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Zur Einführung. 
Als um die Mitte des vorigen Jahrhunderts durch das Zusammen­

wirken von deutscher und fremdländischer Forschung die Geometrie einen 
mächtigen Aufschwung genommen hatte, dessen Höhepunkt die Ver­
wendung der RIEMANNschen Theorie der ABELschen Funktionen in der 
Kurventheorie war, setzten Untersuchungen von CLEBSCH selbst, der 
diesen Weg gewiesen hatte, und Arbeiten jüngerer Mathematiker der 
Theorie der algebraischen Kurven neue Ziele, die weit über den damals 
bevorzugten projektiven Standpunkt hinauswiesen. Aus der Deutung des 
ABELSchen Theorems auf der Kurve entwickelte sich der Begriff der Punkt­
gruppe und damit ein neuer Wissenszweig: die Geometrie auf der Kurve. 

Dieser Wendung folgend haben italienische Mathematiker - an der 
Hand gewisser neuer Begriffe und Bezeichnungen, sowie eines förder­
lichen Rechenverfahrens mit Korrespondenzen - die Punktgruppen zu 
einem Hilfsmittel ausgebildet, das, in Verbindung mit dem SCHUBERT­
scheu Abzählungskalkül für Gebilde in höheren Räumen, sowohl die 
Geometrie der algebraischen Kurven als namentlich die der Oberflächen 
in ungeahntem Maße gefördert hat. Und zwar war an der Ausgestaltung 
dieser Wissenszweige der Verfasser des vorliegenden Werkes selbst höchst 
erfolgreich beteiligt. 

In seinen autographierten "Lezioni di geometria algebrica" - zu­
nächst für seine Schüler an der Universität Padua verfaßt - hat Herr 
SEVERI die in italienischen Zeitschriften und Werken veröffentlichten For­
schungsergebnisse mit den bekannten algebraisch-geometrischen Grund­
lagen in einen Rahmen vereinigt. Er führt damit in die Begriffsbildun­
gen und in die flüssigen, wenn auch an Strenge den algebraischen nach­
stehenden geometrischen Beweismittel der italienischen Forschung ein, 
die er durch einen Abriß der Theorie der ABELschen Integrale in der geo­
metrischen Ausdrucksweise des Lehrbuchs ergänzt und mit einem Ausblick 
auf die für die Flächentheorie wichtigen reduziblen Integrale abschließt. 

Auf Grund einer umfassenden Neubearbeitung, die der Verfasser 
seinen "Lezioni" zuteil werden ließ 1), hat die vorliegende Übersetzung, die 

1) In einem neuerdings hinzugekommenen umfangreichen Anhang behandelt 
der Verfasser Existenzfragen von grundlegender Bedeutung für die Theorie, und 
erwirkt ihre - meist WOhl erstmalige - I.ösung wiederum mit den Hilfsmitteln 
der mehrdimensionalen Geometrie. 

,1 * 
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das Original hinsichtlich der literarischen Nachweise namentlich deutscher 
Quellen dankenswel·t ergänzt, von sachkundiger Hand sorgsam ausgeführt, 
den Geometern das Werk zugänglich gemacht. Sie sichert damit zugleich 
dem Verlag, der mit der Erwerbung des Werkes einen weiten Blick 
gezeigt hat, den Dank aller Beteiligten. 

Seit dem Niederschreiben der vorstehenden Zeilen hat das deutsche 
Volk, in jahrelangen Kämpfen mit einer Welt von Feinden und in inneren 
Wirren begriffen, viel von seiner Produktionskraft eingebüßt. Wenn jetzt 
dieses lange zurückgestellte Werk an die Öffentlichkeit tritt, so möge, 
eingedenk der im Krieg oft befolgten Lehre (as est et ab hoste doceri, die 
deutsche Jugend in dem hoffentlich bald wieder einsetzenden friedlichen 
Wettbewerb um den Kranz treuester Wissenschaftspflege die Mittel ver­
stehen und handhaben lernen, deren sich fremde Nationen in diesem 
Wettkampf bedient haben, und nunmehr den Ball zurückschlagen, den 
auf diesem Gebiet Italien uns zugeworfen hat. 

Tübingen, im Dezember 1920. 
Ä. Brill. 



V orwort des Verfassers. 
Die methodische Behandlung der "Geometrie auf einer algebraischen 

Kurve", d. h. der Gesamtheit der Eigenschaften einer Kurve, die bei bi­
rationalen Transformationen ungeändert bleiben, nahm auf algebraisch­
geometrischer Grundlage bekanntlich vor etwa 40 Jahren ihren Ausgang 
in einer berühmten Abhandlung von A. BRILL und M. NOETHER. Die 
Theorie wurde in der Folgezeit weiter ausgebaut, und zwar in Deutsch­
land besonders durch die Arbeiten von BRILL und NOETHER selbst, in 
Italien durch Arbeiten von C. SEGRE, G. CASTELNUOVO, E. BERTINI, 
F. ENRIQUES und von anderen Mathematikern, die der algebraischen 
Richtung besondere Pflege angedeihen ließen. 

Diese lang andauernde Bearbeitung des Gebietes erhielt ihren An­
trieb einerseits von den Problemen, die im Laufe der Zeit auftauchten 
und von den Fortschritten, die in der Entwicklung der Geometrie auf 
einer Fläche und der projektiven Geometrie in mehrdimensionalen Räumen 
erzielt wurden; andererseits hat sich dabei aber auch der heilsame Ein­
fluß des Hoch!lchulunterrichts geltend gemacht, dessen didaktische Be­
dürfnisse fortwährende Verbesserungen und Vervollkommnungen der auf 
dem Felde der Wissenschaft bereits zur Reife gelangten Theorien nötig 
machten. 

Die vorliegenden "Vorlesungen" sind gerade für die Zwecke des 
Hochschulunterrichts entstanden. Sie erschienen zuerst in italienischer 
Sprache!) als autographierte Wiedergabe einer von mir im Jahre 1907/08 
an der Universität Padua gehaltenen Vorlesung. Bei der Vorbereitung 
für den Druck wurden zahlreiche Abänderungen und Zusätze angebracht, 
wobei ich mich immer bemühte, die didaktischen Forderungen mit denen 
der Wissenschaft in Einklang zu bringen. Ich habe, soweit es mir irgend 
möglich war, versucht, die verschiedenen vereinfachenden Gedanken zur 
Geltung zu bringen, die in der Theorie zutage getreten sind; trotzdem 
ist aber das ständige Streben nach Beschränkung und Kürze niemals von 
dem Wunsche nach Klarheit und Strenge in der Darstellung losgelöst 
worden. 

In einem ersten Teil behandeln diese "Vorlesungen ", wie schon ge-

1) Lezioni di geometria algebrica, Padova, Draghi, 1908. 
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sagt wurde, die Geometrie auf einer Kurve nach der algebraisch-geome­
trischen Methode. Im zweiten Teil dagegen wird die Theorie der alge­
braischen Funktionen einer VeränderIichen vom transzendenten Standpunkt 
aus behandelt. Diese Betrachtungsweise entstammt bekanntlich den un­
sterblichen Untersuchungen ABELS und RlEl\IANNS und den genialen Ideen 
eines K. WElERSTRASS, F. KLEIN, H. POINCARE, E. PICARD und vieler 
anderer hervorragender Gelehrten. 

Trotz der großen Zahl ausgezeichneter Werke, die sich mit der 
Theorie von diesem letzteren Gesichtspunkt aus beschäftigen, hoffe ich, 
daß es nicht unzeitgemäß erscheint, wenn sie auch in diesem Werk, das 
einen vorwiegend geometrischen und synthetischen Charakter trägt, noch 
einmal behandelt wird. Die Herstellung einer Verbindung zwischen ver­
schiedenen Richtungen der Forschung ist immer fruchtbar, nicht nur 
weil sich dabei Vereinfachungen ergeben, wofür der Leser mehrfache 
Beispiele finden wird, sondern vor allem deshalb, weil dabei die Begriffe 
auf einen höheren Standpunkt gehoben und erweitert werden, und weil 
dadurch jeder der Methoden größere Kraft und Tiefe der Forschung ver­
liehen wird. 

Von diesem Gesichtspunkt aus bedaure ich es sogar, daß das Streben, 
das Werk nicht allzusehr in die Breite wachsen zn lassen, mich veran­
laßte, die arithmetische Theorie von L. KRONECKER, R. DEDEKIND und 
H. WEBER beiseite zu lassen, die heute in Deutschland mit Erfolg von 
K. HENSEL, G. LANDSBERG und ihren Schülern gepflegt wird. 

Ich hoffe, daß diese "Vorlesungen" auch eine nützlichp. Einführung 
in das Studium der Geometrie auf einer algebraischen Fläche und der 
algebraischen Funktionen von zwei Veränderlichen bilden können; viele 
Eigenschaften sind gerade zu diesem Zweck in die Darstellung ein­
geflochten worden. 

Zum Schlusse möchte ich auch öffentlich meinen herzlichen Dank 
aussprechen dem Herrn Professor E. BERTINI, der mir viele wertvolle 
und zweckmäßige Bemerkungen über meine autographierte Bearbeitung 
vom Jahre 1908 mitgeteilt hat, die er bei einer Vorlesung an der Uni­
versität Pisa im Jahre 1909 benützte, sowie dem Herrn E. LÖFFLER, der 
meine "Vorlesungen" genau und mit liebevoller Sorgfalt übersetzt und 
mir wiederholt nützliche Hinweise gegeben hat. 

Padua, den 31. Juli 1914. 

Als im Jahre 1919 der durch den Krieg unterbrochene Druck dieses 
Werkes wieder aufgenommen wurde, habe ich einige Änderungen vor­
genommen und Ergänzungen hinzugefügt, um den in der Zwischenzeit 
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veröffentlichten Arbeiten Rechnung zu tragen; auch wurde ein Anhang 
beigegeben. 

Unter den darin behandelten Gegenständen möchte ich besonders auf 
die Bedingungen aufmerksam machen, unter denen eine zerfallende ebene 
Kurve als Grenzfall einer irreduziblen Kurve betrachtet werden kann, 
und auf die Verwendung dieser Bedingungen zu einem algebraisch-geo­
metrischen Beweis des RIEMANNschen Existenztheorems, sowie auf die 
Klassifikation der Familien algebraischer Kurven im r-dimensionalen 
Raum (1" ~ 2) mit Hilfe von rationalen oder in gerade Linien zerfallen­
den Kurven, die jenen Familien angehören. Für die ebenen Kurven ist 
die Klassifikation vollständig; für die Raumkurven und Lrberraumkurven 
bezieht sie sich nur auf die Kurvenfamilien mit allgemeinen Moduln. 
Weitere Ergebnisse dieser Art für Kurven mit beliebigen Moduln werde 
ich demnächst veröffentlichen. 

Indem ich nun, nach dem großen Sturme, der auf der Welt gewütet 
hat, diese "Vorlesungen" endgültig zum Druck gebe, schließe ich mich 
von ganzem Herzen dem Wunsche an, mit dem der Herausgeber sein 
Vorwort beschließt. Der Geist des l!'riedens und der Gerechtigkeit möge 
bald überall siegen und die letzten Spuren des Argwohns und des Grolls 
zerstreuen. Die Zukunft der Zivilisation liegt in der internationalen Ge­
meinschaft der Völker und im friedlichen Wettbewerb der Wissenschaft, 
der Kunst und der wirtschaftlichen Leistung. 

Die Hände, die wir, Herr LÖFFLER und ich, als zwei ehemalige 
Kämpfer in den beiden einander entgegenstehenden Lagern, uns reichen, 
mögen ein Vorzeichen besserer Zeiten für alle seinl 

Padua, im Dezember 1920. 
Francesco Severi. 

Vorwort des Herausgebers. 
Bei der vorliegenden deutschen Ausgabe habe ich mich bemüht, eine 

im wesentlichen wörtlich gehaltene Übersetzung zu liefern, soweit dies 
die Verschiedenheit von Geist und Form der heiden Sprachen zuließ. 
Anßerdem habe ich versucht, durch einige Zusätze das Verständnis zu 
erleichtern; bei den bibliographischen Hinweisen wurde keine Vollstän­
digkeit angestrebt, da hierfür auf die einschlägigen Artikel der Encyklo­
pädie der mathematischen Wissenschaften verwiesen werden kann. 

Anfangs August 1914 war das ganze Werk auf Fahnen gesetzt, ein 
großer Teil auf Bogen umbrochen; die Bogen 1-5 waren schon gedruckt, 
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und wir hofften, das Buch im September 1914 herauszubringen. Der 
Krieg rief mich an die Front und verhinderte so die Fertigstellung. Erst 
anfangs 1919 konnte die Arbeit wieder aufgenommen werden, und unter 
Überwindung zahlreicher Schwierigkeiten wurde sie vollendet. Durch das 
Entgegenkommen des Verlags, dem auch an dieser Stelle für die Bereit­
willigkeit gedankt sei, mit der er auf unsere Wünsche einging, wurde 
die Einfügung der Äuderungen und Zusätze in den Text sowie die Bei­
gabe des wertvollen Anhangs ermöglicht. Die lange Zeitdauer, über die 
sich die Arbeit an dem Werke erstreckte, ist auf den Stil der deutschen 
Übersetzung nicht ohne Einfluß geblieben. 

Für Mithilfe bei der Korrektur bin ich dem Herrn Verfasser und den 
Herren F. MEYER in Königsberg, H. WIELEITNER in Augsburg und (für 
den Anhang) G. F ANO in Turin zu Dank verpflichtet. Ganz besonderen 
Dank schulde ich meinem Lehrer, Herrn A. BRILL in Tübingen, der mich 
einst auf dieses Werk hinwies, mich bei der Übersetzung mit seinem Rat 
unterstützte, und nun die Freundlichkeit hatte, ein Einführungswort zu 
schreiben. 

Mögen diese Vorlesungen als eines der ersten nach dem Kriege in 
deutscher Sprache erscheinenden Werke eines Angehörigen des Landes, 
das früher mit Deutschland verbündet war und dann mit uns im Kriege 
lag, dazu beitragen, daß der friedliche Gedankenaustausch zwischen den 
Gelehrten aller Länder zum Segen der Wissenschaft und zur Förderung 
menschlicher Erkenntnis bald wieder aufgenommen wird! 

Stu ttgart, im Dezember 1920. 
E. Löffler. 
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Einleitung. 
1. Die algebraischen Operationen zerfallen in rationale nnd irratio­

nale Operationen. Die Addition, die Subtraktion, die Multiplikation und 
die Division sind rationale Operationen; das Radizieren (mit beliebigen 
Wurzelexponenten) und, allgemeiner, alle diejenigen Operationen, welche 
man zum Zweck der Lösung einer algebraischen Gleichung vom Grad 
n> 1 mit deren Koeffizienten vornehmen mnß, sind irrationale Operationen. 

Eine veränderliche Größe y heißt eine algebraische Funktion einer 
(unabhängigen) Veränderlichen x, wenn man zu einem gegebenen Wert 
von x die zugehörigen Werte von y mit Hilfe von algebraischen Ope­
rationen erhalten kann. 

Die Funktion y heißt monodrom oder einwertig (eindeutig), wenn zu 
einem allgemein gewählten Werte von x ein einziger Wert von y gehört; 
sie heißt dagegen polydrom oder mehrwertig (mehrdeutig), wenn einem all­
gemein gewählten Werte von x mehrere Werte von y entsprechen. Aus 
dieser Definition folgt, daß zu einem allgemein gewählten Werte von x 
notwendig eine endliche Anzdhl von Werten der Funktion y gehören. 

Die Beziehung zwischen der Veränderlichen x und der Veränderlichen 
y, die eine algebraische Funktion von x ist, kann stets mittels einer in bezug 
auf y algebraischen Gleichung ausgedrücl.:t werden, deren Koeffizienten ratio­
nale Funktionen (oder auch Polynome) von x sind. 

Geht man nämlich von x über zn den Veränderlichen Xl' xs, ... , x., y 
mittels einer Reihe von algebraischen Operationen, so sind diese letzteren 
darstellbar durch Gleichungen von der Form 

fPl(X, Xl) == 0, fP.(Xl , Xli) = 0, . ", fP,(X'_l' X,) = 0, cp(x" y) = 0, 
wo die fP, Polynome bedeuten. Eliminiert man aber die Hilfsvariablen 
Xli Xs, .•. , x, aus diesen Gleichungen, so erhält man als Ergebnis dieser 
Elimination eine Gleichung von der Form 

fex, y) .... 0, 

wo f ein Polynom in x, y bedeutet. 

Daraus folgt nun leicht der Satz: 
Rover!' VoTleenngen fiber algobraioche Geometrie 



2 Einleitung 

Eine eindeutige algebraische Funktion 1/ einer unabhängigen Veränder­
lichen x ist notwendig eine rationale Funktion von x. 

Es sei 
(1) 

die algebraische Gleichung, durch welche die Abhängigkeit zwischen x 
und y ausgedrückt wird, wobei die a, Polynome in x bedeuten. Wenn 
einem beliebigen, aber allgemein gewählten Werte von x ein einziger 
Wert von 1/ entspricht, so sind zwei Fälle denkbar: 

1. Die Gleichung, welche x mit 11 vel bindet, ist vom Grad n = 1, 
d. h. man hat 

woraus sich ergibt 
ao(x)y + a,.(x) = 0, 

a1 (x) 
y = - ao(x) , 

d. h. y ist eine rationale Funktion von x. 
2. Die Gleichung fex, y) = 0, welche y mit x verbindet, ist vom 

nten Grad, aber ihre n Wurzeln fallen zusammen. In diesem Fall besitzen 
die n - 1 Gleichungen 

or = 0, 'O't:. = 0 ... o .. -lf ~ 0 
'Oy 'Oy'" oy,,-l , 

welche bezüglich vom Grad n - 1, n - 2, ... , 1 sind, für einen allge­
mein gewählten Wert von x eine einzige Wurzel y, die gleich der Wurzel 
der Gleichung fex, 1/) = 0 ist. Da nun 

~ .. -lf 
~y"-l ="nl aoex)y + (n - 1)1 a1ex) 

ist, so haben wir wieder 
a1 (x) 

1/=-nao(X)' 

d. h. 11 ist eine rationale Funktion von x. 
II. Der Begriff der algebraischen Funktion läßt sich auch auf Funk­

tionen von mehreren Veränderlichen ausdehnen. 
Man nennt y eine algebraische Funktion der unabhängigen Veränder­

Zichen Xv XI' ••. , xm , wenn man von einer beliebig gewählten Gruppe 
von Werten der Veränderlichen Xi zu den entsprechenden Werten von y 
mit Hilfe von algebraischen Operationen gelangen kann. 

Mit anderen Worten: y ist eine algebraische Funktion der Veränder­
lichen Xi' wenn die Verknüpfung zwischen y und den x j durch eine ge­
wisse Anzahl von algebraischen Gleichungen ausgedrückt wird, in denen 
noch Hilfsvariablen vorkommen. Eliminied man diese letzteren, 80 er-
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hält man für die Beziehung zwischen y und den Xi einen Ausdruck von 
der Form: 

ao(xl1 Xa, "', xm ) y" + al (Xl' Xi' "', X rn ) y,,-l + ... + an(xlI X2, "', Xm ) = 0.' 

Wie bei den Funktionen einer Veränderlichen erkennt man leicht 
die Richtigkeit des Satzes: 

Eine eindeutige algebraische Funktion y der Veränderlichen Xl' X2, ... , xm 

ist eine mtionale Funktion dieser Veränderlichen. 

IH. Man kann den Begriff der algebraischen Funktion noch weiter. 
ausdehnen. Es sei 

(2) fex, y) = 0 

die Gleichung einet· ebenen algebraischen Kurve von der Ordnung n. 
Eine veränderliche Gt'öfJe z heifJt dann eine algebraische Funktion des 
Paares (x, y), das der Gleichung f = 0 genügt, oder kürzer eine algebraische 
Funktion des auf der Kurve f = 0 beweglichen PWlktes, wenn der Über­
gang von dem Paar (x, y) zu den entsprechenden Werten von z mit Hilfe 
von algebraischen Operationen bewerkstelligt werden kann. Aus dem 
Vorhergehenden folgt, daß die Abhängigkeit zwischen z und dem auf der 
Kurve beweglichen Punkte dadurch ausgedrückt werden kann, daß man 
ein geeignetes Polynom in z und in den durch f = 0 verbundenen Ver­
ällderlichen x, y gleich Null setzt, nämlich: 

(3) rp (.$'; X, y) = O. 
Daraus ergibt sich wieder, daß eine eindeutige algebraische Funktion 

eines auf einer algebraischen Kurve beweglichen Punktes eine rationale 
Funktion dieses Punktes (d. h. seiner Koordinaten) ist. 

IV. Man kann noch allgemeiner von algebraischen Funktionen eines 
auf einer algebraischen Fläche beweglichen Punktes sprechen, oder, wenn 
man (bei mehr als drei Veränderlichen) die Darstellung im mehrdimen­
sionalen Raum zu Hilfe nimmt, von algebraischen Funktionen eines 
Punktes, der auf einer beliebigen algebraischen Mannigfaltigkeit beweg­
lich ist. 

V. Es ist ebenfalls leicht zu beweisen, daß eine algebraische Funk­
tion eines auf einer Kurre oder Fläche oder algebraischen Mannigfaltig­
keit beweglichen Punktes, die nirgends unendlich (oder Null) wird, sich auf 
eine Konstante reduziert. 

Wir betrachten zunächst eine algebraische Funktion y der Veränder­
lichen x, die durch die Gleichung (1) definiert sei; wir können an­
nehmen, daß die Polynome a j keinen gemeinsamen Teiler haben. Wenn 
nun ao von X abhinge, so müßte zu jeder Wurzel der Gleichung a'o(:r) = 0 
ein Wert oder mehrere Werte von y gehören, die unendlich würden. Wenn 

1 * 
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daher '!I nirgends unendlich wird, so muß ao unabhängig VOll x sein. 
Daraus folgt aber auch, daß alle anderen Funktionen a; von x unabhängig 
sein müssen, denn sonst müßte '!I für x == 00 ebenfalls unendlich werden, 
da ja ao eine von N u11 verschiedene Konstante ist. In ähnlicher Weise 
ergibt sich aus der Annahme, daß '!I nirgends Null wird, zunächst der 
Schluß, daß a" eine von Null verschiedene Konstante ist und hieraus die 
Folgerung, daß alle andllren Funktionen ai sich auf eine Konstante redu­
zieren müssen. Daher ist sowohl im einen als im anderen Falle '!I eine 
Konstante. 

Endlich betrachten wir eine Funktion e eines veränderlichen Punktes, 
der z. B. auf einer algebmischen Kurve (2) liege; diese Funktion' sei 
durch die Gleichung (3) definiert. Eliminiert man '!I aus (2) und (3), so 
erhält man e als eine algebraische Funktion der einzigen Veränderlichen 
x, die überall endlich (oder von Null verschieden) ist; folglich muß wieder­
um e gleich einer Konstanten sein. 

Wir beschränken uns vorläufig auf diese wenigen Bemerkungen, 
die für unsere nächsten Zwecke genügen, und behalten uns vor, später 
auf die angeführten Sätze und auf einige andere derselben Art zurück­
zukommen, und sie unter dem allgemeineren und fruchtbareren Gesichts­
punkt der Theorie der analytischen Funktionen zu betrachten. (V gl. Ka­
pitel VII, Nr. 86 ff.) 



Erstes Kapitel. 

Lineare Systeme ebener Kurven. 

§ 1 . .Allgemeines über die linearen Systeme ebener Kurven. 

1. Definitionen und einfachste Eigenschaften. Verbindungssystem 
und SChnittsystem zweier Systeme. Wir betrachten eine Gleichung 
von der Form 

(1) lofo(xu xJI x.) + ldl(XU x., xs) + ... + l,,fr(xu X,I, xs) "'" 0, 

in der die (, homogene Polynome (Formen) in Xli ~'2' Xs von derselben 
Ordnung n sind, und in der die li Parameter bedeuten, die nicht alle 
verschwinden. In der Ebene, in welcher XH x., X3 als homogene Punkt­
koordinaten gedeutet werden, stellt diese Gleichung bei gegebenen Werten 
der l. eine nlgebraische Kurve von der Ordnung n vor. Läßt man also 
die li alle möglichen komplexen Werte durchlaufen, aber so, daß niemals 
alle li gleichzeitig verschwinden, so erhält man eine Familie von alge­
braischen KUTven, welche man ein lineares System (Linearsystem) 
nennt, weil die Parameter, welche die Lage einer Kurve innerhalb des 
Systems bestimmen, in der Gleichung (1) linear auftreten. 

Es sei f diejenige Systemkurve, die den Werten (A~, A~, ... , l~) 
der Parameter li entspricht; dann ist es einleuchtend, daß den Werten 
(QA~, QA~, .•. , Ql~) (Q =I- 0) dieselbe Kurve f entspricht. Daher ist die 
Bestimmung der Kurve f im wesentlichen von den Werten der Verhält­
nisse von r beliebigen unter den Parametern 1. zum (r + l)!en abhängig. 
Es fragt sich nUD, ob man auch umgekehrt sagen kann, daß durch eine 
gegebene Systemkurve die Werte dieser Verhältnisse bestimmt werden. 

Nehmen wir an, daß eine Kurve des linearen Systems zwei ver­
schiedenen Wertegruppen der Parameter Ai entspreche, nämlich den Gruppen 
C1~, l~, ... , l~) und C,l.;, ,l.~, ... , l;). Dann besitzen die beiden Gleichungen 

,l.~fo + l~ft + ... + l~f.. .... 0, l~fo + l~fl + ... + A;~f" = O. 

dieselben Lösungen, und ihre linken Seiten können sicL daher nur durch 
einen konstanten Faktor Q unterscheiden; folglich hat man in bezug auf 
die Veränderlichen Xi identisch: 
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oder 

(2) 

wobei "i = l; - (}l;' gesetzt ist. Nun sind zwei Fälle denkbar: entweder 
sind die "i alle Null, und dann hat man l; = (}Ä;', oder es verschwinden 
nicht alle (Xi' Wenn z. B. "0 =+- 0 ist, so folgt 

fo = -~ fl - , .. - ~I'f,., 
o 0 

d. h. eine der Formen läßt sich als lineare Kombination der andern aus­
drücken. In diesem Falle nennt man die gegebenen Formen linear ab­
hängig, oder man sagt auch, die Kurven fo = 0, . , ., f,. = 0 seien linear 
abhängig. 

Die Kurven heißen dagegen lineat· unabhängig, wenn es keine lineare 
Kombination der linken Seiten ihrer Gleichungen gibt, die identisch 
Null wird, ohne daß sämtliche Koeffizienten der Kombination verschwin­
den. Man hat daher den Satz: Wenn die gegebenen Kurven fo = 0, ' .. , 
f,. = 0 linear unabhängig sind, so bestimmt jede Kurve des Systems (1) in 
eindeutiger 'Weise die Verhältnisse von r beliebigen unter den Parametern 
Ä, zum (r + l)-ten. 

In diesem Fall gehört also zu jeder Gruppe von r beliebigen Zahlen­
werten eine ganz bestimmte Kurve des Systems (1), und umgekehrt 
bestimmt eine solche Kurve die Werte dieser r Zahlen. Das lineare 
System heißt deshalb r-fach unendlich (ein oor-System), oder man sagt, 
es sei ton der Dimension (lYlannigfaltigkeitsstufe) r. 

Eine einzelne Kurve kann als ein lineares System von der Dimen­
sion 0 angesehen werden. 

Faßt man Äo, Äl1 ..• , Är als homogene Koordinaten eines Punktes 
auf, der in einem linearen Raum S,. von r Dimensionen beweglich istl), 
BO hat man in diesem Falle eine eineindeutige, stetige Korrespondenz 
zwischen den Kurven des linearen Systems und den Pnnkten des S". 

Wir wollen jedoch den allgemeinen Fall untersuchen, daß zwischen 
den Polynomen" Beziehungen von der Form (2) bestehen, ohne daß die 
Koeffizienten "i alle gleich Null sind. Wir wählen zunächst aus der 
Gruppe {o' (11 ... , fr eine beliebige Form aus, etwa fo' Nun sind zwei 
Fälle denkbar: entweder es sind aUe anderen Formen" abhängig von 10, 

1) Mit dem Symbol B,. bezeichnen wir einen r-dimensionalen Raum (Über­
raum, falls r"> 3 ist). Ein Raum wird linear genannt, wenn ihm die Eigenschaft 
zukommt, die durch irgend zwei seiner Punkte bestimmte Gerade ganz zu ent­
halten. V gl. E. BERTINI, Introduzione alla geometria proiettiva degIi iperspazi 
(pisa, Spoerri, 1907). [A. d. Obers.] 
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d. h. sie unterscheiden sich von fo nur durch einen konstanten Faktor, 
oder es ist möglicb, in der Gruppe fll fl' ... , fr eine Form, etwa ft, zu 
finden, die von fo linear unabhängig ist. Alsdann aber können sich 
wiederum zwei Fälle darbieten: entweder sind die r - 1 übrigen Formen 
linear abhängig von fo und fll oder man kann in der Gruppe f9' ... , fr 

eine Form, etwa f2' finden, die von fo und f1 linear unabhängig ist; usw. 
Fährt man in dieser Weise fort, so wird man schließlich in der Gruppe 
fo, (11 ... , fr eine gewisse Anzahl h + 1 von Formen finden, etwa 
(0, f1l ... , flll die linear unabhängig sind, während die r - h übrigen 
Formen sich als lineare Kombinationen von diesen darstellen lassen. 

Wir erhalten also die folgenden Ideutitäten: 

(3) f1o+I=E~fo +E~h +"'+E~f", l
f1l+1 = E~fo + E~h + ... + E~f", 

fr == E~-hlfo + lir-hlf1 + ... + Et-hlf", 

wo die E konstante Zahlen bedeuten. 

Wenn man nun diese Ausdrücke für f1o+1' ... , fr in die Gleichung 
(1) einsetzt, so erhält man eine Gleichung von der Form: 

(4) Il'ofo + /Ld1 + ... + /Ldh = 0, 
d. h. jede Kurve des linearen Systems (1) gehört zu dem linearen System 
(4). Umgekehrt ist es klar, daß jede Kurve des Systems (4) zu dem 
linearen System (1) gebört, da ja die Gleichung (1) in die Form (4) 
übergeht, wenn man }.1o+1 = 0, )."H = 0, ... , Ar = ° setzt. 

Die Gleichungen (1) und (4) stellen daher dieselbe Kurvenfamilie 
dar, d. h. die beiden linearen Systeme (1) und (4) sind identisch. 

In diesem Falle ist also das gegebene lineare System (1) h-fach Ull­

endlich (ein ooh-System), und seine Elemente (Kurven) lassen sich ein­
eindeutig auf die Punkte des Raumes S" beziehen, in welchem wir 
/Lo, /L1I ••. , /LA als homogene Punktkoordinaten betrachten. Wir erhalten 
daher den Satz: 

Die Kurven eines linearen Systems lassen sich in jedem Falle einein­
deutig und in stetiger Weise auf die Punkte eines linearen Raumes be­
siehen, dessen Dimension gleich derjenigen des Systems ist. 

Diese Korrespondenz ist derart, daß linear unabhängige Kurven 
durch linear unabhängige Punkte dargestellt werden und umgekehrt. 

In der Tat, wenn die Kurven 
h h " (5) ~/L;f; = 0,- ~/L~f; = 0; 

;=0 1=0 
~/L~')f; = 0 
;=0 
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des coA-Systems (4) linear unabhängig sind, so kann keine Identität von 
der !I'orm 

'Y/l~ p; t; + 'Y/2 ~!L; t; + ... + 'Y/.~ p~')rl. = 0, 

d. h. von der Form: 

• • • 
t~1f!L~)'Y/J + f1 ~!LI(>YJj + ... + r,,;E!L'{>'Y/J = 0 

)=1 j=1 ;=1 

bestehen, in der nicht alle 'Y/J gleich N u11 sind. 

Da aber die Kurven fo, ft, ... , fIt linear unabhängig sind, so sind 
auch, falls nicht alle 'Y/J verschwinden, die folgenden Beziehungen un­
möglich: 

P~'Y/I + p~ 'Y/2 + ... + p~)'Y/. = 0, 
P-~ 'Y/l + P-~ fJ2 + ... + p~')'Y/ • .... 0, 

P-~ 'Y/l + P; 'Y/2 + ... + p-~')'Y/. = O. 

Damit ist aber gezeigt, daß die Punkte mit den Koordinaten 
( " , ) ("" ") ((.) (.) (I» l' b P-o' !Lv •.. , p-", P-OI P-P ... , p-", ... , !Lo, !LI , ..• ,!LI. lDear una -
hängig sind: Sind umgekehrt diese Punkte unabhängig, so erkennt man 
durch Umkehrung dieser Schluß weise, daß auch die Kurven (5) unab­
hängig sind. 

Dieser Satz ermöglicht es, viele Eigenschaften der linearen Räume 
auf die linearen Systeme ebener Kurven zu übertragen. So führt z. B. 
die Tatsache, daß ein Raum SkI der durch k + 1 unabhängige Punkte 
eines Uaumes Sk (k < h) bestimmt wird, vollständig in dem Raume S" 
enthalten ist, zu dem Satze: 

Ein lineares System, das durch eine gewisse Ansahl von linear un­
abhängigen Kurven eines linearen Systems E bestimmt wird, gehört gans 
dem System E an. 

Im besonderen leiten wir daraus den Satz ab, da{J in einem linearen 
co/I-System nicht mehr als h + 1.linear unabhängige Kurven enthalten sein 
können, und daß ein lineares ooh-System dUf'ch h + 1 beliebige unter seinen 
Kurven bestimmt wird, vorausgesetst, daß diese Kurven linear unab­
hängig sind. 

Diese Eigenschaften lassen sich übrigens auch direkt beweisen. 
Ein anderer Satz läßt sich ableiten aus der Betrachtung des Schnitt­

raums und des Verbindungsraums zweier Räume Sk und S"" d. h. des 
(linearen) Uaums von größter Dimension, der in bei den enthalten ist, 
und des (linearen) Uaums von kleinster Dimension, der sie heide umfaßt. 
Es ist der folgende: 
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Ist c die Dimension des kleinsten linearen Systems, das zwei Linear­
systeme :E 'Und :E' von den Dimensionen kund k' enthält (Verbindun.qs­
system) und ist i die Dimension des größten linearen Systems (Schnitt­
system), das in beiden enthalten ist, so gilt die Gleichung 

k+k'=-c+i, 

wobei man i = - 1 su seteen hat, wenn kein Schnittsystem vorhanden ist.1) 

Sind z. B. zwei Kegelschnittbüschel 

Äofo + ldt = 0 und fto fPo + ftl!Pt = 0 

in allgemeiner Lage gegeben, so ist kein Scbnittsystem vorbanden 
(i = - 1) und ihr Verbindungssystem ist das dreifach unendliche System 

Äofo + lIft + ftofPo + ftl fPl = O. 
Wenn dagegen die 8 Basispunkte der beiden Büschel auf einem und 

demselben Kegelschnitt liegen, so reduziert sich das Schnittsystem auf 
eben diesen Kegelschnitt und ist daher ein ooO-System, wäbrend das 
Verbindungssystem ein oo'-System wird (die Funktionen to, ft, fPo, fPl 
sind nicht mehr linear unabhängig). 

2. Algebraisohe Bedingungen. Linea.re Bedingungen. Eine Be­
dingung, die einer Kurve von gegebener Ordnung n auferlegt wird, heißt 
algebraisch, wenn sie sich durch ein System algebraischer Gleichungen 
ausdrücken läßt, in die die Koeffizienten der Kurvengleichung ein­
gehen, und in denen auch einige Parameter rational auftreten können. 
SteUt man alle ebenen Kurven von der Ordnung n (die ein lineares 

"("+5) 

oo-S---System bilden) durch die Punkte eines Raumes 8,,(10+8) dar, so wird 
-jl-

die Gesamtheit der Kurven n ter Ordnung, die einer gegebenen algebraischen 
Bedingung genügen, durch eine algebraische Mannigfaltigkeit dargestellt.') 
Es läßt sich beweisen, daß man in einem Überraum eine algebraische 
Mannigfaltigkeit auch durch solche algebraische Gleichungen darstellen 
kann, die nur noch die Koordinaten eines Punktes und keine Parameter 
mehr enthalten 5). Da.s Gebiet der betrachteten Bedingungen wird a.lso nicht 

1) Ein direkter Beweis dieses Satzes (den man C. SEGBE verdankt), findet Bich 
in der Abhandlung von B~;BTINI. La geometria delle serie lineari sopra una 
curva piana secondo il mtltodo algebrico. Ann. di Mat. (2) 22 (1894) in der Fuß­
note zu S. 8. 

2) 'Ober die Theorie der algebraischen MannigCaltigkeiten vgl. z. B. BRRTINI, 

Introduzione alla geometria. UBW. S. 189. 

S) BRRTINJ, Introduzione UBW. S. 197. 
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beschränkt, wenn wir eine Bedingung dann als algebraisch definieren, 
falls sie darstellbar ist mittels eines Systems von algebraischen Glei­
chungen, die nur die Koeffizienten der Gleichung derjenigen Kurve ent­
halten, der jene Bedingung auferlegt ist. 

n(n+S)_d 

Die Bedingung heißt von der Dimension d, wenn es 00 9 Kurven 
von der Ordnung n gibt, die ihr genügen, d. h. wenn die Gesamtheit 
dieser Kurven mittels einer stetigen Korrespondenz von endlichen In-

dizes 1) auf die Werte von n (n 2+ ~~ - d willkürlichen Parametern bezogen 

werden kann. Die Gesamtheit zweier Bedingungen von den Dimensionen 
d und d' ist eine Bedingung, deren Dimension kleiner als die Summe 
d + d' oder ihr gleich ist. 

Da wir im folgenden keine Gelegenheit mehr dazu haben, wollen 
wir hier im Vorbeigehen bemerken, daß man aus den Sätzen über die 
Bedingungen der funktionalen Abhängigkeit mehrerer Funktionen von­
einander den folgenden Satz ableiten kann: 

Damit eine gegebene algebraische Bedingung, die mittels der Gleichungen 

... , 

ausgedrückt wird, von der Dimension d sei, ist es notwendig und hinreichend, 
daß die Funktionalmatrix der Funktionen fl!i bezüglich der Veränderlichen 
aj für eine allgemein gewählte Lösung der Gleichungen fl!i = 0 den Rang d 
(aber keinen größeren) besitzt. i ) 

Die Gesamtheit der Kurven, welche einer gegebenen algebraischen 
Bedingung genügen, heißt ein algebraisches System. 

So ist z. B. das System aller Kurven von gegebener Ordnung, die 
eine gegebene algebraische Kurve einmal oder mehrere Male berühren, 
algebraisch; ebenso ist das System aller Kurven von gegebener Ordnung, 
die einen oder mehrere Doppelpunkte besitzen, algebraisch usw. 

Ein algebraisches System von Kurven n ter Ordnung kann irreduzibel 
oder reduzibel seinS.) Es wird irreduzibel genannt, wenn diese Eigen­
schaft der algebraischen Mannigfaltigkeit zukommt, deren Punkte die 

1) Werden mit jedem Element der ersten (zweiten) M,tnnigfaltigkeit P (a) 
Elemente der zweiten (ersten) in Korrespondenz gesetzt, BO nennt man a, p die 
Indizes der Korrespondenz; vgl. Nr. 69. [A. d. übers.] 

2) Eine Matrix heißt bekanntlich vom Rang r, wenn sie wenigstens eine nicht 
verschwindende r-reihige Determinante besitzt und alle in ihr etwa enthaltenen 
Determinanten höherer Ordnung verschwinden. [A. d. übers.] 

3) Vgl. auch Nr. 11, S. 27. rA. d. übers.] 
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Kurven des Systems in demjenigen linearen Raum S,,(n+3) darstellen, mit 
2 

dessen Hilfe sich das lineare System aller Kurven von der Ordnung n 
abbilden läßt; im entgegengesetzten Falle heißt es reduzibel. So ist z. B. 
das oo8-System aller ebenen Kurven dritter Ordnung mit einem Doppel­
punkt irreduzibel, während das ooll-System aller ebenen Kurven vierter 
Ordnung mit drei Doppelpunkten reduzibel ist. Dieses letztere System 
spaltet sich nämlich in das ooll-System aller rationalen ebenen Kurven 
vierter Ordnung und in das ooll-System derjenigen Kurven vierter Ord­
nung, die alle in eine Gerade und in eine ebene Kurve dritter Ordnung 
zerfallen. 

Unter den algebraischen Bedingungen sind die linearen Bedingungen 
besonders wichtig, d. h. diejenigen, welche sich durch Systeme von line­
aren Gleichungen darstellen lassen. Die Kurven, welche einer linearen 
Bedingung genügen, bilden ein lineares System. 

Eine algebraische Bedingung von der Dimension n (n:- 3) wird 

durch eine Gruppe mit einer endlichen Anzahl von Kurven befriedigt. 

Es sei E ein algebraisches oo'·-System. Man wähle einen Punkt Pi 
der Ebene, durch welchen nicht alle Kurven von E gehen; schreibt man 
nun den Kurven des Systems vor, durch den Punkt P1 zu gehen, so er­
legt man ihnen damit eine lineare Bedingung auf, und diese ist unabhängig von 

-der algebraischen Bedingung, die das System definiert. Die Kurven von 
E, die durch Pi gehen, werden also ein neues algebraisches System Ei 
von der Dimension r - 1 bilden. Man nehme ferner einen Punkt P2 an 
durch welchen nicht alle Kurven von E1 gehen. Die durch P 2 gehenden 
Kurven von E 1 bilden dann ein algebraisches Syetem E2 von der Di­
mension r - 2. Fährt man in dieser Weise fort und läßt man die Kurven 
durch l' Punkte gehen, wodurch man r unabhängige Bedingungen erhält, 
so gelangt man schließlich zu einem algebraischen ooO-System Er' d. h. 
zu einer Gruppe mit einer endlichen Anzahl von Kurven. Daher ergibt 
sich der Satz: 

Wenn ein algebraisches System die Dimensiun r hat, so läßt sich 
durch r in allgemeiner Lage befindliche Punkte der Ebene nur eine endliche 
Anzahl von System kurven legen. 

Diese Zahl heißt der Index des Systems.1) 

Es ist einleuchtend, daß die Anzahl der Kurven eines irreduziblen 
algebraischen oor-Systems, die durch r veränderliche Punkte der Ebene 

1) Diese Bezeichnung stammt von E. de JONQUIERE8, Journ. de Math. (2) 6, 113 
(1861). [A. d. t)'bers.l 
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gehen, konstant bleibt (falls sie nicht unendlich wird), vorausgesetzt, 
daß jede Kurve mit der nötigen Vielfachheit gezählt wird. 

Wenn wir es im besonderen mit einem linearen ocr-System .2 zu 
tun haben, so können wir auf die oben angegebene Weise r Punkte 
wählen, welche den Kurven von E jeweils unabhängige lineare Be­
dingungen von der Dimension 1 auferlegen. Da nun aber diese Kurven 
dadurch erhalten wurden, daß man den Kurven von der Ordnung n eine 

lineare Bedingung von der Dimension n (n 2+ 3) - r auferlegte, so erhält 

man durch Hinzufügen der neuen Bedingungen, die unter sich und von 
den vorhergehenden unabhängig sind, eine lineare Bedingung von der 

Dimension n (n ;t~). Diese wird durch eine einzige Kurve der Ebene be­

friedigt. Man hat daher den Satz: 
Durch r allgemein gewählte Punkte der Ebene geht eine einzige Kurve 

eines gegebenen ocr Linearsystems. 
Wir fassen noch einige andere Beispiele von linearen Bedingungen 

ins Auge außer dem schon betrachteten, bei dem es sich um den Durch­
gang der Kurven durch gegebene Punkte handelte. 

Wenn im besonderen einige der gegebenen Punkte auf einer festen 
Kurve beweglich sind, und wenn sie dabei in einen einr.igen Punkt dieser 
Kurve zusammenrücken, so bleibt während der stetigen Bewegung die Be­
dingung, welche den Durchgang durch jene Punkte ausdrUckt, linear. 
Beim Übergang zur Grenze werden wir die Bedingung dafür erhalten, 
daß eine l( urve von gegebener Ordnung mit einer festen Kurve eine 
t-punktige Berührung hat. Die Bedingungen tur eine mehr oder 't(ellige1' 
innige Berührung mit gegebenen Kurven in gegebenen Punkten sind dahC1' 
lineare Bedingungen. 

Dies ergibt sich übrigens auch aus folgender Bemerkung. Wenn 
eine Kurve ((x, y) .... 0 mit einer festen Kurve rin einem gegebenen Punkt P 
eine Berührung von der Ordnung t - 1 hiiben soll, so hat man die Koeffi­
zienten von ( gewissen Beziehungen zu unterwerfen. Diese erhält man, 
wenn man die Bedingungen dafür anschreibt, daß das Polynom (in P 

verschwindet, und daß die Ableitungen : ~, ~~, .. " :t:e~ ~ vorgeschrie­

bene Werte annehmen. Alle diese Beziehungen sind linear in den Koeffi­
zienten von f 

Auch die Forderung~ daß ein gegebener Punkt der Ebene ein s-(acher 
Punkt der Kurve werde, ist eine lineare Bedingung; denn sie drückt sich 
analytisch dadurch aus, daß man die Ableitungen (s - 1 )ter Ordnung 
der Form {, nachdem in sie die (homogenen) Koordinaten des gegebenen 
Punktes eingesetzt worden sind, gleich Null setzt. 



2. 3. Lineare Bedingungen. Basispunkte ID 

Schließlich bemerken wir noch, daß die aen Kurven eines linearen 
Systems E auferlegte Forderung, eine gegebene Kurve r als Bestandteil eu 
enthalten, ebenfalls eine lineare Bedingung darstellt. 

Zum Beweis legen wir zunächst den Kurven des linearen Systems E 
die Forderung auf, durch einen beliebigen, aber nicht speziell gelegenen 
Punkt Pt von r hindurchzugehen. Es sei E' das so erhaltene lineare 
System. Wenn die Kurven von E' die Kurve r als ..!l'eil enthalten, so 
ist der Satz bewiesen; im anderen Falle wird man auf r einen Punkt P~ 
wählen können, durch den nicht alle Kurven von E' hindurchgehen. Die 
Kurven von E' durch P2 bilden ein System ~", und auch hier können 
sich zwei Fälle ergeben: entweder enthalten sämtliche Kurven von E" 
die Kurve r als Teil, oder es läßt sich auf r ein Punkt Ps wählen, durch 
den nicht alle Kurven von E" hind~'rchgehen; in dieser Weise schließt 
man weiter. 

Da nun jeder Durchgang durch einen neuen Punkt P die Dimen­
sion des linearen Systems, das wir betrachten, um eine Einheit vermin­
dert, so wird man schließlich entweder zu einem linearen System gelangen, 
dessen Kurven r als Teil enthalten, oder aber zu einer einzigen Kurve 
von E, die durch r Punkte Pl1 Ps, ... , Pr von r geht, 'aber r nicht als 
Teil enthält. In diesem Falle wird es keine Kurve von,}] geben, welche r 
als Bestandteil enthält. 

3. Basiapunkte eines linearen Systems. Ein Punkt, der allen Kur­
ven eines linearen Systems E gemeinsam ist, heißt ein Basispunkt von E. 
Wenn z. B. E durch die Gleichung (1) (S.5) dargestellt ist, und wenn die 
Kurven fo "'" 0, fl = 0, ... , f,. =- 0 den Punkt P gemeinsam haben, so ist 
es einleuchtend, daß· dieser Punkt jeder Kurve von (1) angehört, d. h. ein 
Basilipunkt für E sein wird. 

Wenn das System ,}] ein Biischel ist (t· .., 1), so wird es sicher Basis­
punkte besitzen; ihre Anzahl ist n2, falls die zwei Kurven f~ = 0 uud 
h == 0, die das Büschel bestimmen, von der Ordnung n sind und keine 
gemeinsamen Teile haben. 

Ein Netz (r"'" 2) wird aber im allgemeinen keine Basispunkte be­
sitzen und um so weniger ein System, dessen Dimension größer als 2 
ist, da drei oder mehr Kurven im allgemeinen keine gemeinsamen 
Punkte haben. 

Es kann auch der Fall eintreten, daß ein lineares System unendlich 
viele Basispunkte besitzt; diese Punkte bilden eine oder mehrere irredu­
zible algebraische Kurven, die allen Systemkurven als Bestandteile ange­
hören. So hat z. B. das lineare System 

Äorpfo + ;'lCPh + ... + ;"rflJfr - 0 
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unendlich viele Basispunkte, die längs der Kurve rp == 0 verteilt sind. 
Wenn ein Punkt P gleil'hzeitig auf r + 1 linear unabhängigen Kurven eines 
linearen oor-Systems liegt, so ist er ein Basispunkt des Systems; denn es 
ist klar, daß die Gleichung einer beliebigen Kurve des Systems aus einer 
linearen Kombination der Gleichungen jener r + 1 unabhängigen Kurven 
besteht. 

§ 2. Sätze von LÜROTll und von BERTINI. 

4. Hilfssatz über die Scharen von Punktgruppen auf einer Ge­
raden. Der Lehrsatz, welcher aussagt, daß durch r allgemeine Punkte 
der Ebene eine Kurve eines linea~ oor-Systems hindurchgeht, ist auf 
folgende Weise umkehrbar: 

Wenn ein algebraisches oo"-System von ebenen Kurven der Ordnung 
n die Eigenschaft besitzt, daß durch 1" allgemeine Punkte der Ebene eine 
einzige Kurve des Systems hindurchgeht, so ist es linear. 

Um diesen Satz zu beweisen, ist es zweckmäßig, den folgenden Hilfs­
satz vorauszuschicken: 

Wenn auf einer Geraden eine algebraische Schar .1J von Gruppen zu 
je n Punkten vorhanden ist, so daß ein beliebiger Punkt der Geraden einer 
einzigen Gruppe angehört, so ist die Schar .1J linear, d. h. ihre fJruppen 
lassen sich durch' eine Gleichung von der Form 

fex) + 19(x) = 0 
dm'stellen, wo fund g gegebene Polynome vom Grad n sind und leinen 
veränderlichen Parameter bedeutet. 

Unter einer algebraischen Schar von Punktgruppen verstehen wir 
eine solche, deren allgemeine Gruppe in den Koordinaten x durch eine 
Gleichung von der Form 

'P(x) =0 
dargestellt ist; dabei bedeutet'P ein Polynom vom Grad n, dessen Koeffi­
zienten durch eine Anzahl algebraischer Gleichungen verbunden sind, 
die wir in ihrer Gesamtheit mit A bezeichnen wollen. Die Voraussetzung, 
von der wir ausgehen, ist die, daß ein allgemeiner Punkt der Geraden 
einer einzigen Gruppe 'P =oe 0 angehört. 

Gegeben sei ein Punkt xo; um die Gruppe zu bestimmen, der er an­
gehört, hat man die veränderlichen Koeffizienten von 'P aus den Glei­
chungen A und den Gleichungen 

rp(x) = 0, 'P(xo) =~ 0 
zu eliminieren. Aus der Algebra ist bekannt, daß diese Elimination sich 
in rationaler Weise ausfuhren läßt. Daher sind die Koeffizienten der 
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entstehenden Gleichung rationale Funktionen von xo; außerdem ist sie 
vom Grad n und wird durch die n Punkte der gesuchten Gruppe (unter 
denen sich der Punkt Xo befindet) befriedigt. Die gesuchte Gleichung 
wird also folgende Form haben: 

(1) F(xo, x) = ao(xo)x" + a1{xO)x .. - 1 + ... + a .. (xo) = 0, 

wo die a, Polynome in Xo sind. 

Lassen wir nun Xo variieren, so haben wir damit eine algebraische 
Beziehung zwischen Xo und den übrigen n - 1 Punkten der durch Xo be­
stimmten Gruppe. Ist aber x gegeben, so wird die Gleichung (1) befrie­
digt werden durch alle diejenigen Lagen von xo, welche der den Punkt 
x enthaltenden Gruppe angehören. Mit anderen Worten: wenn x gegeben 
ist, so wird' die Gleichung (1) durch alle diejenigen Punkte Xo befriedigt 
werden, die der durch x bestimmten Gruppe angehören. 

Die Gleichung (1) ist daher symmetrisch in bezug auf x und XO•I ) 

Wir können nun die folgenden Bemerkungen machen: 

1. Das Polynom ao(xo) kann nicht identisch Null sein, wenn, wie 
wir es voraussetzen, die n Punkte der durch Xo bestimmten Gruppe alle 
mit Xo beweglich sind. Wenn nämlich ao == ° wäre, so würde dies be­
deuten, daß durch jeden Punkt Xo eine Gruppe ginge, welcher der Punkt 
x == 00 angehörte. Die Gruppen von ~ hätten daher einen festen Punkt. 
Nun ist es aber klar, daß wir fiir unseren Zweck von den festen Punkten, 
die allen Gruppen der Schar gemeinsam sind, absehen können. 

2. Die rationalen Funktionen ut , ~~, •• " I:'.!! können sich nicht alle 
Qo Uo Uo 

auf Konstante reduzieren, denn sonst hätten wir die Gleichung 

F(xo, x) = ao(xo) {x" + k1x"- 1 + ... + k,,} , 

in der die k. Konstante bedeuten. Wenn man nun einen Punkt Xo der 
Geraden wählte, für den das Polynom ao nicht verschwindet, so würden 
die Punkte der durch Xo bestimmten Gruppe der folgenden Gleichung 
genügen: 

x1l + k1xn - 1 + ... + kn = 0, 

d. h. sie würden alle fest bleiben, während Xo sich auf der Geraden bewegt; 
dies ist aber unmöglich, da ja der Punkt Xo sich selbst unter diesen 
Punkten befindet, 

Nach diesen Vorbemerkungen betrachten wir nun eine der genannten 

1) Die Funktion F (3:0 , x) kann natürlich in bezug auf x. und x auch alter­
nierend sein. [A. d. Übers.] 
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rationalen Funktionen, z. B. ~ «xo» , die tatsächlich von l'o abhängt. Wir ao Xo 

setzen 
a1 (xo). = t. 
00 (Xo) 

Aus der Algebra ist bekannt, daß jede dieser rationalen Funktionen eine 
symmetrische Funktion der Wurzeln der Gle.ichung (1) ist. Diese Wur­
zeln sind die Koordinaten .'Co, Xl' .•. , xn _ l der Punkte der durch Xo be­
stimmten Gruppe. In dem von um gewählten Beispiel ist: 

al (XI)) '+ + + ) -(-) = - \XO Xl . • . XlI _ l • 
Go XO, 

Da die rechte Seite dieser Gleichung sich nicht ändert, wenn man die Xi 

unter sich vertauscht, so erhalten wir 

a1 (xo) al (XI) a1 (x" -1) 
ao (.l:o) ..., ao (xJ .,.. ... = ao (x~ =-J . 

Folglich wird die Gleichung 

oder a1 (x) - t ao(x) = 0 

durch ,die n Punkte Xo, Xli ••. , X"_l einer Gruppe von ~ befriedigt. 
Andererseits kann der Grad von ao und a1 nicht größer als n sein, weil 
sonst das Polynom F in bezug auf x vom Grade n, in bezug auf Xo von 
einem höheren Grade wäre; dies widerspricht aber dem oben erhaltenen 
Ergebnis, daß die Gleichung F(xo, x) = 0 in x und Xo symmetrisch ist. 
Es folgt also, daß die Gleichung 

a1 (x) - tao(x) =-= 0 
alle Gruppen von E darstellt, wenn man t als veränderlichen Parameter 
betrachtet. Damit ist a,ber bewiesen, daß ~ eine lineare Schar ist. 

Bemerkung. Da die Gleichung (1) von allen Punkten der durch 
Xo gehenden Gruppe (xo, Xli ..• , X"_l) befriedigt wird, und da sich unter 
diesen der Punkt Xo selbst befindet, so erhält man- für jedes Xo 

F(xo, xo) == 0, 
d. h. das Polynom F (xo, xo) wird identisch Null. 

5. Der Satz von LÜROTH. Ehe wir dazu übergehen, diesen Hilfs­
satz auf den Beweis des am Anfang der vorigen Nummer ausgesprochenen 
Lehrsatzes anzuwenden, wollen wir den Hilfssatz selbst in eine andere 
Form bringen, die sich im folgenden als nützlich erweisen wird. Wir 
wollen annehmen, daß die Koordinaten (x, y) der Punkte einer ebenen 
algebraischen Kurve C rationale Funktionen eines Parameters t seien; 
die Kurve sei also dargestellt durch die Gleichungen 
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(2) x = fJJ(t), y = 1/J(t) , 
wo fJJ und 1/J rationale Funktionen bedeuten. Die Gleichung fex, y) = 0 
der Kurve wird erhalten, wenn man t aus den Gleichungen (2) eliminiert. 
Jedem Wert von t entspricht mittels der Gleichungen (2) ein Punkt von 
0; kann man aber auch umgekehrt sagen, daß zu jedem Punkt von 0 nur 
ein einziger Wert von t gehört? Es ist leicht, sich an einem Beispiel zu 
überzeugen, daß einem Punkt von () nicht immer ein einziger Wert von 
t entspricht. Betrachten wir z. B. die Kurve 

x = t 2 , Y = 1 + t4 (Parabel in cartesischen Koordinaten). 

Zu jedem Punkt der Kurve gehören offenbar zwei Werte von t, die sich 
nur durch das Vorzeichen voneinander unterscheiden; nimmt man aber 
als Parameter 1;' = t2, so erscheinen die Punkte der Kurve eineindeutig 
auf die Werte des neuen Parameters bezogen. 

Im allgemeinen Falle wird man sagen können, daß, wenn ein allge­
meiner Punkt von 0, d. h. eine allgemeille Lösung (x, y) der Gleichung 
f = 0 gegeben ist, sich unter den Lösungen der Gleichung x = fJJ Cf) eine 
gewisse Anzahl von Werten tu t2 , ••• , tn befinden werden, die der Glei­
chung y = 1/J(t) ebenfalls genügen. 

Wir wollen nun die Veränderliche t als Koordinate eines Punktes 
auf einer Geraden u deuten. 

Während der bewegliche Punkt (x, y) die Kurve 0 beschreibt, 
durchlaufen die Punkte mit den Koordinaten tl1 t2 , ••• , tn auf der Ge­
raden u eine algebraische Schar 2, welche offenbar die Eigenschaft be­
sitzt, daß jeder allgemein gewählte Punkt der Geraden u zu einer ein­
zigen Gruppe von 2 gehört. Dem bewiesenen Hilfssatz zufolge wird 
man also die Gruppen von 2 mittels einer Gleichung von der Form 

a(t) - J.b(t) = O. 

darstellen können, wo a und b Polynome vom Grad n bezeichnen, wäh­
rend J. einen Parameter bedeutet, welcher mit der auf 2 beweglichen 
Gruppe veränderlich ist. 

Zwischen den Punkten (x, y) der Kurve 0 und den Werten des Para.­
meters J. besteht eine algebraische Beziehung derart, daß einem allge­
meinen Punkt von C ein einziger Wert von J. entspricht, und daß umge­
kehrt zu einem allgemeinen Wert von J. ein einziger Punkt (x, y) von C 
gehört. In der Tat befinden sich ja die Punkte von C und die Werte 
von J. in eineindeutiger Korrespondenz mit den Gruppen von 2. Daraus 
ergibt sich, daß die Koordinaten (x, y) eines auf C beweglichen Punktes 
einwertige algebraische Funktionen, d. h. rationale Funktionen des Para­
meters J. sind (s. Einleitung I). Daher wird man schreiben können: 

Re v 8 r i Yo1'leaungen über algebraische Geometrie 
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(3) 

wo ~ und 1j rationale Funktionen bedeuten; ein Punkt (x, y) der Kurve 
o entstammt also einem einzigen Wert von A. 

Die Kurve 0 erweist sich also mittels einer algebraischen Korre­
spondenz (d. h. mittels einer durch algebraische Operationen vermittelten 
Korrespondenz) als eineindeutig bezogen auf eine Gerade, über welche 
der Parameter Ä als Koordinate ausgebreitet ist. 

Eine Kurve, die diese Eigenschaft besitzt, heißt rational. 
Das gewonnene Resultat können wir in folgender Weise aus­

sprechen: 
Wenn sich die Koordinaten der Punkte einer algebraischen Kurve als 

rationale Funktionen eines Parameters t ausdrücken lassen, so daß ein be­
stimmter Kurvenpunkt n (> 1) Werten des Parameters entspricht, so lassen 
sich diese Koordinaten auch mittels rationaler Funktionen eines neuen Para­
meters Ä ausdrücken, der selbst eine rationale Funktion von t ist, derart, 
daß ein Kurvenpunkt einem einzigen Wert von Ä entspricht. 

In geometrischer Form lautet der Satz: 
Wenn man zwischen den Punkten einer algebraischen Kurve 0 und 

einer Geraden u eine algebraische Korrespondenß herstellen kann, derart, 
daß einem Punkt von 0 n Punkte von u entsprechen, während einem Punkt 
von u ein einziger Punkt von 0 entspricht, so läßt sich die Kurve 0 auch 
mittels einer eineindeutigen Korrespondenz auf u beziehen. 

Diesen Satz verdankt man J. LÜROTH (Math. Ann. 9, 163 (1875)). In der 
Arbeit von LÜROTH wird angegeben, .wie man tatsächlich den neuen Para­
meter A als rationale Funktion von t herstellen kann. Für uns ist dies nicht 
nötig. Wir verweisen deshalb den Leser auf die Originalarbeit LÜROTHS oder 
auf das Werk von ApPELL und GOURSAT, Theorie des fonctions algebriques 
et de leurs integrales. (Paris, Gauthier-Villars, 1895), S. 288. 

6. Algebraische Systeme ebener Kurven vom Index 1. Wir kommen 
nun endlich zum Beweis des in Nr.4 ausgesprochenen Satzes, der aus­
sagt, daß ein algebraisches Kurvensystem vom Index 1 linear ist. Wir 
beginnen mit dem Falle eines einfach unendlichen Systems und gehen 
aus von der Voraussetzung, das algebraische ool-System ~ von ebe­
nen Kurven der Ordnung n besitze die Eigenschaft, daß durch einen 
allgemeinen Punkt der Ebene eine einzige Systemkurve hindurchgeht. 
Wir bringen das System .1J mit einer beliebigen aber allgemein gewählten 
Geraden zum Schnitt. Wir erhalten dann auf dieser Geraden eine alge­
braische Schar von Gruppen zu je n Punkten, so daß jeder Punkt der 
Geraden einer einzigen Gruppe der Schar angehört. Nach Nr. 4 muß da-
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her diese Schar linear sein, d. h. man kann ihre Gruppen in algebraischer 
Weise eineindeutig den Werten eines Parameters A zuordnen. 

Nun behaupten wir, daß zwischen den Werten von l und den Kur­
ven von E ebenfalls eine eineindeutige algebraische Verwandtschaft be­
steht. In der Tat, wenn ein Wert von A gegeben ist, So kann man die 
diesem Wert entsprechende Gruppe (d. h. die Koordinaten der Punkte 
dieser Gruppe) algebraisch finden, und von der Gruppe kann man eben­
falls auf algebraischem Wege zu derjenigen Kurve von E gelangen, die 
durch sie hindurchgeht (denn es handelt sich ja darum, einer Kurve eines 
algebraischen Systems die Hneare Bedingung des Durchgangs durch 
Punkte aufzuerlegen). Wir gelangen also durch algebraische Operationen 
von einem Wert von ). zu einer wohldefinierten Kurve von E. Ist um­
gekehrt eine solche Kurve gegeben, so bestimmen wir durch Auflösung 
einer algebraischen Gleichung die Koordinaten der Punkte der durch sie 
auf der schneidenden Geraden bestimmten Punktgruppe, und von dieser 
Gruppe gelangen wir auf algebraischem Wege zu einem wohldefinierten 
Werte von Ä. 

Man kann auch noch bemerken, daß mau nur rationale Operationen 
auszuführen hat, um von einer Kurve des Systems E zu dem entsprechen­
den Werte von Ä zu gelangen, da ja ). eine rationale symmetrische Funk­
tion der Punkte derjenigen Gruppe ist, die von der Kurve auf der Ge­
raden ausgeschnitte~ wird 

Wir haben festgestellt, daß eine Kurve von E in der Weise alge­
braisch von Ä abhängt, d'aß jeder Wert von A eine einzige Kurve von E 
bestimmt; diese Feststellung ist aber gleichbedeutend mit der Behaup­
tung. daß die Koeffizienten der Gleichung einer veränderlichen Kurve des 
Systems E einwertige algebraische Funktionen, d. h. rationale Funktionen 
des Parameters A sind. Man wird also die Kurven von E darstellen 
können durch die Gleichung 

fex, Y; Ä) = 0, 

wo f ein Polynom in (x, y) ist, dessen Koeffizienten Ä. in rationaler Weise 
enthalten. Multipliziert man diese Gleichung mit einem geeigneten Poly­
nom in l, so kann man die Brüche wegschaffen, und man erhält die 
Gleichung in der Form 

lklPO(X, y) + Äk-1lPl (x, y) + ... + lPk(X, y) = 0, 
wo die lPi Polynome vom Grad < n sind. (Sämtliche Polynome wären 
vom Grad n, wenn man homogene Koordinaten einführen würde). 

Um die Gleichung derjenigen Kurve vo.n E zu erhalten, die durch 
einen allgemeinen Punkt (.To, Yo) der Ebene hindurchgeht, hat man für 
Ä einen Wert zu wählen, der der Gleichung 
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AkrpO(XO' YO) + ')"k-lrpl (xo, yO) + ... + rp,,(XO' 'YO) = 0 
genügt. Damit durch (xo, Yo) eine einzige Kurve von .!; hindurchgeht, 
muß diese Gleichung in A eine einzige Wurzel besitzen, d. h. sie muß 
entweder vom ersten Grade sein, oder sie muß sich auf die kte Potenz 
eines Ausdrucks von der Form 

A,1f'o(xo, Yo) + 1f'1(XO, yo) 

reduzieren, wo t/lo und 1f'I vom Grad < i sind. (Diese beiden Polynome 

würden in homogenen Koordinaten den Gr.ad i besitzen.) Aber in diesem 

letzteren Falle hätte eine beliebige Kurve von .!; eine Gleichung von 
der Form 

[Ä t/lo(x, y) + t/l1 (x, y)Jk -= 0 

und würde also unter den Fall der Reduzierbarkeit fallen, den wir aus­
schließen. Es folgt daher, daß l~ = 1 sein muß, d. h. daß die Gleichung 
einer beliebigen Kurve des Systems .!; von der Form ist: 

Ärpo(x, y) + rpl (x, y) - 0 . 
Damit ist bewiesen, daß das System .!; ein Büschel ist. 

Wir dehnen nun den Satz aus auf ein algebraisches System.!; von 
der Dimension 'r, indem wir durch Induktion weiterschreiten, d. h. indem 
wir den Satz für Systeme von der Dimension 'f' - 1 als bewiesen an­
nehmen. Die Kurven von .!;, die durch einen allgemein gewählten Punkt 
P hindurchgehen, bilden ein algebraisches ocr-I_System .!;', und dieses 
besitzt nach unserer Voraussetzung die Eigenschaft, daß durch r - 1 all­
gemeine Punkte der Ebene eine einzige seiner Kurven hindurchgeht. 
Nach dem als richtig angenommenen Satze ist daher .!;' ein lineares 
System, das durch die Gleiqhung 

Ad'I (x, y) + Ad2(X, y) + ... + ÄJr(x, y) = 0 

darstellbar ist, wo die fI' t;, ... , fr linear unabhängig sind. 
Wir nehmen nun in .!; eine Kurve fo (x, y) an, die nicht durch P 

hindurchgeht, die also nicht zu .!;' gehört. 
Wenn wir einen allgemeinen Punkt Q der Kurve fo ins Auge fassen, 

so gehen durch ihn ocr - 1 Kurven von .!;, welche nach dem vorausge­
setzten Theorem ein lineares System .!;" bilden, und ocr -» Kurven von 
.!;', die ebenfalls ein lineares System bilden, und dieses letztere ist im System 
.!;" enthalten. Eine Kurve f des ocr - '-Systems bestimmt zusammen mit fo 
ein Büschel, das vollständig in .!;" und daher auch in .!; enthalten ist. 
Dieses Büschel sei mit A bezeichnet. Man bemerke, daß das System .!;' 
und das Büschel A außer f keine anderen Kurven gemeinsam haben, 
weil Ronst A in .!;' enthalten wäre und daher fo durch P hindurchginge. 
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Durch einen allgemeinen Punkt X der Ebene gehen ocr - J Kurven 
von E', d. h. r - 1 linear unabhängige Kurven dieses Systems, und eine 
Kurve des Büschels A. Diese letztere Kurve muß von den eben genannten 
r - 1 Kurven unabhängig sein. Im entgegengesetzten Falle würde sie 
nämlich dem System E' angehören und daher mit l zusammenfallen, 
weil ja f die einzige Kurve ist, die dem Büschel A und dem System E' 
gemeinsam ist. Dann aber würde X auf f liegen, und dies widerspricht 
der Voraussetzung, daß X ein allgemein gewählter Punkt sei. 

Die I' - loben genannten Kurven geben also zusammen mit der 
Kurve von A I' unabhängige Kurven, die durch X hindurchgehen, und 
die gleichzeitig sowohl dem linearen ocr-System 

(4) Aofo(x, y) + Adi (x, y) + ... + ).,.t~(x, y) = 0 

(welches das Büschel A und das System E' umfaßt) als auch dem ge­
gebenen algebraischen System E angehören. Da nun die durch den 
Punkt X hindurchgehenden Kurven von E ein lineares ocr-i-System 
bilden,- SO schließt man, daß dieses System durch die I' unabhängigen 
Kurven, die wir betrachtet haben, bestimmt wird, d. h. daß es zusammen­
fällt mit den durch X gehenden Kurven des Systems (4). Daraus folgt, 
daß die Gesamtheit der Kurven von E, die durch einen allgemein ge­
wählten Punkt der Ebene hindurchgehen, mit der Gesamtheit der Kur­
ven (4), die durch denselben Punkt gehen, zusammenfällt. 

Macht man nun diesen Punkt X in der Ebene beweglich, so erkennt 
man, daß E mit dem linearen System (4) zusammenfällt. 

Anmerkung. Im Laufe dieses Beweises haben wir mehrmals still­
schweigend angenommen, daß das gegebene System E keine Teile ent­
halte, deren Dimension kleiner als r ist. Über die Art des algebraischen 
Systems, auf welches sich der Satz der NI'. 4 bezieht, müssen wir daher die 
folgenden Einschränkungen machen: 

a) Seine Kurven dürfen nicht alle vielfach sein, d. h. sie dürfen 
nicht alle dadurch erhalten werden, daß man die Kurven eines alge­
braischen Systems (das sich in jedem Falle als linear ergeben würde) in 
einer gewissen Vielfachheit wiederholt. 

b) Das System darf nicht aus einem algebraischen ocr-System und 
einem anderen System von geringerer Dimension zusammengesetzt sein. 

Diese Einschränkungen sind offenbar notwendig. 

7. Eine Differentialeigenschaft ebener Kurven, die in einem 
stetigen Systeme veränderlich sind und bewegliche mehrfache Punkte 
besitzen. Wir wenden uns nun zum Beweis einer Differentialeigenschaft 
der ebenen (auch nicht algebraischen) Kurven, deren wir uns bedienen 
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wollen, um emen Satz von BERTINI über lineare Kurvensysteme ab­
zuleiten. 

Wir betrachten ein stetiges Kurvensystem. Es sei 

fex, y; t) = 0 

die Gleichung einer beliebigen Kurve der Familie; dabei bedeutet t einen 
Parameter, dnrch den die Lage einer Kurve im System bestimmt wird. 
Wir werden für die Funktion f alle diejenigen analytischen Eigenschaften 
voraussetzen, die sich im folgenden als nötig erweisen. 

Die Kurve f = 0 möge eine Anzahl von Doppelpunkten besitzen, 
die mit dem Parameter t 'Veränderlich sind. Wir fassen eine spezielle 
Kurve der Familie, etwa fex, y; to) = 0, ins Auge und bezeichnen mit 
P(xo, Yo) einen der Doppelpunkte der Kurve, die gleichzeitig mit dem 
Parameter t veränderlich sind. Wir wollen nun beweisen, daß die Kurve 

fex, y; to + dt) = 0, 

die der Kurve fex, y; to) = 0 unendlich benachbart ist, durch den-Punkt 
P hindurchgeht, d. h. daß der Wert, den die Funktion fex, y; to + dt) 
für X "'" xo, y .... 110 annimmt, eine unendlich kleine Größe höherer Ord­
nung ist, wenn dt als unendlich klein von der ersten Ordnung ange­
sehen wird. 

Die über den Punkt P getroffene Annahme besagt, daß die zu 

fex, 11; to) = 0 unendlich benachbarte Kurve einen Doppelpunkt P be­
sitzt, der dem Punkt P unendlich benachbart ist, oder mit anderen 
Worten, daß zwei einwertige, in der Umgebung von t = to definierte, 
stetige Funktionen rp (t) und l/J (t) existieren, derart, daß der Punkt mit 
den Koordinaten x = rp (t), y:= l/J (t) ein Doppelpunkt der Kurve 

fex, 11; t) = 0 ist, und ~i, ~; in der Umgebung von t = to endlich bleiben. 

Wenn wir in der Gleichung fex, y; t) = 0 an Stelle von x, y die 
Funktionen rp, l/J setzen, so erhalten wir also eine Identität in t. Diffe­
renziert man diese Identität nach t, so erhält man 

iJ( dx + 01' dy + (}f' _ 0 
03:: diay di ot - , 

wo x und y die Funktionen rp und l/J darstellen sollen. Da aber nach der 
Voranssetzung der Punkt mit den Koordinaten x, 11 ein Doppelpunkt von 

f ist, so muß : ~ = ~~ = 0 sein. Es ergibt sich also, daß im Punkt mit 

den Koordinaten x = rp (t), 11 = l/J Ct) der Differentialquotient ~~ für jeden 

beliebigen Wert von t innerhalb des betrachteten Bereiches verschwindet. 
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Im besonderen haben wir für t = to die Relationen 

f(xo, Yo; to) = 0 und r; (xo, 110; to) = O. 
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Entwickeln wir nun die Funktion f(xo, Yo; to + dt) nach dem 
TAYLoRschen Satz und berücksichtigen wir die eben gemachten Bemer­
kungen, so erhalten wir: 

f(xo, 1/0; to + dt) = f(xo, 110; to) + f; (xo, 110; to) dt + t r;. (xo' 110; to) dt' + ... 
~~ t f;~ (xo, Yo; to) dt2 + t r~: (xo, Yo; to) dt8 + .. '. 

Damit ist aber bewiesen, daß f(xo, Yo; to + dt) von höherer Ordnung un­
endlich klein ist als dt. 

Man kann daher den folgenden Satz aufstellen: 
Wenn eine in einem stetigen System veränderliche Kurve 0 einen 

veränderlichen Doppelpunkt P besitzt, so geht jede System kurve, die z·u 0 
unendlich benachbart ist, mindestens einfach durch den Punkt P. 

Bei dem Beweis haben wir den Fall einer Kurve betrachtet, die in einem 
einfach unendlichen System veränderlich ist (d. h. die von einem einzigen 
Parameter abhängt); aber das Ergebnis läßt sich sofort auf mehrfach 
unendliche Systeme übertragen, wenn wir die Kurve innerhalb solcher 
einfach unendlicher Systeme variieren lassen, die in dem gegebenen ent­
halten sind. 

Man beachte, daß der Satz auch richtig bleibt, wenn Pein k·facher 
Punkt der Kurve 0 ist (k> 2); denn das, was für den Beweis not­
wendig ist, ist das Verschwinden der partiellen Differentialquotienten 
cf cr· P k ( ) OX und oy 1m un t x, y . 

Wie kann man nun das erhaltene Resultat in endlicher Form aus­
sprechen? 

Wenn eine Kurve 0 vorliegt, die in einem stetigen ool-System ver­
änderlich ist, und wenn man eine gewisse Lage 00 der Kurve 0 festhält, 
so versteht man unter der charakteristischen Gruppe von 0 diejenige 
Gruppe von Punkten (in endlicher oder unendlicher Anzahl), der sich 
das gesamte Schnittsystem von 0 mit 00 nähert, wenn die Kurve 0 der 
Kurve 00 immer näher rückt. Die Gesamtheit der charakteristischen 
Gruppen der Systemkurven erfüllt eine Kurve, die man die Umhüllungs­
kurve des Systems nennt. Betrachtet man ein mehrfach unendliches 
System, so kann man die charakteristischen Gruppen ebenfalls definieren; 
nur wird es deren auf einer festen Kurve unendlich viele geben. Jedes 
ool-System, das im gegebenen enthalten ist, wird eine Umhüllungskurve 
erzeugen. 

Den oben bewiesenen Satz können wir nun in folgender Form aus­
sprechen: 
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Wenn eine ebene Kurve 0, die in einem stetigen System veränderlich 
ist, einen beweglichen Doppelpunkt hat, so gehört dieser Punkt jeder charak­
teristischen Gruppe von 0 an. 

8. Das bewiesene Theorem kann auch auf Punkte ausgedehnt wer­
den, deren Vielfachheit gräßer als 2 ist, und man gelangt dann zu dem 
folgenden Satz: 

Wenn eine ebene Kurve C, die stetig veränderlich ist, einen beweg­
lichen s-fachen Punkt P besitzt, so ist dieser Punkt P für jede zu 0 un­
endlich benachbarte Kurve mindestens (s - 1 )-fach. 

Wir beweisen dies für den Fall s = 3. 

Es handelt sich darum, zu zeigen, daß, wenn in einer gewissen Um­
gebung von t = to der Punkt mit den Koordinaten x = lp (t), y = 'IjJ (t) 
für die Kurve fex, y; t) = 0 dreifach ist, die Kurve fex, y; to + dt) = 0, 
die zu fex, y; to) = 0 unendlich benachbart ist, den für fex, y; to) = 0 
dreifachen Punkt Xo = lp (to), 110 = 'IjJ (to) zum mindesten als Doppelpunkt 
besitzt. 

Die Annahme, daß der Punkt (x, y) für fex, 11; t) = 0 dreifach sei, 
wird analytisch dadurch ausgedrückt, daß in (x, y) die Funktion {, ihre 
ersten Ableitungen nach x, y und ihre zweiten Ableitungen nach den­
selben Veränderlichen verschwinden. Daraus folgt, daß der Punkt (x, y) 
für jede der Kurven 

f~(x, y; t) = 0 und f~(x, 11; t) == 0 

ein Doppelpunkt ist. Wenden wir nun den Satz der vorhergehenden 
Nummer an, so ergibt sich, daß die Kurven 

f~(x, y; to + dt) = 0 und f~(x, 11; to + dt) = 0, 

die zu den Kurven 

r:(x, y; to) = 0 und f~(x, y; to) = 0 

unendlich benachbart sind, durch den Punkt P(xo, Yo) gehen. Durch 
denselben Punkt geht aber auch die Kurve fex, y; to + dt) = 0, folglich 
erweist sich P als Doppelpunkt der letzteren Kurve. 

Dieses Beweisverfahren läßt sich unmittelbar auf ein beliebiges s 
ausdehnen. 

9. Der Satz von BERTINI über die mehrfachen Punkte der Kurven 
eines linearen Systems. Die vorhergehenden Betrachtungen erweisen 
sich besonders in der Geometrie auf einer algebrail,lChen Fläche als 



H. 9. 10. Satz von BERTll\1 26 

äußerst fruchtbar. Wir wollen zunächst nur zeigen, wie man daraus den 
folgenden Satz von BERTL.'U 1) ableiten kann: 

Die allgemeine Kurve eines linearen Systems von ebenen algebraischen 
Kurven hat außer den Basispunkten des Systems keine (beweglichen) mehr­
fachen Punkte. 

Es sei .E das gegebene lineare System und 0 eine allgemeine Kurve 
desselben. Wenn P ein vielfacher Punkt von 0 ist, so wird jede Kurve 0 
von .E, die zu 0 unendlich benachbart ist, einen vielfachen Punkt P 
besitzen, der dem Punkt P unendlich nabe liegt oder mit ihm zu­
sammenfällt. In beiden Fällen wird nach dem Satz der Nr. 8 die Kurve C 
durch den Punkt P hindurchgehen. Dies vorausgeschickt, betrachten 
wir in .E eine beliebige Kurve 00 , die von 0 verschieden ist, sowie das 
Büschel H, das durch die Kurven 00 und 0 bestimmt wird. Eine be­
wegliche Kurve dieses Büschels schneidet 0 nur in den Basispunkten 
des Büschels, d. h. in den gemeinsamen Punkten der Kurven 0 und 00, 

Aber die zu 0 unendlich benachbarte Kurve des Büschels H geht durch 
P hindurch, daher ist Pein Basispunkt des Büschels, d. h. die Kurve 00 

geht ebenfalls durch P hindurch. Da nun 00 eine beliebige Kurve von 
.E ist, so muß also Pein Basispunkt des Systems sein.2) 

10. Abschweifung über die erste PLÜCKERsche Formel. Wir wollen 
auch eine andere elegante Anwendung des in Nr. 7 aufgestellten Satzes 
nicht verschweigen. Es handelt sich dabei um einen Beweis der Plücker­
sehen Formel,8) welche die Klasse einer ebenen Kurve liefert, die mit 
einer endlichen Anzahl 0 von Doppelpunkten (mit getrennten Tangenten) 
und mit einer endlichen Anzahl k von Rückkehrpunkten (Doppelpunkten 
mit zwei zusammenfallenden Tangenten) behaftet ist. 

Unter der Klasse einer algebraischen Kurve 0 von der Ordnung n 
versteht man die Anzahl von Tangenten, die man von einem allgemein 
gewählten Punkt P der Ebene an die Kurve legen kann. Projiziert 
man die gegebene Kurve von einem Punkt aus in eine passend gewählte 
Ebene, so kann man als Definition der Klasse auch die Anzahl der­
jenigen Tangenten wählen, die einer gegebenen Richtung parallel sind 
(der Punkt P<YJ liegt dann im Unendlichen). 

Wir unterwerfen nun unsere so transformierte Kurve - die wiederum 
o genannt werde - einer unendlich kleinen Parallelverschiebung in der 

1) E. BERTlNI, Sui sistemi lineari. Ist. Lomb. Rend. (2) 10, 24 (1880). 
2) Dieser synthetische Beweis des BlmTINI schen Satzes findet sich als 

Nebenresultat unter weit allgemeineren Voraussetzungen in einer Note des Ver­
fassers (Torino Atti, Dezember 1906). 

3) J. PI,ÜCKER, Theorie der algebrai8chen Curven. (Bonn, 1839.) S. 200 ft 
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Richtung P", und bezeichnen die durch diese Verschiebung erhaltene 
Kurve mit C. Wenn A und B die beiden unendlich benachbarten Punkte 
sind, die der Kurve C und einer Tangente mit der Richtung P «> gemein­
sam angehören, so ist es einleuchtend, daß durch die infinitesimale V er­
schiebung .A. in B übergefiihrt wird, so daß die Berührungspunkte der 
fraglichen T.!tngenten sich unter den Schnittpunkten der Kurven C und C 
befinden. 

Die übrigen Schnittpunkte fallen: 
a) In die n unendlich fernen Punkte von C, da die Verschiebung 

jeden der Punkte im Unendlichen ungeändert läßt. 
b) In die d' Doppelpunkte von C. In der Tat geht nach dem Satz 

der Nr. 7 die Kurve 0 durch jeden dieser Doppelpunkte mindestens ein­
fach hindurch. Überdies ist jeder dieser Punkte unter den Schnittpunkten 
von C und 0 doppelt zu zählen, weil er ein Doppelpunkt von C ist. Man 

kann dies übrigens in der beistehenden Figur in anschau­
licher Weise erkennen. Wenn man nämlich die Kurve C 
einer endlichen Parallelverschiebung unterwirft, die sie in 
die Lage Co überführt, so werden zwei von den Schnitt­
punkten von C und Co (in Fig. 1 mit 1 und 2 bezeichnet) bei 
der Rückwärtsbewegung der Kurve Co nach C mit Hilfe der 

Fig. 1 umgekehrten Verschiebung in den Doppelpunkt D zusammen­
rücken. 

c) In die k Rückkehrpunkte von C, da ja nach dem Satz der Nr. 7 
die Kurve 0 durch jeden von diesen hindurchgeht. Man kann auch hier 
in anschaulicher Weise erkennen, daß jeder von diesen Rückkehrpunkten 
drei Schnittpunkte absorbiert. Man darf nur den Rückkehrpunkt als 
einen Doppelpunkt betrachten, der immer mehr zusammengeschnürt wird. 
Nähert sich nun die Kurve Co der Kurve C, so rücken drei von den 
Schnittpunkten der beiden Kurven in den Rückkehrpunkt hinein (es sind 
die drei in der Figur mit 1, 2, 3 bezeichneten Punkte). 

Diese Tatsache besagt, daß die zu C unendlich benachbarte Kurve 0 
nicht nur durch die Spitze D hindurchgeht, sondern daß sie in diesem 
Punkt dieselbe Tangente wie C besitzt. 

Bezeichnet man die Klasse von C mit m, so hat man also: 

m + n + 2 tl + 3 k = nll , 

d. h. 
m ... n (n - 1) - 2" - 3 k. 

Dies ist die erste Formel von PLÜCKER.1) 

1) Der hier gegebene Beweis, welcher der PLÜCKERschen Formel eine an­
schauliche Bedeutung verleiht, stammt von BECIl: (Zur allgemeinen Theorie der 
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11. Reduzible lineare Systeme. Wenn die. allgemeine Kurve eines 
linearen Systems von algebraischen Kurven reduzibel ist (d. h. wenn sie 
in mehrere Teile zerfällt), so nennt man das Linearsystem reduzibel,1) 

Ein erstes Beispiel für ein reduzibles Linearsystem erhält man, 
wenn man zu jeder Kurve eines irreduziblen Kurvensystems eine feste 
Teilkurve hinzufügt. Wenn 

lofo + ldt + ... + )"J,. = 0 
die Gleichung des gegebenen Systems und cP = 0 die Gleichung der festen 
Kurve ist, so erhalten wir das reduzible Linearsystem 

locpfo + Ä.t CPfl + ... + Ä.rcp{,. = O. 
Ein anderes Beispiel erhält man in folgender Weise: Es sei 

lU(x, y) - ~v(x, y) = 0 
ein Büschel von algebraischen Kurven von der Ordnung n. Die Kurven 
des Büschels kann man eineindeutig auf die Punkte einer Geraden be­
ziehen, wenn man l, p, als homogene Koordinaten eines veränderlichen 
Punktes auf dieser Geraden wählt. Nun wollen wir auf dieser Geraden 
eine lineare oor-Schar von Gruppen zu je k Punkten betrachten, d. h. ein 
System von Punktgruppen, das durch eine Gleichung von der Form 

voCPo(Ä., p,) + Vt CPt (l, p,) + ... + vrCPr(Ä., p,) = 0 

dargestellt wird, wo die CPo, CPll ... , cP,. linear unabhängige Formen von 
der Ordnung k sind. 

Den Gruppen der Schar entsprechen im Büschel Gruppen von je k 
Kurven, die in einer linearen oor·Schar veränderlich sind. Die Kurven 
dieser letzteren Schar sind durch die Gleichung 

Vo CPo (v, u) + Vi CPl (v, u) + ... + VrCPr(V, u) = 0 
gegeben und bilden ein lineares oor-System, dessen sämtliche Kurven 
in k veränderliche Teile zerfallen sind, und diese gehören einem Büschel 
an. Nun sagt aber ein anderer Satz von BERTINI aus, daß die beiden 
angeführten Beispiele die einzigen Fälle der Reduzierbarkeit eines Linear· 
systems darstellen. Es gilt mit anderen Worten der Satz: 

Wenn jede Kurve eines Linearsystems in mehrere Teile zerfällt, so 
haben entu'eder sämtliche Kurven des Systems einen gemeinsamen Bestand­
teil oder sie setzen sich aus k Kurven zusammen, die einem und demselben 

Kurven und Flächen, Math. Ann. 14:,207 (1878), sowie Zürich. Vierteljahraachr.80, 
178 (1889)). 

1) Der Ausdruck ist nicht gut gewählt. Es wäre besser zu sagen "Linear­
system von reduziblen Kurven". Die übliche Redensa.rt gibt bei Linea.rsystemen 
zu keinem Mißverständnis Anlaß, dagegen ist aie zweideutig, wenn man sie auf 
ein beliobiges algebraisches System anwendet. 
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Büschel angehören. l ) (Natürlich können diese beiden Möglichkeiten auch 
zusammen auftreten.) 

Wir schließen den Fall aus, daß sämtliche Kurven unseres Linear­
systems 2J einen gemeinsamen Bestandteil besitzen und bezeichnen mit 
011 Os, ... , 0k die 7c veränderlichen Kurven, in welche die allgemeine 
Kurve ° von 2J zerfällt. 

Wir wollen vor allem feststellen, daß die Komponenten °1,°2 , .•• , 0k 
der allgemeinen Kurve ° voneinander verschieden sind; denn bei der ent­
gegengesetzten A11Ilahme würde die Kurve ° außer den Basispunkten 
noch weitere mehrfache Punkte besitzen, was nach N r. 9 unmöglich ist. 
Wir bezeichnen ferner die Komponenten einer anderen Kurve C' von 2J 
mit O~, O~, ... , O~ und bemerken, daß der Satz bewiesen ist, sobald wir 
gezeigt haben, daß die Kurven 01' 02' ... , 0kl O~, 0;, ... , O~ alle einem 
und demselben Büschel angehören. Wenn man dann nämlich die Kurve ° fest hält, so wird auch dieses Büschel fest bleiben, weil es durch zwei 
der Komponenten von ° (z. B. 01 und 0i) bestimmt ist, und die Kom­
ponenten der veränderlichen Kurve 0' erweisen sich dann als Kurven des 
festen Büschels. Nun bestimmen die Kurven ° und 0' innerhalb 2J ein 
Büschel, das wir H nennen wollen. Wir bezeichnen mit ~, ~, ... , Il,. 
die algebraischen Systeme, welche von den Komponenten 011 02' ... , 0k 
beschrieben werden, wenn ° das Büschel H durchläuft. Es handelt sich 
dann darum, zu beweisen, daß diese algebraischen Systeme in ein ein­
ziges Büschel zusammenfallen. In der Tat, wenn das System ~ von dem 
System BI verschieden wäre, so könnten eine Kurve von ~ und eine 
Kurve von ~, die durch einen und denselben allgemeinen Punkt P der 
Ebene gehen, nicht Bestandteile von zwei verschiedenen Kurven des 
Büschels H sein, weil durch P nur eine einzige Kurve von H hindurch­
geht; sie könnten auch nicht Bestandteile einer und derselben Kurve ° 
sein, weil diese sonst in P, d. h. außerhalb der Basispunkte, einen 
Doppelpunkt hätte. Die Annahme, daß zwei beliebige unter den Sy,stemen 
B l , B" ... , Il,. voneinander verschieden seien, ist daher unmöglich, und 
daraus folgt unser Satz. 

12. Einfache und zusammengesetzte lineare Systeme. Wir führen 
noch den Begriff des einfachen und des zusammengesetzten Linear­
systems ein. 

Ein lineares ooT-System 2J heißt einfach, wenn alle Kurven von 2J, 
die durch einen allgemeinen Punkt P der Ebene gehen, nicht notwendig 

1) BERTINI, Ist. Lomb. Rend. (2) 15, 28 (1880). Siehe auch LÜROTH, Math. 
Ann. 42, 467 (1892) und 44, 539 (1894). 
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auch durch einen anderen, mit P veränderlichel1, d. h. von den etwa vor­
handenen Basispunkten verschiedenen, Punkt hindurchgehen; im ent­
gegengesetzten Falle jedoch heißt das System zusammengesetzt. 

Das System aller Geraden der Ebene und das System aller Kegel­
schnitte sind einfache Systeme; das Netz aller ebenen Kurven dritter 
Ordnung, die durch sieben allgemeine Punkte hindurchgehen, ist ein zu­
sammengesetztes System. 

Wir betrachten ein zusammengesetztes System ~, in welchem je 
zwei Kurven außer den Basispunkten noch D weitere (veränderliche) 
Punkte gemeinsam haben, oder wie man kurz sagt, das den Gmd D hat. 
Wenn alle Kurven von ~, die durch einen allgemeinen Punkt P gehen, 
sich außer in P noch in anderen, von den Basispunkten verschiedenen 
Punkten schneiden, so ist klar, daß die Zahl i - 1 dieser Schnittpunkte 
sich nicht ändern kann, wenn man P stetig variieren läßt; daraus folgt, 
daß die D Schnittpunkte, welche je zwei Kurven außer den Basispunkten 

gemeinsam haben, sich in !;. Gruppen von je i Punkten derart verteilen, 
~ 

daß jede Systemkurve, die durch einen beliebigen Punkt einer dieser 
Gruppen hindurchgeht, auch durch die anderen i - 1 Punkte geht. 

Einem zusammengesetzten Linearsystem ist also ein algebraisches 
System von 00 2 Gruppen zu je i Punkten zugeordnet, bei dem jeder 
Punkt der Ebene zu einer einzigen dieser Gruppen gehört. Ein so be­
schaffenes System nennt man eine ebene Involution von der Ordnung i. 

Es ist einleuchtend, daß jedes Netz vom Grad D > 1 ein zusammen­
gesetztes System ist, das eine Involution von der Ordnung Derzeugt. 
Ein Netz vom Grad D ~.1 heißt ein lwmaloidisches Netz. Homaloidische 
Netze sind z. B. das System aller Geraden, das System der Kegelschnitte, 
die durch drei Punkte gehen, das System der Kurven vierter Ordnung, 
die durch drei allgemeine Punkte doppelt und durch drei andere einfach 
hindurchgehen, usw. 
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Rationale und birationale Transformationen. 

§ 1. Rationale und CREMONAsche Transformationen zwischen 
Ebenen. 

13. Ra.tionale Transformationen einer Ebene in eine andere. Wir 
betrachten die Formeln 

(1) 
J (>X~ = (1(XV X" Xs) I 

1 (>X~ = (,(Xli XII XI)' 
(>Xa = (s(x1, XII :ra), 

in denen (11 (" (3 drei algebraische Formen derselben Ordnung in den 
Veränderlichen Xu x" Xs bedeuten. Wenn man Xli XII Xs als homogene 
Koordinaten eines veränderlichen Punktes X in einer Ebene X und 
x;, x~, x~ als homogene Koordinaten eines veränderlichen Punktes x' in 
einer anderen Ebene X' auffaßt, so wird durch die Formeln (1) einem 
beliebig aber allgemein gewählten Punkt X von X ein einziger Punkt x' 
in X' zugeordnet. 

Man kann die Frage aufwerfen, wie sich der Punkt x' bewegen wird, 
wenn X die Ebene X durchläuft. Wir stellen uns insbesondere die Auf­
gabe, zu untersuchen, unter welchen Bedingungen der Punkt x' die ganze 
Ebene X' durchläuft. 

Dabei schließen wir von vornherein den Fall aus, daß die Formen (11 (2' (8 
sich nur durch konstante Faktoren unterscheiden, weil in diesem Falle 
einem beliebigen Punkt der Ebene X ein fester Punkt x' entspricht. 
Man erkennt auch, daß dies der einzige Fall ist, in dem bei einer Be­
wegung des Punktes X der Punkt x' fest bleibt; denn wenn für willkür-

liche Werte der Veränderlichen Xv XI' Xs die V erhältnisse ~,~ einen 
konstanten Wert behalten sollen, so folgt daraus, daß 

ft =0 ars, (~= b(s 

ist, wo a und b konsta.nte Faktoren bedeuten. 
Man kann ferner den Fall ausschließen, daß die Formen (11 (,, (. 

gemeinsame Faktoren haben; denn wenn solche Faktoren vorhanden sind, 



13. Rationale Transformationen 31 

so können sie weggelassen werden, ohne daß dadurch die gegenseitigen 
Verhältnisse der {" von denen die Lage des Punktes x' abhängt, verändert 
werden. 

Wir untersuchen nun die Frage, unter welchen Bedingungen zwei 
Punkte «(<<11 «SI ".) und [:J([:JlI [:J" [:Js) der Ebene X denselben Punkt x' 
ergeben. Damit dieser Fall eintritt, ist es notwendig und hinreichend, daß 

{, ("11 «" «a) -= tJt;([:JI' [:Js, [:Js) (i= 1, 9, s) 

ist, wo tJ einen Proportionalitätsfaktor darstellt. Bezeichnen wir mit X 
das (mindestens einfach unendliche) Linearsystem 

ldl(X) + l,fs(x) + lsfs(x) "'" 0, 
so wird jede Kurve von ,E, die durch « hindurchgeht, solchen Werten 
der Parameter li entsprechen, die der Gleichung 

Adl(") + l.fs(<<) + Aats(<<) = 0, 
d. h. also auch der Gleichung 

ldl ([:J) + Äsf.([:J) + Asfs([:J) = 0 

genügen, und sie wird daher auch durch ß hindurchgehen. 
Wir haben dabei stillschweigend die Voraussetzung gemacht, daß in 

den Punkten «, ß nicht alle drei Formen {, gleichzeitig verschwinden, 
d. h. daß « und [:J nicht mit den Basispunkten von X zusammenfallen. 
Der einem Basispunkt entsprechende Punkt x' erweist sich in der Tat als 
unbestimmt, da seine drei homogenen Koordinaten Null sind. 

Wenn umgekehrt zwei (von den Basispunkten des Systems Xverschie­
dene) Punkte « und [:J der Ebene X die Eigenschaft haben, duß alle Kurven 
von X, die den einen enthalten, auch durch den anderen gehen, so ent­
spricht ihnen ein und derselbe Punkt x'. In diesem Falle muß nämlich 
die lineare Gleichung 

Jodl (a) + l,fs(<<) + lsfa(<<) == 0 
zwischen den A., dieselbe Beziehung ergeben wie die Gleichung 

ldl ([:J) + 1, fs ([:J) + Asfs ([:J) = 0, 

d. h. diese beiden Gleichungen müssen äquivalent, mit anderen Worten, 
ihre Koeffizienten müssen proportional sein. 

Wir können nun zwei Annahmen unterscheiden: 
1. Die Kurven von X, die durch einen allgemeinen Punkt « gehen, 

haben außerdem noch unendlich viele Punkte gemeinsam, die zusammen 
eine algebraische Kurve erfüllen. 

2. Die Kurven von X, die durch " gehen, haben im ganzen (ein­
schließlich des Punktes «) t Punkte gemein (t:2 1), die nicht mit den 
Basispunkten zusammenfallen. 
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Bei der ersten Annahme reduziert sich das System E entweder von 
vornherein auf ein Büschel - weil nur zwei von den Formen fu f2' fs 
linear unabhängig sein können - oder aber es müssen sämtliche Kurven 
von 2J zerfallen. Da nun aber das Zerfallen nicht zur Folge haben kann, 
daß alle Kurven von 2J einen gemeinsamen festen Bestandteil besitzen, 
(weil sonst die Formen f; einen gemeinsamen Faktor hätten), so schließen 
wir aus dem in NI'. 11 (S. 27) bewiesenen Satz von BERTINI, daß jede 
Kurve von 2J in l veränderliche Kurven zerfällt, die alle einem und dem­
selben Büschel H angehören. Nach der Voraussetzung haben alle Kurven 
von E, die durch ce gehen, eine algebraische Kurve gemeinsam: diese 
wird offenbar aus 11, (1 < h < 1) Kurven von H zusammengesetzt sein, 
unter denen sich eine befinden muß, die durch ce geht. 

'Venn 
U(X1, x2, xs) = 0, v(xu Xli' xs) = 0 

die Gleichungen VOR zwei verschiedenen Kurven des Büschels H sind, 
so erhält man die Gleichung einer aus 1 Kurven von H zusammenge­
setzten Kurve dadurch, daß man eine Binärform lter Ordnung der Ver­
ändedichen u, v gleich Null setzt; im vorliegenden Falle erhalten 
wir also 

ft(x) = Pt(u, v), t;(x) = P2(U, v), fs(x) = Ps(u, v), 
wo Pli P2' Ps Binärformen von der Ordnung 1 sind. 

Es sei nun ein Punkt X von X gegeben, und der entsprechende 
Punkt von X' sei mit x' bezeichnet. Zu demselben x' gehört noch eine 
Anzahl anderer Punkte von X, und zwar sind es diejenigen Punkte, 
die allen durch x gehenden Kurven von E gemeinsam sind; sie verteilen 
sich also auf h Kurven des Büschels B, und deren Gleichungen sind 

V=A1U, V=A2U, ... , V=AhU. 

Diese Gruppe von h Kurven hat die Eigenschaft, daß durch eine 
von ihnen die h - 1 zugehörigen bestimmt sind; denn wenn man die 
Kurve das Büschel H durchlaufen läßt, so erhält man eine einfach un­
endliche Mannigfaltigkeit von Gruppen mit je h Kurven, und jede Kurve 
von H gehört zu einer einzigen Gruppe. 

Jeder dieser Gruppen von 7i Kurven entspricht ein einziger Punkt 
x'; daher ist der Ort des Punktes x' in der Ebene X' eine Kurve 0', 
deren Punkte den genannten Gruppen eineindeutig zugeordnet sind. 

Die Kurve 0' besitzt die folgende Parameterdarstellung: 

(>x~ = PI (u, v), (>x~ = P2(U, v), (>x~ = Ps(u, v). 

Verzichtet man auf die Homogenität in den Parametern, so wird sie 
durch folgende Gleichungen dargestellt: 

(>x; -c: Pt (1, l), (>x~ = p2(1, J.), (>x~ = Ps(l, J.). 
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Jedem Wert von ,t wird ein und nur ein Punkt von C' entsprechen, aber 
einem Punkt von C' sind h Werte von).. zugeordnet. Die Kurve C' ist 
rational (s. Nr. 5, S. 18). 

In dem besonderen Falle, wo das System E sich von vornherein auf 
ein Büschel reduziert, erweisen sich die Formen PI' P2' Pa als linear, 
und die Kurve C' ist daher eine Gerade. 

Wir wenden uns nun zur Untersuchung der zwciten Annahme 
(S.31). Es ist leicht einzusehen, daß der Punkt x' in diesem Falle eine 
beliebige Lage in der Ebene X' einnehmen kann. Während nämlich ein 
Punkt x sich in der Ebene X bewegt und dabei die Kurve 0 des Systems 
E beschreibt, deren Gleichung 

(2) 
ist, kann der entsprechende Punkt x' nicht fest bleiben; denn wenn man 
auf der Kurve C den Punkt x beliebig wählt, so gibt es außer diesem 
nur noch t - 1 Punkte von C, die demselben Punkt x' entsprechen. 
Daher wird sich der Punkt x' so bewegen, daß er die Gerade 

(3) Al x; + A2X~ + ,t3:l'~ = 0 
durchläuft. Wenn die Kurve 0 das System E durchläuft, das notwendiger­
weise ein Netz sein muß, so verändert sich die Gerade (3) derart, daß sie 
die ganze Ebene X' beschreibt; folglich kann der einem veränderlichen 
Punkt x zugeordnete Punkt x' jede beliebige Lage in X' einnehmen. 
Fassen wir also zusammen, so erhalten wir das Ergebnis: Zwischen den 
Ebenen X und X' besteht eine algebraische (d. h. durch algebraische 
Gleichungen vermittelte) Verwandtschaft oder Korrespondenz mit den 
Indizes t, 1, die dadurch gekennzeichnet ist, daß einem allgemeinen Punkt 
von X ein und nur ein Punkt von X' zugeordnet ist, während einem all­
gemeinen Punkt von X' t Punkte von X entsprechen; durchläuft der 
Punkt x' die Ebene X', so beschreiben die entsprechenden Punkte in der 
Ebene X eine Involution von der Ordnung t. 

Man hat daher den folgenden Satz: 
Es seien Xl' x2 , xa die homogenen Koordinaten eines Punktes x der 

Ebene X und x;, x~, x; die homogenen Koordinaten eines Punktes x' der 
Ebene X'. Zwischen den Punkten der beiden Ebenen setzen wir eine durch 
die Gleichungen 

QX; = t;(xlI x9 , x3) (i=I,l1,3) 

ausgedrückte Korrespondenz fest, wo die t; Formen von derselben Ordnung 
sind, die von etwaigen gemeinsamen Faktoren befreit werden. Wenn sich 
nun die Formen t; als Binärformen einer und derselben Ordnung zweier 
anderer Formen u(xI , X 2 , xs) und v(x1 , xl/' xa) darstellen lassen, so be­
schreibt bei der Bewegung des Punktes x in der Ebene X der Punkt x' 

Se.., er i: Vorlesungen über algebraische Geometrie 3 
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eine rationale Kurve in der Ebene X'; wenn dagegen die" die genannte 
spezielle Gestalt nicht besitzen, so entspricht einem allgemeinen Punkt x ein 
und nur ein Punkt x', während einem allgemeinen Punkt x' eine endliche 
Anzahl t (t ~ 1) von Punkten der Ebene X zugeordnet wird. 

Im letzteren Falle sagt man, daß zwischen den beiden Ebenen X 
und X' eine rationale Transformation bestehe, da die nicht homogenen 
Koordinaten x', y' der Punkte von X' sich als rationale Funktionen der 
nicht homogenen Koordinaten x, y der Punkte von X aU,sdrücken lassen. 
Man hat nämlich 
(4) x' -' fl (x, 11.0) y' = ft (x, 1/, 1) 

- fa (x, 11,1)' fs (x, 1/,1) . 

Umgekehrt sieht man leicht ein, daß jede Korrespondenz zwischen den 
beiden Ebenen X und X', die durch Gleichungen von der Form (4) dar­
gestellt ist, auch durch Formeln von der Gestalt (1) ausgedrückt werden 
kann, wenn man homogene Koordinaten einführt. Es ist kaum nötig, 
darauf hinzuweisen, daß bei Anwendung von nicht homogenen Koordi­
naten die Polynome fl' f" fa nicht notwendig von derselben Ordnung zu 
sein brauchen. 

Wie kann man nun in nicht homogenen Koordinaten die Bedingung 
dafür ausdrücken, daß der Punkt x' die ganze Ebene X' durchläuft? 

Es seien 
(5) x' = rp(x, fI), y' = tP(x, y) 

die Transformationsformeln, wobei cp und tP zwei rationale (von einer 
Konstanten verschiedene) Funktionen bedeuten. Man hat nun die Be­
dingung dafür auszudrücken, daß, wenn x und y variiert werden, zwischen 
den Koordinaten x' und y' keine Beziehung besteht, d. h. daß die beiden 
Funktionen rp und tP keine funktionale Abhängigkeit zeigen. Es darf 
also mit anderen Worten ihre Funktionaldeterminante 

ocp ocp 
OX 011 
01/1 01/1 
Oll! 0'11 

nicht identisch verschwinden. Demnach definieren die Formeln (5), wenn 
cp und tP zwei unabhängige rationale FunktIOnen bedeuten, eine rationale 
Transformation der Ebene (x, y) in die Ebene (x', y'). 

Die eben aufgestellte Bedingung ist mit der früher gefundenen gleich­
bedeutend. Denn wenn die beiden Funktionen rp und tP voneinander ab­
hängig sind, so ist jede Kurve 

cp = const. 
zugleich eine Kurve 

1/1 = const. 
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Nun stellt aber cp = const. wegen (4) ein Büschel von algebraischen 
Kurven dar; somit müssen die Kurven des Linearsystems E aus den 
Kurven eben dieses Büschels zusammengesetzt sein. 

14. Fundamentp,lpunkte und Fundamentalkurven. Wir gehen von 
der Annahme aus, daß der veränderliche Punkt x' die ganze Ebene X' 
durchläuft. Bis jetzt haben wir den Fall ausgeschlossen, daß die Punkte, 
die wir in der Ebene X betrachtet haben, mit einem der etwa vorhan­
denen Basispunkte des Netzes E zusammenfallen; wir haben uns darauf 
beschränkt, zu bemerken, daß die den Basispunkten entsprechenden Punkte 
unbestimmt bleiben. Wir wollen nun die Natur dieser Ausnahmepunkte 
etwas genauer studieren; sie sind für die Kenntnis der Transformation 
von größter Wichtigkeit, ebenso wie beim Studium der Funktionen die 
Kenntnis ihres Verhaltens in der Umgebung der singulären Punkte von 
Bedeutung ist. 

Wir denken uns einen veränderlichen Punkt x in der Ebene X, der 
eine durch einen Basispunkt 0 gehende Gerade oder Kurve beschreibt. 
Für jede von 0 verschiedene Lage von x ist in dem System E ein Büschel 
von Kurven bestimmt, die durch den Punkt x gehen; und diesem Büschel 
ist in der Ebene X' ein Büschel von Geraden zugeordnet, die durch den 
dem Punkt x entsprechenden Punkt x' gehen. Während sich x dem 
Punkt 0 in einer bestimmten Richtung stetig nähert, nähert sich x' einer 
gewissen Grenzlage, nämlich dem Scheitelpunkt des Strahlenbüschels, 
das dem Büschel derjenigen Kurven zugeordnet ist, die in 0 eine durch 
jene Richtung bestimmte Tangente besitzen. Man kann daher sagen, daß 
jedem Punkt x, der dem Punkt 0 unendlich benachbart ist, ein Punkt x' 
der Ebene X' entspricht; die Gesamtheit dieser Punkte x' erfüllt im all­
gemeinen eine Kurve S2,'. Aber man erkennt weiter, daß diese Kurve 
rational ists denn ihre Punkte entsprechen eindeutig den von einem Punkt 
ausgehenden Richtungen und können deshalb auch eindeutig den Punkten 
einer Geraden zugeordnet werden. (Nr.5, S. 18). Der Punkt 0 heißt ein 
Fundamentalpunkt und die Kurve Sl,' heißt eine Fundamentalkurve der 
Korrespondenz. 

Dies alles kann man auch leicht mit Hilfe der Formeln bestätigen. 
Wir benutzen homogene Koordinaten und legen deu Punkt (Xl = 0, 
x, = 0, Xs = 1) in den Fundamentalpunkt O. Wenn dieser Punkt für die 
Kurven des Netzes E ein s-facher Basispunkt ist, so haben die Glei­
chungen h = 0, fs = 0, fs = 0, die ja allgemeine Kurven des Netzes dar­
stellen, die Gestalt: 

f/xl' xs, xs) = x;-· e~j) ([l\, Xi!) + X;-'-l e~j~l (x17 xs) + ... = 0; \j,oot,il,3) 

3* 
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dabei ist n die Ordnung der Formen (j' und die @ bedeuten Binärformen 
von der durch den unteren Index angegebenen Ordnung. 

Die Koordinaten des veränderlichen Punktes x, der auf einer durch 
o gehenden Geraden liegt, sind von der Form 

Xl = A;l' Xs = A;S' xa = 1, 

wo ;11 ;2 gegebene Konstanten sind und A einen veränderlichen Para­
meter bedeutet. Für A = ° erhält man den Punkt O. 

Setzen wir diese Werte in die Formeln (1) ein, welche die ratio­
nale Transformation darstellen, so erhalten wir: 

(J= 1,2,8) 

Die rechten.,ßeiten dieser drei Gleichungen enthalten den gemeinsamen 
Faktor A'; unterdrückt man diesen, so kann man die Gleichungen auch 
in folgender Form schreiben: 

(j=1,11 8) 

wo "t ein Proportionalitätsfaktor ist. 
Nähert sich nun A stetig dem Wert 0, so nähert sich der Punkt x' 

dem Punkt mit den Koordinaten 

(6) (j= 1,2,8) 

Dreht sich die Gerade um den Punkt 0, d. h. verändert sich das 
Verhältnis ;t!;2' BO erhält man den Ort der Punkte x', welche den in der 
unmittelbaren Umgebung von 0 liegenden Punkten x zugeordnet sind. 
Dieser Ort ist eine Kurve, welche in Parameterform durch die Glei­
chungen (6) dargestellt wird, d. h. also eine rationale Kurve (s. Nr. 5, 
S. 18). Aus den Formeln (6) erkennt man auch, unter welcher Be­
dingung die dem Punkt 0 entsprechende Fundamentalkurve nicht existiert, 
so daß also die Punkte, welche der unmittelbaren Umgebung von 0 zu­
geordnet sind, sich nicht auf einer Kurve verteilen, sondern in der Um­
gebung eines Punktes 0' liegen. Dies tritt ein, wenn @:1l(;11 ;2), @~2) (;1' ;2), 
@:S)(;1' ;2) konstante (d. h. von ;1/;2 unabhängige) Verhältnisse haben, 
wenn sich also die Formen @:1l, @:2), @:S) nur durch konstante Faktoren 
unterscheiden. Nun stellt aber die Gleichung 

@;j)(xll X,I) = ° 
die s Tangenten der Kurve {J im Punkt 0 dar; folglich müssen in diesem 
Falle die drei Kurven die nämlichen s Tangenten haben: daraus folgt 
aber, daß für sämtliche Kurven des Netzes E die s Tangenten im Punkt 
o fest Rind. 
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Wir erhalten also den Satz: 

Mittels der rationalen Transformation 

Qxj = fj(xl1 X" xa) (j= 1,2,8) 

werden den Punkten, die einem Fundamentalpunkt der Ebene (xp X2, xs) 
unendlich benachbart sind, in der Ebene (x;, x~, x~) die Punkte einer ratio­
nalen Kurve zu.geordnet; eine Ausnahme bildet nur der Fall, daß die 
Kurven fJ = 0 im Fundamentalpunkt dieselben Tangenten besitzen: dann 
entspricht einem allgemeinen Punkt in der unmittelbaren Umgebung des 
Fundamentalpunktes ein fester Punkt der Ebene (x~, x~, x~). 

Wir könnten nun die Untersuchung weiter führen und den Fall be­
trachten, daß die Kurven fl' (2' (3 im Punkt 0 einige oder alle Tan­
genten gemeinsam haben. Für einen Punkt x, der sich längs einer dieser 
Tangenten dem Punkt 0 nähern wUrde, müßte apriori der entsprechende 
Punkt unbestimmt bleiben, da die Formen ei j ) gleichzeitig verschwinden 
würden; aber eine nähere Prüfung würde auch in diesem Falle Genaueres 
ergeben. Wir wollen uns jedoch dabei nicht aufhalten, weil man jetzt 
die Natur dieser weiteren Ergebnisse voraussehen kann. 

Wir wollen lieber noch bemerken, daß man die Ordnung der Kurre 
~' leicht in folgender Weise berechnen kann. Einer beliebig gegebenen 
Geraden der Ebene X' entspricht in der Ebene X eine Kurve ( des 
Systems E, und einem gemeinsamen Punkt der Geraden und der Kurve 
~' entspricht ein Punkt auf der Kurve (in der unmittelbaren Umgebung 
von O. Da nun bei der Veränderung der Geraden auch alle ihre Schnitt­
punkte mit Sl,' sich ändern, so müssen die Punkte, welche zu 0 unend­
lich benachbart sind und jenen Schnittpunkten entsprechen, bei der Be­
wegung der Kurve ( ebenfalls alle veränderlich sein. Daraus ergibt 
sich, daß die Anzahl der gesuchten Schnittpunkte ebenso groß ist wie 
die Anzahl der veränderlichen Tangenten, welche eine allgemeine Kurve 
des Netzes E in 0 besitzt. Wir erhalten also den Satz: 

Die Ordnung einer Fundamenialkut've ist gegeben durch die Ansahl 
der veränderlichen Tangenten, welche eine Kurve des Netzes X im ent­
sprechenden Fundamentalpunkt besitzt. 

15. CREMoNAsche Transformationen zwischen zwei Ebenen. Wir 
nehmen an, daß das Netz E, von dem wir bis jetzt gesprochen haben, 
homaloidisch sei (t = 1; s. S. 29). Dann entspricht nicht nur einem all­
gemeinen Punkt X der Ebene X ein einziger Punkt x' der Ebene X', 
sondern einem beliebig aber allgemein gewählten Punkt dieser letzteren 
Ebene entspricht auch nur ein einziger Punkt der ersteren, d. h. die ill 
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Rede stehende Korrespondenz erweist sich als eineindeutige Verwandtschaft 
zwischen den allgemeinen Punkten der beiden Ebenen. 

Es seien 
(7) x' =- cp(x, 1/), y' = 1fJ(x, y) 

die Formeln, welche die Transformation in nicht homogenen Koordi­
naten definieren, wobei cp und 1fJ zwei rationale, voneinander unabhängige 
Funktionen bedeuten. 

Gibt man den Koordinaten x', y' beliebige, aber allgemeine Werte, 
so haben nach der eben gemachten Voraussetzung die beiden Gleichungen 
(7) eine und nur eine Lösung gemeinsam, die gleichzeitig mit x', y' ver­
änderlich ist. Folglich ergeben sich x und 11 als algebraische einwertige 
und somit rationale Funktionen der Veränderlichen x' und y', d. h. wir 
haben die Formeln 

(8) x=- I..(x', y'), Y = iLeX', y'), 

wo Ä. und JL voneinander unabhängige rationale Funktionen bedeuten. 
Die Gleichungen (8) gestatten den Übergang von den Punkten der Ebene 
X' zu den Punkten der Ebene X; sie stellen also die Umkehrung der 
durch die Gleichungen (7) vermittelten Operation dar. 

Die Korrespondenz zwischen den beiden Ebenen nennt man in 
diesem Falle birational, weil die Koordinaten der Punkte jeder der bei den 
Ebenen sich als rationale Funktionen der Koordinaten der entsprechen­
den Punkte in der anderen Ebene ausdrücken lassen. Diese Korrespon­
denzen werden auch nach L. CREMONA benannt, weil CREMONA sie zuerst 
von allgemeineren Gesichtspunkten aus betrachtet und ihre Wichtigkeit 
für die Entwicklung der algebraischen Geometrie betont hat.1) 

Wenn die Formeln (7) gegeben sind, so erhält man die explizite 
Darstellung der Funktionen I.. und /L in einfachster Weise mit Hilfe von 
rationalen Operationen der Elimination. Wenn man nämlich y aus den 
Gleichungen (7) eliminiert, so erhält man als Ergebnis der Elimination 
eine Gleichung in x, deren Koeffizienten in bezug auf x' und y' rational 
sind; und da diese Gleichung eine und nur eine Wurzel besitzen soll, die 
mit x', y' veränderlich ist, so gibt sie unmittelbar x als rationale Funk­
tion von x' und y'. In analoger Weise berechnet man 11 als rationale 
Funktion von x' und y'. 

Im Falle der CREMoNAschen Transformation können wir alles das, 
was über die Ebene X gesagt wurde, für die Ebene X' wiederholen; es 
ist also in der letzteren Ebene ein homaldidisches N etz ~' vorhanden 

1) V gl. Bologna. Mem. (2) 2, 621 (1863); 6, 3 (1864) und Giorn. di Mat. 1, 
306 (1863); 8, 269, 363 (1865). 
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(d. h. ein Netz von Kurven, die sich zu je zweien außer den Basispunkten 
nur in einem einzigen veränderlichen Punkte schneiden). Dieses Netz ~' 
entspricht den Geraden der Ebene X, und seine Basispunkte bilden die 
Fundamentalpunkte der Transformation in der Ebene X'. 

Man bemerke, daß die Korrespondenz zwischen den Kurven 

l 1fl (x) + Ai f2 (x) + A3 fa (x) = 0 

des Systems ~ und den Geraden 

A1X~ + l,x~ + Ä3X~ = 0 

der Ebene X' aufrecht erhalten bleibt, falls man eine Kurve von ~ und 
eine Gerade der Ebene X' dann als zugeordnet betrachtet, wenn sie zu 
denselben Werten der Parameter 1; gehören. Faßt man also diese Para­
meter li als homogene Koordinaten einer Kurve innerhalb des N etzes ~ 
und als homogene Koordinaten einer Geraden der Ebene X' auf, so läßt 
sich die Korrespondenz auch durch die Forderung ausdrücken, daß die 
Koordinaten mit demselben Index gleich sein sollen. Wir haben somit 
einen besonderen Typus der linearen Transformation, die den Übergang 
von den Koordinaten einer Kurve des Netzes ~ zu den Koordinaten der 
entsprechenden Geraden in der Ebene X' vermittelt. Die Verwandt­
schaft zwischen den Kurven von ~ und den Geraden der Ebene X' nennt 
man deshalb eine Projektivität. 

Da wir übrigens schon in Nr. 1 bemerkt haben, daß ein lineares 
Kurvensystem eineindeutig auf die Punkte eines linearen Raumes be­
zogen werden kann, so ist ohne weiteres verständlich, was unter einer 
projektiven Verwandtschaft zwischen einem linearen System und einem 
Raum von derselben Dimension zu verstehen ist. 

So handelt es sich z. B. in dem hier vorliegenden Fall eines Netzes 
~ und des Geradensystems in der Ebene X' um eine algebraische Korre­
spondenz, bei der man von jeder Kurve von ~ zu einer Geraden von X' 
und von jeder Geraden von X' zu einer Kurve von ~ gelangt, mit der 
weiteren Bedingung, daß, während eine Gerade in der Ebene X I ein be­
liebiges Strahlenbüschel beschreibt, die entsprechende Kurve in :1: ein 
Kurvenbüsnhel durchläuft. 1) 

Wir können diese verschiedenen Betrachtungen in den folgenden 
Satz zusammenfassen: 

Eine birationaleo Transformation zwischen zwei Ebenen wird erhalten, 
wenn man die Geraden der einen Ebene projektiv auf die Kurven eines 
homaloidischen Netzes der anderen Ebene bezieht. Dann entspricht einem 

1) über den a.llgemeinen Begriff der Projektivität zwischen zwei lin61l,ren 
Mannigfaltigkeitcn vgl. z. B. BI'RTINI, Introduzione usw. S. 46. 
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beliebigen Strahlenbüsckel der ersten Ebene ein Kurvenbüschel in der sweiten 
Ebene, das außer den Basispunkten des Netzes noch einen weiteren Basis­
punkt hat. Die Korrespondenz zwischen den Punkten der beiden Ebenen 
wird dadurch definiert, daß man den Scheitelpunkt des Strahlenbüschels und 
jenen weiteren Basispunkt als entsprechende Punkte annimmt. 

Den Geraden der sweiten Ebene entsp1'echen in der ersten Ebene die 
Kurven eines anderen homaloidischen Netzes. 

Eine CREMoNAsche Transformation ist im allgemeinen eineindeutig; 
eine Ausnahme bilden nur die Fundamentalpunkte der Korrespondenz, 
d. h. die Basispunkte der homaloidischen Netze, die in den beiden Ebenen 
vorhanden sind. 

Unter den CREMoNAschen Transformationen gibt es jedoch auch 
solche, die ohne jede Ausnahme eineindeutig sind, nämlich die homo­
graphischen Transformationen oder Kollineationen. 

Umgekehrt kann man den Satz beweisen: 

Eine OREMONASChe Transformation, die für alle Punkte ohne A.us­
nahme eineindeutig ist, ist notwendig eine Kollineation. 

Wenn nämlich die beiden Kurven fund 9 des N etzes ~, die den 
beiden beliebig gegebenen Geraden rund g' der Ebene X' entsprechen, 
außer dem Punkt, der dem Schnittpunkt von rund g' zugeordnet ist, 
noch andere Basispunkte gemeinsam haben, so muß si.ch in der Ebene X 
ein Punkt befinden, der gleichzeitig einem Punkt auf r und einem an­
deren auf g' entspricht; folglich befinden sich in der Ebene X gewisse 
Punkte, für welche die Korrespondenz nicht eineindeutig ist. Soll aber 
die Korrespondenz für alle Punkte ohne Ausnahme eineindeutig sein, sO 
darf das Netz .oE keine Basispunkte besitzen, d. h. zwei beliebige Kurven 
des Netzes dürfen sich nur in einem einzigen Punkt schneiden. Daraus 
folgt, daß das Netz ~ aus dem System aller Geraden der Ebene X 
besteht. Die gegebene Korrespondenz erweist sich also als eine Kolli­
neation. 

Eine letzte Bemerkung möge die folgende sein: Die Kurven, die den 
Geraden der beiden birational aufeinander besogenen Ebenen entsprechen, 
sind von derselben Ordnung. Es seien 9 und r zwei beliebig gegebene Ge­
raden, die den Ebenen X bzw. X' angehören, g' \md f seien die beiden 
entsprechenden Kurven in den Ebenen X' bzw. X. Wenn die Kurve g' 
von der Ordnung n ist, so wird sie von r in n Punkten geschnitten, die 
alle mit r veränderlich sind. Diesen Punkten entsprechen ebenso viele 
Schnittpunkte der Geraden 9 und der Kurve {, und diese Schnittpunkte 
sind mit f veränderlich. Daraus folgt, daß f von derselben Ordnung ist . , 
wie g. 
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Die den Kurven g' und f gemeinsame Ordnung nennt man die Ord­
nung der Transformation. 

16. Quadratische Transformationen. Nach den homographischen 
Transformationen oder Transformationen erster Ordnung, die eine Ge­
rade der einen Ebene in eine Gerade der anderen Ebene überführen, sind 
die nächst einfachen CREMoNASchen Transformationen diejenigen, welche 
eine beliebig gegebene Gerade der einen Ebene in einen Kegelschnitt der 
anderen Ebene überführen, d. h. die Transformationen zweiter Ordnung 
oder die quadratischen Transformationen. Wir wollen nun im folgenden 
die quadratischen Transformationen eingehender untersuchen. 

Den Geraden der Ebene X' wollen wir dabei die Kegelschnitte eines 
homaloidischen Netzes ~ der Ebene X entsprechen lassen. Da zwei be­
liebige Kegelschnitte einer Ebene sich in vier Punkten schneiden, so 
müss~n drei von diesen Schnittpunkten fest sein, d. h. das Netz ,E 

besteht aus allen Kegelschnitten, die durch drei vorgeschriebene Punkte 
gehen. 

Selbstverständlich ist es auch möglich, daß diese Basispunkte von 
,E nicht alle verschieden sind; das Netz ~ besteht dann entweder aus 
der Gesamtheit der Kegelschnitte, die durch zwei gegebene Punkte gehen 
und in einem von ihnen eine vorgeschriebene Tangente haben, oder aus 
der Gesamtheit aller Kegelschnitte, die einen festen Kegelschnitt in einem 
vorgeschriebenen Punkte dreipunktig berühren. 

In analoger Weise haben wir in der Ebene X' ein Netz von Kegel­
schnitten ,E', das dem System der Geraden in X entspricht. 

Es fragt sich nun, wie die Formeln lauten, die diese Transformation 
darstellen. 

Wir betrachten den allgemeinen Fall, in welchem das Netz ,E drei 
voneinander verschiedene Basispunkte All Av A3 hat. Um die Formeln 
in der einfachsten Gestalt zu erhalten, ist es zweckmäßig, die Punkte 
All AI, A3 in der Ebene X als Grundpunkte eines Systems von homo­
genen projektiven Dreieckskoordinaten Xv X2, Xs anzunehmen. 

Die Gleichung eines beliebigen Kegelschnitts, der dem Dreieck 
Al AI As umbeschrieben ist, der also dem Netz ,E angehört, ist dann 
von der Form 

A,1 x2 Xs + A,2 X SX 1 + A,3 Xl X2 = 0, 
so daß die drei Funktionen fu (2' (3' die wir im Falle einer beliebigen 
rationalen Transformation betrachtet haben, bzw. durch x2XS ' XS X1' Xl Xs 
zu ersetzen sind. Die Korrespondenz wird also dargestellt durch die 
Formeln 
(9) 



42 Zweites Kapitel 

und diese sind gleichbedeutend mit den folgenden: 
, • , 111 

Xl : Xi : Xß = - : - : - . x, XI XI 

Aus (9) folgen die Umkehrungen 

(10) {lXJ = x;x~, 6Xi = x~x~, 6Xs = x~x~, 

oder 

Die Gleichungen (10) zeigen, daß einer Geraden 

/Ll Xl + /Li X, + /Lsxs "'" 0 

der Ebene X in der Ebene X' ein Kegelschnitt 

"+ "+ " 0 /Ll x2 xa /Lj Xs Xl /Ls Xl X2 = 

entspricht, der dem Dreieck A~ A;A~ umbeschrieben ist; dieses Dreieck 
wird gebildet von den Punkten (x: = 1, x~ = x~ = 0), (x~ ==0 1, x~ = x~ = 0), 
(x~ = 1, x~ = x~ = 0). 

Wenn daher fÜlr das Nets ~ in der Ebene X die drei Basispunkte 
voneinander verschieden sind, so gilt dasselbe für das Nets ~', das in der 
Ebene X 1 vorhanden ist. 

Im Fundamentalpunkt Al haben die Kegelschnitte von ~ eine ver­
änderliche Tangente; folglich sind die Punkte, die den unendlich benach­
barten Punkten von Al zugeordnet sind, auf einer Fundamentalg(',4oaden 
ausgebreitet (vgl. Nr. 14, S. 37). Es ist leicht einzusehen, daß diese 
Fundamentalgerade mit der Geraden A~A; zusammenfällt. In der Tat 
sind die Koordinaten eines veränderlichen Punktes auf einer durch Al 
gehenden Geraden von der Form 

(11 ) xJ = 1 , Xi = E ~2 , Xs = E ~8 

mit veränderlichem E. Diesem Punkt entspricht daher in der Ebene X' 
ein Punkt mit den Koordinaten X;, x~, Xs, die durch die Formeln 

(>x~ = Eigsgs, (lX~ = Egs , (IX; = E~2' 
oder 

(12) 

gegeben sind. 
Für E = 0 erhalten wir somit den Punkt (0, ~s, gs), der auf der Ge­

raden x~ ==- 0, d. h. auf A~ A~ liegt. 
Man erkennt, daß einer Geraden, die durch den Fundamentalpunkt Al 

geht und in Parameterform durch die Gleichungen (11) dargestellt ist, eine 
Gerade entspricht, die durch den Fundamentalpunkt A~ geht und in Para­
meterform durch die Gleichungen (12) dargestellt wird. 
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Man beachte ferner, daß die Korrespondenz zwischen den durch Al 
gehenden Richtungen (Linienelementen) und den Punkten der Geraden 
A;A~ projektiv ist; denn eine beliebige Richtung durch Al ist bestimmt 
durch das Verhältnis ~I/~S' und der zugeordnete Punkt auf A~A~ wird 
erhalten, wenn man x~/x~ = ~S/~2 macht. 

Diejenigen unter den Punkten in der unmittelbaren Umgebung von 
Au die auf den Seiten AI A9, AI As des Koordinatendreiecks liegen, 
werden erhalten, wenn man ~s bzw. g» gleich Null setzt. Demjenigen 
Punkt in der unmittelbaren Umgebung von ~, der in der Richtung Al A, 
liegt, ist also der Punkt (0, 0, ~,) d. h. A; zugeordnet, während dem zu Al 
unendlich benachbarten Punkt, der in der Richtung Al As liegt, der Punkt 
A~ entspricht. 

Für die Punkte AB und As lassen sich ganz dieselben Überlegungen 
wiederholen; man hat nur die Indizes zyklisch zu vertauschen. Ersetzt 
man die gestrichenen Buchstaben durch die ungestrichenen und umge­
kehrt, so erhält man die Eigenschaften der Fundamentalpunkte A~, A~, A's 
der Ebene X'. 

Wir betrachten nun in der Ebene X eine algebraische Kurve C von 
der Ordnung n und stellen uns die Aufgabe, die Ordnung der ent­
sprechenden Kurve 0' zu bestimmen. 

Der größeren Allgemeinheit wegen wollen wir annehmen, daß die 
Kurve 0 durch die Fundamentalpunkte All AB, .As geht und in ihnen 
die Multiplizitäten 1) Sll s" S8 besitzt. (Wenn C durch . .einen der drei 
Punkte nicht hindurchgeht, so hat man nur das entsprechende s gleich 
Null zu setzen.) 

Die Anzahl der Schnittpunkte der Kurve C' mit einer veränder­
lichen Geraden g' der Ebene X' ist ebenso groß wie die Anzahl der ver­
änderlichen Schnittpunkte der ihr entsprechenden Kurve C mit dem der 
Geraden g' zugeordneten Kegelschnitt 9; diese Anzahl ist aber gleich 
2 n- Sl - S9 - sa' Wir erhalten also den Satz: 

Der Kurve 0 der Ebene X, die von der Ordnung n ist und durch den 
Fundamentalpunkt A, sdach hindurchgeht ('=1,9,8), entspricht in der Ebene 
X' eine Kurve C' von der Ordnung 2n - S1 - S, - S8' 

Man sieht auch leicht ein, daß die Kurve 0' durch die Fundamental­
punkte A~, .A~, A~ mit den Multiplieitäten n - S9 - Sa, n - Sa - 811 

n - Sl - S, hindurchgeht. 
Eine beliebige Gerade g' durch A~ schneidet nämlich die Kurve C' 

außer in A~ noch \n 2n - 81 - S9 - S8 - x Punkten, wenn x die Multi-

1) Wenn eine Kurve 0 in einem Punkt P einen s-fachen Punkt besitzt, 80 

wollen wir sagen, daß .ie in 0 die Multipli.ität (oder Vielfachheit) s habe. 
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plizität des Punktes A~ für die Kurve 0' ist. Der Geraden g' entspricht 
eine durch Al gehende Gerade 9, und jedem von A~ verschiedenen ge­
meinsamen Punkt von g' und 0' entspricht einer der n - SI Punkte, in 
welchen die Kurve 0 außer in Al von 9 noch geschnitten wird; das­
selbe gilt auch umgekehrt. Also ist 

2n - S1 - St - Ss - x = n - slI 
und daraus folgt 

x = n - SlI- S •• 

Ebenso wird der Beweis für die Punkte A~ und A~ geführt. 
Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man berücksichtigt, daß 

jedem gemeinsamen Punkt der Kurve 0 und der FundamentaJgeraden 
A,As, abgesehen von den SI bzw. Ss Schnittpunkten, die in A 2 bzw. As 
zusammenfallen, ein dem Punkt A.~ unendlich benachbarter Punkt ent­
spricht, der auf der Kurve 0' liegt. Somit hat die Kurve 0' in A~ einen 
(n - St - ss)-fachen Punkt. Seine Tangenten stehen in projektiver Zu­
ordnung zu denjenigen Schnittpunkten der Kurve 0 und der Geraden 
AgAS' die von den s,- bzw. ss-fach zu rechnenden Punkten As und As 
verschieden sind. Jene n - S2 - Ss Schnittpunkte auf At As müssen 
natürlich nicht alle voneinander verschieden sein, sondern können auch 
alle oder zum Teil zusammenfallen. Wir erhalten daher den Satz: 

Zwischen den Tangenten im Punkt A~ an die Kurve 0' bestehen die­
selben Koinsidenzen wie swischen den n - s, - Ss Schnittpunkten, in denen 
die Gerade At AB außerhalb der Fundamentalpunkte von der Kurve 0 ge­
schnitten wird. 

Wenn insbesondere die Gerade A, As und die Kurve 0 in At die 
Schnittpunktsmnltiplizitätl) St + h haben, d. h. wenn die Gerade AtAS 

eine Tangente der Kurve 0 im Punkt At ist, so wird die Kurve 0' von 
der Fundamentalgeraden A~ A~ berührt, und diese letztere ist unter den 
Tangenten von 0' im Punkt A~ h·mal zu zählen. 

Wir fügen noch einige weitere Bemerkungen bei. 
a) Jedem Punkt P, der nicht den Fundamentalgeraden angehört, und 

der für die Kurve 0 ein s-facher Punkt ist, entspricht ein nicht auf 
den Fundamentalgeraden liegender Punkt P', der für die Kurve 0' 
s-fach ist. 

Den Geraden durch P sind nämlich die durch P' gehenden Kegel­
schnitte des Netzes E' derart zugeordnet, daß, wenn eine beliebige 
durch P gehende Gerade 9 die Kurve 0 außer in P noch in n - s an-

1) Ein Schnittpunkt zweier Kurven hat die Multiplizität 8, wenn er unter der 
Gesamtzahl ihrer Schnittpunkte s-mal zu zll.hlen ist. Vgl. z. B. C. SEGRB, La molti­
plicita nelle interaezioni delle curve piane algebriche etc. Giom. di Mat. 36, 1 (1898). 
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deren Punkten schneidet, der ihr entsprechende Kegelschnitt g' die 
Kurve 0' in n - s Punkten trifft, die von P' und von den drei Funda­
mentalpunkten verschieden sind. Da der Kegelschnitt g' keine spezielle 
Lage hat, so ist die Anzahl der Schnittpunkte, die in die Fundamental­
punkte fallen, gleich 

(n - s, _. sa) + (n - S3 - Sl) + (n - Sl - s,) = 3n - 2s1 - 2s2 - 2s3 ; 

und folglich ist die Anzahl der durch P' absorbierten Schnittpunkte 
gleich 

2(2n - 81 - 82 - sa) - (3n - 2s1 - 282 - 2s3) - (n - s) = s. 

P' ist also ein s-facher Punkt der Kurve 0'. 
b) Wenn der oben genannte Punkt P ein gewöhnlicher s-facher Punktl) 

der Kurve 0 ist, so ist der Punkt P' ebenfalls ein gewöhnlicher s-facher 
Punkt auf der Kurve 0'. 

In der Tat, zwei voneinander verschiedenen Geraden durch P ent­
sprechen zwei einander nicht berührende Kegelschnitte durch P'. Die 
Zahl der Kegelschnitte, die C' in P' berühren, ist also ebenso groß wie 
die Zahl der voneinander verschiedenel}. Tangenten der Kurve 0 im Punkt 
P. Daraus folgt, daß die Kurve 0' mit s Zweigen durch P' hindurch­
geht, die einander nicht berühren. 

Nach diesen Feststellungen betrachten wir nun einen beliebigen 
s-fachen Punkt 0 einer algebraischen Kurve C von der Ordnung n, die 
in der Ebene ,-,; liege. Wir ziehen durch 0 zwei Geraden, so daß jede von 
ihnen die Kurve 0 außer in 0 noch in n - s voneinander verschiedenen 
Punkten schneidet. Auf der einen dieser Geraden nehmen wir den Punkt 
P, auf der anderen den Punkt Q an, so daß die Kurve o von der Ge­
raden P Q in n Punkten getroffen wird, die alle voneinander verschieden 
sind, und von denen keiner mit P oder Q zusammenfallt. 

Setzen wir nun zwischen den durch 0, P und Q gehenden Kegel­
schnitten der Ebene ,-,; und den Geraden einer anderen Ebene ,-,;' eine pro­
jektive Verwandtschaft fest, so haben wir damit zwischen den bei den 
Ebenen eine quadratische Transformation definiert, für welche 0, P und 
Q die Fundamentalpunkte in der einen Ebene sind. Es seien 0', P' und 
Q' die Fundamentalpunkte in der Ebene ,-,;'. Da wir die Punkte P und 
Q ganz allgemein gewählt haben, so folgt aus den vorhergehenden Be­
merkungen, daß die der Kurve 0 entsprechende Kurve C' in P' und Q' 
je einen gewöhnlichen (n - s)-fachen Punkt und in 0' einen gewöhnlichen 

1) Es sei daran erinnert, daß man unter einem gewöhnlichen s-fachen Punkt 
einer Kurve einen solchen versteht, dessen 8 Tangenten a.lle voneinander ver­
schieden sind. 
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n-fachen Punkt besitzt. Außerdem entspricht jedem vielfachen Punkt 
M von C, der nicht auf den Fundamentalgeraden liegt, ein Punkt M' 
von C', der ebenfalls nicht auf den Fundamentalgeraden liegt, und der 
dieselbe Vielfachheit und dieselbe Anzahl von untereinander verschie· 
denen Tangenten besitzt wie M. 

Wir behalten uns vor, die Wirkung der Transformation auf den 
vielfachen Punkt 0, den wir als Fundamentalpunkt angenommen haben, 
nachher zu untersuchen. Das Vorhergehende können wir in folgender 
Weise zusammenfassen: 

Beim Übergang von der Kurve C zu der Kurve C' bleiben die Multi­
plieitäten der nicht auf den Pundamentalgeraden liegenden Punkte erhalten; 
für die auf den Fundamentalgeraden liegenden Punkte von C (abgesehen 
von 0) werden drei gewöhnliche vielfache Punkte auf C' eingeführt. 

Eine quadratische Transformation wie diejenige, die wir eben 
zwischen den Ebenen n und ,,' betrachtet haben, werden wir im folgen­
den bezeichnen als "eine allgemeine quadratische Transformation, die lD 

einem vielfachen Punkt 0 von C einen Fundamentalpunkt besitzt". 

§ 2. Auflösung der Singularitäten einer ebenen algebraischen 
Kurve. 

17. Auflösung der Singularitäten einer ebenen algebraischen Kurve 
mit Hilfe einer Reihe von aufeinander folgenden quadratischen Trans­
formationen. Unendlich benachbarte Singularitäten. 

Wir fassen noch einmal die in der Ebene n gelegene algebraische 
Kurve C von der Ordnung n ins Auge und untersuchen, welche Wir­
kung eine allgemeine quadratische Transformation, die in dem s-fachen 
Punkt 0 der Kurve C einen Fundamentalpunkt hat, auf eben diesen 
Punkt ausübt. Wie in der vorhergehenden Nummer bezeichnen wir mit 
P und Q die beiden anderen Fundamentalpunkte der Transformation, die 
der Ebene '1t angehören, und mit 0', P', Q' die Fundamentalpunkte, die 
in der Ebene n' der transformierten Kurve C' liegen; den Punkten der 
unmittelbaren Umgebung von 0 entsprechen also die Punkte der Funda­
mentalgeraden P' Q', den Punkten in der Umgebung von P entsprechen 
diejenigen der Fundamentalgeraden Q' 0' usw. 

Es seien 011 O2, ••• , 0, (l < s) die voneinander verschiedenen Tan­
genten der Kurve C im Punkt O. Diesen Geraden entsprechen 1 Punkte 
0;., (1" ... , 0; auf der Geraden P' Q', die unter sich und von P' und Q' 
verschieden sind; und ebenso wie die Tangenten 0, den von den beiden 
Fundamentalgeraden 0 P und 0 Q verschiedenen Richtungen entsprechen, 
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in denen die Kurve C durch 0 hindurchgeht, so ergeben die Punkte 
O~ die von Q' und P' verschiedenen Schnittpunkte der Kurve C' mit der 
Fundamentalgeraden P' Q'. 

Fassen wir dies etwas gemmel'! Wenn die Tangente 0i in der Ge­
samtheit der s Tangenten der Kurve C im Punkt 0 "'i-mal zu zählen ist, 
d. h. wenn in der Gleichung vom Grad s, welche die Tangenten der Kurve 
C im Punkt 0 liefert, die jener Tangente entsprechende Wurzel "'i-fach 

! 

zu rechnen ist, so daß ~ "'; = S ist, so zählt der Punkt ~ "',-mal unter 
i=l 

den Schnittpunkten der Kurve C' mit der Geraden P' Q'. Bezeichnen 
wir die Vielfachheit des Punktes 0; für die Kurve C' mit Si' so haben 
wir jedenfalls 

und also auch 
I 

~Si < S. 
i= 1 

Diese Ungleichung ist schon von einer gewissen Bedeutung, denn 
sie lehrt uns folgendes: Wenn 1 > 1 ist, d. h. wenn die Kurve C in 0 min­
destens ewei voneinander getrennte Tangenten hat, so löst die vorliegende 
quadratische Transformation den s-fachen Punkt 0 in mehrere Punkte auf, 
deren Multiplizitäten für die transformierte Kurve Cf kleiner sind als s. 

Man erkennt, daß unter allen Umständen die vorliegende allgemeine 
quadratis~he Transformation die Kurve C derart in die Kurve C' über­
führt, daß die Multiplizitäten der nicht auf den Fundamentalgeraden 
liegenden Punkte ungeändert bleiben, daß drei gewöhnliche mehrfache 
Punkte eingeführt werden, und daß der Punkt 0 durch einen Punkt von 
derselben Multiplizität oder durch mehrere Punkte von geringerer Multi­
plizität ersetzt wird. 

Man wendet nun auf die Kurve C' dasselbe Verfahren an wie auf 
die Kurve C, indem man in den Punkt 0; einen Fundamentalpunkt einer 
allgemeinen quadratischen Transformation legt. Der Punkt O~ wird dann 
durch einen oder mehrere Pllnkte 0;;1, 0;;2, ... der transformierten 
Kurve C" ersetzt, und außerdem besitzt jgder dieser Punkte 0", falls 
mindestens zwei davon vorhanden sind, für die Kurve C" eine Multi­
plizität, die kleiner ist als Si' Wir bezeichnen die Multiplizitäten dieser 
Punkte 0;:1, O'/''J, ... für die Kurve CI' mit Si,l, SI,2, .•. und fahren in 
dieser Weise fort. 

Nach einer Reihe von quadratischen Transformationen werden jeden­
falls die ursprüngliche Kurve C und die zuletzt erhaltene Kurve ein­
ander zugeordnet sein durch eine birationale Transformation zwischen 
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ihren beiden Ebenen, die das Produkt der aufeinander folgenden quadra­
tischen Transformationen ist. Diese Transformation kann zwar einen viel­
fachen Punkt von 0 in mehrere Punkte von geringerer Multiplizität auf­
lösen, sie führt aber an neuen vielfachen Punkten nur solche ein, deren 
Tangenten alle voneinander verschieden sind. 

An die vorhergehenden Untersuchungen schließt sich der Begriff der 
Zusammensetzung eines mehrfachen Punktes einer algebraischen Kurve 
aus Zweigen mit unendlich benachbarten Singularitäten; diesen wichtigen 
und fruchtbaren Begriff verdankt man M. NOETHER. 1) 

Kehren wir zu der ersten quadratischen Transformation zurück, 
welche die Kurve 0 in 0' und den Punkt 0 in die Punkte O~, 0;, ... , 0; 
überführte. Wir unterwerfen die Kurve 0' einer kleinen Drehung um 
den Punkt 0' und bezeichnen mit 0 diejenige Kurve der Ebene '1t, welche 
der Kurve 0' in der neuen Lage entspricht. Die Kurve 0 wird von der 
Ordnung 2(2n - s) - n = 3n - 2s sein und wird im Punkt 0 einen ge­
wöhnlichen (2n-s)-fachen Punkt besitzen, weil 0' in der neuen Lage von der 
Geraden P' Q' in 2n-s einfachen, voneinander verschiedenen Punkten ge­
troffen wird. Außerdem besitzt die Kurve 0' nach der Drehung zwei gewöhn­
liche (n-s)-fache Punkte, die von denjenigen Punkten herrühren, die ur­
sprünglich mit P' und Q' zusammenfielen, und l Punkte mit den Multi-
plizitäten Sl1 s" ... , slt welche von denjenigen herrühren, die ursprüng-
lich in O~, O~, ... , 0; lagen, Diesen letzteren entsprechen Punkte, welche 
in bezug auf die Kurve 0 die gleiche Vielfachheit haben wie sie selbst 
in bezug auf 0'. Wem} nun 0' wieder in ihre alte Lage zurückkehrt, so 
zerfällt C in die Geraden 0 P und 0 Q, deren jede (n - s)-mal zu zählen 
ist, und in die ursprüngliche Kurve O. Diese erhält wiederum den 
s-fachen Punkt 0, dem sich l Punkte ~it den Multiplizitäten Sl1 S2' •.• ~ s, 
unbegrenzt genähert haben. Dieselbe Uberlegung läßt sich für die Kurve 
0' in bezug auf einen der vielfachen Punkte 0; wiederholen und man 
sieht leicht, wie das Verfahren fortzusetzen ist. 

Diese Tatsachen lassen sich in folgender Form ausdrücken, durch 
welche die Zusammensetzung des vielfachen Punktes klar veranschau­
licht wird: Dcr vielfache Punkt 0 setzt sich zusammen aus einem s-fachen 
Punkt, dem in der Umgebung erster Ordnung die sdachen Punkte 0i (i=I,2, .. "I), 

in der Umgebung zweiter Ordnung die st,k-fachen Punkte O"k (i,k=I,9, ... ), usw. 
unendlich benachbart sind. 

Die aufeinander folgenden quadratischen Transformationen haben im 
wesentlichen keinen anderen Zweck als den, die Umgebung erster Ord­
nung des Punktes 0 durch die Punkte einer Fundamentalgeraden, die 

1) Siehe Math. Ann. 9, 166 (1876) und besonders Math. Ann, 23, 311 (1884.). 
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Umgebung zweiter Ordnung durch die Umgebungen erster Ordnung der 
Punkte dieser Geraden zu ersetzen; eine endliche Anzahl dieser letzteren 
Umgebungen erster Ordnung wird nacheinander durch ebenso viele Geraden 
ersetzt usw. Auf diese Weise erscheint die Singularität, die sich aus der 
Gesamtheit der verschiedenen unendlich benachbarten Singularitäten er­
gibt, zerlegt oder aufgelöst. 

Aus der geometrischen Bedeutung, die den unendlich benachbarten 
Singularitäten beigelegt wurde, ergibt sich ohne weiteres, daß die Zu­
sammensetzung eines vielfachen Punktes durchaus nicht abhängt von det· 
Wahl der aufeinander folgenden quadratischen Transformationen, durch 
welche der Punkt aufgelöst wird, d. h. daß die Zahlen s, Si' S;,k' .•. für 
den betrachteten vielfachen Punkt charakteristisch sind. 

Die quadratischen Transformationen spielen deshalb mehr die Rolle 
eines analytischen Werkzeugs als diejenige eines wesentlichen Elements 
bei der Bildung des Begriffs der Zusammensetzung einer Singularität. 

18. CREMoNAsche Transformation einer ebenen Kurve in eine 
andere, die nur gewöhnliche vielfache Punkte besitzt. 

Wir setzen voraus, daß die bis jetzt betrachtete Kurve 0 von mehr­
fachen Bestandteilen frei sei. 

Es fragt sich nun, ob das in der vorigen Nummer angegebene Ver­
fahren zur Bestimmung der Zusammensetzung des vielfachen Punktes 0 
nach einer endlichen Anzahl von Operationen ein Ende findet in dem 
Sinne, daß man schließlich zu einer Umgebung von genügend hoher (aber 
endlicher) Ordnung gelangt, in der nur noch einfache Punkte von 0 
existieren, oder ob man das Verfahren unbeschränkt fortsetzen kann und 
immer wieder auf vielfache Punkte stößt. 

Da ein vielfacher Punkt mit mindestens zwei Tangenten sich in 
zwei oder mehl' Punkte von geringerer Multiplizität auflösen läßt, so 
bleibt nur der Fall zweifelhaft, wo ein Punkt mit einer einzigen Tangente 
zu untersuchen ist. Aber wir wollen beweisen, daß man in jedem Falle 
nach einer endlichen Anzahl von Operationen stets zu einfachen Punkten 
gelangt. Zu diesem Zweck müssen wir die Berechnung der Multiplizität 
des Schnittes zweier ebener algebraischer Kurven in einem ihrer gemein­
samen Punkte vorausschicken. 

Es seien C und D die beiden Kurven und 0 ein ihnen gemeinsamer 
Punkt; er sei für 0 s-fach und für D t-fach. Aus der elementaren Theorie 
der ebenen algebraischen Kurven ist bekannt, daß der Punkt 0 entweder 
genau st Schnittpunkte der bei den Kurven oder eine größere Anzahl ab­
sorbiert. Der erste Fall tritt ein, wenn diese Kurven in 0 keine gemein-

Se ver i: Vorlesungen über algebraische Geometrie 4 
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samen 'rangenten haben; besitzen sie jedoch gemeinsame Tangenten in 
0, so haben wir den zweiten Fall.1) 

Wir bezeichnen mit J die unbekannte Multiplizität des Schnittes, 
so daß 

ist, und wenden nun eine allgemeine quadratische Transformation an mit 
einem Fundamentalpunkt in O. Es seien ferner O~, O~, ... die Punkte 
der Fundamentalgeraden P' Q', die den gemeinsamen Tangenten in 0 
entsprechen, und J~, J~, ... die Schnittpunktsmultiplizitäten der trans­
formierten Kurven 0' und D' in den Punkten O~, O~, .... 

Ersetzt man die Kurve 0 durch eine hinlänglich benachbarte Kurve 
G, die zwar in 0 einen s-fachen Punkt hat, die aber die Kurve D nicht 
berührt, so wird der Punkt 0 genau st Schnittpunkte der bei den Kurven 
C und D absorbieren, und außerdem sind J1 gemeinsame Punkte von C 
und D vorhanden, die nach 0 hineinrücken, wenn sich 0 in die Lage 0 
zurückbewegt. 

Die durch die Transformation aus C hervorgehende Kurve 0' wird, 
da sie 0' äußerst nahe kommt, bei derselben Bedeutung des Ausdrucks 
"Multiplizität des Schnittes" die Kurve D' in ~ Punkten schneiden, die 
dem Punkt O~ äußerst nahe liegen, außerdem in J~ weiteren Punkten, 
die dem Punkt O~ äußerst nahe liegen usw., d. h. sie schneidet D' in 
J~ + J; + ... Punkten, die sehr nahe an der Fundamentalgeraden P'Q' 
liegen, von den Fundamentalpunkten P', Q' jedoch eine endliche Ent­
fernung haben. Da diesen Schnittpunkten von C' mit D' die J;. Schnitt­
punkte vön 0 und D entsprechen, die in nächster Umgebung des Punktes 
o liegen, so erhalten wir 

J1 -= J~. + .r~ + .... 
Unterwirft man jeden der Punkte O~, die den Kurven 0' und D' gemein­
sam sind, einer ähnlichen Untersuchung, so erhält man die Gleichung 

J ' ~J" 
i = sA + ~ i k' 

k ' 

wo Si bzw. ti die Vielfachheit des Punktes O~ für die Kurve 0' bzw. D' 
bedeutet, während J~'k die Multiplizität des Schnittes der Kurven 0" ., 
und D" im Punkt O~:k bezeichnet; unter 0" und D" sind dabei diejenigen 
beiden Kurven verstanden, die aus 0' und D' vermöge einer allgemeinen 
quadratischen Transformation mit dem Fundamentalpunkt 0; hervorgehen. 

Fährt man in dieser Weise fort, so erhält man schließlich die von 
N OETHER angegebene fundamentale Formel 

1) V gl. z. B. die auf S. 44 angeführte Abhandlung von SEGRE. 
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dabei ist die erste Summation über alle mehrfachen Punkte zu erstrecken, 
die den beiden Kurven C und D in der Umgebung erster Ordnung des 
Punhies 0 gemeinsam sind; die zweite Summation umfaßt alle gemein­
samen mehrfachen Punkte, die in der Umgebung zweiter Ordnung liegen, usw. 

Nachdem dies festgestellt ist, kehren wir zu der am Anfang dieser 
Nummer gestellteIl Frage zurück. 

Wir betrachten einen allgemein gewählten Punkt P der Ebene n, 
in der die Kurve C liegt, und die erste Polare r des Punktes P in bezug 
auf die Kurve C. Wir wollen das Verhalten von r in dem vielfachen 
Punkt 0 von C untersuchen. Zu diesem Zwecke nehmen wir einen anderen 
allgemeinen Punkt Q in n an und transformieren die Ebene n in die 
Ebene n: mittels einer quadratischen Transformation mit den Funda­
mentalpunkten 0, P, Q in n und 0', P', Q' in n'. Den durch P gehen­
den Strahlen der Ebene n entsprechen in n' Strahlen, die durch P' gehen, 
und die Punktreihen auf zwei derartigen homologen Gera'den sind (da 
die Verwandtschaft birational ist) projektiv aufeinander bezogen. Daraus 
folgt, daß die bei der Transformation aus r hervorgehende Kurve r' die 
erste Polare von P' ist in bezug auf die Kurve C', die der gegebenen 
Kurve C entspricht. Für die Kurve r besitzt der Punkt 0 die Multipli­
zität s - 1, und die Kurve r' geht mindestens mit den Multiplizitäten 
Si - 1, S2 - 1, ... durch die Punkte O~, ~, ... hindurch, die den in der 
Umgebung erster Ordnung des Punktes 0 liegenden mehrfachen Punkten 
von C entsprechen. Diese Tatsache läßt sich auch in folgender Weise 
ausdrücken: Die Kurve r geht durch 0 mit der Multiplizität s - 1 und 
durch die s;-fachen Punkte 0" die dem Punkt 0 unendlich benachbart 
sind, mindestens mit den Multiplizitäten Si - 1 hindurch. 

Wir vollziehen nun eine zweite allgemeine quadratische Transfor­
mation, die in 0; einen Fundamentalpunkt hat und in P' einen andern. 
r' verwandelt sich dabei in eine Kurve ["', welche die erste Polare der 
aus C' hervorgehenden Kurve C" ist in bezug auf einen Fundamental­
punkt P" j somit geht ['" mindestens mit den Multiplizitäten Si,. - 1 
durch die Punkte O;:k hindurch, welche den in der Umgebung erster Ord­
nung von O~ gelegenen mehrfachen Punkten der Kurve C' entsprechen. 
Fährt man in dieser Weise fort, so erhält man den Satz: 

Die erste Polare eines allgemeinen Punktes in bezug auf die Kurve C 
geht du ,reh den s-fachen Punkt 0 mit der Multiplizität s - 1 und durch 
die aufeinander folgenden vielfachen Punkte 0" 0;,. . .. mindestens mit 
den Multiplizitäten Si - 1, Si,k - 1 ... hindurch. 

4* 
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Berücksichtigt man nun die Tatsache, daß die beiden Kurven 0 und 
r sicherlich keine gemeinsamen Bestandteile haben, da ja 0 von mehr­
fachen Bestandteilen befreit wurde, so ergibt sich, daß der den Kurven 
o und r gemeinsame Punkt 0 unter den n (n - 1) Schnittpunkten dieser 
beiden Kurven mindestens 

ses - 1) + ~Si(Si - 1) + ~S"k(S"k - 1) + ... 
Punkte absorbiert. 

Da nun die vorstehende Summe notwendig endlich sein muß, so 
muß man nach einer endlichen Anzahl von Summanden zu solchen Glie­
dern gelangen, die Null werden, d. h. es muß eine Umgebung von ge­
nügend koher, aber endlicher Ordnung des vielfachert Punktes 0 geben, in 
der sich nur noch einfache Punkte (S"k,I, ... = 1) der von mehrfachen Be­
standteilen freien Kurve 0 befinden. 

Daraus ergibt sich, daß es möglich ist, mit Hilfe einer mdlichen 
Anzahl von quadratischen Transformationen, d. h. mit Hilfe einer CREMONA­
sehen Transformation, die das Produkt von ihnen ist, einen ganz belie­
bigen vielfachen Punkt der von mehrfachen Bestandteilen freien Kurve 
o in einfache Punkte aufzulösen. 

Wenn man sich daran erinnert, daß durch keine der quadratischen 
Transformationen, die man ausführen muß, um eine gegebene Singulari­
tät aufzulösen, neue, nicht gewöhnliche Singularitäten in die transformierte 
Kurve eingeführt werden, sondern daß nur gewöhnliche mehrfache Punkte 
auftreten, so erkennt man, daß es möglich ist, mit einer endlichen Anzahl 
von quadratischen Transformationen sämtliche höheren Singularitäten 
eine um die andere aufzulösen, bis man schließlich zu einer Kurve ge­
langt, die nur noch vielfache Punkte mit getrennten Tangenten besitzt. 

Man erhält also den grundlegenden Satz von NOETHER: 
Jede ebene Kurve mit beliebigen Singularitäten läßt sich mit Hilfe 

einer passenden OREMoN.Aschen Transformation auf eine andere ebene Kurve 
suriickführen, die nur gewöhnliche mehrfache Punkte (mit getrennten Tan­
genten) besitst. 

§ 3. Zweige einer algebraischen Kurve. 

19. Zweige oder Zyklen einer ebenen algebraischen Kurve. Es sei 
o ein beliebiger vielfacher Punkt einer ebenen Kurve q die von mehr­
fachen Bestandteilen befreit ist. Wir wenden auf die Kurve 0 eine 
CREMoNAsche Transformation an, durch welche diese Kurve in eine andere 
Kurve r von der Ordnung m transformiert wird; dabei wird gleichzeitig 
der vielfache Punkt 0 in eine gewisse endliche Anzahl l von einfachen 
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Punkten P, Q, ... der transformierten Kurve aufgelöst. Der Gesamtheit 
der Punkte von C, die in unmittelbarer Umgebung von 0 liegen (d. h. für 
welche der absolute Betrag der Entfernung von 0 unterhalb einer vor­
gegebenen Grenze bleibt), entsprechen die Umgebungen der einfachen 
Punkte P, Q, . . . auf der Kurve r. Die. Punkte jedes dieser Bereiche 
bilden, wie man sagt, einen Zweig (nach CAYLEy)l) oder einen Zyklus 
(nach HALPHEN)2) der betrachteten Kurve; jeden der Punkte P, Q, ... 
wollen wir Ursprung des zugehörigen Zweiges nennen. Um daran zu er­
innern, daß die Umgebung des Punktes 0 auf 0 sich auflösen läßt in 1 
Bereiche von einfachen Punkten auf einer passend gewählten, mit C bi­
rational äquivalenten Kurve, sagt man auch, daß der Punkt 0 auf der 
Kurve C der Ursprung von 1 Zweigen sei. 

Jeder dieser Zweige der Kurve C ist wohl definiert: die Gesamtheit 
seiner Punkte entspricht nämlich denjenigen Punkten von r, die in 
einer der Umgebungen der einfachen Punkte P, Q, ... liegen. 

Die Vorstellung des Zweiges erscheiut demnach als ein Begriff, 
der gegenüber den bi rationalen Transformationen invariant bleibt, d. h. 

Bei einer birationalen Transformation geht ein Zweig immer wieder 
in einen Zweig über. 

Die Definition des Zweiges wird durch die folgenden analytischen 
Betrachtungen näher bestimmt. 

Es seien t, u die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes der 
Kurve r, so daß 

f(t, u) = ° 
die Gleichung dieser Kurve ist. 

Wir können die Achsen des Koordinatensystems so wählen, daß der 
Anfangspunkt t = u = ° mit dem oben genannten einfachen Punkt P zu­
sammenfällt, und daß außerdem die Achse t = ° nicht Tangente von I 
ist, sondern diese Kurve in m Punkten schneidet, die im Endlichen liegen 
und voneinander verschieden sind. Dann ist die Gleichung 

f(O, u) = 0, 

die nach Voraussetzung schon die Wurzel u =- ° hat, vom Grad m, und 
sie besitzt im ganzen m voneinander verschiedene Wurzeln. 

Wir denken uns die komplexe Veränderliche t in einer Ebene aus­
gebreitet und markieren in dieser Ebene (die wir kurz die Ebene t nen­
nen wollen) den Punkt t = 0. Ebenso stellen wir die Werte von u dar 

1) Quart. J. 7, 212 (1866) und Papers 0, 620; ein Auszug findet sich im 
Journ. f. Math. 64, 869 (1866). 

2) Paris Sav. etr. (2) 26 (1877); ein Auszug findet sich in den C. R. 78, 
1105 (1874). 
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durch die Punkte einer anderen Ebene (die wir die Ebene u nennen) und 
markieren in dieser den Punkt u = O. Durch die Gleichung f(t, u) == 0 
wird dann zwischen den beiden Ebenen eine derartige Verwandtschaft 
festgelegt, daß jedem Punkt t m Punkte u entsprechen (die voneinander ver­
schieden sein oder zusammenfallen können). Dem Punkt t = 0 entsprechen 
m voneinander verschiedene Punkte u, unter denen sich der Punkt u - 0 
befindet. Wir markieren ferner in der Ebene t die kritischen Punkte der 
durch die Gleichung f = 0 definierten impliziten Funktion u von t, d. h. 
diejenigen Werte von t, denen zwei oder mehr zusammenfallende Werte 
von u entsprechen. Da wir vorausgesetzt haben, daß die Kurve C und da­
mit auch r von mehrfachen Bestandteilen frei sei, so müssen diese 
Punkte offenbar in endlicher Anzahl vorhanden sein, denn sie entsprechen 
denjenigen Werten von t, für welche die Kurve r einen mehrfachen Punkt 
oder eine Tangente parallel zur u-Achse besitzt (oder mit anderen 
Worten denjenigen Werten von t, welche gleichzeitig den Gleichungen 
f(t,u) -0 und f'u (t,u) =0 genügen). Wir zeichnen endlich in der Ebene t 
die Punkte aus, denen unendlich große Werte der Funktion u entsprechen 
(die Pole der Funktion u); auch diese Punkte sind in endlicher Anzahl 
vorhanden. 

Alle diese Punkte sind von dem Punkt t - 0 verschieden, da zu 
t - 0 nach der Voraussetzung m endliche und voneinander verschiedene 
Werte von u gehören; man kann also in der Ebene t einen Kreis A von 
hinreichend kleinem Halbmesser ziehen, der alle oben ausgezeichneten 
singulären Punkte ausschließt. Es seien nun 

die m Werte von u, die zu t- 0 gehören. Während ein Punkt der Ebene t 
sich im Innern des genannten Kreises bewegt, bew~gen sich die m ent­
sprechenden Punkte in der Ebene u derart, daß sie gewisse endliche 
Flächenstücke A.o, Al, .. , Am _ l beschreiben, welche die Punkte UD' "u 
... , Um _ l umschließen. Wenn der Radius des Kreises A abnimmt, so 
werden auch die Flächen An, All ... , Am _ 1 kleiner, und sie ziehen sich 
bzw. auf die Punkte UD' U l1 .•. , Um _ l zusammen, wenn der Radius von 
A sich der N u11 nähert; infolgedessen kann man A so klein - wenn 
auch endlich - annehmen, daß die Flächen Ao, All ... , Am _ l keine 
gemeinsamen Flächenteile haben; demnach stehen die Punkte von A in 
eineindeutiger Korrespondenz mit denjenigen von Aj(i "'" 0, 1, ... , m -1). 

Faßt man nun diejenige Bestimmung von U ins Auge, die in t = 0 
den Wert Uo == 0 annimmt, und läßt man die Veränderliche t das Innere 
des Kreises A. durchlaufen, so ist eine Funktion u(t) definiert, die für 
jeden Punkt dieses Kreises einen einzigen Wert besitzt. Diese eindeutige 
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und endliche Funktion erfüllt nun die Bedingungen, durch welche eine 
(monogene) analytische Funktion charakterisiert ist. 1) 

Setzt man nämlich in der Gleichung f = 0 an die Stelle vOn u die 
eben definierte Funktion u(t) und beachtet man, daß die Funktion f Ab-

leitungen nach t und nach u besitzt, und daß :~ für die dem Innern des 

Kreises A entsprechenden Punkte niemals Null wird, so ergibt sich 
nach den Regeln für die Ableitung der impliziten Funktionen, daß 

~ ~ existiert und gegeben ist durch die Gleichung 

cr 
du Tt 
dt =-87' 

OU 

Dieser Ausdruck für ~~ zeigt, daß diese Ableitung eme stetige Funktion 

ist, die in jedem Punkt innerhalb des Kreises A einen von der Fort­
schreitungsrichtung, nach der sie berechnet ist, unabhängigen Wert be­
sitzt, daß also u(t) eine (monogene) analytische Funktion ist. Man kann 
daher die Funktion u(t) nach der Formel von TAYLOR-CAUCHY in eine 
Potenzreihe von der Form 2) 

u = alt + ajt ll + astS + ... 
entwickeln, die im Innern des Kreises A konvergiert. 

Ordnet man jedem Wert von t im Innern des Kreises A den ent­
sprechenden Wert von u zu, der sich aus dieser Reihe ergibt, so erhält 
man eine Folge von Punkten (u, t) der Kurve r, die in ihrer Gesamtheit 
den Zweig bilden, dessen Ursprung der einfache Punkt P ist. 

Es seien nun x, y die Koordinaten eines veränderlichen Punktes der 
ursprünglich gegebenen Kurve O. Wir erhalten dann folgende Darstel­
lungen: 

{
X = rat. Funktion von (t, u), { t = rat. Funktion von (x, y), 
y = rat. Funktion von (t, u), u = rat. Funktion von (x, y); 

dabei bedeuten (x, y) und (t, u) die Koordinaten zweier Punkte, die durch die 
bi rationale Transformation zwischen den beiden Kurven 0 und r einander 

1) V gl. z. B. ApPELL et GOURBAT, 11.. a. 0, S. 168, oder L. BIANCRI, Lezioni 
sulla teoria delle funzioni di variabile complessa e delle funzioni ellittiche 
(Pisa 1901), § 2. Oder auch F. W. OSGOOD, Lehrbuch der Funktionentheorie. Bd. I, 
S.376 (Leipzig 1907). 

2) V gl. BlANCRI a. a. O. § 43 oder H. BURKHARDT, Einführung in die Theorie 
der analytischen Funktionen einer komplexen Veränderlichen (Leipzig 1903), S.116, 
sowie OSGOOD a. a. O. S. 287. 
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zugeordnet sind. Ersetzt man u durch die Potenzreihe und führt man die 
verschiedenen Operationen aus, die in den für x und y angeschriebenen 
rationalen Funktionen vorkommen, so erhält man schließlich die Ent­
wicklungen: 

{
X = Po + P1 t + Pi t2 + .. " 
'!J = qo + q1 t + qs t2 + ... ; 

sie stellen einen Zweig von C dar, dessen Ursprung der mehrfache 
Punkt 0 ist; er entspricht demjenigen Zweig, der auf der Kurve r den 
einfachen Punkt P als Ursprung hat. 

Man erhält also den Satz: 
Die Punkte einer algebraischen Kurve, die der Umgebung eines ihrer 

Punkte 0 angehören, verteilen sich auf eine endliche Anzahl von Zweigen, 
deren Ursprung 0 ist. Die KOordinaten der Punkte eines Zweiges lassen 
sich durch Reihen von ganeen positiven Potenzen eines Parameters t darstellen, 
der seinerseits eine rationale Funktion der Koordinaten selbst ist. Man er­
hält alle Punkte des Zweiges, wenn man t innerhalb des Konvergenzkreises 
jener Potenzreihen sich bewegen läßt. 

Wir definieren nun zwei projektive Merkmale, die für einen Zweig 
einer ebenen algebraischen Kurve C charakteristisch sind, nämlich die 
Ordnung und die Klasse. 

Der Ursprung 0 des Zweiges werde als Ursprung (x = y = 0) des 
Koordinatensystems angenommen, so daß in den Reihen entwicklungen, 
durch welche sich die Koordinaten der Punkte des Zweiges darstellen 
lassen, die Absolutglieder fehlen. Es wird also 

x = a"ta+ a"+lta+1+ ... , 
y = b,Ja+ ba +1 ta +1 + ... , 

wo mindestens eine der Konstanten aa und ba von Null verschieden ist. 
Es sei lx + p,y = 0 eine durch den Ursprung 0 gehende Gerade. 

Setzt man in die Gleichung dieser Geraden die Potenzreihen ein, welche 
den Zweig darstellen, so erhält man: 

q;(t) = (la" + p,ba)t" + (laa+! + p,ba +1)ta+l + ... = o. 
Wenn J (> a) der Exponent der niedrigsten in dieser Gleichung vorkom­
menden Potenz von t ist, so sagt man, der Zweig und die Gerade haben 
im Ursprung die Schnittpunktsmultiplizität J. 

Wenn die Gerade nicht in spezieller Weise durch 0 geht, d. h. wenn 

la" + f'ba =t= 0 

ist, so ist selbstverständlich J = ai dagegen gibt es eine bestimmte Ge­
rade mit der Gleichung 
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blllx - allly = 0, 
für welche J größer als IX wird. Diese Gerade heißt die Tangente an den 
Zweig im Ursprung. 

Wenn die Multiplizität des Schnitts der Tangente und der Kurve 
gleich IX + 1X1 ist (1X1 ~ 1), so nennt man a die Ordnung und 1X1 die Klasse 
des Zweiges. 

Diese beiden Zahlen haben eine klare geometrische Bedeutung, die 
zugleich von ihrem projekti ven Charakter Rechenschaft gibt. 

Wir suchen jedoch zunächst die geometrische Bedeutung der "Multi­
plizität des Schnittsll eines Zweigs mit einer beliebigen durch den Ur­
sprung gehenden Geraden. Wir betrachten die Gerade 

Ä.X + I'y + 6 = 0, 

die bei hinreichend kleinem Wert von 6 der Geraden 

lx + I'y ,= 0 
beliebig nahe verläuft. 

Setzt man in die Gleichung der neuen Geraden die Reihenentwick­
lungen für x und 11 ein, so erhält man 

rp(t, E) = E + rp(t) = O. 

Da nun die Gleichung rp (t, 6) = 0 für E = 0 J Wurzeln hat, die gleich 
N uU sind (oder genauer, da rp (t, 0) in bezug auf t unendlich klein von 
der Ordnung J ist), so muß die Gleichung rp(t,6) = 0, bei hinreichend 
kleinem Wert von E, J voneinander verschiedene Wurzeln in der Nähe 
von Null besitzen.1) Geometrisch ausgedrückt heißt das: Die Gerade 
Ä.x + I'y + 6 = 0 schneidet den Zweig in J voneinander verschiedenen 
Punkten, die dem Ursprung unendlich nahe liegen, d. h. so nahe, daß bei 
unbegrenzt abnehmendem E alle diese Punkte sich dem Ursprung stetig 
nähern. 

Unter der Ordnung verstehen wir also die Anlahl der voneinander 
verschiedenen Punkte, in denen der Zweig von einer Geraden geschnitten 
wird, deren Abstand vom Ursprung unterhalb einer sehr kleinen Grenle 
bleibt und deren Richtung von der Richtung der Tangente verschi~den ist; 
bestimmt man dagegen die Anlahl der voneinander verschiedenen Schnitt­
punkte des Zweiges mit einer Geraden, deren Winkel mit der Tangente 
unterhalb einer gewissen sehr kleinen Grenle bleibt und deren Abstand vom 
Ursprung ebenfalls kleiner ist als eine beliebig klein gegebene Größe, und 
berechnet man den Uberschuß dieser Zahl über die Ordnung, so erhält man 
die Klasse des Zweigs. 

1) Vgl. BIANCBI, 0.. a. O. § 73. 
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Es läßt sich beweisen, daß die Klasse auch als die der Ordnung dual 
entsprechende Zahl definiert werden kann. Betrachtet man den Zweig nicht 
als Gesamtheit seiner Punkte, sondern als Umhüllungsgebilde der Tan­
genten an die Kurve in den Punkten des Zweiges, so ergibt sich also die 
Klasse als gleichbedeutend mit der Anzahl der voneinander verschiedenen 
Tangenten, die von einem sehr nahe bei der U rsprungstangente (aber 
nicht beim Ursprung) des Zweiges gelegenen Punkt aus an den Zweig 
gezogen werden können. 1) 

20. Anwendung der im vorhergehenden aufgestellten Begriffe auf 
die Klassifikation der Doppelpunkte einer ebenen Kurve. Wir geben 
nun ein Beispiel für die allgemeinen Sätze, die wir im vorhergehenden 
über den Begriff der unendlich benachbarten vielfachen Punkte und über 
den Begriff des Zweiges abgeleitet haben, und betrachten im besonderen 
die Doppelpunkte einer algebraischen Kurve. 

Ein Doppelpunkt 0 einer algebraischen Kurve 0 kann zwei ver­
schiedene oder zusammenfallende Tangenten besitzen. Im ersteren Fall 
wird der Punkt 0 durch eine allgemeine quadratische Transformation, 
für die 0 ein Fundamentalpunkt ist, in zwei einfache Punkte der trans­
formierten Kurve aufgelöst, und man nennt 0 einen gewöhnlichen Doppel­
punkt oder einen Knotenpunkt. Ein Knotenpunkt besitzt daher zwei un­
endlich benachbarte einfache Punkte in der Umgebung erster Ordnung. 

Im zweiten Fall kann durch eine allgemeine quadratische Transfor­
mation mit dem Fundamentalpunkt 0 diesem· Punkt ein einfacher Punkt 
oder ein Doppelpunkt zugeordnet werden. Wenn 0 auf einen einfachen 
Punkt der transformierten Kurve führt, so daß also im ganzen in der Um­
gebung erster Ordnung von 0 nur ein einziger einfacher Punkt vorhan­
den ist, BO nennt man Jen in Rede stehenden Doppelpunkt eine Spitze 
erster Art (auch gewöhnliche Spitze) oder einen Rückkehrpunkt. Wenn da­
gegen die transformierte Kurve einen dem Punkt 0 entsprechenden Doppel­
punkt O~ besitzt, und wenn dieser Punkt O~ ein Knotenpunkt ist, so nennt 
man den Doppelpunkt 0 einen Selbstberührungspunkt oder einen Knoten­
punkt zweiter Art. Ein Selbstberührungspunkt ist also zusammengesetzt 
aus einem Doppelpunkt, in dessen Umgebung erster Ordnung ein anderer 
Doppelpunkt liegt, während sich in der Umgebung zweiter Ordnung zwei 
einfache Punkte befinden. 

1) Siehe z. B. den Anhang über die algebraischen Kurven und ibre Singu­
laritäten in dem Werke von BEBTI1(!, Introduzione alla geometria proiettiva degli 
iperspazi (Pisa 1907), S.366. Die obige Bemerkung stammt von A. CAYLEY, Journ. 
f. Math. 61, 369 (1865); bewiesen wurde der Satz von G. HALPHEN, Paris Sav. etr. 
(2) 26 (1877) und O. STOLZ, Math. Ann. 8, 441 (1876). 
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Ist dagogen O~ eine Spitze erster Art, so nennt man den Punkt 0 
eine Spitze sweiter Art oder eine Schnabelspitze. In der Umgebung erster 
Ordnung einer Schnabelspitze liegt also eine Spitze erster Art, und 
daher befindet sich In ihrer Umgebung zweiter Ordnung ein ein­
facher Punkt. 

Die Fig. 2-5 zeigen die Gesta.lt einer algebraischen Kurve in 
der Nähe eines Knotenpunktes, einer gewöhnlichen Spitze, eines Selbst­
berührungspunktes und einer Schnabelspitze unter 
der Voraussetzung, daß jeder dieser Punkte der 
Ursprung von reellen Zweigen ist. 

Im allgemeinen versteht man unter einem 
Knotenpunkt kter Art einen Doppelpunkt, dem in 
seiner Umgebung erster Ordnung ein Doppel­
punkt, in seiner Umgebung zweiter Ordnung ein 
weiterer Doppelpunkt, ... , in seiner Umgebung 
von der Ordnung k - 1 ebenfalls ein Doppel­
punkt und in der Umgebung kter Ordnung swei 
einfache Punkte unendlich benachbart sind. 

Unter einer Spitze k ter Art versteht man 
einen Doppelpunkt, der als unendlich benachbarte 
Punkte die folgenden besitzt: in der Umgebung 
erster Ordnung einen Doppelpunkt, in der Um­

Fig.2. 

Fig. S. 

gebung zweiter Ordnung einen weiteren Doppelpunkt, ... , in 
gebung von der Ordnung k - 1 eine gewöhnliche Spitze und 
der Umgebung von der Ordnung k einen einfachen Punkt. 

Fig 4. 

Fig.6. 

der Um-
daher in 

Wenden wir uns nun zu den Zyklen, so zeigt sich, daß eIn Knoten­
punkt (beliebiger Art) der Ursprung von zwei Zweigen ist, während eine 
Spitze (beliebiger Art) als Ursprung eines einzigen Zweiges anzusehen 
ist; um also die Gesamtheit der Punkte, die der Umgebung eines Knoten­
punktes angehören, vollständig darzustellen, sind zwei verschiedene Paare 
von Potenzreihen nötig, während im Fall einer Spitze ein einziges Paar 
von Reihenentwicklungen genügt. 

Was die Werte für die Ordnung und die Klasse der Zweige anbelangt 1), 
aus denen sich die verschiedenen Arten der Doppelpunkte zusammen­
setzen, so kann man sofort erkennen, daß ein Knotenpunkt beliebiger Art 
der Ursprung von zwei Zweigen erster Ordnung ist, da ja eine Gerade, die 

1) V gl. z. B. PLÜCKER, Theorie der algebraischen Curven (Sonn 1839), 8.200; 
STOLZ, Math. Ann 8, 433 (1875); 8t. SHITH, London Proc. Math. 80c.6, 153 (1873 
bis 1876). 
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dem Doppelpunkt hinreichend nahe kommt, jeden der beiden Zweige 
treffen muß, und da sie im ganzen die Kurve in swei dem Doppelpunkt 
sehr nahe liegenden Punkten schneiden muß. Die Klasse jedes der 
beiden Zweige kann beliebig sein, aber auch sie hat im allgemeinen den 
Wert 1. 

Bei einer Spitle beliebiger Art kann man sagen, daß sie der Ursprung 
eines Zweiges sweiter Ordnung ist; denn die beiden der Spitze unendlich 
nahe liegenden Schnittpunkte, in welchen eine Gerade, die der Spitze 
selbst genügend nahe kommt, die Kurve trifft, müssen auf einem und dem­
selben Zweig liegen. - Die Klasse ist gleich 1, wenn es sich um einen 
gewöhnlichen Rückkehrpunkt handelt. 



Drittes Kapitel. 

Die linearen Scharen auf einer algebraischen Kurve. 

§ 1. Definitionen und grundlegende Eigenschaften. 

lal. Einfach unendliche lineare Scharen. In einer Ebene sei die 
irreduzible algebraische Kurve 

(1) fex, y) = 0 

und ein Büschel von algebraischen Kurven mit der Gleichung 

(2) rp(x, y) - ).t/J(x, y) = 0 
gegeben. 

Wenn eine im Büschel veränderliche Kurve 0 die Kurve f in ver­
änderlichen Punkten schneidet, d. h. wenn die Schnittpunkte von fund 
o nicht alle mit den Basispunkten des Büschels zusammenfallen, so sagt 
man, daß die Gruppe der Schnittpunkte dieser beiden Kurven auf feine 
einfach unendliche lineare Schar beschreibe oder auch eine Schar von der 
Dimension 1. Es ist in der Tat gere.chtfertigt, die Gesamtheit der genannten 
Gruppen als eine Mannigfaltigkeit von der ersten Dimension anzusehen, 
da diese Gruppen in einer stetigen eineindeutigen Korrespondenz stehen 
mit den Kurven des Büschels, d. h. mit den Werten des Parameters ).. 

Wenn sich unter den Schnittpunkten der veränderlichen Kurve 0 
mit der Kurve f einige feste Punkte befinden, so steht es uns frei, diese 
Punkte zu den Gruppen der linearen Schar zu zählen oder sie davon aus­
zuschließen, denn sie haben auf die Untersuchung, die wir im folgenden an­
stellen werden, keinen Einfluß, wenn wir·von einigen ganz speziellen Eigen­
schaften absehen. In diesen Fällen werden wir jedes Mal genau angeben, 
ob es sich um eine lineare Schar mit festen Punkten handelt oder um 
eine solche, deren Punkte alle veränderlich sind. 

Die Anzahl der Punkte einer Gruppe nennt man die Ordnung der 
linearen Schar. Wenn n die Ordnung ist, so bezeichnet man die Schar 
nach dem Vorgang von BUILL und NOETHER durch das Symbol g~, indem 
man die Ordnung n als unteren und die Dimension 1 als oberen Index 
hinzufügt. 
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Eine lineare Schar g! besitzt die folgenden Eigenschaften: 
0.) Ihre Gruppen bilden eine rationale Mannigfaltigkeit, weil sie bi­

rational auf die Werte eines Parameters bezogen sind (nämlich des Para­
meters, der die einzelnen Kurven innerhalb des Büschels definiert, das 
die Schar ausschneidet). 

b) Durch einen allgemeinen Punkt der Kurve f geht eine eingige Gruppe 
der Schar. 

1st nämlich der Punkt (xo, Yo) auf f gegeben, so muß eine Gruppe 
der g!, die durch diesen Punkt hindurchgehen soll, von derjenigen 
Kurve 0 ausgeschnitten werden, die der Lösung )., der Gleichung 

cp(xo• Yo) - Ä1jJ(xo, Yo) = 0 

entspricht; die Kurve 0 ist daher vollkommen bestimmt, wenn nicht 
gleichzeitig 

q;(xo, Yo)= ",,(xo, Yo) =" 0 

ist, wenn also (xo, Yo) nicht mit einem Basispunkte des Büschels, oder 
mit einem festen Punkte der Schar g! zusammenfällt. 

Von Wichtigkeit ist die Bemerkung, daß die beiden Eigenschaften 
a) und b) für eine g! charakteristisch sind; d. h. auf einer algebraischen 
Kurve ist eine einfach unendliche Schar von Gruppen zu je n Punkten, die 
den Bedingungen a) und b) genügt, notwendigerweise eine lineare Schar. 

Die Bedingung a) bewirkt nämlich, daß man die einzelnen Gruppen 
der gegebenen Schar mit Hilfe der Werte eines Parameters Ä. derart be­
stimmen kann, daß zwischen den Gruppen der Schar und den Werten 
von Ä. eine birationale Korrespondenz besteht. Die Bedingung b) sagt 
aus, daß einem allgemein gewählten Punkt der Kurve f eine einzige 
Gruppe der Schar und damit ein einziger Wert von 1 entspricht; es er­
weist sich also )., als einwertige algebraische, d. h. aber als rationale 
Funktion des auf der Kurve f veränderlichen Punktes (s. Einleitung III, 
S. 3). Wir erhalten demnach 

Ä. = cp (x, y) 
1/J (x, y)' 

und die rationale Funktion ~ wird in allen Punkteu einer Gruppe der 

gegebenen Schar denselben Wert 1 annehmen. Daraus folgt, daß, außer 
den etwa vorhandenen festen Punkten, die betrachtete Gruppe auf f von 
der Kurve 

q;(x, y) - Ä1jJ(:c, y)= 0 

ausgeschnitten wird. Wenn 1 seinen Wert ändert, so erhält man alle 
Gruppen der Schar, und diese erweist sich demnach als linear. 
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Für die etwa vorhandenen festen Punkte der linearen Schar wird 
der Wert der rationalen Funktion 'PN unbestimmt, da für sie sowohl der 
Zähler als auch der Nenner dieser Funktion verschwindet. Sieht man 
also von diesen festen Punkten ab, so erkennt man, daß die Punkte einer 
Gruppe der g! diejenigen sind, in denen eine gegebene rationale Funk­
tion, nämlich 'P/t/J, denselben Wert annimmt. Die Gruppen einer einfach 
unendlichen linearen Schat· sind, wie man auch kurz sagt, Gruppen kon­
stanten Niveaus für eine rationale Funktion eines Punl.:tes, der auf der Kurve 
f, der Trägerin .iener Schar, veränderlich ist. 

Daraus folgt, daß der Begriff der linearen Schar von Punktgruppen 
int'ariant ist in bezug auf die birationalen Transformationen der Kurve; 
d. h. wenn man von der Kurve fex, y) = 0 zu der Kurve F(X, IT) = 0 
übergeht mittels einer Transformation, in der die Koordinaten eines ver­
änderlichen Punktes auf r rationale Funktionen der Koordinaten des ent­
sprechenden Punktes auf F sind und umgekehrt, so verwandelt sich eine 
lineare Schar g! von Punktgruppen, die der Kurve f angehört, in eine 
lineare Schar g! 1'on derselben Ordnung, die der Kurve Fangehört. 

Ist nämlich die Schar g! auf f' durch die Gruppen konstanten 
Niveaus der rationalen Funktion R(x, y) gegeben, und ersetzt man in 
dieser letzteren die Veränderlichen x, y durch die rationalen Funktionen 
von X, Y, durch welche die birationale Transformation definiert ist, so 
gehtR(x,y) in eine rationale Funktion SeX, Y) über. Wenn (x,y) und 
(X, Y) die Koordinaten zweier entsprechender Punkte der Kurven fund 
F sind, BO hat man 

R(x, y) = SeX, y), 
und folglich entsprechen den Punkten eines gegebenen Niveaus einer 
dieser Funktionen eineindeutig die Punkte gleichen Niveaus der anderen 
Funktion. Die lineare Schar, die zu der einen Funktion gehört, geht also 
in diejenige lineare Schar über, die zu der anderen gehört, so daß die 
Punkte entsprechender Gruppen einander eineindeutig zugeordnet sind. 
Daraus folgt aber, daß die beiden Scharen dieselbe Ordnung haben. 

Die Invarianz der linearen Scharen in bezug auf die birationalen 
Transformationen ergibt sich auch daraus~ daß beim Übergang von f zu 
F eine Schar von Gruppen zu je n Punkten, die den Bedingungen a) und 
b) genügt, sich in eine Schar von Gruppen zu je n Punkten verwandelt, 
die denselben Bedingungen genügt. 

22. Lineare Scharen von beliebiger Dimension. Wir verallgemeinern 
nun unsere Untersuchung und betrachten die Gesamtheit der Punkt­
gruppen, die auf der Kurve (1) von den Kurven des linearen Systems E 

AO 'Po (x, y) + A1'Pl(X, y) + ... + AR 'PR (x, y) = 0 
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erzeugt werden. Wir setzen natürlich voraus, daß nicht alle Kurven von 
~ die Kurye f als Bestandteil enthalten, und daß unter den Schnitt­
punkten von f mit einer veränderlichen Kurve 0 des Systems ~ mehrere 
veränderlich sind. Die etwa vorhandenen festen Schnittpunkte kann man 
nach Belieben als Bestandteile der zu untersuchenden Gruppen betrachten 
oder auch nicht. Die Gesamtheit dieser Punktgruppen bezeichnet man 
als eine lineare Schar von der Ordnung n, wenn n die Anzahl der Punkte 
irgend einer nicht speziell gewählten Gruppe (oder wie wir sagen werden 
"einer allgemeinen Gruppe") ist. 

Ist. r die Dimension der Schar, d. h. kann die Bestimmung der ihr 
angehörenden Punktgruppen von den Werten von r unabhängigen Para­
metern abhängig gemacht werden, so bezeichnen wir die Schar durch das 
Symbol g~. 

Es ist einleuchtend, daß r nicht größer sein kann als die Dimension 
R des Systems Z:, mit dessen Hilfe die Schar erzeugt wird; aber man 
darf auch nicht ohne weiteres behaupten, daß r genau gleich R sem 
müsse. 

Die Gleichung r = R gilt dann, wenn jede Gruppe der Schal' von 
einer und nur einer Kurve des Systems z: ausgeschnitten wird, weil dann 
zwischen den Gruppen der Schar g~ und den Kurven des Systems ~ eine 
eineindeutige stetige Korrespondenz besteht. 

Es fragt sich nun, was eintritt, wenn eine Gruppe der 9~ auf f von 
zwei oder mehr Kurven des linearen Systems erzeugt wird. Wenn z. B. 
die Gruppe Gn auf f (außer den festen Punkten, von denen wir absehen 
wollen) von den beiden verschiedenen Kurven 

rp = 0 und q/ = 0 

des Systems ~ ausgeschnitten wird, so gehört Gn zu der Gruppe der 
Basispunkte des Büschels 

rp + lrp' = 0, 

und folglich wird die Kurve f von allen Kurven dieses Büschels (die ja 
dem System z: angehören) nach derselben Gruppe Gn geschnitten. Man 
bemerke, daß sich unter diesen Kurven eine befindet, welche die Kurve f 
als Besta.ndteil enthält. Eine allgemeine Kurve des Büschels schneidet 
nämlich die Kurve f in den Basispunkten von Z:, die wir von den 
Gruppen der 9~ ausgeschlossen haben, und außerdem noch in den Punkten 
von Gn• Da nun diese Punkte daa gesamte Schnittsystem der Kurve f 
mit der veränderlichen Kurve rp + J..rp' = 0 erschöpfen, so wird eine 
Kurve des Büschels, die durch einen anderen Punkt von f geht, mit f 
mehr Schnittpunkte gemeinsam haben, als nach dem Theorem von 
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BEZOUT möglich ist; sie muß also die irreduzible Kurve f als Bestand­
teil enthalten. 

Umgekehrt, wenn sich im System ~ eine Kurve rp == 0 befindet, 
welche f als Bestandteil enthält, so kann eine Gruppe G,. der Schar durch 
unendlich viele Kurven von ~ ausgeschnitten werden. 

Ist nämlich rp' =- 0 eine Kurve von~, die auf f die Gruppe G,. aus­
schneidet, so schneidet jede Kurve des Büschels rp + J..rp' .... 0 auf f die­
selbe Gruppe aus, und diese wird von den Basispunkten dieses Büschels 
gebildet. Man bemerke, daß sich in dem betrachteten Büschel keine 
anderen von rp verschiedenen Kurven befinden, die f als Bestandteil ent­
halten; denn wenn es eine andere gäbe, so wäre f für alle Kurven des 
Büschels als Bestandteil zu zählen, und rp' könnte daher nicht die Gruppe 
G" ausschneiden. Wir erhalten somit den Satz: 

Die DimensWn der Schar g~ ist nur dann kleiner als die Dimension 
des linearen Systems ~, mit dessen Hilfe sie erzeugt wird, wenn sich unter 
den Kurven von ~ solche befinden, die f als Teil enthalten. 

Wir bezeichnen nun mit 11. die Dimension des linearen Systems H, 
das aus allen denjenigen Kurven 0 von ~ gebildet wird, die f als Be­
standteil enthalten (vgl. S. 13). Durch eine Gruppe G,. der Schar g: gehen 
dann mindestens 0011+1 Kurven von ~; sie bilden ein lineares System, 
und dieses verbindet H mit einer Kurve von ~, die G,. ausschneidet. Durch 
G,. können aber auch nicht mehr als ooh+1 Kurven 0 hindurchgehen; 
denn eine allgemeine Kurve des linearen Systems, das aus allen durch G. 
gehenden Kurven 0 besteht, hat mit f keine veränderlichen Schnittpunkte; 
daher müssen alle Kurven dieses Systems, die der einfachen Bedingung 
unterworfen we:rden, durch einen allgemeinen Punkt auf f zu gehen, 
diese Kurve f als Bestandteil enthalten, d. h. sie müssen das System H 
bilden. 

Nach dieser Feststellung wählen wir innerhalb des Systems X 
R + 1 linear unabhängige Kurven, von denen 11. + 1 unter sich linear 
unabhängige dem Sys~em H angehören. Die übrigen R - 11. Kurven be­
stimmen ein lineares System K von der Dimension R - 11. - 1 j dieses 
kann mit H keine gemeinsamen Kurven haben, denn sonst müßten ver­
möge der Beziehung, welche die Dimensionen zweier Systeme mit den Di­
mensionen ihres Schnitt- und ihres Verbindungssystems verknüpft (s. S. f)), 
die beiden Systeme Hund K in einem linearen System enthalten sein, 
dessen Dimension kleiner als R wäre; dann aber wären die gewählten 
R + 1 Kurven nicht linear unabhängig voneinander. 

Die Kurven des Systems K, unter denen sich keine befindet, die f 
als Teil enthält, schneiden auf f Gruppen der gegebenen g~ aus; überdies 
ist leicht einzusehen, daß jede Gruppe G" von ur,. durch eine Kurve von 

SeTerl: Vorlesungon über algebrailclle Geometrie 5 
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K ausgeschnitten werden kann. Die durch Gn gehenden Kurven von Z 
bilden nämlich ein lineares oo1l+1-System, und dieses hat mit Keine 
Kurve gemeinsam, die G" ausschneidet. 

Die lineare Schar, die auf f außer den festen Puukten durch die 
Kurven des Systems K ausgeschnitten wird, fällt also mit g~ zusammen j 
da nun durch eine Gruppe der ausgeschnittenen Schar eine und nur eine 
Kurve von K hindurchgeht, so schließen wir, daß 

r=R-h-l 

ist. Wir können also den folgenden Satz aussprechen: 

Zwischen der Dimension r einer linearen Schar, die auf einer Kurve 
f durch ein lineares ooR-System Z ausgeschnitten wi1'd, und der Dimension 
h des linearen Systems aller derjenigen Kurven von Z, die f als Teil ent­
halten, besteht die Beziehung 

r=R-h-l. 

Man kann die lineare Schar g: auf f immer durch ein lineares System von 
oor Kurven erleugt denken, das in dem gegebenen System E enthalten ist. 

Aus diesem Satz ergeben sich verschiedene Zusätze. 
a) Die durch einen allgemeinen Punkt P auf f gehenden Gruppen der 

g~ bilden eine lineare Schar von der Dimension r - 1, für welche jener 
Punkt P ein fester Punkt ist. 

In der Tat, diejenigen Kurven von K, die durch einen von den 
Basispunkten des Systems K verschiedenen Punkt P auf f gehen, bilden 
ein lineares oor-l-System, dessen Kurven f nicht als Teil enthalten. 
Dieses System erzeugt also auf f eine Schar von der Dimension r - 1. 

Sollte der Punkt P mit irgendeinem der festen Punkte der Schar g~ 
zusammenfallen, so würden die durch P gehenden Gruppen der g~ eben 
diese lineare Schar ergeben. Es ist daher unter allen Umständen richtig, 
daß die Gruppen einer linearen Schar, die durch einen beliebigen Punkt 
der Kurve f gehen, wiederum eine lineare Schar bilden. 

Die wiederholte Anwendung dieses Satzes führt zu dem folgenden: 
Die Gruppen einer linearen Schar g~, die durch s beliebige Punlu 

der Kurve f gehen (s < n), bilden wieder eine lineare Schar. Die Dimension 
dieser Schar ist jedoch nur dann gleich r - 8, wenn die s Punkte allge­
mein gewählt sind. 

Für s - r erhalten wir also: 
b) Durch r allgemein gewählte Punkte der Kurve f geht eine und nur 

eine Gruppe einer ~. 
Eine mehrfach unendliche Schar läßt sich auch auffassen als die 

Gesamtheit der Gruppen konstanten Niveaus für eine rationale Funktion 
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des auf der Kurve f veränderlichen Punktes; es muß jedoch, falls es 
sich um eine Schar von der Dimension r handelt, eine rationale Funk­
tion betrachtet werden, in der r - 1 wesentliche Parameter linear vor­
kommen. Sind nämlich die Gruppen der g~ durch die Kurven des oc,.­
Systems 

rpo(x, y) + 11 rpl (x, y) + ... + l,.rp,.(x, y) = 0 

gegeben, so kann man diese Gruppen auffassen als Gruppen konstanten 
Ni veaus für die rationale Funktion 

9'0 + .t P.1 + .. _ + Ä 9'r-1 
9',. 19',. ,.-1 9',. , 

welche von den Parametern Äl1 ),., ••• , Är _ 1 abhängt; diese letzteren 
können sich nicht auf eine geringere Anzahl von wesentlich verschie­
denen Parametern reduzieren, weil sonst die Dimension der Schar kleiner 
als r sein müßte. 

§ 2. lquivalenzbeziehungen. Lineare Vollseharen. 

23. Äquivalenz zweier Punktgruppen auf einer Kurve. Begri:fl' 
der Vollschar. Zwei auf einer algebraischen Kurve f liegende Gruppen 
A und B, die beide gleich viele Punkte, etwa n, enthalten, nennt man 
äquivalent, wenn sie einer und derselben linearen Schar g~ angehören. 
Die Äquivalenz zweier Gruppen drückt man symbolisch dadurch aus, daß 
man schreibt 

A=B. 
Von Hwei äquivalenten G'ruppen läßt sick die eine stets als die Ge­

samtheit der Nullstellen, die andere als die Gesamtheit der Pole einer ratio­
nalen Funktion des auf f beweglichen Punl.tes (x, y) auffassen-. 

Wenn nämlich die Schar g~, der die Gruppen A. und Bangehören, 
auf f außer den etwa vorhandenen Fixpunkten durch die Kurven eines 
linearen ocr-Systems E ausgeschnitten wird, und wenn rp -= 0 und rp' - 0 
diejenigen beiden Kurven dieses Systems sind, die die beiden genannten 
Gruppen ergeben, so wird die rationale Funktion rp/rp' nur Null in den 
Punkten von A.(rp = 0) und nur unendlich in den Punkten von B(rp' = 0). 
Wenn A und B gemeinsame Punkte besitzen, so wird in diesen die ratio­
nale Funktion natürlich unbestimmt, 80 daß wir, wenn wir wollen, sie 
gleichzeitig zu der Gruppe der Pole und zu derjenigen der Nullpunkte 
rechnen können. 

Wir beweisen nun den wichtigen Satz: 
Sind ewei Gruppen einer dritten äquivalent, 80 sind sie einander selbst 

äqui,'alent. Oder, symbolisch geschrieben, 
0* 
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wenn A = Bund B == 0 ist, so ist auch A = O. 
Dieser Satz ist offenbar in dem folgenden enthalten: 
Wenn ewei lineare Scharen g~ und !f.. eine Gruppe gemeinsam haben, 

so gibt es eine lineare Schar, die sie beide enthält. 
Die erste Schar werde auf (, außer der Gruppe K, durch das System 

(1) 10'Po + 11 'Pl + ... + A,.'Pr = 0 
und die zweite, außer der Gruppe L, durch das System 

(2) 1'0 tPo + /L1 tPl + ... + /L,tP, .... 0 
ausgeschnitten. Die den beiden Scharen gemeinsame Gruppe A werde 
durch 'Po = 0 ausgeschnitten, wenn man sie als eine Gruppe der Schar 
g~ betrachtet, und durch tPo 0= 0, wenn man sie als eine Gruppe der Schar 
g! ansieht. 

Wir betrachten nun das lineare System 

(3) E'PotPo + ).1 tPO'Pl + . , , + ).,.'l/Jo'P,. + /Ll 'POtPl + ' , . + /L.'PotP. = O. 
Jede allgemeine Kurve dieses Systems schneidet f nach der Gruppe 

E, da für die Punkte dillser Gruppe die Funktionen 'Po, 'Pu ..• , 'P,. ver­
schwinden; ferner schneidet sie f nach der Gruppe L, da für die Punkte 
dieser Gruppe die Funktionen tPo, 'l/J11 .• " 'l/J. verschwinden. Außerdem 
schneidet sie die Kurve f auch in den Punkten der Gruppe A; denn da 
für diese Punkte 'Po = 0 und 'l/Jo = 0 ist, so verschwinden alle Glieder 
der Summe auf der linken Seite von (3), 

Es ist zu beachten, daß die Punkte der Gruppe A unter den Schnitt­
punkten der Kurve f mit der speziellen Kurve 10'l/Jo = 0 zweimal gezählt 
werden müssen, während sie unter den Schnittpunkten von f mit einer 
allgemeinen Kurve des Systems (3) nur einmal zu zählen sind. . 

Dies vorausgeschickt, sehen wir nun bei der Betrachtung der durch 
das System (3) auf f ausgeschnittenen linearen Schar von den festen 
Punkten del' Gruppen X, L und A ab j außer diesen Gruppen schneidet 
das System (3) auf feine g,. aus, die sowohl 9~ als auch 9! enthält. Die 
Kurven des Systems (3), die den Werten lL1 = 0, ,.", = 0, ... , /L, ,.. 0 ent.­
sprechen und also die Gleichung 

'l/Jo(E'Po + 11 'Pl + ... + 1r'P,.) =- 0 
haben, schneiden in der Tat die Kurve f in den Punkten der Gruppen 
K, L, Ä und treffen sie überdies in den Gruppen der ffn. Ebenso erhält 
man die Gruppen der 9',., wenn man die Werte der Parameter J.,., 11, ••• , 1,. 
gleich N uU setzt. 

Bemerkung. Die vorstehende Schlußweise kann auch in folgende 
Form gebracht werden. Die Schar ffn werde gebildet von den Gruppen 
konstanten Niveaus der rationalen Funktion 
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<l» = Al 911 + Ai 91. + . . . + Ar CPr , 
910 910 «Po 

und die Schar g~ von den Gruppen konstanten Niveaus der rationalen 
Funktion 

"IJ! = ftl ""1 + ft2 ""- + ... + ft. ""'; 
""0 1/J0 ""0 

beide Funktionen haben dieselbe Gruppe A von Unendlichkeitspunkten. 
Die Gruppen gleichen Niveaus der rationalen Funktion tlJ + W, welche 
dieselben Pole hat wie <l» und "IJ!, und welche von den Parametern Ä. 

und ft abhä.ngt, umfassen die Gruppen gleichen Niveaus der Funktionen 
tlJ und "IJ! einzeln genommen; daraus folgt, daß die beiden linearen 
Scharen, die eine Gruppe gemeinsam haben, in einer und derselben line­
aren Schar von größerer Dimension aber von derselben Ordnung ent­
halten sind. 

Aus dem eben bewiesenen Satz ergibt sich nun eine äußerst wich­
tige Folgerung. 

Eine lineare Schar g: heißt eine J7 ollschar, wenn es keine lineare 
Schar von derselben Ordnung, aber von größerer Dimension gibt, die sie 
(d. h. alle Gruppen der g:) enthält; im entgegengesetzten Falle heißt sie 
eine Teilsehar. 

Zunächst ist es klar, daß man, wenn man die Dimension einer line~ 
aren Schar fortwährend vergrößert, schließlich zu einer Vollschar g~ 
langen muß; denn die Dimension r der Schar, die ja gleich der Anzahl 
der willkürlich wählbaren Punkte einer Gruppe ist, kann die Ordnung n 
sicherlich nicht überschreiten. 

Aber was nicht von vornherein einleuchtet, ist. die Tatsache, daß 
eine gegebene Schar in einer und nur einer linearen Vollschar enthalten 
ist. Der oben bewiesene Satz setzt uns nun in den Stand, zu behaupten: 

Die lineare Vollschar, in welcher eine gegebene Schar u: enthalten ist, 
ist eindeutig bestimmt. 

Wäre nämlich die Schar g~ in zwei verschiedenen V ollscharen g~ 
und u! enthalten, so würden diese beiden Scharen, da sie sämtliche 
Gruppen von u: gemeinsam haben, einer und derselben Schar von größerer 
Dimension angehören; sie wären also keine Vollscharen, was deI' V oraus~ 
setzung widerspricht. 

Insbesondere wird durch eine Punktgruppe A auf f eine lineare Voll~ 
schar definiert; man bezeichnet sie häufig durch das Symbol 1 A I. Sollte 
es keine unendliche lineare Schar geben, der die Gruppe A angehört, so 
sagt man, A bestimme eine lineare Vollschar von der Dimension Null und 
bezeichnet diese ebenfalls durch das Symbol I A I. 
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Die durch die Gruppe A bestimmte lineare Vollschar IA I läßt sich 
auch als die Gesamtheit aller Gruppen definieren, die BuA äquivalent sind; 
denn wenn es eine nicht zu I A I gehörige Gruppe B = A gäbe, so würde 
eine von I A I verschiedene V o11schar existieren, welche die beiden Grup­
pen A und B enthielte. 

Bei der birationalen Transformation einer algebraischen Kurve gehen 
äquivalente Gruppen in äquivalente Gruppen über; folglich verwandelt 
sich die Gesamtheit der zu einer gegebenen Gruppe äquivalenten Grup­
pen in die Gesamtheit der zu der transformierten Gruppe äquivalenten 
Gruppen, d. h. aber: Bei der birationalen Transformation entspricht einer 
linearen Vollschar w'iederum eine lineare Vollschar. 

Der Satz von der Eindeutigkeit der linearen Vollschar, die eine gegebene 
Schar enthält, wurde auf algebraischem Wege bewiesen in der klassischen Ab­
handlung von BRILL und NOETHER, "Ober die algebraischen Functionen und 
ihre Anwendung in der Geometrie, Math. Ann. 7,269-310 (1874); den Aus­
gangspunkt bildete dabei ein Satz, den wir erst später aufstellen werden. Wir 
haben hier den Beweis des Satzes sehr früh bringen können, indem wir einen 
Weg beschritten haben, den F. ENRIQUES 1) angegeben hat. Es handelt sich dabei 
im wesentlichen um einen Gedankengang, der, wenn auch in anderer Form, 
schon in der RIEMANNschen Theorie der algebraischen Funktionen vorkommt. 

24. Reohenoperationen mit linearen Soharen. Es sei g~ eine V 011-
schar von Punktgruppen auf der Kurve {, und es sei B eine Gruppe von 
m Punkten, die irgend einer Gruppe der Schar angehört (oder auch aUen 
Gruppen, wenn die Punkte der Gruppe B feste Punkte der Schar sind). 

Die Gruppen der g~, welche die Gruppe B enthalten, bilden nach 
Nr.22 (S. 66) eine lineare Schar; sieht man von den Punkten dieser Gruppe 
ab, so erhält man eine g~::" wobei s die Anzahl der Bedingungen be­
deutet, die den Gruppen aer gegebenen Schar durch die Punkte von B 
auferlegt werden (0 < s ~ m). Wir behaupten nun, daß die ~::. eben­
falls eine Vollschar ist. Um dies einzusehen, nehmen wir an, die g~=:, sei 
in einer Schar von derselben Ordnung aber von größerer Dimension ent­
halten; würde man nun die Punkte von Bzu den Gruppen dieser Schar hin­
zufügen, so hätte man eine Schar von der Ordnung n, die mit g~ unend­
lich viele Gruppen gemAinsam hätte, aber nicht in ihr enthalten wäre; 
dies würde aber der Voraussetzung, daß g~ eine V o11schar ist, wider­
sprechen. Wir folgern daraus den Satz: 

1) Intorno ai fondamenti della geometria sopra le Buperficie algebriche, 1'0-
rino Atti 8'i, 9 (1901). 
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Dif'jenige Schar, welche von den durch gegebene Punkte gehenden Grup­
pen einer Vollschar gebildet wird, erweist sich wiederum als Vollschar, wenn 
man die gegebenen Punkte außer Betracht läßt. 

Die Vollschar g~=:,. nennt man die Residualschar der Gruppe B in 
bezug auf g~. Man sagt auch, daß die g,,-m teilweise in der g" enthalten 
sei; dieser Ausdruck soll die Tatsache andeuten, daß die Gruppen der er­
sten Schar Teile der Gruppen der zweiten Schar bilden. Man sagt dagegen, 
daß eine g" 1.:o11ständig in einer linearen Schar enthalten sei, wenn die er­
stere in der letzteren enthalten ist, aber beide von derselben Ordnung sind. 

Sind zwei lineare Scharen I AI und I B I von den Ordnungen n und 
m gegeben, so erkennt man leicht, daß alle Gruppen von n + m Punkten, 
die entstehen, wenn man eine Gruppe der ersten Schar mit einer Gruppe 
der zweiten vereinigt, unter sich äquivalent sind. 

Um dies einzusehen, betrachten wir zwei beliebige andere Gruppen 
A' und B' der durch die Gruppen A und B definierten Scharen. Bezeichnen 
wir mit A + B, A + B' usw. die Gruppen, welche durch die Vereini­
gung der Gruppen A, B oder A, H usw. entstehen, so haben wir die Re­
lationen 

A + B == A + H, A + H = A' + H. 
Die erstere drückt aus, daß die Gruppen A + Bund A + H der Schar 
angehören, die man erhält, wenn man zu allen Gruppen von i Bi die Punkte 
von .A. hinzufügt, während die letztere besagt, daß die Gruppen A + E, 
A' + B' der Schar angehören, die entsteht, wenn man alle Gruppen von 
I A I durch Beifügung von B' erweitert. Durch Vergleich der beiden Re­
lationen erhalten wir 

A+B=A'+H w.z.b.w. 

Diese Bemerkung führt uns von selbst zu dem Begriff der Summe 
zweier gegebener linearer Scharen I A I und I B I. Unter der Summe der 
Scharen I AI und I B I versteht man die lineare Vollschar , welche die 
Gruppen von n + m Punkten der Form A + B enthält, d. h. mit anderen 
Worten, die Schat' IA + BI, welche durch die Gruppe A + B definiert ist. 

Aus dem Begriff der Summe ergibt sich dann sofort der Begriff der 
Differenz zweier Scharen I 0 I und I AI· 

Wir setzen voraus, daß es gewisse Gruppen von I CI gibt, die Aals 
Teil enthalten, d. h. daß die Residualschar von A in bezug auf! C! wirk­
lich existiert. Bezeichnet man diese Schar mit I BI, so hat man: 

ICI=[A+BI; 
wir werden die Schar I B I die Residualschar von I A I in bezug auf I 0 I 
oder auch die Differenz 10- AI der beiden gegebenen Scharen nennen. 

Man beachte, daß die Schar I B I auch unabhängig von der Gruppe A 
bestimmt ist, von der wir bei der Definition dieser Schal' ausgegllngell 
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sind. Die Schar i 0 i enthält nämlich alle Gruppen, die aus der Vereini­
gung einer Gruppe von ! AI und einer Gruppe von I B I hervorgehen, und 
folglich enthält die Residualschar einer beliebigen Gruppe von I A I in be­
zug auf I C I alle Gruppen von I BI, d. h. sie fällt mit diesel' Schar, die ja 
eine Vollschal' ist, zusammen. 

Nennt man die Gruppen der Schar i Bi die Reste der Gruppe A in be­
zug auf die Schar 101, so kann man also sagen: 

Die Reste einer gegebenen Gruppe bezüglich einer linearen Vollschar sind 
in bezug auf dieselbe Schar auch Reste einer beliebigen anderen Gruppe, die 
zu der gegebenen äquivalent ist. 

Dieser Satz bildet einen Teil des sogenannten Restsatzes von BRILL 
und N OETHER. Wir werden dieses Theorem später in seiner vollständigen 
Gestalt aufstellen (s. NI'. 42). 

Die Definition der' Summe läßt sich auf mehrere Scharen lAI I , 
i A2 1, lAs I, ." ausdehnen; denn auch in diesem allgemeineren Fall ge­
hören die Gruppen vom Typus Al + ~ + As + . .. einer und derselben 
linearen Schar IAl + A2 + As + ... I an, wie man auf dem Wege der In­
duktion sofort einsieht. 

Wenn im besonderen die Scharen I Al I, lAs I , . .. zusammenfallen, 
so nennt man ihre Summe ein Vielfaches der Schar I AI; genauer spricht 
man von einer k-fachen Schar, wenn die Anzahl der gegebenen Scharen 
gleich k ist. 

Es ist klar, daß die Begriffe der Summenschar, der Differenzenschar 
und der mehtiachen Schar in bezug auf die birationalen Transformationen 
der Kurve invariant sind. 

§ 3. Algebraische Raumkurven und Überraumkurven. 
25. Definitionen und einfachste Eigenschaften. Eine Kurve 0, die 

einem linearen Raum Sr(r:::?: 3) angehört, heißt algebraisch, wenn die nicht 
homogenen Koordinaten ihrer Punkte rationale Funktionen des auf einer 
ebenen algebraischen Kurve f beweglichen Punktes sind, oder kürzer, 
wenn der Punkt auf C eine rationale Funktion des Punktes auf f ist. Die 
Kurve 0 soll irreduzibel oder reduzibel genannt werden, je nachdem die 
Kurve f irreduzibel oder reduzibel ist. Falls f reduzibel ist, so bildet die 
Mannigfaltigkeit der Punkte von 0, die den Punkten eines Bestandteils 
von f entsprechen, nach den gegebenen Definitionen eine irreduzible 0.1· 
gebraische Kurve, die wir einen Teil von 0 nennen. 

Wir beweisen zunächst den folgenden Satz: 
Wenn zwischen den Punkten einer Raumkurve oder einer Überraum­

kurve 0 und den Punkten einer ebenen algebraischen irreduziblen Kurve f 
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eine algebraische Korrespondens (p" 1) besteht, d. h. eine Verwandtschaft, 
durch welche mittels algebraischer Operationen einem Punkt von 0 ein Punkt 
von f und einem Punkt von f I'" Punkte von 0 zugeordnet werden, so ist die 
Kurve 0 se"lbst ebenfalls algebraisch. 

Als Beispiel nehmen wir an, daß 0 einem Raum 8a angehöre, wäh­
rend f in der Ebene r liege. Wählt man auf 0 einen einfachen Punkt P 
(d. h. einen Punkt mit der Eigenschaft, daß eine nur wenig von ihm ent­
fernte allgemeine Ebene die Kurve 0 in einem einzigen, sehr nahe bei 
P liegenden Punkt trifft), so bilden die Verbindungslinien von P mit 
den übrigen Punkten von 0 einen Kegel, dem auch die Tangente in P 
angehört; eine beliebig gewählte Gerade u durch P wird also im allge­
meinen die Kurve 0 in keinem weiteren Punkte treffen. 

Projiziert man die Kurve 0 von einem beliebigen Punkt 0 der Ge­
raden u aus auf eine Ebene n, so erhält man in dieser eine Kurve rp der­
art, daß sich der trbergang von den Punkten der Kurve f zu den Punkten 
der Kurve rp und umgekehrt mittels algebraischer Operationen bewerk­
stelligen läßt; denn um von f zu rp zu gelangen, hat man nur die Projek­
tion von 0 aus nach der Ebene n zu den algebraischen Operationen hinzu­
zufügen, die den trbergang von f zu 0 vermitteln; diese Projektion läßt 
sich aber ebenfalls durch eine algebraische Operation ausdrücken. Wir 
schließen daraus, daß rp eine algebraische Kurve ist. 
~~~P&~~®~P~~~M&lli~~~ 

P auf rp nur der. eine Punkt P von 0 entspricht, so wird, falls rp irredu­
zibel ist, jedem Punkt von rp ein und nur ein Punkt von 0 zugeordnet 
sein; folglich ist der Punkt auf 0 eine rationale Funktion des Punktes 
auf rp, d. h. 0 ist eine algebraische Kurve. Wenn dagegen rp reduzibel 
ist, so gibt es einen Teil t/J von rp, der durch P' geht und die Eigenschaft 
hat, daß jedem Punkt von t/J ein einziger Punkt von 0 entspricht, während 
sich. für die übrigen Teile von rp zunächst nichts ähnliches behaupten läßt: 
Aber in diesem Fall entspricht der Kurve t/J ein Teil r von 0, der alge­
braisch ist, und beim Übergang von 0 zu f muß dem Teil r die Kurve f, 
die ja irreduzibel ist, in ihrer ganzen Ausdehnung entsprechen. Bezeichnen 
wir mit D das, was von der Kurve 0 übrig bleibt, wenn man r von ihr 
abspaltet, so entsprechen also jedem Punkt von f I'" Punkte von 0, von 
denen v:2 1 der Kurve r angehören, während die p, - v übrigen auf 
D liegen. Da sich nun die Gruppe der v auf r liegenden Punkte in ratio­
naler Weise abtrennen läßt von den übrigen I'" - v Punkten, die mit ihr 
zusammen die Gruppe der einem gegebenen Punkt von f entsprechenden 
Punkte bilden, so erhalten wir zwischen fund D eine algebraische Kor­
respondenz (1, I'" - v). 

Man ka.nn nun auf D dieselbe trberlegung a.nwenden, die wir soeben 
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für 0 durchgeführt haben, und man gelangt dabei zu dem Schluß, daß D 
algebraisch ist, oder daß diese Kurve aus einem algebraischen Teil be­
steht, der mit (in einer Korrespondenz (1,>,1) steht (Q :21), und aus einem 
übrig bleibenden Teil E, der mit {in einer Korrespondenz (p, - v - Q, 1) 
steht. Setzt man diese Schluß weise fort, so gelangt mau schließlich 
zu der Erkenntnis, daß 0 eine ( möglicherweise reduzible) algebraische 
Kurve ist. 

Als Anwendung dieses Satzes beweisen wir den folgenden: 
Sind 

,,(x, y, z) = 0, ß(x, y, z) = 0 
zwei algebraische Flächen, die keine gemeinsamen Bestandteile haben, so ist 
ihre Schnittkurve 0 ebenfalls algebraisch. 

Es sei {(x, y) == 0 die algebraische Gleichung, die man erhält, wenn 
man z aus den Gleichungen der beiden Flächen eliminiert; wir wollen 
annehmen, daß die Koordinatenachsen allgemein gewählt seien, so daß, 
selbst wenn 0 eine Gerade als Bestandteil enthielte, diese Gerade nicht 
zur z-Achse parallel wäre. Dann entspricht jeder Lösung (x, y) von f = 0 
eine endliche Anzahl von Lösungen (x, y, z), die die Gleichungen" -= 0 
und ß = 0 befriedigen, und diese Lösungen lassen sich auf algebraischem 
Wege ermitteln. Es entspricht also jedem Teil cp von {, falls diese Kurve 
reduzibel ist, ein Teil r von 0, der mit cp durch eine algebraische Korre­
spondenz (p" 1) verbunden ist. Nach dem bewiesenen Satz ist r alge­
braisch, und da 0 aus einer endlichen Anzahl von algebraischen Teilen 
zusammengesetzt ist, so ist diese Kurve ebenfalls algebraisch. 

Eine andere einfache Folgerung aus dem zuerst bewiesenen Satz ist 
die nachstehende: 

Wenn ewischen den Punkten einer Raumkurve oder Überraumkurve 
o und den Punkten einer ebenen algebraischen Kurve f eine algebraische 
Korrespondenz (p" v) besteht, so ist die Kurve 0 ebenfalls algebraisch. 

Um die Richtigkeit dieses Satzes einzusehen, betrachten wir das ein­
fach unendliche Gebilde r, dessen Elemente aus denjenigen Paaren von 
Punkten bestehen, die in der Korrespondenz zwischen 0 und f einander 
zugeordnet sind; diese Korrespondenz führt nach der Voraussetzung au{ 
algebraischem Wege von einem Punkt der Kurve 0 zu v Punkten von { 
und von einem Punkt der Kurve f zu p, Punkten von O. Wir haben dann 
zwischen der Kurve 0 und dem Gebilde r eine algebraische Korrespon­
denz (1, v), in welcher ein Punkt von 0 und ein Element (Punktepaar) 
von r dann als zugeordnet bezeichnet werden sollen, wenn jener Punkt 
zu diesem Paar gehört. In ähnlicher Weise erhalten wir eine algebraische 
Korrespondenz (p" 1) zwischen dem Gebilde r und der Kurve f. Auf 
Grund des vorigen Satzes schließen wir daraus, daß das GebildA r alge-
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braisch ist, d. h. daß ein in r veränderliches Element eine rationale 
Funktion eines auf einer ebenen algebraischen Kurve fP beweglichen 
Punktes ist, mit anderen Worten, daß jenes Element in rationaler Weise 
von einem solchen Punkt abhängt. Da aber der auf C bewegliche Punkt 
seinerseits eine rationale Funktion des in r veränderlichen Elements ist, 
so erweist sich schließlich der auf C bewegliche Punkt als eine rationale 
Funktion des Punktes der Kurve fP; nach unserer Definition ist daher C 
eine algebraische Kurve. 

26. Zusammenhang zwischen der Theorie der linearen Scharen 
auf einer ebenen Kurve und dem Begriff der algebraischen Raum­
kurven oder Überraumkurven. Auf der ebenen Kurve 

{(xo, Xli x2) = 0 
(wo xo, XlI Xli homogene Koordinaten bedeuten) betrachten wir nun die 
lineare Schar g~, die außer einigen etwa vorhandenen festen Punkten von 
dem System 

(1) Äo fPo(xo, Xli x2) + Ä1 fPl (xo, Xu xs) + ... + Ar fPr(xo, XlI XII) = 0 
erzeugt wird. 

Wir wollen überdies von den festen Punkten gänzlich absehen, so 
daß sämtliche Punkte einer allgemeinen Gruppe von g~ als beweglich an­
zusehen sind. 

Wir denken uns- in einem Raum Sr ein System vou homogenen Ko­
ordinaten Yo, Yl' .. '1 Yr und setzen 

QY. = fP,(xo, Xl' Xli)' (i=O,1,2, ... ,r) 

Während der Punkt X(Xo, Xl' Xli) die Kurve (durchläuft, kann -der Punkt 
Y(Yo, Yl' ... , Yr) nicht fest bleiben; denn bei einer solchen Annahme könnten 
sich die Funktionen fPt des Punktes X nur durch konstante Faktoren vonein­
ander unterscheiden, und die Schar g~ häUe die Dimension Null, was wir aus­
schließen wollen. Der Punkt Y beschreibt demnach eine Kurve C mit der 
Eigenschaft, daß jedem Punkt von { in rationaler Weise ein und nur ein 
Punkt von C entspricht. Die Kurve C ist also algebraisch. Es fragt sich 
nun, wie viele Punkte von { umgekehrt einem Punkt von Centsprechen. 

Damit zwei Punkte X und x' der Kurve ( denselb~n zugeordneten 
Punkt y auf C ergeben, ist es notwendig und hinreichend, daß 

fPlx) = ocp.(x') 

ist, daß also eine beliebige Kurve des Systems (1), die durch den Punkt 
x geht, notwendig auch durch den Punkt x' geht und umgekehrt 1). Mit 

1) Man vergleiche diese Betrachtungen mit den ausführlichen Erörterungen 
in Nr. 18 (S. 31 11'.) 
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anderen Worten: es ist notwendig und hinreichend, daß alle Gruppen der 
Schar g:, die den Punkt x enthalten, damit von selbst auch den Punkt x' 
gemein haben. 

Wenn die durch einen beliebig gegebenen Punkt x der Kurve { ge­
henden Gruppen der g~ nicht von selbst noch andere Punkte gemeinsam 
ha.ben, so wird die lineare Schar als eine einfache bezeichnet; wenn da­
gegen die durch einen beweglichen :Punkt x gehenden Gruppen stets auch 
noch weitere IL - 1 mit x bewegliche Punkte gemein haben, so sagt 
man, die lineare Schar sei mit einer Involution von der Ordnung IL zu­
sammengesetzt. 

Die lineare Schar, die auf einer ebenen Kurve durch das System aller 
Kurven von gegebener Ordnung ausgeschnitten wird, ist z. B. immer ein­
{ach; wenn man dagegen eine Kurve {von der ntcn Ordnung, die einen 
(n - 2)-fachen Punkt P besitzt, durch diejenigen Kurven von der Ord­
nung n - 3 schneidet, für welche Pein (n - 3)·facher Punkt ist, so er­
hält man eine zusammengesetzte Schar. Diese Kurven zerfallen nämlich 
in n - 3 durch P gehende Geraden, und daher enthalten diejenigen unter 
ihnen, die durch einen beliebigen Punkt Q auf {hindurchgehen, die ganze 
Gerade PQ; die Punktgruppen, die außer P von jenen Kurven auf { aus­
geschnitten werden, enthalten somit außer Q noch den letzten Schnitt­
punkt der Kurve ( mit der Geraden P Q. 

Der oben eingeführte Ausdruck, daß die lineare Schar mit einer In­
volution von der Ordnung IL zusammengesetzt sei, rechtfertigt sich durch 
die folgenden Betrachtungen. 

Wenn ein Punkt x gegeben ist, so gehören zu ihm IL - 1 weitere 
Punkte x', x", ... , x<.u -1) del'9.rt, daß die Gruppe von IL Punkten x, x', 
... , x<.u -1) durch irgend einen unter ihnen bestimmt ist; denn die Gruppen 
von g~ die einen beliebigen Punkt jener Gruppe enthalten, haben auch 
ihre sämtlichen anderen Punkte gemein. 

Läßt man den Punkt x auf der Kurve {wandern, so beschreibt die· 
Gruppe von IL Punkten ein einfach unendliches System y~, das man eine 
Involution von der Ordnung IL (und der Dimension 1) nennt, weil die IL 
Punkte einer Gruppe gleichwertig sind und weil durch jeden Punkt von 
{ eine und nur eine Gruppe von y" hindurchgeht. Man bemerkt ohne 

weiteres, daß eine Gruppe der Schar g: aus!!:. Gruppen der Involution y" 
11-

zusammengesetzt ist. 
Wir wollen nun den Fall näher untersuchen, daß die g: einfach ist. 

Dann sind die Punkte der beiden Kurven fund C eineindeutig aufeinan-

der bezogen derart, daß die nicht homogenen Koordinaten (~:, ... , ~:) des 
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auf 0 veränderlichen Punktes Y rationale Funktionen der nicht homogenen 

Koordinaten (Xl, x!)\ des entsprechenden Punktes x auf {sind. Umgekehrt 
Xo Xo 

sind die Koordinaten des Punktes x rationale Funktionen der Koordinaten 
des auf 0 veränderlichen Punktes y, da sie sich ja als einwertige alge. 
braische Funktionen dieser letzteren Veränderlichen darstellen lassen 
müssen. 

In diesem Falle sind also die beiden Kurven {und 0 mittels einer bi· 
rationalen Korrespondenz aufeinander bezogen; aber es besteht ein Unter­
schied zwischen der vorliegenden Verwandtschaft und derjenigen, durch 
welche zwei entsprechende Kurven in einer OREMoNAschen Transforma­
tion zwischen zwei Ebenen miteinander verknüpft sind. Im vorliegen­
den Fall ist nämlich die Verwandtschaft birational zwischen den Punkten 
der beiden Kurven, aber sie erstreckt sich nicht notwendig auf die Räume, 
in denen diese Kurven enthalten sind. Eine solche Ansdehnung der Ver­
wandtschaft .auf die Räume ist natürlich von vornherein unmöglich, wenn 
diese Räume verschiedene Dimensionen haben; aber auch wenn 0 eine 
ebene Kurve ist (r .... 2), können die Formeln 

(2) ( x ) QYi = fPi xo, 11 x, (;"'O,l,lI) 

sehr wohl eine birationale Korrespondenz zwischen den Punkten der Kur­
ven {und C definieren, ohne daß diese auch für die anderen Punkte der 
beiden Ebenen (xo, Xli XI) und (Yo, Yl' Y2) gilt. 

Setzen wir nämlich voraus, daß die Formeln (2) eine Korrespondenz 
(1, v) zwischen den Punkten der Ebene (YIP Yll Ya) und den Punkten der 
Ebene (xo, XlI XI) definieren, d. h. eine Korrespondenz, in welcher einem 
Punkt Y v Punkte x entsprechen, während einem Punkt X ein einziger 
Punkt Y zugeordnet ist, so erhalten wir in der Ebene (xo' XII Xli) eine 
doppelt unendliche Involution J~; sie wird von dem Netz der Kurven 
erzeugt, die den Geraden der Ebene (YOI Yl' Y.,) entsprechen (s. S. 33). 
Nimmt man in der Ebene (xo, Xl' x,) eine Kurve fan, u:elche der in­
volution J~ nicht angehört, d. h. eine solche Kurve, daß die v - 1 Punkte, 
die zu irgendeinem ihrer Punkte in bezug auf die Involution J" kon­
jugiert sind, nicht auf ihr liegen 1) I so beschreibt bei der Bewegung 
des Punktes auf f der Punkt Y eine ebene Kurve 0, die birational auf ( 
bezogen ist; denn von den v Punkten x, die einem Punkt 'Y von 0 ent­
sprechen, befindet sich nur ein einziger auf der Kurve f. Die Formeln (2) 
definieren also eine birationale Korrespondenz zwischen den Punkten der 

1) Eine solche Kurve erhält man offenbar, wenn man eine Gruppe x, :c', x", 
... , X(v-l) der Involution J. festhält und eine Kurve betrachtet, die durch:c geht, 
aber durch keinen der konjugierten Punkte. 
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Kurven fund C, während sie gleichzeitig zwischen den Punkten der bei­
den Ebenen, in denen fund C liegen, eine Korrespondenz festlegen, die 
nur in einem Sinne rational ist. 

Es kann hier noch die Bemerkung beigefügt werden, daß die For­
meln (2) auch eine Korrespondenz (1, v') zwischen den Punkten der bei­
den Kurven definieren könnten, wobei v' < v wäre; dieser Fall würde 
eintreten, wenn einem auf der Kurve C veränderlichen Punkt y v Punkte 
x entsprächen, von denen v' auf f und die übrigen v - v' außerhalb von 
f veränderlich wären. 

Wir kehren nunmehr zu dem Fall zurück, daß r beliebig ist und die 
heiden Kurven fund C bi rational aufeinander bezogen sind. 

Man sieht leicht ein, daß die Kurve C tatsächlich in dem Raum S 
r 

und nicht etwa in einem Raum von geringerer Dimension enthalten ist. 
Wäre sie nämlich in einem Raum von der Dimension < r - 1 enthalten, 
80 müßte es mindestens eine Überebene 1) 

~oYo + ~lYl + ... + grYr = 0 
geben, die die Kurve Centhielte, d. h. man hätte die identische Gleichung 

(3) 
wo xo, Xl' X2 die Koordinaten eines veränderlichen Punktes der Kurve f 
bedeuten. Wenn die Gleichung (3) identisch erfüllt wäre, ohne daß die 
Faktoren ;, alle verschwänden, und zwar nicht nur für einen veränder­
lichen Punkt der Kurve (, sondern auch für einen willkürlich gewählten 
Punkt der Ebene, so wären die Formen fPj linear abhängig voneinan­
der; das lineare System (1) könnte also nicht r-fach unendlich sein. 
Wenn aber die Gleichung (3) nur für die Punkte von f eine Identität 
darstellte, so müßte die Gleichung 

go fPo + ~l fPl + ... + grfPr = fP (XO, Xl' X2) • f(xo, Xl' Xli) 

identisch erfüllt sein, d. h. es gäbe eine Kurve des linearen Systems (1), 
die f als Bestandteil enthielte, und die Schar 9n wäre nicht von der Di­
mension r (vgl. Nr. 22). Diese Schlüsse würden beide der Voraussetzung, 
von der wir ausgegangen sind, widersprechen; wir müssen also die Fol­
gerung ziehen, daß es keine Überebene gibt, die die Kurve Centhält. 

Wir beweisen nun den Satz, daß durch die birationale Korrespondenz 
zwischen den Kurven fund C den Punkten einer Gruppe der Schar 9~, 
deren Trägerin die Kurve f ist, die Schnittpunkte von C mit einer ganz 
bestimmten Überebene zugeordnet werden und daß diese gleichzeitig mit 
der betrachteten Gruppe veränderlich ist. 

1) Unter einer "tJberebene" (iperpiano) verstehen wir einen linearen Raum 
von der Dimension r - 1, der im Sr enthalten ist. [A. d. tJbers.] 



26. Lineare Scharen auf einer ebenen Kurve und algebraische übel'raumkurven 79 

In der Tat erfüllen die Koordinaten der Punkte einer Gruppe aus der 
Schal' g~ die Gleichung (1) für passend gewählte, aber nicht sämtlich ver­
schwindende Werte der Parameter .1.i , und daher befriedigen die Koordi­
naten der entsprechenden Punkte 'Y die Gleichung 

.1.o'Yo + .1.1 Yl + '" + Ar'Yr = 0, 
d. h. diese Punkte gehören einer bestimmten Überebene an. 

Umgekehrt entsprechen den Punkten von C, deren Koordinaten diese 
Gleichung befriedigen, die Punkte derjenigen Gruppe, die außer den festen 
Punkten durch die Kurve (1) auf f erzeugt wird. Wir erhalten daher 
den Satz: 

Die Kurre C wird von einer beliebigen Überebene ihres Raumes in n 
Punkten geschnitten. 

Diese konstante Zahl nennt man die Ordnung der algebraischen 'Über­
raumkurve C. 

Wir fügen noch die Bemerkung bei .• daß die Korrespondenz zwischen 
den Gruppen der Schar g~ und den durch eine tJberebene erzeugten 
Schnittpunkten auf der Kurve C projektiv ist, weil eine Gruppe und eine 
tJberebene, die einander entsprechen, durch dieselben Werte der Para­
meter .1., charakterisiert sind. Fassen wir nun das vorhergehende zusam­
men, so können wir den folgenden Satz aussprechen: 

Hat man auf einer ebenen algeb1'aischen Kurt'e f eine einfache lineare 
Schar g~, so kann man stets in einem r-diment,ionalcn Raum Sr eine alge­
braische Kurve C von der Ordnung n konstruieren, welche birational auf f 
bezogen ist, derart, daß den Gruppen der Schar g~ die Schnittpunkte der 
Kurve C mit einer Übe1'ebene entsprechen. - Die Kurve C u'ird dadurch 
konstruiert, daß man die Gruppen der g~ projektiv auf die i/oerebenen eines 
Raumes Sr bezil'ht: den Gruppen der Schar g~, die einen Punkt x von f 
enthalten, ents}Jrechrn ·die Überebenen, die durch einen Punkt Y des Raumes 
Sr gehen; u'ährend x die Kurve f durchläuft, beschreibt Y die Kurve C. 

Wenn die lineare Schar g~ mit einer Involution r,., zusammengesetzt 
ist, so sind die Punkte von C nicht etwa auf die Punkte von {, sondern 
vielmehr auf die Gruppen der r!t eineindeutig bezogen. Man erkennt wie 
oben, daß die Kurve C nicht in einem Raum enthalten sein kann, desstIn 
Dimension kleiner ist als r. Wiederholt man die Betrachtung, die im vor­
hergehenden Fall zu dem Begriff der Ordnung geführt hat, so erkennt 
man, daß im vorliegenden Falle die Kurve C von einer beliebigen tJber~ 

ebene in ~ Punkten geschnitten wird, da jedem Schnittpunkt der Kurve 
/L 

C mit einer Überebene p, Punkte einer ganz bestimmten Gruppe der Schar g~ 
zugeordnet sind. In diesem Fall wird man also die Kurve C eine algebrai-

sche Überraumkurve von der Ordnung ~ nennen. Man erhält somit den Satz : 
/L 
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Hat man auf einer ebenen algebraischen Kurve f eine lineare Schm' 
g;" die mit einer Involution von der Ordnung f" zusammengesetzt ist, so kann 
man stets in einem r-dimensionalen Raum Sr eine algebraische Kurve C 

von der Ordnung!!: konstruieren, welche mittels einer algebraischen Korre-
/L 

spondenz (1, p,) auf f bezogen ist. Die Kurve C wird dadurch konstruiert, 
daß man die Gruppen der g~ projektiv auf die Überebenen des_ Raumes Sr 
bezieht; die Überebenen, welche den durch x gehenden Gruppen der g~ ent­
sprechen, haben einen Punkt 'Y gemein, und dieser wird dem Punkt x zu­
geordnet. Während dann x die Kurve f durchläuft, beschreibt 'Y die Kurve C. 

Die Betrachtung der Ordnung einer Überraumkurve gibt Anlaß zu 
einem Satze, der dem Theorem von BEZOUT in der Ebene entspricht; 
dieses liefert bekanntlich ein Mittel, die Zahl der Schnittpunkte zweier 
Kurven von gegebener Ordnung zu berechnen. 

Es handelt sich um die Anzahl der Punkte, die einer algebraischen 
Kurve C von der Ordnung n und einer algebraischen Form l ) von der Ord­
nung m gemeinsam sind. 

Um diese Zahl zu berechnen, wollen wir zuerst feststellen, was wir 
unter dem Begriff der "Schnittpunktsmultiplizität" (oder Multiplizität des 
Schnitts) einer Kurve und einer Form in einem gemeinsamen Punkt zu 
verstehen haben. Wenn die Kurve C und die Form F in einem gemein­
samen Punkt 0 die Schnittpunktsmultiplizität J haben, so bedeutet dies, 
daß eine Form F', die der Form F hinlänglich nahe kommt 2), mit 0 
genau J voneinander verschiedene Schnittpunkte besitzt, die alle nach 
dem Punkt 0 hinstreben, während sich die Form F' stetig der Form F 
nähert. 

Nachdem diese geometrische Bedeutung der Schnittpunktsmultiplizität 
einmal festgestellt ist, ergibt sich daraus unmittelbar, daß die Summe 
der Schnittpunktsmultiplizitäten in den gemeinschaftlichen Punkten der 
Form F und der Kurve 0 unverändert bleibt, wenn man die Form F 
stetig verändert, vorausgesetzt natürlich, daß diese stetige Veränderung 
nicht etwa so vorgenommen wird, daß die Kurve 0 oder einer ihrer Teile 
in der Form F enthalten ist. Verändert man insbesondere die Werte 
der Koeffizienten in der Gleichung von F derartig, daß die linke Seite 

1) Wir erinnern daran, daß mit dem Ausdruck "Form" oder "algebraische 
t!berfläche" die Mannigfaltigkeit der oor-l Punkte bezeichnet wird, deren homogene 
Koordinaten eine gegebene algebraische Form (ein homogenes Polynom)" zu Null 
machen. Die Ordnung der Form ist der Grad dieses Polynoms. S. z. B. BEBTllß, 

Introduzione alla geometria U8W. S. 164. 
2) D. h. die Koeffizienten der Gleichung von F' dürfen sich nur um sehr 

wenig von den Koeffizienten der Gleichung von F untElrscheiden. 
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dieser Gleichung sich in m lineare Faktoren zerspalten läßt (wobei m 
die Ordnung von F bedeutet), so stellt jeder von diesen, gleich Null ge­
setzt, eine Uberebene dar, die weder die Kurve 0 noch einen ihrer Teile 
enthält, und wir erhalten also im ganzen mn Schnittpunkte. Wir haben 
somit den Satz: 

Eine algebraische Kurve von der Ordnung n und eine Form von der 
Ordnung m haben mn Punkte gemeinsam, wenn man jeden von ihnen mit 
der ihm zustehenden Multiplizität in Rechnung bringt, oder aber es ist die 
Kurve oder einer ihrer Teile in der Form enthalten 1). 

27. Lineare Scharen auf einer Überraumkurve. Es sei 0 eine irre­
duzible Kurve, die einem Raum S,. angehört, und f eine ebene Kurve, 
die durch eine birationale Korrespondenz mit 0 verbunden ist. Einer 
beliebig gewählten linearen Schar g:" der Kurve f entspricht auf 0 ein 
s-fach unendliches System; es wird von Gruppen zu je m Punkten ge­
bildet, und durch s beliebige, aber allgemein gewählte Punkte von 0 
geht eine und nur eine dieser Gruppen hindurch. Ein solches System 
werden wir eine lineare Schar von der Ordnung m und der Dimension 
$ auf' der Überraumkurve 0 nennen; wir wollen es ebenfalls durch das 
Sym bol g:" bezeichnen. 

Es ist leicht zu erkennen, daß auf' der Kurve 0 durch ein lineares 
Formensystem 2) 

(4) Aoaoe1/o, 1/11 ... , 1/r) + ... + 1.a,e1lO11111 ... , y,.) = 0, 

außer den möglicherweise vorhandenen f'esten Punkten, die lineare Schar g:" 
altsgeschnitten wird. 

Um dies nachzuweisen, nehmen wir an, daß die Schar ftm auf der 
Kurve f durch das lineare CX)'-System 

(5) !Loßo(xo, Xv x2) + ... + !L.ß.exo, X u x2) = 0 

ausgeschnitten werde (außer einer gewissen festen Gruppe). Die Koordi­
naten zweier entsprechender Punkte der Kurven fund 0 sind durch die 
Formeln 

(i=O, 1," .• , r) 

verbunden; da es sich aber um eine birationale Transformation handelt, 
so lassen sich diese Formeln umkehren, und man kann die xj als Formen 
der '11. darstellen: 

0'=0,1,2) 

1) Wegen weiterer Einzelheiten sei auf das angeführte Werk von BUTINI 

(8. 3ö8) verwiesen. 
2) Wenn in der Gleichung einer veränderlichen Form eine Anza.hl Parameter 

linea.r vorkommt, so' sagt man, die Form durchlaufe ein lineares System. 
s • v e ri: Vorlelunsen o.ber "lll'ebr"tlohe Geometrie 6 
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Es wird somit der Gruppe der m veränderlichen Punkte, die auf f von 
der Kurve (5) ausgeschnitten wird, eine Gruppe von ebenso vielen ver­
änderlichen Punkten entsprechen, die -auf 0 von der Form 

~oßo(""o, ""11 "",) + ... + ~.ßs(""o' ""11 ""2) = 0 
ausgeschnitten wird; diese Gleichung ist aber vom Typus (4). 

Die Behauptung ist also als richtig erwiesen, wenn die auf f ge­
gebene Schar!t.n keine festen Punkte hat. Hätte sie etwa h solche Punkte, 
so würde man die Scha.r g:"-h betrachten, die entsteht, wenn man von den 
festen Punkten absieht, und würde auf sie dieselben Schlüsse anwenden. 

Umgekehrt erkennt man in ähnlicher Weise, daß dem System del" 
Punktgruppen , das auf 0 von einem linearen Formensystem ausge­
schnitten wird, auf del" Kurve f eine lineare Schar entspricht; daher 
bilden nach unserer Definition auch jene Punktgruppen auf 0 eine line­
are Schar. 

Wiederholt man nun die Überlegungen der Nr.22 (S.65), so er­
kennt man sofort, daß die Dimension s der linearen Schar, die wir auf 
der Kurve 0 betrachten, nur dann gleich der Dimension d des sie aus­
schneidenden linearen Systems ist, wenn in diesem System keine Form vor­
handen ist, die 0 enthält; wenn dagegen in dem System 001 Formen vor­
kommen, die die Kur·ve 0 enthalten, so gilt die Besiehung 

s=d-t-l. 
Da nämlich durch s allgemeine Punkte von 0 eine und nur eine Gruppe 
der g:,. hindurchgehen soll, so können diejenigen Formen" des schneiden­
den linearen Systems, die durch jene s Punkte hindurchgehen, die Kurve 
o nicht in veränderlichen Punkten treffen. Eine dieser Formen, die durch 
einen anderen, von den festen Schnittpunkten verschiedenen Punkt von 
o hindurchgeschickt wird, wird also mit 0 mehr Schnittpunkte gemein 
haben als das oben bewiesene erweiterte Theorem von BEzouT angibt 
(s. die vorhergehende Nr.); somit muß die Kurve 0, die ja irreduzibel ist, 
in eben dieser Form enthalten sein. Wenn man also den ood Formen des 
schneidenden linearen Systems s + 1 einfache Bedingungen auferlegt, so 
erhält man oot Formen, die 0 enthalten, und es besteht somit die Be­
ziehung 

d - s - 1 = t oder s = d - t - 1 . 
Wenn insbesondere die Kurve 0 von der Ordnung n einem Raum 

Sr und nicht einem Raum von geringerer Dimension angehört, so schneiden 
die Überebenen des Raumes Sr auf 0 eine g~ aus, und diese entspricht 
mittels der birationa.len Substitution 

~y; == rpj(xo, xl' xj ), 

(/Xj == ""j(JJo, .. "Yr)' 

(,=0,1, ,_" ,,) 

<1=0, 1, t) 



28. RationaJe Korrespondenzen zwilchen überra.umkurven 83 

welche die Koordinaten der Punkte der Kurven (und C verbindet, der 
Schar g~, die auf f außer den möglicherweise vorhandenen festen Schnitt­
punkten von dem linearen System 

lo'Po + ~<Pl + ... + )..r<Pr = 0 
ausgeschnitten wird 1). 

Aus dem vorhergehenden ergibt sich ohne weiteres der folgende Satz: 
Eine Schar 9~. auf einet· Überraum"kurve C läßt sieh, außer den {esten 

Punkten, stets durch ein lineares 8ystem von algebraischen Formen aus­
schneiden, das von derselben .Dimension s ist. 

28. Rationale Korrespondenzen zwischen zwei Uberraumkurven. 
Es sei C eine irreduzible algebraische Kurve des Raumes 8", in welchem 
die homogenen Punktkoordinaten mit xo, Xl' ..• , xla bezeichnet werden. 
Wir betrachten auf 0 eine 0:;, die (außer festen Punkten) durch das 
lineare System 

lo'Po(xo, Xu ... , xh) + ... + )..r<PrCXO' Xv ••• , x,,) = 0 

erzeugt wird, und wir setzen 

(6) f/1Ii = <p;(Xo, Xl" •• , X,,). (.=0,.", r) 

Während der Punkt x(xo, Xu ... , x la) die Kurve C durchläuft, bewegt 
sich der Punkt yC1!o, Yll ... , 1Ir) in einem Raum 8r und beschreibt bei 
dieser Bewegung eine Kurve D. Man erkennt sofort, daß diese Kurve 
algebraisch und irreduzibel ist. Da nämlich die Kurve C algebraisch ist, 
so kann man sie auf eine passend gewählte irreduzible ebene algebraische 
Kurve fceo, ell e,) = 0 abbilden, indem man die Koordinaten eines ihrer 
Punkte mit h + 1 algebraischen Formen der Veränderlichen eo, t, ~I 
proportional setzt; vermöge der Formeln (6) sind dann aber die Koordi­
naten y; eines auf D veränderlichen Punktes ebenfalls proportional mit 
gewissen algebraischen Formen der Koordinaten eo, eH es des auf ( be­
weglichen Punktes. 

Wie in Nr.26 (S.78) sieht man nun die folgenden Tatsachen ein: 
a) Da das System 

)..o'Po + II 'Pl + ... + .tr'P,. = 0 
keine Form enthält, die durch C geht (weil sonst die Dimension der 
ausgeschnittenen Schar kleiner als ,. wäre), so kann es im Raum 8,. keine 

1) In Ihnlicher Weile entspricht der liDearen Schar g%, die a.uf der Kurve 
f von der Ordnung 1& durch die Geraden ihrer Ebene erzeugt wird, die liDeare 
~char , die, außer den feIten Schnittpunkten, a.uf der Kurve 0 durch da.. lineare 
Formenlyatem 

"'0'1/'0 +"1 "1'1 + ",11>, - 0 
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Überebene geben, die die Kurve D enthält; diese Kurve gehört also dem 
Raum Sr an und nicht etwa einem Raum von geringerer Dimension. 

b) Die Formeln (6) sind mu dann umkehrbar, d. h. es lassen sich 
mit ihrer Hilfe die x j nur dann als Formen der Y. darstellen, wenn die 
auf 0 gegebene Schar g~ nicht mit einer Involution zusammengesetzt ist, 
mit anderen Worten, wenn die durch einen allgemeinen Punkt von C 
gehenden Gruppen der g;' nicht notwendig auch noch andere mit jenem 
veränderliche Punkte gemein haben. Ist diese Bedingung erfüllt und be­
sitzt die lineare Schar g;' keine festen Punkte, so wird die Kurve D von 
der nten Ordnung. 

c) Wenn die von festen Punkten befreite Schar 9;' mit einer In­
volutioo von der Ordnung I-" zusammengesetzt ist, d. h. wenn diejenigen 
ihrer Gruppen, die einen bestimmten Punkt von C enthalten, auch not­
wendig noch I-" - 1 andere veränderliche Punkte gemein haben, so daß 

eine Gruppe von g;' aus * Gruppen der Involution zusammengesetzt er­

scheint, so wird die Ordnung der Kurve D gleich!!. 
II-

1m Falle b) sind die nicht homogenen Koordinaten eines Punktes 
von D rationale Funktionen der nicht homogenen Koordinaten des ent· 
sprechenden Punktes von 0 und umgekehrt; man hat also zwischen den 
Überraumkurven 0 und Deine birationale Korrespondenz. 

Im Falle c) dagegen hat man zwischen deu Kurven C und Deine 
K<Yf"respondenz, die nur in einem Sinne rational ist, d. h. eine Korrespon­
denz, die von eiuem Punkt der Kurve C zu einem Punkt von D führt, 
aber von einem Punkt der Kurve D zu I-" Punkten von C. In diesem letz­
teren Fall erweist sich die Kurve D birational bezogen auf die Gruppen 
der Involution, mittels der die g~ zusammengesetzt ist. 

Wir machen für den Augenblick keine Annahme darüber, ob die 
Formeln (6) umkehrbar sind oder nicht. 

Wie transformiert man nun eine auf D gegebene lineare Schar .tJ:,. 
mittels der rationalen Substitution (6)? 

Wenn die g~" auf D, außer festen Punkten, durch das System 

vot/Jo(Yo, Yl1···, Yr) + ... + v,t/J.(Yo, 'Yl····' ?Ir) = 0 
ausgeschnitten wird, so werden die Gruppen von ml-" Punkten (I-" > 1), 
die den Gruppen von m Punkten der Schar g:,. entsprechen, auf der Kurve 
C außer den möglicherweise vorhandenen festen Punkten durch das 
linea System 

Vo t/Jo (Po, Pp ... , Pr) + ... + v. t/Js( Po, Pl1 ... , Pr) = 0 
ausges,;hnitten, und die Gesamtheit dieser Gruppen von ml-" Punkten bildet 
uahar auf C eine g~nw Man erhält also den Satz: 
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Wenn swischen den Punkten der algebraischen Üben'a·umkurven D 
und 0 eine algebraische Korrespondenz (1, /L) besteht, so entspt'icht einer 
[t'nearen Schm' g:,. auf der Kurve D eine lineare Schar g:fI!l anf der Kurve C. 

Man beachte noch, daß, wenn /L > 1 ist, diese letztere lineare Schar 
mit derjenigen Involution von der Ordnung /L zusammengesetzt ist, mit 
der auch die gegebene Schar g~ zusammengesetzt ist, 

29. Projektionen einer Überraumkurve. Es sei G eine irreduzible 
Kurve von der Ordnung n, die dem Raum Sr angehört, und 0 ein be­
liebiger Punkt dieses Raumes, Die Gerade, welche den Punkt 0 mit einem 
allgemeinen Punkt der Kurve 0 verbindet, schneidet diese Kurve in einem 
oder mehreren Punkten; jedenfalls aber ist die Anzahl dieser Punkte end­
lich, weil auch die Zahl der Schnittpunkte, in welchen die Kurve von 
einer durch jene Gerade gelegten Überebene getroffen wird, endlich, näm­
lich gleich n ist, 

Wenn überdies der Punkt 0 ganz allgemein in dem Raume ange­
nommen wird, so wird eine durch 0 gehende Gerade, die sich in einem 
veränderlichen Punkt auf die Kurve 0 stützt, mit C keine weiteren Punkte 
gemein haben (abgesehen von etwaigen ganz speziellen Lagen der Ge­
raden); nimmt man den Punkt 0 in allgemeiner Lage auf der Kurve C 
an, so wIrd der Strahl, der von 0 aus einen allgemein gewählten 
Punkt P der Kurve projiziert, diese Kurve G außer in 0 und P ebenfalls 
nicht mehr treffen, 

Alles dies läßt sich leicht mittels elementarer Betrachtungen ein­
sehen 1), 

1) Ganz allgemein gilt der Satz: Ein lineat'el' Raum Si-1> der durch i;;: r - 1 
allgemeine Punkte einer Kurve C des llaumes Sr bestimmt ist, trifft die Kurve in 
keinen weiteren Punkten, Nimmt man an, da.ß dieser Satz für i < kund fiir ein 
beliebiges r bewiesen sei, so läßt er sich sofort für i = k beweisen, indem man 
die Projektion der Kurve C von einem beliebigen ihrer Punkte auf eine Überebene 
betrachtet. Es wird also genügen, die Eigenschaft für i = 2 zu beweisen, d, h. 
zu zeigen, daß fiir r> 2 nicht jede Sehne der Kurve C eine Trisekante sein kann. 
In der Tat, wenn .AB eine beliebig gewählte Sehne von C ist und P ein weiterer 
Punkt wäre, in dem diese Gerade die Kurve C träfe, so witre die Kurve () von P 
aus mindestens doppelt projiziert; da nun aber .AB keine mehrfache Erzeugende 
des projizierenden Kegels sein könnte, BO müßten sich die Tangenten in den Punk­
ten .A und B an die Kurve C schneiden, weil sie in der Ebene lägen, die den 
Kegel längs .AB berührt. Da.nn wiirden aber die Tangenten der Kurve C sich 
zu je zweien schneiden, und da. sie nicht alle durch einen Punkt gehen können, 
80 miißten sie in einer und derselben Ebene liegen, d. h. C wäre eine ebene Kurve, 
während wir doch vorausgesetzt haben, daß r größer als 2 sei. Dieses Beweis· 
verfahren rührt von G. CASTELNI'OVO her, 
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Schneidet man den Kegel, der die Kurve C vom Punkt 0 aus pro­
jiziert, mit einer Überebelle ro, die nicht durch 0 geht, so erhält man 
in ()) eine Kurve 0', welche die Projektion der Kurve 0 vom Projektions­
zentrum 0 auf die Überebene ro genannt wird. Wenn der Strahl,der einen 
allgemeinen Punkt der Kurve C von 0 aus projiziert, i von 0 verschie­
dene Punkte der Kurve enthält., so erhält man zwischen den Kurven C 
und C' eine Korrespondenz (i,1), die von einem allgemeinen Punkt der 
Kurve C zu einem Punkt von 0' und von einem allgemeinen Punkt der 
Kurve C' zu i Punkten von C führt. 

Es ist nicht schwer zu beweisen, daß diese Korrespondenz algebraisch 
ist. Um diesen Beweis zu führen, genügt es zu zeigen, daß die Koordi­
naten eines veränderlichen Punktes auf C' rationale Funktionen der 
Koordinaten des entsprechenden Punktes auf C sind. 

Ist auf der Kurve 0 der Punkt P mit den Koordinaten (xo, Xl' ... , xr ) 

gegeben, so lassen sich die Koordinaten eines veränderlichen Punktes 
auf <ler Geraden 0 P durch die Formeln 

AXj + p,aj U=O, 1, ... , rl 

ausdrücken, wo (ao, all ... , a,.) die Koordinaten des Projektionszentrums 
o sind und A, (L Parameter bedeuten. Die Gleichung der Überebene CrJ 

sel nun 
aoYo + "IYl + ... + arYr ~ 0; 

dabei sind '"0' "1' ... , fir gegebene Koeffizienten, während (Yo, Yl1 ..• , Yr ) 

die Koordinaten eines in ro veränderlichen Punktes bedeuten. Den Schnitt­
punkt P' der Geraden 0 P und der Überebene ()) erhält man, wenn man 
das Verhältnis ).!p, so bestimmt, daß 

).(aoxo + a1 x1 + ... + "rxr) + p,("oao + "1 a1 + ... + "rar) = 0 
ist. Wir haben also für die Koordinaten des Punktes P', der der Geraden 
OP und der Ebene Cl) gemeinsam ist, die folgenden Ausdrücke: 

x/"oao + ... + "rar) - a/aoxo + ... + firXJ (j=O, I, ..• ,.) 

Wie man sieht, enthalten diese Ausdrücke die Koordinaten des Punk­
tes P in rationaler (linearer) Weise. Daraus ergibt sich also, daß die 
Koordinaten des Punktes P', der die Kurve 0' beschreibt, rationale 
Funktionen der Koordinaten des Punktes P sind, der die gegebene 
Kurve 0 durchläuft. 

Da nun aber die Kurve 0 nach unserer Annahme algebraisch ist, 
so lassen sich die Koordinaten eines veränderlichen Punktes auf ihr aus­
drücken durch rationale Funktionen der Koordinaten eines veränderlichen 
Punktes auf einer passend gewählten ebenen algebraischen Kurve r; 
folglich ergeben sich auch die Koordinaten eines veränderlichen Punktes 
auf C' als rationale Funktionen des veränderlichen Punktes auf r. 
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Daraus folgt aber nach der Definition der algebraischen Überraum­
kurve der Satz: 

Die Projektion einer algebraischen Kurve ist wiederum eine alge­
braische Kurve. 

Es läßt sich noch die Bemerkung hinzufügen, daß, wenn die gegebene 
Kurve irreduzibel ist, dasselbe auch für ihre Projektion gilt, weil die Kurve 
r sich als irreduzibel erweist. 

Diese Sätze behalten ihre Gültigkeit auch in dem Falle, wo die Pro­
jektionen, um die es sich handelt, nicht von einem Pun,kt aus, sondern 
von einer Geraden, von einer Ebene oder von einem Raum höherer 
Dimension aus vorgenommen werden. 

Ist das Zentrum der Projektion ein Raum 0 von der Dimension 
d ( < r - 2), der die gegebene Kurve 0 in einem oder in mehreren 
Punkten treffen kann, so versteht man unter der Projektion der Kurve 
o diejenige Kurve 0', die man in einem von 0 unabhängigen Raum 
ro von der Dimension r - d - 1 erhält, wenn man diesen letzteren mit 
den Räumen von der Dimension d + 1 schneidet, die den Raum 0 mit 
einem veränderlichen Punkt der Kurve 0 verbinden. 

Dehnt man den oben auseinander gesetzten einfachen Gedankengang 
auf diesen Fall aus, so erkennt man, daß die Koordinaten eines veränder­
lichen Punktes der Kurve 0' rationale Funktionen der Koordinaten des 
entsprechenden Punktes auf 0 sind. 

Übrigens läßt sich diese Behauptung auch durch die Bemerkung er­
weisen, daß die Projektion von einem Zentrum beliebiger Dimension aus 
sich ersetzen läßt durch eine Folge von Projektionen, die ihr Zentrum 
in Punkten haben. Dies ist ein sehr bekannter Satz der mehrdimensio­
nalen Geometrie. 

Um z. B. die Kurve 0 von einer Geraden 0 aus auf einen Raum ro von 
r - 2 Dimensionen zu projizieren, kann man zwei beliebige Punkte 0 1 

und 0, 'auf der Geraden 0 wählen, die Projektion 01 der Kurve 0 vom 
Punkt 01 aus auf die Überebene Osro herstellen und endlich die Kurve 
01 vom Punkt O2 aus auf den Raum ro von r - 2 Dimensionen proji­
zieren. Die dadurch erhaltene Kurve C' ist dieselbe, wie die, welche 
man erhalten würde, wenn man 0 unmittelbar von der Geraden 0 aus 
auf den Raum ro projizierte. 

Wenn im besonderen das Projektionszentrum 0 von der Dimension 
r - 3 ist, so i~t der Raum ro, auf den man projiziert, von der Dimension 
2, und daher wird C' eine ebene algebraische Kurve. 

Nimmt man überdies den Raum 0 mit bezug auf die Kurve 0 in 
allgemeiner Lage an, d. h. so, daß ein allgemeiner Sr_i' der 0 mit einem 
Punkt P von 0 verbindet, die Kurve außer in P nicht mehr trifft, so 
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steht die ebene Kurve C' in einer eineindeutigen (birationalen) Korre­
spondenz mit der Kurve C. 

Man erkennt auf diese Weise, wie man durch eine einfache Pt·o­
jektion eine ebene algebmische Kurve konstruieren kann, die birationa,l a?t{ 
eine gegebene algebraische Überraumkurve bezogen ist. 

In der birationalen Korrespondenz zwischen der Überraumkurve (; 
und ihrer ebenen Projektion C' entspricht jedem Zweig von C' (s. Nr. 19, 
S. 53) auf C eine Gesamtheit von Punkten, die ebenfalls ein Zwe2:g ge­
nannt wird. Es ergibt sich sofort, daß die (nicht homogenen) Koordi­
naten der Punkte eines Zweiges von C dargestellt werden können mit 
Hilfe von Potenzreihen eines Parameters t, die in einem bestimmten 
Kreise konvergent sind. Man gelangt so z. B. auch für einen Zweig von 
C zu dem Begriff der Ordnung. Darunter versteht man die .Anzahl der 
Punkte, in denen der Zweig von einer seinem Ursprung hinlänglich be­
nachbarten, im übrigen aber allgemein gelegenen Überebene geschnitten 
wird. l ) Ein Punkt von C, der der Ursprung eines einzigen Zweiges erster 
Ordnung ist, heißt ein einfacher Punkt; der Punkt wird dagegen melw­
fach (s-fach) genannt, wenn die Summe der Ordnungen der in ihm ihren 
Ursprung nehmenden Zweige größer als die Einheit (nämlich gleich s) ist. 

Wir ziehen zunächst aus dem oben ausgesprochenen Satze einige 
Schlüsse, deren wir uns im folgenden bedienen werden. 

Der Raum 0 von der Dimension d möge in bezug auf 0 eine ganz 
beliebige Lage haben; wir behaupten, daß eine allgemeine Überebene 
durch 0 die irreduzible Kurve C in verände2·lichen und voneinander ver­
schiedenen Punkten schneidet, d. h. daß sie außer in den möglicherweise 
vorhandenen Schnittpunkten von 0 mit 0 diese Kurve in solchen Punkten 
trifft, die voneinander verschieden sind. 

Wir können nämlich die folgenden Bemerkungen machen: 
a) Die Überebenen, welche die Kurve C berühren, sind diejenigen, 

welche die geradlinigen Tangenten an diese Kurve enthalten. 
b) Die geradlinigen Tangenten von 0 können sich nicht alle auf den 

Raum 0 stützen (falls d < r - 2 ist). Wäre dies nämlich der Fall, so er­
hielte man durch Projektion der Kurve C auf einen 8r _ d von einem in 
o enthaltenen 8d _ 1 aus eine Kurve, deren Tangenten alle in einem 
Punkt zusammenliefen, und wenn man diese Kurve von einem 8r _ d _ 3 

ihres Raumes aus auf eine Ebene projizieren würde, so erhielte man eine 
ebene Kurve, der die analoge Eigenschaft zukäme. Dies ist aber unmög­
lich, wie man mittels der dualen Betrachtung erkennt. 

c) Durch eine allgemeine Taugente von C, die den Raum 0 nicht 

1) S. z. B. BERTINI, Introduzione UBW. S. 859. 
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schneidet, gehen oor-d-S Überebenen, die auch 0 enthalten, und folg­
lich gehen durch 0 nur oor-d-2 tJberebenen, die die Kurve 0 berühren. 

d) Da die mehrfachen Punkte von 0 in endlicher Anzahl vorhau 
den sind, so gibt es nur oor-d-lI Überebenen, die durch 0 und durch 
irgendeinen der genannten mehrfachen Punkte gehen. 

Wir erhalten also den Satz: 

Eine Kurve 0, die dem Raum Sr angehört, wird von einer in einem 
linearen System veränderlichen Überebene in veranderlichen Punkten ge­
schnitten, die '!:oneinander verschieden sind. 

30. Beziehung zwischen der Ordnung einer Überraumkurve und 
der Ordnung ihrer Projektion. Welche Beziehung besteht nun zwischen 
der Ordnung n der Kurve C und der Ordnung n' der Kurve 0', die man 
als Projektion von 0 aus dem Ra.um 0 von d Dimensionen auf den 
Raum ID von r - d - 1 Dimensionen erhält? Der Leser wird ohne 
Schwierigkeit die Richtigkeit des folgenden Satzes bestätigen: Wenn der 
Ranm 0 die Kurve 0 in h Punkten schneidet, und wenn ein Sd+lJ der 
einen allgemeinen Punkt der Kurve 0 von 0 aus projiziert, gleichzeitig 
auch noch i - 1 weitere Punkte der Kurve projiziert, so ist die Ordnung 
von 0' 

, n-h n =-.-. , 

31. Birationale Transformationen zwischen zwei Überraumkurven, 
die den Punkten jedes überebenen Schnittes der einen die Punkte 
eines überebenen Schnittes der anderen zuordnen. Wir wenden uns nun 
zu der Untersuchung des Zusammenhangs, der mit bezug auf die Theorie 
der linearen Scharen zwischen zwei Kurven besteht, von denen die eine 
die Projektion der anderen ist. Wir nehmen an, daß die Kurven C und 
0' birational aufeinander bezogen seien, d. h. daß ein SHO der einen 
allgemeinen Punkt der Kurve 0 von 0 aus projiziert, nicht notwendig 
auch noch andere Punkte dieser Kurve projiziere. Wir machen außer­
dem die Annahme, daß die Kurven 0 und 0' von derselben Ordnung 
n seien, daß also der Raum 0 die Kurve 0 nicht treffe. Vermöge der 
birationalen Korrespondenz, die zwischen den Kurven C und 0' besteht, 
entspricht der linearen Schar g~ - d -1, die auf der Kurve 0' von den 
Überebenen ihres eigenen Raumes (d. b. von den ·in ro enthaltenen 
Räumen Sr_d_') erzeugt wird, die lineare Schar g~-d-l, die auf 0 von 
den durch 0 gehenden Uberebenen ausgeschnitten wird; diese letztere 
Schar ist aber in der umfassenderen Schar g.~ enthalten, die auf 0 von 
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allen Überehenen des Raumes Sr erzeugt wird. Wir erhalten daher 
den Satz: 

Wenn eine Kurve C' die Projektion von C ist, so entspriCht vermöge 
der birationalen Korrespondenz zwischen C' und C der linearen Schar der 
überebenen Schnitte von C' eine andere Schm', die in der linearen Schar 
der überebenen Schnitte von C enthalten ist. 

Sind die Kurven C und 0' von derselben Ordnung, so ergibt 
sich daraus, daß die lineare Schar auf 0, welche der Schar der durch die 
Überebenen auf 0' erzeugten Schnitte entspri~ht, voUständig enthalten ist 
in der Schar der durch die tJberebenen auf 0 entstehenden Schnittpunkte; 
im anderen Fall, d. h. wenn das. Projektionszentrum einen oder mehrere 
Punkte mit C gemeinsam hat, ist jene Schar in dieser nur teilweise 
enthalten. 

Die eben betrachtete Eigenschaft läßt sich in gewissem Sinne um­
kehren; und zwar geschieht dies in folgender Weise: 

Wir setzen zunächst voraus, daß die beiden Kurven C und C', die 
zwei (verschiedenen oder zusammenfallenden) Räumen von derselben Di­
mension r angehören, derart birational aufeinander bezogen seien, daß den 
auf der Kurve C durch die Überebenen ihres eigenen Raumes ausge­
schnittenen Gruppen die analogen Gruppen auf der Kurve C' entsprechen. 

Wir werden dann beweisen, daß die beiden Kurven projektiv sind, 
d. h. daß sich die birationale Kotrespondenz, die zwischen ihnen besteht, 
einer homographischen Verwandtschaft (Kollineation) ,zwischen den bei­
den Räumen unterordnen läßt, denen die Kurven angehören. 

Bezeichnet man die Räume, denen die Kurven C und C' angehören, 
mit z: bzw. Z:', so wird jeder Überebene von z: eine und nur -eine Über­
ebene von Z:' zugeordnet, nämlich diejenige, welche auf 0' die Gruppe er­
zeugt, die dem Schnitt von Omit der in z: gegebenen Überebene entspricht; 
diese Bemerkung gilt auch umgekehrt. Durch die Korrespondenz zwischen 
den Punkten der beiden Kurven wird also eine ein-eindeutige Korrespon­
denz zwischen den nberebenen ihrer Räume festgelegt. 

Wir betrachten in z: ein (r - h -1 )-fach unendliches lineares System 
von Überebenen, d. h. das System aller tJberebenen, die durch einen ge­
gebenen Raum S" (h ~ 0) gehen; dieses System sei mit H bezeichnet. 
Es schneidet auf 0 eine lineare Schar aus, der eine durch überebene 
Schnitte von O'gebildete lineareScharvon der Dimension r-h-1 entspricht. 
Dem linearen System H entspricht daher im Raum ,E' ein algebraisches 
System H' von Überebenen mit der Eigenschaft, daß durch r - h -1 allge­
mein gewählte Punkte der Kurve C' eine einzige Überebene des Systems 
hindurchgeht. Daraus folgt aber, daß H' ebenfalls ein lineares System 
ist. Um dies einzusehen, hat man nur zu beweisen, daß durch r - h -1 all-
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gemein gewählte Punkte des Raumes .E' eine einzige Überebene von H' 
hindurchgeht.1) 

Wir wählen auf 0' r - h - 2 allgemeine Punkte und betrachten das 00 1_ 

System, das aus allen durch die festgelegten Punkte gehenden Überebenen 
von H' gebildet wird. Durch einen weiteren allgemein gewählten Punkt 
auf 0' geht eine einzige Überebene dieses ool-Systems, und es sind daher 
zwei Annahmen möglich: entweder geht durch einen allgemein gewählten 
Punkt des Ranmes .E' eine einzige Überebene des ool-Systems, und dieses 
ist daher ein Büschel; oder es gehen durch einen allgemeinen Punkt von 
.E' mehrere Überebenen dieses Systems, und dann bildet 0' notwendig 
einen Teil des Umhüllungsgebildes von H'. Die letztere Annahme führt 
vermöge einer bekannten Differentialeigenschaft zu dem Schluß, daß eine 
in H' veränderliche Überebene die Kurve 0' in veränderlichen Punkten 
berührt, und daraus ergibt sich infolge der Korrespondenz zwischen 0' 
nnd 0, daß eine in H veränderliche Überebene in bezug auf 0 die ana· 
loge Eigenschaft besitzt. Dies widerspricht aber dem am Ende der Nr. 29 
(S. 89) bewiesenen Satze. Die erstere Annahme ist also die allein mögliche 

Wir wählen nun auf 0' r-h-3 allgemeine Punkte und einen weiteren 
Punkt in allgemeiner Lage außerhalb der Kurve 0'. Vermöge der Folge­
rung, zu der wir soeben gelangt sind, besitzt das ool-System, das von allen 
durch die festgelegten Punkte gehenden Überebenen von H' gebildet 
wird, die Eigenschaft, daß durch einen weiteren auf 0' allgemein gewähl­
ten Punkt eine einzige Überebene des Systems hindurchgeht. Mit Hilfe 
des oben auseinander gesetzten Gedankenganges folgern wir daraus, daß 
das betrachtete System ein Büschel ist. Setzt man diese Schlußweise fort, 
so gelangt man schließlich zu dem Ergebnis, daß das System derjenigen 
Überebenen von H', die durch r-h-:-2 allgemein gewählte Punkte des Rau­
mes .E' gehen, ein Büschel ist, und daß also das System H' linear sein muß. 

Ans den vorhergehenden Betrachtungen folgt, daß die ein-eindeutige 
Korrespondenz zwischen den Überebenen von .E und .E' den Übergang 
vermittelt von einem linearen System von Überebenen, das in dem einen 
Raum enthalten ist, zu einem linearen System von Überebenen, das dem 
andern angehört. Sie führt also auch von einem Punkt, den man als 
Träger eines linearen oor -1_ Systems betrachten kann, zu einem Punkt, 
von einer Geraden - als Trägerin eines oor-2·Systems - zu einer Ge­
raden, von einer Ebene zu einer Ebene, von einem S. zu einem S., usw. 

1) Wir machen hier Gebrauch von der Erweiterung des in Nr.6 (S.18) für 
algebraische Kurvensysteme bewiesenen Satzes auf die algebraischen Systeme von 
Formen (im besonderen a.uf Systeme von linearen Formen, d. h. t'rberebenen), siebe 
z. B. BERTINI, Introduzione usw., S. 222. 
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Daraus ergibt sich aber, daß die ein-eindeutige algebraische Korrespon­
denz, die zwischen den Punkten der beiden Räume entsteht, kollinem' 
(homographisch) ist.1) 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung eines allgemeineren Falles. 
Es mögen zwei Kurven C und C' gegeben sein, die bzw. den Räumen Sr 
und Sr' angehören (wo '1" < '1'), und die in solcher Weise birational auf­
einander bezogen sind, daß den Gruppen, die auf 0' durch die Überebenen 
des Sr' bestimmt werden, auf der Kurve 0 andere Gruppen entsprechen, 
die (teilweise oder vollständig) in der Schar der überebenenSchniUe dieser 
Kurve enthalten sind. Um die Vorstellungen zu fixieren, wollen wir an­
nehmen, die Kurve 0 sei von der Ordnung n und die Kurve 0' sei von 
der Ordnung n - i. 

Die g~'-I auf C, welche der Schar der durch die Überebenen auf C' 
erzeugten Schnittpunkte entspricht, wird so beschaffen sein, daß die t1b~r­
ebenen des Sr, die durch eine beliebige ihrer Gruppen hindurchgehen, 
h-fach unendlich sind (h 2: 0). Greifen wir aus dem Raum Sr einen all­
gemein gewählten Raum Sk-l heraus, so werden '1" Punkte von 0 eine 
Gruppe' der g~'-i festlegen, und durch diese geht eine einzige auch den Sh-1 
enthaltende t1berebene Sr-1' Die Überebenen Sr-1 des Systems (oder 
Uberbündels)2) (Sk-1), welche durch die Gruppen der Schar g~'-. gehen, 
bilden also ein System mit der Eigenschaft, daß durch '1" allgemeine 
Punkte von C eine und nur eine dieser Überebenen hindurchgeht. Mit 
Hilfe einer t1berlegung, die der vorhin durchgeführten ganz analog 
ist, gelangt man zu dem Schluß, daß das erwähnte r'·fach unendliche 
System von Räumen Sr-1 linear ist, d. h. daß es aus den Überebenen 
besteht, die durch einen gewissen Raum Sr _ r' -1 gehen (dieser letztere 
enthält natürlich den oben herausgegriffenen Sk-l)' Dieser Sr-r'-l wird 
von C in i Punkten. durchsetzt, da jede durch ihn gehende Über­
ebene die Kurve 0 nur in n - i veränderlichen Punkten schneiden darf. 

Hiezu kommt nun, daß die Schar g~'-;, die außer den festen Punkten 
von den Überebellen des oor'-Systems auf der Kurve 0 ausgeschnitten 
wird, ebensowenig mit einer Involution zusammengesetzt sein kann wie 
die auf der Kurve C' durch die Überebenen fures Raumes erzeugte Schar. 
Es muß also möglich sein, die Kurve 0 von dem Raum Sr-r'-1 aus ein­
eindeutig auf einen im Sr enthaltenen Raum Sr, zu projizieren. Auf diese 
Weise erhalten wir eine Kurve 01 , die birational auf 0 und damit auch 

1) BERTIIn, Introduzione usw. S. 46, Nr. 4. 
2) In' einigen deutschen Werken wird das Wort "stella", mit dem ein solches 

Bündel im Italienischen bezeichnet wird, durch "Stern" wiedergegeben, vgl. z. B. 
G. :VllRONESE, Grundzüge der Geometrie, deutsch von A. SCHEPP (Leipzig 1894), S.424 
und 607. [A. d. übers.] 
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auf C' bezogen ist, derart, daß die durch Überebenen erzeugten Schnitt­
punkte der Kurven 01 und 0' einander entsprechen. Diese beiden Kurven 
sind also kollinear (homographisch ). 

Fassen wir zusammen, so erhalten wir den folgenden Satz: 
Wenn zwischen zwei Kurven 0 und 0' eine biraiionale Korrespondene 

besieht, derart, daß den überebenen Schnitten der Kurve 0' solche Gruppen 
entsprechen, die (teilweise oder vollständig) in der auf der Kurve 0 durch 
die Schnitte mit den Überebenen gebildeten Schar enthalten sind, so läßt 
sich die Kurve 0' stets kollinear mef eine Projektion von C beziehen. Falls 
jene Gruppen vollständig in dieser Schar enthalten sind, so geschieht die 
Projektion von einem Zentmm aus, das die KU1've 0 nicht trifft, im andern 
Fall dagegen wird sie von einem Zentrum aus vollzogen, das die Kurve 
o i-n einem oder in mehreren festen Punkten durchsetzt. 

32. Normalkurven. Wir betrachten wiederum eine irreduzible al­
gebraische Kurve 0 von der Ordnung n, die dem Raum Sr angehört. 
Wenn die Schar g~, die auf 0 durch die Überebenen des Raumes ausge­
schnitten wird, eine Vollschar ist, so ist es nicht möglich, die Kurve C 
mittels Projektion einer Kurve derselben Ordnung zu erhalten, die einem 
Raum von höherer Dimension angehört. In diesem Falle nennt man die 
Kurve 0 eine Normalkurve. So ist z. B. die Raumkurve dritter Ordnung 
eine Normalkurve, ebenso die Raumkurve vierter Ordnung erster Art 
(der Schnitt zweier Flächen zweiter Ordnung im Raum S3); dagegen ist 
die Raumkurve vierter Ordnung zweiter Art keine Normalkurve, da sie 
die Projektion einer (rationalen) Quartik des vierdimensionalen Raumes 
S, ist. 

Wenn die durch die Überebf'nen des Raumes Sr auf 0 erzeugte 
Schar g~ keine Vollschar ist, so behanpten wir, daß man stets eine Kurve 
0 0 von der Ordnung n konstruieren kann, deren Projektion die Kurve 0 
ist. Der Deutlichkeit wegen wollen wir schrittweise vorgehen und zu­
nächst eine Schar g~+l betrachten, welche die erwähnte g~ enthält (und 
möglicherweise eine Vollschar ist). Wir nehmen außerhalb des Raumes 
Sr einen Punkt 0 an und beziehen nun die Gruppen der Schar g~+ 1 pro­
jektiv auf die Überebenen des Raumes Sr+1, der den Punkt 0 mit dem 
Raum Sr verbindet, derart, daß den Gruppen der g~, d. h. den Überebenen 
des Sr, diejenigen Räume Sr zugeordnet werden, die sie von 0 aus pro­
jizieren. Dies ist stets möglich; denn unter zwei (r + l)-fach unendlichen 
linearen Mannigfaltigkeiten gibt es unendlich viele Kollineationen, die 
eine gegebene Projektivität in zwei r-fach unendliche lineare Mannig­
faltigkeiten einordnen, die in jenen enthalten sind. 

Durch einen Punkt P der Kurve 0 gehen oor Gruppen der g;'+1, die 
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eine lineare Schar bilden; ihm entspricht ein Punkt Po des Raumes 
8"+1 als Träger der entsprechenden nberebenen. Da die g~+l einfach ist 
(denn sonst würde dies auch für die g~ nicht zutreffen), so bescbreibt bei 
der Bewegung des Punktes P der Punkt Po eine algebraische Kurvt\ 00 , 

die von der Ordnung n sein muß, 'Weil sie von einer tJberebene ihres 
Raumes in ebenso vielen veränderlichen Punkten geschnitten wird, 'als 
eine Gruppe der g~+l veränderliche Punkte enthält (vgl. Nr. 27, S.82} 
Berücksichtigt man nun, daß den Gruppen der g:; die Räume S,. ent~ 
sprechen, die sie von 0 aus projizieren, so erkennt man sofort, daß die 
Kurve 0 die Projektion der Kurve 00 vom Zentrum 0 aus ist. 

Ist nun aber 00 keine Normalkurve, cl. h. ist die Schar g~+1 keine 
Vollschar , so konstruiert man auf ganz ähnliche Weise in einem Raum 
S,.+2 eine Kurve 01 von der Ordnung n, welche durch Projektion von 
einem Punkt 01 aus die Kurve 00 ergibt. Projiziert man die Kurve Cl 
von der Geraden 001 aus in den ursprünglichen Raum Sr, so erhält man 
die Kurve O. 

Setzt mau diese Schlußweise fort, so erkennt man folgendes: Wenn 
die Vollschar, die g~ enthält, die Dimension r + d hat, so kann die Kurve 
o aufgefaßt werden als Projektion einer Kurve derselben Ordnung n von 
einem Raum Sd-l aus in den ursprünglichen Raum Sr. 

Da man eine algebraische Kurve dann als Normalkurve bezeichnet, wenn 
sie sich nicht auffassen läßt als Projektion einer Kurve von derselben 
Ordnung, die aber einem Raum von höherer Dimension angehört, so er­
hält man den Satz: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß eine Kurve 
eine Normalkurve ist, besteht darin, daß die Gruppen der durch die Übc'r­
ebenen auf ihr erl8eugten Schnittpunkte eine Vollschar bilden. 

33. A.nwendung auf die rationalen Kurven. Wir wenden nun die 
im vorhergehenden abgeleiteten Sätze an auf die rationalen Kurven, d. h. 
auf die einer Ebene oder einem höheren Raum angehörigen Kurven, die 
man birational auf eine Gerade beziehen kann. 

Wir bemerken zunächst, daß auf einer Geraden die Gesamtheit aller 
Gruppen von n Punkten eine u: bildet; diese läßt sich z. B. durch das li­
neare System aller Kurven von der Ordnung n ausschneiden, welche in 
einer durch die gegebene Gerade gelegten Ebene gezeichnet werden 
können. 

Daraus folgt, daß eine auf der Geraden existierende u:; keine Voll­
schar sein kann, solange r < n ist, da sie ja in der g: aller Gruppen von 
1l Punkten enthalten ist. 
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Was soeben für die linearen Scharen auf der Geraden gesagt wurde, gilt 
auch für die linearen Scharen, die auf irgendeiner ratiollalen Kurve vor­
handen sind, weil bei einer birationalen Transformation die linearen 
Scharen in lineare Scharen und die linearen Voll scharen in lineare Voll­
scharen übergehen. 

Es läßt sich aber auch umgekehrt der Satz beweisen, daß eine 
Kurve C rational sein muß, wenn auf ihr eine lineare Schar !J':. existiert. 

Man bemerke zunächst, daß die g~ keine festen Punkte haben kann; 
denn wenn man von diesen absehen würde, so erhielte man eine Schar, 
deren Dimension größer wäre als die Ordnung; dies ist aber unmöglich, wie 
wir an anderer Stelle sahen (S.69). Die Schar g: kann auch nicht zusam­
mengesetzt sein; denn in diesem Fall würden die Gruppen der Schar, die 
durch einen P~nkt P von C gehen, auch noch durch andere Punkte 
Q, R, ... gehen; nähme man nun von den Gruppen, die die Punkte P, 
Q, R, ... enthalten, eben diese Punkte weg, so erhielte man eine Schar, 
deren Dimension n - 1 die Ordnung übersteigen würde. 

Man kann daher in einem Raum 8" eine Kurve C' von der Ordnung 
n konstruieren, die birational auf C bezogen ist, so daß der gegebenen 
!J':. die Schar der überebenen Schnitte von C' entspricht. Die Kurve C' 
läßt sich ihrerseits wieder birational auf eine Gerade u beziehen, wenn 
man sie von dem Raum 8"-2 aus, der n - 1 allgemein gewählte Punkte von 
C' verbindet, auf diese Gerade projiziert. In der Tat schneidet nämlich 
jeder durch den betrachteten Raum 8"-2 gelegte Raum 8"-1 die Kurve 
0' weiterhin in einem Punkt A und die Gerade u in einem Punkt A', der 
dem Punkt A zugeordnet ist. Wenn umgekehrt auf u eine Lage des 
Punktes A' gegeben ist, so schneidet der Raum 8"_1, der A' mit dem Pro­
jektionszentrum verbindet, die Kurve C außer in den festen Punkten noch 
im Punkt A. Wir gelangen also zu dem Ergebnis: 

Auf mner algebraischen Kurre kann die Dimension r einer linearen 
Schar g~ nicht größer sein als die Ordnung nj Dimension und Ordnung 
sind nur dann einander gleich, wenn die gegebene Kurve mtional ist. 

Und ferner: 
W Mn eine Kurve C von der Ordnung n einem r-dimensionalen Raum 

Sr angehört, so ist r S n, und das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn 
die Kurve C rational ist. Eine rationale Kurve von der Ordnung n, die 
einem Raum 8r angehört, wobei r < n ist, ist stets die Projektion einer 
Normalkurve derselben Ordnung, die einem Raum 8" angehört. 
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Das Geschlecht einer Kurve. 

34. Doppelpunkte und mehrfache Punkte einer g~. JAcOBISohe 
Gruppe einer g~, die nur Doppelpunkte besitzt. Auf einer algebra­
ischen Kurve 0 betrachten wir eine lineare Schar g!, die keine festen 
Punkte besitzt. Man sieht leicht ein, daß eine allgemein gewählte Gruppe 
der g! aus n voneinander verschiedenen Punkten besteht. Man kann näm­
lich die 9! auf unendlich viele Weisen ansehen als teilweise enthalten 
in einer einfachen Schar g~+m' Um eine solche Schar zu erhalten, braucht 
man nur die Summe der 9,. mit einer einfachen 9m zu bilden. 

Nach dieser Vorbemerkung betrachten wir eine Kurve 0', die bira­
tional auf 0 bezogen ist, so daß der 9:+ m die Schar der durch die fiber­
ebenen auf 0' erzeugten Schnittpunktgruppen entspricht. Dann wird die 
der g! entsprechende Schar auf Of, außer m festen, voneinander ver­
schiedenen oder zusammenfallenden Puukten, durch ein Büschel von 
Überebenen ausgeschnitten, und folglich müssen die Punkte einer all­
gemeinen Gruppe der g! voneinander verschieden sein (s. Nr.29, S. 89). 

Es gibt daher eine endliche Anzahl von Gruppen der g!, die zwei 
oder mehr zusammenfallende Punkte enthalten. 

Ein Punkt, in welchem zwei einer Gruppe der g; angehörige Punkte 
zusammenfallen, heißt ein Doppelpunkt dieser Schar; wenn drei Punkte 
in ihm zusammenfallen, so heißt er ein dreifacher Punkt; im allgemeinen 
Fall wird er ein mehrfacher Punkt der Schar genannt. 

In ähnlicher Weise kann man Doppelpunkte, dreifache Punkte usw. 
einer mehrfach unendlichen linearen Schar betrachten. 

Was die mehrfachen Punkte einer linearen Schar anbetrifft, so möge 
hier ausdrücklich hervorgehoben werden, daß zwei oder mehr Punkte, 
die einer Gruppe der gegebenen Schar angehören und in einen und den­
selben Punkt P der die Schar tragenden Kurve 0 fallen, nur dann als 
die Komponenten eines mehrfachen Punktes angesehen werden dürfen, 
wenn sie einem und demselben Zweig angehören, der seinen Ursprung 
in P hat; d. h. nur dann, wenn die Gruppe, zu der sie gehören, sich als 
Grenzlage einer innerhalb der Schar beweglichen Gruppe auffassen 



3!. J.'COBIBche Gruppe einer Yn mit Doppelpunkten 97 

läßt, unter deren Punkten sich zwei oder mehrere befinden, die in den 
Punkt Phineinzurücken bestrebt sind und sich dabei auf dem näm­
lichen Zweig bewegen. 

In der Tat, wenn man die Vielfachheit eines Punktes P für eine 
Gruppe der gegebenen Schar einfach dadurch berechnen wollte, daß man 
untersuchte, wie viele Punkte der Gruppe in den Punkt P fallen, ohne 
auf die verschiedenen Zweige Rücksicht zu nehmen, deren Ursprung P sein 
kann, und wenn man dann durch eine birationale Transformation die ge­
gebene Kurve in eine andere verwandelte, in welcher zwar jedem der durch 
P gehenden Zweige ebenfalls ein Zweig entspräche, aber so, daß jeder 
dieser Zweige einen besonderen Ursprung hätte, so könnte dadurch die 
betrachtete Vielfachheit in bezug auf die transformierte lineare Schar ge­
ändert werden. Die Vielfachheit eines Punktes für eine Gruppe einer 
Schar wäre also gegenüber den birationalen Transformationen nicht in­
variant. Beachtet man dagegen die oben angegebene Vorsichtsmaßregel, 
80 ergibt sich, daß bei einer birationalen "Transformation ein mehrfacher 
Punkt einer linearen Schar in einen Punkt von derselben Vielfachheit 
übergeht. 

Nehmen wir ein Beispiel! Wenn man eine ebene Kurve von der Ord­
nung n, die im Punkt P einen gewöhnlichen Doppelpunkt besitzt, mit 
einer Geraden schneidet, die durch P geht, im übrigen aber ganz all­
gemein gewählt ist, so entsteht eine Punktgruppe, in welcher zwei Punkte 
mit P zusammenfallen (sie gehört der Schar g! an, die auf der Kurve 
durch die Geraden der Ebene erzeugt wird); aber diese Punkte müssen 
von unserem Standpunkt aus als verschieden betrachtet werden. Wenn 
man dagegen eine der beiden Tangenten im Punkt P betrachtet, BO er­
hält man eine Gruppe mit einem Doppelpunkt (oder mit einem Punkt 
von größerer Vielfachheit, wenn die Tangente eine Berührung höherer 
Ordnung hat) und mit einem einfachen Punkt, der mit dem Doppelpunkt 
zusammenfällt. 

Wenn Pein Rückkehrpunkt wäre, so würde eine allgemein ge­
wählte Gerade durch P eine Gruppe liefern, die in diesem Punkt einen 
Doppelpunkt hätte, usw. 

Im allgemeinen besitzt eine g! nur Doppelpunkte und keine Punkte 
von größerer Vielfachheit. Auf einer ebenen Kurve von der Ordnung n, 
die mit gewöhnlichen Singularitäten versehen ist, hat z. B. die Schar g!, 
die durch ein Strahlenbüschel ausgeschnitten wird, dessen Scheitelpunkt 
ein allgemein gewählter Punkt 0 der Ebene ist, nur Doppelpunkte in 
den Berührungspunkten der von 0 an die Kurve gezogenen Tangenten. 

Die Gruppe der Doppelpunkte einer g~ nennt man die JAcoBlsche 
Gruppe der Schar. 

" • v. rI: Vorlosungen nber aIK.brat.ob. Geomotrio 7 
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Diese JACOBIsche Gruppe besitzt eine äußerst wichtige Eigenschaft, 
mit der wir uns jetzt beschäftigen wollen. 

Wir fügen zu den Gruppen der gegebenen g!, die nicht mit festen 
Punkten versehen sei, die m voneinander verschiedenen Punkte einer 
Gruppe K hinzu. Dabei setzen wir zunächst voraus, 

a) daß die Schar g! + K in einer einfachen Schar g! + m enthalten 
sei, die keine festen Punkte besitzt, 

b) daß die Punkte der Gruppe K verschieden seien von den Doppel­
punkten der u!. 

Als projektives Modell unserer Kurve kann man nun eine ebene 
Kurve C von der Ordnung n + m betrachten, auf welcher die als Bild 
der gegebenen g!+m entstehende Schar durch die Geraden der Ebene 
ausgeschnitten erscheint.1) Die Schar, welche als Bild der g! + K auf­
tritt, wird dann ausgeschnitten werden durch die Geraden eines Büschels, 
das einen m-fachen Punkt 0 der Kurve 0 zum Scheitelpunkt hat. Da nun 
aber auf der ursprünglich gegebenen Kurve die Punkte der Gruppe K 
voneinander verschieden waren, so muß der Punkt 0 der Ursprung von 
m (linearen) Zweigen der Kurve C sein. Da überdies die Gruppen der 
Schar, die das Bild der U! ist, durch die von 0 verschiedenen Schnitt­
punkte der Geraden des genannten Büschels mit der Kurve 0 gebildet 
werden, und da sich nach der Voraussetzung b) unter diesen Gruppen 
keine befindet, die in 0 einen Doppelpunkt hat, so müssen die Tan­
genten im Punkt 0 an die einzelnen Zweige mit den entsprechenden 
Zweigen eine zweipunktige Berührung aufweisen; die Zweige sind daher 
von der ersten Ordnung und von der ersten Klasse (s. Nr. 19, S. 57). 

Man denke sich nun die Schar, die das Bild der U! + K ist, als 
Grenzlage einer von festen Punkten freien Schar U!+m' die auf C durch 
ein Geradenbüschel mit einem Scheitelpunkt Q ausgeschnitten wird, 
der außerhalb der Kurve C liegt und sich dem Punkt 0 unbegrenzt 
nähert. Wenn Q dem Punkt 0 hinreichend nahe gekommen ist, so 
werden auf jedem der von 0 ausgehenden Zweige I4wei Doppelpunkte 
der veränderlichen Schar U! + m dem Punkt 0 sehr nahe gekommen sein, 
weil von einem Punkt, der dem Ursprung eines linearen Zweigs erster 
Klasse hinlänglich nahe kommt, zwei Tangenten an diesen Zweig ge­
zogen werden können. Daraus folgt der Satz: 

1) Diese abgekilrzte Ausdrucksweise soll besagen, daß man eine ebene Kurve 
betrachtet, die a.uf die gegebene birational bezogen ist, derart, daß der Schar 
g~+ m die Schar der a.uf der ebenen Kurve durch die geraden Linieu erzeugten 
Schnifltpunktgruppen entspricht. 
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Wenn man die Schar g! + K als Grenze einet· von festen Punkten 
freien Schar ansieht, so erhält man die JACoBIsche Gruppe der g; + Kda­
durch, daß man zu der J.ACOBISchen Gruppe der Schar g! die doppelt ge­
zählte Gruppe K hinzufügt. 

Bemerkung. Man erkennt leicht, daß die Voraussetzungen a) und 
b) für die Gültigkeit dieses Ergebnisses nicht notwendig sind. Wenn 
nämlich von vornherein die Voraussetzung a) nicht zutrifft, während b) 
noch gilt, so bleiben zwei Annahmen möglich: 

1 a) Die g! + K ist in einer einfachen g~ + m enthalten, die keine 
festen Punkte besitzt, und für die r > 2 ist. 

2a) Die g! + K ist in keiner einfachen Schar enthalten, deren Dimen­
sion ~ 2 ist. 

Im ersten Fall kommen wir sofort auf die Voraussetzung a) zurück. 
Wenn man nämlich die g~+m mit Hilfe derjenigen Schar darstellt, die 
auf einer dem Raum Sr angehörigen Kurve Cl von der ürdnuIJg n + m 
durch die Überebenen erzeugt wird, so wird die Schar, die das Bild der 
,q! + K ist, auf Cl durch ein Büschel von Überebenen bestimmt; der 
Träger dieses Büschels - ein Raum Sr_2 - geht durch diejenige Gruppe 
hindurch, die das Bild von K ist. Betrachtet man nun die g~+m' welche 
durch die Überebenen bestimmt wird, die durch einen allgemein gewählten, 
in jenem S"_2 enthaltenen Raum Sr_3 gehen, so genügt diese den ge­
wünschten Bedingungen, weil der gewählte Sr_3 mit Cl keine Punkte 
gemeinsam hat und weil überdies die Kurve Cl ein-eindeutig ll.US dem 
Raum S,. _ 3 projiziert ist. Wenn nämlich jeder S; _ 2, der durch einen 
festen Punkt X von Cl geht und den Sr_2 längs eines S"_3 durchdringt, 
die Kurve Cl noch in weiteren Punkten treffen würde, so müßte diese 
Kurve in der Überebene liegen, die den Sr_J mit X verbindet. 

Um für den zweiten Fall zu zeigen, daß das erhaltene Ergebnis be­
stehen bleibt, füge man zu der g! + K eine andere Gruppe H von ~t 

Punkten hinzu, so daß die entstehende Schar g! + K + H mindestens in 
einer einfachen g! + m +,u enthalten ist, die keine festen Punkte besitzt. 
Bezeichnet man dann die JACoBlschen Gruppen der Scharen [I!, g~ + K, 
g! + K + H bzw. mit .Q, 1 und 1" so erh;ilt man 

l' =,Q + 2K + 2H, 
und außerdem 

I=.Q + xK, T = 1+ yH, 

wo x und y positive ganze Zahlen (oder Null) bedeuten. Daraus folgt 

2K+2H=-xK+yH, 
d. h. x = y = 2. 

7* 
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Nachdem wir so gezeigt haben, daß die Annahme a) für die Gültig­
keit des oben erhaltenen Ergebnisses nicht wesentlich ist, wollen wir 
sehen, wie wir uns auch von der Annahme b) frei' machen können. Wir 
nehmen an, daß ein Punkt von K mit einem Doppelpunkt der g! zu­
sammenfalle. Denken wir UDS die Gruppe K als die Grenzlage einer 
veränderlichen Gruppe X, die mit der JAcoBIschen Gruppe .Q der Schar 
g~, keine Punkte gemeinsam hat, so ist die JACoBlsche Gruppe I der 
(veränderlichen) Schar g! + K nach dem vorhergehenden gegeben durch 

I=.Q+ 2K i 

daher hat die Grenzschar g~, + K die J ACOBI sehe Gruppe 

I=.Q+2K, 

wie in dem Fall, wo ,Q, und K keine gemeinsamen Punkte haben. Der 
einzige Unterschied besteht darin, daß der den Gruppen ,Q, und K gemein­
same Punkt bei der Berechnung von I dreimal zu zählen ist, wäh­
rend im ersten Fall jeder Punkt von Q. nur einmal zählte. 

35. JACoBlsche Gruppe einer g~, die mit beliebigen vielfachen 
Punkten ausgestattet ist. Bisher haben wir vorausgesetzt, daß die be­
trachtete Schar nur Doppelpunkte habe. Wir wenden uns nun der allge­
meineren Annahme zu, daß die auf der Kurve G vorhandene Schar g;" 
die von festen Punkten frei sei, mehrfache Punkte von beliebiger Viel­
fachheit besitze. Es erhebt sich zunächst die Frage, wieviel Mal ein 
v-facher Punkt der Schar g! in der JACoBlschen Gruppe der Schar zu 
zählen ist, d. h. mit wievielen Doppelpunkten er äquivalent ist. 

Wir fassen auf der Kurve G eine andere lineare Schar g;, ins Auge, 
die keine festen Pnnkte besitzt, und die nur mit Doppelpunkten versehen 
ist. Wir nehmen an, zwischen den Scharen g! und g!, bestehe keine be­
sondere Beziehung, so daß die Gruppen der g! und der g:'" die durch 
einen allgemein gewählten Punkt der Kurve G gehen, Dicht notwendig 
auch noch andere Punkte gemeinsam haben. 

Da die eben genannten linearen Scharen zwei einfach unendliche 
rationale Mannigfaltigkeiten von Elementen darstellen, so lassen sie sich 
birational auf zwei Strahlenbüschel (P) und (Q) einer und derselben 
Ebene n beziehen, derart, daß jede Gruppe der Schar g~t einem Strahl 
durch den Punkt P und jede Gruppe der Schar g! einem Strahl durch 
den Punkt Q entspricht. 

Dem veränderlichen Punkt ]}! der Kurve Gist in der Ebene n der 
Schnittpunkt R derjenigen beiden Strahlen zugeordnet, die die Bilder der 
durch M gehenden Gruppen der Scharen g~ und g~, sind; und der ver-
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änderliche Punkt R beschreibt eine ebene algebraische Kurve (, die bi­
rational auf 0 bezogen ist. Einer bestimmten Lage des Punktes M ent­
spricht in der Tat eine Lage von R und umgekehrt (vermöge der An­
nahme, daß die beiden durch M gehenden Gruppen keine weiteren Punkte 
gemeinsam haben). 

Man bemerke, daß durch die angegebene Konstruktion eint' alge­
braische Korrespondenz zwischen den Büscheln (P) und (Q) entsteht, 
deren Indizes (n, m) sind; in dieser Korrespondenz wollen wir zwei 
Strahlen homolog nennen, wenn sie zwei Gruppen mit gemeinsamem 
Punkt 1J;1 darstellen. Ein allgemein gewählter Strahl dur.ch P schneidet 
f außer in P in so vielen Punkten, als Schnittpunkte dieses Strahles mit 
den zu ihm homologen Strahlen des Büschels (Q) vorhanden sind; ist 
also Pein s-facher Punkt von f und bezeichnet man die Ordnung der 
Kurve ( mit x, so erhält man 

:c - m + s. 
Ebenso ergibt sich 

x=-n+s', 

wenn Q ein s'·facher Punkt der Kurve fist. 
Falls, wie wir annehmen dürfen, die Gerade PQ in der Korrespon­

denz kein Koinzidenzelement ist, so entsprechen ihr, wenn sie als ein 
Strahl des Büschels (P) oder (Q) betrachtet wird, im anderen Büschel m 
(bzw. n) voneinander verschiedene Strahlen; während ein Strahl sich um 
P (oder Q) dreht und sich dabei der Grenzlage P Q (bzw. Q P) imme!' 
mehr nähert, nähern sich die m (oder n) Punkte, in welchen dieser Strahl 
außer in dem festen Punkt die Kurve f schneidet, dem Punkt Q (oder P) 
längs m (bzw. n) Ri{lhtungen, die sowohl unter sich, als auch von P Q 
verschieden sind. Daraus folgt, daß die Gerade P Q die Kurve f außer 
in den Punkten P und Q nicht mehr trifft, und daß sie in diesen Punkten 
nicht Tangente an diese Kurve ist. 

Es ergibt sich also, daß X = S + s' ist, und mit Rücksicht auf die 
vorhergehenden Beziehungen folgt 

s' = m, s = n, x = m + n. 

Wir schließen also, daß der Punkt P ein gewöhnlicher n-facher 
Punkt der Kurve f ist, da ja als Tangenten in diesem Punkt die n von­
einander verschiedenen Geraden erscheinen, die der Geraden PQ ent­
sprechen, wenn sie als Strahl des Büschels (Q) betrachtet wird. In der­
Ileiben Weise ergibt sich, daß Q ein gewöhnlicher m-facher Punkt ist. 

Was die Schnittpunktsmultiplizität der Kurve f mit einer Tangente 
t im Punkt P anbetrifft, so illt es klar, daß sie gleich n sein wird, ver-
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mehrt um die Anzahl der Strahlen, die der Tangente t entsprechen und 
mit der Geraden P Q zusammenfallen. Da wir aber ohne Beschränkung 
<ler Allgemeinheit annehmen können, daß ein einziger dieser Strahlen 
mit P Q zusammenfällt (dies trifft in der Tat zu, wenn man die Scheitel­
punkte der beiden Strahlenbüschel so wählt, daß sie eine ganz allge­
meine Lage zueinander haben), so erkennt man, daß die Tangente t und 
die Kurve f n + 1 Punkte gemeinsam haben. Eine ganz ähnliche Be­
hauptung gilt fiir die übrigen Tangenten in P und in Q. Man gelangt 
also zu dem Ergebnis, daß f ~ine Kurve von der Ordnung n + mist, 
-die in P einen n-fachen und in Q einen m-fachen Punkt besitHt. Diese 
beiden sind gewöhnliche vielfache Punkte, und ihre Tangenten besitzen leei-ne 
besonderen Berührungseigenschaften. 

Den Scharen g!. und g! der Kurve C entsprechen auf f die Scharen, 
die außer den bezügl. Scheitelpunkten durch die Büschel (P) und (Q) aus­
geschnitten werden. Die mit Doppelpunkten versehenen Gruppen der 
Schar g!. werden also erhalten, wenn man die durch P gehenden Geraden 
sucht, die überdies mit einem und demselben Zweig von f die Schnitt­
punktsmultiplizität 2 haben; in ähnlicher Weise erhält man die mit mehr­
fachen Punkten versehenen Gruppen der Schar g! mit Hilfe der durch 
Q gehenden Geraden, die mit einem und demselben Zweig der Kurve f 
eine Schnittpunktsmultiplizität > 1 haben. 

Es ist zu bemerken, daß die Kurve f keine Zweige besitsen kann, 
deren Ordnung größer als zwei ist, weil sonst die Schar g!., die von den 
Geraden durch P ausgeschnitten wird, Punkte mit einer Vielfachheit 
> 2 hätte. Die Schar g!+m' die auf f von den durch einen allgemein ge­
wählten Punkt 0 gehenden Strahlen ausgeschnitten wird, besitzt also nur 
Doppelpunkte. 

Nun läßt man 0 dem Punkt Q längs einer allgemein gewählten 
Richtung immer näher rücken. Man- bemerkt dann, daß die JACoBIsche 
Gruppe der genannten Schar g!+m bei dieser Bewegung schließlich zu;.. 
sammengesetzt erscheint aus dem Doppelten der Gruppe, die ~us den m 
festen (sämtlich mit Q zusammenfallenden) Punkten der Grenzschar g!+m 
besteht, und aus der JAcoBIschen Gruppe T der Schar g!, die außerdem 
von den durch Q gehenden Geraden auf f ausgeschnitten wird. In dieser 
,JACOBIschen Gruppe muß jeder Punkt R so viele Male gezählt werden, 
als in der veränderlichen Schar g! + m Doppelpunkte vorhanden sind, die 
bei der Bewegung von 0 nach Q in den Punkt R hineinrücken. 

Wir nehmen an, der Punkt R sei für die Schar g! v-fach (v> 1), 
so daß die Gerade QR mit einem Zweig von f, dessen Ursprung in R 
liegt, die Schnittpunktsmultiplizität v hat. 

Dann ergeben sich zwei Möglichkeiten: 
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a) Der Zweig7 um den es sich handelt7 ist linear, d. h. von der ersten 
Ordnung. 

b) Dieser Zweig ist von der zweiten Ordnung. 

Im ersteu Falle wird die Gerade QR den Zweig berühren, und dieser 
ist demnach von der (v - 1)ten Klasse (s. Nr. 197 S. 57); folglich stellt 
die Gerade Q R die Grenzlage von v - 1 Tangenten dar7 die durch den 
veränderlichen Punkt 0 gehen7 d. h. der Punkt R ist in der Gruppe T 
(v - 1 )-mal zu zählen. 

Im zweiten Falle wird R ein Doppelpunkt, wenn v = 2 ist7 und 
zählt in der Gruppe T einmal; wenn aber v> 2 ist, so wird QR Tan­
gente an den Zweig sein, und dieser ist demnach von der (v - 2)ten 
Klasse; die Gerade QR absorbiert also v - 2 durch 0 gehende Tangenten. 
Der Punkt R erscheint daher als die Grenzlage von v - 2 veränderlichen 
Doppelpunkten der auf 0 bezüglichen Schar g!+m und von einem festen 
Doppelpunkt derselben Schar. Er ist also auch in diesem Falle (v --1 )-mal 
in der Gruppe T zu zählen. 

Wir gelangen somit zu dem Ergebnis: Ein PU'fJ,kt, der für eine be­
liebige Schar g! v-fach ist7 eählt in der JAcoBlschen Gruppe dieser Schar 
für v-I Doppelpunkte. 

Bemerkung. Wenn die Schar feste Punkte hat, so ist nun leicht 
einzusehen7 wie deren Vielfachheit innerhalb der JACoBIschen Gruppe zu 
bewerten ist. Aus einer Grenzbetrachtung, wie wir sie schon in Nr.34 
(S. 100) angestellt haben, folgt sofort: 

Ein (fester) Punkt7 der für alle Gruppen der Schar g! v-fach und für 
eine speeielle Gruppe dieser Schar (v + !' )-fach ist, eählt für 2 v + !' - 1 
Doppelpunkte. 

36. Die JACOBIsche Schar einer gegebenen g:;. Fundamentalsa.tz. 
Wir wenden uns nun zum Beweis des folgenden Satzes: 

Die JAcoBlschen Gruppen der Scharen g;7 die einer und derselben Schat· 
g~ entnommen sind, sind untereinander äquivalent. 

Wir setzen zunächst voraus, daß die g~ einfach sei und keine festen 
Punkte besitze7 und beginnen mit dem Fall r = 2. Ohne die Allgemein­
heitzu beschränken, können wir dann annehmen, daß die g~ auf einer 
ebenen Kurve 0 von der Ordnung n durch die Geraden der Ebene erzeugt 
werde. Fassen wir einen allgemeinen Punkt 0 der Ebene ins Auge, so wird 
die JACoBIsche Gruppe der auf 0 durch das Büschel (0) erzeugten Schar 
9!, außer den mehrfachen Punkten, durch die erste Polare des Punktes 0 
in bezug auf 0 ausgeschnitten. 
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Diese erste Polare schneidet in der Tat die Kurve 0 in den Berüh­
rungspunkten der von 0 an C gelegten Tangenten, geht durch jeden 
s-fachen Punkt der Kurve C (einschließlich der unendlich benachbarten 
mehrfachen Punkte) (s - 1)-fach hindurch und hat auf jedem Zweig von 
der Ordnung IX, der von einem vielfachen Punkt ausgebt, IX - 1 aufeinan­
der folgende einfache Punkte (V erzweigungspllnkte )_1) Wenn man also die 

~s(s - 1) Schnittpunkte ausschließt, die von den mehrfachen Punkten 
absorbiert werden, so deckt sich die Gruppe der übrigen Schnittpunkte 
der Kurve C und der genannten Polaren mit der JACOBlschen Gruppe 
der Schar g!, die von dem Büschel (0) ausgeschnitten wird, da sie jeden 
IX-fachen Punkt dieser Schar (IX - l)-fach enthält (s. Nr. 35, S. 103). -Die 
JAcoBIschen Gruppen der Scharen g!, die man erhält, wenn man den 
Punkt 0 variiert, gehören also der linearen Schar an, die außer den 
mehrfachen Punkten durch das Netz der ersten Polaren aller Punkte der 

r 

Ebene auf der Kurve C ausgeschnitten wird. 
Wir wenden uns nun zu dem Falle r > 2, immer noch unter der 

Voraussetzung, daß die Schar g~ einfach sei; die g~ auf der dem Raum 
8 r angehörenden Kurve 0 von der Ordnung n kann also durch die Über­
ebenen dieses Raumes erzeugt gedacht werde1;l. Die (r - 2)-dimensionalen 
Ränme .1:1 und .1:2 seien die Träger zweier Büschel von Überehenen, die 
auf der Kurve C zwei Scharen g! ausschneiden. Diese beiden Räume 
haben im allgemeinen einen 8"_4 gemeinsam 2); aber es ist jedenfalls 
leicht, einen dritten Raum .1:s von der Dimension r - 2 zu konstruieren, 
der mit .1:1 und .1:2 je einen Raum VOll der Dimension r - 3 gemeinsam 
hat. Man braucht nur außerhalb des den Räumen 2 1 und .1:, gemein­
samen Raumes 8"_4 einen Punkt P1 VOll .1:1 und ebenso einen Punkt P'! 
von .1:2 anzunehmen und hat dann als Raum .1:8 denjenigen zn betrachten, 
der den genannten 81' __ 4. mit den Punkten P1 und P 2 verbindet. 

Die Scharen g~, die von den Überebenen durch .1:1 und .1:s ausge­
schnitten werden, sind also in derjenigen Schar g~ enthalten, die von den 
Überebenen des den Räumen .1:1 und.1:3 gemeinsamen Raumes H ausge­
schnitten werden. Da nun aber die Räume .1:1 und .1:s, und daher auch 
H, allgemein gewählt wurden, so ist die Schar g! einfach, und folglich 
sind nach dem vorhergehenden die JACoBlschen Gruppen der genannten 
Scharen g! äquivalent. Ganz Ä.hnliches läßt sich über die JAcoBlBchen 
Gruppen der bei den Scharen g! aussagen, die von den Büscheht (.1:~) 
und (.1:3) ausgeschnitten werden. Da nun aber zwei Gruppen, die einer 

1) V gl. NOHTUER, Rationale Ausführung der Operationen usw. Math. Ann. 
23, 329 (1884). 

2) V gl. z. B. BBRTINI, Introduzione \lew., S. 9. 
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dritten äquivalent sind, auch untereinander äquivalent sind, so ist damit 
die Äquivalenz der JAcoBlSchen Gruppen der von den Büschein (.EI) 
und (.Ei) erzeugten Scharen g! erwiesen, und wir können sie nunmehr 
als zwei beliebige der g~ entnommene Scharen g! ansehen. 

Wir betrachten ferner den Fall, daß die g~ mittels einer Involution 
y~ von der Ordnung ll' zusammengesetzt sei. Wir nehmen eine Kurve T 
an, deren Punkte birational den Gruppen der 1'.« entsprechen und be-

trachten die lineare Schar g:;' (m =~) auf T, die der gegebenen Schar g~ 
auf der Kurve 0 entspricht. Einer Schar g~" die in g;" enthalten ist, ent­
spricht eine Schar g!, die in g~ enthalten ist, und der JAcoBIschen Gruppe 
der g;, entspricht offenbar ein Teil der JAcoBIschen Gruppe der g!, der 
noch dadurch vervollständigt werden muß, daß man die Gruppe der 
Doppelpunkte der Involution r,. hinzufügt. 

Nachdem dies festgestellt ist, beachten wir, daß die JAcOBIschen 
Gruppen der in rJ;', enthaltenen Scharen g~ äquivalent sind, da diese Schar 
selbst einfach ist, und daß vermöge der Korrespondenz (1, ll' ),. die zwischen 
den algebraischen Kurven T und 0 besteht, den äquivalenten Gruppen 
wiederum äquivalente Gruppen entsprechen. Daraus folgt, daß die JACOBI­
sehen Gruppen der in g~ enthaltenen Scharen g! ebenfalls einer und der­
selben linearen Schar angehören. 

Endlich nehmen wir an, die gegebene g~ sei mit einigen festen 
Punkten versehen, deren Gruppe mit K bezeichnet werde; dabei muß 
jeder dieser Punkte mit der ihm zukommenden Vielfachheit gezählt 
werden. Sieht man von dieser Gruppe K ab, so bleibt eine Schar g~n 
übrig, die keine festen Punkte besitzt, und die JACoBIschen Gruppen der 
in ihr enthaltenen Scharen g~ sind also untereinander äquivalent. Nun 
erhält man aber die JAcoBIschen Gruppen der in g~ enthaltenen Scharen 
g! aus den JACoBIschen Gruppen der in g~, enthaltenen Scharen g~ da­
durch, daß man die feste Gruppe 2 K hinzufügt; folglich müssen auch 
die JACoBIschen Gruppen der Scharen g! untereinander äquivalent sein. 

Die lineare Vollschar , welche die J ACOBI schen Gruppen der aus 
einer und derselben g~ entnommenen Scharen g! enthält, wird die J-ACOBISChe 
Schar der gegebenen g~ genannt. Wenn G eine Gruppe der g~ ist, so 
daß diese durch das Symbol I G I bez@ichnet werden kann (S. 69), so 
wollen wir die JACoBIsche Schar durch das Symbol I Gj I bezeichnen. 

Aus den vorhergehenden Ausführungen folgt oh11e weiteres der fol­
gende fundamentale Satz über die J-ACOBISchen Scharen: 

Wenn I A I und I B I zwei lineare Scharen sind, die sich a'uf einer 
algebraischen Kurve 0 befinden, so ist die JAcoBIsche Schar der Summe 
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1 A + B 1 gleich der Summe aus der J..4.COBI sehen Schar der einen der ge­
gebenen Schat'en und dem Doppelten der anderen. Symbolisch läßt sich dieser 
Satz in folgender Weise ausdrücken: 

1 (A + B)j 1 == 1 Aj + 2 BI == 12 A + Bj I, 

37. Das Geschlecht einer Kurve. Aus dem vorhergehenden Satz 
ergibt sich zunächst ein erster bemerkenswerter Zusatz. 

Es sei n die Ordnung der Schar 1 AI, m die Ordnung der Schar 
-I BI, x die Ordnung von I A j 1 und y die Ordnung von 1 Bi I. Die durch 
den Fufldamentalsatz ausgedrückte-Eigenschaft ~ieht die folgende zahlen­
mäßige Beziehung nach sich: 

x + 2·m = y + 2 n , 
d. h. 

x - 2n = y - 2m. 
Setzt man 

x-2n=2p-2, 
so daß 

p=tx-n+ 1 

ist, so erkennt man, daß die Zahl p von der linearen Schar unabhängig ist, 
mit deren Hilfe sie definiert wurde; denn wenn man von einer anderen Schar 
ausgeht, deren Ordnung m ist und deren JACOBIsche Schar die Ordnung 
y hat, so erhält man ebenfalls 

p=ty-m+l. 

Die Zahl p wird das Geschlecht der betrachteten Kurve genannt. 
Das Geschlecht besitst die folgenden Eigenschaften: 
a) Es ist invariant gegenüber allen birat1'onalen Transformationen 

der Kurve. 
b) Es ist eine ganse Zahl > O. 
Der Beweis der Eigenschaft a) ergibt sich unmittelbar. Wenn man näm­

lich zwei algebraische Kurven C und C' hat, die birational aufeinander be­
zogen sind, so entspricht einer linearen Schar g! auf 0 eine g! auf 0', 
und der JAcoBIschen Gruppe der ersten Schar entspricht die JACoBIsche 
Gruppe der zweiten; folglich sind die Geschlechtszahlen der Kurven C 
und 0', die mit Hilfe der einander entsprechenden Scharen g! berechnet 
werden, einander gleich. 

Um also das Geschlecht einer gegebenen algebraischen Kurve zu be­
rechnen, können wir eine spezielle Kurve zugrunde legen; sie muß Dur 
zu der Klasse derjenigen Kurven gehören, die durch birationale Trans­
formation aus der gegebenen hervorgehen; wir können somit eine ebene 
Kurve f benutzeu. 
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Es sei nun n die Ordnung der Kurve f, von der wir annehmen, daß 
sie eine Anzahl (voneinander verschiedener oder unendlich benachbarter) 
mehrfacher Punkte besitze; deren Vielfachheit werde allgemein mit s be­
zeichnet. Aus den Betrachtungen am Anfang der Nr.36 (S. 104) ergibt 
sich, daß die Ordnung x der JACoBIschen Gruppe der Schar g!, die von 
~inem allgemein gewählten Strahlenbüschel auf der Kurve f ausgeschnitten 
wird, durch den Ausdruck 

x = n(n - 1) - ~s(s - 1) 

gegeben ist; da nun aber 

p=tx-n+l 
ist, so erhält man 

P = (n -1) (n- 2) _ ~ ses - 1) 

2 ~ 2 ' 

und aus dieser Formel erkennt man gleichzeitig, daß p elUe ganze 
Zahl ist. 

Weiterhin sieht man leicht, daß p > 0 ist. Da nämlich x selUer 
Natur nach eine positive Zahl oder Null ist (Null nur dann, wenn die 
Kurve f sich auf eine Gerade reduziert), so erhalten wir 

n (n _. 1) - ~ s (s - 1) > 0, 
und somit 

(11 - l)t + 2) --~ ~~i-~ > n - 1 ~ O. 

Wenn daher n> 1 ist, so kann man die (n-1)2(n+_~ Parameter, 

von denen eine Kurve der Ordnung n - 1 abhängt, dazu benutzen, 
um eine Kurve D dieser Ordnung zu konstruieren, die durch jeden 
s-fachen Punkt von f (s - 1 )-fach und außerdem noch durch 

(n - 1) (n + 2) _ ~ 8 (s - 1) 
2 ~ 2 

einfache Punkte von f' hindurchgeht. Da die Kurve f irreduzibel ist, BO 

schneidet sie D in n( n - 1) Punkten, so daß man erhält 

n( n - 1) > ~ s (s _ 1) + (n - 1)2(n + 2) _ ~ s (s ;- 1) , 

d. h. aber es ist 

und somit p ~ O. 
1. Bemerkung. Wenn p = 0 ist, so kann man 00" (h ~ 1) Kurven 

D von der Ordnung n - 1 ko.netruieren, die durch die s-fachen Punkte 
von f mit der Vielfachheit s - 1 hindurchgehen und außerdem noch 

(!!:=-1)(n_+2)_ ~S(S-~_1=2n_3 
2 ~ 2 
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einfache Punkte von f enthalten. Jede dieser Kurven D schneidet f außer 
in den gewählten festen Punkten noch in einem Punkt, da 

n(n - 1) - ~s(s - 1) - (2n - 3) = 1 
ist; es ist daher auch h gleich 1. Die Punkte von f lassen sich also ein-ein­
deutig, und daher birational, auf die. Kurven des konstruierten Büschels, 
d. h. also auf die Werte eines Parameters beziehen. Die Kurve f ist' mit­
hin rational. Nimmt man umgekehrt als Bild einer rationalen Kurve 
eine Gerade, so findet man mittels der gegebenen Formel sofort, daß 
p = 0 ist. 

Daraus folgt, daß unter den irreduziblen algebraischen Kurven die 
rationalen Kurven dadurch charakterisiert sind, daß sie das Geschlecht 
Null haben. 

2. Bemerkung. Will man die Vielfachheit 'V der mehrfachen Punkte 
einer linearen Schar g! auch in der Formel zum Ausdruck bringen, so 
ergibt sich für das Geschlecht der Ausdruck 

p=t~(v-1)-n+ 1, 
wobei die Summation über alle mehrfachen Punkte der g! zu er­
strecken ist. 

Die im vorstehenden gegebene Einführung des Geschlechts einer Kurve und 
des Begriffs der JAcoBISchen Schar stammt in ihren wesentlichen Zügen von 
ENRIQUES, s. Boll. di bibI. e storia delle matematiche 2, 76 (1899) und Torino 
Atti 87, 19 (1901), wo sich auch die analoge Behandlung der algebraischen 
Flächen findet. V gl. auch SEVERI, Palermo Rend. 17, 82 (1902). 
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Der NOETHERsche Fundamentalsatz und seine Anwendungen 
in der Theorie der linearen Scharen. 

§ 1. Der Satz über AI + Bp. 

38. Der Satz über AI + Bp für den einfachen Fall. In eller 
Ebene seien zwei Kurven 

f(xo, Xl' x2) = 0 und cp(xo, xl' x2) ~; 0 

von den Ordnungen m bzw. n gegeben. Es sei Pein gemeinsamer Punkt 
der beiden Kurven, der für die erste r-fach und für die zweite s-fach ist. 
Wenn die Tangenten der Kurve f in diesem Punkt alle verschieden 
sind von den Tangenten der Kurve cp im selben Punkt, so werden wir 
sagen, daß die Kurven in diesem Punkt den einfachen Fall darbieten. 
Der Satz!), den wir beweisen wollen, und den wir im folgenden zuweilen 
auch kurz als den "Satz über Af + Bcp" zitieren werden, läßt sich 
nun in folgender Weise aussprechen: 

Wenn die Kurven f = 0 ttnd rp = 0 in jedem ihrer gemeinsamen 
Punkte den einfachen Fall darbieten, so hat die Gleichwng einer algebraischen 
Kurve von der Ordnung l, die durch jeden Punkt P, der für die Kurve f 
ein r-facher und für cp ein s-facher Punkt ist, mindestens (r + s. - 1 )-fach 
hindurchgeht, notwendig die Form 

Af+ Bcp = 0, 

iCO A und B algebraische Formen der Verände·rlichen x'o, XI' X2 von der 
Ordnung l - m bzw. l - n sind. Überdies kann man die Formen A und 
B so wählen, daß die Kurven A = ° und B = 0 durch jeden Punkt P 
mindestens mit der Multiplizität s - 1 bzw. r - 1 hindurchgehen. 

Man beachte in erster Linie, daß die heiden Kurven fund cp nur 
eine endliche Anzahl von Punkten gemeinsam haben können; denn wenn 
sie eine Kurve gemeinsam hätten, so würden sie in jedem P.unkt der 

1) Für einfache Schnittpunkte von f = 0 und cp = 0 bat No ETHER diesen Satz 
Math. Ann. 2, 314 (1870) aufgestellt; einen für alle Fälle gültigen Beweis gab er 
Matb. Ann. 6, 851 (1873). 
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letzteren eine und dieselbe Tangente besitzen und würden also nicht den 
einfachen Fall darbieten. 

Nach dieser Vorbemerkung betrachten wir eine Kurve 9 == 0, die 
durch jeden Punkt P, der für f ein r-facher und für rp ein s-facher Punkt 
ist, mit der Multiplizität r + s - 1 hindurchgeht, und beweisen nun den 
Satz für den Fall, daß die Ordnung Z der Kurve 9 = 0 genügend hoch ist. 

Wenn in der Gleichung 
Af+ Bcp = 0 

mit A = 0 und B- 0 zwei veränderliche Kurven bezeichnet werden, die 
der einzigen Bedingung genügen, daß sie in jedem Punkt P, der iür fein 
r-facher und für cp ein s-facher Punkt ist, die Multiplizität s - 1 bzw. 
r - 1 besitzen, so bilden die durch jene Gleichung dargestellten Kurv6n 
offenbar ein lineares System .Ej denn die veränderlichen Parameter in 
der Gleichung Af + Bcp = 0 sind die Koeffizienten von A und B, und 
diese sind durch eine gewisse Anzahl von linearen Gleichungen mitein­
ander verbunden, die das Verhalten der Kurven A und B in den gemein­
samen Punkten der Kurven fund cp ausdrucken. 

Wir fragen zunächst nach der Dimension des Systems .E. Auf den 
ersten Anblick könnte es scheinen, als ob es zur Bestimmung der ge­
suchten Dimension genügte, einfach die Koeffizienten zu zählen, die 
in der Gleichung Af + Bcp = 0 willkürlich bleiben, und ihre Anzahl 
um eine Einheit zu vermindern. Aber ein solches Verfahren würde sich 
auf die Annahme gründen, daß jede Kurve von .E einer einsigen Gleichung 
von der betrachteten Form entspreche (abgesehen von einem konstanten 
Faktor). Wenn jedoch jede Kurve von ~ auf 00' verschiedene Arten in 
der Form Af + B cp = 0 darstellbar ist, so wird man, um die gesuchte 
Dimension zu erhalten, die Anzahl der willkürlichen Koeffizienten in der 
Gleichung' Af + Bcp = 0 um i + 1 Einheiten vermindern müssen. 

Wir untersuchen daher zuerst, ob einer Kurve von .E mehrere Glei 
chungen von der betrachteten Form entsprechen können, die sich nicht 
bloß durch einen konstanten Faktor unterscheiden. 

Es seien 
Af+ Bcp = 0 und A'f+ B'cp = 0 

zwei Darstellungen einer und derselben Kurve 9 = 0, so daß, abgesehen 
von einem konstanten Faktor, die in bezug auf die Veränderlichen 
xo, a; , :es identische Gleichung 

Af + Bcp = A'f + B'cp 
besteht. Daraus folgt: 

(A - A')f= (B' - B)cpj 

da aber die Polynome cp und f relativ prim sind, weil sonst ·die Kurven 
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f = 0 und ep = 0 einen gemeinsamen Bestandteil hätten, so muß A - A' 
notwendig durch ep teilbar sein, d. h. es ist 

A-A'= Xep, 
wobei X eine Form von der Ordnung l - m - n bedeutet. (Es ist also 
X == 0, wenn l < m + n ist.) Setzt man diesen Wert in die vorhergehende 
identische Gleichung ein, so erhält man 

B' - B= Xf'. 
Es ist also 

A'= A - Xep und B'= B + Xf. 
Da nun aber für jede beliebige Form X die Kurven A - Xrp = 0 

und B + Xf = 0 durch jeden Punkt P, der für fein r-facher und für rp 
ein s-facher Punkt ist, mindeste~s mit der Multiplizität s - 1 bzw. r - 1 
hindurchgehen, so ergibt sich, daß man aus einer Darstellung Af+Bep = 0 
alle Darstellungen ableiten kann, die einer und derselben Kurve g ~= 0 
entsprechen, wenn man die Gleichung 

(A - Xrp)f + (B + Xf)ep = 0 

anschreibt und die Koeffizienten der J;'orm X von der Ordnung l- m - n 
variieren läßt. Wenn daher l > m + n ist, so läßt sich jede Kurve des 

(l-m-n+2) 
Systems 2 auf 00 2 verschiedene Arten in der Form Af+Brp=O 

darstellen, d. h. die oben genannte Zahl i wird gleich C - m -; n + 2) . 
Was die willkürlichen Koeffizienten von Ar + Brp = 0 anbelangt, 

so ist es leicht, ihre Anzahl zu finden; denn wenn l, und daher auch 
l - mund l - n, genügend groß sind, so sind die Bedingungen, die man 
den Kurven A = 0 und B = 0 auferlegt, wenn man verlangt, sie sollen 
durch jeden Punkt P mit der Multiplizität s - 1 bzw. r - 1 hindurch­
gehen, voneinander unabhängig 1). Die Zahl der willkürlichen Koeffizien-

ten in A ist daher gleich C - ~ + 2) ~ ~ (:), und für B ist sie gleich 
p 

C - t; + 2) -~ (;), so daß wir im ganzen 
p 

C -1; + 2) + (l- ~ + 2) -~ [(;) + (;) ] 
p 

veränderliche Koeffizienten in Af + Brp haben. Daraus folgt rur die 
Dimension von E die Zahl 

1) Es wird hier eine Eigenschaft benützt, die in NI'. 39 (S. 114) bewiesen wer­
den soll. 
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(1 -'; + 2) + C ~ ~ + 2) _ C - m -; n + 2) -~ [(;) + (:) ] _ 1. 
p 

Berücksichtigt man nun die Identitäten 

(1 ~ 2) _ e -'; + 2) _ (1 = ~ + 2) + (1= 111 2 n + 2) = n~1I 

und 

(,. t S) = (;) + (:) + r s , 

so läßt sich die Dimension von ~ in folgender Form schreiben: 

(I t 2) - 1- nm --~rtS) + Lrs, 
p p 

oder endlich, da ~rs = nm ist (weil nach der Annahme in jedem Punkt 
p 

P der einfache Fall vorliegt) in der Form 

e~2) -1-~rtS). 
p 

Denkt man sich nun aus den Kurven von genügend hoher Ordnung 
l, die durch jeden für f = 0 r-fachen und für rp = 0 s-fachen Punkt 
P mit der Multiplizität r + s - 1 hindurchgehen, ein lineares System 
2}' gebildet, so ist dessen Dimension gerade gleich der eben berech­
neten Zahl, und da ~ für jeden Wert von l offenbar in 2}' enthalten ist, 
so schließt man, daß für ein genügend hohes l die Systeme 2} und 2}' 

zusammenfallen. Der NOE'l'HERSche Satz ist also bewiesen für die Kurven 
9 = 0 von genügend hoher Ordnung. 

Um den Satz für jeden Wert der Ordnung l zu beweisen, hat man 
nur noch zu zeigen, daß, wenn die Eigenschaft für die Kurven von der 
Ordnung l zutrifft, sie auch für die Kurven von der Ordnung l- 1 
gilt-. Man kann annehmen, daß die Gerade Xo = 0 gegenüber den Kurven 
f = 0 und rp = 0 eine allgemeine Lage besitze, d. h. daß keiner der Punkte 
P auf Xo = 0 liege; ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, so läßt sie sich 
stets durch eine Koordinatentransformation erreichen, durch welche die 
Bedingungen des zu beweisenden Satzes in keiner Weise geändert werden. 
In dieser Voraussetzung ist auch die andere enthalten, daß weder die 
Form f noch die Form rp durch Xo teilbar sei. 

Es sei g(xo, Xli x2 ) = 0 eine Kurve von der Ordnung l - 1, die in 
jedem der oben definierten Punkte P einen (r + s - l)-fachen Punkt 
besitzt. Die Kurve- xoy = 0 ist dann von der Ordnung l und besitzt in 
den Punkten P vielfache Punkte von derselben Multiplizität wie 9 = O. 
Da nun der Satz für die Kurven von der Ordnung 1 bewiesen ist, so be­
steht die folgende Identität: 
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(1) xog(xo1 Xli :1:2) = A(xo1 Xl1 x~)f(xo, Xli x2) + B(xo, Xu x2)qJ(X01 Xl) X2), 

WO A = ° und B = ° durch jeden Punkt P, der für f = ° r-fach und für 
cp = Os-fach ist, ·mit der Multiplizität s - 1 bzw. r - 1 hindurchgehen. 
Setzt man in der Gleichung (1) Xo = 0, so erhält man 

(2) A(O, Xli x2){(0, Xli XII) + B(O, Xu X 2)qJ(0, Xl' XII) = 0, 
und daraus folgt, daß die nicht identisch verschwindende Binärform 
cp (0, Xli x,) ein Teiler des Produkts A(O, Xli X! )f(0, Xli x,) ist. Da nun 
cp(O, Xv XII) und (CO, Xu XII) keinen gemeinsamen Teiler haben, weil sonst 
die Gerade xo= ° einen der Punkte P enthalten müßte, so ergibt sich, daß 

(3) A(O, Xl' X,) = Ao(Xl1 X2) qJ (0, Xu xs) 
ist, d. h. daß 

(4) A(xo1 Xli x2) = AO(xl , x,)cp(xo , Xli x,) + xOAI(xO' 3i1l x2) 

ist, wo Al eine Form von der Ordnung l - '1n - 1 bedeutet. 
Vergleicht man (2) mit (3), so folgt 

B(O, XU x2) + AO(''XlI x2)f(0, Xli x2) = 0, 
und somit 

(5) B(xo1 Xl' X2) + A o(Xll x2) {(:Co, Xli x2) = xOBI (xo, Xl' x2'\, 

wo BI eine Form von der Ordnung l -- n - 1 ist. Mit Hilfe von (4) und 
(5) ergibt sich aus (1) 

oder 
9 = Ad+ BlqJ· 

Die Form 9 von der Ordnung l - 1 läßt sich also als lineare Kom­
bination von fund qJ darstellen. Was die Kurven Al = 0 und BI = ° 
anbelangt, so zeigen uns die Identitäten (4) und (5), daß sie durch jeden 
Punkt P, der für (= ° r-fach und fltr qJ = Os-fach ist, mindestens mit 
der Multiplizität s - 1 bzw. r - 1 hindurchgehen. 

Der NOETHERsche Satz ist damit vollständig bewiesen. 

Die Literatur über den soeben bewiesenen Satz, der in der algebraischen 
Behandlung der Theorie der linearen Scharen von BRILL und NOETHER eine 
fundamentale Rolle spielt, ist sehr umfangreich. Man findet viele Literatur­
angaben in der Encyklopädie der math. Wissenschaften 1) sowie in einer Not.e 
von BERTINI 2). Der NOETHERsche Satz ist auch auf eine beliebige Anzahl von 
Formen mit beliebig vielen Veränderlichen ausgedehnt worden S). 

1) Bd. lIIe 4. Allgemeine Theorie der höheren ebenen algebraischen Kurven 
(L. BERZOLARI), S. 406. 

2) Rappresentazione di una forma ternaria per combinazione lineare di due 
altre. Ist. Lomb. Rend. (2) 24, 1095 (1891). 

3) Siehe die Noten von F. SEVERI in Rom. Ace. L. Rend. (5) 11 \ 105 (1902) und 
Torino Atti 41, 205 (1905); ebd. (S. 224) findet sich a.uch eine Note von R. TOR&LLI 

Beyeri: Vorlesuugen Über algebraioche Geometrie 8 
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Der Grundgedanke des oben gegebenen Beweises stammt aus den soeben., 
angeführten allgemeinen Beweisen des Verfassers sowie aus einer Note von 
CH. A. SCOTT i ), wo jedoch der Beweis in der Entwicklung weniger einfach 
ist. In Nr. 40 (S. 116) werden wir sehen, wie derselbe Gedankengang auch 
dazu dient, den Satz über Ar + Bq; unter weit allgemeineren Voraussetzungen 
zu beweisen. 

39. Beweis einer Eigenschaft, die in den vorhergehenden Aus­
führungen benutzt wurde. Im Verlauf des Beweises haben wir von der 
folgenden Eigenschaft Gebrauch gemacht: 

Sind in einer Ebene die voneinander verschiedenen Punkte Pt, P" ... , P k 

gegeben, so sind die 1: (ti t 1) linearen Bedingungen, die einer algebraischen 
i 

Kurve von der Ordnung 1 auferlegt werden müssen, wenn man verlangt, 
daß sie im Punkte Pi einen t;-fachen Punkt besitze, voneinander unabhängig, 
falls 1 > t1 + t~ + ... + tk - 1 ist. 

Ist zunächst k = 1 und 1 > t1 - 1, so ist die Eigenschaft wohl be­
kannt und läßt sich sofort bestätigen, wenn man den Anfangspunkt des 
Koordinatensystems nach P1 legt; d~nn drückt sich nämlich die Bedingung, 
Jaß Pi ein tefacher Punkt sei, dadurch aus, daß man die Koeffizienten 
der Glieder bis zum Grad t1 -- 1 einschließlich gleich Null setzt. Diese 
Bedingungen sind aber offenbar unabhängig voneinander. 

Wenn k = 2 und 1 > t1 + t2 - 1 ist, so zieht der tefache Punkt Pi 

für die Kurven von der Ordnung l- t2J die nicht durch P2 gehen, e1 t 1) 
voneinander unabhängige Bedingungen nach sich. Da ein t2-facher Punkt 

P2 den Kurven von der Ordnung t2 nach dem obigen (t= t 1) voneinander 

unabhängige Bedingungen auferlegt, so kann man eine Kurve von der 

Ordnung tt konstruieren, die im Punkt P2 e' t 1) - 1 von diesen auf P2 

bezüglichen Bedingungen befriedigt, aber der letzten nicht genügt. 
Nimmt man nun diese Kurve mit einer der zuvor betrachteten Kurven 
von der Ordnung 1 - t2 zusammen, so hat man eine Kurve von der Ord-

nung 1 konstruiert, die (tl t 1) + (t2 t 1) - 1 auf die Punkte Pt und P2 

bezügliche Bedingungen befriedigt, aber der letzten nicht genügt. Damit 
ist aber bewiesen, daß für die Kurven dieser oder einer höheren Ordnung 

über denselben Gegenstand. Man vergleiche auch J. KÖNIG, Einleitung in die all­
gemeine Theorie der algebra.ischen Größen, Leipzig 1903, S. 886ft'. 

1) A proof of NOETHER'S fundamental Theorem. Math. Ann. 52, 698 (1899). 
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die auf die Punkte Pl und P2 bezüglichen Bedingungen voneinander un­
abhängig sind. Diese Schluß weise läßt sich fortsetzen für k = 3, 4 usw. 

Bemerkung. Der Satz gilt auch noch, wenn einige der Punkte P 
Gruppen von unendlich benac~barten Punkten bilden. Es genügt, dies für 
den Fall zu beweisen, daß die Punkte P eine einzige Gruppe von un­
endlich benachbarten Punkten bilden 1); denn der Fall, daß zwei solche 
Gruppen gegeben sind, läßt sich behandeln, wenn man die soeben für k = 2 
auseinandergesetzte Bt:!trachtung wiederholt. 

Wir beschränken uns überdies darauf, die Behauptung für den Fall 
zu beweisen, daß die gegebene Basisgruppe aus dem t-fachen Punkt Pund 
den Punkten Pli P2, ••• mit den Vielfachheiten tll f2, ••• besteht, die in der 
Umgebung erster Ordnung von P liegen, ohne daß in den Umgebungen 
höherer Ordnung andere Punkte der Gruppe vorhanden sind. Wenn der 
Satz für diesen Fall bewiesen ist, so läßt sich seine allgemeine Richtig­
keit durch ein einfaches Rekursionsverfahren nachweisen. 

Zu dem Zweck vollziehe man eine allgemeine quadratische Trans­
formation, die in P einen Fundamentalpunkt besitzt (die anderen Funda­
mentalpunkte seien mit Q und R bezeichnet); 1( sei die Ebene, in der 
die Singularitäten gegeben sind, und pI, Q', B' seien die Fundamental­
punkte in der Ebene 1(', die der Ebene 1( entspricht. 

Eine veränderliche Kurve von der Ordnung 1 > t + ~ti - 1, die in P 

einen Machen Punkt besitzt (und die also e -; 1) voneinander verschiedene 

Bedingungen erfüllt), wird in eine K une von der Ordnung 21 - t trans­
formiert, die in den Fundamentalpunkten Q', B' zwei (1-- t)-fache Punkte 
und in P' einen 1-fachen Punkt hat, und die außerdem die Gerade Q' B' 
in t veränderlichen Punkten schneidet (s. NI'. 16, S. 45). Den Punkten 
Pli P21 ... entsprechen die Punkte P~, P;, ... der Geraden Q' B'. 
Nun behaupten wir, immer unter der Annahme 1 > t + ~t; - 1, daß 
die voneinandm' verschiedenen Punkte P l ', P/, ... mit den Vielfachheiten 
tl , t21 •.• einer Kurve von der Ordnung 2l - t, welche im Punkt P' einen 
l-fachen, in den Punkten Q' und B' je einen (1- t)-fachen Punkt hat, im 

ganzen ~ Ci t 1) voneinander unabhängige Bedingungen auferlegen. In 

der Tat, wenn 1 ~ t + :Eti ist, und wenn wir berücksichtigen, daß t ~ ~ti 
ist (s. Nr. 17, S.47), so können wir eine Kurve von der Ordnung 2l- t, 
die den genannten Bedingungen genügt, auf folgende Weise bilden: 

(l- t)P' Q' + 2,.'ti P' B' + (t - 2Jti)a + (l - t -l:Jti)b + fP. 

1) Um diese Singularitäten zu erhalten, genügt e~, eine algebraische Kurvt! 
2U geben, welche @ie beeitzt. 

i* 
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Dabei bedeutet der Ausdmck (l- t) P' Q' die (l- t)-fach gezählte Ge­
rade P' Q', und die übrigen analogen Bezeichnungen haben eine ent­
sprechende Bedeutung; a und b sind zwei allgemein gewählte Geraden, die 
<lurch die Punkte P' bzw. B' gehen, und ep ist eint) ganz beliebige Kurve 
von der Ordnung ~ti' Wenn dagegen l = t + Et. - 1 ist, so kann man 
~ine den gewünschten Bedingungen genUgende Kmve von der Ordnung 
2l - t in folgendel' Weise bilden: 

(l- t)? Q' + (Eti - 1) P' B' + (t - Ei, + l)a + ep, 
wo (t eine beliebige, aber allgemein gewählte Gerade durch P' und ep eine 
ganz beliebige Kurve von der Ordnung Et, - 1 ist. Da demnach die Ord­
nung von ep in beiden Fällen größer als oder gleich It j - 1 ist, so stellen 
<lie Punkte P l ', P2', ••• mit den Vielfachheiten tH t2, ••• für die Kurve 

ffJ im ganzen :2 ei t 1) voneinander unabhängige Bedingungen dar, und 

<laraus folgt die Behauptung. 
\Venn sich unter den Basispunktell, die um P hel11m zusammenge­

ballt sind, außer den Punkten Pl , Pt, ... noch ein Punkt Pl2 in der Um­
gebung erster Ordnung von P l befände, so würde uns eine allgemeine qua­
<lratische Transformation mit einem l!'undamentalpunkt in P auf den vor­
hergehenden Pall zurückführen, und in dieser Weise läßt sich das Schluß­
~erfahren fortsetzen. 

40. Der Satz über Ai' + B Cf! im allgemeinen Fall. Die vorstehende 
Bemerkung gestattet, den in Nr. 38 bewiesenen Satz ganz bedeutend aus­
zudehnen. WiI' haben nämlich nur an zwei Stellen des Beweises von der 
Voraussetzung Gebrauch gemacht, daß in jedem Schnittpunkt der Kurven 
l = 0 und ffJ = 0 der einfache Fall vorliege, und zwar geschah dies bei 
<ler Berechnung der Mannigfaltigkeit der Kurven A = 0, oder B = 0 
oder 9 = 0, die in den Punkten P gegebene Singularitäten haben, und 

bei der Verwendung der Relation ~1'S = nm. Vermöge der vorher-
p 

gehenden Bemerkung stellen die Zahlen 

C - t~ + 2) + C - ~ + 2) - C - m -; n + 2) - 2 [(;) + (;)] - 1 

und 
(I ~ 2) _ 1 - :2 r t 8) 

immer noch die Dimensionen der in Nr. 38 definierten Systeme E und 
~' dar, vorausgesetzt daß die Kurven f = 0 und ep = 0 eine endliche An­
zahl von Punkten gemein haben und daß die Summation auf sämtliche 
(voneinander verschiedene oder unendlich benachbarte) Punkte ausgedehnt 
wird, die diesen Kurven gemeinsam sind. Was die Dimension von ~ an-
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b t ·fft l··ßt·· h h· d v (l + 2) 1 ""'::1 (T + S) e n , so a Sle SlC auc m er.l.' orm \ 2 - - 2.. 2 

schreiben, da auch in diesem F'all die Relation ;Srs = nm gilt, wenn 
nur die Summation in der angegebenen Weise vollzogen wird (s. Nr.18, 
S.51). Daraus folgt, daß die Systeme ~ und ~' zusammenfallen, und 
somit gelten auch alle weiteren hieran geknüpften Schlußfolgerungen. 

Es ergibt sich also, daß der NOETHERsche Satz auch dann gilt, wenn 
die beiden Kurven { = 0, gJ = 0, die keine gemeinsamen Bestandteile haben~ 
1'n jedem t7~rer Schnittpunkte ein ganz belt·ebiges Verhalten zdgen, voratlS­
gesetzt daß man eine algebraische Kurve betrachtet, welche mindestens mit 
der MultipUzität r + s - 1 durch sämtliche voneinander verschiedene odfw 
unendlich benachbarte Punkte hindurchgeht, die für (= 0 ,.-(ach und ft·ir 
gJ = 0 s-{ach sind l ). 

Bemerkung. Im folgenden wollen wir noch eine weitere Ergänzung 
zu diesem Satz anfügen. 

Es sei P einer der voneinander verschiedenen Punkte, welche den 
Kurven {= 0 und fJJ = 0 gemeinsam angehören, und es mögen, unendlich 
benachbart zu ihm, in den Umgebungen der verschiedenen Ordnungen 
noch weitere Punkte Pi' P2, ••• vorhanden sein, die ebenfalls den Kurven 
{= 0 und gJ = 0 gemeinsam sind. Wir bezeichnen mit r, rl' 1"2' ..• die 
Vielfachheiten von {= 0 in P, Pi' P2, .•. , mit s, 81, 82, ... die Vielfach­
heiten von cp = 0 in eben diesen Punkten. Dann wird i = rs + 1"1 S1 

+ r2 82 + ... die Schnittpunktsmultiplizität von (= 0 und gJ = 0 im Punkte 
P darstellen. Die Kurven n-ter Ordnung, welche durch die erwähnten 
Punkte mit denselben Vielfachheiten hindurchgehen, wie sie die Kurve 
Cf! = 0 daselbst besitzt, bilden ein lineares System. Eine Kurve gJo = 0 
dieses Systems, welche mit {= 0 in P die Schnittpunktsmultipli­
zität i haben möge, kann durch die betrachteten Punkte mit tatsächlichen 
Viel{achheiten hindurchgehen, die verschieden sind von denen, welche die 
Kurve gJ = 0 in ihnen besitzt. Wenn sich z. B. die Kurven { = 0 und fJJ = 0 
in dem für beide einfachen Punkt P berührten - und also den dem Punkt 
P unendlich benachbarten Punkt Pi gemeinsam hätten -, so wUrde eine 
Kurve n-ter Ordnung, welche zweifach durch P hindurchginge, den oben 
für CPo = 0 angegebenen Bedingungen genügen, und sie hätte in P und P l 

die tatsächlichen Vielfachheiten 2 und 0, welche von denen der Kurve 
gJ -= 0 verschieden sind. Von einer Kurve wie gJo = 0 werden wir sagen, 
sie gehe durch P, P l , P 2, ••• mit den scheinbaren Viellacltheiten 8, Sl1 82 •.. 

hindurch, weil sie in bezug auf ihre Schnittpunktsmultiplizität mit (= 0 

1) Der VerC. gab diese Ausdehnung des NOETm':R6chen Satzes in einer Nuta 
in Padova AW, 24, 137ff. (1908). 
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~ich verhält, wie wenn sie tatsächlich mit den Vielfachheiten s, S11 sz, ... 
durch die Punkle P, 1'11 Ps, ... hindurchginge.1) Wenn die Schnittpunkts­
multiplizität von f = 0 und IPo = 0 im Punkte P größer als i wäre, so 
würde man sagen, daß IPo = 0 durch die gegebenen Punkte mit schein­
baren Vielfachheiten hindnrchgehe, die mindestens gleich s, S1' S2' .•. sind. 

Dies vorausgeschickt, bezeichnen wir nun mit G die Gruppe der etwa 
vorhandenen einfachen Schnittpunkte von f = 0 und IP = 0, d. h. die Ge­
samtheit der k Punkte, die für jede der Kurven f = 0 und IP =0 0 einfach 
sind, ohne daß die beiden Kurven sich in ihnen berühren. Mit P bezeichnen 
wir im folgenden ganz allgemein einen beliebigen, nicht zu G gehörigen 
Schnittpunkt von f = 0 und IP = 0; dabei kann es sich sowohl um von­
einander verschiedene als um unendlich benachbarte Punkte handeln; die 
Vielfachheiten von f = 0 und IP = 0 in einem solchen Punkt P sollen mit 
l' bzw. s bezeichnet werden. 

Wir betrachten das lineare System S der Kurven n-ter Ordnung ip = 0, 
welche in den Punkten P dieselben Vielfachheiten wie IP = 0 besitzen, Es 
sei IPo = 0 eine beliebige Kurve des Systems S, die die Kurve f = 0, außer 
in den Punkten P, in einer Gruppe Go von einfachen Schnittpllnkten trifft; 
die Anzahl der Punkte von Go sei k, d, h, ebenso groß wie bei der Gruppe G. 
Die Kurve IPo = 0 kann auch speziill gewählt sein, nur darf sie keinen 
Teil mit f = 0 gemeinsam haben. Die Kurven IP = 0 und IPo = 0 werdeJl 
in jedem der voneinander verschiedenen Punkte P dieselbe Schnittpunkts­
multiplizität mit f = 0 haben, d, h. aber IPo = 0 wird durch die Punkte P 
mit den scheinbaren (oder tatsächlichen) Vielfachheiten s hindurchgehen, 

Nun wollen wir den folgenden Satz beweisen: Jede Knrve l-ter Ord­
nung 9 = 0, welche dU1'ch die voneinander vl'J'schiedenen und unend­
lich benachbarten Punkte P mindestens mit den tatsächlichen Vielfach­
heiten r + s - 1 und durch die Punkte der Gruppe Go = 0 einfach hin­
durchgeht, hat mne Gleichung von de1' Form Af + BIPo = 0, wo A = 0 
und B = 0 Kurven von den Ordnungen 1 - In bzw. 1- 12 bedeuten, dir? 
durch die Punkte P mindestens mit den tatsächlichen Vielfachheiten s - 1, 
r - 1 hindurchgehen und hinsichtlich dC1' Gruppe Go = U keiner Bedingung 
unterworfen sind, 

Um diesen Satz zu heweisen, beachten wir in erster Linie, daß, wenn 
man die Kurven A = 0 und B = 0 festhält und die Kurve g; = 0 im System 
S sich verändern läßt, die Kurve Ar + Bip = 0 ein lineares System be­
schreibt, dessen allgemeine Kurve mit den Vielfachheiten " + s - 1 durch 

1) Der hier eingeführte Begriff der scheinbaren Vielfachheiten einer Kurve ist 
ver~chieden von dem Begriff der virtuellen Vielfachheiten, mit dem wir uns in diesen 
Vorlesungen nicht zu beschäftigen haben. 
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die Punkte P geht. Somit gehört jede Kurve Ar + Bfii = 0, und insbeson­
dere also auch die Kurve Ar + B rpo = 0 dem linearen System T aller 
Kurven per Ordnung an, die mit den Vielfachheiten r + s - 1 durch die 
Punkte P hindurchgehen. Dies gilt, wie auch immer die Kurven A = 0 
und B = 0 gestaltet sein mögen, wenn sie nur den Bedingungen des Satzes 
genügen. 

Daraus geht hervOl', daß die Kurven des linearen Systems Ar + B!po = 0 
(in welchem man sich jetzt die Koeffizienten von rpo fest, die von A und B 
veränderlich denken muß) dem System ~o' derjenigen Kurven von T an­
gehören, die durch Go gehen, d. h. dem linearen System der Kurven ZIer 

Ordnung, die durch die Punkte P mit den Vielfachheiten r + s - 1 und 
durch die Punkte der Gruppe Go einfach hindurchgehen. 

Wenn nun Z genügend groß ist, so hat das System }.,'o' dieselbe Dimen-

sion d = C t 2) - 1 - ~ r t S) - k wie das System ~' der Kurven lter 

p 

Ordnung, die durch die Punkte P mit den Vielfachheiten t' + s - 1 und 
durch die Punkte der Gruppe G einfach hindurchgehen; und das System 
Ar + Brpo = 0 hat, da die Polynome r und !Po relativ prim sind, die Dimen­
sion 1): 

d' = (1-1;+ 2) + e-1~ + 2) _ (l-m~ n + 2) - 2:[(;) +(~)J-1 
p 

= C~ 2)_ 1 - ~rtS)+ ~ rs --' mn. 
p p 

Da aber mn = ~rs + k ist, so folgt hieraus, daß d = d' ist'; somit ist für 
p 

ein hinreichend großes l jede Kurve von ~o' von der :F'orm Ar + B!po = 0, 
und hieraus schließt man dann, wie in NI'. 38, daß dies für jeden belie­
bigen Wert von l gilt. 

1) Bei der Berechnung diesel' Dimension muß man sich gegenwärtig halten, 
daß jede Kurve A' = A - Xrpo = 0, wo X = 0 eine allgemein gewählte Kurve von 
der Ordnung I - m - n sein möge, durch die Punkte P mit tatsächlichen Vielfach­
heiten s - 1 hindurchgeht, wie dies auch für die Kurve A = 0 der Fall ist. In 
der Tat, wenn man die Kurven A = 0 und cp = 0 festhält und die Kurve X = ° 
veriindert, so sieht man sofort, daß bei allgemeiner Wahl von X = ° die Kurve 
A - Xrp = 0 in den Punkten P die tatsächlichen Vielfachheiten s - 1 hat. Außer­
dem wird, wenn man die Kurve A = 0 und die allgemeine Kurve X = 0 festhält, 
die Kurve A' = 0 in den Punkten P scheinbare Vielfachheiten s - 1 haben, da sie 
in dem linearen System A - Xiji = 0 speziell gewählt ist. Da man aber durch 
Variation der Koeffizienten von Xin A' = A - XCPo = 0 eine spezielle Kurve, näm­
lich A = 0, erhalten kann, die in den Punkten P tatsächliche Vielfachheiten 8 - 1 
hat, so schließt man, daß auch ..4.' = 0 in den Punkten P tatsächlich diese Vielfach­
heiten beilitzt. 



120 Fünftes Kapitel 

§ 2. Der Restsatz und die Konstruktion der linearen Vollscharen 
mit Hilfe der adjungierten Kurven. 

41. Lineare Scharen, die auf einer ebenen Kurve von allen Ad­
jungierten einer gegebenen Ordnung ausgeschnitten werden. Aus dem 
N oETHERschen Satz ergibt sich eine äußerst wichtige Folgerung in 
bezug auf die adjungierten Kurven der mit beliebigen Singularitäten ver­
sehenen Kurve {(xo, Xu x2) - O. Eine Kurve heißt zu { adjungiert, wenn 
sie in jedem s-fachen Punkt von {mindestens die Multiplizität s - 1 be­
sitzt; hierbei sind selbstverständlich nicht nur die voneinander verschie­
denen, sondern auch die unendlich benachbarten mehrfachen Punkte zu 
berücksichtigen. Es gilt zunächst der Satz: 

Die adjungierten Kurven einer gegebenen Ordnung l schneiden auf { 
außer den {esten Schnittpunkten, die in die mehrfachen Punkte fallen, eine 
lineare Vollschar aus. 

Um diesen Satz zu beweisen, bezeichnen wir mit g~ die lineare Schar, 
die von den adjungierten Kurven der Ordnung lauf { ausgeschnitten 
wird, und mit g~ die Vollschar , in der g: enthalten ist oder die mit g,. 
zusammenfallt. Wir werden nun zeigen, daß die beiden genannten Scharen 
zusammenfallen, daß also r = r' ist. Es sei 
(1) tXo1fJo + . " . + tXr'1fJr' = 0 
ein lineares System, das auf {die Schar g%" ausschneidet. Man kann sofort 
annehmen, daß dieses System aus adjungierten Kurven bestehe; denn 
wenn dies nicht der Fall wäre, so könnte man zu sämtlichen Kurven de~ 
Systems eine zu ( adjungierte feste Kurve hinzufügen. 

Wir bezeichnen eine allgemeine Gruppe der Schar g: mit G und 
zeigen zunächst, daß sie die beiden folgenden Bedingungen erfüllt: 

a) Sie besitzt keine mehrfachen Punkte. 
b) Sie enthält keine Basispunkte des Systems (1). 
Diese Eigenschaften ergeben sich alle beide aus der Tatsache, daß 

g~ keine festen Punkte hat; die Eigenschaft b) folgt nämlich ohne weiteres 
hieraus, und die Richtigkeit von a) sieht man ein, wenn man sich an das 
erinnert, was am Anfang der Nr. 34 (S. 96) ausgeführt ","urde. 

Wir bezeichnen ferner mit G' eine allgemeine Gruppe der Schar 
g~ und 
mit 1fJ = 0 diejenige Kurve des Systems (1), die Gausschneidet, 
mit Cf! = 0 eine adjungierte Kurve von der Ordnung l, die durch G hin­

durchgeht l ), 

mit 1jJ' = 0 diejenigp Kune von (1), die G' ausschneidet. 

1) Wenn 1 nicht kleiner ist als die Ordnung von (, 80 gehen durch jede 
ßruppe G unendlich viele adjungierte Kurven von der Ordnung l. 
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Vermöge der Bedingungen a) und b) hat die Kurve 1/J = 0, obwohl 
sie in dem System (1) speziell gewählt wurde, in jedem ihrer Schnitt­
punkte mit f die gleiche Schnittpunktsmultiplizität wie die Kurven fund 
1/J' in den entsprechenden gemeinsamen Punkten. Die Kurve 1/J geht daher 
durch die Basispunkte des Systems (1) mit scheinbaren Vielfachheiten 
hindurch, die den tatsächlichen Vielfachheiten gleich sind, welche 1/J' in 
ihnen besitzt. Es läßt sich also der in der Bemerkung zur vorhergehenden 
Nummer bewiesene Satz auf jede Kurve anwenden, welche durch jeden 
Basispunkt, der für {= Os-fach und für 1/J' = ° t-fach ist, mit der Viel­
fachheit s + t - 1 hindurchgeht und welche außerdem die Gruppe G ent­
hält. Da die zusammengesetzte Kurve 1/J' 'P = ° den eben genannten Be­
dingungen genügt, so kann man also die Gleichung anschreiben: 

(2) 1/J' 'P -;= 'P' 1/J + @{; 

dabei geht die Kurve lter Ordnung 'P' = ° mindestens mit der Multipli­
zität s - 1 durch jeden Punkt, der für fein s-facher und für 1/J' ein t-facher 
Punkt ist (t > 1). Da aber 1/J' zu fadjungiert ist, so befinden sich unter 
diesen s-fachen Punkten von f, die für 1/J' mindestens einfach sind, sämt­
liche mehrfachen Punkte von (, und daher ist die Kurve 'P' ebenfalls zu 
{adjungiert. Wir behaupten aber weiter, daß 'P' durch die Gruppe G' 
geht. Da nämlich die Koordinaten eines Punktes von G' die Gleichungen 
1/J' 'P = ° und @f= ° befriedigen, so müssen sie auch die Funktion 'P'I{J 
zu Null machen. Ein solcher Punkt kann aber nicht auf der Kurvel{J 
liegen, weil sonst die Gruppen G und G' gemeinsame Punkte hätten, 
was der Tatsache widerspräche, daß die Schar g~: keine festen Punkte 
besitzt; daher liegt jeder Punkt von G' auf der Kurve q/. 

Stellt man die Identität (2) für r' + 1 voneinander unabhängige Lagen 
der Kurve 1/J' = ° auf, nämlich für 

1/Jo=O, 1/J1=0, .•. , 'l/Jr'=O, 
und bezeichnet man mit 

q;o = 0, ... , 'Pr' = 0 
die entsprechenden Lagen der Kurve 'P' = 0, so ergibt sich 

'P(lo'I/Jo + ... + l,,'l/Jr') = t/J(lo'Po + .. :+ ).r'fP,·"! + Id; 

dabei gehen die veränderlichen Kurven 

}.o1/Jo + ... + }.r,1/'" = 0, Ä.ofPo + '" + }.r'{{·r' = ° 
durch dieselbe veränderliche Gruppe (j. der Schar g;;'. Da uun aber die 
Kurve }.o'Po + ... + Ä.r , 'Pr' = 0, weil sie von der Ordnung l ist, außer (J 
keine veränderlichen Schnittpunkte mit r haben kann, so folgt, daß das 
lineare System von adjungiel·ten Kurven lter Ordnung 

ÄOI1'u + .. ' + J.r,q.'r'= 0 
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auf (außer den mehrfachen Punkten die Vollschar g; erzeugt. Hieraus 
ergibt sich, daß r' = r und mithin g~ eine V ollschar ist. 

1. Bemerkuug. Bei dem vorhergehenden Beweisverfahren kommt 
es nicht darauf an, daß die g~ keine festen Punkte hat, sondern wesent­
lich ist nur, daß die Bedingungen a) und b) für diejenigen Punkte von 
G erfüllt sind, die bei der Veränderung der Gruppe sich bewegen wür­
den. Der Satz behält deshalb seine Gültigkeit auch dann, wenn die 
~(r > 1) in einfachen Punkten der Kurve feste Punkte hat. 

2. B e m e r k un g. Die vorstehenden Äusführungen verlieren ihre Gültig­
keit, wenn die von den adjungierten Kurven Zter Ordnung ausgeschnittene 
Schar g~ die Dimension r = 0 hat. In der Tat können in diesem Fall die 
Bedingungen a) und b), die für den Beweis wesentlich waren, nicht mehr 
erfüllt werden. 

Es ist leicht einzusehen, daß in dIesem Fall die Ordnung 1 nicht 
größer sein kann als m - 2, wenn m die Ordnung der Kurve { bedeutet. 
Für 1 = m - 1 (m > 1) hat nämlich die Schar g~ sicherlich die Dimen­
sion r > 2, weil sie die 002 Berührungsgruppen der Tangenten enthält, 
die von den verschiedenen Punkten der Ebene an die Kurve {gelegt werden 
können. Wenn aber 1 > m - 1 ist, so hat sie umso mehr die Dimension 
,. > 2, weil sie die von den adjungierten Kurven (m - l)ier Ordnung 
ausgeschnittene Schar teilweise enthält. 

Nehmen wir also an, daß 1 < m - 1 sei, z. B. 1 = m - 2. Vermöge 
des vorhergehenden. Satzes ist die Schar, welche von den adjungierten 
Kurven (m - l)ter Ordnung auf {ausgeschnitten wird, eine Vollschar, 
und daher (nach Nr. 24, S. 71) gilt dasselbe auch für diejenige Schar, die 
außer den festen Punkten erzeugt wird von den adjungierten Kurven 
(m - l)ter Ordnung, die durch m in gerader Linie liegende Punkte von { 
hindurchgehen. Diese adjungierten Kurven zerfallen aber in die Gerade, 
welche diese m Punkte enthält, und in adjungierte Kurven von der Ord­
nung m - 2; daraus folgt also, daß diese letzteren Kurven auf { eine V oll­
schar ausschneiden. In derselben Weise schließt man weiter für 1 = m - 31 

m - 4, usw. 

42. Der Rests&tz. Aus dem vorhergehenden Satze folgt auf Grund 
des in Nr.24 enthaltenen Ergebnisses ohne weiteres der Satz: 

Die adjungierten Kurven einer bestimmten Ordnung l. die durch eine 
Gruppe von {esten Punkten der Kurve { hindurchgelegt werden, schneiden 
die Kurve f außer in den mehrfachen Punkten und den {esten Punkten noch 
nach einer linearen Vollschat·. 

Um also mittels der adjungierten ](u,rven die Vollschar su konstruieren, 
die durch eine gegebene Punktg1-uppf G atl{ { festgelegt wird, hat man in 



42. Der .Restoatz 123 

folgender Weise zn verfahren: Man wähle eine positive ganze Zahll von 
solcher Größe, daß adjungierte Kurven von der Ordnung I vorhanden sind, 
die durch G gehen, und bezeichne mit H die Gruppe, in der die Kurve f 
von einer ,lurch G gehenden adjungierten Kurve {ter Ordnung außer den 
Punkten von G und den mehrfachen Punkten geschnitten wird. Diese 
Gruppe H wird ein Rest oder ein Residuum von G in bezug aur die ad­
jungierten Kurven ltcr Ordnung genannt. Die adjungierten Kurven lt .. r 
Ordnung, die durch H gehen, schneiden dann auf f außer deu festen Punkten 
die Schar I Gaus. 

Daraus leiten wir ferner den Satz ab: 
Jeder mit bes·ug auf die adj-ungierten KurvCi1 einer bestimmten Ord­

nung gebildete Rest einer Gruppe, die einer yegebenen linearen Schar an­
gehört, ist aueh Rest jedc-I" ande1'en Gr'uppe dieser Schar mit bezug auf die 
nämlichen adjungierten Kw·ven. 

Dies ist der Restsats von BRILL und NOETlmH. Dieser Satz erscheint 
in projektiver Form, weil er an die Betrachtung eines besonderen Modells der 
Kurve f gebunden ist; in invarianter Form erhalten wir den weniger Ulll­

fassenden Satz, der in NI'. 24 (S. 72) ausgesprochen wurde. 
1. Bemerkung. Man beachte, daß die gegebene Konstruktion der 

linearen Vollscharen mittels der linearen Systeme adjungierter Kurven 
auch für diejenigen Scharen gilt, die mit festen Punkten versehen sind. 

",Venn die Gruppe G, von der man ausgeht, um die Schar zu kon­
struieren, einer Vollschar mit teilweise oder lauter festen Punkten ange­
hört, welche etwa die in G enthaltene Gruppe K bilden mögen, so be­
sitzen die adjungierten Kurven lter Ordnung, die durch den mit bezug auf 
eine adjungierte Kurve derselben Ordnung gebildeten Rest H von G gehen, 
von selbst die Punkte der Gruppe K als feste Punkte, weil sonst die Pllnkte 
dieser Gruppe für die Schar I G nicht fest sein könnten. 

2. Bemerkung. Eine Vollscbar auf der Kurve t' erhält lTlan auch 
durch die Festsetzung, daß die adjungierten Kurven einer gegebenen Ord­
nung in jedem s-fachen Punkt A von f die Vielfachheit s haben sollen; 
denn da sie in A schon die Vielfachheit s - 1 haben, so erhalten sie dort 
die Vielfachheit s, wenn man ihnen einfach die Bedingungen dafür auf­
erlegt, daß sie durch passend gewählte Punkte von f gehen.W enn es sich 
im besonderen um die Kurven von der Ordnung m handelt, die mit fein 
lineares System bilden, und wenn man unter der charakteristischen Schar 
diejenige versteht, die außer den Basispunkten auf einer Kurve des 
Systems durch die übrigen Systemkurven ausgeschnitten wird, so erhält 
man den Satz: 

Die charakten:st'iS('he 8cha,y eines vollständigen linearen Systems ist eine 
Vollscha-t·. 
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43. Dimension einer Vollschar. Kanonische Schar. Wir suchen zu­
nächst die Dimension r der linearen Schar, die von den adjungierten 
Kurven lter Ordnung auf der Kurve r ausgeschnitten wird; die Kurve f 
möge von der Ordnung 'In sein, und außerdem können wir annehmen, 
daß sie auch mit anderen als den gewöhnlichen Singularitäten versehen 
sei. Es ist zweckmäßig, zwei Annahmen zu unterscheiden. 

1. Die Ordnung l ist nicht kleiner als 'In, so daß adjungierte Kurven 
vorhanden sind, die in die Kurve f und in eine Restkurve von der Ord­
nung l - 'In zerfallen; die letztere ist keiner weiteren Bedingung unter­
worfen. 

2. Die Ordnung l ist kleiner als m, und es gibt daher in dem linearen 
System keine adjungierten Kurven von der Ordnung l, die f als Bestand­
teil enthalten. 

Bei der ersten Anuahme wird man .die Dimension r der Schar, die 
auf f von den adjungierten Kurven lter Ordnung ausgeschnitten wird, da­
durch erhalten, daß man die Mannigfaltigkeit der adjungierten Kurven 
vermindert um die Anzahl der linear unabhängigen Kurven, die f als Be­
standteil enthalten. Bezeichnet man also mit s die Multiplizität eines be­
liebigen mehrfachen Punktes von f, so erhält man 

(3) 

wobei das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn die mehrfachen Punkte 
von f den adjungierten Kurven per Ordnung unabhängige Bedingungen 
auferlegen; dies trifft nach Nr.39 (S. 114) jedenfalls zu, wenn l hinrei­
chend groß ist. 

Bei der zweiten Annahme wird die Dimension der betrachteten li­
nearen Schar gleich der Dimension des schneidenden Kurvensystems sein, 
d. h. es wird 

(4) 

Man wird bemerken, daß die rechte Seite der Gleichung (3) mit der rechten 
Seite der Gleiehung (4) auch dann übereinstimmt, wenn l gleich m - 1 
oder gleich 'In - 2 ist; die Gleichung (3) gilt also für l 2 'In - 2, wäh­
rend die Gleichung (4) für l < m - 3 gilt. 

Die Ordnung n der Schar, die auf der Kurve f von den adjungierten 
Kurven lter Ordnung ausgeschnitten wird (außer den in ihre mehrfachen 

Punkte fallenden Schnittpunkten, deren Anzahl ;E ses - 1) ist), ist in 
heiden Fällen gegeben durch 

11 ~~ ml-2'8(8 0 -1). 



<ta. Dimension einer Vollschar. Kanonische Schar 125 

Führt man das Geschlecht p der Kurve f ein, das nach Nr. 37 (S. 107) 
durch die Formel 

p = (m - 1) (111 - 2) _ ~ ses - 1) 
. 2 ~ 2 

gegeben ist, so erhält man für 1 > 'In - 2 den Wert 

(sr) r > p - 2 + 'In(l- 'In + 3), 

und für 1 = m - 3 - a(a > 0) den Wert 

( 4') r ~ p - 1 - m a + "(0::- 31 , 
während in bei den Fällen 

(5) n = 2p - 2 + m(l - m + 3) 

ist. Vergleicht man die Gleichungen (3') und (4') mit (5), so erhält man 
für 7 ~ m - 2 

r > n - p, 
und fUr l = In - :3 - a wird 

"(0:+3) 
r > n - p + 1 + ~-2-· . 

In jedem Fall besteht also zwischen der Dimension r, der Ordnung n der 
linearen Vollschar, die von den adjungierten Kurven beliebiger Ordnung 
auf der Kurve f ausgeschnitten wird, und dem Geschlecht p dieser Kurve 
die Ungleichung r ~ n - p. 

Daraus leitet man leicht den Satz ab, daß auf einer beliebigen alge­
braischen Kurve vom Geschlecht p zu' ischen der Dimension r und der Ord­
nung 1'1 jeder linearen VoUscha1' die Ungleichung r > n - p besteht. 

In der Tat wird auf der Kurve f, auf die wir unsere Betrachtungen 
beziehen können, eine beliebige g~ von den adjungierten Kurven einer 
gewissen Ordnung l ausgeschnitten, die durch den Rest B einer Gruppe 
der Schar gehen. Ist nun n' die Zahl der Punkte, aus denen die Gruppe 
H besteht, so daß n + n' die Ordnung der auf f von den adjungierten 
Kurven lter Ordnung ausgeschnittenen Schar ist, so genügt die Dimension R 
dieser letzteren Schar der Ungleichung 

R>n + n'- p. 

Da nun die Gruppen der g~ aus den Gruppen der g~+n' dadurch erhalten 
werden, daß man diesen letzteren die Forderung auferlegt, die Gruppe H 
zu enthalten, und da dies höchstens n' Bedingungen darstellen kann (näm­
lich ebenso viele Bedingungen als Punkte in der Gruppe enthalten sind), 
so erhalten wir r > R - n', und daher l' ~ n - p. 

Die lineare Vollschar , welche auf f außer den mehrfachen Punkten 
durch die adjungierten Kurven (m - 3)ter Ordnung ausgeschnitten wird, 
heißt die kanonische Schar von 1'; die genannten Kurven werden kurz als 
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die rp-Kurven bezeichnet .. Für den Augenblick können wir sagen, daß die 
Ordnung dieser Schar gleich 2 p - 2 und ihre Dimension :2: p - 1 ist. 
Später werden wir zeigen, daß ihre Dimension genau gleich p - 1 ist 
(s, die folgende Nummer). 

Da die JACoBlsche Vollschm' derjenigen Schar, die auf der Kurve f 
von den Geraden ihrer Ebene erzeugt wird, von allen adjungierten Kurven 
der Ordnung m -- 1 ausgeschnitten wird (s. Nr, 36, S. 107), so müssen 
die adjungierten Kurven (m - 3)ter Ordnung, wenn es überhaupt solche 
gibt, die Differenz (s. Nr. 24, S. 71) zwischen der genannten JACoBlschen 
Schar und dem Doppelten der von den Geraden ausgeschnittenen Schar 
erzeugen. Vermöge des in N r. 36 bewiesenen Satzes ist diese Differenz 
gleich der Differenz zwischen der JAcoBIschen Schar einer anderen be­
liebigen Schar und dem Doppelten dieser Schar ( A j - 2 A ..,. B j - 2B ); 
daher hat man den Satz: 

Die kanonische Schar einer KU1've ist die Ditt'erenz zU'ischen der J"WOBJ­

sehen Schar einer beliebigen auf der Kurve gegebenen linearen Schar wnd 
dem Doppelten diesel' letsteren. 

Daraus folgt, daß die kanonische Schar gegenüber allen birationalen 
Transformationen der Kurve f invariant ist; wir werden dies jedoch später 
auch Doch auf andere Weise einsehen (S. 129). 

44. Speziale und nicht-speziale Scharen, Reduktionssatz, Riemann­
Rochscher Saty-. Wir können zwischen den linearen Scharen auf einer Kurvef 
von der Ordnung m eine wichtige Unterscheidung treffen. Eine lineare 
Schar wird spezial genannt, wenn sie sich mit Hilfe eines linearen Systems 
von adjimgierten Kurven (m - 3)tor (oder geringerer) Ordnung ausschneiden 
läßt; ist dies nicht der Fall, so nennen wir sie nicht-spezial. Die Spezial­
scharen können daher definiert werden als diejenigen Scharen, die (ganz 
oder teilweise) in der kanonischen Schar enthalten sind; die nicht-spezialen 
Scharen sind solche, denen diese Eigenschaft nicht zukommt. Aus der 
Invarianz der kanonischen Schar wird sich also der Schluß ziehen lassen, 
daß die genannte Unterscheidung invarianten Charakter trägt, d. h. daß 
eine Spezialschar mittels einer birationalen Transformation der Kurve, auf 
der sl:e sich befindet, u'ieder in eine Spezialschm' übergeht, während eine 
nicht-speziale Schar sich in eine nicht-speziale Schar verwandelt. 

Man beachte, daß die Ordnung einer Spezialschar sicherlich < 2p - 2 
ist (aber nicht umgekehrt); eine Schar, deren Ordnung die Zah12p - 2 
übersteigt, ist also nicht-spezial. 

Wir beweisen nun weiter den Reduktionssatz (NOETHER)l): 

1) Journ. f, Math. 91',224 (1884); Math.Ann.S'i', 424 (1890); vgl.jedoch auch 
BRJLL und NOETHJlR, Math. Ann. 1', 279 (1873\. 
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1st g~ eine speziale Vollschar auf der Kurve fund Pein Kut'venpunkt, 
der nicht auf' allen rp-Kurven liegt, welche durch eine Gruppe G der ge­
gebenen Schar gehen, so besitzt die durch die Gruppe G + P bestimmte 
Vollschar den {esten Punkt P. 

Zum Beweise ziehen wir durch P eine beliebig.e Gerade a und be­
zeichnen mit A die Gruppe, welche von den übrigen 1n - 1 Schnittpunkten 
dieser Geraden mit der Kurve { gebildet wird; es sei ferner H ein Rest 
der Gruppen der Schar g~ mit bezug auf die adjungierten Kurven (m - 3)ter 
Ordnung. Nach der Voraussetzung gibt es eine rp-Kurve, die durch G + H, 
aber nicht durch P, geht. Diese rp-Kurve gibt zusammen mit a eine ad­
jungierte Kurve (m -- 2)ter Ordnung, welche durch P + G + H + A geht; 
es läßt sich also die V o11schar I G + P I mittels des Systems aller durch 
die Gruppe H + A gehenden adjungierten Kurven der Ordnung m - 2 
ausschneiden. Andererseits schneiden diese Kurven (m - 2)ter Ordnung 
die Gerade a in den m - 1 Punkten der Gruppe A und enthalten dem­
nach diese Gerade als Bestandteil; daraus folgt, daß der Punkt P für die 
Schar I G + P I ein fester Punkt ist. 

Wir bemel"ken noch, daß die Voraussetzung des Reduktionssatzes 
sich immer erfüllen läßt, wenn P allgemein gewählt wird. 

Die Zahl der linear unabhängigen rp-Kurven, die durch eine Gruppe 
G einer auf der Kurve {liegenden linearen Schar gehen, heißt der Spe­
zialitätsindex dieser Schar (bzw. der Gruppe G); wir werden ihn mit i 
bezeichnen. Mit anderen Worten: unter dem Spezialitätsindex i der Schar 
verstehen wir die Zahl der linear unabhängigen kanonischen Gruppen 1), 
die G enthalten (so daß also die mit bezug auf die kanonische Schar kon­
struierte Residualschar der gegebenen g~ die Dimension i - 1 hat). Die 
nicht-spezialen Scharen erhält man, wenn man i = 0 setzt. Es gilt nun 
der folgende sogenannte 

RIEH.ANN-RoCHsche Satz 2): Eine lineare Vollschar mit der Ord­
nung n und dem Spezialitäts1'ndex i, die auf einer Kurve vom Geschlecht p 
liegt, hat die Dimension r = n - p + i. 

Wir beweisen den Satz zunächst für i = 0, d. h. für nicht-speziale 
Scharen. Wenn wir uns daran erinnern, daß für eine beliebige Vollschar 
stets r:2: n - p ist (s. Nr. 43, S. 125), so genügt es zu beweisen, daß für 
r > n - p die Schar g~ sichedich spezial ist, d. h. daß durch eine ihrer 
Gruppen irgendeine rp-Kurve geht. Wenn r=O und also n <p - 1 ist, 
so ist die Richtigkeit dieser Behauptung ohne weiteres einzusehen; denn da 

1) D. b. Gruppen der kanoniscben Scbar. 
2) B. RIEldANN, Ges. matb. Werke, 1. AuH. (Leipzig 18(7), S. 101, 10~, 111 

G. ROCH, .Journal f. Matb. 64, 372ff. (1864). 



128 Fünftes Kapitel 

die Dimension der kanonischen Schar mindestens gleich p - 1 ist, so kann 
man sicherlich n Punkte einer kanonischen Gruppe willkürlich vorschreiben. 
Man kann somit zum Beweis die vollständige Induktion benutzen indem 

. ' man den Satz für dIe Scharen g~=~, für die r - 1> n - 1 - P ist, als 
erwiesen annimmt, und ihn dann für die Scharen g~ beweist. Wir be­
trachten zu dem Zweck die Residualschar g~=~ der gegebenen Schar g~ 
mit bezug auf einen Punkt P, der für g~ nicht fest ist. Da nach der Vor­
aussetzung r > n - P ist, so ist auch r - 1 > n - 1 - Pi somit ist 
g~=~ eine Spezialschar, und alle <p-Kurven, die durch eine Gruppe von g~:~ 
gehen, müssen auch den Punkt P (d. h. eine Gruppe von g~) enthalten; 
denn im entgegengesetzten Fall hätte die Schar g~ nach dem Reduktions­
satz in P einen festen Punkt. Es gibt also eine <p-Kurve, die durch eine 
Gruppe der g~ geht, d. h. g~ ist eine Spezialschar. 

Wir wenden uns nuu zu dem Fall i> 0 (Spezialscharen). Da die Di­
mension der mit bezug auf die kanonische Schar konstruierten Residual­
schar einer Gruppe G der gegebenen g~ gleich i - 1 ist, so geht durch 
i - 1, aber nicht durch i allgemein gewählte Punkte von feine rp-Kurve, die G 
enthält. Wenn i = 1 ist, so kann also, falls P einen allgemein gewählten Punkt 
von f bedeutet, die Vollschar I G + P I keine Spezialschar sein; da nun 
diese Schar vermöge des Reduktionssatzes den festen Punkt P besitzt, 
so wird ihre Dimension (n + 1 - p) gleich der Dimension der Schar 
I G I = g:; sein, d. h. man hat ~. = n - p + 1. Wir nehmen daher den 
Satz als erwiesen an für Scharen vom Spezialitätsindex i ---1, und zeigen, 
daß er dann auch für diejenigen vom Spezialitätsindex i richtig ist. 

Wenn P ein allgemein gewählter Punkt der Kurve fund G eine 
Gruppe der Schar g~ vom Spezialitätsindex i ist, so hat die Schar I G + P I 
den Spezialitätsindex i - 1, so daß ihre Dimension durch den Ausdruck 
(n + 1) -p + (i -1) gegeben ist. Andererseits ist P nach dem Reduktions­
satz ein fester Punkt für diese Schar; folglich ist die Dimension von 
g~ = I G I gleich der Dimension der Schar I G + PI, d. h. wir erhalten 

r = (n + 1) - P + (i - 1) = n - p + 1', 

womit der Satz bewiesen ist. I ) 

Eine erste Folgerung aus dem RIEMANN-RocHschen Satze ist die, 
daß die kanonische Schar die Dimension p - 1 hat, weil für sie n = 2 p - 2 
und i = 1 ist. Die kanonische Schar ist daher eine g~;':2' 

1) Die Ungleichung r;::> n - p sowie die Beziehung j' = n - p fiir die nicht­
spezialen Vollscharen stammen von RIEMANN. Die RIEMA~Nsche Methode, die sich 
auf die Verwendung der zu der Kurve f gehörigen AB EI, schen Integrale stützt, 
liefert auch die Mittel, die Dimension der Spezialscharen zu berechnen (i > 0) 
(vgl. Nr. 102). Dies geschah durch RocH (a. a. 0.), und deshalb wurde dieser Satz 
von BlULL und NOETHER als der RIEMANN-RoCHsche Satz bezeichnet. Der Beweis, 
den wir oben gegeben haben, stammt von NO~~THER. 
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Es ist leicht zu beweisen, daß die kanonische Schat· die einzige Schar 
mit dieser Ordnung und Dimension ist, die es auf der Kurve gibt. In der 
Tat ist eine g~;22' bei der die Dimension größer ist als die Differenz 
zwischen ihrer Ordnung und dem Geschlecht der Kurve f, sicherlich eine 
Spezialschar und daher (vollständig) in der kanonischen Schar enthalten, 
d. h. sie fällt mit ihr zusammen. Weiterhin erkennt man, daß die kano­
nische Schar keine festen Punkte besitzt. Hätte nämlich die kanopische 
Schar einen festen Punkt P, und ließe man diesen außer Betracht, so würde 
man eine g~;~3 erhalten; fügte man nun zu den Punkten dieser letzteren 
einen von P verschiedenen Punkt Q hinzu, so würde man zu einer von der ka­
nonischen Schar verschiedenen g~; 22 gelangen. 

Man kann ferner hemerken, daß sich aus den vorhergehenden Aus­
führungen ein neuer Beweis für die Invarianz des Geschlechts gegenüber 
den birationalen TransfO'rmationen der Kurve herleiten läßt. Das Geschlecht 
p erscheint nämlich als die (bei den nicht-spezialen Scharen erreichte) 
untere Grenze der Differenz zwischen der Ordnung n und der Dimension 
r der linearen Scharen g~, die der Kurve angehören; eine derartige Defi­
nition des Geschlechts trägt offenbar invarianten Charakter. 

Wenn aber die Invarianz des Geschlechts p feststeht, so folgt aus 
der Tatsache, daß die kanonische Schar die einzige g~;~2 auf f ist, sofort 
die andere, daß sie mit bezug auf die birationalen Transformationen der 
Ktwve invariant ist (vgl. den Schluß der Nr.43, S. 126). 

Wir fügen noch einige weitere Bemerkungen hinzu. 
a) Die RIEMANN-RocHsche Beziehung r= n - p + i oder i = p­

(n - r) oder endlich i-I = P - 1 - (n - r) läßt sich auch in der Weise 
deuten, daß man sagt, eine Gruppe einer Vollschar g~ legt einer beliebigen 
kanonischen Gruppe, die sie enthalten soll, genau n - ,. Bedingungen auf. 
Natürlich hat diese Deutung nur dann einen anschaulichen Sinn, wenn es 
sich um eine Spezialschar handelt (n - l' < p). 

b) Wenn man sich den RIEMANN-RocHschen Satz gegenwärtig hält, 
so verwandelt sich die Ungleichung (3) der Nr.43 (S.12,1) in eine Gleich­
heit, und die Ungleichung (4) gibt ebenfalls eine Gleichung, so lange 
l > m - 3 ist. Dies läßt sich in dem folgenden Satz aussprechen: 
Die mehrfachen Punkte der Kurve f von der Ordnung m l~gen den adJun­
gierten Kurven von der Ordnung l:2 m - 3, die durch sie gehen sollen, un­
abhängige Bedingungen auf. Bisher wußten wir nur, daß dieser Satz für 
genügend große Werte von l richtig ist (Nr.39, S. 114). 

c) Es läßt sich ohne Schwierigkeit die Umkehrung des Reduktions­
satses beweisen. Es sei g~ + P eine V ollschar mit dem festen Punkt P. 
Die Residualschar g~ der gegebenen Schar mit bezug auf P ist dann eine 
Vollschar, und da nach Nr.43 r:2 (n + 1) - P ist, so muß die g~ eine 

Se,er!: V"rlemngon dber .. lgebr~i.oh. G""me\rie 9 
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Spezialschar sein, weil ihre Dimension r > n - p ist. Wenn nun alle rp­
Kurven, die durch eine Gruppe der g~ gehen, den Punkt P enthielten, 
so müßte auch gi, + P eine Spezialschar sein, und die Gruppen der bei­
den Scharen würden den kanonischen Gruppen, in denen sie enthalten 
sein sollen, die gleiche Anzahl von Bedingungen auferlegen; dies steht aber 
im Widerspruch zu der Bemerkung a). Es folgt also der Satz: 

Wenn eine Vollschar g~ + P mit dem festen Punkt P gegeben ist, so 
ist g~ eine speßiale Vollschar, und die rp·Kurven durch eine Gmppe dieser 
letderen Schar gehen nicht alle durch P hindurch. Soll dahet· g~ + P eine 
Vollschar mit dem festen Punkt P sein, so ist es notwendig und hin­
reichend, daß g~ eine Spezialschar ist, und daß die durch eine Gruppe der 
g~ gehenden rp-Kurven nicht alle den Punkt Penthalten. 

45. Die zusammengesetzte kanonische Schar. Elliptische und hy­
perelliptische Kurven. ~atz von CLIFFORD. Kann die kanonische Schar 
einer Kurve f mit einer Involution rlt zusammengesetzt sein? Mit anderen 
Worten: kann es vorkommen, daß alle kanonischen Gruppen, die durch 
einen allgemein gewählten Punkt der Kurve f gehen, notwendig noch 
durch IL - 1 andere Punkte gehen, die mit dem ersteren veränderlich sind? 

Wir untersuchen zunächst die allgemeine Frage, was eintritt, wenll 
eine g~ mit einer r,~, zusammengesetzt ist. Stellt man die Gruppen der 
r~ durch die Punkte einer algebraischen Kurve r dar, so entspricht der 

.9~ eine g~/" auf r, und daher muß ~ > r sein; dabei gilt das Gleichheits­

zeichen nur dann, wenn die Kurve r rational ist (s. S. 95), d. h. wenn 
die r~ eine lineare Schar g~ ist (s. Nr. 21, S. 62). 

Es sei nun n = 2r, wie es im besonderen für die kanonische Schar 

zutrifft. Da ;:2 r, also ~ > ~ ist, so ergibt sich IL = 1 oder !L = 2; und 

wenn !L = 2 ist, so folgt ~. = r, d. h. die r; muß eine g~ sein. Es gilt 

daher der Satz: 
Auf einer Kurve f kann eine beliebige Schar g;r (im besonderen die 

kanonische Schar) nur mit einer linearen Schar g~ ßusammengesetzt sein. 

Umgekehrt, wenn auf einer Kurve f vom Geschlecht p > 1 eine g~ 
vorhanden ist, so ist diese sicherlich eine Spezialschar (r > n - p), und 
daher legen ihre Gruppen den kanonischen Gruppen, die sie enthalten 
sollen, 2 - 1 = 1 Bedingung auf (s. Nr. 44, Bemerkung a), S.129), d. h. 
alle kanonischen Gruppen durch einen allgemein gewählten Punkt von f 
gehen notwendig auch durch den zu diesem konjugierten Punkt der Schar 
g~. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die kanonische 
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Schar einer Kurve f 'Com Geschlecht p > 1 zusammengesetzt sei, ist somit 
die, daß die Kurve f eine g~ enthält. 

Wenn p > 1 ist und die Kurve f eine g~ besitzt, so muß diese g; 
die einzige Schar dieser Ordnung und Dimension sein, die es auf f gibt, 
da die kanonische Schar g~; ~ 2 offenbar nicht mit zwei verschiedene.n Scharen 
g~ zusammengesetzt sein kann. Es folgt daher der Satz: 

Eine Kurve (, die mehr als eine g~ enthält, muß das Geschlecld 
p = 0 oder das Geschlecht p = 1 haben. 

In der Tat, wenn p = 0 ist, d. h. wenn die Kurve rational ist, so sind 
cx,~ Scharen g~ vorhanden; sie sind alle enthalten in der gL die von den 
Punktepaaren der Kurve gebildet wird. 

fVenn p = 1 ist, so gibt es 001 Scharen g~. Auf einer Kurve f vom 
Geschlecht 1 ist nämlich jede lineare Schar g~ (n> 0) nicht-spezial, da 
2 p - 2 = 0 und also n> 2 p - 2 ist; folglich wird im besonderen durch ein 
Punktepaar der Kurve feine V oUschar g~ definiert. Hält man einen Punkt A 
auf f fest und macht man den Punkt B beweglich, so muß die veränder­
liche Schar I A + B I bei ihrer Bewegung offenbar der Reihe nach mit 
jeder g~ auf der Kurve f zusammenfallen. Daher entsprechen die Scharen 
g~ ein-eindeutig den verschiedenen Lagen des Punktes B. 

Eine Kurve vom Geschlecht 1 heißt elliptisch; eine Kurve vom Ge­
schlecht> 1, die eine g~ enthält, wird hyperelliptisch genannt. Die Kur­
ven vom Geschlecht 2 sind sämtlich hyperelliptisch, weil ihre kanonische 
Schal' eine gi ist. Man kann also den Satz aufstellen: 

.J.lJit Ausnahme des Falles der h!/perelliptischen Kun'enist die kano­
nische Schar eine einfache Schar. 

Wir beweisen nun den folgenden 
Satz von OLlFFORD1): Wenn g;; eine Spezialscltar ist, so gilt die Un­

gleichung n > 2r. 
Es sei H ein Rest der V o11schar g:; mit bezug auf die kanonische 

Schar; den kanonischen Gruppen, die durch H gehen, legt eine Gruppe 
der g~ genau r Bedingungen auf, während sie dagegen für eine beliebige 
kanonische Gruppe n - l' Bedingungen darstellt (s. Nr.44, Bemerk. a), 
S. 129). Andererseits ist es klar, daß die Zahl der Bedingungen, die durch 
eine Gruppe der g~ den Gruppen der kanonischen Schar auferlegt wer­
den, nicht zunehmen kann, wenn wir die Gruppen einer untergeordneten 
Schal' betrachten, weil nämlich die Bedingungen, die in bezug auf die 
gesamte kanonische Schal' unabhängig waren, dies in bezug auf die Schur 
von geringerer Dimension nicht mehr zu sein brauchen. Daraus folgt 
n-r2':r, d.h. n2':2r. 

1) Phil. Tran~. 169, 6~1 (1878) und PUI't'lS, S. ~31. 
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Bemerkung. Es isteillleuchtend, daß der Satz auch dann richtig ist, 
wena g~ eine Teilschar ist, auer das Gleichheitszeichen kann nur gelten, 
tcenn g~ eine Vollschar ist. In der Tat, wenn die g~ in einer g~ enthalten 
ist, wobei r' > l' sein muß, so wird n ~ 2,.' > 21'. Wir werden später 
(N r. 47) genauer feststellen, in welchem Falle das Gleichheitszeichen gilt. 

46. Die kanonische Kurve des Geschlechts p. Da auf einer nicht 
hyperelliptischen Kurve f(p > 1) die kanonische Schar eine ·einfache g~;2t 
ohne feste Punkte ist (s. Nr. 44 und 45), so kann man stets in einem 
Raum von p - 1 Dimensionen eine Kurve C konstruieren, die mit f bi­
rational äquivalent ist, nnd auf der die kanonische Schar durch die 
Uberebenen ausgeschnitten wird (s. S. 79). Die Kurve C ist daher von 
der Ordnung 2p - 2. Umgekehrt ist es klar, daß bei einer Kurve C vom 
Geschlecht p und von der Ordnung 2p - 2, die einem Raum 81'_1 ange­
hört, die Schar der über ebenen Schnitte mit der kanonischen Schar zu­
sammenfällt. Aus diesem Grund wollen wir die Kurve C eine kanonische 
Kurve nennen. 

Hat man den Raum 81'_1 festgelegt, in welchem man die Kurve C 
konstruieren will, so bleibt noch die Wahl einer Projektivität zwischen 
den Gruppen der kanonischen Schar und den Überebenen des 81'_1 will­
kürlich (s. Nr. 26, S. 79), so daß wir im 81'_1 unendlich viele Kurven erhalten 
können, die mit der Kurve C birational äquivalent sind. Aber es ist leicht 
einzusehen, daß zwei beliebige dieser Kurven kolllnear verwandt sind, 
d. h. daß eine zwischen zwei kanonischen Kurven von demselben Geschlecht 
bestehende birationale Verwandtschaft stets eine Kollineation ist. Da näm­
lich die kanonische Schar gegenüber den birationalen Transformationen 
invariant ist, so muß die Verwandtschaft zwischen den beiden Kurven 
derartig sein, daß sie die Schar der überebenen Schnitte der einen in die 
entsprechende Schar der andern verwandelt, d. h. sie muß eine Kollinea­
tion sein (s. Nr. 31, S. 93). 

Nachdem also der Raum 8p -1 gewählt ist, in welchem man eine mit 
l birational äquivalente kanonische Kurve C konstruieren will, ist diese 
Kurve C bis auf eine Kollineation des !laumes bestimmt; anstatt von 
einer kanonischen Kurve zu sprechen, werden wir daher häufig von d"r 
kanonischen Kurve sprechen, die mit f birational iiquivalent ist. 

Dl:e kanonische Kurve ist eine Normalkurve, d. h. sie läßt sich nicht 
als eine Projektion einer audern Kurve von derselben Ordnung erhalten, 
die einem Raum 8p angehört (s. NI'. 32, S.93). 

Wir wenden uns zu der Frage, wie die Spezialgrnppcn 1) auf der ka-

1) D. h. die Gruppen einer Spezialtlchar. 
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non ischen Kurve C dargestellt sind. Wenn G n eine Gruppe von n Punk­
ten der Kurve C ist, die eine Spezialschar g~ definiert, so wird G n den 
kanonischen Gruppen, d. h. den Überebenen des Sp_lJ die sie enthalten 
sollen, genau n - r Bedingungen auferlegen; somit wird durch G nein 
lineares System von Überebenen mit der Dimension p - 1 - n + r gehen, 
oder mit anderen Worten, Gn wird dem Raum S,._r_l angehören, der 
jenen Überebenen gemeinsam ist. Wenn umgekehrt G" einem solchen 
Raume angehört, so ist der Spezialitätsindex der Gruppe gleich p - n + r, 
und daher hat die durch Gn definierte Schar die Dimension r. Es gilt 
also der Satz: 

Die Gruppen einer spezialen Vollschar g~ werden auf C dut'ch UneOl/"e 
Räume von deI" Dimension n - r - 1 ausgeschnitten. 

47. Ergänzung des Satzes von OLIFFORD. Es ist nun leicht festzu­
stellen, in welchem Falle in der durch den Satz von CLIFFORD (Nr.45) 
gegebenen Beziehung das Gleichheitszeichen gilt. Wenn für eine auf der 
Kurve 0 befindliche Spezialschar g~ n = 2 r ist (damit ist zugleich ausge­
drückt, daß g~ eine Vollschar ist), so müssen alle Überebenen, die durch 
t· = n - r allgemein gewählte Punkte von C gehen, notwendig auch die 
r Punkte entb.alten, welche die durch jene ,. allgemeinen Punkte definierte 
Gruppe von g~ vervollständigen. 

Der Raum Sr~l> der durch r allgemein gewählte Punkte bestimmt 
ist, muß also die Kurve C in r weiteren Punkten treffen. Für r <p - 1 
ist dies aber unmöglich 1). Andererseits kann r als Dimension einer Spe­
zialschar auch nicht größer sein als p - 1; folglich muß r = p -- 1 und 
n = 2p - 2 sein, d. h. wir haben es mit der kanonischen Schar zu tun. 
Hieraus ergibt sich der Satz: 

Für eine nicht kanonische Spezialschar g~ auf" einer nicht hyperellip­
tischen K urt:e ist stets n > 2 r. 

Die Voraussetzung, daß die Kurve nicht hyperelliptisch sei, tritt dann 
auf, wenn man die kanonische Kurve C konstruiert. In der Tat gilt auf 
einer hyperelliptischen Kurve für jede speziale Vollschar , die mit der g~ 
zusammengesetzt ist und keine festen Punkte besitzt, die Relation n = 2r. 

J_ n 

Um dies einzusehen, braucht man nur die Scharen g; (n<2p-2) 
'in 

zu betrachten, die auf der rationalen Kurve r liegen, welche das Bild 
der g! ist. Ihnen entsprechen auf der gegebenen hyperelliptischen Kurve f 
Spezialscharen g~ (r = ~), welche Vollscharen sind, weil n = 2r ist (s. 

Nr. 45, S. 130). 

1) S. die Fußnote auf S. 85 (Nr. 29). 
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Eine bemerkenswerte li'olgerung aU8 dem in der angegebenen Weise 
vervollständigten Satz von CLIFFORD ist der Satz: 

Die kanonische Kurve besitzt keine mehrfachen Punkte. 
Wenn nämlich ein Punkt P der kanonischen Kurve C des Raumes 

Sp_l für die Kurve s-fach ist, so muß die Vollschar, welche außerdem 
.auf der Kurve C von den durch P gehenden Überflbenen ausgeschnitten 
wird, eine nicht kanonische speziale Schar gf; ~ J _. sein, und daher gilt 
nach dem oben ausgesprochenen Satz die Ungleichung 2p-2-s>2(p-2), 
d. h. s< 2 oder s = 1. 

48. Birationale Transformation einer algebraischen Kurve in eine 
Überraumkurve ohne mehrfache Punkte oder in eine ebene Kurve, 
die nur einzelne gewöhnliche Doppelpunkte besitzt. W.enn die ebene 
Kurve nicht hyperelliptisch ist (p> 1), so erhält man eine durch biratio­
nale Transformation aus ihr hervorgehende Kurve ohne mehrfache Punkte 
dadurch, daß man die entsprechende kanonische Kurve betrachtet. Aber 
auf jeden Fall erhält man eine Transformation, die auch für die hyper­
elliptischen Kurven gilt, vermöge des folgenden Satzes: 

Auf einer beliebigen algebraischen Kurve f vom Geschlecht p ist eine 
nicht-speziale Vollschar g~ 'Von der Ordnung n> 2p einfach und ohne feste 
Punkte; mit ihrer Hilfe läßt sich die Kurve f birational in eine von mehr­
fachen Punkten f1'eie Normalkurve C nter Ordnung im Raume Sr t1'ans­
formieren. 

Wir erinnern daran, daß, wenn eine g;; mit einer Involution y}, zu­
sammengesetzt ist, die Beziehung n 2: r~ gilt (s. den Anfang von NI'. 45, 
S. 130). Wenn die g;; eine nicht-speziale Vollschar ist, so ergibt sich 
r = n -- p, und daher n > (n - p)p,; da aber IL 2: 2 ist, so folgt hieraus, 
daß n > 2 (n - p) oder 2 p > n ist. Daraus erkennt man, daß für 
n> 2p die Schar sicherlich einfach sein muß. Wir zeigen außerdem, 
-daß sie keine festen Punkte besitzt. Zu dem Zweck nehmen wir zunächst 
an, die g~ habe i feste Punkte. Da n> 2p, d. h. n< 2(n -- p) oder auch 
,n < 2r ist, so folgt, uaß um so mehr n - i < 21' sein muß; nach dem 
Satze von CLIFFORD ist daher die Voll schar g;; _;, die man erhält, wenn 
man von den festen Punkten absieht, nicht spezial. Daralls ergibt sich 
aber, daß n -- i - p = r und daher i = 0 ist. 

Man kann demnach f birational in eine Kurve C von der Ordnung n 
im Raume Sr transformieren, auf welcher die der gegebenen Schar ent­
sprechende g~ durch die Uberebenen ausgeschnitten wird. Es bleibt uns 
also noch übrig zu beweisen, daß eine Normalkurve C vom Geschlecht p, 
die dem Raum 8 r angcltijrt und die Ordnung n> 2p hat, kC1:ne mehrfachen 
Punlcte besitzt. 
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Wir nehmen zu dem Zweck an, es sei Pein s-facher Punkt von C 
(s 2 2), so daß die durch P gehenden 'überebenen außerdem auf C eine 
Vollschar g;:~ ausschneiden würden. Da n>2p ist, so ist auch, wie wir 
gesehen haben, n< 2r, und daher muß um so mehr, oder auch aus dem 
gleichen Grunde, n - s < 2(r - 1) sein; nach dem Satz von CLIFFORD 

ergibt sich somit, daß die g~:.! nicht spezial ist. Daraus folgt, daß t'-1 
= n - s - P ist; andererseits ist aber r = n - p, also muß s = 1 sein. 
Die Annahme, daß 0 einen mindestens zweifachen Punkt habe, ist somit 
unhaltbar. 

Projiziert man die Kurve 0 von einem Raum Sj aus, der die von 
ihren Sehnen gebildete dreidimensionale Mannigfaltigkeit nicht trifft 
(i<t:-4), auf einen Raum Sr_;_i, so erhält man eine (nicht normale) 
Kurve, die ebenfalls keine mehrfa.chen Punkte besitzt, und die mit der 
gegebenen birational äquivalent ist. Wählt man insbesondere i = r - 4 
80 kann man die gegebene Kurve bimtional in eine von mehrfachen Punk­
ten freie Raumkurve transformieren. 

Es sei r diese von mehrfachen Punkten freie Raumkurve. Nimmt 
man in dem Raum Ss einen Punkt 0 an, der weder auf der von den Tan­
gE'nten der Kurve gebildeten abwickelbaren Fläche, noch auf der von ihren 
dreifach schneidenden Sekanten gebildeten Regelfläche liegt (s. die Fuß­
note auf S.85), so wird von 0 nur eine endliche Anzahl h von solchen 
Sehnen der Kurve r ausgehen, die sich in zwei voneinander verschiedenen 
Punkten auf die Kurve stützen. Die Projektion der Kurve r vom Punkt 
o aus auf eine allgemein gewählte Ebene besitzt also h gewöhnliche 
Doppelpunkte, aber keine weiteren mehrfachen Punkte. 

Auf diese Weise gelingt es daher, die gegebene Kurve birational ,in 
eine ebene Kurve zu transformieren, die mw mit gewöhnlichen Doppel­
punkten. behaftet isf.1) 

Es sei f eine ebene Kurve vom Geschlecht p, die beliebige singuläre 
Punkte besitze. Man kann offenbar ein lineares System adjungierter 
Kurven von so hoher Ordnung 1 betrachten, daß es auf f außer den mehr­
fachen Punkten eine nicht-speziale Schar g~ ausschneidet, deren Ordnung 
n > 2p ist, und die die Schar der Schnittpunkte von f mit den Geraden 
der Ebene teilweise enthält, Man kann ferner innerhalb des Systems aller 

1) Dieses Ergebnis, das implizite schon in den von BRILL und NOETHER ge­
gebenen Eigenschaften der linearen Scharen enthalten war, findet sich in expli­
ziter Form bei L. KRONECKER, Journ. f. Math, 91, 301 (1881) und bei VERONESE, 
Math, Ann. 19, 214 (1881). Ein Bewein des Satzes mittels ebener ein-zweideutiger 
Transformationen einer Kurve, die mit gewöhnlichen Singularitäten versehen ist, 
wurde von BERTUU gegeben, Rivista di matematica 1, 22 (1891) und Math. Ann, 4:4:, 
lö8, (1894), 
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adjungierter Kurven ltel Ordnung ein System 2: von der Dimension r ab­
sondern, das keine Kurve enthält, die in f und einen restlichen Teil zer­
fallt, dergestalt daß jede Gruppe von [f,. durch eine einzige Kurve von E 
ausgeschnitten wird. Es sei 

A.o 'Po (xo, Xli Xt) + ... + A.,.'P,. (xo, Xl' X2) = ° 
die Gleichung von 2:. Eine Kurve C werde durch die Gleichungen 

QYi = 'Pi (xo, Xli XI)' 
f (xo, Xli xt ) = ° 

(;=0", ·,r) 

dargestellt; dabei bedeuten (Yo, Yll .. " Yr) die homogenen Koordinaten 
eines veränderlichen Punktes, der in einem Raum Sr liegt, in welchem 
sich auch die Ebene n der Kurve f befindet. Nach dem vorhergehenden 
ist diese Kurve C birational äquivalent mit f und besitzt keine mehrfachen 
Punkte. Wir behaupten aber weiter, daß f als Projektion der Kurve C 
aufgefaßt werden kann. 

Um dies einzusehen, betrachten wir eine adjungierte Kurve (l -1 )ter 
Ordnung, 1jJ (xo, Xli xt ) = 0, die .f nicht als einen Bestandteil enthält. 
Dann kann man setzen 

'Po = 1jJxo, 'P1 = IjJxll 'Pfi = 1jJx2 , 

und außerdem kann man die Punkte (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) der Ebene 
n als Grundpnnkte (Yo = 1, Yl = Y2 = ... = Yr = 0), (Yl = 1, Yo = Y2 = 

.. = Yr = 0), (Y2 = 1, Yo = Yl = Ys = ... = Y,. = 0) des Koordinaten-
systems im Sr wählen. Die Kurve C wird dann durch die Gleichungen 

flYo ~" IjJxo, QYl = 1jJxI , QY2 = 1jJa:2 , 

QY. = 'Pi' (i= 3,4,,··)r 

{(xo, Xli x2) = ° 
dargestellt, d. h. die Koordinaten Yo, Yll Y2 eines auf C veränderlichen 
Punktes sind proportional den Koordinaten xo, XII X2 eines auf f veränder­
lichen Punktes und genügen daher der Gleichung f (Yo, YI' Y2) = 0. Da­
raus folgt, daß als Projektion der Kurve C von dem Raum 8"_3 (Yo = YI = 

Y2 = 0) aus auf die Ebene (Ys = Y4 = ...• = Yr = 0), d. h. auf n, die Kurve f 
entsteht. Wir gelangen also zu dem Satz: 

Eine ebene algebraische Kurve, die mit beliebigen singulären Punkten 
versehen ist, kann immer als Projektion einer algebraischen Überraumkurve 
au{ge{"aßt werden, die keine mehrfachen Punkte besitzt. I) 

Jede Singularität einer ebenen Kurve läßt sich daher durch Projek-
tionen erzeugen. 

1) Vgl. VERONESE, Math. Ann. 19, 163 ff. (1881). 
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49. Das Geschlecht einer Kurve nach WElERSTRASS. Der Lücken­
satz. Aus dem RIEMANN-RocHschen Satze folgt, daß eine Gruppe von p all­
gemein gewählten Punkten einer Kurve f vom Geschlecht p eine Vollschar 
g~ definiert, weil der Spezialitätsindex i der Gruppe gleich N uU ist (denn p-1 
ist die Dimension der kanonischen Schar). Eine Gruppe von p + 1 all­
gemein gewählten Punkten dagegen definiert eine (nicht-speziale) Voll­
schar g; + lohne feste Punkte, d. h. sie erscheint als eine Gruppe kon­
stanten Niveaus einer bestimmten rationalen Funktion des veränderlichen 
Punktes, der die Kurve f durchläuft (s. Nr. 21, S. 63). Wir haben da­
her den Satz: 

Auf einet· Kurve vom Geschlecht p ist die kleinste Ordnung einer ra­
tionalen Funktion, von der man eine Niveaugruppe willkürlich annehmen 
kann, gleich p + 1. 

Die Betrachtung dieser Minimalordnung ist bei WEIERSRASS der 
Ausgangspunkt für seine Theorie der algebraischen Funktionen einer un­
abhängigen Veränderlichen 1). Dieselbe Zahl p, die RIEMANN das Geschlecht 
genannt hatte, wurde von WEIERSTRASS als Rang des algebraischen Ge­
bildes f bezeichnet. An die Betrachtung der Ordnungen der rationalen 
Funktionen, die auf einer algebraischen Kurve f vorhanden sind (d. h. der 
linearen Scharen, die keine festen Punkte besitzen), knüpft sich ein an­
derer Satz, den man ebenfalls WEIERSTRASS verdankt, und der nach der 
Bezeichnung dieses großen Mathematikers unter dem Namen des Lücken­
satzes bekannt ist. Um diesen Satz, sowie einen noch allgemeineren ab­
zuleiten, befolgen wir ein von N OETHER angegebenes Verfahren. 2) 

Wir betrachten auf unserer Kurve f n beliebige Punkte Po P2 , "', 

Pn, die eine nicht-speziale Gruppe bilden, und wir bezeichnen in allge­
meiner Weise mit G. eine Gruppe von der Form (Pli P2 , •• " Pi) für 
i = 1, 2, .. " n_ Wir beginnen damit, daß wir unter den gegebenen 
Punkten soviele Punkte Pu P 2' .. " P,.. + 1 auswählen, daß die Vollschar 
I G,.. + 1 I einfach unendlich ist und keine festen Punkte besitzt. Die Schar 
I Gi I (i= 1,2,·· ',1') wird also coo-fach, und nach dem RIEMANN-RocHschen Satze 
(s. Nr. 44, S.129, Bemerkung a)) müssen die Punkte PI' P2 , •• " P" den 
kanonischen Gruppen, die durch sie hindurchgehen sollen, fL vonein~nder 
verschiedene Bedingungen auferlegen; diese Gruppen werden alle den 
Punkt P,..+l enthalten. Wir wollen annehmen, daß die kanonischen 
Gruppen, die durch G"'+l gehen, infolgedessen auch die Punkte P,..+~, 

P,'+3' "', P",,-l aus der Reihe der gegebenen enthalten, so daß den 
kanonischen Gru ppen, die durch G~" -1 gehen sollen, durch diese 

1) K. "VEml\~THASS, Math. Werke l\i',6\) (Berlin 1903). 
2) Journ. f. Math. 97, 224 ff. (1884). 
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Gruppe im ganzen l-" Bedingungen auferlegt werden. Dann wird die 
Vollschar I G.I (.= ... +2, ... +3'''',1'1- 1) von der Dimension i - f." sein. Wir 
behaupten, daß eine solche Schar keine festen Punkte haben kann. Es 
ist in der Tat ausgeschlossen, daß feste Punkte der 1 G, I in der Gruppe 
GI' liegen, weil sonst auch die Schar 1 GI'+1 I, die in I G, I enthalten 
ist, feste Punkte hätte. Es ist ferner ausgeschlossen, daß unter den 
Punkten p ... + 11 PI' + 2' ••. , P ". -1 sich feste Punkte befinden können; denn 
wenn dies der Fall wäre, so könnte man dadurch, daß man sie außer Be­
tracht ließe, eine Schar von der Dimension i -,." und von der Ordnung< i 
erhalten, und die Gruppen einer solchen Schar würden den kanonischen 
Gruppen, die sie enthalten sollen, weniger als f." Bedingungen auferlegen: 
dies ist aber unmöglich, weil sich unter diesen Gruppen eine befindet, 
die G f.t enthält. Es sei nun PI:' ein neuer Punkt, der aus der Reihe der ge­
gebenen gewählt wird. Da es kanonische Gruppen gibt, die durch die 
Gruppe G"1- 1 , aber nicht durch den Punkt P"'1 gehen, so schließen wh' 
aus dem Reduktionssatz, daß der Punkt PI' 1 für die Schar I G"'1 I ein 
fester Punkt ist. Die Gruppe G"t muß also den kanonischen Gruppen, 
die sie enthalten sollen, f." + 1 verschiedene Bedingungen auferlegen. Wir 
nehmen nun an, daß alle kanonischen Gruppen, die durch G"'1 gehen, not­
wendig auch die Punkte p ... 1 + U P"t+ 2' ••• , PI •• - 1 enthalten. Man be­
weist dann wie vorher, daß die Schar I Gi I (.=1',+1, .... 1' .- 1) keine festen 
Punkte haben kann; ist dagegen PI', ein neuer, aus der Reihe der ge­
gebenen gewählter Punkt, so wird dieser für die Schar I GI'. I ein fester 
Punkt sein, und die Gruppe GI'. wird den kanonischen Gruppen, die sie 
enthalten sollen, ,." + 2 Bedingungen auferlegen. Da die vorhergehende 
Konstruktion uns der Reihe nach die Gruppen G ... , G"" Gil• liefert, die 
den kanonischen Gruppen, welche sie enthalten sollen, f.", f." + 1, ,." + 2 
Bedingungen auferlegen (und die je eine Schar mit einem festen Punkt 
definieren), so wird bei der Fortsetzung des Verfahrens die Mannigfal­
tigkeit der kanonischen Gruppen, die durch die analog konstruierten 
Gruppen G,I, , G/I.,... gehen, jedesmal um eine Einheit vermindert, 
und man gelangt schließlich zu einer. Gruppe G "I' die einer einzigen 
kanonischen Gruppe angehört, so daß die Zahl f." + 1 (d. h. die Zahl 
der Bedingungen, welche G 1'1 für die kanonischen Gruppen darstellt) 
gleich p - 1 wird. Wir bezeichnen mit P/l I + lJ ••• , P/ll+ 1 - 1 die neuen, 
aus der Reihe der gegebenen gewählten Punkte, die der durch G"'I 
gehenden kanonischen Gruppe angehören, und mit P" , ... , P,. die 

rl+ \ 
noch übrig bleibenden Punkte jener Reihe. Alsdann wird die Schar I Gi I 
(i=/I,+I, .... 1'/+1-1) keine festen Punkte haben, während die Schar 1 G ... 1ul 
den festen Punkt PI' '1 besitzt und nicht spezial ist. Daraus folgt, daß auch 
d 1+, f .. t ie Schar I Gj I (i=I',+ I +1, ...• n) nicht spezial und von festen Punkten rellS. 
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Zum Schlusse erkennt man also, daß diejenigen Gruppen Gi' die 
Vollscharen mit festen Punkten bestimmen, den folgenden p Werten von 
i entsprechen: 1 2 

, ,... "", ""11 ""2' . . ., """ ""I + 1 . 
Dies läßt sich in folgendem Satz aussprecnen: 

Durchliiuft ein veränderlicher Punkt die Kut've f vom Geschlecht p, 
so fehlen unte·l' den verschiedenen t'ationalen Funktionen dieses Punktes, für 
welche die Gruppen der Pole mit den verschiedenen Gruppen Gi (i=1,2, ... ,,,) 

~usammenfallen, nur diejenigen, die ZM gewissen p Werten von i gehören. 
Der WEIERSTRASSSChe Lückensatz geht hieraus hervor, wenn man die 

n gegebenen Punkte in einen Punkt zusammenfallen läßt; man kann ihn 
in folgender Form aussprechen: 

Unter den rationalen Funktionen, deren i Pole in einen einzigen Pttnkt 
vot~ f zusammenfallen (und also einen Pol von der Ordnung i bilden), 
fehlen nnr diejenigen, die zu gewissen p Werten von i gehören. 

Man erkennt leicht, daß ein Punkt P, zu welchem eine rationall 
Funktion von der Ordnung i < p mit einem i-fachen Pol in P gehört, 
für die kanonische Schar mindestens ein Punkt von der Vielfachheit p 
ist. Es wird nämlich in diesem .Fall eine g} vorhanden sein, die den p­
fachen Punkt P besitzt, und folglich wird ein solcher p-facher Punkt den 
kanonischen Gruppen, die ihn enthalten sollen, p - 1 Bedingungen auf­
erlegen (oder weniger als p - 1 Bedingungen, falls die g; keine V 011-
schar sein sollte); daraus ergibt sich aber, daß P für irgend eine kano­
nische Gruppe mindestens p-fach sein muß. 

Da die p-fachen Punkte der kanonischen Schar - man nennt sie 
WEIERSTRAsssche Punkte - in endlicher Zahl vorhanden sind l ), so kön­
nen wir den Satz aufstellen: 

In einem allgemeinen Punkt 1:' der Kurve wi·rd die Reihen/olge dßt· 
fehlenden Ordnungen dureh die er'sten p ganzen Zahlen der natürlichen 
Zahlenreihe gebildet; eine Abweichung hiervon tritt nur ein, u'enn P einer 
der WEIERSTAsssdU'n Punkte ist. 

1) Wenn die Kurve nicht hyperelliptisch ist, und wenn man also als Reprä­
sentanten für sie die kanonische Kurve des Raumes Sp -1 annehmen kann, so ergibt 
sich dies aus der Bemerkung, daß eine allgemein gewählte oskulierende Überebene 
mit der Kurve nur eine (p - 1) -punktige Berührung haben kann. (Dies ist eine 
Differentialeigenschaft, die man leicht auch für nicht algebraische Kurven beweist; 
BO kann z. B. ein allgemeiner Punkt einer ebenen Kurve kein Wendepunkt sein, 
usw.). Wenn die Kurve hyperelliptisch ist, so sind die W EIERsTRAsssehen Punkte 
die Doppelpunkte der g~. Außer der angeführten Arbeit von NOETHER vergleiche 
man zum Lückensatze noch: NOETIIER, Journ. f. Math, 92, SOl (1881); A. HURWITZ, 
Math. Ann. 41,409 (1893); H. F. BAK~;R, Abels Theorem and the allied Theory of 
Theta Functions. S. 32-46, Cambridge 1897; J. C. I!'IEI.D~, Theory of thc algebraic 
Functions of a complex variable. BerUn 1906. 



Sechstes Kapitel. 

Korrespondenzen zwischen den Punkten einer oder zweier 
algebraischer Kurven. Moduln einer Kurve vom Geschlecht p. 

§ 1. Birationale Transformationen einer Kurve in sich. 

50. Birationale Transformationen, welche eine rationaJ.e oder 
elliptische Kurve in sich überführen. Bei der Untersuchung der all­
gebraischen Kurven, die birationale Transformationen in sich zulassen, 
beginnen wir mit dem Fall der rationalen und elliptischen Kurven (p = 0 
undp = 1). 

Eine rationale Kurve gestattet 00 3 birationale Transformationen in 
sich, welche die Bilder der 008 Projektivitäten sind, die sich zwischen 
den Punkten der geraden Linie aufstellen lassen; und zwar sind dies die 
einzigen, weil, wie man leicht beweist, jede birationale Transformation 
der Geraden in sich eine Projektivität ist. Diese 003 Transformationen 
bilden eine kontinuierliche Gruppe im Sinne von LIE. 

Wir wenden uns zu den elliptischen Kurven. Es sei 0 eine ellip­
tische Kurve. Auf ihr existieren unendlich viele involutorische Trans­
formationen; sie sind durch die 001 Scharen g~, die der Kurve 0 ange­
hören, gegeben (s. Nr. 45, S. 131). Sie werden Transformationen erster 
Art genannt. Die Produkte dieser Transformationen zu je zweien heißen 
Transformationen zweiter Art. Unter den Transformationen zweiter Art 
befindet sich auch die Identität; sie entsteht, wenn man das Produkt 
einer Transformation erster Art mit sich selbst bildet. 

Es sei nun ro eine Transformation erster Art. Bezeichnet man mit 
A, A' und B, B' zwei homologe Punktepaare in ihr, so hat man nach De­
finition 

(1 ) A + A'=B+ H. 
Bezeichnen wir ferner mit -r eine andere Transformation erster Art und 
mit Al und BI die zu A' und B' homologen Punkte in 'E", 110 erhalten 
wir ebenso 

(2) 
Addiert man die beiden Äquivalenzen (1) und (2), 10 erhält man 
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(3) 
und dies ist die Äquivalenzbeziehung, die zwei homologe Punkt&paare einer 
Korrespondenz zweiter Art miteinander verbindet. 

Diese Beziehung beweist zugleich, daß die Korrespondenzen zweiter 
Art von denen der ersten Art verschieden sind, und außerdem daß sie im 
allgemeinen nicht involutorisch Bind. 

Außer der Korrespondenz zweiter Art Q = WT betrachten wir noch 
eille andere 0, welche die Punkte A, Al und B, BI bzw. in A, Al und B, 
BI überführt. Wir erhalten 

(4) 

(5) 

A +A1=A + Al' 

B + BI = B + BI J 

und durch Addition dieser Aquivalenzen ergibt sich mit Rücksicht auf (3) 

Ä l + B = A + BI' 
d. h. das Produkt Qo ist ebenfalls eine Transformation zweiter Art. 

Vermöge der grundlegenden Beziehung (3), welche die in der 
Transformation Q einander entsprechenden Punktepaare B, BI definiert, 
ergibt sich aus der Aquivalenz (4), daß A,.Al gerade ein solches Paar 
ist. Daraus folgt aber, daß zwei beliebige Transformationen zweiter Art 
wie z. B. Q und 0, vertausch bar sind. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob das Produkt einer Transformation 
erster Art mit einer solchen zweiter Art (oder einer Transformation zwei­
ter Art mit einer solchen erster Art) zu neuen Transformationen der 
Kurve C in sich Anlaß gibt. Es ist leicht, diese Frage in verneinendem 
Sinne zu beantworten. Man hat nur zu zeigen, daß das Produkt einer 
ungeraden Anzahl von Transformationen erster Art wieder eine Transfor­
mation erster Art liefert. Nehmen wir z. B. drei Korrespondenzen erster 
Art 0011 0021 Wa, in denen (A, A'), (B, .8'); (A', A"), (B', B"); CA", A'''), 
(B", B"') drei konjugierte Punktepaare sind, so erhalten wir: 

A+A' ==-:B+B' 

B' + H' = A' + A" 
A" + A'" ==-: B" + H" ; 

und wenn man diese Äquivalenzen addiert, so ergibt sich 

A + Am = B + B''' , 

womit bewiesen ist, daß das Produkt Oll 00, Ws eine Transformation erster 
Art ist. 

Daraus folgt, daß die Transformationen zweiter Art alle dadurch er­
halten werden können, daß man das Produkt einer beliebig gewählten 
feRten Korrespondenz erster Art (lJ mit den verschiedenen Korrespondenzen 
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erster Art bildet. Wird nämlich eine beliebige Korrespondenz zweiter 
Art mit (J bezeichnet, so ergibt sich, da 

WÖ= a 
eine solche erster Art ist, 

11=6)a, 

d. h. (J ist das Produkt aus der fest gewählten Korrespondenz w und der 
Korrespondenz erster Art ". 

Als eine Folgerung aus der Tatsache, daß das Produkt von mehre­
ren Korresponden,zen erster Art eine ':I.'ransformation erster oder zweiter 
Art ist, je nachdem die Anzahl der Faktoren dieses Produkts ungerade 
oder gerade ist, führen wir an, daß eine Korrespondenz von gegebener 
Art eine zweite Korrespondenz von gegebener Art in eine andere ver­
wandelt, die von derselben Art ist wie diese letztere. 

Endlich sei noch dar an erinnert, daß die 001 Scharen g! eine konti­
nuierliche Schar (nicht eine Gruppe) von Elementen bilden, die birational 
auf die Punkte von 0 bezogen sind (s. Nr. 45, S. 131), und daß nach dem, 
was wir oben gesehen haben, die 001 Transformationen zweiter Art eine 
einfach unendliche Mannigfaltigkeit bilden, deren Elemente birational 
auf die Scharen g! bezogen erscheinen. Man kann daher behaupten, 
daß die Transformationen zweiter Art eine kontinuierliche vertauschbare 
Gruppe bilden. 

Wir fassen unsere Ergebnisse in folgender Weise zusammen: 
Jede rationale Kurve besitzt eine kontinuierliche Gruppe von oo~ bi­

rationalen Transformationen in sich. 
Jede elliptische Kurve besitzt eine einfach unendliche kontinuierliche 

Schar von involutorischen Transformationen (erster Art) und eine einfach 
unendliche kontinuierliche vertauschbare Gruppe von l'ransformationen 
zweiter Art. Die Elemente (Transformationen) der ~char oder der Gn~ppe 
lassen sich birational darstellen durch die Punkte der Kurve, auf der 'sie 
liegen. 

Daraus folgt: Wenn man zwei beliebige Transformationen erster Art 
einer elliptischen Kurve festgelegt hat, so gibt es stets eine l'mnsfOf'mation 
zweiter Art, welche die eine in die andere überführt; denn da die mit 
Hilfe der Korrespondenzen zweiter Art aus einer festen g~ entstehen­
den Transformierten eine (irreduzible) einfach unendliche elliptische 
Mannigfaltigkeit bilden, so umfassen sie das ganze System der Scharen 
!I~, die der elliptischen Kurve angehören. 

Wir werden später sehen, daß es im allgemeinen auf einer elliptischen 
Kurve außer den angeführten keine weiteren birationalen Korrespon­
denzen gibt (Nr, fi5, S. 152). 
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51. Der SCHW ARz-KLEINSche Satz über die birationalen Trans­
formationen, welche eine Kurve vom Geschlecht p > 1 in sich über­
führen. Wir wenden uns nun zu den Kurven vom Geschlecht p > 1. 

Wir wollen den Satz beweisen: Wenn das Geschlecht de1' Kurve 
größer als 'eins ist, so kann es nur eine endliche Anzahl von birationalen 
Transformationen geben, welche die Kurve in sich selbst überführen. 

Es sei Pein WEIERSTRAssscher Punkt der Kurve C vom Geschlecht 
p> 1, und es sei m die kleinste Ordnung der rationalen Funktionen, 
deren Pole in P zusammenfallen; es gibt also eine einzige Vollschar g!n' 
die keine festen Punkte besitzt, und für die Pein m-facher Punkt ist. 
Da die mehrfachen Punkte der g;. die Vielfachheit i < m haben, so zählt 
jeder von ihnen höchstens (m -l)-mal in der JAcoBIschen Gruppe dieser 
Schar (s. Nr. 35, S. 103). Wenn man beachtet, daß m < p ist, so er­
gibt sich daraus 

2(m + p - 1) >,4(m - 1), 

und daher wird die Zahl der voneinander vet'schiedene11 mehrfachen Punkte 
uer g!. größer als 4 sein (S. 108). 

Wenn es nun auf der Kurve C eine bi rationale Transformation w 
gibt, so muß dem Punkt P mittels wein WEIERSTRAssscher Punkt P' 
entsprechen (der unter Umständen mit P zusammenfällt), und daher wird 
die auf P bezügliche Schar g~ sich in eine andere Schar g!. verwandeln, 
die in bezug auf den Punkt P' mit vollig entsprechenden Eigen­
schaften ausgestattet ist. Den mit mehrfachen Punkten versehenen 
Gruppen der ersten g~, müssen solche Gruppen der zweiten g;. entsprechen, 
denen dieselbe Eigenschaft 7.ukommt; wir erhalten also zwischen den 
beiden Scharen g;" eine birationale und daher projektive Korrespondenz 
derart, daß mehr als vier bestimmten Elementen (Gruppen) der einen 
gewisse bestimmte Elemente der andern entsprechen. Wenn es also 
birationale Transformationen von C gibt, die P in P' überführen, so 
müssen die projektiven Korrespondenzen, welche durch diese Transfor­
mationen den beiden genannten Scharen g~ untergeordnet werden, not­
wendig in endlicher Anzahl vorhanden sein. 

Es fragt sich nun aber, ob man daraus schließen darf, daß die hiratio­
nalen Korrespondenzen von C, die P in P' überführen, ebenfalls in end­
licher Anzahl vorhanden sind. Dies wäre dann richtig, wenn durch zwei ver­
schiedene Korrespondenzen 0), r auch stets verschiedene projektive KOITe­
spondenzen unter die Scharen g;, eingeordnet werden müßten; nun können 
aber zwei verschiedene Korrespondenzen 0), 1: auch dieselbe Pmjektivität 
unter die Scharen g~ einordnen, vorausgesetzt, daß die nicht identische 
Korrespondenz W~-l jede Gruppe der a,uf P bezüglichen Schar g~, in 
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sich selbst überführt (d. h. die Identität unter die Elemente dieser g1 m 

einordnet). Wenn wir daher beweisen, daß die birationalen Tmnsfor'lna-
tianen, die jede Gruppe einer g!, in sich selbst überführen, notwendig in 
endliche1' Anzahl vorhanden sind, so ist damit auch gezeigt, daß die bira­
tionalen Korrespondenzen von C, die P in P' überführen, in endlicher 
Anzahl vorhanden sind. 

Um diesen Beweis zu führen, wollen wir mit a, ß zwei Transfor­
mationen bezeichnen, die jede Gruppe der g~ in sich überführen, und die 
dem Punkt A der Kurve C einen und denselben Punkt A' zuordnen; 
wir behaupten, daß die beiden Transformationen zusammenfallen. 

Wir bezeichnen mit G die Gruppe der Schar g~, der nach der An­
nahme die Punkte A und .A' angehören, und wir lassen den Punkt .A 
stetig wandern, bis er beispielsweise in die Lage B gelangt. Der Punkt 
A' wird sich dann ebenfalls stetig bewegen, bis er in die Lage B' gelangt, 
und dieser Punkt B' gehört der durch den Punkt B bestimmten Gruppe 
von g!, an. Jeder Lage von .A in der durchlaufenen Bahn muß durch 
die Transformation a oder ß derjenige wohldefinierte Punkt der ver­
änderlichen Gruppe G zugeordnet werden, der in stetiger Weise aus der 
Anfangslage von .A' hervorgeht.!) Jedem Punkt der von A durchlaufenen 
Bahn wird also durch die Transformationen a und ß derselbe Punkt der 
von .A' durchlaufenen Bahn zugeordnet, d· h. die Korrespondenz aß-1 
läßt jeden Punkt der von A durchlaufenen Bahn unverändert. Da man 
die von A durchlaufene Bahn in einem beliebigen Punkt der Kurve C 
endigen lassen kann (weil die Kurve C irreduzibel ist), so folgt daraus, 
daß a = ß ist. 

Wir schließen also, daß es höchstens m - 1 verschiedene, nicht iden­
tische Transformationen geben kann, die jede Gruppe der g~, in sich 
überführen, und daß daher die Anzahl der Transformationen der Kurve 
C in sich, die P in P' verwandeln, endlich ist (> 0). Berücksichtigt 
man schließlich, daß auch die Anzahl der WEIERSTRAssschen Punkte der 
Kurve C endlich ist, so gelangt man zu dem Satze, der am Anfang 
dieser Nummer ausgesprochen wurde. 

Man bemerke, daß aus dem bewiesenen Satze sich folgender Zusatz 
ergibt: Jede birationale Transformation auf einer Kurre vom Geschlecht 

1) Um bei der Bewegung von A nach B jede Zweideutigkeit zu vermeiden, 
wird man eine allgemein gewählte Bahn einschlagen, so daß der bewegliche Punkt 
niemals mit dem ihm entsprechenden zusammenfällt. Dies ist stets möglich, weil 
die Koinzidenzpunkte yon " (oder von fl) in endlicher Anzahl vorhanden sind. Die 
entgegengedetzte Annahme würde nämlich in Anbetracht der algebraischen Natur 
der Frage und der Irredm:ibilität dllr Kurve 0 zu der Folgenmg führen, dal{ !tU .. 
Punkte vOn C Koinzidenzpnnkte sind. (V gl. auch Nr. 521. 
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p> 1 ist zyklisch, und allgemeiner: Die Gesamtheit aller birationalen Trans­
formationen, die auf einer Kurve 'Vom Geschlecht p > 1 vorhanden sind, 
bildet eine endliche Gruppe. 

Den ersten Schritt zum Beweis des abgeleiteten Satzes tat H. A. SCHWARZ, 
der zeigte, daß eine Kurve vom Geschlecht p > 1 keine kontinuierliche Schar 
von birationalen Transformationen zulassen kann (Journ. f. Math. 87, 139 
(1875)). Daß dasselbe auch für eine diskontinuierliche unendliche Mannig­
faltigkeitl) gilt, daß also auf einer Kurve vom Geschlecht> 1 nur eine end­
liche Anzahl von birationalen Transformationen vorhanden sein kann, wurde 
von F. KLEIN in einem Briefe an H. POINCARE aus dem Jahre 1882 bewiesen (Acta 
Math. 7, 12 (1885); vgl. auch KLEIN, ,;Über RlEMANNS Theorie der algebr. 
Funktionen" (Leipzig 1882, S. 67)). Der hier gegebene Beweis stammt VOD 

C. SEGRE (Introduzione usw. Ann. di Mat. (2) 22, Nr. 88 (1893)); wir haben 
jedoch einen Einwand, den ma.n gegen den dort entwickelten Beweis mög­
licherweise geltend machen könnte, durch die Feststellung vermieden, daß 
die Gruppen einer g~ nur gegenüber einer endlichen Anzahl von birationalen 
Transformationen invariant bleiben können. Einen anderen einfachen Beweis 
des SCHwARzsehen Satzes findet man bei M. DE FRANcms, Rom. Ace. L. Rend. (5) 
12, 307 (1903). In einer Abhandlung des Verfassers (Math. Ann. 74, 515 
bis 544 (1913)) wird beiläufig (Nr. 4, S.521) der Satz bewiesen, daß auf 
einer algebraischen Kurve die algebraischen Korrespondenzen von gegebenen 
Indizes (IX, ß) sich aul eine endliche Anzahl von kontinuiedichen Systemen ver­
teUen. Dies gilt insbesondere für IX = (:J = 1, und hieraus ergibt sich also mit 
Hilfe des Satzes von SCHWARZ ein neuer Beweis des Satzes von KLEIN. 

52. Obere Grenze für die Anzahl der Koinzidenzpunkte bei einer 
birationa.len Transformation einer Kurve in sich. Hinsichtlich der 
birationalen Transformationen, die eine Kurve in sich überführen, wollen 
wir noch die Bemerkung zufügen, daß eine nicht ülentische birationale 
Korrespondenz ro auf eine,- Kurve vom Geschlecht p nicht mehr als 2p + 2 
Kvinzidenzpunkte 2) haben kann. Betrachtet man nämlich auf der Kurve 
eine g}+t, welche durch ro nicht in sich selbst übergeführt wird 5), so 
kann man zwischen den Elementen (Gruppen) dieses rationalen einfach 
unendlichen Gebildes eine algebraische Korrespondenz dadurch fest­
setzen, daß man zwei Gruppen homolog nennt, falls sie Punkte enthalten, 
die in der gegebenen Transformation einander entsprechen. Auf diese 

1) Unter einer diskontinuierlichen Mannigfa.ltigkeit (Schar) versteht man eine 
unendlich große Zahl von Transformationen, die jedoch nicht von einem will­
kürlichen Parameter a.bhängen. [A. d. Obers.] 

2) D. h. Punkte, die sich in der Korrespondenz selbst entsprechen. 
3) Wenn die Korrespondenz 0) einen Koinzidenzpunkt P besitzt (und dieser 

Fall ist für unsern Zweck von Interesse), so wird eine derartige g} + 1 z. B. be­
stimmt durch dic Gruppe H + P, wo H eine allgemeine Gruppe von p Punkten 
b&deutet, die durch 0) nicht in sich selbst übergeführt wird. 

Sever1: Vorla.ungen fiber algebraisobe Geometrie 10 
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Weise erhält man zwi:schen diesen Elementen eine nicht identische Korre­
spondenz (p + 1, p + 1), welche also in beiderlei Sinn von einer Grnppe 
zu p + 1 homologen Gruppen führt, und folglich gibt es für diese Korre­
spondenz 2p + 2 vereinigt liegende Gruppen.1) Da jeder Koinzidenz­
punkt U uns eine Koinzidenzgruppe liefert (nämlich diejenige, welcher 
der Punkt U angehört), so folgt,- daß die Zahl der Koinzidenzpunkte von 
OJ gleich oder kleiner als 2 p + 2 ist. 

Die obere Grenze 2 p + 2 wird erreicht, wenn p = 0 und wenn p = 1 
ist (für die Korrespondenzen, die durch die Scharen g~ des elliptischen 
Gebildes erzeugt werden); wenn p> 1 ist, so kann man die 'lliedrigct·e 
Grenze 2p an ihre Stelle setzen, da ~s genügt, die vorstehende Über­
legung auf eine (speziale) Schar g~ anzuwenden, die durch die gegebene 
Korrespondenz nicht in sich selbst übergeführt wird.2) Diese Bemerkung 
über die Zahl der Koinzidenzpunkte einer zwischen den Punkten einer 
Kurve bestehenden birationalen Korrespondenz ist der Ausgangspunkt 
für den Beweis, den A. HURWITZ für den in der vorhergehenden Nummer 
aufgestellten Satz gegeben hat.3) 

HURWITZ bewies nämlich, daß die Zahl der voneinander verschie­
denen WEIERSTRAssschen Punkte auf der Kurve vom Geschlecht p ent­
weder gleich· oder größer als 2p + 2 ist") (wobei die Gleichheit nur im 
hyperelliptischen Fall eintritt); und daraus leitete er den Satz ab mit 
Hilfe eines Verfahrens, das wir nun für den hyperelliptischen Fall ent­
wickeln wollen. Wir benutzen dabei die Tatsache, daß uns in diesem Fall 
die Anzahl der voneinander verschiedenen WEIERS'l'RASSschen Punkte 
bekannt ist (es sind die 2p + 2 Doppelpunkte der g~). 

Jede birationale Korrespondenz zwischen den Punkten einer hyper­
elliptischen Kurve C muß die einzige g~ der Kurve in sich selbst über­
führen und muß also die Gruppe der 2p + 2 Doppelpunkte der g~ Ull­

verändert Jassen. Sind daher OJ und 1: zwei Transformationen, welche .von 
der durch die g~ erzeugten Transformation 7t verschieden sind und welche 
zwischen den genannten 2p + 2 Punkten die nämliche Substitution e1'-

1) Hier machen wir Gebrauch von dem CHAsLEsschen Korrespondenzprinzip, 
von dem wir im folgenden noch zu handeln haben (s. Nr. 67, 8. 174). 

2) Eine Ausnahme bildet nur die Korrespondenz co, die auf einer hyperellip­
tischen Kurve vom Geschlecht p durch die gl der Kurve erzeugt wird, weil in 
(liesem Falle jede Spezialschar gj, durch die g~ in sich übergeführt wird; diese 
aber hat, wie wir wissen, in diesem Fall gen au 2p + 2 Doppelpunkte. 

3) Math. Ann. 41, 403 (1893). 
4) Höhere untere Grenzen für die Anzahl der verschiedenen WEIERSTHAS8-

lehen Punkte auf einer nicht hyperelliptischen Kurve sind von SEGRE (Rom. Acc. 
L. Rend. (6) 8', 89 (1899)) und ]'räulein CIPOLLA (Rom. Acc. I" Rend. 14\ 210 
(1906)) aufgestellt worden. 
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zeugen, so läßt die Transformation ca T - 1 diese Punkte ungeändert, und 
muß folglich, da sie mehr als 2p Koinzidenzpunkte hat, identisch sein 
oder mit n zusammenfallen. Daraus folgt, daß ca _ T oder ca = n,.,; ist. 

Die Anzahl der verschiedenen birationalen Korrespondenzen, die auf 
der Kurve C vorhanden sind, kann daher nicht größer sein als das dop­
pelte der Anzahl von Permutationen zwischen den 2p + 2 Doppelpunkten 
der g~. 

§ 2. Moduln eines einfach unendlichen algebraischen Gebildes •. 
53. Definition der Moduln. Eine sehr bemerkenswerte Anwendung 

der Theorie der birationalen Transformationen einer algebraischen Kurve 
in sich bildet die Bestimmung der Anzahl der Moduln einer algebraischen 
Kurve von gegebenem Geschlecht p, d. h. der Anzahl der willkürlieben 
Parameter, von denen eine solche Kurve abhängt, falls man zwei birational 
ineinander transformierbare Kurven nicht als verschieden ansieht. Die 
Gleichheit dieser Parameter (Moduln), deren Anzahl wir bestimmen 
wollen, muß im wesentlichen die Bedingung dafür darstellen, daß zwei 
Kurven von demselben Geschlecht birational aufeinander bezogen werden 
können. Den Moduln entsprechen auf dem Gebiet der projektiven Trans­
formationen die (projektiven) Invarianten. 

54. Moduln einer elliptischen oder hyperelliptischen Kurve. Der 
Fall der rationalen Kurven ist rasch erledigt; denn da diese Kurven bira­
tional identisch sind mit der Geraden, so können sie keine Moduln haben 

Im Fall der elliptischen Kurven werden wir finden, daß es nur einen 
einzigen Modul gibt. Wir wollen jedoch gleich den allgemeineren Satz 
beweisen, daß eine KW've vom Geschlecht p ::2:: 1, die eine g~ besitzt (und 
die daher für p > 1 hyperelliptisch ist), von 2p 0- 1 Moduln abhängt. 

Zu diesem Zweck können wir annehmen, ohne die Allgemeinheit 
irgendwie zu beschränken, daß die fragliche Kurve eben sei, und daß die 
gi auf ihr von den zu der y-Achse parallelen Geraden ausgeschnitten 
werde (man braucht nämlich nur auf der Kurve eine einfache g! anzu­
nehmen, welche die gi teilweise enthält, und sie mit deren Hilfe biratio­
nal in eine ebene Kurve zu transformieren). Die Gleichung der Kurve 
läßt sich also im wesentlichen in der Form 
(1) .112 = fex), 
darstellen, wo t(x) ein Polynom vom Grad n bedeutet.1) Man wird sofort 

1) In der Tat wird nach den gemachten Voraussetzungen die Gleichung dei' 
Kurve von 'Vornherein die Gestalt 'I) 2 9' (s) + 2'1) 9'1 (s) + 9'2 (s) = 0 annehmen, und von 
dieser gelangt man zu der Gleichung (1) mittels der birationalen Transformation 

y - 9'1 (x) 
'1)= 9'(x) , ~=.z. 

10* 
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he merken, daß, wenn x = a eine (2k + h)-fache Wurzel des Polynoms 
fCx) = 0 ist Ch = 0 oder 1), die Kurve (1) birational in die Kurve 

(2) y2=cp(X) (cp(X)=(x~X~)H~) 
transformiert werden kann. Man braucht dabei nur die durch die 
Formeln 

{tc' = x, 
y' = y(.'l: - a)' 

gegebene birationale Transformation zu verwenden. Nachdem also eine 
passende birationale Transformation vollzogen ist, dürfen wir annehmen, 
daß das Polynom f' nur noch einfache Wurzeln hat. 

Wir wollen hier eine Ausdrucksweise einführen, die äußerst nütz­
lich ist, und von der eine starke suggestive Wirkung ausgeht. Wenn 
auf einer Kurve 0 eine (rationale oder irrationale) Involution vom Grade p, 
gegeben ist, und wenn mit r eine Kurve bezeichnet wird, deren Punkte 
die Gruppen der Involution abbilden, so wollen wir sagen, daß die Kurve 
() auf der p,-fach iiberdecl.:ten Kurve r abgebildet sei, weil jeder Punkt 
von r p, Punkte von 0 darstellt. Die Gruppe derjenigen Punkte von r, 
welche die mit mehlfachen Punkten (im allgemeinen mit Doppelpunkten) 
versehenen Gruppen der Involution darstellen, nennen wir die Vm'-
7.u;eigungsgn~ppe. 

In unserem Fall kann man sagen, daß die Kurve (1) auf der Doppel­
geraden y = 0 abgebildet sei, da den Punkten dieser Geraden die Gruppen 
der g~ entsprechen, die (außer dem unendlich fernen Punkt der y-Achse) 
von den Geraden x = const. ausgeschnitten wird. Die Verzweigungs­
gruppe wird auf ~er x-Achse durch die Wurzeln der Gleichung fex) = 0 
bestimmt. Da das Polynom f nur noch einfache Wurzeln besitzt, so ist 
jeder Punkt, der einer Wurzel von f = 0 entspricht, ein wirklicher Ver­
zweigungspunkt; d. h. ein solcher Punkt ist nicht das Bild einer Gruppe 
der g;, die aus zwei Punkten besteht, welche zufällig auf dem betrach­
teten speziellen projektiven Modell zusammenfallen, sondern er ist das 
Bild einer Gruppe, die aus zwei zusammenfallenden und auf demselben 
Zweig liegenden Punkten besteht. 

Wenn nämlich x = a eine einfache Wurzel des Polynoms f vom Grade 
n ist, so ist der Punkt Cx = a, y = 0) der Kurve (1) ein einfacher Punkt 
(und daher der Ursprung eines einzigen Zweiges), weil die Gerade y = 0 
die Kurve nter Ordnung (1) in n - 1 weiteren Punkten schneidet, die 
von dem betrachteten Punkt verschieden sind. 

Diese Betrachtung gibt uns überdies die Gewißheit, daß die durch 
di e Gleichung (1) dargestellte Kurve irreduzibel ist, falls f ein Polynom 
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ohne mehrfache Wurzeln bedeutet; wäre sie nämlich in zwei (rationale) 
Teile zerlegbar, so müßten sich diese in den Punkten fex) = 0 der x­
Achse treffen, und diel!e Punkte wären daher für die zusammengesetzte 
Kurve als Doppelpunkte zu rechnen. 

Ehe wir uns zur Berechnung der Moduln wenden, möge noch eine 
letzte Bemerkung beigefügt werden. Der Grad n des Polynoms f scheint 
auf den ersten Anblick gleich der Zahl der Doppelpunkte der g~ zu sein, 
d. h. gleich 2p + 2, wo p das Geschlecht der Kurve (1) bedeutet. Diese 
Auffassung steht aber offenbar im Widerspruch zu der Tatsache, daß 
das Polynom f ganz willkürlich 'gewählt werden kann, und daß wir es 
auch von ungeradem Grade annehmen können. Dies hängt mit dem 
Umstand zusammen, daß für ein ungerades n (aber nur dann) auch der 
unendlich ferne Punkt der x-Achse ein Verzweigungspunkt wird, d. h. 
daß dann die beiden Punkte, in denen die Kurve von der unendlich fernen Ge­
raden außer dem (n - 2)-fach gezählten unendlich fernen Punkt der y-Achse 
geschnitten wird, auf einem und demselben Zweig zusammenfallen. Wenn 
also die Kurve vom Geschlecht p ist, BO hat mttn entweder n = 2 p + 2 
oder n = 2 p + 1. 

Daß der unendlich ferne Punkt der x-Achse für n = 2p + 1 ein 
Verzweigungspunkt wird, erkennt man sofort, wenn man die Gleichung 
(1) der birationalen (involutorischen) Transformation 

unterwirft. 

y' 1 
Y = ~p+l' X =x' x 

Wendet man die eben angeschriebene Transformation auf den Fall 
an, in welchem der Grad n von f gleich 2p + 2 ist, so wird durch sie 
die Singularität aufgelöst, die die betrachtete hyperelliptische Kurve 
im unendlich fernen Punkt der y-Achse besitzt. Ist nämlich fex) = 

(x - xl)(x - x2) ... (x - X2p+2), wo Xl' x2, " ., X2p + 2 die 2p + 2 Ver­
zweigungspunkte bedeuten, so wird die Kurve (1) durch die vorstehende 
Transformation in die hyperelliptische Kurve 

(3) y'2 = (1 - Xl x')(l - x2x) ... (1 - x2pH x') 

übergeführt, die auf der Doppelgeraden y' = 0 abgebildet ist und die 

Verzweigungspunkte 2., 2., ... besitzt. Dem singulären Punkt, den 
X, x! 

die Kurve (1) im Unendlichen besitzt, werden dann die beiden Punkte 
(x' = 0, y' = 1), (x' = 0, y' = - 1) entsprechen; diese sind einfach, weil 
die y'-Achse, auf der sie liegen, die Kurve (3), deren Ordnung ebenfalls 
2p + 2 ist, im Unendlichen bereits in 2p zusamlllenfallenden Punkten 
trifft. Daraus folgt (Nr. 19, S. 57), daß die Kurve (1) durch den unend-
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lich fernen Punkt der y-Achse mit zwei Zweigen hindurchgeht, von denen 
jeder notwendig die Ordnung p hat, da sie in ihrer Gesamtheit einen 
2p-fachen Punkt geben müssen. Die beiden Zweige sind zueinander kon­
jugiert in der Schar g~, die auf der Kurve (1) existiert, ebenso wie die 
heiden Punkte (x' = 0, y' = 1), (x'= 0, y' = - 1) in der auf der Kurve (3) 
vorhandenen Schar g~ einander zugeordnet sind. Beide Zweige haben 
·außerdem die unendlich ferne Gerade der Ebene (x, y) zur gemeinsamen 
Tangente, und diese hat mit jedem von ihnen die Schnittpunktsmultipli­
zität p + 1 (die Klasse jedes dieser Zweige ist also gleich 1). Es ergibt 
sich daher der Satz: 

Die hyperelliptische Kurve yl = fex) vom Geschlecht p, in der fein 
Polynom von der Ordnung 2p + 2 bedeutet, das nur einfache Wurzeln 
hat, geht durch den unendlich fernen Punkt der y-Achse mit zwei Zwelgen 
von der Ordnung p und der J}lasse 1 hindurch, und diese sind einander 
zugeCYrdnet in der g~ der Kurve,. sie besitzt keine mehrfachen Punkte, die 
von dem genannten tmendlieh fernen Punkt verschieden sind. 

Die Berechnung der. Moduln des hyperelliptischen (oder elliptischen) 
Gebildes vom Geschlecht pe> 1) und überdies die tatsächliche Bestim­
mung dieser Moduln ergibt sich sofort aus folgender Bemerkung: Die not­
wendige und hinreichende Bedingung für die birationale Identität zweier 
auf der Doppelgeraden y = ° abgebildeter Kurven besteht darin, daß ihre 
Verzweigungsgruppen projektiv sind. Wenn nämlich die beiden Kurven 

y2 =0 fex) und y2 = F(X) 

gegeben sind, und wenn es eine (nicht aus geartete ) Projektivität 
aX+b 

x = cX + d (ad - bc =1= 0) 

gibt, durch welche die Gruppe fex) = ° in die Gruppe F(X) = ° 
transformiert wird, so verwandelt irgend eine der beiden bi rationalen Trans­
formationen 

+kY aX+b y = (cx-+ d)P+l' X = cx+-a 
die eine Kurve in die andere (k bedeutet eine passend gewählte Konstante). 

Die Eigenschaft läßt sich sofort umkehren, falls die bei den gege­
benen Kurven vom Geschlecht p > 1 sind und daher eine einzige g~ be­
sitzen; denn wenn es eine birationale Transformation gibt, welche die 
eine Kurve in die andere überführt, so werden durch diese Transforma­
tion die Gruppen der beiden Scharen g~ einander projektiv zugeordnet; 
hieraus folgt, daß die Verzweigungsgruppen zweier Doppelgeraden, auf 
denen die beiden Kurven abgebildet erscheinen, projektiv sind. 

Wir wollen nun aber annehmen, daß die beiden Kurven C und C' 
elliptisch seien (p = 1). Denkt man sich zwei Scharen g~ auf den beiden 
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Kurven gegeben (z. B. die Scharen g~, die die Bilder zweier Doppelgera­
den sind, auf denen die Kurven 0 und 0' abgebildet erscheinen), so 
führt eine Transformation TC von 0 in 0' nicht notwendig die eine dieser 
bei den Scharen in die andere über. Die auf 0' fest gegebene g~ werde 
mit h bezeichnet, und es sei h' diejenige Schar g~ auf C', welche der auf 
o gegebenen entspricht. Nach Nr. 50 (S. 141) gibt es dann auf 0' eine 
Korrespondenz zweiter Art - sie sei mit '!: bezeichnet -, welche h' in 
h überführt; wir erhalten also zwischen den Kurven 0 und 0' die bira­
tionale Korrespondenz TC'!:, und diese führt die zwei auf den beiden Kur­
ven festgelegten Scharen g~ ineinander über. Es müssen daher auch in 
diesem Falle die Verzweigungs gruppen der beiden zu 0 und C' gehörigen 
Doppelgeraden projektiv sein. 

Die Anzahl der birational verschiedenen hyperelliptischen oder el­
liptischen Kurven vom Geschlecht p ist somit ebenso groß wie die An­
zahl der projektiv verschiedenen Gruppen von 2p + 2 Punkten auf einer 
Geraden. Da nun die Bedingung für die projektive Verwandtschaft 
zwischen zwei derartigen Gruppen durch die Gleichheit der Doppelverhält­
nisse ausgedrückt wird, die von jeder Gruppe gebildet werden, wenn man 
drei ihrer Punkte festhält und sie mit den 2p - 1 übrigen kombiniert, 
so kann man diese 2p - 1 Doppelverhältnisse als die Moduln ansehen. 

Der elliptische Fall ist besonders bemerkenswert. 
Da man auf einer elliptischen Kurve stets eine einfache durch drei 

Kurvenpunkte festgelegte gi betrachten kann, so läßt sich die Kurve bi­
rational in eine ebene Kurve dritter Ordnung ohne Doppelpunkte trans­
formieren (p = 1). Auf einer solchen Kurve dritter Ordnnng wird ei:t;le 
gi durch das Geradenbüschel ausgeschnitten, dessen Scheitel ein belie­
biger Punkt P der Kurve ist. Die JACoBlsche Gruppe der g~ wird von 
den Berührungspunkten der vier Tangenten gebildet, die von P an die 
Kurve gezogen werden können. Die vorhergehenden Betrachtungen führen 
uns nun zu dem Ergebnis, daß das Quadrupel dieser Tangenten zu sich 
selbst projektiv bleibt, wenn P auf der Kurve wandert (Satz von G. SALMON)1)j 
das Doppelverhältnis dieses Quadrupels ist also der einzige Modul der 
Kurve. 

55. Weiteres über die birationalen Korrespondenzen, die eine 
elliptische Kurve in sich überführen. Wir können nun den Satz der 
Nr. 50 über die bi rationalen Korrespondenzen zwischen den Punkten 
einer elliptischen Kurve 0 vervollständigen. 

Wir betrachten zunächst auf 0 eine birationale Korrespondenz (x, die 

1) Journ. f. Math. (2, 274 (1861). 
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irgend einen Koinzidenzpunkt besitzt. Es sei M ein sich selbst entsprechen­
der Punkt von ". Die wohldefl.nierte Schar g~, welche in M einen Dop­
pelpunkt hat, wird durch" in sich übergeführt; bilden wir also die Kurve 
o mittels der genannten g~ auf die Doppelgerade r ab, so werden wir auf 
r als Bild von " eine birationale Transformation ,,', d. h. eine Projektivität 
erhalten, und diese führt die Gruppe der Verzweigungspunkte M', N', P', Q', 
unter denen sich der zu M homologe Punkt M' befindet, in sich selbst 
über. Da nun M für" ein Koinzidenzpunkt ist, so wird M' für ,,' eben­
falls ein solcher sein. Wenn aber die Gruppe M', N', P', Q' weder har­
monisch, noch äquianharmonisch ist,. so ist eine Projektivität, welche sie 
in sich überführt und dabei einen ihrer Punkte, nämlich M', fest läßt, 
notwendig die Identität. Falls also die Verzweigungs gruppe allgemein 
gewählt ist, so wird tx' = 1, und demnach muß die Korrespondenz a, wenn 
sie nicht identisch ist, mit der Transformation erster Art zusammenfallen 
(Nr. 50), die in M einen Doppelpunkt hat. 

Nun wollen wir annehmen, daß " keine sich selbst entsprechenden 
Punkte habe, und daß ° den allgemeinen Modul besitze. Es. seien A und 
A' zwei Punkte von 0, die einander in der Korrespondenz" entsprechen, 
und es sei ~ die eindeutig bestimmte Transformation zweiter Art, die 
A in A' überführt. Dann hat die Transformation UQ-l den Koinzidenz­
punkt A, und nach dem vorhergehenden fällt sie also, wenn sie nicht 
identisch ist, mit der Transformation ß erster Art zusammen, die in A 
einen Doppelpunkt hat. Daraus folgt, daß" = ß~ ist, d. h. (Nr. 50) " 
ist eine Transformation erster Art; dies widerspricht aber der Voraus­
setzung, daß sie keine sich selbst entsprechende Punkte besitze. Die 
Annahme, daß die Korrespondenz "Q-l nicbt identisch sei, muß also falsch 
sein. Man bat demnach" Q- 1 = 1 oder " = (1. Es· ergibt sich demnach 
der Satz: 

Falls der Modul (das Doppelverltältnis) einer elliptischen Kurve 0 all­
gemein gewählt ist (d. h. weder harmonisch noch äquianharmonisch ist), so 
sind die ein.eigen birationalen Transformationen, die es auf 0 gibt, die 
Transformationen erster und zweiter Art. 

Nun wollen wir den Fall einer elliptischen Kurve 0 mit singulärem 
Modul betrachten, und es sei a eine singuläre Korrespondenz (d. h. ver­
schieden von den Transformationen erster und zweiter Art). Das Produkt 
von a mit einer Transformation Q zweiter Art wird eine gewisse Anzahl 
k (> 0) von Koinzidenzpunkten haben, und diese Anzahl wird unverän­
dert bleiben, wenn sich Q in der einfach unendlichen stetigen Gruppe ver­
ändert, der diese Transformation angehört. Da sich also Q stetig verän­
dern kann, bis es in die identische Korrespondenz übergeht, so schließt 
man, daß die Korrespondenzen von der Form tlQ alle dieselbe Anr.ahl 



55. Korrespondenzen auf singulären elliptiBchen Kunen 153 

von Koinzidenzpunkten haben wie a. Wenn daher k = ° wäre, so gäbe 
es, was auch Q wäre, kein Punktepaar , das den Korrespondenzen « und 
Q- 1 gemeinsam wäre (denn ein derartiges Paar würde zu einem sich selbst 
entsprechenden Punkt von aQ Anlaß geben). Dies ist aber unmöglich; 
uenn sind A, A' zwei Punkte, die einander in der Korrespondenz a ent­
sprechen, so gibt es stets eine Korrespondenz zweiter Art, die mit a das 
Paar A, A' gemeinsam hat. Es muß demnach k > 0 sein, und man ge­
langt zu dem Ergebnis: 

Auch auf den singulären elliptischen Kurven gibt es außer den Trans­
formationen zweiter Art keine anderen Transformationen ohne Koinzidenz­
punkte. 

Nun wollen wir den Fall der harmonischen elliptischen Kurven von 
dem der äquianharmonischen unterscheiden. 

Es sei C eine harmonische elliptische Kurve und a eine singuläre 
Korrespondenz auf ihr, die notwendig mindestens einen sich selbst ent­
sprechenden Punkt M besitzt. Bildet man wie oben mittels der Schar 
g~, die den Doppelpunkt M hat, die Kurve C auf die Doppelgerade r 
ab, so wird die Korrespondenz a als Bild eine Projektivität «' mit dem 
Koinzidenzpunkt ]Jl' liefern, welche die Verzweigungsgruppe M', N', P', Q' 
in sich selbst überführt. Da nun «' nicht identisch ist (denn sonst wäre 
« identisch oder fiele mit der durch die Schar g~ erzeugten Transforma­
tion erster Art zusammen), so folgt daraus, daß a' nichts anderes ist als 
die Involntion, die den Punkt M' und den zu ihm in bezug auf P', Q' 
harmonisch zugeordneten Punkt N' zu Doppelpunkten hat. 

Wählt man auf r eine projektive Koordinate x, derart, daß die Punkte 
M', N', P', Q' durch die Werte 0, 00, 1, - 1 von x bestimmt sind, so 
erweist sich die Kurve C birational äquivalent mit der ebenen Kurve 
dritter Ordnung 

(4) 
und die Transformation a' wird dargestellt werden durch die Gleichung 

, 
x =-x. 

Die Korrespondenz a auf der Kurve C, welch letztere wir ohne wei­
teres mit der ebenen Kurve dritter Ordnung (4) zusammenfallen lassen 
können, wird durch die Formeln 

(5) y' = + iy, x' = - x 

dargestellt sein. Dies bedeutet, daß auf C der Korrespondenz «' zwei 
verschiedene singuläre Korrespondenzen (y' = iy, x' = - x und y' = - iy, 
x' = - x) entsprechen; die eine von diesen kann aus der andern erhalten 
werden, wenn man multipliziert mit der Transformation r erster Art 
(y' = - y, x' = x), die von der Schar g~ mit dem Doppelpunkt ]}[ erzeugt 
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wird (die Koordinaten dieses letzteren sind x = 0, y = 0). Die genannten 
Korrespondenzen sind zyklisch von der vierten Ordnung, wie man aus 
den Gleichungen (5) erkennt; ihr Quadrat ist y. Sie haben die beiden 
Koinzidenzpunkte M, N und vertauschen die Punkte P und Q unter­
einander. 

In ähnlicher Weise kann man zwei andere singuläre Korresponden­
zen erhalten, die die Koinzidenzpunkte P, Q haben und die Punkte M, N 
untereinander vertauschen; es entsprechen also jeder gi von C vier singu­
läre Korrespondenzen, die als Quadrat jene gi ergeben. 

Aus dem vorhergehenden ergibt sich auch, daß die auf der Kurve C 
vorhandenen singulären Korresponlienzen sich auf zwei einfach unendliche 
Scharen verteilen, die aus einer vorgegebenen singuUiren Korrespondenz 
a dadurch erhalten werden können, daß man sie mit den Transformatio­
nen (j erster Art und mit den Transformationen (! zweiter Art multipli­
ziert. Da nun offenbar jede der bei den genannten Scharen durch die 
Transformationen erster (oder zweiter) Art in sich übergeführt wird, so 
daß man schließlich dieselbe Schar erhält, gleichgültig ob man a mit 
den Korrespondenzen (j (bzw. (!) in der einen oder anderen Reihenfolge 
mnltipliziert, so ergibt sich, daß das Produkt zweier singulärer Transfor­
mationen einer und derselben Schar eine Transformation erster Art ist. 
Fassen wir also zusammen, so erhalten wir den Satz: 

Die singulären Korrespondenzen, dz'e auf einer harmonischen ellipti­
schen Kurre vorhanden sind, verteilen sich auf zwei einfach unendliche ste­
tige Scharen. Jede singuläre Korrespondenz ist zyklisch von der vierten 
Ordnung, hat zwei sich selbst entsprechende Punkte und ein involutorisches 
Paar. Zwei Korrespondenzen derselben Schar geben als Produkt eine Trans­
formation erster Art. 

Nun wollen wir noch kurz den Fall der äquianharmonischen ellip­
tischen Kurven behandeln. Wie vorhin bezeichnen wir mit a eine singu­
Hire Korrespondenz mit dem Koinzidenzpunkt M auf der äquianharmo­
nischen Kurve C; bildet man mittels der g~, die den Doppelpunkt M hat, 
die Kurve C auf die Doppelgerade r ab, so erhält man auf reine Projekti­
vität a' mit dem Koinzidenzpunkt M', die M', N', P', Q' in sich über­
fnhrt. Es wird also cl zyklisch von der dritten Ordnung, und die Punkte 
N', P', Q' bilden einen ihrer Zyklen. Wählt man auf r eine projektive 
Koordinate x, so daß den Punkten M', N', P', Q' die Werte 00, 1, E, E2 

entsprechen (wobei E eine komplexe dritte Einheitswurzel bedeutet), so 
kann man C identisch setzen mit der ebenen Kurve dritter Ordnung 

y2 = XS - 1; 
die Transformation a' wird durch die Gleichung x' = cx und a durch 
y' = J: y, x' ~ .. EX dargestellt. 
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Wählt man das Zeichen +, so erhält man eine zyklische Korrespon­
denz von der dritten Ordnung mit drei Koinzidenzpunkten, nämlich dem 
Punkt M und den heiden Punkten (0, i), (0, -i), die auf C dem weiteren 
Koinzidenzpunkt von a' entsprechen. Wählt man dagegen das Zeichen-, 
so erhält man eine zyklische Korrespondenz von der sechsten Ordnung 
mit dem einzigen Koinzidenzpunkt M und dem involutorischen Paar 
(0, i), (0, - i). Die eine Korrespondenz erhält man aus der andern, 
wenn man sie mit der Transformation erster Art ('I = - y, x' = x) mul­
tipliziert. Das Quadrat der genannten Korrespondenzen ist eine und die­
selbe zyklische Korrespondenz dritter Ordnung. Bezeichnet man mit "1 
die Korrespondenz ('I = y, x' = EX), so erhält man alle singulären Kor­
respondenzen von C, wenn man "1 und a~ mit den Transformationen 
erster und zweiter Art multipliziert. Fassen wir zusammen, so erhalten 
wir den Satz: 

Die singulären Korrespondeneen, die auf einer äquianltarmonisclten 
elliptischen Kurve vorhanden sind, verteilen sic7t auf vier einfach ttnendliche 
stetige Scharen, von denen ewei aus eyklischen Korrespondenzen dritter Ord­
nung, die zwei anderen aus zyklischen Korrespondeneen sechster Ordnung 
eusammengesetzt sind. Jede zyklische Korrespondene dritter Ordnung hat 
drei Koinzidenzpunkte, und jede zyklische Korrespondene sechster Ordnung 
hat einen Koinzidenepunkt und ein involutorisches Paar. Zwei Korre­
spondenzen derselben Schar geben als Produkt eine singuläre Korrespondenz, 
die einer andern Schm' angehört. I) 

56. Moduln einer beliebigen Kurve vom Geschlecht p. Wir schicken 
zunächst eine Berechnung der Anzahl von Konstanten voraus, von denen 
die nicht-spezialen Scharen g;; auf einer gegebenen Kurve r vom Ge­
schlecht p abhängen. Beginnen wir mit der Abzählung der Vollscharen 
g~ (1' = n - p)! Wird eine Gruppe von r allgemeinen Punkten der Kurve 
r ins Auge gefaßt, so gibt es eine Gruppe einer (allgemein gewählten) 
unter den Scharen g~, die durch jene ,. Punkte geht; es bleibt also außer­
dem zur Vervollständigung der Gruppe dieser g~ eine Gruppe von p Punk­
ten übrig. Ist umgekehrt eine allgemeine Gruppe von p Punkten gege­
ben, so definiert sie zusammen mit den r vorgegebenen Punkten eine nicht­
speziale Vollschar g~. Die Mannigfaltigkeit der Vollscharen g~ kann also 
birational auf die Mannigfaltigkeit der Gruppen von je p Punkten auf 

1) Die Theorie der birationalen Korrespondenzen auf einer elliptischen Kurve 
ist auf geometrischem Wegtl vollständig behandelt worden von SEGRE in seiner Ab­
handlung: Le corrispondenze univoche Bulle curve ellittiche. Torino Atti, 24, 784 
(1889). Vgl. auch S. KA.NTOR, Napoli Atti (2) 1 (1888) und Torino Atti 29, 9 (1894). 
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der Kurve r bezogen werden, so daß jedem Element (Schar g;;) der ersten 
Mannigfaltigkeit ein Element (Gruppe von p Punkten) der ~weiten ent­
spricht. Die nicht-spezialen Vollscharen g~ bilden demnach eine p-fach 
unendliche Mannigfaltigkeit. 

Wenn wir uns zu den nicht-spezialen Teilscharen g~ wenden (r < 1'1 - p), 
so wird man bemerken, daß jede von ihnen in einer Vollschar g~ - P ent­
halten ist; eine solche enthält im ganzen oo(r+1) (n-p-r) Teilschareng~; deren 
Anzahl ist nämlich ebenso groß wie die Anzahl der im Raum 8,,_p ent­
haltenen r-dimensionalen Räume. Da es oopVollscharen g~-P gibt, und 
da zwei beliebige unter ihnen keine Teilschar gemeinsam haben, so wird 
die Anzahl der Teilscharen g~ gleich oo(r + 1) (n - r) - rp sein. Wenn man be­
achtet, daß f~r l' = 1'1 - P die Zahl Cr + 1) (1'1 - r) - i'p gleich p wird, 
so kann man den Satz aussprechen': 

Auf einer gegebenen Kurve vom Geschlecht p hängen die nicht-spezialen 
linear.en Scharen !I;, (Teilscharen und Vollscharen) von CI' + 1) (n - r) - rp 
Konstanten ab. 

In Nr. 57 wird dieses Ergebnis auch auf die Spezialscharen ausge­
dehnt werden. 

Nun wenden wir uns zu der Feststellung der Anzahl der Moduln 
einer Kurve r vom Geschlecht p > 1. Wir wollen auf r die Gesamtheit 
der Scharen g~ betrachten, für welche n> 2p - 2 ist (und die also sicher­
lich nicht-spezial sind). Mit Hilfe von einer dieser Scharen läßt sich die 
Kurve r birational in eine ebene Kurve C von der Ordnung 1'1 transfor­
mieren, auf welcher die der vorgegebenen Schal' g~, entsprechende Schar 
von den Geraden der Ebene ausgeschnitten wird (Nr. 26, S. 79). Die 
Kurve C ist bis auf eine Kollineation der Ebene definiert; denn um 0 zu 
konstruieren, hat man eine Projektivität zwischen den Gruppen der auf r 
gegebenen Schar g! und den Geraden der Ebene festzusetzen. Es ent­
sprechen also jeder Schar g~t von r 008 Kurven 0, welche die angegebene 
Eigenschaft besitzen. 

Es fragt sich nun, ob der Fall eintreten kann, daß zwei verschiedenen 
Scharen g~ von r dasselbe achtfach unendliche System von Kurven 0 
entspricht, oder mit anderen Worten, ob es möglich ist, daß zwei ver­
schiedenen Scharen g! von r dieselbe Kurve C entspricht. Es seien 9 
und 9 zwei verschiedene Scharen g~ von r, denen dieselbe Kurve C ent­
spricht. Es wird dann zwischen rund C eine birationale Transforma­
tion ro geben, welche 9 in die Schar der von den geraden Linien auf ° 
erzeugten Schnittpunkte verwandelt, und eine andere bi rationale Trans­
formation ro', welche 9 in die Schar der von den geraden Linien auf 0 
erzeugten Schnittpunkte überführt. Dann aber muß auf r die nicht 
identische birationale Transformation roro'-l existieren, welche 9 in 9 Uber-
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führt. Wenn daher zwei verschiedenen Scharen g! von r dasselbe acht­
fach unendliche System von Kurven 0 entspricht, so lassen sich die bei­
den Scharen ineinander überführen mittels einer bi rationalen Transfor­
mation der Kurve r in sich. Da die Kurve r, die ja vom Geschlecht 
11 > 1 ist, nnr eine endliche Anzahl von birationalen Transformationen 
in sich zuläßt, so können die Scharen g!, welche etwa zu einem und 
demselben achtfach unendlichen System von Kurven 0 Anlaß geben, 
auch nur in endlicher Anzahl vorhanden sein. Daraus folgt, daß die 
ebenen Kurven 0 von der Ordnung n und vom Geschlecht p, die sich mit 
Hilfe der erwähnten Konstruktion aus r ergeben, von 

3 (n - 2) - 2p + 8 = 3n - 2p + 2 
Konstanten abhängen, da es ja auf der Kurve r gerade 003(n- 2) -2p (nicht­
speziale) Scharen g~ gibt. 

Nun wollen wir mit M die algebraische Mannigfaltigkeit von der 
Dimension 3n - 2p + 2 bezeichnen, die aus .den so erhaltenen mit r 
birational identischen Kurven 0 besteht. Wir wollen ferner bemerken, 
daß M alle mit r birational identischen Kurven von der Ordnung n um­
faßt. Denn auf einer Kurve D von der Ordnung n, die mit r bi rational 
identisch ist, schneiden die Geraden der Ebene eine nicht-speziale Schar 
g; aus, der eine g~ von r entspricht. Konstruiert man nun, von dieser 
g! ausgehend, eine der 008 entsprechenden Kurven 0, so erhält man zwi­
schen D und der konstruierten Kurve 0 eine birationale Transformation, 
und diese muß eine Kollineation sein, da sie die Schar der von den ge­
raden Linien auf D erzeugten Schnittpunkte in die Schar der von den 
geraden Linien auf 0 erzeugten Schnittpunkte überführt. Daraus ergibt 
sich, daß D der Mannigfaltigkeit Mangehört. 

Wenn wir demnach von der Anzahl der Parameter, von denen die 
ebenen Kurven der Ordnung n und des Geschlechts p abhängen, die Anzahl 
der Parameter abziehen, von denen eine Kurve der Familie M abhängt, 
so werden wir genau die Anzahl der Moduln erhalten, von denen r ab­
hängt. 

Da nun eine ebene Kurve von der Ordnung n und dem Geschlecht l' 
im allgemeinen nur Doppelpunkte besitzt, und da deren Anzahl 

(n -1) (n - 2) 
2 -p 

ist, so ist die Anzahl der Parameter, von denen eine solche Kurve a b­
hängt, gleich 

n~_±~ _ (n_=11(~ =-_21 + p = 3n + p - 1. 
2 2 

Die Anzahl der Moduln von r ist also 
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Sn + p - 1 - (Sn - 2p + 2) = Sp - 3, 

und es ergibt sich der Satz: 
Eine algebraische Kurve vom Geschlecht p> 1 hängt von ßp - 3 

Moduln ab. (RIEMANN) 1). 
Beachtet man, daß eine Kurve vom Geschlecht 0 oder 1 von 0 bzw. 

1 Modul abhängt, und daß sie 00(' birationale Transformationen in sich 
zuläßt (wo "J gleich 3 bzw. 1 ist), so kann man auch sagen: 

Eine algebraische KU1've vom Geschlecht p > 0, die 00(' birationale 
'Iransformationen in sich besitzt (Q > 0), klingt von 3 p - 3 + Q Mo­
duln ab. 

Bemer kung. Man kann von vornherein die Möglichkeit nicht von der 
Hand weisen, daß die Mannigfaltigkeit der irreduziblen Kurven Cvon der o nl-

nung n mit (~~-- 1~~ ___ 2) - P Doppelpunkten reduzibel sei (als algebra-

ische Mannigfaltigkeit, deren Elemente. die Kurven C sind). Wie dem 
aber auch sei, es findet sich in ihr stets ein irreduzibler Teil von der 
Dimension 3n + p - 1, und dies genügt für die Durchführung des vor­
stehenden Beweises. 

Tatsächlich ist abe·r die Mannigfaltigkeit der irredueiblen ebenen 
Kurven von gegebenm' Ordnung mit einer gegebenen Anzahl von Doppel­
punkten irreduzibel 2), so daB auch die Mannigfaltigkeit aller Kurven von 
gegebenem Geschlecht irreduzibel wird S) (falls zwei birational äquivalente 
Kurven als identisch betrachtet werden); aber der Beweis dieser bemerkens­
werten Eigenschaft würde uns zu weit von unserem Gegenstand ablenken. 

57. Anzahl der Parameter, von denen die linearen Scharen von 
gegebener Ordnung und gegebener Dimension auf einer Kurve ab­
hängen, In der vorhergehenden Nummer haben wir schon die Mannig­
faltigkeitsstufe der nicht-spezialen Scharen g: berechnet, die einer ge­
gebenen Kurve angehören. Wir suchen nun die Zahl der Konstanten, von 
denen die Spezialscharen abhängen. Zu dem Zweck müssen wir die Voraus­
setzung machen, daß das betrachtete algebraische Gebilde allgemeine 
Moduln besitze. Wir denken uns als Bild des einfach unendlichen alge­
braischen Gebildes die kanonische Kurve C vom Geschlecht p. Die Zahl 
der Gruppen, die zu spezialen Vollscharen g~ gehören, ist ebenso groß wie 
die Zahl der Räume Sn-r_l1 welche die Kurve C n-fach schneiden (NI'. 

1) Journ. f. Math. 1)4., 115 (1857) Art. 12 oder Math. Werke, 2. Aufi. S. 100. 
2) Vgl. ENRIQUES, TorinoAtti, Januar1912, sowie SEVERI, Rom. Acc. L.Rend. 1916. 
3) Vgl. KLEIN, über RIEMANNS Theorie der algebraischen Funktionen (Leipzig 

1882) § 19, und RIF.MAlUIBChe Flächen (Autogr. Vorlesungen, Göttingen 1894) 1, 
S.117. 



57. Ma.nnigfaltigkeit der linea.ren Scharen g'~ 159 

46, S. 133). Da die Forderung, daß ein im Sp_l enthaltener S .. _r_l die 
Kurve 0 trifft, gleichbedeutend ist mit p - 1 - n + r einfachen Bedin­
gungen, so wird die Zahl der Parameter, von denen die genannten n-fach 
schneidenden Räume Sn-r-l abhängen, gleich 

(n - 1') (p - n + r) - n(p - 1 - n + r) = (j' + 1)(n - ·r) - rp + j' 
sein, falls es sich nicht ereignet, daß jeder m-fach schneidende Sn_r_l 
(m < n) von selbst die Kurve n-mal trifft; in diesem Fall wäre die Zahl 
der Parameter größer, Stellen wir nun das Postulat auf, daß dies im all­
gemeinen nicht zutreffe, d. h. daß die allgemeinste kanonische Kurve vom 
Geschlecht p nicht eine unendliche Mannigfaltigkeit von mehrfach schnei­
denden Räumen einer gegebenen Dimension habe, die größer ist als die 
aus der Abzählung der Konstanten sich ergebende, so folgt, daß die Zahl 
der spezialen Vollscharen g~ gleich oo("+l)(n-r)-rp ist; denn die Zahl ihrer 
Parameter ist offenbar um r Einheiten kleiner als die Zahl der Parameter, 
von denen die Spezialgruppen abhängen. 

Wir kommen endlich zur Abzählung der spezialen Teilscharen g~, 
Wir beschränken uns darauf, diejenigen zu zählen, die einen bestimmten 
Spezialitätsindex i haben, Sie sind in den Vollscharen rr:. -1'+; enthalten, 
und von diesen enthält jede ihrerseits oo(r+l)(,.-p+i-r) Teil scharen. Da 
nun die Mannigfaltigkeitsstufe des Systems der spezialen Vollscharen 
rr:.- P +i gleich (n- p + i + 1) (p - i) - p(» - p + i) ist, so erhält 
man für die gesuchte Mannigfaltigkeitsstufe die Zahl 

(n - p + i + l)(p - i) - p(n - p + i) + (r + 1)(n - p + i - 1') 
= (1' + l)(n - r) - rp - i(n - p + i - r). 

Weil r < n - p + i ist (wie groß auch i sein möge), so wird diese Dimen­
sionszahl selbst kleiner als (r + 1)(n - j') - rp, und folglich kann die 
Hinzufügung der Teilscharen g~ die Dimension der Mannigfaltigkeit der 
Vollscharen g~ nicht ändern, 

Fassen wir also die Ergebnisse unserer Untersuchung zusammen, so 
erhalten wir den Satz: 

Auf einer Kurve vom Geschlecht p mit allgemeinen Moduln ist die 
j}Iannigfaltigkeitsstufe der linearen Scharen g~ (gleichgültig ob es sich 
um spel1iale oder nicht-spesiale, Voll- ode,' Teilschat'en hatzdelt) gleich 
(r + 1) (Il - r) - rp.l) 

58. Anzahl der Konstanten, von denen die Raumkurven und Über­
raumkurven einer gegebenen Ordnung und eines gegebenen Gesohlechts 
abhängen. Algebraische Kurven mit unendlich vielen Kollineationen 

1) Siehe BRII.I. und NÖTBER, Mo.th. Ann. 7, 292 (18 4) 
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in sich. Die in der vorhergehenden Nummer gelöste Frage gestattet 
uns nun, die Anzahl der Parameter zu bestimmen, von denen eine einem 
Raum Sr angehörige Kurve C von der Ordnung n und dem Geschlecht 
p abhängt, d. h. die Dimension der (möglicherweise reduziblen) algebra­
ischen Mannigfaltigkeit, die von allen Kurven dieser Ordnung und dieses 
Geschlechts gebildet wird. Es wird natürlich vorausgesetzt, daß die Kurve 
C allgemeine Moduln besitze, und daß daher die Zahl der Parameter, von 
denen die auf C vorhandenen Scharen g~ abhängen, ausgedrückt wird durch 

(r+l)(n-r)-rp, 

wobei n die Ordnung der Kurve und r die Dimension des sie enthaltenden 
Raumes bedeutet. Da. nun auf C irgend eine g~ vorhanden ist - zum 
mindesten die Schar der von den Überebenen erzeugten Schnittpunkte -
so ergibt sich also 

oder 
(r + 1) (n - r) - t'p > 0, 

1'p n>1'+--' = r+l 
Geht man von einer gegebenen Kurve C aus, so kann man in demselben 
Raum Sr Kurven von der Ordnung n konstruieren, die mit 0 birational iden­
tisch sind, derart, daß in der Korrespondenz zwischen C und einer dieser 
Kurven, die mit r bezeichnet werden möge, der Schar der überebenen 
Schnitte von r eine der Scharen g~ von 0 entspricht. Wenn aber eine der 
Scharen rt;. von C gegeben ist, so ist die entsprechende Kurve r noch nicht 
festgelegt, weil diese Kurve durch Vermittlung einer kollinearen Ver­
wandtschaft zwischen den Gruppen der g~ und den Überebenen des Sr 
konstruiert wird; geht man also von einer gegebenen g~ aus, so ist die 
Kurve r bis auf eine Kollineation bestimmt. Jeder Schar g~ entsprechen 
somit ebenso viele Kurven r als es Kollineationen des Raumes Sr gibt, 
nämlich oor(r+ 2). Mit Hilfe eines Beweisverfahrens, das dem in Nr. 56 
(S. 156) für r ~ 2 entwickelten ganz analog ist, erkennt man folgendes: 
Wenn die Kurve 00<' (Q:?' 0) i>irationale Transformationen in sich be­
sitzt, so gibt es 00(' Scharen g~, denen die nämliche Mannigfaltigkeit von 
untereinander kollinear verwandten Kurven r entspricht. Daraus folgt, 
daß die Kurven r von 

(r + 1)(n - 1') - rp + r(r + 2) - Q = n(r + 1) - r(p -·1) - Q 

Konstanten abhängen, Läßt man noch die Moduln von 0 variieren, so 
werden 3p - 3 + Q weitere Parameter eingeführt, so daß man den Satz· 
erhält: 

Im Raum Sr hängen die Kurven von der Ordnung n und dem Gc­
srhlecht p, für die 
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n>r+~-
= r+1 

ist, von 
n(r + 1) - (p - 1) (r -- 3) 

Konstanten ab. 
Im besonderen erhält man: 
Die Raumkurven von der Ordnung n und dem Geschlecht p, für die 

n > 3 + tp ist, hängen von 4n Konstanten ab. l ) 

Bei der vorstehenden Überlegung wurde stillschweigend voraus­
gesetzt, daß eine allgemeine Kurve des Raumes Sr von der Ordnung 1'1 

und dem Geschlecht p nicht durch unendlich viele Kollineationen in 
sich selbst übergeführt wird; denn wenn es oo~ Kollineationen gäbe, 
die jene Kurve in sich selbst überführen, so wäre die Anzahl der 
aus einer gegebenen g~ entstehenden Kurven r nicht oor(r+2), sondern 
ooT(r+2)-(l. 

Wir werden nun aber zeigen, daß trotz dieses Umstandes das eben 
erhaltene Ergebnis seine Gültigkeit behält, auch wenn die Kurve 0 un­
endlich viele Kollineationen in sich zuläßt. 

Wir beginnen mit dem Beweis des folgenden Satzes: 
Eine algebraische Kurve des Raumes Sr mit unendlich vielen Kolli­

neationen in sich ist notwendig rational. 
Für die Kurve 0 des Raumes Sr mit 00(' Kollineationen muß p .". 0 

oder p = 1 sein (Nr. 51, S. 143), und folglich wird die von den Über­
ebenen erzeugte Schar g~, wie wir in Nr. 73 (S. 188) sehen werden, 

(t' + l)(n -- r) oder (r + l)n 
(r + 1) - fache Punkte besitzen; ebenso groß wird also auch die Zahl der 
stationären Überebenen sein, von denen jede mit 0 eine (r + 1 )-punktige 
Berührung eingeht. Die 00(' Kollineationen, die 0 in sich selbst über­
führen, bilden eine stetige (algebraische) Gruppe, deren Transformationen 
die Gesamtheit der stationären Überebenen in sich überführen, und gerade 
infolge der Stetigkeit der Gruppe ist jede stationäre Überebene für alle 00(' 

Transformationen invariant. Es sind daher auch die Oskulationspunkte 
dieser Überebenen invariant. Dies ist aber nicht vereinbar mit der An­
nahme p = 1, weil (Nr. 50, S. 142 und Nr. 55, S. 153) die einzige (ein­
fach unendliche) stetige Gruppe von Transformationen in sich, die es auf 
einer elliptischen Kurve gibt, die Gruppe der Transformationen zweiter 
Art ist, die ja sämtlich keine Koinzidenzpunkte besitzen. Es bleibt also 
nur der Fall der rationalen Kurven zu untersuchen übrig. 

1) Vgl. BRILL und NOBTHEB, Math. Ann. 7, § 17 (1873), sowie No ETHER , Zur 
Grundlegung der Theorie der algebraischen Raumkurven. Abhandl. der Ahd. der 
Wiss. Berlin 1882, S. 18 und Journ. f. Math. 93, 281 (1882). 

Severi: VorieBungen über algebraiBche Geometrie 11 
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In diesem Falle gibt es auf 0 00<' Projektivitäten (sie werden von 
den 00(' Raumkollineationen umfaßt), die höchstens zwei Koinzidenzpunkte 
besitzen. Die Zahl der voneinander verschiedenen stationären Überebenen 
muß sich also auf höchstens zwei reduzieren, d. h. die Kurve 0 muß pro­
jektiv spezialisiert werden, weil sie mit singulären stationären Überebenen 
ausgestattet sein soll (diese' zählen in der Gesamtgruppe der stationären 
Überebenen mehrfach). 

Es ergibt sich. also, daß die allgemeinste rationale Kurce von der Ord­
nung n (> r) nicht durch unendlich viele Kollineationen in sich überge{ührt 
werden kann. 

Eine Ausnahme bildet der Fall n = r, weil es da überhaupt keine 
&tationäre Überebene gibt. Aber in diesem Fall handelt es sich um 
die rationale Normalkurve des Sr, und die Zahl der Konstanten, von denen 
diese Kurve abhängt, läßt sich mit der grüßten Leichtigkeit unmittel­
bar abzählen. Zwei rationale Normalkurven des Sr sind nämlich, da 
sie die Bilder einer und derselben g~ auf der Geraden sind, kollinear 'ver­
wandt. Da jede rationale Normalkurve OOS Kollineationen in sich besitzt, 
110 hat die Gesamtheit der rationalen Normalkurven die Dimension 
r(r + 2) - 3. Es gilt also auch in diesem Fall die oben aufgesteJlte all­
gemeine Formel (es ist in ihr n = rund p = 0 zu setzen). 

Bemerkung. Der hier gegebene Beweis, daß eine Kurve 0 des 
Raumes Sr mit unendlich vielen kollinearen Transformationen in 
sich rational ist, gilt nur, wenn diese Transformationen eine stetige 
unendliche Mannigfaltigkeit bilden. Wenn man annimmt, 0 besitze eine 
(von vornherein auch diskontinuierliche) Gesamtheit von Kollineationen 
in sich, und diese seien durch Gleichungen von der Form 

QX; =:Ea"kxk 
dargestellt, in denen die Xk, x; die homogenen Koordinaten zweier ent­
sprechender Punkte bedeuten, so drückt sich die Bedingung, daß 0 jene 
Transformationen zulasse, durch ein System von algebraischen Gleichungen 
zwischen den a;,k aus. Infolgedessen sind jene Kollineationen entweder in 
endlicher Anzahl vorhanden, oder sie bilden eine stetige unendliche 
Mannigfaltigkeit. 

§ !J. Algebraische Korrespondenzen zwischen zwei verschiedenen 
Kurven oder auf einer Kurve. 

59. Algebraische Korrespondenzen zwiSChen zwei Kurven. Korre­
spondenzen mit der Wertigkeit Null. Es seien 0 und 0' zwei irredu­
zible algebraische Kurven, und es werde angenommen, daß der auf der 
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Kurve C veränderliche Punkt x eine a-wertige algebraische Funktion des 
auf der Kurve C' yeränderlichen Punktes x' sei. Damit soll gesagt sein, 
daß die Koordinaten des Punktes x durch ein gewisses System algebra­
ischer Gleichungen mit den Koordinaten des Punktes x' verbunden sind, 
derart, daß diese Gleichungen für bestimmte Werte der Koordinaten von 
x' a verschiedene Wertegruppen der Koordinaten von x liefern. Wenn 
aber der Punkt x gegeben ist, so wird das System der Gleichungen, die 
dann zwischen den Koordinaten von x' bestehen, auf C' eine Gruppe mit 
einer gewissen Anza.hl IX' von Punkten ausschneiden, wofern dieses Glei­
chungssystem nicht für jede Lage von x' auf C' identisch erfüllt ist; 
im letzteren Fall besteht zwischen C und 0' eine ausgeartete K01"respon­
denz. Schließen wir diesen Fall aus, so ergibt sich x' als eine IX'-wertige 
algebraische Funktion des auf C veränderlichen Punktes. 

Man sa.gt dann, zwischen C und 0' bestehe eine algebraische 
Korrespondenz (a, u'), und ·man nennt a und u' die Indizes der Korre­
spondenz. 

Wenn man zwischen C und C' eine Korrespondenz festlegt mittels 
eines gewissen Komplexes von geometrischen Operationen, die von den 
Punkten der einen Kurve zu den Punkten der andern führen, und wenn 
jede dieser Operationen sich durch algebraische Gleichungen zwischen den 
Koordinaten ausdrücken läßt, so ist sofort klar, daß diese Korrespondenz 
algebraisch sein muß. 

Ein sehr bemerkenswerter Fall, der bei einer algebraischen Korre­
spondenz (a, a') zwischen zwei Kurven C und C' eintreten kann, ist der, 
daß die einfach unendliche Schar der Gruppen von je a' Punkten auf C', 
die den einzelnen Punkten von C entsprechen, aus äquivalenten Gruppen 
besteht. In diesem Falle sagt man, zwischen C und C' bestehe eine 
Korrespondenz mit der Wertigkeit Null. So besitzt z. B. die Korrespondenz, 
die zwischen zwei Kurven C und C' derselben Ebene entsteht, wenn man 
jedem Punkt von C die Schnittpunkte der Tangente in diesem Punkt mit 
der andern Kurve C' zuordnet, die Wertigkeit Null; denn die Punktgruppen 
von C', die den einzelnen Punkten von C entsprechen, gehören der line­
aren Schar an, die von den Geraden der Ebene auf C' ausgeschnitten 
wird. Besteht dagegen zwischen zwei nicht rationalen Kurven 0, C' eine 
Korrespondenz (1, a'), so besitzt diese Korrespondenz nicht die Wer­
tigkeit Null. 

Eine sehr wichtige Eigenschaft der Korrespondenzen mit der Wertig­
keit Null wird durch den folgenden Satz ausgedrückt: 

Hat man zwischen zwei Kurren C und C' eine Korrespundenz (a, u'), 
die in dem einen Sinne die ·Wertigkeit Null besitzt (d. h., die den Punkten von 
C äquivalente Grupjen auF C' zuordnet), so besitzt sie (luch im entgegen­

li' 
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9esetzten Sinne die lVerligkeit Null (d. h. sie urdnet deil Punkten vO,t cr 

ebenfalls äquivalente Gruppen auf C zu) 1). 
Da es sieh um eine Eigenschaft handelt, die bei den birationalen 

Transformationen der beiden Kurven ungeändert bleibt, so können wir 
Qhne wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit voraussetzen, daß die 
beiden Kurven C und cr eben seien und nur gewöhnliche Doppelpunkte 
besitzen. 

"Vir wollen mit Xl' X2, Xs die homogenen Koordinaten eines Punktes 
der Ebene % von C bezeichnen und mit Yu Y2' Ys die Koordinaten eines 
Punktes der Ebene %r von cr. Den Punkten der Kurve Centsprechen 
nach Voraussetzung auf Cr äquivalente Gruppen G' von je (x' Punkten. 
Die lineare Vollschar , der diese äquivalenten Gruppen angehören, werde 
auf C' durch ein lineares System E von Kurven fJ! (Yl' Y2' Ys) = 0 aus­
geschnitten. Es ist denkbar, daß diese Kurven, die eine gewisse Ordnung 
m' haben, durch eine Gruppe Q von festen Punkten gehen, von denen 
einige oder alle auf C' liegen können. Wir dürfe~ annehmen, daß E die­
selbe Dimension habe wie die ausgeschnittene Schar, d. h. daß durch jede 
Gruppe der Schar eine einzige Kurve von E hindurchgehe. 

Nach diesen Festsetzungen werden die Gruppen G' auf C' durch ein 
gewisses einfach unendliches algebraisches System von Kurven fJ! ausge­
schnitten werden, und da jedem Punkt von C eine einzige Kurve fJ! dieses 
Systems entspricht, so werden die Koeffizienten der veränderlichen Kurve 
(J! rationale Funktionen des auf C beweglichen Punktes sein. Die Glei­
()hung einer Kurve fJ! des einfach unendlichen Systems wird sich also in 
folgender Form schreiben lassen 

cP (Xl) X2, xs! Yll Y2' Ys) = 0; 

dabei bedeutet cP ein Polynom, das in den Xi homogen und vom Grade 
In, in den Yi homogen und vom Grade m' ist. Daraus ergibt sich, daß 
die Punkte der Kurve C, die einem gegebenen Punkt yo von C' entsprechen, 
flurch die Kurve 

t/J0.=-; cP (xv X2, Xn 'y~, Y~, ~ \ ~.~ 0 

ausgeschnitten werden; außerdem kann diese Kurve, während 1/ sich auf 
C' bewegt, noch durch eine gewisse Gruppe R von festen Punkten gehen, 
welche allen zu ihr analogen Kurven t/J von der Ordnung m gemeinsam 
ist. Hieraus folgt aber, daß die Kurven t/J einem linearen System ange-

1) V gl. die Nr. 6 der Abhandlung des Verfassers "Sulle corrispondenze fra i 
punti di una curva algebrica e sopra certe claBsi di 8uperficie". Torino Mem. (2) 
54, 1, (1903), sowie die Kr. 2 einer andern Arbeit des Verf.: "Tl teorema d'AsEI. 
slIlle superficie algebriche". Ann. di Mat. (3) 12, (1906). 
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hören, und daß also auch die aus je u Punkten bestehenden Gruppen G, 
die den Punkten von C' entsprechen, untereinander äquivalent sind. 

Ein bemerkenswerter Zusatz zu dem eben bewiesenen Satze läßt sich 
in folgender Weise aussprechen: 

Auf einer algebraischen Kut've C ist jede rationale Schat· von Punkt­
gruppen vollständig 1:n einer linearen Schar enthalten. 1) 

Diesel' Satz gilt auch, wenn die Schar, um die es sich handelt, die 
Dimension r > 1 hatj in diesem Fall hat man unter einer "rationalen" 
Schar eine solche zu verstehen, deren "Elemente" (Gruppen) birational 
auf die Punkte eines linearen Raumes S,. abgebildet werden können. 

Es sei zunächst r = 1. Da die Schar rational ist, so lassen sich 
ihre Gruppen auf die Punkte einer Geraden r beziehen; bezeichnet man 
also einen Punkt P von r und einen Punkt Q von C dann als ent­
sprechend, wenn P eine durch Q gehende Gruppe darstellt, so erhält man 
zwischen rund C eine algebraische Korrespondenz. Da außerdem auf 
einer Geraden alle Gruppen mit gleichvielell Punkten äquivalellt sind, 
so muß die Korrespondenz zwischen C und r beim Übergang von C zu 
r und also auch beim entgegengesetzten Übergang die WertigKeit Null 
besitzen; die Gruppen unserer Schar müssen also unter sich äquiva­
lent sein. 

Betrachten wir nun den Fall r > 1. Da der Raum Sr dadurch er­
zeugt werden kann, daß man eine Gerade sich um einen festen Punkt 
drehen läßt, so kann man unsere Schar dadurch entstehen lassen, daß mau 
eine einfach unendliche rationale Schar, die eine feste Gruppe besitzt, 
variieren läßt; die Lagen, die eine solche veränderliche Schar einnimmt, 
werden von Gruppen gebildet, die äquivalent sind (weil sie eine Gruppe 
gemeinsam haben), und folglich wird auch die ganze gegebeue Schar aus 
äquivalenten Gruppen bestehen. 

Ein anderer bemerkenswerter Zusatz ist der folgende: 
Wenn zwischen zU'ei Kttrven C und C' eine algebraische Korrespon­

denz mit beliebigen Indizes besteht, so entsprechen äquivalenten Punktgruppm 
der einen Kurve wiederum äquivalente Punktgruppen der anderen.2) 

Wir wollen zunächst annehmen, daß zwischen C und C' eine Korre­
spondenz (1, u') bestehe. Wir wissen alsdann, dnß einer linearen Schar 

1) Diese Eigenschaft, die implizit (in der Form der Umkehrung) im AßEL­
schen 'Theorem enthalten ist (vgI. Nr. 102, S. 271), ist iu I'xpliziter Form VOll 

ElIIRIQUES ausgesprochen worden (Palermo Rend. 10, 30 (1895); er hat einen VUll 

dem obigen verschiedenen geometrischen Beweis dafür gegeben; der hier gegebene 
Beweis ist in der erwähnten Abhandlung des Verf. (Il teorema dABEI. usw.) 
enthalten. 

2) SIIVERT, 'Torino A tti 38. 185 (1903). 
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von (j auf C' wiederum eine lineare Schar entspricht (Nr. 28, S. 85). 
Nehmen wir dagegen auf C' eine lineare Schar g1/l an, so möge die alge­
braische Schar, die auf C als Transformierte von g". erscheint, mit rOll be­
zeichnet werden. Zwei beliebige Gruppen r l und r B von r'/I' die von zwei 
Gruppen GI und GB der g", herrühren, g~hören einer einfach unendlichen 
Schar 2 an; die Gruppen, von denen diese gebildet wird, entsprechen den­
jenigen der linearen Schar g!., die GI und G2 verbindet. Da nun jeder 
Gruppe einer solchen g!. ein einziges Element (Gruppe) der Schar 2 
entspricht, so muß diese Schar nach dem Satze von LÜRoTH (NI'. 5, S. 18) 
rational und folglich nach dem vorherg~henden Zusatz vollständig in 
einer linearen Schar enthalten sein. Daraus ergibt sich, daß zwei be­
liebige Gruppen von r nl untereinander äquivalent sind. 

Wir wenden uns nun zu dem allgemeinen Fall einer Korrespondenz 
(a, a') mit beliebigen Indizes. 

Man kann dann das einfach unendliche algebraische Gebilde H be­
trachten, das von den in der gegebenen Korrespondenz einander ent­
sprechenden Punktepaaren gebildet wird; man erhält so zwischen C und 
H eine Korrespondenz (1, a'), wenn man jedem Punkt von C diejenigen 
Elemente (Paare) von H zuordnet, zu denen jener Punkt gehört; und in 
ähnlicher Weise ergibt sich zwischen den Elementen von H und den 
Punkten von C' eine Korrespondenz (a, 1). Will man sich ein anschau­
liches Bild von dem Gebilde H und von den Korrespondenzen ver­
schaffen, die den Zusammenhang zwischen H und den Kurven C, 0' ver­
mitteln, so kann man annehmen, daß diese Kurven in einem Raum SI' 
liegen; denkt man sich dann die Punkte, die in der zwischen 0 und 0' 
gegebenen Korrespondenz einander entsprechen, durch gerade Linien ver­
bunden und schneidet man die dadurch entstehende Hegelfläche mit 
einer allgemein gewählten Überebene, so erhält man eine Kurve, die als 
Bild von H angesehen werden kann. 

Nach dieser Vorbemerkung wollen wir nun auf C eine lineare Schar 
gilt betrachten: ihr entspricht auf H mittels der Korrespondenz (1, a') eine 
lineare Schar grrtfX'; auf Grund der vorhergehenden Betrachtungen ent­
spricht dieser linearen Schar von H vermöge der Korrespondenz «(X, 1) 
zwischen Hund C' eine algebraische Schar r 7ll a' auf 0', die von äquiva­
lenten Gruppen gebilde't wird. Da die Korrespondenz (a, cl) zwischen C 
und 0' als Produkt der beiden Korrespondenzen (1, (X') und (a~ 1) er­
zeugt werden kann, so ist die Schar rflla' nichts anderes als diejenige 
algebraische Schar auf 0', die mittels der gegebenen Korrespondenz der 
linearen Schar 9 auf 0 entspricht. Der Satz ist demnach auch be-,,. 
wiesen, wenn die Indizes (a, (X') beide größer als 1 sind. 
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60. Die ZEUTHENSche Formel und ihre geometrisch-funktionale 
Deutung. Wir wollen nun eine beliebige Korrespondenz ((x, a') zwischen 
zwei Kurven betrachten. Die ZEuTHENsche Formel, mit der wir uns 
jetzt beschäftigen wollen, stellt einen Zusammenhang her zwischeu den 
Geschlechtern p, p' der bei den Kurven, den Indizes der Korrespondenz 
und den Zahlen 1] und 1]', die angeben, wieviele Verzweigungspunkte der 
Korrespondenz sich auf 0 bzw. 0' befinden. Unter einem Verzweigungs­
punkt auf 0 (bzw. 0') versteht man einen Punkt, für den wenigstens 
zwei von den entspreehenden a' (bzw. a) .Punkten auf C' (bzw. 0) in 
einen mehrfachen Punkt der Korrespondenz zusammenfallen. 

Wir werden zunächst voraussetzen, daß die gegebene Korrespondenz 
nur Doppelpunkte besitze, d. h. daß jedem Verzweigungspunkt nur zwei 
zusammenfallende Punkte entsprechen. Dann bedeuten 1] und 1] die A.n­
zahlen der Doppelpunkte, die auf 0' und 0 vorhanden sind. 

Wir betrachten in erster Linie den Fall, daß a = 1 und a' beliebig 
ist. Eine nur mit Doppelpunkten behaftete lineare Schar g! auf der Kurve 
C wird mittels der Korrespondenz in eine g~,,, von C' transformiert, und 
ein Doppelpunkt einer solchen g~'n rührt entweder von einem Doppel­
punkt der g! her, oder er ist ein Doppelpunkt für die Involution r~, deren 
Gruppen den Punkten von C entsprechen. Wir bezeichnen mit G eine 
Gruppe von g!, mit J die JACoBIsche Gruppe der Schar g; (Nr. 34, 
S. 97), mit K eine kanonische Gruppe von C, mit D (bzw. D') die 
Gruppe der Verzweigungspunkte (bzw. der Doppelpunkte) der Korrespon­
denz (solche Punkte kann es offenbar nur auf C (bzw. C') geben), mit 
G', J', K' diejenigen Gruppen, in welche die Gruppen G, J, K durch die 
Korrespondenz übergeführt werden, und mit K* endlich eine kanonische 
Gruppe von C'. 

A.uf Grund des am Schlusse der Nr. 43 (S. 126) ausgesprochenen 
Satzes erhalten wir: 

J=K+2G, J'+D'=K*+2G'. 

Da den Gruppen einer linearen Schar von C auf C' wieder Gruppen einer 
linearen Schar entsprechen, 80 gilt auch 

J' =K' + 2G', 

und dies liefert, verglichen mit den vorhergehenden Äquivalenzen, die 
Beziehung: 

K* =K' + D'. 

Man hat daher den Satz: 
Wenn zwischen zwei Kurven C, C' eine Korrespondenz (1, cl) besteht, 

so ist eint' kanonische Gruppe von C' äquivalent mit der Transformierteu 
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einer kanonischen Gruppe von 0, vermehrt um die Gruppe der Doppel­
punkte der Korrespondene. 

Nun wollen wir umgekehrt untersuchen, in welchem Zusammenhang 
die Transformierte der kanonischen Schar von 0' mit der kanonischen 
Schar von 0 steht. 

Wenn man die kanonische Schar von 0' mittels der Korrespondenz 
(cl, 1), die zwischen 0' und 0 besteht, transformiert, so ergibt sich auf 
o eine algebraische Schar von der Ordnung 2 p' - 2, die vollständig in 
einer linearen Schar enthalten ist (vgl. den letzten Satz der vorhergehen­
den Nummer). 

Um diese lineare Schar zu charakterisieren, können wir untersuchen, 
wie eine spezielle kanonische Gruppe von 0' transformiert wird, z. B. 
.eine solche, die von einer Gruppe K' zusammen mit der Gruppe D' ge­
bildet wird. Da die Gruppe K' aus 2 p - 2 Gruppen der Involution r~, 
zusammengesetzt ist, die eine kanonische Gruppe eben dieser Schar r 
bilden, so wird sie beim Übergang von 0' zu 0 in eine cl-mal zu zählende 
kanonische Gruppe von 0 verwandelt; die Gruppe D' ihrerseits ver­
wandelt sich in die Verzweigungsgruppe D. Wir erhalten daher den Satz: 

Wenn zwischen zwei Kurven 0' und C eine Korrespondenz (cl, 1) 
besteht, so ist die Transformierte einer kanonischen Gruppe von 0' äqui­
valent mit einer cl-fach gezählten kanonischen Gruppe von 0, vermeht,t um 
die Verzweigungsgruppe der Korrespondenz. 

Um zu dem allgemeinen Fall einer Korrespondenz mit den beliebigen 
Indizes (a, a') zu gelangen, ist es wieder zweckmäßig, das einfach unend­
liche algebraische Hilfsgebilde H zu betrachten, das von den in der ge­
gebenen Korrespondenz einander entsprechenden Punktepaaren gebildet 
wird. Man erhält dann eine Korrespondenz (1, a') zwischen den Punkten 
von 0 und den Elementen von H und eine Korrespondenz (a, 1) zwisooen 
den Elementen von H und den Punkten von 0'. Wendet man auf diese bei­
den Korrespondenzen die beiden soeben bewiesenen Sätze an, so gelangt 
man unmittelbar zu dem folgentlen Satze: 

Wenn zwischen zwei Kurven 0, 0' eine Korrespondens (a, a') besteht, 
so liefert die Transformierte einer kanonischen Gruppe von 0, vermehrt um 
die auf C' vorhandenen Doppelpunkte der Korrespondene, eine Gruppe, die 
äquivalent ist mit einer ex-fach geeählten kanonischen Gruppe von C', ver­
mehrt um die auf C' vorhandenen Vereweigungspunkte der Korrespondenz. 

Deutet man die durch diesen Satz ausgedrückte Beziehung zahlen­
mäßig, so erhält man die Gleichung 

2a'(p -- 1) + 1j = 2cx(p' .. 1) + r/ 
oder 
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rJ - 'T/ = 2a(p' - 1) - 2a'(p - 1), 
welche die ZEuTHENsche Formel genannt wird.1) 
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Die geometrisch-funktionale Deutung der ZEuTHENschen Formel gab für 
den Fall einer Korrespondenz (1, c/) CASTELNUOV0 2), der jedoch durch andere 
als die hier auseinander gesetzten Betrachtungen zu diesem Ergebnis gelangte. 
P. PAINLEVE 3) und G. HUMBER'r 4) gaben, ebenfalls für den Fall (1, a'), Beweise 
mittels der ABELschen Integrale. Die allgemeine Behandlung nach der oben 
befolgten Methode findet sich in einer Note des Verfassers.5) 

61. Eine Bemerkung von WEBER. Eine unmittelbare Folge aus 
der ZEuTHENschen Formel ist die folgende, von H. WEBER 6) gemachte 
Bemerkung: 

Eine Korrespondenz zwischen zwei Kun;en von demselben Geschlecht 
p > 1, die in dem einen Sinne (einseitig) rational ist, ist es auch im ent­
gegengesetzten Sinne (wechselseitig), d. h. sie ist birational. 

Wenn es nämlich auf einer Kmve C vom Geschlecht p eine Involu­
tion r~ vom Geschlecht n: gibt, die mit rJ(> 0) Doppelpunkten he­
haftet ist, so gilt die Beziehung 

rJ = 2(p - 1) - 2a(n: --1); 
aus dieser erhält man 

p - 1 > a(n: - 1); 

wenn also p > 1 und a > 1 ist, so müßte n: < p sein. 

62. Die Formel von ZEUTHEN-HALPHEN. "ViI' wollen untersuchen, 
welche Änderungen an der ZEUTHENschen Formel anzubringen sind, 
wenn die Korrespondenz (a, a') zwischen C und C' mit beliebigen mehr­
fachen Punkten ausgestattet ist. 

Zu diesem Zweck braucht man nur das BeweiBverfahren zu befolgen, 
das im Falle einer Korrespondenz (1, a') zwischen C und C' angewandt 
wurde. Wir wollen die Bezeichnungen beibehalten, die am Anfang der 
Nr. 60 in bezug auf eine derartige Korrespondenz eingeführt worden 
sind. Ein v-facher Punkt der auf C' vorhandenen Involution y;, ist auch 
ein v-fach er Punkt der Schar g;'n; er zählt daher (NI'. 35, S. 103) (v-I)­
fach in der JACOBI sehen Gruppe dieser Schar, und zwar genauer in dem­
jenigen Teil dieser Gruppe, den wir mit D' hezeichneten. Infolgedessen 

1) Math. Ann. 3, 150 (1871). 
2) Rom. Ace. L. Rend. (4) 7\ 294 (1891). 
3) Ann. ec. norm. 1891 und Journ. de Math. 10, 203 (1894;' 
4) Journ. de Math. 10, 169 (1894). 
6) Ist. Lomb. Rend. (2) 36, 495 (1903). 
6i Journ. f. Matb. 76, 345 (1873). 
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müssen wir in der zum Schluß gefundenen Beziehung K* = K' + D' 
beachten, daß die Gruppe D' die Gesamtheit der vielfachen Punkte der 
Involution r~, umfaßt, von denen jeder (v - l)-mal zu zählen ist, wenn 
l' den Grad seiner Vielfachheit bedeutet. Man erhält daher die Formel: 

~ (v - 1) + 2 «' (p - 1) = 2 (p' - 1), 

in der die Summation fiber die vielfachen Punkte von r~, zu erstrecken 
ist. Aus dieser gewinnt man wie in Nr. 60 die Formel 

~ (v - 1) - ~ (v' - 1) = 2« (p - 1) - 2 «' (p - 1) , 

die sich auf den Fall einm" Korrespondenz (x, «') zwischen 0 und 0' be­
zieht, und in der die Summationen auf die mehrfachen Punkte der Korre­
spondenz auszudehnen sind, die sich auf 0' bzw. 0 befinden.1) 

63. Algebraische Korrespondenzen auf einer Kurve. Produkt und 
Summe zweier Korrespondenzen. Hat man eine algebraische Korre­
spondenz zwischen den. Punkten zweier vereinigt liegender Kurven, so 
können wir eine derartige Korrespondenz stets als Ergebnis von zwei 
zueinander inversen Operationen T und T- 1 ansehen, die auf eine und 
dieselbe Mannigfaltigkeit von Punkten angewandt sind. Diese Mannig­
faltigkeit wird von den Punkten der Kurve 0 gebildet, die als gemein­
same Trägerin der beiden vereinigt liegenden Scharen erscheint. 

Wir werden im folgend"en einen veränderlichen Punkt auf der Kurve 
o gewöhnlich mit a bezeichnen; die Gruppen der dem Punkt a ent­
sprechenden Punkte, die man erhält, wenn man die Operationen T und 
T-l anwendet, mögen mit Y bzw. X bezeichnet werden. 

Neben dem bekannten Begriff des Produktes zweier Korrespondenzen 
Sund T, zu dem man durch die Betrachtung der Operation S T gelangt, 
die entsteht, wenn man die Operationen Sund T hintereinander auf die 
Punkte a anwendet, führen wir noch den Begriff der Summe zweier 
Korrespondenzen ein. Unter der Summe der Operationen Sund T, die 
wir mit dem Symbol S + T bezeichnen werden, verstehen wir die Korre­
spondenz, die entsteht, wenn man dem veränderlichen Punkt a diejenigen 
Punkte zuordnet, die ihm in der Korrespondenz S und in der Korrespon­
denz T entsprechen. Es leuchtet sofort ein, daß die so erzeugte Korre­
spondenz algebraisch ist, wenn dies für die Komponenten zutrifft. Die 
Definitionen der Summe und des Produktes lassen sich unmittelb~r auf 
mehrere Korrespondenzen ausdehnen. Die Summe von k Korrespondenzen, 
die mit T identisch sind, führt zu der Korrespondenz kT; wir nennen sie 
das k-faehe von T. 

1) Vgl. G. HALPHEN, Bull. Soc. Math. 5, 7 (1876). 
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Die Summe ist kommutativ, während das Produkt im allgemeinen 
diese Eigenschaft nicht besitzt. 

Die folgenden Beziehungen, die wir später zu benutzen haben, leuchten 
ohne weiteres ein: 

(1) 
(8T)-1 = T- 18- 1; (8 + T)-l = 8- 1 + T-l 

(k1')-l = kT-I. 

64. Einführung einiger Bezeichnungen. Wir wollen hier einige 
Bezeichnungen einführen, die uns von Nutzen sein werden. 

Wenn All A j , ••• ; BI' Bs, . .. Punktgruppen auf einer Kurve 0 
sind, so ist die Bedeutung der Äquivalenz 

(2) A1 A l + l2~ + ... = fLIBl + fL2BS +"', 
in der l, und fLi positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, dann 
ohne weiteres klar, wenn A. und fLi positiv sind, oder wenn, falls einige 
unter ihnen negativ wären, die auf jeder der beiden Seiten dieser Äqui­
valenz angedeuteten. Subtraktionen ausführbar sind. Aber wir können der 
Gleichung (2) in jedem Falle einen vernünftigen Sinn beilegen, wenn wir 
festsetzen, daß sie nur eine andere Schreibweise für die Beziehung be­
deuten soll, die man aus eben dieser Äquivalenz (2) erhält, wenn man 
die negativen Glieder von der einen Seite auf die andere stellt und ihnen 
gleichzeitig das entgegengesetzte Zeichen gibt. 

Der Inhalt der Äquivalenz (2) wird zuweilen dadurch in Worten 
ausgedrückt, daß man sagt, die Gruppen 

Al Al + As All + .. " fLl B l + fL2 B2 + ... 
seien "äquivalent" oder sie "gehören derselben linearen Schar an"; nach 
dem vorhergehenden gibt es, wenn A. und Pi nicht alle positiv sind, nicht 
immer wirkliche Gruppen, die jenen Symbolen entsprechen. In diesem 
:Falle werden wir von virtuellen Punktgruppen reden. 

Es ist sofort klal', daß es zulässig ist, die beiden Seiten der Äqui­
valenz (2) mit einer ganzen Zahl zu multipli?ieren, und daß zwei Be­
ziehungen von der Form (2) Glied für Glied addiert oder subtrahiert 
werden dürfen. 

65. Wertigkeitskorrespondenzen; ihre Definition. Es sei l' eine 
Korrespondenz zwischen den Punkten einer Kurve 0, und es soi Y die 
Gruppe der {J Punkte y, die in der Korrespondenz T dem Punkt a ent­
sprechen. Wenn a auf 0 wandert, so wird sich die Gruppe Y im allge­
meinen nicht in einer linearen Schar von der Ordnung {J bewegen; 
immerhin kann aber der Fall eintreten, daß die Gruppe Y + ya, wo y eine 
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positive oder negative ganze Zahl oder auch Null ist, sich in einer linearen 
Schar von der Ordnung ß + y bewegt. In diesem Falle sagt man, die 
Korrespondenz habe die Wertigkeit y. 

Falls I' negativ wäre, könnte es sich ereignen, daß das Symbol 
y + ra keine wirkliche Punktgruppe darstellte; aber jedenfalls wissen 
wir auch in diesem Falle, welchen Sinn wir der vorstehenden Definition 
beizulegen haben (Nr.64). 

Die Aussage, daß T die Wertigkeit I' habe, wo I' eine positive oder 
negative ganze Zahl oder Null bedeutet, läßt sich auch in folgender 
Weise erklären. Bezeichnet man mit Y und Y' die Punktgruppen, die 
in der Transformation T zwei beliebig gewählten Punkten a und a' auf 
C entsprechen, so muß stets die Äquivalenz 

Y + ra = Y' + ra' 
bestehen. 

Wenn die Kurve C nicht rational ist, so kann die Korrespondenz T 
keine zweite (von I' verschiedene) Wertigkeit besitzen. Nimmt man näm­
lich an, die Korrespondenz T besitze noch eine andere Wertigkeit 1" (+ 1'), 
so erhält man 

Y + 1" a = Y' + 1" a' ; 
hieraus ergibt sich durch Subtraktion von der vorigen Beziehung 

( r ( ') , I' - r )a == I' -- I' a, 
oder 

ka = ka', 

wo 70, eine positive ganze Zahl (> 0) ist, und wo a einen beliebigen Punkt 
von C bedeutet. 

Die lineare Schar g'k (70, 2: r), die alle Gruppen ka enthält, kann nun 
sicher nicht mit einer Involution zusammengesetzt sein; man kann sie 
deshalb auf einer Kurve r von der Ordnung k durch die Überebenen 
ihres Raumes Sr ausgeschnitten denken. Da aber eine Überebene, welche 
die Kurve r in einem allgemein gewählten ihrer Punkte oskuliert, mit 
der Kurve eine r-punktige Berührung hat, so ergibt sich k = r, und folg­
lich muß r eine rationale Normalkurve sein. 

Damit ist also erwiesen, daß auf einer Kurve, deren Geschlecht größet· 
a,ls Null ist, eine Konespondenz nicht zwei verschiedene We1"tigkeittm 
haben kann. 

66. Operationen mit Wertigkeitskorrespondenzen. Wir beweisen 
den Satz: 

Die Summe zweier Korrespondenzen mit den Wertigkeiten 1', und 1'2 
hat die Wertigkeit 1'1 + 1'2' 
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Es seien Tl und T2 die beiden Korrespondenzen, Y1 und Y; die 
Punktgruppen, welche den Punkten a und a' in der Korrespondenz Tl 
entsprechen, und Y2 , Y~ diejenigen Punktgruppen, welche den Punkten a 
und a' in der Korrespondenz T 2 zugeordnet sind. Auf Grund der Defini­
tion erhalten wir: 

Y1 + 1'1 a = Y; + rt a' , 

Y2 + rs a = Y; + raa'; 

hieraus ergibt sich durch Addition 

(Y1 + Y2) + (1'1 + r,)a = (Y; + Y;) + (1'1 + r,)a', 

womit der Satz bewiesen ist. 
Ferner gilt der Satz: 
Das Produkt zweier Korrespondenzen mit den Wertigkeiten 1'1 und 1'~ 

hat die Wertigkeit - 1'11'2' 
Benutzt man auch hier die vorhin eingeführten Bezeichnungen, und 

bezeichnet man ferner mit Y1J ... , Y{l die Punkte der Gruppe Y1J mit 
Y;, ... , Yß diejenigen der Gruppe Y; und mit Y2,iI Y;,i die Gruppen der­
jenigen Punkte, die in der Transformation T2 den Punkten y;, y; zuge­
ordnet sind, so erhält man 

Y1 + 1'1 a = Y; + 1'1 a', 
~,i + 1'2Y;:=:i Y~,i + 1',y;. (i=1 ... ,(~ 

Hieraus ergeben sich die lquivalenzen 

1'2 Y1 + 1'11'2(10 == 1'2 Y~ + 1'11'2a', 
i~ tJ 

~Y2,i + 1'2 Y1-~Y;,i + 1'2 Y~ . 
i=1 ;=1 

Subtrahiert man aie erste dieser lquivalenzen von der zweiten, so er­
hält man die zu beweisende Beziehung: 

~Y2,,- 1'11'2 a =~Y~,i - r11'aa'. 

67. Bestimmung der Gruppe der Koinzidenzpunkte in den Korre 
epondenzen mit der Wertigkeit Null. Es sei T eine Korrespondenz mit 
der Wertigkeit Null; wenn a auf C wandert, so bewegt sich in diesem 
Fall die Gruppe Y der ß Punkte y, die dem Punkt a zugeordnet sind, in 
einer linearen Schar von der Ordnung ß. 

Wir wollen annehmen, daß die nur mit gewöhnlichen Doppelpunkten 
behaftete Kurve 0 eben sei, und daß die lineare Voll schar g~, welche die 
Gruppen Yenthält, durch ein lineares System 2J ausgeschnitten werde; 
dieses möge aus den Kurven cp(Yl1 Ya, Y3') = 0 von einer gewissen Ord­
nung m' bestehen; die Kurven cp gehen möglicherweise durch eine Gruppe 
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Q von festen Punkten, von denen einige oder alle auf 0 liegen können. 
Ohne die Allgemeinheit zu beschränken, kann man annehmen, daß ~ 
r-fach ausgedehnt sei, d. h. daß durch eine Gruppe der Schar Uf nur eine 
einzige Kurve q> hindurchgehe. Wie wir in Nr. 59 (S. 164) gesehen 
haben, kann die Gleichung einer Kurve qJ des einfach unendlichen 
Systems, das von den Gruppen Y gebildet wird, in der Form 

4>(x17 XI, Xs /1117 11", Ys) = 0 
geschrieben werden; dabei ist W das Symbol für ein Polynom, das in den 
x, homogen und vom Grad m, in den '!h homogen und vom Grad m' ist. 

Die in der Transformation T-l einem gegebenen Punkt yO entspre­
chenden Punkte werden auf 0 von der nicht durch yO gehenden Kurve 

",,0= W(X17 X2,XS/ tft,yg,!fa) =- 0 

ausgeschnitten; diese Kurve kann außerdem noch durch eine gewisse 
Gruppe R von festen Punkten gehen, die allen zu ihr analogen Kurven 
"" von der Ordnung m gemeinsam ist. 

Die Kurve w(x17 xs, Xs / X 17 xl,Xs) =0 von der Ordnung m + m' geht 
offenbar durch die Punkte der beiden Gruppen Q und R hindurch und 
gehört somit dem linearen System an, das als die Summe der beiden die 
Kurven q> und"" enthaltenden Systeme aufzufassen ist.1) Daraus folgt, 
daß sie außer den festen Punkten, die möglicherweise den Kurven q> und 
den Kurven"" gemeinsam sind, auf 0 eine Punktgruppe ausschneidet, und 
daß diese Gruppe der Summe derjenigen bei den Scharen angehört, welche 
die in den Korrespondenzen T und T-l den Punkten von 0 zugeordneten 
Gruppen enthalten. 

Nun sind aber die Punkte, welche außer den genannten festen Punk­
ten der Kurve flJ(x1, XI' Xs I x17 XI' xs) = 0 und der Kurve 0 gemeinsam 
angehören, Koinzidenzpunkte für die Korrespondenz T; daher ist die 
Gruppe U dieser Punkte äquivalent mit der Summe der Gruppen X und 
Y, welche die in den Korrespondenzen T- 1 und T dem Punkt a zuge­
ordneten Punkte enthalten. Symbolisch geschrieben erhält man 

U=X+ Y. 

68. Existenz von Korrespondenzen mit gegebener Wertigkeit a.uf 
jeder Kurve. Die zu einer Wertigkeitskorrespondenz inverse Kor­
respondenz. Wenn man auf der Kurve 0 eine Schar U! betrachtet, und 
wenn man einem auf 0 beweglichen Punkt a diejenigen Punkte zuordnet, 
die mit ihm zusammen eine Gruppe der g! liefern, so erhält man nach 
den festgesetzten Definitionen eine involutorische Korrespondenz mit der 

1) D. h. dem linearen System, da.s jede Kurve rp zusa.mmengenommen mit 
einer Kurve"" enthält. 
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Wertigkeit 1, die wir der Kürze halber eine l!.lementarkorrespondens (ele­
mentare Wertigkeitskorrespondenz) nennen wollen. 

Bildet man die Summe von y (> 0) Elementarkorrespondenzen, so 
erhält man eine Korrespondenz mit der Wertigkeit r; und bildet man 
das Produkt einer solchen Korrespondenz mit einer Elementarkorrespon­
denz, so erhält man eine Korrespondenz mit der Wertigkeit - y (Nr.66, 
S. 173). Bildet man schließlich die Summe einer Korrespondenz mit der 
Wertigkeit r und einer solchen mit der Wertigkeit .- r, so erhält man 
eine Korrespondenz mit der Wertigkeit Null. Wir gelangen also zu dem 
Satz: 

Auf einer Kurve gibt es Korrespondensen mit beliebigeJ' positiver, ne­
gativer oder verschwindender Wertigkeit. 

Wir wollen Ferner den Satz beweisen: 
Die su einer Wertigkeitskorrespondenz inverse Kor1'espondenz ist von 

derselben Wertigkeit wie die gegebene. 
Zunächst ist es klar, daß die Reziproke der Korrespondenz S, die 

als die Summe von k (> 0) Elementarkorrespondenzen erscheint, die 
Wertigkeit k hat, und daß die Reziproke des Produkts von S mit einer 
Elementarkorrespondenz die Wertigkeit - k besitzt (s. die Gleichungen 
(1) in Nr. 63, S. 171). Nach dieser Feststellung sei nun T eine beliebige 
Korrespondenz mit der (positiven oder negativen) Wertigkeit r; ferner 
seien X und X' die Gruppen der Punkte, welche in der KOlTespondenz 
T- t den Punkten 0, und 0,' zugeordnet sind. 

Wir wollen mit Hilfe von Elementarkorrespondenzen eine Korre­
spondenz Tl mit der Wertigkeit - r zusammensetzen und die Gruppen 
der Punkte, die in der Korrespondenz Tt-t den Punkten 0, und a' zuge­
ordnet sind, mit Xl und X; bezeichnen. Da die Summe T + Tl die 
Wertigkeit Null hat, so muß auch die Korrespondenz (T + Tt)-l= T- 1+ Tj-t 
die Wertigkeit Null besitzen (Nr.59, S. 163). Es besteht daher neben 
der Beziehung 

die andere 
Xl - ya = 'X; - ya' 

X + Xl = X' + X~. 
Subtrahiert man die erste von der zweiten, so ergibt sich 

X + ra = X' + re/, 
womit die Behauptung erwiesen ist. 

69. Bestimmung der Gruppe der Koinllidenzpunkte in einer Kor­
respondenz mit beliebiger Wertigkeit. Anzahl der Koinzidenzen. 

Wenden wir uns fiir einen Augenblick zu einer Elementarkorre­
spondenz T, die man erhält, wenn man von einer Schar g! ausgeht; es 
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sei Y die Gruppe der n - 1 Punkte, welche in l' dem Punkt a zugeordnet 
sind, und X die Gruppe derjenigen Punkte, welche in der Korrespondenz 
T-l dem Punkt a entsprechen. Da. T = T-l ist, muß die Gruppe X mit 
der Gruppe Y zusammenfallen. 

Die Gruppe U der Koinzidenzpunkte von T ist nichts anderes als 
die JACoBIsche Gruppe der g~, und wie wir gesehen haben, ist diese 
Gruppe äquivalent mit einer um eine Gruppe der Schar 2g" vermehrten 
kanonischen Gruppe. Bezeichnen wir also mit K eine kanonische Gruppe 
von 0, so erhalten wir die Beziehung: 

U = X + Y + 2 a + K. 

Mit Hilfe dieser Beziehung wollen wir nun einen allgemeineren Satz 
beweisen, der sich so aussprechen läßt: 

Hat man zwischen den Punkten einer KU1've eine Korrespondenz T 
mit der (positiven, negativen oder verschwindenden) Werti,qkeit r, so ist die 
Gruppe U der Koinzidenzpunkte äquivalent mit der Summe der Gruppen 
Y und X, welche die einem Punkt a in der gegebenen und in der inver­
sen Korrespondenz entsprechenden Pnnkte enthalten, zusammen mit r ka­
nonischen Gruppen und dem 2 r-mal gezählten Punkt a. Symbolisch ge­
schrieben lautet der Satz: 

(3) U= X + Y + rK + 2ra, 

wobei K eine kanonische Gruppe bedeutet. 
Gibt man der geometrischen Beziehung, die durch diesen Satz ge­

liefert wird, eine zahlenmäßige Deutung, so erhält man die Gl~ichung 

u = a + ß + r(2p- 2) + 2r, 

in der u die Anzahl der Koinzidenzen, ", ß die Indizes von T und p das 
Geschlecht der Kurve bedeuten, Man kann also auch sagen: 

Die Anzahl u der Koinzidenzpunkte einer Korrespondenz T, die zwi­
schen den Punkten einer Kurve vom Geschlecht p gegeben ist, und die die 
Indizes a, ß und die Wertigkeit r besitzt, wird durch die folgende Formel 
bestimmt: 
(4) u = a + ß + 2yp. 

Wir wollen die Äquivalenz (3) zunächst für eine Korrespondenz S 
beweisen, die als Summe von h (> 0) Elementarkorrespondenzen Tl, 
T2 ~ .•• , TA darstellbar ist. 

Bezeichnet man mit Yll Y2 , .•• , Y" die Gruppen der dem Punkt a 
in den Korrespondenzen Tl' T2 , •.• , TA entsprechenden Punkte, und mit 
Xll X!, ... , X" die (mit jenen zusammenfallenden) Gruppen derjenigen 
Punkte, welche dem Punkt a in der inversen Korrespondenz zugeordnet 
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sind, so erkennt man, daß in der Transformation 8 dem Punkt a die Gruppe 
Yo = YI + ... + Y" entspricht, und daß die inverse Korrespondenz 8- 1 

diesem selben Punkt a die Gruppe Xo = Xl + X2 + ... + X" zuordnet. 
Außerdem muß die Gruppe V der Koinzidenzpunkte von 8 die Summe 
der Gruppen UlI ••• , U" der Koinzidenzpunkte von T p ... , T h sein. 
Addiert man die Beziehungen 

so erhält man 

~ = Xl + Y 1 + K + 2 a, 
U2 == X2 + Y2 + K + 2 a, 

U,,= X" + Y h + K + 2a, 

V = Xo + Yo + hK + 2ha, 
und durch diese Äquivalenz ist der ausgesprochene Satz für die Korre­
spondenz S bewiesen. 

Es sei nun T eine beliebige Korrespondenz mit negativer Wertig­
keit r, und es mögen in bezug auf sie die Bezeichnungen des oben ausge­
sprochenen Satzes beibehalten werden. Ist h der absolute Wert von r, 
so konstruiere man wie oben eine Korrespondenz S, welche als Summe 
von h Elementarkorrespondenzen darstellbar ist. 

Die Summe der beiden Korrespondenzen Sund T hat die Wer­
tigkeit Null und ordnet dem Punkt a die Gruppe Y + Yo zu, während 
die zu ihr inverse Korrespondenz dem Punkt a die Gruppe X + Xo zu­
ordnet; überdies ist U + V die Gruppe der Koinzidenzpunkte der Kor­
respondenz S + T. Nach Nr. 67 (S. 174) erhalten wir also 

U + V = \ X + X o) + (Y + Yo)' 
Subtrahiert man hiervon die zuvor erhaltene Beziehnng, so ergibt sich 

U== X + Y + rK + 2ra. 
Damit ist also der ausgesprochene Satz für die Korrespondenzen 

mit negati ver Wertigkeit bewiesen. 
Hat man eine Korrespondenz T mit der positiven Wertigkeit r, so 

konstruiere man eine Korrespondenz T' mit der negativen Wertigkeit 
r (was stets möglich ist), und bezeichne mit Y', X' die Punktgruppen, 

welche dem Punkt a in den Korrespondenzen T' bzw. T' -1 entsprechen, 
ferner mit U' die Gruppe der Koinzidenzpunkte von T'. Behält man 
wiederum für T die in dem oben ausgesprochenen Satz benutzten Bezeich­
nungen bei, so erhält man, da die Summe T + T' die Wertigkeit Null 
besitzt, die Beziehung: 

U + U' = (X + X') + (Y + Y'); 
da aber T' von negativer Wertigkeit ist, so ergibt sich nach dem, was 
wir soeben bewiesen haben, 

Beyerl: Vorlelungen über allilebraiache Geometrie 12 
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U'=X'+ Y'-yK-2ya. 
Aus dieser und der vorhergehenden Beziehung erhält man durch Sub­

traktion 
U=X+ Y+yK+2ya, 

womit der Satz für alle Korrespondenzen mit positiver Wertigkeit be­
wiesen ist. 

Bem erkung. Wenn man den zweiten Satz der NI'. 66 (S. 173) be­
rücksichtigt, so folgt aus dem schon ausgesprochenen Korrespondenz­
prinzip mit Leichtigkeit der folgende Satz: 

Die ZahZ der Koinzidenzpunkte einer Korrespondenz, die das Produkt 
der Korrespondenzen ("u ßl' ')11)' ... , ("k' ßk' Yk) ist, wo ".; p" Y. die In­
dizes bzw. die (positiven oder negativen) Wertigkeiten der betrachteten Kot·­
respondenzen bedeuten, läßt sich berechnen nach der Fot'meZ 

u = "1""" "k+ P1ß,··· ßk+ (-1)k+12YIYJ'" r~· 

70. Ausdehnung des Begriffs der Wertigkeit. Abhängigkeit zwi­
schen mehreren Korrespondenzen. Es sei Tl eine Korrespondenz mit 
der Wertigkeit Yl auf der Kurve C, und es seien Yll Y; die Punktgruppen, 
welche den Punkten a und a' in der Korrespondenz Tl entsprechen. Es 
gilt dann die Beziehung 

Yl + Yl a = Y; + yla', 

und diese Beziehung läßt sich in folgender Weise deuten: Wenn der 
Punkt a auf C wandert, so bewegt sich die Punktgruppe, die ihm in der 
Korrespondenz Tl entspricht, zusammen mit dem Ycfach gezählten, in der 
identischen Korrespondenz T dem Punkt a entsprechenden Punkt in einer 
linearen Schar.1) Wir werden diese Tatsache auch dadurch ausdrücken, 
uaß wir sagen, die Korrespondenzen Tl und T seien gemäß den Zahlen 
(1, Y1) voneinander abhängig. 

Es sei ferner Ts eine andere Korrespondenz mit der Wertigkeit Y2' 
Wir erhalten in ähnlicher Weise 

Y, + Ysa = Y~ + y,a'; 
kombiniert man diese Äquivalenz in passender Weise mit der vorher­
gehenden, so erhält man 

')I, Y1 - Y1 Y2 = Y2 Y~ - Y1 Y~. 
Wandert also der Punkt a auf der Kurve 0, so bewegt sich die y,­

fach gezählte Gruppe der diesem Punkt in Tl entsprechenden Punkte 
zusammen mit der - Yl-fach gezählten Gruppe derjenigen Punkte, die dem 
Punkt a in der Transformation T, zugeordnet sind, in einer linearen 

1) t)'ber den Sinn c1ip&('~ A1l8d1'1lck~ ~iebe Nr. 64 (R. 171). 
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Schar. Wir werden daher sagen, die Korrespondenzen 1'11 1'2 seien gemäß 
Jen Zahlen (1'~, - 1'1) voneinander abhängig. 

Es drängt sich nun von selbst der Gedanke auf, daß der Begriff der 
Abhängigkeit vielleicht für mehl' als zwei Korrespondenzen aufgestellt 
werden könnte, auch abgesehen von der Annahme, daß diese Korrespon­
denzen mit WertigkeIt behaftet sind. 

Wir werden in der Tat die Korrespondenzen Tll ... , T k , die auf 
einer Kurve C gegeben sind, 1:oneinander abhängig nennen, wenn es k ganze 
(positive oder negative) nicht sämtlich verschu;il1dende Zahlen All A2, ••• , A" 
von der Eigenschaft gibt, daß, falls man mit 1'; die Gruppe der einem be­
liebigen Punkt a in der Korrespondenz Ti entsprechenden Pttnkte bezei~h­

net, bei der Wanderung von a auf C die (virtuelle) Gruppe Al Yl + ),2 YIr 

+ ... + '\'k Yk sich 'in einer linearen Schar bewegt. 
Mit anderen Worten: wenn Y; die Gruppe derjenigen Punkte ist, 

die dem Punkt a' in der Korrespondenz Ti entsprechen, so wird die Be­
dingung für die Abhängigkeit durch die folgende Beziehung ausgedrückt~ 

(5) AIYl + .. + AkYk -A1Y~ + ... + AkY~' 
Falls eine derartige Beziehung nicht möglich ist, ohne daß siimtliche 
Werte der Zahlen '\'i verschwinden, werden wir die k Korrespondenzen 
unabhängig nennen. 

Wenn mehrere Korresp9ndenzen voneinander abhängig sind, BO 

werden wir zuweilen auch sagen, irgendeine unter ihnen sei von de'u 
übrigen abhängig. Wenn es nötig ist, die ganzen Zahlen ins Auge zu fassen, 
für welche die Äquivalenz (5) erfüllt ist, so werden wir auch sagen, 
die Korrespondenzen Tl, ... , Tk seien gemäß den Zahlen (Al' ... , '\'k) 
voneinander abhängig. 

Sind die Korrespondenzen l'p ... , T k gemäß (All"" Ak) voneinander 
abhängig, so sind sie es selbstverständlich auch gemäß (IL Al' ... , IL J.. k ), 

wo p, eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 
Die beiden Bemerkungen, die am Anfang dieser Nummer gemacht 

worden sind, lassen sich nun in folgender Weise aussprechen: 

Jede Wertigkeitskorrespondenz ist von der Identität abhängig. 
Zwei Wertigkeitskorrespondenzen sind imme}' voneinander abhängig. 

Als Erweiterung eines Satzes der Nr. 68 (S. 175) wollen wir nun den 
folgenden Satz beweisen: 

'Wenn die Korrespondenzen Tv ... , T" gemäß den Zahlen \A11 ... , Ak) 
voneinander abhängig sind, so sind auchiltre inversen Korrespondenzen ge­
mäß denselben Zahlen voneinander abhängig. 

Um diesen Satz zu beweisen, wollen wir zunächst annehmen, die 
Zahlen '\'11 )'2' ... , Ak seien aUe positiv. Dann hat die Korrespondenz 

12 * 
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S = Ä1 Tl + Ä21'~ + . . . + Äk T k die Wertigkeit Null, und folglich hat 
nach Nr. 59 (8.163) die inverse Korrespondenz S-1 = ÄITil + ).,2T;' 
+ ... + Äk Ti; I ebenfalls die Wertigkeit Null; damit ist aber gezeigt, daß 
die Korrespondenzen Tl-I, T;; 1, ... , T; t gemäß (Al' 12 , •.. , Ä.k) vonein­
ander abhängig sind. 

Wir behandeln ferner den Fall zweier Korrespondenzen Tl und TJ , 

die gemäß den Zahlen (1, - 1) voneinander abhängig sind. Es sei 1'"2 
eine beliebig aber allgemein gewählte Gruppe, welche von den Punkten 
gebildet wird, die in der Transformation T2 dem Punkt a entsprechen. 
Wir fassen nun eine Schar g~ von genügend hoher Dimension ins Auge, 
so daß in ihr eine einzige Gruppe vorhanden ist, die durch Y2 geht. (Man 
wähle z. B. p allgemeine Punkte der Kurve vom Geschlecht p und be­
trachte die nicht-speziale Vollschar g~, die durch jene p Punkt.e zusammen 
mit einer gegebenen Gruppe Y2 eindeutig bestimmt ist.) Es kanu der 
Fall eintreten, daß durch irgend eine spezielle Gruppe Y2 unendlich viele 
Gruppen der Schar g:; gehen; aber unter aUen Umständen wird diejenige 
Gruppe von g: stets wohl definiert sein, die durch jene spezielle Gruppe 
Y, geht, und die als Grenzlage einer gewissen Gruppe der g~ erscheint; 
diese ist ihrerseits durch eine allgemeine, nach der betrachteten speziellen 
Lage hinstrebende Gruppe Y2 definiert. Auf diese Weise ist also jeder 
Gruppe Y2 eine ganz bestimmte Gruppe Y 3 derart zugeordnet, daß Y2 + Ys 
eine Gruppe der g~ bildet. 

Behalten wir für die Korrespondenzen Tu T2 die schon öfters be­
nutzten Bezeichnungen bei, so erhalten wir aus der Gleichung 

Y1 -- Y2 -=-= y~ -- y; 

mit Rücksicht auf die Beziehung 

Y~ + Ys == Y~ + Y:~ 
die neue Relation 

Yl + Ys == y~ + y;. 

Bezeichnet man also mit S diejenige Korrespondenz, welche entsteht, 
wenn man einem veränderlichen Punkt a der Kurve die Punkte der auf 
ihn bezüglichen Gruppe Ys zuordnet, so kann mau sagen, daß die Kor­
respondenzen Tl + Sund T2 + S, und somit auch ihre inverseu 
T1-l + 8- 1 und T2-1+ 8- 1 die Wertigkeit Null besitzen. 

Mit anderen Worten: Sind Xs und X; die Punktgruppen, welche in 
der Korrespondenz 8 - 1 den Punkten a und a' entsprechen, so erhalten 
wir die Beziehungen 

(6) 
Xl +- X J " X~ + X;,. 
X2 + X3 :c:= X; + X;; j 
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dabei bedeuten Xl und X: die Punktgruppell, welche den Punkten a und 
a' in der Korrespondenz Tl-l zugeordnet sind, während X2 und X~ die 
analoge Bedeutung für T; 1 haben. 

Subtrahiert man die beiden vorstehenden Beziehungen, so ergibt sich 

Xl - X 2 = X~ - X~, 

und damit ist bewiesen, daß die Korrespondenzen 1'1- 1 und J';; 1 gemäß 
den ganzen Zahlen (1, - 1) voneinander abhängig sind. 

Bei diesem Beweis wurde eigentlich stillschweigend die Voraus­
setzung gemacht, daß die Gruppe Ya gleichzeitig mit Y2 , d. h. mit a, be­
weglich sei; denn im entgegengesetzten Fall würde sich an Stelle der 
oben definierten KOlTespondenz 8 eine ausgeartete Korrespondenz ergeben. 

Aber auch wenn wir die Annahme machen, daß Ya fest bleibe, wäh­
rend a die Kurve durchläuft, gelangen wir zu demselben Schluß. In 
diesem Fall sind nämlich die Gruppen Y2 untereinander äquivalent, und 
folglich besitzt die Korrespondenz 1'2 die Wertigkeit Null. Auf Grund 
der Beziehung 

die den Zusammenhang zwischen Tl und 1'2 ausdrückt, folgt hieraus, 
daß auch Tl die W ertigkeit Null besitzt. Es haben daher auch die in­
versen Korrespondenzen 1'1 1 und 1'2- 1 die Wertigkeit Null. Diese Er­
kenntnis genügt aber zum Beweis der Behauptung, daß 1'1 1 und 1';;1 ge­
mäß den Zahlen (1, - 1) - oder auch gemäß zwei beliebig gewählten 
Zahlen - voneinander abhängig sind. 

Das eingeschlagene Beweisverfahren würde nicht mehr zum Ziel führen, 
wenn eine der beiden Korrespondenzen 1'11 T2 aus der Identität bestünde, 
wie es in Nr. 68 (S. 175) der Fall war; aber der Satz würde trotzdem auch 
in diesem Fall seine Gültigkeit behalten, wie eben aus Nr. 68 hervorgeht. 

Endlich untersuchen wir den Fall, daß k Korrespondenzen vorliegen, 
die gemiiß den ganzen Zahlen (Al' A2, ... , A.A,)' von denen mindestens eine 
negativ sei, voneinander abhängig sind. 

Es mögen All All' ... , Ai positiv und die übrigen Zahlen Ai + 1 = - /-li + l' ... , 
Ak = - fLk negativ sein. Benützt man wieder die eingeführten Bezeich­
nungen, so ergibt sich 

(7) 
Al Yl -+ ... + Ai Y, - fLi+ 1 Yi+ 1 - ... - 'Uk Yk =-= Al Y; + ... + A; Y; 

- fLi + 1 y; + 1 -- .•. - Il k Y;' . 

Die beiden Korrespondenzen 81 = Al Tl + ... + Ai T j und 82 = fLi + 1 Ti + 1 

+ ... + fLk Tk sind dann gemäß den Zahlen (1, - 1) voneinander abhängig, 
und folglich gilt dies auch für die inversen Korrespondenzen. Diese 
Aussage deckt sich aber mit der Behauptung, daß die Korrespondenzen 
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T~ 1, ... , T; I, T;-: l' ... , Tz t gemäß (A1) )'2' ... , )'k'l voneinander ab­
hängig sind. 

71. Geometrische Beziehung zwischen den Gruppen der Koinzidenz­
punkte in mehreren abhängigen Korrespondenzen. Das allgemeine 
Korrespondenzprinzip. 

Wir wollen den folgenden Satz beweisen: 

Wenn in den Korrespondenzen Tl' ... , T k , die gemäß (J,l' ... , Ale) von-
{)inander abhängig sind, dem Punkt a die Punldgruppen Yl , ... , Y k ent-
sprechen, während 1'n den inversen Korrespondenzen demselben Punkt die 
Gruppen Xl' ... , X k zugeordnet sind, so erhält man, lalls die Gruppen der 
Koinzidenzpunkte do' Korrespondenzen Tl' ... , Tk mit Ul , ..• , Uk bezeichnet 
werden, die Beziehung 

(8) Al Ul + i"U2 + ... + ),kUk . ),t(XI + }:~) + .,. + Ak(Xk + Y"I. 

Wie bei dem Beweis in der vorhergehenden Nummer ist es auch hier 
zweckmäßig, drei Fälle zu unterscheiden: 

1. Die Zahlen A)) A" .. " A. seien alle positiv. Da in diesem Fall die 
Korrespondenz Al Tl + ... + Ak T" die W ertigkeit Null besitzt, so reduziert 
sich der Satz auf denjenigen der Nummer 67 {So 174). 

2. Es sei k = 2, und die Korrespondenzen Tu T'J hängen gemäß (1, -1) 
voneinander ab. Wir stellen wie in der vorhergehenden Nummer eine 
Korrespondenz 8 her, derart, daß Ti + 8 und damit auch Tl + 8 die Wertig­
keit Null haben. Versteht man unter V die Gruppe der Koinzidenzpunkte 
von 8 und behalten Xa und Ys dieselbe Bedeutung wie in Nr. 70, so er­
giht sich nach Nr. 67: 

~+ V-(Xl + YI)+(Xs + Ys), 

U,+ V= (X2 + Y,) + (Xs + Ys)' 

Subtrahiert man diese Äquivalenzen voneinander, so erhält man 

U1 - U2= (Xl + Yl ) - (X, + Y2), 

womit der Satz für diesen Fall bewiesen ist. 

3. Es seien die Zahlen ),11 Ai' ... , A, positiv und die Zahlen 
.ti + 1 = - tJ-i+ 11 ••. , Ak = -tLk negativ. In diesem Fall sind die Korrespon­
denzen 81 = Al Tl + ... + XiT. und 8! = tLi+ITi+l + ... + tJ-"T" vonein­
ander abhängig gemäß (1, - 1), und damit ist dieser dritte Fall auf den 
-zweiten zurückgeführt. Es folgt daraus, daß 

(Al U1 + ... + ).iUi) - (tJ-il-l Ui +l + ... + tLkUk) 
= (Al Xl + ... + )./ Xi + A,1 Y1 + ... + Xi YJ 
- (tL/+1 XI+! + ... + tLkXk + tJ-i+1 Yl+ 1 + .. , + f.Lk Yk) 
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ist; diese Beziehung ist aber nichts anderes als die Ä.quivalenz (8), nur 
in anderer Form geschrieben. 

Gibt man dem eben bewiesenen geometrischen Satze eine zahlen­
mäßige Deutung, so erhält man eine sehr wichtige Korrespondenzformel. 

Es sei u. die Anzahl der Punkte von U., ai die Anzahl der Punkte 
von Xi und ßi die Anzahl der Punkte von Y,j wi; erhalten dann aus der 
Ä.quivalenz (8) die Gleichung 

i..1u1 + ... + AkU.\:= i..I(a1 + ß1) + ... + i..k(ak+ ßk)· 

Es gilt also der Satz: 

Wenn auf einer Kurve k Korrespondenzen mit den Indizes "11 ßlI . " 
".\:' ßk vorhanden sind, die gemäß den positiven oder negativen Zahlen A,l' .. ·:).k 
voneinander abhängen, und die Ul' ... , uk Km:nzidenzen besitzen mögen, so 
besteht die Gleichung 

(9) Äl u1 + ... + A~Uk = ).1 (al + ß1) + ... ).k(ak + ßk)' 

Die bekannte Korrespondenzformel von CAYLEY 1), die bei der Lösung von 
Berührungsproblemen so nützliche Dienste leistet, erhält man aus dieser 
Gleichung als besonderen Fall, wenn man alle Zahlen i..i als positiv vor­
aussetzt. 

Bemerkung. Wenn sich unter den gegebenen, gemäß AU i..21 ••• , Ak 

voneinander abhängigen Korrespondenzen die Identität befindet, und 
wenn etwa Tl diese identische Transformation ist, so hat die Korrespon­
denz Ä2T2 + .. , + i..kTk die Wertigkeit i..l , und folglich gilt nach Nr.69 
(S. 176) die Beziehung 

A.II U2 + ... + i..kUk= A2(X~ + Y2) + ... + i..k(Xk + Yk) + AlK + 2Ä1 a l 

hieraus ergibt sich die Gleichung 

i..,ull + ... + i..kUk= At(a,+ ß,) + ... + A,k(ak+ ßk) + 2ÄIP· 

Die Theorie der Korrespondenzen auf einer algebraischen Kurve hat ihren 
Ausgangspunkt in dem Korrespondenzprinzip auf einer Geraden, das im Jah­
re 1864 von CHASLES!) ausdrücklich formuliert wurde. Zwei Jahre nachher 
gab ÜUASLES selbst einige Anwendungen des Prinzips auf die Theorie der ra­
tionalen Kurven S), und CAYLEY sprach die in Nr. 69 abgeleitete Korrespondenz­
formel aus'); dabei beschränkte er sich jedoch auf den Fall, daß r positiv odel' 
Null ist, und lieferte den Beweis des Prinzips nur für einen besonderen Fall. 
Den ersten vollstlindigen Beweis für dif> CAYLEysche Formel (r ~ 0) hat A. BRlLL 

1) Phil. Trans. lö8, 149 (1868). Man vg!. auch BEGllE. Introduzione USW., Nr. 4,9. 

2) C. R. 08, 117& (1864). 
3) Ibid. 62, &79 (1866). 
4,) Ibid. 62, &86 (1866) oder a.uch London Proc. Math. Soc. I, 1 (1866). 
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gegeben 1); er gelangte auf algebraischem Wege zu der Anzahl der Koinzidenzen 
einer Korrespondenz von positiver und verschwindender Wertigkeit. BRILL war 
es auch, der den Begriff und die Definition der positiven Wertigkeit aufstellte. 
Das Korrespondenzprinzip für die Korrespondenzen mit beliebiger (auch nega­
tiver) Wertigkeit wurde dann mit Hilfe der ABELschen Integrale und der Theta­
funktionen von A. HURWITZ gefunden und in einer Abhandlung vom Jahre 
1887 veröffentlicbt 2). Die WertigkeitskorresponderlZtn sind die einzigen, die 
auf einer Kune mit allgemeinen Moduln möglich sind. Der Beweis dieser Tat­
sache ist eine sehr heikle Angelegenheit. Er findet sich in einer Abhandlung 
des Verfassers 3), wo er sich aus dem Beweis des anderen Satzes ergibt, daß 
jede ebene algebraische Kurve, die in einern einfachen, linearen, mindestens 
;)-fach unendlichen System veränderlich ist, nur Wertigkeitskorrespondenzen 
besitzt. Es gelang HURWITZ auch, mittels einer einzigen (transzendenten) Glei· 
chung, welche die Koordinaten zweier entsprechender Punkte verbindet, eine 
auf einer beliebigen Kurve gegebene Korrespondenz darzustellen und zu be­
weisen, daß man die Gleichung irgend einer Korrespondenz aus den Gleichungen 
einer gewissen endlichen Amahl von geeignet gewählten Korrespondenzen durch 
~Iultiplikation zusammensetzen kann. 

Die in diesen Vorlesungen gegebene Darstellung der Theorie der Korre­
spondenzen ist einer Abhandlung des Verfassers vom Jahre 1903 entnommen!); 
sie ist nicht nur wesentlich einfacher als die von anderen Mathematikern be­
nutzte algebraische Behandlung (man vergleiche die weiteren bibliographischen 
Bemerkungen in der Einleitung zu der erwähnten Abhandlung ),sondern sie hat auch 
noch den Vorteil, daß sie dem CAYLEy-BRILL-HuRWITzschen Korrespondenzprin­
zip eine geomeirisch-fun ktionale Bedeutung unterlegt. Der Begriff der voneinander 
abhängigen Korrespondenzen, der ebenfalls in jener Abhandlung aufgestellt 
wurde, knüpft an den analogen Begriff an, den HURWITZ auf transzendentem 
Wege eingerührt hat. Das Verbindungsglied zwischen beiden bildet das ABEL­
sehe Theorem, wie es in Nr. 11 jener Abhandlung bewiesen wurde. Auf Grund 
dieses Zusammenhangs konnte auch gezeigt werden, daß auf einer Kurve die 
Zahl drr (im angegebenen Sinne) unabhängigen Korrespondenzen eine endliche 
ouere Grenze besit.d. Diese geometrische Eigenschaft knüpft sich an die oben er­
wäbnte Konstruktion der Gleichung einer beliebigen Korrespondenz mittels der 
Gleichungen einer endlichen Anzahl von geeignet gewählten Korrespondenzen 6). 

1) Math. Ann. 6, 33 (1873); 7, 607 (1874). 2) Ibid. 28, 661 (1887). 
3) F. SKVERI, Le corrispondenze fra i punti di una curva variabile in un 

sistema lineare sopra una superficie algebrica. Math. Ann. 74, 616 (1913). 
4) F. SEVERI, Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica e sopra 

certe classi di superficie. Torillo Mem. (2) 54" 1 (1903). 
6) Weitere Einzelheiten über die Geschichte des Korrespondenzprinzip~ sowie 

über die hierauf beziigliche Literatur findet man in dem Bericht von BRILL und 
NOETHER über die Entwicklung der Theorie der algebraischen Funktionen (Jahres­
bel'. d. dtsch. Math. Ver. 3, 630, (1894), in Bd. IJI1 Heit 3 der Encyklopädie der math. 
Wissenschaften (Artikel von ZEUTIlEN) S. 278 ff., sowie in E. PASCALS Repertorium der 
höheren Mathematik Bd. 11., 1. Hälfte, S.343ff. (Artikel 'l'on L. BERZor,ARI), und 
endlich bei L. SEGRK, BibI. Math. (2) 6, 83 (1892). 
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§ 4:. Anwendungen der entwickelten Theorie. 

72. Zwei Beispiele vOn Korrespondenzen ohne Wertigkeit. Als 
einfache Anwendungen der in den vorhergehenden Nummern angestellten 
allgemeinen Betrachtungen über die Korrespondenzen wollen wir nun 
zwei Sätze beweisen, die uns zugleich einfache Beispiele für Korrespon­
denzen ohne Wertigkeit liefern werden. 

Auf einer Kurve C vom Geschlecht p > 1 ist eine ein-eindeutige 
Korrespondenz T, falls sie nicht von einer g~ erzeugt wird, sicherlich ohne 
Wertigkeit. 1) 

Hat nämlich l' die Wertigkeit y, so ist die Zahl ihrer Koinzidenz­
punkte gleich 2 + 2yp, und da diese Zahl notwendig größer als oder 
gleich Null ist, so folgt daraus sofort, daß r positiv (> 1) sein muß. Die 
Korrespondenz T muß außerdem periodisch sein (Nr. 51, S. 144); es seI 
IJ ihre Periode; deren Zyklen bilden eine Involution y~. Wenn 

(al' a2 , ... , a,), (b l1 b2 , ••• , b(,) 

zwei solche Zyklen sind, so hat man 

r al + a2 ~-c: rbl + b2 ; r02 + as -- rb2 + ba; •.• ; ra(! + a l - rbe + bl • 

Daraus folgt 

(I' + 1)(at + a2 + ... + a~) = (r + 1)(b1 + b2 + ... + b~). 
Wir bilden nun die Gruppen von y~ durch die Punkte einer Kurve 

r ab und bezeichnen mit a und b die Punkte von r, welche als Bilder 
der Gruppen (01, a2 , ••. , a~) und (bl1 b2 , ••• , b,) erscheinen. Da nun in 
der Korrespondenz Ü>, 1), die anf diese Weise zwischen den Kurven C 
und r hergestellt ist, einer Gruppe von C ihr Bildpunkt, IJ-mal gezählt, 
entspricht, so erhalten wir auf Grund der am Schluß der Nr. 59 (S. 165) 
bewiesenen Eigenschaft die Beziehung 

IJ(r + 1)a = Q(r + l)b; 
damit ist aber gezeigt, daß die Kurve r rational ist (NI'. 65, S. 172), 
d. h. daß die lnvolution r~ einfach eine lineare Schar g~ ist. Diese lineare 
Schar gibt Anlaß zu einer symmetriscben Korrespondenz CIJ - 1, Q - 1) 
von der Wertigkeit 1, welche identisch ist mit der Korrespondenz 

T + T2 + T~ + ... + T~- \ 

und deren Wertigkeit sieb infolgedessen auch durch den nachstehenden 
Ausdruck darstellen läßt: 

')' - 1'2 + 1'3 - ... +(- l)~y(l-l = y(1- I' + y~-" ). 

1) Einen transzendenten Beweis siehe bei A. Hl'RWl'fZ, Math. Ann. 2S, /)85 (1887' 
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Da nun aber dieser Ausdruck gleich 1 sein soll, so muß notwendig auch 
r = 1 sein, d. h. es muß ein Punkt, zusammen mit dem ihm in T ent­
sprechenden Punkt, eine Gruppe einer linearen Schar geben, und diese 
lineare Schar kann, da p > 1 ist, nichts anderes als eine g~ sein. 

Ein anderes Beispiel einer Korrespondenz ohne Wertigkeit wird 
durch folgenden Satz gegeben: 

Auf einer Kurve vom Geschlecht p > 1 wird durch eine irrationale 
Involution y~, vom Geschlecht n eine symmet1'ische Korrespondenz (v - 1, 
v - 1) ohne Wertigkeit besUmmt. 

Hätte nämlich die Korrespondenz (v - 1., v - 1) die Wertigkeit y, 
und wäre all a2 , ••• , a" eine Gruppe der Involution, so erhielte man 

a~ + ... + a,. + yal = a1 + as + ... + a" + 'Ya2 , 

oder 
at + ral = a1 + ya2 , (1 - y) a1 = (1 - y) a2 . 

In ähnlicher Weise erhielte man, wenn man 1 - y = k setzt: 

kaI = ka2 = ... = ka". 

Für eine andere Gruppe °1 , b2 , ••• , b" würde sich ebenso ergeben: 

Nun ist aber 
a2 + . , . + a" + y a l = bj + ... + b,. + ybl ; 

multipliziert man beiderseits mit k, und berücksichtigt man die vorher­
gehenden Beziehungen, so erhält man 

k (v + y - 1) a1 = k (v + y - 1) bl . 

Die Zahl y kann aber nicht gleich 1. sein, weil sich sonst die Involution 
y~ auf eine lineare Schar reduzieren würde; es ist daher k =F O. Falls also 
auch v + y - 1 =F 0 ist, so gibt es eine ganze Zahl h > 0 derart, daß 

hai = hbl 

ist, wobei a l und bl zwei be1iebige Punkte der Kurve bedeuten; diese 
müßte demnach rational sein (Nr. 65), was der Voraussetzung wider­
spricht. 

Falls aber v + y - 1 = 0 wäre, so ließe sich die Zahl y der Koin­
zidenzpunkte der Korrespondenz (v - 1, v - 1), nämlich 

auch in der Form 
y = 2 (v - 1) + 2yp 

y=2(v-1)(1-p) 

schreiben. Da p > 1 ist, so wäre diese Zahl negativ, während doch y 
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seiner Definition gemäß positiv oder Null sein muß, Die Annahme 
v + ,.. - 1 = 0 ist also uumöglich ebenso wie die andere, die wir ge­
macht hatten, 

73. Gruppe der (1'+ 1 )-fachen Punkte ein~r linearen Schar g::,. Wir 
haben schon früher fiir den besonderen Fall der kanonischen Schar be­
merkt (s. die Fußnote auf S. 139), daß eine Schar g~ nur eine endliche 
Anzahl von Punkten besitzen kann, deten Vielfachheit größer als t' (im 
allgemeinen gleich l' + 1) ist. 

Wir wollen nun die Gruppe M",r dieser (r + 1) -fachen Punkte zu 
kennzeichnen versuchen in bezug auf eine Gruppe G der g~ und 
auf eine kanonische Gruppe K der Kurve C, auf welcher die g~ ge­
geben ist. 

Es sei ein allgemein gewählter Punkt a von C gegeben; wir betrach­
t.en die Gruppe G, welche in a einen r-fachen Punkt besitzt (diese Gruppe 
ist wohl definiert, denn sonst wäre a für die Schar mindestens (r + 1)­
fach); die n - r Punkte, welche zusammen mit a die Gruppe G bilden, 
sollen die Punkte y genannt werden. Die in bezug auf den Übergang 
von a zu den Punkten y inverse Operation besteht darin, daß man dem 
Punkt a die Punkte x zuordnet, welche für eine gewisse Schar g:=~ 
r-fach sind; diese Schar g:::.~ wird aus g~ dadurch erhalten, daß man in 
der letzteren nur die durch a gehenden Gruppen betrachtet. Wir wollen 
eine Gruppe dieser Schar g~; =! mit H und die Gruppe ihrer r-fachen Punkte 
mit M,,_l,r_l bezeichnen. 

Die so definierte Korrespondenz hat die Wertigkeit r, denn wenn 
man die Gruppe der Punkte y mit Y bezeichnet, so bewegt sich die 
Gruppe Y + 1'a in der gegebenen Schar g:. Es ergibt sich also: 

oder 
lJI[n,1' = Y + M,,-1.r_1 + 21'a + rK, 

(1) ~ln,1' = G + M,,_l,r_l + ra + rK. 

Diese Rekursionsformel gestattet, die Frage, die wir uns vorgelegt haben, 
zu lösen. Wir wissen nämlich (S. 126), daß 

ist; wir erhalten daher 
M,,_l,t = 2H + K 

M"" = G + (2 H + K) + 2a + 2K. 

und hieraus folgt, da H + a = G ist, 

JI'ür r = 3 ergibt sich 
M",! = 3G + 3K, 

M .. ,s -::: G+ Mn_I,! +3a+ 3K= G + (3H + 3K) + 3a + 3K=4G + 6K. 
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Setzt man dieses Verfahren fort, so gelangt man durch Induktion zu 
der allgemeinen Formel 

Mn" == (r + 1) G + (r t 1) K, 

welche sich durch vollständige Induktion beweisen läßt, wenn man die 
Formel (1) für kleinere Werte von r als richtig voraussetzt. 

Gibt man der soeben erhaltenen allgemeinen Formel eine zahlen mäßige 
Deutung, so erhält man für die Anzahl der (r + l)-fachen P~mkte der 
g~ den Ausdruck (1' + 1) (n + rp - r). 

In diesem Ausdruck ist jeder Punkt, der für die g~ eine größere 
Multiplizität als r + 1 hat, mit der nötigen Vielfachheit zu zählen. Ist 
ein Punkt P i 1 -fach für die oor-l Gruppen der g~, die ihn enthalten, 
ferner is -fach für oor - 2 Gruppen derselben Schar, ... , ir -1 -fach für 001 

Gruppen und i r -fach für eine Gruppe der Schar (ir :2 r + 1), so läßt 
sich nämlich beweisen!), daß die erwähnte Vielfachheit, mit der er m 
der Gruppe der (r + l)-fachen Punkte gezählt werden muß, gleich 

ist. 

.. . r( r + 1) 
11 + t 2 + ... + t, --2---

Es wäre nicht schwierig, den Beweis mit Hilfe des oben entwickel­
ten Rekursionsverfahrens zu führen; wir wollen uns jedoch nicht dabei 
aufhalten. 

Bemer kung. Das letztere Ergebnis deckt sich mit dem der Nr. 35 
(S. 103), aus dem es sich durch Induktion ableiten läßt. Deutet man 
den Satz in bezug auf die Schar g~, welche auf einer ebenen Kurve f 
von der Ordnung n und dem Geschlecht p durch die Geraden eines all­
gemein gewählten Strahlenbüschels (0) ausgeschnitten wird, so ergibt 
sich die Klasse m der Kurve aus der Formel 

(2) m = 2(n + p - 1) - ~(" - 1); 
dabei ist die Summation über alle Ursprünge der Zweige von der Ord­
nung "> 1 zu erstrecken. Die Klasse dieser Zweige werden wir im 
folgenden mit "1 bezeichnen. Ersetzt man in (2) die Zahl p durch den 
Ausdruck, den wir dafür in Nr.37 (S. 107) gefunden haben, so ergibt 
sich die erste PLÜCKERsche Formel (s. NI'. 10, S. 26), ausgedehnt auf belie­
bige Singularitäten: 

m = n(n -- 1) - .2:s(s - 1)- .2:(" - 1). 

Der Formel (2) entspricht dual die folgende: 

(3) n = 2(m + p - 1) - .2:("1 - 1); 
man kann sie auffassen als einen Ausdruck für die zweite verallgemeinerte 

1) SJ:GRb:, Introduzione UBW., S. 40. 
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PLÜCKERscke Formel, Eliminiert man m aus den Gleichungen (2) und (3), 
80 ergibt sich 
(4) E(2" + "1-3) = 3(n + 2p - 2), 

und diese Gleichung zeigt, daß in der Gruppe der dreifachen Punkte der 
Schar g~, die auf f von den Geraden der Ebene ausgeschnitten wird, jeder 
Punkt, welcher der Ursprung eines Zweiges (", "1) ist, für 2" + "1 - 3 
Einheiten ziihlt, wie es nach dem oben angeführten allgemeinen Ergeb­
nis auch sein muß. 

Für Cl = 1, «1 = 2 ergeben sich die gewöhnlichen Wendepunkte der 
Kurve f. Bezeichnet man mit i die Gesamtzahl der (gewöhnlichen und 
singulären) Wendepunkte, und führt man in (4) den üblichen Ausdruck 
fiir p ein, so erhält man die dritte verallgemeinerte PLi'CKERscke Formel 

i = 3n(n - 2) - 32's(s - 1), 

1'/;obci in der Zahl i der Wendepunkte jeder P!mkf, u:elchM' du' Ursprung 
eines Zweiges (", "1) ist, fÜ1' 2" + Cil - 3 Einheiten zu zählen ist. Die 
gewöhnliche dritte Formel von PLCCKER bezieht sich auf den Fall, daß 
die Kurve ~ gewöhnliche Doppelpunkte und k gewöhnliche Rückkehr­
punkte hat, Dann ist für die Doppel- und Rückkehrpul1kte s = 2, und 
fiir die Rückkehrpunkte hat man außerdem" = 2, "1 o~= 1; hieraus ergibt 
sieb, wenn i die Anzahl der gewöhnlichen vVendepunkte ist, 

oder 
i + 2k = 3n(n - 2) - 6(~ + k) 

i = 3 n (n - 2) - 6 ~ - 8 k , 

Durch duale Übertragung erhält man sofort die vierte PLitcKERsche 
FormeP) 

Die Formel, welche die Anzahl der (1' + l)-faclJen Punkte einer g~ an­
gibt, ist ein besonderer Fall der Formel von de JONQCI}:RE8; diese liefert die An­
zahl der Gruppen einel' tJ;', die einen 1'1 - fachen, einen v,-fachen, .. , ., einen 

v(fachen Punkt besitzen, wobei 2'(v, - 1) ~-, I' ist. De JONQUI~;RES bewies 
diese Forme1 2), indem er sie zuerst für die (ebenen) rationalen Kurven - d. h. 
für Kurven, die mit der Maximalzahl von Doppelpunkten behaftet sind - und 
für solche Kurven auftitellte, die in gerade Linien zerfallen; hierauf dehnte er 
sie auf Kurven von beliebigem Geschlecht aus, indem er den Einfluß bestimmte, 
den die Hinzunahme von Doppelpunkten auf die uneigentlichen Lösungen des 
Problems ausübt. 

1) Wegen der Ableitnng der verallgemeinerten l"ormeln von CUU;y und von 
Vf:RONESE, die eine Beziehung zwischen den projektiven Zahlen einer Raum­
kurve oder Überl'anmkurve herstellen, vergleiche man BERTINI, Iutroduzione usw 
S. 401 ff. 

2) Journ. f. '\fatb. 66, 289 (1866). 
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Von BRILL1) stammt ein algebraischer Beweis der Formel von JONQUI:ßRES 
mit Hilfe des CAYLEyschen Korrespondenzprinzips. Die geometrische Kenn­
zeichnung der Gruppe von Punkten, welche v(fach sind für die Gruppen 
der Y~ und die angegebenen Vielfachheiten besitzen, findet sich in einer Note 
von R. TORELLI. 2) 

Ein noch allgemeineres Problem, welches dasjenige von JONQUI:ßRES um­
faßt, bezieht sich auf die Anzahl der ne1ltralen Gruppen mit mehrfachen Ele­
menten in einer g~. 

Es handelt sich dabei darum, die Anzahl der Gruppen zu berechnen, von 
denen jede aus einem v1-fachen, einem v2-fachen, ... , einem v(fachen Punkt 
(v; > 1) besteht, und welche für die Gruppen der g~ neutral von der Gatttmg 
q sind, d. h. welche den Gruppen der g~, die sie mit jenen Vielfachheiten enthalten 

sollen, ~v; - q Bedingungen auferlegen. Setzt man .:;E Vi - q - 1 = k,so 
ist es, damit das Problem eine endliche Anzahl von Lösungen zuläßt, im all­
gemeinen notwendig und hinreichend, daß die beiden folgenden Bedingungen 
erfüllt sind: 

(l' -- k).:;El'; - t = (k + 1) (r - k), 

n > .:;E Vi + r .- k - 1. 

Für den :Fall der rationalen Kurven findet sich die allgemeine Lösung 
dieses Problems in einer Note des Verfassers. S) Ebenfalls für die rationalen 
Kurven wurde die Formel, die sich auf den Fall bezieht, daß alle v; gleich 1 
sind, induktiv gewonnen von Fr. MEYER, Apolarität und rationale Kurven, 
Tübingen 1883, S. 363 und VOll ']'ANTURRI (Ann. di Mat. (3) 4, 67 (1900»; 
bewiesen wurde sie von SIWERI (Rom. Acc. L. Rend. (5) 111,52 (1902»). Für 
den Fall der Kurven von beliebigem Geschlecht ist die allgemeine Formel noch 
nicht aufgestellt. Man möge zu dem Gegenstand die Abhandlung des Verfassers 
"Sopra alcune singolarita delle curve in un iperspazio" (Torino Mem. (2) 51, 
97 ('1902» vergleichen; dort wird das Problem vollständig gelöst für r = 4, 
5, und es wird eine allgemeine Methode angegeben, die für jeden beliebigen 
Wert von r zur Lösung führt. 

Für den PalI der neutralen Gruppen ohne mehrfache Elemente \ die BRILL 
ausgezeichnete Punktgruppen genannt hat) wurde die dargelegte allgemeine 
Lösung des Problems von G. GrAMBELLI gegeben (Torino Mem. (2) 59, 433 
(1909». Schon früher waren außer von dem Verfasser (in der angeführten 
Arbeit) mit verschiedenen Methoden spezielle Ergebnisse erzielt worden von 
BRILJ. und NOETBIm, Math. Ann. 7, § 11 (1873), BRU,L (Math. Ann. 36, 321 
(1890), C,\S'l'ELNUOVO (Rom. Acc. L. Rend. (4) 52, 130 (1889) und Palermo 

1) Matb. Ann. 6, 46 (1873). V gl. auch H. G. ZEUTHEl'I, Lehrbuch der abzith, 
lenden Methoden der Geometrie. Leipzig, Teubner, 1914, S. 246. 

2) Pa.lermo Rend. 21, 68 (1906). 
3) Rom Acc. L. Hend. (6) 91, 379 (1900). 
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Rend. 3, 27 (1888), ZEUTHEN (Math. Ann. 40, 118 (1892» und TANTURRI 

(Ann. di Mat; (3) 4, 67 (1900) und Torino Atti 39, 483 (1904».1) 

74. Anzahl der Gruppen von )' + 1 Punkten, die einer g;; und 
einer (rationalen oder irrationalen) Schar ",I vom Index2) v :21 ge-'71. -
mein sam sind. Die Formel von SCHUBERT. Wir wollen die in der 
Überschrift genannte Zahl mit Zr, ... bezeichnen. Es sei ein allgemeiner 
Punkt P der Kurve G gegeben, auf der die beiden betrachteten Scharen 
liegen sollen; diejenigen Punkte, welche den durch P gehenden v Gruppen 
der Schar r!. außerdem noch angehören, wollen wir die Punkte Q heißen, 
während die n - r weiteren Punkte derjenigen Gruppen der Schar g~, 
welche durch r aus einer und derselben Gruppe der r!, entnommene Punkte 
Q gehen, als die Pun kte R bezeichnet werden sollen. Die Indizes der 
involutorischen Korrespondenz S, in welcher die Punkte P, Q einander 
entsprechen, sind gleich v(m - 1); die Korr~pondenz T dagegen, In 

welcher die Punkte P, R einander entsprechen, hat die Indizes 

Zr_I, .. -1 (m - r) und v (In -; 1) (n - t'). 

Ist nämlich ein Punkt P gegeben, so gibt es v Gruppen von m -1 Punkten 
Q, die mit P zusammen Gruppen der r~ liefern. Jede dieser Gruppen 

von m - 1 Punkten hat mit (m -; 1) Gruppen der!J~ je l' Punkte gemein­

sam, und jede dieser letzteren Gruppen enthält außerdem noch n -- r 
Punkte, welche als die dem gegebenen Punkt P entsprechenden Punkte 
R anzusehen sind. 

Ist umgekehrt ein Punkt R gegeben, so gibt es Z"_l, 1/-1 Gruppen von 
r Punkten, welche unserer r~. und derjenigen g~=~ gemeinsam angehören, 
die von den durch R gehenden Gruppen der g~ gebildet wird; ebenso 
groß ist also die Zahl der Gruppen der r!" die die soeben genannten 
Gruppen von t' Punkten enthalten. Jede der so bestimmten Gruppen der 
r~, enthält außerdem noch m - r Punkte, und diese müssen als die dem 
Punkt R entsprechenden Punkte P angesehen werden. 

1) Die Zahl der gemeinsamen Lösungen, die ,. Korrespondenzen zwischen 
,. Punkten einer algebraischen Kurve zugleich geniigen, hat A. BRH.L (Math. Ann. 36, 
il21) bestimmt. Mit derselben Frage haben sich von anderem Standpunkt aus 
A. C01H:SSATTI, (Ven. Ist. Atti 69, 871 (1910) und 12, 1133 (1913» sowie O. GönNER 
in seiner Tübinger Dissertation "Über Systeme algebraischer Korrespondenzen" 
(1913) beschäftigt und sie anf stationäre Berührungen in höheren Räumen ange­
wandt. [A. d. Übers.] 

2) Unter dem Index einer algebraitlchen Schar l'}" von Punktgruppen auf 
einer Kurve versteht man die Anzahl ihrer (aus tn Punkten be~tehenden) Punkt­
gruppen, die einen allgemein auf der Kurve gegebenen Punkt I'ntha.lten. [A. d. 
Obers.] 
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Nun ist noch folgende Tatsache zu beachten. Wenn man bei ge­

gebenem Punkt P alle Punkte der oben definierten v (m -; 1) Gruppen der 

Schar g~ betrachtet, so erhält man außer den Punkten B, die dem Punkt 

P entsprechen, noch die Punkte Q, von denen jeder (: = ~) -mal gezählt 

ist. Diese Tatsache läßt sich dadurch ausdrücken, daß man sagt, die Korre­

spondenz T + r:. = ~) S hat die Wertigkeit Null. 

Die Koinzidenzpunkte dieser Korrespondenz sind gegeben durch die 

Koinzidenzpunkte von l' und durch die jeweils (: = ~) -fach gezählten 

Koinzidenzpunkte von S. In jeden der Punkte, welche die den Scharen 
g~ und r! gemeinsamen Gruppen von r + 1 Punkten bilden, fällt einer 
der Koinzidenzpunkte der Korrespondenz T, so daß die Zahl dieser letz­
teren gleich Zr,n (r + 1) ist. Die Koim:idenzpunkf.e von S sind die d 
Doppelpunkte der Schar r;'. Wir erhalten also die Gleichung 

(5) Zr_l,n_l(m - r) + V (m -; l)(n - r) + 2v(m - 1)C;=~) 

= Zr, n Cr + 1) + (: = ~) d, 
oder 

Zr_I, ~_l(m·-r) +v(1n -; l)n +v(m-1)r~=~) = Zr, " (r + 1)+ (:= ~)d. 
Für}" = 1 hat man ZO,n-l = v(n - 1), und es ergibt sich daher 

Z = nv(m·- 1) -ld 1,n 2 • 

Für r = 2 erhält man, wenn man den Wert von Zl,n_t berücksichtigt, 

v(n - l)(m - l)(m·- 2) - Hm - 2)d + vn(m;- 1) + v(m -l)(m - 2) 

= 3Z2 ,n + (m - 2)d, 
und hieraus folgt 

Z •. = nv(m-1) - J(m - 2)d. 
_. rt 2 2 

Bei Fortsetzung dieses Schluß verfahrens erhält man dureh Induktion die 
allgemeine Formel 

(6) Z = n v (m - 1) _~ ("fIl - 2) d 
r, '/I ,. 2 r -- 1 ' 

deren Beweis sich aus der Formel (5) ergibt, wenn man die Formel (6) 
für kleinere W ürte von r als richtig voraussetzt. 

Die Formel (6) verdankt man SCHUBERTj aber der Beweis von 
SCHUBERT, der in § 13 der "Introduzione" von SEGRI<; wiederholt wurde,l) 

1) Siehe auch R"m. Acc. L. Hend. (4) llt, 3, j.J.9 (1887). 
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ist weniger einfach als der hier gegebene, der sich in einer Note des Ver­
fassers findet.1) Die SCHuBERTsche Formel bezieht sich eigentlich auf einen 
etwas allgemeineren Fall, nämlich auf den Fall, daß die Gruppen der r~ 
für die Schar g~ neutral sind. Wenn eine allgemein gewählte unter diesen 
Gruppen den Punktgruppen der Schar g~ nur k + 1 unabhängige Bedin­
gungen auferlGgt (k + 1 < r), so daß also jede dieser Gruppen mindestens 
in einel' Gruppe der g~ enthalten ist, so handelt es sich darum, die An­
zahl derjenigen Gruppen der r~ aufzusuchen, welche k + 1 Punkte mit 
der Eigenschaft enthalten, daß sie den Gruppen der Schar g~ nur k Bedin­
gungen auferlegen. Dieses Problem wird durch die erwähnte allgemeine 
Formel von SCHUBERT gelöst. 

Die Ableitung dieser allgemeinen Formel aus der Gleichung (6) ergibt 
sich unmittelbar. Man greife zu diesem Zweck aus der gegebenen Schar 
g~ eine in ihr enthaltene Schar g! heraus, die nicht alle Gruppen der r~ 
als einen Teil in sich schließt. Dies ist immer möglich, weil die Gruppen 
der g~, die durch eine allgemein gewählte Gruppe der r~ gehen, eine 
g~-k-1 bilden; man kann also innerhalb der Schar g~ eine g! wählen, die 
mit dieser g~ - k -1 keine Gruppe gemeinsam hat. Die so konstruierte Schar 
g! kann dann nur eine endliche Anzahl 'von Gruppen der r~. enthalten. 
Es sei p.. diese Anzahl, und es werde mit Z die Zahl derjenigen Gruppen 
von r~ bezeichnet, in welchen sich k + 1 Punkte mit der Eigenschaft 
befinden, daß sie den sie enthaltenden Gruppen der g~ nur k Bedingungen 
auferlegen. Diese Gruppierungen v0l! k + 1 Punkten sind offenbar ent­
halten in den durch die Formel (6) gegebenen Zk,n Gruppen von je 

k + 1 Punkten, die den Scharen 'Y~ und g! gemeinsam sind. Einen wei­
teren Beitrag zu dieser Zahl Zk liefern aber die ft Gruppen von m ,n 

Punkten, die der r!. und der g~ gemeinsam sind; denn jede von ihnen 

liefert (k ~ 1) Gruppen mit je k + 1 Punkten, die der r~ und der g~ ge­

meinsam angehören. Man erhält daher 

(7) 
d. h. es wird 

(8) ( 111) Z (m - 1) 1 (111 - :J') k + i p.. + = nv k - '2 k _ 1 11, 

und 'dies ist die Formel von SCHUBERT. 

Der Fall, daß k = m - 1 ist, erfordert eine besondere Betrachtung. 
In diesem Fall befinden sich nämlich unter den den Scharen g! und 'Y~, 

gemeinsamen Gruppen, deren Anzahl wir mit p.. bezeichneten, diejenigen 

1) F. SEVERl, Padova. Atti 24, 137 (1908). 
S e ... erl: Vorleluugeu über a1aebraisohe Geometrie 13 
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Z Gruppen r der Schar r!., deren k + 1 (= m) Punkte den Gruppen der 
g~ k (= m - 1) Bedingungen auferlegen. In der Tat bilden die Gruppen 
der g~, welche eine der Gruppen r enthalten, eine g~-m+1, und diese hat 
mit der ins Auge gefaßten Schar gr;: - 1 eine Gruppe gemeinsam. 

Im Fall k = m - 1 müßte man also an Stelle der Gleichung (7) 
schreiben Zm_l, .. = 1'. Nur dann kann man auch hier noch schreiben 
Zm_1, .. = I' + Z, wenn man unter #' die Anzahl der den Scharen r~. und 
gr;: -1 gemeinsamen Gruppen H von m Punkten versteht, die den Grup­
pen der g~ m (und nicht weniger) Bedingungen auferlegen. Man wird 
bemerken, daß diese Gruppen H in der Schar r!. variieren, wenn die 
Schar 9':: -1 sich verändert, während die Gruppen r fest bleiben. 

Zusammenfassend geben wir noch einmal die Bedeutung der Buch­
staben an, die in der Gleichung (8) vorkommen. Es bedeutet: 

n die Ordnung einer g~ auf O. 
m die Ordnung einer r;, auf O. 
v den Index der r!.. 
d die Anzahl der Doppelpunkte der r~ .. 
k + J ( < r) die Anzahl der Bedingungen, die eine allgemein gewählte 

Gruppe der r~1i den Gruppen der g~, die sie enthalten sollen, auferlegt. 
#' die Anzahl der Gruppen von m Punkten, die der r!. und einer aus 

g~ allgemein gewählten g! gemeinsam sind (oder, für den Fall k = m -1, 
die Anzahl der den Scharen r!. und g! gemeinsamen Gruppen, die den 
Gruppen der g~ m, aber nicht weniger, Bedingungen auferlegen). 

Z die Anzahl der Gruppen von r~" von denen jede k + 1 Punkte ent­
hält, die für die Gruppen der g~ nur k Bedingungen darstellen. 

Die Formel (8) ist, besonders in dem speziellen Fall k = m - 1, 
grundlegend für die Behandlung der Geometrie auf einer Kurve nach der 
Methode der Überräume _ von CASTELNUOVO und SEGRE. Im Grunde genommen 
kann man sagen, daß sie bei den Entwicklungen jener Theorie den NOETHER­
sehen Fundamentalsatz über A f + B cp zu ersetzen vermag. Wenn man nämlich die 
Methode der Überräume anwendet, so-kann man mit Hilfe dieser Formel beweisen, 
daß die adjungierten Kurven einer ebenen Kurve auf dieser eine lineare Voll­
schar ausschneiden (SEGRE, Introduzione Nr. 77), und es läßt sich aus ihr auch 
der RIEMANN -RocHsehe Satz ableiten (ehd. § 19). Man erhält weiter mittels 
derselben Formel einen Satz, den man als die Erweiterung des RIEMANN­
RocHsehen Satzes auf irrationale Involutionen auffassen kann. 1) Einen an­
deren Beweis der SCHuBERTschen Formel für den Fall, daß die r!. sich auf 
eine g!. reduziert, hat CASTET.NUOVO gegeben.') 

1) C.UTEl,NUOVO, Rom. Ace. L. Rend. (4), ';', 294 (1891). 
2) Tor.ino Atti 24-, 346 (1889). 
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75. Ein Satz von CASTELNUOVO über die Scharen 1: ... vom Index 
1-' > 1 nebst seinen Folgerungen. Eine weitere sehr bemerkenswerte An­
wendung der Formel von SCHUBERT ist ebenfalls von CASTELNUOVO ge­
macht worden. 1) Es handelt sich darum, ein Kennzeichen dafür zu finden, 
ob eine einfach unendliche algebraische irreduzible Schar y~. von Gruppen 
mit je m Punkten aus äquivalenten Gruppen besteht. 

Man konstruiere auf der Kurve C vom Geschlecht p, auf die wir uns 
beziehen, eine nicht-speziale Schar g::::~+p, welche die Y:n nicht als einen 
Teil in sich schließt. Dies ist immer möglich, denn man braucht nur die 
Schar g::::~+p mittels einer Gruppe von m -1 + P Punkten zu definieren, 
die dadurch gebildet wird, daß man zu m - 1 aus einer Gruppe r von 
r!.' entnommenen Punkten noch p beliebig gewählte Punkte hinzufügt. 
Wir sind dann sicher, daß durch r (und also auch durch eine allgemein 
gewählte Gruppe der Schar Y!.) keine Gruppe der linearen Schar g:;:=~+l' 
geht, weil der auf diese letztere Schar bezügliche Rest der m - 1 ge­
wählten Punkte aus einer ( nicht-spezialen) Gruppe von p Punkten be­
steht, unter denen sich der mte Punkt von r nicht befindet. 

Man kann also zur Bestimmung der Anzahl Z der Gruppen der y~" 
die der linearen Schar (teilweise) angehören, die Formel (6) verwenden. 
Zu dem Zweck hat man nur n = m - 1 + p, r = m - 1 zu setzen und 
erhält dann 

d. h. 
Z = v(m + p - 1) - td, 

d = 2v(m + p - 1) - 2Z. 2) 

Da Z seiner Natur nach eine positive Zahl oder Null sein muß, so er­
gibt sich 

d < 2 v (m + p - 1). 

Wir behaupten nun, daß das Gleichheitszeichen dann und nur dann 
gilt, wenn die y!. von äquivalenten Gruppen gebildet wird. 

Wenn nämlich das Gleichheitszeichen gilt, so ist Z = 0, und folg­
lich enthält eine allgemein gewählte Schar g:;:=1+ p keine Gruppe der y!.; 
eine spezielle g::::~+ p also, welche eine der Gruppen von y!. enthält, ent­
hält sie alle. 

Nach dieser Feststellung betrachten wir nun auf C eine Gruppe r 
der algebraischen Schar, sowie eine Gruppe G von p allgemein gewählten 
Punkten all al , ... , apo Der Schar g:;:+p I G + rl kommt die Eigenschaft 
zu, daß die Residualschar g:::=~+p von a i die Gruppe r und also auch 

1) Rom. Ace. L. Rend. (6) 11)" 337 (1906). 
2) Diese Formel ist von R. TOBELLI aufmehrfa.ch unendliche Scharen ausgedehnt 

worden {Torino Atti 42, 86 (1907», 
13* 
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jede andere Gruppe von y~. enthält; die Restgruppen der Gruppen r in 
bezug auf die Schal' g::!+p gehen somit alle durch ai • Dies gilt aber für 
i = 1, 2, ... , p; da nun jene Restgruppen aus p Punkten bestehen, so 
schließt man, claß die Gruppen r in bezug auf die Schar g:::+p dasselbe 
Residuum G liefern, d. h. daß die Gruppen r in der Residualschar gm von 
G mit bezug auf die g~:+p enthalten sind. 

Wird umgekehrt die r~. von äquivalenten Gruppen gebildet; so muß 
nach dem Restsatz eine g~:=~+jJ' welche eine der Gruppen r enthält, sie 
.alle enthalten; es darf also eine g::!=~1 p' die so konstruiert ist, daß 
(\ine allgemein gewiihlte Gruppe von r~, keiner Gruppe der Schar ange­
hört, keine Gruppe r enthalten. Mithin muß Z == 0 sein. 

,Vir erhalten somit den Satz: 

A'uf einer Kurve vom Gesrhlecht p besitzt eine algebraische (irred'uzible) 
'f}infach unendliche Schar von der Ordnung m und dem Index v höchstens 
2v(m + p - 1) Doppelpunkte; das Maximum Uiird dann und nur dann 
,erreicht, wenn die Schar aus äquivalenten Gruppen besteht (d. h. wenn sie 
in einer linearen Schar von der Ordnung m enthalten ist). 

76. Aus dem soeben bewiesenen Satze lf'itet man leicht den folgen­
(len ab: 

Wenn eine algebraische irreduzible einfach unendliche Scha'r y;., die 
auf einer Kurve liegt, so beschaffen ist, daß die Gesamtheit der v Punkt­
gruppen t'on y;., die einen Punkt P der Kurve enthalten (mit Einschluß 
des v-mal gezählten Punktes P) beim Verändern von P sich in einet· 
linearen Srhar von der Ordnung mv betregt, dann sind die Punk(qruppen 
der y~ selbst untereina,nder äqu1·valent. 

Unter der angegebenen Voraussetzung hat nämlich die involutorische 
Korrespondenz S, die wir in N r. 74 (S. 191) betrachtet haben, die Wer­
tigkeit v und deshalb ist die Anzabl ihrer Doppelpunkte gegeben durch 

d = 2v(m - 1) + 2vp = 2v(m + p - 1). 

Daraus folgt aber, daß die Gruppen von y;, untereinander äquivalent sind. 

Dieser Satz, der eine wesentliche Rolle Rpielt bei gewissen grundlegenden 
Untersuchungen über die Geometrie auf einer algebraischen Fläche, wurde vom 
Verfasser auf transzendentem Wege mit Hilfe der ABELschen Integrale gefun­
den. l ) Der hier gegebene Beweis stammt von CASTELNOOVO.2) 

1) Ann. di Mat.. (3) 12, f,6 (1906). (Tl teorema d' AR~;L BuUe Buperfieie 
"J gebriebe). 

2) Rom. Ace. L. ltend. (6) 16 1, 337 (1906). 
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Die algebraischen Funktionen als analytische Funktionen. 
RIEMAN~sche Flächen. 

§ 1. RIEHA.NNsche Flächen. 

77. Der Sa.tz von PUISEUX über die zyklischen Systeme. Algebra­
ische kritische Punkte. Es sei 

(1) (u, 18) = 0 

-ein irreduzibles algebraisches Polynom in u, 18, das in der Veränderlichen 
1t vom Grad m ist, und es möge 18 als unabhängige (komplexe) Veränder­
liche angesehen werden. Wir haben schon in Nr. 19 (S.54) erkannt, daß, 
wenn 18 = 180 ein Wert von z ist, der für die durch (= 0 definierte im­
plizite Funktion u von 18 nicht kritisch ist, die m Bestimmungen 1) von u, 
die den in der Umgebung von 180 liegenden Werten von 18 entsprechen, 
mit Hilfe von ebenso vielen Potenzreihen in 18 - Zo darstellbar sind. Diese 
Potenzreihen konvergieren in einem gewissen Kreis, der in der Ebene, auf 
der die komplexe Veränderliche 18 ausgebreitet ist, um den Mittelpunkt 180 

beschrieben wird I). 
Daraus folgt: Wenn 18 eine beliebige geschlossene Kut've durchläufl 

(d. h. eine Kurve, die von einem Punkt A ausgeht und in diesen zurück­
kehrt), welche keinen kritischen Punkt 1tmschließt, so wird keine Permu­
tation unter den m Bestimmungen von u erzeugt. Es sei 0 eine geschlossene 
Kurve, die der Punkt z von A aus beschreibt (ein Umlauf), und es werde 
angenommen, daß im Innern der von 0 eingeschlossenen Fläche keine 
kritischen Punkte liegen. Es möge fer~er (5 unter den m Bestimmungen 
von u eine nicht identische Substitution hervorrufen. Da nun offenbar 
beim Durchlaufen von (J dieselbe Substitution erzeugt wird wie beim 
Durchlaufen des Wegs (Fig. 6) 

ABDBODA 0= ABDA + DBOD, 

1) Unter einer Bestimmung (determinazionej von u im Punkte ~ versteht mau 
eine der algebraischen Funktionen, die auf S. 64 und 55 definiert worden sinu. 
[A. d. Übers.] 

2) In Nr. 19 haben wir allerdings vorausgesetzt, daß Zu ~= 0 Bei (und damit 
auch to = 0, weil dort die unabhängige Veränderliche mit t bezeichnet wurde); 
aber man erhält den vorliegenden Fall sofort, wenn man z mit E - <0 vertauscht. 
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so muß einer der beiden letzteren Wege eine nicht identische Substitution 
herbeiführen. Dann läßt sich aber ein solcher Weg durch zwei andere 

Fig. 6. 

Wege ersetzen, die kleinere Flächen umschließen, und von 
denen mindestens einer eine nicht identische Substitution 
herbeiführt. Setzt man dieses Schlußverfahren fort, so ge­
langt man schließlich zu einem Weg, der eine beliebig 
kleine Fläche umschließt, keinen kritischen Punkt umläuft 
und trotzdem eine nicht identische Permutation unter den 
m Bestimmungen von u hervorruft. Dies ist aber unmög-
lich, weil man stets einen Kreis von beliebig kleinem Halb­

messer konstruieren kann, der jenen Weg umschließt, und dessen Mittel­
punkt in einem regulären (nicht kritischen) Punkt liegt; wir wissen aber, 
daß im Innern eines solchen Kreises die Bestimmungen von u eindeutige 
Funktionen sind. 

Der bewiesene Satz läßt sich auch in folgender Form aussprechen: 
Eine geschlossene Kurve in der Ebene der Veränderlichen z, welche durch 
stetige Umgestaltung auf einen Punkt zusammengezogen werden kann, ohne 
dabei kritische Punkte zu überschreiten, erzeugt unter den Bestimmungen 
von u die identische Substitution. 

Daraus folgt auch, daß zwei geschlossene Wege, die dU'feh stetige Um­
gestaltung ineinander übergeführt werden können, ohne daß dabei kritische 
Punkte überschritten werden, in dem Sinne äquivalent sind, daß sie unter 
den Bestimmungen von tt dieselbe Permutation hervorrufen. 

Sind nämlich (Fig.7) (] und (1' zwei solche Wege und betrachtet 
man den geschlossenen Weg, der von 6 und 6: gebildet wird (wobei aber 
(1' in einem Sinn zu durchlaufen ist, der zu dem aus dem Umlaufssinn 

A 

}<'ig.7. 

von 6 stetig sich ergebenden entgegengesetzt ist), so umschließt 
dieser Weg eine Fläche, welche keine kritischen Punkte ent­
hält; er erzeugt daher unter den Werten von u die identische 
Substitution. Man kann also auch sagen, daß beim Durchlaufen 
von t1' in entgegengesetztem Sinne unter den Werten von u 
eine Substitution erzeugt wird, die zu der beim Durchlaufen von 

tJ entstehenden invers ist, d. h. aber daß 6 und t1' die nämliche Substitu­
tion herbeiführen. 

Nun wollen wir aber einen kritil:!chen Punkt z = Ci betrachten, d. h. 
einen Punkt, in welchem zwei oder mehrere Bestimmungen von u zu­
sammenfallen; es sei n (:::::: m) die Anzahl dieser zusammenfallenden Be­
stimmungen und ß ihr gemeinsamer Wert. Nach dem Satz über dit'l 
Stetigkeit der algebraischen Funktionen 1) kann man stets in der Um-

1) V gl. z, B. ApPELl, et GOURSAT, a. a. O. S. 166. 
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gebung von " einen Punkt 8 1 betrachten, dem fit verschiedene Werte von 
u entsprechen, so daß gerade n unter ihnen dem Wert ß äußerst nahe 
sind; wir bezeichnen sie mit Uv it2 , ... , un ' Wir wollen von ZI 

ausgehen und einen kleinen, den Punkt a umschließenden Vi' eg (j be­
schreiben; ist dieser Umlauf vollendet, so kanu die Bestimmung von tI, 

welche am Anfang den Wert U l hatte, in sich selbst übergegangen sein; 
sie kann aber auch mit einer der andern zu ß benachbarten Bestimmungen 
vertauscht sein, z. B. mit u2 • Da im Innern eines kleinen Kreises mit 
dem Mittelpunkt 8 u der keine kritischen Punkte einschließt, die Bestimmung 
U1 in eine Potenzreihe von s -.<'1 entwickelt werden kann, so führt im 
ersten Fall die analytische Fortsetz/mg dieser Reihe mittels kleiner Kreise, 
deren Mittelpunkte längs des Weges (j liegen, zu derselben Reihe zurück, 
d. h. die Bestimmung u1 läßt nur eine einzige Reihenentwicklung in der 
Umgebung von" zu. Wenn sich dagegen Ul mit U2 vertauscht, so führt 
die genannte analytische Fortsetzung die Reihe, welche in der Umgebung 
von 8 1 die Entwicklung der Bestimmung /,(1 darstellt, in die entsprechende, 
auf u2 bezügliche Reihe über. Die allgemeinere Annahme ist die, daß 
infolge des Umlaufs (j unter den n Bestimmungen U l1 u2, .•. , un eine ge­
wisse Substitution 

hervorgerufen wird. Wir wollen diese Substitution in ihre zyklischen 
Substitutionen zerlegen; es sei z. B. (ul u2 .•• ltk) eine der so erhaltenen 
zyklischen Substitutionen. Setzt man dann 

(2) z -" = Z'k, 

und betrachtet mau 'U als Funktion von z', so erkennt man, daß in der 
Umgehung von z' = 0 jede der Bestimmungen U l1 U 2 , ... , uk VOll 1t eine 
eindeutige Funktion von :/ wird; denn während ein Punkt der Ebene z' 

einen geschlossenen V\T eg um z' = 0 beschreibt, bewegt sich der Punkt 
der Ebene z, der ihm vermöge der Gleichung (2) entspricht, k-mal um 
den Punkt z = a herum, und folglich kehrt jede der Bestimmungen Ul , 

U i , ... , uk in sich selbst zurück. Da alle diese Bestimmungen mit:/ durch 
die algebraische Gleichung 

(3) f( u, a + z' k) = 0 

verbunden sind, so läßt sich jede von ihnen, z. B. /(11 in der Umgebung 
von .:' =~ 0 in eine Potenz reihe von der E"'orm 

Ul -- ß + A.z' + Bi ~ + ... 
entwickeln. 
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Wir erhalten also 
1 

(4) U 1 = ß + A(z - er:)k + B(z - er:)" + .. " 
1 

wo (z - er:) k ein bestimmter Wert der kten Wurzel aus (z - er:) ist. Den 
k Bestimmungen dieser Wurzel entsprechen die k Werte ull ~t2' ••• , UM 

die sich untereinander zyklisch permutieren, wenn man den Punkt IX um­
kreist. Man erhält also den folgenden Satz von PUISEUX 1): 

Die Wurzeln von (Cu, z) = 0, die (Üt· z = er: den Wert u = ß an­
nehmen, verteilen sich auf e1'nes oder mehrere zyklische Systeme, welche in 
der Umgebung von er: durch Reihenentwicklungen von der Form (4) dar­
stellbar sind. 

Wir wollen nun die algebraische Korrespondenz (1, k) betrachten, 
welche durch die Formeln , 

u =u, 

z = er: + Z'k 

zwischen den irreduziblen Kurven 

(Cu, z) = 0, F(u', i) = {(tl', er: + z'A) = (j 

festgesetzt wird. 
Der Punkt (ß, 0) von F ist der Ursprung von k verschiedenen Zweigen 

(im Sinne der Nr. 19, S. 55), welche durch die folgenden Reihenentwick­
lungen nach Potenzen von t dargestellt werden: 

2" i 

f u' = ß + At + Bt2 + .. " 
lz' = t; 

f u' = ß + A 0 t + B{)2 t2 + ... , 
lz'=t; 

{u: = ß + .!lOk-It + B02(!.-I)t2 + .. " 
z -= t. 

Dabei ist 0 = e k gesetzt. Diese Zweige sind zueinander konjugiert in der 
Involution rL welche man auf F als Bild der Kurve ( erhält; d. h. wäh­
rend ein Punkt von F einen von ihnen durchläuft, beschreiben die k - 1 

1) V gl. V. A. PU1SEUX, Recherehes sur les fonctions algebriques. Journ. de 
.Matb. 16 (1850), deutsch von H. FIBCREB, PUl8EUU Untersuchungen über die alge­
braischen Funktionen. Halle 1861. 
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übrigen Punkte, die in der Involution zu ihm konjugiert sind, die an­
dern k - 1 Zweige. 

In der Tat lassen sich die vorstehenden Entwicklungen in folgender 
:Form schreiben: 

u' = ß + At' + B~2 -+- ... , 
l = ()I-r:, 

(1=0,1, ... , k-1) 

und in dieser Form wird es augenfällig, daß es sich um konjugierte 
Zweige handelt, weil zwei Punkte (u:, ()I-r:), (u, ()j-r:) in der Involution 
r! konjugiert sind. 

Nun ist es.aber klar, daß, während ein Punkt von F einen beliebigen 
dieser Zweige beschreibt, der entsprechende Punkt von f einen einzigen 
Zweig durchläufV). Daraus ergibt sich weiterhin, daß diejenigen Punkte 
t'on f, die einen und dmselben Zyklus (U\l u2 , .•• , uk) bilden, d. h. die sich 
bei den Umläufen von z untereinander zyklisch vertauschen, einem und dem­
selben ZU'eig angehören. Damit ist auch die Erklärung des Ausdrucks 
Zyklus gegeben, mit welchem HALPHEN die Zweige der algebraischen 
Kurven bezeichnete (8. 53). 

Bemerkung. Wir haben uns bis jetzt auf die Betrachtung eines 
Punktes z = a beschränkt, dem n Werte von u entsprechen, die denselben 
endlichm Wert ß annehmen. 

Für den Fall, daß zu Z = a eine oder mehrere unendlich große 

Wurzeln der Gleichung (1) gehören, setzt man u = .1, und betrachtet die 
11 

Gleichung 
(1 (u', z) = f (~, z) U' 111 = o. 

Diese Gleichung wird dann im Punkt Z = a ebenso viele Wurzeln v.om 
W ert Null besitzen, und diese verteilen sich auf eine gewisse Anzahl von 
zyklischen Systemen, die durch Entwicklungen von der Form 

u' = (z - a)t[b" + bH1 (z - ayt + ... ] 
dargestellt werden. 

Da die in eckigen Klammern stehende Reihe eine reguläre Funktion 
1 

von (z - a)k ist, die in z = a nicht verschwindet, so muß auch ihr rezi­
proker Wert in der Umgebung von z = a eine reguläre Funktion sein 

1) Eine Korrespondenz (1, k) zwischen zwei Kurven l und P kann nämlich 
einen Zweig von lf' nicht in mehrere Zweige von f überführen; denn denkt man 
sich die etwa vorha.ndenen Singularitäten von fund F aufgelöst, 80 kann einem 
l'infachen Punkt von P nur ein einzigl'r einfachl'r Punkt VOll l' enbprechen. 
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t 

und sich demnach in eine nach Potenzen von (z - oe) k fortschreitende 
Reihe entwickeln lassen; man erhält also: 

1 2 1 ... 
-_.- -----1---- = ao + a1 (z - oe)k + a2(z - oe)k + .... 
b,. + bhU(e - a)k-+ ... 

Daraus ergibt sich 

u =~, = (z - oef~[ao+ al(z - oe)~ + a2(z - oeYk + .. .], 

und diese Entwicklung zeigt, daß die Singularität, welche die Funktion 
u in der Umgebung von z = oe aufweist, den Charakter eines Poles be­
sitzt (denn in der Entwicklung tritt nur eine endliche Anzahl von nega­
tiven Potenzen von z - oe auf). 

Die Untersuchung der Bestimmungen von u, die dem Punktes = 00 ent-

sprechen, läßt sich durch die Substitution z = ~ leicht auf den Fall zu­z 
rückführen , daß die unabhängige Veränderliche einen endlichen Wert 
besitzt. 

Die gewonnenen Ergebnisse lassen sich in den folgenden Satz zu­
sammenfassen: 

In der Umgebung des Punktes z - oe werden die Bestimmungen der 
durch die Gleichung (1) definierten Funktion u durch eine oder mehrere Ent­
wicklungen von der Form 

(5) u .... (z - oe)±~[ao+ a1 (z - oe)~ +.:.] 
dargestellt; handelt es sich um die Umgebung des Punktes z = 00, so hat 

man in dieser Entwicklung .1:.. an Stelle von s - oe zu, setzen. 
e 

Wir schließen hieraus, daß die durch die Gleichung (1) definierte 
a1gebraische Funktion u(e) nur eine endliche Anzahl von Polen und eine 
ebenfalls endliche Anzahl von algebraischen kritischen Punkten besitzen 
kann, bei deren Umkreisung eine gewisse Anzahl von Werten der Funk­
tion u sich zyklisch vertauschen. 

78. Charakterisierung der algebraischen Funktionen auf Grund 
ihrer Singularitäten. Die am Schluß der vorigen Nummer ausgesprochene 
Eigenschaft läßt sich umkehren. Wir beweisen nämlich den folgenden Satz: 

Jede analytische Funktion von z mit m Bestimmungen, welche nur 
Pole und algebmische kritische Punkte besitzt, ist eine algebraische Funktion. 

Es seien ull "2' ... , u". die m Bestimmungen der Funktion u. Jede symme­
trische Funktion dieser m Größen ist eine einwertige Funktion von s, weil 
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eine von s beschriebene geschlossene Kurve nur eine Permutation zwischen 
den Werten ul1 u" ... , Um hervorruft und also jede symmetrische Funk­
tion dieser Größen unverändert läßt. Wir wollen nun speziell eine ganze 
symmetrische Funktion der ui betrachten und sie mit fJi(ulI U 2 , ... , um) 
bezeichnen. Da wir das Verhalten der Funktion fJi in der Umgebung von 
Z = rt untersuchen wollen, .so können wir die 'Ui durch ihre nach ge­
brochenen Potenzen von s - a fortschreitenden .Reihenentwicklungen er­
setzen. Nachdem diese Substitution ausgeführt ist, erhalten wir eine 
Potenzreihe, in der keine gebrochenen Potenzen mehr vorkommen können, 
weil wir es sonst nicht mit einer einwertigen Funktion zu tun hätten. 
Da nun die Entwicklungen der u. unter allen Umständen nur eine end­
liche Anzahl von negativen Potenzen enthalten, so kann auch in der Ent­
wicklung der Funktion 

fJi CUp lt2 , •.. , um) = 1/1 (z'i 

nur eine endliche Anzahl von negativen (ganzen) Potenzen von z - a 

vorkommen. Man erkennt leicht, daß die Entwicklung von fJi(ulI U2 ,.··, 'um) 
in der Umgebung von z = 00 eine endliche Anzahl von negativen Po-

tenzen von .!. (d. h. von positiven Potenzen von z) enthält .. Die Funktion z 
fJi (ul1 Ut , ... , 'um) ist also eine eindeutige Funktion von z, die in der 
ganzen Ebene nur reguläre Punkte und Pole besitzt. Daraus folgt, daß 
sie eine rationale Funktion von z ist 1). Die Größen Uu u21 ..• , um lassen 
sich also als Wurzeln einer algebraischen Gleichung vom Grad m in U 

darstellen, deren Koeffizienten rationale Funktionen von z sind. Damit 
ist aber die Behauptung erwiesen. 

79. Irreduzible algebraische Funktionen. Eine sehr wichtige Fol­
gerung ans dem soeben bewiesenen Satze läßt sich so aussprechen: 

Damit die Kurve (1) ir1"eduzibel sei, ist es notwendig, daß bei einem 
passend gewählten Umlauf von z zwei beliebig vorgegebene unter den m 
Bestimmungen von u miteinander vertauscht werden können. 

Zum Beweis nehmen wir an, daß es bei einem beliebigen Umlauf 
von z nicht möglich sei, die Bestimmung u1 mit einer beliebigen unter den 
übrigen Bestimmungen u2J Ua, ... , Um zu vertauschen. Dann wird, falls z 
geschlossene Wege beschreibt, die von einer gewissen Anfangslage ausgehen 
und dahin zurückkehren, die Bestimmung u1 nur mit einigen unter den U i 

vertausch bar sein, etwa mi t U~, 'Us , ... , Un . Bei einem beliebigen dieser Wege 

1) Vgl. z. B. H. BURlmARD~', Einführung in die Theorie der analytischen 
Funktionen einer komplexen Veränderlichen (Leipzig 1903) S. 134, und BlANCHI, 

Lezioni lIulla teoria delle funzioni di variabile complessa usw. (Pisa, Spoerri, 
1901) § 61. 
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können die Werte U11 U 2, UHI .• • ,u1l sich nur untereinander permutieren, weil 
sonst der Wert u1 mit irgend einem andern der Werte u; vertauscht 
werden könnte. Daraus folgt, daß die Größen Ul1 '112, ••• , '11 .. n Bestimmungen 
einer analytischen Funktion von s sind, welche als singuläre Punkte nur 
Pole und algebraische kritische Punkte besitzt. Hieraus ergibt sich nach 
dem vorhergehenden Satz, daß sie die Wurzeln einer Gleichung rp(U,I6) = 0 
sind, die in 16 vom nten Grade ist. Da aber nach der Voraussetzung die 
Werte '111 , '11 2 , ••• , '11" auch Wurzeln der Gleichung (('11,16) = 0 sind, s~ 
muß (durch rp teiibar sein, und folglich ist die Kurve (= 0 reduzibel. 

Die soeben bewiesene Eigenscha(t läßt sich umkehren. Die genannte 
Bedingung ist daher nicht nur eine notwendige, sondern auch eine hin­
reichende Bedingung dafür, daß die Kurve (1) irreduzibel ist, falls dies~ 
Kurve nicht etwa aus einer I-mal gezählten irreduziblen Kurve besteht 
(in diesem Falle wäre ( die Ite Potenz eines irreduziblen Polynoms). 

Wenn nämlich das Polynom ( durch zwei verschiedene irreduzible 
Polynome rp und 'I/J teilbar ist, so ist es unmöglich, daß bei einem Um­
lauf von 16 ein durch rp = 0 definierter Wert von '11 mit einem durch 
'I/J = 0 definierten Wert von u vertauscht wird, weil sonst die analytische 
:Fortsetzung der auf den ersten Wert bezüglichen Reihe durch die auf 
den zweiten Wert bezügliche Reihe gebildet würde, und weil deshalb· 
die bei den Kurven rp = 0 und 'I/J = 0 unendlich viele Punkte gemeinsam 
hätten, was ausgeschlossen ist. 

Dem bewiesenen Satz kann man die folgende Fassung geben: Die 
~'rreduzible Gleichung (1) bestimmt eine einzige analytische Funktion u von 
16, in dem Sinne, daß eine Reihenentwicklung von der Form (5), die sich 
auf eine Bestimmung von u in der Umgebung eines bestimmten Punktes 
16 = (X bezieht, die Entwicklung.jeder anderen Bestimmung von u in einem 
willkürlich gewählten Punkt 16 vollständig festlegt; diese Entwicklung 
kann nämlich immer als analytische Fortsetzung der ersteren erhalten 
werden. 

80. RIEMANNsche Flächen. Konstruktion von LÜROTH-CLEBSCH. 
Im folgenden werden wir voraussetzen, daß die Kurve ((11, z) = 0 von 
der Ordnung m nur gewöhnliche Doppelpunkte besitze, daß die Ko­
ordinatenachsen in bezug auf die Kurve eine allgemeine Lage haben, 
und daß die Kurve von der unendlich fernen Geraden in m verschiedenen 
Punkten geschnitten werde (d. h. daß der Punkt z = 00 kein kritischer 
Punkt sei). 

Diese Voraussetzungen sind alle zulässig, wenn wir solche Eigen­
schaften untersuchen wollen, die gegenüber den birationalen Transfor­
mation en inva.riant sind. 
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Die kritischen Punkte der Funktion u von z werden in den Be­
rührungspunkten der zur u-Achse parallelen Tangenten liegen (bei der 
allgemeinen Lage der A.chsen werden diese Tangenten zweipunktig be­
rühren); bezeichnet man nun das Geschlecht der Kurve mit p und die 
Anzahl ihrer Doppelpunkte mit d, so ist die Zahl der kritischen Punkte 
gegeben durch 

w = m(m - 1) - 2d = 2(m + p - 1). 

1n bezug auf jeden diespr kritischen Punkte gibt es m - 2 eindeutige 
(endliche) Bestimmungen von u und nur zwei (ebenfalls endliche) Bestim­
mungen, die ein zyklisches System bilden. 

Die Werte von z, zu denen Doppelpunkte von f gehören, sind näm­
lich keine wirklichen kritischen Punkte, weil die beiden Werte von u, 
die in ihnen zusammenfallen, zu zwei verschiedenen Zweigen gehören und 
deshalb nicht untereinander permutiert werden können. 

Wir nehmen uns nun vor, eine reelle Fläche R zu konstruieren, deren 
Punkte in einer (stetigen) ein eindeutigen Korrespondenz i:'tehen mit den reellen 
und komplexen Punkten der Kurve f, d. h. mit den Lösungen der Gleichung (1). 

Eine derartige Fläche werden wir die RIEMANNsche Fläche nennen, 
auf welche die Kurve f abgebildet ist 

Wir markieren in der Ebene z die kritischen Punkte der Funktion 
1~ und wählen in derselben Ebene einen Punkt 0 derart, daß ein Strahl, 
der sich um 0 in einem bestimmten Sinne dreht, jene Punkte der Reihe 
nach und jedes Mal nur einen trifft. In dem bezeichneten Sinn, der z. B. 
von links nach rechts gewählt werden möge, 
wollen wir die kritischen Punkte von 1 bis ~ 
w durchnumerieren. Einen (auch krummlini-
gen) Weg, der von 0 ausgeht, nach einem I J 
kritischen Punkt hinführt, ibn umläuft und 
nach 0 zuriickkehrt, ohne andere kritische 
Punkte zu treffen, wollen wir kurz eine Schleife 
nennen (vgl. Fig. 8). . 

E . d· "UT Flg. 8. 
B selen U l1 U 2 , ... , Um le m n erte, 

Fig.9. 

welche die Funktion u (z) im Punkt 0 annimmt; ferner bezeichnen 
wir mit den Buchstaben a, b, c, d, ... Zahlen, die in beliebiger Weise 
aus der Folge ul1 u2 , ••. , um dieser Werte entnommen sind. Wir 
betrachten nun zunächst (vgl. Fig. 9) die geradlinigen Schleifen 01, 
Ox2, Oy3, 04, ... , welche um 0 herum in derselben Reihenfolge 
aufeinander folgen wie die kritischen Punkte. Wir wollen mit (a, b), 
(e, d), (e, f), (g, h), ... die Wurzelpaare bezeichnen, welche bezüglich 
durch die Schleifen 01, Ox2, Oy3, 04, ... permutiert werden, und um 
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einen kurzen Ausdruck zu haben, werden wir sagen, zwischen den Ver­
zweigungspunkten und den bezüglichen Wurzelpaaren bestehe die 
Zuordnung 

(6) 
I 1 
l(a, b) 

2 

(c, d) 
3 

(e, f) 
4 

(g, h) 

Es fragt sich nun, was eintritt, wenn man die Schleife Ox2 durch 
die Schleife Ox'2 ersetzt. Da die Schleife Ox'2 gleichbedeutend ist mit 
Oy3 + Ox2 - Oy3, so erkennt man sofort, daß, wenn die Zahlen c, d 
beide verschieden von e, f oder ihnen beide gleich sind, die Schleife 
Ox'2 dieselbe Wirkung hervorbringt wie Ox2, und daß man daher 
die folgende Zuordnung hat 

{ 
1 324 

(a, b) (e, f) (c, d) (g, h) ... ; 

sie entspricht der neuen Gesamtheit von Schleifen, die sich von der vor­
hergehenden Gesamtheit nur durch die Schleife Ox'2 unterscheidet. 

Wenn dagegen die Paare (c, d) und (e, f) einen gemeinsamen Wert 
d = e haben, so gelangt man beim Ersatz der Schleife Ox2 durch. die 
Schleife Ox'2 von der Zuordnung (6) zu der folgenden: 

I 1 3 2 4 .. 
l(a, b) (d, f) (c, f) (g, h) ... 

(7) 

In diesem Fall wiederholen wir die Operation, indem wir an die Stelle 
von Oy3 die neue Schleife Oy'3 setzen. Dann werden wir von (7) zu 
der Zuordnung 

r 1 2 3 4 ... 

l(a, b) (c, f) (c, d) (g, h) ., . 

gelangen. Zusammenfassend können wir also einstweilen folgendes fest­
stellen: 

Ein Wurzel paar kann nach links oder nach rechts um eine Stelle und 
also auch um eine beliebige Anzahl von Stellen verschoben werden, ohne 
daß es sich ändert; dabei werden diejenigen Paare, die es überspringt und 
mit denen es eine einzige Wurzel gemeinsam hat, in gewisser Weise ab­
geändert: in jedem dieser übersprungenen Paare tritt nämlich an die Stelle 
der gemeinsamen Wurzel die andere Wurzel des beweglichen Paares. 

Daraus ergibt sich unmittelbar, daß die Folge einer geraden Anzahl 
von gleichen Paaren an jede beliebige Slelle überführt werden kann, ohne 
daß die anderen irgend welche Änderungen erleiden. 

Nach dieser Feststellung betrachten wir nun eine beliebige Auf­
einanderfolge von Wurzelpaaren, die mit den Verzweigungspunkten durch 
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eine gegebene Wahl der Schleifen verknüpft sind. Es sei (a, b) das erste 
Paar der Folge. Wir beginnen damit, daß wir nach dem angegebenen 
Verfahren alle mit (a, b) gleichen Paare, die möglicherweise in der Folge 
vorhanden sind, neben (a, b) setzen, und wir nehmen an, daß auf diese 
Weise eine ungerade Anzahl von Paaren (a, b) nebeneinander zu stehen 
kommen. Ein geschlossener Weg, der alle kritischen Punkte umschließt, 
erzeugt keine Permutation unter den Wurzeln, weil er durch stetige De­
formation auf einen Punkt zusammengezogen werden kann, ohne daß 
dabei Verzweigungspunkte überschritten werden (wohl aber wird der Punkt 
Z """ 00 überschritten ).1) Daraus ergibt sich, daß unter den Wurzeln keine 
Permutation erzeugt wird, wenn man alle Schleifen, oder wie wir kurz 
sagen werden, alle Paare durchläuft; da nun beim Durchlaufen der nun­
mehr vereinigten Paare (a, b), die in ungerader Anzahl vorhanden sind, 
die Wurzeln a und b vertauscht werden, so folgt, daß dieübrigbleiben­
den Paare ihrerseits ebenfalls die Wurzeln a und b vertauschen müssen. 
Das erste dieser letzteren Paare, das b enthält, sei (b, e), und es möge 
unmittelbar hinter die Paare (a, b) gestellt werden. Durchläuft man 
dann die Paare, die hiernach sich an (b, e) anschließen, so muß man von 
e zu a gelangen. Es sei (e, d) das erste Paar, das e enthält; es möge so 
umgestellt wel'den, daß es auf (b, e) unmittelbar folgt. Wenn die Wurzel 
d nicht mit a zusammenfällt, so sei (d, e) das erste die Wurzel d ent­
haltende Paar unter denjenigen, welche nach den vorhergehenden Ände­
rungen auf (e, d) folgen; wir stellen dann (d, e) neben (e, d), und in dieser 
Weise fahren wir fort. Wir werden schließlich zu einem Paar gelangen, 
das a en'hält, und wir haben dann neben den Paaren (a, b) eine Folge von 
Paaren (b, e), (e, d), (d e), ... , (l, m), (m, n), (n, a). Schiebt man nun 
der Reihe nach die Paare (m, n), (l, m), ... , (d, e), (e, d), (b, e) über das 
Paar (n, a) hinaus vor, so entsteht aus diesem ein Paar (a, b), das sich an 
die schon vorher zusammengestellten Paare (a, b) anschließt und un­
mittelbar hinter ihnen kommt. Man kann demnach stets voraussetzen, 
daß die Anzahl der Paare (a, b) gerade sei. Wir werden ihre Gruppe 
mit G a,b bezeichnen. 

Nun erinnern wir an eine in Nr. 79 bewiesene Tatsache. Aus der 
Unzerlegbarkeit der Funktion f ergibt sich nämlich die Folgerung, daß es 
möglich Bein muß; von einer Wurzel zu jeder anderen zu gelangen, wenn 
man eine passend gewählte Folge von Paaren durchläuft. Daraus er­
hellt, daß sich unter den Paaren, die von denjenigen der Gruppe G a,b ver-

1) Noch klarer erkennt man diese Verhältnisse, wenn man die Werte von 
z mittels einer stereographischen Projektion der komplearen z-Ebene auf einer 
Kugel darstellt (da es dann nicht nötig ist, Punkte im Unendlichen zu über­
schreiten). 
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schieden sind, zum mindesten eines befinden muß, das a oder b enthält. 
Es sei (b, c) ein derartiges Paar. Wir wollen es so umstellen, daß es 
unmittelbar auf die Gruppe Ga,b folgt. Wiederholt man nun die oben 
durchgeführte Schlußweise und beachtet man, daß das Paar (b, c) und die 
Paare von Ga, b' wenn man sie hintereinander durchläuft, b in c über­
führen, so folgt entweder, daß eines oder mehrere Paare (b, c) vorhanden 
sind, die unmittelbar auf das folgen, von dem wir ausgegangen sind, 
oder, wenn dies nicht von vornherein der Fall sein sollte, daß man jeden­
falls die fraglichen Paare (b, c) aus den anderen Paaren erhalten kann, 
wenn man diese letz.teren in passender Weise untereinander vertauscht. 
Wir haben also schließlich eine gerade Anzahl von Paaren (b, ci, die auf 
die Gruppe Ga,b folgen. Die Gesamtheit dieser Paare (b, c) werde mit 
Gb, e b~zeichnet. Man kann noch eine kleine Abänderung vornehmen, 
wenn man ein Paar von Ga b bis jenseits der Gruppe Gb c vorrücken 
läßt. Diese Gruppe verwandelt sich dann in Ga,c' und sie kann an ihre 
ursprüngliche Stelle gesetzt werden, ohne daß weitere Änderungen ein­
treten. Die Folge der Paare beginnt dann mit Ga b' Ga c' Durch die­
selbe Überlegung wie die oben durchgeführte findet' man,' daß in einem 
oder in mehreren der folgenden Paare entweder a oder b oder centhalten 
sein muß. Wiederholt man den vorstehenden Beweis, so wird man zu einer 
dritten Gruppe gelangen, die eine gerade Anzahl von Paaren enthält und 
die von der Form Ga d oder Gb d oder Ge d seirr wird. Wenn die neue 
Gruppe von der Form' Gb,d oder' Gc,d ist, ~o kann man noch eine Ände­
rung vornehmen ähnlich derjenigen, die soeben angegeben wurde, und man 
erhält daher unter allen Umständen eine Gruppe von der Form Ga, d' 

In dieser Weise fährt man fort. Es ist nicht ausgeschlossen, daß man 
aueh gleiche Gruppen erhält, die dann obne Änderung der anderen un­
mittelbar hintereinander angeordnet werden können, immer auf Grund 
der Tatsache, daß die Paare, die jede Gruppe enthält, stets nnr in gerade!' 
Anzahl vorhanden sein können. 

Zum Schluß gelangen wir also zu drm folgenden Ergebnis: Man 
kann es stets erreichen, daß die Folge der Paare gebildet wird von m - 1 
Gruppen 

(8) 

wobei jede Gruppe Gi,i eine gerade Anzahl von Paaren (i,j) enthält und 
wobei a, b, c, d, . , ., r, s, t eine bestimmte Anordnung der m Wurzeln der 
Gleichung bedeutet. 

Wenn man nun in der vorstehenden Reihe (8) ein Paar von G",. 
über Ga, I hinaus verschiebt, so daß diese letztere Gruppe sich in G" I 

verwandelt und wieder an ihre erste Stelle zurückversetzt werden kann; 
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wenn man ferner in ähnlicher Weise ein Paar von Ga r über Ga , hinaus 
~orrücken läßt, wobei diese letztere Gruppe in Gr " Übergeht ~nd dann 
wieder ohne weitere Änderungen an ihre erste Stelle zurückkehren kann, 
und wenn man in dieser Weise fortfährt, so erhält man auch eine Folge 
'Von Gruppen 'Von der Form 
(9) Ga,b' Gb,e' Ge,d' ... , Gr,s' G •. f • 

Es ist wichtig zu bemerken, daß sowohl für die Folge (8) als auch 
für die Folge (9) die beiden nachstehenden Eigenschaften gelten: 

1. An Stelle 'Von a, b, c, d, ... , r, s, t kann man eine beliebige andere 
Anordnung der m Wurzeln nehmen. Um dies einzusehen, hat man nur 
zu beweisen, daß man z. B. in (9) zwei aufeinander folgende Wurzeln b, c 
vertauschen kann, d. h. daß man die der Anordnung a, c, b, d, ... , r, s, t 
entsprechende Reihe Ga,e' Ge,b' Gb,d' ... , Gr ,., G.,terhalten kann. Diese 
erhält man aber, wenn man in (9) ein Paar von Gb, c über die Gruppe 
Ga, b hinwegschiebt und ein anderes Paar von Gb, e über Ge, d hinaus 
vorrücken läßt, und wenn man dann die so erhaltenen Gruppen Ga, c und 
Gb, d wieder an ihre urspriinglichen Plätze zurückversetzt. 

2. Man kann die Anzahl der Paare jedet· Gruppe beliebig verändern, 
wenn man dabei nur dafür sorgt, daß diese Zahl gerade blm"bt und nicht 
Null wird. Um diese Eigenschaft einzusehen, genügt es zu beweisen, 
daß man von zwei aufeinander folgenden Gruppen Ga, b' Gb, e die eine 
um zwei Paare bereichern kann, die man der anderen entnimmt. Man 
schiebt zu dem Zweck ein Paar von Gb, c über die beiden letzten Paare 
von Ga, b vor; diese beiden Paare verwandeln sich dabei in (a, c), (a, c); 
diese bewegt man nun, bis sie an das drittletzte Paar von Ga,b anstoßen, 
und hierauf läßt man das drittletzte Paar von Ga,b über jene beiden 
hinausriicken, wobei sie in (b, c), (b, c) übergehen; schließlich bewegt 
man diese heiden Paare so, daß sie an die iibrigen Paare von Gb,e an­
stoßen. Dadurch ist also Ga,b um zwei Paare ärmer und Gb, e um zweI 
Paare reicher geworden. 

Zusammenfassend können wir also annehmen, daß die Schleifen, 
welche vom Punkt 0 der z-Ebene nach den kritischen Punkten gehen, in 
folgender Weise angeordnet sind: Dreht man sich in einem bestimmten 
Sinn um den Punkt 0, so trifft man zuerst eine gerade Anzahl 2 w1 von 
Schleifen, die die Wurzeln Ul! U2 permutieren, hierauf eine gerade Anzahl 
2 ws' die u, und Us permutieren, und so weiter; schließlich gelangt man 
zu einer geraden Anzahl 2wm _ 1 von Schleifen, welche die Wurzeln um _ 1 

und um permutieren; dabei sind die positiven ganzen Zahlen Wll w" ws . ... , 
wm _ l willkürlich, wenn sie nur von Null verschieden sind und der Bedingung 
(10) W1 + Ws + ... + wm _ 1 = m + p - 1 
genügen. 

Seyeri: Vorlelungen Ilber "lgebraioche Geometrie 
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Die Möglichkeit, die Schleifen in der angegebenen Weise anzuordnen, 
wurde von LÜROTH bewiesen 1); sie vereinfacht die Konstruktion der RIEMANN­

sehen Fläche sehr wesentlich. Die Willkürlichkeit der Elemente, welche in 
der LÜROTH sehen Konstruktion auftreten, wurde von A. CLEBSCH 2) und später 
in sehr einfacher und vollständiger Weise von E. BERTINI 2) augenfällig gemacht. 
Gerade die Arbeit von BERTINI ist uns in der vorstehenden Darlegung äußerst 
wertvoll gewesen. 

Die Konstruktionsweise, die wir jetzt im Anschluß an die vorstehende 
Anordnung der Schleifen angeben werden, ist jedoch dem Wesen nach iden­
tisch mit derjenigen, die ursprünglich von RIEMANN gegeben wurde und ließe 
sich ohne weiteres auf den Fall anwenden, daß die Vielfachheit der kritischen 
Punkte größer als 2 wäre und die Schleifen beliebig angeordnet wären.4) 

81. Wir denken uns m übereinander liegende z-Ebenen und nennen 
sie der Reihe nach die Ebenen Uu U'2' u3' ••. , um' d. h. wir bezeichnen 
sie mit den Symbolen der Werte, welche die Funktion U im Punkt 0 an­
nimmt. Es seien 1, 2, 3, ... , 2w1 die kritischen Punkte, nach denen die 
Schleifen hinführen, welche die Wurzeln u1 und "2 vertauschen; 2w1 + 1, 
... , 2w1 + 2w2 seien die kritischen Punkte, die sich auf die Schleifen 
beziehen, durch welche die Wurzeln u2 und Us vertauscht werden, usw. 
Wir ziehen die Linien 1- 2, 3 - 4, ... , (2w1 -1) - 2wv (2w1 + 1) 
- (2w1 + 2), ... , (2w1 + 2w2 -1) - (2w1 + 2w,), ... , (2w1 + 2w2 + ... 
+ 2W"'_1 _. 1) - (2w1 + 2w2 + ... + 2Wm -l), derart, daß keine von 
ihnen die andere schneidet. Wir bezeichnen mit U1 die wt Linien, welche 
sich auf die ersten 2w1 kritischen Punkte beziehen, mit V2 die W 2 Linien, 
welche sich auf die darauf folgenden 2w2 kritischen Punkte beziehen, usw. 

Wenn z sich so bewegt, daß die Linien U1 niemals überschritten 
werden, so vertauscht sich die Wurzel u1 mit keiner anderen, d. h. u1 ist 
eine eindeutige Funktion der Veränderlichen z. In der Tat, wenn man, 
von 0 ausgehend, einen Umlauf ausführt, der die Linien U1 nicht über­
schreitet, so wird, auch unter der Annahme, daß dieser Umlauf irgend­
eine dieser Linien umkreist, die Wurzel u1 in sich selbst übergehen, weil 
dabei eine gerade Anzahl von Transpositionen (u1 , u2) erzeugt wird. Wir 
denken uns nun die Ebene u1 längs der Linien VI aufgeschnitten und in 
jedem Punkt z der so zerschnittenen Ebene den eindeutig bestimmten Wert 
angeschrieben, den die soeben definierte einwertige Funktion u1 in diesem 
Punkt annimmt. Auf der zweiten Ebene U2 bringen wir Schnitte längs 
der Linien U1 , U2 an; wenn wir dann in dieser Ebene von 0 aus auf 
einem beliebigen Weg zu dem Punkt z gehen, ohne die Schnitte VII V, 
zu überschreiten, so gelangen wir stets zu einem und demselben Wert, 

1) Math. Ann. 4, 181 (1871). 2) Math. Ann. 6, 216 (1873). 
3) Rom. Ace. L. Rend. 3, 106 (1894). 
4) S. z. B. ApPELL et GOUR8A'!' a, a. O. Nr. 93, S. 199. 
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der aus dem Wert ableitbar ist, den u2 im Punkt 0 besitzt; denn die Per­
mutationen von u j mit den Bestimmungen u( und us, den einzigen, mit 
denen uj vertauschbar ist, sind dabei ausgeschlossen. Zerschneidet man 
in ähnlicher Weise die dritte Ebene längs der Linien U2 , Ua, so kann 
man in jedem Punkt z dieser Ebene einen bestimmten Wert von u3 an­
schreiben, usw. 

Nun wollen wir untersuchen, wie sich die m so zerschnittenen und 
übereinander liegenden Blätter ineinander fügen lassen, so daß man eine 
einzige zusammenhängende Oberfläche erhält, d. h. eine Fläche, auf der 
man von einem beliebigen Punkt zu jedem anderen auf einem stetigen 
Wege gelangen kann. 

Es ist klar, daß die Werte, welche die auf dem Blatt ul ausgebrei­
tete eindeutige Funktion in zwei unendlich benachbarten Punkten ZI und 
Kj annimmt, die bezüglich dem linken und dem rechten Ufer eines und 
desselben Verzweigungsschnitts 1 - 2 der Familie Ul angehören, in ein-
deutiger Weise gleich den Werten sind, welche die auf dem Blatt U2 aus­

gebreitete Funktion in den Punkten Zj und Zl annimmt, 
die bezüglich dem rechten und dem linken Ufer des auf 
dem zweiten Blatt angebrachten Verzweigungsschnitts 
~ '" angehören. Geht man 

_ nämlich von 0 aus mit 
--.., "1 dem Wert Ul und bewegt 

Fig. 10. FilJ· 11. man sich nach Z2 (= Zl) 

a.uf dem in Fig. 10 angedeuteten Weg 00 Z2' so erhält man denselben 
Wert, wie wenn man mit dem Wert u2 von 0 ausgegangen wäre und sich 
auf dem Weg OO'Zl nach dem Punkt Z1 (= Z2) begeben hätte. 

Man kann daher die Blätter ul und u2 zusammenfügen, wenn man 
den linken und rechten Rand des Verzweigungsschnitts auf dem Blatt U1 

an den rechten bzw. linken Rand des Verzweigungsschnitts auf dem 
Blatt uj heftet, wie es die beistehende Skizze (Fig. 11) zeigt; sie stellt 
einen Durchschnitt der beiden Blätter mit einer zum Verzweigungs­
schnitt 1 - 2 senkrechten Ebene dar. Die Tatsache, daß die Werte 
welche die Funktion U auf dem ersten Blatt annimmt, durch stetige 
Veränderung in die Werte übergeführt werden können, welche die­
selbe Funktion auf dem zweiten Blatt annimmt, ist somit in konkreter 
Weise veranschaulicht durch die Möglichkeitl auf einem stetig zusammen­
hängenden Weg über die zusammengehefteten Ränder der beiden über­
einander liegenden Verzweigungsschnitte zu gelangen. In ähnlicher 
Weise können die Ränder der anderen Schnitte Ul auf den Blättern u l 

und Uj zusammengeheftet werden; ebenso die Ränder der Verzweigungs­
schnitte U2 , welche die Blätter u2 und Us verbinden, usw. 

14 ~ 
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Auf diese Weise erhalten wir schließlich eine zusammenhängende 
Fläche, deren Punkte mittels einer stetigen ein-eindeutigen Korrespondenz 
auf die Punkte der algebraischen Kurve f bezogen sind. Da man die 
ganzen Zahlen wl ' w2 , ... , WIlI-l, die in der Gleichung (10) der vorher­
gehenden Nummer vorkommen, nach Belieben wählen kann, so können 
wir annehmen, daß W l = w2 = ... = W m -2 = 1 und Wm-l = p + 1 ist, 
und wir erhalten auf diese Weise eine rn-blättrige Fläche, in tulcher das 
m'ste Blatt mit dem zweiten über einen einzigen Verzweigungsschnitt hinüber 
verschmolzen ist (der zwei kritische Punkte 'verbindet), das zweite mit dem 
dritten ebenfalls über einen einzigen Schnitt hinüber, usw., das drittletzte 
mit dem vorletzten abermals über einen einzigen Schnitt hinübet·, und schließ­
lich das vorletzte mit dem letzten über p + 1 Schnitte. 

Die Abbildung der 00' komplexen Punkte einer algebraischen Kurve 
durch die Punkte einer reellen Fläche verdankt man dem Genie von B. RIE­

MAlfN (Inauguraldissertation, 1857), der sie mit Hilfe des eben konstruierten 
Gebildes von 'In übereinander liegenden Blättern durchführte. Das zuletzt er­
wähnte einfache Modell, in welchem zwei aufeinander folgende Blätter mit 
Ausnahme der beiden letzten nur längs eines einzigen Verzweigungsschnittes 
?'usammengeheftet sind, wurde von CLEBSCH angegeben Ca. a. 0.). 

82. Weiteres über die RIEMANNschen Flächen vom GeschlechtlJj 
räumliches Modell in Gestalt eines Kringels mit 1J Löchern oder einer 
Kugel mit p Henkeln. Das in der vorigen Nummer konstruierte Modell 
der RIEMANNschen Fläche kann noch konkreter und anschaulicher ge­
macht werden, wenn man es in passender Weise stetig deformiert, und 
wenn man dabei auch Verdehnungeu zuläßt; dabei hat man sich vorzu­
stellen, daß es sich um biegsame und elastische Blätter handelt. Der­
artige Transformationen sind für den Zweck, den wir im Auge haben, 
durchaus erlaubt, weil mun dabei die konstruierte Fläche durch eine an­
dere ersetzt, die mit ihr, und daher auch mit der Gesamtheit der kom­
plexen Punkte der Kurve f, in einer ein-eindeutigen stetigen Korrespon­
denz steht. Man hat dabei nur zu vermeiden, daß infolge der Deforma­
tion zwei Teile der Fläche zusammenfallen, die anfänglich voneinander ver­
schieden waren, weil sonst die Eindeutigkeit der Korrespondenz aufhören 
würde. Wir knüpfen im folgenden an das einfachere der oben erwähnten 
Modelle an, nämlich an dasjenige von CLEßSCH. 

Zunächst führen wir eine erste ein-eindeutige stetige Transformation 
·der erhaltenen Fläche aus, indem wir zu einer Fläche übergehen, deren 
m Blätter (konzentrische) Kugeln sind statt der (übereinander liegenden 
oder parallelen) Ebenen. Eine derartige Transformation erhält man ohne 
weiteres mit Hilfe einer stereographischen Projektion. 

Wir wollen eine solche sphärische RIEMANNsche Fläche untersuchen 
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und beginnen mit dem Fall, daß sie nur aus zwei Blättern (m = 2) zu­
sammengesetzt sei, die über p + 1 Verzweigungsschnitte hinüber zusam­
menhängen. Wir können zunächst die Schnitte stetig umgestalten, so daß 
sie auf einen und denselben größten Kreis der bei den übereinander lie­
genden Blätter zu liegen kommen. Hierauf transformieren wir die Fläche 
mit Hilfe der stetigen ein-eindeutigen Korrespondenz, die entsteht, wenn 
man die Punkte des äußeren Blattes unverändert läßt, dagegen die Punkte 
des inneren Blattes mit denjenigen vertauscht, die zu ihnen symmetrisch 
liegen in bezug auf die Ebene des ebengenannten größten Kreises. Nach 
dieser Operation wird jeder Rand eines auf dem äußeren Blatt gezoge­
nen Verzweigungs schnittes nicht etwa mit dem entgegengesetzten Rand 
des entsprechenden Verzweigungs schnittes auf dem inneren Blatt ver bun­
den sein, sondern mit dem unmittelbar unter ihm liegenden Rand. Nach 
der Transformation können also, kurz gesagt, die p + 1 Schnitte ohne 
weiteres durch eine stetige Deformation in zylindrische Verbindungs­
röhren zwischen dem äußeren und dem inneren Blatt übergeführt werden. 

Denken wir uns nun, daß eine dieser Röhren sich ausdehne und daß 
die andern sich dieser Umgestaltung anpassen, ohne jedoch zu verschwin­
den oder sich mit der ersteren zu vereinigen. Man kann dann die Kugel 
in ein halbkugelförmiges Gewölbe überführen, dessen Außen- und Innen­
seite die beiden Blätter darstellen; setzt man das Verfahren fort, so kann 
man die Kugel ohne weiteres in eine Art Kringel (Brezel)1) verwandeln, 
der p Durchgangsröhren von der oberen zur unteren Seite besitzt. 

Man kann sich diesen Kringel auch in eine ebene Scheibe mit p 
Löchern verwandelt denken; dabei hat man sich klarzumachen , daß der 
Übergang von der Oberseite zur Unterseite der Scheibe frei ist über die 
Randlinien der p Löcher oder über den Umfang der Scheibe; dieser ent­
spricht gerade der Öffnung, die während der Deformation ausgedehnt 
wurde. Wenn überdies die beiden sphärischen Blätter, von denen wir 
ausgegangen sind, unmittelbar übereinander lagern anstatt in end­
licher Entfernung konzentrisch zu sein, so erhält man an Stelle des Kringels 
mit p Öffnungen die ebene Scheibe mit p Löchern. Aber es ist klar, daß 
die beiden Flächen von unserem Standpunkt aus identisch sind. Denken 
wir uns die ebene Scheibe aus zwei elastischen Blättern gebildet, die nur 
längs der Ränder der p Löcher und längs des Umfangs der Scheibe zu­
sammenhängen, so erhält man den Kringel mit p Öffnungen, wenn man 
die Scheibe wie einen Ballon aufbläst. 

Nun untersuchen wir den Fall einer kugelförmigen RlEMANN­

schen Fläche mit m Blättern ull U2 , ... ,um, welche in dieser Ord-

1) Ital. ciumbellu; das Wort bedeutet eine Art ringförmiges Gebäck, das eineIl 
oder mehrere Löcher haben kann. [A. d. übers.] 



214 Siebentes Kapitel 

Dung aufeinander folgen, wenn man von außen nach innen vordringt. Nach 
der Konstruktion von CLEBSCH gibt es dann eine Übergangslinie von u1 

nach '1'2' eine von uj nach us, ... , eine von U11I -2 nach Um -l und endlich 
p + 1 von Um-l nach Um. 

Man kann zunächst annehmen, daß die "Übergangslinien auf einen 
und denselben größten Kreis übertragen worden seien, und daß die Blät­
ter U 2, U,l1 u6 , ••• mittels der Symmetrie in bezug auf die Ebene dieses 
Kreises transformiert worden seien; man kann sich dann jedes der Blät­
ter U2, '1'3' ••• , Um-l mit dem vorhergehenden durch eine Röhre ver­
bunden denken, während Um-l mit Um durch p + 1 Röhren verbunden ist. 

Wir beschäftigen uns vorerst nicht mit den m - 2 Blättern, welche 
das Blatt u2 in seinem Innern enthält, da diese auf die Zusammenheftung 
der Blätter u1 und u2 untereinander keinen Einfluß haben. Wir wollen 
die Röhre zwischen U1 und ua erweitern, ohne daß sie dabei die Über­
gangsröhre zwischen U2 und Us trifft, so lange bis man den inneren 
Kern von der Kugel u1 ausgehen lassen kann. Wir erhalten so die Kugel 
112 mit m - 2 inneren sphärischen Blättern und mit einem äußeren Höcker 
(der von der Kugel u1 herrührt). Dieser Höcker kann solange zusammen­
gezogen werden, bis er verschwindet, und die J!'läche ist demnach zurück­
geführt auf eine solche von m - 1 sphärischen Blättern mit denselben 
wechselseitigen Bedingungen wie die, von denen wir ausgegangen sind. 
Wendet man die soeben beschriebene Transformation noch einmal an, so 
kann man das Blatt U2 zum Verschwinden bringen, und wenn man in 
dieser Weise fortfährt, so bleiben schließlich nur die Blätter Um-l und 
Um übrig. Dann aber haben wir wieder den zuerst behandelten Fall vor uns. 

Wir erhalten somit den Satz: 

Eine algebraische Kurve vom Geschlecht p kann abgebildet werden 
mittels einer RIEMANNschen Fläche, die aus einer Art Kringel mit p Öff:' 
nungen oder auch aus eil1er ebenen Scheibe mit p Löchern besteht. 

Es ist einleuchtend, daß der Kringel mit p Öffnungen in stetiger 
Weise umgeformt werden kann, so daß er in eine Kugel mit p Henkeln 
übergeht. 

Für p = 0 erhält man als RIEMANN sche Fläche eine J!"'läche von der 
Gestalt einer Kugel; für p = 1 bekommt man einen Ring mit einer Öff­
nung, d. h. eine Fläche von der Gestalt eines Wulstes. 

Die Transformation der rn-blättrigen RIEMANNschen Fläche in eine Scheibe 
mit p Löchern oder in eine Kugel mit p Henkeln findet sich bei A. TONELLI 
(Rom. Ace. L. Rend. (2) 2,596 (1875) und (5) 4:1) 800 (1895)), bei W. CLIFFORD 
(London Proc. Math.Soc. 8,292 (1877)) und bei G.KLEIN (Über RIEMANNS Theorie 
der algebraischen Funktionen, Leipzig 1882, sowie Math. Ann. 4:5, 142 (1894) 
und 4:6, 77 (1895)). 
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83. Rückkehrschnitte. Zurückführung einer Fläche vom Ge­
schlecht p auf eine solche vom Geschlecht O. Die Betrachtung der 
RIEMANNschen Fläche gestattet uns nun, den Begriff des Geschlechts 
einer Kurve mit dem Begriff des Zusammenhangs einer reellen (zwei­
seitigen)l) Fläche zu verknüpfen. 

Wir wollen zunächst einige Definitionen vorausschicken. Eine 
Fläche heißt offen (ungeschlossen, berandet), wenn sie Randlinien (Rand­
kurven ) besitzt, d. h. wenn auf ihr solche Linien aufgezeichnet sind, die 
durch einen stetigen, ganz auf der Fläche liegenden Weg nicht über­
schritten werden können. Eine Fläche ohne Randlinien wird geschlossen 
genannt. 

Die Kugel ist eine geschlossene Fläche; ein Rechteck ist eine offene 
Fläche, und die Fläche, die man erhält, wenn man von einer Kugel ein 
Scheibchen wegnimmt, ist ebenfalls offen. 

Eine RIEMANNsche Fläche vom Geschlecht p (ein Kringel mit p 
Öffnungen oder eine Kugel mit p Henkeln) ist eine geschlossene Fläche. 

Eine zusammenhängende geschlossene Fläche, welche durch jeden 
auf ihr gezogenen Querschnitt in zwei Teile zerlegt werden kann, wird 
einfach zusammenhängend genannt. Dieselbe Definition können wir auch 
auf die berandeten Flächen übertragen, vorausgesetzt daß die Randkurve 
eine einzige Linie bildet, die in einem Zug stetig durchlaufen werden 
kann. Wenn die gesamte Berandung in mehrere stetige Kurven zerfällt, 
so ist es einleuchtend, daß die Fläche längs einer (offenen) Linie, die 
zwei Punkte zweier verschiedener Teilrandlinien verbindet, zerschnitten 
werden kann, ohne daß der Zusammenhang unterbrochen wird. 

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir nun wieder als Modell 
einer RIEMANNschen Fläche R vom Geschlecht p eine Kugel mit p Hen­
keln S betrachten, von denen jeder r--, 
ohne weiteres in einen Wulst T um­
geformt werden kann, der mittels 
einer zylindrischen Röhre V an die 
Kugel angeheftet ist. 

Fassen wir einen dieser Hen­
kelins Auge,so können wil'(Fig.12) 
einen geschlossenen Weg betrach­

r 
' 8 

,lo'ig . Ji. 

ten, der sich um die Öffnung des Wulstes herumwindet (man kann einen 

1) Betrachten wir auf einer Fläche die Umgebung eines beliebigen Punktes, 
BO können wir zwei Seiten der Fläche unterscheiden, eine innere und eine äußere; 
die Fläche heißt zweiseitig, wenn es unmöglich ist, auf einem stetigen, der Fläche 
a.ngehörigen Weg von der einen Seite auf die a.ndere zu gelangen; ist dies aber 
möglich, so nennt man die Fläche einseitig. 
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Parallelkreis des betreffenden Wulstes nehmen), und einen geschlossenen 
Weg, der durch die Öffnung des Wulstes hindurchgeht und den zuerst 

8 erwähnten Weg in einem Punkte trifft (man kann 
dazu einen Meridian des Wulstes verwenden). Wir 
wollen sagen, der erste Weg gehöre zum Typus A, 
der zweite zum Typus B. Wir werden dann p Paare 
von solchen Wegen (All BI)' (A2 , Bs), ... , (Ap , Bp ) 

erhalten, die sich auf die p Henkel beziehen. 
Fig. 13. 

Man zerschneide nun die Fläche R längs der 
Kurven A, B eines bestimmten Henkels. Der Zusammenhang des Henkels 
und damit derjenige der ganzen Fläche wird dadurch nicht unterbrochen 
(die Fläche wird nicht zerstückelt); die Randlinien der beiden angebrach­
ten Schnitte können in einem einzigen stetigen Zuge durchlaufen werden, 
wie es die beistehende schematische Fig. 13 zeigt (man verfolge den 
Verlau! der Pfeile, die z. B. vom Punkt mausgehen). Ein derartiges 
Paar von Schnitten wird ein Riickkehrschnitt 1) genannt. 

Man denke sich nun, der Schnitt B werde zuerst ausgeführt; dann 
kann man den so zerschnittenen Henkel derartig umgestalten, daß man 
ihn zu einem Zylinder auswachsen läßt, der an beiden Enden offen und 
mit Hilfe des oben schon erwähnten Zylinders V an die Kugel angeheftet 
ist. Der Weg A wird dann zu einer Erzeugenden des Zylinders, und 
wenn man also den Schnitt A ausführt, so erhält man ein Rechteck, das 
zu einer Art Zylinder zusammengerollt ist, wie es die Fig. 14 zeigt. Auf 
diese Weise wird unsere Fläche R schließlich in eine andere transfor­
miert werden, welche eine (einzige) Randlinie besitzt. Das zusammen­
gebogene Rechteck kann noch weiter umgestaltet und in stetiger Weise 
in eine Schale (Haube) übergeführt werden; die Randlinie dieser letzteren 

Eil 14. 

kann dann unbegrenzt zusammenge­
zogen werden, so daß endlich die Haube 
sich schließt und in eine Kugel über­
geht. Schließlich kann man noch die 
zylindrische Röhre, die den Wulst 
mit der ursprünglichen Kugel ver-
band (und die jetzt an ihrem Ende 
durch eine kleine Kugel verschlossen 

ist), so lange zusammenziehen, bis sie vollständig verschwindet. 
Die Kugel mit p Henkeln ist also mit Hilfe eines Rückkehrschnittes in 

eine solche mit p - 1 Henkeln t:erwandelt worden. 

1) Bei anderen Mathematikern wird häufig jeder in sich zurückkehrende 
Schllitt, also z. B. A ode,. Bein Rückkehrschnitt genannt; A + B wäre dann 
als RÜckkehr.~chnittpaa,. zu bezeichnen. [A. d. -Obers.] 
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Vollzieht man an den anderen Henkeln die entsprechenden Opera­
tionen, so sieht man, daß es gelingt, mit Hilfe von p Rückkehrscknitten die 
Fläche R in eine Kugel okne Henkel, d. h. in eine Fläche vom Geschlecht 
o zu verwandeln. 

Wenn man die p Randkurven beibehält, welche von den p Henkeln 
herrühren (nachdem man die verschiedenen Wülste in Rechtecke ver­
wandelt hat), so erhält man eine offene Fläche, deren p Randkurven durch 
p - 1 Querschnitte verbunden werden können; diese gehen von einem 
Punkt der zuerst erhaltenen Randlinie zu einem Punkt der zweiten, von 
einem Punkt der zweiten zu einem Punkt der dritten, usw. Diese p - 1 
Schnitte sollen vom Typus 0 genannt werden. Man erhält auf diese 
Weise eine von einer einzigen Randlinie begrenzte Fläche, und diese Rand­
linie wollen wir mit K bezeichnen. 

Die Randlinie K kann durch stetige Deformation der Fläche auf 
einen Punkt zusammen gezogen werden, weil, wie wir gesehen haben, 
eine solche Reduktion für jeden der Schnitte A + B vollzogen und folg­
lich K auf einen einfachen Schlitz zusammengezogen werden kann, der 
von den Querschnitten 0 gebildet wird; ein solcher Schlitz läßt sich 
seinerseits in einen Punkt zusammenziehen. 

Man kann daher die Fläche R, in welcher der Schnitt K geführt 
worden ist, in eine Fläche vom Typus der Kugel verwandeln (d. h. in 
eine solche, die durch stetige Deformation in eine Kugel überführbar ist), 
aus welcher ein durch eine geschlossene Linie begrenzter Teil heraus­
genommen wurde; der weggenommene Teil wäre in unserem Fall der­
jenige, der von der geschlossenen Kurve K überstrichen wird, wenn diese 
sich stetig in einen Punkt zusammenzieht. 

Wir erhalten also das folgende Ergebnis: Ob man nach der Atts­
führung der p Rückkehrschnitte die Fläche R als eine gesChlossene Fläche 
(vom Typus der Kugel) betrachtet, oder ob man sie als eine offene Fläche 
mit einer einzigen Randkurve K ansieht, in beiden Fällen läßt sich jede 
auf der so transformierten Fläche R gezogene geschlossene Kurve durch 
stetige Transformation auf einen Punkt zusammenziehen, ohne daß K da­
bei überschritten wird, weil die auf der Kugel gezeichneten geschlossenen 
Kurven diese Eigenschaft besitzen. 

Man kann auch sagen, die Fläche R sei in eine einfach zusammen­
hängende FläChe verwandelt worden, weil, wie wir schon gesehen haben, 
die Kugel einfach zusammenhängend ist. 

Man bemerke endlich, daß auf der ursprünglichen Fläche R nur p 
einander nicht schneidende, in siCh zurückkehrende Schnitte ausgeführt wer­
den können, «;elche die Fläche nicht zerstückeln, und zwar sind es die-
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jenigen p Schnitte, welche die einzelnen Henkel (Wülste) In die an den 
beiden Enden offenen Zylinder umwandeln. 

Nachdem nämlich die Fläche R in eine Kugel verwandelt worden 
ist, an welche mit Hilfe von p Röhren ebensoviele an den bei den Enden 
offene Zylinder angeheftet sind, ist es klar, daß auf einer solchen Fläche 
kein weiterer in sich zurücklaufender Schnitt geführt we:rden kann, 
ohne daß die Fläche in Stücke zerfällt. 

84. Zurückführung aller Kreise einer RIEMANNSchen Flä.che auf 
das System der Rückkehrschnitte. Homologien und Äquivalenzen 
zwischen Kreisen. Ein auf einer RIE~IANN schen Fläche gezogener ge­
schlossener Weg wird auch ein (linearer) "Kreis" (Zyklus, Ringweg) ge­
nannt. l ) Zuweilen denkt man sich diesen Kreis mit einem ganz bestimm­
ten Umlaufssinn behaftet, den man als positiv oder negativ bezeichnen 
kann; wird dann der mit pOE\itivem Umlaufssinn behaftete Kreis mit M 
bezeichnet, so bedeutet - M denselben Kreis mit entgegengesetztem Um­
laufssinn. Unter dem k-fachen eines Kreises M (wobei k eine positive oder 
negative Zahl bedeutet) versteht man, je nachdem k positiv oder negativ 
ist, den im Sinn von M oder im entgegengesetzten Sinn k-mal durch­
laufenen Kreis. Häufig kann man das Vielfache eines Kreises M auch 
als eine Schraube von unendlich kleiner Ganghöhe betrachten, die sich 
dicht bei M k-mal herumwindet und deren beide Enden miteinander ver­
bunden sind. Man denke z. B. an einen Wulst und an ein Vielfaches 
eines seiner Kreise vom Typus A oder B. Unter der Summe zweier Kreise 
Ml und M 2 - sie werde mit Mi + M, bezeichnet - verstehen wir 
den geschlossenen Weg, der sich zusammensetzt aus der Gesamtheit der 

beiden gegebenen Kreise, von denen jeder in 
dem ihm zugehörigen 8inn durchlaufen 
wird, und aus einer Linie 1, die einen Punkt 
von Mt mit einem Punkt von MI verbindet 

und das eine Mal in der einen, das andere Mal in der anderen Rich­
tung durchwandert wird (vgl. Fig. 15). 

Aus diesen Definitionen ergibt sich eine ganz bestimmte Bedeutung 
für die lineare Kombination 

~Ml + k,M2 + ... + krMr, 
in der M u Mv. ., M r Kreise und kll ~, ..• , k,o ganze positive oder 
negative Zahlen bedeuten. 

1) Nach dem Vorgang anderer deutscher Mathematiker (z. B. M. DEHN in 
PASCALS Repertorium der höheren Mathematik Bd. 111 , S. 178, 2. Aufl., Leipzig 
1910) habe ich das Wort ciclo (franz. cycle), das von POINCARE für den Begriff des 
Ringwegs eingeführt wurde, durch da.s bequeme Wort Kreis übersetzt, da ja 
kein Mißverständnis zu befürchten ist. [A. d. "Obers.] 
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Wir wollen im Anschluß an POINCARE 2;wei Kreise M, N homolog 
nennen, wenn der eine von ihnen durch eine stetige Deformation in den 
anderen übergeführt werden kann, ohne daß man bei dieser Umgestaltung 
aus der gegebenen RIEMANNschen Fläche herausgeht. Die Homologie 
zwischen zwei Kreisen soll durch das Symbol", bezeichnet werden, und 
wir werden also schreiben 

Ein Kreis P, der durch stetige Deformation auf einen Punkt zusammen­
gezogen werden kann, heißt homolog zu Null und wir schreiben 

P",O. 

Mehrere Kreise heißen voneinander verschieden (oder unab1i.ängig), 
wenn keine ihrer linearen Kombinationen mit ganzzahligen (nicht sämt­
lich verschwindenden) Koeffizienten homolog zu N aU ist; im entgegen­
gesetzten Falle heißen sie abhängig. Wir wollen beweisen, daß jeder 
Kreis der BIEMANNschen Fläche B homolog ist zu einer linearen Kombi­
nation mit ganzzahligen Koeffizienten zwischen den 2 p Kreisen, die die 
Rückkehrschnitte bilden. 

Wir werden die Behauptung zunächst für p = 1 beweisen, indem 
wir als Modell der Fläche Reinen Wulst nehmen. Wir wählen als Kreis 
A den Kehlkreis des Wulstes und als Kreis B einen Meridiankreis. Ein 
Kreis M,. der den Kehlkreis mehrere Male überschreitet, kann immer in 
stetiger Weise so umgeformt werden, daß die Übergänge über A mit­
einander zusammenfallen; es wird also schließlich von dem gegebenen 
Kreis ein positives oder negatives Vielfaches des Kreises B abgelöst. 
Darnach wird ein Kreis übrig bleiben, der den Kreis B in einer gewissen 
Anzahl von Punkten trifft, und folglich kann er auf ein pO,sitives oder 
negatives Vielfaches von A reduziert werden. Wir erhalten also 

M", lA + p,B, 

wo ;., und /L positive oder negative ganze Zahlen bedeuten. 
Um die Behauptung des Satzes für einen beliebigen Wert von p zu 

beweisen, nehmen wir sie als erwiesen an für die RIEMANNsche Fläche 
vom Geschlecht p - 1, und beweisen sie für die RIEMANNsche Fläche vom 
Geschlecht p. 

Wie in NI'. 83 richten wir unsere Aufmerksamkeit auf einen der p 
Henkel S der Kugel B; er sei wieder in die Gestalt eines Wulstes T über­
geführt, welcher mit Hilfe eines Zylinders V an die Kugel angeheftet ist 
(vgl. Fig. 12 auf S. 215). 

Wenn ein linearer Kreis M von B weder den Kreis A noch den Kreis 
B des Henkels S trifft, so ist klar, daß die Kurve M, falls sie doch etwa 
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in den betrachteten Henkel eintritt, dort nur einfache Ausbuchtungen mit 
Hin- und Herbewegungen längs der Mantellinien der zylindrischen Röhre V 
ausführt, ohne sich jemals um die Öffnung des Henkels herumzuwinden 
oder durch diese Öffnung hindurchzugehen. Der Kreis M läßt sich daher 
in stetiger Weise längs des Zylinders V zusammenziehen, .so daß er aus 
dem Henkel 8 vollständig heraustritt; er wird also auf diese Weise zu einem 
Kreis der RIEMANNschen Fläche B', die man aus B erhält, wenn man 
von dem Henkel 8 absieht. Da wir den Satz für die RIEMANNschen 
Flächen vom Geschlecht p -- 1 als richtig vorausgesetzt haben, so können 
wir nun schließen, daß M zu einer Kombination der 2p - 2 Kreise homo­
log ist, die die übrigen p - 1 Rückkehrschnitte bilden. 

Wenn sich dagegen der Kreis M um die Öffnung von l' herum windet 
oder wenn er durch diese Öffnung hindurchgeht, so wird man ihn in 
stetiger Weise derart deformieren können, daß er sich in einen Kreis ver­
wandelt, der längs des Zylinders V nur eine zweimal zu durchlaufende 
Linie besitzt; das eine Mal ist diese Linie in der einen Richtung, das an­
dere Mal in der entgegengesetzten Richtung zu durchwandern. Der Kreis 
M wird also homolog sein zu der Summe aus einem Kreise der Rlfi;MANN­
s~hen Fläche B' und einem Kreise der RIEMANNschen Fläche T, und er 
läßt sich demnach mit Hilfe einer Kombination der fundamentalen Kreise 
von B' und der beiden fundamentalen Kreise von Tausdrücken, d. h. 
aber im ganzen als eine Kombination der 2 p fundamentalen Kreise von 
B. Damit ist der Satz bewiesen. 

Neben dem Begriff der Homologie zwischen zwei Kreisen führte 
POINCARE in seinen Arbeiten über die Analysis situs (Topologie) noch 
den Begriff der Äquivalenz ein. 

Zwei Kreise Mund N, die von demselben Punkt 0 der RIEMANN­
sehen Fläche ausgehen, heißen äquivalent, wenn der eine sich auf der 
RIEMANNschen Fläche durch stetige Deformation in den anderen über­
führen läßt, wobei der Punkt 0 festgehalten u'ird; man schreibt 

M=N. 

Zwei äquivalente Kreise sind homolog, aber die umgekehrte Behattp­
tung ist nicht notwendig richtig. 

Für p = 1 ist es leicht einzusehen, daß der Begriff der Äquivalenz 
mit dem der Homologie zusammenfallt; sobald aber p = 2 ist, ist es mög­
lich, homologe Kreise zu konstruieren, die nicht äquivalent sind. Wenn 
man nämlich die schon öfter benutzte Kugel mit zwei Henkeln 81 und 
82 betrachtet, und wenn man den Henkeln wieder die Form von Wülsten 
Tl und Ti gibt, die mit Hilfe von zylindrischen Röhren VI und Vj an 
der Kugel befestigt sind, so sind zwei Kreise M, N vom Typus A, die 
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Ton einem und demselben Punkt 0 des Wulstes Tl ausgehen, aber in 
bezug auf den Zylinder VI auf entgegengesetzten Seiten liegen, homolog; 
aber sie sind nicht äquivalent, weil bei festem Punkt 0 die Überführung 
des einen in den anderen nicht vollzogen werden kann, ohne den Zylinder 
VI zu überschreiten; dies wäre aber nur möglich, wenn der andere Henkel 
82 nicht vorhanden wäre und einen derartigen Übergang hindern würde. 

Ein wesentlicher Unterschied zwischen der Homologie und der .Äqui­
valenz besteht darin, daß in einer Homologie die einzelnen Glieder mitein­
ander vertauscht werden können, während in einer Äquivalenz eine derartige 
Umstellung im allgemeinen nicht zulässig ist. 

Wenn sich z. B. der Kreis Munter Festhaltung des Punktes 0 in 
die Summe der Kreise Nu N2 , ••• überführen läßt, so kann man aus der 
Äquivalenz 

nicht ohne weiteres die Äquivalenz 

M=Ns+N1 +··· 

ableiten, während man schreiben kann: 

M", NI + N, + ... '" N, + NI + .. '. 
Dies läßt sich für den eben untersuchten Fall p = 2 leicht bestä­

tigen. Betrachten wir noch einmal die beiden homologen, aber nicht 
äquivalenten Kreise M, N, so ist es klar, daß man, unter Festhaltung des 
Punktes 0, den Kreis N so deformieren kann, daß er übergeht in den in 
beiderlei Sinn durchlaufenen Kreis B mit Hinzufügung des Kreises M 
(man erinnere sich, daß Mund N beide vom Typus A sind). Man kann 
daher in der Ordnung, in der die Kreise, auf die N reduzierbar ist, sich 
begegnen, die folgende Äquivalenz anschreiben 

N=B+M-B. 

Wenn die Umstellung der Glieder in dieser Äquivalenz gestattet wäre, 
so erhielte man N = M, was eben nicht der Fall ist; man kann jedoch 
schreiben N", M. 

Mit der Betrachtung der Äquivalenz verbindet P01NCARE die Betrachtung 
der Fundammtalgruppe der RIEH.A.NNSchen Fläche, welche eine besondere Be­
deutung hat, wenn es sich um eine mehrdimensionale reelle Mannigfaltigkeit 
handelt. 

Die weitere Entwicklung der genialen Gedanken, die von POINCARE in 
seinen Arbeiten über die Ana7ysis situs eingeführt worden sind, würde uns zu 
weit von dem Ziel unserer Vorlesungen entfernen. Diese wenigen Hinweise 
m6gen genügen, um den I,eser zum Studium der wichtigen Abhandlungen an-
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zuregen, die POINCARE der Analysis situs gewidmet hat (Journ. sc. polyt. (2) 
1, 1 ff. (1895); Palermo Rend. 13, 1 ff. (1899) und ebd. 18, 45 (1904); 
Lond. Proc. Math. 80c. 32, 281 ff. (1900); Bull. 80c. Math. 1901 und Journ. 
deMath. (5) 7, 161 (1901). Siehe auch Encyklopädie der math. Wissenschaften 
Bd. III1, Heft 1, S. 153 ff., sowie die neue Darstellung bei H. WEYL, Die 
Idee der RIEMANNschen Fläche. (Leipzig und Berlin 1913.) 

85. Eindeutige Funktionen eines auf einer RIEMANN sehen Fläche 
veränderlichen Punktes. Wir wollen eine Funktion tp(z, u) betrachten, 
die in einem allgemein gewählten Punkte (z, u) der zu der algebraischen 
Kurve fez, u) = 0 gehörigen RIEMANNschen Fläche R einen einzigen 
Wert besitzt. Wir nehmen als Modell von R die :Fläche, welche von m 
übereinander liegenden Blättern gebildet wird, und es sei zunächst (a, b) 
ein Punkt von R, der für die Funktion u nicht kritisch ist. Dann kann 
man in einem gewissen Bereich des Blattes, dem der betrachtete Punkt 
angehört, die Funktion tp als eine eindeutige Funktion der einzigen kom­
plexen Veränderlichen z ansehen, weil in diesem Bereich die Lagen des 
auf R veränderlichen Punktes den Werten von z ein-eindeutig entsprechen. 

Wir werden die Funktion tp in (a, b) regulär nennen, oder wir werden 
sagen, sie habe dort einen Pol, je nachdem sie, als Funktion von z be­
trachtet, diese Eigenschaften besitzt. Im ersten Falle läßt sich tp in der 
Umgebung von (a, b) in eine nach ganzen positiven Potenzen von (e - a) 
fortschreitende Reihe entwickeln; im zweiten Falle werden in dieser Ent­
wicklung auch einige negative ganze Potenzen von (z - a) (in endlicher 
Anzahl) auftreten. 

In diesem letzteren Falle wird der Koeffizient von _1_ das Resi­z-a 
duum der Funktion tp sein, d. h. der Wert des Integrals 

2~tJ tp (z, u) dz, 
• 

wobei s eine kleine geschlossene Kurve bedeutet, die im positiven Sinne 
um den Punkt (a, b) herumführt; unter dem positiven Umlaufssinne ver­
stehen wir (die übliche Lage der Achsen in der Ebene e (= x + iy) voraus­
gesetzt) denjenigen, bei welchem man während der Durchwanderung der 
Kurve s die von dieser umschlossene Fläche zur Linken hat. 

Die Definitionen für den regulären Punkt und für den Pol haben 
auch noch Gültigkeit, wenn der betrachtete Punkt einer der m voneinan­
der verschiedenen unendlich femen Punkte der Fläche R ist, nur hat 
man in diesem Falle l/z an Stelle von z - a zu setzen. Unter dem 
Residuum wird man dann den mit entgegengesetetem Zeichen genom­
menen Koeffizienten von l/z verstehen müssen, weil die Umgebung 
des auf einem der Blätter im Unendlichen liegenden Punktes aus dem-
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jenigen Teile dieses Blattes besteht, der außerhalb eines Kreises von ge­
nügend großem Halbmesser liegt; ein derartiger Kreis muß aber im ne­
gativen Sinne durchlaufen werden, wenn man erreichen will, daß das 
außerhalb gelegene Gebiet zur Linken des beweglichen Punktes bleiben soll. 

Wir wollen nun unsere Aufmerksamkeit auf einen kritischen Punkt 
(a, b) richten, der bei der gewählten Konstruktionsart der Fläche R 
der Ursprung eines Zyklus von zwei Blättern sein wird. Unter der 
Umgebung (dem Bereich) des Punktes (a, b) müssen wir in diesem Falle 
die Fläche verstehen, die von einer geschlosse­
nen Kurve umrandet wird, welche sich in der 
durch Fig. 16 angedeuteten Weise um den Punkt 
(a, b) herumwindet; dabei soll das ausgezogene 
Stück der Kurve den Teil veranschaulichen, der 
in dem einen der beiden längs l zusammen­ ];'ig. 16. 

hängenden Blätter liegt, während das punktierte Stück den im anderen 
Blatte liegenden Teil darstellt. 

Um auch hier auf den Fall einer gewöhnlichen Funktion einer kom­
plexen Veränderlichen zurückzukommen, kann man die definierte Um­
gebung von (a, b) ein-eindeutig abbilden auf die Umgebung des Punktes 
:I = 0 in einer gewöhnlichen komplexen Ebene z', indem man :1 2 = (z - a) 
setzt,t) und man kann daher rp (z, u) als Funktion der komplexen Ver­
änderlichen z' ansehen. Wir werden demnach die Funktion rp in (a, b) regulär 
nennen, oder wir werden sagen, sie habe dort einen Pol, je nachdem sie 
als Funktion von tf betrachtet, diese Eigenschaften in:l = 0 besitzt. Die Ord­
nung des Poles (a, b) wird überdies durch die Ordnung des Poles :1=0 
gegeben sein; wenn (a, b) ein Nullpunkt von rp ist, so ist die Ord­
nung dieses Nullpunktes ebenfalls durch die Ordnung des Nullpunktes 
z' = 0 gegeben. Da :l = (z - a)'/. ist, so wird die mit Hilfe der Ver­
änderlichen sausgedrückte Reihenentwicklung der Funktion rp nach 
ganzen .Potenzen von Cs -- a r/. fortschreite~. Je nachdem man die eine 
oder die andere der beiden: Bestimmungen von (s - a )'/. wählt, erhält 
man den Wert, den rp in einem Punkt eines Blattes oder in dem un­
mittelbar darüber liegenden Punkt des anderen Blattes annimmt. 

Als Residuum werden wir den Wert des Integrals 

2~i[frp(SI u) dz + J"rp(s, U)dS] 
S1 '2 

1) Auf diese Weise entsprechen den Punkten z', die dem Ha.lbkreis von ge­
nügend kleinem Halbmesser angehören, der von einem um z' = 0 von 0 bis n 
kreisenden Fahrstrahl beschrieben wird, die Punkte z eines Kreises des einen der 
beiden Blätter, während den Punkten des Halbkreises, der durch den von " bis 
2" kreisenden Fa.hrstrahl überstrichen wird, Punkte des anderen Blattes entsprechen. 
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definieren; dabei bedeuten SI und s, die bei den Teile des die U m­
gebung vOn (a, b) umschließenden linearen Kreises, die in den bei­
den Blättern liegen. Diese beiden Teile müssen wir uns hier im 
positiven Sinne durchlaufen denken. Das erwähnte Integral bezeich­
net man kurz mit 

2 ~ ffP(s, u)dz, nt . 
• 

wobei s den ganzen linearen Kreis S1 + Si bedeutet. 

Bei Gelegenheit dieser Definition des Residuums von fP in einem 
kritischen Punkte wollen wir eine Bemerkung allgemeinen Charakters 
über die Definition des Linienintegmls auf einer RIEMANNschen Fläche 
machen. Wenn man auf der RIEMANNschen Fläche R einen geschlossenen 
oder offenen Weg 6 (mit bestimmtem Durchlaufungssinn) betrachtet, so 

hat das Integral ~{fP(z, u)dz eine ganz bestimmte Bedeutung, falls dieser 

" Weg ganz in einem Blatte liegt; es handelt sich dann um ein Linien-
integral einer Funktion der komplexen Veränderlichen z. 

Wenn der Weg 6 nicht in einem einzigen Blatte geleg~n ist, so 
kann man ihn in die Teile °1,°2,63"" zerlegen, von denen jeder in 
einem einzigen Blatte liegt; dann werden wir als Definition annehmen 

J fP(s, u)ds = j'fP(z, u)ds + J fP(z, u)ds +.{ fP(z, u)ds + .. '. 
(1 0"1 a'J.. (]3 

Eigentlich ist die Funktion fP (z, u), deren Integral betrachtet wird, 
nicht eine Funktion der unabhängigen Veränderlichen s, sondern viel­
mehr des Punktes P = (s, u), der auf der RIEMANNschen Fläche beweg­
lich ist. Es ist nur dann erlaubt, s als unabhängige Veränderliche zu be­
trachten. wenn man sich 0 in die Teilstücke 011 (js, 6 3, •.. zerlegt denkt, 
weil wir auf jedem dieser Teilstücke eine ein-eindeutige Korrespondenz 
zwischen den Werten von s und den Lagen von P haben. 

Kehren wir nun zu dem Residuum von fP in dem kritischen Punkt 
(a, b) zurück. Man beweist leicht, daß dieses Residuum nichts anderes ist 

als das Doppelte des Koeffisienten von __ 1 - in der Entwicklung von fP z-a 
nach Potenzen von (z - a )'/ •. 

Geht man nämlich von der Veränderlichen s zu s' über, so er-
hält man 

(i=l,t) 
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wo s~ und ~ die beiden Halbkreise der Ebene ;/ sind, denen die Wege 
81 und s, entsprechen. Man erhält demnach 

f q;(z, u)de = 2.f qJ(z'2 + a, u)z' dz', 
, ~ 

wobei s' den Kreis um z' = 0 bedeutet. Wenn A der Koeffizient von 

-~i in der Entwicklung von q; (a + z' 2, 1t) ist, so ist der Koeffizient von z 
I/i in der Entwicklung von q; Ca + z'~, u) z' ebenfalls gleich A, und 
daher wird das Integral der rechten Seite gleich 21tiA sein; daraus folgt 
aber der ausgesprochene Satz. 

Unter den einwertigen Funktionen eines auf einer RIEMANNschen 
Fläche veränderlichen Punktes sind die rationalen Funktionen von be­
sonderer Bedeutung. Es ist klar, daß solche Funktionen auf der ganzen 
RIEMANNschen Fläche nur polare Singularitäten besitzen können; aber 
es ist wichtig zu bemerken, daß diese Eigenschaft sich umkehren läßt. 
Es gilt nämlich der Satz: 

Jede eindeutige analytische Funktion eines auf der RIEJfANNschen Fläche 
R beweglichen Punktes, die nur polare Singularitäten besitzt, ist eine 
rationale Funktion. 

Wir wollen zunächst beweisen, daß jede eindeutige Funktion q; (z, u) 
eines auf R beweglichen Punktes auf die Form 

q; (z, u) = Po (z) + uPl (z) + ... + um - 1 Pm - 1 (z) 

gebracht werden kann, wobei Po, Pu ... eindeutige Funktionen von z 
sind. Es seien ull uj ' ••• , Um die m (voneinander verschiedenen) Werte 
von u, die einem allgemein gewählten Wert von zentsprechen; wir 
wollen setzen 

q;, = q; (z, ui) = Po + u'PI + ... + uT- 1 Pm _ v (i=I,2, ... ,m) 

mit noch unbestimmten Koeffizienten Po, Pli .... Da die Determinante 
der Koeffizienten der P~ die aus den u, gebildete V ANDERMoNDEsche De­
terminante D ist, und da die "". voneinander verschieden sind, so wird 
D von Null verschieden sein; daher kann man schreiben 

P =D •. 
; -- D' (i= 1,2, ... ,m) 

dabei bedeutet D, die Determinante, die aus D entsteht, wenn man in 
der (i + l)ten Vertikalreihe die Elemente u~, u;, ... , u~ durch die Grö­
ßen q;1I qJ2' ..• , qJm ersetzt. 

Da bei einem Umlauf von z die Werte ""1' u2 , .•. , Um sich höchstens 
untereinander permutieren, und da die Größen q;1I q;" ... , q;m dieselbe 

Permutation erleiden, so erzeugt dieser Umlauf in dem Bruch ~ höch-

Severl: Vorle.nngen über algebraische Geometrie 16 



226 Siebentes Kapitel 

stens eine Vertauschung von Horizontalreihen im Nenner und dieselbe 
Vertauschung im Zähler; die Funktion Pi (s) wird also unverändert 
bleiben, d. h. in bezug auf s eindeutig sein. 

Nach dieser Feststellung beachten wir, daß, wenn p auf der ganzen 
Fläche R nur einzelne Pole besitzt, die Entwicklungen von P17 P2' •.. , 
pm in einem beliebigen Punkt der Fläche höchstens eine gewisse (end­
liche) Anzahl von negativen Potenzen des bezüglichen Arguments ent­
halten können (oder eine enqliche Anzahl von positiven Potenzen, falls 
es sich um einen unendlich femen Punkt handelt). Dasselbe gilt für die 
Entwicklung der Funktionen u17 u., ... , Um. Denkt man sich die Reihen­
entwicklungen eingesetzt, so wird demnach die Funktion Pi (s) in jedem 
Punkt der Ebene eine Entwicklung besitzen, in der eine endliche Anzahl 
von Gliedern mit negativen (bzw. positiven) Exponenten vorkommt. 
Überdies muß es sich dabei um ganse Potenzen handeln, weil sonst die 
Funktion Pi in 14 nicht eindeutig wäre. Die Funktion Pi besitzt daher 
in der ganzen einfachen z-Ebene nur polare Singulaiitäten und ist dem­
nach eine rationale Funktion von z. Die Funktion P (s, u) ist somit eine 
rationale Funktion von s und von u. 

Man kann auch leicht beweisen, daß jede eindeutige Funktion des auf 
B veränderlichen Punktes, die allenthalben endlich bleibt, eine Konstante -ist. 

In der Tat sind die elementaren symmetrischen Funktionen Epu 
Ep,Pk' .. , der Werte P17 P2) ... , pm, welche die Funktion P in den Punk­
ten (s, u1), (14, Ug), ... , (14, Um) annimmt, eindeutige Funktionen von s, die 
überall endlich und daher Konstante sind. Daraus folgt, daß P die Wur­
zel einer Gleichung mit konstanten Koeffizienten ist. 

Bemerkung. In der Einleitung zu diesen Vorlesungen haben wir 
Gelegenheit gehabt, ähnliche Sätze zu betrachten; wir stützten uns je­
doch dabei auf die einschränkende.v oraussetzung, daß es sich um alge­
braische Funktionen handle. 

86. Ordnung einer rationalen Funktion in einem Punkt der 
RIEMANNschen Fläche. Wenn eine rationale Funktion 

A (e, u) 
P (e, u) = B (e, u) 

gegeben ist, wo A und B Polynome sind, wenn ferner Ca, b) ein Pol im 
Endlichen dieser Funktion und r seine Ordnung ist, so gilt die Beziehung 

wobei i 1 , i. die Schnittpunktsmultiplizitäten der Kurven A = 0 und 
B = 0 mit der Kurve f (e, u) = 0 im Punkt (a, b) bedeuten. Es ist 
selbstverständlich, daß diese Schnittpunktsmultiplizitiiten sich auf einen 



86. Rationale Funktionen 227 

bestimmten Zweig beziehen müssen, dessen Ursprung (a, b) ist (falls von 
(a, b) mehrere Zweige ausgehen). 

Der in Rede stehende Zweig läßt sich nämlich darstellen mittels der 
Entwicklungen 

{ u = b + bl z' + b2 z'i + ... , 
z = a + Z'k. 

(In dem Fall, auf den wir uns stets bezogen haben, ist k gleich 1 oder 2, 
je nach?em es sich um einen gewöhnlichen oder um einen kritischen 
Punkt handelt.) 

Setzen wir diese Entwicklungen von u und z in A und B ein, so­
erhalten wir, bei derselben Bedeutung des Wortes "Schnittpunktsmulti­
plizität" , 

A (z, u) = z' i, (/Xo + /Xl Z' + ... ) , 
B (z, u) = z'i. ({lo + (llfl + ... ), 

und daher wird 
rp (z, u) = z'i,-i, (ro + rlz' + ... ), 

womit die ausgesprochene Behauptung erwiesen ist. 
Diese Überlegung beweist, daß der Punkt (a, b) für rp ein Pol von 

der Ordnung i 2 - i l ist, wenn i l < i 2 ist, daß er ein Nullpunkt von der 
Ordnung i l - i j ist, wenn i l > i 2 ist, und daß in ihm die Funktion rp 
weder Null noch unendlich wird, wenn i l = i 2 ist. 

Nun wollen wir den Fall eines unendlich fernen Punktes P 00 der 

Kurve fez, u) = 0 betrachten. Eines der beiden Verhältnisse ~ oder ~ deI' z u 
Koordinaten dieses unendlich fernen Punktes wird sicher endlich sein. 
(Sie sind es beide, wenn die Richtung nach diesem Punkt keiner der Ko-

ordinatenachsen z, u parallel ist.) Es sei z. B. das Verhältnis ~ endlich,. z 
so daß der Punkt P", der u-Achse nicht angehört. Dann kann man als 
homogene Koordinaten eines Punktes, der der Umgebung von P", ange­
hört, die folgenden Ausdrücke ansetzen: 

l
u a, + a2 + 

$0 = Z = ao + Z -~. . .. , 
$1 - 1, 
Z2 = O. 

(11) 

Sind nun i l und i 2 die Schnittpunktsmultiplizitäten der Kurven A = 0 
und B = 0 mit f = 0 im Punkte P", (d. h. selbstverständlich mit dem 
durch die Gleichungen (11) dargestellten Zweig), so erhält man in dem 
betrachteten Bereich 

15' 
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und daher wird 
1 ( + r, + r, I ) fP = -,-. ro - ... T . .. . 

Z·,-I, Z Z· 

Der Punkt P 00 wird somit auch in diesem Falle für die Funk­
tion fP ein Pol von der Ordnung i 2 -- i1 sein, wenn i 1 < i2 ist, er wird 
ein Nullpunkt von der Ordnungi1 -- i2 sein, wenn i1 > i 2 ist, und er 
wird, falls i 1 = i2 ist, ein Punkt sein, in welchem die Funktion fP weder 
Null noch unendlich wird. 

Versteht man nun unter der Ordnung einer rationalen Funktion fP 
in einem Punkt P der RIEMANNschen Fläche R die Zahl Null, wenn fP an 
dieser Stelle weder Null noch unendlich wird, die positive Zahl r, wenn 
die Funktion fP in P einen Nullpunkt r teE Ordnung besitzt, und die nega­
tive Zahl - r, wenn fP in P einen Pol von der Ordnung raufweist, 110 

kann man den folgenden Satz aussprechen: 

Die Ordnung einer rationalen Funktion fP = .~. in einem Punkt P 

der RIEMANNschen Fläche R (oder was dasselbe ist, in einem Punkt P der 
Kurve f = 0, der als Ursprung eines der von ihm ausgehenden Zweige auf­
gefaßt wird), ist gleich der Differenz zwischen den Schnittpunktsm1(ltiplizi­
täten, welche die Kurven A = 0 und B = 0 im Punkt P mit demjenigen 
Zweig der Kurve f = 0 haben, für den P als Ursprung zu betrachten ist. 

Die lineare Schar g~ ohne feste Punkte, die auf f = 0 von den Grup­
pen konstanten Niveaus der Funktion fP gebildet wird, besitzt in jedem 
Punkt, in welchem die Funktion fP die Ordnung ± r hat, einen Punkt 
mit der Vielfachheit r und umgekehrt. Da mittels einer birationalen 
Transformation der Kurve f = 0 jedem vielfachen Punkt der g~ auf der 
transformierten Kurve f' = 0 ein Punkt entspricht, der in bezug auf die 
transformierte g~ dieselbe Vielfachheit besitzt, und da andererseits die bei­
den Funktionen fP und fP', von denen die eine die Transformierte der an­
deren ist, in zwei entsprechenden Punkten denselben Wert annehmen, BO 

folgt daraus, daß die Ordnung einer rationalen Funktion in einem Punkt 
von R gegenüber den bimtionalen l'ransformationen inva1'iant ist. 

87. Die Theorie der a.nalytischen Funktionen a.uf einer RIEMANN­

sehen Fläche. Wir wollen uns noch einmal zu der RIEMANNschen Fläche 
wenden und für einen Augenblick wieder zu der Transformation zurück­
kehren, durch welche das ursprüngliche, aus m übereinander liegenden 
Blättern gebildete Modell in ein anderes Modell übergeführt wurde, das 
aus einer Kugel mit p Henkeln besteht. Jedes Blatt auf dem ursprüng­
lichen Modell ist eine Fläche vom Typus der Kugel, auf welcher eine oder 
mehrere Randlillien gegeben sind; diese entsprechen der oder den Über­
gangslinien von jenem Blatt zu dem folgenden. Folglich wird bei der 
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.tetigen Umgestaltung des ursprünglichen Modells in die Kugel mit p 
Henkeln jedes Blatt durch ein gewisses Gebiet der neuen Fläche darge­
stellt werden, das von einer oder mehreren Randlinien begrenzt ist. 

So können z. B. im Fall p = 1, m = 2 auf der Kugel mit einem Henkel 
oder auf dem Wulst, in den diese übergeführt werden kann, die Gebiete, 
welche die beiden Blätter darstellen, durch den Kehlkreis und durch den 
Äquatorialkreis des Wulstes gegen einander abgegrenzt werden. 

Auf jeder der erwähnten Randlinien wird es zwei Punkte geben, 
welche die Bilder derjenigen kritischen Punkte sind, die vor der Defor­
mation die Stelle der Endpunkte der bezüglichen Übergangslinie ein­
nahmen. 

Wenn wir nun, nach diesen Vorbemerkungen, auf der Kugel R mit 
p Henkeln einen zu Null homologen Kreis betrachten, der in mehrere 
der erwähnten Gebiete eindringt, so kann dieser stets als eine Summe 
von mehreren Kreisen angesehen werden, von denen jeder einem einzigen 
Gebiet (Blatt) angehört, oder höchstens einen einzigen kritischen Punkt 
umschließt (d. h. teils dem einen Blatt, teils dem darauffolgenden angehört). 

Es ist daher jeder zu Null homologe Kreis auch homolog zu einer 
Summe von sehr kleinen Kreisen, die gewöhnliche Punkte oder kritische 
Punkte von den in Nr.85 betrachteten Typen umschließen. Da nun in 
den von den genannten sehr kleinen Kreisen umschlossenen Bereichen 
der Satz von CAUCHY angewendet werden kann (d. h. der Satz, daß das 
über die Randlinie erstreckte Integral einer eindeutigen analytischen Funk­
tion'P gleich dem Residuum der Funktion und also gleich Null ist, wenn 
die Funktion in dem betrachteten Bereich regulär ist), so ergibt sich, 
daß der Satz von C.AUCHY sich verall.qemeinern läßt und auf die zu Null 
homologen Kreise der RlEJ,f.ANNSchen p'läche anwendbar ist, oder wenn man 
es anders ausdrücken will, daß er anwendbar ist auf die Kreise der mittels 
der Randlinie K einfach zusammenhängend gemachten RIEJl.AN.vschen Fläche. 
Er läßt sich dann in folgender Weise aussprechen: Das Integral der ein­
deutigen Funktion 'P, das über einen zu Rull homologen Kreis erstreckt wird, 
ist Rull, wenn sich jener Kreis auf Null zusammenziehen läßt, ohne daß 
dabei unendlich ferne Punkte oder solche Punkte überschritten werden, in 
denen die Funktion ffJ unendUch wird; in jedem Falle ist es gleich 2 ni.1JAA:1 
wenn Al, Ai' ... die Residuen von ffJ in den singulären oder unendlich 
fernen Punkten bedeuten, die dabei überschritten werden müssen. 

Alle Sätze der Theorie der analytischen Funktionen, die für die kom­
plexe Ebene gelten, lassen sich in ähnlicher Weise auf der RIEMANNschen 
Fläche deuten, vorausgesetzt, daß wir uns dabei auf solche Kreise be­
ziehen, die zn Null homolog sind. 
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Wenn es sich um eine Funktion q; handelt, die nur in einem gewissen 
Gebiet der mittels der Randlinie K einfach zusammenhängend gemachten 
RIEMANNschen Fläche eindeutig ist, so lassen sich die genannten Sätze auf 
die Kreise dieses Gebietes an wenden. 

Insbesondere kann man auf der Fläche R auch den folgenden be­
kannten Satz von CAUCHY anwenden: 

Ist q; (z, u) auf dem Rande s eines Bereiches A. regulär und von Null ver­
schieden, ferner in dessen Innern eindeutig und bis auf eine endliche 
Anzahl von Polen regulär, so ist 

-~-;f'd log q; = N. - N 
2s\ 0 00' 

• 
wo No und N oo die Anzahl der Nullstellen bzw. Pole innerhalb A. bedeu­
ten, jede Stelle so oft gezählt, als es ihre Ordnung verlangt. 

§ 2. Änwendungen der eutwickelten Begriffe 
auf Realitätsfragen bei einer algebraischen Kurve. 

88. Die symmetrischen RIEMANNschen Flächen von KLEIN. Ehe 
wir dieses Kapitel über die RIElIIANNschen Flächen abschließen, halten 
wir es für nötig, einen, wenn auch sehr kurzen, Hinweis zu geben auf die 
zuerst von F.KLEIN 1) eingeführten symmetrischen RIElIIANNSchen Flächen 
und auf einige andere Begriffe und Ergebnisse, die mit ihnen in Zusam­
menhang gebracht werden können. 

Wir betrachten im reellen Raum Sr er > 2) eine reelle (irreduzible) 
-algebraische Kurve 0, d. h. eine irreduzible Kurve, welche in sich selbst 
übergeführt wird durch die Korrespondenz (Paarung), die zwischen den 
(komplexen) Punkten des Sr entsteht, wenn man zwei Punkte einander ent­
sprechen läßt, deren gleichnamige Koordinaten paarweise konjugiert kom­
plex sind. Wenn 0 z. B. eine ebene Kurve ist, so muß sie sich durch eine 
algebraische Gleichung mit reellen Koeffizienten darstellen lassen. Eine 
reelle, stetige, einfach unendliche Mannigfaltigkeit von Punkten der Kurve 
C, die vollständig durchlaufen werden kann von einem (reellen) beweg­
lichen Punkt, der von einer gewissen Lage ausgeht und dahin zurück­
kehrt, wird ein (reeller) Zug der Kurve genannt. Es ist selbstverständlich, 
daß der Raum Sr ein projek#ver Raum und nicht ein metrischer Raum ist, 
so daß die unendlich fernen Punkte ebenso behandelt werden dürfen wie 
~ie eigentlichen Punkte. Von diesem Standpunkt aus muß man sich z. B. 
vorstellen, daß die Hyperbel aus einem einzigen Zug besteht (er wird 

1) V gl. z. B. F. KLEIN, tJber RIEMANN8 Theorie der algebraischen Funktionen 
und ihrer Integrale (Leipzig 1882), S. 72; sowie RIEMANNsche Flächen II (Zweiter 
Abdruck), S. 131-214. Göttingen 1894. 
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von zwei metrischen Zügen gebildet, welche durch die unendlich fernen 
Punkte der Kurve hindurch zusammenhängen). 

Die Möglichkeit, daß eine reelle ( d. h. durch eine Gleichung mit reellen 
Koeffizienten dargestellte) Kurve keinen reellen Zug besitzt, ist nicht 
ausgeschlossen. 1) Ein einfaches Beispiel dafür bildet der Kegelschnitt 
Xl + yX + 1 = o. 

Wir wollen nun die RIEMANNsche Fläche R mit m übereinander liegen­
den ebenen oder kugelförmigen Blättern konstruieren, die das Bild von 0 ist; 
die Paarungstransformation, welche die Kurve in sich verwandelt, bewirkt 
eine ein-eindeutige involutorische Transformation 't der Fläche R in sich. 
Man könnte leicht bestätigen, daß 't nichts anderes ist als eine konforme 
und inverse Transformation von R in sich, d. h. eine Transformation, bei 
der die Größe der Winkel ungeändert bleibt, ihr Durchlaufungssinn da­
gegen in den entgegengesetzten verwandelt wil·d. (Es erfolgt also eine Um­
legung der Winkel.) Eine Fläche, die eine derartige Transformation be­
sitzt, wurde von KLEIN symmetrisch genannt. 

KLEIN bewies auch umgekehrt,lI) daß sich unter den Kurven, die 
einer symmetrischen Fläche entsprechen, stets eine reelle befindet, und 
daß die winkeltreue inverse Transformation, die auf der Fläche vorhanden 
ist, als das Bild der Paarung auf der Kurve angesehen werden kann. Wir 
wollen uns hier die Aufgabe stellen, mit Hilfe der RIEMANNschen Fläche 
R eine obere Grenze zu finden für die Anzahl der reellen Züge, welche 
die Kurve 0 besitzen kann. Zu dem Zweck beweisen wir zunächst den 
folgenden Hilfssatz: 

Eine reelle algebraische Kurve 0 läßt sich stets durch birationale reelle 
Transformationen (d. h. solche, deren Koefßsienten reell sind) in eine alge­
braische Raum- oder Überraumkurve verwandeln, die keine reellen mehr­
fachen Punkte besitst. 

Es sei P ein reeller mehrfacher Punkt der gegebenen Kurve 0 des 
Raumes Sr. Mittels der einfachen linearen Schar, die außer P auf der 
Kurve 0 von den durch P gehenden Flächen (Überflächen) zweiter Ord­
nung ausgeschnitten wird (es möge eine g:;'~ sein), läßt sich 0 durch eine 
reelle birationale Transformation in eine reelle Kurve 01 des Raumes Sr 

1 

transformieren (es genügt dabei, mit Hilfe einer reellen Kollineation die 
Gruppen der gr, auf die Uberebenen des Sr zu beziehen, vgl. Nr. 31, m, , 
S. 89). Dem Punkt P werden dann auf 01 die mehrfachen Punkte Px, 

1) Aus diesem Grund wäre es vielleicht zweckmäßiger zu sa.gen selb8tkonju­
gierte Kurve anatatt reelle Kurve. 

2) KLEIN, "O"ber RIIIiUANNS Theorie usw. S. 75. RniUANN8che Flächen II, S. 133. 
Siehe auch SEGBE, Le ra.ppresentazioni reali delle forme complesse egli enti 
iperalgebrici. Math. Ann. 40, 441 (1891). 
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P;, . . . entsprechen, welche bei der Transformation aus den etwa vor­
handenen, in der Umgebung erster Ordnung von P liegenden, mehrfachen 
Punkten entstehen. Wenn sich unter den Punkten P' ein reeller Punkt 
befindet, so wende man, von jenem Punkte P' ausgehend, auf 01 eine 
Transformation an analog derjenigen, welche soeben auf ° mit dem Aus­
gangspunkt P angewandt wurde; in dieser Weise fahre man fort. 

Da die mehrfachen Punkte, die zu einem auf einer algebraischen 
Kurve gegebenen Punkt unendlich benachbart liegen, in endlicher Anzahl 
vorhanden sind (Nr. 18, S. 52), so muß das Verfahren ein Ende haben, 
und es wird also gelingen, alle in der Umgebung von P liegenden reellen 
Singularitäten aufzulösen, ohne daß neue eingeführt werden. Hierauf 
lösen wir auch die Singularitäten auf, die sich um die anderen Punkte 
herum scharen, und so werden wir schließlich zu einer Kurve gelangen, 
die gar keine reellen Singularitäten mehr besitzt. Wenn diese Kurve einem 
Raum Sd angehört (d > 3), so erhalten wir, indem wir sie aus einem all­
gemein gewählten reellen Sd_4 auf einen reellen Sa projizieren, in diesem 
letzteren eine reelle Kurve ohne reelle mehrfache Punkte. 

Man wird bemerken, daß die zuletzt erhaltene transformierte Kurve 
r dieselbe Anzahl von reellen Zügen besitzt wie die ursprüngliche Kurve 
C, weil bei jeder reellen birationalen Transformation ein Zug wieder in 
einen Zug übergeht. Wollen wir also die reellen Züge der Kurve 0 abzählen, 
so brauchen wir nur die Anzahl der reellen Züge der Kurve r zu ermitteln. 

Jedem der k Züge von r entspricht auf R ein linearer Kreis als 
der Ort der Koinzidenzpunkte der involutorischen Transformation T, die 
auf R vorhanden ist. Keiner der linearen Kreise, die wir dadurch auf 
R erhalten, hat mehrfache Punkte, weil sonst der entsprechende Zug von 
r reelle mehrfache Punkte hätte; auch können sich zwei beliebige dieser 
Kreise nicht treffen, weil sich sonst die beiden entsprechenden Züge von 
r in reellen mehrfachen Punkten der Kurve schneiden würden. 

Wir behaupten nun, daß beim Zerschneiden von R längs k - 1 von 
diesen, den reellen Zügen von r entsprechenden Kreisen die Fläche nicht 
in Stücke zerfällt. Um dies einzusehen, wollen wir zuerst den folgenden 
zweiten Hilfssatz beweisen: 

Hat man auf einer zweiseitigen (reellen) Fläche R eine ein-eindeutige 
stetige involutorische Korrespondenz T, welche eine Linie 1 von Koinzidenz­
punkten besitzt, so entspricht einem Punkt P von R, der am einen Rand 
der Lir,ie 1 liegt, ein Punkt P', der dem anderen Rand angehört. 1) 

1) Wenn wir hier bewiesen hätten, daß die Transformation ~ auf der sym­
metrischen RIEKANN8chen Fläche Reine Umlegung der Winkel zur Folge hat, 110 

würde sich der ausgesprochene Satz als unmittelbarer Zusatz daraus ergeben. 
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In der Tat, da die Korrespondenz in der Umgebung eines allgemein 
gewählten Punktes A der Linie 1 stetig ist, so entspricht einer Linie, die 
durch A geht und dort einen einfachen Punkt haben möge, eine andere 
Linie, die ebenfalls durch A geht und dort einen einfachen Punkt hat; 
d. h. zwischen den entsprechenden Richtungen (Linienelementen ), die von 
A ausgehen und die Ri0htungen eines Strahlenbüschels bilden, besteht 
eine involutorische, nicht ausgeartete Kollineation. Diese Involution ist 
hyperbolisch, weil sie als Doppelelement den Strahl t besitzt, der 1 in A 
berührt, und weil sie deshalb notwendigerweise noch einen zweiten Doppel­
strahl enthält. Einem Strahl des Büschels, der sich in einem bestimm ten 
Sinne der Tangente t nähern möge, entspricht daher ein anderer Strahl, 
der sich der Tangente t in entgegengesetztem Sinn nähert. Bezeichnet 
man also mit P und P' zwei in der Umgebung des Punktes A liegende, 
einander entsprechende Punkte, die äußerst nahe bei 1 liegen, so folgt aus 
dem Gesagten, daß die Strahlen AP und AP' mit t zwei Winkel von 
entgegengesetztem Durchlaufungssinn bilden, und daß daher P und P' 
nicht auf (, erselben Seite von 1 liegen können 

89. Der Satz von HARNACK. Wir wenden uns nun zu dem Beweis 
des schon angekündigten Satzes, daß nämlich die RIEl\IANNsche Fläche R, 
von der wir in der vorigen Nummer sprachen, zusammenhängend bleibt, 
wenn sie aufgeschnitten wird längs k - 1 von den Kreisen 111 72, ••• , 1" 
die den reellen Zügen von r entsprechen. 

Wir beginnen damit, daß wir R längs des Kreises 71 zerschneiden. 
Wenn nach diesem Schnitt die Fläche R nicht mehr zusammenhängend 
ist, so wird sie in zwei Teile R' und R" zerfallen sein, die längs des 
Schnittes 11 aneinander grenzen. Auf Grund des bewiesenen zweiten Hilfs­
satzes kann keiner dieser Teile durch die Transformation ~ in sich selbst 
übergeführt werden, weil sonst einem Punkt, der der Linie 11 auf der 
einen Seite benachbart ist, ein Punkt entspräche, der ebenfalls nahe 
bei dieser Kurve, aber auf derselben Seite läge. Deshalb müssen die 
Flächen R' und R" in der Transformation ~ einander entsprechen. Da­
raus folgt, daß jeder der übrig bleibenden Kreise '2' ls, ... , 1k gleichzeitig 
sowohl in B' als auch in R" enthalten ist, daß also die beiden Teile 
nicht ohne Zusammenhang sind, sondern sich zu einem einzigen zusam­
menfügen. 

Nun wollen wir R auch längs ls aufschneiden und annehmen, wenn 
dies möglich ist, daß durch diese Schnitte R in zwei Teile R' und RN 
zerfalle, die längs der Linien 11 und 12 aneinander grenzen. Wie vorhin 
erkennt man, daß R' und R" einander in der Transformation" ent­
sprechen müssen, und daß daher die Kreise 13, 14, •.• , 1k sowohl in R' als 
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auch in R" liegen; die beiden Teile fügen sich also wieder zu einem einzigen 
zusammen. In dieser Weise kann man fortfahren, bis man schließlich die 
Fläche R längs der Kreise lu ~, ... , lk_1 zerschnitten hat, ohne daß sie 
in Stücke zerfällt; denn wenn man wieder annähme, daß durch diese 
Schnitte R in zwei vermöge der Transformation 1: einander entsprechende 
Teile R' und R" zerfiele, so müßten diese Teile über den übrig bleiben­
den Kreis lk hinüber wieder miteinander zusammenhängen. 

Wenn man sich nun erinnert (Nr. 83, S. 217), daß es auf R nur p 
einander !licht schneidende geschlossene Kurven gibt, die die Fläche 
zusammen nicht zerstückeln, so ergibt sich der Schluß, daß k -- 1 <p, 
d. h. k <p + 1 sein muß, oder in Worten: 

Eine reelle algebraische Kurve vom Geschlecht p kann nicht mehr als 
p + 1 reelle Züge besitzen. 

Nun wollen wir zeigen, daß es für jeden Wert von p auch tatsäch­
lich reelle Kurven vom Geschlecht p mit k Zügen gibt, wo k eine be­
liebige ganze Zahl zwischen 0 und p + 1 ist. 

Wir können dies auf die kürzeste Weise feststellen, wenn wir uns 
auf die reellen hyperelliptischen Kurven vom Geschlecht p beziehen. 

Es sei yJ = fex) eine solche Kurve, die wir 0 nennen wollen; dabei 
bedeutet (Nr. 54, S. 149) f ein Polynom mit reellen Koeffizienten, das 
2p + 2 einfache Wurzeln besitzt. Wir wollen zunächst die 2p + 2 Ver­
zweigungspunkte auf der Doppelgeraden x, auf der die Kurve 0 abgebildet 
wird, so annehmen, daß sie konjugiert komplexe Paare bilden. Dann wird 
für jeden reellen Wert von x die Funktion fex), abgesehen von einer 
multiplikativen Konstanten a, gleich dem Produkt von p + 1 wesentlich 
positiven Binomen sein; nimmt man also a = - 1, so wird fex) für jeden 
reellen Wert von x negativ, und somit besitzt die Kurve 0 keinen reellen 
Zug (k = 0). 

Nun wollen wir die Verzweigungspunkte 80 wählen, daß 2p unter 
ihnen konjugiert komplexe Paare bilden und die beiden übrigen, a1 und 
a" reell sind (a2 > a1). Dann kann man setzen 

d, tl, 
Fig.17. 

wo !p(x) für jeden reellen Wert von x wesentlich positiv ist. Jedem reellen 
Punkt x der Geraden (Fig. 17), der links von al , a2 liegt (x< a l ), ent­
sprechen zwei reelle Punkte von 0; und dasselbe gilt auch für jeden 
Punkt x, der rechts von al , a, liegt (x> a2). Jedem Punkt x zwischen 
al und a2 (a1 < x < as) entsprechen dagegen zwei imaginäre Punkte von 
O. Andererseits durchlaufen die Punkte von 0, die den Punkten x des 
Halbstrahls links von a1 entsprechen, einen und denselben reellen Zug 
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von 0; denn sobald der veränderliche Punkt x in a t liegt, fallen die 
heiden entsprechenden Punkte auf 0 in einen einfachen Punkt der Kurve 
zusammen (Nr. 54). In ähnlicher Weise entspricht den Punkten x auf 
dem Halbstrahl rechts von a2 ein reeller Zug der Kurve O. Da nun die 
beiden Zweige (Zyklen), mit denen die Kurve 0 durch den unendlich 
femen Punkt der y-Achse hindurchgeht, zueinander konjugiert sind in der 
g~, die das Bild der Doppelgeraden ist (Nr. 54, S. 150), so werden sie 
jedem der beiden oben erhaltenen reellen Züge angehören; diese müssen 
also durch den unendlich femen Punkt hindurch sich zu einem einzigen 
zusammenfügen (k = 1). 

Nun mögen die Verzweigungspunkte so gewählt werden, daß 2p + 2 
- 2k (0< k < p + 1) unter ihnen konjugiert komplexe Paare bilden, und 
daß die übrigen 2 k Punkte at , a2 , •.• , a2 k reell sind (at< a2 < as ... < au ). 
Man kann dann setzen 

Fig.18. 

wo rp(x) für ein reelles x wesentlich positiv wird, das übrig bleibende 
Produkt' auf dem Halbstrahllinks von all in den Abschnitten a2aa, a4 a5 , 

••• aU_2a2k_l und in dem Halbstrahl rechts von a!k positiv ist, in den 
Abschnitten a t a 2, a Sa 4 , a 5 a 6, ••. a 2k _ t a u aber das negative Vorzeichen 
hat (Fig. 18). Den bei den genannten Halbstrahlen entsprechen zwei Züge, 
welche wieder durch das Unendliche hindurch zusammenhängen, und 
jedem der Abschnitte a Sa 3, a 4 a 5 , •.• , a Sk _ S(12k_l entspricht ein einziger 
(geschlossener) Zug, weil die beiden reellen Punkte von C, die einem bei­
spielsweise zwischen a2 und as veriinderlichen Punkt x entsprechen, in 
einen einfachen Punkt von C zusammenfallen, der dem Punkt a2 ent­
spricht, und in einen anderen einfachen Punkt, der dem Punkt as ent­
spricht. 

Wir erhalten also im ganzen k Züge, unter denen sich k - 1 (ein­
ander ausschließende) Ovale befinden, während der letzte ein offener Zug 
ist, der von zwei metrisch verschiedenen Zügen gebildet wird. Wir ge­
langen somit zu dem Satze: 

Für jeden Wert des Geschlechts p gibt es "celle Kurven vom Geschlecht 
p mit 0, 1, 2, ... , p, p + 1 reellen Zügen. 

Der Satz über die obere Grenze für die Anzahl der reellen Züge, welche 
eine reelle Kurve vom Geschlecht p besitzen kann, stammt von A. HARNACK 
(Math. Ann. 10, 189 (1876)); er hat ihn auf algebraisch-geometrischem 
Wege bewiesen, wobei er in weitgehendem Maße das Stetigkeitsprinzip heran­
zog. Den Beweis für die Tatsache, daß die obere Grenze p + 1 wirklich erreicht 
werden kann, verdanken wir F. SCHO'l''l'KY (Über die konforme Abbildung 
mehrfach zusammenhängender Flächen, Dissertation, Berlin 1875; vgl. auch 
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Journ. f. Math. 83, 300 (1877) und HARNACK (80. a. 0.». Andere wichtige Er­
gebnisse, die sich auf RealiUl.tsfragen bei algebraischen Kurven beziehen, fin­
den sich in den angeführten Werken von F. KLEIN (vgl. auch Math. Ann. 10, 
199 (1876» und in den Arbeiten von D. HILBERT (siehe vor allem Math. Ann. 
38, 115 (1890», W. van DYCK, A. BRILL u. a. (Math. Ann.16, 388 (1879) und 
32,457 (1888». Der Begriff des reellen Zugs einer Kurve und die damit zu­
sammenhängenden elementaren Eigenschaften wurden von PLÜCKER, MÖBIUS 

und v. STAUDT aufgestellt. Wir haben uns hier darauf beschränkt, nur eine 
der wichtigeren Eigenschaften zu behandeln, die mit der Realität der alge­
braischen Kurven zusammenhängen. Dabei haben wir versucht, die Entwick­
lung dem a.llgemeinen Plane dieser Vorlesungen möglichst anzupassen. 



Achtes Kapitel. 

ABELsohe Integrale. 
11. Kla8siftkation und Eigenschaften der ABBLsehen Integrale. 

90. Deflnitionen. Klassifika.tion der ABELschen Integrale nach 
ihren Singula.ritii.ten. Das Integral einer rationalen Funktion rp(s, u) 
eines Punktes, der auf der RIEMANNschen Fläche R (oder auf der Kurve 
f = 0) beweglich ist, wird ein ABELSches Integral genannt. Ein derartiges 
Integral pflegt man mit dem Symbol 

(."U,) 

jq:(s, u)ds 
('0' uo) 

zu bezeichnen, wo (so, uo) und (sv "1) die Grenzpunkte der Integration 
sind, die man sich auf R längs eines von (so, "0) nach (zu u1) führenden 
Weges ausgeführt zu denken hat. Wegen der Bedeutung dieses Symbols 
möge man noch einmal nachlesen, was in Nr. 85 (S. 222) über die De­
finition der Residuen ausgeführt wurde. 

Es möge nun ein Punkt P( a, b) der Fläche R und ein gewisser Bereich 
um diesen Punkt herum betrachtet werden. Wir haben dann in diesem Bereich 
e~ne Reihenentwicklung der Funktion rp, und die Entwicklung des Integrals 

.I~ds, genommen von einem festen Punkt (so, "0) des Bereichs bis zu 
einem darin veränderlichen Punkt (s, u) (d. h. also die Entwicklung des 
unbestimmten Integrals in dem betrachteten Bereich) wird erhalten, wenn 
man die Reihe, welche die Werte von rp liefert, Glied für Glied int~griert. 

Wenn daher die Entwicklung von rp keine Glieder in _1_ (oder in.!., falls 
$-a $ 

P ein unendlich ferner Punkt sein sollte) enthält, so wird die Integration 
zu einer Entwicklung führen, die einzig und allein nach Potenzen des 
Arguments fortschreitet; wenn dagegen die Entwicklung von rp das Glied 

mit _-.!_-- (oder mit ~) enthält, so wird durch die Integration das Glied 
$-a $ 

log (s - a) (bzw. log s) eingeführt. Im ersten Fall bemerkt man außer­
dem, daß die Entwicklung des Integrals nur eine endliche Anzahl nega-
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tiver Potenzen von z - a (bzw. positiver Potenzen von z) enthalten wird, 
so daß es sich um eine polare Singularität handelt. 

Ein ABELsches Integral kann demnach auf der Fläche R nur zwei 
Arten von singulären Punkten (in denen es unendlich wird) besitzen, 
nämlich Punkte mit polarer Singularität und Punkte mit logarithmischer 
Singularität. 

Wenn das Integral nur polare Singulal'itäten besitzt (d. h. wenn es nur 
algebraisch unendlich wird), so nennt man es ein Integral zweiter Gattung; 
wenn es auch logarithmisch unendlich wird, so wird es ein Integral dritter 
Gattung genannt. Wir werden später sehen, daß es auch ABELsche Inte­
grale geben kann, die auf der RIEMANNschen Fläche allenthalben endlich 
sind (ohne konstant zu sein); derartige Integrale, die besondere Fälle 
von denen zweiter Gattung sind, werden Integrale erster Gattung genannt. 
Damit das ABELsche Integral, zu dem die Funktion rp Anlaß gibt, von 
der zweiten Gattung sei, ist es notwendig, daß die Funktion rp in jedem 
Punkt der RIEMANNschen Fläche das Residuum Null habe, und folglich 
wird der Wert des Int~grals zweiter Gattungf rpdz längs eines beliebigen 
zu Null homologen Kreises gleich Null sein. 

Diese Eigenschaft läßt sich umkehren; d. h. ein ABELsches Integral, 
das längs jeder auf einen Punkt zusammenzieh baren geschlossenen Kurve 
den Wert Null hat, ist von der zweiten Gattung, weil der Integrand (die 
Funktion rp) in jedem Punkt das Residuum Null hat. 

Die Integrale zweiter Gattung lassen sich demnach auch definieren als 
diejenigen, die längs jedes zu Null homologen Kreises den Wert Null liefern. 

Der Begriff des ABELSchen Integrals ist offenbar gegenüber den bira­
tionalen Transformationen invariant; überdies geht bei einer birationalen 
Transformation der Kurve ein ABELsches Integral in ein anderes derselben 
Gattung über. Dies folgt ohne weiteres aus den gegebenen Definitionep. 

91. Periodizität der ABELschen Integrale. Zyklische und polare 
Perioden. Ein Integral zweiter Gattung, das längs eines zu Null homo­
logen Kreises berechnet wird, liefert den Wert Null; berechnet man je­
doch den Wert des Integrals längs eines geschlossenen Weges, der sich 
nicht auf einen Punkt zusammenziehen läßt, so kann dies im allgemeinen 
nicht behauptet werden. 

Es ist überdies leicht zu bestätigen, daß ein ABELsches Inte,qral, welches 
längs jedes Kreises den Wert Null liefert (auch wenn der Kreis nicht 
auf einen Punkt zusammengezogen werden kann), nichts anderes als eine 
rationale Funktion ist. In der Tat erweist sich bei der gemachten V or-

(0, u) 

aussetzung der Wert des Integrals frp (e, u) dz als unabhängig von dem 
('0' uo) 
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Integrationsweg, der zu durchlaufen ist, wenn man von (zo, uo) 
nach (z, u) gelangen will; denn wenn man (Fig. 19) mit 
o und 0' zwei verschiedene Wege bezeichnet, die von (zo, uo) 
nach (z, u) führen, so hat man 

J~dz = Jg;dz -Jg;dz=O, 
a-a' a a' 

da ja der Weg 0 - 0' geschlossen ist. Fig. 19. 

Betrachtet man also das Integral als Funktion seiner oberen Grenze, 
so erhält man eine eindeutige Funktion des auf R beweglichen Punktes, 
die nur mit polaren Singularitäten ausgestattet ist; eine derartige Funktion 
muß daher in (z, u) rational sein (Nr. 85, S. 225). 

Man beachte, daß die rationalen Funktionen tatsächlich als ABELsche 
Integrale (zweiter Gattung) betrachtet werden können. So ist z. B. die 
rationale Funktion g;(z, u) nichts anderes als das ABELsche Integral, zu 
dem die rationale Funktion 

ocp of ocp of 
dcp __ ocp + ocpdu _ oz ou ~ auoz 
dz - OZ oudz - ~ -or--

ou Anlaß gibt. 

Es möge sich nun um ein beliebiges Integral zweiter GattungJg; dz 
handeln; wir wollen auch hier mit 0, 0' zwei Wege bezeichnen, die von 
(zo, uo) nach (z, u) führen. Wenn diese beiden Wege unter Festhaltung 
der Endpunkte des Integrationswegs ineinander übergeführt werden 
können, d. h. wenn der geschlossene Weg d - tj' auf einen Punkt zu­
sammengezogen werden kann, so wird auch hier wieder 

/~dz~~ 'g;de-(g;dz=O , .J ~ , 
(f-a' (f (j' 

sein. Wenn man sich nun erinnert, daß auf der RIE~[ANNschen Fläche 
R, die mittels der gewöhnlichen Randlinie K in eine einfach zusammen­
hängende Fläche R' verwandelt wurde, jeder geschlossene Weg durch 
stetige Deformation auf einen Punkt zusammengezogen werden kann, 
so ergibt sich der Schluß, daß auf der (von der Randlinie K begrenzten) 
RIEM.<lNNSchen Fläche R' ein beliebiges Integral zweiter Gattung eine ein­
deutige Funktion ist. 

Was ergibt sich nun, wenn man den oberen Grenzpunkt (z, u) des 
Integrationswegs vollständig frei auf der Fläche R wandern läßt, ohne 
die Einschränkung hinzuzufügen, daß er die Randlinie K nicht über­
schreiten soll? 

Zwei Wege d, (1' von (zo, uo) nach (z, u) werden dann nicht not­
wendig ineinander überführbar sein; deshalb wird der geschlossene Weg 
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(j - 6' zu einer linearen Kombination der 2p Fundamentalkreise (Quer­
schnitte) Al, Bl ; A" B,; ... ; A1' , B1' homolog sein! d. h. es wird sein 

p 

($ - t/ ""'~1m"A" + n,ß,,), 
h~1 

wobei die Buchstaben mund n positive oder negative ganze Zahlen oder 
auch Null bedeuten. 

Man hat demnach 
P 

(1) l' = <1 - (I' - 2'(m"A" + nhB,,) '" 0, 
',=1 

und folglich gibt das über den Kreis 'f. erstreckte Integral den Wert Null. 
Nun erinnern wir uns, daß auf Grund der Definitionen der Nr. 84 (S. 218) 
der Kreis -r: zusammengesetzt ist aus dem Kreis ($ - ($' und aus Vielfachen 
der Kreise AM BM die untereinander durch Linien verbunden sind, welche 
das eine Mal in der einen, das andere Mal in der entgegengesetzten Rich­
tung zu durchlaufen sind. 

Bezeichnen wir daher mit a" und b" die Werte, welche das Integral 
längs der Kreise B" und A h annimmt, so erhalten wir 

p 

Jq; dz =.fcp dz + ~(n,.ah + m"b,,). 
" ,,' h=1 

Die Konstanten a" und b" nennt man zyklische Perioden des betrach­
teten Integrals längs der Querschnitte BA und A,,; "zyklisch" um daran zu 
erinnern, daß sie von wirklichen Kreisen der RIEMANNschen Fläche (die 
nicht homolog zu Null sind) herrühren. Ejne passendere, aber nicht so 
kurze und deshalb weniger gebräuchliche Bezeichnung ist das Wort 
Periodizitätsmoduln. 

Man kann das Ergebnis unserer Überlegung in folgendem Satz aus­
sprechen: 

Die möglichen Werte, welche ein ABELsches Integral f!weiter Gattung 
(und im besonderen auch ein solches erster Gattung) in einem beliebigen 
Punkt der RIEMANNschen Fläche annehmen kann, erhält man alle aus einem 
von ihnen, wenn man eine beliebige lineare Kombination der 2 p zyklischen 
Perioden (Periodizitätsmoduln ) mit ganzzahligen positiven oder negativen 
Koeffizienten hinzufügt. 

Nun wollen wir den Fall des Integrals dritter Gattung untersuchen. 

Der Wert des Integrals fq; dz, das über einen zu Null homologen Kreis 

'f erstreckt wird, wird dann nicht notwendig Nun sein. Wenn man, um 
den Kreis auf Null zu reduzieren, eine gewisse Anzahl von Punkten über­
schreiten muß, in denen die Funktion cp die von Null verschiedenen Re-
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siduen r 1 , r2 l ... haben möge, so läßt sich dieser Kreis als eine Summe von 
Vielfachen der Kreise betrachten, welche die U mgebungen dieser Punkte 

begrenzen, und folglich wird der Wert des Integrals längs"t gleich 2'1ri.~qkrk 
sein, wo qJ' Q2' ..• positive oder negative ganze Zahlen oder auch Null 
bedeuten. 

Die Homologie (1) gibt uns dann die Gleichung 
p t 

Jrp dz =J~ dz + 2' (nhah + mhbh ) + 2:ri ~qkrk' 
(1 (1' h=1 "=1 

in der ah und bh wiederum die (zyklischen) Perioden des Integrals dritter 

Gattung J~ dz längs B h und A h bedeuten, während 2'1rirl1 2'1rir2 , ... , 

2'1rirt die polaren Perioden des Integrals sind (d. h. die Perioden, welche 
von den Polen des Integranden rp herrühren). Es ergibt sich somit: 

Die Werte, die ein Integral dritter Gattung in einem Punkt annimmt, 
werden alle erhalten, wenn man zu einem von ihnen lineare Kombinationen 
der zyklischr,n und der polaren Perioden mit ganzzahligen Koeffizienten 
hinzufügt. 

Es ist leicht zu beweisen, daß zwischen den polaren Perioden 2'1rirJ, 

2'1rir2 , .•• , 2'1rirt die Beziehung ~rk = 0 besteht. 
Zum Beweis betrachten wir den zu Null homologen Kreis, der ent­

steht, wenn man die Nullkreise zueinander addiert, welche die Um­
gebungen der t Punkte begrenzen, in denen die Funktion rp von Null 
verschiedene Residuen hat (unter diesen kann auch ein unendlich ferner 
Punkt sein). Wenn man sich an die in eine Kugel transformierte RIEr.IANN­
Fläche 11 erinnert, so sieht man leicht, daß dieser Kreis, da er alle oben 
genannten t Punkte umschlingt, auf einen Punkt zusammengezogen 
werden kann, ohne einen von ihnen zu überschreiten. Daraus folgt aber 

ohne weiteres, daß 2'1ri~rk = 0 ist. 

Die dargelegten Eigenschaften über die möglichen Singularitäten und 
über die (durch eine gewisse Anzahl von zyklischen und polaren Perio­
den verursachte) Vieldeutigkeit sind charakteristisch für die ABELschen 
Integrale. 

In der Tat, es sei J eine mehrdeutige Funktion eines auf der RIEMANN­
sehen Fläche R beweglichen Punktes, welche mit den genannten Eigen­
schaften behaftet ist. Der Zuwachs, den die Funktion J erfährt, wenn 
man von einem Punkt P zu einem unendlich benachbarten Punkt P' 
übergeht, ist von den Perioden unabhängig, d. h. er bleibt derselbe, welches 
auch der Wert von J sei, mit dem man in P ankommt. Infolgedessen 

wird die Ableitung :~ eine eindeutige Funktion sein, die in der ganzen 

SeTeri: Vorlesungen über algebraische Geometrio 16 
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Ebene nur polare Singularitäten besitzt (weil bei der Ableitung die lo­
garithmischen Singularitäten verschwinden), d. h. sie ist eine rationale 
Funktion von (z, u). Somit ist J ein ABELsches Integral. 

§ 2. Integrale erster Gattung. 
92. Grundlegende Ungleichung zwischen den reellen und den 

imaginären Teilen der Perioden eines Integrals erster Gattung. Wir 
wollen unsere Aufmerksamkeit auf die m-blättrige RIEMANNsche Fläche 
R richten. Man kann dann den positiven Sinn der Randlinie Kauf 
diesem Modell genau und eindeutig festlegen. Zunächst ist es klar, 

Fig.20. 

wie man die Randlinie K auf dem betrachteten Modell zu konstruieren 
hat; man darf nur die stetige Transformation verfolgen, welche zu der­
jenigen invers ist, deren wir uns beim Übergang von der m- blättrigen 
Fläche zu der Kugel mit p Henkeln bedient hatten. Mit bezug auf 
jedes Blatt, das mit dem folgenden durch k; Übergangslinien verbunden 
sein möge, haben wir ki - 1 Kreise A, die auf dem betrachteten Blatt 
ebensoviele Übergangslinien umschlingen; ferner k; - 1 Kreise B, welche 
von einem Punkt eines Kreises A zu demselben Punkt zurückführen, 
indem sie über die kite Linie hinüber auf das folgende Blatt übergehen, 
und endlich den Rückweg auf das ursprüngliche Blatt, wobei die Über­
gangslinie überschritten wird, um welche sich der betrachtete Kreis A 
herumwindet. Die Rückkehrschnitte (A, B) werden dann mittels der 
Linien C kettenförmig verbunden sein, wie es die für den Fall p = 3 
entworfene schematische Fig. 20 andeutet. (In dieser Figur ist bei 
jedem Schnitt B der eine Teil voll ausgezogen, der andere gestrichelt, je 
nachdem er dem einen oder dem anderen der beiden Blätter angehört, 
welche der Schnitt B durchkreuzt.) 

Auf jedem der Blätter wird ein positiver Sinn festgelegt, in Über­
einstimmung mit de.m auf der Ebene z durch die unabhängige Veränder-
1iche festgelegten Drehungssinn; er führt von der rechten zur linken 
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Hand, falls die Achsen die übliche gegenseitige Lage haben. Wird nun 
auf demjenigen Ufer des Schnittes BI, an welchem der Schnitt Cl nicht 
einmündet, ein Punkt r angenommen, so beginne man damit, eben dieses 
Ufer im positiven Sinn zu durchlaufen und setze von hier aus diese Wande­
rung stetig fort, bis die ganze Randlinie K durchlaufen ist, wie es die Pfeile 
andeuten. -Auf diese Weise wird an jedem Ufer der Schnitte (d. h. für 
jedes Element der Randlinie ) der Durchlaufungssinn definiert, den wir 
für diese Randlinie als positiv annehmen wollen. Nach dieser Fest­
stellung betrachten wir nun ein Integral J erster Gattung, das der vor­
gelegten RIEMANNSchen Fläche angehört; wir denken uns diese längs der 
Randlinie K aufgeschnitten (um die in Nr.83 definierte einfach zusam­
menhängende Fläche R' zu erhalten), so daß also J eine allenthalben end­
liche eindeutige Funktion sein wird. Durch die Funktion J sind zwei reelle 
eindeutige, ebenfalls in jedem Punkt von R endliche Funktionen U und 
V bestimmt, so daß J = U + i V ist (U ist der reelle Teil, i V der ima­
ginäre Teil von ,7). Wir wollen mit alt und b" die Perioden von J längs 
der im positiven Sinn durchlaufenen Kreise B I, und A h bezeichnen. Es 
fragt sich n1ln, welche Bedeutung ah und b" haben in bezug auf die ein­
deutige Funktion J, die auf der Fläche R' definiert ist. Wir· wollen 
zunächst sehen, was die Bedeutung von a1 und b1 ist. Wenn mau 
(Fig. 20) vom Punkt r zum Punkt r' geht und dabei dem Kreis Al (im 
positiven Sinne) folgt, so nimmt das Integral J um b1 zu; für die durch 
J definierte eindeutige Funktion erhält man also: 

J(r') - J(r) = bl . 

In ähnlicher Weise ergibt sich 

J(s) = J(s') = al , 

weil man, um von s nach s zu gelangen, den Kreis B l im negativen Sinn 
durchlaufen muß. 

Setzt man 

so ergibt sich sofort 

U(r') = U(r) = b~, 

U(s) - U(s') = a~, 

Ver') - V( 1') = b~', 

V(s) - V(s') = a;'. 

Was die Wert differenzen anbetrifft, die die eindeutige Funktion J 
(und folglich auch die Funktionen U und V) in zwei an entgegengesetzten 
Ufern einer Linie C einander gegenüber liegenden Punkten aufweist, so 
sieht man leicht, daß sie Null sind, weil zwei solche Punkte durch einen 
zu .Null homologen Kreis verbunden werden können. (Man kann z. B. 
den Kreis nehmen, der längs der Randlinie K von einem Punkt zum 

1(P 
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andern führt, weil die entsprechenden Elemente auf dem einen und dem 
andern Ufer in entgegengesetztem Sinne durchlaufen werden.) 

Nun erinnern wir mit RIE~IANN an die Ungleichung 

.(UdV> 0 
K 

(K im positiven Sinn durchlaufen), welche leicht aus dem GREENsehen 
Satze 1) folgt. 

Der Beitrag zu diesem Integral, der von demjenigen Teile geliefert 
wird, der sich auf ein unendlich kleines Bogenstückchen der Randlinie 
K an der Stelle r bezieht, sei 

U(r)dV; 
diesem Beitrag können wir den Beitrag zugesellen, der sich auf ein unend­
lich kleines Bogenstück bezieht, das seinen Sitz in dem am entgegenge­
setzten Ufer gegenüberliegenden Punkt r' hat. Der absolute Wert des 
Zuwachses, den die Funktion V in beiden Fällen erleidet, ist offenbar 
derselbe; nur das Zeichen des Zuwachses ist verschieden, weil das Bogen­
element bei der Berechnung des Integrals im ersten Fall im einen Sinn, 
im zw~iten Fall dagegen im entgegengesetzten Sinn zu durchlaufen ist. 
Wir erhalten also als Ausdruck für den Bei trag, der vom Element t·' herrührt: 

- U(r')dV = - (U(r) + b~)dV 
Die beiden betrachteten Elemente liefel'D also zum Integral zusammen 

den Beitrag U(r)dV - U(r')dV = - b~dV. 
Bilden wir die Summe dieser Beitragspaare für alle Elemente der beiden 
Ufer des Schnittes B lI so erhalten wir als gesamten Beitrag 

-- b;.fcZ V = - b~ a;'. 
BI 

In ähnlicher Weise wollen wir zu dem Beitrag U(s)dV, den ein 
Bogenelement liefert, das an der Stelle s liegt, den Beitrag - U(s')d V 
hinzufügen, der von einem Bogenelement an der SteUe s' herrührt. Es 

ergibt sich _ U(s')dV = - (U(s) - a~)dV, 

und deshalb bekommen wir als Summe der beiden zusammen genommenen 
Beiträge den Wert a~ d V. Erstreckt man die Summierung über alle Ele­
mente von All so erhält man 

a~fd V = a~ b~ . 
.Al 

1) Siehe z. B. ~~. PrcARD, Traite d'Analyse, Bd. 2, S. 432 und 451 (1905), und 
ApPELL et GOURSAT, a. a. O. Nr.69, S. 145. Der Satz selbst findet sich bei RIEMANN, 

Ges. Werke S. 125 (1. Aufl.). Vgl. auch H. STAHL, 'l'heorie der ABELschen Func­
tionen (Leipzig 1896) S. 114. 
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Der erste Rückkehrschnitt liefert also zu dem Wert des Integrals den 
Beitrag a~ b: -- a~b'l' Im ganzen erhalten wir 

p 

J 'u d V = :2 (a;, b;: - o;:b;,) . 
K h=l 

Wir gelangen also schließlich zu der grundlegenden Ungleichung von RIEMANN 

(1) 

Diese Ungleichung schließt die Gleichheit aus, wofern sich die Funktion 
J = U + i V nicht auf eine Konstante reduziert (in welchem Fall die 
Periodizitätsmoduln a" und b" alle gleich Null sind). Wenn alle Perio­
dizitätsmoduln des Integrals erster Gattung reell oder rein imaginär wären, 
oder wenn alle a" oder alle bh gleich Null wären, so würde die Ungleichung 
in eine Gleichung übergehen; man schließt deshalb, daß ein Integral erster 
Gattung, für welches alle Periodizitätsmoduln t'eell oder'rein imaginär sind, 
oder für das sämtliche Perioden ah oder alle bh gleich Null sind, sich attf 
eine Konstante reduziert. 

Aus der Ungleichung (1) ergibt sich mit Leichtigkeit eine obere 
Grenze für die Anzahl der linear unabhängigen Integrale erster Gattung. 
Wenn 11 , ~, I a, .•• Integrale erste?' Gattung sind, die zu einer RIEMANN­
schen Fläche gehören, so sagt man, sie seien linear unabhängig, wenn 
eine lineare Kombination 

A1 11 + A2 12 + A3 I s + ... 
mit konstanten, nicht sämtlich verschwindenden Koeffizienten sich niemals 
auf eine Konstante reduziert. 

Damit dies zutrifft, ist es offenbar notwendig und hinreichend, daß 
eine analoge lineare Kombination der rationalen Integranden niemals iden­
tisch Null wird (d. h. daß sie niemals für alle Punkte von R verschwindet). 

Nun behaupten wir, daß die Anzahl r der linear unabhängigen Inte­
grale erster Gattung, die Ztt einet· RIEMANNschen Fläche vom Geschlecht p 
gehören, nicht größer als das Geschlecht sein kann. 

Zum Beweis bezeichnen wir mit a~\ b~!) (h= 1, .•. , p) die zyklischen 
Perioden des Integrals 1j und suchen, wenn es möglich ist, ein Integral 
erster Gattung A1 11 + ).212 + ... + ).,.11' zu konstruieren, dessen Perioden 
a alle gleich Null sind. Zu diesem Zweck wird es nötig sein, die ).j so 
zu bestimmen, daß die Gleichungen 

).1 a~l) + ).2a12) + ... + Arar) = 0 (h= 1, 2, ... , p) 

befrit>digt sind. Wenn nun r > p wäre, so würden in dieser Gleichung 
mindestens r - p von den Größen ).j willkürlich bleiben, und man könnte 
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ihnen daher von Null verschiedene Werte beilegen. Es w:ürde also ein 
Integral von der Form 1= 1J1 + 1212 + ... + lJr geben, in dem nicht 
.alle Werte der lj verschwänden, und für das die Perioden Cl gleich Null 
wären; es müßte also I eine Konstante sein. Dies widerspricht aber der 
Annahme, daß die Integrale 11 , 12 , ••• , Ir voneinander unabhängig seien. 

93. Form und An~ah] der ABELschen Integrale erster Gattung. 
Wir machen uns nun an die Aufgabe, die wirkliche Anzahl der zu der 
Kurve fez, u) = ° vom Geschlechtp gehörigen ABELschen Integrale erster 
-Gattung zu bestimmen und die (notwendige und hinreichende) Form eines 
Integrals erster Gattung festzustellen. 

Es sei «p (z, u) = ° eine Kurve (m - 3) ter Ordnung, die zu der Kurve f 
von der Ordnung m adjungiert ist. Bezüglich der Kurve f behalten wir 
l1ie in Nr. 80 (S. 204) gemachten Voraussetzungen bei, die dahin gehen, 
daß die Kurve nur einzelne gewöhnliche Doppelpunkte besitze, daß die 
Achsen in bezug auf f eine allgemeine Lage haben und daß f von der 
unendlich fernen Geraden in m verschiedenen Punkte1f geschnitten werde. 
Nach dieser Vorbemerkung betrachten wir das ABELsche Integral 

(2) J'qJ jt) dz . 

Wir behaupten, daß dies ein Integral erster Gattw/g ist. Um dies zu 
beweisen, haben wir zu untersuchen, wie es sich in den Polen der ratio-

nalen Funktion ~ und in den m unendlich fernen Punkten der Kurve f 
verhält. 

Wir wollen zunächst die unendlich fernen Punkte erledigen. Die 
Kurve tu = 0, die Polare des unendlich fernen Punktes der u-Achse 
in bezug auf die Kurve f= 0, ist von der Ordnung m - 1, aber 
von keiner kleineren (weil sonst der unendlich ferne Punkt der u-Achse 
auf f läge), und sie geht durch keinen der unendlich fernen Punkte 
von f (weil sonst eine Asymptote von f parallel zur u-Achse wäre oder f 
die uneigentliche Gerade berühren würde). Nun transformieren wir 

die rationale Funktion f~~' indem wir homogene Koordinaten einführen 

(z =~, u = z.). Man erhält dann im Zähler ein Polynom, das den Fak-
Zo Zo 

tor z~ enthält; folglich stellt der gleich Null gesetzte Zähler eine Kurve 
-dar, die in jedem der unendlich fernen Punkte von f mit dieser Kurve 
l1ie Schnittpunktsmultiplizität 2 (oder eine größere) bat; der gleich Null 
gesetzte Nenner dagegen gibt eine Kurve, die in den genannten Punk­
ten mit f die Schnittpunktsmultiplizität Null hat. Erinnern wir uns nun 

.an den in N r. 86 aufgestellten Satz (S. 228), so ergibt sich, daß ~ in 
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jedem unendlich fernen Punkt von r einen Nullpunkt von mindestens 
zweiter Ordpullg besitzt. 

Die Entwicklung von ~ in der Umgebung eines dieser unendlich 

fernen Punkte wird also nach steigenden Potenzen von ~ fortschreiten, 
Z 

und die niederste in ihr vorkommende Potenz wird (+) 2 sein. Daraus 

folgt, daß das Integral (2) in dem betrachteten Punkt einen Nullpunkt 
von mindestens der ersten Ordnung besitzt. 

Untersuchen wir nun die Pole der Funktion ~. Diese Pole haben 

wir unter den Punkten zu suchen, welche den Kurven r = 0 und r:. = 0 
gemeinsam sind, d. h. also 

1. unter den Berührungspunkten der Tangenten, die von dem un­
endlich fernen Punkt der u-Achse an die Kurve r = 0 gelegt werden 
können, 

2. unter den Doppelpunkten von f 
Was die Punkte der ersten Klasse anbetrifft, so sieht man sofort, 

daß in ihnen das Integral (2) endlich bleibt. Mau hat nämlich 

I 'cp~ u)dz = -fcp(Z' u)du 
• f~ t; " 

und der Integrand der rechten Seite dieser Gleichung bleibt in jedem der 
erwähnten Punkte endlich, weil sonst r:. = r; = 0 wäre und es sich also 
um einen Doppelpunkt der Kurve r handeln würde. Zu demselben Schluß 
käme man durch Anwendung des Satzes der Nr. 86. 

Durch einen Doppelpunkt P der Kurve r = 0 geht die Kurve f'u = 0 
einfach hindurch, wiederum wegen der allgemeinen Lage der Achsen; 
folglich hat sie mit jedem der von P ausgehenden Zweige von / die 
Schnittpunktsmultiplizität 1. Da nun cp zu fadjungiert ist, so ist ihre 
Schnittpunktsmultiplizität mit diesen Zweigen mindestens gleich 1, und 

folglich hat die Funktion ~ in jedem der beiden Punkte der RIEMANN­

schen Fläche R, welche einem Doppelpunkt P entsprechen, einen regu­
lären Punkt (der auch ein Nullpunkt sein kann). Das Integral (2) bleibt 
demnach in diesen Punkten endlich. Es ergibt sich also, daß das Inte­
gral (2) auf der Fläche R allenthalben endlich ist, d. h. daß es sich um 
ein Integral erster Gattung handelt. Den p linear unabhängigen adjun­
gierten Kurven (m - 3)ter Ordnung entsprechen p linear unabhängige In­
tegrale erster Gattung; da wir nun schon gesehen haben, daß die An­
zahl r der unabhängigen Integrale erster Gattung nicht größer als p sein 
kann (s. die vorhergehende Nummer), so ergibt sich, daß gerade r = p ist. 
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Wir gelangen also zu dem Satz: 

Eine Kurve ((z, u) = 0 von der Ordnung m und dem Geschlecht p 
besitzt genau p linear unabhängige ABELsche Integrale erster Gattung. Wenn 
IPl (z, u) = 0, IP2 (z, u) = 0, ... , IPp(z, u) = 0 p linear unabhä'ngige, zu f 
adjungierte Kurven (m - 3)ter Ordnung sind, so hat jedes Integral erster 
Gattung die Form 

)..lJ~l~iU)dZ + J..2JgJ!~U)dZ + ... + )..pJPJ'~' U)~z + const. 

Bemerkung. Um zu diesem Satz zu gelangen, ist es gar nicht ein­
mal notwendig, die Anzahl der unabhängigen zu ( adjungierten Kurven 
(m - 3yer Ordnung genau zu kennen; es genügt einfach zu beweisen, 
daß diese Zahl nicht kleiner als p ist, denn dann hat man einerseits für 
die Zahl r der unabhängigen Integrale erster Gattung die Ungleichung 
r < p, andererseits aber hat man r > p, und folglich muß r = p sein. 

Daß nun aber r (die Anzahl der linear unabhängigen adjungierten 
Kurven von der Ordnung m - 3) nicht kleiner als p sein kann, folgt so­
fort aus der Tatsache, daß die Doppelpunkte von (für die Kurven (m - 3)!er 
Ordnung, auf denen sie liegen sollen, d - 8 Bedingungen darstellen (6 > 0); 
folglich genügt die Mannigfaltigkeitsstufe r - 1 dieser Kurven, Wie wu' 
schon in Nr, 43 (S. 124) festgestellt haben, der Gleichung 

m(m-3) 
r - 1 =-2"-- - d + 8, d. h. es ist r "2.p. 

94. Untersuchung des Falles, in welchem die Kurve f = 0 be­
liebige Singularitäten besitzt. In dem Wortlaut des vorhergehenden 
Satzes haben wir die einschränkenden Annahmen nicht ausdrücklich her­
vorgehoben, deren wir uns zum Beweis bedient hatten, nämlich die An­
nahmen, daß die Kurve (= 0 nur gewöhnliche Doppelpunkte besitze, 
und daß sie bezüglich der Achsen eine allgemeine Lage habe. Wir wollen 
nun beweisen, daß diese Einschränkungen tatsächlich für die Gültigkeit 
des Satzes nicht notwendig sind. 

Zunächst erinnern wir daran, daß bei einer birationalen Transforma­
tion der Kurve (= 0 in eine andere ebene Kurve g = 0 von der Ord­
nung !L ein auf ( bezügliches ABELsches Integral erster Gattung in ein 
analoges auf g bezügliches Integral verwandelt wird. Im besonderen 
kann die birationale Transformation eine CREMoNAsche Transformation 
zwischen den Ebenen der Kurven ( uno g sein, und noch spezieller kann 
sie eine Kollineation sein. Daraus folgt also ohne weiteres, daß das in 
der vorigen Nummer ausgesprochene Ergebnis nicht von der Lage der 
Koordinatenachsen und der uneigentlichen Geraden in bezug auf die be­
trachtete Kurve abhängt. 
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Nun wollen wir zeigen, daß, welches auch die Natur der Singulari­
täten von g(s', u') = 0 sei, ein Integral erster Gattung von 9 stets die 

E'orm ftp~~, u') de' hat, wo t/J ein Polynom von (höchstens) (IL - 3)ier Ord­

nung ist. Es wird sich dann darum handeln zu beweisen, daß die Kurve 
l/J = 0 zu 9 = 0 adjungierl ist. 

Es sei also 

(3) [(8)(e', ujde' 

ein zu 9 gehöriges Integral erster Gattung. Da der Satz, den wir auf­
stellen wollen, nicht von der Lage der Achsen in bezug auf die Kurve 9 
abhängt, so können wir den Achsen in bezug auf die Kurve eine allge­
meine Lage geben. Dann wird 

9 = aou'P. + a1u'p.-l + ... + all = 0 

sein, wo ao eine von Null verschiedene Konstante und ab ein Polynom 
vom Grade h in e' ist. Damit das Integral (3) von der ersten Gattung 
sei, ist es notwendig, daß die rationale Funktion @ in den unendlich 

fernen Punkten von 9 die Ordnung von -,! +E (E > 0) habe, und daß sie 
B 

im Endlichen nur von einer Ordnung kleiner als 1 unendlich werde; d. h. 
aber die einzigen Pole, die (8) haben kann, liegen in den Verzweigungs­
punkten. 

Es seien u;, u;, ... , u~ die IL Werte von u', welche einem gegebenen 
Wen von s' entsprechen. Wir werden zunächst beweisen, daß 

P U"":;'(N' ') + 'hr.Jl(' ') + + 'hr.Jl(' ') h-2 = 1 \:lf "', u1 u2 \:lf e, U s . . . up. oi!f, e, U,u 
ein Polynom in B' ist. In der Tat, da Ph-S eine rationale symmetrische 
Funktion der Punkte (e', u~), ... , (e', u~) ist, so läßt sie sich in letzter 
Linie als eine rationale Funktion von e' darstellen. Es wird also genügen 
zu zeigen, daß Ph-2 in den im Endlichen liegenden Punkten von 9 nicht 
mehr unendlich wird. Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, daß ein 
beliebiges Glied der Summe Ph - S nur in den Verzweigungspunkten un­
endlich groß (von der Ordnung< 1) werden kann; bezeichnet man also 
mit e~ den Wert von e', det einem Verzweigungspunkt entspricht, so kann 
die Entwicklung von Ph-i nach Potenzen von s' - e~ keine negativen 
ganzen Potenzen von s' - B~ enthalten; sie kanu andererseits aber auch 
keine gebrQchenen negativen Potenzen von e' - e~ enthalten, weil sonst 
Ph- 2 keine eindeutige Funktion von s' wäre. 

Es fragt sich nun, von welchem Grad das Polynom Ph - 2 ist. Da 

für z' = 00 die Funktion (8) mindestens die Ordnnng von f,i und u~ h die 

Ordnung von e'h hat, so wird P,,_, höchstens von der Ordnung von lh-2 
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sein (und folglich iaentisch gleich Null für h = 0, 1). Gibt man a.lso der 
Zahl h die Werte 0, 1, 2, ... , ~ -1, so erhält man die Gleichungen 

u; @(z', u~) + U2@(e', U2) + ... + u.~ @(z', u;) = 0, 

(4) u?@(z', uD + U;2@(Z', U2) + ... + U;,2@(Z', u;) = Po, I @(z', u;) + @(z', tt~) + ... + @(z', u;,) = 0, 

H' !' - 1@(IlU1')+U'I'-1@(Z'U')+"'+UJ"-1@(Z'U')=P3 1 , 2 , 2 , , I' P- , 

wo die Polynome P höchstens vom Grade ihres Index sind. 
Um diese Gleichungen hinsichtlich der ~ Werte von @ auf die 

schnellste Weise aufzulösen, setzen wir 

g~z',~ = b U'!,-l + b u',lt-:i. + ... + b 
u - u~ 0 1 !,-1I 

wo bo = ao 4' 0, v1 = aou~ + all v2 = aou~2 + a1u~ + a2 usw. ist. Da 
9 (z', U') f" , , '" h . d t d f" , , . . -, ~-, ur U = U2, •.. , tt = U versc WIn e, un ur U = u1 m 
U - U 1 !' 

g~, (z', u~) übergeht, so erhält man, wenn man die erste der vorhergehen­
den Gleichungen mit bl' -1, die zweite mit b" _ 2 usw., die letzte mit bo 
multipliziert und hierauf alle Gleichungen addiert: 

@(z', u~) g~,(z', u~) = 1/1 (z', u~), 

wo 1/1 ein Polynom in z', u~ von höchstens dem Grade ~ - 3 ist. 
Da die linearen Gleichungen (4) hinsichtlich der Größen u~, u~, ... , u;, 

symmetrisch sind, so erhält man in ähnlicher Weise 

und also schließlich 

@(z', u;)g~,(z', u;) = 1jJ(z', u;) 

Cl (' ') 1/J(z', u') 
I!Y Z, U =;;;--( '-i), 

:/u' Z, U 

und damit ist die Richtigkeit unserer Behauptung erwiesen. 

(i= 1,2, .... , ,ll) 

Nun fassen wir eine birationale Transformation ins Auge, welche die 
Kurve 9 in die nur mit Doppelpunkten behaftete Kurve f von der Ord· 
nung m verwandelt. Wir betrachten ein Integral erster Gattung auf der 
Kurve fez, u) = 0; so daß die darauf bezügliche adjungierte Kurve (m - 3jter 
Ordnung fJJ (z, u) = ° die Kurve f = ° in einer kanonischen Gruppe G von 
2 p - 2 voneinander verschiedenen Punkten schneidet, welche in endlicher 
Entfernung von den Doppelpunkten und von den den mehrfachen Punk­
ten von 9 entsprechenden Punkten der Kurve f liegen. Es sei ferner (3) 
das Integral, in welches das vorher erwähnte beim Übergang von f zu 9 
transformiert wird. Dann erhalten wir die Beziehung 

(5) 
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in der 1/J = 0 eine passend gewählte K urve (~- 3) ter Ordnung ist. Wir 
wollen mit G' die Gruppe der 2p - 2 einfachen Punkte von 9 bezeichnen, 
die der Gruppe G entspricht, und mit H' die Gruppe der in endlicher 
Entfernung von den mehrfachen Punkten der Kurve 9 liegenden Schnitt­
pun kte von </J = 0 mit 9 = O. Der Gruppe H' entspricht auf f eine Gruppe 
H von Punkten, die wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit als ver­
schieden von den Doppelpunkten der Kurve voraussetzen können; denn 
wenn diese Bedingung nicht erfüllt wäre, so könnte man ihr immer da­
durch Genüge leisten, daß man die Kurve f einer passend gewählten bi­
rationalen Transformation unterwürfe, welche sie in eine andere, nur mit 
Doppelpunkten behaftete ebene Kurve verwandelte, ohne daß deshalb die 
Gruppe G aufhören würde, der ihr oben auferlegten Bedingung zu genügen. 

Es sei nun (.$'0' uo) ein Punkt der Gruppe G und (.$'~, u~) der ent­
sprechende Punkt von G'. Da wir die Koordinatenachsen in den Ebenen 
der Kurven fund 9 in allgemeiner Lage annehmen dürfen, so dürfen wir 
auch voraussetzen, daß 

f~(.$'o, tto) 9= 0, g~,(z~, u~) 9= 0 
seI. Aus der Gleichung (5) folgt dann 

1/J(z~, u~)(~;t= O. 

Da der Punkt (z', H') eine rationale Funktion von (.$', u) ist und um­
gekehrt, und da weiterhin in der Umgebung des Punktes (.$'0' uo) bzw. 
(.$'~, u~), der für die zu f= 0 bzw. 9 = 0 gehörige RIEMANNsche Fläche 
kein Verzweigungspunkt ist, die Funktion u, .bzw. u' eine reguläre Funk­
tion von z -.$'o bzw. Z' - z~ ist, so ergibt sich, daß .$" in der Umgebung 
von .$'0 eine reguläre Funktion von.$' - Zo ist, und daß z in der Umgebung 
von .$'~ eine reguläre Funktion VOll z' - z~ ist. Dies bedeutet, daß der 

Differentialquotient (~~)o weder Null noch unendlich ist. Daraus ergibt 

sich demnach, daß 1/J(z~, u~) = 0 ist. Folglich gehört die Punktgruppe 
G' der Kurve </J = 0 an. Da man nun in iihnlicher Weise zeigen kann, daß 
die Punkte der Gruppe H auf g; liegen, so schließt man, daß die Gruppen 
H' und G' zusammenfallen, d. h. daß die Kurve </J = 0 mit der Kurve 
9 = 0 außer den mehrfachen Punkten noch die Punkte einer kanonischen 
Gruppe gemein hat. 

Aber trotzdem kann man immer noch nicht behaupten, daß 1/J zu 9 
adjungiert sei. Um dies zu beweisen, bemerken wir 

1. Daß die Kurven von der Ordnung i1' - 3, denen die Bedingung 
auferlegt ist, auf 9 außer den mehrfachen Punkten kanonische Gruppen 
auszuschneiden, ein lineares System ~ bilden. In der Tat befriedigt die 
lineare Kombination von zweien unter ihnen immer noch die gestellte 
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Bedingung, und es ist klar, daß zu dem System .lJ die zu 9 adjungierten 
Kurven (IL - 3)ter Ordnung gehören, die von vornherein als spezielle 
Kurven von .lJ erscheinen. 

2. Daß das lineare System .lJ keine größere Dimension haben kann 
als das System der zu 9 adjungierten Kurven (IL - 3)ter Ordnung; denn 
sonst würden, da in .lJ keine Kurven vorhanden sind, die 9 als Bestand­
teil enthalten, die Kurven von .lJ. auf 9 außer den mehrfachen Punkten 
eine lineare Schar ausschneiden, deren Dimension größer wäre als die der 
kanonischen Schar; dies ist aber unmöglich, da die kanonische Schar 
selbst schon eine Vollschar ist. 

Daraus ergibt sich, daß jede Kurve von .lJ zu 9 adjungiert ist, und 
daß dies also insbesondere auch für"" zutrifft. Wenn wir p unabhängige 
Lagen von rp betrachten, so prhalten wir also p unabhängige Kurven "" 
von der Ordnung IL - 3, die zu 9 adjungiert sind, und diese führen zu 
ebenso vielen Integralen erster Gattung von g. 

Damit ist aber gezeigt, daß der Satz der vorhergehenden Nummer 
auch für solche Kurven gilt, die mit mehrfachen Punkten von beliebiger 
N atu1' behaftet sind. 

95. Der hyperelliptische Fall als Beispiel. Wir wenden d'en eben 
bewiesenen allgemeinen Satz an, indem wir die p linear unabhängigen 
Integrale erster Gattung einer hyperelliptischen Kurve C vom Geschlecht 
p (> 1) aufstellen, Die Gleichung dieser Kurve sei 

u2 = f(z) , 

wo f ein Polynom mit einfachen Wurzeln von der Ordnung 2p + 2 ist. 
Auf der Kurve C ist die kanonische Schar zusammengesetzt mit der 
linearen Schar gi, die auf ihr, außer dem 2p-fachen Punkt im Unend­
lichen, durch die Geraden z = const. ausgeschnitten wird (Nr. 45, S, 130 
und Nr.54, S. 149). Betrachten wir also eine Gruppe von p - 1 Geraden 
z = const. und fügen wir die p-fach gezählte unendlich ferne Gerade hin­
zu, die die Kurve C außer in dem unendlich fernen Punkt der u-Achse 
nicht mehr trifft, so erhalten wir eine Kurve von der Ordnung 2p -- 1 
(in diesem Fall ist m = 2p + 2, m - 3 = 2p - 1), welche auf C außer 
den mehrfachen Punkten eine kanonische Gruppe ausschneidet. Daher 
ist (nach der vorhergehenden Nummer) diese Kurve zu C adjungiert. 
Daraus folgt, daß 

(6) fa~~p=-l+al~~~--L._~±ap-l dz 

ein ABELsches Integral erster Gattung der Kurve C ist. Da dieses Inte­
gral p Parameter ao, au ... , ap_1 enthält, die voneinander gänzlich un-
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abhängig sind, so erhält man, wenn man diese Parameter veränderlich 
macht, aus (6) alle Integrale erster Gattung von C, abgesehen VOll einer 
additiven Konstanten. Wir gelangen also zu <lem Ergebnis: 

Ein ABELsches Integral erster Gattung, das zu einer hyperelliptisclten 
Kurve u2 = fez) vom Geschlecht p (21) gehört, ist stets von der Form (6), 
wobei ao, a l , ... , ap _ l Konstante bedeuten. 

In den Wortlaut dieses Satzes haben wir auch den elliptischen Fall 
(p = 1) eingeschlossen, weil in diesem Fall die einzige Kurve (m - 3)1er 
Ordnung, die zu der elliptischen Kurve vierter Ordnung u2 = fez) (m = 4) 
adjungiert ist, durch die unendlich ferne Gerade der Ebene dargestellt 
wird, so daß ein Integral erster Gattung, das der Kurve angehört, in 

diesem Fall von der Form! f!~ilz + const. ist, wo ao eine von Null ver­

schiedene Konstante bedeutet. 

96. Eigenschaften der Perioden der Integrale erster Gattung. 
1) Wir bezeichnen mit alk , b1 k; an, bni . "i upk , bpk (k=I,2, ... ,p) die 
Perioden der unabhängigen: Integrale' erst~r Gattung 11 , '12 , .•• , I~ längs 

p 

der Kreise Bk, A". Dann wird das Integral erster Gattung ;;ZÄhl" längs 
h=l 

der Kreise Bk und Ak die Perioden,2'Ä"a",k und,2'l"b,.,,, haben. Die p in 

den an,k linearen Formen ~ Ä"ah,A: sind voneinander linear unabhängig, weil 

sonst die Gleichungen 2'Äh a",,, = 0 möglich wären, ohne daß die Werte 
der Koeffizienten l" alle verschwänden, d. h. weil es sonst ein Integral 
erster Gattung gäbe, das nicht gleich einer Konstanten wäre, und dessen 
zyklische Perioden längs der Kreise B alle gleich Null wären; dies ist 
aber, wie wir schon in Nr. 92 (S. 245) bemerkt haben, nicht vereinbar 
mit der RIEMANNschen Ungleichung. Daraus folgt, daß die Gleichungen 

2' lha",k = /Lk' 

in denen die p Buchstaben /LA; willkürliche Konstante bedeuten, die 
nicht alle gleich N uU sind, aufgelöst werden können, und endliche Werte 

für die l" liefern. Da nun dasselbe für die Formen 2'l"bh,k au!,gesagt 
werden kann, so gelangen wir zu dem Satze: 

Die Perioden eines Integrals erster Gattung längs de·r Kreise A oder 
B können willkürlich gewählt werden. Wenn diese Werte einmal festgelegt 
sind, so ist das Integral bis auf eine additive Konstante bestimmt. Gibt 
man ihnen allen den Wert Nul[, so erhält man eine Konstante. 

2) Wir behalten die bisher benutzten Bezeichnungen bei und setzen 
außerdem 

a L k= ah' k+ ia;,' kI b" k =-= b~ k + ib~ k' I'f, , " , , 
(h. k = 1,2, ... , p) 



254 Achtes Kapitel 

p 
Das beliebige Integral erster Gattung I = ~ Ah 1" hat, wie wir ge-

h=1 

funden haben, die Perioden ~J...hah,k und ~J...hbh,k; setzen wir daher 

J..." = A;, + iJ...~ 
(wo A~, A;: reelle Zahlen bedeuten), so erhalten wir als Perioden des 
reellen Teils U des Integrals I = U + i V die reellen Zahlen 

(k = 1,~, .. . ,p) 

Wir behaupten, daß die Parameter J...h (d. h. die reellen Zahlen J...;" J...~) 

derart gewählt werden können, daß die 2p Perioden von U (d. h. die 
reellen Teile der 2p Perioden von I) beliebig vorgegebene Werte an­
nehmen. Die Ausdrücke 

~(l;, a~,k - l~ a;:) = (Xk' 
~(1' b' - '''b'' ) - ß .- Ah h,k Ah ",k, - k' 

(k = 1, ... ,p) 

in denen (Xk' ßk 2p vorgegebene reelle Zahlen sein mögen, stellen 2p lineare 
Gleichungen zwischen den 2p Unbekannten l~, J...~, •.. , l~, J...~, l~, ... , J...~ 
dar; die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß sie für diese 
Unbekannten endliche (reelle) Werte liefern, besteht also darin, daß die 
Determinante D der Koeffizienten von Null verschieden sei. Dies trifft 
nun offenbar zu; denn wenn D = 0 wäre, so wären diese Gleichungen 
mit (Xk = ßk = 0 (k = 1, 2, ... ,p) erfüllbar für endliche nicht sämtlich ver­
schwindende Werte der Größen J...;" l;;, und folglich wäre es möglich, ein 
Integral erster Gattung herzustellen, das nicht gleich einer Konstanten 
wäre, und das bloß rein imaginäre Perioden hätte; dies ist aber nach 
Nr. 92 (S. 245) nicht vereinbar mit der RIEMANNschen Ungleichung. Wir 
gelangen also zu dem Ergebnis: 

Die reellen (oder in ähnlicher Weise die imaginären) Teile der 2 p 
Perioden eines ABELschen Integrals erster Gattung können willkürlich an­
genommen werden. Wenn die Werte dieser Teile einmal festgelegt sind, so 
ist das Integral bis auf eine additive Konstante bestimmt. Gibt man 
ihnen allen den Wert Null, so erhält man eine Konstante. 

3) Es seien q ~ p Integrale erster Gattung 111 12 , ••• , 19 gegeben; es 
erhebt sich dann die Frage, wie man durch einfache Untersuchung ihrer 
Perioden entscheiden kann, ob sie voneinander unabhängig sind oder nicht. 
Wir wollen zunächst die Matrix M der Perioden dieser Integrale längs der 
Kreise B bilden (dies ist eine Matrix von q Horizontalreihen und p Vertikal­
reihen ). Wenn die gegebenen Integrale linear unabhängig sind, so kann diese 
Matrix nicht Null sein (d. h. es können nicht alle ihre Determinanten 
qter Ordnung gleich Null sein), weil man sonst eine lineare Kombination 
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der Integrale 117 ~, ••• , I q bilden könnte, deren Koeffizienten nicht alle 
verschwänden und deren Perioden an den Kreisen B alle den Wert Null 
hätten. Auf Grund der unter 1) abgeleiteten Eigenschaft würde sich also 
diese KombinatioN auf eine Konstante reduzieren. Die Überlegung ist 
umkehrbar und läßt sich auch auf die Matrix N der Perioden längs der 
Kreise A anwenden. 

Nun wollen wir die Matrix P bilden aus den reellen (oder imagi­
nären) Teilen der Perioden der gegebenen Integrale längs der Kreise A 
und B; diese Matrix besitzt q Horizontalreihen und 2p Vertikalreihen. 
Wenn die gegebenen Integrale unabhängig sind, so kann die Matrix 
P nicht Null sein, denn sonst könnte man eine lineare Kombination 
l111 + l212 + ... + l q l q mit reellen Koeffizienten bilden, die nicht alle 
verschwänden, so daß diese Kombination rein imaginäre ( oder reelle) 
Perioden an den Kreisen A, B hätte; dies widerspricht aber der Folgerung, 
zu der wir in 2) gelangt sind. Die Überlegung ist umkehrbar. Wir er­
halten daher den Satz: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß q < p Inte­
grale erster Gattung linear unabhängig seien, besteht darin, daß irgend eine 
der Matrizen aus t1wen Perioden längs der Kreise A oder längs der Kreise 
B oder aus den reellen oder imaginären Teilen dm· Perioden längs der 
Kreise A und B von Null verschieden sei. 

4) Nun wollen wir weiter zwei Integrale erster Gattung 1 und J 
betrachten und ihre Perioden bezüglich mit alt, bh und (XhI ßh (h = 1, ... , p) 

bezeichnen. Wir denken uns die Fläche R', die aus der mittels der Rand­
linie K einfach zusammenhängend gemachten RIEUANNschen Fläche R 
abgeleitet ist, und erinnern uns, daß auf der ganzen Fläche R' die Inte­
grale I und J endliche, eindeutige Funktionen sind. Wir können den 

Satz von CAUCHY auf die Funktion I :~ anwenden, welche auf der Fläche 

R' betrachtet wird, die durch den zu Null homologen Kreis K begrenzt 

ist. Wir wissen dann (Nr. 87, S. 229), daß das Integral 2~iJ 1dJ(wo K 
K 

im positiven Sinn durchlaufen wird) gleich der Summe der Residuen von 1 ~~ ist. Es ist einleuchtend, daß im Endlichen die Residuen von 1:~ 
alle gleich Null sind. In der Tat, wenn wir uns auf die in Nr. 93, S. 246) 
über die Kurve f = 0 gemachten Voraussetzungen stützen, so haben wir 
in der Umgebung eines Punktes (zoo, uo), in dem die rationale Funktion 

dzJ einen Pol besitzen möge, eine Ent~icldung von der Form 
t z 

A B ('1 )f ---1+ + ,~z-zo + ... 
(z - Zu \"2 
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und da nun I endlich ist, so ist (z - zott die einzige negative Potenz 

von Z - zo, die in der Entwicklung von I:~ vorkommt. In einem un­

endlich fernen Punkt bleibt I endlich, während :~ einen Nullpunkt von 

mindestens zweiter Ordnung besitzt; das Produkt der bei den Funktionen 
wird also einen Nullpunkt von mindestens der zweiten Ordnung haben, 
und folglich wird das Residuum gleich Null sein. Wir erhalten demnach 

.{IdJ=O. 
K 

Nun kann man aber den Wert dieses Integrals in Funktion der Perioden 
von I und J berechnen, wenn man die Überlegungen der Nr. 92 wieder­
holt; man findet auf diese Weise 

JIdJ = ~(ahßh - (X"b,,). 
K 

Schließlich erhält man also die Beziehung 

welche die NormaZperioden ah, b" und (Xh' ßh zweier Integrale 1 und J erster 
Gattung verbindet; dabei sollen unter den NormaZperioden die auf die 
Rückkehrschnitte bezüglichen Perioden verstanden werden. 

97. Normalintegrale erster Gattung. Es seien 111 12 , ••• , 11' P un-
abhängige Integrale erster Gattung; ferner sei 

_1_AI~A2' .. A1'l!~.l!! . ''': B1' 
11 an al2 ... a1,1' bll b12 ••• b1, P 

1, a21 a22 .•• aS,pb21 biS'" bs,1' 

11' a1',1 ap,2 ... a1',p bp,l bp,2 ••• bp,p 

die Tafel der zu ihnen gehörigen Normalperio~~n (unter a",kI bh,k sind 
die Perioden des Integrals I" mit bezug auf den Ubergang über die Quer­
schnitte A kI Bk verstanden, d. h. die Werte des Integrals längs der Kreise 
Bk, Ak)· Wir schreiben die in den Größen l" linearen Gleichungen an 

lAI an + A2 aS. 1 + ... + lpap,l = 1 
Al a12 + A2a22 + ... + l1'ap,2 = 0 
. . . . . . . . . . . . 

).,1 a1,p + A2a2,p + ... + l1'ap,p = 0 

(7) 
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und beachten, daß die Determinante der Koeffizienten nicht Null sein kann 
(Nr. 96, Ziff. 3). Man kann daher die Gleichungen (7) auflösen und erhält 
gewisse endliche (nicht sämtlich verschwindende) Werte für die Größen 
ÄI , Ä~, ... , Äp' Das Integral J1 = ÄJl + Ä212 + ... + Äplp wird die fol­
genden Perioden haben: 

I Al A2 ..• Ap _B1 B 2 •.• Bp 

J;.! 1 0... 0 Tu T12 ..• 'Tl, P 

In ähnlicher Weise können wir die Integrale ~, Ja, ... , Jp bestimmen, 
welche längs der Kreise B die Werte Null haben, abgesehen jeweils von 
den Kreisen B" bzw. Bs, •.. , Bp' längs welcher sie den Wert 1 besitzen. 
Man wird also die folgende Tabelle erhalten: 

I Al A 2 •·• Al' B 1 B s . . . BI' 

J1 i 1 0 0 '['U T12 •.. '['l,p 

J 2 I 0 1 0 '['21 '['22 •.. '['2.1' 

Die Integrale J1, Js, ... , Jp sind offenbar unabhängig, weil eine be­
liebige lineare Kombination fLl J l + ... + IlpJp, bei der nicht alle Koeffi­
zienten Ili verschwinden, längs aller Kreise B die Perioden fL1' 112, ... , fLp 
besitzt; sie werden Normalintegrale erster Gattung genannt. Im folgen­
den werden wir stets mit fJJlI fJJ2' ••• , fJJ p die p adjungierten Kurven 
(m - 3)ter Ordnung bezeichnen, denen die p Normalintegrale entsprechen. 

Die von den Größen T:h,k gebildete Determinante L1 ist von Null ver­
schieden (s. die vorhergehende Nummer, Ziff. 3). 

Man bemerke endlich noch, daß sich aus der Anwendung der am 
Schluß der vorhergehenden Nummer bewiesenen Beziehung auf die Paare 
von Normalintegralen die Gleichung T:h,k = T:k,h ergibt, d. h. die Detet'minante 
L1 ist symmetrisch. 

Wenn man die RIEMANNsche Ungleichung (Nr. 92) auf die Perioden 
des Integrals ~nhJh anwendet, in dem die nk willkürliche reelle Zahlen 
bedeuten, die nicht ane verschwinden, so verwandelt sie sich in 

(8) 

Dabei ist T:h k = '['h' k + i< k gesetzt. , , , 
Es wird zweckmäßig sein, darauf aufmerksam zu machen, daß statt des 

Wertes 1 für die Perioden der Normalintegrale über die Schnitte A hinüber 
(der von KLEIN,FRICKE angenommen wird) von RIEMANN und NEUMANN der 
Wert :rr:i bevorzugt wurde, während CLEBSCH, GORDAN und LINDEMANN den Wert 

S averi: Vorlesungen Ilber algebr .. ilche Geometrie 17 
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2ni annehmen. Wenn man die Bezeichnungen von RIEMANN oder CLEBSCH ver­
wendet, so erhält man an Stelle der Ungleichung, (8) die Ungleichung 

~nhl1k.~ k< O. 
h,k ' 

§ 3. Integrale zweiter Gattung. 

98. Normalintegrale zweiter Gattung. Wir stellen uns die Aufgabe, 
ein ABELsches Elementarintegral zweiter Gattung herzustellen, d. h. ein 
Integral, das in dem (einfachen) Punkt (~, r;) der nur mit d gewöhnlichen 
Doppelpunkten versehenen Kurve mter Ordnung ((z, u) = 0 einen einzigen 
Pol erster Ordnung hat. Zu diesem Zweck ziehen wir die Gerade 
az + bu + c = 0, welche die Kurve (= 0 im Punkt (~, 'Yj) berührt, und 
betrachten eine Kurve t{I(z, u) = 0 von der Ordnung m - 2, die zu ( 
adjungiert ist und durch die m - 2 Punkte geht, in denen die genannte 
Tangente die Kurve ( weiterhin schneidet. Die Zahl der unabhängigen 
adjungierten Kurven (m - 2)ter Ordnung, die diesen Bedingungen genügen, 
kennen wir schon, weil die erwähnten Adjungierten auf ( außer den 
festen Punkten eine Vollschar g~P ausschneiden; aber wir wollen hier 
von dieser Kenntnis, die (wenigstens für die nicht-spezialen Scharen) 
den RIEMANN-RocHschen Satz in sich schließt, keinen Gebrauch machen, 
weil wir später (Nr. 103) einen neuen Beweis dieses Satzes geben werden, 
der sich auf die Verwendung der ABELschen Integrale stützt. 

Wir betrachten das Integral 

H =1 1/J(Z, u) - dz 
(az + bu +<.:)h ' 

in dem t{I = 0 eine adjungierte Kurve (m - 2)!er Ordnung aus dem de­
finierten System bedeutet, die die feste Tangente nicht als Bestandteil 
enthält. Eine derartige adjungierte Kurve kann man stets betrachten, 
weil die Dimension 1 des definierten Systems der Ungleichung 

1 ~ 'In(m2-1) - 1 - d - (m - 2) 

genügt, d. h. al80 weil 1 ~ p ist, während die Kurven, welche die Tan­
gente als Teil enthalten, die Mannigfaltigkeitsstufe p - 1 haben. 

Benützt man den in Nr. 86 (S.228) bewiesenen Satz, so findet man 
wie in Nr. 93 (S. 246), daß der Integrand in jedem der unendlich fernen 
Punkte von ( einen Nullpunkt von mindestens der zweiten Ordnung be­
sitzt, und daß er in den d Doppelpunkten der Kurve nicht unendlich 
wird; dies ist auch dann nicht der Fall, wenn die Gerade durch einen 
Doppelpunkt geht, weil dann die adjungierte Kurve in diesem Punkt 
dessen beide Zweige berühren muß. Das Integral bleibt demnach sowohl 
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in den unendlich fernen Punkten als auch in den Doppelpunkten end­
lich. Was die Verzweigungspunkte der Funktion u von z anbetrifft, so 
erkennt man, wenn man u als unabhängige Veränderliche nimmt, daß in 
ihnen das Integral endlich bleibt. 

Wir haben also nur noeh den Punkt (;, 1l) zu untersuchen. An 
dieser SteUe besitzt der Nenner des Integranden einen Nullpunkt zweiter 
Ordnung, während der Zähler nicht Null wird; der Integrand besitzt also 
in (;, TJ) einen Pol zweiter Ordnung, und demnach wird das Integral in 
(;, TJ) einen Pol erster Ordnung oder einen Punkt mit logarithmischer 
Unstetigkeit haben, je nachdem in der Entwicklung des Integranden das 

Glied mit -~ fehlt oder nicht. Z-s 
Aber. dieses Glied muß notwendig fehlen, weil sonst das Integral 

einen einzigen logarithmischen Punkt und daher eine einzige_ polare 
Periode besäße, was unvereinbar ist mit der Tatsache, daß die Summe 
der polaren Perioden gleich Null sein muß (Nr. 91, S. 241). Wir folgern 
also, daß das Integral H von der zweiten Gattung ist. 

Das auf den Pol (;, '1) bezügliche Residuum (! des Integrals H wird, 

abgesehen vom Vorzeichen, gleich dem Koeffizienten von [z- 1 s)! in der 
Entwicklung des Integranden sein. 

Es sei nun L ein beliebiges Integral zweiter Gattung, das den ein­
zigen einfachen Pol (;, '1}) besitze, und es sei (j sein Residuum in bezug 
auf diesen Pol. Dann wird das Integral zweiter Gattung 

tlH - (!L 

im Pol erster Ordnung (;, '1) das Residuum Null haben, d. h. dieser Punkt 
wird für dieses Integral kein Pol mehr sein; das Integral 6H - ~L ist 
somit allenthalben endlich (d. h. also von der ersten Gattung). Wir 
können demnach schreiben 

(1) 

wo " = 6_ gesetzt ist, und wo 11 , 12 , ..• , 11' P unabhängige Integrale 
I} 

erster Gattung bedeuten. 
Die Gleichung (1) gibt uns die Form eines auf" den einf"achen Pol 

(;, TJ) bezüglichen beliebigen Elementarintegrals zweiter Gattung. 
Nun wollen wir noch untersuchen, wie man das auf" den Pol (;, rJ) 

bezügliche elemtmtare Normalintegral zweiter Gattung herstellt. 
Man kann zunächst den Koeffizienten" so wählen, daß das Residuum 

des Integrals (1) im Pol (;, TJ) gleich der Einheit wird. Es seien ah k' 

bh,k die Normalperioden des Integrals I" mit bezug auf den Übergang 
über die Querschnitte A k , Bk) oder, wie wir kürzer sagen wollen, an den 

17" 
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Querschnitten Ak , Bk und ak , bk die zyklischen Perioden des Integrals R 
an denselben Querschnitten. Es lassen sich dann die Koeffizienten fJ so 
bestimmen, daß 

fJi ai,k + fJ9 a2,k + ... + fJpap,k = - (Xak (k=i" " , p) 

1st. Dies ist stets möglich, weil die Determinante der ah, k von Null ver­
schieden ist (Nr. 96, Ziff. ö, S. 254). Das Integral zweiter Gattung, das 
den definierten Werten der Koeffizienten (x, fJ entspricht, soll mit E be­
-zeichnet werden; seine Perioden an den ein-zelnen Querschnitten ergeben 
sich aus folgender Tabelle: 

AIA, ... A p BI B, ... B p 

-0-0 . . -:oele~-· 

Es ist bis auf eine additive Konstante bestimmt; denn wenn E' ein In­
tegral ist, das dieselben Eigenschaften besitzt, so wird die Differenz 
E - E' ein Integral erster Gattung, dessen Perioden an den Querschnitten 
A gleich Null sind; d. h. aber diese Differenz ist gleich einer Konstanten, 
Das Integral E wird nun eben als das auf den Pol (;, 'Yj) bezügliche Nor­
malintegral zweiter Gattung definiert. 

Die Perioden ei , e2, ••• , ep lassen sich mit bezug auf den Pol (;, 'Yj) 
in rationaler Weise ausdrücken, wie wir jetzt beweisen werden. 

Es möge mit J,. das in der vorhergehenden Nummer definierte 
Normalintegral erster Gattung bezeichnet werden (h=i , 2, "'1 p); wir be-

trachten dann das Integral 2~~fEdJh' wobei die Randlinie K im posi-
n~. 

K 

tiven Sinn zu durchlaufen ist. Dieses Integral ist, wie wir wissen, gleich 

der Summe der Residuen der eindeutigen Funktion E ~:h auf der von 

der Randlinie K begrenzten Fläche R'. Berücksichtigt man d.ie Tatsache; 
·daß E in jedem vom Pol (;, 'Yj) verschiedenen Punkt, auch im Unendlichen, 

·endlich ist, und daß die rationale Funktion ~~'-' iu jedem Punkt von f = 0 

das Residuum Null hat, so erkennt man, daß die angeschriebene Funktion 
nur im Pol (;,'Yj) ein von Null verschiedenes Residuum haben kann. Dieses 
Residuum läßt sich aber leicht berechnen; es ist das Produkt aus dem Re­
siduum von E (d. h. der Einheit) und dem Wert, den die rationale Funktion 

~~ in (;, 'Yj) annimmt, d. h. es wird 

J-JEd.J = rph(~,7j) 
2 ni " f~' 

K 

'wo rph das dem Integral .J. entsprechende adjungierte Polynom (m - 3)ter 
'Ordnung ist. 
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Wiederholt man andererseits die Überlegungen der Nr. 92, so findet 
man, daß 

P 

JEdJh = ~ (ad3j- u;bl) 

K 1=1 

ist, wo all a2 , ••• , (1,p' bll b2 , ••• , bp die zyklischen Perioden von E und 
"1' «2' ... , "p' ßll ßa, ... , ßp diejenigen von J,. sind. Da nun 

a1 = U t = ... = ap = 0, b1 = e1 , •.. , bp = ep ' 

U1 = (,(2 = ... = U'._l = "11+1 = ... up = 0, uh = 1, ß1 = 't,.,1' "', ßp=='t",p_ 

ist, so ergibt sich!EdJ" = - eh' und daher 
K 

(2) e = - 2ni 'PII(S, 11). 
/. f'~ 

99. Fundamentalsystem für die Gesamtheit der Integrale zweiter 
Gattung. Es seien p allgemeine Punkte (~1J 'fJ1)' (~2' 'fJ,), ..• , (~p' 'fJp) 
gewählt, welche auf der Kurve fez, u) = 0 eine nicht-speziale Gruppe bilden. 
Ohne wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit werden wir annehmen 
dürfen, daß die Funktion f~ in keinem der gewählten Punkte Null wird. 
Wir betrachten dann die elementaren- Normalintegrale zweiter Gattung 
EI, Ea, .•• , Ep' die sich auf die Pole (~1' 'Ih), (~2' '1/2)' ... , (~p, 'l/p) be-
ziehen, und die Normalintegrale erster Gattung ~, Ja, ... , Jp ' Wir be-
haupten, daß es keine lineare Verbindung von der Form 

).1 E l + )'2 E 2 + ... + lpEp + P-IJ;. + ... + p-pJp 

gibt, die sich auf eine rationale Funktion reduziert, bei der nicht sämt­
liche Parameter )., I-" verschwinden. Wenn sich nämlich die angeschriebene 
Kombination auf eine rationale Funktion reduzierte, so müßten die dieser 
Kombination entsprechenden zyklischen Perioden alle gleich Null sein. 
Nun sind aber die zyklischen Perioden an den Querschnitten A gleich 
1-'-1> 1-"2t ••• , I-"p; daher würde also P-l = 1-"2 = ....... I-"p = O. Die zyklischen 
Perioden an den Querschnitten B sind 

Al e",1 + ).2 e", 2 + ... + ).peh,p, ("=1.2 •...• 1') 

wo eh, k die Periode von E k am Querschnitt Bh bedeutet. Wir bekämen also: 

(h~1, 2, •.• , p) 

Aus diesen Gleichungen würde sich aber ).1 = ).2 = ... = ).p = 0 ergeben, weil 

im gegenteiligen Fall die Determinante der Funktionen 'Pli (7;-1Ik) gleich 
'1k 

Null wäre, und folglich die Gleichungen 

(>1 CP1 (~k' 'fJk) + (>2CP2(~k' rh) + ... + (>pCPp(~k' 'fJk) = 0 (k~l •..• 1" 
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aufgelöst werden könnten, ohne daß die Werte der Koeffizienten fJi alle 
gleich Null wären; es gäbe also eine adjungierte Kurve (m - 3)ter Ord­
nung mit der Gleichung 

(JIfPl(Z, u) + (J2fP,(Z, u) + ... + fJ"fPp(z, tt) = 0, 

welche durch die Gruppe (~17 1Jl)' (~!, 1J,), .. " (~p, 1Jp) ginge; dies wider­
spricht aber der Voraussetzung, daß diese Gruppe nicht-spezial sein soll. 

Nennt man mehrere Integrale 7.weiter Gattung (im besonderen solche 
erster Gattung) linear unabhängig, wenn zwischen ihnen keine lineare 
Relation mit von N uU verschiedenen Koeffizienteu besteht, die sich auf 
eine rationale Funktion (oder eine Konstante) reduziert, so kann mau J3agen, 
daß die 2 p Integrale EI' E2, ••• , Ep' J;., J2 , .•• , Jp linear unabhängig sind. 
Die Determinante von der Ordnung 2 p, die von den zyklischen Perioden 
dieser Integrale gebildet wird, reduziert sich offenbar, abgesehen vom 
Vorzeichen, auf die Determinante p-ter Ordnung I e",k!' d. h. auf die De-

terminante "f.'-t-;'. i-fi""" I fP" (~k' 1Jk) , und diese ist von Null verschieden. 
~1 ';j'" ~1' 

Es ist leicht zu beweisen, daß jedes Integral H zweiter Gattung 
ausgedrückt werden kann mittels einer Gleichung von der Form 

H = 1..1 E) + ... + ApEp + !L1J;. + P,2~ + ... + !L'P.Tp + rat. Funktion. 

In der Tat, wenn a1, a2 , ••• , a1' die Perioden von H an den Quer­
schnitten A sind, und wenn man !L" = ah (h=l, 2, ,._, p) wählt, so werden 

ie Perioden des Integrals 

H' = H - P1'J;. - PsJ; - ... - !L1'Jp 

an den Querschnitten A gleich Null sein. Bezeichnet man nun die Perio­
den von Hf an den Querschnitten B mit b17 b2, •• " bp , so kann man die 
Koeffizienten AI' ... , I..p so wählen, daß die Gleichung 

1 !p" (SI' 711) + 1 !Ph (61' 71!) + ... + A ~,(S1"!11» = b 
"'1 r: "'2 f.' p r: ,,(h == t, ... , p) 

~1, '1. '11' 

be~teht; dies ist stets möglich, weil die Determinante der fPh (gk' 1Jk) VOll 

Null vt:nlchieden ist. Dann wird aber das Integral 

H' -;. E _ ... -). E = H -).1 E - •.. -I.. E - "'1 J - II.ft J. - ... - 11. J 1 1 P P 1 11 l' r 1 r~. rp p' 

des!:'on Perioden an den Querschnitten A bereits alle Null sind, auch an 
den Querschnitten B verschwindende Perioden besitzen, d. b. es wird sich 
auf eine rationale Funktion reduzieren. 

Ein System von 2p Integralen zweiter Gattung, mit dessen Hilfe sich 
alle übrigen durch lineare Kombinationen ausdrücken lassen, wird ein "Fun­
damentalsystem" genannt. Das System (Eu···, Ep • J;, ... , J,,) ist ein 
Ji'undamentalsystem. Es ist klar, daß man als Fundamentalsystem jedes 



99. Fundamentalsystem von Integralen zweiter Gattung 263 

System von 2p Integralen zweiter Gattung wählen kann, dessen zyklische 
Perioden eine von N!tll verschiedene Determinante bilden. Daraus folgt, daß 
die 2p zyklischen Perioden eines Integrals zweiter Gattung stets nach Be­
lieben angenommen werden können, d. h. es gibt immer ein Integral zweiter 
Gattung, dessen 2 p Perioden zum Voraus bestimmte Werte haben (ein 
derartiges Integral ist dann, wie leicht ersichtlich, bis auf eine additive 
rationale Funktion bestimmt). Ist ein Fundamentalsystem (Lu L2 , .,. 

L 2p) gegeben, so sind die 2p linearen Gleichungen, die man erhält, wenn 
man als Determinante der Koeffizienten die Determinante D der Perio­
den von Lu L2 , ••• , L2p und als rechte Seiten 2p willkürliche Kon­
stanten wählt, auflösbar, und zwar liefern sie endliche Vflerte für die 
Unbekannten, weil D + 0 ist. Die lineare Verbindung der 2p Inte­
gr!l.le, in welcher als Koeffizienten die 2p Warte verwendet werden, die 
aus diesen Gleichungen berechnet worden sind, ist gerade ein Integral, 
das jene vorher bestimmten Konstanten als Perioden besitzt. 

§ 4. Integrale dritter Gattung. 

100. Normalintegrale dritter Gattung. Wir bezeichnen mit 

az + bu + c = 0 
die Gleichung einer Geraden s, welche die beiden voneinandel' verschie­
denen (einfachen) Punkte (~1I 'Y/t), (~2' 'Y/2) der nur mit gewöhnlichen 
Doppelpunkten versehenen Kurve f (e, u) = 0 verbindet, und mit rp (z, u) = 0 
eine adjungierte Kurve (m - 2)ter Ordnung, welche durch die übrigen 
m - 2 Schnittpunkte der Geraden s mit der Kurve f hindurchgeht. Wie­
derholt man die Betrachtung, die schon in N r. 98 für den Fall ange­
stellt wurde, daß die beiden Punkte (~1I "11)' (~2' 'Y/2) zusammenfallen, so 
erkennt man die Zulässigkeit der Annahme, daß rp die Gerade s nicht als 
Bestandteil enthält, und daß diese Kurve infolgedessen durch keinen der 
beiden gegebenen Punkte geht. 

Dieselbe Untersuchung wie in Nr. 98 zeigt uns, daß das Integral 

r cp (z, u) 
n = J (az + bu + cft~ dz 

in jedem Punkt der Kurve f endlich bleibt und nur in den Punkten 
(~11 'Y/\), (~2' 'Y/2) möglicherweise unendlich werden kann. In der Tat be­
sitzt der Nenner des Integranden iu jedem dieser Punkte einen Nullpunkt 
erster Ordnung, ohne daß gleichzeitig der Zähler gleich Null wird; folg­
lich hat die Funktion selbst an diesen Stellen einen Pol erster Ordnung. 
Daraus ergibt sich, daß II in (~1I 'Y/\), (~2' 'Y/s) zwei logarithmische Unstetig­
keitspunkte besitzt; der Teil der Reihenentwicklung von II, der in jedem 
dieser Punkte unendlich wird, ist Q log (e - ;\) bzw. - Q log (z - ~2)' 
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weil die Summe der beiden polaren Perioden, die sich auf die loga­
rithmischen Unstetigkeitspunkte von II beziehen, gleich Null sein muß. 
Dividiert man den Integranden durch die Konstante Q, so kann man 
ohne weiteres annehmen, daß II in den beiden logarithmischen Unstetig­
keitspunkten (;1' "11) und (;2' "12) die polaren Perioden 2ni und - 2:ri 
habe. Man wird bemerken, daß jedes Integral dritter Gattung n', das 
nur die logarithmischen Unstetiglceitspunkte (;11 "11) und (;2' "12) mit den 
charakteristischen Teilen (j log (z - ;1) und - (j log (z - ;2) hat, von der 
Form (jn + ßJl + '" + ßplp ist, wo I" 12 , ..• , ~p unabhängige Inte­
grale erster Gattung bedeuten. Denn das Integral n' - (j II ist auf der 
Kurve f allenthalben endlich, also von der ersten Gattung. 

In dem Integral n + ßlil + ß212 + ... + ßp1p lassen sich die Kon­
stanten ßl' ... , ßp so wählen, daß die Perioden an den Querschnitten A 
gleich Null werden; man erhält dann ein (bis auf eine additive Konstante 
bestimmtes) Integral, welches das Normalintegral dritter Gattung mit den 
Unstetigkeitspunkten (;11 "11) und (;2' 172) genannt wird. 

Dieses Integral soll durch das Symbol n!" '11 bezeichnet werden, wo-
~" tl2. 

bei als oberer Index die Koordinaten des Punktes verwendet sind, in 
dem die polare Periode 2ni mit dem positiven Zeichen behaftet ist (für 
eine gegebene Wahl der imaginären Einheit i). Es mögen nun die Perio­
den des Integrals an den Querschnitten Bil B2 , ..• , Bp mit n1) n 2 , •.. , np 

bezeichnet werden; wir stellen uns dann die Aufgabe, diese Perioden in 
Funktion von (;1' "11)' (~2' "12) zu berechnen. 

Zu diesem Zweck betrachten wir die Fläche B', die aus der RIE­
~IANNschen Fläche B hervorgeht, wenn wir diese mit der Handlinie K 
versehen. Die Funktion 

in der Jh ein Normalintegral erster Gattung bedeutet, ist eindeutig auf 
der ganzen Fläche B', weil ~uf dieser Fläche sowohl das Integral J" als 
auch die rationale Funktion 

d Ii" '11 
u (z u) = --~'!'-~:. ., dz 

eindeutig ist. Da die Funktion /L in jedem der unendlich fernen Punkte 
von f (z, u) = 0 einen Nullpunkt von (mindestens) der zweiten Ordnung 
besitzt (Nr.98, S. 258), und da J h an diesen Stellen endlich ist, so wird das 
Residuum von l in jedem der genannten unendlich fernen Punkte gleich 
Null sein. Es ist ferner klar, daß l auch in jedem endlichen Punkt von 
f das Residuum Null besitzt, mit Ausnahme der Punkte (;1' "11), (;2' 1]2)' 

Das Residuum in (;1' "11) ist das Produkt aus dem Residuum von /L, d. h. 
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der Einheit, und dem Wert, den das Integral Jh in \;11 lh) annimmt; in 
ähnlicher Weise ergibt sich, daß das Residuum in (;2' 'Y12) den Wert 
- J,. (;2' 112) besitzt. Wendet man nun den Satz von CAUCHY (Nr.87 
S. 229) auf das Integral 

(A (z, t~) dz 
K an, so ergibt sich 

JA (z, u) dz = 2'Jti [Jh (;11 111) - Jh (;2' 1I2)J, 
K 

weil die im positiven Sinn durchlaufene Randlinie K durch stetige De­
formation auf einen Punkt zusammengezogen werden kann (S. 217), wobei 
sie die beiden Punkte (~1' 111) und (;2' 112) überschreitet, in denen die Re­
siduen von A nicht Null werden. Wenn man andererseits die Überlegun­
gen der Nr. 92 (S. 242) wiederholt, so findet man, daß 

p 

JJhdll~:: :~: = 2)("1 bl - alßI) 
K 1=0 

ist, wo "11 ßI und all bl die Normalperioden der beiden Normalintegrale 
erster und dritter Gattung bedeuten. 

Da nun 

"1 = "2 = ... = IXh_ 1 = 1X"+1 = ... = IXp = 0, IXh = 1, ßl = 1'",1' 

und 

GI = a2 = ... = ap = 0, b1 = 'Jtu U2 = n 2 , .", bp = 7rp 

ist, so ergibt sich 

J;' (z, u) dz = 'Jth· 
K 

Wir bekommen also schließlich 

n" = 2ni[Jh (~1I 'YJl) - Jh (;2' 1)2)J; 

dabei ist die Differenz zwischen den Werten des Integrals Jh in den bei­
den Punkten (;1' 111) und (;!, 112) berechnet zu denken längs eines (be­
liebigen) Weges, der die Randlinie K nicht trifft. 

Wenn man den Weg nicht berücksichtigt, den der veränderliche 
Punkt durchläuft, während er sich von einem logarithmischen Punkt zum 
andern bewegt, so kann man nur schreiben 

2::i = Jh (;11 'YJl) - Jh (;2' 1)2) (mod. Perioden von ~,), 
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Das ABELsche Theorem und seine Folgerungen. 
101. Das ABELsche Theorem. Wir betrachten auf einer algebra­

ischen Kurve f vom Geschlecht p eine einfach unendliche rationale Schar 
r~ von Gruppen zu je n Punkten. Es sei wein ABELsches Integral von 
beliebiger Gattung, das der Kurve f angehört; ferner bezeichnen wir all­
gemein mit w (x) den (bis auf Vielfache der Perioden bestimmten) Wert 
des Integrals w, wenn die Integrationen von einem gemeinsamen Anfangs­
punkt bis zu dem veränderlichen Punkt x erstreckt werden. Es sei ferner 
(xl1 x2, ... , x .. ) eine Gruppe G, die innerhalb der gegebenen Schar 
r;, veränderlich ist; diese letztere kann im besonderen auch eine liueare 
Schar g;, sein. 

Die Summe 
w (Xl) + w (x2 ) + .. , + w (x,,) 

ergibt sich als eine Funktion der (komplexen) Veränderlichen t, welche 
die Punkte auf derjenigen (komplexen) Geraden definiert, die das Bild 
der gegebenen rationalen Schar ist. Nun wollen wir uns die Ebene (oder 
die Kugel) vorstellen, auf welcher die Veränderliche t ausgebreitet ist. 
Wenn t eine beliebige geschlossene Kurve beschreibt, so wird sich der 
Wen der angeschriebenen Funktion höchstens um lineare Kombinationen 
mit ganzzahligen Koeffizienten zwischen den (zyklischen und polaren) Peri­
oden von w ändern; denn wenn der Umlauf ausgeführt ist, so können die 
Punkte Xu x2' .•• , x" höchstens untereinander vertauscht sein. Uberdies 
bleibt die betrachtete Funktion in der ganzen Ebene t endlich oder be­
sitzt in ihr nur einzelne polare oder logarithmische Unstetigkeiten. Sie 
besitzt daher die charakteristischen Eigenschaften eines ABELschen Inte­
grals (s. am Schluß von Nr. 91, S.241). Es wird also die folgende Glei­
chung gelten 

w (Xl) + 10 (x2) + ... + w (x,,) =.(l/J Ct) dt, 

wobei l/J eine rationale Funktion von t ist. 

Zu demselben Ergebnis kann man gelangen, wenn man bemerkt, 
daß, falls dw (x j ) = fP (x j ) dX j gesetzt wird (wobei fP eine rationale Funk-
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tion bedeutet), die Summe ~ q; (x j ) dd~~ eine algebraische Funktion von 
j=1 

t ist, weil die Punkte xp X2, .•. , xn selbst algebraische Funktionen von 
t sind. Da andererseits diese Summe in bezug auf xl> X2 , ... , xn sym­
metrisch ist, 80 ist sie eine eindeutige Funktion von t, d. h. eine rationale 
Funktion l/J (t). 

Wenn das Integral w von der ersten Gattung ist, so wird das Inte-

gralJrjJ dt ebenfalls von der ersten Gattung sein, d. h. es wird sich auf 

eine Konstante reduzieren; wenn w von der zweiten Gattung ist, so wird 

das Integral.{l/J dt ebenfalls von der zweiten Gattung sein, d. h. es wird 

sich auf eine rationale Funktion von t reduzieren; wenn endlich w von 

der dritten Gattung ist, so wird das Integral~{l/J dt im allgemeinen gleich 

einer rationalen Funktion sein, vermehrt um eine lineare, mit konstanten 
Koeffizienten versehene Verbindung zwischen Logarithmen rationaler 
Funktionen. Zusammenfassend ergibt sich also der Satz: 

1st (xu X2 , ... , xn ) el:ne Punktgruppe der Kurve f, die in einer ratio­
nalen Schar r~ veränderlich ist, deren Elemente (Gruppen) sich mit Hilfe der 
Werte des Par(('meters t darstellen lassen, so kann die Summe w(x1) + w(x2 ) 

+ ... + W (xn), in der u; ein zu f gehöriges ABEL sches Integral beliebiger 
Gattun!/ bedeutet, mittels mtionaler und logarithmischer Operationen in 
Funktion von t ansgedrückt werden. 

Dies ist das berühmte ABEI,sche Theorem, das im Jahre 1826 von dem 
groBen norwegischen Mathematiker gefunden wurde.1) Eigentlich be­
zieht sich das ABELsche Theorem auf den allgemeineren Fall, daß die 
Gruppe (xu x!, ... , x n ) in rationaler Weise nicht nur von einem, sondern 
von mehreren Parametern t1 • t2 , ••• , tr abhängt, so daß also die Gruppe 
(Tu X2.' ... , xn) eine r: beschreibt, deren Elemente rationale Funktionen 
des in eip.em linearen (komplexen) Raum Sr veränderlichen Punktes 
(tl' t2 , ••• , t r ) sind. 

Aber dieses allgemeinere Ergebnis erhält man unmittelbar aus dem 
VOll uns behandelten Fall; denn wenn man die Werte aller Parameter bis 
auf einen festhält , so beschränkt sich die Veränderlichkeit der Gruppe 
auf eine rationale r~, und daraus schließt man also, daß die als Funktion 
von (t11 t2, .•• , tr ) ausgedrückte Summe W (Xl) + W (X2) -+ ... + W (xn ) 

rational-logarithmisch ist in bezug auf jeden der Parameter und also auch 
in bezug auf ihre Gesamtheit. 

1) Es wurde veröffentlicht in einer der Pariser Akademie vorgelegten Ab­
handlung: Remarqucs sur quelques proprietes generales d'une classe de fonctions 
transcendantes. V gl. N. H. AREL, Oeuvres completes I, S. 145 und. :;15. 
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Bemerkung. Beschränken wir uns darauf, das ABELsche Theorem 
tUr ein Integral erster Gattung w zu betrachten, dann ist die Summe 
w(x1) + ... + w(x1I) konstant, wie wir schon bemerkt haben. Aber es wird 
gut sein, wenn wir die Bedeutung diesel' Behauptung genauer auseinander 
setzen. Wenn der Weg, auf dem man von dem Anfangspunkt Xo der 
Integration zu den Punkten Xl' X2 , ... , X" gelangt, nicht festgelegt ist, 
so ist der Wert der Summe w(x1) + w(x2) + ... + w(x,,) nur bis auf 
Vielfache der Perioden bestimmt, und man kann deshalb sagen, daß die 
Werte, die die Summe w(x1) + ... + W(xn) für zwei verschiedene Lagen 
(a;, :4, ... , x~), (x;, x~, ... , <) der Gruppe (xiJ x2 , •.• , x n) innerhalb 
der gegebenen Schar annimmt, sich voneinander nur um Summen von 
ganzen Vielfachen der Perioden unterscheiden, d. h. daß 

w(x'J + w(x;) + ... + w(x:) = w(x~') + w(x;) + ... + w(x~) 
(mod. Perioden) ist. 

Sind dagegen die Integrationswege von Xo aus bis zu einer Anfangs­
lage der Punkte der Gruppe, z. B. bis zu der dem Werte t = to (oder den 
Werten t1 = tiOl, ... , tr = t~Ol) entsprechenden Lage (x~, :r~, ... , x~) ein 
mal festgelegt, und läßt man den Punkt t in dem betreffenden Raume sich 
stetig bewegen bis zu einer anderen Lage, der die von den Grenzlagen 
x~, :4, ... , x~ der Punkte xiOl, X~Ol, ... , X~Ol gebildete Gruppe (x~, x~, ... , x~) 
entspricht, bezeichnet man ferner mit w (x;) den Wert von w längs des 
Weges, der sich als Gesamtheit des von Xo nach X;Ol festgelegten und des 
von dem beweglichen Punkte bei seiner Überführung von x~O) nach x; 
durchlaufenen Weges darstellt, so wird die Summe .:E w (x;) genau gleich 
der anderen Summe .:E w (X;Ol). Dies ist die genaue Wiedergabe der Tat­
sache, daß die als Funktion von t betrachtete Summe .:E w (Xi) sich auf 
eine Konstante reduziert. Alles dies läßt sich kürzer durch folgenden 
Satz ausdrücken: Die Summe w(x1) + ... + w(xn), in der wein Integral 
erster Gattung bedeutet, ändert sich nicht, wenn die Gruppe (xp x~, ... , x,J 
einer unendlich kleinen Verschiebung innerhalb der gegebenen Schm' unter­
worfen wird. 

102. Die Umkehrung des ABELschen Theorems für die Integrale 
erster Gattung. Transzendente Bedingung für die Äquivalenz zweier 
Punktgruppen. Das ABELsche Theorem liefert uns eine notwendige Be­
dingung fHr die Äquivalenz zweier Gruppen von n Punkten einer Kurve f 
Wenn man nämlich mit wein der Kurve f angehöriges beliebiges Inte­
gral erster Gattung bezeichnet, so müssen die Summen der Werte von U! 

für die Punkte zweier Gruppen kongruent sein in bezug auf die Perioden. 
Aber für die geometrischen Anwendungen ist es eigentlich noch wichtiger 
festzustellen, daß diese Bedingung auch hinreichend ist. 
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Es seien (Xl' X2, ... , Xn), (YlI Y2' ... , Yn) zwei Gruppen von n Punkten 
der Kurve (, und es mögen die zu dieser Kurve gehörigen p Normal­
integrale erster Gattung mit J;, J2 , .•. , Jp bezeichnet werden (Nr.97, 
S. 257) .. Wir wollen dann voraussetzen, daß die p Kongruenzen 

J,,(xl) + ... +J,.(xn) = Jh(Yl) + ... + Jh(y,,) (mod. Perioden) (h= 1,2, .. . ,p) 

erfüllt seien. Es möge also 

(1) ~Jh(Xj) = ~J,.(Yj) + n1"C",1 + n2 "Ch,2 + ... + np"C"'p + m" 
gesetzt werden, wobei mh und nh ganze Zahlen bedeuten, die nur von den 
durchlaufenen Integrationswegen, nicht aber von dem betrachteten Inte­
gral Jh abhängen, während "Ch,l1 "h,~, .•• , "h,p die Perioden von.r,. an den 

Querschnitten Bu ... , Bp sind. Es seien ferner n:~, n::, ... , 1I:: die 
n Normalintegrale dritter Gattung, die sich auf die Punktepaare (xl1 Yl)' 
(Xi' Y2), ... , (X"' Y .. ) beziehen (Nr. 100, S. 264), und es möge endlich mit 
II das Integral dritter Gattung 

n x,+ n x• + ... + nXn 
Vl Y2 Yn 

bezeichnet werden, das die Punkte der beiden gegebenen Gruppen zu 
logarithmischen Unstetigkeitspunkten hat. Da die Perioden des Integrals 

lI~j an den Querschnitten B sich durch 

21ti[Jh(xj) - Jh(Yj)] + 21ti(r" + Sl"",l + ... + sp'rh,p) (h=1, ... ,p) 

ausdrücken lassen, wobei die Buchstaben r", Sk ganze Zahlen bedeuten (die 
von dem Weg abhängen, der zwischen x j und Yj gewählt wird), so erkennt 
man, wenn man die Gleichungen (1) berücksichtigt, daß das Integral 1I, 
dessen Perioden an den Querschnitten A gleich Null sind, an den Quer­
schnitten B Perioden von der Form 

2::r:i(ah + b1 'th,1 + ... + bpT;"p) 
besitzt, wobei die Buchstaben ah und b. wiederum ganze Zahlen bedeuten. 

Nach dieser Feststellung setzen wir 

J = 21ti(b1 J 1 + b2 J; + ... + bpJp) 
und betrachten die Funktion 

CP(x) = eI -ll, 

in der X den auf der Kurve (( d. h. auf der entsprechenden RIEl\lANNSchen 
Fläche) veränderlichen Punkt bedeutet. Durchläuft man den Kreis B", so 
nimmt das Integral J um 21tib" zu, während das Integral II unverändert 
bleibt. Daraus folgt, daß nach Vollzug dieses Umlaufs die Funktion cP 
mit e2 /tibA = 1 multipliziert erscheint. Durchläuft man den Kreis AA' so 
wächst das Integral J um 

21ti(b1 "Cl,,, + b2"C2,h + ... + bp Tp,lI) , 
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während n um 
2ni(ah + blTh,l + b2 T",2 + ... + bpTh,p) 

zunimmt. Berücksichtigt man nun, daß TA,k = t'k,h ist (Nr. 97, S. 257), so 
ergibt sich, daß J - n den Zuwachs - 2niah erhält, und daß also, 
nachdem der Umlauf vollständig ausgeführt ist, die Funktion (f) mit 
e-2Jtiah = 1 multipliziert erscheint. 

Es ist daher (f) eine eindeutige Funktion von x. Nun wollen wir be­
weisen, daß sie eine rationale Funktion ist. Solange x mit keinem der 
Punkte x j oder Yj zusammenfällt, ist es klar, daß die Funktion (f) endlich 
bleibt. Untersuchen wir also, was sich ergibt, wenn x mit xJ zusammen­
fällt. Wenn wir uns erinnern, daß der Wert von n längs eines zu Null 
homologen Kreises, der xJ umschließt, gleich 2ni ist, so erhalten wir in 
der Umgebung des Punktes x j (der die Koordinaten f!j' uj haben möge) 
die Reihenentwicklung 

Il = log (s - Sj) + "0 + "1 (z - Zj) + ... , 
und folglich haben wir in demselben Bereich 

(f) = e- 1og(;-Zj)+/1o+f'('-'jl+'" . 

Da die Funktion e,~o+ß,(z-'j)+'" in der Umgebung von x j endlich ist, so 
können wir Ilchreiben 

e,~o+i1,(Z-'j)+' = ro + ri(S - Zj) + r2(Z - Zj)2 +.,', 
Schließlich erhalten wir also 

rp = ~ + rl + r2 (f! - Zj) + . , . , 
Z -Zj 

und damit ist bewiesen, daß die Funktion (f) in jedem der Punkte Xli Xi, 

, .. , x" einen Pol erster Ordnung besitzt. 
In ähnlicher Weise erhält man, wenn x mit dem Punkt Yj zusammen­

fällt (der die Koordinaten zj, uj haben möge), in der Umgebung von Yj 
die Entwicklung 

= r~(z - zj) + r{(f! - zj)2 + r;(z - sj)3 +"', 
und diese zeigt, daß rp in jedem der Punkte Yll Y2' "', Yn einen Null­
punkt erster Ordnung besitzt. 

Die Funktion (f) hat also auf der ganzen RIEMANNschen Fläche, auf 
der die Kurve f abgebildet ist, nur polare Singularitäten (außerwesentlich 
singuläre Stellen), und ist daher eine rationale Funktion; die Gruppe ihrer 
Pole (erster Ordnung) ist (Xl' Xi' ••. , Xn), die Gruppe ihrer Nullpunkte 
(erster Ordnung) ist (Yl' Y2' ... , Yn)' Diese bei den Gruppen gehören also 
der g~ an, die auf f durch die Gleichung rp = const. definiert wird, d. h. 
sie sind äquivalent. 
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Wir können nun den folgenden Satz aussprechen: 
Sind Wu w2, ••• , wl' p unabhängige Integrale erster Gattung einer alge­

braischen Kurve f, so besteht die notwendige und hinreichende Bedingung 
für die Äquivalenz zweier Punktgruppen (xu X2, •.. , x,,), (Ytt y" ... , y,.) 
dieser Kurve darin, daß die Kongruenzen gelten 

w,.(x1) + ... + W,.(x,,)=W,.(Yl) + .. , + W,.(y,,) (mod. Perioden). (1I==1,2 ..... p) 

Dieser Satz findet sich bei RIEMANN und bei WEIERSTRASS. Aus 
ihm ergibt sich sofort der andere Satz, den wir in Nr. 59 (S. 165) auf 
andere Weise bewiesen haben, weil die genannten Bedingungen erfüllt sind, 
wenn die beiden Gruppen einer und derselben rationalen Schal' angehören 
(s. die vorhergehende Nummer). 

103. Das Umkehrtheorem. Die J ACOBIBche MannigfsJ.tigkeit einer 
Kurve vom Geschlecht p. Wir wenden nun im besonderen den in der 
vorhergehenden Nummer entwickelten Satz von ABEL-RIEMANN an auf 
die Gruppen von p Punkten der Kurve f vom Geschlecht p. Beachtet 
man, daß eine allgemein gewählte Gruppe von p Punkten nicht-spezial 
ist, und daß sie infolgedessen eine Vollschar g~ definiert, so erhält man 
den Satz: 

Bedeutet G - (Xl' Xi' •.• , Xl') eine Gruppe von p Punkten, die auf 
der Kurve f vom Geschlecht p veränderlich sind, so werden die Gleichungen 

w,,(x1) + ... + w"(xl')=c,, (mod. Perioden), (h== 1.2 •.••• p) 

in denen die c" willkürliche Konstante bedeuten, für allgemein gewählte 
Werte dieser Konstanten durch eine einzige Gruppe G befriedigt. 

Diesen Satz nennt man das Umkehrtheorem. 
Legt man den Konstanten CA gewisse Ausnahmewerte bei, so kann 

es unendlich viele Gruppen G geben; diese bilden aber eine und dieselbe 
lineare Spezialschar von der Ordnung p. 

Nun konstruiere man die irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit 
Vp von p Dimensionen, deren Punkte die Bilder der einzelnen zu f ge­
hörigen Scharen von der Ordnung p und von der Dimension > 0 sind, 
so daß ein allgemeiner Punkt von Vp das Bild einer Gruppe von p Punkten 
der Kurve f ist. Eine derartige Mannigfaltigkeit wollen wir die a,uf die 
Kurve f bezügliche JAcoBIsche ]}fannigfaltigkeit nennen. 

Die Koordinaten der Punkte von Vl' sind offenbar rationale symme­
trische Funktionen der Koordinaten der Punkte einer auf f veränderlichen 
Gruppe G, und sie ergehen sich daher schließlich als eindeutige Funk­
tionen der p Parameter Cl' cs, .•. , cl" 

Da die Werte der Konstanten cAI die einer Gruppe von p Punkten 
der Kurve f entsprechen, bis auf Vielfache der Perioden der Integrale U'JI 
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definiert sind, so erkennt man, daß die genannten Funktionen ein System 
von 2p G.ruppen von je p Simultanperioden besitzen; sie sind also, wie 
man kurz sagt, 2 p-fac7~ periodische Funktionen der Argumente Cl' C2' ..• , cp ' 

Man nennt sie auch ABELSche Funktionen dieser Argumente. 
Die wirkliche Darstellung dieser Funktionen, die sich mittels der 

Thetafunktionen von p Veränderlichen ausdrücken lassen,l) wurde in voller 
Allgemeinheit gleichzeitig von RIEMANN und 'von WEIERSTRASS gegeben. 

Von der JAcoBIschen Mannigfaltigkeit Vp kennt man viele bemer­
kenswerte Eigenschaften, deren Darlegung uns zu weit führen würde. 
Wir wollen uns daher mit dem Beweis der Tatsache begnügen, daß 11;, 
eine stetige vertauschbare Gruppe von coP birationalen Transformationen 
in sich zuläßt. 2) 

Eine lineare Schar g:p der Kurve f vom Geschlecht p definiert zwi­

schen den Gruppen von p Punkten auf f, und somit auch zwischen den 
Punkten von Vp ' eine ein-eindeutige, birationale, involutorische Korrespon­
denz ro, welche eine Transformation erster Art genannt wird, und zwar 
werden in einer solchen Korrespondenz zwei Gruppen A und A I von. je 
p Punkten auf f dann als entsprechend bezeichnet, wenn ihre Summe 
A + A' eine Gruppe der gegebenen Schar g:p ist.3) Die Transformationen 

erster Art sind p-fach unendlich; ihre Mannigfaltigkeit ist nämlich ebenso 
groß wie die der Scharen g:p, die auf f vorhanden sind (Nr. 56, S. 156). 

Sie bilden ein kontinuierliches System, aber keine kontinuierliche Gruppe 
(im Sinne von LIE). Wenn nämlich t: eine andere Transformation erster 
Art ist (die unter Umständen mit ro zusammenfallen kann), und wenn 
B, B' ein anderes Paar von Gruppen zu je p Punkten bedeutet, die ein­
ander in ro entsprechen, wenn ferner .All B l die Gruppen von je p Punkten 
der Kurve f bezeichnen, die in bezug auf die Transformation t: den Grup­
pen A' und B' entsprechen, so bestehen die Beziehungen 

A + A' = B + B' und B' + BI = A' + Al' 
Addiert man diese beiden Beziehungen Glied für Glied, so ergibt sich 

.A + Bl = Al + Bi 
damit ist aber bewiesen, daß das Produkt rot: keine Transformation erster 

1) S. z. B. A. KHAZEH, Lehrbuch der Thetafunktionen. (Leipzig 1903). 
2) Siehe z. B. G. CASTELNUOVO, Ist. Lomb. Rend. (2) 20, 1189 (1892). 
3) Die Punkte von V p , die für die Transformation 0) Koinzidenzpunkte sind, 

rühren von den Gruppen der g; p her, die p Doppelpunkte besitzen. Die Anzahl 
dieser Gruppen ergibt sich als besonderer Fall aus der in Nr. 73 (S. 189) ange­
führten Formel von JONQUIERES. Sie drückt sich nämlich aus durch die Zahl 2 11P ; 

und so groß ist also auch die Anzahl der Koinzidenzpunkte einer Transformation 
erster Art. 
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Art, sondern eine neue birationale (im allgemeinen nicht involutorische) 
Transformation ist; sie wird eine Tmnsformation zweiter Art genannt. 

Durch Überlegungen, die den in Nr. 50 (S. 140) für den Fall p = 1 
durchgeführten ganz ähnlich sind, erkennt man, daß das Produkt zweier 
Transformationen zweiter Art wieder eine Transformation zweiter Art ist, 
daß die Transformationen zweiter Art (unter denen sich offenbar auch 
die Identität befindet, die aus dem Produkt Ill't entsteht, wenn 't = III ist) 
zu je zweien vertausch bar sind, und daß man sie alle erhält, wenn man 
eine willkürlich gewählte Transformation erster Art mit den anderen 
001' Transformationen derselben Art multipliziert. Daher ergibt sich 
der Satz: 

Die Transformationen zweiter Art bilden eine p-fach unendliche kon­
timtierliche Gruppe von Transformationen, die zu je zweien vertauschbar sind. 

Wenn in der Beziehung A + Bi = Al + B, welche eine Transfor­
mation zweiter Art charakterisiert, die Gruppe A mit der Gruppe .Al zu­
sammenfällt, so fällt auch die Gruppe B, die dann eine beliebige Gruppe 
von p Punkten auf f ist, mit der ihr entsprechenden Gruppe B l zusam­
men. Infolgedessen besitzt eine Transformation zweiter Art von Vp ' falls 
sie nicht die Identität ist, keine Koinzidenzpunkte. 

Sind zwei beliebige Punkte VOll Vp gegeben, so gibt es eine Kor­
respondenz erster Art und eine Korrespondenz zweiter Art, in denen jene 
bei den Punkte einander entsprechen. Eine Transformation zweiter Art 
wird von jeder Transformation erster Art in die zu ihr selbst inverse 
Transformation verwandelt, so daß die einzigen involutorischen Transfor­
mationen zweiter Art diejenigen sind, welche die Koinzidenzpunkte einer 
gegebenen Transformation erster Art einander zuordnen. 

Bezeichnet man mit (Xli X2, .• " xp) und C!JlI Y2' .. " yp) zwei ver­
änderliche Gruppen von je p Punkten auf f, so ergibt sich aus dem Satze 
von AßEL-RIEl\fANN sofort, daß die Beziehungen 

(I. = 1,1, ... ,1') 

in denen die ch P willkiirliche Konstanten bedeuten, die Transformationeti 
erster Art definieren, wenn man vor der eckigen Klammer das Minuszeichen 
wählt, daß sie aber die Tmnsformalionen sweitet' Art definieretl" 1Vett'YI man 
das Pluszeichen wählt. 

Im Falle p = 1 fällt die auf die elliptische Kurve f bezügliche 
JAcoBIsche Mannigfaltigkeit V1' mit der Kurve selbst ~usammen. Das 
Umkehrtheorem, das für diesen Fall von JACOBI aufgestellt wurde, sagt 
aUB, daß die Koordinaten der Punkte von f eindeutige doppelt-periodische 
Funktionen der Werte sind, die das einzige zu f gehörige Integral erster 

!'lever!: Vorlesungen über alg~br"lllCh. G.ome~ric 18 
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Gattung in eben diesen Punkten annimmt. Diese eindeutigen Funktionen 
werden in diesem Fall ellipti$che Funktionen genannt. 

Bemerkung. Wir wollen, immer noch für den Fall einer ellip­
tischen Kurve f, mit u das Integral erster Gattung bezeichnen, das zu 
ihr gehört, und mit w, w' die fundamentalen Perioden von u. Dann sind 
alle Korrespondenzen erster und zweiter Art in transzendenter Form 
durch die Beziehungen 

u' = + u + c (mod. w, w') 

dargestellt; dabei bedeuten u und u' die Werte des Integrals in zwei 
Punkten, die einander in einer derartigen Korrespondenz entsprechen, c 
bezeichnet eine Konstante (die von Korrespondenz zu Korrespondenz ver­
änderlich ist), und das Minuszeichen entspricht den Transformationen 
erster Art, das Pluszeichen denen zweiter Art. 

104. Beweis des RIEMANN-RocHschen Satzes mit Hilfe der Inte­
grale zweiter Gattung. Es sei F(z, u) eine rationale Funktion des auf 
der Kurve fez, u) = 0 veränderlichen Punktes. Der Einfachheit halber 
werden wir annehmen, daß die Funktion F nur einfache Pole besitze; die 
Annahme, daß sie Pole von einer Ordnung größer als 1 habe, zieht nur 
einige geringfügige formale Schwierigkeiten nach sich. Es sei n die Ord­
nung der Funktion F, d. h. die Ordnung der von festen Punkten freien 
linearen Schar g!, die von den Gruppen konstanten Niveaus der J:i'unk­
tion F gebildet wird. Wir wollen mit Xl' X2 , ••• , x" die n Pole der 
Funktion F bezeichnen und mit "11 "2' ... , an die Residuen der Funktion 
in jedem dieser Pole, und wir wollen voraussetzen, daß die Koordinaten­
achsen in bezug auf die Gruppe (Xli Xi' ... , X,,) allgemein gewählt seien, 
so daß f~ in den Punkten Xli xs, ... , x" nicht verschwindet. Das ABEJr 
sche Integral 

(2) F - "tEt - "iB, ... - u"E", 

in dem E j das auf den Pol x j bezügliche elementare Normalintegral 
zweiter Gattung bedeutet (N r. 98, S. 258), hat auf der ganzen RIEUANNschen 
Fläche keine Pole mehr und ist daher von der ersten Gattung. Da dieses 
Integral erster Gattung an den Querschnitten A. die Perioden Null hat, 
so wird es sich ohne weiteres auf eine Konstante reduzieren, d. h. wir 
erhalten 

l!'= "tEl + "sE'j + ... + "nE" + ",,+11 

wobei die " konstante Größen sind. 
Wenn wir ausdrücken, daß F auch an den Querschnitten B die 

Perioden Null hat, und wenn wir uns an die Darstellung der Perioden 
eines Normalint~grals zweiter Gattung erinnern, die in Gleichung (2) von 



104. TranSEcndenter Beweis des RIElIANN-RoCHschen Satzes 275 

Nr.98 (S. 261) gegeben wurde, so erhalten wir zwischen den Konstan­
ten (t die p Beziehungen 

(t1J1.!..~0~)+ (X p-"(~2,'112) + ... + (X <JlJ0€n,1J,,) =- O' 
1f' ~f' "f" ~ ~2 ~H 

(h;l,,,.,p) 

dabei bedeuten (~j' 'YJj) die Koordinaten des Poles xi" Umgekehrt ist es 
klar, daß das Integral (t1E~ + (t2Ez + ... -I- alLE" sich attf' eine rationale 
Funktion reduziert, wenn eine Gruppe von Konstanten "11 CC2, ••• , (XII den 
Gleichungen (3) genügt. Denn dieses Integral hat an den Quersch)1itten A 
bereits die Perioden Null~ und vermöge der Gleichungen (3) wird es auch 
an flen Querschnitten B die Perioden Null bekommen. 

Wenn man daher ab.zählen will, wie viele mtionale Funktionen es gibt, 
die eine .qegebene Gruppe (Xli x2' ..• , xn) von einfachen Polen haben, so hat 
man nur festz'Ustellen, wie1:iele von den Konstanten c·: in den Gleichungen 
(3) frei bleiben. 

Diese Abzählung ist offenbar gleichbedeutend mit der Ermittlung 
der Dimension l' der linearen Vollschar .Q;;, die durch die Gruppe (Xli X 2, 

... , xn) bestimmt wird. 
Aus der Theorie der linearen Gleichungen ist bekannt, daß wenn Q 

der Rang der Matrix ans den Koeffizienten der Gleichungen \.3) ist. sich 
unter diesen Gleichungen Q voneinander unabhängige befinden, so daß 
also n - Q unter den Konstanten a frei bleiben. UnterdrUckt man nun 
in diesel' Koeffizientenmatrix die endlichen und von Null verschiedenen 

Faktoren 'r~ , .. " f'; , die den Elementen der einzelnen aufeinander-
'11 tin 

folgenden Vertikall'eihen gemeinsam sind, so geht sie über in die Matrix 

<PI (;1l 1]1) <P1 (~2' 1]2) ... <P1 (~n' '1),.) 

(4) 

<pp(;l1 111) <Pp(~2' '1),) ... <Pp(;n' r;J 
und diese kann, wenn man die Horizontal- und Vel'tikalreihen mitein­
ander vertauscht, auch als Matrix der Koeffizienten in den Gleichungen 

(5) A.1<Pl(;j,1}j) + A.2<P2(;j,1}j) + ... + A.p<Pp(;j' 'YJj) = 0 (j=1,2, ... ,") 

aufgefaßt werden. Wenn Q der Rang der Matrix ans den Koeffizienten 
der Gleichungen (3) ist, so ist der Rang der Matrix aus den Koeffizienten 
der Gleichungen (5) zwischen den Größen A ebenso groß und umgekehrt. 
Bezeichnet man mit iden Spezialitätsindex der Gruppe (Xli X~, ..• , Xli) 
(d. h. die Anzahl der linear unabhängigen adjungierten Kurven (m - 3)ter 
Ordnung, die durch diese Gruppe gehen), so mUssen die Gleichungen 
zwischen den Größen Ä. genau i von diesen Unbekannten frei verfdgbar 

18* 
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lassen; der Rang der entsprechenden Matrix wird somit 11 - P -- i sein, 
und daher werden in den Gleichungen (3) n - p + i von den Konstanten 
tX beliebig wählbar bleiben. 

Daraus ergibt sich, daß die Funktion F, einschließlich der additiven 
Konstanten tX,,+u n - p + i + 1 willkürliche Konstanten enthält. 

Da die Gruppen, die der Bedingung 

tX1El + tX2E 2 + ... + ""En = const. 

genügen, die durch die Gruppe (Xli X2, ••• , x,,) definierte Vollllchar g~ bil­
den, so folgt, daß diese Schar die Dimension t· "'" n - p + i hat. 

Wir haben schon in Nr. 44 (8.128) bemerkt, daß der Fall i = 0 auf 
dem hier befolgten Wege von RIEMANN behandelt worden ist. Wie man sieht, ist 
der Übergang zu dem Fall i> 0 leicht; diese Erweiterung verdankt man ROOH. 

105. Der RIEMANN-RoCHsche Satz als unmittelbare Folgerung 
aus dem Theorem von ABEL-RIEMANN. Es ist auch interessant zu 
zeigen, wie der RIEMANN-RocHsche Satz sich als eine Folgerung aus dem 
Satz der Nr. 101 auffassen läßt. Wir wollen die Bezeichnungen der vor­
hergehenden Nummern beibehalten und die Gruppe G = (Xli x,, ... , x,,) 
auf der Kurve f vom Geschlecht p betrachten. Beim Übergang von der 
Gruppe G zu einer Gruppe G', die ihr in der linearen Vollschar I GI un­
endlich benachbart ist, wird der Zuwachs der Summe Jh(X1) + ... + Jh(x,,) 
gleich Null sein, d. h. es ist 

(6) d[J,.(x1) + ... + Jh(x,,)] -- IJ""~! ,1/.J d~l + ... + '!!1<~:'~ 1/,,~ d~" = O. (1.= 1,2, .. ,}I 

. ~ ~ 

Nun möge mit 11 der Rang der Matrix au~ den Koeffizienten der Glei­
chungen (6) bezeichnet werden; diese Matrix geht nach Weglassung de~ 

endlichen und von Null verschiedenen Faktoren -f~--' -", I-~ über in die 
'lI )'n 

Matrix (4) der vorhergehenden Nummer. 
Jeder Gruppe G', die zu' G äquivalent und unendlich benachbart ist, 

entspricht eine Lösung (d~l1 ... , dg,,) der Gleichungen (6), die bis auf 
einen Proportionalitätsfaktor bestimmt ist. 

Daher ist die Anzahl der unabhängigen Lösungen (d;lI ... , d~fI) der 
Gleichungen (6) mindestens ebenso groß wie die Anzahl der unabhängig,:m 
Gruppen G', die zu G äquivalent und unendlich benachbart sind. Es er­
gibt sich somit r < n - 11; und da 11 = P -- i ist, wo iden Spezialitäts­
index von G bedeutet, so erhalten wir r < n - p+ i, d. h. 

(7) 1·=n-p+i-e. 
Da andererseits ,. ~ n - p ist, weil die Gleichungen 

J,/rt ) + ... + J,.(xn) = coIl1!t. 
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höchstens p Beziehungen zwischen den n Parametern darstellen, von 
denen eine Gruppe von n Punkten auf f abhängt, so folgt für den Fall 
i = 0 aus (7) ohne weiteres r = n - p. Wenn dagegen i> 0 ist, so 
wollen wir einen Rest K von G in bezug auf die kanonische Schar VOll 

f betrachten. Es sei r' die Dimension der Vollschar I K I und i' der 
Spezialitätsindex von K. Wendet man die Gleichung (7) auf die Schal' 
I K I an, so erhält man 

(8)r' = (2p - 2 - n) - p + i' - E'. (,';;:0) 

Addiert man nun die Gleichungen (7) und (8), so folgt: 

l' + r' = i + i' - 2 - E - l. 

Andererseits ergibt sich aber aus der Definition des Spezialitätsindex 
einer Schar, daß r = i' - 1 und r' = i - 1 und somit 

r + ~.I = i + i' - 2 

ist. Daraus folgt, daß E + E' = 0 und somit E = E' = 0 ist. Die Gleichung 
(7) rührt also zu der RIEMANN-RocHschen Gleichung ,. = n - p + i. 



Zehntes Kapitel. 

Reduzible AßELsche Integrale. 
106. Reduzible Integrale. Vollständige lineare Systeme derartiger 

Integrale. Ein Integral erster Gattung wird reduzibel genannt, wenn seine 
zyklischen Perioden einer oder mehreren linearen homogenen Gleichungen 
mit ganzzahligen Koeffizienten genügen (es wäre besser, wenn man es ein 
Integral mit reduziblen Perioden nennen würde). Es ist einleuchtend, daß für 
ein Integral erster Gattung die Reduzibilität eine spezielle Eigenschaft be­
deutet; denn die Perioden eines allgemeinen Integrals erster Gattung können 
keiner Beziehung von der genannten Form genügen, weil ihre reellen 
Teile willkürlich wählbar sind (Nr. 96, S. 25~). Mittels der linearen 
Gleichungen, die die Perioden eines reduziblen Integrals miteinander ver­
binden, können seine 2p Perioden dargestellt werden als lineare Kombi­
nationen mit rationalen Koeffizienten zwischen einer gewissen Anzahl l' 
von ihnen, die nicht weiter reduzierbar sind (redttzierte Perioden). Mit 
Hilfe eines von W EIERSTRASS angegebenen arithmetischen Verfahrens,I) 
bei dessen Entwicklung wir uns jedoch nicht aufhalten wollen, kann man 
beweisen, daß die 2 p Perioden eines reduziblen Integrals ausgedrückt 
werden können als tl'neare Kombinationen mit ganzzahligen Koeffi­
Z1' enten zwischen einer gewissen Anzahl r von Größen. 

Diese Größen werden die primitiven 1'eduzierten Perioden des redu­
ziblen Integrals genannt. Sie sind bestimmt bis auf eine lineare Sub­
stitution mit ganzzahligen Koeffizienten, deren Determinante gleich ± 1 
ist (unimodulare Substitution). 

Wir nehmen nun an, es gebe auf einer Kurve mehrere linear un­
abhängige reduzible Integrale 111 12 , .•• , I g, die dieselbe Anzahl r von 
reduzierten Perioden besitzen, und die so beschaffen seien, daß die Ma­
trizen der Substitutionen, mit deren Hilfe die 2 p Normalperioden von 
111 1'j, ... , Iq in F'unktion der r primitiven reduzierten Perioden jedes 
Integrals ausgedrückt werden können, identisch, d. h. daß ihre entsprechen­
den Elemente gleich seien. 

1) Vgl. z. B. E. PICARJ>, Traite d'Ana.lyse. ßd. 2, S. 227-22i1. (2. Auft. 
Paris 19()ö.) 
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Bezeichnen wir mit ah,l1 a",i' ' , " aA,!p die (auf die Querschnitte 
All B1, A j , B!, ' , " AI" Bp bezüglichen) Perioden des Integrals Ißt so er­
halten wir die Beziehungen 

(1) 

aA,l = 1)1'11 (0,.,1 + m1l (O",2 ' , , + m 1,,.(O,,,r' 

a",2 = m 21 (010,1 + m 22 (O",2 . , , + m2,,,(O",,., 

a,.,2p= '»1211,1 (0,.,1 +m211,2 (0",2+" ·+m2p,r(O,.,r· 

(11 = 1,2, .. , ,,) 

Dabei sind die ganzen Zahlen m von dem betrachteten Integral I" unab­
hängig, während (0",11 (Oh,2, ' , ., (Oh,l' die r primitiven reduzierten Perioden 
dieses Integrals bedeuten; ferner ist die Matrix der Zahlen m von Null 
verschieden, weil nach der Annahme die Anzahl der Perioden nicht weiter 
verringert werden kann. Man wird sofort bemerken, daß ein Integral 
).111 + ).212 + ... +lqlq, das dem durch die Integrale 1 11 I!, .. " I q be­
stimmten linea?'en System angehört, reduzibel ist, und daß die lineare 
Substitution, mit deren Hilfe seine 2p Perioden in Funktion der ?' redu­
zierten Perioden ausgedrückt werden können, ebenfalls die Matrix 

1It1l m12 •• • m1, r 

'»121 m22 ..• m2,1' 

besitzt. 

Ein noch allgemeinerer Fall ergibt sich, wenn man die Gesamtheit 
der Integrale erster Gattung betrachtet, deren Perioden a1 , a2, • , " a stp 

durch Formeln von der Gestalt 

(2) ak = m k,t(Ol + m k,2(()2 + ... + mk,r(O,' (k=1,2, ... ,2p) 

gegeben sind. Man erhält dann ein lineares System (das das lineare System 
).111 + l2I, + ... + lJq enthält); denn in dieser Gesamtheit wird sich 
eine gewisse größte Zahl q' (q < q' <p) von linear unabhängigen Inte­
gralen vorfinden, und jedes Integral der Gesamtheit 'muß linear abhängig 
sein v:on diesen q' festgelegten Integralen, weil eine lineare Kombination 
von zwei Integralen der Gesamtheit dieser wiederum angehört, Ein der­
artiges System soll ein vollständiges lineares System von redueiblen Inte­
gralen erster Gattung genannt werden, Aus der Definition der Reduzi­
bilität folgt sofort, daß ein reduzible,s Integral erster Gattung einem eiH­

eigen vollständigen linearen System von solchen Integmlen angehört, und 
zwar wird dieses gebildet von allen Integralen erster Gattung, deren 
Perioden (die beispielsweise auf die Rückkehrschnitte bezogen sein mögen) 
demselben System von linearen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffi­
zienten genügen, das auch von den Perioden des gegebenen Integrals be­
friedigt wird. 
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Wir können auch ein vollständiges lineares System von reduewlen 
Integralen zweiter Gattung betrachten. In den Formeln (2) mögen die 
Größen m1 , (l)2, ••• , (l)r vollständig frei wählbar gelassen werden. Da die 
2p Perioden eines Integrals zweiter Gattung ganz willkürlich gewählt 
werden können (Nr. 99, S. 263), so wird jeder Wahl der Größen ro ein 
Integral zweiter Gattung entsprechen, dessen 2 p Perioden mittels der 
Gleichungen (2) ausgedrückt werden können. Dieses Integral ist bis auf 
eine additive rationale Funktion bestimmt; denn die Differenz zwischen 
zwei Integralen, die denselben Werten der Größen (l) und also auch der 
Größen ,Q, entsprechen, ist ein Integral, dessen sämtliche PeriodenNnll 
sind, und das daher eine rationale Funktion sein muß. Betrachtet man 
die r Integrale zweiter Gattung Hll ~, ... , Il,., welche man erhält, wenn 
man als Werte der (l) die Elemente der r Horizontalreihen einer von Null 
verschiedenen Determinante wählt, so ist es klar, daß eine Kombination 
!LIRI + ... + !Lr1l,., in der die Werte der Zahlen IL nicht alle gleich Null 
sind, sich niemals auf eine rationale Funktion reduzieren kann; denn die auf 
eine derartige Kombination bezüglichen Werte der ro müßten alle Null sein, 
und dies ist nicht vereinbar mit der Voraussetzung, daß die reduzierten 
Perioden von Hr, ~, ... , Il,. eine von Null verschiedene Determinante 
bilden. Es ist auch einleuchtend, daß jedes Integral H zweiter Gattung, 
dessen Perioden ,Q, die Form (2) haben, mittels einer linearen Kombination 
von R ll H'J' ... , R r darstellbar ist; denn wenn man den reduzierten. 
Perioden von H die entsprechenden reduzierten Pel'ioden der Kombination 
ILI Hr + ... + ILrRr gleichsetzt, so ist die Determinante der Koeffizienten 
der 80 erhaltenen in den Größen IL linearen Gleichungen von Null ver­
schieden, und deshalb sind diese Gleichungen nach den Größen IL auflös­
bar. Man kann also den Satz aussprechen: Ein vollständiges lineares 
System von Integralen zweiter Gattung, die r reduzierte Perioden haben, 
enthält genau r linem' unabhängige Integrale. 

Hieraus wollen wir nun den folgenden Satz ableiten: 
In einem linearen System von reduziblen Integralen erster Gattung, 

deren redttZl~erte Perioden r an der Zahl sind, können sich nicht mehr als .~. 
linear unabhängige Integrale (erster Gattung) vorfinden. 1) 

Es sei q die Maximalzahl von unabhängigen Integralen, die es in 
dem gegebenen System gibt, und es mögen diese Integrale mit 111 111 ••• , I q 

bezeichnet werden. Die Tafel ihrer reduzierten Perioden sei 
(l)ll (l)u •.• rol, r 

(l)S! ro22 ••• (l)2, r 

(l)g,1 (l)q, t ... (l)g, r , 

1) Vgl. die Nr. 3 in einer Note von F. SF.VF.RI in Torino Atti (2) 4-0, 296 (1906). 
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und die Darstellung der ursprünglichen Perioden .Q. des Integrals I A in 
Funktion der reduzierten Perioden möge durch die Formeln (1) gegeben 

sein. Wir setzen rolt,k = ro;/,k + iroh,k (;=Y-1) 

und bezeichnen mit If" I;" die Integrale zweiter Gattung, deren Perioden 
aus den Formeln (1) erhalten werden, wenn man in diesen an Stelle der 
Größen roh,l, ... , mh,,' die Größen m;.,l, ... , ro~,r bzw. ro~l, ... , ro;:'r setzt, 
für h = 1, 2, ... , q. Die auf diese Weise konstruierten Integrale zweiter 
Gattung werden einem linearen System mit r reduzierten Perioden an­
gehören. Wir behaupten, daß die Integrale I{, 1;, ... , I;, I;', ... , 1~' linear 

unabhängig sind; daraus folgt dann 2 q < r, d. h. q < i· 
Wenn sich nämlich eine Kombination 

Äl I~ + ... + ÄqI; + !Ll I~' ... + !L11~' 
für solche Werte der Zahlen 1,!L, die nicht alle verschwinden, auf eine 
rationale Funktion reduzierte, so würden wir die Beziehungen 

1lro~,k + ltro~, .. + ... + 1qro~,k + !Llro~,k + : .. + !L7ro~k = 0 W=l, 2, ... ,") 

erhalten. Da Dun die Koeffizienten ro', ro" reell sind, so könnte man fUr 
die Zahlen 1, !L stets reelle Werte wählen. Das Integral erster Gattung 

(!Ll + iJ..1)Il + ... + (fLq + i ),,9) Iq 

besäße demnach als reduzierte Perioden die Zahlen 

(fLl + i,h)(ro;,k + iro;:k) + ... + (!Lq + iAl)(ro~,k + iro~k), (k=l, 2, ... r) 

und diese würden vermöge der angenommenen Beziehungen in die reellen 
Größen 

(!Llro~,k - ,hro;:k) + ... + (!Lqro~,k - A2ro~k) (k=l,B, ... , r) 

übergehen. Es wären daher auch die Perioden .Q. des betrachteten Inte­
grals reell, und dieses wäre demnach eine Konstante. Dies ist aber un­
möglich, da ja vorausgesetzt wurde, daß 11 , 12 , ••• , Iq unabhängig seien. 

Eine unmittelbare Folgerung aus dem soeben bewiesenen Satze ist 
der folgende Zusatz: 

Ein lineares System von q unabhängigen Integralen erster Gattung 
mit 2 q Perioden ist ein vollständiges System. 

Der Kürze halber wollen wir ein System von q unabhängigen Inte­
gralen erster Gattung mit 2q reduzierten Perioden ein regUläres System 
reduzibler Integrale nennen. l ) 

Eine andere äußerst nützliche Bemerkung, die sich unmittelbar schon 
an den bloßen Begriff des vollständigen Systems von reduziblen Integralen 
erster Gattung anschließt, ist die folgende 2): 

1) Vgl. }<'. SEVERI, Sugli integrali abeliani riducibili. Rom. Ace. L. Rend. (6) 23 l' 
681 und 641 (1914). 

2) Vgl. CASTEI,Nuovo-ENRIQUKS, Ann. ec. norm. (3) 23, 345 (1906). 
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Die vollständigen linearen Systeme von "edUßiblen Integralen erster 
Gattung, die möglicherweise auf einer Kurve vorhanden sind, verteilen sich 
auf eine diskontinuierliche Schar, oder, mit anderen Worten, es kann keine 
kontinuierliche Schar von vollständigen Systemen redttsibler Integrale erster 
Gatttmg geben. 

Da nämlich ein vollständiges System aus allen Integralen erster 
Gattung besteht, deren Perioden durch die reduzierten Perioden mit 
gegebenen ganzsahligea Koefßsienten mh, k ausgedrückt werden können, 
so werden zwei verschiedenen Systemen von reduziblen Integralen erster 
Gattung verschiedene Gruppen von ganzen Zahlen 11th, k entsprechen. Die 
Integralsysteme hängen also von den Werten ab, die einer gewissen Gruppe 
von ganzen Zahlen zugeschrieben werden können und bilden demnach 
eine diskontinuierliche Schar. 

107. Eigenschaften der regulären Systeme reduzibler Integrale. 
Es seien I und J zwei reduzible Integrale, die dem linearen System 
}olI1 + l2I2 + ... + lJq angehören, das auf der Kurve f vom Geschlecht 11 
durch q unabhängige Integrale erster Gattung mit 2 q reduzierten Perio­
den definiert ist, und es mögen mit T{, T~, ... , T;q und ,f};, ,f}~, ... , ,f}~9 die 
reduzierten Perioden von 1 und J bezeichnet werden. Die lineare Sub­
stitution, welche die Normalperioden eines Integrals des betrachteten 
Systems mit den entsprechenden reduzierten Perioden verbindet, sei die 
Substitution (1) der vorhergehenden Nummer, in der r == 2q zu setzen 
ist (und in der, wie wir nochmals hervorheben wollen, die ganzen Zahlen 
m von dem betrachteten Integral unabhängig sind). 

Die bilineare Beziehung (NI'. 96, S.256), welche zwischen den Nor­
malperioden der Integrale I und J besteht, geht unter Berücksichtigung 
der Gleichungen (1) über in die bi lineare Beziehung 

(3) 

in der die ganzen Zahlen k, wie man sofort bestätigt, den Gleichungen 

k"'Jf = - kiJ,a, ka,,, = 0 

genügen. Da diese Zahlen k nur aus den ganzen Zahlen m zusammen­
gesetzt sind, 80 sind sie außerdem unabhängig von den beiden Integralen, 
die in dem gegebenen linearen System betrachtet werden. Wir wollen 
mit dll dj , ••. , dq die (positiven) Elementarteiler der halbsymmetrischen 
(schiefen) Determinante K =~ ± kll k2'l'" "'2q,2q= (dl d2 ••• dq)! bezeich­
nen; sie mögen der Größe nach geordnet sein (dl < dB ••• <dq). Ein 
bekannter Satz aus der Theorie der bilinearen Formen mit ganzzahligen 
Koeffizienten lehrt uns dann, daß die reduzierten Perioden der Integrale 
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des gegebenen Systems einer linearen Substitution mit ganzzahligen 
Koeffizienten von der Form 

(4) 

unterworfen werden können, so daß 
q 

(
" = 1, 2, , .. , ~ '/ ) 
A=':::'+a .. n =+1 

- 11 2'1',2q-

.:Eka"fJ'r~,f}~ =.:Edh('rhfJ"'+h -T,,+1<1)oh)1), 
h=l .. 

identisch gleich ist; dabei sind fJ'p fJ'2' ... , .1)02" die reduzierten Perioden, 
die mittels der Substitution (4) den Größen 1'};, fJ'~, ••. , fJ'~q entsprechen. 
Es sei ferner 

(5) (
IX = 1, 2, ' . , , 2 '/ ) 
J:=.2:"±fJ b ..• /, = + 1 

11 it ~'1,211 -

die zu (4) inverse lineare Substitution mit ganzzahligen Koeffizienten. 
Wir können dann als neue reduzierte Perioden der Integrale des ge­
gebenen Systems diejenigen nehmen, welche mittels der Substitution (5) 
den alten reduzierten Perioden entspl'echen. Die so erhaltenen (primitiven) 
reduzierten Perioden werden reduzierte Normalperioden genannt. Wir 
können also den Satz aussprechen: 

Ist ein reguläres System von q integralen erster Gattung gegeben, so 
genügen die reduzim·ten Normalperioden 'r1l 7'2' ... , 'r2q ; fJ'p fJ'2' .•. , fJ"'i 
zweier beliebigm' Integmle 1, J des ,qegebenen Systems den bilincaren Be­
ziehungen 

in diesen Gleichungen bedeuten die dA positive ganze,von Null verschiede1lC 
Zahlen, die von den betrachteten Integralen ttnabhängig sind und nU1' ab­
hängen von dem vollständigen linearen System, das diese enthält. 

Die Ungleichung zwischen den l'eellen und den imaginären Teilen 
der Normalperioden des Integrals I (NI'. 92, S. 245) verwandelt sich in 
1ihnlicher Weise in die folgende: 

q 

.:Edh('r~T;~j, - 'r~'r~+It) > 0, 
h= 1 

in der 'r" = T;, + i 'r~ gesetzt ist. Es gilt somit der Satz: 
Zwischen den reellen Teilen T~ und den imaginären Teilen 'r~ de1' re­

dUfJierten Normalperioden Ta des im vorhergehe1lden Satze genannten Int&­
grals I besteht die Ungleichung 

q 

.:Ed,,('rhT~'+" - 'r;:'T~H) > 0, 
h=l 

1) G. FROBENIU8, Journal f. Math. 86, 166 (1879); vgl. auch E. PrCARD, BuH. 
Soc. Math. 11, 25 (1883). 
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die nicht in eine Gleichung übergehen kann, falls sich nicht etwa, I aut eine 
Konstante reduziert, 

Bezeichnet man die reduzierten Normalperioden, welche die Indizes 
1, 2, ... , q haben, als reduziet'le Normalperioden der Gruppe ~ und die­
jenigen mit den Indizes q + 1, q + 2, ... , 2q als reduzierte Normalperio­
den der Gruppe ~, so ergeben sich aus der vorstehenden Ungleichung 
durch eine ganz ähnliche Überlegung wie sie in NI". 96 (S.253) durch­
geführt wurde, die folgenden Eigenschaften: 

Für ein Integral erster Gattung des gegebenen vollständigen linearen 
Systems können nicht alle reduzierten Normalperioden einer und derselben 
Gruppe (~ oder ~) gleich Null werden; auch können fÜl' ein solches Inte­
gral nicht alle reduzierten Perioden reell oder l'ein imaginär sein, ohne daß 
es sich auf eine Konstante reduziert. Die redttzierten Normalperioden einer 
und derselben Gruppe können willkürlich vorgeschrieben werden. Die reellen 
(oder rein imaginären Teile) der 2q reduzie,rten Perioden können ebenfalls 
nach Belieben zum voraus gewählt werden. 

Auch der Satz von Ziffer 3) der Nr.96 kann wörtlich auf die redu­
zierten Perioden übertragen werden, wenn nur an Stelle der Normal­
perioden längs der Kreise A oder B die reduzierten Normalperioden der 
Gruppen ~ oder ~ gesetzt werden. 

Daraus ergibt sich im besonderen, daß wenn die reduzierten Normal­
perioden der Integrale 111 '12 , ••• , lq mit 

t:'n,11 'l:'h,2' ••• , T",2q 

bezeichnet werden, die Determinante 

T = 2'± '1:'11 '1:'22 •.• 'l:'2q,2q 

von Null verschieden sein muß. Setzt man daher 

T 
A, =-~ 

1 T' 

(h 0_1, 2, • ." q) 

wo Tl,h' T2,h' ••. , T q", die (nicht sämtlich verschwindenden) Unterde­
terminanten der in der kten Vertikalreihe von T stehenden Elemente sind, 
so wird das Integral 

Jh = A,llt + A,sls + ... + A,qlq 

als Normalperioden der Gruppe ~ die Zahlen 0,0, ... ,0, 1, 0, .. " ° 
haben, so daß gerade die Periode vom Index h gleich 1 wird. 

Für h = 1, ... , q erhalten wir auf diese Weise q linear unabhängige 
Integrale, weil eine lineare Kombination der q konstruierten Integrale 
mit Koeffizienten, die nicht alle gleich Null sind, als Perioden der Gruppe 
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5l( eben diese Koeffizienten besitzt, und sich deshalb niemals auf eine 
Konstante reduzieren kann. Nun wollen wir ferner mit 

(>h.l, (lh.2, ••• , Qh.2 (h=I.2 ..... q) 

die der Gruppe m angehörigen Perioden des Integrals Jh bezeichnen, und 
zwar möge gerade (>h.) die Periode sein, welche in der Gruppe m den 
Index q + j hat. Wendet man die oben gefundene biIineare Beziehung 

auf die Integrale JII , J" an, so ergeben sich die CLC9_2-~ Gleichungen 

dh(lk.h = dkf!h,l •• Die q Integrale M h = ~' (h=l. 2, .. " q) wollen wir die 1'e­

dwnerten Normalintegrale erster Gattung des gegebenen linearen Systems 

nennen. Setzt man dann (lJ/I k = ~d~...!." so ergeben sich die redusim·ten Nm'-
, h 

malpe-rioden dieser Normalintegrale aus folgender Tabelle: 
1 
J 0 ... 0 (lJll (lJ12 ••• (lJl,q , 

1 o 0 ... d (lJq,l (lJg.2 .•• (lJq,21 
q 

?md dabei ist 6Jk,h .... (lJII,'" 

Die eingehende Untersuchung der Systeme von q reduziblen Inte­
gralen mit 2q Perioden würde uns zu weit führen. Immerhin wollen wir 
wenigstens zum Schluß noch zwei bemerkenswerte Sätze erwähnen, die 
auch in der Geometrie auf den algebraischen Flächen von größtem Nutzen 
sind. l ) 

Den ersten dieser Sätze verdankt man PICAIW (vgl. dessen unten 
angeführte Arbeit); er sagt aus, daß die Gleic7mngen 

111 (X1) + 11.(x2) + ... + I,,(xq) = c" (mod. reduz. Perioden), (/,=1,2"','1) 

in denen 11 , 12 , •.• , 1q ein reguläres System von q ndusiblen 1ntegralml 

1) Einige weitere Sätze über die Reduktion der Anzahl der Perioden findet 
man in folgenden Abhandlungen: 
E. PICARD, Sur la reduction du nombre des periodes des integrales abeliennes. BuB. 

Soc. Math. 11, 25 (1883). 
H. POINCAd, Sur 111. reduction des integrales abeliennes. Ibid. 12 (1884). 
S. KOWALEWSKI, Über die Reduktion einer bestimmten Klasse AlIEL8cher Integrale 

auf elliptische Integrale. Acta Math. 4: (1884). 
f:. GOURSAT, Sur 10. reduction des integrales hyperelliptiques. Bull.Soc.Math.13 (1885). 

Man vergleiche außerdem die in der Fußnote 1) auf S. 281 angeführten 
ueueren Arbeiten von F. SEVERI, sowie diejenigen von ROSATI, Torino Atti (2) 60 
1915) und von SCOBZA, Rom. Ace. L. Rend. (5) 24:" 412, 645; 24!, 379, 333. 393, 
(445,603 (1915); 26" 289 (1916). 
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definieren, während G = (xv x" ... , x) eine Gt'uppe t'on q Punkten 
auf der Kurve ist und die c" 'll:illlcürliche Konstanten bedeuten, sich in alge­
braische Bedingungen für die Gruppe G umsetzen lassen, oder, um es ge­
nauet· aus%ltdrüclcen, daß fÜt· allgemein gewählte Werte der Konstanten c" 
diese Gleichungen von einer endlichen Anzahl von Gruppen mit je q Pllnk­
ten befriedigt werden. I). 

Man beachte vor allem die Ähnlichkeit dieses Satzes mit dem Um­
kehrtheorem (NI'. 103, S. 271). 

Der andere Satz, den wir oben im Auge hatten, wurde für einen 
besonderen Fall ebenfalls von PICARD 2) bew iesen und stammt in seiner 
allgemeinen Fassun g von POINCAR~; 3); er lautet so: 

Wenn eine Kurve f vom Geschlecht pein J'egulärcs System von q ( < p) 
reduziblen Integralen besitzt, so besitzt sie stets auch ein anderes, vom 
ersteren verschiedenes )'egltläres System von p - q recluziblen Integralen. 

Einen geometrischen Beweis dieses Satzes hat CAS'l'EI,NUOV0 4) ge­
liefert. 

Andere bemerkenswerte Eigenschaften der regulären Systeme redu­
zibler Integrale ergeben sich aus der Betrachtung des linearen Schnitt­
systems und des linearen Verbindungssystems zweier gegebener regulärer 
Systeme von reduziblen Integralen, die wir mit Al und A 2 bezeichnen 
wollen. 

Das Schnittsystem von Al und A 2 ist das umfassendste zu t' gehörige 
lineare System von Integralen erster Gattung, das sowohl in Al als auch 
in A 2 enthalten ist. Das Verbindungssystem ist das kleinste lineare 
System, das sie beide enthält. Es läßt sich nun beweisen 5), daß .~owohl 

das Schnittsystem als auch das Verbindungssystem zweier gegebener regu­
lärer Systeme von redW1iblen Integralen ebenfalls J'eguläre Systeme J'edu­
zibler Integrale sind. 

1) In Palermo Rend. 36, 41 (1913) hat A. COMESBA'ITI die Umkehrung dieses 
Satzes bewiesen, welche 110 lautet : Wenn zu einer Kurve f 9. unabhängige Inte­
grale erster Gattung I I , ... , 17 gehören, so daß die Gleichungen 

(h=1,2, .•. ,q) 

für allgemein gewählte Werte der Konstanten ch auf der Kurve f eine endliche 
Anzahl von Gruppen mit je 9. Punkten (Xl' X!, .•. , Xq) bestimmen, so 'bilden die 
genannten Integrale ein vollständiges lineares System mit 2 q reduzierten Perioden. 

2) Bull. Soc. Math. 11, 43 (1883). 
3) Amer. J. 8, 302 (1884). 
4) Rom. Acc. L. Rend. (6) 14, 696 (1906). Andere geometrische Beweise findet 

man in den auf der vorhergehenden Seite angerlihrten Arbeiten von ROSATI und 
SCORZA. 

n) Vgl. die in der Fußnot.e 1) auf' S. 281 3ngefiihrte Arbeit von F. SEviIRI. 



107. Schnitt- und Verbindungssystem von Integralsystemen 287 

Wenn ql und q2 die Anzahlen der in Al und ..42 enthaltenen unab­
hängigen Integrale erster Gattung sind, und wenn man mit rund s ciie 
Anzahlen von Integralen erster Gattung bezeichnet, die dem Schnitt­
system bzw. Verbindungssystem von Al und A2 angehören, so besteht 
die Beziehung: 

108. Integrale, die auf das Geschlecht q <1) reduzierbar sind. 
Linearität der mehrfach unendlichen Involutionen auf einer Kurve. 
Wir betrachten eine Kurve ((z, u) =- 0 vom Geschlecht p, welche eine 
einfach unendliche Involution r;, vom Geschlecht q besitzt, und wir be­
zeichnen mit F(Z, U) = 0 eine Kurve (vom Geschlecht q), welche das 
Bild der r;, ist, so daß also zwischen Fund ( eine Korrespondenz (1, n) 
besteht. Da die Koordinaten (Z, U) und (z, u) zweier entsprechender 
Punkte durch die Gleichungen 

(6) Z = a(z, u), D = ß(z, u) 

verbunden sind, in denen a, ß rationale Funktionen von z, u bedeuten, 
so wird ein der Kurve Fangehöriges ABELsches Integral erster Gattung 

f f'J)(Z, D)dZ mittels der Gleichungen (6) in ein ABELsches Integral erster 

Gattung der Kurve (übergehen; es wird also 

J f'J)(Z, U)dZ -1 f'J)(a, ß)~:dz j~(z, u)dz, 

wobei mit q> die rationale Funktion 
OIX of OIX cf 

dIX oz OU - äu oz 
W(a, ß)(fz = f'J)(a, ß)----~8f -

c '1~ 
bezeichnet ist. Es ist leicht zu beweisen, daß das IntegralJ~d z reduzibel 
ist, und daß die Anzahl seiner reduzierten Perioden 2q beträgt. Zum Be­
weis betrachten wir den Wert des Integrals längs eines beliebigen Kreises 
s der RIE:~IANNSchen Fläche, die das Bild von (ist. Dem Kreis s ent­
spricht auf der RIEl\1ANNSchen Fläche, die das Bild von Fist, ein Kreis 
8, so daß 

ist; daher läßt sich der betrachtete Wert ausdrücken als eine lineare Kom­
bination der 2 q Fundamentalperioden des zu F gehörigen Integrals, welche 
ganzzahlige (nur von dem Kreis 8, d. h. von s abhängige) Koeffizienten 
enthält. Daraus ergibt sich, daß jede Periode des zu ( gehörigen Inte­
grals durch eine lineare Kombination von 2q reduzierten Perioden mit 
ganzzahligen Koeffizienten ausgedrUckt werden kann. 
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N ach dieser Vorbemerkung betrachten wir die q unabhängigen Inte­
grale erster Gattung, die zu F gehören. Mit Hilfe der Gleichungen (6) 
erhalten wir dann q unabhängige Integrale erster Gattung der Kurve fi 
die auf einen und denselben Kreis bezüglichen Perioden dieser Integrale 
lassen sich als lineare Kombinationen der 2 q reduzierten Perioden mit ganz­
zahligen Koeffizienten ausdrücken, und diese Koeffizienten hängen nur 
von dem Kreis, nicht aber von den Integralen ab. Wir haben also dann 
auf fein Teguläres System von q unabhängigen Integralen erster Gattung 
und gelangen somit' zu dem Satz: 

Wenn auf einer Kurve f 'vom Geschlecht p eine involution r! vom 
Gesch,lp,cht q 1Jorhanden ist, so gibt es stets ein "egnläres System von q ~tnab­
hängigen Integralen erster Gattung. 

Man sagt, die &tbstitution (6) 1'ednzi ere' q integrale der Kw've f vom 
Geschlecht p auf das Geschlecht q. Da man als reduzierte Perioden die 
Perioden der Integrale nehmen kann, die den q reduziblen Integralen 
auf der Kurve vom Geschlecht q entsprechen, so folgt, daß im vOlJ'liegenden 
Fall die in dei' vOIJ'hergeltenden Nummer definierten ganzen Zahlen d alle 
gleich der Einheit sind. 

Man beachte, daß jedes integral des Systems in den Punkten XII X'2' ••• , x" 
einer und derselben G,··uppe der Invol1ttion r~ wieder denselben Wert annimmt 
(bis auf Vielfache der reduzierten Perioden). Denn nimmt man als Inte-

grntionswege für das Integraif~dz gewisse "Wege 6 11 O2 , •.• , On' die von 
Xo nach Xli xs, ... , xn führen, so werden ihnen auf der RIEJ.\IANNschen 
Fläche, die das Bild von Fist, ebenso viele Wege 0; I 0;, ... , 6.. 
entsprechen, und diese Wege führen von dem dem Punkt Xo entsprechen­
den Punkt Xo zu dem Punkt X, der den Punkten Xli X2, •. " xn entspricht; 
die Wege of, 0;, ... , c1.; unterscheiden sich nur durch eine lineare Kom­
bination der 2q fundamentalen Kreise voneinander. 

Aus dem allem ergibt sich nun der Satz: 

Auf einer algebraischen Kurve kann es niemals eine stetige unenilliche 
Mannigfaltigkeit von (einstufigen) irrationalen Involutionen geben. 

Machen wir einmal die entgegengesetzte Annahme, dann ist es klar, 
daß die Involutionen der stetigen Mannigfaltigkeit dasselbe Geschlecht q 
haben werden, und daß jede von ihnen auf der Kurve f ein reguläres 
System von q reduziblen Integralen erster Gattung nach sich ziehen wird. 
Da es eine stetige Schar von solchen regulären Systemen nicht geben 
kann (Nr. 106, S. 282), so müssen die Involutionen r:. der unendlichen 
Mannigfaltigkeit dasselbe System von reduziblen Integralen erzeugen. 

Dies ist aber nnmöglich, weil die aus einem Punkt Xl der Kurve f 
hervorgehenden Gruppen der Involutionen r! eine stetige unendliche 



108. Sätze über Involutionen 289 

Mannigfaltigkeit bilden, und weil deshalb vermöge der zuletzt bewiesenen 
Eigenschaft jedes Integral dieses reduziblen Systems in einer stetigen 
unendlichen Mannigfaltigkeit von Punkten der Kurve f (und folglich 
auch in einer stetigen Mannigfaltigkeit von Punkten der Kurve F, die das 
Bild einer r! ist) denselben Wert annehmen würde; somit wiirde sich 
jedes dieser Integrale auf eine Konstante reduzieren. 

Dieser Satz ist gleichzeitig bewiesen worden von G. HUMBERT (C. R. 
116, 1350 (1893) und Journ. de Math. (4) 10, 169 (1894)) und von G. CA­
STELNUOVO (Torino Atti 28, 727 (1893»); aber er war schon implizite in 
einem Satz von P. PAINLEVE (Ann. ec. norm. (3) 8, 135 (1891») enthalten, 
Geometrische Beweise desselben Satzes findet man bei :M. DE FRANCHIS, Rom. 
Ace. L, Rend. (5) 12,309 (1903) und bei R. TOKELLJ, Yen. Ist. Atti, 67, 
831 (1908), 

Aus diesem Satze haben HUl\IBERT und CASTELNUOVO noch den fol­
genden abgeleitet: 

Auf einet' algebraischen KW'ce f kann eine von festen Punkten freie 
Involttlion 1': (d. h. eine alge1Jmische Schar von deI" Art, daß r allgemeine 
Punkte der Kurve einer und nU1' einer Gruppe de,' Schar angehören), 
lalls r größer als 1 ist, nur die beiden folgenden Fälle darbieten: 

1. Sie ist eine lineare Schar g~. 
2. Man erhält sie, indem man die Pnnktgntppen einer irrationalen 

Involution 1'1 auf alle möglichen Arien zn l' 1tnd '/" zusammenfaßt (so daß 
also n = r/L ist), 1tnd im besonderen, fii1' /L = 1 und also 12 = 1', indem man 
die Punkte der Kurve Ztt rund r z'Usmmnenfaßt. 

Es möge zunächst angenommen werden, daß die Schar 1'~ einfach 
sei, die Dimension r = 2 und die Ordnung n > 2 habe. Dann werden die 
Gruppen der 1';, die einen allgemeinen Punkt x von f enthalten, eine 
r~--l bilden, und diese muß, wenn der gewählte Punkt sich bewegt, eine 
stetige Schar beschreiben. Man beachte nämlich zunächst, daß es keine 
Punkte geben kann, die allen Gruppen der 1'~-l gemeinsam sind; denn 
sonst wäre die gegebene Schar zusammengesetzt, da es sich ja nicht um 
feste Punkte der 1';' handeln kann. Die Schar r!-l ist außerdem eine 
irreduzible Schar, denn andernfalls wäre ihr Index größer als 1. Es sind 
also nur zwei Annahmen möglich: entweder es muß die ganze Schar r!-t 
mit x veränderlich sein, oder es müssen alle ihre Punkte fest bleiben. 
Bei dieser letzteren Annahme aber würde man die Gruppen der 1'! da­
durch erhalten, daß man zu den einzelnen Gruppen der festen Schar 1'~ _ 1 

die einzelnen Punkte von f hinzufügt. Für die Schar r~ würde sich so­
mit der Index 2 ergeben. Wäre n = 2, so würde sie sich auf die Mannig­
faltigkeit der Punktepaare von f reduzieren. 

~everi: Vorlesungen ü.h~r algebraische Geometrie 1\1 
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Da also die r~-l in einer stetigen Schar veränderlich ist, so ergibt 
sich daraus, daß sie rational, d. h. linear sein muß (S. 62). Hieraus aber 
folgert man leicht, daß je zwei Gruppen von r~ äquivalent sind. Die 
lineare Schar x + r;'-l bewegt sich nämlich, wenn X wandert, in einer 
linearen Schar, weil die auf eine andere Lage y des beweglichen Punktes 
bezügliche Schar y + r;'-l mit der ersteren diejenige Gruppe von r! ge­
meinsam hat, die durch das Punktepaar x, y geht. Berücksichtigt man 
nun, daß innerhalb einer einfachen linearen Schar eine untergeordnete 
Schar vom Index 1 ebenfalls linear sein muß (S. 90), so ergibt sich, daß 
r! eine lineare Schar ist. 

Für ? > 2 und n > r gelangt man, immer noch unter der Voraus­
setzung, daß die r~ einfach sei, mit Hilfe des Schlusses von r - 1 auf r 
zu demselben Ergebnis. 

Wenn aber die Schar r~ mit eine!' ri, zusammengesetzt ist, so wird 
ihr Bild auf der Kurve F, die das Bild der 'J'~ ist, eine einfache r~, sein; 

ist also n' = ~ > r, so muß die r~, und also auch die r~ selbst linear sein; 
/L 

ist dagegen n' = ~ = r, so ist die r~, nichts anderes als die Gesamtheit 
/L 

der Gruppen von r Punkten der Kurve P, und man erhält also die 'J'~, 
wenn man die Gruppen der r~ zu rund r zusammenfaßt. 

109. Kurven mit unendlich vielen irrationalen Involutionen. In 
der vorhergehenden Nummer haben wir bewiesen, daß eine algebraische 
Kurve f keine stetige unendliche Mannigfaltigkeit von irrationalen In­
volutionen enthalten kann. Es erhebt sich nun die Frage, ob und unter 
welchen Bedingungen eine algebraische Kurve eine diskontinuierliche un­
endliche Mannigfaltigkeit von irrationalen Involutionen enthalten kann. 

Zunächst ergibt sich sofort die Antwort, daß, falls die Kurve f vom 
Geschlecht p = 1 ist, tatsächlich unendlich viele irrationale (elliptische) 
Involutionen zu ihr gehören. Nach der Bemerkung am Schluß der 
Nr. 103 (S. 274) stellt nämlich die Gleichung 

u' = u + k (mod. ro, ro') 
eine Transformation (} zweiter Art der Kurve f dar. Ist nun eine beliebige 
positive ganze Zahl n gegeben, so geht t1" in die Identität über, falls die 
Konstante k so gewählt wird, daß nk = 0 (mod. ro, ro') ist. Es gibt dem­
nach auf f für jeden Wert von n zyklische Transformationen zweiter Art 
von der Ordnung n, und die Gesamtheit der Zyklen (von n Punkten) 
einer derartigen Transformation bildet auf f eine Involution von der Ord­
nung n, die keine Koinzidenzen besitzt und deshalb nach Nr. 60 (S. 168) 
elliptisch ist. Variiert man die ganze Zahl n, so erhält man also auf f 
unendlich viele elliptische Involutionen. 
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Nun werden wir zeigen, daß der einzige Fall, in dem eine Kurve f 
von beliebigem Geschlecht eine (unstetige) unendliche Mannigfaltigkeit 
von Involutionen enthalten kann, gerade der ist, in welchem die Invo­
lutionen dieser Mannigfaltigkeit elliptisch sind. Wir beweisen also 
den Satz: 

Eine algebraische Kurve kann nicht unendlich viele Involutionen VOlt 

einem Geschlecht > 1 enthalten.1) 

Es sei f die gegebene algebraische Kurve. Wir können annehmen, 
ihr Geschlecht sei größer als 1; denn für die elliptischen Kurven ist der 
zu beweisende Satz vermöge der Formel von ZEUTHEN (Nr.6Ü. S. 169) 
ohne weiteres richtig. Es sei ferner r~ eine Involution vom Geschlecht 
x > 1 auf der Kurve f Dann erhalten· wir auf Grund der eben genannten 
ZEuTHENschen Formel die Gleichung 

y + 2lJ-(x-1) == 2(p -1), 

wenn y die Anzahl der Doppelpunkte der r;. bedeutet. 
Diese Beziehung zeigt, daß für die auf f vorhandenen Involutionen 

vom Geschlecht x> 1 die Zahlen y, lJ-, x nur eine endliche Anzahl von ver­
schiedenen Wertegruppen annehmen können., Es wird also genügen zu 
beweisen, daß el! auf f nicht unendlich viele Involutionen mit denselben 
Zahlen y, lJ-, x > 1 geben kann. Bezeichnet man mit r eine Kurve vom 
Geschlecht x, die das Bild der r;. ist, so besteht nach Nr. 60. (S. 167) 
zwischen der Transformierten K' einer kanonischen Gruppe K von r, 
der Gruppe D' der y Doppelpunkte und einer kanonischen Gruppe K* 
von f die Beziehung 

D'+K'=K*. 
Aus dieser ergibt sich 
(7) 3D' + 3K' = 3K*. 

Nun ist die Schar 13K*. auf der Kurve f von der Ordnung 6(p - 1), 
d. h. von einer Ordnung, die gräßer als 2 p ist (da ja p > 2 ist); folglich 
(Nr.48, S. 134) läßt sich mit ihrer Hilfe die Kurve f birational in eine 
Kurve C von der Ordnung 6 (p - 1) des Raumes S5p_6 transformieren, 
und auf dieser Kurve wird die der Schar 13K* I entsprechende Schar 
durch die Überebenen ausgeschnitten. 

Die lineare Schar von (, die der trikanonischen Schar von r ent­
spricht, ist eine mit der r;. zusammengesetzte Schar von der Dimension 
5 x - 6; die lineare Schar, welche ihr auf C entspricht, wird von den 
Überebenen eines linearen Systems 2 erzeugt, und der Basisraum H 

1) D.fu FRANCHIS, Palermo Rend. 86, 368 (1913). Man vergleiche auch einen 
anderen sehr einfachen Beweis dieses Satzes in der Fußnote !) auf S. 581 der an­
geführten Arbeit von F. SEVERI über die reduziblen Integrale (s. S,281, Fußnote 1), 

19* 
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dieses Systems, der von der Dimension 5 (p - ~) - 1 ist, wird auf Grund 
der Äquivalenz (7) die Oskulationsebene an die Kurve 0 in jedem 
Doppelpunkt derjenigen Involution r~ enthalten, die man auf 0 als Bild 
der gegebenen rt erhält. 

Da jede Überebene von .E, die durch einen Punkt P von 0 geht, 
notwendig auch noch durch die /L - 1 anderen Punkte gehen muß, die 
in der rf~ zu P konjugiert sind, so wird der Raum 85 (p-tt), der den Punkt 
P von H aus projiziert, noch weitere /L - 1 Punkte der Kurve proji­
zieren. Die Ordnung des Kegels L1 von 5 (p - ~) + 1 Dimensionen, der 
die Kurve 0 von H aus projiziert, ergibt sich also zu 

6 (p_-:-_!2_-:~JI = (j (rr - n 
~ , 

Die Ermittlung der auf l vorhandenen Involutionen mit den Zahlen 
'!J, /L, ~ ist demnach gleichbedeutend mit der Bestimmung der Räume H 
von 5 Cp - ~) - 1 Dimensionen, von denen jeder y dreipunktige Berüh­
rungen mit 0 hat, und von denen aus die Kurve 0 [L-mal projiziert wird. 

Die Bedingungen, denen die verlangten Räume H unterworfen sind . , 
sind algebraisch, und folglich wird es entweder eine endliche Anzahl solcher 
Räume geben, oder sie werden sich auf eine oder mehrere stetige (alge­
braische) Maunigfaltigkeiten verteilen. Diese letztere Annahme ist zu 
verwerfen, weil es sonst auf l eine stetige unendliche Mannigfaltig­
keit von irrationalen Involutionen gäbe. Daraus schließ~n wir, daß 
die Räume H in endlicher Anzahl vorhanden sind, und daß deshalb auch 
die Anzahl der Involutionen mit den gegebenen Zahlen y, [L, ~ > 1 end­
lich ist; dasselbe gilt dann für die Anzahl der auf der Kurve f vorhan­
denen Involutionen vom Geschlecht 1t: > 1. Dies ist aber der Satz, den 
wir beweisen wollten. 

Jede elliptische Involution auf einer Kurve f' vom Geschlecht p > 1 
hat zur Folge, daß es auf f' ein Integral erster Gattung mit zwei redu­
zierten Perioden gibt (Nr. 108, S. 288), und umgekehrt gibt jedes Integml 
u erster Gattung mit /Zwei reduzierten Perioden cu, cu' zu einer elliptischen 
Involution auf der Kurve f' Anlaß. Dies folgt z. B. aus dem Satz von 
PICARD, den wir in Nr. 107 (S. 285) angeführt haben, und wir wollen 
in Kürze den Gedankengang andeuten, der zu dieser Folgerung führt. 
Auf Grund dieses Satzes läßt sich nämlich behaupten, daß es auf f nur 
eine endliche Anzahl /L von Punkten gibt, in denen u Werte annimmt, 
die in bezug auf die Perioden cu, ro' kongruent sind. Die unendlich vielen 
Gruppen von /L Punkten, welche man auf diese Weise erhält, geben auf 
f eine Involution r~, und diese ist elliptisch, denn auf der Kurve f', die 
als ihr Bild zu betrachten ist, kommt dem Integral U erster Gattung, das 
dem Integral 11 entspricht, die Eigenschaft zu, daß es einen vorgegebenen 
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Wert einmal und nur einmal annehmen kann (bis auf die Perioden m, m'). 
Es lassen sich demnach die Koordinaten der Punkte von r als elliptische 
Funktionen des Parameters U ausdrücken. 

Nunmehr beweisen wir mit PO!)<CARE den folgenden Satz1): 

Wenn eine Kurve vom Geschlecht p > 1 mehr als p elliptische In­
voltdionen besitzt, so hat sie deren unendlich viele. 

Vermöge der Bemerkung, daß jede elliptische Involution zu einem 
auf ein elliptisches reduzierbaren Integral Anlaß gibt (d. h. zu einem 
Integral mit zwei reduzierten Perioden) und umgekehrt, ist dieser Satz 
in dem folgenden enthalten: 

Wenn eine Kurve k + 1 (> 3) linear ctbltiingige Integrale besitzt, die 
auf elliptische J'eduzierbar sind und die außerdem die Eigenschaft haben, 
daß k beliebige unter ihnen u.nabhängig sind, so besitzt sie deren m~end­
lich viele. 

Der vorhergehende Satz folgt aus diesem für k = p, denn p + 1 In­
tegrale erster Gattung (und im besonderen p + 1 reduzible Integrale) 
der gegebenen Kurve vom Geschlecht}J sind immer voneinander ab­
hängig. 

Wir beweisen deshalb den zuletzt ausgesprochenen Satz. Man kann 
zunächst bemerken, daß es immer zulässig ist, anzunehmen, k beliebige 
von den k + 1 gegebenen elliptischen Integralen seien von einander un­
abhii.ngig. Denn wenn dies nicht der Fall wäre, so würde es genügen, 
den zu beweisenden Satz auf h + 1 Integrale zu beziehen (h < k), die 
unter den gegebenen so auszuwählen wären, daß h beliebige unter ihnen 
unabhängig sind. Auf der Kurve f mögen nun k (> 2) .unabhängige Inte­
grale erster Gattung U ll u2, ••• , uk gegeben sein, die auf elliptische redu­
zierbar sind, und es sei 

tt = Ä, l U 1 + ,1,2u2 + ... + ,1, .. uk 

ein (k + l)te. Integral, das ebenfalls auf ein elliptisches reduzierbar ist; 
dabei bedeuten die Ä.. Konstanten, die sämtlich von Null verschieden sind. 
Wir bezeichnen mit WH W~ die reduzierten Perioden von u j und mit w, w' 
die reduzierten Perioden von u, ferner mit S!,h die 2p Fundamental­
perioden von u (d. h. diejenigen, welche sich auf die Querschnitte Au 
Bu ... , A p , B p beziehen). Es werden dann 2p Beziehlmgen von der Form 

k 

(8) S!,h = ~ Ä,j(mh .m, + n h .w;) 
i== 1 t , 

("=1,2, ... 9p) 

bestehen, in denen die tn", i und n", i ganze Zahlen bedellten. 

1) Amer. J. 8, 301i (1886). 
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Ein beliebiges Integral des linearen Systems 

""1 U 1 + ... + l-'"uA·, 

das man erhält, wenn man die Parameter I-' veränderlich macht, ist 
augenscheinlich ein Integral mit den 2k reduzierten Perioden 1-'.0)" 1",0); 
(;=1, ~, ... , kl; das genannte lineare System ist somit ein vollständiges 
lineares System von k unabhängigen Integralen mit 2k reduzierten Pe­
rioden (Nr. 106, S. 280), und folglich kann die Anzahl der voneinander 
verschiedenen Perioden dieses Systems nicht weiter verringert werden 
(Nr. 106, S. 280). Die Matrix der linearen Substitution, welche die 2p 
Fundamentalperioden eines beliebigen Integrals des Systems""1 U1 + ... + I"kUk 

in Funktion der 2 k reduzierten Perioden ausdrückt, ist nun 

1nll m12 ••• 'ln1,k nu nll .. , n1,k 

'In!1 m" .•. mS,k n 21 nn .,. nll,k 

m2P,1'1n~P,2 ..• m 2p,k nllp,1nllP,lI •.• n2p,k 

da aber die 2 k Perioden wesentlich voneinander verschieden sind, so 
wird diese Matrix von Null verschieden sein (Nr. 106, S. 279). 

Nun beachte man, daß nach der Voraussetzung den Werten 1-'1 =- 111 
... , 1"" = Ale der Parameter I" ein Integral u unseres linearen Systems 
entspricht, das auf ein elliptisches reduzierbar ist; es ist infolgedessen 

~" = m"ro + n"ro', 
und hieraus ergibt sich Termöge der Gleichungen (8) 

k 

(9) 1n"ro + nhO)' =-~).i(mh iroi + n" ,0);). 
1=1 ' , 

("=1,2, "., ilp) 

Wählt man nun k willkürliche, rationale, von Null verschiedene Zahlen 
fJu fJI' •. " fJk' und bezeichnet man mit N eine gange Zahl von der Eigen-

N N 
schaft, daß A' ... , (l" ebenfalls gan,e Zahlen sind, so ergeben sich 

aus (9) die Beziehungen 
k 

(10) m2ro + n;,O)' =~).dji(m;, ,O)i + n~ iro~), 
i=1 ' , 

in denen 
, ,Nm",; 

n" = Nn", m",i= 7,-, , Nn", i 
n",i=T 

• 
gesetzt ist. 

Betrachtet man die Gieichungen (10) als lineare Gleichungen zwischen 
den 2k Größen 1.fJ,O)" ).,ßiO)~ (;=1, .", "" so wird die Matrix 11 m;, iI n~,i 11 

der Koeffizienten von Null verschieden sein; denn jede Determinante von 
der Ordnung 2 k, die aus ihr entnommen wird, ist gleich der entsprechen· 
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den, aus der Matrix 11 m",iI Hk,; 11 entnommenen Determinante, multipli­

ziert mit der von Null verschiedenen ganzen Zahl {rf:'s~. ß~· Daraus 

folgt, daß 2 k passend gewählte Gleichungen aus dem System (10) nach 
den genannten 2k Größen aufgelöst werden können; diese 2k Größen 
werden sich 80mit als lineare Formen der Perioden OJ, OJ' mit rationalen 
Koeffizienten ausdrücken lassen, und auf Grund des schon angeführten 
Verfahrens von WEIERSTRASS (Nr. 106, S. 278) werden sich die Größen 
l,ß.OJ i , J..ßiOJ: schließlich als lineare Formen zweier neuer passend ge­
wählter Argumente ,f}, ,f}' mit ganzzahligen Koeffizienten ergeben. 

Da aber eben diese Größen die 2k reduzierten Perioden des Inte­
grals 11 ßl"1 + ).2 ßs U2 + ... + lk ß" u" sind, so schließen wir, daß auch 
die Perioden dieses Integrals, ebenso wie diejenigen von ", auf nur zwei 
voneinander verschiedene reduzierbar sind. 

Zu unserem regulären System gehört demnach eine unstetige unend­
liche Mannigfaltigkeit von elliptischen Integralen, die alle erhalten 
werden, wenn man die rationalen Zahlen ßl' ß2' ... , ßk variiert. 

Zu dem bewiesenen Satze gelangt man auch leicht, wenn man den 
Begriff des Schnittsystems und des Verbindungssystems zweier gegebener 
regulärer Systeme benutzt (Nr. 107, S. 286). Man erhält dabei sogar 
einen noch allgemeineren Satz, der die Bedingungen dafür ausdrückt, daß 
eine Kurve vom Geschlecht p eine unstetige unendliche Mannigfaltigkeit 
regulärer Systeme von q reduziblen Integralen besitzt. Zugleich ergibt 
sich eine sehr elegante geometrische Deutung jenes Satzes, die wir jedoch 
nur für einen besonderen Fall angeben wollen, während wir für die all­
gemeine Behandlung auf die schon angeführte Arbeit des Verfassers ver­
weisen. 1) 

Die Kurve f vom Geschlecht p möge vier von einander abhängige 
elliptische Integrale u, "1/ U2, ttg besitzen, von denen drei beliebige unab­
hängig seien. Diese vier Integrale bestimmen ein zweifach unendliches 
System von Integralen erster Gattung, die zu f gehören, und zwar ist 
dies ihr Verbindungssystem (d. h. das lineare System von kleinster Di­
mension, das sie alle enthält). Stellen wir die Integrale dieses zweifach 
unendlichen Systems durch die Punkte einer Ebene 7t dar, so daß ein 
Punkt von 7t das Bild eines Integrals ist, das bis auf eine multiplikative 
und eine additive Konstante bestimmt ist, so werden wir auf 7t als Bilder 
der elliptischen Integrale ", "11 "t, Us vier Punkte erhalten, die wir mit 
denselben Buchstaben bezeichnen wollen. Diese Punkte sind die Ecken 
eines Vierecks, weil keine drei von ihnen auf einer Geraden liegen, und 

1) Vgl. die Fußnote 1) auf S. 281. 
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mittels dieses Vierecks kann man ein MÖBllisscl!es Net~ konstruierenr 

indem man die vier Punkte zu je zweien verbindet, die so erhaltenen 
Geraden zu je zweien zum Schnitt bringt, dann diese letzteren Schnitt­
punkte wieder zu je zweien verbindet, usw. Bekanntlich erhält man 
durch diese Operationen sämtliche Punkte der Ebene, deren projektive 
Koordinaten in bezug auf das Fundamentaldreieck U1 U2 Us und den Ein­
heitspunkt u rational sind, und nur diese. 

Nun ist die Gerade u1 u2 auf Grund des am Schluß der Nr. 107 
(S. 286) angeführten Satzes das Bild eines regulären Systems von zwei 
reduziblen Integralen. Der Schnittpunkt der Geraden ul Us und Us u4 ist 
das Bild eines regulären Systems1 das von einem einzigen (elliptischen) 
Integral gebildet wird, und ebenso ist allgemein jeder Punkt des MÖBIU8-

sehen Netzes, das mit Rilfe der vier Punkte u, Ul , U2, Us konstruiert wurde, 
das Bild eines eUiptiseken Integrals, das .der gegebenen Kurve angeluM. 

Das Ergebnis, zu dem wir vorher auf analytischem Wege gelangt 
sind, unterscheidet sich im Grunde von diesem nicht. Denn wenn man 
für die projektiven Koordinaten u als Einheitspunkt und das Dreieck 
u1 u2 Us als Fundamentaldreieck annimmt, so wird zwischen den Inte­
gralen u, u1, u2, U3 die Beziehung u = u1 + 112 + Ug bestehen.1) Dann hat 
ein Integral von der Form ßt U1 + ßIUS + ßSu3, wobei Pli ß2' Ps rationale 
Zahlen bedeuten, die nicht alle Null sind, als Bild einen Punkt der 
Ebene:r, dessen homogene projektive Koordinaten gerade die Zahlen 
Pli ß21 ßs sind, d. h. also einen Punkt, der dem oben beb·achteten MÖBIUS­

schen Netz angehört. 
Ein geeigneter Weg, wirkliche Beispiele von Kurven vom Geschlecht 

p > 1 mit unendlich vielen eUiptischen Involutionen zu erhalten, besteht 
darin, daß man die Kurven betrachtet, die auf einer algebraischen Fläche 
F gezogen sind, welche als Bild der Punktepaare zweier birational iden­
tischer elliptischer Kurven G und 0' anzusehen ist. i) Nimmt man z. B. 
an (was stets zulässig ist), daß die beiden elliptischen Kurven zwei Nor­
malkurven fünfter Ordnung des Raumes 8, seien, so wird man ein 
projektives Modell von F dadurch erhalten, daß man die zweifach un­
endliche Mannigfaltigkeit der Geraden, welche sich in einem Punkt auf 

1) Dies ist gleichbedeutend damit, daß man als Integrale u1I U t , Us diejenigen 
annimmt, die in der analytischen Entwicklung mit al "I , al U 1 , aa Ils bezeichnet 
wurden unter der, nicht einschril.nkenden, Voraussetzung, daß keine der Größen 1-
Null sei. 

2) Die Eigenschaften der Flä.chen, welche die Punktepaare einer oder zweie)· 
algebraischer Kurven abbilden, ergeben sich aus den Arbeiten von A. MARONI, 

Torino Atti 88, 149 (1908), DE FlUNCHI8, Palermo Rend. 17, 104 (1908), SF.VF.RJ. 

Torino Atti, 88, 3 (1908) und Torino Mem. (2) Iif, 1 (1908). 



109. Kurven mit unendlich vielen elliptischen Involutionen 297 

(] und in einem zweiten auf C' stützen, mit einem allgemein gewählten 
Raum Ba schneidet. Die Fläche F enthält ein elliptisches Büschel von 
Kurven (d. h. ein einfach unendliches elliptisches System von Kurven 
mit der Eigenschaft, daß durch einen Punkt der Fläche F nur eine ein­
zige Kurve des Systems bindUl'chgeht), von denen jede die Punktepaare 
abbildet, welche einen festan Punkt auf 0 haben; ebenso enthält sie ein 
zweites Büschel, das in analoger Weise mit den Punkten von 0' zu­
sammenhängt. Die Kurven des ersten Büschels schneiden die Kurven 
des zweiten je in einem Punkt. Auf einer allgemein gewählten Kurve D 
der Fläche F schneiden die beiden Büschel zwei birational identische 
elliptische Involutionen aus, und folglich besitzt die Kurve D zwei ellip­
tische Integrale tt, u', deren reduzierte Perioden 6), 6)' als gleich ange­
nommen werden können. Daraus ergibt sich, daß die Perioden des Inte­
grals Äu + po.u', in dem )., po. zwei willkürliche ganee Zahlen sind, eben­
falls als lineare Formen von 6), 6)' mit gauzzahligen Koeffizienten 
ausgedrückt werden können, und daß somit }.n + f'U' ebenfalls ein ellip­
tisches Integral ist. Setzt man also Äu + f'U' = const., so wird dadurch 
auf D eine weitere elliptische Involution definiert, und wenn man die 
ganzen Zahlen Ä und f' veränderlich macht, so wird man unendlich viele 
derartige Involutionen erhalten.1) 

1) Ein weiteres Beispiel, das als Verallgemeinerung des hier gegebenen an­
zusehen ist, erhält man, wenn man eine Kurve vom Geschlecht p > 1 betrachtet, 
die zwei elliptische Involutionen besitzt, deren Gruppen mittels einer nur in 
einem Sinne rationalen Korrespondenz aufeinander bezogen werden können. V gl. 
R. TOIIKLI.I, Rom. Ace. L. Rend. (5) 21, 453 (1912). 



Anhang. 
(Zugefügt im Jahre 1920.) 

A.) Über die Zerlegbarkeit der algebraischen Bedingungen und 
über die Dimension einer Bedingung. (V gl. Nr. 2, S. 9.) 

Wenn man die OON (N = t n (n + 3») ebenen Kurven nter Ordnung 
durch die Punkte eines linearen Raumes SN abbildet, so werden die Kur­
ven, die einer gegebenen algebraischen Bedingung c genügen, durch eine 
algebraische Mannigfaltigkeit V dargestellt. Diese läßt sich entweder auf 
die in N r. 2 angedeutete Weise definieren (d. h. als die Gesamtheit der 
Punkte von SN, deren Koordinaten einem gegebenen System von alge­
braischen Gleichungen genügen, in denen unter Umständen noch Par~­
meter auftreten), oder dadurch, daß man die in Nr. 25 (S. 72) für die 
algebraischen Überraumkurven aufgestellte Definition erweitert. 

Die algebraische Mannigfaltigkeit V kann in eine endliche Anzahl 
von irreduziblen Teilen Vii VI' ... zerlegt werden, die auch verschiedene 
Dimensionen h1 , hs, ... haben können. Jeder dieser irreduziblen Teile, 
z. B. Vl1 kann nach Nr.25 definiert werden als der Ort eines Punktes 
im SN, der eine rationale Funktion eines anderen Punktes ist, welcher 
sich auf einer irreduziblen algebraischen Form (Überfläche) eines Raumes 
S",+l bewegt (vgl. die Fußnote auf S. 80). 

Die gegebene algebraische Bedingung c heißt irreduzibel oder redu­
zibel, je nachdem die Mannigfaltigkeit V irreduzibel oder reduzibel ist. 
Wenn V irreduzibel ist und die Dimension h hat, so wird die Differenz 
d = N - h die Dimension der Bedingung c genannt; wenn V reduzibel 
ist, so kann man als Dimension von c je nach dem vorliegenden Fall 
eine oder die andere der Differenzen N - h1 , N - h2, ••• wählen. Im all­
gemeinen wählt man jedoch die kleinste dieser Differenzen als Dimension 
von c. So ist z. B. die Bedingung, daß ein Kegelschnitt einen oder zwei ge­
gebene Kegelschnitte berühre, irreduzibel und hat die Dimension 4 bzw. 3. 
Dagegen ist die Bedingung, daß ein Kegelschnitt drei gegebene Kegel­
schnitte berühre, reduzibel; sie wird befriedigt von den 00' Kegelschnitten, 
von denen jeder sich als Ort auf eine Doppelgerade reduziert, und von 1!"ei­
teren 002 irreduziblen Kegelschnitten. Die Bedingung, daß ein Kegel-
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schnitt vier gegebene Kegelschnitte berühre, ist ebenfalls reduzibel, denn 
sie zerfällt in die soeben genannte Mannigfaltigkeit von 00 2 Doppelgeraden 
und in eine einfach unendliche Menge von irreduziblen Kegelschnitten, usw. 

Das auf Seite 10 angegebene Kennzeichen dafür, daß eine gegebene 
algebraische Bedingung die Dimension d hat, bezieht sich auf die irredu­
ziblen Bedingungen. Außerdem muß die Funktionalmatrix der Funk­
tionen rp, wenn sie als Funktionen der nicht homogenen Koordinaten 
eines Punktes von SN (d. h. der Verhältnisse von N - 1 der Größen a 
zu der letzten) betrachtet werden, nicht nur für eine allgemein gewählte 
Lösung der Gleichungen rpl = 0, ... , fPs = 0, sondern auch in der ganzen 
N-dimensionalen Umgebung dieser Lösung den Rang d besitzen. 

B) Über das Verhalten der eI'sten Polaren in den mehrfachen 
Punkten einer gegebenen ebenen Kurve. (Vgl Nr. 18, S. 51, Zeile 21 

von unten.) 

Die Kurve T', die auf S. 51 betrachtet wurde, ist nicht immer die 
erste Polare von P' in bezug auf die Kurve 0'. Sie ist es nur, wenn 
der PUllkt Q mit P zusammenfällt, d. h. wenn die betrachtete quadra­
tische Transformation zwischen den beiden Ebenen 1& und 1&' speziell 
gewählt ist. (In diesem Fall besteht in jeder der beiden Ebenen das 
homaloidische Netz der Kegelschnitte, die den Geraden der anderen Ebene 
entsprechen, aus den Kegelschnitten, die durch zwei gegebene Punkte 
gehen und in einem von ihnen eine gegebene Gerade berühren.) 

'Venn man die Verwendung von speziellen quadratischen Trans­
formationen vermeiden und daher den Punkt Q in ganz allgemeiner Lage 
auf 1& annehmen will, so muß man vielmehr sagen, daß T' der Ort der 
Polargruppe eines auf der Geraden 0' Q' veränderlichen Punktes 1"1' ist, 
die in bezug auf die Gruppe G' der veränderlichen Schnittpunkte von C' 
mit der Geraden a = JJI' pr gebildet ist. 

Nun wähle man die Punkte 0', P', Q' als Fundamentalpunkte 
I , 0 I I ° ' , ° d K d' t " ,. I Xl = Xs = ,Xi = Xs = 'X3 = Xl = er oor 1n3 en Xv X2, Xa In (er 

Ebene 1&'. Wenn dann n die Ordnung der Kurve 0 ist, und wenn diese 
Kurve in 0 die Vielfachheit s hat, so wird die Kurve 0' von der Ord­
nung m = 2n - s sein und in P' einen Punkt von der Vielfachheit 
1" = n - s haben; ihre Gleichung läßt sich also in folgender Form schreiben: 

(1) 0= fex;, x~, x~) = rprCx~, x~) x~m-,. + rp"+l (x;, x;) x~m-r-l + "', 
in der die rp Binärformen von der durch den jeweiligen Index angegebenen 
Ordnung sind. 

Die Gruppe G' wird dargestellt, wenn man in der Gleichung (1) 
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.v~ = .tx~ setzt und den Faktor x~ r, der den von P' absorbierten r festen 
Schnittpunkten entspricht, herausstellt, Man erhält so: 

0= fex;, x~, .tx~) = x;r['Pr(l, .t)x;m-,. + 'Pr+l (1, ).)x;'''-,'-l:t.~ + ",]. 
Die Polargruppe des Punktes M' = a ' 0' Q' in bezug auf G', wird 

dargestellt durch 

(2) 0 [ (1 1) 'm-r+ (11) '/lt-,'-l '+]- 1'11) 'm-r'-1 O:l:~ 'Pr ,11., Xl 'Pr + 1 ," Xl X2 '" =rpr+ 1 \ ," Xl 

+ 2x~'Pr+2(1, l)X;"'-"-2 + , .. = 0, 

Nun stellt aber die rechte Seite der Gleichung (2) die Schnittpunkte 
der Kurve 

(3) ( )f .' O! - (!') '111-,.-1 ,m.-r - Xl ~X; = rp"+l Xi' Xs Xl 

+ 2 'Pr +2 (X;, x~)x:"'-"-2 +, , , = 0 
mit der Gel'aden a dar, außer dem Punkt p', Daher ist (3) die Glei­
chung von r', 

Genauer gesagt muß man, um die Gleichung der Kurve r' zu be­
kommen, die ja von der Ol'dnung 2(n-1) - (s-l) = m -1 ist, auf 
der linken Seite der Gleichung (3) den Faktor x;, durch den sie teilbar 
ist, heraussetzen, Da nämlich C' in 0' einen Punkt von der Vielfachheit 
n = m - l' besitzt, so muß man, wenn in der Gleichung (1) x~ = 0 ge­
setzt wird, die Gleichung x;m-rx;" = (} bekommen; dazu ist es notwendig 
und hinreichend, daß in den Ausdrücken 'Pr+17 rp"+2' ' " die Glieder 
fehlen, die x~ nicht enthalten, Dies beweist, daß die linke Seite der Glei­
chung (3) den Faktor x~ enthält, und man kann daher schreiben: 

( )f ' o! , (' , ') 0 tn-1' - Xlax~ = x21fJ xl' X2, x 3 = ; 

1fJ -= 0 ist dann die Gleichung der Kurve r', 
Die Kurve (3), als eine lineare Kombination von fund!!;, 

u:l:l 

geht durch die Punkte 0;, 0;, ", mit Vielfachheiten hindurch, die min­
destens gleich 81 - 1, SlI - 1, ' " sind; und da die Punkte 0;, 0;, ' , , 
auf der Geraden P' Q', nicht aber auf der Geraden 0' P'(x; = 0) liegen, 
so schließt man, daß 1fJ -= 0 mit jenen Vielfachheiten durch die genann­
ten Punkte geht, und daß daher r durch die Punkte 0. (mindestens) mit 
den Vielfachheiten s. - 1 hindurchgeht,l) 

1) Zu den Literaturnachweisen des zweiten Kapitels, die sich auf die Theorie 
der Singula.ritl!.ten der algebraischen Kurven beziehen, ist noch hinzuzufügen das 
Werk von ENBIQUES-CBIsnn, Teoria geometrica delle equazioni (Bologna, Zanichelli. 
Bd. I [1916] und Bd.II [1918]); in diesem findet sich im vierten Buch des zweiten 
Bandes eine eingehende und tiefschürfende Analyse der Singularitllten, und zwar 
sowohl unter dem Gesichtspunkt der Zweige und der quadratischen Transforma.­
tionen als auch unter dem Gesichtspunkt der Diiferentialeigenschaften, 
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C) Weiteres über das Verllalten deI' ersten Polaren und über die 
Formel, die das Geschlecht mittels der Ordnung der Kurve und 
ihrer Singo.laritäten ausdrück.t. (V gl. Nr. 36, am Anfang der Seite 104.) 

In genauel'er Ausdrucksweise muß man sagen, daß die erste Polare 
eines allgemein gewählten Punktes P in bezug auf die gegebene Kurve C 
mit letzterer in jedem Punkt 0, um den herum unendlich benachbarte Sin­
gruaritäten von 0 gehäuft sind, dieselbe Schnittpunktsmultiplizität hat, 
die diese Polare dort hätte, wenn sie tatsächlich in jedem s-fachen Punkt 
von C die Vielfachheit s - 1 besäße und auf jedem von 0 ausgehenden 
Zweig von der Ordnung " durch a - 1 Punkte ginge, die auf die mehl'­
fachen Punkte unmittelbar folgen (vgI. ENRH~UES-CHISINI, a. fl. 0, Bd. II, 
S.438). 

Mit der in der Bemerkung zu Nr.40 (S.117) eingeführten Ausdrucks­
weise wird man also sagen können, daß die erste Polare durch jeden 
s-fachen Punkt von C mit der sche-inbaren Vielfachheit s - 1 hindurch­
geht, und daß sie in jedem der obengenannten C~ - 1 einfachen Punkte 
die scheinbare Vielfachheit 1 hat. 

Will man, auch im Falle außerordentlicher Singularitäten, die Formel 
der Nr. 37 (S. l07) aufstellen, ohne sich dabei auf das obengenannte Er­
gebnis zu stützen, dessen Beweis eine eingehende und sorgfältige Unter­
suchung erfordert, so kann man in folgender Weise vorgehen: 

Man stellt zunächst die Ergebnisse der Nummern 36 und 37 für den 
Fall auf, daß die Kurve 0 nur gewöhnliche Singularitäten besitzt, und 
fährt hierauf mit Kapitel V bis zum Schluß der Nr. 44 fort. Der Satz 
der Nr. 41 ist im Text auch für außerordentliche Singnlaritäten bewiesen, 
und zwar una.bhängig von den Ergebnissen der Nummern 36 und 37. 
Nun sei 0 eine irreduzible Kurve n ter Ordnung mit s-fachen Punkten 
(die voneinander verschieden oder unendlich benachhart sein können); 
ferner sei p das Geschlecht von C (d. h. da<;; Geschlecht einer ebenen 
KUl've, die nur gewöhnliche Singularitäten besitzt und mit C birational 
äquivalent ist). Die Kurven fJJl von genügend hoher Ordnung l, die in 
jedem deI' s-fachen Punkte von etatsächliche Vielfachheiten s - 1 

haben, schneiden auf C, außer den 2,'s (s -1) Schnittpunkten, die VOll 

jenen s-fachen Punkten absorbiert werden (s. auch Anhang D), eine 
lineare Vollschar .9 aus, und die Dimension dieser Vollschal' kann 
man auf doppelte Weise berechnen: entweder indem man die Zahl 
1 (1 + 3) "" 8 (8 - 1) d P b "t t cl . K --2-- - - ~ -2- er arameter eIlU Z ,von enen Jelle, urven 'Pi 

abhängen, oder indem man VOll der Tatsache Gebrauch macht, daß die 
Schar 9 nicht spezial ist und die Ordnung nl --2',<: (.~ -1) hat. Setzt 



302 Anhang D 

man die beiden so erhaltenen Ausdrücke ftir die Dimension von g ein­
ander gleich, so findet man sofort 

p = ~l_-=-l)t -=-_~ _ 2 8 (8 2 1), 

und damit ist die Gültigkeit der Formel in Nr.37 auch für den Fall 
außerordentlicher Singularitäten nachgewiesen. 

Bekanntlich kann diese Formel auch auf elementare Weise auf­
gestellt werden, indem man beweist, daß der erwähnte Ausdruck für p 
gegenüber den quadratischen Transformationen der Kurve invariant ist 
und dabei bedenkt, daß durch eine Reihe derartiger Transformationen die 
Kurve in eine solche mit gewöhnlichen Singularitäten verwandelt wer­
den kann (vgl. BERTINI, Introduzione usw., S. 375). 

D) Über die Bedingungen, unter denen eine Kurve in einer vor­
geschriebenen Gruppe von Punkten gegebene Singularitiiten besitzt. 

(V gl. Nr. 39, Bemerkung, S. 115.) 

Der dort bewiesene Satz setzt für den Fall einer aus unendlich be­
nachbarten Singularitäten bestehenden Basisgruppe voraus, daß, wie dies 
auch in der Fußnote auf S. 115 ausdrücklich hervorgehoben wurde, die 
Gruppe von vorgeschriebenen Singularitäten durch eine algebraische Kurve 
r gegeben sei, die diese Singularitäten nach Lage und Vielfachheit wirk­
lich besitzt. Wenn PJ ein tj-facher Punkt von r ist, der der Umgebung 
j-ter Ordnung eines Punktes P der Kurve angehört, so ist die Summe 
der Vielfachheiten, die r in der Umgebung von Pi besitzt, nicht größer 
als tJ (s. Nr. 17, S.47). In ihrem schon erwähnten Werk drücken ENRI­
QUES und CHISINI diese Tatsache so aus, daß sie sagen, die Vielfachheit 
von r in P j sei nicht kleiner als die Summe der Vielfachheiten in den 
äußerst nahe bei Pi liegenden Punkten (Bd. 1I, S. 389). 

Die Überlegung in Nr.39 beweist nun aber nicht nur, daß die not­
wendige und hinreichende Bedingung für die Existenz einer Kurve von 
genügend holwr Ordnung l, welche in einer gegebenen Gruppe von Punkten 
die den vorgeschriebenen Vielfachheiten gleichen tatsächlichen Vielfachheiten 
t, tu t2 , •• , besitzt, darin besteht, daß für jeden Punkt de?' Gruppe die 
vorgeschriebene Vielfac1~heit nicht kleiner ist als die Summe der nächst 
benachbarten Vielfachheiten (ENRIQUES-CHISINI, Bd. II, B. 392-427), son­
dern sie beweist weiter, daß der vorhergehende Satz richtig ist für 
Z > ~ tö - 1, und daß die Kur'ven von der Ordnung 1 ~ ~ tj - 1, die 
durch die gegebene Basisgruppe gehen, infolgedes.'1cn keine weiteren gemein­
samen Punkte haben. 
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In dem angeführten Werk wird auch der Fall betrachtet, daß die 
vorgeschriebenen Vielfachheiten in den Punkten der BasisgruP11e ver­
schieden sind von deuen' der Kurve r, mit deren Hilfe diese Gruppe 
definiert ist (S, 428 ff.). Diese Betrachtung, die uns im Verlauf unserer 
Vorlesungen noch nicht vorgekommen ist, ist nichtsdestoweniger sehr 
wertvoll für die allgemeine Theorie der linearen Systeme ebener Kurven. 

Genügt eine Kurve sämtlichen linearen Bedingungen, die den vor­
geschriebenen Vielfachheiten entsprechen, so können ihre tatsächlichen 
Vielfachheiten in der Tat verschieden sein von den vorgeschriebenen; und 
diese werden deshalb virtuelle Vielfachheiten genannt. Tatsächliche Viel­
fachheiten, die von den vorgeschriebenen verschieden sind, können auch 
auftreten, wenn die Gruppe der Singularitäten t, tu t2 , ••• , die einer 
Kurve ller Ordnung auferlegt werden, mittels einer Kurve r definiert 
wird, die tatsächlich jene Singularitäten besitzt; aber in diesem Fall kann 
dies, gemäß dem oben ausgesprochenen Satze, nur dann eintreten, wenn 

1 <~ti - 1 ist. 

Der Begriff der virtuellen Vielfachheiten, dessen erste Spuren sich in den 
Arbeiten von G. JUNG finden (Ann. di Mat. 152 , 277 (1887»), ist von 
G. CASTELNUOVO in seinen "Ricerche generali sopra i sistemi Jineari di curve 
piane" (Torino Mem. 42 11 (1891») eingehend und erschöpfend behandelt worden. 
Er wird in der Geometrie auf einer algebraischen Fläche beständig benützt. 

Wenn die tatsächlichen Vielfachheiten, die eine Kurve C in den um 
einen Punkt'p einer gegebenen Kurve r zusammengedrängten Singulari­
täten aufweist, von den vorgeschriebenen Vielfachheiten t, t1 , t2 , '" ver­
schieden sind, wenn aber trotzdem die Schnittpunktsmultiplizität von C 
mit r im Punkt P dieselbe ist, wie wenn C durch die genannten mehr­
fachen Punkte mit den tatsächlichen Vielfachheiten t, tl1 t2 , .•. hindurch­
ginge, so sagt man (s. Nr. 40, Bemerkung, S. 117), C gehe durch jene 
Punkte mit den scheinbaren Vielfachheiten t, t1) t2 , ••• hindurch. 

Wir geben ein einfaches Beispiel von tatsächlichen Vielfachheiten, 
die von den virtuellen verschieden sind. Es möge einer Kurve C die 
Forderung auferlegt werden, durch die drei Punkte P, Pli P2 je mit der 
Vielfachheit 1 hindurchzugehen, und zwar mögen die Punkte Pt und P2 

nach verschiedenen lUchtungen in der Umgebung erster Ordnung des 
Punktes P liegen. Dann wird demnach die Kurve C, welches auch ihre 
Ordnung sein möge, mit den tatsächlichen Vielfachheiten 2, 0, 0 durch 
die Punkte P, Pli P2 hindurchgehen. 
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E) Über die Normalform deI' ebenen hyperelliptischen Kurven. 

Wir haben in NI'. 54 (S. 149) gesehen, daß die Gleichung einer 
hyperelliptischen Kurve C vom Geschlecht p immer in der Form 

y'J= (X-Xl) (X-X2) •.. (X-X2P +2) 

geschrieben werden kann. Dabei sind Xli x2 , ••• die voneinander ver­
schiedenen Verzweigungspunkte der Doppelgeraden ( x-Achse), auf der 
die Kurve C mittels der zu ihr gehörigen Schm' g; darstellbar ist. 

Wir haben außerdem darauf hingewiesen (S. 150), daß die einzigen 
mehrfachen Punkte von C im Unendlichen liegen und zwar genaner im 
unendlich fernen Punkt P der y-Achse, der der Ursprung zweier Zweige 
pte. Ordnung und erster Klasse ist. Zur Erklärung der 'Behauptung, daß 
die Ordnung jedes diesel' Zweige p ist, sei darauf hingewiesen, daß sie 
einander in der (bezüglich der x -Achse symm etrischen) Kollineation 
x' = x, y' = - y entsprechen, also ihre Ordnungen gleich sein müssen. 
Da aber die Summe diesel' Ordnungen 2p ist, weil P für C ein 2p-facher 
Punkt ist, so ist jede von ihnen gleich p. 

Die Singularität, welche C in P aufweist, besteht ans einem 2 p­
fachen Pttnkt nnd aus p Doppelpunkten, die in den Umgebungen der Ord­
nungen 1, ,'l, ... , p von P anfeinandm' folgen. 

Um dies zu beweisen, hat man auf C die ( spezielle) quadratische 
Transformation anzuwenden, deren Fundamcntalgeraden zu C eine ganz 
allgemeine Lage haben, und die durch die Formeln 

1 1 
::t:=--; y=-,-, y , x y 

dargestellt wird. Dadurch geht C über in die Kurve C' mit der Gleichung: 

y'2p = X'2 (1- x1y') (1- x2y') ... (1 - X~P+2Y'). 

Dem Punkt, der auf del' unendlich fernen Geraden t der Ebene liegt und 
dem Punkt P unendlich benachbart ist, entspricht dabei der Ursprung P' 
der Koordinaten (x', y'), und dieser ist für C' ein Doppelpunkt. Die 
beiden Tangcnten in diesem Doppelpunkt fallen mit der Geraden x' = 0 
zusammen. Der Punkt P' wird Ursprung zweier (linearer) Zweige VOll 
C' sein, wie P Ursprung zweier Zweige von C war, und die Gerade x' = 0 
wird mit jedem dieser Zweige die Schllittpunktsmultiplizität p haben. 
Dies bedeutet, daß die beiden Zweige untereinander eine p-punktige Be­
rührung haben, d. h. daß P' ein Doppelpunkt ist, dem weitere p -1 Doppel­
punkte unmittelbar folgen. Es folgt also hieraus, daß die ZUAmmen­
setzung der Singularität von C in P die in dem obigen Satz an­
gegebene ist. 
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Umgekehrt ist es klar, daß jede ebene Kurve von der Ordnung 2 p + 2, 
die in P einen 2p-fachen Punkt mit p darauf folgenden Doppelpunkten 
hat, hyperelliptisch ist und das Geschlecht 

2p (2p + 1) 2p (2p - 1) 
---2 -~~ - 2 - P = P hat. 

Die bisher betrachtete Kurve 0 kann als eine erste typische Form 
für die hyperelliptischen Kurven vom Geschlecht p angesehen werden, 
weil jede hyperelliptische Kurve vom Geschlecht p mit Hilfe von bira­
tionalen Transformationen auf diese Form gebracht werden kann. 

Die Kurve 0 ist jedoch keine Normalkurve (Nr.32, S.93), weil die 
lineare Schar g;P+2 der von den geraden Linien auf ihr erzeugten Schnitt~ 
punkte keine Vollschar ist. Da es sich nämlich um eine Schar handelt, 
die von der Ordnung 2p + 2 und daher nicht spezial ist, so hat die Voll­
schar, die sie enthält, die Dimension (2 p + 2) - p = p + 2, so daß C 
die Projektion einer einem Raum 81'+2 angehörigen Kurve r von der 
Ordnung 2p + 2 ist; diese besitzt, wie aus dem Satz der Nr. 48, S. 134 
hervorgeht, keine mehrfachen Punkte. 

Eine andere typische Form, die geometrisch einfacher ist als die 
vorhergehende, und die außerdem eine Normalkurve ist, erhält man, 
wenn man die Kurve r des Raumes 8"_2 noch auf eine Ebene a projiziert, 
und zwar von einem Raum 81'_1 aus, der durch eine Gruppe G von p 
allgemein gewählten Punkten von r bestimmt ist. Das Projektions­
zentrum 81'_1 trifft die Kurve r außer in den Punkten von G nicht 
mehr, und die Kurve r projiziert sich von ihm aus ein· eindeutig auf IX 

(siehe die Fußnote auf S. 85), wobei eine Normalkurve 00 von der Ord­
nung p + 2 entsteht. 

Wegen der allgemeinen Wahl der Gruppe G kann man voraussetzen, 
daß der Raum 81'_1 die Gerade nicht treffe, welche die Punkte A und B 
eines bestimmten Punktepaars der auf r vorhandenen g~ verbindet; denn 
es genügt zu dem Zweck, daß die Gruppe G + A + Baus p + 2 unab­
hängigen Punkten von r besteht. Dann stellt das Paar A, B - und 
daher auch jedes andere Paar der g~ - fnr die Gruppen der nicht­
spezialen linearen Vollschar g;, + 2, die auf r, außer den p Punkten der 
Gruppe G, von den durch das Projektionszentrum gehenden Überebenen 
ausgeschnitten wird, zwei verschiedene Bedingungen dar. Der Rest der' 
g~ in bezug auf dieselbe Schar ist daher eine nicht-speziale lineare Voll­
schar g~, d. h. eine Gruppe K von 11 Punkten. Die Gruppe G und die 
Gruppe ~ sind in einem Raum Sp enthalten, und dieser ist zweien von 
den 001 "Oberebenen gemeinsam, die die Gruppe G mit den Punktepaaren 
der gi verbinden; außerdem bilden diese "Oberebenen ein BUschel um 
jenen Raum 81' herum. 

SGTeri: Vorle.ungen über algebraische C...cometrle 20 
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In der Projektion auf a erhält man daher einen einzigen Punkt P, 
der für 00 ein p-facher Punkt und als Projektion der p Punkte von K 
anzusehen ist; überdies wird P Ursprung von p verschiedenen Zweigen 
sein, wenn, wie dies im allgemeinen zutreffen wird, die p Punkte von K 
auf r verschieden sind. Die g~ auf 00 wird außerdem von den Geraden 
des Büschels Pausgeschnitten. 

Umgekehrt hat jede irreduzible Kurve von der Ordnung p + 2, die 
in P einen p-fachen Punkt, sonst aber keinen anderen, weder von P 
verschiedenen noch zu ihm unendlich benachbarten mehrfachen Punkt 
besitzt, das Geschlecht 

p (p + 1) P (p - 1) 
~-2- - ---2- = p, 

und sie ist hyperelliptisch , weil die Geraden des Büschels P eine Schar 
g~ ausschneiden. Man kann daher als Normalform einer hyperelliptischen 
Kurve vom Geschlecht p eine ebene Kurve von der Ordnung p + 2 mit 
einem p-fachen Punkt wählen. 1) 

Diese Normalform wird uns später dazu dienen, auf algebraisch-geo­
metrischem Wege das sogenannte RIEMANNsche Existenztheorem zu be­
weisen (S. 334). 

Bemer kung. Die ebenen Kurven von der Ordnung p + 2, die einen 
gegebenen p-fachen Punkt P haben, bilden ein vollständiges lineares Sy­
stem 100 1 2). Die charakteristische Schar dieses Systems, d. h. die auf 
einer beliebigen seiner Kurven von den übrigen Systemkurven, außer den 
durch P absorbierten p2 festen Schnittpunkten, ausgeschnittene Schar, ist 
eine Vollschar (s. Nr. 42, S. 123). Diese charakteristische Schar hat die 
Ordnung (p + 2)2 - pS = 4p + 4 und ist deshalb nicht-spezial (Nr. 44, 
S. 126); daraus folgt, daß ihre Dimension den Wert 3p + 4 hat, und so­
mit ist die Dimension von 100 I gleich 3p + 5. S) 

1) Vgl. BRILL und No ETHER, Math. Ann. '1,287 (1874); SEGRE, Matb. Ann. 30, 
Nr. 19 (1887); BERTINI, Ann. di Mat. 22, Nr. 43 (1894). 

2) V gl. Nr. 42, S. 123. Unter einem vollständigen linearen System von ebenen 
Kurven einer ge~ebenen Ordnung n, die durch eine gegebene Ba.sisgruppe geben, 
versteht man das System aller Kurven dieser Ordnung, die mit den vorgeschrie­
benen Vielfachheiten !lurch jene Basisgruppe gehen. Wenn Co eine beliebige solche 
Kurve ist, so charakterisiert sie das System, und dieses wird mit I Co I bezeichnet. 

S) Diese letztere Tatsache hätten wir Bofort aus der Bemerkung ableiten 
können, da.ß ein p-facher Punkt für Kurven von der Ordnung:::> p -1 genau 

PeP_+ ':2 unabhängige Bedingungen darstellt (Nr. 39, S. 114). 
2 
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F) Über die Mannigfaltigkeit der ebenen Kurven von gegebener 
Ordnung und gegebenem Geschlecht, über die Berechnung der 

Anzahl der Moduln und tiber das RIEMANNsche Existenztheorem. 
(V gl. Nr. 56, S. 158.) 

1. Kritische Betrachtungen über die Dimension der Mannigfaltig­
keit der irreduziblen ebenen Kurven n-ter Ordnung mit d Knoten­
punkten. Charakteristische Schar eines stetigen Systems. Auf S. 157 
unten haben wir behauptet, daß die ebenen Kurven n-ter Ordnung 

G hl h d· d (n - 1) (n - 2) "hnl' h D I k vom esc ec t p, le = - ------2--~- - P gewo lC e oppe pun te 

(oder Knotenpunkte) besitzen (NI'. 20, S. 58), von 3n + p -1 Parametern 
abhängen. Dabei haben wir stillschweigend angenommen, wie man dies 
gewöhnlich tut, daß die Dimension der Bedingung, die einer Kurve n-ter 
Ordnung auferlegt wird, wenn man verlangt, daß sie d Doppelpunkte 
haben soll, wirklich gleich d ist. Sobald man aber die Aufmerksamkeit 
auf diesen Punkt lenkt, bemerkt man, daß diese Annahme von vornherein 
nicht ganz selbstverständlich ist, obwohl sie wahrscheinlich ist. 

Wenn die einer Kurve n·ter Ordnung auferlegte Bedingung, d Dop­
pelpunkte zu haben, vollständig ausgedrückt werden könnte durch d alge-

braische Gleichungen zwischen den ~ n(n + 3) Parametern, von denen 

die Kurve linear abhängt, so könnte man ohne weiteres behaupten, daß 
die genannte Dimension höchstens gleich d sei. Und hieraus würde 
man also folgern, daß die Dimension Q der unendlichen Mannigfaltigkeit 
von Kurven n-ter Ordnung mit d Knotenpunkten der Ungleichung 

(1) Q~3n+p-1 genügt. 

Aber die Bedingung, daß eine Kurye n-ter Ordnung d> 1 Doppelpunkte 
besitze, läßt sich nicht durch d algebraische Gleichungen allein 1) aus­
drücken, und deshalb kann man von vornherein auch nicht die Ungleichung 
(1) anschreiben. Nehmen wir für einen Augenblick an, die Ungleichung (1) 
sei richtig, so müßte man, um zu beweisen, daß in ihr das Zeichen = 

und nicht das Zeichen > gilt, eine Ungleichung in entgegengesetztem 
Sinne ableiten, nämlich 

(2) Q < 3n + p - 1. 

Diese letztere Ungleichung erhält man nun aber, wenn man den' Begriff 
der charakteristischen Schar eines stetigen Kurvensystems benutzt (das einer 

1) Das heißt, man wird mehr als d Gleichungen oder d Gleichungen und 
zwei Ungleichungen brauchen, weil es sich darum handelt, auszudrücken, daß ge­
wisse drei algebraische Gleichungen mit zwei' Veränderlichen d> 1 gemeinsame Lö­
sungen haben. (V gl. z. B. CAPELLJ, Istitnzioni di analisi algebrica, Napoli, Pellerano, 
1908, S. 309-310.) 

20* 
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Ebene oder einer algebraischen Fläche angehört).!) Unter der charakte­
ristischen Schal' eines stetigen Systems (algebraischer) Kurven auf einer 
(algebraischen) Fläche versteht man die (lineare) Schar, die auf einer. 
allgemein gewählten Systemkurve außer den etwa vorhandenen festen 
Punkten von den ihr unendlich benachbarten Kurven des Systems aus­
geschnitten wird (vgl. Nr. 7, S. 23 und Nr. 42, S. 123). 

Dieser Begriff läßt sich nun für den vorliegenden Fall in folgender 
Weise verwerten. Wenn die Mannigfaltigkeit der irreduziblen Kurven 
n-ter Ordnung mit d Doppelpunkt~n in Teile zeIllillt (die von vornherein 
verschiedene Dimensionen haben können), und wenn V einer dieser Teile 
ist, dessen Dimension ~ der Ungleichung (1) genügt, und dessen allge­
meine Kurve G tatsächlich d Knotenpunkte (und keine höheren Singu­
laritäten ) besitzt, so gehen sämtliche zu G unendlich benachbarten Kurven 
von V durch die Doppelpunkte von G (Nr. 7, S. 23). Sie schneiden also 
C außerdem in gewissen Punktgruppen G, und diese gehören vollständig 
(Nr.24, S. 71) der Schar I GI an, die auf G außer den Doppelpunkten 
VOll den adjungierten Kurven n·ter Ordnullg ausgeschnitten wiId. Man 
erkennt ferner, daß, ebenso wie die zu der allgemein gewählten Kurve G 
ullendlich benachbarlen Kurven von V eine lineare Mannigfaltigkeit bil­
den, so Huch die Schar deI GIuppen G selbst linear ist (sie ist gerade 
die Schar, die wir die charakteristische Schar der Kurve G innerhalb 
des stetigen Systems V nannten). 

Aber für den Augenblick genügt es uns zu wissen, daß die Gruppen 
G der genannten Vollschar I G I angehören. Dies ist in der 'l'at hin­
reichend, um den Schluß zu rechtfertigen, daß die Dimension Q - 1 
der von den Gruppen G gebildeten unendlichen Mannigfaltigkeit nicht 
größer sein kann als die Dimension von I GI, die ihrerseits durch den 
Wert (n2 - 2 d) - p = 3 n + p - 2 ausgedrückt wird, da es sich ja 
um eine nicht-speziale Schar handelt (NI'. 44, S. 127). Somit genügt (,l 

den Ungleichungen (1) und (2), und daher ist 

Q = Sn + 11 -1. 
Man schließt dltraus: 

Ein stetiges System von ebenen irreduziblen Kurven n-ter Ordnung 
mit d Doppelpunkten, von dem man weiß, daß seine Dimens/:on ~ der Unr 
.qleichung (1) genügt, besitzt tatsächlich die Dimension Rn + p - 1, und 
seine charakferistische' Scha1' ist eine Vollscha1·. 

1) Dieser Begriff wurde vom Verfasser eingeführt in seinen "Osservazioni Bui 
sistemi oontinui di ('urve apparteuel1ti ad una ~uperficie algebrica", Torino Atti 
Im. 490 (J (104). 
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Aber außer den oben berührteil Fragen ergeben sich hier noch zwei 
weitere: 

a) Wenn n un'd d beliebig gegeben sind und nur der Ungleichung 

(3) d < (n-= 1) (11 -:- 2) 
= 2 

genügen, wo~- (n - 1) (n - 2) die Höchstzahl VOll Doppelpunkten ist, die 

eine Kurve n-ter Ordnung haben kann, ohne zu zerfallen, gibt es dann 
immer in'edueible Kurven n-ter Ordnung mit d gewöhnlichen Doppel­
punkten? 

b) Setzt man voraus, daß die Ungleichung (1) bewiesen sei, und 
daß außerdem die Antwort auf die Frage a) bejahend ausfalle, so ist 
es noch nicht selbstverständlich, daß alle Teile, in die etwa die Man­
nigfaltigkeit der (irreduziblen oder reduziblen) Kurven 0 mit d Dop­
pelpunkten zerfällt, tatsächlich eine Dimension' haben, die nicht kleiner 
als 3n + p - 1 ist, und daß es folglich für beliebige, durch die Un­
gleichung (3) verbundene Werte von n und cl immer stetige Systeme ir­
redueiblC1' Kurven gibt, deren cbarakteristische Schar eine Vollschar ist. 

Die Antwort auf die verschiedenen in dieser Nummer aufgeworfenen 
Fragen wird auf den folgenden Seiten gegeben werden. 

Die Verwendung des Begriffs der charakteristischen Schar eines stetigen 
Systems zur Ableitung von (2) und zwar mit der Absicht, die Anzahl der 
Moduln zu berechnen, stammt von ENRIQUES (s. Fußnote 2, S. 158). Der Satz 
über die Vollständigkeit der charakteristischen Schar des Systems aller i1'l'edu­
,üblen Kurven n-ter Ordnung mit d gewöhnlichen Doppelpunkten ist ein be­
sonderer Fall eines allgemeineren ebenfalls von ENRIQUES herrührenden Satzes 
(Bologna Rend. 13, 382" (1904); C. R. 140,133 (1905)). Vgl. auch SlWERI, 

Palermo Rend. 20, 93 (1905). 

2. Vorbemerkungen über die Mäntel analytischer Mannigfaltig­
kaiten. Um auf die in der vorbergehenden Nummer aufgeworfenen Fragen 
genau antworten zu können, müssen wir einige Begriffe vorausschicken, 
die sich auf die Mäntel analytischer (im besonderen algebraischer) Man­
nigfaltigkeiten beziehen. Ein k- dimensionaler Mantel iP in einem Raum 
Sr, in dem xl1 ••. , xr die nicht homogenen Punktkoordinaten bedeuten, 
ist die Gesamtbeit der (komplexen) Punkte, deren Koordinaten x l1 , •. , x" 
holomorphe Funktionen von k (kompleyen) in der Umgebung einer Werte­
gruppe t1 =tiO), ' .. , tk = t~O) definierten wesentlichen Parametern t1 " •. ,tk sind.1) 

1) Die Größen Xl' ... , X,. lussen sich also in Reihen von ganzen, positiven 
Potenzen von t l - t)Ol, ... , tk - tj,Ol entwickeln, die in dem betrachteten Bereich 
konvergieren. 
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Der Punkt 0 (x~OJ, ... , X;Ol) von S:, der der erwähnten Wertegruppe 
entspricht, wird der Ursprung des Mantels genannt. I) 

Der Mantel W wird von einem allgemein gewählten Raum S"_k' der 
nahezu durch 0 geht, in einer endlichen Anzahl v von Punkten geschnit­
ten; diese Zahl hängt ab von den kleinsten Exponenten der Argumente 
t1 - tiO), ... , tk - t~O) in den Reihenentwicklungen von Xl' ... , Xr • Diese 
Anzahl v bleibt demnach unverändert, solange Sr_k allgemein gewählt 
ist; sie wird die Ordnung des Mantels genannt. Eine Tangente an W in 0 ist 
eine Gerade a von der Art, daß ein Raum Sr_k, der nahezu durch a geht, 
den Mantel W in mehr als v Punkten schneidet. Ein allgemein gewähl­
ter Sr-k+l durch 0 schneidet W in einem oder mehreren Zweigen analy­
tischer Kurven. Jeder dieser Zweige hat in 0 eine Tangente, die auch 
Tangente an l]J ist. Die Tangenten an W in 0 bilden demnach eine ana­
lytische Mannigfaltigkeit·, und da diese mit einem beliebigen durch 0 
gehenden Raum Sr-k+1 eine endliche Anzahl von Geraden gemein hat, so 
ist sie ein algebraischer Kegel von der Dimension k. Man bezeichnet sie 
als Tangentiolkegel an den Mantel W in O. Für v = 1 erhält man im 
besonderen die Mäntel erster Ordnung oder Linearmäntel. 

Ein Linearmantel W von der Dimension k kann von einem beliebi­
gen durch 0 gelegten Raum S"_k+l nur in einem einzigen linearen Zweig 
geschnitten werden, und folglich reduziert sich sein Tangentialkegel in 
o auf einen Raum Ski man nennt ihn den linearen Tangentialraum in 0 
an den Linearmantel W. 

Der Linearmantel W wird von einem Raum Sr_<_1 aus, der den 
Tangentialraum Sk in 0 an W nicht trifft, auf einen linearen Raum Sk. 
ein-eindeutig projiziert, ohne daß die Eindeutigkeit dabei eine Ausnahme 
erleidet. Wir wollen im besonderen einen Linearmantel F(i) von r - 1 
Dimensionen mit dem Ursprung 0 betrachten. Wählt man 0 als Ur­
sprung eines kartesischen Koordinatensystems mit den Achsen Xli"" x r , 

so daß die Achse x,. den Mantel F(i) in 0 nicht berührt, so werden die 
sehr nahe an 0 vorbeigehenden Parallelen zur Achse x,. den Mantel in 
einem einzigen Punkt schneiden, und folglich wird sich F(i) darstellen 
lassen durch eine Gleichung von der Form 

(4) 

oder, wie wir auch schreiben werden: 

(5) 'L'(I) -- X f. (x ".) = 0 L' =r-i 1"·"""1'-1 , 

1) Im besonderen erhält man für k = 1, l' = 2 die Zweige ebener analyti­
scher Kurven. (Vgl. Nr. 19, S. 52.) 
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wobei r, in der Umgebnng von 0 eine holomorphe Funktion von Xl"'" 

xr _ 1 ist, die in 0 gleich Null wird. 

Es ist demnach 

f.=- at Xl + '" + a~~lxr_l + ... , 
wo die Punkte an Stelle von Gliedern höheren Grades in den X stehen. 
Die durch 0 gehende lJberebene mit der Gleichung 

(6) 

ist die Tangentialüberebene an F(!} in O. 
Wenn wir d < r Linearmäntel F(·)(i=l, ... , cl) mit dem Ursprung 0 

betrachten, so werden diese mindestens ocr-d Punkte gemein haben, ulld 
man wird behaupten können, daß die Dimension der ihnen gemeinsamen 
Mannigfaltigkeit genau gleich r - d ist, wenn man weiß, daß die Funktionen 
F(i) in der Umgebung von 0 funktional unabhängig sind. Damit dies 
eintritt, genügt es, daß die Funktionalmatrix der Funktionen F(i) hin­
sichtlich Xli' .• , xr in 0 nicht verschwindet. Diese Matrix reduziert sich 
aber in 0 auf die Matrix der Koeffizienten der linearen Gleichungen (6). 
Es ergibt sich also: 

Die Dimension der de'l~ betrachteten d Mänteln gemeinsamen Mannig­
faltigkeit (P ist gleich r - d oder größer; sie ist sicher gleich r - d, wenn 
dU, Tangentialüberebenen an die Mäntel im Ursprung linear ?tnabhängig 
voneinander sind. 

Außerdem gilt der Satz: 
Wenn die erwähnten Überebenen unabhängig sind, so ist die Mannig­

faltigkeit (P ein Linearmantel von r - d Dimensionen; sein Tangential­
raum in 0 ist der jenen Überebenen gemeinsame Baum. 

In der Tat kann man unter dieser Voraussetzung die Gleichungen (5) 
in der Umgebung von 0 in der Weise auflösen, daß einige der Koordinaten 
X, z. B. die d Koordinaten Xr -d+lI .•. , Xr , sich als holomorphe Funk­
tionen der übrigen Xl' •.. , xr _ d darstellen lassen. Daraus folgt, daß die 
Koordinaten der Punkte der Mannigfaltigkeit (P holomorphe Funktionen 
von r - d Parametern sind; d. h. aber (P ist ein analytischer Mantel. Und 
zwar ist es ein Linearmantel; denn bezeichnet man mit clI ••• , cr _ d 

willkürliche Konstanten, die der N uU hinreichend nahe kommen, so wird 
(P von dem durch die Gleichungen Xl'" CII ••• , X r _ d = er_cl definierten 
Raum Sit in einem einzigen Punkt geschnitten. 

Wir wenden uns Dun zum Schnitt von nicht-linearen Mänteln von 
beliebigen Dimensionen. Es sei im Sr ein Mantel (p von r - d Dimen­
sionen mit dem Ursprung 0 und der Ordnung v > 1 gegeben. Wir wollen 
o zum Ursprung der kartesischen Koordinatenachsen XII •.. , xr machen 
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und die Achsen in allgemeiner Weise so wählen, daß der Raum 
Stl (al = ... = Xr _ tl = 0) keine Tangente an (lj in 0 enthält. Dann 
schneidet der Raum Sd (Xl = Cu ••• , Xr _ d = cr _ d), WO die c sehr wenig 
von Null verschiedene Konstanten bedeuten, den Mantel (lj in 11 Punkten; 
somit sind die elementaren symmetrischen Funktionen der Werte, welche 
eine beliebige Xi (i = r - rl+ 1, ... , r) der fibrigen Koordinaten in jenen 11 

Punkten annimmt, in der Umgebung von 0 holomorphe Funktionen von 
a;., ... , X,._d· Jene v Werte von Xi sind also die Wurzeln einer algebrai­
schen Gleichung v-ten Grades, deren Koeffizienten holomorphe Funk­
tionen von Xu ... , xr _ d sind, und als Darstellung von (lj erhält man 
daher d Gleichungen von der Form 

t~ (Xli"" Xr _ d, Xr -rl+1) = 0, ... , t~ (Xli"" Xr _ d, x r) = 0, 
in denen die f holomorphe Funktionen bedeuten. 

Wenn demnach (lj1 ein anderer, linearer oder nicht-linearer Mantel 
von der Dimension ~. - d1 und mit dem Ursprung 0 ist, so wird man 
für ihn ebenfalls eine Darstellung von der Form 

CP1(Xll ... , Xr - d" Xr-d,.+l) = 0, ... , CPd,.(xlI "" xr-d,.' x,.) = ° 
erhalten, wobei die cP holomorphe Funktionen in der Umgebung von 
o sind. 

Will man die gemeinsamen Punkte der Mäntel (lj und (lj1 erhalten, 
so :n:tüssen die vorstehenden d + d1 Gleichungen in den X nebenein­
ander bestehen. Die gemeinsamen Punkte werden von r - d - d1 Para­
metern oder von einer größeren Zahl von Parametern abhängen, je nach­
dem die Funktionen fund cP in der Umgebung von 0 funktional unab­
hin'gig sind oder nicht. 

Das Ergebnis läßt sich auf den Fall übertragen, daß die Mäntel f1J 
und (ljl einem und demselben linearen Mantel Gk mit dem Ursprung 0 
und der Dimension k angehören, der im Raum Sr liegt. In diesem Fall 
haben sie eine Mannigfaltigkeit gemeinsam, deren Dimension gleich 
(r - d) + (r -~) - k oder größer ist,. gerade wie wenn Gk , an statt ein 
Mantel zu sein, ein linearel' Raum Sk wäre. Dies ergibt sich daraus, daß 
sich der Mantel GI: von einem beliebig im Sr gewählten Sr_"_l aus ein­
eindeutig auf einen linearen Raum Sk projiziert, ohne daß die Eindeutig­
keit eine Ausnahme erleidet; damit ist dieser Fall auf den vorhergehen­
den zurückgeführt. Die wiederholte Anwendung dieses Ergebnisses führt 
zu dem folgenden allgemeinen Satz: 

Mehrere lineare oder nicht-lineare Mäntel fPk" "" fP'" von den Dimen­
sionen ~, ... , k" die denselben Ursprung 0 haben und auf einem und lkm­
.~elben k-dimcnsionalen Linearrnantel Gk mit dem Ursprung 0 liegen, schnei-
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den sich in einer Mannigfaltigkeit, die aus einem oder mehreren Mänteln 
besteht und deren Dimension gleich "'1 + ... + k. - (s - 1) k oder größer ist. 

Wenn die Mäntel cP linear sind, und wenn die Räume, von denen sie 
in 0 berührt werden, und die in dem im Punkt 0 an Gk gelegten Tan­
gentialraum Sk enthalten sein müssen, voneinander unabhängig sind 
(d. h. wenn sie sich in einem Raum schneiden, dessen Dimension gleich 
k1 + ... + ks - (s - l)Tc und nicht höher ist), so ist die den Mänteln 
cP gemeinsame Mannigfaltigkeit ein Linearmantel von der Dimension 
Tc1 + ... + Tc. - (s - l)k, dessen Tangentialraum in 0 derjenige Raum 
ist, der den Tangentialräumen an die Mäntel cP gemeinsam angehört. 

3. Exkurs über die Darstellung der Mannigfaltigkeit der ebenen 
Kurven n-ter Ordnung mit d gewöhnlichen Doppelpunkten mit Hilfe 
der Überräume. Hierauf bezügliche Sätze. Der Klarheit un9, Kürze 
wegen ist es zweckmäßig, bei der Darstellung der Mannigfaltigkeit ebener 
Kurven »-tel' Ordnung die Ausdrucksweise der Geometrie der Überräume 
einzuführen, indem mau diese Kurven durch die Punkte eines linearen 

Raumes SN(N = ~ n(n + 3)) abbildet (Nr. 1, S. 6). Der Kürze halber 

werden wir die ebenen Kurven n-ter Ordnung und ihre Bildpunkte im SN 
mit denselben Symbolen bezeichnen; aus dem Zusammenhang wird sich 
jeweils leicht ergeben, ob die einen oder die anderen gemeint sind. 

Es sei M die Mannigfaltigkeit der Kurven D von der Ordnung n 
mit einem gewöhnlichen Doppelpunkt. Sie ist eine irreduzible algebra­
ische Überfläche (vgI. Fnßnote 1 auf S. 80) des Raumes SN von der Ord­
nung 1) 3(n-l)2, deren allgemeine Kurve D für n> 2 irreduzibel ist. 
Die Unzerlegbarkeit sowie auch die Rationalität 2) VOll ]J1 ergibt sich aus 
der Bemerkung, daß die Kurven D, die einen gegebenen Knotenpunkt 
haben, ein (N - 3)-fach unendliches Linearsystem bilden, so daß M der Ort 
von ooll Räumen SN_S ist, die den Punkten der liJbene birational ent­
sprechen. Die Überfläche M enthält außerdem alle irreduziblen oder 
reduziblen ebenen Kurven n-ter Ordnung, die irgend einen mehrfachen 
Punkt besitzen. 

Es sei Do eine besondere ilnduzible oder reduzible Kurve von M mit 
einer endlichen Anzahl d von gewöhnlichen Doppelpunkten; dann wird 

1) Weil es in einem allgemein gewählten Büschel ebener Kurven n ter Ord­
nung 3(n - 1)2 Kurven gibt, die einen Doppelpunkt besitzen (JAK. STEINER, Werke TI, 
S.49a). 

2) Eine algebraische Mannigfaltigkeit beißt rational, wenn sich zwischen 
ihren Elementen und den Punkten eines linearen Raumes (derselben Dimension) 
eine birationale Korrespondenz herstellen läßt. 
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d ~ ! n(u - 1) sein, wobei das Gleichheitszeichen gilt, wennDo in n ver­

schiedene Geraden zerfälItl). Ist Do irreduzibel, so wird d < ! (n - 1) (n - 2) 

sein, wobei das Gleichheitszeichen gilt, wenn Do rational ist. Es sei 
außerdem P einer der Doppelpunkte von Do' 

Die zu Do äuBerst benachbarten Kurven n-ter Ordnung, welche einen 
(einzigen) Doppelpunkt in der Umgebung von P haben, bilden ein 
(N -l)-fach unendliches stetiges System, und zwar ist dieses ein Linear­
mantel F mit dem Ursprung Do, der der algebraischen Überfläche M an­
gehört. Um dies einzusehen, wollen wir ein allgemein gewähltes Büschel 
H von Kurven n-ter Ordnung betrachten, das die Kurve Do nahezu ent­
hält, d. h. also im Raume SN eine Gerade, die zum Punkt Do hinreichend 
benachbart ist. Unter den 3(n-1)2 Kurven mit Doppelpunkt, die zu H 
gehören, gibt es d zn Do benachbarte, aber nur eine einzige von diesen 
hat ihren bezüglichen Doppelpunkt in der Umgebung von P. Dies be­
deutet, daß die Gerade H den Mantel F in einem einzigen Punkt trifft, 
der zum Ursprung Do des Mantels äußerst benachbart ist, und deshalb 
ist Fein Linearmantel. 

Entsprechend den d Doppelpunkten von Do erhält man also d von 
Do ausgehende Linearmäntel auf Mi jeder von diesen Mänteln besteht 
aus der Gesamtheit der zu Do benachbarten Kurven mit je einem Knoten­
punkt, der einem bestimmten unter den vorgegebenen Knotenpunkten 
von Do sehr nahe liegt. Damit ist also bewiesen, daß der Punkt Do für 
]rf ein d-facher Punkt und U1'sprung von d Linearmänteln ist. 

Welches sind nun die Tangentialüberebenen in Do an diese Mäntel '( 
Die OON- 2 Kurven des Mantels F, die zu Do unendlich benachbart sind, 
gehören, wie wir schon in Nr. 1 (S. 308) bemerkt haben, zu dem linearen 

1) Wenn eine Kurve no von der1i-ten Ordnung --~-n(n-l) Doppelpunkte besitzt, 

oder mehrfache Punkte, die in ihrer Gesamtheit mit -~- n(n -1) Doppelpunkten 

äquivalent sind, so zerfallt sie in n voneinander verschiedene Geraden. Nimmt 
man diese Tatsache als bewiesen an für Kurven, deren Ordnung kleiner als n ist, 
weil sie für n = 2 richtig ist, so läßt sie sich sofort für Kurven n-ter Ordnung 
beweisen. Sind nämlich D~ und D({ zwei Bestandteile von D. von den Ordnun-

, d" ~lgt 1 Id t'tät n (n-l) n'(n-l)+n"(n"-I)+,,, genn un n ,so 10 aus (er en 1 ---2 -- = ---2- -_. ---2-- n n , 

daß D'o und D ö notwendig -} n' (n' - 1) und ! n" (nU -·1) Doppelpunkte haben 

und a180 in n' bzw. n" Geraden zerfallen. Die Kurve D o zerf'ällt also in n = n' + n" 
Geraden, und diese sind voneinander verschieden, weil andernfalls die Anza.hl der 
Doppelpunkte von D o unendlich groß wäre. 
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System E der durch P gehenden Kurven n-ter Ordnung. Daraus folgt, 
daß die Überebene E den Punkt Do und alle zu Do unendlich benach­
barten Punkte auf dem Mantel F enthält; somit ist sie die Tangential­
überebene an F in Do' Die d Tanqentialübercbenen an ]lf in dem d-fachen 
Punkt Do sind· also die Bilder der d linea1'en Systeme, von denen jedes aus 
allen durch einen bestimmten Doppelpnnkt von Do gehenden Kurven n-ter 
Ordnung besteht. 

Der den genannten d Überebenen gemeinsame lineare Raum ist das 
Bild des linearen Systems der zu Do adjungierten Kurven n-ter Ordnung. 
Wenn also die d Doppelpunkte von Do den Kurven n-ter Ordnung, die 
einfach durch sie hindurchgehen sollen, unabhängige Bedingungen auf­
erlegen, wie dies immer der Fall sein wird, wenn Do irreduzibel ist 
[Nr. 44b), S. 129], so sind die d Tangentialüberebenen unabhiingig, d. h. 
sie schneiden sich nach einem Raum SN_d' 

Dasselbe gilt auch für den Fall, daß Do in eine beliebige Anzahl 
von (einfachen) Teilen zerfällt. Auch in diesem Falle stellen nämlich die 
d Doppelpunkte von Do für die Kurven n-ter Ordnung, die durch sie hin­
durchgehen sollen, d unabhängige Bedingungen dar. Diese Behauptung 
läßt sieh in folgender Weise beweisen.1) Da. der Satz richtig ist, wenn 
Do aus einem einzigen Teil besteht, so wollen wir ihn als bewiesen an­
nehmen für die in 1- 1 Teile zerfallenden Kurven und wollen ihn aus 
dieser Annahme für die Kurven ableiten, die in 1 Teile zerfallen. Die 
Kurve Do, die nur mit gewöhnlichen Doppelpunkten versehen ist, möge 
in 1:::;:: 2 Teile zerfallen, und es sei f = 0 die Gleichung eines dieser Teile 
von der Ordnung nll cP = 0 die Gleichung der Kurve von der Ordnung 1~, 
die aus den übrigen 1-1 Teilen besteht. Dann hat jede Kurve von der 
Ordnung n = n1 + ns, die zu Do adjungiert ist, d. h. jede Kurve n-ter 
Ordnung, die durch die dl Doppelpunkte von f = 0, durch die d2 Doppel­
punkte von cp == 0 und außerdem durch die nl n2 verschiedenen Punkte 
geht, in denen sich die Kurven f = 0 und cp = 0 schneiden, eine Gleichung 
von der Form (Nr. 38, S. 109): 

(7) Af+ Bcp = 0; 
dabei bedeutet A = 0 eine zu cp = 0 adjungierte Kurve n2-ter Ordnung 
und B = 0 eine zu f = 0 adjungierte Kurve nl-tel' Ordnung. Umgekehrt 
ist jede Kurve von der Form (7) adjungiert zu Do und von der Ordnung n. 

Wenn man die Kurven A = 0 und B = 0 in der Weise variiert, daß 
sie zu cp = 0 bzw. f = 0 adjungiert bleiben, so hängen die Kurven 

1) Es ist im wesentlichen dasselbe Verfahren, das NOETHER anwandte, als er 
die Anzahl der zu einer zerfallenden Kurve n-ter Ordnung adjungiertell Kurven 
von der Ordnung n - 3 berechnete (vgl. Acta Math. 8, 161 (1886»). 



316 Anhang F 

1 
der Form (7) von 2u(n + 3) - dl - d2 - n1n, Parametern ab (Nr.38, 

S.111 und 112), weil die Doppelpunkte der Kurven f = 0 und rp = 0, die 
aus einem bzw. 1- 1 Teilen bestehen, für die Kurven B = 0 bzw. 
A = 0 unabhängige Bedingungen darstellen. Damit ist bewiesen, dn,ß die 
d = dl + i4 + nt n2 Doppelpunkte von Do den Kurven n-ter Ordnung, die 
sie enthalten sollen, unabhängige Bedingungen auferlegen. Die d Tangen­
tialüberebenen an die LinearmänteZ von M im d-fachen Punkt Do sind also 
immer unabhängig (mag die KU1've Do t'rredueibel sein oder nickt), d. h. dm' 
Pttnkt Do ist für M immer ein gewöhnlicher d-facher Punkt. 

Dieses El'gebnis stützt sich wesentlich auf die Annahme, daß die 
Kurve Do nur gewöhnliche Doppelpunkte besitze. Wenn Do höhere Sin­
gularitäten hat, so ist es sehr wohl möglich, daß Do nicht mehr ein 
gewöhnlicher vielfacher Punkt von Mist. 

Bemerkung. Im folgenden wird eine bestimmte Kurve n-ter Ord­
nung mit d gewöhnlichen Doppelpunkten mit dem Symbol Do bezeichnet 
werden, sofern sie als Element des Systems 1Jl der Kurven D von der 
Ordnung n mit einem Doppelpunkt betrachtet wird; dagegen werden wir 
dieselbe Kurve mit dem Symbol Co bezeichnen, wenn sie als Element des 
Systems C der Kurven n-ter Ordnung mit d gewöhnlichen Doppelpunkten 
betrachtet werden soll. 

4. Weiteres über die Mannigfaltigkeit der ebenen Kurven n-ter 
Ordnung mit d gewöhnlichen Doppelpunkten. Wir kehren nun zu der 
Frage b) zurück, mit der die NI'. 1 (S. 309) abschloß, und behalten uns vor, 
die Frage a) später zu beantworten. Gleichzeitig mit dieser Frage b) wer­
den wir die andere am Anfang der Nr. 1 aufgeworfene Frage behandeln, 
ob die Dimension Q der Mannigfaltigkeit der Kurven n-ter Ordnung mit 
d gewöhnlichen Doppelpunkten der Ungleichung (1) genügt. 

"ViI' wollen annehmen, wir wüßten schon, daß es irreduzible Kur­
ven n-ter Ordnung mit d gewöhnlichen Doppelpunkten gibt, und es sei 
Co (= Do) eine von ihnen. Der Punkt Do der Mannigfaltigkeit M, 
von der wir in der vorhergehenden Nummer sprachen, ist Ursprung von 
d Linearmänteln F t , ... , F,p deren Tangentialüberebenen unabhängig sind. 
Daher schneiden sich diese Mäntel längs eines Linearmantels W, dessen 
Dimension genau gleich N - d = 3n + p -1 ist. Der 'l'angentialraum an 
iP im Ursprung Do ist das Bild des Systems deI' zu Do adjungierten Kur­
ven n-ter Ordnung. Die Kurven des stetigen Systems iP sind von der 
Ordnung n und haben d Knotenpunkte, die den d Knotenpunkten von 
Do äußerst nahe liegen. Die allgemeine Kurve C von iP ist irreduzibel 
und hat d Knotenpunkte (aber nicht mehr; auch besitzt sie keine höhere.n 



4.. Die Mannigfaltigkeit der ebenen Kurven n-ter Ordnung mit d Knotenpunkten 317 

Singularitäten, die mit den d Knotenpunkten oder mit einigen von ihnen 
äquivalent sind), weil die spezielle Kurve Co (= Do) von tP diese Eigen­
schaften besitzt. Da außerdem fP die Gesamtheit der zu 00 benachbarten. 
Kurven n-ter Ordnung mit d Knotenpunkten umfaßt, so schließt man, 
daß 00 zu einer einzigen irreduziblen Mannigfaltigkeit von Kurven n-ter 
Ordnung mit d Knotenpunkten gehört, und diese hat in Co einen ein­
fachen Punkt, weil sie dort mit einem einzigen J ... inearmantel durchgeht. 
Man kann also den Satz aussprechen: 

Jede irredu~ible Kurve n-tel" Ü'rdnung 00 mit d gewöhnlichen Doppel­

pun1.ten (vom Geschlecht p = ~ (n - 1) (n - 2) - d) gehört su einem einsigen, 

1Jollstiindigen 1) irredtt~iblen System V von irredttdblen Ktti"~'en n-ter Ord­
nung mit d gewöhnlichen Doppelpunkten, das dic Dimension 3 n + p - 1 
hat. Im Bildraum SN des linearen Systems aller ebenen Kurven n-ter Ord­
nung ist Co ein einfacher Punkt der Mannigfaltigkeit W, die als Bild aller 
(irreduzzölen odcr reduziblen) KU/'IJen n-ter (h'dnung mit d gewöhnliche'l1 
Doppelpunkten anzusehen ist.lI) 

Als Zusatz ergibt sich hieraus: Wenn es in W mehrere Teile von 
der Dimension 3n + p - 1 gibt, die aus irreduziblen Kurven bestehen, 
so hat eine Kurve, die zwei verschiedenen dieser Teile gemeinsam ist 
{und also einen mehrfachen Punkt von W darstellt), entweilcl' höhere Sin­
gul{Witäten odel' mehr als d KnotenpUlnkte, oder sie zerfällt. 

Der vorhergehende Sat~ gilt auch fiit" die zerfallenden Kurven n-ter 
Ordnung mit d Knotenpunkten, wenn nur das wit'kliche GeschlechtS) Jl 

dieser Kurven durch die F(yrmel p = ~ (n -1) (n - 2) - d definiet·t bleibt. 

Nur ~erfällt die allgemeine Kun'e 0 des durch eine derartige zetfal­
lende . Kurve 00 charakterisierten irreduziblen vollständigen Systems V von 
der Dimension 3 n + p - 1 ebenfalls und swar in derselben liVeise wie 00 , 

In der Tat stellen die cl Knotenpunkte einer derartigen Kurve nach 
Nr.3 (S. 316) idr die Kurven n-ter Ordnung, die sie enthalten sollen, 
immer noch d unabhängige Bedingungen dar, und folglich bleibt die vor­
stehende Beweisführung in jedem ihrer ']'eile aufrecht erhalten. 

1) Unter einem vollstiindi!Jc"II System versteht man ein solches, das nicht ent­
halten ist in einem umfassenderen stetigen SY8tem von Kurven derselben Ordmmg 
mit derselben Zahl von Knotenpunkten. 

2) Wegen dieses Satzes vergleiche man ~'. SEYENI, Rom. Ace. L. Rend. 20o, 
-t69-U1 (1916). Die Fortsetzung dieser Arbeit findet sich in demselben BanM, 
S.561-662. 

S) Wir sprechen von dem wirklichen (effektiven) Geschlecht im Gegensatz zu 
dem virtuellen Geschlecht, das wir in Nr. 7 einführen werden. 
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Daß dann die allgemeine Kurve ° in derselben Weise zerfWt wie 
00' ergibt sich aus folgenden Überlegungen: Es möge 00 in die irredu­
ziblen Kurven 01' 0i' ... , 0, zerfallen, die die Ordnungen nu n" ... , n, 
und die (wirklichen) Geschlechtszahlen Pli Pu ... , P, haben, sowie du ds, 
... , d, gewöhnliche Doppelpunkte besitzen. Beachtet man dann, daß 

= (n-1)(n-2) -d =(ni-1)(ni-~_d d-d + +d + ~ P 2 ' Pi 2 ö' - 1 ••• I ~ ninj 

ist, so ergibt sich P = PI + Pi + ... + P,- l + 1.1) 
i,J 

Nun charakter.isieren die Kurven 0ll °2 , ••• , 0, gewisse irreduzible voll­
ständige Systeme .ElI ~, ... , 2', von den Dimensionen 3n! + Pl - 1, 
3 ns + Ps - 1, ... , 3 Ja, + P, - 1, und diese bestehen aus irreduziblen Kur­
ven, die mit den Kurven 0ll 02' ... , q durchaus gleichartig sind. Die 
zerfallenden Kurven, die man erhält, wenn man als ihre Teile eine Kurve 
jedes dieser Systeme nimmt, hängen von 

3 (ni + ... + n/) + (Pl - 1) + ... + (p,- 1) = 3n + P - 1 
Parametern ab und bilden ein irreduzibles System von Kurven n-ter Ord­
nung mit d gewöhnlichen Doppelpunkten, das 00 enthält. Da aber 00 

das System V eindeutig festlegt, so folgt daraus, daß das konstruierte Sy­
stem mit V zusammenf"ällt, und damit ist die Behauptung erwiesen. 

Bemerkung. Wir gelangen zu dem Schluß, daß die Kurven n-ter 
Ordnung mit cl gewöhnlichen Doppelpunkten, mögen sie selbst irredusibel 
oder 1'eduzibel sein, sich auf eine gewisse Anzahl von irreduz17Jlen lJlannig­
faltigkeiten mit 3n + P - 1 Dimensionen verteilen. 

Damit ist also die Struktur der Mannigfaltigkeit der Kurven n-ter 
Ordnung mit d gewöhnlichen Doppelpunkten genau bestimmt; und es ist 
damit auch die Annahme, die man ja von vornherein machen konnte, aus­
geschlossen, daß diese Mannigfaltigkeit aus Teilen von verschiedenen 
Dimensionen bestehen könne (Nr. I, S. 309). 

Wenn man also das Postulat aufstellt (von dem wir übrigens im 
folgenden keinen Gebrauch machen werden), daß jede Kurve n-ter Ord­
nung vom Geschlecht P mit höheren (d. h. von gewöhnlichen Doppel­
punkten verschiedenen) Singularitäten sich immer als Grenzfall einer nur 
mit gewöhnlichen Doppelpuukten versehenen Kurve n-ter Ordnung vom 
Geschlecht P auffassen läßt,lI) so ergibt sich des weiteren der folgende 
allgemeinere Satz: 

1) Diese Formel wurde schon von NOETIIl!:R in der S. 316 Fußnote 1 genannten 
Arbeit vermerkt; sie liefert das wirkliche Geschlecht einer in mebrere Teile zer­
fallenden Kurve in Funktion der Geschlechtszahlen ihrer Teile. 

2) Das entsprechende Postulat für die Raumkurven, d. b. der Satz, daß sieb jede 
mit beliebigen Singularitäten versehene Raumkurve als Grenzfall einer Ranmkurve 



ö. Entstehung neuer mehrfacher Punkte beim ~erfallen einer Kurve 319 

Die irreduziblen oder reduziblen ebenen Kurven n-ter Ordnung mit 
dem wirklichen Geschlecht p verteilen sich auf eine gewisse Anzahl von 
Manniufaltigkdten, deren jede genau die Dimension 3 n + p - 1 hat. 

Das hier aufgestellte Postulat wird im folgenden (Anhang F, NI'. 10, 
S.342 und Anhang G, NI'. 6, S. 374, Fußnote 1» für n :2p + 1 und weiter-

hin (Anhang G, NI'. 10) für n ;:? 2: + 2 bewiesen werden. 

5. Neue mehrfaohe Punkte, die auftreten, wenn eine irreduzible 
Kurve in stetiger Weise in eine zerfallende Kurve übergeht. Es 
seien Cund Co zwei ebene Kurven n-ter Ordnung, von denen jede d gewöhn­
liche Doppelpunkte besitze, und die beide dasselbe wirkliche Geschlecht 

p = ! (n - 1) (n - 2) - d haben. Die erstere sei irreduzibel, die letztere 

möge aus mehreren Teilen bestehen. 
Beispiele von Paaren solcher Kurven lassen sich leicht bilden: eine 

rationale Kurve 4-ter Ordnung (mit 3 Doppelpunkten) und eine Kurve 
4-ter Ordnung, die in eine elliptische Kurve 3-ter Ordnung und eine Ge­
rade zerfällt; eine elliptische Kurve 6-ter Ordnung mit 9 Doppelpunkten 
und eine Kurve 6-tel' Ordnung, die in zwei elliptische Kurven 3-ter Ord­
nung zerfällt, oder eine Kurve 6-ter Ordnung, die in eine Kurve 4-ter 
Ordnung ohne Doppelpunkte und in zwei gerade Linien zerfällt; usw. 

Wir behaupten, daß Co nicht als Grenzfall von C angesehen werden kann. 
In der Tat, C charakterisiert ein irreduzihles System 1::1 von irreduziblen 
Kurven n-ter Ordnung mit d Doppelpunkten, das die Dimension 3n + p-l 
hat, und dem sie selbst angehört (NI'. 4, S. 317); Co ihrerseits charakteri­
siert ein irreduzibles System 1::2 von Kurven n-ter Ordnung mit d Dop­
pelpunkten, das die Dimension 3n + p - 1 hat, und dessen allgemeine 
Kurve in derselben Weise zerfällt wie Co' Es ist deshalb nicht möglich, 
Co als Grenzfall von C anzusehen, weil die Kurve Co sonst das System 
1:'. nicht eindeutig festlegen, sondern swei wesentlich verschiedene Systeme, 
nämlich 1:'1 und 1:'s, bestimmen würde, denen sie selbst angehören würde. 

Die den Systemen 1:'1 und 1:', gemeinsamen Kurven, die in ähnlicher 
Weise wie Co zerfallen, und gleichzeitig als Grenzfälle von C angesehen 
werden können, haben also mindestens einen Doppelpunkt mehr als C. 
Daraus ergibt sich der Schluß, daß eine ebene algebraische Kurve, die in 
stetiger Weise veränderlich ist, nicht zerfallen kann, ohne daß dabei neue 
mehrfMhe Punkte entstehen. 

obne mohrfache Punkte auffassen läßt, bildet die Voraussetzung der Untersuchun­
gen von VALBNTINEB, NOETHBR und HALPHEN über die Klassifikation der Raumkur­
ven, Bofern die Ergebnisse dieser Klassifikation auch auf Kurven mit mehrfachen 
Punkten beKogen werden wollen (vgl. Anbang G). 
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1. Bemerkung. Dieselbe Tatsache läßt sich statt auf rein alge­
braisch-geometrische Weise auch durch Betrachtungen aus der Analysis 
situs nachweisen. 

Wenn die RIEMANN sehe Fläche, die das Bild einer irreduziblen Kurve 
ist, sich in stetiger Weise verändert und schließlich in Teile zerfällt, die 
untereinander verschieden sind, so müssen notwendig die Verzweigungs­
punkte verschwinden, welche die in der Grenzlage zu verschiedenen Tei­
len gehörigen Blätter der Fläche verbinden. Das Verschmelzen dieser 
Verzweigungspunkte gibt Anlaß zu wesenaich neuen mehrfachen Punkten 
(im allgemeinen Knotenpunkten) der Grenzkurve (und zwar sind dies 
Punkte, über welche man sich den Zusammenhang zwischen den ver­
schiedenen Teilen dieser Kurve wiederhergestellt denken kann, wenn man 
sich die Zusammenhangsverhältnisse der Kurve nach wie vor in derselben 
Weise denken will wie ursprünglich). 

Als Beispiel wollen wir die RIEMANNsche Fläche betrachten, die zu 
einem Kegelschnitt gehört. Es ist eine Fläche mit zwei Blättern, die 
mittels einer Übergangslinie zusammenhängen, welche zwei Verzweigungs­
punkte 01 und O2 verbindet. Wenn der Kegelschnitt dem Zerfall in ein Ge­
radenpaar zustrebt, so bewegen sich die beiden Punkte 01 und O2 auf­
einander zu, und im Grenzfall erhalten wir zwei Blätter, die in einem ein­
zigen Punkt eusammengefügt sind (wenn man will, kann man über diesen 
hinüber den Zusammenhang zwischen den beiden Blättern herstellen). 

2. Bemerkung. Die allgemeine Kurve E des stetigen Systems, das 
den beiden oben betrachteten Systemen EI und EI gemeinsam ist, hat 
mindestens d + 1 Doppelpunkte. Es ist deshalb nötig, darauf hinzuwei­
sen, daß, je nachdem die Kurve E als Grenzfall der in ~ veränderlichen 
Kurve 0 oder der in EI veränderlichen Kurve 00 betrachtet wird, die 
Gruppe der d Doppelpunkte von E, die als Grenzlagen der d veränder­
lichen Doppelpunkte von 0 aufzufassen sind, verschieden ist von der 
Gruppe der d Doppelpunkte von E, die als Grenzlagen der d Doppel­
punkte von 00 erscheinen. Wir werden später auf diese interessante Frage 
zurückkommen (Nr.7, 1. Bemerkung, S. 327) und beschränken uns hier 
darauf, ein Beispiel anzuführen. 

Die Gesamtheit der ebenen Kurven 4-ter Ordnung mit 3 Doppelpunk­
ten zerfällt in zwei wohl unterschiedene ll-fach unendliche irreduzible Sy­
steme. Das eine, EI, besteht aus den rationalen Kurven 04-ter Ordnung, das 
andere, Ei, besteht aus den Kurven 4-ter Ordnung 001 von denen jede im 
allgemeinen in eine Kurve 3-ter Ordnung vom Geschlecht 1 und in eine 
Gerade zerfällt. Das 10-fach unendliche stetige System von ebenen Kur­
ven 4-ter Ordnung, das den Systemen EI und E, gemeinsam ist, hat als 
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allgemeine Kurve eine Kurve E, die aus einer Kurve 3-ter Ordnung K 
mit einem Doppelpunkt und aus einer Geraden a besteht. Es sei nun 0 
der Doppelpunkt der Kurve K, und es seien .Au A2 ,.Aa die Punkte, in 
denen diese Kurve von der Geraden a geschnitten wird. Wenn sich eine 
Kurve 0 von Xl der Kurve E nähert, so rückt einer der drei Doppel­
punkte von 0 in den Punkt 0 hinein, und die beiden andern bewegen 
sich nach zwei von den drei Doppelpunkten ~, A 2 , Ag . Wenn sich da­
gegen eine Kurve 00 von Xl! der Kurve E nähert, so rücken die drei 
Doppelpunkte von Co immer nach den drei Punkten Au Aj , Ag. Im ersten 
Fall bewegen sich zwei Verzweigungspunkte der RIEMANNschen Fläche, 
die das Bild. der veränderlichen Kurve 0 ist, nach einem der drei Punkte 
Au .A2 , As hin, z. B. nach Al; es müssen sich also zwei Blätter der zu 
E gehörigen RIEMANNschen Fläche, sofern sie als Grenzfall der zu 0 ge­
hörigen RIEMANNschen Fläche betrachtet wird, im Punkt Al zusammen­
fügen, 80 daß es möglich sein wird, über den Punkt Al hinüber vom 
einen zum anderen Blatt zu gelangen. Im zweiten Fall dagegen ist das­
selbe für den Punkt 0 zu wiederholen. 

Um jede Unklarheit über dieses Beispiel zu beseitigen, wollen wir 
noch angeben, warum die beiden Punkte aus der Gruppe .All A2 , .Ag, die 
wir als Grenzlagen von .zweien der drei Doppelpunkte der in EI ver­
änderlichen Kurve zu betrachten haben, nicht genau bestimmt sind. Je 
nach der Art, in der man zur Grenze übergeht, kann man nämlich ein 
beliebiges der drei Paare All .A2 ; A2 , Ag; As, Al erhalten, weil ja das 
System 2-". in dem Raum 814 (NI'. 3, S. 313), dessen "Punkte" die ebenen 
Kurven 4-ter Ordnung sind, eine algebraische Überfläche ist, die im 
"Punkt" E einen gewöhnlichen 3-fachen Punkt hat, der als Ursprung 
von 3 Linearmänteln anzusehen ist. 

Die fruchtbare Bemerkung, daß eine stetig veränderliche algebraische 
Kurve nicht zerfallen kann, ohne neue mehrfache Punkte zu bekommen, ist 
zum ersten Male von ENRIQUES hervorgehoben worden (Bologna Rend. 131, 

382 (1904»; er hat sie durch Betrachtungen aus der Analysis situs nachge­
wiesen. Der oben angegebene algebraisch-geometrische Beweis gehört, wie 
fast alle Untersuchungen des Anhangs Fund G, zu einem organischen Plano 
von Untersuchungen über die stetigen Systeme von ebenen, Raum- und Über­
raumkurven, aus dem der Verfasser in den Jahren 1915 und'1916 einige Er­
gebnisse in vorläufigen Noten veröffentlicht hat. (~gl. Rom. Ace. L. Rand. 
24-5 ,877 und 1011 (1915); 266 , 459 und 551 (1916); für die 2. Bemerkung 
siehe insbesondere S. 460.) 

6. Über die Berechnung der Anzahl der Moduln einer Kurve vom 
Geschlecht p. Um jeder kritischen Einwendung gegen die in NI'. 56 (S.155) 
dargelegte Berechnung der Anzahl der Moduln, von denen die allgemeine 
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Kurve des Geschlechts p(>l) abhängt, vorzubeugen, müssen wir nur noch 
die beiden folgenden Punkte klarstellen: 

1. Ob es richtig ist, daß die allgemeine irreduzible Kurve vom 
Geschlecht p sich birational auf eine ebene Kurve einer gewissen Ord­
nung n beziehen läßt, die nut' gewöhnliche Doppelpunkte in der Anzahl 

d =- -}(n - 1) (n - 2) - p besitzt, 

2, Ob es richtig ist, daß die allgemeine ebene irreduzible Kurve n-ter 
Ordnung mit d gewöhnlichen Doppelpunkten wirklich von 3n + P - 1 
Konsta.nten abhängt. 

Die erste Frage läßt sich sofort in bejahendem Sinne beantworten; man 
braucht dabei nur vorauszusetzen, daß n> 2p sei. Man weiß in der Tat, 
daß unter dieser Voraussetzung eine lineare Vollschar gn von der Ord­
nung n, die zu der gegebenen Kurve rvom Geschlecht p gehört, einfach 
ist, und daß sich mit ihrer Hilfe r birational in eine dem Raum Sn_p 
angehörige Kurve n-ter Ordnung ohne mehrfache Punkte transformieren 
läßt; diese läßt sich aber nach Nr.48 (S. 134-135) durch eine allge­
mein gewählte Projektion in eine ebene Kurve n-ter Ordnung transfor­
mieren, die nur gewöhnliche Doppelpunkte besitzt. 

Die zweite Frage ist scholl in Nr. 4 (Bemerkung S. 318) bejaht 
worden. 

7. Notwendige und hinreiohende Bedingung dafür, daß eine ebene 
Kurve, die aus mehreren zusammenhängenden Teilen besteht, als 

Grenzfall einer irreduziblen Kurve angesehen werden kann. Es sei 
o eine ebene Kurve n-ter Ordnung, die in zwei irreduzible Teile 01 und 
Os mit den Ordnungen n1 und n2 und den Geschlechtszahlen Pl und Pi 
zerfällt. Wir wollen annehmen, 0 besitze nur gewöhnliche Doppelpunkte, 
und zwar sei deren Anzahl d'; sie rühren teils von den Doppelpunkten 
der Teilkurven 01 und 02' teils von den n1 n2 einfachen Schnittpunkten 
dieser Kurven her. Wir wollen weiter voraussetzen, daß einige (minde­
stens einer) der Schnittpunkte der Kurven 01 und Os als Übergangspunkte 
oder Verbindungspunkte dieser beiden Kurven (d. h. der zugehörigen RIE­
MANNsehen Flächen) anzusehen seien; die Anzahl dieser Übergangspunkte 
sei j (> 0). Es kann also ein (komplexer) Punkt, der sich auf einer der 
Kurven 011 Os bewegt, über einen der besagten j Schnittpunkte hinüber 
von der einen zur anderen Kurve übergehen. Wir werden dann sagen, 
diese Schnittpunkte seien als (virtuell) nicht vorhanden zu betrachten, weil 
die beiden Kurvenzweige, die sich in ihnen durchkreuzen, in diesem Punkte 
zusammenhängen, wie wenn es sich um einen einzigen Zweig handelte. Die 
übrigen Schnittpunkte (die auch fehlen können), werden wir vorgeschrie-
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bene Schnittpunkte nennen, weil wir ihnen nach wie vor ihren Charakter 
als Schnittpunkte zweier verschiedener Zweige zuschreiben, ohne den Über­
gang vom einen Zweig zum andern zuzulassen. 

Außerdem wollen wir annehmen, daß einige Doppelpunkte von 01 in 
dem oben festgesetzten Sinne als virtuell nicht vorhanden anzusehen seien, 
und zwar sei deren Anzahl i 1 (:2 0); die beiden Zweige von 011 die ihren 
Ursprung in einem dieser i1 Punkte haben, mögen also in der Weise ver­
bunden sein, daß über den gemeinsamen Ursprung hinüber der 'übergang 
vom einen zum anderen möglich ist. Die übrigen Doppelpunkte von °1 , 

deren Anzahl d1 ~ 0) sei, sollen als vorgeschrieben betrachtet werden. In 
ähnlicher Weise führen wir fiir die Kurve Os die Anzahl it(~ 0) der vir­
tuell nicht vorhandenen Doppelpunkte und die Anzahl d2(~ 0) der vor­
geschriebenen Doppelpunkte ein. 

Für die Kurven 01 und Os definiel'en wir nun, neben- den wirklichen 
Geschlechtern P17 Pj' die virtuellen Geschlechtet' "11 "2 durch die Formeln 

(8) 

zu diesen gelangt man, wenn man das Geschlecht "1 von 01 - und in 
ähnlicher Weise das Geschlecht "9 von Oa - mit Hilfe der Formel 

" = (ni -1)(ni - 2) _ d 
1 2 1 

berechnet, wie wenn Cl rmt' die d1 Doppelpunkte hätte, die «'ir als vorge­
schrieben bezeichnet haben, und nicht auch noch die i 1 Doppelpunkte, die 
wir nach unserer Vereinbarung als nicht vorhanden betrachten wollen. 

Wenn man die oben bezeichneten i 1 + i 2 + j Doppelpunkte von ° 
als nicht vorhanden ansieht, und die übrigen Doppelpunkte dieser Kurve, 
deren Anzahl d = d' - i 1 - i 2 - .i = cll + da + 111 n2 - j ist, als vorge­
schrieben betrachtet, so wird nach demselben Gesichtspunkt das virtuelle 
Geschlecht von C ausgedrückt durch die Formel 

,,= (n-1)(n - 2) _ d. 
2 ' 

unter Berücksichtigung der Formeln (8) erhält man also 

(9) " = "1 + "2 + j - 1. 

Bis jetzt haben wir nur Vereinbarungen getroffen. Diese gewinnen 
jedoch durch die folgenden Überlegungen eine u'esentliche Bedeutung, 

Wir wollen die Frage aufwerfen, ob sich die Kurve ° als Grenzfall 
einer irreduziblen Kurve n-ter Ordnung vom wirklichen Geschlecht" be­
trachten läßt, deren Doppelpunkte als Grenzlagen diejenigen haben, die 
wir für ° als vorgeschrieben betrachten, während die anderen i 1 + ~ +,1 

21* 
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Doppelpunkte (i1 > 0, ~ > 0, j > 1), die wir als nicht vorhanden ansehen, 
beim Grenzübergang neu auftreten. 

Es handelt sich also darum, zu untersuchen, welche zusammenhän­
genden Kurven als Grenzfälle von irredusiblen Kurven aufgefaßt werden 
können. 

Die Antwort, zu der wir gelangen werden, wird die vorhin aufge­
worfene Frage bejahen, wie auch die als nickt vor7tandet~ zu betrachtenden 
Punkte festgelegt werden mögen, vorausgesetzt, daß j::?: 1 ist, d. h., daß die 
zusammengesetzte Kurve tatsächlich zusammenhängend ist. 

Wir wollen zunächst abzählen, von wie vielen Parametern die zu 0 
äußerst benachbart~nKurven n-terOrdnung abhängen, die d vorg~schriebene 
gewöhnliche Doppelpunlde besitzen; dabei wollen wir es für den Augen­
blick dahingestellt sein lassen, ob es sich um irreduzible oder reduzible 
Kurven handelt. Zu diesem Zweck nehmen wir den Raum SN zu Hilfe, 
dessen Punkte die ebenen Kurven n-ter Ordnung darstellen (Nr.3, S.313). 
Es seien Pl1 Pu"" Pa die d vorgeschriebenen Doppelpunkte von O. Im 
Raum SN werden wir dann einen Linearmantel F 1 mit dem Ursprung 0 
erhalten, der die zur Kurve 0 äußerst benachbarten Kurven n-ter Ord­
nung mit einem Doppelpunkt in der Umgebung von PI darstellt; und 
ebenso erhalten wir, entsprechend den anderen Doppelpunkten P2 , ... , Pa' 
die Linearmäntel Fs, ... , Fa' 

Da sämtliche d' Doppelpunkte von () den Kurven n-ter Ordnung, die 
sie enthalten sollen, unabhängige Bedingungen auferlegen (Kr. 3, S. 316), 
so gilt dies im besonderen auch für d unter diesen d' Doppelpunkten. 
Mit anderen Worten: die Tangentialüberebenen im Punkt 0 an die Linear­
mäntel F 1 , ••• , F d sind unabhängig (Nr.3), und folglich schneiden sich 
diese Linearmäntel in einem Linearmantel mit dem Ursprung 0 und der 
Dimension N - d = 3n + 1& - 1. Die Kurve 0 mit diesen d vorgeschrie­
benen Doppelpunkten bestimmt also eindeutig ein irreduzibles System :E 
von Kurven n-ter Ordnung mit d Doppelpunkten, zu dem sie selbst ge­
hört, und die Dimension dieses Systems ist 

(10) Q = 3n + 1& - 1 . 

Wenn sich eine allgemeine Kurve von E der Kurve a nähert, so nähern 
sich d Doppelpunkte dj3r veränderlichen Kurve den d vorgeschriebenen 
Doppelpunkten Pp''', Pa von O. 

Nun wollen wir beweisen, daß die allgemeine Kurve von E irredu­
zibel ist. Wenn sie nämlich zerfiele, so könnte sie nur zusammengesetzt 
sein aus einer Kurve von der Ordnung der Kurve 011 die in einem Cl 
enthaltenden System:E1 veränderlich wäre, und aus einer Kurve von der 
Ordnung der Kurve O2 , die in einem 09 enthaltenden System :Es Vf'r-
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änderlich wäre. Da lJ alle zu C äußerst benachbarten Kurven n-ter Ord­
nung mit cl Doppelpunkten enthält, die den vorgeschriebenen Doppel­
punkten von C unbegrenzt nahe· liegen, so wird ~' bei der gemachten 
Annahme aus den Kurven bestehen, die man erhält, wenn man zu einer 
allgemeinen Kurve von .El eine allgemeine Kurve VOll .El! hinzufügt; da­
bei sind mit .EI und .El! die vollständigen stetigen Systeme bezeichnet, 
die sämtliche zu Cl bzw. Cll äußerst benachbarten Kurven von der Ord­
nung nl bzw. nll enthalten, deren cll bzw. cl, Doppelpunkte den vorge­
schriebenen Doppelpunkten von 01 bzw. Cll benachbart sind. Dies folgt 
daraus, daß bei einer derartig zusammengesetzten Kurve n-ter Ordnung 
tatsächlich cl Doppelpunkte vorhanden sind, die sich den Punkten PU"'" Pd 
unbegrenzt nähern, sobald ihre Teile den Kurven Cll Cll immer näher 
rücken. Bezeichnet man die Dimensionen von .EI und E2 mit ()l und (»2' 

so erhält man also 

(11) 

Wenn man nun die als nicht vorhanden zu betrachtenden ~ Doppel­
punkte von Cl vernachlässigt, so erkennt man mit Hilfe derselben 'über­
legung wie in Nr.4 (S.316), daß die Kurve 01 einem stetigen System 
angehört, dessen Dimension gell au gleich 3nl + "1 - 1 ist; die allgemeine 
Kurve dieses Systems ist von der Ordnung n1 und besitzt cll Doppel­
punkte, die sich nach den vorgeschriebenen Doppelpunkten von 01 hin­
bewegen, sobald jene Kurve sich der Kurve Cl nähert. Es ist also 
Ql = 3nl + 71:1 - 1, und in ähnlicher Weise findet man Q2 = 3 n, + 71:2 - 1. 
Daraus folgt 

und mit Rücksicht auf (9) und (11) ergibt sich 

Q = 3n + " - j .- 1. 

Da nun j ~ 1 ist, so steht diese Gleichung im Widerspruch zu (10), und 
folglich ist unsere Voraussetzung, die allgemeine Kurve von .E sei redu­
zibel, unmöglich. 

:Man sieht ferner, daß die allgemeine Kurve von .E nur d Doppel­
pllllkte besitzen und deshalb ihr wirkliches Geschlecht nicht kleiner als 
;t sein kann; denn wenn sie mehr als cl Doppelpunkte besäße, so hätte 
sie das wirkliche Geschlecht x< 71:, und folglich wUrde sie nach Nr.4 
einem stetigen System von der Dimension 3n + iI; - 1 angehören, und 
nicht einem &tetigen System von der Dimeüsion 3n + " - 1, wie 2J t'ines 
ist. Die allgemeine Kurve von 1: kann auch keine höherpll Sillgularitiiten 
haben (die in ihrer Gesamtheit das Geschlecht um cl Einheiten erniedri­
gen), weil die besonderen Kurven von .E, die in eine allgemeine Kürve 
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01 und eine allgemeine Kurve Oll zerfallen, nur gewöhnliche Doppel­
punkte und keine höheren Singularitäten haben. 

Die aufgeworfene Frage ist also in bejahendem Sinne beantwortet. 
Wie man sieht, spielt bei der Beweisführung die Voraussetzung j > 0, 
d. h. die Voraussetzung, daß 0 eine zusammenhängende Kurve ist, eine 
wesentliche Rolle. 

Das Ergebnis läßt sich leicht ausdehnen auf eine Kurve, die nur mit 
gewöhnlichen Doppelpunkten versehen ist und in mehrere Teile 01 , ... ,q 
zerfällt, wobei auf jeder dieser Teilkurven einige der Doppelpunkte mög­
licherweise als nicht vorhanden zu betrachten wären. Natürlich muß 
man voraussetzen, daß die Kurven 01, ••• , q in ihrer Gesamtheit eine zu­
sammenhängende Kurve 0 bilden, und zwar muß der Zusammenhang her­
gestellt sein über eine gewisse Anzahl j der Schnittpunkte, in denen sich 
die Kurven 01 , ••• , 0, zu je zweien schneiden; übrigens sind diese j Schnitt­
punkte ebenfalls als nicht vorhanden zu betrachten. 

Um die angeführte Ausdehnung unseres Ergebnisses zu erhalten, be­
achte man, daß es immer möglich ist, l - 1 unter den Teilkurven von 0 
zu finden, etwa Oll 021 ... ,0,-11 mit der Eigenschaft, daß die Kurve 
E= 01 + Os + ... + 0'_1 zusammenhängend ist. Man hat dabei nur die 
Doppelpunkte von E, die unter den schon als nicht vorhanden festgesetzten 
Doppelpunkten der Knrve 0 enthalten sind, als nicht vorhanden zu be­
trachten. Um dies einzusehen, gehe man von der Kurve 01 aus; es wird 
dann immer eine Teilkurve von 0, etwa Os geben, die über mindestens 
einen der obengenanntenjSchnittpunkte hinüber mit 01 zusammenhängt. 
Ebenso wird es unter den übrigen Teilkurven von 0 immer eine geben 
müssen, die über mindestens einen der noch verbleibenden unter den 
j Schnittpunkten mit der Kurve 01 + O2 ~usammenhängt; sie sei mit Os 
bezeichnet. In dieser Weise schlieSt man weiter.1) 

Nimmt man nun den Satz als bewiesen an für eine Kurve, die aus 
1- 1 Teilen zusammengesetzt ist, so kann man ihn auf die Kurve E an­
wenden; du er aber für eine Kurve, die in zwei Teile zerfällt, .atsäch­
lich schon bewiesen ist, ·so kann man ihn anwenden auf die Kurve 
E + 0" wobei E eine irreduzible Kurve bedeutet, die E zur Grenze hat, 
und bei der jene j Doppelpunkte als nicht vorhanden, die übrigen als 
vorgeschrieben betrachtet werden. 

Der Satz ist also richtig für die in l Teile zerfallenden Kurven, so­
bald man ihn für die in l - 1 Teile zerfallenden Kurven als bewiesen an­
nimmt; da er nun für l = 2 richtig ist, so ist er damit allgemein bewiesen. 
Man kann demnach endgültig den folgenden Satz aussprechen: 

1) Da.mit ist offenbar auch bewiesen, daß j? I - 1 ist. 



7. Reduzible Kurven als Grenzfälle irreduzibler Kurven 327 

Damit eine ebene zerfallende Kurve C von der Ordnung n als Grenzfall 
einer irreduziblen Kurve n-ter Ordmmg vom wirklichen Geschlecht" mit 
d = ~ (n - 1) (n - 2) - ~ gewöhnlichen Doppelpunkten betrachtet werden 
kann, ist es notwendig und hinreichend, daß die Möglichkeit besteht, einige 
Doppelpunkte von C in solcher Anzahl tmd in solcher Lage auszuwählen, 
daß man, wenn sie als nicht vorhanden angesehen werden, aus C eine Kurve 
vom virtuellen Geschlecht ~ erhält, die über jene Doppelpunkte hinüber zu­
sammenhängend ist. 

Durch diese Wahl der als nicht vorhanden zu betrachtenden Doppelpunkte 
von 0 wird ein ganz bestimmtes vollständiges stetiges System von irredusiblen 
Kurven r der Ordnung n und des Geschlechts " festgelegt, und dieses besitzt 
die Eigenschaft, daß, wenn eine Kurve r sich der KU1've C nähert, die 
virtuell nicht vorhandenen Doppelpunkte von 0 beim G,'ensübergang neu 
auftreten, während die andet'en d Doppelpunkte von C die Grenzlagen der 
d Doppelpunkte 'von r sind. 

Streng genommen haben wir durch die vorstehende Beweisfiihrung 
nur gezeigt, daß die genannte Bedingung hinreichend ist, Daß sie auch 
notwendig ist, ist eine augenfällige Folge aus der schon in Nr. 5 (S. 319) 
festgestellten Tatsache, daß eine stetig veränderliche Kurve nicht zerfallen 
kann, ohne neue Doppelpunkte zu bekommen, mittels deren man sich den 
Zusammenhang wieder hergestellt denken muß, wenn man wünscht, daß 
die Grenzkurve zusammenhängend bleiben und ihr virtuelles Geschlecht 
gleich dem wirklichen Geschlecht der veränderlichen irreduziblen Kurve 
sein soll. 

1. Bemerkung. Wenn eine zerfallende Kurve C von der Ordnung 11 

gegeben ist, die nur gewöhnliche Doppelpunkte besitzt, so ist nicht ge­
sagt, daß sie sich nur auf eine einzige Weise als zusammenhängende Kurve 
von gegebenem virtuellem Geschlecht ~ auffassen läßt, Es ist also denk­
bar, daß die als nicht vorhanden zu betrachtenden Doppelpunkte - oder, 
was dasselbe ist, die als vorgeschrieben zu betrachtenden d Doppelpunkte­
auf verschiedene Weise ausgewählt werden und zu einer zusammenhän­
genden Kurve vom virtuellen Geschlecht ~ führen können, 

Durch jede derartige Auswahl wird dann ein die Kurve C enthalten­
des vollständiges stetiges System irreduzibler Kurven rvon der Ordnung 
n und vom Geschlecht" bestimmt sein, derart, daß wenn r sich der 
Kurve C unbegrenzt nähert, die d Doppelpunkte von r sich nach den d 
als vorgeschrieben gewählten Doppelpunkten von C hinbewegen, Wir 
werden also auf diese Weise mehrere vollständige Systeme E', E", ... 
erhalten, die den verschiedenen Gruppeu der ausgewählten Doppelpunkte 
entsprechen. Damit ist aber noch nicht gesagt, daß diese Systeme von-
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einander verschieden sein müssen. Wenn z. B. ~' und ~" in eines und 
dasselbe System ~ zusammenfallen, so bedeutet dies, daß ~ mit zwei 
verschiedenen Linearmänteln durch 0 "hindurchgeht". 

Ein Fall, in dem ~' und ~"sicher zusammenfallen, ist der folgende: 
Es sei H das vollständige stetige System von zerfallenden Kurven, das 
durch 0 bestimmt ist, wenn alle Doppelpunkte von C als vorgeschrieben 
betrachtet werden. Wir variieren nun die Kurve 0 im System H, indem 
wir von einer Anfangslage ausgehen und zu dieser zurückkehren, und 
wollen annehmen, es sei dabei möglich, die Gruppe der d Doppelpunkte 
von C, die vorgeschrieben werden mußten, um ~' zu erhal~en, zu ver­
tauschen mit der Gruppe der d Doppelpunkte von C, die vorgeschrieben 
werden müssen, um ~" zu erhalten. Dann werden sich bei diesem Um­
lau~ von 0 die beiden verschiedenen Linearmäntel von ~' und ~", die 
durch C gehen, untereinander vertauschen, und daher gehören sie zu 
demselben irreduziblen algebraischen System; d. h. aber, ~' und ~"fallen 
zusammen. 

Diese Betrachtungen vervollständigen in erschöpfender Weise die 
schon in der 2. Bemerkung der Nr. 5 (S. 320) dargelegten Überlegungen. 
Wenn wir das dort behandelte Beispiel von der Gesamtheit der ebenen 
Kurven 4. Ordnung mit drei Doppelpunkten wieder aufnehmen, so erkennen 
wir, daß die Kurve E, die in eine Kurve 3. Ordnung K mit dem Doppelpunkt ° und in eine die Kurve K, in drei verschiedenen Punkten Au Aa, As 
schneidende Gerade a zerfällt, auf drei verschiedene Arten als zusammen­
hängende Kurve vom virtuellen Geschlecht N uU dargesteUt werden kann: 
entweder indem man 0, All A2 als vorgeschrieben und Aa als nicht vor­
handen, oder indem man 0, Ai!' A3 als vorgeschrieben und Al als nicht 
vorhanden oder endlich, indem man 0, Aa, Al als vorgeschrieben und At 
als nicht vorhanden ansieht. Jeder dieser drei Arten der Betrachtung ent­
spricht ein stetiges ll-fach unendliches System von irreduziblen ratio­
nalen Kurven, das E enthält. Die drei Systeme reduzieren sich jedoch 
auf ein einziges, das mit drei verschiedenen Linearmänteln durch E "hin­
durchgeht"; denn wenn man dio Gerade a derart variiert, daß man von 
der Anfangslage ausgeht und in diese zurückkehrt, so können zwei be­
liebige von den drei Punkten All A2 , A3 untereinander vertauscht wer­
den, da ja die Kurve K irreduzibel ist. 

Wenn man dagegen die Doppelpunkte All As, Aa als vorgeschrieben 
und den Doppelpunkt ° als nicht vorhanden ansieht, so erhält man zwar 
ebenfalls eine Kurve vom virtuellen Geschlecht Null, aber sie ist nicht 
zusammenhängend, weil zwischen den beiden Teilkurven Kund a kein 
Ubergangspunkt vorhanden ist. Daher kann diese Kurve nicht als Grenz­
fall einer irreduziblen Kurve angesehen werden, sondern nur als Grenz-
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fall einer zerfallenden Kurve 4. Ordnung, die aus einer Kurve 3. Ordnung 
ohne Doppelpunkt und einer Geraden besteht. 

2. Bemerkung. Wir sind nunmehr in der Lage, die in Nr. 1 ge­
stellte Frage a) (S. 309) zu beantworten und folgenden Satz zu beweisen: 
Wenn die Zahlen n und d beliebig, jedoch so gegeben sind, daß sie der Un-

gleichung cl < ! (n - 1) (n - 2) genügen, so gibt es stets irreduzible Kur-
- w 

'ven n-ter Ordnung mit d gewöhnlichen Doppelpunkten (aber okue weitere 
SingUlarWiten). Zum Beweis betrachten wir eiue Kurve 0 von der noten 0:t:d­
nung, die aus n in allgemeiner Lage zueinander befind I ichen Geraden a1 , a~, 

... , a. zusammengesetzt ist. Unter den ~ n(n-l) Punkten, die diese Gera­

den zuje zweien gemein haben, kann man, wennp= ~ (n-1)(n-2)-d>O 

gesetzt wird, ~ n(n -1) - cl = n + p -1 derart auswählen, daß durch sie 

das System der n Geraden zusammenhängend gemacht wird. Man kann 
z. B. die n - 1 Doppelpunkte wählen, die auf ~ liegen, - und dies ge­
nügt schon, um das System zusammenhängend zu machen - und weitere 

pDoppelpunkte, die aus den übrigen ~ n(n-l)-(n-1)= ~(n-1)(n-2) 
willkürlich ausgewählt werden. Es wird dann eine irreduzible Kurve r 
von der Ordnung' n und dem wirklichen Geschlecht p geben, die cl (und 
nur d) gewöhnliche Doppelpunkte besitzt, uud die mit 0 zusammen einem 
und demselben stetigen System angehört, derart, daß bei der Annäherung 

vonranOdieseclDoppelpunkte sich nach den ~ n(n-1)-(n+p-l)=cl 

Doppelpunkten von 0 hinbewegeu, über die hinüber der Zusammenhang 
nicht hergestellt ist (d. h. nach den cl Doppelpunkten, die als vorgeschrie­
ben betrachtet werden). 

3. Bemerkung. Es sei 0 eine irreduzible oder reduzible Kurve 
n-ter Ordnung mit cl gewöhnlichen Doppelpunkten und ~ das vollstän­
dige irrednzible System, dRS durch C mit ihren cl vorgeschriebenen Dop­
pelpunkten bestimmt ist. Wenn man nur d' < d Doppelpunkte dl'r 
Kurve 0 als vorgeschrieben a.nsieht (und die anderu cl - cl' als nicht vor­
ha.nden betrachtet), so wird dadurch ein System E' bestimmt, und dieses en t­
hält ~. Zum Beweis dieser Behanptung bezeichnen wir mit F 1 , F 2 , ••• , F d 

die Linearmäntel von N - 1 Dimensionen, die aus den zu 0 äußerst be­
nachbarten Kurven n-ter Ordnung mit der Eigenschaft bestehen, daß jede 
von ihnen einen Doppelpunkt besitzt, der zu je einem ganz bestimmten 
Doppelpunkt von 0 benachbart ist; ferner seien F u ... , F d, die Linear­
mäntel, die sich auf die d' Doppelpunkte beziehen, welche man zur Defini­
tion von ~' als vorgeschrieben betrachtet hat. Dann liegt der den Män­
teln Fu ... , Fd gemeinsame Linearmalltel mit 3n + p - 1 Dimensionen 
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[p = ~ (n - 1)( n - 2) - dJ 

auf dem Linearmantel mit 3n + 1/ - 1 Dimensionen 

[p' = -~-(n -- 1) (n - 2) - d'J, 
der den Mänteln F l1 ••• , F d, gemeinsam ist (vgl. Nr. 4, S. 316). Mit an­
deren Worten: das System E' enthält einen Linearmantel mit' 3 n + p - 1 
Dimensionen, und dieser gehört zu dem System E, das ebenfalls die Di­
mension 3n + p - 1 besitzt. Da nun das System E irreduzibel ist, so 
ist es ganz in E' enthalten. 

Wenn man ebenso auf (; nur d" < d' von den d' Doppelpunkten 
vorschreibt, die zur Definition von E' vorgeschrieben wurden, so ~elangt 
man zur Definition eines System<; E", das E' enthält, usw. Es ergibt 
sich also der Satz: 

Ist eine irreduzible oder redttzible ebene Kurve 0 von der Ordnung n 
gegeben, die nur gewöhnliche Doppelpunkte besitst, und bezeichnet man mit 
G und G' zwei Gruppen von Doppelpunkten der Kurve 0, so daß die 
GNlppe G' in G enthalten ist, dann ist das vollständige irreduzt"ble System 
E, das von der Kurve 0 mit den vorgeschriebenen Doppelpunkten der Gruppe 
G bestimmt wird, in dem vollständigen irreduziblen System E' enthalten, 
das durch die Kurve 0 mit den vorgeschriebenen Doppelpunkten der Gruppe 
G' definiert ist. 

4. Bemerkung. Der in dieser Nummer bewiesene grundlegende 
Satz ließe sich auch auf Kurven mit beliebigen Singularitäten ausdehnen. 
Wir wollen aber diese Ausdehnung hier auf einen speziellen Fall be­
schränken, der für uas folgende besonderes Interesse hat, nämlich auf 
die Kurven D h von der Ordnung 

p + 2 + h (h ~ 0), 

die einen gegebenen gewöhnlichen p-fachen Punkt P und außer P noch 

hp + }h (h + 1) gewöhnliche Doppelpunkte besitzen. Diese Kurven er­

hält man aus den Kurven 0h von der Ordnung p + 2 + h, die den p­
fachen Punkt P besitzen, indem man ihnen die Bedingung auferlegt, noch 

hp + ~ h(h + 1) gewöhnliche Doppelpunkte zu haben (vgl. die Bemer­

kung am Schluß des Anhangs E (S. 306), in der die Kurven 0,. für h = 0 
betrachtet wurden). 

Wir wollen zunächst bemerken, daß die allgemeine Kurve Oll irredu­
zibel ist und außer dem p-fachen Punkt P keine anderen mehrfachen 
Punkte hat. In der Tat, unter den Kurven 0h befinden sich auch die 
Kurven von der Ordnung p + 2 + h, von denen jede aus einer Gruppe 
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von p durch P gehenden Geraden und aus einer allgemeinen Kurve von 
der Ordnung h + 2 besteht; die Kurven GM die ein lineares System I Gh I 
bilden, können also weder alle in Kurven eines und desselben Büschels 
zerfallen, noch einen gemeinsamen festen Teil haben. Sie bilden daher 
(Nr. 11, S. 27) ein irreduzibles lineares System. 

Die Betrachtung der Kurven GM die in der oben angegebenen Weise 
zerfallen, zeigt uns überdies, daß das lineare System 10" I nur den ge­
wöhnlichen p-fachen Punkt P als Basispunkt hat, und daß daher eine 
allgemeine Kurve 0" keine vom p-fachen Punkt P verschiedenen mehr­
fachen Punkte besitzt (NI'. 9, S.25). Sie hat also das (wirkliche) Geschlecht 

n = CP+ h)(P2+ h +1) _PCP;!) = p(h + 1) + ~(7~t~. 

Die charakteristische Schar (N r. 43, S. 123) des linearen Systems 10,,: 
(außer den festen Schnittpunkten) ist eine lineare Vollschar von der 
Ordnung 

(p + h + 2)2_ pI = 2n + 2[1 + 3h + 4 

und deshalb nicht spezial (Nr. 44, S. 126). 

Die Dimension dieser Schar hat somit den Wert n + 2 p + 311, + 4, 
und die Dimension von I 0" I hat den Wert 

1 
n + 2p + 3h + 5 = 3p + 5 + 311, + hp + 'ih(h + 1). 

Nun wollen wir den Kurven Gh die Bedingung auferlegen, außerdem noch 

hp + ~(I~+ 1) gewöhnliche Doppelpunkte zu besitzen, die unter sich und 

von P verschieden sind. Derartige Kurven, die wir mit D" bezeichnet 
haben, existieren sicherlich, welchen Wert h(20) auch haben möge; denn 
eine Kurve 00 liefert, zusammen mit hallgemein gewählteri Geraden, eine 
Kurve D" von der Ordnung p + 2 + h, und diese besitzt 

(p + 2)h + ~(h2~ 
Doppelpunkte, die untereinander und von P verschieden sind. Es bleibt 
nur der Zweifel, daß die allgemeine Kurve D,. reduzibel sein nnd mehr 

als hp + h(h t~) Doppelpunkte haben könnte, wie dies für die soeben 

konstruierte spezielle Kurve D" zutrifft. Nun wollen wir aber den Satz 
beweisen: 

Es gibt gen au OOSp+5+ Sh irreduzible Kurven D" mit dem gewöhnlichen 

p-fachen Punkt P und mit hp + ~0._: 1) gewöhnlichen Doppelpunkten, die 

untereinander und von P verschieden sind; überdies gibt es ein einziges irre­
duzibles System von Kurven D", das jede Kurve enthält, die aus einer all-
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gemein gewählten Kurve 00 und h allgemeinen Geraden der Ebene eusam­
mengesetst ist. 

Da der zu beweisende Satz für h = 0 richtig ist, so kann man zum 
Beweis die vollständige Induktion anwenden. Wir nehmen ihn also für 
die Kurven Dh _ 1 als richtig an, und leiten ihn daraus fHr die Kurven D}, 
ab. Wir bezeichnen mit ~I.-l das einzige irreduzible System von der·Di­
mension 3p + 5 + 3(h - 1), das aus den irreduziblen Kurven D,,_t mit 

1 (h - 1)p + --.;.-h(h - 1) Doppelpunkten besteht, und nach Voraussetzung 

jede Kurve enthält, die aus einer Kurve 00 und h - 1 Geraden zusam­
mengesetzt ist. Es sei Dh _ 1 eine allgemeine Kurve von ~k-l und a 

eine allgemein gewählte Gerade der Ebene. Wir betrachten die zusam­
menhängende Kurve vom virtuellen Geschlecht p, die man aus D"_l + a 
erhält, wenn man einen der Schnittpunkte von D h _ 1 und a als nicht vor­
handen ansieht. 

Wir denken uns nun die Kurven 0h durch die Punkte eines linearen 

Raumes Sk dargestellt (k = 3 p + 5 +- 3lt + hp + ':(11 t 1)) und richten 

unsere Aufmerksamkeit auf den Punkt D" von Sk' der die Kurve Dh _ 1 + a 

darstellt, und auf die hp + -}h(h + 1) von D" nusgehenden Linearmän­

tel; jeder dieser Mäntel stellt diejenigen Kurven 0h dar, die der betrach­
teten Kurve D h äußerst nahe kommen und einen Doppelpunkt haben, der 
zu einem bestimmten unter den 

(h - 1) p +~ h(h - 1) + (p + h + 1) - 1 = hp + ~ h(h + 1) 

vorgeschriebenen Doppelpunkten von D h benachbart ist. Der lineare Raum, 
welcher den Tangentialüberebenen in Dh an die soeben genannten Linear­
mäntel gemeinsam ist, stellt zugleich die Kurven 0" dar, die durch die 

hp + ~ h(h + 1) vorgeschriebenen Doppelpunkte von D" gehen. Wir be­

haupten, daß diese Kurven 0h ein System von der Dimension 

k - (hp + hClt-t-!2) = 3p + 5 + 3h 

bilden, daß also die genannten Überebenen linear unabhängig sind. 

In der Tat, die durch die Doppelpunkte VOll D,._l gehenden Kurven 
0h schneiden auf D"_l außer den festen Schnittpunkten eine lineare Voll­
schar (Nr. 42, S. 123) von der Ordnung 511 + 2 + 4h aus, die nicht spezial 
ist (Nr. 44, S. 126); diejenigen Kurven 0" aber, welche außerdem durch 
die p + h Schnittpunkte von Dh _ 1 mit a gehen, die für Dh als Doppel­
punkte vorgeschrieben worden sind, schneiden auf D h _ 1 außer den festen 
Punkten eine nicht-speziale lineare Vollschar von der Ordnung 4 p + 2 + 3h 
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aus, deren Dimension also 3p + 2 + 31~ ist. Da sich nun unter den zu­
letzt betrachteten Kurven C~ zweifach unendlich viele befinden, die Dh _ 1 

als Teil enthalten, so hängen die durch die vorgeschriebenen Doppel­
punktevonDh gehenden Kurven 0 10 von(3p+2+3h)+2+1=3p+5+3h 
Parametern ab, wie wir es vorhergesagt hatten. 

Daraus ergibt sich nach N r. 2 (S. 311), daß· die oben betrachteten 
Linearmäntel sich in einem Linearmantel tP von der Dimension 

Q = 3p + 5 + 3h 

schneiden. Wenn man der Reihe nach jeden der p + 1 + h Schnittpunkte 
von Dh _ 1 mit a als nicht vorhanden ansieht, so erhält man auf die an­
gegebene Weise p + 1 + h mit tP analoge Linearmäntel von der Di­
mension Q. Läßt man die Gerade a einen' Umlauf ausführen, der von 
einer Anfangslage ausgeht und in diese zurückführt, so können diese 
1> + h + 1 Schnittpunkte wegen der Unzerlegbarkeit von Dh_ 1 beliebig 
untereinander permutiert werden. Daraus ergibt sich, daß die Mäntel 
f:/) zu je zweien vertauscht werden können; daher gehören sie dem­
selben irreduziblen ( vollständigen) System E" von der Dimension 
3p + 5 + 3h an. 

Die allgemeine Kurve eines der Mäntel f/), und folglich auch die all­
gemeine Kurve von Eh! ist irreduzibel; denn wenn sie zerfiele, so könnte 
sie nur in eine Kurve D h _ 1 und eine Gerade zerfallen. Da aber die 
Kurven D"_l nach Voraussetzung von 3p + 5 + 3(11. -1) Parametern ab­
hängen, so hätte Eh die Dimension 3p+5+3h-1 und nicht die Dimen­
sion 3p + 5 + 3h. Außerdem ist es nicht möglich, daß die allgemeine 

Kurve D h von tP mehr als hp + ~ h(h + 1) Doppelpunkte besitzt; denn 

wenn dies der Fall witre, so 'Würde beim Zusammenfallen von D'I mit der 

speziellen Kurve D,,_t + a, die ja hp + {-h(h + 1) + 1 Doppelpunkte 

hat, ein Zerfall der allgemeinen Kurve eintreten, ohne daß dabei neue 
mehrfache Punkte entstünden; dies widerspricht aber dem Ergebnis der 
NI'. 5 (S. 319). Und endlich ist es nicht möglich, daß die allgemeine 
Kurve D" außer P höhere Singularitüten besitzt, die in ihrer Gesamtheit 

mit hp + ~ h(lt + 1) Doppelpunkten äquivalent sind, weil die spezielle 

Kurve D h = D h _ 1 + a außer P nur Doppelpunkte hat. 

Damit ist also der in dieser Nummer bewiesene g~'undlegende Satz auf 
die ßusammenhängenden Kut'ven vom virtuellen Gescltlecht pausgedehnt, 
'von denen jede aus h geraden Linien in allgemeiner Lage und aus einer 
hypereZliptischen Kurve 00 von der Ordnung p + 2 mit dem gcwöhnlicheil 
p-fadten Punkt P Eusammengesetzt ist. 
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Obwohl es für das folgende nicht nötig ist, wollen wir doch zur 
Vervollständigung dieser Erweiterung noch folgendes bemerken. Wenn 

die mit hp + ! h(h + 1) Doppelpunkten versehenen irreduziblen Kurven 

D h , die den gewöhnlichen p-fachen Punkt P haben, sich auf mehrere 
irreduzible Systeme verteilen, von denen nach dem vorhergehenden ein 
einziges die aus einer Kurve Co und h Geraden zusammengesetzten Kurven 
enthält, so hat jedes dieser Systeme wirklich die Dimension 3p + 5 + 3h 

und wird durch eine seiner Kurven, die irreduzibel ist und hp + ! h(h+ 1) 

verschiedene Doppelpunkte besitzt, eindeutig bestimmt. Diese Folgerung 
läßt sich mit Hilfe des gewöhnlichen Verfahrens der Linearmäntel be-

weisen, wenn man dabei berücksichtigt, daß die hp + ~h(h + 1) Doppel­

punkte der betrachteten Kurve für die Kurven Ch unabhängige Bedin­
gungen vorstellen. 

Wenn wir im folgenden von dem System Eh der Kurven D" sprechen, 
so meinen wir dasjenige, welches jede aus einer Kurve Co und h Geraden 
zusammengesetzte Kurve enthält. 

Den Begriff des virtuellen Geschlechts einer Kurve sowie die ersten grund­
legenden Sätze über die zerfallenden Kurven verdankt man NOETHER (Acta 
Math. 8, 182 (1886)). Der Satz, der die Bedingung dafür angibt, daß eine 
ebene zusammenhängende Kurve von gegebenem virtuellem Geschlecht n als 
Grenzfall einer irreduziblen Kurve vom (wirklichen) Geschlecht n angesehen 
werden kann, findet sich in zwei Arbeiten des Verfassers (Rom. Ace. L. Rend. 
24-5, 886 (1915) und 255 , 554 (1916). Auf diese verweisen wir den Leser, 
besonders auch wegen der möglichen Anwendungen auf Realitli.tsfragen, die 
sich auf die Züge algebraischer Kurven beziehen (s. die zweite der angeführten 
Arbeiten, S. 556). 

8. Algebraisch-geometrischer Beweis des RIEMANNschen Existenz­
theorems. Unter dem RIEMANNschen Existenztheorem versteht man be­
kanntlich den folgenden Satz: 

Wenn man für eine zu konstruierende algebraische Funktion u(e) mit 
n Bestimmungen (n ~ 2) auf einer Geraden r - d. h. auf einer komplexen 
e-Ebene bew. z-Kugel - 2n + 2p - 2 (einfache) Verzweigungspunkte fest­
legt und außerdem die Vertauschungen vorschreibt, die zwischen den Paaren 
der Bestimmungen dieser Funktion in Beziehung auf die festgelegten Punkte 
stattfinden sollen, wobei nur eur Bedingung gemacht wird, daß die n 
Bestimmungen bei diesen Vertauschungen miteinander zusammenhängen 
und das Produkt der vorgeschriebenen Vertauschungen die Identität ergibt, 
dann gibt es immer eine Funktion ~,(,(s) vom Geschlecht p mit n Bestim-
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mungen, welche die gestellten Bedingungen erfüllt. Eine solclle Ftmkiion ist 
bis auf birationale Transformationen definiert. 

Der Ausdruck ,,( einfacher ) Verzweigungspunkt" ist hier im selben Sinne 
gebraucht wie auf S. 148. Es handelt sich also um die kritischen Punkte 
(Nr. 77, S. 197), in denen zwei Beetimmungen der Funktion u(e) zusam­
menfallen, derart, daß wenn man auf der e-Ebene (Kugel) einen von ihnen 
umkreist, die beiden genannten Bestimmungen von u(e) permutiert werden. 

Ein algebraisch-geometrischer Beweis eines Teiles dieses Satzes für 
den Fall, daß die Anzahl n der Bestimmungen der Ungleichung n>2p-2 
genügt, läßt sich, wie ENRIQUES 1) bemerkt hat, leicht aus der Berech­
nung der Anzahl der Moduln einer Kurve vom Geschlecht p ableiten; und 
~war handelt es sich dabei um den Beweis der Tatsache, daß es algebra­
ische Funktionen vom Geschlecht p mit n(> 2p - 2) Bestimmungen gibt, 
die 2 n + 2 p - 2 beliebig vorgeschriebene Vertweigungspunkte besitten. 

In der Tat, da eine allgemeine Kurve r vom Geschlecht p nach Nr. 56 
(S. 1(6) ooll(n-1)-p Schar,ßn g! von der Ordnung n > 2p - 2 enthält, so 
entsprechen ihr auf der Geraden r OO"'-p+l Verzweigungsgruppenj denn 
durch jede g! wird die entsprechende Verzweigungsgruppe bis auf eine 
Projektivität auf der Geraden definiert (Nr. 26, S. 75). Variiert man die 
3p - 3 Moduln von r, so erhält man also auf t' 0021l+2p-2 Verzweigungs­
gruppen, d. h. sämtliche Gruppen von 2n + 2p - 2 Punkten der Geraden. 
Damit ist aber die Behauptung erwiesen, 

Hier wollen wir jedoch das Theorem in seiner ganzen Tragweite auf 
algebraisch-geometrischem Wege beweisen, d. h. wir wollen zeigen, daß 
man nicht uur die 2n + 2p - 2 Verzweigungspunkte, sondern auch die 
IU ihnen gehörigen Vertauschungen willkürlich wählen kann, und daß dies 
für jeden beliebigen Wert von n(~ 2) gilt. 

Das erste, was wir nachzuweisen haben, ist, daß es bei beliebiger Wahl 
der 2n + 2p - 2 Verzweigungspunkte auf r, auch wenn n::;:2p- 2 ist, 
stets eine irreduzible Kurve vom Geschlecht p mit jenen Verzweigungs­
punkten gibt, die auf der n-fachen Geraden l' abgebildet ist (S. 148). 

Wir setzen h = n - 2 und betrachten das System E" der Kurven D" 
(vgl. S. 330) von der Ordnung m = p + 2 + h und dem Geschlechtp, die 
außerhalb der Geraden r einen festen p-fachen Punkt P und außerdem noch 

hp + ! h(lt + 1) veränderliche gewöhnliche Doppelpunkte besitzen, Wir 

halten eine allgemeine Kurve D", etwa D", fest und ziehen durch P die 
2n + 2p - 2 - 2h + 2p + 2 Geraden, die DA außerhalb P berühren. 
(Die Berührungspunkte dieser Geraden sind die Doppelpunkte der Schar 

1) Vgl. die in Fußnote 2) auf S. 158 angefiihrte Arbeit. 
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g~, die auf 15h außer P von den durch P gehenden geraden Linien aus­
geschnitten wird.) Diese Tangenten wollen wir der Kürze haloor im 
folgenden die Geraden 1 nennen. Die Kurven Ch von der Ordnung m, 
die eine der Geraden 1 berühren, bilden in dem Raum Bk, von dem in der 
4. Bemerkung der vorhergehenden Nummer die Rede war, eine algebra­
ische Überfiäche von der Ordnung 2(n - 1); somit bilden die Kurven DM 
welche die Geraden 1 berühren, im Raume Bk eine Mannigfaltigkeit, die 
dem System 2'4 und gewissen 2 h + 2 p + 2 algebraischen Überflächen ge­
meinsam ist. Wenn also die Mannigfaltigkeit der Kurven DA' welche die 
Geraden 1 berühren, etwa zeri.-illt, so ist die Dimension jedes ihrer Teile 
gleich oder größer als (3p + 5 + 3h) - (2h + 2p + 2) = p + 3 + h. Unter 
den Teilen der betrachteten Mannigfaltigkeit befindet sich sicherlich min­
destens einer, der 15,. enthält, und dessen allgemeine Kurve irreduzibel 
ist; wir wollen ihn mit K bezeichnen. Die irreduzible Kurve 15,. ist eine 
spezielle Kurve von K. 

Wir beweisen nun, daß K, ebenso wie jed~r andere aus irreduziblen 
Kurven bestehende Teil der erwähnten Mannigfaltigkeit, genau die Dimen­
sion p + 3 + h hat. 

Die zu 15h unendlich benachbarten Kurven vonK gehen, wegen einer 
bekannten Eigenschaft der Einhüllenden, nicht nur durch die Doppel­
punkte von 15h (Nr. 7, S. 21), sondern auch durch die Berührungspunkte 
von 15" mit den Geraden 1, welche die Einhüllende des stetigen Systems 
K bilden. Daher wird die Ordnung der charakteristischen Schar von K 
auf 15M abgesehen von den festen Schnittpunkten, die wir schon kennen, 
gleich 4p + 4 + 3h - (2p + 2 + 2h) = 2p + 2 + h; diese Schar ist also 
nicht spezial. Ihre Dimension ist daher nicht größer als p + 2 + h; d. h. 
aber, die Dimension (j von K ist nicht größer als p + 3 + h. Da. wir 
aber schon bemerkt haben, daß a > p + 3 + h ist, so folgt hieraus 
a=p+3+h. 

Zusammenfassend folgern wir also, daß 2h + 2p + 2 Geraden des 
Büschels P, die eine irreduzible Kurve D" berühren, nur an ooP+8+" irre­
duzible Kurven D" Tangenten sind. Daraus ergibt sich, daß die Gruppen 
von 2n + 2p - 2 Geraden des Büschels P, die irreduzible Kurven Dh 

berühren, von 3p + 5 + 3h -(p + 3 +h)=2p +2 +2h=2n + 2p-2 
Parametern abhängen. Dies besagt, daß eine allgemeine Gruppe von 
2n + 2p - 2 Geraden des Büschels P als Gruppe der Tangenten von Pan 
irgend eine Kurve D - ja sogar an OO,,+3+h irreduzible Kurven Dh - ge­
withlt werden kann. Mit anderen Worten: wenn eine Grnppe von 2n+2p-2 
Punkten der Geraden r in allgemeiner Lage gegeben ist, so gibt es immer 
eine irreduzible Kurve D h vom Geschlecht p, die außer P nur gewöhn-
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liehe Doppelpunkte besitzt, und die sich von P aus auf die n-fache Ge­
rade r mit jenen gegebenen 2 n + 2 p - 2 Verzweigungspunkten projiziert. 

Es bleibt uns noch zu beweisen, daß man die Vertauschungen beim 
Umlauf um die Verzweigungspunkte willkürlich wählen kann. Wir wollen 
fnr einen Augenblick annehmen, die zu konstruierende Funktion u(s) 
e:xistiere, und es sei X das System der von einem Punkt der s-Ebene (Kugel) 
ausgehenden 2n + 2p - 2 Schleifen (Nr. 80, S. 205), mittels deren die 
vorgeschriebenen Vertauschungen erzeugt werden, wenn man die einzelnen 
Verzweigungspunkte umkreist. Auf Grund des Verfahrens von LtlROTH­

CLEBSCH (Nr.80), welches sich ja nur anf die Voranssetzungen stützt, daß 
die n Bestimmungen Uu Us, ... , u .. der Funktion u(s) miteinander zu­
sammenhängen, und daß das Produkt aller Vertauschungen die Identität 
ergibt, kann man das. System X durch ein System X' von 2n + 2p - 2 
anderen Schleifen ersetzen, und zwar so, daß in X' nur zwei Schleifen 
vorhanden sind, die "," und " .. _1 vertauschen, nnr zwei, die " .. _1 und 
" .. _11 vertauschen, usw., ... , ebenfalls nur zwei, die u3 und "ll vertauschen, 
aber 2p + 2 Schleifen, die "2 und U1 vertauschen. 

Umgekehrt, wenn es uns gelingt, die Existenz einer Funktion u(s) nach­
zuweisen, die in den 2n + 2p - 2 Verzweigungspunkten auf die zuletzt 
angegebene Weise verzweigt ist, und wenn man dann die Schleifen des 
Systems X' durch die des Systems X ersetzt, so wird die konstruierte 
Funktion "es) in bezug auf die Schleifen X in der ursprünglich vorbe­
stimmten Art verzweigt sein. Wir können uns ruso darauf beschrän­
ken, das Existenztheorem unter der Voraussetzung zu beweisen, daß es 
2p + 2 Verzweigungspunkte Eu"" E~fl+t gibt, die "t und u2 vertau­
schen, ferner zwei, Au Bu die "ll und "s vertauschen, ... , endlich zwei, 
A .. _ t , B .. _s, die " .. _1 und " .. vertauschen. 

Wenn n = 2 ist, so besteht der zu beweisende Satz einfach in der 
Konstruktion einer hyperelliptischen Kurve 00, die auf der Doppelgeraden 
r mit den 2p + 2 Verzweigungspunkten E abgebildet ist. Eine solche 
Kurve erhält man, wenn man eine allgemein gewählte unter den 00" + 3 

irreduziblen Kurven von der Ordnung p + 2 betrachtet, die in P einen 
p-fachen Punkt haben und die Geraden berühren, welche die Punkte E 
von P aus projizieren. 

Nun möge n einen beliebigen Wert haben. Wir werden beweisen, 
daß es eine irreduzible Kurve DA (h = n - 2) gibt, die sich von Paus 
auf die n-fache Gerade r projiziert, mit der vorgeschriebenen Verzwei­
gungsgruppe und mit jenen gegebenen Vertauschungen zwischen den ,. 
Bestimmungen der zu konstruierenden Funktion "(s), und daß diese Funk­
tion beispielsweise durch die Gleichung fes, u) = 0 der Kurve D" als im-

Sn'erl: Vorletlungen ttber algebraisohe Geometrie 22 
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plizite Funktion von $ definiert werden kann. Dabei ist DA auf die heiden 
Achsen $, u eines kartesischen Koordinatensystems bezogen zu denken, 
von denen die eine, $, mit der Geraden t' zusammenfällt, während die 
andere durch den Punkt P geht, der ohne Beschränkung der Allgemein­
heit ins Unendliche verlegt werden kann. 

Der Satz wird durch vollständige Induktion bewiesen werden, indem 
man ihn für die (n -1 )-fachen Geraden als bewiesen annimmt. Da er f'ür 
die Doppelgeraden richtig ist, so wird er auf diese Weise allgemein be­
Wlesen, 

Wir konstrUleren eine irreduzible Kurve Dh _ l ' vom Geschlecht p, 
die von P aus auf die (n -l)-fache Gerade r = (ull u2 , •• " U,,_t) 1) projiziert 
sein möge mit den Verzweigungspunkten Ell ... , E2p+2 , Al' BI, ... , 
A,,_s, Bn _ s; von diesen mögen die Punkte E die. Bestimmungen u1 und 
~ vertauschen, während u2 und us durch die Punkte Al, BI, ... , endlich 
U,1I_2' u .. _ 1 durch die Punkte An _ 5 , B1I _ s vertauscht werden sollen. Dies 
ist immer möglich, da wir den Satz für die (n - 1 )-fachen Geraden als 
bewiesen angenommen haben. 

Wir suchen nun eine irreduzible Kurve vom Geschlecht.p, die auf 
der n-fachen Geraden r = (uI , u2 , •.• , u1l _ 1l un) abgebildet ist mit den 
oben genannten 2(n - 1) + 2p - 2 Verzweigungspunkten nebst den zu­
gehörigen Vertauschungen und mit den zwei weiteren Verzweigungspunk­
ten A"_2' B .. _2 , die den Zusammenhang zwischen den Bestimmungen 
u" und U,,_l vermitteln. Wir wollen zunächst annehmen, die Punkte 
A"_21 B"_2 liegen äußerst nahe bei einem und demselben Punkt H. Wir 
ziehen die Gerade P H und wählen unter den n - 1 Punkten, in denen 
sie die oben konstruierte Kurve Dh _ t außer P noch schneidet, denjenigen 
Punkt 0 aus, der der Bestimmung U"_l der (n -1)-fachen Geraden 
?' = (ut , u2, ... , U"_1) entspricht; dann ziehen wir durch 0 eine Gerade a 
in allgemeiner Lage. Die reduzible zusammenhängende Kurve Dh _ 1 + a, 
bei der der Doppelpunkt 0 als nicht vorhanden zu betrachten ist, pro­
jiziert sich von P aus auf r in die n-fache Gerade r = (u!, u2 , ... , u .. ), und 
ihre Bestimmung un , die dem auf a veränderlichen Punkt entspricht, ist 
mit der Bestimmung U"_l über den Punkt H hinüber verbunden (in die­
sem sind zwei Blätter der RIEMANNSchen Fläche, die das Bild der zusam­
menhängenden Kurve 15 h -1 + a ist, zusammengefügt). 

1) Durch dieses Symbol wollen wir ausdriicken, daß in jedem Punkt der 
Geraden r (bzw. der Ebene oder der Kugel), der einen Wert von z darstellt, die 
entsprechenden Werteu1 , u" ... , un - 1 der durch Dh - 1 definierten Funktion von z 
angeschrieben zu denken sind. Es versteht sich, daß auf der Ebene oder Kugel r 
ein Punkt als gemeinsamer Ursprung der Schleifen festgelegt ist, dem die An­
fangswerte von U 1 , U i , ... , Un - 1 entsprechen. 



8. Beweis des RIEJUNNSchen Existenztheorems 339 

Es gibt nun oosp+5+ S1' irreduzible Kurven D,., die der Kurve Dh_ 1 + a 

äußerst benachbart sind; unter ihnen befinden sich dann nach dem, was 
oben ausgeführt wurde, oop+S+lt Kurven, die die Geraden PEll PEil ... , 
PE2P+i1 PAli PBlI ... , PAn_s, PBn_2 berühren; sobald die Punkte 
An _ 2 und Bn _ 2 mit H zusammenfallen, flillt irgendeine dieser OOP+S+h 

Kurven, z. B. D~, mit Dh _ 1 + a zusammen, wobei sie den neuen Doppel­
punkt 0 erwirbt. Die Kurve D h projiziert sich von P aus auf r in eine 
n-fache Gerade, die auf die gewünschte Art und Weise verzweigt ist. 
Die Bestimmung u .. dieser n-fachen Geraden erhält man als Projek­
tion eines Punktes, der sich auf DA bewegt und dabei der Geraden a 
äußerst nahe bleibt, während die Bestimmung un _ 1 von der Projektion 
eines Punktes herrührt, der sich auf DA bewegt und dabei dem Zweig 
von DA_ l , der 0 zum Ursprung hat, äußerst nahe bleibt. 

Wenn man nun die Punkte A n _ 2 , B"_2 auf der Ebene (Kugel) r sich 
st.etig bewegen läßt, dabei aber vermeidet, daß die Bahnen dieser. beweg­
lichen Punkte durch die anderen 2 (n - 1) + 2 p - 2 VerzweigungsJlUnkte 
gehen, so erhält man für jede Lage von A n _ a, Bn_ a irgendeine irreduzible 
Kurve 15" (ja sogar oop+S+" solcher Kurven), und diese wird von Paus 
auf r nach einer n-fachen Geraden projiziert, die in den gegebenen Verzwei­
gungspunkten auf die gewünschte Art und Weise verzweigt ist. Da nun 
aber An _ s, Bn _ s auf diese Weise nach beliebigen Stellen der Ebene (Kugel) 
r gebracht werden können, so ist damit das H,IEMANNsche Existenztheo­
rem vollständig bewiesen. 

Bemerkung. Wir wenden uns noch einmal zu der Gesamtheit L 
der ooP+ S+h irreduziblen Kurven D", die eine und dieselbe Grupp.e von 
2n + 2p - 2 Geraden des Büschels P berühren; jede dieser Kurven DA 
wird auf der n-fachen Geraden r mit denselben 2n + 2p - 2 Verzweigungs­
punkten abgebildet. Wir fassen eine dieser Kurven, etwa D", ins Auge, 
die das wirkliche Geschlecht p (aber kein ldeineres) haben möge. Bei 
einer bestimmten Wahl der Schleifen, die von einem nicht mit den Ver­
zweigungspunkten zusammenfallenden Punkt M der Ebene (Kugel) r aus­
gehen, führt diese Kurve zu gewissen Vertauschungen beim Umkreisen 
der 2n + 2p - 2 Verzweigungspunkte. Jede zu D" unbegrenzt benachbarte 
Kurve DA von L, die ebenfalls das wirkliche Geschlecht p hat, fuhrt bei 
derselben Wahl der Schleifen zu denselben Vertauschungen beim Umkrei­
sen der Verzweigungspunkte, die unverändert bleiben. In der Tat, wenn 
eine Kurve von der Anfangslage Dh auf stetige Weise in die betrachtete 
Lage DA übergeführt wird, so müssen diese Vertauschungen unverändert 
bleiben, da sie ja nur von den Indizes 1, 2, ... , n der n Bestimtnungen 
der Funktion 1~(.6) ahhängen, die der veränderlichen Kurve entspricht. 

22· 
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Nun sind abe,. zwei Kur'veniJ" und DA! die dieselben Vereweigungspunkte 
mit den nämlichen dasu gehörigen Vertauschungen besitzen, birational äqui­
valent. Um dies zu beweisen, wollen wir mit Ü,1' ••• , ü,,, die n Bestimmungen 
der der Kurve 15" entsprechenden Funktion bezeichnen und mit u1l ••• , u" 
die Bestimmungen der Funktion, die der Kurve D,. entspricht. Die letzteren 
sind den ersteren in der Weise zugeordnet, daß, wenn man, von Mausgehend, 
mit denselben Schleifen die gleichen Verzweigungs punkte umkreist, unter 
den Indizes der Bestimmungen ü und u dieselben Transpositionen erzeugt 
werden. Jede der Bestimmungen ü (oder u) ergibt sich dann als eindeu­
tige Funktion der Bestimmung u' (oder ü) von gleichem Index, und der 
auf iJ" veränderliche Punkt ist somit eine rationale Funktion des auf 
D,. veränderlichen Punktes, und umgekehrt. 

Nun beachte man, daß die oben definierte Gesamtheit L in eine end­
liche Anzahl von irreduziblen Teilen von der Dimension p + 3 + h zer­
spalten werden kann; jeder dieser Teile besteht nach dem V(}rhergehenden 
altS biralional äquivalenten Kurven. 

Man erhält also den Satz: 

Jeder auf einer n-fachen Geraden gegebenen Gruppe von 2n + 2p - 2-
Versweigungspunkten entspricht eine endliche Anzahl von Klassen biratw­
nal äquivalenter algebraischer Kurven des Geschlechts p .1) 

Der oben entwickelte Beweis des RIEMANN sehen Existenztheorems wird 
eingegeben durch den Gedanken, der in einer schon angeführten Arbeit des 
Verfassers skizziert ist (Rom. Ace. L. Rend. 24:51 877 und 1011 (1915)). Hier 
ist dem Ga.ng des Beweises durch die Einführung der Kurven D" eine größere 
Tragweite gegeben worden. Dadurch wurde es ermöglicht, den Satz für 
jeden beliebigen Wert von n in bezug auf p zu beweisen, während der zu­
vor angedeutete Beweis des Verfassers erforderte, daß n ~ p + 2 sei. Der 
klassische Beweis des Existenztheorems stützt sich bekanntlich auf die Be­
trachtung der harmonischen }'unktionen und auf die Lösung des sogenannten 
DIRICHLETsehen Problems (siehe z, B. E. PWARD, Traite d'Analyse, 2, Aufl. 
Bd. II, Kap. XVI, Paris 1905). 

9. Unzerlegbarkeit der Ma.nnigfaltigkeit der Kurven von gegebenem 
Geschlecht p, die (mindestens) eine g! von gegebener Ordnung n be­
sitzen. Eine fast unmittelbare Folge des Existenztheorems ist der Satz, 
daß alle Kurven von gegebenem Geschlecht p, die mindestens eine g~ von 
gegebener Ordnung n enthaUen, eine irreduzible Mannigfaltigkeit bilden. 
Selbstverständlich sind als Elemente dieser Mannigfaltigkeit die Klassen 

1) Über die Bestimmung dieser Anzahl vgl. A. HURWl'fZ, Math. Ann. 3D, 
1-61 (1891). 
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von birational äquivalenten Kurven des Geschlechts p zu nehmen, die 
eine g! enthalten. 

In der Tat, die Kurven vom Geschlecht p, die eine g! enthalten, er­
hält man alle aus fJiner n-fachen Geraden mit 2n + 2p - 2 Verzweigungs­
punkten, wenn man diese Punkte variiert. Werden die Schleifen (oder Ver­
tauschungen), die zu den einzelnen Verzweigungspunkten gehören, auf 
die von LüRoTH-CLEBscH angegebene Weise angeordnet, so folgt daraus 
ohne weiteres die Möglichkeit, mit der Verzweigungsgruppe einen von 
einer Anfangslage ausgehenden und in diese zurückführenden Umlauf 
auszuführen, so daß zwei verschiedene Anordnungen dieser Vertauschun­
gen miteinander permutiert werden. Die birational verschiedenen RIE­
MANNschen Flächen, die man von einer gegebenen Verzweigungsgrnppe 
aus konstruieren kann, können also mit Hilfe eines passenden Umlaufs 
der Gruppe miteinander vertauscht werden. Und daraus folgt die be­
hauptete Unzerlegbarkeit. 

Wenn im besonderen n > p + 1 ist, so kann man nach Nr. 49 (S. 137) 
auf jeder Kurve vom Geschlecht p eine g! konstruieren, und somit ergibt 
sich, daß die Kurven von gegebenem Geschlecht p eine irreduzible Mannig­
faltigkeit bilden (deren Elemente die Kla~8en von birational äquivalenten 
Kurven des Geschlechts p sind).l) 

10. Unzerlegbarkeit der Mannigfaltigkeit der irreduziblen ebenen 
Kurven n-ter Ordnung vom Geschlecht p für n 2: p + 2. Wir be­
merken zunächst, daß sich für n > p + 2 in der Mannigfaltigkeit der irre­
duziblen ebenen Kurven n-ter Ordnung vom Geschlecht p immer eine 
Kurve 0 vorfindet, die mit einer vorgegebenen Kurve r vom Geschlecht 
p birational äquivalent ist, weil sich auf jeder Kurve vom Geschlecht p 
eine einfache g~ konstruieren läßt, sobald n > p + 2 ist. In der Tat, wenu 
man auf einer Kurve r vom Geschlecht p eine Gruppe G von n 2: p + 2 
Punkten (in allgemeiner Lage) annimmt, die keine Spezialgruppe von 
p Punkten enthält, so ist die durch G charakterisierte Vollschar g;:-P 
sicherlich einfach, weil die unendlich vielen Gruppen von g:-P, die durch 
n-p-1 Punkte von G gehen, nicht von selbst auch noch einen weite­
ren Punkt (von G) enthalten können, sonst wUrde man beim Heraus­
nehmen der so erhaltenen n - p festen Punkte aus G eine Spezialgruppe 
von p Punkten erhalten. 

Außerdem kann man nach dem vorhergehenden annehmen, daß die 
ebene Kurve 0 von der Ordnung n und dem Geschlecht p, die mit r bi-

1) Die Bemerkung, daß die Kurven von gegebenem Geschlecht p eine irre­
duzible Mannigfaltigkeit bilden, stammt von F. KLEIN (s. die in der Fußnote 8) 
auf S. HiS angeführten Werke). 
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rational äquivalent ist, 1ncht spezial ist (d. h. daß die von den geraden 
Linien auf ihr erzeugte Schal' g;, nicht spezial ist). 

Nun bilden aber die nicht-spezialen Scharen g~ auf einer Kurve r 
eine irreduzible Mannigfaltigkeit V, weil die Eigenschaft, irreduzibel zu 
sein, entweder der Mannigfaltigkeit der Vollscharen g:-P zukommt, die 
bi rational äquivalent ist mit der auf r bezüglichen JACoBlschen Mannig­
faltigkeit (NI'. 103, S. 271), oder der Mannigfaltigkeit der in einer ge­
gebenen g:-P enthaltenen Scharen g!, die bi rational äquivalent ist mit 
der Mannigfaltigkeit der Ebenen eines Sn_po 

In der Mannigfaltigkeit V ist die der Spezialscharen g! als unterge­
ordnete Mannigfaltigkeit enthalten; es bilden also die zu r gehörigen 
spezialen oder nicht-spezialen Scharen g~ eine irreduzible Mannigfaltigkeit. 
Die mit einer gegebenen Kurve r birational äquivalenteI!- ebenen Kurven 
C von der n-ten Ordnung bilden daher eine irreduzible Mannigfaltigkeit, 
weil zwischen den Kurven C, die einer jeden gegebenen (einfachen) Schal' 
g~ auf r entsprechen, eine kollineare Vel'wandtschaft besteht (NI'. 26, S. 79). 

Wenn man endlich beachtet (s. die vorhergehende Nummer), daß die 
Gesamtheit der Kurven des Geschlechts p irreduzibel ist, so ergibt sicb, 
daß die irreduziblen ebenen K~wven n.[er Ot'dnung vom Geschlecht p für 
n > p + 2 eine einzige in'eduzible MannigfalUgkeit von dm' Dimension 
3n + p - 1 bilden, deren allgemeine Kurve nur gewöhnliche Doppelpnnkte 
besitzt. 

Daß die ,allgemeine Kurve der genannten Mannigfaltigkeit nur ge-
"h l' h D d d (n - t) Cn - 2) d wo n 1C e oppelpunkte hat, un zwar =------2----- - P an er 

Zahl, und daß daher die Dimension dieser Mannigfaltigkeit gleich 3n+p-1 
ist (Nr.1,S.307), folgt ohne weiteres aus der 2. Bemerkung der Nr. 7 (S.329). 

Be m e I' ku n g. Als Zusatz ergibt sicb: Für n > p + 2 gehören die 
mit beliebigen Sing~~laritäten ausgestatteten irreduziblen ebenen Kurven 
n-ter Ordnung vom Geschlecht p als spezielle Grenzelemente zu dcr irredtl­
ziblen Mannigfaltigkeit der irreduziblen ebenen !üwven n-te}' Ordnung mit 

d = (n - 1) ~n -: _~ __ }J gewöhnlichen Doppelpunktcn. 

Es ist damit für den Fall n >- p + 2 der Satz bewiesen, von dem 
wir in der Bemerkung am Schluß der NI'. 4 (S. 318) sprachen. 

11. Unzerlegbarkeit der Mannigfaltigkeit der irreduziblen ebenen 
(n-l)(n-2) D 

Kurven n-ter Ordnung mit d:5: - 2 Doppelpunkten. as 

Ergebnis der vorhergehenden Nummer läßt sich ausdehnen auf die irre­
duziblen Kurven n-tel' Ordnung vom Geschlecht p (> 0) mit 

!n -- 1) (n - 2) 
d = - - -2---- - p 
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Doppelpunkten für beliebjge Werte von n und p. Nur kann man nicht 
zugleich behaupten (obwohl es anzunehmen ist), daß die mit beliebi­
gen Singularitäten ausgestatteten irreduziblen Kurven n-ter Ordnung 
vom Geschlecht p als besondere Fälle dem einzigen irreduziblen System 
angehören, das alle irreduziblen Kurven n-ter Ordnung mit d Doppel­
punkten umfaßt, falls man nicht vorschreibt, daß n und p der Unglei­
chung n:2 p + 2 genügen sollen, oder der umfassenderen Ungleichung 

n > : p + 2, die wir im folgenden finden werden (Anhang G, Nr. 10, 
S.394). Wir beweisen nun in erster Linie den Satz: 

Wenn ~ ein vollständiges irreduzibles System von ebenen Ku·yven n-te'J' 
Ordnung mit d Doppelpunkten ist, das also die Dimension 3n + p -1 hat, 
so enthält es alle möglichen ebenen n-Seite.1) 

Es ist zunächst klar, daß jedes irreduzible System H von irredu­
ziblen Kurven n-ter Ordnung mit d Doppelpunkten, das die allgemeine 
Kurve 0 von .E enthält, ganz in .E enthalten ist. Nimmt man nämlich 
an, dies wäre nicht der Fall, so würde, sobald 0 in ~ variiert wird, das 
System H ein aus irreduziblen Kurven n-ter Ordnung mit d Doppelpunk­
ten bestehendes System beschreiben, das umfassender wäre als ~. Dann 
wäre aber E nicht vollständig. 

Nach dieser Feststellung wollen wir nun die allgemeine Kurve C 
von einem Punkte 0 aus projizieren, der nicht in der Ebene ades 
Systems E liegt; es sei r der Kegel mit der Spitze 0, den man auf 
diese Weise erhält. Der Kegel r enthält ein 3-fach unendliches lineares 
System von ebenen Schnittkurven, die mit 0 birational äquivalent sind. 
Zu diesem System gehören 00 9 Kurven, die in n verschiedene Geraden 
zerfallen und auf r von den durch 0 gehenden Ebenen erzeugt werden. 
Projiziert man das genannte dreifach unendliche Kurvensystem von einem 
allgemein gewählten Punkt des Raumes aus auf a, so erhält man ein 
irreduzibles System R von in'eduziblen Kurven n-ter Ordnung mit i{ Dop­
pelpunkten, das die Kurve C enthält. Zugleich enthält es auch oo! Kur­
ven, die in Gruppen von n verschiedenen Geraden zerfallen; diese gehen 
durch den als Projektion von 0 entstehenden Punkt 0'.2) 

1) Vgl. SBYERI, Rom. Ace. L. Rend. 24g , 886 (1916). 
2) Die Kurven von H liegen zu je zweien homolog in bezug auf das Homo­

logiezentrum 0'. Ohne aus der Ebene IX hera.uszugehen, kann man das System 
H orhalten, indem man C mittels der stetigen Gruppe der 003 ebenen Homolo­
gien (Zentralkollinea.tionen) vom Zentrum 0' transformiert. Im besonderen ver­
wandelt eine der 00' ausgearteten Homologien dieser Gruppe die Kurve C in eine 
Gesamtheit von n durch 0' gehende Geraden oder in eine beliebige, n-fach ge­
zählte Gerade von IX, je nachdem die Oharakteristik der Homologie Null oder un­
endlich ist. 
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Daraus folgt, daß ~ Kurven enthält, die in n verschiedene Geraden 
zerfallen (und zwar in n Geraden, die in einem beliebigen Punkt der 
Ebene zusammenlaufen).l) Nun müssen wir noch einen weiteren Schritt 
tun und beweisen, daß ~ jede Kurve enthält, die in n Geraden allge­
meiner Lage zerfällt; eine solche Kurve werden wir kurz ein allgemeines 
ebenes n-Seit nennen. 

Es sei 00 ein n-Seit von ~, das aus den verschiedenen in 0' zu­
sammenlaufenden Geraden all aj , ••• , an besteht. Der Punkt 0' ist n-fach 

lür 00 ; er absorbiert alle n(n;- 1) Doppelpunkte von 00 • Jeder dieser 

Doppelpunkte entsteht dad1!rch, daß man zwei der Geraden a zusammen­
nimmt. 

Wenn eine allgemeine Kurve 0 von ~ sich der Kurve 00 unbegrenzt 
nähert, so rücken die d Doppelpunkte von 0 nach gewissen d Doppel-

punkten von 00 hin; die übrigen }n(n - 1) - d = n + p - 1 Doppel­

punkte von 00 müssen als virtuell nicht vorhanden angesehen werden, 
sobald man 00 als Grenzfall von 0 betrachtet. Damit soll nicht gesagt 
sein, daß es eine einzige Gruppe von d Doppelpunkten der Kurve 00 

gibt, die als Grenzlagen der d Doppelpunkte einer in ~ veränderlichen 
Kurve 0 bet.rachtet werden können; sondern dies bedeutet nur, daß bei 
einer bestimmten Variationsvorschrift für 0 die Gruppe G der d Grenz­
doppelpunkte vollständig bestimmt ist. Eine entsprechende Bemerkung 
ist im folgenden in ähnlichen Fällen stillschweigend hinzuzudenken. 

Die zu 00 äußerst benachbarten Kurven von ~, deren Doppelpunkte 
denen der Gruppe G unbegrenzt nahe liegen 2), erfüllen einen Mantel 
Wo von 3n + p - 1 Dimensionen, der zu ~ gehört und seinen Ur­
sprung in 00 hat. Es sei Qo ein nicht der Gruppe G angehöriger Doppel­
punkt von 00 • Die zu 00 äußerst benachbarten Kurven D von der n-ten 

1) Dasselbe Verfabren dient dazu, um in allgemeinerer Weise zu beweisen 
daß es in jeder vollständigen (vgl. Nr. 1 des Anbangs G) irreduziblen Mannigfal­
tigkeit ~ von Kurven C der Ordnung n des Raumes Sr (r;:> 2) Kurven gibt, die in 
n verschiedene Geraden ausarten (diese Geraden liegen nicbt zu je 1· in einer "Ober­
ebene). Derartige ausgeartete Kurven erhält man, indem man eine allgemeine 
Kurve C von einem außerhalb Sr gelegenen Punkte aus projiziert und die Schnitt­
kurven des so entstehenden Kegels r mit den durch seine Spitze gelegten Räu­
men Sr wiederum in den ersten Sr projiziert; oder dadurch, daß man die Kurven 
C mit Hilfe der aus~earteten Homologien von Sr transformiert. 

2) Wenn wir sagen, ein Doppelpunkt P einer zu Co il.ußer.t benachbarten 
Kurve C von ~ liege unbegrenzt nahe bei einem Doppelpunkt Po VOn Co, der 
z. B. durch das Zusammennehmen der Geraden a1 , a. entstanden sein möge, 80 

bedeutet dies, daß in der Umgebung von Po die beiden Zweige VOn C, die ihren 
Ursprung in P haben, den Geraden a" at sehr nahe kommen. 
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Ordnung, die einen einzigen zu Qo benachbarten Doppelpunkt besitzen, 
bilden nach Nr. 3 (S. 314) einen Linearmantel F von N -1 Dimensionen 
mit dem Ursprung 00' und dieser trifft deD Mantel Wo in einem oder 
mehreren Mänteln von 3n + p - 2 Dimensionen mit dem Ursprung 00' 
Es sei 4'1 ein~r dieser Mäntel. Die allgemeine Kurve Cl von 4'1 hat (min­
destens) d + 1 Doppelpunkte, und diese rücken nach den Doppelpunkten 
der Gruppe G + Qo, wenn 01 sich der Kurve 00 unbegrenzt nähert. Man 
kann also 'ron vornherein nicht behaupten, daß die Kurve 01 nur d + 1 
Doppelpunkte habe. Wie dem aber auch sei, wenn es noch einen Dop­
pelpunkt Ql von 00 gibt, der nicht als Grenzlage eines Doppelpunktes 
von 01 anzusehen ist, so betrachten wir den Linearmantel F1 der zu Co 
äußerst benachbarten Kurven n-ter Ordnung, die einen einzigen zu Q1 
benachbarten Doppelpunkt besitzen. Der Mantel F1 trifft 4'1 in einem 
oder mehreren Mänteln von 3n + p - 3 Dimensionen mit dem Ursprung 
00' usw. Fährt man so fort, so findet man in z: mindestens einen Mantel 
-qr mit dem Ursprung Co und von der Dimension 

(l > (3n + p - 1) - (n + p - 1) = 2n, 

der aus Kurven n-ter Ordnung mit d + (n + p - 1) = ! n(n - 1) ver­

änderlichen Doppelpunkten besteht. Jede dieser Kurven zerfällt also in 
n gerade Linien (s. Nr. 3, S. 314, Fußnote 1). 

Da aber die Gruppen von 11; Geraden der Ebene genau von 2n Para­
metern ahhängen, so schließt man, daß YJ' wirklich die Dimension Q = 2'n' 
hat, und daß dieses Gebilde nichts anderes ist als ein Mantel der aus 
sämtlichen ebenen n-Seiten bestehenden Mannigfaltigkeit Z. Da nun das 
System z: einen Mantel deril'reduziblen Mannigfaltigkeit Z enthält, so 
enthält es die letztere ganz. 

Aus dem bewiesenen Satze wollen wir nun den folgenden ableiten~ 
Jedes voUständige i1'red'uziblc System von irt'eduziblen Kurven n ter Ord­
nung mit d gewöltnlichenDoppelpttnkten von der Dimension 3n + p -1 (p>O), 
enthält mindestens ein vollständiges in'eduzibles Sy~tem von irreduziblen Kur­
ven n-ter Ordnung mit d + 1 gewöhnlichen Doppelpunkten von der Dimen­
sion 3n + p - 2. 

Wir werden den Satz durch Induktion beweisen, indern wü' ihn für 
die Kurven von einer kleineren als der n-ten Ordnung und vom Geschlecht 
p > 0 als bewiesen annehmen. Da er fUr n = 3 (und p = 1) richtig ist, 
so ergibt sich dann seine Gültigkeit für jeden Wert VOll n. 

Es sei 01 al! ... 0,'1 ein ebenes n-Seit, das die mit ~ n(n - 1) ver­

schiedenen Doppelpunkten ausgestattete Kurve n-ter Ordnung 00 bildet. 



346 Anhang ~' 

Auf Grund einer ganz bestimmten Variationsvorschrift wollen wir die all­
gemeine Kurve 0 von .E in die Kurve 00 überführen; dabei sei G die 
Gruppe der d Doppelpunkte von O~, die als Grenzlagen der d Doppel­
punkte von 0 erscheinen, und K sei die Gruppe der übrigen n + p - 1 
Doppelpunkte von 00 , die als virtuell nicht vorhanden anzusehen sind, 
sobald 00 als Grenzfall von 0 betrachtet wird. Die Kurve 00 mit den 
d vorgeschriebenen Doppelpunkten der Gruppe G, definiert nach Nr.4 
(S. 317) das System .Ei ist aber Q ein nicht der Gruppe Gangehöriger 
Doppelpunkt von 00 und schreibt man die d + 1 Doppelpunkte der Gruppe 
G + Q vor, so definiert die Kurve 00 ein System .E1 von der Dimension 
Sn + p - 2, das in .E euthalten ist (Nr. 7,3. Bemerkung, S. 330). 

Daher enthält .E jedenfalls irgendein vollständiges System von Kur­
ven n-ter Ordnung mit d + 1 Doppelpunkten von der Dimension 3n + p - 2. 
Damit ist aber noch nicht gesagt, daß die allgemeine Kurve 01 von .E1 

irreduzibel ist. Wir wollen sehen, zu welchen Folgerungen man gelangt, 
wenn man annimmt, 01 sei reduzibel. Wenn 0 sich einer allgemein ge­
wählten Kurve 01 nähert, so haben die Doppelpunkte von 0 als Grenzlagen 
gewisse d Doppelpunkte von 011 und diese sind als vorgeschrieben zu 
betrachten, während der weitere Doppelpunkt Ql von 01, der neu auf­
taucht, als virtuell nicht vorhanden anzusehen ist. Wenn also die Kurve 
Cl reduzibel ist, so kann die Zahl ihrer Bestandteile nicht größer als 2 
sein, und diese bei den Teile müssen sich in Ql schneiden; denn es genügt 
ja, Ql als nicht vorhanden zu betrachten, um aus 01 eine zusammenhän­

. gende Kurve zu erhalten. 
Wir bezeichnen mit O~, 0; die Bestandteile von 011 mit n', n" ihre 

Ordnungen (n = n' + n"), mit p', p" ihre Geschlechtszahlen (p = p' + p" + 
1 -1 = p' + p") und mit d', d" die Anzahlen ihrer Doppelpunkte (d + 1 = 

d' + d" + n' n"). Da p = p' + p" ist, so folgt aus der Annahme p > 0, daß 
mindestens eine der Zahlen p',p" größer als Null ist. Es sei z. B. p' > 0, und 
es sei .E~ das SJstem irreduzibler Kurven von der Ordnung n' und der Di­
mension 3n' + p' - 1 mit d' veränderlichen Doppelpunkten, das durch die 
Kurve O~ bestimmt wird. Da wir die Gültigkeit unseres Satzes für die Kur­
ven von der Ordnung n' < n und vom Geschlecht p' > 0 vorausgesetzt haben, 
so wird es in .E~ ein System VOll irreduziblen Kurven der Ordnung n' 
mit d' + 1 Doppelpunkten geben, das die Dimension 3n' + p' - 2 besitzt. 
Es sei O~ eine solche Kurve. Dann wird die Kurve O~ + O~ genau d + 2 
Doppelpunkte besitzen, und wenn die allgemeine Kurve 0 von .E nach 
einer bestimmten Vorschrift sich der Kurve O~ + O~ nähert, so werden 
die d Doppelpunkte von 0 nach gewissen d Doppelpunkten von 0; + 0;' 
hinrücken; d' von diesen letzteren, die die Gruppe G' bilden, werden mit 
ebenso vielen Doppelpunkten von O~ zusammenfallen, d" von ihnen, die 
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die Gruppe G" bilden, fallen in die d" Doppelpunkte von O~ und n' n" -1 
von ihnen fallen in ebenso viele gemeinsame Punkte von C~, 0; und bil­
den eine Gruppe H. Die Doppelpunkte, die beim Grenzübergang neu auf­
treten, sind der letzte Schnittpunkt Q2 von O~ mit 0; und derjenige 
Doppelpunkt Q~ von O~, der der Gruppe G' nicht angehört. 

Wenn auf der Kurve C; + C~ die Doppelpunkte der Gruppe 

G' + Q~ + H + G" 

vorgeschrieben werden, während der Doppelpunkt Q2 als nicht vorhanden 
angesehen wird, so erhält man aus C~ + C~ eine zusammenhängende 
Kurve vom virtuellen Geschlecht p - 1, deren beide Bestandteile über 
den nicht vorhandenen Doppelpunkt Q2 hinüber zusammenhängen. Die 
Kurve O~ + C~ mit den so vorgeschriebenen Doppelpunkt.en definiert 
daher ein irreduzibles System lJ2 von der Dimension Sn + p - 2, das 
aus irreduziblen Kurven n-ter Ordnung mit d + 1 Doppelpunkten be­
steht; wenn man dagegen nur die Doppelpunkte der Gruppe er + H + G" 
vorschreibt, so definiert die Kurve O~ + O~ das System 2-. Daher ist 
E 2 in lJ enthalten (Nr, 7, ö. Bemerkung, S. 330), und damit ist das be­
wiesen, was wir beweisen wollten. 

Schließlich beweisen wir noch den folgenden Satz: 
Die irreduziblen ebenen Kurven n-ter Ordnung mit cl gewöhnlichen 

Do-ppelpunkten bilden ein einziges vollständiges irred1~zibles System von der 
. " [(n - 1) (n - 2) ] Dtmenswn 3n + p - 1 p = ' '-2'-- - d . 

Es sei zunächst lJ ein vollständiges irreduzibles System von ebenen 
irreduziblen Kurven 0 der n-ten Ordnung mit cl gewöhnlichen Doppel-

punkten (d < ~ (n - 1) (n - 2)). Auf Grund des vorhergehenden Satzes 

gibt es in lJ ein irreduzibles und vollständiges System lJ' von irredu­
ziblen Kurven n-ter Ordnung mit d + 1 Doppelpunkten; in diesem gibt 
es ein vollständiges irreduzibles System lJ" von irrednziblen Kurven mit 
cl + 2 Doppelpunkten. Fährt man in dieser Weise fort, so gelangt man 
zu einem vollständigen irreduziblen System lJ(Pl, das aus irreduziblen Kur­
yen mit cl + p Doppelpunkten, d, h. aus rationalen Kurven besteht. 

Nun bilden die rationalellebenen Kurven n-ter Ordnung ein ein­
ziges vollständiges irreduzibles System VOll der Dimen!'lion 31'1 - 1; 
dessen allgemeine Kurve Co ist eine allgemein gewählte Projektion einer 

rationalen Normalkurve r des Raumes S1I und hat nur ~-(n -- 1)(n - 2) 

voneinander verschiedene gewöhnliche Doppolpunkte (vgl. NI'. 33, S. 94). 
Wenn es nun ein audel'es voll::ltändiges irreduzibles System lJ[ von 
irreduziblen ebenen Kurven 0 1 der Ordnung n mit d Doppelpunkten 
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gäbe, so müßten ,El und ,E das wohl definierte System ,E(P) gemein­
sam haben, da ja . auch dem System ,El ein vollständiges irreduzibles 
System von rationalen Kurven angehören müßte. Nun halten wir die all­
gemeine Kurve 0 0 des Systems ,E(P) fest und lassen die allgemeinen Kurven 
o und Cl von,E bzw. ,El nach bestimmten Variationsvorschriften sich der 
Kurve Co unbegrenzt nähern; es seien G und GI die Gruppen der Doppel­
punkte von Co, die als Grenzlagen der Doppelpunkte von C und Cl erscheinen. 

Die Systeme,E und,El werden durch die Kurve Co definiert, falls man 
auf ihr bloß die Doppel punkte von G bzw. GI als vorgeschrieben ansieht. 
Wenn es uns daher gelingt, zu beweisen, daß bei einem Umlauf von Cf} 
innerhalb ,E(P), der von der festgesetzten Anfangslage ausgeht und in diese 
zurückführt, die Gruppe G mit GI vertauscht werden kann, so werden 
die bei den Systeme ,E und,El zusammenfallen miissen, da zwei ihrer Linear­
mäntel vertauschbar sind. 

Um den angedeuteten Beweis zu führen, denken wir an die rationale 
Kurve r des Raumes Sn, aus der durch Projektion von einem (n - 3)­
dimensionalen Raum 0 aus die Kurve Co entsteht. Die Mannigfaltigkeit 
der Sehnen von r ist, als Punktort betrachtet, eine irreduzible dreidimen­

sionale Mannigfaltigkeit K von der Ordnung p, = (~=Et -~. Das Pro­

jektionszentrum 0 trifft K in p, verschiedenen Punkten, und von diesen 
gehen die Sehnen von raus, die sich in die p, verschiedenen Doppelpunkte 
von 00 projizieren. Unterwirft man nun den Raum 0 innerhalb Sn einer 
Bewegung, die von der betrachteten Anfangslage ausgeht und in sie zu­
rückführt, so können diese p, Schnittpunkte wegen der Unzerlegbarkeit 
von K beliebig miteinander vertauscht werden.1) Bei der Bewegung von 

1) Um dieöe Behauptung in erschöpfender Weise zu erklären, denke man 
sich einen allgemeinen Raum 8 .. - 2 durch 0 und einen allgemeinen Raum 8 .. - 4 in­
nerhalb O. Es sei H die irrelluzible Kurve tL-ter Ordnung, nach der .sich die Man­
nigfaltigkeit K und der Raum 8n - i schneiden; dann betrachten wir die g~, die 
auf H von dem Büschel L der durch den festgelegten Raum 8"-4 gehenden Räume 
8"-3 ausgeschnitten wird. Da jener 8"-4 allgemein gewählt ist, 80 haben die 
Tangenten von H, die sich auf ihn stützen, eine zweipunktige Berührung, und 
folglich hat die gA nur Doppelpunkte. Wenn man die Gruppen der g~ auf einer 
Geraden (Ebene, Kugel) l' dar~tellt, so erzeugen die Substitutionen, die zwischen 
den Punkten einer Gruppe "on U/1 entstehen, wenn man sich um einen der auf 
r vorhandenen Verzweigunwpunkte dreht, eine Gruppe im Sinne von GALOIS (d'ie 
Monod1'omiegruppe der gM. Da aber diese Sub~titutionen nur einfache Vertauschun­
gen zwischen zwei Punkten einer Gruppe von Ull sind, so ist die Monodromiegruppe 
der gA die totale Gruppe (d. h. die Gruppe aller Substitutionen zwischen den tL 
Elementen). (V gl. z. B. BIANCHI, Lezioni sulla teoria dei gruppi di Bostituzioni, etc. 
Pisa, Spoerri, 1900, S. 20.) Daraus ergibt sich aber, daß man mitteIl! eines passen­
den Umla.ufs eines beliebigen 8n - B des Büschels L unter den Punkten einer Gruppe 
1'0n U/l eine beliebige Permutation erzeugen kann. 
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o verändert sich nun die Kurve 00 als Projektion von raus 0 derart, 
daß sie schließlich wieder in die Ausgangslage zurückkehrt. Daraus er­
gibt sich, daß die Kurve 00 so bewegt werden kann, daß unter ihren 
Doppelpunkten eine beliebige Permutation erzeugt wird, insbesondere 
also auch so, daß die Gruppen G und Gl sich vertauschen. 

Bemerkung. Aus dem vorstehenden Satze folgt ohne weiteres, daß 
das vollständige in'eduzible System E der irreduziblen ebenen Kurven n-ter 
Ordnung mit d gewöhnlichen Doppelpunkten, das also vom Geschlechte 

p = (~~ 1) ~~=-y) _ d ist, die vollständigen Systeme irreduzibler ebener Kur­

ven n-ter Ordnung mit d + 1, d + 2, ... , d + p. Doppelpunkten enthält. 
Eine allgemeine irreduzible Kurve n-ter Ordnung mit d + i Doppelpunk-

ten ist ein gewöhnliches (cl t z)-faches Element für das System E (d. h. 

ein Element, das Ursprung von (cl t i) verschiedenen Linearmänteln ist, 

deren Tangentialiiberebenen im Ursprung unabhängig sind). 

12. Virtuell vollständige lineare Scharen auf einer irreduziblen 
Kurve C. die virtuell nicht vorhandene gewöhnliChe Doppelpunkte 
besitzt. Es sei 0 eine irreduzible ebene Kurve n-ter Ordnung, die d' ge­
wöhnliche Doppelpunkte besitzt; von diesen sollen d' - d als virtuell nicht 
vorhanden betrachtet werden, während die übrigen cl als vorgeschrieben 
angesehen werden (Nr. 7, S. 323). Wir wollen irgendeinen der vorgeschrie­
benen Schnittpunkte mit Q, einen der nicht vorhandenen mit R bezeichnen. 

Jede Kurve, die durch die Punkte Q geht, werden wir eine in besug 
auf die vorgeschriebenen Doppelpunkte Q adjungierte Kurve nennen, oder 
auch eine virtuell adjungierte Kurve (nach N OETHER nicht adjungierte Km·ve). 
Es handelt sich dabei also um eine Kurve, die im gewöhnlichen Sinne des 
Wortes zu C adjungiert 1väre, wenn die Doppelpunkte B, die wir als vir­
tuell nicht vorhanden betrachten, tatsächlich nicht vorhanden wären. 

Die virtuell adjungierten Kurven einer gegebenen Ordnung l schnei­
den auf C außer den Punkten Q eine lineare Schar aus. Die Paare ein­
facher Punkte von C,. die in jedem der Punkte B zusammenfallen, sind 
neutrale Paare in bezug auf diese Schar, d. h. Paare, die für die Gruppen 
der Schar höchstens eine Bedingung vorstellen (vgl. Nr. 73, S. 190). Jede 
lineare Schar, wie z. B. die ebengenannte, für die jedes der erwähnten 
Punktepaare höchstens eine Bedingung vorstellt, nennen wir eine lineare 
Schar auf dcr Kurve 0 mit den vorgeschriebenen Doppelpunkten Q (oder mit 
den virtuell nicht vorhandenen Doppelpunkten R). 

Wir werden außerdem sagen, eine lineare Schar g: auf der Kurve 0 
mit den vorgeschriebenen Doppelpunkten Q sei virtuell vollständig (näm-
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lieh in bezug auf die nicht vorhandenen Doppelpunkte R), wenn sie nicht 
in einer gleichartigen Schar derselben Ordnung und größerer Dimension 
enthalten ist. 

Wenn eines der neutralen Punktepaare, die mit einem der Doppel­
punkte R zusammenfallen, etwa A, B, aus zwei festen Punkten der g: be­
steht (in welchem Falle das Paar A, B den Gruppen der g~, die es 
enthalten sollen, überhaupt keine Bedingung auferlegt), so kann noch 
der Fall eintreten, daß die Punkte A, B für eine virtuell vollständige 
lineare Schar g~, in der g: enthalten ist, fest sind, oder daß sie für 
die Gruppen der g:, die sie enthalten sollen, eine Bedingung darstellen. 

,Jede lineare Schar, die auf der Kttrve 0 mit den vorgesChriebenen Dop­
pelpunkten Q vorhanden ist, ist in einer einzigen vi1'luell vollständigen linearen 
Schar enthalten. 

Dies beweist man durch dieselbe Überlegung wie in Nr. 23 (8. 69), 
indem man beachtet, daß eine lineare Schar, für welche die mit den Dop­
pelpunkten R zusammenfallenden Punktepaare neutral sind, auf 0 von 
einem linearen System ausgeschnitten wird, das dieselben neut.ralen Paare 
hat, und umgekehrt. 

Wenn f = 0 die Gleichung von 0 und Cf! = 0 die Gleichung einer 
zu ihr virtuell adjungierten Kurve m-ter Ordnung ist, so beweist man 
durch dieselbe Überlegung wie in Nr. 38 (8. 109), daß jede Kurve 9 = 0 
von der I-ten Ordnung, die durch die Punkte Q zweifach und durch jeden 
der übrigen Schnittpunkte von f = 0 mit Cf! = 0 einfach hindurch geht, 
eine Gleichung von der Form Af + Bcp = 0 besitzt, wo A = 0 eine Kurve 
(l- n)-ter Ordnung ist, die keiner Bedingung unterworfen ist, und B= 0 
eine zu 0 virtuell adjungierte Kurve (1- m)-ter Ordnung bedeutet. Daraus 
folgert man mit Hilfe derselben Betrachtung wie in Nr.41 (8.120) den Satz: 

Die zu 0 virtuell adjungierten K-urven einer gegebenen Ordnung schnei­
den auf 0 außer den vorgeschriebenen Doppelpunkten Q eine virtuell voll­
ständige lineare Schar aus. 

Aus diesem Satz folgt dann der Restsatz für die virtuell aJjungierten 
KU1·ven; er besitzt denselben Wortlaut wie für die gewöbnlirhen adjun­
gierten Kurven. 

Alles in allem läßt sich die Theorie der virtuell adjungierten Kur­
ven ohne wesentlichen Unterschied ganz ebenso entwickeln wie die 
Theorie der adjungierten Kurven und der Vollscharen, die wir in § 2 des 
fünften Kapitels auseinandergesetzt haben (S. 120ff.). 

Die Schar, die außer den Punkten Q von den virtuell adjungierten 
Kurven (n - 3)-ter Ordnung auf 0 ausgeschnitten wird, heißt die virtuelle 
kanonische Schar. Wenn p das wirkliche Geschlecht von 0 und n = p + d' - d 
ihr virtuelles Geschlecht ist, so ist die virtuelle kanonische Schar eine g:tr-! 2' 
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Es gilt ein Satz, der dem RIEMANN-RocHschen Satze vollkommen 
entspricht; nämlich der f~lgende: 

Bezeichnet man den virtuellen Spezialitätsindex einer virtuell voll­
ständigen linearen Schar g:, d. h. die Zahl der unabhängigen virtuellen 
kanonischen Gruppen, die durch eine Gruppe von g: gehen, mit i, so be­
steht die Beziehung 

r=n -~+ i. 

Für die nicht-spezialen virtuell vollständigen Scharen hat man im be­
sonderen ,. = n - ~. 

Wenn die Kurve 0 als Grenzfall einer irreduziblen Kurve (j von 
der n-ten Ordnung mit d gewöhnlichen Doppelpunkten aufgefaßt wird 
(was auf Grund des Satzes der 3. Bemerkung in Nr. 7 (S.330) immer 
möglich ist), so lehrt uns der vorstehende Satz, daß die zu 0 virtuell ad­
jungierten Kurven von der Ordnung Z > n - 3 die Grenzfälle der zu (J ad­
jungierten Kurven von der Ordnung 1 > n - 3 sind. Dies folgt übrigens 
ohne weiteres aus der Bemerkung, daß die d' Doppelpunkte. von 0 den 
adjungierten Kurven von der Ordnung 1 ~ n - 3 unabhängige Bedingun­
gen auferlegen, und daß demnach dasselbe für d dieser Doppelpunkte gilt. 
Daher ergibt sich: 

Wenn die irreduzible Kurve 0 vom virtuellen Geschlecht:t und der 
Ordnung n als Grensfall einer irreduziblen Kurve (j vom wirklichen Ge­
schlecht ~ angesehen wird, 80 ist jede zu 0 virtuell adjungiertlt. Kurve von 
der Ordnung 1 ~ n - 3 die Grenze einer zu (J adjungierten Kurve dersel­
ben Ordnung; die virtuelle kanonische Schar von 0 ist Grenze der kano­
nischen Schar von (J; die nicht-spezialen virtuell vollständigen Scharen auf 
o sind Grenzfälle von nicht-spezialen Vollscharen gleicher Dimension auf 
(J. Im Gegensatz hierzu kann es unter den virtuell adjungierten Kurven 
einer Ordnung 1< n - 3 sehr wohl solche geben, die nicht als Grenzfälle 
von zu (J adjungierten Kurven derselben Ordnung angesehen werden 
können; es ist folglich möglich, daß es auf 0 virtuell vollständige Spezial· 
scharen gibt, die nicht Grensfälle von Spezialscharen der Kurve (J sind. 

Wir geben nun ein Beispiel. Es sei 0 eine Kurve 6. Ordnung mit 
7 Doppelpunkten; von diesen sollen 6 in beliebiger Weise auf einem Kegel­
schnitt r liegen, während der siebente Doppelpunkt R in einen allgemeinen 
Punkt der Ebene fällt. Wir zeigen, daß es irreduzible Kurven 0 dieser Art 
gibt. In der Tat liefert der zweimal gezählte Kegelschnitt r, zusammen 
mit einer zerfallenden Kurve 2. Ordnung, die durch R doppelt hindurch­
geht, eine Kurve 00 von der 6. Ordnung, die durch die gegebenen 7 Dop­
pelpunkte zweifach hindurchgeht; und zwei Kurven 3. Ordnung, die durch 
diese 7 Punkte gehen, bilden zusammen eine andere Kurve 01 von der 
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6. Ordnung, die die 7 gegebenen Doppelpunkte besitzt. Eine allgemeine 
Kurve 0 des durch 00 und 01 bestimmten Büschels ist also irreduzibel 
(Nr. 11, S. 27) und hat nur die 7 gegebenen Doppelpunkte. Betrachtet 
man den Doppelpunkt R alH nicht vorhanden, so wird 0 eine Kurve vom 
virtuellen Geschlecht 4; diese kann stets aufgefaßt werden als Grenzfall 
einer irreduziblen Kurve (J von der 6. Ordnung und vom wirklichen Ge­
schlecht 4, deren Doppelpunkte in 6 allgemeinen Punkten der Ebene 
liegen und beim Grenzübergang sich den 6 vorgeschriebenen Doppel­
punkten von 0 unbegrenzt nähern. Während (J im allgemeinen keine 
adjungierten Kurven 2. Ordnung besitzt, besitzt die Grenzkurve 0 eine 
virtuell adjungierte Kurve 2. Ordnung. 

Bemerkung. Die in dieser Nummer eingeführten Begriffe sind an 
das besondere projektive Modell geknüpft, das wir für die Kurve 0 be­
trachtet haben. Sie können mtn auf folgende Weise von jeder projektiven , . 
Verbindung gelöst 'Werden und eine in bezug auf birationale Transforma-
tionen invariante Form annehmen. 

Wir legen auf einer irre~uziblen Kurve r vom Geschlecht p (ohne 
Singularitäten in einem Überraum ) 8 Punktepaare fest und betrachten 
die linearen Scharen von r, für die jedes der festgelegten Paare neutral 
ist (d. h. nur eine oder keine Bedingung vorstellt). Eine lineare Schar 
auf r, für welche die 8 Punktepaare neutral sind, wollen wir (in bezug 
auf die 8 neutralen Paare) virtuell vollständig nennen, wenn sie nicht in 
einer umfasseuderen Schar der gleichen Ordnung enthalten ist, für die die­
selben Paare ebenfalls neutral sind. Nun sieht man leicht ein, daß jede lineare 
Schar, für die die gegebenen Paare neutral sind, in einer einzigen virtuell voll­
ständigen linearen Schar enthalten ist; daß, wenn 1t = P + 8 gesetzt wird, eine 
einzige lineare Schar g:;;!2 von der Ordnung 21t -- 2 und der Dimension 
1t - 1 vorhanden ist, für die jene gegebenen Paare neutral sind (es ist 
die virtuelle kanonische Schar); daß ein dem RIEMANN-RocHschen ent­
sprechender Satz gilt, wenn man den virtuellen Spezialitätsindex einer ge­
gebenen linearen Schar in bezng auf die virtuelle kanonische Schar ein­
führt; usw. 

Um dies alles zu beweisen, nehmen wir auf reine g: (r ~n - p) von 
der Ordnung n > 2 p an, für die überdies die U ngleichnng n:2 p + 8 + 2 
gilt. Die mit r birational äquivalente Kurve D des Raumes Sr, auf welcher 
die der g~ entsprechende Schar von den Überebenen des Sr ausgeschnitten 
wird, besitzt keine mehrfachen Punkte (Nr.48, S. 134), und den ~ Punkte­
paaren von r entsprechen auf ihr gewisse 8 Punktepaare All B1 ; ~, BJ ; 

... ; Au, Bö· 
Da r - 2 :2 ~ ist, so kann man auf unendlich viele Arten einen im 

Sr enthaltenen Raum Sr_3 konstruieren, der sich anf jede der Geraden 
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Al Bu A 2 B2 , .•• , A" Ba in einem beliebig gewählten Punkte stützt. 
Bei allgemeiner Wahl dieser 0 Durchstoßpunkte wird der Raum Sr_ s 

noch weitere i!~--·!2t~=~ - p - 0 Sehnen von D treffen, die unterein­

ander und von den vorhergehenden verschieden sind. Projiziert man daher 
von dem festgelegten Raum Sr_3 aus die Kurve D auf eine Ebene ", so er-
hUlt . . K C d tOd 't d' (n-l)(n-2) a manm" eme urve von ern- en r nung ml = 2·- --p 

Doppelpunkten; von diesen rühren iJ, die wir die Doppelpunkte R nennen, 
von den Sehnen Al B u ... , A a Bö her, während die anderen d = d' - 0, 
die wir die Doppelpunkte Q nennen wollen, von den übrigen das Projek­
tionszentrum durchdringenden Sehnen herstammen. Auf diese Weise ist 
die Kurve r birational in eine ebene Kurve C transformiert, die nur ge­
wöhnliche Doppelpunkte besitzt, so daß den 0 auf r festgelegtm Punkte­
paaren 0 = d' - d Doppelpunkte von C entsprechen (jeder von diesen ist 
Ursprung von zwei verschiedenen Zweigen). 

In dieser Transformation entspricht jeder linearen Schar von r, fUr 
die die 0 Punktepaare neutral sind, eine lineare Schar von C, für welche 
die in den Doppelpunkten R zusammenfallenden Punktepaare neutral sind, 
d. h. eine lineare Schar, die auf der Kurve C mit den vorgeschriebenen 
Doppelpunkten Q und den 0 = d' - cl virtuell nicht vorhandenen Doppel­
punkten B existiert. Man kann nun ohne weiteres die Ergebnisse, die 
oben für die linearen Scharen auf der Kurve C mit den vorgeschriebenen 
Doppelpunkten Q angegeben wurden, auf die linearen Seharen von r 
übertragen, für welche die 0 Punktepaare neutral sind, und hieraus er­
geben sich dann die oben ausgesprochenen Sätze. 

Der Begriff' der zu einer gegebenen ebenen Kurve nicht adjungiet·ten Kur­
ven ist für den allgemeinen Fall von Kurven mit beliebigen Singularitäten 
von M. NOETHER ausführlich entwickelt worden (Math. Ann. 15, 507 (1879»). 
Man gelangt in diesem allgemeinen Fall zu mt'ei verschiedenen Formen des 
RJEMANN-RoGHSchen SatzM; in dem von uns betrachteten Fall von Kurven, die 
nur gewöhnliche Doppelpunkte besitzen, fallen die beiden Sätze zusammen. 
Etwas früher als NOETHER beschäftigte sich F. LINDE MANN mit der Ausdehnung 
des RIEMANN-RocIIschen Satzes auf nicht adjungierte Kurven (Untersuchungen 
über den Riemalln-Rocllschen Satz, Progmmmschrift, Leipzig 187\"1). 

G) iiber die IUassifikation der Raumkurven und Überraumkurven, 
tiber die Berechnung der Mannigraltigkeitsstufe der zu einer 

gegebenen Kurve gehörigen linearen Scharen und 
tiber die Normalkurven des Geschlechts p. 

1. Familien algebraischer Raum- oder Überraumkurven. Unter­
familien. Eine irreduzibll? algebraische Mannigfaltigkeit von algebraischen 

R ~ veri: Vor1f."snngen über algehraische GjlnmC"hi~ 23 
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Kurven n-ter Ordnung in einem Raume Sr(r > 3), die nicht in einer um­
fassenderen irreduziblen Mannigfaltigkeit von Kurven derselben Ordnung 
enthalten ist, wird eine KU'I"I:enfamilie des Raumes Sr genannt. 

Jede irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit H von Kurven n-ter 
Ordnung des Raumes Sr, der die allgemeine Kurve C der Familie Van­
gehört, ist ganz in V enthalten. Wäre dies nämlich nicht der Fall, so 
würde die Mannigfaltigkeit H, sobald sich C in V bewegt, eine Mannig­
faltigkeit beschreiben, die umfassender wäre als V und V enthielte. 

Eine irreduzible Mannigfaltigkeit W von Kurven aus V, die einer 
bestimmten Eigenschaft P genügen, ist eine Familie von K~,rven, die der 
vorgeschriebenen Eigenschaft genügen, vorausgesetzt, daß sie nicht in einer 
umfassenderen Mannigfaltigkeit von Kurven aus V enthalten ist, die der 
Bedingung P genügen; in bezug auf V wird sie eine Unterfamilie genannt. 

So bilden z. B. die rationalen Kurven 5-ter Ordnung ohne mehrfache 
Punkte im Raume S3 eine J!'amilie V, deren alfgemeine Kurve eine einzige 
4·fach schneidende Sekante besitzt. Innerhalb V bilden die rationalen 
Kurven 5-ter Ordnung mit unendlich vielen 4-fach schneidenden Sekan­
ten eine Unterfamilie W; jede dieser Kurven 5-ter Ordnung liegt auf 
einer J!~läche 2-ter Ordnung, deren eine Regelschar aus den genannten 
unendlich vielen 4-fach schneidenden Sekanten besteht. Ebenso bilden 
die rationalen Kurven 5-ter Ordnung mit einem Doppelpunkt innerhalb 
V eine Unterfamilie W', usw. 

Wir haben gesehen, daß in der Ebene die irreduziblen Kurven n-ter 
Ordnung mit d gewöhnlichen Doppelpunkten eine einzige Familie bilden 
(Anhang F, NI'. 11, S. 347). Im Raum Sr dagegen (r > 3) verteilen sich 
die irreduziblen Kurven n-ter Ordnung ohne mehrfache Punkte im allge­
meinen auf mehrere Familien. So verteilen sich z. B. im Raum Sa die 
Kurven 4-ter Ordnung auf zwei verschiedene Familien V1 , Vs; die allge­
meine Kurve von V1 ist eine elliptische Kurve 4-ter Ordnung (erster Art), 
während die allgemeine Kurve von Vs eine rationale Kurve 4-ter Ord­
nung (eweiter Art) ist. Beide Familien haben die Dimension 16; sie haben 
die Unterfamilie der rationalen Kurven 4 ter Ordnung mit einem Knoten­
punkt gemeinsam, und diese hat die Dimension 15. 

Bei der Frage nach der Klassifikation der algebraischen Raum- oder 
Überraumkurven kann man sich offenbar auf die irreduziblen Kurven be­
schränken; deun die einzelnen Bestandteile. einer zerfallenden Kurve, die 
in einer Familie veränderlich ist, beschreiben je eine Familie irreduzibler 
Kurven. Das Problem selbst besteht in folgendem: Man soll für jeden 
Wert der Ordnung n alle möglichen Familien von irredueiblen Kurven n-ter 
Ordnung ohne mehrfache Punkte bestimmen, die dem Raum Sr angehören. 
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Be m e l' k u u g. Will man die Ergebnisse der Klassifikation der Kur­
ven ohne mehrfache Punkte auf Kurven mit beliebigen Singularitäten an­
wenden, so muß man für die Kurven des Sr dieselbe Forderung aufstel­
len, die wir schon in NI'. 4 des Anhangs F (S. 318) für die ebenen Kurven 
aufgestellt haben. Diese Forderung, die wir im Falle der ebenen Kurven 
in NI'. 10 des Anhangs F (S. 342) für n "2.p + 2 bewiesen haben und in 

NI'. 10 des Anhangs G (S. 398) für n"2. : p + 2 noch beweisen werden, 

sagt aus, daß eine irreduzible Kurve des Sr mit beliebigen Singularitäten 
immer als Grenzfall einer Kurve ohne mehrfache Punkte aufgefaßt wer· 
den kann. Die mit beliebigen Singularitäten ausgestatteten Kurven wer· 
den sich auf eine gewisse Anzahl Unterfamilien verteilen, die in den Kur­
venfamilien ohne mehrfache Punkte enthalten sind. 

Im folgenden werden wir niemals Gelegenheit haben, uns des ange­
führten Postulats zu bedienen; es wird überdies in NI". 5 (S. 369) fiir 

n "2.p + r und in Nr. 10 (S.399) fit'i" n"2. r ~ 1 P + r bewiesen werden. 

Von jetzt ab sollen die Kurven, mit denen wir uns zu beschäftigen 
haben, immer frei von mehrfachen Punkten angenommen werden, wenn 
nicht ausdrücklich das Gegenteil gesagt wird. l ) 

2. Eigentliche und uneigentliche Doppelpunkte einer Fa.milie. 
Es sei V eine Familie irreduzibler Kurven 0 von der noten Ordnung im 
Raume Sr(r > 3), und p sei das Geschlecht der allgemeinen Kurve O. 

In der Ebene kann bei einer irreduziblen Kurve n-ter Ordnung vom 

Geschlecht p, die in einer Familie von Kurven mit d = (n -l~(n - 2) - P 

Doppelpunkten veränderlich ist, kein weiterer Doppelpunkt auftreten, 
ohne daß ihr wirkliches Geschlecht kleiner wird. Im Raum Sr dagegen 
(r > 3) sind zwei Möglichkeiten denkbar: entweder wird bei der Ent­
stehung eines neuen Doppelpunktes das wirkliche Geschlecht der in V 
veränderlichen Kurve 0 gleich p - 1, oder sie behält ihr wirkliches Ge­
schlecht p bei. Bezeichnet man die Grenzkurve, die den Doppelpunkt 0 
besitzt, mit 001 so nennen wir 0 einen eigentlichen Doppelpunkt in bezug 
auf die Kurven von V, wenn 00 das wirkliche Geschlecht p - 1 hat, da· 
gegen einen uneigentlichen Doppelpunkt, wenn 00 das Geschlecht p besitzt.!) 

1) V gl. die bibliographischen Angaben über die Klassifikation der Kurven 
am Schluß dieses Anhangs G (S. 400). 

2) Vgl. SEVERI, Rom. Ace. L. Rend. 246 , 1011 (1915). Eine ganz entsprechende 
Unterscheidung greift Platz für die Doppelpunkte einer Fläche F des Raumes S,. 
Ein Doppelpunkt 0 von F iet eigentlich oder uneigentlich, je nachdem das Ge· 
schlecht der überebenen Schnitte von F beim Durchgehen durch 0 erniedrigt 
wird oder nicht. Wenn 0 eigentlich ist, 80 bilden die von 0 ausgehenden Ge-

23'" 
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Wenn z. B. V die Familie der elliptischen Kurven 0 4-ter Ordnung 
des Raumes Sa und 00 eine rationale Kurve mit einem Doppelpunkt 0 
ist, so ist dieser Doppelpunkt eigentlich in bezug auf die Kurven von 
V; wenn dagegen V die Familie der rationalen Kurven 0 4-ter Ord­
nung des Sa ist, so ist der Doppelpunkt 0 uneigentlich in bezug auf die 
Kurven O. 

Wir wenden uns wieder zu einer beliebigen Familie V von Kunen C. 
Man betrachte die Schar g!, die durch ein gegebenes Büschel von Über­
ebenen des Raumes auf der allgemeinen Kurve 0 ausgeschnitten wird, 
und konstruiere mit Hilfe dieser g! die der Kurve 0 entsprechende RlE­
MANNsche Fläche R. Wenn dann 0 beim Übergang in die Grenzlage Co 
einen eigentlichen Doppelpunkt 0 erwirbt, so fallen zwei Verzweigungs­
punkte, die dieselben beiden Blätter verbinden, in einen Punkt zusam­
men, in dem die beiden Blätter zusammengefügt sind. Wenn dagegen 0 
ein ulleigelltlicher Doppelpunkt ist, so bleiben die Verzweigungspunkte 
von R verschieden. Es handelt sich demnach in diesem Fall um eine eu­

füllige Durchkreuzung zweier Zweige von C, die verschiedene Ursprünge 
hatten. Diese Ursprünge werden auch auf der Fläche R fortwährend ver­
schieden bleiben. 

Wenn der Punkt 0 ein eigentlicher Doppelpunkt in bezug auf die 
Kurven C ist, so kann er gewöhnlich als virtuell nicht 'Vorhanden angesehen 
werden (vgl. S. 322), und· dann wird Co das virtuelle Geschlecht p haben. 

Wir projizieren nun die Kurven der Familie V von, einem allgemei­
nen Sr_S des Raumes Sr aus auf eine Ebene a. Ihre Projektionen seien 

't 0' b . h t . d 'h . d d (n - l)(n - 2) "h mt ezelC ne j Je e von 1 nen Wir = --2--- - P ge wo n-

liehe Doppelpunkte besitzen. Die Kurve C~, die Projektion von Co, wird 
dieselbe Anzahl von Doppelpunkten haben wie die allgemeine Kurve 0', 
wenn 0 ein uneigentlicher Doppelpunkt ist (weil dann nämlich C~ dasselbe 
wirkliche Geschlecht hat wie C'); sie wird dagegen d + 1 Doppelpunkte 
besitzen, wenn 0 ein eigentlicher Doppelpunkt ist. Bezeichnet man im 
letzteren Falle die Projektion von 0 mit 0', so sind die übrigen d Dop­
pelpunkte von C~ die Grenzlagen der d Knotenpunkte von 0'. Die Kune 
C~ besitzt also, wenn man sie als Grenzfall von C' betrachtet, den virtuell 
nicht vorhandenen Doppelpunkt 0', während ihre anderen d Doppel­
punkte vorgeSChrieben sind. 

raden, die der vierfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit der Sehnen von}l' angehören, 
ein Bündel (einen Stern, s. S. 92) in einem gewissen durch 0 gehenden Raum 
88 ; ist aber 0 uneigentlich, so gehört jede durch 0 gehende Gerade zu der ge­
nannten Mannigfaltigkeit. (Vgl. SEVERI, Palermo Rend. 15, 33 (1901), Torino Mem. 
52" (1902), sowie auch das wiederholt angeführte Werk von BERTIN, I, S. 211.) 
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Es sei nun die Variationsvorschrift festgesetzt, nach der C sich der 
Grenzlage Co nähert. Wenn 0 ein uneigentlieher Doppelpunkt ist, so 
nähert sich eine der d Sehnen von C, die sich auf das Projektionszentrum 
stützen, einer gans bestimmten durch 0 gehenden Geraden, und dies gilt 
fUr jede beliebige Lage, die das Projektionszentrum einnehmen kann. 
Daraus folgt, daß für jene ge ge bene Variationsvorschrift die von 0 aus­
gehenden Geraden, die als Grenzlagen von Sehnen der Kurve C ange­
sehen werden können, sich auf ein System von der Art verteilen, daß es 
eine einzige unter ihnen gibt, die sich auf einen gegebenen Sr_3 stützt. 
Diese Grenzlagen bilden also ein Bündel (einen Stern) mit dem Mittel­
punkt 0 in einem bestimmten Raum S3' Es ergibt sich daher der Satz: 

Wenn die Kurve 0 der Familie V sich der Grenskurve Co mit dem 
uneigentlichen Doppelpunkt 0 ttnbegrenzt nähert, so spaltet sich die Man­
nigfaltigkeit der Sehnen von C im Grenzfall in zwei verschiedene Mannig­
faltigkeiten: diejenige der Sehnen von Co und ein in einem gewissen Raum 
S3 liegendes Geradenbündel A; dieset· Raum S3 hängt von dem Gesetz ab, 
das für den Grenzübet'!Jang von C zu 00 maßgebend ist. 

Wenn dagegen 0 ein eigentlicher Doppelpunkt ist, so ergibt sich bei 
jeder beliebigen Variationsvorschrifi für den Grenzübergang von C zn Co 
als Grenze der ~ßfannigfaltigkeit der Sehnen von C stets nur die lt1annig­
{altigkeit der Sehnen von 00 (zu diesel' gehören demnach als tmeigentliche 
Sehnen die Geraden des Büschels B mit dem Mittelpunkt 0 in der Ebene 
der beiden 'l'angenten an Co in 0). 1) 

Falls 0 ein uneigentlieher Doppelpunkt ist, gehört das Büschel B der 
uneigentlichen Sehnen von Co dem Biindel A an. Wenn nämlich C sich 
der Kurve 00 unbegrenzt nähert, so daß die Mannigfaltigkeit M der Sehnen 
von C sich der um das Bündel A vermehrten Mannigfaltigkeit ltJo der 
Sehnen von Co nähert, 80 ergibt sich ß,ls Grenze der Schnittkurve K von 
111 mit einem allgemein gewählten, im Sr enthaltenen Raum Sr_2 die 
Schnittkurve K o von JJ10 vermehrt um die Gerade a, die als Schnitt von 
A auftritt. Da nun die Kurve Ko + a die Grenze einer irreduziblen Kurve 
]( ist, so muß sie zusammenhiingend sein, d. h. a muß sich mindestens 
in einem Punkt auf Ko stützen. Die Geraden, die der Mannigfaltigkeit 
Mo' und dem Bündel A gemeinsam sind, bilden also eine Mannigfaltig­
keit, die von einem allgemein gewählten Sr_2 mindestens in einem Punkt 

1) Unter einer uneigentlichen Sehne einer Kurve versteht man jede Gerade, 
die, ohne im eigentlichen Sinne des Wortes Sehne zu sein, der Mannigfaltigkeit 
der Sehnen angehört. Die uneigentlichen Sehnen sind von B. LEVI, Torino Mem. 
488 , 83 (1898) untersucht worden; siehe auch BERTINIRUf S. 210 des angeführten 
Werkes. 
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getroffen wird, und folglich gibt es 001 solcher Geraden. Da aber die 
Geraden des Büschels B die einzigen Geraden von Mo sind, die durch 
o gehen, so folgt, daß B dem Bündel A angehört. 

Was die zn 0 gehörige abwickelba,l'e Fläche (Fläche der Tangenten 
von 0) anbetrifft, so hat sie, falls 0 uneigentlich ist, nur die abwickelbare 
Fläche von 00 zur Grenze,. ist dagegen 0 ein eigentlicher Doppelpunkt, so 
besteht ihl'e Grenze aus der abwickelbaren Fläche t'on 00 , vermehrt um das 
zweifach gezählte Büsehel B der uneigenJlichen Sehnen. 

Die eigentlichen Doppelpunkte nnterscheiden sich von den uneigent­
lichen auch hinsichtlich der Dimension der Bedingung, die den Kurven 
einer gegebenen Familie auferlegt werden muß, wenn man verlangt, daß 
sie einen neuen Doppelpunkt haben sollen. Wie wir nachher sehen wer­
den, hat die Bedingung, daß die Kurven einer gegebenen Familie des Rau­
mes Sr einen (neuen) Doppelpunkt besitzen sollen, im allgemeinen die Di­
mension 1 oder r - 2, je nachdem dieser Doppelpunkt ein eigentlicher oder 
ein uneigentlicher sein soll. 

Für die folgenden Untersuchungen interessiert uns besonders der 
Fall, daß 0 ein eigentlicher Doppelpunkt ist. In diesem Fall müssen wir 
überdies bemerken, daß ein linearer Raum Sk' der durch 0 geht und die 
Kurve 00 möglicherweise in weiteren t Punkten trifft, sicherlich nicht als 
Grenzfall eines (t + 2)-fach schneidenden Raumes Sk von 0 angesehen wer­
den kann, wenn er keinen Strahl des Büschels B enthält. In der Tat, wenn 
jener Sk als Grenzlage eines (t + 2)-fach schneidenden Raumes Sk von 0 
erscheint, so muß es möglich sein, zwei von diesen t + 2 Punkten durch 
eine Gerade zu verbinden, die beim Übergang von 0 nach 00 in eine un­
eigentliche Sehne von 00 übergeht. Daher wird der Grenzraum Sk eine 
Gerade des Büschels B enthalten. In diesem Falle sagt man kurz, ein 
solcher als (t + 2)-fach schneidender Raum von 00 angesehener Sk ver­
halte sich im Doppelpunkt 0 uneigentlich. 

Wir wollen ein Beispiel geben. Wenn eine elliptische Raumkurve 
4-ter Ordnung 0 sich einer rationalen Raumkurve 4-ter Ordnung 00 mit dem 
eigentlichen Doppelpunkt 0 unbegrenzt nähert, so sind die Geraden, die 
00 von 0 aus projizieren, nicht die Grenzlagen von 3-fach schneidenden 
Sekanten der Kurve O. Ist dagegen 0 eine allgemeine rationale Kurve 
4-ter Ordnung ohne mehrfache Punkte, die sich ebenfalls der Kurve Co 
nähert (dabei ist also 0 ein uneigentlicher Doppelpunkt), so sind die 
Erzeugenden des Kegels 2-ter Ordnung, der 00 von 0 aus projiziert, die 
Grenzlagen der eine Regelschar bildenden dreifachen Sekanten der Kurve C. 

Es sei 0 eine irreduzible Raumkurve 5·ter Ordnung vom Geschlecht 2 
und 00 eine rationale Raumkurve 5·ter Ordnung mit zwei Doppelpunkten 
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0 1 und °2 • Wir wm·den im folgenden (N r. 5) sehen, daß 0 0 der Familie der 
Kurven 0 angehört. Wenn 0 sich der Kurve 00 unbegrenzt nähert, so 
ist die Gerade 01 Oi nicht die Grenzlage einer 4-fach schneidenden Se­
kante von 0, weil 01 und O2 eigentliche Doppelpunkte sind 1); ist da­
gegen 0 eine allgemein gewählte rationale Raumkurve 5-ter Ordnung 
ohne mehrfache Punkte, die sich der Kurve 00 nähert, so ist die Gerade 
01°9 die Grenzlage der einzigen 4-fachen Sekante von C. 

3. Zusammenhängende Systeme von Geraden (zusammenhängende 
Vielseite) ·in einem Raume Sr. Ein System von n Geraden (n-Seit) ge­
hört dem Raum Sr an (r>2), wenn es nicht vollständig in einem Raume 
geringerer Dimension enthalten ist. Wir werden sagen, das System sei 
zusammenhängend mittels einer gewissen Anzahl n + p - 1 (p > 0) von 
einfachen Schnittpunkten (Doppelpunkten) jener Geraden, wenn man von 
einer beliebigen dieser Geraden über die Doppelpunkte hinüber zu jeder 
anderen Geraden gelangen kann. Die ganze Zahl p wird das virtuelle Ge­
schlecht des n·Seits genannt. 

Bei der vorstehenden Definition werden die n + p - 1 Schnittpunkte 
weniger als Doppelpunkte als vielmehr als" Verzweigungspunkte" aufge­
faßt, da man ja gerade von ihrer Doppelpunktseigenschaft, die keinen 
Sprung von einem Zweig zum andern gestatten würde, absieht. Daher 
sagt man auch, diese Doppelpunkte werden als virtuell nicht vorhanden 
angesehen (vgl. S. 322). 

Diese Definitionen erlangen eine wesentliche Bedeutung, so oft das 
zusammenhängende n-Seit L als Grenzfall einer irreduziblen Kurve 0 von 
der n-ten Ordnung und vom Geschlecht p angesehen werden kann, die 
keine mehrfachen Punkte besitzt und dem R:lum Sr angehört. Dann ab­
sorbiert jeder der Doppelpunkte von L zwei Verzweigungspunkte der 
RIEMANNSOOen Fläche, die mit Hilfe der auf 0 durch ein allgemeines 
Bii.schel von Überebenen ausgeschnittenen linearen Schar g; konstruiert 
wird. Die Doppelpunkte von L sind demnach in bezug auf die Kurven 
C eigentliche Doppelpunkte. Die abwickelbare Fläche von 0 verwandelt 
sich beim Grenzübergang in das zweifach gezählte System der n + p-1 
Geradenbüschel, welche durch die einander treffenden Geradenpaare von L 
bestimmt sind. Die Mannigfaltigkeit der Sehnen von 0 verwandelt sich 
zugleich in die Mannigfaltigkeit der Geraden, die je zwei Seiten des n­
Seits in verschiedenen Punkten treffen. 

1) Dies folgt auch daraus, daß C keina 4-fach schneidende Sekante besitzt; 
denn sonst würde sie von einer Ebene durch diese vierfa.che Sekante in einem 
einzigen veränderlichen Punkt geschnitten, und wäre daher rational. 
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Wenn unter den n + p -1 Doppelpunkten von L nur n + q -1 (q <p) 
als nicht vorhanden betrachtet werden können, ohne daß dadurch der Zu­
sammenhang des n-Seits aufgehoben wird, so wird man q als virtuelles 
Geschlecht von L bezeichnen, da die p - q übrigen Doppelpunkte als 
vorgeschrieben zu betrachten sind. Ist L der Grenzfall einer irreduziblen 
Kurve 0 von der n-ten Ordnung und dem Geschlecht q ohne mehrfache 
Punkte, so daß die n + q - 1 virtuell nicht vorhandenen Doppelpunkte 
von L die Grenzlagen ebensovieler Paare von Verzweigungspunkten einer 
als Bild von 0 anzusehenden RIEMANNschen Fläche sind, so müssen 
die übrigen p - q 'vorgeschriebenen Doppelpunkte in bezug auf die Fa­
milie, in der sich 0 bewegt, als uneigentliche Doppelpunkte angesehen 
werden. 

Es sei nun ein n-Seit L vom virtuellen Geschlecht p gegeuen (es katm 
unter Umständen auch noch vorgeschriebene Doppelpunkte besitzen, die von 
den zur Herstellung des Zusammenhangs herausgegriffenen n + p -1 Dop­
pelpunkten verschieden sind); dann kann man immer p passend gewählte 
unter seinen virtuell nicht vorhandenen n + p - 1 Doppelpunkten derart 
vorschreiben (d. h. als Übergangspunkte ausschließen), daß aus L ein ~u­
sammel1hängendes n-Seit vom '1;irtuellen Geschlecht Null entsteht. 

Zum Beweis nehme man zunächst an, der Zusammenhang werde 
unterbrochen, wenn ein beliebiger der n + p - 1 nicht vorhandenen Dop­
pelpunkte von L vorgeschrieben wird. Wir behaupten, daß dann not­
wendig p = 0 ist. Wenn man den Doppelpunkt P, den Schnittpunkt der 
Seiten a, b von L, vorschreibt, so zerfällt das n-Seit in zwei zusammen­
hängende Vielseite A, B. Das erste besteht aus den Seiten von L, zu 
denen man von a aus gelangen kann, ohne P zu überschreiten, und das 
andere aus den Seiten von L, zu denen man von b aus gelangen kann, 
ohne P zu überschreiten. 'Es kann keine weiteren Seiten geben, die von 
denen der Vielseite A, B verschieden wären; denn sie müßten entweder 
init a oder mit b über P hinüber zusammenhängen, während nur die 
Seiten a, b durch P gehen. Wenn man also P vorschreibt, so zerfällt 
L in zwei zusammenhängende Stücke. 

Da nach unserer Annahme das Vorschreiben eines beliebigen unter 
den n + p - 1 nicht vorhandenen Doppelpunkten zur Unterbrechung des 
Zusammenhangs führt, so wird auch das Vielseit A in zwei Stücke zer­
fallen, sobald man einen der zu A gehörigen nicht vorhandenen Doppel­
punkte von L vorschreibt. Fährt man in dieser Weise fort, so ergibt 
sich, daß beim Vorschreiben von i unter den n + p - 1 nicht vorhan­
denen Doppelpunkten des n-Seits L dieses in i + 1 Stücke zerfällt. Da 
p 2: 0 ist, so ist es auf diese Weise möglich, n - 1 Doppelpunkte vorzu­
schreiben, und dann wird L in n voneinander losgelöste Geraden zer-
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fallen. Dann bleibt aber in L kein Übergangspunkt (nicht vorhandener 
Doppelpunkt) mehr übrig, und deshalb ist p = O. 

Wenn also p > 0 ist, so kann mall mindestens einen der n + p - 1 
nicht vorhandenen Doppelpunkte von L vorschreiben, ohne daß der Zu­
sammenhang unterbrochen wird. Man erhält dann ein n-Seit vom vir­
tuellen Geschlecht p -1 (das mindestens einen vorgeschriebenen Doppel­
punkt hat). Wenn p - 1 > 0 ist, so wird man daher einen weiteren 
Doppelpunkt vorschreiben können, ohne den Zusammenhang zu unter­
brechen. In dieser Weise fährt man fort, bis p geeignete Doppelpunkte 
vorgeschrieben sind, ohne daß der Zusammenhang unterbrochen wird. 

Sind all a2 , ••. , a" die n Seiten des zusammenhängenden n-Seits L 
vom virtuellen Geschlecht p?=: 0, so sollen seine n + p - 1 virtuell nicht 
vorhandenen Doppelpunkte dadurch dargestellt werden, daß man die Sym­
bole der beiden Seiten, die sich in ihnen durchkreuzen, oder auch nur 
deren Indizes, in Klammern setzt, also z. B. durch (al! a2) oder (1,2). 

Die Gesamtheit der Symbole für die n + p - 1 virtuell nicht vor­
handenen Doppelpunkte des n-Seits wollen wir sein Ve1"knüpfungsschema 
nennen. Wenn sich z. B. a~, ... , (1,,, auf a1 stützen, so ist (1,2), (1, 3), 
... , (1, n) das Verknüpfungsschema eines n-Seits vom virtuellen Geschlecht 
Null; wenn sich a1 aufa~, a2 aufag, ... ,(1,"_l aufa" stützt, so ist (1,2), 
(2, 3), ., ., (n - 1, n) ebenfalls das Verknüpfungsschema eines n-Seits 
vom virtueUen Geschlecht Null, und wenn sich außerdem noch a,. auf a1 

stützt, so ist (1,2), (2,3), ... , (n -1, n), (n, 1) das Verknüpfungsschema 
eines n-Seits vom virtuellen Geschlecht 1. 

Zwei n·Seite, die dasselbe Verknüpfllngsschema besitzen, werden iso­
morph genannt. Die notwendige nnd hinreichende Bedingung für den Iso­
morphismus zweier n-Seite besteht offenbar darin, daß zwischen ihren 
Seiten eine ein-eindeutige Korrespondenz aufgestellt werden kann, in der 
zwei beliebigen, in einem virtuell nicht vorhandenen Doppelpunkt sich 
schneidenden Seiten des einen, zwei Seiten des anderen entsprechen, die 
sich ebenfalls in einem virtuell nicht vorhandenen Doppelpunkt schneiden. 

Ein dem Raum SI' angehöriges n-Scit (r< n) vom virtuellen Geschlecht 
p > 0 ist immer die Projektion eines n-Seifs vom virtuellen Geschlecht Null, 
das dem Raum Sn angehört, nnd zwar ist das Projektionszentrum ein Ramn 
Sn-r-l1 der p Sehnen des im Sn liegenden n-Seits schneidet. 

Das im Sr gegebene n-Seit L läßt sich zunächst als n·Seit vom vir­
tuellen Geschlecht Null auffassen, indem man p seiner n + p - 1 virtuell 
nicht vorhandenen Doppelpunkte vorschreibt (d. h. ihnen Doppelpunkts­
eigenschaft zuschreibt, s. S. 323). Man hat daher nur zu beweisen, daß 
jedes n·Seit L des Raumes S,., das gewisse p vorgeschriebene Doppel-
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punkte und das virtuelle Geschlecht Null besitzt, die Projektion eines 
n-Seits vom virtuellen Geschlecht Null im S,. ist. Der Satz ist richtig 
für n = 2. Wir können ihn also für die Vielseite mit n - 1 Selten als 
bewiesen annehmen und haben ihn aus dieser Annahme für das n-Seit 
zu beweisen. 

Unter den n Seiten von L gibt es mindestens eine, etwa a, die einen 
einzigen von den n - 1 virtuell nicht vorhandenen Doppelpunkten von L 
enthält; dieser sei mit P bezeichnet. Wäre dies nämlich nicht der Fall, 
so würde es mindestens n virtuell nicht vOJ;handene Doppelpunkte geben, 
L also mindestens das virtuelle Geschlecht eins haben. Nimmt man a 
von L weg, so wird der Zusammenhang des verbleibenden Restes nicht 
unterbrochen, da ja nur eine einzige Seite von L mittels eines Doppel­
punktes P mit a verknüpft war. Man erhält auf diese Weise aus L 
ein (n - 1)-Seit M vom virtuellen Geschlecht Null, und dieses ist die 
Projektion eines (n - 1)-Seits M', das einem Raum I von n - 1 Di­
mensionen angehört; Projektionszentrum ist ein gewisser Raum Sn-r_i, 
den wir mit 0 bezeichnen wollen. Als vorgeschriebene Doppelpunkte 
des (n - 1)-Seits M sind alle vorgeschriebenen Doppelpunkte von L 
anzusehen, die beim Wegnehmen von a nicht verschwunden sind, d. lI. 
alle diejenigen, die nicht auf a liegen. Die Gerade a kann außer dem 
virtuell nicht vorhandenen Doppelpunkt P von L noch vorgeschriebene 
Doppelpunkte Q, B, ... von L enthalten. Es seien P', Q', R', ... die 
Punkte von M', die bei der Projektion vom Raume 0 aus die Punkte 
P, Q, R, ... liefern. Die Punkte P', Q', R', ... liegen in dem (n - r)­
dimensionalen Raum ,Q" der 0 mit a verbindet. Wir ziehen nun durch 
einen von P' verschiedenen Punkt H ', der den Räumen ,Q, und 1, aber 
nicht dem Raum 0 angehört, eine Gerade h außerhalb 1, und nehmen auf 
ihr einen Punkt H an, der nicht im Raum I liegt. Dann betrachten wir 
in dem Raum Sn, der I mit H verbindet, das n-Seit L', das aus dem (n - 1)­
Seit JJ1' dadurch entsteht, daß man zu diesem eine durch P' gehende 
Gerade a' hinzufügt, die h in einem von Hund H' verschiedenen Punkt 
trifft. Die Projektion des n-Seits L' von H aus auf 1 ist ein n-Seit 
L" = a" + M', dessen Seite a" = P' H ' in ,Q, liegt. Projiziert man also 
L" von 0 aus auf den ursprünglichen Raum Sr, so erhält man das 
n-Seit L mit seinen p vorgeschriebenen Doppelpunkten. Die Projektion 
des n-Seits L' von dem (n - r - 1)-dimensionalen Raum OH aus auf 
den ursprünglichen Raum Sr liefert daher das n- Seit L, was zu be­
weIsen war. 

Die n-Seite vom virtuellen Geschlecht Null im Raum Sn können 
keinen (vorgeschriebenen) Doppelpunkt haben, der von den n -1 virtuell 
nicht vorhandenen Doppelpunkten verschieden ist, denn sonst würden sie 
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in einem Raum von geringerer Dimension liegen. Es ist auch klar, daß 
ein zusammenhängendes n-Seit keinem Raume von größerer Dimension 
als n angehören kann, und wenn es dem Raume S" angehört, so ist es 
notwendig vom Geschlecht Null. 

Die zueinander isomorphen n-Seite des Sn bilden eine irred1!zibleMannig­
faltigkeit von der Dimension n (n + 1) - 2. 

Dieser Satz ist richtig für n = 2. Um ihn allgemein zu beweisen, 
genügt es also, ihn für den Raum Sn_1 als richtig anzunflhmen und daraus 
seine Gültigkeit für den Raum Sn abzuleiten. Es seien L = a1 as ... an 
und L' = a; a~ ... a'" zwei allgemeine, isomorphe, zusammenhängende n­
Seite des Sn. Zwei Seiten, die im Isomorphismus zwischen L und L' ein­
ander entsprechen, sollen, abgesehen vom oberen Index, durch denselben 
Buchstaben bezeichnet werd811, also z. B; durch a1 und a~. Es ist möglich, 
in L eine Seite, etwa an' zu wählen, die einen einzigen der virtuell nicht 
vorhandenen Doppelpunkte von L enthält; dann wird a~ in bezug auf L' die­
selbe Eigenschaft besitzen. Läßt man an und a: weg, so erhält man also aus L 
und L' zwei isomorphe (n -1)-Seite M und M', die gewissen Überebenen 
1 bzw. l' angehören. Durch eine Bewegung (oder eine Kollineation) bringt 
wan die Überebene l' mit 1 zur Deckung, wobei man die Gerade a~ nach­
zieht; und dann betrachtet man die Vielseite M' und L' in der neuen Lage. 
Mittels einer stetigen Variation innerhalb der irreduziblen Mannigfaltig­
keit W der mit M isomorphen (n - 1) -Seite von 1 kann man hierauf M' 
mit M zur Deckung bringen, so daß die entsprechenden Seitenpaare auf· 
einander fallen und daß M' die durch einen Punkt von a: -1 gehende Gerade 
a~ nach sich zieht. Wenn man schließlich die Gerade a:. aus der zuletzt 
erhaltenen Lage heraus so bewegt, daß sie a~_l stets schneidet, so kann 
sie mit an zur Deckung gp.bracht werden. 

N nn hängen aber die n-Seite L, zu denen ein gegebenes (n - 1 )-Seit 
M gehört, von der Wahl der Seite a" ab, die im Raum Sn liegt und die 
Seite a .. _1 von M schneidet; sie bilden daher eine n·fach unendliche 
irreduzible Mannigfaltigkeit. Während also M sich in W bewegt, be­
schreiben die genannten n-Seite L eine irreduzible Mannigfaltigkeit von 
-der Dimension n(n - 1) - 2 + n. Bewegt sich schließlich die Überebene 1 
im Raum Sn, so erhält man eine irreduzible Mannigfaltigkeit V von iso­
morphen n-Seiten L, die die Dimension n(n-1)-2+n+n=»(n+1)-2 
besitzt. 

1. Be m e r k u n g. Transformiert man ein zusammenhängendes n-Seit L 
des Raumes S" mit gegebenem Verknüpfungsschema mittels der 00"(11+2) 

Kollineationen des S .. , so erhält man eine irreduzible Mannigfaltigkeit 
von n-Seiten, die zu dem gegebenen isomorph sind, und diese wird ent-
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weder mit der Mannigfaltigkeit Y aller mit L isomorphen n-Seite zu­
sammenfallen oder in ihr enthalten sein. Im ersten Fall wird jedes n-Seit L 
durch unendlich viele Kollineationen in sich übergeführt ; diese hängen 
von n(n + 2) - [n(n + 1) - 2] -= n + 2 Parametern ab. Zwei n-Seite 
von V werden dann immer kollinear verwandt sein. Im zweiten Fall gibt 
es mehr als oon + 2 Kollineationen, die L in sich überführen, und dann 
können zwei beliebige n-Seite von V im allgemeinen nicht kollinear auf­
einander bezogen werden. 

Es ist leicht zu bestätigen, daß für die Werte n = 2, 3, 4 nur der 
erste Fall eintritt., während für n> 4 auch der zweite Fall eintreten kann. 
So siud z. B. für n = 5 zwei isomorphe Fünfseite mit dem Verknüpfungs­
schema (1,2), (1,3), (1,4), (1,5) im allgemeinen nicht kollinear ver­
wandt, weil die Punktquadrupel, die auf den dem Symbol 1 entsprechen­
den Geraden von den anderen vier homologen Geradenpaaren der hei­
den Fünfseite ausgeschnitten werden, im allgemeinen nicht kollinear 
aufeinander bezogen sind. Wenn die beiden Punktquadrupel kollinear 
sind, so sind die beiden Fünfseite auf 008 verschiedene Arten kollinear 
verwandt. 

Für n = 2, 3 bilden die zusammenhängenden n-Seite des Sn eine 
einzige Mannigfaltigkeit; für n = 4 bilden sie zwei Mannigfaltigkeiten, 
die den Verknüpfungsschemen (1,2), (1, 3), (1, 4) und (1,2), (2,3), (3, 4) 
entsprechen; für n = 5 bilden sie fünf Mannigfaltigkeiten entsprechend 
den Schemen (1,2), (1,3), (1,4), (1,5); (1,2), (2,3), (3,4), (4,5); (1,2), 
(1,3), (1,4), (4,5); (1,2), (2)3), (3,4), (1,5); (1,2), (2,3), (3,4), 
(2,5); usw. 

2. Bemerkung. Aus den Eigenschaften der Familien von n-Seiten 
des virtuellen Geschlechts Null im Sn kann man die Eigenschaften der 
Familien von n-Seiten des virtuellen Geschlechts p >- 0 im Sr ableiten, 
insofern letztere als Projektionen von ersteren aufgefaßt werden können. 
Wir verzichten hier auf diese allgemeine Untersuchung, die mit der Klas­
sifikation der irreduziblen algebraischen Kurven zusammenhängt, uns aber 
zu weit führen würde, und beschränken uns darauf, zu bemerken, daß die 
Dimension einer Familie von isomorphen n-Seiten des virtuellen Geschlechts 
ZJ > 0 im Sr mindestens gleich rn - (1' - 2) (p - 1) ist. 

In der Tat, n Geraden des Raume:;; Sr hängen VOll 2n(1' _. 1) Para­
metern ab; damit diese n Geraden sich in n + p - 1 Punkten schneiden, 
sind (r - 2) (n + p - 1) einfache Bedingungen erforderlich, die unabhän­
gig sein können oder nicht. Im ersten Fall ist die Dimension der be­
trachteten .Familie genau gleich rn - (r - 2) (p - 1), im zweiten Fall 
größer. 
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4. Die Familie der rationalen Kurven eines Sr' Die rationalen 
Normalkurven 0 von der n-ten Ordnung im Raum Sn bilden eine einzige 
Familie V von Kurven, die zu je zweien kollinear sind und von n(tt + 2) - 3 
Parametern abhängen, weil jede Kurve C 00 8 Kollineationen in· sich zu­
läßt (NI'. 58, S. 161). 

'ViI' beweisen zuerst den Satz: Jede Kurve, die in eine mtionale 
Normalkurve D des Raumes S"_1 und eine allgemeine Gerade a zerfällt, 
welche sich in einem beliebigen Punkt P auf D stützt, gehört zu V. 

Es sei I die Uberebene, in der D liegt, 0 ein allgemein gewählter 
Punkt von a (außerhalb 1) und r der Kegel, der D von 0 aus projiziert. 
Die Kurve D kann auf unendlich viele Arten als Projektion einer ratio. 
nalen Normalkurve des Sn vom Punkt 0 aus betrachtet werden (NI'. 31, 
S. 93). Man hat zu dem Zweck nur die lineare Schar g: der Gruppen 
von n Punkten der Kurve D projektiv auf das lineare System der Uber­
ebenen des Sn zu beziehen, derart, daß jeder Gruppe von n Punkten, die den 
festen Punkt P enthält, die lTberebene entspricht, welche die n - 1 verän­
derlichen Punkte jener Gruppe von 0 aus projiziert. Dies ist immer auf 
oon + 1 verschiedene Arten möglich, und man erhält alle Arten aus einer 
von ihnen mit Hilfe der oon + 1 Zentralkollineationen des Sn mit dem 
Zentrum 0. 1) 

Auf diese Weise erhält man aber nicht alle rationalen Normalkurven 
nter Ordnung, die auf dem Kegel r liegen. In der Tat ergeben sich die 
erhaltenen Kurven 0 alle aus einer von ihnen durch die 00 .. + 1 Zentral­
kollineationen mit dem Zentrum 0, von denen jede die einzelnen Geraden 
des Ubel'bündels 0 unverändert läßt. Da es nun OOS Zentralkollineationen 
des Bündels 0 gibt, die r in sich überführen, und da jede von diesen 
in oon+1 Kollineationen des Raumes Sn enthalten ist, so erhält man 
schließlich eine stetige Gruppe von 00"+4 Kollineationen des Sn, die r 
in sich überführen. 

Wir wollen nun die Kurven 0 des stetigen Systems :E betrachten, 
die aus einer auf r liegenden rationalen Normalkurve n-ter Ordnung 
mittels der genannten 00 71 +4 Kollineationen erhalten werden. Eine gegebene 
Kurve C von :E wird von 00 2 diesf)l' Kollineationen in sich transformiert, 
weil es eben 00 2 Kollineationen gibt, die 0 und zugleich den darauf lie­
genden Punkt 0 unverändert lassen. Es gibt also in :E 00" + 2 Kurven O. 
Sie schneiden auf D, wie auch auf jedem anderen allgemein gewählten 
überebenen Schnitt von r, die lineare Vollschar g: aus und bilden daher 
ein lineares System.2) Die Schnittknrve von r mit jeder nicht durch den 

1) Vgl. BERTINl, Iperspazi, Nr. 16, S.55. 
2) Diese Behauptung folgt z. B. aus dem Satz der Nr. 6 (S. 18), welcher, in­

sofern r eine rationale Fläche ist, für die auf r liegenden Kurvensysteme gilt. Die 
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Punkt 0 gehenden Überebene wird von einer in ~ beweglichen Kurve in 
n veränderlichen Punkten getroffen. Die 001 Kurven von ~, die durch 
n + 1 allgemein gewählte Punkte jener Schnittkurve gehen, zerfallen also 
in diese Schnittkurve und eine Gerade, die in einem einfach unendlichen 
linearen System veränderlich, d. h. eine veränderliche Erzeugende des 
Kegels r ist. Im System ~ sind demnach alle Kurven n-ter Ordnung ent­
halten, die aus einer Erzeugenden und einem beliebigen überebenen Schnitt 
von r zusammengesetzt sind, und folglich gehört insbesondere fluch die 
zusammengesetzte Kurve a + D diesem System an. Da nun das System 
~, das aus den durch Kollineation aus einer irreduziblen rationalen Nor­
malkurve n-ter Ordnung hervorgehenden Kurven besteht, der Mannigfal­
tigkeit V angehört, so folgt daraus der obige Satz. 

Daraus ergibt sich nun auch sofort durch vollständige Induktion, 
daß alle zusammenhängenden n-Seite des Raumes Sn zu der Familie V der 
rationalen Normalkurven n-ter Ordnung gehören. Da nämlich der Satz für 
n = 2 richtig ist, so ist er auf Grund der zuvor bewiesenen Eigenschaft 
für jeden beliebigen Wert von n richtig. 

Nun wenden wiI· uns zu den rationalen Kurven n-tei' Ordnung eiues 
Raumes Sr (r < n). Jede von Ihnen ist die Projektion einer rationalen 
Normalkurve des Sn von einem Raum S,,_r_1 aus. Da aber sowohl die Man­
nigfaltigkeit der rationalen Normalkurven des Sn wie auch die Mannigfal­
tigkeit der im Sn enthaltenen Räume Sn-r-l ilTeduzibel ist, so ist dies auch 
für die Mannigfaltigkeit W der rationalen Kurven des Sr der Fall. Wir 
wissen schon, daß diese Mannigfaltigkeit die Dimension n (r + 1) + r - 3. 
hat (N r. 58, S. 161). Zu ihr gehört auch jedes zusammenhängende n-Seit 
des Sr vom virtuellen Gescblecht N uIl, weil jedes derartige n-Seit als 
Projektion eines zusammenhängenden n-Seits des Sn aufgefaßt werden 
kann (Nr.3, S.361), und weil, wie wir gesehen haben, die zusammen­
hängenden n-Seite des Sn zu der aus den rationalen Normalkurven beste­
henden Familie V gehören, deren Projektion die Familie W ist. Es ergibt 
sich also der Satz: 

Die rationalen Kurven n-ter Ordnung des Raumes Sr (r .~ n) bilden 
eine einzige Familie W von der Dimension n (r + 1) + r - 3, uncZ diese 
enthält alle dem Sr angehörigen zusammenhängenden n-Seite vom virtuellen 
Geschlecht Null. 

durch zwei allgemeine Punkte von r gehenden Kurven des Systems 2 bilden ein 
n-fach unendliches lineares System 2', weil durch n allgemein gewählte Punkte 
von r ein einziger überebener Schnitt von r und also eine einzige Kurve von 2' 
geht_ Daraus folgt, daß durch 1t + 2 allgemein gewählte Punkte von r rine ein­
zige Kurve von 2 geht, und daß also 2 linear ist. 
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Es sei noch darauf hingewiesen, daß die Familie lV auch die 
rationalen Kurven mit beliebigen Singularitäten umfaßt, weil auch 
diese als Projektionen von rationalen Kurven des S" aufgefaßt werden 
können. 

Bemerkung. Das für die rationalen Kurven befolgte Verfahren läßt 
sieh, bis zu einem gewissen Grade, auch auf eine beliebige Familie V von 
irreduziblen Kurven 0 der n-ten Ordnung vom Geschlecht p in~ Raum S,. 
(r > 3) anwenden. Man kann nämlich beweisen, daß jede derartige Fa­
milie Kurven enthält, die jeweils in eine dem Raum Sr_l angehörige irredu­
zible Kurve D von der Ordnung n - 1 und dem Geschlecht p und eine auf 
D S'ich stützende Gerade a zerfallen. Im Gegensatz zum vorhergehenden 
Ji'all können aber hier weder die Kurve D noch der Stützpunkt von a 
auf D immer willkürlich gewählt werden. 

Zum Beweis projiziere man eine allgemeine Kurve 0 der Familie V 
von einem beliebigen ihrer Punkte 0 aus auf eine Überebene L Wir 
bezeichnen den projizierenden Kegel mit r und die Projektionskurve, die 
von der Ordnung n - 1 und mit 0 birational äquivalent ist, mit D. So­
bald p > 0 ist, wird der Kegel r nur von oor+ 1 Kollineationen in sich 
selbst transformiert, und zwar sind dies die Zentralkollineationen mit dem 
Zentrum O. Würde nämlich r von oor+2 Kollineationen in sich trans­
formiert, so wäre eine allgemein gewählte unter diesen Kollineationen 
keine Zentralkollineation und könnte demnach nicht jede Erzeugende von 
r in sich verwandeln. 1) Das im Bündel 0 enthaltene einfach unend­
liche algebraische Gebilde r vom Geschlecht p > 0 würde also unend­
lich viele nicht identische Kollineationen in sich zulassen, und dies steht 
im Widerspruch zu einem Satz der Nr.58 (S.161). 

Die oor+ 1 Kollineationen ,-on r in sich verwandeln ein oor+ 1 Kurven 
eines Systems .E, und dieses gehört, da ja C in der Familie V allgemein 
gewählt wurde, ganz dieser Familie Van (S. 354). Die Kurven von Eschnei­
den auf D, ebenso wie auf jedem anderen allgemein gewählten überebenen 
Schnitt von r, die lineare Schar g: aus, die man als Projektion der durch 
die Oberebenen auf a erzeugten linearen Schar u: von 0 aus erhält. Daraus 
folgt, daß E linear ist.l!) Die Kurven von :E, die durch r + 1 allgemeine 
Punkte VOll D gehen, zerfallen in D selbst und in eine Erzeugende a von 
rj diese stützt sich auf D in einem Punkt P, der in der Korrespondenz 
ilwischen C und D dem Punkt 0 entspricht, <1. h. in dem Spurpunkt P, 

1) V gl. BER'rlNI, Iperspazi, S. 53. 
2) Nach dem Satz, der dem der Nr. 6 (S. 18) auf einer beliebigen Fläche 

entspricht. Vgl. ENRlQUEB, Rom. Ace. L. Rend. 26 , 1 (1893). 
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den die allen Kurven von E im Punkt 0 gemeinsame Tangente a auf 
der Überebene I erzeugt. 

Setzt man voraus, 0 sei eine Normalkurve, und ist in der Überebene I 
eine bestimmte Kurve D innerhalb der Familie von Kurven der Ordnung 
n -1 und des Geschlechts p, der sie angehört, gegeben, so folgt daraus noch 
nicht, daß D als Projektion einer Kurve 0 angesehen werden kann, und daß 
also die Kurve D + a, die aus D und einer von einem Punkt P auf D 
ausgehenden Geraden a besteht, zu der Familie V gehört. Dies wird immer 
der Fall sein, wenn D nicht-spezial ist, wie man auch den Punkt P auf 
D wählen mag. Ist dagegen Deine Spezialkurve, so kann sie auf Grund 
des Reduktionssatzes (N r. 44, S. 130) dann und nur dann als. Projektion 
Ton 0 angesehen werden, wenn die kanonischen Gruppen, die einen über­
ebenen Schnitt von D enthalten, infolgedessen noch durch einen weiteren 
festen Punkt P der Kurve gehen. Dies wird nun im allgemeinen, wenn 
der Spezialitätsindex i = p - n + r von 0 größer als 1 ist, nicht ein­
treten. Die Vollscharen g: auf einer Kurve 0 mit allgemeinen Moduln hän­
gen nämlich von 7: = (r + 1)(n -r) - rp Parametern ab (vgl. Anh. G, 
Nr.8), dieVollscharen g:=~ aber hängen ,on r(n-r)-(r-1)p=7:+i 
Parametern ab; .folglich können diese letzteren für i> 1 nicht die ein­
zigen Reste der Punkte von 0 in bezug auf die einzelnen Scharen g: sein. 

5. Nicht-speziale Familien von Raumkurven oder Überra.umkurven. 
Man erkennt zunächst (wie in N r. 10 des Anhangs F (S. 341) für die ebenen 
Kurven von der Ordnung n > p + 2), daß die in'eduziblen Kurven 0 
vom Geschlecht p und der Ordnung n > p + r des Raumes S,. eine ein­
zige Familie V bilden, deren allgemeine Kurve nicht spezial ist (d. h. auf 
der die von den Überebenen erzeugte Schar g: nicht spezial ist). Wenn 
also n > p + r ist, so ist die allgemeine Kurve von. V die Projektion 
einer Normalkurve D von der noten Ordnung im Raum SI! (> = n - p), 
die in einer Familie W veränderlich ist. Die Dimension 'Von V ist 
(r + 1)n - (r - 3)(p - 1), die von W ist «(I + 1)n - (> - 3)(p - 1) 
(vgl. Nr.58, S. 16l). 

Eine Kurvenfamilie, wie V oder W, bei der die Ordnung n ihrer 
Kurven nicht kleiner ist als die Summe des Geschlechts ihrer allgemeinen 
Kurve und der Dimension des Raumes, in dem sie liegt, wird eine nicht­
spesiale Familie genannt, um daran zu erinnern, daß die allgemeine Kurve 
der Familie nicht spezial ist. 

Wir beha.upten, daß die allgemeine Kurve D von W keine mehr­
fachen Punkte besitzt. Nehmen wir einmal an, es gebe einen mehrfachen 
Punkt P von D, und seine Vielfachheit sei se> 2). Die Kurve D ist 
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birational äquivalent mit der Kurve T vom Geschlecht p, die allgemeine 
Moduln besitzt. Die durch P gehenden Überebenen des Raumes Sq schnei­
den auf D, außer P, eine g~~~ _, aus, die notwendig eine speziale Vollscbar 

ist; ihr entspricht auf r eine g;~~_ .. Nimmt man als projektives Modell 
von r eine Kurve ohne mehrfache Punkte, so entspricht der Schar der 
von den Überebenen auf D erzeugten Schnittpunkte auf der Kurve reine 

Schar g~+(l' die die Summe der Schar g;~~_, und einer Gruppe VOn s 
(verschiedenen oder zusammenfallenden) Punkten ist. Wenn also eine all-
gemeine Kurve Deinen s-fachen Punkt hätte, so könnte jede Scbar g~ 

P+(i 
auf T, zum mindesten auf eine Art und Weise, als Summe einer Schar 

g('-l und einer Gruppe von s passend gewählten Punkten auf r be­
P+(l-' 

trachtet werden. Es würden also die Scharen, welche Summen einer ver-
änderlichen Schal' g:~~-8 und einer Gruppe von s veränderlichen Punkten 
sind, von mindestens ebensovielen Parametern abhängen wie die Scharen 

gll ,d. h. von p Parametern (Nr. 56, S. 156). Wir wollen nun abzählen, 
P+(l 

von wie vielen Parametern die genannten Summel1scharen tatsächlich ab-
hängen. Die Scharen g; ~ ~_. auf r hängen von p - ~ (s - 1) Parametern 
ab!), die Gruppen von s Punkten hängen von s Parametern ab. Da nun eine 
allgemeine Schal' g! + (' nur auf eine endliche Anzahl von Arten als Summe 

einer g~~l(l_' und einer Gruppe von s Punkten erhalten werden kann 2), 
ISO hängen die genannten Summen von p - (! (s - 1) + s Parametern ab. 
Man erhält also p - (!(s - 1) + s > p, d. h. s G ~(s - 1). Da nun ~ >2 
ist, so wird s > 2 (s - 1), d. h. s < 2 und folglich s = 1, im Gegensatz 
zu dem, was wir angenommen hatten. 

Die Projektion einer allgemeinen Kurve D aus einem allgemein ge­
wählten Raum SQ_r_l (d.h. aus einem S/l-r-l1 der die Mannigfaltigkeit 
der Sehnen von D nicht trifft) auf den Raum Sr, in dem die Familie V 
liegt, liefert eine Kurve C dieser Familieohlle mehrfache Punkte. Daher 
ergibt sich der Satz: 

Im Raum Sr (1' > 2) bilden die ir'reduziblen Kurven C von der n-ten 
Ordnung tmd dem Geschlecht p, wenn n > p + l' ist, eine einzige irredu­
eible Familie V von der Dimension (1' + l)n - (1' - 3)(p -1), deren all­
gemeine Kurve nicht spezial ist und keine mehrfachen Punkte besitzt. Die 
allgemeine Kurve C ist nur dann eine Normalkurve, wenn n = p + l' ist. 

1) TuNr. 8 dieseR Anhangs (S.380) wird in aller Strenge bewiesen werden, daß die 
Scharen g;; auf einer Kurve r vom Geschlecht p mit allgemeinen Moduln genau von 
(r + 1)(» -1') -t·p Parametern abhängen. 

2) Dies ist nämlich gleichbedeutend damit, daß die allgemeine Kurve D nur 
eille endliche Anzahl von Punkten mit gegebener Vielfachheit s ha.ben kann. 

R8YCri: Vorlesungen tiher algebrailebe Geometrie 24 
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Damit ist auch das bewiesen, was wir in der Bemerkung am Schluß 
der Nr. 1 (S. 355) vorausgesagt haben, nämlich der Satz, daß für n > p + r 
die mit beliebigen Singularitäten ausgestatteten irreduziblen Kurven n-ter 
Ordnung des Geschlechts p im Raum Sr der oben genannten Mannigfaltig­
keit V angehören 'und somit als Grenzfälle von Kurven ohne jeden mehrfachen 
Punkt angesehen werden können. 

Nun projizieren wir die Kurven von V auf eine Ebene a. Wir er­
halten in dieser eine irreduzible Familie ~ von irreduziblen Kurven n-ter 

Ordnung, für die n > p + 2 ist und die d = (n - l)t - 2) - P gewöhn­

liche Doppelpunkte besitzen. 1) Diese Familie fällt zusammen mit der 
(3n + p - l)-fach ausgedehnten Gesamtheit der irreduziblen ebenen Kur­
ven C' von der noten Ordnung mit d Doppelpunkten (vgl. Anhang F, 
N r. 11). Da nämlich n > p + r ist, so ist die Schar g! der von den ge­
raden Linien auf einer allgemeinen Kurve C' erzeugten Schnittpunkte 
sicherlich in einer umfassenderen Schar g~ enthalten (ja sogar in unend­
lich vielen derartigen Scharen, wenn n > p + r ist), und folglich ist nach 
Nr. 31 (S. 93) C' die Projektion einer Kurve der Familie V. 

Im besonderen nehme man in ~ eine irreduzible Kurve C; vom Ge­
schlecht p -71 mit cl + h gewöhnlichen Doppelpunkten, wobei h = 1, 
2, ... , P ist (Anhang F, NI'. 11, S. 349). Es sei dann G eine beliebige Gruppe 
von d Doppelpunkten auf Cl:' die als vorgeschrieben betrachtet werden 
mögen, während die übrigen h Doppelpunkte als virtuell nicht vorhanden 
anzusehen sind. Die von den geraden Linien auf C; erzeugte Schar g! ist 
in einer mit bezug auf die vorgeschriebenen Doppelpunkte der Gruppe G 
virtuell vollständigen Schar enthalten, deren Dimension mindestens gleich 
n - p > rist (vgl. Anhang P, N r. 12). Daher ist CI: die Projektion einer 
Kurve Ch der Familie V, die in bezug auf diese Pamilie 11, eigentliche 
Doppelpunkte besitzt. 

Die irreduziblen Kurven n-ter Ordnung des Raumes Sr, die das wirk­
liche Geschlecht p - h haben und h Doppelpunkte besitzen, geben als 
Projektionen in der Ebene a die ganze Familie der irreduziblen Kurven 
n-ter Ordnung mit d + h Doppelpunkten, und diese ist ganz in ~ ent­
halten (Anhang F, Nr. 11); folglich gehören sie alle der Familie Van. 

Man erkennt auch leicht, daß die Kurven 0h des Raumes Sr eine 
einzige Familie V" bilden, deren allgemeine Kurve h Doppelpunkte hat. 
In der Tat, hat man für eine allgemeine ebene Kurve C; die Gruppe G 
der d vorgeschriebenen Doppelpunkte gewählt, so ist die von den geraden 

1) Es ist leicht zu bestätigen, daß man die ganze Familie ,E erhält, wenn 
man die Kurven von Vaus einem bestimmten, im Sr enthaltel,en Raume Sr_S projiziert. 
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Linien auf 0,: erzeugte Schar g~ eine virtuell nicht-speziale Schar, die in 
einer virtuell vollständigen Schar g:-P enthalten ist. Um eine Kurve Ob 
des Raumes Sr konstruieren zu können, deren Projektion die gewählte 
Kurve 0,: ist, muß man aus der soeben erwähnten Schar g: -P eine g: 
herausziehen, die die g! enthält. Die jener 0; entsprechenden Kurven 0h 
des Sr bilden also für die betrachtete Wahl der vorgeschriebenen Doppel­
punkte eine irreduzible Mannigfaltigkeit. Da nun, wenn 0,: die eigene 
Familie durchläuft, die vorgegebene Gruppe G in jede andere Gruppe von 
d Doppelpunkten der Kurve 0; übergeführt werden kann (Anhang F, 
Nr.11), so folgt, daß die Kurven 0,. eine irreduzible Mannigfaltigkeit, 
d. h. eine einzige Familie V,., bilden. 

Die Berechnung der Dimension 0" von V" ergibt sich auf Grund der 
Konstruktion der Kurven Cl. aus den Kurven 0; sofort, wenn man be­
achtet, daß es für n > p + 2 auf der Kurve 0; coP virtuell nicht-speziale 
Scharen n-ter Ordnung gibt. Man findet so 0h=(r+ 1)n-(r-3)(p-1)-J.. 

Die im Raum Sr liegenden irreduziblen Kurven Dh VOll der noten 
Ordnung und vom Geschlecht p - h ohne mehrfache Punkte bilden eine 
nicht-speziale Familie W" (n > (p - 11) + 1-), deren Dimension 

Ll,. = (r + 1)n - (1' - 3) (p - h - 1) 

ist. Zu dieser Familie müssen (nach dem über die nicht-spezialen Fa­
milien bewiesenen Satze) alle irreduziblen Kurven n-ter Ordnung vom 
wirklichen Geschlecht p - h des Raumes Sr gehören, die beliebige Sin­
gularitäten besitzen, und folglich auch im besonderen die Kurven eh' 

Die allgemeine Kurve D,. ist die Projektion einer Kurve n-ter Ord­
nung vom Geschlecht p - 11 des Raumes Sn-PHi man erhält sämtliche 
Kurven C,., wenn das Projektionszentrum h Sehnen der projizierten Kur­
ven durchsetzt. 

Die h Doppelpunkte einer Kurve Ch sind in bezug auf die Familie 
Wh uneigentliehe Doppelpunkte, während sie hinsichtlich der Familie V" 
eigentliche Doppelpunkte sind. 

Da der Unterschied zwischen den Dimensionen Ll,. und 0" von Wh 
und von V" gleich her - 2) ist, so kann man sagen, daß die Forderung, 
die Kurven von Wh sollen h uneigentliche Doppelpunkte besitzen, gleich­
bedeutend ist mit h(r- 2) einfachen Bedingungen. Zusammenfassend er­
halten wir folgendes Ergebnis: 

Zu der nicht-spezialen Familie V der irreduziblen Kurven n-ter Ord­
nung vom Geschlecht p im Raum Sr (n;:;:> p + r) gehört die Familie V" 
aller irreduziblen Kurven n-ter Ordnung vom Geschlecht p - h, die h ge­
wöhnliche Doppelpunkte besitzen (h =- 1, 2, ... , p). Die Familie Vh i' 

\leI * 
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gemeinsamer Bestandteil der Familie V ttnd der nicht-spezialen Familie Wh/ 
die aus allen irreduziblen Kurven n-ter Ordnung vom Geschlecht p - h im 
Sr besteht. In bezug auf die Familie V sind die h Doppelpunkte der Kurven 
von VA eigentliche Doppelpunkte, während sie hinsichtlich der Familie W" 
uneigentlich sind. Die Bedingung, daß die Kurven einer nicht-spezialen 
Familie des Sr einen eigentlichen Doppelpunkt haben, ist einfach, während 
die Bedingung, daß sie einen uneigentlichen Doppelpunkt haben, (r - 2)­
fach ist. 

Eine andere bemerkenswerte :B'olgerung ergibt sich aus der Tatsache, 
daß V die Familie Vp der rationalen Kurven n-ter Ordnung des Raumes 
Sr mit p Doppelpunkten enthält. Zu ~ gehören nämlich alle zusam­
menhängenden n-Seite vom virtuellen Geschlecht p des Raumes Sr' In 
der Tat, die Projektionen der rationalen Normalkurven E eines S" (der 
den Raum Sr enthält, in dem die Familie Vp liegt) von den Räumen. 
S,,_r_1 aus, die je p Sehnen einer der Kurven E durchsetzen, bilden eine 
irreduzible Mannigfaltigkeit, und diese fällt mit der Familie Vp zusam­
men, die alle rationalen Kurven n-ter Ordnung mit p Doppelpunkten im 
Raum Sr umfaßt. Da sich nun unter den Kurven E alle zusammenhän­
genden n-Seite des Raumes S" befinden (NI'. 4, S. 366), so gehören alle 
zusammenhängendAn n-Seite vom virtuellen Geschlecht p zu der Familie 
Vp ' die aus den Projektionen der Kurven E besteht. Berücksichtigt man 
schließlich, daß Vp in der Familie V enthalten ist, so folgt der Satz: 

Zu der nicht-spezialen Familie V der irreduziblen Kurven n-ter Ord­
nung vom Geschlecht p im Raum Sr (n >- p + r) gehören alle möglichen 
im Raume Sr liegr:nden zusammenhängenden n-Seite vom vi1'fuellen Ge­
schlecht p. 

Bemerkung. Die verschiedenen Arten, nach denen die Kurven 0 
von V zerfallen können, lassen sich herleiten aus den Zerfallsmöglich­
keiten der ebenen Kurven 0' des Systems ~, die man als Projektionen 
der Kurven 0 erhält. Daß z. B. V jede Kurve enthält, die sich aus einer 
irreduziblen Kurve (n - l)-ter Ordnung vom Geschlecht p und einer sie 
in einem Punkt durchsetzenden Geraden zusammensetzt (vgL die Bemer­
kung am Schluß der Nr. 4, S. 367), folgt aus der Tatsache, daß jede ebene 
Kurve n-ter Ordnung, die in eine irreduzible Kurve (n -l)-ter Ordnung 
mit cl - n + 2 Doppelpunkten und eine Gerade zerfällt, zu ~ gehört, 
da ja eine solche zerfallende Kurve als zusammenhängende Kurve vom 
virtuellen Geschlecht p gilt, sobald einer der Schnittpunkte der Kurve 
(n - 1 )-ter Ordnung mit der Geraden als virtuell nicht vorhanden ange­
sehen wird. Daß ferner V jede Kurve enthält, die in eine in'eduzible 
Kurve (n - 1)-ter Ordnung vom Geschlecht p - 1 und eine belieb/:ge ihrer 
Sehnen zerfiillt, folgt aus der 'l'atsache, daß E jede Kurve enthält, die 
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sich aus einer irreduziblen Kurve (n-l)-ter Ordnung mit d - n + 3 
Doppelpunkten und aus einer Geraden zusammensetzt, da die zerfallende 
Kurve zu einer zusammenhängenden Kurve vom virtuellen Geschlecht p 
wird, wenn man zwei Schnittpunkte der Geraden mit der Kurve (n - 1)­
ter Ordnung als virtuell nicht vorhanden betrachtet. 

Da nun die irreduziblen Kurven (n - 1 )-ter Ordnung vom Geschlecht 
p - 1 des Raumes Sr ebenfalls eine nicht- speziale Familie bilden 
(n - 1) > (p - ]) + r), und ebenso diejenigen von der (n - 2)·ten Ord­
nung und vom Geschlecht p - 2, usw., so folgt, daß V jede Kttrve enthält, 
die in eine rationale KU1've des Sr und p beliebige ihrer Sehnen zerfällt. 

6. Die Familie der kanonischen Kurven des Geschlechts p. Die 
kanonischen Kurven 0 des Geschlechts p, die dem Raum Sp_l angehören, 
bilden eine einzige Familie V, weil die Mannigfaltigkeit der irreduziblen 
Kurven eines gegebenen Geschlechts irreduzibel ist (Anhang F, Nr. 9, 
S. 340) und andererseits zwei birational äquivalente kanonische Kurven 
kollinear verwandt sind (Nr. 46, S. 132). 

Wir wissen außerdem, daß jede irreduzible Kurve von V, die das 
wirkliche Geschlecht p hat, keine mehrfachen Punkte besitzt (Nr. 47, 
S. 134). Die Dimension 1 von V wird erhalten, wenn man die Anzahl 
3p - 3 der Moduln einer Kurve vom Geschlecht p um die Anzahl p!- 1 
der Parameter vermehrt, von denen die Kollineationen des Sp_l abhängen, 
und zwar deshalb, weil eine allgemeine Kurve 0 durch keine Kollineation 
in sich selbst übergeführt wird (Nr. 72, S. 185). Man erhält also 
1 = (p - 1) Cp + 4). 

Wir wählen im Sp_l eine Ebene IX und projizieren die allgemeine 
Kurve 0 von dem Raum Sp_4 aus, der p - 3 allgemeine Punkte von 0 
verbindet, auf IX. Dann erhalten wir eine ebene Normalkurve 0' von der 
Ordnung p + 1, die ein-eindeutig auf 0 bezogen ist (s. die Fußnote auf 
S. 85). Es ist die OLEB8cR-GoRDANsche Normalkurve. Die Kurve 0' besitzt 

p(P;- 1) _ P = p(p;- 3) Doppelpunkte; sie rühren von den Sehnen der 

Kurve 0 her, die sich auf das Projektionszentrum stützen. 
Variiert man nun die Kurve 0 in V, so erhält man in der Ebene IX 

ein irreduzibles System von Kurven 0', und dieses fällt mit der Familie 

E aller irreduziblen Kurven von der Ordnung n = p + 1 mit d = P (p 2 ~) 
Doppelpunkten zusammen. Jede irreduzible ebene Kurve n-ter Ordnung 
mit d Doppelpunkten ist nämlich notwendig spezial, weil für die Schar 
g~, die durch die geraden Linien auf ihr erzeugt wird, n - 2 <p ist. Die 
Schar g;, ist also teilweise in der kanonischen Schar g~;~2 enthalten, und 
folglich ist die betrachtete Kurve die Projektion eiller kanonischen Kurve 
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o von einem Projektionszentrum aus, das sich in p - 3 Punkten auf 0 
stützt (Nr. 31, S. 93).1) 

Da nun zu dem System.!: irreduzible Kurven C;, von der Ordnung 
1'1 mit d + h Doppelpunkten (h = 1, ... , p) gehören, so ergibt sich durch 
ein ähnliches Verfahren wie in der vorhergehenden Nummer der Satz: 

Die Familie V der dem Raum Sp_1 angehörigen kanonischen Kurven 
des Geschlechts p, die die Dimension (p - 1) (p + 4) hat, enthält die aus 
allen irreduziblen Kurven vom Geschlecht p - h mit h Doppelpunkten be­
stehende Familie VA von der Dimension (p - 1) (p + 4) - h (h = 1, ... , p)j 
diese Doppelpunkte sind in bezug auf die Fllmilie V eigentliche Doppel­
punkte. Für h > 0 ist die allgemeine Kurve von v,. die Projektion einer 
allgemeinen it'redttziblen Kurve von de1' Ordnung 2p - 2 und vom Ge­
schlecht p - h des Raumes Sp-Hh' und zwar ist diese Projeiction von einem 
Raum Sh-2 aus vorgenommen, der h allgemein gewählte Sehnen durchsetzt. 2) 

Die Kurven von Vh gehören auch zu der nicht-spezialen Familie Wh der 
irreduziblen Kurven von der Ordnung 2p - 2 und dem Geschlecht p - h 
des Ral~mes Sp_l' Hinsl~chtlich der Familie Wh sind die h Doppelpunkte 
der Kurven von Vh uneigentlich. 

Auch in diesem Fall sieht man, daß ein eigentlicher Doppelpunkt, 
der den Kurven von V auferlegt wird, gleichbedeutend ist mit einer ein­
fachen Bedingung, während ein uneigentlieher Doppelpunkt, der den Kur­
ven von Wh auferlegt wird, gleichbedeutend ist mit p - 3 einfachen Be­
dingungen. 

Für h = p ergibt sich aus dem vorstehenden Satze, daß die Familie 
V der kanonischen Kurven die Familie Vp aller im Raum Sp_l liegenden 
rationalen Kurven von der Ordnung 2 p - 2 mit p Doppelpunkten ent­
hält. Hieraus folgt, wie im Fall der nicht-spezialen Familien, die wir in 
Nr. 5 untersucht haben, der Satz: 

Zu der Familie V der kanonischen Kurven des Geschlechts p gehört 
jedes im Raum Sp_l liegende zusammenhängende (2p - 2)-Seit vom vir­
tuellen Geschlecht p. 

1) Dieselbe Beweisführuug läßt sich auch anwenden, wenn die betrachtete ebene 
Kurve C' vou der Ordnung p + 1 und dem Geschlecht p beliebige Singularitäten 
besitzt. Die irreduziblen ebenen Kurven (p + l).-ter Ordnung vom Geschlecht p 
sind daher in dem System .1: der irreduziblen Kurven (p + l)-ter Ordnung mit d 
Doppelpunkten enthalten. Auf diese Weise wird der Satz im Anhang F, Nr. 10 
(S. 3(5) auf die ebenen Kurven von der Ordnung n = p + 1 und <lern Geschlecht 
11 ausgedehnt. 

2) h allgemeine Sehnen einer Kurve von der Ordnung 2 p - 2 deR RrruDH'R 
S • h werden von OOp-h Räumen S • durchsetzt; voIf einem einzigen, w('nn p-.+ p-. 
h - P ist. 
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Bemerkung. Alle möglichen Arten, auf die ein Zerfallen der kano­
nischen Kurven 0 eintreten kann, lassen sich ableiten aus den Zerfalls­
möglichkeiten der ebenen CLEBscH-GoRDANschen Normalkurven 0', die 
zu zusammenhängenden Kurven vom virtuellen Geschlecht p führen. 
So kann man z. B. beweisen, daß V jede Kurve enthält, die aus einer 
spezialen Normalkurve von der Ordnung 2 p - 3 und dem Geschlecht p 
im Raume Sp_2 und einer sie in einem Punkt durchsetzenden allgemeinen 
Geraden des Raumes Sp_l besteht, oder aus zwei rationalen Normalkur­
ven (p - li-tel" Ordnung, die p + 1 gemeinsame Punkte haben, usw. 

7. Über die Unzerlegbarkeit der algebraischen Bedingungen. 
Für die weiteren Sätze, die wir über die Klassifikation der algebraischen 
Kurven ableiten wollen, ist es zweckmäßig, einige Begriffe vorauszu­
schicken, die sich nuf die U nzerlegbarkeit der algebraischen Bedingun­
gen beziehen. 

Es sei eine beliebige algebraische Mannigfaltigkeit V gegeben; ihre 
Elemente seien mit r bezeichnet, und ihre Dimension sei d (falls etwa 
V in Teile mit verschiedenen Dimensionen zerfällt, so sei d die größte 
unter den Dimensionen dieser Teile). 

Eine algebraische Bedingung c, die den Elementen r auferlegt wird, 
läßt sich ausdrücken durch eine algebraische Beziehung zwischen diesen 
Elementen und einem gewissen anderen Element r', durch das c definiert 
ist. l ) Wenn man z. B. einer Geraden r des gewöhnlichen Raumes die 
Forderung auferlegt, sich auf eine gegebene algebraische Raumkurve r' 
zu stützen, so erhält man als Ausdruck dafür eine algebraische Beziehung 
zwischen den 003 Geraden r, die der vorgeschriebenen Bedingung ge­
nügen, und dem Gebilde r'. 

Wenn das Gebilde r' einer stetigen Variation innerhalb einer alge­
braischen Mannigfaltigkeit V' unterworfen werden kann (die auch redu­
zibel sein kann, aber jedenfalls zusammenhängend sein muß), so sagt 
man, die Bedingung c sei ebenfalls einer stetigen Veränderung fähig. Richtet 
man die Aufmerksamkeit auf ein Element r~ von V', so setzt man da­
mit eine Spezialisierung Co der Bedingung c fest. Wenn man in dem oben 
angeführten Beispiel die Raumkurve r' in der zugehörigen Familie V' 
von algebraischen Raumkurven variiert" so erhält man für die Geraden 
des Raumes eine veränderliche Bedingung c. 

1) Als Element r' kann man z. B. die Gesamtheit der Elemente r nehmen, 
die der Bedingung c genügen. Dann läßt sich die Bedingung c dadurch definieren. 
daß man einem Element r von V die Forderung auferlegt, es möge der in Y ent­
haltenen Mannigfltltigkeit r' angehören. 
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Die Dimension d' von V' hat von vornherein keine Beziehung zu 
der Dimension d von V. Auch V' kann in Teile mit verschiedenen Dimen­
sionen zerfallen. 

Die veränderliche Bedingung c setzt zwischen den Elementen der 
Mannigfaltigkeiten V und V' eine algeb1'aische Korrespondenz (iJ fest 1); 
in dieser gelten zwei Elemente rund r' dann als entsprechend, wenn 
reines der Elemente ist, welche der dem gegebenen Element r' entsprechen­
den Spezialisierung der Bedingung c genügen. Als Beispiel nehmen wir 
an, es werde einer Geraden r des gewöhnlichen Raumes die Bedingung 
c auferlegt, eine veränderliche algebraische Kurve r' von gegebener Ord­
nung 12 dreimal zu schneiden. Diese Bedingung druckt sich aus durch 
eine algebraische Korrespondenz zwischen der 4-fach ausgedehnten Man­
nigfaltigkeit V aller Geraden des Raumes und der Mannigfaltigkeit V' 
aller Kurven r' von der n-ten Ordnung 2), wobei man eine Gerade rund 
eine Kurve r' dann als entsprechend anzunehmen hat, wenn T die Kurve 
T' dreimal schneidet. 

Die Bedingung, daß eine Gerade T des Raumes sich auf ein Qua­
drupel I" von Geraden stützt (in diesem Fall ist das Element T' zusam­
mengesetzt), führt in ähnlicher Weise zu einer algebraischen Korrespon­
denz zwischen der irreduziblen Mannigfaltigkeit V, der Geraden und der 
irreduziblen Mannigfaltigkeit V~6 der Geradenquadrupel, usw. 

Eine algebraische Korrespondenz zwischen den Elementen zweier 
Mannigfaltigkeiten V und V' heißt irreduzibel, wenn die algebraische 
Mannigfaltigkeit, deren Elemente die in der gegebenen Korrespondenz 
einander entsprechenden Elementenpaare rund T' sind, irreduzibel ist; 
dafür ist es notwendig, aber nicht hinreichend, daß die l\'Iannigfaltigkei­
ten V und V' irreduzibel sind. 

Jede Bedingung, die sich durch eine irreduzible algebraische Kor­
respondenz ausdrücken läßt, wird eine irredttziblc Bedingung genannt, 
Verlangt man z, B., daß eine Gerade sich auf eine in einer gegebenen 
Familie veränderliche Kurve stützen soll, so ist diese der Geraden auf­
erlegte Bedingung irreduzibel. Verlangt man dagegen, daß eine Projek­
tivität r auf einer Geraden ein gegebenes Quadrupel r' von Punkten in 
sich überführt, so ist diese der Projektivität auferlegte Bedingung c redu­
zibel. Die Mannigfaltigkeit V der Elemente r ist irreduzibel und hat 

1) Hei der allgemeinsten Annahme ist eine algebraische Korrespondenz zwi­
schen den Elementen rund r' zweier algebraischer Mannigfaltigkeiten V und V' 
eine algebraische Mannigfaltigkeit, die in der algebraischen Mannigfaltigkeit aller 
möglichen Paare von Elementen T, r' aus V und V' enthalten ist. 

2) Die Mannigfaltigkeit V' zerfallt in so viele Teile, als es Familien von 
Raumkurven n-ter Ordnung gibt. 
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die Dimension 3; die Mannigfaltigkeit V' der Elemente r' ist ebenfalls 
irreduzibel und hat die Dimension 4. Trotzdem ist aber die Bedingung 
c reduzibel, denn sie läßt sich ausdrücken durch eine Korrespondenz zwi­
schen V' und einer in V enthaltenen irreduziblen Mannigfaltigkeit F 
von zwei Dimensionen, deren Elemente die 002 Involutionen sind, ver­
mehrt um eine zweite algebraische Korrespondenz zwischen der irredu­
ziblen Mannigfaltigkeit W der 003 harmonischen Punktquadrupel und der 
Mannigfaltigkeit F, um eine dritte Korrespondenz zwischen der irredu­
ziblen Mannigfaltigkeit der 003 äquianharmonischen Punktquadrupel und 
der zweifach unendlichen irreduziblen Mannigfaltigkeit der zyklischen Pro­
jektivitäten 3-ter Ordnung, und um eine vierte Korrespondenz zwischen 
W und der zweifach unendlichen irreduziblen Mannigfaltigkeit der zykli­
schen Projektivitäten 4-ter Ordnung.1) 

Wenn diejenigen Elemente r einer Mannigfaltigkeit V von der Di­
mension d, die der algebraischen Bedingung c genügen, zu einer Mannig­
faltigkeit von der Dimension d - k gehören (so daß, falls diese Mannig­
faltigkeit sich in Teile von verschiedenen Dimensionen spaltet, d - k die 
größte dieser Dimensionen ist), so sagt man, die Bedingung c habe die 
Dimension k. 

Unterwirft man die Elemente r einer algebraischen Mannigfaltig­
keit V zwei gegebenen Bedingungen a, b, so definiert man auf folgende 
Weise die Stimme und das ProduJ.t der beiden Bedingungen!): Unter der 
Summe a + b oder b + ader beiden Bedingungen versteht man die Be­
dingung, daß das in V veränderliche Element r der Bedingung a oder b 
genügt. Die algebraische Mannigfaltigkeit der Elemente r, die der Be­
dingung a + b genügen, ist die Summe der Mannigfaltigkeiten A und B 
der Elemente r, die den Bedingungen a und b einzeln genügen; dabei 
ist das Wort Summe in demselben Sinne gebraucht wie in der Geometrie 
auf einem algebraischen Gebilde. Die Dimension von a + b ist offenbar 
die kleinere der Dimensionen von a und b. 

Unter dem Produkt ab oder ba der beiden gegebenen Bedingungen 
a und b versteht man die Bedingung, daß das in V veränderliche Element 
r den Bedingungen a und b gleichzeitig genügt. Die Mannigfaltigkeit 
der Elemente T, die der Bedingung ab genügen, i.st das Scltnittgebilde der 
vorhin genannten Mannigfaltigkeiten A und B; es versteht sich dabei von 
selbst, daß jedes gemeinsame Element T in der Gesamtheit der Schnitt­
elemente mit der gehörigen Multiplizität gezählt werden lUUß. 

1) Vgl. SEVERI, Pa.lermo Hend. 33,316 (1912). 
2) V gl. H. SCllußER'r, Kalkül der abzä.hlpnden Geometrie, Leipzig 1879, S. 3 

und H. G. ZEUTIlEN, Lehrbuch der abzählenden Methoden der Geometrie, Leipzig 
1914, S. 360. 
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Was die Dimension von ab anbetrifft, 'so behauptet man gewöhn 
lieh, sie sei nicht größer als die Summe h + k der Dimensionen von a 
und b. Aber in Wirklichkeit ist diese Behauptung nicht unbedingt rich­
tig, weil zwei Mannigfaltigkeiten A und B von den Dimensionen d - h 
und a - k, die einer Mannigfaltigkeit V von der Dimension dangehören, 
sich sehr wohl in einer Mannigfaltigkeit schneiden können, deren Dimen­
sion kleiner als d - (h + k) ist. Im folgenden geben wir hinreichend 
allgemeine Voraussetzungen, unter denen die oben genannte Behauptung 
zutrifft: 

Wenn die bei den Mannigfaltigkeiten A,B ein speziellos"Element r o 
gemeinsam haben, das der Ursprung eines einzigen Linear~antels von V, 
ist, dann haben A und B eine Mannigfaltigkeit gemeinsam, die r o ent­
hält, und deren Dimension mindestens gleich d - (h + k) ist (Anhang F, 
Nr.2, S. 311); die Dimension der Bedingung ab ist somit höchstens 
gleich h + k. 

Wenn die Mannigfaltigkeit V irreduzibel ist, und wenn die zwei Be­
dingungen a, b beide einer derartigen stetigen Variation fähig sind, daß 
die Mannigfaltigkeiten A, B innerhalb V zwei stetige Systeme beschrei­
ben, von denen jedes die ganze Mannigfaltigkeit V einnimmt, so ist die 
Dimension der Bedingung ab höchstens gleich h + k. Betrachtet man 
nämlich ein (allgemeines) Element To von V, das der Ursprung eines 
einzigen Linearmantels ist, so gehört r o mindestens zu einer Mannig­
faltigkeit A und zu einer Mannigfaltigkeit B, und man kommt demnach 
auf den vorhergehenden Fall zurück. 

Die beiden Bedingungen a und b heißen unabhängig, wenn die Di­
mension ihres Produkts genau gleich h + k ist. 

Wir wollen uns nicht weiter bei diesen Begriffen aufhalten, die die 
Grundlage der sogenannten abzählenden Geometrie und der darauf be­
züglichen Rechensymbolik bilden; es genügt uns, das vorausgeschickt zu 
haben, was für das folgende unerläßlich ist. Wir fügen nur noch zwei 
weitere Bemerkungen hinzu, die uns nützlich sein werden. 

Die eine bezieht sich auf die sogenante Abeählung der Konstanten. 
Wenn zwischen den Elementen r, T' zweier irreduzibler algebraischer 
Mannigfaltigkeiten V, V' von den Dimensionen d, d' eine algebraische 
Korrespondenz von der Art besteht, daß einem allgemeinen Element r 
von V oor' (r':2 0) Elemente von V' entsprechen, die eine gewisse Man­
nigfaltigkeit W' bilden, und daß einem allgemeinen Element r' von 
V' oor (r :2 0) Elemente von V entsprechen, die eine Mannigfaltigkeit 
Werfüllen, so besteht die Beziehung r + d' = r' + a. 

Man kann nämlich, ohne eine wesentliche Einschränkung einzufüh­
ren, annehmen, daß Tund r' Punkte zweier genügend umfassender linearer 
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Räume Sil und S~, seien. Dann betrachten wir zwei allgemeine Schnitte 
(P, (p' von V, V' mit zwei allgemein gewählten linearen Räumen Se- r 

und S', .. Sie sind irreduzibel und haben die Dimensionen d - rund e-" 
d' - r'. Das Schnittgebilde (p schneidet eine allgemeine Mannigfaltigkeit 
W in einer endlichen A.nzahl n von Punkten, die gleich der Ordnung 
von W ist; und ebenso schneidet (P' eine allgemeine Mannigfaltigkeit W' 
in n' Punkten, wobei n' die Ordnung von W' ist. Zwischen (p und (P' 

entsteht daher eine algebraische Korrespondenz mit den endlichen In­
dizes (n, n'), und somit haben cP und tJ)' dieselbe Dimension, d. h. es ist 
d - r = d' - 1". 

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf die Art 'nml Weise, wie man 
feststellen kann, ob eine algebraische Bedingung irreduzibel ist oder nicht. 

Die algebraische Bedingung c möge einer stetigen Variation fähig 
sein und sich ausdrücken lassen durch eine algebraische Korrespondenz 
(0 zwischen den Elementen r einer Mannigfaltigkeit V, denen sie aufer­
legt wird, und den Elementen r' einer anderen Mannigfaltigkeit V', mit 
deren Hilfe sie definiert ist. Soll c irreduzibel sein, so müssen auch die 
Mannigfaltigkeiten V und V' irreduzibel sein. Dies genügt aber nicht, 
wie wir schon oben bemerkt haben, denn es muß auch die Mannigfaltig­
keit der in der Korrespondenz (0 einander entsprechenden Elementen­
paare r, r' irreduzibel sein. 

Man kann also behaupten, daß die Bedingung c irreduzibel ist, wenn 
die Mannigfaltigkeiten V und V' irreduzibel sind, und wenn außerdem 
die beiden folgenden Voraussetzungen erfüllt sind: 

1. einem allgemeinen Element r soll eine irreduzible Mannigfaltigkeit 
von Elementen r' entsprechen; 

2. wählt man irgendein spezielles Element r o von V, so soll es mög­
lich sein, ein beliebiges unter den mittels der Korrespondenz (0 dem Ele­
ment r o entsprechenden Elementen von V' als Grenzlage eines Elements 
r' zu erhalten, das einem allgemeinen Element r entspricht, indem man 
uuf Grund einer geeigneten Variatiollsvorschrift das Element r in r 0 

überführt. 

In der Tat, wenn die Korrespondenz (0 sich in die Summe zweier 
Korrespondenzen (Oll (02 spaltet, so könnte einem allgemeinen Element r 
von V kein Element in wenigstens einer der beiden Korrespondenzen (01 

und (02 entsprechen; denn wäre dies der Fall, so würde die Mannigfaltig­
keit der den Elementen r entspreehenden Elemente r' aus zwei durchaus 
verschiedenen Teilen bestehen, und dies würde der ersten Voraussetzung 
widersprechen. Daher tritt eine der bei den Korrespondenzen, z. B. (0" 

nur zwischen den Elementen einer in V enthaltenen Mannigfaltigkeit W 



380 Anhang G 

und den Elementen von V' (oder einer in V' enthaltenen Mannigfaltig­
keit) auf. Dies widerspricht aber der zweiten Voraussetzung; denn unter 
den Elementen r ', die einem in W gewählten Element r o entsprechen, 
würde es solche geben, die nicht als Grenzlagen für die einem allgemeinen 
Element r entsprechenden Elemente r ' angesehen werden können, und 
zwar wären dies die Elemente r', die in der Korrespondenz 1lJ2 dem ge­
wählten Element r o entsprechen. 

Wenn daher die Voraussetzungen 1. und 2. erfüllt sind, so kann die 
Korrespondenz llJ und also auch die Bedingung c nicht reduzibel sein. 

Ist die zweite Voraussetzung erfüllt, die erste aber nicht, so kann 
die Korrespondenz llJ trotzdem irreduzibel sein. Falls einem allgemeinen 
Element r eine aus mehreren Teilen von gleicher Dimension zusammen­
gesetzte Mannigfaltigkeit entspricht, so ist llJ dann und nur dann irredu­
zibel, wenn bei einem Umlauf von r in V, der von einer Anfangslage aus­
geht und in diese zurückführt, zwei beliebige dieser Teile mit einander ver­
tauscht werden können. 

Alles was oben übel' die Unzerlegbarkeit von llJ gesagt wurde, gilt 
natürlich auch, wenn man die Rollen der Mannigfaltigkeiten V und V' 
vertauscht. 

Der Begriff der irreduziblen algebraischen Bedingung ist in Verbindung mit 
deJI!jenigen der irreduziblen algebraischen Korrespondenz zwischen zwei Mannig­
faltigkeiten vom Verfasser in einer Abhandlung in den Palermo Rend. 33,316 
(1912) eingeführt worden (vgl. auch eine spätere Abhandlung in den Ven. Ist. 
Atti 75,1121 (1916) mit der Absicht, eine gen aue Formulierung für den Gel­
tungsbereich des sogenannten Prinzips der Erhaltung der Anzahl zu gewinnen. 
Der Verfasser hat bewiesen, daß dieses Prinzip für alle Bedingungen gilt, die 
irreduzibel sind oder sich in Summen von irreduziblen Bedingungen derselben 
Dimension auflösen.1) 

8. Strenge Berechnung der Mannigfaltigkeitsstufe der (spezialen 
oder nicht-spezialen) Scharen g~ von gegebener Ordnung n und ge­
gebener Dimension r auf einer Kurve mit allgemeinen Moduln. In 
Nr.57 (S. 158) haben wir die Anzahl 't der Parameter berechnet, von 
denen die zu einer Kurve vom Geschlecht p gehörigen linearen Scharen 
g~ abhängen, und für l' den Ausdruck (1' + 1) (n - r) - rp gefunden. 
Dieser Wert ist unbedingt richtig, Fenn es sich um nicht-speziale Scha­
ren g~ handelt; auch für die Spezialscharen gilt er unter der Voraus­
setzung, daß die Kurve, auf der die Scharen liegen, allgemeine Moduln 
besitzt. Aber bei der Berechnung der Mannigfaltigkeitsstufe der Spezial­
scharen wurde ein Postulat zugrunde gelegt (S. 159), und infolgedessen 

1) Siehe auch ENRIQUE8-CHISINI, a. a. 0., Bd. II, S. 321. 
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trägt das Ergebnis mehr den Stempel eines Wahrscheinlichkeitsurteils als 
eines sicheren und eigentlichen Lehrsatzes. 

Wir wollen nun zeigen, wie diese Berechnung in voller Strenge 
durchgeführt werden kann, ohne das Postulat von S. 159 vorauszusetzen. 

Wie wir in Nr.57 gesehen haben, handelt es sich im wesentlichen 
darum, die Parameter abzuzählen, von denen die spezialen Vollscharen 
auf einer Kurve mit allgemeinen Moduln abhängen. Hat man nämlich 
bewiesen, daß diese Scharen g: von 1: = (r + 1) (n - 1") - ,'p Parametern 
abhängen, so folgt daraus sofort (S. 159), daß die spezialen Teilscharen g;; 
von weniger als 1: Parametern abhängen; fügt man also diese letzteren 
Scharen zu der Mannigfaltigkeit der ersteren hinzu, so bleibt die Dimen­
sion der Mannigfaltigkeit aller Scharen g~ gleich 1:. 

Andererseits läßt sich die Aufgabe, die Anzahl -r der Parameter zu 
berechnen, von denen die spezialen Vollscharen g~ auf einer Kurve mit 
allgemeinen Moduln (die also nicht hyperelliptisch ist) abhängen, nach 
Nr. 57 (S. 158) auf die andere Aufgabe zurückführen, die Anzahl ö' = -r + l' 
der Parameter zu berechnen, von denen die Räume S,,_r_1 abhängen, welche 
die kanonische Kurve 0 mit allgemeinen Moduln im Haume Sp_l n-fach 
schneiden. Es handelt sich also darum, zu beweisen, daß für -r > 0 die 
Mannigfaltigkeitsstufe ö' der n-fach schneidenden Räume S,._r_l genau 
gleich 1: + r ist, daß es dagegen für 1: < 0 keinen Raum S,,_r_1 gibt, 
der die Kurve 0 n-fach schneidet. 

Zu diesem Zweck schicken wir zunächst einen Hilfssatz voraus: 
Auf einer rationalen Kurve hängen die Scharen g~, die mit bezug 

auf p gegebene allgemeine Punktepaare der Kurve virtuell vollständig 
sind, von -r Parametern ab, wenn -r = (t· + 1) (n - ,.) - rp ~ 0 ist; ist 
dagegen -r < 0, so gibt es überhaupt keine derartigen Scharen. 

Wir nehmen als projektives Modell der betrachteten rationalen Kurve 
eine rationale Normalkurve D von der n-ten Ordnung im Raume S", 
Dann wird eine Schar g~, die in bezug auf p gegebene Punktepaare von 
D virtuell vollständig ist (s. Anhang F, Nr. 12, S. 349), auf der Kurve D 
durch ein lineares System von ocr Uberebenen ausgeschnitten, und zwar 
gehen diese Uberebenen durch einen Raum S,._r_lI der sich auf p Sehnen 
von D stützt, nämlich die Verbindungslinien der p gegebenen Punkte­
paare. Um also die genannten Scharen g~ abzuzählen, braucht man nur 
die Anzahl der Räume Sn_ ,.-1 zu berechnen, die sich auf p allgemeine 
Sehnen von D stützen. 

Die Bedingung, daß ein im Sn eingebetteter Raum S,._r_1 eine ge­
gebene Gerade trifft, hat die Dimension r; die Bedingung, daß er p ge­
gebene Geraden trifft, ist das Produkt der auf diese einzelnen Geraden 
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bezüglichen Bedingungen. In diesem Fall kann man ohne weiteres be­
haupten, daß die Dimension der als Produkt erscheinenden Bedingung 
höchstens gleich rp ist. Es handelt sich nämlich dabei um p Bedingun­
gen, die einer stetigen Variation fähig sind; die Mannigfaltigkeiten der 
ihnen genügenden Räume 8 .. _r _ 1 bewegen sich in einer irreduziblen Man­
nigfaltigkeit (nämlich in der Mannigfaltigkeit der sämtlichen im 8 .. ein­
gebetteten Räume 8n _ r _ 1) und durchlaufen diese ganz. 

Für eine allgemeine Wahl der p Sehnen von D sind die p genannten 
r-fach ausgedehnten Bedingungen unabhängig, d. h. sie sind in ihrer Ge­
samtheit gleichbedeutend mit einer Bedingung von der Dimension rp. 
Wenn also rp> (r + 1) (n - r), d. h. wenn" < 0 ist, so gibt es keinen 
Raum -8"_ r _ 11 der sich auf diese Sehnen stützt; wenn" > 0 ist, so gibt 
es 00'" Räume 8"_ r _ 1I die sich auf diese Sehnen stützen. 

Nach dieser Vorbemerkung beweisen wir in erster Linie, daß die 
Räume 8 .. _r _ 1 , die die allgemeine kanonische Kurve 0 vom Geschlecht p 
n-fach schneiden, für " :;;:: 0 höchstens von ,,+ r Parametern abhängen, 
daß es dagegen für " < 0 keine derartigen Räume gibt. 

Zu dem Zweck unterwerfen wir die Kurve 0 einer stetigen Bewegung 
in ihrer eigenen Familie V, die die Dimension l = (p - l)(p + 4) hat, 
und führen sie dabei über in eine allgemeine Kurve Cp der Familie VI" 
die aus den rationalen Kurven der Ordnung 2p - 2 mit p Doppelpunkten 
besteht (Anhang G, Nr. 6, S. 374). Wir werden beweisen, daß die Räume 
8 .. _r _ 1 • die die Kurve Op n-fach schneiden, für" ~ 0 von genau" + 1" 

Parametern abhängen, und daß es für" < 0 keine derartigen Räume gibt. 
Hieraus wird der für die Mannigfaltigkeitsstufe t1 ausgesprochene Satz 
folgen. 

Wenn sich C der Kurve Cl' unbeschränkt nähert, so geht ein Raum 
8 .. _r _ 17 der n Schnittpunkte mit 0 gemein hat, in einen Raum 8 .. _r _ 1 

über, der, als n-fach schneidender Raum von 0" betrachtet, sich in bezug 
auf die Doppelpunkte von C" uneigentliCh oder eigentlich verhalten kann, 
je nachdem er uneigentliche Sehnen von 01' enthält oder nicht (vgl. Nr. 2 
dieses Anhangs, S. 358). Es kann übrigens auch der Fall eintreten, daß der 
Grenzraum S .. _r_l sich in bezug auf einige Doppelpunkte von Gp eigent­
lich verhält, in bezug auf andere uneigentlich. Wenn ein Raum 8"_ r _ 1I 

der Cl' in n verschiedenen Punkten schneidet, einer stetigen Variation 
unterworfen werden kann, derart, daß einer dieser Schnittpunkte, etwa 
P, sich einem Doppelpunkt 0 von Gp auf einem der von 0 ausgehenden 
beiden Zweige unbeschränkt nähert, so kann die Grenzlage dieses Rau­
mes 8 .. _r _ 1 hinsichtlich des Doppelpunktes 0 sowohl ein eigentlicher 
wie ein uneigentlicher n-fach schneidender Raum 8"_"_1 sein. Man 
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erhält den ersten Fall, wenn bei der Annäherung von P an 0 kein an­
derer Schnittpunkt sich nach 0 hinbewegt, oder wenn für den Fall. 
daß irgendein anderer Schnittpunkt Q sich nach 0 hinbewegt, diese Be­
wegung auf demselbeu Zweig erfolgt, wie die von P. Man erhält den 
zweiten Fall, wenn bei der Annäherung von P an 0 (mindestens) ein 
weiterer Schnittpunkt Q sich auf dem anderen Zweig nach 0 hinbewegt. 
Die Grenzlage der Geraden P Q ist dann eine von 0 ausgehende uneigent­
liche Sehne von q,. 

Nachdem so genauer festgelegt ist, daß sich als Grenzfälle der n-fach 
schneidenden Räume 8"_1'_1 von 0 gewisse n-fach schneidende Räume 
8"-1'_1 von Op ergeben, die sich hinsichtlich der Doppelpunkte von Of' 
eigentlich oder uneigentlich verhalten können, beachten wir, daß die 
Uäume 8"_"_1' welche die Kurve Op in n Punkten schneiden, mindestens 
von tJ Parametern abhängen; denn jeder n-fach schneidende Raum 8"_"_1 
von 0 liefert als Grenzfall einen oder mehrere n-fach schneidende Räume 
8"_"_1 von 0f" je nachdem der Grenzraum 8"-1'_1 von dem Gesetz, das 
für die Oberführung von 0 in die Grenzlage q, maßgebend ist, unabhängig 
ist oder nicht. Es wird also die Zahl der Parameter, von denen die n-fach 
schneidenden Räume 8 .. _r _ 1 der Kurve 0" abhängen, eine obere Grenze 
für (1 bilden. 

Wir wollen daher die Häume 8"_1'_1 abzählen, die die Kurve Op W 

fach schneiden. Da ein derartiger Raum den Gruppen der virtuellen kano­
nischen Schar g~;~2 der Kurve 01' (für welche die p Doppelpunkte als vir­
tuell nicht vorhanden angesehen werden) n - r unabhängige Bedingungen 
auferlegt, so bestimmt er durch seine voneinander verschiedenen oder zu­
sammenfallenden Schnittpunkte mit Op auf dieser Kurve eine virtuell 
vollständige Schar g~, d. h. er gehört zu einem (rationalen) r-fach un­
endlichen irreduziblen System von Räumen derselben Art. Um also die 
Anzahl der Parameter zu finden, von denen die n- fach schneidenden 
Räume 8"_"_1 der Kurve 01' abhängen, addiert man die Zahl r zu der­
Anzahl der Parameter, von denen die Scharen g~ auf Op abhängen, die 
in bezug auf p allgemein gegebene neutrale Punktepaare virtuell voll­
ständig sind. Auf Grund des Hilfssatzes wissen wir schon, daß diese 
Scharen g~ idr 't ;? 0 't-fach unendlich sind, und daß es für l' < 0 über­
haupt keine solchen Scharen gibt. Daraus folgt, daß es für 't > 0 ooHr 

Räume 8"_"_1 gibt, die die Kurve 01' n-fach schneiden, und daß es für 
't < 0 keine derartigen Räume gibt. Ist 't 2: 0, so erhält man also für 
die Anzahl der Parameter, von denen die n-fach schneidenden Räum(> 
8"_1'_1 der allgemeinen Kurve 0 abhängen, die Ungleichung 

(1) tJS't+r, 
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und außerdem läßt sich behaupten, daß für 't' < 0 überhaupt kein der­
artiger Raum 8n _ r _ 1 vorhanden ist. Es bleibt uns also noch die Auf­
gabe, für 't' ~ 0 eine der vorigen entgegengesetzte Ungleichung zu finden, 
damit man schließen kann, daß 11 = 't' + rist. 

Zu dem Zweck beachte man zunächst, daß es genügt, eine solche Un­
gleichung für n < p - 1 aufzustellen; denn auf der Kurve 0 gehört zu 
jeder spezialen Vollschar g:, bei der n ~p - 1 ist, eine speziale Voll­
schar g~~, bei der n' < p - 1 ist, und umgekehrt. Die beiden Scharen 
g: und gr;;, sind gegenseitig Residuen in bezug auf die kanonische Schal' 
von O. Die Zahl der Parameter, von denen die spezialen Vollscharen 
einer gegebenen Ordnung und Dimension abhängen, ist also bekannt, so­
bald man die Zahl der Parameter kennt, von denen die Vollscharen g.~ 
abhängen, für die n < p - 1 ist. 

Wir werden demnach im folgenden n < p - 1 und 't' ~ 0 voraus 
setzen. Wir beweisen in erster Linie, daß durch eine Gruppe G von n 
allgemeinen Punkten des Raumes 8p _ 1 irreduzible Kurven der Familie V 
hindurchgehen. Nimmt man nämlich auf einer kanonischen Kurve 0', 
die in V allgemein gewählt ist, 12 allgemeine Punkte an, die eine Gruppe 
G' bilden, so sind diese Punkte linear unabhängig voneinander (Nr. 29, 
S. 85, Fußnote ).1) Es gibt also oo(p -1)(p - n + 1) nicht ausgeartete Kollinea 
tionen des Raumes 8p _ 1I die G' in G überführen und 0' in eine durch 
G gehende kanonische Kurve 0 verwandeln. Überdies berechnet man auf 
diese Weise auch leicht die Anzahll der Parameter, ,von denen die durch G 
gehenden kanonischen Kurven abhängen, und man findet l=l-n(p-2).1) 
Da wir nun aber aus den vorhergehenden Betrachtungen wissen, daß durch 
jede Gruppe von 12 allgemeinen Punkten irgendeine irreduzible kanonische 
Kurve geht, so gelangt man zu diesem Ergebnis rascher durch Berech­
nung der Konstanten. Zwischen der aus den Gruppen von n Punkten des 
Raumes 8p _ 1 bestehenden irreduziblen Mannigfaltigkeit W von der Di­
mension n (p - 1) und der Mannigfaltigkeit V läßt sich eine algebraische 
Korrespondenz ro herstellen j sie entsteht dadurch, daß man eine Gruppe 
von n Punkten und eine Kurve 0 dann einander zuordnet, wenn die Gruppe 
auf der Kurve liegt. Einer gegebenen Kurve 0 entsprechen 00" Elemente 
von Wj wenn also einem allgemeinen Element von W 001 Kurven 0 ent­
l:!pl'echen, so erhält man 

l + n(p - 1) = 1 + n, d. h. 1. = 1- n(p - 2). 

Die Korrespondenz ro ist irreduzibel, weil die einer allgemeinen Kurve 
C entsprechenden Gruppen eine n-fach unendliche irreduzible Mannigfal­
tigkeit bilden, und weil andererseits bei der Bewegung von 0 nach einer 

1) Da n <p - 1 ist, so ergibt sich"?c 6(p - 1), d. h, ,. > O. 
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beliebigen Grenzlage 00 hin die Mannigfaltigkeit der Gruppen von n Punk­
ten auf C die gesamte Mannigfaltigkeit der Gruppen von n Punkten auf 
Co zur Grenze hat (Nr.7 dieses Anhangs, S. 379). 

Aus der Unzerlegbarkeit von ro folgt, daß die Kurven 0, die durch 
eine Gruppe Go von n beliebigen Punkten des 8p _ 1 gehen, alle als Grenz­
fälle von gewissen Kurven C erhalten werden können, die durch eine 
allgemein gewählte Gruppe G von n Punkten gehen. Trotzdem kann die 
Mannigfaltigkeitsstufe der durch Go gehenden Kurven von C größer als 
1 sein; dies wird eintreten, wenn die Mannigfaltigkeit der durch Go gehen­
den Kurven 0, die als Grenzfälle der durch G gehenden Kurven ° er­
halten werden, von der Art und Weise abhängt, in der G sich der Grenz­
lage Go nähert. 

Dies vorausgeschickt, wählen wir nun einen beliebigen Raum 8(0) 

von n - r - 1 Dimensionen und betrachten die Kurven von V, die von 
8(0) in n Punkten geschnitten werden. Derartige Kurven gibt es sicher, 
weil durch eine Gruppe von n Punkten im 8(0) mindestens ool solche Kur­
ven hindurchgehen. Es könnte sich jedoch die Frage erheben, ob nicht 
alle Kurven von V, die durch eine Gruppe G von n allgemeinen Punkten 
des Raumes 8{O) gehen, von selbst zerfallen. Diese Ungewißheit läßt sich 
auf folgende Weise beheben. 

Es sei C~ eine allgemeine Kurve von Vp und 8(1) ein sie n-fach schnei­
dender Raum von n - r - 1 Dimensionen, der wegen der Voraussetzung 
1: > 0 sicher existiert. Es gibt unendlich viele nicht ausgeartete Kolli­
neationen von 8p _ 1I die 8(1) in 8(0), und daher die Kurve 0;, in eine ir­
reduzible Kurve C~O) überführen, die von 8(0) in einer gewissen Gruppe 
Go von n Punkten geschnitten wird. Wenn daher sämtliche Kurven ° 
zerfielen, die durch die n allgemeinen Punkte einer Gruppe G des Rau­
mes 8(0) gehen, so müßten bei der Bewegung von G nach Go alle durch 
Go gehenden Grenzkurven ebenfalls zerfallen, und zwar für jede beliebige 
Variationsvorschrift. Somit würde durch Go eine Kurve von V gehen, 
wie z. B. die Kurve C~Ol, welche, da sie in-eduzibel ist, nicht als Grenz­
fall einer durch die allgemeine Gruppe G gehenden Kurve erhalten 
werden könnte; dies widerspricht aber der Voraussetzung, daß ro irre<lu­
zibel ist. 

Auf demselben Wege erkennt man, daß die durch n allgemeine 
Punkte von 8(0) gehenden Kurven ° nicht alle im Raum 8(0) liegen 
können. Noch eine weitere Folgerung aus der Unzerlegbarkeit von ro 
müssen wir erwähnen. Ist nämlich die Mannigfaltigkeit der 001 Kur­
ven C, die durch n allgemeine Punkte des Raumes 8" _ 1 gehen, 
reduzibel, so kann sie keine Teile von kleinerer Dimension als 1 ent-

SeTeri: Vorlelungen über algebraische Geometrie 25 
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halten; denn wenn man die Gruppe der n Punkte einen Umlauf voll­
führen läßt, so müssen sich diese Teile zu je zweien vertauschen. Daraus 
folgt, daß die Mannigfaltigkeit der durch eine spezielle Gruppe von n 
Punkten des S1'-1 gehenden Kurven 0 keine Teile von kleinerer Dimen­
sion als l enthalten kann. 

Die Kurven 0, die durch eine allgemeine Gruppe G von n Punkten 
des gegebenen Raumes S(O) gehen, verteilen sich auf eine gewisse Anzahl 
VOll irreduziblen Mannigfaltigkeiten I l1 I 2 , •.. , I t von der Dimension 
~ A. Unter den genannten Mannigfaltigkeiten gibt es nach dem vorher­
gehenden mindestens eine, die aus irreduziblen, nicht im Raum S(O) lie­
genden Kurven besteht, da ja eine irreduzible, durch G gehende und nicht 
im S(O) liegende Kurve Op mindestens in einer der Mannigfaltigkeiten 2 
enthalten ist. Es bestehe z. B. I 1 aus irreduziblen Kurven, die S(O) nur 
in der Gruppe G schneiden. Variiert man G im Raum S(O), so durchläuft 
die Mannigfaltigkeit E 1 eine irreduzible Mannigfaltigkeit M, deren all­
gemeine Kurve irreduzibel ist und S(O) nur in n Punkten schneidet. Hat 
also E1 die Dimension l + 'Yj ('Yj > 0), so ist die Dimension von M 
gleich n(n - r - 1) + A + 'Yj = l- n(i - 1) + 'Yj, wobei i = P - n + r 
gesetzt ist.1) 

Bewegt sich S(O) in der irreduziblen Mannigfaltigkeit N, die aus 
allen Räumen Sn_r_l des Sp_l besteht und die Dimension i(n-r) hat 2), 
so beschreiben die Kurven von M eine irreduzible Mannigfaltigkeit V' 
von der Dimension l - ~ (~ > 0), die in V enthalten ist oder mit V zu­
sammenfällt (wenn 0 = 0 ist). Ordnet man eine Kurve 0 von V' und 
einen Raum Sn-r-l dann einander zu, wenn dieser Raum die Kurve 0 
in n Punkten trifft, so entsteht zwischen den Elementen von N und von 
V' eine algebraische Korrespondenz S~. Durch diese Korrespondenz werden 
einem allgemeinen Element von N je 001- .. (;-1)+'1 Elemente von V' zu­
geordnet; entsprechen also einem allgemeinen Element von V' oo"((j~ 0) 
Elemente von N, so erhält man nach dem Prinzip von der Abzählung 
der Konstanten: 

und hieraus: 

l- n(i - 1) + 'Yj + i(n - r) = 6' + l-~, 
6' = 't' + r + 'Yj + ~. 

1) Natürlich ist der Fall nicht ausgeschlossen, daß dieselbe Mannigfaltigkeit 
M bei der Bewegung von G noch von einer anderen unter den Mannigfaltigkeiten 
L: durchlaufen werden kann. Wenn man die Gruppe Gin 8(0) einen vollständigen 
Umlauf vollführen läßt, 80 wird M von allen denjenigen Mannigfaltigkeiten L: 
durchla.ufen, die mit L:1 vertauscht werden können. 

2) Für die Untersuchung dieser Mannigfaltigkeiten vergleiche man SEVERl, 

Ann. di ma.t. 248 , 89 (1915). 
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Dasselbe Beweisverfahren läßt sich für jede aus irreduziblen Kurven 
o bestehende Mannigfaltigkeit wiederholen, die in ähnlicher Weise er­
zeugt wird, wenn man von einer anderen Mannigfaltigkeit 2: ausgeht. Da 
es nun unter diesen Mannigfaltigkeiten mindestens eine gibt (wir können 
annehmen, es sei die oben betrachtete Mannigfaltigkeit V'), die die irredu­
zible Mannigfaltigkeit der irreduziblen Kurven Op enthält, so folgt auf 
Grund der zuerst gefundenen Ungleichung (1), daß 1) == 0 = 0 sein muß. 
Die Mannigfaltigkeit V' fällt also mit V zusammen, und man erhält 
den Satz: 

Die Räume S .. _ r-lI die die kanonische KU1've 0 vorn Geschlecht p rnit 
allgemeinen Moduln n-fach schneiden, hängen von 1: + r Parametern ab, 
falls 1: = (r + 1) (n - r) - rp > 0 ist; ist 1: < 0, so gilit es überhaupt keine 
solchen Räume. 

Mit anderen Worten: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für das Vorhandens~in 
einer linearen Schar g: auf einer Kurve vom Geschlecht p mit allgemeinen 
Moduln besteht darin, daß 't' > 0 ist. Ist 1: > 0, so gibt es auf der Kw've 
genau 001: lineare Scharen g:. 

1. Bemerkung. Nähert sich die Kurve 0 einer Kurve 00 mit spe­
ziellen Moduln, so kann die Mannigfaltigkeitsstufe der n-fach schneiden­
den Räume Sn_r_l von 0 in der Grenzlage zwar wachsen, aber nie­
mals abnehmen. Daher stellt 1: eine untere Grenze für die Mannigfaltig­
keitsstufe der Scharen g: auf einer Kurve vom Geschlecht p mit beliebigen 
Moduln dar. 

2. Bemerkung. Die n-fach schneidenden Räume Sn_r_1 einer be­
liebigen kanonischen Kurve 0 verteilen sich auf eine oder mehrere irredu­
zible Mannigfaltigkeiten; aber man sieht leicht, daß für 1: >0 die Dimen­
sion jeder dieser Mannigfaltigkeiten nicht kleiner als 't' + r ist. Bei einer 
kanonischen Kurve 0 mit allgemeinen Moduln verteilen sich also die n-fach 
schneidenden Räume Sn-r-l (1: ~ 0) auf eine endliche Anzahl von Man­
nigfaltigkeiten, von dellen jede genau die Dimension 1: + r (und keine klei­
nere) hat. 

Der Satz ist offenbar richtig für r = 0, da ja die .Mannigfaltigkeit 
der n-fach schneidenden Räume S"_1 von 0 irreduzibel ist. Wir setzen 
also r > 1 voraus. Nun sei H eine der irreduziblen Mannigfaltigkeiten, 
in die die Mannigfaltigkeit der n-fach schneidenden Räume 8,,_,._1 von 
o möglicherweise zerfällt. Wir setzen außerdem zunächst voraus, daß die 
n Stützpunkte eines allgemeinen, der Mannigfaltigkeit Hangehörigen 
Raumes S,,_r_l nicht in einem Raum von kleinerer Dimension liegen. 

26* 
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so daß also die durch jene Stützpunkte bestimmte lineare Vollschar eine u: ist. Wir beweisen, daß ein allgemeiner 8n _"_1 von H die Kurve 0 in 
n verschiedenen Punkten schneidet. Wenn die genannte u~ keine festen 
Punkte besitzt, so hat ihre allgemeine Gruppe keine mehrfachen Punkte 
(Nr. 34, S. 96), und folglich schneidet der durch die allgemeine Gruppe 
von g: bestimmte Raum 811 _,._1 die Kurve 0 in n verschiedenen Punkten. 
Hat die u: einen s-fachen festen Punkt P, so ist die Residualschar dieses 
s-fachen Punktes in bezug auf u: eine Vollschar g:_., deren Gruppen in 
Räumen 8n _'_"_1 liegen, die die Kurve 0 (n - s)-fach schneiden. Jeder 
dieser Räume ist mit dem Raume 8'_11 der die Kurve 0 in P oskuliert, 
durch einen 8n _"_1 verbunden, der auf 0 eine Gruppe der gegebeneng;; 
ausschneidet. Außerdem schneidet jeder allgemein gewählte unter den ge­
nannten Räumen 8n _ j _ r _ 1 die Kurve 0 in n - s verschiedenen Punkten. 
Nun ist jeder der Räume 8n -,-r_1 mit sallgemeinenPunkten von o durch 
einen n-fach schneidenden Raum 8n - r - 1 verbunden, der in einer s-fach 
unendlichen irreduziblen Mannigfaltigkeit beweglich ist. Folglich gehören 
die Räume 8n _ r _ 11 die auf 0 die Gruppen der gegebenen u: ausschnei­
den, zu einer umfassenderen irreduziblen Mannigfaltigkeit von n-fach 
schneidenden Räumen8n _ r _ 1 der Kurve 0, die die Dimension r+s besitzt. 
Ein allgemein gewählter unter diesen Räumen schneidet 0 in n verschie­
denen Punkten. 

In ähnlicher Weise schließt man, wenn die betrachtete u~ mehrere 
voneinander verschiedene feste Punkte hätte. 

Da aber selbstverständlich jede irreduzible Mannigfaltigkeit von n­
fach schneidenden Räumen 8n _ r-1 der Kurve 0, zu der das allgemeine 
Element 8(0) von H gehört, ganz in H liegt, so kann man behaupten, 
daß der allgemeine Raum von H die Kurve 0 in n verschiedenen Punk­
ten trifft. 

Liegen ferner die n Stützpunkte des allgemeinen Raumes 8(0) von 
H in einem Raum 8n _ r _ J -1 (~> 0) - und zwar so, daß die von ihnen 
festgelegte Vollschar eine U:+ J ist, - so kann man denselben Gedanken­
gang auf die irreduzible Mannigfaltigkeit K der Räume 811 _ r _ J _ 1 an­
wenden, die durch die Gruppen der Stützpunkte der Räume von H be­
stimmt sind, und man kommt so zu dem Schluß, daß für einen allgemein 
gewählten unter den Räumen von K und also auch für einen allgemein 
gewählten unter den Räumen von H, etwa 8 CO), die n Stützpunkte ver­
schieden sind. 

Sofern der betrachtete Raum 8(0) von H als Element der Mannig­
faltigkeit N angesehen wird, die aus allen im 81'-1 enthaltenen Räumen 
8n -'1'-1 besteht, ist er Ursprung eines einzigen Linearmantels von i(n-r) 
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Dimensionen.1) Zu diesem gehören gewisse nMoäntel von i(n-r)-(i-1) 
Dimensionen, und zwar besteht jeder von ihnen aus den zu S(O) äußerst 
benachbarten Räumen S,._r_l1 die 0 in einem Punkt treffen, welcher zu 
einem bestimmten unter den genannten Stützpunkten benachbart ist.2) 

Diese n Mäntel haben daher (Anh. F, NI'. 2, S. 312) eine Mannigfaltigkeit 
gemein, die S(O) enthält, und deren Dimension mindestens gleich 

n[i(n - r) - (i - 1)] - (n - 1) (n - r)i = n - ri = 'I: + r 

ist. Da nun diese gemeinsame Mannigfaltigkeit aus n-fach schneidenden 
Räumen Sn_r_1 der Kurve 0 gebildet wird, und da andererseits H die 
einzige aus n-fach schneidenden Räumen S,,_,._1 bestehende Mannigfal­
tigkeit ist, der 8(0) angehört, so folgt, daß H mindestens die Dimension 
T + r hat. 

Eine bemerkenswerte Folge des bewiesenen Satzes ist diese: Auf 
einer Kurve vom Gesehlecht p mit allgemeinen Moduln verteilen sich die 
spezialen Teilseharen g: auf ~lYIannigfaltigkeiten (von der Dimension< '1:), 
die in den aus den spezialen Vollsroharen g: bestehenden irreduziblen Man­
nigfaltigkeiten von der Dimension 'I: enthalten sind. 

In der Tat, es sei G eine Gruppe von n Punkten auf 0, die eine 
speziale Vollschar g:+o (8) 0) definiert und also in einem die Kurve 0 
n-fach schneidenden Raume S,,_r_o_J liegt. Bezeichnet man den Spezia­
litätsindex von G mit j = p - n + r + 8 = i + 8, so gehört der Raum 
Sn _ r _ ö -1 nach dem vorstehenden zu (mindestens) einer irreduziblen 
Mannigfaltigkeit von der Dimension t" + r - 8 (j + r), die aus ähnlichen 
n-fach schneidenden Räumen von 0 besteht. Durch jeden dieser Räume 
S,,_,._ö_1 gehen OOOi Räume S,,_r_1; betrachtet man also G als Gruppe 
der Stützpunkte eines gewissen Raumes S(O\ der zu den OOOi durch diese 
Gruppe gehenden RäumenS,,_r_1 gehört, so wird der Raum S{O) zu einer 
irreduziblen Mannigfaltigkeit H' von der Dimension t" + r - 8(r + 8) 
(d. ho < t" + r) gehören, die aus Räumen S,,_r_1 besteht, von denen sich 
jeder in n Punkten eines Raumes S .. _,0_0_1 auf 0 stützt. 

1) Wenn man als homogene Koordinaten eines Punktes in einem linearen 

!{aum von ( P ) - 1 Dimensionen die GRABSMANN sehen Koordinaten eines im 
n-r 

SI' -1 veränderlichen Raumes 8"-1"-1 wähH, so wird Nbirational durch eine M-annig­
faUigkeit ohne mehrfache Punkte dargestellt, obne daß die Eindeutigkeit eine 
Ausnahme erleidet. V gl. SEVERI, Ann. di mat. 24-8 , 92 (1916). 

2) Es ist leicht zu bestätigen, daß jeder dieser Mäntel linear ist; denn die 
Mannigfaltigkeit der Räume S" _ ,. -1' die durch einen Punkt von Sp -1 gehen, ist bi­
rational äquivalent mit der Mannigfaltigkeit der im Sp _ a enthaltenen Räume 
8" _ r-2' ohne daß die Eindeutigkeit der Korrespondenz eine Ausnahme erleidet, 
und ferner ist der Zweig, der einen Punkt von C zum Ursprung hat, linear. 
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Hieraus folgt, daß der allgemeine Raum einer aus n-fach schneiden­
den Räumen Sn_r_1 der Kurve C bestehenden irreduziblen Mannigfaltig­
keit H von der Dimension 7: + rauf C nur n Punkte ausschneiden kann, 
die eine Vollschar g: definiel'en; denn wenn die Dimension der definierten 
Vollschar größel' als r wäre, so müßte, wie nunmehr bewiesen ist, die 
Dimension von H kleiner als 7:' + l' sein. 

Da ferner ein allgemeiner Raum von Hf die Kurve C in n verschie­
denen Punkten schneidet, so wird B' (mindestens) in einer irreduziblen 
Mannigfaltigkeit H von der Dimension 7: + r enthalten sein, die aus n­
fach schneidenden Räumen 8n - r _ 1 der Kurve C besteht. 

Die Gruppen von n Punkten der Kurve C, die für die kanonischen 
Gruppen weniger als n - r Bp.dingungen vorstellen, verteilen sich daher 
auf Mannigfaltigkeiten, die in den Mannigfaltigkeiten der Gruppen von 
n Punkten enthalten sind, welche genau n - r Bedingungen vorstellen. 
Daraus folgt aber unsere Behauptung. 

3. Bemerkung. Aus dem Hauptsatz dieser Nummer folgt ohne 
weiteres, daß die kleinste Ordnun.q der auf einer Kurve vom Geschlecht p 
mit allgemeinen Moduln vorhandenen Scharen g: einer gegebenen Dimen­
sion die kleinste ganze Zahl vr ist, für die (r+ 1) (vr -r) ~ rp wird, d. k. die 

Zahl v,. = p - %,. + 1', wo %r die größte ganze Zahl bedeutet, die in r ~ 1 

enthalten ist. t ) 

9. Betrachtungen über die Unzerlegbarkeit der Bedingung, die 
ausdrückt, daß ein Raum Sn_r_l eine kanonische Kurve n-fach 

schneidet. Fragen der abzählenden Geometrie. Es erhebt sich hier 
eine wichtige Frage, auf die wir eine bejahende Antwort geben zu können 
glauben, nämlich die Frage, ob die algebraisOhe Korrespondenz a (S. 386) 
zwischen der irreduziblen Mannigfaltigkeit V der kanonischen Kurven 0 
und der irreduziblen Mannigfaltigkeit N der im Sp_1 enthaltenen Räume 
S.,. _ r _ 1 selbst irreduzibel ist. 

Um dies nachzuweisen, hat man z. B. nur zu zeigen, daß die Man­
nigfaltigkeit M der kanonischen Kurven, die von einem gegebenen Raum 
S._r_1 n-fach geschnitten werden, irreduzibel ist. Wenn sie für irgend­
einen speziellen Raum S,._r_t irreduzibel ist, so ist sie es auch für jeden 
8"_1'_1; denn es gibt unendlich viele Kollineationen des Raumes Sp_1' 
in denen sich die Mannigfaltigkeiten der kanonischen Kurven entsprechen, 
die zwei gegebene Räume 8"_1'_1 in n Punkten schneiden. Ist also M 

1) Die kleinste Ordnung einer g~ von gegebener Dimension r auf einer Kurve 
vom Geschlecht p mit beliebigen Moduln ist von A. COIIIES8.A.TTI bestimmt worden. 
Yen. Ist. Atti 14" 1686 (1916). 
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irreduzibel, so kann die algebraische Bedingung dafür, daß eine Kurve C 
sich in n Punkten auf einen im Sp_l veränderlichen Raum S,,_r_l stützt, 
oder, was dasselbe ist, die Bedingung dafür, daß ein Raum Sn-r-1 sich 
in n Punkten auf eine in V veränderliche Kurve C stützt, nicht in Be­
dingungen von verschiedenen Dimensionen und um so weniger in Be­
dingungen von gleicher Dimension zerfallen. 

Oder aber es wird genügell zu beweisen, daß die irreduziblen Man­
nigfaltigkeiten, in welche die Mannigfaltigkeit der n-fach schneidenden 
Räume Sn-r_1 einer allgemeinen Kurve C möglicherweise zerfällt, mit­
einander vertauscht werden können, wenn C in V einen geschlossenen 
Umlauf vollführt; und daß außerdem die Räume Sn_r_lI die eine spe­
zielle Kurve C n-fach schneiden, alle als Grenzlagen der entsprechenden 
Räume erhalten werden können, die sich auf die allgemeine Kurve C 
beziehen. 

Wir beschränken uns darauf, den Satz an einem Beispiel zu bewei­
sen. Es sei C eine allgemeine kanonische Kurve 10-ter Ordnung vom 
Geschlecht 6 im Raume 85 , Die Mannigfaltigkeit V der Kurven C hat 
die Dimension l = 50. Wir betrachten die 4-fach schneidenden Ebenen 
von C (n = 4, r = 1, t: = 0), deren es 001 gibt (t: + r = 1). Sie verteilen 
sich auf eine endliche Anzahl von einfach unendlichen irreduziblen Man­
nigfaltigkeiten, von denen jede aus den Ebenen besteht, die die Gruppen 
einer bestimmten Schar g~ auf Centhalten. 

Die Kurven C, die eine gegebene Ebene n in 4 Punkten schneiden, 
projizieren sich von n aus auf eine andere Ebene n', die n nicht trifft, 
in ebene Normalkurven 6-ter Ordnung vom Geschlecht 6. Ist umgekehrt 
in n' eine irreduzible Kurve 6-ter Ordnung r mit 4 Doppelpunkten und 
also vom Geschlecht 6 gegeben, so betrachte man die Residualschar gl 
der auf r von den geraden Linien ausgeschnittenen Schar g: in bezug 
auf die kanonische Schar g~o' Es seien Pli P2 , Ps, P4 vier Punkte einer 
Gruppe dieser g!. Wir beziehen die Gruppen der kanonischen Schar g~o 
von r projektiv auf die Überebenen des S5' derart, daß also jeder kano­
nischen Gruppe, die Pli P2 , Pa, P4 enthält, und die somit als Residuum 
in bezug auf die Punkte P eine Gruppe von 6 auf einer geraden Linie a 
liegenden Punkte liefert, die Überebene zugeordnet wird, die a von n aus 
projiziert; dies läßt sich auf 0018 verschiedene Arten ausführen. I) Man 
kann dann im Raum S5 für jede der genannten projektiven Beziehungen 
eine kanonische Kurve C konstruieren, die von n aus in die Kurve r 
projiziert wird und sich in den der Gruppe Pli Pu Ps, P4, entsprechenden 
Punkten auf n stützt. 

1) V gl. BERTINI, a. a. O. Nr. 16, S. M. 
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Für jede Wahl des Quadrupels Pli P2 , Ps, P4 erhält man somit OOlS 

kanonische Kurven, die eine irreduzible (rationale) Mannigfaltigkeit bil­
den.1) Jeder Kurve r entsprechen also 0019 Kurven 0, die die Ebene n 
in 4 Punkten durchsetzen. Sie bilden eine irreduzible (rationale) Mannig­
faltigkeit. Die Kurven r aber bilden ihrerseits ebenfalls eine irreduzible 
Mannigfaltigkeit von der Dimension 23 (Anhang 11', NI'. 11, S. 347), und 
infolgedessen erfüllen die Kurven C, die sich in 4 Punkten auf n stützen, 
eine irreduzible Mannigfaltigkeit M von der Dimension 

23 + 19 = 42(= l- n(i -1)). 

Daraus folgt, daß die Korrespondenz !l, zwischen V und det' Mmmigfaltig­
keit N der 00 9 Ebenen des Baumes S5 irt'eduzibel ist. 

Ist nun allgemein bewiesen, daß die Korrespondenz .Q, zwischen V 
und N irreduzibel ist, so ist damit die Anwendbarkeit des Prinzips von der 
Erhaltung der Anzahl auf die Berechnung df,r Zahlen gerechtfertigt, welche 
mit der Mannigfaltigkeit derjenigen Räume S,,_r_1 verknüpft sind, die die 
kanonische Ktwve mit allgemeinen Moduln n-fach schneiden, und ferner 
läßt sich dann dieses Prinzip für die Lösung des sogenannten Problems 
der Spezialgruppen verwenden.2) 

Es handelt sich also darum, die abzählenden Probleme, die mit der 
kanonischen Kurve 0 von allgemeinen Moduln zusammenhängen, zu er­
setzen durch Probleme, die sich auf spezielle Kurven 0 mit 1, 2, ... , p 
Doppelpnnkten oder auch auf zusammengesetzte Kurven beziehen, die der 
Familie V angehören (insbesondere auf Kurven, die in 2p - 2 Geraden 
zerfallen). Für jedes dieser abzählenden Probleme muß natürlich die spe­
zielle Kurve 0 so gewählt werden, daß die gesuchte Anzahl endlich bleibt. 

Ein solches Verfahren ist z. B. von CASTELNUOVO befolgt worden, 
um die Anzahl a der Scharen g: zu berechnen, die auf einer Kurve vom 
Geschlecht p mit allgemeinen Moduln vorhanden sind, falls 'r = 0 ist.8) 

Er findet: 1121 ... r! 1! 2! .. . 1.'!pl a = --_.~----------_._--_._---

1!2! ... (r+r'+1)! ' 

wobei mit r' = i - 1 die Dimension der Residualschar einer g: in bezug 
auf die kanonische Schar bezeichnet ist. Das Verfahren CASTELNUOVOS 

besteht in folgendem: Nimmt man als projektives Bild einer Kurve vom 

1) Weil diese Mannigfaltigkeit birational äquivalent ist mit. der Mannigfal­
tigkeit der Gruppen von 6 Punkten, die aus 6 Räumen 83 entnommen sind. Vgl. 
BEItTINI, a. a. O. S. 65. 

2) Es genügt zu dem Zweck sogar, bewiesen zu haben, daß die zu a ge­
hörige algebraische Bedingung sich nicht in eine Summe von Bedingungen mit 
verschiedenen Dimensionen zerspalten läßt. 

8) Rom. Acc. L. Rend. 6~, 130 (1889). 
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Geschlecht p eine nicht-speziale Normalkurve r von der Ordnung n + p 
des Raumes Sn, so beweist er zunächst, daß die auf r vorhandenen Scha­
ren g: auf dieser Kurve von Überebenen ausgeschnitten werden, die durch 
p-fach schneidende Räume Sn_r_1 der Kurve r gehen. Wenn also 't'=O 
ist, so genügt es, die Zahl der Räume S"_"_1 zu finden, die r p-fach 
schneiden. Zu dem Zweck läßt CASTELNUOVO die Kurve r in eine ratio­
nale Normalkurve D und in p allgemein gewählte unter ihren Sehnen 
ausarten. Eine solche Ausartung ist zulässig, wie wir in der Bemerkung zu 
Nr. 5 dieses Anhangs (S. 373) bewiesen haben. Wir haben demnach nur die 
Anzahl der Räume S .. _r_1 festzustellen, die sich auf p allgemeine Sehnen 
von D stützen. Dies setzt natürlich voraus, daß jeder Raum Sn_r_lI der 
die in die KUl've D und in p ihrer Sehnen zerfallende spezielle Kurve r 
p-fach schneidet, als Grenzlage eines Raumes Sn-r_1 erscheint, der die 
allgemeine Kurve rn-fach schneidet; oder mit anderen Worten: es muß 
die Bedingung, daß sich ein im S" enthaltener Raum Sn_r_1 in p Punk­
ten auf eine veränderliche KUl've r stützt, irreduzibel sein, oder sich zum 
mindesten in eine Summe Ton irreduziblen Bedingungen derselben Di­
mension spalten. 

Nimmt man an, daß die am Anfang diesel' Nummer definierte Kor­
respondenz .Q, irreduzibel ist (oder in Korrespondenzen zerlegbar ist, die 
die ganzen Mannigfaltigkeiten V, N und nicht bloß untergeordnete Man­
nigfaltigkeiten beanspruchen), so kommen auch wir dazu, das vorgelegte 
Problem sofort in ein anderes zu verwandeln, das darin besteht, die Räume 
Sn-r-l abzuzählen, die sich auf p allgemeine Sehnen von D stützen. Denn 
die Abzählung deI' Scharen g: auf einer Kurve vom Geschlecht p mit all­
gemeinen Moduln ist ohne weiteres gleichbedeutend mit der Abzählung 
der Scharen g:; mit p gegebenen neutralen PaaI'en auf einer rationalen 
Kurve (NI'. 8 dieses Anhangs, S. 383, 387). 

Dann ist es klar, daß die Anzahl der auf p allgemeine Sehnen sich 
stützenden Räume S .. _r_l gleich ist der Anzahl der Räume S,,_r_1' die 
sich auf p allgemeine Geraden des Raumes stützen; denn die Bedingung, 
daß ein Raum S .. _r_t sich auf p im Sr veränderliche Geraden stützt, ist 
irreduzibeJ.1) 

Die Frage ist also darauf zurückgeführt, für 't' = 0 die Räume 
Sn_r_l zu zählen, die p allgemeine·Geraden des Raumes S .. durchsetzen, 
und diese Anzahl wird gerade durch die oben angeschriebene Formel 
geliefert. I) 

1) SEVBBI, Palermo Rend. 33, 327 (1912). 
2) CA8TELlfUOVO, Rom. Ace. L. Rend. ö" 71 (1889). 
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10. Über die Mannigfaltigkeit der Kurven n-ter Ordnung vom Ge­

schlecht p, die einem Raum Sr angehören, falls n > r; 1 P + l' ist. 

Die BRILL-NoETHERschen Normalkurven. In Nr. 5 dieses Anhangs 
(S. 368) haben wir die Untersuchung der Kurven vom Geschlecht p und von 
der Ordnung n '2:,p + t' durchgeführt, die einem Raum Sr angehören. Hier 
wollen wir uns nun mit den Kurven vom Geschlecht p beschäftigen, die 
dem Raum Sr angehören, und deren Ordnung n zwischen den Grenzen 

r + l' ~ 1 P < n < t· + p liegt. 

Wir beginnen mit dem Beweis einiger vorbereitender Sätze. 

a) Jede Schar g:r (r > 1) von kleinster Ordnung, die auf einer Kurve 
r vom Geschlecht p> 2 mit allgemeinen ~JJfoduln liegt, ist eine einfache 
Vollschar ohne feste Punkte. 

Eine Minimalschar g:r besitzt keine festen Punkte; denn wenn sie 
welche hätte, und man ließe sie außer Betracht, so erhielte man eine r­
fach unendliche lineare Schar, deren Ordnung kleiner als vr wäre. Sie ist 
eine Vollschar, denn wenn sie in einer Schar grH enthalten wäre, so wäre 

~r 

der Rest eines Punktes von r in bezug auf diese Schar eine g:r- l . Daß 

endlich die gr einfach ist, beweist man so: Da es auf der Kurve r mit 
~r 

allgemeinen Moduln keine irrationalen Involutionen gibt (S. 184, 186), 
80 ist die g:r' wenn sie überhaupt zusammengesetzt ist, mit einer g~ von 
r zusammengesetzt. Man hat alsdann V r J= kll', wobei k eine ganze Zahl 
'2:, r ist. Man sieht leicht, daß k = r sein muß; denn der Vollschar g:,. 
entspricht auf einer Geraden, die das Bild der gJ, ist, eine Schar g~, die 
ebenfalls eine Vollschar sein muß. Folglich ist die Ordnung k von 9 ~ 
gleich ihrer Dimension 1'. Nun ist aber die Gleichung vI' =< 1'1' unmög­
lich. In der Tat, aus den Gleichungen 

VI = P - 7t1 + 1, VI' = P - 7tr + l' 
folgt 1'V1 - V r = (1' - l)p - r7t1 + 7tr . 

Da nun p '2:, 27t1 ist, so ist für l' > 2: 

(r-1)p> ;p'2:,r7tll 

und da 7tr '2:, 0 ist, so ergibt sich aus den vorhergehenden Beziehungen 
1'vl > V,.. Für l' = 2 ist die rechte Seite der vorstehenden Beziehung 
immer noch größer als Null; denn wenn auch p = 27t1 wäre, so hätte 
man, da ja nach Voraussetzung p '2:, 3 ist, auf alle Fälle 7t2 > O. Folglich 
ist die Ungleichung rV1 > V r in jedem Fall richtig. Diese Ungleichung 
widerspricht aber der Gleichung V r = 1'1', denn aus dieser folgt, da ja 
p. > V t ist, v,. > rVI . 
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Die Voraussetzung p > 2 braucht man nur im Fall r = 2. Wenn 
p = 2 ist, so ergibt sich ~i = 1, Vi = 2, V 2 = 4, und man h!1t tatsächlich 
auf der Kurve eine Minimalschar g!, die mit der g~ der Kurve zusam­
mengesetzt ist. Daher gilt det· Satz a) auch für dl:e Minimalscharen von 
der Dimension r > 2 auf einer Kurve vom Geschlecht 2. 

b) Auf einer Kurve r vom Geschlecht p 1n1't allgemeinen Modtdn ist 
die allgemeine Schar g: (r > 2), deren Ordnung n den Ungleichungen 
r + p > n > V r genügt, eine einfache Vollschar ohne feste P1mkte. 

Es ist kaum nötig, zu sagen, in welchem Sinne der Ausdruck "all­
gemeine Schar" zu verstehen ist. Wenn 'I:' = (r + 1)(n - r) - rp = 0 
ist, so ist eine allgemeine Schar 9 ~ eine beliebige der Scharen g:, die in 
diesem Fall in endlicher Anzahl auf r vorhanden sind. Ist 'I:' > 0, so 
muß sich selbstverständlich eine allgemeine g~ in einer beliebigen der 
irreduziblen 'I:'-fach unendlichen Mannigfaltigkeiten finden, in die die Man­
nigfaltigkeit der auf r vorhandenen Scharen g: möglicherweise zerfällt. 

Die allgemeine g~ besitzt keine festen Punkte; denn wenn sie welche 
hätte, und man ließe sie außer Betracht, so erhielte man eine g:, von der 
Ordnung n' < n, die von 'I:' Parametern abhängen würde, während doch 
die Scharen g:, von (r + 1) (n' - r) - rp < 'I:' Parametern abhängen. 

Daß die g: eine Vollschar ist, folgt ohne weiteres aus der 2. Bemer­
kung der Nr. 8 dieses Anhangs (S. 389). Wir behaupten aber weiter, daß 
die g: einfach ist. Da es nämlich auf rkeine irrationalen Involutionen gibt, 
so muß die g:, wenn sie überhaupt zusaIIJ.mengesetzt ist, es mit einer 
g; sein; da aber g: eine Vollschar ist, so erhält man, wie beim Beweis 
des Satzes a), die Gleichung n = r p,. 

Variiert man die Schar g: innerhalb ihrer eigenen -r-fach unend­
lichen irreduziblen Mannigfaltigkeit E, so muß die Ordnung der g.,~, mit 
der g: zusammengesetzt ist, unverändert bleiben. ·Wir wollen nun ab­
zählen, von wie vielen Parametern die Scharen g.,~ abhängen, die man so 
erhält. Ist eine gl! gegeben, so entspricht ihr eine einzige g: von E, weil 
eine Schar g:, die mit einer allgemeinen g~ zusammengesetzt ist, dadurch 
erhalten wird, daß man die Gruppen von gl~ auf alle möglichen Arten zu 
je r zusammenfaßt. Daher entsprechen die Scharen g.,~ ein-eindeutig den 
Scharen g: und hängen von 'I:' = (1' + l)(n - r) - rp Parametern ab. Es 
ist somit (r + 1)(r.u - r) - rp < 2(p, - 1) - p, daja 2(p, - 1) - p die 
Anzahl der Parameter ist, von denen alle Scharengt auf r abhängen. Nun 
ergibt sich aber aus der vorhergehenden Ungleichung (r + 2)(.u-l) ~p, 
und da r > 2 ist, so hat man auch 4(p, - 1) < p. Diese Ungleichung ist 
aber unmöglich, weil ja .u der Ungleichung 2(p, - 1) 2.p genUgen muß. 
Daraus folgt der Satz b). 
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Auf Grund des Satzes b) entspricht im Raum Sr einer allgemeinen 
Schar g: von r eine bis auf eine Kollineation dieses Raumes definierte 
Normalkurve D von der Ordnung n und dem Geschlecht p, die mit r 
birational äquivalent ist; die durch die Überebenen auf Derzeugten 
Schnittpunktgruppen entsprechen den Gruppen der betrachteten Schar g: (Nr. 26, S. 79). 

Es gibt also für jede r-fach unendliche irreduzible Mannigfaltigkeit 
von Spezialscharen g;' auf reine irreduzible Mannigfaltigkeit von Kurven D. 

Wir erhalten demnach so viele irreduzible Mannigfaltigkeiten von 
Kurven D, als es r-fach unendliche irreduzible Mannigfaltigkeiten von 
Scharen g;' auf der Kurve r gibt. Liißt man dann r die Gesamtheit der 
Kurven vom Geschlecht p durchlaufen, so beschreibt jede der genannten 
irreduziblen Mannigfaltigkeiten von Kurven D eine Familie W von Kur­
ven n-ter Ordnung des Geschlechts p im Raum Sr, deren Dimension 
Q = n(r + 1) - (1' - 3)(p - 1) ist (NI'. 58, S.161), und deren allgemeine 
Kurve eine speziale Normalkurve mit allgemeinen Moduln ist. Diese Fa­
milie W wird eine Spezial(amilie genannt, weil ihre allgemeine Kurve eine 
Spezialkurve ist; und sie heißt regelmäßig (regulär), weil ihre Dimension 
genau gleich n(t· + 1) - (r - 3) (p - 1) ist. 

Wir beweisen nun den Satz: 
c) In jeder regelmäßigen Spezial(amilie W, die aus Kurven D 'fon der 

n-ten Ordnung und dem Geschlecht p mit allgemeinen Moduln im Raum Sr 

besteht (r + p > n > r + r-il p), gibt es, wenn r > 2 ist, rationale Kur­

ven, die nur p (eigentliche) Doppelpunkte besitzen, und, wenn r = 2 ist, ratio­

nale Kurven, die nur (n_-=-~)2~~=-2)- gewöhnliche Doppelpunkte, aber keine 

höheren Singularitäten haben. 
Zu dem Zweck sei daran erinnert, daß die Familie V der kanonischen 

Kurven C des Geschlechts p die Familie Vp der rationalen Kurven Cp von 
der Ordnung 2 p - 2 enthält, die p Doppelpunkte besitzen und im Raum 
Sp_l liegen. Da die Kurven D die Bilder der auf C liegenden Scharen 
g;' sind, so sind die zu W gehörigen rationalen Kurven Bilder der Scharen 
g:, die auf einer in Vp veränderlichen Kurve Cp liegen; diese Scharen 
sind virtuell vollständig in bezug auf die p neutralen Paare, die mit den 
Doppelpunkten von Gp zusammenfallen. 

Unsere Aufgabe besteht also darin, zu beweisen, daß eine allgemeine 
Schar g:, die auf einer rationalen Kurve E liegt und in bezug auf p 
in allgemeiner Weise auf ihr festgelegte neutrale Punktepaafe virtuell 
vollständig ist, für r> 2 nur diese neutralen Paare und keine anderen 

P k b 't t d d ß . f" 2 (n-1)(n- 2) neutralen un tgruppen eSl z , un a Sle ur r = nur --2-- - P 
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weitere neutrale Paare besitzt, die voneinander verschieden sind und aus 
getrennten Punkten bestehen. 

Zu diesem Zweck zählen wir zunächst die Parameter, von denen die 
Scharen 9 ~ mit p auf E veränderlichen neutralen Paaren abhängen. Für 
eine allgemeine Wahl der p Paare gibt es 00'" derartige Scharen g~ (Nr.8, 
S. 383), und folglich hängen die Scharen g: mit p veränderlichen neu­
tralen Paaren von r + 2 p = (r + 1) (n - r) - (r - 2) p Parametern ab, 
sofern nicht der Fall eintritt, daß jede g: mit p neutralen Paaren von 
selbst unendlich viele derartige Paare hat. 

Nehmen wir einmal an, falls dies möglich ist, daß eine g: mit p all­
gemein gewählten neutralen Paaren von selbst unendlich viele solcher 
Paare besitze. Dann ist sie mit einer linearen Schar g,(~ von einer gewissen 
Ordnung EL zusammengesetzt, und in bezug auf diese Schar sind die p ge­
gebenen Paare neutral (d. h. jedes von ihnen gehört zu einer Gruppe 
von g}). Wenn ferner, wie wir annehmen, die g: virtuell vollständig ist 
in bezug auf die p gegebenen Paare, so muß zwischen den Ordnungen 11 

und EL die Beziehung n = 1'EL bestehen, und die Gruppen der g~ müssen 
dadurch entstehen, daß inan die Gruppen der g~ zu je r zusammennimmt. 
Ist also die gl~ einmal gegeben, so wird die g~ vollständig definiert sein. 
Bei der gemachten Annahme werden somit die Scharen g: mit p allge­
mein gewählten neutralen Paaren von derselben Anzahl 2 (EL - 1) - p 
von Parametern abhängen, wie die Scharen gl! mit p allgemein gewählten 
neutralen Paaren. Man erhält daher 

(r + 1)(rEL -1') - rp = 2(EL - 1) - p, oder p = (r + 2)(EL - 1), 

und da r ~ 2 ist, so wird schließlich p ~ 4(EL - 1). Diese Ungleichung 
steht aber im Widerspruch zu der Bezi'ehung p < 2 (EL - 1), die erfüllt 
sein muß, damit es eine .ql~ mit p allgemein vorgeschriebenen neutralen 
Paaren geben kann. 

Es folgt daraus, daß die Scharen 9 ~ mit p auf E veränderlichen neu­
tralen Punktepaaren genau von (r + 1) (n - r) - (1' - 2)p Parametern 
abhängen. 

Für r > 2 hängen infolgedessen die Scharen g;; mit p + 1 veränder­
lichen neutralen Paaren von einer geringeren Anzahl von Parametern ab 
als die Scharen g: mit p neutralen Paaren. Daraus folgt, daß eine allge­
mein gewählte unter diesen letzteren neben den p in allgemeiner Weise 
vorgeschriebenen Paaren nicht von selbst noch ein anderes neutrale!'; Paar 
haben kann. 

Für r = 2 hängen die Scharen g! mit p < : (n - 2) auf E veränder­

lichen neutralen Punktepaaren von 3(n - 2) Parametern ab, und zwar des-
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halb, weil eine allgemeine Schar g~ auf E eben (n-1)2(n-2) (und nicht un­

endlich viele) neutrale Punktepaare hat. Die allgemeine g! hat überdies 
(n - 1) (n -- 2) h' dIP d' ---2~---~ ~ versc 1e ene neutra e aare, von enen Jedes aus getrenn-

ten Punkten besteht. Ist nämlich, wie man annehmen darf, E eine ratio­
nale Normalkurve n-ter Ordnung des Raumes S", so bedeutet diese Aus­
sage, daß ein allgemeiner Haum S1I_3 die Mannigfaltigkeit der Sehnen 

E · (n-l)(n-2) h' d P k h'd d d' von m --2-- ~- versc Je enen un ten sc nel et un 1e von den 

Tangenten der Kurve E gebildete Hegelfläche nicht trifft. 

Der Satz c) ist also bewiesen. Daraus folgt der weitere Satz: 

d) Die allgemeine Kurve der Familie W hat für r > 2 keine me}w­
fachen Punkte, für r = 2 nur gewöhnliche Doppelpunkte. 

In der Tat, wenn die allgemeine Kurve D der Familie W sich einer 
ebenfalls der Familie Wangehörigen rationalen Kurve Dp mit p Doppel­
punkten unbeschränkt nähert, so erniedrigt sich das wirkliche Geschlecht 
von D um p Einheiten; d. h. die p Doppelpunkte von Dp sind in bezug 
auf die Familie Walle eigentlich. Daraus folgt, d1tß D keinen mehrfachen 
Punkt haben kann (der notwendiger weise ein Doppelpunkt wäre, da ja 
die Kurve Dp ' die eine spezielle Kurve D ist, nur Doppelpunkte hat); 
denn die Grenzlage eines Doppelpunkts von D beim Zusammenfallen von 
D mit Dp wäre ein uneigentlicher Doppelpunkt. 

Die Kurven Dp können sich von vornherein auf mehrere Familien 
des Raumes Sr verteilen. Aber jede von diesen hat die Dimension (! - p. 
In der Tat hängen die Kurven Cp, die zu der aus den kanonischen Kurven 
des Geschlechts p bestehenden Familie V gehören, von l - p Parametern 
ab (Nr. 6 dieses Anhangs, S. 374), wobei l die Anzahl der Parameter ist, 
von denen die kanonischen Kurven C abhängen. Andererseits ist die Man­
nigfaltigkeitsstufe der Scharen g:, welche in bezug auf die mit den p 
Doppelpunkten einer Cp zusammenfallenden neutralen Paare virtuell voll­
ständig sind, gleich 1:", wie die der Scharen g: einer allgemeinen Kurve C. 

Faßt man eine 1:"- fach unendliche irreduzible Mannigfaltigkeit von 
Scharen g: auf der allgemeinen Kurve C ins Auge, so wird auf jeder 
Kurve Cp als Grenzfall einer solchen Mannigfaltigkeit eine 1:"-fach unend­
liche Mannigfaltigkeit von virtuell vollständigen Scharen g: definiert, und 
somit mindestens eine bestimmte Familie Wp , die aus Kurven Dp der Fa­
milie W besteht und die Dimension Q - p hat. 

In ähnlicher Weise wird mindestens eine Familie W4 von der Dimen­
sion (! - h definiert, die aus Kurven D h vom Geschlecht p - h (h < p) 
bestebt, welche zur Familie W gehören; diese Kurven D" entsprechen 
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den in der Familie V enthaltenen Kurven 0". Die Mannigfaltigkeit Wh 
enthält untergeordnete Mannigfaltigkeiten WA+H ... , Wp ' Eine allgemeine 
Kurve D" kann nur k gewöhnliche Doppelpunkte haben; denn läßt man 
sie einer allgemeinen Kurve'Dp von W" sich unbeschränkt nähern, so 
muß sich das wirkliche Geschlecht um p - h Einheiten vermindern. 

Schließlich beweisen wir noch, daß zu der Familie W auch zusam­
menhängende n-Seite vom virtuellen Geschlecht p gehören, die n + p -1 
(aber nicht mehr) Doppelpunkte besitzen. In der Tat sind die Kurven 
einer Familie Wp Projektionen von rationalen Normalkurven E des Rau­
mes S", und zwar werden diese Projektionen von Räumen 811 _ r _ 1 aus 
vorgenommen, die sich auf p Sehnen stützen. Zerfällt die Mannigfaltig­
keit der Räume S,,~r_l1 die sich auf p allgemeine Sehnen von E stützen, 
in Teile, von denen jeder notwendigerweise die Dimension t: hat (Nr. 8 
dieses Anhangs, S. 382), und hält man einen dieser Teile fest, so wird 
aus Stetigkeitsgründen mindestens eine t:-fach unendliche irreduzible Man­
nigfaltigkeit von Räumen S,,_r_l definiert, die sich auf p allgemeine 
Sehnen jeder anderen Kurve E stützen. Da sich nun unter den Kurven 
E die zusammenhängenden n-Seite des Raumes S" vom virtuellen Ge­
schlecht Null befinden, so wird mindestens eine t:-fach unendliche in'edu­
zible Mannigfaltigkeit von Räumen S,,_r_l definiert, die sich auf p all­
gemeine Sehnen eines allgemeinen n-Seits stützen. Projiziert man dieses 
n-Seit von einem allgemein gewählten unter jenen Räumen Sn_r_l aut 
Sr, so erhält man dort ein n-Seit vom virtuellen Geschlecht p, das in 
Wp und also auch in Wenthalten ist. Es ergibt sich also der Satz: 

e) In jeder regelmäßigen Speeialfamilie W, die aus Kurven D von der 

Ordnung 11, und dem Geschlecht p im Raume Sr besteht (r+p>n> r.~ 1P+ r), 

gibt es n-Seite vom virtuellen Geschlecht p, die von n verschiedenen Geraden 
mit n + p - 1 Schnittpunkten gebildet werden. 

Nimmt man als bewiesen an, daß die in Nr. 9 dieses Anhangs (S.390) 
betrachtete Korrespondenz .Q, irreduzibel ist, so folgt aus den vorstehen­
den Betrachtungen ohne weiteres der Satz: 

Wenn r + p > n 2: r + r ~ 1 P ist, so bilden die irreduziblen Kur­

ven n-ter Ordnung vom Geschlecht p des Raumes Sr eine Familie W, die 
die regelmäßige Dimension (! = (r + 1) n - (r - 3) (p - 1) hat, und 
deren allgemeine Kurve D keine mehrfachen Punkte besitzt und außer­
dem eine speziale Normalkurve ist. Die ir'reduziblen Kur'ven Dh von W, 
die h (5:. p) eigentliche Doppelpunkte haben, bilden eine Familie Wh von 
der Dimension (! - h, deren allgemeine Kurve ntt1' die h verlangten Dop­
pelpunkte hat. 
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Als Ausgangspunkt für die Definition der Familie W kann ein belie­
biges zusammenhängendes n-Seit vom virtuellen Geschlecht p im Raume Sr 
ge~cählt werden. 

Im besonderen kann man im Sr die ·irreduziblen Kurven des Ge­
schlechts p mit allgemeinen Moduln betrachten, die die kleinste mit der 
Forderung allgemeiner Moduln verträgliche Ordnung vr = P - ~r + r 
haben. Für r = 2 erhält man die sogenannten BRlLL-NoETHERschen Nor­
malkurven. Aus dem vorhergehenden ergibt sich ein strenger (von jeder 
Voraussetzung über die Unzerlegbarkeit der algebraischen Korrespondenz 
Q, unabhängiger) Beweis für die Tatsache, daß diese ebenen Kurven eine 
-einzige Familie bilden, deren allgemeine Kurve nur gewöhnliche Doppel­
punkte hat (vgl. die Sätze a) und d) dieser Nummer und den grundlegen­
den Satz in Nr. 11 des Anhangs F, S. 347). 

Die im vorstehenden dargelegten Sätze über die Klassifikation der Kur­
ven haben ihren Ursprung in einer schon angeführten Note des Verfassers 
(Rom. Acc. L. Rend. (5) 241l 877-888 und 1011-1020 (1915»). DaseIbst 
sind auch andere Sätze über die Kurvenfamilien von unregelmäßiger Dimen­
sion (! > (r + 1) n - (j. - 3) (p - 1) angedeutet, die der Verfasser in einer 
demnächst erscheinenden Abhandlung weiter ausführen wird. 

Für die Klassifikation der Raumkurven sind grundlegend die Untersuchun­
gen von M. NOETHER (Preisschrift, Berl. Abh. 1882), G. HALPHEN (Preisschrift, 
Journ. ec. polyt. 52 (1882») und H. VALENTINER (Acta math. 2, 199 (1883)). 
In diesen wird jedoch die Frage der Klassifikation von anderen Gesichtspunk­
ten aus betrachtet als hier. Unsere Untersuchung stützt sich auf die Unter­
scheidung der verschiedenen Kurvenfamilien mit Hilfe von rationalen Kurven 
<>der zerfallenden Kurven oder n-Seiten, die zu ihnen gehören, während die 
soeben angeführten Arbeiten über die Raumkurven in erster Linie darauf ab­
zielen, die Kurven der verschiedenen Familien als Schnitte von Flächen zu 
-erhalten. 

Die Frage, ob es in einer Familie von Raumkurven oder Überraum­
kurven Grenzformen gibt, die aus Geraden zusammengesetzt sind, wurde auf 
ZEUTHEN s Veranlassung im Jahre 1901 von der Dänischen Gesellschaft der 
Wissenschaften als Preisaufgabe gestellt. Wie aus den Entwicklungen des 
Anhangs F hervorgeht, war diese Frage bisher nicht einmal für die Familien 
.ebener Kurven gelöst! 

Wir haben oben in erschöpfender Weise bewiesen, daß es in jeder Kur­
venfamilie mit allgemeinen Moduln derartige Grenzformen gibt. Für die Raum­
kurven vom Geschlecht.p < 2 hat A. BRILL die genannte Frage auf andere 
Weise beantwortet, und zwar mit Hilfe einer zweckmäßigen und eleganten 
algebraischen Darstellung einer Raumkurve (Math. Ann. 64, 322 (1907)). 

Auch in einer Familie von Kurven n-ter Ordnung vom Geschlecht p 
im Raume Sr mit speziellen Moduln gibt es Kurven, die aus n verschiedenen 
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Geraden bestehen (siehe Fußnote 1) allf S. 344). In diesem Falle ist es aber 
schwieriger zu beweisen, daß es für r> 2 in der Familie zusammenhängende 
n-Seite gibt, deren Geraden nur n + p - 1 gegenseitige Schnittpunkte haben. 
Diese Tatsache wird in der oben angekündigten Abhandlung des Verfassers 
bewiesen werden, zusammen mit der umgekehrten Tatsache, daß ein zusam­
menhängendes n-Seit vom virtuellen Geschlecht p des Raumes Sr eine Familie 
von irreduziblen Kurven der noten Ordnung und des Geschlechts p definiert. 

Die Untersuchung der zusammenhängenden n- Seite, die in den Kurven­
familien des Raumes Sr enthalten sind (1' > 3), gestattet deren Klassifikation. 
So sind z. B. die beiden Familien irreduzibler Raumkurven 9 -ter Ordnung 
vom Geschlecht 10, die E. WEYR (Diss. Göttingen 1873) und G. HALPHEN (BuB. 
Soc. Math.2, 69 (1874) zuerst untersucht haben, durch zwei 9-Seit.e folgender 
Art definiert: 

1. Sechs Seiten sind Erzeugende einer und derselben Regelschar (einer 
Fläche 2-ter Ordnung), und die drei andern sind Erzeugende der schneidenden 
Regelschar. 

2. Die 9 Seiten sind der Durchschnitt einer allgemeinen Fläche 3-ter Ord­
nung mit drei ihrer 3-fach berührf1nden Ebenen. 

Aus der Existenz von zusammenhängenden n-Seiten mit 1t + P - 1 Dop­
pelpunkten in einer Familie von Kurven n-ter Ordnung mit allgemeinen Mo­
duln ergibt sich übrigens eine vollständige Rechtfertigung der Methoden des 
Zl'rfallens, die man gewöhnlich zur Bestimmung der mit den algebraischen 
Kurven verknüpften Zahlen verwendet. (V gl. S. 1018 der angeführten Arbeit 
des Verfassers.) Berücksichtigt man die Begriffe, die in Nr. 2 des Anhangs Ci 
(S. 355) eingeführt wurden, so gestattet die Betrachtung der rationalen Kurven 
mit p Doppelpunkten, die in einer Familie von Kurven des Geschlechts p vorhan­
den sind, eine einfache und elegante Lösung vieler abzählender Probleme, die 
mit den Raumkurven und Überraumkurven zusammenhängen, wie z. B. des 
sogenannten Problems der mehrfach schneidenden Räume einer algebraischen 
Kurve I). Zugleich gibt der in Nr. 11 des Anhangs F bewiesene Satz eine 
strenge Grundlage für das Verfabren, das DE J ONQUiI-;RES beim Beweis der 
seinen Namen tragend~n Formel befolgt hat (S. 189). Der Verfasser beab­
sichtigt, in Bälde auf diese Art von Anwendungen zurückzukommen. 

Die Mannigfaltigkeitsstufe der linparen Scharen g:, die auf einer Kurve 
vom Geschlecht p mit allgemeinen Moduln vorhanden sind, sowie die Minimal­
scharen und die ebenen oder Raumkurven kleinster Ordnung, auf die eine 
Kurve vom Geschlecht p mit allgemeinen Moduln durch birationale Transfor­
mationen zurückgeführt werden kann, sind von BRILL und NOETHER in ihrer 
klassischen Abbandlung untersucht worden (Math. Ann. 7, § 9, S. 290, § 13, 
S. 298 (1874)). Sie haben dabei stillschweigend das Postulat von S. 159 vor­
ausgesetzt und von vornherein angenommen, daß eine allgemeine Schar g: 
einfach ist. Wie wir oben bewiesen haben, sind beide Annahmen zulässig. 

1) Es ist das auf S. 190 angeführte Problem, wenn man dort 11 gleich 1 IHI 

nimmt. 
Severi: Vorle"nulleU über IÜgebrl\ioche Oeom&trle 26 
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H) -eber die algebraischen Kurven vom Geschlecht p > 1 
lUit birationalen Transformationen in sich. 

Der Beweis des Satzes, daß auf einer Kurve vom Geschlecht p > 1 
jede birationale Transformation T, die nicht durch eine g~ erzeugt wird, 
keine Wertigkeit besitzt (Nr. 72, S. 185), läßt sich in folgender Weise 
vereinfachen: 

Wenn T eine Wertigkeit y hätte, so könnte y nicht gleich Null sein; 
denn wäre dies der Fall, so gäbe es auf der Kurve eine lineare Schar 9 ~, 
d. h. die Kurve wäre rational. Hätte T die Wertigkeit r =1= 0, so müßte 
r positiv (~ 1) sein, da ja die Anzahl 2 + 2 r p der Koinzidenzpunkte 
von T (Nr. 69, S. 176) größer als Null oder gleich Null sein muß. Dann 
hätte die Transformation T ll, wenn sie nicht identisch ist (in welchem 
Falle T notwendigerweise von einer g~ erzeugt würde), die negative Wer­
tigkeit - r' (Nr. 66, S. 173); dies ist aber unmöglich, weil die Anzahl 
2 - 2 y2p der Koinzidenzpunkte von Ti negativ würde. Daher kann die 
Transformation T keine Wertigkeit haben, außer sie wird von einer g; 
erzeugt (in diesem Falle ist y = 1 und T' identisch). 

1) Über die transzendenten M.oduln einer Kurve vom G~schlecht p. 

Können dieP (!'-: 1) Normalperioden 'fi.,. der p Normalintegrale erster 

Gattung, die zu einer Kurve r vom Geschlecht p gehören (Nr.97, S.257) 
als (nicht voneinander unabhängige) Moduln der Kurve r angenommen 
werden? Mit anderen Worten: 

Wenn zwei Kurven rund r' vom Geschlecht p zwei Systeme von 
Not'malintegralen erster Gattung mit derselben Tafel von ... 7\;ormalperioden 
besitzen, kann man dann behaupten, daß die beiden Kurven birationaZ äqui­
'Valent sind? 

Diese wichtige Frage ist von R. TORELLI bejahend beantwortet wor­
den (Rom. Ace. L. Rend. (5) 22, 98-103 (1914»). Man vergleiche auch 
einen anderen Beweis desselben Satzes in einer Arbeit von COMESSATTJ 

(Torino Atti, 60, 439 (1915»). Es können also die Perioden 'fi • .\: als (trans­
zendente) Moduln von r gewählt werden. Da sich aber die Moduln von 
rauf 3 p - 3 voneinander unabhängige zurückführen lassen, so müssen 

~wi8chen den genannten Moduln P(P: 1) _ (3p - 3) .... (p - 2)2(P - 3) Be­

ziehungen bestehen. 1) 

1) Für P = 4 ist die BeziehUDg, die zwischen den 10 Normalperioden besteht, 
in expliziter Weise von F. SCHOTTKY (J. f. Math. 102, 304 (1888» aufgestellt worden. 
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Ebenso wie man die Normalperioden ~i,k gibt, um eine Klasse von 
birational äquivalenten Kurven des Geschlechts p zu charakterisieren, 
kann man fragen, ob es genügt, die JAcoBIsche Mannigfaltigkeit zu 
geben, die den Kurven der Klasse entspricht (Nr. 103, S. 271). Mit an­
deren Worten: 

Sind zwei Kttrven rund T' vom Geschlecht p, denen birational äqui­
valente JAcoBIsche Mannigfaltigkeiten entsprechen, ebenfalls birational äqwi­
valent? 

Auch diese Frage ist zu bejahen, wie der Verfasser gezeigt hat (Torino 
Atti 50, 452 (1915)). Nur muß man in diesem Falle annehmen, daß die 
beiden Kurven rund r' allgemeine Moduln haben, oder genauer, dafJ 
sie keine symmetrischen Korrespondenzen ohne Wertigkeit besitzen. Zwei Kur­
ven r, r', die singuläre symmetrische Korrespondenzen besitzen, können 
also birational äquivalente JAcOBIsche Mannigfaltigkeiten haben, ohne 
selbst birational äquivalent zu sein. 1) Ein Beispiel dafür findet sich bei 
G. HUMBER'l' (Journ. de Matb. 26.,279-386, NI'. 171, 181 (1900»). 

1) Vgl. dazu eine Note von ROBATI in Palermo Rend. 44 (1920). 

2ö" 
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73. 162. 1.0. 876. 
- Kurven 5 72. 
- Mannigfaltigkeit 9. 
- Operat1onen 1. 
- Raumkurven 72. 
- Schar von Punktgrup-

pen 14. 
- Systeme 10. 14. 18. 
- tl'berraumkurven 72. 
- Verwandtschaft 18. S8. 
Analysis situs 220. 820. 
Analytische Funktion M. 

197. 228. 
Äquianharmonische (ellip­

tische) Kurven 164. 
Äquivalenz von Kreisen 220. 
-vonPunktgruppen6'l.271. 

Tonelli, A. 214. 
Torelli, R. 113. 190. 195. 

289. 297. 402. 

Valeutiner 319. 400. 
Vandermonde 226. 

Weber 169. 
Weierstraß 187. 211. 272. 

278. 296. 
Weyl 222. 
Weyr 401. 

Veronese 112. 135. 136. Zeuthen 169.184. 191. 291. 
189. 877. 400. 

Sachverzeichnis. 
Auflösung von Singulari­

täten 47. 52. 

Basi~punkt eines Linear­
systems 9. 13. 85. 

Bedingung 
algebraIsche 9. 298. 375. 
irreduzible 298. 376. 380. 
lineare 11. 
unabhängige 378. 

Berandung einer I<'läche 2 t 5. 
Bereich eines Punktes 223 
BeAtimmungen einer Funk-

tion 54. 197. 
Bezoutscher Satz 65. 80. 82. 
Birationale Transformation 

zwischen zwei Ebenen 38. 
zwischen zwei Kurven 77. 

84. 89. 
einer Kurve in sich 140. 

402. 
Büschel von Kurven 18. 
- elliptisches 297. 

Cay ley-Bri1ls"heKorrespon-
denzformel 1.6. 18S. 

CharakteristischelJrnppe23. 
-- Schar 128. 1107. 308. 
Chaslessches Korrespon-

denl.prinzip 146. 183. 
Cliffordscher Satz 131. 183. 
Cremonasche Transforma­

tion S';. 49. 

Differenz zweier Scharen 71. 
Dimension 

einer alstebraischen Be-
dingung 10. 298. 377. 

einer Involution 76. 
eines Raumes 6. 
einer linearen Scha.r 61. 

68. 81. 124. 
eines linearen Systemll 6. 

Doppelpunkt einer Korre-
spondenz 167. 

- einer Kurve 22. 51!. 
- - eigentlicher 855. 
- - uneigentlicher 365. 
- - virtuell nicht vorhan-

dener 1123. 
- - vorgeschriebener 323. 
- einer linearen Schar 96. 
Doppelverhiiltuis als Modul 

151. 

Eindeutige Funktion 1. 222. 
Ein-eindeutige V' erwandt-

schaft 38. 
J1:inseitige Fläche 215. 
Elementarintt'gral 258. 
Elementarkorrespondenz 

175. 
Elliptische Funktionen 274. 
- Integrale 21/:1. 295. 
- lnvolu.ion 290. 
- Kurve 131. 140. 151. 
Exhtenztheorem (ltipmann­

sches) 306. 33!. 340. 

Familie (von Kurven) 3114. 
- nicht-speziale 368. 
- regelmäßige 1196. 
- speziale 81/6. 
Feste Funkte einer Schar 

I.',. 61. 64. 
Fläche, algebraische 74. 80. 
- einfach zusammenhän-

gende 21,.,. 
- einseitige 216. 
- ge~chlossene 216. 
- offene 215. 
- Riemannsche 204. 
- zweigeitige 216. 
Form, algebraische 6. 80. 
Formensystem 81. 91. 
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Fundamentalgerade 42. Jacobische Schar 105. 108. Korrespondenz, ausgeartete 
Fundamentalgruppe (einer 126. 163. 

Riemannsch. Fläche) 221. - Mannigfaltigkeit271.403. - birationale 38. 77. 84. 
Fundamentalkurve 35. 37. Index eines algebtaisehen 89. 140. lö 1. 
Fundamentalpunkt 35. Systems 11. 18. - involutorische 232. 
Fundamentalsatz (von Noe- - einer algebr. Schar 191. - irreduzible 376. 380. 

ther) 109. 118. 116. Indizes einer Korrespondenz - rationale 84. 
-, über Jacobische Scharen ' 10. 33. 163. - singuläre 152. 

105. Integrale, Abelsche 184. 196. - unabhängige 179. 
Fundamentalsystem (von 237. - mit Wertigkeit 168.172. 

Integralen) 262. elliptische 298. 295.. - ohne " 185. 
Funktion, Abeische 27l!. ,- I. Gattung 238. 242. Korrespondenzformel 176. 

algebraische 1. 2. 3. 197. I_lI. " 238. 258. 178. 183. 
- analytische 55. 197. 22~ .. - In. " 288. 263. Korrespondenzprinzip 146. 
- einwertige 1. . --lineal'unabhiing.245.262. 176. 183 . 
. - elliptische 274. - reduzible 278. Kreise, abhängige 220. 
- holomorphe 309. Integralsystem,lineares 279. - äquivalente 2:!0. 
- irreduzible 203. . - reguläres 281. - homologe 219. 
- mehrwertige 1. - vollständiges 279. - lineare 218. 
- monodrome 1. Invarianten 147. - unabhängige 219. 
- monogene 55. Involution 29. 76. 84. 1,l,S. Kringel 213. 
- polydrome 1. 200. 289. Kritische Punkte 54. 197. 
- rationale 2. 63. 67. 203. - elliptische 290. 202. 210. 335. 

225. 226. 275. - irrationale 148. 186. 2tlS. Kurve, adjungierte 120. 849. 
289. 2\J0. - algebraische 5. 72. 

Geschlecht einer Kurve 106. - rationale 148. 289. - elliptische 131. 140.151. 
137. 301. Jonquieresche Formel H!9. - hyperelliptische 131. 

- -- virtuelles 323. 834. 359. 401. 149. 304. 
- -wirkliches 817. Irrationale Involution as. - irreduzible 72.822.842 
- eines n-Seits 3il9. 186. 288. 289. 290. - kanonische 182. 373. 
Geschlossene Kurve 197. _ Operation 1. - rationale 18. 108. 131. 
- Fläche 215. Irreduzible Bedingung 298. 161. 865. 
Gewöhnlicher mehrfacher 376. 380. - reduzible 72. 822. 867. 

Punkt 45. 316. _ Funktion 203. 872. 374. 399. 
Grad einesLinearsystems29. _ Kurve 72. 322. - reelle 231. 
Gruppe, charakteristische _ Kurvensysteme 10. -- selbst konjugierte 231. 

23. Isomorphismus (von n-Sei- - virtuell adjungierte 34.9. 
- kanonische 127. ten) 861. 353. 
-- konstanten Niveaus 63. Kurvenfamilie 354. 
- neutrale 190. 349. Kanonische Gruppe 127. Kurvensystem , algebrai-

Harmonische (elliptische) 
Kurven lö3. 

Henkel 214. 
Homaloidisches Netz 29. 37. 
HomographiBche Transfor-

mation 40. 
Homologie zwischen Krei­

sen 219. 
- (Zentralkollineation) 84.8. 
Hyperelliptische Kurven 

131. 139. 147. 253. 304. 

- Kurve 132. 373. sches 10. 14. 18. 
- Schar 125. 130. - einfaches 28. 
- - virtuelle 350. 352. - lineares 5. 11. 
Klasse einer Kurve 25. 188. - reduzibles 27. 
- eines Zweigs 57. 58. - r-fach unendliches 6. 
Klassifikation der Kurven - vollständiges 306. 317. 

354. 400. - zusammengesetztes 29. 
Knotenpunkt 58. 59. Kurvenzug 230. 236. 334. 
Koinzidenzpunkt 146. 173. 

176. 178. 182. 
Kollineation 40. 
Korrespondenz, abhängige 

179 . 

Linear abhängig 6. 219. 
- unabhängig 6. 245. 262. 
Linearmantel 310. 
Linearschar 14. 27. 61. 64. 

• Jacobi~che Gruppe 97.100. - algebraische 6. 18. 33. 81. 
103. 176. 73. 162. 170. 876. - einfache 76. 



Sachverzeichnis 

Linearschar, virtuell voll- Nullkreis 2H. 
ständige 349. 352. Nullstelle 67. 227. 

- zusammengesetzte 76. 
Linearsystem (s. Kurven­

system u. Integralsystem) 
Linienintegral 224. 
Lückensatz 137. 

Mannigfaltigkeit 9. 
- diskontinuierliche 145. 
-- Jacobische 271. 
- rationale 3"13. 
Mannigfaltigkeitsstufe 6. 
- der Scharen 9 ~ 168. 387. 
Mantel 309. 
-- linearer 310. 
Mehrfacher Punkt 

einer Korrespondenz 167. 
einer Kurve 24-. 48. 8S. 

115. 319. 
einer Schar 96. 100. 108. 
187. 

Mehrfache Scharen 72. 
Minimalschar 390. 401. 
Möbiussches Netz 296. 
Moduln 147. 155. 309. 321. 
- transzendente 402, 
Multiplizität 

eines vielfachen Punktes 
43. 

eines Schnittpunkts 44. 
49. 57. 

Netz 13. 
- homaloidisches 29. 37. 
- MöbiuRsches 296. 
Neutrale Gruppe 190. 349. 
:N icht~speziale Schar 126. 

156. 
- Familie 368. 
.Niveaugruppen 63. 67.137. 
Noetherscher Satz 109. 116. 

194. 350. 
Normalintegral 

elementares 259. 
1. Gattung 257. 

TI. .. 260. 
BI. " 264. 
reduziertes 285. 

Normalkurve 93. 132. 
- Brill-Noethersche 400. 
- Clebsch-Gordansche373. 
Normalperioden 256. 
- reduzierte 283. 
li-Seit 344-. 359. 

Operation, algebraische 1. 
Ordnung einer Involution 

29. 76. 
Ordnung 

eines Kurvenzweigs 57.88. 
einer Linearschar 61. 64. 

81. 
eines Mantels 310. 
eines Nullpunkts 227. 
eines Pols 227. 
einer rat. Fun ktion 226. 

228. 
einer Überraumkurve 79. 

89. 
einer Umgebung 48. 
einer Transformation 41. 

Paarung 230. 
Periode, polare 24-1. 

primitive 278. 
- reduzierte 24-8. 
- zyklische 240. 253. 
Periodizitätsmodul 240. 
Plückersche Formeln 25. 

188. 
Pol 54-. 67. 202. 222. 
Polare 103. 299. 301. 
Polynom 1. 5. 
Prinzip der Abzählullg der 

Konstanten 378. 
- der Erhaltung der An­

zahl 380. 
Produkt von Korresponden-

zen 52. 170. 
- von Bedingungen 377. 
Projektion 86. 87. 
Projektivität 39. 79. 
Puiseuxscher Satz 197. 
Punkt., einfacher 73. 88. 
- gewöhnlicher s- facher45. 
- regulärer 22:l. 
- WeierstrHßscher·139. 
Punktgruppe 14. 61. 

ausgezeichnete 190. 
- neutrale 190. 349. 
- speziale 132. 
- virtuelle 171. 

Quadratische Transforma­
tion 41. 

- an~emeine 46. 
Querschnitt 215. 
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Randlinie 215. 
Rang eine;: algebr. Gebildes 

137. 
- einer Matrix 10. 
Hationale 

Funktion 2. 63. 67. 20a. 
225. 275. 

Korrespondenz 84-. 
Kurve 18. 108. 131. 161. 

365. 
Operation 1. 
Schar 165. 267. 
Transformation 34. 

Raum, linearer 6. 
- metrischer 230. 
- projektiver 230. 
Raumkurve,algebraische72. 
Heduktionssatz 127. 129. 
Reduzibel 

Integrale 278. 
Kurve 72. 322. 367. 3il!. 
371. 399. 
Kurvensystem 10. 27. 
Linearsystem 2i. 

Residualschar 71. 
Residuum einer Funktion 

222. 
- einer Gruppe 123. 
Rest einer Gruppe 72. 123. 
Restsatz 72. 123. 350. 
Riemannsches Existenz-

theorem 306. 334. 340. 
Riemannsche Fläche 205. 

2U9. 
- symmetrische 280. 
Riemannsche Ungleichung 

245. 
Riemann - Rochscher Satz 

127. 194. 258. 274. 276 
351. 353 . 

Ringweg 218. 
Rückkehrpunkt 26. 58. 60. 
Hückkehrschnitt 216. 

Schar, algebraische 14. 
- charakteristische 123. 

307. 308. 
- Jacobische 105. 108.126. 
- kanonische 125. 130. 
- lineare 14. 27. 61. 64-. 81. 
- mehrfache 72. 
- nicht-spe7.iale 126. 155. 
.- rationale 165. 267. 
- speziale 126. 158. 

I Seheihe mit p Löchern 213. 
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Schleife 205. 
Schnabelspitze 59. 
Schnittpunkt, virtuell nicht 

vorhandener 322. 
- vorgeschriebener 322. 
Schnittpunktsmultiplizitiit 

44. 49. 57. 80. 
Schnittraum 8. 
Schnittsystem 9. 286. 295. 
Schubertsche Formel 193. 

194. 
Schwarz - Kleinscher Satz 

143. 
Sehne, uneigentliche 367. 
Selbstberührungspunkt 58. 
s-facher Punkt 46. 48. 
Singula.rität,logarithmische 

238. 
- poln.re 238. 
- unendlich benachbarte 

48. 
Spezial familie 396. 
- regelmaßige 396. 
Spezial gruppen 132. 
. Pr.blem der 3U2. 

Spezialisierung einer Be-
dingung 376. 

Spezialitätpindex 127. 275. 
- virtue·ler 351. 
Spezialsehar 126. 158. 387. 
Spitze 58. 59. 60. 
Stern 92. 356. 
Summe. 

von Bedingungen 377. 
von Korrespo'ldenzen 170. 
von Kreisen 218. 
von Linearsystemen 174. 
von Scharen 71. 

System (s. Kurvensystem u. 
Integra.lsystem) 

Tangente 57. 310. 
Tangentialkegel 310. 

Sa.chverzeichnis 

Tangentialraum 310. Verzweigungs schnitt 211. 
Teil einer Kurve 72. Vielfachheit eines Punktes 
Teilschar 69. 43. 96. 197. 
TeIlweise enthalten 71. - scheinbare 118. llOS. 
Topologie 220. - tatsächliche 117. 
Transformation, birationale' - virtuelle 118. 303. 

38. 84. 89. Vielseit 344. 359. 
....!. - in sich 140.151. 272. Virtuell 

402. adjungierte Kurve 349. 
- erster Art 140. 272. i Geschlecht 323. 334.369. 
- zweiter Art 140.273. kanonische Schar 350. 
- singuläre 152. ' 352. 
Cremonasche 38. 49. nicht vorhandener Dop-

- homographische 40. pelpunkt 323. 
- lineare 39. nicht vorhand. Schnitt-

quadra.tische 41. 46. punkt 32~. 
- rationale 34. Spezialitätsindex 351. 

Überbündel 92. 
Üuerebene 78. 
Oberfläche 80. 
Übergangspunkt 322. 
Üuerraum, lillearer 6. 
ÜIJerraumkurve 72. 
Umgebung eines Punktes 

48. :Wl. 

Viell'achbeit 118. 303. 
vollständige Linearschar 

349. 352. 
Vollschar 69. 
Vollständig enthalten 71. 
- Knrvensystem 306. 317. 

Webers Satz 169. 
Weierstraßscher Punkt 139. 

146. 
Wertigkeit einerKorrespon­

denz 163. 172. Hs4. 

Umhüllung"kurve 23. 
Umkehrtheorem 271. 
Umlauf 197. 
Un~tetigkeitspunkt , 

Wulst 214. 
loga-

ritbmischer 263. 
Unterfamilie 354. 
Ursprung eines Mantels 

310. 
- eines Zweigs 53. 

Verbindungspunkt 322. 
Verbindung8raum 8. 
Verbindungssystem 9. 286. 
Verknüpfungsschema 361. 
Verzweigungsgruppe 148. 
\' erzweigungslJunkt 104. 

148. 167. 335. 

Zeuthens Formel 169. 
Zug einer Kurve 230. 236. 

334. 
Zusammengesehb 

Linearschar 76. 130. 
Linearsystem 29. 

Zusammenhang (einer Jj'lä­
che) 215. 

Zusammensetzung (eines 
mehrfachen Punkts) 48. 

Zweig 53. 88. 20U. 310. 
Zweiseitige l!'läche 216. 
Zyklus 03. 201. 218. 




