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Zur Einfiihrung,

Als um die Mitte des vorigen Jahrhunderts durch das Zusammen-
wirken von deutscher und fremdlindischer Forschung die Geometrie einen
miichtigen Aufschwung genommen hatte, dessen Hohepunkt die Ver-
wendung der RiEMANNschen Theorie der ABELschen Funktionen in der
Kurventheorie war, setzten Untersuchungen von CLEBSCH selbst, der
diesen Weg gewiesen hatte, und Arbeiten jiingerer Mathematiker der
Theorie der algebraischen Kurven neue Ziele, die weit iiber den damals
bevorzugten projektiven Standpunkt hinauswiesen. Aus der Deutung des
ABELschen Theorems auf der Kurve entwickelte sich der Begriff der Punkt-
gruppe und damit ein neuer Wissenszweig: die Geometrie auf der Kurve.

Dieser Wendung folgend haben italienische Mathematiker — an der
Hand gewisser neuer Begriffe und Bezeichnungen, sowie eines forder-
lichen Rechenverfahrens mit Korrespondenzen — die Punktgruppen zu
einem Hilfsmittel ausgebildet, das, in Verbindung mit dem SCHUBERT-
schen Abzihlungskalkiil fiir Gebilde in hoheren Réumen, sowohl die
Geometrie der algebraischen Kurven als namentlich die der Oberflichen
in ungeahntem MaBe gefordert hat. Und zwar war an der Ausgestaltung
dieser Wissenszweige der Verfasser des vorliegenden Werkes selbst hochst
erfolgreich beteiligt.

In seinen autographierten ,Lezioni di geometria algebrica“ — zu-
nichst fiir seine Schiiler an der Universitit Padua verfat — hat Herr
SEVERI die in italienischen Zeitschriften und Werken veréffentlichten For-
schungsergebnisse mit den bekannten algebraisch-geometrischen Grund-
lagen in einen Rahmen vereinigt. Er fiibrt damit in die Begriffsbildun-
gen und in die fliissigen, wenn auch an Strenge den algebraischen nach-
stehenden geometrischen Beweismittel der italienischen Forschung ein,
die er durch einen Abril der Theorie der ABELschen Integrale in der geo-
metrischen Ausdrucksweise des Lehrbuchs erginzt und mit einem Ausblick
auf die fiir die Flichentheorie wichtigen reduziblen Integrale abschlieBt.

Auf Grund einer umfassenden Neubearbeitung, die der Verfasser
seinen , Lezioni zuteil werden lieB?), hat die vorliegende Ubersetzung, die

1) In einem neuerdings hinzugekommenen umfangreichen Anhang behandelt
der Verfasser Existenzfragen von grundlegender Bedeutung fiir die Theorie, und
erwirkt ithre — meist wonl erstmalige — Losung wiederum mit den Hilfsmitteln
der mehrdimensionalen Geometrie.
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v Zur Einfihrung

das Original hinsichtlich der literarischen Nachweise namentlich deutscher
Quellen dankenswert erginzt, von sachkundiger Hand sorgsam ausgefiibrt,
den Geometern das Werk zuginglich gemacht. Sie sichert damit zugleich
dem Verlag, der mit der Erwerbung des Werkes einen weiten Blick
gezeigt hat, den Dank aller Beteiligten.

Seit dem Niederschreiben der vorstehenden Zeilen hat das deutsche
Volk, in jahrelangen Kémpfen mit einer Welt von Feinden und in inneren
Wirren begriffen, viel von seiner Produktionskraft eingebiiBt. Wenn jetzt
dieses lange zuriickgestellte Werk an die Offentlichkeit tritt, so moge,
eingedenk der im Krieg oft befolgten Lehre fas est ef ab hoste doceri, die
deutsche Jugend in dem hoffentlich bald wieder einsetzenden friedlichen
Wettbewerb um den Kranz treuester Wissenschaftspflege die Mittel ver-
stehen und handhaben lernen, deren sich fremde Nationen in diesem
Wettkampf bedient haben, und nunmehr den Ball zuriickschlagen, den
auf diesem Gebiet Italien uns zugeworfen hat.

Tiibingen, im Dezember 1920.
A. Brill.



Vorwort des Verfassers.

Die methodische Behandlung der ,,Geometrie auf einer algebraischen
Kurve®, d. h. der Gesamtheit der Eigenschaften einer Kurve, die bei bi-
rationalen Transformationen ungeiindert bleiben, nahm auf algebraisch-
geometrischer Grundlage bekanntlich vor etwa 40 Jahren ihren Ausgang
in einer berithmten Abhandlung von A. BrRiLL und M. NoeTHER. Die
Theorie wurde in der Folgezeit weiter ausgebaut, und zwar in Deutsch-
land besonders durch die Arbeiten von BRILL und NOETHER selbst, in
Italien durch Arbeiten von C. SEGRE, G. CASTELNUOVO, E. BERTINI,
F. ENRIQUES und von anderen Mathematikern, die der algebraischen
Richtung besondere Pflege angedeihen lieBen.

Diese lang andauernde Bearbeitung des Gebietes erhielt ihren An-
trieb einerseits von den Problemen, die im Laufe der Zeit auftauchten
und von den Fortschritten, die in der Entwicklung der Geometrie auf
einer Fliche und der projektiven Geometrie in mehrdimensionalen Rdumen
erzielt wurden; andererseits hat sich dabei aber auch der heilsame Ein-
fluB des Hochschulunterrichts geltend gemacht, dessen didaktische Be-
diirfnisse fortwihrende Verbesserungen und Vervollkommnungen der auf
dem Kelde der Wissenschaft bereits zur Reife gelangten Theorien nétig
machten.

Die vorliegenden ,Vorlesungen® sind gerade fiir die Zwecke des
Hochschulunterrichts entstanden. Sie erschienen zuerst in italienischer
Sprache?) als autographierte Wiedergabe einer von mir im Jahre 1907/08
an der Universitit Padua gehaltenen Vorlesung. Bei der Vorbereitung
fiir den Druck wurden zahlreiche Abénderungen und Zusiitze angebracht,
wobei ich mich immer bemiihte, die didaktischen Forderungen mit denen
der Wissenschaft in Einklang zu bringen. Ich habe, soweit es mir irgend
moglich war, versucht, die verschiedenen vereinfachenden Gedanken zur
Geltung zu bringen, die in der Theorie zutage getreten sind; trotzdem
ist aber das stéindige Streben nach Beschrinkung und Kiirze niemals von
dem Wunsche nach Klarheit und Strenge in der Darstellung losgeldst
worden.

In einem ersten Teil behandeln diese , Vorlesungen®, wie schon ge-

1) Lezioni di geometria algebrica, Padova, Draghi, 1908,



VI Vorwort des Verfassers

sagt wurde, die Geometrie auf einer Kurve nach der algebraisch-geome-
trischen Methode. Im zweiten Teil dagegen wird die Theorie der alge-
braischen Funktionen einer Verinderlichen vom transzendenten Standpunkt
aus behandelt. Diese Betrachtungsweise entstammt bekanntlich den un-
sterblichen Untersuchungen ABELS und RIEMANNs und den genialen Ideen
eines K. WEIERSTRASS, F. KLEIN, H. PomncaRrE, E. PICARD und vieler
anderer hervorragender Gelehrten.

Trotz der groBen Zahl ausgezeichneter Werke, die sich mit der
Theorie von diesem letzteren Gesichtspunkt aus beschiftigen, hoffe ich,
daB es nicht unzeitgem#B erscheint, wenn sie auch in diesem Werk, das
einen vorwiegend geometrischen und synthetischen Charakter trigt, noch
einmal behandelt wird. Die Herstellung einer Verbindung zwischen ver-
schiedenen Richtungen der Forschung ist immer fruchtbar, nicht nur
weil sich dabei Vereinfachungen ergeben, wofiir der Leser mehrfache
Beispiele finden wird, sondern vor allem deshalb, weil dabei die Begriffe
auf einen hoheren Standpunkt gehoben und erweitert werden, und weil
dadurch jeder der Methoden griBere Kraft und Tiefe der Forschung ver-
liehen wird.

Von diesem Gesichtspunkt aus bedaure ich es sogar, daB das Streben,
das Werk nicht allzusehr in die Breite wachsen zu lassen, mich veran-
laBte, die arithmetische Theorie von L. KRONECKER, R. DEDEKIND und
H. WEBER beiseite zu lassen, die heute in Deutschland mit Erfolg von
K. HENskL, G. LANDSBERG und ihren Schiilern gepflegt wird.

Ich hoffe, daB diese ,Vorlesungen® auch eine niitzliche Einfithrung
in das Studium der Geometrie auf einer algebraischen Fliche und der
algebraischen Funktionen von zwei Veréinderlichen bilden konnen; viele
Eigenschaften sind gerade zu diesem Zweck in die Darstellung ein-
geflochten worden.

Zum Schlusse mochte ich auch offentlich meinen herzlichen Dank
aussprechen dem Herrn Professor E. BERTINI, der mir viele wertvolle
und zweckmiBige Bemerkungen iiber meine autographierte Bearbeitung
vom Jahre 1908 mitgeteilt hat, die er bei einer Vorlesung an der Uni-
versitat Pisa im Jahre 1909 beniitzte, sowie dem Herrn E. LOFFLER, der
meine , Vorlesungen“ genau und mit liebevoller Sorgfalt iibersetzt und
mir wiederholt niitzliche Hinweise gegeben hat.

Padua, den 31. Juli 1914,

Als im Jahre 1919 der durch den Krieg unterbrochene Druck dieses
Werkes wieder aufgenommen wurde, habe ich einige Anderungen vor-
genommen und Erginzungen hinzugefiigt, um den in der Zwischenzeit
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veriffentlichten Arbeiten Rechnung zu tragen; auch wurde ein Anhang
beigegeben.

Unter den darin behandelten Gegenstinden mochte ich besonders auf
die Bedingungen aufmerksam machen, unter denen eine zerfallende ebene
Kurve als Grenzfall einer irreduziblen Kurve betrachtet werden kann,
und auf die Verwendung dieser Bedingungen zu einem algebraisch-geo-
metrischen Beweis des RiEmaNNschen Existenztheorems, sowie auf die
Klassifikation der Familien algebraischer Kurven im #-dimensionalen
Raum (r > 2) mit Hilfe von rationalen oder in gerade Linien zerfallen-
den Kurven, die jenen Familien angehdren. Fiir die ebenen Kurven ist
die Klassifikation vollstindig; fiir die Raumkurven und Uberraumkurven
bezieht sie sich nur auf die Kurvenfamilien mit allgemeinen Moduln.
Weitere Ergebnisse dieser Art fiir Kurven mit beliebigen Moduln werde
ich demniichst verdffentlichen.

Indem ich nun, nach dem groBen Sturme, der auf der Welt gewiitet
hat, diese ,,Vorlesungen‘ endgiiltig zum Druck gebe, schlieBe ich mich
von ganzem Herzen dem Wunsche an, mit dem der Herausgeber sein
Vorwort beschlieBt. Der Geist des Friedens und der Gerechtigkeit moge
bald iiberall siegen und die letzten Spuren des Argwohns und des Grolls
zerstreuen. Die Zukunft der Zivilisation liegt in der internationalen Ge-
meinschaft der Vélker und im friedlichen Wetthewerb der Wissenschaft,
der Kunst und der wirtschaftlichen Leistung.

Die Hinde, die wir, Herr LOFFLER und ich, als zwei ehemalige
Kémpfer in den beiden einander entgegenstehenden Lagern, uns reichen,
mogen ein Vorzeichen besserer Zeiten fiir alle sein!

Padua, im Dezember 1920.
Francesco Severi.

Vorwort des Herausgebers.

Bei der vorliegenden deuntschen Ausgabe habe ich mich bemiiht, eine
im wesentlichen wortlich gehaltene Ubersetzung zu liefern, soweit dies
die Verschiedenheit von Geist und Form der beiden Sprachen zulieB.
AuBerdem habe ich versucht, durch einige Zusitze das Verstindnis zu
erleichtern; bei den bibliographischen Hinweisen wurde keine Vollstin-
digkeit angestrebt, da hierfiir auf die einschligigen Artikel der Encyklo-
pidie der mathematischen Wissenschaften verwiesen werden kann.

Anfangs August 1914 war das ganze Werk auf Fahnen gesetzt, ein
groBer Teil auf Bogen umbrochen; die Bogen 1—5 waren schon gedruckt,
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und wir hofften, das Buch im September 1914 herauszubringen. Der
Krieg rief mich an die Front und verhinderte so die Fertigstellung. Erst
anfangs 1919 konnte die Arbeit wieder aufgenommen werden, und unter
Uberwindung zahlreicher Schwierigkeiten wurde sie vollendet. Durch das
Entgegenkommen des Verlags, dem auch an dieser Stelle fiir die Bereit-
willigkeit gedankt sei, mit der er auf unsere Wiinsche einging, wurde
die Einfigung der Anderungen und Zusitze in den Text sowie die Bei-
gabe des wertvollen Anhangs ermoglicht. Die lange Zeitdauer, iiber die
sich die Arbeit an dem Werke erstreckte, ist auf den Stil der deutschen
Ubersetzung nicht ohne EinfluB geblieben.

Fiir Mithilfe bei der Korrektur bin ich dem Herrn Verfasser und den
Herren F. MEYER in Konigsberg, H. WIELEITNER in Augsburg und (fiir
den Anhang) G. FANoO in Turin zu Dank verpflichtet. Ganz besonderen
Dank schulde ich meinem Lehrer, Herrn A. BRILL in Tiibingen, der mich
einst auf dieses Werk hinwies, mich bei der Ubersetzung mit seinem Rat
unterstiitzte, und nun die Freundlichkeit hatte, ein Einfithrungswort zu
schreiben.

Méogen diese Vorlesungen als eines der ersten nach dem Kriege in
deutscher Sprache erscheinenden Werke eines Angehsrigen des Landes,
das frither mit Deutschland verbiindet war und dann mit uns im Kriege
lag, dazu beitragen, daB der friedliche Gedankenaustausch zwischen den
Gelehrten aller Linder zum Segen der Wissenschaft und zur Forderung
menschlicher Erkenntnis bald wieder aufgenommen wird!

Stuttgart, im Dezember 1920.
E. Loffler.



Inhaltsverzeichnis,

Seite
Einleitung I—IV . . . . . . . .. ..o 0000 . |
Erstes Kapitel.
Lineare Systeme ebener Kurven.
§ 1. Allgemeines liber die linearen Systeme ebener Kurven.

1. Definitionen und einfachste Eigenschaften. Verbindungssystem und Schnitt-
system zweier Systeme . . . . . . . .. .. 000 0oL 5
2. Algebraische Bedingungen. Lineare Bedingungen . . . . . . . . . . .9
3. Bagispunkte eines linearen Systems . . . . . . . . . . . . .. .. .. 13

§ 2. Siatze von Lirorm und von BerriNI

4. Hilfssatz tiber die Scharen von Punktgruppen auf einer Geraden . . . . 14
6. Der Satz von Lorora . . . . . . . . . .. ..o 16
6. Algebraische Systeme ebener Kurven vom Index 1. . . . . . . . . .. 18

7.[Eine Differentialeigenschaft ebener Kurven, die in einem stetigen Systeme
veréinderlich sind und bewegliche mehrfache Punkte besitzen . . . . . . 21
8. L e e e e e e e e e e e e e e 24

9. Der Satz von Bertint tiber die mehrfachen Punkte der Kurven eines linea-
ren Systems . . . . . .. .. L L oo e e e e e e 24
10. Abschweifung iiber die erste Prtckersche Formel . . . . . . . . . . . 26
11. Reduzible lineare Systeme . . . . . . . . . . . . .. . .. ... .. 27
12. Einfache und zusammengesetzte lineare Systeme . . . . . . .o ... 28

Zweites Kapitel.
Rationale und birativnale Transformationen.
§ 1. Rationale und Cremovasche Transformationen zwischen Ebenen.

13. Rationale Transformationer einer Ebene in eine andere . . . . . . . . 30
14. Fundamentalpunkte und Fundamentalkurven. . . . . ., . . . . . . .. 85
16. Cremonasche Transformationen zwischen zwei Ebenen ...... ... 381
16. Quadratische Transformationen . . . . . . . . . . . . . ... . ... 41

§ 2. Auflésung der Singularitiiten einer ebenen algebraischen Kurve.
17. Auflosung der Singularititen einer ebenen algebraischen Kurve mit Hilfe
einer Reihe von aufeinander folgenden quadratischen Transformationen.

Unendlich benachbarte Singularititen. . . . . . . . . . .. ... .. 46
18. Cremonasche Transformation einer ebenen Kurve in eine andere, die nur
gewdhnliche vielfache Punkte besitzt . . . . . . . . . . . . ... .. 49

§ 3. Zweige einer algebraischen Kurve.
19. Zweige oder Zyklen einer ebenen algebraischen Kurve . . . . . . . 62
20. Anwendung der im vorhergehenden aufgestellten Begriffe auf die Klasst-
fikation der Doppelpunkte einer ebenen Kurve. . . . . . . . . . . .. 58



X Inhaltsverzeichnis

Beite
Drittes Kapitel.

Die linearen Scharen auf einer algebraischen Kurve,
§ 1. Definitionen und grundlegende Eigenschaften.
21. Einfach unendliche lineare Scharen . . . . . . . . . .. . . . ... 61
22. Lineare Scharen von beliebiger Dimension

§ 2 Aquivalenzbeziehungen. Lineare Vollscharen.
23. Aquivalenz zweier Punktgruppen auf einer Kurve. Begriff der Vollschar 67

24. Rechenoperationen mit linearen Scharen . . . . . . . . . . ., . . .. 70
§ 3. Algebraische Raumkurven und Uberraumkurven.
25. Definitionen und einfachste Eigenschaften . . . . . . . . . ., .. .. 72
26. Zusammenhang zwischen der Theorie der linearen Scharen auf einer
ebenen Kurve und dem Begriff der algebraischen Raumkurven oder Uber-
raumkurven . . . . . . . .. L0 L. L T )
27. Lineare Scharen auf einer Uberraumkurve . . . . . . . . . . .. .. 81
28. Rationale Korrespondenzen zwischen zwei Uberraumkurven ....... 83
29, Projektionen einer Uberranmkurve . . . . . . . . . ... . .. ... 85
30. Beziehung zwischen der Ordnung einer Uberraumkurve und der Ordnung
ihrer Projektion . . . . . . . . . . . . . L e 89
31. Birationale Traunsformationen zwischen zwei Uberraumkurven, die den
Punkten jedes iiberebenen Schnittes der einen die Punkte eines iiber-
ebenen Schnittes der anderen zuordnen . . . . . . . . . . .. . .. 89
82. Normalkurven . . . . . . . . . . . . . ..o 93
33. Anwendung auf die rationalen Kurven . . . . . . . . . . .. .. .. 94
Viertes Kapitel.
Das Geschlecht einer Kurve.
34. Doppelpunkte und mehrfache Punkte einer gi. Jacomische Gruppe einer
gl, die nur Doppelpunkte besitzt . . . . . . . . .. . .. ... .. 96
35. Jacosische Gruppe einer gi, die mit beliebigen vielfachen Punkten aus-
gestattet ist ., . . . . .. ... .. e e e e e e e e e . .. 100
36. Die Jacomische Schar einer gegebenen g7. Fundamentalsatz . . . . . . 103
87. Das Geschlecht einer Kurve. . . . . . . . . . . .. .. ... ... 106

Fiinftes Kapitel.
Der NOETHERsche Fundamentalsatz und seine Anwendungen in der Theorie
der linearen Scharen.

§ 1. Der Satz Af 4+ Be.

38. Der Satz tiber Af - Bo fiir den einfachen Fall . . . . . ., . . 109

89. Beweis einer Eigenschaft, die in den vorhergehenden Ausfuhrungen be»
putzt warde . . . . . L L . o o o e e e e e e e e e e e .. 114

40. Der Satz tiber Af 4 B im allgemeinen Fall ........... . 116

§ 2. Der Restsatz und die Konstruktion der linearen Vollscharen
mit Hilfe der adjungierten Kurven.
41. Lineare Scharen, die auf einer ebenen Kurve von allen Adjungierten einer
gegebenen Ordnung ausgeschnitten werdem . . . . . . . . . .. . .. 120
42. Der Restsatz. . .v. . & v . 0 v e e e e e e e e e e e 122
43, Dimension einer Vollschar. Kanonische Schar, . . . . . . . . . . L. 124



Inhaltsverzeichnis XI

Beite
44, Speziale und nicht-speziale Scharen. Reduktionssatz. Riemaxx-Rocu-
scher Satz. . . . . . .. .. ... 0L et e e e e e s 126
45. Die zusammengesetzte kamomsche Schar. Elhptlsche und hyperelhptlsche
Kurven. Satz von Cuwrrorn . . . e e e e e e . . . 130
46. Die kanonische Kurve des Geschlechts P e ... 132
47, Ergéinzung des Satzes von Crirrorp . . . . . . . . . .. 133
48. Birationale Transformation einer a.lgebralschen Kurve in eine Uberra,um-
kurve ohne mehrfache Punkte oder in eine ebene Kurve, die nur einzelne
gewohnliche Doppelpunkte besitzt . . . . . . . . . . . .. ... 134
49. Das Geschlecht einer Kurve nach Wxierstrass. Der Luckensatz .o.o.. 137

Sechstes Kapitel.
Korrespondenzen zwischen den Punkten einer oder zweier algebraischer
Kurven. Moduln einer Kurve vom Geschlecht p.
§ 1. Birationale Transformationen einer Kurve in sich.
50. Birationale Transformationen, welche eine rationale oder elliptische

Kurve in sich tberfihren . . . . . . . . . . ..o L. . 140
61. Der Scuwarz-Kirinsche Satz uber dle blratlonalen Transtormatmnen

welche eine Kurve vom Geschlecht » > 1 in sich iberfilhren. . . . 143
52. Obere Grenze fiir die Anzahl der Koinzidenzpunkte bei einer blratlonalen

Transformation einer Kurve in sich . . . . . . . e ... .. 145

§ 2. Moduln eines einfach unendlichen algebraischen Gebildes.

63, Definition der Moduln . . . . . . . . . . . ... L. 147
54. Moduln einer elliptischen oder hyperelhptxschen Kurve. . . . . 147
55. Weiteres iiber die birationalen Korrespondenzen, die eine elhptlsche Kurve
in sich #berfiibren . . . . . . . . . . .. L. S 1) |
56. Moduln einer beliebigen Kurve vom Gesghlecht Pev oo ... 155
67. Anzahl der Parameter, von denen die linearen Scharen von gegebener
Ordnung und gegebener Dimension auf einer Kurve abhingen . . . . . 158

58. Anzahl der Konstanten, von denen die Raumkurven oder Uberraumkurven
einer gegebenen Ordnung und eines gegebenen Geschlechts abhingen.
Algebraische Kurven mit unendlich vielen Kollineationen in sich. . . . 159

§ 3. Algebraische Korrespondenzen zwischen zwei verschiedenen
Kurven oder auf einer Kurve.
59. Algebraische Korrespondenzen zwischen zwei Kurven. Korrespondenzen

mit der Wertigkeit Null . . . . . . . -~ .. 162
60. Die Zeurnensche Formel und ihre geometrxsch funktlonale Deutung .. 167
61. Eine Bemerkung von WeBer. . . . . . . . . . . . .. R 1
62. Die Formel von Zruraen-Hateuenx . . . . . . . . . . . .. . 169
63. Algebraische Korrespondenzen auf einer Kurve Plodukt und Summe

zweier Korrespondenzen. . . . . . . . . . . ... . .. ... ... 170
64. Einfihrung einiger Bezelchnungen e 44 1
65. Wertigkeitskorrespondenzen; ihre Deﬁmtlon e R § 5 |
66. Operationen mit Wertigkeitskorrespondenzen . . . . . . . . . . 172
67. Bestimmung der Gruppe der Koinzidenzpunkte in den horrespondenzeu

mit der Wertigkeit Null . . . . . . . ... ... ... o e e 178

68. Existenz von Korrespondenzen mit gegebener Wertigkeit auf jeder Kurve.
Die zu einer Wertigkeitskorrespondenz inverse Korrespondenz . . . . . 174



69.

70.

1.

72.
73.
4.

75.

76.

¢ 7.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.
89.

Inhaltsverzeichnis

Bestimmung der Gruppe der Koinzidenzpunkte in einer Korrespondenz
mit beliehiger Wertigkeit. Anzahl der Koinzidenzen . . . . ., . . . .
Ausdehnung des Begriffs der Wertigkeit. Abh#ngigkeit zwischen meh-
reren Korrespondenzen. . . . . . . . . . ... . ...,
Geometrische Beziehung zwischen den Gruppen der Koinzidenzpunkte in
mehreren abhingigen Korrespondenzen. Das allgemeine Korrespondenz-
prinzip . . .. L. L Lo o

§4. Anwendungen der entwickelten Theorie.

Zwei Beispiele von Korrespondenzen ohne Wertigkeit. . . . . . . .
Gruppe der (r 4 1)-fachen Punkte einer linearen Schar g7 . . . . . .
Anzahl der Gruppen von r 4 1 Punkten, die einer g7 und einer (ratio-
nalen oder irrationalen) Schar y, vom Index » >1 gemeinsam sind. Die
Formel von ScHuBERT . . . . . . . . . . ... Lo
Ein Satz von Casternvovo iiber die Scharen y! vom Index »>>1 nebst
seinen Folgerungen. . . . . . . . . .. e e e e e

Siebentes Kapitel.

Die algebraischen Funktionen als analytische Funkiionen.
RIEMANNsche Flichen.

§ 1. Rixmanxsche Flachen.
Der Satz von Puiskux iiber die zyklischen Systeme. Algebraische kri-
tische Punkte . . . . . . . . . ... oo o000 o
Charakterisierung der algebraischen Funktionen auf Grund ihrer Singu-
laritdten . . . . . . . . . . .. ..o oL Lo
Irreduzible algebraische Funktionen. . . . . . . . . . . . . . . ..
{Rmmm«sche Flichen. Konstruktion von Lororm-Creescm. . . . . . .
Weiteres iiber die Riemannschen Flichen vom Geschlecht p; réumliches
Modell in Gestalt eines Kringels mit p Lochern oder einer Kugel mit p
Henkeln . . . . . . . . . . ¢ v v i v vt e e
Riickkehrschnitte. Zuriickfilhrung einer Fliche vom Geschlecht p auf eine
solche vom Geschlecht 0. . . . . . . . . .. .. ... 0oL
Zuriickfiihrung aller Kreise einer Riemannschen Fliche auf das System
der Riickkehrschnitte. Homologien und Aquivalenzen zwischen Kreisen
Eindeutige Funktionen eines auf einer Riemasnschen Fliche veréinder-

lichen Punktes . . . . . . . . . . . . . . ... .00

Flache . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
Die Theorie der analytischen Funktionen auf einer Riemanxschen Fliche

Seite

175

178

182

186

187

191

195
196

197
202
203
204
210
212
2156
218

222

226
228

2. Anwendungen der entwickelten Begriffe auf Realititsfragen

bei einer algebraischen Kurve.

Die symmetrischen Riemanxschen Flichen von Kvenw . . . . . . . . .
Der Satz von Harvacx . . . . . . . . . . . . . .. . ... ...



90.

91.

92,

93.
94.

95.

96.
97.

98.
99.

100.

101.
102.

108.

104.

105.

106.
107.
108.

109.

Inhaltsverzeichnis

Achtes Kapitel.
ABELSsche Integrale.

X111

Seite

§ 1. Klassifikation und Eigenschaften der Asrrschen Integrale.

Definitionen. Klassifikation der Apenschen Integrale nach ihren Singu-

laritditen . . . . . . . . . L Lo o e e e e e e
Periodizitit der Asrrschen Integrale. Zyklische und polare Pemoden

§ 2. Integrale erster Gattung.
Grundlegende Ungleichung zwischen den reellen und den imaginiren
Teilen der Perioden eines Integrals erster Gattung.. . . . . . . . . .
Form und Anzahl der Apenschen Integrale erster Gattung . . . . . .
Untersuchung des Falles, in welchem die Kurve f= 0 beliebige Singu-
laritdten besitzt. . . . . . .. .. 0000000
Der hyperelliptische Fall als Beispiel . . . . . . . . . . ... ...
Eigenschaften der Perioden der Integrale erster Gattung . . . . . . .
Normalintegrale erster Gattung. . . . . . . . . .. ... .. ...

§ 3. Integrale zweiter Gattung.

Normalintegrale zweiter Gattung . . . . . . . . . . . .. ... ..
Fundamentalsystem fiir die Gesamtheit der Integrale zweiter Gattung .

§ 4. Integrale dritter Gattung.
Normalintegrale dritter Gattung . . . . . . . . . . . . ... ...

Neuntes Kapitel.
Das ABELsche Theorem und seine Folgerungen.
Das Asrusche Theorem . . . . . . . . . . . . . ... .. .. ..
Die Umkebrung des Aseuschen Theorems fiir die Integrale erster
Gattung. Transzendente Bedingung fiir die Aquivalenz zweier Punktgruppen
Das Umkehrtheorem. Die Jacosische Mannigfaltigkeit einer Kurve vom
Geschlecht p . . . . . . . ... ... ... e e e e e e e e e
Beweis des Riemann-Rocuschen Satzes mit Hilfe der Integrale zweiter
Gattung . . . . . ... Lo e e
Der Riemann-Rocusche Satz als unmittelbare Folgerung aus dem Theorem
von Aer-Rmemans . . . . . . .. Lo L Lo

Zehntes Kapitel.
Reduzible ABELsche Integrale.
Reduzible Integrale. Vollstindige lineare Systeme derartiger Integrale
Eigenschaften der reguléren Systeme reduzibler Integrale. . . . . . .
Integrale, die auf das Geschleckt ¢ <<p reduzierbar sind. Linearitit der
mehrfach unendlichen Involutionen auf einer Kurve . . . . . . . . .

Anhang.

A) Uber die Zerlegbarkeit der algebraischen Bedingungen und
tiber die Dimension einer Bedingung. . . . . . . . .. .

B) Uber das Verhalten der ersten Polaren in den mehrfa.chen
Punkten einer gegebenen ebenen Kurve . . . . . . . . . . ..

237
238

242
246

248
2562

2563
256

268
261

263

266

268

271

274

276

278
282

287
290

298



XIv

Inhaltsverzeichnis

C) Weiteres iiber das Verhalten der erstén Polaren und iiber die
Formel, die das Geschlecht mittels der Ordnung der Kurve
und ihrer Singularitdten ausdriickt . . . . . . . . . ... ..

D) Uber die Bedingungen, unter denen eine Kurve in einer vor-
geschriebenen Gruppe von Punkten gegebene Singularititen
besitzt. . . . . ... .. Lo oo

E) Uber die Normalform der ebenen hyperelliptischen Kurven

F) Uber die Mannigfaltigkeit der ebenen Kurven von gegebencr
Ordnung und gegebenem Geschlecht, iber die Berechnung
der Anzahl der Moduln und iiber das Riemannsche Existenz-
theorem.

1.

10.

11.

12.

Kritische Betrachtungen iiber die Dimension der Mannigfaltigkeit der
irreduziblen ebenen Kurven #n-ter Ordnung mit d Knotenpunkten. Cha-
rakteristische Schar eines stetigen Systems . . . . . . . . . . ..

. Vorbemerkungen iiber die Mintel analytischer Mannigfaltigkeiten . .
. Exkurs liber die Darstellung der Mannigfaltigkeit der ebenen Kurven

n-ter Ordnung mit d gewdhnlichen Doppelpunkten mit Hilfe der Uber-
riume. Hierauf beziigliche Siitze . . . . . . . . . . .. . . . ..

. Weiteres iiber die Mannigfaltigkeit der ebenen Kurven n-ter Ordnung

mit d gewohnlichen Doppelpunkten. . . . . . . . . . .. . ...

. Neue mebrfache Punkte, die auftreten, wenn eine irreduzible Kurve

in stetiger Weise in eine zerfallende Kurve iibergeht. . . . . . . .

. Uber die Berechnung der Anzahl der Moduln einer Kurve vom Ge-

schlecht » . . . . . . . . . .. 00000

. Notwendige und hinreichende Bedingung datiir, daB eine ebene Kurve,

die aus mehreren zusammenhingenden Teilen besteht, als Grenzfall
einer irreduziblen Kurve angesehen werden kann. . . . . . . . . .

. Algebraisch-geometrischer Beweis des Riemannschen Existenztheorems
. Unzerlegbarkeit der Mannigfaltigkeit der Kurven von gegebenem Ge-

schlecht p, die (mindestens) eine g1 von gegebener Ordnung n besitzen
Unzerlegbarkeit der Mannigfaltigkeit der irreduziblen ebenen Kurven
n-ter Ordnung vom Geschlecht p firn>p+4+2 . . . . . . . . . .
Unzerlegbarkeit der Mannigfaltigkeit der irreduziblen ebenen Kurven
n-ter Ordnung mit d < (-1 )E(n_——}) Doppelpunkten . . . . . . .
Virtuell vollstindige lineare Scharen auf einer irreduziblen Kurve C,
die virtuell nicht vorhandene gewdhnliche Doppelpunkte besitzt. . .

G) Uber die Klassifikation der Raumkurven und Uberraumkurven,
iiber die Berechnung der Mannigfaltigkeitsstufe der zu einer
gegebenen Kurve gehdrigen linearen Scharen und tiber die Nor-
malkurven des Geschlechts p.

1.

Familien algebraischer Raum- oder Uberraumkurven. Unterfamilien .

2. Eigentliche und uneigentliche Doppelpunkte einer Familie . . . . .

[+

. Zusammenhiingende Systeme von Geraden (zusammenhiingende Viel-

seite) in einem Raume 8, . . . . . . . . . ... ..o

. Die Familie der rationalen Kurven eines S,.. . . . . . . . . . ..
. Nicht-speziale Familien von Raumkurven oder Uberraumkurven . . .
. Die Familie der kanonischen Kurven des Geschlechts p. . . . . . .

Selte

301

302
304

307

309

313

316

319

821

822

334

840

341

342

349

368
8556

869
366
868



Inhaltsverzeichnis XV

7. Uber die Unzerlegbarkeit der algebraischen Bedingungen. . . . . . 375
8. Strenge Berechnung der Mannigfaltigkeitsstufe der (spezialen oder nicht-
spezialen) Scharen g’ von gegebener Ordnung n und gegebener Dimen-

sion r auf einer Kurve mit allgemeinen Moduln . . . . . . . . . . 380

9. Betrachtungen iiber die Unzerlegbarkeit der Bedingung, die ausdriickt,

daB ein § _ _ eine kanomische Kurve n-fach schneidet. Fragen der
abzihlenden Geometrie . . . . . . . . . . ... ... oL 390

10. Uber die Mannigfaltigkeit der Kurven n-ter Ordnung vom Geschlecht p,

die einem Raum S, angehoren, falls = Zr—:_—i- p + r ist. Die Briry-
Norruerschen Normalkurven. . . . . . .. ... . ... .. .. 394

H) Uber die algebraischen Kurven vom Geschlecht p>1 mit bi-
rationalen Transformationen insich. . . . . . . .. ... .. 402

I) Uber die transzendenten Moduln einer Kurve vom Geschlecht p 402
Namenverzeichnis . . . . . . . . . . .. .. Lo, 404
Sachverzeichmis . . . . . . . .. ... .. - 1]



Verzeichnis der hauptsichlichsten Abkiirzungen,

die bei den Literaturnachweisen verwendet wurden.

Acta Math.
Amer. J.

Ann, di Mat.
Ann. éc. norm.

Berl. Sitzungsber. (Abh.)

Bibl. Math.
Bologna Rend. (Mem.)

Bull. Soc. Math.
C.R.

Giorn. di Mat.
Ist. Lomb. Rend.

Journ. de Math.
Journ. éc. polyt.
Journ, f. Math,

Lond. Proc. Math. Soc.
Math. Ann.

Napoli Atti

Padova Atti (Mem.)

Palermo Rend.
Paris Sav. étr.

Phil. Trans.

Quart. J.

Rom. Acc. L. Rend. (Mem.)

Torino Atti (Mem.)
Ven. Ist. Atti

Acta Mathematica.

American Journal of Mathematics.

Annali di Matematica pura ed applicata.

Annales scientifiques de I'école normale supérieure (Paris).
Sitzungsberichte (Abhandlungen) der Kgl. preuBischen
Akademie der Wissenschaften in Berlin.

Bibliotheca Mathematica.

Rendiconti (Memorie) della Reale Accademia delle
scienze di Bologna.

Bulletin de la Société Mathématique de France.
Comptes rendus hebdomadaires des séances de 1'Aca-
démie des Sciences de Paris,

Giornale di Matematiche di Battaglini (Napoli).
Rendiconti del Reale Istituto Lombardo di Scienze e
Lettere (Milano).

Journal de Mathématiques pures et appliquées.
Journal de I’école polytechnique.

Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (ge-
griindet von A, L. Crelle).

Proceedings of the London Mathematical Society.
Mathematische Annalen.

Atti della Reale Accademia di Scienze Fisiche e Ma-
tematiche di Napoli.

Atti (Memorie) della Reale Accadewmia di scienze, lettere
ed arti di Padova.

Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo.
Académie des Sciences de Paris, Mémoires présentés
par divers Savants.

Philosophical Transactions of the Royal Society of
London.

The Quarterly Journal of pure and applied Mathema-
tics (London).

Atti della R. Accademia dei Lincei. Rendiconti (Me-
morie) Roma.

Atti(Memorie) della R. Accademia delle scienze di Torino.
Atti del Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti.



Einleitung.

I. Die algebraischen Operationen zerfallen in rationale und irratio-
nale Operationen. Die Addition, die Subtraktion, die Multiplikation und
die Division sind rationale Operationen; das Radizieren (mit beliebigen
Woaurzelexponenten) und, allgemeiner, alle diejenigen Operationen, welche
man zum Zweck der Losung einer algebraischen Gleichung vom Grad
n > 1 mit deren Koeffizienten vornehmen mu8, sind irrationale Operationen.

Eine verinderliche GroBe y heiBt eine algebraische Funktion einer
(unabhiéingigen) Veréinderlichen #, wenn man zu einem gegebenen Wert
von z die zugehdrigen Werte von y mit Hilfe von algebraischen Ope-
rationen erhalten kann.

Die Funktion y heiBt monodrom oder einwertig (eindeutig), wenn zu
einem allgemein gewihlten Werte von z ein einziger Wert von y gehort;
sie heiBt dagegen polydrom oder mehrwertig (mehrdeutig), wenn einem all-
gemein gewihlten Werte von # mehrere Werte von y entsprechen. Aus
dieser Definition folgt, daB zu einem allgemein gewihlten Werte von «
notwendig eine endliche Anzdhl von Werten der Funktion y gehdren.

Die Beziehung zwischen der Verdnderlichen x und der Verdnderlichen
y, die eine algebraische Funktion von z ist, kann stets mitlels einer in bezug
auf y algebraischen Gleichung ausgedriickt werden, deren Koeffizienten ratio-
nale Funktionen (oder auch Polynome) von x sind.

Geht man némlich von z iiber zu den Verinderlichen z,, 2,, ..., 2,, ¥
mittels einer Reihe von algebraischen Operationen, so sind diese letzteren
darstellbar durch Gleichungen von der Form

@1 (2, %) =0, @y(zy,2)=0,..., ¢,,_5,2)=0, o,y =0,
wo die ¢, Polynome bedeuten. Eliminiert man aber die Hilfsvariablen
%y, Xy, - . ., Z, aus diesen Gleichungen, so erhilt man als Ergebnis dieser
Elimination eine Gleichung von der Form

f(x7y)=‘0;

wo f ein Polynom in 2, y bedeutet.
Daraus folgt nun leicht der Sata:

Severi- Vorlesungen fiber algebraische Geoinetrie 1
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Eine eindeutige algebraische Funktion y einer unabhdngigen Verinder-
lichen z st notwendig eine rationale Funktion von .

Es sei
M) %@y + a,@y "+ +a,(®) =0
die algebraische Gleichung, durch welche die Abhingigkeit zwischen z
und y ausgedriickt wird, wobei die a; Polynome in x bedeuten. Wenn
einem beliebigen, aber allgemein gewihlten Werte von z ein einziger
Wert von y entspricht, so sind zwei Fille denkbar:

1. Die Gleichung, welche z mit y veibindet, ist vom Grad » = 1,
d. h. man hat

a(@)y + (@) = 0,
woraus sich ergibt
a, (r
Yy=— b‘;’% ’

d. h. y ist eine rationale Funktion von z.

2. Die Gleichung f(z,y) = 0, welche y mit # verbindet, ist vom
nte® Grad, aber ihre » Wurzeln fallen zusammen. In diesem Fall besitzen
die n — 1 Gleichungen

of _ Pf _g ... Uy
ay 3 ay, ) i ayn_l )
welche beziiglich vom Grad » — 1, » — 2, ..., 1 sind, fiir einen allge-

mein gewihlten Wert von z eine einzige Wurzel y, die gleich der Wurzel
der Gleichung f(z,y) = 0 ist. Da nun

gn—1 . N
gyﬂ—_l ="n! ay(z)y + (n — 1)! a,(2)
ist, so haben wir wieder
— 4@
y= nag ()’

d. h, y ist eine rationale Funktion von z.

II. Der Begriff der algebraischen Funktion 148t sich auch auf Funk-
tionen von mehreren Verénderlichen ausdehnen.

Man nennt y eine algebraische Funktion der unabhdngigen Verdnder-
lichen x,, ,, ..., x,, wenn man von einer beliebig gewihlten Gruppe
von Werten der Veréinderlichen z; zu den entsprechenden Werten von y
mit Hilfe von algebraischen Operationen gelangen kann.

Mit anderen Worten: y ist eine algebraische Funktion der Veriinder-
lichen z,, wenn die Verkniipfung zwischen y und den z; durch eine ge-
wisse Anzahl von algebraischen Gleichungen ausgedriickt wird, in denen
noch Hilfsvariablen vorkommen. Eliminiert man diese letzteren, so er-
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hélt man fiir die Beziehung zwischen y und den z; einen Ausdruck von
der Form:

ao(xl, gy ey xm) ¥+ al(‘r’l; gy 'y wm)yn~1+. ey an(xu Zg, * “’xm) =0
Wie bei den Funktionen einer Verinderlichen erkennt man leicht
die Richtigkeit des Satzes:

Eine eindeutige algebraische Funktion y der Verdnderlichenz,, x,, ...,z
ist eine rationale Funktion dicser Verdnderlichen.

m

III. Man kann den Begriff der algebraischen Funktion noch weiter.
ausdehnen. Es sei
2) f(z,y)=0
die Gleichung einer ebenen algebraischen Kurve von der Ordnung .
Eine verdnderliche Grifle z heiflt dann eine algebraische Funktion des
Paares (z, y), das der Gleichung f = O geniigt, oder kiirzer eine algebraische
Funktion des auf der Kurve f= O beweglichen Punktes, wenn der Uber-
gang von dem Paar (7, y) zu den entsprechenden Werten von # mit Hilfe
von algebraischen Operationen bewerkstelligt werden kann. Aus dem
Vorhergehenden folgt, daB die Abhiéingigkeit zwischen # und dem auf der
Kurve beweglichen Punkte dadurch ausgedriickt werden kann, da man
ein geeignetes Polynom in # und in den durch f= O verbundenen Ver-
dnderlichen z, y gleich Null setzt, nimlich:

(3) ¢ (25 2,9) = 0.

Daraus ergibt sich wieder, daB eine eindeutige algebraische Funktion
eines auf einer algebraischen Kurve beweglichen Punktes eine rationale
Funktion dieses Punktes (d. h. seiner Koordinaten) ist.

IV. Man kann noch allgemeiner von algebraischen Funktionen eines
auf einer algebraischen Fliche beweglichen Punktes sprechen, oder, wenn
man (bei mehr als drei Verinderlichen) die Darstellung im mehrdimen-
sionalen Raum zu Hilfe nimmt, von algebraischen Funktionen eines
Punktes, der auf einer beliebigen algebraischen Mannigfaltigkeit beweg-
lich ist.

V. Es ist ebenfalls leicht zu beweisen, daB eine algebraische Funk-
tion eines auf einer Kurve oder Fliche oder algebraischen Mannigfaltig-
keit beweglichen Punlktes, die nirgends unendlich (oder Null) wird, sich auf
eine Konstante reduziert.

Wir betrachten zuniichst eine algebraische Funktion y der Verdunder-
lichen z, die durch die Gleichung (1) definiert sei; wir kdonnen an-
nehmen, daB die Polynome a; keinen gemeinsamen Teiler haben. Wenn
nun @, von z abhinge, so miiBte zu jeder Wurzel der Gleichung a,(2) = 0

ein Wert oder mehrere Werte von y gehiren, die unendlich wiirden. Wenn
1%
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daher y nirgends unendlich wird, so muB @, unabhiingig von 2 sein.
Daraus folgt aber auch, daB alle anderen Funktionen @, von z unabhiingig
sein miissen, denn sonst miiBte y fiir z = oo ebenfalls unendlich werden,
da ja a, eine von Null verschiedene Konstante ist. In #hnlicher Weise
ergibt sich aus der Annahme, daB y nirgends Null wird, zuniichst der
SchluB, daB a, eine von Null verschiedene Konstante ist und hieraus die
Folgerung, daB alle andéren Funktionen g, sich auf eine Konstante redu-
zieren miissen. Daher ist sowohl im einen als im anderen Falle y eine
Konstante.

Endlich betrachten wir eine Funktion # eines veriinderlichen Punktes,
der z. B. auf einer algebraischen Kurve (2) liege; diese Funktion sei
durch die Gleichung (3) definiert. Eliminiert man y aus (2) und (3), so
erhilt man 2 als eine algebraische Funktion der einzigen Veriinderlichen
w, die tiberall endlich (oder von Null verschieden) ist; folglich muB wieder-
um ¢ gleich einer Konstanten sein.

Wir beschrinken uns vorliufig auf diese wenigen Bemerkungen,
die fiir unsere niichsten Zwecke geniigen, und behalten uns vor, spiiter
auf die angefiihrten Sitze und auf einige andere derselben Art zuriick-
zukommen, und sie unter dem allgemeineren und fruchtbareren Gesichts-
punkt der Theorie der analytischen Funktionen zu betrachten. (Vgl. Ka-
pitel VII, Nr. 85 ff.)



Erstes Kapitel.
Lineare Systeme ebener Kurven,

§ 1. Allgemeines iiber die linearen Systeme ebener Kurven.

1. Deflnitionen und einfachste Eigenschaften. Verbindungssystem
und Schnittsystem zweier Systeme. Wir betrachten eine Gleichung
von der Form

(D) Aofo(@yy 23y 2g) + A1 (@), 23, 75) + -+ - + 4,F, (21, 2, 75) = 0,

in der die f; homogene Polynome (Formen) in z,, 2,, 2, von derselben
Ordnung » sind, und in der die 4, Parameter bedeuten, die nicht alle
verschwinden. In der Ebene, in welcher z,, 2y, z; als homogene Punkt-
koordinaten gedeutet werden, stellt diese Gleichung bei gegebenen Werten
der 1, eine algebraische Kurve von der Ordnung n vor. LiaBt man also
die 4, alle méglichen komplexen Werte durchlaufen, aber so, daB niemals
alle 1, gleichzeitig verschwinden, so erhilt man eine Familie von alge-
braischen Kurven, welche man ein lineares System (Linearsysten)
nennt, weil die Parameter, welche die Lage einer Kurve inunerhalb des
Systems bestimmen, in der Gleichung (1) linear auftreten.

Es sei f diejenige Systemkurve, die den Werten (45, 47, ..., 1)
der Parameter 1, entspricht; dann ist es einleuchtend, daB den Werten
(e4y, 045, ..., 04.) (0 == 0) dieselbe Kurve f entspricht. Daher ist die
Bestimmung der Kurve f im wesentlichen von den Werten der Verhilt-
nisse von 7 beliebigen unter den Parametern 1, zum (r 4 1)%*® abhiingig.
Es fragt sich nun, ob man auch umgekehrt sagen kann, da8 durch eine
gegebene Systemkurve die Werte dieser Verhdltnisse bestimmt werden.

Nehmen wir an, daB eine Kurve des linearen Systems zwei ver-
schiedenen Wertegruppen der Parameter 1, entspreche, nimlich den Gruppen
(A5 Ayy - - -y &) und (43, 47, ..., 4). Dann besitzen die beiden Gleichungen

Mot Bfyt A Afo=0, Afy+ i+ Lf=0.
dieselben Lisungen, und ihre linken Seiten kdnnen sich daber nur durch

einen konstanten Faktor ¢ unterscheiden; folglich hat man in bezug auf
die Verénderlichen z; identisch:
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hofo + M+ 4L =0ddf + e+ - + oA,
oder
2) afo +oufy + -+ f, =0,
wobei o, == 4; — oA; gesetzt ist. Nun sind zwei Fille denkbar: entweder

sind die ¢; alle Null, und dann hat man i} = ¢4, oder es verschwinden
nicht alle o, Wenn z. B. ¢, = 0 ist, so folgt

n [+4 o,

foz—ojifl - “‘;‘Zﬁ-;
d. h. eine der Formen 148t sich als lineare Kombination der andern aus-
driicken. In diesem Falle nennt man die gegebenen Formen linear ab-
hingig, oder man sagt auch, die Kurven fy =0, ..., £, = O seien linear
abhingig.

Die Kurven heiBen dagegen linear unabhingig, wenn es keine lineare
Kombination der linken Seiten ihrer Gleichungen gibt, die identisch
Null wird, ohne daB simtliche Koeffizienten der Kombination verschwin-
den. Man hat daher den Satz: Wenn die gegebenen Kurven fo =0, ...,
f.. = O linear unabhdngig sind, so bestimmt jede Kurve des Systems (1) in
eindeutiger Weise die Verhdltnisse von r beliebigen unter den Parametern
A, sum (v + 1)-ten.

In diesem Fall gehort also zu jeder Gruppe von » beliebigen Zahlen-
werten eine ganz bestimmte Kurve des Systems (1), und umgekehrt
bestimmt eine solche Kurve die Werte dieser r Zahlen. Das lineare
System heiBt deshalb r-fach unendlich (ein co”-System), oder man sagt,
es sei von der Dimension (Manwigfaltighkeitsstufe) r.

Eine einzelne Kurve kann als ein lineares System von der Dimen-
sion 0 angesehen werden.

FaBt man 4, 1,, ..., 4. als homogene Koordinaten eines Punktes
auf, der in einem linearen Raum S, von » Dimensionen beweglich ist?),
so hat man in diesem Falle eine eineindeutige, stetige Korrespondenz
zwischen den Kurven des linearen Systems und den Punkten des S..

Wir wollen jedoch den allgemeinen Fall untersuchen, daB zwischen
den Polynomen f; Beziehungen von der Form (2) bestehen, ohne daB die
Koeffizienten o, alle gleich Null sind. Wir wihlen zunichst aus der
Gruppe f,, f;, - - -, f, eine beliebige Form aus, etwa f;,. Nun sind zwei
Fille denkbar: entweder es sind alle anderen Formen f; abhingig von f,,

1) Mit dem Symbol S, bezeichnen wir einen r-dimensionalen Raum (Uber-
raum, falls » >¢38 ist). Ein Raum wird linear genannt, wenn ihm die Eigenschbaft
zukommt, die durch irgend zwei seiner Punkte bestimmte Gerade ganz zu ent-
halten. Vgl E. Bertini, Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi
(Pisa, Spoerri, 1907). [A. d. Ubers.]-
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d. h. sie unterscheiden sich von f; nur durch einen konstanten Faktor,
oder es ist moglich, in der Gruppe f;, fy, . . ., f. eine Form, etwa f}, zu
finden, die von f, linear unabhéingig ist. Alsdann aber konnen sich
wiederum zwei Fille darbieten: entweder sind die » — 1 iibrigen Formen
linear abhingig von f; und f;, oder man kann in der Gruppe f;, ..., f.
eine Form, etwa f;, finden, die von f, und f, linear unabhingig ist; usw.
Fahrt man in dieser Weise fort, so wird man schlieBlich in der Gruppe
fo» fis -+ [, eine gewisse Anzahl /s +1 von Formen finden, etwa
fos f15 -« o 5, die linear unabhingig sind, wihrend die » — h iibrigen
Formen sich als lineare Kombinationen von diesen darstellen lassen.
Wir erhalten also die folgenden Identititen:

fh+1556ﬂ) +&f + -+ &1,
(3) hive=¢6l +&f +- -+ &h,

fr Eég"")fo—}-e({"‘)fl_}.... +£Slr—h)f’”
wo die & konstante Zahlen bedeuten.

Wenn man nun diese Ausdriicke fiir £, 4, ..., f, in die Gleichung
(1) einsetzt, so erhilt man eine Gleichung von der Form:

(4) tofo + mfy + - -+ wmf =0,

d. h. jede Kurve des linearen Systems (1) gehort zu dem linearen System
(4). Umgekehrt ist es klar, daB jede Kurve des Systems (4) zu dem
linearen Systemn (1) gehort, da ja die Gleichung (1) in die Form (4)
tibergeht, wenn man 4, , =0, 4,,,=0, ..., 4, = O setzt.

Die Gleichungen (1) und (4) stellen daher dieselbe Kurvenfamilie
dar, d. h. die beiden linearen Systeme (1) und (4) sind identisch.

In diesem Falle ist also das gegebene lineare System (1) h-fach un-
endlich (ein oco*-System), und seine Elemente (Kurven) lassen sich ein-
eindeutig auf die Punkte des Raumes S, beziehen, in welchem wir
Bos tyy - - ., W, 8ls homogene Punktkoordinaten betrachten. Wir erhalten
daher den Satz:

Die Kurven eines linearen Systems lassen sich in jedem Falle einein-
deutig und in stetiger Weise auf die Punlkte eines linearen Raumes be-
#iehen, dessen Dimension gleich derjenigen des Systems ist.

Diese Korrespondenz ist derart, daB linear umabhingige Kurven
durch linear unabhdingige Punkte dargestellt werden und umgekehrt.

In der Tat, wenn die Kurven

h » \
®) Suifi=0, Sif, =0y ooy Julf;=0
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des oc*-Systems (4) linear unabhiéngig sind, so kann keine [dentitit von
der Form

0wl +n Zu/fi+ o+, Supf=0,

d. b. von der Form:

f&}%#&”m + ij,;;\“(i/)ﬂj +-- 4+ fhg”/(i’)njz 0

bestehen, in der nicht alle #, gleich Null sind.

Da aber die Kurven f, f;, . . ., f, linear unabhingig sind, so sind
auch, falls nicht alle %; verschwinden, die folgenden Bezichungen un-
moglich:

Moty + g oo+ ufn, =0,
Wity + g £+ Py, =0,
@y + e o ey, =0,

Damit ist aber gezeigt, daB die Punkte mit den Koordinaten
CITRE 9, W) (g 83y oo w))y oo (U, w®, ..., uf?) linear unab-
hiingig sind. Sind umgekehrt diese Punkte unabhiingig, so erkennt man
durch Umkehrung dieser SchluBweise, daB auch die Kurven (H) unab-
hingig sind.

Dieser Satz ermoglicht es, viele Eigenschaften der linearen Riume
auf die linearen Systeme ebener Kurven zu iibertragen. So fiihrt z. B.
die Tatsache, daB ein Raum S,, der durch % 4+ 1 unabhingige Punkte

eines Raumes S, (i < 7) bestimmt wird, vollstindig in dem Raume S,
enthalten ist, zu dem Satze:

Ein lineares System, das durch eine gewisse Anzahl von linear un-
abhéiingigen Kurven eines linearen Systems X bestimmt wird, gehirt ganz
dem System X an.

Im besonderen leiten wir daraus den Satz ab, daf in einem lincaren
oo"-System wicht mehr als I + 1 linear unabhingige Kurven enthalten sein
konnen, und daf3 ein lineares oo"-System durch h + 1 beliebige unter seinen
Kurven bestimmt wird, vorausgesetzt, daf3 diese Kurven linear unab-
hiingig sind.

Diese Eigenschaften lassen sich iibrigens auch direkt beweisen.

Ein anderer Satz 14Bt sich ableiten aus der Betrachtung des Schnitt-
rawns und des Verbindungsraums zweier Riume S, und S, d. h. des
(linearen) Raums von groBter Dimension, der in beiden enthalten ist,
und des (linearen) Raums von kleinster Dimension, der sie beide umfaBt.
Es ist der folgende:



1, Lineare Kurvengysteme und lineare Riume 9

Ist ¢ die Dimension des kleinsten linearen Systems, das zwei Linear-
systeme X und X’ von den Dimensionen k und k' enthilt (Verbindungs-
system) und ist ¢ die Dimension des grofiten linearen Systems (Schnitt-
system), das in beiden enthalten ist, so gilt die Gleichung

E4+ kK =cH+1,
wobei man ¢ = — 1 2u setzen hat, wenn kein Schnittsystem vorhanden ist.')
Sind z. B. zwei Kegelschnittbiischel

Aofo+M4fi=0 und gy, + w9, =0

in allgemeiner Lage gegeben, so ist kein Schnittsystem vorhanden
(i = — 1) und ihr Verbindungssystem ist das dreifach unendliche System

Lofo + Mfy + 8@y + 19, = 0.

Wenn dagegen die 8 Basispunkte der beiden Biischel auf einem und
demselben Kegelschnitt liegen, so reduziert sich das Schnittsystem auf
eben diesen Kegelschnitt und ist daher ein oo-System, wihrend das
Verbindungssystem ein oo®-System wird (die Funktionen f,, £, ®,, o,
sind nicht mehr linear unabhingig).

2. Algebraische Bedingungen. Lineare Bedingungen. Eine Be-
dingung, die einer Kurve von gegebener Ordnung n auferlegt wird, heiBt
algcbraisch, wenn sie sich durch ein System algebraischer Gleichungen
ausdriicken 148t, in die die Koeffizienten der Kurvengleichung ein-
gehen, und in denen auch einige Parameter rational auftreten konnen.

Stellt man alle ebenen Kurven von der Ordnung n (die ein lineares
n(n +3)
oo * -System bilden) durch die Punkte eines Raumes S, .

3
die Gesamtheit der Kurven ' Ordnung, die einer gegebenen algebraischen
Bedingung geniigen, durch eine algebraische Mannigfaltigkeit dargestellt.?)
Es 1iBt sich beweisen, daB man in einem Uberraum eine algebraische
Mannigfaltigkeit auch durch solche algebraische Gleichungen darstellen
kann, die nur noch die Koordinaten eines Punktes und keine Parameter
mehr enthalten®). Das Gebiet der betrachteten Bedingungen wird also nicht

dar, so wird

1) Ein direkter Beweis dieses Satzes (den man C. Szere verdankt), findet sich
in der Abhandlung von Burtivi, La geometria delle serie lineari sopra una
curva piana secondo il metodo algebrico. Ann. di Mat. (2) 22 (1894) in der FuB-
note zu §. 8.

2) Uber die Theorie der algebraischen Mannigfaltigkeiten vgl. z. B. Bermini,
Introduzione alla geometria usw. S. 189.

8) Berrini, Introduzione usw. S. 197,
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beschrinkt, wenn wir eine Bedingung dann als algebraisch definieren,
falls sie darstellbar ist mittels eines Systems von algebraischen Glei-
chungen, die nur die Koeffizienten der Gleichung derjenigen Kurve ent-
halten, der jene Bedingung auferlegt ist.
n(n+38)

Die Bedingung heiBt von der Dimension d, wenn es oo ’ Kurven
von der Ordnung n gibt, die ihr geniigen, d. h. wenn die Gesamtheit
dieser Kurven mittels einer stetigen Korrespondenz von endlichen In-

dizes?) auf die Werte von 1(22__4-3) — d willkiirlichen Parametern bezogen

werden kann. Die Gesamtheit zweier Bedingungen von -den Dimensionen
d und d’ ist eine Bedingung, deren Dimension kleiner als die Summe
d + d’ oder ihr gleich ist.

Da wir im folgenden keine Gtelegenheit mehr dazu haben, wollen
wir hier im Vorbeigehen bemerken, daB man aus den Sitzen iiber die
Bedingungen der funktionalen Abhingigkeit mehrerer Funktionen von-
einander den folgenden Satz ableiten kann:

Damit eine gegebene algebraische Bedingung, die mittels der Gleichungen

9’1(%; Ary ooy an)=0, Cey %(“o; @y oy am)=0

2 2
ausgedriickt wird, von der Dimension d ses, ist es notwendig und hinreichend,
daf3 die Funktionalmatriz der Funktionen @, beziiglich der Verdinderlichen
a; fur eine allgemein gewdhlte Losung der Gleichungen @, = 0 den Rang d
(aber keinen grofleren) besitzt.?)

Die Gesamtheit der Kurven, welche einer gegebenen algebraischen
Bedingung geniigen, heiBt ein algebraisches System.

So ist z. B. das System aller Kurven von gegebener Ordnung, die
eine gegebene algebraische Kurve einmal oder mehrere Male beriihren,
algebraisch; ebenso ist das System aller Kurven von gegebener Ordnung,
die einen oder mehrere Doppelpunkte besitzen, algebraisch usw.

Ein algebraisches System von Kurven n'e* Ordnung kann irredusibel
oder reduzibel sein®) Es wird drreduzibel genannt, wenn diese Eigen-
schaft der algebraischen Mannigfaltigkeit zukommt, deren Punkte die

1) Werden mit jedem Element der ersten (zweiten) Mannigfaltigkeit f (o)
Elemente der zweiten (ersten) in Korrespondenz gesetzt, so nennt man «, § die
Indizes der Korrespondenz; vgl. Nr. 69. [A. d. Ubers.]

2) Eine Matrix heiBt bekanuntlich vom Rang r, wenn sie wenigstens eine nicht
verschwindende r-reihige Determinante besitzt und alle in ihr etwa enthaltenen
Determinanten hoherer Ordnung verschwinden. [A. d. Ubers.]

3) Vgl auch Nr. 11, S. 27. [A. d. Ubers.]
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Kurven des Systems in demjenigen linearen Raum S."." 3 darstellen, mit

2

dessen Hilfe sich das lineare System aller Kurven von der Ordnung »
abbilden ldBt; im entgegengesetzten Falle heiBt es reduzibel. So ist z. B.
das 0o%-System aller ebenen Kurven dritter Ordnung mit einem Doppel-
punkt irreduzibel, wihrend das oco!’-System aller ebenen Kurven vierter
Ordnung mit drei Doppelpunkten reduzibel ist. Dieses letztere System
spaltet sich némlich in das oco!’-System aller rationalen ebenen Kurven
vierter Ordnung und in das co!'-System derjenigen Kurven vierter Ord-
nung, die alle in eine Gerade und in eine ebene Kurve dritter Ordnung
zerfallen.

Unter den algebraischen Bedingungen sind die linearen Bedingungen
besonders wichtig, d. h. diejenigen, welche sich durch Systeme von line-
aren Gleichungen darstellen lassen. Die Kurven, welche einer linearen
Bedingung geniigen, bilden ein lineares System.

n0 9 wirg
2

durch eine Gruppe mit einer endlichen Anzahl von Kurven befriedigt.

Es sei X ein algebraisches co”-System. Man wihle einen Punkt P,
der Ebene, durch welchen nicht alle Kurven von X gehen; schreibt man
nun den Kurven des Systems vor, durch den Punkt P, zu gehen, so er-
legt man ihnen damit eine lineare Bedingung auf, und diese ist unabhdngig von
-der algebraischen Bedingung, die das System definiert. Die Kurven von
2, die durch P, gehen, werden also ein neues algebraisches System X
von der Dimension » — 1 bilden. Man nehme ferner einen Punkt P, an
durch welchen nicht alle Kurven von X, gehen. Die durch P, gehenden
Kurven von X, bilden dann ein algebraisches System X, von der Di-
mension r — 2. Fahrt man in dieser Weise fort und liBt man die Kurven
durch » Punkte gehen, wodurch man r unabhdngige Bedingungen erhilt,
so gelangt man schlieBlich zu einem algebraischen 0o System X, d. h.
zu einer Gruppe mit einer endlichen Anzahl von Kurven. Daher ergibt
sich der Satz:

Wenn ein algebraisches System die Dimension r hat, so liSt sich
durch v in allgemeiner Lage befindliche Punkte der Ebene nur eine endliche
Anzahl von Systemkurven legen.

Diese Zahl heiBt der Index des Systems.!)

Es ist einleuchtend, daf die Anzahl der Kurveun eines irreduziblen
algebraischen co”-Systems, die durch » verinderliche Punkte der Ebene

Eine algebraische Bedingung von der Dimension

1) Diese Bezeichnung stammt von E. de Jonquitres, Journ. de Math. (2) 6, 113
(1861). [A. d. Ubers.]
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gehen, konstant bleibt (falls sie nicht unendlich wird), vorausgesetzt,
daB jede Kurve mit der notigen Vielfachheit gezihlt wird.

Wenn wir es im besonderen mit einem linearen oo”-System X zu
tun haben, so konnen wir auf die oben angegebene Weise » Punkte
wihlen, welche den Kurven von X jeweils unabhingige lineare Be-
dingungen von der Dimension 1 auferlegen. Da nun aber diese Kurven
dadurch erhalten wurden, da man den Kurven von der Ordnung » eine

nnt3)

lineare Bedingung von der Dimension — r auferlegte, so erhilt

man durch Hinzufiigen der neuen Bedmgungen, die unter sich und von
den vorhergehenden unabhingig sind, eine lineare Bedingung von der

nn + 3)

Dimension ——; Diese wird durch eine einzige Kurve der Ebene be-

friedigt. Man hat daher den Satz:

Durch r allgemein gewdihlte Punkte der Ebene geht eine einzige Kurve
eines gegebenen oo™ Lincarsystems.

Wir fassen noch einige andere Beispiele von linearen Bedingungen
ins Auge auBer dem schon betrachteten, bei dem es sich um den Durch-
gang der Kurven durch gegebene Punkte handelte.

Wenn im besonderen einige der gegebenen Punkte auf einer festen
Kurve beweglich sind, und wenn sie dabei in einen einzigen Punkt dieser
Kurve zusammenriicken, so bleibt wihrend der stetigen Bewegung die Be-
dingung, welche den Durchgang durch jene Punkte ausdriickt, linear.
Beim Ubergang zur Grenze werden wir die Bedingung dafiir erhalten,
daB eine Kurve von gegebener Ordnung mit einer festen Kurve eine
t-punktige Beriihrung bat. Die Bedingungen fiir eine mehr oder weniger
innige Berithrung mit gegebenen Kurven in gegebenen Punkien sind daher
lineare Bedingungen.

Dies ergibt sich iibrigens auch aus folgender Bemerkung. Wenn
eine Kurve f (2, y) = O mit einer festerd Kurve I'in einem gegebenen Punkt P
eine Beriihrung von der Ordnung ¢ — 1 haben soll, so hat man die Koeffi-
zienten von f gewissen Beziehungen zu unterwerfen. Diese erhilt man,
wenn man die Bedingungen dafiir anschreibt, daB das Pulynom fin P
dy dy  di-ly
dz’ de?’ " dat-t
bene Werte annehmen. Alle diese Beziehungen sind linear in den Koeffi-
zienten von f.

Auch die Forderung, daff ein gegebener Punkt der Ebene ein s-facher
Punkt der Kurve werde, ist eine lineare Bedingung; denn sie driickt sich
analytisch dadurch aus, daB man die Ableitungen (s — 1)t Ordnung
der Form f, nachdem in sie die (homogenen) Koordinaten des gegebenen
Punktes eingesetzt worden sind, gleich Null setzt.

verschwindet, und dafl die Ableitungen ~= vorgeschrie-
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SchlieBlich bemerken wir noch, daB die den Kurven eines linearen
Systems X auferlegte Forderung, eine gegebene Kurve I' als Bestandteil zu
enthalten, ebenfalls eine lineare Bedingung darstellt.

Zum Beweis legen wir zuniichst den Kurven des linearen Systems X
die Forderung auf, durch einen beliebigen, aber nicht speziell gelegenen
Punkt P, von I" hindurchzugehen. Es sei £’ das so erhaltene lineare
System. Wenn die Kurven von =’ die Kurve I' als Teil enthalten, so
ist der Satz bewiesen; im anderen Falle wird man auf I einen Punkt P,
wihlen konnen, durch den nicht alle Kurven von 2” hindurchgehen. Die
Kurven von 2° durch P, bilden ein System =" , und auch hier kdnnen
sich zwei Fille ergeben: entweder enthalten samtliche Kurven von X”
die Kurve I" als Teil, oder es liBt sich auf I' ein Punkt Py wiihlen, durch
den nicht alle Kurven von X~ hmdurchgehen in dieser Weise schheBt
man weiter.

Da nun jeder Durchgang durch einen neuen Punkt P die Dimen-
sion des linearen Systems, das wir betrachten, um eine Einheit vermin-
dert, so wird man schlieBlich entweder zu einem linearen System gelangen,
dessen Kurven I” als Teil enthalten, oder aber zu einer einzigen Kurve
von X, die durch r Punkte P, Py, ..., P, von I geht, aber I" nicht als
Teil enthélt. In diesem Falle wird es keine Kurve von X geben, welche I
als Bestandteil enthalt.

3. Basispunkte eines linearen Systems. Ein Punkt, der allen Kur-
ven eines linearen Systems X gemeinsam ist, heiBt ein Basispunkt von .
Wenn z. B. X durch die Gleichung (1) (S. 5) dargestellt ist, und wenn die
Kurven fy=0,f; =0, ..., f. =0 den Punkt P gemeinsam haben, so ist
es einleuchtend, da8. dieser Punkt jeder Kurve von (1) angehért, d. h. ein
Basispunkt fiir X sein wird.

Wenn das System X ein Biischel ist (r = 1), so wird es sicher Basis-
punkte besitzen; ihre Anzahl ist »? falls die zwei Kurven fy =0 und
fy = 0, die das Biischel bestimmen, von der Ordnung % sind und keine
gemeinsamen Teile haben.

Ein Netz (r = 2) wird aber im allgemeinen keine Basispunkte be-
sitzen und um so weniger ein System, dessen Dimension griBer als 2
ist, da drei oder mehr Kurven im allgemeinen keine gemeinsamen
Punkte haben.

Es kann auch der Fall eintreten, daB ein lineares System unendlich
viele Basispunkte besitzt; diese Punkte bilden eine oder mehrere irredu-
zible algebraische Kurven, die allen Systemkurven als Bestandteile ange-
horen. So hat z. B. das lineare System

bhofy+ ofi + + 4of, =0
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unendlich viele Basispunkte, die lings der Kurve ¢ = O verteilt sind.
Wenn ein Punkt P gleichzeitig auf r + 1 linear unabhingigen Kurven eines
linearen oor-Systems liegt, so ist er ein Basispunkt des Systems; denn es
ist klar, daB die Gleichung einer beliebigen Kurve des Systems aus einer
linearen Kombination der Gleichungen jener » + 1 unabhingigen Kurven
besteht.

§ 2. Siitze von LOUROTH und von BERTINI.

4. Hilfssatz iiber die Scharen von Punktgruppen auf einer Ge-
raden. Der Lehrsatz, welcher aussagt, daB durch r allgemeine Punkte
der Ebene eine Kurve eines lineagen co”-Systems hindurchgeht, ist auf
folgende Weise umkehrbar:

Wenn ein algebraisches oo™-System von ebenen Kurven der Ordnung
n die Figenschaft besitzt, dafy durch v allgemeine Punkite der Ebene eine
einzige Kurve des Systems hindurchgeht, so ist es linear.

Um diesen Satz zu beweisen, ist es zweckmiBig, den folgenden Hilfs-
sats vorauszuschicken:

Wenn auf einer Geraden eine algebraische Schar X von Gruppen zu
Jje n Punlkten vorhanden ist, so daf3 ein beliebiger Punkt der Geraden einer
einzigen Gruppe angehort, so ist die Schar 2 linear, d. h. ithre Gruppen
lassen sich durch eine Gleichung von der Form

f(@) + 4g(a) = 0
dayrstellen, wo f und g gegebene Polynome vom Grad n sind und 1 einen
verdnderlichen Parameter bedeutet.

Unter einer algebraischen Schar von Punktgruppen verstehen wir
eine solche, deren allgemeine Gruppe in den Koordinaten z durch eine
Gleichung von der Form

¢ (z) =0

dargestellt ist; dabei bedeutet ¢ ein Polynom vom Grad », dessen Koeffi-
zieuten durch eine Anzahl algebraischer (leichungen verbunden sind,
die wir in ihrer Gesamtheit mit 4 bezeichnen wollen. Die Voraussetzung,
von der wir ausgehen, ist die, daB ein allgemeiner Punkt der Geraden
einer einzigen Gruppe ¢ = O angehort.

Gregeben sei ein Punkt z,; um die Gruppe zu bestimmen, der er an-
gehort, hat man die veriinderlichen Koeffizienten von ¢ aus den Glei-
chungen 4 und den Gleichungen

o) =0, o) =0
zu eliminieren. Aus der Algebra ist bekannt, daB diese Elimination sich
in rationaler Weise ausfiihren 1i8t. Daher sind die Koeffizienten der
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entstehenden Gleichung rationale Funktionen von z,; auBerdem ist sie
vom Grad n und wird durch die » Punkte der gesuchten Gruppe (unter
denen sich der Punkt z, befindet) befriedigt. Die gesuchte Gleichung
wird also folgende Form haben:

¢y F(x,, 2) = a,(2,)2" + a,(mg)2" "  + - - + a,(%) =0,

wo die @, Polynome in z, sind.

Lassen wir nun x, variieren, so haben wir damit eine algebraische
Beziehung zwischen 2, und den iibrigen » — 1 Punkten der durch z, be-
stimmten Gruppe. Ist aber x gegeben, so wird die Gleichung (1) befrie-
digt werden durch alle diejenigen Lagen von x,, welche der den Punkt
x enthaltenden Gruppe angehoren. Mit anderen Worten: wenn 2 gegeben
ist, so wird die Gleichung (1) durch alle diejenigen Punkte z, befriedigt
werden, die der durch x bestimmten Gruppe angehoren.

Die Gleichung (1) ist daher symmetrisch in bezug auf z und z,.?)

Wir konnen nun die folgenden Bemerkungen machen:

1. Das Polynom a,(%,) kann nicht identisch Null sein, wenn, wie
wir es voraussetzen, die n Punkte der durch z, bestimmten Gruppe alle
mit z, beweglich sind. Wenn némlich a, = 0 wire, so wiirde dies be-
deuten, daB durch jeden Punkt z, eine Gruppe ginge, welcher der Punkt
2 = oo angehorte. Die Gruppen von X hiitten daher einen festen Punkt.
Nun ist es aber klar, daB wir fiir unseren Zweck von den festen Punkten,
die allen Gruppen der Schar gemeinsam sind, absehen konnen.

2. Die rationalen Funktionen —gl, —ZJ’E, cee Z«" konnen sich nicht alle
0 0 (]
auf Konstante reduzieren, denn sonst hitten wir die Gleichung
F (2, @) = ap(%) {2" + lyz*~' + -+ &},
in der die k; Konstante bedeuten. Wenn man nun einen Punkt z, der
Geraden wihlte, fiir den das Polynom @, nicht verschwindet, so wiirden
die Punkte der durch z, bestimmten Gruppe der folgenden Gleichung
genligen:
2+ ka4 4+ k=0,

d. h. sie witrden alle fest bleiben, wihrend z, sich auf der Geraden bewegt;
dies ist aber unmoglich, da ja der Punkt z, sich selbst unter diesen
Punkten befindet.

Nach diesen Vorbemerkungen betrachten wir nun eine der genannten

1) Die Funktion F (x,, x) kann natiirlich in bezug auf z, und 2 auch alter-
nierend sein. [A. d. Ubers.]
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rationalen Funktionen, z. B. Z—’%—; , die tatsiichlich von a, abhingt. Wir
6 \*0
setzen
H @)
a5 (%)

Aus der Algebra ist bekannt, daBl jede dieser rationalen Funktionen eine
symmetrische Funktion der Wurzeln der Gleichung (1) ist. Diese Wur-
zeln sind die Koordinaten z,, 2;, ..., #,_; der Punkte der durch z, be-
stimmten Gruppe. In dem von uns gewihlten Beispiel ist:

a x(,\, I

gzg_xog”:_‘\xo’*‘%‘f"'""xu-l)-
Da die rechte Seite dieser Gleichung sich nicht ndert, wenn man die z;
unter sich vertauscht, so erhalten wir

a, (z,) a, (z,) @, (G

G a@) T @, )
Folglich wird die Gleichung

g—;—% =t oder a,(x)—tayx)=0
durch die » Punkte z,, x,, ..., z,_, einer Gruppe von X befriedigt.
Andererseits kann der Grad von @, und a, nicht gréBer als » sein, weil
sonst das Polynom I in bezug auf z vom Grade %, in bezug auf z, von
einem hoheren Grade wire; dies widerspricht aber dem oben erhaltenen
Ergebnis, daB die Gleichung F'(z,, 2) = 0 in 2 und z, symmetrisch ist.
Es folgt also, daB die Gleichung
a, () — tag(z) =0
alle Gruppen von X darstellt, wenn man ¢ als veriinderlichen Parameter
betrachtet. Damit ist aber bewiesen, daB X eine lineare Schar ist.
Bemerkung. Da die Gleichung (1) von allen Punkten der durch
x, gehenden Gruppe (z,, 2, .. ., #,_,) befriedigt wird, und da sich unter
diesen der Punkt x, selbst befindet, so erhélt man-fiir jedes 2,
F (24, 2) = 0,

d. h. das Polynom F'(z,, ,) wird identisch Null.

5. Der Satz von LroTH. Ebe wir dazu iibergehen, diesen Hilfs-
satz auf den Beweis des am Anfang der vorigen Nummer ausgesprochenen
Lehrsatzes anzuwenden, wollen wir den Hilfssatz selbst in eine andere
Form bringen, die sich im folgenden als niitzlich erweisen wird. Wir
wollen annehmen, daB die Koordinaten (a, y) der Punkte einer ebenen
algebraischen Kurve C rationale Funktionen eines Parameters ¢ seien;
die Kurve sei also dargestellt durch die Gleichungen
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2) .’I}=(p(t), y=¢<t)7

wo ¢ und ¥ rationale Funktionen bedeuten. Die Gleichung f(z,y) =0
der Kurve wird erhalten, wenn man ¢ aus den Gleichungen (2) eliminiert.
Jedem Wert von ¢ entspricht mittels der Gleichungen (2) ein Punkt von
C; kann man aber auch umgekehrt sagen, daf zu jedem Punkt von C nur
ein einziger Wert von ¢ geh6rt? Es ist leicht, sich an einem Beispiel zu
itberzeugen, daB einem Punkt von C nicht immer ein einziger Wert von
¢ entspricht. Betrachten wir z. B. die Kurve

z=1¢% y =1+ t* (Parabel in cartesischen Koordinaten).

Zu jedem Punkt der Kurve gehéren offenbar zwei Werte von £, die sich
nur durch das Vorzeichen voneinander unterscheiden; nimmt man aber
als Parameter 7 = ¢% so erscheinen die Punkte der Kurve eineindeutig
auf die Werte des neuen Parameters bezogen.

Im allgemeinen Falle wird man sagen kdnnen, da, wenn ein allge-
meiner Punkt von C, d. h. eine allgemeine Losung (z, y) der Gleichung
f =0 gegeben ist, sich unter den Losungen der Gleichung 2 = ¢ (¢) eine
gewisse Anzahl von Werten ¢,, 7, . . ., ¢, befinden werden, die der Glei-
chung y = ¥ (?) ebenfalls geniigen.

Wir wollen nun die Veréinderliche ¢ als Koordinate eines Punktes
auf einer Greraden u deuten.

Wihrend der bewegliche Punkt (2, y) die Kurve C beschreibt,
durchlaufen die Punkte mit den Koordinaten ¢, %, ..., #, auf der Ge-
raden u eine algebraische Schar X, welche offenbar die Eigenschaft be-
sitzt, daB jeder allgemein gewihlte Punkt der Geraden u zu einer ein-
zigen Gruppe von X gehért. Dem bewiesenen Hilfssatz zufolge wird
man also die Gruppen von X mittels einer Gleichung von der Form

a(t) —Ab(5)=0.

darstellen konnen, wo @ und b Polynome vom Grad » bezeichnen, wih-
rend A einen Parameter bedeutet, welcher mit der auf X beweglichen
Gruppe verinderlich ist.

Zwischen den Punkten (2, y) der Kurve C und den Werten des Para-
meters A besteht eine algebraische Beziehung derart, daB einem allge-
meinen Punkt von C ein einziger Wert von A entspricht, und daB umge-
kehrt zu einem allgemeinen Wert von 4 ein einziger Punkt (2, ) von C
gehdrt. In der Tat befinden sich ja die Punkte von C und die Werte
von 4 in eineindeutiger Korrespondenz mit den Gruppen von X. Daraus
ergibt sich, daB die Koordinaten (z, y) eines auf C beweglichen Punktes
einwertige algebraische Funktionen, d. h. rationale Funktionen des Para-
meters 4 sind (s. Einleitung I). Daher wird man schreiben konnen:

Severi Vorlesungen itber algebraische Geometrie 2
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C) e=E@4), y=1(),
wo & und % rationale Funktionen bedeuten; ein Punkt (2, y) der Kurve
C entstammt also einem einzigen Wert von 4.

Die Kurve C erweist sich also mittels einer algebraischen Korre-
spondenz (d. h. mittels einer durch algebraische Operationen vermittelten
Korrespondenz) als eineindeutig bezogen auf eine Gerade, iiber welche
der Parameter A als Koordinate ausgebreitet ist.

Eine Kurve, die diese Eigenschaft besitzt, heiBt rational.

Das gewonnene Resultat konnen wir in folgender Weise aus-
sprechen:

Wenn sich die Koordinaten der Punkte einer algebraischen Kurve als
rationale Funktionen eines Parameters t ausdriicken lassen, so daf3 ein be-
stimmter Kurvenpunkt n (> 1) Werten des Parameters entspricht, so lassen
sich diese Koordinaten auch mittels rationaler Funktionen eines neuen Para-
meters A ausdriicken, der selbst eine rationale Funktion von t ist, derart,
daf} ein Kurvenpunkt einem einzigen Wert von A entspricht.

In geometrischer Form lautet der Satz:

Wenn man zwischen den Punkien einer algebraischen Kurve C und
einer Geraden w eine algebraische Korrespondens herstellen kann, derart,
daf3 einem Punkt von Cn Punkte von u entsprechen, wihrend einem Punkt
von u ein emziger Punkt von C entspricht, so lift sich die Kurve C auch
mittels einer eineindeutigen Korrespondenz auf w beziehen.

Diesen Satz verdankt man J. Lijrors (Math. Ann. 9, 163 (1875)). In der
Arbeit von Ltrorm wird angegeben, wie man tatsiichlich den neuen Para-
meter 4 als rationale Funktion von ¢ herstellen kann. Fiir uns ist dies nicht
nétig. Wir verweisen deshalb den Leser auf die Originalarbeit Liirorms oder
auf das Werk von AppeLL und Goursar, Théorie des fonctions algébriques
ot de leurs intégrales. (Paris, Gauthier-Villars, 1895), S. 288.

8. Algebraische Systeme ebener Kurven vom Index1. Wir kommen
nun endlich zum Beweis des in Nr. 4 ausgesprochenen Satzes, der aus-
sagt, daB ein algebraisches Kurvensystem vom Index 1 linear ist. Wir
beginnen mit dem Falle eines einfach unendlichen Systems und gehen
aus von der Voraussetzung, das algebraische ocol-System X von ebe-
nen Kurven der Ordnung n besitze die Eigenschaft, daB durch einen
allgemeinen Punkt der Ebene eine einzige Systemkurve hindurchgeht.
Wir bringen das System X mit einer beliebigen aber allgemein gewihlten
Geraden zum Schnitt. Wir erhalten dann auf dieser Geraden eine alge-
braische Schar von Gruppen zu je » Punkten, so daB jeder Punkt der
Geraden einer einzigen Gruppe der Schar angehért. Nach Nr. 4 muB da-
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her diese Schar linear sein, d. h. man kann ihre Gruppen in algebraischer
Weise eineindeutig den Werten eines Parameters 1 zuordnen.

Nun behaupten wir, daB zwischen den Werten von 4 und den Kur-
ven von X ebenfalls eine eineindeutige algebraische Verwandtschaft be-
steht. In der Tat, wenn ein Wert von A gegeben ist, so kann man die
diesem Wert entsprechende Gruppe (d. h. die Koordinaten der Punkte
dieser Grruppe) algebraisch finden, und von der Gruppe kann man eben-
falls auf algebraischem Wege zu derjenigen Kurve von X gelangen, die
durch sie hindurchgeht (denn es handelt sich ja darum, einer Kurve eines
algebraischen Systems die lineare Bedingung des Durchgangs durch
Punkte aufzuerlegen). Wir gelangen also durch algebraische Operationen
von einem Wert von i zu einer wohldefinierten Kurve von 2. Ist um-
gekehrt eine solche Kurve gegeben, so bestimmen wir durch Auflésung
einer algebraischen Gleichung die Koordinaten der Punkte der durch sie
auf der schneidenden Geraden bestimmten Punktgruppe, und von dieser
Gruppe gelangen wir auf algebraischem Wege zu einem wohldefinierten
Werte von 4.

Man kann auch noch bemerken, daB man nur rationale Operationen
auszufithren hat, um von einer Kurve des Systems X zu dem entsprechen-
den Werte von 4 zu gelangen, da ja 4 eine rationale symmetrische Funk-
tion der Punkte derjenigen Gruppe ist, die von der Kurve auf der Ge-
raden ausgeschnitten wird

Wir haben festgestellt, daB eine Kurve von X in der Weise alge-
braisch von 4 abhéngt, daB jeder Wert von 4 eine einzige Kurve von X
bestimmt; diese Feststellung ist aber gleichbedeutend mit der Behaup-
tung, daB die Koeffizienten der Gleichung einer verénderlichen Kurve des
Systems X einwertige algebraische Funktionen, d. h. rationale Funktionen
des Parameters 4 sind. Man wird also die Kurven von X darstellen
kénnen durch die Gleichung

f(z, 95 4) =0,
wo f ein Polynom in (z, y) ist, dessen Koeffizienten 1 in rationaler Weise
enthalten. Multipliziert man diese Gleichung mit einem geeigneten Poly-

nom in 4, so kann man die Briiche wegschaffen, und man erhilt die
Gleichung in der Form

Yoo, y) + ¥ to(m,y) + - + (2, 9) =0,
wo die ¢, Polynome vom Grad < sind. (Simtliche Polynome wiren
vom Grad », wenn man homogene Koordinaten einfiihren wiirde).

Um die Gleichung derjenigen Kurve von X zu erhalten, die durch
einen allgemeinen Punkt (z,, y,) der Ebene hindurchgeht, hat man fir
A einen Wert zu wihlen, der der Gleichung

2*
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Koy (@o; Yo) + 4~y (@0, Yo) + -+ + @ul, ) = O
genligt. Damit durch (z,,y,) eine einzige Kurve von X hindurchgeht,
muB diese Gleichung in i eine einzige Wurzel besitzen, d. h. sie muB
entweder vom ersten Grade sein, oder sie muB sich auf die kt® Potenz
eines Ausdrucks von der Form

Ao (2o, Yo) + ¥y (2, %)

reduzieren, wo %, und ¢, vom Grad <7 sind. (Diese beiden Polynome

wiirden in homogenen Koordinaten den Grad ;—:besitzen.) Aber in diesem

letzteren Falle hitte eine beliebige Kurve von X eine Gleichung von
der Form

[Av(2, 9) + ¥ (2, )} =0
und wiirde also unter den Fall der Reduzierbarkeit fallen, den wir aus-
schlieBen. Es folgt daher, daB /; = 1 sein muB, d. h. daB die Gleichung
einer beliebigen Kurve des Systems X von der Form ist:

29o(%,y) + pu(,9) = 0.
Damit ist bewiesen, daB das System X ein Biischel ist.

Wir dehnen nun den Satz aus auf ein algebraisches System X von
der Dimension 7, indem wir durch Induktion weiterschreiten, d. h. indem
wir den Satz fiir Systeme von der Dimension r — 1 als bewiesen an-
nehmen. Die Kurven von X, die durch einen allgemein gew#hlten Punkt
P hindurchgehen, bilden ein algebraisches oo™~ !-System X', und dieses
besitzt nach unserer Voraussetzung die Eigenschaft, daB durch » — 1 all-
gemeine Punkte der Ebene eine einzige seiner Kurven hindurchgeht.
Nach dem als richtig angenommenen Satze ist daher X’ ein lineares
System, das durch die Gleichung

Wh@Y) + L@+ + 4 f(2y) =0
darstellbar ist, wo die £}, f;, .. ., f. linear unabhéngig sind.

Wir nehmen nun in X eine Kurve f, (z,y) an, die nicht durch P
hindurchgeht, die also nicht zu =’ gehort.

Wenn wir einen allgemeinen Punkt @ der Kurve f, ins Auge fassen,
so gehen durch ihn co”-! Kurven von X, welche nach dem vorausge-
setzten Theorem ein lineares System X" bilden, und oo"~# Kurven von
2, die ebenfalls ein lineares System bilden, und dieses letztere ist im System
X" enthalten. Eine Kurve f des oo”~2-Systems bestimmt zusammen mit f,
ein Biischel, das vollstindig in X” und daher auch in X enthalten ist.
Dieses Biischel sei mit 4 bezeichnet. Man bemerke, daB das System X~
und das Biischel 4 auBler f/ keine anderen Kurven gemeinsam haben,
weil sonst 4 in X’ enthalten wiire und daher £, durch P hindurchginge.
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Durch einen allgemeinen Punkt X der Ebene gehen oo”~? Kurven
von X', d. h. » — 1 linear unabhiingige Kurven dieses Systems, und eine
Kurve des Biischels 4. Diese letztere Kurve mufl von den eben genannten
r — 1 Kurven unabhiingig sein. Im entgegengesetzten Falle wiirde sie
nimlich dem System X’ angehoren und daher mit f zusammenfallen,
weil ja f die einzige Kurve ist, die dem Biischel 4 und dem System X’
gemeinsam ist. Dann aber wiirde X auf f liegen, und dies widerspricht
der Voraussetzung, daB X ein allgemein gewihlter Punkt sei.

Die »r — 1 oben genannten Kurven geben also zusammen mit der
Kurve von 4 # unabhiingige Kurven, die durch X hindurchgehen, und
die gleichzeitig sowohl dem linearen oco™-System

(4) ofo(#, 9) + 4 fi(% 9) + - + 4[, (5, 9) = O

(welches das Biischel 4 und das System X’ umfaft) als auch dem ge-
gebenen algebraischen System X angeh6ren. Da nun die durch den
Punkt X hindurchgehenden Kurven von X ein lineares oo™~!-System
bilden,” so schlieBt man, daB dieses System durch die # unabhingigen
Kurven, die wir betrachtet haben, bestimmt wird, d. h. dal es zusammen-
fallt mit den durch X gehenden Kurven des Systems (4). Daraus folgt,
daB die Gesamtheit der Kurven von X, die durch einen allgemein ge-
wihlten Punkt der Ebene hindurchgehen, mit der Gesamtheit der Kur-
ven (4), die durch denselben Punkt gehen, zusammenfllt.

Macht man nun diesen Punkt X in der Ebene beweglich, so erkennt
man, daf X mit dem linearen System (4) zusammenfillt.

Anmerkung. Im Laufe dieses Beweises haben wir mehrmals still-
schweigend angenommen, dafl das gegebene System X keine Teile ent-
halte, deren Dimension kleiner als » ist. Uber die Art des algebraischen
Systems, auf welches sich der Satz der Nr. 4 bezicht, miissen wir daher die
folgenden Einschrinkungen machen:

a) Seine Kurven diirfen nicht alle vielfach sein, d. h. sie diirfen
nicht alle dadurch erhalten werden, da man die Kurven eines alge-
braischen Systems (das sich in jedem Falle als linear ergeben wiirde) in
einer gewissen Vielfachheit wiederholt.

b) Das System darf nicht aus einem algebraischen co™-System und
einem anderen System von geringerer Dimension zusammengesetzt sein.

Diese Einschrinkungen sind offenbar nofwendig.

7. Kine Differentialeigenschaft ebener Kurven, die in einem
stetigen Systeme ver#inderlich sind und bewegliche mehrfache Punkte
besitzen. Wir wenden uns nun zum Beweis einer Differentialeigenschaft
der ebenen (auch nicht algebraischen) Kurven, deren wir uns bedienen
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wollen, um einen Satz von BERTINI iiber lineare Kurvensysteme ab-
zuleiten.

Wir betrachten ein stetiges Kurvensystem. Es sei

f(@y;8)=0
die Gleichung einer beliebigen Kurve der Familie; dabei bedeutet ¢ einen
Parameter, durch den die Lage einer Kurve im System bestimmt wird.
Wir werden fiir die Funktion f alle diejenigen analytischen Eigenschaften
voraussetzen, die sich im folgenden als ndtig erweisen.

Die Kurve /=0 moge eine Anzahl von Doppelpunkten besitzen,
die mit dem Parameter ¢ verdinderlich sind. Wir fassen eine spezielle
Kurve der Familie, etwa f(z, y;¢,) = O, ins Auge und bezeichnen mit
P(x,,y,) einen der Doppelpunkte der Kurve, die gleichzeitig mit dem
Parameter ¢ verinderlich sind. Wir wollen nun beweisen, daB die Kurve

f(@, 9t + di) =0,
die der Kurve f(z, y; ¢,) = O unendlich benachbart ist, durch den-Punkt
P hindurchgeht, d. h. daB der Wert, den die Funktion f(z, y; ¢, + dt)
fir # = xy, y = y, annimmt, eine unendlich kleine GriBe héherer Ord-
nung ist, wenn d¢ als unendlich klein von der ersten Ordnung ange-
sehen wird.

Die iiber den Punkt P getroffene Annahme besagt, daf die zu
f(%,y; t,) = O unendlich benachbarte Kurve einen Doppelpunkt P be-
gitzt, der dem Punkt P unendlich benachbart ist, oder mit anderen
Worten, daB zwei einwertige, in der Umgebung von ¢ =1{, definierte,
stetige Funktionen ¢ (¢) und ¥ (¢) existieren, derart, daB der Punkt mit
den Koordinaten z = (p (t), y = ¢ (t) ein Doppelpunkt der Kurve

f(z,y;¢) = 0O ist, und in der Umgebung von ¢ = £, endlich bleiben.

t’ dt
Wenn wir in der Gleichung f(x, y;¢) = 0 an Stelle von z, y die
Funktionen ¢, 1 setzen, so erhalten wir also eine Identitdt in ¢. Diffe-
renziert man diese Identitiit nach £, so erhilt man
of dz  of dy |, of
3xdt+audt+9 =0,
wo z und y die Funktionen ¢ und ¢ darstellen sollen. Da aber nach der

Voraussetzung der Punkt mit den Koordinaten x, y ein Doppelpunkt von

[ ist, so muB 3f g ! — 0 sein. Es ergibt sich also, daB im Punkt mit

den Koordinaten z = ¢ (t), y = % (¥) der Differentialquotient = o figr jeden

beliebigen Wert von ¢ innerhalb des betrachteten Bereiches verschwmdet-.
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Im besonderen haben wir fiir { = £, die Relationen

(@0 Yo%) =0 und 2 (2, Y5 %) = 0.

Entwickeln wir nun die Funktion f(x,, y; ¢t + df) nach dem
TayLorschen Satz und beriicksichtigen wir die eben gemachten Bemer-
kungen, so erhalten wir:

f (@ Yo3to + A8) = (@5, Yo3 %) + F,(Zos Yoi to) Gt + §F (@0, Yo3 %) A + - -
= 3 Fe @0 %03 ) A + 51 (%o, Yo3 %) A8 + - - .

Damit ist aber bewiesen, daB f(z,, ¥,; t, + dt) von héherer Ordnung un-

endlich klein ist als d¢.

Man kann daher den folgenden Satz aufstellen:

Wenn eine in einem stetigen System verdnderliche Kurve C einen
verdnderlichen Doppelpunkt P besitzt, so geht jede Systemkurve, die zu C
unendlich benachbart ist, mindesténs einfach durch den Punkt P.

Bei dem Beweis haben wir den Fall einer Kurve betrachtet, die in einem
einfach unendlichen System veréinderlich ist (d. h. die von einem einzigen
Parameter abhingt); aber das Ergebnis lafit sich sofort auf mehrfach
unendliche Systeme iibertragen, wenn wir die Kurve innerhalb solcher
einfach unendlicher Systeme variieren lassen, die in dem gegebenen ent-
halten sind.

Man beachte, daB der Satz auch richtig bleibt, wenn P ein %-facher
Punkt der Kurve C ist (k> 2); denn das, was fiir den Beweis not-
wendig ist, ist das Verschwinden der partiellen Differentialquotienten
% und % im Punkt (z, y).

Wie kann man nun das erhaltene Resultat in endlicher Form aus-
sprechen?

Wenn eine Kurve C vorliegt, die in einem stetigen ool-System ver-
inderlich ist, und wenn man eine gewisse Lage C, der Kurve C festhilt,
so versteht man unter der charakteristischen Gruppe von C diejenige
Gruppe von Punkten (in endlicher oder unendlicher Anzahl), der sich
das gesamte Schnittsystem von C mit C, nihert, wenn die Kurve O der
Kurve C, immer ndher riickt. Die Gesamtheit der charakteristischen
Gruppen der Systemkurven erfiillt eine Kurve, die man die Umhiillungs-
kurve des Systems nennt. Betrachtet man ein mehrfach unendliches
System, so kann man die charakteristischen Gruppen ebenfalls definieren;
nur wird es deren auf einer festen Kurve unendlich viele geben. Jedes
ool-System, das im gegebenen enthalten ist, wird eine Umhiillungskurve
erzeugen.

Den oben bewiesenen Satz kénnen wir nun in folgender Form aus-
sprechen:
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Wenn eine ebene Kurve C, die in einem stetigen System verdnderlich
ist, einen beweglichen Doppelpunkt hat, so gehirt dieser Punkt jeder charak-
teristischen Gruppe von C an.

8. Das bewiesene Theorem kann auch auf Punkte ausgedehnt wer-
den, deren Vielfachheit gréBer als 2 ist, und man gelangt dann zu dem
folgenden Satz:

Wenn eine ebene Kurve C, die stetig verdinderlich ist, einen beweg-
lichen s-fachen Punkt P besitzt, so ist dieser Punkt P fiir jede su C un-
endlich benachbarte Kurve mindestens (s — 1)-fach.

Wir beweisen dies fiir den Fall s = 3.

Es handelt sich darum, zu zeigen, daB, wenn in einer gewissen Um-
gebung von ¢={, der Punkt mit den Koordinaten z = ¢ (t), y = v (¢¥)
fiir die Kurve f(z, y;t) = O dreifach ist, die Kurve f(x, y; ¢, + df) =0,
die zu f(, ;%) =0 unendlich benachbart ist, den fiir f(z, y;%) =0
dreifachen Punkt z, = @ (%), ¥, = ¥ (f,) zum mindesten als Doppelpunkt
besitzt.

Die Annahme, daB der Punkt (z,y) fir f(z, y;¢) = O dreifach sei,
wird analytisch dadurch ausgedriickt, daB in (z, y) die Funktion f, ibre
ersten Ableitungen nach z, y und ihre zweiten Ableitungen nach den-
selben Verinderlichen verschwinden. Daraus folgt, da der Punkt (z, y)
fiir jede der Kurven

f.(zy;8)=0 und  f,(z,y;t) =0

ein Doppelpunkt ist. Wenden wir nun den Satz der vorhergehenden
Nummer an, so ergibt sich, daB die Kurven

fo(@,y;ty+ dt) =0 und fy(z,9;4 + dt)=0,

die zu den Kurven

f;(x7 Y3 to) =0 und f;/(x: Yito) =0
unendlich benachbart sind, durch den Punkt P(z,,y,) gehen. Durch
denselben Punkt geht aber auch die Kurve f(z, y; ¢, + d¢) = 0, folglich
erweist sich P als Doppelpunkt der letzteren Kurve.
Dieses Beweisverfahren liBt sich unmittelbar auf ein beliebiges s
ausdehnen.

9. Der Satz von BERTINI iiber die mehrfachen Punkte der Kurven
eines linearen Systems. Die vorhergehenden Betrachtungen erweisen
sich besonders in der Geometrie auf einer algebraischen Fliche als
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duBerst fruchtbar. Wir wollen zundchst nur zeigen, wie man daraus den
folgenden Satz von BERTINI') ableiten kann:

Die allgemeine Kurve eines linearen Systems von ebenen algebraischen
Kurven hat aufler den Basispunkien des Systems keine (beweglichen) mehr-
fachen Punlte.

Es sei X das gegebene lineare System und C eine allgemeine Kurve
desselben. Wenn P ein vielfacher Punkt von C ist, so wird jede Kurve C
von X, die zu C unendlich benachbart ist, einen vielfachen Punkt P
besitzen, der dem Punkt P unendlich nahe liegt oder mit ihm zu-
sammenféllt. In beiden Fillen wird nach dem Satz der Nr. 8 die Kurve C
durch den Punkt P hindurchgehen. Dies vorausgeschickt, betrachten
wir in X eine beliebige Kurve (), die von C verschieden ist, sowie das
Biischel H, das durch die Kurven C, und C bestimmt wird. Eine be-
wegliche Kurve dieses Biischels schneidet C nur in den Basispunkten
des Biischels, d. h. in den gemeinsamen Punkten der Kurven C und C,
Aber die zu C unendlich benachbarte Kurve des Biischels H geht durch
P hindurch, daher ist P ein Basispunkt des Biischels, d. h. die Kurve C,
geht ebenfalls durch P hindurch. Da nun C, eine beliebige Kurve von
Z ist, so mub also P ein Basispunkt des Systems sein.?)

10. Abschweifung iiber die erste PL.yckERsche Formel. Wir wollen
auch eine andere elegante Anwendung des in Nr. 7 aufgestellten Satzes
nicht verschweigen. Es handelt sich dabei um einen Beweis der Pliicker-
schen Formel,®) welche die Klasse einer ebenen Kurve liefert, die mit
einer endlichen Anzahl ¢ von Doppelpunkten (mit getrennten Tangenten)
und mit einer endlichen Anzahl % von Riickkehrpunkten (Doppelpunkten
mit zwei zusammenfallenden Tangenten) behaftet ist.

Unter der Klasse einer algebraischen Kurve ¢ von der Ordnung »
versteht man die Anzahl von Tangenten, die man von einem allgemein
gewihlten Punkt P der Ebene an die Kurve legen kann. Projiziert
man die gegebene Kurve von einem Punkt aus in eine passend gewihlte
Ebene, so kann man als Definition der Klasse auch die Anzahl der-
jenigen Tangenten wahlen, die einer gegebenen Richtung parallel sind
(der Punkt P_ liegt dann im Unendlichen).

Wir unterwerfen nun unsere so transformierte Kurve — die wiederum
C genannt werde — einer unendlich kleinen Parallelverschiebung in der

1) E. Berrini, Sui sistemi lineari. Ist. Lomb. Rend. (2) 15, 24 (1880).

2) Dieser synthetische Beweis des Brrrinischen Satzes findet sich als
Nebenresultat unter weit allgemeineren Voraussetzungen in einer Note des Ver-
fassers (Torino Atti, Dezember 1905).

3) J. Pricker, Theorie der algebraischen Curven. (Bonn, 1839.) 8. 200 ff,
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Richtung P, und bezeichnen die durch diese Verschiebung erhaltene
Kurve mit C. Wenn 4 und B die beiden unendlich benachbarten Punkte
gind, die der Kurve C und einer Tangente mit der Richtung P, gemein-
sam angehdren, so ist es einleuchtend, daB durch die infinitesimale Ver-
schiebung A in B iibergefithrt wird, so daB die Berithrungspunkte der
fraglichen Tangenten sich unter den Schnittpunkten der Kurven C und C
befinden.

Die iibrigen Schnittpunkte fallen:

a) In die » unendlich fernen Punkte von C, da die Verschiebung
jeden der Punkte im Unendlichen ungeindert 148t.

b) In die & Doppelpunkte von C. In der Tat geht nach dem Satz

der Nr. 7 die Kurve C durch jeden dieser Doppelpunkte mindestens ein-
fach hindurch. Uberdies ist jeder dieser Punkte unter den Schnittpunkten
von C und C doppelt zu zihlen, weil er ein Doppelpunkt von C ist. Man
kann dies iibrigens in der beistehenden Figur in anschau-
licher Weise erkennen. Wenn man niémlich die Kurve C
einer endlichen Parallelverschiebung unterwirft, die sie in
die Lage C, tiberfithrt, so werden zwei von den Schnitt-
punkten von C und G, (in Fig. 1 mit 1 und 2 bezeichnet) bei
der Riickwirtsbewegung der Kurve C; nach C mit Hilfe der

Fig. 1. umgekehrten Verschiebung in den Doppelpunkt D zusammen-

riicken.

¢) In die k& Riickkehrpunkte von C, da ja nach dem Satz der Nr. 7
die Kurve C durch jeden von diesen hindurchgeht. Man kann auch hier
in anschaulicher Weise erkennen, daB jeder von diesen Riickkehrpunkten
drei Schnittpunkte absorbiert. Man darf nur den Riickkehrpunkt als
einen Doppelpunkt betrachten, der immer mehr zusammengéschniirt wird.
Nihert sich nun die Kurve C, der Kurve C, so riicken drei von den
Schnittpunkten der beiden Kurven in den Riickkehrpunkt hinein (es sind
die drei in der Figur mit 1, 2, 3 bezeichneten Punkte).

Diese Tatsache besagt, daB die zu C unendlich benachbarte Kurve C
nicht nur durch die Spitze D hindurchgeht, sondern daf sie in diesem
Punkt dieselbe Tangente wie C besitat.

Bezeichnet man die Klasse von C mit m, so hat man also:

m-+n-+20+ 3k=nt,

d. h.
me=nn—1)—20—3Fk

Dies ist die erste Formel von PLUCKER.)

1) Der hier gegebene Beweis, welcher der Priickerschen Formel eine an-
schauliche Bedeutung verleiht, stammt von Bzck (Zur allgemeinen Theorie der
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11. Reduzible lineare Systeme. Wenn die. allgemeine Kurve eines
linearen Systems von algebraischen Kurven reduzibel ist (d. h. wenn sie
in mehrere Teile zerfillt), so nennt man das Linearsystem reduzibel.!)

Ein erstes Beispiel fiir ein reduzibles Linearsystem erhélt man,
wenn man zu jeder Kurve eines irreduziblen Kurvensystems eine feste
Teilkurve hinzufiigt. Wenn

hfo+ ML+ + 41, =0
die Gleichung des gegebenen Systems und ¢ = 0 die Gleichung der festen
Kurve ist, so erhalten wir das reduzible Linearsystem

hoofo + 4ofy + -+ 1,9f, = 0.
Ein anderes Beispiel erhilt man in folgender Weise: Es sei

Au(z, y) — wo(z,y) =0
ein Biischel von algebraischen Kurven von der Ordnung ». Die Kurven
des Biischels kann man eineindeutig auf die Punkte einer Geraden be-
ziehen, wenn man i, u als homogene Koordinaten eines verinderlichen
Punktes auf dieser Geraden wihlt. Nun wollen wir auf dieser Geraden
eine lineare oo™Schar von Gruppen zu je k Punkten betrachten, d. h. ein
System von Punktgruppen, das durch eine Gleichung von der Form

vo@o(dy ) + 29,4 ) + - + v,9,(4, p) =0
dargestellt wird, wo die ¢,, @,, ..., ¢, linear unabhingige Formen von
der Ordnung % sind.

Den Gruppen der Schar entsprechen im Biischel Gruppen von je &
Kurven, die in einer linearen oo”-Schar verdnderlich sind. Die Kurven
dieser letzteren Schar sind durch die Gleichung

Yo@o (0, %) + v, 9, (v, %) + -+ + v,9,(v,4) =0
gegeben und bilden ein lineares co™System, dessen simtliche Kurven
in % veriinderliche Teile zerfallen sind, und diese gehoren einem Biischel
an. Nun sagt aber ein anderer Satz von BERTINI aus, daB die beiden
angefiihrten Beispiele die einzigen Fille der Reduzierbarkeit eines Linear-
systems darstellen. Es gilt mit anderen Worten der Satz:

Wenn jede Kurve eines Linearsystems in mehrere Teile zerfdllt, so
haben entweder similiche Kurven des Systems einen gemeinsamen Bestand-
teil oder sie setzen sich aus k Kurven zusammen, die einem und demselben

Kurven und Fliichen, Math. Ann. 14, 207 (1878), sowie Ziirich. Vierteljahrsschr. 80,
178 (1889)).

1) Der Ausdruck ist nicht gut gewihlt. Es wire besser zu sagen ,Linear-
system von reduziblen Kurven“. Die iibliche Redensart gibt bei Linearsystemen
zu keinem MiBverstindnis AnlaB, dagegen ist sie zweideutig, wenn man sie auf
ein beligbiges algebraisches System anwendaet.
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Biischel angehoren.') (Natilrlich konnen diese beiden Mdglichkeiten auch
zusammen auftreten.)

Wir schlieBen den Fall aus, daB siamtliche Kurven unseres Linear-
systems X einen gemeinsamen Bestandteil besitzen und bezeichnen mit
C, G, ..., C, die k verinderlichen Kurven, in welche die allgemeine
Kurve C von X zerfillt.

Wir wollen vor allem feststellen, daB die Komponenten C;, C,, ..., C,
der allgemeinen Kurve C voneinander verschieden sind; denn bei der ent-
gegengesetzten Armmahme wiirde die Kurve C auBer den Basispunkten
noch weitere mehrfache Punkte besitzen, was nach Nr. 9 unmdglich ist.
Wir bezeichnen ferner die Komponenten einer anderen Kurve ¢’ von X
mit O}, O3, ..., C; und bemerken, daB der Satz bewiesen ist, sobald wir
gezeigt haben, dafl die Kurven C,, C,, ..., C, C, 0y, ..., C, alle einem
und demselben Biischel angehdren. Wenn man dann némlich die Kurve
C fest hilt, so wird auch dieses Biischel fest bleiben, weil es durch zwei
der Komponenten von C (z. B. C; und C;) bestimmt ist, und die Kom-
ponenten der verinderlichen Kurve C’ erweisen sich dann als Kurven des
festen Biischels. Nun bestimmen die Kurven C und C’ innerhalb X ein
Biischel, das wir A nennen wollen. Wir bezeichnen mit H, H,, ..., H,
die algebraischen Systeme, welche von den Komponenten C,, Cj, ..., C,
beschrieben werden, wenn C das Biischel H durchliuft. Es handelt sich
dann darum, zu beweisen, dafl diese algebraischen Systeme in ein ein-
ziges Biischel zusammenfallen. In der Tat, wenn das System H; von dem
System H, verschieden wire, so konnten eine Kurve von H, und eine
Kurve von Hy, die durch einen und denselben allgemeinen Punkt P der
Ebene gehen, nicht Bestandteile von zwei verschiedenen Kurven des
Biischels H sein, weil durch P nur eine einzige Kurve von H hindurch-
geht; sie konnten auch nicht Bestandteile einer und derselben Kurve C
sein, weil diese sonst in P, d. h. auBerhalb der Basispunkte, einen
Doppelpunkt hitte. Die Annahme, daBl zwei beliebige unter den Systemen
H,, H,, ..., H, voneinander verschieden seien, ist daher unmoglich, und
daraus folgt unser Satz.

12. Binfache und zusammengesetzte lineare Systeme. Wir fithren
noch den Begriff des einfacken und des zusammengesetzten Linear-
systems ein.

Ein lineares co™-System X heiBt einfach, wenn alle Kurven von X,
die durch einen allgemeinen Punkt P der Ebene gehen, nicht notwendig

1) Berrmvi, Ist. Lomb. Rend. (2) 15, 28 (1880). Siehe auch Lirorm, Math.
Ann. 42, 457 (1892) und 44, 539 (1894).
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auch durch einen anderen, mit P verinderlichen, d. h. von den etwa vor-
handenen Basispunkten verschiedenen, Punkt hindurchgehen; im ent-
gegengesetzten Falle jedoch heiit das System zusammengesetzt.

Das System aller Geraden der Ebene und das System aller Kegel-
schnitte sind einfache Systeme; das Netz aller ebenen Kurven dritter
Ordnung, die durch sieben allgemeine Punkte hindurchgehen, ist ein zu-
sammengesetztes System.

Wir betrachten ein zusammengesetztes System X, in welchem je
zwei Kurven aufler den Basispunkten noch D weitere (verinderliche)
Punkte gemeinsam haben, oder wie man kurz sagt, das den Grad D hat.
Wenn alle Kurven von X, die durch einen allgemeinen Punkt P gehen,
sich auBer in P noch in anderen, von den Basispunkten verschiedenen
Punkten schneiden, so ist klar, daB die Zahl ¢ — 1 dieser Schnittpunkte
sich nicht &ndern kann, wenn man P stetig variieren 14B8t; daraus folgt,
daB die D Schnittpunkte, welche je zwei Kurven auBer den Basispunkten

gemeinsam haben, sich in Iz_f Gruppen von je ¢ Punkten derart verteilen,

daB jede Systemkurve, die durch einen beliebigen Punkt einer dieser
Gruppen hindurchgeht, auch durch die anderen ¢ — 1 Punkte geht.

Einem zusammengesetzten Linearsystem ist also ein algebraisches
System von oo? Gruppen zu je ¢ Punkten zugeordnet, bei dem jeder
Punkt der Ebene zu einer einzigen dieser Gruppen gehdrt. Ein so be-
schaffenes System nennt man eine ebene Involution von der Ordnung i.

Es ist einleuchtend, daB jedes Netz vom Grad D > 1 ein zusammen-
gesetztes System ist, das eine Involution von der Ordnung D erzeugt.
Ein Netz vom Grad D =1 heiBt ein homaloidisches Netz. Homaloidische
Netze sind z. B. das System aller Geraden, das System der Kegelschnitte,
die durch drei Punkte gehen, das System der Kurven vierter Ordnung,
die durch drei allgemeine Punkte doppelt und durch drei andere einfach
hindurchgehen, usw.



Zweites Kapitel
Rationale und birationale Transformationen.

§ 1. Rationale und CREMONAsche Transformationen zwischen
Ebenen.

13. Rationale Transformationen einer Ebene in eine andere. Wir

betrachten die Formeln

0 = f1(%, %5, 73)
(1) 0Ty = f3(%y, Ty, %y),

Qx; = fy(@y, 23, xs))
in denen f;, f;, f; drei algebraische Formen derselben Ordnung in den
Verinderlichen z,, ,, #; bedeuten. Wenn man z,, x,, 2; als homogene
Koordinaten eines verinderlichen Punktes z in einer Ebene X und
', &5, x, als homogene Koordinaten eines verinderlichen Punktes 2 in
einer anderen Ebene X’ auffaBt, so wird durch die Formeln (1) einem
beliebig aber allgemein gewéhlten Punkt 2 von X ein einziger Punkt 2
in X’ zugeordnet.

Man kann die Frage aufwerfen, wie sich der Punkt 2" bewegen wird,
wenn z die Ebene X durchlduft. Wir stellen uns insbesondere die Auf-
gabe, zu untersuchen, unter welchen Bedingungen der Punkt 2/ die ganze
Ebene X' durchliuft.

Dabei schlieBen wir von vornherein den Fall aus, daB die Formen f}, f;, f;
sich nur durch konstante Faktoren unterscheiden, weil in diesem Falle
einem beliebigen Punkt der Ebene X ein fester Punkt « entspricht.
Man erkennt auch, daB dies der einzige Fall ist, in dem bei einer Be-

wegung des Punktes # der Punkt 2’ fest bleibt; denn wenn fiir willkiir-

liche Werte der Verénderlichen z,, x,, x; die Verhiltnisse ?‘, ;3 einen
3 8

konstanten Wert behalten sollen, so folgt daraus, daB
fi=afy, ="

ist, wo @ und b konstante Faktoren bedeuten.

Man kann ferner den Fall ausschlieBen, daB die Formen f,, f;, /3
gemeinsame Faktoren haben; denn wenn solche Faktoren vorhanden sind,
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so konnen sie weggelassen werden, ohne daB dadurch die gegenseitigen
Verhiiltnisse der f;, von denen die Lage des Punktes «” abhéingt, veréindert
werden.

Wir untersuchen nun die Frage, unter welchen Bedingungen zwei
Punkte «(e,, «y, «;) und B(B,, B4, f;) der Ebene X denselben Punkt 2’
ergeben. Damit dieser Fall eintritt, ist es notwendig und hinreichend, daB

fi (e, 0s, a3) = 6f(By, Be, Bs) #=1,338
ist, wo ¢ einen Proportionalititsfaktor darstellt. Bezeichnen wir mit X
das (mindestens einfach unendliche) Linearsystem

L1,(®) + Ly (@) + Lf(2) =0,
so wird jede Kurve von X, die durch « hindurchgeht, solchen Werten
der Parameter 4, entsprechen, die der Gleichung

MWfi(e) + Aafy(e) + A4f3(0) = 0,
d. h. also auch der Gleichung

A’lfl(ﬂ) + 32f2(ﬁ) + lsfs(ﬁ) =0

geniigen, und sie wird daher auch durch § hindurchgehen.

Wir haben dabei stillschweigend die Voraussetzung gemacht, daB in
den Punkten «, § nicht alle drei Formen f, gleichzeitig verschwinden,
d. h. daB « und g nicht mit den Basispunkten von X zusammenfallen.
Der einem Basispunkt entsprechende Punkt 2” erweist sich in der Tat als
unbestimmt, da seine drei homogenen Koordinaten Null sind.

Wenn umgekehrt zwei (von den Basispunkten des Systems X verschie-
dene) Punkte « und 8 der Ebene X die Eigenschaft haben, daB alle Kurven
von Z, die den einen enthalten, auch durch den anderen gehen, so ent-
spricht ihnen ein und derselbe Punkt 2’. In diesem Falle muB nimlich
die lineare Gleichung

Lifi(e) + Af5(e) + Afy(e) =0

zwischen den 4, dieselbe Bezichung ergeben wie die Gleichung

Mf1(B) + hfs(B) + A (B) = O,
d. h. diese beiden Gleichungen miissen #quivalent, mit anderen Worten,
ihre Koeffizienten miissen proportional sein.

Wir konnen nun zwei Annahmen unterscheiden:

1. Die Kurven von X, die durch einen allgemeinen Punkt « gehen,
haben auBerdem noch unendlich viele Punkte gemeinsam, die zusammen
eine algebraische Kurve erfiillen.

2. Die Kurven von X, die durch « gehen, haben im ganzen (ein-
schlieBlich des Punktes «) ¢ Punkte gemein (¢ > 1), die nicht mit den
Basispunkten zusammenfallen.
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Bei der ersten Annahme reduziert sich das System X entweder von
vornherein auf ein Biischel — weil nwr zwei von den Formen f,, f3, f3
linear unabhingig sein kénnen — oder aber es miissen simtliche Kurven
von X zerfallen. Da nun aber das Zerfallen nicht zur Folge haben kann,
daB alle Kurven von X einen gemeinsamen festen Bestandteil besitzen,
(weil sonst die Formen f; einen gemeinsamen Faktor hitten), so schlieBen
wir aus dem in Nr. 11 (S.27) bewiesenen Satz von BERTINI, daB jede
Kurve von X in [ veriinderliche Kurven zerfillt, die alle einem und dem-
selben Biischel H angehoren. Nach der Voraussetzung haben alle Kurven
von X, die durch « gehen, eine algebraische Kurve gemeinsam: diese
wird offenbar aus.h (1 <k <) Kurven von H zusammengesetzt sein,
unter denen sich eine befinden muB, die durch « geht.

Wenn

u(@y, Ty, @) = 0, v(y, 24, 25) = 0
die Gleichungen vom zwei verschiedenen Kurven des Biischels H sind,
so erhdlt man die Gleichung einer aus ! Kurven von H zusammenge-
setzten Kurve dadurch, daB man eine Bindrform I** Ordnung der Ver-
indeilichen u, v gleich Null setzt; im vorliegenden Falle erhalten
wir also
fi(z) = P, v) , (%) = @o(w,0), [3(2) = 5%, 0),

WO ¢y, Py, Py Bindrformen von der Ordnung [ sind.

Es sei nun ein Punkt z von X gegeben, und der entsprechende
Punkt von X’ sei mit 2’ bezeichnet. Zu demselben z’ gehdrt noch eine
Anzahl anderer Punkte von X, und zwar sind es diejenigen Punkte,
die allen durch x gehenden Kurven von X gemeinsam sind; sie verteilen
sich also auf # Kurven des Biischels H, und deren Gleichungen sind

v=~24u, v=2Kiu,..., v=~u

Diese Gruppe von h Kurven hat die Eigenschaft, daB durch eine
von ihnen die & — 1 zugehdrigen bestimmt sind; denn wenn man die
Kurve das Biischel H durchlaufen 14Bt, so erhilt man eine einfach un-
endliche Mannigfaltigkeit von Gruppen mit je » Kurven, und jede Kurve
von H gehort zu einer einzigen Gruppe.

Jeder dieser Gruppen von % Kurven entspricht ein einziger Punkt
#'; daher ist der Ort des Punktes 2’ in der Ebene X' eine Kurve (',
deren Punkte den genannten Gruppen eineindeutig zugeordnet sind.

Die Kurve C’ besitzt die folgende Parameterdarstellung:

Qw; = ‘Pl(“} v)} Qx; = 9’2(“) v)) 9'7"; = %(“; v).
Verzichtet man auf die Homogenitit in den Parametern, so wird sie
durch folgende Gleichungen dargestellt:

9“",1 =g, (1, l)a Qx; = ‘p2(1) 1), Q:L'; = ‘pa(ly 2).
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Jedem Wert von 4 wird ein und nur ein Punkt von C’ entsprechen, aber
einem Punkt von C’ sind » Werte von 1 zugeordnet. Die Kurve O’ ist
rational (s. Nr. 5, S. 18).

In dem besonderen Falle, wo das System X sich von vornherein auf
ein Biischel reduziert, erweisen sich die Formen ¢,, ¢,, ¢, als linear,
und die Kurve €’ ist daher eine Gerade.

Wir wenden uns nun zur Untersuchung der zweifen Annahme
(8.31). Es ist leicht einzusehen, daB der Punkt 2" in diesem Falle eine
beliebige Lage in der Ebene X’ einnehmen kann. Wihrend némlich ein
Punkt z sich in der Ebene X bewegt und dabei die Kurve C des Systems
X beschreibt, deren Gleichung

2) L (@) + Aofy (2) + Asfi(2) = 0

ist, kann der entsprechende Punkt 2" nicht fest bleiben; denn wenn man
auf der Kurve C den Punkt z beliebig wéhlt, so gibt es auBer diesem
nur noch ¢ — 1 Punkte von C, die demselben Punkt z’ entsprechen.
Daher wird sich der Punkt «’ so bewegen, da er die Gerade

3) Ay + Ay + 32y =0

durchlduft. Wenn die Kurve C das System X durchlduft, das notwendiger-
weise ein Netz sein muB, so verindert sich die Gerade (3) derart, daB sie
die ganze Ebene X’ beschreibt; folglich kann der einem verinderlichen
Punkt # zugeordnete Punkt 2’ jede beliebige Lage in X' einnehmen.
Fassen wir also zusammen, so erhalten wir das Ergebnis: Zwischen den
Ebenen X und X’ besteht eine algebraische (d. h. durch algebraische
Gleichungen vermittelte) Verwandtschaft oder Korrespondenz mit den
Indizes ¢, 1, die dadurch gekennzeichnet ist, daBl einem allgemeinen Punkt
von X ein und nur ein Punkt von X' zugeordnet ist, wihrend einem all-
gemeinen Punkt von X' ¢ Punkte von X entsprechen; durchliuft der
Punkt 2" die Ebene X', so beschreiben die entsprechenden Punkte in der
Ebene X eine Involution von der Ordnung ¢

Man hat daher den folgenden Sataz:

Es seien z,, xy, x; die homogenen Koordinaten eines Punktes z der
Ebene X und x7, x3, x; die homogenen Koordinaten eines Punktes ' der
Ebene X'. Zwischen den Punkten der beiden Ebenen setzen wir eine durch
die Gleichungen

0% = fi(2;, 23, %5) (=1,3,9)
ausgedriickte Korrespondenz fest, wo die f; Formen von derselben Ordnung
sind, die von etwaigen gemeinsamen Faktoren befreit werden. Wenn sich
nun die Formen f, als Bindrformen eimer und derselben Ordnung zweier
anderer Formen u(z,, 2y, %) und v(2,, 25, ;) darstellen lassen, so be-
schreibt bei der Bewegung des Punkies x in der Ebene X der Punkt '

Severi: Vorlesungen iber algebraische Geomsetrie 3
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eine rationale Kurve in der Ebene X'; wenn dagegen dic f, die genannte
spezielle Gestalt nicht besitzen, so entspricht einem allgemeinen Punkt z ein
und nur ein Punkt x', wihrend einem allgemeinen Punkt z' eine endliche
Anzahl t (t > 1) von Punkten der Ebene X zugeordnet wird.

Im letzteren Falle sagt man, daB zwischen den beiden Ebenen X
und X' eine rationale Transformation bestehe, da die nicht homogenen
Koordinaten «’, y* der Punkte von X’ sich als rationale Funktionen der
nicht homogenen Koordinaten z, y der Punkte von X ausdriicken lassen.
Man hat néimlich "y ) "y )

o ch@yt r fimy 1

@ ~hewy VT Aeen

Umgekehrt sieht man leicht ein, daB jede Korrespondenz zwischen den
beiden Ebenen X und X', die durch Gleichungen von der Form (4) dar-
gestellt ist, auch durch Formeln von der Gestalt (1) ausgedriickt werden
kann, wenn man homogene Koordinaten einfiihrt. Es ist kaum nétig,
darauf hinzuweisen, daB bei Anwendung von nicht homogenen Koordi-
naten die Polynome f,, f;, f; nicht notwendig von derselben Ordnung zu
sein brauchen.

Wie kann man nun in nicht homogenen Koordinaten die Bedingung
dafiir ausdriicken, daf} der Punkt x' die ganze Ebene X' durchliuft?

Es seien
®) =9y, ¥=v@y)
die Transformationsformeln, wobei ¢ und ¢ zwei rationale (von einer
Konstanten verschiedene) Funktionen bedeuten. Man hat nun die Be-
dingung dafiir auszudriicken, daB, wenn z und y variiert werden, zwischen
den Koordinaten 2’ und ¢ keine Beziehung besteht, d. h. daB die beiden
Funktionen ¢ und ¢ keine funktionale Abhingigkeit zeigen. Es darf
also mit anderen Worten ihre Funktionaldeterminante

09 o9
ox 0y
v 9%
| oz dy
nicht identisch verschwinden. Demnach definieren die Formeln (5), wenn
o und ¥ zwei unabhingige rationale Funktionen bedeuten, eine rationale
Transformation der Ebene (z,y) in die Ebene (&', y').

Die eben aufgestellte Bedingung ist mit der frither gefundenen gleich-
bedeutend. Denn wenn die beiden Funktionen ¢ und ¥ voneinander ab-
héngig sind, so ist jede Kurve

@ = const.

zugleich eine Kurve
v = const.
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Nun stellt aber @ = const. wegen (4) ein Biischel von algebraischen
Kurven dar; somit miissen die Kurven des Linearsystems X aus den
Kurven eben dieses Biischels zusammengesetzt sein.

14. Fundamentalpunkte und Fundamentalkurven. Wir gehen von
der Annahme aus, daf der veriinderliche Punkt 2’ die ganze Ebene X'
durchliuft. Bis jetzt haben wir den Fall ausgeschlossen, da8 die Punkte,
die wir in der Ebene X betrachtet haben, mit einem der etwa vorhan-
denen Basispunkte des Netzes X zusammenfallen; wir haben uns darauf
beschrinkt, zu bemerken, daB die den Basispunkten entsprechenden Punkte
unbestimmt bleiben. Wir wollen nun die Natur dieser Ausnahmepunkte
etwas genauer studieren; sie sind fiir die Kenntnis der Transformation
von groBter Wichtigkeit, ebenso wie beim Studium der Funktionen die
Kenntnis ihres Verhaltens in der Umgebung der singuliiren Punkte von
Bedeutung ist.

Wir denken uns einen veréinderlichen Punkt z in der Ebene X, der
eine durch einen Basispunkt O gehende Gerade oder Kurve beschreibt.
Fiir jede von O verschiedene Lage von z ist in dem System X ein Biischel
von Kurven bestimmt, die durch den Punkt z gehen; und diesem Biischel
ist in der Ebene X’ ein Biischel von Geraden zugeordnet, die durch den
dem Punkt x entsprechenden Punkt ' gehen. Wahrend sich # dem
Punkt O in einer bestimmten Richtung stetig néhert, nihert sich z’ einer
gewissen Grenzlage, nimlich dem Scheitelpunkt des Strahlenbiischels,
das dem Biischel derjenigen Kurven zugeordnet ist, die in O eine durch
jene Richtung bestimmte Tangente besitzen. Man kann daher sagen, daB
jedem Punkt z, der dem Punkt O unendlich benachbart ist, ein Punkt &’
der Ebene X' entspricht; die Gesamtheit dieser Punkte z erfiillt im all-
gemeinen eine Kurve Q' Aber man erkennt weiter, daB diese Kurve
rational ists denn ihre Punkte entsprechen eindeutig den von einem Punkt
ausgehenden Richtungen und kénnen deshalb auch eindeutig den Punkten
einer Geraden zugeorduet werden. (Nr. 5, 8. 18). Der Punkt O heiBt ein
Fundamentalpunkt und die Kurve Q' heiBt eine Fundamentalkurve der
Korrespondenz.

Dies alles kann man auch leicht mit Hilfe der Formeln bestitigen.
Wir benutzen homogene Koordinaten und legen den Punkt (z, =0,
%y = 0, ; = 1) in den Fundamentalpunkt 0. Wenn dieser Punkt fiir die
Kurven des Netzes X ein s-facher Basispunkt ist, so haben die Glei-
chungen f; = 0, f; = 0, f; = 0, die ja allgemeine Kurven des Netzes dar-
stellen, die (festalt:

[ (@, g, %) = 232 @Y (2, , ) + 232~ @) (2, 2) + - =0; =139
3-‘.’<
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dabei ist » die Ordnung der Formen f;, und die @ bedeuten Binirformen
von der durch den unteren Index angegebenen Ordnung.

Die Koordinaten des veréinderlichen Punktes #, der auf einer durch
O gehenden Geraden liegt, sind von der Form

wy = Ak, wy=2k, zy=1,

wo &, &, gegebene Konstanten sind und A einen verinderlichen Para-
meter bedeutet, Fiir A = O erhilt man den Punkt O.

Setzen wir diese Werte in die Formeln (1) ein, welche die ratio-
nale Transformation darstellen, so erhalten wir:

0y = HOP(E, b) + MO (B )+ e

Die rechten, Seiten dieser drei Gleichungen enthalten den gemeinsamen
Faktor 2*; unterdriickt man diesen, so kann man die Gleichungen auch
in folgender Form schreiben:

vy = O (8, &) + 46, (b, B) + -+, G=19
wo 7 ein Proportionalititsfaktor ist.

Nihert sich nun 4 stetig dem Wert O, so nihert sich der Punkt «’
dem Punkt mit den Koordinaten

(6) tx} = @y)(gu g?) . (i=1,3,8)

Dreht sich die Gerade um den Punkt O, d. h. veriindert sich das
Verhiltnis &, /&5, so erhilt man den Ort der Punkte «’, welche den in der
unmittelbaren Umgebung von O liegenden Punkten z zugeordnet sind.
Dieser Ort ist eine Kurve, welche in Parameterform durch die Glei-
chungen (6) dargestellt wird, d. h. also eine rationale Kurve (s. Nr. 5,
S. 18). Aus den Formeln (6) erkennt man auch, unter welcher Be-
dingung die dem Punkt O entsprechende Fundamentalkurve nicht existiert,
so daB also die Punkte, welche der unmittelbaren Umgebung von O zu-
geordnet sind, sich nicht auf einer Kurve verteilen, sondern in der Um-
gebung eines Punktes O’ liegen. Dies tritt ein, wenn @’ (£, £;), O (£, &),
6P (,, &) konstante (d. h. von £ /& unabhingige) Verhiltnisse haben,
wenn sich also die Formen @, ®®, @® nur durch konstante Faktoren
unterscheiden. Nun stellt aber die Gleichung

@Ej) (1, x?) =0

die s Tangenten der Kurve f; im Punkt O dar; folglich miissen in diesem
Falle die drei Kurven die ndmlichen s Tangenten haben: daraus folgt
aber, daB fiir samtliche Kurven des Netzes X die s Tangenten im Punkt
O fest sind.
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Wir erhalten also den Satz:
Mittels der rationalen Tramsformation

0% = [3(@y, &3, @) (U=1,2,9)

werden den Punkten, die einem Fundamentalpunkt der Ebene (x,, z,, x,)
unendlich benachbart sind, in der Ebene (7, x5, x3) die Punkte einer ratio-
nalen Kurve zugeordnet; eine Ausnahme bildet nur der Fall, daf3 die
Kurven f; =0 im Fundamentalpunkt dieselben Tangenten besitzen: dann
entspricht einem allgemeinen Punkt in der unmittelbaren Umgebung des
Fundamentalpunktes ein fester Punkt der Ebene (27, x5, 2y ).

Wir konnten nun die Untersuchung weiter fiithren und den Fall be-
trachten, daB die Kurven f,, f;, f; im Punkt O einige oder alle Tan-
genten gemeinsam haben. Fiir einen Punkt z, der sich lings einer dieser
Tangenten dem Punkt O néhern wiirde, miiite a priori der entsprechende
Punkt unbestimmt bleiben, da die Formen @{) gleichzeitig verschwinden
wiirden; aber eine nihere Priifung wiirde auch in diesem Falle Genaueres
ergeben. Wir wollen uns jedoch dabei nicht aufhalten, weil man jetzt
die Natur dieser weiteren Krgebnisse voraussehen kann.

Wir wollen lieber noch bemerken, daB man die Ordnung der Kurve
& leicht in folgender Weise berechnen kann. Einer beliebig gegebenen
Geraden der Ebene X' entspricht in der Ebene X eine Kurve f des
Systems X, und einem gemeinsamen Punkt der Geraden und der Kurve
&' entspricht ein Punkt auf der Kurve fin der unmittelbaren Umgebung
von O. Da nun bei der Verinderung der Geraden auch alle ihre Schnitt-
punkte mit Q' sich éndern, so miissen die Punkte, welche zu O unend-
lich benachbart sind und jenen Schnittpunkten entsprechen, bei der Be-
wegung der Kurve f ebenfalls alle veriinderlich sein. Daraus ergibt
sich, daB die Anzahl der gesuchten Schuittpunkte ebenso groB ist wie
die Anzahl der verinderlichen Tangenten, welche eine allgemeine Kurve
des Netzes X in O besitzt. Wir erhalten also den Satz:

Die Ordnung einer Fundamentalkurve ist gegeben durch die Anzahl
der verdnderlichen Tangenten, welche eine Kurve des Netzes X im ent-
sprechenden Fundamentalpunkt besitzt.

15. CREMONAsche Transformationen zwischen zwei Ebenen. Wir
nehmen an, daB das Netz X, von dem wir bis jetzt gesprochen haben,
homaloidisch sei (¢ = 1; 5. 8. 29). Dann entspricht nicht nur einem all-
gemeinen Punkt z der Ebene X ein einziger Punkt 2’ der Ebene X,
sondern einem beliebig aber allgemein gewiihlten Punkt dieser letzteren
Ebene entspricht auch nur ein einziger Punkt der ersteren, d. h. die in
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Rede stehende Korrespondenz erweist sich als eineindeutige Verwandtschaft
zwischen den allgemeinen Punkten der beiden Ebenen.

Es seien
M =9y, ¥=yv@y
die Formeln, welche die Transformation in nicht homogenen Koordi-
naten definieren, wobei ¢ und ¢ zwei rationale, voneinander unabhingige
Funktionen bedeuten.

Gibt man den Koordinaten «’, y' beliebige, aber allgemeine Werte,
8o haben nach der eben gemachten Voraussetzung die beiden Gleichungen
(7) eine und nur eine Losung gemeinsam, die gleichzeitig mit z’, " ver-
dnderlich ist. Folglich ergeben sich x und y als algebraische einwertige
und somit rationale Funktionen der Verdinderlichen 2’ und ¢/, d. h. wir
haben die Formeln

) z=Mz,y), y= v, y),

wo A und u voneinander unabhiéngige rationale Funktionen bedeuten.
Die Gleichungen (8) gestatten den Ubergang von den Punkten der Ebene
X’ zu den Punkten der Ebene X; sie stellen also die Umkehrung der
durch die Gleichungen (7) vermittelten Operation dar.

Die Korrespondenz zwischen den beiden Ebenen nennt man in
diesem Falle birational, weil die Koordinaten der Punkte jeder der beiden
Ebenen sich als rationale Funktionen der Koordinaten der entsprechen-
den Punkte in der anderen Ebene ausdriicken lassen. Diese Korrespon-
denzen werden auch nach L. CREMONA benannt, weil CREMONA sie zuerst
von allgemeineren Gesichtspunkten aus betrachtet und ihre Wichtigkeit
fir die Entwicklung der algebraischen Geometrie betont hat.')

Wenn die Formeln (7) gegeben sind, so erhélt man die explizite
Darstellung der Funktionen 4 und g in einfachster Weise mit Hilfe von
rationalen Operationen der Elimination. Wenn man nimlich y aus den
Gleichungen (7) eliminiert, so erhilt man als Ergebnis der Elimination
eine Gleichung in 2z, deren Koeffizienten in bezug auf 2’ und y’ rational
sind; und da diese Gleichung eine und nur eine Wurzel besitzen soll, die
mit 2, ¥ veréinderlich ist, so gibt sie unmittelbar z als rationale Funk-
tion von 2" und 4. In analoger Weise berechnet man y als rationale
Funktion von 2’ und ¥

Im Falle der CrREMONAschen Transformation konnen wir alles das,
was iiber die Ebene X gesagt wurde, fiir die Ebene X’ wiederholen; es
ist also in der letzteren Ebene ein homaldidisches Netz =2’ vorhanden

1) Vgl. Bologna Mem. (2) 2, 621 (1863); 5, 3 (1864) und Giorn. di Mat. 1,
305 (1863); 8, 269, 363 (1865).
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(d. h. ein Netz von Kurven, die sich zu je zweien auler den Basispunkten
nur in einem einzigen verénderlichen Punkte schneiden). Dieses Netz X’
entspricht den Geraden der Ebene X, und seine Basispunkte bilden die
Fundamentalpunkte der Transformation in der Ebene X’.

Man bemerke, daB die Korrespondenz zwischen den Kurven

Lfi(z) + Afy(2) + 4f3(2) = 0
des Systems X und den Geraden
A&+ Ay + Ayay, = 0

der Ebene X’ aufrecht erhalten bleibt, falls man eine Kurve von X und
eine Gerade der Ebene X’ dann als zugeordnet betrachtet, wenn sie zu
denselben Werten der Parameter i, gehGren. FaBt man also diese Para-
meter 4, als homogene Koordinaten einer Kurve innerhalb des Netzes Z
und als homogene Koordinaten einer Geraden der Ebene X’ auf, so lift
sich die Korrespondenz auch durch die Forderung ausdriicken, daf die
Koordinaten mit demselben Index gleich sein sollen. Wir haben somit
einen besonderen Typus der linearen Transformation, die den Ubergang
von den Koordinaten einer Kurve des Netzes X zu den Koordinaten der
entsprechenden Geraden in der Ebene X’ vermittelt. Die Verwandt-
schaft zwischen den Kurven von X und den Geraden der Ebene X’ nennt
man deshalb eine Projektivitit.

Da wir iibrigens schon in Nr.1 bemerkt haben, daB ein lineares
Kurvensystem eineindeutig auf die Punkte eines linearen Raumes be-
zogen werden kann, so ist ohne weiteres verstindlich, was unter einer
projektiven Verwandtschaft zwischen einem linearen System und einem
Raum von derselben Dimension zu verstehen ist.

So handelt es sich z. B. in dem hier vorliegenden Fall eines Netzes
2 und des Geradensystems in der Ebene X’ um eine algebraische Korre-
spondenz, bei der man von jeder Kurve von X zu einer Geraden von X’
und von jeder Geraden von X’ zu einer Kurve von X gelangt, mit der
weiteren Bedingung, daB, wihrend eine Gerade in der Ebene X’ ein be-
liebiges Strahlenbiischel beschreibt, die entsprechende Kurve in X ein
Kurvenbiischel durchlduft.!)

Wir konnen diese verschiedenen Betrachtungen in den folgenden
Satz zusammenfassen:

Eine birationale Transformation zwischen zwei Ebenen wird erhalten,
wenn man die Geraden der einen Ebene projektiv auf die Kurven eines
homaloidischen Netzes der anderen Ebene bezieht. Dann entspricht einem

1) Uber den allgemeinen Begriff der Projektivitiit zwischen zwei linearen
Mannigfaltigkeiten vgl. z. B. Brrrini, Introduzione usw. S. 46.
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beliebigen Strahlenbiischel der ersten Ebene ein Kurvenbiischel in der zweiten
Ebene, das aufer den Basispunkten des Netzes noch einen weiteren Basis-
punkt hat. Die Korrespondenz zwischen den Punkten der beiden Ebenen
wird dadurch definiert, daf3 man den Scheitelpunkt des Strahlenbiischels und
Jenen weileren Basispunkt als entsprechende Punkie annimmt.

Den Geraden der zweiten Ebene entsprechen in der ersten Ebene die
Kurven eines anderen homaloidischen Netzes.

Eine CrEMONAsche Transformation ist m allgemeinen eineindeutig;
eine Ausnahme bilden nur die Fundamentalpunkte der Korrespondenz,
d. h. die Basispunkte der homaloidischen Netze, die in den beiden Ebenen
vorhanden sind.

Unter den CrEMONAschen Transformationen gibt es jedoch auch
gsolche, die ohne jede Ausnahme eineindeutig sind, namlich die homo-
graphischen Transformationen oder Kollineationen.

Umgekehrt kann man den Satz beweisen:

Eine Creuonasche Transformation, die fiir alle Punkte ohne Aus-
nahme etneindeutig ist, ist notwendig eine Kollineation.

Wenn nimlich die beiden Kurven f und g des Netzes X, die den
beiden beliebig gegebenen Geraden f” und g° der Ebene X’ entsprechen,
auBer dem Punkt, der dem Schnittpunkt von f' und g’ zugeordnet ist,
noch andere Basispunkte gemeinsam haben, so muB sich in der Ebene X
ein Punkt befinden, der gleichzeitig einem Punkt auf /" und einem an-
deren auf g entspricht; folglich befinden sich in der Ebene X gewisse
Punkte, fiir welche die Korrespondenz nicht eineindeutig ist. Soll aber
die Korrespondenz fiir alle Punkte ohne Ausnahme eineindeutig sein, so
darf das Netz X keine Basispunkte besitzen, d. h. zwei beliebige Kurven
des Netzes diirfen sich nur in einem einzigen Punkt schneiden. Daraus
folgt, daB das Netz X aus dem System aller Geraden der Ebene X
besteht. Die gegebene Korrespondenz erweist sich also als eine Kolli-
neation.

Eine letzte Bemerkung méoge die folgende sein: Die Kurven, die den
Geraden der beiden birational aufeinander bezogenen Ebenen entsprechen,
sind von derselben Ordnung. Es seien g und f* zwei beliebig gegebene Ge-
raden, die den Ebenen X bzw. X’ angehéren, ¢’ und f seien die beiden
entsprechenden Kurven in den Ebenen X’ bzw. X. Wenn die Kurve ¢’
von der Ordnung # ist, so wird sie von /" in » Punkten geschnitten, die
alle mit f* verinderlich sind. Diesen Punkten entsprechen ebenso viele
Schnittpunkte der Geraden g und der Kurve f, und diese Schnittpunkte
sind mit f veriinderlich. Daraus folgt, daB f von derselben Ordnung ist
wie ¢'.
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Die den Kurven ¢’ und f gemeinsame Ordnung nennt man die Ord-
nung der Transformation.

16. Quadratische Transformationen. Nach den homographischen
Transformationen oder Transformationen erster Ordnung, die eine Ge-
rade der einen Ebene in eine Gerade der anderen Ebene iiberfiihren, sind
die nichst einfachen CREMONAschen Transformationen diejenigen, welche
eine beliebig gegebene Gerade der einen Ebene in einen Kegelschnitt der
anderen Ebene iiberfiihren, d.h. die Transformationen zweiter Ordnung
oder die quadratischen Transformationen. Wir wollen nun im folgenden
die quadratischen Transformationen eingehender untersuchen.

Den Geraden der Ebene X’ wollen wir dabei die Kegelschnitte eines
homaloidischen Netzes X der Ebene X entsprechen lassen. Da zwei be-
liebige Kegelschnitte einer Ebene sich in vier Punkten schneiden, so
miissen drei von diesen Schnittpunkten fest sein, d. h. das Netz X
besteht aus allen Kegelschnitten, die durch drei vorgeschriebene Punkte
gehen.

Selbstverstindlich ist es auch mdoglich, daB diese Basispunkte von
2 nicht alle verschieden sind; das Netz X besteht dann entweder aus
der Gesamtheit der Kegelschnitte, die durch zwei gegebene Punkte gehen
und in einem von ihnen eine vorgeschriebene Tangente haben, oder aus
der Gesamtheit aller Kegelschnitte, die einen festen Kegelschnitt in einem
vorgeschriebenen Punkte dreipunktig beriihren.

In analoger Weise haben wir in der Ebene X' ein Netz von Kegel-
schnitten X', das dem System der Geraden in X entspricht.

Es fragt sich nun, wie die Formeln lauten, die diese Transformation
darstellen.

Wir betrachten den allgemeinen Fall, in welchem das Netz X drei
voneinander verschiedene Basispunkte 4,, 4,, 4; hat. Um die Formeln
in der einfachsten Gestalt zu erhalten, ist es zweckmiBig, die Punkte
4,, 4,, 4, in der Ebene X als Grundpunkte eines Systems von homo-
genen projektiven Dreieckskoordinaten z,, z,, z; anzunehmen.

Die Gleichung eines beliebigen Kegelschnitts, der dem Dreieck
A, A, A, umbeschrieben ist, der also dem Netz X angehort, ist dann
von der Form

Ay @y + Aggy + A2y =0,
so daB die drei Funktionen f,, f;, f5, die wir im Falle einer beliebigen
rationalen Transformation betrachtet haben, bzw. durch x,2;, a3, 2,2,
zu ersetzen sind. Die Korrespondenz wird also dargestelit durch die
Formeln
9 0Ty = g%y, QT3 = g%y, QT3 = Ty,
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und diese sind gleichbedeutend mit den folgenden:

R S T
1' 20 8__xltx’.x’-
Aus (9) folgen die Umkehrungen
(10) OF, = ZyXy, OFy = Tyky, OFy — Ty,
oder
1.1 1

wllxgtxst&—,;ig:?s"
Die Gleichungen (10) zeigen, daB einer Geraden

Wy Ty + Wylly + pgy =0
der Ebene X in der Ebene X’ ein Kegelschnitt

W T Ty + Uy + py 22y =0

entspricht, der dem Dreieck 4; A;A; umbeschrieben ist; dieses Dreieck
wird gebildet von den Punkten (2] =1, z; = 2} =0), (23 =1, 25 = 27 = 0),
(xg = 1, 2] = x5 = 0).

Wenn daher fiir das Netz X in der Ebene X die drei Basispunkte
voneinander verschieden sind, so gilt dasselbe fiir das Netz ', das in der
Ebene X' vorhanden ist.

Im Fundamentalpunkt 4, haben die Kegelschnitte von X eine ver-
anderliche Tangente; folglich sind die Punkte, die den unendlich benach-
barten Punkten von A4, zugeordnet sind, auf einer Fundamentalgeraden
ausgebreitet (vgl. Nr. 14, 8. 37). Es ist leicht einzusehen, daB diese
Fundamentalgerade mit der Geraden A;A4; zusammenfillt. In der Tat
sind die Koordinaten eines verinderlichen Punktes auf einer durch 4,
gehenden Geraden von der Form

(1) g, =1, x,=2cky, @ =¢ek
mit verinderlichem e. Diesem Punkt entspricht daher in der Ebene X’
ein Punkt mit den Koordinaten 2}, z;, 25, die durch die Formeln

0%, = %ky, oxy =&k, o) = &k,
oder

(12) o = bk, ta, =&, o=k
gegeben sind.

Fiir ¢ = O erhalten wir somit den Punkt (0, &, &), der auf der Ge-
raden 7 = 0, d. h. auf A, 45 liegt.

Man erkennt, daB einer Geraden, die durch den Fundamentalpunkt A,
geht und in Parameterform durch die Gleichungen (11) dargestellt ist, eine
Gerade entspricht, die durch den Fundamentalpunkt A, geht und in Para-
meterform durch die Gleichungen (12) dargestellt wird.
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Man beachte ferner, daB die Korrespondenz zwischen den durch A,
gehenden Richtungen (Linienelementen) wnd den Punkten der Geraden
A; Ay projektiv ist; denn eine beliebige Richtung durch 4, ist bestimmt
durch das Verhiltnis §,/&;, und der zugeordnete Punkt auf 4;A4; wird
erhalten, wenn man z;/z; = &;/§ macht.

Diejenigen unter den Punkten in der unmittelbaren Umgebung von
4, die auf den Seiten 4,4;, 4,4, des Koordinatendreiecks liegen,
werden erhalten, wenn man £ bzw. & gleich Null setzt. Demjenigen
Punkt in der unmittelbaren Umgebung von A, der in der Richtung A, A,
liegt, ist also der Punkt (0,0, &) d. h. A; sugeordnet, wihrend dem zu A,
unendlich benachbarten Punkt, der in der Richtung A, Ay liegt, der Pumkt
A, entspricht.

Fiir die Punkte 4, und 4, lassen sich ganz dieselben Uberlegungen
wiederholen; man hat nur die Indizes zyklisch zu vertauschen. Ersetzt
man die gestrichenen Buchstaben durch die ungestrichenen und umge-
kehrt, so erhiilt man die Eigenschaften der Fundamentalpunkte 4}, 4;, 4’
der Ebene X'.

Wir betrachten nun in der Ebene X eine algebraische Kurve C von
der Ordnung # und stellen uns die Aufgabe, die Ordnung der ent-
sprechenden Kurve €’ zu bestimmen.

Der gréBeren Allgemeinheit wegen wollen wir annehmen, daB die
Kurve C durch die Fundamentalpunkte 4,, 4,, 45 geht und in ihnen
die Multiplizititen?) s,, sy, s, besitzt. (Wenn C durch .einen der drei
Punkte nicht hindurchgeht, so hat man nur das entsprechende s gleich
Null zu setzen.)

Die Anzahl der Schnittpunkte der Kurve C’ mit einer verénder-
lichen Geraden ¢’ der Ebene X’ ist ebenso gro8 wie die Anzahl der ver-
anderlichen Schnittpunkte der ihr entsprechenden Kurve C mit dem der
Geraden ¢’ zugeordneten Kegelschnitt g; diese Anzahl ist aber gleich
2n — 8, — 83 — S5. Wir erhalten also den Sataz:

Der Kurve C der Ebene X, die von der Ordnung n ist und durch den
Fundamentalpunkt A, s-fach hindurchgeht ¢=1,3,3), entspricht in der Ebene
X' eine Kurve C' von der Ordnung 2n — s, — 83 — Sg.

Man sieht auch leicht ein, daB die Kurve C’ durch die Fundamental-
punkte A, A;, Ay mit den Multiplizititen n — sy — sg, 1 — 83— 5y,
n — 8, — 8y hindurchgeht.

Eine beliebige Gerade g’ durch 4 schneidet nimlich die Kurve C’
auBer in 4] noch in 2n — s, — s, — s, — # Punkten, wenn » die Multi-

1) Wenn eine Kurve C in einem Punkt P einen s-fachen Punkt besitzt, so
wollen wir sagen, daB sie in C die Multiplizdtit (oder Vielfachheit) s habe.
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plizitit des Punktes A fiir die Kurve C’ ist. Der Geraden g’ entspricht
eine durch 4, gehende Gerade g, und jedem von 4] verschiedenen ge-
meinsamen Punkt von ¢' und C’ entspricht einer der » — s, Punkte, in
welchen die Kurve C auBer in A4, von g noch geschnitten wird; das-
selbe gilt auch umgekehrt. Also ist

2n—s5 — s —S—r=n—s,
und daraus folgt

Z=m— 83 — 8.

Ebenso wird der Beweis fiir die Punkte 4, und A; gefiihrt.

Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man beriicksichtigt, da8
jedem gemeinsamen Punkt der Kurve C und der Fundamentalgeraden
Ay Ay, abgesehen von den s, bzw. s; Schnittpunkten, die in 4, bzw. 4,
zusammenfallen, ein dem Punkt 4] unendlich benachbarter Punkt ent-
spricht, der auf der Kurve C’ liegt. Somit hat die Kurve C’ in 4] einen
(n — sy, — s5)-fachen Punkt. Seine Tangenten stehen in projektiver Zu-
ordoung zu denjenigen Schnittpunkten der Kurve C und der Geraden
A, 4,, die von den s,- bzw. s;-fach zu rechnenden Punkten 4, und 4,
verschieden sind. Jene n — s, — s, Schnittpunkte auf A4,.4; miissen
natiirlich nicht alle voneinander verschieden sein, sondern kénnen auch
alle oder zum Teil zusammenfallen. Wir erhalten daher den Satz:

Zwischen den Tangenten im Punkt A, an die Kurve C’ bestehen die-
selben Koinzidenzen wie zwischen den n — s, — sy Schnittpunkten, in denen
die Gerade Ay A; auferhalb der Fundamentalpunkte von der Kurve C ge-
schnitten wird.

Wenn insbesondere die Gerade 4,4, und die Kurve C in 4, die
Schnittpunktsmultiplizitit!) s, + » haben, d. h. wenn die Gerade 4,4,
eine Tangente der Kurve C im Punkt A4, ist, so wird die Kurve C’ von
der Fundamentalgeraden 4745 beriihrt, und diese letztere ist unter den
Tangenten von C’ im Punkt 4] %-mal zu zéhlen.

Wir fiigen noch einige weitere Bemerkungen bei.

a) Jedem Punkt P, der nicht den Fundamentalgeraden angehort, und
der fiir die Kurve C ein s-facher Punkt ist, entspricht ein nicht auf
den Fundamentalgeraden liegender Punkt P’, der fiir die Kurve C’
s-fach ist.

Den Geraden durch P sind nimlich die durch P’ gehenden Kegel-
schnitte des Netzes X’ derart zugeordnet, daB, wenn eine beliebige
durch P gehende Gerade g die Kurve C auBer in P noch in # — s an-

1) Ein Schuittpunkt zweier Kurven hat die Multiplizitit s, wenn er unter der
Gesamtzabl ihrer Schoittpunkte s-mal zu z3hlen ist. Vgl. z. B. C. Skere, La molti-
plicitd nelle intersezioni delle curve piane algebriche etc. Giorn. di Mat. 86, 1 (1898).
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deren Punkten schneidet, der ihr entsprechende Kegelschnitt ¢’ die
Kurve C’ in n — s Punkten trifft, die von P’ und von den drei Funda-
mentalpunkten verschieden sind. Da der Kegelschnitt ¢’ keine spezielle
Lage hat, so ist die Anzahl der Schnittpunkte, die in die Fundamental-
punkte fallen, gleich

n—83—85)+ (0 —s5—38)+ (0—8 —8)=3n—2s — 28, — 25,3
und folglich ist die Anzahl der durch P’ absorbierten Schnittpunkte
gleich

2@2n — s — 8 —8) — (3n — 25, — 25y — 25;) — (n — §) = 5.

P’ ist also ein s-facher Punkt der Kurve C'.

b) Wenn der oben genannte Punkt P ein gewohnlicher s-facher Punkt?)
der Kurve C ist, so ist der Punkt P’ ebenfalls ein gewohnlicher s-facher
Punkt auf der Kurve C'.

In der Tat, zwei voneinander verschiedenen Geraden durch P ent-
sprechen zwei einander nicht beriihrende Kegelschnitte durch P’. Die
Zahl der Kegelschnitte, die C' in P’ beriihren, ist also ebenso grof wie
die Zahl der voneinander verschiedenen Tangenten der Kurve C im Punkt
P. Daraus folgt, daB die Kurve C’ mit s Zweigen durch P’ hindurch-
geht, die einander nicht beriihren.

Nach diesen Feststellungen betrachten wir nun einen beliebigen
s-fachen Punkt O einer algebraischen Kurve C von der Ordnung %, die
in der Ebene x liege. Wir ziehen durch O zwei Geraden, so daB jede von
ihnen die Kurve C auBer in O noch in # — s voneinander verschiedenen
Punkten schneidet. Auf der einen dieser Geraden nehmen wir den Punkt
P, auf der anderen den Punkt @ an, so daB die Kurve C von der Ge-
raden P@Q in n Punkten getroffen wird, die alle voneinander verschieden
sind, und von denen keiner mit P oder ¢ zusammenfillt.

Setzen wir nun zwischen den durch O, P und @ gehenden Kegel-
schnitten der Ebene n und den Gteraden einer anderen Ebene x’ eine pro-
jektive Verwandtschaft fest, so haben wir damit zwischen den beiden
Ebenen eine quadratische Transformation definiert, fiir welche O, P und
Q die Fundamentalpunkte in der einen Ebene sind. Es seien 0, P’ und
@’ die Fundamentalpunkte in der Ebene z". Da wir die Punkte P und
@ ganz allgemein gewihlt haben, so folgt aus den vorhergehenden Be-
merkungen, daB die der Kurve C entsprechende Kurve C’ in P’ und ¢’
je einen gewdhnlichen (n — s)-fachen Punkt und in O’ einen gewdhnlichen

1) Es sei daran erinnert, daB man unter einem gewihnlichen s-fachen Punkt
einer Kurve einen solchen versteht, dessen s Tangenten alle voneinander ver-
schieden sind.
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n-fachen Punkt besitzt. AuBerdem entspricht jedem vielfachen Punkt
M von C, der nicht auf den Fundamentalgeraden liegt, ein Punkt M’
von C’, der ebenfalls nicht auf den Fundamentalgeraden liegt, und der
dieselbe Vielfachheit und dieselbe Anzahl von untereinander verschie-
denen Tangenten besitzt wie M.

Wir behalten uns vor, die Wirkung der Transformation auf den
vielfachen Punkt O, den wir als Fundamentalpunkt angenommen haben,
nachher zu untersuchen. Das Vorhergehende konnen wir in folgender
Weise zusammenfassen:

Beim Ubergang von der Kurve C zu der Kurve O’ bleiben die Multi-
pligititen der nicht auf den Fundamentalgeraden liegenden Punkte erhalten;
fiir die auf den Fundamentalgeraden liegenden Punkte von C (abgesehen
von 0) werden drei gewihnliche vielfache Punkte auf C' eingefiihrt.

Eine quadratische Transformation wie diejenige, die wir eben
zwischen den Ebenen z und z” betrachtet haben, werden wir im folgen-
den bezeichnen als ,eine allgemeine quadratische Transformation, die in
einem vielfachen Punkt O von C einen Fundamentalpunkt besitzt*.

§ 2. Auflosung der Singularitiiten einer ebenen algebraischen
Kurve.

17. Autlésung der Singularititen einer ebenen algebraischen Kurve
mit Hilfe einer Reihe von aufeinander folgenden quadratischen Trans-
formationen. Unendlich benachbarte Singularitéiten.

Wir fassen noch einmal die in der Ebene z gelegene algebraische
Kurve C von der Ordnung » ins Auge und untersuchen, welche Wir-
kung eine allgemeine quadratische Transformation, die in dem s-fachen
Punkt O der Kurve C einen Fundamentalpunkt hat, auf eben diesen
Punkt ausiibt. Wie in der vorhergehenden Nummer bezeichnen wir mit
P und @ die beiden anderen Fundamentalpunkte der Transformation, die
der Ebene z angehoren, und mit O0°, P’, Q' die Fundamentalpunkte, die
in der Ebene n’ der transformierten Kurve C’ liegen; den Punkten der
unmittelbaren Umgebung von O entsprechen also die Punkte der Funda-
mentalgeraden P’Q’, den Punkten in der Umgebung von P entsprechen
diejenigen der Fundamentalgeraden @0’ usw.

Es seien o,, 05, ..., 0, (I £5) die voneinander verschiedenen Tan-
genten der Kurve C im Punkt O. Diesen Geraden entsprechen ! Punkte
0,, 0, ..., O, auf der Geraden P’¢)’, die unter sich und von P’ und @’
verschieden sind; und ebenso wie die Tangenten o, den von den beiden
Fundamentalgeraden O P und O verschiedenen Richtungen entsprechen,
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in denen die Kurve € durch O hindurchgeht, so ergeben die Punkte
0; die von @’ und P’ verschiedenen Schnittpunkte der Kurve ¢’ mit der
Fundamentalgeraden P'Q’.

Fassen wir dies etwas genauer! Wenn die Tangente o, in der Ge-
samtheit der s Tangenten der Kurve C im Punkt O r-mal zu zdhlen ist,
d. h. wenn in der Gleichung vom Grad s, welche die Tangenten der Kurve
C im Punkt O liefert, die jener Tangente entsprechende Wurzel 7-fach

i

zu rechnen ist, so daB 'z, = s ist, so ziihlt der Punkt O] r,mal unter
i=1

den Schnittpunkten der Kurve C’ mit der Geraden P’Q’. Bezeichnen

wir die Vielfachheit des Punktes O] fiir die Kurve C’ mit s;, so haben

wir jedenfalls

und also auch

Diese Ungleichung ist schon von einer gewissen Bedeutung, denn
sie lehrt uns folgendes: Wenn I > 1 ist, d. h. wenn die Kurve C in O min-
destens swei voneinander getrennte Tangenten hat, so list die wvorliegende
quadratische Transformation den s-fachen Punkt O in mehrere Punkte auf,
deren Multiplizititen fiir die transformierte Kurve C' kleiner sind als s.

Man erkennt, daBl unter allen Umstéinden die vorliegende allgemeine
quadratische Transformation die Kurve C derart in die Kurve C’ iiber-
fihrt, daB die Multiplizititen der nicht auf den Fundamentalgeraden
liegenden Punkte ungedndert bleiben, daB drei gewdhnliche mehrfache
Punkte eingefiihrt werden, und daf der Punkt O durch einen Punkt von
derselben Multiplizitit oder durch mehrere Punkte von geringerer Multi-
plizitit ersetzt wird.

Man wendet nun auf die Kurve C’ dasselbe Verfahren an wie auf
die Kurve C, indem man in den Punkt O einen Fundamentalpunkt einer
allgemeinen quadratischen Transformation legt. Der Punkt O wird dann
durch einen oder mehrere Puankte O;, O, ... der transformierten
Kurve C” ersetzt, und auBerdem besitzt jeder dieser Punkte O, falls
mindestens zwei davon vorhanden sind, fiir die Kurve C” eine Multi-
plizitit, die kleiner ist als s;. Wir bezeichnen die Multiplizititen dieser
Punkte 07, O3, ... fir die Kurve C” mit s;, 8;3, ... und fahren in
dieser Weise fort.

Nach einer Reihe von quadratischen Transformationen werden jeden-
falls die urspriingliche Kurve C und die zuletzt erhaltene Kurve ein-
ander zugeordnet sein durch eine birationale Transformation zwischen
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ihren beiden Ebenen, die das Produkt der aufeinander folgenden quadra-
tischen Transformationen ist. Diese Transformation kann zwar einen viel-
fachen Punkt von C in mehrere Punkte von geringerer Multiplizitit auf-
losen, sie fithrt aber an neuen vielfachen Punkten nur solche ein, deren
Tangenten alle voneinander verschieden sind.

An die vorhergehenden Untersuchungen schliefit sich der Begriff der
Zusammensetzung eines mehrfachen Punktes einer algebraischen Kurve
aus Zweigen mit unendlich benachbarten Singularitiien; diesen wichtigen
und fruchtbaren Begriff verdankt man M. NOETHER.")

Kebren wir zu der ersten quadratischen Transformation zuriick,
welche die Kurve C in ¢’ und den Punkt O in die Punkte O}, O, ..., O,
iiberfiilhrte. Wir unterwerfen die Kurve C’ einer kleinen Drehung um
den Punkt O und bezeichnen mit C diejenige Kurve der Ebene z, welche
der Kurve C’ in der neuen Lage entspricht. Die Kurve C wird von der
Ordnung 2(2n — s) — n = 3% — 2s sein und wird im Punkt O einen ge-
wohnlichen (2n— s)-fachen Punkt besitzen, weil C” in der neuen Lage von der
Geraden P’Q’ in 2n—s einfachen, voneinander verschiedenen Punkten ge-
troffen wird. AuBerdem besitzt die Kurve C’ nach der Drehung zwei gewShn-
liche (n —s)-fache Punkte, die von denjenigen Punkteun herriihren, die ur-
spriinglich mit P’ und @’ zusammenfielen, und ! Punkte mit den Multi-
plizititen s;, sy, ..., §,, welche von denjenigen herriihren, die urspriing-
lich in O}, O}, ..., O, lagen. Diesen letzteren entsprechen Punkte, welche
in bezug auf die Kurve C die gleiche Vielfachheit haben wie sie selbst
in bezug auf C'. Wenn nun C’ wieder in ihre alte Lage zuriickkehrt, so
zerfallt C in die Geraden OP und O @, deren jede (n — s)-mal zu zihlen
ist, und in die urspriingliche Kurve C. Diese erhilt wiederum den
s-fachen Punkt O, dem sich I Punkte mit den Multiplizititen s, s,, ..., 5,
unbegrenzt genéhert haben. Dieselbe Uberlegung liBt sich fiir die Kurve
C’ in bezug auf einen der vielfachen Punkte O wiederholen und man
sieht leicht, wie das Verfahren fortzusetzen ist.

Diese Tatsachen lassen sich in folgender Form ausdriicken, durch
welche die Zusammensetzung des vielfachen Punktes klar veranschau-
licht wird: Der vielfache Punkt O setzt sich susammen aus einem s-fachen
Punkt, dem in der Umgebung erster Ordnung die s-fachen Punkte O, ¢=1,3,...,
in der Umgebung zweiter Ordnung die s, ,-fachen Punkte O, , Gk=1,3,..), usw.
unendlich benachbart sind.

Die aufeinander folgenden quadratischen Transformationen haben im
wesentlichen keinen anderen Zweck als den, die Umgebung erster Ord-
nung des Punktes O durch die Punkte einer Fundamentalgeraden, die

1) Siehe Math. Ann. 9, 168 (1876) und besonders Math. Ann. 23, 311 (1884).
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Umgebung zweiter Ordnung durch die Umgebungen erster Ordnung der
Punkte dieser Geraden zu ersetzen; eine endliche Anzahl dieser letzteren
Umgebungen erster Ordnung wird nacheinander durch ebenso viele Geraden
ersetzt usw. Auf diese Weise erscheint die Singularitit, die sich aus der
Gesamtheit der verschiedenen unendlich benachbarten Singularitdten er-
gibt, zerlegt oder aufgelost.

Aus der geometrischen Bedeutung, die den unendlich benachbarten
Singularititen beigelegt wurde, ergibt sich ohne weiteres, daB die Zu-
sammensetzung eines vielfachen Punktes durchaus wicht abhingt von der
Wahl der aufeinander folgenden quadratischen Tramsformationen, durch
welche der Punkt aufgelost wird, d.h. daB die Zahlen s, s, s,,, ... fir
den betrachteten vielfachen Punkt charakteristisch sind.

Die quadratischen Transformationen spielen deshalb mehr die Rolle
eines analytischen Werkzeugs als diejenige eines wesentlichen Elements
bei der Bildung des Begriffs der Zusammensetzung einer Singularitit.

18. CREMONASsche Transformation einer ebenen Kurve in eine
andere, die nur gewdhnliche vielfache Punkte besitzt.

Wir setzen voraus, daB die bis jetzt betrachtete Kurve C von mehr-
fachen Bestandteilen frei sei.

Es fragt sich nun, ob das in der vorigen Nummer angegebene Ver-
fahren zur Bestimmung der Zusammensetzung des vielfachen Punktes O
nach einer endlichen Anzahl von Operationen ein Ende findet in dem
Sinne, daB man schlieBlich zu einer Umgebung von geniigend hoher (aber
endlicher) Ordnung gelangt, in der nur noch einfache Punkte von C
existieren, oder ob man das Verfahren unbeschrinkt fortsetzen kann und
immer wieder auf vielfache Punkte stoBt.

Da ein vielfacher Punkt mit mindestens zwei Tangenten sich in
zwei oder mehr Punkte von geringerer Multiplizitit aufldsen liBt, so
bleibt nur der Fall zweifelhaft, wo ein Punkt mit einer einzigen Tangente
zu untersuchen ist. Aber wir wollen beweisen, daB man in jedem Falle
nach einer endlichen Anzahl von Operationen stets zu einfachen Punkten
gelangt. Zu diesem Zweck miissen wir die Berechnung der Multiplizitiit
des Schnittes zweier ebener algebraischer Kurven in eimem threr gemein-
samen Punkte vorausschicken.

Es seien C und D die beiden Kurven und O ein ihnen gemeinsamer
Punkt; er sei fiir C s-fach und fiir D ¢-fach. Aus der elementaren Theorie
der ebenen algebraischen Kurven ist bekannt, daB der Punkt O entweder
genau st Schnittpunkte der beiden Kurven oder eine gréBere Anzahl ab-
sorbiert. Der erste Fall tritt ein, wenn diese Kurven in O keine gemein-

Severi: Vorlesungen ilber algebraische Geometrie 4
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samen Tangenten haben; besitzen sie jedoch gemeinsame Tangenten in
0, so haben wir den zweiten Fall.!)
Wir bezeichnen mit J die unbekannte Multiplizitit des Schnittes,

so daB
J=st+J;, (J; =0)

ist, und wenden nun eine allgemeine quadratische Transformation an mit
einem Fundamentalpunkt in O. Es seien ferner O}, O;, ... die Punkte
der Fundamentalgeraden P’@Q’, die den gemeinsamen Tangenten in O
entsprechen, und J7, Jy, ... die Schnittpunktsmultiplizititen der trans-
formierten Kurven C’ und I)" in den Punkten O], O, .

Ersetzt man die Kurve C durch eine hinlinglich benachbarte Kurve
C, die zwar in O einen s-fachen Punkt hat, die aber die Kurve D nicht
heriihrt, so wird der Punkt O genau st Schnittpunkte der beiden Kurven
C und D absorbieren, und auBerdem sind J, gemeinsame Punkte von C
und D vorhanden, die nach O hineinriicken, wenn sich C in die Lage C
zuriickbewegt.

Die durch die Transformation aus C hervorgehende Kurve O’ wird,
da sie C’ duBerst nahe kommt, bei derselben Bedeutung des Ausdrucks
,Multiplizitit des Schnittes“ die Kurve D’ in J Punkten schneiden, die
dem Punkt O #uBerst nahe liegen, auBerdem in J, weiteren Punkten,
die dem Punkt O, duBerst nahe liegen usw. d.h. sie schneidet D' in
Jy, + J, + - - - Punkten, die sehr nahe an der Fundamentalgeraden P’'Q’
liegen, von den Fundamentalpunkten P’, @  jedoch eine endliche Ent-
fernung haben. Da diesen Schnittpunkten von C’ mit D’ die J; Schnitt-
punkte von C und D entsprechen, die in niichster Umgebung des Punktes
O liegen, so erhalten wir

o= Tt Tt

Unterwirft man jeden der Punkte O;, die den Kurven C’ und D’ gemein-
sam sind, einer dhnlichen Untersuchung, so erhilt man die Gleichung

wsrﬁ«}-Z‘J;'k,

wo §; hzw. ¢, die Vielfachheit des Punktes O; fiir die Kurve C’ bzaw. D’
bedeutét, wihrend oJ;, die Multiplizitit des Schnittes der Kurven C”
und D” im Punkt O], ") bezeichnet; unter C” und D" sind dabei diejenigen
beiden Kurven verstanden, die aus C’ und D’ vermdge einer allgemeinen
quadratischen Transformation mit dem Fundamentalpunkt O;hervorgehen.

Fahrt man in dieser Weise fort, so erhilt man schlieBlich die von
NOETHER angegebene fundamentale Formel

1) Vgl z. B. die auf 8. 44 angefiibrte Abhandlung von Sraezrz.
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J = st+ ;s,t, + %'si,kt‘,k +.
?y

dabei ist die erste Summation iber alle mehrfachen Punkie zw erstrecken,
die den beiden Kurven C und D-in der Umgebung erster Ordnung des
Punktes O gemeinsam sind; die zweite Summation umfaft alle gemein-
samen mehrfachen Punkte, die in der Umgebung zweiter Ordnung liegen, usw.

Nachdem dies festgestellt ist, kehren wir zu der am Anfang dieser
Nummer gestellten Frage zuriick.

Wir betrachten einen allgemein gewdhlten Punkt P der Ebene x,
in der die Kurve C liegt, und die erste Polare I" des Punktes P in bezug
suf die Kurve C. Wir wollen das Verhalten von I' in dem vielfachen
Punkt O von C untersuchen. Zu diesem Zwecke nehmen wir einen anderen
allgemeinen Punkt @ in x an und transformieren die Ebene x in die
Ebene n’ mittels einer quadratischen Transformation mit den Funda-
mentalpunkten O, P, @ in x# und O’, P’, Q" in #". Den durch P gehen-
den Strahlen der Ebene z entsprechen in x’ Strahlen, die durch P’ gehen,
und die Punktreihen auf zwei derartigen homologen Geraden sind (da
die Verwandtschaft birational ist) projektiv aufeinander bezogen. Daraus
folgt, daB die bei der Transformation aus I" hervorgehende Kurve I'" die
erste Polare von P’ ist in bezug auf die Kurve C’, die der gegebenen
Kurve C entspricht. Fiir die Kurve I” besitzt der Punkt O die Multipli-
zitit s — 1, und die Kurve I geht mindestens mit den Multiplizititen
s, —1,s,—1, ... durch die Punkte O}, 0}, ... hindurch, die den in der
Umgebung erster Ordnung des Punktes O liegenden mehrfachen Punkten
von C entsprechen. Diese Tatsache 1Bt sich auch in folgender Weise
ausdriicken: Die Kurve I' geht durch O mit der Multiplizitit s — 1 und
durch die s-fachen Punkte O,, die dem Punkt O unendlich benachbart
sind, mindestens mit den Multiplizitéten s, — 1 hindurch.

Wir vollziehen nun eine zweite allgemeine quadratische Transfor-
mation, die in O, einen Fundamentalpunkt hat und in P’ einen andern.
I'" verwandelt sich dabei in eine Kurve I'”, welche die erste Polare der
aus C’ hervorgehenden Kurve C” ist in bezug auf einen Fundamental-
punkt P”; somit geht I"" mindestens mit den Multiplizititen s,, — 1
durch die Punkte O;; hindurch, welche den in der Umgebung erster Ord-
nung von O; gelegenen mehrfachen Punkten der Kurve (” entsprechen.
Fiahrt man in dieser Weise fort, so erhilt man den Satz:

Die erste Polare eines allgemeinen Punktes in bezug auf die Kurve C
geht durch den s-fachen Punkt O mit der Multiplizitit s — 1 und durch
die aufeinander folgenden vielfachen Punkte O;, O,, ... mindestens mit
den Multiplizititen s, — 1, s,, — 1 ... hindurch.

4%
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Beriicksichtigt man nun die Tatsache, daB die beiden Kurven C und
I sicherlich keine gemeinsamen Bestandteile haben, da ja C von mehr-
fachen Bestandteilen befreit wurde, so ergibt sich, daB der den Kurven
C und I'" gemeinsame Punkt O unter den »(» — 1) Schnittpunkten dieser
beiden Kurven mindestens

s(s—1) + Zsz‘(si -1+ Est,k(st,k -1+
Punkte absorbiert.

Da nun die vorstehende Summe notwendig endlich sein muB, so
muB man nach einer endlichen Anzahl von Summanden zu solchen Glie-
dern gelangen, die Null werden, d. h. es mupB eine Umgebung von ge-
niigend hoher, aber endlicher Ordnung des vielfachen Punktes O geben, in
der sich nur noch einfache Punkte (s, . =1) der von mehrfachen Be-
standteilen freien Kurve C befinden.

Daraus ergibt sich, daB es mdglich ist, mit Hilfe einer endlichen
Anzahl von quadratischen Transformationen, d. h. mit Hilfe einer CREMONA-
schen Transformation, die das Produkt von ihnen ist, einen ganz belie-
bigen vielfachen Punkt der von mehrfachen Bestandteilen freien Kurve
C in einfache Punkte aufzulGsen.

Wenn man sich daran erinnert, daB durch keine der quadratischen
Transformationen, die man ausfithren muf, um eine gegebene Singulari-
tit aufzuldsen, neue, nicht gewohnliche Singularititen in die transformierte
Kurve eingefiihrt werden, sondern daB nur gewShnliche mehrfache Punkte
auftreten, so erkennt man, daB es moglich ist, mit einer endlichen Anzahl
von quadratischen Transformationen séimtliche hdheren Singularititen
eine um die andere aufzuldsen, bis man schlieBlich zu einer Kurve ge-
langt, die nur noch vielfache Punkte mit getrennten Tangenten besitzt.

Man erhilt also den grundlegenden Satz von NOETHER:

Jede ebene Kurve mit beliebigen Singularititen 1ift sich mit Hilfe
einer passenden Crexonaschen Transformation auf eine andere ebene Kurve
auriickfiihren, die nur gewohnliche mehrfache Punkte (mit getrennten Tan-
genten) besitat.

§ 3. Zweige einer algebraischen Kurve.

19. Zweige oder Zyklen einer ebenen algebraischen Kurve. Es sei
O ein beliebiger vielfacher Punkt einer ebenen Kurve C, die von mehr-
fachen Bestandteilen befreit ist. Wir wenden auf die Kurve C eine
CrEMONAsche Transformation an, durch welche diese Kurve in eine andere
Kurve I' von der Ordnung m transformiert wird; dabei wird gleichzeitig
der vielfache Punkt O in eine gewisse endliche Anzahl [ von einfachen
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Punkten P, @, ... der transformierten Kurve aufgelost. Der Gesamtheit
der Punkte von C, die in unmittelbarer Umgebung von O liegen (d. h. fiir
welche der absolute Betrag der Entfernung von O unterhalb einer vor-
gegebenen Grenze bleibt), entsprechen die Umgebungen der einfachen
Punkte P, @, . .. auf der Kurve I Die Punkte jedes dieser Bereiche
bilden, wie man sagt, einen Zweig (nach CAYLEY)') oder einen Zyklus
(nach HALPHEN)?) der betrachteten Kurve; jeden der Punkte P, @, ...
wollen wir Ursprung des zugehdrigen Zweiges nennen. Um daran zu er-
innern, daB die Umgebung des Punktes O auf C sich auflosen 148t in I
Bereiche von einfachen Punkten auf einer passend gewdhlten, mit C bi-
rational #quivalenten Kurve, sagt man auch, daB der Punkt O auf der
Kurve C der Ursprung von | Zweigen set.

Jeder dieser Zweige der Kurve C ist wohl definiert: die Gesamtheit
seiner Punkte entspricht nimlich denjenigen Punkten von I, die in
einer der Umgebungen der einfachen Punkte P, @, ... liegen.

Die Vorstellung des Zweiges erscheint demnach als ein Begriff,
der gegeniiber den birationalen Transformationen invariant bleibt, d. h.

Bei einer birationalen Transformation geht ein Zweig immer wieder
in einen Zweig tiber.

Die Definition des Zweiges wird durch die folgenden analytischen
Betrachtungen niher bestimmt.

Es seien ¢,  die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes der
Kurve I, so daf

f (t) u) =0

die Gleichung dieser Kurve ist.

Wir kénnen die Achsen des Koordinatensystems so wihlen, daB der
Anfangspunkt ¢ = % = 0 mit dem oben genannten einfachen Punkt P zu-
sammenfillt, und daB auBerdem die Achse ¢ = O nicht Tangente von I
ist, sondern diese Kurve in m Punkten schneidet, die im Endlichen liegen
und voneinander verschieden sind. Dann ist die Gleichung

f (0) u) =0,
die nach Voraussetzung schon die Wurzel u == O hat, vom Grad m, und
sie besitzt im ganzen m voneinander verschiedene Wurzeln.
Wir denken uns die komplexe Verinderliche ¢ in einer Ebene aus-
gebreitet und markieren in dieser Ebene (die wir kurz die Ebene ¢ nen-
nen wollen) den Punkt ¢ = 0. Ebenso stellen wir die Werte von u dar

1) Quart. J. 7, 212 (1866) und Papers B, 620; ein Auszug findet sich im
Journ. f. Math. 64, 369 (1865).

2) Paris Sav. étr. (2) 26 (1877); ein Auszug findet sich in den C. R. 78,
1105 (1874).
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durch die Punkte einer anderen Ebene (die wir die Ebene « nennen) und
markieren in dieser den Punkt u = 0. Durch die Gleichung f(¢, u) =0
wird dann zwischen den beiden Ebenen eine derartige Verwandtschaft
festgelegt, daB jedem Punkt ¢ m Punkte u entsprechen (die voneinander ver-
schieden sein oder zusammenfallen kénnen). Dem Punkt ¢ = O entsprechen
m voneinander verschiedene Punkte u, unter denen sich der Punkt ¢ = 0
befindet. Wir markieren ferner in der Ebene ¢ die kritischen Punkte der
durch die Gleichung f = O definierten impliziten Funktion « von ¢, d. h.
diejenigen Werte von f, denen zwei oder mehr zusammenfallende Werte
von % entsprechen. Da wir vorausgesetzt haben, daB die Kurve C und da-
mit auch I' von mehrfachen Bestandteilen frei sei, so miissen diese
Punkte offenbar in endlicher Anzahl vorhanden sein, denn sie entsprechen
denjenigen Werten von #, fiir welche die Kurve I" einen mehrfachen Punkt
oder eine Tangente parallel zur u-Achse besitzt (oder mit anderen
Worten denjenigen Werten von #, welche gleichzeitig den Gleichungen
f(t,u) =0 und £ (f,u) =0 geniigen). Wir zeichnen endlich in der Ebene ¢
die Punkte aus, denen unendlich groBe Werte der Funktion u entsprechen
(die Pole der Funktion w); auch diese Punkte sind in endlicher Anzahl
vorhanden.

Alle diese Punkte sind von dem Punkt #= 0 verschieden, da zu
t = 0 nach der Voraussetzung m endliche und voneinander verschiedene
Werte von u geh6ren; man kann also in der Ebene ¢ einen Kreis 4 von
hinreichend kleinem Halbmesser ziehen, der alle oben ausgezeichneten
singuldren Punkte ausschlieBt. Es seien nun

Ug=0, uy,y g, U, ..., 4,

die m Werte von u, die zu =0 geh6ren. Wilhrend ein Punkt der Ebene ¢
gich im Innern des genannten Kreises bewegt, bewegen sich die m ent-
sprechenden Punkte in der Ebene u derart, daB sie gewisse endliche
Flichenstiicke 4,, 4,, .., 4, _, beschreiben, welche die Punkte u,, u,,
.., #,_, umschlieBen. Wenn der Radius des Kreises 4 abnimmt, so
werden auch die Flichen 4, 4,, ..., 4,,_, kleiner, und sie ziehen sich
bzw. auf die Punkte u,, u,, ..., u, , zusammen, wenn der Radius von
A sich der Null ndhert; infolgedessen kann man A4 so klein — wenn
auch endlich — annehmen, daB die Flachen 4,, 4,, ..., 4,,_, keine
gemeinsamen Flichenteile haben; demnach stehen die Punkte von 4 in
eimeindeutiger Korrespondenz mit denjenigen von 4,(¢ =0,1,..., m—1).

FaBt man nun diejenige Bestimmung von « ins Auge, die in ¢ =0
den Wert u,= 0 annimmt, und 188t man die Verdnderliche ¢ das Innere
des Kreises A durchlaufen, so ist eine Funktion u(f) definiert, die fiir
jeden Punkt dieses Kreises einen einzigen Wert besitzt. Diese eindeutige
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und endliche Funktion erfiillt nun die Bedingungen, durch welche eine
(monogene) analytische Funktion charakterisiert ist.?)

Setzt man némlich in der Gleichung f = 0 an die Stelle von u die
eben definierte Funktion u(¢) und beachtet man, daB die Funktion f Ab-

leitungen nach ¢ und nach u besitzt, und daB 9371; fiir die dem Innern des

Kreises A entsprechenden Punkte niemals Null wird, so ergibt sich
nach den Regeln fiir die Ableitung der impliziten Funktionen, daB

4% o sistiert und gegeben ist durch die Gleichung

dt
of
du Jt
Tt
du

Dieser Ausdruck fiir% zeigt, daB diese Ableitung eine stetige Funktion

ist, die in jedem Punkt innerhalb des Kreises 4 einen von der Fort-
schreitungsrichtung, nach der sie berechnet ist, unabhingigen Wert be-
sitzt, daB also u(¢) eine (monogene) analytische Funktion ist. Man kann
daher die Funktion u(f) nach der Formel von TAyLOR-CAUCHY in eine
Potenzreihe von der Form?)

=0t + agt’ + az;t* + - - -
entwickeln, die im Innern des Kreises A4 konvergiert.

Ordnet man jedem Wert von ¢ im Innern des Kreises 4 den ent-
sprechenden Wert von w zu, der sich aus dieser Reihe ergibt, so erhilt
man eine Folge von Punkten (u, f) der Kurve I, die in ihrer Gesamtheit
den Zweig bilden, dessen Ursprung der einfache Punkt P ist.

Es seien nun z, y die Koordinaten eines veriinderlichen Punktes der
urspriinglich gegebenen Kurve C. Wir erhalten dann folgende Darstel-
lungen:

z = rat. Funktion von (¢, ), t = rat. Funktion von (z, y),

y = rat. Funktion von (¢, u), u = rat. Funktion von (z, y);

dabei bedeuten (2, y) und (¢, u) die Koordinaten zweier Punkte, die durch die
birationale Transformation zwischen den beiden Kurven € und I' einander

1) Vgl. z. B. ArpeLn et Goumsat, a. a. O, S.168, oder L. Biancmr, Lezioni
sulla teoria delle funzioni di variabile complessa e delle funzioni ellittiche
(Pisa 1901), § 2. Oder auch F. W. Osaoop, Lehrbuch der Funktionentheorie. Bd. I,
S. 876 (Leipzig 1907).

2) Vgl. Biaxcar a. a. O. § 43 oder H. Burkmaror, Einfiihrung in die Theorie
der analytischen Funktionen einer komplexen Verinderliehen (Leipzig 1903), S. 116,
sowie Osaoop a. a. 0. S. 287,
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zugeordnet sind. Ersetzt man w durch die Potenzreihe und fiihrt man die
verschiedenen Operationen aus, die in den fiir # und y angeschriebenen
rationalen Funktionen vorkommen, so erhilt man schlieflich die Ent-
wicklungen:

2= Pt pit BB
Yy =q+ Q1t+%t2+ BN

sie stellen einen Zweig von C dar, dessen Ursprung der mehrfache
Punkt O ist; er entspricht demjenigen Zweig, der auf der Kurve I" den
einfachen Punkt P als Ursprung hat.

Man erhilt also den Satz:

Die Punkte einer algebraischen Kurve, die der Umgebung eines threr
Punkte O angehoren, verteilen sich auf eine endliche Anzahl von Zweigen,
deren Ursprung O ist. Die Koordinaten der Punkte eines Zweiges lassen
sich durch Rethen von gangen positiven Potenzen eines Parameters t darstellen,
der seinerseits eine rationale Funktion der Koordinaten selbst ist. Man er-
hilt alle Punkte des Zweiges, wenn man t innerhalb des Konvergenzkreises
Jjener Potenzreihen sich bewegen ldft.

Wir definieren nun zwei projektive Merkmale, die fiir einen Zweig
einer ebenen algebraischen Kurve C charakteristisch sind, néimlich die
Ordnung und die Klasse.

Der Ursprung O des Zweiges werde als Ursprung (z =y = 0) des
Koordinatensystems angenommen, so daB in den Reihenentwicklungen,
durch welche sich die Koordinaten der Punkte des Zweiges darstellen
lassen, die Absolutglieder fehlen. Es wird also

T = 0,8+ gy, $*FT 4
Y= bata+ ba+1ta+1+ T
wo mindestens eine der Konstanten @, und b, von Null verschieden ist.
Es sei Az + py = 0 eine durch den Ursprung O gehende Gerade.
Setzt man in die Gleichung dieser Greraden die Potenzreihen ein, welche
den Zweig darstellen, so erhilt man:
P(t) = (Aa, + ub)t* + (e, + wb, )t** 4+ - - = 0.

Wenn J (> «) der Exponent der niedrigsten in dieser Gleichung vorkom-
menden Potenz von ¢ ist, so sagt man, der Zweig und die Gerade haben
sm Ursprung die Schwittpunktsmultiplizitit J.

Wenn die Gerade nicht in spezieller Weise durch O geht, d. h. wenn
Aa,+ ub,+ 0

ist, so ist selbstverstindlich J = «; dagegen gibt es eine bestimmte Ge-
rade mit der Gleichung
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byt — ay = 0,
fiir welche oJ groBer als « wird. Diese Gerade heiBt die Tangente an den
Zweig im Ursprung.

Wenn die Multiplizitit des Schnitts der Tangente und der Kurve
gleich @ 4 o, ist (¢, > 1), so nennt man « die Ordnung und o, dic Klasse
des Zweiges.

Diese beiden Zahlen haben eine klare geometrische Bedeutung, die
zugleich von ihrem projektiven Charakter Rechenschaft gibt.

Wir suchen jedoch zunichst die geometrische Bedeutung der , Multi-
plizitit des Schnitts” eines Zweigs mit einer beliebigen durch den Ur-
sprung gehenden Geraden. Wir betrachten die Gerade

Az + uy +&=0,
die bei hinreichend kleinem Wert von & der Geraden

Az 4+ py =0
beliebig nahe verlanft.
Setzt man in die Gleichung der neuen Geraden die Reihenentwick-
lungen fiir # und y ein, so erhilt man

ot &) =&+ @) =0.

Da nun die Gleichung @ (4, &) = O fiir ¢ =0 J Wurzeln hat, die gleich
Null sind (oder genauer, da ¢(f, 0) in bezug auf ¢ unendlich klein von
der Ordnung J ist), so muB die Gleichung ¢(%, &) = 0, bei hinreichend
kleinem Wert von &, J voneinander verschiedene Wurzeln in der Nihe
von Null besitzen!) Geometrisch ausgedriickt heiBt das: Die Gerade
Az 4+ py + ¢ =0 schneidet den Zweig in J voneinander verschiedenen
Punkten, die dem Ursprung unendlich nahe liegen, d. h. so nahe, daB bei
unbegrenzt abnehmendem ¢ alle diese Punkte sich dem Ursprung stetig
nihern.

Unter der Ordnung verstehen wir also die Anzahl der voneinander
verschiedenen Punkte, in denen der Zweig von einer Geraden geschnitten
wird, deren Abstand vom Ursprung unierhalb einer sehr kleinen Grenze
bleibt und deren Richtung von der Richtung der Tangente verschieden ist;
bestimmt man dagegen die Anzahl der vomeinander verschiedenen Schnitt-
punkte des Zweiges mit einer Geraden, deren Winkel mit der Tangente
unterhalb einer gewissen sehr kleinen Grenze bleibt und deren Abstand vom
Ursprung ebenfalls kleiner ist als eine beliebig klein gegebene Grife, und
berechnet man den Uberschuf3 dieser Zahl wber die Ordnung, so erhilt man
die Klasse des Zweigs.

1) Vgl. Biaxcm, a. a. O. § 73.
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Es 148t sich beweisen, daf die Klasse auch als die der Ordnung dual
entsprechende Zahl definiert werden kann. Betrachtet man den Zweig nicht
als Geesamtheit seiner Punkte, sondern als Umbhiillungsgebilde der Tan-
genten an die Kurve in den Punkten des Zweiges, so ergibt sich also die
Klasse als gleichbedeutend mit der Anzahl der voneinander verschiedenen
Tangenten, die von einem sehr nahe bei der Ursprungstangente (aber
nicht beim Ursprung) des Zweiges gelegenen Punkt aus an den Zweig
gezogen werden konnen.)

20. Anwendung der im vorhergehenden aufgestellten Begriffe auf
die Klassifikation der Doppelpunkte einer ebenen Kurve. Wir geben
nun ein Beispiel fiir die allgemeinen Sitze, die wir im vorhergehenden
iiber den Begriff der unendlich benachbarten vielfachen Punkte und iiber
den Begriff des Zweiges abgeleitet haben, und betrachten im besonderen
die Doppelpunkte einer algebraischen Kurve.

Ein Doppelpunkt O einer algebraischen Kurve C kann zwei ver-
schiedene oder zusammenfallende Tangenten besitzen. Im ersteren Fall
wird der Punkt O durch eine allgemeine quadratische Transformation,
fiir die O ein Fundamentalpunkt ist, in zwei einfache Punkte der trans-
formierten Kurve aufgelost, und man nennt O einen gewdhnlichen Doppel-
punkt oder einen Knotenpunkt. Ein Knotenpunkt besitzt daher zwei un-
endlich benachbarte einfache Punkte in der Umgebung erster Ordnung.

Im zweiten Fall kann durch eine allgemeine quadratische Transfor-
mation mit dem Fundamentalpunkt O diesem Punkt ein einfacher Punkt
oder ein Doppelpunkt zugeordnet werden. Wenn O auf einen einfachen
Punkt der transformierten Kurve fiihrt, so daB also im ganzen in der Um-
gebung erster Ordnung von O nur ein einziger einfacher Punkt vorhan-
den ist, so nennt man den in Rede stehenden Doppelpunkt eine Spitze
erster Art (auch gewdhnliche Spitze) oder einen Riickkehrpunkt. Wenn da-
gegen die transformierte Kurve einen dem Punkt O entsprechenden Doppel-
punkt O] besitzt, und wenn dieser Punkt O] ein Knotenpunkt ist, so nennt
man den Doppelpunkt O einen Selbstberiihrungspunkt oder einen Knoten-
punkt zweiter Art. Ein Selbstberiibrungspunkt ist also zusammengesetzt
aus einem Doppelpunkt, in dessen Umgebung erster Ordnung ein anderer
Doppelpunkt liegt, wihrend sich in der Umgebung zweiter Ordnung zwei
einfache Punkte befinden.

1) Siehe z. B. den Anhang tber die algebraischen Kurven und ihre Singu-
larititen in dem Werke von Berrma, Introduzione alla geometria proiettiva degli
iperspazi (Pisa 1907), S.3656. Die obige Bemerkung stammt von A. Caviey, Journ.
f. Math. 64, 369 (1865); bewiesen wurde der Satz von G. Havemex, Paris Sav. étr.
(2) 26 (1877) und O. Sronz, Math. Ann. 8, 441 (1875).
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Ist dagegen O eine Spitze erster Art, so nennt man den Punkt O
eine Spitze sweiter Art oder eine Schnabelspitze. In der Umgebung erster
Ordnung einer Schnabelspitze liegt also eine Spitze erster Art, und
daher befindet sich in ihrer Umgebung zweiter Ordnung ein ein-
facher Punkt.

Die Fig. 2—b zeigen die Gestalt einer algebraischen Kurve in
der Nahe eines Knotenpunktes, einer gewohnlichen Spitze, eines Selbst-
bertihrungspunktes und einer Schnabelspitze unter
der Voraussetzung, daB jeder dieser Punkte der
Ursprung von reellen Zweigen ist. Q

Im allgemeinen versteht man unter einem
Knotenpunkt k'~ Art einen Doppelpunkt, dem in 4
seiner Umgebung erster Ordnung ein Doppel-
punkt, in seiner Umgebung zweiter Ordnung ein
weiterer Doppelpunkt, ..., in seiner Umgebung Fig 1.
von der Ordnung k — 1 ebenfalls ein Doppel-

punkt und in der Umgebung k** Ordnung szwei
einfache Punkte unendlich benachbart sind. : %
Unter einer Spitze k' Art versteht man

einen Doppelpunkt, der als unendlich benachbarte
Punkte die folgenden besitzt: in der Umgebung Fig. 5 Fig. .
erster Ordnung einen Doppelpunkt, in der Um-

gebung zweiter Ordnung einen weiteren Doppelpunkt, ..., in der Um-
gebung von der Ordnung % — 1 eine gewdhnliche Spitze und daher in
der Umgebung von der Ordnung k einen einfachen Punkt.

Wenden wir uns nun zu den Zyklen, so zeigt sich, daB ein Knoten-
punkt (beliebiger Art) der Ursprung von zwei Zweigen ist, wihrend eine
Spitze (beliebiger Art) als Ursprung eines einzigen Zweiges anzusehen
ist; um also die Gesamtheit der Punkte, die der Umgebung eines Knoten-
punktes angehdren, vollstindig darzustellen, sind zwei verschiedene Paare
von Potenzreihen ndtig, wihrend im Fall einer Spitze ein einziges Paar
von Reihenentwicklungen geniigt.

Was die Werte fiir die Ordnung und die Klasse der Zweige anbelangt?),
aus denen sich die verschiedenen Arten der Doppelpunkte zusammen-
setzen, so kann man sofort erkenuen, daB ein Knotenpunkt belicbiger Art
der Ursprung von swei Zweigen erster Ordnung ist, da ja eine Gerade, die

1) Vgl z. B. Pricker, Theorie der algebraischen Curven (Bonn 1839), S.200;
Srorz, Math. Ann 8, 438 (1875); St. Smirs, London Proc. Math. Soc. 6, 1563 (1873
bis 1876).
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dem Doppelpunkt hinreichend nahe kommt, jeden der beiden Zweige
treffen muB, und da sie im ganzen die Kurve in zwei dem Doppelpunkt
sehr nahe liegenden Punkten schneiden muB. Die Klasse jedes der
beiden Zweige kann beliebig sein, aber auch sie hat im allgemeinen den
Wert 1.

Bei einer Spitze beliebiger Art kann man sagen, daB sie der Ursprung
eines Zweiges zweiter Ordnung ist; denn die beiden der Spitze unendlich
nahe liegenden Schnittpunkte, in welchen eine Gerade, die der Spitze
selbst geniigend nahe kommt, die Kurve trifft, miissen auf einem und dem-
selben Zweig liegen. — Die Klasse ist gleich 1, wenn es sich um einen
gewohnlichen Riickkehrpunkt handelt.



Drittes Kapitel
Die linearen Scharen auf einer algebraischen Kurve.

§ 1. Definitionen und grundlegende Eigenschaften.

al. Einfach unendliche lineare Scharen. In einer Ebene sei die
irreduzible algebraische Kurve

@) f(z,y) =

und ein Biischel von algebraischen Kurven mit der Gleichung
@) 9(z,y) — 4v(s,y) = 0

gegeben.

- Wenn eine im Biischel veréinderliche Kurve C die Kurve f in ver-
inderlichen Punkten schneidet, d. h. wenn die Schnittpunkte von f und
C nicht alle mit den Basispunkten des Biischels zusammenfallen, so sagt
man, daB die Gruppe der Schnittpunkte dieser beiden Kurven auf f eine
eimfach unendliche lineare Schar beschreibe oder auch eine Schar von der
Dimension 1. Esist in der Tat gerechtfertigt, die Gesamtheit der genannten
Gruppen als eine Mannigfaltigkeit von der ersten Dimension anzusehen,
da diese Gruppen in einer stetigen eineindeutigen Korrespondenz stehen
mit den Kurven des Biischels, d. h. mit den Werten des Parameters A.

Wenn sich unter den Schnittpunkten der verinderlichen Kurve C
mit der Kurve f einige feste Punkte befinden, so steht es uns frei, diese
Punkte zu den Gruppen der linearen Schar zu zihlen oder sie davon aus-
zuschlieBen, denn sie haben auf die Untersuchung, die wir im folgenden an-
stellen werden, keinen EinfluB, wenn wir von einigen ganz speziellen Eigen-
schaften absehen. In diesen Fillen werden wir jedes Mal genau angeben,
ob es sich um eine lineare Schar mit festen Punkten handelt oder um
eine solche, deren Punkte alle veriinderlich sind.

Die Anzahl der Punkte einer Gruppe nennt man die Ordnung der
linearen Schar. Wenn # die Ordnung ist, so bezeichnet man die Schar
nach dem Vorgang von BRILL und NOETHER durch das Symbol g}, indem
man die Ordnung % als unteren und die Dimension 1 als oberen Index
hinzufiigt.
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Eine lineare Schar g, besitst die folgenden Eigenschaften:

a) Ihre Gruppen bilden eine rationale Mannigfaltigheit, weil sie bi-
rational auf die Werte eines Parameters bezogen sind (némlich des Para-
meters, der die einzelnen Kurven innerhalb des Biischels definiert, das
die Schar ausschneidet).

b) Durch einen allgemeinen Punkt der Kurvef geht eine einzige Gruppe
der Schar.

Ist n@mlich der Punkt (z,, y,) auf / gegeben, so muB eine Gruppe
der g, die durch diesen Punkt hindurchgehen soll, von derjenigen
Kurve C ausgeschnitten werden, die der Losung 4 der Gleichung

(P(-To, yo) - Mp(xo, ?/o) =0
entspricht; die Kurve C ist daher vollkommen bestimmt, wenn nicht

gleichzeitig
P (%o, Yo) = ¥(%oy %) =0

ist, wenn also (%,, ¥,) nicht mit einem Basispunkte des Biischels, oder
mit einem festen Punkte der Schar g zusammenfillt.

Von Wichtigkeit ist die Bemerkung, daB die beiden Eigenschaften
a) und b) fiir eine g} charakteristisch sind; d. h. auf einer algebraischen
Kurve ist eine einfach unendliche Schar von Gruppen zu je n Punkten, die
den Bedingungen a) und b) geniigt, notwendigerweise eine lineare Schar.

Die Bedingung a) bewirkt niimlich, daB man die einzelnen Gruppen
der gegebenen Schar mit Hilfe der Werte eines Parameters 4 derart be-
stimmen kann, daB zwischen den Gruppen der Schar und den Werten
von A eine birationale Korrespondenz besteht. Die Bedingung b) sagt
aus, daB einem allgemein gewiihlten Punkt der Kurve f eine einzige
Gruppe der Schar und damit ein einziger Wert von 4 entspricht; es er-
weist sich also 1 als einwertige algebraische, d. h. aber als rationale
Funktion des auf der Kurve f verinderlichen Punktes (s. Einleitung III,
8. 3). Wir erhalten demnach

9y

b (@ y)’
und die rationale Funktion {; wird in allen Punkten einer Gruppe der
gegebenen Schar denselben Wert 1 annehmen. Daraus folgt, daB, auBer

den etwa vorhandenen festen Punkten, die betrachtete Gruppe auf f von

der Kurve ‘
@ (z, y) - ltﬂ(-’b‘, y) = 0

ausgeschnitten wird. Wenn 4 seinen Wert #ndert, so erhdlt man alle
Gruppen der Schar, und diese erweist sich demnach als linear.
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Fir die etwa vorhandenen festen Punkte der linearen Schar wird
der Wert der rationalen Funktion /¢ unbestimmt, da fiir sie sowohl der
Zihler als auch der Nenner dieser Funktion verschwindet. Sieht man
also von diesen festen Punkten ab, so erkennt man, daB die Punkte einer
Gruppe der g} diejenigen sind, in denen eine gegebene rationale Funk-
tion, nimlich /Ay, denselben Wert annimmt. Die Gruppen einer einfach
unendlichen linearen Schar sind, wie man auch kurz sagt, Gruppen kon-
stanten Niveaus fiir eine rationale Funktion eines Punktes, der auf der Kurve
f, der Trdgerin jener Schar, verdnderlich ist.

Daraus folgt, daB der Begriff der lincaren Schar von Punkigruppen
mvariant ist in besug auf die birationalen Tramsformationen der Kurve;
d. h. wenn man von der Kurve f(z, y) = 0 zu der Kurve F/(X, ¥) =0
tibergeht mittels einer Transformation, in der die Koordinaten eines ver-
inderlichen Punktes auf f rationale Funktionen der Koordinaten des ent-
sprechenden Punktes auf F' sind und umgekehrt, so verwandelt sich eine
lineare Schar g. von Punktgruppen, die der Kurve f angehdrt, in eine
lineare Schar g von derselben Ordnung, die der Kurve F' angehort.

Ist ndmlich die Schar g auf f durch die Gruppen konstanten
Niveaus der rationalen Funktion R(z,y) gegeben, und ersetzt man in
dieser letzteren die Veriinderlichen x, y durch die rationalen Funktionen
von X, Y, durch welche die birationale Transformation definiert ist, so
geht R (2, y) in eine rationale Funktion S(X, Y) iiber. Wenn (z, ) und
(X, Y) die Koordinaten zweier entsprechender Punkte der Kurven f und

F sind, so hat man
R(z,y) = S(X, Y),

und folglich entsprechen den Punkten eines gegebenen Niveaus einer
dieser Funktionen eineindeutig die Punkte gleichen Niveaus der anderen
Funktion. Die lineare Schar, die zu der einen Funktion gehort, geht also
in diejenige lineare Schar iiber, die zu der anderen gehort, so daB die
Punkte entsprechender Gruppen einander eineindeutig zugeordnet sind.
Daraus folgt aber, daB die beiden Scharen dieselbe Ordnung haben.

Die Invarianz der linearen Scharen in bezug auf die birationalen
Transformationen ergibt sich auch daraus, daB beim Ubergang von £ zu
F eine Schar von Gruppen zu je n Punkten, die den Bedingungen a) und
b) geniigt, sich in eine Schar von Gruppen zu je » Punkten verwandelt,
die denselben Bedingungen geniigt.

2. Lineare Scharen von beliebiger Dimension. Wir verallgemeinern
nun unsere Untersuchung und betrachten die Gesamtheit der Punkt-
gruppen, die auf der Kurve (1) von den Kurven des linearen Systems X

ho®o i, ) + g (2, y) + -+ Aropr(z, y) =0
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erzeugt werden. Wir setzen natiirlich voraus, daB nicht alle Kurven von
2 die Kurye f als Bestandteil enthalten, und daB unter den Schnitt-
punkten von f mit einer veréinderlichen Kurve C des Systems 2 mehrere
veréinderlich sind. Die etwa vorhandenen festen Schnittpunkte kann man
nach Belieben als Bestandteile der zu untersuchenden Gruppen betrachten
oder auch nicht. Die Gesamtheit dieser Punktgruppen bezeichnet man
als eine lineare Schar von der Ordnung n, wenn n die Anzahl der Punkte
irgend einer nicht speziell gewihlten Gruppe (oder wie wir sagen werden
peiner allgemeinen Gruppe”) ist.

Ist » die Dimension der Schar, d. h. kann die Bestimmung der ihr
angehdrenden Punktgruppen von den Werten von » unabhingigen Para-
metern abhingig gemacht werden, so bezeichnen wir die Schar durch das
Symbol g7.

Es ist einleuchtend, daB 7 nicht groBer sein kann als die Dimension
R des Systems X, mit dessen Hilfe die Schar erzeugt wird; aber man
darf auch nicht ohne weiteres behaupten, daB r genau gleich R sein
miisse.

Die Gleichung » — R gilt dann, wenn jede Gruppe der Schar von
einer und nur einer Kurve. des Systems X ausgeschnitten wird, weil dann
awischen den Gruppen der Schar g7 und den Kurven des Systems X eine
eineindeutige stetige Korrespondenz besteht.

Es fragt sich nun, was eintritt, wenn eine Gruppe der g7 auf f von
zwei oder mehr Kurven des linearen Systems erzeugt wird. Wenn z. B.
die Gruppe G, auf f (auBer den festen Punkten, von denen wir absehen
wollen) von den beiden verschiedenen Kurven

=0 und ¢ =0

des Systems X ausgeschnitten wird, so gehdrt G, zu der Gruppe der
Basispunkte des Biischels
@+ 1?’, =0,

und folglich wird die Kurve f von allen Kurven dieses Biischels (die ja
dem System X angehdren) nach derselben Gruppe G, geschnitten. Man
bemerke, daB sich unter diesen Kurven eine befindet, welche die Kurve f
als Bestandteil enthélt. Eine allgemeine Kurve des Biischels schneidet
nimlich die Kurve f in den Basispunkten von X, die wir von den
Gruppen der g7 ausgeschlossen haben, und auBerdem noch in den Punkten
von G,. Da nun diese Punkte das gesamte Schnittsystem der Kurve f
mit der verinderlichen Kurve ¢ + i¢’ = 0 erschépfen, so wird eine
Kurve des Biischels, die durch einen anderen Punkt von f geht, mit f
mehr Schnittpunkte gemeinsam haben, als nach dem Theorem von
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BezouT moglich ist; sie muB also die irreduzible Kurve f als Bestand-
teil enthalten.

Umgekehrt, wenn sich im System X eine Kurve ¢ = O befindet,
welche f als Bestandteil enthdlt, so kann eine Gruppe @, der Schar durch
unendlich viele Kurven von X ausgeschnitten werden.

Ist nimlich ¢’ = O eine Kurve von X, die auf f die Gruppe G, aus-
schneidet, so schneidet jede Kurve des Biischels ¢ + 1¢" = 0 auf f die-
selbe Gruppe aus, und diese wird von den Basispunkten dieses Biischels
gebildet. Man bemerke, daB sich in dem betrachteten Biischel keine
anderen von ¢ verschiedenen Kurven befinden, die f als Bestandteil ent-
halten; denn wenn es eine andere gibe, so wire f fiir alle Kurven des
Biischels als Bestandteil zu zihlen, und ¢’ kénnte daher nicht die Gruppe
G, ausschneiden. Wir erhalten somit den Satz:

Die Dimension der Schar g. ist nur dann kleiner als die Dimension
des linearen Systems X, mit dessen Hilfe sie erzeugt wird, wenn sich unter
den Kurven von X solche befinden, die f als Teil enthalten.

Wir bezeichnen nun mit 4 die Dimension des linearen Systems H,
das aus allen denjenigen Kurven C von X gebildet wird, die f als Be-
standteil enthalten (vgl. S. 13). Durch eine Gruppe G, der Schar g7 gehen
dann mindestens co®**! Kurven von X; sie bilden ein lineares System,
und dieses verbindet H mit einer Kurve von X, die G, ausschneidet. Durch
G, konnen aber auch nicht mehr als co*+! Kurven C hindurchgehen;
denn eine allgemeine Kurve des linearen Systems, das aus allen durch G,
gehenden Kurven C besteht, hat mit £ keine verdnderlichen Schnittpunkte;
daher miissen alle Kurven dieses Systems, die der einfachen Bedingung
unterworfen werden, durch einen allgemeinen Punkt auf f zu gehen,
diese Kurve f als Bestandteil enthalten, d. h. sie miissen das System H
bilden.

Nach dieser Feststellung wihlen wir innerbalb des Systems X
R + 1 linear unabhiéngige Kurven, von denen % 4 1 unter sich linear
unabhiingige dem System H angehoren. Die iibrigen R — A Kurven be-
stimmen ein lineares System K von der Dimension R —h — 1; dieses
kann mit H keine gemeinsamen Kurven haben, denn sonst miifiten ver-
moge der Beziehung, welche die Dimensionen zweier Systeme mit den Di-
mensionen ihres Schnitt- und ihres Verbindungssystems verkniipft (s. S. 9),
die beiden Systeme H und K in einem linearen System enthalten sein,
dessen Dimension kleiner als R wire; dann aber wiren die gewihlten
R + 1 Kurven nicht linear unabhiingig voneinander.

Die Kurven des Systems K, unter denen sich keine befindet, die f
als Teil enthalt, schneiden auf f Gruppen der gegebenen g7 aus; iiberdies

ist leicht einzusehen, daB jede Gruppe G, von g7 durch eine Kurve von
Severi: Vorlesungen #ber algebraische Geometrie 5
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K ausgeschnitten werden kann. Die durch G, gehenden Kurven von X
bilden néimlich ein lineares oo*+!-System, und dieses hat mit K eine
Kurve gemeinsam, die G, ausschneidet.

Die lineare Schar, die auf f auBer den festen Punkten durch die
Kurven des Systems K ausgeschnitten wird, fillt also mit g7 zusammen;
da nun durch eine Gruppe der ausgeschnittenen Schar eine und nur eine
Kurve von K hindurchgeht, so schlieBen wir, daB

r=R—-h—-1
ist. Wir konnen also den folgenden Satz aussprechen:
Zwischen der Dimension r eincr linearen Schar, die auf einer Kurve
f durch ein lineares oco®-System X ausgeschnitten wird, und der Dimension
h des linearen Systems aller derjenigen Kurven von X, die f als Teil ent-
halten, besteht die Bezichung

re=R—h—1.

Man kann die lineare Schar g7, auf f immer durch ein lineares System von
oo™ Kurven erzeugt denken, das in dem gegebenen System X enthalten ist.

Aus diesem Satz ergeben sich verschiedene Zustze.

a) Die durch einen allgemeinen Punkt P auf f gehenden Gruppen der
gr, bilden eine lincare Schar von der Dimension r — 1, fiir welche jener
Punkt P ein fester Punkt ist.

In der Tat, diejenigen Kurven von K, die durch einen von den
Basispunkten des Systems K verschiedenen Punkt P auf f gehen, bilden
ein lineares oo”~!-System, dessen Kurven f nicht als Teil enthalten.
Dieses System erzeugt also auf f eine Schar von der Dimension r — 1.

Sollte der Punkt P mit irgendeinem der festen Punkte der Schar g
zusammenfallen, so wiirden die durch P gehenden Gruppen der g7 eben
diese lineare Schar ergeben. Es ist daher unter allen Umstinden richtig,
daB die Gruppen einer linearen Schar, die durch einen beliebigen Punkt
der Kurve f gehen, wiederum eine lineare Schar bilden.

Die wiederholte Anwendung dieses Satzes fiihrt zu dem folgenden:

Die Gruppen einer lincaren Schar g, die durch s beliebige Punkte
der Kurve [ gehen (s < n), bilden wieder eine lineare Schar. Die Dimension
dieser Schar ist jedoch nur dann gleich r — s, wenn die s Punkte allge-
mein gewihlt sind.

Fiir s = # erhalten wir also:

b) Durch r allgemein gewdihlte Punkte der Kurve f geht eine und nur
eine Gruppe einer g,

Eine mehrfach unendliche Schar 188t sich auch auffassen als die
Gesamtheit der Gruppen koustanten Niveaus fiir eine rationale Funktion
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des auf der Kurve f verinderlichen Punktes; es muB jedoch, falls es
gich um eine Schar von der Dimension # handelt, eine rationale Funk-
tion betrachtet werden, in der r — 1 wesentliche Parameter linear vor-
kommen. Sind némlich die Gruppen der g7 durch die Kurven des oco”-
Systems

2% y) + he @Y+ +1,9.(x,y)=0

gegeben, so kann man diese Gruppen auffassen als Gruppen konstanten
Niveaus fiir die rationale Funktion

Po 2% 47 Pt
%+ 1¢r+ el

welche von den Parametern 4, 1,,..., 4._, abhiingt; diese letzteren
kénnen sich nicht auf eine geringere Anzahl von wesentlich verschie-
denen Parametern redazieren, weil sonst die Dimension der Schar kleiner
als r sein miiBte.

§ 2. Aquivalenzbeziehungen. Lineare Vollscharen.

28. Aquivalenz gweier Punktgruppen auf einer Kurve. Begriff
der Vollschar. Zwei auf einer algebraischen Kurve f liegende Gruppen
A und B, die beide gleich viele Punkte, etwa n, enthalten, nennt man
dquivalent, wenn sie einer und derselben linearen Schar g7 angehGren.
Die Aquivalenz zweier Gruppen driickt man symbolisch dadurch aus, daB
man schreibt

A=B.

Von ewet dquivalenten Gruppen lift sich die eine stets als die Ge-
samtheit der Nullstellen, die andere als die Gesamtheit der Pole einer ratio-
nalen Funktion des auf [ beweglichen Punktes (x, y) auffassen.

Wenn nimlich die Schar g7, der die Gruppen 4 und B angehéren,
auf f auBer den etwa vorhandenen Fixpunkten durch die Kurven eines
linearen oco”-Systems X ausgeschnitten wird, und wenn ¢ = O und ¢’ = 0
diejenigen beiden Kurven dieses Systems sind, die die beiden genannten
Gruppen ergeben, so wird die rationale Funktion g/¢’ nur Null in den
Punkten von A(gp = 0) und nur unendlich in den Punkten von B(g’ = 0).
Wenn A und B gemeinsame Punkte besitzen, so wird in diesen die ratio-
nale Funktion natiirlich unbestimmt, so daB wir, wenn wir wollen, sie
gleichzeitig zu der Gruppe der Pole und zu derjenigen der Nullpunkte
rechnen konnen.

Wir beweisen nun den wichtigen Satz:

Sind ewei Gruppen einer dritten dquivalent, so sind sie einander selbst

dquivalent. Oder, symbolisch geschrieben,
6*
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wenn A = B und B = C ist, so ist auch A= C.
Dieser Satz ist offenbar in dem folgenden enthalten:
Wenn zwei lineare Scharen g7 und g* eine Gruppe gemeinsam haben,
so gibt es eine lineare Schar, die sie beide enthdlt.
Die erste Schar werde auf f, auBer der Gruppe K, durch das System

1) bogo + e+ + A9, =
und die zweite, auBer der Gruppe L, durch das System
@) oo + ¥ + -+ pp, =0

ausgeschnitten. Die den beiden Scharen gemeinsame Gruppe 4 werde
durch g, = O ausgeschnitten, wenn man sie als eine Gruppe der Schar
¢~ betrachtet, und durch 9, = 0, wenn man sie als eine Gruppe der Schar
g: ansieht.

Wir betrachten nun das lineare System

(3) oy + 4Yepy + -+ AY0®, + i P¥ + -+ + u,PY, = 0.

Jede allgemeine Kurve dieses Systems schneidet f nach der Gruppe
K, da fiir die Punkte dieser Gruppe die Funktionen ¢,, ¢,, ..., ¢, ver-
schwinden; ferner schneidet sie f nach der Gruppe L, da fiir die Punkte
dieser Gruppe die Funktionen v,, ¥, ..., ¥, verschwinden. AuBerdem
schneidet sie die Kurve f auch in den Punkten der Gruppe A4; denn da
fiir diese Punkte ¢, =0 und 3, = 0 ist, so verschwinden alle Glieder
der Summe auf der linken Seite von (3).

Es ist zu beachten, daB die Punkte der Gruppe 4 unter den Schnitt-
punkten der Kurve f mit der speziellen Kurve g9, = O zweimal gezihlt
werden miissen, wihrend sie unter den Schnittpunkten von f mit einer
allgemeinen Kurve des Systems (3) nur einmal zu zihlen sind.

Dies vorausgeschickt, sehen wir nun bei der Betrachtung der durch
das System (3) auf f ausgeschnittenen linearen Schar von den festen
Punkten der Gruppen K, L und 4 ab; auBer diesen Gruppen schneidet
das System (3) auf f eine g, aus, die sowohl ¢y’ als auch g, enthilt. Die
Kurven des Systems (3), die den Werten u, = 0, ug =0, ..., g, = O ent-
sprechen und also die Gleichung

w0<€¢0 + }'l‘pl + e + A’rq)r) =0
haben, schneiden in der Tat die Kurve f in den Punkten der Gruppea
K, L, A und treffen sie tiberdies in den Gruppen der g;. Ebenso erhilt
man die Gruppen der g, wenn man die Werte der Parameter 4,, 4,,...,4,
gleich Null setzt.

Bemerkung. Die vorstehende SchluBweise kann auch in folgende
Form gebracht werden. Die Schar g7 werde gebildet von den Gruppen
konstanten Niveaus der rationalen Funktion
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—1.% P ... P
o l‘%"'l’%"i' -H"%’

und die Schar ¢! von den Gruppen konstunten Niveaus der rationalen
Funktion

W*M:%'*Mﬁ"‘“"{”m%;

beide Funktionen haben dieselbe Gruppe 4 von Unendlichkeitspunkten.
Die Gruppen gleichen Niveaus der rationalen Funktion @ + %, welche
dieselben Pole hat wie @ und %, und welche von den Parametern 4
und p abhingt, umfassen die Gruppen gleichen Niveaus der Funktionen
® und ¥ einzeln genommen; daraus folgt, daB die beiden linearen
Scharen, die eine Gruppe gemeinsam haben, in einer und derselben line-
aren Schar von groBerer Dimension aber von derselben Ordnung ent-
halten sind.

Aus dem eben bewiesenen Satz ergibt sich nun eine #uBerst wich-
tige Folgerung.

Eine lineare Schar g7 heiBt eine Vollschar, wenn es keine lineare
Schar von derselben Ordnung, aber von gréBerer Dimension gibt, die sie
(d. h. alle Gruppen der g7) enthilt; im entgegengesetzten Falle heiBt sie
eine Teilschar.

Zunichst ist es klar, daB man, wenn man die Dimension einer line-
aren Schar fortwihrend vergréfert, schlieBlich zu einer Vollschar ge-
langen muB; denn die Dimension r der Schar, die ja gleich der Anzahl
der willkiirlich wihlbaren Punkte einer Gruppe ist, kann die Ordnung n
sicherlich nicht tiberschreiten.

Aber was nicht von vornherein einleuchtet, ist, die Tatsache, daB
eine gegebene Schar in einer und nur einer linearen Vollschar enthalten
ist. Der oben bewiesene Satz setzt uns nun in den Stand, zu behaupten:

Die lineare Vollschar, in welcher eine gegebene Schar g7, enthalten ist,
8t eindeutig bestimmd.

Wiire némlich die Schar g7 in zwei verschiedenen Vollscharen g%
und g3 enthalten, so wiirden diese beiden Scharen, da sie simtliche
Gruppen von g7 gemeinsam haben, einer und derselben Schar von groBerer
Dimension angehdren; sie wiren also keine Vollscharen, was der Voraus-
setzung widerspricht.

Insbesondere wird durch eine Punktgruppe A auf f eine lineare Voll-
schar definiert; man bezeichnet sie hiufig durch das Symbol | 4|. Sollte
es keine unendliche lineare Schar geben, der die Gruppe A4 angehdrt, so
sagt man, 4 bestimme eine lineare Vollschar von der Dimension Null und
bezeichnet diese ebenfalls durch das Symbol | 4 |.
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Die durch die Gruppe A bestimmie lineare Vollschar | A| lapt sich
auch als die Gesamtheit aller Gruppen definieren, die zu A dquivalent sind;
denn wenn es eine nicht zu | 4 | gehdrige Gruppe B = A4 gibe, so wiirde
eine von | 4| verschiedene Vollschar existieren, welche die beiden Grup-
pen A und B enthielte.

Bei der birationalen Transformation einer algebraischen Kurve gehen
dquivalente Gruppen in #quivalente Gruppen iiber; folglich verwandelt
sich die Gesamtheit der zu einer gegebenen Gruppe dquivalenten Grup-
pen in die Gesamtheit der zu der transformierten Gruppe dquivalenten
Gruppen, d. h. aber: Bei der birationalen Tramsformation entspricht einer
linearen Vollschar wiederum eine lineare Vollschar.

Der Satz von der Eindeutigkeit der linearen Vollschar, die eine gegebene
Schar enthilt, wurde auf algebraischem Wege bewiesen in der klassischen Ab-
handlung von BriLL und Noermer, Uber die algebraischen Functionen und
ihre Anwendung in der Geometrie, Math. Ann. 7, 269—310 (1874); den Aus-
gangspunkt bildete dabei ein Satz, den wir erst spiiter aufstellen werden. Wir
haben hier den Beweis des Satzes sehr frtih bringen kdnnen, indem wir einen
Weg beschritten haben, den F. ExriquEs?) angegeben hat. Es handelt sich dabei
im wesentlichen um einen Gedankengang, der, wenn auch in anderer Form,
schon in der Riemannschen Theorie der algebraischen Funktionen vorkommt.

24. Rechenoperationen mit linearen Scharen. Es sei g7, eine Voll-
schar von Punktgruppen auf der Kurve f, und es sei B eine Gruppe von
m Punkten, die irgend einer Gruppe der Schar angehort (oder auch allen
Gruppen, wenn die Punkte der Gruppe B feste Punkte der Schar sind).

Die Gruppen der g7, welche die Gruppe B enthalten, bilden nach
Nr. 22 (8. 66) eine lineare Schar; sieht man von den Punkten dieser Gruppe
ab, so erhilt man eine g7=?, wobei s die Anzahl der Bedingungen be-
deutet, die den Gruppen der gegebenen Schar durch die Punkte von B
auferlegt werden (0 < s < m). Wir behaupten nun, daf die g7=¢ eben-
falls eine Vollschar ist. Um dies einzusehen, nehmen wir an, die g7 =2, sei
in einer Schar von derselben Ordnung aber von gréBerer Dimension ent-
halten; wiirde man nun die Punkte von Bzu den Gruppen dieser Schar hin-
zufiigen, so hitte man eine Schar von der Ordnung #, die mit g7 unend-
lich viele Gruppen gemeinsam hitte, aber nicht in ihr enthalten wiire;
dies wiirde aber der Voraussetzung, daB g7 eine Vollschar ist, wider-
sprechen. Wir folgern daraus den Satz:

1) Intorno ai fondamenti della geometria sopra le superficie algebriche, To-
rino Atti 87, 9 (1901).
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Diejenige Schar, welche von den durch gegebene Punkte gehenden Grup-
pen einer Vollschar gebildet wird, erweist sich wiederum als Vollschar, wenn
man die gegebenen Punkte aufer Betracht 1ift.

Die Vollschar g7=: nennt man die Residualschar der Gruppe B in
bezug auf g.. Man sagt auch, daB die g,_,, feilweise in der g, enthalten
sei; dieser Ausdruck soll die Tatsache andeuten, daB die Gruppen der er-
sten Schar Teile der Gruppen der zweiten Schar bilden. Man sagt dagegen,
daB eine g, vollstindig in einer linearen Schar enthalten sei, wenn die er-
stere in der letzteren enthalten ist, aber beide von derselben Ordnung sind.

Sind zwei lineare Scharen | 4| und | B| von den Ordnungen » und
m gegeben, so erkennt man leicht, daB alle Gruppen von # + m Punkten,
die entstehen, wenn man eine Gruppe der ersten Schar mit einer Gruppe
der zweiten vereinigt, unter sich dquivalent sind.

; Um dies einzusehen, betrachten wir zwei beliebige andere Gruppen
A’ und B’ der durch die Gruppen 4 und B definierten Scharen. Bezeichnen
wir mit 4 + B, 4 + B usw. die Gruppen, welche durch die Vereini-
gung der Gruppen 4, B oder 4, B usw. entstehen, so haben wir die Re-
lationen
A+B=A4A+B, A+B=4+D05.

Die erstere driickt aus, daB die Gruppen 4 + B und A + B’ der Schar
angehoren, die man erhilt, wenn man zu allen Gruppen von | B | die Punkte
von A hinzufiligt, wihrend die letztere besagt, daB die Gruppen 4 + B,
A’ + B der Schar angehéren, die entsteht, wenn man alle Gruppen von
| 4| durch Beifiigung von B’ erweitert. Durch Vergleich der beiden Re-
lationen erhalten wir

A+B=A4A+PB w.z. b. w.

Diese Bemerkung fithrt uns von selbst zu dem Begriff der Summe
aweier gegebener linearer Scharen | A| und | B|. Unter der Summe der
Scharen | A| und | B| versteht man die lineare Vollschar, welche die
Gruppen von 7 + m Punkten der Form 4 4 B enthilt, d. h. mit anderen
Worten, die Schar |4 + B/, welche durch die Gruppe 4 + B definiert ist.

Aus dem Begriff der Summe ergibt sich dann sofort der Begriff der
Differenz zweier Scharen |C| und | A|.

Wir setzen voraus, daB es gewisse Gruppen von | C| gibt, die 4 als
Teil enthalten, d. h. daB die Residualschar von 4 in bezug auf | C! wirk-
lich existiert. Bezeichnet man diese Schar mit | B|, so hat man:

1Ol =14+ B;
wir werden die Schar | B| die Residualschar von | A| in bezug auf | C|
oder auch die Differenz | C — A | der beiden gegebenen Scharen nennen.

Man beachte, dal die Schar | B| auch unabhiingig von der Gruppe 4
bestimmt ist, von der wir bei der Definition dieser Schar ausgegangen
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sind. Die Schar | C| enthilt nimlich alle Gruppen, die aus der Vereini-
gung einer Gruppe von | 4| und einer Gruppe von | B| hervorgehen, und
folglich enthilt die Residualschar einer beliebigen Gruppe von | 4| in be-
zug auf | C| alle Gruppen von | B|, d. h, sie fallt mit dieser Schar, die ja
eine Vollschar ist, zusammen.

Nennt man die Gruppen der Schar | B| die Reste der Gruppe 4 in be-
zug auf die Schar | C|, so kann man also sagen:

Die Reste einer gegebenen Gruppe beziiglich einer linearen Vollschar sind
i bezug auf dieselbe Schar auch Reste einer belicbigen anderen Gruppe, die
2u der gegebenen dquivalent ist.

Dieser Satz bildet einen Teil des sogenannten Resisatzes von BRILL
und NoETHER. Wir werden dieses Theorem spiter in seiner vollstindigen
Gestalt aufstellen (s. Nr. 42).

Die Definition der -Summe liBt sich auf mehrere Scharen |A4, !,
' Ay|, [ 4g], ... ausdehnen; denn auch in diesem allgemeineren Fall ge-
héren die Gruppen vom Typus 4, + 43+ 4, + --- einer und derselben
linearen Schar |4, + 4,4+ A4;+ ---| an, wie man auf dem Wege der In-
duktion sofort einsieht.

Wenn im besonderen die Scharen | 4,|, | 4|, ... zusammenfallen,
so nennt man ihre Summe ein Vielfaches der Schar | A|; genauer spricht
man von einer k-fachen Schar, wenn die Anzahl der gegebenen Scharen
gleich % ist.

Es ist klar, daB die Begriffe der Summenschar, der Differenzenschar
und der mehrfachen Schar in bezug auf die birationalen Transformationen
der Kurve invariant sind.

§ 3. Algebraische Raumkurven und Uberraumkurven.

25. Definitionen und einfachste Eigenschaften. Eine Kurve C, die
einem linearen Raum S, (r > 3) angehort, heiBt algebraisch, wenn die nicht
homogenen Koordinaten ihrer Punkte rationale Funktionen des auf einer
ebenen algebraischen Kurve f beweglichen Punktes sind, oder kiirzer,
wenn der Punkt auf C eine rationale Funktion des Punktes auf f ist. Die
Kurve C soll irreduzibel oder reduzibel genannt werden, je nachdem die
Kurve f irreduzibel oder reduzibel ist. Falls f reduzibel ist, so bildet die
Mannigfaltigkeit der Punkte von C, die den Punkten eines Bestandteils
von f entsprechen, nach den gegebenen Definitionen eine irreduzible al-
gebraische Kurve, die wir einen Teil von (' nennen.

Wir beweisen zuniichst den folgenden Satz:

Wenn swischen den Punkten einer Raumkurve oder einer Uberraum-
kurve C und den Punkten einer ebenen algebraischen irreduziblen Kurve f
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eine algebraische Korrespondens (u, 1) besteht, d. h. eine Verwandtschaft,
durch welche mittels algebraischer Operationen einem Punkt von C ein Punit
von [ und einem Punkt von [ u Punkte von C zugeordnet werden, so ist die
Kurve C selbst ebenfalls algebraisch.

Als Beispiel nehmen wir an, daB C einem Raum S; angehdre, wih-
rend fin der Ebene y liege. Wihlt man auf C einen einfachen Punkt P
(d. h. einen Punkt mit der Eigenschaft, daB eine nur wenig von ihm ent-
fernte allgemeine Ebene die Kurve C in einem einzigen, sehr nahe bei
P liegenden Punkt trifft), so bilden die Verbindungslinien von P mit
den iibrigen Punkten von C einen Kegel, dem auch die Tangente in P
angehort; eine beliebig gewihlte Gerade u durch P wird also im allge-
meinen die Kurve C in keinem weiteren Punkte treffen.

Projiziert man die Kurve C von einem beliebigen Punkt O der Ge-
raden » aus auf eine Ebene x, so erhilt man in dieser eine Kurve ¢ der-
art, daB sich der Ubergang von den Punkten der Kurve f zu den Punkten
der Kurve ¢ und umgekehrt mittels algebraischer Operationen bewerk-
stelligen 1iBt; denn um von f zu ¢ zu gelangen, hat man nur die Projek-
tion von O aus nach der Ebene x zu den algebraischen Operationen hinzu-
zufiigen, die den Ubergang von f zu C vermitteln; diese Projektion la8t
sich aber ebenfalls durch eine algebraische Operation ausdriicken. Wir
schlieBen daraus, daB ¢ eine algebraische Kurve ist.

Es sei nun P’ die Projektion von P auf die Ebene #. Da dem Punkt
P auf @ nur der eine Punkt P von C entspricht, so wird, falls ¢ irredu-
zibel ist, jedem Punkt von ¢ ein und nur ein Punkt von C zugeordnet
sein; folglich ist der Punkt auf C eine rationale Funktion des Punktes
auf @, d. h. C ist eine algebraische Kurve. Wenn dagegen ¢ reduzibel
ist, so gibt es einen Teil % von ¢, der durch P’ geht und die Eigenschaft
hat, daB jedem Punkt von v ein einziger Punkt von C entspricht, wihrend
sich fiir die iibrigen Teile von ¢ zunéchst nichts dhnliches behaupten 148t.
Aber in diesem Fall entspricht der Kurve ¢ ein Teil I' von C, der alge-
braisch ist, und beim Ubergang von C zu f muB dem Teil I' die Kurve f,
die ja irreduzibel ist, in ihrer ganzen Ausdehnung entsprechen. Bezeichnen
wir mit D das, was von der Kurve C iibrig bleibt, wenn man I" von ihr
abspaltet, so entsprechen also jedem Punkt von f u Punkte von C, von
denen v > 1 der Kurve I'" angehdren, wihrend die ¢ — » iibrigen auf
D liegen. Da sich nun die Gruppe der v auf I"liegenden Punkte in ratio-
naler Weise abtrennen 1i8t von den iibrigen g — » Punkten, die mit ihr
zusammen die Gruppe der einem gegebenen Punkt von f entsprechenden
Punkte bilden, so erhalten wir zwischen / und D eine algebraische Kor-
respondenz (1, u — »).

Man kann nun auf D dieselbe UUberlegung anwenden, die wir soeben
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filr C durchgefiihrt haben, und man gelangt dabei zu dem SchluB, daB D
algebraisch ist, oder daB diese Kurve aus einem algebraischen Teil be-
steht, der mit f in einer Korrespondenz (o,1) steht (¢ > 1), und aus einem
iibrig bleibenden Teil E, der mit f in einer Korrespondenz (u —v—g,1)
steht. Setzt man diese SchluBweise fort, so gelangt man schlieBlich
zu der Erkenntnis, daB C eine (mdglicherweise reduzible) algebraische
Kurve ist.

Als Anwendung dieses Satzes beweisen wir den folgenden:

Sind

“(x; Y z) =0, ﬂ(x; ¥2) =0

awei algebraische Flichen, die keine gemeinsamen Bestandteile haben, so ist
thre Schnitthurve C ebenfalls algebraisch.

Es sei f(z, y) = O die algebraische Gleichung, die man erhilt, wenn
man 2z aus den Gleichungen der beiden Flichen eliminiert; wir wollen
annehmen, daB die Koordinatenachsen allgemein gewihlt seien, so da8,
selbst wenn C eine Gerade als Bestandteil enthielte, diese Gerade nicht
zur #-Achse parallel wire. Dann entspricht jeder Losung (z, y) von f=0
eine endliche Anzahl von Losungen (2, y, 2), die die Gleichungen & =0
und f = O befriedigen, und diese Lsungen lassen sich auf algebraischem
Wege ermitteln. Es entspricht also jedem Teil ¢ von £, falls diese Kurve
reduzibel ist, ein Teil I" von C, der mit ¢ durch eine algebraische Korre-
spondenz (u, 1) verbunden ist. Nach dem bewiesenen Satz ist I' alge-
braisch, und da C aus einer endlichen Anzahl von algebraischen Teilen
zusammengesetzt ist, so ist diese Kurve ebenfalls algebraisch.

Eine andere einfache Folgerung aus dem zuerst bewiesenen Satz ist
die nachstehende:

Wenn swischen den Punkten einer Raumkurve oder Uberraumkurve
C und den Punlten einer ebenen algebraischen Kurve [ eine algebraische
Korrespondenz (u, v) besteht, so ist die Kurve C ebenfalls algebraisch.

Um die Richtigkeit dieses Satzes einzusehen, betrachten wir das ein-
fach unendliche Gebilde I', dessen Elemente aus denjenigen Paaren von
Punkten bestehen, die in der Korrespondenz zwischen C und f einander
zugeordnet sind; diese Korrespondenz fithrt nach der Voraussetzung auf
algebraischem Wege von einem Punkt der Kurve C zu » Punkten von f
und von einem Punkt der Kurve f zu g Punkten von C. Wir haben dann
zwischen der Kurve C und dem Gebilde I' eine algebraische Korrespon-
denz (1, %), in welcher ein Punkt von C und ein Element (Punktepaar)
von I" dann als zugeordnet bezeichnet werden sollen, wenn jener Punkt
zu diesem Paar gehort. In #hnlicher Weise erhalten wir eine algebraische
Korrespondenz (u, 1) zwischen dem Gebilde I' und der Kurve f. Auf
Grund des vorigen Satzes schlieBen wir daraus, daB das Gebilde I' alge-
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braisch ist, d. h. daB ein in I" verinderliches Element eine rationale
Funktion eines auf einer ebenen algebraischen Kurve ¢ beweglichen
Punktes ist, mit anderen Worten, daB jenes Element in rationaler Weise
von einem solchen Punkt abhiingt. Da aber der auf C bewegliche Punkt
seinerseits eine rationale Funktion des in I' veriinderlichen Elements ist,
so erweist sich schlieBlich der auf C bewegliche Punkt als eine rationale
Funktion des Punktes der Kurve g; nach unserer Definition ist daher C
eine algebraische Kurve.

26. Zusammenhang zwischen der Theorie der linearen Scharen
auf einer ebenen Kurve und dem Begriff der algebraischen Raum-
kurven oder Uberraumkurven. Auf der ebenen Kurve

(@ 7y, 73) =0
(wo @, &;, 2; homogene Koordinaten bedeuten) betrachten wir nun die
lineare Schar g7, die auBer einigen etwa vorhandenen festen Punkten von
dem System
1) Ao o (%o, @y Tg) + 4y @3By X1y @p) +++ + 4, @, (%0, 7y, 75) = 0
erzeugt wird.

Wir wollen iiberdies von den festen Punkten ginzlich absehen, so
daB sidmtliche Punkte einer allgemeinen Gruppe von g7 als beweglich an-
zusehen sind.

Wir denken uns in einem Raum S, ein System von homogenen Ko-
ordinaten ¥y, ¢, . . ., ¥, und setzen

0¥ = @,(%p Zy, 23)- G=0,1,2007)
Wihrend der Punkt z(x, 2, z,) die Kurve f durchliuft, kann der Punkt
YWY Yy, - ¥,) nicht fest bleiben; denn bei einer solchen Annahme kénnten
sich die Funktionen ¢, des Punktes & nur durch konstante Faktoren vonein-
ander unterscheiden, und die Schar g7, hitte die Dimension Null, was wir aus-
schlieBen wollen. Der Punkt y beschreibt demnach eine Kurve C mit der
Eigenschaft, daB jedem Punkt von f in rationaler Weise ein und nur ein
Punkt von C entspricht. Die Kurve C ist also algebraisch. Es fragt sich
nun, wie viele Punkte von f umgekehrt einem Punkt von C entsprechen.
Damit zwei Punkte 2 und 2’ der Kurve f denselben zugeordneten
Punkt y auf C ergeben, ist es notwendig und hinreichend, da8

p(z) = o9,(2)
ist, daB also eine beliebige Kurve des Systems (1), die durch den Punkt
x geht, notwendig auch durch den Punkt 2’ geht und umgekehrt?). Mit
1) Man vergleiche diese Betrachtungen mit den ausfiihrlichen Erorterungen
in Nr. 18 (8. 31 ff)
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anderen Worten: es ist notwendig und hinreichend, daB alle Gruppen der
Schar g7, die den Punkt z enthalten, damit von selbst auch den Punkt 2’
gemein haben.

Wenn die durch einen beliebig gegebenen Punkt z der Kurve f ge-
henden Gruppen der g7 nicht von selbst noch andere Punkte gemeinsam
haben, so wird die lineare Schar als eine einfache bezeichnet; wenn da-
gegen die durch einen beweglichen Punkt z gehenden Gruppen stets auch
noch weitere u — 1 mit x bewegliche Punkte gemein haben, so sagt
man, die lineare Schar sei mit einer Involution von der Ordnung p su-
sammengesetzt.

Die lineare Schar, die auf einer ebenen Kurve durch das System aller
Kurven von gegebener Ordnung ausgeschnitten wird, ist z. B. immer ein-
fach; wenn man dagegen eine Kurve f von der »*® Ordnung, die einen
(n — 2)-fachen Punkt P besitzt, durch diejenigen Kurven von der Ord-
nung » — 3 schneidet, fiir welche P ein (n — 3)-facher Punkt ist, so er-
hilt man eine susammengesetzte Schar, Diese Kurven zerfallen nimlich
in n — 3 durch P gehende Geraden, und daher enthalten diejenigen unter
ihnen, die durch einen beliebigen Punkt @ auf f hindurchgehen, die ganze
Gerade P@); die Punktgruppen, die auBer P von jenen Kurven auf f aus-
geschnitten werden, enthalten somit auBer @ noch den letzten Schnitt-
punkt der Kurve f mit der Geraden P Q.

Der oben eingefiihrte Ausdruck, daB die lineare Schar mit einer In-
volution von der Ordnung pu zusammengesetzt sei, rechtfertigt sich durch
die folgenden Betrachtungen.

Wenn ein Punkt z gegeben ist, so gehdren zu ihm u — 1 weitere
Punkte z/, z”, ..., 2&~Y derart, daB die Gruppe von u Punkten 2z, 2/,
. &= durch irgend einen unter ihnen bestimmt ist; denn die Gruppen
von g7, die einen beliebigen Punkt jener Gruppe enthalten, haben auch
ihre simtlichen anderen Punkte gemein.

LéBt man den Punkt z auf der Kurve f wandern, so beschreibt die -
Gruppe von g Punkten ein einfach unendliches System }, das man eine
Involution von der Ordnung p (und der Dimension 1) nennt, weil die u
Punkte einer Gruppe gleichwertig sind und weil durch jeden Punkt von
f eine und nur eine Gruppe von p, hindurchgeht. Man bemerkt ohne

weiteres, dal eine Gruppe der Schar g7 aus % Gruppen der Involution y,

zusammengesetzt ist.
Wir wollen nun den Fall niher untersuchen, daB die g7 einfach ist.
Dann sind die Punkte der beiden Kurven f und C eineindeutig aufeinan-

der bezogen derart, daB die nicht homogenen Koordinaten (gl, sy g-i) des
0 0
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auf C veréinderlichen Punktes y rationale Funktionen der nicht homogenen
Koordinaten (:i, :—’\) des entsprechenden Punktes z auf fsind. Umgekehrt
(] (]

sind die Koordinaten des Punktes 2 rationale Funktionen der Koordinaten
des auf C verinderlichen Punktes y, da sie sich ja als einwertige alge.
braische Funktionen dieser letzteren Veriinderlichen darstellen lassen
miissen.

In diesem Falle sind also die beiden Kurven [ und C mitlels einer bi-
rationalen Korrespondens aufeinander bezogen; aber es besteht ein Unter-
schied zwischen der vorliegenden Verwandtschaft und derjenigen, durch
welche zwei entsprechende Kurven in einer Cremonaschen Transforma-
tion zwischen zwei Ebenen miteinander verkniipft sind. Im verliegen-
den Fall ist namlich die Verwandischaft birational zwischen den Punkien
der beiden Kurven, aber sie erstreckt sich micht notwendig auf die Rdiume,
in denen diese Kurven enthalten sind. Eine solche Ausdehnung der Ver-
wandtschaft auf die Réume ist natiirlich von vornherein unmdoglich, wenn
diese Riume verschiedene Dimensionen haben; aber auch wenn C eine
ebene Kurve ist (r = 2), konnen die Formeln

) oY= 9%y &1, 7) ($=0,1,9)
sehr wohl eine birationale Korrespondenz zwischen den Punkten der Kur-
ven f und C definieren, ohne daB diese auch fiir die anderen Punkte der
beiden Ebenen (z,, z,, 25) und (y,, 9y, ¥5) gilt.

Setzen wir néimlich voraus, daB die Formeln (2) eine Korrespondenz
(1, v) zwischen den Punkten der Ebene (y, 4, ¥,) und den Punkten der
Ebene (2, z,, z,) definieren, d. h. eine Korrespondenz, in welcher einem
Punkt y » Punkte z entsprechen, wihrend einem Punkt 2 ein einziger
Punkt y zugeordnet ist, so erhalten wir in der Ebene (x,, z,, z,) eine
doppelt unendliche Involution J,; sie wird von dem Netz der Kurven
erzeugt, die den Geraden der Ebene (y,, y,, y,) entsprechen (s. S. 33).
Nimmt man in der Ebene (z,, z;, #;) eine Kurve f an, welche der In-
volution J, nicht angehirt, d. h. eine solche Kurve, daB die » — 1 Punkte,
die zu irgendeinem ihrer Punkte in bezug auf die Involution J, kon-
jugiert sind, nicht auf ihr liegen!), so besclireibt bei der Bewegung
des Punktes auf f der Punkt y eine ebene Kurve C, die birational auf f
bezogen ist; denn von den v Punkten z, die einem Punkt y von C ent-
sprechen, befindet sich nur ein einziger auf der Kurve . Die Formeln (2)
definieren also eine birationale Korrespondenz zwischen den Punkten der

1) Eine solche Kurve erhilt man offenbar, wenn man eine Gruppe &, z’,z",
..+ %=1 der Involution J, festhilt und eine Kurve betrachtet, die durch geht,
aber durch keinen der konjugierten Punkte.
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Kurven f und C, wiihrend sie gleichzeitig zwischen den Punkten der bei-
den Ebenen, in denen f und C liegen, eine Korrespondenz festlegen, die
nur in einem Sinne rational ist.

Es kann hier noch die Bemerkung beigefiigt werden, daB die For-
meln (2) auch eine Korrespondenz (1, ") zwischen den Punkten der bei-
den Kurven definieren konnten, wobei v’ < v wiire; dieser Fall wiirde
eintreten, wenn einem auf der Kurve C veriinderlichen Punkt y v Punkte
x entsprichen, von denen 2" auf f und die iibrigen » — v auBerhalb von
f verinderlich wéren.

Wir kehren nunmehr zu dem Fall zurtick, daB r beliebig ist und die
beiden Kurven f und C birational aufeinander bezogen sind.

Man sieht leicht ein, daB die Kurve C tatsichlich in dem Raum 8§,
und nicht etwa in einem Raum von geringerer Dimension enthalten ist.
Wire sie némlich in einem Raum von der Dimensicn <7 — 1 enthalten,
80 miiBte es mindestens eine Uberebene?)

goyo'l‘ 51?/1 + -t Er?/r” 0
geben, die die Kurve C enthielte, d. h. man hitte die identische Gleichung

(3) Eypo(@or Ty, Tg) + -+ + E- 9 (g 2y, 73) = O,

WO &y, 2y, #; die Koordinaten eines verinderlichen Punktes der Kurve f
bedeuten. Wenn die Gleichung (3) identisch erfiillt wire, ohne daB die
Faktoren £, alle verschwinden, und zwar nicht nur fiir einen veréinder-
lichen Punkt der Kurve f, sondern auch fiir einen willkiirlich gew&hlten
Punkt der Ebene, so wiiren die Formen ¢, linear abhingig voneinan-
der; das lineare System (1) konnte also nicht r-fach unendlich sein.
Wenn aber die Gleichung (3) nur fiir die Punkte von f eine Identitit

darstellte, so miiBte die Gleichung
B ot i+ o F &g = @@y %y, T3) - [, Ty )

identisch erfiillt sein, d. h. es gibe eine Kurve des linearen Systems (1),
die f als Bestandteil enthielte, und die Schar g, wire nicht von der Di-
mension » (vgl. Nr. 22). Diese Schliisse wiirden beide der Voraussetzung,
von der wir ausgegangen sind, widersprechen; wir miissen also die Fol-
gerung ziehen, daB es keine Uberebene gibt, die die Kurve C enthilt.

Wir beweisen nun den Satz, daf durch die birationale Korrespondenz
zwischen den Kurven f und C den Punkten einer Gruppe der Schar gi,
deren Triigerin die Kurve f ist, die Schnittpunkte von C mit einer ganz
bestimmten Uberebene zugeordnet werden und daf diese gleichzeitig mit
der betrachteten Gruppe verinderlich ist.

1) Unter einer ,,Uberebene (iperpiano) verstehen wir einen linearen Raum
von der Dimension r — 1, der im 8, enthalten ist. [A. d. Ubers.]
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In der Tat erfiillen die Koordinaten der Punkte einer Gruppe aus der
Schar g, die Gleichung (1) fiir passend gewihlte, aber nicht siimtlich ver-
schiwindende Werte der Parameter 1,, und daher befriedigen die Koordi-
naten der entsprechenden Punkte y die Gleichung

Yo+ My + -+ 4y =0,
d. h. diese Punkte gehoren einer bestimmten Uberebene an.

Umgekehrt entsprechen den Punkten von C, deren Koordinaten diese
Gleichung befriedigen, die Punkte derjenigen Gruppe, die auBer den festen
Punkten durch die Kurve (1) auf f erzeugt wird. Wir erhalten daher
den Satz:

Die Kurve C wird von einer beliebigen Uberebene ihres Raumes in n
Punkien geschnitien.

Diese konstante Zahl nennt man die Ordnung der algebraischen Uber-
raumkurve C.

Wir fiigen noch die Bemerkung bei, daB die Korrespondenz zwischen
den Gruppen der Schar g7 und den durch eine Uberebene erzeugten
Schnittpunkten auf der Kurve C projektiv ist, weil eine Gruppe und eine
Uberebene, die einander entsprechen, durch dieselben Werte der Para-
meter 4, charakterisiert sind. Fassen wir nun das vorhergehende zusam-
men, so kénnen wir den folgenden Satz aussprechen:

Hat man auf einer ebenen algebraischen Kurve f eine einfache lineare
Schar gz, so kann man stets in einem r-dimensionalen Raum S, eine alge-
braische Kurve C von der Ordnung n konstruieren, welche birational auf f
bezogen 1ist, derart, daf3 den Gruppen der Schar g: die Sclnittpunkie der
Kurve C mit einer Uberebene entsprechen. — Die Kurve C wird dadurch
konstruiert, daB man die Gruppen der g7 projektiv auf die Uberebenen eines
Raumes S, bezicht: den Gruppen der Schar gi, die einen Punkt z von f
enthalten, entsprechen -die Uberebenen, die durch einen Punkt y des Raumes
S, gehen; wihrend x die Kurve f durcllduft, beschreilt y die Kurve C.

Wenn die lineare Schar g7 mit einer Involution p, zusammengesetzt
ist, s0 sind die Punkte von C nicht etwa auf die Punkte von £, sondern
vielmehr auf die Gruppen der y, eineindeutig bezogen. Man erkennt wie
oben, daB die Kurve C nicht in einem Raum enthalten sein kann, dessen
Dimension kleiner ist als ». Wiederholt man die Betrachtung, die im vor-
hergehenden Fall zu dem Begriff der Ordnung gefiihrt hat, so erkennt
man, daB im vorliegenden Falle die Kurve C von einer beliebigen Uber-

ebene in —E Punkten geschnitten wird, da jedem Schnittpunkt der Kurve

Cmit einer Uberebene u Punkte einer ganz bestimmten Gruppe der Schar g9
zugeordnet sind. In diesem Fall wird man also die Kurve C eine algebrai-

sche Uberraumkurve von der Ordnung —:-:— nennen. Man erhiltsomit den Satz:
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Hat man auf einer ebenen algebraischen Kurve [ eine lineare Schayr
gz, die mit einer Involution von der Ordnung u susammengesetzt ist, so kann
man stets in einem r-dimensionalen Raum S, eine algebraische Kurve C

von der Ordnuny% konstruieren, welche mittels einer algebraischen Korre-

spondenz (1, w) auf f bezogen ist. Die Kurve C wird dadurch konstruiert,
dafi man die Gruppen der g7 projektiv auf die Uberebenen des Raumes S,
begicht; dic Uberebenen, welche den durch x gehenden Gruppen der g7, ent-
sprechen, haben einen Punkt y gemein, und dieser wird dem Punkt x 2u-
geordnet. Wahrend dann x die Kurve f durchliuft, beschreibt y die Kurve C.

Die Betrachtung der Ordnung einer Uberraumkurve gibt AnlaB zu
einem Satze, der dem Theorem von BEzour in der Ebene entspricht;
dieses liefert bekanntlich ein Mittel, die Zahl der Schnittpunkte zweier
Kurven von gegebener Ordnung zu berechnen.

Es handelt sich um die Anzahl der Punkte, die einer algebraischen
Kurve C von der Ordnung n und einer algebraischen Form*) von der Ord-
nung m gemeinsam sind.

Um diese Zahl zu berechnen, wollen wir zuerst feststellen, was wir
unter dem Begriff der ,Schnittpunktsmultiplizitit® (oder Multiplizitit des
Schnitts) einer Kurve und einer Form in einem gemeinsamen Punkt zu
verstehen haben. Wenn die Kurve C und die Form F' in einem gemein-
samen Punkt O die Schnittpunktsmultiplizitit J haben, so bedeutet dies,
daB eine Form F", die der Form F hinlénglich nahe kommt?), mit C
genau J voneinander verschiedene Schnittpunkte besitzt, die alle nach
dem Punkt O hinstreben, wihrend sich die Form F” stetig der Form F
nihert.

Nachdem diese geometrische Bedeutung der Schnittpunktsmultiplizitat
einmal festgestellt ist, ergibt sich daraus unmittelbar, daB die Summe
der Schnittpunktsmultiplizititen in den gemeinschaftlichen Punkten der
Form F und der Kurve C unveriindert bleibt, wenn man die Form F
stetig veriindert, vorausgesetzt natiirlich, daB diese stetige Veriinderung
nicht etwa so vorgenommen wird, daB die Kurve C oder einer ihrer Teile
in der Form F enthalten ist. Verindert man insbesondere die Werte
der Koeffizienten in der Gleichung von F' derartig, daB die linke Seite

1) Wir erinnern daran, daB mit dem Ausdruck ,Form‘ oder ,algebraische
Uberfliche* die Mannigfaltigkeit der oor—1 Punkte bezeichnet wird, deren homogene
Koordinaten eine gegebene algebraische Form (ein homogenes Polynom) zu Null
machen. Die Ordnung der Form ist der Grad dieses Polynoms. 8. z. B. Berrmu,
Introduzione alla geometria usw. S. 164,

2) D. h. die Koeffizienten der Gleichung von F’ dirfen sich nur um sehr
wenig von den Koeffizienten der Gleichung von F unterscheiden.
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dieser Gleichung sich in 7 lineare Faktoren zerspalten liBt (wobei m
die Ordnung von F bedeutet), so stellt jeder von diesen, gleich Null ge-
setzt, eine Uberebene dar, die weder die Kurve C noch einen ihrer Teile
enthilt, und wir erhalten also im ganzen mn Schnittpunkte. Wir haben
somit den Satz:

Eine algebratsche Kurve von der Ordnung % und eine Form von der
Ordnung m haben mn Punkte gemeinsam, wenn man jeden von shnen mit
der thm zustehenden Multiplizitit in Rechnung bringt, oder aber es ist die
Kurve oder einer ihrer Teile in der Form enthalten').

27. Lineare Scharen auf einer Uberraumkurve. Es sei C eine irre-
duzible Kurve, die einem Raum S, angehtrt, und f eine ebene Kurve,
die durch eine birationale Korrespondenz mit C verbunden ist. Einer
beliebig gewihlten linearen Schar g, der Kurve f entspricht auf C ein
s-fach unendliches System; es wird von Gruppen zu je m Punkten ge-
bildet, und durch s beliebige, aber allgemein gewihlte Punkte von C
geht eine und nur eine dieser Gruppen hindurch. Ein solches System
werden wir eine lincare Schar won der Ordnung m und der Dimension
s auf der Uberraumkurve C nennen; wir wollen es ebenfalls durch das
Symbol g¢, bezeichnen.

Es ist leicht zu erkennen, daB auf der Kurve C durch ein lineares
Formensystem*®)

(4) '10“0(?/0: Yis oo yr) +-+ la“a(yo’ Y9+ 5 ?/r) = 07

aufer den miglicherweise vorhandenen festen Punkten, die lineare Schar g,
ausgeschnitten wird.

Um dies nachzuweisen, nehmen wir an, daB die Schar g, auf der
Kurve f durch das lineare oo’-System

®) BoBo (%o, %1, Tg) + -+ - + w,B,(%0, 7y, %) = 0
ausgeschnitten werde (auBer einer gewissen festen Gruppe). Die Koordi-
naten zweier entsprechender Punkte der Kurven f und C sind durch die
Formeln
0Y: = 9,(%o, %1, %3) G=01,..0y7)

verbunden; da es sich aber um eine birationale Transformation handelt,
so lassen sich diese Formeln umkehren, und man kann die z; als Formen
der y, darstellen:

6, = ¢j(y07 YirYsr - Y,) =012

1) Wegen weiterer Einzelheiten sei auf das angefiihrte Werk von Brmrint
(S. 358) verwiesen.
2) Wenn in der Gleichung einer verinderlichen Form eine Anzabl Parameter
linear vorkommt, so' sagt man, die Form durchlaufe ein lineares System.
Severi: Vorlesungen tiber algebraische Geometrie (]
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Es wird somit der Gruppe der m verdnderlichen Punkte, die auf f von
der Kurve (5) ausgeschnitten wird, eine Gruppe von ebenso vielen ver-
inderlichen Punkten entsprechen, die-auf C von der Form

B0 (Wos Y1, ¥2) + - -+ + B, (¥os %1, ¥) =0
ausgeschnitten wird; diese Gleichung ist aber vom Typus (4).

Die Behauptung ist also als richtig erwiesen, wenn die auf f ge-
gebene Schar g*, keine festen Punkte hat. Hitte sie etwa h solche Punkte,
so wiirde man die Schar g2, _, betrachten, die entsteht, wenn man von den
festen Punkten absieht, und wiirde auf sie dieselben Schliisse anwenden.

Umgekehrt erkennt man in &hnlicher Weise, daf dem System der
Punktgruppen, das auf ¢ von einem linearen Formensystem ausge-
schnitten wird, auf der Kurve f eine lineare Schar entspricht; daher
bilden nach unserer Definition auch jene Punktgruppen auf C eine line-
are Schar.

Wiederholt man nun die Uberlegungen der Nr. 22 (8. 65), so er-
kennt man sofort, daB die Dimension s der linearen Schar, die wir auf
der Kurve C betrachten, nur dann gleich der Dimension d des sie aus-
schneidenden linearen Systems ist, wenn in diesem System keine Form vor-
handen ist, die C enthdlt; wenn dagegen in dem System oot Formen vor-
kommen, dic die Kurve C enthalten, so gilt die Bezichung

s=d—t—1.
Da niimlich durch s allgemeine Punkte von C eine und nur eine Gruppe
der g¢, hindurchgehen soll, so kdnnen diejenigen Formen des schneiden-
den linearen Systems, die durch jene s Punkte hindurchgehen, die Kurve
C nicht in verinderlichen Punkten treffen. Eine dieser Formen, die durch
einen anderen, von den festen Schnittpunkten verschiedenen Punkt von
C hindurchgeschickt wird, wird also mit C mehr Schnittpunkte gemein
haben als das oben bewiesene erweiterte Theorem von BEzouT angibt
(s. die vorhergehende Nr.); somit muB die Kurve C, die ja irreduzibel ist,
in eben dieser Form enthalten sein. Wenn man also den co? Formen des
schneidenden linearen Systems s + 1 einfache Bedingungen auferlegt, so
erhilt man oco* Formen, die C enthalten, und es besteht somit die Be-
ziehung
d—s—1=t oder s=d—t—1.

Wenn insbesondere die Kurve C' von der Ordnung # einem Raum
S, und nicht einem Raum von geringerer Dimension angehdrt, so schneiden
die Uberebenen des Raumes S, auf C eine ¢, aus, und diese entspricht
mittels der birationalen Substitution

oY, = qv‘-(xo, Tyy x,‘.), (§=0,1, ..., 1
0z, = ¥;(Y; - - - ¥,), #=0,1,3
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welche die Koordinaten der Punkte der Kurven f und C verbindet, der
Schar g7, die auf f auBer den moglicherweise vorhandenen festen Schnitt-
punkten von dem linearen System
1’0¢0 + 1’1(;)1 + o + Z’rq)r = O

ausgeschnitten wird?).

Aus dem vorhergehenden ergibt sich ohne weiteres der folgende Satz:

Eine Schar g, auf einer Uberraumkurve C lift sich, aufer den festen
Punkten, stets durch ein lineares System wvon algebraischen Formen aus-
schneiden, das von derselben Dimension s ist.

28. Rationale Korrespondenzen zwischen zwei Uberraumkurven.
Es sei C eine irreduzible algebraische Kurve des Raumes S,, in welchem
die homogenen Punktkoordinaten mit z,, z,, ..., 2, bezeichnet werden.
‘Wir betrachten auf C eine g, die (auBer festen Punkten) durch das
lineare System
Ao@o(Zos Zyy ooy @) + o0+ A9, (%o, Tyy oy 1) =0
erzeugt wird, und wir setzen

(6) 0Y = Pi(Zo; Ty, - - 1, Ty) - =0.., 1)
Wihrend der Punkt z(a,,2,,...,,) die Kurve ¢ durchliuft, bewegt
sich der Punkt y(yy, y,,..., %.) in einem Raum S, und beschreibt bei
dieser Bewegung eine Kurve D. Man erkennt sofort, daB diese Kurve
algebraisch und irreduzibel ist. Da nidmlich die Kurve C algebraisch ist,
so kann man sie auf eine passend gewihlte irreduzible ebene algebraische
Kurve f(&), &,, &) = O abbilden, indem man die Koordinaten eines ihrer
Punkte mit A 4 1 algebraischen Formen der Veriinderlichen &, &,, &,
proportional setzt; vermége der Formeln (6) sind dann aber die Koordi-
naten y; eines auf D veréinderlichen Punktes ebenfalls proportional mit
gewissen algebraischen Formen der Koordinaten £, £, & des auf f be-
weglichen Punktes.

Wie in Nr. 26 (8. 78) sieht man nun die folgenden Tatsachen ein:

a) Da das System

Ao@o + Ay + -+ 49, =0

keine Form enthélt, die durch C' geht (weil sonst die Dimension der
ausgeschnittenen Schar kleiner als r wire), so kann es im Raum S, keine

1) In #hnlicher Weise entspricht der linearen Schar g}, die auf der Kurve
f von der Ordnung A durch die Geraden ihrer Ebene erzeugt wird, die lineare
Schar, die, suBer den festen Schnittpunkten, auf der Kurve C durch das lineare

Formensystem
. Yo ¥ o+ VP F oy =0
erzeugt wird.
e*
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Uberebene geben, die die Kurve D enthilt; diese Kurve gehirt also dem
Raum S, an und nicht etwa einem Raum von geringerer Dimension.

b) Die Formeln (6) sind nur dann umkehrbar, d. h. es lassen sich
mit ihrer Hilfe die z; nur dann als Formen der y, darstellen, wenn die
auf C gegebene Schar g7 nicht mit einer Involution zusammengesetst ist,
mit anderen Worten, wenn die durch einen allgemeinen Punkt von C
gehenden Gruppen der g7 nicht notwendig auch noch andere mit jenem
verinderliche Punkte gemein haben. Ist diese Bedingung erfiillt und be-
sitzt die lineare Schar g7 keine festen Punkte, so wird die Kurve D von
der n'*® Ordnung.

¢) Wenn die von festen Punkten befreite Schar g7 mit einer In-
volution von der Ordnung p zusammengesetzt ist, d. h. wenn diejenigen
ihrer Gruppen, die einen bestimmten Punkt von C enthalten, auch not-
wendig noch p — 1 andere verinderliche Punkte gemein haben, so daB

. " .
eine Gruppe von g7 aus u Gruppen der Involution zusammengesetzt er-

scheint, so wird die Ordoung der Kurve D gleich ‘12

Im Falle b) sind die nicht homogenen Koordinaten eines Punktes
von D rationale Funktionen der nicht homogenen Koordinaten des ent-
sprechenden Punktes von C und umgekehrt; man hat also zwischen den
Uberraumkurven € und D eine birationale Korrespondenz.

Im Falle ¢) dagegen hat man zwischen den Kurven C und D eine
Korrespondenz, die nur in einem Sinne rational ist, d. h. eine Korrespon-
denz, die von einem Punkt der Kurve C zu einem Punkt von D fiibrt,
aber von einem Punkt der Kurve I zu u Punkten von C. In diesem letz-
teren Fall erweist sich die Kurve D birational bezogen auf die Gruppen
der Involution, mittels der die g7, zusammengesetzt ist.

Wir machen fiir den Augenblick keine Annahme dariiber, ob die
Formeln (6) umkehrbar sind oder nicht.

Wie transformiert man nun eine auf D gegebene lineare Schar g,
mittels der rationalen Substitution (6)?

Wenn die g5, auf D), auBer festen Punkten, durch das System

VoW Yoy Y15+ - ¥+ F v, Yor Yo -0 9,) =0
ausgeschnitten wird, so werden die Gruppen von mu Punkten (u > 1),
die den Gruppen von m Punkten der Schar g?, entsprechen, auf der Kurve
C auBer den moglicherweise vorhandenen festen Punkten durch das
linea  System

V¥ (Pos P15 5 )+ F (P Pyy - -5 9,) =0
ausgeschnitten, und die Gesamtheit dieser Gruppen von myu Punkten bildet
daher auf C eine 9%,,. Man erhilt also den Satz:
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Wenn zwischen den Punkten der ulgebrasschen Uberraumbkurven D
und C eine algebraische Korrespondenz (1, w) besteht, so entspricht einer
linearen Schar g2, auf der Kurve D eine lineare Schar gi,, auf der Kurve €.

Man beachte noch, daB, wenn u > 1 ist, diese letztere lineare Schar
mit derjenigen Involufion von der Ordnung w zusammengesetzt ist, mit
der auch die gegebene Schar g/ zusammengesetzt ist.

29. Projektionen einer Uberraumkurve. Is sei ( eine irreduzible
Kurve von der Ordnung #, die dem Raum S, angehort, und O ein be-
liebiger Punkt dieses Raumes. Die Gerade, welche den Punkt O mit einem
allgemeinen Punkt der Kurve C verbindet, schneidet diese Kurve in einem
oder mehreren Punkten; jedenfalls aber ist die Anzahl dieser Punkte end-
lich, weil auch die Zahl der Schnittpunkte, in welchen die Kurve von
einer durch jene Gerade gelegten Uberebene getroffen wird, endlich, nim-
lich gleich n ist.

Wenn iiberdies der Punkt O ganz allgemein in dem Raume ange-
nommen wird, so wird eine durch O gehende Gerade, die sich in einem
veriinderlichen Punkt auf die Kurve C stiitzt, mit C keine weiteren Punkte
gemein haben (abgesehen von etwaigen ganz speziellen Lagen der Ge-
raden); nimmt man den Punkt O in allgemeiner Lage auf der Kurve C
an, so wird der Strahl, der von O aus einen allgemein gewihlten
Punkt P der Kurve projiziert, diese Kurve C auBer in O und P ebenfalls
nicht mehr treffen.

Alles dies 1Bt sich leicht mittels elementarer Betrachtungen ein-
sehen?).

1) Ganz allgemein gilt der Satz: Ein linearer Raum S;_,, der durch i<r—1
allgemeine Punkte einer Kurve O des Raumes S, bestimmt ist, trifft die Kurve in
keinen wetteren Punkten. Nimmt man an, daB dieser Satz fiir ¢ <% und fiir ein
beliebiges » bewiesen sei, so liBt er sich sofort fiir ¢ =% beweisen, indem man
die Projektion der Kurve C von einem beliebigen ihrer Punkte auf eine Uberebene
betrachtet. Es wird also geniigen, die Eigenschaft fiir ¢ = 2 zu beweisen, d. h.
zu gzeigen, dafl fiir » > 2 nicht jede Sehne der Kurve C eine Trisekante sein kann.
In der Tat, wenn A B eine beliebig gewiihlte Sehne von C ist und P ein weiterer
Punkt wire, in dem diese Gerade die Kurve O triife, so wiire die Kurve ¢ von P
aus mindestens doppelt projiziert; da nun aber AB keine mehrfache Erzeugende
des projizierenden Kegels sein konnte, so miiBten sich die Tangenten in den Punk-
ten 4 und B an die Kurve C schreiden, weil sie in der Ebene liigen, die den
Kegel lings AB beribrt. Dann wiirden aber die Tangenten der Kurve C sich
zu je zweien schneiden, und da sie nicht alle durch einen Punkt gehen kdnnen,
g0 miiBten sie in einer und derselben Ebene liegen, d.h. C wiire eine ebene Kurve,
wihrend wir doch vorausgesetzt haben, daf r griBer als 2 sei. Dieses Beweis-
verfahren rilhrt von G. Casternzuvovo her.
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Schneidet man den Kegel, der die Kurve C vom Punkt O aus pro-
jiziert, mit einer Uberebene w, die nicht durch O geht, so erhiilt man
in @ eine Kurve C’, welche die Projektion der Kurve C vom Projektions-
zentrum O auf die Uberebene © genannt wird. Wenn der Strahl, der einen
allgemeinen Punkt der Kurve C von O aus projiziert, ¢ von O verschie-
dene Punkte der Kurve enthilt, so erhdlt man zwischen den Kurven C
und C’ eine Korrespondenz (4, 1), die von einem allgemeinen Punkt der
Kurve C zu einem Punkt von C’ und von einem allgemeinen Punkt der
Kurve C’ zu ¢ Punkten von C fiihrt.

Es ist nicht schwer zu beweisen, daB diese Korrespondenz algebraisch
ist. Um diesen Beweis zu fiihren, geniigt es zu zeigen, daB die Koordi-
naten eines veréinderlichen Punktes auf C’ rationale Funktionen der
Koordinaten des entsprechenden Punktes auf C sind.

Ist auf der Kurve C der Punkt P mit den Koordinaten (z,, #;, ..., ,)
gegeben, so lassen sich die Koordinaten eines verinderlichen Punktes
auf der Geraden OP durch die Formeln

lxj-f-yaj G=0,1,..., 7
ausdriicken, wo (a,, ay, . . ., g,) die Koordinaten des Projektionszentrums
O sind und A, ¢ Parameter bedeuten. Die Gleichung der Uberebene o
sei nun

%Yot @Yyt t oy, = 0;
dabei sind «, «;, . . ., «, gegebene Koeffizienten, wihrend (y,,y,,...,%,)
die Koordinaten eines in o verdnderlichen Punktes bedeuten. Den Schnitt-
punkt P’ der Geraden OP und der Uberebene @ erhilt man, wenn man
das Verhiltnis 4/u so bestimmt, da

Aogzo+ @y + - - + a.2,) + plepa+ &0, + - + ¢,a) =0
ist. Wir haben also fiir die Koordinaten des Punktes P’, der der Geraden
OP und der Ebene o gemeinsam ist, die folgenden Ausdriicke:

zeg@y+ -+ aa) —a(egry -+ er,). G=01. .0

Wie man sieht, enthalten diese Ausdriicke die Koordinaten des Punk-
tes P in rationaler (linearer) Weise. Daraus ergibt sich also, daB die
Koordinaten des Punktes P’, der die Kurve C’' beschreibt, rationale
Funktionen der Koordinaten des Punktes P sind, der die gegebene
Kurve C durchliuft.

Da nun aber die Kurve C nach unserer Annahme algebraisch ist,
so lassen sich die Koordinaten eines verinderlichen Punktes auf ihr aus-
driicken durch rationale Funktionen der Koordinaten eines verinderlichen
Punktes auf einer passend gewihlten ebenen algebraischen Kurve I';
folglich ergeben sich auch die Koordinaten eines veriinderlichen Punktes
auf C’ als rationale Funktionen des verinderlichen Punktes auf I
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Daraus folgt aber nach der Definition der algebraischen Uberraum-
kurve der Satz:

Die Projektion einer algebraischen Kurve ist wiederum eine alge-
braische Kurve.

Es 1iBt sich noch die Bemerkung hinzufiigen, daB, wenn die gegebene
Kurve trreduzibel ist, dasselbe auch fiir ihre Projektion gilt, weil die Kurve
I" gich als irreduzibel erweist.

Diese Sitze behalten ihre Giiltigkeit auch in dem Falle, wo die Pro-
jektionen, um die es sich handelt, nicht von einem Punkt aus, sondern
von einer (teraden, von einer Ebene oder von einem Raum hoherer
Dimension aus vorgenommen werden.

Ist das Zentrum der Projektion ein Raum O von der Dimension
d(<r—2), der die gegebene Kurve C in einem oder in mehreren
Punkten treffen kann, so versteht man unter der Projektion der Kurve
C diejenige Kurve (', die man in einem von O unabhédngigen Raum
@ von der Dimension » — d — 1 erhilt, wenn man diesen letzteren mit
den Riumen von der Dimension d + 1 schneidet, die den Raum O mit
einem veridnderlichen Punkt der Kurve C verbinden.

Dehnt man den oben auseinander gesetzten einfachen Gedankengang
auf diesen Fall aus, so erkennt man, daB die Koordinaten eines veréinder-
lichen Punktes der Kurve C’ rationale Funktionen der Koordinaten des
entsprechenden Punktes auf C sind.

Ubrigens 148t sich diese Behauptung auch durch die Bemerkung er-
weisen, daB die Projektion von einem Zentrum beliebiger Dimension aus
sich ersetzen 1Bt durch eine Folge von Projektionen, die ihr Zentrum
in Punkten haben. Dies ist ein sehr bekannter Satz der mehrdimensio-
nalen Gteometrie.

Un z B. die Kurve C von einer Geraden O aus auf einen Raum o von
r — 2 Dimensionen zu projizieren, kann man zwei beliebige Punkte O,
und O, auf der Geraden O wihlen, die Projektion C; der Kurve C vom
Punkt O, aus auf die Uberebene O, herstellen und endlich die Kurve
C, vom Punkt O, aus auf den Raum ® von r — 2 Dimensionen proji-
zieren. Die dadurch erbaltene Kurve C” ist dieselbe, wie die, welche
man erhalten wiirde, wenn man C unwmittelbar von der Geraden O aus
auf den Raum o projizierte.

Wenn im besonderen das Projektionszentrum O von der Dimension
r — 3 ist, so ist der Raum w, auf den man projiziert, von der Dimension
2, und daher wird C’ eine ebene algebraische Kurve.

Nimmt man iiberdies den Raum O mit bezug auf die Kurve C in
allgemeiner Lage an, d. h. so, daB ein allgemeiner S, _;, der O mit einem
Punkt P von C verbindet, die Kurve auBer in P nicht mehr trifft, so
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steht die ebene Kurve C’ in einer eineindeutigen (birationalen) Korre-
spondenz mit der Kurve C.

Man erkennt auf diese Weise, wie man durch eine einfache Pro-
Jjektion eine ebene algebraische Kurve konstruieren kann, die birational auf
eine gegebene algebraische Uberraumkurve bezogen ist.

In der birationalen Korrespondenz zwischen der Uberraumkurve
und ihrer ebenen Projektion C’ entspricht jedem Zweig von C’ (s. Nr. 19,
8. 53) auf C eine Gesamtheit von Punkten, die ebenfalls ein Zweig ge-
nannt wird. Es ergibt sich sofort, daB die (nicht homogenen) Koordi-
naten der Punkte eines Zweiges von C dargestellt werden kdnnen mit
Hilfe von Potenzreihen eines Parameters {, die in einem bestimmten
Kreise konvergent sind. Man gelangt so z. B. auch fiir einen Zweig von
C zu dem Begriff der Ordnung. Darunter versteht man die Anzahl der
Punkte, in denen der Zweig von eciner seinem Ursprung hinlinglich be-
nachbarten, im tibrigen aber allgemein gelegenen Uberebene geschnitten
wird.') Ein Punkt von C, der der Ursprung eines einzigen Zweiges erster
Ordnung ist, heiBt ein einfacher Punkt; der Punkt wird dagegen mehsr-
fach (s-fach) genannt, wenn die Summe der Ordnungen der in ihm ihren
Ursprung nehmenden Zweige groBer als die Einheit (ndmlich gleich s) ist.

Wir ziehen zundchst aus dem oben ausgesprochenen Satze einige
Schliisse, deren wir uns im folgenden bedienen werden.

Der Raum O von der Dimension d mége in bezug aut C eine ganz
beliebige Lage haben; wir behaupten, daB eine allgemeine Uberebene
durch O die irreduzible Kurve C in verdnderlichen und voneinander ver-
schiedenen Punkten schneidet, d. h. daf sie auBer in den mdglicherweise
vorhandenen Schnittpunkten von O mit C diese Kurve in solchen Punkten
trifft, die voneinander verschieden sind.

Wir kénnen namlich die folgenden Bemerkungen machen:

a) Die Uberebenen, welche die Kurve C berithren, sind diejenigen,
welche die geradlinigen Tangenten an diese Kurve enthalten.

b) Die geradlinigen Tangenten von C konnen sich nicht alle auf den
Raum O stiitzen (falls @ <r— 2 ist). Wire dies néimlich der Fall, so er-
hielte man durch Projektion der Kurve C auf einen S,_, von einem in
O enthaltenen S, , aus eine Kurve, deren Tangenten alle in einem
Punkt zusammenliefen, und wenn man diese Kurve von einem S, , .
ihres Raumes aus auf eine Ebene projizieren wiirde, so erhielte man eine
ebene Kurve, der die analoge Higenschaft zukdme. Dies ist aber unmog-
lich, wie man mittels der dualen Betrachtung erkennt.

¢) Durch eine allgemeine Tangente von C, die den Raum O nicht

1) 8. z. B. Bermini, Introduzione usw. S. 359.
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schneidet, gehen co”—¢-3 Uberebenen, die auch O enthalten, und folg-
lich gehen durch O nur co”~¢~2 Uberebenen, die die Kurve C beriihren.

d) Da die mehrfachen Punkte von C in endlicher Anzahl vorhan
den sind, so gibt es nur co—4-* Uberebenen, die durch O und durch
irgendeinen der genannten mehrfachen Punkte gehen.

Wir erhalten also den Satz:

Eine Kurve C, die dem Raum S, angehrt, wird von einer in einem
linearen System verdnderlichen Uberebene in verdnderlichen Punkten ge-
schniiten, die voneimander verschieden sind.

30. Bezichung zwischen der Ordnung einer Uberraumkurve und
der Ordnung ibhrer Projektion. Welche Beziehung besteht nun zwischen
der Ordnung n der Kurve C und der Ordnung #’ der Kurve C’, die man
als Projektion von C aus dem Raum O von d Dimensionen auf den
Raum @ von 7 —d— 1 Dimensionen erhdlt? Der Leser wird ohne
Schwierigkeit die Richtigkeit des folgenden Satzes bestitigen: Wenu der
Raum O die Kurve C in / Punkten schneidet, und wenn ein S,,,, der
einen allgemeinen Punkt der Kurve C von O aus projiziert, gleichzeitig
auch noch 7 — 1 weitere Punkte der Kurve projiziert, so ist die Ordnung
von C’

31. Birationale Transformationen zwischen swei Uberraumkurven,
die den Punkten jedes iiberebenen Schnittes der einen die Punkte
eines iiberebenen Schnittes der anderen zuordnen. Wir wenden uns nun
zu der Untersuchung des Zusammenhangs, der mit bezug auf die Theorie
der linearen Scharen zwischen zwei Kurven besteht, von denen die eine
die Projektion der anderen ist. Wir nehmen an, daB die Kurven C und
C’ birational aufeinander bezogen seien, d. h. daB ein S, ,, der einen
allgemeinen Punkt der Kurve C von O aus projiziert, nicht notwendig
auch noch andere Punkte dieser Kurve projiziere. Wir machen auBer-
dem die Annahme, da8 die Kurven C und C’ von derselben Ordnung
n seien, daB also der Raum O die Kurve C nicht treffe. Vermdge der
birationalen Korrespondenz, die zwischen den Kurven C und C’ besteht,
entspricht der linearen Schar g7-¢-!, die auf der Kurve (' von den
Uberebenen ihres eigenen Raumes (d. b. von den in o enthaltenen
Riumen S,_,_;) erzeugt wird, die lineare Schar g;=¢-1, die auf C von
den durch O gehenden Uberebenen ausgeschnitten wird; diese letztere
Schar ist aber in der umfassenderen Schar g7 enthalten, die auf C von
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allen Uberebenen des Raumes S, erzeugt wird. Wir erhalten daher
den Satz:

Wenn eine Kurve C' die Projektion von C ist, so entspricht vermige
der birationalen Korrespondenz zwischen C' und C der linearen Schar der
tiberebenen Schnitte von C’ eine andere Schar, die in der linearen Schar
der tiberebenen Schnitte von C enthalten ist.

Sind die Kurven C und C’ von derselben Ordnung, so ergibt
sich daraus, daB die lineare Schar auf C, welche der Schar der durch die
Uberebenen auf C’ erzeugten Schnitte entspricht, vollstindig enthalten ist
in der Schar der durch die Uberebenen auf C entstehenden Schnittpunkte;
im anderen Fall, d. h. wenn das Projektionszentrum einen oder mehrere
Punkte mit C gemeinsam hat, ist jene Schar in dieser nur feilweise
enthalten.

Die eben betrachtete Eigenschaft liBt sich in gewissem Sinne um-
kehren; und zwar geschieht dies in folgender Weise:

Wir setzen zunichst voraus, daB die beiden Kurven C und C’, die
zwei (verschiedenen oder zusammenfallenden) Riumen von derselben Di-
mension » angehoren, derart birational aufeinander bezogen seien, daf den
auf der Kurve C durch die Uberebenen ihres eigenen Raumes ausge-
schnittenen Gruppen die analogen Gruppen auf der Kurve C’ entsprechen.

Wir werden dann beweisen, daB die beiden Kurven projektiv sind,
d. h. daB sich die birationale Kotrespondenz, die zwischen ihnen besteht,
einer homographischen Verwandtschaft (Kollineation) zwischen den bei-
den Riumen unterordnen 14Bt, denen die Kurven angehdren.

Bezeichnet man die Riume, denen die Kurven C und C’ angehdren,
mit X bzw. X, so wird jeder Uberebene von X eine und nur eine Uber-
ebene von X’ zugeordnet, nimlich diejenige, welche auf ('’ die Gruppe er-
zeugt, die dem Schnitt von C'mit der in X gegebenen Uberebene entspricht;
diese Bemerkung gilt auch umgekehrt. Durch die Korrespondenz zwischen
den Punkten der beiden Kurven wird also eine ein-eindeutige Korrespon-
denz zwischen den Uberebenen ihrer Riume festgelegt.

Wir betrachten in X ein (r — 7 —1)-fach unendliches lineares System
von Uberebenen, d. h. das System aller Uberebenen, die durch einen ge-
gebenen Raum S, (h > 0) gehen; dieses System sei mit H bezeichnet.
Es schneidet auf C eine lineare Schar aus, der eine durch iiberebene
Schnitte von C'gebildete lineare Schar von der Dimension ¥ —h— 1 entspricht.
Dem linearen System H entspricht daher im Raum X’ ein algebraisches
System H’ von Uberebenen mit der Eigenschaft, daB durch » —h —1 allge-
mein gewihlte Punkte der Kurve O’ eine einzige Uberebene des Systems
hindurchgeht. Daraus folgt aber, daB H’ ebenfalls ein lineares System
ist. Um dies einzusehen, hat man nur zu beweisen, daf durch » — 7 —1 all-
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gemein gewihlte Punkte des Raumes X’ eine einzige Uberebene von H’
hindurchgeht.)

Wir wihlen auf C’ r — % — 2 allgemeine Punkte und betrachten das co?-
System, das aus allen durch die festgelegten Punkte gehenden Uberebenen
von H' gebildet wird. Durch einen weiteren allgemein gewihlten Punkt
auf C’ geht eine einzige Uberebene dieses co'-Systems, und es sind daher
zwei Annahmen moglich: entweder gebt durch einen allgemein gewéhlten
Punkt des Raumes X’ eine einzige Uberebene des co'-Systems, und dieses
ist daher ein Biischel; oder es gehen durch einen allgemeinen Punkt von
X’ mehrere Uberebenen dieses Systems, und dann bildet ¢’ notwendig
einen Teil des Umbhiillungsgebildes von H'. Die letztere Annahme fiihrt
vermdoge einer bekannten Differentialeigenschaft zu dem Schlu8, daB eine
in H’ verinderliche Uberebene die Kurve G’ in verinderlichen Punkten
beriihrt, und daraus ergibt sich infolge der Korrespondenz zwischen C’
und C, daB eine in H veriinderliche Uberebene in bezug auf C die ana-
loge Eigenschaft besitzt. Dies widerspricht aber dem am Ende der Nr. 29
(8. 89) bewiesenen Satze. Die erstere Annahme ist also die allein mégliche

Wir wihlen nun auf ' — h— 3 allgemeine Punkte und einen weiteren
Punkt in allgemeiner Lage auBerhalb der Kurve C'. Vermoge der Folge-
rung, zu der wir soeben gelangt sind, besitzt das co'-System, das von allen
durch die festgelegten Punkte gehenden Uberebenen von H’ gebildet
wird, die Eigenschaft, daB durch einen weiteren auf C’ allgemein gewihl-
ten Punkt eine einzige Uberebene des Systems hindurchgeht. Mit Hilfe
des oben auseinander gesetzten (tedankenganges folgern wir daraus, daB
das betrachtete System ein Biischel ist. Setzt man diese SchluBweise fort,
so gelangt man schlieBlich zu dem Ergebnis, daB das System derjenigen
Uberebenen von H', die durch 7 —h—2 allgemein gewihlte Punkte des Rau-
mes X’ gehen, ein Biischel ist, und daB also das System H’ linear sein muB.

Aus den vorhergehenden Betrachtungen folgt, daB die ein-eindeutige
Korrespondenz zwischen den Uberebenen von X und 2’ den Ubergang
vermittelt von einem linearen System von Uberebenen, das in dem einen
Raum enthalten ist, zu einem linearen System von Uberebenen, das dem
andern angehort. Sie fiihrt also auch von einem Punkt, den man als
Triger eines linearen oo”~1!-Systems betrachten kann, zu einem Punkt,
von einer Geraden — als Triigerin eines co”~2-Systems — zu einer Ge-
raden, von einer Ebene zu einer Ebene, von einem S; zu einem S, usw.

1) Wir machen hier Gebrauch von der Erweiterung des in Nr.6 (S.18) fiir
algebraische Kurvensysteme bewiesenen Satzes auf die algebraischen Systeme von
Formen (im besonderen suf Systeme von linearen Formen, d. h. ('berebenen), siehe
z. B. Bertivg, Introduzione usw., S. 222.
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Daraus ergibt sich aber, daB die ein-eindeutige algebraische Korrespon-
denz, die zwischen den Punkten der beiden Raume entsteht, kollinear
(homographisch) ist.?)

Wir wenden uns nun zur Betrachtung eines allgemeineren Falles.
Es mogen zwei Kurven € und C’ gegeben sein, die bzw. den Rdumen S,
und S angehdren (wo #' < r), und die in solcher Weise birational auf-
einander bezogen sind, da8 den Gruppen, die auf €’ durch die Uberebenen
des S bestimmt werden, auf der Kurve C andere Gruppen entsprechen,
die (teilweise oder vollstindig) in der Schar der iiberebenen Schnitte dieser
Kurve enthalten sind. Um die Vorstellungen zu fixieren, wollen wir an-
nehmen, die Kurve C sei von der Ordnung » und die Kurve C’ sei von
der Ordnung »n — 1.

Die g, auf C, welche der Schar der durch die Uberebenen auf C’
erzeugten Schnittpunkte entspricht, wird so beschaffen sein, daB die Uber-
ebenen des S, die durch eine beliebige ihrer Gruppen hindurchgehen,
h-fach unendlich sind (b > 0). Greifen wir aus dem Raum G, einen all-
gemein gewihlten Raum S;_; heraus, so werden »’ Punkte von C eine
Gruppe der g7, festlegen, und durch diese geht eine einzige auch den S,
enthaltende Uberebene S,_;. Die Uherebenen S,_; des Systems (oder
Uberbiindels)?) (S;_,), welche durch die Gruppen der Schar g7, gehen,
bilden also ein System mit der Eigenschaft, daB durch 7’ allgemeine
Punkte von C eine und nur eine dieser Uberebenen hindurchgeht. Mit
Hilfe einer Uberlegung, die der vorhin durchgefiihrten ganz analog
ist, gelangt man zu dem SchluB, daB das erwihnte +"-fach unendliche
System von Riumen S,_; linear ist, d. h. daB es aus den Uberebenen
besteht, die durch einen gewissen Raum S,_,_, gehen (dieser letztere
enthilt natiirlich den oben herausgegriffenen S;_;). Dieser S,_._; wird
von C in i Punkten durchsetzt, da jede durch ihn gehende Uber-
ebene die Kurve C nur in n — ¢ veriinderlichen Punkten schneiden darf.

Hiezu kommt nun, daB die Schar g7, die auBer den festen Punkten
von den Uberebenen des oo”-Systems auf der Kurve C ausgeschnitten
wird, ebensowenig mit einer Involution zusammengesetzt sein kann wie
die auf der Kurve C’ durch die Uberebenen thres Raumes erzeugte Schar.
Es muB also méglich sein, die Kurve C von dem Raum S,_, _; aus ein-
eindeutig auf einen im S, enthaltenen Raum S,, zu projizieren. Auf diese
Weise erhalten wir eine Kurve C;, die birational auf C und damit auch

1) Bzrrixi, Introduzione usw. S. 46, Nr. 4.

2) In einigen deutschen Werken wird das Wort ,stella“, mit dem ein solches
Biindel im Italienischen bezeichnet wird, durch ,,Stern* wiedergegeben, vgl. z. B.
G. Vzroxese, Grundziige der Geometrie, deutsch von A. Scarep (Leipzig 1894), S. 424
und 507. [A. d. Ubers]
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auf ' bezogen ist, derart, daB die durch Uberebenen erzeugten Schnitt-
punkte der Kurven C; und ( einander entsprechen. Diese beiden Kurven
sind also kollinear (homographisch).

Fassen wir zusammen, so erhalten wir den folgenden Satz:

Wenn zwischen zwei Kurven C und C' eine birationale Korrespondens
besteht, derart, daf3 den iberebenen Schnitten der Kurve C' solche Gruppen
entsprechen, die (teilweise oder vollstindig) in der auf der Kurve C durch
die Schniite mit den Uberebenen gebildeten Schar enthalten sind, so lift
sich die Kurve C’ stets kollinear auf eine Projektion von C beziehen. Falls
jene Gruppen vollstindig in dieser Schar enthalten sind, so geschieht die
Projektion von einein Zentrum aus, das die Kurve C nicht trifft, im andern
Fall dagegen wird sie von einem Zentrum aus vollzogen, das die Kurve
C in einem oder in mehreren festen Punkten durchseizt.

82. Normalkurven. Wir betrachten wiederum eine irreduzible al-
gebraische Kurve C von der Ordnung n, die dem Raum S, angehort.
Wenn die Schar g, die auf ¢ durch die Uberebenen des Raumes ausge-
schnitten wird, eine Vollschar ist, so ist es nicht méglich, die Kurve C
mittels Projektion einer Kurve derselben Ordnung zu erhalten, die einem
Raum von hoherer Dimension angehort. In diesem Falle nennt man die
Kurve C eine Normalkurve. So ist z. B. die Raumkurve dritter Ordnung
eine Normalkurve, ebenso die Raumkurve vierter Ordnung erster Art
(der Schnitt zweier Flichen zweiter Ordnung im Raum S;); dagegen ist
die Raumkurve vierter Ordnung zweiter Art keine Normalkurve, da sie
die Projektion einer (rationalen) Quartik des vierdimensionalen Raumes
S, ist.

Wenn die durch die Uberebenen des Raumes S, auf C erzeugte
Schar g7, keine Vollschar ist, so behaupten wir, da man stets eine Kurve
C, von der Ordnung » konstruieren kann, deren Projektion die Kurve C
ist. Der Deutlichkeit wegen wollen wir schrittweise vorgehen und zu-
niichst eine Schar g7+! betrachten, welche die erwihnte g7 enthilt (und
moglicherweise eine Vollschar ist). Wir nehmen auBerhalb des Raumes
S, einen Punkt O an und beziehen nun die Gruppen der Schar g7+! pro-
Jjektiv auf die Uberebenen des Raumes S, +1, der den Punkt O mit dem
Raum S, verbindet, derart, daB den Gruppen der g7, d. h. den Uberebenen
des S,, diejenigen Riume S, zugeordnet werden, die sie von O aus pro-
jizieren. Dies ist stets moglich; denn unter zwei (r + 1)-fach unendlichen
linearen Mannigfaltigkeiten gibt es unendlich viele Kollineationen, die
eine gegebene Projektivitit in zwei r-fach unendliche lineare Mannig-
faltigkeiten einordnen, die in jenen enthalten sind.

Durch einen Punkt P der Kurve C gehen oo” Gruppen der g7+, die
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eine lineare Schar bilden; ihm entspricht ein Punkt P, des Raumes
8,1 als Triiger der entsprechenden Uberebenen. Da die g7+! einfach ist
(denn sonst wiirde dies auch fiir die g7, nicht zutreffen), so beschreibt bei
der Bewegung des Punktes P der Punkt P, eine algebraische Kurve (),
die von der Ordnung n sein muB, weil sie von einer Uberebene ihres
Raumes in ebenso vielen veréinderlichen Punkten geschnitten wird, -als
eine Gruppe der g7*! verinderliche Punkte enthdlt (vgl. Nr.27, S. 82).
Beriicksichtigt man nun, daB den Gruppen der g7 die Réume S, ent-
sprechen, die sie von O aus projizieren, so erkennt man sofort, daB die
Kurve C die Projektion der Kurve €, vom Zentrum O aus ist.

Ist nun aber O, keine Normalkurve, d. h. ist die Schar g7*! keine
Vollschar, so konstruiert man auf ganz ihnliche Weise in einem Raum
Sy+2 eine Kurve C; von der Ordnung »n, welche durch Projektion von
einem Punkt O, aus die Kurve C, ergibt. Projiziert man die Kurve C;
von der Geraden OO, aus in den urspriinglichen Raum §,, so erhilt man
die Kurve C.

Setzt man diese SchluBweise fort, so erkennt man folgendes: Wenn
die Vollschar, die g7 enthilt, die Dimension » + d hat, so kann die Kurve
C aufgefaBt werden als Projektion einer Kurve derselben Ordnung »n von
einem Raum S;_; aus in den urspriinglichen Raum §,.

Da man eine algebraische Kurve dann als Normalkurve bezeichnet, wenn
sie sich nicht auffassen liBt als Projektion einer Kurve von derselben
Ordnung, die aber einem Raum von hoherer Dimension angehort, so er-
halt man den Satz:

Die notwendige und hinreichende Bedingung daftir, daf eine Kurve
eine Normalkurve ist, besteht darin, daf die Gruppen der durch die Uber-
ebenen auf ihr erzeugten Schwittpunkte eine Vollschar bilden.

33, Anwendung auf die rationalen Kurven. Wir wenden nun die
im vorhergehenden abgeleiteten Sitze an auf die rationalen Kurven, d.h.
auf die einer Ebene oder einem héheren Raum angehdrigen Kurven, die
man birational auf eine Gerade beziehen kann.

Wir bemerken zunichst, daf auf einer Geraden die Gesamtheit aller
Gruppen von n Punkten eine g7 bildet; diese 148t sich z. B. durch das li-
neare System aller Kurven von der Ordnung » ausschneiden, welche in
einer durch die gegebene Gerade gelegten Ebene gezeichnet werden

konnen.
Daraus folgt, daB eine auf der Geraden existierende g7, keine Voll-

schar sein kann, solange r < n ist, da sie ja in der g” aller Gruppen von
n Punkten enthalten ist.
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Was soeben fiir die linearen Scharen auf der Geraden gesagt wurde, gilt
auch fiir die linearen Scharen, die auf irgendeiner ratiopalen Kurve vor-
handen sind, weil bei einer birationalen Transformation die linearen
Scharen in lineare Scharen und die linearen Vollscharen in lineare Voll-
scharen iibergehen.

Es liBt sich aber auch umgekehrt der Satz beweisen, daB eine
Kurve O rational sein muB, wenn auf ihr eine lineare Schar g" existiert.

Man bemerke zunichst, daB die g* keine festen Punkte haben kann;
denn wenn man von diesen absehen wiirde, so erhielte man eine Schar,
deren Dimension groBer wiire als die Ordnung; dies ist aber unméglich, wie
wir an anderer Stelle sahen (S.69). Die Schar g kann auch nicht zusam-
mengesetzt sein; denn in diesem Fall wiirden die Gruppen der Schar, die
durch einen Punkt P von C gehen, auch noch durch andere Punkte
Q, R, ... gehen; nihme man nun von den Gruppen, die die Punkte P,
Q, R, . . . enthalten, eben diese Punkte weg, so erhielte man eine Schar,
deren Dimension n — 1 die Ordnung iibersteigen wiirde.

Man kann daher in einem Raum S, eine Kurve C’ von der Ordnung
n konstruieren, die birational auf C bezogen ist, so daB der gegebenen
g die Schar der iiberebenen Schnitte von C’ entspricht. Die Kurve C’
1dBt sich ihrerseits wieder birational auf eine Gerade u beziehen, wenn
man sie von dem Raum S,_; aus, der #» — 1 allgemein gewihlte Punkte von
O’ verbindet, auf diese Gerade projiziert. In der Tat schneidet nimlich
jeder durch den betrachteten Raum S,_; gelegte Raum S,_, die Kurve
C’ weiterhin in einem Punkt 4 und die Gerade u in einem Punkt 4’ der
dem Punkt A4 zugeordnet ist. Wenn umgekehrt auf w eine Lage des
Punktes A’ gegeben ist, so schneidet der Raum S,_;, der 4" mit dem Pro-
jektionszentrum verbindet, die Kurve C aufier in den festen Punkten noch
im Punkt 4. Wir gelangen also zu dem Ergebnis:

Auf einer algebraischen Kurve kann die Dimension r einer linearen
Schar g; nicht groper sein als die Ordnung n; Dimension und Ordnung
sind nur dann einander gleich, wenn die gegebene Kurve rational ist.

Und ferner:

Wenn eine Kurve C von der Ordnung n einem r-dimensionalen Raum
S, angehort, so ist r < n, und das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn
die Kurve C rational ist. Eine rationale Kurve von der Ordnung n, die
einem Raum S, angehirt, wober r <mn ist, ist stets die Projektion einer
Normalkurve derselben Ordnung, die einem Raum S, angehirt.
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Das Geschlecht einer Kurve.

34. Doppelpunkte und mehrfache Punkte einer g}.. Jacosische
Gruppe einer g!, die nur Doppelpunkte besitat. Auf einer algebra-
ischen Kurve C betrachten wir eine lineare Schar g, die keine festen
Punkte besitzt. Man sieht leicht ein, daB eine allgemein gewihlte Gruppe
der g aus n voneinander verschiedenen Punkten besteht. Man kann ném-
lich die g} auf unendlich viele Weisen ansehen als teilweise enthalten
in einer einfachen Schar g7 . Um eine solche Schar zu erhalten, braucht
man nur die Summe der g, mit einer einfachen g, zu bilden.

Nach dieser Vorbemerkung beirachten wir eine Kurve C’, die bira-
tional auf C bezogen ist, so daBl der g7 die Schar der durch die Uber-
ebenen auf C’ erzeugten Schnittpunktgruppen entspricht. Dann wird die
der g¢ entsprechende Schar auf C’, auBer m festen, voneinander ver-
schiedenen oder zusammenfallenden Punkten, durch ein Biischel von
Uberebenen ausgeschnitten, und folglich miissen die Punkte einer all-
gemeinen Gruppe der g! voneinauder verschieden sein (s. Nr. 29, S. 89).

Es gibt daher eine endliche Anzahl von Gruppen der g;, die zwei
oder mehr zusammenfallende Punkte euthalten.

Ein Punkt, in welchem zwei einer Gruppe der g5 angehdrige Punkte
zusammenfallen, heiBt ein Doppelpunlé dieser Schar; wenn drei Punkte
in ihm zusammenf{allen, so heiBt er ein dreifacher Punkt; im allgemeinen
Fall wird er ein mehrfacher Punkt der Schar genannt.

In ihnlicher Weise kann man Doppelpunkte, dreifache Punkte usw.
einer mehrfach unendlichen linearen Schar betrachten.

Was die mehrfachen Puukte einer linearen Schar anbetrifft, so moge
hier ausdriicklich hervorgehoben werden, daB zwei oder mehr Punkte,
die einer Gruppe der gegebenen Schar angehéren und in einen und den-
selben Punkt P der die Schar tragenden Kurve C fallen, nur dann als
die Komponenten eines mehrfachen Punktes angesehen werden diirfen,
wenn sie einem und demselben Zweig angehdren, der seinen Ursprung
in P hat; d. h. nur dann, wenn die Gruppe, zu der sie gehoren, sich als
Grenzlage einer innerhalb der Schar beweglichen Gruppe auffassen
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1iBt, unter deren Punkten sich zwei oder mehrere befinden, die in den
Punkt P hineinzuriicken bestrebt sind und sich dabei auf dem ndm-
lichen Zweig bewegen.

In der Tat, wenn man die Vielfachheit eines Punktes P fiir eine
Gruppe der gegebenen Schar einfach dadurch berechnen wollte, daB man
untersuchte, wie viele Punkte der Gruppe in den Punkt P fallen, ohne
auf die verschiedenen Zweige Riicksicht zu nehmen, deren Ursprung P sein
kann, und wenn man dann durch eine birationale Transformation die ge-
gebene Kurve in eine andere verwandelte, in welcher zwar jedem der durch
P gehenden Zweige ebenfalls ein Zweig entspriiche, aber so, daB jeder
dieser Zweige einen besonderen Ursprung hitte, so konnte dadurch die
betrachtete Vielfachheit in bezug auf die transformierte lineare Schar ge-
dndert werden. Die Vielfachheit eines Punktes fiir eine Gruppe einer
Schar wire also gegeniiber den birationalen Transformationen nicht in-
variant. Beachtet man dagegen die oben angegebene VorsichtsmaBregel,
s0 ergibt sich, daB bei einer birationalen Transformation ein mehrfacher
Punkt einer linearen Schar in einen Punkt von derselben Vielfachheit
itbergeht.

Nehmen wir ein Beispiel! Wenn man eine ebene Kurve von der Ord-
nung », die im Punkt P einen gewdhnlichen Doppelpunkt besitzt, mit
einer Geraden schneidet, die durch P geht, im {ibrigen aber ganz all-
gemein gewihlt ist, so entsteht eine Punktgruppe, in welcher zwei Punkte
mit P zusammenfallen (sie gehért der Schar g} an, die auf der Kurve
durch die Geraden der Ebene erzeugt wird); aber diese Punkte miissen
von unserem Standpunkt aus als verschieden betrachtet werden. Wenn
man dagegen eine der beiden Tangenten im Punkt P betrachtet, so er-
hilt man eine Gruppe mit einem Doppelpunkt (oder mit einem Punkt
von groBerer Vielfachheit, wenn die Tangente eine Berithrung hoherer
Ordnung hat) und mit einem einfachen Punkt, der mit dem Doppelpunkt
zusammenfillt.

Wenn P ein Riickkehrpunkt wire, so wiirde eine allgemein ge-
wihlte Gerade durch P eine Gruppe liefern, die in diesem Punkt einen
Doppelpunkt hitte, usw.

Im allgemeinen besitzt eine g! nur Doppelpunkte und keine Punkte
von groBerer Vielfachheit. Auf einer ebenen Kurve von der Ordnung #,
die mit gewshnlichen Singularititen versehen ist, hat z. B. die Schar g},
die durch ein Strahlenbiischel ausgeschnitten wird, dessen Scheitelpunkt
ein allgemein gewihlter Punkt O der Ebene ist, nur Doppelpunkte in
den Beriihrungspunkten der von O an die Kurve gezogenen Tangenten.

Die Gruppe der Doppelpunkte einer g} nennt man die Jacosrsche
Gruppe der Schar.

Severi: Vorlesungen Ober algebraische Geometrie 7
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Diese JacoBische Gruppe besitzt eine duBerst wichtige Eigenschaft,
mit der wir uns jetzt beschiftigen wollen.

Wir fiigen zu den Gruppen der gegebenen g, die nicht mit festen
Punkten versehen sei, die m voneinander verschiedenen Punkte einer
Gruppe K hinzu. Dabei setzen wir zunichst voraus,

a) daB die Schar g} + K in einer einfachen Schar g2, enthalten
sei, die keine festen Punkte besitzt,

b) daB die Punkte der Gruppe K verschieden seien von den Doppel-

punkten der gi.

Als projektives Modell unserer Kurve kann man nun eine ebene
Kurve C von der Ordnung n + m betrachten, auf welcher die als Bild
der gegebenen g7 entstehende Schar durch die Geraden der Ebene
ausgeschnitten erscheint.!) Die Schar, welche als Bild der g + K auf-
tritt, wird dann ausgeschnitten werden durch die Geraden eines Biischels,
das einen m-fachen Punkt O der Kurve C zum Scheitelpunkt hat. Da nun
aber auf der urspriinglich gegebenen Kurve die Punkte der Gruppe K
voneinander verschieden waren, so muB der Punkt O der Ursprung von
m (linearen) Zweigen der Kurve C sein. Da iiberdies die Gruppen der
Schar, die das Bild der g} ist, durch die von O verschiedenen Schnitt-
punkte der Geraden des genannten Biischels mit der Kurve C gebildet
werden, und da sich nach der Voraussetzung b) unter diesen Gruppen
keine befindet, die in O einen Doppelpunkt hat, so miissen die Tan-
genten im Punkt O an die einzelnen Zweige mit den entsprechenden
Zweigen eine zweipunktige Beriihrung aufweisen; die Zweige sind daher
von der ersten Ordnung und von der ersten Klasse (s. Nr. 19, 8. 57).

Man denke sich nun die Schar, die das Bild der g} + K ist, als
Grenzlage einer von festen Punkten freien Schar g}, , die auf C durch
ein Geradenbiischel mit einem Scheitelpunkt ¢ ausgeschnitten wird,
der auBerhalb der Kurve C liegt und sich dem Punkt O unbegrenzt
nihertt Wenn ¢ dem Punkt O hinreichend nahe gekommen ist, so
werden auf jedem der von O ausgehenden Zweige zwei Doppelpunkte
der verinderlichen Schar g}, dem Punkt O sehr nahe gekommen sein,
weil von einem Punkt, der dem Ursprung eines linearen Zweigs erster
Klasse hinlinglich nahe kommt, zwei Tangenten an diesen Zweig ge-
zogen werden konnen. Daraus folgt der Satz:

1) Diese abgekiirzte Ausdrucksweise soll besagen, daB man eine ebene Kurve
betrachtet, die auf die gegebene birational bezogen ist, derart, daB der Schar
92, die Schar der auf der ebenen Kurve durch die geraden Linien erzeugten
Schnittpunktgruppen entspricht.
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Wenn man die Schar g, + K als Grenze einer von festen Punkter
freien Schar ansieht, so erhdlt man die Jacosrsche Gruppe der g, + K da-
durch, dafy man zu der Jacosrschen Gruppe der Schar g die doppelt ge-
zdhlte Gruppe K hinszufiigt.

Bemerkung. Man erkennt leicht, da die Voraussetzungen a) und
b) fiir die Giltigkeit dieses Ergebnisses nicht notwendig sind. Wenn
némlich von vornherein die Voraussetzung a) nicht zutrifft, withrend b)
noch gilt, so bleiben zwei Annahmen moglich:

la) Die g} 4 K ist in einer einfachen g, enthalten, die keine
festen Punkte besitzt, und fiir die » > 2 ist.

2a) Die g% + K ist in keiner einfachen Schar enthalten, deren Dimen-
sion > 2 ist.

Im ersten Fall kommen wir sofort auf die Voraussetzung a) zuriick.
Wenn man némlich die g7, mit Hilfe derjenigen Schar darstellt, die
auf einer dem Raum S, angehérigen Kurve C, von der Ordnung » + m
durch die Uberebenen erzeugt wird, so wird die Schar, die das Bild der
g9 + K ist, auf O, durch ein Biischel von Uberebenen bestimmt; der
Triiger dieses Biischels — ein Raum S, _, — geht durch diejenige Gruppe
hindurch, die das Bild von K ist. Betrachtet man nun die g3 4 m» Welche
durch die Uberebenen bestimmt wird, die durch einen allgemein gewihlten,
in jenem S, _, enthaltenen Raum S,_, gehen, so geniigt diese den ge-
wiinschten Bedingungen, weil der gewihlte S, _, mit C, keine Punkte
gemeinsam hat und weil iiberdies die Kurve C ein-eindeutig aus dem
Raum S,_; projiziert ist. Wenn néimlich jeder S._,, der durch einen
festen Punkt X von C, geht und den S._, lings eines S,_; durchdringt,
die Kurve C, noch in weiteren Punkten treffen wiirde, so miiBte diese
Kurve in der Uberebene liegen, die den S,_, mit X verbindet.

Um fiir den zweiten Fall zu zeigen, daB das erhaltene Ergebnis be-
stehen bleibt, fiige man zu der g. 4+ K eine andere Gruppe H von u
Punkten hinzu, so daB die entstehende Schar gL + K + H mindestens in
einer einfachen g7, ., enthalten ist, die keine festen Punkte besitzt.
Bezeichnet man dann die JacoBischen Gruppen der Scharen ¢!, g% + K,
g, + K + H bzw. mit &, I und 7’ so erhiilt man

T'=Q +2K +2H,
und auflerdem
I=-Q+ 2K, T=1I1+yH,
wo z und y positive ganze Zahlen (oder Null) bedeuten. Daraus folgt

2K+ 2H=zxK + yH,

dhz=y=2 -
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Nachdem wir so gezeigt haben, daf die Annahme a) fiir die Giiltig-
keit des oben erhaltenen Ergebnisses nicht wesentlich ist, wollen wir
sehen, wie wir uns auch von der Annahme b) frei' machen kénnen. Wir
nehmen an, daB ein Punkt von K mit einem Doppelpunkt der g! zu-
sammenfalle. Denken wir uns die Gruppe K als die Grenzlage einer
verinderlichen Gruppe K, die mit der JacoBischen Gruppe & der Schar
9" keine Punkte gemeinsam hat, so ist die JacoBische Gruppe I der
(verinderlichen) Schar g! 4+ K nach dem vorhergehenden gegeben durch

IT—8+2K;
daher hat die Grenzschar ¢! + K die JAcoBIsche Gruppe
I=28 + 2K,

wie in dem Fall, wo & und K keine gemeinsamen Punkte haben. Der
einzige Unterschied besteht darin, daB der den Gruppen £ und K gemein-
same Punkt bei der Berechnung von I dreimal zu zihlen ist, wih-
rend im ersten Fall jeder Punkt von Q nur eiomal zihlte.

85. JacoBIsche Gruppe einer g!, die mit beliebigen vielfachen
Punkten ausgestattet ist. Bisher haben wir vorausgesetzt, daB die be-
trachtete Schar nur Doppelpunkte habe. Wir wenden uns nun der allge-
meineren Annahme zu, daB die auf der Kurve C vorhandene Schar g,
die von festen Punkten frei sei, mehrfache Punkte von beliebiger Viel-
fachheit besitze. Es erhebt sich zuniichst die Frage, wieviel Mal ein
v-facher Punkt der Schar ¢! in der JacoBischen Gruppe der Schar zu
zahlen ist, d. h. mit wievielen Doppelpunkten er dquivalent ist.

Wir fassen auf der Kurve (' eine andere lineare Schar g}, ins Auge,
die keine festen Punkte besitzt, und die nur mit Doppelpunktien versehen
tst. Wir nehmen an, zwischen den Scharen g% und g}, bestehe keine be-
sondere Beziehung, so daB die Gruppen der g} und der g;, die durch
einen allgemein gewihlten Punkt der Kurve C gehen, nicht notwendig
auch noch andere Punkte gemeinsam haben.

Da die eben genannten linearen Scharen zwei einfach unendliche
rationale Mannigfaltigkeiten von Elementen darstellen, so lassen sie sich
birational auf zwei Strahlenbiischel (P) und (@) einer und derselben
Ebene n beziehen, derart, daB jede Gruppe der Schar g) einem Strahl
durch den Punkt P und jede Gruppe der Schar g} einem Strahl durch
den Punkt @ entspricht.

Dem verinderlichen Punkt M der Kurve C ist in der Ebene x der
Schnittpunkt R derjenigen beiden Strahlen zugeordnet, die die Bilder der
durch M gehenden Gruppen der Scharen g% und g sind; und der ver-
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inderliche Punkt R beschreibt eine ebene algebraische Kurve f, die bi-
rational auf C bezogen ist. Einer bestimmten Lage des Punktes M ent-
spricht in der Tat eine Lage von R und umgekehrt (vermdge der An-
nahme, daB die beiden durch M gehenden Gruppen keine weiteren Punkte
gemeinsam haben).

Man bemerke, daB durch die angegebene Konstruktion eine alge-
braische Korrespondenz zwischen den Biischeln (P) und (@) entsteht,
deren Indizes (», m) sind; in dieser Korrespondenz wollen wir zwei
Strahlen homolog nennen, wenn sie zwei Gruppen mit gemeinsamem
Punkt M darstellen. Ein allgemein gewihlter Strahl durch P schneidet
f auBer in P in so vielen Punkten, als Schnittpunkte dieses Strahles mit
den zu ihm homologen Strahlen des Biischels (¢) vorhanden sind; ist
also P ein s-facher Punkt von f und bezeichnet man die Ordnung der
Kurve f mit z, so erhilt man

€ o= + 8.
Ebenso ergibt sich

z=n+¢,
wenn @ ein s'-facher Punkt der Kurve f ist.

Falls, wie wir annehmen diirfen, die Gerade P@ in der Korrespon-
denz kein Koinzidenzelement ist, so entsprechen ihr, wenn sie als ein
Strahl des Biischels (P) oder (@) betrachtet wird, im anderen Biischel m
(bzw. n) voneinander verschiedene Strahlen; wihrend ein Strahl sich um
P (oder Q) dreht und sich dabei der Grenzlage P@Q (bzw. QP) immer
mehr nihert, nihern sich die m (oder n) Punkte, in welchen dieser Strahl
auBer in dem festen Punkt die Kurve f schneidet, dem Punkt @ (oder P)
lings m (bzw. n) Richtungen, die sowohl unter sich, als auch von P¢Q
verschieden sind. Daraus folgt, daB die Gerade P @ die Kurve f auBer
in den Punkten P und @ nicht mehr trifft, und daB sie in diesen Punkten
nicht Tangente an diese Kurve ist.

Es ergibt sich also, daB z = s + s’ ist, und mit Riicksicht auf die
vorhergehenden Beziehungen folgt

§=m, s=mn, x=m+n.

Wir schlieBen also, daB der Punkt P ein gewéhnlicher n-facher
Punkt der Kurve f ist, da ja als Tangenten in diesem Punkt die » von-
einander verschiedenen Geraden erscheinen, die der Geraden P@ ent-
sprechen, wenn sie als Strahl des Biischels (@) betrachtet wird. In der-
selben Weise ergibt sich, daB @ ein gewdhnlicher m-facher Punkt ist.

Was die Schnittpunktsmultiplizitit der Kurve f mit einer Tangente
¢t in Punkt P anbetrifft, so ist es klar, daB sie gleich n sein wird, ver-
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mehrt um die Anzahl der Strahlen, die der Tangente ¢ entsprechen und
mit der Geraden P ¢ zusammenfallen. Da wir aber ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen konnen, daf ein einziger dieser Strahlen
mit P Q zusammenfillt (dies trifft in der Tat zu, wenn man die Scheitel-
punkte der beiden Strahlenbiischel so wihlt, daB sie eine ganz allge-
meine Lage zueinander haben), so erkennt man, daB die Tangente ¢ und
die Kurve f n + 1 Punkte gemeinsam haben. Eine ganz hnliche Be-
hauptung gilt fiir die iibrigen Tangenten in P und in @. Man gelangt
also zu dem Ergebnis, daf [ eine Kurve von der Ordnung n 4+ m dst,
die in P einen n-fachen und in Q einen m~fachen Punkt besitet. Diese
beiden sind gewshnliche vielfache Punkte, und thre Tangenten besilzen keine
besonderen Beriihrungseigenschaften.

Den Scharen gl und g} der Kurve C entsprechen auf f die Scharen,
die auBer den beziigl. Scheitelpunkten durch die Biischel (P) und (¢)) aus-
geschnitten werden. Die mit Doppelpunkten versehenen Gruppen der
Schar g!, werden also erhalten, wenn man die durch P gehenden Geraden
sucht, die iiberdies mit einem und demselben Zweig von f die Schnitt-
punktsmultiplizitit 2 haben; in dhnlicher Weise erhilt man die mit mehr-
fachen Punkten versehenen Gruppen der Schar g! mit Hilfe der durch
) gehenden Geraden, die mit einem und demselben Zweig der Kurve f
eine Schnittpunktsmultiplizitiit > 1 haben.

Es ist zu bemerken, daB die Kurve [ keine Zweige besitzen kann,
deren Ordnung grofer als zwei ist, weil sonst die Schar g}, die von den
Geraden durch P ausgeschnitten wird, Punkte mit einer Vielfachheit
> 2 hiitte. Die Schar g ., die auf f von den durch einen allgemein ge-
wihlten Punkt O gehenden Strahlen ausgeschnitten wird, besitzt also nur
Doppelpunkte.

Nun 1i8t man O dem Punkt ¢ lings einer allgemein gewihlten
Richtung immer ndher riicken. Man bemerkt dann, daB die JacoBIsche
Gruppe der genannten Schar g.,, bei dieser Bewegung schlieBlich zu-
sammengesetzt erscheint aus dem Doppelten der Gruppe, die aus den m
festen (simtlich mit @ zusammenfallenden) Punkten der Grenzschar gt ..
besteht, und aus der JacoBischen Gruppe T’ der Schar g}, die auBerdem
von den durch ¢ gehenden Geraden auf f ausgeschnitten wird. In dieser
JacoBischen Gruppe muB jeder Punkt R so viele Male gezihlt werden,
als in der veréinderlichen Schar g}, , Doppelpunkte vorhanden sind, die
bei der Bewegung von O nach @ in den Punkt R hineinriicken.

Wir nehmen an, der Punkt R sei fiir die Schar g} »-fach (»>1),
50 daB die Gerade QR mit einem Zweig von f, dessen Ursprung in R
liegt, die Schnittpunktsmultiplizitit » hat.

Dann ergehen sich zwei Moglichkeiten:
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a) Der Zweig, um den es sich handelt, ist linear, d. h. von der ersten
Ordnung.

b) Dieser Zweig ist von der zweiten Ordnung.

Im ersten Falle wird die Gerade QR den Zweig beriihren, und dieser
ist demnach von der (v — 1)%*» Klasse (s. Nr. 19, 8. 57); folglich stellt
die Gerade QR die Grenzlage von v — 1 Tangenten dar, die durch den
verdnderlichen Punkt O gehen, d. h. der Punkt R ist in der Gruppe 7
(v — 1)-mal zu zihlen.

Im zweiten Falle wird B ein Doppelpunkt, wenn » = 2 ist, und
zihlt in der Gruppe T’ einmal; wenn aber » > 2 ist, so wird QR Tan-
gente an den Zweig sein, und dieser ist demmnach von der (v — 2)tn
Klasse; die Gerade @R absorbiert also » — 2 durch O gehende Tangenten.
Der Punkt R erscheint daher als die Grenzlage von » — 2 veriinderlichen
Doppelpunkten der auf O beziiglichen Schar g}, und von einem festen
Doppelpunkt derselben Schar. Er ist also auch in diesem Falle (v — 1)-mal
in der Gruppe T zu zéhlen.

Wir gelangen somit zu dem Ergebnis: Ein Punkt, der fiir eine be-
liebige Schar g, v-fach ist, zdhlt in der Jacosischen Gruppe dieser Schar
fiir v — 1 Doppelpunkte.

Bemerkung. Wenn die Schar feste Punkte hat, so ist nun leicht
einzusehen, wie deren Vielfachheit innerhalb der JacoBischen Gruppe zu
bewerten ist. Aus einer Grenzbetrachtung, wie wir sie schon in Nr.34
(8. 100) angestellt haben, folgt sofort:

Ein (fester) Punkt, der fiir alle Gruppen der Schar g, v-fach und fiir
eine spezielle Gruppe dieser Schar (v + w)-fach ist, #2dhlt fiir 2v + u — 1
Doppelpunite.

36. Die JacoBische Schar einer gegebenen g:“. Fundamentalsatz.
Wir wenden uns nun zum Beweis des folgenden Satzes:

Die Jacosrschen Gruppen der Scharen g, die einer und derselben Schar
g5, entnommen sind, sind untereinander dquivalent.

Wir setzen zunichst voraus, daB die g7 einfach sei und keine festen
Punkte besitze, und beginnen mit dem Fall » = 2. Ohne die Allgemein-
heit zu beschriéinken, konnen wir dann annehmen, daB die g2 auf einer
ebenen Kurve C von der Ordnung » durch die Geraden der Ebene erzeugt
werde. Fassen wir einen allgemeinen Punkt O der Ebene ins Auge, so wird
die JacoBische Gruppe der auf C durch das Biischel (O) erzeugten Schar
g%, auBer den mehrfachen Punkten, durch die erste Polare des Punktes O
in bezug auf C ausgeschnitten.
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Diese erste Polare schneidet in der Tat die Kurve C in den Beriih-
rungspunkten der von O an C gelegten Tangenten, geht durch jeden
s-fachen Punkt der Kurve C (einschlieBlich der unendlich benachbarten
mehrfachen Punkte) (s — 1)-fach hindurch und hat auf jedem Zweig von
der Ordnung «, der von einem vielfachen Punkt ausgebt, « — 1 aufeinan-
der folgende einfache Punkte ( Versweigungspunlkte).') Wenn man also die

>'s(s — 1) Schnittpunkte ausschlieBt, die von den mehrfachen Punkten
absorbiert werden, so deckt sich die Gruppe der iibrigen Schnittpunkte
der Kurve C und der genannten Polaren mit der JacoBischen Gruppe
der Schar g, die von dem Biischel (O) ausgeschnitten wird, da sie jeden
a-fachen Punkt dieser Schar (¢« — 1)-fach enthdlt (s. Nr. 35, S. 103). Die
JacoBischen Gruppen der Scharen g%, die man erhilt, wenn man den
Punkt O variiert, gehoren also der linearen Schar an, die auBer den
mehrfachen Punkten durch das Netz der ersten Polaren aller Punkte der
Ebene auf der Kurve C ausgeschnitten wird.

Wir wenden uns nun zu dem Falle » > 2, immer noch unter der
Voraussetzung, daB die Schar g7 einfach sei; die g/ auf der dem Raum
S, angehorenden Kurve C von der Ordnung » kann also durch die Uber-
eberen dieses Raumes erzeugt gedacht werden. Die (r — 2)-dimensionalen
Riume X, und X, seien die Triiger zweier Biischel von Uberebenen, die
aaf der Kurve C zwei Scharen g} ausschneiden. Diese beiden Riume
haben im allgemeinen einen S, , gemeinsam?); aber es ist jedenfalls
leicht, einen dritten Raum X; von der Dimension » — 2 zu konstruieren,
der mit X, und X, je einen Raum von der Dimension 7 — 3 gemeinsam
hat. Man braucht nur auBerhalb des den Riumen X, und Z, gemein-
samen Raumes S,_, einen Punkt P, von X, und ebenso einen Punkt P,
von X, anzunehmen und hat dann als Raum Z; denjenigen zu betrachten,
der den genannten S, _, mit den Punkten P, und P, verbindet.

Die Scharen g%, die von den Uberebenen durch X, und 3 ausge-
schnitten werden, sind also in derjenigen Schar g} enthalten, die von den
{Tberebenen des den Réiumen 3, und %; gemeinsamen Raumes H ausge-
‘schnitten werden. Da nun aber die Ridume X, und X, und daher auch
H, allgemein gewihlt wurden, so ist die Schar g? einfach, und folglich
sind nach dem vorhergehenden die JAcOBischen Gruppen der genannten
Scharen g #quivalent. Ganz Ahnliches liBt sich iiber die JacoBIschen
Gruppen der beiden Scharen g} aussagen, die von den Biischelt (Z;)
und (Z,) ausgeschnitten werden. Da nun aber zwei Gruppen, die einer

1) Vgl. Nourner, Rationale Ausfihrung der Operationen usw. Math. Ann,
23, 829 (1884),
2) Vgl. z. B. Berriny, Introduzione usw., S. 9.
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dritten dquivalent sind, auch untereinander dquivalent sind, so ist damit
die Aquivalenz der JacoBischen Gruppen der von den Biischeln (X))
und (Z,;) erzeugten Scharen g! erwiesen, und wir konnen sie nunmehr
als zwei beliebige der g7 entnommene Scharen g} ansehen.

Wir betrachten ferner den Fall, daB die g mittels einer Involution
yk von der Ordnung u zusammengesetzt sei. Wir nehmen eine Kurve I’
an, deren Punkte birational den Gruppen der y, entsprechen und be-

trachten die lineare Schar g7, (m =E) auf I, die der gegebenen Schar g

auf der Kurve C entspricht. Einer Schar g}, die in g7 enthalten ist, ent-
spricht eine Schar g}, die in g7 enthalten ist, und der JacoBischen Gruppe
der ¢! entspricht offenbar ein Teil der JacoBischen Gruppe der g, der
noch dadurch vervollstindigt werden muB, daB man die Gruppe der
Doppelpunkte der Involution p, hinzufiigt.

Nachdem dies festgestellt ist, beachten wir, daB die JacoBischen
Gruppen der in g7 enthaltenen Scharen g}, dquivalent sind, da diese Schar
selbst einfach ist, und daB vermdge der Korrespondenz (1, ), die zwischen
den algebraischen Kurven I' und C besteht, den #dquivalenten Gruppen
wiederum #quivalente Gruppen entsprechen. Daraus folgt, daB die JacosI-
schen Gruppen der in g7 enthaltenen Scharen g} ebenfalls einer und der-
selben linearen Schar angehdren.

Endlich nehmen wir an, die gegebene g’ sei mit einigen festen
Punkten versehen, deren Gruppe mit K bezeichnet werde; dabei muB
jeder dieser Punkte mit der ihm zukommenden Vielfachheit gezihlt
werden. Sieht man von dieser Gruppe K ab, so bleibt eine Schar g7,
iibrig, die keine festen Punkte besitzt, und die JAcoBischen Gruppen der
in ihr enthaltenen Scharen g} sind also untereinander #quivalent. Nun
erhiilt man aber die JAcoBIschen Gruppen der in g’ enthaltenen Scharen
g, aus den JacoBischen Gruppen der in g’ enthaltenen Scharen g}, da-
durch, daf man die feste Gruppe 2 K hinzufiigt; folglich miissen auch
die JacoBischen Gruppen der Scharen g. untereinander #quivalent sein.

Die lineare Vollschar, welche die JacoBischen Gruppen der aus
einer und derselben g7 entnommenen Scharen g} enthalt, wird die Jacosrsche
Schar der gegebenen ¢” genannt. Wenn G eine Gruppe der g~ ist, so
daf diese durch das Symbol | G | bezeichnet werden kann (S. 69), so
wollen wir die JaocoBIsche Schar durch das Symbol | G, | bezeichnen.

Aus den vorhergehenden Ausfiihrungen folgt ohne weiteres der fol-
gende fundamentale Satz wber die Jacosrschen Scharen:

Wenn | A| und | B| zwei lineare Scharen sind, die sich auf eimer
algebraischen Kurve C befinden, so ist die Jaconrsche Schar der Summe



106 Viertes Kapitel

| 4 + B gleich der Summe aus der Jucosrschen Schar der einen der ge-
gebenen Scharen und dem Doppelten der anderen. Symbolisch lift sich dieser
Satz in folgender Weise ausdriicken:

|(4+B)|=|4,+2B|=|24+5,]|.

37. Das Geschlecht einer Kurve. Aus dem vorhergehenden Satz
ergibt sich zunichst ein erster bemerkenswerter Zusatz.

Es sei # die Ordnung der Schar | 4|, m die Ordnung der Schar
| B|, # die Ordnung von | 4, | und y die Ordnung von | B;|. Die durch
den Fundamentalsatz ausgedriickte Eigenschaft zieht die folgende zahlen-
miBige Beziehung nach sich:

z2+2m=y+2n,
d. h.

Z2—2n=y—2m.

Setzt man

z—2n=2p—2,
80 daB

p=%tz—n+1
ist, so erkennt man, daf die Zahl p von der linearen Schar unabhingig ist,
mit deren Hilfe sie definiert wurde; denn wenn man von einer anderen Schar
ausgeht, deren Ordnung m ist und deren JacoBische Schar die Ordnung
y hat, so erhilt man ebenfalls

p=3y—m+1

Die Zahl p wird das Geschlecht der betrachteten Kurve genannt.

Das Geschlecht besitzt die folgenden Eigenschaften:

a) Es ist invariant gegewiiber allen birationalen Transformationen
der Kurve.

b) Es ist eine gange Zahl > 0.

Der Beweis der Eigenschaft a) érgibt sich unmittelbar. Wenn man ném-
lich zwei algebraische Kurven C und C’ hat, die birational aufeinander be-
zogen sind, so entspricht einer linearen Schar g} auf C eine g auf (',
und der JacoBischen Gruppe der ersten Schar entspricht die JAcoBIsche
Gruppe der zweiten; folglich sind die Geschlechtszahlen der Kurven C
und (', die mit Hilfe der einander entsprechenden Scharen g berechnet
werden, einander gleich.

Um also das Geschlecht einer gegebenen algebraischen Kurve zu be-
rechnen, konnen wir eine spezielle Kurve zugrunde legen; sie muf nur
zu der Klasse derjenigen Kurven gehdren, die durch birationale Trans-
formation aus der gegebenen hervorgehen; wir konnen somit eine ebene
Kurve f benutzen.
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Es sei nun n die Ordnung der Kurve f, von der wir annehmen, daB
sie eine Anzahl (voneinander verschiedener oder unendlich benachbarter)
mehrfacher Punkte besitze; deren Vielfachheit werde allgemein mit s be-
zeichnet. Aus den Betrachtungen am Anfang der Nr. 36 (S. 104) ergibt
sich, daB die Ordnung x der JacoBrschen Gruppe der Schar g., die von
einem allgemein gewihlten Strahlenbiischel auf der Kurve fausgeschnitten
wird, durch den Ausdruck

z=n(n—1)— Ss(s—1)

‘gegeben ist; da nun aber

=lz—n+1
ist, so erhilt man

px(n—1)2(n—-2).__ Ess: 1)«’

&

und aus dieser Formel erkennt man gleichzeitig, daB p eine ganze
Zahl ist.

Weiterhin sieht man leicht, daB p > 0 ist. Da niimlich z seiner
Natur nach eine positive Zahl oder Null ist (Null nur dann, wenn die
Kurve f sich auf eine (terade reduziert), so erhalten wir

nin—1) - Ss(s—1)>0,
n—1)(n-+|2) s(s - 1)
noib ~_._2 >n—12>0.

Wenn daher # > 1 ist, so kann man die (ﬁ;‘ﬂé@_i“l) Parameter,

und somit

von denen eine Kurve der Ordnung % — 1 abhéngt, dazu benutzen,
um eine Kurve D dieser Ordnung zu konstruieren, die durch jeden
s-fachen Punkt von f (s — 1)-fach und auSerdem noch durch

m—1Dn+2) s(s—1)
e

einfache Punkte von f hindurchgeht. Da die Kurve f irreduzibel ist, so
schneidet sie D in n(n — 1) Punkten, so daf man erhilt

nin— 12 Ds(s— 1) + B=DEED_ JeeD)
d. h. aber es ist
(n-—-l)(n-—2 > 28(8——])
und somit p > 0.
1. Bemerkung. Wenn p = O ist, so kann man oo* (h > 1) Kurven
D von der Ordnung » — 1 konstruieren, die durch die s-fachen Punkte
von f mit der Vielfachheit s — 1 hindurchgehen und auBerdem noch

(n—1)(n + 2) s(—1)
T Y =203
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einfache Punkte von f enthalten. Jede dieser Kurven D schneidet f auBer
in den gewihlten festen Punkten noch in einem Punkt, da
nm—1)—s(s—1)—(2n—3)=1

ist; es ist daher auch % gleich 1. Die Punkte von f lassen sich also ein-ein-
deutig, und daher birational, auf die Kurven des konstruierten Biischels,
d. h. also auf die Werte eines Parameters beziehen. Die Kurve f ist mit-
hin rational. Nimmt man umgekehrt als Bild einer rationalen Kurve
eine (erade, so findet man mittels der gegebenen Formel sofort, daB
p =0 ist.

Darauns folgt, daB wnter den irreduziblen algebraischen Kurven die

rationalen Kurven dadurch charakierisiert sind, dap sie das Geschlecht
Null haben.

2.Bemerkung. Will man die Vielfachheit v der mehrfachen Punkte
einer linearen Schar g} auch in der Formel zum Ausdruck bringen, so
ergibt sich fiir das Geschlecht der Ausdruck

wobei die Summation {iber alle mehrfachen Punkte der g} zu er-
strecken ist.

Die im vorstehenden gegebene Einfihrung des Geschlechts einer Kurve und
des Begriffs der Jacomischen Schar stammt in ihren wesentlichen Ziigen von
Exriques, 8. Boll. di bibl. e storia delle matematiche 2, 76 (1899) und Torino

Atti 87, 19 (1901), wo sich auch die analoge Behandlung der algebraischen
Flichen findet. Vgl. auch Severi, Palermo Rend. 17, 82 (1902).
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Der Noeruersche Fundamentalsatz und seine Anwendungen
in der Theorie der linearen Scharen.

§ 1. Der Satz iiber 47 + Beg.

88. Der 8atz iiber Af+ Bg fiir den einfachen Fall. In einer
Ebene seien zwei Kurven

[(@, 2y, 2,) =0 und  @(z,, 2y, 2) =0

von den Ordnungen m bzw. n gegeben. Es sei P ein gemeinsamer Punkt
der beiden Kurven, der fiir die erste r-fach und fiir die zweite s-fach ist.
Wenn die Tangenten der Kurve f in diesem Punkt alle verschieden
sind von den Tangenten der Kurve ¢ im selben Punkt, so werden wir
sagen, daB die Kurven in diesem Punkt den einfachen Fall darbieten.
Der Satz!), den wir beweisen wollen, und den wir im folgenden zuweilen
auch kurz als den ,Satz iiber Af + Bo“ zitieren werden, 1aBt sich
nun in folgender Weise aussprechen:

Wenn die Kurven f=0 und ¢ =0 in jedem ihrer gemeinsamen
Punlte den einfachen Fall darbieten, so hat die Gleichung einer algebraischen
Kurve von der Ordnung 1, die durch jeden Punkt P, der fiir die Kurve [
ein r-facher und fiir @ ein s-facher Punkt ist, mindestens (r + s — 1)-fach
hindurchgeht, notwendig die Form

Af+ By =0,

wo A und B algebraische Formen der Verinderlichen x,, x,, z, von der
Ordnung 1 — m baw. I — n sind. Uberdies kann man die Formen A und
B so wihlen, daf die Kurven A =0 und B =0 durch jeden Punkt P
mindestens mit der Multiplizitit s — 1 baw. r — 1 hindurchgel.en.

Man beachte in erster Linie, daB die beiden Kurven f und ¢ nur
eine endliche Anzahl von Punkten gemeinsam haben kénnen; denn wenn
sie eine Kurve gemeinsam hiitten, so wiirden sie in jedem Punkt der

1) Fiir einfache Schnittpunkte von f= 0 und @ == 0 hat Norrmer diesen Satz
Math. Ann. 2, 314 (1870) aufgestellt; einen fiir alle Falle giilligen Beweis gab er
Math. Ann. 6, 851 (1878).
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letzteren eine und dieselbe Tangente besitzen und wiirden also nicht den
einfachen Fall darbieten.

Nach dieser Vorbemerkung betrachten wir eine Kurve g =0, die
durch jeden Punkt P, der fiir f ein r-facher und fiir ¢ ein s-facher Punkt
ist, mit der Multiplizitit » + s — 1 hindurchgeht, und beweisen nun den
Satz fiir den Fall, daB die Ordnung ! der Kurve g = 0 geniigend hoch ist.

Wenn in der Gleichung

Af+ Bp =0

mit A= 0 und B=0 zwei verinderliche Kurven bezeichnet werden, die
der einzigen Bedingung gentigen, da8 sie in jedem Punkt P, der fiir f ein
r-facher und fiir ¢ ein s-facher Punkt ist, die Multiplizitdt s — 1 bzw.
r — 1 besitzen, so bilden die durch jene Gleichung dargestellten Kurven
offenbar ein lineares System X; denn die verénderlichen Parameter in
der Gleichung Af + By = 0 sind die Koeffizienten von 4 und B, und
diese sind durch eine gewisse Anzahl von linearen Gleichungen mitein-
ander verbunden, die das Verhalten der Kurven 4 und B in den gemein-
samen Punkten der Kurven f und ¢ ausdriicken.

Wir fragen zunichst nach der Dimension des Systems X. Auf den
ersten Anblick konnte es scheinen, als ob es zur Bestimmung der ge-
suchten Dimension geniigte, einfach die Koeffizienten zu zihlen, die
in der Gleichung Af + Bg = 0 willkiirlich bleiben, und ihre Anzahl
um eine Einheit zu vermindern. Aber ein solches Verfahren wiirde sich
auf die Annahme griinden, da8 jede Kurve von X einer einzigen Gleichung
von der betrachteten Form entspreche (abgesehen von einem konstanten
Faktor). Wenn jedoch jede Kurve von X auf oo’ verschiedene Arten in
der Form Af 4 Bg == 0 darstellbar ist, so wird man, um die gesuchte
Dimension zu erhalten, die Anzahl der willkiirlichen Koetfizienten in der
Gleichung' Af + By = 0 um i + 1 Einheiten vermindern miissen.

Wir untersuchen daher zuerst, ob einer Kurve von X mehrere Glei
chungen von der betrachteten Form entsprechen konnen, die sich nicht
bloB durch einen konstanten Faktor unterscheiden.

Es seien

Af+ Bp=0 uwnd A'f+Be=0
zwei Darstellungen einer und derselben Kurve g = 0, so daB, abgesehen
von einem konstanten Faktor, die in bezug auf die Veriinderlichen
Zy, &;, &, identische Gleichung

Af+Bp=Af+By
besteht. Daraus folgt:
(4— A)f=(B'— B)g;

da aber die Polynome ¢ und f relativ prim sind, weil sonst -die Kurven
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f=0 und @ = O einen gemeinsamen Bestandteil hiitten, s0 muB 4 — 4’
notwendig durch ¢ teilbar sein, d. h. es ist

A—A'=Xgp,
wobei X eine Form von der Ordnung I — m — n bedeutet. (Es ist also
X=0, wenn I <<m + n ist.) Setzt man diesen Wert in die vorhergehende
identische Gleichung ein, so erhilt man

B'— B= X{.

Es ist also
A=A—X¢p und B'=B+ Xf.

Da nun aber fiir jede beliebige Form X die Kurven 4 — X¢ =0
und B + Xf = 0 durch jeden Punkt P, der fiir f ein r-facher und fiir ¢
ein s-facher Punkt ist, mindestens mit der Multiplizitit s — 1 bzw. r —1
hindurchgehen, so ergibt sich, daB man aus einer Darstellung Af+ By =0
alle Darstellungen ableiten kann, die einer und derselben Kurve g= 0
entsprechen, wenn man die Gleichung

4—Xp)f+(B+ Xf)p=0

anschreibt und die Koeffizienten der Form X von der Ordnung I —m —n
variieren liBt. Wenn daher I > m + n ist, so liBt sich jede Kurve des
l—-m—n+2
Systems X auf oo( 2 ) verschiedene Arten in der Form 4Af+ Bp=0
—m—n-} 2) .

2

Was die willkiirlichen Koeffizienten von Af + Bp = 0 anbelangt,
8o ist es leicht, ihre Anzahl zu finden; denn wenn !, und daher auch
I — m und ! — n, geniigend grof sind, so sind die Bedingungen, die man
den Kurven 4 = 0 und B = 0 auferlegt, wenn man verlangt, sie sollen
durch jeden Punkt P mit der Multiplizitit s — 1 bzw. » — 1 hindurch-
gehen, voneinander unabhingig'). Die Zahl der willkiirlichen Koeffizien-

ten in A ist daher gleich (ZWZH_?) -2(;), und fiir B ist sie gleich
P

(l_’;+2) '—2<;), so daB wir im ganzen

P

() + () - S0 + ()]

veréinderliche Koeffizienten in Af + By haben. Daraus folgt fiir die
Dimension von X die Zahl

darstellen, d. h. die oben genannte Zahl 7 wird gleich (l

1) Es wird hier eine Eigenschaft beniitzt, die in Nr. 39 (S. 114) bewiesen wer-
den soll.
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(3 (T - () S0+ (]
Beriicksichtigt man nun die Identititen
(l+2) _ (l—o:: +2) . (l—n—]—2) + (l—m—n-}—?) — nan

2 2 2 2

Eq

(3) =)+ () +rs,

so 1aBt sich die Dimension von X in folgender Form schreiben:
142 ' Q
(Y13 () + S,
P P

oder endlich, da_Srs = nm ist (weil nach der Annahme in jedem Punkt
4

und

P der einfache Fall vorliegt) in der Form
142 r-+4s
()= 1-307)

Denkt man sich nun aus den Kurven von geniigend hoher Ordnung
l, die durch jeden fiir f= 0 r-fachen und fiir ¢ = 0 s-fachen Punkt
P mit der Multiplizitit » 4+ s — 1 hindurchgehen, ein lineares System
X’ gebildet, so ist dessen Dimension gerade gleich der eben berech-
neten Zahl, und da X fiir jeden Wert von [ offenbar in X’ enthalten ist,
so schlieBt man, daB fiir ein geniigend hohes ! die Systeme X und =’
zusammenfallen. Der NoOETHERsche Satz ist also bewiesen fiir die Kurven
g = 0 von geniigend hoher Ordnung.

Um den Satz fiir jeden Wert der Ordnung ! zu beweisen, hat man
nur noch zu zeigen, daB, wenn die Eigenschaft fiir die Kurven von der
Ordnung ! zutrifft, sie auch fiir die Kurven von der Ordnung ! —1
gilt. Man kann annehmen, daB die Gerade z,= 0 gegeniiber den Kurven
f=0 und ¢ =0 eine allgemeine Lage besitze, d.h. daB keiner der Punkte
P auf xy== 0 liege; ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, so 148t sie sich
stets durch eine Koordinatentransformation erreichen, durch welche die
Bedingungen des zu beweisenden Satzes in keiner Weise geiindert werden.
In dieser Voraussetzung ist auch die andere enthalten, daB weder die
Form f noch die Form ¢ durch z, teilbar sei.

Es sei g(z,, 2,, ;) = 0 eine Kurve von der Ordnung [ — 1, die in
jedem der oben definierten Punkte P einen (r + s — 1)-fachen Punkt
besitzt. Die Kurve. z,g = O ist dann von der Ordnung ! und besitzt in
den Punkten P vielfache Punkte von derselben Multiplizitit wie g = 0.
Da nun der Satz fiir die Kurven von der Ordnung ! bewiesen ist, so be-
steht die folgende Identitit:
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Q) 2092y, 21, #3) = Ay, 2y, 2)f (20, Ty, 3,) + By, 2y, B3) @ (2, 71, 7).
wo A = 0 und B = O durch jeden Punkt P, der fiir f= 0 r-fach und fiir
@ = 0 s-fach ist, mit der Multiplizitdt s — 1 bzw. r — 1 hindurchgehen.
Setzt man in der Gleichung (1) z,= 0, so erhilt man
@) A(0, 7y, 2)f(0, 7, 73) + B(0, 2, 25) 9(0, 2, 2) = 0,
und daraus folgt, daB die nicht identisch verschwindende Binidrform
¢(0, z,, z,) ein Teiler des Produkts 4(0, z,, z,)f(0, 2., #,) ist. Da nun
(0, z,, z,) und f(0, z,, ,) keinen gemeinsamen Teiler haben, weil sonst
die Gerade z,= 0 einen der Punkte P enthalten miiBte, so ergibt sich, daB
3) A0, 2, z,) = Ay (21, 2) 9 (0, 7, 7)
ist, d. h. daB
4 Ao, Ty, Ty) = Ay (Zy, 7,) @ (@y, Ty5 Ty) + Ty Ay (T, By, o)
ist, wo A4, eine Form von der Ordnung { — m — 1 bedeutet.
Vergleicht man (2) mit (3), so folgt
. B(0, z,, z,) + Aoz, 2)f(0, 2, 2,) =0,
und somit
®) By, @, %) + Ao(@1, Ts) [ (%o Ty, T3) = %o By (25, 7,5 7,),
wo B, eine Form von der Ordnung I — »n — 1 ist. Mit Hilfe von (4) und
(B) ergibt sich aus (1)
%09 = xy A\f + %, B, g

g=4f+ Bgp.

Die Form g von der Ordnung I — 1 148t sich also als lineare Kom-
bination von f und ¢ darstellen. Was die Kurven 4, =0 und B, =0
anbelangt, so zeigen uns die Identititen (4) und (5), daB sie durch jeden
Punkt P, der fiir f= 0 r-fach und fiir ¢ = 0 s-fach ist, mindestens mit
der Multiplizitit s — 1 bzw. » — 1 hindurchgehen.

Der NoETHERsche Satz ist damit vollstindig bewiesen.

oder

Die Literatur iiber den soeben bewiesenen Satz, der in der algebraischen
Behandlung der Theorie der linearen Scharen von BriLr und NoETHER eine
fundamentale Rolle spielt, ist sehr umfangreich. Man findet viele Literatur-
angaben in der Encyklopidie der math. Wissenschaften) sowie in einer Note
von Berrixi?). Der NoerHErsche Satz ist auch auf eine beliebige Anzahl von
Formen mit beliebig vielen Verinderlichen ausgedehnt worden ).

1) Bd. IIIC4. Allgemeine Theorie der hoheren ebenen algebraischen Kurven
(L. Berzovrari), S. 406.

2) Rappresentazione di una forma ternaria per combinazione lineare di due
altre. Ist. Lomb. Rend. (2) 24, 1095 (1891).

3) Siehe die Noten von F. Sever: in Rom. Ace. L. Rend. (5) 11, 105 (1902) und
Torino Atti 41, 205 (1905); ebd. (S. 224) findet sich auch eine Note von R. ToreuLr

Severi: Vorlesungen iiber algebraische Geometrie 8
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Der Grundgedanke des oben gegebenen Beweises stammt aus den soeben
angefithrten allgemeinen Beweisen des Verfassers sowie aus einer Note von
Cu. A. Scorr?), wo jedoch der Beweis in der Entwicklung weniger einfach
ist. In Nr. 40 (8. 116) werden wir sehen, wie derselbe Gedankengang auch
dazu dient, den Satz {iber Af 4+ By unter weit allgemeineren Voraussetzungen
zu beweisen.

39. Beweis einer Bigenschaft, die in den vorhergehenden Awus-
filhrungen benutzt wurde. Im Verlauf des Beweises haben wir von der
folgenden Eigenschaft Gebrauch gemacht:

Sind in einer Ebene die voneinander verschiedenen Punkte P, P,, ..., P,
yegeben, so sind diez (t‘ :j,_ 1) linearen Bedingungen, die einer algebraischen
Kurve von der Ordnung U auferlegt werden miissen, wenn man verlangt,
dap sie im Punkte P, einen t-fachen Punkt besitze, voneinander unabhingig,
falls L > ¢ + 6, + - -+ ¢ — 1 st

Ist zundchst & = 1 und 7 > ¢, — 1, so ist die Eigenschaft wohl be-
kannt und 1aBt sich sofort bestiitigen, wenn man den Anfangspunkt des
Koordinatensystems nach P, legt; dann driickt sich némlich die Bedingung,
daB P, ein ¢-facher Punkt sei, dadurch aus, daB man die Koeffizienten
der Glieder bis zum Grad ¢, — 1 einschlieBlich gleich Null setzt. Diese
Bedingungen sind aber offenbar unabhingig voneinander.

Wenn k= 2 und I > ¢, + ¢, — 1 ist, so zieht der ¢-fache Punkt P,
fiir die Kurven von der Ordnung ! — ¢,, die nicht durch P, gehen, (t‘ —2*_ 1)
voneinander unabhiingige Bedingungen nach sich. Da ein ?,-facher Punkt

P, den Kurven von der Ordnung ?, nach dem obigen (t’ i_ 1) voneinander

unabhingige Bedingungen auferlegt, so kann man eine Kurve von der

Ordnung ¢, konstruieren, die im Punkt P, (t"';'l) — 1 von diesen auf P,

beziiglichen Bedingungen befriedigt, aber der letzten nicht geniigt.

Nimmt man nun diese Kurve mit einer der zuvor betrachteten Kurven
von der Ordnung ! — ?¢, zusammen, so hat man eine Kurve von der Ord-

nung ! konstruiert, die (t‘il) + (t'z';l) — 1 auf die Punkte P, und P,

beziigliche Bedingungen befriedigt, aber der letzten nicht geniigt. Damit
ist aber bewiesen, daB fiir die Kurven dieser oder einer hoheren Ordnung

iiber denselben Gegenstand. Man vergleiche auch J. Kinia, Einleitung in die all-
gemeine Theorie der algebraischen GroBen, Leipzig 1903, 8. 8851F.
1) A proof of Noerarr's fundamental Theorem. Math. Ann. 52, 593 (1899).
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die auf die Punkte P, und P, beziiglichen Bedingungen voneinander un-
abhéngig sind. Diese SchluBweise liBt sich fortsetzen fiir & = 3, 4 usw.

Bemerkung. Der Satz gilt auch noch, wenn einige der Punkte P
Gruppen von unendlich benachbarten Punkten bilden. Es geniigt, dies fiir
den Fall zu beweisen, daB die Punkte P eine einzige Gruppe von un-
endlich benachbarten Punkten bilden!); denn der Fall, daB zwei solche
Gruppen gegeben sind, 1iBt sich behandeln, wenn man die soeben fiir & = 2
auseinandergesetzte Bétrachtung wiederholt.

Wir beschriinken uns iiberdies darauf, die Bebhauptung fiir den Fall
zu beweisen, daf die gegebene Basisgruppe aus dem #fachen Punkt P und
den Punkten P, P, ... mit den Vielfachheiten ¢, #,, ... besteht, die in der
Umgebung erster Ordnung von P liegen, ohne daB in den Umgebungen
hoherer Ordnung andere Punkte der Gruppe vorhanden sind. Wenn der
Satz fiir diesen Fall bewiesen ist, so 1a8t sich seine allgemeine Richtig-
keit durch ein einfaches Rekursionsverfahren nachweisen.

Zu dem Zweck vollziehe man eine allgemeine quadratische Trans-
formation, die in P einen Fundamentalpunkt besitzt (die anderen Funda-
mentalpunkte seien mit @ und R bezeichnet); = sei die Ebene, in der
die Singularititen gegeben sind, und P’, @', R’ seien die Fundamental-
punkte in der Ebene z’, die der Ebene = entspricht.

Eine veréinderliche Kurve von der Ordnung I >¢+ 3¢, — 1, die in P

einen ¢-fachen Punkt besitzt (und die also (t _!; 1) voneinander verschiedene

Bedingungen erfiillt), wird in eine Kurve von der Ordnung 2! — ¢ trans-
formiert, die in den Fundamentalpunkten @', R’ zwei (I —t)-fache Punkte
und in P’ einen l-fachen Punkt hat, und die auBerdem die Gerade §@'R’
in ¢ veriinderlichen Punkten schneidet (s. Nr. 16, S. 45). Den Punkten
P, P,, ... entsprechen die Punkte P;, P;, ... der Geraden Q'R
Nun behaupten wir, immer unter der Annahme ! > ¢ + Xt, — 1, daB
die voneinander verschiedenen Punkte P,’, Py, ... mit den Vielfachheiten
Y, &y, ... einer Kurve von der Ordnung 2/ — ¢, welche im Punkt P’ einen
l-fachen, in den Punkten @ und R’ je einen (I — ¢)-fachen Punkt hat, im

ganzen 2( t":_ 1) voneinander unabhingige Bedingungen auferlegen. In
der Tat, wenn [ > ¢ 4 X¢, ist, und wenn wir beriicksichtigen, daB ¢ > 2,

ist (s. Nr. 17, 8. 47), so konnen wir eine Kurve von der Ordnung 27 —¢,
die den genannten Bedingungen geniigt, auf folgende Weise bilden:

—OPQ + Zt, PR + (t — Ztya + (I —t —2t)b + ¢.

1) Um diese Singularitdten zu erhalten, geniigt es, eine algebraische Kurve

zu geben, welche sie beritzt.
g¥
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Dabei bedeutet der Ausdruck (I — f) P'Q’ die (I — ¢)-fach gezihlte Ge-
rade P’Q’, und die iibrigen analogen Bezeichnungen haben eine ent-
sprechende Bedeutung; o und b sind zwei allgemein gewiihlte Geraden, die
durch die Punkte P’ bzw. " gehen, und ¢ ist eine ganz beliebige Kurve
von der Ordnung X?¢, Wenn dagegen [ = ¢ + 3¢ — 1 ist, so kann man
eine den gewiinschten Bedingungen geniigende Kurve von der Ordnung
20 — ¢ in folgender Weise bilden:
=P Q +Et,—1D)PR + (t — Zt,+ Da + g,

wo « eine beliebige, aber allgemein gewihlte Gerade durch P’ und ¢ eine
ganz beliebige Kurve von der Ordnung X¢, — 1 ist. Da demnach die Ord-
nung von @ in beiden Féllen grofler als oder gleich X¢; — 1 ist, so stellen
die Punkte P/, Py, ... mit den Vielfachheiten ¢, ¢,, ... fiir die Kurve

. t;+1 . o .
@ im ganzen E <‘—; ) voneinander unabhiingige Bedingungen dar, und

daraus folgt die Behauptung.

Wenn sich unter den Basispunkten, die um P herum zusammenge-
ballt sind, auBer den Punkten P, P,, ... noch ein Punkt P,, in der Um-
gebung erster Ordnung von P, befiinde, so wiirde uns eine allgemeine qua-
dratische Transformation mit einem Fundamentalpunkt in P auf den vor-
hergehenden Fall zuriickfithren, und in dieser Weise 1d8t sich das SchluB-
verfahren fortsetzen.

40. Der Satz iiber Af' 4+ B¢ im allgemeinen Fall. Die vorstehende
Bemerkung gestattet, den in Nr. 38 bewiesenen Satz ganz bedeutend aus-
zudehnen. Wir haben némlich nur an zwei Stellen des Beweises von der
Voraussetzung Gebrauch gemacht, daB in jedem Schnittpunkt der Kurven
/=0 und @ = O der einfache Fall vorliege, und zwar geschah dies bei
der Berechnung der Mannigfaltigkeit der Kurven 4 = 0, oder B=0
oder g = 0, die in den Punkten P gegebene Singularititen haben, und

bei der Verwendung der Relation S¥s = nm. Vermége der vorher-
P

gehenden Bemerkung stellen die Zahlen

e L e I I ATHRTBIR
(1)-1-30

immer noch die Dimensionen der in Nr. 38 definierten Systeme 3 und
X' dar, vorausgesetzt daB die Kurven f=0 und ¢ =0 eine endliche An-
zahl von Punkten gemein haben und daf die Summation auf simtliche
(voneinander verschiedene oder unendlich benachbarte) Punkte ausgedehnt
wird, die diesen Kurven gemeinsam sind. Was die Dimension von X an-
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betrifft, so lift sie sich auch in der Form (l—;—Q) —1 _Z (";‘3>

schreiben, da auch in diesem Fall die Relation Srs — nm gilt, wenn
nur die Summation in der angegebenen Weise vollzogen wird (s. Nr. 18,
S.51). Daraus folgt, daB die Systeme X und X’ zusammenfallen, und
somit gelten auch alle weiteren hieran gekniipften SchluBfolgerungen.

Es ergibt sich also, daB der Norrarrsche Satz auch dann gili, wenn
die beiden Kurven f=0, ¢ =0, die keine gemeinsamen Bestandteile haben,
in jedem ihrer Schnittpunkie ein gamsz beliebiges Verhalten zeigen, voraus-
gesetzt daf3 man eine algebraische Kurve betrachtet, welche mindestens mit
der Multiplizitit r + s — 1 durch simtliche voneinander verschiedene oder
unendlich benachbarte Punkte hindurchgeht, die fiir f =0 r-fach und fiir
¢ = 0 s-fach sind*). -

Bemerkung. Im folgenden wollen wir noch eine weitere Erginzung
zu diesem Satz anfiigen.

Bs sei P einer der voneinander verschiedenen Punkte, welche den
Kurven f= 0 und ¢ = O gemeinsam angehdren, und es mégen, unendlich
benachbart zu ihm, in den Umgebungen der verschiedenen Ordnungen
noch weitere Punkte P;, P,, ... vorhanden sein, die ebenfalls den Kurven
f=0 und @ = 0 gemeinsam sind. Wir bezeichnen mit r, r;, »,, ... die
Vielfachheiten von f=0in P, P, P,, ..., mit s, s;, S,, . . . die Vielfach-
heiten von @ == O in eben diesen Punkten. Dann wird ¢ = rs + 7,5,
+ 738, -+ ... die Schnittpunktsmultiplizitit von f=0 und ¢ = 0 im Punkte
P darstellen. Die Kurven n-ter Ordnung, welche durch die erwiihnten
Punkte mit denselben Vielfachheiten hindurchgehen, wie sie die Kurve
¢ = O daselbst besitzt, bilden ein lineares System. Eine Kurve ¢, = 0
dieses Systems, welche mit £ = 0 in P die Schnittpunktsmultipli-
zitét ¢ haben mdge, kann durch die betrachteten Punkte mit fatsdchlichern
Vielfachheiten hindurchgehen, die verschieden sind von denen, welche die
Kurve ¢ =0 in ihnen besitzt. Wenn sich z. B. die Kurven f=0 und ¢ =0
in dem fiir beide einfachen Punkt P beriihrten — und also den dem Punkt
P unendlich benachbarten Punkt P, gemeinsam hitten —, so wiirde eine
Kurve n-ter Ordnung, welche zweifach durch P hindurchginge, den oben
fiir g, =0 angegebenen Bedingungen geniigen, und sie hitte in P und P,
die tatsichlichen Vielfachheiten 2 und O, welche von denen der Kurve
¢ = 0 verschieden sind. Von einer Kurve wie g, = 0 werden wir sagen,
sie gehe durch P, P,, P,, ... mit den scheinbaren Vielfachheiten s, s, s, .
bindurch, weil sie in bezug auf ihre Schnittpunktsmultiplizitit mit f=0

1) Der Verf. gab diese Ausdehnung des Norrnrrschen Satzes in einer Note
in Padova Atti, 24, 137ff (1908).
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sich verhilt, wie wenn sie tatsichlich mit den Vielfachheiten s, s, s,, - . .
durch die Punkte P, P, P,, ... hindurchginge.!) Wenn die Schaittpunkts-
multiplizitdt von /= 0 und ¢, = O im Punkte P grioBer als 7 wire, so
wiirde man sagen, daB ¢, =— O durch die gegebeuen Punkte mit schein-
baren Vielfachheiten hindurchgehe, die mindestens gleich s, s, s,, ... sind.

Dies vorausgeschickt, bezeichnen wir nun mit G die Gruppe der etwa
vorhandenen einfachen Schnittpunkte von /= 0 und ¢ = 0, d. h. die Ge-
samtheit der k Punkte, die fiir jede der Kurven f= 0 und ¢ = O einfach
sind, ohne daB die beiden Kurven sich in ihnen beriihren. Mit P bezeichnen
wir im folgenden ganz allgemein einen beliebigen, nicht zu G gehirigen
Schnittpunkt von f = 0 und ¢ = 0; dabei kann es sich sowohl um von-
einander verschiedene als um unendlich benachbarte Punkte handeln; die
Vielfachheiten von f=0 und ¢ =0 in einem solchen Punkt P sollen mit
r bzw. s bezeichnet werden.

Wir betrachten das lineare Systen: S der Kurven n-ter Ordnung ¢ = 0,
welche in den Punkten P dieselben Vielfachheiten wie ¢ = O besitzen. Es
sei g, = O eine beliebige Kurve des Systems S, die die Kurve f = 0, auBer
in den Punkten P, in einer Gruppe G, von einfachen Schnittpankten trifft;
die Anzahl der Punkte von G, sei L, d. h. ebenso groB wie bei der Gruppe G'.
Die Kurve ¢, = 0 kann auch speziell gewdhlt sein, nur darf sie keinen
Teil mit f= 0 gemeinsam haben. Die Kurven ¢ = 0 und g, = 0 werden
in jedem der voneinander verschiedenen Punkte P dieselbe Schnittpunkts-
multiplizitit mit f = O haben, d. h. aber ¢, = O wird durch die Punkte I’
mit den scheinbaren (oder tatsichlichen) Vielfachheiten s hindurchgehen.

Nun wollen wir den folgenden Satz beweisen: Jede Kurve l-ter Ord-
nung ¢ = 0, welche durch die wvoneinander verschicdenen und unend-
lich benachbarten Punkte P mindestens mit den tatsichlichen Vielfach-
heiten v + s — 1 und durclh die Punkte der Gruppe G, — O einfach hin-
durchgeht, hat eine Gleichung von der Form Af+ Be,=0, wo 4 =0
und B =0 Kurven von den Ordnungen 1 — m bzw.l — n bedeuten, dic
durch die Punkte P mindestens mit den tatsichlichen Vielfachheiten s — 1,
r — 1 hindurchgehen und hinsichilich der Gruppe G, = 1) keiner Bedingung
unterworfen sind.

Um diesen Satz zu heweisen, beachten wir in erster Linie, daB, wenn
man die Kurven 4 = 0 und B = 0 festhilt und die Kurve ¢ = 0 im System
S sich verindern 1d8t, die Kurve Af + Bg = O ein lineares System be-
schreibt, dessen allgemeine Kurve mit den Vielfachheiten » + s — 1 durch

1) Der hier eingefiihrte Begriff der scheinbaren Vielfachheiten einer Kurve ist
verschieden von dem Begriff der virtuellen Vielfachheiten, mit dem wir uns in diesen
Vorlesungen nicht zu beschiftigen haben.



40. Der Satz iiber Af 4+ Bg im allgemeinen Fall 119

die Punkte P geht. Somit gehort jede Kurve Af + Bg = 0, und insbeson-
dere also auch die Kurve Af + By, =0 dem linearen System 7' aller
Kurven It Ordnung an, die mit den Vielfachheiten » + s — 1 durch die
Punkte P hindurchgehen. Dies gilt, wie auch immer die Kurven 4 = 0
und B =0 gestaltet sein mogen, wenn sie nur den Bedingungen des Satzes
gentigen.

Daraus geht hervor, daB die Kurven des linearen Systems Af+ By =0
(in welchem man sich jetzt die Koeffizienten von ¢, fest, die von 4 und B
verinderlich denken muf) dem System X derjenigen Kurven von 7 an-
gehoren, die durch G, gehen, d. h. dem linearen System der Kurven Iter
Ordoung, die durch die Punkte P mit den Vielfachheiten » 4+ s — 1 und
durch die Punkte der Gruppe G, einfach hindurchgehen.

Wenn nun / geniigend groB ist, so hat das System 2’ dieselbe Dimen-
sion d = (H‘;2) -1 —2(":;—3) — k wie das System X’ der Kurven [t

P
Ordnung, die durch die Punkte P mit den Vielfachheiten » 4 s — 1 und
durch die Punkte der Gruppe G einfach hindurchgehen; und das System
Af+ Bgy=0 hat, da die Polynome f und ¢, relativ prim sind, die Dimen-
sion?):

O () =) - ST (]
~ ()= 1= S

Da aber mn = Srs + k ist, so folgt hieraus, daB d = d’ ist; somit ist fiir
P

ein hinreichend groBes ! jede Kurve von X" von der Form Af+ Bg,=0,
und hieraus schlieBt man dann, wie in Nr. 38, dafl dies fiir jeden belie-
bigen Wert von [ gilt.

1) Bei der Berechnung dieser Dimension muf man sich gegenwirtig halten,
daB jede Kurve 4"'= 4 — X g, =0, wo X =0 eine allgemein gewiihlte Kurve von
der Ordnung ! — m — n sein moge, durch die Punkte P mit tatsiichlichen Vielfach-
heiten s — 1 hindurchgeht, wie dies auch fiir die Kurve 4 =0 der Fall ist. In
der Tat, wenn man die Kurven 4 =0 und ¢ = 0 festhdlt und die Kurve X =0
veritndert, so sieht man sofort, daf bei allgemeiner Wahl von X =0 die Kurve
A— X@ =20 in den Punkten P die tatsiichlichen Vielfachheiten s — 1 hat. AuBer-
dem wird, wenn man die Kurve 4= 0 und die allgemeine Kurve X =0 festhilt,
die Kurve A’ = 0 in den Punkten P scheinbare Vielfachheiten s — 1 haben, da sie
in dem linearen System A4 — X@ =0 speziell gewihlt ist. Da man aber durch
Variation der Koeffizienten von Xin 4" == 4 — X ¢, = 0 eine spezielle Kurve, niim-
lich 4 =0, erhalten kann, die in den Punkten P tatsichliche Vielfachheiten s — 1
bat, so schlieBt man, daB auch 4" = 0 in den Punkten P tatsiichlich diese Vielfach-
heiten besitzt.
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§ 2. Der Restsatz und die Konstruktion der linearen Vollscharen
mit Hilfe der adjungierten Kurven.

41. Lineare Scharen, die auf einer ebenen Kurve von allen Ad-
jungierten einer gegebenen Ordnung ausgeschnitten werden. Aus dem
NoeTHERschen Satz ergibt sich eine #duBerst wichtige Folgerung in
bezug auf die adjungierten Kurven der mit beliebigen Singularititen ver-
sehenen Kurve f(x,, z,, #;) = 0. Eine Kurve heift zu f adjungiert, wenn
sie in jedem s-fachen Punkt von f mindestens die Multiplizitit s — 1 be-
sitzt; hierbei sind selbstverstindlich nicht nur die voneinander verschie-
denen, sondern auch die unendlich benachbarten mehrfachen Punkte zu
beriicksichtigen. Bs gilt zunichst der Satz:

Die adjungierten Kurven einer gegebenen Ordnung 1 schneiden auf f
aufer den festen Schwittpunliten, die in die mehrfachen Punkte fallen, eine
lineare Vollschar aus.

Um diesen Satz zu beweisen, bezeichnen wir mit g, die lineare Schar,
die von den adjungierten Kurven der Ordnung ! auf f ausgeschnitten
wird, und mit g7 die Vollschar, in der g, enthalten ist oder die mit g,
zusammenfillt. Wir werden nun zeigen, daB die beiden genannten Scharen
zusammenfallen, daB also » = »’ ist. Es sei
(1) coo + -+ ey =0
ein lineares System, das auf f die Schar g7 ausschneidet. Man kann sofort
annehmen, daB dieses System aus adjungierten Kurven bestehe; denn
wenn dies nicht der Fall wire, so konnte man zu sémtlichen Kurven des
Systems eine zu f adjungierte feste Kurve hinzufiigen.

Wir bezeichnen eine allgemeine Gruppe der Schar g, wmit G und
zeigen zunichst, daB sie die beiden folgenden Bedingungen erfiillt:

a) Sie besitzt keine mehrfachen Punkte.

b) Sie enthilt keine Basispunkte des Systems (1).

Diese Eigenschaften ergeben sich alle beide aus der Tatsache, daB
g, keine festen Punkte hat; die Eigenschaft b) folgt nimlich ohne weiteres
hieraus, und die Richtigkeit von a) sieht man ein, wenn man sich an das
erinnert, was am Anfang der Nr. 34 (8. 96) ausgefiihrt wurde.

Wir bezeichnen ferner mit G’ eine allgemeine Gruppe der Schar
g7 und
mit ¢ = O diejenige Kurve des Systems (1), die G ausschneidet,
mit ¢ = O eine adjungierte Kurve von der Ordnung [, die durch G hin-

durchgeht?),
mit ¥’ = O digjenige Kurve von (1), die G’ ausschneidet.

1) Wenn [ nicht kleiner ist als die Ordmung von f, so gehen durch jede
Gruppe G unendlich viele adjungierte Kurven von der Ordnung I
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Vermige der Bedingungen a) und b) hat die Kurve ¢ = 0, obwohl
sie in dem System (1) speziell gewdhlt wurde, in jedem ihrer Schnitt-
punkte mit f die gleiche Schnittpunktsmultiplizitit wie die Kurven f und
¥’ in den entsprechenden gemeinsamen Punkten. Die Kurve ¢ geht daher
durch die Basispunkte des Systems (1) mit scheinbaren Vielfachheiten
hindurch, die den tatsiichlichen Vielfachheiten gleich sind, welche ¢ in
ihnen besitzt. Es it sich also der in der Bemerkung zur vorhergehenden
Nummer bewiesene Satz auf jede Kurve anwenden, welche durch jeden
Basispunkt, der fiir f'=0 s-fach und fiir ¢’ — O ¢-fach ist, mit der Viel-
fachheit s + ¢ — 1 hindurchgeht und welche auBerdem die Gruppe G ent-
hilt. Da die zusammengesetzte Kurve ¢ =0 den eben genannten Be-
dingungen gentigt, so kann man also die Gleichung anschreiben:

(2) Vo =9y + Of;

dabei geht die Kurve It* Ordnung ¢’ = O mindestens mit der Multipli-
zitit s — 1 durch jeden Punkt, der fiir f ein s-facher und fiir ¢ ein ¢-facher
Punkt ist ({ > 1). Da aber 9’ zu f adjungiert ist, so befinden sich unter
diesen s-fachen Punkten von f, die fiir ¢’ mindestens einfach sind, sdm¢-
liche mehrfachen Punkte von f, und daher ist die Kurve ¢’ ebenfalls zu
f adjungiert. Wir behaupten aber weiter, daB ¢’ durch die Gruppe G
geht. Da nimlich die Koordinaten eines Punktes von G’ die Gleichungen
¢¥'¢ = 0 und @f = O befriedigen, so miissen sie auch die Funktion ¢’y
zu Null machen. Ein solcher Punkt kann aber nicht auf der Kurve ¢
liegen, weil sonst die Gruppen G und G’ gemeinsame Punkte hitten,
was der Tatsache widerspriche, daB die Schar ¢° keine festen Punkte
besitzt; daher liegt jeder Punkt von G’ auf der Kurve ¢'.

Stellt man die Identitiit (2) fiir »” + 1 voneinander unabhiingige Lagen
der Kurve ¢’ == O auf, nimlich fiir

Y= 0, v,=0, ..., v,=0,
und bezeichnet man mit

=0, =0, ..., ¢.,=0
die entsprechenden Lagen der Kurve ¢'= 0, so ergibt sich

PR+ + 2.0 = V(Ao + o A+ f;
dabei gehen die veriinderlichen Kurven
101/)0.*-“' +Z'r’¢r/=0) l0(’)0“*— +lr’¢r'::

durch dieselbe veriinderliche Gruppe G der Schar ¢/. Da nun aber die
Kurve 1,4+ --- + 4. @, = 0, weil sie von der Ordnung ! ist, auBer G

keine verinderlichen Schnittpunkte mit f haben kann, so folgt, daB das
lineare System von adjungierten Kurven [** Ordnung

hogy o Aag, =0
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auf f auBer den mehrfachen Punkten die Vollschar g7 erzeugt. Hieraus
ergibt sich, daB "= » und mithin g7 eine Vollschar ist.

1. Bemerkung. Bei dem vorhergehenden Beweisverfahren kommt
es nicht darauf an, daB die g7 keine festen Punkte hat, sondern wesent-
lich ist nur, daB die Bedingungen a) und b) fiir diejenigen Punkte von
G erfillt sind, die bei der Verinderung der Gruppe sich bewegen wiir-
den. Der Satz behilt deshalb seine Giiltigkeit auch dann, wenn die

"(r > 1) in einfachen Punkten der Kurve feste Punkte hat.
2.Bemerkung. Die vorstehenden Ausfiihrungen verlieren ihre Giiltig-
keit, wenn die von den adjungierten Kurven I'* Ordnung ausgeschnittene
Schar g7 die Dimension » = 0 hat. In der Tat konnen in diesem Fall die
Bedingungen a) und b), die fiir den Beweis wesentlich waren, nicht mehr
erfiillt werden.

Es ist leicht einzusehen, daB in diesem Fall die Ordnung [ nicht
groBer sein kann als m — 2, wenn m die Ordnung der Kurve f bedeutet.
Fir I =m — 1 (m > 1) hat nimlich die Schar g7 sicherlich die Dimen-
sion 7 > 2, weil sie die co® Beriihrungsgruppen der Tangenten enthilt,
die von den verschiedenen Punkten der Ebene an die Kurve f gelogt werden
konnen. Wenn aber { > m — 1 ist, so hat sie umso mehr die Dimension
r>2, weil sie die von den adjungierten Kurven (m — 1)t* Ordnung
ausgeschnittene Schar teilweise enthilt.

Nehmen wir also an, daB I <<m — 1 sei, z. B. I = m — 2. Vermoge
des vorhergehenden Satzes ist die Schar, welche von den adjungierten
Kurven (m — 1)*r Ordnung auf f ausgeschnitten wird, eine Vollschar,
und daher (nach Nr. 24, S. 71) gilt dasselhe auch fiir diejenige Schar, die
auBer den festen Punkten erzeugt wird von den adjungierten Kurven
(m — 1)** Ordnung, die durch m in gerader Linie liegende Punkte von f
hindurchgehen. Diese adjungierten Kurven zerfallen aber in die Gerade,
welche diese m Punkte enthélt, und in adjungierte Kurven von der Ord-
nung m — 2; daraus folgt also, daB diese letzteren Kurven auf f eine Voll-
schar ausschneiden. In derselben Weise schlieBt man weiter fiir I = m — 3,
m — 4, usw.

42. Der Restsatz. Aus dem vorhergehenden Satze folgt auf Grund
des in Nr. 24 enthaltenen Ergebnisses ohne weiteres der Satz:

Die adjungierten Kurven einer bestimmien Ordnung L. die durch eine
Gruppe von festen Punkien der Kurve [ hindurchgelegt werden, schneiden
die Kurve f auper in den mehrfachen Punkien und den festen Punkten noch
nach einer linearen Vollschar.

Um also mittels der adjungierten Kurven die Vollschar au konstruieren,
die durch eine gegebene Punktgruppe G auf [ festgelegt wird, hat man in
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folgender Weise zu verfahren: Man wihle eine positive ganze Zahl ! von
solcher GroBe, daB adjungierte Kurven von der Ordnung ! vorhanden sind,
die durch G gehen, und bezeichne mit H die Gruppe, in der die Kurve f
von einer durch G gehenden adjungierten Kurve /' Ordnung auBer den
Punkten von G' und den mehrfachen Punkten geschnitten wird. Diese
Gruppe H wird ein Rest oder ein Residuum von G in bezug auf die ad-
jungierten Kurven ['*" Ordnung genannt. Die adjungierten Kurven [t
Ordnung, die durch H gehen, schneiden dann auffauBer den festen Punkten
die Schar |G aus.

Daraus leiten wir ferner den Satz ab:

Jeder mit besug auf die adjungierten Kurven eincr bestiminten Ord-
nung gebildete Rest einer Gruppe, dic einer gegebenen linearem Schar an-
gehort, ist auch Rest jeder anderen Gruppe dieser Schar mit bezuy auf die
nédmlichen adjungierten Kurven,

Dies ist der Restsatz von BRILL und NokTuER. Dieser Satz erscheint
in projektiver Form, weil er an die Betrachtung eines besonderen Modells der
Kurve f gebunden ist; in invarianter Form erhalten wir den weniger um-
fassenden Satz, der in Nr. 24 (8. 72) ausgesprochen wurde.

1. Bemerkung. Man beachte, daB die gegebene Konstruktion der
linearen Vollscharen mittels der linearen Systeme adjungierter Kurven
auch fiir diejenigen Scharen gilt, die mit festen Punkten versehen sind.

Wenn die Gruppe G, von der man ausgeht, um die Schar zu kon-
struieren, einer Vollschar mit teilweise oder lauter festen Punkten ange-
hort, welche etwa die in G enthaltene Gruppe K bilden mdgen, so be-
sitzen die adjungierten Kurven #** Ordnung, die durch den mit bezug auf
eine adjungierte Kurve derselben Ordnung gebildeten Rest H von G gehen,
von selbst die Punkte der Gruppe K als feste Punkte, weil sonst die Punkte
dieser Gruppe fiir die Schar | G nicht fest sein konnten.

2. Bemerkung. Eine Vollschar auf der Kurve f erhiilt man auch
durch die Festsetzung, daB die adjungierten Kurven einer gegebenen Ord-
nung in jedem s-fachen Punkt 4 von f die Vielfachheit s haben sollen;
denn da sie in A4 schon die Vielfachheit s — 1 haben, so erhalten sie dort
die Vielfachheit s, wenn man ihnen einfach die Bedingungen dafiir auf-
erlegt, daB sie durch passend gewiihlte Punkte von / gehen. Wenn es sich
im besonderen um die Kurven von der Ordnung  handelt, die mit f ein
lineares System bilden, und wenn man unter der charalteristischen Schar
diejenige versteht, die aufer den Basispunkten auf einer Kurve des
Systems durch die tbrigen Systemkurven ausgeschnitten wird, so erhilt
man den Satz:

Die charakteristische Schar eines vollstindigen linearen Systems ist cine
Vollschar.
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43. Dimension einer Vollschar. Kanonische Schar. Wir suchen zu-
nichst die Dimension r der linearen Schar, die von den adjungierten
Kurven !** Ordnung auf der Kurve f ausgeschnitten wird; die Kurve f
moge von der Ordnung m sein, und auBerdem konnen wir annehmen,
daB sie auch mit anderen als den gewohnlichen Singularititen versehen
sei. Bs ist zweckmiflig, zwei Annahmen zu unterscheiden.

1. Die Ordnung ! ist nicht kleiner als m, so daB adjungierte Kurven
vorhanden sind, die in die Kurve f und in eine Restkurve von der Ord-
nung ! — m zerfallen; die letztere ist keiner weiteren Bedingung unter-
worfen.

2. Die Ordnung 7 ist kleiner als m, und es gibt daher in dem linearen
System keine adjungierten Kurven von der Ordnung !, die f als Bestand-
teil enthalten.

Bei der ersten Annahme wird man .die Dimension r der Schar, die
auf f von den adjungierten Kurven /*** Ordnung ausgeschnitten wird, da-
durch erhalten, daB man die Mannigfaltigkeit der adjungierten Kurven
vermindert um die Anzahl der linear unabhingigen Kurven, die f als Be-
standteil enthalten. Bezeichnet man also mit s die Multiplizitit eines be-
liebigen mehrfachen Punktes von f] so erhélt man

(3) r>.ll(l_"2}_‘_32__25{(8—1) Q_m)(l;—m-*_a)_l’

= 2 2

wobei das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn die mehrfachen Punkte
von f den adjungierten Kurven I*** Ordnung unabhingige Bedingungen
auferlegen; dies trifft nach Nr. 39 (S. 114) jedenfalls zu, wenn [ hinrei-
chend groB ist.

Bei der zweiten Annahme wird die Dimension der betrachteten li-
nearen Schar gleich der Dimension des schneidenden Kurvensystems sein,

d. h. es wird

@ p20ED ey,

Man wird bemerken, daB die rechte Seite der Gleichung (3) mit der rechten
Seite der Gleichung (4) auch dann iibereinstimmt, wenn ! gleich m — 1
oder gleich m — 2 ist; die Gleichung (3) gilt also fiir I > m — 2, wih-
rend die Gleichung (4) fiir I < m — 3 gilt.

Die Ordnung » der Schar, die auf der Kurve f von den adjungierten
Kurven /** Ordnung ausgeschnitten wird (aufler den in ihre mehrfachen
Punkte fallenden Schuittpunkten, deren Anzahl S's(s — 1) ist), ist in
beiden Fillen gegeben durch

n o~ ml—Dsls-—1).

v
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Fihrt man das Geschlecht p der Kurve f ein, das nach Nr. 37 (8. 107)

durch die Formel
(m— 1) (n — 2) 2 s{s —1)
p == 2 — 2 -

gegeben ist, so erhilt man fiir [ > m — 2 den Wert

(39 rzp—2+m(l—m-+ 3),
und fiir l = m — 3 — a(e = 0) den Wert

(4 rep—1—ma+ &L
wihrend in beiden Fillen

(5) n=2p—2+ m(l—m-+ 3)

ist. Vergleicht man die Gleichungen (3") und (4) mit (5), so erhilt man
fir !l >m—2
r=>n—p,
und fiir I = m — 3 — o« wird
r=zn—p+1 -{—9‘(—03;»3).

In jedem FKall besteht also zwischen der Dimension r, der Ordnung # der
linearen Vollschar, die von den adjungierten Kurven beliebiger Ordnung
auf der Kurve f ausgeschnitten wird, und dem Geschlecht p dieser Kurve
die Ungleichung r > n — p.

Daraus leitet man leicht den Satz ab, daf auf einer beliebigen alge-
braischen Kurve vom Geschlecht p swischen der Dimension r und der Ord-
nung n jeder linearen Vollschar die Ungleichung r > n — p besteht.

In der Tat wird auf der Kurve f, auf die wir unsere Betrachtungen
beziehen konuen, eine beliebige g7 von den adjungierten Kurven einer
gewissen Ordnung [ ausgeschnitten, die durch den Rest H einer Gruppe
der Schar gehen. Ist nun »’ die Zahl der Punkte, aus denen die Gruppe
H besteht, so daB » + »’ die Ordnung der auf f von den adjungierten
Kurven {*r Ordnung ausgeschnittenen Schar ist, so geniigt die Dimension R
dieser letzteren Schar der Ungleichung

R>n+n—p.

Da nun die Gruppeu der g, aus den Gruppen der g%, , dadurch erhalten
werden, daB man diesen letzteren die Forderung auferlegt, die Gruppe H
zu enthalten, und da dies hdchstens n' Bedingungen darstellen kann (ndm-
lich ebenso viele Bedingungen als Punkte in der Gruppe enthalten sind),
so erhalten wir r > R — #/, und daher r > n — p.

Die lineare Vollschar, welche auf f auBer den mehrfachen Punkten
durch die adjungierten Kurven (m — 3)tr Ordnung ausgeschnitten wird,
heiflt die kanonische Schar von f; die genannten Kurven werden kurz als
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die @-Kurven bezeichnet. Fir den Augenblick kénnen wir sagen, daB die
Ordnung dieser Schar gleich 2p — 2 und ihre Dimension >p — 1 ist.
Spiter werden wir zeigen, daB ihre Dimension genau gleich p — 1 ist
(s. die folgende Nummer).

Da die JacoBische Vollschar derjenigen Schar, die auf der Kurve f
von den Geraden ihrer Ebene erzeugt wird, von allen adjungierten Kurven
der Orduung m -— 1 ausgeschnitten wird (s. Nr. 36, S. 107), so miissen
die adjungierten Kurven (m — 3)t* Ordnung, wenn es iiberhaupt solche
gibt, die Differenz (s. Nr. 24, 8. T1) zwischen der genannten JacoBischen
Schar und dem Doppelten der von den Geraden ausgeschnittenen Schar
erzeugen. Vermdge des in Nr. 36 bewiesenen Satzes ist diese Differenz
gleich der Diferenz zwischen der JacoBischen Schar einer anderen be-
liebigen Schar und dem Doppelten dieser Schar ( 4;,—24 = B,—2B );
daher hat man den Satz:

Die Lanonische Schar einer Kurve ist die Differenz ziwwischen dey Jacosr-
schen Schar einer beliebigen auf der Kurve gegebenen linearen Schar und
dem Doppelten dieser lelzteren.

Daraus folgt, daf die kanonische Schar gegeniiber allen birationalen
Transformationen der Kurve f invariant ist; wir werden dies jedoch spiter
auch noch auf andere Weise einsehen (8. 129).

44. Speziale und nicht-speziale Scharen. Reduktionssatz. Riemann-
Rochscher Satz. Wirkonnen zwischen den linearen Scharen auf einer Kurvef
von der Ordnung m eine wichtige Unterscheidung treffen. Eine lineare
Schar wird spezial genannt, wenn sie sich mit Hilfe eines linearen Systems
von adjungierten Kurven (m — 3)t* (oder geringerer) Ordnung ausschneiden
148t; ist dies nicht der Fall, so nennen wir sie nicht-spezial. Die Spezial-
scharen kénnen daher definiert werden als diejenigen Scharen, die (ganz
oder teilweise) in der kanonischen Schar enthalten sind; die nicht-spezialen
Scharen sind solche, denen diese Eigenschaft nicht zukommt. Aus der
Invarianz der kanonischen Schar wird sich also der SchluB ziehen lassen,
daB die genannte Unterscheidung invarianten Charakter trigt, d. b. daf
eine Spezialschar mittels einer birationalen Transformation der Kurve, auf
der sie sich befindet, wieder in eine Spezialschar iibergeht, wdhrend eine
nicht-speziale Schar sich in eine nicht-spesiale Schar verwandelt.

Man beachte, daB die Ordnung einer Spezialschar sicherlich < 2p — 2
ist (aber nicht umgekehrt); eine Schar, deren Ordnung die Zahl 2p — 2
iibersteigt, ist also nicht-spezial.

Wir beweisen nun weiter den Reduktionssatz (NOETHER)?):

1) Journ. f. Math. 97, 224 (1884); Math. Ann. 87, 424 (1890); vgl. jedoch auch
Brivr und Norrmer, Math. Ann. 7, 279 (1873).
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Ist g, eine speziale Vollschar auf der Kurve f und P ein Kurvenpunkt,
der nicht auf allen @-Kurven liegt, welche durch eine Gruppe G der ge-
gebenen Schar gehen, so besitst die durch die Gruppe G + P bestimmle
Vollschar den festen Punkt P.

Zum Beweise ziehen wir durch P eine beliebige Gerade a und be-
zeichnen mit 4 die Gruppe, welche von den iibrigen m — 1 Schnittpunkten
dieser Gieraden mit der Kurve f gebildet wird; es sei ferner H ein Rest
der Gruppen der Schar g7 mit bezug auf die adjungierten Kurven (m — 3)ter
Ordnung. Nach der Voraussetzung gibt es eine p-Kurve, die durch G + H,
aber nicht durch P, geht. Diese ¢-Kurve gibt zusammen mit @ eine ad-
jungierte Kurve (m -- 2)t* Ordnung, welche durch P+ G + H+ A geht;
es 13Bt sich also die Vollschar | G + P | mittels des Systems aller durch
die Gruppe H + A gehenden adjungierten Kurven der Ordnung m — 2
ausschneiden. Andererseits schneiden diese Kurven (m — 2)tr Ordnung
die Gerade @ in den m — 1 Punkten der Gruppe 4 und enthalten dem-
nach diese Gerade als Bestandteil; daraus folgt, daB der Punkt P fiir die
Schar | G 4+ P | ein fester Punkt ist.

Wir bemerken noch, daf die Voraussetzung des Reduktionssatzes
sich immer erfiillen 1i8t, wenn P allgemein gew#hlt wird.

Die Zahl der linear unabhingigen ¢-Kurven, die durch eine Gruppe
G einer auf der Kurve f liegenden linearen Schar gehen, heiBt der Spe-
zialititsindex dieser -Schar (bzw. der Gruppe G); wir werden ihn mit ¢
bezeichnen. Mit anderen Worten: unter dem Spezialititsindex ¢ der Schar
verstehen wir die Zahl der linear unabhingigen kanonischen Gruppen?),
die G enthalten (so daB also die mit bezug auf die kanonische Schar kon-
struierte Residualschar der gegebenen g7 die Dimension ¢ — 1 hat). Die
nicht-spezialen Scharen erhilt man, wenn man 7 = O setzt. Es gilt nun
der folgende sogenannte

Rignann-Rocusche Satz®): Eine lineare Vollschar mit der Ord-
nung n und dem Spezialititsindexr i, dic auf einer Kurve vom Geschlecht p
liegt, hat die Dimension r=n—p-+i.

Wir beweisen den Satz zundchst fiir ¢ = 0, d. h. fiir nicht-speziale
Scharen. Wenn wir uns daran erinnern, daf fiir eine beliebige Vollschar
stets » > n — p ist (s. Nr. 43, 8. 125), so geniigt es zu beweisen, daB fiir
r >n — p die Schar ¢, sicherlich spezial ist, d. h. daB durch eine ihrer
Gruppen irgendeine p-Kurve geht. Wenn r=0 und also n <p — 1 ist,
so ist die Richtigkeit dieser Behauptung ohne weiteres einzusehen; denn da

1) D. h. Gruppen der kanonischen Schar.
2) B. Riemany, Ges. math. Werke, 1. Aufl. (Leipzig 1857), S. 101, 109, 111
G. Rocu, Journal f Math. 64, 3721f. (1864).
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die Di.mension der kanonischen Schar mindestens gleich p— 1 ist, so kann
man sicherlich n Punkte einer kanonischen Gruppe willkiirlich vorschreiben.
Man kann somit zum Beweis die vollstindige Induktion benutzen, indem
man den Satz fiir die Scharen g/=1, fiir die » —1>n — 1 — p ist, als
erwiesen annimmt, und ihn dann fiir die Scharen g7 beweist. Wir be-
trf'lchten zu den'a Zweck die Residualschar g7-1 der gegebenen Schar g
mit bezug auf einen Punkt P, der fiir g/ nicht fest ist. Da nach der Vor-
aussetzung »>mn — p ist, so ist auch » — 1 >n — 1 — p; somit ist
g; =} eine Spezialschar, und alle g-Kurven, die durch eine Gruppe von g7 !
gehen, miissen auch den Punkt P (d. h. eine Gruppe von g7) enthalten;
denn im entgegengesetzten Fall hitte die Schar g7 nach dem Reduktions-
satz in P einen festen Punkt. Es gibt also eine ¢-Kurve, die durch eine
Gruppe der g’ geht, d. h. g7 ist eine Spezialschar.

Wir wenden uns nun zu dem Fall ¢> 0 (Spezialscharen). Da die Di-
mension der mit bezug auf die kanonische Schar konstruierten Residual-
schar einer Gruppe G der gegebenen g gleich ¢ — 1 ist, so geht durch
i — 1, aber wicht durch i allgemein gewdhlte Punkte von f eine p-Kurve, die G
enthalt. Wenn i= 1 ist, so kann also, falls P einen allgemein gew#hlten Punkt
von f bedeutet, die Vollschar | G + P | keine Spezialschar sein; da nun
diese Schar vermoge des Reduktionssatzes den festen Punkt P besitzt,
so wird ibre Dimension (n + 1 — p) gleich der Dimension der Schar
| G| =g sein, d. h. man hat » =% —p + 1. Wir nehmen daher den
Satz als erwiesen an fiir Scharen vom Spezialititsindex ¢ — 1, und zeigen,
daB er dann auch fiir diejenigen vom Spezialititsindex ¢ richtig ist.

Wenn P ein allgemein gewihlter Punkt der Kurve f und G eine
Gruppe der Schar g;, vom Spezialititsindex 7 ist, so hat die Schar | G + P|
den Spezialitatsindex 1 —1, so daB ihre Dimension durch den Ausdruck
n+1)—p+(@E— 1) gegebenist. Andererseits ist P nach dem Reduktions-
satz ein fester Punkt fiir diese Schar; folglich ist die Dimension von
¢, = | G| gleich der Dimension der Schar | G + P|, d. h. wir erhalten

r—(n D) —p+ (i~ D=n—p+i,
womit der Satz bewiesen ist.!)

Eine erste Folgerung aus dem RieMaNN-RocHschen Satze ist die,
daB die kanonische Schar die Dimension p — 1 hat, weil fiir sie n—=2p — 2
und ¢ = 1 ist. Die kanonische Schar ist daher eme g§-1,.

1) Die Ungleichung r>n — p sowie die Beziehung r=n —p fir die nicht-
spesialen Vollscharen stammen von Riemaxx. Die Riemannsche Methode, die sich
auf die Verwendung der zu der Kurve f gehorigen Ameischen Integrale stiitzt,
liefert auch die Mittel, die Dimension der Spezialscharen zu berechnen (i > 0)
(vgl. Nr. 102). Dies geschah durch Rocm (a. a. 0.), und deshalb wurde dieser Satz

von BrirL und Noeruer als der Rizmann-Rocmsche Satz bezeichnet. Der Beweis,
den wir oben gegeben haben, stammt von Norrmse.
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Es ist leicht zu beweisen, daB die kanonische Schar die einzige Schar
mit dieser Ordnung und Dimension ist, die es auf der Kurve gibt. In der
Tat ist eine gt~!,, bei der die Dimension groBer ist als die Differenz
zwischen ihrer Ordnung und dem Geschlecht der Kurve f, sicherlich eine
Spezialschar und daher (vollstéindig) in der kanonischen Schar enthalten,
d. h. sie fallt mit ihr zusammen. Weiterhin erkennt man, daB die kano-
nische Schar keine festen Punkte besitzt. Hitte namlich die kanopische
Schar einen festen Punkt P, und lieBe man diesen auBer Betracht, so wiirde
man eine g7 -1, erhalten; fiigte man nun zu den Punkten dieser letzteren
einen von P verschledenen Punkt @ hinzu, so wiirde man zu einer von der ka-
nonischen Schar verschiedenen g1, gelangen.

Man kann ferner bemerken, da8 sich aus den vorhergehenden Aus-
fithrungen ein neuer Beweis fiir die Invarianz des Geschlechts gegeniiber
den birationalen Transformationen der Kurve herleiten 1iBt. Das Geschlecht
p erscheint nimlich als die (bei den nicht-spezialen Scharen erreichte)
untere Grenze der Differenz zwischen der Ordnung » und der Dimension
r der linearen Scharen g;, die der Kurve angehoren; eine derartige Defi-
nition des Geschlechts trigt offenbar invarianten Charakter.

Wenn aber die Invarianz des Geschlechts p feststeht, so folgt aus
der Tatsache, daB die kanonische Schar die einzige gi~*, auf f ist, sofort
die andere, daB sie mit bezug auf die birationalen Transformationen der
Kurve invariant ist (vgl. den SchluB der Nr. 43, S. 126).

Wir fiigen noch einige weitere Bemerkungen hinzu.

a) Die RiemanN-RocHsche Beziehung r=n—p+¢ oder i=p—
(n—r) oder endlich ¢ —1=p—1— (n—r) liBt sich auch in der Weise
deuten, daB man sagt, eine Gruppe einer Vollschar g;, legt einer beliebigen
kanonischen Gruppe, die sie enthalten soll, genaw n—y Bedingungen auf.
Natiirlich hat diese Deutung nur dann einen anschaulichen Sinn, wenn es
sich um eine Spezialschar handelt (n — » < p).

b) Wenn man sich den RiEMANN-ROCHschen Satz gegenwirtig hilt,
so verwandelt sich die Ungleichung (3) der Nr. 43 (8.124) in eine Gleich-
heit, und die Ungleichung (4) gibt ebenfalls eine Gleichung, so lange
{>m—3 ist. Dies 1dBt sich in dem folgenden Satz aussprechen:
Die mehrfachen Punkte der Kurve f von der Ordnung m legen den adjun-
gierten Kurven von der Ordnung 1 >m — 3, die durch sie gehen sollen, un-
abhingige Bedingungen auf. Bisher wuBten wir nur, daB dieser Satz fiir
geniigend groBe Werte von [ richtig ist (Nr. 39, S. 114).

¢) Es liBt sich ohne Schwierigkeit die Umkehrung des Reduktions-
satzes beweisen. Es sei g; + P eine Vollschar mit dem festen Punkt P.
Die Residualschar g; der gegebenen Schar mit bezug auf P ist dann eine
Vollschar, und da nach Nr.43 r > (n 4+ 1) — p ist, so muB die g, eine

Severi: Vorlesungsn tber algebraische Geometrio
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Spezialschar sein, weil ihre Dimension » > n — p ist. Wenn nun alle ¢-
Kurven, die durch eine Gruppe der g7 gehen, den Punkt P enthielten,
so miiBte auch g7, 4 P eine Spezialschar sein, und die Gruppen der bei-
den Scharen wiirden den kanomischen Gruppen, in denen sie enthalten
sein sollen, die gleiche Anzahl von Bedingungen auferlegen; dies steht aber
im Widerspruch zu der Bemerkung a). Es folgt also der Satz:

Wenn eine Vollschar g5 -+ P mit dem festen Punkt P gegeben ist, so
ist g, eine speziale Vollschar, und die @-Kurven durch eime Gruppe dieser
letzteren Schar gehen wicht alle durch P hindurch. Soll daher g7, + P eine
Vollschar mit dem festen Punkt P sein, so ist es motwendig und hin-
reichend, dap g, eine Spezialschor ist, und daf die durch eine Gruppe der
g%, gehenden @-Kurven nicht alle den Punkt P enthalten.

45, Die zusammengesetzte kanonische Schar. Elliptische und hy-
perelliptische Kurven, Satz von CLIFFORD. Kann die kanonische Schar
einer Kurve f mit einer Involution ¢}, zusammengesetzt sein? Mit anderen
Worten: kann es vorkommen, daB alle kanonischen Gruppen, die durch
einen allgemein gewihlten Punkt der Kurve f gehen, notwendig noch
durch g — 1 andere Punkte gehen, die mit dem ersteren veriinderlich sind?

Wir untersuchen zundchst die allgemeine Frage, was eintritt, wenn
eine ¢, mit einer p}, zusammengesetzt ist. Stellt man die Gruppen der
yk durch die Punkte einer algebraischen Kurve I' dar, so entspricht der

g, eine I auf I', und daher muB -"—;gr sein; dabei gilt das Gleichheits-
zeichen nur dann, wenn die Kurve I' rational ist (s. S. 95), d. h. wenn
die y}, eine lineare Schar g}, ist (s. Nr. 21, S. 62).

Es sei nun » = 27, wie es im besonderen fiir die kanonische Schar

zutrifft. Da %g r, also —Z = g ist, so ergibt sich g = 1 oder y = 2; und

wenn u = 2 ist, so folgt % =r, d. h. die } muB eine g} sein. Es gilt

daher der Satz:
Auf einer Kurve f kann eine beliebige Schar g;_ (im besonderen die
kanonische Schar) nur mit einer linearen Schar g} zusammengesetst sein.

Umgekehrt, wenn auf einer Kurve f vom Geschlecht p > 1 eine g!
vorhanden ist, so ist diese sicherlich eine Spezialschar (» > #n — p), und
daher legen ihre Gruppen den kanonischen Gruppen, die sie enthalten
sollen, 2 — 1 = 1 Bedingung auf (s. Nr. 44, Bemerkung a), S.129), d. h.
alle kanonischen Gruppen durch einen allgemein gewihlten Punkt von f
gehen notwendig auch durch den zu diesem konjugierten Punkt der Schar
9. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap die kanonische
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Schar einer Kurve f vom Geschlecht p > 1 zusammengesetst sei, ist somit
die, daf} die Kurve f eine g enthilt.

Wenn p > 1 ist und die Kurve f eine g} besitzt, so mub diese g4}
die einzige Schar dieser Ordnung und Dimension sein, die es auf f gibt,
da die kanonische Schar g3, !, offenbar nicht mit zwei verschiedenen Scharen
gi zusammengesetzt sein kann. Es folgt daher der Satz:

Eine Kurve f, die mehr als eine g% enthilt, muf das Geschlecht
p =0 oder das Geschlecht p = 1 haben.

In der Tat, wenn p = O ist, d. h. wenn die Kurve rational ist, so sind
o ? Scharen g} vorhanden; sie sind alle enthalten in der g3, die von den
Punktepaaren der Kurve gebildet wird.

Wenn p == 1 ist, so gibt es oo' Scharen gi. Auf einer Kurve /' vom
Geschlecht 1 ist ndmlich jede lineare Schar g7 (» > 0) nicht-spezial, da
2p — 2 =0 und also #>2p — 2 ist; folglich wird im besonderen durch ein
Punktepaar der Kurve feine Vollschar g} definiert. Hilt man einen Punkt 4
auf f fest und macht man den Punkt B beweglich, so muB die veréinder-
liche Schar | 4 + B| bei ihrer Bewegung offenbar der Reihe nach mit
jeder g auf der Kurve f zusammenfallen. Daher entsprechen die Scharen
¢} ein-eindeutig den verschiedenen Lagen des Punktes B.

Eine Kurve vom Geschlecht 1 heilt elliptisch; eine Kurve vom Ge-
schlecht > 1, die eine g} enthalt, wird hyperelliptisch genannt. Die Kur-
ven vom Geschlecht 2 sind simtlich hyperelliptisch, weil ihre kanonische
Schar eine g} ist. Man kann also den Satz aufstellen:

Mit Ausnahme des Falles der hyperelliptischen Kurven ist die kano-
nische Schar eine einfache Schar.

Wir beweisen nun den folgenden

Sats von Crirrorn'): Wenn g’ eine Spezialschar ist, so gilt die Un-
gleichung n > 2.

Es sei H ein Rest der Vollschar ¢ mit bezug auf die kanonische
Schar; den kanonischen Gruppen, die durch H gehen, legt eine Gruppe
der g7 genau r Bedingungen auf, wihrend sie dagegen fiir eine beliebige
kanonische Gruppe » — r Bedingungen darstellt (s, Nr. 44, Bemerk. a),
S. 129). Andererseits ist es klar, daB die Zahl der Bedingungen, die durch
eine Gruppe der g7 den Gruppen der kanonischen Schar auferlegt wer-
den, nicht zunehmen kann, wenn wir die Gruppen einer untergeordneten
Schar betrachten, weil ndmlich die Bedingungen, die in bezug auf die
gesamte kanonische Schar unabhéingig waren, dies in bezug auf die Schar
von geringerer Dimension nicht mehr zu sein brauchen. Daraus folgt
n—r2=2r,dhn=>2r

1) Phil. Trans. 169, 631 (1878) und Pupers, 8. 331,
B’
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Bemerkung. Es isteinleuchtend, daB der Satz auch dann richtig ist,
wenn g eine Teilschar ist, aber das Gleichheitszeichen kamn nur gelten,
wenn gr, eine Vollschar ist. In der Tat, wenn die g7 in einer g7 enthalten
ist, wobei 7">» sein muB, so wird » > 27> 2r. Wir werden spiter

(Nr. 47) genauer feststellen, in welchem Falle das Gleichheitszeichen gilt.

46. Die kanonische Kurve des Geschlechts . Da auf einer nicht
hyperelliptischen Kurve f(p > 1) die kanonische Schar eine einfache g5 ~,
ohne feste Punkte ist (s. Nr. 44 und 45), so kann man stets in einem
Raum von p — 1 Dimensionen eine Kurve C konstruieren, die mit f bi-
rational dquivalent ist, und auf der die kanonische Schar durch die
Uberebenen ausgeschnitten wird (s. S. 79). Die Kurve C ist daher von
der Ordnung 2p — 2. Umgekehrt ist es klar, daB bei einer Kurve C vom
Geschlecht p und von der Ordnung 2p — 2, die einem Raum S,_, ange-
hort, die Schar der iiberebenen Schnitte mit der kanonischen Schar zu-
sammenfillt. Aus diesem Grund wollen wir die Kurve C eine kanonische
Kurve nennen.

Hat man den Raum S, , festgelegt, in welchem man die Kurve C
konstruieren will, so bleibt noch die Wahl einer Projektivitit zwischen
den Gruppen der kanonischen Schar und den Uberebenen des S,y will-
kiirlich (s. Nr. 26, S. 79), so daB wir im S, _, unendlich viele Kurven erhalten
konnen, die mit der Kurve C birational dquivalent sind. Aber es ist leicht
einzusehen, daB zwei beliebige dieser Kurven kollinear verwandt sind,
d. h. daf eine zwischen zwei kanonischen Kurven von demselben Geschlecht
bestehende birationale Verwandischaft stets eine Kollineation ist. Da nim-
lich die kanonische Schar gegeniiber den birationalen Transformationen
invariant ist, so muB die Verwandtschaft zwischen den beiden Kurven
derartig sein, daB sie die Schar der iiberebenen Schuitte der einen in die
entsprechende Schar der andern verwandelt, d. h. sic mufl eine Kollinea-
tion sein (s. Nr. 31, S. 93).

Nachdem also der Raum S, _, gewihlt ist, in welchem man eine mit
f birational dquivalente kanonische Kurve C konstruieren will, ist diese
Kurve C bis auf eine Kollineation des Raumes bestimmt; anstatt von
einer kanonischen Kurve zu sprechen, werden wir daher hiufig von der
kanonischen Kurve sprechen, die mit / birational fiquivalent ist.

Die Lanonmische Kurve ist eine Normalkurve, d. h. sie 1aBt sich nicht
als eine Projektion einer andern Kurve von derselben Ordnung erhalten,
die einem Raum S, angehort (s. Nr. 32, S. 93).

Wir wenden uns zu der Frage, wie die Spezialgruppen!) auf der ka-

1) D. h. die Gruppen einer Spezialschar.
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nonischen Kurve (' dargestellt sind. Wenn G, eine Gruppe von % Punk-
ten der Kurve C ist, die eine Spezialschar g’ definiert, so wird G, den
kanonischen Gruppen, d. h. den Uberebenen des S,_,, die sie enthalten
sollen, genau » — r Bedingungen auferlegen; somit wird durch G, ein
lineares System von Uberebenen mit der Dimension p — 1 —n + 7 gehen,
oder mit anderen Worten, G, wird dem Raum S,___, angehoren, der
jenen Uberebenen gemeinsam ist. Wenn umgekehrt G, einem solchen
Raume angehort, so ist der Spezialititsindex der Gruppe gleich p —» + 7,
und daher hat die durch G, definierte Schar die Dimension r. Es gilt
also der Satz:

Die Gruppen einer spezialen Vollschar g7 werden auf C durch lineare
Rdume von der Dimension n — r — 1 ausgeschnitten.

47. Brginzung des Satzes von CLIFFORD. Es ist nun leicht festzu-

stellen, in welchem Falle in der durch den Satz von CLiFFORD (Nr. 45)
gegebenen Beziehung das Gleichheitszeichen gilt. Wenn fiir eine auf der
Kurve C befindliche Spezialschar g7 # = 27 ist (damit ist zugleich ausge-
driickt, dafl g7 eine Vollschar ist), so miissen alle Uberebenen, die durch
r=n—r allgemein gewihlte Punkte von C gehen, notwendig auch die
r Punkte enthalten, welche die durch jene » allgemeinen Punkte definierte
Gruppe von g vervollsténdigen.
Der Raum S, ,, der durch r allgemein gewihlte Punkte bestimmt
ist, muB also die Kurve C in r weiteren Punkten treffen. Fiir r <p—1
ist dies aber unmoglich?). Andererseits kann r als Dimension einer Spe-
zialschar auch nicht groBer sein als p —1; folglich muB r =p —1 und
n=2p—2 sein, d. h. wir haben es mit der kanonischen Schar zu tun.
Hieraus ergibt sich der Satz:

Fiir eine wicht kanonische Spezialschar g’ auf einer wicht hyperellip-
tischen Kurve ist stets n > 2r.

Die Voraussetzung, daB die Kurve nicht hyperelliptisch sei, tritt dann
auf, wenn man die kanonische Kurve C konstruiert. In der Tat gilt auf
einer hyperelliptischen Kurve fiir jede speziale Vollschar, die mit der g,
susammengesetzt ist und keine festen Punkte besitet, die Relation n = 2.

1
Um dies einzusehen, braucht man nur die Scharen gE ! n<L2p—2)
2

n

zu betrachten, die auf der rationalen Kurve I' liegen, welche das Bild
der g! ist. Thnen entsprechen auf der gegebenen hyperelliptischen Kurve £

Spezialscharen g7, (r = ;5), welche Vollscharen sind, weil n = 27 ist (s.
Nr. 45, 8. 130).

1) S. die FuBnote auf S. 85 (Nr. 29).
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Eine bemerkenswerte Folgerung aus dem in der angegebenen Weise
vervollstindigten Satz von CLIFFORD ist der Satz:

Die kanonische Kurve besitzt keine mehrfachen Punkie.

Wenn némlich ein Punkt P der kanonischen Kurve C des Raumes
S, fiir die Kurve s-fach ist, so mub die Vollschar, welche auBerdem
auf der Kurve C von den durch P gehenden Uberebenen ausgeschnitten
wird, eine nicht kanonische speziale Schar 98,2, _, scin, und daher gilt
nach dem oben ausgesprochenen Satz die Ungleichung 2p —2—s>2(p—2),
d.h. s<<2 oder s = 1.

48. Birationale Transformation einer algebraischen Kurve in eine
Uberraumkurve ohne mehrfache Punkte oder in eine ebene Kurve,
die nur einzelne gewdhnliche Doppelpunkte besitzt. Wenn die ebene
Kurve nicht hyperelliptisch ist (p > 1), so erhilt man eine durch biratio-
nale Transformation aus ihr hervorgehende Kurve ohne mehrfache Punkte
dadurch, daB man die entsprechende kanonische Kurve betrachtet. Aber
auf jeden Fall erhilt man eine Transformation, die auch fiir die hyper-
elliptischen Kurven gilt, vermdge des folgenden Satzes:

Auf einer beliebigen algebraischen Kurve f vom Geschlecht p ist eine
nicht-speziale Vollschar g von der Ordnung n>2p einfach und ohne feste
Punkte; mit ihrer Hilfe laSt sich die Kurve f birational in eine von mehr-
fachen Punlkten freie Normalkurve C n'* Ordnung im Roume S, trams-
formieren.

Wir erinnern daran, dal, wenn eine g’ mit einer Involution y}, zu-
sammengesetzt ist, die Beziehung n > ru gilt (s. den Anfang von Nr. 45,
S.130). Wenn die g’ eine nicht-speziale Vollschar ist, so ergibt sich
r =mn — p, und daher » > (n — p)u; da aber p > 2 ist, so folgt hieraus,
daB »>2(n —p) oder 2p >mn ist. Daraus erkennt man, daB fiir
# > 2p die Schar sicherlich einfach sein muB. Wir zeigen auBerdem,
daB sie keine festen Punkte besitzt. Zu dem Zweck nehmen wir zunichst
an, die g7 habe ¢ feste Punkte. Da » > 2p, d. h. n < 2(n — p) oder auch
n < 2r ist, so folgt, daB um so mehr » — i < 2» sein muBl; nach dem
Satze von CLIFFORD ist daher die Vollschar g, _;, die man erhilt, wenn
man von den festen Punkten absieht, nicht spezial. Daraus ergibt sich
aber, daB % -- ¢ — p = » und daher ¢ = 0 ist.

Man kann demnach f birational in eine Kurve €' von der Ordnung »
im Raume S, transformieren, auf welcher die der gegebenen Schar ent-
gprechende g; durch die Uberebenen ausgeschnitten wird. Es bleibt uns
also noch iibrig zu beweisen, daf cine Normalkurve C vom Geschlecht p,
die dem Raum S, angehirt und die Ordnung n>2p hat, keine mehrfachen
Punkte besitat.
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Wir nehmen zu dem Zweck an, es sei P ein s-facher Punkt von €
(s = 2), so daB die durch P gehenden Uberebenen auBerdem auf C eine
Vollschar g7-! ausschneiden wiirden. Da n > 2p ist, so ist auch, wie wir
gesehen haben, 7 < 27, und daher muB um so mehr, oder auch aus dem
gleichen Grunde, » — s < 2(r — 1) sein; nach dem Satz von CLIFFORD
ergibt sich somit, daB die g7~! nicht spezial ist. Daraus folgt, da » —1
= n — s — p ist; andererseits ist aber » = % — p, also muB s =1 sein.
Die Annahme, daB C einen mindestens zweifachen Punkt habe, ist somit
unhaltbar.

Projiziert man die Kurve C von einem Raum S; aus, der die von
ihren Sehnen gebildete dreidimensionale Mannigfaltigkeit nicht trifft
(1L r.—4), auf einen Raum S,_; ;, so erhélt man eine (nicht normale)
Kurve, die ebenfalls keine mehrfachen Punkte besitzt, und die mit der
gegebenen birational dquivalent ist. Wahlt man insbesondere ¢ = » — 4
so kann man die gegebene Kurve birational in eine von mehrfachen Punk-
ten freie Rawmbkurve transformieren. '

Es sei I' diese von mehrfachen Punkten freie Raumkurve. Nimmt
man in dem Raum S; einen Punkt O an, der weder auf der von den Tan-
genten der Kurve gebildeten abwickelbaren Fliche, noch auf der von ihren
dreifach schneidenden Sekanten gebildeten Regelfiiche liegt (s. die FuB-
note auf S.85), so wird von O nur eine endliche Anzahl I von solchen
Sehnen der Kurve I” ausgehen, die sich in zwei voneinander verschiedenen
Punkten auf die Kurve stiitzen. Die Projektion der Kurve I" vom Punkt
O aus auf eine allgemein gewiihite Ebene besitzt also % gewdohnliche
Doppelpunkte, aber keine weiteren mehrfachen Punkte.

Auf diese Weise gelingt es daher, die gegebene Kurve birational in
eine ebenc Kurve zu transformieren, die nur mit gewihnlichen Doppel-
punkten behaftet istl)

Es sei f eine ebene Kurve vom Geschlecht p, die beliebige singuléire
Punkte besitze. Man kann offenbar ein lineares System adjungierter
Kurven von so hoher Ordnung ! betrachten, daB es aut f auler den mehr-
fachen Punkten eine nicht-speziale Schar g7 ausschneidet, deren Ordnung
n > 2p ist, und die die Schar der Schnittpunkte von f mit den Geraden
der Ebene teilweise enthiilt. Man kann ferner innerhalb des Systems aller

1) Dieses Ergebnis, das implizite schon in den von Briur und Nozrmer ge-
gebenen Eigenschaften der linearen Scharen eumthalten war, findet sich in expli-
ziter Form bei L. Kroneckzr, Journ. f. Math. 91, 301 (1881) und bei VEroONESE,
Math. Ann. 19, 214 (1881). Ein Beweis des Satzes mittels ebener ein-zweideutiger
Transformationen einer Kurve, die mit gewdhnlichen Singularititen versehen ist,
wurde von Berrmi gegeben, Rivista di matematica 1, 22 (1891) und Math. Ann. 44,
158, (1894).
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adjungierter Kurven /** Ordnung ein System X von der Dimension  ab-
sondern, das keine Kurve enthilt, die in f und einen restlichen Teil zer-
fillt, dergestalt daB jede Gruppe von g7 durch eine einzige Kurve von X
ausgeschnitten wird. Es sei

4o (xm Zy) xe) +--+ 40, (mor 2y, x2) =0
die Gleichung von X. Eine Kurve C werde durch die Gleichungen

0Y; = @; (%o, 21, %y), @=0,--,7)
f (2o @, %) =0
dargestellt; dabei bedeuten (y,, ¥, -, y,) die homogenen Koordinaten
eines veriinderlichen Punktes, der in einem Raum S, liegt, in welchem
sich auch die Ebene # der Kurve f befindet. Nach dem vorhergehenden
ist diese Kurve C birational dquivalent mit £ und besitzt keine mehrfachen
Punkte. Wir behaupten aber weiter, daB f als Projektion der Kurve C
aufgefaBt werden kann.
Um dies einzusehen, betrachten wir eine adjungierte Kurve (I —1)%r
Ordnung, ¥ (%, 2,, 2,) = 0, die .f nicht als einen Bestandteil enthalt.
Dann kann man setzen

Po = YTy, Q=Y @3 =Yy,
und auferdem kann man die Punkte (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) der Ebene
= als Grundpunkte (y, =1Ly, =y = =4 =0), (h=1,9 =y, =
=4,=0), (o =1, 9=y =9y = - —y,—0) des Koordinaten-
systems im S, wihlen. Die Kurve C wird dann durch die Gleichungen

Yo == ¥y, QY = V¥, QY= Yy,
OY; = Ps» (=84, r
[ (@, %y, %) = 0

dargestellt, d. h. die Koordinaten y,, y,, 4, eines auf C veréinderlichen
Punktes sind proportional den Koordinaten #,, #,, , eines auf f verénder-
lichen Punktes und geniigen daher der Gleichung f (y,, ¥;,%,) = 0. Da-
raus folgt, daB als Projektion der Kurve C von dem Raum S, _, (y, =y, =
Y, = 0) aus auf die Ebene (y; =y, = --- =y, =0), d.h. auf z, die Kurve f
entsteht. Wir gelangen also zu dem Satz:

Eine ebene algebraische Kurve, die mit belicbigen singuldren Puniten
versehen ist, kann immer als Projektion einer algebraischen Uberraumkurve
aufgefaft werden, die keine mehrfachen Punkte besitzt.")

Jede Singularitit einer ebenen Kurve 1d8t sich daher durch Projek-
tionen erzeugen.

1) Vgl. Veroxesk, Math. Ann. 19, 163 ff. (1881).
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49. Das Geschlecht einer Kurve nach WEIERSTRASS. Der Liicken-
satz. Aus dem RiEMANN-RocHschen Satze folgt, dafl eine Gruppe von p all-
gemein gewihlten Punkten einer Kurve f vom Geschlecht p eine Vollschar
9% definiert, weil der Spezialititsindex ¢ der Gruppe gleich Null ist (denn p— 1
ist die Dimension der kanonischen Schar). Eine Gruppe von p + 1 all-
gemein gewihlten Punkten dagegen definiert eine (nicht-speziale) Voll-
schar g}, ohne feste Punkte, d.h. sie erscheint als eine Gruppe kon-
stanten Niveaus einer bestimmten rationalen Funktion des veréinderlichen
Punktes, der die Kurve f durchlauft (s. Nr. 21, S. 63). Wir haben da-
her den Satz:

Auf einer Kurve vom Geschlecht p ist die kleinste Ordnung einer ra-
tionalen Funktion, von der man eine Niveaugruppe willkiirlich annehmen
kamn, gleich p 4 1.

Die Betrachtung dieser Minimalordnung ist bei WEIERSRASS der
Ausgangspunkt fiir seine Theorie der algebraischen Funktionen einer un-
abhidngigen Veréinderlichen?!). Dieselbe Zahl p, die R1IEMANN das Geschlecht
genannt hatte, wurde von WEIERSTRASS als Rang des algebraischen Ge-
bildes f bezeichnet. An die Betrachtung der Ordnungen der rationalen
Funktionen, die auf einer algebraischen Kurve f vorhanden sind (d. h. der
linearen Scharen, die keine festen Punkte besitzen), kniipft sich ein an-
derer Satz, den man ebenfalls WEIERSTRASS verdankt, und der nach der
Bezeichnung dieses groen Mathematikers unter dem Namen des Liicken-
satzes bekannt ist. Um diesen Satz, sowie einen noch allgemeineren ab-
zuleiten, befolgen wir ein von NOETHER angegebenes Verfahren.?)

Wir betrachten auf unserer Kurve f n beliebige Punkte P,, P,, -- -,
P,, die eine nicht-speziale Gruppe bilden, und wir bezeichnen in allge-
meiner Weise mit G, eine Gruppe von der Form (P, P,, .-, P,) fiir
t=1,2,--,n Wir beginnen damit, daB wir unter den gegebenen
Punkten soviele Punkte P, Py, .-, P, auswihlen, daB die Vollschar
| @, 41 | einfach unendlich ist und keine festen Punkte besitzt. Die Schar
| G;| =1,2,--1) wird also co®fach, und nach dem RIEMANN-RoCHschen Satze
(s. Nr.44, 8.129, Bemerkung a)) miissen die Punkte P,, P,,- -, P, den
kanonischen Gruppen, die durch sie hindurchgehen sollen, u voneinander
verschiedene Bedingungen auferlegen; diese Gruppen werden alle den
Punkt P, ., enthalten. Wir wollen annehmen, daB die kanomischen
Grappen, die durch G, ., gehen, infolgedessen auch die Punkte P, ,,
P P, _, aus der Reihe der gegebenen enthalten, so daB den

wtdr T L
kanonischen Gruppen, die durch G, _, gehen sollen, durch diese

1) K. WeirrsTtrass, Math. Werke 1V, 69 (Berlin 1903).
2) Journ. f. Math. 97, 224 ff. (1884).
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Gruppe im ganzen u Bedingungen auferlegt werden. Dann wird die
Vollschar | G, | G=x+2u+3,....a—1) von der Dimension 7 — p sein. Wir
behaupten, daB eine solche Schar keine festen Punkte haben kann. Es
ist in der Tat ausgeschlossen, daB feste Punkte der | G, | in der Gruppe
G, liegen, weil sonst auch die Schar | G,,, |, die in | G;| enthalten
ist, feste Punkte hitte. Es ist ferner ausgeschlossen, daB unter den

Punkten P, ,,, P, s, .., P, _, sich feste Punkte befinden kénnen; denn

wenn dies der Fall wire, soylln'innte man dadurch, daB man sie auBer Be-
tracht lieBe, eine Schar von der Dimension ¢ — g und von der Ordnung < ¢
erhalten, und die Gruppen einer solchen Schar wiirden den kanonischen
Gruppen, die sie enthalten sollen, weniger als u Bedingungen auferlegen:
dies ist aber unmoglich, weil sich unter diesen Gruppen eine befindet,
die G, enthilt. Es sei nun P, ein neuer Punkt, der aus der Reihe der ge-
gebenen gewihlt wird. Da es kanonische Gruppen gibt, die durch die
Gruppe G, _,, aber nicht durch den Punkt P, gehen, so schlieBen wir
aus dem Reduktionssatz, daB der Punkt P, fiir die Schar | G, | ein
fester Punkt ist. Die Gruppe G, muB also den kanonischen Gruppen,
die sie enthalten sollen, g 4 1 verschiedene Bedingungen auferlegen. Wir
nehmen nun an, daB alle kanonischen Gruppen, die durch &, gehen, not-
wendig auch die Punkte P, ., P, .,,..., P, _, enthalten. Man be-
weist dann wie vorher, daB die Schar | G;| ¢=wm+1,...,1a~1) keine festen
Punkte haben kann; ist dagegen P, ein neuer, aus der Reihe der ge-
gebenen gewiihlter Punkt, so wird dieser fiir die Schar | G, | ein fester
Punkt sein, und die Gruppe G,, wird den kanonischen Gruppen, die sie
enthalten sollen, u + 2 Bedingungen auferlegen. Da die vorhergehende
Konstruktion uns der Reihe nach die Gruppen G,, G, , G, liefert, die
den kanonischen Gruppen, welche sie enthalten sollen, w, u+ 1, u + 2
Bedingungen auferlegen (und die je eine Schar mit einem festen Punkt
definieren), so wird bei der Fortsetzung des Verfahrens die Mannigfal-
tigkeit der kanonischen Gruppen, die durch die analog konstruierten
Gruppen G,, G, ... gehen, jedesmal um eine Einheit vermindert,
und man gelangt schlieBlich zu einer. Gruppe G,, die einer einzigen
kanonischen Gruppe angehért, so daB die Zahl w41 (d h. die Zahl
der Bedingungen, welche G, fiir die kanonischen Gruppen darstellt)

gleich p — 1 wird. Wir bezeichnen mit P, ,,, ..., P, _, die neuen,
aus der Reihe der gegebenen gewihlten Punkte, die der durch G,
gehenden kanonischen Gruppe angehéren, und mit P, , ..., P, dle

noch iibrig bleibenden Punkte jener Reihe. Alsdann w1rd+(i1e Schar | G, |
@=w+1,.0, -1 keine festen Punkte haben, wiihrend die Schar | G,, |
den festen Punkt P, g DEBIEZ und nicht spezial ist. Daraus folgt, daB auch
die Schar | G, ' ¢=4,, +1,..,n nicht spezial und von festen Punkten frei ist.
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Zum Schlusse erkennt man also, daB diejenigen Gruppen G, die
Vollscharen mit festen Punkten bestimmen, den folgenden p Werten von

¢ entsprechen: L2, .y, W Wy

Dies 148t sich in folgendem Satz aussprechen:

Durchliuft eim verdnderlicher Punkt die Kurve [ vom Geschlecht p,
so fehlen unter den verschiedenen rationalen Funktionen dieses Punktes, fiir
welche die Gruppen der Pole mit den verschiedenen Gruppen G, (i=1,,...,n)
zusammengfallen, nur diejenigen, dic zu gewissen p Werten von ¢ gehiren.

Der Weirrsrrasssche Liickensatz geht hieraus hervor, wenn man die
n gegebenen Punkte in einen Punkt zusammenfallen 1aBt; man kann ihn
in folgender Form aussprechen:

Unter den rationalen Funktionen, deren v Pole in cinen einzigen Punkt
von [ susammenfallen (und also eincn Pol von der Ordnung i bilden),
fehlen nur diejenigen, die zu gewissen p Werten von ¢ gehiren.

Man erkennt leicht, daB ein Punkt P, zu welchem eine rationale
Funktion von der Ordnung i < p mit einem ¢-fachen Pol in P gehort,
fiir die kanonische Schar mindestens ein Punkt von der Vielfachheit p
ist. Bs wird niimlich in diesem Fall eine g vorhanden sein, die den p-
fachen Punkt P besitzt, und folglich wird ein solcher p-facher Punkt den
kanonischen Gruppen, die ihn enthalten sollen, p — 1 Bedingungen auf-
erlegen (oder weniger als p — 1 Bedingungen, falls die g, keine Voll-
schar sein sollte); daraus ergibt sich aber, daB P fiir irgend eine kano-
nische Gruppe mindestens p-fach sein muB.

Da die p-fachen Punkte der kanonischen Schar — man nennt sie
WEIERSTRASSsche Punkte — in endlicher Zahl vorhanden sind'), so kon-
nen wir den Satz aufstellen:

In einem allgemeinen Punkt P der Kurve wird die Reihenfolge dey
fehlenden Ordnungen durch die ersten p gamzen Zahlen der natiirlichen
Zahlenreihe gebildet; eine Abweichung hiervon tritt nur ein, wenn P einer
der Wrisrsrassschen Punkte ist.

1} Wenn die Kurve nicht hyperelliptisch ist, und wenn man also als Repri-
sentanten fiir sie die kanonische Kurve des Raumes Sy -1 annehmen kann, so ergibt
gich dies aus der Bemerkung, daB eine allgemein gewiihlte oskulierende Uberebene
mit der Kurve nur eine (p — 1) -punktige Beriithrung haben kann. (Dies ist eine
Differentialeigenschaft, die man leicht auch fiir nicht algebraische Kurven beweist;
so kann z. B. ein allgemeiner Punkt einer ebenen Kurve kein Wendepunkt sein,
usw.). Wenn die Kurve hyperelliptisch ist, so sind die Wxrierstrassschen Punkte
die Doppelpunkte der gi. AuBer der angefithrten Arbeit von Nomrmer vergleiche
men zum Liickensatze noch: Noerner, Journ. f. Math, 92, 801 (1881); A. Hurwirz,
Math. Ann. 41, 409 (1893); H. F. Baksr, Abels Theorem and the allied Theory of
Theta Functions. S. 32—46, Cambridge 1897; J. C. Freups, Theory of the algebraic
Functions of a complex variable. Berlin 1906.
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Korrespondenzen zwischen den Punkten einer oder zweier
algebraischer Kurven. Moduln einer Kurve vom Geschlecht p.

§ 1. Birationale Transformationen einer Kurve in sich.

50. Birationale Transformationen, welche eine rationale oder
elliptische Kurve in sich iiberfiihren. Bei der Untersuchung der all-
gebraischen Kurven, die birationale Transformationen in sich zulassen,
beginnen wir mit dem Fall der rationalen und elliptischen Kurven (p =0
und p = 1).

Eine rationale Kurve gestattet oo® birationale Transformationen in
sich, welche die Bilder der oo® Projektivitdten sind, die sich zwischen
den Punkten der geraden Linie aufstellen lassen; und zwar sind dies die
einzigen, weil, wie man leicht beweist, jede birationale Transformation
der Geraden in sich eine Projektivitit ist. Diese co® Transformationen
bilden eine kontinuierliche Gruppe im Sinne von LIE.

Wir wenden uns zu den elliptischen Kurven. Es sei C eine ellip-
tische Kurve. Auf ihr existieren unendlich viele involutorische Trans-
formationen; sie sind durch die oo! Scharen g;, die der Kurve C ange-
horen, gegeben (s. Nr. 45, S. 131). Sie werden Transformationen erster
Art genannt. Die Produkte dieser Transformationen zu je zweien heiBen
Transformationen zweiter Art. Unter den Transformationen zweiter Art
befindet sich auch die Identitit; sie entsteht, wenn man das Produkt
einer Transformation erster Art mit sich selbst bildet.

Es sei nun o eine Transformation erster Art. Bezeichnet man mit
A, A’ und B, B’ zwei homologe Punktepaare in ihr, so hat man nach De-
finition

(1) A+ A=B+ FB.

Bezeichnen wir ferner mit = eine andere Transformation erster Art und
mit 4, und B, die zu A" und B’ homologen Punkte in 7, so erhalten
wir ebenso

(2) B+ B =4+4,.

Addiert man die beiden Aquivalenzen (1) und (2), so erhélt man
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3) A4 B, =B+ 4,,
und dies ist die dquivalenzbezichung, die zwei homologe Punktepaare einer
Korrespondenz zweiter Art miteinander verbindet.

Diese Beziehung beweist zugleich, daB die Korrespondenzen zweiter
Art von denen der ersten Art werschieden sind, und auBerdem daB sie im
allgemeinen nicht involutorisch sind.

AuBer der Korrespondenz zweiter Art ¢ = w7t betrachten wir noch
eine andere g, welche die Punkte 4, 4, und B, B, bzw. in 4, 4, und R,
B, iiberfithrt. Wir erhalten
(4) A+ A4, =4+ 4,.

) B+ B =B+ B,,

und durch Addition dieser Aquivalenzen ergibt sich mit Riicksicht auf (3)
A, +B=4+ B,

d. h. das Produkt g¢ ist ebenfalls eine Pransformation zweiter Art.

Vermdge der grundlegenden Beziehung (3), welche die in der
Transformation ¢ einander entsprechenden Punktepaare B, B, definiert,
ergibt sich aus der Aquivalenz (4), daB A4, A, gerade ein solches Paar
ist. Daraus folgt aber, daB zwei beliebige Transformationen zweiter Art
wie z. B. ¢ und 6, vertauschbar sind.

Es erhebt sich nun die Frage, ob das Produkt einer Transformation
erster Art mit einer solchen zweiter Art (oder einer Transformation zwei-
ter Art mit einer solchen erster Art) zu neuen Transformationen der
Kurve C in sich Anla8 gibt. Es ist leicht, diese Frage in verneinendem
Sinne zu beantworten. Man hat nur zu zeigen, daB das Produkt einer
ungeraden Anzahl von Transformationen erster Art wieder eine Transfor-
mation erster Art liefert. Nehmen wir z. B. drei Korrespondenzen erster
Art @, w,, 0, in denen (4, A"), (B, B); (4,4"), (B, B"); (4", A",
(B, B"") drei konjugierte Punktepaare sind, so erhalten wir:

A+ 4 =B+ F
B+B' =4 +4"
A"+ A" =B"+ B";
und wenn man diese Aquiva-lenzen addiert, so ergibt sich
A+ A"=B+ B”,

womit bewiesen ist, dall das Produkt ®, &, 0, eine Transformation erster
Art ist.

Daraus folgt, daB die Transformationen zweiter Art alle dadurch er-
halten werden konnen, daB man das Produkt einer beliebig gewiihlten
festen Korrespondenz erster Art @ mit den verschiedenen Korrespondenzen
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erster Art bildet. Wird niémlich eine beliebige Korrespondenz zweiter
Art mit ¢ bezeichnet, so ergibt sich, da

W =«
eine solche erster Art ist,

G=0wo )
d. h. 6 ist das Produkt aus der fest gewihlten Korrespondenz @ und der
Korrespondenz erster Art «.

Als eine Folgerung aus der Tatsache, daB das Produkt von mehre-
ren Korrespondenzen erster Art eine Transformation erster oder zweiter
Art ist, je nachdem die Anzahl der Faktoren dieses Produkts ungerade
oder gerade ist, filhren wir an, daB eine Korrespondenz von gegebener
Art eine zweite Korrespondenz von gegebener Art in eine andere ver-
wandelt, die von derselben Art ist wie diese letztere.

Endlich sei noch daran erinnert, daB die oo! Scharen g} eine konti-
nuierliche Schar (nicht eine Gruppe) von Elementen bilden, die birational
auf die Punkte von C bezogen sind (s. Nr. 45, 8. 1381), und daB nach dem,
was wir oben gesehen haben, die 0o! Transformationen zweiter Art eine
einfach unendliche Mannigfaltigkeit bilden, deren Elemente birational
auf die Scharen g} bezogen erscheinen. Man kann daher behaupten,
daB die Transformationen zweiter Art eine kontinuierliche vertauschbare
Gruppe bilden.

Wir fassen unsere Ergebnisse in folgender Weise zusammen:

Jede rationale Kurve besitzt eine kontinwierliche Gruppe von 0o® bi-
rationalen Transformationen in sich.

Jede clliptische Kurve besitzt eine einfach unendliche Lomtinuierliche
Schar von involutorischen Transformationen (erster Art) und eine einfach
umendliche kontinuierliche vertauschbare Gruppe von Transformationen
zweiter Art. Die Elemente (Transformationen) der Schar oder der Gruppe
lassen sich birational darstellen durch die Punkte der Kurve, auf der sie
liegen.

Daraus folgt: Wenn man ziwei beliebige Transformationen erster Art
ciner elliptischen Kurve festgelegt hat, so gibt es stets eine Transformation
zweiter Art, welche die eine in die andere iiberfiikrt; denn da die mit
Hilfe der Korrespondenzen zweiter Art aus einer festen gl entstehen-
den Transformierten eine (irreduzible) einfach unendliche elliptische
Mannigfaltigkeit bilden, so umfassen sie das ganze System der Scharen
g:, die der elliptischen Kurve angehéren.

Wir werden spiter sehen, daB es im allgemeinen auf einer elliptischen
Kurve auler den angefiihrten keine weiteren birationalen Korrespon-
denzen gibt (Nr. 55, S. 152).
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51. Der SCHWARZ-KLEINsche Satz iiber die birationalen Trans-
formationen, welche eine Kurve vom Geschlecht p > 1 in sich iiber-
filhren. Wir wenden uns nun zu den Kurven vom Geschlecht p > 1.

Wir wollen den Satz beweisen: Wenn das Geschlecht der Kurve
yrofer als eins ist, so kann es nur eine endliche Anzahl von birationalen
Transformationen geben, welche die Kurve in sich selbst iiberfiihren.

Es sei P ein WEIERSTRASS scher Punkt der Kurve C vom Geschlecht
p>1, und es sei m die kleinste Ordnung der rationalen Funktionen,
deren Pole in P zusammenfallen; es gibt also eine einzige Vollschar ¢!,
die keine festen Punkte besitzt, und fiir die P ein m-facher Punkt ist.
Da die mehrfachen Punkte der g}, die Vielfachheit 7 < m haben, so zéhlt
jeder von ihnen hichstens (m — 1)-mal in der JAcoBIschen Gruppe dieser
Schar (s. Nr. 35, S. 103). Wenn man beachtet, daB m < p ist, so er-
gibt sich daraus

2m +p — 1) >4(m—1),

und daher wird die Zahl der voneinander verschiedenen mehrfachen Punkte
der g%, groBer als 4 sein (8. 108).

Wenn es nun auf der Kurve C eine birationale Transformation
gibt, so muf dem Punkt P mittels @ ein WEIERSTRASSscher Punkt P’
entsprechen (der unter Umstinden mit P zusammenfillt), und daher wird
die auf P beziigliche Schar g}, sich in eine andere Schar g! verwandeln,
die in bezug auf den Punkt P’ mit vollig entsprechenden Eigen-
schaften ausgestattet ist. Den mit mehrfachen Puankten versehenen
Gruppen der ersten g}, miissen solche Gruppen der zweiten g}, entsprechen,
denen dieselbe Eigenschaft zukommt; wir erhalten also zwischen den
beiden Scharen g!, eine birationale und daher projektive Korrespondenz
derart, daB mehr als vier bestimmten Elementen (Gruppen) der einen
gewisse bestimmte Klemente der andern entsprechen. Wenn es also
birationale Transformationen von C gibt, die P in P’ iiberfiihren, so
miissen die projektiven Korrespondenzen, welche durch diese Transfor-
mationen den beiden genannten Scharen ¢! untergeordnet werden, not-
wendig in endlicher Anzahl vorhanden sein.

Es fragt sich nun aber, ob man daraus schlieBen darf, daB die biratio-
nalen Korrespondenzen von C, die P in P’ iiberfiihren, ebenfalls in end-
licher Anzahl vorhanden sind. Dies wiire dann richtig, wenn durch zwei ver-
schiedene Korrespondenzen w, = auch stets verschiedene projektive Korre-
spondenzen unter die Scharen g}, eingeordnet werden miiften; nun kénnen
aber zwei verschiedene Korrespondenzen w, v auch dieselbe Projektivitit
unter die Scharen g! einordnen, vorausgesetzt, daB die nicht identische
Korrespondenz wt-! jede Gruppe der auf P beziiglichen Schar g% in
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sich selbst tberfiihrt (d. h. die Identitit unter die Elemente dieser g}
einordnet). Wenn wir daher beweisen, daf die birationalen Transforma-
tionen, die jede Gruppe einer g. in sich selbst diberfiihren, notwendig in
endlicher Anzahl vorhanden sind, so ist damit auch gezeigt, daB die bira-
tionalen Korrespondenzen von C, die P in P’ iiberfiihren, in endlicher
Anzahl vorhanden sind.

Um diesen Beweis zu fiihren, wollen wir mit «, 3 zwei Transfor-
mationen bezeichnen, die jede Gruppe der g in sich iiberfithren, und die
dem Punkt A der Kurve C einen und denselben Punkt A4’ zuordnen;
wir behaupten, daB die beiden Transformationen zusammenfallen.

Wir bezeichnen mit G die Gruppe der Schar ¢!, der nach der An-
nahme die Punkte 4 und A4’ angehéren, und wir lassen den Punkt A4
stetig wandern, bis er beispielsweise in die Lage B gelangt. Der Punkt
A’ wird sich dann ebenfalls stetig bewegen, bis er in die Lage B’ gelangt,
und dieser Punkt B’ gehort der durch den Punkt B bestimmten Gruppe
von gt an. Jeder Lage von 4 in der durchlaufenen Bahn muB durch
die Transformation « oder B derjenige wohldefinierte Punkt der ver-
inderlichen Gruppe G zugeordnet werden, der in stetiger Weise aus der
Anfangslage von A hervorgeht.') Jedem Punkt der von 4 durchlaufenen
Bahn wird also durch die Transformationen « und § derselbe Punkt der
von A’ durchlaufenen Bahn zugeordnet, d- h. die Korrespondenz af—!
148t jeden Punkt der von A4 durchlaufenen Bahn unverindert. Da man
die von A4 durchlaufene Bahn in einem beliebigen Punkt der Kurve (/
endigen lassen kann (weil die Kurve C irreduzibel ist), so folgt daraus,
daB « = g ist.

Wir schlieBen also, daB es hichstens . — 1 verschiedene, nicht iden-
tische Transformationen geben kann, die jede Gruppe der g} in sich
iiberfiihren, und daB daher die Anzahl der Transformationen der Kurve
C in sich, die P in P’ verwandeln, endlich ist (> 0). Beriicksichtigt
man schlieBlich, daff auch die Anzahl der WEIERSTRASSschen Punkte der
Kurve C endlich ist, so gelangt man zu dem Satze, der am Anfang
dieser Nummer ausgesprochen wurde.

Man bemerke, daB aus dem bewiesenen Satze sich folgender Zusatz
ergibt: Jede birationale Transformation auf einer Kurve vom Geschlecht

1) Um bei der Bewegung von A nach B jede Zweideutigkeit zu vermeiden,
wird man eine allgemein gewihlte Bahn einschlagen, so daf der bewegliche Punkt
niemals mit dem ihm entsprechenden zusammenfillt. Dies ist stets mdglich, weil
die Koinzidenzpunkte von « (oder von f) in endlicher Anzahl vorhanden sind. Die
entgegengesetzte Annahme wiirde némlich in Anbetracht der algebraischen Natur
der Frage und der Irreduzibilitit der Kurve C zu der Folgerung fiihren, daf alle
Punkte von € Koinzidenzpunkte sind. (Vgl. wuch Nr. 52),
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p > 1 ist zyklisch, und allgemeiner: Die Gesamthest aller birationalen Trans-
formationen, die auf einer Kurve vom Geschlecht p > 1 vorhanden sind,
bildet eine endliche Gruppe.

Den ersten Schritt zum Beweis des abgeleiteten Satzes tat H. A. Scuwarz,
der zeigte, daB eine Kurve vom Geschlecht p > 1 keine kontinuicrliche Schar
von birationalen Transformationen zulassen kann (Journ. f. Math. 87, 139
(1875)). DaB dasselbe auch fiir eine diskontinuierliche unendliche Mannig-
faltigkeit') gilt, daB also auf einer Kurve vom Geschlecht >> 1 nur eine end-
liche Anzahl von birationalen Transformationen vorhanden sein kann, wurde
von F. KLEIN in einem Briefe an H. PoiNcar¥ aus dem Jahre 1882 bewiesen (Acta
Math. 7, 12 (1885); vgl. auch Kuerx, ,,Uber Rremanss Theorie der algebr,
Funktionen* (Leipzig 1882, S. 67)). Der hier gegebene Beweis stammt von
C. Seere (Introduzione usw. Ann. di Mat. (2) 22, Nr. 88 (1893)); wir haben
jedoch einen Einwand, den man gegen den dort entwickelten Beweis mog-
licherweise geltend machen konnte, durch die Feststellung vermieden, daB
die Gruppen einer g} nur gegeniiber einer endlichen Anzahl von birationalen
Transformationen invariant bleiben konnen. Einen anderen einfachen Beweis
des ScawaRrzschen Satzes findet man bei M. De Francais, Rom. Ace. L. Rend. (5)
12, 307 (1908). In einer Abhandlung des Verfassers (Math. Ann. 74, 515
bis 544 (1913)) wird beiliufig (Nr. 4, 8. 521) der Satz bewiesen, daB awf
einer algebraischen Kurve die algebraischen Korrespsndenzen wvon gegebenen
Indizes (w, B) sich auf eine endliche Anzahl von kontinwierlichen Systemen ver-
teilen. Dies gilt insbesondere fiir « — f§ = 1, und hieraus ergibt sich also mit
Hilfe des Satzes von ScrwaRrz ein neuer Beweis des Satzes von Kreiw.

52. Obere Grenze fiir die Anzahl der Koinzidenzpunkte bei einer
birationalen Transformation einer Xurve in sich. Hinsichtlich der
birationalen Transformationen, die eine Kurve in sich iiberfiihren, wollen
wir noch die Bemerkung zufiigen, daB eine wicht identische birationale
Korrespondenz @ auf einer Kurve vom Geschlecht p nicht mehr als 2p + 2
Kovinzidenapunkte®) haben kann. Betrachtet man niimlich auf der Kurve
eine g5, welche durch w nicht in sich selbst iibergefiihrt wird?®), so
kann man zwischen den Elementen (Gruppen) dieses rationalen einfach
unendlichen Gebildes eine algebraische Korrespondenz dadurch fest-
setzen, daB man zwei Gruppen homolog nennt, falls sie Punkte enthalten,
die in der gegebenen Transformation einander entsprechen. Auf diese

1) Unter einer diskontinuierlichen Mannigfaltigkeit (Schar) versteht man eine
unendlich groBe Zahl von Transformationen, die jedoch nicht von einem will-
kiirlichen Parameter abhingen. [A. d. Ubers.)

2) D. h. Punkte, die sich in der Korrespondenz selbst entsprechen.

3) Wenn die Korrespondenz o einen Koinzidenzpunkt P besitzt (und dieser
Fall ist fir unsern Zweck von Interesse), so wird eine derartige g} 41 % B. be-
stimmt durch die Gruppe H + P, wo H eine allgemeine Gruppe von p Punkten
bedeutet, die durch o nicht in sich selbst tibergefiihrt wird.

Severi: Vorlesungen tiber algebraische Geometrie 10
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Weise erhilt man zwischen diesen Elementen eine nicht identische Korre-
spondenz (p + 1, p + 1), welche also in beiderlei Sinn von einer Gruppe
zu p + 1 homologen Gruppen fiihrt, und folglich gibt es fiir diese Korre-
spondenz 2p + 2 vereinigt liegende Gruppen!) Da jeder Koinzidenz-
punkt U uns eine Koinzidenzgruppe liefert (nimlich diejenige, welcher
der Punkt U angehort), so folgt, daB die Zahl der Koinzidenzpunkte von
o gleich oder kleiner als 2p + 2 ist.

Die obere Grenze 2p + 2 wird erreicht, wenn p = O und wenn p=1
ist (fiir die Korrespondenzen, die durch die Scharen g} des elliptischen
Gebildes erzeugt werden); wenn p > 1 ist, so kann man die niedrigere
Grenze 2p an ihre Stelle sctzen, da es geniigt, die vorstehende Uber-
legung auf eine (speziale) Schar g} anzuwenden, die durch die gegebene
Korrespondenz nicht in sich selbst iibergefiihrt wird.?) Diese Bemerkung
iiber die Zahl der Koinzidenzpunkte einer zwischen den Punkten einer
Kurve bestebenden birationalen Korrespondenz ist der Ausgangspunkt
fiir den Beweis, den A. HurRwITZ fiir den in der vorhergehenden Nummer
aufgestellten Satz gegeben hat.?)

HurwiTz bewies nimlich, daB die Zahl der voneinander verschie-
denen WEIERSTRASSschen Punkte auf der Kurve vom Geschlecht p ent-
weder gleich oder griBer als 2p + 2 ist?) (wobei die Gleichheit nur im
hyperelliptischen Fall eintritt); und daraus leitete er den Satz ab mit
Hilfe eines Verfahrens, das wir nun fiir den hyperelliptischen Fall ent-
wickeln wollen. Wir benutzen dabei die Tatsache, daB uns in diesem Fall
die Anzahl der voneinander verschiedenen WEIERSTRASSschen Punkte
bekannt ist (es sind die 2p + 2 Doppelpunkte der g}).

Jede birationale Korrespondenz zwischen den Punkten einer hyper-
elliptischen Kurve C muB die einzige g} der Kurve in sich selbst iiber-
fithren und muB also die Gruppe der 2p + 2 Doppelpunkte der gi un-
veridndert Jassen. Sind daher o und 7 zwei Transformationen, welche von
der durch die g! erzeugten Transformation = verschieden sind und welche
zwischen den genannten 2p 4 2 Punkten die némliche Substitution er-

1) Hier machen wir Gebrauch von dem Cmastesschen Korrespondenzprinzip,
von dem wir im folgenden noch zu handeln haben (s. Nr. 67, S. 174).

2) Eine Ausnahme bildet nur die Korrespondenz o, die auf einer hyperellip-
tischen Kurve vom Geschlecht p durch die g} der Kurve erzeugt wird, weil in
diesem Falle jede Spezialschur g} durch die g} in sich ibergefiihrt wird; diese
aber hat, wie wir wissen, in diesem Fall genau 2p 4 2 Doppelpunkte.

3) Math. Ann. 41, 403 (1893).

4) Hohere untere Grenzen fiir die Anzahl der verschiedenen WxrERsTiASS-
schen Punkte auf einer nicht hyperelliptischen Kurve sind von Seere (Rom. Ace.
L. Rend. (6) 8% 89 (1899)) und Friulein CrroLra (Rom. Acc. L. Rend. 14, 210
(1905)) aufgestellt worden.
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zeugen, so 1aBt die Transformation oz ~! diese Punkte ungeéndert, und
mub folglich, da sie mehr als 2p Koinzidenzpunkte hat, identisch sein
oder mit w# zusammenfallen. Daraus folgt, da @ =17 oder w = zv ist.

Die Anzahl der verschiedenen birationalen Korrespondenzen, die auf
der Kurve C vorhanden sind, kann daher nicht groBer sein als das dop-
pelte der Anzahl von Permutationen zwischen den 2p + 2 Doppelpunkten
der g}.

§ 2. Moduln eines einfach unendlichen algebraischen Gebildes.

53. Definition der Moduln. Eine sehr bemerkenswerte Anwendung
der Theorie der birationalen Transformationen einer algebraischen Kurve
in sich bildet die Bestimmung der Anzahl der Moduln einer algebraischen
Kurve von gegebenem Geschlecht p, d. h. der Anzahl der willkiirlichen
Parameter, von denen eine solche Kurve abhiingt, falls man zwei birational
ineinander transformierbare Kurven nicht als verschieden ansieht. Die
Gleichheit dieser Parameter (Moduln), deren Anzahl wir bestimmen
wollen, muB im wesentlichen die Bedingung dafiir darstellen, daB zwei
Kurven von demselben Geschlecht birational aufeinander bezogen werden
kénnen. Den Moduln entsprechen auf dem Gebiet der projektiven Trans-
formationen die (projektiven) Invarianten.

54, Moduln einer elliptischen oder hyperelliptischen Kurve. Der
Fall der rationalen Kurven ist rasch erledigt; denn da diese Kurven bira-
tional identisch sind mit der Geraden, so konnen sie keine Moduln haben

Iin Fall der elliptischen Kurven werden wir finden, daB es nur einen
einzigen Modul gibt. Wir wollen jedoch gleich den allgemeineren Satz
beweisen, daB eine Kurve vom Geschlecht p > 1, die eine g} besitst (und
die daher fiir p > 1 hyperelliptisch ist), von 2p — 1 Moduln abhingt.

Zu diesem Zweck konnen wir annehmen, ohne die Allgemeinheit
irgendwie zu beschrinken, daB die fragliche Kurve eben sei, und daB die
¢; auf ihr von den zu der y-Achse parallelen Geraden ausgeschnitten
werde (man braucht nimlich nur auf der Kurve eine einfache g? anzu-
nehmen, welche die g} teilweise enthilt, und sie mit deren Hilfe biratio-
nal in eine ebene Kurve zu transformieren). Die Gleichung der Kurve
liBt sich also im wesentlichen in der Form
) ¥ = f(2),

darstellen, wo f(x) ein Polynom vom Grad » bedeutet.!) Man wird sofort

1) In der Tat wird nach den gemachten Voraussetzungen die Gleichung der
Kurve von vornherein die Gestalt n2g(§) 4+ 279, (§) + ¢, (&) = 0 annehmen, und von
dieser gelangt man zu der Gleichung (1) mittels der birationalen Transformation
_ Y% ()

n §==x
9 ()

3

0¥
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hemerken, daB, wenn z = a eine (2k + h)-fache Wurzel des Polynoms
f(z) = 0 ist (h = O oder 1), die Kurve (1) birational in die Kurve

f
) r=9@) (90 =z2%)
transformiert werden kann. Man braucht dabei nur die durch die
Formeln

o
y =yl®—a)
gegebene birationale Transformation zu verwenden. Nachdem also eine

passende birationale Transformation vollzogen ist, diirfen wir annehmen,
da8 das Polynom f nur noch einfache Wurzeln hat.

Wir wollen hier eine Ausdrucksweise einfithren, die duBerst niitz-
lich ist, und von der eine starke suggestive Wirkung ausgeht. Wenn
auf einer Kurve C eine (rationale oder irrationale) Involution vom Grade u
gegeben ist, und wenn mit I" eine Kurve bezeichnet wird, deren Punkte
die Gruppen der Involution abbilden, so wollen wir sagen, dal die Kurve
C auf der p-fach iberdeckten Kurve I' abgebildet sei, weil jeder Punkt
von I' p Punkte von C darstellt. Die Gruppe derjenigen Punkte von I
welche die mit mehrfachen Punkten (im allgemeinen mit Doppelpunkten)
versehenen Gruppen der Involution darstellen, nennen wir die Ver-
2Weigungsgruppe.

In unserem Fall kann man sagen, daf die Kurve (1) auf der Doppel-
geraden y — 0 abgebildet sei, da den Punkten dieser Geraden die Gruppen
der gi entsprechen, die (auBer dem unendlich fernen Punkt der y-Achse)
von den Geraden z = const. ausgeschnitten wird. Die Verzweigungs-
gruppe wird auf der z-Achse durch die Wurzeln der Gleichung f(z)= 0
bestimmt. Da das Polynom f nur noch einfache Wurzeln besitzt, so ist
jeder Punkt, der einer Wurzel von f= O entspricht, ein wirklicher Ver-
zweigungspunkt; d. h. ein solcher Punkt ist nicht das Bild einer Gruppe
der g, die aus zwei Punkten besteht, welche zufillig auf dem betrach-
teten speziellen projektiven Modell zusammenfallen, sondern er ist das
Bild einer Gruppe, die aus zwei zusammenfallenden und auf demselben
Zweig liegenden Punkten besteht.

Wenn niimlich = a eine einfache Wurzel des Polynoms f vom Grade
n ist, 80 ist der Punkt (z = a, y = 0) der Kurve (1) ein einfacher Punkt
(und daher der Ursprung eines einzigen Zweiges), weil die Gerade y =0
die Kurve nter Ordnung (1) in » — 1 weiteren Punkten schneidet, die
von dem betrachteten Punkt verschieden sind.

Diese Betrachtung gibt uns iiberdies die GewiBheit, daB die durch
die Gleichung (1) dargestelite Kurve irredusibel ist, falls f ein Polynom
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ohne mehrfache Wurzeln bedeutet; wiire sie ndmlich in zwei (rationale)
Teile zerlegbar, so miiBten sich diese in den Punkten f(2) = 0 der 2-
Achse treffen, und diese Punkte wiren daher fiir die zusammengesetzte
Kurve als Doppelpunkte zu rechnen.

Ehe wir uns zur Berechnung der Moduln wenden, mdge noch eine
letzte Bemerkung beigefiigt werden. Der Grad » des Polynoms f scheint
auf den ersten Anblick gleich der Zahl der Doppelpunkte der g} zu sein,
d. h. gleich 2p + 2, wo p das Geschlecht der Kurve (1) bedeutet. Diese
Auffassung steht aber offenbar im Widerspruch zu der Tatsache, daB
das Polynom f ganz willkiirlich gewihlt werden kann, und daB wir es
auch von ungeradem Grade annehmen konnen. Dies hiingt mit dem
Umnstand zusammen, daB fiir ein ungerades » (aber nur dann) auch der
unendlich ferne Punkt der a-Achse ein Verzweigungspunkt wird, d. h.
daB dann die beiden Punkte, in denen die Kurve von der unendlich fernen Ge-
raden auBer dem (n — 2)-fach geziihlten unendlich fernen Punkt der y-Achse
geschnitten wird, auf einem und demselben Zweig zusammenfallen. Wenn
also die Kurve vom Geschlecht p ist, so hat men entweder n = 2p + 2
oder n = 2p + 1.

DaB der unendlich ferne Punkt der x-Achse fir n = 2p + 1 ein
Verzweigungspunkt wird, erkennt man sofort, wenn man die Gleichung
(1) der birationalen (involutorischen) Transformation

y

Y= vy T
2P

&\i -

unterwirft.

Wendet man die eben angeschriebene Transformation auf den Fall
an, in welchem der Grad n von f gleich 2p + 2 ist, so wird durch sie
die Singularitit aufgelost, die die betrachtete hyperelliptische Kurve
im unendlich fernen Punkt der y-Achse besitzt. Ist nimlich f(z) =
@ —2) (@ —25) ... (& — g, 40), WO Xy, Ty, ..., %y, ., die 2p+2 Ver-
zweigungspunkte bedeuten, so wird die Kurve (1) durch die vorstehende
Transformation in die hyperelliptische Kurve

3) Yi=(1—22)(1 —a2) .. . (1 — 25,,, %)

tibergefithrt, die auf der Doppelgeraden y = O abgebildet ist und die
Verzweigungspunkte £—, 51—
1 2
die Kurve (1) im Unendlichen besitzt, werden dann die beiden Punkte
(¥ =0,y =1), (2"=0, y= — 1) entsprechen; diese sind einfach, weil
die y'-Achse, auf der sie liegen, die Kurve (3), deren Ordnung ebenfalls
2p + 2 ist, im Unendlichen bereits in 2p zusammenfallenden Punkten
trifft. Daraus folgt (Nr. 19, 8. 57), daB die Kurve (1) durch den unend-

, ... besitzt. Dem singuldren Punkt, den



150 Sechstes Kapitel

lich fernen Punkt der y-Achse mit zwei Zweigen hindurchgeht, von denen
jeder notwendig die Ordnung p hat, da sie in ihrer Gesamtheit einen
2p-fachen Punkt geben miissen. Die beiden Zweige sind zueinander kon-
jugiert in der Schar g, die auf der Kurve (1) existiert, ebenso wie die
beiden Punkte (2= 0, ¥’ = 1), (=0, "= — 1) in der auf der Kurve (3)
vorhandenen Schar g} einander zugeordnet sind. Beide Zweige haben
auferdem die unendlich ferne Gerade der Ebene (z, y) zur gemeinsamen
Tangente, und diese hat mit jedem von ihnen die Schnittpunktsmultipli-
zitdt p 4+ 1 (die Klasse jedes dieser Zweige ist also gleich 1). Es ergibt
sich daher der Satz:

Die hyperelliptische Kurve y* = f(x) vom Geschlecht p, in der f ein
Polynom von der Ordnung 2p + 2 bedeutet, das nur einfache Wurzeln
hat, geht durch den unendlich fernen Punkt der y-Achse mit zwei Zwelgen
von der Ordnung p und der Klasse 1 hindurch, und diese sind einander
zugeordnet in der gy der Kurve; sie besitst keine mehrfachen Pumkte, die
von dem genannten unendlich fernen Punkt verschieden sind.

Die Berechnung der.Moduln des hyperelliptischen (oder elliptischen)
Gebildes vom Geschlecht p(> 1) und iiberdies die tatsichliche Bestim-
mung dieser Moduln ergibt sich sofort aus folgender Bemerkung: Die not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir die birationale Identitdt zweier
auf der Doppelgeraden y = O abgebildeter Kurven besteht darin, daf3 ihre
Verzweigungsgruppen projektiv sind. Wenn niimlich die beiden Kurven

y*=f(x) uwnd Y?= F(X)
gegeben sind, und wenn es eine (nicht ausgeartete) Projektivitit
‘giz (ad — be + 0)
gibt, durch welche die Gruppe f(z)=0 in die Gruppe F(X)=0
transformiert wird, so verwandelt irgendeine der beiden birationalen Trans-
formationen

X =

+EY _aX+b
Xt
die eine Kurve in die andere (k bedeutet eine passend gewihlte Konstante).
Die Eigenschaft 148t sich sofort umkehren, falls die beiden gege-
benen Kurven vom Geschlecht p > 1 sind und daher eine einzige g be-
sitzen; denn wenn es eine birationale Transformation gibt, welche die
eine Kurve in die andere iiberfiihrt, so werden durch diese Transforma-
tion die Gruppen der beiden Scharen gl einander projektiv zugeordnet;
hieraus folgt, daB die Verzweigungsgruppen zweier Doppelgeraden, auf
denen die beiden Kurven ahgebildet erscheinen, projektiv sind.
Wir wollen nun aber annehmen, daB die beiden Kurven C und C’
elliptisch seien (p = 1). Denkt man sich zwei Scharen g} auf den beiden

Y =
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Kurven gegeben (z. B. die Scharen gi, die die Bilder zweier Doppelgera-
den sind, auf denen die Kurven C und C’ abgebildet erscheinen), so
fiihrt eine Transformation = von C in ('’ nicht notwendig die eine dieser
beiden Scharen in die andere iiber. Die auf C’ fest gegebene g! werde
mit & bezeichnet, und es sei »’ diejenige Schar g} auf C’, welche der auf
C gegebenen entspricht. Nach Nr. 50 (8. 141) gibt es dann auf C’ eine
Korrespondenz zweiter Art — sie sei mit v bezeichnet —, welche 4’ in
h iiberfiihrt; wir erhalten also zwischen den Kurven C und C’ die bira-
tionale Korrespondenz nz, und diese fiihrt die zwei auf den beiden Kur-
ven festgelegten Scharen g} ineinander iiber. Es miissen daher auch in
diesem Falle die Verzweigungsgruppen der beiden zu C und C’ gehorigen
Doppelgeraden projektiv sein.

Die Anzahl der birational verschiedenen hyperelliptischen oder el-
liptischen Kurven vom Geschlecht p ist somit ebenso grof wie die An-
zahl der projektiv verschiedenen Gruppen von 2p + 2 Punkten auf einer
Geraden. Da nun die Bedingung fiir die projektive Verwandtschaft
zwischen zwei derartigen Gruppen durch die Gleichheit der Doppelverhilt-
nisse ausgedriickt wird, die von jeder Gruppe gebildet werden, wenn man
drei ihrer Punkte festhilt und sie mit den 2p — 1 iibrigen kombiniert,
so kann man diese 2p — 1 Doppelverhdlinisse als die Moduln ansehen.

Der elliptische Fall ist besonders bemerkenswert.

Da man auf einer elliptischen Kurve stets eine einfache durch drei
Kurvenpunkte festgelegte g3 betrachten kann, so 1a8t sich die Kurve bi-
rational in eine ebene Kurve dritter Ordnung ohne Doppelpunkte trans-
formieren (p = 1). Auf einer solchen Kurve dritter Ordnung wird eine
g% durch das Geradenbiischel ausgeschnitten, dessen Scheitel ein belie-
biger Punkt P der Kurve ist. Die JacoBische Gruppe der g} wird von
den Beriithrungspunkten der vier Tangenten gebildet, die von P an die
Kurve gezogen werden konnen. Die vorhergehenden Betrachtungen fiihren
uns nun zu dem Ergebnis, daf das Quadrupel dieser Tangenten zu sich
selbst projektiv bleibt, wenn P auf der Kurve wandert (Satz von G. SALMON)?);
das Doppelverhiltnis dieses Quadrupels ist also der einzige Modul der
Kurve.

55. Woeiteres iiber die birationalen Korrespondengzen, die eine
elliptische Kurve in sich iiberfiihren. Wir kénnen nun den Satz der
Nr. 50 iiber die birationalen Korrespondenzen zwischen den Punkten
einer elliptischen Kurve C vervollstindigen.

Wir betrachten zunéchst auf C eine birationale Korrespondenz «, die

1) Journ. f. Math. 42, 274 (1851).
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irgend einen Koinzidenzpunkt besitzt. Es sei M ein sich selbst entsprechen-
der Punkt von «. Die wohldefinierte Schar g}, welche in M einen Dop-
pelpunkt hat, wird durch « in sich iibergefithrt; bilden wir also die Kurve
C mittels der genannten g; auf die Doppelgerade » ab, so werden wir auf
r als Bild von « eine birationale Transformation o, d. h. eine Projektivitit
erhalten, und diese fiihrt die Gruppe der Verzweigungspunkte M', N', P’, ¢,
unter denen sich der zu M homologe Punkt M’ befindet, in sich selbst
iiber. Da nun M fiir « ein Koinzidenzpunkt ist, so wird M’ fiir «’ eben-
falls ein solcher sein. Wenn aber die Gruppe M’, N’, P’, @' weder har-
monisch, noch #quianharmonisch ist, so ist eine Projektivitit, welche sie
in sich {iberfiihrt und dabei einen ihrer Punkte, néimlich M’, fest 14Bt,
notwendig die Identitit. Falls also die Verzweigungsgruppe allgemein
gewihlt ist, so wird " = 1, und demnach muB die Korrespondenz &, wenn
sie nicht identisch ist, mit der Transformation erster Art zusammenfallen
(Nr. 50), die in M einen Doppelpunkt hat.

Nun wollen wir annehmen, da « keine sich selbst entsprechenden
Punkte habe, und daB C den allgemeinen Modul besitze. Es seien 4 und
A’ zwei Punkte von C, die einander in der Korrespondenz « entsprechen,
und es sei ¢ die eindeutig bestimmte Transformation zweiter Art, die
A in A’ iberfihrt. Dann hat die Transformation «p~! den Koinzidenz-
punkt 4, und nach dem vorhergehenden fillt sie also, wenn sie nicht
identisch ist, mit der Transformation f§ erster Art zusammen, die in 4
einen Doppelpunkt hat. Daraus folgt, daB « — B¢ ist, d. h. (Nr. 50) «
ist eine Transformation erster Art; dies widerspricht aber der Voraus-
setzung, daB sie keine sich selbst entsprechende Punkte besitze. Die
Annahme, daB die Korrespondenz ap~?! nicht identisch sei, mu8 also falsch
sein. Man hat demnach «go~! =1 oder & = ¢. Es'ergibt sich demnach
der Satz:

Falls der Modul (das Doppelverhdlinis) einer elliptischen Kurve C all-
gemein gewdhlt ist (d. h. weder harmonisch noch dquianharmonisch ist), so
sind die cinzigen birationalen Transformationen, die es auf C gibt, die
Transformationen erster und zweiter Art.

Nun wollen wir den Fall einer elliptischen Kurve C mit singulirem
Modul betrachten, und es sei « eine singulire Korrespondenz (d. h. ver-
schieden von den Transformationen erster und zweiter Art). Das Produkt
von « mit einer Transformation ¢ zweiter Art wird eine gewisse Anzahl
k (= 0) von Koinzidenzpunkten haben, und diese Anzahl wird unverin-
dert bleiben, wenn sich g in der einfach unendlichen stetigen Gruppe ver-
andert, der diese Transformation angehort. Da sich also g stetig verin-
dern kann, bis es in die identische Korrespondenz iibergeht, so schlieBt
man, daB die Korrespondenzen von der Form «g alle dieselbe Anzahl
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von Koinzidenzpunkten haben wie «. Wenn daher & = O wiire, so gibe
es, was auch ¢ wire, kein Punktepaar, das den Korrespondenzen « und
o~ ! gemeinsam wire (denn ein derartiges Paar wiirde zu einem sich selbst
entsprechenden Punkt von «g¢ AnlaB geben). Dies ist aber unméglich;
denn sind 4, 4" zwei Punkte, die einander in der Korrespondenz « ent-
sprechen, so gibt es stets eine Korrespondénz zweiter Art, die mit « das
Paar 4, A’ gemeinsam hat. Es muB demnach % > O sein, und man ge-
langt zu dem Ergebnis:

Auch auf den singuldren elliptischen Kurven gibt es aufer den Trans-
formationen zweiter Art keine anderen Transformationen ohne Koinzidenz-
punite.

Nun wollen wir den Fall der harmonischen elliptischen Kurven von
dem der #quianharmonischen unterscheiden.

Es sei C eine harmonische elliptische Kurve und « eine singulire
Korrespondenz auf ihr, die notwendig mindestens einen sich selbst ent-
sprechenden Punkt M besitzt. Bildet man wie oben mittels der Schar
9%, die den Doppelpunkt M hat, die Kurve C auf die Doppelgerade »
ab, so wird die Korrespondenz « als Bild eine Projektivitit o' mit dem
Koinzidenzpunkt M’ liefern, welche die Verzweigungsgruppe M’, N', P', @’
in sich selbst iiberfihrt. Da nun «" nicht identisch ist (denn sonst wire
o identisch oder fiele mit der durch die Schar g} erzeugten Transforma-
tion erster Art zusammen), so folgt daraus, daB «’ nichts anderes ist als
die Involution, die den Punkt M’ und den zu ihm in bezug auf P’, @’
harmonisch zugeordueten Punkt N’ zu Doppelpunkten hat.

Wihlt man auf » eine projektive Koordinate z, derart, daB die Punkte
M, N', P, @ durch die Werte 0, oo, 1, — 1 von 2 bestimmt sind, so
erweist sich die Kurve C birational dquivalent mit der ebenen Kurve
dritter Ordnung
@ v =2 @ - 1),
und die Transformation « wird dargestellt werden durch die Gleichung

r=—uz.

Die Korrespondenz « auf der Kurve C, welch letztere wir ohne wei-
teres mit der ebenen Kurve dritter Ordnung (4) zusammenfallen lassen
konnen, wird durch die Formeln
(®) y=x1iy, ¥=—z
dargestellt sein. Dies bedeutet, daB auf C der Korrespondenz o' zwei
verschiedene singulire Korrespondenzen (y' =iy, 2’ = —x und y' = — iy,
o’ = — x) entsprechen; die eine von diesen kann aus der andern erhalten
werden, wenn man multipliziert mit der Transformation y erster Art
(y =—y, ¥’ =2x), die von der Schar g} mit dem Doppelpunkt M erzeugt
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wird (die Koordinaten dieses letzteren sind =0, y = 0). Die genannten
Korrespondenzen sind zyklisch von der vierten Ordnung, wie man aus
den Gleichungen (5) erkennt; ihr Quadrat ist . Sie haben die beiden
Koinzidenzpunkte M, N und vertauschen die Punkte P und @ unter-
einander.

In dhnlicher Weise kann man zwei andere singulére Korresponden-
zen erhalten, die die Koinzidenzpunkte P, @ haben und die Punkte M, N
untereinander vertauschen; es entsprechen also jeder g} von C vier singu-
lire Korrespondenzen, die als Quadrat jene g} ergeben.

Aus dem vorhergehenden ergibt sich auch, daB die auf der Kurve C
vorhandenen singuliren Korrespondenzen sich auf zwei einfach unendliche
Scharen verteilen, die aus einer vorgegebenen singuliren Korrespondenz
o dadurch erhalten werden konnen, daB man sie mit den Transformatio-
nen ¢ erster Art und mit den Transformationen o zweiter Art multipli-
ziert. Da nun offenbar jede der beiden genannten Scharen durch die
Transformationen erster (oder zweiter) Art in sich iibergefihrt wird, so
daB man schlieBlich dieselbe Schar erhilt, gleichgiiltiz ob man « mit
den Korrespondenzen ¢ (bzw. ¢) in der einen oder anderen Reihenfolge
multipliziert, so ergibt sich, daB das Produkt zweier singuldrer Transfor-
mationen einer und derselben Schar eine Transformation erster Art ist.
Fassen wir also zusammen, so erhalten wir den Satz:

Die singuliren Korrespondenzen, die auf einer harmonischen ellipti-
schen Kurve vorhanden sind, verteilen sich auf zwei einfach unendliche ste-
tige Scharen. Jede singulire Korrespondenz ist zyklisch von der vierten
Ordnung, hat zwei sich selbst entsprechende Punkte und ein involutorisches
Paar. Zwei Korrespondenzen derselben Schar geben als Produkt eine Trans-
formation erster Art.

Nun wollen wir noch kurz den Fall der quianharmonischen ellip-
tischen Kurven behandeln. Wie vorhin bezeichnen wir mit & eine singu-
lire Korrespondenz mit dem Koinzidenzpunkt M auf der dquianharmo-
nischen Kurve C; bildet man mittels der g, die den Doppelpunkt 3/ hat,
die Kurve C auf die Doppelgerade » ab, so erhilt man auf » eine Projekti-
vitit o’ mit dem Koinzidenzpunkt M’, die M’, N’, P’, Q' in sich tiber-
fuhrt. Es wird also « zyklisch von der dritten Ordnung, und die Punkte
N, P’, Q' bilden einen ihrer Zyklen. Wihlt man auf » eine projektive
Koordinate #, so daB den Punkten M’, N, P’, Q" die Werte oo, 1, &, &
entsprechen (wobei ¢ eine komplexe dritte Einheitswurzel bedeutet), so
kann man C identisch setzen mit der ebenen Kurve dritter Ordnung

yi=2"—1;
die Transformation o’ wird durch die Gleichung 2" = ¢z und o durch
y' = Ly, & = sz dargestellt.
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Wihlt man das Zeichen +, so erhidlt man eine zyklische Korrespon-
denz von der dritten Ordnung mit drei Koinzidenzpunkten, nimlich dem
Punkt M und den beiden Punkten (0, ¢), (0, —2), die auf C' dem weiteren
Koinzidenzpunkt von «’ entsprechen. Wihlt man dagegen das Zeichen —,
so erhilt man eine zyklische Korrespondenz von der sechsten Ordnung
mit dem einzigen Koinzidenzpunkt M und dem involutorischen Paar
0, 3), (0, —1i). Die eine Korrespondenz erhilt man aus der andern,
wenn man sie mit der Transformation erster Art (' = — y, 2" = z) mul-
tipliziert. Das Quadrat der genannten Korrespondenzen ist eine und die-
selbe zyklische Korrespondenz dritter Ordnung. Bezeichnet man mit e,
die Korrespondenz (¥ = y, 2" = ex), so erhilt man alle singuliren Kor-
respondenzen von U, wenn man ¢, und ¢! mit den Transformationen
erster und zweiter Art multipliziert. Fassen wir zusammen, so erhalten
wir den Satz:

Die singuldiren Korrespondenzen, die auf einer dquianharmonischen
elliptischen Kurve vorhanden sind, verteilen sicl auf vier einfach unendliche
stetige Scharen, vor denen zwei aus zyklischen Korrespondenzen dritter Ord-
nung, die zwei anderen aus syklischen Korrespondensen sechster Ordnung
zusammengesetst sind. Jede zyklische Korrespondenz dritter Ordnung hat
drei Koinzidenzpunlkte, und jede zyklische Korrespondens sechster Ordnung
hat einen Koinzidenzpunlt und ein nvolutorisches Paar. Zwei Korre-
spondenzen derselben Schar geben als Produkt eine singuldre Korrespondenz,
die einer andern Schar angehort.)

56. Moduln einer beliebigen Kurve vom Geschlecht pp. Wir schicken
zunichst eine Berechnung der Anzahl von Konstanten voraus, von denen
die nicht-spezialen Scharen g’ auf einer gegebenen Kurve I' vom Ge-
schlecht p abhiingen. Beginnen wir mit der Abzihlung der Vollscharen
9. (r =n — p)! Wird eine Gruppe von r allgemeinen Punkten der Kurve
I' ins Auge gefaBt, so gibt es eine Gruppe einer (allgemein gewihlten)
unter den Scharen g7, die durch jene  Punkte geht; es bleibt also auBer-
dem zur Vervollstindigung der Gruppe dieser g’ eine Gruppe von p Punk-
ten tibrig. Ist umgekehrt eine aligemeine Gruppe von p Punkten gege-
ben, so definiert sie zusammen mit den » vorgegebenen Punkten eine nicht-
speziale Vollschar g7. Die Mannigfaltigkeit der Vollscharen g7 kann also
birational auf die Mannigfaltigkeit der Gruppen von je p Punkten auf

1) Die Theorie der birationalen Korrespondenzen auf einer elliptischen Kurve
ist auf geometrischem Wege vollstiindig behandelt worden von Secre in seiner Ab-
handlung: Le corrispondenze univoche sulle curve ellittiche. Torino Atti, 24, 784
(1889). Vgl. auch 8. Kanrtor, Napoli Atti (2) 1 (1888) und Torino Atti 29, 9 (1894).
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der Kurve I" bezogen werden, so daf jedem Element (Schar ¢7) der ersten
Mannigfaltigkeit ein Element (Gruppe von p Punkten) der zweiten ent-
spricht. Die nicht-spezialen Vollscharen g7 bilden demnach eine p-fach
unendliche Mannigfaltigkeit.

Wenn wir uns zu den nicht-spezialen Teilscharen g7 wenden (»<n —p),
so wird man bemerken, daB jede von ihnen in einer Vollschar g»~# ent-
halten ist; eine solche enthélt im ganzen oo+ 1 (» -2~ Teilscharen ¢7; deren
Anzahl ist nimlich ebenso grof wie die Anzahl der im Raum S, _, ent-
haltenen 7-dimensionalen Riume. Da es co? Vollscharen g»~# gibt, und
da zwei beliebige unter ihnén keine Teilschar gemeinsam haben, so wird
die Anzahl der Teilscharen g’ gleich oo+ (®=n-7r gein. Wenn man be-
achtet, daB fsr » = n — p die Zahl (r + 1) (n — ») — rp gleich p wird,
so kann man den Satz aussprechen:

Auf einer gegebenen Kurve vom Geschlecht p hingen die wichi-spezialen
linearen Scharen g, (Teilscharen und Vollscharen) von (r + 1) (n—r) —rp
Konstanten ab.

In Nr. 57 wird dieses Ergebnis auch auf die Spezialscharen ausge-
dehnt werden.

Nun wenden wir uns zu der Feststellung der Anzahl der Moduln
einer Kurve I" vom Geschlecht p > 1. Wir wollen auf I" die Gesamtheit
der Scharen g2 betrachten, fiir welche n > 2p — 2 ist (und die also sicher-
lich nicht-spezial sind). Mit Hilfe von einer dieser Scharen liBt sich die
Kurve I' birational in eine ebene Kurve C von der Ordnung » transfor-
mieren, auf welcher die der vorgegebenen Schar g2 entsprechende Schar
von den Geraden der Ebene ausgeschnitten wird (Nr. 26, 8. 79). Die
Kurve C ist bis auf eine Kollineation der Ebene definiert; denn um C zu
konstruieren, hat man eine Projektivitit zwischen den Gruppen der auf I"
gegebenen Schar g2 und den Geraden der Ebene festzusetzen. Es ent-
sprechen also jeder Schar g2 von I' oo® Kurven C, welche die angegebene
Eigenschaft besitzen.

Es fragt sich nun, ob der Fall eintreten kann, daB zwei verschiedenen
Scharen g2 von I' dasselbe achtfach unendliche System von Kurven C
entspricht, oder mit anderen Worten, ob es moglich ist, daB zwei ver-
schiedenen Scharen g von I' dieselbe Kurve C entspricht. Es seien g
und g zwei verschiedene Scharen ¢? von I, denen dieselbe Kurve C ent-
spricht. Es wird dann zwischen I" und C eine birationale Transforma-
tion o geben, welche g in die Schar der von den geraden Linien auf C
erzeugten Schnittpunkte verwandelt, und eine andere birationale Trans-
formation @', welche § in die Schar der von den geraden Linien auf C
erzeugten Schnittpunkte tberfiihrt. Dann aber muB auf I' die nicht
identische birationale Transformation w '~ existieren, welche g in g ither-
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fiihrt. Wenn daher zwei verschiedenen Scharen g2 von I' dasselbe acht-
fach unendliche System von Kurven C entspricht, so lassen sich die bei-
den Scharen ineinander iiberfithren mittels einer birationalen Transfor-
mation der Kurve I’ in sich. Da die Kurve I, die ja vom Geschlecht
»>1 ist, nur eine endliche Anzahl von birationalen Transformationen
in sich zulidBt, so konnen die Scharen g2, welche etwa zu einem und
demselben achtfach unendlichen System von Kurven C AnlaB geben,
auch nur in endlicher Anzahl vorhanden sein. Daraus folgt, daB die
ebenen Kurven C von der Ordnung # und vom Geschlecht p, die sich mit
Hilfe der erwihnten Konstruktion aus I" ergeben, von
3(n—2)—2p+8=3n—2p+2
Konstanten abhingen, da es ja auf der Kurve I' gerade o003 =% -2# (nicht-
speziale) Scharen g2 gibt.

Nun wollen wir mit M die algebraische Mannigfaltigkeit von der
Dimension 3% — 2p 4 2 bezeichnen, die aus den so erhaltenen mit I
birational identischen Kurven C besteht. Wir wollen ferner bemerken,
da I alle mit I" birational identischen Kurven von der Ordnung » um-
faBt. Denn auf einer Kurve D von der Ordnung n, die mit I" birational
identisch ist, schneiden die Geraden der Ebene eine nicht-speziale Schar
92 aus, der eine g2 von I' entspricht. Konstruiert man nun, von dieser
g2 ausgehend, eine der oo® entsprechenden Kurven C, so erhilt man zwi-
schen D und der konstruierten Kurve C eine birationale Transformation,
und diese muB eine Kollineation sein, da sie die Schar der von den ge-
raden Linien auf D erzeugten Schnittpunkte in die Schar der von den
geraden Linien auf C erzeugten Schnittpunkte iiberfithrt. Daraus ergibt
sich, da D der Mannigfaltigkeit M angehort.

Wenn wir demnach von der Anzahl der Parameter, von denen die
ebenen Kurven der Ordnung % und des Geschlechts p abhiingen, die Anzahl
der Parameter abziehen, von denen eine Kurve der Familie M abhingt,
so werden wir genau die Anzahl der Moduln erhalten, von denen I" ab-
héngt.

Da nun eine ebene Kurve von der Ordnung » und dem Geschlecht p
im allgemeinen nur Doppelpunkte besitzt, und da deren Anzahl

(n— 1)2(72 —2) P
ist, so ist die Anzahl der Parameter, von denen eine solche Kurve ab-
hiingt, gleich
”,(ZL;:i) — (,",‘:l)é,(?f -2 +p=3n+p—1

Die Anzahl der Moduln von I ist also
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3n+p—1—Bn—2p+2)=3p—3,
und es ergibt sich der Satz:

Eine algebraische Kurve vom Geschleckt p > 1 hdngt von 3p — 3
Moduln ab. (RIEMANN)').

Beachtet man, daB eine Kurve vom Geschlecht O oder 1 von O bzw.
1 Modul abhiingt, und daB sie oc¢ birationale Transformationen in sich
zuliBt (wo o gleich 3 bzw. 1 ist), so kann man auch sagen:

Eine algebraische Kurve vom Geschlecht p > 0, die oo¢ birationale
Transformationen in sich besitzt (¢ 2 0), hiingt von 3p —3 + ¢ Mo-
duln ab.

Bemerkung. Man kann von vornherein die Moglichkeit nicht von der
Hand weisen, daB die Mannigfaltigkeit der irreduziblen Kurven C'von der Ord-
t (lﬁi%@f ?)

nung % mi =L — p Doppelpunkten reduzibel sei (als algebra-

ische Mannigfaltigkeit, deren Elemente die Kurven C sind). Wie dem
aber auch sei, es findet sich in ihr stets ein irreduzibler Teil von der
Dimension 3# + p — 1, und dies geniigt fiir die Durchfiihrung des vor-
stehenden Beweises.

Tatsichlich ist aber die Mannigfaltigkeit der irreduciblen ebenen
Kurven wvon gegebener Ordnung mit einer gegebenen Anzahl von Doppel-
punkien irredugibel?), so daB auch die Mannigfaltigkeit aller Kurven von
gegebenem Geschlecht irreduzibel wird®) (falls zwei birational dquivalente
Kurven als identisch betrachtet werden); aber der Beweis dieser bemerkens-
werten Eigenschaft wiirde uns zu weit von unserem Gegenstand ablenken.

57. Anzahl der Parameter, von denen die linearen Scharen von
gegebener Ordnung und gegebener Dimension auf einer Kurve ab-
héngen. In der vorhergehenden Nummer haben wir schon die Mannig-
faltigkeitsstufe der niché-spezialen Scharen g; berechnet, die einer ge-
gebenen Kurve angehdren. Wir suchen nun die Zahl der Konstanten, von
denen die Spezialscharen abhingen. Zu dem Zweck miissen wir die Voraus-
setzung machen, daB das betrachtete algebraische Gebilde allgemeine
Moduln besitze. Wir denken uns als Bild des einfach unendlichen alge-
braischen Gebildes die kanonische Kurve C vom Geschlecht p. Die Zahl
der Gruppen, die zu spezialen Vollscharen g, gehdren, ist ebenso groB wie
die Zahl der Raume S, _,_,, welche die Kurve C n-fach schneiden (Nr.

1) Journ. f. Math. 54, 115 (1857) Art. 12 oder Math. Werke, 2. Aufl. 8. 100.

2) Vgl. Exriques, Torino Atti, Januar1912, sowie Severi, Rom. Acc. L. Rend. 1916,

3) Vgl. Kuewx, Uber Riemanxs Theorie der algebraischen Funktionen (Leipzig
1882) § 19, und Rirmannsche Flachen (Autogr. Vorlesungen, Gottingen 1894) 1,
8. 117.
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46, 8. 133). Da die Forderung, daB ein im S, , enthaltener S,_,_, die
Kurve C trifft, gleichbedeutend ist mit p — 1 — »n + r einfachen Bedin-
gungen, so wird die Zahl der Parameter, von denen die genannten n-fach
schneidenden Ridume S, , , abhiingen, gleich

m—r)(p—n4+r—m(p—1—n+r)=0+1)m—r)—rp+7r
sein, falls es sich mwicht ereignet, daf3 jeder m-fach schueidende S, _,
(m < m) von selbst die Kurve n-mal trifft; in diesem Fall wire die Zahl
der Parameter groBer. Stellen wir nun das Postulat auf, daB dies im all-
gemeinen nicht zutreffe, d. h. daB die allgemeinste kanonische Kurve vom
Geschlecht p nicht eine unendliche Mannigfaltigkeit von mehrfach schnei-
denden R#umen einer gegebenen Dimension habe, die grofler ist als die
aus der Abzéhlung der Konstanten sich ergebende, so folgt, daB die Zahl
der spezialen Vollscharen g gleich ool +D®=7=rr jgt; denn die Zahl ihrer
Parameter ist offenbar um r Einheiten kleiner als die Zahl der Parameter,
von denen die Spezialgruppen abhéngen.

Wir kommen endlich zur Abzihlung der spezialen Teilscharen g7.
Wir beschrinken uns darauf, diejenigen zu zéhlen, die einen bestimmten
Spezialititsindex 7 haben. Sie sind in den Vollscharen g»~#+¢ enthalten,
und von diesen enthilt jede ihrerseits oot +U(®—p+i-7) Tejlgcharen. Da
nun die Mannigfaltigkeitsstufe des Systems der spezialen Vollscharen
gr-rti gleich (m—p+i+1)(p—12) —pm—p+ i) ist, so erhilt
man fiir die gesuchte Mannigfaltigkeitsstufe die Zahl

m—p+i+Dp—D—pr—p+)+ 0+ Hr—p+i—1)
=@r4+n—r)—rp—iln—p+i—r).
Weil » < n — p + 4 ist (wie groB auch ¢ sein moge), so wird diese Dimen-
sionszahl selbst kleiner als (» 4+ 1)(n — #) — rp, und folglich kann die
Hinzufiigung der Teilscharen g7 die Dimension der Mannigfaltigkeit der
Vollscharen g7 nicht &ndern.

Fassen wir also die Ergebnisse unserer Untersuchung zusammen, so
erhalten wir den Satz:

Auf einer Kurve vom Geschlecht p mit allgemeinen Moduln ist die
Mannigfaltigkeitsstufe der linearen Scharen g, (gleichgiiltig ob es sich
um spesiale oder micht-speziale, Voll- oder Teilscharen handell) gleich
(r+1)(n—7r)—rph)

58. Anzahl der Konstanten, von denen die Raumkurven und Uber-
raumkurven einer gegebenen Ordnung und eines gegebenen Geschlechts
abhingen. Algebraische Kurven mit unendlich vielen Kollincationen

1) Siehe Briun und Nérmcr, Math. Ann. 7, 292 (18 4)
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in sich. Die in der vorhergehenden Nummer geloste Frage gestattet
uns nun, die Anzahl der Parameter zu bestimmen, von denen eine einem
Raum S, angehérige Kurve C von der Ordnung # und dem Geschlecht
p abbiingt, d. h. die Dimension der (m&glicherweise reduziblen) algebra-
ischen Mannigfaltigkeit, die von allen Kurven dieser Ordnung und dieses
Geschlechts gebildet wird. Es wird natiirlich vorausgesetzt, daB die Kurve
C allgemeine Moduln besitze, und daB daher die Zahl der Parameter, von
denen die auf C vorhandenen Scharen g7 abhiangen, ausgedriickt wird durch
r+1n—r)—rp,
wobei n die Ordnung der Kurve und » die Dimension des sie enthaltenden
Raumes bedeutet. Da nun auf C irgend eine g7 vorhanden ist — zum
mindesten die Schar der von den Uberebenen erzeugten Schuittpunkte —
so ergibt sich also
r+1m—r)—rp=>0,
oder
n=>r+ —r--?_?_% .
Geht man von einer gegebenen Kurve C aus, so kann man in demselben
Raum S, Kurven von der Ordnung »n konstruieren, die mit C birational iden-
tisch sind, derart, daB in der Korrespondenz zwischen C und einer dieser
Kurven, die mit I" bezeichnet werden mdoge, der Schar der iiberebenen
Schnitte von I" eine der Scharen g7 von C entspricht. Wenn aber eine der
Scharen g7 von C gegeben ist, so ist die entsprechende Kurve I" noch nicht
festgelegt, weil diese Kurve durch Vermittlung einer kollinearen Ver-
wandtschaft zwischen den Gruppen der g7 und den Uberebenen des S,
konstruiert wird; geht man also von einer gegebenen g~ aus, so ist die
Kurve I' bis auf eine Kollineation bestimmt. Jeder Schar g7 entsprechen
somit ebenso viele Kurven I' als es Kollineationen des Raumes S, gibt,
nimlich co”"+%, Mit Hilfe eines Beweisverfahrens, das dem in Nr. 56
(S. 156) fiir » > 2 entwickelten ganz analog ist, erkennt man folgendes:
Wenn die Kurve oo¢ (¢ > 0) birationale Transformationen in sich be-
sitzt, so gibt es oo¢ Scharen g7, denen die nimliche Mannigfaltigkeit von
untereinander kollinear verwandten Kurven I entspricht. Daraus folgt,
daB die Kurven I" von
(rFDm—1)—rp+r(r+2—g—n(r+1) —r(p—1)—o

Konstanten abhéingen. L#Bt man noch die Moduln von C variieren, 8o
werden 3p — 3 + ¢ weitere Parameter eingefiihrt, so daB man den Satz
erhilt:

Im Rawm S, hingen die Kurven von der Ordnung n und dem Ge-
schlecht p, fiir die
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n =+ +1

st, von
n(r+ 1) — (p— 1) (r - 3)
Konstanten ab.

Im besonderen erhilt man:

Die Rawmkurven von der Ordnung n und dem Geschlecht p, fiir die
n >3 + 3p ist, hingen von 4n Konstanten ab.')

Bei der vorstehenden Uberlegung wurde stillschweigend voraus-
gesetzt, daB eine aligemeine Kurve des Raumes S, von der Ordnung »
und dem Geschlecht p nicht durch unendlich viele Kollineationen in
sich selbst iibergefiihrt wird; denn wenn es oo¢ Kollineationen gibe,
die jene Kurve in sich selbst iiberfiilhren, so wire die Anzahl der
aus einer gegebenen g” entstehenden Kurven I' nicht oco”"+2  sondern
oo’ r+2)—e,

Wir werden nun aber zeigen, daB trotz dieses Umstandes das eben
erhaltene Ergebnis seine Giiltigkeit behilt, auch wenn die Kurve C un-
endlich viele Kollineationen in sich zuldBt.

Wir beginnen mit dem Beweis des folgenden Satzes:

Eine algebraische Kurve des Raumes S, mit unendlich vielen Kolli-
neationen tn sich ist notwendig rational.

Fiir die Kurve C des Raumes S, mit oco¢ Kollineationen muB p = 0
oder p — 1 sein (Nr. 51, S. 143), und folglich wird die von den Uber-
ebenen erzeugte Schar g7, wie wir in Nr. 73 (S. 188) sehen werden,

(r + 1)(n —7r) oder (r + 1)n

(r + 1)-fache Punkte besitzen; ebenso groB wird also auch die Zahl der
stationéiren Uberebenen sein, von denen jede mit C eine (r + 1)-punktige
Beriihrung eingeht. Die oo¢ Kollineationen, die C in sich selbst iiber-
fiihren, bilden eine stetige (algebraische) Gruppe, deren Transformationen
die Gesamtheit der stationiren Uberebenen in sich tiberfiihren, und gerade
infolge der Stetigkeit der Gruppe ist jede stationire Uberebene fiir alle cce
Transformationen invariant. Es sind daher auch die Oskulationspunkte
dieser Uberebenen invariant. Dies ist aber nicht vereinbar mit der An-
nahme p = 1, weil (Nr. 50, S. 142 und Nr. 55, S. 153) die einzige (ein-
fach unendliche) stetige Gruppe von Transformationen in sich, die es auf
einer elliptischen Kurve gibt, die Gruppe der Transformationen zweiter
Art ist, die ja siimtlich keine Koinzidenzpunkte besitzen. Es bleibt also
nur der Fall der rationalen Kurven zu untersuchen iibrig.

1) Vgl. BriL und Nokrmer, Math. Ann. 7, § 17 (1878), sowie Noermer, Zur
Grundlegung der Theorie der algebraischen Raumkurven. Abhandl. der Akad. der
Wiss. Berlin 1882, 8. 18 und Journ. f. Math. 93, 281 (1882).

Severi: Vorlesungen iber algebraische Geometrie 11
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In diesem Falle gibt es auf C oo¢ Projektivititen (sie werden von
den 0o¢ Raumkollineationen umfaBt), die hochstens zwei Koinzidenzpunkte
besitzen. Die Zahl der voneinander verschiedenen stationiren Uberebenen
muB sich also auf hochstens zwei reduzieren, d. h. die Kurve C mu8 pro-
jektiv spezialisiert werden, weil sie mit singuldren stationiren Uberebenen
ausgestattet sein soll (diese zihlen in der Gresamtgruppe der stationiiren
Uberebenen mehrfach).

Es ergibt sich also, daB die allgemeinste rationale Kurve von der Ord-
nung n (> r) nicht durch unendlich viele Kollineationen in sich ibergefiihrt
werden kann.

Eine Ausnahme bildet der Fall # = r, weil es da iiberhaupt keine
stationire Uberebene gibt. Aber in diesem Fall handelt es sich um
die rationale Normalkurve des S, und die Zahl der Konstanten, von denen
diese Kurve abhingt, liBt sich mit der griBten Leichtigkeit unmittel-
bar abzihlen. Zwei rationale Normalkurven des S, sind niimlich, da
sie die Bilder einer und derselben g’ auf der Geraden sind, kollinear ‘ver-
wandt. Da jede rationale Normalkurve oo® Kollineationen in sich besitat,
so hat die Gesamtheit der rationalen Normalkurven die Dimension
r(r + 2) — 3. Es gilt also auch in diesem Fall die oben aufgeste]lte all-
gemeine Formel (es ist in ihr # = 7 und p = 0 zu setzen).

Bemerkung. Der hier gegebene Beweis, daB eine Kurve C des
Raumes S, mit unendlich vielen kollinearen Transformationen in
sich rational ist, gilt nur, wenn diese Transformationen eine stefige
unendliche Mannigfaltigkeit bilden. Wenn man annimmt, C besitze eine
(von vornherein auch diskontinuierliche) Gesamtheit von Kollineationen
in sich, und diese seien durch Gleichungen von der Form

0r; =2 @ 1 Ty
dargestellt, in denen die z,, x; die homogenen Koordinaten zweier ent-
sprechender Punkte bedeuten, so driickt sich die Bedingung, daB C jene
Transformationen zulasse, durch ein System von algebraischen Gleichungen
zwischen den g, , aus. Infolgedessen sind jene Kollineationen entweder in
endlicher Anzahl vorhanden, oder sie bilden eine stetige unendliche
Mannigfaltigkeit.

§ 3. Algebraische Korrespondenzen zwischen zwei verschiedenen
Kurven oder auf einer Kurve.

59. Algebraische Korrespondenzen zwischen zwei Kurven. Korre-
spondenzen mit der Wertigkeit Null. Es seien C und C’ zwei irredu-
zible algebraische Kurven, und es werde angenommen, daB der auf der
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Kurve C verinderliche Punkt x eine a-wertige algebraische Funktion des
auf der Kurve C’ veréinderlichen Punktes x” sei. Damit soll gesagt sein,
daB die Koordinaten des Punktes z durch ein gewisses System algebra-
ischer Gleichungen mit den Koordinaten des Punktes " verbunden sind,
derart, daB diese Gleichungen fiir bestimmte Werte der Koordinaten von
2" « verschiedene Wertegruppen der Koordinaten von x liefern. Wenn
aber der Punkt x gegeben ist, so wird das System der Gleichungen, die
dann zwischen den Koordinaten von 2’ bestehen, auf C’ eine Gruppe mit
einer gewissen Anzahl o’ von Punkten ausschneiden, wofern dieses Glei-
chungssystem nicht fiir jede Lage von 2’ auf (’ identisch erfiillt ist;
im letzteren Fall besteht zwischen ' und C’ eine ausgeartete Korrespon-
denz. SchlieBen wir diesen Fall aus, so ergibt sich z” als eine «’-wertige
algebraische Funktion des auf C veréinderlichen Punktes.

Man sagt dann, zwischen C und C’ bestehe eine algebraische
Korrespondenz («, «’), und man nennt « und o’ die Indizes der Korre-
spondenz.

Wenn man zwischen C und C’ eine Korrespondenz festlegt mittels
eines gewissen Komplexes von geometrischen Operationen, die von den
Punkten der einen Kurve zu den Punkten der andern fiilhren, und wenn
jede dieser Operationen sich durch algebraische Gleichungen zwischen den
Koordinaten ausdriicken 1a8t, so ist sofort klar, daB diese Korrespondenz
algebraisch sein muS.

Ein sehr bemerkenswerter Fall, der bei einer algebraischen Korre-
spondenz (&, «") zwischen zwei Kurven C und (” eintreten kann, ist der,
daB die einfach unendliche Schar der Gruppen von je a’ Punkten auf (’,
die den einzelnen Punkten von C entsprechen, aus fquivalenten Gruppen
besteht. In diesem Falle sagt man, zwischen C und C’ bestehe eine
Korrespondenz mit der Wertigkeit Null. So besitzt z. B. die Korrespondenz,
die zwischen zwei Kurven C und C” derselben Ebene entsteht, wenn man
jedem Punkt von C die Schnittpunkte der Tangente in diesem Punkt mit
der andern Kurve C’ zuordnet, die Wertigkeit Null; denn die Punktgruppen
von C’, die den einzelnen Punkten von C entsprechen, gehoren der line-
aren Schar an, die von den Geraden der Ebene auf C’ ausgeschnitten
wird. Besteht dagegen zwischen zwei nicht rationalen Kurven C, C’ eine
Korrespondenz (1, «”), so besitzt diese Korrespondenz nicht die Wer-
tigkeit Null.

Eine sebr wichtige Eigenschaft der Korrespondenzen mit der Wertig-
keit Null wird durch den folgenden Satz ausgedriickt:

Hat man zwischen zwei Kurven C und C’ eine Korrespondenz (a, «’),
die in dem einen Sinne die Wertighkeit Null besitet (d. h., die den Punkten von

C dquivalente Gruppen auf C’ zuordnet), so besitet sie auch im entgegen-
11
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gesetzten Sinne die Wertigheit Null (d. h. sie ordnet den Punkten von C’
ebenfalls dquivalente Gruppen auf C zu)?t).

Da es sich um eine Eigenschaft handelt, die bei den birationalen
Transformationen der beiden Kurven ungeéndert bleibt, so konnen wir
ohne wesentliche Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dafl die
beiden Kurven C und C” eben seien und nur gewshnliche Doppelpunkte
besitzen.

Wir wollen mit z;, #,, #; die homogenen Koordinaten eines Punktes
der Ebene = von C bezeichnen und mit y,, 4,, ¥, die Koordinaten eines
Punktes der Ebene =" von C’. Den Punkten der Kurve C entsprechen
nach Voraussetzung auf C’ dquivalente Gruppen G’ von je «” Punkten.
Die lineare Vollschar, der diese iquivalenten Gruppen angehioren, werde
auf C’ durch ein lineares System X von Kurven ¢(y,, v, y;) = O aus-
geschnitten. Es ist denkbar, daB diese Kurven, die eine gewisse Ordnung
m’ haben, durch eine Gruppe @ von festen Punkten gehen, von denen
einige oder alle auf C’ liegen kinnen. Wir diirfen annehmen, daB X die-
selbe Dimension habe wie die ausgeschnittene Schar, d. h. daf durch jede
Gruppe der Schar eine einzige Kurve von X hindurchgehe.

Nach diesen Festsetzungen werden die Gruppen G* auf C” durch ein
gewisses einfach unendliches algebraisches System von Kurven ¢ ausge-
schnitten werden, und da jedem Punkt von C eine einzige Kurve ¢ dieses
Systems entspricht, so werden die Koeffizienten der veriinderlichen Kurve
@ rationale Funktionen des auf C beweglichen Punktes sein. Die Glei-
chung einer Kurve ¢ des einfach unendlichen Systems wird sich also in
folgender Form schreiben lassen

D (1, Ty T3/ Yy Yor ¥s) = 03
dabei bedeutet @ ein Polynom, das in den x; homogen und vom Grade
m, in den y, homogen und vom Grade m’ ist. Daraus ergibt sich, daB
die Punkte der Kurve C, die einem gegebenen Punkt 4° von C” entsprechen,
durch die Kurve

0= D (2, Ty @y /?/?r ygr y3) =0
ausgeschnitten werden; auBerdem kann diese Kurve, wihrend 3° sich auf
C’ bewegt, noch durch eine gewisse Gruppe R von festen Punkten gehen,
welche allen zu ibr analogen Kurven ¢ von der Ordnung m gemeinsam
ist. Hieraus folgt aber, daf die Kurven ¢ einem linearen System ange-

1) Vgl. die Nr. 6 der Abhandlung des Verfassers ,Sulle corrispondenze fra i
punti di una curva algebrica e sopra certe classi di superficie’. Torino Mem. (2)
54, 1, (1903), sowie die Nr. 2 einer andern Arbeit des Verf.: 1l teorema d’Asen
sulle superficie algebriche*. Ann. di Mat. (3) 12, (1905).
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hiren, und daB also auch die aus je « Punkten bestehenden Gruppen G,
die den Punkten von C’ entsprechen, untereinander dquivalent sind.

Ein bemerkenswerter Zusatz zu dem eben bewiesenen Satze 1iBt sich
in folgender Weise aussprechen:

Auf einer algebraischen Kurve C ist jede rationale Schar von Punki-
gruppen vollstdindig in einer linearen Schar enthalten.)

Dieser Satz gilt auch, wenn die Schar, um die es sich handelt, die
Dimension » > 1 hat; in diesem Fall hat man unter einer ,rationalen®
Schar eine solche zu verstehen, deren ,Elemente (Gruppen) birational
auf die Punkte eines linearen Raumes S, abgebildet werden konnen.

Es sei zundchst » = 1. Da die Schar rational ist, so lassen sich
ihre Gruppen auf die Punkte einer Geraden I" beziehen; bezeichnet man
also einen Punkt P von I" und einen Punkt @ von ( dann als ent-
sprechend, wenn P eine durch ¢ gehende Gruppe darstellt, so erhilt man
zwischen I' und C eine algebraische Korrespondenz. Da auBerdem auf
einer Geraden alle Gruppen mit gleichvielen Punkten #quivalent sind,
so muB die Korrespondenz zwischen C und I' beim Ubergang von C zu
I’ und also auch beim entgegengesetzten Ubergang die Wertigkeit Null
besitzen; die Gruppen unserer Schar miissen also unter sich Hquiva-
lent sein.

Betrachten wir nun den Fall » > 1. Da der Raum S, dadurch er-
zeugt werden kann, daf man eine Gerade sich um einen festen Punkt
drehen liBt, so kann man unsere Schar dadurch entstehen lassen, daB man
eine einfach unendliche rationale Schar, die eine feste Gruppe besitzt,
variieren 1iBt; die Lagen, die eine solche veréinderliche Schar einnimmt,
werden von Gruppen gebildet, die dquivalent sind (weil sie eine Gruppe
gemeinsam haben), und folglich wird auch die ganze gegebene Schar aus
dquivalenten Gruppen bestehen.

Ein anderer bemerkenswerter Zusatz ist der folgende:

Wenn zwischen zwei Kurven (' und C eine algebraische Korrespon-
denz mit beliebigen Indizes besteht, so entsprechen dquivalenten Punkigruppen
der einen Kurve wiederum dquivalente Punktgruppen der anderen.?)

Wir wollen zuniichst annehmen, daB zwischen C und C’ eine Korre-
spondenz (1, &’) bestehe. Wir wissen alsdann, daB einer linearen Schar

1) Diese Eigenschaft, die implizit (in der Form der Umkehrung) im Askr-
schen Theorem enthalten ist (vgl. Nr. 102, 8. 271), ist in expliziter Form von
Enriques ausgesprochen worden (Palermo Rend. 10, 30 (1895)); er hat einen von
dem obigen verschiedenen geometrischen Beweis dafiir gegeben; der hier gegebene
Beweis ist in der erwihnten Abhandlung des Verf. (Il teorema d Aser usw.)
enthalten,

2) Sevemi, Torino Atti 88, 185 (1908).
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von ( auf C’ wiederum eine lineare Schar entspricht (Nr. 28, S.85).
Nehmen wir dagegen auf C’ eine lineare Schar g, an, so moge die alge-
braische Schar, die auf C als Transformierte von g, erscheint, mit y,, be-
zeichnet werden. Zwei beliebige Gruppen I und I von y,, die von zwei
Gruppen G, und G, der g, herriihren, gehoren einer einfach unendlichen
Schar X an; die Gruppen, von denen diese gebildet wird, entsprechen den-
jenigen der linearen Schar ¢!, die G, und G, verbindet. Da nun jeder
Gruppe einer solchen ¢! ein einsiges Element (Gruppe) der Schar X
entspricht, so muB diese Schar nach dem Satze von LirroTH (Nr. 5, S. 18)
rational und folglich nach dem vorhergehenden Zusatz vollstindig in
einer linearen Schar enthalten sein. Daraus ergibt sich, daB zwei be-
liebige Gruppen von y, untereinander dquivalent sind.

Wir wenden uns nun zu dem allgemeinen Fall einer Korrespondenz
(e, ') mit beliebigen Indizes.

Man kann dann das einfach unendliche algebraische Gebilde H be-
trachten, das von den in der gegebenen Korrespondenz einander ent-
sprechenden Punktepaaren gebildet wird; man erhilt so zwischen C und
H eine Korrespondenz (1, «’), wenn man jedem Punkt von C diejenigen
Elemente (Paare) von H zuordnet, zu denen jener Punkt gehort; und in
dhnlicher Weise ergibt sich zwischen den Elementen von H und den
Punkten von C’ eine Korrespondenz (e, 1). Will man sich ein anschau-
liches Bild von dem Gebilde H und von den Korrespondenzen ver-
schaffen, die den Zusammenhang zwischen H und den Kurven C, C’ ver-
mitteln, so kann man annehmen, daB diese Kurven in einem Raum S,
liegen; denkt man sich dann die Punkte, die in der zwischen C und C’
gegebenen Korrespondenz einander entsprechen, durch gerade Linien ver-
bunden und schneidet man die dadurch entstehende Regelfliche mit
einer allgemein gewihlten Uberebene, so erhiilt man eine Kurve, die als
Bild von H angesehen werden kann.

Nach dieser Vorbemerkung wollen wir nun auf C eine lineare Schar
g,, betrachten: ihr entspricht auf H mittels der Korrespondenz (1, &) eine
lineare Schar g, ,; auf Grund der vorhergehenden Betrachtungen ent-
spricht dieser linearen Schar von H vermége der Korrespondenz (e, 1)
zwischen H und C’ eine algebraische Schar p,,, auf ¢, die von dquiva-
lenten Gruppen gebildet wird. Da die Korrespondenz (e, «') zwischen €
und €’ als Produkt der beiden Korrespondenzen (1, ¢) und (e, 1) er-
zeugt werden kann, so ist die Schar y,, nichts anderes als diejenige
algebraische Schar auf C’, die mittels der gegebenen Korrespondenz der
linearen Schar g, auf C entspricht. Der Satz ist demnach auch be-
wiesen, wenn die Indizes (e, ) beide groBer als 1 sind.
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60. Die ZEUuTHEN sche Formel und ihre geometrisch-funktionale
Deutung. Wir wollen nun eine beliebige Korrespondenz (e, ) zwischen
zwei Kurven betrachten. Die ZruTHENsche Formel, mit der wir uns
jetzt beschiftigen wollen, stellt einen Zusammenhang her zwischen den
Geschlechtern p, p” der beiden Kurven, den Indizes der Korrespondenz
und den Zahlen n und v, die angeben, wieviele Verzweigungspunkte der
Korrespondenz sich auf C bzw. C' befinden. Unter einem Verzweigungs-
punkt auf C (bzw. (') versteht man einen Punkt, fiir den wenigstens
zwei von den entsprechenden o (bzw. &) Punkten auf C’ (bzw. C) in
einen mehrfachen Punkt der Korrespondenz zusammenfallen.

Wir werden zunichst voraussetzen, dafl die gegebene Korrespondenz
nur Doppelpunkte besitze, d. h. daB jedem Verzweigungspunkt nur zwes
zusammenfallende Punkte entsprechen. Dann bedeuten 1 und % die An-
zahlen der Doppelpunkte, die auf ¢’ und C vorhanden sind.

Wir betrachten in erster Linie den Fall, daB « = 1 und « beliebig
ist. Eine nur mit Doppelpunkten behaftete lineare Schar g} auf der Kurve
C wird mittels der Korrespondenz in eine ¢!, , von C’ transformiert, und
ein Doppelpunkt einer solchen g%, riihrt entweder von einem Doppel-
punkt der g her, oder er ist ein Doppelpunkt fiir die Involution y.,, deren
Gruppen den Punkten von C entsprechen. Wir bezeichnen mit G eine
Gruppe von ¢, mit J die JacoBische Gruppe der Schar g: (Nr. 34,
S. 97), mit K eine kanonische Gruppe von C, mit D (bzw. D’) die
Gruppe der Verzweigungspunkte (bzw. der Doppelpunkte) der Korrespon-
denz (solche Punkte kann es offenbar nur auf C (bzw. C") geben), mit
G',J', K’ diejenigen Gruppen, in welche die Gruppen G, J, K durch die
Korrespondenz iibergefithrt werden, und mit K* endlich eine kanonische
Gruppe von C’.

Auf Grund des am Schlusse der Nr. 43 (S. 126) ausgesprochenen
Satzes erhalten wir:

J=K+2G, J+D' =K*+2G"
Da den Gruppen einer linearen Schar von C auf C’ wieder Gruppen einer
linearen Schar entsprechen, so gilt auch
J =K +2G,
und dies liefert, verglichen mit den vorhergehenden Aquivalenzen, die
Beziehung:
K¥*=K' + D"

Man hat daher den Sata:
Wenn swischen zwei Kurven C, C' etne Korrespondenz (1, &) besteht,
so ist eine kanonische Gruppe von C' dquivalent mit der Tramsformierten
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einer kanonischen Gruppe von C, vermehrt um die Gruppe der Doppel-
punkte der Korrespondenz.

Nun wollen wir umgekehrt untersuchen, in welchem Zusammenhang
die Transformierte der kanonischen Schar von C’ mit der kanonischen
Schar von C steht.

Wenn man die kanonische Schar von C’ mittels der Korrespondenz
(¢, 1), die zwischen €’ und C besteht, transformiert, so ergibt sich auf
C eine algebraische Schar von der Ordnung 2p" — 2, die vollstindig in
einer linearen Schar enthalten ist (vgl. den letzten Satz der vorhergehen-
den Nummer).

Um diese lineare Schar zu charakterisieren, konnen wir untersuchen,
wie eine spezielle kanonische Gruppe von C’ transformiert wird, z. B.
.eine solche, die von einer Gruppe K’ zusammen mit der Gruppe D’ ge-
bildet wird. Da die Gruppe K’ aus 2p — 2 Gruppen der Involution 32,
zusammengesetzt ist, die eine kanonische Gruppe eben dieser Schar y
bilden, so wird sie beim Ubergang von C” zu C in eine «'-mal zu ziihlende
kanonische Gruppe von C verwandelt; die Gruppe D’ ihrerseits ver-
wandelt sich in die Verzweigungsgruppe D). Wir erhalten daher den Satz:

Wenn zwischen zwei Kurven C' und C eine Korrespondenz (o, 1)
besteht, so ist die Transformierte éner kanowischen Gruppe von C’ dqui-
valent mit einer o/-fach gezihlten kanonischen Gruppe von C, vermehrt um
die Veraweigungsgruppe der Korrespondens.

Um zu dem allgemeinen Fall einer Korrespondenz mit den beliebigen
Indizes (e, ) zu gelangen, ist es wieder zweckmiBig, das einfach unend-
liche algebraische Hilfsgebilde H zu betrachten, das von den in der ge-
gebenen Korrespondenz einander entsprechenden Punktepaaren gebildet
wird. Man erhilt dann eine Korrespondenz (1, «") zwischen den Punkten
von C und den Elementen von H und eine Korrespondenz (&, 1) zwischen
den Elementen von H und den Punkten von ¢". Wendet man auf diese bei-
den Korrespondenzen die beiden soeben bewiesenen Sitze an, so gelangt
man unmittelbar zu dem folgemlen Satze:

Wenn zwischen zwei Kurven C, C' eine Korrespondenz (e, ") besteht,
so liefert die Transformierte einer kanonischen Gruppe von C, vermehrt um
die auf C’ vorhandenen Doppelpunkte der Korrespondenz, eine Gruppe, die
iiquivalent ist mit einer a-fach gezihlien kanonischen Gruppe von C') ver-
mehrt um die auf C' vorhandenen Verzweigungspunkte der Korrespondens.

Deutet man die durch diesen Satz ausgedriickte Beziehung zahlen-
miBig, so erhilt man die Gleichung

2a(p 1)+ = 2a(p ) 4o
oder
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n—n =2a(p' —1)—2d'(p — 1),
welche die Zrvraensche Formel genannt wird.!)

Die geometrisch-funktionale Deutung der ZrurueNschen Formel gab fir
den Fall einer Korrespondenz (1, ") CasreLxuovo?), der jedoch durch andere
als die hier auseinander gesetzten Betrachtungen zu diesem Ergebnis gelangte.
P. PanLEvE®) und G. HumBerT*) gaben, ebenfalls fiir den Fall (1, «), Beweise
mittels der ABerLschen Integrale. Die allgemeine Behandlung nach der oben
befolgten Methode findet sich in einer Note des Verfassers.®)

6l. Eine Bemerkung von WEBER. Hine unmittelbare Folge aus
der ZEuTHENschen Formel ist die folgende, von H. WEBER®) gemachte
Bemerkung:

Eine Korrespondenz zwischen zwei Kurven von demselben Geschlecht
p > 1, die in dem einen Sinne (einseitig) rational ist, ist es auch im ent-
gegengesetzten Sinme (wechselseitig), d. h. sie ist birational.

Wenn es nimlich auf einer Kurve C vom Geschlecht p eine Involu-
tion ! vom Geschlecht m gibt, die mit #(> 0) Doppelpunkten be-
haftet ist, so gilt die Beziehung

=2y — 1) — 2z — 1);
aus dieser erhiilt man
p—1zea(x—1);
wenn also p > 1 und ¢ > 1 ist, so miiite = < p sein.

62. Die Formel von ZEUTHEN - HALPEEN. Wir wollen untersuchen,
welche Anderungen an der ZEUTHENschen Formel anzubringen sind,
wenn die Korrespondenz (e, ) zwischen Cund C’ mit beliebigen mehr-
fachen Punkten ausgestattet ist.

Zu diesem Zweck braucht man nur das Beweisverfahren zu befolgen,
das im Falle einer Korrespondenz (1, ¢") zwischen C und C’ angewandt
wurde. Wir wollen die Bezeichnungen beibehalten, die am Anfang der
Nr. 60 in bezug auf eine derartige Korrespondenz eingefiihrt worden
sind. Ein v-facher Punkt der auf C’ vorhandenen Involution 3!, ist auch
ein v-facher Punkt der Schar g}, ; er zihlt daher (Nr.35, 8. 103) (v —1)-
fach in der JAcoBIschen Gruppe dieser Schar, und zwar genauer in dem-
jenigen Teil dieser Gruppe, den wir mit D’ bezeichneten. Infolgedessen

1) Math. Ann. 3, 150 (1871).

2) Rom. Acc. L. Rend. (4) 7% 294 (1891).

3) Ann. éc. norm. 1891 und Journ. de Math. 10, 203 (1894).
4) Journ. de Math. 10, 169 (1894).

5) Ist. Lomb. Rend. (2) 86, 495 (1903).

6) Journ. f. Math. 76, 345 (1873).
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miissen wir in der zum SchluB gefundenen Beziehung K* =K' + D’
beachten, daB die Gruppe D’ die Gesamtheit der vielfachen Punkte der
Involution ¢!, umfalt, von denen jeder (v — 1)-mal zu zdhlen ist, wenn
v den Grad seiner Vielfachheit bedeutet. Man erhilt daher die Formel:

S-1+2@—1)=20 1),
in der die Summation {iber die vielfachen Punkte von 3%, zu erstrecken
ist. Aus dieser gewinnt man wie in Nr. 60 die Formel

2—D -2~ =2e(F—1)—2d(p—1),
die sich auf den Fall einer Korrespondenz (e, «’) zwischen C und C’ be-
zieht, und in der die Summationen auf die mehrfachen Punkte der Korre-
spondenz auszudchnen sind, die sich auf C' bzw. C befinden.t)

83. Algebraische Korrespondenzen auf einer Kurve. Produkt und
Summe zweier Korrespondenzen. Hat man eine algebraische Korre-
spondenz zwischen den Punkten zweier vereinigt liegender Kurven, so
konnen wir eine derartige Korrespondenz stets als Ergebnis von zwei
zueinander inversen Operationen 7' und 7'-' ansehen, die auf eine und
dieselbe Mannigfaltigkeit von Punkten angewandt sind. Diese Mannig-
faltigkeit wird von den Punkten der Kurve C gebildet, die als gemein-
same Trigerin der beiden vereinigt liegenden Scharen erscheint.

Wir werden im folgenden einen verfinderlichen Punkt auf der Kurve
C gewdhnlich mit a bezeichnen; die Gruppen der dem Punkt a ent-
sprechenden Punkte, die man erhilt, wenn man die Operationen 7' und
T-! anwendet, mogen mit ¥ bzw. X bezeichnet werden.

Neben dem bekannten Begriff des Produktes zweier Korrespondenzen
S und T, zu dem man durch die Betrachtung der Operation S7' gelangt,
die entsteht, wenn man die Operationen S und 7' hintereinander auf die
Punkte a anwendet, fiihren wir noch den Begriff der Sumime zweier
Korrespondenzen ein. Unter der Summe der Operationen S und 7, die
wir mit dem Symbol S + 7' bezeichnen werden, verstehen wir die Korre-
spondenz, die entsteht, wenn man dem veréinderlichen Punkt a diejenigen
Punkte zuordnet, die ihm in der Korrespondenz S und in der Korrespon-
denz T entsprechen. Es leuchtet sofort ein, daB die so erzeugte Korre-
spondenz algebraisch ist, wenn dies fiir die Komponenten zutrifft. Die
Definitionen der Summe und des Produktes lassen sich unmittelbar auf
mehrere Korrespondenzen ausdehnen. Die Summe von % Korrespondenzen,
die mit 7 identisch sind, fiihrt zu der Korrespondenz kT'; wir nennen sie
das k-fache von T.

1) Vgl. G. Haveuex, Bull. Soc. Math. 5, 7 (1876).
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Die Summe ist kommutativ, wihrend das Produkt im allgemeinen
diese Eigenschaft nicht besitzt.

Die folgenden Beziehungen, die wir spiter zu benutzen haben, leuchten
ohne weiteres ein:

1 SIY-'=T-'S-Y S+TI)'=8"14+T1T"!
' kIN-'=kT-.

64. Binfiihrung einiger Bezeichnungen. Wir wollen hier einige
Bezeichnungen einfiihren, die uns von Nutzen sein werden.

Wenn A4,, 4, ...; B, B,, ... Punktgruppen auf einer Kurve C
sind, so ist die Bedeutung der Aquivalenz
(2) WA + M4y + - =B+ By + -+,
in der A, und u, positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, dann
ohne weiteres klar, wenn 1, und g, positiv sind, oder wenn, falls einige
unter ihnen negativ wiren, die auf jeder der beiden Seiten dieser Aqui-
valenz angedeuteten Subtraktionen ausfiithrbar sind. Aber wir konnen der
Gleichung (2) in jedem Falle einen verniinftigen Sinn beilegen, wenn wir
festsetzen, daB sie nur eine andere Schreibweise fiir die Beziehung be-
deuten soll, die man aus eben dieser Aquivalenz (2) erhilt, wenn man
die negativen Glieder von der einen Seite auf die andere stellt und ihnen
gleichzeitig das entgegengesetzte Zeichen gibt.

Der Inhalt der Aquivalenz (2) wird zuweilen dadurch in Worten
ausgedriickt, daB man sagt, die Gruppen

Mdy+ 4,4+ w B +p B+
seien ,dquivalent” oder sie ,gehoren derselben linearen Schar an“; nach
dem vorhergehenden gibt es, wenn 4, und u; nicht alle positiv sind, nicht
immer wirkliche Gruppen, die jenen Symbolen entsprechen. In diesem
Falle werden wir von wirtuellen Punktgruppen reden.

Es ist sofort klar, daB es zulissig ist, dic beiden Seiten der Aqui-
valenz (2) mit einer ganzen Zahl zu multiplizieren, und daB zwei Be-
ziehungen von der Form (2) Glied fiir Glied addiert oder subtrahiert
werden diirfen.

65. Wertigkeitskorrespondenzen; ikre Definition. Es sei I’ eine
Korrespondenz zwischen den Punkten einer Kurve C, und es sci Y die
Gruppe der § Punkte y, die in der Korrespondenz 7' dem Punkt a ent-
sprechen. Wenn a auf C wandert, so wird sich die Gruppe ¥ im allge-
meinen nicht in einer linearen Schar von der Ordnung B bewegen;
immerhin kann aber der Fall eintreten, daB die Gruppe ¥ + ya, wo y eine



172 Sechstes Kapitel

positive oder negative ganze Zahl oder auch Null ist, sich in einer linearen
Schar von der Ordnung f + p bewegt. In diesem Falle sagt man, die
Korrespondenz habe die Wertigkeit p.

Falls p negativ wire, konnte es sich ereignen, da das Symbol
Y + ya keine wirkliche Punktgruppe darstellte; aber jedenfalls wissen
wir auch in diesem Falle, welchen Sinn wir der vorstehenden Definition
beizulegen haben (Nr. 64).

Die Aussage, daB 7' die Wertigkeit » habe, wo y eine positive oder
negative ganze Zahl oder Null bedeutet, 148t sich auch in folgender
Weise erkliren. Bezeichnet man mit Y und Y’ die Punktgruppen, die
in der Transformation 7' zwei beliebig gewéhlten Punkten @ und a’ auf
C entsprechen, so muB stets die Aquivalenz

Y+ ya=Y +ypa
bestehen.

Wenn die Kurve C nicht rational ist, so kann die Korrespondenz 7'
keine zweite (von p verschiedene) Wertigkeit besitzen. Nimmt man ném-
lich an, die Korrespondenz 7' besitze noch eine andere Wertigkeit 3/ (2= y),
go erhiilt man

Y+ya=Y +yd;
hieraus ergibt sich durch Subtraktion von der vorigen Beziehung
(y—)a=( -,
oder
ka =ka',
wo L eine positive ganze Zahl (> 0) ist, und wo a einen beliebigen Punkt
von C bedeutet.

Die lineare Schar g; (k > #), die alle Gruppen ka enthilt, kann nun
sicher nicht mit einer Involution zusammengesetzt sein; man kann sie
deshalb auf einer Kurve I' von der Ordnung k durch die Uberebenen
ihres Raumes S, ausgeschnitten denken. Da aber eine Uberebene, welche
die Kurve I' in einem allgemein gewihlten ihrer Punkte oskuliert, mit
der Kurve eine rpunktige Beriihrung hat, so ergibt sich k& = r, und folg-
lich muB I' eine rationale Normalkurve sein.

Damit ist also erwiesen, daB auf einer Kurve, deven Geschlecht grofer
als Null ist, eine Korrespondenz wicht zwei werschiedene Wertigkeiten
haben kann.

66. Operationen mit Wertigkeitskorrespondenzen. Wir beweisen
den Satz:

Die Summe zweier Korrespondenzen mit den Wertigkeiten y, und p,
hat die Wertigheit p, + 7,.
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Es seien 7 und T, die beiden Korrespondenzen, ¥, und Y7 die
Punktgruppen, welche den Punkten a und & in der Korrespondenz 7
entsprechen, und Y,, Y, diejenigen Punktgruppen, welche den Punkten a
und &’ in der Korrespondenz 7', zugeordnet sind. Auf Grund der Defini-
tion erhalten wir:

Y+ na=7Y +pda,
Y, +rna= Y, + pa
hieraus ergibt sich durch Addition
(Tt T+ Ga ot ma= (¥, + B) + ( + 1)

womit der Satz bewiesen ist.

Ferner gilt der Satz:

Das Produkt zweier Korrespondenzen mit den Wertigheiten y, und p,
hat die Wertigkeit — p,,.

Benutzt man auch hier die vorhin eingefiihrten Bezeichnungen, und
bezeichnet man ferner mit y,, ..., Y; die Punkte der Gruppe Y, mit
yl’, ...y Y diejenigen der Gruppe Y ' und mit ¥, ,, ¥, . die Gruppen der
jenigen Punkte, die in der Transformatlon T, den Punkten Y:y Y; zuge-
ordnet sind, so erhalt man

Y, +nae=Y, +upd,
Yy i+ ny= Y, +n- (=1 ..,3
Hieraus ergeben sich die Aquivalenzen

7: Y, +pypa= 72 Y] 4 7,724,
2Y2;+ ?’2Y 2 +7’s

Subtrahiert man die erste dieser Aquivalenzen von der zweiten, so er-
hilt man die zu beweisende Beziehung:

Zyz,i"‘ V1¥a@ EZY;,i — P175@

87. Bestimmung der Gruppe der Koinzidengpunkte in den Korre
spondengen mit der Wertigkeit Null. Es sei 7" eine Korrespondenz mit
der Wertigkeit Null; wenn a auf C wandert, so bewegt sich in diesem
Fall die Gruppe Y der 8 Punkte y, die dem Punkt a zugeordnet sind, in
einer linearen Schar von der Ordnung §.

Wir wollen annehmen, daB die nur mit gewShnlichen Doppelpunkten
behaftete Kurve C eben sei, und daB die lineare Vollschar gy, welche die
Gruppen Y enthilt, durch ein lineares System X ausgeschmtten werde;
dieses moge aus den Kurven @(y;,%, ;) =0 von einer gewissen Ord
nung m’ bestehen; die Kurven ¢ gehen méglicherweise durch eine Gruppe
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@ von festen Punkten, von denen einige oder alle auf C liegen konnen.
Ohne die Allgemeinheit zu beschrinken, kann man annehmen, daB X
r-fach ausgedehnt sei, d. h. daB durch eine Gruppe der Schar g’ nur eine
einzige Kurve ¢ hindurchgehe. Wie wir in Nr. 59 (8. 1645j gesehen
haben, kann die Gleichung einer Kurve ¢ des einfach unendlichen
Systems, das von den Gruppen Y gebildet wird, in der Form

D (x4, %y, T3 [ Y1 Y2r Ys) = O
geschrieben werden; dabei ist @ das Symbol fiir ein Polynom, das in den
x; homogen und vom Grad m, in den %, homogen und vom Grad m’ ist.

Die in der Transformation 7'-! einem gegebenen Punkt ¢° entspre-

chenden Punkte werden auf C von der nicht durch y° gehenden Kurve
o= D(2y,%3, %5/ Y3, 95, 43) = 0

ausgeschnitten; diese Kurve kann auBerdem noch durch eine gewisse

Gruppe R von festen Punkten gehen, die allen zu ihr analogen Kurven

¥ von der Ordnung m gemeinsam ist.

Die Kurve @ (x,,7,, %, / ,,75,2;) =0 von der Ordnung m + m’ geht
offenbar durch die Punkte der beiden Gruppen @ und R hindurch und
gehort somit dem linearen System an, das als die Summe der beiden die
Kurven @ und % enthaltenden Systeme aufzufassen ist.!) Daraus folgt,
daB sie auBer den festen Punkten, die mdglicherweise den Kurven ¢ und
den Kurven 1 gemeinsam sind, auf C eine Punktgruppe ausschneidet, und
daB diese Gruppe der Summe derjenigen beiden Scharen angehort, welche
die in den Korrespondenzen 7" und 7'-* den Punkten von C zugeordneten
Gruppen enthalten.

Nun sind aber die Punkte, welche auBer den genannten festen Punk-
ten der Kurve @(x,,,,2; [ 2, %, 25) = O und der Kurve C gemeinsam
angehoren, Koinzidenzpunkte fiir die Korrespondenz T'; daher ist die
Gruppe U dieser Punkte dquivalent mit der Summe der Gruppen X und
Y, welche die in den Korrespondenzen T-! und 7 dem Punkt a zuge-
ordneten Punkte enthalten. Symbolisch geschrieben erhilt man

U=X+7.

68. Existenz von Korrespondenzen mit gegebener Wertigkeit auf
jeder Kurve. Die zu einer Wertigkeitskorrespondenz inverse Kor-
respondenz. Wenn man auf der Kurve C eine Schar g} betrachtet, und
wenn man einem auf C beweglichen Punkt a diejenigen Punkte zuordnet,
die mit ihm zusammen eine Gruppe der gl liefern, so erhilt man nach
den festgesetzten Definitionen eine involutorische Korrespondenz mit der

1) D. h. dem linearen System, das jede Kurve ¢ zusammengenommen mit
einer Kurve v enthiilt.
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Wertigkeit 1, die wir der Kiirze halber eine Elementarkorrespondenz (ele-
mentare Wertigkeitskorrespondenz) nennen wollen.

Bildet man die Summe von y (> 0) Elementarkorrespondenzen, so
erhilt man eine Korrespondenz mit der Wertigkeit p; und bildet man
das Produkt einer solchen Korrespondenz mit einer Elementarkorrespon-
denz, so erhdlt man eine Korrespondenz mit der Wertigkeit — y (Nr. 66,
S. 173). Bildet man schlieBlich die Summe einer Korrespondenz mit der
Wertigkeit » und einer solchen mit der Wertigkeit — p, so erhilt man
eine Korrespondenz mit der Wertigkeit Null. Wir gelangen also zu dem
Satz:

Auf einer Kurve gibt es Korrespondenzen mit beliebiger positiver, ne-
gativer oder verschwindender Wertigkeit.

Wir wollen ferner den Satz beweisen:

Die zu einer Wertigkesiskorrespondenz inverse Korrespondenz ist von
derselben Wertigkeit wie die gegebene.

Zunichst ist es klar, daB die Reziproke der Korrespondenz S, die
als die Summe von % (> 0) Elementarkorrespondenzen erscheint, die
Wertigkeit ¥ hat, und daB die Reziproke des Produkts von S mit einer
Elementarkorrespondenz die Wertigkeit — % besitzt (s. die Gleichungen
(1) in Nr. 63, 8. 171). Nach dieser Feststellung sei nun 7' eine beliebige
Korrespondenz mit der (positiven oder negativen) Wertigkeit p; ferner
selen X und X’ die Gruppen der Punkte, welche in der Korrespondenz
T-1 den Punkten @ und a’ zugeordnet sind.

Wir wollen mit Hilfe von Elementarkorrespondenzen eine Korre-
spondenz 7, mit der Wertigkeit — y zusammensetzen und die Gruppen
der Punkte, die in der Korrespondenz 7',~! den Punkten ¢ und u’ zuge-
ordnet sind, mit X, und X, bezeichnen. Da die Summe 7 4 T, die
Wertigkeit Null hat, so mu8 auch dieKorrespondenz (7'4 1)~ !'=T- 14T
die Wertigkeit Null besitzen (Nr.59, S.163). Es besteht daher neben
der Beziehung )
X, —ya= X —ya
die andere

X+ X=X+ X,
Subtrahiert man die erste von der zweiten, so ergibt sich
X 4 ya= X+ ypd,
womit die Behauptung erwiesen ist.

69. Bestimmung der Gruppe der Koinzidenzpunkte in einer Kor-
respondeng mit beliebiger Wertigkeit. Anzahl der Koinzidenszen.

Wenden wir uns fiir einen Augenblick zu einer Elementarkorre-
spondenz 7, die man erhilt, wenn man von einer Schar g! ausgeht; es
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sei Y die Gruppe der »— 1 Punkte, welche in 7' dem Punkt a zugeordnet
sind, und X die Gruppe derjenigen Punkte, welche in der Korrespondenz
T-1! dem Punkt a entsprechen. Da 7' = 7T-? ist, muB die Gruppe X mit
der Gruppe Y zusammenfallen.

Die Gruppe U der Koinzidenzpunkte von 7' ist nichts anderes als
die JacoBische Gruppe der g, und wie wir gesehen haben, ist diese
Gruppe dquivalent mit einer um eine Gruppe der Schar 2g, vermehrten
kanonischen Gruppe. Bezeichnen wir also mit K eine kanonische Gruppe
von C, so erhalten wir die Beziehung:

U=X+Y+2a+ K.

Mit Hilfe dieser Beziehung wollen wir nun einen allgemeineren Satz
beweisen, der sich so aussprechen 1i8t:

Hat man zwischen den Punkien einer Kurve eine Korrespondenz T
mit der (positiven, negativen oder verschwindenden) Wertigkeit », so ist die
Gruppe U der Koinzidenzpunkte dquivalent mit der Summe der Gruppen
Y und X, welche die einem Punkt a in der gegebenen und in der inver-
sen Korrespondenz entsprechenden Punkte enthalten, zusammen mit y ka-
nonischen Gruppen und dem 2y-mal gezdhlten Punkt a. Symbolisch ge-
schricben lautet der Satz:

(3) U=X+Y+yK+ 2pa,
wober K eine kanonische Gruppe bedeutet.
Gibt man der geometrischen Beziehung, die durch diesen Satz ge-
liefert wird, eine zahlenmiBige Deutung, so erhilt man die Gleichung
u=0a+pB+y(2p—2)+ 2y,
in der « die Anzahl der Koinzidenzen, «, 8 die Indizes von 7 und p das
Geschlecht der Kurve bedeuten. Man kann also auch sagen:

Die Anzahl w der Koinzidenzpunkte einer Korrespondens T, die zwi-
schen den Punkten einer Kurve vom Geschlecht p gegeben ist, und die die
Indizes «, B und die Wertigkeit y besitzt, wird durch die folgende Formel
bestimmdt :

(4) w=a+ B+ 2yp.

Wir wollen die Aquivalenz (3) zuniichst fiir eine Korrespondenz S
beweisen, die als Summe von A (> 0) Elementarkorrespondenzen T,
T,. ..., T, darstellbar ist.

Bezeichnet man mit Y,, Y,, ..., Y, die Gruppen der dem Punkt a
in den Korrespondenzen 7, T,, ..., T, entsprechenden Punkte, und mit
X,, X,, ..., X, die (mit jenen zusammenfallenden) Gruppen derjenigen

Punkte, welche dem Punkt a in der inversen Korrespondenz zugeordnet
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sind, so erkennt man, daB in der Transformation S dem Punkt a die Gruppe
Y,= Y, + --- + Y, entspricht, und daB die inverse Korrespondenz S-!
diesem selben Punkt @ die Gruppe X;= X, + X, +--- + X, zuordnet.
AuBerdem muB die Gruppe 7 der Koinzidenzpunkte von S die Summe
der Gruppen U,, ..., U, der Koinzidenzpunkte von T, ..., T, sein.
Addiert man die Beziehungen

U=X,+Y + K+ 2a,

U,=X,+ Y, + K + 2a,

U,=X,+ 7Y, + K + 24,
so erhdlt man

V=X,+ Y,+ hK + 2ha,

und durch diese Aquivalenz ist der ausgesprochene Satz fiir die Korre-
spondenz S bewiesen.

Es sei nun 7 eine beliebige Korrespondenz mit negativer Wertig-
keit y, und es mdgen in bezug auf sie die Bezeichnungen des oben ausge-
sprochenen Satzes beibehalten werden. Ist % der absolute Wert von y,
so konstruiere man wie oben eine Korrespondenz S, welche als Summe
von b Elementarkorrespondenzen darstellbar ist.

Die Summe der beiden Korrespondenzen S und 7' hat die Wer-
tigkeit Null und ordnet dem Punkt a die Gruppe Y + Y, zu, wihrend
die zu ihr inverse Korrespondenz dem Punkt ¢ die Gruppe X 4 X, zu-
ordnet; iiberdies ist U + ¥V die Gruppe der Koinzidenzpunkte der Kor-
respondenz S + T. Nach Nr. 67 (8. 174) erhalten wir also

U+V=(X+ X))+ (Y + Y.
Subtrahiert man hiervon die zuvor erhaltene Beziehung, so ergibt sich
U=X+Y+ yK + 2ypa.

Damit ist also der ausgesprochene Satz fiir die Korrespondenzen
mit negativer Wertigkeit bewiesen.

Hat man eine Korrespondenz 7' mit der positiven Wertigkeit p, so
konstruiere man eine Korrespondenz 7" mit der negativen Wertigkeit

y (was stets moglich ist), und bezeichne mit ¥, X’ die Punktgruppen,
welche dem Punkt @ in den Korrespondenzen 7 bzw. 7'~ entsprechen,
ferner mit U’ die Gruppe der Koinzidenzpunkte von 7”. Behiilt man
wiederum fiir 7 die in dem oben ausgesprochenen Satz benutzten Bezeich-
nungen bei, so erhilt man, da die Summe 7 + 7" die Wertigkeit Null
besitzt, die Beziehung:

U+ U=X+X)+(Y+Y);
da aber 7" von negativer Wertigkeit ist, so ergibt sich nach dem, was

wir soeben bewiesen haben,
Severi: Vorlesungen tiber algebraische Geometric 12
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U=X+4+Y—yK—2ya.

Aus dieser und der vorhergehenden Beziehung erhélt man durch Sub-

traktion

U=X+Y+yK+ 2ya,
womit der Satz fiir alle Korrespondenzen mit positiver Wertigkeit be-
wiesen ist.

Bemerkung. Wenn man den zweiten Satz der Nr. 66 (S. 173) be-
riicksichtigt, so folgt aus dem schon ausgesprochenen Korrespondenz-
prinzip mit Leichtigkeit der folgende Satz:

Die Zahl der Koinzidenzpunkte einer Korrespondenz, die das Produkt
der Korrespondenzen (e, By, v1), - - -, (@, By ,) ist, wo a3 B, v, die In-
dizes baw. die (positiven oder negativen) Wertigkeiten der betrachteten Kor-
respondengen bedeuten, lif3t sich berechnen nach der Formel

U=ty .. 0+ BBy . Bt (— 11209 . pp.

70. Ausdehnung des Begriffs der Wertigkeit. Abhéingigkeit zwi-
schen mehreren Korrespondenzen. Es sei 7 eine Korrespondenz mit
der Wertigkeit p, auf der Kurve C, und es seien Y;, Y| die Punktgruppen,
welche den Punkten @ und @’ in der Korrespondenz T, entsprechen. Es
gilt dann die Beziehung

Y+ rna=Y + 0,

und diese Beziehung 148t sich in folgender Weise deuten: Wenn der
Punkt a auf C wandert, so bewegt sich die Punktgruppe, die ihm in der
Korrespondenz T, entspricht, zusammen mit dem p,-fach gezihlten, in der
identischen Korrespondenz 7' dem Punkt @ entsprechenden Punkt in einer
linearen Schar.!) Wir werden diese Tatsache auch dadurch ausdriicken,
daB wir sagen, die Korrespondenzen 7 und 7 seien gemiiB den Zahlen
(1, ,) voneinander abhingig.

Es sei ferner T, eine andere Korrespondenz mit der Wertigkeit y,.

Wir erhalten in @hnlicher Weise
Y, +y0=Y, + 5,0
kombiniert man diese Aquivalenz in passender Weise mit der vorher-
gehenden, so erhilt man
nhi—nY=nrnY —pnY,

Wandert also der Punkt a auf der Kurve C, so bewegt sich die p,-
fach gezihlte Gruppe der diesem Punkt in 7, entsprechenden Punkte
zusammen mit der — p,-fach geziihlten Gruppe derjenigen Punkte, die dem
Punkt @ in der Transformation T, zugeordnet sind, in einer linearen

1) Uber den Sinn dieses Aunsdrucks siehe Nr. 64 (8. 171).
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Schar. Wir werden daher sagen, die Korrespondenzen 7', T, seien gemiB.
den Zahlen (y,, — y,) voneinander abhingig.

Es dringt sich nun von selbst der Gedanke auf, daB der Begriff der
Abhiingigkeit vielleicht fiir mehr als zwei Korrespondenzen aufgestellt
werden kionnte, auch abgesehen von der Annahme, dal diese Korrespon-
denzen mit Wertigkeit behaftet sind.

Wir werden in der Tat die Korrespondengen T, ..., T,, die auf
einer Kurve C gegeben sind, voneinander abhingig nennen, wenn es k ganze
(positive oder negative) wicht simtlich verschwindende Zaklen ., 4,,..., 1,
von der Eigenschaft gibt, daf, falls man mit Y, die Gruppe der einem be-
liebigen Punkt a in der Korrespondensz T, entsprechenden Punlkte bezeich-
net, bei der Wanderung von a auf C die (virtuelle) Gruppe 4, Y, + 1, Y,
+ .-+ 1, Y, sich-in einer linearen Schar bewegt.

Mit anderen Worten: wenn Y die Gruppe derjenigen Punkte ist,
die dem Punkt @’ in der Korrespondenz 7, entsprechen, so wird die Be-
dingung fiir die Abhéingigkeit durch die folgende Beziehung ausgedriickt:

(5) AY, 4. FAY, =Y +.. .+ Y.

Falls eine derartige Beziehung nicht mdoglich ist, ohne daB séimtliche
Werte der Zahlen 4; verschwinden, werden wir die & Korrespondenzen
unabhingig nennen.

Wenn mehrere Korrespondenzen voneinander abhingig sind, so
werden wir zuweilen auch sagen, irgendeine unter ihnen sei von den
tibrigen abhingig. Wenn es notig ist, die ganzen Zahlen ins Auge zu fassen,
fiir welche die Aquivalenz (5) erfiillt ist, so werden wir auch sagen,
die Korrespondenzen 7', ..., T, seien gemiB den Zahlen (4., ..., 1)
voneinander abhingig.

Sind die Korrespondenzen 7', ..., T gemil (4,, ..., 4;) voneinander
abhingig, so sind sie es selbstverstindlich auch gemidB (ui,, ..., wix),
wo u eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet.

Die beiden Bemerkungen, die am Anfang dieser Nummer gemacht
worden sind, lassen sich nun in folgender Weise aussprechen:

Jede Wertigkeitskorrespondenz ist von der Identitit abhingig.
Zwer Wertigkeitskorrespondenzen sind tmmer voneinander abhdngig.

Als Erweiterung eines Satzes der Nr. 68 (8. 175) wollen wir nun den
folgenden Satz beweisen:

Wenn die Korrespondenzen T, ..., Ty gemd@ den Zahlen (4, ..., i)
voneinander abhdngig sind, so sind auch ihre inversen Korrespondenzen ge-
mdf denselben Zahlen voneinander abhdingig.

Um diesen Satz zu beweisen, wollen wir zunichst annehmen, die

Zahlen 1,, 4,, ..., A; seien alle positiv. Dann hat die Korrespondenz
12*
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8= 3T, + 4Ty + ...+ 4T die Wertigkeit Null, und folglich hat
nach Nr. 59 (8. 163) die inverse Korrespondenz S—! = A T + 2,T;"
+ ...+ 4, T ebenfalls die Wertigkeit Null; damit ist aber gezeigt, daB
die Korrespondenzen I7%, 751, ..., T' gemdB (4., 4,, ..., 4,) vonein-
ander abhingig sind.

Wir behandeln ferner den Fall zweier Korrespondenzen T und 7,
die gem#B den Zahlen (1, — 1) voneinander abhingig sind. Es sei Y,
eine beliebig aber allgemein gewihlte Gruppe, welche von den Punkten
gebildet wird, die in der Transformation 7, dem Punkt ¢ entsprechen.
Wir fassen nun eine Schar g7 von geniigend hoher Dimension ins Auge,
so daB in ihr eine einzige Gruppe vorhanden ist, die durch Y, geht. (Man
wihle z. B. p allgemeine Punkte der Kurve vom Geschlecht p und be-
trachte die nicht-speziale Vollschar g7, die durch jene p Punkte zusammen
mit einer gegebenen Gruppe Y, eindeutig bestimmt ist)) Es kann der
Fall eintreten, daB durch irgend eine spezielle Gruppe Y, unendlich viele
Gruppen der Schar g’ gehen; aber unter allen Umstinden wird diejenige
Gruppe von g’ stets wohl definiert sein, die durch jene spezielle Gruppe
Y, geht, und die als Grenzlage einer gewissen Gruppe der g erscheint;
diese ist ihrerseits durch eine allgemeine, nach der betrachteten speziellen
Lage hinstrebende Gruppe Y, definiert. Auf diese Weise ist also jeder
Gruppe Y, eine ganz bestimmte Gruppe Y derart zugeordnet, daB Y, + ¥,
eine Gruppe der g- bildet.

Behalten wir fiir die Korrespondenzen T, T, die schon ofters be-
nutzten Bezeichnungen bei, so erhalten wir aus der Gleichung

Y, -Y, =Y Y,
mit Riicksicht auf die Beziehung

Y. +Y, =Y, +7Y;
die neue Relation
Y, +Y, =Y +7,

Bezeichnet man also mit S diejenige Korrespondenz, welche entsteht,
wenn man einem verinderlichen Punkt ¢ der Kurve die Punkte der auf
ibn beziiglichen Gruppe Y, zuordnet, so kann man sagen, daB die Kor-
respondenzen 7, + S und 7, + S, und somit auch ihre inversen
Trt+ S-tund T; '+ S-! die Wertigkeit Null besitzen.

Mit anderen Worten: Sind X, und X, die Punktgruppen, welche in
der Korrespondenz S-! den Pwnkten @ und a’ entsprechen, so erhalten
wir die Beziehungen

(6 Xl ';[".Xa EX;"—X,‘:-
) X, £ X, = X+ X
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dabei bedeuten X, und X die Punktgruppen, welche den Punkten a und
a’ in der Korrespondenz I'! zugeordnet sind, wihrend X, und X, die
analoge Bedeutang fiir 7; ' haben.

Subtrahiert man die beiden vorstehenden Beziehungen, so ergibt sich

XI_XL)EX;_X‘;»

und damit ist bewiesen, daB die Korrespondenzen 7’7 und 777! gemiB
den ganzen Zahlen (1, — 1) voneinander abhiéngig sind.

Bei diesem Beweis wurde eigentlich stillschweigend die Voraus-
setzung gemacht, da die Gruppe Y, gleichzeitig mit Y,, d. h. mit a, be-
weglich sei; denn im entgegengesetzten Fall wiirde sich an Stelle der
oben definierten Korrespondenz S eine ausgeartete Korrespondenz ergeben.

Aber auch wenn wir die Annahme machen, daB Y, fest bleibe, wih-
rend a die Kurve durchliuft, gelangen wir zu demselben SchluB. In
diesem Fall sind némlich die Gruppen }, untereinander iiquivalent, und
folglich besitzt die Korrespondenz T, die Wertigkeit Null. Auf Grund
der Beziehung

Y, - Ir? = Y{ - Y‘.’)r
die den Zusammenhang zwischen 7' und 7, ausdriickt, folgt hieraus,
daB auch T, die Wertigkeit Null besitzt. Es haben daher auch die in-
versen Korrespondenzen 77! und 7y ! die Wertigkeit Null. Diese Er-
kenntnis geniigt aber zum Beweis der Behauptung, daB 7! und 7T} * ge-
méB den Zahlen (1, — 1) — oder auch gemiB zwei beliebig gewihlten
Zahlen — voneinander abhingig sind.

Das eingeschlagene Beweisverfahren wiirde nicht mehr zum Ziel fiihren,
wenn eine der beiden Korrespondenzen 7', T, aus der Identitit bestiinde,
wie es in Nr. 68 (8.175) der Fall war; aber der Satz wiirde trotzdem auch
in diesem Fall seine Giiltigkeit behalten, wie eben aus Nr. 63 hervorgeht.

Endlich untersuchen wir den Fall, daB k Korrespondenzen vorliegen,
die gemiiB den ganzen Zahlen (4,, 4,, ..., 4,), von denen mindestens eine
negativ sei, voneinander abhiingig sind.

‘Es mégen 1, 4,,...,4, positiv und die librigen Zahlen 4, , ; =— gy, 4, ...,
A, = — u, negativ sein. Beniitzt man wieder die eingefiihrten Bezeich-
nungen, so ergibt sich
(7) A Yl Tt linz"“!‘sH, :'+1"" T .“I;’YkE A Y; et '1; Y;

— i Y — X

Die beiden Korrespondenzen S, = 4, 1} + --- + 4, T, und Sy =y, ,, 7, ,
+ -+ u,T, sind dann gemiB den Zahlen (1, — 1) voneinander abhingig,
und folglich gilt dies auch fiir die inversen Korrespondenzen. Diese
Aussage deckt gich aber mit der Behauptung, daB die Korrespondenzen
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Ty, .., I T, .., T' gemdB (4, 4, ..., 1) voneinander ab-

12 k2

hingig sind.

71. Geometrische Beziehung zwischen den Gruppen der Koingideng-
punkte in mehreren abhingigen Korrespondenzen. Das allgemeine
Xorrespondenzpringip.

Wir wollen den folgenden Satz beweisen:

Wenn in den Korrespondenzen T, . . ., T,, die gemaf (4, . . ., 4,) von-
eiander abhingig sind, dem Punkt a die Punkigruppen Y, ..., Y, ent-
sprechen, wihrend in den inversen Korrespondenzen demselben Punkt die
Gruppen X, ..., X, zugeordnet sind, so erhdilt man, falls die Gruppen der
Koinzidengpunkte der Korrespondenzen T, ..., T, mit U, ..., U, bezeichnet
werden, die Bezichung

) ZU+ 24U+ + K U=4(X+ Y,) + - + (X, + Y.

Wie bei dem Beweis in der vorhergehenden Nummer ist es auch hier
zweckmiBig, drei Fille zu unterscheiden:

1. Die Zahlen i, 4, ..., 4, seien alle positiv. Da in diesem Fall die
Korrespondenz 4, T, + --- + 4,7, die Wertigkeit Null besitzt, so reduziert
sich der Satz auf denjenigen der Nummer 67.(S. 174).

2. Es sei k= 2, und die Korrespondenzen 7', T; hingen gemi8 (1, — 1)
voneinander ab. Wir stellen wie in der vorhergehenden Nummer eine
Korrespondenz S her, derart, daB T; 4 S und damit auch 7', + S die Wertig-
keit Null haben. Versteht man unter 7 die Gruppe der Koinzidenzpunkte
von S und behalten X, und Y, dieselbe Bedeutung wie in Nr. 70, so er-
gibt sich nach Nr. 67:

O+ V=(X+Y)+(Xs+ Yy,
U+ V=(X+ X)) + (X + Xy).
Subtrahiert man diese Aquivalenzen voneinander, so erhilt man
U,— =X+ 1)) — (X, + 1),
womit der Satz fiir diesen Fall bewiesen ist.

3. Es seien die Zahlen 1, 45 ..., 4, positiv und die Zahlen
dip1 = — Wipyy s 4= — , negativ. In diesem Fall sind die Korrespon-
denzen S, = A, T, + -+ AT, wnd Sy =p, T; 4+ --- 4+ u,T, vonein-
ander abhingig gemiB (1, — 1), und damit ist dieser dritte Fall auf den
zweiten zuriickgefithrt. Es folgt daraus, daf

WO+ +40) — (e Uiy + - + 0,0
=U4LX+ -+ 4LX+ 1Y+ +4Y)
— @ Xt Xt Y+t
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ist; diese Beziehung ist aber nichts anderes als die Aquivalenz (8), nur
in anderer Form geschrieben.

Gibt man dem eben bewiesenen geometrischen Satze eine zahlen-
miBige Deutung, so erhilt man eine sehr wichtige Korrespondenzformel.

Es sei u, die Anzahl der Punkte von U,, «, die Anzahl der Punkte
von X; und B, die Anzahl der Punkte von ¥ ; wir erhalten dann aus der
Aquivalenz (8) die Gleichung

Mgt o+ b= A (e + By) + - + L+ B

Es gilt also der Satz:

Wenn auf einer Kurve k Korrespondenzen mit den Indizes o, By, ..,
«,, B, vorhanden sind, die gemdf} den positiven oder negativen Zahlen 1, . . ., 4,
voneinander abhdngen, und die w,, ..., u, Koinzidenzen besitzen migen, so
besteht die Gleichung

9 Ay + -+ A=Ay (e + 1) + - Al + B) -

Die bekannte Korrespondenzformel von CAYLEY?), die bei der Losung von
Beriihrungsproblemen so niitzliche Dienste leistet, erhilt man aus dieser
Gleichung als besonderen Fall, wenn man alle Zahlen 4, als positiv vor-
aussetzt.

Bemerkung. Wenn sich unter den gegebenen, gemiB 4, 4, . . ., 4,
voneinander abhingigen Korrespondenzen die Identitdt befindet, und
wenn etwa 7', diese identische Transformation ist, so hat die Korrespon-
denz A,T, + --- + 4, T, die Wertigkeit 4,, und folglich gilt nach Nr. 69
(8. 176) die Beziehung

LU+ + 3 U=2X+ Yo + - + (X + X)) + L K + 24,05
hieraus ergibt sich die Gleichung
atty + o+ + Q= Aoy + B3) + -+ + Llo+ B) + 24,p.

Die Theorie der Korrespondenzen auf einer algebraischen Kurve hat ihren
Ausgangspunkt in dem Korrespondenzprinzip auf einer Geraden, das im Jah-
re 1864 von Cuasies?) ausdriicklich formuliert wurde. Zwei Jahre nachher
gab CrasLEs selbst einige Anwendungen des Prinzips auf die Theorie der ra-
tionalen Kurven?), und CavyLEY sprach die in Nr. 69 abgeleitete Korrespondenz-
formel aus*); dabei beschriinkte er sich jedoch auf den Fall, dab y positiv oder
Null ist, und lieferte den Beweis des Prinzips nur fir einen besonderen Fall.
Den ersten vollstandigen Beweis fiir die CavLeysche Formel (y > 0) hat A. BriLr

1) Phil. Trans. 158, 149 (1868). Man vgl. auch Skere, Introduzione usw., Nr. 49.
2) C. R. 58, 1176 (1864).

3) Ibid. 62, 579 (1866).

4) Ibid. 62, 586 (1866) oder auch London Proc. Math. Soc. 1, 1 (1866).
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gegeben'); er gelangte auf algebraischem Wege zu der Anzahl der Koinzidenzen
einer Korrespondenz von positiver und verschwindender Wertigkeit. BriLL war
es auch, der den Begriff und die Definition der positiven Wertigkeit aufstellte.
Das Korrespondenzprinzip fiir die Korrespondenzen mit beliebiger (auch nega-
tiver) Wertigkeit wurde dann mit Hilfe der AeLschen Integrale und der Theta-
funktionen von A. Hurwirz gefunden und in einer Abhandlung vom Jahre
1887 verdffentlicht?). Die Wertigkeitskorrespondenzen sind die einzigen, die
auf einer Kurve mit allgemeinen Moduln miglich sind. Der Beweis dieser Tat-
sache ist eine sehr heikle Angelegenheit. Er findet sich in einer Abbandlung
des Verfassers®), wo er sich aus dem Beweis des anderen Satzes ergibt, daB
jede ebene algebraische Kurve, die in einem einfachen, linearen, mindestens
3-fach unendlichen System verdnderlich ist, nur Wertigkeitskorrespondenzen
besitzt. Es gelang Hurwirz auch, mittels einer einzigen (transzendenten) Glei-
chung, welche die Koordinaten zweier entsprechender Punkte verbindet, eine
auf einer beliebigen Kurve gegebene Korrespondenz darzustellen und zu be-
weisen, daB man die Gleichung irgend einer Korrespondenz aus den Gleichungen
einer gewissen endlichen Anzahl von geeignet gewiithlten Korrespondenzen durch
Multiplikation zusammensetzen kann.

Die in diesen Vorlesungen gegebene Darstellung der Theorie der Korre-
spondenzen ist einer Abhandlung des Verfassers vom Jahre 1903 entnommen‘);
sie ist nicht nur wesentlich einfacher als die von anderen Mathematikern be-
nutzte algebraische Behandlung (man vergleiche die weiteren bibliographischen
Bemerkungen in der Einleitungzu der erwihnten Abhandlung),sondern sie hatauch
noch den Vorteil, daB sie dem CavLev-BriLr-Hurwirzschen Korrespondenzprin-
zip eine geometrisch-funktionale Bedeutung unterlegt. Der Begriff der voneinander
abhiingigen Korrespondenzen, der ebenfalls in jener Abhandlung aufgestellt
wurde, kniipft an den analogen Begriff an, den Hurwirz auf transzendentem
Wege eingefiihrt hat. Das Verbindungsglied zwischen beiden bildet das ABEL-
sche Theorem, wie es in Nr. 11 jener Abhandlung bewiesen wurde. Auf Grund
dieses Zusammenhangs konnte auch gezeigt werden, daf auf einer Kurve die
Zahl der (im angegebenen Sinne) unabhingigen Korrespondenzen eine endliche
obere Grenze besit:d. Diese geometrische Eigenschaft kniipft sich an die oben er-
wihnte Konstruktion der Gleichung einer beliebigen Korrespondenz mittels der
Gleichungen einer endlichen Anzahl von geeignet gewihlten Korrespondenzen®).

1) Math. Ann. 6, 33 (1873); 7, 607 (1874). 2) Ibid. 28, 561 (1887).

3) F. Sxverr, Le corrispondenze fra i punti di una curva variabile in un
sistema lineare sopra una superficie algebrica. Math. Ann. 74, 515 (1913).

4) F. Severr, Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica e sopra
certe classi di superficie. Torino Mem. (2) 54, 1 (1903).

5) Weitere Einzelbeiten iiber die Geschichie des Korrespondenzprinzips sowie
iiber die hierauf beziigliche Literatur findet man in dem Bericht von Bri. und
Noerner iiber die Entwicklung der Theorie der algebraischen Funktionen (Jahres-
ber. d. dtsch. Math. Ver. 8, 530, (1894), in Bd. III, Helt 8 der Encyklopidie der math.
Wissenschaften (Artikel von Zxurnex) 8. 278ff., sowie in E. Pascars Repertorium der
hoheren Mathematik Bd. 1L, 1. Hiilfte, 8. 843ff. (Artikel von L. Brrzorari), und
endlich bei L. Skere, Bibl Math. (2) 6, 83 (1892).
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§ 4. Anwendungen der entwickelten Theorie.

72. Zwei Beispiele von Korrespondenzen ohne Wertigkeit. Als
einfache Anwendungen der in den vorhergehenden Nummern angestellten
allgemeinen Betrachtungen iiber die Korrespondenzen wollen wir nun
zwei Sitze beweisen, die uns zugleich einfache Beispiele fiir Korrespon-
denzen ohne Wertigkeit liefern werden.

Auf einer Kurve C vom Geschlecht p > 1 ist eine ein-eindeutige
Korrespondenz T, falls sie nicht von einer gl erzeugt wird, sicherlich ohne
Wertigkeit.")

Hat néimlich 7' die Wertigkeit y, so ist die Zahl ihrer Koinzidenz-
punkte gleich 2 + 2yp, und da diese Zahl notwendig grofer als oder
gleich Null ist, so folgt daraus sofort, daB y positiv (= 1) sein muB. Die
Korrespondenz 7' muB auBerdem periodisch sein (Nr. 51, S. 144); es sei
o ihre Periode; deren Zyklen bilden eine Involution y;. Wenn

<al7 Ags - - ag)) (bl; b?y ten b(:)
zwei solche Zyklen sind, so hat man
Yo+ ay=pb 4+ by yay Fag=ypb+by; .. ya, +a, =ypb, + b
Daraus folgt
(7 + D@ + a4 a) =@ + D+ by + -+ by)

Wir bilden nun die Gruppen von p; durch die Punkte einer Kurve
I' ab und bezeichnen mit a und b die Punkte von I', welche als Bilder
der Gruppen (ay, ay, - .., a,) und (b, by, .. ., b,) e.rscheinen. Da nun in
der Korrespondenz (g, 1), die auf diese Weise zwischen den Kurven C
und I hergestellt ist, einer Gruppe von C ihr Bildpunkt, o-mal geziihlt,
entspricht, so erhalten wir auf Grund der am SchluB der Nr. 59 (S. 165)
bewiesenen Eigenschaft die Beziehung

o(y + Da=o(y + 1b;

damit ist aber gezeigt, daB die Kurve I rational ist (Nr. 65, S. 172),
d. h. daB die Involution y; einfach eine lineare Schar g; ist. Diese lineare

Schar gibt AnlaB zu einer symmetrischen Korrespondenz (¢ — 1, ¢ — 1)
von der Wertigkeit 1, welche identisch ist mit der Korrespondenz

T+ T4+ T8+ -+ Te7,
und deren Wertigkeit sich infolgedessen auch durch den nachstehenden
Ausdruck darstellen 1aBt:
p=y = DT =y (L= )

1) Einen transzendenter Beweis siehe bei A. Horwirz, Math. Ann. 28, 585 (1887
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Da nun aber dieser Ausdruck gleich 1 sein soll, so muB notwendig auch
y = 1 sein, d. h. es muB ein Punkt, zusammen mit dem ihm in 7 ent-
sprechenden Punkt, eine Gruppe einer linearen Schar geben, und diese
lineare Schar kann, da p > 1 ist, nichts anderes als eine g} sein.

Ein anderes Beispiel einer Korrespondenz ohne Wertigkeit wird
durch folgenden Satz gegeben:

Auf einer Kurve vom Geschlecht p > 1 wird durch eine irrationale
Involution y: vom Geschlecht m eine symmetrische Korrespondenz (v — 1,
v — 1) ohme Wertigkeit bestimmd.

Hitte nidmlich die Korrespondenz (v — 1, v — 1) die Wertigkeit ¢,
und wiire a,, a,, . . ., @, eine Gruppe der Involution, so erhielte man

a+ - +a +ya,=a,+a;+ - +a,+ va,,
oder
a+yo,=a +ya, 1—p)a=»1-7)a,.

In dhnlicher Weise erhielte man, wenn man 1 — y = I setzt:

ka, =kay=---=ka,.
Fiir eine andere Gruppe b,, b,, ..., ), wiirde sich ebenso ergeben:
kb, =kby=---=£kb,.

Nun ist aber
ay - +a,+ya,=b+ - +b +yb;

multipliziert man beiderseits mit %, und beriicksichtigt man die vorher-
gehenden Beziehungen, so erhilt man
k(v+y—Da=k(@w+y—1)0,.

Die Zahl y kann aber nicht gleich 1 sein, weil sich sonst die Involution
, auf eine lineare Schar reduzieren wiirde; es ist daher & 4= 0. Falls also
auch v 4+ y — 1 5= 0 ist, so gibt es eine ganze Zahl A > O derart, daB

ha, = hb,
ist, wobei a;, und b, zwei beliebige Punkte der Kurve bedeuten; diese

miiBte demnach rational sein (Nr. 65), was der Voraussetzung wider-

spricht.
Falls aber » + y — 1 = 0 wiire, so lieBe sich die Zahl y der Koin-
zidenzpunkte der Korrespondenz (v — 1, » — 1), némlich

y=2@w—1)+2pp
y=2(r—1)(1 —p)

schreiben. Da p > 1 ist, so wire diese Zahl negativ, wihrend doch y

auch in der Form
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seiner Definition gemiB positiv oder Null sein muB. Die Annahme
v+ y —1 =0 ist also unméglich ehenso wie die andere, die wir ge-
macht hatten.

78. Gruppe der ("4 1)-fachen Punkte einer linearen Schar g%. Wir
haben schon friiher fiir den besonderen Fall der kanonischen Schar be-
merkt (s. die FuBnote auf S. 139), daB eine Schar ¢/ nur eine endliche
Anzahl von Punkten besitzen kann, deren Vielfachheit gréBer als » (im
allgemeinen gleich » + 1) ist.

Wir wollen nun die Gruppe M, , dieser (r + 1)-fachen Punkte zu
kennzeichnen versuchen in bezug auf eine Gruppe G der ¢’ und
auf eine kanonische Gruppe K der Kurve (', auf welcher die ¢ ge-
geben ist.

Es sei ein allgemein gewéhlter Punkt @ von C gegeben; wir betrach-
ten die Gruppe (, welche in a einen r-fachen Punkt besitzt (diese Gruppe
ist wohl definiert, denn sonst wére a fiir die Schar mindestens (r 4 1)-
fach); die n — r Punkte, welche zusammen mit @ die Gruppe G bilden,
sollen die Punkte y genannt werden. Die in bezug auf den Ubergang
von @ zu den Punkten y inverse Operation besteht darin, daB man dem
Punkt ¢ die Punkte z zuordnet, welche fiir eine gewisse Schar g7—1
r-fach sind; diese Schar g7—! wird aus g’ dadurch erhalten, daf man in
der letzteren nur die durch @ gehenden Gruppen betrachtet. Wir wollen
eine Gruppe dieser Schar g’ ! mit H und die Gruppe ihrer r-fachen Punkte
mit M, _, ,_, bezeichnen.

Die so definierte Korrespondenz hat die Wertigkeit », denn wenn
man die Gruppe der Punkte y mit Y bezeichnet, so bewegt sich die
Gruppe Y + ra in der gegebenen Schar g7. Es ergibt sich also:

M, =Y+M,_,, ,+2ra+rk,

oder

(1) M, =G+ M, y, ,+ra+rK.

Diese Rekursionsformel gestattet, die Frage, die wir uns vorgelegt haben,
zu 15sen. Wir wissen ndmlich (8. 126), daB

M, ,,=2H+ K
ist; wir erhalten daher

M,,= G+ (2H + K) + 2a + 2K.

und hieraus folgt, da H 4+ a = G ist,

M,,=3G+ 3K.
Fir » = 3 ergibt sich

M, =G+ M,  ,+3a+3K=G+(3H+3K)+3a+3K=4G + 6K.
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Setzt man dieses Verfahren fort, so gelangt man durch Induktion zu
der allgemeinen Formel
M, =0c+06+("THE,

welche sich durch vollstindige Induktion beweisen liBt, wenn man die
Formel (1) fiir kleinere Werte von » als richtig voraussetzt.

Gibt man der soeben erhaltenen allgemeinen Formel eine zahlenmiBige
Deutung, so erhilt man fiir die Anzahl der (r + 1)-fachen Punkte der
g, den Ausdruck (r + 1) (n 4+ rp —r).

In diesem Ausdruck ist jeder Punkt, der fiir die g’ eine groBere
Multiplizitit als » 4 1 hat, mit der notigen Vielfachheit zu zihlen. Ist
ein Punkt Pi, -fach fiir die oo”=! Gruppen der g7, die ihn enthalten,
ferner 4,-fach fiir oo™~ ? Gruppen derselben Schar, ..., 7 _, -fach fiir oo!
Gruppen und <, -fach fir eine Gruppe der Schar (i, >r + 1), so liBt
sich nimlich beweisen'), daB die erwihnte Vielfachheit, mit der er in
der Gruppe der (r 4+ 1)-fachen Punkte gezihlt werden mu8, gleich

Ayt — .’f%‘tp

ist.

Es wire nicht schwierig, den Beweis mit Hilfe des oben entwickel-
ten Rekursionsverfahrens zu fiihren; wir wollen uns jedoch nicht dabei
aufhalten.

Bemerkung. Das letztere Ergebnis deckt sich mit dem der Nr. 35
(S.103), aus dem es sich durch Induktion ableiten 14Bt. Deutet man
den Satz in bezug auf die Schar g, welche auf einer ebenen Kurve f
von der Ordnung » und dem Geschlecht p durch die Geraden eines all-
gemein gewihlten Strahlenbiischels (O) ausgeschnitten wird, so ergibt
sich die Klasse m der Kurve aus der Formel
@) m=2m+p—1)—Z(e—1);
dabei ist die Summation iiber alle Urspriinge der Zweige von der Ord-
nung « > 1 zu erstrecken. Die Klasse dieser Zweige werden wir im
folgenden mit ¢, bezeichnen. Ersetzt man in (2) die Zahl p durch den
Ausdruck, den wir dafiir in Nr. 37 (8. 107) gefunden haben, so ergibt
sich die erste Pruckersche Formel (s. Nr. 10, S. 26), ausgedehnt auf belie-
bige Singulariliten:

m=mnn-1)—Zs(s —1) — Z(a« — 1).
Der Formel (2) entspricht dual die folgende:
(3) n—20m+p—1)— S — 1)
man kann sie auffassen als einen Ausdruck fiir die sweite verallgemeinerte

1) Sxerk, Introduzione usw., S. 40.
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Procxersche Formel. Eliminiert man m aus den Gleichungen (2) und (3),
80 ergibt sich

(4) 22« + o, —3)=3(n+2p —2),

und diese Gleichung zeigt, daB in der Gruppe der dreifachen Punkte der
Schar g2, die auf f von den Geraden der Ebene ausgeschnitten wird, jeder
Punkt, welcher der Ursprung eines Zweiges (&, «,) ist, fiir 2e + o, — 3
Einheiten zihlt, wie es nach dem oben angefiihrten allgemeinen Ergeb-
nis auch sein muB.

Fiir ¢ = 1, ¢, = 2 ergeben sich die gewShnlichen Wendepunkte der
Kurve f. Bezeichnet man mit ¢ die Gesamtzahl der (gewdhnlichen und
singulidren) Wendepunkte, und fiihrt man in (4) den iiblichen Ausdruck
fiir p ein, so erb&lt man die dritte verallgemeinerte Privcxersche Formel

i=3nmn—2)—3Zs(s—1),

wobes wn der Zahl ¢ der Wendepunkte jeder Punkt, welcher der Ursprung
eines Zweiges (e, o) ist, fiir 2¢ + o, — 3 Einheiten 2u zihlen ist. Die
gewohnliche dritte Formel von PLUCKER bezieht sich auf den Fall, daB
die Kurve 0 gewdhnliche Doppelpunkte und % gewdhnliche Riickkehr-
punkte hat. Dann ist fiir die Doppel- und Riickkehrpunkte s = 2, und
fiir die Riickkehrpunkte hat man auBerdem « =2, ¢, = 1; hieraus ergibt
sich, wenn ¢ die Anzahl der gewdhnlichen Wendepunkte ist,

i+ 2k =3n(n—2)—6(0 + k)
oder

i=3n(n —2)—60 —8Fk.

Durch duale Ubertragung erhilt man sofort die wierte Prucxersche
Formel )

Die Formel, welche die Anzahl der (» + 1)-fachen Punkte einer g, an-
gibt, ist ein besonderer Fall der Formel von de Joxquitres; diese liefert die Au-
zahl der Gruppen einer ¢7, die einen v, -fachen, einen vg-fachen, . ..., einen
v-fachen Punkt besitzen, wobei (v, — 1) == r ist. De JoNquiires bewies
diese Formel?), indem er sie zuerst fiir die (ebenen) rationalen Kurven — d. h.
fiir Kurven, die mit der Maximalzahl von Doppelpunkten behaftet sind — und
fiir solche Kurven aufstellte, die in gerade Linien zerfallen; hierauf dehnte er
sie auf Kurven von beliebigem Geschlecht aus, indem er den EinfluBl bestimmte,
den die Hinzunahme von Doppelpunkten auf die uneigentlichen Lisungen des
Problems ausiibt.

1) Wegen der Ableitung der verallgemeinerten Formeln von Cavisy und von
Vrronese, die eine Beziehung zwischen den projektiven Zahlen einer Raum-
kurve oder Uberrawmkurve herstellen, vergleiche man Bgrtivi, Introduzione usw
S. 401 f,

2) Journ. f. Math. 66, 289 (1866).
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Von BriLr') stammt ein algebraischer Beweis der Formel von JoxQuitres
mit Hilfe des CayLevsechen Korrespondenzprinzips. Die geometrische Kenn-
zeichnung der Gruppe von Punkten, welche v-fach sind fir die Gruppen
der y7 und die angegebenen Vielfachheiten besitzen, findet sich in einer Note
von R. TorerLrt.?)

Ein noch allgemeineres Problem, welches dasjenige von JONQUIERES um-
taBt, bezieht sich auf die Anzahl der neutralen Gruppen mit mehrfachen Ele-
menlen in einer g),.

Es handelt sich dabei darum, die Anzahl der Gruppen zu berechnen, von
denen jede aus einem v,-fachen, einem v,-fachen, ..., einem v fachen Punkt
(v; = 1) besteht, und welche fiir die Gruppen der g7 ncutral von der Gattung
¢ sind, d. h. welche den Gruppen der g7, die sie mit jenen Vielfachheiten enthalten

sollen, >, — ¢ Bedingungen auferlegen. Setzt man > v;—q—1=E§, so
ist es, damit das Problem eine endliche Anzahl von Lésungen zuliBt, im all-
gemeinen notwendig und hinreichend, daB die beiden folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(1‘~~k)2vi——i-=(k—{— ) (r—k),
>y, 4 —k—1

Fir den Fall der rationalen Kurven findet sich die allgemeine Losung
dieses Problems in einer Note des Verfassers.%) Ebentalls fiir die rationalen
Kurven wurde die Formel, die sich auf den Fall bezieht, dafl alle v, gleich 1
sind, induktiv gewonnen von Fr. MEvERr, Apolaritit und rationale Kurven,
Titbingen 1883, 8. 8363 und von Taxrurrr (Ann. di Mat. (3) 4, 67 (1900));
bewiesen wurde sie von Severl (Rom. Ace. L. Rend. (5) 11%, 52 (1902)). Fir
den Fall der Kurven von beliebigem Geschlecht ist die allgemeine Formel noch
nicht aufgestellt. Man mdge zu dem Gegenstand die Abhandlung des Verfassers
»Sopra alcune singolarita delle curve in un iperspazio* (Torino Mem. (2) b1,
97 (1902)) vergleichen; dort wird das Problem vollstindig geldst fir + = 4,
5, und es wird eine allgemeine Methode angegeben, die fiir jeden beliebigen
Wert von  zur Losung fiihrt.

Fiir den Fall der neutralen Gruppen ohne mehrfache Elemente (die BriLL
ausgezeichnete Punktgruppen genannt hat) wurde die dargelegte allgemeine
Losung des Problems von G. GiamBeLLi gegeben (Torino Mem. (2) 69, 433
(1909)). Schon frither waren auBer von dem Verfasser (in der angefiihrten
Arbeit) mit verschiedenen Methoden spezielle Ergebnisse erzielt worden von
BriLL und Noeruer, Math. Ann. 7, § 11 (1873), BrirL (Math. Ann. 36, 821
(1890)), CasteLxvovo (Rom. Ace. L. Rend. (4) 5% 130 (1889) und Palermo

1) Math. Ann. 6, 46 (1873). Vgl. auch H. G. Zeuruex, Lehrbuch der abzih-
lenden Methoden der Geometrie. Leipzig, Teubner, 1914, S. 246.

2) Palermo Rend. 21, 58 (1905).

3) Rom Acc. L. Rend. (6) 9%, 379 (1900).



73. 74. Problem der neutralen Gruppen. Die Formel von Scuuserr 191

Rend. 3, 27 (1888)), Zeuruen (Math. Ann. 40, 118 (1892)) und TaNTURRI
(Ann. di Mat; (3) 4, 67 (1900) und Torino Atti 39, 483 (1904)).%)

74. Anzahl der Gruppen von # -+ 1 Punkten, die einer g und
einer (rationalen oder irrationalen) Schar y. vom Index®) » >1 ge-
meinsam sind. Die Formel von ScHUBERT. Wir wollen die in der
Uberschrift genannte Zahl mit Z, , bezeichnen. Es sei ein allgemeiner
Punkt P der Kurve C gegeben, auf der die beiden betrachteten Scharen
liegen sollen; diejenigen Punkte, welche den durch P gehenden v Gruppen
der Schar p! auBerdem noch angehéren, wollen wir die Punkte ¢ heiBen,
withrend die n — » weiteren Punkte derjenigen Gruppen der Schar g7,
welche durch » aus einer und derselben Gruppe der ) entnommene Punkte
Q) gehen, als die Punkte R bezeichnet werden sollen. Die Indizes der
involutorischen Korrespondenz S, in welcher die Punkte P, ¢ einander
entsprechen, sind gleich »(m — 1); die Korrgspondenz I' dagegen, in
welcher die Punkte P, R einander entsprechen, hat die Indizes

Zf‘——l,n—i (m - r) und v (”37 1) (n — 7.)‘

Ist namlich ein Punkt P gegeben, so gibt es v Gruppen von m — 1 Punkten
@, die mit P zusammen Gruppen der p! liefern. Jede dieser Gruppen

von m — 1 Punkten hat mit (m : 1) Gruppen der ¢ je r Punkte gemein-

sam, und jede dieser letzteren Gruppen enthilt auBerdem noch »n — r
Punkte, welche als die dem gegebenen Punkt P entsprechenden Punkte
R anzusehen sind.

Ist umgekehrt ein Punkt I gegeben, so gibt es Z,_, ,_, Gruppen von
r Punkten, welche unserer 3! und derjenigen g’--! gemeinsam angehdren,
die von den durch R gehenden Gruppen der g7 gebildet wird; ebenso
groB ist also die Zahl der Gruppen der !, die die soeben genannten
Gruppen von » Punkten enthalten. Jede der so bestimmten Gruppen der
!, enthilt auBerdem noch m — r Punkie, und diese miisgen als die dem
Punkt R entsprechenden Punkte P angesehen werden.

1) Die Zahl der gemeinsamen Losungen, die r Korrespondenzen zwischen
r Punkten einer algebraischen Kurve zugleich genligen, hat A. Brir (Math. Ann. 36,
321) bestimmt. Mit derselben Frage haben sich von anderem Standpunkt aus
A. Comussarrr, (Ven. Ist. Atti 69, 871 (1910) und 72, 1133 (1913)) sowie O. GounEr
in seiner Tibinger Dissertation ,Uber Systeme algebraischer Korrespondenzen*
(1913) beschiftigt und sie auf stationiire Beriihrungen in hoheren Riumen ange-
wandt. [A. d. Tbers]

2) Unter dem Index einer algelbraischen Schar yl, von Punktgruppen auf
einer Kurve versteht man die Anzahl ihrer (aus m Punkten bestehenden) Punkt-
%ruppen, die einen allgemein auf der Kurve gegebenen Punkt enthalten. [A. d.

bers.]
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Nun ist noch folgende Tatsache zu beachten. Wenn man bei ge-
gebenem Punkt P alle Punkte der oben definierten v(m N 1) Gruppen der
Schar g betrachtet, so erhdlt man auBer den Punkten R, die dem Punkt
P entsprechen, noch die Punkte ¢, von denen jeder (";:?) -mal gezihlt
ist. Diese Tatsache 148t sich dadurch ausdriicken, daB man sagt, die Korre-
spondenz T + (m - 2) S hat die Wertighkeit Null.

r—1
Die Koinzidenzpunkte dieser Korrespondenz sind gegeben durch die

Koinzidenzpunkte von 7' und durch die jeweils ("::;“))-fach geziihlten

Koinzidenzpunkte von S. In jeden der Punkte, welche die den Scharen
g- und p) gemeinsamen Gruppen von r + 1 Punkten bilden, fillt einer
der Koinzidenzpunkte der Korrespondenz 7, so daB die Zahl dieser letz-
teren gleich Z, , (r + 1) ist. Die Koinzidenzpunkte von S sind die d
Doppelpunkte der Schar p!. Wir erhalten also die Gleichung

(3) Zr-—l,n-—l(m —r)+v (m T 1) (n—r)+ 2v(m — 1)('" - “i)

r—
- 7,0+ 0+ (0214,

oder

Z,_, n_l(m-——'r)—{-v(m: l)n—}—v(m— 1) (m B 2) =27, ,(r+1)+ (mr_‘_ ?)d

r—1
Fiir r= 1 hat man Z, , , = v(n — 1), und es ergibt sich daher
Zy, =mnv(m~ 1) —1d.

Fir » = 2 erhilt. man, wenn man den Wert von Z, ,_, beriicksichtigt,

v(n — 1)(m— 1)(m-=2) — $(m — 2)d + va(" T ) +v(m—1)(m —2)
=32, + (m—2)d,
und hieraus folgt /
Zy =nv(" ) = 1(m — 2)d.
Bei Fortsetzung dieses SchluBverfahrens erhilt man durch Induktion die

allgemeine Formel
, m — 1 y (m—2
(6) Jr,u=nv( r )-_E(T-—l)d’
deren Beweis sich aus der Formel (5) ergibt, wenn man die Formel (6)
fiir kleinere Werte von r als richtig voraussetut.

Die Formel (6) verdankt man SCHUBERT; aber der Beweis von
ScHUBERT, der in § 13 der “Introduzione” von SEGRE wiederholt wurde,!)

1) Siehe auch Rom. Ace. L. Rend. (4) 3% 3, 149 (1887).
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ist weniger einfach als der hier gegebene, der sich in einer Note des Ver-
fassers findet.!) Die ScHUBERTsche Formel bezieht sich eigentlich auf einen
etwas allgemeineren Fall, néimlich auf den Fall, daf die Gruppen der p!,
fiir die Schar g7, neutral sind. Wenn eine allgemein gewihlte unter diesen
Gruppen den Punktgruppen der Schar g7 nur & 4 1 unabhiéingige Bedin-
gungen auferlogt (k4 1<), so daB also jede dieser Gruppen mindestens
in einer Gruppe der g; enthalten ist, so handelt es sich darum, die An-
zahl derjenigen Gruppen der p! aufzusuchen, welche % + 1 Punkte mit
der Eigenschaft enthalten, daB sie den Gruppen der Schar g7 nur % Bedin-
gungen auferlegen. Dieses Problem wird durch die erwihnte allgemeine
Formel von SCHUBERT gelost.

Die Ableitung dieser allgemeinen Formel aus der Gleichung (6) ergibt
sich unmittelbar. Man greife zu diesem Zweck aus der gegebenen Schar
g; eine in ihr enthaltene Schar g% heraus, die nicht alle Gruppen der 3},
als einen Teil in sich schlieBt. Dies ist immer moglich, weil die Gruppen
der g7, die durch eine allgemein gewihlte Gruppe der ! gehen, eine
¢.~*1 bilden; man kann also innerhalb der Schar g7 eine g% wihlen, die
mit dieser g7~ %~ 1 keine Gruppe gemeinsam hat. Die so konstruierte Schar
g% kann dann nur eine endliche Anzahl von Gruppen der !, enthalten.
Es sei u diese Anzahl, und es werde mit Z die Zahl derjenigen Gruppen
von ! bezeichnet, in welchen sich k 4+ 1 Punkte mit der Eigenschaft
befinden, daB sie den sie enthaltenden Gruppen der g7 nur & Bedingungen
auferlegen. Diese Gruppierungen von % 4 1 Punkten sind offenbar ent-
halten in den durch die Formel (6) gegebenen Z, Gruppen von je
k + 1 Punkten, die den Scharen y!, und g* gemeinsam sind. Einen wei-
teren Beitrag zu dieser Zahl Z,  liefern aber die g Gruppen von m

Punkten, die der p! und der g gemeinsam sind; denn jede von ihnen
liefert (k;"_ 1) Gruppen mit je %k + 1 Punkten, die der p% und der g* ge-

meinsam angehSren. Man erhilt daher

™ Zpu=(, 1)+ 2,
d. h. es wird
®) (et 2= (") =40

und dies ist die Formel von Scruserr.

Der Fall, daB k = m — 1 ist, erfordert eine besondere Betrachtung.
In diesem Fall befinden sich niimlich unter den den Scharen g* und !
gemeinsamen Gruppen, deren Anzahl wir mit u bezeichneten, diejenigen

1) F. Severi, Padova Atti 24, 137 (1908).

Severi: Vorlesungen iber algebraische Geometrie 13
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Z Gruppen I der Schar p}, deren % 4 1(= m) Punkte den Gruppen der
9. k(= m — 1) Bedingungen auferlegen. In der Tat bilden die Gruppen
der g7, welche eine der Gruppen I' enthalten, eine g7~"+ und diese hat
mit der ins Auge gefaBten Schar g7 -! eine Gruppe gemeinsam.

Im Fall ¥ =m — 1 miiBte man also an Stelle der Gleichung (7)
schreiben Z, ; ,—u. Nur dann kann man auch hier noch schreiben
Zp_y,n=W + Z, wenn man unter g die Anzahl der den Scharen y% und
g™~1 gemeinsamen Gruppen H von m Punkten versteht, die den Grup-
pen der g7 m (und nicht weniger) Bedingungen auferlegen. Man wird
bemerken, daB diese Gruppen H in der Schar y! variieren, wenn die
Schar gm—* sich veréindert, wihrend die Gruppen I fest bleiben.

Zusammenfassend geben wir noch einmal die Bedeutung der Buch-
staben an, die in der Gleichung (8) vorkommen. Es bedeutet:

n die Ordnung einer g’ auf C.

m die Ordnung einer ! auf C.

v den Index der 2.

d die Anzahl der Doppelpunkte der 2} .

k4 1(Lr) die Anzahl der Bedingungen, die eine allgemein gewihlte
Gruppe der y., den Gruppen der g7, die sie enthalten sollen, auferlegt.

w die Anzahl der Gruppen von m Punkten, die der »!, und einer aus
g7 allgemein gewihlten g* gemeinsam sind (oder, fiir den Fall k=m —1,
die Anzahl der den Scharen p. und g* gemeinsamen Gruppen, die den
Gruppen der g- m, aber nicht weniger, Bedingungen auferlegen).

Z die Anzahl der Gruppen von p., von denen jede % + 1 Punkte ent-
hilt, die fiir die Gruppen der g7 nur k¥ Bedingungen darstellen.

Die Formel (8) ist, besonders in dem speziellen Fall k =m — 1,
grundlegend fir die Behandlung der Geometrie auf einer Kurve nach der
Methode der Uberrume von CasteLNUOvVO und SEGRE. Im Grunde genommen
kann man sagen, daf sie bei den Entwicklungen jener Theorie den NOETHER-
schen Fundamentalsatz tiber A f-+- B ¢ zu ersetzen vermag. Wenn man néimlich die
Methode der Uberriume anwendet, so.kann man mit Hilfe dieser Formel beweisen,
daB die adjungierten Kurven einer ebenen Kurve auf dieser eine lineare Voll-
schar ausschneiden (SEGRrE, Introduzione Nr. 77), und es liBt sich aus ihr auch
der Riemann-RocHsche Satz ableiten (ebd. § 19). Man erhilt weiter mittels
derselben Formel einen Satz, den man als die Erweiterung des RIEMANN-
Rocnschen Satzes auf irrationale Involutionen auffassen kann.') Einen an-
deren Beweis der ScuuBERTschen Formel fiir den Fall, daB die y! sich auf
eine gl reduziert, hat CasTELNUOVO gegeben.?)

1) Casreryvovo, Rom. Acc. L. Rend. (4), 7%, 294 (1891).
2) Torino Atti 24, 346 (1889).
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75. Ein Satz von CASTELNUOVO iiber die Scharen y!, vom Index
> 1 nebst seinen Folgerungen. Eine weitere sehr bemerkenswerte An-
wendung der Formel von SCHUBERT ist ebenfalls von CASTELNUOVO ge-
macht worden.!) Es handelt sich darum, ein Kennzeichen dafiir zu finden,
ob eine einfach unendliche algebraische rreduzible Schar !, von Gruppen
mit je m Punkten aus dquivalenten Gruppen besteht.

Man konstruiere auf der Kurve C vom Geschlecht p, auf die wir uns
beziehen, eine nicht-speziale Schar gn=], , welche die 72, nicht als einen
Teil in sich schliefit. Dies ist immer moglich, denn man braucht nur die
Schar gm=}, , mittels einer Gruppe von m — 1 + p Punkten zu definieren,
die dadurch gebildet wird, daB man zu m — 1 aus einer Gruppe I" von
71 entnommenen Punkten noch p beliebig gewihlte Punkte hinzufiigt.
Wir sind dann sicher, daB durch I' (und also auch durch eine allgemein
gewihlte Gruppe der Schar y.) keine Gruppe der linearen Schar gn-i,,
geht, weil der auf diese letztere Schar beziigliche Rest der m — 1 ge-
wihlten Punkte aus einer (nicht-spezialen) Gruppe von p Punkten be-
steht, unter denen sich der m* Punkt von I' nicht befindet.

Man kann also zur Bestimmung der Anzahl Z der Gruppen der y},
die der linearen Schar (teilweise) angehiren, die Formel (6) verwenden.
Zu dem Zweck hat man nur n =m — 1 + p, » = m — 1 zu setzen und

erhilt dann
Z=v(m+p—1)—1d,
d. h.
d=2v(m+p—1)— 223

Da Z seiner Natur nach eine positive Zahl oder Null sein muB8, so er-

gibt sich
d< 2v(m +p — 1).

Wir behaupten nun, daf das Gleichheitszeichen dann und nur dann
gilt, wenn die p} von #quivalenten Gruppen gebildet wird.

Wenn nimlich das Gleichheitszeichen gilt, so ist Z = 0, und folg-
lich enthilt eine allgemein gewihlte Schar gm=}, keine Gruppe der yL.;
eine spezielle gn=1, & also, welche eine der Gruppen von »2 enthilt, ent-
hilt sie alle.

Nach dieser Feststellung betrachten wir nun auf C eine Gruppe I'
der algebraischen Schar, sowie eine Gruppe G von p allgemein gewiihlten
Punkten a,, a,, ..., a,. Der Schar g», | G 4 I'| kommt die Eigenschaft

m+p

zu, daB die Residualschar gm=}, von @, die Gruppe I' und also auch

1) Rom. Ace. L. Rend. (5) 16%, 337 (1906).
2) Diese Formel ist von R. Torerr auf mehrfach unendliche Scharen ausgedehnt

worden {Torino Atti 42, 86 (1907)).
13*
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Jede andere Gruppe von p! enthiilt; die Restgruppen der Gruppen I' in
bezug auf die Schar gr, gehen somit alle durch a,. Dies gilt aber fiir
¢+=1,2,..., p; da nun jene Restgruppen aus p Punkten bestehen, so
schlieBt man, daB die Gruppen I' in bezug auf die Schar g7, A dasselbe
Residuum ( liefern, d. h. daB die Gruppen I" in der Residualschar g, von
& mit bezug auf die g, , enthalten sind.

Wird umgekehrt die p! von dquivalenten Gruppen gebildet; so mu
nach dem Restsatz eine g7=}, , welche eine der Gruppen I" enthilt, sie

alle enthalten; es darf{ also eine gr=], , die so konstruiert ist, daB
eine allgemein gewiithlte Gruppe von y! keiner Gruppe der Schar ange-

hort, keine Gruppe I enthalten. Mithin muB Z == 0 sein.

Wir erhalten somit den Satz:

Auf einer Kurve vom Geschlecht p besitzt eine algebraische (irreduzible)
einfach unendliche Schar von der Ordnung m und. dem Index v hichstens
2v(m + p — 1) Doppelpunkte; das Maximum wird dann und nur dann
erreicht, wenn die Schar aus dquivalenten Gruppen besteht (d. h. wenn sie
in einer linearen Schar von der Ordnung wm enthalten ist).

76. Aus dem soeben bewiesenen Satze leitet man leicht den folgen-
den ab:

Wenn eine alyebraische irreduzible einfach umendliche Schar yl, die
auf einer Kurve liegt, so beschaffen ist, daf3 die Gesamtheit der v Punkt-
gruppen von i, die einen Punkt P der Kurve enthalten (mit Einschluf
des v-mal gezdihlten Punktes P) beim Verdndern von P sich in einer
linearen Schar von der Ordnung mv bewegt, dann sind die Punktgruppen
der pl, selbst untereinander dquivalent.

Unter der angegebenen Voraussetzung hat ndmlich die involutorische
Korrespondenz S, die wir in Nr. 74 (S. 191) betrachtet haben, die Wer-
tigkeit » und deshalb ist die Anzahl ihrer Doppelpunkte gegeben durch

d=2v(_m——1)+21}p=21/(m+p——1>_
Daraus folgt aber, daB die Gruppen von ! untereinander dquivalent sind.

Dieser Satz, der eine wesentliche Rolle spielt bei gewissen grundlegenden
Untersuchungen tiber die Geometrie auf einer algebraischen Fliche, wurde vom
Verfasser auf transzendentem Wege mit Hilfe der Aserschen Integrale gefun-
den.') Der hier gegebene Beweis stammt von CasreLxvovo.?)

1) Ann. di Mat. (3) 12, 55 (1906). (Il teorema ' Amkr sulle superficie
algebriche).
2) Rom. Acc. L. Rend. (8) 15%, 337 (1906).



Siebentes Kapitel.

Die algebraischen Funktionen als analytische Funktionen.
Riexanysche Flachen.

§ 1. RIEMANNsche Flichen.

77. Der Satz von PUISEUX iiber die zyklischen Systeme. Algebra-
ische kritische Punkte. Es sei
(1> f(u’ z) =
ein irreduzibles algebraisches Polynom in u, #, das in der Verinderlichen
« vom Grad m ist, und es mdge 2 als unabhiingige (komplexe) Veriéinder-
liche angesehen werden. Wir haben schon in Nr.19 (S.54) erkannt, daB,
wenn 2 = g, ein Wert von #z ist, der fiir die durch f= 0 definierte im-
plizite Funktion w von 2z nicht kritisch ist, die m Bestimmungen?') von u,
die den in der Umgebung von 2, liegenden Werten von z entsprechen,
mit Hilfe von ebenso vielen Potenzreihen in z — #, darstellbar sind. Diese
Potenzreihen konvergieren in einem gewissen Kreis, der in der Ebene, auf
der die komplexe Veriinderliche z ausgebreitet ist, um den Mittelpunkt 2,
beschrieben wirdZ).

Daraus folgt: Wenn 2 eine beliebige geschlossene Kurve durchliuft
(4. h. eine Kurve, die von einem Punkt A ausgeht und in diesen zuriick-
kehrt), welche keinen kritischen Punkt wmschlieft, so wird keine Permu-
tation unter den m Bestimmungen von u erzeugt. Es sei ¢ eine geschlossene
Kurve, die der Punkt 2z von 4 aus beschreibt (ein Umlauf), und es werde
angenommen, daf im Innern der von ¢ eingeschlossenen Fliche keine
kritischen Punkte liegen. Es moge ferner ¢ unter den m Bestimmungen
von % eine nicht identische Substitution hervorrufen. Da nun offenbar
beim Durchlaufen von ¢ dieselbe Substitution erzeugt wird wie beim
Durchlaufen des Wegs (Fig. 6)

ABDBCDA = ABDA + DBCD,

1) Unter einer Besttmmung (determinazione) von « im Punkte 7 versteht man
eine der algebraischen Funktionen, die auf S. 54 und 55 definiert worden sind.
[A. d. Ubers,)

2) In Nr. 19 haben wir allerdings vorausgesetzt, daB z, == 0 sei (und damit
auch ¢, = 0, weil dort die unabhiingige Veriinderliche mit ¢ bezeichnet wurde);
aber man erhilt den vorliegenden Fall gofort, wenn man z mit ¢ — z, vertauscht.
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so muB einer der beiden letzteren Wege eine nicht identische Substitution
herbeifiihren. Dann 1iBt sich aber ein solcher Weg durch zwei andere
Wege ersetzen, die kleinere Flichen umschlieBen, und von
denen mindestens einer eine nicht identische Substitution
herbeifiihrt. Setzt man dieses Schluiverfahren fort, so ge-
langt man schlieBlich zu einem Weg, der eine beliebig
kleine Fliche umschlieBt, keinen kritischen Punkt umlduft
und trotzdem eine nicht identische Permutation unter den
m Bestimmungen von u hervorruft. Dies ist aber unmog-
lich, weil man stets einen Kreis von beliebig kleinem Halb-
messer konstruieren kann, der jenen Weg umschlieBt, und dessen Mittel-
punkt in einem reguliren (nicht kritischen) Punkt liegt; wir wissen aber,
daB im Innern eines solchen Kreises die Bestimmungen von u eindeutige
Funktionen sind.

Der bewiesene Satz 1iBt sich auch in folgender Form aussprechen:
Eine geschlossene Kurve in der Ebene der Verdnderlichen z, welche durch
stetige Umgestaltung auf einen Punkt susammengezogen werden kann, ohne
dabei kritische Punkte zu iberschreiten, erzeugt unter dem Destimmungen
von u die identische Substitution.

Daraus folgt auch, daB zwei geschlossene Weye, die durch stetige Um-
gestaltung ineinander iibergefiihrt werden kinnen, ohne dafl dabei kritische
Punkte iiberschritten werden, in dem Sinne dquivalent sind, daf sie unter
den Bestimmungen von v dieselbe Permulation hervorrufen.

Sind némlich (Fig. 7) ¢ und ¢ zwei solche Wege und betrachtet
man den geschlossenen Weg, der von 6 und 6 gebildet wird (wobei aber
¢’ in einem Sinn zu durchlaufen ist, der zu dem aus dem Umlaufssinn

—. Von o stetig sich ergebenden entgegengesetzt ist), so umschlieBt
/ t dieser Weg eine Fliche, welche keine kritischen Punkte ent-
L
N

A

4

4
¥ig. 6.

hilt; er erzeugt daher unter den Werten von u die identische
Substitution. Man kann also auch sagen, daf beim Durchlaufen
von ¢ in entgegengesetztem Sinne unter den Werten von u
eine Substitution erzeugt wird, die zu der beim Durchlaufen von
o entstehenden invers ist, d. h. aber daB ¢ und ¢’ die nimliche Substitu-
tion herbeifiihren.

Nun wollen wir aber einen kritischen Punkt 7 = « betrachten, d. h.
einen Punkt, in welchem zwei oder mehrere Bestimmungen von u zu-
sammenfallen; es sei » (< m) die Anzahl dieser zusammenfallenden Be-
stimmungen und B ihr gemeinsamer Wert. Nach dem Satz iiber die
Stetigkeit der algebraischen Funktionen!) kann man stets in der Um-

Fig. 1.

1) Vgl. z. B. Aeper1 et Goursar, a. a. O. 8. 166.
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gebung von « einen Punkt 2, betrachten, dem m verschiedene Werte von
u entsprechen, so daB gerade » unter ihnen dem Wert g duBerst nahe
sind; wir bezeichnen sie mit u,, u,, ..., u,. Wir wollen von z
ausgehen und einen kleinen, den Punkt « umschlieBenden Weg & be-
schreiben; ist dieser Umlauf vollendet, so kanu die Bestimmung von u,
welche am Anfang den Wert «, hatte, in sich selbst iibergegangen sein;
sie kann aber auch it einer der andern zu  benachbarten Bestimmungen
vertauscht sein, z. B. mit u;. Da im Innern eines kleinen Kreises mit
dem Mittelpunkt z,, der keine kritischen Punkte einschlieBt, die Bestimmung
u, in eine Potenzreihe von z — ¢, entwickelt werden kann, so fiihrt im
ersten Fall die analytische Forisetzung dieser Reihe mittels kleiner Kreise,
deren Mittelpunkte lings des Weges ¢ liegen, zu derselben Reihe zuriick,
d. h. die Bestimmung , 148t nur eine einzige Reihenentwicklung in der
Umgebung von « zu. Wenn sich dagegen w, mit u, vertauscht, so fiihrt
die genannte analytische Fortsetzung die Reihe, welche in der Umgebung
von 2, die Entwicklung der Bestimmung «, darstellt, in die entsprechende,
auf u, beztigliche Reihe iiber. Die allgemeinere Annahme ist die, daB

infolge des Umlaufs ¢ unter den » Bestimmungen u,, u,, ..., u, eine ge-
wisse Substitution
S (ui1 U, .. ui"\\’
Uy Uy ..U,

hervorgerufen wird. Wir wollen diese Substitution in ihre zyklischen
Substitutionen zerlegen; es sei z. B. (u; u, ... ,) eine der so erhaltenen
zyklischen Substitutionen. Setzt man dann

(2) 2—oa=2z%

und betrachtet man w als Funktion von 2, so erkennt man, daB in der
Umgebung von 2 = 0 jede der Bestimmungen w,, u;, . . ., %, von u eine
eindeutige Funktion von & wird; denn wihrend ein Punkt der Ebene 2’
einen geschlossenen Weg um 2’ = O beschreibt, bewegt sich der Punkt
der Ebene z, der ihm vermdge der Gleichung (2) entspricht, %-mal um
den Punkt # = « herum, und folglich kehrt jede der Bestimmungen u,,
Ug, . . ., U in sich selbst zuriick. Da alle diese Bestimmungen mit 2” durch
die algebraische Gleichung

(3) f(u, @ 4 &%) = (
verbunden sind, so 1aBt sich jede von ihnen, z. B. «, in der Umgebung
von "= 0 in eine Potenzreihe von der Form

U —p+ A7+ Bz + - -
entwickeln.
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Wir erhalten also
1 g
) 2ll=ﬂ+A(z——a>7k+B(5—a)2_lL...,

1
wo (# — a)* ein bestimmter Wert der A**> Wurzel aus (z— ) ist. Den
k Bestimmungen dieser Wurzel entsprechen die & Werte w,, u,, .. ., %,
die sich untereinander zyklisch permutieren, wenn man den Punkt ¢ um-
kreist. Man erhiilt also den folgenden Satz von PuisEux?!):

Die Wurzeln von f(u,2) =0, die fiir 2 =o den Wert « = 8 an-
nehmen, verteilen sich auf eines oder mehrere zyklische Systeme, welche in
der Umgebung von o durch Reihenentwicklungen von der Form (4) dar-
stellbar sind.

Wir wollen nun die algebraische Korrespondenz (1, %) betrachten,

welche durch die Formeln
=,

s=0a+ 2t
zwischen den irreduziblen Kurven
f(u: z) =0, F(u,r z,) = f(“ly «+ ,g"‘) =0

festgesetzt wird.

Der Punkt (B,0) von F ist der Ursprung von k verschiedenen Zweigen
(im Sinne der Nr. 19, S. 55), welche durch die folgenden Reihenentwick-
lungen nach Potenzen von ¢ dargestellt werden:

(W =p+ At + Bt + -,

| & =¢;
(W =B+ A6+ BOE+ -,
| 2 =¢;

W=+ AG-1t + BV 4
g == t.

2ni
Dabei ist 6 —¢ * gesetzt. Diese Zweige sind zueinander konjugiert in der

Involution !, welche man auf F als Bild der Kurve f erhilt; d. h. wiih-
rend ein Punkt von F einen von ihnen durchliuft, beschreiben die ¥ —1

1) Vgl. V. A, Puiseux, Recherches sur les fonctions algébriques. Journ. de
Math. 15 (1850), deutsch von H. Fiscmer, Pvisrvxs Untersuchungen tiber die alge-
braischen Funktionen. Halle 1861.
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iibrigen Punkte, die in der Involution zu ihm konjugiert sind, die an-
dern k — 1 Zweige.
In der Tat lassen sich die vorstehenden Entwicklungen in folgender
Form schreiben:
w=p+ Ar + Be*+ -+,
(=0,1,..., k—1)
7 =0,

und in dieser Form wird es augenfillig, daB es sich um konjugierte
Zweige handelt, weil zwei Punkte (u/, 8't), («, 6/7) in der Involution
7 konjugiert sind.

Nun ist es aber klar, daB, wihrend ein Punkt von F einen beliebigen
dieser Zweige beschreibt, der entsprechende Punkt von f einen einzigen
Zweig durchliduft'). Daraus ergibt sich weiterhin, daB diejenigen Punlkie
von f, die einen und denselben Zyklus (u, 4y, . . ., w,) bilden, d. h. die sich
bei den Umldufen von & unicreinander zyklisch vertauschen, einem wnd dem-
selben Zweig angehoren. Damit ist auch die Erklirung des Ausdrucks
Zyklus gegeben, mit welchem HALPHEN die Zweige der algebraischen
Kurven bezeichnete (8. 53).

Bemerkung. Wir haben uns bis jetzt auf die Betrachtung eines
Punktes z = « beschriinkt, dem n Werte von « entsprechen, die denselben

endlichcn Wert B annehmen,
Fir den Fall, daB zu 2= « eine oder mehrere unendlich groSe

Wurzeln der Gleichung (1) gehdren, setzt man u = : und betrachtet die

Gleichung ) " ,
fi(v, 2) =f(17,z)u "=,

Diese Gleichung wird dann im Punkt 2 = « ebenso viele Wurzeln vom
Wert Null besitzen, und diese verteilen sich auf eine gewisse Anzahl von
zyklischen Systemen, die durch Entwicklungen von der Form

L 1
W= (2 — “)k[bh+ bppr(z — @) + - g

dargestellt werden.
Da die in eckigen Klammern stehende Reihe eine regulire Funktion
1
von (2 — «)* ist, die in # = « nicht verschwindet, so muf auch ihr rezi-

proker Wert in der Umgebung von 2 = « eine regulire Funktion sein

1) Eine Korrespondenz (1, k) zwischen zwei Kurven f und ¥ kann nimlich
einen Zweig von ¥ nicht in mehrere Zweige von f iiberfiihren; denn denkt man
sich die etwa vorhandenen Singularititen von f und F aufgelost, so kann einem
einfachen Punkt von F nur ein einziger einfacher Punkt von ; entsprechen.
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1

und sich demnach in eine nach Potenzen von (z — «)* fortschreitende

Reihe entwickeln lassen; man erhilt also:
1 2

S = ay+ a(2 — &)F +a,(z—a) +- -
byt bpag(r — ) 4 - -

Daraus ergibt sich

1

1 2k L 2
u=;{—,=(z—-a) "[ao—i-ai(z—u)"—l-%(z——a)k«}—---],

und diese Entwicklung zeigt, daB die Singularitit, welche die Funktion
# in der Umgebung von z = « aufweist, den Charakter eines Poles be-
sitzt (denn in der Entwicklung tritt nur eine endliche Anzahl von nega-
tiven Potenzen von z — « auf).

Die Untersuchung der Bestimmungen von «, die dem Punkte = o0 ent-

sprechen, 148t sich durch die Substitution z =;, leicht auf den Fall zu-

riickfiihren, daB die unabhingige Verinderliche einen endlichen Wert
besitzt.

Die gewonnenen Ergebnisse lassen sich in den folgenden Satz zu-
sammenfassen:

In der Umgebung des Punktes z = « werden die Bestimmungen der
durch die Gleichung (1) definierten Funktion u durch eine oder mehrere Ent-
wicklungen von der Form

: 42 ! ,
(5) us(z——a)"f[ao-{-al(z—a)"+-~-]
dargestellt; handelt es sich um die Umgebung des Punktes 2 = oo, so hat

mank in dieser Entwicklung :~ an Stelle von 2z — o 2u selzen.

Wir schlieBen hieraus, daB die durch die Gleichung (1) definierte
algebraische Funktion #(z) nur eine endliche Anzahl von Polen und eine
ebenfalls endliche Anzahl von algebraischen kritischen Punkten besitzen
kann, bei deren Umkreisung eine gewisse Anzahl von Werten der Funk-
tion u sich zyklisch vertauschen.

78. Charakterisierung der algebraischen Funktionen auf Grund
ihrer Singularititen. Die am SchluB der vorigen Nummer ausgesprochene
Eigenschaft 1iiBt sich umkehren. Wir beweisen némlich den folgenden Satz:

Jede analytische Funkiion von z mit m DBestimmungen, welche nur
Pole und algebraische kritische Punkte besitat, ist eine algebraische Funktion.

Es seien 4, u,, ..., u,, die m Bestimmungen der Funktion . Jedesymme-

" m

trische Funktion dieser m GriBen ist eine einwertige Funktion von 2, weil
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eine von 2 beschriebene geschlossene Kurve nur eine Permutation zwischen
den Werten u,, u,, ..., u, hervorruft und also jede symmetrische Funk-
tion dieser GroBen unverindert 148t. Wir wollen nun speziell eine ganze
symmetrische Funktion der w, betrachten und sie mit ¢ (u,, uy, ..., u,)
bezeichnen. Da wir das Verhalten der Funktion ¢ in der Umgebung von
2 = o untersuchen wollen, s0 konnen wir die w; durch ihre nach ge-
brochenen Potenzen von 2z — o fortschreitenden Reihenentwicklungen er-
setzen. Nachdem diese Substitution ausgefithrt ist, erhalten wir eine
Potenzreihe, in der keine gebrochenen Potenzen mehr vorkommen kénnen,
weil wir es sonst nicht mit einer einwertigen Funktion zu tun hitten.
Da nun die Entwicklungen der w, unter allen Umstéinden nur eine end-
liche Anzahl von negativen Potenzen enthalten, so kann auch in der Ent-
wicklung der Funktion
(P(’N], Ugy ooy Uyy) == v(2)

nur eine endliche Anzahl von negativen (ganzen) Potenzen von z — «
vorkommen. Man erkennt leicht, da die Entwicklung von g (uy, u,, ..., u,)
in der Umgebung von z = oo eine endliche Anzahl von negativen Po-

tenzen von -; (d. h. von positiven Potenzen von 2) enthiilt. - Die Funktion

@ (4, Uy, . - ., u,) ist also eine eindeutige Funktion von z, die in der
ganzen Ebene nur regulire Punkte und Pole besitzt. Daraus folgt, daB
sie eine rationale Funktion von z ist?). Die GréBen u,, u,, ..., u, lassen
sich also als Wurzeln einer algebraischen Gleichung vom Grad m in u
darstellen, deren Koeffizienten rationale Funktionen von z sind. Damit
ist aber die Behauptung erwiesen.

79. Irreduzible algebraische Funktionen. Eine sehr wichtige Fol-
gerung aus dem soeben bewiesenen Satze 1iBt sich so aussprechen:

Damit die Kurve (1) irreduzibel sei, ist es notwendig, daf3 bei einem
passend gewdhlten Umlauf von z zwes beliebig vorgegebene unter den m
Bestimmungen vorn w miteinander vertauscht werden kinnen.

Zum Beweis nehmen wir an, daB es bei einem beliebigen Umlauf
von # nicht moglich sei, die Bestimmung %, mit einer beliebigen unter den
iibrigen Bestimmungen w,, u,, . . ., %, zu vertauschen. Dann wird, falls #
geschlossene Wege beschreibt, die von einer gewissen Anfangslage ausgehen
und dahin zuriickkehren, die Bestimmung %, nur mit einigen unter den u,
vertauschbar sein, etwa mit u,, us, ..., %,. Bei einem beliebigen dieser Wege

1) Vgl. z. B. H. Burkraror, Einfiihrung in die Theorie der analytischen
Funktionen einer komplexen Veriinderlichen (Leipzig 1908) S. 184, und Buawca,
Lezioni sulla teoria delle funzioni di variabile complessa usw. (Pisa, Spoerri,
1901) § 61.
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konnen die Werte uy, uy, s, . . ., u, sich nur untereinander permutieren, weil
sonst der Wert «, mit irgend einem andern der Werte u; vertauscht
werden konnte. Daraus folgt, daB die GroBen u,, u,,. .., %, n Bestimmungen
einer analytischen Funktion von # sind, welche als singulire Punkte nur
Pole und algebraische kritische Punkte besitzt. Hieraus ergibt sich nach
dem vorhergehenden Satz, d18 sie die Wurzeln einer Gleichung ¢ (u,2) =0
sind, die in # vom n'™ Grade ist. Da aber nach der Voraussetzung die
Werte u,, ug, ...,u, auch Wurzeln der Gleichung f(u, 2) =0 sind, so
muB f durch ¢ teilbar sein, und folglich ist die Kurve f = 0 reduzibel.

Die soeben bewiesene Eigenschaft lift sich wmkehren. Die genannte
Bedingung ist daher nicht nur eine notwendige, sondern auch eine hin-
reichende Bedingung dafiir, daB die Kurve (1) irreduzibel ist, falls diese
Kurve nicht etwa aus einer /-mal geziihlten irreduziblen Kurve besteht
(in diesem Falle wiire f die I** Potenz eines irreduziblen Polynoms).

Wenn nimlich das Polynom f durch zwei verschiedene irreduzible
Polynome ¢ und ¢ teilbar ist, so ist es unmdglich, daB bei einem Um-
lauf von # ein durch ¢ = O definierter Wert von u mit einem durch
¥ = (O definierten Wert von u vertauscht wird, weil sonst die analytische
Fortsetzung der auf den ersten Wert beziiglichen Reihe durch die auf
den zweiten Wert beziigliche Reihe gebildet wiirde, und weil deshalb
die beiden Kurven ¢ = 0 und ¥ = O unendlich viele Punkte gemeinsam
hiitten, was ausgeschlossen ist.

Dem bewiesenen Satz kann man die folgende Fassung geben: Die
irreduzible Gleichung (1) bestimmt eine einzige analytische Funktion u von
2, in dem Sinne, daf eine Reihenentwicklung von der Form (5), die sich
auf eine Bestimmung von » in der Umgebung eines bestimmten Punktes

== ¢ bezieht, die Entwicklung. jeder anderen Bestimmung von « in einem
willkiirlich gew#hlten Punkt 2 vollstindig festlegt; diese Entwicklung
kann néimlich immer als analytische Fortsetzung der ersteren erhalten
werden.

80. RieMAaNNsche Flichen. Konstruktion von LUROTH-CLEBSCH.
Im folgenden werden wir voraussetzen, daB die Kurve f(u, 2) =0 von
der Ordnung m nur gewdhnliche Doppelpunkte besitze, daf die Ko-
ordinatenachsen in bezug auf die Kurve eine allgemeine Lage haben,
und daf die Kurve von der unendlich fernen Geraden in m verschiedenen
Punkten geschnitten werde (d. h. daf der Punkt #= oc kein kritischer
Punkt sei).

Diese Voraussetzungen sind alle zulissig, wenn wir solche Kigeu-
schaften untersuchen wollen, die gegeniiber den birationalen Transfor-
mationen invariant sind.
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Die kritischen Punkte der Funktion % von 2z werden in den Be-
riihrungspunkten der zur u-Achse parallelen Tangenten liegen (bei der
allgemeinen Lage der Achsen werden diese Tangenten zweipunktig be-
riihren); bezeichnet man nun das Geschlecht der Kurve mit p und die
Anzahl ihrer Doppelpunkte mit d, so ist die Zahl der kritischen Punkte
gegeben durch

w=m(m—1) —2d=2(m+p—1).

In bezug auf jeden dieser kritischen Punlte gibt es m — 2 eindeutige
(endliche) Bestimmungen von w und nur zwei (cbenfalls endliche) Bestim-
mungen, die ein zyklisches Syslem bilden.

Die Werte von #, zu denen Doppelpunkte von f gehéren, sind nim-
lich keine wirklichen kritischen Punkte, weil die beiden Werte von u,
die in ihnen zusammenfallen, zu zwei verschiedenen Zweigen gehoren und
deshalb nicht untereinander permutiert werden kénnen.

Wiy nehmen uns nun vor, eine reelle Fldche R zu konstruieren, deren
Punkte in einer (stetigen) ein eindeutigen Korrespondenz stehen mit den reellen
und komplexen Punkten der Kurve f, d. h. mit den Losungen der Gleichung (1).

Eine derartige Fliche werden wir die Rremawnsche Fliche nennen,
auf welche die Kurve f abgebildet ist

Wir markieren in der Ebene z die kritischen Punkte der Funktion
u und wihlen in derselben Ebene einen Punkt O derart, daB ein Strahl,
der sich um O in einem bestimmten Sinne dreht, jene Punkte der Reihe
nach und jedes Mal nur einen trifft. In dem bezeichneten Sinn, der z. B.
von links nach rechts gewihlt werden mdége,
wollen wir die kritischen Punkte von 1 bis /@
w durchnumerieren. Einen (auch krummlini-
gen) Weg, der von O ausgeht, nach einem h
kritischen Punkt hinfithrt, ithn umliuft und
nach O zuriickkehrt, ohne andere kritische
Punkte zu treffen, wollen wir kurz eine Schleife
nennen (vgl. Fig. 8). .

Es seien u;, uy, ..., u, die m Werte, e
welche die Funktion () im Punkt O annimmt; ferner bezeichnen
wir mit den Buchstaben a, b, ¢, d, ... Zahlen, die in beliebiger Weise
aus der Folge w,, u,, ..., u, dieser Werte entnommen sind. Wir
betrachten nun zunichst (vgl. Fig. 9) die geradlinigen Schleifen 01,
0z2, Oy3, 04, ..., welche um O herum in derselben Reihenfolge
aufeinander folgen wie die kritischen Punkte. Wir wollen mit (g, b),
(¢,d), (e,f), (9, k), ... die Wurzelpaare bezeichnen, welche beziiglich
durch die Schleifen 01, 022, Oy3, 04, ... permutiert werden, und um

8. Fig. 9.
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einen kurzen Ausdruck zu haben, werden wir sagen, zwischen den Ver-
zweigungspunkten und den beziiglichen Wurzelpaaren bestehe die
Zuordnung
®) {1 2 3 / S

@) (d) (&f) ok ...

Es fragt sich nun, was eintritt, wenn man die Schleife Oz2 durch
die Schleife 02’2 ersetzt. Da die Schleife Ox’2 gleichbedeutend ist mit
Oy3 + 022 — Oy3, so erkennt man sofort, daB, wenn die Zahlen ¢, d
beide verschieden von ¢, f oder ihnen beide gleich sind, die Schleife
Ox'2 dieselbe Wirkung hervorbringt wie Oz2, und daB man daher
die folgende Zuordnung hat

{ 1 3 2 4

(@, ) (& f) (¢, @) 9 R ..

sie entspricht der neuen Gesamtheit von Schleifen, die sich von der vor-

hergehenden Gesamtheit nur durch die Schleife 02’2 unterscheidet.
Wenn dagegen die Paare (c, d) und (e, f) einen gemeinsamen Wert

d = e haben, so gelangt man beim Ersatz der Schleife Ox2 durch die
Schleife 02’2 von der Zuordnung (6) zu der folgenden:

) (1 3 2 4. .
L@, &) (@, 1) (&, 1) (@ B) - ..

In diesem Fall wiederholen wir die Operation, indem wir an die Stelle
von Oy3 die neue Schleife Oy'3 setzen. Dann werden wir von (7) zu

der Zuordnung
[ 1 2 3 4.

(g, 8) (e, ) (e, ) (g, B) ...

gelangen. Zusammenfassend konnen wir also einstweilen folgendes fest-
stellen:

Ein Wurzelpaar kann nach links oder nach rechts um eine Stelle und
also auch um eine beliebige Anzahl von Stellen verschoben werden, ohne
daf} es sich dndert; dabei werden diejenigen Paare, die es viberspringt und
mit denen es eine einzige Wurzel gemeinsam hat, in gewisser Weise ab-
gedndert: in jedem dieser iibersprungenen Paare tritt nimlich an die Stelle
der gemeinsamen Wurzel die andere Wurzel des beweglichen Paares.

Daraus ergibt sich unmittelbar, daB die Folge einer geraden Anzahl
von gleichen Paaren an jede beliebige Stelle iiberfiihrt werden kann, ohne
daf die anderen irgend welche Anderungen erleiden.

Nach dieser Feststellung betrachten wir nun eine beliebige Auf-
einanderfolge von Wurzelpaaren, die mit den Verzweigungspunkten durch
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eine gegebene Wahl der Schleifen verkniipft sind. Es sei (a, b) das erste
Paar der Folge. Wir beginnen damit, daf wir nach dem angegebenen
Verfahren alle mit (@, b) gleichen Paare, die méglicherweise in der Folge
vorhanden sind, neben (@, b) setzen, und wir nehmen an, daB auf diese
Weise eine ungerade Anzahl von Paaren (a, b) nebeneinander zu stehen
kommen. Ein geschlossener Weg, der alle kritischen Punkte umschlieBt,
erzeugt keine Permutation unter den Wurzeln, weil er durch stetige De-
formation auf einen Punkt zusammengezogen werden kann, ohne da8
dabei Verzweigungspunkte iiberschritten werden (wohl aber wird der Punkt
# == 0o iiberschritten).!) Daraus ergibt sich, daB unter den Wurzeln keine
Permutation erzeugt wird, wenn man alle Schleifen, oder wie wir kurz
sagen werden, alle Paare durchliuft; da nun beim Durchlaufen der nun-
mehr vereinigten Paare (a, b), die in ungerader Anzahl vorhanden sind,
die Wurzeln @ und b vertauscht werden, so folgt, daB die iibrigbleiben-
den Paare ihrerseits ebenfalls die Wurzeln a und b vertauschen miissen.
Das erste dieser letzteren Paare, das b enthilt, sei (b, ¢), und es moge
unmittelbar hinter die Paare (a, b) gestellt werden. Durchliuft man
dann die Paare, die hiernach sich an (b, ¢) anschlieBen, so muf man von
¢ zu a gelangen. Es sei (¢, d) das erste Paar, das ¢ enthilt; es moge so
umgestellt werden, daB es auf (b, ¢) unmittelbar folgt. Wenn die Wurzel
d nicht mit @ zusammenfillt, so sei (d, ¢) das erste die Wurzel d ent-
haltende Paar unter denjenigen, welche nach den vorhergehenden Ande-
rungen auf (¢, @) folgen; wir stellen dann (d, €) neben (¢, d), und in dieser
Weise fahren wir fort. Wir werden schlieBlich zu einem Paar gelangen,
das @ enshilt, und wir haben dann neben den Paaren (@, b) eine Folge von
Paaren (b, ¢), (¢, d), (d €), ..., (I, m), (m, ), (n, ). Schiebt man nun
der Reibe nach die Paare (m, n), (I, m), . ., (4, e), (¢, d), (b, ¢) iiber das
Paar (n, a) hinaus vor, so entsteht aus diesem ein Paar (a, b), das sich an
die schon vorher zusammengestellten Paare (a, b) anschlieBt und un-
mittelbar hinter ihnen kommt. Man kann demnach stets voraussetzen,
daB die Anzahl der Paare (@, b) gerade sei. Wir werden ihre Gruppe
mit @, , bezeichnen.

Nun erinnern wir an eine in Nr. 79 bewiesene Tatsache. Aus der
Unzerlegbarkeit der Funktion f ergibt sich nimlich die Folgerung, daB es
moglich sein muB; von einer Wurzel zu jeder anderen zu gelangen, wenn
man eine passend gewihlte Folge von Paaren durchliuft. Daraus er-
hellt, daB sich unter den Paaren, die von denjenigen der Gruppe G, , ver-

1) Noch klarer erkennt man diese Verhiltnisse, wenn man die Werte von
2 mittels einer stereographischen Projektion der komplexen z-Ebene auf einer
Kugel darstellt (da es dann nicht notig ist, Punkte im Unendlichen zu iber-
schreiten).
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schieden sind, zum mindesten eines befinden muB, das a oder b enthilt.
Es sei (b, ¢) ein derartiges Paar. Wir wollen es so umstellen, daB es
unmittelbar auf die Gruppe G,, folgt. Wiederholt man nun die oben
durchgefiihrte SchluBweise und beachtet man, daB das Paar (b, ¢) und die
Paare von G, ,, wenn man sie hintereinander durchliuft, b in ¢ iber-
fiihren, so folgt entweder, duB eines oder mehrere Paare (b, ¢) vorhanden
sind, die unmittelbar auf das folgen, von dem wir ausgegangen sind,
oder, wenn dies nicht von vornherein der Fall sein sollte, da man jeden-
falls die fraglichen Paare (b, ¢) aus den anderen Paaren erhalten kann,
wenn man diese letzteren in passender Weise untereinander vertauscht.
Wir haben also schlieBlich eine gerade Anzahl von Paaren (b, c), die auf
die Gruppe G, , folgen. Die Gesamtheit dieser Paare (b, ¢) werde mit
G,,, bezeichnet. Man kann noch eine kleine Abinderung vornehmen,
wenn man ein Paar von G, , bis jenseits der Gruppe G, , vorriicken
1aBt. Diese Gruppe verwandelt sich dann in G, ,, und sie kann an ihre
urspriingliche Stelle gesetzt werden, ohne daB weitere Anderungen ein-
treten. Die Folge der Paare beginnt dann mit &, ,, G, .. Durch die-
selbe Uberlegung wie die oben durchgefithrte findet man, daB in einem
oder in mehreren der folgenden Paare enlweder a oder b oder ¢ enthalten
sein muB. Wiederholt man den vorstehenden Beweis, so wird man zu einer
dritten Gruppe gelangen, die eine gerade Anzahl von Paaren enthilt und
die von der Form G, , oder G, , oder G, ; sein wird. Wenn die neue
Gruppe von der Form G, , oder G, 4 ist, so kann man noch eine Ande-
rung vornehmen dhnlich derjenigen, die soeben angegeben wurde, und man
erhiilt daher unter allen Umstinden eine Gruppe von der Form G, ,.
In dieser Weise fihrt man fort. Es ist nicht ausgeschlossen, daB man
auch gleiche Gruppen erhilt, die dann ohne Anderung der anderen un-
mittelbar hintereinander angeordnet werden konnen, immer auf Grund
der Tatsache, daB die Paare, die jede Gruppe enthilt, stets nur in gerader
Anzahl vorhanden sein kdnnen.

Zum SchluB gelangen wir also zu dem folgenden Ergebuis: Man
kann es stets erreichen, daf die Folge der Paare gebildet wird von m — 1
Gruppen

(8) Ga,b! Ga,c) Ga,d! te ay’ Ga 2 (7

wober jede Gruppe G, ; eine gerade Anzahl von Paaren (i,j) enthdlt und
wobet a, b, ¢, d, . . ., 1, s, t eine bestimmie Anordnung der m Wurzeln der
Gleichung bedeutet.

Wenn man nun in der vorstehenden Reihe (8) ein Paar von G, ,
tiber (F, , hinaus verschiebt, so daB diese letztere Gruppe sich in G, .
verwandelt und wieder an ihre erste Stelle zuriickversetzt werden kann;



80. Die Schleifenkonstruktion von Lirora-Cresscn 209

wenn man ferner in dhnlicher Weise ein Paar von G, , iiber G, , hinaus
vorriicken 1iBt, wobei diese letztere Gruppe in G,,, tbergeht und dann
wieder ohne weitere Anderungen an ihre erste Stelle zuriickkehren kann,
und wenn man in dieser Weise fortfahrt, so erhdlt man auch eine Folge
von Gruppen von der Form

(9) Ga,b? Gb,c’ Gc,d’ Tt Gr,.ﬂ Ga.*'

Es ist wichtig zu bemerken, daB sowohl fiir die Folge (8) als auch
fiir die Folge (9) die beiden nachstehenden Eigenschaften gelten:

1. An Stelle von a, b, ¢, d, . . ., 7, s, t kann man eine beliebige andere
Anordnung der m Wurzeln nehmen. Um dies einzusehen, hat man nur
zu beweisen, daB man z. B. in (9) zwei aufeinander folgende Wurzeln b, ¢
vertauschen kann, d. h. daB man die der Anordnung a, ¢, b, d, .. ., r,s, ¢
entsprechende Reihe G, , G, ,, G, ,, - - -, G, ,, G, , erhalten kann. Diese
erhilt man aber, wenn man in (9) ein Paar von G, , iiber die Gruppe
G, , hinwegschiebt und ein anderes Paar von G, iiber G,, hinaus
vorriicken 1dBt, und wenn man dann die so erhaltenen Gruppen G, , und
G, ; wieder an ihre urspriinglichen Plitze zuriickversetat.

2. Man kann die Anzahl der Paare jeder Gruppe beliebig verdndern,
wenn man dabes nur dafiir sorgt, daf3 diese Zahl gerade bleibt und wicht
Null wird. Um diese Eigenschaft einzusehen, geniigt es zu beweisen,
daB man von zwei aufeinander folgenden Gruppen G, ,, G, , die eine
um zwei Paare bereichern kann, die man der anderen entnimmt. Man
schiebt zu dem Zweck ein Paar von G, , iiber die beiden letzten Paare
von G, , vor; diese beiden Paare verwandeln sich dabei in (a, ¢), (g, ¢);
diese bewegt man nun, bis sie an das drittletzte Paar von G, , anstoBen,
und hierauf 188t man das drittletzte Paar von G,, iiber jene beiden
hinausriicken, wobei sie in (b, ¢), (b, ¢) iibergehen; schlieBlich bewegt
man diese beiden Paare so, daB sie an die tibrigen Paare von &, an-
stoBen. Dadurch ist also &, , um zwei Paare rmer und G, , um zwei
Paare reicher geworden. '

Zusammenfassend konnen wir also annehmen, daf die Schleifen,
welche vom Punkt O der z-Ebene nach den kritischen Punkten gehen, in
folgender Weise angeordnet sind: Dreht man sich in einem bestimmien
Sinn um den Punkt O, so trifft man zuerst eine gerade Anzahl 2w, von
Schleifen, die die Wurzeln w,, us permutieren, hierauf eine gerade Anzahl
2wy, die uy und ug permutieren, und so weiter; schlieflich gelangt man
zu einer geraden Anzahl 2w, _, von Schileifen, welche dic Wurzeln u,_,
und u,, permutieren; dabei sind die positiven ganzen Zahlen w,, w,, wy, . . .,
w,, _, willkiirlich, wenn sie nur von Null verschieden sind und der Bedingung

(10) w,+wy + - +w, ;=m+p—1
geniigen.

Severi: Vorlesungen tiber algebraische Geometrie 14
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Die Moglichkeit, die Schleifen in der angegebenen Weise anzuordnen,
wurde von LirrotH bewiesen?); sie vereinfacht die Konstruktion der RieMaNN-
schen Fliche sehr wesentlich. Die Willkiirlichkeit der Elemente, welche in
der Lisroraschen Konstruktion auftreten, wurde von A. CLeBsca?) und spiter
in sehr einfacher und vollstindiger Weise von E. BerTini®) augenfillig gemacht.
Gerade die Arbeit von BerTINI ist uns in der vorstehenden Darlegung duBerst
wertvoll gewesen.

Die Konstruktionsweise, die wir jetzt im AnschluB an die vorstehende
Anordnung der Schleifen angeben werden, ist jedoch dem Wesen nach iden-
tisch mit derjenigen, die urspriinglich von Riemann gegeben wurde und lieBe
sich ohne weiteres auf den Fall anwenden, daB die Vielfachheit der kritischen
Punkte groBer als 2 wire und die Schleifen beliebig angeordnet wiren.*)

81. Wir denken uns m iibereinander liegende z-Ebenen und nennen
sie der Reihe nach die Ebenen w,, u,, u,, ..., u,, d. h. wir bezeichnen
sie mit den Symbolen der Werte, welche die Funktion » im Punkt O an-
nimmt. Es seien 1,2, 3, . .., 2w, die kritischen Punkte, nach denen die
Schleifen hinfiihren, welche die Wurzeln u, und %, vertauschen; 2w, + 1,
Covy 2wy + 2w, seien die kritischen Punkte, die sich auf die Schleifen
beziehen, durch welche die Wurzeln #, und u, vertauscht werden, usw.
Wir ziehen die Linien 1—2, 3—4, ..., Qw,—1) —2w,, (2w, +1)
—QQw,+2),..., Qw, + 2w, — 1) — Qw, + 2w,), . . ., (2w, + 2w, + ...
+ 2wu-1—1) — Cw, + 2wy + ... + 2wp_1), derart, daB keine von
ihnen die andere schneidet. Wir bezeichnen mit U, die w, Linien, welche
sich auf die ersten 2w, kritischen Punkte beziehen, mit U, die w, Linien,
welche sich auf die darauf folgenden 2w, kritischen Punkte beziehen, usw.

Wenn 2z sich so bewegt, daB die Linien U, niemals iiberschritten
werden, so vertauscht sich die Wurzel «, mit keiner anderen, d. h. u, ist
eine eindeutige Funktion der Verinderlichen z. In der Tat, wenn man,
von O ausgehend, einen Umlauf ausfiihrt, der die Linien U, nicht iiber-
schreitet, so wird, auch unter der Annahme, daB dieser Umlauf irgend-
eine dieser Linien umkreist, die Wurzel , in sich selbst iibergehen, weil
dabei eine gerade Anzahl von Transpositionen (u,, u,) erzeugt wird, Wir
denken uns nun die Ebene u, lings der Linien U, aufgeschnitten und in
jedem Punkt 2 der so zerschnittenen Ebene den eindeutig bestimmten Wert
angeschrieben, den die soeben definierte einwertige Funktion %, in diesem
Punkt anpimmt. Auf der zweiten Ebene u, bringen wir Schnitte lings
der Linien U,, U, an; wenn wir dann in dieser Ebene von O aus auf
einem beliebigen Weg zu dem Punkt # gehen, ohne die Schnitte U,, U,
zu iberschreiten, so gelangen wir stets zu einem und demselben Wert,
" 1) Math. Ann. 4, 181 (1871). 2) Math, Ann, 6, 216 (1873).

3) Rom. Acc. L. Rend. 3, 106 (1894).
4) 8. z. B. ArpELL et Goumsar a. a. O. Nr. 93, 8. 199,
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der aus dem Wert ableitbar ist, den u, im Punkt O besitzt; denn die Per-
mutationen von %, mit den Bestimmungen u, und u,, den einzigen, mit
denen u, vertauschbar ist, sind dabei ausgeschlossen. Zerschneidet man
in ihnlicher Weise die dritte Ebene lings der Linien U,, U,, so kann
man in jedem Punkt 2 dieser Ebene einen bestimmten Wert von u, an-
schreiben, usw.

Nun wollen wir untersuchen, wie sich die m so zerschnittenen und
tibereinander liegenden Blitter ineinander fiigen lassen, so daB man eine
einzige zusammenhingende Oberfliche erhilt, d. h. eine Fliche, auf der
man von einem beliebigen Punkt zu jedem anderen auf einem stetigen
Wege gelangen kann.

Es ist klar, daB die Werte, welche die auf dem Blatt u, ausgebrei-
tete eindeutige Funktion in zwei unendlich benachbarten Punkten 2, und
#, annimmt, die beziiglich dem linken und dem rechten Ufer eines und
desselben Verzweigungsschnitts 1 — 2 der Familie U, angehoren, in ein-
deutiger Weise gleich den Werten sind, welche die auf dem Blatt u, aus-
gebreitete Funktion in den Punkten z, und 2, annimmt,
die beziiglich dem rechten und dem linken Ufer des auf
dem zweiten Blatt angebrachten Verzweigungsschnitts

uy w angehdren. Geht man

)\ nimlich von O aus mit

0 # K dem Wert », und bewegt
Fig. 10. Fig. 11. man sich nach 2z, (= 2)

auf dem in Fig. 10 angedeuteten Weg O6z,, so erhilt man denselben
Wert, wie wenn man mit dem Wert u, von O ausgegangen wire und sich
auf dem Weg O¢’z, nach dem Punkt 2, (= #,) begeben hitte.

Man kann daher die Blitter %, und %, zusammenfiigen, wenn man
den linken und rechten Rand des Verzweigungsschnitts auf dem Blatt u,
an den rechten bzw. linken Rand des Verzweigungsschnitts auf dem
Blatt u, heftet, wie es die beistehende Skizze (Fig. 11) zeigt; sie stellt
einen Durchschnitt der beiden Blitter mit einer zum Verzweigungs-
schnitt 1 — 2 senkrechten Ebene dar. Die Tatsache, daB die Werte
welche die Funktion w auf dem ersten Blatt annimmt, durch stetige
Verinderung in die Werte iibergefilhrt werden konnen, welche die-
selbe Funktion auf dem zweiten Blatt annimmt, ist somit in konkreter
Weise veranschaulicht durch die Moglichkeit, auf einem stetig zusammen-
hingenden Weg iiber die zusammengehefteten Rénder der beiden iber-
einander liegenden Verzweigungsschnitte zu gelangen. In #hnlicher
Weise konnen die Rinder der anderen Schnitte U, auf den Bldttern u,
und u, zusammengeheftet werden; ebenso die Rinder der Verzweigungs-

schnitte U,, welche die Blitter u, und u; verbinden, usw.
147
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Auf diese Weise erhalten wir schlieBlich eine zusammenhingende
Fliche, deren Punkte mittels einer stetigen ein-eindeutigen Korrespondenz
auf die Punkte der algebraischen Kurve f bezogen sind. Da man die

ganzen Zahlen w,, w,, ..., w,_1, die in der Gleichung (10) der vorher-
gehenden Nummer vorkommen, nach Belieben wihlen kann, so konnen
wir annehmen, daB w, =w, = ... =w,_s=1 und w,—; =p + 1 ist,

und wir erhalten auf diese Weise eine m-blittrige Fliche, in welcher das
erste Blatt mit dem zweiten tiber einen einzigen Verzweigungsschnitt hiniiber
verschmolzen ist (der swei kritische Punkte verbindet), das zweite mit dem
dritten ebenfalls iiber einen cinzigen Schnitt hiniiber, usw., das drittletzte
mit dem vorletzten abermals iber einen einzigen Schnitt hindiber, und schlief3-
lich das vorletzte mit dem letzten diber p + 1 Schnitte.

Die Abbildung der oco? komplexen Punkte einer algebraischen Kurve
durch die Punkte einer reellen Fliche verdankt man dem Genie von B. Rie-
MawN (Inauguraldissertation, 1857), der sie mit Hilfe des eben konstruierten
Gebildes von m iibereinander liegenden Blittern durchfithrte. Das zuletat er-
wihnte einfache Modell, in welchem zwei aufeinander folgende Blitter mit
Ausnahme der beiden letzten nur lings eines einzigen Verzweigungsschnittes
vusammengeheftet sind, wurde von CLeBscm angegeben (a. a. 0.).

83. Weiteres iiber die RIEMANNschen Fléchen vom Geschlecht p;
rdumliches Modell in Gestalt eines Kringels mit ) Léchern oder einer
Kugel mit p Henkeln. Das in der vorigen Nummer konstruierte Modell
der RiEmaNNschen Fliche kann noch konkreter und anschaulicher ge-
macht werden, wenn man es in passender Weise stetig deformiert, und
wenn man dabei auch Verdehnungen zulifit; dabei hat man sich vorzu-
stellen, daB es sich um biegsame und elastische Blitter handelt. Der-
artige Transformationen sind fiir den Zweck, den wir im Auge haben,
durchaus erlaubt, weil man dabei die konstrujerte Fliche durch eine an-
dere ersetzt, die mit ihr, und daher auch mit der Gesamtheit der kom-
plexen Punkte der Kurve f, in einer ein-eindeutigen stetigen Korrespon-
denz steht. Man hat dabei nur zu vermeiden, daB infolge der Deforma-
tion zwei Teile der Fliche zusammenfallen, die anfiinglich voneinander ver-
schieden waren, weil sonst die Eindeutigkeit der Korrespondenz aufhéren
wiirde. Wir kniipfen im folgenden an das einfachere der oben erwihnten
Modelle an, ndmlich an dasjenige von CLEBSCH.

Zundchst fiilhren wir eine erste ein-eindeutige stetige Transformation
der erhaltenen Fliche aus, indem wir zu einer Fliche iibergehen, deren
m Blitter (konzentrische) Kugeln sind statt der (iibereinander liegenden
oder parallelen) Ebenen. Kine derartige Transformation erhilt man ohne
weiteres mit Hilfe einer stereographischen Projektion.

Wir wollen eine solche sphirische RiEMANNsche Fliche untersuchen
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und beginnen mit dem Fall, daB sie nur aus zwei Blittern (m = 2) zu-
sammengesetzt sei, die liber p 4+ 1 Verzweigungsschnitte hiniiber zusam-
menhingen. Wir kénnen zunéchst die Schnitte stetig umgestalten, so dall
sie auf einen und denselben grioften Kreis der beiden tibereinander lie-
genden Blitter zu liegen kommen. Hierauf transformieren wir die Fliche
mit Hilfe der stetigen ein-eindeutigen Korrespondenz, die entsteht, wenn
man die Punkte des dueren Blattes unveréindert 1:i8t, dagegen die Punkte
des inneren Blattes mit denjenigen vertauscht, die zu ihnen symmetrisch
liegen in bezug auf die Ebene des ebengenannten groBten Kreises. Nach
dieser Operation wird jeder Rand eines auf dem #uBeren Blatt gezoge-
nen Verzweigungsschnittes nicht etwa mit dem entgegengesetzten Rand
des entsprechenden Verzweigungsschnittes auf dem inneren Blatt verbun-
den sein, sondern mit dem unmittelbar unter ihm liegenden Rand. Nach
der Transformation konnen also, kurz gesagt, die p + 1 Schnitte ohne
weiteres durch eine stetige Deformation in zylindrische Verbindungs-
réhren zwischen dem #uBeren und dem inneren Blatt iibergefiihrt werden.
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