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Vorwort.

Gardons-nous de croire qu'une science soit faite
quand on l'a réduite & des formules analytiques.
Rien ne nous dispense d'étudier les choses en
elles-mémes, et de nous bien rendre compte des
idées qui font l'objet de nos spéculations.
Poinsot.

Die vorliegende Abhandlung ist, wie manche #hnliche in neuerer Zeit
verdffentlichte, durch die Not des Unterrichts hervorgerufen. Dem Lehrenden,
der um vollkommenste Klarheit der Grundanschauungen und Grundbegriffe
bemiiht war, stellten sich Schwierigkeiten entgegen, deren Loésung von einem
eingehenden Studium der Quellenwerke erwartet werden durfte. Beabsichtigt
war lediglich eine historisch-didaktische Studie iiber die Zentrifugalkraft.
Es zeigte sich indessen, dafl die Ursache der Unsicherheit iiber diesen Gegen-
stand einen tieferen Grund hatte, und es ergab sich die Notigung, die Grund-
lehren der Mechanik einer kritischen Betrachtung zu unterziehen. So ist
dic Arbeit zugleich ein Beitrag zur Revision der Newtonschen Bewegungs-
gesetze geworden. Wenn die hierauf beztiglichen Darlegungen des Ver-
fassers richtig sind, so steht die Physik vor einer Gefahr, die jeder zum
Ausbau eines Systems gelangten Wissenschaft droht — vor der Gefahr, in
Scholastik zu verfallen. Dies betrifft die heutige Physik mindestens
so weit, als sie den Newtonschen Prinzipien folgt. Es entspringen daraus
gewisse Mingel, die leicht dazu verfithren kénnen, das historisch Gewordene
gering zu achten und als reif zum Untergang zu erkliren, namentlich in
einer Zeit, wo die wissenschaftliche Phantasie in der Schaffung neuer ,,Bilder“
eine staunenswerte Fruchtbarkeit entfaltet. Aber andrerseits ist es durch
das Gesetz der Entwicklung gerechtfertigt, da der Versuch gemacht wird,
die itiberkommenen Grundlagen des Lehrgebdudes durch genauere Anpassung
an die Tatsachen so umzugestalten, daf auf ihnen ein sicherer Aufbau der
physikalischen Lehren moglich wird.

Auf die Unzuldnglichkeit des heut geltenden Systems der Mechanik
hat namentlich Heinrica HerTtz in der Einleitung zu seiner ,Mechanik* hin-
gewiesen, und zwar betrifft sein Angriff gerade den Teil der Mechanik, der

den Gegenstand dieser Abhandlung bildet. Ich setze die ganze Ausfithrung
8*
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von Hertz hierher, um im Lauf der Untersuchung an die einzelnen Be-
hauptungen anzukniipfen. HerTz sagt?!):

,Wir schwingen einen Stein an einer Schnur im Kreise herum;
wir iiben dabei bewulitermafien eine Kraft auf den Stein aus; diese
Kraft lenkt den Stein bestidndig von der geraden Bahn ab, und wenn
wir diese Kraft, die Masse des Steins und die L#inge der Schnur ver-
indern, so finden wir, dall die Bewegung des Steines in der Tat stets
in Ubereinstimmung mit dem zweiten Newtonschen Gesetze erfolgt.
Nun aber verlangt das dritte Gesetz eine Gegenkraft zu der Kraft,
welche von unserer Hand auf den Stein ausgeiibt wird. Auf die Frage
nach dieser Gegenkraft lautet die jedem geldufige Antwort: es wirke
der Stein auf die Hand zuriick infolge der Schwungkraft, und diese
Schwungkraft sei der von uns ausgeiibten Kraft in der Tat genau ent-
gegengesetzt gleich. Ist nun diese Ausdrucksweise zulidssig? Ist das,
was wir jetzt Schwungkraft oder Zentrifugalkraft nennen, etwas anderes
als die Tragheit des Steines? Diirfen wir, ohne die Klarheit unserer
Vorstellungen zu zerstdren, die Wirkung der Tragheit doppelt in
Rechnung setzen, nidmlich einmal als Masse, zweitens als Kraft? In
unseren Bewegungsgesetzen war die Kraft: die vor der Bewegung vor-
handene Ursache der Bewegung. Diirfen wir, ohne unsere Begriffe zu
verwirren, jetzt auf einmal von Kréiften reden, welche erst durch die
Bewegung entstehen, welche eine F'olge der Bewegung sind? Diirfen
wir uns den Anschein geben, als hidtten wir iber diesc neue Art von
Kriften in unseren Gesetzen schon ctwas ausgesagt, als kdnnten wir
ihnen mit dem Namen Kraft auch die Eigenschaften der Krifte ver-
leihen? Alle diese Fragen sind offenbar zu verneinen, es bleibt uns
nichts ibrig, als zu erldutern: die Bezeichnung der Schwungkraft
als einer Kraft sei eine uneigentliche, ihr Name sei wie der Name
der lebendigen Kraft als eine historische Uberlieferung hinzunehmen,
und die Beibehaltung dicses Namens sei aus Niitzlichkeitsgriinden mehr
zu entschuldigen als zu rechtfertigen. Aber wo bleiben alsdann die
Anspriiche des dritten [Newtonschen] Gesetzes, welches eine Kraft
fordert, die der tote Stein auf die Hand ausiibt, und welches durch
eine wirkliche Xraft, nicht durch einen blofen Namen befriedigt
sein will? Ich glaube nicht, da diese Schwierigkeiten kiinstlich oder
mutwillig heraufbeschworen sind, sie dringen sich uns von selbst auf.
Sollte sich mnieht ihr Ursprung bis in die Grundgesetze zuriick-
verfolgen lassen? Die Kraft, von welcher die Definition und die ersten
beiden (Gesetze reden, wirkt auf einen Ko&rper in einseitig bestimmter
Richtung. Der Sinn des dritten (Gesetzes ist, dafll die Kriifte stets zwei

1) Heinrich Hertz, Gesammelte Werke, Bd. IIl, Die Prinzipien der Mechanik in neuem
Zusammenhange dargestellt (Leipzig 1894), S. 8—10.
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Korper verbinden und ebensogut vom ersten zum zweiten, wie vom zweiten
zum ersten gerichtet sind. Die Vorstellung der Kraft, welche dieses
Gesetz, und die Vorstellung, welche jene Gesetze voraussetzen und in
uns erwecken, scheinen mir um ein Geringes verschieden, dieser geringe
Unterschied reicht aber vielleicht aus, um die logische Triibung zu
erzeugen, deren Folgen in unserem Beispiele zum Ausbruch kamen

»Vielleicht treffen unsere Einwéidnde tiberhaupt nicht den Inhalt
des entworfenen Bildes, sondern nur die Form der Darstellung dieses
Inhalts. Wir sind gewifl nicht zu streng, wenn wir meinen, diese Dar-
stellung sei noch niemals zur wissenschaftlichen Vollendung durchge-
drungen,es fehle ihr noch durchaus die hinreichend scharfeUnterscheidung
dessen, was in dem entworfenen Bilde aus Denknotwendigkeit, was aus
der Erfahrung, was aus unserer Willkiir stammt. . . . . Wir sind selbst
der Uberzeugung, daf die vorhandenen Liicken nur Liicken der Form
sind, und durch geeignete Anordnung der Definitionen, Bezeichnungen,
und weiter durch vorsichtige Ausdrucksweise jede Unklarheit und
Unsicherheit vermieden werden kann. . . .. Es erfordert aber die
Wiirde und GroBe des Gegenstandes durchaus, dal die logische Reinheit
nicht nur mit guntem Willen zugegeben, sondern dafl sie durch eine
vollendete Darstellung auch so erwiesen werde, daf es nicht moglich
sei, sie auch nur zu verdichtigen.“

Wie schon diese Bemerkungen von Herrz erkennen lassen, schliefit
die Frage nach der wahren Natur der Zentrifugalkraft ein ganzes Biindel
von Problemen ein, deren Entwirrung im folgenden versucht ist. Dabei ist
im grofien und ganzen der Gang der Untersuchung eingehalten worden, wie
er sich dem Verfasser selbst bei allmé&hlichem Vorwirtsschreiten ergab. In
den Abschnitten I und II sind die Zentripetalkraft und die Zentrifugalkraft,
auch im Hinblick auf ihre schulmiiflige Behandlung, niher erdrtert. Der
Untersuchung der von HeErTz angeregten prinzipiellen Frage ist der I1I. Abschnitt
gewidmet; es wird sich ergeben, dafl in der Tat eine schirfere Scheidung
dessen notig ist, was in den grundlegenden Begriffen auns der Erfahrung,
und was aus unserer Willkiir stammt; erst durch eine etwas verdnderte
Fassung der Begriffe und der Gesetze wird es moglich werden, die Grund-
lagen fiir eine einwandfreie Darstellung der Mechanik zu gewinnen. Der
Abschnitt IV hat dann die Rotation starrer Korper, Abschnitt V die Bewegung
des Zentrifugalpendels zum Gegenstande.

Die Abhandlung ist im Winter 1904/05 entstanden; Hindernisse ver-
schiedener Art sind Ursache, dafl sie erst jetzt dem Druck iibergeben wird.
Der Verfasser ist nicht der Meinung, in diesen schwierigen Dingen tiberall
das Richtige getroffen zu haben, er hofft jedoch durch seine Darlegungen zur
weiteren Kliarung der erorterten Fragen beizutragen.

Friedenau bei Berlin, im August 1909.

Friedrich Poske.



6 F. Poske, Die Zentrifugalkraft. [104]

I.

Die freie krummlinige Bewegung.

1. Vorbemerkung. Unter den krummlinigen Bewegungen lassen sich
solche unterscheiden, bei denen die Krummlinigkeit durch eine vorgeschriebene
Bahn oder eine feste Verbindung irgendwelcher Art, also mehr oder weniger
zwangliufig bestimmt ist, und solche, bei denen dies nicht der Fall ist.
Die erste Art soll als unfreie, die zweite als freie krummlinige Bewegung
bezeichnet werden. Als Beispiel der ersten Art mag die Bewegung eines
Punktes der Oberfliche eines um eine feste Achse rotierenden festen Korpers,
als Beispiel der zweiten Art die Bewegung des Mondes um die Erde gelten.

Wir betrachten zunichst eine freie krummlinige Bewegung der ein-
fachsten Art, nimlich eine solche, die in einer Kreisbahn und mit gleich-
bleibender Geschwindigkeit vor sich geht. Auch sei von der Ausdehnung
des bewegten Korpers abgesehen, es werde also statt seiner ein materieller
Punkt angenommen. Da die Richtung der Bewegung sich von einem Bogen-
element zum nichsten bestindig #dndert, so ist nach dem Beharrungsgesetz
eine Kraft erforderlich, die den materiellen Punkt bestindig von seiner
Richtung ablenkt.

Die Berechnung dieser Kraft ist zuerst von NEwroxN ausgefiihrt worden,
und zwar unter der Voraussetzung einer beliebigen krummlinigen Bahn und
einer nach einem unverinderlichen Zentrum gerichteten Kraft!). Dabei
macht NewrTox die Annahme, daf die Kraft von einem Bogenelement zum
andern in momentanen Impulsen auf den Korper wirke. Es kann jedoch
bei der Analyse des Vorgangs von der Hereinziehung des Kraftbegriffs zu-
nidchst ganz Abstand genommen werden. Die auf den mafBigebenden Begriff
der Normalbeschleunigung fiihrende Betrachtung ist von rein phoronomischer
Art?), wie im folgenden gezeigt werden soll.

2. Die Normalbeschleunigung. Jede Geschwindigkeitsinderung ist
dadurch hervorgebracht zu denken, dafl zu der vorhandenen Geschwindigkeit
eine zweite hinzutritt, die sich mit der ersten gemifl dem Parallelogramm
der Geschwindigkeiten zu einer resultierenden zusammensetzt. I&llt die
zweite in die Richtung der ersten, so wird nur die Grofe der Geschwindig-
keit gedndert; hat die zweite eine von der ersten verschiedene Richtung, so
andert sich im allgemeinen sowohl Gréfie als Richtung der Geschwindigkeit.

1) Newton, Philosophiae naturalis principia mathematica, §§ 13—21.
?) Im Hintergrunde dieser phoronomischen Behandlung steht allerdings das Be-
harrungsgesetz in seiner Anwendung auf einen frei beweglichen Korper; vgl. Euler, S. 382,
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Es sei!) nun 4 B (Fig. 1) ein Bogenelement einer kreisférmigen Bahn,
das in der Zeit d¢ mit der Geschwindigkeit v durchlaufen wird, so daB also
A B = v.dt ist. Der zu diesem Bogenelement gehdorige Zentriwinkel sei &,

der Kreisradius », dann ist:

g — A_rli _ vrdt.
L > 5 7,
Beim Ubergang zum nichstfolgenden ?
2

Bogenelement hat sich die Richtung um

einen Betrag geidndert, dessen Grofie eben-

falls durch & gemessen ist. Die Geschwin- -
digkeit in 4 sei nach Grofe und Richtung

durch B B, die in B durch B B, dar-

gestellt, und es sei BB, = BB, =w». Die
Geschwindigkeitsinderung B; B, werde mit

dv bezeichnet. Dann ist:

2 dt
(lu:v.d‘:—?. , o
o ! Fig. 1.
mithin:
dv  v?
da = 7

- cn. AU . . . -
Die Grofie -7 st eine Beschleunigung, deren Richtung als normal zur

Richtung von v mit demselben Grade von Genauigkeit angesehen werden
darf, mit dem man den Kreisradius als senkrecht zu einem Bogenelement
ansieht. Diese GroéBe heifit allgemein Normalbeschleunigung oder, im
besonderen Fall der Kreisbewegung, auch Zentripetalbeschleunigung.
Es muf also bestdndig zur Geschwindigkeit v eine Beschleunigung von der
GroBe +?/r in normaler Richtung hinzukommen, damit die Bewegung mit
gleichbleibender Geschwindigkeit » auf einem Kreise vom Radius » vor sich
geht. Man kann das erhaltene phoronomische Gesetz auch in folgender Form
aussprechen:

Eine gleichformige Bewegung in kreisférmiger Bahn
ist an jedem Punkte der Bahn zusammengesetzt zu denken aus
einer gleichférmigen Bewegung in Richtung der Tangente der
Bahn und aus einer gleichférmig beschleunigten Bewegung in
der Richtung nach dem Zentrum der Bahn. —

Weniger durchsichtig ist das iibliche Verfahren der analytischen
Mechanik, weil dabei die Einheitlichkeit des Vorgangs durch die Zerlegung

) Man vgl. zum Folgenden A. VoB, Die Schwungkraft, Zeitschr. f. d. physikal. u.
chem. Unterricht II, 17—20; &hnlich schon Mach in seiner ,Mechanik® (4. Aufl. S. 162)
und v. Obermayer, Lehrbuch fiir dsterr. Kadettenschulen. Im Prinzip damit iberein-
stimmend ist die elegante Ableitung mit Hilfe des Hodographen, die Maxwell in , Matter
and Motion“ Art. 118 gibt. Man vgl. ferner A. H6fler, Zur vergleichenden Analyse der
Ableitungen fiir Begriff und Gré8e der zentripetalen Beschleunigung, Zeitschr. II, 277—290.
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nach den Koordinatenrichtungen zerstért wird. Doch ist auch diese Ab-
leitung rein phoronomisch. Es liege (Fig. 2) der Anfangspunkt der Koordi-
naten im Mittelpunkt O des Kreises. Der bewegte Punkt habe an einer
beliebigen Stelle der Bahn die Koordinaten # und y. Der Winkel des
Radiusvektor mit der Abszissenachse sei ¢, der Kreisradius », die kon-
stante Geschwindigkeit v, die seit dem Durchgang durch die Abszissenachse
verflossene Zeit ¢, dann ist:

vt
X = T COs ¢p == TGOST’

. . v
Yy = rSsing == 7'Sln7-

Hieraus folgen leicht die Kom-
ponenten der Beschleunigung:

d? x v"'csvt d?y v? sinUt
—5g~ == — —— €08 ——, = == — —,
de? r r’ de r r

und demnach die Gesamtbeschleuni-
gung:

. d*x\3 d?uy\? 3
Fig. 2. yyv: v,
V(c’t’) +(d62\) r
Die Richtung dieser Beschleunigung fillt, wie ohne weiteres ersichtlich,
mit der Richtung des Kreisradius zusammen.

Beide Ableitungen lassen sich iiberdies auf eine Bewegung in beliebig
krummliniger Bahn ausdehnen, es tritt dann der Kriimmungsradius p an die
Stelle des Kreisradius 7.

Auch umgekehrt folgt sofort: Wenn einem Punkt mit der Geschwindig-
. . . < v? .

keit v eine Beschleunigung von der Gréfie —— senkrecht zu seiner Bewegungs-

richtung erteilt wird, so bewegt er sich auf einem XKreisbogen, dessen

Mittelpunkt im Abstande r von dem bewegten

beose Punkte gelegen ist. Ist die hinzutretende Be-

| schleunigung nicht senkrecht, sondern schief
I

bsinel \& . . . .
} i (unter einem Winkel &) zu dem jeweilig von
L__N dem Punkte durchlaufenen Bahnelement gerichtet
Fig. 3. (Fig. 3), so ist sie in zwei Komponenten zu zer-

legen, von denen die eine, &.cosz eine Ver-

groflerung oder Verkleinerung der Bahngeschwindigkeit, die andere, 4. sin ¢,

dagegen eine Richtungsiinderung von einer wie vorher zu bestimmenden
GroBe hervorruft.

Ist die Beschleunigung bestindig nach einem und demselben Punkt

gerichtet, so ist als ihre Ursache eine von diesem Punkt ausgehende Kraft

anzusehen, die von NewrToxn den Namen Zentripetalkraft erhalten hat. - Auf
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die Einfiihrung dieser Kraft griindet sich bekanntlich Newrons Erkliarung
der Planetenbewegungen. —

8. Die elementaren Ableitungen. Gegen die Einfachheit und Schirfe
der infinitesimalen Betrachtungsweise, die soeben angewandt wurde, stechen
die meisten elementaren Ableitungen teils durch Schwerfilligkeit, teils durch
Unstrenge sehr unvorteilhaft ab. Es ist daher &fters die Forderung auf-
gestellt worden, man solle von diesen Ableitungen im elementaren Unterricht
ganz absehen. Wir unterziehen im Hinblick hierauf die gebrauchlichsten
dieser Ableitungen einer niheren Priifung.

Wir geben zunicht zwei von E. Macn Tz
vorgeschlagene Ableitungen wieder, die sich

am engsten an die Infinitesimalmethode an- ¥§ 7
schlieflen.

a) In E. Macas Mechanik (4. Aufl. S. 162)
ist folgendes Verfahren eingeschlagen: , Auf

ein Bewegliches von der Geschwindigkeit v

wirke eine Kraft, die ihm senkrecht zur Be-

wegungsrichtung die Beschleunigung ¢ erteilt, Fig. 4.

durch das Zeitelement = ein (Fig. 4). Die '

neue Geschwindigkeitskomponente wird ¢z, und die Zusammensetzung mit
der friiheren Geschwindigkeit ergibt eine neue Bewegungsrichtung, die den
Winkel ¢ mit der wurspriinglichen einschliefit. Hierbei ergibt sich, indem
wir die Bewegung als in einem Kreise vom Radius » vorgehend denken und
wegen der Kleinheit des Winkelelements tang « = o setzen,

oder P = ~71-

= tang ¢« — « = vr v?
pn

als vollstdndiger Ausdruck fir die Zentripetalbeschleunigung einer Kreis-

bewegung.“

Wenn auch beziiglich der Strenge gegen diese Ableitung nichts einzu-
wenden sein wird, so ist es doch in methodischer Hinsicht nicht giinstig, daf
die Aufgabe umgekehrt gestellt und von vornherein eine beschleunigende Kraft
angenommen ist. Zudem ist die ,Okonomie des Denkens“ so weit getrieben,
dafl die Ableitung mehr fiir den im physikalischen Denken Ausgebildeten als
fiir den Anfianger schmackhaft sein wird. Sie diirfte daher erst auf einer
vorgeschritteneren Stufe des Unterrichts am Platze sein.

b) Das eben Gesagte gilt in noch hoherem Grade von der gleichfalls von
E. Macn bevorzugten und auch in seine ,Naturlehre fiir die oberen Klassen®
aufgenommenen Ableitung, die auf dem Prinzip des Hamiltonschen Hodo-
graphen beruht!): Durchliduft ein Koérper (Fig. 5) gleichformig den Kreis vom

1) E. Mach, Die Mechanik, 4. Aufl., S. 163. Man vgl. auch die verwandte Dar-
stellung bei Maxwell, Matter and Motion, art. 113.
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Radius », so geht die Geschwindigkeit » in dem Bahnpunkte 4 in die gleich
grole » von anderer Richtung in dem Punkte B iiber. Tragen wir alle
Geschwindigkeiten, die der Ko&rper nacheinander erlangt, der Groéfe und

A
JVP
2}
v '/
At——

Fig. 5.

Richtung nach von O aus auf, so stellen diese die simtlichen Radien » eines
Kreises dar. Damit O M in O N iibergehe, mufl die zu ersterer senkrechte
Komponente M IV hinzutreten. Nach den Richtungen der Radien » wichst
wiahrend der Umlaufszeit 7' gleichmiafBlig die Geschwindigkeit 27 v hinzu.
Die MafBzahl der radialen Be-
schleunigung ist also ¢ =
2nv/T, und da v 7T = 2 wr
so ist auch ¢ = v?/7r.

¢) Die osterreichischen
,2Instruktionen“?!) schreiben
eine Herleitung vor, die mit
einigen Abinderungen hier
folgt. Die kreisformige Bahn
sei in sehr kleine Elemente
zerlegt, die als geradlinig an-
gesehen werden kdnnen. Die
Geschwindigkeit lings des
Elementes 4 B (Fig. 6) sei
nach Grofie und Richtung
durch B B, = ¢ dargestellt,
die langs des n#chstfolgen-
den Elements B C durch die
Strecke B B, = ¢. Es liBt
sich nun, wegen der um den Winkel ¢ verdnderten Richtung, B B, auffassen
als Resultierende eines Geschwindigkeitsparallelogramms mit den Kompo-
nenten B B; und B B;. Von diesen ist B B, gemill dem Beharrungsgesetz

1y Instruktionen fir den Unterricht an den Gymnasien in Osterreich, Wien 1900,
S. 257; mitgeteilt auch von A. Hofler, Physik, Braunschweig 1904, S. 831, Leitaufgabe 31,3.
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wieder = ¢. Wegen der Ahnlichkeit der gleichschenkligen Dreiecke 4 O B
und B; B B, ist ferner B; B,|l B O, also B B; auf B O gelegen. Diese in B
hinzutreténde Grdfe B B; bedeutet aber einen zentripetalen Geschwindigkeits-
zuwachs, daher ist die zentripetale Beschleunigung w selbst gleich dem
Grenzwert von B B;/r. Nun ist B B, = ¢ J, und fiir v folgt aus A B=ct=7rd
der Wert v = % , demnach wird w = C—:

Dieses Verfahren ist im Grunde nichts weiter als eine elementare Um-
setzung der unter Nr. 2 (S.7) angegebenen strengen Herleitung; es wird in-
dessen an die Stelle der kontinuierlichen Geschwindigkeitsinderung eine
diskontinuierliche, in Zwischenriumen von der Grdfle T momentan erfolgende
Geschwindigkeitsiinderung gesetzt. Um diese Abweichung von dem wirk-
lichen Sachverhalt auszugleichen, ist im weiteren Verlauf ein nochmaliger
Sprung in der Entwicklung erforderlich, indem die Beschleunigung w = BB;/t
gesetzt wird, obwohl der Geschwindigkeitszuwachs 5 5; nicht in der Zeit ,
sondern in dem Endpunkt der Zeit = erfolgend vorausgesetzt wird. Es mufl
daher entweder hinterher ausdriicklich gesagt werden, dal der Geschwindig-
keitszuwachs D2 B; in Wahrheit nicht momentan, sondern wihrend der Zeit T

1 .
erfolgt, oder aber man setzt die Groéfle v = TSek., dann ist der der Be-

schleunigung entsprechende Geschwindigkeitszuwachs in 1 Sek. gleich
B B;.n = B B;/t.

Hiermit diirfte das Verfahren den Grad von Strenge erreicht haben,
der tiberhaupt bei einem solchen die infinitesimale Betrachtung- nur um-
schreibenden Verfahren moglich ist?).

d) Eine von K. ScueLLBACH herriihrende, u. a. auch von MarTUus befolgte
Methode?) stimmt mit der NewToxschen darin tiberein, dafl sie die nach einem
Zentrum wirkende Kraft zu Hilfe nimmt und diese Kraft in momentanen,
durch kleine gleiche Zeitintervalle getrennten Impulsen wirken laBt. Fiihrt
man an Stelle der Scnevveacaschen ,Impulse“ nach Herms Vorgang?) an-
fanglich Geschwindigkeitsiinderungen ein, so la8t sich das Verfahren dem vor-
hergehenden sehr dhnlich gestalten:

Ein Punkt (Fig. 6) bewege sich mit konstanter Geschwindigkeit ¢ auf
dem Umfange 4 BC . . . eines regelmifligen Polygons, dessen Mittelpunkt
in O liege, und dessen Radius 4 O = r sei. Zum Durchlaufen einer Polygonseite

sei die Zeit —%— Sek. erforderlicli. Hat der Punkt die Strecke 4 B durchlaufen,

&

1y Der Verfasser ist in seiner ,Oberstufe der Naturlehre“ (Vieweg, 1906) dieser
Herleitung gefolgt, die sich ihm selber auf dem Wege einer Modifikation der Schellbach-
Helmschen Methode (s. nachher unter d) ergeben hat.

) K. Schellbach, Neue Elemente der Mechanik, Berlin 1860, S. 104; Martus,
Astronomische Geographie, § 21.

%) G. Helm, Die Elemente der Mechanik und der mathematischen Physik, Leipzig
1884, S. 87.
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so miilte er sich nach dem Beharrungsgesetz in derselben Richtung weiter-
bewegen. Die Geschwindigkeit dieser Bewegung sei durch B B, = ¢ dargestellt.
Soll der Punkt statt dessen in der Richtung B C weitergehen, und®zwar mit
der gleichen, durch B B; = ¢ dargestellten Geschwindigkeit, so muffi ihm
in B eine Geschwindigkeit B B; von der Art erteilt werden, dal B:B; und BB,
sich nach dem Parallelogrammgesetz zu der Resultierenden B B, = B D, zu-
sammensetzen. Nun ist durch die Gré8e und Lage von B B, und B B; auch
B B, vollig bestimmt. Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke B; B B; und
A O B ist namlich B, B, || B O, also liegt B B; auf B O, und ferner ist:

B, By:BB, = AB: A0

oder, da
B B, — BBy, BB, =—¢ AB= i; A0 = »
BByic = —:r,
n
so folgt
C‘Z
BB3 - '***"'

Wird nun die Richtungsinderung durch eine Kraft hervorgebracht gedacht,
so mufl diese so beschaffen sein, dal sie dem bewegten Punkte in Intervallen von

1 . . . " 3
- Sek. stets einen Geschwindigkeitsziiwachs von der GréBe B B; nach dem

Mittelpunkte hin erteilt; sie {ibt also in einer Sekunde n solcher Antriebe aus.
Um die GréBe der ablenkenden Kraft zu finden, denkt man sich diese An-
triebe einem anfangs ruhenden Punkte sdmtlich in derselben Richtung er-
teilt, sie wiirden dann insgesamt einen Geschwindigkeitszuwachs hervorbringen,
dessen Grofe dargestellt wire durch

? c?
— e N ==
nr 7
Dieser Ausdruck ist unabhingig von der Linge der Polygonseiten, er gilt
also auch noch, wenn diese Linge unbegrenzt verkleinert oder die Zahl
der Polygonecken unbegrenzt vergrélert wird. Dann geht die Bewegung in
eine wirkliche Kreisbewegung iiber, und die Anderung der Geschwindigkeit
erfolgt nicht mehr stoBweise, sondern kontinuierlich. Damit wird auch
die Kraft eine ununterbrochen wirkende, ihre GréBe aber, die von
n unabhéngig ist, bleibt, wenn die bewegte Masse = 1 gesetzt wird, wie
vorher c¢?/r.
Gegen diese Ableitung (insbesondere gegen die Darstellung bei MArTUS)
erhebt Seecer!) den berechtigten Einwand, der Ubergang von den kleinen

"y H. Seeger, Bemerkungen iiber Abgrenzung und Verwertung des Unterrichts
in den Elementen der Infinitesimalrechnung. Beilage zum Programm des Realgymnasiums
zu Giistrow, Ostern 1894.
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unterbrochenen Stéfen zu einer stetig wirkenden Kraft sei hier deswegen so
schwierig, weil die Richtung jedes folgenden Stolles von der des vorher-
gehenden abweiche. Dieser Ubelstand lieBe sich beseitigen, wenn man nicht
die Krifte summierte, sondern (wie in der vorigen Herleitung) die Beschleun-
nigung an einer Stelle der Bahn berechnete. Hierzu wire aber wiederum
erforderlich, da man den Geschwindigkeitszuwachs nicht momentan, sondern
kontinuierlich vor sich gehen liele, also die Voraussetzung des ganzen Ver-
fahrens fallen lieBe. KEs zeigt sich also, dafl die Einfiihrung der Kraft.
impulse nicht zu einer Vereinfachung fithrt, und dal man besser tut, bei der
rein phoronomischen Betrachtungsweise stehen zu bleiben?).

e) Eine andere sehr h#ufige, auch in Lehrbiichern fiir den Hochschul-
unterricht benutzte Ableitung ist folgende (Fig. 7). Der bewegliche Punkt
lege in der sehr Kkleinen Zeit  den sehr klein zu denkenden Kreis-
bogen A B mit der konstanten Geschwindigkeit » zurtick. Die Bewegung
kann zerlegt gedacht werden in eine gleich-
formige lings der Tangente A C mit der Ge- A 4

schwindigkeit »+ und in eine gleichférmig be- Ju
schleunigte lings der Normale 4 1) mit der Be- z
schleunigung 6. Dann ist A4(C = DB = rr,
AD = 1,b7* und

BD? = AD-DE

3 7? = 1,027 (2r —, b %)

v = by — 1/, b3
Fir verschwindend kleines = fillt das letzte
Glied fort, und es bleibt »? = & », folglich: =
b — o Fig. 7.

p
Ahnlich verliuft die Ableitung, wenn man den Bogen 4 B durch die Sehne
ersetzt und deren Linge durch 4 72 und 4 F darstellt?).

Gegen diese Ableitung macht SeeceEr bereits geltend, dafl ein unend-
lich kleiner Weg 4 B in zwei andere zerlegt wird, von denen der eine 4 C ein
unendlich Kleines der ersten, der andere aber ein unendlich Kleines der
zweiten Ordnung ist. Ferner wird der Weg 4 B seiner Komponente 4
ausdriicklich gleichgesetzt, was dem Augenschein geradezu zuwiderliuft.
Wiirde man genau konstruieren und 4 ¢ gleich lang mit dem Bogen 4 I
machen, so ergibe sich, daBl die Gerade (' B nicht parallel zu A4 E lauft,
sondern mit dieser einen spitzen Winkel bildet. Drittens ist es willkiirlich,

1Y Man vgl. hierzu auch die Ableitung der Zentrifugalkraft bei Poisson, S.24.

2) Zur Kritik dieser und Ahnlicher Ableitungen vgl. A. Vol , Zeitschr. f. d.
physikal u. chem. Unterricht 1I, 17ff, Hofler, ebd. II, 277 ff, Mach, ebd. 103, Seeger,
a. a. O., S.13; ferner F. Klein, Anwendung der Differential- und Integralrechnuug auf
Geometrie (Autograph. Vorlesungsheft Nr. VI, B. G. Teuber 1901).
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die Bewegung lings 4D als eine gleichférmig beschleunigte anzusehen.
Viertens ist es unzulissig, die Richtung der Kraft wihrend des ganzen Zeit-
teilchens als unveridunderlich anzusehen, wihrend sie in Wirklichkeit sich
um einen unendlich kleinen Winkel #ndert. Nun lassen sich zwar diese
Bedenken durch eine eingehendere Betrachtung zum 7Teil beheben, ins-
besondere ist der auch von Macu geforderte Nachweis, dal die resultierende
Geschwindigkeit von der tangentialen nur um ein unendlich Kleines der zweiten
Ordnung verschieden sei, unschwer zu erbringen, setzt aber zu seinem vollen
Verstindnis immerhin schon eine gewisse Vertrautheit mit der Infinitesimal-
methode voraus. Aber die Unstrenge und damit der Schein einer KEi-
schleichung des Ergebnisses ist damit doch nicht beseitigt. Unter solchen
Umstinden tut man besser, von dieser Ableitung keinen Gebrauch zu
machen.

f) Einen dem vorigen verwandten Weg hat HorLEr?) vor lingerer Zeit
empfohlen, und zwar zieht er vor, die Ableitung fiir eine Bahn von ver-
dnderlicher Krimmung und fiir eine verdnderliche Ge-
schwindigkeit zu geben. Die Geschwindigkeit im
Punkte M (Fig. 8) sei », der Kriimmungshalbmesser
MO = p. Nach Verlauf der Zeit r befinde sich der
Punkt in A'. ,Man kann die wirkliche Bewegung
langs M A’ als aus folgenden zwei Bewegungen zu-
samnmengesetzt denken: erstens der ,Tangential-Be-
wegung® liangs A/ N mit der Geschwindigkeit », zweitens
einer ,zentripetalen Bewegung®, die den Punkt aus
der Tangente heraus nach M’ fihrt, und welche in
jedem Punkte der wirklichen Bahn als gegen die Tan-
gente normal, somit gegen den jeweiligen Kriimmungsmittelpunkt hin ge-
richtet vorgestellt werden kann; und weil infolge der gegen A/ N konvexen
Krimmung des wirklich zuriickgelegten Weges A Al' diese Bewegung als
beschleunigte gedacht werden muf}, findet auf sie die allgemeine Definitions-
gleichung Anwendung:

Fig. 8.

w e LT
Tt —t | fir ¢t = ¢
wo in unserem Falle v = 0. Nun ist die zentripetale Geschwindigkeit ' als

Endgeschwindigkeit einer beschleunigten Bewegung das Doppelte der mitt-
leren Geschwindigkeit, also
v = 2NM/[[
und der Weg
NAM = Vp? + 0?72 —p ~ 1/, 0272,

w =ﬁ,—=2 (l'u?r“):ﬁ:v_’.

T 2 o )

somit

) Hofler, Zeitschr. I, 289.



[11 3] F. Poske, Die Zentrifugalkraft. 15

HorLeEr selbst gibt an, dal wegen des verschwindend kleinen Wertes
von 7 aufler der bereits durch das Zeichen ~ (annihernd gleich) ange-
deuteten im Lauf der Entwicklung noch folgende Anniherungen gemacht
seien: 1. Der Kriimmungsmittelpunkt von M’ fillt zusammen mit O, und
M' O~ p. 2.Die Gerade N M’ fillt in die Richtung von M’ O. 3. Der Weg
MM’ ~wvz. Auch hier mufl gesagt werden, daf sich die Tragweite dieser
Anniherungen nicht so iibersehen 148t, daB eine sichere Uberzeugung von
der Richtigkeit der abgeleiteten Formel zustande kommen koénnte. An-
greifbar erscheint es auch, daB die aus allgemeinen Betrachtungen wohl
als beschleunigt anzuerkennende Bewegung lidngs N M’ als eine gleich-
féormig beschleunigte angenommen wird. Denn nur unter dieser Annahme
trifft die fir o' angegebene Berechnung zu. Es gereicht ferner auch diesem
Verfahren, ebenso wie dem unter e) erdrterten, zum Nachteil, daf es mit
den Wegen operiert, statt wie das modifizierte

ScueLLBAcHsche Verfahren mit den Geschwin- ¢ ¥
digkeiten. Auch dieses Verfahren wird da-
her nicht als ein empfehlenswertes bezeichnet e

werden kdnnen.

g) Sehr interessant und lehrreich ist ein ol
ebenfalls von A. HOFLER angegebenes Ver-
fahren, das die Berechnung der Zentripetal-
beschleunigung in Beziehung zur Wurfparabel
setzt!). Wir denken uns den Kreis in verti-
kaler Ebene (Fig.9) und das ,,Bewegliche®
den obersten Punkt des Umfangs passierend.
Es entpricht dann das Element des Kreises vom Radius » dem Element

Fig. 9.

nichst dem Scheitel einer Parabel vom Parameter p = ». Denn die Scheitel-
gleichung des XKreises y? = 272 — 22 und die der Parabel 32 = 2ra
lassen erkennen, daff fir sehr kleine Werte von 2 die Ordinaten beider
Kurven bis auf verschwindend kleine Gréfen zweiter Ordnung einander
gleich sind. Nun ergibt sich bei der Betrachtung des horizontalen Wurfs mit

2
der Anfangsgeschwindigkeit ¢ die Gleichung der Wurfparabel z* =2%x, ihr

Parameter also p = ¢?/¢9. Da nun fiir den Kreis g durch die Zentripetal-
beschleunigung w, und p durch » zu ersetzen ist, so ergibt sich fiir das
betrachtete Kreiselement (und demnach auch fiir alle iibrigen) w = c2/r.

Zu dieser Ableitung hat bereits SEEcer?) bemerkt, sie setze die Lehre
vom Kriimmungskreise und diese wieder die Elemente der Infinitesimal-
rechnung voraus; andernfalls habe die Schlufigleichung nur den Wert einer
Niaherungsformel von unbestimmter Genauigkeit. Es wird demnach auch

'Yy Hoéfler, Physik, S.40, und Zeitschr. II, 277 ff; ahnlich schon im Leitfaden von
Beetz-Henrici, Leipzig 1888, S. 82 (nach Seeger).
) Seeger, a.a. 0., S. 15.
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hier eine gewisse Vertrautheit mit den Grundbegriffen der Infinitesimal-
rechnung nicht zu entbehren sein, wenn die angegebene Schluffweise ver-
standen werden soll. In methodischer Hinsicht hat das Verfahren den groflen
Vorzug, daBl es die Zentripetalbeschleunigung in Verbindung mit der bereits
erkannten Beschleunigung im Kraftfeld der Erde bringt. Nur ist anderer-
seits wieder die Bekanntschaft mit den Eigenschaften der Parabel voraus-
gesetzt, die fiir das zu untersuchende Problem selbst nicht wesentlich sind.
Die Ableitung behilt daher etwas Kiinstliches und wird nicht als grund-
legend gelten ktinrien, wihrend sie als erginzende Ubung wohl einen Platz
verdient.

4. Beharrungswiderstand und Masse. Im Zusammenhange mit der
Einfiihrung des Begriffs der Zentripetalkraft (Nr. 2) sei endlich noch die Frage
beriihrt, inwiefern bei der ,freien“ Bewegung von einem Beharrungswider-
stand des bewegten Korpers gesprochen werden kann. Was man mit diesem
Namen zu bezeichnen pflegt, wird bei Newron Trigheitskraft (vis inertiae)
genannt. Die Tatsache, die diesem Begriff zugrunde liegt, ist die, daf es
einer Kraft bedarf, um den Bewegungszustand (sei es der Ruhe, sei es der
geradlinig gleichférmigen Bewegung) eines frei beweglichen Korpers zu
indern. Aber dieser Tatsache ist durch die Schaffung des Begriffs der Masse,
d. i. durch die Gleichung 4 = m b, vollig Genlige getan und der Begriff des
Beharrungswiderstandes demnach iiberfliissig. Denn in dieser Gleichung ist
der Faktor m der zahlenmiBige Ausdruck dafur, daf eine Kraft von be-
stimmter Grofe erforderlich ist, um einem gegebenen K&rper eine bestimmte
Beschleunigung zu erteilen. Allerdings ist der Begriff der Masse durch den
in jener Tatsache hervortretenden Sachverhalt nicht erschépft; Masse und
,Beharrungswiderstand® sind nicht identische (umfanggleiche) Begriffe. Die
Masse eines Korpers kann ja auch durch die Beschleunigung gekennzeichnet
werden, die dieser Korper einem andern vermdge der Gravitationswirkung
erteilt; nur auf diese Weise sind die Massen der Himmelskorper miteinander
verglichen worden, und es griindet sich hierauf bekanntlich auch die neuer-
dings vielfach in den Vordergrund getretene Massendefinition von E. Macsh.
Die Masse eines Korpers kann ferner durch die Druckwirkung gemessen
werden, die der Korper an einer bestimmten Stelle der Erdoberfliche auf
die Unterlage ausiibt. Wieder verschieden hiervon ist die Massenbestimmung,
die sich aus den Vorgingen beim unelastischen Stof ergibt!), ganz zu
schweigen von der Rolle, die die Masse auf nicht mechanischem Gebiet, in
kalorischer, chemischer u. a. Beziehung spielt. Der Physik ist aus dieser
Vielheit der Beziehungen, in denen die Masse auftritt, die Aufgabe er-
wachsen, die XKonkordanz zwischen den verschiedenen Arten der Massen-
bestimmung zu erweisen. Dies ist in einer Richtung durch NewTon, in einer
anderen durch Cavenpisa geschehen. In allen den erwihnten Erscheinungen

'y O. Reichel, Zeitschr. f. d. physik. Unterricht, IT, 265.
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gibt sich eben ein Identisches kund, das man als ,Quantitit der Materie“ be-
zeichnet hat. Welche indes von jenen Erscheinungen man fir die grund-
legende Definition der , Quantitit der Materie“ verwenden will, hingt teils
von Zweckmifigkeitsgriinden,teils von didaktischen Erwigungen ab. Mit gutem
Recht kann man daher fiir die Mechanik die ,,Masse“ eines Korpers definieren
als die ,nach dem Beharrungswiderstand gemessene Menge der Materie“!),
wobei ,,Masse“ und ,,Beharrungswiderstand® nicht als identische Begriffe an-
gesehen sind, wohl aber,,Beharrungswiderstand“eine besondere Seite desMassen-
begriffs bezeichnet, nimlich genau die Seite, die durch die Gleichung
k = m b gekennzeichnet ist. Es wird aber angesichts einer priziseren
Fassung des Kraftbegriffs (Nr. 10) nicht mehr zulissig sein, den Beharrungs-
widerstand noch als Kraft zu betrachten, wie es neuerdings noch mehrfach
deimn Newtonschen Gesetz der Gleichheit von Aktion und Reaktion =zuliebe
(vgl. Nr. 13) geschieht. Auch tritt in den Gleichungen der analytischen
Mechanik die Masse nirgends mehr als Kraft auf, vielmehr geht aus der
Wirkung einer Kraft (k) auf etwas, was nicht Kraft ist (w), die Be-
schleunigung (/) hervor. Hierdurch aber ist auch der Begriff der Kraft-
wirkung im Sinne der Mechanik erschopft (bis auf die in Nr. 11 behandelte,
mit der Beschleunigung einer Masse gleichwertige Spannung). Mit vollem Recht
weist H. Herrz?2) auf den Widerspruch hin, der in dieser Hinsicht zwischen
dem 2. und 3. NewtToxschen (Gesetz besteht; es ist in der Tat ungerecht-
fertigt, die durch das 2. Gesetz an die Hand gegebene ,einfachste* Be-
schreibung des Vorgangs durch Hineintragen des Gegensatzes von AKktion
und Reaktion wieder unnétig zu komplizieren. Ja der Vorgang der Kraftwirkung
wird nur noch unerklidrlicher, wenn man annimmt, dafl die auf eine Masse
m wirkende Kraft sogleich eine ihr entgegengesetzt gerichtete gleich grofie
Gegenkraft hervorruft. Denn wie sollte unter dieser Voraussetzung iiberhaupt
noch eine Bewegung zustande kommen?

Es ist nun auch ersichtlich, daf von einer Reaktionskraft, die der be-
wegte Korper bei der freien krummlinigen Bewegung ausiibt (und die man
hier und da als Tridgheitswiderstand in die Betrachtung eingefiihrt findet),
nicht die Rede sein kann, so wenig wie bei der Bewegung eines frei fallenden
Korpers. Was dagegen im besonderen bei der freien Zentralbewegung als
sReaktion“ in Betracht kommen konnte, ist die Rickwirkung auf den Zentral-
korper, von dem die Bewegung abhingt. Diese Riickwirkung aber tritt nicht
erst im Gefolge der krummlinigen Bewegung auf, sondern ist (wenig-
stens nach unseren heutigen Vorstellungen) schon ohne diese bereits durch die
Gegenseitigkeit der Anziehung zwischen dem Zentralkérper und seinem
Trabanten gegeben. Wie es sich bei der unfreien krummlinigen Bewegung
mit dem Beharrungswiderstand verhilt, werden wir spiter zu untersuchen

1y Hofler, Physik, § 16.
?) Vorwort zu dieser Abhandlung, S. b5, Zeile 2 ff.
Abh. z Didaktik u. Philosophie der Naturw. II 9
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haben. Nur auf einen Punkt sei schon an dieser Stelle noch aufmerksam
gemacht.

Eine noch gréfiere Verwirrung tritt nédmlich ein, wenn der , Trigheits-
widerstand“ der Materie mit der nach dem »’ArLemBErRTschen Prinzip zur Her-
stellung des Gleichgewichtszustandes anzubringenden Gegenkraft, die ja doch
blofl eine fingierte ist, identifiziert wird'). Von dem ,zentrifugalen* Tragheits-
widerstand wird allerdings dann folgerichtig behauptet: ,Seine gewodhnliche
Bezeichnung als Zentrifugalkraft kann zu Miflverstindnissen fiithren, da er
keine Kraft ist.“ Weitere Aufklirung hiertiber werden die folgenden Ab-
schnitte bringen.

II.

Die unfreie krummlinige Bewegung.

5. Begriff der Zentrifugalkraft?). Bei der unfreien krummlinigen Be-
wegung ist der Korper gendétigt, sich in einer vorgeschriebenen Bahn, also
zwangliufig, zu bewegen. Das bekannteste Beispiel dafiir ist der an einem
Faden im Kreise herumgeschwungene Korper, wobei zunichst wvon der
Schwere abgesehen wird. Doch ist ein festes Zentrum auch bei dieser Art
der Bewegung, wie aus spiter zu betrachtenden Beispielen hervorgeht, nicht
erforderlich, es geniigt vielmehr, die Bewegung auf das Zentrum des
Krimmungskreises zu beziehen, der dem betrachteten Teil der krummlinigen
Bahn zugehort.

Es ist heut fast allgemein iiblich, die unfreie krummlinige Bewegung
in der Weise zu behandeln, dafl man auf sie das Schema der freien Zentral-
bewegung anwendet. Kinen sehr prizisen Ausdruck findet diese Auffassung
namentlich bei Macu?):

»Hat man einmal die Galileische [besser Newtonsche] Erkenntnis, daf
»die Kraft eine Beschleunigung bestimmt, in sich aufgenommen, so ist es
~unvermeidlich, jede Abinderung einer Geschwindigkeit, und folglich auch
»jede Abinderung einer Bewegungsrichtung (weil diese durch drei zu-
»einander senkrechte Geschwindigkeitskomponenten bestimmt ist) auf eine
»Kraft zuriickzufithren. Wenn also ein Korper (etwa ein Stein) an einem

) BE. Warburg, Lehrbuch der Experimentalphysik fir Studierende, § 81 und 101.

2) Wir behalten diese Bezeichnung als unmiBverstindlich im folgenden bei, da das
Wort Schwungkraft vielfach (u. a. von Schellbach) fir die Zentripetalkraft gebraucht und
andrerseits die Bezeichnung Fliehkraft noch nicht allgemein angenommen ist.

3) E. Mach, Die Mechanik usw., 4. Aufl., S. 160.
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,Faden gleichmiBig im Kreise geschwungen wird, so ist diese krumm-
Llinige Bewegung nur durch eine fortwidhrende aus der geraden Bahn
,ablenkende Kraft verstindlich. Die Spannung des Fadens ist diese Kraft,
,durch dieselbe wird der Koérper fortwihrend aus der geradlinigen Bahn gegen
,den Mittelpunkt des Kreises abgelenkt. Diese Spannung stellt also eine
yentripetalkraft vor. Andrerseits wird durch die Fadenspannung auch
,die Achse oder der feste Mittelpunkt des Kreises ergriffen, und insofern zeigt
»sich diese Fadenspannung als Zentrifugalkraft.«

Von anderen gewichtigen Stimmen zugunsten dieser Auffassung sei
noch die von Crn. Maxwerr angefiihrt, der sich in der ausgezeichneten kleinen
Schrift , Matter and Motion“') (Art. 114) unter der Uberschrift ,,Zentrifugalkraft“
folgendermaflen ausspricht, nachdem er die oben (8. 9) erwidhnte Ableitung
filr die Zentripetalkraft gegeben hat:

»Diese Kraft I [die nach dem Mittelpunkt des Kreises gerichtete] ist es,
die auf den Korper wirken mufl, damit er auf dem Kreise vom Halbmesser »
bleibe und sich auf ihm mit der Geschwindigkeit I” bewege. . . . Wird diese
Kraft mittels eines am [bewegten] Korper M befestigten Fadens angebracht,
so wird der Faden sich in einem Zustande von Spannung befinden. Einer
Person, die das andere Ende des Fadens hilt, wird diese Spannung gegen den
Korper M hin gerichtet erscheinen, so als ob der Korper 3 ein Be-
streben hitte, sich von dem Mittelpunkt des Kreises, den er beschreibt, weg
zu bewegen. Daher wird diese Kraft oft Zentrifugalkraft genannt.

»Die Kraft, die in Wirklichkeit (reailly) auf den Korper wirkt, nennt
man, da sie gegen den Mittelpunkt des Kreises hin wirkt, Zentripetalkraft,
und in einigen populiren Schriften werden die Zentrifugalkraft und die
Zentripetalkraft als entgegengesetzt und einander das Gleichgewicht haltend
beschrieben. Sie sind aber nichts als die verschiedenen Formen, unter denen
sich eine und dieselbe dynamische Einwirkung (stress) darstellt.

Auch Borrzmanx ?) bezeichnet, unter Ablehnung des im Vorwort an-
gefiihrten Einwands von H. HerTz, die Zentrifugalkraft als die Kraft, welche
nach dem Gesetz der Wirkung und Gegenwirkung vom bewegten materiellen
Punkt auf die materiellen Punkte ausgeiibt wird, aus denen die (im folgenden
erwihnte) Vorrichtung besteht. Er glaubt daher eine einwandfreie Dar-
stellung geben zu kdnnen:

,Wenn wir z B. eine beliebige Vorrichtung haben, unter deren EinHufl
sich ein materieller Punkt von der Masse m mit konstanter Geschwindigkeit ¢
in einem Kreise vom Radius R bewegt, so wissen wir, dafl die Resultierende

1y Maxwell, Substanz und Bewegung. Deutsch von E. v. Fleischl, Braunschweig 1879,
S. 106.

) Ludwig Boltzmann, Vorlesungen iiber die Prinzipe der Mechanik, I. Teil,
Leipzig 1897, S. 95; #hnlich auch Pfaundler, (8. Aufl)) I, 158, Helm, a. a. O., S. 87,
Chwolson, I, 95, Tait, Die Eigenschaften der Materie, (deutsch von G. Siebert, Wien 1888,
S. 99) und insbesondere auch v. Helmholtz, Dynamik diskreter Massenpunkte (§ 14 ,Die
sogenannte Zentrifugalkraft«).

9$
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aller Krifte, welche die materiellen Punkte, aus denen jene Vorrichtung
besteht, auf den bewegten Punkt ausiiben, eine gegen das Zentrum des
Kreises gerichtete Kraft von der Intensitit m ¢?/R ist, weclehe die Zentripetal-
kraft heift. Da Wirkung und Gegenwirkung gleich sind, so muf
auch der bewegte materielle Punkt eine genau gleiche, aber entgegengesetzte,
also vom Zentrum des Kreises hinweggerichtete Kraft, die Zentrifugalkraft,
auf die materiellen Punkte ausiiben, aus denen die Vorrichtung besteht.©

Ich kann nicht finden, daf diese Darstellungen frei von Dunkelheiten
sind. Durch die Zuriickfilhrung auf die freie Zentralbewegung und durch
die Hineinziehung des Begriffs der Aktion und Reaktion ist die klare Auffassung
der Sache, wie mir scheint, unndtig erschwert worden. Man wird gut tun,
unabhingig von jenem Begriff die Sache selbst ins Auge zu fassen. Daf bei
der betrachteten Bewegung eine Fadenspannung auftritt, ist zweifellos.
Woher aber diese Fadenspannﬁng riihrt, ist nicht ebenso zweifellos ausgemacht.
Und doch sollte man meinen, dafl sich dies auf Grund einer naheliegenden
Analogie mit Sicherheit feststellen liefle. Ist an einem festen Punkt ein
elastischer Faden angebracht, und wird dieser durch einen angehingten
schweren Korper gespannt, so zweifelt niemmand, dafl eben der angehingte
Korper, insofern er schwer ist, die Ursache der Fadenspannung sei. Wird
nun ein an einem Faden befestigter Korper .M durch einen Anstofl gezwungen,
sich zu bewegen, so tritt eine Spannung des vorher nicht gespannten Fadens
ein. Auch in diesem Falle solite nach den Regeln der Kausalverkniipfung
geschlossen werden, dafl die Ursache der Fadenspannung in dem bewegten
Koérper, insofern er bewegt ist, zu suchen ist. Wollte man von einer
Reaktion sprechen, so kénnte nur dem bewegten Korper die Aktion, dem Faden
die Reaktion zuerteilt werden. Es wiirden also nach dieser Auffassung die
Rollen von Korper und Faden gerade umgekehrt wie nach der oben
angefithrten sein: der Zug des im Kreise bewegten Korpers ist das Primire,
die Spannung des Fadens das Sekundéire.

Es wird zwar haufig geltend gemacht, dall beim Herumschleudern des
am Faden gehaltenen Koérpers ja die haltende Hand auf den Faden eine
zentripetale bestindige Einwirkung ausiibt. Man wird aber gut tun, zum
Zweck klarer Erfassung des Sachverhalts von dem komplizierteren Vorgang
bei einem mit der Hand am Kaden herumgeschleuderten Koérper (vgl. S. 65)
ganz abzusehen und sich einen materiellen Punkt vorzustellen, der durch
einen Faden mit einem festen Punkt verbunden und durech einen ein-
maligen Stoff in tangentialer Richtung in Umlauf versetzt ist. Auch die
Schwere sei aufier Betracht gelassen. Dann sieht man, dall weder im
Befestigungspunkt des Fadens noch in dem Faden die Ursache der Spannung
des Fadens zu suchen ist, vielmehr ist es der bewegte Korper, der
die Spannung des Fadens hervorbringt und dauernd erhilt. Es
wire hiernach die Zentrifugalkraft als eine ganz reale und urspringliche
Kraft anzusehen.
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Nun wird freilich von manchen Seiten!) behauptet, eine Wirkung des
im Kreise umlaufenden Korpers etwa auf den Faden sei zwar vorhanden,
aber nur fiir die Einleitung der Bewegung erforderlich. So Voss: , Man
bemerkt eine Verlingerung des Fadens, durch diese ist eine bestimmte
Spannung des Fadens verursacht, welche die Bewegung erhédlt. Und
M. Korppre: ,,S0ll eine Kreisbewegung zustande kommen, so mufl man dem
Faden schon vor Erteilung des tangentialen Stofles die erforderliche Spannung
gegeben haben; ist sie nicht vorhanden, so geht die Kugel nicht im Kreise,
sondern anfangs, solange der Faden noch schlaff ist, gerade aus, nachher
schwankt die Linge des Fadens um einen gewissen mittleren Wert, den sie
nach Dampfung der Schwingungen dauernd beibehilt. Die Meinung ist in
beiden Fillen die, daBl die einmal hervorgerufene Spannung des Fadens
ausreiche, um nunmehr dauernd als Zentripetalkraft wirksam zu sein. Hier-
gegen mufl aber gesagt werden, dall die Spannung des Fadens sich doch
nicht von selbst erhilt, sondern nur so lange andauert, als eine spannende
Kraft vorhanden ist, die sie hervorruft.

Wir kénnen fiir unsere Auffassung keinen Geringeren als NewrTon selbst
ins Feld fiihren, bei dem es gleich im Beginn seines groflen Werkes?)
heif3t:

»Ein in der Schleuder herumgetriebener Stein hat das Bestreben, sich

,von der herumtreibenden Hand zu entfernen; er spannt durch dieses

,Bestreben die Schleuder an, und zwar desto starker, je schneller er

~herumgetrieben wird, und er fliegt davon, sobald er losgelassen wird. Die

»jenem Bestreben entgegengesetzte Kraft, durch die die Schleuder den Stein

ybestdandig gegen die Hand zuriickzieht und ihn im Kreise festhilt, nenne

,ich die Zentripetalkraft, weil sie gegen die Hand als den Mittelpunkt

,des Kreises gerichtet ist. Dasselbe findet bei allen Kérpern statt, die im

,Kreise herumgeirieben werden.«

Auch Newtonx vereinfacht hier die Betrachtung dadurch, dafl er der
Hand, nachdem die Bewegung eingeleitet ist, nur die Rolle des Befestigungs-
punktes zuerteilt, denn er fiihrt als Zentripetalkraft nur die Kraft ein, durch
die ,,die Schleuder“ den Stein bestindig gegen die Hand zuriickzieht. Es
fallt allerdings auf, dal Newrox fiir das vorausgehende ,,Bestreben, sich von
der Hand zu entfernen®, nicht die Bezeichnung Zentrifugalkraft angibt,
obwohl er wenige Seiten danach von Zentrifugalkriften ®) redet. Eine hin-
reichende Erklidrung dafiir ist es wohl, dal es NewTon in den einleitenden
Erkldirungen nur darauf ankommt, den Begriff der Zentripetalkraft zu
erliutern, von dem er in seinem Werke hauptsichlich Gebrauch macht.
Fiir diesen Zweck kam die ,Zentrifugalkraft® nicht in Betracht.

1} A. Vof}, Zeitschr. f. d. physik. Unterricht 1I, 19; M. Koppe, ebd. VI, 311 u. a.
3) Newton, Math. Prinz. d. Naturlehre, deutsch von Wolfers, S. 22.
3) Ubersetzung von Wolfers, S. 29,
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Von neueren Autoren sei fiir unsere Auffassung namentlich Poissox er-
wihnt, in dessen Z7raité de Mécanique sich beziiglich der Bewegung eines
materiellen Punktes auf vorgeschriebener Bahn folgender Ausspruch findet!):

»L’état de mouvement donne naissance a une pression particuliere, qu’on appelle
Jorce centrifuge, parcequ’on ’a d’abord considérée dans le cercle, o elle est dirigée
suivant le prolongement du rayon, et tend continuellement & éloigner du centre le mobile
sur lequel elle agit.”

Ebenso PovuiLLET in seinem bekannten IL.ehrbuch 2):

C’est la cause de cette tension du fil, qion appelle force centrifuge, parce qu’en
» s 9 PP ’

effet c’est Peffort que fait la boule pour fuir le centre, ou ce qui revient au méme, est Ueffort
qu'il faut faire pour la retenir et Pempécher de sen éloigner.*

Eine Bestidtigung der hier gekennzeichneten Auffassung wird sich in
der folgenden Nummer und auch spiter (Abschnitt IV) bei der Betrachtung
der Rotation eines Korpers um eine feste Achse ergeben.

6. Die Grofie der Zentrifugalkraft. Ehe wir daran gehen, den Fehlschlufl
nachzuweisen, der in den oben (8. 18 und 19) wiedergegebenen Argumentationen
steckt, wollen wir untersuchen, wie sich unabhingig von dem Schema
der freien Zentralbewegung die Vorginge bei der gebundenen Zentral-
bewegung darstellen lassen.

Die grundlegende, heut in Vergessenheit geratene Darstellung dieser
Vorgiénge findet sich bereits bei L. EuLeEr, und zwar in voller Allgemeinheit fiir
die vorgeschriebene Bewegung in einer beliebigen krummen Linie oder Fliche.

EuLer teilt seine Mechanik geradezu in zwei Teile, von denen der
erste die freie, der zweite die unfreie Bewegung behandelt. Fr unterscheidet
bei der letzteren die Bewegung auf einer gegebenen Kurve und die auf einer
gegebenen Fliche. Von der Reibung sowohl als auch von einer Drehung des
Korpers wird abgesehen, vielmehr ein ohne Reibung gleitender Massenpunkt
vorausgesetzt. Fiir einen solchen beweist EurLeEr im Beginn des zweiten Bandes
seiner Mechanik den Satz3):

»Jeder Kérper oder Punkt, der sich auf einer gegebenen
Kurve bewegt und nicht von Kriften angetrieben wird,
behdlt fortgesetzt die gleiche Geschwindigkeit bei, voraus-
gesetzt, daB zwei beliebige aneinanderstoBende Elemente
jener Kurve nirgends einen Winkel von endlicher Gréle
miteinander bilden.“

1) Poisson, Traité de Mécanique, Livre I, Nr. 94.

%) M. PouiLLET, Eléments de physique expérimentale (6) I, Paris 1853, S. 44. Der
letzte Teil des oben zitierten Satzes widerspricht allerdings gewissermaflen der zuerst klar
hingestellten Behauptung, diirfte jedoch im wesentlichen auf die GroBe der Kraft zu
beziehen sein, fur die er durchaus zutrifft.

) Leonhard Euler, Mechanica sive motus scientia analytice explicata, Petropolis 1736,
t. II, cap. 1, prop. L
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Dem Beweise wird die nebenstehende Figur (Fig. 10) zugrunde gelegt.
Es sei M M’ ein Element der krummlinigen Bahn, das in der kleinen Zeit ¢
durchlaufen werden soll, O sei der Krimmungsmittelpunkt, durch M N’ sei
die Richtung, in der der bewegte Korper in M ankommt, und zugleich der
Weg, den er in der Zeit dt zuriicklegen wiirde, dargestellt.

Man konstruiere das Parallelogramm M N N’ M’, dann er- o
gibt sich:
MO MM — MM':-MN
MM 3 ds 3
MN = 30 = ¢
Ferner:
v = s b E i e v
ML = ds? - o == (s +*Qf.[— L8 —+- 2% - lar
Die Anderung der Geschwindigkeit ZI? im Element M M’ Fig. 10.

ist demnach unendlich klein von der 2. Ordnung, daher die
Geschwindigkeitsinderung auf einem endlichen Wege noch verschwindend
klein von der ersten Ordnung.

Im AnschluB daran leitet EULER dann!) den Druck des bewegten Korpers
gegen die gekriimmte Bahn auf folgende originelle Art ab. Er sagt: Wenn
der Zwang der Bahn nicht da wire, so wiirde der Korper sich in derselben
krummen Linie nur vermdge der Einwirkung einer gegen das Krimmungs-
zentrum gerichteten Normalkraft mvv;, also einer Zentripetalkraft, bewegen
kénnen: in diesem Fall wiirde er sich, auch wenn die Bahn vorhanden wire,
lings der Bahn frei bewegen, ohne die Bahn zu driicken. Da aber bei der
zwangliufigen Bewegung eine solche Zentripetalkraft nicht [!] da ist, so muB
der Korper gegen die Bahn einen ebenso starken Druck ausiiben. Die
entsprechende Betrachtung wie fiir eine gegebene krumme Linie wird danach
auch fiir eine gegebene krumme Fliche angestellt und die gegen die Fléiche aus-
geiibte Kraft ausdriicklich als Zentrifugalkraft (vis centrifuga) bezeichnet. Es ist
auch, im Hinblick auf die Einwendungen von H. Hertz (Nr. 7) bemerkenswert,
daB Eurer bei dieser Gelegenheit die Entstehung von Kraft aus Bewegung
fiilr begreiflicher hilt als die umgekehrte Erzeugung von Bewegung durch
eine Kraft. Denn von einer fiir sich existierenden Kraft vermoéchten wir uns
keine Vorstellung zu machen, wohl aber von einer Bewegung und einer von
dieser hervorgerufenen Druckwirkung. Eben hier bei der Zentrifugalkraft
sehe man deutlich, wie Krifte aus Bewegung hervorgehen kénnen?).

.

1y Ebenda cap. II, propos. 1L

2y Vgl. L. Euler, a. a. O., Cap. IT, Schol. II: Intelligitur hinc .. incertum esse, utrom
motus potentiis debeatur an vero potentiae motui. Videmus enim in mundo utrumque
potentias nempe et motum existere; utrum igitur alterius sit causa, quaestio est tam ex
ratione tam ex observationibus decidenda. Rationi quidem minime consentaneum videtur
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Auf den Eurerschen Beweis stiitzt sich die Darstellung, die Poisson?)
gibt, doch sind hier die phoronomische und die dynamische Seite des Vorgangs
nicht so scharf voneinander geschieden:

»Es seien (Fig. 11) 4 B.und B C zwei gleiche auf cinander folgende Elemente
der gegebenen Kurve, H und H' ihre Mitten, B 7 und B 7" ihre Verlingerungen.
Ihre Ebene sei die Kriimmungsebene, der Winkel 7' 7" der Kontingenzwinkel
der Kurve im Punkte B. Die Gerade B O stelle die Richtung des Kriimmungs-
radius in /3 dar, sie halbiert den Winkel A 3 C. Bezeichnen wir das Element

A B= HBH' der Kurve mit ds, den verschwindend
o kleinen Winkel 778 7' mit J, den Kriimmungsradins

mit o, so ist:
ds

Q

& = -

Wir sehen zunidchst von Kriften ab, die auf
den bewegten materiellen Punkt wirken konnen, und
nehmen an, dafl dieser am Ende der Zeit ¢ mit der
Geschwindigkeit v in /3 ankommt. Wenn er vollig frei

Fig. 11. wire, so wiirde er sich auf B 7 mit derselben Ge-
schwindigkeit weiter bewegen; da er aber gezwungen
ist, sich auf der gegebenen Kurve zu bewegen, so dndert sich die Richtung seiner Be-
wegung und geht in die von B 7" iiber. Wenn man nun aaf B 7" in der Kriimmungs-
ebene und nach der konvexen Seite der Kurve die Senkrechte B K errichtet, so kann
man die Geschwindigkeit v, die nach B 7" gerichtet war, durch zwei andere Geschwin-
digkeiten ersetzen, die eine v cos J, in der Richtung /2 7", und die andere v sin J, in
der Richtung B K, und dann wird die Wirkung der krummen Bahn darin bestehen,
dafl sie die zweite dieser Geschwindigkeiten zerstért und nur die erste bestehen
14B8t; oder anders ausgedriickt, diese Wirkung kommt darauf hinaus, dafl dem
Korper eine Geschwindigkeit erteilt wird, die mit ¢ sin J gleich und entgegengesetzt
gerichtet ist?). Denkt man sich daher die Kurve durch ein Polygon mit unendlich kleinen
Seiten ersetzt, so besteht der Widerstand der Bahn darin, dall dem bewegten
Korper an jeder Polygonecke eine unendlich kleine Geschwindigkeit v sin J ent-
gegengesetzt der Richtung von B K erteilt wird.“

»Um diesen Widerstand mit einer bewegenden Kraft 7, die bestindig auf den
Korper wirkt, vergleichbar zu machen (assimiler), konnen wir uns vorstellen, daB
die Geschwindigkeit » sin J hervorgebracht wird, wihrend der Korper den Weg

corporibus conatus insitos tribuere, multo minus potentias per se existentes statuere.
Praeterea vero is phaenomenorum causas genuinas dedisse censendus est, qui omnia a motu
orta demonstraverit. Motum enim semel existentem perpetuo conservari debere clare
ostendimus supra; hic vero quemadmodum ex motu potentiae oriantur exposuimus.
Quemadmodum vero potentiae sine motu vel existere vel conservari queant, concipi non
potest. Quamobrem concludimus omnes potentias quae in muundo conspicinntur,
a motu provenire.

1Y Poisson, Traité de mécanique, Livre 1I, chap. 4. De la force centrifuge. Ich
zitiere nach der 3. édition par J. G. Garnier, Bruxelles 1888.

?) Im Original: ,ou autrement dit, cet effet se réduira & imprimer aw mobile une vitesse
égale et contraire @ v sin J.¢
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von H bis /' durchlduft, und konnen die dazu erforderliche Zeit gleich ¢ setzen.
Wir kénnen auch in diesem Zeitintervall die Richtungsinderung der Kraft un-
beriicksichtigt lassen und ihre Richtung z. B. parallel mit B¢ annehmen. Dann
wird die entsprechende beschleunigende Kraft zu messen sein durch die Geschwindig-
keit »sin J, die sie in der Zeit d¢ hervorbringt, dividiert durch ¢/, und wenn man
die Masse m nennt, so erhilt man:

m v 8in J
S=w
Wenn man hierin sin ¢ durch J ersetzt und in Betracht zieht, dal s = v dt ist, so
erhidlt man:
m v?
f="
¢

Der Druck, den die krummlinige Bahn erfiahrt, und der allein
von dem Bewegungszustand des materiellen Punktes herriihrt, der
diese Bahn beschreibt, oder die Zentrifugalkraft, die auf den be-
wegten Punkt wirkt, ist der Kraft / gleich und entgegengesetzt. Es
folgt daraus, daBl an irgendeinem Punkt 7 der krummlinigen Bahn die Zentrifugal-
kraft in die Kriimmungsebene, und zwar in die Verlingerung des Kriimmungs-
radius fillt, und dafl ihre GroBe der Linge des Kiimmungsradius umgekehrt, der
Masse des materiellen Punktes und dem Quadrat seiner Geschwindigkeit direkt
proportional ist.“ )

Es ist hiernach kein Zweifel, dal Poissox eine wirkliche Kraft im Auge
hat, die von dem bewegten Koérper auf die feste Bahn ausgeiibt wird. Die
Einfiihrung einer von der festen Bahn auf den Korper ausgeiibten Kraft,
deren sich PoissoN gleichwohl in der vorstehenden Ableitung bedient, ist
nichts weiter als ein mathematisches Hilfsmittel fiir die Rechnung, wodurch sich
der Verfasser iiber die Nétigung hinwegsetzt, den physikalischen Charakter
der Umwandlung einer Geschwindigkeitsanderung in eine Druckwirkung
nidher zu erértern. Prinzipiell ist aber diese Erérterung bereits von Huveens
ausgefiihrt worden (S. 59). In der Tat wird die Aufhebung der infinitesimalen
Geschwindigkeit »sin 6 in der Zeit d¢ als gleichwertig anzusehen sein mit
der Aufhebung einer Kraft von der GroBe, die erforderlich wire, um dem
bewegten Korper in der Zeit d¢ eben jene Geschwindigkeit zu erteilen.
Weiteres iiber die Natur der von Poisson zu Hilfe gezogenen Widerstands-
kraft der Bahn an einer spiteren Stelle (S. 36).

Auch ohne die von Poisson eingefiihrte Hilfskraft 148t sich auf Grund
des eben angegebenen Prinzips der Ubergang zur dynamischen Seite des
Vorgangs vollziehen. Denn wenn sich ein Korper von der Masse m mit der
Relativbeschleunigung & gegen eine feste Wand bewegt, so wirkt er ebenso,

wie wenn er von einer Kraft * = m b gegen die feste Wand getrieben wiirde.
Der liangs einer gekriimmten Bahn bewegte Korper ibt also auf die Bahn
m v

einen Druck aus, dessen GroBe bestimmt ist durch 4 == 0
Dafl die Geschwindigkeit » des Korpers lings der vorgeschriebenen

Bahn dabei unverindert bleibt, zeigt Porsson in einer an EuLeEr anschliefenden
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Weise. Die Differenz der Geschwindigkeiten in den Bahnelementen 4 B und
B C ist v (1 — cos d). Diese Groflie ist aber unendlich klein von der zweiten
Ordnung und fiihrt demnach auf einem endlichen Kurvenstiick nur zu einer
Geschwindigkeitsverminderung, die unendlich klein von der ersten Ordnung
ist, d. h. die Geschwindigkeit bleibt konstant. —

Eine elementare Behandlung kann auch von der Poissonschen
Zerlegung in die Komponenten o siné und » cos d absehen und sich viel-
mehr eng an den zur Berechnung der Zentripetalbeschleunigung einge-
schlagenen Weg anschliefilen. Man ersetze die als kreisférmig vorausgesetzte
Bahn durch ein regelmifiiges Polygon 4 B C ... (Fig. 12) mit verschwindend
klein gedachten Seiten, und es stelle
B K = » nach Gré6fe und Richtung
die Geschwindigkeit dar, mit der der
materielle Punkt in B ankommt, dann
L 148t sich diese Geschwindigkeit 1in

eine ldngs der nichsten Polygonseite
gerichtete B L und eine dazu senk-
rechte B M zerlegen. Die letztere, einen
Geschwindigkeitszuwachs in normaler
Richtung darstellende, kann durch
¢ 0 ausgedriickt werden, wenn ¢ den
unendlich kleinen Winkel zwischen
zwei aufeinander folgenden Polygon-

M

seiten bezeichnet. Nun ist wie friiher

. s 2
Flg. 12. () — fi_i —_— E,di R also B ‘B[ — .Zi ,
o Q Q

und die entsprechende Normalbeschleunigung

BYM v

de b

Will man von der infinitesimalen Schreibweise ganz absehen, so kann
man hierin noch d¢ durch = ersetzenl?).

Noch einen anderen, mehr indirekten Weg hat nach EuLers Vorgange
ebenfalls PoissoNn angegeben?). Er legt eine kreisf6rmige Bahn zugrunde
und setzt wie im friiheren Fall voraus, dafl ein materieller Punkt an einem
unausdehnsamen Faden befestigt sei, und dafl ihm durch einen Stof eine Ge-
schwindigkeit » senkrecht zur Fadenlinge erteilt werde; eine weitere be-
wegende Kraft soll nicht auf den beweglichen Korper wirken. Der Korper be-

1) Dieses Verfahren hat der Verfasser in seiner ,Oberstufe der Naturlehre® (§ 18)
eingeschlagen.

2) Poisson, a.a.O. Nr.174. Poisson bezeichnet (irrtiimlich?) diesen Weg als
von Huygens herrihrend.
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schreibt dann einen Kreis, und der Faden erfihrt einen Zug; dieser Zug ist die
Zentrifugalkraft. Denkt man nun an dem Korper eine Kraft angebracht, die
diesem Zuge gleich und nach dem Zentrum hin gerichtet ist, so kann
man von dem Vorhandensein des Fadens absehen und den Korper als vollig
frei ansehen. Die kreisféormige Bahn wird dann vermoge der Anfangs-
geschwindigkeit » und dieser Zentripetalkraft beschrieben. Die Grofie der

letzteren ist aber, wie friher berechnet, (7}_;3’ also hat auch die Zentrifugal-
kraft eben diesen Wert.

Wie ist es nun zu erkldren, daB diese klare, von EurLkEr und Poisson
angegebene Herleitung der Zentrifugalkraft als einer wirklichen Kraft so
vollig in Vergessenheit geraten konnte? Der Grund dafiir wird bei der Er-
orterung des Beharrungsgesetzes in Nr. 8 und 9 ersichtlich werden. Zuné&chst
aber sei ein Einwand von Heixrice HertTz, der noch nicht den Kern der
Sache betrifft, niher erortert.

7. Einwand von Heinrich Hertz. Im Vorwort (8. 4) sind die Bedenken
angefiihrt worden, die HrinricH HerTz gegen die innere Folgerichtigkeit
der auf NewTons Grundgesetzen aufgebauten Mechanik erhoben hat, und die
er insbesondere an die iibliche Behandlung der Schwungkraft ankniipft. Er
wendet sich hier auch gegen das (von Euvrer herriihrende und im vorigen
benutzte) Prinzip, daf die Aufhebung einer Beschleunigung eine Druck-
wirkung zur Folge habe. Er sagt!):

»In unseren Bewegungsgesetzen war die Kraft die vor der Bewegung
vorhandene Ursache der Bewegung. Diirfen wir, ohne unsere Begriffe zu
verwirren, jetzt auf einmal von Kriften reden, welche erst durch die Be-
wegung entstehen, welche eine Folge der Bewegung sind? Diirfen wir uns
den Anschein geben, als hiitten wir iiber diese neue Art von Kriften in
unseren Gesetzen schon etwas ausgesagt, als kénnten wir ihnen mit dem
Namen ,Kraft« auch die Eigenschaften der Kriifte verleihen? Alle diese
Fragen sind offenbar zu verneinen, es bleibt uns nichts iibrig als zu
erliutern: die Bezeichnung der Schwungkraft als einer Kraft sei eine un-
eigentliche, ihr Name sei wie der Name der lebendigen Kraft als eine
historische Uberlieferung hinzunehmen, und die Beibehaltung dieses Namens
sei aus Niitzlichkeitsgriinden mehr zu entschuldigen alszu rechtfertigen. .. .“

Der Widerspruch, den Herrz darin findet, daBl die Kraft einmal als
Ursache, das andere Mal als Wirkung der Bewegung auftritt, ist in
Wirklichkeit nicht vorhanden. Allerdings ist es unmdoglich, daf eine Kraft
die Ursache einer Bewegung und zugleich eben diese Bewegung die Ur-
sache eben jener Kraft ist. Aber das behauptet auch niemand. Sondern
nur darum handelt es sich, daB einmal Kraft als Ursache von Bewegung
und ein andermal Bewegung als Ursache von Kraft auftreten kann. Dies
ist ebensowenig ein Widerspruch, wie daB Wirme die Ursache von Be-

1y H. Hertz, a. a. O., 8. 7.
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wegung und ein andermal Bewegung die Ursache von Wirme ist!). Warum
sollte ein #hnliches Verh#ltnis zwischen Kraft und Bewegung logisch un-
moglich sein? HerTtz scheint freilich der Meinung zu sein, als ob eine Kraft,
die aus Bewegung hervorgehe, nur im uneigentlichen Sinne eine Kraft zu
nennen sei. Hier bediirfte es zur Rechtfertigung unserer Auffassung eines
Eingehens auf die Doppelseitigkeit des Kraftbegriffs, der sich sowohl auf
die Erzeugung von Beschleunigungen als von Spannungen, die mit den
Beschleunigungen gleichwertig sind, erstreckt. Davon wird erst weiter
unten (S. 34) die Rede sein; Hertz selber?) spricht ja die Uberzeugung aus,
daf die vorhandenen Liicken der Darstellung nur Liicken der Form seien,
und da durch geeignete Anordnung der Definitionen und Bezeichnungen
und weiter durch vorsichtige Ausdrucksweise jede Unklarheit und Unsicherheit
werde vermieden werden konnen. Es geniige vor der ldand der Hinweis, dafl
doch vielleicht an der heut gebriduchlichen Kraftdefinition etwas nicht ganz in
Ordnung ist. Zunichst aber sei noch ein anderer Einwand in Erwigung gezogen.

8. Einwand aus dem Beharrungsgesetz. Wihrend in den Darstellungen
von EurLer und Poisson eine Zentripetalkraft gar nicht oder nur als Hilfs-
begriff eine Stelle findet, spielt in den neueren Darstellungen (vgl. oben Nr. 5)
gerade die Zentripetalkraft eine maBgebende Rolle. Und zwar wird die Ein-
fiihrung der Zentripetalkraft unter Berufung auf das Newrtonsche Peharrungs-
gesetz fiir unumginglich erachtet, denn ,jede Abéinderung einer Bewegungsrich-
tung ist auf eine Kraft zuriickzufiithren“?). Wir wollen nun untersuchen, wie
weit sich die vorher angestellte Betrachtung, bei der sich die Zentrifugalkraft
als eine wirkliche Kraft ergab, mit dieser Forderung in Einklang bringen 146t.

Wir betrachten zu diesem Zweck ein konkretes Beispiel, das sich eng
an das von EurLeEr und Poissox benutzte Schema anschlieit. KEs sei ein
zylinderférmiges Gefidfl in der Gestalt einer flachen Trommel dadurch her-
gestellt, daf auf den Rand einer ebenen kreisformigen Scheibe eine dazu
senkrechte zylindrische Wand aufgesetzt ist (eine solche Vorrichtung pflegt
den Schwungmaschinen beigegeben zu sein). Das Gefaf befinde sich dauernd
in Ruhe. In der Wand sei eine kleine Offnung angebracht, und durch diese
werde eine Kkleine Kugel in tangentialer Richtung (etwa wie beim sogen.
Tivolispiel) in das Gefiafl bhineingeschleudert. Die Offnung werde unmittel-
bar darauf wieder geschlossen. Dann wird die Kugel an der Wand ent-
lang im Kreise herumlaufen und dabei gemifi der Darstellung von EuLrer
und Poisson einen bestindigen Druck gegen die feste Wand ausiiben, den

1) DaB man ein solches Verhiltnis nicht Wechselwirkung nennen darf, hat Hofler
(Psychologie § 17), anliafilich der Beziehungen zwischen Physischem und Psychischem gezeigt.

) a.a. O, S. 3.

3) Daf diese Einfithrung mehr durch das System als durch die Tatsachen selbst
gefordert wird, kommt gerade in den besten Darstellungen des Gegenstandes zum Aus-
druck. So bei W. Voigt, Elementare Mechanik (2. Aufl. 1903), S. 91: Jede Anderung
ciner Bewegung ist ynach unserer Vorstellung“ durch eine Kraft hervorgerufen.
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wir auf die normale Komponente der Geschwindigkeit zurtickfithren und als
Zentrifugalkraft ansprechen.

Wie ldBt sich nun damit die Annahme einer Zentripetalkraft bzw.
einer nach der konkaven Seite der Wand gerichteten Normalkraft vereinen?
Das Nichstliegende ist, da man sich vorstellt, es werde durch die Zentri-
fugalkraft eine elastische Gegenwirkung der Wand hervorgerufen, die der
Zentrifugalkraft gleich und entgegengesetzt ist. Es sei wieder (wie oben S. 24)
die tangentiale Geschwindigkeit v (Fig. 13) in die Komponenten v cos ¢ und
vsin 0 zerlegt, es sei also v sin 6 die zentrifugale Geschwindigkeitskomponente,
und es stelle — »sin & den ihr gleichen und entgegengesetzten Geschwindigkeits-
zuwachs dar, der von der elastischen Gegen-
wirkung der Wand herriihrt; sieht man Wirkung
und Gegenwirkung als gleichzeitig an, so werden
die beiden durch ¢ sin 6 und — = sin 6 dargestellten

~vsind \vsind

Bewegungsantriebe einander aufheben, und es
lieBe sich der Vorgang auch so auffassen, als ob mit
der urspriinglichen tangentialen Geschwindigkeit
eine dazu normale Geschwindigkeitskomponente
— rsin ¢ zusammenwirkte. Damit wire in der Tat der Vorgang auf das
Schema der freien krummlinigen Bewegung zuriickgefiihrt. Doch ist wohl
zu beachten, daBl diese Betrachtung nur zutrifft, wenn eine elastische
Gegenwirkung der Wand vorausgesetzt wird. Ahunliches wie fiir die
Wand wird auch fiir einen Faden, an dem ein Stein herumgeschwungen wird,
und fiir einen rotierenden Ko&rper gelten. Und ferner ist zu beachten, dafl die
so eingefiihrte Zentripetalkraft durchaus eine sekundidre durch die
Zentrifugalkraft hervorgerufene Kraft ist.

Es wird aber die Frage berechtigt sein, ob denn fiir das Zustande-
kommen einer zwangliufigen Bewegung die Annahme elastischer Gegen-
wirkungen notwendig sei. Wie ist es, wenn die Wand unelastisch ist?
[Da wir ein Recht haben, diesen Fall nicht als einen rein fingierten anzu-
sehen, wird sich spiter bei FErdrterung des unelastischen Stofles (Nr. 14)
erweisen.| In Evroers Darstellung wird die zur Wand normale Geschwindigkeits-
komponente durch den Widerstand der Wand aufgehoben. Wenn man nun
den Widerstand der Wand als eine Kraft einfiihrt, die it der eben er-
wiahnten elastischen Gegenwirkung gleichwertig ist, so kann noch immer
dieselbe an das Schema der freien krummlinigen Bewegung angelehnte Dar-
stellung angewandt werden. Aber ist diese Einfiihrung zulissig? Sind
Widerstinde Kridfte? Und noch bestimmter: Sind Widerstinde
bewegende Kriafte? Und endlich: Ist diérobige Forderung, dal jede Ab-
anderung einer Bewegungsrichtung auf eine Kraft zurtickzufiihren sei, vielleicht
nur durch eine unzutreffende Formulierung des Beharrungsgesetzes
bedingt? An diese Fragen werden die Untersuchungen des folgenden Ab-

Fig. 13.

schnittes ankniipfen.
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111.
Die Newtonschen Bewegungsgesetze.

9. Das Beharrungsgesetz. Das Beharrungsgesetz lautet in NEwTONS
Fassung!):
sJeder Korper verharrt in seinem Zustande der Ruhe oder der gleich-
,formigen geradlinigen Bewegung, solange er nicht durch #uflere Krifte
,gezwungen wird, diesen Zustand zu indern.®

Wir vergleichen damit die GaAviLeische Fassung?):

»Ich denke mir ein Bewegliches auf einer horizontalen Ebene unter Aus-
,schlul jedes Hindernisses vorwirts geschleudert; dann ist es sicher (nach
,dem, was anderwiirts von mir ausfiihrlicher auseinandergesetzt ist), dal seine
,Bewegung auf dieser Ebene gleichférmig und unaufhorlich sein wird, sofern
,hur die Ebene ins Unendliche sich erstreckt.

Zur Erliuterung der Worte ,unter Ausschlufl jedes Hindernisses®
sei noch auf die Bemerkung verwiesen, die GaAriLer bei einer anderen Ge-
legenheit (beziiglich der schiefen Ebene) macht, es werde angenommen,
,daB keine #duBeren Hindernisse vorhanden sind, die von der Gestalt des
Korpers, von der Rauhigkeit der Oberfliche, von den Bewegungen der Teile
des Mediums, von einer #uBeren bewegenden Kraft, welche die Bewegung
beschleunigt oder verzdgert, oder von #hnlichen Umstinden herriihren®3).

Der Unterschied zwischen den Fassungen Gariveis und NEwTons fillt in die
Augen. Abgesehen davon, daB GariLer die Geradlinigkeit nicht ausdriicklich
ausspricht, finden wir bei GaLILEI eine ganze Reihe von beeinfiussenden Um-
stinden in Betracht gezogen und noch weitere ,#hnliche Umstéinde“ zuge-
lassen, wihrend sich Newrox auf ,HuBere Krafte“ (vires impressae)*) be-

1) Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uaniformiter in
directam, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum illum mutare.

2) Mobile quoddam super planum horizontale projectum mente concipio omni
secluso impedimento; jam constat ex his quae fusius alibi dicta sunt, illinus motum
aequabilem et perpetuum super ipso plano futurum esse, si planum in infinitum extendatur.©
Galilei, Opere ed. Albéri, XIII, 221; vgl. auch Wohlwill, Die Entdeckung des Beharrungs-
gesetzes, Zeitschr. . Vodlkerpsych. und Sprachwissenschaft 1883, und F. Poske, Der
empirische Ursprung und die Allgemeingiiltigkeit des Beharrungsgesetzes, in Viertel-
jahrsschr. f. wiss. Philos., VIII, 4 (1884), S. 393.

3) Galilei, Opere, X1, 62. Nach Wohlwill (a.a. 0., S.3875) ist Descartes der erste,
der die Geradlinigkeit und die Gleichférmigkeit ausdriicklich als zusammengehdrig be-
zeichnet. DaB sie von Galilei mit gemeint ist, geht namentlich auch aus seiner
Behandlung der Wurfbewegung hervor.

#) Uber die Herkunft und Bedeutung dieses Ausdruckes vgl. Wohlwill, a. a. O., S. 123.
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schréinkt. KEs erhellt hieraus, dafl beide einen verschiedenen Kraftbegriff an-
wenden, GALILEI einen engeren, auf unmittelbare und direkte Ursachen der
Beschleunigung und Verzégerung beschrinkten (wie die Ann#herung bzw.
Entfernung von der Erde bei den Erscheinungen des senkrechten Wurfs, wo
wir nach heutiger Sprechweise die Anziehungskraft der Erde einfiihren), —
NewToN einen allgemeineren, auch jene Hindernisse der Bewegung mit
umfassenden. Daher lautet die NEwronsche Definition der Kraft:

»Als duBere Kraft bezeichnet man eine Einwirkung auf einen Korper,
die darauf gerichtet ist, seinen Zustand, entweder der Ruhe oder der gleich-
formigen geradlinigen Bewegung, zu #dndern¢?).

Zur Erlauterung fithrt Newrton Stofl, Druck und Zentripetalkraft an.
Dementsprechend beziehen sich auch die Beispiele fiir #uflere XKrifte,
die er an anderer Stelle (im Anschlufl an seine Lex I) anfiihrt?), nicht blof
auf die Wurfbewegung und die Bewegung der Planeten, sondern auch auf
den Kreisel, ,dessen Teile vermdge der Kohision sich bestdndig aus der
geradlinigen Bewegung entfernen“, und auf den Einfluf von Reibung und
Luftwiderstand.

Es ist oft bemerkt worden, dafl Newtons Fassung des Beharrungs-
gesetzes und seine Definition der Kraft Zirkelbestimmungen darstellen,
infolge wovon das Beharrungsgesetz seinen Tatsichlichkeitscharakter scheinbar
vollig abstreift, indem es nur als eine Konsequenz der Kraftdefinition er-
scheint. Hier tritt uns gleich im Beginn der Mechanik eine jener Unsicher-
heiten entgegen, von denen Herrz spricht und die vielleicht durch geeignete
Fassung und Anordnung und durch vorsichtige Ausdrucksweise vermieden
werden koénnten. Andererseits hat die Allgemeinheit der von NewTon auf-
gestellten Kraftdefinition von jeher als einer seiner vornehmsten Ruhmestitel
gegolten. Unleugbar hat erst diese Definition die ganze Fiille der Verinde-
rungen, die an den Bewegungen bheobachtet werden, der mathematischen
Behandlung zuginglich gemacht?). Dennoch hat man von jeher gefiihlt (und
schon die eben erwiihnten Beispiele NEwToNs lassen es erkennen), dall Ver-
schiedenartiges in dieser Definition vereinigt ist. Wir stehen somit vor der
Aufgabe, auch die Kraftdefinition NEwrTons auf ihre Berechtigung zu priifen.

Ohne indessen das Ergebnis dieser Priifung (vgl. Nr. 10) vorweg-
zunehmen, kénnen wir dem Beharrungsgesetz eine mehr an GALiLET sich
anschlieBende Form geben, in der nichts iiber die besondere Art der
Kraftdefinition vorausgesetzt ist. Dem Gesetz liegt niémlich die folgende

1) ,Vis impressa est actio in corpus exercita ad mutandum ejus statum vel
quiescendi vel movendi uniformiter in directum.“

?) a.a. O, S.32.

%) Bei Galilei heifit es noch im AnschluB an die oben aus Opere, XI, 62 zitierte
Stelle: de his enim accidentibus, eo guod innumeris modis accidere possint, regulae tradi
nequeunt.
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Erfahrung zugrunde!): So oft an einem Korper eine Abweichung
von der geradlinigen gleichférmigen Bewegung beobachtet wurde,
ist es Dbisher immer gelungen, einen zweiten Korper aufzufinden,
dessen Existenz, Lagen- und Geschwindigkeitsverhidltnisse als notwendige
Bedingungen jener Abweichungen anzusehen sind. Hierdurch ist es mog-
lich, die unbestimmte Fassung des Beharrungsgesetzes, die NeEwToN selbst
an anderer Stelle?) gibt:
Jeder Korper verharrt, soweit es an ihm ist, in einem Zustande der
Ruhe oder der gleichférmigen geradlinigen Bewegung*®
in die folgende bestimmtere Form zu bringen:
sJeder Korper verharrt in dem Zustande der Ruhe oder der
geradlinigen gleichférmigen Bewegung, sofern nicht Umstinde
vorhanden sind, durch die erfahrungsgemifi eine "Anderung
jenes Zustandes bewirkt wird.

Diese Formulierung bedeutete eine Identitdt (wie man sie der
Newtonschen Fassung vielfach vorgeworfen hat), wenn nicht das Wortchen
prerfahrungsgemiaf“ den Hinweis in sich schlosse, daf es sich um Ein-
wirkungen handelt, deren Gesetze im Zusammenhang mit dieser Formu-
lierung festzustellen sind.

Ahnlich heiBt es auch bei Huvaexs in der Abhandlung ,Uber die
Bewegung der Korper durch den Stof“3):

»Ein einmal bewegter Korper setzt, wennihm nichts entgegensteht,

seine Bewegung beharrlich mit derselben Geschwindigkeit und in gerader
Linie fort.“

Von diesen Formulierungen ist nun zu sagen, daf die EuLeErsche bzw.
Poissonsche Darstellung der Schwungkraft damit gut zusammenstimmt.
Denn diese Fassung notigt nicht dazu, bei jeder Abweichung von der gerad-
linig gleichférmigen Bewegung eine Kraft als Ursache anzunehmen; er-
fahrungsgemif rufen vielmehr auch ruhende Korper vermoége ihrer Masse
an bewegten auf sie treffenden Korpern Geschwindigkeitsinderungen hervor,
deren Grofle sich nach den Gesetzen des unelastischen bzw. elastischen
Stoles ermitteln 148t (Nr. 14). EuLer selbst wendet in Ubereinstimmung hiermit
den Schluff aus der Anderung des Beharrungszustandes auf das Vorhandensein
einer Kraft nur an, wenn es sich um einen freien Koérper handelt?).

") Streintz, Die physikalischen Grundlagen der Mechanik, Leipzig 1883, S.97;
Poske, a. a. O., S. 408.

%) a.a. 0., 8. 21, Erklirung 3.

3) Ostwalds, Klassiker, Nr. 180, S. 3.

‘) ,Jeder sich selbst iiberlassene Kérper verharrt entweder in Ruhe oder bewegt
sich gleichférmig und geradlinig fort. So oft daher ein ruhender freier Korper sich zu
bewegen anfingt oder seine Bewegung weder gleichférmig noch geradlinig fortsetzt, muf
man die Ursache hiervon irgend einer Kraft zuschreiben.® (L. Euler, Mechanice sive
motus scientia analytice exposita, t. I, praefatio.)
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10. Der Kraftbegriff. Wir wenden uns nun der Priifung des NEwTON-
schen Kraftbegriffes selber zu. Die Definition der Kraft bei NewTox lautet,
wie schon oben angegeben:

»Als duBlere Kraft bezeichnet man eine Einwirkung auf einen Korper,
die darauf gerichtet ist, seinen Zustand entweder der Ruhe oder der gerad-
linigen gleichférmigen Bewegung zu dndern.¢

Und damit zusammengehorig ist das 2. Bewegungsgesetz:
»Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden

»Kraft proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden
,Linie, nach der jene Kraft wirkt?).

Es ist der Beachtung wert, dafl im letzteren Fall nur von einer
rbewegenden* Kraft gesprochen ist, und auch die Beispiele, die hier zur
vis tmpressa gegeben sind, beziehen sich nur auf ,bewegende“ Krifte im
engeren Sinn, auf Stof, Druck, Zentripetalkraft?). Dahingegen 148t die in
Nr. 9 erorterte Fassung des Beharrungsgesetzes bei NEwTox nur die Deutung
zu, dafl unter vires impressae sowohl bewegende Kriifte als auch Bewegungs-
hindernisse zu verstehen sind. Es liegt hier also zwar kein offener Wider-
spruch, aber doch eine schwankende Umgrenzung des Kraftbegriffs vor, die
in der verschiedenartigen Natur der Vorginge selbst ihren Grund hat.

Die ,bewegenden® Krifte Newroxns sind durch ein bestimmtes Merkmal
von den Bewegungshindernissen aufs deutlichste unterschieden. Jene kénnen
sowohl beschleunigend als auch verzégernd auf den Korper wirken, diese
hingegen wirken nur in verzégerndem Sinne. Schon der populdre Sprach-
gebrauch verbindet mit dem Wort Kraft die Vorstellung einer gewissen
Aktivitit, eines Vermoégens, unter Umstinden eine Bewegung hervorzu-
bringen, nicht blof eine solche zu hemmen. Wir handeln aber ebenso
auch in NEwToxs Sinn, wenn wir seine Kraftdefinition in der von ihm selbst
gegebenen Fassung ernst nehmen und auf jene erste Art von Vorgingen
beschrinken. Hiernach wire also zu sagen:

»Eine (bewegende) Kraft ist das, was sowohl eine Be-
schleunigung als auch eine Verzégerung eines Kérpers her-
vorzubringen vermag“3).

In dieser Erklirung ist auch als besonderer Fall der Ubergang eines
Koérpers aus der Ruhe in die Bewegung mit enthalten. Es gehéren zu den
so definierten Kriften die Schwerkraft, sowle iiberhaupt die Anziehungskrifte
zwischen Massen bzw. Massenpunkten, und die Elastizititskrifte (Nr. 11).
Dagegen erfordert es eine besondere Untersuchung, ob auch die Bewegungs-

1y Newton, a.a. 0., S. 82.
3) Uber den Stof vgl.jedoch unten Nr. 4.
3) Uber die Ausdehnung dieser Definition auf die Erscheinungen der Spannung vgl.
unten Nr. 11.
Abh. z. Didaktik u. Philosophie der Naturw. IL 10
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hindernisse und die StoBkraft eines in Bewegung befindlichen Korpers dieser
Definition unterzuordnen sind (Nr. 14 und 15).

Wenn wir so die Grenzen des Kraftbegriffs zunichst enger gezogen
haben, so werden wir uns dagegen genottigt sehen, diesen Begriff in anderer
Richtung iiber die von NrwToN eingehaltenen Grenzen hinaus zu erweitern.

11. Die Kraft als Spannungsursache. LaGranNcr stellt an die Spitze
seiner Mechanik die Erkliarung:

~Man versteht im allgemeinen unter Kraft die Ursache, sie mag iibrigens
wie immer beschaffen sein, die den Korper, an dem man sie sich angebracht
denkt, eine Bewegung entweder wirklich erteilt oder zu erteilen
strebt').«

Lacraxce fahrt dann fort:

,Nach der Grole der Bewegung, die erteilt wird oder erteilt werden
konnte, mufl auch die Kraft geschitzt werden. Im Zustande des Gleich-
gewichts hat die Kraft keine wirkliche Betidtigung, sie bringt ein blofies
Streben zur Bewegung hervor; aber immer mufl sie gemessen werden durch
die Wirkung, die sie hervorbringen wiirde, wenu sie nicht gehemmt wire.“

Es ist der Begriinder des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten,
der hier zu uns spricht. Er zollt auch an anderer Stelle?), was sehr zu be-
achten ist, seinem grofen Vorldufer Huvcens besondere Anerkennung, daf
er dies Prinzip bereits bei seiner Ableitung der Zentrifugalkraft angewendet
habe?®). Der Wert der Kraft lasse sich bestiinmen, indem man die in einem
Zeitteilchen erzeugte Geschwindigkeit mit diesem Zeitteilchen oder den
durchlaufenen Weg mit dem Quadrat dieses Zeitteilchens vergleiche. Es sei
aber nicht einmal no6tig, dall dieser Weg wirklich durchlaufen werde, es
gentige, dall er sich als Komponente einer zusammengesetzten Bewegung
ansehen lasse, da die Wirkung der Kraft in einem und dem anderen Falle
dieselbe sei. Und weiterhin?):

»w - - - so driickt das Produkt der Masse in die beschleunigende Kraft,
die, wie wir gesehen haben, durch das Element der Geschwindigkeit, dividiert
durch das Zeitelement, dargestellt wird, die elementare oder erst entstehende
Kraft aus; und betrachtet man nun diese GroBe als das Mall des Kraftauf-
wandes (effort), den der Koérper vermoge der Geschwindigkeit, die er ange-
nommen hat oder anzunehmen strebt, ausiiben kann, so macht diese Grofle
das aus, was man Druck (pression) mennt. Sieht man diese Grifie aber als
das Mafl der Kraft (force ou puissance) an, die erforderlich ist, diese Geschwin-

) Lagrange, Méchanique analitique, Paris 1788; On entend en géndral par force ou
puissance la cause, quelle qu’elle soit, qui imprime ow tend i imprimer du mouvement aw corps,
auquel on la suppose appliquee. — Der deutsche Wortlaut in der Schrift: Vorreden und
KEinleitungen zu klassischen Werken der Mechanik, Leipzig, C. E. M. Pfeffer, 1899, S. 70.

%) a.a. 0., 8. 162; Vorreden usw. S. 96.

3) Vgl. weiter unten S. 59.

H a.a. O, S.163; Vorreden usw. S. 100.
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digkeit hervorzubringen, so ist sie eben das, was man bewegende Kraft
nennt. Druckkrifte oder bewegende Krifte heben sich daher auf oder halten
einander das Gleichgewicht, wenn sie einander gleich oder gerade entgegen-
gesetzt sind, oder wenn sie, an-irgendeiner Maschine angebracht, deren
Gleichgewichtsgesetze befolgen.“

Angesichts dieser klaren Darlegung begreift man nicht recht den Ein-
wurf von H. HerTz:

»Auch Lacrancg, denke ich, miisse jene Verlegenheit und den Wunsch,
um jeden Preis vorwirts zu kommen, verspiirt haben, als er seine Mechanik
kurzerhand mit der Erklirung einleitete, eine Kraft sei eine Ursache, welche
einem Korper eine Bewegung erteilt ,oder zu erteilen strebt“; gewill nicht
ohne die logische Hirte einer solchen Uberbestimmung zu empfinden').

Was die logische Seite betrifft, so kann man nicht wohl von Uber-
bestimmung reden, da das zweite Merkmal ja zum ersten nicht hinzukommt,
sondern nur stellvertretend fiir das erste gesetzt ist. Auch sind nicht zwel
von einander unabhingige Bestimmungen gemeint, sondern die selbe Kraft,
die einmal als bewegende Kraft erscheint, kann ein andermal — unter ver-
dnderten Bedingungen — als druckerzeugende Kraft auftreten. In sachlicher
Hinsicht aber entspricht die Doppeltheit der LAcraxaeschen Kraftdefinition
der Erfahrungstatsache, daf derselbe Stein, der im freien Fall durch die
Schwerkraft eine gewisse Beschleunigung erfidhrt, bei gehemmter Bewegung
einen Druck auf die Unterlage ausiibt, die ihn am Iallen verhindert. Dem
Skeptiker aber, der anzweifeln wollte, dafl in beiden Fillen dieselbe

Schwerkraft wirke, wire mit NewToNs Grundsatz?) zu begegnen: ,An
Ursachen zur Erklidrung natiirlicher Dinge sind nicht mehr zuzulassen, als
wahr sind und zur Erklirung jener Erscheinungen ausreichen.“ Das Ver-

halten LAcraxcees ist auch sicherlich einwandfreier und verstindlicher als
das der neueren Mechanik, die die Druckkrifte als gleichartig mit den be-
wegenden Kriften einfiihrt, ohne diese Einfiihrung anders als durch die
Einfachheit der Darstellung zu rechtfertigen?).

Nur in einer Beziehung macht LAcrAanGEs Definition noch eine schirfere
Fassung wiinschenswert. Die Druckwirkung ist nicht die einzige Folge
der Aufhebung einer bewegenden Kraft. Wird der Stein an einem Faden
aufgehingt, so tritt an Stelle des Druckes der Zug. Es bediirfte also eines
Wortes, das beide umfaft; da nun der Zustand, den sowohl Druck wie Zug
an den Kérpern hervorrufen, als Spannung?) bezeichnet zu werden pflegt, so
bietet sich fiir Druck und Zug die gemeinsame Benennung ,Spannungs-
ursache® dar. Wir sind ferner, soweit es sich um rein mechanische Vor-

1y H. Herrz, a. a. O. S.8; Vorreden usw. S. 129. Man vgl. insbesondere auch
A. Héfler, Studien z. gegenw. Mechanik, S. 36.
%) Newton, Math. Prinzipien usw., deutsch von Wolfers, S. 879.
3) G. Kirchhoff, Vorlesungen iiber Mechanik, Anfang der XI. Vorlesung.
%) Im Englischen stress, wihrend tension = Zug ist.
10*
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ginge handelt, gegen den Gebrauch des Wortes ,,Streben“ empfindlicher, als
es unsere Vorfahren waren!); und diese Empfindlichkeit hat eine gewisse
Berechtigung. Nicht berechtigt ist aber die Abneigung gegen den Gebrauch
des Wortes ,,Ursache“; diese Abneigung ist nur eine (vielleicht schon im
Schwinden begriffene) Zeitkrankheit, die mit dem Abscheu vor allem, was
nach Metaphysik schmeckt, zusammenhéingt.

Wir versuchen nunmehr im Anschluf an Laeraxce fiir die Kraft in
dem bisher erlduterten Sinne eine kurze Definition zu geben. Wir sagen:

Die Ursache einer Beschleunigung oder einer statt dieser
hervorgerufenen Spannung heifit Kraft?).

Hierzu ist gemidfl dem friiher Gesagten erliuternd zu bemerken, daf
die Ursache einer Verzogerung (also einer negativen Beschleunigung) nur
dann als Kraft gelten soll, wenn sie auch als Ursache einer wirklichen
(positiven) Beschleunigung auftreten kann.

Mit der Hineinziehung der Spannung in die Definition der Kraft
kniipfen wir iibrigens an die populire, unserem eigenen Empfinden gemife
und nattirliche Vorstellung von Kraft an, die auch Jahrhunderte hindurch,
wiahrend der Herrschaft der Statik, die maBgebende fiir die Mechanik ge-
wesen ist. Nur eine allzuausschlieflich auf das ,Beschreiben der Be-
wegungen® gerichtete Denkweise hat gemeint, diese Vorstellung ganz
zuriickdringen zu mitissen -— doch nur, um sie wie bei Kircruorr durch eine
Hintertiir wieder einzulassen ?).

Im Lichte der Lacranceschen Kraftdefinition erscheint es nun durchaus
einwandfrei, den Druck des bewegten Korpers gegen die Bahn, die ihm
eine Zwangsbewegung aufndtigt, aus der senkrecht zur Bahn gerichteten
Beschleunigung herzuleiten, insofern eben an die Stelle einer gehinderten
Beschleunigung ein Druck tritt.

12. Ist der Widerstand der Bahn als eine Kraft anzusehen? Wir
kénnen nunmehr den Einfluf einer festen Bahn, die dein Korper eine
Bewegung auf einer Kurve oder Fliche vorschreibt, eingehender als oben
(S. 25) erdortern. Wie in dem angefiihrten Poissonschen Beispiel (Nr. 6), so
pflegt die neuere Mechanik iiberall, wo ein solcher Einfluf ins Spiel kommt,
Normalkrifte einzusetzen, die in der von Lacraxee eingefiihrten Schreib-

Y G. Kirchhoff, a. a. O., Vorrede.

?) Hierbei ist davon abgesehen, daf3 strenggenommen die so definierte Kraft nicht
cine Ursache schlechthin, sondern nur eine Teilursache darstellt, derart, daB} je nach der
Art der ubrigeu Bedingungen des Vorgangs eine Beschleunigung oder eine Spannung her-
vorgebracht wird. — Auf die Bedeutung der Spannung als dritten Grundphinomens der
Mechanik hat seit Jahren A. Hiéfler hingewiesen; man vgl. dessen ,Psychische Arbeit¥,
S. 7, und , Physik® (Vieweg, 1906), § 1, wo die Mechanik mit den Worten beginnt: ,Gegen-
stand der Mechanik sind die Bewegungen nebst den mechanischen Spannungen.

3 Kirchhoff, a. a. O. XL Vorlesung.
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dL am
weise die Form A-——, ,u.—f—— usw. haben, wenn . = O, M = 0 .. die Glei-
dx dx

chungen der vorgeschriebenen Kurven oder Flichen oder noch allgemeiner
die Bedingungsgleichungen fiir die Bewegung eines Punktes oder eines
Punktsystems sind. Ist aber hiermit ausgesprochen, dal physikalische
Krifte der bezeichneten Art und GréBe wirklich auf die betreffenden
Punkte wirken? L.acrancE selbst gewinnt die angegebenen Ausdriicke auf
Grund eines Eliminationsverfahrens, bei dem A, # . . . unbestimmte Koeffi-
zienten vorstellen. Und er selbst bemerkt, da man nach Einfiihrung dieser
Krifte das System als ein freies behandeln kénne, daf also diese Krifte an
die Stelle der Widerstinde treten, denen die Punkte des Systems infolge
ihrer Verbindung miteinander oder infolge der Hindernisse, die sich ihrer
Bewegung entgegenstellen, unterworfen sind. Wenn er aber dann noch
hinzufiigt!): ,oder vielmehr diese Kriafte sind nichts anderes als
die Krifte dieser Widerstinde selbst, die den auf sie ausgeiibten
Drucken gleich und entgegengesetzt sein miissen“ — so iber-
schreitet er damit die Grenze, die die mathematische Fiktion von dem
physikalischen Vorgang trennt. Verfihrt man mit aller Strenge, so kann
man nichts weiter sagen als: Die eingefiihrten Kriéfte sind mit den Be-
dingungsgleichungen aquivalent?), oder: sie ersetzen die fiir die Bewegung
des Punktes vorhandenen Hindernisse. Es handelt sich also im vorliegenden
Falle um substituierte Krafte, die lediglich im Interesse der mathema-
tischen Behandlung der - Erscheinnngen eingefiihrt sind, aber in bezug auf
den wirklichen physikalischen Vorgang nichts prijudizieren, ja die als
eigentliche Krifte abgelehnt werden miissen, sobald man die Kraftdefinition
in der oben angegebenen Form annimmt. Der Vorgang selbst besteht, wie
oben (Nr. 6) bei dem Poissonschen Beispiel gezeigt, lediglich darin, daf
sich von der Geschwindigkeit des bewegten Massenpunktes eine Komponente
abspaltet. Uber deren Verbleib sind besondere Untersuchungen notwendig,
die an einer anderen Stelle (S.26) angedeutet sind. Das Beispiel EULERS
zeigt tiibrigens, daB der Mechanik vor Lacranee die Annahme solcher
sozusagen toter Krifte, wie es die Widerstandskrafte sind, vollig fern lag.
Wenn die eben erwidhnten Krifte nur mathematische Substitutionen
bedeuten, so ist auch ersichtlich, daf in dem oben (S. 28) betrachteten Bei-
spiel einer unfreien krummlinigen Bewegung — die der Bewegung entgegen-
stehende Wand als unelastisch vorausgesetzt -— keine Kraft nach der

1) Lagrange, Méc. anal.,, p. 49: ou plutét ces forces ne sont que les forces
mémes de ces résistances, lesquelles doivent &tre égales et directement opposées aux
pressions exercées par les corps. — Ebenda p. 166: La résistance du milien n’est autre
chose qu’une force qui agit dans une direction opposée a celle du mobile et lorsqu’un corps
est forcé de se mouvoir sur une surface donnée, il y a nécessairement une force perpen-
diculaire & la surface qui I’y retient etc.

*) So Lagrange selbst, a. a. O.
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konkaven Seite der Wand hin wirksam wird. Wer aber selbst die LAGRANGE-
schen Krifte fiir wirkliche Krifte nehmen wollte, miite doch mnoch mit
LaeraNGE einrdumen, dall diese Krifte keine urspriinglichen, sondern
erst durch den ,vom bewegten Korper ausgeiibten Druck®“ hervorgerufen
sind.

13. Das Gesetz der Gleichheit von Aktion und Reaktion. In den eben
betrachteten Fillen pflegt das Gesetz von Aktion und Reaktion angerufen
zu werden, um die Einfiihrung einer Gegenkraft (die von der Bahn ausgeiibt
wird) zu rechtfertigen. (Man vgl. oben Nr. 5) Wir werden dadurch zu
einer Priifung auch dieses Gesetzes gendétigt. Es ist von Newrtox als drittes
Bewegungsgesetz in folgender Form aufgestellt worden:

»Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder die Wirkungen
»zweier Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetzter
»Richtung.4
Die Erliduterungen, die spiitere Autoren zu diesem Gesetz gaben, gehen
durchweg auf diejenigen, die NEwTox selbst hinzugefiigt hat, zuriick. Doch
wird eine, die sich auf den StoB bezieht,
E & c_0 " zumeist mit Stillschweigen ilibergangen?).
Wir kniipfen zunichst gerade an dieses
Beispiel NewToxns an?).
Es hidngen zwei Korper 4 und B
(Fig. 14) an den parallelen und gleich-
langen Fidden C 4 und D B (von beiliufig
10 Full Linge) lotrecht herab. Sie kdnnen
also, wenn jeder sich ungehindert vom
andern bewegt, die Halbkreise £ 4 F und & B I beschreiben; durch Vor-
versuche kann man den Einfluf, den der Luftwiderstand auf die Schwingungs-
weite des ersten Zuriickschwingens ausiibt, ermitteln. Wird der Versuch
mit moglichst vollkommen elastischen Kugeln angestellt, und 148t man die
Kugeln aus gleicher Hohe gegeneinander fallen, so ergibt sich, daB die Ande-
rungen der Bewegungsgriflen beider Korper entgegengesetzt gleich sind.
Dasselbe tritt auch ein, wenn die Korper aus verschiedenen Hohen fallen, oder
wenn der eine von ihnen sich vor dem Zusammenstof in der Ruhelage be-
findet. NEewron spricht das Ergebnis so aus?):

»Die Grofle der Bewegung, welche man erhilt, indem man von der
»Summe der nach einer Richtung stattfindenden Bewegungen die Summe
»der nach der entgegengesetzten Richtung stattfindenden subtrahiert, wird
»durch eine gegenseitige Einwirkung der Korper nicht gedndert®,

1} So pnamentlich auch bei Maxwell, Matter and motion, art. 55 —58.

?) Newton-Wolfers, a. a. 0., S. 40. Die obige Fig. 14 und die Bezeichnungen sind
genau die von Newton gegebenen.

3 a. a. O., 8. 35, Zusatz 3.
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und er sieht dies als eine Folge aus dem dritten Bewegungsgesetz an. Kr
fiigt aber hinzu, dafl dies Ergebnis nicht auf den Stofl vollkommen elastischer
Korper beschrankt sei. Er habe Versuche mit unvollkommen elastischen
Korpern, z. B. mit Wollbidllen, angestellt und gefunden, dal dann allerdings
die Geschwindigkeit der Riickkehr zugleich mit der elastischen Kraft ver-
mindert war, daB aber das Gesetz der gleichen Anderung der Bewegungs-
groBe bestehen blieb, wihrend sich die Geschwindigkeit der Riickkehr zu
der des Zusammentreffens wie 5:9 verhielt.

Aus diesen Versuchen ldfit sich offenbar nur folgern, daf, wenn beim
Zusammenstofl zweier K6rper iiberhaupt eine elastische Einwirkung statt-
findet, dann stets die Aktion der Reaktion gleich ist.

Wie aber, wenn die Koérper beide vollkommen unelastisch vorausgesetzt
werden? Dann miilte man, Newrons Gedankengange folgend, sagen, dafl iiber-
haupt weder Aktion noch Reaktion stattfindet, dafl also beide gleich Null
und nur in diesem Betracht allerdings auch noch einander gleich sind.

StoBen zwei unelastische Korper von gleicher Masse mit gleichen Ge-
schwindigkeiten gegeneinander, so verschwindet die Bewegungsgrofie beider,
und die ganze lebendige Kraft geht in Wirme (bzw. in Deformationsarbeit)
iiber. Beide iiben tatsichlich eine Einwirkung aufeinander aus, und doch
ist"die actio im Newtonschen Sinne ebenso wie die reactio gleich Null.
Auch in diesem Fall des StoBfles aber ist das Newronsche Gesetz von der
Erhaltung der Bewegungsgrofie giiltig, insofern die Summe der beiden Be-
wegungsgrofen, diese im Vektorsinn genommen, von Anfang an gleich Null
ist; und es bleibt auch bestehen, wenn die beiden wunelastischen Kugeln mit
verschiedenen Geschwindigkeiten zusammenstofen und nach dem Stoff mit
gleichen Geschwindigkeiten weitergehen. (Vgl. Nr. 14.)

Es folgt hieraus: 1. Das Gesetz von der konstanten (algebraischen)
Summe der BewegungsgroéBen ist ein umfassenderes Gesetz als das
Gesetz von der Gleichheit der Aktion und Reaktion, da es fir alle Fille
der Bewegungsiibertragung zwischen bewegten oder ruhenden Massen giiltig
ist; und 2. das Gesetz der Gleichheit von Aktion und Reaktion findet
auf den unelastischen Stol keine Anwendung, insofern es bei diesem Kkeine
Aktion und Reaktion in dem von Newton selbst definierten Sinne gibt.

Wir ziehen demnach aus Newrons eigener Darlegung den Schluf, daf
das dritte Newtonsche Bewegungsgesetz innerhalb der Mechanik nicht die
allgemeine Giiltigkeit zu haben scheint, die man ihm gemeinhin beilegt. Es
besteht zu Recht fiir die Attraktion zwischen Massen bzw. Massenpunkten —
obwohl es auch hier, wie MAXwEeLL!) gezeigt hat, nicht als Erfahrungsaxiom,
sondern als eine Ableitung aus dem ersten Newtonschen Gesetz anzusehen
ist. Es gilt ferner, wie wiederum MaxwerLr besonders nachdriicklich
betont hat, fir alle Elastizititsvorginge, sowohl wenn es sich um den

) Maxwell, a. a. O., Art. 58.



40 F. Poske, Die Zentrifugalkraft. [138]

elastischen Stof, als wenn es sich um elastischen Druck und Gegendruck,
Zug und Gegenzug handelt.

In diese Kategorie gehdren Wirkungen der folgenden -Art: die Be-
wegung eines Bootes durch den Stofl eines Ruders oder durch die Umdrehung
eines Schaufelrades, die Bewegung eines Eisenbahnzuges auf einer Schienen-
bahn u. dgl. mehr. Hier sind es die Spannungen in den kraftiibertragenden
Vorrichtungen, die die Riickwirkung auf den zu bewegenden Korper vermitteln.
In dem letztgenannten Fall z. B. ist es die Spannung in den Speichen des
Triebrades. Denkt man sich dieses zur Vereinfachung als Zahnrad aus-
gebildet, das iliber eine Zahnstange liuft, so wirkt die durch die Achse {iiber-
tragene Triebkraft auf die Zihne des Rades und preft sie gegen die Zihne der
Zahnstange. Die Speichen des Zahnrades stellen die elastische Verbindung
dar zwischen der Achse und der mit der Zahnstange fest verbundenen Erde;
durch ihre elastische Deformation wird die Riickwirkung auf die Achse
hervorgerufen. Die Erde ist bei dieser Riickwirkung als ruhend anzu-
sehen, eine Ubertragung der Bewegung auf den Erdkorper kann zunichst
auBer Betracht bleiben (man vgl. auch S. 42).

Nun beschrinkt sich aber NewTon in der Erlduterung zu seinem dritten
Gesetz nicht auf solche Fille. Es heiffit dort vielmehr:

sJeder Gegenstand, der einen anderen driickt oder =zieht, wird von
»diesem ebenso stark gedriickt oder gezogen. Driickt jemand einen Stein
,mit dem Finger, so wird dieser von dem Stein gedriickt. Zieht ein Pferd
seinen an einem Seil befestigten Stein fort, so wird das erstere gleich stark
~gegen den letzteren zuriickgezogen, denn das nach beiden Seiten gespannte
»3eil wird durch dasselbe Bestreben, schlaff zu werden, das Pferd gegen den
»Stein und diesen gegen jenes dridngen; es wird ebenso stark das Fort-
,Schreiten des einen verhindern als das Fortschreiten des andern beférdern.
»Wenn irgendein Korper auf einem anderen stifit und die Bewegung des
»letzteren irgendwie verandert, so wird ersterer in seiner eigenen Bewegung
»dieselbe Anderung nach entgegengesetzter Richtung durch die Kraft des
randeren (wegen der Gleichheit des wechselseitigen Diruckes) erleiden . . .«

Das letzte von diesen Beispielen ist bereits vorher erértert, und es ist
gezeigt worden, daB es von NewTox ausdriicklich nur hinsichtlich der
elastischen Wirkung und Gegenwirkung gemeint war, wihrend es hier
ohne diese Beschrinkung erscheint. Inwiefern und ob die tbrigen ange-
fiilhrten Beispiele unter das Gesetz sich unterordnen lasssen, wird noch ge-
nauer zu untersuchen sein.

In einem solchen umfassenderen Sinne aber, wie in der eben angefiihrten
NewTtoxnschen Erlduterung wird das ,,Gegenwirkungsprinzip“auch in der neueren
Physik durchweg gebraucht. Wenn Newtoxs Formulierung (8. 38) sich noch
so deuten lie8, dall nur da, wo zwei Korper aufeinander wirken, das
Prinzip giiltig sei, so fordert die neuere Physik, daB iiberall, wo eine Aktion
vorhanden sei, auch eine Reaktion auftrete, oder mit anderen Worten,
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daf alle Wirkungen als Wechselwirkungen aufzufassen seien. HOFLER?!)
gibt dem Prinzip die nachstehende Fassung:

sJede mechanische Einwirkung eines Punktes 4 auf einen
anderen B ist begleitet von einer gleichgrofen Gegenwirkung
des B auf 4.4

Auch HOrrLer unterscheidet aber in der Erliuterung des Prinzips mit
Recht zwei vo6llig verschiedene Fille: 4. Bei einer gespannten elastischen
Feder, bei der Anziehung zwischen Magnet und Eisen, zwischen Stein und
Erde hat man es mit vo6llig simultanen Wirkungen zu tun, derart, da Aktion
und Reaktion ohne weiteres mit einander vertauschbar sind. KEs sind dies
Beispiele einer echten Wechselwirkung.

Den zweiten Fall (B) erldutert HorLer durch folgendende Betrachtung:

Sehr hiufig stellen wir uns vor, daB durch die Wirkung die Gegen-
wirkung erst hervorgerufen werde. So wenn eine Schnur an einem in
einer massiven Mauer steckenden Haken befestigt ist, und wir in dem MafBe,
wie wir mit der Hand an der Schnur den Haken aus der Mauer heraus-
zuziehen suchen, unsere Hand zur Mauer hingezogen empfinden. — Ebenso:
Wenn ein Arbeiter einen Eisenbahnwagen zu verschieben hat und so un-
vorsichtig ist, seine Hand gegen eine herausragende scharfe Ecke oder einen
Nagel wirken zu lassen, so empfindet er die Gegenwirkung des Wagens so,
wie wenn dieser ihm die Spitze in die Hand driicken wollte. Auch der
Wagen auf den festen Schienen ,weckt® durch seinen Druck nach abwirts
in diesen einen Gegendruck nach aufwirts.

In den hier angefiihrten Beispielen, die den obigen NEewToNschen
koordiniert sind, handelt es sich nicht mehr um Beschreibung von
Tatsachen, sondern um Deutung von solchen. Auch sind Aktion und
Reaktion hier nicht mehr mit einander vertauschbar; da die actio als Ur-
sache der reactio als Wirkung gegeniibersteht. Grund genug, daran zu
zweifeln, ob es zuldssig ist, die Féille 4 und B unter einem Prinzip zu-
sammenzufassen.

Es 148t sich auch nicht aufrecht erhalten, daf schon aus dem Begriff
der actio die Notwendigkeit einer reactio folge?). Interessant und lehrreich
ist in dieser Hinsicht, daBl Porssox das dritte Bewegungsgesetz nicht als den
ersten beiden gleichwertig ansehen wollte3). In der 2. Auflage seiner
Mechanik (1833) stellt er das Trigheitsprinzip und das Unabhingigkeits-
prinzip (irrtiimlicherweise) als Denknotwendigkeiten hin, bezeichnet dagegen
das Prinzip der Wechselwirkung als einen nur durch Erfahrung erweisbaren
Satz und tut dabei den bemerkenswerten Ausspruch:

1y Hofler, Physik, § 15. Der obige Wortlaut stellt wohl in einwandfreier Fassung
den Standpunkt der Physik zur Zeit der Abfassung des Hoflerschen Buches dar.

%) Von A. Héfler werde ich darauf aufmerksam gemacht, dall auch bei der Reiz-
empfindung, die das Licht im Auge hervorruft, eine actio ohme reactio vorliegt.

3) Hierauf hat Streintz, a.a. O., S. 133 hingewiesen.
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~Wir kdnnen es a priori nicht als eine Unmdoglichkeit betrachten, daf
ein materieller Punkt » auf einen anderen m' wirke, ohne dafl dieser wieder
auf den ersten in entgegengesetztem Sinne und mit gleicher Intensitit zuriick-
wirkt.“

Wenn wir es also im vorliegenden Fall weder mit einer Erfahrungs-
tatsache noch mit einer Denknotwendigkeit zu tun haben, so wird es sich
empfehlen, zu untersuchen, ob nicht die angefiihrten Beispiele B sich schon
auf Grund der Begriffe von Kraft, Masse und Beschleunigung ohne Aufstellung
eines neuen Prinzips vollstindig begreifen lassen.

Betrachten wir zunidchst einen auf wagerechten Schienen ruhenden
Eisenbahnwagen, den ein Arbeiter in Bewegung zu setzen sucht. Hier ist,
wenn von der Reibung abgesehen wird, der von dem Arbeiter versplirte
Widerstand sicher als blofler Beharrungswiderstand anzusehen, also gemil
dem friiher Gesagten durch den Begriff der Masse ausreichend gekennzeichnet.
Werden dem einen Wagen noch mehrere andere hinzugefiigt, so wird es dem
Arbeiter immer schwerer werden, sie in Bewegung zu setzen, er wird ihnen
schlieflich nur eine verschwindend kleine Beschleunigung erteilen kénnen.
Werden die Wagen gar an der Unterlage befestigt gedacht, so wird es ihm
nicht mehr moéglich sein, sie in Bewegung zu setzen; aber der Widerstand,
den er jetzt spiirt, wird von dem vorhergehenden qualitativ nicht verschieden
sein; nur ist die Masse, die in Bewegung zu setzen wiire, gleich der Masse
des Erdkoérpers, also so gut wie unendlich grof geworden.

In dem letzten Fall ist allerdings der Vorgang dadurch kompliziert,
daBl der den Druck oder Zug gegen die Wagen Ausilibende gleichzeitig auch
mit den FiBen gegen den Erdkorper driickt. Die Gesamtheit der Ein-
wirkungen wird sich durch ein Kriftepaar darstellen lassen, dem wiederum
die Masse des ganzen Erdkérpers als zu Bewegendes entgegensteht.

Um das Beispiel von der Schnur, mittels deren man an einem in einer
Mauer befestigten Haken zieht, richtig zu verstehen, denke man sich zwischen
zwel senkrechten, parallel zueinander stehenden Mauern eine elastische Feder
ausgespannt. Diese wird auf die beiden Mauern gleiche, aber entgegengesetzt
gerichtete Zugkrifte austiben. Betrachtet man die eine Zugkraft fir sich,
so wiirde diese dem Erdkoérper eine gewisse verschwindend kleine Bewegung
erteilen; da aber die andere Zugkraft eine ebenso grofle und entgegengesetzt
gerichtete Bewegung hervorbringen wiirde, so heben die beiden Bewegungen
sich auf. (Es sei hier wie auch im folgenden von der Verschiebbarkeit der
Teile des Erdkoérpers abgesehen und iuberdies das zu bewegende System als
absolut starr vorausgesetzt. Werden die Verbindungen als elastisch ange-
nommen, so schieben sich nur zwischen den die Kraft ausiibenden Teil und
die librige zu bewegende Masse elastische Zwischenglieder ein, die an dem
Effekt nichts Wesentliches #ndern.)

In dem Fall nun, dal ein Mensch an einem in der Mauer befestigten Haken
zieht, wirkter mitseiner Muskelkraft gegen den Erdkoérperan zweiStellen, sowohl
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an dem Haken als an der Stelle der Erdoberfliche, die ihm als Stiitzpunkt
dient. Da keine von beiden Stellen nachgibt, so empfindet er an beiden
Stellen einen Widerstand, der auch hier wieder nur als Trigheitswiderstand
einer sehr groflen in Bewegung zu setzenden Masse zu deuten ist. Dal man
seine Hand zur Mauer hingezogen empfinde, ist eine leicht begreifliche
Selbsttduschung, die durch Zwischenschaltung einer elastischen Schnur noch
begiinstigt wird. Denn im letzteren Fall findet tatsichlich eine elastische
Gegenwirkung der gespannten Schnur gegen die Hand statt, und es kombiniert
sich eine wirkliche Reaktion mit der blof vermeintlichen der festen Wand.

Ahnlich wie in dem eben betrachteten Fall verhilt es sich mit den
von NEwWTON zugunsten seines dritten Gesetzes angefiihrten Beispiel: ,Drickt
jemand einen Stein mit dem Finger, so wird auch dieser von dem Stein ge-
driickt.“ Dies ist eine petitio prineipii, die auf einer psychologischen Tduschung
beruht. Da wir ein Druckgefiihl in der Hand spiiren, glauben wir einen von
aulen wirkenden Druck als Ursache annehmen zu miissen und {ibersehen
dabei, dal die Zusammenpressung der an den Stein angrenzenden Teile der
Hand nicht von dem Stein, sondern allein von der Muskelkraft unseres
Korpers herriihrt.

Das gleiche gilt von dem ferneren von HOrLErR angegebenen Beispiel:
Der Arbeiter glaubt eine Wirkung der scharfen Wagenecke zu empfinden, in
Wahrheit ist er es selber, der die Hand gegen die scharfe Wagenecke driickt
und sie dadurch zusammenprelt.

i{ndlich der ,,Wagen auf den festen Schienen“, der durch seinen Druck
nach abwirts in diesen einen Gegendruck nach aufwirts ,,weckt“. Hier
dricken in Wahrheit der schwere Wagen und der Erdkdrper vermdge der
Gravitation gegeneinander, es liegt also nicht eine erst ,hervorgerufene
Gegenwirkung, sondern eine simultane Aktion und Reaktion vor, die in die
oben mit A bezeichnete Kategorie gehtrt. Nimmt man aber noch elastische
Krifte in den aneinander grenzenden Teilen des Wagens und der Erdober-
fliche hinzu, so wird dadurch doch, ebenso wie im friiheren Beispiel, an dem
Grundcharakter des Vorgangs nichts geidndert. Ebenso verhidlt sich die
Sache bei einem auf eine horizontale Tischplatte gesetzten Gewichtstiick.

Unter den Newronschen Beispielen (S. 40) befindet sich auch noch das
Pferd, das einen Stein an einem Seil fortzieht und angeblich gleich stark gegen
den Stein zuriickgezogen wird. Dieser Fall ist insofern von den vorigen
verschieden, als es sich um eine vermeintliche Aktion und Reaktion wihrend
der Bewegung handelt. Aber auch hier spielt das elastische Seil nur die
Rolle eines Ubertragers der Bewegung von dem bewegten Korper (dem
Pferde) auf den zu bewegenden (den Stein); eine Reaktion des Steines selbst
gegen das ziehende Pferd wird dadurch nicht erwiesen?).

1y Ein von K. T. Fischer zur Demonstration der Gleichheit von actio und reactio
beschriebener, auch von Grimsehl in seinem Liebrbuch angefiihrter Versuch betrifft weniger
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Wir kommen hiernach zu dem Schluff, da keines der ange-
fiihrten Beispiele es rechtfertigt, den Ko&rpern eine eigentiimliche Reaktions-
kraft zuzuschreiben, die jedesmal auftriate, wenn auf die Korper eine Kraft
einwirkt.

Es bleibt nunmehr nur noch das von Newton ebenfalls angezogene
Beispiel des Stofles, und insbesondere des unelastischen Stofies, zu betrachten
iibrig.

14. Der unelastische Stoff und das Problem der Bewegungsiiber-
tragung. In der Mechanik pflegt man von jeher die Betrachtung des unelasti-
schen Stofes von der des elastischen zu trennen. Sicher ist, daB es in Wirklich-
keit weder vollkommen elastische noch vollkommen unelastische Stoffe
gibt, daB es sich also bei beiden um fingierte Grenzfille handelt. Man kann
die Frage aufwerfen, ob es itiberhaupt berechtigt sei, solche Grenzfille zu
betrachten, und ob daraus ein SchluB auf das wirkliche Geschehen zu-
lassig sei. Darauf ist Folgendes zu erwidern. Es ist ein anerkanntes Ver-
fahren der Forschung, die Teilbedingungen eines Vorgangs festzustellen
und zu untersuchen, welcher Anteil an dem Zustandekommen der Erschei-
nung jeder einzelnen Teilbedingung zukommt. Es ist also auch bei dem oben
(S. 38) betrachteten, von NEwWTON experimentell untersuchten Beispiel der un-
vollkommen elastischen Kugeln eine Zerlegung des Vorgangs vor-
zunehmen.

Wir kntipfen wiederum an dies Beispiel an und setzen der Einfachheit
halber voraus, dafl die Kugeln auns gleicher Hohe gegeneinander fallen.
Nun euntspringt der Gesamterfolg aus der Gesamtbeschaffenheit der Bedin-
gungen; der in elastischen Wirkungen bestehende Anteil des Erfolges ent-
springt den elastischen Eigenschaften der zusammentreffenden Korper; also
muBl der Rest des Erfolges auf die unelastischen Eigenschaften zuriickgefiihrt
werden. Der , Rest“ aber besteht in den dauernden Deformationen und in den
Wirmewirkungen; diese Wirkungen miissen rein hervortreten, wenn man
den Stof als vo&llig unelastischen behandelt?!).

In der heutigen Mechanik werden auch die (Gesetze des unelastischen
StoBes mit Hilfe des Prinzips der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung

das Gesetz der Wirkung und Gegenwirkung als die Ubertragung der Bewegung von einem
Koérper auf einen andern durch Vermittlung der Reibung, gehdort demnach unter die in
Nr. 14 und 15 niher zu betrachtenden Erscheinungen [1909].

1) DaB es iibrigens wirklich Koérper gibt, die in sehr hohem Grade den Vor-
aussetzungen des unelastischen Stofles entsprechen, zeigt besonders ein Versuch von
‘WHITING zur Bestimmung des mechanischen Aquivalents der Wiarme. (Zeitschrift f.d. phys.
u. chem. Untericht Bd. XVII, 228; 1904.) FEine Papprohre von etwa 1 m Linge, deren Enden
durch Korke verschlossen sind, 148t man von einer groBeren Menge Bleischrot etwa hundertmal
durchfallen und miBt die eingetretene Temperaturerh6hung des Bleies. Unter Ausschaltung
einiger Fehlerquellen erhilt man hierdurch das mechanische Aquivalent der Wiarme zu 4,2
Joule mit einem wahrscheinlichen Fehler von etwa 2,56°, genau. Hahn, Handbuch fir
psysikalische Schiileribungen, S. 254.
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abgeleitet. Man legt in der Regel der Betrachtung den Fall zugrunde, daf
eine schnellere Kugel auf eine vor ihr in derselben Richtung laufende stof3t.
Die folgende elementare Herleitung ist der Physik von A. HOrLEr!) ent-
nommen.
»Stoflen zwei Korper (die hier als Massenpunkte aufgefafit werden) von
m; und m, Gramm Masse mit den Geschwindigkeiten ¢, und ¢, aneinander,
indem sie sich lings derselben Geraden in derselben Richtung so bewegen,
dal ¢, <<e¢;, so suchen sie ihre Geschwindigkeiten auszugleichen, bis ein
Mittelwert erreicht ist, dessen Grolle
my ¢ g C.
02_17&%;22_1..............(1)
der Gleichung
my (e — ) == g (€3 — €) + -« -« -+ «+ « -+ o - o . (D)

entspricht. Hier besagt (2): Der Zuwachs an Bewegungsgrifie bei dem einen
Koérper ist gleich der Abnahme an Bewegungsgrifie beim andern. Diese Zu-
nahme bzw. Abnahme von Geschwindigkeit des einen und anderen Korpers
erfolgt gemidfl dem Gegenwirkungsprinzip, vermdge dessen in jedem
Zeitpunkte die Grofe des Druckes, den der eine Korper vom anderen erfahrt,
dem Gegendrucke gleich ist.

Denken wir uns hiernach die Zeit der gegenseitigen Einwirkung beider
Massen zerlegt in die sehr kurzen Zeitteilchen r, 7', ', . . ., so knnen wir
die Grofle des Druckes und Gegendruckes als wihrend dieser Zeiten konstant
annehmen, und es erhalten daher z. B. wihrend des Zeitteilchens = die beiden

Massen Beschleunigungen y, und 5. gemifl der Gleichung m;y, = m;y,,

ebenso im zweiten Zeitteilchen gem#f wm, y';, = m,y'y usf. Es ist dann die

gesamte

Geschwindigkeitszunahme fiir m, folgende: ¢ — ¢, = y, v+ ' ¢ -+, " 4. .~
daher: m;(c—c,) = mypy -+ mpy' ' 4wy T 4=

Geschwindigkeitsabnahme fiir m, folgende: ¢ —c =y, 7+ ' 7 4+ /" 7'+ . .
daher: my (3 —¢) = Mmgyg-v+m, y3' -t my . -7 4
Da die rechten Seiten dieser Gleichungen gliedweise gleich sind, so
ist die Gleichung (2), also auch (1), aus der Grundgleichung der Dynamik
k = m b abgeleitet.“
In der Schreibweise der Infinitesimalrechnung wiirde die Ableitung
folgende Form annehmen. Die zweite Kugel tibt auf die erste (langsamere)

eine Kraft aus, deren Grife aus der identischen Gleichung m, dv; = P dt folgt.
Durch Integration erhilt man hieraus:
D . . . . . . . . me—mec = [ Pdt.

Nimmt man nun das Gesetz der gleichen Aktion und Reaktion fir
diesen Fall als giiltig an und setzt demnach fiir jedes Zeitelement des Zu-

1y Héfler, a.a. O., S. B7—58.
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sammenstofes die riickwirkende Kraft der wirkenden Kraft # gleich, so folgt
fur die zweite Kugel: m, dvy, = P d¢t und

12) « « . . . .. e —mye = [ Pds.

Da die rechten Seiten von (1) und (2) einander gleich sind, so folgt
schliefilich

Mmy ¢ + mg ¢y = (m; + m,)c.

Es fragt sich nun, ob durch die Ubereinstimmung dieses Resultats mit
der Erfahrung die Giiltigkeit des Gesetzes der Aktion und Reaktion auch
fiir den hier betrachteten Fall erwiesen ist, mit andern Worten, ob die An-
nahme dieses Gesetzes fiir die Herleitung der Stofigleichung unumgénglich
erforderlich ist.

Man hat wohl gemeint, zur Erkléirung der Vorginge beim unelastischen
Stof abstofende Krifte der Molekiile annehmen zu sollen. Aber wie ist
dann diese Wirkung der Molekiile beim unelastischen Stofl von der Wirkung
der Molekiile beim elastischen Stofl verschieden? Letztere beginnt ja auch
erst in der zweiten Periode des Stofles, nachdem in der ersten Periode be-
reits die Ausgleichung der Geschwindigkeiten so erfolgt ist wie beim un-
elastischen Stol. Und wenn gleichwohl die Annahme jener elastischen
Kriafte in der ersten Periode des Stofies haltbar wire, wiirde sie nicht in ein
hypothetisches ,,Zwischenreich physikalischer Realitidten*?!) fiithren, das streng
geschieden bleiben sollte von einer auf die Beschreibung der Bewegungsvor-
ginge (im weitesten Sinne) gerichteten Mechanik?

Wir finden daher auch in neueren Darstellungen des Stofies, z. B. bei
ForpL?) in der ,ersten® Stoflperiode nur eine ,Forminderung®“ angenommen,
die so lange dauert, bis die Relativgeschwindigkeit beider Ko&rper zu Null
geworden ist. In der ,zweiten“ Periode des Stofles erst muBl unterschieden
werden, ob die Ko&rper vollkommen plastisch oder elastisch sind. Bel
ersteren ist der Stofl mit der ersten Stofiperiode beendigt, bei den letzteren
nur treten elastische Krifte auf, die die Formédnderung ganz oder zum Teil
wieder rickgingig machen.

Kehren wir aber zur obigen Herleitung zuriick, so diirfte es wohl be-
rechtigt sein, zu untersuchen, ob nicht auch im vorliegenden Fall, ebenso wie
beim Beharrungswiderstand (S. 16), blole Begriffsgebilde willkiirlich in den
Vorgang hineingelegt worden sind.

Gegen die obige Ableitung der Stofiformel ist besonders einzuwenden,
daf die Annahme eines gleichen Druckes zwischen den beiden Koérpern der
Tatsache widerspricht, da die Ubertragung eines Teils der Bewegung von
dem ersten auf den zweiten gerade durch den Druck, den der erste gegen den
zweiten ausiibt, hervorgebracht zu denken ist.

Y Hofler, Zur gegenwirtigen Naturphilosophie, S. 98.
2y Foppl, Vorlesungen iiber technische Mechanik I (3. Aufl), S. 317 .
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Wenn Druck und Gegendruck einander wihrend des ganzen Vorgangs
entgegengesetzt gleich sind wund also einander aufheben, so bleibt unbe-
greiflich, wie denn tiberhaupt die Ubertragung der Bewegung zustande komint.
Bestehen bleibt dann nur ein Rechenschematismus, der zu einem richtigen
Resultat fiihrt, dessen gedankliche Unterlage aber vielleicht eine ganz andere
ist als die bei Heranziehung des dritten Newtonschen Gesetzes sich ergebende

Es 148t sich nun in der Tat unter Beibehaltung der tibrigen Annahmen,
auch ohne Zuhilfenahme des Prinzips der Gleichheit von Aktion und
Reaktion das Stofigesetz in folgender Weise ableiten.

Wir fassen wieder den Fall ins Auge, dafl ein schnellerer Koérper 4
(mit der Masse n; und der Geschwindigkeit ¢;) auf einen langsameren, in
gleicher Richtung vor ihm herlaufenden B (mit der Masse m; und der Ge-
schwindigkeit ¢;) trifft. In dem Moment, wo dies geschieht, wird die Be-
wegung von <1 gehemmt, weil die Masse m, nicht plétzlich die neue Ge-
schwindigkeit annehmen kann. Xs wird demnach von .1 auf 73 ein Druck
ausgeiibt, der in jedem Moment wihrend der ganzen Dauer des StoBes ge-
messen wird durch " glti', wenn »; die verdnderliche Geschwindigkeit von
A wihrend des StoBes bedeutet. Andrerseits iibt aber dieser Druck auf 53

. . . . . du,
eine beschleunigende Wirkung aus, die gemessen wird durch i, "(’1;"’

v, die verdnderliche Geschwindigkeit von B wihrend des Stofles bedeutet.

worin

. . d
Da es derselbe Druck ist, der einmal durch m, ﬁ—;l, das anderemal durch
ot . . .
Mg —%}} gemessen wird, so ergibt sich:

dv, . dv,
, .
" 2 e

und daraus die Stofgleichung
my (¢ — ¢) == iy (¢ — ¢,)

Das Ritsel der Bewegungsiibertragung von einer Masse auf eine andere
erscheint hierdurch seiner Lo&sung betriachtlich niher gefiihrt und die Be-
schreibung des Vorgangs wesentlich vereinfacht. Es gentigt dafiir die Grund-
eigenschaft der Masse, unter der Einwirkung einer Druckkraft eine genau
bestimmte Beschleunigung anzunehmen, und die damit zusammenhénéende,
ebenfalls schon im Trigheitsbegriff enthaltene Kigenschaft der Masse, dall
ihre Geschwindigkeit nicht plotzlich eine Anderung von endlichem Betrage
erleiden kann.

Das Prinzip, das der Betrachtung des Stofes zugrunde gelegt werden
kann, ist demnach nichts weiter als ein Korollar zum Tragheitsgesetz; es
sagt aus:

Wenn zwei Korper von endlichem Geschwindigkeits-
unterschied aufeinanderstoBen, so wird mindestens dic Be-
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wegung des einen der beiden Kérper gehemmt, und es tritt

ein Druek des gehemmten Xorpers gegen den andern
Korper auf.

Fiir den Fall, dal der zweite Korper sich vor dem Stof in Ruhe befand,
gilt offenbar das gleiche. Sind beide Korper vor dem Stof in entgegen-
gesetzter Richtung bewegt, so werden beide gehemmt, und beide iiben daher
auch einen Druck gegen einander aus. In diesem Fall kann man von zwei
Aktionen sprechen, es ist aber ebensowenig wie in den andern Fillen nétig,
iiberdies noch zwei Reaktionen anzunehmen. —

Auch die so modifizierte Herleitung der StofBformel ist, wie schon an-
gedeutet, noch nicht als ausreichend zur vollstindigen Erkldrung des Vorgangs
anzusehen. Denn wihrend die Geschwindigkeit ¢; des stoBenden Korpers sich
um de vermindert, miiite der Korper ja noch mit nahezu derselben Ge-
schwindigkeit weitergehen, wihrend ihm doch der zweite Koérper entgegen-
steht. Offenbar ist an dieser Stelle der Ursprung der beim StoB auftretenden
Deformations- und Wiarmewirkung zu suchen. Die gegebene Herleitung aber
148t ebensowenig wie die friihere erkennen, wie die Umwandlung von
lebendiger Kraft in Deformationsarbeit bzw. Wirme beim Stof vor sich geht.
Nur rein rechnungsmiBig ergibt sich!), daB ein Betrag an lebendiger Kraft
verloren geht, der dargestellt wird durch:

1 my my (¢ — ¢,)? .
2 my - gy

Diese Grofe ist, wie hervorgehoben zu werden verdient, nur von der
relativen Geschwindigkeit der beiden aufeinander stofenden Koérper abhingig.

LrisNiz scheint der erste zu sein, der den Gedanken ausgesprochen hat,
daf die fortschreitende Bewegung der Massen beim StoB8 auf die kleinsten
Teile tibergeht; es sei nur als ob man grofes Geld in kleines umwechsle?).
Diese LEemsnizsche Idee der Umwandlung von Massenbewegung in Molekular-
bewegung hat NewrToN noch gefehlt. Newron findet sich mit dem Verlust
an Bewegung, der beim unvollkommen elastischen Stof eintritt, ab, indem
er es als eine Tatsache ansieht, daB alle Bewegung in der Welt durch die
Widerstinde nach und nach zum Erléschen gebracht werden wiirde, wenn
nicht aktive Prinzipien (wie die , Ursache der Schwere®) vorhanden wiren.

*Gehen wir nun auf die angedeutete Verwandlung niher ein, so zeigt sich,
daB auch hierfiir die Annahme einer besonderen Reaktionskraft auf seiten
des gestofenen Korpers unndétig ist. Wir betrachten zunichst den Stofl eines
unelastischen, aber plastischen Korpers gegen eine ebenfalls unelastische feste

1y Z. B. bet Hofler, Physik, Leitaufgabe 129.
) Leibniz, Recueil de diverses Pitces sur la Philosophie, Amsterdam 1720, S. 135;
zitiert bei Rosenberger, Isaac Newton und seine physikalischen Prinzipien, Leipzig 1895,

S. 411. Ferner Essai de dynamique etc., Opera VI, 231, zit. bei Dihring, Krit. Gesch. d.
Prinz. d. Mech. (4) 229.



[147] F. Poske, Die Zentrifugalkraft. 49

Wand. Da die Wand (wegen ihrer Verbindung mit der Erde) als ein Kérper
von unendlich grofler Masse angesehen werden kann, so ist die Geschwindig-
keit sowohl des auftreffenden Korpers wie der Wand nach dem Stofl gleich
Null, es geht also die gesamte lebendige Kraft in Deformationsarbeit bzw.
Wiarme iiber. Sobald nadmlich die vordersten Teile des Korpers die Wand
erreicht haben, und durch diese am weiteren Vordringen gehindert werden,
tiben sie auf die Wand Druckkrifte aus. Diese aber bewirken zufolge der
vorausgesetzten Verschiebbarkeit der kleinsten Teile eine Deformationsarbeit
sowohl an dem stoflenden Korper als an der festen Wand. Im Zusammen-
hang damit treten Warmewirkungen und daneben noch wellenférmige Aus-
breitungen von Erschiitterungszustinden auf, so dafl der ganze Vorgang tiber-
aus verwickelt wird. Das bestimmende Phinomen aber ist das Auftreten von
Druckkriften, und diese riihren ausschlieflich von dem stofienden Kdrper
her. Wollte man noch eine besondere Widerstandskraft der Wand annelhmen,
so wiirde hierdurch freilich die Aufhebung der Bewegung im alten NewTON-
schen Sinne auf das statische Gleichgewichtvon Kriften zuriickgefiihrt werden,
aber die Umwandlung der Bewegungsenergie in andere Energieformen
wiirde doch unerklirt bleiben, sofern nicht noch ein Erfahrungsprinzip hin-
zugefiigt wird. Bedarf es aber doch nocli eines solchen, so wird die Bezug-
nahme auf eine besondere Widerstandskraft der Wand tiberfliissig werden.

Das erwihnte Erfahrungsprinzip ergibt sich in allgemeiner Form, wenn
wir den Stof zweler bewegter Korper gegen einander in Betracht ziehen.
In diesem Falle {iben, wie oben schon bemerkt, beide Korper Druckkrifte
gegen einander aus, es findet in beiden eine Verwandlung von lebendiger
Kraft in Deformationsarbeit bzw. Wiarme statt, und es ist die GroBle dieser
Umwandlungsarbeit, wie bereits angegeben, unabhingig von der Grofie der
absoluten Geschwindigkeiten, vielmehr nur abhéingig von den Massen der beiden
Koérper und von ihrer relativen Geschwindigkeit. Das hierin enthaltene Er-
fahrungsprinzip hat eine gewisse Verwandtschaft mit dem zweiten Hauptsatz
der Wirmelehre und lafit sich in folgender Form aussprechen:

Zwischen zwei unelastischen Koérpern von endlicher
Gechwindigkeitsdifferenz kann keine Bewegungsiibertragung
(bzw. Energieiibertragung) stattfinden, ohne dafl gleich-
zeitig ein von der relativen Geschwindigkeit beider Koérper
abhingiger Teil ihrer lebendigen Xraft in Deformations-
arbeit bzw. Wiarme iibergeht.

(Eine weitere Beziehung zur Wirmelehre ergibt sich, wenn die Be-
trachtung auf teilweise oder vollkommen elastische Koérper ausgedehnt wird.
Auch beim Stof vollkommen elastischer Korper findet eine Umwandlung von
kinetischer Energie in Deformationsarbeit in dem vorher angegebenen Betrage
statt; aber diese Verwandlung ist umkehrbar und geht unter der ge-

machten Voraussetzung wieder vollstindig in kinetische Energie zuriick. Bei
Abh. z. Didaktik u. Philosophie der Naturw. IL 11
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unvollkommen elastischen Koérpern endlich ist die Verwandlung nur zum Teil
umkehrbar. Die Umkehrbarkeit beruht eben auf dem Vorhandensein von
Elastizitiitskriften, die bei dem nicht umkehrbaren Teil der Verwandlung
fehlen.) —

Von besonderem Interesse ist der Fall, in dem die gesamte Bewegungs-
energie der beiden Kérper beim Zusammenstol verschwindet. Dies geschieht,
wenn die resultierende Geschwindigkeit gleich Null wird, oder, wie aus der
Stofiformel hervorgeht, wenn m, v; = — m, v, wird.

Mace hat iiberdies gezeigt, daB man diesen besonderen Fall des Stof3-
gesetzes herleiten kann, ohne das Prinzip von Aktion und Reaktion zu Hilfe
zu nehmen?!). Und es gelingt leicht, von diesem speziellen Fall zu der all-
gemeinen Form des Stolgesetzes {iberzugehen.

Erteilt man nidmlich dem System der beiden Kérper noch eine gemein-
same Geschwindigkeit x, so mul gemif dem Prinzip der Relativitit der
Bewegung der Vorgang selbst unveridndert bleiben, d. h. immer noch miissen
die Bewegungsgréflen m; ¢, und m, ¢; einander aufheben.

Es sei also:

¢, = v; -+ 2, cqg == Vg + X.

Setzt man diese Werte in die Gleichung der Bewegungsgréfien ein, so

erhilt man:
my (¢ — &) = — my (g — ),
und daraus die Stofigleichung:

m; ¢; + mg Cy .
my; 4 Mg

X ==

Es seien endlich umgekehrt zwei Kél‘per mit den Massen m; und m,,
den Geschwindigkeiten ¢; und ¢; gegeben. Dann werden sich stets zwei
neue Geschwindigkeiten », und 2, so bestimmen lassen, daf}:

¢ = v + & Cqg = Vg + &
und:

My ¥, == - My Vg

wird. Die Bewegung 148t sich also zerlegen in einen Teil von der Be-
schaffenheit, dafl die entsprechenden Bewegungsgrofien einander aufheben, und
in einen anderen Teil, der beiden bewegten Korpern gemeinsam ist.

Durch die drei Gleichungen sind die Werte von v,, v, « eindeutig be-
stimmt, und durch Elimination von »; und », ergibt sich wiederum die StoB-
gleichung:

z — My € - Mg Cq .
m; - mg

Es zeigt sich also, dafl sich aus dem Grundphinomen der Aufhebung

entgegengesetzt gleicher Bewegungsgrofien die Gesetze des unelastischen

Y E. Mach, Mechanik (4) 849f.
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StoBes ableiten lassen, ohne dal eine No6tigung zur Annahme einer besonderen
Reaktionskraft vorhanden ist. —

Wir kehren nun zum Ausgangspunkt unserer Betrachtung zuriick. Die
am SchluB von Nr. 13 angefiihrten Beispiele, so der Druck des Steins gegen
die Unterlage, sind vom Stof nur unterschieden durch die lingere Dauer
der Einwirkung. Beiden Erscheinungen gemeinsam ist die Verwandlung von
Beschleunigung in Druck, oder anders ausgedriickt: die Idemntitit von auf-
gehobener Beschleunigung und von Druck; dabei macht es nur hinsichtlich
der Begleitvorginge einen Unterschied, dal es im einen Fall eine erst an-
hebende (virtuelle) Beschleunigung ist, die aufgehoben wird, im andern Fall
eine aktuelle Geschwindigkeitsinderung ins Spiel kommt; infolge davon tritt
im zweiten Fall eine Verwandlung von Kkinetischer Energie auf, im ersten
nicht. In der Wesensgleichheit beider Vorginge aber liegt eine weitere Be-
statigung dafiir, da auch bei dem Druck der Hand gegen einen Stein keine
Reaktionskraft des letzteren in Wirksamkeit tritt, sondern daBl der Vorgang
aus den bekannten Eigenschaften bewegter und unbewegter Massen seine zu-
reichende Erklirung findet.

Wir erinnern uns nun noch einmal an jene Schwierigkeit, der HEINRICH
Herrz mit den folgenden Kklaren Worten Ausdruck gegeben hat (vgl. das
Vorwort):

»Die Kraft, von welcher die Definition und die ersten beiden Gesetze
reden, wirkt auf einen Korper in einseitig bestimmter Richtung. Der Sinn
des dritten Gesetzes ist, daB die Krifte stets zwei Korper verbinden und eben-
sogut vom ersten zum zweiten wie vom zweiten zum ersten gerichtet sind.
Die Vorstellung der Kraft, welche dieses Gesetz, und die Vorstellung, welche
jene Gesetze voraussetzen und in uns erwecken, scheinen mir um ein ge-
ringes verschieden. Dieser geringe Unterschied reicht aber vielleicht aus,
um die logische Triibung zu erzeugen, deren Folgen in unserem Beispiel
zum Ausbruch kamen.“

Wir finden nunmehr die Lésung dieser Schwierigkeit darin, dafl das
dritte Gesetz nicht die Allgemeingiiltigkeit beanspruchen kann wie die ersten
beiden, und dall man bisher allzu gewaltsam verfahren ist, wenn man dem
Schema zu liebe auch die Einwirkung einer Kraft auf eine Masse (gemil
dem zweiten Gesetz) oder den Stoll zweier unelastischer Kérper aufeinander
auf das dritte Gesetz von der Aktion und Reaktion zuriickzufiihren gesucht
hat. Es hat sich aber auch weiterhin die Voraussicht bestitigt, die HeEinrICH
HerTz mit auflerordentlichem Scharfblick ausgesprochen hat:

»Wir sind selbst der Uberzeugung, daB die vorhandenen Liicken nur

Liicken der Form sind, und durch geeignete Anordnung der Definitionen,

Bezeichnungen und weiter durch vorsichtige Ausdrucksweise jede Unklarheit

und Unsicherheit vermieden werden kann.“

In dem hier ausgesprochenen Sinn glaubt der Verfasser die Erérterungen

dieses Abschnitts als Beitriige zu einer Revision der Newtonschen Bewegungs-
11%
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gesetze bezeichnen zu diirfen. Als fundamentale Gesetze fiir die Bewegung
der Korper bleiben danach bestehen:

1. Das Beharrungsgesetz in der modifizierten, 5. 32 angegebenen
Form.

2. Das Gesetz fiur den Zusammenhang zwischen Kraft, Masse und
Beschleunigung, das nicht als eine blofle Definition, sondern als
ein der Erfahrung entnommenes Gesetz von uneingeschrinkter Giiltig-
keit anzusehen ist.

3. Das Unabhingigkeitsgesetz, das an die Stelle des Gesetzes der
Aktion und Reaktion zu treten hitte, und demzufolge die durch
eine Kraft an einem Massenpunkte hervorgebrachtc Beschleunigung
unabhiingig ist von dem jeweilig schon vorhandenen Bewegungs-
zustande des Punktes!?).

15. Bewegungshindernisse. Krummlinige Bewegung lings einer festen
Wand. Wir werden nun auch die am Schlusse von Nr. 7 aufgeworfene Frage,
ob Widerstinde bewegende Krifte sind, in verneinend em Sinne entschieiden.
Widerstinde sind vielmehr stets als mit Massen gleichwertig zu erachten.
Und auch die gelegentlich des Beharrungsgesetzes in Betracht gekommenen
Bewegungshindernisse schliefen sich hinsichtlich ihrer Wirkung eng an
den unelastischen Stof an. Beim Luftwiderstand wird ein Teil der Be-
wegung von einem bewegten auf einen ruhenden Korper tibertragen, wes-
wegen sich z. B. beim Pendel der Luftwiderstand wie eine Vermehrung der
Masse des Pendelkdrpers in Rechnung setzen lif8t. Bei der Reibung wird
ebenso wie bei einem schiefen Stoffi ein Teill der Bewegungsenergie in De-
formationsarbeit oder Wiarme iibergefiihrt. Die Verminderung der Geschwin-
digkeit, die im einen wie imn andern Falle eintritt, erkléirt sich ausreichend
aus den Gesetzen der Bewegungsiibertragung von einer Masse auf eine
andere, ohne daf§ es einer besonderen Kraft im Newtonschen Sinn bediirfte.
Man hat zwar von einer bewegenden Kraft der Reibung gesprochen,
indessen erscheint bei genauerem Zusehen das Mitnehmen durch die
Reibung nur als eine Form derselben Bewegungsiibertragung wie beim
unelastischen Stofl.

Durch dieses Ergebnis wird iiberdies auch die Fassung gerechtfertigt,
die oben (S. 32) dem Beharrungsgesetz gegeben worden ist.

Aus dem Bisherigen ergibt sich endlich, dafl auch bei der Bewegung
eines materiellen Punktes lings einer gekriimmten unelastischen Wand
keine Reaktionskraft der Wand anzunehmen ist. Nur vermdége ihrer Eigen-
schaft als unbewegliche Masse beeinflufit die Wand den Bewegungsvorgang,
indem sie eine vertikal zu ihr gerichtete Bewegungkomponente aufhebt.
Damit ist die in Nr. 8 aufgeworfene Frage beantwortet, und es ist fiir diesen

1y Hoflers Physik, S. 49.
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Fall das Aufireten einer auch nur sekundiren Zentripetalkraft endgiiltig
verneint. Nur im uneigentlichen Sinn kann man hier von einer Zentripetal-
kraft sprechen, indem man diese als eine solche Kraft einfiihrt, die den
EinfluB der festen Wand ersetzt. Diese Zentripetalkraft wire also gemiB
Nr. 12 blofl eine substituierte Kraft.

Ist dagegen die Wand elastisch, so wird infolge des von dem be-
wegten Korper ausgeiibten Druckes ein Reaktionsdruck der Wand ins Spiel
treten. Wie schon in Nr. 8 gezeigt, wird bei vollkommener Elastizitit der
Reaktionsdruck dem Drucke gleich sein; man kann den Vorgang dann so
auffassen, als trite bestindig zu den beiden Komponenten der Geschwindig-
keit (also zu dieser selber) der durch die eine von ihnen hervorgerufene
Reaktionsdruck der Wand hinzu und bewirke die bestindige Ablenkung
von der geraden Richtung, spiele also die Rolle einer Zentripetalkraft. Wir
haben dann in der Tat einen Vorgang, der auch hinsichtlich des Kréftespiels
vollig der freien Zentralbewegung entspricht. Nur dafl die Zentripetalkraft
hier eine sekundire, durch die Bewegung erst hervorgerufene ist. Wir
wollen diese sekundiare Kraft kiinftig als induzierte Kraft bezeichnen.

Mit dem bewegten Korper schreitet an der elastischen Wand ein
Spannungszustand entlang (vgl. Nr. 8). Es wird zwar mit der elastischen
Spannung zugleich eine (voriibergehende oder zum Teil bleibende) Defor-
mation Hand in Hand gehn; aber diese wird bei gleichméfliger Beschaffen-
heit und gleicher Kriimmung der Bahn iiberall gleich grof sein, und der
Korper wird in einem Kreise umlaufen, dessen Umfang nur um ein ge-
ringes vergroflert ist. —

Uber die Bewegung eines an einem Faden in Umschwung versetzten
Korpers wird erst in Nr. 22 Niheres dargelegt werden.

1V.
Die Zentrifugalkraft an rotierenden Korpern.

16. ﬁbergang. Wir denken uns wieder eine Kugel mit einer
gewissen Geschwindigkeit von tangentialer Richtung an die Wand des
frither (Nr. 8) angenommenen zylindrischen Gefdfies gebracht, nunmehr aber
auch das GefiB mit genau gleicher Geschwindigkeit gedreht. Dann wird (nach
Eintritt des stationiren Zustandes) die Kugel stets an derselben Stelle der
Wand bleiben, und es wird auch auf diesen Fall die Poissonsche Betrach-
tung Anwendung finden. Wir gelangen so zur Einsicht in das Verhalten
der Teile eines rotierenden Korpers gegen einander.
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Auch hier ist also eine Zerlegung der Geschwindigkeit vorzunehmen,
und auch hier ist der von der Komponente » sin ¢ herriihrende, nach aufien
gerichtete Druck das Primédre, der Gegendruck der Wand, sofern diese
vollkommen elastisch ist, das Sekundire.

Denken wir uns endlich die Kugel mit der Wand fest verbunden
(also als einen Teil der Wand) und das Ganze in Rotation versetzt, so er-
halten wir den bei Betrachtungen iiber die Schwungkraft gewohnlich zu-
grunde gelegten Fall eines rotierenden Korpers.

Nicht wesentlich verschieden hiervon ist der an einem Faden im
Kreise umlaufende Korper, wenn wir voraussetzen, daf diesem seine Ge-
schwindigkeit nicht durch einen Zug der Hand am Faden, sondern durch
einen einmaligen Stofl in tangentialer Richtung erteilt sei, und daf
von der Schwere des Kérpers abgesehen werde.

17. Der am Faden rotierende Massenpunkt. Wir betrachten gemaif
den eben gemachten Voraussetzungen einen Korper, dessen Volumen so
klein sei, dafl wir ihn als einen Massenpunki ansehen und allen seinen
Teilen die gleiche Geschwindigkeit zuschreiben kénnen.

Auch fiir ihn gilt, da die Bewegung keine freie ist, die Poissonxsche
Zerlegung. Wieder wird » sin 6 durch den Widerstand des Fadens aufge-
hoben. Wire der Faden eine unelastische starre Linie, so wiirde diese Kom-
ponente einen einseitigen Zug in der Richtung nach aufien, d. h. einen
zentrifugalen Zug hervorbringen, und dieser Zug wiirde durch die starre
Verbindung auf die Achse tibertragen werden, die ihrerseits durch ihre feste
Verbindung mit dem Erdkoérper dem Zug eine unendlich grofie Masse ent-
gegensetzt. Ist der Faden elastisch, so bleibt der Zug und die Wirkung
auf die Achse dieselbe, und der Faden nimmt iiberdies einen Spannungs-
zustand an, der auf das Auftreten einer induzierten elastischen Gegen-
kraft (Nr. 15) zurtickgefiihrt werden kénnte. FEs verdient aber Beachtung,
dafl eine solche elastische Gegenkraft kein notwendiges Zubehér zu dem
Vorgang ist; sie folgt nicht aus der Rotation selbst, sondern aus der hinzu-
kommenden und fiir das Verstindnis wie fiir das Zustandekommen des Vor-
gangs nicht unbedingt erforderlichen Voraussetzung einer elastischen Ver-
bindung zwischen dem Ko&rper und der Achse. Das elastische System ist
auch in diesem Falle ein Zwischenglied, das an dem Hauptvorgang, der
Wirkung des im Kreise bewegten Koérpers auf die Achse, nichts #ndert.

Auf die Voraussetzung einer solchen elastischen Verbindung und der damit
gegebenen Reaktionskraft — die als Zentripetalkraft (vgl. Nr. 5) eingefiihrt
wird — ist aber die heut allgemein {ibliche Behandlung des Rotationsvorgangs
gegriindet. Und wir kénnen nun auch den Irrtum klar durchschauen, dem
man hierbei anheimzufallen pfiegt. KEs bezeichne (Fig.15) » die tangentiale
Geschwindigkeit, ¢« und & ihre Komponenten in Richtung des nichsten Bahn-
elementsund senkrecht dazu, ¢ die von einer gleichzeitig auftretenden elastischen
Reaktionskraft hervorgerufene Beschleunigung,so heben sich » und ¢ auf,und der
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Korper bewegt sich allein vermdge der Komponente « weiter. Sieht man den
Vorgang aber so an, als ob eine von selbst auftretende Zentripetal-
kraft mit der urspriinglichen tangentialen Geschwindigkeit » zusammen-
wirkte, so entfidllt jede Moglichkeit, nun noch eine eigene Zentrifugalkraft
in der Mechanik des Vorgangs nachzuweisen. Daher das Wort von der
sSogenannten® Zentrifugalkraft bei

HerLmaoLrz!). Man iibersieht eben, 5] o
dafl jene Zentripetalkraft erst fL——7 -
durch diese Zentrifugalkraft Fig. 15.

hervorgerufen zu denken ist.

Wir miissen aber noch hinzufiigen, dafl auch von der Achse eine Re-
aktionskraft ausgehen kann. Die Achse sei als unbeweglich, d. h. durch ihre
Achsenlager mit der Erde fest verbunden vorausgesetzt. Ist die Achse iiber-
dies unbiegsam (starr), so wird, wie der Druck gegen eine unelastische
Wand ohne Gegendruck, auch hier der Zug des bewegten Koérpers ohne Ge-
genzug bleiben und eine elastische Gegenwirkung nur von dem Faden aus-
gehen koénnen. Ist die Achse elastisch (d. h. besitzt sie Biegungselastizitiit),
dann wird auch in ihr eine Gegenkraft geweckt werden, die man wieder
als Reaktionskraft bezeichnen kann.

Es ist ohne weiteres klar, daf es eine vollige Verkehrung des Sach-
verhalts ist, wenn man in diesen Fillen von einer vermeintlichen Reaktion
des im Kreise umlaufenden Koérpers redet. Eine solche ist ebensowenig
wirklich wie die ,Trigheitskraft® bei einem 1in freier Zentralbewegung
laufenden Koérper (Nr. 4).

An dieser Stelle 16st sich wieder eine der Schwierigkeiten, mit denen
H. HerTz den Begriff der Zentrifugalkraft verkniipft findet. HEerTz fragt,
nachdem er die Schwungkraft gemifl dem konsequent durchgefiihrten New-
ToNnschen System als eine uneigentliche bezeichnet hat: ,Aber wo bleiben
alsdann die Anspriiche des dritten Gesetzes, welches eine Kraft fordert, die
der tote Stein auf die Hand ausiibt, und welches durch eine wirkliche Kraft,
nicht durch einen blofflen Namen befriedigt sein will?“ — Wir kénnen dem
jetzt entgegenhalten, dafl weder die Schwungkraft selbst als uneigentlich,
noch das dritte Gesetz NewTons als auf diesen Fall schlechthin anwendbar
bezeichnet werden mufl, daff demnach Dbeide Glieder des vermeintlichen
Widerspruchs hinfillig werden.

18. Exkurs iiber die schiefe Ebene. Die Verwirrung, zu der die
Einfiihrung der Reaktionskrifte in der Mechanik Anlafl geben kann, sei noch
an einem einfachen Schulbeispiel verdeutlicht. Wenn sich auf einer schiefen
Ebene von der Neigung o ein schwerer Koérper m befindet, so 148t sich die
vertikal nach unten gerichtete, durch m g dargestellte Kraft in zwei Kom-
ponenten zerlegen, von denen die eine, m g sin ¢, in der Richtung der schiefen

1y Vgi. oben S.19, Anm. 2 und iiberdies S. 29.
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Ebene, die andere, m g cos «, senkrecht zu ihr gelegen ist (Fig. 16 a). Die
erste (a) bestimmt die Bewegung lings der schiefen Ebene, die zweite (¢)
wird durch den Widerstand der schiefen Ebene aufgehoben und erscheint
als Druck gegen die Ebene.

Man pflegt nun hiufig den Reaktionsdruck ¢’ einzufiihren, den die
widerstehende Fliache auf den Koérper ausiibt, und der dem Drucke ¢ gleich
und entgegengerichtet sein soll (Fig. 16 b). Man setzt diesen mit der Kraft
der Schwere, also m g nach dem Parallelogramm der Krifte zusammen und
erhilt als Resultierende die bewegende Kraft lings der schiefen Ebene, also
a = m g sin «. Bei diesem Verfahren ersetzt man, wie friither nachgewiesen
die vorgeschriebene Bahn durch eine Kraft, die daher als eine substituierte
Kraft (S. 53) zu bezeichnen ist.

Fig. 16 a. Fig. 16 b. Fig. 18 c.
Nur wenn wenigstens einer der beiden Korper — der bewegliche
Korper oder das Material, aus dem die schiefe Ebene besteht — vollkommen

elastisch wire, konnte man von einer wirklich vorhandenen elastischen
Gegenkraft ¢’ reden. In der Regel aber wird diese Voraussetzung, die auch
nicht allgemein genug wire, nicht gemacht, man spricht nur von der Re-
aktionskraft der festen Ebene schlechthin.

Inwiefern die Einfiihrung einer solchen substituierten Kraft ihren guten
Sinn hat, ist friher (Nr. 11) dargelegt. Es ist aber eine Versiindigung am
gesunden Sinn der Lernenden, wenn man ihnen zumutet, diese Fiktion ohne
weiteres als eine Realitéit zu nehmen und damit zu arbeiten. Es wird dadurch
die Schablone an die Stelle des Naturverstindnisses gesetzt.

Die erste Darstellungsart ist sozusagen physikaliseh, die zweite ist von
mathematischem Charakter, sie ersetzt die natiirlichen Bedingungen durch
ein Schema, das zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen sehr bequem
ist, bei dem man aber nicht vergessen darf, dal es an Stelle der schiefen
Ebene gesetzt ist und strenggenommen deren Vorhandensein ausschliefit.
Genau das gleiche gilt auch fiir die in der vorigen Nr. behandelte
Einftihrung der Zentripetalkraft bei der gezwungenen Kreisbewegung.

Es sei endlich schon hier noch auf eine dritte Betrachtungsweise hinge-
wiesen, auf die wir spéter (in Nr. 24) zurtickkommen miissen. Man kann nimlich
die Bewegungsaufgabe auch auf ein Gleichgewichtsproblem zuriickfiihren,
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indem man (wie in der Nebenfigur Fig. 16c¢) zu den im Fall 2 als vorhanden
gedachten beiden Kriiften noch eine dritte hinzufiigt, die der Resultierenden
der ersten beiden gleich, aber gntgegengesetzt gerichtet ist, und kann nun
fiir alle drei Krifte die Gleichgewichtsbedingung aufstellen. Natiirlich ist
die hinzugefiigte neue Kraft eine fingierte, in Wirklichkeit nicht vorhandene.
An der ganzen Kriftekombination ist allein die Schwere wirklich, die Re-
aktion der schiefen Ebene ist substituiert, die dritte ist fingiert.

19. Der rotierende Korper. Die in Nr. 17 angestellten Betrachtungen
lassen sich unmittelbar auf einen Korper, der um eine feste Achse rotiert,
anwenden. Wir setzen auch hier wieder voraus, dafl dem Korper nicht
durch eine etwa am Umfang der Achse wirkende Kraft fortwidhrend neue
Bewegungsimpulse zugefiihrt werden, sondern daB der Korper durch eine
einmalige Einwirkung in Rotation versetzt ist und bei AusschlieBung von
Bewegungswiderstinden mit konstanter Winkelgeschwindigkeit weiter rotiert.
Wir denken uns den Koérper in sehr diinne Scheiben senkrecht zur Achse
zerlegt und aus einer solchen Scheibe einen Sektor von sehr kleinem Zentri-
winkel herausgeschnitten (Fig.17). Denken wir diesen wieder durch Schnitte senk-
recht zur radialen Richtung =zerteilt, so er-
halten wir Korperelemente, fiir deren jedes ——r T 1T T 1 1|
die obigen Betrachtungen gelten. Jedes dieser
Elemente wird in radialer Richtung eine Zentri-
fugalkraft von angebbarer GréBe ausiiben und die Zentrifugalkrifte aller
werden sich zu einer an der Achse angreifenden Zugkraft vereinigen. Ist die
Masse des Korpers symmetrisch um die Achse verteilt, so werden sich je
zweli entgegengesetzte Zugkrifte aufheben, und die Achse wird, abgesehen
von der Spannung, keine einseitige Beanspruchung erfahren. Ist jene Voraus-
setzung nicht erfiillt, so treten die bekannten Einwirkungen des rotierenden
Korpers auf die Achse ein.

Hierbei ist es gleichgililtig, ob der Zusammenhang der FElemente des
Korpers als starr oder als elastisch gedacht wird. Im ersten Fall summieren
sich die gleichgerichteten Zugkrifte ohne weiteres, im zweiten Fall treten
zwischen den Elementen elastische Spannungen auf, die aber an der Krifte-
verteilung nichts #ndern, sondern nur die Ubertragung der Zugkrifte von
der Peripherie auf die Achse vermitteln.

Eine eigentliche Reaktion kann auch hier nur von seiten der Achse,
sofern diese Biegungselastizitit besitzt, ausgeilibt werden, ist sie starr, so
entfillt wie frither jede No&tigung zur Annahme einer besonderen Reaktions-
kraft. Findet die Rotation um eine freie Achse statt, so bestimmt sich deren
Lage eben dadurch, dafl die an ihr auftretenden entgegengesetzten Zentri-
fugalkrifte einander aufheben.

Man hat gemeint!) aus der Art, wie Poinsor die Rotation der Koérper be-

Fig. 17.

") M. Koppe. Zeitschr. f. d. phys. u. chem. Unterricht IlI, 307.
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handelt, entnehmen zu sollen, dafi Poinsor zu den vorhandenen, an jedem
Molekiil angreifenden Kridften noch je zwei neue, einander gleiche und ent-
gegengesetzte Krifte in der Richtung des Radius hinzugefiigt habe. Dies ist in-
dessen nicht der Fall. Poinsor sagt vielmehr ganz deutlich!): ,Aus der
Rotation selbst entspringen fiir alle gleichen Molekiile des Xoérpers
Zentrifugalkrifte, die den Radien der von diesen Molekiilen beschriebenen
Kreise proportional sind und mit ihnen gleiche Richtung haben.

Dafl Poinsor den wahren Sachverhalt so klar durchschaut, nimmt nicht
wunder, denn dieser geniale Mathematiker zeigt gerade in der hier in Be-
tracht kommenden Schrift das bewullte Bestreben, sich von den Fesseln des
iiberlieferten mathematischen Formalismus freizumachen. ¥r sagt u. a.:
yHiten wir uns zu glauben, dall eine Wissenschaft am Ende angelangt sei,
wenn man sie auf analytische Formeln zuriickgefiihrt hat. Nichts tiberhebt
uns der Pflicht, die Dinge selbst zu studieren und uns Rechenschaft von den
Ideen zu geben, die den Gegenstand unserer Spekulationen bilden.“?)

Um so bemerkenswerter ist es, daBl auch G. KircaporrF uns ein ein-
wandfreier Zeuge fiir die Richtigkeit unserer Auffassung von der Zentrifugal-
kraft sein kann. Er leitet®) die Verdnderungen ab, die an den Gleichungen
der Krifte auftreten, wenn man sie statt auf ein ruhendes, auf ein sich mit
dem Korper drehendes Koordinatensystem bezieht. Durch einfache Trans-
formationen ergibt sich, daf in dem bewegten System noch neue Krifte zu
den vorhandenen hinzugefiigt werden miissen, wenn die Bewegungen richtig
beschrieben werden sollen. Diese Krifte sind die Zentrifugalkrifte, die
durch Ausdriicke von der Form:

mwx', mw?y', mw Vo't & y'?
dargestellt sind. Kirccuorr driickt sich folgendermafien aus:

,Bei einem System von materiellen Punkten, welche ohne Anderung
ihrer relativen Lage mit gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit um eine
Achse rotieren, kann man, um die Beziehungen zwischen den Kriften zu be-
urteilen, die auf sie wirken, von der Rotation absehen, falls man zu diesen
Kriften die Zentrifugalkrifte hinzufiigt, die der Rotation entsprechen.®

Und speziell beziiglich der Bewegungen der Korper auf der rotierenden
Erde:

,Man darf bei ihnen von der Rotation der Erde absehen, wenn man
zu den auf die Korper wirkenden Kriften die dieser Rotation entsprechenden
Zentrifugalkrifte hinzufiigt . . . Die Schwere ist die Resultante aus der An-
ziehung, die die Masgeneinheit von der Erde nach dem Gesetz der Gravitation

1) Poinsot, Théorie nouvelle de la rotation des corps, im Anhang zu den Kléments
de statique, 8. ed., Paris 1842, p. 503.

2 a. a. 0., p. B09, vgl. das Motto vor dem Vorwort dieser Abhandlung.

3) G. Kirchhoff, Vorlesungen tiber Mechanik, 9. Vorlesung.
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erfihrt, und der aus der Rotation der Erde entspringenden Zentri-

fugalkraft; diese Resultante ist es, welche durch die . .. Pendelversuche
gemessen wird.“!)

Es unterliegt hiernach keinem Zweifel, daf Kircusnorr hier die Zentri-
fugalkrifte als reale Krifte einfiihrt. Es konnte allerdings der Schein ent-
stehen, als ob das Auftreten dieser Zentrifugalkrifte nur die Folge einer
Koordinatentransformation, also einer rein formalen Operation sei, womit dann
freilich die Realitdt dieser Krifte verneint wiirde.

So ist aber die Sache nicht zu verstehen. Sind namlich (bei Kircunorr)
die auf die einzelnen materiellen Punkte wirkenden Krifte fiir das ruhende
Koordinatensystem mit #, y, z bezeichnet, dagegen fiir das bewegte System mit
', y', ¢, so miissen zu letzteren noch (bei Drehung um die z-Achse) die
Krifte m w?2’, m w?y’ hinzugefiigt werden, wenn man die Bewegung in bezug
auf das bewegte System darstellen, also von der Drehbewegung des Korpers
absehen will. Diese Zusatzkrifte sind in den Xriften @, ¥, £ auch schon
enthalten, sie treten nur nach der Transformation gesondert von den auf
das bewegte System beziiglichen Kriften z' 3’ 2z’ hervor. Sie bedeuten also
die Anderungen, die infolge der Drehbewegung in den Kriftebeziehungen
des Korpers hervorgerufen werden?).

Daf diese Krifte keine fiktiven oder Ersatzkrifte sind, lehrt schlief3-
lich vor allem die Erfahrung, die uns bei jeder Drehbewegung die von
diesen Kriften bewirkten Spannungen nachweist. Den Technikern ist diese
Erfahrung so gelidufig, daf sie sich am wenigsten mit dem Wegdisputieren
der Zentrifugalkraft von seiten der analytischen Mechanik haben befreunden
konnen. Besonders kennzeichnend in dieser Richtung ist eine AuBerung des
hervorragenden englischen Ingenieurs Prof. Joun PERRY?):

»,E8 gibt allerdings gewichtige Stimmen, die sich gegen diesen Aus-
druck (Zentrifugalkraft) erkliren, aber alle unsere Ingenieure gebrauchen
ihn, und daher benutze ich ihn gern, wihrend unsere hervorragenden Kritiker

zu allen moglichen schindlichen Sprachverrenkungen greifen, um ihn zu
vermeiden.

20. Die Behandlung der Zentrifugalkraft bei Huygens. KEs ist nun
lehrreich zu sehen, wie weit die #lteste Bebhandlung des Gegenstandes bei
Huveens%) mit unserer Auffassung iibereinstimmt. Huveexs geht aus von

1 a.a. O., S. 88, 89.

2) KirRCHHOF!1 s Betrachtungen beziehen sich nur auf den einfachsten Fall, dal die
Koordinaten der betrachteten Massenpunkte beziiglich des rotierenden Koordinatensystems
von der Zeit unabhiingig sind. Ist dies nicht der Fall, so treten noch die Coriolisschen
Krafte auf, von denen M. Korru eine schdne elementare Darstellung gegeben hat. (Ztschr.
f. d. phys. U. X, 16.)

%) John Perry, Der Drehkreisel, deutsch von A. Walzel, Leipzig 1904, S. 46.

4) Christian Huygens’ nachgelassene Abhandlungen, herausgegeben von F. Haus-
dorff. Ostwalds Klassiker Nr. 188, S. 85 {f. Es mull hier bemerkt werden, daB E. Mach
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der Betrachtung des Zuges, den ein schwerer Koérper auf einen Faden, an
dem er hiangt, ausiibt, und setzt diesen Zug in Beziehung zu der Beschleu-
nigung, die derselbe Korper beim freien Fall erleiden wiirde. Auf einer
schiefen Ebene ist sowohl der Zug als auch die Beschleunigung in gleichem
Mage vermindert. Wenn nun zwei gleich schwere Koérper, an Faden aufgehingt,
mit der gleichen Beschleunigung in der Richtung des Fadens zu entweichen
streben, so ist auch die Anspannung der Fidden die gleiche, ubnabhingig
davon, woher jenes Streben entspringt. Und zwar ist hierbei nur der An-
fang der Bewegung in Betracht zu ziehen unter Beschrinkung auf ein un-
begrenzt kleines Zeitteilchen. Dies wird an einer Kugel erldutert, die, an
senkrechtem Faden hingend,
den oberen Innenrand einer
Halbkugelfiiche beriihrt und
losgelassen wird. Ist das oberste
Element der krummen Fliche
vertikal, so wird die Fallbe-
schleunigung im ersten Moment
die gleiche sein wie beim freien
Fall. Es kommt daher fiir die
Beurteilung des Zuges auch nur
diese anfingliche Bewegung in
Betraeht, nicht aber die weiter-
hin folgende, durch die Gestalt
der krummen Fliache veridnderte.

Nach dieser Vorbereitung
wird ein Rad B G betrachtet,
das sich um den Mittelpunkt 4
in einer horizontalen Ebene
dreht (Fiig. 18), und es wird von der Schwere abgesehen. Ein an der Peripherie
befestigtes Kiigelchen hat, in B angelangt, das Bestreben, lings der Tan-
gente B D fortzufliegen. Wir denken uns das Rad so gro8, daf ein Mensch auf
der Peripherie stehen kann, und dieser moge in seiner Hand einen Faden halten,
an dessen anderes Ende eine Bleikugel gebunden ist. Der Faden erleidet
dann eine radial nach auflen gerichtete Spannung, ebenso als wenn er bis
nach dem Mittelpunkt hin verlingert und dort befestigt wire. Um dies
einzusehen, tragen wir auf der Peripherie kleine gleiche Bégen B E, EF . ...
ab und zeichnen auf der Tangente die kleinen gleichen Strecken B C, C' D ..
die die Kugel, wenn sie: freigelassen wiirde, in denselben Zeiten zurick-

7 (280 ; §

Fig. 18.

legte. Die Kugel wiirde demnach, wenn der Mensch in E angelangt ist,

in seiner Mechanik, die im iibrigen die Gedanken der groBen Forscher so meisterhaft
darzustellen weill, doch der originalen Betrachtungsweise von Huygens nicht gerecht
wird, sondern den Gegenstand in zu moderner Beleuchtung vorfiihrt.
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sich in C befinden; wenn jener in %7 anlangt, in D usw., sie wiirde also in
der Tat streben, sich von demn Rade zu entfernen.

Allerdings werden die Punkte ¢, D . . nicht genau in den Verldnge-
rungen der Radien 4 K, A F . . liegen, sondern ein wenig nach 5 hin von

diesen Linien abstehen. L#igen die Punkte (| D genau auf den Verlin-
gerungen der Radien, so wiirde die Kugel sich genau in radialer Richtung
zu entfernen streben, und zwar im ersten Zeitteilchen um Z ¢, in den beiden
ersten um F D usf. Diese Strecken £ C, FFD . . aber wachsen wie die
Quadratzahlen 1, 4, 9, 16 u. s. f. Je Lkleiner die Kreisbogen 2 K, EF ..
angenommen werden, desto genauer wird dies zutreffen, und man darf daher
im Anfang es so ansehen, als sei gar keine Abweichung vorhanden.

Eine nihere Betrachtung zeigt dann, dafl die Bahn, die die abfliegende
Kugel relativ zu dem Punkte des Abfliegens beschreiben wiirde, eine Kreis-
evolvente ist, die im Anfangspunkte den Radius des Kreises beriibrt. Auch
hieraus ergibt sich wieder, dafl die Richtung der abfliegenden Kugel im
Anfang ihrer Bewegung als senkrecht zur Peripherie des Rades anzusehen
ist. Der Faden, woran sie befestigt ist, wird demnach nicht anders gespannt,
als ob die Kugel lings des verlingerten Fadens zu laufen strebte. Und
auch das Streben einer auf dem gedrehten Rade befestigten Kugel ist nicht
anders, als ob sie sich auf der Verlingerung der Geraden, die den Mittelpunkt
mit thr verbindet, fortbewegen wollte, und zwar mit einer beschleunigten
Bewegung, womit sie in gleichen Zeiten Strecken, die wie die Zahlen 1, 3,
5, 7 . . zunehmen, zuriicklegen wiirde. Es geniigt auch, dal diese Pro-
gression am Anfang innegehalten werde; denn hinterher mag die Kugel
nach irgend welchem anderen Verhiltnis oder Bewegungsgesetz fliegen, das
hat dann keine Beziehung mehr zu dem Streben, das vor dem Beginn der
Bewegung vorhanden ist. Dieses Streben aber ist demjenigen sehr &hnlich,
mit dem an KFidden hingende schwere Korper zum Herabfallen drédngen.
Daraus werden wir auch schlieBen, dafl sich die Zentrifugalkridfte!) un-
gleicher bewegter Korper, die jedoch auf gleichen Kreisen mit gleicher Ge-
schwindigkeit geschwungen werden, zueinander verhalten wie die Gewichte
der Koérper oder wie die Massen. . . Wiahrend aber der Antrieb zum Fallen
fiur dieselbe Kugel immer gleich ist, so oft sie an einem Faden aufgehingt
wird, so ist andererseits das Streben einer im Kreise geschwungenen Kugel
desto kleiner oder gréfier, je langsamer oder rascher das Rad sich dreht.

Hieraus erwichst fiir Huygens die Aufgabe, die Gesetze festzustellen,
von denen die GrofBle der Zentrifugalkraft abhéngt. Er leitet diese auf um-
stindliche Weise in Form einer Reihe von Proportionen ab. Der Kern
seiner Betrachtungen ist jedoch in Liehrsatz 11 enthalten:

»sWenn gleiche bewegliche Korper auf denselben oder auf gleichen

Kreisen oder Riadern mit ungleichen Geschwindigkeiten rotieren, jedoch

1) Das Wort tritt hier zum erstenmal ohne vorhergehende Erliuterung auf.
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jeder mit gleichformiger Bewegung, so verhiilt sich die Kraft des schnelleren,
sich vom Mittelpunkt zu entfernen, zur Kraft des langsameren, wie die
Quadrate der Geschwindigkeiten.

Wir geben den Beweis unter Beibehaltung der leitenden Gedanken von
Huvaexs in folgender modernerer FEForm:

Es sei (vgl. Fig. 18) die Strecke B C auf der Tangente ebensogrofl wie der
Bogen B E. Sind nun B C und B I verschwindend klein, so kann nach dem
vorher Gesagten angenommen werden, dal C auf der Verlingerung des
Radius liegt. Ist nun A B = r, BC = v, so ergibt sich:

v? 72

9r

CE = AC— AE = Vr? ¥ ¢ — r =

Heiit die Zentrifugalbeschleunigung ;, so folgt weiter:

o2 22 ) 2
ey g? = = .
yr: = , woraus y = —

2 27

Diese Ableitung hat einige Ahnlichkeit mit der Ableitung e (in Nr. 3)
fir die Zentripetalbeschleunigung. Nur ist sie nicht den dort er-
hobenen Einwidnden ausgesetzt, auch war dort die Annahme einer gleich-
formig beschleunigten Bewegung eine willkiirliche, wahrend hier der
Charakter der Bewegung als einer gleichférmig beschleunigten nach den
vorausgegangenen Betrachtungen feststeht. —

Es bedarf kaum noch eines Wortes, wie sehr die klassische, vom
System noch unbeeinflulite Betrachtungsweise von Huveexs mit der in vor-
liegender Abhandlung vorgetragenen iibereinstimmt. KEs tritt auch hier
wieder deutlich zutage, dal bei der Rotation eine Kraft auftritt, die auf die
rotierenden Massenteilchen selbst in zentrifugaler Richtung wirkt, und die
ebenso wirklich ist wie der Druck, den ein Gewichtstiick von 1 Kilogramm
auf eine Tischplatte ausiibt.

21. Zentrifugalkraft und absolute Bewegung. Bereits NEwToNx hat die
Bedeutung erkannt, die der Zentrifugalkraft als einem Kriterium fiir das
Vorhandensein absoluter Bewegungen zukommt. Er sagt!):

»,Die wirkenden Ursachen, durch welche absolute wund relative
Bewegungen voneinander verschieden sind, sind die Fliehkridfte von der
Achse der Bewegung. Bei einer nur relativen Kreisbewegung existieren
diese Krifte nicht, aber sie sind kleiner oder grofler, je nach Verhilinis der
Grofie der Bewegung.“

NewToN selber hat also die Fliehkrifte als wirklich ,existierende,
nicht nur als ,sogenannte* Krifte angesehen. Die von uns vertretene Auf-
fassung, die den Anspruch erhebt den wirklichen Sachverhalt darzustellen,
bringt daher auch jene Newronxschen Uberlegungen, mindestens hinsichtlich
ihrer Voraussetzung, zu erneuter Geltung. Die Behauptung Newtons von

Y a.a. O., S. 29.
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der durch Fliehkrifte gegebenen Moéglichkeit, absolute Bewegung von re-
lativer Bewegung zu unterscheiden, ist neuerdings Gegenstand umfassender
Kontroversen gewesen!), die zumeist an ein von Newton bei derselben Ge-
legenheit beschriebenes Experiment (den sog. Iimerversuch) ankntipfen.
Insbesondere hat Macm geltend gemacht, es sei denkbar, dafl bei einem
Eimer mit meilendicken Wéinden sich Erscheinungen an dem im Eimer be-
findlichen, an der Rotation (anfinglich) nicht teilnehmenden Wasser heraus-
stellen konnten, die von derselben Art wiren, wie die bei Rotation des
Wassers relativ zur Umgebung auftretenden. Der experimentellen Priifung,
obwohl man eine solche versucht hat, ist dieser Einwand schwerlich zu-
gianglich. Aber es ist dagegen doch etwas Entscheidendes zu sagen. Rotiert
ein Korper um seine Achse, so 1ldBt sich, wie wir gesehen haben, aus den
Grundgesetzen der Mechanik das Auftreten der Fliehkrifte ableiten. Wer
es fiir gleichberechtigt hilt, die Umgebung als rotierend und den KXKorper
als ruhend anzusehen, dem fidllt die Verpflichtung zu nachzuweisen, daf
auch in diesem Fall aus den Grundgesetzen der Mechanik dieselben Er-
scheinungen fiir den nun als ruhend angesehenen Koérper sich ableiten
lassen. Solange dieser Nachweis nicht erbracht ist, schwebt die ganze Be-
hauptung in der Luft, und das Ausdenken von etwaigen Ergebnissen un-
moéglicher Experimente kann daran nichts dndern.

Am ersten noch mochte man auf dem Kircanorrschen Wege?) einen
derartigen Nachweis zu fiihren versucht sein, da dort die Gleichungen fiir
einen beliebigen Bewegungszustand eines Systems materieller Punkte in Bezug
auf ein ruhendes Koordinatensystem (z, y, 2) aufgestellt und dann auf ein be-
wegtes (2, y', 2') transformiert werden. Diese Transformation verliduft genau
so wie bei KircuHOFF, auch wenn man das neue KXoordinatensystem nicht
mit dem materiellen Koé6rper, sondern mit dem umgebenden Raum sich
drehend vorstellt. Die dann ebenfalls auftretenden Zentrifugalkrifte m w? o'
mw?y bedeuten dann ebenfalls Krifte, die zu den im System der ', 3, 2’
vorhandenen hinzugefiigt werden miissen, wenn man von der Drehung des
Systems absehen will. Aber diese Krifte gelten fiir das in Drehung befind-
liche System der z', ¥, 2', nicht fiir das der z, v, 2z, d. h. sie sind fiir das mit
dem ruhenden Korper fest verbundene Koordinatensystem (z, ¥, 2) nicht vor-
handen. Nun handelt es sich aber in unserem F¥Fall gerade um den Nachweis
solcher Krifte, die in bezug auf den als ruhend gedachten Korper auftreten.
Die KircuaorrFsche Methode versagt also in diesem Falle.

Auf die Kontroverse weiter einzugehen, haben wir hier keinen AnlaB.
Es sei nur noch bemerkt, dal auch in der Frage der Gleichwertigkeit des
koppernikanischen und des ptolemiischen Weltsystems aus der Anerkennung

1) Man vgl. besonders Mach, a. a. O., S. 237 ff.; Hofler, Studien z. gegenw. Philosophie
der Mechanik, S. 120 ff.
2y S. oben Nr. 20.
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realer Fliehkriifte eine Entscheidung folgt, die mit der als tatsdchlich er-
kannten absoluten Rotation der Erde auch das koppernikanische System als
das allein den Tatsachen entsprechende kennzeichnet.

22. Rotation unter Mitwirkung von Kbriiften. Die Einwirkung von
Kriften auf einen rotierenden Kérper kann vom Umfang oder von der Achse
aus stattfinden. Der erste Fall liegt vor, wenn man etwa ein Rad mit
der Hand durch Mitfiihrung des Radkranzes in immer raschere Umdrehung
versetzt, oder wenn man es durch einen darumgelegten Treibriemen in
Umlauf bringt. Hierbei kommt eine Vergréfierung der tangentialen Ge-
schwindigkeit zustande, die sich sofort, wie bei der Poissoxschen Zwangs-
bewegung, in die Kreisbewegung und in eine zentrifugale Komponente um-
setzt, welch letztere den zentrifugalen Druck vermehrt.

Wirkt die bewegende Kraft an der Achse, so treten Zerrungen und
Spannungen auf, die von der Achse auf den Radumfang hin gerichtet sind.
Man wird diese Ubertragung aber sich nicht so vorzustellen haben, als ob
dabei ein rein zentripetaler Zug auf die Teile des Rades erfolgt, sondern
die Wirkung wird wie an gewissen Stellen der Bahn eines Planeten (bei
der Bewegung vom Aphel nach dem Perihel) schrig vorwiirts gerichtet sein
und eine Vergréfierung der Umdrehungsgeschwindigkeit zur Folge haben.
Damit wird sofort auch der zentrifugale Druck zunehmen und dauernd den
grofieren Wert beibehalten, solange die Rotationsgeschwindigkeit unveriandert
bleibt. Auch hier also tritt die Zentrifugalkraft nicht als Reaktion, sondern
als unmittelbare Folge der Zwangsbewegung auf.

Hierher gehért endlich auceh der Fall, an den . HERrRTZ einen seiner
Einwinde ankniipft!): ,Wir schwingen einen Stein an einer Schnur im Kreise
herum, wir iiben dabei bewufitermafien eine Kraft auf den Stein aus; diese
Kraft lenkt den Stein bestindig von der geraden Bahn ab“ usw. Dieses
der gewshnlichen Erfahrung entnommene Beispiel liegt in der Regel zugrunde,
wenn von der Schwungkraft gesprochen wird, und nicht selten wird die von
der Hand ausgeiibte Kraft geradezu als Schwungkraft bezeichnet. Bei
niherer Betrachtung ist indessen gerade das Herumschleudern eines mit der
Hand an einem Faden gehaltenen Steins kein so einfacher Vorgang, daf man
daraus den Schluf ziehen diirfte, die Hand spiire ja fortwihrend den Zug,
der auf den Stein ausgeiibt werden miisse, um ihn von der geradlinigen Bewegung
abzulenken. Betrachtet man den Vorgang vielmehr vorurteilsfrei, so ergibt sich
etwa folgendes: Durch rasches Schriagaufwirtsziehen (Fig.19) des bei 4 ge-
haltenen Fadens wird auch der Stein in schnelle fortschreitende Bewegung ver-
setzt; wird nun die Bewegung der Hand plstzlich gehemmt, so bewegt sich der
Stein weiter und geht, da er sich am Faden befindet, in die zwangsliufige
Bewegung um den Aufhingungspunkt iiber. Aber selbst wenn seine Ge-
schwindigkeit so grofl ist, dafl er der Schwere entgegen die vertikale Kreis-

'Y H. Hertz, a. a. O. Man vgl. das Vorwort, S. 4.
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bahn bis zum hdchsten Punkt und dariiber hinaus durchliuft, so wird seine
Geschwindigkeit doch durch die sehr betrichtlichen Reibungswiderstande
derart vermindert, dal es einer neuen Einwirkung bedarf, um den Korper
wieder in hinreichend rasche Bewegung zu versetzen. Dies geschieht wie
bei der ersten Ingangsetzung durch einen raschen wund dann pldtzlich ge-
hemmten Zug, der bei nahezu wage-

.rechter Lage des Fadens auf diesen A/ - Aa’
ausgeiibt wird (Fig. 20). Hierdurch
aber wird nicht etwa eine Zentripetal-
kraft erzeugt, sondern dem Stein wird :
eine schnellere {fortschreitende Be-
wegung erteilt, die bei plotzlicher

Hemmung der Hand wieder in die p-- /

zwangslaufige kreisf6rmige Bewegung 3’\\’\‘/
tibergeht. Noch deutlicher wird der Y
Vorgang, wenn man einen am g,

Griff herumgeschwungenen Stock be- gig yg. Fig. 20.
trachtet.

Allerdings wird bei der Bewegung der Hand eine Komponente der
Zugkraft auch in zentripetaler Richtung wirken, aber das Wesentliche ist
die unmittelbare Vermehrung der Geschwindigkeit des Fortschreitens. Durch
derartiges intermittierendes Ziehen wird die Geschwindigkeit des umge-
schwungenen Koérpers immer von neuem wieder auf die Grofe gebracht, die
zum Durchlaufen der ganzen Kreisbahn erforderlich ist. Bei dem ruckweisen
Erteilen eines Geschwindigkeitszuwachses empfindet man jedesmal einen
Gegenzug, den man filschlich fiir einen unmittelbaren Beweis fiir das Vor-
handensein der Zentrifugalkraft genommen bhat. Doch handelt es sich hier
in der Hauptsache um einen Widerstand gegen die plétzliche Ubertragung
einer translatorischen Geschwindigkeit, also um eine analoge Erscheinung
wie bei der Bewegungstibertragung durch Sto. (In der Tat behandelt auch
Galilei am 6. Tage der Discorsi den plétzlichen Zug an einem Faden und
den StoB als vollig gleichartige Erscheinungen.)

Abh. z. Didaktik u. Philosophie der Naturw. IL 12
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V.
Das Zentrifugalpendel.

23. Die Schwingungsdauer des Zentrifugalpendels. Huveens selbst
wendet die von ihm gefundenen Gesetze fiir die Zentrifugalkraft in der
bereits genannten Schrift auf das Zentrifugalpendel
oder Kreispendel an. Die grundlegende Betrachtung
findet sich dort unter Lehrsatz VIII. Eswird ein Kérper
betrachtet (Fig. 21), der im Punkte 4 an einem Faden
A C befestigt ist und auf einem horizontalen Kreise
mit dem Radius B C rotiert. C FE ist die Spur einer
Normalebene zur Fadenrichtung. HuUvGENs sagt!):

»E8 steht nun fest, dal es die Zentri-
fugalkraft ist, die den Faden in dieser
C s Neigung gestreckt erhilt. Da der Kérper
gemifl seiner Schwere denselben Antrieb zum
E Fall besitzt, als ob er auf der Ebene CFE
Fig. 21. lige, die Zentrifugalkraft aber, der zufolge
er strebt, sich von der Achse 4B lings
I C zu entfernen, diesen Fallantrieb aufhebt,
so ist es notwendig, dafl die besagte Zentrifugal-
kraft gleich der Kraft sei, die in horizontaler
Richtang B ¢ wirkend den Korper C auf der
schiefen Ebene CFE festhalten wiirde.«

Huveexs leitet auf Grund dieser Uber-
legung fiir zwei Kreispendel zunidchst den
Satz ab, daB bei gleicher Kegelhdhe 4 B
und verschiedenen Ablenkungswinkeln die
Zentrifugalkrifte sich wie die Radien der
horizontalen Kreisbahnen verhalten.

Auf dieselbe Uberlegung griindet sich
die folgende sehr verbreitete Ableitung fiir
die Schwingungsdauer des Zentrifugal-
pendels (Fig. 22).

Fig. 22. a) Es sei, die Masseneinheit in C

vorausgesetzt, CC I7 die senkrecht zum

Faden gelegene Komponente der Schwungkraft C D = I, wund dem-

entsprechend C £ die ebenso gelegene Komponente der Schwere C ¢ = g,
dann ist die Bedingung fiir das Gleichgewicht:

CF = CE

oder:
kcosae = gsin «

Y Huygens, a. a. O., S. 52.
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woraus:
k= gtge
oder, wenn B C = p gesetzt wird:
4 72
’[nvz € = gtg e
woraus wegen p = [sin a folgt:

7 2"1/1008”'
9

Nur eine Variante hiervon ist es, wenn man die angenommene Zentri-
fugalkraft mit der Schwere zu einer Resultierenden (C I1) zusammensetzt, die
in die Richtung des Fadens fallt.

Diese Ableitung mufl von dem Standpunkte aus, der die Zentrifugal-
kraft als reale Kraft nicht anerkennt, selbstverstindlich verworfen werden;
dennoch findet sie sich in vielen Liehrbiichern, die
jenen Standpunkt einnehmen. Aber auch im Licht
unserer Auffassung ist die Ableitung und die ihr zu-
grunde liegende HuvceEnssche Betrachtung unhalt-
bar. Denn der Massenpunkt C erfiillt gar nicht die
Voraussetzung, unter der die Zentrifugalkraft ein-
gefiihrt und die Formel dafiir entwickelt worden ist.
Seine Zwangliufigkeit ist nicht von der Art, daB er
an eine kreisformige Bahn vom Radius 5 C gebunden
wire, sondern er kann sich auf der ganzen durch
den Radius 4 C bestimmten Kugelfliche bewegen.

b) Man hat gemeint, der Schwierigkeit zu
entgehen, indem man den Vorgang lediglich unter
dem Gesichtspunkt der Zentripetalkraft be-
handelte. Aus der Kreisformigkeit der Bahn “ 24
schlieft man, dafl auf den Massenpunkt eine Kraft Fig. 28.
wirken mufl, die ihn bestindig nach der Mitte des
Kreises zieht. Diese Kraft glaubt man zu erhalten, indem man (Fig. 23) die
Schwere ¢ ¢ in eine Komponente in Richtung des Kreisradius, und eine zweite
in Richtung der Verldngerung des Fadens zerlegt. Die zweite wird durch
den Widerstand des Fadens aufgehoben, die erste liefert die zur Erhaltung
der Kreisbewegung erforderliche Zentripetalkraft.

Bei diesem Verfahren ist in formeller Hinsicht der doppelte Irrtum
begangen, dall eine Kraftkomponente eingefiihrt ist, die grofier ist als die
gegebene Kraft, und daf andererseits die gegebene Kraft eine Komponente
haben soll, die senkrecht zu ihr steht. KEine derartige Zerlegung aber ist unzu-
lassig!). Das Unzutreffende des Verfahrens tritt auch in sachlicher Hinsicht

) Hierauf hat besonders Grimsehl gelegentlich eines Vortrages des Verfassers auf
der Jahresversammlung des Vereins zur Férderung des Unterrichts in der Mathematik und

den Naturwissenschaften in Halle (1904) hingewiesen. Die Sache sei wiederum an einem
12*
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darin zutage, dafl zur Erklidrung des Zustandekommens der zentripetalen
Beschleunigung die Fadenspannung gar nicht zugezogen wird, wihrend sie
doch bei der einfachen Zentralbewegung (nach der gewodhnlichen Darstellung)
als alleinige Ursache fungiert.

¢) Dem "eben erhobenen Einwand nicht ausgesetzt ist das folgende
Verfahren, das sich an die gewdhnliche Darstellung anschlieft. Man fiihrt
wie im friiheren Falle (§ 5) als mitwirkende Kraft die Spannung des Fadens
ein und setzt diese mit der Schwere zu einer Resiiltierenden zusaminen, die
nach dem Zentrum der Kreisbahn gerichtet ist. (Fig. 24.)

Gegen diese Darstellung aber ist derselbe Ein-
wand zu erheben wie gegen die fritheren (§ 5), namlich
Iy dafl nur die ,Reaktionskraft“ des Fadens in Betracht
gezogen, die eigentlich wirkende Kraft aber, die die
Reaktion des Fadens erst hervorruft, nicht ersichtlich ge-
macht ist.

A

Will man die Darstellung gleichwohl rechtfertigen,
. so mul man wie in jenem Falle die Reaktionskraft des
4 "‘TB Fadens als eine substituierte Kraft bezeichnen, die (wie
die Reaktion der schiefen KEbene in iﬂ“ig. 16) nur zum
Zwecke der Rechnung eingefiihrt ist. KEs gelten aber
gegen diese Behandlung dann alle in Nr. 18 erhobenen
Bedenken. Es wird das wahre Spiel der Kriifte bei dieser
pA Darstellung nieht klargelegt.

Fig. 24. 24. Die fingierte Zentrifugalkraft. Einen Ausweg,

umn die zuerst von IHuygens angegebene Betrachtungs-

weise des Zentrifugalpendels zu retten, hat A. Forrr!) angegeben. Es sei vor-

ausgeschickt, dafl auch A. ForrL der allgemein verbreiteten Auffassung folgt

und z. B. bei einem eine Kurve durchfahrenden Kisenbahnwagen von einer

Zentripetalkraft spricht, die die Schienen auf den Wagen tibertragen, wihrend

er den Druck des Wagens gegen das Geleise aus dem Gesetz der Wechsel-
wirkung ableitet. Dann aber sagt er:

Schulbeispiel verdeutlicht. Auf einen schweren Korper .J, der auf einer schiefen Ebene
liegt (FFig. 25), wirke eine Kraft parallel zur Basis der schiefen Ebene. Man findet dann
wohl angegeben, es sei die Schwere 4 /3 in die Komponenten .l ¢/
und A D zu zerlegen, der ersteren miisse die Kraft .1 /2 entgegen-
gesetzt gleich sein, wenn Gleichgewicht bestehen solle. In Wahr-
heit aber hat man .1 /5 in die Komponenten 4/ und G,
ebenso A £ in .{J und A K zu zerlegen, dann mdiissen . I und
D(i 'B .1 J entgegengesetzt gleich sein. Die Summe der beiden senk-
recht zur schiefen Ebene gerichteten I{omponenten 4 // und 4 G
ist gleich .f D: letztere ist daher nicht eine einfache Komponente
von o 3, wie das erste, unzulassige Verfuhren glauben machen will.
N AL Foppl, Vorlesungen ither technische Mechanik, Bd. I, § 14.

Fig. 2o
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~Nun ist aber auch noch ein villig verschiedener Gebrauch der Be-
szeichnung Zentrifugalkraft itblich. . . . An dem Eisenbahnwagen, den wir he-
.trachteten, konnen alle Kriifte, die an ibm wirken, nicht im Gleichgewicht
ymiteinander stehen, sondern wir wissen schon, dafl sie eine Resulticrende
sergeben miissen, die die Richtungsiinderung der Bewegung hervorruft.
,Trotzdem erscheint es aber erwiinscht, die Aufgabe auf ein Gleichgewichts-
sproblem zuriickzufithren. Das kann natiirlich nur willkiirlieh oder, wenn man
~will, gewaltsam geschehen, indem man sich noch eine Kraft hinzudenkt, die in
~Wirklichkeit gar nicht vorhanden ist. ... Wie man diese fingierte Kraft
,zul wihlen hat, um den tatsichlich vorliegenden Fall auf einen ihm ver-
,wandten Gleichgewichtsfall zuriickzufiihren, ist leicht einzusehen; sie mull
,die Resulsierende aller iibrigen Krifte, also die Zentripetalkraft, gerade auf-
yheben, also gleich grofl und entgegengesetzt gerichtet mit ihr sein.“

p»Damit kommen wir auf die Zentrifugalkraft in der zweiten Bedeutung
.des Wortes. Der Grofie und Richtung nach stimmt sie ilberein mit der
,vorher mit diesem Wort bezeichneten Kraft. Sonst ist aber der Unterschied
,sehr erheblich; wihrend die Zentrifugalkraft in der ersten Bedeutung
,physikalisch existiert und z. B. durch die elastischen Forminderungen, die sie
-an den Schienen hervorruft, nachgewiesen werden kann, ist die Zentrifugal-
Skraft im zweiten Sinne des Wortes eine willkiirlich eingefiihrte
~Rechnungsgrifie, die anlerdem an einem ganz anderen Koérper angreifend
sgedacht wird als jene. Es ist nun auch kilar, dafl man zu argen Fehlern
.verleitet werden kann, wenn man diese blof erdichtete Kraft des glecichen
,Namens wegen mit der tatsichlich vorhandencen verwechselt.“')

ForrL weist ausdriicklich darauf hin, dafl der Kunstgriff, der hier zur
Einfihrung einer ,fingierten“ Zentrifugalkraft diene, nichts anderes als eine
Anwendung des d’Alembertschen Prinzips sei. Wennschon sie ver-
mieden werden konne, sei sie doch zur bequemeren Durchfiibrung der Be-
trachtung recht wohl geeignet. Das cinfachste Beispiel fiir dieses Verfahren
ist bereits oben (Nr. 18) bei.der schiefen Ebene angefihrt. IForrL crliutert
es an dem Beispiel des Eisenbahnwagens auf gckrimmtem Geleise. Ibenso
einfach ist die Anwenduug auf das Zentrifugalpendel.

Es seiwieder(Fig.26)dieauf den Massenpunktwirkende Schwere dargestellt
durch C G, die Fadeunspannung durch (' 7/, die fingierte Zentrifugalkraft
durch ¢ 1), dann mufl nach dem vorher Gesagten letztere mit den ersten
beiden im Gleichgewicht stehen, oder die Resultierende aus C'G und CD
mufBl in die Richtung des Fadens fallen. Daraus folgt dann leicht, wie aus

1 Auf die Notwendigkeit der Unterscheidung zweier Arten von Zentrifugalkraft hat
schon 1888 E. Maiss aufimerksam gemacht in dem Aufsatze ,Zur Lehre von der Zentral-
bewegung und den dabei auftretenden Kriften“ (Zeitschr. f. Realschulw. XI1I, 201 —217; vgl.
Zeitschr. f. d. phys. Unterr. I, 271). Er trennt von der Zentrifugalkraft die sogenannte
yFliehkraft“; diese sei gar keine besondere wirklich auftretende Kraft, sondern nur eine
Hilfsvorstellung zur leichteren mathematischen Beschreibung der Tatsache, dafl in gewissen
Fallen von kreisformiger Bewegung eine nachweishare Verminderung der fur die Zentripetal-
wirkung disponiblen Krafte des Systems cintritt.
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den friiheren Figuren, die Beziehung zwischen Geschwindigkeit, Radius und
Schwere.

Es zeigt sich hier also aufs deutlichste, daB die von Huvcens in diesem
Fall benutzte Zentrifugalkraft keine wirkliche Kraft bedeutet. Sein Ver-
fahren fiihrt zum richtigen Resultat, weil es sich in formaler Hinsicht mit
der spéiter erst als p’AremMsrTsches Prinzip
aufgestellten Methode deckt. Andererseits
ist aber auch ersichtlich, daB die fingierte
Zentrifugalkraft keinen AufschluB iiber das
Zustandekommen der Kreisbewegung und
die Messung des =zentrifugalen Zuges an
dem Faden A C gewihrt. Selbst ein Rech-
nungsphantom, kann sie hier zur Aufhel-
lung des Kriftespiels nichts beitragen. Sie
beweist aber auch nichts gegen das Vor-
handensein zentrifugaler Wirkungen, sofern
nur solche durch unmittelbare Analyse des
Vorgangs sich nachweisen lassen!).

25. Analyse der Bewegung des Zentri-
fugalpendels unter dem Gesichtspunkt der
Zwanglaufigkeit. Will man zu einem klaren
Verstdndnis der beim Zentrifugalpendel auf-
tretenden Erscheinungen kommen, so muf}
man seine Bewegung unter dem Gesichtspunkt der Zwangliufigkeit betrachten.
Diese Zwangliaufigkeit besteht darin, dal der am Endpunkt des Fadens be-
findliche Massenpunkt auf einer Kugelfiiche bleiben muB, deren Radius r
gleich der Linge des Pendelfadens ist.

Wir denken den Massenpunkt zunichst schwerelos. Es werde ihm,

z &
Fig. 286.

) Wahrend Féppl ausdriicklich zwischen zwei Arten der Zentrifugalkraft unter-
scheidet, findet man in anderen Lehrbiichern der Mechanik die Zentrifugalkraft durchweg
als fingierte Kraft behandelt. So in dem sonst mustergiltigen Lehrbuch von W. Keck,
Vortrage iiber Mechanik als Grundlage fiir das Bau- und Maschinenwesen (2. Aufl.; 1900).
Es sind dort die Erscheinungen, die an rotierenden Kérpern auftreten, in Parallele gestellt
zu den Relativbewegungen und Relativkriften in einem translatorisch bewegten Raum.
Die Zentrifugalkraft wird als eine gedachte, zu den vorhandenen Kriften hinzuzufiigende
Erginzungskraft eingefiihrt, die mit den wirkenden Kraften im Gleichgewicht stehen soll.
Doch werden als wirkende Krifte die Zentrifugalkrifte angesehen, die ihrerseits nicht dem
ruhenden Raume, sondern dem bewegten Korper angehéren und daher nicht den ,wirk-
lichen Kraften bei der translatorischen Relativbewegung®“ entsprechen. Die Betrachtung
findet ihre Rechtfertigung erst durch die von Forepr ausgesprochene Berufung auf
d’ALeMBERTs Prinzip und ist daher auch nur in der hierdurch gebotenen Beschrinkung
anwendbar. Die Folgerung: ,Nur muBl man sich hiiten, die Zentrifugalkraft als eine
wirkliche Kraft anzusehen®, gilt daher auch nur fiir die fingierte Zentrifugalkraft, nicht fur
die bei der Rotation eines starren Korpers auftretende und in Abschnitt III dieser Ab-
handlung besprochene.
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nachdem der Faden um den Winkel a aus der Ruhelage abgelenkt ist, eine
Geschwindigkeit » in horizontaler Richtung und senkrecht zum Faden (also
auch tangential zu dem kleinen Kugelkreis, der in horizontaler Lage durch
den Massenpunkt gefiihrt ist) erteilt. Durch das Wegelement und den Mittel-
punkt O der Kugelfliche ist ein grofter Kreis bestimmt (Fig. 27), lidngs
dessen, da von der Schwere abgesehen wird, der Massenpunkt sich bewegen’
mull. Die Schwungkraft ist in diesem Fall ebenso wie friither durch den
Ausdruck »3/r dargestellt.

Fig 21.

Die Rolle der Schwere besteht darin, dafl sie den Massenpunkt am
Aufsteigen in dem grofiten Kreise hindert und in eine andere Bahn lenkt.
Es 148t sich nun die Frage stellen: Wie gro mufl die Geschwindigkeit v ge-
wihlt sein, damit der Massenpunkt sich unter Mitwirkung der Schwere in
einer horizontalen Ebene lings des kleinen Kugelkreises A H' und mit der
gleichbleibenden Geschwindigkeit v bewegt? (Eine Anderung der Geschwin-
digkeit » kanun hierbei nicht eintreten, da die Beschleunigung durch die
Schwere stets senkrecht zu der Geschwindigkeit v gerichtet ist.)

Wir bezeichnen, um diese Frage zu beantworten, in Fig. 27 die Strecke,
die in dem kleinen Zeitteil d¢t ohne Mitwirkung der B8chwere auf dem grofien
Kugelkreise zuriickgelegt werden wiirde, mit 4 B, dann ist:

AB = vdt = rodt,

worin @ die Winkelgeschwindigkeit bedeutet. Es ist ferner dieselbe Strecke,
als Bogenelement des horizontalen Kugelkreises H H' aufgefaft:

AB = vdt = guw'dt
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worin p den Radius dieses Kugelkreises und «’ die entsprechende Winkel-
geschwindigkeit bedeutet. Es ergibt sich sofort:

row = o oder g:7 = wiw
und wenn p = rsin a, so folgt:
) w = ' .sin «.

Wir bestimmen nun nach der Hodo-

“% graphenmethode die Beschleunigung y, die zur
4, Fé 7 By Geschwindigkeit ¢, genommen auf dem groéfiten
Kreise durch 4, hinzukommen muf, damit sie
in die Geschwindigkeit », genommen auf dem
Kreise #/ I1’, iibergeht. Iis bezeichne 4, C; die erste, 4, B, die zweite Ge-
schwindigkeit (Fig. 28), dann ist C, B, die Anderung der Geschwindigkeit in
dem Zeitteil ¢, also, wenn y

Fig. 28.

dic Beschleunigung lings der
Vertikaltangente bedeutet:

C, B = ydt.

Nun ist, wenn £ die
Winkelabweichung von 4, 75
gegen A, C; bezeichnet, (| B,
= » £, daher:

v &
2y . . Y=

Umin nun die infinitesi-
male Gréfie € zu ermitteln,
bedienen wir uns derselben
Methode, wie die beim Fou-
caultschen Pendel iibliche.
Es sei wieder (Fig. 29) A B
der in der Zeit dt zurilick-
gelegte Bogen des horizon-
talen Kreises, also 4 B —
p ' dt. Wir legen in 4 und
B an die Kugel Tangenten,
die zugleich in den durech
die Radien O 4 und O B ge-
legten Vertikalebenen liegen.
Der Winkel zwischen diesen

Fig. 29. Tangenten ist gleich dem

Winkel, den die durch das

Bogenelement 4 B und das néchstfolgende gelegten g@ﬁréﬂten Kreise mit-
einander bilden, also gleich der Richtungsinderung, die ein ldngs des kleinen
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Kreises bewegter Massenpunkt erfahren muf}, min auf diesem Kreisc zu bleiben.
Es ist also, wenn 4 M = B M = p' gesetzt wird:

Q' LE = rwodt
oder, da p' = rtga (Fig. 30), so folgt:

rtg . E = 7 wdl,

v
E tg © == (@ (]t == '7:“ ({t,

demnach durch Einsetzen von £ in Glei-
chung 2):
9 -
. v? COS « r? cos o

7 sin ¢ 0

Diese Beschleunigung lings der Ver-
tikaltangenten wird aber durch die Schwere @
geliefert, also ist:

4y . . y == g sin «.
Aus 3) und 4) folgt nun: (a4

v?
5) ... “()77 == g tg .
Durel diese Gleichung ist der oben

gesuchte Wert von ¢ bestimmt, und es

folgt daraus weiter: Fig. 30.
4 7% 4 7%27rsin «
e = e = g tg e
woraus:
6) e e '/'::27,]/73?95,",.
b

Diese Formel ist dieselbe wie die gewohnlich auf einem der friheren
Wege abgeleitete.
Zugleich ergibt sich fiir den zentrifugalen Zug am Faden wie oben
(fir die Masse 1):
v? v?
—— == —— SII (.
r o
Dieser Wert ist also ebensogrof, als wire er die Komponente einer in

2
der Ebene des horizontalen Kreises liegenden Zentrifugalkraft f%, genom-

.2
men nach der Richtung des Fadens. KEine solche Zentrifugalkraft —15 ist in

]

2

Wirklichkeit nicht vorhanden; vorhanden ist vielmelr der zentrifugale Zug
in der Richtung des Fadens.

r

2

Ebensowenig ist eine zweite Komponente cos « vorhanden, die durch

o

die Komponente ¢ sin o der Schwere aufgehoben wiirde (vgl. Fig. 22) Sondern
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die letztere setzt sich mit der dem Massenpunkt erteilten Geschwindigkeit v
zu einer lings des Horizontalkreises verlaufenden Bewegung zusammen.
Auch der Ursprung des Zuges, den der rotierende Massenpunkt in der
Richtung des Fadens auf diesen ausiibt, ist nunmehr klar ersichtlich. Er
setzt sich zusammen aus der oben berechneten Zentrifugalkraft:

m v? m v?
— -

sine = mgtgea.sine

und aus der Komponente m g cos a der Schwere. Man erhilt also:

: 2 2
. Sin ¢ - CcOS & m
7ngtgasma+mgcosa=1ng( ) == g

cos « coS «

Diesem Zuge ist die sogenannte Reaktion des Fadens entgegengesetzt
gleich. Aus Fig. 24 ist die berechnete GroBle des Zuges unmittelbar zu er-
kennen, doch treten ihre beiden Summanden erst hervor, wenn man C K
und CG auf C H' projiziert.

Durch diese Betrachtung diirfte einwandfrei dargelegt sein, was es mit
der Zentrifugalkraft beim Zentrifugalpendel fiir eine Bewandtnis hat.

26. Schulmiiflige Darstellung des Zentrifugalpendels. Bei richtiger
Deutung 148t sich auch ein fritheres Verfahren (Nr. 23 ¢) fir Unterrichts-
zwecke verwerten. Es wird auf folgende Weise vorzugehen sein!).

Die zwanglaufige Bewegung des Massenpunktes m in
der horizontalen Kreisbahn 1lé8t sich vergleichen mit der
freien Bewegung eines Punktes in derselben Bahn. Im
7 letzteren Falle miite eine Zentripetalkraft wirksam sein, die
den Punkt bestindig von der geradlinigen Bewegung ab-
lenkt. Bei der zwangliufigen Bewegung mufl dasselbe durch
die Schwere im Verein mit dem durch die Festigkeit des
Fadens hervorgerufenen Zwange bewirkt werden. Ersetzt
man den letzteren durch eine in Richtung des IFadens wirk-
same Kraft ¢ H' (Fig. 31), so mull diese zusammen mit der
Schwere C G eine horizontale Resultierende C K ergeben.
Die Figur liefert dann leicht die Gleichung:
m ,02
€
& Die Ersatzkraft ¢ H' ist aber nur ein Ausdruck dafir, da@
Fig. 51. am Ende des Fadens in Wirklichkeit eine gleich grofle
entgegengesetzt gerichtete Kraft ¢ H (Fig. 23) als Zug wirk-
sam ist. Von diesem Zuge ist ein Teil durch die Komponente der Schwere
hervorgerufen, namlich m g cos a, der ibrige Teil muBl also durch die Kreis-

mg

A

= mgitge.

bewegung bewirkt sein. Seine GroéBe ergibt sich, da C H' = P ist, als:
mng MG Ccos e = N _Iw-_—_cos_ai = mgtg «.sine
cOoSs « g S Y = mygtga.

) Dieses Verfahren hat der Verfasser in seiner Oberstufe § 18 eingeschlagen.
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d. h. der zentrifugale Zug am Faden ist ebensogrof, als wire er die
2
Komponente einer Zentrifugalkraft m g tg a oder m: , die in der Ebene der

Kreisbahn radial nach aullen gerichtet ist.

In derselben Weise ldfit sich auch die Bewegung eines Radfahrers oder
eines Eisenbahnwagens auf geneigter Schienenbahn behandeln.

In der Figur 32 bezeichne S den Schwerpunkt eines Wagens, der auf
einer Schienenbahn von der Neigung « gegen die Horizontalebene steht, S G
die Schwere, S R die an Stelle des Schienenwider-
standes substituierte Kraft, dann bewegt sich der
Wagen wie ein freier Korper, und es ist SC die

. . n v?
resultierende Zentripetalkraft. Demnach wird ’ o

mgtga. Es muB nun wieder der Druck S R’, den
der bewegte Wagen auf die Schienen ausiibt, der
Kraft SR gleich und entgegengesetzt sein. Hieraus

folgt fiir S R’ die GroBe 9 __ wie im vorigen Fall.

CcOo8S «
Diese Druckkraft setzt sich wieder aus einer Kom-
ponente der Schwere, nimlich m g cos @, und einer
zentrifugalen Druckkomponente zusammen, deren
Grofe wie friber dargestellt wird durch:

MY mgcosea = mgsine® m g tg e sin « a8
cos & g cose . 9e
und die demnach als Komponente einer Zentrifugalkraft SC = m gtg a auf-

gefallt werden kann. Die Annahme einer solchen Zentrifugalkraft ist in
diesem Falle gerechtfertigt, sofern man den Wagen samt der Schienenbahn
als Teile eines um eine vertikale Achse rotierenden Korpers betrachten kann.
Man wird daher in diesem Falle auch einfacher so verfahren koénnen, dafl man
die Zentrifugalkraft S C' mit der Schwere S G zu einer gegen die Bahn
normalen Resultierenden S R’ zusammensetzt. Um die bei gegebenem Bahn-
radius und gegebener Geschwindigkeit erforderliche Uberhdhung % der AuBen-

. . . h
schiene gegen die Innenschiene zu finden, hat man tg o = —5 Zu benutzen,

worin s die Spurweite der Schienen bedeutet, und erhilt:

h v? v?s
g = , woraus A =

s o g

Ist der Wagen gezwungen, sich auf einer kreisférmigen Schienenbahn von
gegebenem Radius p zu bewegen, so hat man es mit einer Zwangsbewegung
im Sinne des Abschnittes III zu tun, und dann ist wirklich (im Unterschied
von dem Zentrifugalpendel) eine Zentrifugalkraft von der angegebenen Grofe
und Richtung vorhanden. Wird dagegen ein Fahrrad auf ebener — horizontaler
oder geneigter — Bahn im Kreise bewegt, so kommt #hnlich wie bei dem
Zentrifugalpendel ein hdherer Grad von Bewegungsfreiheit in Betracht (dem
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Schwerpunkt ist eine Zylinderfliche vorgeschrieben), und es bediirfte hier
wiederum einer eingehenderen Analyse, um den Vorgang vollig kar zu legen.
Schlufl. Wir sind jetzt in der L.age zu iibersehen, wie die Verwirrung
entstanden ist, die beziglich der Zentrifugalkraft herrscht. Die TUrsache
liegt einerseits in der irrefiihrenden Newtonschen Fassung des Beharrungs-
gesetzes und des damit zusammenhingenden Kraftbegriffs, andrerseits aber
darin, dafl man die sehr verschiedenartigen Erscheinungen, um die es sich
hier handelt, siamtlich nach einem Schema behandeln zu kénnen meinte.
Offenbar aber sind es sehr verschiedene Vorginge, wenn eine Bleikugel durch
eine am Faden ziehende Hand, oder wenn sie durch einen gebogenen Blech-
streifen (oder eine Kugelschale) zur krummlinigen Bewegung gebracht wird.
Man hat namentlich aber scharf zu unterscheiden, ob auf den rotierenden
Korper von der Achse aus eine Kraft ausgeiibt wird, oder ob dies nicht
der Fall ist; allgemein ausgedriickt, ob bewegende Krifte oder ob nur
Widerstinde im Spiel sind. Im ersten Fall erleidet der Korper zentripetale
Einwirkungen, im zweiten iibt er selber zentrifugale Wirkungen aus.

Die zentrifugalen Wirkungen hat man in einigen Fé&llen auf. einen
Triagheitswiderstand des bewegten Korpers, in anderen auf eine Reaktion
gegen die nach der Achse hin wirkende Zentripetalkraft, in noch anderen auf
eine fingierte Kraft zuriickgefiihrt. Abgesehen davon, ob diese Auffassungen im
besonderen Iall zutreffend sind, ist eine erhebliche Verdunkelung des wahren
Sachverhalts auch dadureh hervorgerufen worden, dafl ein jedes dieser Er-
kldarungsprinzipien als giiltig fiir den ganzen Bereich der zu untersuchenden
Vorginge angesehen wurde.

Die Untersuchung hat auch zu der Frage gefiihrt, ob Widerstinde mit
Recht den Kriften gleichwertig zu setzen sind. Diese Frage ist verneint
worden. Wie man aber auch hieriiber urteilen mag, unberiihrt davon bleibt das
Resultat, daBl die Zentrifugalkraft bei der zwangliufigen Bewegung keine
uneigentliche, sondern eine wirkliche Kraft ist, und dafl sie nicht als einc
Reaktionskraft, sondern nach dem Vorgange EuLeErs als eine aus der Be-
wegung selbst entspringende Kraft angesehen werden mufl.

In bezug auf die prinzipiellen Abinderungsvorschlige fiir die Grund-
gesetze der Bewegung sei auf Abschnitt TII, und besonders beziigliclh des
Gesetzes der Aktion und Reaktion auf Nr. 13 und 14 verwiesen.
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Anhang.

Einige neuere Apparate zur Messung der Zentrifugalkraft.

1. Joun PeRRY sagt in seinem Buche dpplied Mechanics '), er kenne nur einen
Apparat, der es ermigliche, iiber die Gesetze der Zentrifugalkraft systematische
Versuche anzustellen. Er beschreibt den Apparat wie folgt:

In der nebenstehenden Figur 33 stellt 4 einen flachzylindrischen Hohlkorper
aus Gufleisen dar, der an einer Seite durch eine diinne, feste und zugleich biegsame
Stahlplatte ' begrenzt ist. In die zylindrische Wand des Hohlkérpers ist ein Glas-
rohr /3 eingesetzt, und der Hohlraum ist mit Quecksilber gefiillt, das in dem Glas-

Fig. 33

rohr bis zur Hohe /4 reicht. Wird gegen C ein Druck oder Zug ausgeiibt, so sieht
man das Quecksilber in der Rohre steigen oder fallen. An der Seite des Hohl-
korpers, die der Stahlplatte gegeniiber liegt, ist eine Schraube I durch die Wand
des Hohlko6rpers hindurchgefiihrt; sie dient zur Regulierung des Quecksilberstandes
in der Rohre. Der Korper .l ist in die Mitte einer Kreisscheibe /2 eingefiigt, die
in Rotation versetzt werden kann, und zwar befindet sich die Glasrohre B genau
in der Rotationsachse, so dafl der Stand des Quecksilbers bei jeder Umdrehungs-
geschwindigkeit genau abgelesen werden kann. In der Mitte der elastischen Platte C
ist das eine Ende eineslangen Metallstabes I” befestigt, wihrend dessenanderes Ende
bei ./ mit einem kurzen Hebelarm verbunden ist, so daf der Stab sich leichter vor-
und riickwirts verschieben kann, als wenn man ihn auf einer Stiitze gleiten liefle.

—_— A

1) Applied Mechanies, a treatise for the use of students who have time to work ex-
perimental, numerical and graphical exercises illustrating, the subject. By John Perry,
London, Casseland Co, 1897. Chapter XXVII: Centrifugal Force. Vgl. auch John Perry,
Angewandte Technik, deutsch von Rud. Schick (B. G. Teubner, 1908), S. 599. Nach #hn-
lichem Prinzip ist ein Apparat von K.Bruno konstruiert, der in Zeitschr. f. d. physik.
Unterricht XIX, 299 beschrieben ist.
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Auf dem Metallstabe 146t sich eine Masse festklemmen, deren GréBe nach Belieben
von 0,5 bis 8 Pfund (ca. 250 g bis 4 kg) veridindert werden kann. Der Abstand
von der Achse ist ebenfalls zwischen 1,5 und 11,5 Zoll (3,8 bis 29,2 cm) verinderlich
und kann an einer Skala mit Hilfe eines Zeigers bis auf Zehntel und Hundertstel
Fu (1 FuB = 12 Zoll) abgelesen werden. Der ganze Rotationsapparat ist auf ein
festes Wandbrett aufgesetzt. Der Beobachter dreht die Kurbel einer Schwungmaschine,
die mit der Riemscheibe G verbunden ist, richtet sein Augenmerk auf die Hohe
des Quecksilbers und ist so imstande, die Rotationsgeschwindigkeit in hohem
Grade konstant zu halten. Er zdhlt die von seiner Hand ausgefiihrten Umdrehungen,
wihrend ein Gehilfe die Zeit beobachtet, so dal kein besonderer Geschwindigkeits-
messer - oder Tourenzihler erforderlich ist. Die Zentrifugalkraft des Stabes und der
auf ihm sitzenden Masse bewirkt einen Zug an der elastischen Platte C, und dieser
hat ein Sinken des Quecksilbers in der Réhre zur Folge. Die Verinderung des
Quecksilberstandes kann an
einer festen Skala, die an
der Rohre angebracht ist,
leicht gemessen werden. Vor
den Versuchen hat man mit
Hilfe einer Federwage oder
einer Schnur nebst Rolle und
Gewichten die Quecksilber-
hthe bei einem Zug von
1 Pfund, 2 Pfund usf. ermittelt
und kann nunmehr den Wert
der Ablesungen an der Queck-
silberskala angeben. Man
stellt ferner eine Reihe von
Versuchen an, bei denen die
Masse ganz von dem Stabe I
Fig. 34. entfernt ist, und findet so die

Zentrifugalwirkung desStabes

usw., die man bei den eigentlichen Versuchen in Abzug zu bringen hat. Mit
diesem Apparat lassen sich die Gesetze der Zentrifugalkraft leicht bestitigen.
2. Ein zweiter Apparat ist von HeNry Crew in School Science and Mathematics

(V No. 5, May 1905) beschrieben worden'!). Auf der Achse einer Rotationsvorrichtung
(Fig. 34) ist unter rechtem Winkel ein Tragbalken angebracht, zwischen dessen
senkrecht nach oben gerichteten Ansatzstiicken 4 und B sich ein Stahlstab befindet;
auf diesem ist ein diinner Klaviersaitendraht in engen Windungen aufgewickelt.
Das eine Ende des Drahts wird durch eine Klemmschraube an einer bestimmten
Stelle des Stahlstabes festgehalten; auf den Stab ist ferner eine mit dem andern
Ende des Drahtes verbundene Masse J, etwa von 100 g aufgesetzt. Uberschreitet
nun die Rotationsgeschwindigkeit eine gewisse Groflie, so gleitet die Masse M auf
dem Stabe nach aufien bis zum Kontakt mit dem Ansatzstiick 5. Eine hdolzerne
Stiitze S ist so angebracht, dafl die Masse A verhindert ist, mehr als etwa 1 mm
zuriickzugleiten, wenn die Geschwindigkeit unter den kritischen Wert sinkt,

') Ein Bericht dartiber in Zeitschr. f. d. physik. Unterricht XIX, S. 82 (1906).
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der erforderlich ist, die Masse zwischen S und B oszillierend zu erhalten. Es ist
nun noch ein* Stromkreis mit einer elektrischen Klingel und einem Trockenelement
so gefiihrt, dafl die Umdrehungsgeschwindigkeit, die zum Kontakt der Masse M an B
erforderlich ist, gemessen werden kann. Zu dem Zweck ist der Metallstab an beiden
Enden durch Hartgummibuchsen isoliert; auf die Tischplatte, innerhalb deren die
vertikale Achse rotiert, ist ein isolierter ringférmiger Kollektor gesetzt, und auf
diesem schleift eine Kontaktbiirste, die von dem rotierenden Gestell durch eine
Hartguminiplatte isoliert und mit dem einen Ende des Stahlstabes durch einen Draht
verbunden ist. Von dem andern Ende des Stahlstabes ist der Strom nach der
Achse wund durch diese nach der Klingel gefiihrt. Diese ertént, sobald
die Masse M das Ansatzstick B des Tragbalkens Dberiihrt; gleichzeitig
wird dann die Rotationsgeschwindigkeit auf eine der iiblichen Arten ge-
messen. Durch Verstellung der Klemmschraube auf den Stahlstab konnen ver-
schiedene Spannungen der Spiralfeder und demnach verschiedene kritische Ge-
schwindigkeiten angewendet werden. Milit man tiberdies die jedesmalige Ver-
lingerung ¢ der Feder und bestimmt noch den Dehnungsmodul X, so ist
K.e = mr7r w? und damit die jedesmalige Groflie der Zentrifugalkraft gemessen. Die
Genauigkeit der Methode ist daraus zu beurteilen, daBl der Verfasser den Vergleich
der so gemessenen Zentrifugalkraft mit der Schwere auch zur Bestimmung der
Grofle ¢ benutzt und deren Wert (als Mittelwert aus einer grdfieren Zahl von Ver-
suchen) genauer als mit der Atwoodschen Fallmaschine ermittelt hat.

3. Eine vereinfachte, der vorigen &dhnliche Vorrichtung hat unabhingig davon
Ewmir. Scrnurze angegeben (Zeitschr. f. d. physikalischen Unterrickt XVIII, 1905). Ein
kurzer Gummischlauch (bzw. starker Gummifaden) hat an seinen beiden Enden je
einen kleinen Ring. Mit dem einen Ringe wird der Schlauch an der Achse der
Schwungmaschine befestigt, wihrend am anderen Ringe die Masse m <angebracht
ist. T.i8t man den Schlauch mit der Masse  rotieren, so dehnt er sich aus. Bei
nicht zu schneller gleichmifBiger Drehung kann man bequem die Anzahl der
Umdrehungen in der Minute z#hlen, zumal wenn an der Masse m ein Papierstreifen
befestigt ist, der bei jeder Umdrehun‘g an einen Schirm schligt. Nihert man darauf
den Schirm der Masse m, bis diese den Schirm streift, so gelingt es, den Radius r
hinreichend genau zu bestimmen. Nachdem der Wert von 4 mittels der Fliehkraft-
formel berechnet worden ist, wird der Schlauch an einem Haken aufgehingt und
durch Gewichte bis zu derselben Linge ausgedehnt, die er vorher unter Einflufi
der Fliehkraft angenommen hatte. Bezeichnet man mit &' die Kraft, die zu dieser
Ausdehnung nétig ist, so mufl der Versuch denselben Wert fiir £’ wie fiir £ ergeben.
Bei einem Versuch war z. B. m = 50 g, r = 42,6 em, die Winkelgeschwindig-
keit » == Bw, woraus sich ergibt %4 = 525500 Dynen; ein Gewicht von 540 g
war notig, um den Schlauch bis zu derselben Linge wie vorher auszudehnen,
der Wert von &' betrug also 529500 Dynen.

4. Ein anderes Verfahren, das aber nicht die Variationen wie die ersten beiden
gestattet hat H. HarrL in den Wiener Vierteljahresberichten VIII, Heft 2 beschriebent). Doch
ist hier die Zwangldufigkeit eine andere als bei den einfachen Rotationsversuchen
in den vorigen Fillen, daher auch Versuch sowohl wie Rechnung weniger durchsichtig.
Die Kugel %k, deren Fliehkraft gemessen werden soll, ist zwischen drei unter 45°

1 Vgl. den Bericht in Zeitsechr. XVI, 8. 225 (1904).



80 F. Poske, Die Zentrifugalkraft. [178]

geneigten Stahldrihten s angebracht (Fig. 85), lings deren sie mit verschwindend
kleiner Reibung auf- und abrollen kaun. Die drei Drahte sind an dem Rahmen R
befestigt, der in drei verschiedenen Stellungen auf die wagerechte Schiene S auf-
gesetzt und durch die Schraube i darin festgehalten werden kann. In diesen
Stellungen hat der Mittelpunkt der ruhenden Kugel von der Drehachse die Ab-
stainde 1, 2 und 8 em.

Zur Erliuterung des bei der Rotation eintretenden Vorgangs wird angenommen,
daBl auf dic Kugel aufler ihrem Gewichte /> noch die wagerecht gerichtete Flieh-
kratt F'wirkt. Zerlegt man diese beiden Krifte in je zwei Komponenten, parallel und
senkrecht zu den Stahldrihten (Fig. 36), so werden die Komponenten senkrecht zu den
Stahldriihten aufgehoben, wihrend die dazu parallelen Komponenten die Kugel nach
entgegengesetzten Richtungen antreiben. Nennt man die letzteren f und p, so ist
S = I'cos45°und p == G cos4H° und demnach f=p, wenn I'Z G ist.

Fig. 35. Fig. 36.

Sobald also bei der Drehung, deren Geschwindigkeit man allmihlich steigert,
I'= P wird, wird auch ;> p, und die Kugel liduft aufwirts. Da hierbei ibr
Achsenabstand, also auch die Fliehkraft rasch wichst, so rollt die Kugel sehr schnell
empor und schligt mit stark horbarem Schlage an den Rahmen R an. Man kann
nun sagen: Sobald man die Kugel anschilagen hort, hat /" den Wert von G gerade
erst liberschritten: es mufl also annidhernd /' = @G sein. Diese Gleichheit muf3 sich
nun auch aus der zu bestitigenden Fliehkraftformel I = G .v*/y» ergeben. Der
Drehungshalbmesser » ist je nach der Einstellung des Rahmens R 1, 2 oder 38 cm,
und die Geschwindigkeit v wird aus der Tourenzahl n berechnet. Diese aber
wird durch folgende Vorrichtung ermittelt. Das Glasrghrchen » wird vor dem
Versuche mit Wasser gefiillt, das wihrend der Drehung teilweise, und zwar nach
MaBgabe der erreichten hochsten Geschwindigkeit, herausgeschleudert wird. Wenn
man, unmittelbar nach dem Anschlagen der Kugel, zu drehen aufhort, so zeigt der
Wasserstand in « an der empirischen Skala ¢ die entsprechende Tourenzahl » an.

Die Genauigkeit des Verfahrens-~diirfte indessen schwerlich -so grof3 sein, wie
eine von dem Verfasser mitgeteilte Versuchsreihe sie erscheinen laft. Zur ersten
Einfiihrung in den Begriff der Zentrifugalkraft is: das Verfahren weniger geeignet,
weil wegen der Benutzung nur einer Komponente der Schwungkraft die Demonstration
nicht unmittelbar genug ist.






