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Vorwort zur ersten Auflage.

Das vorliegende Werk ist verfafst worden zur Benutzung beim
Studium und in der Praxis. Es soll den Studirenden die theoretischen
Entwickelungenw in Klarer iibersichtlicher Fassung tibermitteln und ihnen
an zahlreichen Beispiclen zeigen, wie das durch die theoretischen Ent-
wickelungen gewonnene praktisch anzuwenden ist und zwar in gréfserem
Umfange, als dies allein durch Vorlesungen geschehen kann. Es soll
aber auch als Fiihrer in der Praxis dienen, und deshalb ist das Ver-
fahren, wo es nur moglich und niitzlich war, bis zur Aufstellung mecha-
nischer Rechenregeln und einfacher Formulare entwickelt. Die Fassung des
Werkes ist so einfach gehalten, dafs es jedem Fachmanne ohne weitere

Anleitung gelingen diirfte, daraus das fir ihn brauchbare zu gewinnen.

Das Werk enthilt, neben manchem anderen, die theoretischen
Grundlagen der weit verbreiteten Preufsischen Anweisung IX vom
25. Oktober 1881 fiir die trigonometrischen und polygonometrischen
Arbeiten bei Erneuerung der Karten und Biicher des Grundsteuer-
katasters und dhnlicher Anweisungen, sowie der bei Landestriangulationen
und Landes-Nivellements vorkommenden wichtigsten Ausgleichungsrech-
nungen. Es sind deshalb auch in den Formeln Bezeichnungen gewihlt,
die sich an die in der Anweisung IX und in den Verdffentlichungen
iiber Landesaufnahmen vorkommenden anschliefsen, soweit es bei einer

einheitlichen Durchfithrung der Bezeichnungen in dem ganzen Werke
moglich war.

Die Entwickelung des Verfahrens bis zur Aufstellung mechanischer

Regeln und einfacher Formulare und die dadurch in vielen Fillen erzielte

*
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VI Vorwort,

bedeutende Vereinfachung der gesamten Rechnungen wird es ermog-
lichen, auch oft nach der Methode der kleinsten Quadrate zu rechnen,
wo dies bisher nicht geschah. Es wird dadurch die Anwendung von
Niherungsverfahren weiter beschrinkt werden konnen, die meistens
ebenso viel Rechenarbeit erfordert, wie das zweckmifsig geordnete Ver-
fahren nach der Methode der kleinsten Quadrate und wobei iiberdies
nur dann unter allen Umstinden brauchbare Ergebnisse gewonnen
werden, wenn der Rechner weit mehr Erfahrung und Geschick hat, als
dic Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate erfordert.

Dafs durch die Aufstellung mechanischer Regeln und von For-
mularen das verstindnislose Arbeiten auch bei solchen befordert werde,
bei denen die Kenntnis des theoretischen Zusammenhanges des Verfahrens
erwartet werden mufs, ist nicht zu befiirchten; denn man kann in der
Praxis sehr oft dic Erfahrung machen, dafs gerade die, die zundchst nur
die mechanische Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate kennen
lernen, nachher das regste Interesse zeigen, sie eingehend zu studiren.
Auch wird es nur vortheilhaft sein, dafs der in der Praxis stehende
Geodit nach den mechanischen Regeln und Formularen in vereinzelt
vorkommenden Fillen arbeiten kann, ohne erst alle zu benutzenden
Formeln zu entwickeln, und dafs er bei umfangreichen Arbeiten leicht
Gehiilfen nach dem angegebenen Verfahren zur mechanischen Ausfithrung
mancher Rechnungen ausbilden kann.

Fiir die Wassermessungen ist in den Beispielen des I. Teiles eine
Berechnung der mittleren Fehler durchgefithrt, um zu zeigen, wie bei diesen
Messungen ein Anhalt fiir die Genauigkeit der Ergebnisse gewonnen werden
kann. Wenn in der Praxis hiufiger die mittleren Fehler der einzelnen
Messungen festgestellt und danach die mittleren Fehler der Endergeb-
nisse berechnet wiirden, wiirde sehr oft ein ganz anderes Urteil {iber
die Zuverlassigkeit der berechneten Geschwindigkeiten und Wassermengen
erlangt werden, als es jetzt geschieht. Die im {brigen bei den Wasser-
messungen vorkommenden und zur Behandlung nach der Methode der
kleinsten Quadrate geeigneten Rechnungen werden nach #hnlichen im
II. Teile behandelten Beispielen ohne weiteres durchgefithrt werden
konnen.

Fiir das Studium der geschichtlichen Entwickelung der Theorie der
Beobachtungsfehler und der Methode der kleinsten Quadrate, sowie der
vielen zu ihrer tiefergehenden Begriindung gemachten Versuche, die

nicht aufgenommen werden konnten, sei auf die Theorie der Beobach-



Vorwort. VII

tungsfehler von Emanuel Czuber und die in diesem Werke nachgewiesene
umfangreiche Original-Litteratur verwiesen.

Die Hauptformeln sind in den Druckbogen a und b iibersichtlich
zusammengestellt. Beim Binden des Werkes werden diese beiden Bogen
zweckmifsig fiir sich geheftet.

Bonn, Februar 1893.

Otto Koll.

Yorwort zur zweiten Auflage.

Nachdem die 1. Auflage dieses Werkes in 7 Jahren vergriffen ist,
kann die 2. Auflage im wesentlichen unverindert erscheinen, da sich
die 1. Auflage beim praktischen Gebrauch gut bewidhrt hat. Die
Beispiele zum I. Teil (§ 11) sind den gemachten Erfahrungen ent-
sprechend erheblich vermehrt worden. Bei den direkten Beobachtungen
(§ 16 und § 17) ist nicht, wie in der 1. Auflage, vom arithmetischen
Mittel als gegebenen Satz ausgegangen, sondern die Formeln sind nach
der Methode der kleinsten Quadrate wie in allen anderen Fillen ent-
wickelt. Die Richtungsbestimmungen aus Winkelbeobachtungen (§ 32)
und die Berechnung von Liniennetzen (§ 58)*) sind wesentlich vereinfacht.
Endlich ist in den geeigneten Fillen (bei dem Beispiel im 1. Kapitel und
in den §§ 31, 36 bis 38 des IV. Abschnittes) das Rechnungsverfahren fiir
die Anwendung der Rechenmaschinen eingerichtet, da das Rechnen mit
Logarithmen auch bei den geoditischen Rechnungen zweifellos in grofsem
Umfange durch das Maschinenrechnen verdringt werden wird. Hierbei
wird ganz erheblich an Zeitaufwand gespart, und namentlich die am
meisten vorkommenden Rechnungen koénnen einfacher und eleganter
gestaltet werden. Die Verfolgung der Rechnungen ist durch die Ein-

stellung der fiir das Maschinenrechnen geeigneten Formeln nicht wesent-

*) Nach Gaufs, Die trig. und polyg. Rechnungen in der Feldmefskunst, 2. Aufl.
1. Teil. S. 538 u. f,
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lich erschwert, da nach diesen Formeln auch sehr gut logarithmisch
gerechnet werden kann und in den gegebenen Rechnungen noch manche
Zwischenzahlen aufgeschrieben sind, die bei der praktischen Durchfiithrung

der Rechnungen weggelassen werden koénnen.

Auf die Korrektur des Satzes ist alle mogliche Sorgfalt verwendet
worden, wobei mein Kollege Hillmer mir wertvolle Hiilfe geleistet hat.
Ich danke ihm auch hier dafiir und danke ferner der Druckerei fiir die
aufserordentlich sorgfaltige Ausfithrung des schwierigen Satzes, wodurch
die Korrektur sehr erleichtert worden ist.

Endlich danke ich auch dem Herrn Verleger dafiir, dafs er die
2. Auflage ebenso wie die 1. Auflage vorziiglich ausgestattet hat.

Berlin, Juni 1901.

Otto Koll.
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I. TEIL.
Theorie der Beobachtungsfehler.

§ 1. Einleitung.

1. Die Ergebnisse aller unserer Messungen sind, wenn wir die Messungen
auch mit aller erforderlichen Sorgfalt ausfithren, stets mit Messungs- oder
Beobachtungsfehlern behaftet. Diese Fehler sind im allgemeinen mehr oder
minder grofs, je nachdem bei der Messung grobere oder feinere Instrumente
verwendet werden und je nachdem dies oder jenes Messungsverfahren ein-
geschlagen wird.

Die Messungs- oder Beobachtungsfehler gehen tiber auf alle Gréfsen, die aus
den Messungsergebnissen abgeleitet werden; demnach sind auch diese Gréfsen im
allgemeinen mit mehr oder minder grofsen Fehlern behaftet. Damit die aus den
Messungsergebnissen abgeleiteten Grofsen aber dennoch fiir einen bestimmten Zweck
verwendet werden kénnen, miissen die Fehler innerhalb gewisser Grenzen liegen,
die fiir verschiedene Zwecke in der Regel verschieden sein werden.

Soll beispielsweise die Karte eines hochwertigen stddtischen Grundstiickes
benutzt werden, um danach die Plidne fir die Bebauung des Grundstiickes zu fertigen
und soll die Flachengrofse des Grundstiickes benutzt werden, um danach und nach
dem vereinbarten Preise fir die Flicheneinheit den Kaufpreis zu bestimmen, so
missen die Grenzen, zwischen denen die Fehler aller Mafse liegen miissen, weit
erger sein, als wenn die Karte von einem Wiesengrundstiicke und dessen Fliachen-
grofse lediglich benutzt werden soll, um einen Plan fir die Bewédsserung des Grund-
stiickes zu entwerfen und den Preis fir die Ausfihrung der geplanten Anlage zu
ermitteln.

Deshalb ist nach dem Zweck, der durch die Messungen erreicht werden soll,
zu bestimmen, wie grofs die Fehler sein diirfen, womit die zu bestimmenden Grofsen
behaftet sein kdnnen und wie grofs dementsprechend auch die Beobachtungsfehler

sein dirfen, oder kiirzer ausgedriickt, welcher Grad von Genauigkeit erreicht
werden mufs.

2. Von dem Grade der Genauigkeit ist weiter auch der zu dessen Erreichung
erforderliche Arbeits- und Kostenaufwand abhingig. Je genauer die Arbeiten aus-
Koll. 2. Aufl. 1



2 Theorie der Beobachtungsfehler. I. T.

gefithrt werden, desto grofser wird im allgemeinen auch der Arbeits- und Kosten-
aufwand sein. Nun wird aber stets verlangt, diesen Aufwand auf ein Minimum zu
beschrianken; und somit ist in jedem Falle die Aufgabe zu lésen, fiir die aus-
zufithrende Messung die Instrumente und das Verfahren so zuwéihlen,
dafs mit einemmoglichstgeringen Arbeits-und Kostenaufwande der
Genauigkeitsgrad erreicht wird, der fiir den Zweck der Arbeit
erforderlich ist.

Um diese Aufgabe losen zu konnen, miissen wir uns eingehend mit den Be-
obachtungsfehlern beschéftigen und Regeln zu gewinnen suchen, denen diese schein-
bar ganz regellos auftretenden Fehler folgen.

§ 2. Verschiedene Arten der Beobachtungsfehler.

1. Wir unterscheiden drei verschiedene Arten der Beobachtungsfehler, ndmlich
grobe Fehler, konstante Fehler und zufillige Fehler.

Als grobe Fehler bezeichnen wir solche Fehler, die in Folge eines groben
Versehens " auftreten, also, beispielsweise bei Langenmessungen, Fehler von 1m,
2m Bm 10m, 20m u. s. w., die durch unrichtige Ablesung oder in Folge unrichtigen
Zshlens der ganzen Latten- oder Mefsbandldngen entstehen.

Unsere Messungen miissen stets so angeordnet werden, dafs die auftretenden
groben Fehler als solche erkannt werden konnen; die mit groben Fehlern be-
hafteten Messungsergebnisse miissen verworfen und durch andere, durch Nach-
messung gewonnene, nicht mit groben Fehlern behaftete Messungsergebnisse ersetzt
werden. Die Erorterung dariiber, wie die Messungen zweckmifsig anzuordnen sind,
damit die auftretenden groben Fehler als solche erkannt werden koénnen, und wie
die Messungsergebnisse herausgefunden werden konnen, die mit groben Fehlern
behaftet sind, gehort in das Gebiet der Landmefskunde und bleibt im folgenden
unberiicksichtigt.

2. Als konstante Fehler bezeichnen wir solche Fehler, die die Messungs-
ergebnisse stets in demselben Sinne beeinflussen oder durch die die Messungs-
ergebnisse entweder stets zu grofs oder stets zu klein werden. Die konstanten
Fehler entstehen meistens durch Unvollkommenheiten der von uns bei den Messungen
benutzten Instrumente und dadurch, dafs wir einzelne Messungsoperationen regel-
mafsig in gleicher Weise unvollkommen ausfithren. Beispielsweise entstehen bei
Langenmessungen konstante Fehler dadurch, dafs die benutzten Mefslatten u. s. w.
nicht genau ihre richtige Linge haben, dafs sie nicht genau in die zu messende
Linie gelegt werden u. s. w.. Je nachdem die Latten zu lang oder zu kurz sind,
wird sich ein zu kleines oder ein zu grofses Lingenmafs ergeben, und in Folge

des Ausweichens aus der zu messenden Linie wird das Lingenmafs jedesmal
zu grofs.

Die konstanten Messungsfehler miissen in ihrer Grofse durch moglichst ge-
naue Berichtigung der Instrumente beschriankt werden. Ferner miissen die Messungen,
wenn irgend thunlich, so angeordnet werden, dafs die konstanten Fehler unschid-
lich gemacht werden, indem solche Messungsergebnisse, die die konstanten Messungs-
fehler im entgegengesetzten Sinne enthalten, zu einem von den konstanten Fehlern
freien Endergebnis vereinigt werden. Endlich missen solche Messungsergebnisse,
die nicht von konstanten Fehlern befreit werden koénnen, bei der Berechnung der
daraus abzuleitenden Grofsen thunlichst derart verwertet werden, dafs diese Grofsen
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so wenig wie moglich dadurch beeinflufst werden. Wie dies alles auszufiihren ist,
ist ebenfalls nicht im folgenden, sondern in der Landmefskunde zu erértern.

3. Die zufidlligen Fehler sind die unvermeidlichen, das Messungsergebnis
rein zufdllig bald im positiven, bald im negativen Sinne beeinflussenden, nach Aus-
scheidung der groben und konstanten Fehler iibrigbleibenden Beobachtungstehler.
Die zufalligen Fehler setzen sich zusammen aus sehr vielen Einzelfehlern.
Wenn wir beispielsweise mit einem Theodoliten einen Winkel messen, so setzt sich
der zufillige Beobachtungsfehler zusammen aus den kleinen Fehlern, die bei der
Aufstellung des Instrumentes iiber dem Winkelpunkte, bei der Centrirung der anzu-
visirenden Signale, bei der Horizontalstellung des Teilkreises, bei der Einstellung
der Signale zwischen den Fiaden des Fadenkreuzes, bei der Ablesung am Teil-
kreise u. s. w. entstehen. Alle die angefithrten Fehler sind wieder zusammengesetzt
aus sehr vielen kleineren Fehlern; und wenn uns unsere Sinne erlaubten, auch die
kleinsten Fehler wahrzunehmen und festzustellen, so wiirden wir erkennen, dafs
der bei einer Winkelmessung vorkommende und auch jeder andere vorkommende
Beobachtungsfehler zusammengesetzt ist aus sehr vielen sehr kleinen Einzelfehlern.

Da nun, wie wir bereits besprochen haben, unsere Messungen so angeordnet
werden miissen, dafs etwa auftretende konstante oder einseitig wirkende Fehler
nicht in das Endergebnis der Messung iibergehen, der hier allein zu betrachtende
zufillige Beobachtungsfehler des Endergebnisses also nur die zufilligen Einzel-
fehler umfafst, die bald positiv, bald negativ sind, so kénnen wir, wenn wir noch
die Annahme machen, dafs alle sehr kleinen Einzelfehler gleich grofs sind, die
Hypothese aufstellen:

Der zufillige Beobachtungsfehler eines Messungsergebnisses
ist gleich der algebraischen Summe der in sehr grofser Zahl auf-
tretenden, sehr kleinen, gleich grofsen, positiven und negativen
zufdlligen Einzelfehler.”)

Um, von dieser Hypothese ausgehend, weitere Regeln zu gewinnen, miissen
wir zundchst einige allgemeine Sitze tiber zufillige Ereignisse entwickeln.

§ 3. Wahrscheinlichkeit zufilliger Ereignisse.

1. Als zufillige Ereignisse bezeichnen wir solche, die durch Ursachen
herbeigefiihrt werden, deren Zusammenhang oder deren Wirkung wir nicht in
solcher Weise zu erkennen vermogen, dafs wir das durch sie bedingte Ereignis
voraus bestimmen koénnen.

Werfen wir z. B. einen richtig konstruirten Wiirfel auf eine Platte, so sagen
wir, dafs es zufillig ist, welche Seite des Wiirfels oben erscheint. Die Ursachen,
die es bedingen, dafs eine bestimmte Seite des Wiirfels nach oben kommt, sind:
die Lage des Wirfels in unserer Hand, die Kraft, mit der wir den Wiirfel werfen,
die Entfernung der Hand von der Platte, die Richtung des Wiirfels gegen die
Platte, die Beschaffenheit der Platte u. s. w.. Die Wirkung aller dieser Ursachen
ist aber so wenig sicher voraus bestimmbar, dafs wir nicht sagen kénnen, welches
das durch sie bedingte Ereignis sein wird, welche Seite nach oben kommen wird.
Ebenso werden wir es als zufillig gelten lassen miissen, welche Karte gezogen wird,
wenn wir jemand aus einer Reihe von Karten eine ziehen lassen.

*) Vergleiche die Grundziige der Wahrscheinlichkeits-Rechnung von G. Hagen, Berlin,
Ernst & Korn.

1*



4 Theorie der Beobachtungsfehler. I T.

2. Wenn wir nun eine Reihe gleichartiger zufilliger Ereignisse und das Vor-
kommen eines der zufilligen Ereignisse aus dieser Reihe ins Auge fassen, so
werden wir weiter sagen konnen, dafs es gleich wahrscheinlich ist, ob dies oder
jenes Ereignis vorkommt. :

Wenn wir also einen Wiirfel einmal aufwerfen, dessen Seiten 1, 2, 3, 4, 5,
6 Augen aufweisen, so werden wir sagen konnen, dafs es gleich wahrscheinlich ist,
ob wir 1, 2, 8, 4, 5 oder 6 werfen.

Werfen wir zwei solcher Wiirfel zusammen auf, so konnen die folgenden
Wiirfe vorkommen:

Es zeigt
Wirfel I Warfel II| W.I' w. I |w.1lw.an|w.i/w.n|w.1, w.i|w.1 , w.1I
| . v \ \
1 l l
1 Auge |1 Auge 2 A LA sal1A 4A 1A [5A 1A, 6A.11A.
1 » i2 Augen|2 , ‘ 2, 13y ‘ 2, 14,12, 15, | 2, 6,12,
1 ” ‘8 ” 2 ” ‘ 3 ” 8 ” ;l 3 ”» 4: ” . 3 ” 5 ” : 3 ” 6 ” } 3 ”
1 ” i4 ” 2 ” ‘ 4" ” 3 ” | 4 ” 4 » ‘} 47 ” 5 ” } 4 » 6 ” ' 4 ”»
1 ”n £5 ” 2 ” i 5 ” 3 ” ! 5 » 4 ” " 5 ” 5 ”n i 5 ”» 6 ” ! 5 ” ‘
{ ]' ” ‘6 ” 2 » ‘ 6 ” 3 ” “ 6 ” 47 ” | 6 ” 5 ” ‘ 6 ” 6 ” J 6 n l
1 | . 4

Auch in diesem Falle werden wir sagen koénnen, dafs das Vorkommen eines
jeden dieser Wiirfe beim einmaligen Aufwerfen der beiden Wirfel gleich wahr-
scheinlich ist.

3. Betrachten wir aber weiter das Ergebnis, das aus dem Zusammentreffen
mehrerer zufalligen und gleich wahrscheinlichen Ereignisse folgt, so erkennen wir
leicht, dafs das Vorkommen der verschiedenen moglichen Ergebnisse nicht gleich
wahrscheinlich ist, weil unter den iiberhaupt moglichen Ergebnissen die verschiedenen
Ergebnisse nicht in gleicher Anzahl vorkommen.

Betrachten wir beispielsweise die vorstehend aufgefithrten Wirfe, die aus
dem Zusammentreffen aller mit zwei einzelnen Wirfeln moglichen Wiirfe folgen
und stellen die Augenzahlen fest, die diese Wiirfe ergeben, so finden wir, dafs
unter den iberhaupt moglichen 836 Wiirfen sich

1 Wurf befindet, der die Augenzahl 2,
2 Wiirfe befinden, die die Augenzahl 3,

3 n » ” » » 4}
4 » ” ”» ” ”»” 5’
5 » ”» » » " 67
6 ”» ” b ” ” 7’
5 ” ” ” n ” 8)
4 » ” » ” » 9)
3 ” ” ” ”n » 10}
2 ”» » » ” » ll}
1 Wurf befindet, der die Augenzahl 12

ergiebt.

Hiernach sehen wir, dafs unter den tiberhaupt moglichen die die verschiedenen
Augenzahlen ergebenden Wirfe nicht gleich oft vorkommen und wir koénnen
daraus schliefsen, dafs es nicht gleich wahrscheinlich ist, beim Werfen mit zwei
Wiirfeln diese oder jene Augenzahl zu erhalten. Wir finden, dafs es am wahr-
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scheinlichsten ist, die Augenzahl 7 zu werfen, schon weniger wahrscheinlich, die
Augenzahlen 6 und 8, noch weniger wahrscheinlich, die Augenzahlen 5 und 9,
4 und 10, 3 und 11 zu werfen, und dafs es am unwahrscheinlichsten ist, die Augenzahlen
2 und 12 zu werfen. Wir erinnern uns auch daran, dafs bei den kindlichen Wiirfel-
spielen diesem Verhéltnis Rechnung getragen wird, indem die Gewinne fir die
verschiedenen Wiirfe abgestuft und namentlich auf die Wiirfe 2 und 12 immer die
hochsten Gewinne gesetzt werden.

Wenn wir in dhnlicher Weise die Ergebnisse betrachten, die wir beim Werfen
mit 8 oder mehr Wiirfeln erhalten, so finden wir, dafs sich bei Hinzunahme eines
weiteren Wiirfels die Zahl der moglichen Wiirfe jedesmal auf die 6fache Zahl
erhoht, so dafs fir n Wirfel die Zahl der moglichen Wiirfe gleich 6" ist.
Ferner finden wir, dafs in jedem Falle die am meisten vorkommende Augen-
zahl gleich 8%2 n ist, wenn die durchschnittliche Zahl der Augen eines Wiirfels
1~+?i3~ﬂ6_ iﬂﬁ:@’z, und » die Anzahl der Wirfel ist. Beachten wir dann
noch, dafs es fur die Erlangung einer bestimmten Augenzahl ganz gleich ist, ob
n Wiirfel einmal, oder ob 1 Wiirfel » mal aufgeworfen wird, so konnen wir weiter
schliefsen, dafs es am wahrscheinlichsten ist, bei » maligem Aufwerfen eines Wiirfels
82 n Augen zu werfen.

In dhnlicher Weise, wie wir hier fur das Wirfelspiel schon einigen Anhalt
fir das Vorkommen bestimmter zufilliger Ereignisse gewonnen haben, kénnen wir
auch fir andere Félle solchen Anhalt gewinnen. Wir erkennen also schon, dafs
sich in der That fur das Vorkommen zufilliger Ereignisse gewisse Regeln auf-
stellen lassen. Damit wir diese aber in bestimmtere Form fassen kénnen, miissen
wir uns zundchst einige Hauptsitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung aneignen.

§ 4. Hauptsiatze der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Hauptsatz I: Die Wahrscheinlichkeit Wfirdas Eintreffeneines
Ereignisses ist, wenn allein Betracht kommendenFé4lle gleich wahr-
scheinlich sind, das Verhdltnis der Anzahl » derjenigen Fille, die
fir das Ereignis ginstig sind, zur Anzahl N aller méglichen Falle;
es ist also.

n
@ W:F'

Die Wahrscheinlichkeit Wa dafir, dafs das Ereignis nicht ein-
trifft, ist:
N—n

(2) Wn = ‘lr .

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten W und Wn ist:

; ~n  N—a N _ . .
3) W—|—Wn_—N——{—~—N~_N_1_ der Gewifsheit.

Wenn ein Wiirfel aufgeworfen wird, so sind die 6 Fille moglich, 1, 2, 8, 4,
5 oder 6 Augen zu werfen, und alle diese Fille sind gleich wahrscheinlich. Fiir
das Ereignis, mit dem Wiirfel z. B. 2 Augen zu werfen, ist einer dieser 6 Fille

giinstig. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit daftir, mit einem Wiirfel 2 Augen

zu werfen: W= % , ferner die Wahrscheinlichkeit dafiir, nicht 2 Augen zu werfen:
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Wa :6—}1 = 2 und endlich die Wahrscheinlichkeit dafiir, entweder 2 oder nicht
2 zu werfen:
1 ) 6 . .
W+ Wa= 3 -+ TT6 1= der Gewifsheit.

HauptsatzIl: Die Wahrscheinlichkeit 1V fiir das Eintreffen eines
Ereignisses ist, wenn die in Betracht kommenden Félle nicht gleich
wahrscheinlich sind, gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten
W, Wo, Way oo der fur das Ereignis giinstigen Fille; es ist also:

(4) W= wy + Wo —I— w3 —‘— .....

Sind in einem Haufen Karten 5 Treffs, 4 Piques, 8 Coeurs und 7 Carreaus,
also zusammen 24 Karten gemischt, so ist nach Formel (1) die Wahrscheinlichkeit

dafiir, aus diesem Haufen Treff zu ziehen: wI:%, die Wahrscheinlichkeit dafiir,
Pique zu ziehen: Wgzé:— und demnach die Wahrscheinlichkeit dafiir, aus dem

24
Haufen eine schwarze Karte zu ziehen, nach Formel (4):

5 4 3
W=mtm=g o= ¢

Diese Wahrscheinlichkeit erhalten wir auch nach dem Hauptsatz I; denn unter
den 24 Karten sind im ganzen 9 schwarze Karten und demnach ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, eine schwarze Karte zu ziehen, nach Formel (1):

9 3
V=s91=%"

Hauptsatz 1II: Die Wahrscheinlichkeit W: fir das Zusammen-
treffen mehrerer von einander unabhédngigen Ereignisse ist gleich
dem Produkte der Wahrscheinlichkeiten w,, w,, w;, ..... fir das Ein-
treffen dieser Ereignisse; es ist also:

®) We=w, wy-w;. ....

Sind in einer Urne 13 weifse und 8 schwarze Kugeln, in einer zweiten Urne
7 weifse und 5 schwarze Kugeln, so ist nach Formel (1) die Wahrscheinlichkeit

daftir, aus der ersten Urne eine schwarze Kugel zu ziehen: w, = 167 und die Wahr-

scheinlichkeit dafiir, aus der zweiten Urne eine schwarze Kugel zu ziehen: w, = %.
Demnach ist die Wahrscheinlichkeit daftr, bei je einem Zuge aus beiden Urnen

nur schwarze Kugeln zu ziehen, nach Formel (5):

3 5 15 5

Mot =15 19 =193 61"
Denken wir uns die Kugeln in der Urne I mit den Nummern 1, 2, 3, ... 16,
in der Urne II mit den Nummern 1, 2, 8, ... 12 so bezeichnet, dafs die schwarzen

Kugeln in beiden Urnen die ersten Nummern haben, so sind folgende Fille mog-
lich, worin aus beiden Urnen nur schwarze Kugeln gezogen werden:
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|

% Es wird gezogen aus:

| Umel |Umen |UI|UN|jUI|UO|UI|UI|UI|UI
1 ! \ 1

;KugelltKugell K1|Kz2[K1l K3 K.I’K.4 K.l!K.S
“ ” 2 ! ” 1 ” 2 l ” 2 ” 2 i ” 3 ” 2 » 4 ” 2 ! ” 5
l ” 3 l ” 1 ” 3 \ ” 2 » 3 » 3 » 3 ” 4 ” 3 l ” 5

Die Anzahl dieser fiir das Ereignis, nur schwarze Kugeln zu ziehen, giinstigen
Fille ist: n=238-5=15, und die Anzahl aller tiberhaupt moglichen Ziige ist, wie
leicht zu tibersehen ist, : N =16 12 = 192. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafir,
bei je einem Zuge aus beiden Urnen nur schwarze Kugeln zu ziehen, nach Formel (1):
lV:11§2:654’ iibereinstimmend mit der oben nach Formel (3) erhaltenen Wahr-
scheinlichkeit W-.

Hauptsatz IV: Die Wahrscheinlichkeit W. fir das Zusammen-
treffen zweier von einander abhiangigen Ereignisse ist gleich der
Wahrscheinlichkeit w fiir das Eintreffen des ersten Ereignisses mal
der Wahrscheinlichkeit o dafiir, dafs nach demEintreffen des ersten
Ereignisses das zweite Ereignis eintreffen wird, es ist also:

(6) W,=w- 0.
Liegen in 2 von 8 Urnen nur weifse Kugeln, in der dritten Urne nur schwarze

Kugeln, und ist es unbekannt, in welchen von den drei Urnen die weifsen oder
schwarzen Kugeln liegen, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, aus Urne I eine weifse

Kugel zu ziehen, nach Formel (1): w =—§~. Ist dies Ereignis eingetreten, ist also

thatsichlich aus Urne I eine weifse Kugel gezogen, so ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, nun ebenfalls aus Urne II eine weifse Kugel zu ziehen, nach Formel (1):

® ___é . Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafs die Urnen I und II die
weifsen Kugeln enthalten, nach Formel (6):
1_ 1
23

Diese Wahrscheinlichkeit erhalten wir auch direkt nach Formel (1); denn es
sind ttberhaupt nur die 8 Falle moglich, dafs Urne I und II, dafs Urne I und III
oder dafs Urne II und III die weifsen Kugeln enthalten, und unter diesen 8 Fillen
ist nur der erste Fall far das von uns ins Auge gefafste Ereignis, dafs die Urnen 1

1

und II die weifsen Kugeln enthalten, gtnstig; somit ist nach Formel (1): W:§.

2
Wz_—_fw-w-_—-g—.

§ 5. Beziehung zwischen der Grofse der Beobachtungsfehler
und der Wahrscheinlichkeit ihres Vorkommens.

1. Kehren wir nun zur Betrachtung der Beobachtungsfehler zuriick, so kénnen
wir die am Schlusse des § 2 aufgestellte Hypothese noch durch den Zusatz er-
weitern, dafs die Wahrscheinlichkeit fir das Vorkommen positiver und negativer
Einzelfehler gleich ist, was unmittelbar aus dem Charakter der zufilligen Einzel-
fehler folgt. Hiernach lautet die Hypothese:

@ Der zufillige Beobachtungsfehler eines Messungsergebnisses
ist gleich der algebraischen Summe der in sehr grofser Anzahl auf
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tretenden, sehr kleinen, gleich grofsen, positiven und negativen zu-

falligen Einzelfehler, und die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorkommen

positiver und negativer Einzelfehler ist gleich.

2. Verfolgen wir nun die Bildung eines Beobachtungsfehlers aus positiven

¢ bezeichnet werden

und negativen zufilligen Einzelfehlern, die mit + ¢ und

mogen, so ergiebt sich folgendes

"0z | 1 wa=w ‘43 =128 ‘=91 | “gz=38 “8=7% ‘g
yo1a]3 1St I8, usayRISQW J9j[e [Yeziwesar) A
.m.amiln “ :H
‘a(f—a)g—:“ “ag ot GGg e aq
. 6 ¢ PO (g __ 6 «
JAN[.@VNI. ‘ :Aamv‘ v 9 uwmllt‘ « e v ! fwm|“= « 1
Cove e e e M g —:% “g1 feg— 4 4y ‘eg— :ne[eq|
. (g 24 & 01 (g .4 :m fm.lnnz.n,m 1
‘ caaf® 00 Y Y0z ‘0 ‘g ‘0 :jne ud[Bl g
(U Aamvﬁ Cpp e @ gy (g p:u 4o ‘ot g 1
e e e e ‘ag 4% “qr ‘ag 4 vy ‘2g 4 :me el
| . am.m;x P ¢ awm\T“.N.hH ur
o (o —, ] mvw fa 44 g ‘ep el ur
=gt (L) - I w
‘(l—a)gt+:“““ag Heg ey ut
Ce e e ut
‘eag el W ur
|
BIPZUY ua1 § ua1 @ unf un § usl & ues uuey
e IS[URJPZUL
U9PU2J2I)NE USP [OINp USSYdeMUE UUEY opuajeIyne
93819 J3(]

I9[YJsSUNjYORqOSg J9p PUll ‘UI9S 7 — IOPO @ - UUEY JO[UIPZULF SPUSIRIYne nau Iapaf




§ 5. Bezichung zwischen der Gréfse der Beobachtungsfehler und ihrer Wahrscheinlichkeit. 9

Die Zahlen, die angeben, in.wie vielen Fillen der Beobachtungsfehler auf

e,2¢,3¢e,..... anwichst, sind Binomialkoeffizienten, also ist:
(21})_%&(_2_2;—__1_) (211)_2v(2v—1)(2v—2)....(v+1).
2 1-2 o) v/ 1-2-8-....»

Die Gesamtzahl aller moglichen Fille ist allgemein 22”; denn beim Auf-
treten eines Einzelfehlers sind 2 Félle moglich und mit jedem neu auftretenden

Einzelfehler ergeben sich aus jedem moglichen Falle immer zwei neue mogliche Fille.

3. Die Wahrscheinlichkeit daftir, dafs sich aus einer Reihe von zufilligen
Einzelfehlern ein bestimmter Beobachtungsfehler bildet, ist nach dem Hauptsatz I
der Wahrscheinlichkeitsrechnung gleich der Anzahl der fir dies Ereignis giinstigen
Falle dividirt durch die Anzahl aller moglichen Fille.

Demnach ist die Wahrscheinlichkeit Wo, Wye, W4 daftir, dafs sich beim
Auftreten von 4 zufilligen Einzelfehlern die Beobachtungsfehler 0, + 2&, + 4 ¢ bilden,
nach der vorstehenden Tabelle:

6 4 1
=150 ey Weesgg
Ferner ist allgemein die Wahrscheinlichkeit Wo, Wes, Wae,.... Waoe, Wo(p+1)e,
Waw—2ys, Wew—1e, Wave daftir, dafs sich beim Auftreten von 2 » zufilligen Einzel-
fehlern die Beobachtungsfehler 0, +2¢, = 4e,.... £2¢¢, £2 (o+1)e,.... £ 2(»—2)¢,
2(r—1) ¢, 2v e bilden:

Wo

2 _
Wo:(2:)2“2”, erz(yz__”l)z—“, W4s:<v_1)2)2 2
(1) Waee=( 2% J2=2, Wagrne=( _ 2" | Je-?r,
0 v—op ) 0 11—(@—[—1) R )
Wg(v_2)5:(22v)2“2“, Wop—1)e=2v2"2" Wape=2"2",

Der Zahlenwerth von 2~ 2% nimmt sehr rasch ab mit zunehmendem ». Er ist
—‘liv fir v=1, 10124- fir »=35, 1_64213 576 fiir » = 10 u.s.w.. Somit wird beim Auftreten
einer grofseren Zahl zufilliger Einzelfehler auch die Wahrscheinlichkeit Wowe,
Waov—1ye, Wo2(vr—2)e, .... fir das Vorkommen der sehr grofsen Beobachtungs-
fehler + 2ve, + 2(v—1)e, £ 2(»—2)e¢, .... sehr gering, wodurch es zu erkliren
ist, dafs bei Beobachtungen, wo sehr viele Einzelfehler auftreten, doch sehr grofse,
aus der Anhaufung sehr vieler positiver oder sehr vieler negativer Einzelfehler
entstehende Beobachtungsfehler nicht vorkommen, obwohl ihr Vorkommen denk-
bar ist.

4. Aus der Betrachtung der unter Nr. 2 und 8 gewonnenen Ergebnisse kénnen
wir bereits folgendes entnehmen :

(8) Es ist am wahrscheinlichsten, dafs der Beobachtungsfehler
Null vorkommt. :

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorkommen der verschiedenen
Beobachtungsfehler ist verhaltnismafsig sehr viel kleiner far
grofsere als fiir kleinere Beobachtungsfehler, sie ist verschwindend
klein fiir sehr grofse Beobachtungsfehler.

Das Vorkommen gleich grofser positiver und negativer Be-
obachtungsfehler ist gleich wahrscheinlich.

5. Aus den in (1¥) gewonnenen Ausdriicken fiir die Wahrscheinlichkeit Wo
und Wgg. dafiir, dafs der Beobachtungsfehler 0 oder 2 ¢ ¢ vorkommt, kdnnen wir
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eine einfache allgemeine Gleichung entwickeln, die die Beziehung darstellt zwischen

der Grofse eines Beobachtungsfehlers und der Wahrscheinlichkeit seines Vor-
kommens.

‘Wir benutzen hierbei die folgenden Formeln:

1 1 1 1
B —r - B v -

(2%) 2]=1.2.8..... (x—l):c=1/2yt~z 2'8 12z 3603 ' 12605 ,

* z | z?  z® gt

(3 =1+t g+t

N z  x? 23 gt
(4% lg(1+z):T_'2“+§_'I+~--~)
worin 7 =38,141592..... der halbe Umfang des Kreises fiir den Radius »=1 und ¢

die Grundzahl der natiirlichen Logarithmen ist.
Nun ist nach (1%):

(5" Woz(zvv>2“2", und darin:
. 22\ 20 .(2v—1)...... (v+2)-(v41)
(6) <v)_ 1 - 2 ... (v—1)- »
29 (22 —1)e . (v+2) (1) (v—1)..... 2-1
I (v—1). v v (v—1)..... 2.1
RIS S VIS WU .
(2)! 1/27Z (2v) 2.¢ ° 12.2v  860(2w»)8 ' ~"°°°
ol 1 1 1
vev Zn-vg(v-f-?).e_—w-}'f’_”_mﬁ-l_ .....
g2v. L L .. 92V 1 1 5
- .e 8v 1923 _ -t — .
Tva ’ T (1 s 19857 T 102457 >’
danach ist:
. 1 1 1, 5
@ W°”V;;(1_§;+Tz‘év2+1oz4pa“ """ >
oder, wenn » sehr grofs ist,:
. 1
(8) Wo:_l—‘/jj;:'
Sodann ist nach (1*):
9% W298:<1)2_p0)2_2v, und darin:
(10,)(21; >=2v~(2v-——1) ..... (v+o0-+2) (v+o-1)
v—Q 1 . 2. (v——k(g—l))-(v-—g)
_2v-(2v—1)..... (v o+2) (vtot+1)-(vto) (vbo—1).....
.2 (r—(e+1): (v—¢) “(v+eo)(vF+e—1).....
— (22)! .
(v—e)!(r+o)!
Wahrend nach (5*) und (6% W(,:(f,f’;)—f 2=2% ist’ ist nach (9% und (10%)
Woge= (22)! 272% also:

(v—0)! (»+0)!



(187)
WZ@E
W,
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(11%) Wooe _ v!wl
W, (»—o)! (v+o)!
o1 1
o 2(1}—{—7;‘ —2v+ — st
= 1 v v343vp2
2a-(v—g) A “(v+e) v+0+§1c_2v+6“2—9” (e T
1 1 1 /1 1 v343ve
=(; )MH2‘-(*”*>v+0+'2".5+‘6("5‘;'@?)“@0 e ¥
v-—0 v+
Ferner ist nach (4%):
R R (R L0
(129 lg( ) lg(l ) 'v C2\y +3 v +4 v e ’
. 0 l(e)Q__l_(,e)?’ l(,@)‘*_
(187 lg(a/—l—g) —lg <1+ ) v+2 v 3 \» +4 v/ T !
wonach
w0 (el ) e il
¢ v — 2 v-+o
1 4
:—2@"+ 2w+1)~2—( ) -—9@3( ) +(2v+1)- ( ) —_.
)= (=) () (o e o (e
= (”“E)(‘) (é ’4'>(51; 5776/ \y 28" T8/ \w) T
oder da o 1, (13, % ..... gegentiber », %v,%v, glgv, ..... verschwindend
klein ist,
et le* 1o 1lg°
T T 6wE 15p5 2807 77T
wird, und somit
1 1 e% 1o 1% 1¢g®
I AR W et L
r— v+e
wird. Endlich ist:
. vy le? 1oe' 1 1e°%
I i e e PR ’
7 1<}_ vit8wely | 1 e?, 1 et T e’ 1 ¢
ar) TT180\p3 (1}2_92) _‘_{_301/471:_—{_1"27}7;3—%— ) 4v5+4v4v7+ """
Demnach wird nach (11*) und (15%) bis (17%):

2 1 1 ) 19( 11 ) 196( 5 7 )__198 14
e“?(l*‘é"ﬁ“ﬁ)'ﬂ """ P AU Sl T S Rl T S sk s R ve R g;(wgvz

W _er_led et 1ot
(19*) ngzc v 6 v3 15v5 28w7
W,

Wird nun fiir W, der in (8%) erhaltene Ausdruck eingesetzt und die Potenz
von e nach (3%) in eine Reihe verwandelt, so ergiebt sich:

o e L (18 ) 6

v v

190)‘*( 2,29 6
+2L_‘(17 l_v+l5v2_—7v3 R

oder wenn wieder beachtet wird, dafs % sehr klein ist:

N L T YT )
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~

Wie eine Vergleichung dieser Reihe mit (3*) zeigt, ist hiernach auch:
o

>

(22" Wope— 1o
er
Bezeichnen wir nun den Beobachtungsfehler 2 ¢ ¢ mit =, die Wahrscheinlichkeit

Woyoe dafiir, dafs dieser Beobachtungsfehler vorkommt mit y und setzen » (2¢)2=N
so wird

N

(23% y—-28 ¥,

Da die Werte von y Verhiltniszahlen sind, wofiir eine bestimmte Einheit

noch nicht festgesetzt worden ist, so kénnen wir den Ausdruck fiir y durch 2 ¢ divi-
diren und erhalten:

a0 y=—re ¥

oder nach (3%):

W e A=),

6. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der
zwischen 2 und z 4 dz liegt, ist nach unserm Hauptsatz II gleich der Summe der
‘Wabhrscheinlichkeiten fir das Vorkommen der zwischen z und =z + dz liegenden
Beobachtungsfehler. Wenn dz eine sehr kleine Grofse vorstellt, so kénnen wir
annehmen, dafs diese Wahrscheinlichkeiten sidmtlich gleich sind der Wahrschein-
lichkeit y fir das Vorkommen des Fehlers = und konnen die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten fur das Vorkommen der zwischen « und = 4 d= liegenden Beobacht-
ungsfehler darstellen durch das Produkt y-dz. Dies Produkt wird veranschaulicht
durch einen Flichenstreifen von der Hohe y und der Breite dz.

Weiter ist auch die Wahrscheinlichkeit W dafir, dafs ein Beobachtungs-
fehler vorkommt, der zwischen z == a und 2 = b liegt, nach unserm Hauptsatz II gleich
der Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir das Vorkommen der zwischen a und b
liegenden Beobachtungsfehler, und diese konnen wir darstellen durch die Summe
der Produkte y-dz, die sich mit den Werten von y ergeben, die zu allen zwischen
a und b liegenden Werten von z gehoéren, so dafs

(24" WZ:/ydz fir z=a bis s =120
wird.

Wird die Beziehung zwischen den Beobachtungsfehlern und der Wahrschein-
lichkeit ihres Vorkommens veranschaulicht durch eine Kurve, deren Abscissen
gleich 2 und deren Ordinaten gleich ¥ sind, so wird die Wahrscheinlichkeit W,':
dafiir, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der zwischen a und b liegt, veran-
schaulicht durch die Fliache, die zwischen der Kurve, der Abscissenaxe und den
beiden zu 2=« und v =25 gehorigen Ordinaten liegt.

§ 6. Der durchschnittliche, mittlere und wahrscheinliche Fehler.

1. Wir haben bisher als Einheitsmafs fur die Beobachtungsfehler den zu-
falligen Einzelfehler genommen, wir konnen aber die Grofse der zufilligen Einzel-
fehler nicht bestimmen und deshalb auch die bei den Beobachtungen auftretenden
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Fehler praktisch nicht nach diesem Einheitsmafs messen. Wir konnen aber wohl
fir die verschiedenen Beobachtungsarten und fiir die verschiedenen Instrumente
aus DBeobachtungsergebnissen Mittelwerte der Beobachtungsfehler ableiten und
dann diese Mittelwerte auch als Einheitsmafs fiir die Beobachtungsfehler benutzen.

Denn wenn wir eine Grofse, deren wahren Wert (z) wir kennen, wiederholt
in gleicher Weise beobachten und dadurch die Beobachtungsergebnisse A,, 4,,
As, ... 4, erlangen, so liefern uns die Unterschiede (z) — A4, () — 4,, (z) — 44,....,
(¢) — A, die wahren Beobachtungsfehler (v,), (v;), (vs), .... (v,). Bilden wir nun
beispielsweise aus diesen einen Mittelwert d, indem wir die absolute Summe
[+ (¥)] der Fehler durch ihre Anzahl » dividiren, so koénnen wir diesen Mittel-
wert d als Einheitsmafs fir die Fehler gleichartiger Beobachtungen benutzen und
feststellen, dem wievielten Betrage des Mittelwertes sie gleichkommen.

2. Die als Einheitsmafse der Beobachtungsfehler gebrduchlichen Mittelwerte
sind der durchschnittliche, der mittlere und der wahrscheinliche Fehler.

Der durchschnittliche Fehler d ergiebt sich, indem die absolute, d. h.
die ohne Beriicksichtigung der Vorzeichen gebildete Summe [+ (v)] der wahren

Beobachtungsfehler (v,), (v,), (vs), ... (v,) durch ihre Anzahl n dividirt wird,
also nach:

+
(12) d= [:.(n?’.)_] .

Der mittlere Fehler m ergiebt sich, indem die Summe [(v)(v)] der
Quadrate der wahren Beobachtungsfehler (v,), (v:), (v3), . .. (v,) gebildet, diese
durch ihre Anzahl » dividirt und aus dem so erhaltenen Mittelwerte der Quadrate
die Wurzel gezogen wird, also nach:

13) m:i]/f[@) ()1,

Der wahrscheinliche Fehler ist der Fehler, der in einer Reihe absolut
genommener wahrer Beobachtungsfehler ebenso oft uberschritten, wie nicht er-
reicht wird. Er kann bestimmt werden, indem die Fehler ihrer Grofse nach ge-
ordnet werden, und dann ermittelt wird, welcher Fehler in der Mitte der Fehler-
reihe liegt. Zweckmafsiger ist es indefs, zundchst den mittleren Fehler zu bilden,
und den wahrscheinlichen Fehler nach einer spiter zu bildenden Formel aus dem
mittleren Fehler zu berechnen, weil hierbei sdmtliche Fehler ihrer Grofse
nach zur Anrechnung kommen, wihrend bei dem zuerst erwihnten Verfahren
hauptséchlich die Grofse der in der Mitte der Reihe stehenden I'ehler bestim-
mend ist.

3. Die vorbezeichneten Mittelwerte der Beobachtungsfehler sind abhingig
von den bei den Beobachtungen benutzten Instrumenten und der Beobachtungsart;
denn je nachdem ein mehr oder minder feines Instrument, oder je nachdem ein
mehr oder minder gut durchgebildetes Beobachtungsverfahren eingeschlagen wird,
werden sich auch kleinere oder grofsere Beobachtungsfehler und dementsprechend
auch kleinere oder grofsere Mittelwerte der Beobachtungsfehler ergeben.

Ferner ist auch die in den Formeln (10¢) und (11) vorkommende noch un-
bestimmte Gréfse N abhingig von den bei den Beobachtungen benutzten Instru-
menten und der Beobachtungsart. Denn wenn wir beispielsweise Winkel be-
obachten mit einem feinen Mikroskoptheodoliten, so wird. die Wahrscheinlichkeit

Tz

1 _rr . . .
y::;/— —-e N, einen Fehler © von bestimmter Grofse zu machen, eine ganz
Nn
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andere sein, als wenn wir den Winkel mit einem einfachen Nonientheodoliten be-
obachten. Ebenso wird die Wahrscheinlichkeit vy, einen bestimmten Fehler = zu
machen, verschieden sein, je nachdem dies oder jenes Beobachtungsverfahren ein-
geschlagen wird. Diese verschiedenen Werte der Wahrscheinlichkeit y werden
sich nach Formel (10) oder (11) aber nur dann ergeben, wenn die Grofse N den
verschiedenen Instrumenten und Beobachtungsarten entsprechend verschieden be-
stimmt wird.

4. Weil nun sowohl die Mittelwerte der Beobachtungsfehler, als auch die
Grofse N von den bei den Beobachtungen benutzten Instrumenten und der Beob-
achtungsart abhingig sind, so werden diese Grofsen auch unter sich in bestimmter
Beziehung stehen. Diese Beziehung wollen wir jetzt durch einfache Formeln aus-
zudriicken suchen und dann in die Formeln (10) und (11) statt der Grofse N die
Mittelwerte einfiihren, die aus den Beobachtungsfehlern immer einfach apgeleitet
werden konnen.

Bei der Entwicklung dieser Formeln setzen wir voraus, dafs die Mittelwerte
der Beobachtungsfehler aus unendlich vielen Beobachtungsergebnissen abgeleitet
werden. Letzteres trifft zwar in praktischen Fillen nicht zu, wo immer nur Be-
obachtungsergebnisse in endlicher Anzahl vorliegen; wir werden aber die unter
Voraussetzung des idealen Falles gewonnenen theoretisch richtigen Formeln auch
praktisch anwenden konnen, da sie das Verhiltnis der betreffenden Grofsen zu
einander so gut wie moglich darstellen werden.

Im § 5, Nr. 5 hatten wir bereits angefiihrt, dafs die Werte von y Verhiltnis-
zahlen sind, fiir die eine bestimmte Einheit noch nicht festgesetzt ist. Da nun

nach § 5, Nr.6 /ydx fir #=— oo bis * = -} oo die Wahrscheinlichkeit dafiir dar-

stellt, dafs ein Fehler vorkommt, der zwischen — >~ und + o liegt, und es gewifs
ist, dafs bei einer Beobachtung ein Fehler vorkommt, der in diesen Grenzen liegt,
so setzen wir nach Formel (3):

1% /ydx:l fir = — . bis =+ 0.

5. Wenn Beobachtungsergebnisse in unendlich grofser Anzahl vorliegen, so
kommen bei diesen auch alle Beobachtungsfehler von 2= — o bis = 4 oo vor
und die Fehlerreihe enthilt die einzelnen Fehler in einer Anzahl, die proportional
ist der Wahrscheinlichkeit dafiir, dafs die betreffenden Fehler bei den Beobachtungen
auftreten. Wenn demnach ydx die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dafs ein Be-
obachtungsfehler vorkommt, der zwischen z und = + dx liegt, und % eine Konstante

ist, so stellt kydz die Anzahl der in der Fehlerreihe vorkommenden Fehler, die
zwischen « und = -+ d2 liegen, dar und

2% n:/kydx:k/ydx fir e=—o0 bis 2=-1+

die Anzahl der tiberhaupt vorkommenden Fehler.
6. Weiter erhalten wir dann die Summe aller Fehler, indem wir die Anzahl
kydzx, in der die einzelnen Fehler vorkommen, mit den betreffenden Fehlern multi-

pliziren, und alles addiren, indem wir also in der berechtigten Annahme, dafs alle
Fehler zwischen « und » 4 dz gleich & sind,

(3% [i-(v)]:/l:y:udx:/’c/yxdx fir 1=— o0 bis s =+
bilden.
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Demnach wird nach Formel (12) der durchschnittliche Fehler:

klyzdx
(47 d:_[i—(v)]:_/:y fiir x = — oo bis 2 = x,
n kfydx
oder, da nach (1*): [ydz=1 fir = — oo bis 2=+ coist,:
(5% d:/yxdx fiir = —co bis z=-+ 0.

Fiuhren wir hier fir y den in Formel (10) erhaltenen Ausdruck ein und
integriren, so erhalten wir:

_z= 2 _Er
(6% d:——;l;: e N.x.dx:—li—-e ¥ fir 1= — oo bis 1=+ 0.
'I/_Nn 2 1/ 7 -
Der Wert dieses Integrals ist
YN
fir t=0 gleich ———=

2y’

fir = o gleich 0,

also fiir x=0 bis z=c0o gleich

iy
2yx’
YN
und fir 2= —  bis = co gleich ——.
Vx

Somit ist der durchschnittliche Fehler:

T

N -
ap a= 1;— = 0,564 190 /N,

7. Die Quadratsumme aller Fehler erhalten wir, indem wir die Anzahl & y d=,
in der die einzelnen Fehler vorkommen, mit dem Quadrat der betreffenden Fehler
multipliziren, und alles addiren, indem wir also

(7 [(v)(v)]:/kyxzdxzk/yxgdx ftir z=-—o00 bis z=- o0
bilden.
Demnach wird nach Formel (13) das Quadrat des mittleren Fehlers:

kflyxz2dz
(8*) mzz[(v)(v)}:/y fuI‘il,——_——-—OObIS x:+oo
n lc/yd:c
oder, da nach (1*): [ydz=1 fiir s=— oo bis v=--coist,:
(9%) m?= [yz?dxs fiir 3=-—o0 bis s=-4 0.

Setzen wir hier fir ¥ den in Formel (10) erhaltenen Ausdruck ein und
integriren partiel, so erhalten wir:

Tz
(10%) mﬁ:ﬁfe ¥optds
T

VY (%%
=—=1\e e ~dac> fir 3= — o0 bis =+ 0.
2]/7z
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Das erste Glied in der Klammer wird fiir x+=0 und fiir 2=1o0 gleich Nul],

fallt also fiir * = — cc bis & = - oc fort, wihrend das zweite Glied gleich Vﬂ/y dz,

oder da nach (1%) das Integral/y dz=1 fir x=— oc bis x =- oo ist, gleich 1/577,
womit: .
vy 1

11%) m?=-'"—)Ng==-N
(1" 21/7[ -l/i 9
und der mittlere Fehler: o

- 1 = - e
a5) m:V2 .Y N=0,707 107 YN
wird.

8. Der wahrscheinliche Fehler w ist der Fehler, der in einer Reihe von Be-

obachtungsfehlern ebenso oft iiberschritten, wie nicht erreicht wird. Es liegen also

ebenso viele Beobachtungsfehler innerhalb der Grenzen z = —w bis z = + w, wie
aufserhalb dieser Grenzen; demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafs ein Be-

obachtungsfehler vorkommt, der zwischen *—=—w und z= -+ w liegt, gleich J—,
oder es ist:
(12%) \/ydx=é fir e=—w bis r=-+4w,

woraus nach Formel (11) folgt

w 11 1 z* 1z 1 x8 ) )
(13) —2*7:"/ﬁ/ N+2‘.NZ ?T“ +4[N-L coed)ds

1 z x 3_1_.._.;,, _xs_l— »}47 1 _13_9_
:_ﬁ<ﬁ l(Vv) ‘51 !<VJ> 7'3‘(1/N> +9*14!<-‘/N> ----- )

fir x= —w bis = w.
Der Wert dieses Integrals ist
fir = 0 gleich 0,

fir x=w glelch% <ﬁ <1/N) +5 91 (VN>5~'7"T1‘3‘! (1%\7>7+’9‘.14'!<17wj7)9—...>

also fir s=—w bis z=+4w gleich dem zweifachen Betrage dieses Ausdrucks,
so dafs:

1 2 [ w 1 3 1 w b 1 w \7 1 w9
147 &= (2 SN — (=) e (=) —
4 5 1/z<1/N <1/N> T5oa 2'<VN) 7,3z<]/i)+9~4!<1/N) >’
oder

ew L= w 1 /w\3 1
(15% ZV”“O’MIIS_VN—? (V_N> + 55

Durch Auswertung dieser Gleichung ergiebt sich:

(16%) = 04769363 =0, w=— 04769363 )N =0}V

oy

und somit fiir den wahrscheinlichen Fehler:

G — s () +on ) -

ist.

16) w = 0,476 9363 YN = 0 /N .
Aus den Formeln (14), (15)., (16) folgt weiter:
a1?) d=0,197885m,

(18) w=10,674490m,
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wonach der durchschnittliche Fehler d und der wahrscheinliche Fehler w aus dem
mittleren Fehler m berechnet werden kénnen.*)

9, Sobald fir ein Instrument und eine Beobachtungsart ein Mittelwert der
Beobachtungsfehler bestimmt worden ist, kann jeder Beobachtungsfehler = als ein
Vielfaches von einem der Mittelwerte d, m, oder w dargestellt werden, indem rd,

10, 10
).)'h
o
*4).
0,5 05
ref2
&
Er )‘)';,,
Zo,
I
BHH
L%r
=20
e aanaa: 4,7-
05 Ldrr-gonar iy N 90
Art00 95 70
Fig. 1
rm oder rw fiir « gesetzt wird, wo r erhalten wird nach: T =T oder =

Setzen wir dementsprechend in den Formeln (10) und (11) 7d, rm, rw fur = und
nach den Formeln (14), (15) und (16): d/ =, m/2, % fur /N, so erhalten wir als

Wabhrscheinlichkeit Wra, Wrm, Wrw dafur, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt,
der gleich dem rfachen Betrage des durchschnittlichen, des mittleren oder des
wahrscheinlichen Fehlers ist,:

r2 r2
* 1~ " 1 2.
(177 W,.d:g;.e * (18 W,.,,,:w_g__;.e )

—_ ") 2

(19%) Wew——O o 00"

w'/n:
. . 1 1 o .
oder indem wir durch T —— dividiren:

z’ m1/27v " w 1/ T
*) Ein Beispiel siehe Seite 21.
Koli. 2 Aufl. 2
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r2
T r? 1 /r%\2 1 [r%\3 1 [r%\4
ay  Wra=e —1-2 455 -5E)° 5B -
72
. 2 r? 1 /r%\2 1 /r%\3 1 [r2\4
an wa=e 1= +5i(5) —5(5) +4G) -
> W -(wr)2_1 )2 1 ) 4 1 6 1 )8
£1)) rw=e€ =1—(wr) —]——2—!((»1) —S—!(wr) —}—m(wa) — ...

Fir r=0 werden Wrd, Wrm, Wrw gleich Eins, wonach durch die letzte
Division den Werten der Wahrscheinlichkeit dafiir, dafs ein Fehler rd, rm, rw
vorkommt, als Einheit die Wahrscheinlichkeit W, dafiir zu Grunde gelegt ist, dafs
der Beobachtungsfehler Null vorkommt.

Die sich nach Formel (20) ergebenden Zahlenwerte von Wyrm fiir r =0,00
bis r=4,00 kénnen aus der vorstehenden graphischen Tabelle (Fig. 1) entnommen
werden und zwar als Ordinaten der vier Kurvenstiicke fiir die Abscissen r von
0.00 bis 1,00, von 1,00 bis 2,00, von 2,00 bis 3,00, und von 3,00 bis 4,00.

10. Die Wahrscheinlichkeit W1 % dafir, dafs ein Beobachtungsfehler vor-
kommt, der zwischen z=—a und »=-a liegt, ist nach (24*) im §5:

(-0% wta fydx fir c=—a bis s=-}a.

Den Wert dieses Integrals erhalten wir, indem wir in dem in (14*) rechts
stehenden Ausdruck o fir w setzen. Damit wird:
2 1

1 o= (G ) )

=00 10 2,0 30 %

, 0

/\

~.|

[

)]
‘Wahrscheinlichkeit dafiir, dafs der rfache 1 ®
mittlere Fehler nicht tberschritten wird

RS
©

|
~———

[N

=
)

A
/

/
/[

r-00 10 20 3,0
Fig. 2.
. . — = w
Setzen wir nun, wie oben, rd, rm, rw an Stelle von a, und d1/z, my/2, — ,an

Stelle von /N, so erhalten wir als Wahrscheinlichkeit W+7% w 7" W'Hw da-

rd? ruw)
fur, dafs ein Beobachtungsfehler den r fachen Betrag des durchschnittlichen, mittieren
oder wahrscheinlichen Fehlers nicht {iberschreitet:
1 r\9
m <-V;> T e e -> y

@2) Wi:2=172;<ﬁ 1(1/”) ot 2‘<VT >5—7§5(V’;)7+
23) Wi;ﬁ:{/%(?% 1<V2> T 2‘<Vrz>5—'7—-13‘!<ﬁ>7+ 14‘<1/2>9—"">’
@y =2 (or — L@ trtens — o en 5L

Vv 3

worin 7=3,141592..., 0 =0476936. .. ist

mittlere Fehler tiberschritten wird.
k=]
o

S
[~

‘Wahrscheinlichkeit dafiir, dafs der 7fache

o
)
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Die in den Formeln (19) bis (24) vorkommenden Reihen konvergiren
samtlich. Sie haben wechselndes Vorzeichen und der Quotient GGJ—l der beiden

aufeinanderfolgenden Glieder mit (n—1)! und =!, der fir die ersten 3 Reihen
:%(ar)z, fir die letzten 38 Reihen :%%—g—ﬁ(arﬁ ist, wird fir endliche
Werte vom 7 jedenfalls <1, wenn die Reihen gentigend weit fortgesetzt werden.

In der nebenstehenden Figur 2 stellen die zu den Abscissen r=0,0 bis r =4,0
gehorigen Ordinaten der Kurve, wenn sie von der unteren Abscissenlinie gezahlt
werden, die Wahrscheinlichkeit W1 7™ dafir dar, dafs der rfache mittlere Fehler
nicht tberschritten wird, dagegen, wenn sie von der oberen Abscissenlinie gez#hlt
werden, die Wahrscheinlichkeit dafiir dar, dafs der rfache mittlere Fehler uber-
schritten wird.

§ 7. Untersuchung von Fehlerreihen.

Nach dem bisher Gewonnenen kénnen wir vorliegende Beobachtungsergeb-
nisse priifen, indem wir die Beobachtungsfehler bilden und untersuchen, ob sie in
geniigender Weise den Regeln fiir das Auftreten der Beobachtungsfehler folgen.

Aus dem Satze, dafs gleich grofse positive und negative Beobachtungsfehler
gleich wahrscheinlich sind, folgt erstens, dafs in einer Reihe zufilliger Beobachtungs-
fehler gleich viel positive und negative Fehler vorkommen missen, und dafs die
Summe der positiven Fehler gleich der Summe der negativen Fehler sein mufs.
Wenn diese Gleichheit der Anzahl und der Summen der positiven und negativen Fehler
in einer Fehlerreihe nicht gentigend ist, die Ungleichheiten also nicht als zufillige
angesehen werden konnen, so kann darauf geschlossen werden, dafs die vorliegenden
Beobachtungsfehler nicht frei von konstanten Fehlern sind.

Alsdann ist nachzuforschen, aus welchen Fehlerquellen die konstanten Fehler
herrithren und auf Grund des Ergebnisses der Nachforschung ist durch Aenderung
der Beobachtungsart, Berichtigung der verwendeten Instrumente u. s. w. das fernere
Auftreten der konstanten Fehler in den Beobachtungsergebnissen wenn moglich zu
verhindern.

In manchen Fillen wird auch die Grofse der konstanten Fehler ermittelt
werden konnen, und dann werden die Beobachtungsergebnisse davon durch An-
bringung entsprechender Verbesserungen befreit werden kénnen, wonach die iibrig-
bleibenden Fehler sich als zufillige. Beobachtungsfehler kennzeichnen miissen.

Ferner kann untersucht Werder;, ob in einer Fehlerreihe die einzelnen Be-
obachtungsfehler auch wirklich in einer der Wahrscheinlichkeit ihres Vorkommens
entsprechenden Anzahl auftreten. Wird fiir alle Fehler, deren Wahrscheinlichkeit
nicht verschwindend klein ist, die Wahrscheinlichkeit W rm nach dem im § 6, Nr. 9

angegebenen Verfahren ermittelt, so wird aus [Wrn] und der Anzahl » der vor-

liegenden Fehler nach: k= [WTL - ]ein Faktor erhalten, womit die einzelnen Wrm

zu multipliziren sind, um die Zahlen zu erhalten, die angeben, wie oft die Fehler
in der vorliegenden Reihe nach dem Fehlergesetze vorkommen sollen.

Beispiel: Bei der Haupttriangulation des Kénigreichs Sachsen sind nach
Seite 484 und 485 des ihre Ergebnisse enthaltenden Druckwerkes die in der nach-
folgenden Tabelle in Spalte 1 und 8 angegebenen Dreiecksschlufsfehler so oft vor-
gekommen, wie in Spalte 2 und 4 angegeben ist.

Der Fehler 0,0 ist 13 mal vorgekommen, aufserdem sind 86 positive und 98
negative Fehler vorgekommen. Die Gesamtzahl der Fehler ist also n=13-186
+-98=197. Nach Spalte 5 und 6 ist die Summe der positiven Fehler: -}-45,9 und

ok
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die Summe der negativen Fehler: — 46,2; demnach ist die Anzahl und die Summe
der positiven Fehler nahezu gleich der Anzahl und der Summe der negativen
Fehler, wie es sein mufs.”)

Es kommt vor der (v) 2B,
Fehler g1 (0)— g2 (0) (@14 3) 0) ()| r =" | Wom EWrm
- m — (¢1 + q2)
(v) |gimal| (v) |g.mal
L2 |8 |4 5. 6. | 7 8 9. | 10 11.
00| 13 0,0 0,00 0,00 | 1,000 | 129 | —01 |
401|710 —0,1| 16 1,0 1,6 0,26 0,16 (6,987 T 127 | —0,6
402 18 |[—02| 14 3,6 2,8 1,98 0,33 | 0946 | 122 —76
+03| 9 |—03] 17 2,7 5,1 2,34 049 |0886 | 114 —32
+04] 8 [—04] 9 3,2 3,6 2,72 0,66 | 0,804 | 104 | 38
405/ 9 |—05] 9 45 45 4,50 082 0715 | 92| 04
+06| 7 |—06 8 4,2 438 540 0,98 |0619| 80| -+10
407 4 |—07 8 2.8 5,6 5.88 1,15 | 0515 | 66| 412
+08| 5 |—08| 4 4,0 8,2 5,76 1,81 | 0422 | 54| 18
409 2 |—09] 6 1,8 5,4 6,48 1,48 10334 | 43| 06
410/ 8 |—10] 3 3,0 3,0 6,00 1,64 | 0262 | 34| 08
41,1 2 ||—11] | 2.2 . 9,42 1,80 | 0,198 | 26| 32
4120 1 |—12] . 1,2 . 1,44 1,97 | 0,141 | 18] 26
+18 2 |—13]| . 2,6 . 3,38 213 10102 | 18| 406
414 1 |—14] 1 14| 14 3,92 230 |0071| 09| —02
+15] 3 |—15| . 45 . 6,75 246 10048 | 06| —18
416 2 |—16] 1 3,2 1,6 7,68 262 10032 04| —22
417 . =170 1 . 1,7 2,39 279 |0021| 03| —04
+18 . |—18] . . . . 295 [0013| 02| 04
+1, .ol=19] 1 . 1,9 3,61 311 0007 | 01| —038
420 . |—20| . . . . 8,28 | 0004 01| 02
4210 . |—21| . . . . 344 | 0003 | 00 0,0
+22| . |—22| . . . . 3,61 | 0001 0,0 0,0
86 98 | 459 | 462 72,71 7181 | 919 —o03
——— 1
n==18 486+ 98 =197 + 92,1 m?=0,369 |[Wrn]=15262 196,7:1
d= + 047 | m= + 0,61 E=12,9  |[kWm)

Die absolute Summe der Fehler ist: [+ (v)]=45,9 1} 46,2 =+ 92,1, womit sich

nach Formel (12) der durchschnittliche Fehler d= [%E_vl] = %3—’1 = + 0,47 ergiebt.

In Spalte 7 ist die Quadratsumme der Fehler [(v) (v)]="72,71 gebildet und

(ER)

nach Formel (13) der mittlere Fehler m:i]/[—‘ﬂn(L” =+ 4 0617 be-

rechnet.

*) Die Dreieckswinkel sind aus den Werten der Richtungen abgeleitet, die sich nach.
der Stationsausgleichung ergeben haben. Deshalb gelangt in ihrer algebraischen Summe + 45,9
--46,2 =—0,3 nur die algebraische Summe der Fehler der Aufsenwinkel des Dreiecksnetzes.
zum Ausdruck.
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Nach Spalte 1 bis 4 der Tabelle kommen 97 Fehler vor, die kleiner als
+0,35" und 100 Fehler, die grofser als =+ 0,35 sind, wonach w = + 0,35 als wahr-
scheinlicher Fehler angenommen werden kann.

Nach den Formeln (19) und (18) ergiebt sich fiir den durchschnittlichen
Fehler: d=08m=0,8(+0,61)=+ 0,49 und far den wahrscheinlichen Fehler:
w=10,67Tm=0,67(+0,61)=+041", gegenitber den vorher gewonnenen Werten
d=4047" und w=+0,35".

In Spalte 8 sind die Verhéltniszahlen r:%) nachgewiesen, denen in Spalte 9

die aus der graphischen Tabelle im § 6, Nr. 9 entnommenen Zahlen fiir die Wahr-
scheinlichkeit Wrm daftir beigefiigt sind, dafs die in Spalte 1 und 8 aufgefiihrten
Fehler (v)=7m vorkommen. Die Zahlenwerte von W,n fir Fehler, die grofser
sind als + 2,2*, sind bereits so klein, dafs sie hier nicht mehr in Betracht kommen.
Die Summe [ Wrn] fiir alle Fehler zwischen 2,2 und — 22" ergiebt sich aus
der Wahrscheinlichkeit 1,000 fiir (v) =0,0 und der doppelten Summe 27,131 aller
Werte von Wem fir (v)=0,1 bis (v)=2,2, sie ist also [ Wrm]=1,000-}2-7,131
— 15,262, wonach k— % — 1-5,27@ —129 wird.

Die Produkte % Wrm in Spalte 10 der Tabelle sind dann die Zahlen, die an-
zeigen, wie oft die in Spalte 1 und 3 nachgewiesenen Fehler nach dem Fehlergesetze
vorkommen sollen. Die in dhnlicher Weise wie [ Wrm] gebildete Summe [% Wrn ]
mufs mit » {ibereinstimmen, was auch der Fallist. Die Vergleichung der Zahlenwerte
in den Spalten 2, 4 und 10 und die Betrachtung der in Spalte 11 aufgefiihrten
Summen der Differenzen (kWrm — q;) -+ (kWem —q,) =2k Wrm— (g, -} q») giebt
einen Anhalt dafiir, inwieweit die thatsachlich aufgetretenen Fehler dem Fehlergesetze
entsprechen. Wie ersichtlich, kommt nur die eine grofsere Abweichung vor, dafs die
Fehler -} 0,2 und — 0,2 8 mal mehr vorkommen, als nach der Wahrscheinlichkeit fiir ihr
Vorkommen zu erwarten ist; im ganzen entspricht aber das Auftreten der verschie-
denen Fehler in der vorliegenden Fehlerreihe ganz gut den dafiir gewonnenen Regeln.

§ 8. Fehlergrenzen.”)

1. Nach den Formeln (22), (23) oder (24) erhalten wir die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der den r fachen Betrag des durch-
schnittlichen, des mittleren oder des wahrscheinlichen Fehlers nicht iberschreitet.
Indem wir die erhaltenen Zahlenwerte subtrahiren von der Wabrscheinlichkeit W =1
datiir, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der diesen Betrag entweder tiber-
schreitet oder nicht tiberschreitet, erhalten wir die Wahrscheinlichkeit daftir, dafs
ein Beobachtungsfehler vorkomimt, der den rfachen Betrag des durchschnittlichen,
des mittleren oder des wahrscheinlichen Fehlers tberschreitet.

Danach ist die Wabhrscheinlichkeit dafiir, dafs ein
Beobachtungsfehler vorkommt, der den rfachen mitt-
leren Fehler
‘ nicht iiberschreitet ; iiberschreitet
(25) for r=1,0: ‘ 0,6827, | 03173,
, r=20: 0,954 5, ©0,0455,
. r—30: 0,997278 , , 0,002 722,
., T=235: 0,999 5338, | 0,000 466 2,
, T=40: 099993662, |  0,00006338,
, T=250: 0,999 999427, | 0,000 000573 .

*) Vergleiche: Ueber den Maximalfehler einer Beobachtung von Helmert in der Zeit-
schrift fir Vermessungswesen, 1877, Seite 131 u. f.
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2. Multipliziren wir die Wahrscheinlichkeit W, dafs der r fache mittlere Fehler
tberschritten wird, mit », so geben uns die Produkte » W an, in wie vielen Fillen
unter » Fillen der rfache mittlere Fehler wahrscheinlich tiberschritten wird oder
wie viele Fehler in einer Reihe von n Fehlern grofser sein werden, als der rfache
mittlere Fehler.

Dividiren wir ferner die Anzahl n aller Fille durch die Anzahl »n W der Fille,

in denen der rfache mittlere Fehler iiberschritten wird, bilden wir also ﬁV:%V ’
so erhalten wir die’Anzahl der Fille, unter denen der Fall, dafs der r fache mittlere
Fehler tiberschritten wird, wahrscheinlich einmal vorkommt. Dies ergiebt folgendes:

Unter n» = 1000 Fehlern wird Dafs der rfache mittlere Fehler
der r fache mittlere Fehler wahr- tiberschritten wird, kommt wahr-
scheinlich tberschritten scheinlich einmal vor
(26) fir r=1,0: | bei 38173 Fehlern, fir r=1,0: ’ bei je 3,1 Fehlern,
y 1=20: y 455 ” w =201, , 22,0 ”
y T= 3,0: » 2,7 » w 7=30: noo» 368 ”
y T=235: ” 047 y T=3511 , 2150 ”
w T=40: ” 0,063 w =40, 15 800 ”
., T=050: ,  0,0006 , , r=50:| , , 1750000 ”

3. Die vorstehend angefithrten Zahlen geben einen gentigenden Anhalt fir
die Festsetzung von Fehlergrenzen, die die Beobachtungsfehler nicht tiberschreiten
diirfen, wenn die Beobachtungsergebnisse weiter verwendet werden sollen.

Nach dem Vorangegangenen miissen wir zwar zugeben, daf§ sehr grofse
Beobachtungsfehler entstehen kénnen durch eine ungiinstige Anhiufung einer grofsen
Ueberzahl positiver oder negativer Einzelfehler, und dafs wir dem Beobachter fir
das Eintreffen dieser ungtinstigen Félle kein Verschulden zur Last legen kénnen.
Dennoch ist es aber berechtigt, die Beobachtungsergebnisse, bei denen die hervor-
tretenden Fehler eine gewisse Grenze iiberschreiten, von der weiteren Verwendung
auszuschliefsen und durch andere, durch Nachmessung zu gewinnende Beobachtungs-
ergebnisse zu ersetzen; denn das Auftreten der sehr grofsen Fehler ist sehr wenig
wahrscheinlich, und es kann mit grofser Wahrscheinlichkeit erwartet werden, dafs
das Nachmessungsergebnis nur mit einem innerhalb der bestimmten Grenzen liegenden
Fehler behaftet sein werde, falls diese Grenzen zweckentsprechend gewshlt sind.

Wir entnehmen nun aus Tabelle (26), dafs der 8fache mittlere Fehler
wahrscheinlich in 1000 Féllen nur 2,7 mal oder in 368 Fillen einmal iiberschritten
wird. Wenn wir demnach festsetzen, dafs nur solche Beobachtungsergebnisse weiter
verwendet werden sollen, deren Fehler hochstens gleich dem 8fachen mittleren
Fehler ist, so werden wir zwar wahrscheinlich in 868 Fillen einmal von dem Be-
obachter eine von ihm nicht direkt verschuldete Nachmessung fordern miissen; wir
werden die Berechtigung fiir diese Forderung aber aus dem Umstande entnehmen,
dafs die Wahrscheinlichkeit fir die Erlangung eines Beobachtungsergebnisses, dessen
Fehler < 8m ist, sehr grofs, namlich nach Tabelle (25) gleich 0,9978 ist. Das
Gleiche trifft nach Tabelle (26) einmal zu in 2150 Fillen, wenn wir den 8,5 fachen
mittleren Fehler, und einmal in 15800 Fallen, wenn wir den 4 fachen mittleren
Fehler als héchstens zuldssigen Fehler festsetzen.
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(29 Demnach kann als Regel gelten, dafs nur solche Beob-
achtungsergebnisse weiter verwendet werden dirfen, deren Be-
obachtungsfehler, je nachdem mehr oder minder strenge Anforde-
rungen gestellt werden, den 3 bis 3,5fachen mittleren Fehler nicht
iiberschreiten und dafs nur dann, wenn besondere Umstidnde dies
bedingen, noch solche Beobachtungsergebnisse angenommen zu
werden brauchen, deren Fehler den 3,5 bis 4fachen mittleren Fehler
erreichen.

§ 9. Fortpflanzung der Beobachtungsfehler.

1. Die Beobachtungsfehler gehen, wie bereits im § 1 erwahnt ist, tiber auf
alle Grofsen, die aus den Beobachtungsergebnissen abgeleitet werden. Wir miissen
deshalb auch feststellen, wie dieser Uebergang erfolgt, oder wie sich die Be-
obachtungsfehler fortpflanzen, damit wir in der Lage sind, anzugeben, mit welchen
Fehlern die aus den Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Grofsen wahrscheinlich
behaftet sein werden.

Wenn solche Angaben aber gentigend zuverldssig sein sollen, werden wir
ihnen in der Regel nicht die zufillig bei den grade vorliegenden Beobachtungs-
ergebnissen hervortretenden einzelnen Fehler zu Grunde legen kénnen. Vielmehr
werden wir hierfiur Mittelwerte der Beobachtungsfehler benutzen miissen, die fur
die betreffenden Beobachtungsarten und Instrumente aus einer gréfseren Reihe von
Beobachtungsergebnissen abgeleitet sind.

Wenn beispielsweise in einem Dreieck die drei Winkel und eine Seite ge-
messen sind und verlangt wird, dafs hiernach nicht nur die Lingen der beiden
andern Seiten, sondern auch die Fehler angegeben werden, womit diese Liangen
wahrscheinlich behaftet sein werden, so konnten wir zwar fiir die Fehler der
Winkel einen Wert aus dem zufilligen Widerspruche der Summe der drei Winkel
gegen den Sollbetrag von 180° ableiten; es wire aber vollig verfehlt, den aus dieser
Ableitung folgenden Fehler den Fehlerangaben fiur die berechneten Seiten zu
Grunde zu legen. Denn, wie wir gesehen haben, ist es am wahrscheinlichsten, dafs
die kleinen Beobachtungsfehler vorkommen und ist es somit auch am wahrschein-
lichsten, dafs in dem einzelnen Dreiecksschlufsfehler nur ein kleiner Teil der
wirklich vorhandenen Winkelfehler zum Ausdruck gelangt. Fir den Fehler der
gemessenen Dreiecksseite fehite es, wenn diese nur einmal gemessen wire, vollends
an jedem Anhalte fir die Grofse des Beobachtungsfehlers; und selbst wenn die
Seite etwa 2- oder 8 mal gemessen wire, giben die hervortretenden Unterschiede
der Messungsergebnisse nur einen wenig zuverldssigen Anhalt fir die Feststellung
der wahrscheinlich vorliegenden Fehler. Wenn dagegen aus einer grofseren Zahl
anderweiter Beobachtungsergebnisse Mittelwerte der Beobachtungsfehler fir die in
gleicher Art ausgefiihrte Dreileckswinkel- und Seitenmessung abgeleitet sind, so
wird mit Benutzung dieser Mittelwerte auch eine zuverldssige Angabe der Fehler
gemacht werden konnen, womit die berechneten Dreiecksseiten wahrscheinlich be-
haftet sein werden.

2. Als Mittelwerte von Beobachtungsfehlern haben wir bereits den durch-
schnittlichen, den mittleren und den wahrscheinlichen Fehler kennen gelernt. Von
diesen drei Mittelwerten eignet sich der mittlere Fehler am besten zur Angabe
der den Beobachtungsergebnissen wahrscheinlich anhaftenden Fehler, weil darin die
Beobachtungsfehler, woraus der Mittelwert gebildet wird, mit ihrem quadratischen
Betrage, also sehr scharf zum Ausdruck gelangen, wihrend in dem durchschnitt-
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lichen und wahrscheinlichen Fehler nur die einfachen Betridge der Beobachtungs-
fehler zum Ausdruck kommen. Ferner fillt fur die Wahl des mittleren Fehlers
noch ins Gewicht, dafs er bereits in sehr grofsem Umfange als Genauigkeitsmafs
benutzt wird und bei seiner Annahme alle theoretischen Entwickelungen und alle
praktischen Rechnungen in einfacher Weise erledigt werden kénnen.

Die selbstverstdndliche Folge hiervon ist, dafs wir auch fiir alle aus den Be-
obachtungsergebnissen abgeleiteten Grofsen den mittleren Fehler angeben, womit
sie wahrscheinlich behaftet sind. Um dies ausfithren zu kénnen, entwickeln wir im
folgenden Formeln, wonach der mittlere Fehler einer solchen Grofse berechnet
werden kann, die aus anderen Grofsen abgeleitet ist, deren mittlerer Fehler be-
kannt ist.

3. Der mittlere Fehler m. einer Grofse » kann gefunden werden, indem
diese Grofse wiederholt beobachtet wird, indem sodann aus den Beobachtungs-

ergebnissen 1,, 1i, 43, .... Ax und dem wahren Werte (z) der Grofse die
wahren Beobachtungsfehler (v, ), (v2), (v3), .... (v2) nach
(vi)=(2)—144,
(vz)_(x)_/?ﬂy
(1% (vs)=(2)— 43,
........... ,
[(vn)—(x)—/in

gebildet werden und der mittlere Fehler m« berechnet wird nach:

a3 mo= /L],

Multipliziren wir nun die Gleichungen (1¥) mit einer Konstanten a und setzen
(X) fur a(z), womit

a(vy)=(X)—al,,

‘ a(vy)=(X)—al,,
29 y alvg)=(X)—als,

erhalten wird, so kénnen wir a 1;, a 2,, aldz, .... a An als Beobachtungsergeb-
nisse zur Bestimmung des mittleren Fehlers M einer Grofse X=ax und a(v,),
a(vy), a(vy),.... a(ve) als die aus diesen Beobachtungsergebnissen folgenden
wahren Beobachtungsfehler ansehen, womit wir nach Formel (13) fur M erhalten:
(34) ]l[:j:]/{a(v)a(v)]:ia]/[(v)(v)],

n n
oder da ]/[—(i)h(—?«)/]:mx ist,:
29 M—+ amg.

Ist demnach eine Groéfse X aus einer andern Gréfse = durch
Multiplikation mit einer Konstanten a abgeleitet, so wird der mitt.
lere Fehler M von X erhalten, indem der mittlere Fehler m» von z
ebenfalls mit der Konstanten a multiplizirt wird.

Beispiel 1: Behufs Bestimmung der Entfernung E zweier Punkte P und P,
wird mit einem auf P befindlichen Distanzmesser an einer auf P, stehenden Latte
die Ablesung !=0,642 m gemacht.
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Die Entfernung E wird aus der Lattenablesung ! gewonnen durch Multi-
plikation mit einer Konstanten & = 99,5, so dafs wir

E=Fk1=995-0,642m=639m
erhalten. Der mittlere Fehler m, von ! ist nach den Ergebnissen wiederholter

Beobachtungen bekannter Lattenstiicke bestimmt zu: m;= 4+ 1,0 mm*). Hiernach
ist der mittlere Fehler M der Entfernung E nach Formel (28):

M=+km;=+99,5.1,0mm= 4 100mm = 4+ (,1m,

4. Fir die zwei Grofsen = und y ergeben sich die mittleren Fehler m . und
my aus den zu ihrer Bestimmung erlangten Beobachtungsergebnissen %, %,
#3,....%nund A;, 4o, 45, .... An und den wahren Werten (z) und (y) der
Grofsen = und y nach:

(w)=(2)—2ny, I(”l):(y)—'lu

(ue)=(3)—2n,, (ve)=(y)— 4.,
47 (ug)=(z)—mns, i (67) (vg)=(y)— 213,

(wn) = () — %, | ’(én')'—'&.z})'—”z}z,

Addiren wir die Gleichungen (4*) und (6*) und setzen wir (X)) fur (z)-+(y),
womit wir

(wo)=(wa)(v2)=(X)—(n2441:),

(wg)=/( “3)”}"(”3):(}()—(”3‘{—23);
(Wn)—(un)—l—(vn)—(X)—(An-l-ln

erhalten, so konnen wir (%, 4+ 4:), (#2+22), (%n3-+23), ... (22— 4x) als Be-
obachtungsergebnisse zur Bestimmung des mittleren Fehlers M einer Grofse X =2 -}y
und (w,), (ws), (w3), .... (wa) als die aus diesen Beobachtungsergebnissen fol-
genden wahren Beobachtungsfehler ansehen. Danach erhalten wir nach Formel (13)
und nach (8%):

’ (’w1):(’“1)‘}‘(%):(X)—(“l,‘f—ll);
3

9" M— i]/[ j:V [((w)+( v))n((u>+(v>)])
oder _ ,
Nun ist nach (5% und 7)[(u)(u)] [(” (”)] , wihrend 2 [(u)n(v)]

gleich Null gesetzt werden kann; denn das Auftreten glelch grofser positiver und
negativer Beobachtungsfehler und demnach auch das Auftreten gleich grofser posi-

*) Die Konstante k wird hier als fehlerfrei eingefithrt in der Voraussetzung, dafs ihr
Fehler verhaltnismafsig sehr klein ist, und keinen in Betracht kommenden Beitrag zu dem
mittleren Fehler M der Entfernung E liefert. (Vergl. § 40, Nr. 5, wonach der mit Beriick-
sichtigung des mittleren Fehlers m , von k berechnete Wert des mittleren Fehlers der Entfernung

-I/ 1
sich zu dem ohne Berticksichtigung von m, berechneten Werte verhilt, wie 1+E: 1,

worin n die Anzahl der Bestimmungen ist, die bei Berechnung von % benutzt sind.)

Ganz ebenso sind auch in den folgenden Beispielen Konstanten oder Mafse als fehlerfrei
eingefithrt worden, deren Fehler nach vorheriger Feststellung im vorliegenden Falle ohne
Einflufs auf das Endergebnis sind.
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tiver und negativer Produkte (=) (v) ist gleich wahrscheinlich, und deshalb ist die
algebraische Summe [(w)(v)] dieser Produkte immer nahezu gleich Null, also im
Verhaltnis zu [(%)(»)] und [(v)(v)] um so weniger bedeutend, je grofser die
Anzahl n der Summanden oder der Fehler («) und (v) ist. Hiernach wird:

(117 MP=m2+4m?, oder: M=+ )m2+4m2.

Zu demselben Ergebnisse gelangen wir fir X ==x-—y. Auch konnen wir
unsere Formel erweitern fir den Fall, dafs X aus mehr als zwei Grofsen zusammen-
gesetzt ist, so dafs allgemein fir X=2 +y 4+ 2z £ .... ist:

29 M=+Ym24miim24. ..

Istdemnacheine Grofse X die Summe oder Differenzder Grofsen
T,Y,%,...., so ist der mittlere Fehler M von X gleich der Quadrat-
wurzel aus der Summe der Quadrate der mittleren Fehler maz, my,
Mzy oo e VO T, Y, 2, oun.

Ist X=2,+2,+25+....2» und sind die mittleren Fehler m,, m,, ms,
v .M VON 4, Ty, Ty, ....cn sdmmtlich gleich m, so wird aus Formel (29) einfach:
30) M=+ myn.

Ist demnach eine Grofse X die Summe oder Differenz von =
gleich genauen Grofsen », so erhalten wir den mittleren Fehler M
von X, indem wir den mittleren Fehler m der Groéfsen » mit der
Quadratwurzel aus der Anzahl n» der Grof{sen multipliziren.

Beispiel 2: In einem Nivellementszuge mit den Fixpunkten P,, P,, P,,
P, sind die Hohenunterschiede

zwischen P, und P, : 4 hf: 2,857 m |
y Py o, Py ARS=x6214,
” Py o, Py Ahé: 0,580
und die mittleren Fehler der Hohenunterschiede 4 4%, 443, 4 h% tmy=442mm
my= + 2,8Mm  m,— + 57 mm,

Hiernach ist der Gesamthohenunterschied zwischen P, und P,:
AhT=Ah3 4 AR AhE =287 1 %6,214 + 0,580 = 9,651 m

und nach Formel (29) dessen mittlerer Fehler:
M=t Ymipmitml=s)/42°F 282 57%=+76mm,

Beispiel 8: In einem Dreieck sind die beiden Winkel ¢ und g durch Messung
gefunden zu: ¢ =59°34'25, p=61°07/00". Hiermit ist der dritte Winkel y be-
rechnet zu: y =180°— (¢4 8)=180°—120° 4125 =59°18/85". Die Winkel
e und g sind gleich genau gemessen worden und ihr mittlerer Fehler ist: m = + 8,0".
Dann ist nach Formel (30) der mittlere Fehler my des Winkels y:

my=+myn=x8072=+ 11,3".

5 Wenmn X=ax+ by + ¢z +.... ist, worin @, b, ¢,.... Konstanten sind, so
erhalten wir den mittleren Fehler M von X aus den mittleren Fehlern m«, my,
Mz, ....von z, ¥y, z, .... nach den Formeln (28) und (29) aus:

31D M:i]/(amx)2+(bmy)2+(cmz)2—{— .....
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Istferner X =a(z; + 2, + 235+ ..... zx), worin ¢ wieder eine Konstante ist,
so erhalten wir den mittleren Fehler M von X aus dem fir alle n Grofsen x4, x,
Tgy eeens % gleichen mittleren Fehler m nach den Formeln (28) und (30) aus:
32) M= +a m]/h_

Beispiel 4: Zur Bestimmung der Querprofilfliche eines Flusses sind die in
nebenstehender Tabelle nachgewiesenen

Mafse aufgenommen. Die Abscissen = und Abscisse| Breite | Tiefe
. . . . Nr. ! ‘
die daraus als Unterschiede je zweier z. b. |t
aufeinanderfolgenden Abscissen erhaltenen '
Breiten b sind so genau bestimmt wor- 0 0,0 3,6 0,00
den, dafs sie als fehlerfrei gelten konnen, ; ‘Z’? 2,5 8’?)(7)
wihrend der mittlere Fehler der Tiefen 3 86 2,5 01:72
m= + Hem jst. 4 11’1 2,5 0,82
Die Flache F wird mit b; =3,6, b=25, 5 156 25 0.85
’ 2,5 e
b 12 = 3,2 : 6 16,1 25 0’8'3
1 7 18,6 < 0,78
F—=_(b b)i b(ta-+t R ’ 2. ’
2( 1F0)t 456( T 18“‘ 10) g 211 22 0,67
5 (b4b1s) b 9 93,6 o5 0,55
. ; 10 26,1 95 0,45
— - +6,1-040-+25-626-F 570,26 11 28,6 3’2 0,26
2 ty 12 31,8 i 0,00
— 17,61 aqm 31,8

Hiernach ergiebt sich der mittlere Fehler
M der Querprofilfliche F nach Formel (81) und (32) zu:

=t V(A it oym) (o omys) (5 6 450m)”
—am g bR 90 (5 b

— 10,05 ]/«26,12+9~2,52+i-5,72=3c0,43 qm.

6. Die Grofsen =, y, 2z, ...., deren mittlere Fehler ma, my, mz, .... sind,
konnen wir zerlegen in bestimmte genau bekannte Grofsen g, 9,3, ..... und in
die verhiltnismafsig sehr kleinen Grofsen dy, dy, d3,...., denen dieselben
mittleren Fehler zukommen, wie den Gréfsen z, v, z, ...... Dementsprechend
konnen wir X=f(z, y, 2z, .....) zerlegen in f (£, 9, 3, «.... ) und in die kleinen
Grofsen, um die sich f(z, 9,3, ..... ) dndert, wenn sich £, 9,3, ...-. um die
kleinen Grofsen dy, dy, d3, ..... dndern und zwar nach:

of of of
X=7(8698 - )Tyt tgydotg, it
Und wenn wir nun auf diesen Ausdruck die Formel (31) anwenden, so erhalten
wir fiir den mittleren Fehler M von X=f (=, v, 2, ..... ):
of 2 fof 2 [0 2
63) =t Y (Gme) - (Gm) - (Eome)

Beispiel 5: Zur Bestimmung des Hohenunterschiedes 4% zweier Punkte
und des mittleren Fehlers M dieses Hohenunterschiedes sind die folgenden Messungs-
ergebnisse und deren mittlere Fehler gegeben:
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Entfernung der beiden

Punkte e=22525, m, = + 4em,
1
Hohenwinkel a=-1°16"25", m = +6", ma:—éma”:i0,0000%,
Instrumentenhshe 1=10,875m, m,=+05em,
Zielhohe z=1480m, m,=+0,8m,

Hiernach ist der Hohenunterschied der beiden Punkte:
Ah—elga-ti—z=292585tg(+1°16/25" )+ 0,875 — 1,480 = | 4,416m
und der mittlere Fehler des Hohenunterschiedes nach Formel (33):
. c¢Ah 2 oAh 2 cdAh 2 <8Ah )2
M—iV%:W)+%Z%)+<mmJ+ ™

Oz

— £V gam it (g me) Hmittm,

cos ® e

2
— ]/( 0,02280,04) * 4 (220..0,000029) "+ 0,005 2+ 0,008 *

+ 1/(0,000 001 + 0,000 043 - 0,000 025 +- 0,000 064
+0,012m =4 12em,

Il

§ 10. Gewichte und Fortpflanzung der Gewichte.

1. Der Genauigkeitswert der Beobachtungsergebnisse und der aus den
Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Gréfsen wird vielfach auch dadurch aus-
gedriickt, dafs angegeben wird, welches Gewicht den Beobachtungsergebnissen
und den daraus abgeleiteten Grofsen zukommt. Das Gewicht p einer Grofse steht
zu ihrem mittleren Fehler m in der Beziehung, dafs

® k
(" P=mm
ist, worin & eine Konstante ist, die Gewichtskonstante genannt wird.

Die Gewichte sind Verhaltniszahlen, die angeben, wie oft die
betreffenden Grofsen in Rechnungen anzusetzen sind, um die Ge-
nauigkeit der Grofsen richtig zu berticksichtigen.

Wie dies aufzufassen ist, wollen wir uns durch ein einfaches Beispiel klarlegen.

Ein Winkel sei dreimal mit demselben Theodoliten gleich genau beob-
achtet worden und es seien dabei die Beobachtungsergebnisse ;= 16°27‘ 36",
@, =16°27' 24" a,=216° 27’ 12“ gewonnen.

Dann werden wir das arithmetische Mittel dieser drei Beobachtungsergebnisse

e fitastas jeoo., 867424419
3 3
als den wahrscheinlichsten Wert des Winkels annehmen.

Wenn uns aber nicht die drei einzelnen Beobachtungsergebnisse, sondern
die Angaben vorlidgen, dafs der Winkel zuerst einmal gemessen worden sei und
dabei s, =a,=16° 27 36 “ erhalten sei, dafs der Winkel dann noch zweimal mit
gleicher Genauigkeit gemessen worden sei und sich als arithmetisches Mittel der

=16°27/24"

1
Ergebnisse dieser beiden Messungen z, = &2“»“—3- =16°2718" ergeben habe, so

hétten wir mit

x:xl—ghx_zzmomf&”jz”ﬂ:wm'w “
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nicht den wahrscheinlichsten Wert des Winkels und zwar deshalb nicht, weil wir
die verschiedene Genauigkeit der Werte 2, und z, nicht beriicksichtigt hétten.
Den hierin liegenden Fehler vermeiden wir aber, indem wir aus den mittleren
Fehlern m; und m, der Werte z,; und =, ihre Gewichte ableiten, und dann z,; und
x4 so oft ansetzen, wie die Gewichtszahlen anzeigen. Wenn m der mittlere Fehler
einer einmaligen Beobachtung des Winkels ist, so ist m; =m der mittlere Fehler

von z;=«; und nach Formel (32): m,= ‘]; my2= _'715— m der mittlere Fehler von

1 . . .
Ty=1 (a;+az). Dementsprechend sind die Gewichte von z; und z, nach (1¥):
k k k k . .
pi=——=—und p,= _ 2k oder, wenn die Gewichtskonstante k=mm
mym; mm mym, mm

genommen wird, p; =1 und p,=2. Somit ist der wahrscheinlichste Wert des
Winkels X Lo
P1%y P22 o 136“ 2.18“ oo
p=P171TTP2T2_ 1g0o97.20 U220 16097944
Pi P 1+2 ’
was auch genau {ibereinstimmt mit dem Werte, den wir oben aus den einzelnen
Beobachtungsergebnissen «, a2 und «, erhalten haben.

2. Die Gewichtskonstante k# kann im allgemeinen beliebig angenommen
werden, da, wie bereits gesagt ist, die Gewichte Verhaltniszahlen sind.

. . . k
‘Wir haitten in unserem Beispiele auch p,= e 24, also k=24 mm setzen

. 2 .
konnen, womit pgz;';n***:48 geworden, z aber unveridndert geblieben wire.

In der Praxis ist aber meistens die Wahl einer bestimmten Gewichtskonstanten
durch besondere Umstinde bedingt.

Erstens kann fiir die Wahl der Gewichtskonstanten % entscheidend sein, fiir
die Gewichte p mogliclist einfache, die Rechnungen erleichternde Zahlen zu erhalten.

Wir hatten in unserm Beispiele k=mm gesetzt und damit p, =1, p,=2
erhalten, also Gewichtszahlen, womit wir die Berechnung von z einfach durchfithren
konnten. Hitten wir k=24mm gesetzt und damit p, =24, p,=48, so wire
dadurch die Rechnung unnétig erschwert worden.

Aehnlich kann auch in verwickelteren praktischen Féllen die Rechnung ein-
facher und dbersichtlicher gestaltet werden, indem fiir die Gewichtskonstante %
passende Werte gewihlt werden.

Wichtiger ist sodann aber noch folgendes: Es ist allgemeiner Brauch, die
Genauigkeit von verschiedenen Beobachtungen durch Angabe des mittleren Fehlers
der Gewichtseinheit zu bezeichnen, wobei unter dem mittleren Fehler der
Gewichtseinheit der mittlere Fehler einer Beobachtung verstanden wird, deren
Gewicht gleich Eins ist. Ferner wird auch vielfach der Genauigkeitswert der
Beobachtungsergebnisse oder der daraus abgeleiteten Grofsen einfach durch Angabe
ihres Gewichtes bezeichnet. Alle solche Angaben haben aber nur dann einen
allgemeineren Wert, wenn sie sich auf eine allgemein gebriuchliche Gewichts-
einheit beziehen.

Wenn beispielsweise von einem Theodoliten gesagt wird, sein mittlerer
Fehler sei +4*, so hat diese Angabe nur dann allgemeinen Wert, wenn sie sich
auf die gebriuchliche Gewichtseinheit bezieht, wenn also + 4 der mittlere Fehler
einer einmal in beiden Fernrohrlagen beobachteten Richtung ist, deren Gewicht
gewdhnlich als Gewichtseinheit genommen wird.

Wenn ferner gesagt wird, die in einem bestimmten Falle ausgefithrten Beob-
achtungen seien noch nicht gentigend, weil dadurch erst das Gewicht & erreicht
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sei, wihrend bei solchen Arbeiten das Gewicht 8 erreicht werden miisse, so hat
diese Anfiihrung auch nur dann eine bestimmte Bedeutung, wenn den Gewichts-
angaben eine allgemein gebréduchliche Gewichtseinheit zu Grunde liegt.
Allgemein gebrduchliche Gewichtseinheiten sind beispielsweise :
fir Lingenmessungen das Gewicht einer einmaligen Messung einer
Linie von 100 m Linge,
fir Richtungsmessungen das Gewicht einer einmaligen Beobachtung
einer Richtung in beiden Lagen des Fernrohrs,
fir Winkelmessungen das Gewicht einer einmaligen Beobachtung
eines Winkels in beiden Lagen des Fernrohrs,
fir Nivellements das Gewicht eines einmaligen Nivellements einer
Strecke von 1 Kilometer Linge.
Durch Festsetzung der Gewichtseinheit wird auch die Gewichtskonstante k
bestimmt, denn wenn-mit p =1 das Gewicht, mit m der mittlere Fehler der Gewichts-
einheit bezeichnet wird, so ist nach (1*):

k
*k J— — —
(2%) p= m_—lund k=mm,

mithin die Gewichtskonstante k& gleich dem Quadrate des mittleren Fehlers m der
Gewichtseinheit.

3. Sind die mittleren Fehler m,, my, my, ....mn der Grossen =, z,, 23,
..z bekannt, so ergeben sich die Gewichte p,, p2, ps, ....pn VONn %, %5, T3,
.. 2n, nach (1*) wie folgt:
k k k k
64 Py P T amy P T mmy P
Umgekehrt ergeben sich die mittleren Fehler m,, m,, m3, ....mn aus dem
mittleren Fehler m der Gewichtseinheit und den Gewichten p,, ps, Ps, .-.. Pn,
weil nach (2*) k=mm ist, wie folgt:
1 1 1 1
35 7n=im1/~ m==iml/— mg=+tmil —, ..... m :ilnl/——~-
35) ! P’ i P’ 3 Pa " Dy

Bilden wir nach (2%) und den Formeln (34) und (33) Proportionen, so er-
halten wir:

4 — . . . . —1 . 1 . 1 . 1 . 1
(36) (p—l).p1.pz.pa..‘.pn—ﬁ.mlml.mzmz.mgmz....mnmn,
und

1T 1 1
37) m:my:my: mg V I e e e S
( e p=1 pr Vet Vops Py

Die Gewichte verhalten sich also zu einander wie die Quadrate der reziproken
Werte der mittleren Fehler, wihrend sich die mittleren Fehler zu einander ver-
halten wie die Quadratwurzeln aus den reziproken Werten der Gewichte.

Beispiel 1: Es sind die Streckenldngen s, = 85,6, s, = 1157, s;=97,0 ge:
messen worden. Der mittlere Fehler dieser Liangen kann berechnet werden nach
m==10,0061s. Nehmen wir nun das Gewicht einer Messung einer Strecke von
100 m Linge als Gewichtseinheit, so ist der mittlere Fehler der Gewichtseinheit
m= + 0,006 1/ 100 und die Gewichtskonstante £=0,0062. 100. Somit sind die Ge-
wichte p1, po, p; der Streckenldngen s,, s,, s3 nach Formel (34):

0,006 2.100 100 | 100 ! 100
Py =006 s, 858 Ty | Pe=pig=086, | ps=rgr=103.
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Beispiel 2: Die Winkel «, g, y eines Dreiecks sind derart beobachtet
worden, dafs ihre Gewichte p, =45, p3=3,0, p, =60 sind. Der mittlere Fehler
der Gewichtseinheit ist m = % 8,0 “. Dann sind die mittleren Fehler m,, m g, m,, der
Winkel a, 8, y nach Formel (35):

. | -
m,=+m l/ ;*:iS,OVZ%:i&S”, " mﬁsiS,O]/g%:i‘l,G”,

@ —
l "
m,,:—_;-8,0 ]/6"6:i3,3 .

4. In manchen Féllen ist es einfacher oder allein ausfithrbar, die Gewichte
nach gegebenen Verhiltniszahlen zu berechnen, anstatt sie aus den mittleren
Fehlern abzuleiten. Bezeichnen wir diese Verhéltniszahlen fiir die Gewichtseinheit

mit 3, fur die Grossen z,, %5, %3, ....%, mit z,, 23, 23, ....2,, S0 haben wir:
(p=1):p1:ipsiPai.... P, =3F:2;:2232;5:....2,
und daraus:
2 2 23 zn
(38) P1:%’1'; Pzz"{; Pa—?: Pn:?'

Beispiel 3: Behufs Bestimmung der Hoéhe eines Punktes P sind mit einem
Barometer die Héhenunterschiede Ah; =—20,8m, Ah, =235,0m, Ah,=28,0m zwischen
dem Punkte P und den Punkten P,, P,, P;, deren Hohen gegeben sind, beobachtet
worden. Die Zeitunterschiede zwischen den Beobachtungen der Hohen auf dem
Punkte P und den Punkten P, , P,, P; sind t, —38 ‘Yt,=16",t; =50, Die Gewichte
P4,Pa,psder Hohenunterschiede 4k, Ah,, Ak, sollen proportional den reziproken
Werten der Zeitunterschiede genommen werden und dabei soll als Gewichts-
einheit das Gewicht einer Beobachtung eines Hohenunterschiedes in einer Zeit
t=12=60" gelten. Dann ist nach Formel (3S):

1 | |
&gty t 60 _t_60__ Lot 60
Pl——~—ili—~’fl—3§-—1»6; ! Pzw};—ié—*sﬁy ' Ps—ta*—g(‘)—lg-
t | 1
5. Die Verhiltniszahlen z,, 25, 25, .... 2n konnen auch ohne weiteres als

Gewichte genommen werden. Es wird damit nur vorldufig eine andere Gewichts-
einheit zu Grunde gelegt und an dem ganzen Rechnungsergebnis nur insoweit etwas
gedndert, als der sich ergebende mittlere Fehler der Gewichtseinheit der mittlere
Fehler m, der vorldufig angenommenen Gewichtseinheit ist. Aus m, und dem zu
den Gewichten p; =2, p>==2,, ps =23, .... pn=2n gehorigen Gewichte p, =3
der Gewichtseinheit, folgt dann der mittlere Fehler m der letzteren nach:

-

1
B m=4+1m V .
(39) T Vro=3
Beispiel 3: Wenn in dem unter Nr.4 behandelten Beispiele die Verhaltnis-
1 1 1 1 1 1 .
zahlen %, :?;:3_8:0’026’ ZQZE:EZO’OM’ zazt—3:-56=0,020 ohne wei-

teres als Gewichte genommen wiren und sich damit ein mittlerer Fehler der vorliu-
figen Gewichtseinheit m,= + 0,12m ergeben hitte, so wire der mittlere Fehler der

in dem Beispiele festgesetzten Gewichtseinheit, woftir 52—1~=l=0,017 ist, nach

t 60
Formel (39):

- imol/p_l__&:io,lle/gf)si 0,93m.
=
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6. Die Formeln fiir die Fortpflanzung der Gewichte erhalten wir aus den
Formeln (28) bis (33) fir die Fortpflanzung der mittleren Fehler, indem wir die

. . k
in diesen Formeln vorkommenden Ausdrticke quadriren, dann nach (1%): » fir mm

setzen und auf beiden Seiten der sich damit ergebenden Gleichungen durch &
dividiren:

Hierdurch erhalten wir fir das Gewicht P einer Grofse X, die aus einer
andern Grofse « vom Gewichte p, durch Multiplikation mit einer Konstanten a ab-
geleitet ist, wo also X=du= ist:

10 S=a—.
0 P Py

Beispiel 4: Ein Winkel ist mit einem Repetitionstheodoliten beobachtet

worden und nach 5 maliger Repetition ist daftr der Wert w,; =435° 18’ 25" er-

halten. Hieraus ergiebt sich fiir den Winkel:
Wz—él,)-w5=%(435018’25“):87008'41”.

Das Gewicht des beobachteten Wertes w; ist festgestellt zu p;= 0,24, woraus
nach Formel (40) fiir das Gewicht P des Winkels W folgt:

2
“115—“2 1 <1) ‘Hlii:% und P—6.

Ds o .

7. Fir das Gewicht P einer Grofse X, die die Summe oder Differenz der
Grofsen 2, y, z, .... vom Gewichte p,, p,, p,,.... ist, die also gebildet ist nach
X=o+y+z+...., folgt aus Formel (29):

1 1 1 1
41 s=—"+—+—"+....
1 - Px—f— py+z’z+

Ebenso folgt fiir das Gewicht P einer Grofse X, wenn X =2, + 2, + 23 + ... Zn
ist, und die Gewichte p,, p2, P53, .... pn VOn Z,, T, %3, .... 2o samtlich gleich
p sind, aus Formel (30):

42) F=na

Beispiel 5: Eine Messungslinie durchschneidet drei verschiedenartige Ge-
andeabschnitte. Die Verhiltnisse, unter denen die Messung der Linie ausgefiihrt
ist, sind im ersten Abschnitte, worin eine Strecke von !; =120,52 m Linge liegt,
ungiinstige, im zweiten Teile, worin eine Strecke von l,= 247,80 m Linge liegt,
giinstige und im dritten Teile, worin eine Strecke von 1 ;= 84,75 m Linge liegt, mittlere.
Die Gewichte der Streckenldngen {,, !,, !5 sind p; = 0,62, p,=0,60, p3 = 1,18%).
Dann erhalten wir fiir die ganze Lange L der Linie zu:

L=1,+ 1, 1,=120,52 -} 247,80 + 84,75 = 453,07,
und nach Formel (41) fir das Gewicht P der ganzen Linge L:

P p1+ + oez+060+1"1'8““3 oder P=024.

Beispiel 6: Das Gewicht der mit einem Nivellirinstrumente ausgefiihrten
Bestimmung des Hohenunterschiedes 4 b zwischen zwei je 50 m von dem Instrumente
entfernten Punkten sei p =10. Dann ergiebt sich fur das Gewicht P des Héohen-

*) Die Gewichte entsprechen den zufalligen Fehlern der Langenmessung, die regelmifsigen
Fehler sind hier nicht beriicksichtigt.



§ 10. Gewichte und Fortpflanzung der Gewichte. 33

unterschiedes 4h= 4%, -+ 4§,-+... 45, einer mit Zielweiten von 50 m nivellirten
Strecke von 1 Kilometer Linge nach Formel (42):

1 1 1

?:ngzlo-l—(j:l oder P=1.

S. Wenn X=azx+by+ecz+...... ist, worin @, b, ¢, .... Konstanten sind,
so erhalten wir das Gewicht P von X aus den Gewichten p,, PyyPyy-+. VON
%,Y,%,....nach der aus Formel (31) folgenden Formel:

1 1 1 1
43 =0’ —br—te?—| .. ...
43) 7 pz-[- py+ pz—{-
Ist ferner X=ua(%; + 2, + 23+ ....22), worin « wieder eine Konstante ist,

so erhalten wir das Gewicht P von X aus dem fir alle » Grofsen z4, %2, %3,...%n
gleichen Gewichte p nach der aus Formel (82) folgenden Formel:

L
49 p=a’ny

Beispiel 7: In einer Rechnung wird die halbe Summe zweier Winkel
o="12(a - p) gebraucht. Das Gewicht der beiden Winkelwerte ist p=>5. Dann
ergiebt sich fiir das Gewicht P der halben Winkelsumme ¢ nach Formel (44):

l:azn%:<_1,)22.l _1_ oder P=10.

P 2 510
9. Fir X=f(z,y,2,..... ) folgt aus Formel (33) fir die Berechnung des
Gewichtes P von X aus den Gewichten p,, p,, p,,.... von o, y, z, ....:
5 e e
(45) =) o+ & ()

Beispiel 8: Die drei Seiten eines Dreiecks sind gemessen zu a=123,62m
b=286,80m, ¢=108,05m. Die Gewichte p,, p,, p,
dieser Seitenldngen sind proportional den reziproken
Werten der Seitenldngen und als Gewichtseinheit ist

¢
das Gewicht einer Seitenldnge von 100m zunehmen, b I
1 1 1 1
so dafs (p—l)'Pa'Pb-Pc—ﬁ@-E-f-? und n 7
1 a ) 1 o . ¢
E—E6—1,24’E—‘i‘0‘6=0,87 ,ITC:'I“O”GI].,OS’ISL Fig. 3.

Hiernach ergiebt sich fiir die Hohe und den Héhenfufspunkt:
S o el STy Y
P=—""9g, =% ’

a?—b2_L ¢?
q=*—2aL:78’56m’
e =L TSUES

Die zur Berechnung der Gewichte p ,, p,, p, der Stiicke p, ¢, & zu bildenden
Differenzialquotienten sind:

0t e Ly
%=+%:+§—%§:+0,70, ' %ﬁz—%:—%z—o,sm
Gi__1__omn, | H—ti—tos,

Koll. 2. Aufl. 3
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oh__ pop_ pg_ 451 o
ta= héa—ha— T4z =08,
oh b pép gb 186 .
b= TR hGb—ha— T Tag 0=10T4,
oh___pbp_pe__ . 0.87 —
= hFeT% a_.—}—O,Gl 0,87 =-10,53.
Hiermit ergeben sich die reziproken Werte der Gewichte PpyPgrPa nagh

Formel (45) zu:

L_(QYL (922)2L +(5_1’)2L

Py oal p, obl p, oc/ p,
=0,63%-1,24 1+0,702-0,87 40,872.1,08 =1,75,

i_(a_‘l)Q_l_ (2?)2}_ (@)2_1_

pq_ Oa pa+6b pb+ de/ p,
=0,362-1,2440,702.0,87 4+ 0,872-1,08 =141,

L_(EE)QL (a_"')z}._ (a_"')zi

p, \Oa pa+6b pb+ oc¢/ p,
=0,38%.1,2440,742.0,8740,582.1,08=0,95,

und die Gewichte zu:
p,=057, p,=07, p,=105.

§ 11. Beispiele zum I. Teile.

Bei der Bestimmung der Genauigkeitsmafse fiir die Beobachtungsergebnisse
und fir die aus diesen abgeleiteten Grofsen wird namentlich von Anfingern sehr
viel gefehlt und zwar meistens, weil nicht beachtet wird, dafs diese Bestimmung in
der Regel auf mathematischer Grundlage nach gegebenen Formeln und nicht
nach allgemeinen, hdufig nicht zutreffenden Erwégungen auszuftihren ist. Die Folge
hiervon ist, dafs nicht nur ganz unrichtige Genauigkeitsangaben gemacht werden
und dafs die Beobachtungen unzweckmaifsig angeordnet werden, sondern dafs auch
aus richtigen Beobachtungsergebnissen ganz unrichtige Grofsen abgeleitet werden.

Deshalb soll hier noch eine Reihe von Beispielen folgen zur Erlduterung des
einzuschlagenden Verfahrens und wird als die wichtigste zu beachtende Regel voran-
gestellt:

Wenn nach bekannten Genauigkeitsmafsenvon Gréfsens,y,z.
die Genauigkeitsmafse einer anderen Gréfse X bestimmt werden
sollen, so ist in erster Linie festzustellen, in welcher Beziehung
die Grofsen=,y, z,.... zu der Grofse X stehen, und diese Beziehung
durch mathematische Formeln auszudriicken. Nach diesen grund-
legenden mathematischen Formeln ist weiter zu rechnen nach den in
der Theorie der Beobachtungsfehler gegebenen Formeln.

Nur in solchen Ausnahmefillen, wo eine zutreffende mathematische Grundlage
fur die Bestimmung der Genauigkeitsmafse nicht gewonnen werden kann, diirfenr
Genauigkeitsmafse nach allgemeinen sachverstindigen Erwigungen angegeben werden.

Beispiel 1: Der mittlere Fehler einer Lattenablesung an einer in Centimeter
geteilten Nivellirlatte sei bei Zielweiten von 50m m,= 4 0,85mm, Wie grofs ist
hiernach der mittlere Fehler m . eines einzelnen mit solchen Latten und derselben
Zielweite bestimmten Hohenunterschiedes 4 §?

Der Hohenunterschied 4} ergiebt sich aus zwei Lattenablesungen I und !, nach

Ajp=1,—1,.
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Somit ist nach Formel (30):
mM):imll/Quzi 0,85V§= +1,2mm,

Beispiel 2: Der Hohenunterschied A% zwischen zwei L=1600m von
einander entfernten Punkten P; und P, ist durch geometrisches Nivellement mit
gleichméfsigen Zielweiten von z=250m bei n= é% = }%009 =16 Aufstellungen des
Instrumentes bestimmt. Der mittlere Fehler eines einzelnen Hohenunterschiedes sei
mpp= +1,2mm,

a) Wie grofs ist hiernach der mittlere Fehler m des Hohenunterschiedes 4k
zwischen den beiden Punkten P, und P,?
Der durch geometrisches Nivellement bestimmte Gesamthohenunterschied 4k

zwischen zwei Punkten P; und P, wird aus den n Einzelhdhenunterschieden 4§,
ABs, ... AH, gewonnen nach:

1% Ah=A%,+Af,+....48,.
Demnach ist der mittlere Fehler m dieses Hohenunterschiedes nach Formel (30):
@) m=km,yyn

und in unserem Beispiele:
m=+ 127916 =+ 48mm,

b) Welcher Fehler F ist hochstens zuldssig fiir den durch einmaliges Nivellement
einer Strecke von L =1600m Linge bei Zielweiten von z = 50 m gewonnenen Hohen-
unterschied 4k, dessen mittlerer Fehler m = + 4,8 mm jst?

Nach Regel (279) ist der zuldssige Fehler:

{8%) F=4+38m bis +3,5m,
also hier F=+3-4,8 bis 3,5-4,8=14,4 bis 16,8 oder rund +16mm,

c) Wie grofs ist hiernach die hochstens zuldssige Differenz D zweier solcher
Hohenunterschiede ?

Die Differenz d zweier Hohenunterschiede A &,, und Ah, ergiebt sich nach:
d=Ah,—Ah,,
somit ihr mittlerer Fehler m ; nach Formel (30):
mg= +m ]/ 2

und der hochstens zuldssige Fehler oder die hochstens zuldssige Differenz D nach
Regel 29):

4" D==+3m, bis 3,5m,=+ 3m)/2 bis 35my/2=4+ Fy2,
also hier D= + 167/2 = + 23 mm,

d) Wie grofs ist das Gewicht p des Hohenunterschiedes 4k, wenn das
Gewicht der Einzelhohenunterschiede = p 44 ist?
Nach (1*) und Formel (42) ist:

L 1
(5% l —n -1_ e
und in unserem Beispiele:
1 1 1
—=16+—— oder p=:% .
P pAb P 16 pAb
3*
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e) Wie grofs wird dies Gewicht, wenn als Gewichtseinheit das Gewicht eines
einmaligen Nivellements eine Strecke von L = 1Kilometer Linge bei Zielweiten von
z=>50m genommen wird?

Wird dieser Festsetzung- der Gewichtseinheit entsprechend in (5*) p =1,
L=1000m, z =50 m eingesetzt, so folgt:

%:1_;)6009._1;2_& oder py—10,
womit (5%) {ibergeht in:
1 L 1 L

p 10010 1000’

oder wenn L in Kilometern genommen wird :

» 1 1
(6%) ;:Lkm oder'p:m’
wonach in unserem Beispiele ist:

1
Pp= ’1‘,6 - 0,62 .

f) Welcher mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder eines einmaligen
Nivellements einer Strecke von 1km Linge bei Zielweiten von z=>50m ergiebt sich
aus dem mittleren Fehler m = + 4,8mm und dem Gewichte p = 0,62 eines ebensolchen
Nivellements der Strecke von L=1,6km Linge?

Aus Formel (35) folgt:

() m=+myp,
wonach

m=+4,87/0,62=+3,8mm
wird.

g) Die Strecke von L =1,6km Linge zwischen den Punkten P, und P, ist
dreimal gleich genau mit Zielweiten von 50 m nivellirt worden, so dafs fiir jedes
dieser Nivellements der mittlere Fehler m = + 4,8 mm und das Gewicht p = 0,62 ist.
Die erhaltenen Hohenunterschiede sind 4h,=25,682, Ahy,=25,625, Ah;=25,627.
Wie grofs sind der mittlere Fehler M und das Gewicht P des sich hiernach ergebenden
endgiltigen Wertes AH des Hohenunterschiedes?

Aus n gleich genauen Hohenunterschieden Ak,, 4hs, ... Ak, mit dem mitt-
leren Fehler m und dem Gewichte p ergiebt sich der endgiltige Wert AH des.
Héhenunterschiedes nach:

Ahy & Ahy ... Ak,

n

AH :%(Ahl—i-Ahz—l—...Ahn),

dementsprechend der mittlere Fehler M von AH nach Formel (32):

(8% J&I:_+1m1/}?:+—”i

t o

s

und das Gewicht P nach Formel (44):
1 1

* 2 1 1
9% 5= \n -n-;:n—z—o—oderl’znp,

wonach in unserm Beispiel wird:

562
5,682 - 5,6;’;25 + 5,627 _ 5628, M—+ ;_3% =+28mm, P—=3.0,62=186.

AH=
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Der Fehler, womit der Hohenunterschied AH = 5,628 hochstens behaftet sein
wird, ist nach Regel (27) gleich + 3 M bis + 3,56 M, also gleich + 8,4 bis + 9,8 oder
rund + 10 mm,

Beispiel 3: Die 670 m lange Strecke zwischen zwei Punkten P, und P, ist
mit 12 Instrumentenaufstellungen nivellirt worden und zwar die Einzelhdhenunter-
schiede 49,, A)s, Ah, Ah e bei Zielweiten von 50m, Ah;, Ah,, Ah; bei Ziel-
weiten von 25m und A4, 4§, .... 4H4, bei Zielweiten von 12m, Der mittlere
Fehler eines Einzelhthenunterschiedes sei bei 50m Zielweite m;, = + 1,2mm = bei
25m Zielweite m o = + 0,9mm  bei 12m Zielweite m, = + 0,6 mm, Wie grofs sind
hiernach der mittlere Fehler und das Gewicht des Gesamthdhenunterschiedes A 4,
wenn als Gewichtseinheit das Gewicht einer einmal bei Zielweiten von 50 m nivellirten
Strecke von 1km Linge genommen wird?

Der Gesamthdhenunterschied ist:

Ah=A9,+AYo+Ahs+Ahs+ A5+ A4hs+..... 410+ 49+ 49,

und somit nach Formel (29):

'I/ 502~{—m502+m252+m252-{—m252~|—m122—{—m122—|—m122+m122+m122+m502—|—m502
m= 'I/4m5o 4 8mos® - 5myy?
+1/4 144+38-0,81 450,36 =+ 3,2mm,

Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit wird nach (2%):

100
und somit das Gewicht p des Gesamthohenunterschiedes nach Formel (34):
k mm__3,8°

P=om T mm 322

m_+m50]/n_+m5o'l/ =412 1000_i3’8mm

=14.

Dasselbe Gewicht ergiebt sich auch nach den Formeln (34) und (41) wie foigt:

1 mgemy 1,22 1092 1 062
e mm :W:Qloo, p25_3,8 = 0,062, P38
1
:4.;;+ 5;-[-5——1—_071, p=14.
Beispiel 4: Die Strecken zwischen den Punkten P,, P,, P;, P,, deren
Lingen L, =12km L,=10km L,=14km sind, sind mit gleichen Zielweiten
nivellirt worden, wobei sich die Hohenunterschiede 4 h,=3,723, A h,=x4,505,
A hy=x2,072 ergeben haben. Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit sei + 8,8 mm,
Wie grofs ist hiernach das Gewicht P und der mittlere Fehler M des Gesamthohen-

unterschiedes 4H zwischen den Punkten P, und P,?
AH=Ah,+ Ahy, - Ahyz=238,728 1 x4,505 4 X2,072 = x0,300 m ,

ferner nach (6%):

5 =0,025,

=

1 1 1
L7 L1, -1
41 D2 2 D3 3

1

und nach Formel (41):

1 1,1 1
F=p oty =Lt Lt Ly=36, P=02%,

endlich nach Formel (35):
1 a—
M=zxm |/ ;5=+88986=+72mn,
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Beispiel 5: Die Stidte Bonn und Godesberg werden durch ein gemein-
schaftliches Pumpwerk mit Wasser versehen. Zu dem in Bonn vorhandenen
Hochreservoir der Woasserleitung soll ein zweites Hochreservoir in Godesberg
moglichst genau in gleicher Hohe erbaut werden. Es soll angegeben werden, wie
grofs der Fehler des durch geometrisches Nivellement zu bestimmenden Héhen-
unterschiedes zwischen dem an dem Bonner Hochreservoir angebrachten Nivelle-
mentsbolzen und dem auf dem Grundstiicke fir das Godesberger Hochreservoir
gesetzten Bolzenstein voraussichtlich héchstens sein wird.

1. Der Bolzen © 1 an dem Bonner Hochreservoir ist durch zwei Nivellements
an die beiden 1km von einander entfernten Bolzensteine 5477 und 5478 der Landes-
aufnahme angeschlossen worden.

Der Hohenunterschied zwischen ©) 5478 und ©1 ist bei dem ersten Nivelle-
ment erhalten aus 55 Einzelhohenunterschieden, die bei verschiedenen Zielweiten
beobachtet worden sind. Die durchschnittlichen Zielweiten z und die aus ander-
weitigen umfangreichen Ermittlungen bekannten mittleren Fehler m eines Einzel-
hohenunterschiedes bei den betreffenden Zielweiten sind

fir 29 Unterschiede: z=50m, m = + 1,2mm
y 9 ” :z=2m m=4 (,9mm,
» 17 » :2=12m, m= 4 0,6 mm,
Hiermit ergiebt sich der mittlere Fehler m; des aus dem ersten Nivellement

folgenden Hohenunterschiedes 4 h, zwischen ©) 5478 und © 1 nach den Formeln (29)
und (30) wie im Beispiele 8 zu:

my=+1/(1,2929) 24 (0979) 2+ (0,617) 2= & T4mm,

Bei dem zweiten Nivellement ist der Héhenunterschied zwischen © 5478 und
© 1 erhalten aus dem Hohenunterschied der 1km Jangen Strecke zwischen © 5478
und ©) 5477, dessen mittlerer Fehler nach der Veroffentlichung der Landesaufnahme
zu + 2,0mm angenommen werden kann, und 46 Einzelhohenunterschieden, deren
Zielweiten z und mittlere Fehler m sind

fiir 22 Unterschiede: z=50m, m =+ 12mm,
y O ” 2=25m, m=4 (,9mm,
» 19 » t2=12m, m=+06mm,

Hiermit ergiebt sich der mittlere Fehler m, des aus dem zweiten Nivellement
folgenden Hoéhenunterschiedes 4 h, zwischen ©) 5478 und (@ 1 wie oben:

my=-7/2,024 (1,29/22) 24 (0,97/5) *+ (06 y/19) * = + 6,8 mm,
Der endgiiltige Hohenunterschied 4 H ist aus A h; und 4 h, gerechnet nach
i At _g Ah,

=Yy Ah s 4h,,

so dafs sich der mittlere Fehler M, dieses Hohenunterschiedes nach Formel (31)
ergiebt zu:

= () ot () ] =0

2. Der Bolzen © 5478 ist mit der Hohenmarke O G.B. der Europiischen
Gradmessung auf dem Godesberger Bahnhofe, wovon bei der Einnivellirung des
Bolzens © 2 beim Godesberger Hochreservoir am zweckmaéfsigsten ausgegangen
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wird, durch eine L=6,5km lange Strecke des mit gleichméifsigen Zielweiten von
z=50m durchgefithrten Nivellements der Landesaufnahme verbunden.

Hiernach folgt der mittlere Fehler M, der L = 6,5km Jangen Strecke zwischen
© 5473 und O G.B. mit dem nach den Versffentlichungen der Landesaufnahme
angenommenen mittleren Fehler m= £ 2,0mm fiir 1 Kilometer nach (6*) und
Formel (35) zu:

M,=+myL=+20765=+51mm,

3. Der Hohenunterschied zwischen (C G.B. und © 2 beim Godesberger Hoch-
reservoir kann nach angesteliten Ermittlungen nivellirt werden

in 3 Aufstellungen mit Zielweiten von 50m,
” 6 ” ” ” ” 25 m

und ” 20 ” ” ” ” 12 m,

Es konnen dasselbe Nivellirinstrument und dieseiben Latten benutzt werden,
wie bei den Nivellements zwischen @ 5478 und © 1, so dafs dieselben mittleren
Fehler angesetzt werden konnen, wie unter Nr. 1 und ein konstanter Léangenfehler
der Latten nicht beriicksichtigt zu werden braucht.

Demnach ergiebt sich der mittlere Fehler m des aus einem einmaligen Nivelle-
ment folgenden Hohenunterschiedes zwischen O G.B. und © 2 wie unter Nr. 1 zu

m=+7/(1298)2+ (0,976 )2+ (06720 )2 =+ 40mm,

Das Nivellement wird, um grobe Fehler auszuschliefsen, zweimal in gleicher
Weise durchgefithrt. Das arithmetische Mittel der Ergebnisse beider Messungen
wird als endgiltiger Hohenunterschied genommen, wonach dessen mittlerer Fehler
M, nach Formel (32) sein wird:

1 e 1
My=+ymy2=+540)2=228um,

4. Aus den mittleren Fehlern M, = + 5,0mm | M, = 4 51mm M, =— 4 28mm
der Hohenunterschiede zwischen © 1 und © 5478, © 5478 und O G.B., O G.B.
und © 2 wird der mittlere Fehler M des Gesamthohenunterschiedes zwischen ©) 1
und © 2 nach Formel (29) erhalten zu:

M=2yM,*F M, M, =507+ 5171288 = +7,7mm,

Wird der voraussichtlich hochstens vorkommende Fehler nach der im §8
gewonnenen Regel (279) gleich dem 4 fachen Betrage des mittleren Fehlers an-
genommen, so ergiebt er sich zu: 4 M= +4-77= 4+ 30,8mm oder rund zu:
+ 3 Centimeter.

Beispiel 6: Zur Berechnung des Hohenunterschiedes Ak zweier trigono-
metrischen Punkte, des mittleren Fehlers m und des Gewichtes p des Hohenunter-
schiedes sind die folgenden Bestimmungen gegeben :

Entfernung e =4586,5m my=+ 0,1m,

Hohenwinkel a=-0°57'385", m, "= +4", mc‘:lma”:0,0000IS),
Instrumentenhdhe ¢=0,743m, m,= =+ 0,0lm, ¢

Zielhshe 2=1260m m, = + 0,01m,

Als Gewichtseinheit ist das Gewicht der Bestimmung eines Hohenunterschiedes
fir eine Entfernung e =1km zu nehmen.
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Wie im Beispiele 5, Seite 28 folgt

Ah=¢etga-}i—2=4536,5.tg0°57/35" + 0,743 — 1,260 = | 75,47 m ,
und

2
my) fmitgm,?

cos?a

=17 ge-m) (5

= ]/(0,0168 01)2+ (f—%%% -0,000 019) © 10,002 4-0,01°

= 4 /0,00 00 03 4~ 0,00 74 30 - 0,00 01 00 -- 0,00 01 00
= +1/0,00 76 33 = + 0,087m,

Nach den Zahlenwerten liefern die mittleren Fehler m,, m;, m,, obgleich
sie hier aufsergewohnlich hoch angesetzt sind, so geringe Beitrdage zu M2, dafs sie
vernachldssigt oder gleich Null gesetzt werden kénnen. Ferner kann cos o fir die
im trigonometrischen Netze in der Regel nur vorkommenden kleinen Hohenwinkel
gleich 1,0 gesetzt und demnach

M= +]/(em )2= 4 em, = % 4536 0,000 019 = + 0,086 m

genommen werden. Hiernach ergiebt sich fir das Gewicht P nach Formel (34),
wenn die Entfernungen in Kilometern genommen werden :
(1.mgy)? 1 1

S MR artTt = 0,049 .

Beispiel 7: Fiir den Hohenunterschied 4k zweier Punkte P und P, ergiebt
sich aus dem Hohenwinkel ¢ = -2°16‘30" der
Ziellinie nach dem Nullpunkte einer auf P, stehen-
den Latte und dem Hohenwinkel « ; =+-8°35‘ 15"
der Ziellinie nach einer im Abstande !=4,000 m
vom Nullpunkte an der Latte angebrachten Ziel-
scheibe:

Ah=Diga, | Ah+l=Diga,,

=tigacolga,,

B ! B 4,000
T ceotgatga; —1 " cotg (+2°16°30) tg (+3°35°15%) —1

=1 6919m,

Aus dem mittleren Fehler m = 48" oder m,= ?1 m g+ ==+ 0,000089 der

beiden Hohenwinkel ¢ und dem mittleren Fehler m,= 4 0,2mm = 40,0002 des
Lattenstiicks [ ergiebt sich dann der mittlere Fehler M des Hohenunterschiedes Ah
mit den partiellen Differenzialquotienten des Ausdruckes fir 4k nach «, ¢, und I:

0AR 1 Ah

o1 =+ agege=1=T T =18,

oAb _ ! wai . tgal B

O _l_(cotgoctgo; 1) sin’a +4 =-1-476,1,
0Ah l colga . cotga .
a0‘1_—m(cotgvoztgal—l)2'cos2a1__4h Teos . =—3024,

nach Formel (33) zu:
M= +17/(1,73-0,0002 ) * 4 (476 - 0,000 039 ) >+ (802 0,000 089 ) 2= + 0,022 m,
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Beispiel 8: Bei einer Dreieckswinkelmessung werden zwei verschiedene
Theodolite I und II verwendet. Der mittlere Fehler einer einmal in beiden Lagen
des Fernrohrs beobachteten Richtung ist fiir den Theodoliten I: m;=+1,5%, fur
den Theodoliten II: m;; =+ 2,4“. Es soll angegeben werden, wie oft die Beob-
achtungen der Winkel mit dem Theodoliten II wiederholt werden miissen, damit
die Beobachtungsergebnisse ebenso genau werden, wie bei einer 8 maligen Beob-
achtung der Winkel mit dem Theodoliten I, und wie grofs das Gewicht und der
mittlere Fehler der als arithmetisches Mittel aus sdmtlichen Beobachtungsergebnissen
gebildeten endgiiltigen Winkelwerte sind. Hierbei ist das Gewicht einer einmaligen,
in beiden Lagen des Fernrohrs ausgefithrten Beobachtung eines Winkels mit dem
Theodoliten I als Gewichtseinheit zu nehmen.

1. Ein Winkel w wird aus den beobachteten Richtungen r; und =, fiir den
linken und den rechten Winkelschenkel erhalten nach:

w=r, —r,.

Somit wird der mittlere Fehler m, eines Winkels aus dem mittleren Fehler
m , einer Richtung nach Formel (30) erhalten zu:

mw =+m 7 1/5
Hiernach finden wir als mittleren Fehler m der Gewichtseinheit oder eines einmal
mit dem Theodoliten I in beiden Fernrohrlagen beobachteten Winkels :
m=+m;)/2=+15y2=+21"

und als mittleren Fehler Moy eines einmal mit dem Theodoliten II in beiden

Fernrohrlagen beobachteten Winkels :

My, =t my)2=124)2=1434".

Die Gewichtskonstante k=mm ist:
F=mm=15%.2=45
und das Gewicht p;; eines mit dem Theodoliten II beobachteten Winkels nach
Formel (34):
k 152.2 2925

P= Moy My ~294%.27 576

=0,39.

2. Der endgiiltige Wert W eines Winkels ergiebt sich als arithmetisches

Mittel aus n Beobachtungsergebnissen w,, w,, wy, ....w, zu:
wytwetws..ow,
W= p ,

und das Gewicht P des endgiiltigen Wertes W aus dem Gewichte p der Beob-
achtungsergebnisse nach Formel (44) zu:

1 1\2 1 1

?:<;) nz_):n_p oder P=mnp.

Hiernach wird das Gewicht P, der endgtiltigen Werte W;, die aus n;=38
mit dem Theodoliten I gewonnenen Beobachtungsergebnissen vom Gewichte p=1
abgeleitet werden :

Pr=n;p=8.1=38
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und das Gewicht P;; der endgtiltigen Werte W, die aus n;; mit dem Theodo-

liten II gewonnenen Beobachtungsergebnissen vom Gewichte p;; = 0,39 abgeleitet
werden :

Py=ngpr=n; 039.

Soll nun, wie verlangt, die Genauigkeit der mit dem Theodoliten I und II

gewonnenen Endergebnisse W; und W, gleich sein, so miissen auch die Gewichte
P; =8 und P;=mn; -0,39 gleich sein, oder es mufs sein:

ny7+0,39=8 und ny= 0—,25 =20,5 oder rund =21,

wonach die Winkel 21 mal mit dem Theodoliten II beobachtet werden missen,
damit die Beobachtungsergebnisse ebenso genau werden, wie bei einer 8 maligen
Beobachtung der Winkel mit dem Theodoliten I

Der mittlere Fehler M der endgtltigen Werte W, und W, ergiebt sich aus

dem mittleren Fehler m der Gewichtseinheit und den Gewichten P;=P;=n;=38
nach Formel (33) zu:

M:iml/zzﬂ,l]ﬁ:io,u"
ny 8

oder aus dem mittleren Fehler m, = + 84", wenn wir den Beobachtungen mit

dem Theodoliten II das Gewicht =1 beilegen und demnach das Gewicht von
W, mit n;; =21 einsetzen, zu:

M=+m —~1——_~:L‘3,4 }—:i0,74“.
wir | mpp 21

Beispiel 9: Die Entfernung b eines auf dem rechten Rheinufer liegenden
A Punktes P, von einem auf dem linken Rheinufer liegenden
A Punkte P, soll durch Messungen am linken Rheinufer derart
o bestimmt werden, dafs der mittlere Fehler m, nicht grofser
als + 0,04 m wird.

» Der Punkt P, kann von dem Punkte P, und von einem
rund 350 m von P, entfernten Punkte P, anvisiert werden.
Zur Messung der Entfernung o zwischen P, und P, stehen
Latten zur Verfigung, deren Linge nach Normalmafsstiben
pa gepriift ist und mit denen die Entfernung e auf dem

Y] @ 2, . .
Fig. 5. nahezu horlzontalefl Leinpfad so .genau'gem?ssen werden
kann, dafs der mittlere Fehler einer einmaligen Messung
m, = + 0,0047/a = +0,0041/350 =+ 0,075 ™ sein wird. Zur Messung der Winkel
3 und y auf P, und P, steht ein Theodolit zur Verfiigung, fiir den der mittlere
Fehler einer einmaligen Messung eines Winkels in beiden Fernrohrlagen festgestellt

ist zu: m*“ =4 8% oder m =

l@m" — £0,000039. Die Winkel g und y sind ungefahr
bestimmt zu: §=52° 20, y=283°00". '
Es soll angegeben werden, wie oft die Messung der Entfernung und der

Winkel zu wiederholen ist, damit die verlangte Genauigkeit erreicht wird.
Die Entfernung b wird erhalten zu:

sinf . sn52°20° .. 0792 -
= gy =3 sin 1850 20+ — 50" 703 — 590+ 1113 =396 m.

Die zur Anwendung der Formel (33) fir die Berechnung des mittleren
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Fehlers m, der Entfernung & erforderlichen Zahlenwerte der Differenzialquotienten
ergeben sich wie folgt:
ob___simp _ sinb2°20° 0792 g
Oa sin(g-+y) sinl35°20°7 0,703 77
ob a‘sin(ﬁ—}—y)cos B—sinfcos (B-+y)

o sin?(g4y)
_ . siny  sin83°00° 0,993
ST () “snt185° 207 — 00,7032 (04

a
o

sin g

37:—“m-—nz‘(“g_mcos(ﬁ%—ﬁ'):—bwtg(ﬂ—{—)’):
= —2396 - cotg 135° 20 =396 - 1,012 =401 .
Wird die Messung der Entfernung « n,mal ausgefithrt und wird das arithme-

tische Mittel der n, Messungsergebnisse als endgiiltiger Wert von a angenommen,
so wird der mittlere Fehler dieses Wertes nach Formel (32):

1 — 1 1
+ %:ma‘[/na: + ma“/%;:io,(ﬁl’)ﬁ

sein. Ebenso wird, wenn die Winkel g und y nmal gemessen werden und die
arithmetischen Mittel der n Messungsergebnisse als endgiltige Werte der Winkel

. 1
angenommen werden, der mittlere Fehler dieser Werte +m Vl =+ 0,000 039 ]/;

n
sein. Danach ergiebt sich der mittlere Fehler m, der Entfernung 4 nach Formel
(33) wie folgt:

7 T\ 2 1)\ 2 1\ 2
my, =+ kl,lS - 0,075 1/7> - <704 - 0,000 039 ]/—7;> - <401 - 0,000 039 V%>
a

=4 ]/0,007 181 0,001 00 L.
’l’ba n

Der mittlere Fehler m, soll nicht grofser als + 0,04m sein. Setzen wir den
Wert 0,04 fur m, in die obige Gleichung ein und quadriren, so erhalten wir:

0,0016 = 0,007 18 1 - 0,001 00 1
n, n

Nach dieser Gleichung kénnen n, und n festgesetzt werden. Wird bestimmt,
dafs die Entfernung ¢ und die Winkel g und y gleich oft gemessen werden sollen,
dafs also n,=mn sein soll, so folgt aus obiger Gleichung, dafs die Messungen

n,=n= %ﬁ%ﬁ@ = 5 mal auszufithren sind.

Wiirde bestimmt, dafs die Entfernung a n,=4mal gemessen werden solle,
so wiirde der aus dem mittleren Fehler des endgiltigen Wertes von « herrtihrende

Teilbetrag 0,007 18 nldes Quadrates des mittleren Fehlers m, der Entfernung b
a

gleich 0,007 18%:0,0018, also bereits grofser als der fir m? festgesetzte Betrag

0,0016. Demnach wird also m, nur dann nicht grofser als + 0,04m, wenn die Ent-
fernung ¢ mindestens 5 mal gemessen wird.

Beispiel 10: 1. Die Geschwindigkeit v des Wassers in einer Sekunde wird
aus der Anzahl ¢ der Touren, die ein Woltmannscher Fligel in der Zeit z macht
und aus den Konstanten « und g des Flugels erhalten nach:

t
”:“"f‘ﬁ;'
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Hieraus folgt fir den mittleren Fehler m, der Geschwindigkeit v nach Formel (33):

. t 2 8 2 t Y2~
my=|/m, +<;mﬁ) +(zmt) +Bam.
Ist a=-0,025, g=-0218, ¢t=100, ==9222", also

v ==-0,025 + 0,278 % =127Tm,
und m, =+ 0,0047, mgy= + 0,00108, m,=0, m,= + 1,8”, so wird:

2 2 2
m, = i'l/0,00 47 (21;’% 0,00 108) + (92’2% : o,o) 4+ <0,278 212% 1,3)

= = /0,00 00 22 - 0,00 00 24 + 0,0 + 0,00 53 73 = + 0,074 m,

3. Werden die in einer Vertikalen bei den Tiefen 'y =0, 17, Ts,.... T, , T,
U ermittelten Wassergeschwindigkeiten vy, v, v, ....

v, , v, als Ordinaten zu den als Abscissen genom-
Y menen Tiefen T aufgetragen, so stellt die durch die
Abscissenlinie, durch die Ordinaten v, der Oberfliche
und v, der Sohle sowie durch die Verbindungslinien
y, der Endpunkte der Ordinaten v,,vy, vo, ....v,, 7,

// begrenzte Fliche die Vertikalgeschwindigkeitsflache
/ , dar. Der Inhalt F' dieser Fliche wird erhalten nach:
v

n-1 F:%(%Tl—{—vlTZ—{—vz(T3—T1)—§-....vn_1(fl'n—
+vn(Ts“Tn—l)+vs(Ts—Tn))'

Die Tiefen T konnen so genau ermittelt werden,
Ts Us dafs deren Fehler hier nicht berticksichtigt zu werden
Fig. 6. brauchen. Wird dann als mittlerer Fehler m, der
Geschwindigkeiten ein den Geschwindigkeitenv,, v;, v2, ....v,, v, entsprechender
Mittelwert genommen, so ergiebt sich fiir den mittleren Fehler m , der Vertikal-
geschwindigkeit nach Formel (31):

x|

s

s

mp=cbgm, VI EF T (T, — 1) 7 . (T, — Ty ) 2+ (L,— T, 1) o (L, —T,)*

Die Vertikalgeschwindigkeitsfliche ¥ ergiebt sich fiir:

vo=0,786, Ty =010, v, =078, T,=020, v,=0,789, T;=030, v,=0,719,
T,—=045, v,=0581, v,=0305, T,=0,63 zu:
1

g ( 0,786 - 0,1 -+ 0,781 - 0,2+ 0,739 - 0,2 4 0,719 - 0,25 - 0,581 - 0,33 4- 0,305 - 0,18 )

= 0,405 qm
und ihr mittlerer Fehler my mit m ,—= + 0,066 m zu:

mp= + %0,0661/0,12—}—0,22+O,22+0,252+O,332—{—0,182:1L0,018qm.

F=

3. Aus der Vertikalgeschwindigkeitsfliche F und der Sohlentiefe T, ergiebt
sich die mittlere Vertikalgeschwindigkeit ¥ nach:

V:T

s
und somit der mittlere Fehler m, der mittleren Vertikalgeschwindigkeit nach
Formel (28):
1

mt,z? mF.
s
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Fiir obiges Beispiel wird:
0,405 o 1 .
V= 7163‘ e 0,643 m ynd m big —:t @ 0,018 =+ 0,029 m,

4. Der Flicheninhalt f, eines einzelnen Streifens des Querprofils, in dessen
vertikaler Mittellinie die Geschwindigkeitsmessung ausgefithrt wird, ergiebt sich aus
der Breite b, des Streifens und aus den Tiefen 7', ; und 7', an den Grenzen des
Streifens nach:

1
nngn(anl—i_Tn)'

Die Breite b, des Streifens kann so genau ermittelt werden, dafs ihr mittlerer
Fehler m, =0 genommen werden kann. Dann ergiebt sich fiir den mittleren Fehler
m, der Flache aus dem mittleren Fehler m , der Tiefen T nach Formel (32):

1 _ 1
my=+ 5b, mr1/2=iﬁb M-

Ferner wird die Wassermenge ¢, , die in der Sekunde durch einen einzelnen
Querprofilstreifen fliefst, aus der Fldache 7, des Streifens und aus der mittleren
Vertikalgeschwindigkeit ¥V, erhalten nach:

=10V
und der mittlere Fehler m , der Wassermenge ¢, aus dem mittleren Fehler m , der

7
Flache f, und dem mittleren Fehler m ,, der Geschwindigkeit ¥ nach Formel (33) zu:

m, =+ (Vym) F (F,my) 2.

Die Gesamtwassermenge @, die in einer Sekunde durch das ganze Quer-
profil fliefst, ist gleich der Summe der durch die einzelnen Querprofilstreifen
fliefsenden Wassermengen ¢,, und demnach der mittlere Fehler m, der Gesamt-
wassermenge @ nach Formel (29) gleich der Quadratwurzel aus der Summe der
Quadrate der mittleren Fehler m  der einzelnen Wassermengen ¢,,.

Hiernach werden die Wassermenge @, die in einer Sekunde durch das, bereits
im § 9, Nr 5 behandelte Querprofil fliefst, und ihr mittlerer Fehler mQ wie folgt
erhalten :

; | :
| Ge- Wasser- Mittlerer
Breite' Tiefe | Flache || schwindig- Fehler . R
Nr. 5. 7 r. Keit g | menge | (Vme)®. | (Fmy)®.
v. | "y | -
0 0,00 t o *
1| 38 | 040|072 0,182 0,131 0,090 | 0,040 || 0,00 027 | 0,00 083
9| 25 0’57 1,21 0,438 0,530 0,089 | 0,085 152 180
3| 25 0’72 1,61 0,643 1,085 0,089 | 0,029 327 218
4] 2 0’82 1,92 0,810 1,555 0,089 | 0,027 520 268
5| 25 0’85 2,09 1,086 2,165 0,089 | 0.024 850 252
6| 2 0’85 2,12 1,157 2,453 0,089 | 0,028 || 0,01 061 238
| 25 0’78 2,04 1,019 2,079 0,089 | 0,025 || 0,00 823 260
g| 25 0’67 1,81 0,794 1437 0,089 | 0,028 500 257
9| 25 0’55 1,52 0,779 1,184 0,089 | 0,030 480 208
10| 25 0’ 45 | 1,25 0,550 0,688 0,089 | 0,032 240 160
1| 25 0’26 0,89 0,400 0,356 0,089 | 0,036 127 102
12| 32 0:00 0,42 0,140 0,059 0,080 | 0,045 012 036
F=17,60 qm @ =13,672chm mj= 0,07 881
\ my =+ 0,272 cbm
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Der mittlere Fehler m , der Sohlentiefe T' ist, wie im §9, Nr. 5, zu: + 0,05m
genommen. Die mittleren Fehler m - ergeben sich, wie unter Nr. 2 und 8 durch
ein Beispiel erldutert ist.

Beispiel 11: 1. Der mittlere Profilradius » eines Durchflufsprofils ergiebt
sich aus der Querprofilfliche und dem benetzten Umfange p nach:

r=—
p

woraus fiir die Berechnung des mittleren Fehlers m, des Profilradius » aus dem
mittleren Fehler m , der Fliche F und dem mittleren Fehler m, des benetzten
Umfanges p nach Formel (33) folgt:

e e )

In dem im § 9, Nr. 5 behandelten Beispiele ist F=17,61 am, p=23818, also:

17,61
— s

Ferner ist: m = 4 0,43 am, m = + 0,05m und somit

)

=0,554.

I 2 (1786
mr=j:]/(3—1—,g0,43) +(3182005) = +0,0135.

2. Nach den Formeln von Ganguillet und Kutter wird die mittlere Wasser-
geschwindigkeit 7 erhalten aus den Konstanten « und g, dem Profilradius » und
dem relativen Gefélle 7 nach:

V:<a—"1/ +6>V "

Fir =100, g=244, r=0554, 7=0,000281 wird:
_— 100 - 2,44
V0,554 + 2,44

) 1/0,554 0,000 231 = 0,263 m,

Differenziren wir den Ausdruck fir V nach «, 8, r und 7 und setzen in die
sich ergebenden Differenzialquotienten gleich die Zahlenwerte ein, so erhalten wir:

av g\ =V _ 023
ﬂ:(1— t >'[/rz= 22 0,002 63,

Yr+a 7100
ov__—(Vr+s)a—es _ arys 1000554000021 _
T 7o) L () L 0wy L
. (V) g —V7 5oy |
g_K—-a 7 — 1/7‘ 2]/7' — a7 E
T S () Vaye ()

.l/
[ 105584488
=1, — L 100 y5,000 281 V0S4 | 0,421,
BEA 2 (/0,554 + 2,44 )
O&

ov_ —;L_Zﬁlﬁimm
o7 1/,._{__5 21/$_2r_0,000462_ ’

Mit diesen Zahlenwerten der Differenzialquotienten ergiebt sich der mittlere
Fehler m; der mittleren Geschwindigkeit aus den mittleren Fehlern m,= 0,0,
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mg= 40,25 der Konstanten ¢ und g, m,= £ 0,0135 des mittleren Profilradius r
und m ;= 4 0,000 05 des relativen Gefilles ¢ nach Formel (33) zu:
m = + Y/(0,00263 - m,) *+ (0,0880 - m ;)2 I (0,421 -m ) |- (569 - m )’
=+ 7/(0,00263-0,0 )2+ (0,0830-0,25) % + (0,421 - 0,0185 ) > (569 - 0,000 05) *
= % /0,0 40,00 04 31 40,00 00 32 4 0,00 08 09 = + 0,086 =,

3. Die in einer Sekunde durch das Profil fliefsende Wassermenge @ ergiebt
sich nach:

Q=FV,
und der mittlere Fehler m, nach:
my =+ 1/(VmF)2—{—(FmV)2,
wonach sich mit den bisher erhaltenen Zahlenwerten ergiebt:
@ =17,61.0,263 — 4,631 chm |

my= * /(0,263 -0,43) 2 (17,6-0,036) 2= + 0,644 chm,



II. TEIL.
Methode der Kkleinsten Quadrate.

I. Abschnitt.

Einleitung.

§ 12. Die zu l6senden Aufgaben.

1. Im I Teile haben wir uns mit der Theorie der Beobachtungsfehler be-
schaftigt und haben auf Grund einer allgemeinen Hypothese Regeln und Formeln
aufgestellt fir die Beobachtungsfehler. Wir haben insbesondere einfache Mafse fiir
die Genauigkeit unserer Beobachtungsergebnisse und der durch Rechnung aus den
Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Grofsen unter der Bezeichnung des wahr-
scheinlichen, des mittleren und des durchschnittlichen Fehlers festgestellt und haben
sodann gezeigt, wie diese Genauigkeitsmafse aus vorliegenden Beobachtungsfehlern
abzuleiten sind. Ferner haben wir noch durch Einfihrung der Gewichte einen
weiteren Ausdruck fiir die Wertschdtzung unserer Beobachtungsergebnisse gewonnen.
Endlich haben wir gezeigt, wie nach Bestimmung der Genauigkeit bestimmter Be-
obachtungen fiir weitere unter gleichen Verhiltnissen zur Ausfithrung gelangende
Beobachtungen eine Grenze festgesetzt werden kann, die die Beobachtungsfehler
nicht iiberschreiten sollen.

2. Unsere Beobachtungen haben nun aber in der Regel nicht den Zweck,
nur ein Mafs fir die Genauigkeit der Beobachtungsergebnisse zu liefern oder danach
Fehlergrenzen fiir weitere Beobachtungen zu bestimmen. Vielmehr haben sie meistens
in erster Linie den Zweck, moglichst zuverlissige und genaue Werte fur die be-
obachteten Grofsen oder andere mit den beobachteten Grofsen in bestimmter Be-
ziehung stehende Grofsen zu erlangen. Dementsprechend haben wir nun die Aufgabe
zu lésen, aus den Ergebnissen unserer Beobachtungen méglichst zuverldssige und
genaue Werte fiir die zu bestimmenden Grofsen abzuleiten.

Wie bereits besprochen, sind die Beobachtungsergebnisse immer mit unver-
meidlichen Fehlern behaftet, auch wenn wir unsere Beobachtungen so sorgfiltig
ausfilhren wie nur moglich. Diese Fehler tibertragen sich auch auf alle Werte,
die aus den Beobachtungsergebnissen abgeleitet werden. Deshalb konnen wir die
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fehlerfreien wahren Werte fur die zu bestimmenden Grofsen nicht erlangen,
vielmehr miissen wir uns damit begniigen, aus den vorliegenden mit unvermeidlichen
Fehlern behafteten Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten Werte
der zu bestimmenden Grofsen abzuleiten.

Demnach ist die erste von uns zu lésende Aufgabe, nach den
vorliegenden Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten
Werte der beobachteten Grofsen oder anderer mit den beobachteten
Grofsen in bestimmter Beziehung stehender Gréfsen zu ermitteln.

3. Durch Vergleichung der wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden
Grofsen, oder der diesen entsprechenden Werte der beobachteten Grofsen mit
den vorliegenden Beobachtungsergebnissen erhalten wir dann aber auch nicht die
wahren Werte der Beobachtungsfehler, sondern die wahrscheinlichsten
Werte der Beobachtungsfehler.

Die bis jetzt aufgestellten Formeln fiir die Berechnung der als Genauigkeits-
mafse dienenden Grofsen gelten aber nur fir die wahren Werte der Beob-
achtungsfehler.

Daher ist die zweite von uns zu lé6sende Aufgabe, aus den wahr-
scheinlichsten Werten der Beobachtungsfehler ein Mafs fiir die
Genauigkeit der vorliegenden Beobachtungsergebnisse und der aus
den Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Grofsen zu bestimmen.

Als Genauigkeitsmafs nehmen wir im folgenden ausschliefslich
den mittleren Fehler, weil er in einfachster Beziehung zu den in den Rech-
nungen vielfach zu benutzenden Gewichten steht und weil wir, wenn es noétig sein
sollte, den durchschnittlichen Fehler d und den wahrscheinlichen Fehler w am besten
nach den Formeln (17) und (18) aus dem mittleren Fehler berechnen kénnen.

4. Die sich durch die Losung unserer Aufgaben ergebenden Rechnungs-
verfahren finden nur Anwendung, wenn mehr Beobachtungsergebnisse vorliegen,
als zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Grofsen notwendig
sind, wenn also iiberschiissige Beobachtungsergebnisse vorliegen.

Liegen weniger Beobachtungsergebnisse vor, als zur einfachen, nicht ver-
sicherten Bestimmung der gesuchten Gréfsen notwendig sind, so ergeben sich aus den
Beobachtungsergebnissen itberhaupt keine bestimmten Werte der gesuchten Grofsen.

Liegen grade so viele Beobachtungsergebnisse vor, wie zur einfachen nicht
versicherten Bestimmung der gesuchten Grofsen notwendig sind, so ergeben sich
aus den Beobachtungsergebnissen zwar bestimmte Werte der gesuchten Grofsen;
diese Werthe konnen dann aber ohne Anwendung des im folgenden entwickelten
Verfahrens gefunden werden.

§ 13. Grundsitze fiir die Losung der ersten Aufgabe.

1. Bei der Losung der im §12 bezeichnetenersten Aufgabe, aus
denvorliegendenBeobachtungsergebnissendie wahrscheinlichsten
Werte der beobachteten Gro{senoder anderer mitdenbeobachteten
Grofsen in bestimmter Beziehung stehenden Gréfsen zu ermitteln,
gehen wir von den Grundsétzen aus:

1. die gesuchten Groéfsen als einheitliches Endergebnis aus samt-
lichen vorliegenden Bestimmungen derart zu gewinnen, dafls jedes
Beobachtungsergebnis seinem Gewichte entsprechend beriicksichtigt
wird, und

Koll. 2. Aufl 4
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2, die gesuchten Gréfsen so zu bestimmen oder die Fehler der
Beobachtungsergebnisse so auszugleichen, dafs die Quadratsumme
der auf die Gewichtseinheit zuriickgefithrten wahrscheinlichsten Be-
obachtungsfehler ein Minimum wird.

2. Fur den ersten der beiden aufgestellten Grundsitze sei angefiihrt:

Wir wollen solche Werte fiir die zu bestimmenden Gréfsen ermitteln, die
den wahren Werten moglichst nahe kommen; wir wollen also mit dem End-
ergebnis unserer Arbeiten der Wahrheit so gut wie moglich entsprechen. Alle
Beobachtungsergebnisse und alle sonstigen Bestimmungen sind nun Zeugnisse fir
die Wahrheit; und deshalb werden wir der Wahrheit um so besser entsprechen,
je mehr Zeugnisse wir einheitlich zusammenfassen und je richtiger wir ungleich
zuverldssige Zeugnisse in dem einheitlichen Endergebnisse ihrem Gewichte nach
berticksichtigen.

Die Aufserachtlassung unseres ersten Grundsatzes ist vielfach die Hauptursache
davon, dafs aus den Beobachtungsergebnissen kein befriedigendes Endergebnis
gewonnen wird. Besonders ist dies der Fall bei dem in der Praxis frither tiblichen
Verfahren, von einer Reihe vorliegender Beobachtungsergebnisse eine Anzahl
moglichst gut tibereinstimmender Beobachtungsergebnisse auszuwihlen und nur
diese zur Feststellung des Endergebnisses zu benutzen. Dies Verfahren beruht
auf der Annahme, dafs die zufallige Ubereinstimmung einiger Beobachtungsergebnisse
ein so sicheres Kennzeichen fiir ihre Zuverldssigkeit ist, dafs demgegeniiber alle
mehr abweichenden Beobachtungsergebnisse unberticksichtigt bleiben kénnen. Diese
Annahme kann aber weder durch die Theorie noch durch giinstigen praktischen
Erfolg begrtindet werden; vielmehr haben grade die mit dieser Annahme gemachten
schlechten Erfahrungen in erster Linie dazu gefiihrt, das nachfolgend darzustellende
Rechnungsverfahren immer mehr in die Praxis einzufihren. Auch das Vorgehen,
unseren ersten Grundsatz zwar anzuerkennen, aber nach dem Erfolge diejenigen
Beobachtungsergebnisse ganz auszuschliefsen oder mit vermindertem Gewichte an-
zusetzen, die bei der rechnerischen Verwertung der Beobachtungsergebnisse unge-
wohnlich grofse Fehler aufweisen, ist in der Regel von den verderblichsten Folgen
begleitet; denn durch die Ausschliefsung oder Gewichtsverminderung wird in der
Regel nur eine Verschlechterung des Endergebnisses erzielt. Nur wenn bestimmte
Thatsachen voraus bekannt sind, die einen Verdacht gegen ein Beobachtungsergebnis
sicher begriinden, oder wenn durch sorgfiltige Nachmessung die Unrichtigkeit eines
Beobachtungsergebnisses sicher erwiesen ist, darf die Ausschliefsung des Beob-
achtungsergebnisses oder die Verminderung seines Gewichtes erfolgen. ,Jede
Beobachtung, die nicht einen protokollarischen Verdachtsgrund gegen sich hat, habe
ich als einen Zeugen fiir die Wahrheit zu betrachten, und ebenso wenig wie ich
einen Zeugen torquieren darf, bis er sagt, was ich gesagt haben will, ebenso wenig
darf ich auch ohne weiteres sein Zeugnis verwerfen, weil es von den ibrigen
bedeutend abweicht.”*)

Zur weiteren Erliuterung des vorstehenden seien noch zwei Beispiele an-
gefithrt:

Bei der Berechnung der geographischen Koordination der trigonometrischen
Punkte III. Ordnung einer weit ausgedehnten Triangulation wurden im Anschlufs
an das Dreiecksnetz I und II. Ordnung zunichst fir die Dreiecksseiten die Azi
mute und Langen in der Weise bestimmt, dafs dafir zwel moglichst gut uber-
einstimmende Ergebnisse gesucht, und das arithmetische Mittel aus diesen beiden

*) Gerling, ,,Die Ausgleichungs-Rechnungen der praktischen Geometrie.”“ Seite 68.
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Ergebnissen als Endergebnis genommen wurde. Sodann wurden aus den so erlangten
Azimuten und Langen zwei Werte fiir die geographischen Koordinaten eines jeden
Punktes berechnet. Stimmten diese beiden Werte geniigend iiberein, so wurde
das arithmetische Mittel aus beiden Werten als Endergebnis genommen; stimmten
sie nicht geniigend iiberein, so wurden weitere Werte der Koordinaten aus anderen
Azimuten und Lingen berechnet, bis sich zwei geniigend tibereinstimmende Werte
fanden, deren Mittel das Endergebnis bilden konnte. Als spiter aus den geogra-
phischen Koordinaten rechtwinklig sphérische Koordinaten abgeleitet, dann zur
Kontrole aus diesen Koordinaten die Richtungen und Lingen der Dreiecksseiten
berechnet und mit den direkt aus den Beobachtungsergebnissen gewonnenen Rich-
tungen und Léangen verglichen wurden, ergaben sich viele Abweichungen, die weit
tiber das zuldssige Mafs hinausgingen. Durch eine unseren Grundsétzen entsprechende
Neuberechnung der rechtwinkligen Koordinaten wurde ein durchaus befriedigender
Anschlufs an die Beobachtungsergebnisse erzielt und damit zugleich erwiesen, dafs
nur das unzweckmifsige Verfahren bei der ersten Berechnung die Ursache der
Unbrauchbarkeit der Endergebnisse war.

Bei einer zweiten umfangreichen Triangulation wurden die Winkel im Drei-
ecksnetze I. und II. Ordnung mit einem alten, grofsen, aber wenig zuverldssigen
Theodoliten nach der Repetitionsmethode beobachtet. Die jedenfalls fiir das be-
nutzte Instrument nicht geeignete Winkelmessungsmethode, vielleicht auch nicht
geniigende Sorgfalt bei der fir den Erfolg einer jeden Triangulation in erster
Linie mitbestimmenden Festlegung der Signale und Beobachtungsstandpunkte gegen
das Centrum der Stationen fithrten dazu, dafs bereits bei der Berechnung des Drei-
ecksnetzes I. Ordnung Fehler hervortraten, die weit tiber die bei den Dreiecksnetzen
IV. Ordnung zulassigen Fehler hinausgingen. Nun wurden alle die Richtungen
ausgeschlossen, bei denen die grofsen Fehler hervortraten und es wurde eine zweite
Berechnung durchgefiihrt, die ein scheinbar gutes Endergebnis lieferte. Je weiter
aber die Rechnung durch das Dreiecksnetz II., III. und IV. Ordnung fortgefithrt
wurde, desto grofser wurden die hervortretenden Fehler und desto mehr Richtungen
mufsten ausgeschlossen werden, um zu einem leidlichen Abschlufs zu gelangen. In
der Revisionsinstanz wurde darauf die ganze Rechnung verworfen und eine neue
Berechnung mit Benutzung sdmtlicher Beobachtungsergebnisse angeordnet. Der
Erfolg rechtfertigte diese Mafsregel vollstandig; wihrend in dem Dreiecksnetze
I. Ordnung die grofsen Fehler bestehen blieben, nahmen die Fehler bei der fort-
schreitenden Rechnung immer mehr ab, so dafs sie im Dreiecksnetze IV. Ordnung
durchweg innerhalb der zuldssigen Grenzen blieben und somit die fiir die anzu-
schliefsenden Detailmessungen in erster Linie wichtige gegenseitig richtige Lage der
benachbarten trigonometrischen Punkte gewdhrleistet war.

3. Die uneingeschriankte Durchfihrung unseres ersten Grund-
satzes kann nun aber unter Umstdnden doch unzweckmdifsig sein,
einmal weil der dadurch bedingte Arbeitsaufwand in keinem rich-
tigen Verhidltnissezudem Nutzenstehenkann, undsodannauch, weil
sachliche in der Art der vorliegenden Aufgabe liegende Bedenken
dagegen obwalten konnen.

Wenn beispielsweise ein trigonometrisches Netz niederer Ordnung von einiger
Ausdehnung zu berechnen ist, so wirde es einen ganz ungerechtfertigt hohen
Arbeitsaufwand verursachen, wenn die zusammenhidngenden Teile des Netzes in
ihrem ganzen Umfange einheitlich behandelt wiirden. Vielmehr ist es in diesem
Falle und in shnlichen Fallen durchaus berechtigt, unseren Grundsatz mit der Ein-

4%
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schrankung anzuwenden, dafs eine Zerlegung des Netzes in kleinere einfach zu
berechnende Teile ausgefithrt wird und dafs nur die zur Bestimmung dieser kleinen.
Netzteile, bezw. einzelner trigonometrischen Punkte vorliegenden Beobachtungs-
ergebnisse je fiir sich zu einem einheitlichen Endergebnisse zusammengefafst werden.

Wenn ferner beispielsweise die Beobachtungsergebnisse vorliegen zur Be-
stimmung der Verbesserungen, die den Ablesungen an einem Federbarometer bei-
zuftigen sind, um daraus brauchbare Werte fiir die Grofse des Luftdrucks zu
erhalten, so wird es in der Regel sachlich nicht gerechtfertigt sein, sdmtliche vor-
liegenden Beobachtungsergebnisse zusammenzufassen und sie als ein einheitliches
Ganzes zur Berechnung der gesuchten Verbesserungen zu benutzen; denn die
Beobachtungen, die zur Bestimmung der einzelnen Verbesserungen vorgenommen
werden, finden in der Regel unter ganz verschiedenartigen Umstinden statt, so
dafs nur die getrennte Behandlung der verschiedenen Beobachtungsreihen ein
brauchbares Endergebnis erwarten lfst.

4. Die nach unserem ersten Grundsatze zu beriicksichtigenden Gewichte der
Beobachtungsergebnisse miissen nach den dafiir im I. Teile gegebenen Sitzen und
Formeln ermittelt werden. Die Anderung der so' ermittelten Gewichte behufs
schiatzungsweiser Beriicksichtigung aller Nebenumstinde, die die Beobachtungs-
ergebnisse allenfalls beeinflufst haben konnten, ist in der Regel weit mehr schidlich
als nitzlich. Geringere Gewichtsunterschiede kénnen bei den Aufgaben, die wir
hier vorzugsweise ins Auge fassen, ganz unbedenklich vernachldssigt werden. Das
Bestreben, alle unbedeutenden Nebenumstinde in den Gewichten zum Ausdruck zu
bringen, fithrt, wie oft beobachtet werden kann, zu einer sich meistens sehr rasch
steigernden krankhaften Sucht, alles weniger gut erscheinende durch Gewichts-
annahmen gut zu machen und zu einer durchaus nutzlosen Erschwerung aller
Rechnungen.

5. Nach dem zweiten Grundsatze, die gesuchten Groéfsen so zu bestimmen
oder die hervortretenden Fehler so auszugleichen, dafs die Quadratsumme der auf’
die Gewichtseinheit zuriickgefithrten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ein Mini-
mum wird, fithrt das nachfolgend darzustellende Rechnungsverfahren die Bezeichnung
Methode der kleinsten Quadrate oder Ausgleichungsrechnung nach der Me-
thode der kleinsten Quadrate.

Dieser Grundsatz ist gewissermafsen willkiirlich gew&hlt, aber er ist zweck-
méfsig gewdhlt. Wir miissen ohne weiteres anerkennen, dafs die Werte der
gesuchten Grofsen die besten sind, denen solche Werte der beobachteten Grofsen
entsprechen, die moglichst wenig von den thatsichlich vorliegenden Beobachtungs-
ergebnissen abweichen, die also moglichst kleine Werte der wahrscheinlichsten
Beobachtungsfehler liefern. Solche Werte der gesuchten Grofsen konnen wir auf
verschiedene Weise finden, z. B. indem wir davon ausgehen, die Summe der ab-
soluten Werte der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler moglichst klein zu
machen, oder die Summe der zweiten, vierten oder irgend einer andern Potenz
der Beobachtungsfehler moglichst klein zu machen. Wir kénnen auch keinen
strengen Beweis dafiir fithren, dafs wir nicht auf eine andere Weise im gegebenen
Falle etwas besseres erreichen, als dadurch, dafs wir die Quadratsumme der wahr-
scheinlichsten Beobachtungsfehler moglichst klein machen. Wir kénnen aber wohl
behaupten, dafs wir auf letztere Weise Ergebnisse erhalten, die sich den Beob-
achtungsergebnissen gut anpassen und dafs wir diese Ergebnisse in einfachster und
elegantester Weise erhalten. Ferner kénnen wir noch fiir unsern zweiten Grundsatz
anfithren, dafs das Prinzip der kleinsten Quadratsumme auch dem alten Grundsatze
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entspricht, das einfache arithmetische Mittel der vorliegenden Beobachtungsergebnisse
als den wahrscheinlichsten Wert der gesuchten Grofse anzunehmen, wenn die zur
Bestimmung der letzteren ausgefithrten Beobachtungen gleich genau und unabhéngig
von einander sind.

6. Bei Besprechung der Gewichte im § 10 haben wir klargelegt, dafs die
Gewichtszahlen uns anzeigen, wie oft wir die Grofsen, fiir die die Gewichte gelten,
in der Rechnung zu beriicksichtigen haben, um sie ihrem Genauigkeitswerte ent-
sprechend richtig zu verwerten. Demgeméifs missen wir bei Bildung der Quadrat-
summe auch die Quadrate der wahrscheinlichsten Fehler v,, v,, vs, ....v, der
Beobachtungsergebnisse 4,, 4, 43, .... 4, so oft ansetzen, wie die Gewichtszahlen
P1,P2,Ps, .... P, anzeigen, wonach wir also auch die Quadratsumme p,v,v, -+
PaVoVatpPsvgvgt....p,v,v,=[pvv] zu einem Minimum machen missen.
Diese Quadratsumme erhalten wir aber auch, indem wir die wahrscheinlichsten
Beobachtungsfehler v, , v,,vs,....v, durch Multiplikation mit 1/p,, Vps,Ps, .-
Vp, auf die Gewichtseinheit zurtickfihren und danach die Quadratsumme der aut
die Gewichtseinheit zuriickgefiihrten Beobachtungsfehler v,1/p,, v29/p2, v57/Ps,
....v,Vp, bilden. Fir den zweiten Grundsatz haben wir demnach allgemein die
Formel:

46) P1V1VFPevevatpyvsvst....p,v, v, =[pve]=Minimum.

§ 14. Grundsatz fiir die Lésung der zweiten Aufgabe.

1. Bei der Losung unserer zweiten Aufgabe, aus den wahrscheinlichsten
‘Werten der Beobachtungsfehler ein Mafs fir die Genauigkeit der vorliegenden
Beobachtungsergebnisse und der daraus abgeleiteten Grofsen zu bestimmen, gehen
wir von dem folgenden, ebenfalls nicht streng zu beweisenden Grundsatze aus:

Wir nehmen als Mittelwert der Quadrate der wahrschein-
lichsten Beobachtungsfehler, oder als Quadrat desmittlerenFehlers
der Gewichtseinheit den Wert an, der sich ergiebt, wenn wir die
Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler durch
die Anzahl der iiberschiissigen Beobachtungsergebnisse dividiren.

Hierbei gelten als tiberschiissige Beobachtungsergebnisse die, die {ibrig bleiben,
wenn wir aus den tiberhaupt vorhandenen n Beobachtungsergebnissen die ¢ Beob-
achtungsergebnisse ausscheiden, die zur einfachen nicht versicherten Bestimmung
der gesuchten Grofsen erforderlich sind. Demnach rechnen wir den mittleren
Fehler m der Gewichtseinheit nach der Formel:

(€ %)) m=-4 VFP vo -

n—q

2. Zur Erliuterung dieses Grundsatzes diene:

Wenn nur so viele Beobachtungsergebnisse vorliegen, wie zur einfachen
nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gréfsen erforderlich sind, so stimmen
die Werte der beobachteten Grofsen, die riickwirts aus den danach gefundenen
Grofsen abgeleitet werden, genau iberein mit den vorliegenden Beobachtungs-
ergebnissen und wir erhalten als Werte der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler
Null. Mithin liefern in diesem Falle die Beobachtungsergebnisse keinen Beitrag
zu der Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler. Erst wenn ein
oder mehrere weitere {iberschiissige Beobachtungsergebnisse hinzukommen, erhalten
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wir Beitrdge zur Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler und
zwar Beitrdge, worin nur die Widerspriiche der neu hinzutretenden Beobachtungs-
ergebnisse gegen die zur einfachen nicht versicherten Bestimmung geniigenden
Stiicke zum Ausdruck gelangen. Deshalb dividiren wir, um das Quadrat des
mittleren Fehlers zu erhalten, die Quadratsumme auch nicht durch die Anzahl aller
vorhandenen Beobachtungsergebnisse, sondern durch die Anzahl der iiberschiissigen
Beobachtungsergebnisse.

Wenn z. B. die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes aus den gemessenen
Abstdnden dieses Punktes von gegebenen Punkten bestimmt werden sollen, so sind
zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der Koordinaten zwei solche Abstdnde
notig. Leiten wir dann aus den Koordinaten, die aus diesen notwendigen zwei
Abstianden gefunden worden sind, rickwirts wieder Werte fur diese Abstinde
ab, so stimmen sie mit den Messungsergebnissen genau tiberein. Kommt indefs
noch ein dritter tiberschiissiger Abstand hinzu und bestimmen wir nun aus den drei
Abstianden die wahrscheinlichsten Werte der Koordinaten, so zeigen auch die
riickwérts aus den erhaltenen Koordinaten abgeleiteten Werte der Abstinde
Abweichungen von den Messungsergebnissen und liefern damit einen Beitrag zur
Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler, der der Verscharfung
der Bestimmung der Koordinaten durch das eine weitere Beobachtungsergebnis
entspricht. Ganz ebenso verhdlt es sich mit jedem noch weiter hinzukommenden
tiberschiissigen Abstande.

3. Beziehen sich unsere Beobachtungen auf eine Grofse, deren wahrer Wert
uns voraus bekannt ist, so sind sdmtliche vorliegenden Beobachtungsergebnisse als
tiberschiissige anzusehen, womit die Formel (4¢) tibergeht in:

_ . 1/leeo]
m=- V—n— . B
. . _ -/[(v)(ﬁ‘)], :
Diese Formel entspricht der Formel (13) m =+ P , wie es auch

sein mufs; denn in diesem Falle erhalten wir durch Vergleichung der vorliegenden
Beobachtungsergebnisse mit dem wabren Werte der beobachteten Grofse die
wahren Werte der Beobachtungsfehler, fiir die die Formel (13) gilt.

Wenn wir also beispielsweise aus vorliegenden Dreieckswinkelbeobachtungen
den mittleren Fehler der Dreieckswinkelsumme ermitteln wollen, so ist uns voraus
bekannt, dafs der wahre Wert der Dreieckswinkelsumme 180° ist*). Durch Ver-
gleichung der beobachteten Dreieckswinkelsumme mit diesem wahren Werte
erhalten wir also die wahren Beobachtungsfehler, und jede beobachtete Dreiecks-
winkelsumme liefert einen vollen Beitrag zur Fehlerquadratsumme; deshalb miissen
wir letztere dann auch durch die Anzahl aller beobachteten Dreieckswinkelsummen
dividiren, um das Quadrat des mittleren Fehlers zu erhalten.

§ 15. Aufstellung besonderer Rechnungsverfahren fiir besondere
Félle der zu losenden Aufgabe.

1. Bei den vorkommenden praktischen Aufgaben kénnen wir verschiedene

besondere Fille unterscheiden, fir die zweckmifsig auch besondere Rechnungs-

verfahren aufgestellt werden, um das Endergebnis moglichst einfach gewinnen

zu konnen. Zur Unterscheidung der verschiedenen Verfahren fithren wir kurze
Bezeichnungen dafiir ein.

*). Abgesehen von dem event. zu beriicksichtigenden spharischen Excefs.
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In erster Linie unterscheiden wir die beiden Fille, wo als Endergebnis unserer
Rechnung entweder die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten Grofsen selbst
oder aber die wahrscheinlichsten Werte anderer, mit den beobachteten Grofsen
in bestimmter Beziehung stehender Grofsen gewonnen werden.

Im ersten Falle, wo sich die Beobachtungen direkt auf die gesuchten Grofsen
selbst beziehen, bezeichnen wir die Beobachtungen als direkte Beobachtungen,
wihrend wir sie als vermittelnde Beobachtungen bezeichnen, wenn, wie im
zweiten Falle, sich die Beobachtungen auf Grofsen beziehen, die uns die Kenntnis
der gesuchten Grofsen vermitteln.

Sodann unterscheiden wir die beiden Fille, wo entweder die beobachteten
Grofsen von einander unabhingig sind, oder wo sie von einander abhingig sind
dadurch, dafs sie bestimmte Bedingungen erfiillen missen.

Dementsprechend bezeichnen wir die Beobachtungen im ersteren Falle als unab-
hdngige Beobachtungen, im zweiten Falle als bedingte Beobachtungen.

Somit ergeben sich die folgenden Hauptfille, fur die wir besondere Rech-
nungsverfahren aufstellen:

1. direkte unabhingige Beobachtungen oder kurz direkte Beobachtungen,

2. vermittelnde unabhingige Beobachtungen oder kurz vermittelnde
Beobachtungen,

8. bedingte direkte Beobachtungen oder kurz bedingte Beobachtungen,

4. bedingte vermittelnde Beobachtungen.

Ferner behandeln wir noch den Fall besonders, wo der mittlere Fehler
ausdenDifferenzenzwischen den Ergebnissenausgefithrter Doppel-
beobachtungen verschiedener Gréfsen ermittelt werden soll.

Endlich sondern wir von den bedingten Beobachtungen noch den einfachen
Fall ab, wo nur die eine Bedingung vorliegt, dafs die Summe der beob-
achteten Grofsen einen bestimmten Sollbetrag erfiillen mufs.

2. Die Losung einer vorliegenden Aufgabe kann in der Regel nicht nur nach
einem, sondern nach mehreren der aufzustellenden Rechnungsverfahren erfolgen®).
Die Auswahl unter den anwendbaren Verfahren kann dann lediglich nach dem
praktischen Gesichtspunkte erfolgen, dafs das Verfahren eingeschlagen wird, das
am einfachsten zum Ziele fithrt.

3. Was wir im folgenden als Beobachtungsergebnisse in die Rechnungen
einfilhren, sind in der Regel nicht die unmittelbaren Beobachtungsergebnisse, sondern
Grofsen, die aus letzteren durch mehr oder minder weitliufige Rechnungen derart
abgeleitet worden sind, dafs die abgeleiteten Gréfsen von einander unabhingig
geblieben sind.

Wenn beispielsweise die Hohe eines Punktes im Anschlufs an gegebene
Punkte nach den Ergebnissen eines geometrischen Nivellements berechnet werden
soll, so fithren wir in die Ausgleichungsrechnung nicht die unmittelbaren Latten-
ablesungen ein; sondern wir bilden zuerst aus den Lattenablesungen die Hohen-
unterschiede zwischen je zwei Aufstellungspunkten der Latten, addiren diese sodann
zugweise, womit wir die Hohenunterschiede zwischen den gegebenen Punkten und
dem neu zu bestimmenden Punkte erhalten, addiren ferner diese Hohenunterschiede
zu den gegebenen Hohen und fiihren endlich erst die so erhaltenen Einzelwerte
fur die Hohe des zu bestimmenden Punktes als Beobachtungsergebnisse in die Aus-
gleichungsrechnung ein.

*) Vergleiche z. B. die drei verschiedenen Losungen derselben Aufgabe in den §§ 21, 35,
52 und 53.
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II. Abschnitt.

Direkte Beobachtungen.

§ 16. Direkte gleich genaue Beobachtungen.

1. Ist zur Bestimmung einer Grofse eine Reihe von n unabhingigen, gleich
genauen Beobachtungen ausgefithrt worden und haben diese die Beobachtungs-
ergebnisse Ay, 45, A3, ....4, geliefert, so haben wir nach den im § 13 aufge-
stellten Grundsitzen den wahrscheinlichsten Wert z der beobachteten Grofse derart
aus allen n» Beobachtungsergebnissen zu bestimmen, dafs die Quadratsumme der
wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v;, v5, v5, ....7, ein Minimum wird. Die
wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ergeben sich als Abweichungen des wahr-

scheinlichsten Wertes = von den einzelnen Beobachtungsergebnissen nach

vy=3—4aq,
vy=2—A,,

vy=1r— A5,

Hiernach ergiebt sich fiir die Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beob-
achtungsfehler [vev]:
viv,=r2—224,-+4, 4.,
VoVo=a2—22AsF+ A2 4,,
vagvg=r2x—2rAz3-FA34,,

vuvpn=22—22 An-+ Adndn,
[vv]=nzx—22[A]+[24].

Aus diesem Ausdruck fir die Quadratsumme [vv] erhalten wir den Wert
von =, wofiir [¢v] ein Minimum wird, indem wir den Ausdruck nach x differen-

ziren, den Differenzialquotienten gleich Null setzen und die damit erhaltene Gleichung
nach » auflésen. Es wird

g%%d:znw—ﬂﬂ] und demnach

2nr—2[A]=0 oder
(48) x___[_ﬂ:/zl—{—lz—{—lg....l?l‘
n

n

Der wahrscheinlichste Wert = einer mehrfach gleich genau beobachteten
Grofse ergiebt sich also als einfachesarithmetisches Mittel der vorliegenden
Beobachtungsergebnisse A4,, 42, 43, ....4,.

Nach diesem Satze ist auch schon gerechnet worden, lange bevor theoretische
Gesetze fiir die Beobachtungsfehler aufgestellt waren.

Die Berechnung von  kann meistens vereinfacht werden, indem die Werte
Ay, A4y, g, .... A4, in einen Naherungswert ! und die kleinen Grofsen diy, dl,
dlg, ....d1l, zerlegt werden, indem also gesetzt wird:
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Ar=I1+dl,,
l/1221+d12,
(49) Ag=1-tdl,,
l Ao ltdln,
Dann wird:
(Al ) (L) (AL ) AL (U d ) der
r= p , oder :
dl dl_-dl R
(0) r=1d Tl tdl + “21+M.

n
Die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sind:
v,=r—A,,
l vo=t—A,,
'{51) vg=1—A3 )
l Vp=1— An.
Die Summe dieser Fehler ist:
[v]=nz—[ 4],
oder, da nach Formel (48): na=[ 4], also: na—[A]=0 ist,:
(52) [v]1=0.
Demnach ist die Summe der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler gleich
Null, wenn das einfache arithmetische Mittel mehrerer gleichgenauen und unab-
hingigen Beobachtungsergebnisse als wahrscheinlichster Wert der beobachteten
Grofse angenommen wird. Durch Benutzung dieses Satzes erhalten wir eine Probe
fur die richtige Berechnung von # aus den Beobachtungsergebnissen 4., 4., 43,
A,
Beispiel: Ein Winkel ist mit demselben Instrumente unter gleichen Um-
stinden 12 mal in beiden Lagen des Fernrohrs beobachtet worden. Das Gewicht
einer jeden Beobachtung ist p =1. Die Beobachtungsergebnisse sind:

A, =289°26"19,6", A, =289°926/189,
A,=289 26 180 , s —289 26 180
A,=989 26 20,3 A, =289 26 204 ,
A,=289 26 192 , A1,=289 26 20,0 ,
A5=989 26 188 , A.=289 26 199 ,
Ay=289 26 197 , A, =289 26 187

[d1]=2815".

Aus diesen gleichgenauen Beobachtungsergebnissen ergiebt sich der wahr-
scheinlichste Wert = des Winkels nach den Formeln (49) und (50), indem
1=289° 26" gesetzt wird, mit:

x:l—|—[ciTl]~_—289°26’+2—3}’25”:289°26‘19,3".

Die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sind nach Formel (51):
vy,=v—A;=—0,3", v, =0— A4, =404,
vo=2—Ad,=-+13 , vg =r—Adg =-+13 ,
vg=1—Az;=—10 , vy =0— A4y =—11
vy=2—A,=-4+01 , vio=0—Ad;,,=—07 ,
vy=3—A;=-405 , vy=2—Ay3=—06 ,

vg=r—Ag=—04 , vip=2— A =-F+006
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Die Summe dieser Fehler ist:

[v]=-F+42"—41“=-10,1",
Diese Summe soll nach Formel (52) gleich Null sein. Die kleine Abweichung
+0,1“ der Summe von Null erklart sich durch die Abrundung des Wertes von

[a1]

z bezw. von a sie mufs gleich sein der Abweichung des nfachen Quotienten

[inl,] von [dl], oder es mufs genau sein; [v]=n- ([dl]) [dl], also im vor-
liegenden Falle: [v]=12- 19 3 —2381,5=1231,6 — 231,5 = - 0,1 oder gleich dem Reste,
der bei Ausfilhrung der Division [d—nl]—%;lzd geblieben ist. Die Abrundung des
Wertes von = kann hochstens 0,5 Einheiten der letzten Stelle dieses Wertes
betragen und demnach darf auch [v] um héchstens 0,5 n Einheiten der letzten
Stelle des Wertes von « von Null abweichen, im vorliegenden Falle also héchstens

um 12-0,05“=0,6".

2. Aufser dem wahrscheinlichsten Werte = der beobachteten Gréfse haben
wir nun weiter aus den wahrscheinlichsten Werten v, v,, v4, ....v, der Beob-
achtungsfehler den mittleren Fehler der Gewichtseinheit und der Beobachtungs-
ergebnisse, sowie den mittleren Fehler und das Gewicht von = zu bestimmen.

Zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Grofse geniigt
ein Beobachtungsergebnis; demnach sind, wenn » Beobachtungsergebnisse vorliegen,
n —1 Beobachtungsergebnisse iiberschiissig. Mithin erhalten wir nach dem im § 14
aufgestellten Grundsatze den mittleren Fehler m der Gewichtseinheit nach der Formel:

m—t [pvv]

n—1"’

oder, da die Gewichte p der gleichgenauen Beobachtungsergebnisse siamtlich einander
gleich sind, nach:

(53) m==+1p [eo],

n—1

Ferner erhalten wir fir den mittleren Fehler m der Beobachtungsergebnisse
nach Formel (35):

= _ 1 q/[ve] .
(54) ) e
Das Gewicht P des arithmetischen Mittels
1
=—(A,+2,+2,4....2
ergiebt sich nach Formel (44) aus:
1_ <l) SUURR NS T
P \n n- E)‘ = rp zu:
(55) P=np,

und damit der mittlere Fehler M von = wieder nach Formel (35) zu:

+m VP*J“"‘]/"“iVn([:-v—% —J—””V%‘

Beispiel: In dem von uns bereits benutzten Beispiele der Berechnung des
wahrscheinlichsten Wertes eines Winkels ergiebt sich die Quadratsumme der
wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler zu:

!I

(56)
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v1v1:O,O9, ‘ Vg Vg :0’16’
vyv, =169, | vg vy =169,
w505 =1,00, ‘ vy vy =121,
vyv, =001, | V10910 =049,
vyv; =025, ‘ vy 01 =20,36,
vﬁlUGZO:lG) '01-7_?)12:0,36,

‘ [vo]=T4T.

Das Gewicht einer einmaligen Beobachtung des Winkels in beiden Lagen
des Fernrohrs ist p =1, demnach ergiebt sich der mittlere Fehler m der Gewichts-
einheit zu:

., B —[WL“~Vﬂt_.“
(:)3} m_——_#]/p]/n_l—szl 12__1—10182 y
sodann der mittlere Fehler m der Beobachtungsergebnisse zu:

- 1 1

(G2))] mzim]/;:io,sfl/l:io,%".

Ferner ergiebt sich das Gewicht P des wahrscheinlichsten Wertes » des
Winkels zu:

(55) P=np=12-1=12,
und endlich der mittlere Fehler M von » zu:
1

4 J— T —_— pe—— "
(56) M=+m VP =40,82 == 0,24

3. Die Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler [vv] kann
in geeigneten Fillen auch direkt aus den Beobachtungsergebnissen 4, 4., 43,
.... A, oder aus den Grofsen di,, dl,, dl;, ....dl, berechnet werden. Wird in
den unter Nr. 1 fiir [vv] erhaltenen Ausdruck

[vo]=nxe—22[A]+[A4]
nach Formel (48) %] fiur = eingesetzt, so folgt:

[oo]=nLAILA_oLA) (14 122], oder:
[vo]=[42]—21L2]

und wenn hierin: A,=104+dl,, A,=14+dl,, A,=1+dlz, ....A,=1+d!l, ,
also: [AA]=nll+2I[dl]+[dldl] und [A]=mnl-}+[d]] gesetzt wird, so wird:

[vo]—ntl21[at]+[arar]— it 2ntldl][dl][dl]
—ratan—Letiat],

Demnach ist:
(5%) [ov]=[22]—LALAD gy gy [2UL40),

Beispiel: Eine Mefslatte ist 10 mal mit Normalmafsstdben verglichen worden,
und dabei haben sich folgende Abweichungen von der Solllinge ergeben:

Ay——18mm, | Ay —--23mm,
/12:—*'2’0 ) ‘ A :_{‘2’2 )
As=-+15 , | Ag =+17 ,
do—=+18 ‘ by =419
;=419 , | Ao=-+24
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Hiernach soll der mittlere Fehler einer Lattenvergleichung festgestellt werden.

Hierzu bilden wir die Quadrate der einzelnen 4., 45, 43, .... 45 und danach[4],
sowie [ 4 4], wodurch wir erhalten: [4]=-+19,5, [ 4 4]=238,78. Dann ergiebt sich
57) [vo]=[22]—LALA] _ggqg 195-195_ gy
n 10
und damit der mittlere Fehler einer Lattenvergleichung zu:
/ . o] VT)’,’T .
(54) met I ) O = 0,

§ 17. Direkte ungleich genaue Beobachtungen.
1. Sind die unabhingigen Beobachtungsergebnisse 4,, 42, 45, ....4,, die

LR
zur Bestimmung einer Grofse vorliegen, nicht gleich genau, miissen ihnen vielmehr
die Gewichte p,, p», ps, ....p, zugeschrieben werden, so miissen nach den im
§ 18 aufgestellten Grundsdtzen diese Gewichte in der Rechnung beriticksichtigt
werden, und der wahrscheinlichste Wert » der beobachteten Gréfse mufs aus allen
n Beobachtungsergebnissen derart bestimmt werden, dafs die unter Berticksichtigung
der Gewichte gebildete Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler
Vi, Vs, Vs, ....v, ein Minimum wird. Die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler
ergeben sich auch in diesem Falle als Abweichungen des wahrscheinlichsten Wertes »
von den einzelnen Beobachtungsergebnissen nach

vy=r—Ay,
Vy=2— A,

vg=a— 43,

vp=2—An,
und danach ergiebt sich als Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungs-
fehler [pvv]:
P10V =p;25—22p A1 +p1ididy,
P2”2”2:P2“’9«'—‘2$P222+P212}»2,
P3vgvy=pgra—2apgAdstpslsds,

PrVnVn=Pn22—22pu An-+pniAnla,

[pov]=[p]zz—22[pA]4+[pAi].

Wenn wir diesen Ausdruck firr die Quadratsumme [pvv | nach » differenziren,
den Differenzialquotienten gleich Null setzen und die damit erhaltene Gleichung nach
» auflosen, so erhalten wir als wahrscheinlichsten Wert von =, wofiir die Quadrat-
summe [pvv] ein Minimum wird:

Arovl _grpla—2(pal,
2[plz—2[pA]=0,
(58) xz[pi]:pl11+p212—|—p313—l—....pnln_
[p] pitpetps+....pn

Diese Formel ergiebt sich auch ohne weiteres aus der Formel (48), wenn
wir uns dessen erinnern, dafs wir die Gewichte erkldrt haben als Verhiltniszahlen,
die angeben, wie oft wir die betreffenden Beobachtungsergebnisse in der Rechnung
berticksichtigen sollen.

Wir bezeichnen den sich nach Formel (58) ergebenden Wert von = als das
allgemeine arithmetische Mittel der Beobachtungsergebnisse.
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Ebenso wie beim einfachen arithmetischen Mittel kann auch hier die Berech-

nung von ¢ meistens vereinfacht werden, indem die Werte A,, A2, A3, .... 4,
in einen Nzherungswert ! und die kleinen Grofsen di., dl,, dis, .o..dl, zerlegt
werden, indem also wieder gesetzt wird:
l 1 - l—l_ d l1 b
[ Aa=1l-tdl,,
(59) Aa=1tdls,
......... ,
l An=1-+dln.
Dann wird:

£

:Pl(5+d’1)+P2(l—|—d12)—|—p3(l—i-dlg)—i-u--m(l—l-dln)’Od
P, P, TP, t Py
t:(pll—l—zvzl—l-pal—k.---pnl)+(p1dl1+p2dlg+p3dl3+---.Pndln)

' p,+p,+p, P,
p,dl +p,dl,+p,dl +....p, a0,
P, 4P, FP, Py
Die Abweichungen v,, vs, v3, ....v, des wahrscheinlichsten Wertes = der
beobachteten Grofse von den einzelnen Beobachtungsergebnissen, oder die wahr-

scheinlichsten Beobachtungsfehler sind wieder wie beim einfachen arithmetischen
Mittel :

er:

, oder:

(60) l‘:l+ :l—l—[p;l]-

v, =x—A,,
’02:2}——22’

(61) vy=r—2As,

Multipliziren wir diese Gleichungen mit den Gewichten pi, P2, Psy---.Pyp
und addiren die erhaltenen Gleichungen, so folgt:

P1v;=p12—pP141,
Pz’l’z:le’—lez,
Pavy=pst—psls,

pn’vnzpnm—Pnﬂn,

[po]=[ple—[p 4],
oder, da nach Formel (38): [plo=[p 4], also: [ple —[p A]=0 ist,:
(62) [pv]=0.
Demnach ist die Summe der mit den Gewichten multiplizirten wahrschein-
lichsten Beobachtungsfehler gleich Null, wenn das allgemeine arithmetische Mittel
mehrerer ungleich genauen und unabhéingigen Beobachtungsergebnisse als wahr-

scheinlichster Wert der beobachteten Grofse angenommen wird, was wir wiederum
zur Probe fiir die richtige Berechnung von = benutzen.

Beispiel 1: Bei der Triangulation eines Teiles des Regierungsbezirkes
Diisseldorf ist auf dem Standpunkte Wermelskirchen die Richtung nach Radevorm-
wald als einfaches arithmetisches Mittel aus

16 Einzelbeobachtungen erhalten zu: 4, =150°4586,47", dann aus

4 ” » st A,=150 45 36,16 , endlich aus
4 ,, ” st As=150 45 36,68



62 Direkte Beobachtungen. I T. 1. A.

Um aus diesen 3 Werten den wahrscheinlichsten Wert © der Richtung zu
finden, nehmen wir als Gewichtseinheit das Gewicht einer einmaligen Beobachtung
der Richtung, womit wir nach Formel (53) fir die Werte 4., 4., 4;, die Gewichte
p1=16, p,=4, py=4 erhalten. Mit dem Naherungswerthe I=150° 45‘36,00
ergiebt sich sodann:

p.=16, I dl1:+0147”) pidli=+4 152,
pa= 4, dl,=-0]16 , p2dl, =+ 064,
Ps=— 4) | dt3:+0’68 ) p3d13:+ 2’72’
[p]=24, [pdi]=-+10,88,
- [pdl] "
=} 0,453
I
und:
o [Pdl] o { " i’ o |4 0
60) r=1-F+—==150°4536,00 " - 0,458 “ = 150° 45 36,453 .

[r]

Ferner ergiebt sich nach Formel (61):
vy=2—A4;=—0017", und: p,v, =—0,272,

vy=0—A,=-40293 , pavy=-F1172,
vg=r—Ay=—0,227 , pgvz=—~0,908,
[pv]=—0,008.

[pv] soll nach Formel (62) gleich Null sein. Die Abweichung — 0,008 erklart
sich durch die Abrundung des Wertes von 2 bezw. von UE);]”; sie mufs gleich

sein der Abweichung des [p] fachen Quotienten (pdl] von [pdl], oder es mufs

(p]
genau sein: [pv]=[p] (sz—zj]l) —[pdl], also im vorliegenden Falle: [pv]=
24 - 0,453 — 10,88 = 10,872 — 10,880 = — 0,008 oder gleich dem Reste, der bei Aus-
fithrung der Division [%J:{;Z’—% geblieben ist. Die Abrundung von = kann
hochstens 0,5 Einheiten der letzten Stelle dieses Wertes betragen und demnach
darf auch [pv] hochstens 0,5 [p] Einheiten der letzten Stelle des Wertes von = von

Null abweichen, im vorliegenden Falle also héchstens um: 24 - 0,0005 = 0,012,

Beispiel 2: In demselben trigonometrischen Netze sind auf dem excentrischen
Standpunkte S; des Punktes Diisseldorf zur Bestimmung der Richtungen nach
Metzkausen, Hohscheid und Koln folgende Winkel beobachtet :

Metzkausen-Hohscheid 12 mal zu: 46° 17 36,70 “,

Hohscheid-Kéln 8mal zu: 43 13 23,50 |,
Metzkausen-Hiilfspunkt 22 mal zu: 57 04 44,11 ,
Hiilfspunkt-Kéln 22 mal zu: 32 26 11,36

Aus diesen Beobachtungsergebnissen soll
der wahrscheinlichste Wert des Winkels Metz-
kausen-Koln abgeleitet werden.

‘Wir nehmen als Gewichtseinheit das Gewicht
einer einmaligen Beobachtung eines Winkels. Dann
erhalten wir nach Formel (55) als Gewicht der vor-
liegenden Beobachtungsergebnisse: 12, 8, 22 und 22.
Aus den Beobachtungsergebnissen erhalten wir
zwei Werte des Winkels Metzkausen-Koln und
zwar den einen Wert als Summe der Winkel
Metzkausen-Hohscheid und Héhscheid-Koln 4, =
89°81700,20, den andern Wert als Summe der
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Winkel Metzkausen-Hilfspunkt und Hilfspunkt-Koln: 4,=289°30'5547". Nach
Formel (41) ergiebt sich das Gewicht p; des ersten Wertes 4, aus 1_:— = »1% -+ % =2
1 1 1 1
pe 2222
zu: py=11. Mit dem Niherungswerte !=289°380‘55" erhalten wir dann nach

Formel (60):

zu: p,;=4,8 und das Gewicht p, des zweiten Wertes A, aus:

pi= 48, l dl,=520", pidly=2496,
po=110, dly, =047, padly= 517,
[p1=158, | [pdl]=30,13,
\
I (el _ 4 g0
= 1,91,
(2]
x:l—{—[%?—]l-]:89°30’55”—}—1,91”:89030’56,91",
und ferner nach Formel (61):
v, =z— A, =—329", piv;=—1579,
vo=1— A=+ 144", pav.—-1584,
[po]=+4 005.

[pv] soll gleich Null sein, wird aber wegen der Abrundung von = bezw. von
L[”]J hier [pv] —=[p] («[[_];.]ﬂ) —[pdl]=30,18—380,18——0,05. [p] darf hier
héchstens 15,8 - 0,005 “ = 0,08 sein.

Beispiel 3: Aus den An-
fangsneigungen und den Winkeln
der vier in dem Knotenpunkte 172
zusammentreffenden Polygonziige
ergeben sich fiur die Neigung der
Polygonseite 172—194 gegen die
Abscissenlinie 4 Werte und zwar

aus Zug 38 mit 5 Winkeln:
Ags=92°20‘25",

aus Zug 39 mit 3 Winkeln:
A39=92°20"11",

aus Zug 40 mit 5 Winkeln:
A4=192°21'26",

aus Zug 41 mit 6 Winkeln:
A4 =92°21'00".
Die Polygonwinkel sind samtlich mit gleicher Genauigkeit beobachtet worden,
und wenn wir das Gewicht der Beobachtung eines Polygonwinkels als Gewichts-

einheit nehmen, erhalten wir nach Formel (42) fir die Gewichte der Neigungen

1 1 1 1

T—S 5——_-3 ——=5, ———_6 Damit ergiebt sich der wahrscheinlichste
38

Wert = der Nelgung 172 194 nach Formel (60), wenn wir den Niaherungswert
1=92°20"00" nehmen,:

789

p3=020, dlgg=25", padlyg= 50,
Pa =033, 1 dlg=11", Paodls= 306,
Pa0=020, | dl4—86", Padle—172,
pua=017, dly=60", paudly =102,
[p]=0,90, I [pdl]=236,0,
[pdl] _ 4ou,

‘ 7] =40
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z~l+[1[)d]l]

Ferner erhalten wir nach Formel (61):

92°20°00 440 =92°2040".

Vs =3 — A g =+ 15",

Vo =2— As=—46",
vg=1r—Ayg=—20",

Pas”38:+ 3,0,
Pavap=-F 96,
PiovVw=— 92,
Puva=— 34,

Vgo =3 — Agg =29, ;
|
|

[pv]=-+126—12,6=00.

2. Der mittlere Fehler m einer Beobachtung vom Gewichte p =1, oder der
Gewichtseinheit, ergiebt sich aus den wahrscheinlichsten Beobachtungsfehlern

Vi, Vs, Vs, ....v, nach Formel (47) zu:

(63)

da hier ebenso wie beim einfachen arithmetischen Mittel ¢ = 1 Beobachtungsergebnis
zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Grofse geniigt, mithin
n — 1 {iberschiissige Beobachtungen ausgefithrt worden sind, wenn n Beobachtungs-
ergebnisse vorliegen.

Sodann ergeben sich die mittleren Fehler my, my, my, ....m, der Beob-
achtungsergebnisse 4., 4., 43, ....4,, deren Gewichte p,, p2, ps, ....p, sind,
nach Formel (35) zu:

T
my = i m p—l )
T
my=—=+1m I‘)" y
@ wo—n]/L,
Ps
1
=4+1m —_
" ER Y b,
Fir das Gewicht P des allgemeinen arithmetischen Mittels
PR LAy JUNTE X X SRR LLly)
RO I KRN /S LU ¢
ergiebt sich ferner nach Formel (43):
PG 5 () 5 () e ()
=) 5 ) e () e ()
:P1+PH[L§]62+““? :[%.] und damit:
(65) P=[p].

Hiermit folgt dann endlich fiir den mittleren Fehler M des allgemeinen arith-
metischen Mittels = nach Formel (35):

(66) st en ] p=enl = iy

Beispiel 1: In unserm Beispiele 1 ergiebt sich die Quadratsumme [pvv] det
auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler zu:
pivyv,=0,005,
Pavave=0,343,
psvsvs=0206,
[pvv]=0,554,
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und hiermit der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder einer einmaligen
Beobachtung einer Richtung zu:

(63) m—]/l2eel /922 = £ o055,

n—1

Sodann ergeben sich die mittleren Fehler m,, m,, m, "der Beobachtungs-
ergebnisse A4,, 4., 43 zu:

[mlzim]/11-+0531/16_+013"

- 1_ ‘"
m, p;_zo,savz_io,ze ,
m —_+mV—1 —_+053]/_1 =+0,26"
3 X Pa LY 4 L Y )

ferner das Gewicht P des wahrscheinlichsten Wertes x der Richtung Wermels-
kirchen-Radevormwald zu:

©65) P=[p]=2.
und damit endlich der mittlere Fehler M des wahrscheinlichsten Wertes ¢ der
Richtung zu:

T 1 "
(66) M=im.|/~P—iO,53 g =+ 0117,

(64)

l
H

Beispiel 3%): Im Beispiele 3 erhalten wir die Quadratsumme [pvv] der auf
die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler zu:
PasVasVss=— 45,
Py ¥y Vg =278,
P04y =423,

Puvyuvy=— 68,
[pvv]=814.

Hiermit ergiebt sich der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit, oder einer
Beobachtung eines Polygonwinkels zu:

63) — »[p””lz.i]/;ligi%:im".

n—1

Sodann ergeben sich die mittleren Fehler m 5, msg, m 4, my der Bestimmung
der Neigung 172—194 in den einzelnen Polygonziigen 38, 39, 40, 41 zu:

1 -
=+ —=41675=+35"
s _m]/Pas - 1/ ’
m39:imVJ—:i16V§:i27I’7
D3
miozim“/—]'—-:i16'l/-5—=i35”,
P

SR Vi S )
Pa

ferner das Gewicht P des wahrscheinlichsten Wertes » der Neigung 172—194 zu:
(65) P=[p]=0,90,

und endlich der mittlere Fehler M des wahrscheinlichsten Wertes = der Neigung
172—194 zu:

64)

*) Beim Belsplele 2 sehen wir von der Berechnung der mittleren Fehler und Gewichte
ab, da nur zwei Beobachtungsergebnisse vorliegen, die keinen auch nur einigermafsen zuver-
laSSIgen Wert des mittleren Fehlers liefern.

Koll. 2. Aufl. 5
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66) M—#+m]/-P_+16]/090_i17“.

3. Die Rechnung nach den Formeln (58) bis (66) wird in der Regel einfacher
und tiibersichtlicher durch schematische Anordnung, wie die folgende Darstellung
unseres Beispieles 3 zeigt:

A ] l
| .
Beob-
Nr. der | Ge- h B —
1 s achtungs- | g | — 0= 1
Beob- > iW‘Chte lergebnisse|; __ ;. pdll, 4. P pov. V%’ 1/1
achtung. | p. A. [ P
ol ] , { " [ '
N l ‘
38 5 | 0,20 9220 95 25 | 5014 15 |4 8,0 522! +35
39 3 | 033 92120 11| 11 | 864 29 4| 9,6 | 218 | 1,7 | +27
40 5 | 0,20 92/21 26| 86 |172|—| 46 — 9,2 1423 22 | +35
41 6 | 0,17 92/21 00 60 |102|—| 20 |— 34 68| 24 | +38
P=[p]| 090 | ¢ [92/20 00|[pdi] 36,0 126][pvv] 814 a5
[ l ‘ ‘ y
V[l—]- 1,05 [f[’-dr]l—]] , 40, —126 [n"%_”l] 211
AR L=
M=—+m DI 92:20[40 [po] |00 m |+16
L o |

4. Die Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrschein-
lichsten Beobachtungsfehler [pvv] kann ebenso wie fiir gleich genaue auch fir
ungleich genaue Beobachtungsergebnisse in geeigneten Fillen direkt aus den Beob-
achtungsergebnissen 4,, 4., 4;,....4, oder den Werten di,, dl,,dl,,....d1l,
berechnet werden; denn wenn in den unter Nr.1 fir [pvv] erhaltenen Ausdruck

[pov]=[plsz—2[pA]a+[pa 2]

far » nach Formel (38) (p4] eingesetzt wird, so folgt:

(r]
wo]=[ptPAIPA] [p2]
o] =[] LA A 2y 21224 15223, oder
[pov]=[p22]— 221 1P2]

und wenn hierin: A,=1l4dl,, A,=1-+dly, Ay=I1+dl;, ....A,=14dl,,
also: [pAA]=[p]il+2Il[pdl]+[pdldl] und [pA]=[p] t+[pclt] gesetzt
wird, so wird:

(posl—(p 1114 2irpat] 4 [patar)— (PLPV L2 (1R £ [pd1 (1)

_ _[pdl)[pal]
=[pdldl] ip]

Demnach ist:

G s R B e PUIRTIEE e

Beispiel: Es liegen die Ergebnisse wiédérholte'r,Messungen einer Linie von
nahezu 200 m Linge und die Gewichte dieser Ergebnisse vor wie folgt:
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Ay =200,45, pi= 56,
Ay =200,78, ‘ po= 84,
Ay=200,32, s ps= 28,
A .= 200,63, ] pe= 7,0,
A5=200.81, ! s= 42,

[p]=280.

Die Gewichtseinheit ist das Gewicht einer einmaligen Messung einer Linie
von 100m Linge. Es soll der mittlere Fehler der Gewichtseinheit festgestellt
werden. Wir nehmen ! =200, so dafs wird:

dl, =045, | p.dl,= 252, pidldl, = 1,134,
dl, =08, ‘ padly= 655, ’ pedlydly= 5109,
dl; =082, | psdlz= 090, | psdizdiz= 0288,
dl,=0,63, padly= 441, ‘ pidl,dl,= 2718,
dls;=0,81, psdls= 340, } psdlsdls= 2,754,

 [pdl]=1778, = [pdldl]=12,063.

Hiermit erhalten wir:

57 _ _[pdl)[pdl] _ o ee 1778-1778
69 [pov]=[pdldl] ] —=12,063 50 —0,773.

und den mittleren Fehler m der Gewichtseinheit :

©3) m=t /P = 1) 5T = s osam.

§ 18. Berechnung des mittleren Fehlers aus Beobachtungs-
differenzen.

1. Wir konnen oft in einfacher Weise eine grofsere Anzahl Differenzen
zwischen den Ergebnissen zweier gleich genauen Beobachtungen gleichartiger
Grofsen erlangen, die einen wertvollen Anhalt fiir die Genauigkeif der Beobachtungen
geben, und deshalb wollen wir noch feststellen, wie aus solchen Beobachtungs-
differenzen der mittlere Fehler abzuleiten ist.

2. Wenn uns die Beobachtung einer Reihe gleichartiger Groéfsen die Ergeb-
nisse A°, 4, 4,, ... A:, geliefert hat und wir dann bei einer zweiten Beobachtung
derselben Reihe von Grofsen. die Ergebnisse 17, Ay Ay i dy erhalten haben,
so werden die Differenzen dieser Beobachtungsergebnisse

[Alz/l;—l{’,

A, =AL— Ay,
(69) lﬂazi;—ﬂa‘,
......... ,
4, =2, — A"

im allgemeinen zusammengesetzt sein aus einer regelmifsigen Differenz und aus
den zufilligen Differenzen d ,, d5, d3, ....d, .

Die regelmifsige Differenz ist entweder fiir alle Beobachtungsergebnisse gleich,
-oder sie ist fir die verschiedenen Beobachtungsergebnisse 4,, 45, 435, .... 4, pro-
portional bestimmten bekannten Grofsen I, 5, 13, ....1,. Im erstern Falle be-
zeichnen wir die regelméfsige Differenz mit k¥, im zweiten Falle mit kl,, ki,, kls,

Die Grofse # mufs im allgemeinen aus den Beobachtungsdifferenzen 4,, 4,,
43, ....4, abgeleitet werden und wir betrachten daher die Beobachtungsdifferenzen
als Ergebnisse direkter Beobachtungen von k, oder ki, kly, kls, .... kI, .

5*
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3. Wir behandeln zunichst den einfacheren Fall, dafs die regelméfsige Differenz
fur alle Beobachtungsergebnisse gleich ist.

In diesem Falle erhalten wir fiir den wahrscheinlichsten Wert von k, wenn alle
Beobachtungsergebnisse 44, 45, 43, . ... 4, gleiches Gewicht haben, nach Formel (48):

©9) p=121)
oder wenn die Beobachtungsergebnisse 4;, 42,, 43, ....4,, verschiedene Gewichte
Pi,P2,Ps, ....0, haben, nach Formel (5S):
- [p4]
@ =T

Dann ergeben sich die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler oder hier die
wahrscheinlichsten Werte 64, 6», 63, ....d, der zufilligen Differenzen nach den
Formeln (51) und (61) tbereinstimmend zu:

6,=k—A4,,
@) 6s=k— A5,
........ ,
6,=k—4,.

Die Quadratsumme dieser zufilligen Differenzen kann direkt aus den Beob-
achtungsdifferenzen 4,, 4,, 4;, ....4, berechnet werden und zwar bei gleich
genauen Beobachtungen nach Formel (57) aus:

@2 [s01=[4 41—t ra1—[a4)—nks,
oder bei ungleich genauen Beobachtungen nach Formel (67) aus:
) [ps0]=lpa 41— 2o a1—tpa 41100

Beispiel 1: Bei der Aufnahme eines Polygonzuges mit dreifsig 20 m langen
Strecken sind die Hohenwinkel jedesmal auf dem Anfangspunkte und dem Endpunkte
der Strecke mit einem Freihandhdhenwinkelmesser gleich genau beobachtet worden.
Die Ergebnisse der beiden Beobachtungen A‘ und A%, die Unterschiede beider Er-
gebnisse 4= 4'— A”, sowie die Quadrate der Unterschiede 4 4 sind in nachfolgender-
Tabelle enthalten:

Al AN, 4. |44 A0 A" AL | 44, Z’.!Z”. A. ‘ 44.

o o o o o o o [ o
| \
+02|+1,0]—08] 064 |+1,3+1,9]—06]| 036 | 34 +38 — 0,16
+05(4+1,01—05] 025 |+1,0]+1,7]—07| 049 | 13, 0,36

41,1 +18]—0,7] 049 |+08|+15—07] 049 | +3 3’ 43, 9| — 0,6, 036
+09|+1,6]—0,7| 049 |+1,4|+21]—0,7] 049 +31 486/ —05 025
407|413 —06| 036 |+15/+21]|—06| 036 [ +382 88 —06 036
+1,8[4+20)—0,7] 049 | 11,7\ +24|—07| 049 | 1--27 48,6 —0,9 081
+18|4+23]—05] 025 |+23|+28]—05]| 025 +82) —0,6 036
420|427 —07| 049 |28 +38]—05| 025 | +21 +28 —07 049
+1,9|+24|—05] 025 |29 +36(—07| 049 | +20 42 5‘ —05 025
+15|+1,9]—04] 016 |+30/+33]|—03 009 | +1,9 +2 6 —0,7, 0,49

+58,4+76,6— 18,2 11,52
4112 4]

Hieraus ergiebt sich zunichst als wahrscheinlichster Wert der regelmifsigen
Abweichung zwischen den auf dem Anfangspunkte und den auf dem Endpunkte
jeder Strecke beobachteten Hohenwinkeln:
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. [4]_ —182
69) b= =30

was der aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen folgende wahrscheinlichste
Wert des doppelten Indexfehlers des benutzten Hohenwinkelmessers ist.
Ferner ergiebt sich fur die Quadratsumme der zufilligen Differenzen der
Hohenwinkel:
18,2

@) [66]=[AA]—[—fT][A]zll,E)Z—ng—18,2:0,48.

=—061°,

4. In dem zweiten Falle, wo die regelmifsigen Differenzen nicht fir alle
Beobachtungsergebnisse gleich sind, sondern wo sie proportional den bekannten
Grofsen !y, {5, 13, ....1,, also gleich kl,, kly, kl;, ....kl, sind, liefern uns die
Beobachtungsdifferenzen

A =2ai—Ay,
A,=2L— 2L,
@) Ady=2;—243,
......... ,
A =al— A
n n n
keine unmittelbaren Bestimmungen des Faktors k, sondern direkte Bestimmungen
der Grofsen kily, kl,, kly, ....kl,, und wir erhalten & als arithmetisches Mittel
A
aus den Werten &, :%—1, kgz%, Ic;,:f;—?’ , ....kn-_—l—”. Diese Werte haben
1 2 3 n
verschiedene Gewichte Piysy Prys Pgs -+ Prys die wir, da
A 1 4 "
klzézl—l(zl—zl )

A

Iy
_A, 1, .
k?“*l_z_‘l;(zg—/zg)
ko — 3_l A Z“)
= A

n n

4, 1 ,

ist, aus den Gewichten p,, p., ps, ....p, der Beobachtungsergebnisse 4,, 4., 43,
.... 4, nach Formel (44) erhalten zu:
1 1 1 1
— =" .2. = oder = pill
Py, Il P Pry 2P1 Y
1 1 1 1
L S . =Zpyl,l
Py, laly pa 7 Pr, =g P22t
1 1 1 1
Z_);‘:_-—lglg 2 Ps " Py, gpalala»
...................... ,
1 1 1 1
= i R =—p, 1 .
Pkn lntn 2 Py, ! pk7 2pn nl'n
Diese Gewichte vereinfachen sich, wenn die Gewichte p,, p2, p3, ....p, der
Beobachtungsergebnisse 41, 42, 43, ....4, simtlich =p sind zu:

1
pkl=—2-pl1l1,
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Damit erhalten wir als wahrscheinlichsten Wert von k nach Formel (58) bei
gleich genauen Beobachtungen :

5[]
b [ k] 2P|""7
- 1
- ,_[14]
(@) b=
und bei ungleich genauen Beobachtungen :

k_wﬁy_%b”ﬂ

oder:

=tz =———— — oder:
[Pl 1
g lpil]

14]
6 plPt4]
@ (1]

Die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler oder der zufilligen

Differenzen 6,, 65, 65, ....d, ergeben sich sodann nach:

51:]"[1—41;
62:’”2—42;

(77) 53:kl3—A8;
.......... ,
l 677, =k ln - An .

Aus den hiernach fiir 6, 6., 63, ....6, folgenden Zahlenwerten ist dann die

Quadratsumme [66] oder [pdd] zu bilden.

Beispiel 2: Bei der Aufnahme einiger Polygonziige mit 20 Strecken sind
die Streckenldngen zweimal von verschiedenen Landmessern mit verschiedenen
Langenmefswerkzeugen gemessen worden. Behufs Ermittlung des mittleren Fehlers
der Streckenmessung soll die Quadratsumme [pdé] der zufilligen Differenzen
6,,0s, 05, ....0, beider Messungen berechnet werden.

Die Langenmessungen sind, aufser mit zufilligen Fehlern, mit regelmifsigen,
aus der Ungenauigkeit und der Handhabung der verwendeten Liangenmefswerkzeuge
entspringenden Fehlern behaftet, die sich proportional den gemessenen Lingen fort-
pflanzen.

Diese regelmifsigen Fehler sind verschieden fur Messungen, die von verschie-
denen Landmessern mit verschiedenen Mefswerkzeugen ausgefiihrt werden. Dem-
nach besteht auch zwischen zwei in solcher Weise verschieden ausgefithrten
Messungen ein regelmaéfsiger Unterschied, der fiir die einzelnen gemessenen Strecken
proportional ihrer Lange ist. Sind also 4,, 4., 43, .... 4, die Streckenlingen, so
sind k4;, kAs, kA5, .... kA, die regelmifsigen Unterschiede zweier Messungen
derselben. Dann erhalten wir fiir 4:

_Ipad]
@ STyt
und firr die zufélligen Differenzen 6,, 6., 65, ....d, beider Messungen:

Si=kA,—A,,
62:klg—A2,
(77) 153:"’/13—'43;

6n =k ln —A4 n
Dementsprechend ist in den folgenden Tabellen [p 6 6] aus den Ergebnissen
A und A* beider Messungen der Polygonstrecken und aus den Gewichten p be-

rechnet worden :
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\ | ] | \ | 1
Nr. [ (p “Z/ pa. [p,u [p,zA k,z.f:f'%‘ §5. |pso.
; \
L] 2 | s “4\ H i . s 9. E 10. || 1. | 12
[ ‘
1{ 157,80 ’ 157, 92| 8,6|—0 12" 1360 | 215000— 163,2/— 0,03‘+ 0,09[0,00 81| 0,070
2 — 0,10 1480 | 184000/ 1480 0,02/ 0,08/0,00 640,076
5| 12796 | 127.84 1, 1’f+ 0,12/ 1420 | 1820004 170,4|— 0,02 — 0,14/0,01 96| 0,218
4| 180,70 130,70 | 11,1  0,00) 1450 | 190000 0,0— 0,02 — 0,02]0,00 04/ 0,004
5| 115,24 115,40 —0,16] 1470 | 169000 — 235,2— 0,02/ 0,14|0,01 96| 0,251
6| 79,36| 79,3218 9l o, 04‘ 1490 | 118 oool+ 59,6/— 0,01 — 0,05/0,00 25| 0,047
7| .82l 77,98!189 \— 0 16‘ 1470 | 115000 — 235 2'— 0,0114-0,15]0,02 25| 0,425
8| 114,90 | 114,70 |12,8| +020] 1470 | 169 000+ —0,02/—0,22/0,04 840,620
9| 112,88 | 112,84 112,810, 04‘ 1450 | 1640001+ 580—0, 02 —0,06 0,00 36| 0,046
10| 20440 | 20468 | 6.6/ — 0, ‘28‘ 1850 | 277000/— 8780 — 0,04/ 0,24/0.05 76| 0.380
11| 8414| 8414 174) 000/ 1460 | 123000 0,0/— 0,02 — 0,02/0,00 04! 0,007
12| 7676 7688 207/ —0,12| 1590 | 122000 — 1908 0,014 0,11 }o 0121/ 0,250
13| 11226 | 112,32 | 12,8 — 0,06 1430 | 160000 — 85,8 —0,02 +0,040,00 16| 0,020
14| 195,40 | 19526 | 6,9]4-0,14| 1350 | 263 000+ 189,0— 0,04/ —0 18‘10 03 24/ 0,204
15| 82,00 | 82,0218, 9 —0, 02) 1550 | 127 oooi— 31,0(— 0,01/ 0,01/0,00 01/ 0,002
16| 150,88 | 150,90 9,2 ;~ 0, 02’ 1390 | 210000 — 27,8!— 0,03 — 0,01/0,00 01| 0,001
17| 112,72 | 112,60 12,8 0,12 1450 | 164 ooof+ 174,0/— 0,02/ — 0,14/0,01 96/ 0,251
18| 151,36 151,60 | 9,2'—024| 1400 | 213000 — 336,0/— 0,08 0,21 0,04 41| 0,406
19| 9618| 96,12/16,0/4-0 06| 1540 | 148000 92.4— 002 0,00 64/ 0,010
20 122,63 | 122,52 119)4-0, 11 1460 | 180000+ 160,6—0,02 — 0,130,01 69/ 0,201

9498,99 ’ 044 |+ 0,83|[pA4]8 493000 1198,0/— 0,43+ 1,07,[ p 6 67| 3,509
| — 1,28' — 18310 —1,05,
\ [A]— 045 [pid]— 6330 {+002‘
i | . p_lpad]_ —6330

| ! =[pAA] 3493000~ 0,000 181 ‘
Die in der Spalte 6 unserer Tabelle erhaltenen Produkte p A sind verhiltnis-
maifsig wenig von einander verschieden und wir erhalten daher einen durchaus
geniigend genauen Wert von %, wenn wir diese Produkte als gleich annehmen.
Dann vereinfacht sich die Formel (76) auf:
4]
ik
wonach wir den konstanten Unterschied der beiden Lingenmessungen in einfachster
Weise erhalten. Mit den in Spalte 2, 8 und 5 unserer Tabelle erhaltenen Zahlen-
werten wird
b [4]_—045
[4] 2429
also nur um 4 Einheiten der sechsten Decimalstelle abweichend von dem nach
Formel (76) erhaltenen Werte, was fiir die Berechnung der regelmaifsigen Diffe-
renzen kA von keiner praktischen Bedeutung ist.

=—0,000185,

Die Anwendung der einfachen Formel k:% ermoglicht es auch, fur die
Berechnung von & ohne Mehraufwand an Arbeit ein weit umfangreicheres Beob-
achtungsmaterial zu benutzen, als zur Berechnung des mittleren Fehlers in der
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Regel benutzt wird. Beispielsweise sind die in unserer Tabelle mitgeteilten Strecken-
langen aus den Polygonstreckentabellen eines Bezirkes von 5 Gemarkungen ent-
nommen, worin die erste undzweite Streckenmessung je von demselben Landmesser mit
denselben Mefswerkzeugen und denselben Arbeitern durchgefithrt ist. Die Gesamtlange
der Strecken betrdgt nach der ersten Messung 96 028,67 m , nach der zweiten Messung
9603898 m | also der Gesamtunterschied [4]=—96028,67 — 96 038,93 = — 15,26 m ,

Danach wird: 15.96
_[4]_—1526
k_[/“_ 96030 — 0,000 159 m ,
Benutzen wir diesen Wert von %k, so gestaltet sich die Berechnung der
Quadratsumme [p 6 6 ] wie folgt:

Ne| 4 | lamai—mae] ka. lb—ka—al s, . pés.
L] e . | o« s | T | s 9.
[

1] 15780 15792 | —o0,12 | —0,02 | 40,10 | 0,0100 ‘ 86 | 0,08
2| 12360 12870 | —o10 |—002| 4008 | 00064 11,9 | 0,076
3| 127,96 12784 | 012 |—o002| —o014 |00196| 11,1 | 0218
4| 130,70 130,70 000 |—002] —002 |[00004] 11,1 | 0,004
5| 11524 11540 | —0,16 | —0,02| 014 |00196| 128 | 0251
6| 7936| 7932 004 |—001] —005 |00025 | 189 | 0,047
7| wrge| 7798 —0,16 | —001 015 |00225 | 189 | 0425
8| 11490 11470 | 4020 |—002] —o022 |00484| 128 | 0620
9| 11288 112,84 | 004 |—002| —006 | 00036 | 128 | 0,046
10| 20440 204,68 | —028 |—003| 025 |00625 | 66 | 0412
11| 84,14| 8414 0,00 |—o001| —o001 |00001| 174 | 0002
12| 7676 7688| —o012 |—001| 4011 00121 | 20,7 | 0250
13| 11226 112,32 | —0,06 | —002]| --004 |00016| 128 | 0,020
14| 19540 19526 || 4-014 |—003 —o017 |0028 | 69 | 0,199
15| 8200 8202 —002 |—001| --001 |00001| 189 | 0,002
16| 150,88| 150,90 | —0,02 | —0,02 0,00 |00000] 92 | 0000
17| 11272, 11260 | 012 |—o002| —o014 |00196| 128 | 0251
18| 151,36 151,60 | —o024 | —o002| o022 |00484| 92 | 0445
19| 9618 912| 4006 |—002| —008 |00064| 160 | 0,102
20| 122,68| 12252 | 011 |—o002| —o0,18 |00169! 11,9 | 0201
249899 944 08 |—037| 110 [p65] | 8657

—198 — 1,02

— 045 | 10,08

5. Das Gewicht der Beobachtungsdifferenzen 4 ergiebt sich aus dem Gewichte p
der gleich genauen Beobachtungsergebnisse 4, da A= A‘— A“ ist, nach Formel (42)

zu: é—p . Da wir nun k als arithmetisches Mittel aus 4,, 4,, 4;5;.... 4, gefunden

haben, und ¢, 6,, 63, ....d, die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sind, so
ergiebt sich fiir den mittleren Fehler m der Gewichtseinheit nach Formel (53):

1 64
m=- é—p-‘/g[m“]l, oder:

@) m—=xyr 2557
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und hiernach fiir den mittleren Fehler m eines Beobachtungsergebnisses vom Ge-
wichte p nach Formel (54):

@) m:im]/%zj: 2—([3—5_]1—),

endlich fir den mittleren Fehler m, von k, dessen Gewicht p,, wenn die regel-
mifsige Differenz fur alle Beobachtungsergebnisse gleich ist, nach Formel (53)

pk:n-—;—pz—;—np ist, nach Formel (56):
2 1 6d) 2
mk:+m-l/*: ‘/@Z:!:Vép I’;L-—l.‘/ , oder:
[66
S0 my =4+ “/w__;_, 'l/___ j:-l/ni(*n? ,,]4_

oder wenn die regelmifsige Differenz proportional den Grofsen iy, 1, 15, ....1

n

ist, wo nach Formel (65) das Gewicht p k=~1- p[11] ist, nach Formel (66):

mk:im]/’!*ﬂLm—‘/ = V ,Ed__al %,oder:
D m’f:“‘VpT;:“‘Vm% _ﬂ/[u][(dné]—ﬁ

Beispiel 1: Aus der unter Nr. 8 erhaltenen Quadratsumme [ ¢ ¢ ]=0,48 der
zufilligen Differenzen fir n=2380 gleich genaue Doppelbeobachtungen von Hohen-
winkeln mit den Gewichten p=1 ergiebt sich der mittlere Fehler m =m einer
Beobachtung eines Hohenwinkels fiir 20m lange Strecken nach Formel (¢8) und

@9) zu:
SNV RSV S

ferner der mittlere Fehler m, des regelméfsigen Unterschiedes ¥ = — 0,61° zwischen
2 Beobachtungen eines Hohenwinkels zu:

_ 2 _ 2 0090
80) mk—im-‘/ﬁ—i0,0Q Vgo_io,oz ,

endlich der mittlere Fehler M des arithmetischen Mittels aus den zwei fiir jede Strecke
vorliegenden Hohenwinkeln, dessen Gewicht nach Formel (55) P=2 ist, zu:

T T o
56) M—iml/?zio,os]/g_io,os .

6. In ganz dhnlicher Weise ergeben sich fiir ungleich genaue Beobachtungen
mit den Gewichten p,, p», ps, ....p, die Gewichte der Beobachtungsdifferenzen

1 1 1 s .
Ay, Ag,y Ay, o 4, zu: 9P1y g Pas g Py g Py und damit fur den mittleren

Fehler der Gewichtseinheit nach Formel (63):

, [:o [pod]
(82) m=- (n—1)"
ferner fiir die mittleren Fehler der Beobachtungsergebnisse 41, 42, 43, .... 4, nach

Formel (64):
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(83)

endlich fir den mittleren Fehler m, von k, dessen Gewicht p,, wenn die regel-
miéfsige Differenz fir alle Beobachtungsergebnisse gleich ist, nach Formel (65)

pk:%[p] ist, nach Formel (66):

eH m"”+mV"”+mVLp]”iV[p[]p:f—lﬁ'

oder wenn die regelmifsige Differenz proportional den Grofsen I;, ., l5,....1

ist, wo nach Formel (65) das Gewicht p k:‘é [p 1] ist, nach Formel (66):

S5 m,=d4m |/~ ltIV[ i-l/[pl[lﬁ)f - )~

Beispiel 2: Mit der unter Nr. 4 erhaltenen Quadratsumme [p d6]= 38,509
der zufilligen Differenzen erhalten wir den mittleren Fehler der Gewichtseinheit zu:

; [poo] _ 8509 _ .
2 m=11/22% ﬂ/z(z’O—‘l) £ 030m,

ferner nach Formel (83) den mittleren Fehler der kiirzesten Strecke 1, =76,8m,
deren Gewicht p ;o =20,7 ist,:

1 1
miyg =+ Mm =i0,30]/:20"7’:i0:07my

12

einer mittleren Strecke A ,,=122,6 m, deren Gewicht p ;o= 11,9 ist,:

. 1 1
m gy = Im]/ﬁ_ + 0,30"/1—1’9__ +0,09m,

der liangsten Strecke A ,,=204,5m, deren Gewicht p,,=6,6 ist,:

1 1
mlozim]/;;:io,30 6B2i0,12m,

und endlich den mittleren Fehler m, von & zu:

= . 2 ;

Die in die Rechnung elngefuhrten Gewichte py, P2, P3, -... P2 sind aus der
fur mittlere Verhiltnisse geltenden Abteilung II der Tafel 3 der Kataster-Anwei-
sung IX vom 25. Oktober 1881 entnommen worden. An dieser Stelle findet sich
das Gewicht 1 fir die einmalige Messung einer Linge von 822m, Demnach ist
m=+0,30m der mittlere Fehler der unter mittleren Verhiltnissen ausgefithrten
Messung einer solchen Lange. Das fir Langenmessungen gebriuchliche Genauig-
keitsmafs, der mittlere Fehler einer einmaligen Messung einer Linge von 100m ,
ergiebt sich mit dem sich in der bezeichneten Tafel findenden Gewicht p 0o = 14,8 zu:
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) - 1 1 .
39 M= =+ m]/pvloo_ + 0,30 ]/143— + 0,078 m ¥,

¢. Wenn, wie es oft vorkommt, der wahre Wert von k voraus bekannt ist
oder an Stelle dessen ein so genauer Wert von k, dafs er als wahrer Wert ange-
nommen werden kann, der wahrscheinlichste Wert von k also nicht erst aus den
Beobachtungsdifferenzen 4,, 4,, Az, .... 4, zu berechnen ist, so ist die Anzahl
der iiberschiissigen Beobachtungsergebnisse nicht gleich » —1, sondern gleich n.

Dann gehen die Formeln (78), (¥9), (82) und (83) fiur die Berechnung des
mittleren Fehlers der Gewichtseinheit und der Beobachtungsergebnisse **) {iber in
folgende Formeln:

fiur gleich genaue Beobachtungen mit dem Gewichte p:

86) m==yp /220, ‘ ®) m= V —1 )13,

fir ungleich genaue Beobachtungen mit den Gewichten py, ps, ps, ....D,:
my;=+m ]/~1— ,
P
Mmy= = m L ,
(p03] b
(88) m= j: ‘ 2?? ’ (89) mgz= 4 M \‘/ﬁ )
V&
.......... ,
| m, = =+ m]/L_
| T P

Beispiel 3: In einem Polygonnetze sind 12 Polygonwinkel mit einem
Theodoliten unabhiingig von einander mit besonderer Aufstellung des Instrumentes
und der Signale zur Bezeichnung der Punkte je zweimal beobachtet worden. Die
Beobachtungsergebnisse 4/ und 4%, die Differenzen A = 4 — A, ihre Quadrate 44,
sowie die Quadratsumme [ 4 4] sind in nachstehender Tabelle enthalten:

. A4, A, A4, A, A, 4. ‘ A4,

o{,i..o'.’

o\,z,,o[ n‘

76 18 | 19| 76| 18 | 36| —17 | 289|136 42 26 |136 42 82 | — 6 36
60|38 | 22| 6087 | 58 +-24 | 576 189 | 04 | 04 [189| 04 | 14 |— 10/ 100

!
! ‘ X \
190 26 1 35 ||190 | 27 | 08 | 33 {1089 150( 19 ‘ 45 150( 20 | 03 | — 18 324
111‘ 51 | 23 lll‘l 51 | 00 —}—23. 5291158 42 | 09 [[158| 41 41 |- 28] 784

2231 20 | 53 1223 | 20 K 38 |15 225| 90| 43 l 00 || 90| 43 ! 00 0' 0

189123 | 24 1118923 | 32| — 8 64 | 54 | 58 54 | 40 |- 110/ 4416

8424138 84)24 | 18|20 | 400 1 | | | — 92%=[AA]
| BERRE

*) Wir sehen hier davon ab, zu erértern, wie die Rechnung zu dndern ist, wenn beriick-
sichtigt wird, dafs die in Tafel 83 der Kataster-Anweisung IX enthaltenen Gewichte unter
Beriicksichtigung der regelméifsigen Fehler der Langenmessungen gebildet sind, da dies fiir das
vorliegende Beispiel nicht von wesentlicher Bedeutung ist.

**) Der mittlere Fehler mj von k ist in dem hier betrachteten Falle = 0 oder nahezu = C.
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Im vorliegenden Falle ist k=0, denn die Beobachtungen der Polygonwinkel
werden derart ausgefithrt, dafs die Beobachtungsergebnisse mit keinen in Betracht
kommenden regelmafsigen Fehlern behaftet sind, so dafs also auch keine in Betracht
kommende regelméfsige Differenz zwischen den Ergebnissen einer Reihe unabhéngiger
Doppelbeobachtungen vorhanden ist. Somit wird nach Formel (71):

6, =—24,, und: 6,6, =4,4,,
bo=—24,, 820, =A54,,
dg=—143, 535324343;
....... , e e ey
d,=—4,, 6,6,=4,4,
[66]———[AA1

und der mittlere Fehler m =m einer einmaligen Messung eines Polygonwinkels vom
Gewichte 1 wird nach Formel (86) oder (87)

me—m= f“_‘ —i]/;.‘%_ L 14,

Beispiel 2: Bei der unter Nr. 4 durchgefithrten zweiten Behandlung unsers
Beispieles 2, wo wir & berechnet haben aus Doppelmessungen von 96 000 m Strecken-
lingen kann der fir k erhaltene Wert als wahrer Wert angesehen werden. Dann
erhalten wir als mittleren Fehler der Gewichtseinheit:

(SS) m— “’“] ivg%:io,aom.

ITII. Abschnitt.

Direkte Beobachtungen mehrerer Grofsen, deren
Summe einen bestimmten Sollbetrag erfilllen mulfs.

§ 19. Direkte gleich genaue Beobachtungen mehrerer Grofsen,
deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erfiillen mufs.

1. Haben wir fiir eine Reihe von Grofsen aus direkten Beobachtungen die Werte
@y, s, a3, ....a, erlangt, so kommt es vielfach vor, dafs wir diese Beobachtungs-
ergebnisse noch nicht als die wahrscheinlichsten Werte z,,%,,%3,....%, der Grofsen
anerkennen diirfen, weil die Summe der letzteren einen bestimmten Sollbetrag S
erfiilllen mufs, weil also
90) ritre sz, =8
sein mufs.

Dann erhalten wir aus den Beobachtungsergebnissen ey, as, a3, ....a, fir
jede der Grofsen zwei Werte, namlich erstens das Ergebnis der direkten Beob-
achtung der betreffenden Grofse und zweitens den Wert, der sich ergiebt, wenn
wir von dem Sollbetrage die Summe aller tbrigen Beobachtungsergebnisse sub-
trahiren. Zuerst erhalten wir also zur Bestimmung des wahrscheinlichsten Wertes =,
die beiden Werte:

A =ua.,

Z”:S—(a2+“3+""+an)
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Bezeichnen wir nun die Summe der Beobachtungsergebnisse mit 3 und die
Abweichung dieser Summe von dem Sollbetrage mit /, setzen also:

on e tastest+.... e, =2,
®? f=8—23,
so wird: A=8—(ast+as+....a,)
=S—(a;+‘astazt+....a,)+a;
=8—234a;
=f+a;.
Sind die Beobachtungsergebnisse @, a2, «3, ....a, simtlich gleich genau

und haben sie das Gewicht p, o ergiebt sich fiir die Gewichte p‘ und p“ der Werte
A’ und A* nach Formel (42):

‘=p,
pl=_qP-
Hiermit und mit den fur A’ und A“ gefundenen Werten erhalten wir den
wahrscheinlichsten Wert z, der ersten Grofse nach Formel (58) zu:

1

Cprardpran Pt gPUted Ly paidprdpa;

DT e T 1 o np—p-+p ’
P+ —gP

oder:
1
131:0‘1‘[_‘,,;f-

Bezeichnen wir die Verbesserung, die wir dem Beobachtungsergebnis «, bei-
fiigen miissen, um den wahrscheinlichsten Wert = ; zu erhalten, mit v, so wird:

1
v:gf, l ry=a,+v.
Machen wir dieselbe Entwicklung, die wir fiir =, gemacht haben, auch fir
Ty, %g,....%,, so erhalten wir immer denselben Wert der Verbesserung v, so
dafs allgemein ist:
\ ry,=a+v,
1 | =ty
(93) ’U:;f, | (94) I3=a3—|—v)
! Tp =0y + vy
wonach wir den Widerspruch /' gleichmafsig auf die gleich genauen Beobachtungs-
ergebnisse @, ¢4, @3, ....«, zu verteilen haben, um die wahrscheinlichsten Werte

Ty, %y, Tg,....%, der beobachteten Grofsen zu erhalten.

Beispiel: In einem Dreieck ist jeder der drei Winkel viermal in beiden
Lagen des Fernrohrs mit gleicher Genauigkeit gemessen worden. Die Ergebnisse
der Messungen sind:

@y = T6°24/35",
a,= 59 18 28 ,
az= 44 16 49 ,
I =179°59" 52",

Der Sollbetrag der Summe der drei Winkel ist 180°, die Summe der Beob-

achtungsergebnisse S=¢, -+ a, -+ a;=179° 5952, demnach der Widerspruch f:

2 f=8—3—=180°—179°59* 52 =8,

und die Verbesserung v, die jedem Beobachtungsergebnis beizufiigen ist:
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1 1
3) v:%—f=g~(—[-—8):—[-—2,7”.

Damit ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte W, , W,, W; der Winkel zu:

J Wi=a;+v="16°24'35"12,7="76°24'37,7",

Wy=a,+v=>59 18 28 +27=59 18 30,7 ,

l Wy=as+v=44 16 49 }2,7=44 16 51,7 ,

180°0000,1“.
Die Summe der fir Wy, W,, W, erhaltenen Werte ist 180° 00 00,1*; sie erfullt
also den Sollbetrag bis auf 0,1“. Diese kleine Abweichung vom Sollbetrage riihrt aus
der Abrundung des Wertes von v her, und sie mufs genau gleich sein der Abweichung
der n fachen Verbesserung » von f, also hier gleichnv —f=38-2,7" —8,0“=-0,1".
Die Abrundung des Wertes von v kann hochstens 0,5 Einheiten seiner letzten
Stelle betragen und demnach darf auch die Summe der wahrscheinlichsten Werte

%y, Ty, Ty, ....x, hochstens um 0,5-» Einheiten der letzten Stelle des Wertes v
von Null abweichen, hier also héchstens um 3-0,05 =10,15".

“H

2. Aufser den wahrscheinlichsten Werten z,, %5, 3, ....2, der zu bestim-
menden Groéfsen haben wir nun auch noch die als Genauigkeitsmafse erforderlichen
mittleren Fehler und Gewichte zu ermitteln.

Um diese zu finden, haben wir zu beachten, dafs hier nur ein einziger Beob-
achtungsfehler f hervortritt und dafs dies der Fehler des Beobachtungsergebnisses
X=a,}Fastaz+....a, ist, der bei der Beobachtung des Sollbetrages S gemacht
worden ist. Fiir das Gewicht p 5 des Beobachtungsergebnisses 2 ergiebt sich, wenn

jede der Grofsen o, oy, a3, ....a, das gleiche Gewicht p hat, nach Formel (42):
1
Px=,P.

Da uns nun der Sollbetrag von vornherein bekannt ist, also die einzige fir
denselben vorliegende Beobachtung eine {iberschiissige ist, so erhalten wir das
Quadrat des mittleren Fehler der Gewichtseinheit, indem wir das mit dem
Gewichte p 5, multiplizirte Quadrat des Beobachtungsfehlers /' durch Eins dividiren.
Demnach wird:

rr
———ZET—:%pff, oder:

©®5) m=x7]/ s

Ferner wird der mittlere Fehler m , eines jeden der Werte & ,, 5, ¢¢3,.... @
deren Gewicht gleich p ist, nach Formel (35):

1 1 /1
ma:im_‘/gzif—‘/;p—‘/ﬁ,oder:
06 me=+m])/I=sr}/L.
¢ a=xm]f =27

Um auch das Gewicht P, und den mittleren Fehler M, eines jeden der
wahrscheinlichsten Werte @, ©,, #3, ....2, der beobachteten Grofsen zu finden,
greifen wir zuriick auf die Berechnung dieser Werte. Wir hatten die Grofsen =
gefunden als arithmetisches Mittel aus den beiden Werten 4/ und A, deren Gewichte

1 n .
A 1P =P 4 ist.
Hiermit wird das Gewicht P, des arithmetischen Mittels = nach Formel (65):

2

1 . .
p'=pundp”=_——p sind, fiir die also [p}=p'+p“=p-+
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P, =p ﬁ%l oder

-

xz

und der mittlere Fehler M, desselben nach Formel (66):

©8) Mx:im]/%:im]/%(l—?%):if]/}l—(:%).

Beispiel: In unserm Beispiele ist f=-}8 und p =4, wenn wir das Gewicht
einer einmaligen Beobachtung eines Dreieckswinkels in beiden Lagen des Fernrohrs
als Gewichtseinheit nehmen. Demnach erhalten wir den mittleren Fehler m der
Gewichtseinheit oder einer einmaligen Beobachtung eines Dreieckswinkels in beiden
Lagen des Fernrohrs zu:

95) m:if]/%p:iS S4=12927,

sodann den mittleren Fehler m , eines jeden der Beobachtungsergebnisse a1, @5, a3 zu:
]V: 1" "

96) m,=+f n=i8 fg-=i~4,6 y

ferner fiir das Gewicht I, eines jeden der wahrscheinlichsten Werte %, %2, 23
der Winkel;

1 1 1 1 1 1
o) P;Z;(l"‘%):z(l—@):ez oder: P, =6,

endlich den mittleren Fehler M, derselben:

©8) M=+ f—\/i (1 _%j: + 8,0 ]/?(17;1?_)_) = + 3,8,

Wenn das Gewicht eines jeden der Dreieckswinkel p =1 ist, so wird:

1 k| 1
m:ma:if-‘/—s—, P,=15, 1 Mz:iml/ﬁ.

§ 20. Direkte ungleich genaue Beobachtungen mehrerer
Grofsen,deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erfiillen mufs.

1. Wenn zur Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte =, vy, z, ....einer

Reihe von Groéfsen, deren Summe einen bestimmten Sollbetrag S erfiillen mufs,
fiir die also

9 rtytzt....=8

sein mufs, die ungleich genauen Beobachtungsergebnisse «, 8, ¥, ....Vorliegen,
deren Summe

100) atpt+y+....=2

ist, so erhalten wir den Widerspruch f dieser Summe gegen den Sollbetrag
wieder nach:

aon f=8—2.

Weiter ergeben sich auch aus den Beobachtungsergebnissen zur Bestimmung
eines jeden der wahrscheinlichsten Werte =, vy, z, ....der zu bestimmenden Grofsen
wieder zwei Werte und zwar in erster Linie fiir « die beiden Werte

A =ua,

=S —(p+y+...)=f+a.
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Haben nun die ungleich genauen Beobachtungsergebnisse «, 8, y, .... die
Gewichte p,, pg, Py .-+ 50 erhalten wir fur die Gewichte p’ und p* der beiden
Werte A’ und 4“ nach Formel (41):

1 _ 1

P pe’

1 1,1 _ 1] 1
p'"pg+py+” _[p P’

1,11 l}_L_H.
P’ p“_pu+ {p Py P

Damit ergiebt sich der wahrscheinlichste Wert = der ersten Grofse als arith-
metisches Mittel der beiden Werte A’ und 4* nach Formel (38) zu:

g le (- L)etLoo
T_p'/l’—i—p“l”_ﬁzl_}—?l . P Pa Tpu( +
e T U ]
p" P’ p

1

Pa
)
p

Bezeichnen wir die Verbesserung, die wir dem Beobachtungsergebnis « bei-
fugen miissen, um den wahrscheinlichsten Wert « zu erhalten, mit »,, so wird:

oder:

r=q-} r.

1 |
P !
va:_l_‘if, i r=a-v,.
H !
In gleicher Weise erhalten wir die Verbesserungen vg, v,, .... der Beob-
achtungsergebnisse 8, y ...., so dafs wird:
1 |
p
v“:-_i.af‘.f, x:a—}—va'
lp
1
P —
102) "=yl (103) y=F+vg,
LP |
1
P
v, =1, s=y+o,,
7]
....... ) e,

wonach wir den Widerspruch f proportional den reziproken Werten der Ge-
wichte p,,pg, Py, ... auf die ungleich genauen Beobachtungsergebnisse «, 8, y, ...
zu verteilen haben, um die wahrscheinlichsten Werte =, v, 2, ....der beobachteten
Grofsen zu erhalten.

Beispiel: Bei der Triangulation im Regierungsbezirke Diisseldorf haben
sich auf dem Punkte Disseldorf nach Centrirung der auf 4 excentrischen Stand-
punkten gewonnenen Beobachtungsergebnisse die folgenden 4 Winkel ergeben:
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. Beobachtungs- Reziproke

Zielpunkte. ergebnisse Gewichte. | Werte der

Lo 1o u Gewichte.

Gladbach Duisburg o 1103108|21,79| p, | 12,0 pi 0,083
o

Duisburg Metzkausen | g | 65|57109,31 pg| 60 pi 0,167
8

Metzkausen | Koln y | 89]29]4200] p,| 158 51_ 0,063
7

Koln Gladbach | = |101|24|4496] p, | 12,0 2)1_ 0,083
&

=2 1359 |59 | 58,06 [%} 0,396

Den Winkeln «, 8, y, ¢ sind die Gewichte, p,,, Pgy Py, P und die reziproken

Werte der Gewichte —1-, i, J—, = beigesetzt, denen als Gewichtseinheit das
p (12 p @ p v P &

Gewicht einer einmaligen Beobachtung eines Winkels in beiden Fernrohrlagen zu
Grunde liegt.

Die beobachteten 4 Winkel schliefsen den Horizont; ihre Summe mufs dem-
nach §=23860° sein. Die Summe der vorliegenden Beobachtungsergebnisse ist:

190) S=a-+p-+y-+e=23859°595806",
und somit der Widerspruch f:
aon f=8—23=2360°00‘00,00"—359° 595806 = -} 1,94 .

Hiernach erhalten wir die Verbesserungen v, vg, v,, v, der Beobachtungs-
ergebnisse und die wahrscheinlichsten Werte =, y, z, w der Winkel zu:

0,083
7= {ggs (+194) =041,

_0167,
ve= 117/ =agg (+194) =082,
a2
0,063
vy = 117/ = 396 (+ 194) =+031,

0,083
T={g0g (+194) =041,

[v]=-4195.
= v, =103° 08 21,79" - 0,41 = 103° 08 22,20",
y=f-vy= 65 57 09,31 40,82 = 65 57 10,13 ,
103) lz::y—{-vy: 89 29 4200 031 = 89 29 42,31 ,

:mei:si»a;ﬁtaisl»aﬁswitstes!éi;lH

w=¢-tov, =101 24 4496 041 =101 24 4537 ,
360° 00 00,01,
Koll. 2 Aufl. 6
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Fir die richtige Berechnung der Verbesserungen v,, vg, v,, .... und die
richtige Bildung der wahrscheinlichsten Werte «, y, z, .... ergeben sich die
Proben, dafs die Summe der Verbesserungen [v] gleich dem Widerspruch 7 sein
mufs, und dafs die wahrscheinlichsten Werte =, ¥, z .... den Sollbetrag 8 erfiillen
miissen. Wenn die Verbesserungen v, vg, v,,.... in der Weise berechnet werden,

dafs zunidchst der Quotient ﬁ gebildet und dieser dann mit den reziproken

p

Werten der Gewichte —}—, = s L , ... multiplizirt wird, so wird der Zahlen-
p(x P ﬁ p b4

wert von [v] genau gleich dem [%] fachen Zahlenwert des Quotienten [{— und
2]

dieser Betrag kann in Folge der Abrundung des Zahlenwertes von T um 0,5 [»p-]

p
Einheiten der letzten Stelle dieses Zahlenwertes von f abweichen. Dieselbe Ab-
weichung wird sich dann auch bei Vergleichung der Summe der Werte von
%,Y,2,.... mit dem Sollbetrage ergeben.

2. Fir das Quadrat des mittleren Fehlers der Gewichtseinheit erhalten wir
ebenso wie im § 19:
pyff

m? “'r:PZfﬁ
Da hier S=a -84+ y-+.... ist, so wird nach Formel (41)
— == B;} und demnach:
y

aop S A
"~V

Fur die mittleren Fehler m,, mg, m,, .... der Beobachtungsergebnisse «, 8,
¥, .... ergiebt sich nach Formel (35):

1
105) mETET Y By
m :im /I,

ba py

Den wahrscheinlichsten Wert « der ersten beobachteten Grofse haben wir
als arithmetisches Mittel aus den beiden Werten A’ und A“ erhalten, und fur

die Gewichte dieser Werte haben wir _17:—1— und —1;,: [l] L gefunden.
p Dy P P o
Demnach erhalten wir fir das Gewicht P, von = nach Formel (65):
F 1
p |- =
L — T _ P] L1y Pe
P o=p'-p —p“+H“i_P]——l~, oder: .=, 1 H
P Py P Py P
und firr den mittleren Fehler M, von 2 nach Formel (35):
YARESN
1 1 P
M,=4+m V p=im 1
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In gleicher Weise erhalten wir die Gewichte P, F,, ....
Fehler M, M, .... der Werte y, z, ...., so dafs wird:

83

und die mittleren

1
1 Py
L 2
P 1] ’
p
1
1 i_%s ,
"\ Ll
p
1
1 1—--%
Py 1

............

1 -
P, p, [1} ’ x_im‘l/'P:—‘_m
p
1 -
1 1 Pg 1
=" 1—w=5 M:im]/——:im
06){ Py g H T aon) Py
p
1
11 Py 1 ]
—_— — __.y_ - ==
~P—_py 1 [l] , Mz-—J_rm]/Pz +m
p
Beispiel: Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit oder der mittlere Fehler
einer einmaligen Beobachtung eines Winkels in beiden Fernrohrlagen ergiebt sich zu:
1 1 "
aoy m=+7] m:fl,%l/m:is,os ,
p

ferner ergeben sich die mittleren Fehler m,, mg, m,, m, der vorliegenden Beob-

achtungsergebnisse «, 8, y, & zu:

my=m

105)

My

H

m

m€=

H

m

=

V_l:

Py

Ya-s
Pe

1

= + 3,087/0,083 = + 0,89~
Po

= + 8,087/0,068 = + 0,77

3,087/0,083 = + 0,89"

)

mg=+ m ]/iz + 3,087/0,167= + 1,26,
Pg

)

’

und die Gewichte P,, P/, P,, P, der wahrscheinlichsten Werte =, y, z, w der

‘Winkel zu:
1
1_ 1 1_,.119‘4
P, pa 1
p
1
1 _ 1[0, P
Py, pg [l]
{106) 119
11y py
P, p, [l]
p
L
_1_2_1, 1 Pe
AN
p

— 0,083 (1~ g%) — 0,066,
— 0,167 (1— 8;32) — 0,007,
— 0,068 (1 — ggg—g) — 0,053,
— 0,083 (1— %) — 0,066,

endlich die mittleren Fehler M, M,, M,, M, zu:

P,=152,
P,=103,
P, =189,
P,=152,

6*
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= + 8,081/0,066 = + 0,79,

=

I

H

£
=
e

= + 8,089/0,007 = + 0,96,

=

I

H-

4
=

a9
M

z

= + 3,089/0,058 = + 0,71,

Il
H

—
B

m

i
|

M,=+m ]/P = + 8,087/0,066 = + 0,79".

3. Ebenso wie die Rechnung nach den Formeln (38) bis (66) wird auch
die Rechnung nach den Formeln (99) bis (109) in der Regel wesentlich einfacher
und tibersichtlicher durch schematische Anordnung, wie die nachfolgende Anordnung
unseres Beispieles 1 zeigt:

. T

Beob- &, L= - e . —429.!&::% =~
achtungs- g 1 » 1 T = > | 1 ”
ergebnisse é PRI ll’,«f.*:“'f‘”-l/]j- Y 1-—*1—. \H/V;’ by P.

a |8 B H I ) EE n

| &
o L1l » m llofry» o -

L | |

! !
108,08 21,79, 12,0 | 0,083 0,210 0,411108 08,22,20]0,288 1-0,89} 0,790 0,066 |0,257(+0,79!15,

65570981 6,0 | 0,167 04221 0,82 65’5790,13 0409’ +1,96 0,578 0,097 10,311]+0,9610,3
802942,00/ 158 | 0063 0,159 +-031) 89[2942,31/0,251 0,77 0,841 0,053 10,230,40,7118,9
101/24/44,96/ 12,0 | 0,083 (0,210 0,41[101,2445,37|0,288| + 0,89 0,790 0,066 |0,257)+0,79/15,
359159§58,06=2. 0,396 (1,001 1,95)36000,00,01| 1,236 3,81 2,999 1,055] 3,25
86000 00,00=2S.| 11 ' ——
— =] L._tLo% — L 1,949258 =+ 308"
+1,94|—=7. [p] k H* os96 — 40, m=7 H_“I”% PB=£5087
P P
§ 21. Beispiel zum IL. und III. Abschnitt.
Im Anschlufs an die Punkte 1, 57, 58, 59, deren Hohen gegeben sind mit:
Hy =58725,
Hyp = 61,142,
Hyg = 61,128,
H o= 60,325,

sind behufs Bestimmung
der Hohen der Punkte
2 bis 7 die Ziige z; bis 2y,
zweimal nivellirt worden.
Die beobachteten Hohen- Fig. 9.
unterschiede sind in Ab-
teilung 1 der nachfolgenden Tabelle (Seite 85) in den Spalten 1 bis 8 nachgewiesen.

Den Beobachtungsergebnissen sind in Spalte 4 der Abteilung 1 der Tabelle
ihre Gewichte p beigefiigt. Sie sind empirisch gebildet nach der Anzahl der Auf
stellungen des Nivellirinstrumentes und nach den Zielweiten. Ihnen liegt als Ge-
wichtseinheit das Gewicht eines einmaligen Nivellements einer Strecke von 250m
mit Zielweiten von 50 m zu Grunde.
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Es sollen die wahrscheinlichsten Werte H,, H;, H,, H;, H;, H; der Hohen
der Punkte 2, 8, 4, 5, 6, 7 und der mittlere Fehler m,, eines einmaligen Nivelle-
ments einer Strecke von 1 Kilometer Linge mit Zielweiten von 50m berechnet werden.

1. Die Berechnung der gesuchten Héhen und der mittleren Fehler ist in den
Abteilungen 1 bis 5 der nachfolgenden Tabellen (S. 85—88) in schematischer Anord-
nung nach den in den §§ 16 bis 20 entwickelten Formeln durchgefiihrt. Zur weiteren
Erlduterung diene folgendes:

2. Mittlerer Fehler

1. Beobachtungsergebnisse und deren Gewichte. aus Beobachtungs-
differenzen.
i Gemittelt ' ‘
Der Zuge Beobachtete | Ge- gggei- € Ge |4
Anfangs- Hohen-  |wichte| unterschiede |Wichtel——] 4. |44.| pAA.
Nr. und unterschiede. | p, Ah. P ane PAn \ ‘
E Endpunkt. m | m m | m | mm | -
2. 3. 4. 5. | 6 |7] 1| 2 | s
1 1—2 2,979 x7,020] 0,41

2,970| x7,030, 0,41 2,9748| x7,0252| 0,82 (1,224 9,5/ 90,2 37,0

21 H7—2 0,566| x9,433| 0,22
0,558 x9,441| 0,22 0,5625| x9,4375 044 (2,274~ 8,0, 64,0 14,1

3, H7—4 %9,507 0,493 0,56

x9,504| 0,497, 0,56 ||x9,5052| 0,4948' 1,12 (0,894 8,5 12,2 6,8

4, 4—58 0,483 x9,517 0,51
0,479 »9,519) 0,51 0,4815| x9,5185, 1,02 (0,981 38,0, 9,0 4,6

5/ B8—5 0,306| x9,694; 0,28
0,301} 9,698, 0,28 0,3038| x9,6962| 0,56 (1,79} 4,5] 20,2 5,7

6| 5—D5H9 |x8906/ 1,094 025
x8,896| 1,104| 025 | x89010| 1,0990, 0,50 2,00} 10,0{ 100,0 25,0

7 2—3 %5,661) 4,339 0,32

X5,664| 4,337 0,32 ||x5,6622| 4,3378 0,64 |1,56]— 2,5 6,2 2,0

8 4—3 x6,703| 8,297 0,49
x6,704| 3,295 0,49 | x6,7038 38,2962 0,98 |1,02)— 1,5/ 22 1,1

9 5—6 x8,287 1,761 0,35
’ x8,234| 1,765 0,35 | x8,2362| 1,7638 0,70 |1,43}4 3,5 122 43

10 6—17 X7,338 2,662] 0,46
X1,338 2,662 0,46 |x7,3380| 2,6620/ 0,92 |1,09f 00/ 0,0 0,0

11 7—3 0,358| x9,642| 0,55

0,351| x9,649| 0,55 0,3545| x9,6455) 1,10 10,91+ 7,0} 49,0 27,0

0441 9521 8,80 ,0235i 9765 8,80 1-49,0(p44]=127,6
9990 997 [pAA]

Mo 2= 58

2n

- 45,0/m = + 2,4 mm
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8. Berechnung der gendherten Hohen der Nebenknotenpunkte, des wahrschein-
lichsten Wertes der Hohe des Hauptknotenpunktes und ihrer Gewichte.

Der Anfangs- Der Zige .-.g N
punkte T
n=H
Hohe | 1 Hohenunter- | 3 _}_Ah,”l:pﬂ‘dh'pndh' Ve Py¥-
Nr.| H. p_;Nr. schied 4 k. PAh. I .
m m | m m — ' & mm mm
L] 2 |34 5. 6. 7. 8. | 9. 10, 11. | 12.| 18,

a) Berechnung der Hohe &, des Punktes 2 aus den Ziigen 1 und 2.
1 158,7250(0,00] 1| . 2,9748| x7,0252| 1,22 |%61,6998| 1,22 |0,82] 0,8/ 0,66 |- 1,6/ - 1,31
5761,1420/0,00/ 2 0,5625{ X9,4875| 2,27 61,7045 2,27 0,443 55 242 |--3,1 —1,36

|
,8670(0,00 } 4627) 3,49 | ,4043] 3,49 1,26 3,08 —0,05
[pydh]
ha==at =7 = 61,6990 m - 24 mm = 61,7014 m.
U

1
pzz[pn]:1,26, }9———0,79.

2

b) Berechnung der Hohe h, des Punktes 4 aus den Ztigen 3 und 4.
57161,1420/0,00] 38 X9,5052E 0,4948| 0,89 60,6472} 0,89 |1,12] 1,2] 1,34 [|—0,3| — 0,34
|

58(61,12800,00| 4 |x9,5185 0,4815; 0,98 1160,6465 0,98 1,02‘ 0,5/ 0,51 |- 0,4 0,41

,27000,00 | omes| 1.87] 2087 187 j204) | 185 T 007
[pydh]
[py,]

1
P4=[p17]=2,14. 2;“‘—0,4:7.

4

hy=Y,4 = 60,6460 m |- 0,9 mm — 60,6469 m ,

c) Berechnung der Hohe h; des Punktes 5 aus den Ziigen 5 und 6.

58 6L,1280/0,00| 5| 03038)x9,6962) 1,19 (614318 1,79 056) 78] 437 |57 — 2,07
59(60,8250/0,00 6| 10990 x8,9010/ 2,00 61,4240 2,00 0,50\ 0,0, 0,00 |+ 4,1 + 2,05
4530/0,00 | o2 319] 8558 879 108 | 437 | | —oo2||
[p,dh]
ho=hsp1- =614240m 4 41 mm — 614281 m.
N
1
p5-_—[p,7]:1,06. E:O’%'

d) Berechnung der Hohe H, des Punktes 8 aus allen Ziigen.

2 [6LT014(0,19] 75,6622 43373 1,56 [57,3636| 2,35 0.43/13,6) 585 |77 3,31
4 160,6469/047| 8|x6,7038 35,2962 1,02 57,3507 1,49 0,67 0,7 047 |- 52|+ 348
5 61,4281/0.94| 9|x8.2362| 1,768 143
10| %7,3880] 2,6620| 1,09
11| 0,3545| x9,6455) 0,91 |/57,3568| 4,37 0,28 6,8 1,56 |— 0,9 — 0,21
776412,20 | 053] 601 0711 821 ]133“ | 788 | — 0,04
[pydh]
Hy= g+ = 573500 m 45,0 mm — 57,8559 m.
0
1
P3:[pn]==1,33. ﬁ;:0,75.
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4. Ausgleichung der Fehler in den einzelnen Netzteilen.
Nr. der =
r. de Hohen- 1 1
g . unterschiede }_' P | p f r=oa-}wv.
%08 a. | » H 0
= = =
=4 [ p P
A m | m | | mm | m | m
E 3 4. | 5 | 6 7
N.N.
1.2 | 61,7014 0,79 | 0,336 | — 2,6 || 61,6988
G2
7| %5,6622 | 14,3378 || 1,56 | 0,664 | — 5,1 || X5,6571 4,3429
©3 i
> | 57,3636 2,35 11,000 | — 7,7 57,3559
S | 57,8559
_7,7 mm
N.N.
o1 34 | 60,6469 0,47 10,315| + 1,6 | 60,6485
O
8| x6,7088 | 13,2962 || 1,02 {0,685 | -} 3,6 || x6,7074 | 83,2926
©3 \
3 | 57,3507 1,49 | 1,000 | -+ 5,2 | 57,3559
S | 57,3559
- 5,2mm
N.N.
5.6 | 61,4281 0,94 |0,215| —0,2| 61,4279
o)
© 9 | x8,2362 1,7688 || 1,43 | 0,327 | — 0,3 || X8,2859 1,7641
®6
10 | x7,3880 | 12,6620 || 1,09 | 0,249 | — 0,2 || X7,3378 | 2,6622
[oX
11] 0,3545 | X9,6455 || 0,91 | 0,208 | — 0,2} 0,3543 | x9,6457
©3
= 57,3568[ 4,87 10,999| —0,9 | 57,3559 i
S | 57,3559 i
f | —0,9mm '

2. In Abteilung 1 ist zuerst das einfache arithmetische Mittel der beobachteten
gleich genauen Hohenunterschiede gebildet. Die erhaltenen Werte sind als gemittelte
Hohenunterschiede Ak in Spalte 5 eingetragen. Die Mittelbildung ist durch Zu-
sammenfassung der Zahlenwerte der Hohenunterschiede und ihrer dekadischen
Erginzungen zu einem Gesamtergebnis in der Weise erfolgt, dafs beispielsweise fiir
den Zug 1 zu den Zahlenwerten 2,979 und 2,970 des Hohenunterschiedes die den
dekadischen Erginzungen X7,020 und X7,030 entsprechenden Zahlenwerte 2,980 und
2,970 hinzugenommen sind und aus allen 4 Zahlenwerten das einfache arithmetische
Mittel 4h=2,9748 gebildet ist, dem dann wieder die dekadische Erginzung x7,0252
beigesetzt ist zur Benutzung fiir die Sicherung der folgenden Rechnungen.

3. In Spalte 6 und 7 der Abteilung 1 sind weiter die Gewichte p,, der ge-

mittelten Hohenunterschiede Ak, sowie ihre reziproken Werte ?L gebildet. Die
An
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5. Die wahrscheinlichsten Werte der Hohen, Hohenunterschiede und
Beobachtungsfehler, sowie der mittlere Fehler.
‘Wahrscheinlichste .

Nr. der Werte der Gemittelte = N
. Hohen- Hohen- Sl 2 ATES
3] . o <chi .
£ s Hdﬂ}len unterschiede unterschiede | ™ ey anl s
E |8 . AH . Ah. = S
A m m | m m | m mm
L 2] s 4. 5. | 6. 7.0 8 | o
o1 58,7250
— 1 2,9738 | x7,0262 || 29748 |x7,0252| — 1,0 1,0]082| 0,8
02 61,6988
- 2 0,5568 | x9,4432 | 0,5625 | x9,4375| — 5,7]|82,5 | 0,44 14,3
10157 61,1420
- 3 X9,5065 04985 || X9,5052 | 04948 |-+ 1,8 1,7 |1,12| 1,9
04 60,6485
. 4 0,4795 | x9,5205 || 0,4815|x9,5185| — 2,0(| 4,0|1,02| 4,1
O] 58 61,1280
- 5 0,2999 | %9,7001 || 0,3038 | x9,6962| — 3,9 15,2 | 0,56 8,5
o5 61,4279
. 6 X8,8971 1,1029 || x8,9010| 1,0990 | — 8,9|/152| 0,50 | 7.6
O] 59 60,3250
- 7 X5,6571 4,3429 | x5,6622 | 4,3378| — 5,1126,0 | 0,64 | 16,6
©3 57,3559
8 X6,7074 3,2926 | x6,7038 | 3,2962|-- 8,6 18,0 | 0,98 | 12,7
9 X8,2359 1,7641 | x8,2362| 1,7638 | — 0,3| 0,1 0,70 | 0,1
©6 59,6638
10 X17,3378 2,6622 || X7,3380| 2,6620 | — 0,2| 0,0]0,92| 0,0
o1 57,0016
11 0,3543 | x9,6457 || 0,3545 | x9,6455| — 0,2| 0,0 1,10} 0,0
9939 9765 |+ 4,9/ [py, V'V ] =66,6
— 22,3 [
: PAhVV]_
— 174 Hi—§ =13,3
V7]
mi:V&%J:ig,smm.
m _+m]/_j__ L 3,6 '/“1__+72mm
M= T ot V02T E T

Gewichte p in Spalte 4 gelten fiir den durch den Zahlenwert und seine eben-
falls unmittelbar von der Latte abgelesene dekadische Ergénzung bestimmten
Hohenunterschied, so dafs in dem arithmetischen Mittel 4 5 nur 2 Beobachtungsergeb-
nisse vom Gewichte p vereinigt sind, womit das Gewicht p ax hach Formel (55)
erhalten wird zu: p,,=2p.

4. In Abteilung 2 der Tabellen folgt die Bildung der Differenzen 4 zwischen
den Ergebnissen der ersten und der zweiten Beobachtung der Hohenunterschiede
und der Quadratsumme [p 4 4] dieser Differenzen.

Die beiden Nivellements sind mit Latten ausgefiihrt, deren Teilungen so genau
tibereinstimmen, dafs eine in Betracht kommende konstante Abweichung % zwischen
den Ergebnissen beider Nivellements nicht vorhanden ist. Demnach ergiebt sich der
mittlere Fehler m einer Beobachtung der Gewichtseinheit zu:
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D) m= inAA] %ﬁ?:f&tlmm.

Hieraus folgt der mittlere Fehler m ., eines einmaligen Nivellements einer
Strecke von 1 Kilometer Lange mit Zielweiten von 50 m, dessen Gewicht p ; ., = 0,25
ist, mit:

B T Sl
G9) mlkm~i—m]/plkm_~i2,41/6;25ui-4,8mm_

5. In Abteilung 3 folgt zunichst unter a, b, ¢ die Berechnung der geniherten
Hohen h,y, by, h;, der Nebenknotenpunkte 2, 4, 5 und der Gewichte po, p4, Ps
dieser Hohen aus den Hohen der gegebenen Punkte und den Hohenunterschieden
Ak, sowie den Gewichten p 4, der die Punkte 2, 4, 5 unmittelbar mit den gegebenen
Punkten verbindenden Ziige.

Die gendherten Hohen und die Gewichte sind beispielsweise fiir Punkt 2 er-
halten, wie folgt:

Fur die Hohe des Punktes 2 sind zuerst 2 Werte 54, 75 aus den gegebenen
Hohen #; und #; und den Hohenunterschieden Ak, , Ak, der Ziige 1 u. 2 berechnet:
ni=Hy + A, — 58,7250 42,9748 — 61,6998 ,
7y = Hyz; -+ Ah, = 61,1420 - 0,5625 = 61,7045 .

Die Gewichte p; nr P dieser beiden Werte sind erhalten aus den Gewichten
Pg,=, pp,= der unveranderhchen Hohen Hy, Hy; und den Gewichten
pd, =082 pAh2=0,44:

11,1 1,1 1 L
JP_;:@'{ EZE o2 og | Py=0%
(41) / 1
1i I EUE ST . pl =044
plfli Pu, Pp, *® 044  044° ; i

Damit folgt der gendherte Wert der Hohe h,:
[ ni=Ds-+dh* =616990m} 08mm,

6N \ 74 =Y, dh"=616990 m | 55mm
pydk +pydh” 08208+ 0,44-55
0 T I - = 77

=61,6990 m |- 2.4 mm — 61,7014 m ,
und das Gewicht p, der gendherten Hohe 4, :
(65) po=[p,]=0824044=126.

6. Unter d der Abteilung 3 folgt dann die Berechnung des wahrscheinlichsten
Wertes H; der Hohe des Hauptknotenpunktes 3 aus den unter ¢, b, ¢ erhaltenen
Héhen h,, by, b5 der Nebenknotenpunkte 2, 4, 5 und den gemittelten Hohen-
unterschieden Ahk;, Ahg, Ahy, Ahy,, Ahy; der den Punkt 8 mit den Punkten 2, 4,5
verbindenden Ziige 7 bis 11 unter Beriicksichtigung der zugehorigen Gewichte. Die
Berechnung ist in gleicher Weise erfolgt, wie unter Nr. 5 erldutert ist, nur mit dem
Unterschiede, dafs die Héhen k,, h,, h; mit den unter a, b, ¢ erhaltenen Gewichten
pe=126, p,=214, p;=1,06 und nicht, wie diec gegebenen, als fehlerlos zu be-
trachtenden Hohen, mit unendlich grofsem Gewichte eingefiihrt sind.

Der fiir die Hohe des Punktes 8 erhaltene Wert H, = 57,8559 m ist der wahr-
scheinlichste Wert dieser Hohe, denn er ist unseren im § 18 aufgestellten Grund-
sdtzen entsprechend als einheitliches Endergebnis aus sémtlichen Beobachtungs-
ergebnissen unter Beriicksichtigung ihrer Gewichte derart gewonnen, dafs die Quadrat-
summe der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ein Minimum ist.
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7. Dagegen sind die Werte h,, hy, hs nicht die wahrscheinlichsten Werte
der Hohen der Punkte 2, 4, 5, weil sie nur je aus zwei der vorliegenden Beob-
achtungsergebnisse abgeleitet worden sind. Wir kénnen jetzt aber die wahrschein-
lichsten Werte der Hohen dieser Punkte in sehr einfacher Weise erhalten; denn
nach Feststellung der Hohe H; des Hauptknotenpunktes 8 kann das Nivellements-
netz in drei von einander ganz unabhingige Teile zerlegt werden, die fur sich aus-
geglichen werden konnen, nidmlich in den die Zige z,, z,, z; umfassenden Teil
mit dem Punkte 2, den die Ziige #z;, z,, 253 umfassenden Teil mit dem Punkte 4
und den die Zuge z;, 24, 29, 210, 211 umfassenden Teil mit den Punkten 5, 6, 7.
Die Ausgleichung der Fehler in diesen einzelnen Teilen des Netzes erfolgt am ein-
fachsten nach dem im § 20 behandelten Verfahren fiir direkte ungleich genaue
Beobachtungen, deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erfiillen mufs.

S. Diese Ausgleichung ist in Abteilung 4 der Tabellen durchgefiihrt.

Im ersten Teile des Netzes mufs der wahrscheinlichste Wert der Héhe des
Punktes 2 und der wahrscheinlichste Wert des Hohenunterschiedes im Zuge z,
zusammen gleich sein der feststehenden Hohe H,; des Hauptknotenpunktes 8. Der
zu erfillende Sollbetrag ist also 8= H;=57,3559. Die vorliegenden Beobachtungs-’
ergebnisse ergeben:

h o4 Ah; =61,7014 4 X5,6622 = 57,3636 = 3.

Der vorhandene Widerspruch ist demnach:

aomn f=8— 3=>57,3559 — 57,3636 —= — 7,7 mm

Dieser Widerspruch ist nach § 20 Nr. 1 proportional den reziproken Werten
der Gewichte p, =1,26 der Hohe k, und p,;, =064 des Hohenunterschiedes 44,
verteilt, indem die Verbesserungen v, und v,,, berechnet sind zu:

1
' 0,79
vh2=—[1«24f:—’35( 1) = 2’67
p
ao?) 1
o Par, . 1,56
=g (—TT)=—51

Hiermit sind die wahrscheinlichsten Werte der Hohe H, und des Hohen-
unterschiedes AH,; erhalten zu:
J Hy= hy+4v, = 6L7014m—26mm— 61,6988m,
1 AH; = Ahg+-vy, =X56622m — 5,1 mm = x56571m,
Die Summe dieser beiden Werte
H, -+ AH ; = 61,6988 -} x5,6571 = 57,3559 m
ergiebt nunmehr die Hohe H,, erfillt also den Sollbetrag.

In gleicher Weise ist auch die Ausgleichung der Fehler fiir den zweiten und
dritten Teil des Nivellementsnetzes durchgefiihrt.

103)

9. In Abteilung 5 der Tabellen sind endlich in den Spalten 8, 4, 5 die wahr-
scheinlichsten Werte der Hoéhen H und der Hohenunterschiede AH mit den aus
Abteilung 1, Spalte 5 iibernommenen gemittelten Hohenunterschieden A4k zusammen-
gestellt, wonach in Spalte 6 die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler
V=AH — Ak und in den Spalten 7 bis 9 die Quadratsumme [pAh VV] = 66,6 der
Beobachtungsfehler gebildet sind.
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Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der Hohen der 6 Punkte 2 bis 7 im
Anschlufs an die gegebenen Punkte sind ¢ = 6 Hohenunterschiede erforderlich. Im
Ganzen sind n =11 Hoéhenunterschiede bestimmt, und demnach n —¢=11—6=5
tiberschiissige Bestimmungen vorhanden. Somit ergiebt sich der mittlere Fehler der
Gewichtseinheit nach der Grundformel (47) zu:

P
m:il/@ﬁ_’;q_]:i &5’6: 4 8,6mm,

Den Gewichten p,, liegt als Gewichtseinheit das Gewicht eines einmaligen
Nivellements einer Strecke von 250m Linge mit Zielweiten von 50 m zu Grunde,
wiahrend das Gewicht eines solchen Nivellements einer Strecke von 1 Kilometer
Lange pqi, =025 ist. Hiernach ergiebt sich der mittlere Fehler m,,, einer

Strecke von 1 Kilometer Linge mit Zielweiten von 50m aus der Gesamtnetz-
ausgleichung zu:

i N
(39) 1n1km_i1n]/p1km— 3,6"/6;%—i7,2mm,

wahrend derselbe unter Nr. 4, und in Abteilung 2 der Tabellen aus den Beobach-
tungsdifferenzen zu + 4,8 mm erhalten ist.

H+

IV. Abschnitt.

Vermittelnde Beobachtungen.

1. Kapitel. Allgemeine Entwicklung des Verfahrens.

§ 22. Gleichungen fiir die Beziehungen zwischen den wahren
Werten der beobachteten und der zu bestimmenden Groéfsen.

1. In den vielfach vorkommenden Fillen, wo die zu bestimmenden Grofsen
nicht direkt beobachtet werden koénnen, wo vielmehr andere Grofsen beobachtet
werden miissen, die die Kenntnis der zu bestimmenden Grofsen vermitteln, miissen
zuerst die Beziehungen zwischen den beobachteten und den zu bestimmenden
Grofsen durch Gleichungen ausgedriickt werden, wenn aus den vorliegenden Beob-
achtungsergebnissen die wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden Grofsen
abgeleitet werden sollen. Die Gleichungen, wodurch diese Beziehungen ausgedriickt
werden, ergeben sich meistens aus dem bekannten mathematischen Zusammenhang
zwischen den wahren Werten der beobachteten Grofsen (A1), (22), (43), ....(4,)
und den wahren Werten der zu bestimmenden Grofsen (z), (y), (2), ....; si
werden zweckmifsig auf die allgemeine Form:

(AI)ZFI((Q;)J (y), (2), ))

(Z'Z)ZFZ(,(%)} (), (#), );
108) (As)=Fs((2), (¥),(2),....),

; sie

| (2)=F, ((2), (9), (2),....)
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gebracht, so dafs also die wahren Werte der beobachteten Gréfsen (24,), (4,),
(A43), ....(4,) als entwickelte Funktionen der wahren Werte der zu bestimmenden
Grofsen (z), (y), (2), .... erscheinen,

2. Die Anzahl dieser Gleichungen ist gleich der Anzahl der vorliegenden
Beobachtungsergebnisse. Wenn weniger Beobachtungsergebnisse vorliegen als zu
bestimmende Grofsen, so ergeben sich keine bestimmten Werte der letzteren.
Liegen ebensoviele Beobachtungsergebnisse vor wie zu bestimmende Grofsen, so
konnen ihre den Beobachtungsergebnissen entsprechenden Werte gefunden werden,
indem die Gleichungen (108) nach (=), (v), (2), .... aufgelést und in die dadurch
erhaltenen Ausdriicke die vorliegenden Beobachtungsergebnisse eingesetzt werden:
Die erhaltenen Werte der zu bestimmenden Grofsen und die Beobachtungsergebnisse
entsprechen einander dann genau, und die den Beobachtungsergebnissen anhaftenden
Fehler treten nicht hervor, von einer Ausgleichung der letzteren kann demnach
dann auch keine Rede sein. Nur wenn mehr Beobachtungsergebnisse vorliegen als
zu bestimmende Grofsen, treten bei Vergleichung der Beobachtungsergebnisse mit
den ihnen entsprechenden Werten der zu bestimmenden Grofsen die Beobachtungs-
fehler hervor und nur in diesem Falle kann auch eine Ausgleichung der Beobach-
tungsfehler erfolgen. Wenn das nachfolgend zu entwickelnde Rechnungsverfahren
fir die Ausgleichung der Beobachtungsfehler daher Anwendung finden soll, so mufs
die Anzahl der vorliegenden Beobhachtungsergebnisse und damit auch die Anzahl »
der Gleichungen (108) gréfser sein als die Anzahl ¢ der zu bestimmenden Grofsen.

Beispiel 1: Fur die Punkte P, P,, P;, P,,
P; sind die rechtwinkligen Koordinaten gegeben
wie folgt:

P, i, =654830, ‘ y,=2061,99,
Pyia,=657058, | y,=242030,
Py:u,=6297,72, ya=2552,03,
Py:1s=0605629, ’ Y. =2276,00,
Py:uy=—624643, | y,=1896,99.

Diese gegebenen Koordinaten sind als fehler-
Fig. 10. freie wahre Werte anzusehen. Zur Bestimmung
des Punktes P sind die Streckenlingen zwischen
diesem Punkte und den Punkten P,, P,, P;, P,, P; gemessen worden. Die Er-
gebnisse s;, s., $3, 84, s5 der Messung dieser Strecken und die Gewichte
P1, P2, P3, Pa, Ps, der Messungsergebnisse sind:
PP,:s;=33160, p,=543, ! Die Gewichtseinheit ist das Gewicht einer
PP,:s,=27200,| p,=06,92, ‘ unter mittleren Verhéltnissen gemessenen Strecke
PPy:s;=24710, p,;=0515, | von 822m Linge. Das Gewicht einer unter gleichen
PP,: s,=269,50, l p+=26,92, | Verhiltnissen gemessenen Streckenlédnge von 100m
PP;:s;=416,70, | p;=259. | Lange ist p 0 = 14,8%).

i

Es sollen hiernach die wahrscheinlichsten Werte der rechtwinkligen Koordi-
naten = y des Punktes P bestimmt werden.

*) Die Gewichte sind aus Tafel 3 der Kataster-Anweisung IX entnommen und zwar die
Gewichte pi, ps, P4 nach Spalte I, die Gewichte pj3, ps nach Spalte II dieser Tafel,
entsprechend den Verhiltnissen, die bei Messung der betreffenden Strecken vorlagen. In dieser
Tafel ist das Gewicht einer unter mittleren Verhaltnissen gemessenen Linge von 822 m gleich Eins.
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Die Beobachtungsergebnisse s, s, 3, s4, 85 sollen uns die Kenntnis der
Koordinaten = y vermitteln. Die Beziehungen zwischen den beobachteten und den
zu bestimmenden Grofsen ergeben sich allgemein nach dem pythagordischen
Lehrsatze so, dafs das Quadrat der wahren Werte der Streckenldngen (s,)
gleich sein mufs der Summe der Quadrate der wahren
Werte der Koordinatenunterschiede (z)—=,, (y)—y, der
Punkte P und P,. Die sich hieraus ergebende allgemeine
Gleichung (s,)%=((2)—=x,)2+ ((y)—y,)? lésen wir nach
(s,) auf und wenden sie fiir jedes einzelne vorliegende Beob-
achtungsergebnis an, womit wir die Gleichungen (108) erhalten,
die die Beziehungen zwischen den wahren Werten der beob-
achteten und der zu bestimmenden Grofsen in der fiir das folgende passenden Form
darstellen:

)2+
)2+

108) (s5)=79((z)—=s) 2+
)2+
)

Die Anzahl n=25 dieser Gleichungen ist grofser als die Anzahl ¢=2 der zu
bestimmenden Grofsen, so dafs wir also das nun zu entwickelnde Rechnungs-
verfahren auf dies Beispiel anwenden konnen.

§ 23. Fehlergleichungen.

Wie wir bereits besprochen haben, kénnen wir die wahren Werte der beob-
achteten Grofsen nicht ermitteln, und wenn wir auch bei Ausfilhrung unserer
Beobachtungen alle mogliche Sorgfalt anwenden, werden unsere Beobachtungs-
ergebnisse immer mit Beobachtungsfehlern behaftet sein. Demnach kénnen wir
aus den Beobachtungsergebnissen auch nicht die wahren Werte (x), (y), (2), ...
der zu bestimmenden Grofsen ableiten, sondern miissen uns begniigen, die den
fehlerhaften Beobachtungsergebnissen moglichst gut entsprechenden wahrschein-
lichsten Werte «,y, z,... der zu bestimmenden Grofsen zu ermitteln.
Diesen wahrscheinlichsten Werten der zu bestimmenden Grofsen entsprechen die
wahrscheinlichsten Werte Ly, L,, L;,... L,der beobachteten Gréfsen.

Die wahrscheinlichsten Werte z, y, z, ... und Ly, L,, L, ... L, stehen zu ein-
ander in derselben Beziehung, wie die wahren Werte (z), (y), (2), ... und (4.),
(Z2), (43), ... (4,), wonach aus den Gleichungen (108) folgt:
L,=F,(z,y,2,...... ),
Ly=Fy(r,y,2,...... ),
109 Ly=Fz(v,y,2z,...... ),
................. ,
l L,=F (2,y,2,...... )

Die wahrscheinlichsten Werte Ly, L, L;, ... L, der beobachteten Grofsen
weichen von den thatséchlich vorliegenden Beobachtungsergebnissen 41, 4z, 45,... 4,
in der Regel um kleine Grofsen ab, die die wahrscheinlichsten Beobach-
tungsfehler v;, v,, v;, ...v, darstellen, so dafs ist:
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”1:L1—/11;
?’2=L2"—/12,
(110) 'U3=L3—-/%3,
......... ,
vn_Ln—"Zrn

Die Gleichungen (109) und (110) bezeichnen wir als Fehlergleichungen.
Beispiel 1: Aus den wahrscheinlichsten Werten z y der rechtwinkligen
Koordinaten des Punktes P und der gegebenen Koordinaten der Punkte P,, P,,

P;, P,, P; erhalten wir fir die wahrscheinlichsten Werte der Streckenlingen S,
Sy, Ss, S4, Ss:

81=1/(x—x1)2+(y—y1)2,
Sy=1Y(z—2,)"+(y—y2)?,
83:V(x—x3)2+(y—y3)2,
S4=1/(x—x4)2—|— (r—2x4)2,
8521/(’5'—:55)2"*‘(”—15)2;

und danach fiir die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v, vs, v3, v4, v5:

vy==8;—=s,,

109

ve=208;3—38,,
aio) vy==8;—s3,
vy=28,—354,

vy==8;—s5.

§ 24. Naherungswerte.

1. Nach unseren allgemeinen Ausgleichungsgrundsitzen erhalten wir die wahr-
scheinlichsten Werte =, y, #, .... der zu bestimmenden Grofsen, indem wir die
Werte bestimmen, fir die die Quadratsumme [pvv] der auf die Gewichtseinheit
zurtickgefithrten wahrscheinlichsten Werte v1Y/p1, v21ps, v3YPs, ---. v, VP, der
Beobachtungsfehler ein Minimum wird. Die Entwickelung dersich hiernach ergebenden
Formeln gestaltet sich jedoch in der Regel einfacher und iibersichtlicher, schliefst
sich auch meistens dem bei der praktischen Anwendung einzuschlagenden Rechnungs-
verfahren besser an, wenn wir die zu ermittelnden Werte z, y, z, .... zunichst in
Naherungswerte ¢, 9, 3, .... und in kleine, diesen Ndherungswerten beizufiigende
Werte dg, dy, d3,.... zerlegen und diese Teilwerte getrennt von einander ermitteln.
Die Zusammenfiigung der getrennt von einander ermittelten Teilwerte mufs uns dann
die wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden Grofsen liefern, so dafs ist:

I r=g-+dyg,
am z=§+dy,

Beispiel 1: In unserm Beispiele zerlegen wir die gesuchten wahrschein-
lichsten Werte der Koordinaten = y in die gendherten Koordinaten ¢ y und in dig
diesen beizufiigenden Koordinatenverbesserungen dg dy, so dafs ist:

e dg
11 { r=g-+dg,
an y=y9-+dy.
2. Die Niherungswerte t, 9, 3, .... mssen derart bestimmt werden, dafs
die ihnen beizufiigenden Werte dx, dy, dj, .... verhdltnisméfsig kleine Grofsen

werden, fir die die weiterhin anzuwendenden Differenzialformeln mit gentigender
Schirfe zutreffen. Im {ibrigen ist die Art und Weise, wie diese Naherungswerté
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bestimmt werden, fir das Endergebnis ganz bedeutungsios. In manchen Fillen
werden bereits bei Beginn der Ausgleichungsrechnung aus irgend welchen vorher-
gegangenen Ermittelungen brauchbare Niherungswerte bekannt sein. In anderen
Fillen werden sie zweckmafsig in einfacher Weise durch graphische Konstruktionen
bestimmt werden kénnen. In jedem Falle konnen aber aus den vorliegenden Beob-
achtungsergebnissen A,, 4,, 43, .... 4,, so viele ausgewshlt werden, wie zu be-
stimmende Gréfsen £, 9, 3, .... vorhanden sind, und letztere aus ersteren berechnet
werden. Diese Berechnung kann nach bekannten oder fiir den vorliegenden Fall zu
bildenden einfachen Formeln oder derart ausgefithrt werden, dafs die ausgewihlten
Beobachtungsergebnisse und die Ndherungswerte in die Gleichungen (108S) an Stelle
der wahren Werte der beobachteten und der zu bestimmenden Grofsen eingefiihrt,
und die damit erhaltenen Gleichungen nach den Niherungswerten aufgeldst werden.

Beispiel 1: In unserem Beispiele koénnen wir die gen#herten Koordinaten
t 9 des Punktes P in der Weise ermitteln, dafs wir z. B. die Punkte P; und P,,
nach ihren gegebenen Koordinaten etwa im Mafsstabe 1:1000 auftragen, den Punkt
P durch Bogenschnitt mit den Lingen s; und s, bestimmen und danach die Nahe-
rungswerte ¢ y der Koordinaten aus dieser graphischen Konstruktion entnehmen.
Ferner konnen wir auch die Niherungswerte ¢y z. B. aus den Koordinaten z; y,
z9 Yo der Punkte P;, P, und aus den Streckenldngen s, und s, nach den bekannten
fiir logarithmische Rechnung geeigneten Formeln fiir den Bogenschnitt gemessener
Liangen™) oder nach den in der folgenden Tabelle angewandten, fiir die Rechnung
mit der Rechenmaschine geeigneten Formeln berechnen.

Endlich kénnen wir z. B. die Streckenldngen 331,6 und 272,0 fiir (s;) und (s.),
die Naherungswerte ¢ y fiir (¢) (v) und die Zahlenwerte der gegebenen Koordinaten

cotgw="2—"1. 2= (Y2 —91)? + (22 — ;).
Yo — Y1

824 8,2 —3s,? ‘ _ A2 —s,?
- 2(?/2—""?/1) ) E—xl——A6059”$1/BT;-;1—2*)'

B—_ 551 ‘ t=214 (£ —=21)
Yo —11 | y=yi—(z—ui)eotgr + 4.

Probe: (y—yq)” 4 (r—25) =3,
*)Y/B? — 42 bekommt dasselbe Vorzeichen wie 4 cotg .
i 2 061,99 % 6 548,30 §? 128882
s 2 420,30 Z, 6 570,58 s 359,00
Yo—vq ||+ | 858,31 Ty—1, 1+1 22,98 8y 331,60
2(yo—y) | +| 716,62 cotgw || + | 0,062181 8s 272,00
| o—z, ||—| 20454 |s24s,2—s,2] 164857
Y 2 306,00 E! 6 323,76 A4 | 4| 280,048
! 42 529 22
9 —y, 114,30 r—z, | 246,82 A?— 5.2 | —| 57086
B 332,239 Acotgy ||+ | 14,304
B2*| 110383 Acolgy F YBET— A% || 4 | 254,015
B2 — 4> 574 61 (D —72)° T (£ —72)° 73984
YB*— 4% 239,710 8,2 | 78984

") Formeln (23) bis (32), Seite 87, der Formelsammlung von Veltmann und Koll.
3. Auflage.
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in die ersten beiden der Gleichungen (10S) einfithren, also die Gleichungen
331,6 =1/(z— 6548,3) * () —2062,0) 2,
272,0 =1/(x — 6510,6) °+ (y—24203) 7,

bilden, und diese Gleichungen nach ¢ und y auflosen,

3. Den Niaherungswerten der zu bestimmenden Grofsen gz, v, 3, .... ent
sprechen Naherungswerte [, [,, 3, ....[, der beobachteten Grofsen, fiir die aus
den Formeln (108) folgt:

[2=F2(E) 9, 3%, )}

[ Li=Fi(x,9,8,---+))
(112) l [3:F3(§) 9,3, );

Li=Fo(x, 9,8, -..).

Wihrend die Niherungswerte der zu best<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>