ISBN-13: 978-3-642-89158-8 e-ISBN-13: 978-3-642-91014-2
DOI: 10.1007/978-3-642-91014-2

Softcover reprint of the hardcover 1st edition 1931



Vorwort.

Die mathematische Literatur besitzt eine groBe Zahl brauchbarer
Lehrbiicher iiber die Funktionentheorie, die ja eines ihrer wichtigsten
Gebiete darstellt. Das vorliegende Buch beabsichtigt nicht, die Zahl
dieser Lehrbiicher zu vermehren. Vielmehr ist sein Ziel im Doppeltitel
zu suchen. In der Entwicklung der exakten Wissenschaften spielen
funktionentheoretische Methoden eine stets wachsende Rolle. Wahrend
der Physiker durch seine Ausbildung héufig in enge Beziehung zur
Funktionenlehre getreten ist, fehlt dem Techniker in der Regel eine
geniigende Kenntnis dieser mathematischen Methoden. Es gibt aller-
dings seit langerer Zeit einige besonders auf technische Aufgaben zu-
geschnittene Verfahren der angewandten Mathematik, die letzten Endes
auf den Satzen der Funktionentheorie beruhen. Die Entwicklung der
theoretischen Technik dréngt jedoch selbst immer mehr dazu, diese
speziellen Verfahren von ihren Sondersymbolen zu befreien und sie
von einem hoheren Standpunkt aus als Zweig der allgemeinen Mathe-
matik zu betrachten.

Das AuBeninstitut der Technischen Hochschule Berlin und der
Elektrotechnische Verein Berlin haben auf Anregungen vieler in der
Praxis tétigen Ingenieure im Wintersemester 1929/30 den Versuch ge-
macht, durch eine gleichzeitige Darstellung dieses Gebietes sowohl von
seiten der reinen Mathematik als auch der Anwendungen dem oben
genannten Ziel ndher zu kommen. Nach acht einfithrenden mathe-
matischen Vortrigen von Herrn R. Rothe folgte eine Reihe An-
wendungen, die jeweils in einer Doppelstunde behandelt wurden. Die
beschrankte Zeit zwang jeden der Vortragenden zu #duBerster Kiirze,
so daB der vorgetragene Stoff nur als erste Einfithrung gelten kann.
Damit ist bereits ausgesprochen, daBl die im Text angegebene Literatur
nicht nur einen Quellennachweis darstellt, sondern zur Erweiterung
und Vertiefung des Stoffes unentbehrlich ist.

Die Abgrenzung der Anwendungen ergab sich teils aus Riicksicht auf
den Horerkreis — die Mehrzahl der Hérer waren Mitglieder des Elektro-
technischen Vereins —, teils durch die Wahl der Vortragenden. So
findet man fast ausschlieflich elektrotechnische Anwendungen, zumal
da ein zweiter der Stromungslehre gewidmeter Vortrag im Druck aus-
fallen mubBte.



Iv Vorwort.

Die Drucklegung der Vortriige gab die Gelegenheit, manche Fragen
ausfithrlicher zu behandeln, als es beim Vortrag selbst moglich war.
Dadurch wird den Hérern der Vortragsreihe die Moglichkeit geboten,
durch die Lektiire den Vortragsstoff in geschlossenerer Form zu ver-
arbeiten.

Die Herausgeber danken Herrn Geheimrat Professor Dr. E. Orlich
und Herrn Oberingenieur Dr. e. h. C. Trettin fiir die vielen Anregungen,
Ermunterungen und Unterstiitzungen bei der Herausgabe der Vortrige.
Ebenso sei der Verlagsbuchhandlung Julius Springer fiir ihr Ent-
gegenkommen bei der Drucklegung herzlichst gedankt.

Berlin, im Oktober 1931.
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Erster Teil.

Mathematische Grundlagen.
Einfiihrung in die Funktionentheorie.

Von R. Rothe, Berlin.

A. Komplexe Zahlen und Verinderliche; analytische
Funktionen.

1. Erkléirung der komplexen Zahlen und ihre Deutung als Vektoren.
In den folgenden Vorlesungen wird es sich hauptséchlich um Eigen-
schaften der komplexen Zahlen handeln. Zwar wird wohl jeder Leser
wissen, wie man mit komplexen Zahlen, d. h. ,,Zahlen von der
Form a -+ ¢b, rechnet; namlich genau so, wie mit gewshnlichen
reellen Zahlen, nur daB man 72 = — 1 setzt. Aber iiber die Erklirung
der komplexen Zahlen und iiber ihre reale Bedeutung wird noch etwas
zu sagen sein, um so mehr, als nicht selten dariiber noch unklare Vor-
stellungen bestehen ; iibrigens ist die sogenannte ,,symbolische* Methode
der Wechselstromtechnik nichts anderes als eine Rechnung mit ima-
gindren Zahlen.

Unter der komplexen Zahl z = 2 + ¢ y soll im folgenden niemals
etwas anderes verstanden werden als ein geordnetes Paar (z, y) der
der beiden reellen Zahlen z, y. Geometrisch kann man sie sich in einer
Ebene (der ,komplexen“ z-Ebene) als Abszisse und Ordinate eines
Punktes (, y), der auch z heilit, in einem rechtwinkeligen kartesischen
Koordinatensystem vorstellen, oder auch als skalare Komponenten eines
Vektors, der vom Mittelpunkte nach dem Punkte z gezogen ist, und
der ebenfalls mit z bezeichnet wird. Das -+ -Zeichen inz =2 +1y
soll bedeuten, daB der Vektor z die geometrische Summe (Resultante)
der beiden Vektoren

x=(x,0) und sy= (0, y)
darstellt. Fir « = 1, y = 1 erhdlt man die beiden Einheitsvektoren
1=(1,0) und +=(0, 1),

womit zugleich die reale Bedeutung der sogenannten ,,imaginéren Ein-
heit ¢ und damit ihre begriffliche Existenz gegeben ist: ¢ ist der Vek-
Rothe-Ollendorff-Pohlhausen, Funktionentheorie. 1



2 Komplexe Zahlen und Verinderliche; analytische Funktionen.

tor vom Nullpunkte nach dem Punkte 1 der y-Achse.

z = x — iy heit bekanntlich der zu z konjugierte Vektor; er ist
zu z symmetrisch beziiglich der xz-Achse.

Statt durch seine Komponenten xz, y 148t sich der Vektor z auch
bestimmen durch seine Lénge (seinen Betrag) r = |z| und seine Ab-
weichung ¢ = arc (2) (,,Arcus”“ oder ,,Phase®
oder ,,Argument von 2°), diese bis auf ganze
Vielfache von 27 (einer vollen Umdrehung) ge-
geben; |z| und arc (z) sind einfach die Polar-
koordinaten des Punktes z. Aus x = r cos ¢,
y = rsin @ (Abb. 1) folgt

T z=zx+iy=r(cosp+ isin @) =retv, (1)

Abb. 1, Zerlegung einer worin .
komplexen Zahl. &P = cos @ +14 sin @ (2)

den Vektor von der Abweichung ¢ und vom Betrage 1 bedeutet.
Weiter ist

|z| =r= ]/:;;éw—i—i? , arc(r) =arc cosi:—= arc sin—?:—= arc tg%. (3)

Ferner merke man |e!? | = Jcos? g + sin?p = 1 und e =i

Ist z eine Funktion der reellen Veranderlichen £, d. h. sind = und ¥
Funktionen der reellen Verinderlichen ¢, so wird damit in der z-Ebene
eine Kurve dargestellt, der geometrische Ort der Punkte z = x +iy.

Zum Beispiel stellt e‘?, wenn ¢ = g (¢) ist, und ¢ die Zeit bedeutet,
einen sich um den Nullpunkt drehenden Einheitsvektor dar. Hierauf
beruht das Verfahren der Wechselstromdiagramme.

2. Bemerkungen zur Multiplikation und Division komplexer Zahlen.
Das Produkt zweier komplexer Zahlen z =z, -2, ist als komplexe
Zahl definiert durch |z| = |2z, -2,| = |2, |2, | und arc (z) = arc (z,2,)
= arc (z,) + arc (z,); die Abweichung befolgt dasselbe Additionsgesetz
wie die Logarithmusfunktion. Die Multiplikation besteht also geo-
metrisch aus einer Abweichungsdnderung, d. h. Drehung, in Verbindung
mit einer Betragsinderung, d. h. Streckung oder Verkiirzung (Dreh-
streckung).

Insbesondere merke man:

|22 = |22 =22z =22+ 42, arc (22) = 2arc (2),
arc (e'*z) = arc €'* -+ arc (z) = « + arc (2), leez| = |éi%|. 2] = |z],
also [iz] = [i|[z] = |2|, da|¢| = 1: arc (12) = arc (i) + arc(2) =3721+arc(z).

Die Multiplikation eines Vektors mit e** (¢ > 0) bedeutet daher reine
Drehung des Vektors um den Winkel « im positiven Sinne. Insbesondere
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bedeutet die Multiplikation eines Vektors mit ¢ eine reine Drehung um

den Winkel % im positiven Sinne!. Weiter ist

[?] = [i]2=1; arc (1%) = 2arc (3) = 7,
also B= 1%, (—ip=—1,
|27 = |z|*, arc (z*) = narc (z) fiir »>0, ganz, 4)

ebenso
¢7)n=¢7?, d.h. (cose + isin ¢)*=cosn @ + isinn @
@ ' '
(Moivrescher Lehrsatz).

2=t (2, +=0) wird so erklart:

N
2

J =L arc (z) = arc (?) = arc (z;) — arc (z,) .

2

Mit der Schreibweise
z

1
_—= -1 =
P (Zl) 12‘12

ist jetzt z” fiir alle z == 0 auch fiir negative ganzzahlige n erklirt.

3. Wurzelausziehen und Kreisteilung. Um die Wurzeln komplexer
Zahlen zu erklaren, suche man bei gegebenem z alle Lésungen w der
Gleichung w» = z fiir n > 0, ganzzahlig. Setzt man

z =ré'? (gegeben), w = R ¢'? (gesucht),
dann ist
wn=Rn,(ei¢)n=Rn,eind): z2=r.69,

Die Gleichheit zweier Vektoren hat zur Folge die Gleichheit ihrer
Betrige und die Ubereinstimmung der Abweichungen bis auf Vielfache
von 2 7r; daher ist

R® =r,

arc (¢!*?) = arc (%) + k- 27 (k=0,4+1,4+2,...).

Man erhilt also R = "}/r, wobei fiir R als absoluten Betrag der ein-
deutig bestimmte reelle positive Wurzelwert zu benutzen ist, und

o=" 452" k=0, 41,+2..).

1. Die Auffassung, e*® sei ein ,,Symbol‘ fiir die Drehung um den Winkel o,
und % ein ,,Symbol* fiir die Drehung um 90° im positiven Sinne, ist hier unzu-
linglich. Wir haben es stets mit Zahlen und Vektoren zu tun, aber nicht mit ,,Sym-
bolen*‘.

* Die Gleichung 2 = — 1 hat hier also die durchaus sinnvolle Lésung x = -+ 4,
die man auch mit 4 V — 1 bezeichnet; vgl. 3. Man muB nur beachten, da — 1
einen bestimmten Vektor bedeutet, und man darf die hier erklirte Multiplikation
nicht mit der Multiplikation reeller Zahlen verwechseln.

1*
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Nun wiederholen sich aber die moglichen Werte von @, sobald £ um »
vermehrt oder vermindert wird. Daher geniigt es, £ =0,1,2, ...,
(n — 1) zu nehmen. Also ergeben sich genau n Losungen der vor-
gelegten Gleichung:

. nr— (i£+k2_‘—1) -
wk=Re’¢k=1/r-e " m k=0,1,2,...(n—1); (5)

sie heilen n-te Wurzeln aus z: w;, = 7i/z. Geometrisch liegen die 7
zugehorigen Punkte w, auf dem Kreise vom Halbmesser B um den
Nullpunkt als Mittelpunkt, und zwar sind es die Teilpunkte des
Kreisumfangs bei seiner Teilung in n gleiche Teile durch n-fache
Zerteilung des Winkels 2z (,,Kreisteilung®), beginnend beim Schnitt-

punkte mit dem Strahle der Abweichung %. Hieraus folgt z. B., dal
unter ]/V——l die beiden Vektoren --iund — ¢ zu verstehen sind.

4. Komplexe Veriinderliche und Funktionen. Sind x und y ver-
anderlich, so heiBt z eine komplexe Veranderliche.

Ist 2, eine komplexe feste Zahl, so bedeutet lim z = z,, oder z — 2,
daB z schlieBlich nur solche Werte annimmt, fiir die |z — z,| < & wird,
wie klein auch die positive reelle Zahl ¢ gewdhlt werden mag.

Den Werten von z mégen nun durch irgendeine Vorschrift Werte
einer anderen komplexen Veridnderlichen w zugeordnet sein: w heilt
dann eine komplexe Funktion von z, w = f(2).

Durch die Funktion w = f(z) werden die Punkte der w-Ebene auf
die Punkte der z-Ebene bezogen, oder, wie man sagt, die beiden Ebenen
werden aufeinander ,,abgebildet.

Sind z, und w, feste komplexe Zahlen, so bedeutet

lim f(2) = w,,

z2—>2,
oder w — w, fir z — z,, daB sich nach beliebiger Wahl von ¢ (reell
positiv) eine GroBe 6 (¢) (ebenfalls reell positiv) so bestimmen lasse,
daB |f (2) — wy| < & wird fiir alle |z — zy| <6 (¢)-

5. Stetigkeit komplexer Funktionen. Eine reelle Funktion f(x) der
reellen Verdinderlichen x heiit bekanntlich an der Stelle z stetig,
wenn fiir ein beliebig vorgegebenes positives ¢ eine positive Funk-
tion & (¢) so bestimmt werden kann, daB fiir alle h, fiir die |h|<<d(e)
ist, auch

[fz+h) —f@)|<e

wird. Genau entsprechend heilt eine komplexe Funktion f(z) an der
bestimmten Stelle z stetig, wenn

lfz+1) —f2)| < & fiir alle |1] < d(e); (6)
dabei ist aber jetzt f(z + 1) — f(2) die Differenz zweier Vektoren,
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ebenso ist 7 ein Vektor der z-Ebene. Man kann die Bedingung der Stetig-
keit auch so schreiben:

lim f(z +1) = { (2).
1 -0
6. Differenzierbarkeit komplexer Funktionen. Wenn sich der
Differenzenquotient einer reellen Funktion einer reellen Verinder-
lichen z in folgender Form darstellen 1a8t:

Het M= — @) + o, 1),

d. h. in zwei Summanden derart zerlegen 148t, daB der erste von % un-
abhéangig ist, und beim zweiten fiir # — 0: @ (z, h) — 0 gilt, dann heiBt
bekanntlich f(x) differenzierbar und f'(x) die Ableitung von f(z). Da-
nach ist
/(%) = lim flz + h}l — f(z) )

h—0

Im Reellen kann %, als Punkt der reellen Achse gedeutet, sowohl
von positiven, wie auch von negativen Werten der Null beliebig nahe
kommen.

Diese Definition der Differenzierbarkeit 148t sich auf komplexe
Funktionen iibertragen:

lim w:& = f'(2); (7
-0 l
oder
) — f(z ’
TexD =18 _ ) 4 p(e, 1 (8)
mit

limg(z,l) =0;
—0

list jedoch hier ein Vektor, dessen Endpunkt auf jeder beliebigen Kurve
gegen den Nullpunkt konvergieren kann; der Grenzwert f' (z) muB8 dabei
unabhéngig von der Wahl dieser Kurve sein.

7. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Es sei

w=1[f(r)=u+iv=ul,y) +iv(z,y);

%, v sind reelle Funktionen der reellen Veranderlichen z und y.

Ferner sei =5 441k Nun soll sich doch derselbe Wert des
Differentialquotienten ergeben, wenn die Konvergenz I — 0 unabhiingig
vom Wege des Punktes ! ist, wenn sie also z. B. bewirkt wird einmal
durch

h =0; kE—0,

und ein anderes Mal durch
h—0; k=0.
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Im ersten Falle erhalt man

fla) = go +ige=22, )

im zweiten Falle dagegen

Y
g

1 0u v _1_
7

e =150+ 50

(10)

53
<

Mithin ist
’ ou ov 1 o0u

rrar ri 8y+8y
Durch Trennung der reellen und imaginiren Bestandteile folgen die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

du  0v dv _ Ou
Falls die komplexe Funktion f(z) an der Stelle z, oder fiir alle Werte
von z in einem Bereiche eine Ableitung besitzt, heit sie dort analy-
tisch (reguldr).

Ubrigens kann umgekehrt aus dem Bestehen der Gleichungen (11) die
Existenz von f'(z) gefolgert werden, falls nur die vier partiellen Ab-
leitungen stetig sind.

8. Potentialgleichung. Aus den Cauchy-Riemannschen Gleichungen
folgt durch partielle Differentiation, falls diese moglich ist,

0%*u 0%u

da? O—Q/EZAU'ZO’ 0x2+3y
Realteil und Imaginirteil jeder analytischen Funktion geniigen fiir sich
derselben partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung, der Potential-
gleichung, deren ,,allgemeine‘‘ Losung mit zwei willkiirlichen Funktionen

lautet. u=F@+iy +6G@—1y)

9. Konstruktion analytischer Funktionen. Exponentialfunktion. Es
seien nun % und v irgend zwei Losungen der Potentialgleichung A% = 0,
oder — wie man auch kurz sagt — harmonische Funktionen.

Dann ist im allgemeinen % -+ iv keineswegs eine analytische
Funktion von z = u + iy. Fiir eine gegebene harmonische Funktion u
muB vielmehr, damit % -+ iv analytisch werde, die zugehdrige harmo-
nische Funktion » so bestimmt werden, daB die Cauchy-Riemann-
schen Differentialgleichungen gelten. Danach muf

=Av=0. (12)

ov v ou ou
ein vollstindiges Differential sein, und die Integration ergibt

v—j(——d w4 2L dy) + 0, (13)

wo C eine reelle willkiirliche Konstante bedeutet.



Weitere Beispiele analytischer Funktionen. Elementare Funktionen. 7
Beispiel: Es sei u = e?-cos y; dann liefert die.vorstehende Formel (13)

v = f(ewsinydx + e®cosydy) = fd(emsiny) =e®siny + C.
Demnach ist

w=1u-+ 1v=e%(cosy + isiny) + C =e®-et? 4 C = [ (2)
eine analytische Funktion, hat also eine Ableitung, und zwar ist nach (9)

ff(g)=e®evV=w—C=f(z) —C.
Wihlt man nun C = 0, so wird
f(z)=1f(z) und [(0)=1

iibereinstimmend mit den Eigenschaften der reellen Exponentialfunk-
tion e® Daher heillt f(z) = e®-e¢? die Exponentialfunktion im Kom-
plexer, und man schreibt

€% = exp (2) = € - ¢i¥ = B +iv, (14)
Fur z = 0 folgt
) ¢V =exp (1y) = cosy + isiny. * (15)
Ubrigens ist

e +k2mi — gz (k=0,4+1,42,...),

d. h. die Exponentialfunktion hat die ,,primitive‘‘ Periode 2 m1.
10. Weitere Beispiele analytischer Funktionen. Elementare Funk-
tionen. Es sei

u:lniz[=1n]/5:2+ y2=Inr,

dann wird
du x 0%u y?— a?
T = U= T 3 G2 = Yoo =" g
ou y 0%u 2 — y?
Gy T T g T e =

die Potentialgleichung (12) 4 » = 0ist daher erfiillt. Jetzt folgt nach (13)
v=Jl(=%) e+ (5)av] +c
=[* I o =Jd (z)= ()

72 e T 0=
:J‘d<arctg %) +C

* Hierin liegt begriindet, was in der FuBnote 1, Seite 3 iiber ei® gesagt
wurde; denn e?® ist nicht nur ein Einheitsvektor, sondern auch eine Exponen-
tialfunktion.
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und also
v =arctg-g——}—0= arc (z) + konst.
Damit ist eine neue analytische Funktion gewonnen:
w=w+ tv =In|z| + iarc (2) + konst.

Fiir konst = 0 wird sie als Logarithmus des komplexen Argumentes z
bezeichnet:

w=1logz=1In|z|+ jarc(z) =f(2). (16)
Thre Ableitung ist nach (9) und (10)
dw dlogz . _ 6w_ v ou . Ou
dz = =f()= _a}‘— ¢ 8x+ 9z~ 9z 'y
o .y x—1y 1 _1
TET'r T ey atiy 2’

wie beim reellen Logarithmus.

Da arc (z) nur bis auf Vielfache von 2 7z bestimmt ist, so ist der Loga-
rithmus eine unendlich vieldeutige Funktion; ihre einzelnen, zu dem-
selben Argumentwert z gehorigen Werte unterscheiden sich um k-2 4

(k=0,41, +2,..)).
Mittels des Logarithmus kann eine Potenz von z mit beliebigem
Exponenten folgendermafBen erklirt werden:

2" = enlosz (» beliebig, auch komplex).

Als Beispiel ergibt sich die Eulersche Formel

o [T T
i — gilogi — ez(0+z(§+k2zz)> _, Z—k2n

(k=0,+1,42,...).
Ferner ist jetzt definiert die ganze rationale Funktion
g(2)=ay+ a1z + a2+ - - - + a, 2",
worin n > 0 und ganzzahlig ist, und die gebrochene rationale Funktion

) gyt @zt ay+ - - +a,2zr n >0, ganzzahlig
T byt biz+ by - - - + bz m > 0, ganzzahlig

sofern nicht der Nenner verschwindet. Dies findet an m Stellen statt;
dort ist 7(z) nicht analytisch, da ja dort auch 7’(z) nicht vorhanden ist.
Mittels der Definition von 2 fiir beliebiges n sind erklirt }z, zi;(, +a,z,
usw., schliellich alle ,,algebraischen’* Funktionen, das sind Losungen
algebraischer Gleichungen, deren Koeffizienten rationale Funktionen
von z sind,

ro(R)w* + 1R w1+ w24 - F 1, Rw+r,(2) =0.
Beispiel :

10—]/z3+}/az+b



Eindeutige und mehrdeutige Funktionen. 9

Die explizite Darstellung durch Wurzelausdriicke ist jedoch fiir algebra-
ische Funktionen nicht wesentlich, ja nicht einmal immer moglich
(Abelscher Satz).

Es gibt transzendente, d.h. nichtalgebraische Funktionen. Zum
Beispiel kann weder eine periodische noch auch eine unendlich viel-
deutige Funktion algebraisch sein. Transzendente Funktionen sind also
e und log z sowie die daraus gebildeten trigonometrischen Funktionen.

cosz = o (5 e=$%),  sinz=gs(dF—em®),  (17)
sin z cos z
th:(_BO_S_Z’ Ctgz:sinz (18)
und ihre Umkehrungsfunktionen, die Kreisfunktionen
arc sin z =‘—1.-log (iz+ ]/1 — 22),
arc cosz = %1og(z + sz — 1) ,
(19)

arctgz=i.logl/1+2:73
) 1—z¢2’

1 iz —1
arcctgz = TIOgViz 1

Es lohnt sich, diese Funktionen in der Form % + iv oder auch in
der Form Re'? im Hinblick auf ihre Anwendungen genauer zu unter-
suchen!.

11. Eindeutige und mehrdeutige Funktionen. Abbildung der z-Ebene
auf die w-Ebene. Von den im vorhergehenden angefiihrten ,.elemen-
taren‘ Funktionen sind die ganzen und gebrochenen rationalen Funk-
tionen sowie die Exponentialfunktion und die trigonometrischen ein-
deutige Funktionen, dagegen die nichtrationalen algebraischen Funk-
tionen mehrdeutig, der Logarithmus und die Arcusfunktionen sogar
unendlich vieldeutig.

Dadurch, da man bei den nicht eindeutigen Funktionen eine stetige
Folge von Werten passend auswihlt, kann man einen ,,Zweig* der viel-
deutigen Funktion herstellen, der seinerseits eine eindeutige Funktion

bildet, z. B. indem man von den zwei Werten von 1/; den einen bevor-
zugt, oder bei log z denjenigen, fiir den der Periodizititsmodul gleich
Null ist (Hauptwert des Logarithmus):

Logz =In|z| 4 iarc (2),
wo 0 < arc (2) < 2 ist.

1 Vgl. F. Emde: Sinus- und Tangensrelief in der Elektrotechnik. Braun-
schweig 1924.
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Wir werden im folgenden zunichst nur eindeutige Funktionen be-
trachten, wozu bei mehrdeutigen die eben genannten Zweige gerechnet
werden konnen.

Man beweist leicht, daB fiir die elementaren analytischen Funktionen
die Rechenregeln der Differentialrechnung formal ebenso gelten wie
bei reellen differenzierbaren Funktionen. Zum Beispiel ist fiir w = 27

= exp (n log 2) =exp<nln Va2 4+ y2 +in arctg%—i—ﬂcnm})

dlogz
ox

—%=exp(nlogz)-n =exp(nlogz)-n%

ox
= pn—1 R
also (z") = mzn=1, fiir jeden Wert von z, falls n — 1 > 0, andernfalls
nur fir z <= 0.

" Durch jede Funktion w = f(z) der komplexen Verénderlichen z wird
eine Beziehung der Punkte der z-Ebene mit den Koordinaten z, y auf
die Punkte der w-Ebene mit den Koordinaten u, v vermittelt. Bei den
eindeutigen Funktionen entspricht jedem Punkte der z-Ebene héchstens
ein Punkt der w-Ebene, bei den mehrdeutigen aber mehrere Punkte.
Man sagt, die z2-Ebene werde auf die schlichte oder auf die mehrfach
iiberdeckte w-Ebene abgebildet. Diese Abbildung hat besondere
Eigenschaften, wenn w = f(z) eine analytische Funktion ist. Darauf
werden wir im letzten Abschnitte zuriickkommen.

B. Linienintegrale im Reellen. Zusammenhiinge mit
der Potentialtheorie und der Stromungslehre.

1. Linienintegrale reeller Funktionen. Es seien

py); gy
zwei reelle Funktionen der reellen Verdnderlichen 2 und y. Wir be-
trachten = und y als eindeutige Funktionen einer neuen reellen Varia-
beln ¢. Es ist dann
x=2z(t); y=y(@) oder z=z()==wx() -+ ty(t)

die Parameterdarstellung einer Kurve. Die Kurve heilt ,,glatt”, wenn
x'(¢), y'(t) stetig sind; die Tangentenrichtung der Kurve andert sich
dann stetig.

Als Linienintegral

L=f%@ﬂwx+ﬂ&wML

erstreckt langs des Kurvenstiickes (C), wird folgendes reelles bestimmtes
Integral erklirt:

t
L=[@@Mwm%wn+ﬂuammymMn
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wobei die Werte £, und #, die Grenzpunkte zy = x, + 1y, = z (f,) + % ¥ (¢,)
=2z, und 2, =2, +iy; = 2 (t;) + 1y ({,) = 2 (¢;) bestimmen.

Das Integral hingt ab von den Funktionen p und ¢, dem Linien-
stiicke (C), den Grenzen z, und z,. Damit das Integral existiere, geniigt es,
daB das Linienstiick (C) abteilungs-
weise glatt ist.

2. Der Integralsatz von Gau8. Es
sei (C) eine geschlossene, stetige und
stiickweise glatte Kurve, die nach
Abb. 2 einen einfach zusammenhin-
genden Bereich (B) von der Eigen-
schaft begrenzt, daf jede Parallele
zur y- oder x-Achse die Kurve in
hochstens zwei Punkten trifftl.
Ferner seien p, ¢ zwei auf (C)
stiickweise stetige Funktionen von x und y, fir die im Innern von

(B) 7, 94 , 8—5 vorhanden und stetig sein sollen. Es gilt dann

Abb. 2. Zum GauBschen Integralsatze.

f -——— dwdy—gf} (pdz + gdy). (20)

(B) ©)

Das Doppelintegral ist iiber den von (C) umrandeten Bereich (8B), das
Linienintegral lings der Randlinie (C) zu erstrecken (Umlaufsintegral),
und zwar im mathematisch positiven Sinne, d.h. so, daB das Innere
von (B) zur Linken bleibt.

Beweis: Man hat (vgl. Abb. 2)

a;y Y2 (x)
Hg dedy — ff—pdxdy f(f ay) dz
(B) T=@ay Y=y (x) a, y;(z)

= f[p (@, ¥ () — p (@, 9, ()] do = fp (2,9, (%)) d -afp(w, Yy (x)) dx

Ao

—fpdx—fpdx——fpdx—fpdx

A
(Ao, Bx, 1) (o, Bn, 4,) (4, B:, o) (Ao,Bo,
d. h. ]
J-f—a—ﬁdx(l./ = — épdx
(B)

©

! Einfach zusammenhingend wird ein berandeter Bereich genannt, wenn
er durch jede Kurve, die zwei beliebige Punkte seines Randes verbindet, in zwei
getrennte Gebiete zerlegt wird. — Die weitere oben angegebene Eigenschaft ist
nicht wesentlich.
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Die Anwendung der entsprechenden Umformung des Flichenintegrales

0
ffa—i dxdy

(B)
fithrt auf 5]5 gdy, und Subtraktion dann sogleich auf die zu beweisende

©)
Formel des GauBschen Satzes.
3. Der Greensche Satz. Man setze im GauBschen Satz:

oy | oy
P=—9%y’ 1= %%

wobei ¢ stetige erste Ableitungen, y stetige zweite Ableitungen in (B)
und auf (C) besitzen sollen; dann ist

[ pApdzdy + [ [ (9. + @up,) dxdy = § p(pady — p,da).
('8) (8) ©)
Nach Abb. 3 gilt nun

‘y P
dx = ds-cos? = + ds-cos(n,y),

N
dy =ds-sin® = — ds-cos(n, z),

falls 9 den Winkel bezeichnet, den
die im Umlaufssinn zu nehmende
/6 Richtung der Tangente von (C) mit

r Z  der positiven Richtung der z-Achse
bildet, und n die nach dem Innern
von (®B) weisende Richtung der
Kurvennormale von (C) bedeutet. Mithin ist

Abb. 3. Tangente, Normale, Bogenelement.

7} d ad P 9 A~ 9
%d?}—ldm: _(%cw(n,x)—l—%cos(n,y))ds:__a_':;.ds,

wobei ?)— die Ableitung von o in der Normalen-Richtung genannt wird.

Daher folgt

dp 0
jf(pdzpdxdy —i—ff az a;’; -(9—(” —(,)-1/)—) dedy = — Fﬁ(p 548 (2D
©
4. Integrabilititsbedingung. Wenn die Funktionen p(z,y) und
¢ (z, y) der Bedingung
d d
3. =35 (22)

geniigen, und zwar fir jeden Punkt im Innern von (8) und auf dem
Rande (C), so folgt aus dem GauBschen Integralsatze (20):

é(ﬁdw +qdy) =0 (23)

fir die Randlinie (C) und jede stetige und stiickweise glatte geschlossene
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Kurve im Innern von (B). Ist umgekehrt das vorstehende Umlaufsintegral
gleich Null, so muB8 auch

Jf(22~22yanay -

sein, und zwar fiir den Bereich (B) und jeden in ihm enthaltenen Teil-
bereich. Das ist aber nur méglich, wenn die Funktion unter den Integral-
zeichen verschwindet. Die obige Bedingung (22) ist also notwendig und
hinreichend fiir das Bestehen der Gleichung (23).

In diesem Falle hingt das Linienintegral

2
[ (pdz + qdy)
z, (0)

nicht mehr vom Integrationswege (C), sondern nur noch von der Wahl
der Punkte z, und z, ab; denn fiir irgendzwei verschiedene Wege (C)
und (C"), die zwischen z, und z; verlaufen, ist

2 29

[ (pdx + qdy) + [ (pdz + qdy) = § (pdx + ¢dy) =0,
) z, (C) z (C) (c+0C)
also

2; 2
[ (pda + qdy) = [ (pdx + qdy).
z (0) z, (C)

Das Integral

[ (pdz + qdy)

wird also bei festgehaltenem z, eine Funktion lediglich des Endpunktes z

zf (pdx + qdy) = F (=, ), (24)

falls die Bedingung (22) erfiillt ist, die daher,, Integrabilitatsbedingung*
heiBt. Damit ist dann p dx 4 q¢dy = d F x, y), oder auch
oF oF
P="5s q9= By °

5. Veranschaulichung durch ein Vektorfeld; Wirbelstirke und
Potential. Es sei % = p +iq ein Vektor der zy-Ebene mit den
Komponenten p(z, y) und ¢(z, y). Wir werden im folgenden A auch
als Geschwindigkeitsvektor einer stromenden Fliissigkeit deuten. Als
Arbeit des Vektors lings der Kurve (C) wird — wie in der Mechanik —
das Integral definiert

2z
[ (pdx + qdy),
z, (C)

in dem ja unter dem Integralzeichen das skalare Produkt des Vektors 2
und des vektorischen Wegelements dx + ¢dy vorkommt.
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Das Arbeitsintegral langs einer geschlossenen Kurve (Randintegral)
§ (pdx + qdy)
©)

heiBt Zirkulation oder Wirbelstirke des Vektors lings (C).
Wenn die Wirbelstiarke langs jeder geschlossenen Linie des Feldes
gleich Null ist,
$ (pdz + qdy) =0,

heiBt das Feld des Vektors 9 wirbelfrei. Die hierzu notwendige und
hinreichende Bedingung ist nach dem eben Gesagten

og _9p

9 oy (25)
Man kann dann setzen

2z
S (pdz+ qdy) = u(, ),
2o
ou Ju
p=—- 1=7, (26)
Diese bis auf eine Konstante bestimmte Funktion u = u(x, y) heilt
das Potential des Vektors 2. Man nennt 9 den Gradienten von #:
ou .0
%:—ﬁ—l—z—a—;:gradu. 27
6. Quellung eines Vektorfeldes. Die nach dem Inneren von (%8) ge-
richtete Normalkomponente 4, des Vektors U ist (Abb. 4)

4 dx

N L e N d
A, =p-cosux + q-cosuy = —p-*g%—{—q%.

Durch Integration folgt

$A,ds = §(— pdy + gdz) = § (¢dz — pdy).

Das linksstehende Integral ist der Unterschied

%z ¢ der bei der Durchstrémung von (%) ein- und

Abb. 4. Normalkomponente austretenden Fliissigkeitsmengen. Es heifit (je

nach dem Vorzeichen!) Quellung oder Ab-

sorption. Falls die Quellung in jedem Bereiche (8B) identisch ver-

schwindet, ist das Feld quellenfrei. Die notwendige und hinreichende
Bedingung hierfiir ist

d(—p) _ 9q
oz~ oy (28)
oder ap  0g
d1v91 = 7; + a—y = 0 .

7. Potentialgleichung. In einem wirbelfreien Vektorfeld, das also
ein Potential « besitzt, geniigt dieses nach (25) und (26) der Differential-

gleichung u

0%u
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Eine Losung dieser Gleichung ist nach (12) der reelle Teil von f(2),

uw=Ref(z),
wobei f(z) eine analytische Funktion des komplexen Argumentes z ist.
Wir setzen im quellenfreien Felde wegen (28)

01 0

p=Gyi  — 4= (30)

die Stromfunktion v geniigt dann wegen (25) ebenfalls der Potential-
gleichung Av—0

8. Das wirbel- und quellenfreie ehene Vektorfeld. In einem solchen
bestehen zugleich die Gleichungen (26) und (30), d. h.

v ou __ Ou v

P——‘”a—y:g;, Q—*@——;’g;
das sind die Cauchy-Riemannschen Gleichungen (11). Daher sind %

und v die Komponenten einer analytischen Funktion von z; v heiBit das
zuu konjugierte Potential. Da aber nach (28) und (25)

op _9(—q), 0p _ _9(=4q)

ox oy ° 9y ox
ist, so ist auch der konjugierte Vektor

A= p—igq
eine analytische Funktion von z = z + 1Y.
Die Kurven der xzy-Ebene, die die Eigenschaften haben, daf in
jedem ihrer Punkte die Tangentenrichtung mit der Richtung des Feld-
vektors iibereinstimmt, heifen Feldlinien. Thr Anstieg ist also

dy _ 4
dz ~ p’
ihre Differentialgleichung
pdy —qdx=0. (31)

Die Linien w — konst heiBen Aquipotential- oder Niveaulinien.
Thre Differentialgleichung ist

du=pdx+ qdy=0, (32)
ihr Anstieg also i
4y __ _ P
dx q°

Also folgt: Feldlinien und Aquipotentiallinien schneiden einander
senkrecht.
Die Kurven v = konst heifen Strémungslinien oder Strom-
linien; ihre Differentialgleichung ist
dv= —qdx + pdy =0;

die Stromlinien stimmen also mit den Feldlinien iiberein.
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9. Beispiel eines ebenen wirbel- und quellenfreien Vektorfeldes. Es
sei der Feldvektor
x+1 y_ =z z .Y 1

Tty = — =
T2ty |2p r2+ ”? x—ay z’

[

mithin
d Y
p = —ﬁ’ q = ;:2— *

Als gleichwertige Darstellung in Polarkoordinaten hat man

|A| = E_i_gz%:—l{; arc(‘)[)=arctg%=arc(z),
sodaBl auch
A=r-1.g7, A=z l=rt.giv,

Die Probe nach (25) und (28) ergibt U als wirbel- und quellenfrei. Daher
kann man die beiden Potentiale berechnen:

& z z
d d
u=f<pdx+qdy> — [(Gda+ 4 ay) = [*eetvdy

2 2y

f a@+y) Va2 + »* + konst = In |z| + konst,

»*+
2 2z
z z ‘el Y Y
x2d -+ d <Z-
. Yy x _ | —ydz+=xzdy _ z x
U*Jv( 2 dx + e d?/) —f 2ty B P y\2
: ; 1+ ()
2, 2,

= arc tg (%) + konst = arc (z) + konst.

Es ist jetzt wirklich
w=u + tv =1In (2) 4+ tarc (z) + konst = log z + konst
eine analytische Funktion von z, und es ist
dw 1 ou . O0u
T = iy =P —ig=1,

gleich dem konjugierten Vektor, ebenfalls eine analytische Funktion
von z, wihrend 9 selbst diese Eigenschaft nicht hat. .
10. Aufgabe aus der Flugtechnik. Man gehe aus von der analy-
tischen Funktion .
w=u4tv= oc(z—{— %) —iflogz
fiir reelle o, # und a, bestimme daraus zuerst die Komponenten des
konjugierten Vektors

a? ., 1 .
Q[“dz oc(l—?)——zﬁwz—:p——@q
und hieraus den Vektor % = p + iq selbst,.
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Es soll eine Zeichnung der Stromlinien v = konst, der Aquipoten-
tiallinien % = konst und der ,,Staupunkte’ der Fliissigkeitsstromung
angefertigt werdenl.
Die Aquipotentiallinien sind die Kurven

2
%= oc(a, + x2+y> —{—ﬂarctg— = konst,
die Stromlinien die Kurven
a*y
v= oc(y—— m) — fln Y%+ y? = konst.
Zu diesen gehort insbesondere der Kreis 22 4 y2 = a2 Auf ihm liegen
auch die Staupunkte, d. h. die Punkte, in denen A = 0 ist. Da mit
o auch A — %—1;—) verschwindet, so erhidlt man die Staupunkte aus der
Gleichung «22 — iz —aa? = 0. Es gibt also (falls « 5= 0 ist) zwei
Staupunkte

al _ ;b _ B
221—’02“:{:]//0,2 402’
sie liegen wegen |z| = |2,| = @ beide auf dem obigen Kreise, wenn die

Quadratwurzel reell ist, spiegelbildlich zur y-Achse.

C. Integrationen im Komplexen.

1. Unbestimmtes Integral im Komplexen. Besteht zwischen zwei in
einem Bereiche (B) analytischen Funktionen J (z) und f(z) die Beziehung

T =40 =@,

ist also im Bereiche (9B) die Funktlon f () die Ableitung von I (z), so heif3t
umgekehrt (wie im Reellen) I (z) ein unbestimm-
tes Integral von f(z). Die allgemeine Losung der
obigen Differentialgleichung ist

JHodz=1( + 0,
wobei C eine beliebige (komplexe) ,,Integrations-
konstante® ist.

2. Bestimmtes Integral im Komplexen. Es sei apb.5. zur Erklirung des
f(2) eine im Bereiche (B) komplexe (nicht not- Destimmien Tntegrals im
wendig analytische) Funktion und (C) ein stiick-
weise glattes Kurvenstiick in (%) mit den Endpunkten z, und z (siehe

Abb. 5). Ferner seien auf (C) eine beliebige Zahl von Zwischenpunkten

%1y %9y 23 -+ Zp—1
und z, = z gewahlt, dann sind
2 — 25, =4z A=1,2,...n)

! Literatur: Fuchs u. Hopf: Aerodynamik. S. 49. Berlin 1922.
Rothe-Ollendorff-Pohlhausen, Funktionentheorie. 2
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Sehnenvektoren der Kurve (C). Endlich wihle man zwischen den
Punkten z;,_,, z; auf der Kurve (O) beliebig einen weiteren Punkt (;,
der auch mit z; _, oder mit 2, zusammenfallen kann und bilde die Linien-

summe n :
;élf(cl) Az = L,. (33)

Strebt sie mit immer feinerer Unterteilung (n — 0o, | 4z;| — 0) einem
festen, von der Wahl der Zwischenpunkte und der Art der Unterteilung
unabhéngigen Grenzwerte zu, so heiflt dieser Grenzwert das bestimmte
Integral der komplexen Funktion f(z) lings des Weges (C) zwischen
den Grenzen z = 2, und z = z; in Zeichen

lim L, = [ f(z) dz. (34)
20 (O)

Der Wert des Integrals hingt auler von der Funktion f(z) noch von
den Grenzen des Integrales und im allgemeinen auch vom Verlauf
des Weges (C) ab.

Man kann wie im reellen Falle zeigen, daB das Integral, d. h. der
lim L, existiert, wenn f (z) lings des Integrationsweges stetig ist.

Der Zusammenhang zwischen dem bestimmten Integral und dem
unbestimmten, dessen Auffindung in der reellen Integralrechnung ja
das Hauptproblem bildet, wird nun fiir analytische Funktionen f (2)
durch den folgenden Satz hergestellt.

3. Der Hauptsatz der Funktionentheorie. Es sei f (z) in einem einfach zu-
sammenhingenden Bereiche (B) iiberall analytisch und eindeutig, dann ist
1. das bestimmte Integral

ff(z)dz

2 (0)
unabhéngig vomVerlaufe desWeges(C),also
nur eine Funktion F (z) der oberen Grenzez,
2. F (z) ist ebenfalls iiberall analytisch
im gleichen Bereiche (B),

Abb. 6. Zum Hauptsatze der . . « 4 s .
Funktionentheorie. 3. die Ableitung von F (z) ist identisch

mit dem Integranden f (z).
Wird die Behauptung 1. einen Augenblick als bewiesen vorausge-
setzt, so folgt fiir zwei beliebige stiickweise glatte, ganz in (B) verlaufende
Wege (C) und (C,) (sieche Abb. 6), die die Punkte z, und 2, verbinden:

¥4 z 20
20 (C) 20 (Cy) z (Ch)
oder
z 20
+[ =0
d. h. 2 (0) 2z (Cv

$1()dz=o: (35)
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Das Integral iiber einen beliebigen geschlossenen Weg hat unter den
obigen Voraussetzungen den Wert Null. In dieser Form heifit Behaup-
tung 1. der Cauchysche Integralsatz oder der Hauptsatz der
Funktionentheorie.

4. Fortsetzung. Beweis der Behauptung 1. (des Hauptsatzes der
Funktionentheorie). Man gehe auf die Liniensumme (33)

Ln :]évjl.f(é‘.’.) ° Azl

zuriick und wahle {, = z,. Dann ist
z= z+ iy,
AZ;_ =Ax;, -+ ZAy;_
and firr {(2) = u(z, y) + iv(x, y)
1(8) = f(z2) = (s, ya) + to(zs, ya) -
Somit wird die Liniensumme

n
L, :;_Z;[u(xh Y1) + 1o (@, y2)]- [day + 14 y;]

Z.Zn'[u(xz’ Ya) - Ay — v(2, ¥3) - Ayil

=1
+ a%[”(x}.s ya) - Ay + w(xs, ya) - Ays] -

Nimmt man hier den Grenziibergang
n—>oo, alle Adz;—~0, Ay,—0

vor, so geht L, in das bestimmte Integral (34) iiber, weil f () im ganzen
Bereiche analytisch und daher auch lings des Integrationsweges stetig
ist; die beiden Summen auf der rechten Seite gehen dabei in die reellen
Linienintegrale iiber, und es wird

z z, Y x.y
lim L, = f/(z)dz = f (vdx — vdy) + 1 f (vdz + udy).
n— o 2o (C) Zo, Yo (C) 2o, Yo (C)

Wahlt man fiir (C) einen geschlossenen Weg, so ist
$f(x)dz = § (wde — vdy) + 1 § (vdz — udy).
©)

Nach der Voraussetzung soll nun f(z) analytisch sein, es miissen
also die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten:
du_ov  ou_ _ov
oz~ 0dy’ dy oz’
Das sind aber nach dem GauBschen Integralsatze gerade die not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das Verschwinden der
A
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beiden Integrale. Somit ist der Beweis! erbracht, daf3
$f(2)dz=0
z
ist, oder was dasselbe besagt, dal F (z) = f f(?)dz vom Integrations-
wege unabhéngig ist. *

5. Fortsetzung. Beweis der Behauptungen 2. und 3. Man zerlege

Mﬂ=J&@M=ﬂﬂ%w+iW%m

und findet nach dem Vorhergehenden

2z
sz(udm—vdy),

29
z
V= [(vde + udy).
Auf Grund der Identitat ?
z
x oU
U =f<79—x~dx + Wdy)

2o

gibt der Vergleich mit oben

1 oU
'5'2;—:%, '5?/‘——17,
und in gleicher Weise
oV ov.
—a;;:?), 5;=u,
daraus folgen
oU _ av ) 4
7 oy oy T o

die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir den reellen
und den imaginéiren Bestandteil von F (z).
Somit ist F' (z) analytisch und besitzt eine Ableitung F” (z) mindestens
im gleichen Bereiche (B) wie f (z). Damit ist die Behauptung 2. bewiesen.
Nachdem das Bestehen von F”’ (2) nachgewiesen ist, kann man nach

(9) schreiben: d 9 U ov
Fl(z) = P (@)=5-F() =5, +i5

und nach dem Vorhergehenden
@) =u+iv=((),
womit Behauptung 3. bewiesen ist.

1 Dieser auf dem GauBschen Integralsatze beruhende Beweis erfordert natiir-
lich auBler den obigen Voraussetzungen noch diejenigen, die beim Beweise des
Gaufllschen Integralsatzes selbst gebraucht wurden, insbesondere da8 die partiellen
du Odu Jdv 0Jv
92’ 3y’ 9a 3y
satzes der Funktionentheorie, die hiervon frei sind.

Ableitungen stetig seien. Es gibt andere Beweise des Haupt-
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6. Mehrfach zusammienhiingende Bereiche. Der Cauchysche In-
tegralsatz war unter der Voraussetzung abgeleitet worden, dafBl die
geschlossene Kurve einen einfach zusammenhéngenden Bereich um-
schlieBt, der ganz in dem Definitionsbereiche () der Funktion f(z) ge-
legen ist. Wenn f (z) iibrigens auf dem Rande von ($8) iiberall analytisch
ist, gilt der Cauchysche Integralsatz auch fiir diese Randlinie. Er gilt
aber auch noch, wie wir sehen werden, wenn der eingeschlossene Bereich
mehrfach zusammenhingend ist. In Abb. 7
ist ein Bereich (%) von dreifachem Zusam-
menhange dargestellt; bei diesem sind erst
drei von den Kurven, die je zwei beliebige
Punkte des Randes verbinden, erforderlich,
um ihn in zwei getrennte Bereiche zu zer-
legen; denn z. B. A B und CD zerlegen ihn
noch nicht, sondern verwandeln (%) in einen
einfach zusammenhéngenden Bereich, wenn
man nur festsetzt, daf die Schnitte A B
und C'D nicht iiberschritten werden diirfen. Abb.7. Dreifach susempmenhingen-

Um den Cauchyschen Satz auch fir mehr- ’ ’
fach zusammenhingende Bereiche (B) abzuleiten, verwandle man den
Bereich durch Einziehen geeigneter Schnitte, wie 4 B, CD, in einen
einfach zusammenhéngenden, gehe nun von einem beliebigen Punkte P
des Randes aus und durchlaufe ihn in irgend einem Sinne, etwa dem
in Abb. 7 durch Pfeile angedeuteten, mathe-
matisch positiven, bei dem das Innere des Be-
reiches stets zur Linken bleibt, bis zuriick zu P.
Dabei sollen die Schnitte 4 B, CD, die die ge-
trennten Rénder (C,), (C,), (C5) verbinden, im
Hin- und Hergange durchlaufen werden. Ist f(z)
eine im Innern von (B) und auf allen Randern
(Cy), (Cy), (C;) analytische Funktion, so ist sie
auch auf 4 B, CD analytisch, mithin ist das In-
tegral § f (z) dz, erstreckt iiber den Gesamtranddes 1, 5. zur Integration um
aufgeschnittenen, nunmehr einfach zusammen. ©nen dreliach musammen-
hingenden Bereiches gleich Null. Das Integral
zerfillt aber in eine Summe von mehreren einzelnen, von denen sich
die itber AB und BA, CD und DC erstreckten aufheben. Somit ist

§ + §+ §f@z)dz=0;
(C1) (C2) (Cy)
hierbei ist (C;) im mathematisch positiven Sinne durchlaufen, dagegen

(Cy) und (C,) im negativen. Wenn alle Rander in demselben (positiven)
Sinne durchlaufen werden, ist (Abb. 8):

$/R)dz=§ f(z)dz + $f(z)dz. (36)
(G @) @
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Diese Formel ist deswegen wichtig, weil sie auch dann gilt, wenn f(2)

im Innern der von C,, C; umschlossenen Gebiete nicht analytisch ist.

Beachtenswert ist der Fall des zweifach zusammenhingenden Bereiches
(Abb. 9). Hier ist

$1(2)dz = § f(2) dz; (37)
© i

d.h. man kann den geschlossenen Integrationsweg (C)
durch jeden anderen, ganz in seinem Innern liegen-
den (K) ersetzen, wenn nur f(z) in dem Ringbereiche
. 4 zwischen (C) und (K), sowie auf (K) selbst noch
bb. 9. Zweifach . . .
zusammenhingender  analytisch ist; im Innern von (K) braucht dagegen
Bereich. . . .
f(2) nicht analytisch zu sein.

7. Beispiele zum Hauptsatze der Funktionentheorie. a) Das Integral

dz
7Z
(©
zu berechnen.

Die Funktion f(z) = —i- ist fiir jeden Wert z analytisch, auBler fiir

2z =0. Wenn daher die einfach geschlossene Kurve (C) den Nullpunkt nicht
umschlingt, hat das Integral den Wert Null.
Wenn aber (C) den Nullpunkt umschlieft,
so schlage man um den Nullpunkt einen
Kreis (K) von hinreichend kleinem Halb-
messer g, so daB K ganz innerhalb (C) ver-
lguft (Abb. 10). Dann ist nach (37)

dz dz
z Y z°
) © )
Abb. 10. Integrationsweg um- Mit
schlieft den Nullpunkt. . ,
z=0-€7, o=lz; @ = arc (2)
ist fiir den Kreis (K) o = konst, ¢ = 0...27, daher
o dz .
dz=p9-¢7-1dg, S —ido,
also
2x
dz .
@z _ =9
43 . z’fd(p e
s 0
Somit ist

nicht umschlief3t,

dz 0 .
= je nachdem (C) den Ursprung

2mi umschlieBt.
©)
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b) Zu berechnen: § (z — z,)™®dz, wenn m ganzzahlig ist.
c

Wenn m = 0 ist, (d)an.n ist f(z) = (z — z,)™ fiir jeden Wert von z
analytisch, und dann hat das Integral den Wert Null. Wenn aber m << 0,
dann ist f(z) fir z = 2, nicht mehr analytisch. Umschlingt jetzt der
Integrationsweg (C) den Punkt z, nicht, so ist auch jetzt noch das Integral
gleich Null. Wenn aber (C) den Punkt z, umschlieBt,
so schlage man um z, einen Kreis (K) von so kleinem
Halbmesser g, daBl (K) ganz im Innern von (C) ge-
legen ist (Abb. 11). Dann ist nach (37)

$(z—2z)mdz=§ (z — z)™dz.
(K)

©
Mit
z2—2)=0-€7, o = konst; dz = pé?id
. . . Abb. 11. Integrationsweg
wird das Integral iiber den Kreis (K) umschlieBt den Punktzo.

ei(nm-l)q,?]z;Z

2 27
(i):(‘!'Qm.eimlﬁ-gei‘”-id(p:igm'*'l-J‘ei(m+1)¢d¢p:igm+1.L_(m_rl_) .

m+ 1

_ @ Teim+127 _ 01 — S
=i [ettm =0, wenn m + 140, also m=~7
Fir m = — 1 wird der Integralwert 2 7. Somit ist

0 im allgemeinen,’
§ (2 — zp)dz = (39)
(©) 27, wennm + 1= Ound (C) den Punkt zyumschlieBt.

8. Abschitzung des Integralwertes. Es sei f(z) eine auf der rektifi-
zierbaren Kurve (C) analytische und auf dem Kurvenstiicke von z,
bis z dem Betrage nach beschrinkte Funktion, d. h.

fe)| =M,
wo M eine feste reelle Zahl bedeutet.
Dann gilt fiir das Integral langs (C) die Abschétzung
2
[zl < m-1, (40)
20 .

wenn [ die Bogenlidnge des Kurvenstiickes (C) von z, bis z ist.
Beweis: Setzt man in der Liniensumme (33) die Absolutwerte
und fiir |f({;)| die obere Schranke M, so gilt
z n
|[1()dz| < M -lim 3|4z
0 =1
Es ist aber ?

n Z d .
lim 3(dz| = [|dz| = [ Vda? + dy? =1.
2=1 20 20

9. Bemerkungen zum Hauptsatze der Funktionentheorie. a) Wir
werden spéter (in 14) beweisen: wenn umgekehrt f(z) in einem ein-
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fach zusammenhéingenden Bereiche () iiberall stetig ist, und wenn fiir
jede geschlossene Kurve (C) in (B)

$f(x)dz=0
©

ist, so ist f (z) in (B) iiberall analytisch. Dieser Satz (von Morera) stellt
also die Umkehrung des Cauchyschen Integralsatzes dar.
b) Natiirlich gibt es auch Falle, in denen

$i@dz=0
©)

ist, ohne daB f(z) im Innern von (C) iiberall analytisch ist. Zum Beispiel
kann man in folgendem Falle, der hdufig genug vorkommt, allein aus den
Eigenschaften von f(z) lings des Integrationsweges (C) schlieBen, daB
das Integral verschwinden muf: wenn 1. f(2) langs (C) stetig ist —
andernfalls wire die Existenz des Integrales selbst in Frage gestellt —
2. f(z) die Ableitung einer anderen Funktion F (z) ist, die ihrerseits
langs (C) analytisch und eindeutig ist. Denn setzt man f(z) = F’ (z)
oder f(2)dz = dF (z) und nimmt auf (C) zwei beliebige Punkte z, und z,,
so hat man

$1e)dz =Zde<z> +zde<z) =F(z) — F(z) + F(z)) — F(z)) = 0

Vgl. hierzu das Beispiel 7b fiir m < — 2.
¢) Manchmal 148t sich auch das Integral

f]‘(z)dz

20 (C)
aus der Erklarung als Grenzwert einer Liniensumme (33) unmittelbar
errechnen. Zum Beispiel ist f(2) = 1, so hat man

4

fdz—hmz (sa—2z_q) =lim(z — z) =2 — 2 (41)
1=1

unabhéngig vom Integrationswege; also ist
fdz=0. (42)

Oder fir f(z) = 2z setze man zuerst {, = z,, sodann C , =2,_1; dann
entstehen die Liniensummen

n
L, =}_2122 (22— z5-1)
und )

n
2 Z-1(z2— 22-4),

deren Summe

n
L+ L,=3@E—nmza 1+ u_1m—2_,)=22—23

=1
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ist. Also ist s
lim L, + im I, = [2dz = 2 — 22, (43)
20

ebenfalls unabhéngig vom Integrationswege, mithin ist auch
$2dz=0. (44)
10. Die Cauchysche Integralformel. Es sei wieder f (z) eine im Bereiche
(®B) iiberall analytische Funktion; man betrachte jetzt die Funktion
1(z)

b
z—2z

worin z, eine im Innern von (%B) gelegene Stelle ist. Diese Funktion ist
nicht analytisch in (%). SchlieBt man aber den Punkt z, durch einen
Kreis (K) von hinreichend kleinem Radius ¢ aus dem Bereiche (8B) aus
(vgl. Abb. 11), so gilt nach (37)

1@ dz _ 4, 12 dz
z2—zy z—z °
© (K)

Langs (K) ist (Einfithrung von Polarkoordinaten)

2 =067+ z; dz=0€?-idp; S =1idg
0
und also 5
d . .
§ 105 oo +29-sa5. o
© 0

Da f(2) als analytisch vorausgesetzt wurde, gilt die Stetigkeits-
bedingung .
[f(zo+ 0€?) — f(z0) | <&,
sofern

loe'?| <nle), d.h. [o|<mn(e)
ist und & eine beliebig kleine positive Zahl, 7 (¢) aber eine durch &
bestimmte ebenfalls positive Zahl bedeutet. Man kann diese Bedingung
auch in der Form schreiben:

fzo+ 0€?) = f(z) + 7,
wobei 9 eine komplexe GriBe mit der Eigenschaft |# < ¢ bedeutet.
Nunmehr 148t sich das Integral (45) in folgende Form iiberfiihren

fode 3 = "
€ﬁ¥‘_ —i[fe)dp+ifddp=2mif(zg)+i [Ddg.
© TR e 7= "t

Das zweite Integral 148t sich abschétzen:

27 27
ifﬁ(lq)l<efd<p=a-2n,
p=0 =0
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daher ist

1692 9 it | <& 2a.

z— 2z

©
Da nun ¢ beliebig klein gewahlt werden darf, so folgt daraus
z)-dz .

4‘)6—’_—5=2m-m), (46)

oder, lediglich mit anderen Bezeichnungen,
1 ¢ .
) =2-n—i93{‘_)zdc. (47)
©

Dies ist die Cauchysche Integralformel. Sie lehrt, den Wert der
Funktion f (z) im Innern eines einfach zusammenhangenden Bereiches (B)
aus den Werten der Funktion am Rande (C) zu berechnen.

Auch diese Formel gilt fiir mehrfach zusammenhéngende Bereiche,
wenn nur alle einzelnen Rénder im mathematisch-positiven Sinne
(das Innere zur Linken!) durchlaufen werden.

Wendet man die Formel (47) auf einen Kreis mit dem Mittelpunkte z
an, so hat man { —z = r¢’?, d{ = ({ — z) id@ zu setzen, und erhilt

27
1 =217,ff(6)d¢; (48)
=0

d. h. der Funktionswert im Mittelpunkt eines Kreises ist gleich dem
arithmetischen Mittelwert ihrer Randwerte. Bezeichnet man mit M
das Maximum der Randwerte |f (£)|, so ist nach der Abschétzungsformel
40):

4o f@)| =M. (49)
Und hieraus folgt weiter, daBl das Maximum des absoluten Betrages
einer analytischen Funktion nicht im Innern eines Kreisbereiches ge-
legen sein kahn, es miilte denn f (z) selbst iiberall den festen Wert M
haben.

11. Das Poissonsche Integral. Man wihle in der Cauchyschen
Integralformel als Randkurve einen im Definitionsbereiche (%) der Funk-
tion f(z) gelegenen Kreis vom Halbmesser R, dessen Mittelpunkt als
Nullpunkt der z-Ebene genommen werde; das ist immer méglich, indem
man z — ¢ statt z setzt, wo ¢ die dem Mittelpunkt etwa zukommende
komplexe Konstante bedeutet. Es sei 2 = r+¢!% ein innerer Punkt dieses
Kreises (r < R), so hat man nach der Cauchyschen Integralformel (47)
mit { = R-e'? on

: 1 R-¢i?) . Ret? =
f('r- 67’(’7) = ?7; O%F— ad . (OO)
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Weiter sei z, = r,-¢’?* ein Punkt in (9B), jedoch auBerhalb des Kreises
gelegen (r, > R), so ist )
2

z—2
innerhalb des Kreises analytisch. Das Kurvenintegral dieser Funktion
lings des Kreises vom Radius R verschwindet deshalb:

27
2m,) Rei? —ren
9=0
Man wihle nun insbesondere z, so, daf3
R2
arc (z,) = arc (), =
wird. Bei dieser Wahl geht der Punkt z,
aus z durch eine Transformation mittels
reziproker Radien hervor, deren Zentrum Abb. 12. Reziproke Radien.
der Nullpunkt (Mittelpunkt des Kreises
vom Radius R) ist. In Abb. 12 ist angegeben, wie man z, konstruieren
kann, wenn z gegeben ist.
Indem man das Integral (51) von dem ersten (50) abzieht, kann man
das Ergebnis nach einer einfachen Zwischenrechnung in folgender Weise
zusammenfassen :

RZ___r2

27
. 1 .
f(r.e“p):ﬂff(Re“})R2—2chos(<p-19)—l—rzd0' (52)
9=0

Jetzt zerlege man f(z) = w in Realteil 4 und Imaginirteil v; dann gilt
fiir beide eine Formel von der Form

1 ~ R /19 R2—-7‘2
u(r, <P)=§7tf“( V) B 9 Rroos(g —9) F Rd%.  (53)
9=0

Diese Formel heiBt das Poissonsche Integral. Da u der Potential-
leichung geniigt:

g g genug Au=0,

so 16st das Poissonsche Integral die sogenannte erste Randwertaufgabe

der Potentialtheorie fiir einen kreisférmigen Bereich, indem danach das

Potential fiir einen beliebigen inneren Punkt aus den Randwerten be-

rechnet werden kann. Insbesondere ist fiir den Nullpunkt (r = 0)

27

uw(0,0) = 5 f w(R, 9)-d9 . (54)

90
% (0, 0) ist also der Mittelwert von u lings des Randes fiir den Polar«
winkel 4 als Argument der Mittelbildung.
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Hieraus folgt noch, daB u (r, @), das als stetige Funktion ja mindestens
ein Maximum und ein Minimum in jedem berandeten Bereiche haben
muB, diesen groBten und kleinsten Wert auf dem Rande selbst an-
nehmen muB.

12. Ableitungen einer analytischen Funktion. Eine in einem Be.-
reiche (%) und auf seinen Rande (C) analytische Funktion besitzt in
jedem inneren Punkte von (%B) Ableitungen beliebiger Ordnung, und
diese sind sdmtlich in (%B) analytisch.

Zum Beweise bilde man den Differenzenquotienten

fzo+h) — f(z0)
h H
wobei sowohl z, als auch noch z, 4 & in dem Bereiche (%) liegen sollen.
Mittels der Cauchyschen Integralformel (46) kann dafiir geschrieben
werden:
e+ h) —f(z0) _ 1 {56 f@ydz f(z)dz}
h 27ih z—2zg—h z2— 2
©)

! f(z)dz
T 27 Y e—z)(z—2—h)

1 J f(z)dz 1(z)dz
s P0G e SO )

Bei geeigneter Einschrankung von || ist nun

Q) —u.

(2 —20)%(z —2g—h) | =

daher kann man nach (40) abschétzen:

feot B) —fz) 1 [ f)az 2]
T T am zz_zl))z,‘éM'l?;’
©)

worin [ die Bogenlinge des Integrationsweges (C) bedeutet.
Nimmt man jetzt den Grenziibergang h — 0 vor, so wird

: + ) — , 1 2)d
)

h—0

oder in anderer Bezeichnung

y 1 1@ ads ~
1E) = 5 D (55)

(©)
Man erkennt durch Vergleich mit der Integralformel (47) fiir f(z), daB
man die Differentiation nach z rein formal unter dem Integralzeichen
vornehmen darf. Indem man diese SchluBweise wiederholt, findet man,
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daB man auch weiter rechts unter dem Integralzeichen differenzieren
darf, und man erhilt

2 f(dg

'@ =5 C—2 (56)
! d
@) = g P L5 (5)

Diese Formel (57) stellt also die n-te Ableitung einer analytischen Funk-
tion in Form eines bestimmten Integrales dar, unter dem die Funktion
f(2) selbst auftritt.

13. Fortsetzung. Beispiele. Aus den SchluBfolgerungen des vorigen
Paragraphen ergibt sich ohne weiteres, daB eine in einem Bereiche
analytische Funktion f(z) dort Ableitungen beliebig hoher
Ordnung besitzt, und daB diese sémtlich ebenfalls analy-
tische Funktionen sind.

Dieses Ergebnis ist insofern merkwiirdig, als allein aus der Tat-
sache, daB f(z) differenzierbar ist, mit Notwendigkeit folgt, daB f(z)
auch Ableitungen jeder Ordnung besitzt. Im Reellen ist das bekannt-
lich keineswegs so. Man kann nicht einmal behaupten, daB, wenn f ()
differenzierbar ist, auch nur die Ableitung {'(x) stetig sei, geschweige
denn differenzierbar.

Wir wollen nun zunichst die Cauchyschen Formeln (47), (55),
(56) und (57) auf einige einfache Funktionen anwenden.

a) Fir f(z) = 1 liefert (47) unmittelbar

2 =2
in Ubereinstimmung mit (39); und (57) ergibt, da jede Ableitung von
f(2) verschwindet:

d¢
fﬁ(ﬁ =0 (el
b) Es sei f(z) = z; dann erhilt man aus (47)
2niz=§ﬁ§fi. (58)

Es verlohnt sich, diese Formel durch unmittelbare Ausrechnung zu be-
weisen. Dazu ersetze man die Kurve (C) durch einen ganz von ihr um-
schlossenen Kreis (K) vom Halbmesser ¢ und dem Mittelpunkte z (etwa
wie Abb. 11 angibt). Das Integral (58) ist dann nach (37) gleich dem
iiber den Kreis zu erstreckenden. Hierin setze man { = z + ge!?, so
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ist lings des Kreises (K) ¢ die Integrationsverinderliche, und man hat
schlieBlich

27
SﬁCdc Cdc f(2+ee“”)@d¢—2mz+9@fei”’dq)=2”“’
©) (K) e

da das letzte Integral verschwindet, also dasselbe Ergebnis wie vorher.
¢) Ist wieder f(z) = 2, so ergeben die Formeln (55) und (57) un-
mittelbar

27”——& CBC 0—4} tdl (n > 2, ganzzahlig). (59)

— )"

Der Leser versuche zur Ubung auch diese Integrale durch unmittelbare
Berechnung zu ermitteln.

d) Es sei f(2) = z™ (m beliebig). Ist m < 0, so soll der Nullpunkt
auBerhalb des von der Kurve (C) umschlossenen Bereiches liegen. Jetzt
hat man

fMmEyY=m@m—1)(m—2)---(m —n+ 1)zm ",
und damit liefert (57):

2at-m(m—1)(m—2)---(m —n-+ l)zm—”zn!gg\(c—%ﬂ%f—;l

oder nach Division durch »n! und Benutzung des Binomialkoeffizienten

LmN tmd C . .
271 (n ) m—n — ﬁ(é‘ i (m beliebig; » = 0, ganzzahlig). (60)

e) SchlieBlich sei noch f(z) = e?, dann ist f™ (z) ebenfalls gleich e?,
und man hat nach (57)

2mez:nz§ﬁ(c—ff—)€m. (61)

Die Integrationskurve darf dabei beliebig in der z-Ebene gelegen sein,
da die Exponentialfunktion in der ganzen Ebene analytisch ist. Man
ersetze die Integrationskurve wieder durch den Kreis (K) um den Punkt z
als Mittelpunkt und mit beliebigem hinreichend kleinem Halbmesser.
Fiir { = 2z + 0¢'? wird dann aus (61):

2mie? = n'—— fexp (0€'?)-e~™?idp,
q,_

daher

27" = n! fexp (ocosg -+ i(osing — ne))de,

@=0
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und daraus durch Trennung des Reellen vom Imaginéren:
27

2n—f£ = f €2¢%3%? cos (psingp — ne)de, (62)
p=0
2z

0= f e2®5?gin (psin g — ne)de. (63)
p=0

Diese Integrale diirften schwieriger zu berechnen sein, wenn man nur
die Mittel der reellen Integralrechnung benutzt.

14. Beweis des Satzes von Morera. Wie bereits in 9 bemerkt, ist dieser
Satz die Umkehrung des Cauchyschen Integralsatzes und lautet
folgendermaBen: Wenn f(z) in einem einfach zusammenhingenden
Bereiche (B) iiberall stetig ist, und wenn fiir jed e geschlossene Kurve (C)
in ()

$ 1) dz =

(%)
ist, so ist f(2) in (%B) tberall analytisch.
Beweis: Da jedes geschlossene Integral in () verschwindet, ist
das Linienintegral

F(2) ==ff(<f.

vom Wege unabhéngig und allein eine Funktion des Endpunktes z. Nun
hat man, wenn z + A ebenso wie z in (B) gelegen ist,

e

z+h

F(z—[—h) ff

Aus der angenommenen Stetigkeit der Funktion f () folgt aber

(&) =1 + ¢, 2)
mit |@ (, 2)] < ¢, falls nur |{ — 2| hinreichend klein ist. Demnach wird

z-+h
%F(Z_’M})?:_F.(Q_f(z)l:i%.f (¢, )dCx< e-lhl=¢,
' i
d. h. es ist
h—0 h

F (2) ist also eine analytische Funktion von z mit der Ableitung f(z).
Nach 12 ist aber diese Ableitung wieder eine analytische Funktion,
was zu beweisen war.

15. Darstellung einer analytischen Funktion durch die Cauchysche
Integralformel. Ist f(() in allen Punkten [ einer Kurve (C) stetig, so
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ist fiir jeden nicht auf (C) gelegenen Punkt z

1 [HDdg
(p(z) 27m |C—z

(64)

eine analytische Funktion. Ist nidmlich auch z + % ein nicht
auf (C) gelegener Punkt, und bildet man

P+h) —p@) _ f f(&)de
T h T 2ai) C—2)(C—z—h)’

so kann wie in 12 gezeigt werden, daB

lim?z+h) —ek) _ 1 [ j)dl
h—>0 h 2n1,) (& — 2)?
©)
sein muB. Das Integral existiert aber, weil die zu integrierende Funktion
auf dem ganzen Integrationswege stetig ist. Also hat ¢(z) fiir jeden
nicht auf (C) gelegenen Punkt eine Ableitung, ist also auBerhalb (C)
iiberall analytisch.

Freilich ist nicht gesagt, daB fiir geschlossene Kurven (C) die ,,Rand-
werte‘‘ @ ({), falls sie iiberhaupt existieren, mit den Werten f({) iiber-
einstimmen. Dies ist auch gar nicht immer der Fall. Zum Beispiel, wenn
f(2) in eirem Bereiche (B) mit der Randlinie (C) analytisch ist, und 2

auBerhalb von (C) liegt, so ist —f—— )‘ fiir alle Punkte in (8B) und auf (C)

ebenfalls analytisch; also ist na.ch dem Cauchyschen Hauptsatze (35)
_ 1 f(§)ag
©)

=0.

Die Randwerte von @ (2) stimmen also gewi8 nicht mit den Werten
f (&) iberein.

D. Potenzreihen im Komplexen.
1. Allgemeines iiber unendliche Reihen im Komplexen. Es sei
Wy, Wy, Wy . ..

eine unendliche Folge komplexer Zahlen w;, = u,; + iv; (A=1,2, 3, ...).
Falls sowohl die unendliche Reihe u; -+ %, + - - - wie auch die unend-
liche Reihe v, ;- v, - - -, die beide reelle Glieder haben, konvergiert,
und wenn ihre Summen % und v sind, so heiBit die Reihe mit kom-
plexen Gliedern w, -+ w, + - - - konvergent, ihre Summe % —+ v, d. h. esist

lim (w; + wy + -+ -+ w,) =u + iv.

n—>o0

Fir Reihen mit komplexen Gliedern gilt folgender Hilfssatz:
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Wenn |w,| + |w,| + |ws| 4 - - - konvergiert, dann konvergiert auch
wy + wy + wy + - - - Es ist ndmlich |w;| = Yu} + v} =|u,|, und auch
|w;| = |v,|. Die Reihe |w,| + |w,| 4 - - - ist also eine Oberreihe sowohl
der Reihe |u| + |uy| 4 --, als auch der Reihe |v;| + |vy| + - - -,
mithin konvergieren diese, demnach auch u; + %, + -+ und v; + v, 4 - - -,
also auch die Reihe w; 4+ wy + + - -.

2. GleichmiiBige Konvergenz. Es seien jetzt die einzelnen Reihen-
glieder w, Funktionen der komplexen Verdnderlichen z. Falls die Reihe
w; + w, + - - - konvergiert, so ist auch ihre Summe ¢ (z) eine Funktion
von z:

w;(2) + () +w(2) - + - =lim(wy () + (D) + - - -+ 0, (2)) = 9 (2).

n— oo
Das bedeutet genauer folgendes: Es sei
T(2) = @) — (Wi (2) + wa(2) + - Wy (2) = Wypy (&) 4+ Wy pp(2) + -
der nte Rest der Reihe; dann mufB3 sich nach Annahme einer reellen,

beliebig kleinen, positiven Zahl ¢ eine ebenfalls reelle positive Grofe
N = N (g, 2) so bestimmen lassen, daf3

[r(2)| < e wird fiir alle n> N(e,z).

Die Schranke N, die die Mindestzahl der Glieder bestimmt, die man
addieren muf}, um den Best r, der Reihe unter einen vorgegebenen Be-
trag ¢ zu driicken, hangt im allgemeinen von dieser Gréfe ¢, wie auch
vom Argumentwertz ab. Falls nun aber fiir alle Werte von z eines
Bereiches der z-Ebene N nicht von z, vielmehr nur von ¢ abhéngt, heif3t
die Reihe in diesem Bereiche gleichmaBig konvergent. Der Begriff
der gleichméBigen Konvergenz ist fiir die folgenden Betrachtungen be-
sonders wichtig. Einige Eigenschaften der gleichmiBig konvergenten
Reihen sind schon aus der elementaren Reihenlehre im Reellen bekannt ;
ihre Beweise lassen sich wortlich auf das Komplexe iibertragen, wes-
wegen sie hier fortgelassen sind.

a) Satz von WeierstraB. Eine unendliche Reihe

wy (2) + wy(z) + -
ist in einem Bereiche (B) gleichméBig konvergent, wenn
|wi(2) | < a, A=1,2,3,..)

und die Reibe mit den positiven festen reellen Gliederna,: a; + a, - - - -
konvergent ist.

b) Eine in einem Bereiche (B) gleichmiB8ig konvergente Reihe
w; (2) + wy(2) + - - -, deren Glieder in diesem Bereiche stetige Funk-
tionen von z sind, hat in diesem Bereiche auch eine stetige Funktion zur
Summe.

c) Eine in einem Bereiche gleichm#Big konvergente Reihe
w; (2) + wy(z) + - - -, deren Glieder in diesem Bereiche stetige Funk-

Rothe-Ollendorff-Pohlhausen, Funktionentheorie. 3
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tionen von z sind, 148t sich lings jeder im Innern dieses Bereiches ge-

legenen Kurve (C) gliedweise integrieren. Darunter ist folgendes zu
verstehen: Ist f(2) = w; (2) + wy(2) + - - -, so ist auch

ff(z)dz= fwl(z)dz —}—ng(z)dz—l— e
©) ©) (

Bei gleichmiBig konvergenten Reihen darf man also im Innern des
Bezirkes der gleichméiBigen Konvergenz die beiden Grenziibergéinge
(Reihensummation und Integration) vertauschen. Die Integration ist
gliedweise erlaubt.

3. Darstellung einer analytischen Funktion durch eine gleichmiBig
konvergente Reihe gegebener analytischer Funktionen (Doppelreihensatz
von Weierstraf). Es seien f,(z) (A = 1,2, 3, ...) unendlich viele Funk-
tionen, die in einem Bereiche (B) und auf seinem Rande (C) durchweg
eindeutig und analytisch sind. Wenn die Reihe

1@ =1 +fa(2) +15() + - - - (65)

iberall in (B) und auf (C) gleichméBig konvergent ist, so stellt ihre
Summe f(z) dort ebenfalls eine eindeutige und analytische Funktion
dar, ihre Ableitung kann in jedem ganz im Innern von (%B) gelegenen
Teilbereiche (B,) durch die Reihe

(&) =1+ fa@) + fs(2) + - - - (66)
bestimmt werden, und diese Reihe ist in (%B,) ebenfalls gleichméBig kon-
vergent. Man darf also unter den gemachten Voraussetzungen die Reihe
(65) gliedweise differenzieren.

Beweis. Da die Reihe 3 f,(z) in (8) und auf (C) gleichmaBig konver-
giert und aus lauter stetigen Summanden besteht, ist ihre Summe nach
2b gleichfalls stetig und die Reihe selbst nach 2¢ gliedweise integrier-
bar. Daher ist nach dem Cauchyschen Satze

$fQ)dl=¢3HQ)dl=3FH()dl=0,
) ) i A

da ja alle Funktionen f,(z) auf (C) analytisch sein sollen. Dasselbe Er-
gebnis findet man, wenn man die Integration statt iiber den Rand (C)
iber irgend eine beliebige andere einfach geschlossene Kurve erstreckt,
die ganz im Innern von (B) gelegen ist. Nach dem Satze von Morera
(C, 14) stellt also f(2) eine in (B) analytische Funktion dar. Um deren
Ableitung zu bestimmen, beachte man, daB auch die Reihe

o f1(2)
G2 (67)

langs (C) gleichméaBig konvergiert, jedoch darf der Punkt z nicht auf (C),
sondern muB} im Innern von (%B) gelegen sein. Diese Reihe ist daher eben-
falls gliedweise lings (C) integrierbar, womit nach (55) die behauptete
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Formel (66) bewiesen ist. Der nte Rest g, (2) dieser Reihe ist aber

0u(8) =fasr (2) + fasa(®) + - =§17i93£;(fn+1<c) t+fusa@ -

1 ac ©)
= mgg(c‘ﬁ’ ©.
©

wo 7, () den nten Rest der gegebenen Reihe 3'f,({) auf (C) bedeutet.
Wegen der gleichmiBigen Konvergenz dieser Reihe ist aber |r, ({)| < e.
Bezeichnet man nun mit § den kleinsten aller Werte, die |C — z[ an-
nimmt, wenn z fest im Innern von (%) bleibt, wihrend { den Rand (C)
durchlauft (Abb. 13), so ist nach (40)

1
|00(2)| < 5 5+ L= &1, (68)

wobei L die Bogenlinge der Kurve (C) bedeutet. Weil ¢ beliebig klein
war, ist auch &, beliebig klein zu wéhlen. Beschrinkt man nun z auf einen
beliebigen Bereich (%B,), dessen Randlinie (C,)

jedoch ganz innerhalb von (C) verlduft, so gelten

dieselben Schliisse, wofern nur unter ¢ die klein-

ste Entfernung zwischen den Punkten von (%B,)

und denen von (C) verstanden wird. Damit ist -

die gleichmiBige Konvergenz der Reihe 3 f;(2) oS
in jedem abgeschlossenen Bereiche (%;) nach-
gewiesen, der ganz im Innern von () gelegen
ist. Offenbar gelten dieselben Schliisse auch fiir
die Ableitungen beliebiger Ordnung; man braucht
nur in (67) die Potenz ({ — z)? durch eine hohere zu ersetzen.

Wir werden alsbald beweisen, daf3 jede analytische Funktion sich
durch eine Potenzreihe darstellen 1iBt. In diesem Sinne stellt also die
Formel (65) eine Reihe von Potenzreihen dar. Dieser Umstand erklart
die Bezeichnung als Doppelreihensatz.

4. Verallgemeinerung. Wir wollen nun eine weittragende Verall-
gemeinerung des Doppelreihensatzes aussprechen und beweisen, bei
der sich herausstellt, daB bereits die gleichmaBige Konvergenz
der Reihe 3 f,(2) auf dem Rande (C) des Bereiches (B) ge-
niigt, um alle sonstigen Aussagen des Satzes daraus ableiten zu kénnen.
Der Beweis ist natiirlich jetzt ganz anders zu fithren; hierbei zeigt sich
aufs schonste die Tragweite und die Stérke der funktionentheoretischen
Methoden. Vorausgesetzt sei wieder, daB f,(z) (A =1,2,...) in (B) und
auf dem Rande (C) iiberall analytisch und eindeutig seien; ferner daB
lings des Randes (C) die Reihe f, () + f5() + - - - gleichméBig kon-
vergiere. Behauptet wird: 1. In jedem ganz im Innern von (C) gelegenen
Bereiche (%B;) mit dem Rande (C,) konvergiert die Reihe 3'f, (2), 2. ihre

3%

Abb. 18. Kleinste Entfernung
zweier Randlinien.
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Summe ist in (8B,) analytisch, 3. die Reihe konvergiert in (%B,) gleich-
maBig, 4. ihre Ableitung in (%;) erhédlt man durch Differentiation der
einzelnen Glieder: 3/ f;(z), 5. diese Reihe der Ableitungen konvergiert
in (%B,) ebenfalls gleichmiBig, 6. sie besitzt dort Ableitungen beliebig
hoher Ordnung.

Beweis. Es sei [ eine Verédnderliche auf dem Rande (C) von (8). Da
dort die f,({) analytisch, also samtlich stetig sind, und da 3f, ({) gleich-
miBig konvergiert, ist auch ihre Summe f(J) = 3'f,({) eine stetige
Funktion von . Nun sei z ein Punkt im Innern von (%). Dann ist auch

die Reihe
f(C 2 fa (g
bei festem z, lings des Randes (C) gleichméBig konvergent, besteht

aus lauter stetigen Gliedern und hat eine stetige Summe. Sie darf also
nach 2c¢ gliedweise integriert werden, und man hat

1 ).(C a¢
273 y = 271 Ll —z
©) ©
Da aber die f,(z) im Innern von (C) iiberall analytisch sind, so ist auf
der rechten Seite die Cauchysche Integralformel (47) anwendbar, das
Ate Glied wird danach gleich f, (). Es ist also

§%§%%§=2%m. (o)
i

(%)}

Da nach C, 15 die linke Seite eine bestimmte Funktion ¢ (z) darstellt,
ist die Behauptung 1. erwiesen. Nach C, 15 ist auch ¢ () in einem Be-
reiche analytisch, in dem jeder Punkt z von den Punkten des Integra-
tionsweges (C) verschieden ist. Bei dem Bereich (%) mit EinschluB seines
Randes (C,) trifft das zu. Also ist auch die Behauptung 2. richtig. Be-
zeichnet man mit g, (2) den nten Rest der Reihe («), mit r, ({) den der
nach Voraussetzung gleichmaBig konvergenten Reihe 3f, ({), so ist
|7 (£)| < & fiir alle hinreichend groBen Werte von » und alle Punkte ¢
auf (C). Man braucht g, () nur in der Form

m@=nﬂw+nﬂw+~¢ﬁ%§£%m“@+mwm+m)

©)
1 ag
= 2 56 =l
©
zu schreiben, um genau wie in (68) zu erkennen, daB

1
lon(®)| < 5~ %—L——— &
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gemacht werden kann, womit die gleichmaBige Konvergenz (Behaup-
tung 3.) der X' f, (2) in (%B;) und auf (C,) bewiesen ist. Nun hat man

@ () =20
als gleichmiBig konvergente Reihe analytischer Funktionen in (%;) und
auf seinem Rande (C;) und hierauf kann man jetzt den Doppelreihen-
satz anwenden, woraus sich alle anderen Behauptungen miihelos ergeben.
5. Potenzreihen. Unter einer Potenzreihe versteht man bekannt-
lich eine Reihe von der Form

aG+a(z—a)takE—a?+ .-,
worin @, @y, @,, @, . . . komplexe feste Zahlen bedeuten. Dadurch, dafl

man z statt z — @ schreibt, d. h. durch eine Verschiebung des Anfangs-
punktes in den Punkt z = @ kann man stets die Potenzreihe auf die Form

% (2) =}§) a3 2 (69)

bringen. Einige einfache Sitze beweisen sich im Komplexen genau so
wie im Reellen:

a) Wenn eine Potenzreihe fiir einen beliebigen Wert z = 2, konver-
giert, so konvergiert sie absolut fiir alle Werte |z| < |z,|, d. h. an allen
Punkten der komplexen Ebene, die in einem Kreise liegen, dessen
Mittelpunkt der Nullpunkt ist, und der durch den Punkt z, geht.

b) Jede Potenzreihe B (z) konvergiert entweder nur fiir z = 0, oder
fur alle komplexen Werte von z (besténdig konvergente Potenzreihe),
oder drittens gibt es eine positive Zahl r (den Konvergenzradius)
der Art, daB % (2) fiir alle |z| < r konvergiert, fiir alle |z| > r divergiert.
Ubrigens ist

r=1 :limsup%.

n—>co
Beispiele.
PBz) =14 112+ 21224 3123+ - - - konvergiert nur fir z=0;
2
Pz) =1+ —lz—, —I-% + gi, + - - - konvergiert fiir alle z;
B()=14+2 +22 +2* + -.. konvergiert nur fiir |2| < 1.

Die zweite Reihe ist die bestéindig konvergente Potenzreihe mit der

Summe e?, die dritte ist die geometrische Reihe mit der Summe T2

und dem Konvergenzradius r = 1.

c) Der Kreis mit dem Konvergenzradius als Halbmesser heit der
Konvergenzkreis. Auf ihm gibt es wenigstens einen Punkt, in dem
die Potenzreihe (69) nicht mehr konvergiert.

d) Wenn zwei Potenzreihen 3 a;2* und 3 b, 2" fiir alle Werte |z| <r
den gleichen Wert haben, so sind sie identisch, d. h. es ist ay = b,
ay =0by, ag=b,, ...
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e) GleichméBige Konvergenz einer Potenzreihe. Jede Po-
tenzreihe konvergiert gleichméfBig im Innern und auf dem Rande eines
jeden Kreises um den Nullpunkt, dessen Radius kleiner als der Kon-
vergenzradius ist, d. h. der im Innern des Konvergenzkreises und zu
diesem konzentrisch gelegen ist.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus dem WeierstraBschen Satze 2a.
Denn ist r der Konvergenzradius, ¢ der Radius des inneren konzen-

trischen Kreises, und ist
0<l|z|<r,

so konvergiert die Reihe B (z)) = 3 ;2] absolut, und ¥ |a,| | 24| ist eine
konvergente Oberreihe mit festen Gliedern fiir dieReihe (z), wo || < pist.

6. Potenzreihenentwicklung analytischer Funktionen (Taylorsche
Reihe). Fir reelle Werte von z und h gilt bekanntlich die Taylorsche
Reihenentwicklung

fe+m =1+ 20 T g

falls f(z) fir reelles z beheblg oft differenzierbar ist und falls
im R, (z,h) = 0 ist, wobei unter R,(z,h) das nte Restglied der

N —>00

Taylorschen Formel verstanden wird.

Um diese Reihe auf das Komplexe zu iibertragen, setze man in der
Cauchyschen Integralformel (47) z = z, + h:

1 0)de
fla+ 1) = 5oy B 122

©)
Hierbei ist anzunehmen, da8 f(z) in einem Kreise (K) mit der Rand-
linie (C), der die Punkte z, und 2z, + % in seinem Innern enthilt, iiber-
all analytisch sei.

Nun hat man identisch

o 1
e N
)
=1 + + -
RSN *c— <c~z)2
b Bt
daher ist te—ar temarc—n-nl (10
1§ i@ f i
PET " {95 ~zo+hgg(c~—z
NNGL W f@dr
o SR GeEAtE
e m_j(Z)dC vavava :
+h+1§]g (AN (e h)] (T

Samtliché Integrale sind iiber die Randlinie (C) zu erstrecken.
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Nach der Cauchyschen Abschétzungsformel 148t sich aber zeigen,

daB
fim ’*"“?ﬁ f(©)as 0

e C—2)r+i(C—z—h

ist; andererseits sind die tbrigen Integrale nach (55), (56), (57) den
Ableitungen von f(z) mit den entsprechenden Fakultdten proportional,
womit die Taylorsche Reihe

7 h2 11 "y
fzo + B) =1 (20) + 2" (z0) + 57/"(20) + - - - (72)
oder ( o
, z—z
f(@)=1f(z0) + (2 — 20)f'(20) + 57 [" () + - - - (73)
bewiesen ist. Sie konvergiert innerhalb eines Kreises um z, als Mittel-
punkt, dessen Radius gleich der Entfernung von z, bis zu dem
nidchsten Punkte ist, in dem die Funktion f(z) nicht mehr analy-
tisch ist.
Nach (57) 1aBt sich die Taylorsche Reihe auch so darstellen:

f(ZO‘I“k) —-j%a;,h", (74)
worin
1 d
ai=2ni86(cf<ci )l(:” (1=0,1,2,3,...) (75)
— 2z .

©)

ist. Die Koeffizienten konnen daher auch durch Integration gewonnen
werden.

Die Tatsache, daBl jede analytische, d. h. differenzierbare Funktion
einer komplexen Verinderlichen sich in eine Potenzreihe entwickeln
1aBt, hat nicht ihresgleichen in der reellen Funktionentheorie. Dort
geniigt nicht einmal die Existenz sdmtlicher Ableitungen dazu, wie

das Beispiel f(z) = exp( x21 > zeigt.

7. Analytische Fortsetzung. Es sei f(2) in eine Potenzreihe nach
Potenzen von z — z, entwickelt

1) = Sante — 2o, (76)
wobei die Vorzahlen @, durch die Formeln (75) bestimmt sind und
worin z ein innerer Punkt des von (C) umrandeten Kreises (K;) mit
dem Mittelpunkte z, ist, in dem die Funktion f (z) iiberall regulir ist.

Ferner sei z; ein weiterer innerer Punkt dieses Kreises (K,); dann
laBt sich f(z) offenbar auch nach Potenzen von z — 2, entwickeln, und
diese Entwickelung gilt in einem Kreise (K;) mit dem Mittelpunkte z,,
wofern nur f (z) in ihm iiberall regulér ist. Es ist nun sehr wohl méglich,
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daB dieser Kreis (K,) iiber den vorigen (K,) hinausreicht (Abb. 14). Man
sagt dann, die analytische Funktion f(z) sei iiber den urspriinglichen
Entwicklungsbereich analytisch fortgesetzt worden. In dieser Weise
kann man fortfahren und kann die Funktion f(z) in einem Bereiche
der z-Ebene, unter Umstédnden auch in der ganzen Ebene durch Potenz-
reihen darstellen, deren jede nach WeierstraB3 ein Funktionselement
genannt wird.

Wir wollen uns die Verhéltnisse an einem einfachen Beispiele klar-

machen. Es handle sich etwa um f(z) = zl Man

erhélt, sofern der Kreis (K,) nicht den Nullpunkt
umschlieBt, fir die Entwickelung nach Potenzen
von z — z,:

1 dt L1
“= i P T = (0 g
also
Abb. 14. Analytische 1 1 z2—2zy , (2—z)?
P X o= —_— ...
ortsetzung p, a = - a = . (1)

Diese Reihe konvergiert in einem Kreise (K,) mit dem Mittelpunkte z,,
auf dessen Rande der Nullpunkt gelegen ist, d. h. im Kreisgebiete

|2 — 20| < |2] -
Denn fiir z = 0 hort f () auf, analytisch zu sein. Wahlt man nunmehr
einen von z, verschiedenen Punkt z, in diesem Kreise, so kann man ganz
analog entwickeln
1 _1_z—a

(2 —2)°
G

z oz 2 + -+
Diese Reihe konvergiert im Kreisgebiet (X,)
|z — 2| < |z,
welches das oben genannte Kreisgebiet (K,) bei geeigneter Wahl von z,
nur zum Teil iiberdeckt. Man kann sogar einen Punkt z, so wihlen,
daBl das Konvergenzgebiet (Kj), |z — z,| << |2,], keinen einzigen Punkt
mit (K,) gemeinsam hat, ndmlich wenn der Kreis (K,) den Kreis (K,)
im Nullpunkte berithrt. Man erkennt hier die Moglichkeit, die ganze
Ebene mit derartigen sich iiberlagernden Kreisgebieten zu iiberdecken, in

deren jedem die Funktion % durch eine konvergente Potenzreihe dar-
gestellt wird.

Ein anderes Beispiel ist die Funktion f(z) = 2™ (m ganzzahlig). Die
Koeffizienten der Taylorschen Entwicklung von z™ nach Potenzen von
z — 2, sind in (60) bestimmt worden. Man hat daher

m

2™ =2z + <1)z6""1(z — %) + <1;>23'—2(z-—z0)2+ ) (78)

und diese Reihe bricht ab beim Gliede (z — z,)™ und stellt eine ganze
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rationale Funktion dar, wenn m 2> 0 ist; ist aber m < 0, konvergiert
sie und ist giiltig fiir |z — 25| < |2|. Der Nullpunkt darf mithin fiir
m < 0 nicht in dem Konvergenzkreise, der z, als Mittelpunkt hat, ent-
halten sein; vielmehr geht der Konvergenzkreis durch den Nullpunkt,
denn z = 0 ist ja die einzige Stelle, an der f (z) fiir m < 0 aufhért, ana-
lytisch zu sein. Die analytische Fortsetzung der Funktion f(z) = z™
kann genau so geschehen wie vorher bei z—1.

E.Laurentsche Reihe. Residuensiitze. Singuliire Stellen.

1. Die Laurentsche Reihe. Es sei f(z) in dem aus zwei konzentri-
schen Kreisen (K) und (K’) mit dem Mittelpunkte z, bestehenden Ring-
gebiete (B) (Abb. 15) einschlieflich des Randes analytisch. Ferner
seiz = 2, + h im Innern von (B) gelegen. Der Cauchysche Integralsatz,

angewendet auf dieses Ringgebiet, liefert /

&5
i e = feo+ 1, /{}////,
wobei die Integration iiber die Gesamtbegrenzung %%’
%), die sich K) und (K’ ,
1, 8, b e 0w ) s (D5

1
f(zo+k)=§;;;;[§f}—€ﬁ‘j|, (79)
(B) (&)
wo beide Kreise im positiven Sinne zu durchlaufen sind. Beide Integrale
werden einzeln berechnet. Nun hat man wie in D, 6. Formel (70) zuerst
1 1 h h®
e A Sl RN s L
hr hn+1
MR R T E R
und indem man hierin { — z, mit 4 vertauscht, weiter
1 1 E—z | (£—2)* . »(gﬁ—zo)"___*(g_—zo)"ﬂ'l
By Sl et i iy * S S B Y Subly VI ¥ (e o
Durch Eintragen dieser Entwicklungen in den Ausdruck (79) fiir f (2, + 4)
entsteht

Abb. 15. Ringgebiet.

f(zo+ h) = Saib* + R, + Ry

A=—(n+1)
mit bestimmten, alsbald anzugebenden Koeffizienten a;, wihrend R
und R folgende Integrale (Restintegrale) bedeuten:

, 1 [ f(&)ac
By =i PP i Em )
(K)
Rr/ — _1_ (C - ZO)n+1f(C_)d£
" =5 P R — 2 — 1)
(K’)
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Da sich die Integration in R auf den Kreis (K) bezieht, kann sowoh]
{ — 24, als auch { — 2z, — h auf dem Integrationswege nirgends ver-
schwinden, denn die Punkte z, und z, + A liegen im Innern von (X).
Da weiterhin f({) auf (K) analytisch ist, ist |/ ({)| beschrénkt, und daher

[ 1)

lC —2z—h
wo M eine reelle positive Konstante bedeutet. Bezeichnet man mit o
den Halbmesser von (K), so ist

<M,

B | _ Jh‘
= <1.
Fir R] hat man also nach der Cauchyschen Abschitzungsformel (40)
1 |k hin+t
IRm =3, lgifl -M-27mo = ’ nﬁ Mo.

Fir n — oo ist aber Zl":l — 0. Somit ist auch

limR, = 0. (80)

n—co

Auf entsprechendem Wege beweist man

limR; =0; (81)
n—>co
daher hat man endgiiltig
Fzo+ B) Za;h’ Zax(z-—Zo , (82)
b= —o0 = — 0

und die Koeffizienten @, haben darm folgende Werte

1 d
"= m'sg"(cf.(_clo)fﬁu (A=0,+1,+2+3,...) (83)

(K)
und

(C — zo)l*l

(K7)

1 d
“‘=ﬁ'f]g MOde = —1,—2,—3,—4,..). (84)

Es ist auf Grund des Cauchyschen Integralsatzes klar, dal statt der
Kreise (K) und (K') in (83) und (84) auch beliebige andere rektifizier-
bare einfach geschlossene Kurven (C) und (C’) genommen werden
diirfen, falls sie nur den Punkt z, umschlieBen, und f(z) in den Ring-
gebieten zwischen (C) und (K) und zwischen (C’) und (K') regular ist.
Im Innern von (C) und auBerhalb (C’) braucht f(z) durchaus nicht
reguldr zu sein, insbesondere auch nicht im Punkte z, selbst.

Die Formel (82) heifit in Verbindung mit (83) und (84) die Laurent-
sche Reihe. Wenn sdmtlichea, fir A = — 1, — 2, — 3, ..., die durch
(84) bestimmt sind, den Wert Null haben, geht (82) in die Taylorsche
Reihe (74) iiber.
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2. Beispiele Laurentscher Reihenentwicklungen. a) Die rationale

gebrochene Funktion
1
2(z—1)

ist mit Ausnahme der beiden Stellen z = 0 und z = 1 iberall regulir.
Daher kann sie in einem Ringgebiet entweder um z = 0 oder um z = 1
entwickelt werden. Im ersten Fall findet man unter Benutzung der
geometrischen Reihe (77)

1 1 1 1
m———-7-1_z=—7-(1—{—z+z2+-~-),
d. h.
1 1 )
Im zweiten Falle schreibt man

1 1 1 1 N
2(z—1) z—1 (z—1)+1 :z—1<1_(z~1)+(2— 2—+---),

also

=it e D — - D (86)
In beiden Entwicklungen tritt jedesmal nur ein Glied mit negativem
Index (A = — 1) auf.

b) die Funktion .
e?
146t sich in jedem den Nullpunkt umschlieBenden Ringgebiete in folgende
Reihe entwickeln

- 1 1 1

ef =1+ Fi+astrsrt - (z+0) (87)
Hier sind also alle Glieder der Laurentschen Reihe mit nicht posi-
tivem Index und nur solche vorhanden.

3. Das Residuum. Fiir den Koeffizienten ¢ _; der Laurentschen
Reihenentwicklung gilt die Formel

a-1=%i9gf(é)dé- (88)

(&

Diese komplexe GrioBe heiit das Residuum von f(z) an der Stelle
2=z,

a_; = Reff(2)z=2- (89)
Wenn die Laurentsche Reihe fiir f(z) in der Umgebung von z = z;
bekannt oder leichter zu berechnen ist als das Integral, kann man hier-
von zur Bestimmung des Integrals Gebrauch machen. Ein sehr ein-
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faches Beispiel ist f(z) = %; hier ist das um den Nullpunkt genommene

Integral
(l‘;\d_z =27;i-1;
z

denn die Laurentsche Reihe besteht in diesem Falle nur aus dem

einen Gliede —:— mit dem Residuum @_, = 1. Man vgl. dazu die Berechnung

der Formel (38).
Ebenso leicht beweist man, da

z
#e?dz = 2mix (90)

ist, falls der Integrationsweg den Nullpunkt einmal umschlieBt. Denn
man hat nach (87)

z

— z x> 3
=1ttt

also ist
/ x

e (e%) 0 — .,

woraus sofort (90) folgt.
Die Formel

%md)f(c) dl = Reff(2)z =z (91)

ist, wie man sieht, eine Erweiterung des CauchyschenIntegralsatzes(35).
4. Der Residuensatz. Es sei f(z) eine Funktion, die im Innern
eines Bereiches () mit Ausnahme der Stellen

21529, 0. 2y

und auf dem Rande (C) von (%) iiberall analytisch ist. Durch Inte-
gration ldngs des in Abb. 16 angedeuteten
Weges, auf dem f(z) iiberall analytisch ist,
folgt
$fQ)at=¢+4+---+4¢.
©) (K1) (K2) (Kn)

Mit Benutzung des Residuenbegriffes (91) ist
also

igﬁf(:)d:=émeiﬂz)z=n. (92)

Abb. 16. Zum Residuensatze. 27
©)

Diese Formel heit der Residuensatz. Die Summe auf der rechten
Seite ist iiber alle diejenigen Stellen im Inneren von (C) zu erstrecken,
an denen f(z) aufhort, reguldr zu sein.
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Beispiel. Fiir die Funktion f(2) (z ) hat man fiir einen Inte-
grationsweg nach Abb. 17, der die Punkte 0 und 1 umschlingt,

1 ac .
%én—ﬁé’—l) =—141=0.

Das folgt sofort aus den Entwicklungen (85)
und (86), aus denen die Residuen von f (z) — ‘_gﬂ o=y
an den Stellen 0 und 1 unmittelbar zu ent-
nehmen sind.

5. Singulire Stellen einer analytischen
Funktion. Alle Stellen der z-Ebene, an denen APP-17. Umlauf um zwei singuléire
eine sonst analytische Funktion keine Ab-
leitung besitzt (nicht reguléir ist), heiBen singulére Stellen von f(z). Man
unterscheidet bei eindeutigen Funktionen die Pole oder auBer-
wesentlich singulire Stellen von den wesentlich singuldren
Stellen. Es sei z, eine singulire Stelle. Man entwickle f(z) in eine
Laurentsche Reihe nach Potenzen von z — 2z, Dann kommen darin
gewiBl Potenzen von z — 2z, mit negativen Exponenten vor, sonst wire
ja z — 2z, keine singulire Stelle. Nun sind zwei Félle moglich.

a) Es sei

a_m @ _mi1 . a_
R A e

4

‘20—}—a0~{—a1(z—z0)+ <L (93)

wobei die Potenzen von z — z, mit negativen Exponenten in endlicher
Zahl auftreten. Die Stelle z = z, heiBt dann ein Pol der Funktion f (2).
Ist a_,, &= 0 und — m der absolut grofite der negativen Exponenten,
so verhilt sich die Funktion

h(2) = (z — 20)™ - [(2)
an der Stelle z, regulir, dann heit m die ,,Ordnung‘ des Poles z,; oder
f(2) hat an der Stelle z, einen Pol mter Ordnung.
Die Summe aller Glieder mit negativen Exponenten von z — 2,
also den Ausdruck
Gom
(z— 2"

-2
z——2+(z—~z)2+ i
nennt man in diesem Falle oft den ,,Hauptteil* der Funktion.

b) Es sei
0
1= it aE =)t o=zt (94
l=o0

wobei jetzt die Potenzen von z — z, mit negativen Exponenten in un-
endlicher Anzahl auftreten. Dann heiBit z, eine wesentlich singulédre
Stelle. Jetzt ist esnicht méglich, durch Multiplikation von f (z)-mit einer
noch so hohen Potenz von z — z, eine bei z, regulére Funktion zu erzeugen.
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Zum Beispiel hat die rationale Funktion

1
1) ==y
bei z = 0 einen Pol erster Ordnung und bei z = 1 einen Pol zweiter
Ordnung. Dagegen hat die Funktion
1
f(z) = e*,
wie aus der Entwicklung (87) folgt, bei z = 0 eine wesentlich singplélre
Stelle.
¢) Eine Funktion, die (im Endlichen) keine anderen singuléren
Stellen als Pole hat, heit eine meromorphe Funktion, oder vom
Charakter einer rationalen Funktion.
ba. Es gibt eine einfache Formel fir den Zusammenhang
zwischen der Anzahl der Pole und der Nullstellen, die eine
eindeutige analytische Funktion f(2) im Innern eines Bereiches (8) be-
sitzt, in dem sie sonst regulér ist:

1 L@,

(Y]
worin (C) die Randlinie des Bereiches bedeutet, N und P dagegen die
Anzahlen der Nullstellen und der Pole, die f(z) im Innern von () hat,
jede Nullstelle und jeder Pol jedoch sooft gerechnet, wie die zugehorige
Ordnungszahl angibt. In der Umgebung von z, hat man namlich

1) = am(z — 2)"™ + Gpyr(z — 2" F1 A+ - - -
wo m > 0 ist, wenn z, eine Nullstelle mter Ordnung ist, dagegen m < 0
fur einen Pol mit der Ordnungszahl — m. Ferner ist

@) =ap,m(E— 2™ 1+ @y 1(m+ 1) (2 — 29)™ + -+ -,

'@ _ m
f(Z) _z~z0+ s'13(2——ZO)>

daher

wo P (2 — 2,) eine gewshnliche Potenzreihe sein soll. Mithin ist
f'(z)
m = Ref (7)), .
Denkt man sich diese Betrachtung fiir jede der » verschiedenen Null-
stellen, deren Ordnungszahlen N, N,, . . . N, seien, und jeden der p ver-
schiedenen Pole, deren Ordnungszahlen P,, P,,... P, seien, durch-
gefiihrt, so ergibt der Residuensatz (92), angewendet auf die Funktion
f' (2) / f (), unmittelbar das gewiinschte Ergebnis (94a), wenn man noch

Ny4+Ny+---4+N,=N,
P,+Py+---+P,=P

setzt.
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Beispiel. Die Funktion f(z) — ;‘(2—*“—_11))7

dessen Innern die Punkte z = — 1, 0, + 1 gelegen sind, N = 2, P = 3,

und es ist
f' () - 2dz dz 2dz .
f(2) dz = éz—l— 1 —J‘? _fz~ 1 —2x1.
Bemerkung. Ist f(z) im Bereiche (%) iiberall regulir, also P = 0,
so gibt das Integral (94a) die Anzahl der Nullstellen in (5).
6. Der ,,unendlich ferne Punkt. Das Verhalten einer eindeutigen
analytischen Funktion f(z) fiir absolut groBe Werte von z oder, wie
man sagt, im unendlich fernen Punkte 148t sich auf das Verhalten

einer anderen Funktion ¢ ({) am Nullpunkte { = 0 zuriickfithren. Denn
setzt man

hat in einem Bereiche, in

1
=7,
so ist |¢| — O fiir |z]| — oo.

Es sei
o) =1(7) = 9©.

Wenn nun ¢ () bei { = 0 sich reguldr verhalt, so sagt man auch von
f(2), daB diese Funktion sich im Unendlichen regulir verhalte. Wenn
@ (£) bei { = 0 einen m-fachen Pol oder eine wesentlich singuldre Stelle
hat, so legt man dasselbe Verhalten der Funktion f (z) am unendlich
fernen Punkte bei.

So ergibt sich zum Beispiel, daB f (z) = % sich im Unendlichen regular
verhélt; f (z) = 22 hat ,,beiz = co‘‘ einen Pol zweiter Ordnung; f (z) = e*
dagegen hat im Unendlichen eine wesentlich singuldre Stelle, dann
— vgl. (87) —

f(%) =@l =e
hat eine solche bei { = 0.

Die Bezeichnung ,,unendlich ferner Punkt der z-Ebene‘ oder ,,z =00
ist natiirlich nur im tibertragenen Sinne zu verstehen, und man darf sich
darunter nichts Anschaulich-Geometrisches vorstellen wollen. Wenn man
von dem Verhalten einer analytischen Funktion f(z) in der ,,abge-
schlossenen® komplexen Ebene redet, meint man ihr Verhalten fiir
komplexe Werte von z und iiberdies fiir |2| — co im obigen Sinne.
Hieriiber gibt es einen merkwiirdigen Satz, der aussagt, daB jede ana-
lytische Funktion, wenn sie iiberhaupt verschiedener Werte fahig ist,
an wenigstens einer Stelle der abgeschlossenen Ebene einen singuléren
Punkt besitzen mubB.

we| b

1 1
RS TR TR
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%. Satz von Liouville. Eine eindeutige analytische Funktion, die
sich in der abgeschlossenen komplexen Ebene iiberall regulir verhilt,
ist eine Konstante.

Beweis. Da f(z) iiberall, auch fiir 2 = 00, regulir sein soll, ist |f ()|
iiberall beschriankt, d. h. es gibt eine Konstante K derart, daBl

i@ <K

ist fiir jedes z und auch fiir |z| — co. Nun seien z und z 4 % zwei ver-
schiedene Punkte der z-Ebene, und es sei (C) ein Kreis um z als Mittel-
punkt von so groBem Radius R, daBl z 4 A noch im Innern und um
mindestens £ R vom Rande des Kreises gelegen ist (Abb. 18) Nach der
Cauchyschen Integralformel (47) ist

fz+ 1) —fz) = ;,‘Hgﬁ(c_i_h— ) ()¢

§ ©)
_ B
g _ﬁigg\(c—z—h)(cfz)dc
(&)}

Abb. 18. Zum Satze  und also nach (40)
von Liouville.

1
e +1)—16) | < 55 1% fRd
Man kann aber R beliebig gro8, also d1e rechte Seite beliebig klein
machen, und zwar fiir jeden Wert von z und von 4. D. h. es ist

Hz+h)=f(2),
mithin ist f () konstant, w.z. b. w.

8. Bemerkungen iiber mehrdeutige Funktionen. Wir miissen uns hier
mit einigen Beispielen begniigen, an denen jedoch die bei mehrdeutigen
Funktionen noch auftretenden Singularititen deutlich erkennbar sind.

a) w= ]/27;70. Diese Funktion hat fiir jeden von z, verschiedenen
Wert von z zwei verschiedene Funktionswerte, die man als die beiden
Zweige der Funktion unterscheidet, nimlich fiir z — zy = re'?

w=|yr|e*
und

Wy = I ]/r[e (—+n) .
Nur fiir 2 = 2z, hat w den einen Wert Null. Man nennt daher z = z,
einen Verzweigungspunkt von w. Um das Verhalten von w = f(2)
= Jz — % in der Umgebung des Verzweigungspunktes zu studieren,
setze man w = p ‘%, und lasse nun den Punkt z lings einer einfach
geschlossenen Kurve den Punkt z, umlaufen. Dabei wichst ¢ = arc (2)
von einem Anfangswerte g, bis ¢, 4 2 7, wihrend ¢ = arc (w) von dem
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Anfangswerte 9, = § ¢, bis zu } ¢, + 7 =739, 7 wichst. Man ge-
langt auf diese Weise, von einem Werte des einen Zweiges, etwa w,, aus-
gehend zu den Werten des anderen Zweiges w,, und erst nach einem
abermaligen Umlauf in der z-Ebene um den Verzweigungspunkt z, er-
hilt man den urspriinglichen Wert w; wieder. Einem doppelten Um-
lauf in der z-Ebene um den Punkt z, entspricht also ein einfacher Um-
lauf in der w-Ebene um den Punkt w = 0.

Riemann hat den Begriff der mehrbléittrigen (hier bei w = Jz — z,
zweiblittrigen) Ebene eingefithrt, indem fiir jeden der beiden Zweige
w, und w, eine besondere z-Ebene benutzt wird, und diese so iibereinander
gelegt werden, daf sich die Werte von z decken. Beiden so entstandenen
Blattern ist der Verzweigungspunkt z = z;, gemeinsam, denn dort ist
w; = w,. Um der Tatsache gerecht zu werden,
daB erst nach zweimaligem Umlauf um den
Verzweigungspunkt z = z, die urspriinglichen
Werte von w wieder erhalten werden, denkt
man sich die beiden Blitter lings irgend
einer von z = z, ausgehenden Halbgeraden o
(oder auch irgendeiner ins Unendliche gehen- A et
den doppelpunktslbsen Kurve) so zusammen-
geheftet, wie die Abb. 19 angibt. Wenn man nun in dieser zweiblittrigen
,,Riemannschen Fliche* von einem Punkte der Geraden ausgehend
den Punkt z, umliduft, so erhilt man, den Werten des oberen Blattes
zugeordnet, die Werte des einen Zweiges w,; ist man nunmehr wieder
an der Geraden angelangt, so hat man jetzt auf das untere Blatt tiber-
zugehen, dem die Werte w, zugeordnet sind; ein abermaliges Uber-
schreiten der Geraden leitet wieder auf das obere Blatt hiniiber.

b) w= "i/z — 2,. Diese Funktion ist fiir z = z, m-deutig und hat
bei z = z, einen Verzweigungspunkt mter Ordnung, indem die zugehérige
Riemannsche Fliche aus m verschiedenen Blittern besteht, von denen
das erste mit dem mten lings des von z, ausgehenden ,,Verzweigungs-
schnittes zusammenhéngt.

¢) w=1logz=1In|z| +iarc(z) +2kni (k=0,=L1, 4+2,...).
Diese Funktion ist unendlich vieldeutig; z = 0 ist hier, wie man sagt,
ein Windungspunkt unendlich hoher Ordnung, weil die zugehdrige
Riemannsche Fliche aus unzihlig vielen Blittern besteht, die alle im
Punkte z, zusammenhéingen.

DaB die Verzweigungs- und Windungspunkte zu den singuliren
Punkten gehéren, sieht man leicht ein; denn z. B. ist fiir w = V2 — 2

dw 1

dz Yz — 2,

nur vorhanden, wenn z == z, ist,
Rothe-Ollendorff-Pohlhausen, Funktionentheorie. 4
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F. Anwendungen und vermischte Sitze.
1. Berechnung eines bestimmten Integrales. Es sei das Integral

4

fiir den in Abb. 20 gezeichneten, geschlossenen Weg zu berechnen, und

M zwar in dem Grenzfall, wo E— 00 und
r —> 0 streben. Da im Innern des Be-
reiches die Funktion e?#/z iiberall analy-
tisch ist, gilt

: ée”‘—i; —o0. (95)
=R -rj’fr H T

Die Integration werde nun in folgende
Teile zerlegt:
I. Langs des Halbkreises vom Radius R ist 2z = Re'?;

dz = Re'?-idp = z-idg.

I1. Léngs der z-Achse von — R bis — r ist z = 2, dz = d=.

ITI. Langs des Halbkreises vom Halbmesser r ist z =r-¢!?;
dz =z idg.

IV. Langs der xz-Achse von + r bis + R ist wieder z =z, dz =d x.
Die Summe dieser vier Integrale mufl dann nach (95) gleich Null sein.
Das Integral I kann abgeschétzt werden. Es ist ndmlich

i z-tbene

Abb. 20. Integrationsweg, geschlossen.

7T T 7|2
\]J’ — !JeiRCOS(P,e—RSin(pd(p l é iofe—Rsinqad(p| zzofe—Rsimpdw_

Dieses Integral kann man weiter zerlegen in
£ 7|2

[+

0 &
wo ¢ > 0 beliebig klein genommen werden kann, und davon ist das
erste Integral wegen e ~Esinv < 1 fiir 0 < p < ¢ hochstens gleich &, das
zweite aber wegen ¢~ Bsinv < ¢— Esine hichstens gleich ¢~ Esine <-g — s>

< %e‘RS“‘ ¢, Mithin ist zusammen
_71 —Rsins\
1] < 2(e 4 5 e Boine).

Nunmehr 148t sich R so groB nehmen, da8 % e~ Bsine ¢ wird; man
braucht ndmlich nur

1n—29?-—lne
R>—

sin ¢

(96)
zu wahlen. Dann wird aber
[I]<4e,
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also beliebig klein, d. h.
lim7I=0. (97)

R—>co

Fiir das Integral ITT findet man mit Benutzung der Potenzreihe
fiir e®

IIT = —ifexp(z'rei"’)dtp

=—zf{1+”em+w2w+_e3w+ }d¢. (98)

Die in { } stehende Reihe ist aber fiir alle in Betracht kommenden Werte
von ¢ gleichméBig konvergent (vgl.D,2a), denn das (A4 + 1)te Gliedistdem

absoluten Betrage nach < diese GroBe aber von ¢ unabhéngig und

,h
=
gleich dem (A + 1)ten Gliede der konvergenten Reihe fiir e” mit positiven
reellen Gliedern. Mithin ist in (98) die Integration Glied fiir Glied ge-

‘stattet. Die auftretenden Integrale sind von der Form

feli(pd(p — Zl—i(e“n_ 1)
0 ) l (Z, = O, ]_, 2, .. ) (99)

also gleich O oder 2i¢/4, je nachdem A gerade oder ungerade ist. Daher
wird

IITI = —i(n + rS (1)), (100)
worin

R

eine bestéindig konvergente Potenzreihe mit | S(r)| < 2|cosr| = 2 ist.
Aus (100) folgt also
UmII] = —im. (102)

r—0
Endlich lassen sich die Integrale II und IV fir R — 00 und r -0
in der Form zusammenfassen:

— o + o

lim (IT + IV) = f+f few (103)

und es gilt jetzt, indem man alle Integrale addiert und (95), (97), (102)
beriicksichtigt, im Grenzfalle fiir R — oo und 7 — 0:

fe”d = tin. (104)

- 00

4%
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Durch Zerlegung in den reellen und imaginéren Bestandteil folgt hieraus

+ oo
fcos x d% =0 (105)
und
+ o
fsin x d% =5 (106)
oder, wie man leicht sieht,
. dzx 7 ~
J‘smx?:é . (107)

0

Es ist nicht ganz einfach, dieses Integral ohne Zuhilfenahme komplexer
Betrachtungen zu berechnen.

2. Hakenintegrale. Die in abgekiirzter Bezeichnung geschriebenen
letzten Formeln, insbesondere (104), geben insofern den Sachverhalt
y nicht in aller Schirfe wieder, als der Nullpunkt

selbstverstdndlich auszuschlieBen ist. Wenn man
daher in (95) den Integrationsweg nach Abb. 20

o beibehilt, jedoch fiir den Grenzfall R — oo, so
Z  erhilt man aus (95) und (97)
fe“% —0, (108)
Abb. 21. Haken. -

wobei der Haken den Integrationsweg (vgl.
Abb. 21) andeutet (Hakenintegrall); hierbei ist der Nullpunkt durch
einen Halbkreis nach oben von beliebigem Radius r umgangen.
y Mittels der Substitution

dz d{
R
— }—‘? wird der Integrationsweg um arc(—1) = 3% ge-
dreht, und man erhélt das Hakenintegral (Abb.22)

_4e
Abb. 22. Haken. J}e . 0.

Bei der Umkehr der Integrationsrichtung dndert das Integral nur sein
Vorzeichen; also ist auch (Abb. 23)

Zzic; —iZ:C,

J‘ﬁe‘id—f— —0. (109)

1 Diese Bezeichnung rithrt von A. Korn her.
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Nun sei ¢ eine reelle Veranderliche. Ist £ > 0, so bedeutet es nur eine
MaBstabsinderung der z-Ebene, wenn man in (109) ¢ { statt { einfiithrt.
Man erhilt also

-dz 4
J‘T)e‘“ T =0 far ¢>0.  (110)
Falls aber £ negativ oder Null ist, erhalt das D -

Integral einen anderen Wert. Um ihn zu finden,
werde zunéchst fiir den in Abb. 24 gezeichneten
geschlossenen Integrationsweg das Integral

b_l__ etz CL?’ Abb. 23. Haken.

27wt z

berechnet. Da z = 0 im umfahrenen Gebiet die einzige Singularitét

von
2z

(88) gleich .
SRET (ez )z=0 ’

Die Laurentsche Reihe von

ist, so ist das Integral nach ¥4

iz

in N
7 F77

der Umgebung von z = 0 lautet ] N Py

of

e B B,
S =t tertgsdt o

z

Das Residuum ist also gleiCh 1.  Abb. 24, Geschlossener Integrationsweg.
Mithin ist auch [fir R — c© mit

Beriicksichtigung von (97)] das Hakenintegral (Abb. 25)
el (111)

2w z
_>

Die Substitution iz = { ergibt eine Drehung der z-Ebene um —{—%;

also wird y
ac .
fget T =2mi. (112)
Setzt man ¢ statt , wobei auch wieder I/ =
t > 0 reell sein soll, so erhilt man
&
fie A€ _9ni fir t>0. (113)

¢

Die linke Seite geht in die von (110) iiber,

wenn man — ¢ statt ¢ schreibt, d. h. wenn man dort ¢ negativ nimmt.
Um das Ergebnis fiir den Fall ¢ = 0 zu vervollstdndigen, betrachte

man das Integral it

T:

Abb. 25. Haken.
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fiir den Weg der Abb. 26 verschwindet es, da im umschlossenen Gebiet
keine Singularititen der Funktion 1/ liegen:

ac

7=

Dieses geschlossene Integral kann aber aus dem von — R+t bis 4 R4 mit

Umgehung des Nullpunktes erstreckten Hakenintegral und dem Kreis-

\y bogenintegral lings des Halbkreises (H) vom

' Radius R zusammengesetzt werden (Abb.26);
es ist also

0. (114)

+ Rt

g ag _
fﬁ”ff?—o'
—Ri (V2 p)

Auf dem Halbkreise (H) ist { = R-e'?,
df =il-de, also wird

7T

2

dg¢ . .
T = tdp=—17.
Abb. 26. Geschlossener

Integrationsweg. (H) o=+Z
2

Da dieses Resultat von R ginzlich unabhingig ist, kann man sogleich
zur Grenze R — oo iibergehen und findet

fﬁ%z"”’ (115)

wo jetzt die Integration iiber die ganze imagindre Achse unter Um-
gehung des Nullpunktes nach rechts zu erstrecken ist.

3. StoBfunktion. Die Ergebnisse der Formeln (110), (113) und (115)
lassen sich so zusammenfassen: '

1 ac 0 fir ¢t<O,
nge“ 7 =% fir =0, (116)
1 fir ¢£>0.

Die hierdurch bestimmte reelle unstetige Funktion S () wird ein dis-
kontinuierlicher Faktor genannt.

Wir wollen eine solche unstetige Funkticn, die beim Ubergang von
negativen zu positiven Argumentwerten plétzlich von 0 auf 1 springt
— daB sie beim Nullpunkte selbst. den Zwischenwert %2 annimmt, ist
nicht wesentlich —, als eine StoBfunktion bezeichnen. Solche Funk-
tionen treten z. B. auf, wenn man in eine stromlose elektrische Leitung
plétzlich einen Strom einschaltet oder — wie man sagt — einen Strom-:
stoB schickt.

Wenn man wie iiblich mit sgn¢ (Vorzeichen von ¢) den Wert + 1,
0, — 1 bezeichnet, je nachdem ¢ positiv, Null, oder negativ ist, kann
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man S(t) leicht durch die Funktion sgnt¢ ausdriicken. Es ist
_ (4T _ 1
8@ = 27”]? (1 + sgni). (117)

Die Abb. 27 zeigt den Verlauf dieser StoBfunktion.
Eine StoBfunktion, die fiir £ = £, von 0 auf den positiven Wert K
springt, ist einfach

St
K-8(@—1t). (118) 7¢ &
Wir werden darauf in einem
der néchsten Paragraphen zuriick- %+
kommen %)‘
4. Lineare Differentialgleichungen a1 ¢
und die sogenannte Heavisidesche |
Operatorenrechnung. Bekanntlich Abb. 27. StoBfunktion S().

hingt die Bestimmung der elasti-

schen oder harmonischen Schwingungen von der Integration einer oder
mehrerer linearer Differentialgleichungen ab, die je nach der Zahl
der Dimensionen des Mediums gewohnliche Differentialgleichungen oder
partielle sein kénnen. Auch die Theorie der periodischen elektrischen
Erscheinungen, wie der elektromagnetischen Schwingungen des Athers
oder die schwingenden Vorginge beim Strom und bei der Spannung in
einem Kabel oder einer Doppelleitung griindet sich auf das Studium
solcher linearer Differentialgleichungen. Wir wollen uns hier mit dem
einfachsten Fall der linearen gewdhnlichen Differentialgleichungen
beschaftigen.

Fiir viele Zwecke bedient man sich in dieser Theorie einer symbolischen
Bezeichnungsweise fiir die vorkommenden Differentiationen nach der
unabhéngigen Verénderlichen. Obwohl diese Bezeichnung, die auf
Leibniz zuriickgeht, schon seit dem achtzehnten Jahrhundert (La-
grange) bekannt ist, und obwohl sie in mehreren alteren Lehrbiichern?
ausfithrlich behandelt worden ist, belieben doch die Elektrotechniker,
sie jetzt nach Heaviside zu benennen.

Es sei ¢ die unabhéngige reelle Verdnderliche, in den physikalischen
Anwendungen meist die Zeit, und x eine reelle oder komplexe
Funktion von £, die jedoch geniigend oft differenzierbar sein soll. Ferner
seien

Qyy Gy Gy, ... Qyy
gegebene Funktionen von ¢, oder auch Konstanten. Wir betrachten
den linearen Differentialausdruck mter Ordnung (falls a@,, == 0 ist)

d &2 dng
@z + oG Fa gyt o, (118)

1 Z.B.G.Boole: Treatise on the Calculus of finite Differences. Cambridge 1860.
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Um ihn bequem schreiben zu konnen, setze man

dx d d*x d? dmx

=g r=Du=, W:szpzx"” g = Dma (119)
und betrachte Dz als ein ,,Produkt® des ,,symbolischen Operators®“ D
mit z; in Wirklichkeit ist D, vor z gesetzt, lediglich ein ,,Befehl®, z
nach ¢ zu differenzieren. SchlieBlich betrachte man

D" =DD...Dpma

als die symbolische mte Potenz von D. Dann 148t sich der obige lineare
Differentialausdruck (118) in der Form

LD)x = (ay+ oD+ a,D?2+ -+ - 4+a, D™z (120)
schreiben, worin die ,,ganze rationale Funktion von D
L(D)y=ay+a;D+ay,D*+ -+ +a, D™ (121)

ein linearer Differentialoperator mter Ordnung, nichts anderes als der
,,Befehl* ist, die darauffolgende Funktion z in der durch (118) vor-
geschriebenen Weise zu behandeln.
Die Gleichung
L(D)yxz=TI) (122)

ist also eine homogene lineare Differentialgleichung mit der ,,Stérungs-
funktion® 7' (¢). Ist diese etwa der erregenden Beschleunigung propor-
tional, so liefert die Integration von (122) die x-Komponente einer
Schwingung, die insbesondere harmonisch heift, wenn a,, a,,...a,
Konstanten sind. Es sei z, eine Partikularlgsung von (122), d. h.

L(D)z, =T (),

so geniigh x — z, der zu (122) gehérigen homogenen Differential-
gleichung
L(D)(x— a5 =0, (123)

die ausgeschrieben also lautet
d dz am
ao(x — z,) +ai g (@ — @) + arzd'té(x—-x(,) +et g (x — ) = 0.

5. Gekoppelte Schwingungen. Es seinun ein System von z solchen linea-

ren Differentialgleichungen mit #» unbekannten Funktionen z,, ,, ... z,
von ¢ und n gegebenen erregenden Funktionen 7', 7,,...7T, von ¢t
vorgelegt:

Ly (D)x1+L12 (D)xz + oo+ Ly, (D) Tn = Tl(t)’l
Loy (D)%, + Loy (D)@ + -+ + 4 Lo (D) @y = T2 (), | (194
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Wir schreiben es in der kurzen Form

3,0 0= 1,0, (125)

=1, 2, ... n).

Hierin bedeuten die L, (D) n2 lineare Differentialoperatoren von der
Form (121), etwa

L x(D) = ajr0 + @1 D + @552 D* + - - - + @i D™ (126)
G, k=123, ...7)

worin m;;, die Ordnung des Operators L;;(D) bezeichnet, und die
Koeffizienten a;;, ;, gegebene Funktionen von ¢ oder Konstanten sind.

Durch die n2 Gleichungen (124) oder (125) sind die » Schwingungs-
groBen z,, %, . . . x, gekoppelt. Ein Beispiel dafiir sind die elektro-
magnetisch gekoppelten Strome J,, J, und Spannungen V,, V, zweier
verketteter elektrischer Schwingungskreise (Abb. 28), die den Diffe-
rentialgleichungen

L, dJ g &
SEH M-V, =0, f
L,AEL
dJ2+MdJ1+VO_O o "B o
dV (127)
ol J—
24 g =0, v )

d Vz —J, =0 Abb. 28. Zwei gekoppelte Stromkreise.
9 =

C, -t

geniigen, worin C,, 0, die Kapazititen, L,, L, die Induktivititen der
einzelnen Stromkreise, M ihre wechselseitige Induktivitdt bedeuten.

In dem vorstehenden System (127) ist im Vergleich mit (124) fir
vy =J, ¥=Jy, =V, ="V,

L,(D)=IL,D, L;3)(D)=MD, Ly(D)=—1, LyuD) =0,
Ly (D)= MD, Ly(D)=LyD, Ly (D)=0, L, (D)= +1
Ly (D) = +1, Ly, (D) =0, Ly, (D) = 01D, L34(D) =0,
L;(D)=0, Ly(D)= —1, LuD)=0, L, (D) =C,D

6. Lineare homogene Systeme mit festen Koeffizienten. Wir wollen
nun annehmen, daB die Koeffizienten a;; , simtlich von ¢ unabhéingig
seien, ferner daB die vorgelegten Gleichungen homogen seien (123). Das

System lautet dann
n

2 Ljy(D)x, =0 (128)

G=12, ... n).
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Die Auflésung dieses Systems ist, wie hier ohne Beweis mitgeteilt werde,

23 (8) = Py() €t + Py (t) erst 4 - - -, (129)

worin 7y, 7,, ..., die sogenannten ,Eigenwerte“ des Problems, die
Wurzeln der algebraischen Gleichung (Hauptgleichung)

Ly (r) Ly (7) . .. Ly, (7)
A@r) = Lyy (r) Ly (7) ... Ly, () =0 (130)

Lnl (7’) an (7‘) L Lnn(r)

bedeuten, und die Funktionen Py, (¢), Py, (), . . . Polynome von ¢ (mit
willkiirlichen festen Koeffizienten), deren Grad jedesmal um 1 kleiner
ist als die Vielfachheit der betreffenden Wurzel »,, 75, . . . der Haupt-
gleichung (130). Diese Losung (129) ist, wie man sieht, eine naheliegende
Verallgemeinerung des Falles einer einzigen linearen Differential-
gleichung

L(D)z=0

mit konstanten Koeffizienten.

Man integriere danach das System (127), das zu den homogenen
gehort.

7. Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten, die durch har-
monische Schwingungen erregt werden. Nun betrachten wir wieder das
System (125), jedoch mit konstanten Koeffizienten a;; ;, und nehmen
an, daB die erregenden Beschleunigungen 7';(¢) harmonische Schwin-
gungen seien. Man kann in diesem Falle, statt von Sinus- oder Kosinus-
funktionen auszugehen, diese zu Exponentialfunktionen im Komplexen
zusammenfassen, und also

T;(8) = A4; e?? (=12, ... n) (131)

setzen, wo A,, 4,, ... 4, reelle Konstanten und ebenso p eine kom-
plexe Konstante bedeuten soll, durch die die gemeinsame Kreisfrequenz
und gegebenenfalls, ndmlich wenn

Rep <0 (132)

ist, auch die gemeinsame Dampfungskonstante aller erregenden Schwin-
gungen gegeben ist. Das sieht man sofort ein, wenn man p =« +
setzt und 7', (¢) in der Form

T;(t) = Aje*t(cos wt + isin wi)

schreibt. Die GroBen 4., 4,, ... A, bedeuten die Schwingungsweiten.
Wir betrachten also jetzt das System

2 L (D) x;, = Aje?t (133)
k=1
G=12 ... n)
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und beschrinken uns der Einfachheit wegen auf den Fall, wo die ge-
gebene komplexe Konstante p nicht zu den Eigenwerten des Problems
gehort, d. h. wo die Determinante

Ly () Lys () - - . Ly (p)

| Ly (0) Lg (D) - - - Ly ()|

ist. Um das System (133) zu integrieren, bemerke man, daB es geniigt,
ein System von Partikularlésungen zu finden; denn danach hat man,
zufolge der Bemerkung in (123), nur noch das zugehdrige homogene
System zu integrieren, wofiir die allgemeine Losung ja bekannt ist (129).
Macht man nun fiir das System (133) den Ansatz

x5, (£) = Cr(p) e?? (k=1,2,...n), (135)

wo die Cj(p) noch unbestimmte Konstanten (d.h von ¢ unabhéngige
GroBen) bedeuten, so geniigt er den Gleichungen (133), falls nur die
Bedingungen

3 L) Culo) = 4, (136)

G=12 ... m
erfiillt sind, wie eine leichte Rechnung zeigt. Das sind n lineare Glei-
chungen mit den Unbekannten Cy(p) (k = 1, 2...n), aus denen sich
diese infolge der Voraussetzung (134), 4(p) =+ 0, eindeutig bestimmen
lassen. Die Auflosung ergibt ‘
45 (p)

worin A, (p) die Determinante bedeutet, die aus 4 (p) entsteht, wenn
darin die kte Spalte durch die festen Werte 4, 4, .. . 4, der Schwin-
gungsweiten ersetzt wird. Damit wird die gesuchte Losung des Systems
(133)

(137)

2 () = 2'—"(% evt (138)

k=12, ... n).

8. Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten, die durch StoB-
funktionen erregt werden. Die in den letzten Nummern angestellten
Betrachtungen sind groBten Teils als Vorbereitungen fir die nun folgen-
den Untersuchungen aufzufassen, bei denen auch wieder die funk-
tionentheoretischen Erkenntnisse zu ihrem Rechte kommen werden.

Die erregenden Beschleunigungen sollen némlich nun StoBfunk-
tionen sein. Solche Systeme von Schwingungen, die durch StoBfunk-
tionen erregt werden, treten insbesondere bei Einschaltproblemen der
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Elektrotechnik auf, wenn, wie etwa beim Telegraphieren, durch das
Einschalten von Stromsté8en Schwingungen der Stromstirke und der
Spannung in der Leitung hervorgerufen werden. Wir benutzen nach
(117) die StoBfunktion S(f) und stellen danach die erregenden Funk-
tionen der Differentialgleichungen in der Form

T(8) = 4; 8() — %fﬁ oo “Lp” (139)

G=12, ... n

dar, indem wir jetzt die komplexe Integrationsveréanderliche mit p be-
zeichnen und die Hakenintegrale in der komplexen p-Ebene ausfiihren.
Die Konstanten A4;(j =1,2,...n) haben jetzt die Bedeutung der
Intensitdten der einzelnen Stromstofe. Die Differentialgleichungen
lauten somit
n
S Ljy(D) = 4;8(t) (140)
E=1
=12 ...mn).

Um sie zu integrieren, d. h. um ein System von Partikularlésungen zu
gewinnen, werde folgender Ansatz gemacht:

: Jyer o) e (141)

271

xy(h) =

(k=1,2, ... n),

wobei Cy(p), Co(p), - - . C, (p) zundchst noch unbekannte analytische
Funktionen der komplexen Veranderlichen p bedeuten. Diese miissen
jedoch bestimmten Bedingungen geniigen. Wir miissen es uns hier
versagen, sie im einzelnen zu formulieren. Nur sollen die Integrale,
die im Ansatz (141) auftreten, nicht blo8 simtlich existieren, sondern
die durch sie dargestellten Funktionen sollen so oft nach ¢ differenzier-
bar sein, als es die Differentialoperatoren L;, (D) erfordern, und iiber-
diessolldie Differentiation nach ¢ unter dem Integralzeichen
ausfiihrbar sein. Besonders die letzte Bedingung verlangt eine ge-
nauere Untersuchung, deren Besprechung hier zu weit fithren wiirde.
Wir werden uns nachher in einem einschriankenden Falle von der Zu-
lassigkeit der Annahme tiberzeugen.
Unter diesen Voraussetzungen folgt aus (141) zunéchst

dra, o, 1 P dp
it =D =g [P o) P (142)

und daher weiter wegen (126) oder
L,k(D) :Zajk,;,D;' (}. = O, 1, 2, e mjk) (143)
A
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nach (142)

1 d
L; (D) z;, = mzajk,xf’p" e?t Oy (p) 711’
).

= %f(;a;.j,z pl>e”‘ Ck(p)c%p

und wenn man wieder (143) benutzt

1 d
LJ'k(D) Ty = mJ‘Lg‘k(p) er? Ck(P)?p (144)
GG, k=1,2, ... n).

Dieses Ergebnis setze man in die linken Seiten der Differentialglei-
chungen (140) ein und bemerke gleichzeitig, daBl sich die rechten Seiten
vermoge (139) ebenfalls in Form eines Hakenintegrals schreiben lassen;
dann erhédlt man

%émeOMﬂ—éww%=w (145)

(G=12 ...n),

und diese n Gleichungen werden identisch befriedigt, wenn die unbe-
kannten Funktionen C(p) so bestimmt werden, daBl die Bedingungen

3 Lu(p) Colp) = 4
E=1

=12, ...n)

erfilllt sind. Diese stimmen aber woértlich mit den Gleichungen (136)
iiberein und ergeben nach (137)

Culp) =32, (137)

Nach den Erkldrungen von A4 (p) und 4, (p) — vgl. ¥ — sind diese
Determinanten ganze rationale Funktionen von p, also Cy(p), Cy(p),

.C,(p) gebrochene rationale Funktionen von p. Setzt man
sie in (141) ein, so stellen die so gefundenen Funktionen z,(f) unter den
oben gemachten Voraussetzungen die gesuchten Losungen des
Systems (140) dar.

9. Die Formel von Heaviside und K. W. Wagner. Es sei nun

1 d
z(f) = mf; e?t C (p) 71) (146)
irgendeine der vorher betrachteten Funktionen, wie sie etwa dem

System der Differentialgleichungen (140) geniigen. Von einer solchen
Formel, auf die er durch mehr physikalische Uberlegungen gekommen



62 Anwendungen und vermischte Sitze.

war, ist K. W. Wagner?! ausgegangen, um eine von Heaviside rein
empirisch? aufgestellte Formel mathematisch zu beweisen.
Um einen Anschluf an die Heaviside-Wagnersche Bezeichnungs-

weise zu erhalten, setze man
1

Clp) = A0K (147)
Diese Funktion Z (p) wird die ,,Stammfunktion‘ von z(¢), die Gleichung
Z(p) =0 (148)

die ,,Stammgleichung‘‘ genannt. Die Wurzeln dieser Gleichung stimmen
mit den Eigenwerten des Problems, d. h. mit den Polen von C (p) iiberein,
wenn C(p) eine rationale Funktion von p ist. Es ist zweckmiBig, die

Gleichun;
8 pZ(p) =0 (1484a)

zu betrachten; ihre Wurzeln seien
Po=0, P1; P> .- Pps - ..
mit den Ordnungszahlen
ko, by, by oo kyy oo
Die von Wagner erginzte Heavisidesche Formel fiir  (f) lautet nun so:
o) =3 2,0, (149)

wo v die Werte 0, 1, 2, . . . durchlduft; darin ist
t 2 thr—1
Zz'(t) = ¢!Pr <A'vl + Av?. ? + Av3—§T + c e AVL"(_IE:——Iﬁ> ) (150)
und 4,,, 4,5,...4,;, bedeuten die Koeffizienten des Hauptteiles
(vgl. E, 5) der Laurentschen Entwicklung von

Cp) _ 1
b4 pZ (p)
nach Potenzen von (p —p,) , d. h. es ist
Ow _ 1 _ A -1 A
P pZ(p)  (p—p) | (p—p,)Yer—1 p—op, (151)
+ B @—p)s

unter P(p — p,) eine Potenzreihe verstanden, die nach steigenden
Potenzen von (p — p,) fortschreitet.
Hat iibrigens die Gleichung (148a) nur einfache Wurzeln p, = 0,

P1s Pa, - - ., S0 reduzieren sich die GroBen Z, (¢), falls p, == 0 ist, auf
etpv
7@ = ——— =12, ... 152
iz 0= 7, v U
. ’ __ 04
mit Z'(p) = ip’

1 Arch. Elektrot. 4, 159 (1916). 2 Mathematics is an experimental Science.
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In diesem Falle vereinfachen sich nidmlich die Gleichungen (150)
und (151) zu

Z,,(t) = e’Z’VA,,l, (153)
— 1 — Avl _ N
p Z(p) —p—pﬁ‘ Bp—p). (154

Aus der letzten Gleichung folgt

lp_pv .
Avlzg Z (p) —(p—py)‘.B(p——p,,),

hierin verschwindet der letzte Summand fiir p — p,, und der erste wird
nach der Bernoulli-L’Hospitalschen Regel wegen Z (p,) = 0 gleich
1 1
». Z(p,)’
wo Z'(p,) == 0 ist wegen der Einfachheit der Wurzel p,. Man braucht
das nur statt 4, in (153) einzusetzen, um (152) zu erhalten.
Ist dagegen p, = 0, v = 0, so gelten auch noch die Formeln (153)
und (154), aber jetzt wird
1

Ao = 700

wo wegen der vorausgesetzten Einfachheit der Wurzel p, = 0jaZ(0) & 0
sein muf}. Also wird dann Z,(¢) = 1/Z(0). Setzt man alles in (149) ein
so erhilt man

(e z(o) + 2;7 »=1,2...). (155

Die Formel (155) stellt den urspriinglich von Heaviside allein be-
achteten Fall dar.

10. Beweis der Heaviside-Wagnerschen Formel. Zum Beweise sollen
folgende vier Voraussetzungen gemacht werden:

1. Z(p) sei eindeutig.

2. Die Eigenwerte p,(v =1, 2,...) sollen keine positiven Real-
teile besitzen.

3. Es soll O(p) — Z%p)
vielmehr soll es immer noch Werte R > 2 geben, so daB fiir alle|p| =
die Funktion O (p) beschrankt bleibt.

4. Z(p) besitze nur isolierte Nullstellen, C (p) also nur isolierte Pole,

keine wesentlich singulidren Stellen; C(p) soll also eine meromorphe
Funktion (EJ) sein. Man betrachte jetzt das Integral (146)

nicht fir alle |p| > 2 beliebig groB werden,

1 1 etrd
J = e“’C’(p) =% p-Z(g)’

P (156)
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erstreckt iiber den in Abb. 29 angegebenen geschlossenen Integrations-
weg der komplexen p-Ebene. Nach dem Residuensatze ist

wo py =0, Py, Ps,...p, die im Innern des Integrationsweges ge-
legenen Pole bedeuten, die nach Voraus-
setzung nur in endlicher Anzahl dort auf-
treten konnen. Die Bezeichnung sei etwa
so gewidhlt, daB |p,| < |p, 1| und, falls
2] = | Prsals daB are (p,) < arc (p,.,) ist.

Nun sei k, die Ordnungszahl der Lo-
sung p, der Gleichung pZ(p)=0, oder k,
die Ordnungszahl des Poles p, der Funk-
tion 1/p Z (p). Dann gilt die Laurentsche Ent-
wicklung (151) nach Potenzen von { = p — p,.
Andererseits ist

A‘!ovb. 29. Zur Heaviside- - te 202
agnerschen Formel. et? — glPy.plts — glPy (1 + i -+ T 4+ ... > s
mithin
et :etp’,<1+ic+_tié'2+...>
pZ (p) 1! 2!

4y, 1 (158)

e BQ),

Arky A"’,k'y_].
' ( e
eine Formel, aus der man leicht den Koeffizienten von (- = (p —p,) !

entnehmen kann, ndmlich
el p A

el (27—

; t 2 thr—1
:e“@ﬂ+Aﬂﬁ+Awa+“‘+4%miiJ
Dieser Ausdruck stimmt mit der rechten Seite von (150) iiberein; mithin
ist nach (157)

(159)

J=37,(). (160)
»=0

LaBt man jetzt in der Abb. 29 den Radius R unbegrenzt wachsen,
jedoch so, daB die Werte von R der Voraussetzung 3. geniigen, so werden,
falls die Anzahl der Eigenwerte p, endlich ist, infolge der Voraussetzun-
gen 2. und 4. diese von einem bestimmten R an sémtlich von dem Halb-
kreise umfaBt werden, oder, wenn es unendlich viele Eigenwerte p,
gibt, so wird doch jeder schlieBlich umfaBt werden kénnen.

Das Integral (156) geht fiir R — co wegen der Beschrinktheit von
O (p) nach den Ergebnissen der Nummern 1 u.f. in das zugehérige
Hakenintegral (146) iiber, wihrend die Residuensumme (160) entweder
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eine endliche mit soviel Summanden ist, als verschiedene Eigenwerte
vorkommen, oder eine unendliche Reihe darstellt.

Damit ist die Heaviside-Wagnersche Formel (149) bewiesen.

Die Konvergenz der unendlichen Reihe muf# natiirlich in jedem
Falle besonders nachgewiesen werden.

11. Erginzung zu Nr. 8, Wenn die Anzahl m der Eigenwerte p,
eine endliche ist, dann ist C(p) eine gebrochene rationale Funktion.
Nach (146) und (149) ist jetzt

z (t) =_ﬁr‘ e?t O (p ZZ (161)

»=0
Wir haben solche Funktionen als Losungen von linearen Differential-
gleichungen erkannt, deren Stérungsglieder StoBfunktionen sind. Nur
war noch der Nachweis zu erbringen, daf die Differentiation nach dem
Argumente ¢ unter dem Integralzeichen gestattet ist. Dies 148t sich
aber im Falle der Formel (161) leicht zeigen.

Bei der Differentiation unter dem Integralzeichen tritt namlich
einfach p-C (p) = C (p), an Stelle von C (p), also auch p—*Z (p) =Z(p),
an Stelle von Z (p).

Wir entwickeln nun das entstehende Integral ebenfalls nach dem
Residuensatze und setzen daher

L J‘Ee“(}’(p)l%l: 3% ;- (162)

Von den Voraussetzungen in Nr. 10 gelten 1., 2. und 4. ohne weiteres
auch fiir C(p),; und Z(p),; auch die Anzahl m der verschiedenen Pole
ist dieselbe geblieben, allein der Pol p = 0 kénnte méglichenfalls nicht
mehr auftreten. Nur die Voraussetzung 3. hat man ausdriicklich fiir
C (p), aufrechtzuerhalten. Dann ist

e“’
Zy () = Jef (PZ (Ph )P=P7
und nach (158) mit p = ¢ + p,

er  (C+mp)et _ Letr et?
pZp,  pZw  pZ® ' PpZp
——e””'(c—i- C2+2,C3 )
d ”"v—l e in
(cky + a4 +sxs<z:)).

Daraus entnimmt man das Residuum als Koeffizienten von (-1 zu

¢ kv —2
Zy, (t), = €' [sz + Ayt Aok, kt —2) 1

¢ thy—1
+pv<Avl+Ar2ﬁ+' . '+Avkym>]-

Rothe-Ollendorff-Pohlhausen, Funktionentheorie. 5

(163)
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Andrerseits ergibt die Differentiation der rechten Seite von (161)

dx (t o
2 —pay= Y20, (164)
v=0

und man zeigt leicht aus (150) durch unmittelbare Differentiation
Ziy (0) = Z,, (8); - (165)

Hieraus folgt die Ubereinstimmung von (164) mit (162), und damit die
Giltigkeit der Differentiation des Hakenintegrals (161)
unter dem Integralzeichen.

In (164) wiirde der Eigenwert p = 0 nicht mehr auftreten, wenn
Z;(t) identisch Null, d. h. Z,(¢) konstant wére. Das ist, wie die Formel
(151) zeigt, dann und nur dann der Fall, wenn C (p) fiir p = 0 regulir
ist. Dann ist aber die Funktion p C (p) = C(p), fiir beliebig groBe Werte
von |p| nicht mehr beschrénkt, also die Voraussetzung 3. in Nr. 10 nicht
mehr erfiillt. Dieser Fall ist daher auszuschlieBen.

Wenn 2 (¢) mehrfach nach ¢ unter dem Integralzeichen differenziert
wird, gelten dieselben Betrachtungen, nur muf man bei A-maliger
Differentiation ausdriicklich voraussetzen, daB p* C(p) auch fiir be-
liebig groBe Werte von |p| noch beschrinkt sei. In der rationalen Funk-
tion C (p) selbst mufl daher der Pol p = 0 mindestens die Ordnungszahl 4
besitzen.

Wir gehen jetzt zu der wichtigsten geometrischen Anwendung der
komplexen Funktionen iiber, der konformen Abbildung.
y 12. Konforme Abbildung. Es seien z, y, etwa
als Funktionen eines Parameters gedacht, die
7} ay Koordinaten eines verdnderlichen Kurvenpunktes.
== Der Vektor

5 dz=dx+i1dy =ds-e&? (166)

z  verlauft wegen

Abb. 30. Vektor des dy
Linienelements. & = arc (dz) — arc tgﬂ

tangential zur Kurve; seine Linge |dz| = }da® + dy? = ds bedeutet
das Bogenelement der Kurve (Abb. 30). Nun sei w = f(2) eine analy-
tische Funktion von z. Es ist dann

dw=7f(2)-dz. (167)
Durch w = f(z) wird eine Beziehung zwischen den Punkten z der z-Ebene

und den entsprechenden Punkten w der w-Ebene hergestellt, oder —
wie man sagt — die beiden Ebenen werden auf einander abgebildet.
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Den Kurven (I) und (II) der z-Ebene entsprechen ihre ebenso bezeich-
neten Bilder in der w-Ebene (Abb. 31).
Man setze nun
|dw|=4d8; arc (dw) = 0,
sodaB also
dw=d8-e® (168)
wird. Aus (167) folgt
dS8-e® =f (z)ds-e&? . (169)
In dieser Gleichung konnen jetzt Argumente und Betrige beiderseits
verglichen werden, falls nur f'(z) 4= 0 ist. Das ergibt fiir die Betrage
a8 =|f(2)|ds (170) y)z-Evere ro=tbene
und fir die Argumente
O =arcf'(z) + . (171)
|7’ ()] miBt daher das Verhalt-

nis der Lingen entsprechen-
der Linienelemente, wihrend Abb. 31. Zur konformen Abbildung.

arc f' (2) die bei der Abbildung

erfolgte Drehung eines Linienelements bedeutet!. Beide sind nur vom
Orte z der abzubildenden z-Ebene abhéngig. Sind daher (I) und (II)
zwei durch den Punkt z gehende Kurven der z-Ebene, ds,, ds, ihre
Linienelemente, ¢, 9, die zugehérigen Tangentenwinkel, so hat man

nach (170) und (171)

dS;:d8, = ds;:ds,, (172)
und

0, — 0, =9, — 9,. (173)
Diese Gleichungen sagen aus, daf die Langenverhéltnisse um so mehr
erhalten bleiben, je kleiner die Léngen sind, und dafl die Winkel un-
geiindert bleiben. Man nennt daher die durch eine analytische Funk-
tion w = f(z) vermittelte Abbildung der z-Ebene auf die w-Ebene in
den kleinsten Teilen dhnlich oder konform und winkeltreu.
Alle diese Betrachtungen gelten, wie schon gesagt, nur unter der
Voraussetzung, daB f'(z) & O ist.

13. Beispiele der konformen Abbildung. Eine sehr einfache Bestiti-
gung der Tatsache, daB bei der konformen Abbildung die Winkel erhalten
bleiben, liefern die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (11).
Denn aus ihnen folgt sofort

du v du dv
dwow T aydy
und das ist bekanntlich die Bedingung dafiir, da8 sich die beiden Kurven-

0, (174)

1 f(z) pflegt man daher auch als das ,,Verzerrungsverhéltnis* zu bezeichnen.
5%
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scharen % = konst und v = konst der z-Ebene senkrecht schneiden.
Die Bilder dieser beiden Kurvenscharen sind in der w-Ebene (w = % 4 iv)
die Koordinatengeraden % = konst, v = konst .

Wir besprechen nun ganz kurz einige der einfachsten konformen
Abbildungen.

1. BEs sei

w=2z—2.

Diese Abbildung stellt eine Verschiebung der z-Ebene lings des
Vektors z, dar.

2. w = mz fiir reelles m ergibt eine Mafstabsinderung der z-Ebene.

3. w = az stellt fur komplexes a eine Drehstreckung dar.

Denn es ist

lw|=al|-|2]; arc (w) = arc (a) + arc (2) .
Die erste Gleichung bedeutet eine Léngeninderung, die zweite eine
Drehung.
4. w = az -+ b (fiir @ und b konstant) liefert eine Vereinigung von
1. und 3., also Verschiebung lings b, MaBstabsinderung im Verhéltnis | a |
nach Drehung um arc ().

5 w= % stellt eine Transformation durch reziproke Radien mit

nachfolgender Spiegelung an der z-Achse dar; denn es ist
1
|w|=m; arc (w) = — arc (z) .

Hierbei riickt der Nullpunkt z = 0 ins Unendliche (w = 00).
14. Fortsetzung: Linear gebrochene Funktionen. Die linear ge-
brochene Transformation

_az+f
W=arse (175)
worin «, 8,7, 6 vier der Bedingung «ad — fy = 0 unterworfene kom-
plexe Konstanten sind, kann mittels der Umformung
Y T vwet o)
{=yz+9
auf die konformen Abbildungen 4. und 5. zuriickgefithrt werden.

Man bilde erst die z-Ebene auf die (-Ebene konform ab, was firr
die z-Ebene nach 4. eine Verschiebung lings des Vektors ¢, eine Maf-
stabsinderung im Verhdltnis |y| und eine Drehung um den Winkel
arc (y) ergibt. Sodann bilde man die (-Ebene auf die w-Ebene ab,

o aﬁ—ﬂy:A+£
C’

die man erhilt, wenn man die {-Ebene lings des Vektors 4 = —Zj

verschiebt, ferner eine Transformation durch reziproke Radien und
Spiegelung an der reellen Achse vornimmt und noch eine Drehung um
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arc (B) = arc (y) — arc (x6 — fy) und MaBstabsinderung um
| B| = |ad — | :|y| hinzufigt.

Hierbei ist stillschweigend y 4 0 angenommen worden. Fiir y = 0
wiirde namlich (175) von der Form 4. sein. Es ist ferner

dw _od— By,

dz "~ (ya+ o8’
hieraus ist ersichtlich, weshalb die Voraussetzung od — fy =0 ge-
macht werden mufBte.

Durch die konforme Abbildung (175) wird die Gesamtheit aller Kreise
(und Geraden) der z-Ebene tibergefithrt in die Gesamtheit aller Kreise
(und Geraden) der w-Ebene. Hierbei kann die Abbildung dreier Punkte
der z-Ebene in drei Punkte der w-Ebene willkiirlich vorgeschrieben
werden, entsprechend der Anzahl der verfiigharen Konstanten o : 5 : 9 : 8.

a) Um die spezielle linear gebrochene Transformation

_az+p

T yz+6’
in der jetzt o,f,y,0 reell und ad — By > 0 sein sollen, zu unter-
suchen, setze man w = w + iv; der konjugierte Wert ist

wZ+p

w=y€+6=u——m~.
Daher ist
A 1.k 1) W
24 (yz+0)-(yZ+9)

Da sich hiernach » von y um einen positiven reellen Faktor unter-
scheidet, so vermittelt die eben betrachtete Funktion w eine Abbildung
der oberen Halbebene y = 0 auf die obere Halbebene » = 0.

b) Die linear gebrochene Transformation

7 —2
w—:m.
Hier ist
o] =iz = FEO=T_yEE =
jw|= i+z| F a2+ (y+12 ) a2+ y2 142y

Fir y = 0 entsteht

jw|=1.
Die z-Achse wird also in den Einheitskreis der w-Ebene iibergefiihrt.
Fir y > 0 wird

lw| <1,
d.h., die obere Halbebene y > 0 geht in das Innere des Einheits-
kreises w = 1 iiber. In welche Kurve der w-Ebene geht der Kreis [z| =1
iiber ?

15. Abbildungen Riemannscher Flichen. Die bis jetzt betrachteten

Abbildungen waren sdmtlich durch eineindeutige (d. h. eindeutige und
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eindeutig umkehrbare) Funktionen vermittelt. Infolgedessen entsprach
jedem Punkte der z-Ebene genau ein Punkt der w-Ebene und umgekehrt.
Bei den folgenden Abbildungen ist das nicht mehr der Fall. Daher
kénnen jetzt die Abbildungen der ganzen z-Ebene Teilbereiche der
w-Ebene sein oder auch diese mehrfach iiberdecken. Zwei Beispiele

7 -Netene dafiir sind die folgenden:

1. w=2" fir n >0,
z-Lvene \\ ganzzahlig.
\ Die Umkehrungsfunk-
4% A tion _
7 -7 ]‘ y = Vw

39, . . inkel £ ei . . . . .
Abb. 32. Konforme Abbﬂ:&‘;lffe gg;? Winkelraumes auf eine ist n-d eutlg; sie wird ein-

deutig auf einer n-fach
iiberdeckten w-Ebene, der zugehorigen Riemannschen Fliche. Die
Funktion bildet daher diese Riemannsche Fliche umkehrbar-eindeutig
auf die schlichte z-Ebene ab.

2. Die Funktion w = 21/*, worin « reell ist, bildet einen Ausschnitt
des Einheitskreises vom Winkel oz auf den Halbkreis der w-Ebene
ab (Abb. 32).

16. Konforme Abbildungen eines konvexen Polygons auf eine Halb-
ebene. Wir wollen schlieBlich noch eine besonders wichtige Abbildung
besprechen, die von Christoffel (1867) und von H. A. Schwarz
(1869) zuerst behandelt worden ist, und gehen zu diesem Zweck von
der Funktion

4 dz
w=fle) = f (=) — a2 — m) (176)
2o
aus. Hierin sollen =z, <z, <-- -z, beliebige reelle Werte und
oy, 0, . . .0, ebenfalls reelle Konstanten bedeuten, die jedoch den
Bedingungen
0<ap<l1 k=1,2,...,n) (177)
und
ottt a, =2 (178)

unterworfen seien. Die Verénderliche z werde auf die obere Halbebene
Jm z = 0 beschriankt. Der Integrationsweg in (176) kann in einem be-
liebigen Punkte z, der oberen Halbebene beginnen und beliebig in dieser
Ebene verlaufen, jedoch muB er die Punkte z;, z,, . . . z,, vermeiden.
Um der Funktion w = f(z) eine eindeutige Bedeutung zu erteilen, werde
darin unter (z — z;)* folgender Wert verstanden:

(z _ xk)ak — ! 2 — ‘ak . emkarc(z—zk)

mit 0 <arc(z —x,) <m. (179)

Dann ist w eine in der oberen Halbebene eindeutige und analytische
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Funktion. Denn sie hat die Ableitung

dw 1

ow = , 180

dz (—a) 1 (z—z)%2. . . (2 — z,)™ @ (180)
diese existiert fiir jeden Wert von z == z,, «,, . . . , und verschwindet

nirgends. Das ist auch fiir z = oo der Fall, wie die Substitution{ = 1:z
zeigt. Nun ist
arc (f'(2))
= — oyarc(z — ;) — ayarc(z — ) — - - - — o arc(z — z,).  (181)

Wenn der Punkt z die x-Achse im positiven Sinne durchlduft, dann ist
im Bereiche — 00 <z <

arc(z — x;) =m, arc(z— B) =7, ..., arc(z — x,) ==,
wahrend fir z; <z < x,

arc(z — z;) =0, arc(z—x)=m, ..., arc(z —a,) ==

ist. Der Punkt z = x; mag dabei durch einen kleinen Halbkreis in der
oberen Halbebene Jm z = 0 umgangen werden. Das entsprechende
Verhalten tritt bei den iibrigen Punkten x,, %, ... 2,
auf, und man iibersieht leicht, daB arc (f'(z)) auf
jeder einzelnen der Strecken — 0o ... 2y, ;... x,,

Lo ... @gy oy Ty_g -+ Ly, T+ +- + 00 einen kon- 7~Llere
stanten Wert behilt. Der

Formel (171) zufolge, wo z ~Lbere

¥ den Wert Null hat, er- o ﬁo

hilt also auch @ einen x; z; z,

konstanten Wert. Jeder der Abb. 33. Konforme Abl%ltﬁl;ggneiner Halbebene auf ein
obigen Strecken der z- '

Achse entspricht demnach in der w-Ebene ein Stiick einer Geraden,
und wegen der Stetigkeit von f(z) beschreibt, wenn z die x-Achse
von — o0 bis + 00 durchliuft, w in der w-Ebene einen Polygonzug.
In der Umgebung von z = x; nimmt der Arkus von (z—=z;) von 7 auf 0
ab, also ist die Anderung von arc (f'(z)) gleich (— &) (— @) = o 7.
Das ist der AuBenwinkel des Polygonzuges der w-Ebene (vgl. Abb. 33)
in der entsprechenden Ecke w = w;,.

Die Summe dieser AuBenwinkel betrigt wegen (178)

Dopm=2m.
Da w sonst, auch bei z = oo reguldr ist, enthélt das Polygon genau die
n Ecken wy, w,,...w,; es ist konvex und geschlossen.

Die durch (176) gegebene Funktion vermittelt demnach unter den
Bedingungen (177), (178) und (179) eine konforme Abbildung der reellen
Achse der z-Ebene auf den Rand eines konvexen geschlossenen Polygons
der w-Ebene. Aus (180) ist ersichtlich, daBl die Abbildung an den Ecken
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des Polygons nicht mehr konform ist. Wir haben freilich noch nicht be-
wiesen, dal auch das Innere des Polygons dadurch auf die obere Halb-
ebene Jm z > 0 abgebildet wird.

Nimmt man beispielsweise n = 4 und

°‘1=°C2=°(s=°(4=%’
so ist das entstehende Polygon ein Rechteck, und die abbildende Funk-
tion, durch die dieses Rechteck der w-Ebene konform auf die reelle
Achse der z-Ebene abgebildet wird, ist
dz

e e m G- o)

(182)

ein elliptisches Integral erster Gattung.

17. Konforme Abbildung eines konvexen Polygons auf den Einheits-
kreis. Um zunéchst diese Aufgabe zu 16sen, braucht man nur die z-Ebene
der vorigen Nummer auf eine {-Ebene konform so abzubilden, da der
oberen Hilfte der z-Ebene der Einheitskreis der {-Ebene entspricht.

Diese Aufgabe ist schon in Nr. 14b gelost worden. Wir setzen deshalb

1 —2z
{= 142’
d. h.
z = i—--1 —¢
R
Den Punkten x;, #,,...2, der z-Ebene mogen die iibrigens (vgl.

Nr. 14b) auf dem Einheitskreise gelegenen Punkte (i, {, ... ¢, der
{-Ebene entsprechen. Dann ist

N T Tt
FTERTIIL I
do — — 27  d¢

1+46:.(1+8)*%
Fihrt man dies in (176) ein, so erhélt man nach einigen hier iiber-
gangenen Zwischenrechnungen

f ac 183
w=0 ) T m C— )™ L (183)
Hierin ist
= /{:(1 + Cl)al(l + 52)012 .. (1 + cn)“n ’
C _ 7 — Zo
07+ 2"

Die duBerlich ebenso wie (176) gebildete Formel (183) vermittelt also
unter den zu den fritheren noch hinzukommenden Bedingungen

[Gl=1, |&l=1,...,|L]=1 (184)
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eine konforme Abbildung eines Polygons der w-Ebene auf die Peripherie
des Einheitskreises der {-Ebene.
Ist zum Beispiel
2

“1=a2="'=an=";,

so ist das Polygon ein regelméBiges n-Eck. Man wahle noch die Punkte
L1s Cos .. . £, auf dem Einheitskreise so, daB sie den Kreis in n gleiche
Teile teilen, d. h. man setze

271

lr=e " k=1,2,...,n.
Dann ist

C—=C—=0C)...6=C)=C(r—1,
was ja, gleich Null gesetzt, nichts anderes ergibt als die Kreisteilungs-
gleichung, durch die {; = ]7 1 bestimmt wird. Damit wird aus (183)

w:C-f,TL (185)
PRIGE

Dieses Abelsche Integral vermittelt die konforme Abbildung eines regel-
méBigen n-Ecks auf die Peripherie des Einheitskreises der z-Ebene.

18. Abbildung des Innern des Polygons. Es bleibt nun noch zu
beweisen, dafl die Funktionen (176) und (183) auch das Innere des
Polygons auf die obere Halbebene der 2-Ebene und das Innere
des Einheitskreises der (-Ebene abbilden. Es sei w, irgendein
innerer Punkt des Polygons. Dann ist nach (38)

1 56 d(w— wy)
—Pp—>=1,
27t w — W,
wobei das Integral iiber den Umfang des Polygons zu erstrecken ist.
Setzt man w — wy, = F ({), so ist dieses Integral andrerseits gleich

1 F'({)

2m4£'p‘(5d5 =1

worin jetzt der Einheitskreis der {-Ebene einmal zu umlaufen ist. Im
Innern des Einheitskreises ist aber F'({) tiberall reguléir; also gibt das
Integral zufolge der Bemerkung am Schluf von E ba die Anzahl der
Nullstellen von F({) im Innern des Einheitskreises an. Mithin ver-
schwindet dort F'({) genau einmal. Ist {, diese Nullstelle, so ist dort
w = w,. Jedem inneren Punkt w, des Polygons entspricht also genau
ein Punkt {, im Innern des Einheitskreises, was zu beweisen war. Daraus
folgt, daBl auch das Innere des Polygons mittels (176) eindeutig auf die
obere Halfte der z-Ebene konform abgebildet wird, und umgekehrt.
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19. Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip. Aus der vorhergehenden
Aufgabe der konformen Abbildung des Umfangs und des Inneren eines
Polygons der w-Ebene auf die reelle Achse und die obere Hilfte der
2-Ebene mittels der Funktion (176), w = f(z), bleibt noch die Frage
offen, wie es mit der konformen Abbildung der unteren Halbebene
bestellt sei. Das Nichstliegende wiirde sein, die Funktion w = f(z) in der
Umgebung eines der reellen Achse geniigend nahe gelegenen reguliren
Punktes nach D, 6 in eine Potenzreihe zu entwickeln, und diese, wenn
moglich, iiber die z-Achse hinweg in die untere Halbebene analytisch
fortzusetzen. H. A. Schwarz hat ein Verfahren ersonnen, das in vielen
Fillen schneller und einfacher zum Ziele fiihrt.

Es sei (B) ein Gebiet der oberen Hélfte der z-Ebene, das von einem
Stiick 4 B der reellen Achse und einer Kurve (C) der oberen Halbebene

begrenzt werde (Abb. 34); eine im Innern

und auf dem Rande von (%) analytische

Funktion w = f(z) bilde (B) konform auf

einem Bereich (B) der w-Ebene einein-
" deutig so ab, daB dem geradlinigen

Stiick 4B auch in der w-Ebene eine

geradlinige Strecke g entspricht und um-

gekehrt. Man spiegele nun den Bereich (B)

an der z-Achse, wobei er in (%B’) iibergehe,

und ordne immer dem Punkte 2=z — iy,
d. h. dem Spiegelpunkte von z = x + 1y, den Punkt w der w-Ebene
zu, der durch Spiegelung von w an der Geraden g gefunden wird. Die
so entstehende Funktion

Abb. 84. Zum Schwarzschen
Spiegelungsprinzip.

w =g
ist die analytische Fortsetzung von w = f(z) in die untere Halbebene
hinein. Sie bildet den gespiegelten Bereich (%B’) auf das Spiegelbild von (B)
an der Geraden g der w-Ebene konform ab.

Beweis: Zunichst ist klar, daB man statt der Strecke g ein Stiick
der reellen Achse der w-Ebene benutzen darf; andernfalls fithrt man
zuvor eine passende Drehung und Verschiebung der w-Ebene aus. Nun-
mehr ist w = w = u — iv der zu w = u + iv konjugierte Wert, und
die in Betracht kommende Funktion ist

w = [(2),
die konjugierte Funktion des konjugierten Argumentes. Diese ist aber
mit w = f(z) analytisch, denn die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen (11) bleiben ungeéndert, wenn man darin v mit — v und
zugleich y mit — y vertauscht. Nun sei W = F(z) diejenige Funktion,
die in der oberen Halbebene mit w = f(z) und in der untern mit w = )
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itbereinstimmt, lings der reellen Achse natiirlich mit w und w, die ja
dort beide iibereinstimmen. Dann ist

S{)’F@)dc 9§odc 9911’@)@

«,c) ABCA AC'BA

denn die Strecke 4 B wird im Hin- und Riickgang durchlaufen, die
entsprechenden Integrale heben sich also auf. Aber es ist nach der
Cauchyschen Integralformel (47)

SBFWC g‘}f@)dC 27if() oder =0,

ABCA ABCA

je nachdem z auf der oberen oder auf der unteren Halbebene liegt, und

ebenso
él”c(c—)?:éif)dg 0 oder 2mif(z),

ACBA ACBA
also durch Addition

F(C)dé‘
e =27

,0)

1 F(2).

Wie in C, 15 gezeigt worden ist, folgt hieraus, daB F (2) fiir jeden inneren
Punkt von (B + B’) eine analytische Funktion ist; also ist ]7(;) die
analytische Fortsetzung von f(z).

Ubrigens ist es gar nicht nétig, daB f(z) lings des Stiickes 4 B der
reellen Achse analytisch sei; es geniigt die Stetigkeit. Denn man braucht
nur 4B in einen Parallelstreifen von beliebiger Schmalheit einzu-
schlieBen und dessen Rénder bei der Integration zu benutzen. Die ent-
stehenden Integrale unterscheiden sich wegen der Stetigkeit von f(z)
beliebig wenig von den obigen.

Das Spiegelungsprinzip gibt zu sehr vielen Anwendungen AnlaB.
Man kann z. B. von dem elliptischen Integral (182), das die obere Halfte
der z-Ebene auf ein Rechteck der w-Ebene abbildet, durch doppelte
Spiegelung leicht beweisen, daB z eine doppeltperiodische Funktion von
w sein mufl. Doch soll dies dem Leser iiberlassen bleiben.



Zweiter Teil.

Anwendungen.

A. Aufbau elektrischer und magnetischer Felder aus
Quellinienpotentialen.

Von W. Schottky, Berlin.

1. Stellung der Aufgabe. Die nichstliegenden Anwendungen der
Funktionentheorie ergeben sich auf die zweidimensionalen Potential-
felder; denn nach Ziffer 8, Seite 6 stellt jede komplexe analytische
Funktion innerhalb ihres Regularitétsbereiches eine Losung der Poten-
tialgleichung dar. Nachst den homogenen Feldern sind die einfachsten
die rotationssymmetrischen. Daher befaBit sich das erste Kapitel der
Anwendungen mit rotationssymmetrischen Feldern einfachster Art.
Es wird weiter gezeigt, daBl mit ihrer Hilfe eine grofle Zahl praktisch
wichtiger Feldformen synthetisch aufgebaut werden kann.

2. Definition und Eigenschaften des Quellinienpotentials. Unter
Quellinienpotential versteht man eine zweidimensionale Potential-

funktion, die von einer gleichméBig geladenen un-
Ay endlich langen Quellinie erregt wird. Die Spur
dieser Quellinie mit der zy-Ebene sei der Punkt

/ Py(xy yo), welcher demnach der einzige Punkt

Bezoge) der zy-Ebene ist, der eine Singularitit aufweist

(Abb. 35). Die Quelle sendet ein nach allen Seiten
z symmetrisches Feld aus. Die Funktion, die diese
Abb. 85, Quellinie und  Bedingung erfiillt, ist die Funktion » = In r, wobei

punkt, o

r= 1@ — )2+ (y — y)2 die Entfernung des
Aufpunktes P(zy) von der Quellinie bezeichnet. Diese Funktion ge-
niigt im ganzen Raum auBler im Punkt P, der Bedingung Au = 0.
Der Beweis hierfiir kann durch direkte Ausrechnung gefiihrt werden;
vom Standpunkt der Funktionentheorie ist er deshalb iiberfliissig,
weil In r den reellen Teil der Funktion In (z —z,) darstellt. Daher
geniigt nach den Cauchy-Riemannschen Gleichungen % = Reln (z — z,)
auBerhalb z= z, der Laplaceschen Gleichung?

%u | 0%u

gt =0 (1)

1 Hier wie im folgenden ist e der Realteil, wihrend Jm den Imaginirteil
einer komplexen Funktion bezeichnet.
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Selbstverstédndlich ist nicht nur In (z — 2,) eine Losung der Potential-
gleichung, sondern auch K In (z — 2,). Die hier eingefiihrte Konstante K
besitzt eine einfache physikalische Bedeutung. Wir betrachten zu diesem
Zweck neben dem Potential den Feldvektor }

A= —gradu. (2
Wir wollen unter der ,,Quellung dieses Vektors
ds
das Integral
i A, ds (3)

verstehen, wobei %A, die zum Linienelement ds

senkrecht stehende Feldkomponente bedeutet Abb- 36, Quellung eines
(Abb. 36). Berechnen wir die Quellung fiir einen

Kreis vom Halbmesser r;, so wird zunichst der Feldvektor

Kdlnr K
- = — = (4)

r=T7, TO.

Sl[:

Daher erhilt man

W ds = — X Pds— — 27 K. )
$ 29

3. Deutung des Quellinienpotentials als elektrisches Potential ¢. Wir
denken uns jetzt speziell u als elektrisches Potential ¢ gedeutet und
definieren die elektrische Feldstédrke in iiblicher Weise
durch

€= —gradu=19. (6)

Wir berechnen das Integral

9g@fnds=——27zK. (7)

Dieses Integral konnen wir uns nach Abb. 37 geome- ﬁg‘;-ggz;ézgﬁﬁg-
trisch vorstellen als Mantelflichenintegral eines Kreis- '
zylinders der Hohe 1. Nun ist der Ladungsbelag ¢ innerhalb eines

Raumelementes von der Hoéhe 1 gegeben durch

q:Aé@nds. (8)

Hierbei beschrinken wir uns auf den leeren Raum, so daB A die Kon-

stante ;o 1oy bedeutet. Mit Riicksicht auf (7) wird
¢g=—2xdK. 9)

Mit Benutzung dieser Konstanten lautet das elektrische Quellinien-

potential
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Die elektrische Feldstérke hat in radialer Richtung den Wert
dp - ¢ 1

T %r ~2md T (1)
in zirkularer Richtung ist sie Null. Die Potentialflichen sind also Kreis-
zylinder um die durch P, gehende Quellinie, die Kraftlinien sind die
dazu senkrechten radialen Strahlen ©=Xkonst. Die komplexe Mutter-
funktion, aus der sich diese beiden Linienscharen in der komplexen
xzy-Ebene ableiten lassen, ist wie unter Ziffer (10) gezeigt wurde, die
komplexe Funktion .

[=Kln(z—z), (12)
zu der die beiden Komponentenfunktionen gehéren:
¢p=Klnr (13a)
und
py=K7. (13b)

4. Autbau elektrischer Felder aus Quellinienpotentialen. Der Zylinder-
kondensator. Es gibt weder unendlich ausgedehnte noch unendlich diinne
elektrische Leiter. Gleichwohl 148t sich die Berechnung des Feldes eines
solchen idealisierten Leiters fiir die Anwendungen nutzbar machen. Die
Bedingung der unendlichen Ausdehnung
kann fiir ein mittleres Gebiet des Leiters
ersetzt werden durch die Bedingung, daf}
die Randeffekte sich in dem untersuchten
Gebiet nicht mehr bemerkbar machen.
Diese Frage ist natiirlich mit Hilfe drei-
dimensionaler = Anndherungsiiberlegungen
von Fall zu Fall zu prifen. Was jedoch
die Idealisierung des unendlich diinnen
Leiters betrifft, so kann man hiervon in
vielen Fillen auf sehr einfache Weise los-
kommen und zu Problemen mit endlichen
Leiterdimensionen iibergehen. Betrachten
wir z. B. wieder eine einzelne Quell-
linie mit der Potentialfunktion ¢ — K In 7 und der Kraftlinienfunktion
p =K. In der z, y-Ebene erhalten wir dann ein Feldbild, bestehend
aus Kreisen und Radien, mit einer Singularitiat im Mittelpunkt (Abb. 38).
Nun betrachten wir nicht dieses ganze Kraftfeld, sondern nur den
Raum zwischen zwei Potentialflichen F' und F'’ mit den Radien 7’
und ¢, Zwischen diesen Flichen ist die Gleichung Ag¢ = 0 erfiillt,
das Potential auf beiden Flichen ist konstant, zwischen ihnen herrscht
ein Potentialunterschied ¢’ — ¢, dem durch geeignete Wahl von K
jeder beliebige Betrag gegeben werden kann. Das sind aber genau die
Bedingungen, aus denen man das Feld zwischen zwei konzentrischen

Abb. 38. Zylinderkondensator.
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zylindrischen Leitern mit den Radien 7, und r, zu bestimmen hat; auch
hier ist das Potential auf jeder Zylinderfliche konstant, zwischen den
Flachen gilt die Gleichung A @ = 0, und es ist ein bestimmter Potential-
unterschied gegeben. Da man auBerdem in solchen Fillen immer zeigen
kann, daB eine Losung, die die gegebenen Grenzbedingungen erfiillt,
zugleich die einzige und wahre Losung ist, stellt das Feld einer Quellinie
im Mittelpunkt der beiden Zylinder zugleich das wahre Feld in den
Zwischenrdumen zwischen den Zylindern dar.
Bei passender Wahl von K ist also:

¢ = — Kln?'
¢’ = — Klnr” (14)
und also die Spannung
U=g¢"—¢ =—Khn’. (142)
Man kann daraus berechnen
P
i’ (15)
also
U
Y = W ‘Inr. (16)

Die Beziehung zwischen K und U hat aber nicht blo8 eine rech-
nerische Bedeutung, sondern K ist im wesentlichen proportional mit
dem Ladungsbelag ¢ [vgl. Gleichung (9)]. Also ist ¢ zugleich die zu
dem Potentialunterschied U gehorige Ladung des betreffenden Zylinder-

kondensators, und
q _ 2= Y|
7.// (17)

In —

7./

ist definitionsgemiB die Kapazitit dieses Zylinderkondensators pro
Langeneinheit, soweit die Randeffekte vernachlissigt werden kénnen.
Falls das Medium zwischen den Zylindern die Dielektrizitédtskonstante e
besitzt, vergroBert sich die Kapazitdt bekanntlich auf das efache.

b. Zusammensetzung von Feldern aus mehreren Quellinienpoten-
tialen. Ebenso groBes Interesse besitzen Felder, die durch Super-
position mehrerer Quellinienpotentiale entstehen. Diese Potentiale
stellen zundchst wieder die Felder von unendlich diinnen geraden
parallelen Ladungslinien mit den Ladungsbeligen ¢,, ¢, usw. dar.
Denn bei Zusammensetzung der Potentiale ¢;, @, usw. zu einem Poten-
tial @ ist wieder die Bedingung 4 = 0 auBerhalb der Ladungslinien
erfiillt, wihrend die Quellung f €, -ds des Feldes um jede Linie herum
den durch die betreffende Ladung bestimmten Wert besitzt. Ebenso
wie im Falle des Zylinderkondensators kann man aber auch in diesen

Ase,
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Fillen die Betrachtung auf die Zwischenrdume zwischen gewissen
Potentialflichen bzw. Potentiallinien beschréinken und erhdlt dann
neue Formen von Leitern und zugleich die Lésung des betreffenden
Potentialproblems.

Ein einfaches Beispiel dieser Art macht Gebrauch von der Kombi-
nation zweier entgegengesetzt geladener Quellinien, die durch die
Punkte P; und P, gehen (Abb. 39). Das Feld dieser Quellinien fiir
einen Aufpunkt P kann man entweder reell aus der Addition der
Funktionen ¢; und ¢, berechnen:

,
¢=p+ ;= —gag-lan +oigmn =gl (18)

Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion der Aquipotential- und
Kraftlinien: Man hat sich die Linien als Potentiallinien einzuzeichnen,
lings deren das Verhiltnis der Ent-
fernungen von den Punkten P;und P,
konstant ist, und hierzu senkrecht die
Kraftlinien. Man erhdlt dann ein Ge-
samtbild, das, wie man sieht, aus
Kreiszylindern besteht, die einander
senkrecht schneiden. Man erkennt, da@
Abb, 39, Zum Feld zweier Quellinien. man, analog wie im Falle des zylin-

drischen Kondensators, jetzt wieder
zwei von den auftretenden Kreisen als Leiterflichen erkliren kann und
auf diese Weise die Potentialverteilung zwischen entgegengesetzt ge-
ladenen kreiszylinderférmigen Leitern erhilt, die aber jetzt beliebige
Lage und Gréfe relativ zueinander haben konnen. Damit a8t sich auch
das Problem der gegenseitigen Kapazitit zweier paralleler Kreiszylinder
in Strenge lésen. Anwendung finden diese Rechnungen z. B. bei der
Berechnung der Kapazitit einer zweidrahtigen Freileitung, von einem
Draht gegen Erde (Grenzfall des unendlich grofien Kriimmungsradius
der einen Fliche) und in dhnlichen Fillen.

Die funktionentheoretische Methode vertieft die Behandlung eines
solchen Beispieles, denn bei dieser Methode addiert man zweckmiBig
nicht die Potentialfunktionen, sondern die Mutterfunktionen w,; und w,
der Potential- und Kraftlinienfunktionen. Man bilde also:

w=@p+ip=w +w,=K-In(z—2)— Kln(z—2). (19

Der reelle Teil dieser Mutterfunktion geniigt wieder der Gleichung
Au = 0 und hat in den Quellinienpunkten P; und P, entgegengesetzt
gleiche Quellung; das liefert uns nichts Neues, da Reln(z —z;) = Inr
ist und wir somit auf genau die gleiche Darstellung wie bei Benutzung
des reellen logarithmischen Potentials gefithrt werden. Neu ist aber
die Benutzung der Kraftlinienfunktion g = y; + y,. Diese Funktion

L=¢

<
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liefert uns, wie wir allgemein wissen, durch die Linien 9 = konst. so-
gleich in geschlossener Form das System der Kraftlinien. Nun ist aber
In(z —2,) =Inr + 49, wobeid der Winkel des Aufpunktvektors mit
einer festen Achse ist, am einfachsten der durch P, und P, gehenden
Achse, die wir als z-Achse wihlen (Abb. 39). Also ist = &, — &, einfach
die Differenz der Winkel
der Strahlen 7, und r, mit
der festen Achse, also der
Winkel zwischen r, und
r5. Die Kraftlinien stellen
demnach Kurven dar,
langs deren der Abschnitt
P, P, unter einem stets
gleichenWinkel erscheint;
das sind bekanntlich alle
Kreisbogen iiber P; P,
(Abb. 40).

Die Funktionentheorie
weist jedoch noch, direk- Abb. 40. Feldbild zweier Quellinien.
ter als die reelle Behand-
lung, auf eine weitere Art der Ausbeutung eines gegebenen Kraftlinien-
feldes fiir die Anwendungen hin. Ebenso wie die Funktion w 148t sich
auch die Funktion —iw =y —ip als Mutterfunktion auffassen, es
lassen sich die Linien 1y = konst. als
Potentiallinien, ¢ = konst. als Kraft-
linien deuten. In unserem Spezialproblem
wirde man so z. B. das Feld zwischen
zwei Kreisbogen iiber derselben Sehne
finden, die auf verschiedenen Potentialen
gehalten werden.

6. Das Gitterpotential einer Ver-
stirkerrohre. Als weitere Anwendung
wollen wir jetzt das Feld in einer Ver-
starkerrchre aus Quellinienpotentialen
aufbauen. Wir betrachten eine 3-Elek- .
trodenréhre mit zylindrischer Anordnung ADD- 41 Elsflﬁtﬁitigﬁgg;gﬁﬁg el elner
nach Abb. 41. Die Elektroden seien lang
im Verhéltnis zu ihrem Durchmesser, und das Gitter bestehe aus n
achsenparallelen Drahten (Halbmesser g,). In der Achse des Zylinders
befindet sich die Kathode mit dem Halbmesser g;. Die Ladung der
Kathode pro Léngeneinheit sei -+ ¢, die der Gitterdrihte sei auf allen
Dréhten gleich und je gleich — g,. Wir berechnen zunéchst nur das
Potential der Kathodenladung und der Gitterladungen und vernach-

Rothe-Ollendorff-Pohlhausen, Funktionentheorie. 6
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lagsigen die Raumladung der Elektronen. Die Ladungen denken wir
uns jeweils in den Achsen der betreffenden Drihte konzentriert. Dann
ist also das Potential jedes Einzeldrahtes ein Quellinienpotential der
besprochenen Art, wobei jedoch die Verlagerung der Quellinie aus dem
Ursprung des Koordinatensystems zu beachten ist. Es bezeichnez,, = z;,
den Ortsvektor der Quellinie ! des Gitters. Sie hat also das komplexe
Potential

L=t gin(z —2,). (20)
Fiir die Gesamtheit aller Gitterdrihte ergibt sich

n n
Xy 227(1: -+ 23;41 Zln(z—_zgl)
1 1

=+ 2221 ln((z - Zyl) (z — zy2)' ' '(z - zgn))'

(21)

Das Produkt unter dem Logarithmus 148t sich geschlossen auswerten;
denn da die z,; die Ecken eines regelméBigen Polygons bilden, welches
dem Kreis vom Halbmesser 7, eingeschrieben ist, so wird

(z*zgl)(z—zy2)°"(Z—Zgn):zn_zg' (22)
Mithin ist

g n ny 74, K —r
Xa=+2id In (2 —z”)—+2nqun]/z"~zg. (23)

Hieriiber lagert sich noch das Potential der Kathodenladung

Das Gesamtpotential wird also

Z:xk_}_xg—_:—2ikdlnz+§7;q21nnyz"—z{;. (25)

Von dem zu diesem Potential gehérenden Feld konnen wir folgendes
aussagen. In unmittelbarer Nahe der Gitterpunkte 1, 2 usw. iiberwiegt,
wenn ¢, und ¢; nicht allzu verschiedener GréBenordnung sind, immer
der Einflufl der zugehorigen Quellinie. Das gilt um so mehr, als sich in
der Umgebung der Kathode die iibrigen Felder sehr weitgehend und
in der Umgebung der Gitterpunkte wenigstens recht erheblich gegen-
seitig kompensieren. Schligt man also Kreise um die Mittelpunkte der
einzelnen Quellzentren mit Radien, die klein sind, gegen den Abstand
von dem zunichst benachbarten Quellpunkt, so ist auf diesen Kreisen
In|z| bzw. In|z — z,,| angendhert konstant, und da dies jeweils das
weitaus iiberwiegende Glied des Potentials ist, auf diesen Kreisen auch
@ = konst. Weiter liefert das durch (25) dargestellte Potential in hin-
reichend weiter Entfernung von sidmtlichen Quellinien angenahert
Kreiszylinder als Aquipotentialflichen. Es ist deshalb zulissig, einen

d=g,
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dieser Zylinder mit dem Anodenzylinder zusammenfallen zu lassen,
dem wir das Anodenpotential ¢, zuerteilen. Durch geeignete Wahl von
¢, und n-¢, kann man den Potentialdifferenzen ¢, — ¢, als ,,Gitter-
spannung‘‘ und ¢, — ¢; als ,,Anodenspannuug® jeden beliebigen Wert
erteilen oder umgekehrt auch die zu diesen Potentialwerten gehorigen
Ladungen ¢, und n-q, bestimmen. _

7. Berechnung des Durchgriffes einer Verstirkerrohre. Nun interessiert
zwar in Verstirkerrohren der Zusammenhang zwischen Ladungen und
Potentialdifferenz in gewisser Weise; speziell kann man hieraus die
Teilkapazititen des Drei-Elektrodensystemes berechnen. Die weitaus
wichtigere GroBe ist aber der sogenannte Durchgriff. Die Berechnung
des Durchgriffes soll hier nach einer Methode durchgefiithrt werden,
die den Vorteil hat, daB der Ubergang zu raumladungserfiillten Feldern
mit ihr besonders iibersichtlich ausgefithrt werden kann!. Wir erteilen
Kathode und Anode wieder die Potentiale ¢, und ¢,, denken uns jedoch
die Gitterdrahte voriibergehend durch einen homogenen geschlossenen
Gitterzylinder G mit dem Steuerpotential ¢, ersetzt. Dieses Potential
soll so gewéahlt werden, dal das Feld in der Nahe der Kathode und Anode
denselben Wert bekommt, wie im wirklichen Fall durch das Gitter mit
dem Potential ¢,. Dies ist immer moglich.

Wir berechnen zunichst die gesamte Ladung, d. h. die Summe von
innerer und duBlerer Ladung, die der Gitterzylinder tragt, wenn ¢, — ¢,
und ¢, — @, gegeben sind. Die duBere Ladung ist pro Léngeneinheit

d=—4 é €, ds. (26)

Darin ist €, die auf den Gitterzylinder zu gerichtete Feldstarke des
Anoden-Gitterraumes. Da diese Feldstirke lings des Gitterzylinders
konstant ist, ergibt (26)

q’=A@;§ds=A@;2nrg. (27)
Die innere Ladung ist entsprechend pro Léngeneinheit

¢ = +A§ﬁ@;'ds, (28)

wobei jetzt € die auf die Kathode zu gerichtete Feldstéirke des Gitter-
Kathodenraumes ist. Nun sind der Anoden-Gitterraum und der Gitter-
Kathodenraum durch den homogenen Gitterzylinder elektrostatisch
gegeneinander abgeschirmt; daher ist die Kathodenladung - g, ledig-
lich durch € bestimmt und ist gleich + ¢”. In Gleichung (25) ist dem-

! Schottky, W.: Uber Hochvakuumverstirker. Arch. Elektrot. 8, 1 u. 299
(1919); nach Arbeiten, die im Sommer 1915 ausgefiihrt wurden.

6*

A=,
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nach der erste Posten auf der rechten Seite gleich dem komplexen
Steuerpotential y;, und daher 148t sich schreiben:

21— %=+ goeInz" — 7 . (29)

Daraus folgt das Gitterpotential ¢, selbst, indem wir z =r, 4 g,
(mit o, <€ r,) setzen und den Realteil abspalten.

Py — Pst = + 27;?2] Reln V(rg +e)" _—7_'? I
=+ g |V e, £

n
12 ]/ne,
- +2nAln<Tg 7y )

Hierbei besteht ¢, aus ¢’ und ¢”’. Die Teilladung ¢’ 148t sich aber aus
der Potentialdifferenz ¢, — @ des Anoden-Gitterraumes nach der
Zylinder-Kondensatorformel angeben und ¢'’ aus (28). Daher entsteht
mit r, als Gitterradius und 7, als Anodenradius:

1 ]"/ v " 1/n 0
Qg — Pst = (P — Ps1) ;;T_aln (Tg n,fi ) - %Ty@ ln<rg nrf > (31)

s

(30)

Wir nehmen nun an, da8 € linear von ¢, abhéingt, dann folgt aus (31)

In 2T
4
konst - ¢y, = @, + " Pas (32)
nln r—“
g
also ergibt die Differentiation
nt
8¢se .% — Qg =_D (33)
O09a "0y 1 Ta ’
T’

Dies ist aber gerade das Verhiltnis, das in der allgemeinen Verstarker-
theorie als Durchgriffsfaktor D auftritt; es bestimmt das Verhéltnis
der Strominderung mit dem Gitterpotential zur Stroménderung mit
dem Anodenpotential, da der Strom nur von dem Steuerpotential ¢,
iber die Raumladungsgleichung abhédngt. Somit ist hier in allgemeiner
Form die Berechnung des Durchgriffes fiir zylindrische Gitter mit
Léngsdréahten gegeben.

Der Grund, weshalb wir €] hier nicht ausgerechnet haben, ist ein-
mal der, daf es bei der Berechnung des Durchgriffes doch wieder heraus-
fallt. Weiter ist aber die Berechnung von ¢ aus dem raumladungs-
freien Kathodenfeld sicher unzulédssig. Der Verfasser hat gezeigt!, daB3

1 Schottky, W.: Zur Raumladungstheorie der Verstirkerrohren. Wiss.
Veroffentl. a. d. Siemens Konzern 1, H. 1, 64 (1920).

Ad=g,
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ein Zusammenhang zwischen € und ¢,; vielmehr aus der Raumladungs-
theorie berechnet werden mu8 und dann zu bestimmten Aussagen fiir
die ,,Steuerschirfe’ eines Gitters fithrt. Ist ein Gitter doppelseitig von
ausgedehnten Elektroden und raumladungsfreien Riumen umgeben,
so kann man natiirlich € in analoger Weise berechnen wie €, v

8. Berechnung des Verstirkerréhrenfeldes mittels der konformen Ab-

bildung z = ’i/i Wir haben bisher das Gitterpotential aus Quellinien
aufgebaut. Dieselbe Formel kann man auch nach einem funktionen-
theoretischen Verfahren ermittelnl. Man geht aus von einer Mutter-
funktion w in der Z = (X + ¢Y)-Ebene (Abb.42). Statt die Funktion w

von Z zu betrachten, untersucht man die Funktion "}/Z“ =z=x41y.
Trigt man sich die z-Werte in einer neuen komplexen Ebene zy auf,
so entsprechen dem einen Punkt v
in der X Y-Ebene n Punkte in der
z y-Ebene. Man erkennt das dar-
aus, daB die ganze Z-Ebene auf

den Winkelbereich 277! abgebildet X z

wird, so daB also die volle z-Ebene
n Exemplare der Z-Ebene neben-
einander oder, was auf dasselbe AbD. 42. K"]?Sﬁ?élr‘gg“Agﬁflﬁfﬁtge.rfeldes durch
hinausldguft: die volle Z-Ebene
ein Exemplar der gesamten z-Ebene in n Blittern iibereinander enthilt.
Man sieht nun leicht, daB man zu der Potentialfunktion eines Kreis-
gitters mit zentraler Quellinie kommen kann, wenn man in der Z-Ebene
eine Potentialfunktion betrachtet, die von je einer Quelle im Nullpunkt
und einer Quelle mit anderer Ladung in einem bestimmten Abstand
vom Nullpunkt, etwa auf der X-Achse herriihrt. Bei der Transformation
wird dann die letztgenannte Quelle nmal auf der Peripherie eines
Kreises erscheinen; die Mittelladung wird immer an derselben Stelle
auftreten, jedoch mit n-facher Stdrke. Die Abstdnde von Kern- und
Gitterquellinien werden sich in bestimmter Weise verzerren, aber man
kann ja dann den urspriinglichen Abstand passend wéhlen. Das Wichtige
ist nun, dafl man fiir das Potential der Gitterquellinien, das sich bei
der Summation aus Einzelpotentialen in der uniibersichtlichen Form
einer Logarithmensumme von verschiedenen Abstinden ergab, hier
von selbst eine geschlossene Darstellung erhalt. Der Gitterpunkt 1 in
der Z-Ebene wird ndmlich durch das Glied In (Z — Z,) der w-Funktion
charakterisiert; iibertrdgt man das in die z-Ebene, so erhilt man hier
sofort ohne Benutzung der Kreisteilungsgleichung In (z» — 27). Der

Z-Lbene YN zLbene

! Abraham, M.: Berechnung des Durchgriffes von Verstiirkerrshren. Arch.
Elektrot. 8, 42 (1919).
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reelle Teil dieser Funktion ist, bis auf die Ladungskonstante, das Poten-
tial des Kreisgitters. Es interessiert nun speziell der Wert dieser Poten-
tialfunktion auf den Kreisen g, um die Gitterpunkte, den wir bereits
in Gleichung (30) berechnet haben.

9. Potentiale von ebenen Quellinienreihen. Neben den zylindrischen
Gitteranordnungen spielen in den verschiedensten Gebieten eine groBe
Rolle die ebenen, aus sehr vielen parallelen Fiden bestehenden Gitter-
anordnungen, die sich durch eine unendliche Reihe von dquidistanten,
gleich oder entgegengesetzt geladenen Quellinien darstellen lassen. Das

X2

|

Abb. 43. Potentialbild einer unendlichen Reihe gleichgeladener Quellinien.

Potential einer solchen unendlichen Reihe ist durch einfache Zusammen-
setzung der logarithmischen Einzelpotentiale nicht gerade sehr bequem
zu berechnen ; die Funktionentheorie erméglicht jedoch hier, geschlossene
Funktionen von z, y anzugeben, die die Berechnung sehr vereinfachen.

Wir betrachten die Mutterfunktion w = In sin z. Diese Funktion
ist in der ganzen z-Ebene regulér, aufler an den Stellen, wo sin z = 0 wird.
An diesen Stellen, also fir x = 0, x = 7, *+ = — 7, usw., verhilt sich
jedoch die Funktion wie In(z — z,), also wie ein gewohnliches logarith-
misches Quellinien-Potential. Man sieht das sehr einfach ein fiir x = 0.
Fiir x = 7 usw. wiederholt sich der reelle Teil der Funktion, so daB
dort und an den weiteren Nullstellen dieselben Verhiltnisse herrschen.
Der reelle Teil von w stellt also eine Potentialfunktion dar, die der
Gleichung A = 0 an allen Stellen, auler den Stellen 0,7 usw. auf
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der x-Achse geniigt; an diesen Stellen verhdlt sie sich, als ob
Quellinien stets gleicher Ladung dort vorhanden wéren. Bilden wir

ﬂq—d—‘-ln sin z, so bedeutet g wieder die Ladung pro Lingen-
einheit der Quellinien. Wegen der Eindeutigkeit der Potentiallésung
haben wir also in fe w tatsiachlich die Potentialfunktion vor uns, die

in geschlossener Form das Potential der dquidistant lings der x-Achse

w= —

verteilten Quellinien angibt; schreibt man %% statt z, so liegen die
Quellinien in den Punkten 7»’7; = kn, also x = d, 2d usw. (Abb. 43).

'

'

| 1

Abb. 44. Feldbild einer Reihe von abwechselnd positiven und negativen Quellinien.

Indem man wieder von der Eigenschaft Gebrauch macht, daB die
Potentiale in kleinen Kreiszylindern um die Quellpunkte nahezu kon-
stant sind und die Symmetrie der Funktionen in bezug auf jeden Gitter-
punkt benutzt, bekommt man mit der genannten Funktion die Losung
des Potentialproblems fiir eine unendliche Reihe von Kreiszylindern
von konstantem Potential.

Man kann natiirlich ebenso von der Funktion Incosz ausgehen.
Dies liefert kein neues Bild. Dagegen ergibt die Zusammensetzung

sin
cos

Insinz —Incosz =1In : =Intgz

in ihrem Realteil die Anordnung alternierend positiver und negativer
Quellinien (vgl. Abb. 44).
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10. Anwendungen der einfach unendlichen Quellinienreihe. Als An-
wendung des Potentials der ebenen Quellinienreihen betrachten wir die
Strom- und Spannungsverteilung in einer Hauswand?, in deren Mittel-
achse etwa durch Schadhaftwerden einer Isolation sich die Eintritts-
stelle eines Stromes befindet. Dies Problem ist zwar kein elektro-
statisches, aber die Gleichungen und Grenzbedingungen sind genau
dieselben; das el. Potential gehorcht der Gleichung A¢ = 0 auBerhalb
der Quellstelle, und es bestehen analoge Zusammenhinge zwischen
der GroBe des austretenden Stroms, den Potentialen und Feldstarken
wie zwischen Ladungen und Potentialen in einem Dielektrikum. Ein
fiir unsere Betrachtung giinstiger Umstand ist der, daB die Tiefen-
ausdehnung dieses Potentialfeldes bei der Berechnung in erster Nihe-
rung iitberhaupt vernachlissigt werden kann, so da man es hier mit
einem wirklich zweidimensionalen Problem zu tun hat. Denkt man
gich zunéchst die Hauswand unendlich hoch, so wird die Potential-

5 ) verteilung in der Wand durch

—Eééj— ) | J %l . einen Ausschnitt aus dem ge-
|
|

(s

T samten Feldbild einer gleich-
geladenen Punktreihe wieder-
gegeben, der gerade einen Quell-
punkt mit dem zu ihm gehéorigen
g unendlich langen Streifen aus dem
i Bilde ausblendet (Abb. 45, obere
-+ %%—-—:Fy—é%——r——%(j\— —+ Hiélfte), denn hier gehen aus Sym-
* EA 17 | metriegriinden keine Kraftlinien
Abb. 45. Zur Bere;{l;t:llégving?r Strome in einer durch die Grenzen dieses Streifens
hindurch von einem Quellpunkt
zum andern, und analog kann man in erster Niherung annehmen, daB
keine Kraftlinien durch die Grenzen der Hauswand hindurchtreten. Dies
der Abb. 43 entsprechende Kraftlinienbild ist jedoch nicht das endgiil-
tige; der Strom flieBt ja in Wirklichkeit nicht nach oben und unten in der
Hauswand ab, sondern alle Stromlinien gehen nach unten. Das kénnen
wir jedoch in einfacher Weise erreichen, indem wir unsere Potentialfunk-
tionen an der Oberfliche spiegeln (Abb. 45, untere Hilfte) und dann wie-
derum nur das Feld oberhalb des Erdbodens betrachten (Abb. 45). Wir
haben uns hierzu der Mutterfunktion w = konst [Insinz — In sin (z —z,)]
zu bedienen, wobei der urspriingliche Quellpunkt zu z = 0 angenommen
ist und z, den Mittelpunkt mit den Koordinaten O und — 24 (k Hohe
des Quellpunktes iiber der Erde) darstellt. Der reelle Teil dieser Funk-
tion liefert die endgiiltige Potentialfunktion nach Abb. 46.

1
<

I

!

!

1

I
B

1 Ollendorff, F.: Elektrische Stromleitung an feuchten Gebiudewanden.
Arch. Elektrot. 19, 124 (1927).
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Eine andere Anwendung, die allerdings auch nichtelektrostatischer
Art ist, findet sich in der Literatur fiir den Fall der alternierenden Quell-
linienreihen. Man kann mit diesem Feldbild das Streufeld zwischen
verhiltnisméBig langen und nahen Polschuhen einer Vielpol-Maschine
idealisieren. Die Berechnung ist von Hague! durchgefiihrt. worden.
Die bereits oben wiedergegebene Abb. 44 zeigt den Potential- und
Kraftlinienverlauf als Ausschnitt aus der unendlichen alternierenden
Quellinienreihe.

Von elektrischen Anwendungen der Potentialfunktionen einer aus-
gedehnten Quellinienreihe zwischen parallelen massiven Elektroden
ist noch die Berechnung des Feldes in Elektrofiltern zu erwahnen. Hier

72
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Abb. 46. Verlauf der Stréme in der Hauswand.

haben wir eine Reihe von diinnen Drahten oder netzartigen Elektroden
als negativ geladene Spriihelektroden zwischen metallischen Winden.
Bei schwachen Strémen, also solange keine merklichen Raumladungen
vorkommen, 1Bt sich das Auftreten der Mindestfeldstirke, die zur
Koronabildung und damit zum Einsatz der selbstindigen Entladung
notwendig ist, aus der Potentialtheorie berechnen; allerdings wird
man hier schon in den meisten Féllen den Einflul der Nachbarladungen
vernachléssigen und mit dem einfachen Fall eines Drahtes zwischen
zwei Elektroden oder des Drahtes in einem Zylinder rechnen kénnen.
Bei groferen Stromstérken dagegen (von der GréBenordnung 1 mA
pro Meter Sprithdraht) verlieren die elektrostatischen Rechnungen iiber-
haupt ihre Giiltigkeit.

1 J. Inst. EL Eng. 61, 1072 (1923); vgl. auch F. Noether: Uber eine Aufgabe
der Kapazitatsberechnung. Wiss. Veréffentl. a. d. Siemens Konzern IT, 198 (1922).
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11. Die Rolle von Quellinienpotentialen bei der Berechnung von
Stromfeldern. Wir gehen jetzt zu der Berechnung von magnetischen
Feldern unendlich ausgedehnter linearer Stromfiden iiber. Sie kénnen
sich entweder in Luft erstrecken oder, was der weitaus wichtigere Fall
ist, innerhalb oder auBerhalb von Eisenmassen, denen wir ebenfalls
eine in allen Querschnitten gleiche Form und eine unendliche Ausdeh-
nung in der zur x y-Ebene senkrechten Richtung zuschreiben. Der-
artige Probleme liefern wichtige Annédherungsberechnungen der Felder
von Wicklungen auf Transformatoren mit rechteckigem Eisen-Quer-
schnitt sowie der Felder von Motoren und Generatoren, deren Achsen-
ausdehnung grofl gegen ihre radiale Ausdehnung ist.

Das Feld eines linearen Leiters laBt sich bekanntlich aus einem
Vektorpotential B ableiten. Das Vektorpotential hangt z. B. fiir die
z-Richtung genau so mit der Stromdichte des Leiters in der z-Richtung?!
zusammen wie im elektrostatischen Feld das elektrostatische Potential
mit der Ladungsdichte. So hat demnach fiir einen unendlich langen
Draht, der vom Strom J durchflossen wird, das Vektorpotential ledig-
lich eine gleichgerichtete Komponente

B, =—2JInr,
wéhrend die hierzu senkrechten Komponenten 8, und 8, verschwinden:
B, =0, B,=0.

Fir die magnetischen Feldstidrken in der z- und y-Richtung gelten die
Beziehungen

08, 8523
Oy=rot, B =+ 7y =+ 83/
o8, a%,_ 0,
@—I‘Ot% + az———Tx’

Nun geniigt das Potential einer Quelhnie in dem ganzen Gebiet aufler-
halb der Quellen der Gleichung A¢ = 0, also hier 4%, = 0. Bilden
wir nun eine komplexe Mutterfunktion w, die die Potentialfunktion 8,
als reellen Anteil enthélt, so ist der dazugehdrige imaginire Anteil y
von w wieder eine Potentialfunktion, die vermége der Cauchy-Riemann-
schen Gleichungen

<
>
hS]

oy _d9. Oy _ _ 9¢
dy =~ Ox -

’ ox dy
den Beziehungen geniigt:
81/; _
ay =T 0x =~ %

dy 6%‘
= oy Y

1 Hier und in den folgenden Formeln die dritte Koordinate eines rdum-
lichen kartesischen Koordinatensystems z, y, 2.
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so daB also § = — grad y wird. Fiir die zweidimensionalen Probleme
ist also auf elektromagnetischem Gebiet die funktionentheoretische
Darstellung vielleicht von noch umfassenderer Bedeutung als fiir elek-
trostatische Probleme; beide Teile einer komplexen Mutterfunktion
haben in den Raumteilen, wo B, der Gleichung A%, = 0 geniigt, eine
direkte physikalische Bedeutung: der reelle Teil als Vektorpotential,
der imaginiire Teil als skalares Potential. Aus dem Skalarpotential 148t
sich die magnetische Feldstirke ebenso ableiten wie die elektrische
aus dem elektrischen Potential. Allerdings besteht der grundlegende
Unterschied, da8 bei der Logarithmus-Funktion der Anteil = konst. ¢
nicht eindeutig ist, sondern bei jedem Umlauf um die Quellinie um 2z
zunimmt. Das ist eine wichtige Eigenschaft jedes skalaren Stromlinien-
Potentials. Das Vektorpotential dagegen bestimmt den Verlauf der
Kraftlinien, da es die zu dem Potential y zugeordnete Funktion ist:
B, = konst. ist die Gleichung des Kraftliniensystems.

Durch Zusammensetzung von Quellinien-Vektorpotentialen kann
man die gemeinsamen Magnetfelder beliebig vieler gerader Leiter in
Luft bestimmen, also z.B. das Magnetfeld einer Doppel-Freileitung,
das Magnetfeld einer mehrdrihtigen Antenne, das Magnetfeld einer
zylindrisch angeordneten Drahtreihe oder einer groBen Reihe von
gleich- oder entgegengesetzt gerichteten Stromen. Dabei kann man
natiirlich auch die gleichen geschlossenen Funktionen benutzen wie im
elektrostatischen Fall. Die stets gleiche Zuordnung von elektrischen
und magnetischen Feldern in solchen Féllen ist der Grund, weshalb
zwischen der Induktivitit und Kapazitit derartiger gerader Leiter
immer dieselbe Beziehung besteht; daraus laBt sich die stets gleiche
Fortpflanzungsgeschwindigkeit von elektromagnetischen Wellen lings
gestreckter Driahte in Luft ableiten.

Will man die gefundenen Magnetfelder, dhnlich wie im Falle des
Zylinderkondensators, nur fiir einen Teil des Raumes auswerten, so
hat man allerdings darauf zu achten, daBl die Oberfliche vollstindiger
magnetischer Leiter mit der Permeabilitdt x = oo hier nicht mit einer
Fliche ¢ = konst., sondern i = konst. zusammenfallen muBl. Geht
man von dem elektrostatischen Feldbild aus, so muBl man also die Ober-
fliche des vollkommen magnetischen Leiters mit einer elektrostatischen
Kraftlinie identifizieren. Daraus ergibt sich z.B. da8 das Bild eines
Leiters parallel zu einer ebenen Eisenfliche durch Hinzufiigen eines
positiven, nicht eines negativen Spiegelbildes gegeben wird.

12. Berechnung der Stromfelder zwischen axialsymmetrischen Eisen-
massen. Die Methode der Spiegelbilder ist praktisch am wichtigsten
tiir ferromagnetische Kérper, fiir die man in erster Naherung u = o0
nehmen darf. Es soll deshalb noch eine andere funktionentheoretisch
interessante Methode angedeutet werden, die bei der Berechnung der
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Felder in Maschinen mit kreiszylindrischer Laufer- und Stinderform
sehr weitgehenden Anforderungen gerecht wird. Man kann diese Pro-
bleme durch ein naheliegendes Uberlagerungsverfahren auf die Berech-
nung des Feldes eines Einzeldrahtes zuriickfiihren, der sich an irgend-
einer Stelle innerhalb des Laufers oder zwischen Laufer und Stédnder
etwa nach Abb. 47 befindet.

Diese Probleme sind besonders von Searle! und Hague 2 behandelt
worden. Man setzt das gesamte Magnetfeld aus zwei Teilen zusammen;
das Primérfeld rithrt von dem Draht selbst her, das Sekundarfeld ist
durch Magnetisierung des Eisens durch das Drahtfeld gegeben und
laBt sich, wenn man u = konst. annimmt, von magnetischen Ober-
flichenbelegungen an den Grenzen der Eisenkorper herleiten. Infolge-
dessen 148t sich dieser Teil des Magnetfeldes innerhalb jeder Zone gleicher
magnetischer Eigenschaften aus einem gewdhnlichen Potential ableiten,

das der Gleichung A ¢ = 0 geniigt, also als reeller
Teil einer komplexen Mutterfunktion w,, aufzu-
fassen ist. Dementsprechend wird man auch fiir
VA das Drahtfeld eine komplexe Mutterfunktion wih-
77 len, deren reeller Teil direkt das Potential v er-
gibt; es ist das Primérpotential —iw =9 =113,
das fiir einen einzelnen Draht proportional —i-Inz

zu setzen ist.
Abb. 47. Zur Berechnung Die Aufgabe reduziert sich also jetzt auf die Be-
dos Magnetfeldes einer  stimmung der Funktion des Sekundérpotentials w,
fiir jede der vier Zonen I, I, IIT und IV (Abb. 47).
Diese Funktion muB nun offenbar in jeder Zone symmetrisch in
bezug auf die durch den Draht und die Figurenachse gehende Ge-
rade O P sein. Es 148t sich nun zeigen, daf sich eine solche Funktion
im allgemeinsten Fall zusammensetzen laft aus der Wirkung von
Mehrfachpolen verschieden hoher Ordnung, die in der Mittelachse an-
geordnet zu denken sind. Wenn namlich % die Potentialfunktion eines

Pols ist, so bestimmt % die Potentialfunktion eines in der z-Richtung

2
angeordneten Dipols, gx_q: die eines Quadrupols usw. Differenzieren wir
nun die Mutterfunktion w eines Pols nach der komplexen Variablen z,
.. 0 7} . . . .
so wird —(% = % -+ zg—:, also mit Riicksicht auf den analytischen

Charakter von w auch gleich %;i + 1’2_; Da nun diese Darstellung

zugleich wieder das Reelle und Imagindre trennt, so ist damit gezeigt,

1 Electrician 11, 453 u. 510 (1928).
2 Electromagnetic Problems in Electrical Engineering. London: Oxford Uni-
versity Press 1929.
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daBB HRe %1:1 das Potential eines Dipols in der z-Richtung bestimmt,

und Entsprechendes gilt fiir die Dipole héherer Ordnung. Fiithren wir
die Rechnung fiir den Dipol aus, so bekommen wir:

ow 1 1 ;9 cosd 4sind
_——= —— == — s @ = — —
0z z r r r
ow cos 9
Rege ==

allgemein gilt

9% _ konst~ = konst (l . e'““’) = <cos nd_ Hmnﬁ) -konst,
az 2" " r "
also wird
on
Je a—? = konst E—S—f—ﬁ.
2

Die Funktion cos n¢ hat in der Tat die Eigenschaft, daf} sie zu dem
Speer ¥ = 0 symmetrisch ist. Die Gesamtdarstellung des Magnet-
feldes wird also gegeben durch eine Mutterfunktion:

1 1 1
Wy, = Ag+ 4;,¢Inz 4+ A2~?—{—A3-§+ A4,- - USW,

wobei die Vorzeichen und Zahlenkonstanten in den 4, enthalten sind.
Allerdings ist diese Darstellung insofern noch speziell, als die Vielfach-
pole hier alle im Nullpunkt liegen; Pole an irgendeiner Stelle wiirden
die Symmetrie verletzen, aber Mehrfachpole im Unendlichen tun dies
nicht. Wir kénnen also zu w,, auch noch Pole hinzufiigen, die durch die

Transformation z’ = % aus dem gegebenen Pol hervorgehen; dies ergibt

fir die beiden ersten Glieder nichts Neues, aber fiir die folgenden Glieder
die neuen Formen z,22...2z" mit dem reellen Anteil 7#-cosn®. Im
ganzen handelt es sich also bei dem reellen Teil um eine Fourier-
zerlegung der in ¢ periodischen Funktion mit Komponenten, die die

Glieder 71; und 7 enthalten; in komplexer Darstellung:
B B
ws=A0+A1-lnz+A2z+?2+A3z2+ =+

Mit dem reellen Teil dieser Funktion hat man nun die allgemeinsten
symmetrischen Potentialfunktionen in der Hand; setzt man die Koeffi-
zienten fiir jede der 4 Zonen verschieden an, so kann man das Feld auf
beiden Seiten jeder Grenzlinie, normal und tangential durch die Koeffi-
zienten 4 und B ausdriicken. Dazu kommt natiirlich noch das aus der
Mutterfunktion w, abgeleitete Eigenfeld des Drahtes.

Die Grenzbedingungen verlangen zunichst die Stetigkeit der parallel
zu den Grenzflichen gerichteten Feldkomponenten; auBlerdem muf die
senkrecht zur Grenzfliche gerichtete Induktion stetig bleiben. Es gilt
also in leicht verstdndlicher Bezeichnung | = 9| und 9| = u- 97 -
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Diese Bedingungen sind fiir simtliche Grenzfléchen anzuschreiben und
liefern dann gerade geniigend Gleichungen, um sémtliche Koeffizienten A
und B zu bestimmen, d. h. durch die geometrischen Abmessungen, die
Konstanten und die Lage und Stidrke des Stromfadens auszudriicken.
Durch Superposition verschiedener Drahtpotentiale lassen sich dann
natiirlich die Magnetfelder ganzer Wicklungen bestimmen.

13. Grenzen der funktionentheoretischen Methode. Zum Schlufl soll
noch kurz die Behandlung von solchen zweidimensionalen Problemen
besprochen werden, bei denen die Leiter nicht mehr durch einfache
Quellinien geniigend genau dargestellt werden kénnen. Es sind das
z. B. die Probleme des Magnetfeldes von Leitern, die in rechteckigen
Nuten eines Ankers eingelassen sind ; dahin gehoren ferner die genaueren
Feld- und Streufeldprobleme von Transformatoren. U. a. interessiert
hier der Fall der scheibenférmig gegeneinander abgeteilten Wicklungen,
die bei der Berechnung des magnetischen Feldes jeweils als ein einziger
homogener stromfithrender Leiter angesehen werden.

In diesen Fillen existiert nach wie vor ein Vektorpotential B ,, aus
dem sich das Magnetfeld bestimmen 148t, aber dieses Vektorpotential
geniigt nicht mehr der Potentialgleichung A8, = 0, sondern es ist
innerhalb der Leiter 4 8, = — 4 n 1, wenn i die Stromdichte senkrecht zur
x y-Ebene bezeichnet. B, 148t sich also innerhalb der Leiter auch nicht
mehr als reeller Teil einer reguliren komplexen Mutterfunktion darstellen,
oder, anders ausgedriickt, die Mutterfunktion miilte sich innerhalb
der Leiterquerschnitte iiberall singuldr verhalten. Es ist klar, daB in
diesen Fillen die Benutzung komplexer Funktionen nur in ziemlich
gekiinstelter Weise beibehalten werden kann ; wesentlich einfacher ist hier
die direkte Benutzung der Potentialfunktion 8 ,, wenigstens innerhalb
der Zonen, wo die Leiter sich befinden!. In solchen Fillen beschrankt
sich die Anwendung der funktionentheoretischen Methode auf die Be-
rechnung der Felder auBlerhalb der stromdurchflossenen Leiter.

B. Zweidimensionale Stromungsfelder.
Von K. Pohlhausen, Berlin.

1. Stellung der Aufgabe. Das folgende Kapitel befafit sich mit der
Anwendung der Funktionentheorie auf die zweidimensionalen Stro-
mungen idealer Fliissigkeiten. Es handelt sich dabei um die Berech-
nung des stationiren Stromungsfeldes um zylindrische Kérper und um
die Ermittlung der auf sie wirkenden Krifte. Insbesondere interessiert

1 Rogowski, W.: Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten des VDI. 1909,
H. 71, S.1—36; ETZ 1910, 1033—36, 1069—71. Roth, E.: Bull. Soc. Franc.
Electr. 7, 840—966 (1927); Rev. gén. électr. 22, 417—24 (1927); 23, 773—87 (1928).
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in der Aerodynamik die Berechnung des Auftriebes, den ein (unend-
lich langer) Tragfliigel in einem strémenden Medium erfihrt. Von der
Behandlung nicht stationdrer Vorginge und von mehrdimensionalen
Stromungen soll abgesehen werden.

Dieser Abschnitt erfordert nur die elementaren Kenntnisse der
Funktionentheorie: das Wesen der komplexen Funktion und ihre Auf-
teilung in Realteil und Imaginirteil. AuBerdem werden sich eine Reihe
Anwendungsbeispiele ergeben, die als Erginzung und Vertiefung der
konformen Abbildung angesehen werden kénnen.

Es wird angenommen, daf der Strémungsvorgang nur von zwei
Raumkoordinaten abhingt. Weiter vernachlissigen wir die Reibung der
Flissigkeit und betrachten sie als inkompressibel.

2. Grundlagen und Bezeichnungen. Im mathematischen Teil ist ge-
zeigt worden, daBl jede komplexe analytische Funktion F(z) der par-
tiellen Differentialgleichung

®F  0°F
92 Tz =0 (1)

geniigt und in einen Real- und Imaginirteil zerlegt werden kann, so daf

Fz)=9¢@y) +iypy). (2)

Dabei sind sowohl ¢(z,y) als auch y(z, y) reelle Funktionen, die fiir
sich der Differentialgleichung (1) geniigen.

Man bezeichnet ¢(z,y) bei stromungstechnischen Anwendungen
als Geschwindigkeitspotential und y(2, y) als Stromfunktion.
Beide sind verkniipft durch die Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen

dp _ Oy

oz 0y’ 3
Py o [ (3)
Ay — T ox

Die Kurven ¢(, y) = konst. werden Aquipotentiallinien oder Ni-
veaulinien und die Kurven o(z, y) = konst. Stromlinien genannt.
Beide Kurvenscharen stehen wegen (3) aufeinander senkrecht.

Die Komponenten der Geschwindigkeit v der durch g¢(z,y) ge-
gebenen Potentialstrémung sind?!:

v, =20 _ 9%
T o oy’
(4)
_@__ﬂ[
Uy =Gy = PP

1 In der Stromungslehre stellt man also das Feld als positiven Gradienten
des Potentials dar, wihrend man in der Elektrotechnik bekanntlich den negativen
Gradienten als Feld ansieht.
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Differenziert man die komplexe Funktion F(z) nach z, so erhilt man

z. B. iFG)  op

dz ~ 0=

Diese komplexe Zahl stellt den an der positiven z-Achse gespiegelten

physikalischen Geschwindigkeitsvektor dar und wird als komplexe

dF(z)
dz

4 i, )

Geschwindigkeit bezeichnet. Fiir den absoluten Betrag von
finden wir

2 2 -
PO e =00+ (G = Ve r k=] ®
Es ist also der absolute Betrag von F'(z) gleich dem abso-
luten Betrag der Stromungsgeschwindigkeit.

3. Axial-symmetrische Stromungen. Von den elementaren Funk-
tionen ist die Funktion F(z) =c¢Inz fiir die Anwendungen von Be-
deutung. Sie stellt zwei grundverschiedene Strémungsfelder dar, je
nachdem ¢ reell oder imagindr ist.

a) Die Konstante ¢ ist reell, Quellinien. Wir setzen ¢ =§q;
und erhalten:

F(z)=5%1nz. (7)
Man bezeichnet ¢ als die Ergiebigkeit pro Lingeneinheit der
Quellinie. Es ist das Potential als Realteil von %l Inz:

p=s-lnr=Cmyd+yr=Lin@+y),

und die Stromfunktion als Imaginirteil

J}&bb 48. Quell- q y 9
Inienstromung, _ = ~
Y =5 arctg-. 9)

Die Aquipotentiallinien sind also konzentrische Kreise um den Durch-
stoBpunkt der Quellinie durch die x y-Ebene, wihrend die Stromung
selbst radial nach aulen bzw. nach innen erfolgt, je nachdem ¢ positiv
oder negativ ist (Abb. 48).

b) Die Konstante ¢ ist rein imaginar, Wirbellinien. Wir

setzen ¢ = —g, so daB
i ir
F(z) = ——ﬂlnz. (10)
Hierbei bezeichnet man I als Zirkulation. Fiir das Potential ist
r
¢p=—ﬁarctg%. (11)

Die Funktion arc tg% ist vieldeutig; bei jedesmaligem Umfahren der
Wirbellinie nimmt das Potential um den Betrag I" zu. Man kann sich
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von dieser Vieldeutigkeit befreien, indem man vom Ursprung radial
nach auBen einen Verzweigungsschnitt fithrt. Dieser Verzweigungsschnitt
darf nicht iiberschritten werden. Vgl. S. 49.

Die Stromfunktion lautet:

p=— L ln@+ ). (12)
Die Aquipotentiallinien sind in diesem Falle
Strahlen durch den DurchstoBpunkt der Wirbel-

linie mit der zy-Ebene und die Stromlinien

konzentrische Kreise. Die Strémung umkreist

also den DurchstoBpunkt im mathematisch-

positiven Sinne, d. h. entgegengesetzt dem Uhr- Abb. 49. Wirbellinienstrsmung.
zeiger (Abb. 49).

In der Stromungslehre findet die Funktion ¢ In z sowohl mit reeller
als auch rein imaginirer Konstante ¢ Anwendung, wie im folgenden
gezeigt wird.

4. Die Quell- und Senkenstromung. Im Punkte z = — @ der Abb. 50
befinde sich eine Quellinie von
der Ergiebigkeit + ¢, wah-
rend im Punkte z = + a eine
,»,Senkenlinie’“ von entgegen-
gesetzt gleicher Stidrke — ¢
liegt. Die gesamte von der

Quellinie ausgehende Fliissig-
keitsmenge wird also von der Abb. 50. Zum Strémungsfeld zweier Quellinien.
Senkenlinie aufgenommen. Ge-

fragt ist nach der Gestalt des Stromungsfeldes. Mit Hilfe von (7) folgt
durch Superposition

2+
F)=gLn(z+a)—s-In(z—a)=z—In"—.  (13)
Wir fithren ein Paar Polarkoordinaten mit dem Ursprung in z = —a
und z = 4@ ein. Mit den Bezeichnungen der Abb. 50 wird
q et
F(z)=3LIn r: T (14)
so dafl die Stromfunktion als Imaginérteil von (14)
P =5l (9 — D) = — 5= (¥, — ) (15)

wird. Der Winkel &, — &, ist aber gleich dem Winkel 4, den r; und 7,
bei P miteinander einschlieBen, also ist

p=—z=10. (16)

Rothe-Ollendorff-Pohlhausen, Funktionentheorie. 7
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Die Kurven 9 = konst. sind demnach Kreise durch z = 4+a und
z = —a, die ¥ als Peripheriewinkel enthalten (Abb. 51).

5. Quell- und Senkenstromung mit Parallelstrémung. Wir iiberlagern
dem soeben gefundenen Str6-
mungsfeld eine Parallelstro-
mung in Richtung der posi-
tiven z-Achse von der Ge-
schwindigkeit v,. Das kom-
plexe Potential einer solchen
Strémung lautet F, (z) =v,%.
Man iiberzeugt sich hiervon,
indem man das Potential ab-
trennt:

P =102,
so da nach (5)
99 _

S
folgt. Demnach kann also
das Gesamtfeld einer Quell- und Senkenlinie im Parallelfeld durch das
folgende komplexe Potential beschrieben werden:
z2+a

z—a’

v DN

Abb. 51. Quell- und Senkenstromung.

F(z) = 0z + 5 In (17)

Die Zerlegung in Real- und Imaginérteil liefert
F(z):vox—{—ivoy—}-g%ln:—:——?qﬁiﬁ. (18)

—_— TT— Fiur die Stromfunktion er-

/\ .
- — —————  _ halten wir

/’A wzvoy—'z"q]‘;'ﬁ-

//\ Die Stromlinien sind also ge-
@ geben durch

VoY — % ? = konst . (19)

@/ Von den Stromlinien inter-
v essiert diejenige, fiir welche
v die Konstante gleich Null ist.
T  — __—= Wir erhalten hierfiir namlich
. —— " die x-Achse und eine ge-

—_— I
Abb. 52, Strémung um einen Ovalzylinder. schlossene Kurve von ovaler

Gestalt, welche die Quell- und
Senkenlinie umschliet (Abb. 52). Da bei stationirer Strémung die Teil-
chen der Fliissigkeit den Stromlinien folgen und keine Strémung senk-
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recht zu einer Stromlinie stattfindet, so kann jede Stromlinie als feste
Wand angesehen werden. Wahlen wir das Oval als feste Wand, so stellt das
Stromungsfeld der Abb. 52 die ebene Potentialstrémung um einen Zy-
linder von ovalem Querschnitt vor. Wir wollen feststellen, in welchen
Punkten des Feldes die Geschwindigkeit den Betrag Null hat. Man
bezeichnet solche Punkte als Staupunkte. Der absolute Betrag der
Geschwindigkeit ist gegeben durch

ldF(z) ] .
I

dz
Fiir Staupunkte ist also
dF(z)
dz

Wir erhalten durch Differentiation von (17) fiir den Ortsvektor z, des
Staupunktes:

=0. (20)

l dz z=z.,_v°+§?(zo+a"zo~a>_0 (21)
oder aufgelost
qa
A=t o (22)

Es existieren demnach zwei symmetrisch zum Koordinatenanfangspunkt

gelegene Punkte auf der x-Achse, in welchen die Geschwindigkeit
Null ist:

2= -+ a%%. (23)

Hierdurch ist zugleich die halbe Linge 4 = z, des Ovals gegeben.
Zur Bestimmung der halben Breite B beachte man, da fiir die Glei-
chung des Ovals die Konstante in (19) Null ist, also

on_z_qn—ﬁzo>

woraus fir y = B (3 h
$=2"%p. 2

A
An Hand von Abb. 53 ist ‘

t —1-9— =2 Abb. 53. Bestimmungs
g 2 B’ “stiicke des Ovals.
Man erhilt also fiir B die transzendente Gleichung

te <n'vqoB> =%___ <;%B>.a7;vo. (24)

6. Stromung um einen Kreis. Wir lassen die im Punkte z = F- a
liegenden Quell- und Senkenlinien immer niher an den Ursprung des
Koordinatensystems heranriicken, fithren also den Grenziibergang o — 0
aus. Zugleich verfiigen wir iiber die Ergiebigkeit der Quellinie so, daf
stets das ,,Moment“ M = ¢-2 & konstant bleibt.

7*
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‘Wir entwickeln

2 3
ln(z+a)=ln{z(1+—‘:—>}=lnz+;i—2iz2—+§t—3——--»,
2 3
ln(z—a)=1n{z(1——%>}=lnz—%——2%—%—
und bilden die Differenz
z4+a 2a 2a8
="ttt (25)

Mit Einfithrung des Momentes wird also

i —lim L prte M L
iﬂF(z)—'iﬂ)2nlnz—a—2n z "
Da nun
1 1 _x—ay
Zz xtiy a4 y?’ (26)
so folgt fiir die Stromlinien
Jlly
y)=——m=konst. (27)

Die Stromlinien stellen Kreise dar,
die die z-Achse im Ursprung be-
rithren und deren Mittelpunkte auf
der y-Achse liegen (Abb. 54). Man
bezeichnet eine solche durch zwei
unmittelbar benachbart liegende
Quell- und Senkenlinien hervorge-
rufene Stromung als zweidimensio-
nale Doppelquelle oder als zweidi-
mensionalen Dipol vom Moment M.

Wir iiberlagern nunmehr einer solchen Doppelquelle eine Parallel-
stromung von der Geschwindigkeit v,, die parallel zur negativen xz-Achse
gerichtet sein soll. Es ist also

F(z) = —uv, (z -+

Zur Untersuchung des Stromungsbildes fithren wir Polarkoordinaten
ein:

Abb. 54. Doppelquelle.

M i) : (28)

27 2

. M ,
F(z) = —, <r &+ 5 e““?> (29)
oder da
e?=cos? + isin?d und e *t?=cosd — isind,
so wird

M . M .
F(z) = — v, [(7‘ + 2—7”) cos ¥ + 1 (r — —2;;) sin 19}. (30)
Die Stromlinien sind die Kurven
Y =1, (r — Elg;) sin 9 = konst . (31)
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Setzen wir die Konstante gleich Null, so ist

v (r — g5y) 808 =0. (32)

2nr

Hieraus folgt entweder sin ¢ =0, d.h. 9 =0 und = (die 2-Achse des
Koordinatensystems) oder

———————

M A

r — =0, //—\

2nr A

it ‘33’A

27
Der Kreis um den Nullpunkt mit

dem Halbmesser R ist also eben-
falls eine Stromlinie. Ist der Radius v
des umstromten Zylinders vorge-
schrieben, so gibt (33) das Moment —
an, welches man zur Erzeugung des Abb. 55. Ausweichstromung um den Kreis.
Stromungsbildes in den Ursprung
setzen muB. Das durch (31) bestimmte Strémungsfeld ist in Abb. 55
wiedergegeben. Man bezeichnet diese Strémung um den Kreis als Aus-
weichstromung.
Als Staupunkte erhalten wir mit
'dF(2)! R
L -3
2o=-4+R.
Die Schnittpunkte des Kreises auf der x-Achse sind also Staupunkte.
Weiter interessiert noch der absolute Betrag der Geschwindigkeit im

Schnittpunkt des Kreises mit der y-Achse:
Man erhdlt mit z = 4+ +.R

<<

<<<<

=0, (34)

i

[F'(z) = !—— v (1 7 )

,L‘2 R2

= [2w,|. (35)

Die Geschwindigkeit in diesen Punkten ist also gleich der doppelten
Anstrémgeschwindigkeit v,. Man kann zeigen, daf sie zugleich die
groBte im Stromungsfeld um das AuBere des Kreises auftretende Ge-
schwindigkeit ist.

7. Stromung um einen Kreiszylinder mit Zirkulation. Wir hatten
mit (28) die Strémung um einen Kreiszylinder gefunden, bei welcher
die z-Achse Symmetrielinie ist. Eine zweite mogliche Strémung um
einen Kreis war durch

F) = — 5 Inz (36)

als rotationssymmetrische Strémung um den Nullpunkt gegeben
worden (vgl. Ziffer 3). Wir kénnen (36) und (28) iiberlagern und er-
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halten damit bei vorgegebener Geschwindigkeit v, im Unendlichen die
allgemeinste derartige Stromung, die um einen Kreiszylinder moglich
ist. Wir suchen also eine Stromung mit folgenden Randbedingungen:

1. Die Zylinderwand r = R soll Stromlinie bleiben.

2. Die Stromung soll im Unendlichen in eine Parallelstromung
iibergehen.

Die Stromlinien von (36) sind konzentrische Kreise um den Null-
punkt. Es wird also eine Stromlinie geben, die mit dem durch (28)
gegebenen Kreis zusammenféllt. Weiter verschwindet der absolute Be-
trag der Geschwindigkeit von (36)

@) = |-t

2 2

37)

fir z — 0o. Es sind also die vorgegebenen Randbedingungen erfiillt.
Wir untersuchen nunmehr das Stromungsfeld von

R2 , I
F(2) = — v, (z + 7) —¢>Ine (38)
und erhalten fiir die Stromlinien

R? A E—
’/’:kOHSt-:—”oy(l—m)—z—nlnl/ﬁ—,—yz (39)
und fiir den absoluten Betrag der Geschwindigkeit
, By iI'l
[F(z)]=l——vo<l—;§)—%7. (40)

Fir die Staupunkte z, folgt aus | F'(2) |,_, =0 nach Multiplikation
mit 2}:

vo (25 ——R2)+~z0—0 (41)
also
Zo 47w + 47”; J 16 72 v3 R* — T2, (42)

Bei der Lage dieser Staupunkte sind mehrere Fille zu unterscheiden.
Es sei zunichst I' < 4 mvy,R. Dann ist der absolute Betrag von (42)

2| = R, (43)
wahrend das Argument ¢ zweideutig ist:
r

b= e g -
¥y = + arc tg r

Vi6n2v3 B2 — I

Andert sich I"von Null bis 4 7vy R, so wandern die Staupunkte von ihrer
Lage bei der Ausweichstréomung auf der Kreisperipherie herab, bis sie
sich bei zy = —¢R zu einem Doppelpunkt vereinigen. Ist jedoch
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w

I'> 47y R, so wird der Wurzelausdruck in (42) imaginir, so daB

der eine Staupunkt lings der
imagindren Achse in das Innere
des Stromungsfeldes, der andere
aber in das Innere des Zylinders
riickt und keine physikalische
Bedeutung hat. Die Stromung
selbst wird durch die Abb.56a,b,c
fiur die verschiedenen GréBen von
I' wiedergegeben. Wir bemerken,
daf die Strémung nicht mehr
symmetrisch zur x-Achse erfolgt,
sondern daf die Geschwindigkeit
auf dem oberen Scheitel des
Kreises vergrofert und auf dem
unteren Scheitel verkleinert ist.
Denn fiir z = 4 7R ist

P& =|— 20— 5ig| 45)
und fir 2 =— 1R
, r
Pl =|— 20+ 525 40)

Wir werden spiater zeigen, daf
durch diese Unsymmetrie ein
,,Auftrieb” zustande kommt.

8. Bernoullische Gleichung und
Kutta-Joukowskyscher Satz. Wir
entnehmen der Hydromechanik
fir weitere Anwendungen der
Funktionentheorie auf - zwei-
dimensionale Strémungsfelder die
folgenden Séatze:

a) Die Bernoullische
Druckgleichung. Bezeichnet
v die Geschwindigkeit, p den
Druck, und p die Dichte der
Fliissigkeit, so gilt fiir eine sta-
tiondre Stromung, wenn #uBere
Krifte nicht einwirken,

gv?
P+ 5 =P = konst. (47)

€

a) I'<4av, R, beide Staupunkte auf dem Zylinder.

L

o

) '=47v, R, die Staupunkte fallen zusammen.

A

<~

¢) I'>4nv, R, Staupunkt in der Fliissigkeit.
Abb. 56a bis c. Stromung um einen Zylinder mit
Zirkulation (nach M. Lagally, Handbuch der
Physik, Bd. VII, Kap. 1).

Py stellt den héchsten Druck vor, der bei dem Strémungsvorgang iiber-
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haupt auftritt. Man erhélt ihn bei Umstromung fester Korper in dem
Staupunkte (v = 0). Aus der Bernoullischen Gleichung (47) folgt weiter,
daBl an Stellen groBer Geschwindigkeit niedriger Druck und an Stellen
kleiner Geschwindigkeit hoher Druck herrschen muf3. Bei der durch (38)
gegebenen allgemeinen Stréomung mit Zirkulation um einen Kreis-
zylinder wird also, wie oben erwdhnt, eine in Richtung der positiven
y-Achse wirkende Kraft auf den Zylinder ausgeiibt, da nach (45) und (46)
die Geschwindigkeit auf der oberen Halfte des Zylinders gréBer ist als
auf der unteren.

Im Gegensatz hierzu ergibt die Bernoullische Gleichung weder fiir
die Ausweichstromung (30) noch fiir die reine Zirkulationsstrémung
aus Symmetriegriinden eine resultierende Kraft auf den Zylinder. Man
bezeichnet dieses der Anschauung widersprechende Ergebnis als hydro-
dynamisches Paradoxon. Der in Wirklichkeit stets beobachtete Wider-
stand wird durch die Reibung verursacht.

b) Die Kutta-Joukowskysche Formel. Wir haben mit Hilfe
der Bernoullischen Gleichung qualitativ erkannt, daBl auf einen in eine
Parallelstromung getauchten Kreiszylinder mit zirkulatorischer Um-
stromung eine Kraft ausgeiibt wird. Dies gilt allgemein fiir jede beliebige
Kontur eines in dieser Art umstrémten Zylinders. Die GroSe dieser
Kraft 4 bestimmt sich nach dem Kutta-Joukowskyschen Satz zu

A=povI'l, (48)
wobei v, die Stromungsgeschwindigkeit im Unendlichen, I" die Zirkula-
tion, [ die Lénge des Zylinders und p die Dichte bezeichnet. Die Kraft 4,
die als Auftrieb bezeichnet wird, steht senkrecht auf der Richtung von v,
Der Kutta-Joukowskysche Satz gilt unabhéngig von der Kontur des
Zylinders und ist grundlegend fiir die Bestimmung des Auftriebs von
unendlich langen Tragfliigeln. Von einem Beweis des Satzes soll hier ab-
gesehen werden, er folgt z. B. aus einer Anwendung des Impulssatzes?.
Es sei hier nur kurz auf eine Analogie des Kutta-Joukowskyschen
Satzes in der Elektrodynamik hingewiesen:

Es seien die magnetischen Induktionslinien eines Magnetfeldes von
der Stirke B gegeben. Senkrecht zu diesem Felde liege ein Draht, in
welchem der Strom J flieBt. Es wird dann auf den Draht von der Liange [
eine Kraft P ausgeiibt, die senkrecht auf B und J steht und die Grofe

P=BJI. (49)
besitzt. Es entspricht also, wie man beim Vergleich von (48) und (49)
erkennt, B der Geschwindigkeit v, und der Strom J der Zirkulation I.

9. Konforme Abbildung von Stromungsfeldern. Fiir den Kreiszylinder
hatten wir in einfacher Weise das Strémungsfeld durch Uberlagerung

! Vgl. die am SchluB angegebenen Lehrbiicher und R. v. Mises: Zur Theorie
des Tragflichenauftriebes. Z. Flugtechn. 1917, H. 21/22, 157.
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einer Parallelstrémung und einer Doppelquellinie aufstellen kénnen.
Figten wir auBlerdem noch eine rotationssymmetrische Zirkulations-
strémung hinzu, so erhielten wir die allgemeinste mogliche zweidimen-
sionale Stromung um einen Kreiszylinder. Mit Hilfe der konformen Ab-
bildung ist es nun moglich, das ebene Stromungsfeld auch um andere
zylindrische Korper zu ermitteln. Wir nehmen an, da8 in der z-Ebene
(# =2 + 1y) die Stromung um den Kreis mit dem Radius R durch
die Funktion F (z) vorgegeben sei. Wir bilden nun die z-Ebene auf eine
zweite Ebene, die {-Ebene mit den Koordinaten { = & + in mit Hilfe
einer Funktion { = g(z) ab, oder nach z aufgelst z = A({). Bei dieser
Abbildung soll der Kreis in der z-Ebene in die gewiinschte Kontur
ibergehen. Das gesuchte Stromungsfeld um die Kontur ist dann ge-
geben durch den Imaginirteil der Schachtelfunktion:

FRQ).
. . E—2a _ (z—a\? ..
10. Die konforme Abbildung ¥ %a — ( =T a) . Als Beispiel be-
trachten wir die durch die Funktion
—2a z—a\2
t320 = (va) (50)

gegebene konforme Abbildung der z-Ebene auf die {-Ebene. Wir unter-
suchen, in welche Kurve ein in der 2-Ebene liegender Kreis iibergeht,
der durch die auf der reellen Achse gelegenen Punkte 4 (— @, 0) und

Y
Z-Lbene

4 7 CLbene

a) b)

Abb. 57a und b, Abbildung des Kreises in ein Kreiszweieck.

B(+ a, 0) hindurchgeht. Sein Mittelpunkt M liege auf der imaginéren
Achse im Abstand m vom Nullpunkt (Abb. 57a).
Lésen wir (50) nach ¢ auf, so erhalten wir
2
C=z+2. (51)

Die Punkte 4 und B werden also abgebildet in die beiden Punkte
A'(—2@,0) und B'(+ 2a,0).
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Dagegen bilden sich die Schnittpunkte €' und D des Kreises mit
der imaginiren Achse beide in den einen Punkt C(0, 2 mi) ab, denn

fir 2 =4 (m + ]/mz—l—ﬁ) wird

. . T o 1 o a? .
€:E+Z'f]=’b<m_—_t-‘/m2+a/2—m2>= —{—2mz
Weiter erhilt man durch Logarithmieren von (51)
{—2a _ —a
In 1% 2 = 2In ” + 2"

Nun war in Abschnitt 4 gezeigt worden, daB der Imaginirteil von
ln 2 der Winkel APB bzw. der Imagindrteil von In g T Za der
kael A'P'B’ ist. Es folgt also
I APB=29_A'P'B.

Bewegt sich nun P auf einem Kreis, so bleibt der Peripheriewinkel
konstant. Das Bild P’ von Pin der {-Ebene liuft dann auf einer Kurve,
deren Peripheriewinkel ebenfalls konstant ist, aber den doppelten Be-
trag hat, also ebenfalls auf einem Kreis. Der Kreisbogen 4'C’'B’ wird
dabei doppelt durchlaufen, da der Peripheriewinkel des Kreisbogens
unterhalb der z-Achse gleich 7 — ¢, sein doppelter Betrag 27 — 2 4
gleich dem Winkel 4’P'B’ ist. Riickt M in den Koordinatenanfangs-
punkt der z-Ebene, so wird die Pfeilhohe m des Kreisbogens Null, und
es bildet sich der Kreis in das doppelt durchlaufene Geradenstiick von
+ 2 a bis — 2 a auf der &-Achse ab.

11. Stromung um eine ebene Platte. Wir wollen zunéchst den ein-
fachsten Fall betrachten, da das Kurvenstiick in der {-Ebene eine
Gerade ist (m = 0). Es wird dann durch (51) der Kreis mit dem Halb-
messer ¢ auf das Geradenstick von der Lénge 4 ¢ auf der &-Achse
abgebildet. Firr das Stromungsfeld um den Kreis hatten wir in Ab-
schnitt 7 gefunden:

F(z)= —vo(z—i—~27> —é—n]nz.

Dabei war die Geschwindigkeit v, der negativen x-Achse parallel ge-
richtet. SchlieBt v, mit dieser Achse den Winkel o« ein, so ist fiir z zu
setzen: ze¢’*. Man erhélt also zunéchst:

2 ; .
F(z) = —vo<zei°‘+ z—ii_a> — ;—I;lnze“"
. ( ia a? iTl ) (52)
= —yy|2€ +Zei¢>_2—7—l nz—g_io

Nun ist aber bei einem Strémungspotential eine additive Konstante
belanglos; somit diirfen wir den letzten Posten unterdriicken und
schreiben :

2 .
F(z) = — v, <z e | zezoc) — ;Z Inz. (53)
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Wir erhalten das Stromungsfeld in der {-Ebene, indem wir z nach
(51) ausdriicken und in (53) einsetzen. Bilden wir hiervon den Imaginir-
teil, so erhalten wir das gesuchte Stromungsfeld um eine ebene Platte,
die unter dem Winkel « aus dem Unendlichen angestromt wird.

Wir berechnen den absoluten Betrag der Geschwindigkeit v an den
Plattenrindern, also fiir { = 4+ 2a. Es ist

/‘—_-\
dF(z) %
dF| _|dF dz| | dz e ———

_ 4z __’//’\

] l d{] dz dt| - (59) m

\-——//—e—’———

Wir erhalten aus (53) _\_,//4'—‘——‘

aF . 2 r _—
e Gatat e B AL (55)

27z’
Bei willkiirlich vorgegebener Zirkulation I"

ist dieser Ausdruck auf dem Rande des \
Kreises und auBerhalb des Kreises iiber-
all endlich. AN\
Weiterhin ist mit (51)
dC a? /

=1

dz T2 b) Zirkulationstromung.

NEs

a) reine Potentialstromung.

alsofiir z = 4 @, d.h. denjenigen Punkten
der z-Ebene, die in die Endpunkte des

Geradenstiickes in der {-Ebene iibergehen, /\
a X»\\w
=0.

dz A
. . . . /‘_«\
Mithin wird in (54) —
ar _ c¢) reine Potentialstromung mit
ac ©, Zirkulation.
. . . Abb. 58a bis ¢. Stromung um ein
d. h. die Plattenrinder werden mit unend- Tragiliigelprofil.

lich groBer Geschwindigkeit umstromt.

12. Die Kuttasche Bedingung. Mathematisch unendlich groBie Ge-
schwindigkeiten treten stets dann auf, wenn scharfe Kanten oder Ecken
umstrémt werden. Physikalisch sind solche Geschwindigkeiten nicht
moglich, da es vorher zum Zerreilen des Zusammenhanges der Fliissig-
keit und zur Bildung von Wirbeln und Hohlrfumen kommt. Man muf}
hierbei zwischen der Anstrém- und Abstrémkante unterscheiden. An
der Anstrémkante 148t sich diese Gefahr beseitigen, indem man die
Kante abrundet oder verdickt. Auch die Erfahrung in der Flugtechnik
zeigt, dal sich Tragfliigel mit verdickter Vorderkante giinstig beim
Flug erweisen. Dagegen 148t man die Hinterkante scharf. Die wirbel-
freie Strémung (I'=0) wird also hier eine unendlich grofe Um-
stromungsgeschwindigkeit ergeben. Abb. 58a zeigt zur Erlauterung des
eben Ausgefiihrten die Potentialstromung um ein Fliigelprofil ohne Zir-
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kulation. Man erkennt das Umstrémen der Hinterkante, da der hintere
Staupunkt auf der Oberseite des Profiles liegt.

Nach einem Gedanken von Kutta ist es nun méglich, das Um-
stromen der Hinterkante zu beseitigen und den glatten Abfluf an dieser
Stelle dadurch zu erreichen, daBl man den hinteren Staupunkt der Stré-
mung in die Hinterkante des Fligelprofils legt.

Im Abschnitt 7 war bei der Behandlung der Potentialstromung um
den Kreis mit Zirkulation darauf hingewiesen worden, daB3 die GréBe
der Zirkulation I" beliebig gewédhlt werden kann, ohne daf die Rand-
bedingungen verletzt werden. Kutta bestimmt nun I" auf Grund der

Gleichung (55) so, daB %1:—‘ an der Hinterkante verschwindet:

ar . a? o I . -
E=—z'0<e“"—Zzeia>—2nz=0furz=—2a. (37)
% . 7
2 Loene {Lbene
E=(2+ ZLZ/ Bild von ky
z é ¢
Bild vonky

a) b)
Abb. 59a und b. Zur Entstehung des Joukowsky-Profiles.

Denn dann ergibt sich fiir die Geschwindigkeit nach (54) hier der un-
bestimmte Ausdruck % Man iiberzeugt sich durch Differentiation,

daB} der Grenzwert endlich bleibt. Gleichung (57) liefert also als Funktion
von v, & und den Profilabmessungen eine Bestimmungsgleichung fiir I".
Abb. 58b gibt eine Ansicht der reinen Zirkulationsstromung um das
Profil, deren Stirke I' so gewihlt ist, daB beim Uberlagern von 58a
und 58b in Abb. 58¢ ein glattes Abstromen an der Hinterkante erfolgt.
Der hintere Staupunkt f&llt mit der Profilspitze zusammen.

13. Joukowsky-Profile. Die Abrundung der Vorderkante zur Ver-
meidung der hier auftretenden unendlich groBen Geschwindigkeit kann
in mathematisch einfacher Weise nach einem Vorschlag von Joukowsky

2
beriicksichtigt werden. Bei der Abbildung { = z + EZ_ geht der Kreis %,

in der z-Ebene in einen Kreisbogen der {-Ebene iiber (Abb. 59a). Sucht
man nun das Bild eines zweiten Kreises %, der z-Ebene, der den Kreis %,
im Punkte — @ berithrt und den Kreis %, vollstindig umschlieft, so
erhilt man in der {-Ebene eine Kurve, die den Kreisbogen im Innern
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enthilt und im Punkte { = —2a in eine Spitze auslduft. Man
sieht aus Abb. 59b, daB sich auf diese Weise ein Profil ergibt, welches
den in der Flugtechnik angewandten sehr &hnlich ist.

Fir das Weitere interessiert
nur die Strémung um den g1 ¥
Kreis k,, da dieser in das Jou- Ztbene
kowskyprofil iibergeht. Um die ) %
Stromung in einfacher Weise zu /’Z)i~ N
berechnen, beziehen wir sie in I~ \\ . z’
der z-Ebene auf ein 2’-Koordi-
natensystem, dessen Ursprung AN U7 » z

7

mit dem Mittelpunkt von k, zu- @ ¢ a
sammenfillt. Es sei nach Abb. 60 Nequl
M der Mittelpunkt des Kreises &,
in der z-Ebene, der durch die P>
Transformation in den Kreis-
bogen A'B’ der (-Ebene ab-
gebildet wird. Der Mittelpunkt O’
des Kreises k,, welcher den

Kreis k, im Punkte A beriihrt ///”_ V\M!Z,:h

und dessen Bild in der {-Ebene P /2 7 om AN £
die Kontur des Joukowsky- 5 \’i
Profiles ergibt, liegt auf der o
Linie AM um d tber M hinaus. 7 |28

Wir entnehmen zunichst der %

Figur die folgenden' geometri-
schen Beziehungen
R1=Va2—{—_m‘5, R2=1/a2+m2+d und m=atgf.
Die Koordinaten von O’ sind:
%y =dcosff,
Yo=m + dsinf = atgf + dsin .
Wir transformieren nunmehr auf ein Koordinatensystem z’'y’ mit dem
Nullpunkt in O’, wobei die a’-Achse parallel der z-Achse und die

y’-Achse parallel der y-Achse verlaufen soll. Die komplexe Variable in
diesem Koordinatensystem sei 2’ = '+ iy’. Es ist

2=x—dcosf,
y':y——atgﬂ——dsinﬁ.}
Die komplexe Variable im z'y’-System wird
=2 +iy=x—dcosf+i(y—atgf — dsinp)
=z—dcosf —i(atgf + dsinp)

Abb. 60. Zur Stromung um ein Joukowsky-Profil.

(58)

(59)



110 Zweidimensionale Strémungsfelder.

oder ) .
Zd=z—def—iatgp.

Die Potentialstromung mit Zirkulation um den Kreis %, ist gegeben als
Imaginérteil von

F(2) = —vo(z’eiu+ B3 )_i_r

2 eta

s—In, (60)

wobei die Geschwindigkeit v, im Unendlichen unter dem Winkel o
gegen die x-Achse geneigt ist.

Wir bestimmen I nach Abschnitt 12 so, dafl die Geschwindigkeit v
im Punkte A’ endlich bleibt. Der absolute Betrag von v ist

__dF __ dF dz dz

| el _— e
ol = dt ~ dz dz dat " (61)
Er ist zu bilden fiir { = —2a, bzw. 2 = —a oder 2z’ = — Rye'’.
Wir erhalten ljl—zz =1 und
ac a? .. dz
d—z=1——z;=0furz=—-a, d. h. it = -
Damit » endlich bleibt, muf3 also sein:
dF . R2 i T L, s
WZO:_vo{em_ﬁfi;}——;nz” fir 2= — Rye'f. (62)

Dies ist, wie frither gezeigt, die Bestimmungsgleichung fiir die GroSe
der Zirkulation. Wir 16sen nach I" auf und erhalten

2 o R
= — ZZ% 1 yea T2 (63)
B Zeia
oder mit 2’ = — R,ei’
I—27%8 (iaip) _ pmiatp
=225, —e . (64)
Da
et (a+p) — e—t(at+p) .
—— = sin(x + B)

ist, so folgt
I'= 47 vy By sin (« + B)
oder mit

a

By =Yt i+ d a1 ()4 i}’ (65)
. D
I'=4n voa{]/l + (24 %} sin (o + f) .

Mit Hilfe des Kutta-Joukowskyschen Satzes (48) erhdlt man also fiir
den Auftrieb des Profils pro Léngeneinheit

A=4ngv§a{’/1—|—<%)é—]—%}sin(oc+ﬂ). (66)
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Die Joukowsky-Profile sind, wie man aus der Rechnung ersieht,
durch zwei Parameter gekennzeichnet, ndmlich das Verhéltnis %,

welches fiir die Dicke maBgebend ist, und das Verhaltnis % , welches
die W6lbung des Profiles angibt. Abb. 61
zeigt eine Anzahl solcher Profile. Thre
Kontur ist nach einem von E. Trefftz!
angegebenen Verfahren zeichnerisch er-
mittelt worden.
Fiir d = 0 ergibt sich aus (66) der Auf-
trieb einer Kreisbogenplatte zu

A=dmgial/1+ () sin@+p), (67)

wobei 4 ¢ die Sehnenlinge der Platte und
2m ihre Pfeilhéhe ist. Ist auch m =0, so
folgt fir die ebene Platte von der Breite 4 o

A=4npviasina. (68)

14. Zweidimensionale Stromung mit Strahlbildung. Es lassen sich
mit Hilfe der Funktionentheorie auch ebene Stromungen behandeln,
bei denen freie Oberflichen auftreten, so daB
eine Strahlbildung erfolgt. Allerdings mufl man
dann voraussetzen, daB keine duBleren Kréafte,
also auch nicht die Schwerkraft, auf die Fliissig-
keit einwirken. Unter dieser Voraussetzung folgt
aus der Bernoullischen Druckgleichung, daf die
freie Oberfliche der Fliissigkeit eine Stromlinie
ist, langs der die Geschwindigkeit konstant ist. " N

. . . Abb. 62. Stromung in einem

Wir behandeln als Beispiel nach Abb. 62 den Kanal.
Einstromvorgang einer Fliissigkeit in einen par-
allel begrenzten Kanal A BOC aus einem allseitig ausgedehnten Raum.

Wir hatten frither das komplexe Potential y als Funktion der
komplexen Variablen z = x - iy aufgefaBt und geschrieben:

Abb. 61. Joukowsky-Profile.

1) =@+ ip. (69)
Man kann nun auch z als Funktion von y ansetzen, also
z=wx+ iy ==z(y). (70)
Die Cauchy-Riemannschen Gleichungen lauten dann:
de _ 9y
dp — dy’
du _ _ 9y
ay —  dg’

1 Vgl. E. Trefftz: Z. Flugtechn. 4, 130 (1913) und R. v. Mises: Z. Flug-
techn. 11, 68, 87 (1920).
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Es war nun

dy O¢ .0y .
Gz " ox T Var T T
wir wollen darin g—;— mit { bezeichnen, so daB gilt:
_dz 1 _u4div  u-tiv
C—W—u—iv_uz-l—'uz— [o|? (71)
oder in Polarkoordinaten
_9z 1] s
C—dx—\n\e%. (72)

Darin ist { als Funktion von v aufgefait, so da also ¥ das Argu-
ment von b bedeutet. Der Vektor { stimmt also mit der Richtung der

X=Pri wlbene
y 8

Geschwindigkeit iiberein und sein Be-
trag ist gleich dem reziproken Betrag
der Geschwindigkeit. Man kann deshalb
die von dem Endpunkte des Vektors ¢
Abb. 65 Bereloh des komplezen b‘eim Fortschreiten lings einer Strom-

Geschwindigkeitspotentials. linie durchlaufene Kurve auch als Ho-

dograph bezeichnen.

Wir betrachten nun zunéchst die komplexe {-Ebene mit den Koor-
dinaten &,7#. In dieser Ebene erscheint jedenfalls die freie Strahl-
begrenzung wegen der oben genannten physi-
kalischen Bedingung als Kreis bzw. Kreisbogen,

da aus |v| = konst. natiirlich H; = konst. folgt.

Weiter erkennt man aus der Bezdeutung von ¢,
daB die geradlinigen Winde in der z-Ebene als

Abb. 64. Hodograph de .
Kanalstromung, — Gerade durch den Koordinatenanfangspunkt dar-

gestellt werden. In der y = ¢ + iy-Ebene sind

die Stromlinien y = konst. zur @-Achse parallel verlaufende Gerade.
Eine dieser Geraden stellt die feste Wand wie auch die Strahlgrenze
dar. Es sei dies in Abb. 63 die Gerade D B, wobei das

In{=§+inlhen  Siick AB der festen Wand, das Stick 4D der freien

Strahlgrenze entsprechen moge, wihrend EO die
;\\\ andere Strahlbegrenzung und OC die zweite Kanal-

\\ wand wiedergibt. In der (-Ebene erhalten wir als
_% _ Abbildung nach Abb. 64 die Kontur B'A'D'E'0'C’,
» c* . qs s s . . . .
Abb. 65. Abbildungin wobei die Kanalwinde in zwei nebeneinander liegenden
der w=In¢-Ebene.  Strecken B’A’,0'C" der positiven reellen Achse und die
Strahlgrenze in den verbindenden Vollkreis iibergeht.

Die gestellte Aufgabe ist also geldst, falls die -Ebene auf die y-Ebene
abgebildet werden kann. Das Resultat dieser Abbildung sei { = f(y).
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Es folgt dann aus { = Z—;— durch Integration

e=ftar=J1ndr=Fw, (73)
d.h. eine Darstellung der gesuchten Strahlgrenze als Funktion des
komplexen Potentials.

Die Durchfithrung der Abbildung ist nunmehr nur noch eine Auf-
gabe der Funktionentheorie. Wir vereinfachen diese Aufgabe, indem
wir die Kontur in der (-Ebene durch die Transformation w = In { in
die w-Ebene abbilden und gleichzeitig |v | =1 wéhlen. Es folgt aus (72)

w=In{= —In|o|+ 9. (74)
Demnach geht der Vollkreis in das Stiick 4’0" der imaginiren Achse
mit der Lange 2 & iiber, wahrend die positive reelle Achse der {-Ebene
in die zwei Halbstrahlen A”’B" und O”C" der w-Ebene nach Abb. 65

abgebildet wird.

Dieser Halbstreifen in der w-Ebene 148t sich aber nach dem Schwarz-
schen Verfahren auf einen ganzen Streifen der y-Ebene abbilden. Wegen
der Zwischenrechnung verweisen wir auf das folgende Kapitel, das sich
speziell mit solchen Abbildungsaufgaben befassen wird. Man erhilt als
Abbildungsfunktion zwischen der y- und w-Ebene

w=2In (et + Y22 —1) —im. (75)
Wir verifizieren dies folgendermaflen:
Wir untersuchen zunichst, wie sich die ¢-Achse in der w-Ebene
abbildet. Es ist mit p =0

w = 21n (e” + Ye2r —1) —im.
Fiir 0 < ¢ < oo ist der Klammerausdruck reell und positiv. Insbeson-
dere erhilt man fir ¢ =0: w = — izw. Es wird also der positive Ast
der p-Achse in das Geradenstiick O"’C"" der w-Ebene iibergefiihrt, wel-
ches parallel zur £-Achse im Abstand — iz liegt.
Fir — o0 <@ =—|p| L0 ist:

w=21n(e-1?l 4 Je-2lol — 1) — iz = 2In (-7l 4 ¢ J1 — e~219]) — iz,

Wir trennen den Logarithmus in seinen Real- und Imaginirteil:
In (e=l7l 4 5 Y1 — e=2lol) = —;—ln (e~2lel + 1 — ¢—2l7l) 4 farc tg 1—#
= 0 + i arc tg (el?l — e-lol), (76)

Der Logarithmus ist also rein imaginir, so dafl die negative gp-Achse
in das Geradenstiick O"'E"’ der 5-Achse der w-Ebene iibergeht.
Fiir die Gerade BD der y-Ebene ist y = ¢ 4 i%. Es wird

w=2In (e?- &7 + ]/ez"’-e“i— 1) —in
Rothe-Ollendorff-Pohlhausen, Funktionentheorie. 8
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oder, da ¢ = —1 und €2*® = | 1 ist,

w=2In(—e?+ Ye2?r—1) —im.

Fir 0 < ¢ < o0 erhélt man:

w=2ln[—-—l(e‘7’—e"’ 1— . )]——in

e

= 21n(—~1)+2ln[e"’(1—]/1——;%>}—in
=2ln[e¢’<1— I/l——;i—cpﬂ—l—in.
1

Der positive Teil AB der Geraden geht also, da In (e‘?’ (1 — l/l — ~—>)

e2?
reell und positiv ist, in das parallel zur &-Achse im Abstand + ¢z ver-
laufende Geradenstiick 4" B’ iiber. Fir Punkt 4 ist ¢ = 0, mithin
w = -+ i, d. h. Punkt 4".
Der negative Teil von AD bildet sich mit — co < ¢ < 0 wegen (76)
in das Stiick A”’D" der 7-Achse ab.
Wir erhalten nun aus (75)

C=e0= (x4 Yerr —1)" =222+ 262 Y22 —1— 1.  (77)

Hieraus folgt durch Integration
%

z==x—|—iy==f§dx=f(2ezl+2el Je2r — 1 —1)dy

0
= — gyt e Y2t — 1 —In(er 4 Ye2r — 1) — 1. (78)

Man erhilt hieraus die Strahlkontur, indem man die Stromlinien-
gleichung y = @ + iz einsetzt, wobei ¢ die Werte von 0 bis — oo
durchlauft.
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C. Feldausbildung an Kanten.
Von E. Weber, Brooklyn.

1. Stellung der Aufgabe. Im mathematischen Teil wurde gezeigt,
daB jede komplexe analytische Funktion die Potentialgleichung be-
friedigt. Man kann hiernach beliebig viele Losungen dieser Gleichung
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angeben, indem man irgendeine solche Funktion betrachtet, deren
Real- oder Imaginirteil dann etwa als Potential eines elektrostatischen
Feldes zu deuten ist. In allen praktischen Fillen lautet jedoch die Auf-
gabe, nicht nur irgendeine Losung der Potentialgleichung aufzustellen,
sondern es sind stets auch gewisse Randbedingungen zu befriedigen.
Man unterscheidet dabei verschiedene Arten: Wenn das Potential am
Rande des Gebietes vorgegeben ist, so liegt eine Randwertaufgabe
erster Art vor. Sind dagegen die Ableitungen des Potentiales am
Rande vorgeschrieben, so hat man es mit einer Randwertaufgabe
zweiter Art zu tun. Wechseln beide Bedingungen lings des Randes
einander ab, so spricht man von einer Randwertaufgabe dritter Art.
Die Funktionentheorie lehrt nun, da man alle Randwertprobleme
erster und zweiter Art losen kann, indem man das gegebene Gebiet
auf den Kreis abbildet. Fiir die Anwendung dieses Existenzsatzes ist es
von grundlegender Bedeutung, daf man die Abbildungsfunktion durch
eine Integration sofort gewinnen kann, falls das Gebiet geradlinig poly-
gonal begrenzt ist. Die Differentialgleichung dieser Abbildungsfunktion
wird als Schwarz-Christoffelscher Satz! bezeichnet (vgl. S. 70).

Fir die Aufgaben dieses Abschnittes geniigt es, diesen Satz fiir das
Randwertproblem erster Art in einer speziellen Gestalt zu formulieren.
Wir nehmen ein polygonal begrenztes Gebiet in der z-Ebene an, wobei
das komplexe Potential ¥ = ¢ + ¢y als Funktion der komplexen Ko-
ordinaten z = x + ¢y gesucht wird mit der Bedingung, daB der Real-
bzw. Imaginérteil an den Réndern des Gebietes bestimmte, konstante
Werte annehme. Der einfachste Fall wieder ist jener, in dem es sich um
zwei zusammenhingende Réander mit verschiedenen aber konstanten
Potentialen handelt. Falls es in diesem Falle gelingt, den gegebenen
Bereich in der z-Ebene auf einen Parallelstreifen in der y-Ebene ab-
zubilden, so wird das unbekannte Feld der z-Ebene auf das bekannte
homogene Feld der y-Ebene zuriickgefithrt. Dabei erfiillt nun in der
x-Ebene die Funktion selbst die Potentialgleichung, und ihr Real- bzw.
Imagindrteil besitzt an den Réndern des Streifens einen konstanten
Randwert. Ist jetzt y = g(2) die Abbildungsfunktion, so ist durch sie
auch in der z-Ebene die Potentialgleichung erfiillt und auBerdem be-
friedigt y = g(z) auf der polygonalen Kontur bestimmte Randbedingun-
gen: Es fithren diejenigen Teile der Polygonalkontur, die den Geraden
@ = konst entsprechen, ein konstantes Potential, wihrend die Bilder
der Geraden i = konst den Feldlinien entsprechen. Die Funktion
% = g(2) stellt also die Losung einer gewissen Randwertaufgabe ein-
fachster Art dar.

1 Schwarz, H. A.: Uber einige Abbildungsaufgaben. Crelles J. 70, 105—120
(1869). Christoffel: Uber die Abbildung einer einfach einblittrigen zusammen-
hingenden Fliche auf den Kreis. Gottinger Nachrichten 1870.

8*
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2. Abbildung polygonaler Bereiche auf die Halbebene. Die Abbildung
der y-Ebene auf die z-Ebene 148t sich oft nicht in einem Schritt aus-
fithren. Wir zeigen zunichst, da8 es geniigt, den gegebenen Polygonal-
bereich auf die obere Halbebene einer komplexen Hilfsebene ab-
zubilden, der ¢-Ebene. Da nimlich die rechteckige Umrandung des homo-
genen Feldes in der y-Ebene ebenfalls einen polygonalen Bereich dar-
stellt, so kann man mittels des gleichen Verfahrens auch die y-Ebene
auf die ¢-Ebene abbilden. Durch die Elimination von ¢ folgt dann die
gesuchte Abbildungsfunktion y(z). Die Abbildung des Polygons auf
die obere ¢-Halbebene leistet nun die Schwarzsche Formel durch
folgenden Ansatz:

%:= K(t—h)_m.(t—tz)—ae. . (t—tn)““”. (1)

Da diese Formel im mathematischen Teil (8. 70) bereits abgeleitet wurde,
begniigen wir uns hier fir die Anwendungen mit einem Nachweis ihrer
Richtigkeit.

Wir benutzen in folgendem zur eindeutigen Verstandigung die Fest-
setzungen:

Winkel wollen wir stets im mathematischen Sinne positiv zihlen,
das ist entgegen dem Uhrzeigersinn (s. auch math. Teil).

Unter dem Rand eines Gebietes @ ist die Begrenzungslinie zu
verstehen. Randintegrale, also Linienintegrale iiber den Rand eines
Gebietes sind stets so auszufithren, daB dabei das Gebiet & zur Linken
bleibt.

Als Vorbereitung behandeln wir den Fall, daB der vorgegebene
Bereich nur eine Ecke aufweist. Die Schwarzsche Formel nimmt
dann folgende einfache Gestalt an:

R (R @)

Hierin mége die Variable ¢ die Realachse der komplexen ¢-Ebene durch-

laufen und K der Einfachheit halber reell vorausgesetzt werden. Wir
schreiben nun

t—t)n = It—tll"“l'e‘i“”“g(t—t‘). (3)

Solange ¢ < £, ist, hat das Argument von (¢ — ¢,) den Wert &z und daher

(t—t) @ =|t—t | @ g tmm, (4)

Sobald dagegen ¢ > ¢, wird, verschwindet das Argument von (¢ — t,)
und wir erhalten

¢ —t)" =]t —¢t | (3)
Man erkennt hieraus, daf fiir ¢ > #, das Element dz in die Richtung
von dt fallt, d. h. daB das Bild des rechts von #, gelegenen Teils der
reellen ¢-Achse in ein Stiick der reellen Achse der z-Ebene iibergeht.
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Fiir ¢t <¢, dagegen wird dz um den Winkel —y, = —ma, gegen die
reelle Achse gedreht, so daB sich als Bild des links von #; gelegenen
Stiickes der reellen Achse der ¢-Ebene eine Gerade mit der Neigung y,
gegen die reelle Achse der z-Ebene ergibt. Die Gleichung (2) leistet
also die Abbildung der oberen halben ¢-Ebene auf einen Winkelbereich
der z-Ebene mit dem AuBenwinkel y, = ma, (Abb. 66).

Ist umgekehrt der AuBenwinkel y, vorgegeben, so bestimmt sich
also der zugehorige Exponent «, der Differentialgleichung zu

% = Lnl . (6)

Wir benutzen dieses Ergebnis, indem wir den allgemeinen Ansatz (1)
in die Form bringen

%:K(“"ﬂ_%(t—tzf%.-<t—tn)‘%- )
v ztbene o ¢-tbene
] > x &\\\ \ ),
o Y 0, T 7

Abb. 66. Abbildung der oberen Halbebene auf einen Winkelbereich.

Es geniigt zu zeigen, daB sich z. B. die Stelle ¢ = ¢, genau so verhilt
wie vorher. Wir nehmen hierzu an, da {, <it,<t;<...t¢, sei. Dann
sind fiir ¢ < ¢; simtliche (¢t — ¢,) negativ, daher simtliche arg (t — t;) ==,
und es ergibt sich also

_n _r _m
E—t) “-(F—1t) © ... ({—4t,)
_n _rm _n PR .3 —tn)
T T e L [

n

i
7 Lo~ t(yrt rryn)

Geht nun ¢ durch #, hindurch, so dndert sich nur das Argument von
(¢ —ty), es ist

7N 71 . Y1 2]
- 8 i Darg—n) -
(=) = [t T T L TR e e t<n, )
Y1 b 71

- - —ig-arg(t—h)

t—t) ==|t—t]| =-e =|t—t| =1 fir t>¢. (10)
Da nun beiderseits von #, das Element d¢ reell ist, so weisen die ent-
sprechenden Bildelemente dz einen AuBenwinkel y, gegeneinander auf.
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Fiir alle anderen Punkte #, kann man ebenso schlieBen, so daB hiermit
der Schwarzsche Satz im wesentlichen verifiziert ist.

Die Integration einer Potenz fiihrt im allgemeinen wieder auf eine
Potenz, es wird also die Abbildung in der Umgebung einer Ecke in Form
einer Potenzfunktion geliefert. Eine Ausnahme hiervon bildet nun,
genau wie im Reellen, die Potenz mit dem Exponenten minus eins,
welche bei der Integration auf den Logarithmus fithrt. Der Exponent
o = +1 bedeutet abbildungsgeometrisch nach (6) einen ,,Winkel“ von
der GroBe y = -+ =, d. h. einen Parallelstreifen, der sich ins Unendliche
erstreckt. Bei dieser einfachen Abbildung ist mit Wahl des Punktes ¢,
im Koordinatenanfangspunkt nach (2)

dz K
Die Integrationskonstante K bestimmt die Breite b des Parallelstreifens.
Denn bei der Integration mufl man den Nullpunkt durch einen kleinen

Halbkreis in der positiv reellen Halbebene umfahren, weil dieser Punkt

die singuldre Stelle der Funktion % ist. Durch Integration ergibt sich
(vgl. Seite 22) fiir das Halbkreisintegral der Wert (—z4). Diesem Halb-
kreisintegral der ¢-Ebene entspricht in der z-Ebene eine Integration im
reguldren Gebiete iiber die Breite des Parallelstreifens. Somit schlieBt
man

fd,z:b:Kfi’t‘—:—mK, (12)

also . -
K="t _" (13)

— Tt JT

3. Kraftlinienverlauf am Rande eines Schenkelpoles. Als erstes Bei-
spiel fiir die Anwendung des Schwarzschen Satzes behandeln wir die
Ausbreitung der Kraft-
linien am Rande eines
Schenkelpoles einer Dy-
namomaschine nach Ab-
bildung 67. Zwischen den

Polflichen und dem An-

Lduter ker ist das Feld im we-

I | _ sentlichen homogen ent-
sprechend der Breite A

L/“M des Luftspaltes und der

Abb. 67. Schema des Querschnittes einer Dynamomaschine. magnetischen Potential-

differenz ¢, der Polschuh-
oberfliche gegen den Anker. Stérungen dieses Verlaufes treten am Pol-
schuhrande auf. Wir vernachlissigen die Kriimmung von Polschuh und
Anker und betrachten alle Radialschnitte als gleichwertig. Man erhalt
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dann die ebene Anordnung nach Abb. 68. Praktisch ist stets die Pol-
schuhbreite groB gegen den Luftspalt, so daB wir die Verhiltnisse an
einer Polschuhkante genau genug durch die vereinfachte Abb.69 dar-
stellen kénnen. Wir fithren ein Ko- P
ordinatensystem z = x -+ iy ein,

dessen Ursprung 0 wir mit der Kante

zusammenfallen lassen. Die x-Achse

verliuft parallel zur Ankerbegren- | 4
zung, welche durch y =— A4 ge- N
geben ist. Ferner bezeichnen wir den - Livter

Punkt z =+ 00 mit B und es sei Abb- 8. Vereinfachtes Quorschnitisschema
A der unendlich ferne Punkt der

positiven y-Achse. Man hat sich dann diesen Punkt durch einen Viertel-
kreis von unendlich groBem Radius mit dem unendlich fernen Punkt der
negativen z-Achse verbunden zu denken. Dieser Viertelkreis wird bei

der auszufithrenden Abbildung z-Lbene
in die ¢-Ebene in einen einzigen /,_——’—4\@5
Punkt tbergefiihrt. -~ , K

In groBer Entfernung von der /7 ¢
Kante kann man sofort den Feld- /’ , v N \>\\‘\’§\
verlauf qualitativ voraussagen. // ) ANy
Im zweiten Quadranten werden ——-—T——— :
es Viertelkreise sein, wihrend ll 4 4 51

zwischen den parallelen Flichen

sich in einiger Entfernung von \\X ‘ _

der Kante ein praktisch homo- A b 0 Sqom, o O e e
genes Feld ausbildet.

Um auch den Feldverlauf in der Nahe der Kante zu bestimmen,
bilden wir die Abbildungsfunktion der z-Ebene auf die ¢{-Ebene. Es
ist dabei zweckmiBig, in einer Tabelle die fiir diese Abbildung erforder-
lichen GréBen zusammenzustellen:

Abzubildender Punkt z; A B 0]
Bildpunkt . . . . . 17 + oo 0 +1
3
AuBenwinkel . . . . 7w | + 37 +z — —g
E b 3 1 -
xponent . . . . . 7 + 3 + iy
Mit, diesen Werten ist nun
dz c Jt—1
it = @—op—1s 1 (14)

Von den beiden moglichen Werten der Wurzel wihlen wir denjenigen

- argt
aus, der fiir t > 0o in 1/[¢|.e®  iibergeht.
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Der Punkt A kommt als unendlich ferner Punkt in der ¢-Ebene
nicht in die Abbildungsfunktion, deshalb sind die Werte fiir A ein-
geklammert. Die Verlegung des Punktes B in den Ursprung der
t-Ebene hat den Vorteil, daB die beiden Teile der Bereichgrenzen,
welche konstantes Potential fithren, in die linke und rechte reelle
Halbachse der ¢-Ebene iibergehen. Das Feldbild wird dann sehr
einfach. Da drei Punkte willkiirlich wahlbar sind, legen wir zweck-
miBig O in einen bequemen Punkt, etwa fy= 1.

Da zwei parallele Gerade auftreten,
wollen wir sofort die Beziehung (13)
is auswerten. Der Eckpunkt B entspricht
7’ . t = 0, daher wird nach (14) durch Ver-
gleich mit (11)

K=Cy—1=icC (15)
und nach (13), weil die Strecke im Ab-

stand A parallel zur pos. Imaginir-
achse liegt, also b = 74 ist,

t-Loene

Ny

2

I > 14

+7
' K=iC= , (16)
Abb. 70. Feldbild in der oberen Halb- —m
ebene ¢. iA
==, (17)

womit die einzige unbekannte Konstante von (14) ermittelt ist.
Die Durchfithrung der Integration erfordert keine anderen Hilfs-
mittel wie im Reellen. Die Umformung des Integrales

R T i e 1)

filhrt fir das erste Glied auf 2 ]/t ¢ — 1 und fiir das zweite Glied mit
der Abkiirzung (t — 1) = #'2 auf 2 arctg{’; somit ergibt sich

2 =1 — are tg e — 1] + €. (19)
O, bestimmt sich durch die Zuordnung des Punktes O in Abb. 70. Fiir
t= 41 muB z= +0 folgen. Da fiir £ =1 der Klammerausdruck
Null wird, bleibt

2=

01 == O
und daher

2Az[1/t—l——aretg]/t-—l] (20)

z =

Es empfiehlt sich mit Riicksicht auf die Vieldeutigkeit der auftretenden
Funktionen das Ergebnis zu verifizieren. Ist £ <0 und reell, so ist
erst recht (f — 1) < 0 und es folgt

Vt—1=iV[t] +1=im; m > 1, reell positiv, (21)
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so daB
arctg]/t—-l-—:arctgim=—;—1nii:= +—72Z—-*%1nz_—*_i (22)
ist.
Somit wird wirklich
_24ir. 1. m+1\ =
z== [1, (m -3 In w1 1) — ?] (23)

eine im Abstand — A parallel zur Realachse verlaufende Gerade und
auBlerdem ist

fiir || =00 m = oo und folglich z = —oc0 —i4,
und fiir [{|=0 m=1 ,, »w 2= +400 —14.
Es wird also das Bild der Ankeroberfliche aus der z-Ebene auf die

negative reelle Halbachse der ¢-Ebene abgebildet. Weiter ist fiir Werte
von £, fiir die 0 < ¢ < 1 ist, die Strecke BO in Abb. 70:

Vi—1=iY1—i=1in; n < 1, reell positiv, (24)
also
arctgl/t_:i=arctgin:%1n}i:, (25)
daher wird nach (20)
z=2£i-i-[n—%lnitﬂ=-—%[n—%]nii—:ﬁ. (26)
Dies ist aber die Gleichung des Stiickes O B der z-Achse.
Der Punkt B mul} sich fiir ¢ = 0 ergeben. Es ist fiir
|t}=0 n=1, also z = 4oco. (27
Und fir die Ecke O finden wir:
[t] =1 n=0 z=0. (28)

Endlich gilt fiir reelles ¢ > 1 die Form (20), wobei die Funktionen ihre
reelle Bedeutung haben. Man iiberzeugt sich, dal z rein imaginér und
grofler als Null wird.

Nun muB sich die Abbildung der y-Ebene (des homogenen Feldes)
auf die obere ¢-Ebene anschlieBen. Die Zusammenstellung der fiir die
Abbildung der y-Ebene auf die {-Ebene benétigten Werte gibt die
folgende Tabelle:

Abzubildender Punkt . g, A B o
Bildpunkt . . . . . . t, + oo 0 +1
AuBenwinkel . . . . . o, 7T + =z + =z 0
Exponent . . . . . . o, L+1 +1 0
Daher reduziert sich die Abbildungsfunktion auf
dy c

g _ OO (29)
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Der Abstand der beiden vertikalen parallelen Geraden der y-Ebene
ist + (ps— ¢4), daher gilt fiir £ = 0 nach (13) und (29)

K=0C=;2"%_"%, (30)
JT T

wobei @o= @, — @, gesetzt ist.
Die Integrationist leicht auszufiihren und ergibt mit Beriicksichtigung
von (30)
2=i2Int 4 0. (31)

Die Konstante C; wird wieder durch die Wahl des Punktes O gewonnen,
fir t =4 1 soll y = @, werden, daher ist

2 Lbene . 2 (1) = Ci= P2 >
A und somit

v 2=i2Int+ g (32)

Auch hier 14Bt sich dieselbe Probe anstellen wie
7 fiir die Abbildung der ¢-Ebene, doch soll die Aus-
rechnung unterbleiben. Vergleichen wir diese Form

% mit (11), so finden wir prinzipiell den gleichen
Bau, nur zeigt (32) etwas andere Konstanten. Es
werden daher die Kraftlinien in der ¢-Ebene
Kreise um den Ursprung sein und die Potential-
linien Radialstrahlen vom Ursprung weg. Dieses
symmetrische, einfache Bild ist die Folge der spe-

A s ziellen Wahl von B im Ursprung der ¢-Ebene,
S > die wir bereits bei der Abbildung der z-Ebene
Abb. 71. Das homogene .
Bezugsfeld. erwahnten.

Die Abbildung der y-Ebene auf die ¢-Ebene
tritt bei allen Potentialaufgaben &hnlicher Art auf, sie kann deshalb
in der allgemeinen Form (29) stets iilbernommen werden.

Zweck der bisherigen Rechnung war, das Feldbild in der urspriing-
lich gegebenen Ebene, der z-Ebene durch Abbildung des homogenen
Feldbildes der x-Ebene zu erhalten. Wir miissen also das Orthogonal-
netz der y-Ebene zuriickiibertragen. Aus (32) ergibt sich mit einfacher
Rechnung zunichst die Hilfsvariable ¢ als Funktion des komplexen
Potentials y:

inT2 "%

t=e¢ P, (33)
oder bei Trennung von Real- und Imaginirteil:

inP2 =2 LY = Py — _
t=r—+is=e P ¢ Po=c¢ q’ﬂ{cosn%—{—isinn%}. (34)
0 0

Damit kann man jeden Punkt der y-Ebene bzw. jede Punktreihe auf



Kraftlinienverlauf am Rande eines Schenkelpoles. 123

die t-Ebene iibertragen. Die weitere Zuordnung der z-Punkte ergibt (20),
wobei sich nur umsténdliche numerische Rechnungen einstellen, wenn
z irgendwelche komplexe Werte annimmt.

Der zweite Teil der Aufgabe, in jedem Punkt der z-Ebene die Feld-
stirke anzugeben, ist nun ebenfalls mit Hilfe von (20) leicht mdoglich.
Es ergibt sich der Feldvektor v als negative, konjugiert komplexe Grofie
zu dem Differentialquotienten des komplexen Potentials

o=~ (88 = -39
wobei durch den Stern die zu (%) konjugiert komplexe GrofBe an-
gedeutet sei.

Als Funktion von ¢ im vorliegenden Falle mit

dy . 1@, ii_t — . ¢ T
dt T wt’ dz i _-1i4d (35)
wird : 1
Po
(4 w—1> (56)
Setzt man .
_ Po __ Po
t’w“m_(—m> (37)

als den homogenen Feldvektor zwischen zwei parallelen horizontalen
Ebenen, welche bei der Potentialdifferenz ¢, den Abstand A besitzen,

so wird weiter .
2 () .
Do Vt —1 ’

Auch diese Form 148t sich leicht iiberprifen. Setzen wir ¢,> ¢, voraus,
so ist b_ negativ imaginir. Wandert nun z wieder lings der Berandung
des Gebietes, so folgt ¢ der r-Achse, bleibt also reell. Beniitzen wir jeweils
die oben bei Uberpriifung der Abbildung der z-Ebene getroffenen
Vereinfachungen, so wird fiir ¢ <0

v T 1
o =im] =w (39)
v ist demnach parallel der y-Achse von oben nach unten gerichtet,
trifft also auf der Potentialfliche ¢, senkrecht auf. Fir 0 < ¢ < 1 folgt
in ghnlicher Weise

v 7 ¥ 1
o= ] = “0)
Die Richtung des Feldvektors ist die gleiche, nur ist der Betrag auf

BO wegen n < 1 stets groBer als b_, wihrend er auf 4 B wegen m > 1
durchweg kleiner als b  war. Je niher ¢ gegen O kommt, desto mehr
riickt » gegen Null und damit wird der Betrag des Feldvektors immer
grofler, bis er an der Kante selbst iiber alle Grenzen wichst. Wir sehen
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also, daB eine Konzentration des Feldes an der Kante stattfindet. Wird
endlich ¢ > 1, so bleibt

v ] * )

Do []t————i] - t—1° “D
Der Betrag des Feldvektors nimmt wieder ab und erreicht schlieBlich
fiir t = oo den Wert Null. Abb. 71 zeigt den Verlauf des Feldvektors
laings der Begrenzungsfliche mit dem Potential ¢ = @,, wobei die
Berandung BOA in eine Gerade zum Zwecke einer einfachen Uber-
sicht ohne MaBstabsverzerrung abgewickelt wurde.

An der Kante selbst ist zu setzen ¢ = 1 4 7¢, wobei & nach Null

geht. Aus Gleichung (38) folgt dann:

vl === “)

Es wird also v in der Grenze ¢ = 0 und in der Richtung der Winkelhal-
bierenden zwischen den beiden Flichen der Ecke unendlich gro. Diese

s ) Aussage bleibt an allen Kanten erhalten,

= welche stumpfe Innenwinkel aufweisen. An

4508 — Kanten mit spitzem Innenwinkel ist, wie

g-g  leicht einzusehen ist, der Betrag des Feld-

» N vektors stets Null, wobei aber die Rich-
ﬂ'ﬂfﬁ tungsabhingigkeit bestehen bleibt.

0-91083 Praktisch ist eine solche unendlich

scharfe Kante nie vorhanden, stets wird
eine gewisse Abrundung, wenn auch mit
sehr kleinem Radius, eintreten. Es ist daher
von Interesse, den EinfluB sehr kleiner Ab-
rundungen zu untersuchen. Die exakte Ab-
bildung eines Bereiches mit kreisférmig
abgerundeter Ecke ist zwar mdoglich, doch
Abb. 72. Potential- und Kraftlinien fiihrt die Aufgabe auf eine nichtlineare Dif-
in der Nihe der Kante. . .

ferentialgleichung zweiten Grades!, deren
geschlossene Losung unméglich und auch die Reihenentwicklung sehr
zeitraubend ist. Ein einfaches Néherungsverfahren ergibt sich, indem
man die Aquipotentiallinien ¢ = konst in der niéichsten Umgebung der
Kante aufzeichnet und als neue Berandung auffaft. Da man damit
brauchbare Ergebnisse erzielt, zeigt Abb. 72, in welcher zwei sehr
benachbarte, nach den Ubertragungsformeln gerechnete Potential-
linien zusammen mit den orthogonalen Feldlinien gezeichnet sind. In
der Nihe der Kante kann man den kleinsten Kriimmungsradius als
MaB der Rundung ansehen. Rechnet man lings dieser Potentiallinien

! Die Grundlagen sind zu finden bei H. A. Schwarz: s. FuBnote S. 115.
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den Feldvektor, so kann man ihn ndherungsweise wieder in Abb. 73
eintragen und erkennt den starken EinfluB} bereits geringer Abrundungen.
Rechnet man die Feldstérke lings der genannten Potentiallinie ¢}
in der Nahe der Kante, so erhilt man I
im Vergleich mit dem wahren Feld-
vektor lings ¢ = @, zu kleine Werte,
weil das Potential ¢} selbst kleiner als
@, ist. Es ist daher der Betrag des Feld-

vektors noch mit -?H umzurechnen.

4. I'JTbertr::Lgung2 des]l Feldes Kante
gegen Ebene auf andere Aufgaben. Die
vorstehend behandelte Aufgabe bezog
sich auf die Feldverteilung in der Nahe
der Polkante einer Dynamomaschine.
Ganz dhnliche Feldformen treten auch
in zahlreichen anderen Aufgaben der
Elektrotechnik auf.
Wirbesprechenim fol-
genden einige elek-
trostatische Fel-

g-04

}

I Q—
der dieser Art. So f |
wird z. B. das Feld = {
zwischen der Hoch- 1« | | |
spannungswicklung Lz /{Q/B [(ZA S
eines Transformators Abb. 73. Die Verteilung der Feldstirke in Kantennihe auf

verschiedenen Potentialflichen (siehe Abb. 72).
und dem geerdeten

Kern entsprechend Abb. 74 durch die gleichen Beziehungen beschrieben,
wobei jetzt die Potentialdifferenz zwischen den beiden Konturen gleich
der Spannung der Wicklung gegen Erde ist. An
Stelle der magnetischen Feldstarke tritt hier die
elektrische Feldstirke € = — grad ¢, die fiir die
Beanspruchung des Isoliermaterials maBgebend Hern
ist. Weiter kann man sich die von den Flichen
@, und @, begrenzten Korper als Elektroden in
einem Elektrolyten vorstellen. Man erhilt dann B
direkt die parallelebene elektrische Stro- kg
mung im Elektrolyten. Hier sind ¢; und ¢, Abb.74. Elektrisches Feld

. . . . der Hochspannungswick-
wieder die Potentiale, @,— @;= @,, die Span- lungeines Transiormators.
nung zwischen den beiden Elektroden und der
Feldvektor wird identisch mit der elektrischen Feldstéirke € oder der
dieser proportionalen elektrischen Stromdichte

¢

i=—e—. (43)

2962 %%
KSR IIKLERIK L
LSRRI ARAAK KKK
RRRIHHAI
iRedefoleloledeleloioiololdt
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In diesem Ohmschen Gesetz ist g der spezifische Widerstand des Elektro-
lyten. Da man solche ebene Strémungen in einem Elektrolyten fiir
beliebige Elektrodenformen sehr leicht herstellen kann, so liefert diese
auf Grund der inneren Verwandtschaft der drei bisher genannten
physikalischen Felder eine Methode, um elektro- und magnetostatische
Felder experimentell ausmessen zu konnen!.

Ein weiteres Anwendungsgebiet bildet die Theorie der Warme-
leitung. Es tritt dabei an die Stelle des Potentials die Temperatur 7'
und an Stelle des Feldvektors der negative Temperaturgradient
(— grad T'), oder das Temperaturgefille. Wir denken uns die von den
Fliachen @, und ¢, begrenzten Korper als unendlich gute Warmeleiter.
Nach dieser Voraussetzung fithren diese Flichen konstante Tempera-
turen 7', bzw. T',, so daB also wiederum fiir das Potential (die Tempe-
ratur) die oben genannte Randbedingung er-

1
;A e fiillt ist. In dem Zwischenmedium, das ein
schlechter Warmeleiter sein mdoge, bildet sich
20 ein quellenfreier Warmestrom aus. Dabei ge-
U > niigt die Temperatur im stationiren Zustand

o der Laplaceschen Gleichung.

g—_%: 0 Auch in der Hydrodynamik tritt die Poten-
%t tialgleichung auf, und zwar als Bedingungs-
gleichung fiir die wirbelfreie Bewegung der
Abb. 75. Schema oincs Platten-  jnkompressiblen Fliissigkeit bei Stromungs-
vorgingen?. Das Geschwindigkeitspotential ¢
geniigt der Potentialgleichung und liefert in bekannter Weise die Ge-
schwindigkeit tv. Um bei unserem Beispiel, Abb. 69, zu bleiben,
wiirde hier die Fliissigkeit von der Flache ¢; nach der Fliache ¢, ein-
strémen; man kann aber auch die Strom- und Potentiallinien mit-
einander vertauschen und erhilt dann dadurch wesentlich die gleiche

Abbildungsfunktion der Potentialstrémung um eine Kante.

5. Der Plattenkondensator. Die erste physikalische Anwendung des
Schwarz-Christoffelschen Theorems verdanken wir G. Kirchhoff,
der das Feld am Rande eines Plattenkondensators mit dieser Methode
untersuchte. Es sei jede der beiden unendlich ausgedehnten Platten
P, und P, als mathematische Doppelfliche (Abb. 75) gegeben, wobei
ihr Abstand 2a sei. Sind die Potentiale der Platten ¢, und ¢,, so ist
die Symmetrieebene ebenfalls eine Potentialebene mit dem Potential

O = 21;-;% Es geniigt, die obere Hélfte fiir sich zu betrachten. Die
Abbildung erfolgt nach Abb. 76 bis 78. Die Zuordnung der Punkte (da

1 Labus, J.: Der Potential- und Feldverlauf lings einer Transformatoren-
wicklung. Arch. Elektrot. 21, 250 (1928).
2 Siehe den Beitrag von K. Pohlhausen.
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samtliche drei Punkte frei wihlbar sind) liefert dann die Differential-
gleichung der gesuchten Abbildungsfunktion der z-Ebene auf die -Ebene

dz K . Kt +1
dt (1) t-(EF 0y t -
Die Konstante K bestimmt sich nach (13), wenn ¢ = 0 gesetzt wird
und man beachtet, daBl der Abstand als vertikal nach abwirts ge-

(44)

richtete GroBe auftritt zu b = — 14
—ta a
K:_in_—i—;. (45)
Ferner liefert die Integration mit Beachtung dieses Wertes
z=—[t+Inf] + K. (46)
z-Lbene t-Loene ;{-z:ge//e
//’ - —‘1~\\ < - ——— :
’// 27 \\ is »
4y 41p) o \\ 79 p-t
™ 1 N \‘ ip
| ‘I \
,Jrl\__ {”13' % ZF bleg—{C g
Abb, 76. Abb. 77
: ) - . A__c___
Abb. 76 bis 78. Vereinfachtes Schema fiir die konforme Abbildung S >
eines Plattenkondensators. Abb. 78.
K, bestimmt sich aus der Lage von B, denn fiirt = —1soll z =+ 10
sein. Es ist also:
ia:%[—1+m]+1{1; K1=%. (47)

Die weitere Abbildung der #-Ebene auf die y-Ebene ist die gleiche wie
in Ziffer 3 behandelte, da wieder der StoBpunkt der Potentiale in den
Ursprung der ¢-Ebene verlegt wurde. Es bleibt also Gleichung (31) be-

stehen, wobei ¢, die Bedeutung ¢, — ¢,= s _2_ ?L hat. Daher ist
z=18me+ K. (48)

Dabei entspricht jetzt t = — 1 dem Punkt y = ¢,, also
H=D=g ="t K}, (49)
Ki=00% g, (50)



128 Feldausbildung an Kanten.

Die Feldstérke ergibt sich wie frither mit den obigen Gréfien zu

6= (&)= (&)

=_(i((p22n(])1)._%_.t_lt_l.%>* (2—; tp;_i_;l’l)_ (51)

Die Nachpriifung aller Ergebnisse an den Réndern des Abbildungs-
gebietes kann analog der Ziffer 3 durchgefiihrt werden. Es entspricht
insbesondere der Kante der oberen Platte der Punkt { = —1, so daB
wieder an der Kante rechnungsmifig eine unendlich hohe Feldstarke
entsteht (Randwirkung).

Das Feldbild des Plattenkondensators wurde erstmalig von Ro-
gowski zur Konstruktion einer MeBfunkenstrecke herangezogen, bei
der keine Felderh6hung durch Randwirkung auftritt.

Um den Verlauf der Feldstirke allgemein zu iibersehen, driicken wir
die Hilfsvariable ¢ nach (48) mittels des komplexen Potentials y aus
und erhalten, wenn man zur Abkiirzung die komplexe Potentialdifferenz
gegen die Mittellinie einfithrt und ¥ = ¢ + iy = @,, — x setzt:

1 1
el=|gt = rmr =t %2
‘%?J e
v Po
oder wenn wir |€_|= % als homogene Feldstérke im Unendlichen

einfithren und die Exponentialfunktion in Real- und Imaginirteil auf-

spalten: )
= . (53)

o |- :
_2,,3" W o
Vl—{-e ¢’°+2e "o cos ¥

Po

Wir gewinnen nun die ortliche Abhingigkeit der Feldstérke lings einer
Aquipotentiallinie, indem wir p = konst setzen fiir laufende Werte von
p. Besonders interessiert das Maximum der Feldstirke. Wir bilden
hierzu _

" T -
!@@ — 2me Po— 2me "o cosmw -
o= - Po__ —9. (54)
a(-) ¥ T =3/
Po ——2[1—{—6 ﬂ?’°+2e Po . cosn%}
0

Hieraus ergibt sich fiir den Ort der gréBten Feldstirke die Bestimmungs-

gleichung:
T e — ? (65)

oder 1

% o m 7 (56)
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Es ergeben sich hieraus nur reelle Werte p fiir 2 > % An der Aqui-
e pes Po
potentiallinie:

P = %0 (57)

tritt also gerade kein Feldstirkenmaximum mehr auf, sondern die
Feldstirke nimmt monoton von dem Wert €  auf Null ab. Die durch
Gleichung (57) dargestellte Kontur ist in Abb. 79 wiedergegeben und
wurde von Rogowski
als Begrenzung sei-
ner Funkenstrecke fiir
Durchschlagsuntersu-
chungen gewihlt.

6. Das magnetische
Feld einer Nut. Fir die
Berechnung des Feldes
in elektrischen Maschi- g
nen ist die Kenntnis des

LUftSPaltfeldeS VOon gro-  Apb. 79. Entwicklung der MeBfunkenstrecke nach Rogowski.

Ber Bedeutung. Hierbei

ist zu beachten, daf} die Stdnder- und Lauferoberflichen im allgemeinen

zahlreiche Nutenoffnungen aufweisen, so da der magnetische Widerstand

zwischen Laufer und Sténder wesentlich groBer ist als es dem Abstand der

Oberflichen entspricht. Es ist notwendig, diesen erhéhten magnetischen

Widerstand zu beriicksichtigen; dies geschieht, indem Stinder

man an Stelle des wahren Luftspaltes /4 einen wirksamen

Luftspalt 4,> A einfithrt. Die Berechnung dieses

wirksamen Luftspaltes wurde unter gewissen verein-

fachten Annahmen von Carter auf eine Aufgabe der

konformen Abbildung zuriickgefithrt. Um sich von den

Schwierigkeiten der doppelten Nutung von Stéinder

und Laufer zu befreien, bezieht man sich zweckmaBig

auf eine geeignet gelegte mittlere Potentialfliche, die S Jiuter

in erster Naherung als Ebene angesehen werden kann Abb. 80. Schema-
tischer Querschnitt

(Abb. 80). Es ist dann die Nut, die eine Potential- einer Dynamo-
fliche g, gegeniiber einer glatten Eisenfliche (als die faas mnStimior nnd
oben genannte mittlere Potentialfliche ¢,,) zu denken. Léuter.
Weiterhin setzen wir die Nutenteilung und die Nutentiefe als unend-
lich groB voraus, so daf die vereinfachte Abb. 81 entsteht. Man er-
kennt, daB man hierdurch das Feld an der Grenze der Nut gegen den
Luftspalt richtig wiedergeben kann. Wegen der Symmetrie zur Nuten-

mitte gentigt es nur die rechte Seite zu betrachten. Dabei ist jetzt die

eine Polygonseite 4 B selbst eine Kraftlinie, so daB es nicht mdglich
ist, in der ¢-Ebene das einfache polare Kraftlinienbild zu erreichen.
Rothe-Ollendorff-Pohlhausen, Funktionenthcorie. 9

¥
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Dementsprechend bringt auch die weitere Abbildung auf die y-Ebene
nicht den ganzen unendlich groBen Plattenkondensator, sondern nur
den Halbkondensator, seinen in der oberen halben y-Ebene liegenden

Teil zur Abbildung, weil die Kraftlinienstrecke 4 B sich wieder als
solche abbilden muB. Sonst ist die Abbildung vollkommen analog zu
behandeln wie bisher; denn mathematisch spielt

N Nwey - es keine Rolle, welche physikalische Bedeutung

A
f%f\ [,s{ id '0 der Begrenzungslinie innewohnt, wenn nur die

J‘ Z Abbildung selbst richtig gewahlt ist. Mit Hilfe
der eingezeichneten Pfeile und Winkelzeichen er-
gibt sich die Ableitung der Abbildungsfunktion
fir die z-Ebene aus dem Schwarzschen Ansatz

N
5Zz K K l/ (58
<25 At~ Etra)t-a-f—1 % i+a )
) 0 Da hier 4 Eck-
s, A punkte bestehen,
18 J . "
R s o5 jedoch nur 3 wihl-
Abb. 81 . bar sind, bleiben a
1 und K als unbe-
kannte Konstan-
T ¢ ten ibrig. K be-
—~ ¢ stimmt sich nach
(13), weil der Eck-
C o +f punkt D in der
0 A1 . RO T ALE 8 "% 2.Ebene im Un-
< (d ra . .
endlichen liegt,
Abb. 82. Abb. 83. .. . .
Abb. 81 bis 83. Vereinfachtes Schema fiir die konforme Abbildung Wahrer.ld elnezw’lel-
des magnetischen Feldes einer Nut. te Bezlehung sich

ebenfalls  durch
(13) fiir den Eckpunkt B ergibt und damit die zweite Konstante a
liefert.

Fir Eckpunkt D 1: ¥ A
K=—i— (59)
Fir Eckpunkt B: . .
1K b
—_ == (60)
fa 7
und aus diesen beiden Gleichungen folgen also
Pi| A\2
KE=%; a:—.(z). (61)

1 Da D in der #-Ebene unendlich ferner Punkt ist, muB (13) mit ent-
gegengesetztem Vorzeichen verwendet werden, weil der SchlieBungshalbbogen
bei der Integration im umgekehrten Sinne durchlaufen wird.
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Die Ableitung' der Abbildungsfunktion fiir die y-Ebene ist

dy K’ K
dt — (t+a)htE T it a) (62)
wobei fiir K’ wieder nach (13) folgt
' 2 (Po—Pm) Q0 — Pm
K= —i p- = —. (63)

Damit ist die potentialtheoretische Aufgabe geldst. Fiir die Anwendung
interessiert vor allem der Verlauf der Induktion lings der Nutenwand.
Da die Induktion dem Feldgradienten proportional ist, so erhalten wir
unter Fortlassung unwesentlicher Konstanten:

;P m 1 *

7 VE+a)t

+Po — Pm

SBt—_—-‘_' =1

ERY/E

7wt ) { La
Bequemer ist es unter Vermeidung der
Integration den totalen FluB aus der
Stromfunktion abzuleiten. Die Durch-
fiihrung dieser Rechnung bietet kein
Interesse vom Standpunkt der Anwen-
dung des Schwarzschen Satzes. Sie soll
deshalb unterbleiben und es sei auf die
Literatur verwiesen.

Die Abbildung allgemeinerer Nuten-
formen wurde spiter von einigen anderen
Autoren durchgefithrt. Wir wollen hier
kurz nur die Beriicksichtigung der end-
lichen Nutentiefe und Teilung andeuten.
Abb. 84 zeigt die Nut endlicher Tiefe und
Teilung. Die Ableitung der Abbildungs-

~ []/t * J*. (64)

A
P/AN
N L
0 {[
< x
K
B 46’
Fz

Abb. 84. Schema fiir die konforme

Abbildung des magnetischen Feldes

einer Nut mit endlicher Tiefe und
Teilung.

funktion fir die z-Ebene wird nach den Bezeichnungen dieses Bildes

dz K

At~ (Fm)% B R —1)% (—p)% K'V(t-I-M)(t-I—n)(t—l)(t—P)

11

» (65)

sie selbst durch ein hyperelliptisches Integral dargestellt. Hierbei bedeu-
ten m, n und p Konstante, die nach der Integration zu bestimmen sind.
Daher kann man die so erginzte Aufgabe nicht zahlenmiBig auswerten,
so daB man auf die Vereinfachungen etwa der Carterschen Rechnung
zuriickkommt. Auch die weitere Abbildung auf die y-Ebene ist schwie-
riger geworden. Da nunmehr wegen der Symmetrieeigenschaften zwei
Kraftlinien als Begrenzungsteile des Gebietes hinzugenommen werden
muBten, stellt die y-Ebene ein endliches Stiick aus einem unendlich
ausgedehnten Plattenkondensator dar. Das Seitenverhiltnis des Recht-

9*
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eckes ist durch die Konstanten der z-Ebene bereits mitbestimmt. Die
Abbildungsfunktion ist ein elliptisches Integral, ihre Ableitung

ax _ _
dt A+ mEE - CE—0)% YJitmE—1)(+p)

KI

KI

|

T

4

< sael
N

B84

|
|
|
|
L

]: jEpENn
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me
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g
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(66)

Die Verteilung der magnetischen
Induktion lings der glatten Ge-
genfliche und der Symmetrie-
linie der Nut zeigt Abb. 85.
Dort sind auch die Potential-
und Feldlinien eingetragen, wo-
bei das Netz so gestaltet wurde,
daB zwischen je zwei Feldlinien
der gleiche magnetische FlufB
hindurchtritt.

7. Literatur. Die behandelten
Beispiele kénnen nur als erster
Hinweis auf die Anwendung des
Schwarzschen Satzes gelten.
Von den zahlreichen Arbeiten auf
diesem Gebiet seien im folgenden
ohne Anspruch auf Vollstéindig-
keit einige Arbeiten genannt:

Andronescu, P.: Das parallel- und
meridianebene Feld nebst Beispie-

N len. Arch. Elektrot. 14, 379.
] / Bergmann, St.: Uber die Berech-
“I“/ nung des magnetischen Feldes in

einem Transformator. Z. ang.

Math. Mech. 5, 319 (1925).
Bergmann, St.: Uber die Bestim-

mung der Verzweigungspunkte

eines hyperelliptischen Integrales

aus seinen Periodizitdtsmodulen

mit Anwendungen auf die Theorie

des Transformators. Math. Z. 19, 8

(1923).

Carter, F. W.: Luftspaltinduktion. El. World Eng. 88, 884 (1901).

Dreyfus, L.: Uber die Anwendung der Theorie der konformen Abbildung zur
Berechnung der Durchschlags- und Uberschlagserscheinungen zwischen kan-
tigen Konstruktionsteilen. Arch. Elektrot. 13, 123 (1924).

Frey, R.: Anwendung der konformen Abbildung im Elektromaschinenbau.
Arbeiten aus dem El Institut Karlsruhe Bd. 4. Berlin: Julius Springer
1925.

Gabor, D.: Berechnung der Kapazitit von Sammelschienenanlagen.
Elektrot. 14, 247.

Gans, R.: Der magnetische Widerstand eines gezahnten Ankers. Arch. Elektrot.
9, 231 (1920).

Abb. 85. Potential- und Induktionslinien des

magnetischen Feldes einer Nut. Verteilung der

magnetischen Induktion ldngs der glatten Gegen-
fliche und der Symmetrieebene.

Arch.
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Groésser, W.: Einige elektrostatische Probleme aus der Hochspannungstechnik.
Arch. Elektrot. 25, 193 (1931).

Kirchhoff, G.: Berichte der Berliner Akademie. Ges. Abhdlgen. 1877, S.101.

Kottler, F.: Elektrostatik der Leiter. Handb. Physik 12, 349; herausgegeben von
H. Geiger u. K. Scheel. Berlin: Julius Springer 1927.

Labus, J.: Berechnung des elektrischen Feldes von Hochspannungstransforma-
toren mit Hilfe der konformen Abbildung, wenn mehrere Wicklungen ver-
schiedenen Potentials vorhanden sind. Arch. Elektrot. 19, 82 (1927).

Peters, W.: Temperaturgefille in den Nuten elektrischer Maschinen bei Zweistab-
wicklungen. Wissenschaftl. Ver6ff. aus d. Siemens-Konzern 4, 197 (1925).

Rogowski, W.: Die elektrische Festigkeit am Rande eines Plattenkondensators.
Arch. Elektrot. 12, 1 (1923).

Roetering, F. M.: Theoretische und experimentelle Untersuchung des Nuten-
feldes in der unbelasteten Dynamomaschine. Arch. Elektrot. 7, 292 (1919).

Stein, G. u. E. Uhlmann: Feldverteilung und drehende Magnetisierung in
Drehstromtransformatoren. Forschung u. Technik; herausgegeben von W. Pe-
tersen. Berlin: Julius Springer 1930.

Thomson, J.J.: Recent researches in electricity 1893.

Weber, E.: Die konfoime Abbildung in der elektrischen Festigkeitslehre. Arch.
Elektrot. 17, 174 (1927).
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18, 81 (1927).

D. Komplexe Behandlung elektrischer
und thermischer Ausgleichsvorginge.
Von F. Ollendorf, Berlin.

1. Stellung der Aufgabe. Die Behandlung von Ausgleichsvor-
gangen mittels der Methoden der Funktionentheorie kniipft an die
Darstellung von Sté8en durch komplexe Integrale an. Unter einem
Stof} verstehen wir hierbei eine Kraft, S

welche auf das im Gleichgewicht be- T y
findliche System pl6tzlich einzuwir- 7
ken beginnt. Das einfachste Schema D ———
einer solchen Kraft ist ein Stof f(¢), Abb. 86. Gleichstos.

welcher im Stofmoment { =0 un-
stetig auf seinen Endwert 1 springt und diesen dann unverindert bei-
behilt (Abb. 86):

f@)=0 fiur <O, I
féey=1 fir ¢>0. (1)
Er wird durch das Hakenintegral dargestellt:
+i00
1 ertdp
f(t)—m'fl > (2

—tc0)
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Man iiberzeugt sich hiervon leicht an Hand des Residuensatzes, wie im
mathematischen Teil (S. 52ff.) gezeigt wurde.

Diese Darstellung 148t sich leicht auf andere wichtige StoBarten
verallgemeinern. Zundchst wollen wir einen StoB vom Betrage 1 be-

1¢)
.f 1) W A ‘1\ o ¢
i 7
| /h | —_— T —_—
v<7,;,>1
Abb. 87. Begrenzter GleichstoB, Abb. 88. ExponentialstoB (x<0).

trachten, welcher zur Zeit ¢ = 0 plotzlich einsetzt und nach der Wir-
kungsdauer 7, plotzlich wieder verschwindet (Abb. 87).
f¢)=0 fur t<<O0,
foy=1 fir 0<t<T,, (3)
f) =0 fir t>T,.

Man kann ihn als Superposition zweier StoBe der Art (1) auffassen und
demgemaf schreiben:

+100 +i
1 e?tdp 1 e?t—Tw) dp
1) =323 f P '2m'f O 4)
[ |

—iw) —iw)
| |

Endlich stellen wir einen StoB dar, welcher zur Zeit ¢ = 0 plotzlich
einsetzt, um sodann einem Exponentialgesetz e*! zu folgen (Abb. 88).
Er ist durch das Hakenintegral

S __i gegeben:

(5)

VAR wARCIINTRE S S

Abb. 89. Schwingstol. —7 l)

Hierbei muB der Realteil von « kleiner oder gleich Null vorausgesetzt
werden. Dies kann ebenfalls leicht mittels des Residuensatzes verifiziert
werden (8. 501f.). Insbesondere wird ein unstetig beginnender Schwing-
stoB der Kreisfrequenz o in folgender Form gefunden (Abb. 89):

+io0

f(t)=21'f e’".dp’ (6)

p—iw

—700 )
[

wobei jetzt der Pol p = iw durch einen kleinen Halbkreis in der posi-
tiven reellen p-Halbebene zu umfahren ist.
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2. Physik der Ausgleichsvorginge in Temperatur- und Wirbelstrom-
feldern. Aus dem groBien Gebiet der Ausgleichsvorgéinge sollen im fol-
genden einige Erscheinungen der Erwirmungsvorginge und der Wirbel-
stromfelder in elektrischen Maschinen besprochen werden. Die raum-
zeitlichen Verkniipfungsgleichungen solcher Felder werden durch physi-
kalische Uberlegungen gewonnen.

Die Erwadrmungstheorie geht von der Vorstellung eines im er-
wiarmten Stoffe flieBenden Wirmestromes tv aus, dessen Dichte an
jeder Stelle der Warmeleitfihigkeit 4 des Stoffes und dem Gefille der
Temperatur & proportional ist:

W= —A-grad?d. (7)

Jede Stauung dieses Warmeflusses gibt zu einer zeitlichen Temperatur-
erhohung nach Mafigabe der spezifischen Wiarme ¢ des Stoffes AnlaB:

. 09
dlvm=—6"§, (8)
so daB also, falls A ortlich konstant ist, gilt:
. e 29 9 1 89,
divgrad ¢ = 5 it =aw Y=< (9)

Zu dieser Warmeleitungsgleichung bilden die Gleichungen des
axialen elektrischen Wirbelfeldes € in elektrischen Maschinen ein Ana-
logon. Man hat nidmlich aus dem Induktionsgesetz die Komponenten
9, und 9, dés Magnetfeldes $ in einem Stoffe von der Permeabilitéit y .

o€ =—~,ul]ag)” @——}—,uﬂa@’ II=47x-10"°, (10)

oz at ’ dy at °’
Das Durchflutungsgesetz liefert die Stromdichte i fiir die Leitfahigkeit »
- 09, 099,
i=neg =20 00 (11)
also entsteht die Gleichung des Wirbelfeldes
96 1 (#C | #C\ _ , (86 | &#C\. , 1
o = (Gt op) = Ga T o) P mme (2

3. Physikalische Bedeutung der komplexen StoBdarstellung. Da die
Grundgleichungen der Temperatur- und Wirbelstromfelder linear sind,
konnen die Wirkungen einzelner duBerer Krifte zum Gesamtfeld un-
gestort superponiert werden. Es liegt deshalb nahe, die komplexen
StoBintegrale physikalisch zu interpretieren durch den Begriff des
Schwingungspaketes. Der StoB ist als Uberlagerung unendlich
vieler Elementarkrifte zu deuten, welche bestindig, also fir alle Zeiten,
mit der (komplexen) Kreisfrequenz p schwingen. Der Betrag des Inte-
granden wird in dieser Auffassung das Frequenzspektrum des
StoBes genannt.
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Durch. diese Deutung der komplexen StoBintegrale wird formal die
Untersuchung der Ausgleichsvorgiinge auf die Kenntnis der erzwunge-
nen Schwingungen mit der komplexen Kreisfrequenz p zuriickgefiihrt,
und der gesamte Ausgleichsvorgang wird durch Integration iiber un-
endlich viele Elementarschwingungen der komplexen Kreisfrequenz p
gewonnen. Die partiellen Differentialgleichungen des Feldes vereinfachen
sich dann zu

49 =L 9 (13)
und
A@:%@, (14)

wobei 4 den Differentialoperator

ooy 0

da? ' dy? ' 022
bedeutet.
Die Integration und die funktionentheoretische Behandlung dieser
Gleichungen soll an einigen Beispielen durchgefiihrt werden.

4. Maschinenmodell der Erwirmungstheorie. Um eine méglichst ein-

fache Einsicht in das Wesen der Erwidrmungsvorginge elektrischer Ma-
schinen zu erlangen, behandeln wir ein ver-

S M‘ZZZZ Wirmeerzenger einfachtes Modell nach Abb. 90. Stinder und
& Laufer sollen durch den Luftspalt voneinander
\1: l wiirmeisoliert sein. Sehen wir der Einfach-
§ J\Wmm/” Tt X heit halber von der Kriimmung des Anker-
% umfanges ab, so ist dann fiir die Erwirmungs-
N rechnung Stinder oder Liaufer der Maschine
§ zu ersetzen durch ein Eisenpaket, welches an
Abb. 90. seiner Begrenzung die Wicklung tragt. Dort
Eé‘;?%}i&;inﬁfgg‘v‘;‘ﬁ;ﬁgi:“ entsteht neben den Wicklungsverlusten der

Hauptte 1 der Eisenverluste, so daB wir im
grofen und ganzen die Grenzfliche des FEisenpaketes als Sitz der
Wiérmequellen ansehen diirfen, wobei die Wirmebewegung im Eisen
senkrecht zur Oberfliche gerichtet ist.

Es sei © die Wirmeleistung je Flicheneinheit des Eisenpaketes.
Zahlen wir ins Innere des Eisens hinein von der Oberfliche aus die
z-Koordinate, so lautet also die Warmeleitungsgleichung fiir die kom-
plexe Kreisfrequenz p

azd

da?

=£9. (15)

Wir wollen diese Gleichung unter verschiedenen Randbedingungen in-
tegrieren und durch Verkniipfung mit den komplexen StoBintegralen
die entstehenden Erwirmungsgesetze ableiten. Dabei zerlegen wir &
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vermége einer der frither genannten StoBformeln in elementare An-
teile d &, deren jeder die komplexe Frequenz p besitzt.

5. Die Erwdrmungskurve bei reiner Leitungs-Wirmeabfuhr. Zuerst
behandeln wir eine Maschine mit unendlich starkem Eisenpaket, bei
welcher die Warmeabfuhr lediglich durch das Eisen erfolgt. Die ent-
sprechende Loésung von (15) lautet:

o
$=A-¢ ¢ mit Re(Yp)>0. (16)
Die Integrationskonstante A folgt aus der Grenzbedingung
(=28 g _4e, 498
10y = ( /ldx)xzo_A P —qg; 4= =

Wird die Erwarmung durch eine zur Zeit ¢ = 0 einsetzende, konstante
Belastung © hervorgerufen, so ist

+i00
ﬁtd
@(t)=§—%-fepp. (18)

—30 )
i
Somit folgt fiir die Erwarmungskurve das komplexe Integral

+1ic0

Ve
_a 1 e’te * dp @
9_7.@.2_%,.J e A= 280, (19)
-—'iool)
wenn
+ o0
_V—pz
_ 1 e’l-e * dp
9“’—%7-'[ T o
A

|
gesetzt ist.

Um das Integral auszuwerten, bilden wir zuerst

+ico _

=

, 1 ePt.e * dp
IO =5 | —F—=- (20)
271 ﬁ

— 100
|

Der Integrand von (20) ist eine mehrdeutige Funktion. Um den
Cauchyschen Integralsatz zur Integralberechnung heranziehen zu
kénnen, miissen wir uns auf ein Blatt der Riemannschen Fliche be-
schrinken. Hier ist dasjenige Blatt zu wihlen, auf welchem der Real-
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teil von ]/E positiv ist, da andernfalls die Temperatur fiir « — co nicht
verschwindet, vgl. (16). Die beiden Blatter unserer Riemannschen
Fliche sind an dem ,,Verzweigungsschnitt* zusammengeheftet, an wel-

chem HRe (1/_1;) verschwindet, d.h. p negativ ist; somit ist als Ver-
zweigungsschnitt die negative Realachse zu wahlen (Abb. 91). Mit Ein-
filhrung von Polarkoordinaten!

/// p=o- eiz? (21)
//\,9 Imoginire Ackse ist also am unteren Ufer des Ver-
/ R zweigungsschnittes
/

. . TT
S
M : T (22)
Sohnitlings | p=7eoe 2=—iYe
. negativen \
Realachse \\

und am oberen Ufer

— +:,;it_ .- 9
p="Te-e T=+ifq.
S~ Wir wenden jetzt den Cauchy-

Abb.91. Verlegung desurspriinglichen Integrations- schen Integra‘lsa'tz auf die ge-
weges auf den Verzweigungsschnitt der p-Ebene. schlossene Kontur an, welche aus

der Imagindrachse, dem Halb-
kreis in Re(p) <0 um den Nullpunkt und dem Verzweigungsschnitt
besteht, wobei wir jetzt den Nullpunkt durch einen vollen Kreis
|p| = g, auszuschlieBen haben. Innerhalb des umfahrenen Gebietes
ist der Integrand eindeutig und reguldr. Daher ist, in leicht ver-
standlicher Symbolik,

I3, L
‘. P nt, @
1 Lf_e_d2+ I.J ir.—ey-:—di%o, (23)

2w V; 27 P

weil die unendlich groBfen Viertelkreise in e (p) <0 keinen Beitrag
zum Integral liefern. Man kann nach Gleichung (23) das Integral von
dem urspriinglichen Integrationsweg auf den Verzweigungsschnitt hin-
iiberziehen und erhilt

e
, 1 e?t.e % g
g0 =57 7 P (23a)

Entsprechend dem angedeuteten Integrationsweg zerfillt das Gesamt-
integral in folgende drei Teilintegrale:

1 Hier und im folgenden bedeutet & voriibergehend den Arcus der kom-
plexen Zahl p.
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P
=%
s ot +1V|P|_ J‘e_pt.eszTd
1= : p= = P,
J —iVlpl —ifp
—® Qo
+;T .
. VQn' '3
(2t t a f 00 60dD
12'_' o iﬁ F)
¢ Yoo-e®
—x
— o ©
? -
o VT st VPR
13= .— — | = dp.
J iYipl ifp
— Qo Qo

Im ersten Integral benutzt man die Identitit

R i 2 2
P“"“;{E(l/lﬂt— ——y;) T Lo
und substituiert

A

so daB
? T
— o —
=) 2 aVt
e—“-e”/;%dp e_“::’ <24
L=|—7r——"=— — “¥dy
Ly, ‘"”/P Vt
Qo x
— Voot t+——-
& 2 aVt

Im dritten Integral hat man wegen

pitifpt=(Vpi+}

mit der Substitution

<1/pt + 5 ) +
die Umformung
iz
o 24Vt
- 22
-tV “4a? .
13: —Je_“‘e. dp= € 46:‘21 . e~ ¥du.
ifp Vi
Qo —
Veot-i-E;'V—?
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(24)

(24a)

(24b)

Das Integral I, verschwindet in der Grenze g, — 0, da es proportional
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ist mit 7 g,. Demnach ist

z

+ o +———
2 aVt
, 1 1 e & 9
g0 = gope lim L+ I =2 - | e dus w“' (25)
Tz
T

Dieses Integral kann nach dem Cauchyschen Integralsatz auf die reelle

Achse hiniibergezogen werden und ergibt dann den Wert Yz des Fehler-
integrales. Man hat also endgiiltig

22 22
2a

, 1 -1 1 yyey
g(t):y—n_;-64at:—/*——_ 4_a’2_i'64at’7 (253‘)
] TR

S Y
C

=
&
N\
N
N

N

)

S

[l

at

SN

7 T
\. ﬁ P J‘
N // 2

1

N

N
i
]
I

o ]

Y

X

A
/ /// /4
)4
P
0 G20% 96 98 70 72 1% 716 18 30 52 4% 36 38 30 32 34 36
Abb. 92. Erwirmungskurve bei reiner Leitungs-Warmeabfuhr.

A

SIS SIS S S IS IS IRUS IR T
& S

N\

und (vgl. Abb. 92) nach Gleichung (19) und (20) fiir die Temperatur:

t t

a 1 = 2a? 1 -z
1927@' i/—i 64aztdt x@ *74 2t'64a2tdt
T a
‘/n x?
0
x —'[
=ﬁ ——.e d7, (25b)

dabei bedeutet 1—4
Am meisten 1nteressmrt die chklungstemperatur (x =0)

t
= fd:= &-2.1. (26)
ﬂ TT
0
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Die Wicklung erreicht also unter den angenommenen Kiihlverhalt-
nissen keinen stationdren Zustand, sondern muf} schlieBlich verbrennen.
Das gleiche gilt auch fir das Eisen;

denn man liest aus (25b) und Abb. 92 |
leicht ab, daB die Temperatur schlie3- Lagtr

Stinder
Lisen

N
lich mit der Wurzel aus ¢ unbegrenzt % s .
. N ¥ Wairmeabyate n.dem
ansteigt. N g Newtonschen Gesels
6. Die Erwirmungskurve bei duBe- N N X
rer Kiihlung. Der in der vorhergehen- § 5
den Ziffer gefundene unbegrenzte Tem- 3 § >
peraturanstieg kann durch eine duflere S A

Kiihlung beseitigt werden. Hierzu neh- g5 v oninenmodent mit sugerer
men wir an, daf das Eisenpaket die Kiihlung.

endliche Breite d besitze (Abb. 93); an

der aduBeren Grenzfliche soll eine Abkithlung nach dem Newtonschen
Abkiihlungsgesetz erfolgen mit der #uBleren Warmeleitzahl A

—,1(“)90 =t @7

Man hat hier fir den Temperaturverlauf mit der komplexen Kreis-
frequenz p anzusetzen:

1p 1/111

O =A-¢ © + Be © (28)
und erhilt aus den Grenzbedingungen (17) und (27):

A="0C1, 1+V_7;7“ — evid,
V-2 5 M»d+ h ¢ wiwd
L ) (29)
p_d8-a, Yph _ .e—@l.
(EZ - Ipd & 2 260 12

Fiir eine plétzlich einsetzende Belastung ergibt sich also die Erwarmungs-
kurve aus dem komplexen Integral

+i00
M — ) W —x)
Cof -t - —-
1 viq pA a
I=8L. ertdp dV - . (30)
pYp W +_ @1”
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Obwohl der Integrand auch hier }p aufweist, ist er doch ersichtlich
eine eindeutige Funktion von p. Er ist daher auf der schlichten
p-Ebene darzustellen, und wir gewinnen die Temperatur explizit durch
Integration iiber die Pole. Dies ist im wesentlichen der Inhalt des
Heavisideschen Satzes (vgl. Seite 61£f.). Die Pole ergeben sich als Null-
stellen des Nenners:

ha 1y

=0 d — ——— =0, 1
P un Vol + g —, 0 (31)

Der Pol p = 0 liefert die stationdre Temperatur:

h
14+ —-(d—2)

a A & h

1900=@7'T—=7[1+7(d—x):l, (32)
A

wobei das erste Glied den Temperatursprung an der Grenze z =d,
das zweite den Temperaturabfall im Eisen schildert.
Die weiteren Pole sind simtlich negativ; man kann deshalb setzen:

]/5 = iq und erhilt fiir ¢ die reelle, transzendente Gleichung

ha __(a\ hd qd
c1=qa) T =Y (33)
oder 1tﬂ=v
a
2
%q-%=tgv; mit den Wurzeln: p,=—q§=—%v2. (33a)

Aus Gleichung (30) folgt jetzt die Erwarmungskurve:

ha
) A
i X
@ 1+—(d—2)
A
T oosvd + smwd_—x
—78 /1 d (34)
=~ »in 9 (o Vpd+ ha @ind
o 1y P=p
Nun ist
9 Ypd ha VYpd
W@ L o )
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d pd . R d
pvﬁ-%(@%my—p— fal ”p )
a

{o-; ‘;A@oiﬁgd) = A@nmd}, (34a)
(

1+ h;i) +cos ¥ + —@ smv}

Somit wird die Erwérmungskurve mit ———%

9 h
Rl oy vy e R

__;;.,,s: cos,,(l_z;)_i_};—i--sinv(l—ﬁ)

e
2 w h hd . (34b)

v (l-}-lv)cos'u—!——-smv

Diese Formel vereinfacht sich betridchtlich fiir den Grenzfall # — oo,
welcher einer konstant gehaltenen Temperatur & = 0 des gekiihlten
n 3n 5=

Endes entspricht; denn dann wird » =g g s und also
_m e 7 Ty
R W S itot A il I
0 - n2 ___C 2/ k2 7T . ( )
@ £E=1,3,5... sink 5

Setzt dlich = . 2=t bei also 7 = — & die Zeit
ezt man endilic 1 a2 —j,“——T,WO el also —F ;é 1e el1t~

konstante des Vorganges ist, so kommt

e smk-’2‘—(1 — )

9 8 1 e
=l wr— X e 35
£=1,3,5... sink 5

Die Erwarmungskurve der Wicklung entsteht mit { = 0:

’19‘ 8 e—7 6—92‘ e—25‘t
w=l-wlr+S +m+ ] (35B)

so daB anfangs die Temperatur rascher als exponentiell zunimmt. Da-
gegen ist nahe am gekiihlten Ende, wo (1 — ) klein ist,

9 4 -7 -97 —-257 4
=l [T+ — 4 | =1—Serctge . (350)
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Hier nimmt also die Temperatur anfangs langsamer als exponentiell
zu (Abb. 94 und 95). Einen angendhert exponentiellen Temperatur-

% verlauf findet man in der
70;‘ : e o Wity |1 Entfernung {,, in welcher
ﬁo S das zweite Glied der Reihe
70 \Bpmettitiu ¢ nathe o gekitten Lne (35a) verschwindet; dies tritt
60 ”A?Aymj’b/ //// ~ ein, falls 3 % 1—-0)=m,
50

w Iy a4y also 1—( =% oder { =1
30 [ ///' Lxporentakurve ols Asympitoe wird.

20 AL 7. Die Erwirmungskurve
70 / /, bei innerer Kiihlung. Wir

V] 0,3/0,4 06 08 10 32 14 16 18 20 22 24 46 28 30T be.handeln .nunmehr fﬁe EF‘
Abb. 94. Erwirmungskurven der Maschine mit Warn'mng einer Maschine, die
AuBenkithlung. unmittelbar an der Wicklung

durch einen Luftstrom ge-

kithlt wird. Hierfiir setzen wir wieder das Newtonsche Abkiihlungs-
gesetz an. Das Eisenpaket soll dagegen als unendlich breit betrachtet

100, — werden, so daBl es nur an-
AR e fangs als Wirmespeicher
w —INjate am gekiitter Lnde wirkt.. Die. allgemeine Lo-
" 3 sung ist wieder:
8 ke dep Wiklmg T~ -
S SR N
= 8§ Lrpanentialiiie mit ~ =ace :
S 4 Qlercther Zeitonstonte N Die Grenzbedingungen lau-
‘; ten: Parallelschaltung des
inneren Leitungs - Warme-

0 G2 0% 06 08 70 12 1% 16 18 20 22 2% 26 28 gor stromes in das Eisen und
Abb. 95. Logarithmisc}};e Dargtellm}llg des Erwirmungs- des Wirmestromes in den
esetzes bei AuBlenkiihlung.
g Luftspalt, also:

18 =212.4 4 ha=1 PaﬁJrh'JA,
a 1 h (36)
Die Gleichung der Erwdrmungskurve wird demnach in der Integral-

form gewonnen:
+ 1

V2=
1 ert.e 6 dp a
19=6~—(1—-—.J‘—__=_@-—- ?). 37
727 | pagye o A 1Y G0

—1
Der Integrand zur Berechnung von f(¢) ist eine mehrdeutige Funk-
tion. Wir machen sie eindeutig durch den schon frither benutzten Ver-
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zweigungsschnitt der p-Ebene lings der negativ reellen Achse und
ziehen das Integral auf den Verzweigungsschnitt hiniiber:

Vs,
1 eft-e ¢ dp 1 .
M0=52" ) pwasyp 2l 37

Wiederum ist das Integral I in drei Teile I,, I, und I; aufzuspalten:

— Qo
Vizl=

I=I,+1,+1,— ertee ¢ dp
1+ + 3 j;p(h’a—zﬂp‘)

T "

. 15

i 2 %
ee "t —Veoe " -
e -€

(e’ (37b)
) R
J eoe""(h’a+1’eo-e‘*’)

—+

©
(®

_ Vil
ert.e e dp

1, P(h’a+ivm)'

+

In I, setze man p = — % und findet

iVu— V;f

e—Ut.g e—tt.g a
—_——du = —

u(h’a—ﬂ/u (h’a~zf

©

In der Grenze p, — 0 und ¢ — co liefert die Umgebung der Nullstelle
den Hauptbeitrag zum Integral, da der Integrand unter dem Einflu8l
des Exponentialgliedes mit wachsendem u rasch sehr klein wird. Man
kann deswegen den Nenner in eine nach Potenzen von Ju fort-
schreitende Reihe entwickeln und erhélt nach diesem sogenannten
,,Sattelpunktsverfahren“ die Darstellung:

’ iYu _
. e~ut.e Vu ., (Vu)? )
Il‘”'J_u“T}?a—d“< h/a+’2<;7;>+“' :

Qo

Auf dem gleichen Wege 148t sich I, durch die Reihe ausdriicken:

|

[oo

iVu —iVu — —
L= |¢tie tdu_ fettt-e ad” (1_@'M @'2(]2)2_....)
8 w(Wa+ifu) . wh'a Wa Wa '

Qo Qo
Rothe-Ollendorff-Pohlhausen, Funktionentheorie. 10
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Daher ist in abkiirzender Schreibweise

Ny
cowlita (g5
I+ Iy= _2%0 uh'a 1+ (h’a)2 + (W a)t +e-
Qo
i d dz
|e~vtdu Yu Vux ( dt ar )
T2 we v o\t Gt war T/
Qo
Man betrachte nun das Integral
—u z _ z
I—2fe ‘ cosL du:fe t- Ve ”/—“du
Vu
Substituiert man im ersten Integral ]/ut + =5 —_> =wv, im zweiten
(]/ut —_—— —%) — v, so wird [vgl. auch Glelchung (23a) und (24)]=
a
4::’1 2 -z 4u3t
I=*—-l2 [ e®av—2 [ evdv =e 21/—
[E s
2 4Vt 2 oVt
Nun ist weiter -
d e~ut | x 1
p {f smﬂ—a—-du}=§—l
i(e) o
und daher mit v= -C—_
2yt
j " sin 1/_— du~Je MV_ a¢
0
x
24Vt
= 2ane‘”2dv— 7 - @( 7 )
0

wobei @ die GauBsche Fehlerfunktion bedeutetl.
Man erhdlt somit fir g,— 0

4@
dt dat?
I]_—I"I3: <1+ (h/a)2+ (h/a)4 + M .)

22

1 Vgl Jahnke-Emde: Funktionentafeln S. 31.
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Das Integral I, kann fiir g, — 0 als Residuum berechnet werden:

. 274
lim I, = h“;

@—>0

Es ist also insgesamt

I
1 dt e e 4o 2a)t/| (38
f(t)—m‘<1+W+W+'“>[ 7t Wa }-( )

Wa)y-Yr-t
Der erste Teil stellt die stationire Temperatur &, dar; die Erwirmungs-
kurve lautet also:

d d2 22
B || e z (382)
9, 1T (IT ar T ay T )[MW+ qj(uﬁ)]'

Wihrend im ersten Beispiel die 24
Integration lings eines Verzwei- Z’i

gungsschnittes auszufithren — T
war, im zweiten sich die Inte-
gration auf die Berechnung von
Residuen beschrinkte, haben
wir hier beide typischen Integra-
tionsverfahren benutzen miissen.

N

S
N

W

Z

Voo
KESESESESESY

R O

™~

N

Die Reihe (38a) vereinfacht 47
sich betrachtlich fiir x = 0, so daB 0 7 2 3 456783907 %
wir fiir die Wicklungstemperatur L;‘;-»
finden ( Abb. 96): Abb. 96. Erwirmungskurve der Wicklung

einer innengekiihlten Maschine.

7

L @
9 d i 1
E:l—(l—}— a)+(hla)4+...>‘h'a-.'/’ﬁvt

1 1 1 1,13 1 1
Sl (e T e ) 68D

Die Reihe laBt sich geschlossen summieren' und liefert:
@ 1 a)yt, ’ —hz;'ﬁzt ha
=1l - @Wayt)=1—c [1—o(%21)].
Wenn % sehr klein wird, entsteht hieraus
lim & = @——’1—[ —142te t]=@-%-
h— o ]/

in Ubereinstimmung mit Gleichung (26).
8. Einschalten einer Maschine mit Wirbelstromliufer. Wir wollen
die komplexe Behandlung von Ausgleichsvorgéngen auf die Berechnung

1 Jahnke-Emde: Funktionentafeln S. 31.
10%*
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des StianderstoBstromes einer Drehfeldmaschine mit Wirbelstromlaufer
anwenden. Es sei 7 die Polteilung der Maschine, ¢ ihr Luftspalt. Fiir
das elektrische Wirbelfeld & des Luftspaltes erhélt man dann, da hier
keine Wirbelstrome fliefen, die Gleichung
02€
6902 e
Fiir die Gleichung des Feldes im Laufer ist die Relativgeschwindigkeit
der bewegten Materie gegen das vom Stinder aus betrachtete Drehfeld
zu beachten. Dies gelingt, indem der Schlupfbegriff komplex verall-
gemeinert wird:

=0. (39)

P—iWn
o e 40
s =2= (40)
wobei w,, die (reelle) Kreisfrequenz der mechanischen Drehbewegung
ist. Man hat also fiir das Lauferfeld (vgl. Ziffer 2):
2€
e + ay

— W,

10-0 |
=4mrp(p —@wm)-lo—”.J

Wir nehmen der Einfachheit halber die Lauferwicklung als eine Wirbel-
strom fithrende, homogene Schicht der Dicke 4 und der Permeabilitét
P # =1 an (Abb. 97). Die Glei-
stinger ! || Stitrstamtely A chungen (39) und (40) lassen sich
T ﬁgﬂ; dann fiir periodisch in z mit der

g! X Lufispal . . .
I A T A T ??c;ltel!ung T g‘?rlable Fel(;ler galllcht
[(7_[//{‘;‘/‘ e Aot T mféé’/f/?’ﬂﬂm&ff mtegrieren. eml. man den m-
lralte fooidt) lgermitlng)  schen Standerwiderstand und
Abb. 97. Maschinenmodell eines Wirbelstrom- den ]_nagnemSChen Widerstand
laufers. des Eisens auBer acht laBt, er-
halt man auf diesem Wege den
Standerstrombelag A4 als Funktion der elektrischen Feldstirke €, des

Standerumfanges in der Form?!:

— —
) s 1+]/1+’—k2@otg—’r’—6.zg(141]/1+%kz)
A == @0 * 4;16_?— * g - s — i —— ) (42)
: P T 7 72

1+ +-—k2 Tg 9 ig( Vl—]—?k?)
Diese Beziehung schildert also, wenn insbesondere p = 7 w gesetzt wird,
das stationdre Verhalten einer asynchronen Drehfeldmaschine mit
Wirbelstromlaufer.

Der Ausgleichsvorgang moge nun dadurch ausgelost werden, dafl
zur Zeit ¢ =0 auf die synchron laufende Maschine (w,, = w) plotz-

—kz@ k2—4nx[up (41)

! Ollendorff, F.: Arch. Elektrot. 24, 129£f. (1930); insbesondere S.144.
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lich ein Drehspannungssystem aufgeschaltet wird. Da ein stationires
elektrisches Drehfeld durch

ORI G (43)

dargestellt ist, finden wir als komplexe Darstellung des pl6tzlich ge-
schalteten Drehfeldes das Hakenintegral
+ 400

L IT
-

P T

e
pP—iw

1 d
@f:@o.m. P (43a)

1
-'L‘ool)

Da die raumliche Verteilung des Feldes von vornherein bekannt und
somit fiir diese Aufgabe unwesentlich ist, gewinnt man hieraus mit
Riicksicht auf (42) die Stromdarstellung:

+ 700

1 7o ert.dp

A=Cy 10528 T'fp(p—iw)
—iooI)

14142 k. (Sotg# g (”A V1+T_22'k2>
T

: 2 2
1+V1+%k2-%g?—r—-$g (nT-]/l»{—%-k?)

Man iiberzeugt sich leicht, daf der Integrand eindeutig ist. Daher ist
das Integral durch Summierung iiber siémtliche Pole nach den Regeln
der Residuenrechnung anzugeben. Der Pol

p=0 (45)

liefert den Gleichstromanteil des StoBstromes*

(44)

1 7o 1
Ap = €y ;7 %T‘(—iw)

—— I
14+ ]/1+%k“ @:otg— 1g——]/1+

— (46)
1+V1+%k° %—i V1+
oder vereinfacht:
14—k, Gotg - Xg A b,

DT R 14k, szg’L‘? 1 - Tg Ak,

6
1 n6

Der Pol
pP=1w (47)
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gibt den DauerkurzschluBstrom an:

7o A
A;=€C 1 g no ot 1T Cotg—=-Tg= (48)
a= %0 £710-9 T
4710 T to 1+ign6 T ﬂTA

ﬂ.@otgﬁ
e
AW | 2,
z 'V“f?"

—
oder mit E-EA—VI -{-%kz =4v aus

nA )
—T—-@otg% =y -tgy.

T ~=—ig%£]/1+%:—k2 (49)

(49a)

Sie sind maBgebend fiir den Wechselstromanteil des StoBkurzschlufi-

I

i
I

R P

I

/!
/|

|
|
|
|
|
|
1
|
|
f
|

T —

(7

/ /

Y

Abb. 98. Transzendente Gleichung zur Bestimmung der Zeit-

konstanten des Wirbelstromldufers.

stromes. In Abb. 98
sind diese Wurzeln
der Gleichung dar-
gestellt: Man er-
kennt, daB sie mit
wachsender Ord-
nungszahl sehr rasch
sich den ganzzahli-
gen Vielfachen von
7 anndhern.

Die zugehérigen
Eigenfrequenzen o,
werden

p,—iw —T%’ (50)

wobei die Zeitkonstanten 7', sich durch die Gleichung

7d

@Dtg T

T,=T.

T
|

__.v2+£4_
T

(50a)

aus der Zeitkonstante 7' = 47-10-°k A g 7{-6 der normalen Maschine

ohne Wirbelstromldufer berechnen lassen. Man zeigt leicht, daB die
Zeitkonstanten T, hoherer Ordnung kleiner als 7' werden. Der Wechsel-
stromsto der Maschine mit Wirbelstromlaufer verklingt also rascher
als der Stolstrom der normalen Maschine.
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Die GroBe des WechselstromstoBes selbst folgt leicht aus GI. (44)
mit Beachtung der Eigenwerte (49a) zu

t

Ay =6 17 10— %g- emiZ io L T,)

r,

T wd .,
cosv——;z—j-v-@otg-—r——-smv

" a
dp
Hier ist

(]/1+n2 1o i——+V1+——Ic2 ggl. @n—V1+——k2>

=__( T g 7 ;
= gploosy — = Tg—-+» s1nv)

— —— — (51)
(V1+%k2@oi%"—+ 1+%k2.zg?-ein% 1+;—Zk2)

_<_ iy — .30 giny — F .yl v
= siny — —— g ——-siny — —— v Tg— cosv) p
_{( © 5 ’lé) iyt T yg ) (Sotg’L‘sT
= < +?Z' g ) siny 4 —— v g_[-cosv} -
;—Z-Zv

:'[siiv_'{%zl.@ot n6+1}+cost T—? [ 1 +sinv].

2v cos v Y

Somit folgt endgiiltig unter Beachtung von (49a):

1
e 28T (51a)

1 sin v
" T cosv »

=G, 47. 10 97

Fir die Maschine ohne Wirbelstromldufer wiirde man erhalten (4 —0,
k—>o00, 4k = endlich)
1 L. e 7 1
Awo =€y g jg=e T
T — = Gin?—
T T

(52)

Die Amplituden der Komponenten (51a) berechnen sich im Verhaltnis
zu dieser Amplitude

Ay, NEZL 2cos v :& 14 cos2v»

A, |max T c_ols_v_l_illsl T 1+sm2v
. @Mgné 1+ cos2y o
e 1+Sigv2v.
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Beispiclsweise findet man firr 4 = 6 und > — 10% aus Abb. 98 fiir »

- atpns | Aw
nach (49a) und fiir das Amplitudenverhéltnis |— o folgende Werte:
Wo
8m
v 0,85 3.42 6,42 9,55 5 = 12,55
cos 2y — 0,1288 0,8473 0,9582 0,976 ~1
sin 2» 0,9917 0,5312 0,2860 0,218 ~ 0
14 cos2v»
) 1,95 2
14 sin 29 0,55 1,71 1,91 9 ~
2
% 1,37 0,0855 0,0243 0,0110 0,00635
Ay
Yo% 75 14,6 4,6 2,2 1,3
Aw,, max

Fiir hohere Ordnungszahlen versagt die Naherung (53), da man hier

nicht mehr 77— ~ gegen i streichen darf; doch iiberzeugt man sich, daf
o die angegebenen Reihen-
700 glieder bereits ein praktisch
90 hinreichendes Bild des Vor-
';Z\ ganges liefern (Abb. 99).
60 Y Besonderes Interesse be-
50&97@} sitzt der hier behandelte
;‘; ~J Ausgleichsvorgang in dem
20 ~— Grenzfall 4 — oo, welcher
0 T+ etwa das Verhalten von
vl Wirbelstrombremsen oder
0 6z 0% 06 48 10 12 14 146 18¢ 20 . . .
7, von Maschinen mit massi-

Abb. 99. Verlauf des Wechselstromanteiles des StoBstromes V€I Léufer schildert. Die
bei einer Maschine mit Wirbelstromldufer. Summation iiber die iso-

lierten Singularititen geht
dann in eine Integration lings eines Verzweigungsschnittes iiber, der
sich von p = iw parallel der negativen Realachse bis ins Unendliche
erstreckt. Die Integration laBt sich nach den oben beschriebenen
Methoden ausfithren und liefert dann einfache Abschitzungsformeln
fir den Verlauf des StoB8stromes, die qualitativ mit dem oben be-
rechneten Verlauf iibereinstimmen (Abb. 100)1.

9. Zusammenfassung. Die Behandlung von Ausgleichsvorgingen
mittels funktionentheoretischer Verfahren beruht auf der Darstellung
von StoBvorgingen durch komplexe Integrale; insbesondere kénnen
hierdurch einige Fundamentaltypen von StoBen einfach beschrieben

1 Ollendorff, F.: Arch. Elektrot. 24, 715ff.
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werden: der konstante GleichstoB, der voriibergehende Gleichsto3, der
ExponentialstoB, der SchwingstoB. Diese Methode wird zur Berechnung
technisch wichtiger Erwirmungs- und Wirbelstromerscheinungen heran-
gezogen, welche der Differentialgleichung der Warmeleitung geniigen.

Zuerst wird die Erwirmungsgleichung einer elektrischen Maschine
bei Wirmeableitung lediglich durch das Eisen berechnet. Die Aufgabe
fithrt auf ein Integral iiber eine mehrdeutige Funktion, welches auf den
Verzweigungsschnitt einer zweibldttrigen Riemannschen Fliche hin-
iibergezogen werden kann. Man gewinnt einen geschlossenen Ausdruck
fiir den raum-zeitlichen Verlauf des Temperaturfeldes, welcher ins-
besondere anzeigt, dafl die Wicklungstemperatur unbegrenzt anwéchst.

%

0, . — — — —
3&’§ T —T— I 1 T +— T

124 N — i ]I } J: i 1: l
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Abb. 100. Gerechneter und beobachteter Verlauf des Wechselstromanteiles im StoBstrom.

Die Beriicksichtigung der duBeren Kiithlung fithrt zu einer neuen
Erwirmungsgleichung, bei welcher nunmehr nur das Integral einer
eindeutigen Funktion zu berechnen ist. Dieses Integral kann mittels
der Residuenmethode ausgewertet werden. Die entstehenden Erwér-
mungsgesetze ergeben sdmtlich einen nicht exponentiellen Temperatur-
verlauf; fiir groBe Zeiten strebt indes die Erwirmung asymptotisch
einem Exponentialgesetz zu.

Bei Berechnung der Erwirmungskurve einer Maschine mit Innen-
kithlung muB man wiederum ein Integral auf der Riemannschen Fliche
auswerten. Durch Hiniiberziehen auf den Verzweigungsschnitt dieser
Fliche wird mittels Sattelpunktsentwicklung eine asymptotische Ent-
wicklung der Temperaturfunktion abgeleitet. Fiir die Wicklungstempe-
ratur kann diese Entwicklung geschlossen summiert werden; das ent-
stehende Erwirmungsgesetz laBt sich nicht durch eine Exponential-
kurve darstellen.

Formal die gleichen Rechnungsmethoden sind auf die Untersuchung
von Wirbelstrom-Ausgleichsvorgingen anzuwenden. Als Beispiel wird
der StoBstrom einer Drehfeldmaschine mit Wirbelstromliufer angegeben,
welcher sich durch eine unendliche Reihe freier Drehfeldkomponenten
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aufbaut. Das gefundene Schaltgesetz 148t sich auf Maschinen mit mas-
sivem Liaufer beliebiger Stiarke verallgemeinern; es stimmt mit der Er-
fahrung befriedigend iiberein.
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E. Ausbreitung elektrischer Wellen iiber der Erde.
Von F. Noether, Breslau.

1. Stellung der Aufgabe. Die mathematische Behandlung der
folgenden Aufgabe ist ein typisches Beispiel fiir die Anwendung der
funktionentheoretischen Methoden auf physikalische Fragen der Wellen-
ausbreitung. Wir beschrinken uns hier auf eine bestimmte Aufgabe:
die Ausbreitung der von einer Vertikalantenne ausgehenden elektro-
magnetischen Wellen lings der Erde. Dabei sehen wir der Einfachheit
halber von der Kugelgestalt der Erde ab, so da die Erde durch einen
homogenen Halbkoérper von einheitlicher Leitfahigkeit und Dielektri-
zitatskonstante ersetzt wird.

Fiir die ziemlich umfangreiche Literatur iiber diese Probleme sei
auf die zusammenfassende Darstellung von A. Sommerfeld in Rie-
mann-Weber (Frank-Mises) ,Die Differential- und Integral-
gleichungen der Mechanik und Physik IT¢ 542f. (1927) verwiesen, von
dem auch die erste mathematische Untersuchung der Aufgabe stammt?;
sie wurde spater von H. Weyl methodisch abgedndert®. Dabei ergab
sich auch im Resultat ein wesentlicher Unterschied3, den Weyl eine
»ungeniigende Anpassung der Methode Sommerfelds an das Problem‘
nennt. Im Anschlufl an Sommerfeld sind weitere Arbeiten? erschienen
iiber Beriicksichtigung der Kugelgestalt der Erde, sowie von Richtungs-
effekten in der Wellenausbreitung (Horizontalantenne). Im Anschlufl
an Weyl hat M.I. 0. Strutt® auf elementarer Grundlage den EinfluB
der Hohenlage der Antenne iiber der Erde diskutiert. In der folgenden
Darstellung werde ich mich an keinen dieser Autoren genau anschlieBen,
sondern eine mittlere Linie einhalten, die, wie mir scheint, am ge-
eignetsten ist, um die aufgetretenen Unterschiede klarzustellen, und
von der aus es nicht schwer sein wird, zu den verschiedenen Methoden
Stellung zu nehmen.

Die Unterschiede der einzelnen Arbeiten gruppieren sich um die
folgende physikalische Frage: Erfolgt die Ausbreitung der Energie im

1 Uber die Ausbreitung der Wellen in der drahtlosen Telegraphie. Ann. Physik
4/28, 665 (1909).

2 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen. Ann. Physik 4/60, 481 (1919).

3 Vgl. L c., S. 488. 4 Vgl. Riemann-Weber: L c.

5 Strahlung von Antennen. Ann. Physik 5/1, 721, 751 (1929); 5/4, 1, 17 (1930).
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wesentlichen in ,,Oberflichenwellen®, die sich auf eine enge Schicht
in der Nahe der Erdoberfliche beschrinken und daher wegen der zylin-
drischen Ausbreitung eine gréBere Reichweite haben koénnen, oder
erfolgt die Ausbreitung rdumlich ¢? Sommerfeld hat aus seinen Unter-
suchungen auf Ausbreitung wesentlich durch Oberflichenwellen ge-
schlossen; doch scheint mir hier ein Irrtum in der Diskussion vorzu-
liegen, wihrend ich seine Methode, im Gegensatz zu Weyl, den speziellen
Problemen fiir angemessener ansehe. Im Gegensatz zu Sommerfelds
Ergebnissen beobachtet man tatséchlich bei Kurzwellenversuchen grofie
Reichweiten, die durch rdumliche Wellen und ihre Reflexionen an der
,,Heaviside-Schicht“ zu erkldren sind?l.

2. Ansatz und Grenzbedingungen. Den Ausgangspunkt fiir die
mathematische Behandlung bildet die Tatsache, daB das elektro-
magnetische Feld sowohl im Luftraum als in der Erde durch die aus
den Maxwellschen Gleichungen folgende Wellengleichung be-
stimmt wird. Thr geniigen sowohl die Feldkomponenten selbst als auch
ihr Potential I7, die sogenannte Hertzsche Funktion:

2 2 2 2

s%—fﬁa%:cmﬂ mit AH:%—g+%—;—Z %g; (1)
dabei gilt im Luftraum: fiir die Dielektrizititskonstante und fiir die
Leitfahigkeit &, = 1, 0; = 0, wihrend in der Erde ¢, und o, die ent-
sprechenden Konstanten des Erdbodens bezeichnen. Betrachtet man
weiterhin nur harmonisch-periodische Vorginge der Frequenz w, die
also durch den Faktor e~?®! in allen FeldgroBen charakterisierbar
sind, so geht (1) iiber in die bekannte Gleichung:

AIT + k21T = 0, (2)

mit k== in Luft, k*=jf= 22 T1%0
in der Erde.

Das primére Antennenfeld, d.h. das Feld ohne Beriicksichtigung
der Erdstrome, wurde in den obengenannten Arbeiten iibereinstimmend
als das eines Hertzschen Dipols dargestellt (Abb. 101). Man versteht
darunter das Feld zweier elektrisch geladener Kugeln, die in der
Antennenrichtung, der Vertikalen, nahe aneinandergeriickt und durch

ein kurzes Stromstiick verbunden sind, so daB eine elektrische Schwin-

~i (ot 2

1 In einer Fortsetzung der zitierten theoretischen Arbeiten (Ann. Physik
1931, 5/9, 67) hat M. J. O. Strutt das Wellenfeld eines Kurzwellensenders bei
verschiedenartiger Bodenbeschaffenheit unmittelbar ausgemessen bis zu Ent-
fernungen von iiber 10 Wellenlingen und die theoretischen Ergebnisse bestitigt
gefunden. Man kann auch hierin eine Bestdtigung der Raumwellenauffassung
sehen, da die Struttsche Form der Theorie die Sommerfeldschen Zylinder-
wellen gar nicht enthilt.
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gung darin pendeln kann. Falls die Wellenléinge der Schwingung gro8
ist gegen die Antennenldnge, kann die Antenne durch einen einzelnen
solchen Dipol dargestellt werden. Im Falle sehr kurzer Wellen oder
komplizierter Antennenformen miifite hingegen die endliche Antennen-
lainge durch Aneinanderreihung von Dipolen dargestellt werden!. Wir
beschrinken uns mit Sommerfeld und Weyl auf den ersten Fall,

und zwar sei p, = g+l das zeitlich periodische elektrische Moment des
. . 2 2
Dipols (¢ = Ladung, ! = Linge) mit der Luftwellenldnge k—? = —ZE
der elektrischen Schwingung, ferner R = ]/;2 + y2% + 22 der Abstand
eines beliebigen Aufpunktes 4 von der Dipolmitte. Dann ist das elek-

trische und magnetische Primérfeld

V4
Z " (@%2  der Antenne durch folgende kugel-
zi ¥ symmetrische Losung der Wellen-
A | gleichung dargestellt:

- ) = _J eikR

ul e I, = p, R (3)
4 T Y X

Sy 2 Es wiirde namlich —-81]—; das wellenfor-
J, mig verteilte Potential eines Einzel-

. 1 oIl
/ pols darstellen, woraus sich — —-°
e 0z

" als das elektrische Potential des Di-
90y

pols ergibt. Ferner ist 5; = 1000

der das Magnetfeld erzeugende Strom der Antenne in dem Leiterstiick
von der Lénge I/, und daher nach dem Biot-Savartschen Gesetz
— 1wl das ,Vektorpotential®“, als dessen Rotation das Magnetfeld
gefunden wird2?. Charakteristisch und fiir die nachfolgenden Grenz-
bedingungen von Bedeutung ist, daBl im elektrischen Potential der je
nach dem Medium verschiedene Nenner ¢ auftritt, wihrend im magne-
tischen Potential kein solcher Nenner vorkommt.

Wir nehmen nun (mit Weyl) zundchst an, daB sich ein solcher pri-
mérer Dipol nur in der Luft, und zwar in der Hohe % iiber der Erde, be-
finden soll, so daf3 die Trennungsebene Erde—Luft als die Ebenez = — &
in Abb. 101 aufgefaft werden kann. Dievon Sommerfeld von vornherein
gemachte Annahme, da sich der Dipol in der Trennungsebene selbst
befinden soll, wiirde zu gewissen Schwierigkeiten fithren, die mir in der
dortigen Darstellung nicht geniigend beachtet zu sein scheinen. Die
durch das Hinzukommen der Erde bedingten Modifikationen des Feldes
werden sich durch Hinzunahme einer weiteren sekundiren Hertzschen

Abb. 101. Orientierung am Dipol.

1 Vgl. Strutt: Le.
% Niheres s. z. B.: Abraham-Foppl: Theorie der Elektrizitat 1, 3. Abschnitt.
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Funktion 77, im Luftraum und I/, in der Erde ausdriicken lassen, die
wieder den Wellengleichungen (2) geniigen miissen und dabei selbst
keine Singularitit mehr enthalten diirfen. Das durch die Trennungs-
flache entstehende magnetische und elektrische Zusatzfeld (Spiegelung
und Brechung!) driickt sich in gleicher Weise durch /I; und 77, aus,
wie oben das primére Feld durch /7, und demnach sind langs der Tren-
nungsebene z = — h folgende Grenzbedingungen zu befriedigen:

1. Stetigkeit der tangentiellen elektrischen Feldkomponenten, bzw.
des elektrischen Potentials, d. h.

k2<an" + 6111> %g%ﬂ—z% fir 2= —h. (4a)

Hier ist statt des oben erwdhnten Nenners ¢ der damit proportionale k2
eingefiihrt.

2. Stetigkeit der tangentiellen magnetischen Feldkomponenten
bzw. des magnetischen Vektorpotentials, d. h.

I, + 11, = 11, fir z= —h. (4b)

3. Analytische Darstellung des priméiren Antennenfeldes. Der nichste
Schritt ist nun die Herstellung einer (von Weyl benutzten) Darstellung
der Funktion I7,, die die Erfillung dieser Randbedingungen unmittel-
bar gestatten wird. Um diese zu gewinnen, gehe man von den der
Gleichung (2) (mit k& = k,) geniigenden ebenen Wellenverteilungen aus.
Eine solche ebene Welle wird dargestellt durch:

etklaz +py+7r2),

dabei sind «, 8, v die Richtungskosinus der Wellennormalen, fiir die
o2 + /32 + ,},2 =1.

Wir summieren zunéchst soiche Wellen, die fiir alle Richtungen des
Raumes gleiche Amplitude haben sollen; d.h. wir sehen die Richtungs-
faktoren o, f§, y als Punkte einer Einheitskugel an und fithren auf
dieser z. B. spharische Winkel ¢}, ¢ ein, die nach der vertikalen z-Achse
orientiert sind. Das Fliachenelement auf dieser Kugel heile df. Also:
a=sindcosp, f=sindsing, y=cos?d, df=sindddde.

Damit wird das Summationsergebnis

feik(ax+ﬂ2/+7z) d/
Kugel
+ 7 T

Q% J‘d(pfeik[(xsintp+ ycos@)sin & + zcos?] sin9dd. (5)

1 0

S:_:

Da dieses Integral sicher auch in bezug auf die Koordinaten z, y, 2
Kugelsymmetrie besitzt, also nur von R abhingt, geniigt es, die Aus-
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rechnung fiir den einen Fall x = y =0, z = + R vorzunehmen, und
man erhilt sofort, indem die Integration nach ¢ zuerst ausgefithrt wird :

7T +1
GkE — g—ikE sink R

S =feichos#sinﬁd0 =fe“vRu du = —2 . (5a)
0

1 kR kR
-1

Das so berechnete Feld stellt also nicht eine Wellenausbreitung von der

Strahlungsquelle B =0 her dar; denn dort miifite die Feldfunktion wie %

unendlich werden. Wir erhalten vielmehr — wie nach dem Ansatz zu
erwarten war, der ebene Wellen aller Richtungen enthielt — einen
Zustand stehender Wellenverteilung. Er setzt sich aus ein- und aus-
strahlenden Wellen so zusammen, dafl die Funktion S bei R = 0 end-

ikR
lich bleibt. Der gesuchte ausstrahlende Teil ;Wz ist aber als erster Be-

standteil in Formel (5a) mitenthalten und kann ausgesondert werden,
wenn man den Integrationsweg beziiglich » in 2 Teilwege zerlegt: Erster
Teilweg von . = — 1 bis u = + 4. 00 (so dafl der Integrand dort ver-
schwindet), zweiter Teilweg von % = +2-00 bis v = + 1. Der letzte
Teil ergibt néamlich:

+1 Fa—iw
eikR . A .
S = GERY g — J‘ gtk Reos? gin § 4, (5b)
+4-00 0

~ikR
wihrend der erste Weg den Bestandteil — 57{72 in (5a) ergibt.

Hierdurch wird es nun nahegelegt, eine entsprechende Zerlegung
auch schon in dem allgemeineren Integral (5) selbst vorzunehmen. Das
entsprechende Teilintegral bekommt also zunéchst die Form:

4 A
Sl — é% fd‘pjeik[(xsin(p+ycos<p)sinz9+zcoszﬂ sin 9 d9 , (6)

- 0

wobei die noch néher zu bestimmende obere Grenze A jedenfalls so zu
wiahlen ist, daB der Exponent im Integranden dort negativ unendlichen
Realteil hat, also der Integrand selbst gegen 0 geht. Dies ist in der Tat
moglich, wobei auch die Kugelsymmetrie der Losung erhalten bleibt,
die dieses Integral darstellt.

Um dies klarzumachen, schreiben wir in Polarkoordinaten:

T =1rcosy, y=rsiny, (r = VYa®+ y?).

Im Exponenten von (6) entsteht dann: x cos ¢ + ¥ sin ¢ = r cos(p—y),
so dafl man, unter Beibehaltung der Grenzen, iitber den Winkel p = p—y,
statt iiber @, integrieren kann. Dadurch ist eine Abhéngigkeit von yx
jedenfalls ausgeschaltet. Die Grenzen gehen in g zunichst iiber eine
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volle Periode von cos ; man kann aber auch diesen Weg in die kom-
plexe p-Ebene verlegen und geeignet wihlen.

Dies ist etwa so moglich, daBl wir zunéchst r-sin & als positiv reell
und ebenso z als positiv voraussetzen wollen. Den oben noch offen ge-
lassenen Integrationsweg 0 — A4 in der -Ebene konnen wir dann nach
Abb 102 festlegen. Es sei jetzt y = v + 1w gesetzt, also

cos y = cos v Eoj w — 7 sin v Ginw.
Man sieht daraus, daB unter den eben gemachten Voraussetzungen der
Integrationsweg in der y-Ebene unter Anwendung des Cauchyschen
Integralsatzes gemaf Abb.103 ¥
verlegt, d. h. aus den beiden
Stiicken I und II zusammen-
gesetzt werden kann. Die 14\ a2 x

—_—

B~Lbene

_———————

Schraffierungen geben hier die ™~z = 0

Streifen an, in denen diese

Wege das Unendliche errei-

chen diirfen, also der Realteil »
von i cos v nega’tiv unend- Abb. 102. Integrationsweg in der #-Ebene.
lich istl.

Nun kann aber hier auch der Weg 17 durch den Weg I ersetzt werden,
wenn zugleich das Vorzeichen von © umgekehrt wird. Geht man nim-
lich in der 9-Ebene von 22 2
der positiven zur nega-
tiv reellen Achse auf
einem kleinen Halbkreis
entgegen dem Uhrzeiger-
sinn um den Nullpunkt
herum (Abb. 102), setzt
also: r sin 9 = ge*d
(6 von 0 bis ), so wird / L_ ]
der Imagindrteil von i N

cos p-r-sin 9:

- ¥ 74 +JC

Abb. 103. Integrationsweg in der -Ebene.

o Jm[(cosd + isin d) (cos vCojw — isin v Sinw)]
= o (— sinvcos 0 Sinw + cos vsin 6 Cofw) ,
bzw. bei hinreichend grofem positiven w:
— tpe¥sin (v — )
und bei hinreichend groBlem negativen w:
1oevsin (v + 9).

1 Diese Zerlegung ist allerdings nicht méglich im Falle r = 0, weil da die beiden
Integrale I und I7 fiir sich unendlich wiirden und nur ihre Summe endlich bliebe.
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Das sagt aus, daB mit wachsendem ¢ in der Abb. 103 sich die oberen
schraffierten Gebiete nach rechts, die unteren aber nach links ver-
schieben, und zwar im ganzen um z. Der Integrationsweg I geht dabei
etwa in den Weg I’ iiber (Abb. 103), und dieser stimmt mit dem Weg I1
iiberein, wenn wieder rsin ¢ positiv, dafiir aber cos negativ (d. h.
v um zz vergréfert) gewdhlt wiirde. Die Integrationsrichtung kehrt
sich dabei, wie es sein mu3, wegen des Faktors sin ¢ um. Diese Trans-
formation heifit aber nichts anderes, als dafl man in der y-Ebene (Abb.103)
die Integration auf den Weg I beschrénken kann (mit seiner Abwand-
lung I’ bei negativem ), wenn man dafiir in der ¢-Ebene (Abb. 102) den
Weg 4 durch Hinzunahme des Weges A’ gleichfalls zu einem beiderseits
unendlichen ergénzt. Die Durchfithrung der y-Integration auf diesem
Weg I, bzw. I’ ergabe hier sog. Hankelsche Funktionen erster Art,
die wir aber vorldufig nicht einfithren. Die Integration langs 17 dagegen
wiirde auf Hankelsche Funktionen zweiter Art fithren, die sich eben
durch solche erster Art von negativem Argument ersetzen lassen?.

Wir haben es also weiterhin mit dem Linienintegral langs I, bzw. A’-A4:

A
SI:;}[_J‘d,lpj‘eik(rcoswsiuﬂ+zcos#)sinﬁdﬁ (7)
I Al

zu tun. Diese Umformung war fiir die weitere Diskussion der Rand-
wertaufgabe notwendig; zunichst zeigt sie, daBl auch das Integral S,
ebenso wie S kugelsymmetrisch, d.h. nur Funktion von B
‘ allein ist. Dies geht ndmlich daraus hervor, daf die beider-
22y seits unendlichen Integrationswege in der - und der
#-Ebene in ebensolche iibergehen, wenn man die sphéri-
schen Koordinaten ¢, ¢ in neue ¢, ¥’ transformiert
mittels der Formeln der sphirischen Trigonometrie (siehe

Abb.104.Trans- Abb. 104):

formation der

Raumwinkel. sinysind’

; . . . ooy s
cos ¥ = cos P cosT + sinPsintcosyp; siny sndg

und zwar kann die Uberfithrung stetig erfolgen, wobei die Giiltigkeits-
bereiche der Integrale sich so iiberdecken, daf immer ein endlicher
Bereich zur Uberfiihrung der alten in die neuen Integrationswege ver-
figbar ist. Wenn der Transformationswinkel 7 den Winkel zwischen R
und z bezeichnet, so daB die Achse ¢ = 0 mit der Richtung von R selbst
tibereinstimmt :

2= RcosT; r=RsinT, (8)

so wird der Exponent in (7) unabhingig von o', ndmlich ik R cos ¥'.
Die neue Integration iiber den Winkel © kommt damit auf die oben

1 Vgl. A. Sommerfeld in Riemann-Weber 2, 454f. u. 549.
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schon durchgefiihrte zuriick, und ergibt wie dort, aber jetzt eben fiir
jede Richtung 7, den Wert

¢ikB
17 kR

Diese Beweismethode ist von Weyl angedeutet und diirfte der Tat-
sache der Kugelsymmetrie der Lésung am besten angepaft sein. Da da-
gegen in der weiteren Behandlung der Aufgabe durch die Randbedingun-
gen die Ebenen z = konst aus physikalischen Griinden ausgezeichnet
sind, so wiirde dann die Weylsche Koordinatenwahl, wie ihre Durch-
fithrung bei Strutt zeigt, zu komplizierten Mittelwertsbildungen
fithren. Die Sommerfeldsche Anordnung, die der Beibehaltung der
Koordinaten y, ¢ entspricht, erscheint dann zweckmaifBiger, und ich
iibernehme sie daher auch hier mit den entsprechenden Abanderungen.

4. Erfiillung der Grenzbedingungen. Die vorgenommene Zerlegung

der Grundfunktion I7, = %E ¢k Ein lineare Lésungen, die als ebene Wellen

gedeutet werden konnen, ist nun besonders geeignet, um die Rand-
bedingungen (4a), (4b) zu erfilllen. Denn hierzu ist nur die Hinzu-
fiigung je einer reflektierten und einer gebrochenen ebenen Welle zu
der primir einfallenden erforderlich, analog der bekannten Ableitung
der Fresnelschen Gleichungen in der Optik. Die Unterscheidung von
,,einfallender und ,,reflektierter’ Welle hat allerdings hier, wo es sich
um im allgemeinen komplexe -Werte handelt, nur die Bedeutung
eines anschaulichen Ausdrucks fiir zwei im Vorzeichen von cos ¢ unter-
schiedene Losungen der Wellengleichungen bei gemeinsamem sin 4.
Um die Randbedingungen zu erfiillen, empfiehlt es sich, zunéchst noch
einmal auf die Integrationsgrenzen nach Gleichung (6) [— 7 < p < +;
0 <9 < A] zuriickzugehen und dabei natiirlich den Integranden in der
Form der Gleichung (7) zu benutzen. Da aber der Ursprung des Koordi-
natensystems in der Antenne liegt, somit die Erdoberfliche durch
z = — h gegeben ist, brauchen wir eine Darstellung des Primérfeldes
fiir negative Werte von z. Das bekommen wir offenbar durch einen
Vorzeichenwechsel im Exponenten in der Form:

+x A
po% — gkﬂ :ép.yozJ‘d,lpj‘eikl(rcosxpsinz?—zcosﬁ)Sinﬁd,ﬁ. (9)

-7 0
Diese Grenzen haben namlich den Vorteil, daB sie fiir alle »-Werte in
der Ebene z = — A, d.h. nach (8) solange }n <7 < m, festgehalten
werden konnen; das ist notwendig, um die Randbedingungen einer
ebenen Welle lings dieser ganzen Ebene, mit Einschlul des Punktes
r = 0 (d. h. 7 = x) erfiillen zu kénnen. Der Weg 4 in der #-Ebene kann
auch fiir alle Werte der Integrationsvariablen ¢ von — 7 bis + =z, d. h.

Rothe-Ollendorff-Pohlhausen, Funktionentheorie. 11
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positiv- und negativ-reelle r cos yp, unverdndert bleiben, so daB die
Reihenfolge der Integrationen in (9) gleichgiiltig ist.
Wir haben nun im Integranden als

Einfallende Welle: 2 giki(rcosysin#—zcos ), (10)

Reflektierte Welle: Sie unterscheidet sich von der einfallenden durch
das Vorzeichen von cos ¢ und ihre Amplitude, kann also geschrieben
werden :

27’1 etk lreos ysind +(z+2k)cos F] | (10&)

Dieser Teil 148t, wie seine Form zeigt, fiir z > — 2 & den obigen Inte-

grationsweg zu.
Die ,,gebrochene Welle endlich unterscheidet sich von der ein-

fallenden dadurch, daB k, an Stelle von k, tritt, und ein Brechungs-
winkel 7 an Stelle des Einfallswinkels ¢, auerdem durch den Ampli-
tudenfaktor. Sie kann daher angesetzt werden:

Gebrochene Welle: g_’i ejkz[rcoszpsinn-—(z+h)cos17]+ik,hcosﬂ' (10b)

Die Exponenten in (10) bis (10b) sind hier so geschrieben, daf sie
langs der Ebene z = — h iibereinstimmen, wenn:
kysin @ = kysinm, (11)

d. h. das Brechungsgesetz gilt, und die Randbedingungen (4a), (4b)
fordern sodann die Beziehungen:

cosd cos
b (Po—P1) =3 Do (11a)
Po+ P1= P2 (11b)
woraus durch Auflésung folgt:
kycos® —kycos . 2kycosd
T Pog,cos9 I kycosq P2=Po 3, cosd + kycos (12)

Nach Ausfithrung dieser Bestimmung kann man jetzt den priméren
Dipol in die Trennungsebene selbst hineinriicken lassen, d. h. den Grenz-
fall # = 0 betrachten. Dies ist iibrigens nicht wesentlich, sondern ge-
schieht im folgenden nur der gréBeren Einfachheit wegen. Typisch und
ausreichend ist dann weiterhin die Diskussion der Verhaltnisse im
Luftraum z > 0. Hier ist die reflektierte Welle durch (10a) und (12)
bereits gegeben, und der Integrationsweg kann unveréndert bleiben.
Fiir die primire Welle braucht man nur nach (8) wieder + z cos ¢ statt
— zcos ¥ im Exponenten zu setzen, der also im Falle »# = 0 iiberein-
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stimmend mit der reflektierten Welle wird. Also gilt im Gebiet z = 0
nach (10a):
- + 7 A
Ho + ]]1 — ;_;J‘dwf(po + pl) etk (reosysind +2cosd) gipy § 49 .
—x 0

Hier kann nun die Umwandlung des Integrationswegs gemaf Gleichung
(7) vorgenommen werden, so daf in ¢ und y die Integrationswege beider-
seits unendlich werden. Man erhilt so, wenn man noch nach (11b) und
(12) einsetzt (vgl. hierzu Abb. 102 und 103):

4
T, + 1T, — ik :C: PoJ‘de‘kz 0020;1:_&]2?20577 giki(reosysind +zc0s9) g9 (13)
I 4

Die so gefundene Formel geht im wesentlichen in diejenige iiber, welche
auch Sommerfeld seiner Diskussion zugrunde legt!, wenn man zuerst
die Integration nach y ausfithrt und dann als zweite Integrationsvariable
A = k; sin® wihlt. Die Ableitung ist allerdings dort eine andere, da
von vornherein A = 0 angenommen ist. Dazu ist aber zu bedenken,
daBl die Form der Gleichung (13) ja nur fiir z = 0 gilt, so da8 sie die
Randbedingung (4b) nicht direkt erfiillt; fiir deren eindeutige Erfiilllung
war vielmehr die Fortsetzung der Losung in das Gebiet z < 0 notwendig,
wie es unserer obigen Ableitung entspricht. Daher erscheint mir der Som-
merfeldsche Gedankengang, der diese Tatsache durch eine direkte
Abénderung der Grenzbedingung umgeht, weniger zwingend zu sein.

5. Diskussion der Losung. Fiir die weitere Diskussion werden wir
nun den Integrationsweg 4’ — 4 zweckm&Big zu verlegen haben.
Von Sommerfeld ist hierzu auf die Bedeutung des Nenners in dem
Integranden:

N = kycosd + kycosn (14)
hingewiesen worden, dessen Nullstellen von besonderem Interesse sind
(bei Weyl L. c. fehlt, auBer in einem Grenzfall, diese Untersuchung).
Diese Stellen, die also fiir den Integranden einen Pol ergeben, wiirden
bedeuten, dafl fiir den entsprechenden Einfallswinkel, &, auch bei
verschwindender Amplitude p, trotzdem eine Amplitude p, im ersten
und eine Amplitude p, im zweiten Medium auftreten konnte, also eine
»ireie’ Wellenausbreitung ohne die Anregung der einfallenden Welle.
Der Fall liegt analog zu dem in der Optik diskutierten Fall des ,,Pola-
risationswinkels‘‘, wo auch nur eine Welle im ersten Medium, die dann
als ,einfallende“ bezeichnet wird, und eine ,,gebrochene‘ im zweiten
Medium vorhanden ist. Im vorliegenden Falle, wo 9, einen komplexen
Winkel bezeichnet, bekommen die betreffenden Wellen einen anderen
Typus, ndmlich den von ,,inhomogenen‘‘ oder ,,Oberflichenwellen*, und

1 Vgl. L c., S.550.
11*
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stellen deren einfachste Form im elektrischen Gebiete dar. Bekannter,
wenn auch weniger einfach, sind solche Wellen als Drahtwellen, wie sie
sich im Luftraum lings einer Leitung fortpflanzen kénnen, und deren
Amplitude von der Drahtoberfliche her nach innen hin rasch, nach
auBen hin langsam abnimmt. Diese Inhomogenitét rithrt von der Energie-
abgabe an den Ohmschen Widerstand des Drahtes her. An Stelle der
Drahtoberfliache tritt hier die Oberfliche der gleichfalls leitfahigen Erde.

Die Gleichungen zur Bestimmung des Winkels ¢, und des zugehorigen
Brechungswinkels 7, sind nach (14) in Verbindung mit dem Brechungs-
gesetz (11):

kg cos Py + kycosmy =0; kysindy — kysinny, =0, (15)
woraus als Determinante folgt:
sin 29, 4 sin2#7, =0,
bzw.:
G+ no=mm oder Fy—ny=(2m + )

mit ganzzahligem m. Die ersteren Falle scheiden aus, da sie nach (15):

ks 4 1 fordern miiten. Die anderen Fille ergeben nach (15) das sog.

&y
dbbene Brewstersche Gesetz:
od %
’ tang 9, = + 7’? (16)
1
ek ZE 2N Jas in dieser allgemeinen Form in
jedem Streifen von der Breite 1z in
ot der komplexen ©-Ebene (wir sagen hier-
2, Y fir ,,Quadrant’, vgl. Abb. 105a) eine

Abb. 105a. Verzweigungspunkte in der Wurzel zulieBe. Fiir die naCthIgende
¥-Ebene. Diskussion unseres Integrationswegs
scheidet aber die Hilfte dieser Wurzeln von vornherein aus.
Es ist namlich durch das Brechungsgesetz (11) bei gegebenem sin ¢
auch sin 7 eindeutig festgelegt, dagegen cos 7 nur bis auf das Vorzeichen;
d. h. die Punkte 9, der 9-Ebene, wo

cos 1, = Vl — —~sm219 17)

verschwindet, sind als ,,Verzwelgungspunkte“ fir das Integral (13)
aufzufassen, bei deren Umlaufung cos 7 sein Vorzeichen dndert. In (13)
ist zunéchst das Vorzeichen von cos % so gedacht, daf z. B. fir ¢ =0
zugleich 7 = 0 (nicht 4 z), also cos ¥ = cosn = + 1 zu setzen ist.
Wir brauchen nur die Fille zu betrachten, die hieraus ohne Umlaufung

2

des Verzweigungspunktes hervorgehen, d.h. da % groBen Absolutbe-
1

trag hat, die Fille fiir die % in der Nahe von 0 (nicht bei 4- 7) liegt. Fiir
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kg
es konnte also J, im ersten negativen oder im zweiten positiven
Quadranten liegen. Nur der letzte Fall kommt nun in Betracht, da im
anderen Fall 7y = J, — 1 7z im zweiten negativen Quadranten, d.h.nahe
bei — 7z lage. Analog folgt fiir m = — 1, d.h.
P9 — 1o =—3%m, daB 9, im zweiten negativen ”
Quadranten liegen muBl. Fir gréBere m wieder-
holen sich diese Lagen mit der Periode 2 7.

Es sei ferner (in der Bezeichnungsweise der
Optik) :

m=0 z. B, also 9, —ny= %z, folgt aus (15): tangd, =

pefatenarin=w, g
wobei n als ,,Brechungsindex‘* bezeichnet wird, und # als ,,Absorptions-
index‘. Er ist fiir uns <1, da &, und o, beide positiv sind. Die Glei-
chung (16): tang ¥, = -- »’, vermittelt eine einfache Abbildung der
komplexen n'-— auf die 9-Ebene, bei der jeder Strahl » = konst. der
n'-Ebene in eine von ¢ =+ x4’
nach ¢ = + 1z laufende Kur-
ve libergeht, insbesondere der
Strabl % =1 in die unter 45°
aus- und einlaufende, wie es
Abb. 105a u. 105b zeigen. Die
in der Abbildung P -
gezeichneten —— —tjz‘: - _:‘%6/2_‘ -
Zweieck-Gebiete
sind solche, innerhalb derer nach dem Voran-
gehenden die diskutierten Pole ¢, liegen, und
zwar um so ndher an 4 1z, je gréBer n ist.
Nachdem die Lage des Pols im Integranden
der Gleichung (13) ndher umgrenzt ist, kann
man untersuchen, ob er auf den Verlauf der
Wellenausbreitung einen wesentlichen, d. h. in 3, 106 Sattelpufk"{f_
geniigend grofier Entfernung von der Antenne integration.
noch vorwiegenden EinfluBl ausiibt. Das wiirde dann das Auftreten von
,,Oberflichenwellen‘ im oben definierten Sinn aussagen. Sommerfeld
hat diesen EinfluB so ausgedriickt, daB er den Integrationsweg der
Abb. 106 (iibertragen auf seine A = k, sin #-Ebene) in einer ihm ge-
eignet erscheinenden Weise deformiert hat, und zwar wahlt er die
Deformation in den Weg S nach Abb. 106, der dadurch charakterisiert
ist, daB cos ¢ auf diesem ganzen Weg reell ist, von + oo bis — oo
laufend. Fiir diese Verlagerung muBite er aber nach Abb. 106 einen
(in der Abbildung als P bezeichneten) Pol iiberstreichen, fiir den

———
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sodann gem#Bl dem Cauchyschen Satz ein Residuumintegral zu be-
rechnen bleibt. Das letzte ergibt sich bekanntlich so, da man im

Integranden nach Division des Nenners mit (192—7! ?0) einfach ¢, statt 4

einsetzt, stellt also direkt eine Welle mit dem Einfallswinkel 9, d. h.
eine Oberflichenwelle, dar. Thre Amplitude ergibt sich aus der an-
gedeuteten Rechnung zu

2 k2 cos 9, sin &, cos 7,
sin &, cos 7o + k2 cos &, sin 7,

p(O) = Po 72 (18)

Das iibrige Integral lings des Weges S wird von ihm als Raumwelle
gedeutet. (Um den Vergleich mit der Sommerfeldschen Unter-
A suchung zu erleichtern, iiber-
| A-Fbene tragen wir in Abb. 107 die
' Wege der Abb. 106 noch in
die dort benutzte Variable

A, A = k;sind.)
G 3 6. Asymptotische Berech-
nung der Ldsung. Schon
N Weyl hat die Willkiirlich-

Ar

I

y T 7 I A

Abb. 107. Zur Diskussion der Welle (nach Sommerfeld). lfelt’ die in dieser Zerlt_egul}g
liegt, betont, und es ist in

der Tat kaum einzusehen, warum gerade der gewihlte Weg S den
Typus der Raumwellen charakterisieren sollel. Viel niher liegend ist
die folgende Art der Berechnung: Der Integrationsweg A’ — A der
Abb. 106 endet beiderseits in Gebieten, in denen die Exponentialfunktion
im Integranden der Gleichung gegen Null geht, da ihr Exponent nega-
tiven Realteil hat. Fir diesen Exponenten kommt aber nicht nur der
Faktor cos ¢ von z, den Sommerfeld allein betrachtet, sondern auch
der Faktor sin ¢ von r in Frage. Wegen

rsin ¢ 4 zcos ¥ = Rcos (¢ — 1) (19)
[vgl. Gl. (8)] verschieben sich mit 7 = arc‘oz—mg—:~ diese Grenzgebiete.

Zwischen den beiderseitigen Grenzen mufl der Absolutbetrag des Inte-
granden natiirlich ansteigen und wieder abfallen. Es ist nun eine von
B.Riemann herrithrende bekannte Methode, die als Sattelpunkts-
integration bezeichnet wird?, den Weg so zu wihlen, daBl der Anstieg
und Wiederabfall zur Tiefe moglichst rasch erfolgt, méglichst so, daf der
Exponent iiberall um negativ reelle Werte von seinem Héchstwert

1 In der Arbeit Ann. Physik 4, 28, sucht Sommerfeld dies durch eine
Reihenentwicklung des Integranden zu begriinden (S. 703 f.). Aber diese Ent-
wicklung muf} gerade in der Nihe des Poles P divergent werden und beriicksichtigt
daher nicht in geniigendem MaBe den EinfluB des Poles auf diesen Teil des Inte-
grals, der dem vorher erwihnten Residuum gerade entgegengesetzt ist.

2 Siehe z. B. Courant-Hilbert: Methoden d. math. Physik 1, 436f.
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abweicht. Dies wird dadurch erreicht, da man zunichst die Extremal-
stellen des Exponenten aufsucht, d. h.im Falle (19) die Stellen ¢ — 7=0.
In deren Nihe ist die Entwicklung:

«:Reos(ﬁ—r)=m[1—%(0—z)2+...}, (19a)

und die erwihnten Gefillekurven verlaufen daher so, daB — i (9 — 7)2
negativ reell, d.h. 9 — 7 unter 45° geneigt in der komplexen -Ebene
verlduft (vgl. Abb. 106). Der so bestimmte Sattelpunktsweg 4, ver-
schiebt sich mit verdnderlichem 7 parallel, und kommt zwischen 7 =0
(Weg A,) bis v = 3 (Weg A4,,5) in Betracht. Wie man sieht, beriihrt
er zwar im letzteren Fall bei ¥ = & das in Abb. 106 noch einmal ge-
zeichnete Polgebiet von auBlen, ohne aber in dasselbe einzudringen.
Zu erwahnen ist allerdings noch eine kleine Deformation des Weges,
die bei groBerem 7 wegen des Verzweigungspunktes ¢, notwendig ist
und in Abb. 106 rechts unten angedeutet ist. Fiir dienachfolgende Methode

ist das ohne Bedeutung, da ¥, groBen Imaginarteil hat wegen :—2> 1.
1

Es kommt daher bei dieser Art der Verlagerung ein
Residuumintegral nicht in Betracht, und es bleibt nur noch
iibrig, das Ergebnis des Sattelpunktsintegrals, unter Annahme hin-
reichend groBer R, zu diskutieren. Dafl das Resultat den Typus von
reinen Raumwellen darstellt, erhellt aus der folgenden Uberlegung: Je
grofler R ist, desto rascher ist auf dem gekennzeichneten Wege der Ab-
fall des Integranden von seinem Maximalwert ab, und desto mehr
kommen daher fiir die Integration nur die Werte in der Niahe des
Maximums in Betracht. Das ist der Kern der Sattelpunktsmethode. In
erster Naherung sind daher nur die Werte an dieser Stelle ¢ = 7 selbst
mafigebend. Nun lieBle sich aber in der gleichen Weise auch schon das
primére Integral (7) auswerten und wiirde als Naherung fiir grofle R

seinen richtigen Wert: hefern, da dieser Ausdruck eben mit seinem

asymptotischen Charakter 1dent1sch ist. Aus (7) geht aber (13) hervor
2 1 ky ky po cos &
Tycos @ -+ b cos 7 im Integranden, und

indem man in diesen Faktor ¢ = 7 einsetzt und auch cos # durch ¥ aus-
driickt, folgt das asymptotische Resultat in der Form:

2 n? i
,+ IT,— 72 Py COS T Gl R

durch Hinzunahme des Faktors

(20)

n®cost + Jn? —sin?r R °
Es stellt Raumwellen dar, deren Amplitude noch von der Ausbreitungs-
richtung v abhéngt, und im besonderen verschwindet sie fiir 7 = 1 7, d. h.
in der horizontalen Richtung lings der Erdoberfliche (durch Interferenz
zwischen der einfallenden und der reflektierten Welle). Genauer heilt
dies, daf3 die Welle hier in hoherer Ordnung als nach (20) gegen Null geht,
woriiber die weitere Naherung Aufschlufl geben wiirde.
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Fir die Durchfithrung der Methode ist zu ergéanzen, daB fiir die Inte-
gration nach y &hnliches gilt, und zwar ¢ = 0 dann als der Sattelpunkt
zu betrachten ist. Bei Vorwegnahme der Integration nach ¢ wire nur
im Exponenten durch 7 cos y zu ersetzen, was keine wesentliche Ande-
rung bedeutet,.da auf dem Wege I (Abb. 103) cos ¢ als positiv, oder
wenigstens mit positivem Realteil, angenommen werden kann. Am
zweckmafigsten ist es, die asymptotische Methode gleichzeitig auf
beide Variablen anzuwenden, indem man so vorgeht:

Wir schreiben (13) in der Form

I, 4 I,
4
1k by ) P - cos 9 sin &
= po_;t_zezkafdw J‘e—ztklR[smﬂ'smzsm Fy+sint i (@-7)] Fycos & Tk cos
I &
Ferner sei
o1 : : : .1 PRI
s1n~2—1p]/2zk1Rsm0s1nT=u; 5111—2~(19—'5) V2ik, R =v
gesetzt, so wird das Integral
I, + 11, (21)
. + © ——
_ p02_kzeihﬂfj‘e_(ug+va) cos ? Jsin@dudv
n R - .
— ]sinr(kzcosﬁ—{—klcosn)cos—;—wcos—;—(ﬁ—r)

Die erste Naherung besteht dann darin, in diesem Integral cos § ¢ und
cos 1 (¢ — 7) durch 1, ferner & durch 7 zu ersetzen, wobei 5 wieder aus

+ o
(11) bestimmt ist, so daB nur das Integral f f e~ @WERN dy dov =g

auszufithren bleibt. Damit wird die Formel (20) erhalten. Die Fort-
fithrung der Entwicklung besténde einfach darin, in dem zweiten Faktor
des Integranden nach ¢ und (¢ — 7), bzw. nach » und v, weiter zu ent-
wickeln und dann zu integrieren.

Die Endformel (20) zeigt, da die Feldverteilung in geniigend grofer
Entfernung als reiner Raumwellentypus charakterisiert ist, dessen
Amplitude wegen des verschiedenen Reflexionsverhaltnisses noch von
der Richtung abhéngig ist. In geringerer Entfernung wird allerdings
zufolge der weiteren Entwicklung von (21) durch den Einflu des Poles
eine Abweichung von diesem reinen Typus eintreten, insbesondere auch
in rein horizontaler Richtung eine Wellenerregung iibrig bleiben. Diese
kann aber nicht weiter reichen als die errechnete Raumwellenverteilung,
die Energieausbreitung kann also nicht in der Form der Oberflachen-
wellen erfolgen.

Analytisch kommt diese Tatsache durch den Exponentialfaktor
in dem Integral (21) zum Ausdruck, der den Integranden auf dem
Wege A auch in der Nahe des Pols P viel kleiner macht, als auf dem
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Sommerfeldschen Wege S. Dabei bedeutet dieser Faktor nicht etwa
nur eine exponentielle Dampfung, hervorgerufen durch die Erdleitfihig-
keit, sondern er ist im Gegenteil von dieser unabhingig, nur durch
die Konstanten des oberen (Luft-) Halbraumes bestimmt. Auch physi-
kalische Uberlegungen machen es iibrigens einleuchtend, da Antennen-
erregungen irgendwelcher Form sich nicht in Oberflichenwellen, also
zylindrisch ausbreiten kénnen. Denn die Drahtwellen, die als Vorbild
der Oberflichenwellen dienten, kénnen nur durch einen Spannungs-
unterschied zwischen der Hin- und Riickleitung aufrechterhalten werden ;
bei der Antennenerregung aber fehlt ein solcher Spannungsunterschied,
der zwischen der Erde und einer Schicht in gréBerer Hohe wirken miiBte.
(Eber wird man bei den von einem Blitzstrahl erregten Wellen den Cha-
rakter von Zylinderwellen erwarten diirfen, da hier die Vorbedingungen
dhnlich wie bei den Drahtwellen liegen, oder auch, wenn man die Mitwir-
kung der Heaviside-Schicht bei der Wellenausbreitung beriicksichtigt.)

In besonderer Weise prigen sich diese Verhiltnisse in dem Grenz-
fall sehr groBer Bodenleitfahigkeit o, aus, der von Sommerfeld aus-
fithrlich und auch von Weyl diskutiert worden ist. Dann geht nach (16)
mit k, auch tg ¥, gegen unendlich, also ¢, gegen 3z und cos 9, wie
ky/ky gegen 0, und die Amplitude p'® der Zylinderwellen wird nach
(18) klein wie 2pg k,/k,. Dies miiite allerdings im einzelnen erst durch
eine geringe Modifikation unseres asymptotischen Verfahrens fest-
gestellt werden, die notwendig ist, weil fiir 7 = 5z jetzt Pol und Sattel-
punkt nach Abb. 106 zusammenriicken. Aber als GréBenordnung der
Oberflachenwellen ergibt sich die eben angegebene, und daher miissen
sie meines Erachtens auch in diesem Grenzfall als bedeutungslos ange-
sehen werden. Dabei ist noch zu bemerken, daB die Verhiltnisse un-
mittelbar in der Horizontalfliche 7 = 0 iiberhaupt kein ausreichendes
Bild geben; denn theoretisch (d. h. soweit von genauer Erfiillung der
Reflexionsbedingung unmittelbar an der Erdoberfliche gesprochen
werden kann) verschwinden ja hier nach (20) auch die Raumwellen
durch Interferenz zwischen der einfallenden und der reflektierten Welle,
was beweist, daf man fiir die Beurteilung mindestens kleine Erhebungs-
winkel {iber die Erdoberfliche mit beriicksichtigen muB.

Unberiihrt von diesen Ausfiithrungen bleibt iibrigens im Endeffekt das
wichtigste Ergebnis Sommerfelds, das besagt, daB groBe Bodenleit-
fahigkeit (Seewasser) giinstig fiir die Wellenausbreitung in der Horizon-
talebene = 0ist, und das auch der praktischen Erfahrung entspricht. Es
wurde kiirzlich auf einem einfacheren Weg und mit weiteren numerischen
Einzelheiten von B. van der Pol neu abgeleitetl. Aber dieses Resultat

1 Uber die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen, Jahrb. d. drahtl. Tele-
graphie u. Telephonie, Zeitschr. f. Hochfrequenztechnik. 87, 152 (1931), erweitert
in Ann. Physik 5/10, 485 (1931).
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ist nur ein Ausdruck der Tatsache, daB das Raumwellenmaximum
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Abb. 108. Wellencharakteristik (nach Strutt).

Dipol auf nichtleitender Erde (n/2 = 4).
Schlecht leitende Erde; Dipolhdhe 2 = % Wellen-

A:
B:
lange.

C': Ebenso; & =% Wellenlinge.
é): Fir n/2 =80 (Wasser); 2=0.

MéaBig leitende Erde (n/2=6—5%); A=0.
(Die punktierten Kurven entsprechen immer unendlich

grofler Bodenleitfahigkeit.)

1 Ann. Physik: 1 c. 5/1, 734.

pnach (20) mit wachsendem o,
immer mehr, und schlieBlich
unstetig, an die Richtung
7 = 0 heranriickt; es spricht
also nicht fiir die Oberflichen-,
sondern fir die Raumwellen-
auffassung der Ausbreitung.

Dies zeigen besonders deut-
lich die in den Abb. 108 wie-
dergegebenen, von Strutt
berechneten Kurven!, die zu-
gleich die Verhiltnisse fir
verschiedene Ho6hen £ des
priméren Dipols angeben. Die
Kurven geben die Richtungs-
verteilung der Feldintensitat
bei der Raumwellenausbrei-
tung, dargestellt durch die
Lange des Radiusvektor nach
der betreffenden Richtung.
Andere Antennenformen, z.B.
die Horizontalantenne, lassen
sich ohne neue Schwierigkeit
nach dem oben angegebenen
Wege untersuchen, wie dies
Strutt gleichfalls (in der der
Weylschen Koordinatenwahl
entsprechenden Form) getan
hat. Eine solche Untersuchung
ist natiirlich von Bedeutung
auch far die Frage nach der
Reichweite der elektroma-
gnetischen Wellen, da diese
wegen der Reflexionen an der
Heaviside-Schicht von der
Ausbreitungsrichtung ab-
hangig wird2.

% Auf die in diesem Aufsatz berithrten physikalischen Fragen, auch den Ein-
fluB der Kugelgestalt der Erde und auf numerische Einzelheiten, will ich im
Einklang mit Herrn A. Sommerfeld noch an anderer Stelle niher eingehen.
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