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Vorwort des Herausgebers.

An vortrefflichen Lehrbiichern iiber die Theorie des Potentials und die
Anwendungen derselben auf die verschiedensten Zweige der mathematischen
Physik, seien dieselben nun Originalwerke oder Ubersetzungen aus fremden
Sprachen, ist in der deutschen mathematischen Literatur gerade kein Mangel.
und dass dem so ist, wird man bei der Wichtigkeit des Gegenstandes gewiss
nicht als einen Fehler betrachten diirfen. Auch die .. Théoric du DPotenticl
et ses applications @ UElectrostatique et auw Magnitisme* des durch seine
hervorragenden Arbeiten auf dem Gebiete der angewandten Mathematik
riihmlichst bekannten Verfassers reiht sich jenen vortrefflichen Lehrbiichern
wiirdig an, ja dies Werk besitzt so wesentliche Vorziige vor den wmeisten
audern, dass es mir wert erschien, auch dieses den deutschen Studierenden
ctwas ndher zu riicken, zumal dasselbe in der kurzen seit seinem Erscheincn
vertlossenen Zeit wohl noch kaum in weiteren Kreisen bekannt geworden
sein diirfte.

Obwohl die Potentialtheorie ihren eigentlichen Ursprung in der mathe-
matischen Physik genommen und sich allmihlich im Anschluss an besondere
physikalische Probleme weiter entwickelt hat, hat sie doch ihrerseits
wieder ausserordentlich befruchtend auf gewisse Teile der reinen Mathematik
eingewirkt und ist schliesslich selbst mehr und mehr eine rein mathe-
matische Disciplin geworden. Dementsprechend bemiiht sich der Verfasser,
die allgemeinen Sidtze der Theorie mit moglichster analytischer Strenge und
moglichst frei von allen physikalischen Vorstellungen zu beweisen, und
wenn ihm dies auch in einigen Fillen, wic z. B. beim Beweise der, physi-
kalisch ja evidenten, Existenz gewisser Iunctionen unter bestimmten fiir
dieselben vorgeschriebenen Bedingungen, noch nicht, wie mir scheint, voll-
stindig gelungen sein sollte, weil sich ein solcher einwandsfreier Beweis
mit unsern heutigen analytischen Hiilfsmitteln iiberhaupt noch nicht geben
lasst, so muss man doch anerkennep, dass er bestrebt gewesen ist, in jedem
Falle die Begriindung so plausibel wie moglich zu machen. Das Streben
nach analytischer Strenge ist es auch, welches den Verfasser veranlasst
hat, zundchst die allgemeine Theorie ohne Riicksicht auf besondere An-
wendungen zu geben, obwohl manche Sitze dadurch schirfer wiirden hervor-
getreten sein.
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1v Yorwort des Heraunsgebers.

In einigen Paragraphen des ersten Teiles werden gewisse Functionen,
die in andern Gebieten der mathematischen Physik e¢ine dem Potentiale
analoge Rolle spielen, behandelt und mehrere allgemeine Sitze itber dieselben
abgeleitet, die in anderen Lehrbiichern dieser Art nicht zu finden sind und
Aunregung zu weitergehenden Untersuchungen bieten diirften.

Mit besonderem Geschick und recht ausfiihrlich ist die Rolle, welche
die dielectrischen Medien in der Electrostatik spielen, und die Lehre vom
Magnetismus behandelt worden. Die physikalischen Vorstellungen, welche
man zur Zeit Poisson’s fiber die Wirkungsweise der isolierenden Korper
hatte, haben in neuerer Zeit eine wesentliche Anderung crfahren; auch die
von Poisson gegebene Theorie der magnetischen Induction ist nicht ohne
begriindete Anfechtungen geblieben. Der Verfasser legt die neueren Theorieen
der Verteilung des inducierten Magnetismus im weichen Eisen und der ihr
analogen electrischen Polarisation der dielectrischen Medien in ebenso ein-
facher wie iiberzeugender Weise dar und giebt schliesslich nach dem
Vorgange von Clausius die Anwendung derselben auf die Theorie der
Condensatoren,

Die Anwendungen der Potentialtheorie auf Probleme der Electrostatik
und des Magnetismus sind in keinem andern Lehrbuche in gleicher Voll-
stindigkeit gegeben wie in dem vorliegenden. Sollte man trotzdem noch
dies oder jenes Problem vermissen, wie z B. das der Verteilung der
Electricitit auf einem Ringe mit kreisformigem Querschnitt, so moge man
die Griinde fir die Weglassung desselben darin suchen, dass der Verfasser,
wie er in der Vorrede zum zweiten Teile seines Werkes sagt, ,es vermeiden
wollte, in rechnerische Entwicklungen sich einzulassen, welche in ana-
lytischer Beziehung Interesse haben konnten, deren Nutzen aber fiir die
Physik nahezu gleich Null isté.

In cinem kurzen Anhange habe ich das Problem der Electricitits-
verteilung auf zwei Kugeln noch auf eine andere Weise behandelt, als cs
im Texte geschehen ist, nimlich nach der Methode von C. Neumann,
und zwar einesteils, um diese auch bei vielen anderen Problemen der
Electrostatik und der Wiarmelehre mit Vorteil benutzte Methode wenigstens
an cinem Beispiele zu zeigen, andernteils um den Studierenden auf die
Thomson’schen oder bipolaren Coordinaten aufmerksam zu machen, da
diesclben ebenfalls bei einer griosseren Reibe von Aufgaben sehr zweck-
miissig angewendet werden.

Berlin, im December 1889.

H. Maser.
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Erstes Kapitel.

Allgemeine Eigenschaften des Potentials.

— G e

Die Krifte der Natur, welche auf merkliche Entfernungen hin aus-
geiibt werden, wirken im Allgemeinen im directen Verhiltnis der Massen,
von denen sie ausgchen, und im umgekehrten Verhiltnis des Quadrats
der Entfernung der letzteren. Diesem Gesetz sind z. B. unterworfen die
Gravitation der Himmelskirper und ebenso die Anziehung und die Abstossung,
welche durch die statische Electricitit und den Magnetismus hervorgebracht
werden.

Es ist dies ein Elementar-Gesetz, d. h. es findet nur Anwendung auf
zwei Massen, deren jede in einem Punkte concentriert ist; aus ihm kann
man mit Hilfe der Rechnung die gegenseitigen Einwirkungen der Kérper
oder der electrischen und magnetischen Fliissigkeiten ableiten. Wir be-
schiiftigen uns zunéichst mit gewissen allgemeinen Eigenschaften der Anzichung,

Definition des Potentials.
§ 1.

Sind m, m' zwei in zwei Punkten concentriertec Massen, so ist die
. . . . mm’ .
Anziehung zwischen diesen beiden Massen 7 a0 Wor die Entfernung

zwischen m und ' und & eine Constante ist, welche die Anziehung bedeutet,
die zwischen zwei der Einheit gleichen und durch cine zur Einheit ge-
nommene Entfernung getrennten Massen stattfindet. Um die Formeln zu
vereinfachen, werden wir annehmen, dass diese letztere Kraft zur Einheit
genommen werde, dass also i =1 sei.

Werden die Coordinatenachsen zu einander rechtwinklig vorausgesetzt,
so seien (a, b, ¢), (a', UV, ¢'), (a", V", ¢'"), ... die Coordinaten von ver-
schiedenen Punkten, deren Massen m, ', w'', ... sind; wir suchen die
Resultante ihrer Wirkungen auf die Masseneinheit, welche im Punkte P
dessen Coordinaten (z, y, £) und dessen Entfernungen von den ersten
Punkten », o', +*', ... sind, befindlich ist.

1%

i



4 I. Kap, §§ 1 u. 2.
Der Punkt m ibt auf P eine Anziehung aus, welche durch den Aus-
m . .
druck o gegeben wird, wobei
rP= (0 —2x)? 4+ b—y?+ (c—2)

ist, und da diese Kraft in der Richtung der Geraden » wirkt, so sind ihre
Componenten nach den drei Coordinatenachsen:

m@—az) mb—y) ml—:)
<] il b -

O - - 3
oder:
o o o
(2 r._r. _r

Setzt man also

so sind die Componenten der Gesamtkraft, welche auf den
Punkt P wirkt:
oV oV oV
?};’ -6;, ’6;,
und die Grisse V wird das Potential der Massen m, »/, ... im
Punkte I’ genannt.

Wenn die Wirkung von m auf den Punkt P eine abstossende wiire, so
wiirden die Componenten dieser Kraft die Ausdriicke (1) oder (2) mit
entgegengesetztem Vorzeichen sein. Wenn man daher annimmt, dass von
den Massen m, w', w'/, ... die einen cine anzichende, die anderen cine ab-
stossende Wirkung auf den Punkt P ausiiben, so kann man

m
=}::i:7

setzen, wo in jedem Gliede das Zeichen + oder das Zeichen — zu nehmen
ist, je nachdem die darin vorkommende Masse den Punkt P anzieht oder
abstosst, und die Componenten der Gesamtkraft, welche auf diesen
Punkt wirkt, werden ebenfalls noch die Ableitungen von V nach
z, ¥, 2 sein.

Nehmen wir an, dass es sich um electrische I'liissigkeiten handelt, die
man in eine positive Fliissigkeit und in eine negative Flissigkeit teilt, so
zichen bekanntlich zwei Teilchen ungleichnamiger Fliissigkeit cinander an
und zwei Teilchen gleichnamiger Fliissigkeit stossen cinander ab. Betrachten
wir hiernach me, w', m”’, ... als Electricititsmengen, welche das sie
characterisierende Vorzeichen besitzen, und setzen wir

. _\,”1,’
(3) V=23



Definition des Potentials. b

so werden die Grossen

ov 6V oy

oz’ oy’ oz
die Componenten ihrer Wirkung auf den Punkt P sein, wenn in diesem die
Einheit negativer Electricitiit concentriert ist, und

ov ov ov
% Ty
werden die nimlichen Componenten sein, weun der Punkt P die Einheit
positiver Electricitit enthilt.
Dieselben Bemerkungen gelten auch fiir die magnetischen Flissigkeiten.
Die durch die Formel (3) gegebene Grisse V wird ebenfalls das
Potential der Massen s, w', w', ... in Bezug auf den Punkt P genannt.

§ 2.
Bezeichnen wir mit F die Resultante der Krifte, welche auf den Punkt
(x, y, 2) wirken, und mit «, B, 7 die Winkel, welche ihre Richtung mit den
Coordinatenachsen bildet, so haben wir fiir die Kraft ¥ und ihre Componenten
nach den Achsen der z, y, #

Py G+ S+ G

X=Fcosat=iali
ox
oV

Y"—‘FCOSB—':’:%}—

Z=Fcos~{=i%}§-

Durch alle Punkte, fiir welche V denselben Wert hat, legen
wir eine Fliche, welche Niveaufliche heisst. Geht man von einem
Punkte (x, y, £) dieser Fliche zu einem unendlich benachbarten Punkte
derselben Fliche iiber, so hat man:

oV oV
oz dr 4+ oy

dy + % or dz =0;
mithin ist die Kraft senkrecht zu der Geraden, welche diese beiden Punkie
verbindet. Die Kraft ist daher normal zu der Fliche.

Ziehen wir eine Linie, welche in jedem ihrer Punkte Tangente an die
Kraft ist, welche in diesem Punkte wirkt, so wird dieselbe normal zu den
Niveauflichen sein, welche sie durchschneidet; man nennt dieselbe eine

Kraftlinie. Nimmt man lings dieser Linie das Integral des zwischen
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zweien ihrer Punkte, welche den Werten s, und s; der Linie s entsprechen,

so hat man:
oV
51“(?5 =§5; ds= YV, — V,,
So

wo V,, V; die den beiden Endpunkten entsprechenden Werte von V sind.

So

Stetigkeitsbedingungen, denen das Potential einer
Masse geniigt.

§ 3.

Wenn wir von einem System getrennter materieller Punkte zu conti-
nuierlichen Massen iibergehen, so verwandelt sich der Ausdruck des
Potentials in dreifache Integrale, welche sich tber die Volumina dieser
Massen erstrecken; von diesen werden wir den folgenden Satz beweisen.

Satz. Das Potential V einer Masse in Bezug auf eiunen
Punkt P und diec ersten Ableitungen desselben nach den
Coordinaten =z, y, # dieses Punktes indern sich im ganzen
Raume in stetiger Weise.

Bezeichnen wir mit p die Dichtigkeit in jedem Punkte der anziehenden
Masse, mit dw ihr Volumenelement und mit » die Entfernung zwischen dem
in dw gelegenen Punkte (e, 0, ¢) und dem Punkte (w, y, 2), so haben wir:

(o
(.

oV B ¢ —x
oo =X zjf' Ty
sowie:
rP=(a—a)+ (b —y)+ (c— )=

Liegt der Punkt (2, y, 2) ausserhalb der Masse, so sind die Function V'
und alle ihre Ableitungen nach @, y, 2 endlich, da die in iliren Ausdriicken
unter dem Integralzeichen stehende Function nur endliche Werte annimmt.
Ferner reicht es, damit eine Function stetig sei, aus, dass ihre Ableitungen
crster Ordnung endlich bleiben; mithin sind ¥ und alle seine Ableitungen
der verschiedenen Ordnungen stetige l'unctionen von «, y, z, falls der
Punkt P ausserhalb der Masse sich befindet.

Wir nehmen jetzt an, der Punkt P liege innerhalb der Masse. Nehmen
wir an Stelle der Coordinaten «, b, ¢ Polarcoordinaten », 9, A, deren Anfangs-
punkt im Punkte P liegt, so haben wir:

=z 4 rcosit
b =1y -+ rsini} cosi
c=¢ -+ rsind sinl;
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sodann wird das Raumelement dw dargestellt durch

do = 2 sin §d3dAdr,

. oV
und die Ausdriicke von ¥V und s werden:

V= s Sg.pr sin $dbddr
14
%; — 5 HP cos ) sin $79drdr,

wo man die Integration in Bezug auf » von O bis zu demjenigen Werte
von 7, welcher der Oberfliche des von der Masse eingenommenen Raumes
entspricht, in Bezug auf & von O bis = und in Bezug auf A von 0 bis 2z
zu erstrecken hat, Es folgt hieraus, dass ¥ und seine ersten Ableitungen
endlich sind. Mithin ist auch V stetig, und ich behaupte, dass dasselbe
gilt von den ersten Ableitungen.

Zerlegen wir nimlich das Volumen der Massc in zwei Teile, von denen
der eine von ciner um den Punkt P als Mittelpunkt mit einem sehr kleinen
Radius € beschricbenen Kugel, der andere von dem iibrig bleibenden Teile
zebildet wird, und sind ¥, und V, dic entsprechenden Teile von V, so
erhalten wir:

oy _ov, oV,
oz ox ox
Vv S 'S
oV, =5 d 5 cos B sin s S odr.
or .
0 v v

Geben wir p den grossten Wert p,, welchen es innerhalb der Kugel an-
nehmen kann, nehmen wir ferner alle Elemente mit demselben Vorzeichen
und ersetzen cosd durch 1, so erhalten wir:

T ‘E
< 2wpy g'sin{)d%}sm' oder << dmp e,

(%
v U

or,
ox

Liige der Punkt P auf der Oberfliche des Korpers, so wiirde die Kugel
durch eine Halbkugel zu crsetzen scin und dic vorstehende Ungleichheit

I

wiirde um so mehr stattfinden; ?81.1;1 ist daher so klein als man will, und

da V, sich auf eine Masse bezieht, welche den Punkt P nicht enthilt, so
. L . e w . ov . . .
indert sich rm stetig; mithin indert sich auch o stetiger Weise,

Wir sehen also, dass die ersten Ableitungen von ¥ stetige Functionen
von x, y, ¢ sind; dagegen werden wir sehen, dass es sich anders verhilt
mit den Ableitungen von hoherer Ordnung.
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Der Satz von Laplace.
§ 4.

Nimmt man den Punkt (z, 9, ), in Bezug auf welchen das Potential V'
genommen wird, ausserhalb der Masse an, so hat man:

9 (g — 2)2
axﬁavﬂj _}ﬁd(a x_)]dm

oo ont )P %

und cbenso crhiilt man:

BnK 5 a(b;”)_]

B V 3(c—z)?
?),32 =\p —;3 + ——= :l dw.

3

Addiert man diese drei Ausdriicke, so findet man:

P OV | BV

LA AT )
8x9+8y3+852 (

Diese wichtige Gleichung ist von Laplace gefunden worden, der
davon Dbeachtenswerte Anwendungen in seiner .,7%corie der Gestalt der
Himamelskirper (Mccanique céleste, 1. 1I) gemacht hat.

Um die Schreibweise zu vercinfachen, werden wir in der Folge
den Ausdruck

o 9
o V~i—-aI—l QZ mit AV
ox® " oy 0:t
bezeichnen.

Wenn der Punkt P oder (2, y, #) im Innern der Masse gelegen ist,

so sind die fiir die zweiten Ableitungen von ¥V gefundenen Ausdriicke nicht

mehr zuliissig. Nelimen wir nimlich wie oben Polarcoordinaten, so geht
. 0°V .
der gefundene Ausdruck fiir Bt itber in:

e 9 _ ‘ %
32 %Z 5 55}, 1+ 3 cos — sin DD dhdr,

wo die Grenzen der Integrale wie vorher genommen sind. Die Integration
in Bezug aut » muss den Teil dieses Ausdrucks geben, der sich auf einen
Kegel von unendlich kleiner Offnung bezicht, dessen Spitze im Punkte P
liegt, und da diese Integration somit von »=0 an auszufithren ist, so
wird das daraus hervorgehende Element unendlich gross. Da aber alle
analogen Elemente zum Teil positiv, zum Teil negativ sind, so wird ihre
Summe oder das vorstehende dreifache Integral unbestimmt.

Mithin darf man nicht mehr die Gleichung AV = 0 als richtig annehmen,
sobald der Punkt P iunerhalb der Masse sich befindet.
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Uber die teilweise Integration, angewandt auf ein dreifaches
Integral.
§ 5.
Ls seien U und I' zwei endliche und stetige IFunctionen von z, », 2

und ferner von solcher Beschaffenheit, dass ihre Ableitungen endlich sind;
wir betrachten das Integral

or
I= 'S‘SSU o dadydz,

hinerstreckt iiber ¢in von der Oberfliche ¢ begrenstes Volumen w.

Integrieren wir teilweise nach 2 und nehmen wir zunichst der Einfach-
heit halber an, dass cine der Achse der x parallele Gerade die Oberfliche
nur in zwei Punkten trifft, deren Abscissen z; und wx, sind, so
haben wir:

dz,

I
(1) (Zy(Z:SIU % dw = (UI")ydyde — (UF), dydz — dydz SF %Z

wo dic Indices T und 2 andeuten, dass man in UF die Abscissen x; und
@, flir @ zu substituieren hat. Diese Formel liefert den Teil des dreifachen
Integrals, welcher sich auf einen prismatischen Faden, dessen Querschnitt
dydz ist und der der w-Achse parallel ist, bezieht. DBezcichnen wir mit do;
und ds. dic den Faden begrenzenden Teile von o und mit A den Winkel,
welchen die nach aussen gerichtete Normale an ¢ mit der z-Achse bildet,
und fiigen wir A beziiglich der beiden Elemente do; und ds, Indices an, so
erhalten wir:
dydz = dsy coSky, dydz = — ds; cosh,.

Ersetzen wir in den beiden ersten Gliedern der rechten Seite von (1)
dydz durch diese beiden Ausdricke und bilden wir dic Summe der
Gleichungen (1) fiir das ganze Volumen w, so erhalten wir die folgende
Formel:

©) SU %ii dw =5 UL coshds — 51"’ %g dw,

worin sich die beiden dreifachen Integrale auf das ganze Volumen o und
das doppelte Integral auf die ganze Oberfliiche o erstrecken.

Weunn eine Parallele zur x- Achse die geschlossene Fliche ¢ in mehr
als zwei Punkten triife, so wiirden diese Punkte in gerader Anzahl vor-
handen sein, und wenn 2, s, ..., x,, ihre Abscissen wiiren, so wiirden
die beiden ersten Glieder der rechten Seite von (1) ersetzt werden durch
die Sumnme

— (UF) dyds + (UF),dydz — « -+ + (UF),, dydz,



10 I Kap.,, §§ 6 u. 7.

und da der Winkel A fiir die ausgeschnittenen Elemente der Oberfliche ¢ ab-
wechselnd spitz und stumpf ist, so wirde man ebenfalls zu der Formel (2)
gelangen.

Die Formel (2) ist von Poisson mehrere Male in seinen Abhandlungen
iiber mathematische Physik angewendet worden.

§ 6.

Wir konnen der Gleichung (2) analoge Gleichungen bilden, indem wir
in Bezug auf y oder z integrieren. Sind p, v die Winkel, welche die
Normale an s mit den Achsen der y und der z bildet, und bezeichmen wir
mit Fy; und F, zwei Functionen, dic nebst ihren Ableitungen der ersten
Ordnung stetig sind, so erhalten wir, wenn wir die Dbeiden analogen
Gleichungen zur Gleichung (2) addieren:

o oIy OF, -
XU( — 1+ -—‘)dw = SU(F cosh + I, cosp. + I, cosv)ds

ox ' Oy 0z
U U BU
.—5‘(1 a—‘}—_z;l '5!/‘—*“12 ag)dﬂ).

Setzt man in dieser Formel U =1, so erhilt man die folgende:

oI oIy  oF, I . .
S(—a—;—f— T + —6}—) dw ——5'(14 cosh + Iy cosp + Ify cosv)do,
deren sich Laplace in der Theorie der Capillaritit bedient hat, um das
Volumen der Flissigkeit zu bestimmen, welche in einer capillaren Rohre
in die Hohe gehoben wird.

Wert von AV fiir einen Punkt (z, y, 2) innerhalb der Masse.
§ 7.
Poisson hat zuerst den folgenden Satz angegeben (Bullelin de la
Société philomathique, t. IIL p. 368):
Wenn der Punkt (x, y, 2) im Innern der wirkenden Masse
liegt, so geniigt das Potential ¥V dieser Masse in jenem Punkte

der Gleichung
AV =— 1z,

wo p die Dichtigkeit der Masse in demselben Punkte ist.

Gauss war der erste, welcher bei dem Beweise dieses Satzes auf die
Variation der Dichtigkeit p der Masse Riicksicht nahm (Gauss’ Werke,
Bd. Vv, 8. 197).

Nehmen wir die Dichtigkeit p als verinderlich und somit als Function
der Coordinaten (a, b, ¢) des Punktes der Masse an, auf welchen sie sich
bezieht, und bilden wir zuniichst einen Ausdruck der Ableitung von V in
Bezug auf z, so erhalten wir:
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und

Da man hat:

r2= (@ — A+ (y — D+ (¢ — 0)%,
so folgt:

somib erhdlt man:

oV 9 >
e o dw.

Die Gréssen » und p sind Functionen der Coordinaten @, b, ¢ eiues jeden
Punktes der in dem Volumen o eingeschlossenen Masse.

Wenn der Punkt P oder (v, y, ) ausserhalb des Raumes w ldge, so
konnte man die Formel (2) von § 5 auf die Transformation dieses letzteren
Integrals anwenden und wiirde erhalten:

A 10
(a) (I(D = y_?fs ds — 5 ” ’a’z dw.

Ich behaunpte nun, dass diese Formel gleiehfalls gilt, wenn der Punkt P
. . .1 . .
im Innern der Masse liegt. Da nimlich - unendlich gross wird, wenn der

Punkt (@, b, ¢) in den Punkt P riickt, so wenden wir dic Formel (2) auf

das nimliche Integral an, aber uur hinerstreckt iiber das Volumen, welches

zwischen der Oberfliche ¢ und einer um den Punkt P als Mittelpunkt mit

einem unendlich kleinen Radius e beschriebenen Kugel o enthalten ist.

Bezeichnen wir mit dw’ das Volumeneclement der Kugel und mit 2’ den Winkel,

welchen die Normale an die Kugel mit der z- Achse bildet, so haben wir:
1

0— a ,
r 1 or  , pcosh . p cosh’ 1 Op sﬂi op
5\() —&;d(u +§ 0 -5 a—d ——51 . ds +5 r— ds’ B dw < 0 dw’.

Bezeichnet man mit do das Element der splmrlschen Fliache, deren
Radius gleich 1 ist, so hat man:

dsi'=edw, do'=1¥drdw,
und hieraus schliesst man sehr leicht, dass die drei auf die Kugel beziig-
lichen Integrale fiir =0 verschwinden. Man crhiilt also ebeufalls die
Gleichung (a) oder die Formel:

X= ?Yz — 5VP—COS& ds -+ 51- 2 dw.
ox r r oa
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§ 8.

oV Ly
Um =— zu erhalten, kann man die beiden Integrale, aus denen X be-

steht, uu?:r dem Integralzeichen differentiicren. Denn da der Punkt P
innerhalh o sich befindet, so wird } auf dieser Oberfliche nicht unendlich;
das erste Integral hat also kein unendliches Element. Das zweite stellt
das Potential einer Masse dar, deren Dichtigkeit aﬁp ist, und wir haben (§ 3)

geschen, dass man es in Bezug auf ax differentiiert, indem man die unter
dem Integralzeichen stehende Function differentiiert. Man hat daher:

(7 pCosh « — x (apa
oat ) ds +¢ oa 1% " do,
oder
o°V X cos Op cos
(b) = 5 Uy_“ ds + SL’ ‘,’3.2,", do,

wo o den Winkel bezeichnet, welchen » mit der 2-Achse bildet.

Wir denken uns die Dichtigkeit ¢ als eine stetige Function von a, b, ¢
in der Umgebung des Punktes 2’ beschreiben um den Punkt P als Mittel-
punkt mit einem sehr kleinen Radius eine Kugelfliche o' und zerlegen
sodann V in zwei Teile, von denen sich der cine V' auf die innerhalb
dieser Kugelfliche befindliche Masse, der andere V' auf die ibrigbleibende
Masse bezieht, Wir haben .dann:

AV = AV'+ AV,
AV'=0,

und es bleibt daher AV’ zu berechnen.
Wenden wir auf V' die I'ormel (b) an, so erhalten wir:

A f OO g B cosa
[

. . . . . . oV’ oV’ . .
Bilden wir auf dieselbe Weise die Grissen —6;J2-7 e und addieren wir

Nach dem Iritheren ist

diese drei Ausdriicke, so ergieht sich:

N A ('92 0 ot O 1) o
AV'= S""JL +U<a 008 o+ 5 008 B+ 5~ €087 ) 5 do,

wo @, 7 die Winkel sind, welche » mit den Achsen der y und z bildet.
Liisst man von den drei Polarcoordinaten des Punktes (a, b, ¢) nur
allein » sich indern, so hat man:
oa ob [
gy cos e, o= cos B, oy = 08T
mithin;
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10
rm(Bar (L%
= 2 Or

=— Slpd(n + 552—5} dadr.

Nun hat aber das zweite Integral den Wert

S(P — pp)di> =59dm — dmp,,

wo p die Dichtigkeit in der Oberfliche ¢’ und p, den Wert derselben im
Mittelpunkte P bedeutet. Mithin erhdlt man schliesslich:

AV =AV'= — 4np,.

Somit dndert sich AV sprungweise von —4=p bis 0, wenn
der Punkt P aus der anziehenden Masse heraustritt; liegt P auf
der diese Masse begrenzenden Iliche selbst, so ist A ¥V unbestimmé und im
Allgemeinen ist dasselbe der Fall in jedem Punkte, in welchem die Dichtig-
keit der Masse sich sprungweise indert.

Characteristische Eigenschaften des Potentials einer oder
mehrerer continuierlicher Massen.

§9.
Wir beweisen zuniichst eine andere Eigenschaft des Potentials, als die-
jenigen sind, die wir soeben erhalten haben.
Ist AI eine in einem endlichen Raume I enthaltenc Masse und P oder
(z, 9, 2) der Punkt, in Bezug auf welchen man das Potential nimmt, so liat man:

V= 5'_?‘:“’ )

wo 7 die Entfernung des Punktes P von jedem Massenclement pdw hezeichuet.
Ist ferner JI ein Punkt des Raumes FE, I seine Entfernung vom Punkte P
und ¢ seine Entfernung vom Massenclement, so hat man:

2= R?— 2R cos I} + {2,

wo { der Winkel zwischen ¢ und R ist, Nehmen wir 2 sehr gross an im
Verhiltnis zu allen Werten von £ so ist

1
11 { £NTE 1 @
c=n(1—2pest ) T =g
wo @ cine Grisse ist, die endlich bleibt, wenn 2 unendlich wiichst. Setzen
wir diesen Ausdruck in V ein, so erhalten wir

-1 1 oM L
V= RX pdw -+ "1;2596‘2"’ =T +
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wo I, endlich Dbleibt fir 2= . DMithin bhat man, wenn R unendlich

witchst:
lim (VR) = 1.

Demnach besitzt das Potential ¥V einer in cinem endlichen Raume 72
gelegenen Masse A/ in DBezug auf den Punkt (=, 7,2) die folgenden
Eigenschaften:

1. ¥V und seine ersten Ableitungen nach =z, ¢ sind im
ganzen Raume stetige Functionen von z,¥, 2.

2. Bezeichnen wir mit B die Entfernung des Punktes (z, 7, 2)
von cinem bestimmten Punkic des Raumes F, so niihert sich der
Grenzwert von VR mit unendlich wachsendem 2 einer bestimmten
Constanten, welche die Masse A ist.

3. Mit Ausnahme gewisser Flichen hat manim ganzen Raume

AV = — 4rp,

wo p die Dichtigkeit der Masse im Punkte (z, y, 2) ist. Somit
muss, wenn der Punkt ausserhalb der Masse liegt, p in dieser
Formel gleich Null gesetzt werden.

Wir werden spiiter zeigen, dass umgekehrt jede Function, welehe diesen
Bedingungen geniigt, identisch ist mit dem Potential einer Masse, deren
Dichtigkeit in jedem ihrer Punkte gleich p ist.

Die sogenannte Green’sche Formel,

§ 10.

Bs seien U und V zwei Functionen der Coordinaten x, g, # cines be-
liebigen Punktes des Raumes w, in welchem die Functionen U und V sowie
ihre Ableitungen erster Ordnung stetig sind, und betrachten wir das Integral

oUoV oUoV oUoV
I=j(6;a+@5,j+abz>"“”

dasselbe hinerstreckt iiber den ganzen Raum o. Wir konnen die Formel

(2) des § 5
U y_w do =\ UF cosids —\ I b_U dw
oz ox

. oU .
anwenden, wenn wir U durch Py und F durch V ersetzen; beachten wir
iiberdies, dass, wenn man mit 9» das Element der nach aussen gerichteten
Normale an die Fliche ¢ und mit 0z, 9y, 9z die Projectionen dieses Ble-
mentes auf die Coordinatenachsen bezeichnet,

oz

cosl:a

ist, so ergiebt sich:
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ooV oU o oU
S‘ax a ((J) ——5]’856% (ZG 5‘V 6‘232_ (Z(I).

Wir erhalten zwei analoge Gleichungen, wenn wir 2z durch y und 2 er-
setzen; addieren wir diese drei Gleichungen, so haben wir:

(1) I=SV %—Zd: —yVAUdm.

Der Wert von I édndert sich nicht, wenn wir U und V vertauschen;

somit haben wir auch:
—5‘ d’—-SUAV(Z(u

Durch Gleichsetzung dieser beiden Werte von I erhalten wir:
©) S( UAV — VAT o =§(Ug— — V—a—U—)

Sind die Functionen U und V nur im Innern von ¢ bekannt oder sind
ihre Ableitungen auf dieser Fldche discontinuierlich, so muss man das
Normalenelement nach dem Innern hin zichen, und bezeichnet man dieses
Element mit 0r’, so muss man %;;:, %g durch ———%Z, —%g ersetzen;
denn on und 95° werden positiv genommen und 9V und oU dndern ihr
Zeichen, wenn man sie nach entgegengesetzter Richtung nimmt. Man hat
demnach die Formeln (1) und (2) durch die beiden folgenden zu ersetzen:

(3) I= ——S V. .-ds —X VAUdw

j(U-\V VAU do = _5 57; —y _)d

Die Formel (4) dient zur Bestimmung der Coefficienten der Reikhe,
welche die Abkithlung eines Kérpers giebt; sie ist daher in verschicdenen
Tillen von Fourier und Poisson angewandt worden, lange vor dem Kr-
scheinen der Abhandlung Green’s iiber die Theorie der Electricitit. In-
dessen wird diese Formel allgemein die Green'sche Gleichung genannt.

§ 11

Die Temperatur ¢ eines isotropen sich abkiihlenden Korpers geniigt
der Gleichung:

wo L eine Constante und ¢ die Zeit bedeutet; itberdies hat man, wenn man
die Temperatur des umgebenden Mittels gleich Null annimmt, die Bedingung:

ov
W—hv——o
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auf der Oberfliche s des Korpers, wobei 2 constant ist. Man setzt » in die
Form einer convergierenden Reihe

v= AU ™" 4+ A U™ o+ AU
wo Ay, 4;, ... unbestimmte Coefficienten und U,, U, ... Functionen sind,
welche im Innern des Korpers der Gleichung
6)) AU, = — ka*U,
und auf seiner Oberfliche der Gleichung
ou,
(6) Frok LU, =0
Geniige leisten. Sind U und U’ zwel von diesen Functionen, so hat man
der Formel (4) zufolge:
, olU’ oU
S(UAU’—— U'AU) do = —5<UW —u a_,f)‘l‘
und mit Anwendung der Gleichungen (5) und (6) geht diese Formel iiber in:
SUU "dow = 0.

Der Wert ' von » im Anfangspunkte der Zeit ist gegeben; man hat daher:
F=AU,+ 40U, + - +4,U,+ -

Multiplicieren wir mit Ugdw und integrieren dann iiber den ganzen
Korper, so erhalten wir zur Bestimmung des Coefficienten A4; die folgende
Gleichung:

A, S‘deu) = SF Udw®)

Mittlerer Wert der zu einer geschlossenen Fliiche normalen
Kraftcomponente.

§ 12,

Aus der Formel (2) des § 10 leitet man leicht den folgenden Satz von
Gauss her. '

Ist V das Potential von Massen, von denen die einen, deren
Gesamtmasse M ist, im Innern der geschlossencn Iliche o,
die andern ausserhalb dieser Fliche liegen, so hat man

4
.S’%}; do = — 4=,
wo sich die Integration iiber die ganze I'liiche o erstreckt.

*) Die Abhandlung von Green, welche die Formel (4) enthilt, crschien zu
Nottingham im Jahre 1828, doch wurde sic auf dem Continent erst 1850 dureh ihre
Veroffentlichung in Crelle’s Journal bekannt. Die Rechnung des § 11 findet sich
zweimal in ihrer ganzen Allgemcinheit dargestellt im 22. efte des Jowrnal de
P Feole DPolytechnique, 1833, S. 169 von Dulamel und S. 204 von Lamé.
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Setzen wir niimlich in der Formel (2) des erwihnten Paragraphen
U=1, so crhalten wir:

oV
AVdo :5 s ds.

Ist nun p die Dichtigkeit der Massen im Innern von o, so ist
AV = — 4xp,

eine Formel, die man sich angewandt denken kann anf alle Punkte des
Raumes o, wofern man nur p ausserhalb der Masse A als Null betrachtet.

Man hat daher:
S%)l; ds = — 41:Sp(lm = — 4=ndl

§ 13.

Wir wollen noch den Beweis entwickeln, den Gauss von diesem Satze
gegeben lhat.

Hiilfssatz. Verbinden wir ecinen festen Punkt O mit jedem
Elemente ds einer geschlossenen I'lichie durch einen Radius-
veetor » und bezeichnen wir mit 2 den Winkel, welchen dieser
Radiusvector mit der nach Innen gezogenen Normale von ds
bildet, so haben wir die Formel

gw ds = [ ?)ﬂ
r ] 2z,

wo das Integral sich iiber die ganze Fliche erstreckt, und zwar
je nachdem der Punkt innerhalb oder ausserhalb oder auf der
Fliche selbst liegt.

Wir nehmen zunichst den Punkt O im Innern der I'liche o
an. Wir denken uns cinen Kegel, welcher den Punkt O zur Spitze und
cine unendlich enge Oeffnung hat. Die Kegelfliche wird, an ihrer Spitze
festgehalten, die Fliche ¢ in einer ungeraden Anzahl von Elementen ds',
ds”, ... treffen; es secien o/, «'', ... dic Werte, welche der Winkel « an
diesen Elementen annimmt, und ¢/, ¢, ... die Entfernungen dieser Elemente.
Bezeichnet man ferner mit dg das Element der Kugelfliche mit dem Radius 1
und dem Mittelpunkt in O, welches von dicsem Kegel ausgeschnitten wird,
so hat man:

e

ds’ cos v’ = 1"2dw, ds”’ cosu’ = — 1’26, ds"' cos ' ="y, ...,

da die Cosinus von ', 2", u . abwechselnd positiv und negativ sind.
Hieraus ergiebt sich, wenn man diese Gleichungen dureh 22 5’2 ... dividiert
und dann addiert:

"t
?

ds'cosn’  ds"cosu’ N
7 -+ - —‘—‘—f"":dm,

) IE)
Mathicu, Potentialtheorie. 2
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und wenn man diesen Ausdruck in Bezug auf alle Kegel mit unendlich
kleiner Oeffuung, deren Spitze in O liegt, integriert, so hat man:

Ls'cosn s — dn.

Ferner nehmen wir an, derPunkt O lige ausserhalb . Wird
ein Kegel mit unendlich kleiner Oeffnung, dessen Spitze in O liegh, nach
der Oberfliche o gelegt, so wird er dieselbe in ciner geraden Anzahl von
Elementen treffen, und man hat, wenn man die vorigen Bezeichnungen
beibehilt:

ds'cost’ = — ' 3dw, dd'cosu”’ =1»"2dw,

und hieraus folgt:
Io' cosw’ | ds'"cosu’’
=+ =0,

) 7_1/2

Bildet man die Summe aller analogen Gleichungen, so erhiilt man:

SC—"fﬁ ds = 0.

In dem Falle endlich, wo der Punkt O aunf der I'liche ¢ liegt,
legen wir die Tangentialebene an die Fliche im Punkte O. Diese Ebene
teilt eine unendlich kleine Kugel, deren Mittelpunkt in O liegt, in zwei
Halbkugeln, von denen die eine auf der Seite des von o umschlossenen
Raumes, die andere auf der entgegengesetzten Seite liegt. Fiir die erstere
Seite kann der Punkt O als ein innerer, fiir diec zweite als ein jiusserer be-
trachtet werden. Somit ist das Integral

S sty

gleich 2= fiir die Elemente ds, welche auf der ersten Seite liegen, und gleich
0 fiir die andern Elemente; mithin ist dieses Integral, hinerstreckt iiber die
ganze Oberfliche gleich 2=

§ 14
Wir kehren nun zu dem Satze des § 12 zuriick. Ist » die Entfernung
zwischen dem Elemente ds und einem Elemente dAI der innern Masse L
oder einem Element d1/" der dusseren Masse, so hat man:

S(———UM?COS “ de = 4=dll,

5 A’ cosu

—ds=0.
o

Bilden wir die Summe aller dieser Gleichungen, indem wir alle
Elemente d2f und d1[’ nehmen, so haben wir:

j‘l’j@ﬂ an -;_5 gws “ A= 4= 1.
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fuar, foar
r Va

-
ov_ g’cos S sﬂﬂ”%"_ ar,

on 7

Man hat aber:
v

I

Il

mithin ergiebt sich die Formel:

oV
j—a—n-dc = — 4zl

Bedingungen, fiir welche sich eine Function von =, 3, z auf

das Potential einer continuierlichen Masse reduciert.

§ 15,

Wir nehmen an, dass eine Function ¥V von =z, y, # den folgenden
Bedingungen geniige:

1. V und seine ersten Ableitungen nach z,y,2 sind iiberall
stetig.

2. Die Grenze von

Vet + y° +
ist eine endliche und bestimmte Constante, wenn der Punkt

(z, ¥, 2) sich ins Unendliche entfernt.
3. Mit Ausnahme gewisser Flichen hat man iiberall:

AV = — 4=p,

wo p cine I'unction von z, y, z ist, welche gegebene endliche
Werte in cinem endlichen Raume hatund welche Nullist ausser-
halb dieses Raumes.

Ich behaupte, dass ¥V das Potential ciner Masse ist, deren
Dichtigkeit in allen Punkten des Raumes p ist. Dieses Potential
geuiigt, wie wir (§ 9) gesehen haben, diesen Bedingungen; es handelt sich
also darum zu beweisen, dass es keine zweite Iunction 17 giebt, welche
ihnen cbenfalls geniigt. Setzen wir:

w=V-1,
so geniigt dic Function « der ersten und der zweiten Bedingnng und da
(a) AV = —4zp, AV'=—dmp
ist, so wird die dritte Bedingung ersetzt durch
Au=0,

und diese gilt iiberall, dicjenigen Flichen ausgenommen, auf denen die
Gleichungen (a) nicht alle beide statifinden.

2*
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In der oben (§ 10) gefundenen Gleichung

oUoV oU oV olU?oV oU
5(‘65% Yoy oy T aw L =,§ Vow & —SV“ Udeo

setzen wir U= V=wu; dann erhalten wir:

A on\? D \? o .
) j«%) + (@) +(5) >dm ———ju o .

Wir legen eine Kugelfliche, welche ihren Mittelpunkt im Anfangspunkte
der Coordinaten hat und deren Radius & sehr gross ist, so dass sie alle
Flichen, auf denen Ax nicht Null ist, einschliesst. In gleichem Abstande
von jeder Ausnahmefliche s legen wir zwei parallele und sehr nahe gelegene
Flichen z=. Von dem in der Kugelfliiche eingeschlossenen Volumen unter-
driicken wir die sehr kleinen Teile, welche zwischen jedem Paare von
Tlichen t enthalten sind, und wenden auf den {iibrigbleibenden Teil die
Formel (A) an.

Das Integral der rechten Seite angewandt auf zwei parallele Flichen =
giebt in der Grenze Werte, die gleich aber von entgegengesectztem Vorzeichen
sind. Man hat daher nur noch zu untersuchen, was aus diesem Integral
wird fiir die Oberfliche der Kugel. Nun hat man, wenn dw das Oberfliichen-
element der Kugel mit dem Radius 1 ist:

0
Sb% wds = R25‘H %IE (ll?),

und infolge der zweiten DBedingung kaun man, wenn [ sehr gross ist,

setzen:
A ou 4

R orT T w®

wo A cine endliche Constante ist. Dieses Integral wird daher:

A? AT
— —S(Ia,=——»-~ :

U=

i1 >

und es ist somit Null, wenn R unendlich gross ist,
Somit geht die Gleichung (A) iber in:

/rouN? ow\? oy
5 (5) +(5) + (&) Jaw =0
und man hat daher:
Bu_ o En_ o u_
ox~ " oy ' 0z
in allen Punkten und auch auf den Flichen s, da die Ableitungen von «
stetig sein sollen. Demnach reduciert sich = auf eine Constante und diese
Constante ist Null, da ¢« im Unendlichen Null sein soll. Polglich ist
T'="T.

0
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Das Dirichlet’'sche Prinzip.
§ 16.

Wir wollen jetzt den folgenden Satz bheweisen:

Iis existiert stets ineinem gegebenen Raume w eine Funection
vvou x, y 2z und nur cine einzige, welche nebst ihren Ab-
leitungen erster Ordnung endlich und stetig ist, die ferner im
Innern dieses Raumes der Gleichung

Av=

genilgt und die in jedem Punkte der den Raum o begrenzenden
Fliche einen gegebenen Wert besituzt.

Es giebt offenbar unendlich viele Funectionen «, welche den vorstehenden
Stetigkeitsbedingungen geniigen und die iiberdies auf der Iliiche den
vorgeschricbenen Wert besitzen. Unter allen diesen Funectionen suchen wir

diejenige, welche das Integral
ow\?
-+ <—a?) (le),

0 a=flEHEy

dasselbe hinerstreckt iiber den ganzen Raum w, zu einem Minimum macht.
Bezeichnen wir mit « die Function u, welche € zu einem Minimum macht,
so kouunen wir irgend eine andere der FFunctionen w darstellen durch

2 w =10+ hw,
wo % cine willkiirliche Constante und v eine Funktion ist, welche denselben
Stetigkeitsbedingungen wic ¢ geniigt und die auf der das Volumen w be-
grenzenden Oberfliche o verschwindet., Substituieren wir den Ausdruck (2)
in die Formel (1) und bezeichnen wir mit €' den kleinsten Wert von €,
so erhalten wir:

3) Q=420 + h*N?,
wenn wir setzen:
ov 610 ovow 00 ow
M= 5 oy oy T o Jao

N= 5 Zf aw) + (%f) "> dw.

Nach der Voraussetzung ist Q' der kleinste Wert von £, mithin ist 2
wufolge (3) gleich Null, denn wirc dies nicht der IFFall, so kinntc man 7%
sehr klein nchmen und iiber sein Vorzeichen derart verfiigen, dass RJI
negativ wiirde und &' nicht der kleinste Wert von @ wiire.

Dic Grosse 2 ist Null auf der Fliche o; mithin kann man nach § 10 2
auf die folgende IForm bringen:

N=— vaAvdm.
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Nun ist aber w eine willkiirliche Function und da A/ Null sein soll, welches
auch 2 sein moge, so ist klar, dass alle Elemente des Integrals Null sind
und dass man im ganzen Raume o

Av=0
hat.*)

Somit existiert stets eine Fumnction e, welche dem Ausspruche des
Satzes geniigt; es bleibt noch zu beweisen, dass es nur eine einzige solche
gicbt.

Wenn eine der Functionen « der Gleichung Aw = 0 geniigt, so macht
sie offenbar das Integral @ zu einem Minimum; wir brauchen also nur zu
beweisen, dass @ nur ¢in Minimum hat. Nehmen wir an, dass man ausser
der Losung «=» noch die Liosung « =+ w habe, welche @ zu einem
Minimum macht, so haben wir nach der Formel (3), in welcher I gleich
Null ist:

Q=+ N2
und indem wir in dieser Formel 7t =1 setzen, erhalten wir fiir das zweite
Minimum
Q-+ N2,
welches kleiner sein miisste als der vorhergehende Ausdruck, wie klein auch
I sein moge, was absurd ist.

Mithin giebt es nur eine Function w, welche & zu einem Minimum

macht, und damit ist der Satz bewiesen.

Potential einer sphiirischen Schicht.

17.

Um die folgende Aufgabe zu behandeln, suchen wir das Potential
ciner homogenen sphdrischen Schicht von constanter und unendlich
geringer Dicke.

Das Potential ¥V hingt nur von der Entfernung X des Punktes (z, ¥, 2),
fiir welcheu man das Potential sucht, ven dem Mittelpunkte der Kugel ab

und demzufolge hat man:
a2V 24V

TR
und wenn man diesen Ausdruck gleich Null setzt und sodann integriert,
so erhilt man:

AV =

C .~
AV:E-FC,

wo C und € zwei willkiirliche Constanten sind.

*) Man konnte cinwerfen, dass dieser Beweis nicht beweist, dass dv in Punkten,
Linien oder Flichen, welche in dem Raume w liegen, nicht von Null verschieden
ist.  Man wird aber im zweiten Kapitel schen, dass die Ableitungen aller Ordnungen
von v stetig sind und dass somit Av in keinem Punkte von O verschieden sein kanu.
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Liegt der Punkt z, 4, ¢ im Innern des Hohlraumes, so hat man, da
V fiir R=0 nicht unendlich werden kann, ¢'=0; mithin reduciert sich
V auf die Costante C’ und, wenn man den Punkt @, y, 2 in den Mittel-
punkt verlegt, so findet man:
V = 4ndm,

wo A der Radius der Kugelfliche und #m: die Masse fiir dic Einheit der
Fliche ist.

Liegt der Punkt z, g, 2 ausserbalb, so ist V gleich Null fir R= =,
mithin ist ¢’ = 0. Die Grenze von RV ist gleich der Masse; man hat also:

dnd2m
V= —5

Mittlerer Wert des Potentials auf der Oberfiiiche einer
Kugel und extreme Werte, welche dasselbe in einem Raume
ausserhalb der Massen annimmt.

§ 18.

Wir betrachten Massen, die wir uns auf Punkte reduciert denken
konnen, und beschreiben cine Kugelfliche, welche einen Teil dieser Massen,
dic wir allgemein mit 2 bezeichuen wollen, einschliesst und die andern,
die wir #' nennen wollen, ausschliesst. Dann erhalten wir als ihr Potential:

wm

V=2

a1’
—FZ %,
wo » und ¢ die Entfernungen der Massen a und ' vom Punkte P sind,
fiir welchen wir das Potential betrachiten. Lassen wir den Punkt P auf
die Oberfliche o der Kugel riticken, multiplicieren diese Gleichung mit dem

Element d¢ und integrieren iiber die ganze Ausdehnung dieser Oberfliiche,

so crhalten wir:
ds ds
Sl’rda _— Enlj? —+ E?)la’ S’", .

(ds stellt das Potential der TFliche ¢ in Bezug auf den Punkt m, C%G

dieses Potential in Bezug auf den Punkt ' dar. DBezeichnet man also
wmit r, die Entfernung von ' vom Mittelpunkt der Kugel, so hat man, dem
vorigen Paragraphen zufolge, wenn A der Radius dieser Kugel ist:

1

m
Vds = 4z 43m + 4w423 ol
0
!

Nun bedcutet .‘..ﬁ dass Potential U der Massen @' in Bezug auf den

Mittelpunkt der Kﬁgel. Mithin hat man schliesslich:
5 Vds = dndZm + 4nA20,

eine Formel, die Gauss gegeben hat und die offenbar auch gilt, wenn man
continuierliche Massen nimmnt.
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§ 19.

Aus diesem Satze folgert man leicht mehrere andere.

Satz. Es sei K cin Raum, fiir welchen man das Potential
von Massen betrachtet, die simtlich aysscrhalb desselben
liegen. Ist dieses Potential in einem noch so kleinen Teile von
L constant, so ist es im ganzeu Raume & constant.

Denn man nehme an, dass das Potential in einem Teile ¢ des Raumes
I einen constanten Wert ¢ habe, und dass in cinem Teile II desselben
Raumes, welcher ¢+ benachbart ist, ¥ > g sei. Denkt man sich eine Kugel,
deren Mittelpunkt in ¢ und deren Oberfliche teilweise in (, teilweise in
H liegt, so erhilt man mit Anwendung des vorhergehenden Satzes:

() §V(17 =dnd%

oder .
(L) S(V—g)d::(),

cine Gleichung, die unmoglich ist, da 1"— g auf einem Teile von s gleich
Null und auf dem andern positiv ist.

Mithin kann V nicht grosser als g sein; cbenso sicht man, dass es
auch nicht kleiner sein kann,

§ 20.
Satz. Ausserhalb der Massen kann das Potential weder ein
Maximum noch ein Minimum sein.
Dieser Satz wird wie der vorhergehende bewiesen. Ist das Potential
z. B. ein Maximum in einem Punkte O, der ausserhalb der Massen liegt,
so beschreiben wir um O als Mittelpunkt eine Kugel mit sehr kleinem
Radius. Bezeichnet man diesen grissten Wert mit g, so erhiilt man die
Gleichung (a) oder dic Gleichung (b), was unméglich ist, da V. auf der
ganzen Oberfliche o kleiner als g ist.

§ 2.

Satz. Liegen Massen ausserhalb einer Dbeliebigen ge-
schlossenen I'liche ¢, so hat ihr Potential im Innern von s zu
extremen Werten die extremen Werte, welche es auf ¢ annimmt.

Denn da dem vorigen Satze zufolge das Potential in einem Punkte des
Raumes innerhalb s weder ein Maximum noch ein Minimum sein kann, so
ist klar, dass sein grosster und sein kleinster Wert auf o liegen werden.

Zusatz I. Wenn das Potential von dusseren Massen auf der
Fliache o constant ist, so ist es auch in allen Punkten inner-
halb ¢ constant.

Zusatz II. Wenn die Potentiale ¥V und V' zweier Massen-
systeme, welche ausserhalb der geschlossenen Fliche o licgen,
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auf o denselben Wert laben, so werden ihre Werte dieselben
scin in allen Punkten innerhalb o

Denn V—V" ist ein Potential, welches Null ist auf s und das infolge
dessen Null ist in allen Punkten innerhalb o.

Ubrigens ist dieser Zusatz im Dirichlet’schen Prinzip enthalten,

§ 22.

Satz. Liegen Masscn innerhalb der geschlossenen Fliche o,
so wird ihr Potential ausserhalb dieser Fliche zu seinen beiden
extremen Werten zwei der folgenden drei Gréssen haben, nim-
lich 0 und die beiden extremen Werte, welche es auf s annimmt.

Denn da das Potential in keinem Punkte des Raumes ausserhalb s ein
Maximum oder ein Minimum sein kann, so kéunen sich der grosste und der
kleinste Wert dieses Potentials nur auf der Grenze dieses Raumes vorfinden,
d. . nur auf ¢ oder im Unendlichen, wo es gleich Null ist.

Zusatz. Iat das Potential auf s e¢inen constanten Wert, so
wird es ausserhalb s zwischen dicsem constanten Werte und Null
enthalten sein. Sind alle Massen positiv, so ist das Potential
stets positiv und ausserhalb ¢ ist scin kleinster Wert Null und
sein grisster Wert findet statt in einem Punkte auf o.

§ 23.

Die Grenzen des #usseren Potentials kounen gleiclfalls genauer an-
gegeben werden, wenn die Summe der Massen innerhalb s gleich Null ist.

Satz. Wenn Massen eine Summe gleich Null haben und im.
Tunern einer IFliche ¢ sich befinden, so wird ihr Potential
ausserhalb o zu extremen Werten die extremen Werte haben,
welche es auf o annimmt.

Man braucht offenbar nur zu beweisen, dass Null kein extremer Wert
ist oder dass das Potential ausserhalb & positive und negative Werte besitat.

Wenn V nicht iiberall ausserbalb ¢ gleich Null ist, so kann es auch
nicht, wie wir (§ 19) geschen haben, in einem ganzen Teile dieses Raumes
Null sein. Es sci also B ein sehir entfernter Punkt, in welchem ¥ mnicht
Null, sondern z B. positiv ist. Wir denken uns eine Kugel, deren Mittel-
punkt im Innern von ¢ liegt, und deren Oberfliche durch den Punkt B
geht und o vollstindig umschliesst. Ist s die Obertliche dieser Kugel, so
erhilt man mit Anwendung des Gauss’schen Satzes:

jl'ds = {xA3n.

Nun ist aber nach Voraussetzung m = 0; mithin ist dieses Integral Null,
folglich ist V in gewissen Punkten der sphiirischen Fliche s negativ und
damit ist der Satz bewiesen.
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Satz. Wenn Massen, welche im Innern der Fliche s liegen,
cine Summe gleich Null haben, und wenn ihr Potential auf
der I'liche o cinen counstanten Wert besitzt, so ist diecse Con-
stante Null und das Potential ist gleich Null im ganzen iiusseren
Raume.

Denn wir haben soeben gesehen, dass das iussere Potential seine
beiden idussersten Werte, von denen der ecine positiv, der andere negativ
ist, wofern es nicht iiberall ausserhalb s gleich Null ist, auf s hat. Mithin
ist V gleich Nuli auf ¢ und ausserhalb o.

Somit heben sich die Krifte, welche von den Massen ausgehen, im
ganzen iusseren Raume auf.

Encrgie cines Massensystems.
§ 24
Wir nehmen zuniichst cin System von Massen my, ma, iy, ...
an, welche in Punkten concentriert sind; wir bezeichnen mit », |
dic Entfernung zwischen zweien von diesen Massen s, e, und bilden die

Sumie
mam,

(1) W==—
7:‘,3
iiber alle Producte je zweier Massen.

Wenn diese Massen sich gegenseitig im umgekehrten Verhiiltnis des
Quadrats der Entfernungen anziehen, so ist die unendlich kleine Arbeit,
welehe durch die Verriickung der Massen des Systems geleistet wird:

M
dW = —2% o dry o
s
und wenn wir mit 1 den Anfangswert von TV bezeichnen, so wird die
seit dem Anfangspunkte der Zeit geleistete Arbeit 1V — 117 sein. Denkt
man sich, dass die materietlen Punkte s, m,. ... anfinglich um unendlich
grosse Abstiinde von cinander entfernt sind, und dass sie in den gegen-
wirtigen Zustand des Systems gelangt seien, so wird 11, gleich Null und
dic geleistete Arbeit gleich 1V sein. Man nennt I das Potential des
Systems der Massen a; auf sich selbst oder auch dic Energie des Systems.
Den Ausdruck (1) kann man auch schreibeu:
W= l, Sm X :fi =% Im Vi
< s Ti,s
dabei bezcichnet V; das Potential siimtlicher Massen, mit Ausnahme von
my, inmy, ferner bezieht sich das erste Summenzeichen auf den Index s,

. . 1
das zweite auf den Index 7. und der Factor )

Jede Combination zweier Massen nur einmal zu nehmen.

ist hinzugesetzt worden, um
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Wenn wir an Stelle von zerstreuten Punkten cine oder meh-
rere contiuierliche Massen haben, so bezeichnen wir mit dw und
do' irgend zwei Elemente des Volumens dieses Systems, mit r ihre Ent-
fernung und mit p und p’ die Werte der Dichtigkeit in dw und dw’. DPann
erhalten wir

1 "dw’ 1
2) W= §5pdw§PT = 25 Vodw

fiir dic Lnergie des Systems.

§ 25.
Wir untersuchen sodann zwei Massensysteme, Wir setzen
cbenfalls zunichst voraus, dass diese Massen sich auf materielle

Punkte reducieren, welche mey, iy, my,. .. fiir das erste System und ',
my'y myg'y ... fiir das zweite System sein mogen. Bezeichnen wir respective
mit ¥V und V' die Potentiale dicser beiden Systeme, mit V,, V., . . . die
Werte von ¥ in den zweiten Punkten, mit V", V', V,',... dic Werte
von V' in den ersten Punkten, so haben wir:
my VoV e =m V- Ty 4+ o
oder
3 InmV'=ZIw'V.
Denn man sicht unmittelbar, dass jede der beiden Sciten die Summe
i mny
W,=2 =

darstellt, wo » die Entfernung zwischen 2 und ' ist und dic Summation
sich auf alle Combinationen einer Masse m des ersten Systems mit einer
Masse m' des zweiten Systems erstreckt,

Nehmen wir z. B. an, dass die Massen m’' fest seien und dic Massen m
im umgekehrten Verhiiltnis des Quadrats der Entfernung anziehen, dann
muss bei einer unendlich kleinen Verriickung der Massen a die vorher
betrachtete Arbeit d1 um d1W, vermehrt werden; die von den Massen m
geleistete elementare Arbeit wird demnach sein:

d(W + W)

Wenn diec Massen eines jeden Systems, anstatt in Punkten
zersireut zu sein, continuierliche Massen bilden, so bezeichnen wir
mit p die Dichtigkeit jedes Volumen-Elementes dw des ersten Systems und
mit o' die Dichtigkeit jedes Volumenelementes dw’ des zweiten Systems.
Wir erhalten dann an Stelle der Formel (3) die folgende:

4) W= \Vpdo :——SVP'(ZU)'.

W, heisst das Potential des einen der Massensysteme auf das
andere. Wenn wir die heiden Massensysteme zu einem einzigen vereinigen
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und mit T’ dic Energic des zweiten Systems Lezeichnen, so erhalten wir
offenbar als die Lnergic des gesamten Systems:

W+ W+ W,

§ 26.
Wir wollen nun die Ausdriicke (2) und (4) von 1V und W, trans-
formieren. Man hat in der ganzen Masse, deren Volumen o ist:

AV =—dzp;

cntnchmen wir p aus dieser Gleichung und setzen seinen Wert in den Aus-
druck (2) cin, so erhalten wir:

W=-— S%S‘I'A"dm.

Da aber AT dberall ausserhalb des Raumes o gleich Null ist, so
konnen wir das Integral itber den ganzen Raum erstrecken, da man nur
verschwindende Llemente hinzufiigt. Wir bezeichnen mit dr das Ilement
des Volumens, welches in ciner mit cinem schr grossen Radius I um cinen
Punkt des Volumens w als Mittelpunkt beschricbenen Kugel enthalten ist,
und wenden die llormel des § 10

. . “oUol’ auav oUbV
(9) SU.\‘([ = —5 o5 or + En 5./ 0 0.4 dz +S —(13
an, indem wir darin U=V setzen. Das letste Glied, \\elches sich auf die

ganze Oberfliche der Kugel erstreckt, ist von der Ordnung -], und  ver-
schwindet in der Grenze fir B= =. Man hat daher:

=g |G+ G+ G ]

wo sich das Integral iiber den ganzen Rawn erstreckt.
Ebeuso kann man TV, {ransformieren. Lrsetzt man p in der Formel (4)
durch scinen Wert, so erhiilt maun:

W, =— —-Yl”Al dw,

und da AV ausserhald o gleich Null ist, so kann man das lutegral auf
den ganzen Raum erstrecken.  Wenden wir die Formel (H) auf das in der-
sclben Kugel enthaltene Volumen an und bemerken wir, dass das letzte
Glied cbenfalls Null ist, so haben wir:

1 (/oVol' oVoV aoVoV
"’1=E§('a? o Yoy o a6 )
wo sich das Integral auf alle Elemente d< des unendlichen Raumes erstreckt.



Zweites Iapitel.

Potential von Massenschichten, welche auf
Flachen abgelagert sind.

—_—————————

Wir denken uns, dass eine Fliche bedeckt sei mit einer ansserordent-
lich diinnen und #usserst dichten Schicht Materie. In den Anwendungen auf
die Physik braucht man gewdhnlich auf die Dicke derselben keine Riicksicht
zu nehmen, sondern nur dic Menge der Masse zu betrachten, welche jedes
Flichenelement bedeckt. Bezeichnet man mit D die Dichtigkeit der Masse
der Schicht und mit e ihre sehr geringe Dicke iiber dem Element de der
[liche und setzt man Dez=p, so wird pds die auf ds abgelagerte Stoff-
menge sein, und da man im Allgemeinen weder D noch e, sondern nur ihr
Product p, welches man als endlich ansicht, betrachtet, so nennt man diese
letztere Grisse die Dichtigkeit der Schicht.

Gauss zuerst und nach ihm dic meisten Geometer haben die Anzichung
der Schichten untersucht, indem sie ohne Weiteres voraussetzten, dass ihre
Dicke gleich Null oder die Dichtigkeit der Materie im gewdhnlichen
Sinne des Wortes unendlich gross sei. Diese Fiction konnte nur so lange
irgend welchen Nutzen haben, als sie irgend welche Vereinfachung
herbeifithren wiirde. Nun wird aber im Gegenteil, wenn man die Sache in
dieser Weise angreift, der strenge und dircete Beweis des einleitenden
Satzes iiber die Dichtigkeit einer Schicht sehr schwierig. Ueberdies wird
man bei diesem Ausgangspunkte in der Iolge genitigt, bei den De-
weisen der Sitze einen Unterschied zu machen zwischen den Massen, welche
cin Volumen ausfiillen, und den Massen, welehe auf Flichen verteilt
sind, obwohl sie dieselbe Rolle spielen, was eine unangenehme Complication
ist. Da ferner in Wirklichkeit diese Schichten, wie diinn man sie auch
annehmen mige, doch eine Dicke haben, so ist diese Art der Auscinander-
setzung gewiss nichit mehr streng, sobald man von den erhaltenen Formeln
Anwendungen machen will.  Aus diesem Grunde nehmen wir zuniichst die
Dicke der Schichten ausscrordentlich gering, aber nicht gleich Null an.



30 II. Kap, §§ 1 u. 2.

Iis ist ferner wichtig zu Demerken, dass man von dem Falle, wo die
Dicke € sehr klein ist, unmittelbar zu dem idealen TFalle, wo sic Null ist,
iibergehen kann, dass es dagegen nicht moglich ist, aus dem Falle, wo ¢
gleich Null ist, alle Resultate abzuleiten, dic man erhilt, wenn e sehr
klein ist.

Formel, welche die Dichtigkeit einer Schicht giebt.

§ 1.

Es ist leicht, durch ein Beispicl zu verificieren, dass die Ableitung des
Potentials einer Schicht, genommen nach der Normale, sich sprungweise
indern muss, wenn der Punkt P, fir welchen man dieses Potential be-
trachtet, die Schicht durchschreitet. Betrachtet man niimlich eine splhiirische
Schicht, deren Dichtigkeit constant und gleich p ist, so hat man fiir ihr
Potential im Innern und ausserhalb (Kap. I, § 17):

4= RR?
Vi=4d=Rp, V,= —7f— 0,

wo I} der Radius der Kugel und 7 die Entfernung des Panktes P von
ihrem DMittelpunkte ist. ¥; und V, sind gleich fir =R Wir haben
sodann:

oV, oV, 4nR?

i Ty

Nehmen wir an, dass die Dicke der Schicht € sei und den Radien B—e
und R entspreche, so haben wir somit auf beiden Seiten der Schicht:

D=0 fix r=R e
o7, o
—57-———‘—4..9 fiir r = R;

somit unterscheiden sich diese beiden Ableitungen um — 4zp. Offenbar
vernachlissigen wir cine in Bezug auf die Grosse 4mp uunendlich kleine
Grisse.

§ 2

Wir nchmen jelzt die Frage in ihrer ganzen Allgemeinheit.

Es sei BACF cine materielle Schicht. Wir ziehen die Normale 4x an
die #ussere Fliclhe und bezeichnen die sehir geringe Dicke Aa mite. Wir zer-
legen die Schicht in zwei Teile, von denen der eine die A« sehr nahe
liegenden Punkte, der andere die ibrigen Teile der Schicht enthiilt.
Nehmen wir an, dass ein Puunkt P sich auf Az von A nach « bewege, so
wird sich die Anziehung des zweiten Teiles der Schicht auf den Punkt P
nicht in merklicher Weise indern, da der Punkt P fiir sie ecin iinsserer ist,
dagegen wird sich dic Anzichung des ersten Teiles auf P in merklicher
Weise indern, wic wir jetzt beweisen wollen,
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Wir wollen die Teilung der Schicht in zwei Teile mittelst einer
Ibene BC bewerkstelligen, welche die innere I'liiche in e beriihrt; es ent-
steht dadurch ein Segment BAC, dessen Anziehung auf den Punkt P
gesucht werden soll.

Wir legen den Coordinatenanfangspunkt in den Punkt A (PFig. 1),

Fig. 1.

so dass AP=zx ist; irgend ein Punkt des Segmentes wird zu Coordinaten
@, b, ¢ haben, und wenn wir mit 8 das Potential des Segmentes bezeichnen,
so wird seine Anzichung in der Richtung Az sein:

a_i_;__ a—zx
or 73

dw,

wenn das Integral auf das ganze Volumen BAC erstreckt wird.
Nehmen wir statt ¥ und 2 Polarcoordinaten « und i), so haben wir:

N %

dw = ududdda

@) ?)515 X‘qud( S' D-((t — &) udu =

Y+ (¢« — )

wo 2, die Ordinate sJI ist. Ist R der Kriimmungsradius des Normal-
schnittes BAC in A4, so hat man:

1,2 = 2Ra,

und wenn man annimmt, dass die Achsen der y und z nach den Haupt-
schnitten gerichtet seien, so iindert sich 2 mit # nach der Gleichung:

1 cos2ft  sin®f

TR A T

wo I’ und R’ die Hauptkriimmungsradien sind.
Betrachten wir zuniichst die Dichtigkeit D als constant, so haben wir:
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wdie - — 1 + R
37 Y 2Ra + (a — 2)* (a = z)?
etV 1 Vl
= -
V2Ra + (@ —a) & —a’
wo das Zeichen + und — zu nehmen ist devart, dass das letzte Glied

positiv wird, d. h. je nachdem man ¢ <<z oder « > z hat. Demzufolge
. o8B . .
zerlegen wir —=—- in die folgenden Teile:
ox
2% T u,

o8 _ ,)5 a | ao | ez Dudn_

ox
o0 O [ + (a0 — 2)?) 2

2r € U,
+D j'(m do | =D

3

[0) @ ()' [“2+ ({l'— x):_)]‘l
und erhalten dann:

” (r( — &) udu g (e —x)da e A
( ==\ e - — g ==
B 3 l/Z]la + (e« — 1)
o0 [n + (v — a)”j
3 €
" " (a— 2)udu { (a—a) da + D
A\ ——— = ——=—te—ax=0.
. —; ]/Hm + (0 —2)?
Ok (o — )]

TFerner hat man:

R4-a—u
3

1 2Ra+(a—ax)* 1 [2Ra+(a — x)? ]2

T2 e Y (Wira=a)

Daraus folgt:

(@ — 2)da a—z ,
— Rlog(R+a— 5 ]/21) — 2)?
Y2Ra+ (i—a) 1 Dt ra—a V2t (=)

3

R 2Rat (@—a) R (20 + (0 — )
2 (1L+(l—’1/)2 3 (R4 a—a) e

und wenn man die Grissen von der Ordnung €2, mithin die Glieder in e,
ex und 22 vernachliissigt, so hat man:
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(v —a)du R—z+c — e — 3
—cmmetr—— = — Rlog - 5 = 4e4 P ———
O-S"/Zlm—{—(a—x)‘ " R—ua Ve YR
l/£ (e—3z) 1
o 3 ]/1)3.
Hieraus erhillt man: .
]/'29 (e—32) 1
A+B=¢e— 22— ——nr -
3 Vi
und
O ¢
Pt DS(A -+ B) di} =
(4) 0 OD . iD. /22 (e —32) (" ‘/ cos?  sinZ
=2xD (e — ) — 3 7wt 7 — di.

0

Ist R’ der grosste der beiden Hauptkriimmungsradien und setzen wir
o] o

7 rR
©JeosTd sinZi} 1 ( R—R"
K=5 l/_jf'— + T —d) = l/?f"j 1/1 — =y cos? 28 a,
0 U

so erhalten wir:

9 ADV2 3
<0§B> =2z De — —L e’ K
o r=0 o
GO sDyz &
(b.fl—a—/_z-a — 2%De -+ - 3 g Il.
§ 3.

Wir wollen jetzt voraussetzen, dass der Punkt P, austatt zwischen A
und a zu liegen, auf der Verlingerung von Az sich befinde, so dass 2
negativ ist; jedoeh nehmen wir & von der Ordnung ¢ an. Verfolgen wir

dieselbe Lechnung wie vorher, so erhalten wir:
%,
wdu _ —1 1
3 T N3 (e  a—2
= Y2la + («—2x)? a2
C L @ — )

g dal (e —2udn

_ gs (¢ — a)dn
0 [ 4 (@ — m)“]-g‘ )y !
]/?s (e — 3x) »l»

—ETTT l/‘H

o

Mathieu, Potentialtheorie.
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Man erhillt daher an Stelle der Formel (A) die folgende:

Y 3
oB 4D y2 +
= 9 De— —— ¢ 2
Pl De 3 e * KK,
d. h. dieselbe, wie fiir £ =0, wenn wir cbenfalls die Grissen von der
Ordnung von Dz=? vernachlissigen.

§ 4.

Legen wir eine Ebene DFE parallel zur Tangentialebene BC fiir die
Abscisse x =¢+¢', indem wir ¢ von derselben Ordnung wie ¢ nchmen
und suchen wir die Anziehung des Segmentes DB’aC’E4 auf den zwischen
A nnd « gelegenen Punkt P. Es reicht aus, die Differenz zu bilden
zwischen den Anziehungen der Segmente DAE, B'aC’ mit ebenen Grund-
flichen, wenn man annimmt, dass sie mit derselben Materie erfiillt seien.
Die Werte von a—%z fiir diese beiden Segmente sind respective:

4D Y2
2zD (e +¢' — 22) —- 3 K(e+ ¢ — 3x) ]/e + &

2rDe' — —— I’ Ve
mithin ist die Differenz:
Dy2 S —
3l/ K[(a—{—s'-—&v) l/s + e —¢ ]/s’_] .

Dies ist die Componente der Attraction des Segmentes DI'aC'EA nach Az.
Bildet man die Differenz dieser Krifte fiir die Punkte A und a, so
erhilt man:

4
92D (e — %) —

4wDe—4D Y2 Keyfe+¢' .
Setzt man in dieser Formel € =0, so erhiilt man fiir die Differenz
der Attractionscomponente des Segmentes BAC in den Punkten . und a:

3

47Dz — 4Dy/2 ke,

§ 5.

Im Vorhergehenden ist vorausgesetzt worden, dass dic beiden Haupt-
kriimmungsradien nach dem Innern der Hohlung der Schicht gerichtet sind.
Sind sie alle beide nach aussen gerichtet, so sieht man ohne Weiteres,
dass man nur das Vorzeichen von I in den Formeln, welche diese Grisse
enthalten, zu indern hat.
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Wenn die beiden Hauptkrimmungsradien im Punkte ¢ der inneren
Fliche von entgegengesetztem Sinne sind, so miissen wir fiir das Segment
BAC, welches wir betrachtet haben, einen Teil der Schicht substituieren,
den wir auf folgende Art erhalten. In der Tangentenebene in « ziehen wir
die Asymptoten der indicatorischen Linie, welche die Ebene in zwei Teile
T und 7 teilen und welche die innere Fliche in zwei entsprechende Teile
zerlegen werden, von denen der eine seine Kriimmung nach innen, der
andere nach aussen gerichtet hat. Wir betrachten das Segment I der
Schicht, welches 7 zur Grundfliche hat und von der #usseren Iliche
begrenzt wird; wir betrachten ebenso das Segment X’ der Schicht, welches
zwischen der Tangentialebene in A und der inneren Fliche enthalten und
dessen Grundfliche gleich 7" ist. Das von Z und E' gebildete Segment
ist derjenige Teil der Schicht, den wir fiir das Segment BAC substituieren
und dessen Anziehung auf den Punkt P wir suchen wollen. Alsdann bleiben
die Rechnungen des § 2 ganz und gar anwendbar.

Allgemein, bezeichnen wir mit R” den kleinsten der beiden Klummunga-
radien, vom Vorzeichen abgesehen, und setzen:

1 — TR—nT
i:?_ Y 1/1 — E—,]L cos?d dil,
]/:i: ' P I

wo ' und R” positiv oder negativ angenommen werden, je nachdem sie
nach innen oder aussen gerichtet sind, und was das Zeichen = betrifft, so
ist das Zeichen 4 zu nehmen, wenn R’ nach innen gerichtet ist, und das
Zeichen — im entgegengesctzten Falle, Alsdanu wird die z-Compounente
der Attraction des Segmentes B.AC oder des Segmentes £+ I’ (je nachdem
dic beiden Hauptkriimmungsradien gleich oder entgegengesetzt gerichtet
sind) in Bezug auf cinen Punkt von A« gegeben durch die zu (A) analoge
Formel:

w| A

00 4
—a'; = Q‘TD( 21)_ Y DI(I/?f (E — ax),

und der Unterschied dieser Kraft in den Punkten A und « ist:
3
<‘65>0 ‘(aE)E — 4xDz — 4D y/3 ke

§ 6.

2

Es ist leicht zu sehen, dass der Wert von M fir cinen auf Aa gele-

genen Punkt gleich Null ist.
Bei der Auswertung dieser Ableitung kann man niimlich die Linie AAa
offenbar als eine Symmetricachse des Segments betrachten und zwar bis

&
3
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auf cine Grisse, die vollstindig zu vernachlissigen ist. Der auf dieser
Achse gelegene Punkt I> erleidet demnach keine Anziehung senkrecht zur

z-Achse, und man hat:
o8 o8

—a?=0 Ry =0.

§ 7.

Im Vorhergehenden haben wir dic Dichtighkeit /> als constant betrachtet;
wir nehmen jetzt an,” dass sie in dem Segmente variiert, und untersuchen,
welche Anderung daraus in den Ableitungen von B entsteht.

Wir nehmen an, dass D in dem Segmente dargestellt werden kann
durch die ersten Glieder der Taylor’schen Reilie, d. h. durch die Formel:

8D0 0D, EDO
-+ O F o
wo D, der Wert von D im Coordinatenanf:mgspunkte ist. Wir setzen ferner

voraus, dass das Product einer jeden Ableitung von D mit einer endlichen
Grosse von derselben Ordnung wie D sei.

D= D, +

0} .
Um éii zu berechnen, miissen wir D in der Formel (a) des § 2 durch

den vorstehenden Ausdruck ecrsetzen. Das Resultat der Substitution von
D, haben wir bereits berechnet; berechnen wir also dasjenige der Sub-

- 0D .
stitution von —%9 a. Bezeichnen wir den Wert von 88);.) mit B, so erhalten

wir:

U,

2% e
Mgdﬂj ada _ (e —2)udu_ _

3
0 0 0 [1¢9+(a——:v)2]2
i

€
ﬂljcln)j (@ — 2)ada [—— it — L ]
< o 1/)]xu+((t-q)3 rT—a

27T 5 3
2 5 2 % e?]
ﬂ[f[ 1/21’< 5 e CL)IF 9 ] .

Der Voraussetzung naeh ist 3/ von derselben Grossenordnung wie D
oder wie o da De endlich ist; mithin ist diese Formel von derselben

Ordnung wie e, d. h. von der Ordnung der Grissen, die wir vernachlissigt
haben.

~

Man sieht unmittelbar, dass dic Teile von -%%;—’ welche von %’ und

0D, . .
a‘-’ abhiingen, ebenfalls vernachlissigt werden konnen,
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Untersuchen wir jetzt den Ausdruck

s ?
o8 = 5 Dl), dw,

oy 73
. . . . oD oD
so sehen wir sehr leicht, dass man die Teile, welche von 7550 und %5—"
c
. . oD,
abhingen, weglassen kaun. Ersetzen wir sodann D durch ZTbb und machen
b = u costh,
so erhalten wir:
o

D 11l :
d(u % L g‘cos? dar\ doe\ ——mMm8MmM——
d B GENCEOLE

oder, wenn wir zwei Integrationen ausfithren:

2 V’ al)0 . cos29dd
3 rosz sm‘
R' r

Diese Formel setzt voraus, dass /' und IR nach dem Innern der
Schicht gerichtet seien; wie vorher wiirde man zum allgemeinen Falle
iibergehen.

Beriicksichtigen wir also, wie vorher, die Grossen von derselben Ordnung

3
wie De®, so erhalten wir:

o 2 0D, % cos? Hl?)
oy =8 o E cos? ﬂ  sined

RI’
oL 2 V" 8])0 sin?ddd

o 3 yl/cosf) sm"”.

Diese beiden Ableitungen sind unabhingig von z, sie haben infolge
dessen in den beiden Punkten A und « den nimlichen Wert.

§ 8.
Wenn der angezogene Punkt P auf der Linie Aa liegt, so haben wir

dic Formel erhalten:
3

By (OB _ 5
0B 1eDs — 4DV I
- ) (ax ) {=D: — 4DV3 Ie
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Lo . () . .
und die beiden Ableitungen % und :og haben jede denselben Wert in den
3
Punkten A4 und @ und sind von derselben Ordnung wic De®. Bezcichnen
wir mit %8B, das Potential der Schicht, nachdem man davon das Segment,
dessen Potential L ist, weggenommen hat, und stellen wir durch V das

Potential der ganzen Schicht dar, so haben wir:

V=23 + 2,
Der Ausdruck
-6
ox /o oz /s

3
ist cine Grosse von derselben Ordnung wie D=?, wie aus § 4 sich ergiebt;
vernachlissigen wir also die Grissen von dieser Ordnung, so haben wir:

@ GGl

s v . o 0%, .
Die Differenz zwischen den Werten von E];-‘» und ~a;'— in den Punkten A4
und e kann vollstindig vernachlissigt werden; mithin nimmt jede der Ab-
7

. ol ov .. .
leitungen e und % n diesen beiden Punkten denselben Wert an.

Ziehen wir im Punkte A die fussere Normrale % und im Punkte a die
innere Normale ', so kinnen wir die Gleichung (c¢) folgendermassen

schreiben:

oV oV
(d) . -+ = 4mp.

Suchen wir jetzt dic Differenz der Wirkung der Schicht in den Punkten
A und a nach der Richtung einer Geraden, welche mit den Coordinaten-
achsen die Winkel «, 8, 7 bildet, und sind I und I die Componenten der
Kraft in 4 und @, so erhalten wir:

., /oV oV oV
= <5.1;_>u cos o + W cos B -+ 57 oS
I'= (9—11) cos a -+ ov cos { + a-Kcos
“\ow /). oy oz %1

und somit:
I — I"= {xp cos a.

Denken wir uns den idealen Fall, wo ¢ Null und somit D unendlich
; . . oV oV oV . . .
wird, so werden dic Ableitungen ——,=—, ——iiberall endlich sein und ¥ wird
oz’ 0y’ 0z
denselben Wert auf beiden Seiten der Fliche besitzen und eine im ganzen
Raume stetige Function sein.
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Beweis der Formel fiir die Dichtigkeit der Schicht,
welchen Poisson gegeben hat.

§ 9.

Die Formel (d) des vorhergehenden Paragraphen wurde zum ersten
Male in seiner ganzen Allgemeinheit von Poisson erhalten (vgl. Mémoires
de U Académie des Scicnces p. 31, 1811). Sie war schon vorher erkannt und
in nicht hinreichend strenger Weise entwickelt worden von Coulomb (die-
selben Blémoires 1788)*) fiir den Fall, wo die Schicht keine Wirkung auf

oV
dic von ihr cingeschlossenen Punkte ausiibt, so dass o = 0 ist. Wir

wollen den Beweis, den Poisson gegeben hat, reproducieren; er gicbt an,
dass ihm Laplace, nachdem er ihm den Ausspruch des Satzes mitgeteilt,
den folgenden Beweis angedeutet habe.

Es sei eine unendlich diinne Schicht gegeben und es seien A und «
zwei auf derselben Normale liegende Punkte, der crstere auf der dusseren
Fliche der Schicht, der letztere auf der inneren Fliche. Wir bezeichnen
mit £ und 1 die Componenten der Wirkung der Schicht respeective in
A und @ nach der inneren Normale Aa.

Legen wir durch den Punkt a cine zu Ae senkrechte Ebene, so teilt
diese Ebene die Schicht in zwei Segmente; dasjenige, welches zur Héhe
die Linie Aa hat, ist unendlich klein im Verhiiltnis zu dem andern, da-
gegen werden die Wirkungen der beiden Segmente auf 4 oder auf ¢ von
derselben Grissenordnung sein. Wir bezeichnen respective mit S und s die
Wirkung des grossen und des kleinen Segmentes im Punkte @, gerechuet
in der Richtung Ae. Um eine feste Vorstellung zn haben, nehmen wir
diese Wirkungen als attractiv an und erhalten:

R=8—s

fiir die Kraft, welche den Punkt @ in der Richtung von Az anzieht.

Vernachlissigt man die Grissen zweiter Ovdnuny in Bezug auf die
Dicke der Schicht, so ist die Anziehung des grossen Segmentes offenbar dic-
selbe auf die beiden Punkte A und a; bei nur geringer Aufmerksamkeit sieht
man ebenso, dass die Attraction des kleinen Segmentes, sei es auf den
Punkt A, sei es auf den Punkt a dieselbe ist, vorausgesetzt, dass man eine
im Verhiiltnis zu dicser Kraft unendlich kleine Grisse vernachlissigt. Der
Punkt A wird somit beeinflusst durch die beiden Krifte S und s, welche
in demselben Sinne wirken. Man hat daher:

R=8+s

und somit
(a) R — R'=2s.

#) Memoires publics par la Socicté de Physique, t. I, p. 256.
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Es bleibt noch s zu bestimmen. Auf der Normale Az nchmen wir
einen Punkt C; um diesen Punkt als Mittelpunkt besclireiben wir zwei
Kugeln mit den Radien CA und Cz und nehmen an, dass sie eine Schicht,
deren Dichtigkeit p ist, einschliessen. Die Wirkung dicser Schicht auf @
ist gleich Null, und wir haben gesehen (§ 1), dass in diesem besonderen
Falle die Differenz I — R’ oder die Grisse 2s gleich 4mp ist. Ich behaupte
nun, dass die Grosse 2s denselben Wert hat, welches auch die Schicht
sein moge.

Betrachten wir niamlich das kleine sphirische Segment, welches durch
dic durch a senkrecht zu :la gelegte Ebene abgeschnitten wird, und legen
wir durch die Gerade .{C eine sehr grosse¢ Anzahl von Ebenen, welche
dieses Segment in p gleiche Teile teilen, so ist die normale Componente
der Wirkung jedes Segmentes auf den Punkt a gleich

s 2mp

T
und unabhiingig von dem Radius AC. Kehren wir zu dem kleinen Segmente
der gegebenen Schicht zuriick und zerlegen wir es durch dieselben Ebenen,
so kann jeder so crhaltene Weil als zu einem sphiirischen Segmente gehirend
betrachtet werden, und die normale Componente seiner Wirkung aunf a wird

27 . Crs ey g . .
7@ sein; mithin ist dic Gesamtwirkung des kleinen Segmentes auf den

Punkt @ in der Richtung AC gleich s =2zp, und der Formel (a) zufolge
hat man:

B — I'= 4=p,
wie bewiesen werden sollte.

Man wird bemerken, dass die Stelle, die ich cursiv habe drucken
lassen und die ich genau wiedergegeben lLabe, nicht exact ist. Denn aus
§ 4 geht hervor, dass dic Differenz der Attraction des grossen Segmentes
auf die Punkte 4 und ¢ von derscelben Ordnung wie De l/e_ oder wie p]/;:—
und nicht von der Ordnung von De? ist. Indessen werden durch diese
Ungenauigkeit die Schliisse in nichts wodificiert.

Functionen, welche durch die Potentiale von Schichten, die
auf Fliichen abgelagert sind, dargestellt werden konnen.
§ 10.

Es sei @ ein durch ecine Fliche o begrenztes Volumen; wenn die
Functionen », w in diesem Raume stetige Functionen der Coordinaten (a, b, c)
cines Punktes sind, ebenso wie ihre Ableitungen erster Ordnung, so hat
man die folgende Gleichung (Kap. I, § 10):

’ ’  ow ov
(]) 5 l’AZL'(?(u ——5 ILALdU) S —j v 6’7 ds —+ f?() 5'? (I’.:‘7

wo di' das Element der inneren Normale ist,
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Wir bezeichnen mit » die Entfernung des Punktes (x, g, ¢) von dem

. . 1
im Volumenclemente dw gelegenen Punkte («, b, ¢). Setzen wir W=

und nehmen wir den Punkt (z, g, ) inuerhalb des Volumens w an, so darf
die vorstehende Gleichung nicht auf dieses ganze Volumen angewandt

1. .. . .
werden, da + in diesem Punkte unendlich gross ist; dagegen kann man

siec anwenden auf das ganze Volumen, welches zwischen der Oberfliche o
und einer sehr kleinen um den Punkt (z, , 2) als Mittelpunkt beschriebenen
Kugelfliiche enthalten ist. In diesem ganzen Raume ist Aw =0, und wenn
dd’ und do’ die Elemente der Oberfliche und des Volumens der Kugel sind,
so haben wir:

51
— l Avdo + 1 Avdo' = — \v —7, ds + l *a—v—,da'
7 r on ron
(2) 1

G (Lo
Ve ) rar
Bezeichnen wir mit  und ¢ die beiden Winkel der sphiirischen Coor-

dinaten und lassen wir den Radius der Kugel gegen Null convergieren, so
erhalten wir:

l y 9
1imj7—_ % ds'= lim <r %5 sin{)cl{)clt{:) —0
1
o
limyv B ds'=— vSsin Ya¥dY = — 47,

wo man in der Function » die Buchstaben x, y, 2 an die Stelle von a, b, ¢
zu setzen hat. Man hat ferner in der Grenze:

5'_)1_ Avdo’ = 0.

Nimmt man also an, dass v der Gleichung

o8 2 2
Ap=C0 00 O,
a? ~ ob* = oc
im ganzen Raume w geniigt, so geht die Gleichung (2) iiber in

1

a_
r 1 ov
(3) 4w —-'—5'0 672»' ds —S;— Z‘)—lt" dc,

eine Formel, welche von Green angegeben wurde.
Wird der Punkt (2, y, ), wihrend die I'unction v denselben Bedin-
gungen geniigt, ausserhalb des Volumens w angenommen, so kann man
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&

unmittelbar w =’—1_ in der Gleichung (1) setzen, und man bhat demnach

an Stelle der Gleichung (3) die folgende Gleichung:

1 ov
(1) 0= 5 (ki —5‘ . a);, ds.

§ 11.

Wir wollen sodann zeigen, wie gewisse Functionen der rechtwinkligen
Coordinaten cines veriinderlichen Punktes sich darstellen lassen durch die
Potentiale von Massenschichten, die auf gesehlossenen Flichen abgelagert
sind.

Satz I. Wenn eine Function » von o, v, ¢ im ganzen ausser-
halb einer Fliche ¢ gelegenen Raume der Gleichung Av =0
geniigt und dieselbe sich nebst ihren Ableitungen erster Ord-
nung in jenem Raume stetig dndert, wenn ferner o, wo R die
Entfernung des Punktes (z, y, 2) von cinem festen Punkte O ist,
sich im Unendlichen auf ecine ganz bestimmte Constante re-
duciert, so kann diese I"unction in diesem ganzen Raume als
das Potential eciner unendlich diinnen Schicht einer auf ¢ ver-
teilten Masse betrachtet werden.

TFiir den Raum im Innern von ¢ betrachten wir die Function, welche
durch das Dirichlet’sche Prinzip (Kap. I, § 16) gegeben wird und die
auf ¢ denselben Wert annimmt wie die Function »; wir bezeichnen sie mit
v,. Wir konnen darauf die Formel (4) anwenden und erhalten, wenn wir
beachten, dass v, = v auf o ist:

. . ] 02,
®) 0= 5‘ on' (h_,_ o 4

wo ¢ die Entfernung von ds vom Punkte (2, 7, 2) ausserhalb o ist.

Wir wenden sodann die Gleichung (3) auf die Function » an, indem
wir fiir das Volumen o dasjenige nehmen, welches zwisclien der Fliche o
und einer um den Punkt O als Mittelpunkt beschriebenen Kugelfliche o,
mit sehr grossem Radius 70 enthalten ist. Iiir dieses Volumen ist nimlich
der Punkt (z, v, .e).ein innerer und es ergiebt sich:

6) Ay — 7 1 0v re . 1 "o
©) A= S on _575“1 +1’BS“Z“+R5?}R day,

wo On das Element der Normale an ¢ innerhalb des Volumens und somit
ausserhalb der Fliche ¢ ist; auf der rechten Seite hat man sich in o
a, b, ¢ an die Stelle von =, y, # gesetzt zu denken. Nun kann man der
Voraussetzung zufolge, wenn I? sehr gross ist, sctzen:
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4 w4
B A A &Y

wo A eine bestimmte Coustante ist; die beiden letzten Integrale sind somit
gleich Null, wenn 1 unendlich gross wird.
Addieren wir die Gleichungen (5) und (G) und beachten wir, dass

o ol
7 r

on' +W =0

ist, da On und ©»' als positiv betrachtet werden, so erhalten wir:

NN (TR
- 4nt(8n’ on/ r’

Die ausserhalb von s gegebene Function » kann somit als das Potential
ciner auf ¢ verteilten Schicht, deren Dichtigkeit

__1 (?ﬂ 4 @)
P=T =\ o
ist, betrachtet werden.

Der vorstehende Leweis ist von Green gegeben und von ihm benutzt
worden, um auf indirecte Weise die Formel der Dichtigkeit ciner Schicht
zu beweisen., JIch habe ihn jedoch abiindern miissen, um daraus den vor-
stelicnden Satz ableiten zu kinnen.

§ 12.
Der vorstehende Satz wiirde auch gelten, und zwar ohne eine Anderung
in seinem Beweise, wenn man die Fliche o durch mehrere Flichen oy, oy, ...
ersetzte. Man brauchte nur dic Dirichlet’sche Function im Innern einer

jeden der Flichen o, oy, ... zu betrachten.
Da die socben betrachtete Function » vollkommen bestimmt ist, sobald
ihr Wert in allen Punkten der Flichen o, 55, ... gegeben ist, so schliesst

man daraus auch:

Satz II. Is existiert in dem ganzen Raume, welcher ausser-
halb der geschlossenen IFlichen o, oy, ... licgt, cine und nur
ecine Function » von 2, y, ¢, welche nebst ihiren Ableitungen
erster Ordnung endlich und stetig ist, welche der Gleichung
Av=0 geniigt, in jedem Punkte der Flichen s, os, ... gegebene
Werte hat und endlich so beschaffen ist, dass Rv gegen eine
bestimmte Constante convergiert, sobald die Entfernung It des
Punktes (2, , 2) vou einem festen Punkte unendlich wichst.

§ 13.

Wir wollen sodann ecinen dritten, dem ersten analogen Satz beweisen,
der sich auf den von einer Fliiche cingeschlossenen Raum bezieht.



44 IL. Kap., §§ 14 u. 15.

Satz III. Wenn cine Function » von x, y, ¢ im Innern einer
Fliche o der Gleichung Av =0 geniigt und sichin diesem Raume
nebst ihren Ableitungen erster Ordmung in stetiger Weise
indert, so kann diecselbe in diescm Raume als das Potential
einer unendlich dinnen auf ¢ abgelagerten Schicht betrachtet
werden.

Wir betrachten die Function des Satzes II, welche sich auf den ausser-
lalb & befindlichen Raum bezieht und auf dieser Fliche o denselben Wert
annimmt wie die Function », und Dbezeichuen sic mit . Wenden wir die
Formel (4) auf dicse Function an, so erhalten wir fiir den zwischen der
Fliche s und einer Kugeltliche o, mit schr grossem Radius B cnthaltenen
Raum, da V, = V ist auf ¢ und der Punkt (v, y, 2) nicht in diesem Raume
enthalten ist:

871-' 1 or (" 1 Yau, 0
0= ——5’0 on ds +¢g y on ds —’])325 oy — j],b on dsy,

cine Formel, deren beide letzten Glieder in der Grenze gleich Null sind,

und es bleibt:
-
3 l \ 4o
0= gv-; Y s tS’_ oy ds.
J o on » on

Andrerseits geniigt die Function » der Gleichung (3) oder:
1

dmp = -8’:1— 1o,
Trl)——C La’;?(’f . )'allv,(‘h

Addiert man die letzten beiden Gleichungen, so erhilt man:

_.__1_~ ‘l. .a__”l +a_v_> ],-.
VE T iz )'(812 o) %3

v ist somit schliesslich der Ausdruck fiir das Potential einer Schicht, deren

Dichtigkeit
_ 1 (_E_)rv,)_i_‘a_u‘)
e="1=\on " on

ist.

§ 14
Nehmen wir also cin Systemn dreier Coordinaten 8, 8, P; von solcher
Beschaffenheit an, dass die Fliche o durch die Gleichung

B3 = const.

dargestellt wird, so wird ein Punkt dieser Fliche bestimmt durch die
Coordinaten B,, Bs; betrachten wir p als cine belichige Function von By, o,
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so wird die allgemeinste Lisung der Gleichung Ar =0, welche nebst ihren
ersten Ableitungen stetig ist, gegeben werden durch die Formel:

(a) v =j1g ds.

Wir bemerken, dass der Voraussetzung des Satzes III zufolge nur allein
die ersten Ableitungen von » der Bedingung, stetiz zu sein, unterworfen
sind, und dass nach der fiir » erhaltenen Function die Stetigkeit auch fir
ihre Ableitungen aller andern Ovdnungen stattfindet. Dieselben Bemerkungen
erstrecken sich auf die Tunction » des Satzes I. Diese Eigenschaften der
Stetigkeit sind erfiillt bis zu der Fliche ¢ ausschliesslich, selbst wenn die
Dichtigkeit p discontinuierlich ist.

In dem Ausdrucke (a) geben wir z, y, # imaginire Werte und setzen:
x——:x,—*—xl'?‘, !/:J/’-*— ?/l!i, Z=z’+ zlli,

wo i=l/—1 ist und &, 2, o/, 9", &', 2" reelle Grossen sind. Sind @, D, ¢

die Coordinaten von ds, so haben wir in dem Ausdruck von »

r=yG'—a+ ")+ —b+y D)4 E—c+ &)

zu substituieren; somit ist klar, dass » und seine Ableitungen verschicdener
Ordnung fiir keinen imaginiren Punkt unendlich gross oder discontinuierlich
werden konnen. Lisst man somit von irgend einem Punkte 3/ im Innern
der Fliche ¢ die kiirzeste Futfernung . auf diese Fliche herab, so wird
die I'unction vom Punkte A/ aus als Anfangspunkt innerhalb einer uin den
Punkt 2 als Mittelpunkt mit 7. als Radius beschricbenen Kugel nach der
Taylor'schen Reihe entwickelbar sein,
Dasselbe ist der Fall fiir die Function » ausserhalb .

§ 15.

Wenn die Dbeiden TFunctionen » des Satzes I und des Satzes III, von
dencn sich dic erste auf die ausserhalb der Fliche & gelegenen Punkte,
die zweite auf die innerhalb befindlichen Puunkte bezieht, auf dieser Fliche
denselben gegebenen Wert haben, so wird die fiir die Schicht gefundene
Dichtigkeit in beiden Fillen dieselbe sein und die beiden Functionen »
werden im ganzen Raume das Potential ciner und derselben auf o verteilten
Massenschicht darstellen.

Dieses Resultat liisst sich auch in der Form eines Satzes aussprechen,
der von Gauss gegeben, aber von ilan in ganz verschiedener Weise be-
wiesen worden ist.

Man kann stets und nur auf eine cinzige Weisc auf einer
Pliche eine Schicht Materie derart verteilen, dass ihr Potential
in allen Punkten dieser Fliche gegebene Werte hat.

Man kann sich niimlich im Innern von ¢ dic Dirichlet’sche Function
und ausserhalb die Function des Satzes II devart bestimmt denken, dass
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sic beide auf der Fliche ¢ dieselben Werte annchmen; diese Functionen
sind den obigen Auscinandersetzungen zufolge gleich dem Potential einer
und derselben auf ¢ verteilten Schicht.

§. 16.

Das Potential einer innerhalb o gelegenen Masse erfiillt die Be-
dingungen der Function » des Satzes I, und das Potential ciner ausserhalb
¢ gelegenen Masse erfilllt diejenigen der Function v des Satzes III; dem-
nach schliesst man:

Satz. Das Potential einer Masse Af, welche innerhalb oder
ausserhalb der Fliche o sich befindet, und zwar genommen
respective ausserhalb oder inmnerhalb von s, kann durch das
Potential einer auf o passend verteilten Massenschicht ersetzt
werden.

Ferner ist, wenn die Masse A/ im Innern von ¢ sich befindet, die
Masse dieser Schicht gleich 2Z. Denn nennt man ' die Masse der Schicht,
so hat man, wenn R unendlich gross wird:

lim(Rv) = M, lim(Rv)= M,
demnach M'= 1.

Nehmen wir an, dass man, anstatt zu fordern, dass das Potential der
Schicht dasselbe sei wie dasjenige der innerhalb oder ausserhalb befindlichen
Masse 3, verlange, die Wirkung der Schicht solle dieselbe sein, wie die-
jenige der Masse M, so geniigh es, dass die beiden Potentiale sich nur um
eine Constante unterscheiden.

Im ersten Ialle, wo A innerhalb o liegt, miissen die beiden betrachteten
Potentiale im Unendlichen gleich Null sein; sie sind daher einander gleich
und man findet wieder die vorige Verteilung.

Im zweiten Falle, wo JI ausscrhalb o sich befindet, fiigen wir zu der
vorher gefundenen Schicht eine Schicht hinzu, deren Potential auf s den
constanten Wert C hat; dann wird sein Wert aueh im Innern von ¢ constant
sein, (Kap. I, § 21) und wenn wir C variieren lassen, so wird sich die Masse
der zweiten Schicht proportional #ndern. Mithin ist die Masse der
resultierenden Schicht belicbig.

Uber die Green’sche Function.

§ 17.

Die Green’sche Function ist cine Function von #, #, 2, welche innerhalb
der Fliiche o der Gleichung AU = 0 geniigt, welche sich daselbst nebst iliren
Ablcitungen erster Ordnung iiberall stetig indert, ausgenommen in einem

Punkte 7, in welechem die Funetion unendlich wird wie ;o wor dic Ent-
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fernung des Punktes (x, y, z) vom Pankte I ist, und welche endlich auf der
Fliche o verschwindet.

Wir wollen allgemein mit dem Buchstaben I einen Punkt innerhalb o,
mit dem Buchstaben E einen dusseren Punkt und mit M einen auf dieser
Fliche gelegenen Punkt, endlich mit R (4, B) dic Entfernung zwischen
irgend zwei Punkten 4 und B bezeichnen.

s ist zuniichst leicht, sich von der Existenz der Green’schen Fanction
zu iiberzeugen. Verteilt man ndmlich auf ¢ eine Schicht S, deren Po-

tential v den Wert in jedem Punkte M von o hat, so wird

R(I §75)

1 . . .
U=7—v dic Green’sche Function sein.

1 .
Die Function U = P kann fiir jeden dusseren Punkt (z, y, 2)

als ein Potential betrachtet werden, und da dies auf ¢ Null sein soll, so
ist es auch iberall im &usseren Raume Null (Kap. I, § 22), mithin ist

das Potential v von S in einemn dusseren Punkte I gleich % oder gleich
RELEY Mithin hat man, wenn man mit p(Z) die Dichtigkeit der Schicht
S, welche vom Punkte I abhiingt, bezeichnet:

1 1
S "D Tasin) © = REEY
Bezeichnen wir mit I'(Z,I') das Potential der Schicht S in dem inunern
Punkte I’, so haben wir:

® () = (o gy 2
und diese Function geniigt, wenn 2, %', 2’ die Coordinaten des Punktes I’
sind, der Gleichung:
o o o

() Al =ggat s T e =0

. . . 1 , . A
und sie reduciert sich auf »R(z—j,s, wenn der Punkt I’ auf die Oberfliiche

¢ riickt.
Wir betrachten ecine zweite, S analoge Schicht, deren Potential auf

1
W, 15 sei, so dass man hat:
. 1 s 1
SPU ) iy T I
wo d¢' irgend ein BElement von s ist. Da diese Gleichung noch statifindet,

wenn der Punkt 70 auf das Element ds der Fliche riickt, so hat man:

einen Dbeliebigen iusseren Punkt F gleich
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L . 1“_
§(<’ % (d T g @)

Setzen wir auf der rechten Seite der Formel (a) den eben erhaltenen Wert

1 . .
von —=-—— cin, so erhalten wir:

R(I', ds)
r'a, r) =5:S'p (e IT’ZJ&{T/ =) dsds’.
Hieraus schliesst man:
ra,n=rwIn
und nach (), wenn x, 7, # die Coordinaten des Punktes I sind:
o o | o

Al=a*gr Ta ="
Somit dndert sich die Green’sche Funclion
1 o
U= r@ Ty~ TED)

nicht, wenn man respective z, y, ¢ mit 2/, 7', 2’ vertauscht.

§ 18.

Bezeichnen wir mit V' eine Function ven 2, 7, 2, welche im Innern
von ¢ den Bedingungen des Dirichlet’schen Prinzips geniigt, und deren
Wert auf dieser Fliche gegeben ist, so lisst sich die Function 17 mittelst
der Function U ausdriicken. Wenden wir die Schlussreihe des § 10 an,

1 . .
indem wir w="U fiir ™ setzen, so crhalten wir an Stelle der Gleichung (3)

41‘7"—5‘ E)U —-5 gl, ds,

wo 0’ das Llement der inneren Normale und der Punkt (&', o', &) auf s
gelegen ist. Da U auf s gleich Null ist, so geht diese Formel iiber in:

jenes Paragraphen:

EU
V— ﬁn' ds.
Die Schicht S hat zum Potential im innern Puunkte 7':
, 1
PO =507~ 0

und diese Formel wiirde bestehen, wenn I’ ein ilusserer Punkt wiire, wofern
man nur U=0 setzt, und fiir die Dichtigkeit der Schicht S ergieht sich

hieraus:
, 100U

p——‘lu ?)?Z'
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2 =5‘ Tp'ds.

Betrachtet man V als das Potential von einer ausserhalb s ge-
legenen Masse, so findet man ohne Weiteres wiederum diese Formel. Es
sei niamlich dm ein Element dieser Masse, und'es werde »=R(I.dm) gesetzt.

Man hat somit auch

1
Das Potential der Schicht S in diesem Elemente ist ;; man hat daher

1 1,
- ~S7_, p'ds,

wenn man »'= R(ds, dm) sctzt. Multiplicieren wir mit dm und integrieren
wir iiber die ganze Ausdehnung der Masse m, so erhalten wir fiir das

Dotential in I:
1 I
V=§dn15‘? p'ds =§ p’dcf%i’- =5.Vp’d-:,

§ 19.

Fiir den ausserhalb der geschlossenen Fliche o liegenden
Raum hat man ganz ihnliche Resultate, wie diejenigen, welche wir
fiir den inneren Raum erhalten haben. s wird geniigen, sie anzufithren.

Bezeichnen wir mit ['(F, E') das Potential in Bezug auf den Punkt X’
von einer Schicht S;, deren Potential in jedem Punkte A von o durch

1 . < .
1_3—(1’),—31) dargestellt wird, so ist die Function

1

Uh=q7E &)

— '@ )

auf o gleich Null und ausserhalb dieser Fliche geniigt sic den gewdhn-
lichen Bedingungen des Potentials, ausser dass sie im Punkte I unendlich
wird wie m—) Diese Fanction indert sich nicht, wenn man die beiden

Punkte I und £’ mit einander vertauscht.
Ist ¥V das Potential einer inmerhalb o gelegenen Masse, so wird sein
Wert ausserhalb gegeben durch die Formel:

V= ESV—?E;Z_ (Zc',

und, wenn p,’ die Dichtigkeit der Schicht S; ist, so hat man auch:

¥ =5 1p,/ds.

Mathieu, Potentialtheorie. 4
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Potential einer sphiirischen Schicht.
§ 20.

Wir stellen uns die Aufgabe, das Potential einer sphiirischen Schicht
zu Lestimmen, indem wir den Wert dieses Potentials auf der Oberfliche der
Kugel als bekannt annehmen, An Stelle der rechtwinkligen Coordinaten
z, ¥, £ eines Punktes fithren tir die Polarcoordinaten », 1}, ¢, deren Anfangs-
punkt im Mittelpunkte liegt, mittelst der Gleichungen ein:

x =1 cosil,
2y == sind cosd,
z =yrsini} siny.

Die Green’sche Function U hingt von zwei Punkten (z, y, 2), (2, ¥, 2')
ab, deren Coordinaten werden: (», &, ¢), (o, ¥, ¢'). Man bestiitigt unmittelbar,
dass die Function

U= = 17_ —— -—{i, ,,__,‘i,A_W,_,

worin
p=cosi cos Y+ sind sin®’ cos($ — ¢’)
gesetzt ist, den Bedingungen, welche der Green’schen Function auferlegt
sind, geniigt.
Wir' bestimmen zuniichst das Potential ¥ der Schicht im Innern der
Kugel, und bezeichnen mit /(% ¢) den gegebenen Wert desselben auf der
Oberfliche. Wenden wir zu diesem Zwecke die Formel

V= ~-§vg—l{a
in, so erhalten wir:
g%{= — g—)l_%], do = a®sin¥'di¥ dy’

und somit
V————— dq»’S ou _‘ /(‘}’ ') sind'dy .

Man findet sodann:

(gg)fﬂ: e 3’

a(a?+1* — 2arp)*®

und hieraus ergiebt sich dic Formel von Lagrange und Poisson:

2—~ ’ ' ’ ’
¥ ala 7)5‘”, (‘} )smﬂd‘) yay

(a®+1*— 2a;p)
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Um das Potential im iHusseren Raume zu erhalten, miissen wir das
Vorzeichen der Ableitung von U und somit auch das des fiir ¥ erhaltenen
Ausdrucks indern. Mithin erhiilt man, wenn man das Potential fiir einen
dusseren Punkt mit V' bezeichnet:

. aQP—a?) m,, " 1, ) sin @y
rosicafy i,

v YV (a? 12— 2((7‘]))7‘“’_

§ 21.

Um die Dichtigkeit p der sphiirischen Schicht zu berechnen, geh&n wir

von der Formel aus:
—r=(F)_~C)
“P—— 5)‘ r=a 5)‘ r—a

Wir wollen den Punkt der Oberfliche, welcher dem Werte % =0 ent-
spricht, betrachten, jedoch kionnen wir, da die Polarachse willkiirlich an-
genommen werden kann, das Resultat, welches wir erhalten werden, als
allgemein giiltig betrachten.

Ist 3 =0, so haben wir p =rcos}. Setzen wir

o

l A Gr ’ I ’
| 1 ay =7,
0
so ist F(}) der Mittelwert von f(V,¢') lings des durch den Winkel & be-
stiminten Parallelkreises. Setzen wir ferner
.

—=u
a b

so gehen die Ausdriicke von ¥ und ¥V’ iber in:
1—2( F)sin Vay

2 3

" (1 — 2ucos &' + u2)*

1— @  F()sinyay

2 3
0" (1—ucos & + u2)?

V= mit v <<1

V = mit > 1,

Bevor wir ¥ nach » differentileren, unterwerfen wir es einer Trans-
formation. Wir haben zuniichst:

> L= A 1
2V =— —H—XI' () -

0 (1—2ucost + u?)?

4*
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und wenn wir partiell integrieren:

2V=_]—u- I (=) . QO
@ 1 L
o (142 +ud)? (1 — 2u—+u2)?
a w
1— 2 () ay
+ = -

T
0" (1 — ucos Y + u?)?

Die Wurzelgrissen in dieser- Formel sind wesentlich positiv, man
erhiilt daher:

1—u2 (" Py
P+ 1 ( .

0" (1 — 2 cos ¥ + u?)?

1—u
U

1+u
v FO)—

2V =

Differentiieren wir diesen Ausdruck nach w, so erhalten wir:

7 1 1 ’//‘)l {)/
?a§Z=2d_I~—%F(O)+7—{§F(R)—~<I+ﬁ§ Y_ L

or de . 1
07 (1 — 2ucos ¥ + u2)*
+ (1_ . u) F' (V) (— u~+-cosd) .

u ; 3
0 (1 —2ucos® +u2)?

Fiir =1 verschwindet das letzte Glied. Um dies zu beweisen, brauchen

. o1 S
wir nur darzuthun, dass das Iutegral, welches mit P multipliciert ist,

keine unendlichen Elemente enthilt. Nun wird dassclbe fiir 2= 1:

_L(Fma
4) ¥
0 SHl2
und wir werden nachher beweisen, dass die unter dem Integralzeichen
stechende unction fiir =0 endlich bleibt. Mithin erbalten wir, wenn

wir %=1 oder » =a setzen:

awv 1 11Ty
(7T F(°>+271“<'->"2‘a§_, o
U Sin ’2—‘

Die vorstchenden Rechnungen passen auch mit einer geringfiigigen
Modification auf ¥’. Der Ausdruck («) giebt, wenn man sein Zeichen
indert, 2V, in

(0)
T
0}
(1 — 2u-+u2)®
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muss man aber den Nenner cbenfalls als positiv betraehten, und da o > 1
ist, so muss man denselben gleich 1 — 1 setsen, withrend er vorher gleich
1 — o war. Da man weiter keine Anderung vorzunehmen hat, so erhiilt man:
1 {F@)dy

2a LY
¢ sing

av’ 1 1
= ~—~2—(;F(0)—%F(Tr) —+

Hieraus folgt die von Dirichlet angegebene Formel:

1 ()
i [r (T2

sin—
2

§ 22.

Wir wollen nun beweisen, dass das Integral, welches in diesem Aus-
druck auftritt, fiir 3= 0 kein unendliches Element enthiilt. DieFunction £(93, ¢)
kann niimlich als eine ecindeutige Function der Coordinaten z, z, ¢ eines
Punktes der Oberfliche der Kugel betrachtet werden. Nun hat man:

x=acos}, y=asindcosd, z=asindsiny,

und diese Ausdriicke indern sich nicht, wenn man darin § durch — & und
¢ durch ¢ -+ = ersetzt. Mithin muss die Function

Mm=%&www¢
]
gleich

o

1 ()
i (10, 4 ma
0(.
scin, und da / in Bezug auf ¢ die Periode 2= haben muss, so ist dieses
Integral gleich

0
o

oo =, way = r—9).

Somit ist F(V) eine gerade Function. Es folgt daraus, dass dic Ableitung
F'(1) eine ungerade Function ist, welche & als Factor enthilt. Mithin ist
der fiir p gefundene Ausdruck cndlich und bestimmt,



Drittes Kapitel.

Logarithmisches Potential. — Calorisches
Potential. — Zweites Potential.

Wir wollen in dicsem Kapitel Functionen untersuchen, welche analoge
Eigenschaften besitzen wie das Potential, und denen man in der mathe-
matischen Physik gleichfalls begegnet.

Logarithmisches Potential.

Einleitende Bemerkungen.
§ 1.

Wir nehmen an, dass wir die Anzichung von Massen auf einen Punkt
zu betrachten hitten, welche die Form von nach beiden Richtungen unendlichen
Cylindern haben, deren Erzeugende einer und derselben Geraden ¢ parallel
sind; wir nehmen ferner an, dass die Dichtigkeit lings jeder zu 7 parallelen
Geraden dieselbe bleibt. Wir legen rechtwinklige Coordinatenachsen zu Grunde
und zwar sei die z-Achse parallel der Geraden 7 und die zy-Ebene gehe
durch den Punkt, der nach dem Gesetz des umgekehrten Verhiltnisses des
Quadrats der Entfernung angezogen werden soll.

Wir untersuclien zunichst die Anzichung ciner zur z-Achse parallelen
Geraden auf den Punkt. Bezeichnen wir mit » die Entfernung des Punktes
von der Geraden, so erhalten wir fiir die Anziehung, welche in die Richtung
des Lotes auf diese Gerade fillt:

4o
ol de 1 _z_]+°°_2_
3 r 1
GRS (2412 *

Die Attraction eines cylindrischen Fadens, dessen Dichtigkeit p constant

—aa— r

. . . d .
und dessen Querschnitt dw ist, hat den Wert ‘19{;} und ihre Componenten
nach den Achsen der z und der y sind die Grossen:
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wo @, b die Coordinaten ecines Punktes von dw bezeichnen, und die nim-
lichen Componenten der Attraction cines Cylinders sind:

—a y—b
— 259 z ).2—9 dow, — 25‘9 Y o dw,
wo sich dic Integrale auf alle Elemente dw des Querschnittes des Cylinders
erstrecken. Diese beiden Componenten kdnnen dargestellt werden durch
oy 0¥
oz’ ~ oy’

2

wenn man setzt:
1
(&) V—-—SP lOg‘ 7 dw.

Diesen Ausdruck wollen wir nach C. Neumann mit dem Namen des

mlogarithmischen Potentials“ bezeichnen; dieseI'unction geniigt der Gleichung:
oV eV
T ey

Auf diese Weise setzen wir an die Stelle der vorgelegten Aufgabe
diejenige der DBestimmung der Attraction einer mit einer Masscenschicht
bedeckten I'liche, deren verschiedene Elemente auf cinen Punkt im um-
gekehrten Verhiltnis der Entfernung wirken.

Das Potential eines geraden Cylinders von der Linge 24 auf einen
Punkt, der im gleichen Abstande von den Ebenen der beiden Grundflichen
liegt, wird unendlich, wenn % unendlich wichst, und die Function 2V kann
als um eine unendlich grosse Constante von diesem Potential verschieden
betrachtet werden. Man begreift daher leicht, dass die Function V analoge
Eigenschaften besitzen muss, wie diejenigen des gewdhnlichen Potentials sind.

Auf Grund der Schliisse, die im ersten Kapitel (§ 8) fiir das Potential
abgeleitet worden sind, kann man beweisen, dass die Function von z, 7,
welche durch die Formel (a) geliefert wird, nebst ilren Ableitungen erster
Ordnung stetig ist.

Wert von AV im Innern der Masse.

§ 2.
Wir setzen:
02V oV
AV—’@}'Z_—*— a“[’jja

und wm den Wert von AV, wenn der Punkt (2, y) im Inuern der Masse
liegt, auf die cinfachste Weise zu finden, betrachten wir wiederum dic
unendliche cylindrische Masse. Um diesen Punkt als Mittelpunkt be-
schreiben wir mit einem unendlich kleinen Radius cine Kugel, und es sei U
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das Potential, welches sich auf den in der Kugel eingeschlosseuen Teil der
Masse bezieht, und U, das Potential des iibrig bleibenden Teils der Masse,
die wir uns zuniichst durch die beiden Ebenen z == begrenzt denken
wollen. Wir erhalten:

oy, | 0, | o,

ox? oy* T —drp

U, U, 0,
——-"-——)
Tt T T an

und wenn wir addieren und U, + U, durch U ersetzen:

a?U 0*U  oU
b Vg T = A

Nimmt man an, dass die Linge 27 der cylindrischen Massen unendlich
gross werde, so wird U von 2 unabhingig und man hat:

o*’U | o
’5; -+ ’5{/‘5— - 411()
Nach dem vorigen Paragraphen ist aber U bis auf cine Constante
gleich 2V; daraus ergiebt sich:
o'V 691)7_

EEI T A

Man kann diese Formel auch direct beweisen, wenn man den in den
Paragraphen 7 und 8 des crsten Kapitels eingeschlagenen Weg verfolgt.
Zunichst hat man, in Ubcreinstimmung mit § 5 dieses Kapitels, den fol-
genden Satz:

Sind U und I zwei nebst ihren ersten Ableitungen inner-
halb einer ebenen Flidche w stetige Functionen von a, y, so ist

das Integral
‘L oOF
S'S Ub—x dady,

hinerstreckt iiber die Fliche w, gleich

‘YUF cosAds —'SFE—U(lm,
ox
wo sich das erste Integral iiber die ganze w begrenzende Linie
s erstreckt und » der Winkel zwischen der Normale und der
z-Achse ist.
Bezeichnen wir mit @, b die Coordinaten eines Punktes von dw, so
finden wir, wie an dem erwihnten Orte:

ov
F P pcos)\lov— da+58plog —dw

0V _ | cosh cosz , Op cosu
Y i R4 SN T
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Sodann beschreibt man um den Punkt (z, ) als Mittelpunkt einen
unendlich kleinen Kreis und zerlegt das Potential in zwei Teile, von deuen
sich der eine, V,, auf die in dem Kreise eingeschlossene Masse, der andere,
V,, auf die iibrig bleibende Masse bezicht. Endlich beweist man leicht,
dass AV, = — 2mnp ist.

Angabe der characteristischen Eigenschaften des
logarithmischen Potentials.

§ 3.
Das Potential V' einer oder mehrerer in der zy-Ebene gelegener
Massen in Bezug auf den Punkt (z, y) besitzt folgende Eigenschaften.
I. V und seine ersten Ableitungen nach # und y sind in der
ganzen Libene stetige Functionen von z, .
2. Bezeichnen wir mit B die Entfernung des Punktes (z, )

v
von einem festen Punkte, so nihert sich der Wert von — 37—,
? log R

wenn I uoendlich wichst, einer bestimmten Constanten, welche
die Gesamtmasse darstellt,

3. Mit Ausnahme gewisser Linien, in denen AV unbestimmt
ist, hat man in der ganzen Ebene:

AV = — 2=p,

wo p dic Dichtigkeit der Masse im Punkte (v, y) ist und den
Wert Null hat, wenn in diesem Punkte keine Masse vorhanden ist.

Umgekelrt existiere cine Function ¥, welche der ersten und der dritten
Bedingung geniigt, wobei p ecine in einem endlichen Raume w gegebene
und ausserhalb desselben verschwindende Function ist, setzen wir ferner:

M= yp(? w
14

und ist itberdies die Grenze von Tog 7t gleich — M, wenn R unendlich wiichst,

so ist ¥ das logarithmische Potential einer Masse, welche auf o gelegen
und deren Dichtigkeit in jedem Punkte p ist.

Dieser Satz wird ebenso bewiesen, wie derjenige des § 15 im ersten
Kapitel. Schliesslich fiithren wir noch den folgenden Satz an, welcher ebenso
bewiesen wird, wie derjenige des § 16 jenes Kapitels:

In jedem durch cine geschlossene Liniesbegrenzten cbenen
Raume giebt es immer e¢ine und nur eine Function V von z, y,
welche nebst ihren ersten Ableitungen stetig ist, welche in
jedem Punkte dieses Raumes der Gleichung

Avy=0

geniigt und die in jedem Punkte der Kurve s einen endlichen
und bestimmten Wert hat.
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Functionen, welche sich durch das logarithmische Potential
von Schichten, die auf geschlossenen Linien liegen, dar-
stellen lassen.

§ 4.

Wir bezeichnen mit o cine durch cine Linie s begrenste ebene Fliche.
Sind » und 2 zwei Functionen der Coordinaten a, b jedes Punktes von o,
welche nebst ihren ersten Ableitungen stetig sind, so hat man folgende
Gleichung:

a,
m S'I;Awdw ~S'10Audw = —fr % ds + Sw ET:)’ ds

wo 0’ das Element der inneren Normale an die Linie s ist.

Es sei » die Entfernung des Punktes (z, #) von dem auf dem Elemente
dw liegenden Punkte (a, b). Liegt der Punkt (w, ) auf w, so dirfen wir
nicht w = logr setzen, da logs unendlich werden wiirde, wenn der Punkt
(a. V) in den Punkt 2,y gelangt. Beschreiben wir aber um den Punkt P
als Mittelpunkt mit cinem unendlich kleinen Radius cinen Kreis, so ist die
Gleichung fiir diesen Wert von w auf den ganzen zwischen dem Kreise und
der Linie s cnthaltenen Teil der Ebene anwendbar. In diesem ganzen
Raume ist Aw = 0, und wenn man mit ds’ und do’ die Elemente des Umfangs
und der Fliche des Kreises bezeichnet, so hat man:

I
S.lom Avdw +§]0"7 Avdw'’ ———S 0 og ds +§10g) oy ,ds

@ 'blog, , l"'é—l’
—\" % = ds' - ogr- 7, ds.

Man sieht sehr Icicht, dass das zweite und das scchste Integral ver-
schwinden und dass man fiir das fiinfte erhilt:

1
S 0 “ B gy'= 20,

wo man in » die Buchstaben z, y an die Stelle von @, b zu sctzen hat.
Nehmen wir ferner an, dass » auf der ganzen Fliche o der Gleichung

a‘)
Ay = + =0
geniigt, so geht dic Gleichung (2) iiber in:
o
3) = —yv —xi L ds +Slog r st

Liegt der Punkt (x, ») ausserhalb der Fliche w, so kann man un-
mittelbar w =1log » in die Gleichung (1) einsetzen, wodurch man erhiilt:

ologr ov
(4) 0= ——{SZ) —*a"”‘,—' ds +Slog) é_l—l? ds.
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§ .

Diec beiden Formeln (3) und (4) gestatten, gewisse Functionen der
Coordinaten eines Punktes durch Potentiale von Schichten, die auf gewissen
Linien verteilt sind, darzustellen; die Siitze, welche sich daraus ergeben,
sind vollstindig analog denjenigen in den §§ 11, 12, 13 des ersten Kapitels
und sie werden auf dieselbe Weise bewiesen. Es wird daher geniigen, sic
anzufithren.

Satz I. Wenn eine I'unction » von z, y in dem ganzen Teile
der zy-Ebene, welcher ausserhalb einer oder mehrerer ge-
schlossener Linien s liegt, der Gleichung Av=0 geniigt, wenn
ferner sie nebst ihren ersten Ableitungen daselbst stetig ist
und idberdies, wenn der Punkt (¢, ) in sehr grosse Entfernung
riickt, die Function » sich auf den Ausdruck

B

AlogR-&-ﬁ,

wo A und B zwei Counstanten sind und R die Entfernung des
Punktes (v, ) von einem festen Punkte ist, mit Vernachlissigung

. 1 . L
der Griossen von der Ordnung F,reduclert, so kann v in diesem
22

ganzen Teile der IEbene als das logarithmische Potential von
Schichten, die auf den Linien sverteilt sind, betrachtet werden.

Satz II. Es existiert in dem ganzen Raume ausserhalb der
geschlossenen Kurven s, 8o, ... cine und nur cine Function von
z, y, welche nebst iliren ersten Ableitungen endlich und stetig
ist, welche der Gleichung Av=0 geniigt, in jedem Punkte der
Kurven s, s,, ... gegebene Werte besitzt und endlich die Eigen-
schaft hesitzt, dass sie sich in ciner gewissen Eutfernung R
vom Anfangspunkte mit Vernachliissigung von Griossen, die

kleiner als solche von der Ordnung jlg sind, auf den Ausdruck

D
A IOgR +2ﬁ_

reduciert, wo 4 und B Constanten sind.

Satz III. Wenu cine Function » von z, y im Innern eciner
Kurve s der Gleichung Av=0 geniigt und sich daselbst mit
ihren ersten Ableitungen in stetiger Weise dndert, so kann sie
in diesem Raume als das logarithmische Potential einer aufder
Kurve s gelegenen Schicht betrachtet werden,

Die der Green’schen Function analoge Function.
§ 6.

Nach den DBeweisgriinden, die i zweiten Kapitel (§ 17) gegeben
wurden, cxistiert eine Iunction U von a, y: 1. welche im Junern einer
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geschlossenen Linic s der Gleichung AU=0 geniigt, 2. welche den
Stetighkeitshedingungen geniigt, ausser in einem Punkte (2, ), in welchem

. . . . 1 .
sie unendlich wird wie log;, wo r die Entfernung des Punktes (z, y) vom

Punkte (2!, o) ist, 3. welche auf dem Contour s verschwindet. Diese
Function indert sich nicht, wenn man z, y mit 2’, 4 vertauscht.

Existiert sodann eine Function V7, welche im Innern von s den Stetigkeits-
bedingungen und der Gleichung AV =0 geniigt, und ist ihr Wert auf s
gegeben, so ist der Wert dieser Function:

1 oU
V—%SVW ([S.

In dem Falle, wo die Kurve s ein Kreis mit dem Radius « ist, bezeichnen
wir mit (&, 8) und (R, ¥) die Polarcoordinaten der Punkte (x, y) und
(2, ). Man bestitigt leicht, dass die Function

U=— % log [R? + R'* — 2RE cos (B — "))

2 a?

den der I'unction U auferlegten Bedingungen geniigt.
Wir haben sodann:

Eh’y____<?ﬁ> — @— K B}
o' \OR Jw=a ala®+ I —2uR cos(Y — )]

1 222
+ 5 log [ZLR— +a® — 2R1 cos(} — {)')]

Bezeichnen wir mit f(%) den gegebenen Wert von ¥ auf dem Kreise,
so erhalten wir:

@ =R £()ad
T 2n a4+ R*—2alcos(¥ —1)

0

'FY

Calorisches Potential.

Allgemeine Betrachtungen.

§ 7.
Ich will hier @ber die Liosung der Gleichung
¢)) A= —a%
einige Siitze anfilhren, die ich schon frither ecinmal entwickelt habe
(Liouville’s Journal, 1872 und 1879). Diese Losung kommt in der Theorie
der Wirme vor, Wenn wir nidmlich einen homogenen festen Korper annehmen,

der sich abkiihlt, so geniigt seine Temperatur in irgend einem seiner Punkte
der Gleichung:
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fov
‘ot?
wo ¢ die Zeit bedeutet; man stellt dann im Allgemeinen V als eine Reihe
von Gliedern dar von der Form ue—"z', in denen « nur eine Function von
z, 3, z ist und die einzeln der Gleichung (2) geniigen. Die Function « geniigt
somit einer Gleichung von der Form (1), und sie ist offenbar einc stetige
Function von z, 7, z, cbenso auch ihre ersten Ableitungen; diese Function
ist es, die wir untersuchen wollen.

Sind @, b, ¢ die rechtwinkligen Coordinaten cines festen Punktes und
x, J, # diejenigen eines variablen Punktes und ist endlich # die Entfernung
dieser beiden Punkte, so dass

rP=(r—a)?+ (y—D0)?+ (¢ —c)?

©) AV =1

. . o cos ar
ist, so kann man zunichst verificieren, dass der Ausdruck T der

Gleichung (1) geniigt.

Nehmen wir sodann verschiedene Punkte (n, b, ¢), (@', U, c’)
in denen Massen me, m', m’,... concentriert sind, und sind r, #, o, ..
die Entfernungen derselben vom Punkte (z, y, 2), so wird offenbar d1e
Function

n,

cosar
= 2m~7—

cbenfalls der Gleichung (1) geniigen. Setzen wir endlich an die Stelle der
gegebenen materiellen Punkte cine oder mehrere continuierliche Mussen,
deren Volumenelement wir mit do und deren Dichtigkeit wir mit p be-
zeichnen, so erhalten wir das Integral

3) L—j‘ e pdm )

welehes sich itber siimtliche Massen erstreckt und der Gleichung (1) geniigt,
vorausgesetzt, dass der Punkt (z, y, 2) ausserhalb der Massen liegt.

Denken wir uns, dass jedes Element der vorhergenannten Massen auf
den Punkt (z, y, 2) in der Entfernung r eine Anzichung ausiibt, die gleich
cos ar + ar sinar

72

leitungen von « nach 2, y, z dic Componenten der Anziehung der ganzcn
Masse auf den Punkt (z, y, £) darstellen,

Wir bezecichnen den Ausdruck (3) mit dem Namen ,calorisches
Potential”. Der Ausdruck ]

sinay
5 , p(?m

geniigt cbenfalls der Gleichung (1), auch wenn der Punkt (v, 7, 2) inner-
halb der Masse liegt; jedoch ist die Detrachtung desselben von geringerem
Nutzen wie diejenige des Ausdrucks (3).

seiner Masse multipliciert mit ist, so werden die Ab-
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§ 8.

Man kann iiber das calorische Potential eine analoge Theovie auf-
stellen wie hinsichtlich des gewéhnlichen Potentials ¥, und weun man
sodann in den crhaltenen Resultaten o =0 setzte, so wiirde man wieder
diejenigen Resultate finden, die wir im ersten und zweiten Kapitel aus-
einandergesetzt haben.

Man beweist wie fiir das Potential ¥, dass « und seine ersten Ab-
leitungen stetige Functionen von z, g, & sind. Ich behaupte sodann, dass,
wenn der Punkt (, , 2) im Innern der Masse liegt,

(a) A+« = —4zp
ist. DBeschreiben wir nimlich eine sehr kleine Kugel, deren Mittelpunkt im
Punkte (x, y, 2) liegt, und setzen wir
U ==y + Uy,

wo 2, der Teil von « ist, der dem Volumen der Kugel entspricht, und ay
der iibrige Teil, so haben wir zunichst

(b) Aoty = — auts.
Ferner sieht man sehr leicht, dass Aw, gleich
1
AV =A 5‘7 PCZT
ist, wo dr das Volumenelement der Kugel Dbezeichnet; nun ist aber
AV = — 4zp, mithin hat man:
(c) Aoty = — drp,

und da 2, unendlich klein ist, so erhilt man, wenn man (b) und (c) addiert,
die Gleichung (a).

Uber die Lisung der Gleichung Av = «%.
§9.
Bevor wir die Losung der Gleichung
¢)) A= — o2
untersuchen, wollen wir uns mit der Losung der Gleichung
®)) Ap = a2y,
da dies leichter ist, Deschiiftigen, um uns auf die Untersuchung der
TFunetion « vorzubereiten. .
Verwandelt man « in o l/— I, so sieht man, dass die Function

Xcis (ary—1)

— odw
" f
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der Gleichung (2) geniigt, vorausgesetzt, dass der Punkt (a, #, 2) ausser-
halb der Massen angenommen wird.

Satz. 1. Es existiert einc Function v von z, 9, ¢, welche nebst
ihren ersten Ableitungen im Innern einer geschlossenen
Fliche o stetig ist, in diesem Raume der Gleichung

Av = a2

geniigt und in jedem Punkte der Fliche einen gegebenen Wert
besitzt. 2. Nur eine Function geniigt diesen Bedingungen.
Wir setzen allgemein zur Abkiirzung
O\?
+ ()

oo =(22] (2]

und Dbezeichnen mit 2« eine Function von =z, y, 2z, welche der Bedingung
geniigt, dass sie nebst ihren Ableitungen erster Ordnung stetig und in
jedem Punkte der Fliche der gegebenen IFunction U gleieh ist. Es giebt
unendlich viele Functionen, welche diesen Bedingungen geniigen; wir suchen
dicjenige, welche den Ausdruck

@ f (D) -+ 222] do

zu einem Minimum macht und bezeichnen sie mit ». Sefzen wir
=10+ hw,

wo /i eine Constante und 1w eine gewisse Function ist, so geht der Ausdruck
(2) iiber in:

ov ow Ov Ow  Ov ou
2 202] du op\(Low  ov g
S[(Dv) + a0 dw -+ 715(% 7z % 3y + 5 ap)hu
+ ?Izu‘-‘j‘mcdw —+ h'“’S[(Dw)? + aw?]dw.
Wenden wir dic Formel an
av dw  ovow  Ovow . D)
(%) S agx— 87/'5!/— “+ 'a—zg>dm = ——-LS"ICAH[(D ——5 wa—n—,dc,

so nimmt dieser Ausdruck die folgende Form an:
D) 9 ov
[(Dv)? + a?0?]dw — 20\ w o] ds

— QhS w0 (Av — «%) dw —{—7/-’5[(1)0)2 + a??) do.

Das zweite Glied dieser Formel verschwindet, weil nach Voraussetzung
w auf ¢ gleich Null ist, und wenn fiir « = » ein Minimum stattfinden soll,
so muss das dritte Glied, welches mit 2 sein Zeichen wechself, gleich Null
sein, welches auch 2 sein mige. Mithin muss man fiir das gesuchte
Minimum
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Ay = a2

haben fiir alle Punkte, welche innerhalb s liegen.

Bs bleibt noch zu beweisen iibrig, dass es keine zweite Funktion v
giebt, welche denselben Bedingungen geniigt. Die Ifunction V=9v — ¢
wiirde nidmlich denselben Stetigkeitsbedingungen sowie der Gleichung

AV =a2V

geniigen und iiberdies wiirde sie auf der Fliche o gleich Null sein.
Wir kinnen dann in der Gleichung (3) fiir o, w die Function 7" nehmen
und erhalten so:

@ [[G5)+ o) + &) +wvt]aw=o

Hieraus folgt, dass ¥ gleich Null oder ' = » ist im ganzen Raume w,

Verwandelt man in diesen Schiussfolgerungen a? in — 2, so hiren sie
auf, anwendbar zu sein, da man nicht mehr behaupten kann, dass der Aus-
druck, welcher an die Stelle von (2) tritt, offeubar ein Minimum besitzen
miisse, noch auch, dass die Gleichung, welche an die Stelle von (4) tritt,
erfordere, dass ¥ im ganzen Volumen o gleich Null sei.

’

§ 10.

Wir betrachten cin von einer TFliche o begrenztes Volumen wund
schreiben die bekannte Gleichung nieder:

) &M\u'r?m — 5‘2{'1.\'0(?(0 = — jv glz_[v, ds + 570 _a?)l_z:, ds.

Mit » bezeichnen wir die Entfernung des Punktes (z, 7, £) vom Punkte
(a, b, ¢) des Elementes dw. Iiegt der Punkt (z, y, 2) ausserhalb des Vo-
lumens o, so kanu man in dieser Gleichung setzen:

cosar
w=——
p
und nimmt man iberdies an, dass v der Gleichung
Av=—a%
geniigt, so geht dic Gleichung (5) iber in:

oS 27
" 0— 6_7—6 cosar Qv .
© =) ) e

Liegt der Punkt (z, y, 2) innerhalb des Volumens v, so heschreibe
man um diesen Punkt als Mittelpunkt mit unendlich kleinem Radius eine
Kugel und wende die Gleichung (5) auf das Volumen an, welehes zwischen
dieser Kugel und der Fliche s enthalten ist. Man erhilt dann wic im
§ 10 des zweiten Kapitels
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COS ar

cos ar Ov
() 4dmv= — 5‘ PR ds.

e/

Wiire » eine Lisung der Gle1chung
Av = a?,
so wiirde man dieselben Gleichungen (6) und (7) erhalten, nur dass darin
a in al/jl umgeiindert werden misste.

§ 11

Satz I. Wenn eine Function » von z, y, 2 der Gleichung
Av=0u? im ganzen Raume ausserhalb einer Fliche ¢ geniigt,
wenn sie ferner daselbst mit ihren ersten Ableitungen stetig
ist und iberdies Rv und I’?% endliche Werte behalten, wenn
die Entfernung R eines festen Punktes vom Punkte (z, 9, 2) un-
endlich gross wird, so kann diese Function in diesem ganzen
Raume alsdas calorische Potential einer aufe verteilten Schicht
betrachtet werden.

Tiir den innerhalb s befindlichen Raum betrachten wir die Function,
welehe durch den Satz des § 9 geliefert wird und auf ¢ denselben Wert
anuimmt wie »; wir bezeichnen sie mit o, und wenden auf », die Gleichung
(6) an. Schliesst man dann ebenso wie im § 11 des zweiten Kapitels, so
findet man:

o’ 811 »

Der Satz ist somit bewiesen und die Dichtigkeit der Schicht ist:
0v, 50)
n<6n + on

Bemerkung. Die Function v dieses Satzes ist vollstindig bestimmt,
sobald man ihren Wert auf der Fliche s kenut; sie dient dazu, den folgen-
den Satz zu beweisen.

Satz II. Wenn eine Function » von z, y, #im Innern einer
Fldache ¢ der Gleichung Av=a% geniigt und daselbst mit ihren
ersten Ableitungen stetig ist, so kann sie in diesem {taume als
das calorische Potential ciner auf o verteilten Schicht be-
trachtet werden.

Schliesst man wie im § 13 des zweiten Kapitels, so findet man, dass
die Dichtigkeit der Schicht ist:

Y
P=""5=\on " o

b _S 801 au cos(a;]/—l)

Mathieu, Potentialtheorie.

(S
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wo vy die Function des vorigen Satzes ist, welche auf der Fliche ¢ den-
selben Wert hat wie ».

Denken wir uns ein derartiges System von drei Coordinaten, dass die Fliiche
o durch einen constanten Wert einer der Coordinaten dargestellt wird,
so wird ein Punkt der Fldache durch die beiden andern Coordinaten B, B,
dargestellt werden. Betrachten wir p als eine beliebige Funetion von f,
und B, so wird die allgemeinste Losung der Gleichung Av = a2», die jedoch
den Stetigkeitsbedingungen geniigt, im Innern von o dargestellt durch die

Formel:
cos (ary/—-1
(&) V= 5(—/——) pdw,
Losung der Gleichung Aw=— «%.
§ 12.
Wir kehren jetzt zu der Losung der Gleichung
(a) Au=— o2

fiir das Innere der Tliche o zuriick. Man sieht zuniichst unmittelbar, dass

(B) 1 =5 coiw' pdw

eine Lisung dieser Gleichung ist, und es bleibt nur noch zu beweisen,
dass es die allgemeinste Losung ist, unter der Voraussetzung immer, dass
sie die Stetigkeitsbedingungen erfiille.

Die Function p von ; und B, nimlich lisst sich entwickeln in eine
Reilie, deren siimtliche constante Coefficienten willkiirlich sind, und wenn
wir p in der Formel (A) durch diese Entwicklung ersctzen, so wird die
T'unction o ebenfalls in eine Reihe entwickelt sein, deren Coefficienten re-
spective von den ersten abhingen und cbenfalls als willkiirlich betrachtet
werden konnen. Diese Coefficienten werden durch die Bedingung bestimmt,
dass v in jedem Punkte der Fliche ¢ einen gegebenen Wert haben solle.

Verwandelt man in der vorigen Rechnung a« in aj/— 1, so bleiben die
Coefficienten reell und sie werden derart bestimmt, dass #« in allen Punkten
von ¢ eine gegebene Function von f§; und B, ist.

Mithin kann man im Allgemeinen eine und nur eine Function von der
Form (B) finden, welche in jedem Punkte von ¢ einen gegebenen Wert hat.
Es kann jedoch ecine Ausnahme fiir besondere Werte von « geben, die
einen der Coefficienten der die Function « darstellenden Reihe unendlich
gross machen wiirden.

Da niimlich simtliche Coefficienten der Glieder der Entwicklung von
(B) zuniichst willkiirlich sind, so geniigt jedes dieser Glieder der Gleichung

(a) Au = — o2,
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und wenn cins dieser Glieder auf ¢ verschwindet, so wird sein Coefficient
im Allgemeinen unendlich gross; das Problem wird also unmiglich. Als-
dann aber hat man die Lisung eines andern Problems, welches darin be-
steht, eine Function (B) zu finden, die auf ¢ verschwindet.

Die Schlussfolgerungen des § 11 beweisen iibrigens, dass dic allge-
meinste Losung der Gleichung (a) von der Form (B) ist.

Losung der Gleichun o -+ ou__ a2t
5 ung o oy )

§ 13.

Wir nehmen an, dass die Function « nur von x und y abhingt, und
dass die Gleichung, welcher sie geniigt, sich reduciert auf:
% 0%
(b) @) + oy
Man bestitigt zuniichst leicht, dass die Ausdriicke

= — .

a —_—Scos (ar cosw) dw
0

N =Scos (er cosw) log ( sin®w) dw
0

dieser Gleichung geniigen. Man konnte sodann beziiglich der Gleichung (b)
.ganz ihnliche Sitze ableiten, wie dicjenigen, welche wir fiir die Gleichung
mit drei Coordinaten

(c) A= — a2

erhalten haben. Wir beschiriinken uns aber darauf, den wichtigsten Satz
anzufiihren.

Satz. Die allgemeinste Losung der Gleichung (b) in dem
von einer Linie s cingeschlossenen Raume kann auf die Form
gebracht werden:

SNPJS,

wo peine Function bezcichnet, welche lings der Linie s variiert.
Die Function # kann ferner im Allgemeinen derart bestimmt
werden, dass sie auf dem Contour s gleich eciner gegebenen
Function ist; es giebt jedoch Ausnahmen fiir besondere Werte
von «. .

Dieser Satz gilt auch noch, wenn die Tinic s, welche die ebene Fliiche
einschliesst, aus mehreren geschlossenen und getrennten Linien besteht. In
dem Falle, wo s nur aus einer geschlossenen Linie besteht, kann die vor-
stehende Losung auf die Form gebracht werden:
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(’JII ods.

Ebenso kann, wenn die Fliche ¢ sich auf ecine einzige geschlossene
Fliiche reduciert, die Losung der Gleichung (¢) in die F'orm gebracht werden:

sin o
- pds.
.

Indessen wollen wir diese beiden Sitze an dieser Stelle nicht beweisen.

§ 14

Um eine bestimmtere Vorstellung zu haben, betrachten wir den ein-
fachsten Fall, wo die Kurve s ein Kreis ist, dessen Radius wir mit I, Dbe-
zeichnen, und fihren Polarcoordinaten R und & ein, deren Anfangspunkt
im Mittelpunkte liegt. Die Function « von R und $, welche der Gleichung
(b) geniigt, ist periodisch in Bezug auf 1, und die Periode ist 2=. Mithin
ist 2 nach einem bekannten Satze in cine Reihe von folgender I'orm cnt-
wickelbar:

Cy + Cieos® + Cyeos2) + - -+ + C cosnd + - -

+Dsin® + D,sin2} + -+« 4 D, sinndt - -+,

', D, unabhiingig von 9, aber Functionen von R sind. Substituiert
man diese Reihe in dic anf Polarcoordinaten transformicrte Gleichung (b):

0%t 1 0w 1 0%
Tk Y S T Y Vi
oR* ' RoR ' 1ol

wo C

— ae,

so findet man, dass ¢, D_ der Gleichung geniigen:
) n? o O o

n

QdBQn aQ, - .
R i + R ak + (2R —2%) Q,= 0,
und da @, endlich bleiben muss fiir BR=0, so hat e¢s den Wert:
. a’RR? ot}
Q=T |~ g G T G DG ED

N oS R 4
2. 1. 2.3+ D+ +3) " ]

abgesehien von einem Coefficienten. Somit hat man, wenn man mit 4, B,
willkiirliche Coefficienten bezeichnet:

w=AyQ,(R,a) + + - + (A, cosnd + B, sinn) @, (L, o) + - -

Man kann siimtliche Coefficienten und nur auf ecine Weise derart
bestimmen, dass « auf dem Contour gleich ciner gegebenen periodischen
Function f(1) ist. und zwar hat man:
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o

A = () cosnddd,

1
" RQ, (R, @) g
0
By=—rt ) sin ndadd
n ﬁQnCRl’ 0')0 f( ) S1n U,

s wiirde jedoch eine Ausnahme cintreten in dem Falle, wo o Wurzel
ciner der Gleichungen

(@) QL 1)=0,...., Qn(RI)a)=05 s

wiire, denn dann wiirden zwei der Coefficienten unendlich werden. In dem
speciclleren IFalle, wo die. Gleichung @, (22, «) = 0 befriedigt wiire, und in
welchiem die beiden Integrale, welche in o und B, vorkommen, gleich Null
wilren, kinnten A _, B, Dbeliebig sein.

Will man, dass diec Function # auf dem ganzen Umfange des Kreises
gleich Null sei, so wiirden im Allgemeinen siimtliche Coefficienten gleich
Null sein; es giebt jedoch eine Ausnahme, nimlich wenn « eine Wurzel
ciner der Gleichungen (d) ist; ist die 5 -4 1t¢ befriedigt, so erhiilt man die

Lisung:
] .
1= (A cosnl + B, sinnd)Q, (L, ).

§ 15.
Diescs Beispiel dient dazu, den folgenden Satz, der siel aus § 13 ergiebt,
besser verstindlich zu machen.
Man kann im Allgemeinen einc und nur ecine Function be-
stimmen, welche im Innern eines Contours s der Gleichung

o | 0% R
T

geniigt, welche dascibst mit ihren Ableitungen erster Ordnung
endlich und stetig ist und die in jedem Punkte dieses Contours
cinen variablen und willkirlich gegebenen Wert besitzt. Es
giebt jedoch Ausnahmen fiir gewisse Werte von «, die in be-
stimmten Intervallen auf einander folgen, und fiir diese Werte
von « existiert eine IFunction », die verschieden von Null ist
und allen vorhergehenden Bedingungen geniigt, nur dass sie
auf dem Contour, anstatt daselbst eine willkiirliche Function
zu sein, verschwindet. Wird diese Function » in die Formel

(2) 2% == (A sinact 4+ B cosact)v,

wo A4 und B willkiirliche Constanten sind, substituiert, so
liefert sie eine Lisung der Gleichung:
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0% W(0% 0%
®) o= )
welche imInnern von s erfitllt sein muss und wo diec Bedingung
hinzuzufigen ist, dass » auf dem Contour s gleich Null ist.

Dieser Satz giebt die wahre Definition der einfachen Losung der
Gleichung (b).

Die Gleichung (b) bestimmt die normale Verriickung eines jeden
Punktes einer schwingenden Membran; die Gleichung (a) stellt somit die
einfache Schwingungsbewegung einer Membran dar, deren Begrenzungs-
contour s fest ist. Aus der Lrfahrung weiss man, dass die cinfachen
Schwingungsbewegungen das Bestreben haben, sich einzeln hervorzubringen,
obwoll die allgemeinste Bewegung die Summe von unendlich vielen solcher
Bewegungen sein muss. Denn da sie unter cinander incommensurable
Tone geben, so miissen sie isoliert auftreten, um eine periodische Be-
wegung geben zu konnen.

Zweites Potential.

§ 16.

Wir wollen jetzt allgemeine Sitze beweisen, die sich auf die Lisung
der Gleichung

Ay =0
oder
oY  O'n ol Ot ot o*u
e T oy T o T 20yt T 2w T 2oty =0
bezichen.

Diese Gleichung kommt in der Theoriec der Elasticitit vor.
Wenn nédmlich ein homogener fester Korper, dessen Elasticitit nach allen
Richtungen dieselbe ist, im elastischen Gleichgewichte sich befindet, und
durch den Einfluss von Drucken, die auf seine Oberfliche ausgeiibt werden,
deformiert wird, so geniigen die Projectionen der Verriickung irgend cines
Punktes des Innern des Xorpets jener Gleichung uund die Componenten der
clastischen Krifte, welche im Innern des Korpers auf ebene Flichenelemente,
die den Coordinatenebenen parallel sind, ausgeiibt werden, geniigen der-
selben Gleichung.

Die nachstehenden Siatze habe ich bereits frither einmal angegeben
(Journal de Liowville, t. X1V, 1869).

Auf den Ausdruck AAuw beziigliche Formeln.

§ 17.

Denken wir uns einen Kérper, dessen Volumen w ist und der von der
Oberfliche o begrenzt wird, und betrachien wir die Formel (Kap. I, § 10):
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(1) SL‘AZZ(Z(D —.SzzAudm ( o ,d +( sy ,(Zc,

so crhalten wir, wenn wir v in Aw' verwandeln:

~ . AA 41
(2) SAzlAzL'(Zm =—-5.uA/.\u’dw —\Aw -g}iz; ds %«Sn%};‘ ds.

In der Formel (1) sind % und » ebenso wie ihre ersten Ableitungen
als stetig vorausgesetzt; mithin ist in der IFormel (2) « denselben Be-
dingungen unterworfen und A’ muss mit seinen ersten Ableitungen eben-
falls als stetig vorausgesetzt werden.

Da die linke Seite der Gleichung (2) sich nicht dnderf, wenn man
und o' vertauscht, so muss dasselbe mit der rechten Seite der Fall sein

und daraus folgt:
’ EA”LZ
I"_Bn’ de

5 uAAY Jw — SAz
=§u'AAudw — .S‘All é:, de + j‘u’%%l,ida,

uAA dw — j W Adudw

(3) ,
oA 0An ou ou
=S<— U + w7 )da —S(Aua A ——,> do.

Offenbar wird diese Gleichung gelten, wenn die Fuuctionen u, 2’ und
ihre Ableitungen von den drei ersten Ordnungen stetig sind.

Die Formel (3) spielt in der Theorie der Gleichung AAw = 0 ecine
dhnliche Rolle, wie die Gleichung (1) in der Theorie der Gleichung Aw = 0.

oder:

Definition und Eigenschaften des zweiten Potentials.
§ 18.
Betrachten wir das durch das dreifache Integral

14 ='S 5‘5%)—9’& dadbdc

gegebene Potential, wobei sich die Integration iber ein Volumen o or-
streckt und in welchem » dic Entfernung des Punktes (z,y,#) vom Punkte
(a, b, ¢) bezeichnet, so haben wir

AV =0 oder AV = — 4d=¢ (2,7, 2),
je nachdem der Punkt (z,y,7) ausserhalb oder innerhalb des Volumens w

liegt.
Beachten wir, dass

Ar=-§, somit AAr=20
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ist, und betrachten wir sodann dic Function

w = jis 5 ro (a, b, ¢) dadbde,
so haben wir

2 1 (@—ar
(a) %;w = ﬁy ¢ (4, b, ) (7 - (x—;dﬂ> dadbde,

und somit:
) Aw=2V.

Die Gleichung (a) und daher auch die Gleichung (b) findet statt, auch
wenn der Punkt (2, y, £) im Innern des Volumens o liegt; alsdann nédmlich
wird zwar die unter dem Integralzcichen stebende Tunction im Punkte

. . 1.
(%, ¥, £) unendlich, da aber dieses Unendlich nur von der Ordnung; ist,

so crhiilt man, wenn man dieses Integral auf das Volumen einer unendlich
kleinen Kugel, deren Mittelpunkt in jenem Punkte liegt, anwendet, nur ein
unendlich kleines Resultat.

Da die Gleichung (b) in allen Fillen stattfindet, so erhiilt man, wenn
man die Operation A an beiden Seiten vornimmt:

AAw =0,
falls der Punkt (z, y. #) ausserhalb des Volumens o, und
AAw = — S=9 (z, 3, 2),

falls er innerhalb desselben sich befindet.

Ich nenne w das zweite Potential der in o eingeschlossenen Masse,
und wenn es gilt, V von «w zu unterscheiden, so soll ¥ das erste Potential
derselben Masse genannt werden. Denkt man sich im Punkte (2, y, £) die
Linheit der Masse concentriert, so stellen die Ableitungen von w nach
z, y, 2 die Abstossung der Masse des Korpers in Bezug auf diesen Punkt
dar, wenn man sich zwischen zwei Molekiilen cine gegenscitige Kraft wirk-
sam denkt, der zufolge sie sich in ihrer geraden Verbindungslinie und
unabhiingig von ihrer Entfernung abstossen wiirden.

§ 19.

Denken wir uns auf der I'liche ¢ cine unendlich diinne Schicht Materie
ausgebreitet und bezeichnen wir mit p die Dichtigkeit dieser Schicht und
mit » die Entfernung des Punktes (z, y, #) von ds, so erhalten wir fiir ihr
zweites Potential:

© w =591'dc.

w wird innerhalb und ausserhalb dieser Schicht der Gleichung AAw =0
geniigen: und iiberdies dasclbst mit allen seinen Ableitungen sich stetig
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indern. Bezeichnen wir mit » und o' das erste Potential dieser Schich,
je nachdem der Punkt (u, 7, £) innerhalb oder ausserhalb liegt, und ebenso
mit 20 und ' den Ausdruck (¢) in diesen beiden Fillen, so haben wir

VL N W LY
P——4n<aiz’+8)z T &\ o on /)’

und, wenn der Punkt die Schicht durchschreitet, so édndern sich die
Function w und ihre Ableitungen der ersten beiden Ordnungen in stetiger
Weise, wihrend dasselbe im Allgemeinen fiir dic Ableitungen dritter
Ordnung nicht mehr der Fall ist.

Uber eine Lisung der Gleichung Adu=0.

§ 20.
Ich behaupte, dass man immer eine Function # finden kann, welche
im Innern der Fliche ¢ der Gleichung

m AMu=0

geniigt, daselbst mit iliren Ableitungen der drei ersten Ordnungen sich
stetig dndert und deren Wert, ebenso wie der Wert der an ihr ausgefithrten
Operation A, auf der Oberfliche gegeben ist.

Man kann dieser Autgabe geniigen, wenn man setzb:

U=W + ?

2 v =5v£:: ds, w= j‘p)‘{la,

wo p und p' Functionen der Coordinaten jedes Punktes der Iliche s sind
und » dic Entfernung des Punktes (z, 7, 2) von do ist; v und @ sind
demnach das erste und das zweite Potential von zwei Massemschichten,
welche diese Oberfliiche bedecken.

Die Function ¢ = Aw geniigt. der Gleichuug (1) zufolge, der Gleichung:

At=0,

und da Aw auf der Oberfliche cinen gegebenen Wert ¢ hat, so hat
{ = Aw=Awu auf dieser Oberfliche denselben Wert. Mithin ist nach einem
bekannten Satze ¢ vollstindig bestimmt; man kamn es ferner auf dic Form

bringen:
= QS—P (Zc,
>

w= Eprdc

nimmt, so hat man Aw =1 und auf der Fliche ¢ ist Aw=¢.

und wenn man
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Kennt man w, so erhilt man den Wert von v auf der Oberfliche, wenn
man den Wert von » von demjenigen abzicht, welcher fiir « gegeben worden
war; somit wird der Wert von » vollstindig bestimmt sein.

Demnach ist der Satz bewiesen und ferner crsieht man, wie man die
Losung auf dic Form (2) bringen kann.

Allgemeine Losung der Gleichung Adwu =0.

§ 21.
Wir Dbetrachten eine Function « von =z, y, #, welche im Innern der
Fliche ¢ der Gleichung
ANy =0
geniigt, und nehmen an, dass daselbst % und seine Ableitungen der drei
ersten Ordnungen sich in stetiger Weise dindern. In der Gleichung (2) des
§ 17 setzen wir «' =« und erhalten:

on’

Nehmen wir sodann an, dass » auf der Fliche o cinem der beiden
Systeme von Bedingungen:

A
Lg‘(Au)'-’(Zw =— Au,g% do —!—Su—a—wdc.

(1°) u=0, Au=0
ou
9° — — =
) w=0, o 0

geniige, so reduciert sich die vorstehende Gleichung auf

f (Au)2de = 0.

Man schliesst hieraus, dass Aw in allen Punkten innerhalb ¢ gleich
Null ist und dass somit « sclbst in derselben Ausdehnung Null ist; denn
bekanntlich ist ecine Function u, welche der Gleichung Aw =0 im Innern
der Fliche ¢ geniigt und auf dieser Iliche verschwindet, in allen innerhalb
befindlichen Punkten gleich Null (Kap. I, § 21).

Hieraus Lkann man leicht folgern, dass es nur eine Function geben
kann, welche der Gleichung

ANy =0

im Innern der Fliche s geniigt, daselbst mit ihren Ableitungen der drei
ersten Ordnungen sich stetig dndert und fiir welche

. Ou
u, Au oder u, e

auf der Fliche einen gegebenen Wert haben.
Denn nehmen wir an, dass eine zweite Function o' denselben Be-
dingungen geniigen konne, und setzen wir
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~1

Ot

u— =1,
so geniigt & in allen Punkten des Volumens o der Gleichung
AAY =0

und auf der Oberfliche dem cinen der beiden Systeme von Bedingungen:

d=0, A =0
oder

] o

=0, W:O,

somit ist nach dewm, was wir chen bewiesen haben, & in allen inneren
Punkten gleich Null, und es ist w'= .

§ 22,

Wir haben gesehen, dass man stets eine Function von der Form

2 =§ prds + j % ds

finden kaun, deren Wert ebenso wie der von Aw auf der Iliiche s gegeben
ist, und aus dem Vorhergehenden folgern wir die beiden folgenden Sitze:

1. Es existiert cine und nur eine Function, welehe im Innern
der Fliche o der Gleichung

A =10

geniigt, daselbst mit ihren Ableitungen der drei ersten Ord-
nungen sich stetig dndert, und deren Wert nebst dem auf sie
beziiglichen Werte von A auf der Fliiche gegeben ist.

2. Jede Function %, weleche im Innern von o der Glei-
chung Adu=0 geniigt und den vorher genannten Stetigkeits-
bedingungen gehorcht, ist dic Summe des ersten Potentials einer
Schicht, welche diec Fliche s bedeckt, und des zweiten Potentials
eciner andern Schicht, welche dieselbe Oberfliche bedeckt.

Dieser zweite Satz giebt das allgemeine Integral der partiellen Diffe-
rentialgleichung, ein Integral, in welchem die Dichtigkeiten p und ' der
beiden Schichten irgend welche Functionen der Coordinaten der Fliche o sind.

Man hat éinen dem ersten der beiden vorhergehenden Theoreme éhn-
lichen-Satz, in welchem man sich auf der Fliche ¢ an Stelle von « und Aw
die Werte von 2 und g)i:, gegeben denkt; den Beweis desselben habe ich
in meiner oben crwihnten Abhandlung gegeben, doch gehe ich an dieser
Stelle auf denselben nicht ein.
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Uber die auf zwei Coordinaten reducierte Gleichung Adu=0.
§ 23.
Nehmen wir an, dass # nicht von ¢ abhingt, so reduciert sich die
Gleichung AAyx =0 auf
1 4 4
Ol L g O  Ow_,
oxt 0z%0y® oyt

Setzt man:
r¥=(z — a)’ 4 (y — V)%,
so hat man:

1 * 1
A <9"~’ log -+ —79—) = 4log -,

AA ()"3 log%— + T) =0,

2

Wir betrachten die beiden Functionen von x und y

Co
V=Sj log 5 @ (a, b)dadb

. L
o= {Jlerel + 3

und denken uns diese doppelten Integrale hinerstreckt itber cine Fliche Q;
ferner nennen wir ¥ und w0 respective das erste und das zweite Potential,
Wie wir (§ 2) geschen haben, ist
AV =0 oder = — 2rs(x, ),
Je machdem der Punkt (2, y) ausserhalb oder inuerhalb der Fliche @ sich
befindet.  Ferner hat man:
Aw =41V
und hieraus folgt:

AAw = 0 oder = — 8=% (2, ),
Je nachdem der eine oder andere Fall stattfindet.

Hat man die vorstchenden Definitionen des ecrsten und des zweiten
Potentials angenommen, so braucht man nur die Schlussfolgerungen der
vorhergehenden Paragraphen anzuwenden, um hinsichtlich der auf zwei
Dimensionen beziiglichen Gleichung AAw =0 ihnliche Siitz¢ zu crhalten,
wie diejenigen, dic wir fiir drei Dimensionen gefunden haben. Wir be-
schriinken uns darauf den folgenden Satz anzufihren.

Jede Function, welche im Innern der Kurve s der Gleichung
64?L+ F ot +64u
ot oz*oy* oyt

geniligt und die nebst ihren Ableitungen der drei ersten Ord-
nungen daselbst stetig ist, ist die Summe des ersten Potentials

=0
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einer Schicht, welche die Kurve s bedeckt, und des zweiten
Potentials einer andern auf demselben Contour abgelagerten
Schicht.

Sie ist somit von der Form:

R 1 2 1
((;-- log -+ ’:; >»9ds +510g - bds,

B,
wo o und v zwei Functionen einer Coordinate, durch die cin Puukt des
Contours s bestimmt werden kann, sind und » diec Entfernung des Punktes
(z, y) von dem Llemente ds ist.
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Vergleichung der Theorie des Potentials mit
derjenigen der Wirme.

Das Potential irgend eciner Masse geniigt iiberall ausserhalb dieser
Masse der Gleichung

(a) AV =o.

Wir denken uns nun cinen isotropen Korper, so dass die Fortpflanzung der
Wiirme in ihm nach allen Richtungen in derselben Weise vor sich geht,
und nehmen an, dass derselbe sich unter der Einwirkung constanter Wirme-
quellen im Wirmegleichgewicht befinde; die Temperatur 7 eines beliebigen
Punktes (2, g, #) dieses Korpers geniigt alsdann der Gleichung (a); ebenso
wie das Potential muss sic eine stetige Function der Coordinaten dicses
Punktes sein und ihre Ableitungen erster Ordnung sind cbhenfalls stetig.
Denn wenn man mit ¢ den Coefficienten der Leitungsfiihighkeit hezcichnet,
so miissen die Wirmestrome fiir die Tlichencinheit, niimlich

_,er v v
Tz q@_y’ %"

welehe durch ein ebenes zur Achse der x, der y oder der z senkrechtes
Flement hindurchgehen, stetige TFunctionen sein. Man sieht daher ohne
Weiteres, dass eine sehr grosse Analogie zwischen dem Poifential nnd der
Gleichgewichtstemperatur eines Korpers besteht; wir werden aber iiberdies
heweisen, dass eine vollige Identitiit zwischen diesen beiden Functiouen
existiert, so dass jede Aufgabe iiber das Potential ersetzt werden kann
durch eine andere. welehe sich anf ein Temperaturgleichgewicht bezieht.
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Beweis der Formel AV = — 4xp.

§ 1.

Wir bemerken zuniichst, dass man beweisen kann, dass die Gleichung
AV = — 4=p,

in welcher ¥ das Potential einer Masse ist, deren Dichtigkeit im Punkte
(z,7,2) gleich p ist, auch gerade diejenige ist, welche die Bewegung der
Wirme in einem Korper giebt. Dieser Beweis ist von Riemann gegeben
worden.

Wir betrachten ein unendlich kleines in der Masse gelegenes recht-
winkliges Parallelepipedon, dessen Kanten respective der z-, -, z-Achse
parallel sind und mit dz, dy, dz bezeichnet sein migen, und wenden da-
rauf die Gauss’sche Formel

) (o dom— st

an (Kap. I, § 14)*). Das Integral erstreckt sich iiber die ganze Oberfliche
des Parallelepipedons und I ist die darin enthaltene als stetig voraus-
gesetzte Masse.

Wird das Element ©n der Normale nach aussen gezogen, so hat der
Teil jenes Integrals, welcher sich auf die zur Abscisse 2 gehirige Seiten-
fliiche dydz bezieht, den Wert:

oV
(c) — % dydz;

der Teil desselben Integrals fiir die parallele Seitenfliche, deren Abscisse
2 -+ dx ist, hat den Wert:

oV otV
(d) <—9? -+ O (h') dydz,
und wir crhalten den Ausdruck
0%V
83[3 (lely(lp

fiir diec beiden Secitenflichen. Man erhiilt somit fiir die linke Seite der
Gleichung (b)

(72 SRS Skl
<-;—-:g -+ o -+ F) dxdydz.

Ferner hat man fiir die rechte Seite der Gleichung (b)
— dzpdaedyds.

*) Man hat alsdann nichi den Beweis des § 12, sondern denjenigen des § 14
zu nehmen, da der erstere den zu bheweisenden Satz voraussetzt.
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Mithin erhiillt man schliesslich:

(e) AV = — 47:9,
und wenn der Punkt (z, g, #) ausserhalb der Massc angenommen wird:
) AV =0.

Hitte V die Temperatur eines Kirpers bezeichnet, so wiirde in das
Parallelepipedon ein Wirmestrom eingetreten sein, der durch den Ausdruck
(¢), wenn man diesen noch mit ¢ multipliciert, dargestellt wird, und es
wiirde aus demselben ein Wirmestrom ausgetreten sein, der durch den
Ansdruck (d) dargestellt wird, wenn man sein Zeichen indert und ihn mif
demselben Coefficienten multipliciert. Im Falle des Temperaturgleichge-
wichts erhilt man dann die Gleichung (f), indem man ausdriickt, dass die
gesamte in das Element eingetretene Wirmemenge gleich Null ist. Man
wiirde die Gleichung (e) erhalten, wenn man sich dichte, dass der Kérper
der Sitz einer Wirmequelle wiire, welche fiir die Einheit des Volumens und
in der Einheit der Zeit eine Wiirmemenge gleich — 4=gp erzeugte.

Bezeichnet V' ein Potential, so kann man den Ausdruck (c) als eine
Kraftmenge betrachten, welche durch die erste Seitenfliche dydz hiudurch-
tritt, und dieselbe mit dem Namen , Kraftstrom® bezeichnen.

§ 2.

Mit Hiilfe der Gleichung (b) kaun man auch den Coulomb’schen
Satz (Kap. II, § 9) beweisen. Wir denken uns eine auf einer Fliche ver-
teilte unendlich diinne Schicht, deren Potential in jedem Punkte dieser
Fliche einen constanten Wert haben mége. Es sci de ein Element dieser
Fliche; wir construieren einen Kanal, welcher ds zum Querschnitt hat und
dessen Oberfliche von Kraftlinien gebildet wird (Kap. I, § 2); ferner legen
wir zwei Querschnitte do;, doy, den einen ausserhalb, den andern innerhalb o.
Dann ist der Wert von %—Z gleich Null lings der Seitenfliche des Kanals
und im Innern von ¢, und es bleibt

oV
(a—) ds; = — 4rpds,

wo pds die Masse ist, weleche ds bedeckt, und wenn man de, unendlich nahe
bei ds annimmt, so erhilt man:

Identitiit des Potentials und der Gleichgewichtstemperatur.

Viele Siitze iiber das Potential werden beinahe unmittelbar evident,
wenn man fiir sie dicjenigen substituiert, welche ihnen beim Temperatur-
gleichgewicht entsprechen.
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Nehmen wir z. B. einen f(ijrper an, dessen simtliche Oberflichenpunkte
auf festen und gegebenen Temperaturen erhalten werden, so wird dieser
Korper einem Temperaturgleichgewicht zustreben, welches vollkommen be-
stimmt ist. Dieser Satz kommt augenscheinlich auf das im § 16 des ersten
Kapitels bewiesene Dirichlet’sche Prinzip zuriick.

Denken wir uns ferner, dass die Temperatur in allen Punkten der Ober-
fliche eines Korpers gleich erhalten werde, so wird die Gleichgewichts-
temperatur in allen inneren Punkten denselben Wert haben. Dieser Satz
kommt auf den folgenden zuriick: Wenn Massen ausserhalb einer
Fliche gelegen sind und ihr Potential auf dieser Fliche einen
constanten Wert hat, so wird ibr Potential in allen inneren
Punkten denselben Wert besitzen.

Die Massenschichten, welche auf Flichen ausgebreitet sind und deren
Potential man betrachtet, entsprechen in der Theorie des Temperaturgleich-
gewichts Wirmequellen, welche mit diesen Fliachen in Berithrung stehen.

§ 4.

Stellt V' die Gleichgewichtstemperatur eines isotropen Kérpers dar, so
ist ¥ nur im Innern der diesen Korper begrenzenden Fliche ¢ bestimmt;
da wir aber alsdann die Function ¥ ausserhalb dieses Raumes willkiirlich
bestimmen konnen, so denken wir uns, dass der von ¢ cingeschlossene
Kirper T nach allen Richtungen bis ins Unendliche verlingert werde, wobei
wir jedoch annehmen, dass der Korper T von dem #usseren Korper 77
durch cine unendlich diinne Schicht, welche der Sitz eciner Wirmequelle
ist, getrennt sei. Die Gleichgewichtstemperatur von I’ nemnen wir eben-
falls V.

Die Intensitit der Quelle ist eine festbestimmte, sie iindert sich aber
von cinem Punkte der Oberfliche zum andern; die Temperatur ist ferner
diesclbe an der Grenze des Raumes 7' und an der Grenze des unendlichen
Raumes T'; endlich wird noch vorausgesetzt, dass die Temperatur in un-
endlicher Entfernung auf Null erhalten werde.

Nach dem, was wir gesehen haben (Kap. II, § 15), ist die Function V
innerhalb und ausserhalb von ¢ identisch mit dem Potential einer auf ¢
verteilten Massenschicht, und es ist:

1 ((foV  oT\1
V=-z;5(“a‘;+m>7-"°’
wo s die Entfernung des Punktes (z,7, z) vom Elemente ds ist.

Uber dem Elemente ds der Oberfliche nehmen wir die Masse zwischen T
und 7" als stetig an; alsdann sind die zu diesem Element senkrechten
Wiirmestrome in 7' und 7’ dieselben., Wir kénnen also {iir dieses Ilement
schreiben:

o _g S0V
=Y ey T
Mathieu, Potentialtheorie. 8
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Diese Wiirmestrome entstehen aus der an der Fliche o unterlaltenen
Wiirmequelle, wenn man letztere um den unendlich kleinen das Element ds
bedeckenden Teil vermindert. Nun sendet aber der auf ds gelegene Teil
der Wiirmequelle zwei normale Strome von derselben Intensitit ads, aber
von entgegengesetzter Richtung aus, niimlich den einen nach dem Innern
von ¢, den andern nach aussen. Somit hat man:

ov _ oV
-—-QW—-D-F(I, qﬁ—U—a,

und hieraus ergiebt sich die Formel:

oV oV 2a

o =—

on on q
in welcher 2« die Wiarmemenge ist, welche von der Quelle auf ds in der
Einheit der Zeit und fiir die Flicheneinheit geliefert wird. Fiihrt man
diese Grosse in den Ausdruck von T ein, so erhiilt man:

1 \e,
— 2nq ) r (o
Isotherme Fliichen oder Niveaufliichen.
§ 5.

Betrachtet man ein System von Massen, deren Potential ¥ man nimmt,
so sind die Niveauflichen diejenigen Tlichen, auf demen das Potential
constant ist. Denken wir uns andererseits einen unbegrenzten festen
Korper, der von einem oder mehreren Hohlriumen durchsetzt ist, in denen
sich constant bleibende Wirmequellen befinden, so ist die Gleichgewichts-
temperatur des Korpers durch diese Quellen bestimmt, und die TFliichen,
fir welche die Temperatur dieselbe ist, werden isotherme Flichen genanut.

Offenbar sind die isothermen Fliichen mit den Niveauflichen identisch.

Wir haben gesehen, dass, wenn cine Masse 2L im Innern einer Fliche o
liegt, ihr Potential ausserhalb dasselbe ist, wie dasjenige einer auf der
Fliche passend verteilten Schicht. Die Dichtigkeit dieser Schicht aber ist
im Allgemeinen sehr schwer zu bestimmen; diese Aufgabe wird dagegen
leicht, wenn die Fliche ¢ eine Niveaufliche der Masse 3/ ist und wenn man
die allgemeine Gleichung dieser Fliichen in der Forin ¥ = const. kennt.

Wenn nimlich das Potential der Schicht auf der Fliche ¢ constant ist, so
wird es auch in allen inneren Punkten constant sein, und ihr fusseres
Potential, welches dasjenige der Masse ist, ist nach Voraussetzung eine
bekannte Function. Man hat daher:

1oy

=T o
Nehmen wir in dieser Formel JdV als constant an, so wird dn die
Entfernung der Fliche ¢ von der unendlich nahe gelegenen Niveaufliche
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sein; mithin steht die Dichtigkeit der Schicht oder ihire Dicke, wenun man
die Schicht als homogen voraussetzt, im umgelkehrten Verhitltnis zur Ent-
fernung der beiden Flichen. TFerner weiss man, dass die Masse dieser
Schicht gleich a7 ist (Kap. II, § 16).

Diese Schicht heisst Niveauschicht und ihre Anziehung auf einen
Punkt ihrer #usseren Oberfliche ist normal zu der Fliche. Ferner wollen
wir noch bemerken, dass zwei Niveauschichten in einem Punkte, der ausser-
halb der einen wie der anderen liegt, dasselbe Potential besitzen.

§ G.

Die confokalen Ellipsoide, welche durch die Gleichung

22 * 22
;é'*" 92_1)2“" 92—05’—]’

n
wo der Parameter p der Ungleichheit

p>c>"

geniigt, gegeben sind, bilden ein System von isothermen Ilichien oder ein
System von Niveauflichen.

Man beweist sehr leicht, dass eine zwischen zwei homothetischen®)
Ellipsoiden enthaltene homogene Schicht auf einen in ihrem innern Hohl-
raum liegenden Punkt A keine Wirkung ausiibt, indem man zeigt, dass
ein Kegel von unendlich kleiner Offnung, dessen Spitze in 2L liegt, aus
dieser Schicht zwei Elemente ausschneidet, deren Anziehung auf die Spitze
von derselben Grisse, aber von entgegengesetzter Richtung ist. Mithin
erhiilt man eine Reihe von Niveauschichten, indem man Schichten von der-
sclben Masse nimmt, welche zwischen einem der confokalen Ellipsoide (1)
und einem unendlich nahen homothetischen Ellipsoide liegen. Wie wir
schon gesagt haben, ist die Wirkung irgend zweicr dieser Schichten auf
cinen iusseren Punkt dieselbe.

Die beiden Systeme von ein- und zweischaligen Hyperboloiden

N % ¥ 2 _
@ P12+ oE—0 E—pf 1 (<<p, <o)
22 y? 22

@ T E—gpTa—p=! ®=<D

sind zu den Flichen (1) und zu einander orthogonal und geben durch ihre
Durchschnittslinien die Kraftlinien einer jeden der vorher erwiihnten Schichten.

Jedes der beiden Systeme von Hyperboloiden bildet ferner ein System
von Nivcauflichen und wiirde zu dhnlichen Schliissen fithren wie diejenigen,
welche wir fiir die Ellipsoide erhalten haben.

*) D. h. concentrischen, iihnlichen und &hnlich liegenden.
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Nehmen wir b und ¢ unendlich klein an, so gehen die confokalen
Ellipsoide in Kugeln iiber; p; und p,, welche kleiner als ¢ sind, werden
ebenfalls unendlich klein; somit reducieren sich die Gleichung:m (2) und
(8) auf

Sy 2,
p? gt =0t ct—pt
22 2 22

@y —0

922_1,2 _ 922—02 — p,?
und diese stellen Kegel dar. Multipliciert man die Nenner mit einer sehr
grossen Grosse, so kann man diese Nenner als endlich annehmen und b und
¢ werden constant bleiben. Jedes dieser Systeme von IKegelflichen giebt
isotherme Flichen.

Isotherme Kegelfliichen oder Niveaukegelfliichen.
§ 7.

Wir denken uns einen unbegrenzten Korper im Temperaturgleichgewicht,
in welchem die Temperatur lings der von einsm und demselben Punkte O
ausgehenden Geraden dieselbe ist. Nehmen wir sphirische Coordinaten
r, 3, ¢, deren Mittelpunkt in O sich befindet, und die durch die Gleichungen

2 =1 cos
y=rsincos ¢
g=rsinisind

gegeben werden, so geht die Gleichung

¢)) AV=0
iiber in
8(1‘9 ?Z> 8<sin {)—a-(l/> o1r
- or X ob 4 1 oV 0
SIY gy 0% sin® ogf T

und da ¥ unabhingig sein soll von #, so reduciert sich diese auf:

oV
o(sind 25 ) 4
sing ~— 0L OF_q
oY =
Setzen wir:

d¥

%
e du oder u = log tang~:—2-,
so mmmt diese Gleichung die folgende sehr einfache Form an:
02V 0’V
(2) T T =0

welche der Gleichung
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‘ v 8V
) o T

0

ganz dhulich ist, und diese letztere Gleichung ist keine andere als die
Gleichung (1) in rechtwinkligen Coordinaten, falls V unabhingig von z ist.
Man kann aber eine noch grossere Analogie erhalten. Die Function V der
Gleichung (2) hat in Bezug auf ¢ die Periode 2n; somit ist ¢ ein Winkel,
den man nur von O bis 2= variieren zu lassen braucht, und « kann variieren
von — o bis -+ oo, da & von 0 bis = variieren muss. An Stelle der Coordi-
naten 2, y der Gleichung (3) substituieren wir Polarcoordinaten, indem wir
setzen:

z = Rcosy' = ac® cos{’

y = Rsiny = ac“siny’;
dadurch geht die Gleichung (3) iiber in

oy’ oV’
€)) Eel + _6_4»'? =0.

Hier ist nun ¢’ ein Winkel, den man nur von O bis 2= variieren zu
lassen braucht, und ' muss sich von — o bis + o dudern. Demnach
existiert jetzt vollige Identitit zwischen den Functionen ¥ und V', welche
durch dic Formeln (2) und (4) geliefert werden.

Nehmen wir also zwel Systeme von isothermen und zu einander ortho-
gonalen Kurven an

&' = const., §’ = const.,
wo o/, 8’ die thermometrischen Parameter sind, so dass die Gleichung (3)
itbergeht in
oV oV’
ot T opr =0
nehmen wir ferner an, dass ¢’ und B’ mit 2’ und ¢’ durch die Gleichungen

r__ ’ ’ r_ ) ,
a‘_'fl("’ﬂ‘;’)’l-—ﬂ.’(“aq’)
verbunden seien, und setzen wir dann

a=f(4,$), B = fe (u, ‘P)
so geniigt die Function V der Gleichung
@y o

6T OB
die beiden Systeme von Kegeln mit dersclben Spitze

0;

a = const., B = const.

sind orthogonal zu einander, und jedes von ihnen stellt isotherme Kegel-
flichen dar.

Man kann bemerken, dass, wenn ein System von Kegelflichen isotherm
ist, ein zu dem ersten orthogonales System von Kegelflichen cbhenfalls
isotherm ist.
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Denken wir uns eineu homeogenen Korper, welcher zwischen zwei
Kegelflichen cines und desselben isothermen Systems enthalten ist, und
nehmen wir an, dass man jede der beiden Flichen auf einer und derselben
Temperatur erhalte, so werden alle Kegelflichen dieses Systems, welche in
dem Korper cingeschlossen sind, je eine und dieselbe Temperatur besitzen.
Diese Eigenschaft wird gelten, wenn man annimmt, dass die Kegelflichen
aus zwei Minteln bestchen, indessen ist klar, dass sie cbenfalls gilt, wenn
man sie auf einen ecinzigen Mantel reduciert.

§ 8.

Diesc isothermen Kegelfliichen kénnen als Niveaukegelflichen be-
trachtet werden und den eben gemachten Bemerkungen zufolge kann man
sie sich auf einen cinzigen Mantel reduciert denken.

Um auf einer dicser Kegelflichen ecine Niveauschicht zu erhalten, be-
rechne man die Dichtigkeit nach der Formel

__L1ov
o= "Iz on’
da dV als constant angenommen wird, so ist d»n die Entfernung zwischen
cinem Punkte der Kegelfliche und der unendlich nahe gelegenen Niveau-
kegelfliche; lings ciner geradlinigen Erzeugenden ist di proportional der
Entfernung » von der Spitze des Kegels; bezeichuet man also mit b cine
Constante, so hat man
b
P=7
p ist somit die Ordinate eines Zweiges ciner gleichseitigen Hyperbel,
deren Asymptoten die Erzeugende und die durch die Spitze an die Mantel-
fliche des Kegels gelegte Normale sind; mithin ist p an der Spitze des
Kegels unendlich und diese Eigenschaft entspricht dem, was man in der
Electrostatik die Kraft der Spitzen nennt.

System von isothermen oder Niveau-Linien, welches zwei
gegebenen Kurven oder einer einzigen entspricht.

§9.

Wenn wir isotherme Linien in einer Ebene betrachten, so gescliehi
dies der grosseren Bequemlichkeit wegen; in Wirklichkeit aber muss man
sie als die Querschnitte von unbegrenzten isothermen Cylindern ansehen.

Wir betrachten einen ebenen Raum, der zwischen zwei geschlossenen
Linien C und C,, von denen die erste die zweite umschliesst, enthalten ist,
und setzen voraus, dass diese Kurven weder sich selbst noch einander
schneiden.
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Denken wir uns jede der beiden Linien auf einerlei Temperatur er-
halten, so wird der zwischenliegende Raum sich in ein Temperaturgleich-
gewicht setzen, und dadurch wird sich in diesem Zwischenraum ein villig
bestimmtes System isothermer Linien ergeben.

Zweitens mehmen wir eine geschlossene Linie ¢ an, die sich nicht
schneidet. 'Wir denken uns lings der Kurve C eine Wirmequelle, welche
sic: auf einer und derselben constanten Temperatur erhiilt. Unter dem
Linfluss dieser Wiarmequelle kann die ganze Ebene im Temperaturgleichgewicht
sich befinden; wir haben daher ausserhalb ein System E von isothermen
Linien, zu denen C gehort; im Innern von C ist die Temperatur V con-
stant. Die Iunction V ausserhalb von C ist eine endliche und stetige
Tunction, ebenso alle ihre Ableitungen (Kap. II, § 14); mithin kann man
von dem Werte derselben in einem Punkte {ibergehen zu ilirem Werte in
cinem benachbarten Punkte mit Hiilfe der Taylor’schen Reihe.

Wir konnen eine Kurve bilden, die innerhalb C liegt und dersclben
unendlich nahe ist, indem wir nach innen Normalen dn' errichten, welche
der Gleichung geniigen:

ov

—— dn' = const,
on ’

und die Endpunkte dieser Normalen durch ecine Linie verbinden. Wird
diese Kurve C' cbenso wie C bis zu einer und derselben Temperatur er-
wiirmt, so wird sie diesclben isothermen Linien erzeugen. Man kann somit
nach und nach die Wirmequelle in das Innere des Contours C zuriick-
dringen, wenn man ¥V nach der Taylor’schen Reihe bestimmt, und wird
nach einander Kurven C’, C",... erhalten, von denen jede in die vorher-
gehende cingeschlossen ist und, auf einer und derselben Temperatur erhalten,
als isotherme Linien die Linien C’, C”, ... giebt, dic ebenso wie die Linien
E ausserhalb von ihr liegen.

Die Grenze dieser Kurven ist im Allgemeinen eine nicht geschlossene
Linie L. Der einfachste Fall ist der, wo sie sich auf cine isotherme Linie

D
¢

Fig. 2. Fig. 3.

F~_ ™ 5
m '

\, f'

FG (Fig. 2) reduciert, welche keinen geschlossenen Teil enthiilt. Kommt
man zu einer nichtgeschlossenen Linie A BCDE (Tig. 3), die aber eine Schleife
BCD enthiilt, so kann man auf diese Schleife die vorhergehende Construction
anwenden und sie durch eine unendlich nahe liegende innere Kurve bed
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ersetzen, welche eine hohere Temperatur besitzen wird und deren verschie-
dene Teile dieselben Wirmestrome aussenden werden wie die entsprechenden
Elemente von BDC; man wird also schliesslich im Allgemeinen BCD durch
cine nicht geschlossene Linie HI ersetzen, welche von dem Teile ABE ge-
trennt ist; diese Linie JIT wird aber eine hohere Temperatur besitzen wie
ABI. Was die auf ABJ gelegene Wirmequelle anlangt, so muss man
annchmen, dass sie sich nicht geindert habe. Man erhiilt auf diese Weise
zur Erzeugung des Systems von isothermen Linien zwei Wirmequellen, die
auf den beiden Linien ABZX und III, welche isotherm aber auf zwei ver-
schiedenen Temperaturen sind, sich befinden.

Allgemein, werden die Wirmequellen, welche das System isothermer
Linien erzeugen, auf ilire geringste Ausdehnung reduciert, so werden sie
auf einer oder auf mehreren Linien von der Art wie FG liegen, auf deren
jeder die Temperatur dieselbe ist. In besonderen Fillen reducieren sich
diese Linien auf Punkte.

Das System der isothermen Linien kann als ein System von Niveau-
linien betrachtet werden und, wenn man dem Vorhergehenden gemiss die
Massen, welche sie hervorbringen kinnen, auf ihre geringste Ausdehnung
reduciert, so werden dieselben auf einer oder auf mehreren solchen Linien
wie I'G- liegen, auf deren jeder das Potential constant ist. Bezeichnet man
mit dn und di' die Elemente der Normale auf jeder Seite von F@, so hat
man:

ov _ oV
on - on

und man erhilt fiir die Dichtigkeit der Masse in einem Punkte diescr Linie:

p=—

L(?_V ory__1ov
4z \on Bn’>_»_27: on’

Wir haben bewiesen, dass es ein und nur ein System von isothermen
Linien giebt, welches durch die beiden Linien C und C; oder durch die
cinzige Linie C bestinmt wird. Thre wirkliche Bestimmung kann jedoch
sehr schwierig sein. Bezeichnen wir mit B 'ihren thermometrischen Para-
meter, so ist die Gleichung dieser Linien

8 = const.

Ziehen wir die orthogonalen Trajectorien dieser Kurven, so geben sie
cbenfalls ein System von isothermen Linien. Ihr thermometrischer Para-
meter sei a. Transformiert man die Coordinaten z, y in «, 8, so erhilt man:

GER NS (6917 2217\

ey £ Yo a4 ,

s 0y 6a2+a’§§/’

e G
= +<5§ '

wenn man setzt:
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§ 10.

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, cine Function 7 zu bestimmen,
welche eutweder in dem Zwischenrawm von C und C; oder im Innern von
C der Gleichung

o oV 0 _
ox® oy
geniigt, die nebst ihren Ableitungen crster Ordnung endlich und stetig ist
und im ersten Falle auf € und C,, im zweiten auf C allein gegebene Werte
besitzt,
Wir bringen zuniichst die Gleichung (1) auf dic Form

0

o*vV oV
(2) el -+ W= 0.
Wir betrachten zuerst den ersten Fall, und es seien
=8, B=80:

die Gleichungen von C und C,, wo B, und B, zwei Constanten sind. Lassen
wir einen Punkt eine Kurve 8 beschreiben, so wird, wenn der Punkt zum
Ausgangspunkte zuriickkehrt, ¥V denselben Wert wieder annehmen, und «
wird um eine Grosse o gewachsen sein; mithin besitzt ¥ in Bezug auf o dic
Periode w. Multipliciert man « und § mit einer passenden Zahl, so kann
man diese Periode gleich 2x machen und die Gleichung (2) wird ibre
TForm nicht dndern.

Man geniigt der Gleichung (2) und der Bedingung der Periodicitiit,
indem man setzt:

(3) o= (4" + Be™) (@ cosna + IIsinna),

wo # eine ganze Zahl ist und 4, B, G, H willkiirliche Constanten sind.
Die gesuchte Function ¥ wird die Summe einer unendlichen Anzahl von
solchen Losungen wie » sein, deren Coefficienten man leicht den auf dic
Contoure beziiglichen Bedingungen gemiss bestimmt.

Wir nehmen sodann an, dass man nicht mehr als einen Contour C
habe, der durch eine Gleichung von der Form B = B, gegeben ist, jedoch
beschrinken wir uns auf den Fall, wo die isothermen Linien eine Grenze
haben, die durch eine einzige Linie FG (Fig. 2) dargestellt wird, und deren
Gleichung wir durch B = f, bezeichnen kionnen. Die Function V' wird eben-
falls in Bezug auf « periodisch sein und zwar kionnen wir annchmen, dass
sic die Periode 2= habe. Man erhiilt ebenfalls eine partikulire Losung,
wenn man die Formel (3) nimmt. Ist aber A ein Punkt von FG und ist
KL die Linie a == const, welche durch denselben hindurchgeht, so muss
man trotzdem annehmen, dass « auf der einen und der andern Seite dieser
Linie zwei verschiedene Werte habe. Auf der Linie KL nehmen wir zwei
Punkte m und »' unendlich nahe bei A7 und auf jeder Seite von FG an.

Man muss ausdriicken, dass der Ausdruck (3) in 2 und m’ unendlich wenig
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: . . . . ov
verschiedene Werte annimmt und dass seine Ablcitung a8 daselbst, abge-
|

schen von einer unendlich kleinen Grisse, gleiche und entgegengesetute
Werte erhilt. Setzt man némlich:

/@ﬁ—a’;‘f
=1e:) (&)
00 _0v
o3 o’
wo 9 das Element der Normale an die Linie G ist, und je nachdem
dieses Element 02 auf der cinen oder andern Seite dieser Linie genommen

so hat man:

. ov .
wird, muss oy Lwar gleiche, aber entgegengesetzte Werte haben, wenn
n

0 . . . e
man will, dass %’ a_Z stetige Functionen von 2 und y seien. Mithin hat

auch g; in den beiden Punkten m und m' gleiche, aber entgegengesetzte
Werte. Diese Bedingungen vermindern die Anzahl der willkiirlichen Coeffi-
cienten der Formel (3). Die gesuchte Function V ist sodann die Summe
von unendlich vielen dieser partikuliren Lgsungen und die Coefficienten

der Reihe berechnen sich gemiiss der fiir den Contour geltenden Bedingung.

Knotenlinien einer Membran.
§ 11.

Wir haben gesehen (Kap. III, § 15), dass die Verriickung « ciner
Membran bei einer einfachen schwingenden Bewegung gegeben wird durch
dic Formel

u = (A sinact + B cosact)v,
wo v eine Function ist, die an der erwihnten Stelle bestimmt worden ist
und die im Innern eines Contours s der Gleichung
0% 2y .
W o T WY
und auf diesem Contour der Bedingung v=0 geniigt. Wir haben ferner
geschen, dass sich die Function » auf die Form bringen ldsst:

v =5 Npds mit N =Scos (ar cosw) log ( sin? w) dw,
0

wo p eine Function einer Coordinate ist, die einen Punkt des Contours s
zu bestimmen vermag.

Wie in den vorhergehenden Paragraphen nehmen wir an, dass der
Contour s aus zwei geschlossenen Linien gebildet werde, die sich weder
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selbst noch gegenseitig schneiden und von denen die eine dic andere ein-
schliesst, oder dass dieser Contour s nur aus ciner einzigen Linie, welche
sich nicht schneidet, besteche. Wir denken uns das System von isothermen
Linien, welches wir in diesen beiden IFillen betrachtet haben, beschrinken
uns aber im zweiten Falle auf die Untersuchung des Falles, wo sich die
Grenze der isothermen Linien auf ecine einzige nicht geschlossene Linie,
welche keinen geschlossenen Teil enthitlt, reduciert.

§ 12.
Nehmen wir wieder die Coordinaten o, B, so geht die Gleichung (1)
itber in

9 e —
@ o TR T T

wenn man setzt:
. [0aN?  /Da\?
w=(g) +<6y> '

In dem Talle, wo die Membran innerhalb einer cinzigen geschlossenen
Linie enthalten ist, wollen wir inneren Rand die Grenzlinie der iso-
thermen Linien nennen und in beiden Fillen den inneren Rand durch § =0,
den dusseren durch § = B darstellen. Im ersten Falle ist v =0 fur § =10,
im zweiten Falle muss v zu beiden Seiten des inneren Randes gleiche

) .
Werte und % gleiche aber entgegengesetzte Werte annehmen,

v muss eine periodische Function von « sein und man kann annehmen,
dass diese Periode gleich 2= ist. Wir bezeichnen mit ¢ die ganze Zahl, welche
angiebt, wie oft » zwischen ¢« =0 und « = 2= auf dem Contour B =10 ver-
schwindet, d. h. die Anzahl der Knotenlinien, welche ihn treffen.

Wir setzen voraus, dass man eine Function » bestimmen konne, welche
den vorstehenden Bedingungen auf dem innern Contour geniigt und die wir
mit v(a, B, g, @) bezeichnen wollen, und nehmen an, dass man darauf «
derart wihlen konne, dass v fir § = B gleich Null wird.

(Wenn ich auch nicht beweisen kann, dass diese Eigenschaft allgemein
gilt, so ist sie doch sicher in verschiedenen Fillen richtig, z. B. wenn dic
Membran von einer Ellipse oder von zwei confokalen Ellipsen begrenzt wird,
oder wenn sie zwischen zwei excentrischen Kreisen enthalten ist.)

Wir nehmen also an, dass @ bestimmt werde durch die Gleichung:

3) v(, B, g, @) = 0,
und zwar seien
1C)) Aps G2y e vy Qv

die unendlich vielen Wurzeln dieser Gleichung. Dieselben hidngen mnicht
von « ab, dndern sich aber mit B, und man kann setzen fiir die Wurzel a,:

®) 0, = [(B);
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hieraus folgt auch, dass die Function v(«, f, g, @) einen Factor von der
Form ¢ (a, #) enthiilt und dass die Gleichung ¢(a, B) = 0 simtliche Wurzeln
(4) besitzt.

Alle Schlussfolgerungen meines Cowrs de Physique mathématique
(8§ 70, 71, 72), welche sich auf die Knotenlinien einer elliptischen Membran
beziehen, sind auf die gegenwirtige Membran anwendbar. Man hat daher
die folgenden Siitze:

Satz I. Betrachten wir eine Wurzel a, der Reile (4) und
lassen wir B von b aus wachsen, so wird die Wurzel @, welche
zuerst unendlich gross war, bestindig abnehmen.

Satz II. Die Grissen (4) hingen von B ab; sind dieselben
fiir einen Wert von B nach der Grisse geordnet, so sind sie es
auch fir jeden andern Wert von B.

Nehmen wir z. B. die Wurzel . Die Gleichung (5) ist iquivalent
der folgenden:

v(a, B, g, ap) =0

Umgekehrt entsprechen dem Werte von a, verschicdene von o« unab-
hiingige Werte von B, welche dieser letzteren Gleichung geniigen; mithin
wird »(a. B, g, ap) verschwinden fiir

(G> @:Bl, BZB‘.H B=B33-

und diese Losungen geben Knotenlinien. Endlich beweist man durch eine
am erwihnten Orte (§ 72) angegebene Schlussfolgerung, dass es innerhalb
des Contours p — 1 von diesen Knotenlinien giebt. Wir gelangen somit
zu dem bemerkenswerten Resultat, dass ein System von Knotenlinien
mit isothermen Linien, welche durch die Formel B=const ge-
liefert werden, zusammenfillt.

§ 13.

Ls giebt noeh ein anderes System von Knotenlinien,
welches das erste rechtwinklig schneidet. Ich behaupte zunichst,
dass eine Knotenlinie den Contour f==1B nur unter rechtem Winkel treffen
kann. Nach dem Obigen kann man niimlich setzen:

(M v(e, B, @) = $(a, Be(a B).

Trifft dic Knotenlinie diesen Contour fiir a=«,, so hat man ¢ (a,, B)=0;
ferner hat man ¢(«, B)=0. Differentiicren wir die Gleichung (7) nach B,
so erhalten wir:

ov 0% oY
A
und die beiden Glieder auf der rechten Seite sind gleich Null im Punkte

I 7 . s
(o, B); mithin 1st6§ und daher 58};0, gleich Null in diesem Punkte; ferner
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o

ist oa nicht gleich Null, mithin ist diec Knoienlinie normal auf dem Countour,

Denken wir uns sodann die Membran idusserlich begrenzt durch eine der
Knotenlinien (6) = B,, so sind die vorstehenden Bemerkungen auf die so
begrenzte Membran anwendbar; mithin wird die Linie B=B; von den
Knuotenlinien des andern Systems normal getroffen.

Einer der Formel (7) des § 10 Kap. TII analogen Formel zufolge er-
halten wir, da v auf s gleich Null ist:

ov
2z =SN o ds,

indem man s im zweiten Falle auf den iusseren Contour reduciert. Mithin
hat die Dichtigkeit der Schicht, welche das Potential » erzeugt und auf s
verteilt ist, den Wert:
1 ov
P= 9z ou”
und sie ist gleich Null in den Punkten, durch welche Knotenlinien hin-
durchgehen.

System von isothermen oder Niveau-Flichen, welche zwei
gegebenen Fliichen oder einer einzigen Fliiche entsprechen.

§ 14.

Wir denken uns zunichst zwei Kegelflichen mit derselben Spitze, von
denen die eine dic anderc einschliesst, oder nur eine einzige Kegelfliiche.
Dieseu zwei Kegelfliichen oder dieser Kegelfliche entsprechen, der Rechnung
des § 7 zufolge, zwei ebene Kurven oder nur eine, und wenn man das zu
diesen letzteren gehorige System von isothermen Linien bestimmt hat, so
kann man daraus ein entsprechendes System von Kegelflichen ableiten.
Man kann somit auf diese Kegelflichen die Betrachtungen der §§ 9 und 10
ausdehnen. N

Denken wir uns zwei geschlossene Flichen ¢ und gy, deren erste dic
zweite cinschliesst und die sich weder selbst noch gegenseitiz schneiden,
so gehoren diese beiden Flichen augenscheinlich zu einem System von
isothermen Flichen.

Aus den Schliissen des § 9 ersehen wir ferner, dass einer geschlossenen
Fliche s, welche sich nicht schneidet, auch ein System von isothermen
Flichen entspricht, die man betrachten kann als herrithrend von inneren
Wirmequellen, welche auf Flichen o, o5 ..., dic keinen geschlosscnen
Teil enthalten und die selbst isotherm sind, verteilt sind. Der einfachste
Fall ist der, wo sich die Flichen o,, oy, ... auf eine ecinzige reducieren.

Mit andern Worten, einc geschlossene Fliche s, die sich nicht schneidet,
gelort zu einem System von Niveauflichen, welches durch Massen hervor-
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gebracht ist, die auf den I'liichen . 64 ..., auf deren jeder das Potential
constant ist, ausgebreitet sind.

Aus dem Vorhergehenden diirfte man den Nutzen eines
Systems von Coordinaten erkennen, welches von einer Schaar
von Niveauflichen und den aufilinen senkrecht stehenden Kraft-
linicn:gebildet ist, und es gilt jetzt, den Ausdruck voun AV in
diesem Coordinatensystem zu suchen,

Wenn man auf einer der Niveauflichen ¢ ihre beiden Systeme von
Kriimmungslinien zieht und lings einer jeden von diesen Linien die Kraft-
linien, welche durch sie hindurchgehen, errichtet, so erhilt man zwei Systeme
von TFliachen, welche zu den Niveauflichen orthogonal sind, die aber im
Allgemeinen aufhéren, zu einander orthogonal zu sein, wenn man sich von
der Fliche o entfernt. Wenn man die Kraftlinien anwendet, kann man
demnach AV nicht nach der Formel von Lamé bestimmen, welche von
einem dreifachen System orthogonaler Flichen abhiingt.

Digression iiber die Differentiation nach Bigen.

§ 15.

Wir werden uns jetzt mit der Differentiation einer Funetion der Coordinaten
2, y, & eines Punktes in Bezug auf Bogen beschiiftigen; damit sich aber
die Begriffe in der einfachsten und natirlichsten Weise darstellen, wollen
wir zundchst aunechmen, dass die Diogen in eciner und derselben Ebene
gezogen scien.

Wir haben also eine Function = der rechtwinkligen Coordinaten 2, y
eines Punktes A/, deren Wert in einem gewissen Raume fir die verschiedenen
Lagen dieses Punktes gegeben ist. Wenn der Punkt 37, auf einer Linie s
angenommen, einen unendlich kleinen Bogen ds dieser Linie beschreibt, so
wird die Function « cinen unendlich kleinen Zuwachs erhalten, den wir darch

ou
75 ds

darstellen. Bezecichnen wir mit d»n ecin Element der Normale an die Xurve s
und durchlinft der Punkt 3/ dies Element dn, so wiichst die Fuuction
um e\ine Grosse, die wir durch

du
6% dn

ou Ou . .
darstellen. s stellen also B B die unendlich kleinen Zuwiichse der
Function 7 dar und zwar dieselben geteilt durch den Bogen ds oder dn,
welcher die unendlich kleine Verriickung des Punktes 2/ angiebt. Trotzdem
muss man sich woll hiiten, s und » als ein wirkliches System von zwei
unabhiingigen Verinderlichen zu betrachten.
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Ist dic Kurve s geschlossen. so bezeichnen wir mit » den Winkel,
welchen die dussere Normale mit der x-Achse bildet, und nchmen an, dass
der Anfangspunkt O der rechtwinkligen Coordinaten im Innern der Kurve
liege, und dass der Bogen s wachse, wenn sich der Punkt 37 in dem Winkel
der positiven Coordinaten von Oy nach Ox hin bewegl. Wenn der Punkt J/
auf der Linie s um ds fortschreitet, so nehmen die Coordinaten z und y um

ds sinv, — ds cosv
zu; man hat daher:

ou Is = ZLdssmz Ou Iscosn
5 G =z 6y ds co
oder:
n gIf—@sinv—@ ‘
05 = 5z oy cost.
Man findet ebenso:
% __ou

(2

Hat man nur ecine einzige Ableitung auszufiliven, so kaun man das
geradlinige Element dn durch ein Element einer Kurve ersetzen, welche
zur Kurve s normal ist.

on
on = as St T gy oy sin .

§ 16.

Wenn sich der Punkt 1/ auf der Kurve s bewegt, so iindert sich der
Winkel » in ganz bestimmter Weise und somit kann man die Ableitungen
der rechten Sciten der Formeln (1) und (2) in Bezug auf s bilden, Difte-
rentiiert man die Formel (1) in Bezug auf &, so erhiilt man:

o1
i_a_'i_<si,”~ 0 — c0S 8> E“sim—a—cosz>
os oz 0 16/ (01, oy

Die Glieder auf der rechten Seite konmen wir in zwei Teile teilen, in
dicjenigen, welclie man erhillt, wenn man » coustant lisst. und welche sind:
6-71 0% 0°

. ” 0
smu' 2 sinveost + —;co8°r
~ 00y oy* ’

und dicjenigen, welche sich daraus ergeben, dass v variiert, und die zur

Summe haben:
(Q + ou ) ov _ ou ov
or S50 gy S 5 T e s

Man erhilt daher folgende Formel:

871

O%s o R 0°n +”"u e 4 onor
- =, 8% — 2 =~ sinv cos v + 51— cos*r

os  oxr VT " ady oyt on os’

die wir folgendermassen selhreiben:



96 1V. Kap., §§ 16 u. 17.

N
R TN T ol Os __onor
(A) s = sin? e —2 - - sin 2 cos ¢ -|- 55, 087 = S a
ou* o0x0y oy* os on os
. ov .,
und in welcher Bs die Kriitmmung des Bogens s darstellt.
Verfahren wir mit der Formel (2) ebenso, so erhalten wir zuniichst:
ou

_a—,_,_<, L0 Y B )
3s = Sllllax ~cosvay/ or COS?’—}—aJ-/ Slllij,

und schliessen hieraus:
5 ou
(B) <a'~’u 8'—’11) sinv cos v — 0% (cos?y — sin?p) = _?'_I_ + al 8_1)
ot ¢! 020y ~ s 0s Os

Die Ableitung der Formeln (1) und (2) nach s ldsst sich nicht aus-
filren, bevor man nicht den Sinn genauer festgestelit’ hat, welchen man
mit dieser zweiten Ableitung verbinden will. Zu dem Zwecke nehmen wir

dass die Linie s zu einem System von Kurven gchirt, welche durch
eine und dieselbe, einen veriinderlichen Parameter enthaltende Gleichung
gegeben werden; sodann ziehen wir die orthogonalen Trajectorien dieser
Kurven; alsdann gehirt der Bogen dn, welcher zu ds mnormal ist, einer
dieser Trajectorien amn.

Differentiieren wir jetzt die Formel (1) nach », so erhalten wir, indem
wir wie vorher verfahren:

on

os /0w 0% 0% 81{ 61-
C = N2 e0S v — — o (cos? v — sin2e e
() on (o::- 0!/,.,> sinz cos v 220y (cos? v — sin?e) — aon

. , . " ov -
Diese zweite Ableitung hiingt von %oder von der Kriitmmung des Do-

gens dn ab; ist dn geradlinig, so ist das letzte Glied gleich Null
Aus den Formeln (B) und (C) leitet man her:

on . on

- 0=
on Oudv __~0s n ov
“?s | ©s Os on onon’

und diese Formel zeigt, dass die Reihenfolge der Zeichen ?)2 und -;»[ an der
S

Function # nicht umgekehrt werden kann.
Differentiiert man (2) nach #, so erhilt man:

ou
0=— 0 o ~
(D) o Gl cosw + 2 Ou cosvsine + o sinty — oo
on oxt 0.0y oy* 0s on’

cine Gleichung, deren letztes Glied verschwindet, wenn dr geradlinig ist.
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§ 17.

Wir betrachten sodann ein System von Flichen ¢, welches durch
¢ine einen Parameter enthaltende Gleichung gegeben wird, und denken uns
das System von Linien, welches auf diesen Flichen orthogonal ist. Auf
jeder Fliche s construieren wir die beiden Systeme von Kriimmungslinien
und bezeichnen mit s,, s, die Linien dicser beiden Systeme und mit s die auf
den TFlichen ¢ orthogonalen Linien.

Durch einen beliebigen Punkt A/ ziehen wir die Tangenten MX,, 2117,
MZ,, an die drei durch ihn hindurchgehenden Linien s, s,, 85, und es seien
(a, b, ¢), (@ Dy ¢1), (a3 Dy, ¢;) die Cosinus der Wml\el welche diese
Tangenten mit den Coordinatenachsen Dbilden. Bezeichnen wir mit 2 eine
Function der Coordinaten z, 7, # des variablen Punktes A, so haben wir
die Gleichungen:

o _ BB

L e oy ¢ o
M 0s, Yor " Yoy @ ‘oz

on __  Ou ou on

053 a3 by oy 2770

und aus diesen leiten wir her:

ou ou o out
or s T e, T,
: on ou o on
2 i =10U - ‘
@) Vo = o T s +b,a%
(”m__c @—t-{w’ 61{ . o
0z 05 ! oy 0%y
Differentiieren wir dic crste Gleichung (1) nach s, so erhalten wir:
o O
0s _( © 0 0N/ on on on
os —( EERE TR )(“'a.i-“a—y“‘g)?

eubtwickeln wir die rechte Seite, als ob «, b, ¢ constant wiren, und addieren
sodann die Glieder, welche sich daraus crgeben, dass @, D, ¢ mit s variieren,
so erhalten wir:

o
0s 0% , 0% , 0%t
o~ Car TVE TG
0% 0% 0%
- e L9 —
i 21/ch o ’.—-r’a& o T—Qabaw/
au aa i& 8& 811 60
61 s R E o5

Bildet man die beiden analogen Gleichungen nnd addiert man, so folgt:

Mathieu, Potentialtheorie, 7
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a?;u ou on
Os + 0%, + 0s, 0% 0% + 0u
os 0s, 0%, oxt oyt 0z*

ou (811 0a, anj

(3) os a\l 0s,
811 ob‘ 8b._
0// ( os, 6~',
au oc 0cy  Ocy
o (5 o s, 3

Ersetzen wir schliesslich die Ableitungen von 2 nach =z, y, z durch die
Ablcitungen von u nach s, s,, s, mit Hiiife der Gleichungen (2), so wird der
Coefficient von % auf der rechten Seite der vorstelienden Gleichung den
Ausdruck

oh oc oy o), bc, ( 0ay ob, 6q2>
(4)< o tege) +(a as, T, e ‘a.gl> +95s, TV, T %,

welcher aus drei aus je drei Gliedern gebildeten Teilen besteht, zum Werte
haben. Der erste Teil ist gleich Null. Um die Bedeutung des zweiten
Teiles zu erhalten, lassen wir den Punkt I/ nach I’ riicken, indem wir iln

um dic Strecke ds, auf dem Bogen s; fortschreiten lassen. Ls sei 'Y
die Tangente an ds; im Punkte J/'. Ziehen wir A/’ parallel zn 'Y,
so kann man diese Gerade als in der Ebene X, MY, liegend betrachten und
man erhiilt:

¢ / oh ¢
lle][ )v/ — (03 )Hﬂ[/\'l P a(al -+ ;‘f._l (I.\'l ) -+ b (hl -+ —b_l IZ.\'I > + (‘(1'[ -+ ;pl. {Isl>
O~ Sy 18]

(O OO0
__< o, +IO~1 051)47.51.
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Bezeichnen wir den Winkel Y /Y mit Dy, > S0 hat der zweite Teil
by . ; .
der Tormel (4) den Wert 7;—0 Machen wir MDAl = ds,, ziehen die Tan-
21

gente A, 7" und legen durch den Punkt 3/ die Parallele 37, Vezeichnen
wir femer mitp,‘,‘0 den Winkel Z'3LZ,, so ist der dritte Teil der Formel (4)

g]elch —

No

Indem wir noch vier andere ganz iilmliche unendlich kleine Winkel
cinfithren, bringen wir die Formel (3) auf folgende Form:

5 on o ou
00— ©Cx -
0s, 05,

+ 7 ae s,

(1’: o, Pao\0u (1’) 1, 1> ou (f,’o;z + _> ou
ds, (I.s 2) Os (I\, ds / 0s, 0s  0s,/0sy’

89
G A =%

wobei
W atess [mimeie el I
ii—:—«:ZZ“Hn%i“ 2— B thg g
ist.
§ 18.

Im Punkte A und in der Ebene Y,3/X, crrichten wir eine Normale
auf ds;, welche /X, in einem Punkte O trifft; der Winkel MO ist gleich
Py,o- In der Formel (5) ist Dy o bositiv, wenn der Punkt O nach der Seite
zn liegt, mnach welcher der Lorren s wiichst, negativ in dem entgegen-
gesetzten Falle, und ihnliche Bemerkungen wiirde man in Bezug auf die
andern fiinf analogen Winkel zu machen haben.

Da der Bogen s, cine Kriimmungslinie der TFliche ¢ ist, so ist /'O

. . . ds "
Normale an diese I'liiche, und man sieht, dass ]—)—— den Hauptkrummungs-
1,0

radius R, ; von ¢ lings der Kurve s; darstellt; chenso ist 2 der Haupt-
1

’2,0
kriimmungsradius R, , von o lings der Kurve s,. Ziehen wir sodann lings
der Bogen s, und s, welche durch den Punkt A gehen, die zu den
Flichen ¢ orthogonalen Linien, so ergeben sich dadureh zwei Flichen, die
wir respective mit o, und ¢, bezeichnen wollen. Dic Linic s, welche die
Durchschnittslinie dieser beiden Flichen ist, ist im Allgemeinen keine

Kriimmungslinie fiir diese Flichen; ebenso sind s, und s, nicht Kriimmungs-

{
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linien von ¢, und ¢ Nehmen wir aber PP/ = ds und ecrrichten wir eine
Normale PG auf ds, welche in der Ehene P/ Y liegt, so ist der Winkel G

Do 1
nach dem Obigen gleich Po 5 gy ist die Kriimmung des Normalschnittes

der Tliche ¢, welcher tangential zu dem Bogen s gelegt ist, und wir be-

zeichnen sic mit 7 Dasselbe machen wir fiir die drei andern analogen
0,1
Ausdriicke und erhalten:

g g
0s 0sy , 0%y

A=+ s o
1, 1Now /1 _L>ﬂ ( L, 1o
- (R:) YR e (7 + &)e \w, T H, ) o

21 0, 2
Die Linien R, ,, I, ,... miissen offenbar positiv oder negativ ge-
nommen werden in denselben Fillen, wie die Winkel p, ;, p,,,... Wir
b -y

o . .

P mit veriindertem Vorzeichen
1

die Summe der Krimmungen der beiden Normalschnitte der Fliche ¢, dar-

stellt, welche durch den Punkt 1/ gelegt und zu einander senkrecht sind; erist

somit gleich der Summe der Hauptkriimmungen der Iliche o;. Dieselbe

bemerken ferner, dass der Coefficient von

. . 0
Bemerkung gilt fiir den Cocfficienten von a—”

o2

§ 19.

Zweiter Beweis der Formel, welche Awx gicbt. — Durch eine
andere Schlussreihe erhalten wir den Ausdruck von Ax unter einer andern
Form. Wir bezeichnen mit I’ den Ausdruck der Kraft, welche im Punkte
(z, y, 2) durch ein System irgend welcher Massen, deren Potential V ist,
hervorgebracht wird, und crstrecken das Integral

(1) I =5ﬁ*2([w

iiber ein Volumen w. Wir denken uns wiederum das System der Flichen ¢
und die Linien, welche zu ihnen orthogonal sind, uud behalten fiir die
Linien «, s;, s, diesclbe Bedeutung Dbei wie vorher.

Die Grosse I wird gegeben durch die I'ormel

P (B (LY + () = () + (20 + 2
T \or +(6y, + (8,: —<6? + 0s, +\852)’
wenn man sich die Kraft nach den drei Tangenten an die durch den Punkt

(v, u, =) gehenden Bogen s, s, s, zerlegt.  Bezeichnen wir zur Abkirzung
mit V', 717, Vo' die Ableitungen .von 1" nach s, &, s, so haben wir:
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Fr=V2p V24 V2

und die Formel (1) geht iiber in:

I=§§s (V24 V2 + Vy'?) dsds,ds,.

Wir denken uns, dass man die Massen um eine unendlich kleine Grosse
indert, so dass V und F Anderungen erleiden, und suchen dic Anderung,
die sich daraus fir I ergiebt. .Wir haben zuniichst:

1
® 3 6l = gyjl(V'GV' + VSV, + VoV, dsds,ds.;
sodann ist, weil das Product ds,ds, das Ilichenclement ds darstellt:
o3V V'd
5‘1 "oV dsds s, = YV (IGT ds = V'3V {IG__X %,*ﬁ ds

Bezeichnen wir ebenfalls mit ds; die Iliche des krummlinigen Recht-
ccks, welches iiber ds, und ds construiert ist, und mit ds, dicjenige, welche
ds und ds; zu Seiten hat, so haben wir ebenso:

SV on’dsdslrIs)—-j dc, 5 (?.sl | oncl-—S‘
SVg'GVQ’(Is'dslrI gm dc,a,; dsy = V’r)V(Iao—So ‘M .
Mithin enthilt der Ausdruck (2) das folgende dreifache Integral:

—5‘)561’[6(1/dd)ds—l—a(vl (Ic,) (I (70») 182]‘
0s 0s, 0

Der Coefficient von 6V muss denselben Wert behalten, welches auch
das System der Flichen ¢ sein mige, und wenn wir fiir diese Flichen
Itcbenen nehmen, welche der ay-Ebene parallel sind, so konnen wir fir
S, 8, S, Linien nehmen, welche den Achsen der z, y, # parallel sind; wir
erhalten alsdann fiir den Coefficienten von 6V:

O(V Ja,)

,aey a?]/ ag 16
(a_ﬁ ot 57) dxdyds.

Wir folgern bieraus die clegante Formel:

a (] V’rls) L AV, O(Va'dan)
P 7 [N —_— =2 d=,.
3) AVdw = b5, ds,+ Z5s ds,
§ 20.

Es ist selir leicht, die Formel des § 18 wiederzufinden. ir betrachten
das krummlinige Parallelepipedou, welches iiber den durch den Punkt Al
gehenden Linien ds, ds,, dx, coustruicrt ist und dessen Grundfliche do=ds,ds,
zwischen vier Elementen von Kriimmungslinien enthalten ist seine gegen-
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iiberlicgende Grundfliche o’ liegt auf der unendlich benachbarten Fliche o,
die ¢’ genannt werden mége. Um do’ zu erhalten, ziehe man in den End-
punkten von ds,, ds, die orthogonalen Linien s; dieselben bestimmen auf
o' zwei Linien ds/', dsy’, die sich im Punkte 2I', demm Endpunkte von ds, treffen,
und die Projectionen von ds,’, ds,’ auf die beiden Kriimmungslinien, welche
durch [’ gehen, sind die beiden Sciten von do’. Vernachlissigt man aber
unendlich kleine Grossen von hiherer Ordnung, so kann man die Linien ds’,
ds,’ fiir die Seiten von ds’ nchmen.
Dies vorausgeschickt, erhalten wir:

aaV
o(v'd 14 o(d o 9
0T 4= O qats + v 28t = -2 505 +-27 (00— .

Man erhiilt sodann leicht:
' ds ds
= dsyds, (1= 3,) (1= 7,)

1 1
ds'— ds = <11 -+ I *-) dw.

Hieraus ergiebt sich:

oder:

50V
o(1"ds) , %5 ! 1\ev
s 8= gy o — (R TRy ) s do.

In derselben Weise kann man die b01d0n andern Glieder der rechten
Seite von (3) transformicren,

§ 2L
Wir wenden die Formel (3) jetzt auf den [Fall an, wo die
Linien s, s;, s, diec Schnittlinien von drei Systemen unter ein-
ander orthogonaler Flidchen sind. Dazu brauchen wir nur anzunehmen,
dass die Flachen, die wir mit o; und o, bezcichnet haben, zu einander
orthoganal sind. Es seien

f1(2 5:2) = p1s [2(2,5:2) =02 [3(&, 4, 2) = py,
WO p;, pa, py drei variable Parameter sind, die Gleichungen der Flichen
dieser drei Systeme,
Wir setzen:
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und bezeichnen mit d, dy, dz die Projectionen von ds auf die Coordinaten-
achsen. Da ds normal zur Fliche ¢ ist, so haben wir:

or _10p 0y _10p 0z 10p
O0s hoe’ Os hoy’® os ho:
Multiplicieren wir diese drei Gleichungen mit dz, dy, dz und addieren
wir sic dann, so crhalten wir dic erste der folgenden drei Gleichungen:
dp . __dp, __dpy
W’ (I.sl-—-*hl*, (IS._,— Rk

R

ds =

und dic beiden andern werden cbenso erhalten. Bemerkt man tiberdies, dass
do = ds sy, doy = dsds., de, = dsds,
do = dsds,ds,
ist, so findet man dic Lamé’sche Formel:

. ~h ol “h, OV , 0V
(i 20) Uiiop) o g}fﬁ,)
AV = b, —-LE: =L i

05, 0p,

v

Will man AV in sphirischen Coordinaten ausdriicken, so nchme man
fir die I'lichen ¢ concentrische Kugeln vom Radius », fiir die Flichen ¢
Ebenen, welche durch die Polarachse gehen und mit einer dieser Ebenen
den Winkel ¢ Dbilden, endlich fir die I'lichen o, Kegel, deren Spitze im
Mittelpunkte liegt und deren Erzeugende mit der Polarachse den Winkel 9
bildet. Man hat alsdann:

ds = dr, ds, = rsinildd, ds, = rdd,

und weun man die Formel (3) anwendet:

~ r

ov ov
27 L in 2i-
6() 6‘;‘) B(Sln ¥ ‘0?))_ 1 2%

AV= =g = s+ =+ i g

Ausdruck von A7, wenn man darin den Parameter eines
Systems von Niveaufliichen einfiihrt.

§ 22.

Wir wollen cin System von Niveauflichen ¢ und die zugehorigen Kraft-
linien betrachten. Auf diesen Fliachen zichen wir die Kriimmungslinien
s, und s,. Die Niveauflichen kinnen als ein System von isothermen Flichen
betrachtet werden. Wir bezeichnen mit « ihren thermometrischen Para-
meter, der sich nur mit s indert. Denken wir uns ein Temperaturgleich-
gewicht, in welechem jede von diesen Flichen auf einer constanten Tem-
peratur bleibt, so iindert sich V weder mit s; noch mits, und der im § 17
gegebene Ausdruck von AV geht dber in:
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d dV
) s ( Iy, 0 Vo ) (l_V
@ Tds T \dy, + dsy / ds

Die Gleichung AV = 0 muss sich alsdann reducieren auf

d*V

LA
du* ¢

R

da V von der Form C» + C' wird, wo C und €' willkiirliche Constanten
9

v
sind; mithin reduciert sich der Ausdruck (a) auf 2* dai Wenn man wie im vo-

rigen Paragraphen setzt:

& m) (a“\- m)'

Man ecrhilt daher schliesslich:

oV oy
LoV % Y <1f,,+$>ov_<p(.,g Py >0V'
AV =133+ 3 T o, Nds, Va5 Jas, T\ ds T ds, ) o,

§ 23.

Wir zeigen jetzt, wiec man dicse Formel berechnen kann. Dic Cosinus
a, b, ¢ werden zuniichst erhalten aus den Gleichungen:

_tex e 1o
Thes VT ey °T nes

Sind 3/ und )" zwei um ds, von cinander abstehende Punkte der
Linic s;, errichten wir ferner in diesen beiden Punkten auf der Iliche o
Normalen, welche sich in einem Punkte O schneiden, und projicicren wir
MO, 03I, ds, auf die x-Achse, so haben wir:

ou
— I, &5, ds; = aydsy,

oder die erste der drei analogen Gleichungen:

oa ob ce
=—R .— e p— — TS )
W=—Lyops U g 9= T gy

und ebenso erhalten wir:

da ) oc
(12:—]?2"’6—32-, bgz—Rﬁyoége ci’:—R'_’.lla_s.,.

Daraus ergeben sich dic folgenden Formeln:
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Lo, p (oroa + obob o E)
ds — (, sy 05 L 05 | 0Oy 05

Dot tu cu ab 0b oc O
ds —1?1,0<;7‘a— s o e, aE)

5.0 ont 5 b 5 Q’_
Da Y b S, Oc ~ 0s.
“A=p I <'a__ Oy B0 Dy 583 ﬁ-.'—>
,0fte, )

s, 10720 \gs, s, | 05p 0% s,
oa ob oc

s 0, 0= 0z~

’)L?__p 2, Oa 0 | 0b Oy Oc Oy
ds, 1ot20\ps, B, Osy 05,  O% 05,

Da die Bogen & und s, nicht als zwei unabhingige Veriinderliche
betrachtet werden kounen, so wollen wir sie durch zwei solche Verinderliche
crsetzen, Es sci

Fle.y, 5, 2) =0
die Gleichung der Fliche ¢ und
oy =38 ¢z na)="1

wo P und ¢ zwel variable Parameter sind, seien die Projectionen der
Kriimmungslinien s, und s, auf die ay-Ebene. Nach dicsen drei Gleichnngen
sind die Coordinaten ., », = irgend cines Punktes Functionen von 8, 7 und .
Bezeichnen wir mit d{ cin Element ciner auf der Fliche ¢ gezogenen Kurve,
so ist:

A2 = dg? + dy? + d:2

Differentiieren wir x, #. 5 indem wir « als constant betrachten, und
substituieren wir dann, so erhalten wir fiir 7% einen Ausdruck von folgender
I'orm:

1

a 1 n
12 ds? -+ Md3dy + 575 di5.

dlf = A

Macht man nach cinander v =0, f =0, so wird:

a3 dy

(ISI —-}[, (ZSQ = ]_l’ M=0.

Hiernach erhalten wir fiir dic Ausdriicke der Ableitungen nach s; und s,
dic folgenden Formeln:

ou on ou ou

‘a? Ill ,\ﬁ, a‘g—][:}m
50 ou ou

o8 a< ou) T0sy _6_< ou
' —-]I,ap 1 &) By =1, &7 I, 8';)'
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Potential in krystallisierten Kdrpern.

Definitionen.
§ 24

Wenn man die Coordinatenachsen passend withlt, so geniigt dic Tem-
peratur V in cinem krystallinischen Korper ciner Gleichung von der Form:

o'V 0%V oV oV

AT&EL,—F B a‘;_?"*“ C&._:——]l a,
dic zuerst von Duhamel gegeben wurde (Jowrnal de I Leole Polytechnique,
Cahier XXI, 1532); dabei bezeichnen A, B, C, % positive Constanten und
¢ dic Zeit. Mithin geniigt die Gleichgewichtstemperatur in solchen Korpern

der Gleichung:

(1) A

01" oV (4
=+ B+ 0=
or? oy* c:?

Denken wir uns ein ebenes Element o, dessen Normale mit den Achsen

dic Winkel £, 4, { bildet, so haben wir fiir den Wiirmestrom, welcher durch
diescs Element hindurchgeht:

0.

U= U, cosg+ 7 cosn+ U, cos,

wo U dieser Strom bezogen auf die Flicheneinheit ist, und U, U, U, die

chenso  gerechneten Strime sind, welehe durch drei zu den Coordinaten-
aehsen senkrechte und durch cinen und densclben Punkt des Elements w
gehende ebene Flemente hindurchtreten. Vorausgesetzt, dass die I'ort-
pflanzung der Wirme in diesem Mittel nach zwei entgegengesetzten
Richtungen in gleicher Weise vor sich geht, werden U, U,J, U, zu

ov oV vV .
Aa, B, Ca—— proportional sein, und somit hat man, wenn man die

oy o:
Coefficienten der Gleichung (1) mit einer passenden Zahl multipliciert hat:
(24 0V oV
Ue=dgp U=y U=0%
und

oV oV ov
F— % L cos - C o cos T
U=. o cos,—i—Bay cos - C 57 cust.

Wir setzen:
P=1/A*cos* & + B¥cosin + C¥cos?T
.1 cost B cos: Ccos{
(2) cosu= —p : €08 B= ———-1-)—9, cos = —1,—“,
sodann zichen wir durch den Mittelpunkt I des Elementes w eine Gerade ¢
in der Richtung (z, B, y) und nchmen auf dieser Geraden vom Punkte I
aus eine unendlich kleine Strecke ¢f. Sind ¥ und V' die Werte von V im
Punkte I uud in dem zweiten Endpunkte von ét, so ist die Grosse
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(24 oV oy
P coba—+—a cos § + T COS

o

Dieser Ausdruck kaunn als cin Differentialquotient betrachtet

14 -
werden, den wir durch aa—ldarstellcn, da die Richtung der Linic ¢ voll-

stindig durch dic Gleichungen (2) bestimmt wird. Sowit haben wir:

oV

1’—6“

§ 25.

Dieselbe Function ¥V, welche der Gleichung (1) geniigt, kann fiir cine
gewisse Aunzichung als cin Dotential betrachtet werden. Bezeichnen wir
mit (a, b, ¢) dic Coordinaten irgend eines Punktes cines Volumens If, so
geniigt der Ausdruck

(3) V= (‘H—L ("’rﬁc—)da dbde,

in welchiem » den Wert

1/<L—~> '/— —0) (2= o
¢

besitzt, in jedem Punkte (z, y, #) ausserhalh des Volumens II der
Gleichung (1). Denken wir uns in diesem Volumen cine Masse M. deren
Dichtigkeit in jedem Punkte % (a, b, ¢) ist, so werden wir sagen, der Aus-
druck (3) sei das Potential der Masse A in dem krystallisicrten Mittel mit
den Cocfficienten A, B, C. Stellen wir dic Kraft dar, deren Componenten

_ov _ov. _av
or’ oy’ (o]
sind, so crhalten wir:
oV sf(u,b ,6) ¥ —
o = T A (la(ll)dc

Somit wiirde jedes Teilchen der Masse auf den Punkt (z, y, 2), in
welchem die positive oder negative Massencinheit concentriert ist, eine An-
zichung oder Abstossung ausiiben, welche durch das Product aus

,sl/(”_“ Bb>+/\ )

und der Masse des Teilchens dargeste]lt wiirde, und diese Wirkung wiirde
nicht in diec Richtung der sie verbindenden Geraden fallen, sondern nach
einer Linie gerichtet sein, welche mit den Achsen Winkel bildet, deren

—a y—b z—c

. z
Cosinus zu i B O proportional sind.
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Figenschaften der Function, welche der Gleichung A'V=0

geniigt.
§ 26.
Zur Abkiirzung setzen wir:
4%V +B%yl7+ ¥ _ay,
so dass die Gleichung (1) tibergeht in
AV =0.

Wir bezeichnen mit do das Volumenelement eines Koérpers und mit
ds das Element der ihn begrenzenden Oberfliiche. Sind » und w zwei nebst
ihren ersten Ableitungen stetige Functionen, so erhdlt man die folgenden
Gleichungen (Kap. I, § 5):

*w " ow ov ow
‘v Fr dw _5 6 coskds — S‘EZ B dw

02w . (av 2w o
62“”" cosr,(c o

22w ( 81 . ov ow
‘S‘ Prs dw = \v o c0s%ds —553 F dw,

wo & 7, { die Winkel sind, welche die Normale an die Iliche mit den
Coordinatenachsen bildet. Multiplicieren wir diese drei Gleichungen mit
A, B, C und addieren sie dann, so folgt:

Sv/_\'wdm —5 (A o cos? + Bg cos 7 + O cos{)
ov ow ov Sw ov aw
= ﬂf‘aa Bt Ve 52 o

und da die rechte Seite durch die Vertauschung von v und w nicht geiindert
wird, so schliessen wir:

5' "wdw —5‘ cos&—i-B cosn+C—~cos >dc
. 5 . 8 o
_SuA vdw —Sw(zl 7 0S5+ B o cosn+ C 72 008 C> de.

Zichen wir durch einen Punkt des Elementes de eine Gerade ¢ in der
durch die Formeln (2) im § 24 gelieferten Richtung («, 8,7), so haben wir:

ow ow ow 810
sk — .
Aaxco +B8 cosn+0a cos§ = at’

somit geht die vorige Gleichung iiber in:

ow °
5“&'10!7(\) —ywﬂ't’dw :SUP ;G—’g ds —SIUI’ 51[)7 ds.
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Wir bemerken, dass cos «, cos B, cos 7 von demselben Vorzeichen sind
wic cos &, cos v, cos {; mithin macht die Linie { mit der iusseren Normale
einen spitzen Winkel; sic ist also auch von der Fliche aus nach aussen

ow Ov
gerichtet. Die Ableitungen —; B0 Bl kinnen auf der Fliiche ¢ discontinuierlich
sein; man muss sie alsdann durch Ableitungen nach der gerade entgegen-
gesetzten Richtung #, welche in das Innere von ¢ geht, ersetzen. Man
erhiilt so:

ow
(a) S@A'u'dm —Sud’z'dm = SvP or ds +5’ZL‘P§; ds.

§ 27.

Nehmen wir an, dass die Function » der Gleichung A’'» = 0 geniigt,
dass sie sich mit ihren ersten Ableitungen innerhalb und ausserhalb der
Fliiche ¢ stetig indert, dass sie auf der Iliche innen und aunssen denselben
Wert annimmt, und schliesslich, dass

. J' &2
lim (zz + T4
AT BT C
cine ganz bestimmte Constante ist, wenn der Punkt (2, y, £) sich ins Un-
endliche entfernt, so werden wir zeigen, dass die Function » als das Po-
tential einer unendlich diinmen auf ¢ verteilten Schicht betrachtet werden kann.
Setzen wir

W =

Z,— Q& /] 2 (g —1)*
‘/( 1 )? ( 1 B) 434 - 9, ,
wo (z;, ¥, &) ein fester Punkt innerhalb der Fliche ¢ und (=, B, 1) ein
Punkt des Elementes dw ist, so haben wir:

Aw =0,
und wir kinnen die Gleichung (a) anwenden auf das Volumen, welches

zwischen der Fliche ¢ und einer Kugel mit unendlich kleinem Radius Z,
deren Mittelpunkt im Punkte (w;, y,, #,) liegt, enthalten ist. Das Integral

1/ ©v ov
—(A ~€0S _—i—B'-—cocq—i—C—»-cos >(Z
r \“ox 03
hinerstreckt iiber die Kugel, ist eine uncndlich kleine Grisse von der Ord-
nung von R, deren Wert man vernachlissigen kaun. Untersuchen wir so-

dann den Wert des Integrals

1
! ok o=

o— 00—
(v Se‘ (A o -cost + B —’ cosy -+ C—’— oS! ) ds,

wo sich die Tntegration iiber dieselbe Kngel erstreckt.
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Verlegen wir den Anfangspunkt der Coordinaten in den Punkt (ay, ,, #1),

so ist:

22y g

T=itpte
cost=— =, cosn=—»‘z, Cost = — =
I I I

Bezeichnen wir noch mit ¢ die Linge eines Punktes (z, y, 2) der
sphiirischen Oberfliiche und mit & das Complement seiner Breite, so haben wir:

do = R?sin}dddy,

und das Integral (b) hat zum Wert das Product des Wertes von o im
Punkte (, y;, ¢;) und des Integrals

2 W
i
S 5—:3-sin Sayas.
o 0

2= Rsinl} cos¢, y = Rsindsing, z =R cost,

Setzt man:

so nimmt es die folgende Form an:

T _2r

sin $dddy

oo <sin?ﬂ cos?y +si11?§} sin?q;_*_cos?{}\?
A B c )

Man sieht leicht, dass der dritte Teil dieses Integrals das Volumen
cines Ellipsoides darstellt, dessen Halbachsen ]/:1_, Vﬁ, ]/TJ sind; es hat
somit den Wert 4= I/ZT;’E

Hiernach geht die Gleichung (a) iiber in:

1
r

D=
1_© —
0=— LS\'UPW ds + SF Pa*;,7 ds + 4= I/ABC .

Wirbetrachten sodann das Volumen, welches zwischen der Fiche s und einer

andern Fliche o, welche die erstere einschliesst, enthalten ist. Da - in diesem

Intervalle nicht unendlich wird, so kann man die Gleichung (a) auf dieses
ganze Volumen anwenden, und man erhiili, wenn man annimmt, dass die
Fiche o ins Unendliche riickt:

1
0—
r 100
0 =§?’])'a7 des — 5‘17 Tt da.

Diese Gleichung subtrahieren wir von der vorhergehenden und erhaitens
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1
-——(1 /00 O
1z ,/.-u:c’fr Plar a/>"°

Hieraus gelt hervor, dass » das Potential einer auf ¢ verteilten Schicht
ist, deren Dichtigkeit gegeben ist durch den Ausdruck

1 ov 0Ot
—— P )
iz l/ABC ot = ol

§ 28.

Wir denken uns einen unendlich grossen Krystall, den wir in zwei
Teile teilen, von denen der eine T inuerhalb, der andere 7" ausserhalb ¢
gelegen ist, und nehmen an, dass diese beiden Riume durch cinen unend-
lich kleinen Zwischenraum getrennt seien. Die Function v kann auch als
cine Gleichgewichtstemperatur betrachtet werden, welche durch eine Wirme-
quelle, dic sich mit der Zeit nicht dndert und auf der Fliche ¢ gelegen ist,
bestimmt wird. Auf jedem Element de wird sich ein Element der Wirme-
quelle befinden, welehes in der Zeiteinheit cine Wirmemenge erzeugt, die

gleich
ov
—P(5+ m,)dc

ist. Hieraus ergeben sich zwei einander gleiche Wirmestrome, von denen
der eine in das Innere von ¢ dringt, der andere nach aussen geht, und von
denen man annchmen kann, dass der cine die Richtung der Linic ¢, der
andere die der Linie { hat.

Wert von &'T" im Innern der Masse.
§ 2.

Iis sei p die Dichtigkeit einer Masse, welche sich in einem Volumen w
befindet; wir betrachten das Potential

T ==5 4 dw,
,

‘/(.L-—(l) l/—(;) +(“———E)v:"
C

wo 7 den Ausdruck

in welehem (a, b, ¢) die Coordinaten von dw sind, bezeichnet, und suchen
den Wert von A’V in cinemt Punkte der Masse. Da die Rechnung derjenigen
in den §§ 7 und 8 des ersten Kapitels vollkommen analog ist, so kinnen
wir uns bei derselben kurz fassen.
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Man erbillt, wie in jenem Paragraplen,

1

,81:_ 8_1_',[ — a,-{] — PCOS)‘] lap,]
or )P T e T ) (5+e roa

wo A den Winkel zwischen der Normale der Fliche und der xz-Achse be-
deutet. Man hat ferner:

02V (‘pecoshz—a o laz—ea
=\t s —

oz ) ¥ A ba i A do.

Da der Punkt (z, 7, 2) in der Masse liegend gedacht wird, so beschreiben
wir win diesen Punkt als Mittelpunkt eine Kugel mit unendlich Xleinem
Radius R;; wir teilen also die Masse in zwei Teile, von denen der eine
innerhalb, der andere ausserhalb der Kugel liegt. Sind V] und V, die
entsprechenden Teile von ¥, so ist A'V, = 0 und somit A’ V=A"1",. Wenden
wir die vorstechende Formel auf 77 an, und sind «, §, 7 die Richtungswinkel
der den Punkt (z, y, ©) mit dem Punkte (g, b, ¢) verbindenden Geraden, so

haben wir:
0°I” Rp cos?a g op I !
O,v j__;:{_ g+ j‘é{;;" cosurlw,
wo d¢ und dw' die Elemente der Oberfliche und des Volumens der
Kugel sind.
Addieren wir zu dieser Gleichung die beiden aunalogen Gleichungen,
so folgt:

ANY=--\=% (ZP cos o+ o cos B -+ e cos 7 ) dw'
ob " T e

—_———5 de’ +S7 ;61)(7(»,

Ersetzen wir do’ durch R,2d& und do’ dureh R2dGdR, wo do das Ober-
flichenelement der Linheitskugel ist und fiigen wir bei den auf die Fliche
beziiglichen Grissen den Index 1 hinzu, so erhalten wir:

23 3
ANV = —5 1‘5 plﬂm -’-j (I(ujlgp R‘ dR.

Nun ist aber die Grosse
I 1
7 ,1_
(sm? eos?d L sin®tsin?¢ cog"‘)

A b3 c

unabhiingig von R; man erhiilt daher fiir das letze Integral

3
Sj-Rl (P] - Pu) dé,

;
J 7
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wo p, der Wert von p im Mittelpunkt der Kugel ist. Substituieren wir dies,
so Dbleibt:
RS

N
"

AV =—p, dé = — 4=p, )/ ABC,

da der Wert des letzten Integrals im § 27 erhalten worden war.

. v .
Mittlerer Wert des Ausdrucks Pa—a? auf eciner geschlossenen

Fliiche.

§ 30.

Nehmen wir an, dass ¥V das Potential von Massen sci, von denen die
cinen, deren Masse 1 ist, innerhalb einer geschlossenen Fliche ¢, die andern
ausserhalb ¢ sich befinden, und setzen wir in der Formel (a) des § 26
w=1und v =7V, so erhalten wir:

5A’ Vdw =5P %—:f ds.

ANV = —4d=rp ]/A@—CT,

wenn man p in den Teilen, in welchen sich keine wirkende Masse befindet,
als Null betrachtet; mithin hat man die Formel:.

Nun ist aber:

ov — A
(a) 51)5 do = — 4=l ]/ABC,

welche, dareh den Flicheninhalt von o geteilt, den Mittelwert von P%{Tf

auf dieser Fliche giebt.

Betrachten wir den besonderen Fall, wo siimtliche Massen sich auf
einen innern oder dussern Punkt @, dessen Masse die Einleit ist, reducieren.
Nimmt man dann diesen Punkt als Coordinatenanfangspunkt, withrend
(z, 9, #) irgend ein Punkt von ¢ ist, so hat man

somit giebt die Formel (a)

51
5&’-6%(70 = —dn [/ ABC oder =0,

je nachdem der Punkt @ cin innerer oder iusserer ist.
Diese Formel stellt einen Satz aus der Analysis dar, welcher den dm
Kap. I, § 13 gegebenen von Gauss einschliesst.

Mathieu, Potentialtheorie. S



Fiinftes Kapitel.

Uber die Anziehung verschiedener
Korper, welche von Flichen zweiter Ordnung
begrenzt sind.

—_————

Gebrauch der Niveauflichen zur Bestimmung der
Anziehung eines Kirpers.

§ 1.

Wir nchmen im Allgemeinen ecinen homogenen Korper an, dessen
Volumen man in unendlich diiune Schichten zerlegen kann durch Flichen,
welche in der Gleichung

(1) .F((L‘,]/,E’,]C):O

enthalten sind, wobei % ecin variabler Parameter ist, derart, dass jede von
diesen Tlichen fiir sich zu einem bekannten System von Niveauflichen ge-
hort, und ferner, dass jede so erhaltene Schicht eine Niveauschicht in dem
zugehorigen System von Niveauflichen ist (Kap. IV, § ). Alsdann ist die
Untersuchung der Anziehung des Volumens des Korpers zuriickgefihrt auf
die Bestimmung der Componenten der Anzichung einer Niveauschicht, die
man alsdann nach % integrieren muss.

Wir stellen durch

@ O (z,y,2,ka)=0
die Gleichung des Systems von Niveauflichen dar, zu welchem jede Fliche
(1) gehort, wo a der thermometrische Parameter dieser Flichen ist. Ist %
zuerst gewihlt, so wird die Gleichung (2) fiir einen passenden Wert von «
mit der Gleichung (1) zusammenfallen. Den Abstand zwischen der Fliche (2)
fiir diese Werte von % und a und der Fliche, welche demselben Werte von
% und « + d« entspricht, bezeichnen wir mit e. Dem erwihnten Paragraphen

zufolge indert sich die Dicke der Niveauschicht proportional zu < und sie

kann dargestellt werden durch den Ausdruck %, wo g counstant ist und

durch das Volumen dieser Schicht bestimmt wird.
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§ 2.

Wir haben bereits erwithnt (Kap. IV, § G), dass ein System von con-
fokalen Ellipsoiden ein System von Niveauflichen bildet, und dass man eine
Niveauschicht auf einer dieser Flichen erhiilt, wenn man eine Schicht
nimmt, die zwisclien dieser Fliche und einem inmerhalb derselben befind-
lichen und unendlich nahen homothetischen Ellipsoide eingeschlossen ist.
Wenn demnach der Korper, dessen Anziehung gesucht wird, ein Ellipsoid
ist, so kann man fiir die Flichen (1) mit diesem &hnliche und ihnlich
liegende Ellipsoide nehmen, und wenn % constant genommen wird, so werden
die Flichen (2) confokale Ellipsoide sein.

Nach dem Vorhergehenden kann man leicht die Niveauschicht wieder
erhalten, welche den confokalen Ellipsoiden entspricht, wenn diese als
Niveauflichen genommen werden.

Fig. 5.

Wir bemerken zunichst, dass der Abstand zwischen zwei unendlich
nahen homothetischen Ellipsoiden sich proportional dem Lote dndert, welches
vom Mittelpunkte des Ellipsoides auf die Beriihrungsebene gefiillt ist.

Denn es sei A/I eine Normale an das #dussere Ellipsoid im Punkte 3.

Wir verbinden den Punkt A mit dem Mittelpunkte O und fillen die
Senkrechte OG auf die Tangentialebene in AL, Durch die beiden Geraden
OM und OG legen wir eine Ebene, welche die beiden Flichen in den beiden
in der Figur angedeuteten homothetischen Ellipsen schneidet.

Aus der Achnlichkeit der beiden Dreiecke IEM und M GO folgt:

MI

ME= mOG.

. MI . .
Nun ist aber 710 constant, und wenn man mit ¢ und a + da zwei

Halbachsen der Ellipsoide bezeichnet, welche nach einer und derselben
Geraden gerichtet sind, so hat man:

A _ da
MO~ a’
mithin:
ME=0G ‘%ﬁ ,

8*
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und die Entfernung zwischen den beiden Ellipsoiden ist proportional 0G. Es
ist klar, dass umgekehrt, wenn man unendlich nahe dem #Husseren Ellipsoid
eine Iliiche von der Art construiert, dass ihr Abstand A7 von dem ersteren
proportional OG ist, diese zweite Fliche ein homothetisches Ellipsoid ist.
Wir bezeichnen jetzt mit f den Abstand zwischen dem Ellipsoide

z2? 7/‘3 22

(3) a2t 5 + = 1
und dem unendlich nahen confokalen Ellipsoide
X2 Y? Z?
4) a2—i—s+b2+s+c2+s=l'

Die Gleichungen der Normale im Punkte (z, y, 2) des Ellipsoids (3) sind:

X—=z Y—y Z—=z
(5) T == y = )

z

a? 2 ¢

e

und wenn in diesen Gleichungen X, Y, Z die Coordinaten des Schnitt-
punktes des Ellipsoides (4) mit dieser Normale darstellen, so ist jedes der
Glieder (5) gleich

——_::_—L;—__«= f.P,
x2 !/2 22
ettt

wo P das Lot vom Anfangspunkte auf die Tangentialebene im Punkie
(x, y, #) ist. Substituieren wir in (4) dic Werte

- P
4\_:,’”(1'*‘"{12),.-.,

indem wir s und £ als unendlich kleine Grissen betrachten, so erhalten wir:

f= Qil)a
mithin steht /£ im umgekehrten Verhiltnis zu .

Hieraus und aus § 1 ergiebt sich, dass die Dicke der auf dem Ellip-
soide (3) gelegenen Niveauschicht proportional zu P ist; diese Schicht
wird also begrenzt von einem mit dem Ellipsoide (3) homothetischen und
demselben unendlich nahe gelegenen Ellipsoide.

§ 3.

Dieselbe Schlussreihe in umgekehrter Ordnung kann dazu diencn, zu
beweisen, dass die confokalen Ellipsoide ein System von Niveauflichen
bilden.

Als Ausgangspunkt fiir den Beweis nechmen wir den folgenden Satz:
Eine zwischen zwei homothetischen Ellipsoiden enthaltene
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Schicht iibt auf einen im Innern liegenden Punkt keine Wirkung
aus, Die tangentiale Componente der Anziehung der Schicht ist daher
auf der dusseren Oberfliche wie auf der inneren gleich Null und ihre An-
ziehung auf ecinen Punkt der dusseren Fliche ist normal zu dieser Fliiche.
Diese Schicht erzeugt somit eine Schaar von Ausseren Niveauflichen, zu
denen auch die #ussere Oberfliche S der Schicht gehort. Ihre Dicke ist
proportional der Entfernung I’ des Mittelpunktes von der Tangentialebene;
mithin steht die Entfernung zwischen der TFliche S und der unendlich
nahen #dusseren Niveaufliche S, im umgekehrten Verhiltnis zu P, demnach
ist S; ein mit S confokales Ellipsoid. Wenn wir auf S, cine homothetische
innerc Schicht counstruieren, so wird sie dieselben Niveauflichen erzeugen
wi¢ die vorhergehende Schicht, und das confokale Lllipsoid S,, welches
ausserhalb in einer unendlich kleinen Entfernung gelegt ist, wird dem
System der Niveauflichen angehoren. Und so weiter. Man sieht also, dass
ein System von confokalen Ellipsoiden eine Schaar von Niveaufliichen bildet.

Anziehung einer ellipsoidischen Schicht auf einen Punkt
ihrer iiusseren Oberfliiche.
§ 4.

Es sci eine homogene Schicht zwischen zwel homothetischen und un-
endlich nahen Ellipsoiden enthalten; wir suchen ihre Anzichung auf einen
Punkt 3/ ihrer dusseren Oberfliche. Wie wir wissen, ist diese Kraft nach
der an das #ussere Ellipsoid gelegten inneren Normale gerichtet und sie
besitzt den Wert (Kap. II, § 8 oder Kap. IV, § 2):

oV
o =

wo On das Element der dusseren Normale und p die Dichtigkeit der Schicht,
d. . das Product aus der Dicke % in die Dichtigkeit & der Masse ist.
Wir erhalten dalier fiir diese Anzichung den Wert:

4l I,

Wie wir aber eben gesehen haben, ist

E:p%,
wo
P=*?;%:ﬁ
R

ist; demnach ist die Anziehung der Schicht auf den Punkt M gleich:

da .

Iz P—
a
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Nun haben diec Cosinus der Winkel, welehe dic Normale mit den drei
Achsen bildet, dic Werte:

z Yy _pZ
— P, —Ph, — P,

somit erhilt man fir die drei Componenten der Anziehung:

{ la da
— 4zl P2 (a—t:, — 4717LP2‘1/;:F, — 4=k P2 e

Componenten der Anziehung eines homogenen Ellipsoids
auf einen Punkt.

§ 5.

Wir setzen zunichst voraus, dass der Punkt (a, 7, 2), welcher von einem
Ellipsoide angezogen wird, ausserhalb desselben liege. Iis seien 4, B, C
die drei Halbachsen dieses homogenen Ellipsoids. Wir zerlegen sein Volumen
durch die Oberflichen von homothetischen Ellipsoiden in unendlich diinne
Schichten, stellen durch a, b, ¢ und @ — da, b — db, ¢ — dc die nach 4, B, C
gerichteten Halbachsen der Flichen dar, welche eine dieser Schichten &
begrenzen, und bezeichnen mit X das Ellipsoid, dessen Halbachsen a, b, ¢
sind. Durch den Punkt (z, y, £) legen wir ein Ellipsoid 12, welches confokal
mit I/ ist und dessen Halbachsen a', V', ¢’ sind; sodann legen wir ein
Ellipsoid E,’, welches homothetisch zu Z' und demselben unendlich nahe
ist und dessen Achsen mit &'— da', b'— db’, ¢'— dc¢’ bezeichnet seien.
Wihlen wir de' so, dass die zwischen E' und E;’ eingeschlossene homogene
Schicht & dieselbe Masse wie die Schicht & hat, so werden diese beiden
Niveauschichten auf jeden dusseren Punkt und somit auch auf den Punkt
(z, y, 2) dieselbe Anzichung ausiiben. Somit braucht man, um die Anzichung
von & zu berechnen, nur die Anziehung von & zu Dbestimmen.

Da die beiden Ellipsoide % und I’ confokal sind, so hat man:

a?—0?=a®—10 d?—c?=a’—c?
und man kann setzen:
a?—a?=0*—02=c*—c?=s; _
dann ist, da der Punkt (z, y, #) auf der Oberfliche des Ellipsoids F’ liegt:

) e y? 2
@ s s dts

Es wird somit s durch eine Gleichung dritten Grades gegeben, und da
diese nur eine positive Wurzel hat, so ist s durch diese Gleichung voll-
stindig bestimmt.

Nach dem vorigen Paragraphen sind die Componenten der Anzichung
der Schicht & auf den Punkt (z, y, 2):
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’

. da’ X
2) —A4=l% 'a,"(;’ —A=P"y jg,;, — 4:P’9;‘£%-9,
wenn I die vom Anfangspunkte auf die Tangentialebene im Punkte (x, », )
gefillte Senkrechte ist und die Dichtigkeit gleich der Einheit angenommen
wird.
Das Volumen der Schicht & ist die Differenz der Volumina der beiden
Ellipsoide, von denen sie begrenzt wird; es ist somit gleich

4 A3
4 wabe — 5 =abe (1 — @> = 4nbedua.
3 3 a

Das Volumen der Schicht & ist ebenso 4rnl'¢'de’, und da diese beiden
Volumina gleich sind, so hat man:

, be
da' = W da.

Setzen wir diesen Wert fiir da’ in diec Ausdriicke (2) ein, so erhalten
wir fiir diec Compounenten der Anzichung der Schicht € auf den Punkt

CAIE ;
dX = — d=xDP"*x "T.“IE,T da
. a'dl'c
be
—  Am D'
dY = — 4=DP Y i da
o be
dZ = — 4= P22 P da.

Setzen wir

a [4] S
E——m, E‘:)?, a—.z——t,

so sind # und 2 constant und dic Gleichung (1) geht iber in:

(3) I+¢7 1 1
m? +1 n? +1
Von eciner Schicht zur andern dndert sich @ und ¢ dndert sich mit o

nach dieser Formel; differentiieren wir also die Gleichung (3), so erhalten wir:

- xz 'I/'Z 52
— o 5+ - | dt =2ada
H: 2T 2
) G
- m? n?
oder:

lo=— " at
da=— g5 dt.

Der Ausdruck von dX wird somit:

it
dX = 2nz — £ = -
(1 +1% 1/(1 + ) (1 4+ m%) (1 4+ 2%)
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§ 6.
Bezeichuen wir mit ¢ den Wert von s, wenn das veriinderliche Ellip-
soid mit den Halbachsen a, b, ¢ mit dem gegebenen Ellipsoid zusammentiillt,
so ist ¢ dic positive Wurzel der Gleichung:

a* 7 £
A2 5 A 2

—J+G -+
Y12 n=

Um die Componente der Aunzichung des gegebenen Ellipsoids nach der
z-Achse zu erhalten, integrieren wir den Ausdruck von dX, indem wir be-
merken, dass (=« wird fir ¢ =0, und erhalten:

at
X = 2ne g(l O YU+ 00 + mtt) (L + %)

. . 5 .
oder, wenn wir jetzt wicder T fiir ¢ setzen:

e 5

Setzen wir hierauf zur Abkiirzung:
SN/ $ .S
o=+ )0+ )0+ o)

X=—

= — 2nx

so folgt:

95\ — as
)6+ AHD

4 = — 9% 4
® VYe=—2 3’51(,,- T IO D

@0

5 ’ ds

§ 7
Diese Ausdriicke wollen wir auf eine andere Form bringen. Wir ver-
indern die Variable s, indem wir sctzen:

l—i—A2

sodann setzen wir unter der Voraussetzung, dass A dic grosste der Halb-
achsen ist:
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fig_fﬁ]i?._;s ﬂ___c_g__;'e 4
Ve e

und fithren die Masse MM des Ellipsoids cin, dessen Dichtigkeit gleich der

Einheit angenommen worden war, Lrsetzen wir den Factor BC durch

3 M .
174" so crhalten wir:

[
3Mz | widue
X=—"7 T T
01— M) (1 — 12 ®
lI
3y wrdi
Y=— A3 3 1
O (1 — W2 T (1 — W2u2)®
R
_ 3z w2die
z=="5 ‘ -

0% (1 — A2 2(1 — NuE)?

Befindet sich der Punkt (v, y, £) auf der Oberfliche des gegebeuen
Ellipsoids, so ist ¢ =0 und somit ¢ =1; man hat daher in diesen drei
TFormeln einfach g =1 zu setzen.

Liegt der Punkt («, y, ¢) innerhalb des gegebenen Ellipsoids, so legen
wir durch diesen Punkt das homothetische Ellipsoid, dessen Achsen wir mit
A', B', ¢’ bezeichnen. Die Wirkung der zwischen diesen beiden Ellipsoiden
gelegenen Schicht auf den Punkt (x, y, 2) ist gleich Null, da sie in unendlich
diinne Schichten zerlegt werden kann, welche durch homothetische Flichen
begrenzt werden und deren Wirkung ecinzeln gleich Null ist. Man braucht
also nur die Anziehung des Ellipsoids mit den Halbachsen A’, B, C' zu
suchen. Um die drei Componenten derselben zu erhalten, muss man in den

ar
vorstehenden Formeln ebenfalls ¢ =1 nehmen und E durch das ersetzen,

was aus dieser Grisse fir das betreffende Ellipsoid wird; aber der Wert
dieser Grosse bleibt derselbe. Mithin hat man nur in den vorstehenden
Formeln g=1 zu setzen, und daraus folgt ferner der folgende von Maclaurin
herrithrende

Satz. Die Componente der Attraction eines homogenen
Ellipsoids auf einen inneren Punkt nach einer der Achsen hiangt
nur von der zu dieser Achse parallelen Coordinate des Punktes
ab und ist dieser Coordinate proportional

Potential eines vollen homogenen Ellipsoids.
§ 8.

Bezeichnen wir mit ¥ das Potential des Lllipsoids in Bezug auf den
Punkt (z, y, ¢), so sind die Componenten X, Y, Z der Anzichung des-
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ov oV oV
o2’ 0y’ 0z
men wir die Formeln (4) von § 6.

Nimmt man den Punkt (@, y, z) auf der Oberfliche des Ellipsoids an,
s0 ist ¢ =0 und man hat demnach:

selben auf diesen Punkt gleich Ihrer Symmetrie wegen neh-
g Y 4

oV ds

= — O\

ox Vs + 4D D
0

ov_ ., (7 ds

oy~ Y+ BYD
[(]

ov_ ., (T ds
0:- ~ "I+ C0YD

wobei

V(s + 43 (s + B (s + CF
D= ABC

ist. Nach den Auscinandersectzungen am Schlusse des vorigen Paragraphen
werden ferner diese I'ormeln auch gelten, wenn der Punkt (w, 7, 2) im
Innern des Ellipsoids liegt.

Aus den drei Ableitungen von V ergiebt sich die Formel:

. T s Y 7 ds ) s
W V=‘“["”L)@-+Av>+”§D<s+ﬁ:’>““zf’“m] +1h
V) 0 0

wo II unabhiingig von z, y, # ist und den Wert von V im Mittelpunkte des
Ellipsoids darstellt. Den Wert von II werden wir nachher bestimmen.

Um den Wert von V in einem dusseren Punkte zu erhalten, setzen
wir den Formeln (4) zufolge:

el

-v" ds T “ (Is_*_”? f_(?s
RV ITEE e I Viremny o Wkl ) Yoy ) Il
g [+ [+4

sodann differentiicren wir nach « und erhalten:

V=—=x

o+ A2 o+ B2

ov s T x? y? 22 ¢  oU
=t L )
wo
1/(0 + A% (e + B (s + C*)
D= ABC
gesetzt ist. Nun geniigt aber ¢ der Gleichung
. z? Y 2
(2) + =1
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mithin hat man:

2

oV g‘ ds w03 ol
— 2xx

T U+ T o Tor

G

Vergleicht man diese Gleichung mit der ersten Iormel (4) des § 6, so
erhilt man:

oU = O
or Doz
Ebenso hat man:
o =« 0
o Doy
oU = 05
9: D, ez
und hieraus folgt:
ds
U= 75" p ™ 11,

wo If, cine Constante ist. Nimmt man an, dass der Punkt (x, y, 2) ius
Unendliche riicke, so wird s unendlich. Ich werde zeigen, dass die drei
crsten Glieder des Ausdrucks von ¥V alsdann verschwinden; das Integral,
welches in U vorkommt, ist dann cbenfalls gleich Null, und da ¥ gleich
Null wird, so verschwindet I1,.

Wir untersuchen also, was aus dem Ausdruck

VD + 4%
4
wird, wenn der Punkt (v, y, z) sich ins Unendliche entfernt. Bezeichnen

wir mit p die kleinste der drei Halbachsen A, B, C, so haben wir nach
und nach:

3 5
(s + py)* (s+ 9"
D> AJ)‘C—’ D(s+ 4% > BC
T ds ds 2 1
5'1)(5 9 <ABC 5 oder << 3-/11)0 i
T+ p)? RN
Nun ist aber nach (2)
i< 1
A*+ o
daraus folgt:
N “ ds 2 s+ A
L)(s =3 ABC— S
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eine Grosse, welche gleich Null ist fiir ¢ =2, Ebenso wiirde man beweisen,
dass die drei folgenden Glieder von V gleich Null sind; mithin ver-
schwindet H;.

Demnach hat man fiir den Wert von V in einem fusseren Punkte:

: (7 . _g;ﬁ_)@s
@) V—“S(I ST s+ 540D

Wir koénnen jetzt die Constante H der Formel (1) berechnen. Die
beiden Ausdricke (1) und (3) miissen nimlich deuselben Wert annehmen,
wenn der Punkt (z, y, &) auf der Oberfliche des Ellipsoids

¥

A2 +F—1

liegt, d. h. auf der Grenze, auf welcher diese IFormeln beide anwendbar
sind. Man hat alsdann s = 0 und man muss alsdann in (3) Null als untere
Grenze des Integrals nehmen. Die Formel (3) wird:

R (P N )dbf
C) V—“5<1 s+ A s+ DB s+ C)D

0

+

und man hat:

Hiernach gieht die IFormel (4) das Potential des Ellipsoids in ecinem
inneren Punkte.

Nachdem Dirichlet die Formeln (3) und (4) aufgestellt hatte (Crelle’s
Journal, Bd. 32, 1846), hat er sie mittelst des Satzes im § 19 des ersten
Kapitels verificiert.

Potential einer homogenen zwischen zwei homothetischen
Ellipsoiden enthaltenen Schicht.
§ 9.

In dem Ausdruck des Potentials eines Ellipsoids mit den Halbachsen
a,b,cin Bezug auf den dusseren Punkt (2, y, &)

N >
V_“,S<1 @+s Vs Fts s s s
s <]+Ez><l+z‘_;>(l+cﬁz>

setzen wir:
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und erhalten:

. s\ / s s - -
ds = «*d{, D:l/(l + ;['9) (1 + P) <l + ?> = ‘/(l-f—{) (T4 m2l) (14n%t)

und somit:

z? y? 22 dt
V== |{ a®*— — — =
1+t 1 1 D’
( + =+t —+ i)
t, m 2
wenn man fiir ¢, die positive Wurzel der Gleichung nimnt:
22 y? 22 \
10 T+4 +7 + =aq’

1
—+ ¢ — 1
mz L o2t

Suchen wir den unendlich kleinen Zuwachs von T, welcher aus der
Veriinderung von @ in a -+ da, wodurch # nach der Gleichung (1) einen
Zuwachs df, erleidet, hervorgeht, so erhalten wir die Formel

'wdf 22 y? 22 dt
— 9 =—xfa?— -1 D,
dV = Qunda.g D (a 1+ tl _1_ 1 ) ])1’

t, e + ¢ o + ¢

in welcher das letzte Glied, der Gleichung (1) zufolge, gleich Null ist.
Dieser Ausdruck stellt offenbar das Potential » einer zwischen zwei homo-
thetischen und unendlich nahen Ellipsoiden enthaltenen Schicht dar, mithin
hat man fiir dieses Potential:

N dt
v = 2zadu e ———
X Y1) (L4 w2 (1 + n?t)
Setzt man
1 2__ 2 2__ 2
=y, S T
1/{1 +1 a= a®

und bezeichnet man mit A die Masse 4wbeda der Schicht, so verwandelt
sich diese Formel in die folgende:

_ " u
@ Y =10 (1 — V)

§ 10.

Wir suchen jetzt das Potential derselben Schicht fir einen
Punkt ihres Hohlraums. Da dieses Potential in diesem ganzen Raume
dasselbe ist, so verlegen wir diesen Punkt in den Aufangspunkt der Coor-
dinaten.
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=~

Wir haben zuniichst fiir das Potential des Illlipsoids mit den Halb-
achsen a, b, ¢ in Bezug anf den Anfangspunkt

©

I' 5'mds R dt
=z\ =\ ——rem—m——e——————,
g Y+ 00+ ) (1+ 2)

und wenn wir das Differential von ¥ in Bezug auf @ nehmen, so erhalten
wir fiir das gesuchte Potential:

o«

dt
Y+ (U m28) (1 - n2f)

v = 2xadu
0

oder nach der ohen erwiihnten Transformation:

1
aM du
T ) = ) (= )
: Y 20?) 2

Potential eines aus homogenen unendlich diinnen und
homothetischen Schichten gebildeten Ellipsoids.

§ 11
Wir nchmen den Punkt (z, , z) ausserhalb des Ellipsoids an, welches
aus unendlich diinnen Schichten, deren Dichtigkeit als I'auction von « vor-
ausgesetzt wird, zusamnmengesetzt ist. Stellen wir jene Function durch
o(a) dar, so crhalten wir fiir das Potential einer dieser. Schichten

w

- v=2nz(Nada S-—--~- —— =

4

wo ¢, die positive Wurzel der Gleichung

“x_?__ m3y? N o,
(1) 1+1+1+m‘-'t ' l+n'—'t—a
ist. Setzen wir
a
S'.:(a)(ula = I{a),

v

so folgt daraus I{0) = 0, und wir erhalten fiir das Potential des Ellipsoids:
4 »
. , dt
V= 2:5 r (u)daj 573
) t

wo A die grisste Halbachse des gegebenen Ellipsoids ist. Nun ist aber:

- “a “at ot
JF(G)J({,§ ])=F((1)5 _]_)+ I ((I) 7);
t

t
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&

bezeichnen wir also mit*4; den Wert von ¢, welcher a = A entspricht, so
haben wir:

o tl
dt dt
= 9T 4 — 9z \ Ila) —-
V=2 T(I)S D+z 51((1)1)
'l

[y
o

oder:

V= 2.~.S[F(A) — Fa)) »%t,

in welcher Formel man in I{(a) die Griosse @ durch ihren aus der Gleichung
(p) abgeleiteten Wert zu ersetzen hat.

Um diec Componenten der Anziehung dieses Lllipsoids auf einen
iusseren Punkt zu erhalten, braucht man nur die Ableitungen von ¥ nach
z, y, ¢ zu bilden. Man erhilt z. B.:

or_ _ rjr oa dt
rI

F OPY

Differentiiert man die Gleichung (p), so folgt:

e _1_=_
or al -+t
und da I"'(«) = ay(a) ist, so ergiebt sich:

oV - dt
Th 2“‘5‘? @a oD
t

Denkt man sich cinen hohlen Korper, welcher zwischen zwei homo-
thetischen Ellipsoiden enthalten und aus ebensolchen Schichten wie in der
vorstehenden Aufgabe gebildet ist, so hat man fiir das Potential einer dieser
Schichten in einem inneren Punkte:

o

tdt
= 2zy(a e
V=2 .(a)(ldaS 7o

0

und wenn man mit 4 und A, dic halben grossen Achsen der Ellipsoide,
welche den Korper begrenzen, bezeichinet, so erhiilt man fiiv sein Potential
in einem Punkte des Hohlraums

“at
V= 2% (F(4) — F(AU))S o
U
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Potential eines aus homogenen unendlich diinnen und con-
fokalen Schichten gebildeten Ellipsoids.
§ 12.
Das Potential eines homogenen Lllipsoids mit den Halbachsen a, 0, ¢,

dessen Dichtigkeit gleich der Einheit ist, hat in einem iusseren Punkte
(z, y, £) den Wert:

.] 22 .7/2 z2 )ﬁ
v—ﬂ< s+a? s4012 s-4ct/D’

g

wenn man

V(s +ad(s + ) (s + ¢
= abe

D

setzt und fiir ¢ die positive Wurzel der Gleichung

9 ] 9
il - 2
e +

+ o b2+ o =1

2+

a
nimmt.

Setzt man
() @ s=p2 a?—12=0% a®— =1

so erhillt man:

0

z? 22 22 dp
V= ‘27?(11)05‘(1 - o Ta ny -‘_“_—._‘)> T;:; ———— ~__T'~—_—7:7
. PEIPT Y PR - V@ =B — )

wo die untere Grenze p, des Integrals gleich ,/a”—i— o, ist. p, ist somit die
reelle positive nnd « iibersteigende Wurzel der Gleichung dritten Grades
3 9
in p,%:

w'z ,/2 I
—+ w0+ = -=1.
N N A

Setzen wir:

;_S@_@_‘:__f/“___ﬁf_> a
p?  p? — % p?— ¢ 1/(@‘_—*;3‘*)((:3?{"5’

so crhalten wir:
v = 2zabel.

Wir denken uns ein zweites, dem ersten confokales Ellipsoid, fiir welches
der Punkt (z, y, 2) ebenfalls ein dusserer ist. In dem Ausdruck seines
Potentials o bleibt die Grisse p, dieselbe, und wenn wir mit @', I/, ¢’ seine
Halbachsen bezeichnen, so erhalten wir:

v'=92=a'V'c'I.

Mithin verhalten sich die Potentiale der beiden Ellipsoide zu einander
wie ihre Volumina, und man kann den folgenden Satz ausspreclen, der
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zuerst von Legendre in seiner Abhandlung: Recherches sur Uattraction des
sphéroides homogénes (Mémoires des Suvants étrangers, p. 413, 1785) an-
gegeben wurde:

Zwei confokale und homogene Ellipsoide iben auf einen
dusseren Punkt Anziehungen aus, die gleichgerichtet und ihren
Massen proportional sind.

§ 13.

Wir nehmen das zweite Ellipsoid unendlich nahe dem ersten an und
bezeichnen seine Halbachsen mit a + da, b + db, ¢ + dc. Da die Griossen
f und ¢, welche die Brenupunkte bestimmen, constant sind, so erhalten wir,
wenn wir die Gleichungen (h) differentiieren:

ada = bdb = cde.
Somit ist:
v'= 2= (abc + beda + cadb + abde) I

=2 (nbc+ (bc +22 4 ‘Lb>da> I
b c
Das Potential der zwischen den beiden Eillipsoiden enthaltenen Schicht

hat somit den Wert:
) 2
2=l (bc + @< + E_Q) da,
b c

oder wenn man b und ¢ durch ihre Werte in a ersetat:

) P i i il ) L e s Y
Y@= @ =)

Hat man ein Ellipsoid, welclies aus homogenen unendlich diinnen
zwischen confokalen Ellipsoiden enthaltenen Schichten, deren Dichtigkeits-
iinderung durch die Function ¢(«) ausgedriickt wird, zusammengesetzt ist,
so crhiilt man fiir sein Potential:

a
4 __ 2 2 2 2.2
V=2.-.IS3“ 2@ B e,

7
wenn man fiir die untere Grenze die Grosse ¢ nimmt, die grosser als 8 vor-
ausgesetzt ist; denn 7 ist alsdaun der kleinste Wert von a.

Die Componenten der Anziehung des Korpers bildet man, indem man
die Ableitungen von ¥ nach z,y, - nimmt.
Der Ausdruck (1) des Potentials einer confokalen Schicht ist gleich dem

Produ_ct aus g I in die Masse der Schicht. Bildet man daher auf confo-

kalen Ellipsoiden, welche ein System von Niveauflichen darstellen, homogene

confokale Schichten, so werden die Anzichungen dersclben auf einen und

denselben iiusseren Punkt von derselben Richtung und ihren Massen pro-
Mathicu, Potentialtheoric 9
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portional sein, ecbenso wie die Anziehungen der verschiedenen Niveau-
schichten. Es besteht nur der cine Unterschied, dass fiir diese letzteren
Schichten die Anziehung auf einen Punkt ihrer fusseren Oberfliche normal
zu dieser Fliche ist.

Geht man von dem Ausdruck des Potentials eines Ellipsoids fiir einen
inneren Punkt aus und fiihrt man eine ganz idhnliche Rechnung aus wie
diejenige, welche uns dazu gedient hat, den Ausdruck (1) zu bestimmen,
so findet man fiir das Potential derselben Schicht in einem Punkte (z, y, #)
seines Hohlraums den Ausdruck:

3at — 2 (B? + %) a? + B3
Y@ —8%) (a2 — %)

wo gesetat ist:

2 2 L0
2xJ da — 2zada (1 — ﬁ — »?Jn; — =)
a? c?

02

2 2 2~
sz‘(l’—%}_‘)ﬁy_@z_ 2~_-‘.'> 3 fZP 2 _ .2
] e DL G®)

§ 14,

Legendre hat seinen Satz, nachdem er ihn in der oben erwihnten
Abhandlung ausgesprochen, fiir die Umdrehungsellipsoide bewiesen; spiter
haben Laplace und Legendre, jeder auf ganz verschiedene Weise, einen
Beweis desselben fiir den allgemecinen Iall gegeben; somit ist es unrichtig,
wie bereits mehrere deutsche Geometer bemerkt haben, dass man diesem
Satze hiufig den Namen Maclaurin’s beilegt.

Mit der Theorie der Anziehung der homogenen Ellipsoide haben sich
Newton, Maclaurin, d’Alembert, Lagrange, Legendre, Laplace,
Gauss, Ivory, Poisson, Chasles, Dirichlet und Andere beschiiftigt.
Unter allen Arbeiten aber, die iiber diesen Gegenstand gemacht worden sind,
stehen zwei vorn an, dicjenige von Maclaurin (De causa physica fluzus
et refluzus maris, 1740), in welcher er das Problem der Anziehung eines
Ellipsoides auf einen inneren Punkt und auf einen Punkt seiner Oberfliche
vollstindig loste, und diejenige von Legendre, welcher die Anziehung eines
Ellipsoides auf einen dusseren Punkt bestimmte, indem er sie auf die eines
andern Ellipsoids zuriickfibrte, welches mit demn ersten confokal ist und
dessen Oberfliche durch diesen Puukt geht.

Potential einer mit einer unendlich diinnen Schicht von
constanter Dichtigkeit bedeckten Ellipse.

§ 15,

Wir betrachten eine Ellipse, welche A und B zu Halbachsen hat und
deren Gleichungen sind:
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X2 Y2
(]) Z=0, P‘*’B'Q:]v

wobei X, Y, Z die laufenden Coordinaten sind, und denken uns diese Ellipse
mit einer unendlich diinnen Schicht bedeckt, deren Dichtigkeit constant und
gleich p ist.

- Riemann hat fiir das Potential dieser Ellipse im Punkte (z, y, 2) die
Formel gegeben:

&0

©) V=ng‘/1_ e ¥ & ds ,
. A*+s B?+s s s s\
s<1+ﬁ)<1+§§)

wo dic untere Grenze ¢ des Integrals die positive Wurzel der Gleichung

22 2 22
st T =]

ist.
Diese Formel kann man erhalten, wenn man die elliptische Schicht als
die Grenze eines ellipsoidischen Korpers betrachtet, welcher von der Fliche

X2 Y2 VA
®) z2tEtT

=1

begrenzt und von unendlich diinnen homothetischen Schichten gebildet wird,
wenn man die Halbachse €' gegen Null convergieren lisst.

Betrachten wir ein Ellipsoid, welches innerhalb des Eilipsoids (3) liegt
und zu ihm homothetisch ist, und setzen wir

B=Mm =0

so hat dasselbe zur Gleichung

) X2 4 m2Y? 4 n2Z2 = A2,
wo I << 1 ist. Der Durchschnitt dieser Oberfliche mit dem Cylinder
(%) X2+ m2Y?2= A%?

besteht aus zwei zur zy-Ebene parallelen Ellipsen. Daraus folgt, dass zwei
unendlich kleine Cylinder, deren Grundflichen einander gleich sind und
auf der Ebene der in der xy-Ebene gezogenen Kurve (5) liegen, in jeder
Schicht gleiche Massen ausschneiden werden. Nimmt man also an, dass C
der Null zustrebe. so wird das Ellipsoid in cine unendlich diinne Schicht
tibergehen, die auf der Ellipsenfliche (1) verteilt und aus unendlich schmalen
homogenen und homothetischen Streifen zusammengesetzt ist.

§ 16.
Man kann nun die Sache so cinrichten, dass alle diese Streifen von

dersclben Dichtigkeit werden.
9*
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Nelhmen wir auf der Ebene der Kurve (5) cin unendlich kleines
TFlichenelement dw, welches wir als Basis eines geraden Cylinders nehmen,
so wird derselbe in dem ellipsoidischen Korper ein Volumen ausschneiden,
welches den Wert hat:

7,

dejgo(a)dZ,

0

wo 7Z; die Coordinate des Ellipsoids (3) ist und @ nach den Gleichungen
(4) und (5) den Wert hat:

a =1/ n*Z* + L%
Da auch
A —
J—— — ]2
Z =" yT—
ist, so wird der Ausdruck dieses Volumens:
chm'S\r,: (1/17343 + A'-’lﬁ) dz.

9]
Sctzen wir:

1 _
Z=;TI/] —2sin ¥,

so erhalten wir fiiv dieses Volumen:

|

‘)th yr—i d“’5 ¢ (AYT=(T= 77 cos) eosi,
V)

und wenn man mit g eine Constante bezeichnet und

P(a) = ]/A—;q—_—*g‘;

setzt, so reduciert sich dieser Ausdruck auf
T
— gdwo.
n?

Demnach wird die Dichtigkeit der Schicht gleich der Constanten ¢ sein,
wenn man sezt:
T o= e
7 9=p oder g= -
An der Grenze wird C unendlich klein und g unendlich gross.
Im § 11 haben wir geschen, dass das Potential des ellipsoidischen
Korpers den Wert besitzt:
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" it
V=2=n qz(w)b—,
tl
wenn man fir a® und $(e?) die folgenden Ausdriicke nimmé:
z? m2y? n%z?
53+ PR
1+t 1-Fwm* 14+ n4

9

a

A
4(a*) = F(4) — Fla) = S 9(a)ada,

und ¢, die positive Wurzel der Gleichung ist:
22 m2y? 1n2a?

g P Tvwd i =

Es ist:

1
Y =-- :ﬁ:@<a>=—%ﬁ?_a2

und hicraus folgt fiir das Potential des Ellipsoids:

3

V=Q”PS.]/A'—’ L A 5 dt )
) L+t Tem® L0 /(T ) (U 0) (1 + 2%0)

Um das Potential der elliptischen Schicht zu erhalten, machen wir ¢
uncndlich klein oder # unendlich gross und finden so

1/ o & myr 2
V=2 L e 2 S
YL +0 1 +mi)t

S
A*

und wenn wir hierin fiir ¢ setzen, so erhalten wir die Formel (2).

§ 17.

Wir wollen jetzt die Formel (2) verificieren, wie es Riemann gethan hat.

Wenn allgemein eine Function ¥ von z, 7, ¢ den folgenden Bedingungen
geniigt:

1) V ist ausserhalb einer Fliche ¢ cine stetige Function von z, y, 2,
ebenso wie ihre Ableitungen erster Ordnung;

2) V' geniigt in dem ganzen Raume ausser auf dieser Iliche der
Gleichung AV = 0;

3) In der ganzen Ausdehnung von ¢ hat man

oV oV

v tTon T i
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wo dN und dN' die auf beiden Seiten von ¢ crrichteten Normalelemente
sind;

4) Die Grosse V ]/:_vgwji——z? bleibt endlich, wenn der Punkt (z, y, )

sich ins Unendliche entfernt,

so stellt V das Potential einer unendlich diinnen auf ¢ verteilten Massen-
schicht dar, deren Dichtigkeit in jedem Punkte p ist. Dieser Satz wird
genau ebenso bewiesen, wie der des § 15 im ersten Kapitel.

Betrachtet man =z, g, ¢ als variable Coordinaten und ¢ als einen
variablen Parameter, so stellt die Gleichung

© p e

ein System von confokalen Ellipsoiden dar, deren Brennpunkte auf der z-
und y-Achse liegen, und die Grenze der kleinsten Ellipsoide ist genau die
Lllipse (1). Offenbar besitzt diese Gleichung eine und nur eine positive
Wurzel; die beiden andern sind negativ und die eine zwischen — o und
— A? die andere zwischen — A2 und O enthalten.

Die Gleichung (6) lisst sich schreiben:

o(c + A%) (s + B%) — (o + B)a* —o(s + 45)y°— (o + 4% (e + B)2*=0,
mithin ist, wenn ¢=0, die eine der drei Wurzeln gleich Null.

Ist 2 nicht Null, so ist das Product der drei Wurzeln positiv. Nun ist
aber, wenn £ =20 ist, das Product der beiden andern Wurzeln, welche nicht
Null sind, gleich

0232 — 322 — g2?
und somit negativ oder positiv, je nachdem der Punkt (x, y) ausserhalb
oder innerhalb der Ellipse (1) liegt. Hiernach ist diejenige Wurzel, welche
Null wird, negativ oder positiv, je nachdem der Punkt (z, ) ausserhalb oder
innerhalb dieser Ellipse liegt.

Mithin ist fiir =0 die grisste Wurzel der Gleichung (6), dic wir

alsdann mit ¢ bezeichnen wollen, grisser als Null, wenn der Punkt (z, y, 2)

ausserhalb des Cylinders
Xz y:
VE + B 1
liegt, und & ist gleich Null, wenn der Punkt (x, y, 2£) im Innern des
Cylinders liegt. Diese Bemerkungen werden uns spiter von Nutzen sein.
Setzen wir zur Abkiirzung
= ¥ &
s+ A2 s+ B s

so haben wir .
° I/H ds
—_ Qp

Nl o))
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§ 18.

Um bei der Berechnung der Ableitungen von ¥V die Differentiationen
nach der unteren Grenze zu vermeiden, ersetzt Riemann die auf reclle
Werte beziigliche Integration durch eine Integration, die sich auf imaginire
Werte erstreckt.

Es werde s=¢§& -+ n]/——l gesetzt und £ als die Abscisse und 7 als die
Ordinate eines Punktes ciner Ebene in Bezug auf rechtwinklige Coordinaten-
achsen betrachtet.

t—

—
Fig. 6.

Wir ziehen die gerade Linie, welche vom Punkte s = s nach dem
Punkte s = oo geht; sodann zichen wir eine Kurve &, welche diese Gerade
einschliesst und von ihr nur unendlich wenig entfernt ist. Diese Linie
konnen wir als geschlossen Dbetrachten; sie schliesst weder den Punkt
s = — A% noch den Punkt s = — B? ein. Sie enthdlt auch nicht den
Punkt s = 0, wenn wir annehmen, dass man nicht ¢ = ¢’ = 0 hat, was nur
stattfinden kann, wenn der Punkt (w, #,2) auf die ay-Ebene und in das
Innere der Lllipse

_ J
z2=0, Aq+ =1

riickt. Der Contour & wird daher nur einen %ritischen Punkt der zu inte-
grierenden Function einschliessen, némlich den Punkt s = o, um welchen
. 1 . . e s
herum die Function des Factors —V—: wegen ihr Zeichen dndert; mithin ist
s
das Integral genommen lings des Contours £ gleich dem Doppelten dieses

Integrals genommen lings der geraden Linie, welche von s = ¢ bis s =
geht, Somit konnen wir schreiben:

1/ Hds

) (1+3)

wenn wir uns das Integral lings des Contours £ genommen denken.

~PSV

Setzen wir

(1+Aq>(1+§§>=1’,

so finden wir
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_‘} _—g- 22 92 5
) = — 1 | e+ 5
—a7 1 1 1
2 _— .
—H [s—i—A? tirme ot s]
Nun ist
dd_ & v
ds (s + A% (s + B? )3 s?
dlogP 1 1 1
s s+ A Tixm Ty

somit folgt:
5 1T 7 dlog P — 3 dlog(HP
A= —H 2(-——11 pdlogP_ 5w dlog(HD)
ds ds ds

Man hat daher:

3
_ (1 alogUip)
AV = 95 v ds = X(HP) 2 A(HP).

Das unbestimmte Integral hat den Wert

-2 , ein Ausdruck, der fiir jeden
P

dem Contour € angehérenden Wert von s e¢inen vollkommen bestimmten Wert
hat; mithin ist das Integral, lings dieses Contours genommen, gleich Null
und es ist AV =0, welches die verlangte zweite Bedingung ist.

§ 19.

Man sieht leicht, dass 7, aV, %V iiberall stetig sind.

Wir untersuchen sodann die Ableitung

T e[
0z syHP’
wo sich das Integral iiber die ganze Liniec 2 erstreckt.

Wir setzen zuniichst voraus, dass der Punkt (z, y, 2) ausserhalb des
Cylinders

Y2
@ AT BT !
liege. Tiir =0 hat man ¢ = ¢’ >0 und I = 0; dic unter dem Integral-
. . 1
zeichen stehende Function enthilt den Factor ——=—, welcher unendlich
s—a

wird fiir s = o', jedoch ergiebt sich daraus kein unendliches Element fiir

oV
das Integral; mithin hat das Integral ecinen endlichen Wert und 57 ver-
schwindet wegen des IFactors ¢, welcher Null ist.
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Man hat daher, wenn man mit e eine unendlich kleine Grosse ‘be-

zeichnet:
v oV
O G I

. vV . . L .
somit ist %; eine stetige Function in dem ganzen Teile der «y-Ebene,

welcher ausserhalb der Ellipse (a) liegt.

Nehmen wir sodann an, dass der Punkt (x, y, 2) im Innern des Cy-
linders (a) liege, so hat man ¢ =o' =0 fiir ¢ =0 und die unter dem
Integralzeichen stehende Function ist unendlich fiir den Punkt s =0, wel-
cher jetzt in £ eingeschlossen ist, In diesem Contour ziehen wir die Linie
AIB (Fig. 7), die diesem Punkt unendlich nahe liegt und die von & ein-
geschlossene Flidche in zwei Teile teilt. Alsdann kann die Integrationskurve

a p —
(&5 = )b

& —

Fig. 7."

ersetzt werden durch 1) die Linie AZ7BIA, welche sich ins Unendliche er-
streckt, 2) den unendlich kleinen Contour BIADB, denn die Linie A/B
wird in den beiden neuen Contouren im entgegengesetzten Sinne durch-
laufen. Das auf den ersten dieser beiden Contoure beziigliche Integral ist
endlich und, mit dem Iactor # multipliciert, gleich Null; wir haben uns
also noch mit dem Integral, genommen lings des Contours BIADE zu be-
schiftigen.

Setzt man i = 1/:—1, so hat man:
ids

ds
SsV'f?ﬂ):Sﬂ/g st S'Ji-'l/(”%z)(”z%j

22— 5— —
“ s+ A2 s+ B?

Wenn der erste Contour durchlaufen ist und man zum Punkte B zuriick-
kehrt, so hat ]/'}f sein Zeichen geindert. Wir nehmen daher dieses vor-
stehende Integral fiir den zweiten Contour mit dem Zeichen —. Dieser
zweite Contour kann fiir die Integration durch einen unendlich kleinen um
den Punkt s = O beschriebenen Kreis ersetzt werden. Wir setzen also

§= 7'cai,

wo » den Radius des Kreises bezeichnet. Nehmen wir an, dass » eine

9

unendlich kleine Grésse von héherer Ordnung wie diejenige von &2 ist, so
finden wir fiir dieses Integral
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0

Man hat daher
oV 2%
Y A
02 ]/5-

Je nachdem z positiv oder negativ ist, ist /2% = + 2z oder /s = — &

oV

und orl

ist gleich — 2mp oder gleich + 2xp. Somit hat man auf der Fliche
der Lllipse

(3).e ).m

0z

— drp.
$ 20.
Offcubar ist % im ganzen ibrigen Raume ecine stetige Function. Es
bleibt also noch zu beweisen iibrig, dass
lim V /o + o + &
cinen endlichen Wert hat, wenn der Puukt (2, #, 2) sich ins Unendliche
entfernt.

Man hat zuniichst

. :3
p=s(1+“‘—2>(1+i) ;
A

7= A
3
1 ——
—= << ABs 2,
]/P
und die Grosse
P 22 e 22

s+ AT s+ s
welche fiir s = ¢ verschwindet, variiert von O bis 1, wenn s, reell bleibend,
von o bis ins Unendliche wéchst.

Mithin haben wir, wenn wir in der
IFormel (7) I durch 1 ersetzen:

” SR
V<< 295 1_(/1%)< ‘2p;1BLS s Yds

e
g -]
oder

1
V << 4pAdDs 2
(a) Vs <4pdB.
Man hat ferner
2 2 2 2 2 22
Iimac +‘7(/7 +e =1im{ z + Y

\o + A2 c+B'~’+~>=l
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oder

/52 - 524 PR
(b) lillll—““T‘ =1

Ve

Budlich habt man, nach (a) und (b):

lim V /a? 4 % + 2% << dpAD.

Potential einer elliptischen, aus unendlich schmalen homo-
genen und homothetischen Streifen bestehenden Schicht.

§ 21.

Wie wir gesehen haben (§ 15), kann eine solche Schicht betrachtet
werden als die Grenze eines ellipsoidischen Korpers, welcher aus homogenen
und homothetischen Schichten besteht, wenn die Achse 2C unendlich klein
wird, und dieser Kérper hat zum Potential (§ 16):

- o At
V=2 5 L}J(a') ﬁ’
{l
wenn man setzt:
xRy m
Tl 4t V4wt 1 4 e
D=1/ (1 +1) (L + m?) (1 + n*).

«?

Man hat daber auch fiir das Potential der untersuchten Schicht:

) dt
Y EQ+ O A+mi) ’

2% *
AL WO
V="1"14(e%)
tt

wenn gesetzt wird:

a? m3y? 22

— ___LT + =
1+¢ 14+m*t ¢

Wir nehmen an, dass die Dichtigkeit der Schicht cine gegebene

2

a

. . . . o1
Function y(«) sei, und bestimmen die Function %\b(a-’).

Nach § 16 haben wir fir die Dichtigkeit der Schicht:

k3

(a) +(a) ___% -]/—“1 __kzyq, [‘11/1 — (1 =% cos‘-’{}] cos ddi;
5"

wir haben ferner:
¢(0) = — 2¢'(a%);
setzen wir zur Vereinfachung:
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® Lyt —a1=— 4@,

und machen wir noch
1 — & =u,
so ist, da
a=Ak=A]/1—u

ist, v(a) eine Function von «, w(x), und diec Gleichung («) geht ither in:
w(u) = ﬁ S‘f'(zc cos?d) cosidd.
v
Hieraus muss man dic Fuuction f herleiten.
Andern wir die Variable 8, indem wir setzen:

1 c0s2% = v,
so crhalten wir:

du

() A2Sf< -

Multiplicicren wir mit

— und integrieren von 0 bis «, so folgt:

l/a-——u
qw(u)ﬁ_ 1 du 5' ) dv
Ye—u l/a—u I/u——v

Dic Integration nach 2 lisst sich ausfilhren, und da man augenschein-

lich hat:
a x a a
5 dx ‘g fz, y)dy = de gf (#, y) dz,
o o 0 "

weil diese doppelten Integrale beide ein und dasselbe Volumen darstellen,
so erhilt man durch Anwendung dieser Iormel:

o 1 (g j .
05 Ji—u 20570)”’0 /(@ — ) (w—v)

Da a> v, so hat man:

5‘ du o+ v— 2u
= are ¢0§ —————— ,
Y(a—1w) (w—0) *—v

und hieraus folgt:
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oder

m(z()(lzt

) fw=> Ve e

Aus der Formel (f) ergiebt sich:
1 A
= 2] — )] ==
Y [42(1 — )] =T/ (@),

1 A A2 — 2
) 8y — . -
z ¥ @) 4f( Az )

Da ¢(a?) fiir @ = A verschwindet, so muss die willkiirliche Constante
der Formel (y) unterdriickt werden; man hat daher:

oder

__aT
1 m(u)du
Z0(gd) =
(@)= 5 1/
A2 52
oder, wenn man 7£ fiir o setzt:
1 ! (s)sd.
1 0 +£(8)sds
;\”(a')’:j ——
R —a

Diese Rechnung findet sich in dem Werke von Betti: Teorica delle
forze mewloniane. )

Uber die Umkehrung der Integrationen in einem doppelten
bestimmten Integrale.

§ 22.

Wir nehmen zwei Grissen ¢ und ¢ an, die mit einander durch die
Gleichung

() a=X(%)
verbunden sind, und bezeichnen mit ¢ den Wert von ¢ fir ¢ =0 und mit
¢, den Wert von ¢ fir a = 4.

Wir betrachten @ als die Abscisse und ¢ als die dazu rechtwinklige
Ordinate ciner Kurve. Der einfachste Fall unserer Aufgabe ist der, wo der
zwischen den Punkten (0,%) und (4, ¢,) enthaltene Bogen der Kurve von
einer Parallelen zu einer der beiden Coordinatenachsen nur in einem Punkte
getroffen wird. Alsdann hat man fiir die Umkehrung der Reihenfolge der
Integrationen die folgende Formel:

*) Unter dem Titel: ,Lehrbuch. der Potentialtheoric und ihrer Anwendungen auf
Electrostatik und Magnetismus® deutsch herausgegeben von W. Franz Meyer,
Stuttgart 1885.
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¢

a4 ¢ oA
® g(laj O(a, f)dt=5 dat Sd)(u, D,
* t ¢

0 10
Um diese Formel zn beweisen, nehmen wir die Differentiale der beiden
Seiten in Bezug auf A und erhalten fiir die linke Seite:

.
dA S O(4, t)at

A
und fiir die rechte Secite:
t A
dt,
dA \ ¢4, Hdt — T4 O, tydae.
t Mt)

Das letzte Glied ist gleich Null, da X(¢,) = A4 ist. Die beiden Inte-
grale (B) bestehen somit aus identischen Elementen, und wir brauchen nur
noch zu bemerken, dass sie fiir 4 =0 verschwinden; dies ist fir das erste
evident und das zweite verschwindet gleichfalls, da # =1 ist fir 4 =0.

Man sieht leicht, aus welchem Grunde die vorstehende Schlussreihe
fehlerhaft ist, wenn der Kurvenbogen, welcher die beiden Punkte (0,¢) und
(4, t,) verbindet, von einer Parallelen zu einer der Coordinatenachsen in
mehreren Punkten getroffen wird.

Im Allgemeinen denkt man sich in einem solchen Integral wie das
erste in (B), welches zwischen den beiden Constanten O und A genommen
ist, da bestindig mit demselben Vorzeichen behaftet und zwar mit dem-
jenigen von .; ebenso nimmt mansim zweiten Integral allgemein an, dass
dt bestindig das Zeichen von ¢ -—¢; habe. Nun wird aber nach dem
Beweise, den wir fiir die Formel (3) gegeben haben, diese Formel auch
anwendbar sein, vorausgesetzt dass man sich denkt, dass da im ersten
Integrale und df im zweiten Integrale variable Zeichen annehmen.

£
m

Es sei MDB,P (Fig. 8) der Bogen der Kurve («), welcher zwischen
den beiden Punkten (0, #') und (4, ¢,) enthalten ist, und es seien By und B,
zwei Punkte dieses Bogens, in welchen die Tangente parallel zur #-Achse
ist. Wenn wir annehmen, dass c¢in Punkt diesen Bogen im Sinne MB B, P



Umkehrung der Inteorationsfolge in doppelteh Integralen. 143

durchlaufe, so wird da auf IMB, positiv, auf B,D, negati\;, auf B,DP positiv
sein. DBezeichnen wir mit «, und a, die Abscissen von B, und B, und
stellen wir die Werte von ¢ auf AB;, BB, und B,P respective durch
11(a), 7.(c), 74(a) dar, so kénnen wir das erste Integral (8) in folgeunder

Weise zerlegen:
A a a A

L( H(, e = S H{a. 7,(@)}de -+ jl-l[u, 7a(@)]da 4,—5‘ M{a, 75(a))da.
§ 23.

Wir betrachten, weil wir davon spiter werden Gebrauch zu machen
haben, den besonderen Fall, wo der Bogen von einer Parallelen zur ¢ Achse
nur in einem Punkte, dagegen von einer Parallelen zur a-Achse in zwei
Punkten geschnitten werden kann (Fig. 9).

¢

an &
q s
[ D a @

Alsdann kann das Integral der linken Scite von (B) durchaus ange-
wendet werden, ohne dass man gendtigt wire, die vorige Festsetzung zu
treffen, da a bestindig wichst, wenn ein Punkt den Bogen INP durch-
liiuft, ohne wicder umzukehren.

Wie man leicht sieht, stellt dieses Integral das Volumen eines prisma-
tischen Korpers dar, welcher J/NPIP zur Basis hat und in der Fliche
7 = U(a,t) endigt.

Sodann betrachten wir das zweite Integral (8). DBezeichnen wir mit m
den kleinsten Wert von #, welcher in der Figur durch ND dargestellt ist,
so lisst sich dieses Integral in folgender Weise zerlegen:

4 m 3
57“1"({, aydt = g‘l’(f, a)dt + g W't a)dt.
N t m

Bezeichen 2,(2) und A (f) die Werte von « auf dem Bogen NP und anf
dem Bogen N/, so ist:

m ¢

S'lr(x, a)df = S'l’[t, 2 (Ot + Slx'[/, 2.(1))dt

0 f e
¢ 4

= S‘ll’[/, A(H)]dt 4+ S{ W01 =W (0] at.

A m
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§ 24.

Wir werden cbenfalls den Dbesonderen Fall zu Dbetrachten haben, in
welchem ®(a, ) von der Form ist:

e(a)yla. M(OIF().
Alsdann geht die Formel (B) iiber in

A ! { A
S‘ g(a)da 5(};[(1, MOIF(Ddt = g F(t)(ltg e, X))z () dut
* t t” 1"
oder ’
A

¢
= y IF(t)dt St,‘/(u, @)z()du.
t a

Potential eines geraden elliptischen Cylinders von
endlicher Liinge.
§ 25.

Es sei cin homogener Kérper enthalten zwischen dem elliptischen
Cylinder

und den beiden Ebenen
2=0, =1L

Wir uchmen die Dichtigkeit des Kiorpers zur Finheit und teilen ihn in
Schnitte, die der ay-Ebene parallel sind und deren unendlich kicine Hohe
dl sei. Nach dem, was wir im § 15 geschen haben, hat das Potential des
auf der zy-Ebene liegenden Schuittes den Wert

y2 % ds
1 ________'______
2d//§1/ s+a* s+ s 10

p=yfs () (1 5)

setzt und dic unterc Grenze s die positive Wurzel der Gleichung

wenn man

2 o ol
x® 3 z?
— 5+ = 1
s-a* s+ 0* s
ist.
Um das Potential » des in der Hohe 7 gelegenen Schuittes za er-
halten, miissen wir in dem vorstehenden Ausdruck & in z—J verwandeln,

wodurch wir crhalten:
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»

. Maj- VA e )2 ds
p—} A Sl
! 2dh _,S‘l/l s+a’ s+0b: s D
wo die untere Grenze s des Integrals die positive Wurzel der Gleichung ist:
a? y? (¢ —— D)?
o =1
M s+ a? 5 + b? s

Wir erhalten daher fiir das Potential des zwischen den Ebenen z =
und z= I enthaltenen Cylinders: °

H o
. : a2 yr (= M)ds
V= 205‘ [Mj]/ s+ at s+ b? s

wo die Integration zuerst nach s, sodann nach 7 ausgefithrt werden muss;
da sich aber die uubestimmte Integration nach % aber nicht nach s aus-
fiihren lisst, so wollen wir die Reihenfolge der Integrationen umkehren.

Setzen wir
z2 I
10 = (1= 555 )

so lisst sich die Gleichung (1) schreiben:
(2) =z E3().

Stellen wir die rechte Seite durch A(s) dar, so haben wir:

n

=2 \ dh .g'i/-[—";(f)_: P — (h—2)*ds,

S D’

0
Bezeichnen wir mit s’ den Wert von s fiir 2 =0, so kann man V in
folgender Weise in zwei Teile zerlegen:

I s T -
V= 25'(711, 5(1)(1', s)ds + 2 §(I/1 S b, s)ds.
0 s 0” s

Da die Grenzen des zweiten Integrals counstant sind, so kann man darin
die Reilienfolge der Integrationen umkehren, ohne die Grenzen zu veriindern,
und das erste Integral kann nach der Formel des § 24 transformiert werden,
Wir erhalten daher:

s H
ds

V=29 5. R o 5 V (I — 22— (e — )% du
3 ’ Sl/(l N (:Xl - b>
/{4
|y =a—aa.

e L

Mathieu, Potentialthcorie. 10
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wo die untere Grenze o des ersten Integrals der Wert von s fir 2= 171,
d. h. die positive Wnrzel der Gleichung

I A Gl L0

ist. Man muss jedoch dafiir sorgen, dass das erste Integral in dem im § 22
auseinandergesetzten Sinne verstanden wird, was die folgenden Betrachtungen
notig macht.

§ 20.
Setzen wir in der Gleichung (1) 2 — =2, so crhalten wir:

22 y? 7
s+ a?  s4-0° s

)
und die positive Wurzel dieser Gleichung stellen wir dar durch
s = ('),

Betrachtet man z, #, &' als laufende Coordinaten und s als cinen Para-
meter, so stellt die Gleichung (4) confokale Ellipsoide dar, deren Dimen-
sionen mit s wachsen. Werden also 2 und 2 als constant angenommen,
so wird, wenn 2 wichst, s ebenfalls wachsen. Setzen wir wieder<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>