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Vorrede zur ersten Auflage der deutschen Ausgabe.

Dem ersten Bande der deutschen Ausgabe meines ,Lehr-
buches der Physik“ mochte ich einige Worte vorausschicken und
vor allem auf einige Punkte aufmerksam machen, welche ohne
Erlduterung vielleicht Bedenken hervorrufen konnten.

Ich habe bei Abfassung der ersten zwei Abschnitte (Ein-
leitung und Mechanik) vorausgesetzt, daB der Leser mit der
hoheren Mathematik noch nicht vertraut ist. Ich verwende

daher in der Einleitung Ausdriicke von der Form lim %, zeige

an einigen Beispielen, wie diese berechnet werden, und benutze
sie dann in der Mechanik, wo auch lim X fir das Integral-
zeichen gesetzt ist. Bei Ausrechnung einiger Beispiele (z. B. von
Triagheitsmomenten) werden aber trotzdem die gewdhnlichen
Methoden der hoheren Mathematik benutzt. Dieser scheinbare
Widerspruch erkldrt sich folgendermafien. Ich setze ndmlich
voraus, daf} der eben von der Schule kommende Anfinger gleich-
zeitig an das Studium der Physik und der Mathematik geht und
letztere mit der analytischen Geometrie beginnt. Dies entspricht
dem hiesigen Gebrauche. Im ersten, manchmal im zweiten
Semester hat der Studierende die Differential- und Integral-
rechnung noch nicht systematisch durchzunehmen begonnen.
Solchen Lesern habe ich das Studium der ersten beiden Abschnitte
moglich zu machen gesucht. Die gelegentlich vorkommenden Inte-
grale kann er bei dem ersten Studium iiberschlagen. Bei spiteren
Wiederholungen findet er die ihm nun verstindlichen Rechnungen
an den Stellen, wo sie hingehdren.

In den Literaturangaben ist mit Absicht kein einheitliches
Prinzip durchgefithrt. Wo es sich um rein physikalische Fragen
handelt, sind die im Text erwidhnten Arbeiten am Schlusse der
betreffenden Kapitel zusammengestellt. DalB bei vielen Fragen
aus den Grenzgebieten der Physik (Astronomie, Geodésie, Meteoro-
logie, Instrumentenkunde, theoretische Mechanik und Chemie),
deren Besprechung nur kurz gestreift wird, von einer vollsténdigen
Angabe der Literatur nicht die Rede sein kann, liegt auf der



VI Aus der Vorrede zum zweiten Bande der ersten Auflage.

Hand. Bei den einschldgigen wenigen Arbeiten, die aus irgend
welchen besonderen Griinden erwihnt sind, habe ich den Nach-
weis direkt im Text oder in Fulinoten gegeben.

Nicht unerwdhnt mochte ich die mannigfache Anregung
lassen, die ich den groferen deutschen, englischen und franzosi-
schen Lehr- und Handbiichern der Physik verdanke.

Dieser Band ist nach der zweiten russischen Auflage (1900)
iibersetzt worden, doch habe ich die zahlreichen Anderungen und
Ergiinzungen eingefiihrt, die ich seit Anfang 1900 mir fiir eine
etwaige weitere Auflage vorgemerkt hatte.

Sehr verbunden bin ich Herrn Oberlehrer H. Pflaum in Riga,
welcher mit bewunderungswiirdiger Gewissenhaftigkeit und der
grofiten Sachkenntnis die Ubersetzung ausfiihrte.

Herr Professor E. Wiedemann hat das Manuskript der
deutschen Ubersetzung an zahlreichen Stellen ergéinzt. Ihm und
Herrn Prof. G. C. Schmidt, der sich der grofien Miihe unter-
zogen hat, eine Korrektur des Werkes zu lesen, und dabei zahl-
reiche Verbesserungen angebracht hat, sage ich an dieser Stelle
meinen besten Dank.

Die Verlagsbuchhandlung von Friedr. Vieweg & Sohn hat
treu ibren Traditionen auch bei Herausgabe dieses Werkes keine
Miihen und Kosten gescheut, um demselben eine angemessene
Ausstattung zu geben.

Moge ein giinstiger Stern iiber diesem Buche walten!

St. Petersburg, Juni 1902.
Prof. 0. Chwolson.

Aus der Vorrede zum zweiten Bande der ersten Auflage.

Bei der Abfassung dieses Werkes hatte ich stets nur ein
ganz bestimmtes Ziel vor Augen: ein Lehrbuch zu schaffen fiir
den Lernenden, fiir den Studenten, nicht aber ein Handbuch
tiir den Spezialisten, der sich das weite Gebiet der physikalischen
Forschung bereits zu eigen gemacht hat. Es lag mir nicht daran,
dafl der Spezialist findet, was er sucht, ich strebte nur danach,
dall der Studierende findet, was er braucht und daB
er braucht, was er findet. So waren es denn vor allem rein
didaktische Uberlegungen, von denen ich mich bestindig leiten
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lieB. Mein bestindiges Bestreben war es, mich in die Lage des
Studierenden zu versetzen. Vor allem sagte ich mir, dall kein
Mensch ein vierbdndiges Lehrbuch der Physik in die Hand nimmt,
der sich nicht bereits mit der elementaren Schulphysik bekannt
gemacht hat. Ich habe daher die elementare Physik in allen den-
jenigen Teilen fortgelassen, die man weder zu erweitern noch
zu vertiefen braucht, um den Inhalt dieses Werkes zu verstehen.
Sorgfiltiz suchte ich aber andererseits eben die Fragen der
elementaren Physik heraus, deren Vertiefung fiir das Verstindnis
des weiteren notwendig ist. So habe ich im ersten Bande die
Grundbegriffe: (Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kraft, Masse,
Arbeit, Energie usw., ausfiihrlich besprochen, da ich nicht glaube,
dafl diese Begriffe in der Schule bis zu dem Grade aufgeklirt
werden konnen, welcher fiir das weitere Studium notwendig ist.

Die Mechanik ist eine selbstindige Wissenschaft, und ich
habe aus derselben nur das gebracht, was der Studierende
weiterhin braucht. Rein mechanische Probleme (z. B. allgemeine
Bedingungen des Gleichgewichtes, Foucaultsches Pendel, Kreisel-
bewegung usw.) gehoren nicht in ein Lehrbuch (wohl aber in ein
Handbuch) der Physik und sind daher ausgeschlossen.

Viel wissen und richtig verstehen sind bekanntlich zwei ganz
verschiedene Sachen. Die wichtigste, zugleich aber auch schwierigste
Aufgabe eines Lehrbuches ist es, den Lernenden auf den richtigen
Standpunkt zu stellen, ihn vor falschen Auffassungen und Mif-
verstindnissen nach Moglichkeit zu bewahren. Hierzu ist oft
eine Breite der Darstellung allgemeiner Fragen notwendig, die
fiir den Spezialisten langweilig, weil iiberfliissig, fiir den Lernenden
aber notwendig ist.

St. Petersburg, Dezember 1903. 0. Chwolson.

Vorrede zur zweiten Auflage.

Die Worte, mit denen Professor Chwolson die Vorrede zur
ersten Ausgabe schlof: ,Moge ein giinstiger Stern iiber diesem
Buche walten!“ sind in auflergewdhnlichem MafBle in Erfiillung
gegangen. Sein Werk hat sich schnell Bahn gebrochen, so daf
schon der erste Band vergriffen war, bevor der SchluBteil des
letzten hat erscheinen kénnen.
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Nur schwer hat sich Prof. Chwolson zu der Neuauflage
entschlossen, da es, wie er mehrfach betonte, bei dem schnellen
Fortschritt der Wissenschaft unausbleiblich sei, dafl einzelne Teile
veralteten, bevor das ganze Werk abgeschlossen sei. Dem Driingen
der Fachgenossen und der Verlagsbuchhandlung nachgebend, hat
er trotz seiner Bedenken sich der Neubearbeitung unterzogen, und
so konnte er unmittelbar vor Kriegsausbruch das fertiggestellte
Manuskript zum ersten Band der Verlagsbuchhandlung iibergeben.
Dasselbe hat dann mehrere Jahre geruht, da es sich als unmdéglich
erwies, in dauernder Verbindung mit ihm zu bleiben. Als der Krieg
sich immer lédnger hinzog und die Nachfrage nach dem Werk nicht
abnahm, entschlof sich die Verlagsbuchhandlung zur Herausgabe,
und mit Einwilligung von Prof. Chwolson bat sie mich, das Manu-
skript zu ergiinzen und die Drucklegung zu beaufsichtigen.

Seit Erscheinen der ersten Auflage im Jahre 1902 sind fiinf-
zehn Jahre verflossen, und in dieser Zeit hat sich eine beispiellose
Umwandlung unserer Anschauungen in der Physik vollzogen. Dem-
entsprechend ist die Neuauflage an zahlreichen Stellen neu ge-
schrieben. Um den Umfang nicht zu steigern, hat sich Professor-
Chwolson entschlossen, einige Abschnitte fortzulassen und andere
stark zu kiirzen. So wurde das Kapitel ,Einige Sitze aus der
Mathematik“ gestrichen, da mit Recht angenommen werden konnte,
dal die Studierenden, welche dies umfangreiche Lehrbuch durch-
arbeiten, sich bereits mit den elementaren Sitzen aus der hoheren
Mathematik vertraut gemacht haben. Ebenso sind die Paragraphen
iiber die Methode der kleinsten Quadrate und damit zusammen-
hingende Sitze fortgelassen. Der Abschnitt iitber MeBapparate
und MeBmethoden ist wesentlich gekiirzt und dafiir auf Spezial-
werke verwiesen. Der so ersparte Raum konnte benutzt werden,
um wenigstens in groflen Ziigen die neuere Entwickelung der
Physik zu schildern, z. B. die Lehre vom Elektron, die Relativitéts-
theorie usw.

Ich habe das Manuskript einer sorgfiltigen Durchsicht unter-
zogen und es erginzt, soweit es mir ndtig erschien. Auflerdem
habe ich das Werk stilistisch umgearbeitet. Ich glaube hierdurch
einen Wunsch vieler Leser erfiillt zu haben; denn wenn auch die
Ubersetzung der ersten Auflage bis auf wenige Stellen sachlich
richtig war, so war doch zu wenig auf Stilkunst geachtet worden.

Miinster i. W., August 1917.
Gerhard Schmidt.
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Erster Abschnitt.
Einleitung in die Physik.

§ 1. Zwei Welten. Es gibt fur jeden Menschen zwei Welten:
eine innere und eine dullere; zwischen diesen beiden vermitteln unsere
Sinne. Die AuBenwelt besitzt die Fahigkeit auf unsere Sinne einzu-
wirken, in ihnen gewisse Veranderungen hervorzurufen, oder, wie man
zu sagen pflegt, Reize auf sie auszuitben. Die innere Welt wird durch
die Gesamtheit des BewuBtseininhalts bestimmt, welcher der unmittel-
baren Beobachtung eines anderen Menschen vollig unzugéinglich ist.

Die von der AuBenwelt hervorgerufene Reizung der Sinnesorgane
iibertragt sich auf die Innenwelt und ruft in ihr ein subjektives
Empfinden hervor, dessen Entstehung durch das BewuBtsein bedingt
wird. Die subjektive Empfindung wird vergegenstindlicht (objek-
tiviert), d. h. wird auf den &ufleren Raum iibertragen als ein Etwas,
das einem bestimmten Orte und einer bestimmten Zeit angehort. Wir
ibertragen also unsere Empfindungen auf die Aullenwelt, wobei Raum
und Zeit den Hintergrund bilden, vor welchem sich die vergegenstind-
lichten Empfindungen anordnen. Diese befinden sich daher gleichsam
an bestimmten Stellen des Raumes, und hierhin versetzen wir auch un-
willkiirlich die Ursache, durch welche sie hervorgerufen wurden. Die
Untersuchungen iiber den Vorgang des Objektivierens gehéren der Philo-
sophie an.

Dem Menschen wohnt ferner die Fihigkeit inne, die erhaltenen
Eindriicke zu vergleichen, iiber ihre Gleichartigkeit oder Ungleich-
artigkeit zu urteilen und im letzteren Falle qualitative und quantitative
Verschiedenartigkeiten zu erkennen, wobei die quantitativen Unter-
schiede sich entweder auf den Spannungsgrad (Intensitit) oder die
Raumausdehnung (Extensitit) oder endlich auf die Zeitdauer der den
Reiz hervorbringenden objektivierten Ursache beziehen koénnen.

Da der Verstandesschlufl, welcher jede Vergegenstindlichung be-
gleitet, ausschlieBlich auf dem empfangenen Eindrucke beruht, so bringt
eine vollkommene Identitit dieser Eindriicke unbedingt auch Identitit
der objektivierten Ursachen hervor, und diese Identitit bleibt ohne
Riicksicht auf unseren Willen, ja sogar gegen unseren Willen selbst in
jenen Fillen bestehen, wo andere Sinnesorgane von der Verschieden-
artigkeit der Ursache ein unbestreitbares Zeugnis ablegen (der Gegen-

Chwolson, Physik. 2. Aufl. I.1. 1
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stand und sein Spiegelbild — Sehen und Fithlen). Hieraus entspringt
eine der Hauptquellen der zweifellos falschen Verstandesschliisse, welche
zu den sogenannten T#uschungen des Gesichts, Gehors usw. fithren.
Eine andere Quelle derselben ist Mangel an Ubung bei der Beurteilung
von neuen Eindriicken.

Die rdumliche und zeitliche Wahrnehmung der Sinneseindriicke,
denen wir, wie oben auseinandergesetzt, die Bedeutung objektiver,
aullerhalb unseres Bewultseins bestehender Realitit verleihen, wird
dubere Erscheinung genannt. Die Farbendnderung, welche die
Korper bei Anderung ihrer Beleuchtung erfahren, die Niveaugleichheit
des Wassers in Gefillen, die Schwingungsbewegung des Pendels sind
Beispiele duBerer Erscheinungen.

Eine von den drei Triebfedern, welche die Menschheit auf dem
‘Wege ihrer Entwickelung in Bewegung erhalten, ist die Wilbegier, deren
letztes unerreichbares Ziel die Erkenntnis des Wesens unseres Daseins
ist, des wahren Verhiltnisses zwischen der Welt in uns und der Auflen-
welt. Die beiden anderen Triebfedern sind das Streben nach Wohl-
ergehen und nach Anerkennung. Als Ergebnis der Willbegier hat man
eine sehr grofie Zahl der verschiedenartigsten Erscheinungen kennen
gelernt, welche je nach ihren Merkmalen den Gegenstand der verschie-
denen Wissenschaften bilden. Unter letzteren nimmt die Physik eine
der ersten Stellen ein, dank dem Umfang der von ihr bearbeiteten
Gebiete und der Bedeutung, welche sie fiir fast alle iibrigen Wissen-
schaften hat.

Indem wir die Ursache der Empfindung vergegensténdlichen, d. h.
sie an eine bestimmte Stelle des Raumes versetzen, stellen wir uns vor,
dall an jener Stelle ein Etwas vorhanden sei, was wir Materie oder
Stoff nennen. Ein begrenzter Teil des Raumes, welcher Stoff enthilt,
heiBit ein physischer Korper.

Die Materie zerfillt in zwei Arten: die nicht organisierte und
die organisierte; letztere bildet den Tier- und Pflanzenkérper.

Die erste Entstehung von organisierter Materie ist uns noch un-
bekannt; zwar beobachten wir den Ubergang der nicht organisierten
Materie in die organisierte (Ernihrung, Atmung), aber dieser Uber-
gang erfolgt nur in Gegenwart bereits organisierter Materie. Das Ge-
heimnis der ersten Umwandlung ist uns bis jetzt verschlossen.

§ 2. Aufgabe der Physik. Physik im weitesten Sinne des
Wortes ist die Wissenschaft von der nicht organisierten
Materie und von den in ihr vor sich gehenden Erscheinungen. Diese
heifen physikalische Erscheinungen. Das Arbeitsgebiet aller iibrigen
sich mit der Materie beschiftigenden Wissenschaften ist die organisierte
Substanz (biologische Wissenschaften). Physikalische Prozesse kénnen
sich auch in der organisierten Materie abspielen; indes sind sémtliche
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§2 Aufgabe der Physik.

Versuche, alle in der organisierten Materie vor sich gehenden Erschei-
nungen auf physikalische Vorginge zuriickzufithren, mifgliickt und bis
jetzt ist ungewill, ob dies jemals gelingen wird. Die physikalischen Er-
scheinungen spielen zweifellos eine hervorragende Rolle auch in dem
Tier- und Pflanzenkérper, aber es wird durch sie nicht die Gesamtheit
der Eigenschaften der organisierten Materie erschopfend dargestellt: es
bleibt noch das iibrig, was das innerste Wesen und die Bedingung der
Organisation ausmacht — das, was wir ,Leben“ nennen.

Indem die Physik die in der nicht organisierten Materie vor sich
gehenden Erscheinungen erforscht, verfolgt sie ein dreifaches Ziel: die
Erscheinungen zu entdecken, zu untersuchen und zu erkliren.

Um die Erscheinungen zu entdecken und zu untersuchen, bedient
man sich der Beobachtung und des Experimentes, welche indes
durch keine scharfe Grenze voneinander getrennt sind; beide zusammen
ergeben die Erfahrung. Im engeren Sinne des Wortes ist die Beob-
achtung einer #ulleren Erscheinung die Betrachtung eines Vorganges,
der sich unter den gewohnlichen Verhaltnissen abspielt; das Experiment
stellt eine Wiederholung der Erscheinung unter kiinstlich geschaffenen,
in der Natur vielleicht niemals vorkommenden Verhiltnissen dar, um
dabei die Besonderheiten erkennen zu kénnen, die in der Erscheinung
gerade dank diesen Verhiltnissen zutage treten. Bisweilen sagt man,
daB das Experiment dazu diene, eine gestellte Frage von der Natur
selbst mehr oder weniger bestimmt beantworten zu lassen; durch die
Beobachtung belausche man, durch das Experiment befrage man die
Natur. Indes ist zu beachten, dal, da sowohl die Beobachtung als auch
das Experiment Gedankenarbeit zur Voraussetzung und im Gefolge
haben, auch die Beobachtung auf das Erhalten einer Antwort abzielt,
nachdem durch vorhergegangene Gedankenarbeit die Frage klargelegt
ist. Im weiteren Sinne des Wortes begleitet ,die Beobachtung“ ein
jedes Experiment.

Die von uns gebrauchte Bezeichnungsweise (Einteilung des Ver-
suches in Beobachtung und Experiment) ist die heute in der Philosophie
ibliche. In der Physik pflegt man die Beobachtung von dem Versuch
zu unterscheiden, indem man den Versuch dem gleichsetzt, was vorher
Experiment genannt wurde. Im folgenden werden wir uns dieser letz-
teren Terminologie bedienen, obgleich auch im gewohnlichen Sprach-
gebrauch das Wort Versuch zuweilen in einem weiteren und allgemeinen
Sinne gebraucht wird.

Die dritte Aufgabe der Physik besteht darin, die Erscheinungen zu
serkliren®. Eine Erscheinung erkliren heifit hierbei nicht, die gegen-
seitige Abhingigkeit der Erscheinungen logisch verstindlich machen,
so daf man sieht, daf auf eine gegebene Erscheinung eine andere
bestimmte Erscheinung mit logischer Konsequenz folgen muBf. Eine
Erscheinung erklédren heilt — den gesetzmiBigen Zusammenhang der-
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selben mit anderen uns schon bekannten Erscheinungen ermitteln. So-
mit besteht das Wesen der dritten Aufgabe der Physik darin, den
Zusammenhang zwischen den Erscheinungen aufzudecken und zu er-
lautern. Nicht in der Zuriickfithrung irgendeiner Erscheinung A auf
eine uns schon bekannte Erscheinung B liegt das Schwergewicht der
Aufgabe, denn gerade diese Anordnung ist eine zufallige und bei einem
anderen Verlaufe der historischen Entwickelung unserer Kenntnisse
hatte sie auch die entgegengesetzte sein kénnen, so daf wir also die
Erscheinung B auf die lingst bekannte 4 hitten zuriickfithren missen.
‘Wichtig ist allein die Aufdeckung des Zusammenhanges zwischen den
Vorgéingen A und B. Die groflen Ereignisse in der Geschichte der
Physik sind durch die Entdeckung neuer, unerwarteter Beziehungen
zwischen den Erscheinungen gekennzeichnet, z. B. die des Zusammen-
hanges zwischen den magnetischen und elektrischen, zwischen den elek-
trischen und optischen Erscheinungen usw.

DaB ein gesetzmiafliger Zusammenhang zwischen den zeitlich auf-
einander folgenden Erscheinungen besteht, ist fiir uns unbezweifel-
bar. Die Gesamtheit der physikalischen Erscheinungen, welche die
AuBenwelt kennzeichnet, geht im gegebenen Augenblick gesetzmiBig aus
der Gesamtheit der Erscheinungen, welche sich auf den vorhergehenden
Augenblick beziehen, hervor, wobei eine einzelne, fir sich allein be-
trachtete Erscheinung A einer bestimmten Gruppe B vorhergehender
Erscheinungen entspringt. Bedingungsweise kann man die Gruppe B
als die néchste Ursache der Erscheinung A, die Erscheinung A aber
als die Wirkung der Erscheinungsgruppe /3 bezeichnen. Wihrend
wir nun die Erscheinung A beobachten, kénnen wir uns zur Aufgabe
stellen, die Erscheinungsgruppe B, d. h. die Ursache der Erscheinung A
zu finden. Unzdhlige Beispiele aus allen Teilen der Physik beweisen,
dal das Aufsuchen der Ursache in der Tat auf das Aufsuchen des Zu-
sammenhanges zwischen den Erscheinungen hinauslduft. Indem wir
die Gruppe B als die Ursache von A bezeichnen, nehmen wir an, dafl
alle iibrigen Erscheinungen der Auflenwelt, die gleichzeitig mit den Er-
scheinungen B auftreten, aber nicht zu dieser Gruppe gehoéren, auf die
Form der Erscheinung A4 chne Einflub sind, so dal mithin keinerlei
Verdnderung derselben auch eine Verinderung von A4 zustande
bringt.

Die gegenseitigen Beziehungen zwischen Ursache (B) und Wirkung
{A) werden durch zwei Postulate oder Axiome geregelt; sie bilden die
Grundlage, auf der die Wissenschaft von den Erscheinungen aufgebaut
worden ist. Es sind das die folgenden zwei Axiome:

I. Jede bestimmte Wirkung (Erscheinung 4), die aus
einer gegebenen Ursache (Gruppe B) hervorgeht, ist eine
absolute und unbedingte Folge der letzteren. Damit soll aber
nicht gesagt sein, daf auler A nicht auch noch eine Reihe anderer
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‘Wirkungen (die Erscheinungen C, D usw.) gleichzeitig mit A4 bestehen
kann, die ebenfalls aus derselben Gruppe B entspringt.

Der Sinn dieses Axioms ist, daB die Erscheinung A in keinem
Falle (an der gegebenen Stelle und zu der gegebenen Zeit), nicht ein-
mal in Gedanken, durch eine andere Erscheinung ersetzt werden kann.
Dieses Axiom driickt somit aus, daf in der Welt ein in jedem Falle be-
stimmter und einzig moglicher gesetzmifiger Zusammenhang zwischen
zeitlich aufeinander folgenden Erscheinungen besteht. Wenn die
Gruppe B und die gesetzmébigen Beziehungen bekannt sind, so kann
die Erscheinung A mit vollstindiger Gewilheit vorausgesagt werden.
Als Hilfsmittel fiir die Vorhersage dient die Mathematik und die de-
duktive Methode logischen Denkens, auf welcher die Mathematik beruht.

II. Ein und dieselbe Erscheinung A kann als Wirkung
aus einer grofen Zahl verschiedener Erscheinungsgruppen B
hervorgehen. Wenn wir die Erscheinung A beobachten, und uns
eine grofle Zahl gesetzmiBiger Beziehungen zwischen den Erscheinungen
iiberhaupt bekannt ist, so kénnen wir dennoch nicht wissen, ob beim
Zustandekommen von A gerade diese Beziehungen mitgespielt haben
oder andere uns noch unbekannte. Der Schlufl von B und 4 kann von
uns bisweilen mit vollstindiger Gewilheit gezogen werden; der Schlufl
von A und B aber immer nur mjt einem groferen oder geringeren
Grade von Wahrscheinlichkeit.

Die Physik bestimmt, indem sie die Erscheinungen erforscht und
ihren gesetzmifigen Zusammenhang aufdeckt, fiir eine gegebene Er-
scheinungsgruppe B die einzig méglichen Wirkungen 4 und sucht
fiir eine gegebene Erscheinung A die am meisten wahrscheinliche
Ursachengruppe B. In allen Teilen der Physik finden wir Beispiele fur
diese beiden Arten von Verstandesschlissen.

§ 3. Hypothesen. Hypothese nennen wir die Voraussetzung,
dal} eine gewisse gesetzmifige Abhiéngigkeit zwischen gegebenen Er-
scheinungen besteht. Die landlaufige Definition der Hypothese als einer
Annahme iiber die Ursache einer gegebenen Erscheinung ist zu eng —
denn eine Hypothese ist in allen den Féllen notwendig, wo der Zu-
sammenhang zwischen den Erscheinungen noch nicht festgesetzt ist, und
sie kann sich daher ebenso auf die Ursache als auf die Wirkungen
beziehen.

Als Hypothese in bezug auf die Ursache kann man irgendeine von
den moglichen Gruppen B, welche die zu erklarende, d.h. mit anderen
gesetzmiBig zu verkniipfende Erscheinung 4 zur Folge haben konnen,
auswihlen. Welche Ursachengruppe in dem gegebenen Falle gewihlt
werden oder wie die Hypothese beschaffen sein mub, dafir gibt es keine
Regel und kann es keine geben. Um Hypothesen zu ersinnen, bedarf es
eines umfangreichen Wissens und einer besonderen geistigen Veranlagung.
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Nicht alle Hypothesen haben gleichen Wert und gleiche Daseins-
berechtigung. FEine gute Hypothese muf folgende Eigenschaften be-
sitzen: sie muf moglich sein, mufl mit den beobachteten Erscheinungen
im Einklang stehen, mul méglichst umfassend und einfach und
schlieBlich verifizierbar sein.

Die Hypothese muf also erstens im Bereiche des Moglichen
liegen, d. h. sie darf nicht im Widerspruch stehen zu dem, was gewily
ist, was zur festen Grundlage der Wissenschaft gehort (z. B. der Lehre
der Erhaltung von Stoff und Energie). Sie muf mit den Erschei-
nungen im Einklang stehen, d. h. die Erscheinungen miissen sich
auf Grund der erkannten gesetzmiBigen Abhingigkeiten aus ihr als
einzig mogliche und notwendige Folgen ableiten lassen. Der Umfang
der Hypothese mull derartig sein, dafl sie eine mdéglichst grofle Zahl
von Erscheinungen umfaflt. Es ist nicht erlaubt, fir jede einzelne
Reihe dhnlicher Erscheinungen A je eine besondere Hypothese aufzu-
stellen, d. h. anzunehmen, daf} eine besondere Ursachengruppe besteht.
Je geringer die Zahl ihrer Hypothesen ist, um so hoher entwickelt ist
eine Wissenschaft. Die Hypothese mufl ferner moglichst einfach sein,
denn tief im BewuBtsein der Menschen wurzelt die Uberzeugung, daB
die Endursachen der Naturvorginge &ulerst einfach! sind. Endlich
mufl die Hypothese verifizierbar sein, d.h. es mul méglich
sein, aus ihr auf deduktivem Wege eine grofie Zahl von Schliissen
zu ziehen, die sich durch den Versuch mehr oder weniger bestitigen
lassen. Man mufB sich also eine Ubersicht zu verschaffen suchen,
wie weit die Folgerungen mit der Wirklichkeit tbereinstimmen; da-
durch erhélt man ein MaB fiir den Wahrscheinlichkeitsgrad der Hypo-
these selbst.

Hypothesen, welche die genannten Eigenschaften nicht besitzen,
sind fur die Wissenschaft ein unniitzer und schédlicher Ballast und
von ihnen gelten die Worte Newtons: hypotheses non fingo ).

AuBler den Hypothesen iiber die Ursache, d.h. iiber das Vorhanden-
sein der Erscheinungsgruppe, welche die Erscheinung A hervorruft,
spielen in der Wissenschaft eine grofe Rolle erstens die Hypothesen
iber die Existenz eines gesetzmifigen Zusammenhanges zwischen
zwei bekannten Erscheinungen iiberhaupt, wobei die Frage, ob diese
Erscheinungen sich im Verhaltnis von Ursache und Wirkung befinden
oder als Wirkungen einer noch unentdeckten Erscheinungsgruppe mit-
einander parallel verlaufen (Sonnenflecke und Nordlichter), noch offen
bleibt, und zweitens Hypothesen iiber die besondere Form gesetzma8igen
Zusammenhanges zwischen solchen Erscheinungen, zwischen denen ein
urséchlicher Zusammenhang an sich nicht bezweifelt werden kann
(elektrischer Strom und Erwirmung des durchstréomten Leiters).

1) Newton, Principia. Glasgow 1871, 8. 530.



§3 Hypothesen. 7

Ohne Hypothese im weiteren Sinne des Wortes, d. h. ohne Voraus-
setzungen, ist kein einziger Schritt in der Wissenschaft denkbar.

Claude Bernard sagt: ,Ein vorausgehender Gedanke oder eine
Hypothese ist der notwendige Ausgangspunkt fiir jede Experimental-
untersuchung; ohne denselben ist es undenkbar, etwas Neues zu ent-
decken. Einem jeden Versuche muf eine mehr oder weniger klare
Vorstellung iber die Erscheinung oder ihre besondere quantitative oder
qualitative Eigenart zweifellos vorangehen. Auch in der reinen Mathe-
matik ist ein Fortschritt ohne Hypothese iiber die Abhangigkeit zwischen
zwei oder mehr Groflen unméglich.“ Derselbe Claude Bernard sagt:
»Der Mathematiker und der Naturforscher bedienen sich ein und der-
selben Arbeitsweise, wenn sie neue Wahrheiten suchen. Durch Induk-
tion kommt man zur Aufstellung von Hypothesen; diese priift man
alsdann.“  Auf die Frage, auf welchem Wege der Induktion man zu
solchen Hypothesen gelange, welche einen Fortschritt fiir die Wissen-
schaft bedeuten, kann man die Antwort in Keplers Worten finden,
welcher sagte: ,Mein guter Genius hat mir diesen Gedanken ein-
gegeben.“

Besonders muf man sich vor Scheinhypothesen hiiten; sie sind
fast immer sehr verwickelt und enthalten meist in Form von Voraus-
setzungen entweder alles oder fast alles das, was gerade erst durch sie
erklart, d. h. in gesetzmifigen Zusammenhang mit anderen Erschei-
nungen gebracht werden soll. Von diesen anderen Erscheinungen ist
in solchen Scheinhypothesen gar nicht die Rede, und deshalb kénnen
sie auch nicht zur Erklirung der Erscheinungen dienen, fiir welche
sie aufgestellt wurden. Sie stellen nichts anderes dar als eine Be-
schreibung der Vorginge, die wegen ihrer Kiirze und Anschaulichkeit
bisweilen von hohem Nutzen sein kann; aber zu einer tieferen Er-
kenntnis der Erscheinung kénnen sie nicht dienen. Als Bei-
spiel einer solchen Scheinhypothese kann die Annahme zweier elek-
trischer Fluida dienen, welche etwa bis zum Jahre 1880 benutzt wurde.

Eine gut gewiahlte Hypothese Dbildet fir den Fortschritt der
Wissenschaft ein iiberaus wichtiges Hilfsmittel; man kann sie auch als
Arbeitshypothese bezeichnen; die Rolle aber, welche dieses Hilfsmittel
zu spielen hat, darf nur voriibergehend sein; je eher die Hypothese
aufhort eine Hypothese zu sein, um so besser. Diesem Ziele zu fithrt
uns allein der Versuch. Die Vergleichung der in der AuBenwelt wirk-
lich auftretenden Erscheinungen mit denen, welche auf deduktivem
Wege als notwendige Folge der aufgestellten Hypothese abgeleitet
werden, kann entweder die zweifellose Unrichtigkeit der Hypothese, von
welcher man sich alsdann loszusagen hat, dartun, oder sie kann als
Bestatigung fiir ihre unzweifelbare Richtigkeit dienen; in letzterem
Falle hort die Hypothese als solche zu bestehen auf. Eine Hypothese,
welche nicht direkt gepriift werden kann, sondern blof auf dem Um-
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wege des Vergleichens ihrer Folgen mit den Versuchsergebnissen, kann
niemals Gewilheit erlangen. Nur wenn eine unbegrenzte Menge quali-
tativ verschiedener Beobachtungsergebnisse im Einklang mit der Hypo-
these steht, nahert sich ihr Wahrscheinlichkeitsgrad unbegrenzt der
Gewibheit (wie z. B. die Annahme der Erdbewegung um ihre Achse
und um die Sonne, der Satz von der Erhaltung der Energie). Das
Aufkommen einer guten Hypothese kann die Wissenschaft méachtig
fordern; aber wviel wichtiger ist das Verschwinden einer Hypothese und
die groBartigsten Augenblicke in der Geschichte der Wissenschaft sind
gerade durch den Sturz von Hypothesen gekennzeichnet. Die gleiche
Bedeutung hat die Verschmelzung von zwei oder mehreren Hypothesen
zu einer einzigen. Je geringer die Zahl der Hypothesen ist, um so
hoher steht die Entwickelung der Wissenschaft. ,Die Wissenschaft
strebt nicht nach Aufstellung, sondern nach Beseitigung der Hypo-
thesen“ — sagt Ostwald. Ihre Vollendung wiirde die Wissenschaft
erreicht haben, wenn nur eine einzige Hypothese iibrig geblieben wiire,
aus welcher als notwendige Folge sich der gesetzmilige Zusammenhang
aller Erscheinungen der Auflenwelt ergeben wiirde.

§ 4. Der Ather. Das Elekfron. Das Studium der verschieden-
artigsten Erscheinungen der Aullenwelt hat seit lange zu der Annahme
gefithrt, daf aufler der Materie, deren Eigenschaften wir von Kindheit
an als die Ursache sehr vieler um uns her vorgehender Erscheinungen
zu betrachten gewohnt sind, noch andere Triger vorhanden sind, die
wir Agenzien nennen kénnen. Sie hiefen frither Imponderabilien,
d. h. gewichtslose Wirkungsursachen oder Substanzen. Diese Bezeich-
nung aber beruht jedenfalls auf einem Milverstindnis, denn aus dem
Umstande, dafl unter den gegebenen Verhaltnissen das Gewicht
eines Agens nicht ermittelt werden kann, folgt noch nicht, daB dieses
Agens an sich jener Eigenschaft der Materie entbehrt, die man ihr
Gewicht nennt. So hat doch beispielsweise Wasser im Wasser selbst
gewissermafen kein Gewicht und doch zihlt es niemand zu den Im-
ponderabilien. Wenn man das Vorhandensein dieser Agenzien zugibt,
kann man aus den Versuchen hochstens schliefen, dall sie ,unwigbar®
sind, d. h. wegen der Beschaffenheit unserer Versuche ihr Gewicht nicht
kundzugeben vermogen.

Zu Anfang des XIX. Jabrhunderts nahm man ziemlich allgemein
an, daB es sechs verschiedene Agenzien gibe: zwei elektrische, zwei
magnetische, den Wirmestoff und das Agens, welches die Ursache der
Lichterscheinungen bildet; dies entspricht der Annahme von sechs ver-
schiedenen Hypothesen. Mit der Weiterentwickelung der Wissenschaft
verminderte sich die Zahl der hypothetischen Stoffe und gegen das
Ende des XIX. Jahrhunderts verblieb statt jener sechs nur noch eine
einzige.
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Jenes einzige Agens, mit dem man damals auszukommen glaubte,
wurde ,Ather* genannt. Man nahm an, daf er den Raum zwischen
den Weltkorpern erfiille und dafl er in allen unserer Beobachtung zu-
ganglichen Teilen des Weltalls enthalten sei. Das, was man Ather
nannte, konnte wohl auch als eine besondere Art von Materie angesehen
werden, und zwar in dem Sinne, in welchem diese von uns definiert
worden ist (§ 1). Trotzdem wurden gewdhnlich der Bequemlichkeit
halber die Ausdriicke ,Ather* und ,Materie“ einander gegeniiber-
gestellt, und zwar wurde letztere Bezeichnung besonders far die
Materie gebraucht, welche mehr oder weniger unmittelbar auf unseren
Tastsinn wirkt. Der Ather dagegen sollte das Zwischenmittel,
das Medium sein, welches Vorginge durch den Raum iibertragt, in
welchem keine Materie in der eben erwahnten Bedeutung des Wortes
vorhanden ist.

Wir wollen nun mit einigen Worten angeben, welche Rolle dem
Ather behufs Erklirung der physikalischen Erscheinungen damals zu-
geschrieben wurde. Zu dem Zwecke miissen wir eine kurze Schilderung
der auch noch heute herrschenden Vorstellung tiber den Aufbau der
Materie vorausschicken. Wir nehmen an, daf die Materie aus sehr
kleinen Teilchen besteht, die ihren Ort im Raume, also auch ihre gegen-
seitige Lagerung #ndern konnen. Wir nennen die Anordnung der
Teilchen normal, wenn zwischen dieser Materie und der iibrigen Welt
sich keinerlei Zusammenhang kundgibt, abgesehen von dem, welcher
unter keinerlei Bedingung aufhéren kann. Beim Auftreten neuer Be-
dingungen, wenn die Welt, welche sich auBerhalb der betrachteten
Materie befindet, einwirkt, kann die Anordnung der Stoffteile aus dem
normalen Zustande in einen anormalen itbergehen. Die Erscheinung,
dafl eine neue Anordnung der Teile auftritt, welche unbestimmt lange
bestehen kann, die aber, sobald alle jene Ursachen, welche sie hervor-
riefen (die neuen Beziehungen zur ibrigen Welt) verschwunden sind,
in die normale Anordnung zuriickkehrt, nennt man Forménderung
oder Deformation.

Ein anderer itheraus wichtiger Fall einer Verdnderung in der nor-
malen Anordnung der Stoffteile liegt vor, wenn ein Teil der Materie
sich zu bewegen beginnt, indem er ununterbrochen seinen Ort andert,
sich dabei aber nur wenig aus der normalen Lage entfernt. Diese Kr-
scheinung heiit Pérturbation oder Stérung. Sehr oft tritt dabei
folgende Erscheinung auf: In irgend einem Teile der Materie entsteht
eine Storung, darauf bildet sich eine ebensolche in dem benachbarten
Teile aus, darauf in der Nachbarschaft dieses Teiles usw. Dies nennt
man Ausbreitung der Stérung innerhalb der Materie. Deforma-
tionen und Stérungen sind, wie aus den Definitionen hervorgeht, von
einer Verinderung in der gegenseitigen Lage der Stoffteile begleitet.
Es kommen indes auch Fille von Bewegung der Materie ohne eine
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solche Verinderung der relativen Lage ihrer Teile vor. In diesem Falle
sagen wir, daf} sich die betreffende Materie als Ganzes bewegt.

Es wurde nun angenommen, daB es auch fir den Ather eine nor-
male Anordnung der Teile gébe, dal auch in ihm Forméinderungen
und Stérungen moglich seien und dal ein gewaltig grofies Gebiet von
Erscheinungen (des Lichtes, der Elektrizitit und des Magnetismus)
gesetzmifig mit solchen Deformationen und Stérungen im Ather zu-
sammenhinge. Die Mitwirkung des Athers an diesen Erscheinungen
schien keinem Zweifel zu unterliegen; es galt aulerdem als sehr wahr-
scheinlich, daB er eine wichtige Rolle bei anderen — und vielleicht bei
allen physikalischen Erscheinungen ohne Ausnahme — spiele. Man
glaubte damals, die Aufgabe der Physik genauer folgendermafien fassen
zu konpen: es ist der gesetzmafige Zusammenhang zwischen den
Erscheinungen, die in der nichtorganisierten Materie und im Ather
vor sich gehen, zu finden, wobei eine moglichst kleine Zahl von An-
nahmen iiber die Eigenschaften des Athers und der Materie zu Hilfe
zu nehmen ist.

AuBer der gewohnlichen Materie und dem Ather wurden keine
weiteren Agenzien angenommen; z. B. sollte fiir die elektrischen Er-
scheinungen ebenfalls der Ather die einzige Ursache sein. Man glaubte
ohne , Elektrizititen“, als besondere, fiir sich bestehende Stoffe, auszu-
kommen. Alle elektrostatischen Erscheinungen wurden auf Span-
nungen (Deformationen) im Ather zurickgefihrt. Die elektrisierte Ober-
fliche eines Korpers sollte der geometrische Ort der Endpunkte von Linien
sein, deren Richtung in jedem Punkte des Raumes mit der Spannungs-
richtung zusammenfillt (sogenannte Kraftlinien). Ebenso wurden
alle elektrokinetischen Erscheinungen durch Bewegungen (Pertur-
bationen) im Ather erklirt. Der elektrische Strom wurde z.B. nicht
als ein Vorgang im Leiter angesehen, sondern als ein Bewegungszustand
im umgebenden Ather, dessen Form, Richtung und Stirke durch die
geometrischen und physikalischen Eigenschaften des Leiters bestimmt
wiirden. Den Bewegungen im Ather sollte eine gewisse Menge von
kinetischer Energie (Kapitel III) entsprechen, welche von dem Leiter
gleichsam eingesogen und in Wirme verwandelt wiirde. Ebenso sollte
die elektrostatische potentielle Energie, z. B. eines geladenen Konden-
sators, die potentielle Energie des elastisch deformierten Athers sein.

In den letzten Jahren hat in den Grundanschauungen der Physik
eine gewaltige Umwilzung stattgefunden. Es kam eine Zeit, wo alte,
fast vergessene Agenzien in neuer ¥orm wieder auftauchten. Gegen-
wirtig (1917) kann der Umbau des wissenschaftlichen Gebiaudes noch
nicht als beendet angesehen werden; das Alte ist zerstort, aber das
Neue baut sich nur langsam auf den verdnderten Grundlagen auf. Ein
heftiger Kampf verschiedener, einander widersprechender Meinungen ist
entbrannt, man streitet sich, ob es ein oder drei Agenzien gibt;
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manche Forscher glauben sogar, indem sie die gewohnliche Materie
hinzunehmen, nicht ohne vier auskommen zu kénnen, andere dagegen
hoffen, daf es moglich sei, sich auf eins zu beschrinken.

Dieser gewaltige Umschwung wurde hervorgerufen durch die Unter-
suchung der Kathodenstrahlen, Strahlen, welche beim Durchgange von
Elektrizitat durch sehr verdiinnte Gase entstehen, der Réntgenstrahlen
und der von H. Becquerel und Frau Curie entdeckten radioaktiven
Erscheinungen. Wir werden alle diese Erscheinungen in Band IV genau
besprechen. Die Untersuchung der Kathodenstrahlen fithrte zu der
neuen Lehre von den Elektronen. Indem man die Ursache der elek-
trischen Erscheinungen nicht mehr nur in Zustinden des Athers suchte,
kehrte man zuriick zu der alten Lehre, nach welcher die Elektrizitit
ein besonderer, selbstindig bestehender Stoff ist. Dies bezog sich zuerst
nur auf die negative Elektrizitit; hierbei erwies es sich sofort als
notwendig, ihr einen atomistischen Bau zuzuschreiben. Die negative
Elektrizitit ist also nach der gegenwirtig allgemein herrschenden An-
sicht ein Stoff, der aus kleinsten Teilchen, Elektrizititsatomen be-
steht, welche den Namen Elektronen erhalten haben. Ein elektrischer
Strom entsteht bei wirklicher Bewegung von Elektronen in einem Leiter.
Uber die besonderen Eigenschaften des Elektrons, z. B. ob es starr oder
deformierbar ist, gehen die Ansichten noch auseinander; doch wire es
zu frith, bereits hier néher darauf einzugehen. Was frither positive
Elektrizitit genannt wurde, wird von einigen Forschern gegenwirtig
ebenfalls als ein besonderer Stoff angesehen; iiber seinen Bau und seine
Eigenschaften herrscht noch weniger Einigkeit, als iber die Frage nach
dem Wesen-der negativen Elektrizitit.

Als drittes Agens kommt hinzu der Ather, welcher den Raum
erfallt, und besonders als Triger und Leiter der strahlenden Energie
gedacht wird (Band IT und IV), d.h. der sichtbaren Lichtstrahlen, der
infraroten und ultravioletten Strahlen, der Rontgenstrahlen und der
Hertzschen elektrischen Strahlen. Fiigen wir noch die gewdhnliche
Materie hinzu, so hatten wir vier verschiedene Agenzien, aus denen die
Welt aufgebaut sein soll und durch deren Eigenschaften die unendliche
Fille der uns umgebenden physikalischen und chemischen Erschei-
nungen sich sollte erkliren lassen.

Paralle]l mit der Entwickelung der neuen Ansichten gingen nun
noch andere fundamentale Umwéalzungen in den physikalisch-chemischen
Grundhypothesen. Hier miissen wir uns mit wenigen Andeutungen be-
guiigen.

Das Atom der Materie (§ 8) wurde frither als eine homogene,
sehr kleine Stoffmenge betrachtet, die sich bei keinerlei physikalischen
oder chemischen Vorgingen in weitere Teile zerlegt. Gegenwirtig wird
dem Atom der Materie ein #uflerst verwickelter Bau zugeschrieben; in
ihm sollen aufler der gewdhnlichen Materie Elektronen vorhanden sein,
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und das Ganze soll ein System bilden aus vielen Teilen mit verschiedenen,
duBerst schnellen und verwickelten Bewegungen. Unter gewissen Um-
stinden zerf#llt das Atom; Elektronen werden aus ihm heraus-
geschleudert, manchmal auch Bruchstiicke der Materie mit Elektronen,

Verschiedene Forscher sind noch viel weiter gegangen und haben
auch der strahlenden Energie einen atomistischen Bau zugeschrieben.
So ist der kithne Gedanke z B. von Lichtatomen (Quanten) ent-
standen. Diese neue Lehre stellt sich teilweise dar als eine Riickkehr
zur alten Newtonschen Emissionstheorie (Band II), wenn auch in
wesentlich verdnderter Form. Die Quantentheorie ist in den letzten
Jahren ausgebaut worden und hat uns manche neue Erkenntnis in sehr
verschiedenen Teilen der Physik (Lehre von der spezifischen Wirme,
Photoelektrizitit u.a.) gebracht.

Die weitere Entwickelung der Elektronentheorie hat noch nach
einer anderen Richtung umwilzend gewirkt. Eine Reihe von Forschern,
besonders H. A.Lorentz, Einstein und Minkowski, haben ganz neue,
aullerordentlich kithne Ansichten iitber Raum und Zeit ausgesprochen.
Den AnstoB zu dieser neuen Lehre gab eine Reihe unbegreiflicher Tat-
sachen: das Fehlschlagen aller Versuche, auf Grund von Experimenten
die relative Bewegung der Erde gegen den ruhenden Ather nachzu-
weisen. Diese Lehre wird unter dem Namen der Relativititstheorie
zusammengefalt. Sollten diese Ansichten durchdringen, in der Wissen-
schaft festen Full fassen und vielleicht einst Gemeingut der Menschheit
werden, so wiirde dies einer so tiefgehenden Umwilzung unserer Grund-
vorstellungen entsprechen, wie sie in der Geschichte der Menschheit
nicht ihresgleichen hat; sie wiirde selbst den groBen Ubergang von der
geozentrischen zu der heliozentrischen Weltanschauung in den Schatten
stellen.

Wir sahen, daB gegenwirtig vielfach vier Agenzien angenommen
werden: die gewohnliche Materie, die negative und die positive Elektri-
zitit und der Ather. Es gibt aber auch Forscher, welche die positive
Elektrizitit nicht als ein besonderes Agens ansehen, sondern glauben,
daB ein Atom, welches negative Elektronen verloren hat, uns als positiv
elektrisch erscheint. Andere meinen, ohne die gewdhnliche Materie aus-
kommen zu konpen, indem sie annehmen, dafl das Atom nur aus einem
System von Elektronen besteht, oder aus einem Kern von positiver
Elektrizitdt, in welchem oder um welchen sich negative Elektronen be-
wegen.

Noch ein anderer grofier Schritt ist in letzter Zeit von verschiedenen
Forschern (Campbell, Witte, Einstein, Corbino u. a.) gemacht
worden: das vollstindige Aufgeben des Athers. Alle Versuche,
die Vorgiinge im Ather wenigstens einigermaBen klarzustellen, sind
bisher miflungen, und so kamen jene Forscher auf den Gedanken,
die Wissenschaft ohne den Ather aufzubauen; das ist dasselbe, als
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wenn man sagt: es gibt keinem Ather. Denn eine Hypothese ist
nutzlos, wenn man sie nirgends gebraucht, und die Grundlagen einer
solchen Hypothese kénnen ohne Schaden fiir die Wissenschaft gestrichen
werden. Allerdings fithrt dieser Gedanke zu der Vorstellung, daf die
strahlende Energie (z. B. das sichtbare Licht) ein Etwas ist, welches sich
selbstindig, vielleicht aus ,Quanten® (siehe oben) bestehend, durch den
absolut leeren Raum ausbreitet.

Man sieht aus dem obigen, wie verschiedenartig und schwankend
gegenwirtig die Grundanschauungen sind; vielleicht wird eine baldige
Zukunft hier grofere Einfachheit und Klarheit bringen.

Wir werden auch weiterhin zuweilen vom Ather sprechen;
doch soll darunter stets nur der Raum verstanden werden, in
welchem sich keine Art von gewdhnlicher Materie befindet,
aber nicht ein besonderer Stoff, welcher diesen Raum erfiillt.

§ 5. Einteilung der Physik. Zu Anfang des § 2 hatten wir die
Physik im weitesten Sinne des Wortes als die Wissenschaft von den
in der nichtorganisierten Materie auftretenden Erscheinungen definiert.
Die fortschreitende Entwickelung dieser Wissenschaft hat mit der Zeit
dazu gefithrt, daf sich aus ihr umfangreiche Teile abgesondert haben,
welche jeder fiir sich eine durch besondere Kennzeichen bestimmte Er-
scheinungsgruppe zum Gegenstande haben und zu selbstindigen Wissen-
schaften angewachsen sind. Hierher gehéren die Mechanik, Astronomie,
Chemie, Mineralogie, Geologie und Meteorologie. Im hochsten Grade
bedeutsam ist es, daB die Chemie und Astronomie, welche sich vom Zu-
sammenhange mit der Physik bereits losgesagt hatten, spiter so ergiebig
aus dem reichen Vorrat wissenschaftlichen Materials der Physik zu
schopfen angefangen haben, daf sich umfangreiche, eine Zwischen-
stellung einnehmende Wissenszweige — die physikalische Chemie und
die Astrophysik — entwickelt haben. Diese wennschon einseitige Riick-
kehr zum alten erprobten Mutterboden hat eine reiche Ernte, eine
schnelle Entwickelung  jener neuen Zweige der Chemie und Astronomie
zur Folge gehabt.

Von der Physik sondert sich ferner eine ganze Reihe von Wissen-
schaften ab, welche aus dem in ihr enthaltenen wissenschaftlichen
Material praktischen Gewinn fiir die Menschheit zu ziehen suchen.
Hierher gehort fast alles, worauf sich die heutige Kultur stiitzt: die an-
gewandte Mechanik, die Dampftechnik und Elektrotechnik mit ihren
umfangreichen Unterabteilungen der Telegraphie, Telephonie, elektrischen
Beleuchtung, Galvanoplastik, Kraftiibertragung usw.; hierher kann man
auch die Photographie rechnen. Alle diese Wissenschaften stiitzen sich
ganz und gar auf die Physik,

Das Material, welches gegenwirtig den wissenschaftlichen Inhalt
der Physik darstellt, verteilt man gewdhnlich, je nach dem besonderen
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Charakter oder nach einigen duferen bzw. inneren Merkmalen der Er-
scheinungen, auf Teile oder Abschnitte. Aber eine solche Einteilung ist
stets kiinstlich; es ist nicht moglich, eine auch nur irgendwie scharfe
Grenze zwischen den einzelnen Abschnitten zu ziehen. Nebenbei mége
noch darauf hingewiesen werden, daf gerade die sich bestindig ver-
ringernde Moglichkeit einer strengen Sonderung der einzelnen Abschnitte
der Physik das wichtigste Kennzeichen ihrer fortschreitenden Entwicke-
lung ist. Fortlaufend werden gesetzmibige Beziehungen zwischen den
verschiedenartigsten Erscheinungen, welche frither zu verschiedenen Ab-
schnitten der Physik gehorten, entdeckt. Hierdurch werden die Grenzen
zwischen den einzelnen Abschnitten weggeriumt, die bisweilen so voll-
kommen ineinander fliefen, dall aus mehreren Abschnitten ein einziger
sich bildet; in anderen Fillen werden diese Grenzen undeutlich oder es
erscheinen neue Zwischenabschnitte, die auf dem Grenzgebiete zweier
Hauptabschnitte liegen. Die Verwickeltheit mancher Erscheinungen,
welche sich uns als aus einer Gesamtheit mehrerer Erscheinungen be-
stehend darstellen, erschwert ebenfalls ihre Einordnung nicht wenig.
Bisweilen teilt man die Physik in zwei Teile: die Experimental-
physik und die theoretische Physik; der ersten weist man haupt-
sichlich das wissenschaftliche Material zu, welches durch den Versuch er-
langt werden kann; zur letzteren rechnet man griBtenteils alles, was
sich auf deduktivem Wege aus der Erscheinung ableiten 1aBt; hierbei
griindet sich die Deduktion auf eine bestimmte Hypothese und auf fest-
gestellte gesetzmilbige Beziehungen oder nur auf die letzteren. Die
theoretische Physik 16st, indem sie die Notwendigkeit der beobachteten
Erscheinungen als Folgen des Erkannten oder Angenommenen dartut,
wiederum durch Deduktion die Frage nach der Form, die eine Erschei-
nung unter Umsténden, unter denen sie noch nicht beobachtet war, an-
nehmen mufl — mit anderen Worten, sie sagt eine Erscheinung voraus.
Indes ist es vollkommen unméglich, eine auch nur einigermalien folge-
richtige Teilung der Physik in einen experimentellen und theoretischen
Teil durchzufithren, denn bei jeder Gruppe von physikalischen Erschei-
nungen miissen Versuch und Theorie immer Hand in Hand gehen. Die
Theorie setzt uns in den Stand, die beobachteten Erscheinungen zu ver-
einen, untereinander zu verbinden, und gibt uns, was besonders wichtig
ist, die Moglichkeit, die Wege, genauer gesagt, die Versuche ausfindig
zu machen, welche zur Priifung der Hypothesen, d.h. zur Vermehrung
oder Verminderung ihres Wahrscheinlichkeitsgrades dienen kénnen. Im
weiteren Sinne des Wortes kann die Theorie, wihrend sie ihren deduk-
tiven Charakter beibehilt, auch ihres wichtigsten Werkzeuges, der
Mathematik, entraten; Faraday war kein Mathematiker und dennoch
muB man ihn fir den groften Theoretiker halten. Gegenwartig ist
jedoch die Rolle der mathematischen Analyse in der theoretischen Physik
von hervorragender Bedeutung geworden, und ohne sie ist ein Fort-
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schritt der Physik in vielen wichtigen Abschnitten wohl schwer denkbar.
Wenn die Versuche allein und ohne theoretische Verarbeifung nur in
seltenen Fillen mehr geben konnen als rohe, unzusammenhidngende
Bausteine, so kann auch die ,theoretische Physik“ allein, wenn nicht
allseitig von Versuchen umgebsn, von denen sie ja ausgeht und durch
die ihre Ergebnisse nachgepriift werden, niemals den Nahrboden fur
eine zweckentsprechende Weiterentwickelung der Wissenschaft bilden.
Eine solche Theorie ist ohne Grundstein; sie kann zwar viel Anziehendes
besitzen, aber sie ist dafiir auch gefihrlich, denn die gewaltige, zu
ihrem Aufbau verwendete Mithe und Arbeit kann durch einen einzigen
nachtriglich angestellten Versuch véllig verloren gehen, wenn er die
Nichtiibereinstimmung auch nur einer Folgerung aus dieser Theorie mit
der Wirklichkeit beweist. Und solche Fille hat es in der Geschichte
der Physik gegeben: umfangreiche theoretische Untersuchungen vieler
Gelehrten haben jeglichen Wert fiir die Wissenschaft verloren, sind vor
einer unerbittlichen, durch das Experiment entdeckten Tatsache zu-
sammengestiirzt (wie z. B. die alte Emanationstheorie des Lichtes). Expe-
riment und Theorie miissen vereint die physikalischen Untersuchungen
bilden, und deshalb trifft die Einteilung der Physik in einen experi-
mentellen und einen theoretischen Teil in der Praxis auf unitberwind-
liche Schwierigkeiten.

Trotzdem 140t sich aus der Physik ein Teil aussondern, welcher
dadurch gekennzeichnet ist, daf in ihm die Fragen, so verschiedenartig
sie auch sein mogen, auf eine besondere Weise gestellt und beantwortet
werden. Wir meinen die sogenannte mathematische Physik; sie
unterscheidet sich sehr wesentlich von der theoretischen Physik. Die
mathematische Physik geht von irgendeiner durch den Versuch vollig
erhirteten Tatsache aus, welche irgendeinen gesetzmifligen Zu-
sammenhang zwischen den Erscheinungen ausdriickt. Diesen Zusammen-
hang kleidet sie in mathematisches Gewand und verwandelt sich sodann
gewissermafen in die reine Mathematik, indem sie ausschlieflich mit
Hilfe der mathematischen Analyse die aus den grundlegenden Sitzen
hervorgehenden Folgerungen untersucht. Da die mathematische Physik
von experimentell festgestellten Tatsachen ausgeht, enthéalt sie nichts
Hypothetisches, und ihre Schlufifolgerungen sind deshalb unverginglich.
Die einzelnen Gebiete der theoretischen Physik kénnen, da sie sich auf
Hypothesen stiitzen, zugrunde gehen; die Gebiete der mathematischen
Physik bleiben unerschiitterlich fest bestehen, denn ihnen dient als
Grundstein die Tatsache, welche als solche bestehen bleibt, wie sich
auch im Laufe der Zeit die wissenschaftliche Anschauung von ihrem
tieferen Wesen dndern mag. Zur mathematischen Physik gehoren die
mathematischen Abschnitte der Lehren von der Wirmeleitung, von
der Elastizitit, von der Elektrizitit (die Potentialtheorie und verschie-
dene Anwendungen derselben), vom Magnetismus (Wechselwirkung und
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Induktion), vom elektrischen Strome usw. Die einzelnen Teile der
mathematischen Physik haben mit der Physik als der Lehre von den
Erscheinungen nur wenig Berithrungspunkte gemein; diese Beriihrungs-
punkte dienen ihnen nur als unerschiitterliche Stiitzpunkte. Die mathe-
matische Physik gehort eher zur Mathematik als zur Physik.

Uber den Nutzen der mathematischen Physik gehen die Ansichten
weit auseinander. Thre Bedeutung wurde vielfach iiberschitzt; es gab
nicht wenige Forscher, welche glaubten, daf nur die Methoden der
mathematischen Physik zu einem wirklichen Fortschritt der eigentlichen
Physik fihren konnten. Aber diese Ansicht ist falsch: nicht die mathe-
matische, sondern die theoretische Physik hat der Wissenschaft unend-
liche Dienste geleistet, trotzdem sie stets auf dem unsicheren Boden
mehr oder weniger verginglicher Hypothesen aufgebaut wurde.

Der Nutzen, den die mathematische Physik hitte bringen kénnen,
ist durch den Umstand verringert worden, dall ihre Ausgangspunkte
zwar vollig richtig, aber stets nur in so engen Grenzen giiltig sind, dal
sie der realen Erscheinungswelt als ideale, praktisch unerreichbare
Grenzfalle gegeniiberstehen. Die Resultate, zu denen die Rechnungen
der mathematischen Physik fithren, kénnen daher ebenfalls stets nur an-
genahert mit dem bereinstimmen, was die direkte Beobachtung ergibt.
So geht die mathematische Theorie der Warmeleitung von der Annahme
aus, daf der Wirmeverlust an der Oberfliche eines Korpers proportional
sei der Differenz der Temperaturen dieser Oberfliche und des umgeben-
den Raumes, was nur bei geringen Werten dieser Differenz angendhert
richtig ist. Aulerdem setzt die Theorie fast immer voraus, daf der
Koérper homogen sei und dal die Wirmeleitungsfiahigkeit und die
‘Warmekapazitit unabhingig von der Temperatur seien, was wohl niemals
in aller Strenge der Fall ist. Es wiirde nicht schwer sein zu zeigen,
dafl ahnliche Vereinfachungen allen Teilen der mathematischen Physik
zugrunde liegen, z.B. der Theorie der Elastizitit, der Hydrodynamik,
der Elektrostatik, der Elektrodynamik, der Theorie des Magnetismus usw.

Als die verschiedenen physikalischen Messungsmethoden noch nicht
den gegenwirtigen Genanigkeitsgrad erreicht hatten, konnten die Formeln
der mathematischen Physik benutzt werden, um gewisse Grofen, die
man nicht direkt messen konnte, deren Wert man aber trotzdem zu be-
stimmen wiinschte, zu berechnen. In dem Mafle aber, als sich die
Messungsmethoden verfeinerten und entsprechend eine genauere Kenntnis
jener Grofen angestrebt wurde, sank die Bedeutung der Formeln der
mathematischen Physik, und es muliten neue Wege gesucht werden, um
jene Grofen zu finden, ohne diese Formeln zu benutzen. Ein vorziig-
liches Beispiel fiir diesen Entwickelungsgang bietet die Theorie der
Warmeleitung. Als es sich um grobe Messungen, um ungefihre Ver-
gleiche handelte, spielten die Formeln der Wirmeleitungstheorie eine
grofie Rolle. In der letzten Zeit aber sah man sich genétigt, die Be-
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nutzung derselben aufzugeben und neue Untersuchungsmethoden zu er-
sinnen, bei welchen diese Formeln keine Rolle spielen.

Es gibt noch zwei Ursachen, durch welche die Bedeutung der
mathematischen Physik herabgesetzt wird. Erstens ist sie imstande,
relativ nur sehr einfache Aufgaben zu losen, besonders was die Form
der Kérper betrifft, auf welche sich die betreffenden Probleme beziehen.
In der praktischen Physik ist es aber nicht immer méglich, sich mit
jenen einfachen Fillen zu begniigen, und man trifft infolgedessen be-
stindig auf Aufgaben, bei deren Losung die Methoden der mathema-
tischen Physik versagen.

Zweitens sind die endgiltigen Formeln der mathematischen Physik
selbst bei sehr einfachen Problemen oft so auflerordentlich verwickelt,
daf ihre Benutzung praktisch unméglich wird.

So verringert sich bestandig die Bedeutung der rein mathematischen
Physik. Der theoretischen Physik, die in der Vergangenheit Grofles
geleistet hat, gehort auch die Zukunft.

In fritherer Zeit hat man héufig die Physik in eine Physik der
Materie und eine Physik des Athers geteilt. Dies geschah be-
sonders zu jener Zeit, als man alle Erscheinungen der strahlenden
Energie (Band II), der Elektrizitit und des Magnetismus glaubte aut
Vorgange im Ather (§ 4) zuriickfiihren zu kénnen. Aber selbst damals
war eine solche Einteilung wohl kaum zweckmifig, da es unmoglich
war, genau zu bestimmen, bei welchen Erscheinungen, selbst nach den
damaligen Anschauungen, der Ather keine Rolle spielte. Zu wenig
beachtet wurde, daB fast bei allen Vorgangen, an denen der Ather teil-
nehmen sollte, auch die gewdhnliche Materie mitwirkt, so dafl eigentlich
kein Grund vorlag, diese Vorginge in einer besonderen ,Physik des
Athers® zu betrachten. Es gab nur einen einzigen Vorgang, der aus-
schlieBlich dem Ather zugeschrieben wurde, nimlich die Ausbreitung
strahlender Energie im sogenannten leeren Raume. Andererseits konnte
man nicht sicher sein, dafl bei den Erscheinungen, die man in der
Physik der Materie betrachtete, der Ather wirklich gar keine Rolle spiele.
Hatte es sich herausgestellt, daB der Ather bei diesen Erscheinungen
mitwirkt, so héitte man sie aus der Physik der Materie konsequenter-
weise in die Physik des Athers heriibernehmen miissen, und als End-
resultat wire die Physik der Materie vielleicht ganzlich verschwunden.

Aber es ist, wie wir in § 4 sahen, ganz anders gekommen! Durch
die Lehre von den Elektronen ist ein ganz neues grundlegendes Element
in die Physik hineingelangt, die Materie wurde ,elektrisiert“, und der
Ather scheint auf dem Wege zu sein, génzlich aus der Wissenschaft zu
verschwinden. Gegenwirtig (1917) darf man wohl kaum noch von
einer besonderen Physik des Athers sprechen.

Jede Einteilung der Physik, die auf bestimmten hypothetischen
Vorstellungen beruht, ist unzweckmalig, da die Hypothesen hiufigen

Chwolson, Physik. 2. Aufl. 1. 1. P)
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und oft tiefgreifenden Anderungen unterworfen sind, durch welche
solche kiinstliche Einteilungen von selbst fallen. Es wire daher eben-
falls ginzlich unzweckmifig, wenn wir, dem augenblicklichen Zustande
der Wissenschaft entsprechend, die Physik z. B. in eine Physik der
Materie und eine Physik des Elektrons teilen wiirden.

§ 6. Physikalische GréBen. Eine Grofe wird das genannt, was
man sich quantitativ verinderlich denken kann.

Das Studium der physikalischen Erscheinungen und der sie ver-
kniipfenden gesetzmiafigen Beziehungen hat es notwendig gemacht, in
die Wissenschaft die Vorstellungen von einer sehr groSen Zahl ver-
schiedenartiger Grofen - einzufithren, welche entweder die besonderen
Eigenschaften dieses oder jenes Stoffes oder die Eigentiimlichkeiten der
Erscheinungen selbst kennzeichnen. Diese Grofen werden wir physi-
kalische Gréfen nennen.

Man hat die GréBen, von denen jedermann einen Begriff oder eine
gewisse feste Vorstellung zu eigen hat, streng von denen zu unterscheiden,
die in die Wissenschaft neu eingefithrt werden. Die Grofen dieser ersten
Art heiBen urspriingliche; sie konnen einer Definition nicht unterliegen,
denn jede Definition kann und muf durch den Hinweis auf den Zu-
sammenhang zwischen der zu definierenden Grole und etwas schon Be-
kanntem, d.h. schon vorher einer Definition unterworfenen geschehen.
Die Grofen der ersten Art aber entsprechen urspriinglichen Begriffen,
von denen man auszugehen hat; sie bediirfen auch keiner Definition, da
ihre Bedeutung einem jeden a priori klar ist. Die Eigenschaften dieser
Grofien werden durch die Vorstellung bestimmt, welche von allen mit
ihrer Nennung verbunden werden, und deshalb hat jedermann die Be-
deutung dieser Eigenschaften in sich selbst zu suchen. Zu den Grofen
dieser Art gehéren jedenfalls:

1. Die lineare, flichenhafte und rdumliche Ausdehnung oder genauer:
die Liénge einer Geraden, der Inhalt einer geradlinig begrenzten ebenmen
Flache und das Volumen eines von Ebenen begrenzten Raumteiles. Die
Linge einer krummen Linje entspricht schon einem nicht ursprimng-
lichen Begriffe und bedarf daher der Definition.

2. Die Zeit.

3. Der Druck (im Sinne einer Muskelempfindung).

4. Die Geschwindigkeit einer gleichférmigen, geradlinigen Bewegung.

Wir lassen die Frage nach der Vollstindigkeit oder Unvollstéindig-
keit dieser Aufzéhlung unerértert. Grofen, von denen nicht jedermann
einen bereits fertigen Begriff hat, bediirfen, wenn wir sie in die Wissen-
schaft einfithren, einer Definition, und man hat mit der groften Auf-
merksamkeit darauf zu achten, daf diese Definition so genau wie moglich
gei; sie mufl derart sein, dafl jede Moglichkeit eines Mifverstandnisses
und jede Zweideutigkeit ausgeschlossen ist. Die Definition muf sich
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daher durch Vollstindigkeit auszeichnen, d.h. in ihr muf alles das ent-
halten sein, was als unterscheidendes Merkmal der zu definierenden
GrofBe dienen kann.

Nachdem die Definition der betreffenden Grofe gegeben ist, hat
man sich aufs strengste davor zu hiiten, daf man ihr keine neuen
Eigenschaften beilegt, welche aus der Definition selbst nicht folgen.
Besonders leicht konnen Fehler dieser Art vorkommen, wenn mit der
ungliicklich gewéhlten Bezeichnung fir die Grofe unwillkiirlich die
Vorstellung von dieser oder jener Eigenschaft sich verbindet.

GroBen, welche ein und derselben Definition entsprechen und sich
nur qualitativ voneinander unterscheiden, heiflen gleichartige Grofen.
Solche Gréfen konnen miteinander verglichen werden, oder, wie man
sich sonst noch ausdriickt, sie konnen gemessen werden. Eine Grofe
messen heillt bestimmen, wievielmal in ihr eine gewahlte Grofie der-
selben Art enthalten ist; diese wird dann als Einheit dieser Art
GroBe (Einheit des Gewichtes, Einheit des Widerstandes usw.) be-
zeichnet. Von der Wahl der Mafleinheiten wird weiter unten ausfithrlich
die Rede sein; es sei hier nur bemerkt, daB man danach strebt, firr jede
Art von Grofe eine bestimmte Einheit mit ihren nach dem Dezimal-
system geteilten Vielfachen und Unterabteilungen festzusetzen und inter-
national zu verbreiten. Zwei Grofien konnen miteinander nach zwei
Methoden verglichen werden: entweder wird eine jede von ihnen einzeln
durch die festgesetzte Einheit gemessen, und es werden sodann die er-
haltenen zahlenm#fBigen Resultate verglichen, oder es werden zwei Grolen
unmittelbar miteinander verglichen, wobei dann tatsichlich die eine von
ihnen, wenn auch nur voriibergehend, die Rolle einer MaBeinheit spielt.

Es gibt kein Gesetz, das vorschreibt, welche Einheit man fiir eine
bestimmte GroBenart wihlen soll; wir konnen daher jede beliebige
GroBe der gegebenen Art als Einheit annehmen. Wir werden indes spéter
sehen, daf man sich gegenwirtig aus verschiedenen Griinden von einer
Willkiir bei Wahl dieser Einheiten losgesagt hat. Man hat sich namlich
dahin geeinigt, sie auf Grund einer bestimmten Regel auszuwihlen,
welche uns in den Stand setzt, die Einheiten aller in der Physik vor-
kommenden Gréfien miteinander zu einem harmonischen Ganzen, dem
System der Einheiten, zu verbinden.

Die Messung einer physikalischen Gréfle bedeutet demnach die Ver-
gleichung einer gegebenen Grofe mit der festgesetzten Einheit oder die
unmittelbare Vergleichung zweier gegebenen Gréfen miteinander. Hierzu
dienen besondere Instrumente und zu dem bestimmten Zwecke erdachte
und ausgearbeitete Verfahren. Die Genauigkeit des bei der Messung
erhaltenen Ergebnisses hingt von den verschiedenen, bisweilen recht
individuellen Eigenschaften der MeBinstrumente, des MeBverfahrens und
von Geschick und Ubung des die Messung Ausfithrenden ab.

9%
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Als Ergebnis der vorgenommenen Messung erhilt man eine Zahl,
welche angibt, wievielmal die gewihlte Einheit in der zu messenden
Grofie enthalten ist. Diese Zahl heifit der Zahlenwert der gemessenen
physikalischen Grofle. Wenn man die gesetzmifige Abhangigkeit der
Erscheinungen zu untersuchen und auszudriicken hat, ersetzt man ge-
wohnlich die arithmetische Methode durch die algebraische, indem man
den Zahlenwert der Grofie durch einen Buchstaben bezeichnet. Man
mufl aber wohl beachten, dafl diese Buchstaben nicht die Gréfen
selbst, sondern ausschlieBlich ihre Zahlenwerte darstellen.
Vergiit man dies, so kann man zu ganz falschen Resultaten gelangen;
hierbei rithrt die Moglichkeit fehlerhafter Vorstellungen daher, da man
jenen Buchstaben die Benennungen der Grofien selbst beilegt. Man sagt
z.B. die Lange 1, die Wiarmemenge ¢, die Stromstirke ¢, wihrend doch
I nicht die Linge, ¢ nicht die Warmemenge und ¢ nicht die Stromstirke
selbst bedeuten; I, ¢ und ¢ sind blo§ Zahlen, welche angeben, wieviel
Einheiten der Lénge, Warme und Stromstarke in der betrachteten
Lange, Wirmemenge und Stromstirke enthalten sind.

Der Zahlenwert einer jeden Grofe ist der GroBe der ge-
wihlten Einheit umgekehrt proportional. Denn wird die Ein-
heit mmal gréfer, so wird die Zahl, welche angibt, wievielmal die
gegebene Grofe diese Einheit enthdlt, #mal kleiner. Daf} jene Buch-
staben, von denen oben die Rede war, z. B. die angefithrten Buchstaben
1, ¢ und 4, nicht die physikalischen Grofen selbst, sondern blof ihre
Zahlenwerte bezeichnen, ergibt sich daraus, daff ihr Wert sich zugleich
mit der Wahl der Einheit dndert; wenn man dagegen unter ¢ eine
physikalische Grofe selbst, die in jedem Einzelfalle gegeben und offenbar
von der Wahl der MaBeinheit unabhingig ist, sich gedacht hitte, so
wiirde auch der Wert des Buchstaben ¢ sich nicht zugleich mit dieser
Einheit éndern.

Im folgenden werden wir bisweilen GroBen begegnen, deren Zahlen-
wert in jedem Sonderfalle nicht von der Wahl irgendwelcher Mal-
einheiten abhingt; man nennt sie abstrakte oder (weniger zutreffend)
absolute Zahlen und bezeichnet sie gewohnlich ebenfalls durch Buch-
staben. Es 146t sich aber stets beweisen, dab die GroBe, die wir hier im
Auge haben, nur scheinbar eine absolute Zahl darstellt; sie ist vielmehr
eine physikalische Grofie, fiir welche die Einheit ein fiir allemal fest-
gesetzt ist. DBetrachten wir das folgende Beispiel. Aus der elementaren
Physik ist es bekannt, daf man unter dem Brechungsquotienten eines
Stoffes das Verhaltnis vom Sinus des Einfallswinkels eines Strahles zum
Sinus des Brechungswinkels beim Ubergang aus dem Vakuum (d. h. aus
dem Ather) in jenen Stoff versteht. Durch diese Definition erhilt der
Brechungsquotient % das Kennzeichen einer unbenannten Zahl (als Ver-
haltnis zweier unbenannten Zahlen) und kommt ihm eine Einheit, von
deren Wahl sein Zahlenwert abhingen konnte, nicht zu. Indes ist zu
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beachten, dall die Wahl des Vakuums als Bezugsstoff willkiirlich ist;
die Zahlenwerte aller Grofien % dndern sich aber, sobald man sie nicht
auf den Ubergang aus dem Vakuum, sondern etwa aus der Luft oder
einem anderen Stoff bezieht. Die Unverinderlichkeit der Zahlenwerte fiir
den Brechungsquotienten ist daher keine absolute. Man kann sogar
noch weiter gehen und folgende Betrachtung anstellen: Die Materie hat
unter anderem die Fihigkeit, auf den sich in ihr fortpflanzenden Licht-
strahl einzuwirken. Diese Eigenschaft wird &hnlich vielen anderen
durch eine gewisse physikalische Grife dargestellt, welche fiir die ver-
schiedenen Stoffe quantitativ verschieden ist. Wenn man nun diese
GroBe fir den Ather (siehe § 4) als Einheit annimmt, so findet man,
daB ibr Zahlenwert fiir die verschiedenen Stoffe gleich dem Verhiltnis
der erwihnten beiden Sinusse wird. Mit Hilfe der Theorie konnen wir
diese Grofle noch genauer bestimmen. Sie ist ndmlich die Langsamkeit
(der reziproke Wert der Schnelligkeit) der Lichtausbreitung im ge-
gebenen Stoffe, und ihr Zahlenwert hingt folglich jedesmal von der
Wahl des Stoffes ab, fiir welchen diese Langsamkeit als Einheit an-
genommen wurde. Nur in dem Falle, wo man die ,Langsamkeit” im
Ather als Einheit festlegt, erhilt man fir ihren Zahlenwert in einem
anderen Medium das Sinusverhéltnis. Sicherlich werden diese Dar-
legungen manchem gekiinstelt erscheinen, aber sie beweisen unzwei-
deutig, daf der Brechungsquotient keine absolute Zahl ist. Als physi-
kalische Grofen diirfen die absoluten Zahlen nur dann benutzt werden,
wenn dies zur Vereinfachung dient. Ist dies der Fall, so soll man
sie unbedenklich anwenden, aber keinesfalls darf man sie unnétiger-
weise einfithren, wenn der allgemeinere Grofenbegriff da, wo der Zahlen-
wert von der gewahlten Einheit abhingt, unmittelbar aus den beobach-
teten Erscheinungen sich ergibt. So darf man auch die vollkommen
tberfliissige Zweiteilung einer nach ihrer innerlichen Bedeutung einheit-
lichen physikalischen GrofBe in zwei, von welchen die eine als benannte,
die andere als unbenannte Zahl aufgefalft wird, nicht gutheifien. Als
auf ein Beispiel sei hier auf die Dichte und das spezifische Gewicht hin-
gewiesen. Man sagt bisweilen, die Dichte ist das Gewicht oder ist die
Masse der Volumeneinheit, das spezifische Gewicht aber ist eine unbe-
nannte Zahl, welche gleich dem Verhéltnis von Gewicht oder Masse eines
Stoffes zu Gewicht oder Masse des Wassers ist usw. Alles dies ist nicht
nur vollkommen iiberfliissig, sondern beruht auch auf einer fehlerhaften
Ansicht iiber das Wesen der physikalischen Formeln, wovon im folgenden
Paragraphen ausfithrlich gesprochen werden soll. Die Dichte ist weder
ein Gewicht noch eine Masse. Auch liegt kein zwingender Grund vor,
den Begriff des spezifischen Gewichtes als einer abstrakten Zahl einzu-
fithren. Die Sache verhilt sich in Wirklichkeit vielmehr folgendermafen:
Unm gewisse Eigenschaften eines gegebenen Stoffes zu beschreiben, kann
man eine besondere Art von GroéBe einfithren, die fiir ihn bezeichnend
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ist; man kann sie willkiirlich benennen, wir wollen ihr den Namen
Dichte beilegen. Diese Grofie ist selbstverstindlich eine Grofle eigener
Art (sui generis) und kann schon deshalb weder eine Masse, noch auch
ein Gewicht sein, denn diese sind physikalische GréSen anderer Art.
Wie eine jede physikalische Grofe hat auch sie ihre besondere Einheit,
die willkiirlich gewahlt sein kann, die aber dennoch nichts anderes sein
kann als wiederum eine Dichte. Dem Zahlenwerte dieser GroSe bei be-
stimmter Wahl der Einheit (die Dichte des Wassers wird als Einheit
der Dichte angenommen) eine besondere Benennung beizulegen, ist voll-
kommen iiberfliissig und bringt nur eine Verwirrung der Begriffe hervor
(siehe auch § 7 und Kap. II, § 4).

Im § 1 war gesagt worden, dal Raum und Zeit den doppelten
Hintergrund bilden, vor welchem sich die von uns empfangenen Ein-
driicke vergegenstindlichen, und zu Beginn des § 6 waren Raumaus-
dehnung, Zeit und Druck als urspriingliche Vorstellungen bezeichnet
worden, welche keiner Definition bediirfen und daher auch nicht definiert
werden konnen. Der Begriff des Druckes wird aus der subjektiven
Empfindung der Kraftanstrengung gewonnen, welche nétig ist,
um einem #uleren Druck das Gleichgewicht zu halten; eine Definition
seines Wesens ist nicht moglich. Die Messung von Lingen, Zeiten und
Drucke ist eine der wichtigsten Aufgaben der Physik, und es ist daher
angebracht, schon hier einige Worte itber die Einheiten mitzuteilen,
durch welche diese drei GroBen jetzt vorzugsweise gemessen werden.

Als Einheit der Linge dient das Meter, dieses ist gleich der Linge
eines am Ende des 18. Jahrhunderts angefertigten und zu Paris auf-
bewahrten Stabes bei 00. Es weist einen merklichen Unterschied gegen
den zehnmillionten Teil des Pariser Meridianquadranten auf, welcher ur-
spriinglich als Meter definiert wurde. Das internationale Komitee der
MaBe und Gewichte nahm am 2. Oktober 1879 eine Reihe abgekiirzter
Bezeichnungen fiir die verschiedenen Léngeneinheiten an. Fiir das Meter
wurde das Zeichen m festgesetzt. Tausend Meter heiflen Kilometer (km);
das Meter wird in zehn Dezimeter (dm), hundert Zentimeter (¢cm) und
tausend Millimeter (mm) geteilt; der tausendste Teil eines Millimeters
heiBt Mikron (u); der millionte Teil eines Millimeters wird durch das
Zeichen up bezeichnet. Die Einheiten der Linge werden auch lineare
Einheiten genannt. Als Einheit der Oberfliche oder des Fliacheninhalts
gilt die GroBe eines Quadrats, dessen Seite der linearen Einheit gleich-
kommt. Die Einheit des Raummafes oder des Volumens ist das Volumen
eines Wiirfels, dessen Kanten gleich der linearen Einheit sind; das
Kubikdezimeter kann in den meisten Fallen auch als Liter bezeichnet
werden ; eine genauere Definition wird weiter unten gegeben werden.

Als Einheit der Zeit miissen wir, wenn wir streng wissenschaftlich
verfahren wollen, die Zeit annehmen, in der eine bestimmte Erscheinung
zustande kommt; zweckmifBig wéihlt man letztere derart, dab sie sich
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unter vollig gleichen Umstéinden, d.h. ohne jegliche Verinderung der
sie verursachenden Erscheinungsgruppe, eine unbestimmte Anzahl Male
wiederholen kann. Diesen Bedingungen geniigt die Schwingung eines
beliebigen Pendels; die Zeit einer Schwingung kann daher als Einheit
der Zeit angesehen werden. Wenn man sich nun dieser Einheit bedient,
so zeigt der Versuch, daf die Erde sich um ihre Achse gleichférmig
dreht, und dieses gibt uns sodann die wissenschaftliche Grundlage und
das Recht dazu, als Zeiteinheit die Umdrehungszeit der Erde um ihre
Achse anzunehmen bzw. ein hierzu in einfacher Beziehung stehendes
Zeitintervall. Es ist das der sogenannte mittlere Sonnentag, welcher in
24 Stunden, 24 < 60 — 1440 Minuten und 24 X 60 X 60 — 86400
Sekunden zerfillt. Historisch ist bei der Wahl der Zeiteinheit der um-
gekehrte Weg verfolgt worden.

Ausgehend von der subjektiven Vorstellung vom Drucke tiberzeugt
man sich davon, daB auf der Erdoberfliche jeder ruhende Korper auf
seine Unterlage einen Druck ausiibt. Dieser Druck heifit das Gewicht
des Korpers; da dieses nur einen Einzelfall des Druckes darstellt, so
miissen beide die gleiche Einheit besitzen. Man ist iibereingekommen,
da8 das Gewicht, d.h. der Druck, welchen in Paris ein ganz bestimmter
Korper auf seine Unterlage im luftleeren Raume ausiibt, die Einheit des
Druckes und Gewichtes sein soll. Derselbe wurde zu Ende des acht-
zehnten Jahrhunderts aus Platin verfertigt und wird in Paris aufbewahrt.
Diese Einheit des Gewichtes und Druckes heit Kilogramm. Ein
Kubikdezimeter reinen Wassers bei 4°C hat ein Gewicht von nahezu
einem Kilogramm. Das Volumen eines Kilogramms reinen Wassers von
40C gilt gegenwirtig als genaue Definition eines Liters. Das Kilo-
gramm wird bezeichnet mit kg; es wird in 1000 Gramm (g) geteilt;
das Gramm ist gleich 10 Dezigramm (dg), 100 Zentigramm (cg) und
1000 Milligramm (mg). Aus dem Vorhergehenden folgt, dal das Gewicht
eines Kubikzentimeters reinen Wassers von 49C nahezu einem Gramm
gleichkommt, und daf ein Liter nahezu gleich einem Kubikdezimeter ist.

Grammolekiil heifit die Menge eines Stoffes, deren Gewicht gleich
soviel Grammen ist, als Einheiten in dem Molekulargewicht der Sub-
stanz enthalten sind. So ist z B. das Grammolekil des Wassers
gleich 18 Gramm Wasser, das Grammolekiil des Sauerstoffs gleich
32 Gramm Sauerstoff usw.

Zum Unterschiede von anderen Einheiten werden wir im weiteren
die eben betrachteten Einheiten bisweilen als die franzésischen be-
zeichnen.

§ 7. Physikalische Gesetze. Das Aufsuchen eines gesetz-
mafigen Zusammenhanges zwischen verschiedenen physikalischen Er-
scheinungen fithrt zur Entdeckung der physikalischen Gesetze. Durch
diese wird die nihere Art des Zusammenhanges der verschiedenen
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physikalischen Gréfien untereinander nach der qualitativen oder quan-
titativen Seite festgestellt. Die physikalischen Gesetze handeln fast aus-
schlieflich von den quantitativen Beziehungen, d. h. durch sie wird
festgelegt, auf welche Art sich eine Gréle quantitativ verindert, falls
eine andere, mit ihr gesetzmiBig zusammenhingende GroBe um einen
bestimmten Betrag gréfer oder kleiner wird.

Die Zahl der physikalischen Gesetze, welche nur die qualitative
Seite der Erscheinungen behandeln, ist verhaltnismiBig gering. Ihre
Bedeutung ist auch nicht groB, da sie nur die #uBeren Kennzeichen der
Erscheinungen behandeln und immer verborgen ein noch nicht ent-
decktes quantitatives Gesetz enthalten. Nicht selten mifbraucht man
auch den Ausdruck ,Gesetz“, indem man dies Wort anwendet, wo es
richtiger wire, von einer Regel zu sprechen.

Ein physikalisches Gesetz wird auf folgende Weise entdeckt und
geprift. Bezeichnen wir symbolisch durch 4 und B zwei physikalische
GroBen (hier sind nicht etwa ihre Zahlenwerte gemeint), dann wird das
(Gesetz mathematisch als Abhangigkeit zwischen den Zahlen-
werten ¢ und b der Grofien 4 und B ausgedriickt. Um diesen
Zusammenhang zu entdecken, muB man den Versuch oder die Beobach-
tung so einrichten, dafl die GroBe 4 eine Reihe quantitativ verschiedener
Werte annehmen kann, infolgedessen sich auch die Grofe B quantitativ
dndern wird. Hierbei miissen sich die GroBen 4 und B jedesmal messen
lassen, d.h. es muf maoglich sein, ihre Zahlenwerte zu bestimmen, wobei
fir die eine wie fiir die andere Grifie bestimmte Einheiten gewiihlt sein
miissen.

Als unmittelbares Resultat der Versuche und Beobachtungen er-
geben sich alsdann zwei Reihen von Zahlen, welche die Zahlenwerte
dieser beiden physikalischen Grofen sind und die, wie wir sahen, von
der Wahl der MaBeinheiten abhingen. Die Zahlen beider Reihen sind
natirlich zusammengehorig, einer jeden Zahl a der einen Reihe ent-
spricht eine Zahl b der anderen. Das gesuchte Gesetz sagt nun aus,
dal alle Zahlen a aus den Zahlen b mit Hilfe ein und derselben arith-
metischen Operation erhalten werden konnen, indem man letztere in
denselben algebraischen, b enthaltenden Ausdruck einsetzt. Symbolisch
wird dies durch die Gleichung a = f(b) ausgedriickt, d. h. a ist irgend
eine Funktion von b. Hierbei mull man aber zwei eine sehr wichtige
Rolle spielende Umstinde beachten.

Erstens kann kein Versuch, keine Beobachtung uns die gesuchten
Zahlenwerte « und b mit vélliger Genauigkeit geben. Dies wird im
dritten Abschnitte genauer betrachtet werden, Die unvermeidlichen
sogenannten ,Beobachtungsfehler” liefern im Resultat ungenaue Werte
der Zahlen a und b, welche im allgemeinen dem zuvor erwihnten Aus-
drucke nicht geniigen. Beide Seiten des Ausdruckes sind niemals ein-
ander genau gleich. Ks ist hierbei Sache des Beobachters, durch
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kritische Untersuchung der Messungsergebnisse zu entscheiden, ob die
auftretenden Abweichungen sich durch wirkliche Beobachtungstehler
erkliren lassen oder ob die hypothetisch angenommene Gesetzmafig-
keit a = f(b) versagt.

Zweitens ist in den Zahlen ¢ und b selbst etwas Willkiirliches ent-
halten infolge der willkiirlichen Wahl der GroBeneinheiten fir 4 und B.
Wenn wir andere Einheiten genommen hitten, so wiirden die Zahlen
beider Reihen mit ein und demselben konstanten Faktor multipliziert
auftreten, und zwar wire dieser Faktor gleich dem Verhiltnis der
fritheren Groéfeneinheit zur neuen. AuBerlich gibt sich dieses Willkiir-
liche darin zu erkennen, dal in dem Ausdrucke, welcher b enthilt und
der gleich ¢ sein soll, ein oder mehrere Zahlen enthalten sind, deren
spezieller Wert, d.h. deren Grofle nicht bezeichnend fiir das physi-
kalische Gesetz selbst ist, sondern von der Wahl der Einheiten fiir
A und B abhéngt. Diese Zahlen heifien allgemein Koeffizienten.
Einer von ihnen kann immer als Faktor, welcher allen Gliedern des
Ausdruckes f(b) gemein ist, angesehen werden. Er heifit der Propor-
tionalitatsfaktor; sein Wert hingt jedenfalls von der gewihlten
Einheit fir die GroBe A ab. Verallgemeinernd kann man sagen :

In den Ausdriicken fir physikalische GesetzmaBigkeiten,
a = f(b), miissen Koeffizienten enthalten sein, deren Zahlen-
werte fiir die Form des Gesetzes nicht bezeichnend sind, und
welche von der Wahl der Einheiten abhingen, mit denen wir
die im Gesetze erwiahnten physikalischen Grofen messen.

Bisweilen sagt man, der Proportionalititsfaktor selbst habe eine
bestimmte physikalische Bedeutung, indem er den Zahlenwert irgend-
einer bestimmten neuen physikalischen Grofle darstellt. Das ist un-
richtig. In allen Fillen, wo sich scheinbar etwas Ahnliches zeigt,
beruht dies darauf, daf das von uns urspriinglich aufgestellte Gesetz
nicht alle Seiten der Erscheinungen umfafBt, daB also die
GroBe A nicht nur von der GroBe B, sondern noch von den GroSen
C, D usw. abhingt. Wenn man allen diesen Abhangigkeiten auf den
Grund geht, so erweist es sich jedesmal, daB der Proportionalititsfaktor
eine Zahl und nur eine Zahl ist und nicht als Zahlenwert irgendeiner
physikalischen Grofe angesehen werden kann.

Wir wollen an einem Beispiele erldutern, wie man ein physika-
lisches (lesetz auffindet und in eine Formel bringt.

Aus der elementaren Physik ist bekannt, eine wie wichtige Rolle
die physikalische GroBe spielt, weleche man Stromstirke nennt, und daf
es Methoden gibt, sie zu messen, wobei eine gewisse bestimmte Strom-
stirke als Einheit angenommen wird. Die Beobachtungen zeigen, daB
im Leitungsdrahte, durch welchen der Strom flieBt, sich Wirme ent-
wickelt, welche, wie jede GroBe, durch ihre eigene, iibrigens willkiirliche
Einheit gemessen wird. Aus den Versuchen geht ferner hervor, dab die
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im Drahte entwickelte Wirmemenge abhingt von der Stromstirke und
der Zeitdauer, innerhalb welcher die Erscheinung des Stromes andauert;
aulerdem hingt sie auch noch vom sogenannten Widerstande des
Drahtes ab, einer GroBe, welche man ebenfalls durch eine besondere
Einheit des Widerstandes mift. Um einen gesetzmiBigen Zusammen-
hang zwischen der Erscheinung der Warmeentwickelung im Drahte und
der Erscheinung des elektrischen Stromes zu finden, mufl man somit
drei Gesetze aufsuchen, welche die Abhingigkeit der Wirmemenge @
von der StromstirkeJ, dem Widerstande W und der Zeit 7' (der Strom-
dauer) ausdriicken. Hierzu hat man drei Doppelreihen von Messungen
auszufithren.

Zunichst bestimmt man die Zahlenwerte ¢ und ¢ fiir die Warme-
menge und Stromstirke, wihrend Stromdauer und Widerstand ungeéndert
bleiben; hierzu muf man durch ein und denselben Draht wihrend der
gleichen Zeit Strome von verschiedener Stirke senden und jedesmal die
Zahlen ¢ und ¢ bestimmen. Betrachtet man sodann die beiden er-
haltenen Zahlenreihen, so iitberzeugt man sich, dafl alle die Zahlen ¢
erhalten werden durch Multiplikation des Quadrats vom zugehdrigen ¢
mit ein und demselben Faktor; welcher mit C; bezeichnet werde; somit
findet man, dal ¢ — (42 ist. Es ist klar, daB man einen anderen
Wert fir den Koeffizienten C, erhalten hitte, falls man die GréBen @
und J durch andere Einheiten gemessen hitte — in diesem Falle hitten
sich fiir ¢ und ¢ lauter andere Zahlen ergeben. Wenn man, ohne die
Einheiten der Grofen @ und J zu &ndern, einen anderen Draht gewihlt
oder die Stromdauer gedndert hitte, so hitte man ebenfalls ein anderes
C, erhalten. Hierdurch wird erwiesen, daf @ nicht nur von J abhingt,
sondern noch von anderen Umstinden, und daf durch die Formel
g = C;42 der gesetzmiBige Zusammenhang, der sich in der unter-
suchten Erscheinung kundgibt, nicht allseitig wiedergegeben ist.

Andert man den Draht bei unverinderter Stromstéirke und -dauer
und milt man dabei jedesmal den Widerstand W und die Wirme-
menge §, so erhdlt man abermals zwei Reihen von Zahlen w und gq.
Dabei ergibt sich, daf die Zahlen ¢ durch Multiplikation der ent-
sprechenden « mit ein und derselben Zahl, welche wir mit C, bezeichnen,
gewonnen werden. Dies gibt uns die Formel ¢ = C,w; die Zahl C,
biangt von den Einheiten ab, durch welche die Wirmemenge und der
Widerstand gemessen werden. Wenn man endlich die Stromstirke und
den Widerstand des Drahtes ungedndert 1it und die Zeit { und die
Wiarmemenge mifit, so erhdlt man die dritte Beziehung ¢ — C,t.

Aus den drei Versuchsreihen ergibt sich somit, dafl der Zahlenwert ¢
fir die Warmemenge sich proportional dem Quadrate des Zahlenwertes ¢
fir die Stromstérke, proportional dem Zahlenwerte 1 fir den Widerstand
und proportional dem Zahlenwerte ¢ fir die Zeit dndert. Hieraus folgt,
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daB ¢ dem Produkt der Zahlen ¢2, w und ¢ proportional ist, d.h. wenn
man die Grofen J, W und T willkiirlich éndert und jedesmal @ miBt,
so erhdlt man simtliche Zahlen ¢ durch Multiplikation der Produkte
3wt mit ein und derselben Zahl, die wir C nennen wollen. Dies wird
durch folgende Formel wiedergegeben:

q:Cith..........(l)

Hier ist der Proportionalititskoeffizient C eine Zahl, deren Wert
bloB von der Wahl der Einheiten fir die Warmemenge, Stromstirke,
Zeit und den Widerstand abhéingt. Man darf es nicht vergessen, dal
alle physikalischen Formeln, die der vorstehenden (1) dhnlich sind, den
Zusammenhang zwischen Zahlenwerten verschiedener Gréfen aus-
driicken, und daB daher die in den Formeln vorkommenden Buch-
staben die Zeichen fiir Zahlen sind. Man hat dies um so mehr im
Gedachtnis zu behalten, als es allgemein iiblich ist, die physikalischen
Gesetze verkiirzt zu fassen, wobei man die Grofen selbst nennt, anstatt
von Zahlenwerten der Groflen zu sprechen. Statt das Gesetz richtig
auszudriicken, wie es oben geschehen ist, pflegt man es folgendermafien
auszusprechen: die Warmemenge, welche im stromdurchflossenen Drahte
entwickelt wird, ist proportional dem Quadrate der Stromstirke, pro-
portional dem Drahtwiderstande und proportional der Stromdauer. Wir
werden weiter unten sehen, zu welchen gefihrlichen Folgen eine der-
artige verkiirzte Fassung in Einzelfillen fithren kann.

Der Proportionalititskoeffizient hat stets mehrere (mindestens zwei)
physikalische Bedeutungen. Um dies zu beweisen, beschranken wir uns
auf ein Beispiel. Die Formel (1) zeigt, daf fiir ¢ —= 1, w — 1 und
t = 1 die Zahl ¢ = C wird. Hieraus folgt, daB die Zahl C gleich der
Anzahl Wérmeeinheiten ist, welche wihrend der Zeiteinheit in einem
Drahte entwickelt werden, dessen Widerstand gleich der Einheit ist und
durch welchen (wie man es auszudriicken pflegt) die Einheit des Stromes
flieBt. Dieselbe Formel ergibt jedoch fir ¢ = 1, ¢ = 1 und { = 1,
daB C 1l:w ist. In diesem Falle ist die Zahl C gleich der Zahl 1,
dividiert durch die Zahl der Widerstandseinheiten des Drahtes, in
welchem in der Zeiteinheit durch die Stromeinheit die Einheit der
Wiarmemenge entwickelt wird.

Setzt man ¢ = 1, ¢ = 1, w = 1, so folgt ferner, dal C = ti
und fir ¢ = 1, w = 1, ¢ = 1, dall C = 1:42 ist. Hieraus ergeben
sich noch zwei leicht zu formulierende Bedeutungen der Zahl C. Offen-
sichtlich héngt also der Wert des Proportionalititskoeffizienten C von
der Wahl der HEinheiten ab, durch welche die in den Formeln vor-
kommenden GréBen gemessen werden. Bei unendlich mannigfaltigen
Einheiten kann auch der Koeffizient C alle nur erdenklichen Zahlen-
werte annehmen.
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Wenn wir dem Proportionalititskoeffizienten einen bestimmten,
willkiirlich gewahlten Zahlenwert beilegen, so ist es nicht mehr még-
lich, die Einheiten aller in unserer Formel vorkommenden
GroBen willkirlich zu wahlen. Eine dieser Grofen wird hier-
durch festgelegt, wobei wir es jedoch in der Hand haben, zu bestimmen,
fiir welche von den Grofen die Einheit nicht mehr wihlbar bleiben soll.
Die Einheit dieser Grofle erweist sich dabei als eindeutig bestimmt; sie
erscheint dann gewissermafen von selbst im Zusammenhange mit den
von uns gewiblten iibrigen Einheiten und dem Proportionalititskoeffi-
zienten. Nehmen wir beispielsweise an, wir machten den Koeffizienten
C in der Formel (1) gleich fiinf, so dab also ¢ — 5 72wt werde, und
wahlen wir die Einheiten der Gréflen ¢, J und T willkiirlich, so er-
halten wir fir ¢ =1, 4 = 1 und ¢t = 1 offenbar w = 1/; und hieraus
folgt, daf, wenn man die Einheiten der Warmemenge, der Stromstarke
und Zeit willkiirlich gew#hlt hat, als Einheit des Widerstandes unbe-
dingt das Funffache des Widerstandes eines solchen Drahtes zu gelten
hat, in welchem bei Einheit der Stromstirke in der Einheit der Zeit die
Einheit der Warmemenge entwickelt wird. Es ist danach nicht schwer
zu bestimmen, welche Einheiten fiir die Warmemenge oder Stromstirke
oder die Zeit zu nehmen wiren, wenn die Einheiten der drei iibrigen
Grofen jedesmal willkiirlich gewahlt wiirden.

Sehr haufig setzt man den Proportionalitiatskoeffizienten
gleich 1. Die Formel (1) nimmt dann die Form ¢ — #2w¢ an. Wenn
wir z.B. die Einheiten der Wirmemenge, des Widerstandes und der
Zeit willktrlich gewéhlt hitten, so mifiten wir in diesem Fall> als Ein-
heit der Stromstirke die Stirke des Stromes annehmen, der in der Zeit-
einheit in einem Drahte mit der Einheit des Widerstandes die Einheit
der Warmemenge entwickelt, denn bei w =1, { =1 und ¢ = 1 ergibt
unsere Formel 4 =— £+ 1. Das doppelte Vorzeichen bedeutet, wie wir
spater sehen werden, dafl dieser Strom eine beliebige Richtung haben
kann.

Wir hatten vorhin auf die oftmals auftretende Behauptung hin-
gewiesen, dall der Proportionalitiatskoeffizient bisweilen die Bedeutung
einer physikalischen Grofe haben kénne, welche durch ihre besondere
Einheit gemessen werde, und hatten erwihnt, dafl dies unrichtig sei,
dafl man es vielmehr in #dhnlichen Féillen mit einem unvollstindigen
Ausdrucke des Gesetzes zu tun habe, welcher nicht alle Seiten der ge-
gebenen Erscheinung umfasse. Als Beispiel hierfur untersuchen wir
die Warmeleitung in einer aus irgendeinem Stoffe bestehenden Platte
fiir den Fall, daB eine ihrer Flichen auf der konstanten Temperatur T,
die andere auf der niedrigeren Temperatur 7', erhalten wird. Es moge
der Flacheninhalt jeder dieser Flichen der Platte gleich s Flichen-
einheiten und ihre Dicke gleich d Laingeneinheiten sein. Wir fithren
eine Versuchsreithe aus und messen die Temperaturdifferenz 1) — Ty,
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den Flicheninhalt s, die Zeit ¢, die Warmemenge ¢ und endlich die
Dicke d fiir verschiedene, aus demselben Material bestehenden Platten.
Die Versuche zeigen uns sodann, daff die Zahlen ¢ proportional den
Zahlen s, den Zahlen { und den Zahlen T) — T, sowie umgekehrt pro-
portional den Zahlen d sind. Bezeichnet man den Proportionalitéits-
koeffizienten mit k, so erhilt man die Formel

q:kst%-----~--~(2)

Gewdhnlich schlieBt man nun folgendermafien: setzt man in dieser
Formel s = 1,t =1, 1, — T, = 1 (d. h. 1°) und d = 1, so findet
man ¢ == k; folglich ist k die Wédrmemenge, welche in der Zeiteinheit
durch die Flicheneinheit eines den Grenzflichen parallelen Schnittes
flieBt, falls die Temperaturdifferenz auf der Einheit der Weglinge 1°
betrigt (das Temperaturgefille gleich 1 ist). Dieses k& hingt von der
Substanz der Platte ab und stellt eine besondere physikalische
GroBe dar, die auch ihre besondere Einheit hat.

Ein solcher Schlul aber ist nicht richtig. Die oben angefiihrten,
aus den Versuchen gewonnenen Abhingigkeiten umfassen noch nicht
alle Seiten der Erscheinung: die Zahl ¢ hdngt nicht nur von der GroBe
der Flache s, der Zeit ¢, der Temperaturdifferenz T; — T, und von der
Dicke d, sondern noch vom Material der Platte ab. Um diese Tat-
sache auszudriicken, fithren wir eine neue GréBe ein, die wir Wirme-
leitungsfahigkeit nennen. Wir bezeichnen sie mit ¥ und nehmen
an, daff sie proportional ¢ sei; ¢ hingt dann von den fiunf Grofen %,
s, t, (I)— T,) und d ab. Wir haben hier also sechs wesentlich ver-
schiedene physikalische Grofen vor uns, von denen eine jede durch
ihre eigene, vollkommen willkiirliche Einheit gemessen werden kann.
Die Einheiten konnen beispielsweise sein: die kleine Kalorie (¢), der
Quadratzoll (s), das Zentimeter (d), die Minute (¢), der Celsiusgrad
(I} — T,) und die Wirmeleitungsfihigkeit des Quecksilbers (k). In
diesem Falle miissen wir auch die Formel (2) durch die folgende er-
setzen:

. T, — T,
g = Ckst )

- (3)
in welcher C ein wirklicher Proportionalititsfaktor, eine Zahl ist, die
nicht etwa einen Zahlenwert irgendeiner physikalischen GréBe bedeutet,
sondern nur von der Wahl der Einheiten fiir die sechs in der Formel
enthaltenen Grofen abhingt. Setzt man in (3) C = 1, so begibt
man sich bereits des Rechtes, alle diese Einheiten willkiirlich zu wahlen,
denn die Einheit der einen Grofe wird durch die Einheiten der iibrigen
fiunf bestimmt. Am natirlichsten (jedoch nicht unumginglich
notwendig) ist es, die Einheiten fiir die Groben ¢, s, t, (T} — T,) und
d willkiirlich zu wéhlen. In diesem Falle erhilt man fir g — 1,5 =1,
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t=1, ;,—T, =1 und d = 1 auch k¥ = 1. Hieraus folgt, daf,
falls man in der allgemeinen Formel (3) C = 1 setzt, man als Einheit
der Wirmeleitungsfihigkeit die einer Plattensubstanz annehmen muf,
durch deren Oberflicheneinheit in der Zeiteinheit die Wirmeeinheit
flieBt, wenn die Temperaturdifferenz auf der Einheit der Dicke 1° be-
tragt. Wenn unter denselben Bedingungen nicht eine, sondern ¢ Wirme-
einheiten hindurchfliefen, so ist auch die Warmeleitungsfihigkeit nicht
gleich 1, sondern gleich einer Zahl %, wobei g und k einander gleich
sind. Die Gleichung ¢ =— % sagt aus, dal die Anzahl Wirmeeinheiten ¢
gleich ist der Anzahl Einheiten der Warmeleitungsfahigkeit, und diese
Gleichheit wird nur in dem besonderen Falle erhalten, wo wir in der
allgemeinen Formel (3) willkiirlich C = 1 setzen. Somit ist es klar,
daB die oben erwihnte iibliche Sehluffolgerung, welche zur Definition
»k ist die Wirmemenge usw.“ fiihrt, nicht richtig ist.

Eine gefahrbringende Begriffsverwirrung ist insbesondere in jenen
einfachsten Fillen moglich, wo wir es iiberhaupt nur mit zwei physi-
kalischen Grofen zu tun haben und die eine von ihnen der anderen
proportional ist, wenn also

a=0Cb . . ... ... ...
ist; hier bezeichnen @ und b die beiden physikalischen GroSen (d.h.
ibre Zahlenwerte, denn nur die letzteren kénnen verallgemeinert durch
Buchstaben ,bezeichnet“ werden), C ist der Proportionalititsfaktor, der
von der Wahl der Einheiten fiir die in der Formel vorkommenden
Grofen abhingt. Nimmt man nun an (was man aber durchaus nicht zu
tun verpflichtet ist), daf C = 1 ist, so erhilt man

a="b. . . ... ... ... ()

Solcher Formeln gibt es in der Physik sehr viele; man darf
Gleichungen dieser Art ja nicht fir Identititen halten. Wir
haben im vorliegenden Falle zwei verschiedene physikalische Grofen
vor uns, die durch das Proportionalititsgesetz verkniipft sind. Bei
einer bestimmten Auswahl der Einheiten werden die Zahlenwerte
beider Grofen einander gleich. Wenn man dagegen in #hnlichen Fallen
von einer Gleichheit der Grofen reden wollte, so konnte sich leicht die
Vorstellung von ihrer inneren Identitét bilden, welche durchaus nicht
aus der zufilligen Gleichheit ihrer Zahlenwerte folgt. Um Miliver-
stindnisse zu vermeiden, wollen wir uns fir &hnliche vorkommende
Fille des Ausdruckes ,werden durcheinander gemessen® bedienen.
Somit bedeutet der Satz: die Gréfle ¢ wird durch die Grofle b gemessen
— dall bei einer willkiirlichen Wahl der Einheiten die Zahlenwerte
beider wesentlich verschiedener physikalischer Gréfen sich proportional
zueinander #ndern, bei einer gewissen, ganz bestimmten Auswahl der
Einheiten aber ihre Zahlenwerte untereinander gleich werden. Dies gilt
auch fiir solche Beziehungen zwischen zwel GroBen, welche nicht durch
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Versuche gewonnen werden, sondern aus der fiir die eine von ihnen
gegebenen Definition folgen.

Hier ein Beispiel dafiir. In der Elementarphysik wird der Begriff
der Wiarmekapazitit der Korper definiert. Man darf hierbei nicht etwa
sagen, die Wirmekapazitiat sei gleich der Warmemenge, welche zur Er-
wirmung des Korpers um 19 erforderlich ist. Die Wéirmemenge ¢ und
die Warmekapazitit k eines Korpers sind durchaus verschiedene physi-
kalische GroBen, deren Einheiten iiberhaupt ganz willkiirlich gewahlt
werden kénnen (z.B. die kleine Kalorie und die Warmekapazitat von
einem Pfund Quecksilber). Wir haben die allgemeine Formel ¢ — Ckt,
wo t die Anzahl Grade ist, um welche sich der Korper erwéarmt hat.
Nur wenn man C =— 1 setzt, erhilt man fiir { =— 19 die Gleichheit
g = k, welche ausdriickt, daf die Warmekapazitit eines Korpers durch
die Wiarmemenge gemessen wird, die ihn um 1° erwirmt.

Im vorhergehenden Paragraphen wurde die vollig tiberfliissige Spal-
tung einer physikalischen GroBe in zwei mit verschiedenen Benennungen
geriigt und wurde beispielsweise auf ,Dichte“ und ,spezifisches Gewicht®
hingewiesen. Wir konnen jetzt genauer zeigen, wodurch diese fehler-
hafte Einteilung entstanden ist. Das Gewicht p, das Volumen » und
die Dichte 0 sind drei wesentlich verschiedene Grofen, deren Einheiten
vollkommen willkiirlich gewihlt werden konnen (z.B. das Pfund, das
Kubikdezimeter, die Dichte des Quecksilbers). Sie sind durch die Formel
p = C0dv miteinander verkniipft. Setzt man C = 1, so folgt p = 0,
und in diesem Falle sind wir gezwungen, als Einheit der Dichte die
Dichte eines solchen Korpers gelten zu lassen, dessen Volumeneinheit
die Einheit des Gewichtes darstellt. Fir v = 1 folgt p == 0, woraus
indes nicht hervorgeht, daf die Dichte gleich dem Gewichte der Volumen-
einheit sei. Wir haben vielmehr zu sagen, daf ,die Dichte durch das
Gewicht der Volumeneinheit gemessen wird“ (die Dichte, welche durch
die Masse der Volumeneinheit gemessen wird, ist wieder eine andere Grofie).

Eine physikalische GréBe wird durch eine andere ,ge-
messen” heifit, daB bei einer gewissen, jedoch nicht not-
wendigen Auswahl der Einheiten dieser beiden Groflen ihre
Zahlenwerte untereinander gleich werden.

Empirische Formeln. Wenn man durch das Experiment oder
die Beobachtung den gesetzmifigen Zusammenhang zweier Grofen zu
finden sucht, erhilt man zwei Reihen zusammengehoriger Zahlenwerte
@ und b. Sehr oft kommt es vor, daB man den Zusammenhang, weil
er dulerst verwickelt ist, nicht zu erraten vermag und das gesuchte
wahre Gesetz unbekannt bleibt. In solchen Fillen kann man die
Beobachtungsresultate durch eine empirische Formel ausdriicken, d.h.
einen solchen algebraischen Zusammenhang a = f(b), z.B. eine Reihe
aufstellen, daf aus demselben fiir alle gemessenen Werte von b die ge-
messenen Werte von « sich mit geniigender Anniherung ergeben. Die
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Gleichheit @ = f(b) driickt dann das Gesetz .empirisch aus und kommt
innerhalb der Grenzen, zwischen welchen die Beobachtungen liegen, dem
wahren Gesetze nahe. Von der allgemeinen Form der Funktion £(b)
und den Zahlenwerten der in ihr vorkommenden Koeffizienten hingt es
ab, ob die Auswahl eine glickliche war.

Wenn es uns gelungen ist, eine solche empirische Formel a = f(b)
zu finden, welche ,innerhalb der Versuchsgrenzen“ ausreichend
gut die Abhingigkeit zwischen den Zahlen « und b wiedergibt, so kann
man sie benutzen, um die Zahlen a’' zu berechnen, welche den nicht
durch unmittelbare Messung erhaltenen Zahlen I’ entsprechen. Eine
solche Berechnung ist im allgemeinen zulissig, wenn die Zahlen ‘b’
zwischen den durch Messung erhaltenen Zahlen b liegen; man nennt
dies Verfahren Interpolation. Dasselbe gibt zuverlissige Resultate,
besonders dann, wenn die gemessenen Zahlen b einander nahe liegen.
Andererseits darf man die empirischen Formeln nur mit grofer Vor-
sicht benutzen, wenn es sich um die Berechnung solcher @ handelt, die
auflerhalb der Beobachtungsgrenzen gelegenen b entsprechen, denn das
wahre, unbekannte Gesetz kann hier vom empirischen wesentlich ab-
weichen. Eine Berechnung solcher Art heilt Extrapolation.

Die Groflen, welchen man in der Physik begegnet, kénnen in zwei
Gruppen eingereiht werden, die sich durch ein nur selten geniigend
beachtetes, jedoch iberaus wichtiges und charakteristisches Kennzeichen
unterscheiden. ’

Zur ersten Gruppe gehért das, was man gewdhnlich GréBe nennt;
fur diese ist offensichtlich der Wert Null méglich; man kann diese
Grolen zueinander addieren, und ihr geometrisches Verhéltnis ist eine
unbenannte Zahl, welche angibt, wievielmal eine der Grofen in der
anderen enthalten ist. Zu den GroBen dieser Art gehéren Linge,
Flichenraum, Volumen, Geschwindigkeit, Kraft, Druck, elektrischer
‘Widerstand, elektromotorische Kraft, Tonstirke, Lichtstiarke, Intensitit
des magnetischen Feldes usw.

Es ist aber noch eine andere Gruppe von Groflen bekannt, welche
man ohne gewisse Einschrinkungen und Erklérungen nicht unmittelbar
zu den Grofen rechnen darf. Fir sie existiert der Begriff der Null
nicht oder kann nur sehr bedingt eingefithrt werden. Man kann auch
nicht von einem geometrischen Verhaltnis derselben reden. Solche
Grofen werden in der Wissenschaft benutzt, hauptsdchlich, um als
Kennzeichen qualitativer Verschiedenheiten zu dienen. Da sie eine
ununterbrochene Reihe darstellen, kann man mit ihrer Hilfe den Begriff
der Differenz zweier Grofien als einer gewissen Zahl einfiithren.

Zwei Beispiele mogen klarlegen, um was es sich handelt. Zu den
Grofen der zweiten Gruppe gehoren z. B. die Tonhéhe und die Tempe-
ratur, die offenbar gewisse qualitative Unterschiede kennzeichnen. Setzt
man gewisse bestimmte Temperaturen und Tonhohen fest, so kann man
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den Begriff der Differenzen oder Intervalle zweier Temperaturen oder
Tonhohen einfithren. Dies aber setzt uns in den Stand, eine Skala
der Temperaturen oder Téne zu entwerfen und eine Einheit der Tempe-
raturdifferenzen (Grade) oder Tonhshen (Oktave oder z. B. grofer halber
Ton) zu wihlen. Diese Differenzen sind Groben der ersten Art, sie
kénnen gemessen und ihr geometrisches Verhiltnis kann gefunden
werden. Die Temperaturen und Tonhohen selbst aber konnen nicht
gemessen werden, eine Null existiert fiir sie nicht, und man kann nicht
vom Verhéltnisse zweier Temperaturen oder Tonhohen reden. Dem
widerspricht indes nicht der bedingte Begriff der absoluten Temperatur,
der im dritten Bande (die Lord Kelvinsche Skala) erortert werden soll;
ebenso die nur auf Vereinbarung beruhende Messung der Tonhohe durch
die Schwingungszahl. Wir werden in der Folge noch andere Grofen
dieser zweiten Art kennen lernen (so z. B. das elektrische Potential).
Streng genommen gehort zu jhnen auch die Zeit.

Wir wollen nun eine Frage besprechen, die besonders fiir den An-
fanger von der grofiten Bedeutung ist. Die physikalischen Gesetze sind
Naturgesetze und sollten, wenn sie richtig gefalt sind, mit mathema-
tischer Genauigkeit erfillt werden. Wir sprechen von ,ehernen“ Natur-
gesetzen, deren Durchbrechung unméglich ist und ein ,Wunder“ ge-
nannt wiirde, wenn sie jemals in die Erscheinung trite.

Verfolgen wir aber die physikalischen Erscheinungen genauer, so
iiberzeugen wir uns, dall es fast kein einziges physikalisches Gesetz
gibt, welches genau erfiillt wird. Fast in allen Fallen beobachten wir
grofere oder geringere ,Abweichungen“. AuBerdem treffen wir in
der Lehre von den physikalischen Erscheinungen auf eine auflerordent-
lich groBe Anzahl von solchen ,Gesetzen®, die stets nur in ganz roher
Anniherung erfilllt werden, so dab sie eher den Charakter von Regeln
als von wirklichen Gesetzen besitzen. Fragen wir nun erstens, wie es
kommt, dafl fast bei allen Gesetzen Abweichungen beobachtet werden,
und zweitens, welche Bedeutung fiir die Wissenschaft jene Regeln be-
sitzen, so finden wir die Antwort auf beide Fragen in folgenden Be-
trachtungen.

Trotz der unzweifelhaften Einfachheit der Grundursachen aller
physikalischen Erscheinungen sind diese letzteren selbst dennoch im
hochsten Grade verwickelt. Dies ist nicht zu verwundern, wenn man
bedenkt, dafl z.B. die Grundursache aller Erscheinungen, mit denen sich
die theoretische Astronomie beschiftigt, durch das so einfache Newton-
sche Gravitationsgesetz bestimmt wird, und daB doch aus diesem Gesetze
dje so aulierordentlich verwickelten Bewegungen der Himmelskérpe:
folgen.

Bei jeder physikalischen Erscheinung spielen stets eine ganze Reihe
von Faktoren eine Rolle, indem sie den Gang der Erscheinung beein-
flussen. Die Wirkung jedes einzelnen Faktors wird durch ein ,ehernes*

Chwolson, Physik. 2, Aufl, I. 1. 3
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Naturgesetz bestimmt; aber in der beobachteten Erscheinung treten die
‘Wirkungen aller Faktoren gleichzeitig zutage und ergeben ein Resultat,
in welchem sich diese Wirkungen gegenseitig mehr oder weniger ver-
decken. Das reine Gesetz kénnte nur dann durch die Beobachtung
genau bestitigt werden, wenn der betreffende Faktor ganz allein zur
Wirkung kdme oder wenn die Wirkung aller iibrigen eine relativ ver-
schwindend kleine wire.

Die physikalischen Gesetze beziehen sich also auf ideale Vorginge,
bei denen nur ein einziger Umstand, nur ein Faktor eine Rolle spielt.

Die sogenannten ,Abweichungen“ von den physikalischen Ge-
setzen, also der Umstand, daf in dem einen Falle eine Abweichung
nicht zu bemerken ist, wahrend sie in einem anderen grof ist, erkliren
sich dadurch, daB im ersten Falle die Wirkung eines Faktors derartig
vorherrscht, dafl die anderen neben ihm keine merkbare Rolle spielen,
wihrend im zweiten Falle jene anderen Faktoren die Erscheinung in
bemerkbarer, d.h. meBbarer Weise verindern. Wird z. B. das Volumen
einer gegebenen Gasmenge bei unverdnderter Temperatur durch Zu-
sammendriicken verkleinert, so finden innerhalb des Gases eine ganze
Reihe von Vorgingen statt, die auf die Anderung der Spannung des
Gases einen Einflufl ausiiben und die Rolle der oben erwidhnten Faktoren
spielen. In einem gewissen Idealfalle, dem das Gas nahekommt, wenn
es sehr weit von der Verflissigung entfernt ist, z. B. beim verdiinnten
Wasserstoff, ist die Wirkung sdmtlicher Faktoren, auller einem, fast
unmerklich klein. Die Wirkung dieses einen Faktors wird durch das
bekannte Boyle-Mariottesche Gesetz ausgedriickt: der Druck wichst
umgekehrt proportional dem Volumen des Gases. Dieses ist ein wirk-
liches Naturgesetz, aber es sagt nur aus, wie einer der Faktoren, die bei
der Volumeninderung des Gases ins Spiel treten, den Druck des Gases
beeinfluft. Befindet sich das Gas nicht in jenem idealen Zustande, ist
es von dem Zustande der Verflissigung nicht sehr weit entfernt, so
wird die Wirkung anderer Faktoren bemerkbar. Jede dieser Wirkungen
folgt einem ehernen Naturgesetz, aber diese Gesetze sind nicht die
gleichen. Thre Wirkungen lagern sich nebeneinander, sie storen einander;
sind sie nicht sehr grof, so kommt der erste Faktor noch hauptsichlich
in Betracht und wir beobachten nur grofere oder geringere Ab-
weichungen vom Boyle-Mariotteschen Gesetze. Werden aber alle
Faktoren mehr oder weniger gleichwertig, so ergibt sich eine duferst
verwickelte Erscheinung, in welcher von jenem Gesetze nichts mehr zu
merken ist. Sind wir aber auch bis jetzt noch nicht imstande, diese
verwickelte Erscheinung in ihre Bestandteile zu zerlegen, d.h. die Einzel-
gesetze, nach denen die verschiedenen Faktoren wirken, zu formu-
lieren, so diirfen wir doch nicht zweifeln, dal jedes dieser Gesetze ein
ehernes,unwandelbares Naturgesetz ist. Dies folgt aus dem Umstande,
dal unter genau gegebenen Verhiltnissen jede Ursache eine ganz be-
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stimmte Wirkung erzeugt, wie grof auch die Anzahl der Faktoren sein
mag, die bei dem Zustandekommen dieser Wirkung eine Rolle spielen.
Die ehernen Naturgesetze zeigen niemals Abweichungen, und hierin
besteht das Wesen des Kausalgesetzes vom Standpunkte der Empiriker.

Wir sahen oben, dafl in der Lehre von den physikalischen Erschei-
nungen eine sehr grofle Anzahl von Gesetzen auftritt, die nur in ganz
roher Annsherung erfiillt werden, und eher als ,Regeln“ und nicht
als Gesetze bezeichnet werden konnten. Hierher gehért z.B. das so-
genannte Gesetz von Dulong und Petit, welches besagt, daf fiir feste
Elemente, hauptsichlich Metalle, das Produkt aus Atomgewicht 4 und
spezifischer Wirme ¢ eine konstante Zahl ist. Bei néherer Unter-
suchung erweist es sich aber, dal das Produkt Ac¢ fiir verschiedene
Elemente etwa zwischen 5,8 und 6,8 schwankt, also durchaus keinen
wirklich konstanten Wert besitzt. Ahnliche angeniherte GesetzmaBig-
keiten gibt es, wie erwihnt, in sehr grofier Anzahl. Welche Bedeutung
haben sie fiir die Wissenschaft? Sind sie nicht vielleicht nur ein Spiel
des Zufalls? Wenn die Anzahl der Fille, die das Gesetz, richtiger die
Regel, bestitigen, eine geringe ist und die Abweichungen sehr grof sind,
so kann es sich in der Tat vielleicht nur um einen Zufall handeln. Wenn
aber die Anzahl der Fille eine bedeutende ist und die Abweichungen
nicht zu grof sind, so kénnen wir iiberzeugt sein, da kein Zufall vor-
liegt. Dies gilt z.B. in dem oben erwihnten ,Gesetze“ von Dulong
und Petit. Fiir 32 feste Elemente schwankt das Produkt A4 ¢ zwischen
5,8 und 6,8, wobei — und das ist die Hauptsache — die Faktoren 4
und ¢ die allerverschiedensten Werte besitzen ; fiir Aluminium ist 4 =7
und A¢ = 6,58, fiir Blei A — 206,4 und A¢ — 6,48. Dies kann
kein Zufall sein.

Die Bedeutung derartiger Regeln ist aus dem oben Dargelegten
leicht zu verstehen. Sie beziehen sich auf Erscheinungen, bei deren
Zustandekommen mehrere, vielleicht sehr viele Faktoren eine Rolle
spielen, wobei der Einflub eines jeden Faktors auf das beobachtete End-
ergebnis durch ein Naturgesetz bestimmt wird. Einer dieser Faktoren
herrscht zwar vor, aber die Wirkung der iibrigen ist nicht gering und
tritt deutlich hervor. Das angensherte Gesetz ist dann eben das
Wirkungsgesetz jenes vorherrschenden Faktors. Die zur Er-
wirmung eines festen Elementes notwendige Wirmemenge besteht aus
mehreren Teilen, die zu verschiedenen Zwecken verbraucht werden. Ein
vorherrschender Teil ist umgekehrt proportional dem Atom-
gewicht des Elementes, wihrend die iibrigen Teile ganz anderen
Gesetzen folgen.

Jedes angenahert richtige Gesetz weist uns also auf das Vorhanden-
sein eines wirklichen Naturgesetzes hin, welches aber in der beobach-
teten Erscheinung durch das gleichzeitige Auftreten von sekundéren
Vorgiingen, die nach anderen Gesetzen verlaufen, mehr oder weniger

8*
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verdeckt wird. Selbstverstindlich miissen wir aber geniigende Griinde
haben, iberzeugt zu sein, daB die bemerkte ungefihre GesetzmaBigkeit
oder Regel nicht blof zufallig erfallt ist. Man erkennt aus diesen
Darlegungen, daf ungefihr erfilllte Gesetze oder Regeln eine sehr grofie
Bedeutung fir die Wissenschaft besitzen: jedes dieser Gesetze ist
gleichsam der Vertreter eines wirklichen, aber im gegebenen
Falle mehr oder weniger verhiillten Naturgesetzes.

‘Wir haben versucht, den Unterschied zwischen den die physika-
lischen Erscheinungen beherrschenden wahren Naturgesetzen und den
aus unseren Beobachtungen und Versuchen erschlossenen angeniherten
GesetzmiBigkeiten klarzulegen. In der modernen Physik spielt aber
noch eine andere Frage eine umfassende Rolle, und ihre Beantwortung
hat uns erst die wahre Bedeutung, die verborgene Quelle und den Wert
der Naturgesetze erschlossen. Es ist dies die Frage, innerhalb
welcher Grenzen diese Gesetze giiltig sind, die Frage, wie weit
es moglich ist, dall irgendwo im Raume oder irgend einmal im Laufe
der Zeit das Gesetz nicht erfiillt wird, ohne da wir gezwungen wéren,
von einem ,Wunder“ zu sprechen, von einer durch hiohere Einwirkung
hervorgerufenen Durchbrechung ,eherner“ Gesetze. Wir miissen uns
hier mit wenigen Andeutungen begniigen; in Band III und Band V
werden wir diese Frage ausfithrlich besprechen. Wir wollen jetzt nur
ein bestimmtes Beispiel ins Auge fassen: das Mariottesche Gesetz in
seiner idealen Fassung, welches besagt, daf bei konstant gehaltener
Temperatur der Druck einer gegebenen Gasmenge umgekehrt propor-
tional ist dem Volumen dieses Gases. Gilt dieses Gesetz noch fiir den
millionten Teil eines Kubikmillimeters, besonders wenn sich das Gas im
héchsten Grade der Verdiinnung befindet? Das Gesetz gilt hier
nicht mehr, der Druck hat hier einen schwankenden Wert und kann
in den verschiedenen, sehr kleinen, nebeneinandergelagerten Teilen
eines groferen Volumens in einem gegebenen Augenblicke stark
voneinander abweichende Werte besitzen. Aber der Mittelwert fir
das ganze Volumen bleibt im Laufe der Zeit fast unverindert, und
dieser ist es, der dem Mariotteschen Gesetze entspricht. Es ist nicht
unmoglich, aber im hochsten Grade unwahrscheinlich, daB der
mittlere Druck des Gases auf die Gesamtoberfliche der das Gas um-
gebenden Wand in einem gegebenen Augenblicke wesentlich, d.h. um
eine mebbare Grofie von jenem Mittelwerte abweicht. Diese Beobachtung
1iBt sich verallgemeinern. Die meisten, vielleicht sogar alle ,Natur-
gesetze® sind Wahrscheinlichkeitssétze, d. h. ihre Erfiillung besitzt
einen auBerordentlich hohen Grad von Wahrscheinlichkeit; ihre Nicht-
erfilllung ist wohl méglich, aber in so hohem Grade unwahrscheinlich,
daB wir in den unserer Beobachtung zuginglichen Riumen und Zeiten
die zufillig eintretende grofe Abweichung von dem Gesetze niemals er-
leben werden. Was wir niemals beobachten konnen, weil es zwar
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moglich, aber doch iiber alle Begriffe unwahrscheinlich ist, ist fir uns
nicht vorhanden, ist fir uns unméglich, und nur in diesem Sinne hat
man die Unméglichkeit einer Durchbrechung der Naturgesetze zu ver-
stehen.

§ 8. Zustand der Materie. Im § 1 hatten wir Materie oder
Stoff das in dem Orte des Raumes Vorhandene genannt, in welchem
wir die Ursache eines empfangenen Eindruckes vergegenstindlichen;
den einen begrenzten Raumteil erfiilllenden Stoff nannten wir Korper.
Die Physik hat es vorzugsweise mit der Materie zu tun und wendet sich
nur verhiltnismiBig selten der Untersuchung der Kérpereigenschaften
zu, welche lediglich von der Form der Kérper abhéingen.

Der Stoff kann gleichartig (homogen) oder ungleichartig
(heterogen) sein. Im ersten Falle besitzen alle seine Teile genau
gleiche, im zweiten ungleiche Eigenschaften. Dementsprechend kann
man auch von homogenen und heterogenen Korpern reden. Die Un-
gleichartigkeit kann zweierlei Ursachen haben.

Erstens konnen die Teile des Stoffes derart sein, dal einer von
ihnen unter keinen Umsténden alle Eigenschaften des anderen erlangen
kann (wenigstens nach den neueren Anschauungen); in diesem Falle
unterscheiden sich die Stoffteile durch ihren Bestand, ihr Unterschied
ist ein chemischer.

Zweitens kann, obwohl die Stoffteile sich durch ihre Eigenschaften
unterscheiden, dennoch unter gewissen Bedingungen ein jeder von ihnen
alle Eigenschaften eines beliebigen anderen erwerben; in diesem Falle
ist die Heterogenitit eine physikalische und die Stoffteile unterscheiden
sich durch ihren Zustand.

Die Eigenschaften der Materie werden durch eine ganze Reihe ver-
schiedener physikalischer Groflen bestimmt. Wir wollen Punktfunk-
tionen solche Gréflen nennen, welche an verschiedenen Punkten des
Raumes verschiedene Zahlenwerte besitzen; hierher gehoren physika-
lische Grofen, welche die Eigenschaften der Materie an verschiedenen
ihrer Punkte kennzeichnen. Jede GroBe, welche, zu einem bestimmten
Punkte gehorig, eine bestimmte Richtung hat, heilt Vektor (Ge-
schwindigkeit, Kraft, elektrischer Strom).

Die Materie heifit isotrop, wenn nicht bloB alle Teile gleiche
Eigenschaften haben, sondern in jedem Punkte ihre Eigenschaften
nach allen Richtungen hin die gleichen sind und von der Richtung nicht
abhingen (z.B. wenn die Wirmeleitung, die Lichtgeschwindigkeit, die
Ausdehnbarkeit usw. nach allen Richtungen hin die gleichen sind). Die
Materie heiit anisotrop (heterotrop), wenn sie im gegebenen Punkte
nach verschiedenen Richtungen verschiedene Eigenschaften besitzt. Es
ist aber wohl zu beachten, dal die Materie in bezug auf eine Eigen-
schaft isotrop, in bezug auf eine andere anisotrop sein kann. Wir werden
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z. B. sehen, dafl Kristalle des sogenannten reguliren Systems isotrop in
bezug auf ihre optischen, anisotrop in bezug auf ihre elastischen Eigen-
schaften sind. Die anisotrope Materie kann gleichzeitig homogen sein,
falls ihre Eigenschaften in allen Punkten und auch in parallelen
Richtungen dieselben sind. Der Einfachheit halber spricht man bis-
weilen von isotropen und anisotropen K érpern.

Aus der elementaren Chemie ist es bekannt, dal der Stoff einfach
oder zusammengesetzt sein kann. Der letztere besteht aus einer so-
genannten chemischen Verbindung mehrerer einfacher Stoffe. Der Stoff
besteht aus sehr kleinen Teilen, welche Molekiile heilen.

Ein Molekill ist der kleinste Teil, welcher noch imstande ist, wesent-
liche Eigenschaften des gegebenen Stoffes zu zeigen. Je nach der Art
dieser Eigenschaften unterscheidet man bisweilen physikalische und
chemische Molekiille, wobei man den physikalischen einen zusammen-
gesetzteren Bau zuschreibt als den chemischen; jedes der ersteren kann
eine grofe Zahl der letzteren in sich enthalten.

Man unterscheidet oft ,chemisch reine® Stoffe von solchen, welche
Beimengungen anderer Stoffe enthalten. Die physikalischen Eigen-
schaften eines Stoffes werden in vielen Fillen durch quantitativ aufler-
ordentlich geringe Beimengungen in erstaunlich hohem Mafe verindert.
Hierdurch erkliren sich die so haufigen Widerspriiche zwischen den Er-
gebnissen der von verschiedenen Forschern ausgefithrten Untersuchungen
gewisser Eigenschaften verschiedener Stoffe. Es ist nimlich unméglich,
einen Stoff vollkommen von allen Beimengungen zu befreien, so daf
es tiberhaupt chemisch reine Stoffe im buchstiblichen, sozusagen mathe-
matisch genauen Sinne dieses Wortes, gar nicht gibt.

Die heutige Chemie nimmt ferner an, daf die Stoffe sich aus kleinen
Teilchen, den Atomen, aufbauen. Der Name stammt daher, dafl man
frither glaubte, daf sie auf keine Weise weiter zerlegt werden konnten.
‘Wie wir jedoch in § 4 gesehen haben, haben neuere Entdeckungen auf
dem Gebiete der elektrischen Erscheinungen dahin gefithrt, dem che-
mischen Atom einen verwickelten Bau zuzuschreiben und sein Zerfallen
unter gewissen Bedingungen anzunehmen. Die Elektronentheorie (§ 4
und ausfithrlich im Band V) hat eine Umwilzung auf dem Gebiete
unserer Grundvorstellungen veranlafit und zu dem Begriff der ,Struktur
des Atoms“ gefithrt. Wir verstehen unter Atom ein kleines Stoff-
teilchen, welches allein oder im Verein mit anderen das chemische Molekiil
bildet. Das Molekiil eines einfachen Stoffes besteht aus einem oder
mehreren gleichartigen, das Molekiil eines zusammengesetzten Stoffes
aus zwei oder mehreren, wenigstens zum Teil verschiedenen Atomen.

Bei Besprechung der heterogenen Koérper wurde erwahnt, daf ein
und dieselbe Materie sich in verschiedenen Zustinden befinden kann.
Der Ausdruck ,Zustand der Materie“ wird in zweierlei Sinn ge-
braucht. Im engeren Sinne des Wortes unterscheidet man drei ver-



§8 Zustand der Materie. 39

schiedene Zustinde (Aggregatzustinde, Formarten) der Materie: den
festen, fliissigen und gasférmigen. Von ihnen soll weiter unten die
Rede sein.

Im weiteren Sinne kommt jeder Materie eine unendliche Anzahl
verschiedener Zustinde zu, wenn man den ,Zustand“ durch die
Gesamtheit aller Eigenschaften bestimmt sein 1aft, so dafi die Ver-
anderung einer einzigen auch eine Verdnderung des Zustandes zur Folge
hat. Alle Groflen, welche die Eigenschaften der Materie bestimmen, sich
also zugleich mit ihrem Zustande dndern, heilen Parameter des Zu-
standes oder kurz Parameter. Der Zustand wird durch Funktionen
des Parameters gekennzeichnet.

Zu den wichtigsten den Zustand bestimmenden Grofien gehoren:
Temperatur, Dichte (oder statt ihrer das spezifische Volumen) und
Druck oder Spannung. Wir unterwerfen diese Grofen einer kurzen
Betrachtung.

1. Die Temperatur. Der Tastsinn, welcher bei Berithrung
unseres Korpers mit der Materie in bekannter Weise gereizt wird, gibt
uns Auskunft iiber den sogenannten Warmezustand eines Korpers, iiber
den Grad seines Erwirmtseins. Die Begriffe kalt, warm, heil kénnen
ebensowenig definiert werden wie andere subjektive Empfindungen
(Farbe, Tonhdhe usw.); sie sind jedem zugénglich und daher allgemein
verstindlich. Die Grole, welche den Grad des Erwirmtseins eines
Korpers bezeichnet, heilt Temperatur: einer Vermehrung des Erwérmt-
seins entspricht eine Steigerung oder eine Erhohung der Temperatur,
einer Verminderung — eine Verringerung oder Erniedrigung der Tem-
peratur. Die Ursache des grofleren oder geringeren Erwirmtseins der
Korper nennt man Warme.

Im vorhergehenden Paragraphen war die Temperatur als eine GroSe
nzweiter Art“ bezeichnet worden, die an und fiir sich nicht gemessen
werden kann. Setzt man aber gewisse Temperaturen als Ausgangs-
punkte fest, so ist man imstande, eine Temperaturskala zu entwerfen
und die Temperaturdifferenzen als GroBen ,erster Art“ einzufithren.

Der subjektiven Empfindung einer Temperaturinderung muf eine
gewisse Veranderung in dem seine Temperatur dndernden Koérper ent-
sprechen. Sie besteht in folgendem. Die Molekiile eines Korpers sind
niemals in Ruhe, sie bewegen sich fortwahrend. Die Geschwindigkeit
ihrer Bewegung jedoch kann grofer oder kleiner werden, und gerade
dies stellt das Wesen dessen dar, was in unserem Tastsinne die Vor-
stellung von einer Verinderung des Wirmezustandes der Materie her-
vorruft. Je schneller sich die Molekiile bewegen, um so hoher ist die
Temperatur des gegebenen Stoffes.

Bei der groBten Mehrzahl der Stoffe nimmt man wahr, dafl sich
zugleich mit einer Temperaturerhhung das von einer gegebenen Menge
der Substanz eingenommene Volumen vergroBert. Man benutzt diese
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Tatsache dazu, die Einheit der Temperaturdifferenz, den Temperatur-
grad zu definieren und eine Temperaturskala zu entwerfen. Letztere
kann z. B. beruhen auf der mit der Temperaturdnderung vor sich
gehenden Volumenénderung des unter konstantem duBeren Drucke stehen-
den Wasserstoffs. Im dritten Bande werden wir eine andere Methode
kennen lernen, die sich auf die Beobachtung der Druckidnderung von
Woasserstoff bei konstantem Volumen griindet. Die Versuche haben
gezeigt, dall man viele Temperaturen immer wieder in gleicher Beschaffen-
heit erhalten kann, so unter anderen auch die folgenden zwei ganz
bestimmten: die Temperatur des schmelzenden Eises bei bestimmtem
Drucke und die des siedenden Wassers, auf dessen Oberfliche (von der
Luft oder einem anderen Gase) ein Druck ausgeiibt wird, der 1,0336 kg
auf jeden Quadratzentimeter oder 10336 kg auf jeden Quadratmeter
betragt und gleich dem Druck einer Quecksilberséaule (bei 0°) von 760 mm
Hohe ist. Um mit Hilfe dieser heiden Temperaturen eine Temperatur-
skala zu entwerfen, verfahren wir folgendermafien. Wir bringen eine
bestimmte Menge Wasserstoff, z. B. 1kg, in ein mit schmelzendem
Eise umgebenes GefaB, so daff er die Temperatur dieses Eises annimmt;
sein Volumen sei hierbei gleich », wo v z.B. die Zahl der vom Gase einge-
nommenen Kubikmeter bezeichnet. Wir umgeben ihn darauf mit Dampfen
siedenden Wassers; er dehnt sich dann aus und nimmt schlieflich das
konstant bleibende grofere Volumen ¥ an. Die ganze Volumenzunahme
V — v teilen wir nun in 100 gleiche Teile und nennen einen Grad (19)
die Temperaturdifferenz, welcher die Volumenzunahme des Wasserstoffs

um die GriBe % entspricht. Die Schmelztemperatur des Eises kann

man als den Anfang der Temperaturskala ansehen; von ihr werden dann
alle anderen Temperaturen gerechnet. Dieses driickt man so aus, daff man
die Schmelztemperatur des Eises gleich Null setzt (0°); ihr entspricht
das Volumen v; offenbar wird danach die Temperatur des siedenden
Wassers, bei welcher unsere gedachte Wasserstoffmenge das Volumen V
hat, gleich 100°% Die Temperatur, bei welcher das Volumen gleich

V—uv
100

wird, setzt man gleich #°%. Wie man sieht, sind 100° und n° streng-
genommen nicht die Temperaturen der Koérper, sondern blof die Diffe-
renzen zwischen den Temperaturen der Korper und des schmelzenden
Eises. Der ganze Zwischenraum zwischen der Schmelztemperatur des
Eises und der Siedetemperatur des Wassers ist bei uns in 100 Teile oder
Grade geteilt, wobei ein jeder Grad der Temperaturerhéhung die gleiche

v+ n

Volumenzunahme VI_O—OE des Wasserstoffs hervorruft. Das Verhiltnis

dieser Zunahme zum urspriinglichen Volumen v bei 0° heilit der Aus-
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dehnungskoeffizient des Wasserstoffs; wenn man ihn mit « be-
bezeichnet, so ist
V—v

= 1000 - (6)

1
Die Versuche haben ergeben, daff & = 975 — 0,003 66 ist. Die

Grofe o stellt sich uns als unbenannte Zahl dar, aber nach § 6 sieht
man leicht ein, daf o der Zahlenwert einer besonderen physikalischen
GroBe ist, die man die Ausdehnbarkeit des Wasserstoffs durch die
Wirme nennen kénnte. Wenn man die Temperatureinheit (Grad) dndern
wiirde, indem man z.B. das Volumen ¥V — v nicht durch 100 (Celsius-
skala), sondern durch 80 (Réaumur) oder durch 180 (Fahrenheit) teilen
wiirde, so wiirde sich damit zugleich die Einheit der Ausdehnbarkeit
durch die Warme und ihr Zahlenwert o dndern.

Aus der Definition folgt, dall der Ausdehnungskoeffizient o (fiir
den Wasserstoff) eine konstante Grofe ist. Da wir ferner annahmen,
daf die Temperaturinderungen den Volumendnderungen des Wasser-
stoffs proportional sind, so gilt, wenn man mit ¥, das Volumen einer
gegebenen Wasserstoffmenge bei 0° mit ¥V und V; die Volumina bei
den Temperaturen 7' und ¢ bezeichnet,

(T'—'t) : (VT—- Vt) — 100: VlOO —_ Vi)
Diese Proportion liefert im Vereine mit (6), wo jetzt ¥V — Vo, und
v = V, ist,
1 Ve~V
TV, T—t
Aus (7) ergibt sich, wenn man ¢ = 0 und 7' = ¢ setzt, der be-
sondere Fall

- (7)

“:u...........(g)

Vot
Endlich folgt aus (8)
Vi=Vo(14eal). . . . . . .. . (9)

Fir eine andere Temperatur 7' erhdlt man Vp == V(1 4+ o 7T),
und hieraus

i 4ael)
VT_W.........(M))

Das Binom 1 4- ot heiit das Ausdehnungsbinom.

Der Apparat, welcher uns ermoglicht, aus dem Volumen (oder dem
Druck) einer gegebenen Wasserstoffmenge auf die Temperatur zu
schliefen, heilt Wasserstoffthermometer.

Wir nehmen jetzt an Stelle des Wasserstoffs eine bestimmte Menge
eines beliebigen anderen Stoffes und fithren eine Reihe von Messungen
seiner Volumina ¥; und der entsprechenden Temperaturen ¢, welche wir
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mit Hilfe des Wasserstoffthermometers messen, aus. Wir erhalten dabei
zwei Zahlenreihen V; und {. Wenn es sich hierbei zeigt, daf} gleichen
Temperaturerhbhungen auch gleiche Volumenadnderungen entsprechen,
so erweist sich die GroBe o, welche sich nach einer der Formeln (7)
oder (8) berechnen liBt, als eine konstante Zahl, die wir Ausdeh-
nungskoeffizient der untersuchten Substanz nennen. Auch die
Formeln (9) und (10) behalten ihre Giiltigkeit. Wenn hingegen die fiir
Volumen und Temperatur der Substanz gefundenen Zahlen keine kon-
stante, nach Formel (7) berechnete Zahl ergeben, so verliert der friithere
Begriff des Ausdehnungskoeffizienten einer Substanz seine Bedeutung.
Er bezog sich auf den Wasserstoff und wurde als eine konstante Grofe
definiert. Wir kénnen aber in diesem Falle den Begriff des Ausdeh-
*nungskoeffizienten als einer verdnderlichen, von der Temperatur ab-
hingigen GroBe einfithren. Die Formel (7) gibt uns dann zunichst den
sogenannten mittleren Ausdehnungskoeffizienten o, zwischen
den Temperaturgrenzen 7' und #, so daB
1 Vp— Vs

Vo T—t - (D

Oy, =
ist. Diese GroBe hingt von den zwei Temperaturen 7' und ¢ ab.
Die Formel (8) liefert uns den mittleren Ausdehnungskoeffizienten
zwischen den Temperaturgrenzen 0° und {°, welcher in die Formel (9)
eingesetzt

Vi=Vo(ldont) . . . . . . . . (12)
gibt; hier hingt o, von ¢ ab. Statt (10) erhalten wir jetzt
__na+ om T)
Vr=— + Ot (13)

WO Oy der mittlere Ausdehnungskoeffizient zwischen 0¢ und #°, a,, der-
selbe zwischen 0° und 7'° ist Wir wollen jetzt annehmen, daf die Sub-
stanz bei ¢ das Volumen ¥V einnimmt; erhéht man die Temperatur um
die kleine Grofle 4%, so ruft dies eine Volumenvergroferung um die
kleine Gréofe 4 v hervor. Nach Formel (11) findet man

1 dv

“m - ——V; df . .

Es ist dies der mittlere Ausdehnungskoeffizient fiir das kleine Tempe-

raturintervall zwischen ¢ und ¢ ¢ L&iBt man nun die Grofe At

unbegrenzt kleiner werden, so nimmt auch die GréBe v unbegrenzt

ab; der mittlere Ausdehnungskoeffizient ¢, strebt dabei einer gewissen

. Grenze zu, welche von der Temperatur ¢ abhingt, der 4¢ hinzugefigt
war. Somit ist

C e (14)

1., 4V 1dVv
o0 = - lim ——

Vo At T Ve dl - (19)
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Die GroBe o heilt der Ausdehnungskoeffizient der Sub-
stanz bei {°; sie ist eine Funktion der Gréfe ¢, welche mit Hilfe des
Wasserstoffthermometers bestimmt wird.

Bisweilen betrachtet man die Verdnderung der linearen Dimen-
sionen eines (festen) Stoffes im Zusammenhange mit den Anderungen
seiner Temperatur. Wir bezeichnen mit 1y, Iz und I die Werte der
Linge irgend einer zwei Punkte der gegebenen Stoffmenge verbindenden
Geraden bei den Temperaturen 0° 79 und {9, die wie frither mit dem
Wasserstoffthermometer gemessen sind; wenn z B. aus dem Stoffe ein
Stab angefertigt war, so konnen I, I und /; die Langen dieses Stabes
bedeuten. Die Grofle

1lp—1 .

B = T - . (16)

heifit dann der mittlere Koeffizient der linearen Ausdehnung
zwischen den Temperaturen 7' und ¢. Wir haben ferner, entsprechend (12)

lt:lo(l+ﬂ"1t). e e e e e e e . (17)

wo 3, der mittlere Koeffizient der linearen Ausdehnung zwischen 0°
und #° ist, und endlich gibt uns

1 i 41 1dl
b=glm i =tna

den Koeffizienten der linearen Ausdehnung bei {0

Die Temperaturen unterhalb 0° werden als mnegativ betrachtet.
Wenn man als Temperatur Null nicht die Schmelztemperatur des
Eises, sondern die sogenannte absolute Nulltemperatur annimmt, welche
im Vergleich zur Celsiusskala um 2739 niedriger liegt, so heiit die von
diesem Ausgangspunkte gerechnete Temperatur die absolute. Be-
zeichnet man sie mit 7, so folgt aus der Definition

T=2784+¢ . . . .. .... (19

wo ¢ die Temperatur nach der gewdhnlichen Celsiusskala ist.

- (18)

2. Dichte und spezifisches Volumen. In der Physik bezeichnet
man mit dem Ausdrucke ,Dichte* zwei vollig verschiedene Grofen; mit
einer derselben werden wir uns im zweiten Abschnitte bekannt machen.
Der Begriff der anderen ist aus der Beobachtungstatsache abgeleitet
worden, daB das Gewicht p eines Stoffes von gegebenem Volumen v
von der Art dieses Stoffes abhéngt. Hieraus entspringt die Vorstellung
von einer gewissen Grofe D, die fiir jede Stoffart bezeichnend ist; man
nennt sie Dichte und setzt voraus, daB sie fiir verschiedene Stoffe pro-
portional dem am selben Orte der Erdoberfliche bestimmten Gewichte p
gleicher Volumina dieser Stoffe und bei Gleichheit der Gewichte um-
gekehrt proportional den Volumina v dieser Gewichte der verschiedenen
Stoffe ist. Also ist
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—c2. ... .. ...
D=2¢C v (20)

Setzt man den Koeffizienten C = 1 (vgl. § 7), so erhilt man
D= (1)

Diese Formel zeigt, dafl fir p = 1 und v = 1 auch die Dichte
D = 1 wird; also hat man, wenn C — 1 gesetzt wird, als Einheit der
Dichte die Dichte einer solchen Substanz zu wihlen, deren Volumen-
einheit die Einheit des Gewichtes besitzt. Wenn man das Gramm und
das Kubikzentimeter als Gewichts- bzw. Volumeneinheit ansieht, so wird
die Einheit der Dichte angenédhert (§ 6) gleich der Dichte des Wassers
bei 4°C. Behilt man die Formel (20) bei, so kann man die Dichte des
Wassers als Einheit annehmen und zugleich die Einheiten des Gewichtes
und Volumens willkiirlich wihlen. Die Formel (21) geht fir v = 1
in die Gleichheit D = p iber. Das zeigt uns, wie bei einer besonderen
Wahl der Einheiten die Dichte eines Stoffes durch das Gewicht seiner
Volumeneinheit (nach unserer verkiirzten Ausdrucksweise) gemessen
werden kann.

Bezeichnen wir jetzt mit p, das Gewicht des Volumens » von
Wasser, dessen Dichte wir als Einheit wihlen, so erhalten wir nach (20)

—cb
1= 0" (22)

Dividiert man (20) durch (22), so erhilt man

Dzﬁ...........(gg)

Dy

Der Zahlenwert fiir die Dichte einer Substanz wird also erhalten,
wenn man das Gewicht eines beliebigen Volumens dieser Substanz durch
das Gewicht eines gleichen Volumens Wasser dividiert.

‘Wir haben (S. 31) darauf hingewiesen, dall kein Grund vorliegt,
zwei angeblich verschiedene Grofien, welche Dichte und spezifisches Ge-
wicht genannt werden, einzufithren, und da8 es véllig iiberfliissig ist,
dem Zahlenwert der Dichte bei bestimmter Wahl der Einheit eine be-
sondere Benennung beizulegen. Wir werden dementsprechend in fol-
gendem stets nur von der Dichte eines Korpers reden.

Bezeichnet man die Zahl 1:C mit ¢, so erhilt man anstatt (20)
und (21) Ausdriicke fiir den Zahlenwert p des Gewichtes eines homo-
genen Korpers

p=cDv oder p=Dv. . . . . . . (24

Hier ist ¢ der Zahlenwert des Gewichtes der Volumeneinheit der
Substanz, deren Dichte als Einheit angenommen wurde; die zweite



§8 Zustand der Materie. 45

Formel gilt fiir den Fall, daf die Volumeneinheit einer solchen Substanz
die Einheit des Gewichtes besitzt.

Ist die Substanz heterogen, dann verliert die urspriingliche De-
finition der Dichte, die in den Formeln (20) und (21) ausgedriickt ist,
ihren Sinn. Man kann indes vom Begriffe der Dichte, als einer fiir
die gegebene Substanz konstanten Grofie zu dem Begriffe der Dichte
als einer kontinuierlich sich #ndernden iibergehen. So erhalten wir die
Formeln

p . .

D,,,:-C—'Z—j oder D, = = - - - (2B)
v v

welche die mittlere Dichte des Volumens v ergeben, und ferner die
Formeln

— tm AP . dp __dp
.D—-Chmd—v bzw. D—hmﬂ-—%~- . '(26)

welche fiir die ,Dichte in einem gegebenen Punkte“ (um welchen
herum ein sehr kleines Volumen v liegt) gelten. Es sind dies die
Grenzwerte der mittleren Dichte eines unbegrenzt abnehmenden Vo-
lumens Av.

Als spezifisches Volumen einer homogenen Substanz bezeichnet
man eine GroBe, welche durch das von der Gewichtseinheit dieser Sub-
stanz eingenommene Volumen gemessen wird. Driicken wir diese Grofe
durch V aus, so gibt die zweite Formel (24)

1
DV =1 und V—D - . - - 27

Bei bestimmter Wahl der Einheiten ist also der Zahlenwert des
spezifischen Volumens gleich dem reziproken Zahlenwerte der Dichte.

Mit Anderung der Temperatur dndert sich auch das spezifische
Volumen entsprechend der Formel

Vi=Vo(l4oat). . . . . . . . .(28)
wo o der mittlere Ausdehnungskoeffizient zwischen 0° und ¢° ist. Aus
den Formeln (27) und (28) folgt

1

1 D,
Dt-—D—o(l—}—oct) oder Dt_l—i—at

wo D; und D, die Dichte bei ¢® und 0° ausdriicken. In den Tabellen

fir die Zahlenwerte der verschiedenen physikalischen Grofen gibt man

gewthnlich die Dichte fiir 0° an (wihrend die Dichte des Wassers bei

49C als Einheit angenommen ist); wir wollen sie die tabellarische
Dichte nennen. Fiir Quecksilber ist

Dy =138596 . . . . . . . . . (30)

3. Druck und Spannung. Die Kérper sind in der Natur, wie

uns die Beobachtung lehrt, immer einem auf ihre Oberfliche wirkenden

Drucke ausgesetzt, der von den anderen sie berithrenden Kérpern aus-

- - (29)
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geht. Diesen Druck p werden wir in Kilogrammen pro Quadratmeter
Oberfliche ausdriicken, d.h. wir werden als Einheit des dufleren Druckes
den Druck von 1kg auf jeden Quadratmeter der Oberfliche annehmen.
Eine andere Einheit ist der Atmosphirendruck; er ist gleich dem
Drucke einer Quecksilbersiule von 760 mm Héhe bei 0° bzw. gleich dem
Drucke von rund 1kg auf jeden Quadratzentimeter. Da eine Wasser-
schicht von 1 mm Dicke auf jeden Quadratmeter Oberfliche einen Druck
von 1kg ausiibt, so ist 4 = 760 < D,, wo A den Atmosphirendruck
und D, die Dichte des Quecksilbers bedeuten; nach (30) erhilt man

A = 760 < 13,6 — 10336 kg pro Quadratmeter . . . (31)

Unter der Wirkung des &dufleren Druckes verringert sich das
Volumen der Kérper, aber zu gleicher Zeit nimmt auch der Gegendruck
des Korpers auf die ihn unmittelbar berithrenden Korper zu; diesen
Gegendruck nennen wir elastische Spannung; als Einheit nehmen
wir die Spannung an, bei welcher der Korper auf 1 qm Oberfliche der
mit ithm in Berithrung stehenden Korper einen Druck von 1kg ausiibt.
Die Volumenanderung des Korpers hort erst dann auf, wenn seine
elastische Spannung gleich dem #uBleren Drucke wird. Andert
sich sein Volumen unter der Wirkung duBerer Druckkrifte nicht weiter,
so erhilt man daher fiir die elastische Spannung und den dufieren Druck
dieselben Zahlenwerte. Infolgedessen kann man unter den gekenn-
zeichneten Bedingungen die beiden Ausdriicke ,Druck® und , elasti-
sche Spannung* unterschiedslos gebrauchen, obgleich diese beiden GroGen
ihrem Wesen nach durchaus verschieden sind. Ubrigens ist leicht ein-
zusehen, daB der Druck, unter dem sich ein Korper befindet, nichts
anderes ist, als die elastische Spannung des oder der Korper, welche
den ersten von allen Seiten beriihren.

AufS. 39 wurde auf Temperatur, Dichte (oder spezifisches Volumen)
und Druck oder Spannung als auf die wichtigsten Zustandsgrofen eines
Kérpers hingewiesen, und es wurde aufmerksam gemacht, da bei Ande-
rung jeder beliebigen Eigenschaft eines Korpers, die durch eine obiger
GroBen bestimmt ist, wir von einer Zustandsinderung des Korpers
sprechen werden. Hieraus folgt, daf z. B. jede Temperatur- oder Dichte-
oder Druckinderung einer Zustandsinderung des Korpers entspricht,
wobei dieser Ausdruck in erweitertem Sinne zu verstehen ist. Im
engeren Sinne des Wortes unterscheidet man, wie oben gesagt wurde,
drei Zustandsformen (Aggregatzustinde) der Materie: die feste, fliissige
und gasférmige. Sie sind indes nicht scharf voneinander geschieden;
bisweilen befindet sich die Materie in einem Zustande, den man als
Zwischenstufe zwischen ihnen bezeichnen kann. So werden wir in
Abt. 2 sehen, dafl die Materie im sogenannten kolloidalen Zustande,
welcher eine Zwischenstufe zwischen dem festen und fliissigen darstellt,
ein besonderes Interesse verdient.
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Es moge hier auf einige charakteristische Merkmale der drei Zu-
standsformen hingewiesen werden.

1. Der feste Zustand. Materie im festen Zustande und in be-
stimmter Menge, ein sogenannter fester Korper, hat eine bestimmte
Gestalt, welche sich im allgemeinen unbegrenzt lange erhilt. Diese
Gestalt kann sich durch Einwirkung dufleren Druckes dndern und wird,
nachdem jener aufgehért hat zu wirken, mehr oder weniger voll-
staindig wieder in die urspriingliche iibergehen. Die Temperatur und
der #uBere Druck andern das Volumen eines festen Korpers nur sehr
wenig. Seine Molekiile befinden sich zwar in Bewegung, doch entfernt
sich jedes von ihnen hierbei nur sehr wenig aus einer gewissen mittleren
Lage. Teilen 148t sich ein fester Korper nur durch einen verhiltnis-
mifig bedeutenden, auf seine Oberfliche ausgeitbten Druck.

2. Der flissige Zustand. Die Materie im flissigen Zustande
oder ein sogenannter fliissiger Kérper hat keine bestimmte Gestalt; auch
setzt er einer Formidnderung keinen merklichen Widerstand entgegen,
und ebenso 1Bt er sich leicht zerteilen. Das Volumen einer Flissigkeit
andert sich dagegen, wenn ihre ganze Oberfliche einem Drucke ausgesetzt
wird, nur sehr wenig; sobald derselbe nachlaft, wird das frithere
Volumen vollstindig wieder angenommen. Die Molekiile einer Fliissig-
keit bewegen sich nicht ausschlieflich um ihre mittleren Lagen, son-
dern sie verlassen diese allmahlich, so daB ihre gegenseitige An-
ordnung sich verindert. Die Flissigkeiten sind dem Pascalschen
Grundgesetze unterworfen: ein auf die Oberfliche der Flissigkeit von
suberen Kriften ausgeiibter Druck wird durch die Flissigkeit nach
allen Seiten hin gleichmiBig fortgepflanzt, d.h. wenn auf die Einheit
der Flissigkeitsoberfliche ein Druck ausgeiibt wird, so wird er auf jede
Oberflicheneinheit der die Fliissigkeit umgebenden Korper ibertragen.
‘Wenn man das Eigengewicht der Fliissigkeit mit in Betracht zieht, so folgt
aus dem Pascalschen Gesetze das Archimedische Gesetz: ein in
eine Fliissigkeit eingetauchter Korper erfihrt von letzterer einen Auf-
trieb, welcher einen scheinbaren Gewichtsverlust, gleich dem Gewichte
der vom eingetauchten Korper verdrangten Flissigkeit, veranlaft.

Alle Flissigkeiten gehen von selbst und unter allen Umstinden
ununterbrochen in den gasférmigen Zustand iiber; diese Erscheinung
wird Verdunstung genannt.

3. Der gasformige Zustand. Materie im gasférmigen Zustande
oder einfacher ein Gas besteht aus Molekiilen, die sich alle in geraden
Linien bewegen und deren Bewegungsrichtung sich nur beim Zusammen-
treffen mit anderen Molekiillen oder der Oberfliche eines das Gas be-
grenzenden Korpers dndert (z. B. den Wandungen des das Gas ein-
schliefenden GefiBes). Infolgedessen erfilllt ein Gas in kurzer Zeit
jeden ihm zur Verfiigung stehenden leeren Raum; es hat, wie man sagt,
das Bestreben, sich auszudehnen, d.h. ein moglichst groBes Volumen
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einzunehmen. Die Gesamtheit der Stole der die Oberfliche eines mit
dem Gase in Berithrung stehenden Korpers treffenden Gasmolekiile ruft
den Druck hervor, welchen dieser Kérper von seiten des Gases erleidet.
Dieser sogenannte Gasdruck wird, wie wir gesehen haben, entweder
durch die Anzahl Kilogramme auf den Quadratmeter Oberfliche oder
durch den Atmosphirendruck gemessen. Damit sich das Volumen eines
Gases nicht &ndert, mull seine Spannung dem auf das Gas von aufien
her wirkenden Drucke gleich sein. Das Volumen eines Gases nimmt zu
oder ab, sobald seine Spannung gréBer bzw. kleiner ist als der dulere
Druck.

Die Gesetze von Pascal und Archimedes gelten auch fir die Gase.

Die Gase folgen angenshert den Gesetzen von Boyle-Mariotte
und Gay-Lussac.

Das Gay-Lussacsche (Charlessche) Gesetz lautet: Der Aus-
dehnungskoeffizient der Gase, welche bei gleichbleibendem
Auflendruck erwirmt werden, ist konstant und fiir alle Gase
gleich groB, namlich

1
oo__273—0,00366 coee s e - (82)

Die Formel (12) nimmt demnach, wenn man V statt ¥; schreibt,

folgende Form an

1
V=V°<1+mt>" N GE))

Das Boyle-Mariottesche Gesetz lautet: Das Volumen einer
gegebenen Gasmenge ist umgekehrt proportional dem Aulien-
druck (oder die Spannung einer gegebenen Gasmenge ist
ihrem Volumen umgekehrt proportional), wenn die Tempe-
ratur des Gases ungedndert bleibt.

Diese beiden Gesetze zeigen, dal sich das Volumen eines Gases
betrichtlich &ndern kann, wenn sich die Temperatur und besonders,
wenn sich der Aulendruck #ndert.

Gasdichte. Es ist wohl zu beachten, daf die Dichte der Gase
auf zwei verschiedene Einheiten bezogen wird.

a) Als Einheit der Dichte gilt vielfach die Dichte des Wassers.
Bei Zugrundelegung dieser Einheit éndert sich der Zahlenwert fiir die
Dichte eines gegebenen Gases in den weitesten Grenzen mit der Tem-
peratur und dem auf ihm lastenden Druck. Die durch obige Einheit
gemessene Dichte eines Gases konnen wir als Dichte erster Art des
Gases bezeichnen.

b) Bei der Dichtebestimmung eines Gases nimmt man sehr oft die
Dichte der Luft bei der gleichen Temperatur und demselben
Druck als Einheit an. Diese Dichte ist, wenigstens innerhalb der
Grenzen, fiir welche die Gesetze von Boyle-Mariotte und Gay-Lussac
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fiir Luft und das zu untersuchende Gas gelten, eine konstante Grofle.
Wir konnen sie als Dichte zweiter Art des Gases bezeichnen.

DaB eine strenge Sonderung der beiden Dichten notwendig ist,
geht unter anderem daraus hervor, daf im Wortlaute verschiedener sich
auf die Gase beziehenden Gesetze gewdhnlich nur von der ,Dichte des
Gases“ die Rede ist, obgleich bald von der ersten, bald von der zweiten
gesprochen wird. Es mégen hier zwei Beispiele dafiir folgen:

1. Das Boyle-Mariottesche Gesetz in veranderter Form lautet:
Die Dichte einer gegebenen Gasmenge bei konstanter Temperatur ist
dem AuBendruck direkt proportional. Hier ist von der Dichte erster
Art die Rede.

2. Die Geschwindigkeit der Gasmolekiile bei gegebener Temperatur
ist der Quadratwurzel aus der Dichte des Gases indirekt proportional.
Hier ist die Dichte zweiter Art gemeint. Die Geschwindigkeit der
Gasmolekiile dndert sich also nicht bei Verdichtung oder Verdiinnung
des Gases, wie dies scheinen konnte, falls man die zwei Dichten ver-
wechselt.

Der Zustand-eines Systems. Wenn man es mit einem System
von Korpern oder einzelnen Molekiilen zu tun hat, so kann der Begriff
des ,Zustandes® noch weiter verallgemeinert werden. Wir wollen jede
Anderung in der gegenseitigen Lage der Teile des Systems
ebenfalls eine Zustandsinderung des Systems nennen.

Auch in diesem Falle wird die Zustandséinderung durch Anderung
der Eigenschaften gekennzeichnet. Hierbei bieten ein besonderes Inter-
esse gewisse Arten von Eigenschaften solcher Korper, die wir
allgemein als zusammengesetzte bezeichnen konnen. Je nach der
Art, wie sich die Bestandteile zueinander verhalten, hat man drei
Falle zu unterscheiden:

a) Physikalische, grobe Mischungen (z.B. Sand und Mehl),
hier liegen die Bestandteile sichtbar nebeneinander oder sonst lassen
sie sich als solche mit Hilfe des Mikroskops oder auf andere Weise er-
kennen.

b) Losungen im verallgemeinerten Sinne; hierher gehoren die
gewohnlichen Losungen von festen, fliissigen oder gasféormigen Korpern
in Fliissigkeiten, Mischungen von Flissigkeiten (z. B. Wasser und Alko-
hol), von Gasen (z. B. Luft), Legierungen und &hnliche feste, homogene
Mischungen usw.

¢) Chemische Verbindungen, deren Bestandteile die entsprechen-
den chemischen Elemente sind.

Wir wollen hier nur die zweite und dritte Gruppe zusammen-
gesetzter Korper betrachten. Unter den Eigenschaften soleher Kérper
finden sich hiufig drei wichtige Arten, die auch besondere Namen er-
halten haben. Es sind dies die folgenden:

Chwolson, Physik. 2. Aufl, I 1. 4
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I. Additive Eigenschaften (Ostwald); wenn der Zahlenwert
der GroBe x, durch welche eine Eigenschaft des zusammengesetzten
Korpers ausgedriickt wird, nach der Mischungsregel aus den Zahlen-
werten x; derselben Grofe fir die Bestandteile des Korpers berechnet
werden kann, so sagen wir, jene Eigenschaft sei eine additive. Die
Grofe x ist der nach der Mischungsregel berechnete Mittelwert der
Grofen x;, Wir haben maz = X m;x;, wo m; die Massen der Bestand-
teile sind und m = Z'm; die Masse des zusammengesetzten Korpers.
Statt der Massen konnen in einzelnen Fillen auch die Volumina auf-
treten. So ist z. B. die Warmekapazitit ¢ einer Legierung eine Gréfe,
durch welche eine additive Eigenschaft der Legierung gemessen wird,
denn man kann ¢ nach der obigen Formel aus den Wirmekapazititen c;
der Bestandteile der Legierung berechnen. Hierher gehéren auch zahl-
reiche Eigenschaften von chemischen Verbindungen, z.B. Refraktion,
Verbrennungswirme usw.

II. Konstitutive Eigenschaften (Ostwald) sind solche Eigen-
schaften chemischer Verbindungen, welche durch den Aufbau des Mole-
kiils, d.h. durch die Art, wie die das Atom bildenden Molekiile unter-
einander verkettet sind, beeinflullt werden. Hierher gehoren einige
optische Eigenschaften, der Siedepunkt, der Schmelzpunkt u. a. Bei
isomeren Verbindungen, deren Molekiile aus den gleichen Atomen be-
stehen, die aber verschiedenartig angeordnet sind, sind die konstitutiven
Eigenschaften verschieden, wéhrend rein additive offenbar gleich sein
miissen.

III. Kolligative Eigenschaften (Ostwald, nach einem Vor-
schlage W. Wundts) sind solche Kigenschaften zusammengesetzter
Korper, die nur von der Masse der Bestandteile, aber nicht von ihrer
Art abhéngen. Hierher gehoren z.B. das Volumen und der Druck eines
Gasgemenges, die Dichte eines Dampfes, ferner die Siedepunktserhohung,
Gefrierpunktserniedrigung, osmotischer Druck und Dampfspannung
einer Losung (Bd. IIT) usw. Kolligative Eigenschaften einer chemischen
Verbindung werden durch ihr Molekulargewicht bestimmt und sind
unabhingig von der Art, von der Anzahl und von der Anordnung der
Atome, aus denen das Molekiil der Verbindung besteht. Xolligative
Eigenschaften werden daher hauptsichlich zur Bestimmung der Mole-
kulargewichte verwandt.

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daB der Ubergang eines Korpers
oder Systems aus einem gegebenen Zustande in einen anderen auf
unendlich vielen verschiedenen Wegen erfolgen kann. So kann z. B.
der Ubergang einer gegebenen Gasmenge aus einem Zustande niedriger
Temperatur und kleinen Volumens in einen mit hoher Temperatur und
groflem Volumen dadurch erfolgen, dal man entweder das Gas bei kon-
stantem Volumen erwérmt und darauf bei konstanter Temperatur aus-
dehnt oder umgekehrt zuerst das Volumen und dann die Temperatur
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andert, oder endlich Temperatur und Volumen gleichzeitig dndert, was
auf unendlich viele verschiedene Arten geschehen kann.

§ 9. Erhaltung der Materie. Im vorhergehenden Paragraphen
hatten wir uns mit den Zustandsinderungen der Materie bekannt
gemacht.

Zu den Zustandséinderungen der Materie kann man auch die Vor-
ginge bei den chemischen Reaktionen rechnen. Vereinigen sich Wasser-
stoff und Sauerstoff zu Wasser, so ist in dem letzteren sowohl Wasser-
stoff als auch Sauerstoff enthalten, jedoch in einem ganz besonderen
Zustande der Zerteilung in Atome.

Far alle moéglichen, sowohl physikalischen als auch chemischen
Zustandsanderungen gilt folgendes Grundprinzip von der Erhal-
tung der Materie.

Bei keiner irgendwie moglichen physikalischen oder
chemischen Verdnderung, der die Materie unterworfen wird,
verschwindet sie oder wird sie neu erzeugt; ihre Menge bleibt
immer unverindert dieselbe.

Weiter unten wird eine Erlduterung dieses Prinzips gegeben und
genauer darauf hingewiesen werden, auf welche Grofie sich eigentlich
diese Unverdnderlichkeit bezieht.

Das Prinzip der Erhaltung der Materie wird sehr oft, aber irrtim-
lich, Lavoisier zugeschrieben. Es wurde aber viel frither, und sogar
im Altertume, als etwas Selbstverstindliches, nicht selten unbewult,
angewandt, wobei es als Grundlage wissenschaftlicher Betrachtungen
diente. So hat z B. Lomonossow in einem Briefe an Euler vom
5. Juli 1748 dies Prinzip klar ausgesprochen (sieche B. Menschutkin,
yLomonossow als Physiko-Chemiker®, St. Petersburg 1904, S. 258 und
Speter, ,Lavoisier und seine Vorlidufer“, 1910, S. 54). Walden hat
die Geschichte des Prinzips der Erhaltung der Materie von den &ltesten
Zeiten bis zur Gegenwart dargestellt und gezeigt, wie falsch es ist, die
Entdeckung dieses Prinzips Lavoisier zuzuschreiben (Journ. d. russ.
phys.-chem. Ges., chem. Abt., 1912, II, S. 75).

Die Versuche, welche von verschiedenen Forschern ausgefithrt
wurden, um die Richtigkeit jenes Prinzips zu priifen, werden wir spéter
besprechen. -

§ 10. Vektoren. Auf S. 37 bezeichneten wir als Vektor eine
GroBe, die im gegebenen Punkte nicht nur einen bestimmten Zahlen-
wert, sondern auch eine bestimmte Richtung hat.

Jeder Vektor kann durch einen Pfeil dargestellt werden,
der von dem Punkte ausgeht, auf welchen der Vektor sich bezieht; es
ist dies der Angriffspunkt des Pfeiles. Die Richtung des Pfeiles gibt
die des Vektors an; die Liange des Pfeiles wird proportional der Grofle

4%
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des Vektors gesetzt, d.h. die Anzahl Léngeneinheiten, welche in der
Linge des Pfeiles enthalten sind, wird gleich oder (besonders, wenn es
mehrere Vektoren darzustellen gibt) proportional dem Zahlenwerte des
Vektors gemacht.

Aus zwei gegebenen Vektoren mit demselben Angriffs-
punkte kann man einen dritten konstruieren, welcher durch
die Diagonale des Parallelogramms aus den gegebenen Vek-
toren dargestellt wird. Die letzteren heiffen sodann die Kompo-
nenten. Der Ubergang von zwei gegebenen Vektoren zu einem dritten
heiit geometrische Addition zum Unterschiede von der alge-
braischen, d.h. der gewdhnlichen Summation. Der dritte Vektor heilt
die geometrische Summe der gegebenen Vektoren P — A B und

@ = AC (Fig. 1); die geo-
metrische Summe von P und ¢
ist R=A D. Symbolisch wird
die geometrische Summierung
folgendermafen ausgedriickt:
R=P+¢Q. . (3%

Die Striche tiber den Buch-
staben bedeuten, dafl die Sum-
mierung eine geometrische ist.

Die Konstruktion der geometrischen Summe kann auch verkiirzt
ausgefithrt werden: Man zieht vom Endpunkte B eines der beiden Vek-
toren eine Gerade B D, die gleich und parallel dem anderen Vektor

¢ = AC ist; mit dem Endpunkte D verbindet man den Punkt 4 durch
eine zweite Gerade; diese stellt dann die gesuchte geometrische Summe dar.

Wenn ein Vektor R gegeben ist, so kann man ihn auf eine un-
endliche Anzahl von Arten in zwei neue Vektoren P und ¢ so zerlegen,
dafl R die geometrische Summe der Vektoren P und ¢ ist. Dies Ver-
fahren heifit Zerlegung des Vektors R in zwei Komponenten P und Q.
Wenn P und @ einen rechten Winkel bilden, so ist
@Q

R = VP2 + @, cos (R, P) = —, cos (B, @) = &

o]l

Die geometrische Summe ist gleich der algebraischen, wenn die
beiden Vektoren dieselbe Richtung haben. Das gleiche gilt auch von
Vektoren mit entgegengesetzter Richtung; es missen ihnen dann un-
gleiche Zeichen beigefiigt werden, und ihre geometrische Summe wird
gleich der algebraischen Differenz. Wenn die Vektoren ihrem Sinne
nach als positiv gelten, so besteht folgende Ungleichheit:

P—Q<P+QLP+Q. . . . .. . (33)
wobei P > @ ist.
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Die Anderung eines Vektors kann eine geometrische sein.
Andert sich der Vektor P = A B (Fig. 2) der Gréfe und Richtung
nach derart, daf der veranderte Vektor durch Fio. o
den Pfeil A C dargestellt wird, so kann man, . .
wenn man dasParallelogrammkonstruiert, sich
vorstellen, daf die Anderung durch geometri- < ¥/ " 5
sche Addition des Vektors P mit einem Vektor A
A D hervorgebracht sei. Diesen Vektor nennen wir den geometrischen
Zuwachs des Vektors P und bezeichnen ihn mit -/ P zum Unterschiede
vom algebraischen Zuwachs 4 P.

Die geometrische Summe R dreier Vektoren P;, P, und P;, welche
denselben Angriffspunkt A haben (Fig. 3), wird erhalten, wenn man
zuerst zwei Vektoren P, und P, addiert, deren geometrische Summe der
Vektor A E ist, und sodann die Summe R =— A F aus den Vektoren A E
und P; bildet. Aus der Figur geht hervor, daB

R=P + P+ P

=i
\

dargestellt wird durch die Diagonale des aus den drei gegebenen
Vektoren konstruierten Parallelepipedons.

darauf von E aus die Gerade EF || und = P; zieht. Die Gerade, welche
A mit F verbindet, ist alsdann der gesuchte Vektor.

Umgekehrt kann man den Vektor R auf unendlich viele verschie-
dene Arten durch drei Komponentvektoren ersetzen, namlich durch die
Kanten eines Parallelepipedons, dessen Diagonale R ist. Wenn die drei
Komponentvektoren zueinander senkrecht sind, so ist das Parallelepipedon
ein rechtwinkliges. Wihlen wir den Angriffspunkt der Vektoren zum
Anfangspunkte der Koordinatenachsen z,y,#, welche die Richtung der
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drei Komponentvektoren haben, und bezeichnen wir letztere mit I2;, B,
und R, (Fig. 4), dann ist

R=R,+Ry+R. . ... ... (36
R=VR:4+R:+R:. ... .. .(36a)
cos (R, z) = %; cos (R, y) = %; cos (R,2) = % - +(36,b)

Ry, R, und I, sind die Projektionen des Vektors E auf die Rich-
tungen der Koordinatenachsen.

Es seien uns zwei Vektoren P und ¢ und ihre auf den Koordi-
natenachsen liegende Komponenten P, Py, P, @, @y und ¢, gegeben;
aus der analytischen Geometrie folgt dann, dal cos (P, @) = cos (P, x)
c0s {Q, x) + cos (P, y) cos (@, y) + cos (P, 2) cos (Q, 2) ist.

Setzt man in die rechte Seite die Werte der Kosinusse nach Formel
(86,b) ein, so wird

PQcos(P, Q) = PpQu+P,Qy +P:Q,. . . . . (37)

Wenn eine be-

liebige Zahl von

Vektoren P;, Py,

Py, ... P; den ge-

meinsamen  An-

griffspunkt A

(Fig. 5) hat, so

wird ihre geome-

trische Summe da-

durch  erhalten,

daB man zunédchst

zwei Vektoren geometrisch addiert, darauf die erhaltene Summe mit dem
dritten addiert usw. Symbolisch driickt man das folgendermaBen aus:
R=PF+P+P+ -+ Pt =2F . . . (38

Einfacher 146t sich der Vektor R durch Konstruktion des so-
genannten Polygons der Vektoren finden; vom Endpunkte B eines
der Vektoren zieht man B G || und = P,; dann von G die Gerade
GH|| und = Py; von H die Gerade HI|| und = P, usw. Die Ge-
rade, welche dann den Punkt A mit dem Punkte K der gebrochenen
Linie verbindet, die also das Polygon schliefit, stellt die gesuchte geo-

metrische Summe R dar.

Ist P; o die Projektion des Vektors P; auf eine beliebige Richtungs-
linie # und R, die Projektion des Vektors Ii auf dieselbe Richtungs-

linie, so ist Ro=2P, . . « o v . ... (39
d.h. R, ist die algebraische Summe der Vektoren P; ;. Hieraus folgt
nach (36,8)  pe . (Zp )L (TP (SR . . . . (40)




Zweiter Rbschnitt. Mechanik.

Erstes Kapitel.

Von der Bewegung.

§ 1. Einleitung. Mechanik ist die Lehre von der Bewegung
physikalischer Koérper und den Ursachen, durch welche die Eigenart
dieser Bewegung in den verschiedenen Einzelféllen hervorgerufen wird.
Gegenwirtig stellt die Mechanik, die zu einer sehr umfangreichen Wissen-
schaft angewachsen ist, einen besonderen Lehrgegenstand dar und gibt
es fir sie zahlreiche besondere Leitfiden und Lehrbiicher. Wir werden
im vorliegenden zweiten Abschnitte nicht nach moglichster Vollstindig-
keit streben, sondern vielmehr ausschlieflich jene Fragen der Mechanik
behandeln, die uns spiter wiederholt entgegentreten werden und ohne
deren Kenntnis man sich in den physikalischen Erscheinungen und
Theorien nicht zurechtfinden kann. Im ersten Kapitel, der Kinematik,
werden wir einige Eigenschaften der Bewegung betrachten, ohne die
Frage nach den Ursachen, durch welche diese Bewegung hervorgerufen
wird, zu berithren. Bevor wir jedoch auf die Bewegung physikalischer
Korper eingehen, deren einzelne Teile gleichzeitig verschiedene Be-
wegungen ausfithren kénnen und die daher vielfach sehr verwickelte
Beziehungen aufweisen, behandeln wir den einfachen Fall der Bewegung
eines materiellen Punktes.

Dem materiellen Punkte schreiben wir folgende Eigenschaften zu:

1. Der materielle Punkt hat die Fahigkeit, sich zu be-
wegen, d.h. seinen Ort im Raume zu verdndern.

2. Er enthilt eine gewisse Stoffmenge.

3. Er ist der Einwirkung seiner Umgebung unterworfen.

Andere Eigenschaften wollen wir dem materiellen Punkte vor-
laufig nicht zuerteilen, und vor allem wollen wir von seiner Aus-
dehnung absehen, obgleich es scheinen kénnte, dall dies dem Umstande,
daB er Stoff enthalt, widerspricht. Wir setzen indes voraus, daf die im
materiellen Punkte enthaltene Materie einen so kleinen Raum erfiillt,
dal kein Teil sich von den anderen weder durch seine Eigenschaften,
noch auch durch die Art seiner Bewegung unterscheidet. Deshalb ist
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es auch nicht erforderlich, die rdumliche Ausdehnung des materiellen
Punktes in Betracht zu ziehen, und wir koénnen daher annehmen, daf
er dieser Higenschaft iiberhaupt entbehrt. Ein unveranderliches
Punktsystem nennt man die Gesamtheit materieller Punkte, welche
sich nur unter der Bedingung, dal ihre gegenseitigen Entfernungen un-
verandert bleiben, bewegen konnen.

Jeden physikalischen Korper kann man sich in eine sehr grofie Zahl
sehr kleiner Elemente geteilt denken, deren jedes als materieller
Punkt angesehen werden kann, wahrend das Element eines geome-
trischen Koérpers nicht als geometrischer Punkt gelten darf. Dieser
Unterschied rithrt daher, dall der materielle Punkt Materie enthilt, die
ihrem Wesen nach Raum erfiillen muB.

In gewissen Abschnitten der Physik (Theorie der Elastizitit u.a.)
werden ,Elemente eines physikalischen Kérpers“ betrachtet, deren jedes
in seinen verschiedenen geometrischen Punkten nicht genau die gleichen
Eigenschaften oder Bewegungen besitzt. Solch ein ,Element“ kann also
nicht als materieller Punkt angesehen werden.

Die physikalischen Kérper stellen keine unverénderlichen
Systeme materieller Punkte dar. Dies ist ein iiberaus wichtiger
Satz; aus ihm folgt, daf die bei der Untersuchung eines unveridnder-
lichen Systems erhaltenen Resultate nicht ohne weiteres fiir die physi-
kalischen Korper gelten.

§ 2. Geschwindigkeit. Bei Betrachtung der Bewegung eines Punktes
kommen als wichtigste Groflen in Betracht: die Trajektorie (die Bahn),
der durchlaufene Weg, die Zeit und Richtung der Bewegung. Tra-
jektorie oder Bahn heillt die Linie, auf welcher die Bewegung vor
sich geht. Je nach Art der Bahn unterscheidet man geradlinige und
krummlinige Bewegungen.

Der durchlaufene Weg hat in der Mechanik nicht immer eine

mit dem buchstiblichen Sinne dieses Wortes zusammenfallende Bedeu-
tung. Bewegt sich der Punkt lings einer

Fig. 6. gewissen Linie, z.B. NM (Fig. 6), von

o__ 4 bekanntem geometrischen Charakter (Ge-
/_J\-L rade, Kreis, Ellipse usw.) und wéhlen wir
- <M auf ihr einen beliebigen Punkt O, von
dem aus wir die Entfernungen s = 04

der Punkte A auf der Linie selbst messen wollen, so nennen wir seine
veranderliche Entfernung von O, d.h. die Grofle &, den ,durchlaufenen
Weg“. Wenn der Punkt seine Bewegung bei O beginnt und sich immer
in einer Richtung fortbewegt, so stellt s den durchlaufenen Weg im
buchstdblichen Sinne dar. Beginnt die Bewegung bei einem Punkte A,,
so heilt sy — 0 A4, der Anfangswert des Weges. Wenn der Punkt,
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nachdem er sich von O entfernt hatte, sich ihm wiederum néhert, so
nimmt der ,Weg“ ab. Die Gréfe s rechnen wir nach der einen Seite
hin, z. B. in der Richtung O M, positiv, in der anderen negativ. Der
Punkt hat eine positive Bewegungsrichtung, wenn das positive s wachst
oder das negative seinem absoluten Werte nach abnimmt; bei negativer
Bewegungsrichtung ist das Umgekehrte der Fall. Die Zeit { wird von
einem beliebigen Augenblick an gerechnet; jedem spéteren entspricht ein
bestimmter Wert der Zeit t. Zwei Zeitmomente ¢, und ?¢, bestimmen
das Zeitintervall ¢, — ¢,, welches man auch mit ¢ bezeichnen kann, wie
man auch fiir den ihm entsprechenden Weg s, — s; bisweilen s schreibt.
Dem Anfangswege s, entspricht im allgemeinen ein Anfangswert ¢,
der Zeit.
Es sei nun s irgend eine Funktion der Zeit

S=7FM) . . . ... ()

Den einfachsten Fall der Bewegung eines Punktes auf einer be-
liebigen Bahn haben wir, wenn

s=so+at. . .. ... ... @)

ist, wo s, der Anfangswert des Weges und a ein Koeffizient ist, der
numerisch gleich dem in der Zeiteinheit durchlaufenen Wege ist, d.h.
genauer ausgedriickt: @ ist eine Zahl, welche gleich der in obigem Wege
enthaltenen Zahl linearer Einheiten ist. In dem Beispiel, auf welches
sich Formel (2) bezieht, sind die in beliebigen gleichen Zeitabstinden
durchlaufenen Wege untereinander gleich. Eine solche Bewegung wird
eine gleichférmige genannt.

Die Geschwindigkeit der gleichformigen Bewegung ist ein
urspringlicher Begriff, welcher keine Definition zulaf3t und einer solchen
auch nicht bedarf. Wir bezeichnen als Geschwindigkeit der gleich-
férmigen Bewegung eine Grofe, welche dem in der Zeit ¢ durchlaufenen
Wege s direkt und der zur Zuriicklegung eines bestimmten Weges er-
forderlichen Zeit ¢ indirekt proportional ist. Als Einheit der Geschwin-
digkeit wahlen wir die Geschwindigkeit irgend einer gleichférmigen
Bewegung; der Zahlenwert » jeder anderen Geschwindigkeit wird als-
dann durch die Formel

v:()%‘...........(3)

ausgedriickt, wobei der Weg s tatsédchlich in der Zeit ¢ durchlaufen
war. Soll der Koeffizient C — 1 sein, so mull man als Einheit der
Geschwindigkeit die Geschwindigkeit annehmen, bei welcher in der Zeit-
einheit die Léngeneinheit durchlaufen wird; dann ist

U:_t_............(4:)
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Beriicksichtigt man die Formel (2), so muf man statt (3) oder (4)
schreiben :

—s Sg—§
— C 1 d — 2 1 i
v = b1, oder v =y
Formel (2) gibt s, — s, = a(ty —t,), folglich ist
v—a . . . I )]

Diese Formel zeigt, daB fur ¢ = 1, d.h. bei der angegebenen
Wahl der Geschwindigkeitseinheit die Geschwindigkeit der gleichférmigen
Bewegung zahlenmaBig dem in der Zeiteinheit durchlaufenen Wege
gleich ist, d.h. sie wird durch diesen Weg ,gemessen®. (Nicht aber
darf man sagen, die Geschwindigkeit sei gleich dem Wege usw., denn
die Geschwindigkeit ist eine Grofle eigemer Art und kann daher nicht
einem Wege gleich sein.)

Bei der ungleichformigen Bewegung, wenn s = f(f) eine beliebige
Funktion der Zeit ist, wird die mittlere Geschwindigkeit v, d.h.
die Geschwindigkeit eines Punktes, der bei gleichformiger Bewegung in
derselben Zeit denselben Weg wie der gegebene Punkt durchliuft, be-
stimmt durch die Formel

—8TE_S.

Der Begriff der Geschwindigkeit in einem gegebenen Augenblicke
ist bei der ungleichformigen Bewegung schon kein urspriinglicher mehr;
er bedarf der Definition. Wir nehmen zu dem Zwecke an, der Punkt
habe in dem kurzen auf den Moment ¢ folgenden Zeitintervall ¢ den

kleinen Weg As (Fig. 7) durch-

Eig s laufen, der je nach der Bewegungs-

d Bl ¥ A7 richtung positiv oder negativ ist.
0L~ &~ f Ads

N /¥ Dann ergibt das Verhdltnis T die

7 . .\'
/" mittlere Geschwindigkeit v,, fiir das

kleine Zeitintervall A4¢. Der Grenzwert, welchem diese mittlere Ge-
schwindigkeit bei unendlich abnehmendem Zeitintervall ¢ zustrebt,
heifit die Geschwindigkeit » im gegebenen Augenblick. Somit haben wir

v:lzmvm—hmg—f:(ji—j--~---(7)
Ist der Weg als Funktion der Zeit gegeben:
s = f(t)
so kann man auch schreiben
v=7Fw. . .. . ... (8)

d. h. die Geschwindigkeit ist die Ableitung des Weges nach
der Zeit.
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Wennz.Bs—41 — 71 4 5{2ist, so ist v = 20¢* — 2112 4 10¢.
Fir s=at-++ Dbt2
. : - (9
ist v=a + 2bt

Die Geschwindigkeit hat dasselbe Vorzeichen wie 45, d.h. sie ist
positiv oder negativ, je nachdem sich der Punkt nach der Seite der
positiven (wachsenden) oder negativen (abnehmenden) s bewegt. Als
Richtung der mittleren Geschwindigkeit v, == j—j kann man die
Richtung der sehr kleinen, zum Bogen s gehorenden Sehne ansehen;
die Richtung der Geschwindigkeit v in einem gegebenen Augenblicke ist
die Richtung der Tangente im entsprechenden Punkte der Bahnlinie.

Die Richtung der Geschwindigkeit fallt danach mit der Bewegungs-
richtung selbst zusammen.

Die Geschwindigkeit ist ein Vektor und kann daher durch einen
Pfeil dargestellt werden, dessen Léinge ebensoviel Léngeneinheiten ent-
hdlt als in der darzustellenden Geschwindigkeit Einheiten der Ge-
schwindigkeit enthalten sind. In Fig. 7 ist der Fall dargestellt, wo der
Punkt, wenn er sich in A befindet, die positive Geschwindigkeit » hat;
befindet er sich in A’, so soll seine Geschwindigkeit negativ und seine
GroBe durch den Pfeil ¢’ dargestellt sein.

§ 3. Zusammensetzung der Geschwindigkeiten. Wenn irgend
ein Punkt sich auf der Kurve M N (Fig. 8) bewegt und die Kurve selbst
sich parallel zu sich
selbst verschiebt, so
dal alle ihre geome-
trischen Punkte auf
den gleichen und ein-
ander parallelen Kur-
ven AA', BB, CC
usw. fortriicken, so
fithrt unser Punkt
zweierlei Bewegungen
aus; eine lings der
Kurve L N, dieandere
zugleich mit dieser
Kurve. Um zu erfah-
ren, welcher Art die
wahre, sich aus diesen
beiden zusammensetzende Bewegung des Punktes sein wird, konstruieren
wir fir eine Reihe verschiedener Zeitaugenblicke die Lagen dieses
Punktes. Er mége sich zuerst in A befinden; nach einer gewissen Zeit ¢,
hat er sich auf der Kurve M N nach B bewegt, zur selben Zeit aber
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hat die Kurve M N die neue Lage M, N, angenommen ; ihr geometrischer
Punkt B ist nach B; geriickt, und dies wird somit auch die neue Lage
des bewegten Punktes zur Zeit #; sein. In dhnlicher Weise finden wir
seine Lage C, zur Zeit ¢;. In der angegebenen Weise kénnen wir eine
groBe Anzahl von Lagen festlegen, die von unserem Punkte in ver-
schiedenen Zeitaugenblicken eingenommen werden. Verbindet man sie
durch Gerade, so erhidlt man eine gebrochene Linie. Denkt man sich
nun die Zahl der auf diese Weise erhaltenen Lagenpunkte unbegrenzt
vermehrt, so wird sich die erwdhnte gebrochene Linie einer gewissen
Grenze nihern, welche die Kurve AB; C, O bildet. Es ist dies die
wahre Bahnlinie des Punktes bei seiner sogenannten zusammen-
gesetzten Bewegung. Wir wollen nun die Geschwindigkeit v der Be-
wegung des Punktes auf dieser Kurve fir einen beliebigen Augenblick,
z. B. fiir den, wo er sich in A befindet, bestimmen. Die Geschwindig-
keit v; der Bewegung lings AN und diejenige v, der Bewegung lings
AA' nehmen wir als bekannt an. A B moge nunmehr (Fig. 8) den
kleinen Weg 6; — A's; bezeichnen, welchen der Punkt in der kurzen
Zeit At zuriicklegt; innerhalb derselben Zeit verschiebt sich A N nach
A; N;, so daB der Bogen A A, — 6, — A s, den bei der zweiten Be-
wegung durchlaufenen Weg darstellt. Der wahre in der Zeit A4t durch-
laufene Weg wird durch den Bogen A B, = 6 = As dargestellt. Die
Sehnen 67, 65 und 6’ der drei bezeichneten Bogen ergeben die beiden
Seiten und die Diagonale des Parallelogramms A .4, B, B.

Die drei mittleren Geschwindigkeiten der beiden Komponenten
und der Resultante der Bewegung sind numerisch gleich den durch ¢
dividierten Bogen 6;, 6, und 6. Die wahren Geschwindigkeiten im
Punkte A sind gleich den Grenzwerten dieser drei Briiche. Da hier
die Bogen durch ihre Sehnen ersetzt werden konnen, wie in der Lehre
von den Grenzwerten der Funktionen bewiesen wird, so kann man fir
die drei mittleren Geschwindigkeiten v;, ¥, und v schreiben

- (o G5 ¢’

w=p =g Vgt - (10)

Diese drei Geschwindigkeiten tragen wir lings den entsprechenden
Sehnen, wie dies in Fig. 8 geschehen ist, ab, und da die Geschwindig-
keiten ihrer Grofe nach proportional den Sehnen sind, so ergeben die
Pfeile v, ¥, und , welchen diese Geschwindigkeiten entsprechen, eben-
falls die Seiten und Diagonale eines Parallelogramms. Bei unbegrenzter
Abnahme des Intervalls A¢ werden sich die drei mittleren Geschwindig-
keiten drei Grenzwerten nihern, welche die beiden Geschwindigkeiten
v; und v, der Komponenten und die Geschwindigkeit v der Resultante
der Bewegung darstellen. Der Gréfe nach miissen sie somit dieselbe
Eigenschaft haben wie die drei mittleren Geschwindigkeiten fir jeden
beliebig kleinen Wert der Zeit 4¢, d.h. die Resultante der Ge-
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schwindigkeit » wird in jedem gegebenen Augenblicke nach
GroBe und Richtung durch die Diagonale des aus den Ge-
schwindigkeitskomponenten konstruierten Parallelogramms
bestimmt.

Dies Ergebnis kann man verallgemeinern und durch fortgesetzte
Konstruktionen die Geschwindigkeit einer zusammengesetzten Bewegung
erhalten, welche aus drei und mehr Einzelbewegungen besteht. Um-
gekehrt kann man eine gegebene Geschwindigkeit ¥ immer als Resul-
tante betrachten und auf unendlich viele Arten in zwei oder mehr Kom-
ponenten ,zerlegen®. DBei Zerlegung in zwei Geschwindigkeiten hat
man ein Parallelogramm (oder. im besonderen Falle ein Rechteck) zu
konstruieren; bei Zerlegung in drei ein Parallelepipedon (im besonderen
Falle ein rechtwinkliges).

Die zusammengesetzte Geschwindigkeit- v eines Punktes ist offenbar
gleich der geometrischen Summe ihrer Komponenten und kann nach
der Regel vom Polygon der Vektoren (S. 54) konstruiert werden.

Bewegt sich ein Punkt im Raume, so lifit sich seine Geschwindig-
keit v in jedem gegebenen Augenblicke zerlegen in drei Geschwindig-
keiten vz, vy und v,, welche die Richtungen der Koordinatenachsen
haben. Sind z. B. die Koordinaten #, y und # des bewegten Punktes
als Funktionen der Zeit: x = ¢ (f), y = ¥ ({) und ¢ = O (t) gegeben,
so kann man seine Bewegung als eine aus drei geradlinigen zusammen-
gesetzte betrachten, welche den rechtwinkligen Koordinatenachsen parallel
sind. Die Geschwindigkeiten dieser Bewegung, d.h. die Gréfen v, vy
und ¢, werden bestimmt durch die Formeln:

Az dx ,
e =lim =5 =90
Ay dy '
), = = = J = 11
vy hmdt it V' (1) (11)
Az dz
'z —_— e @'
v, = hm.dt T )

Ferner haben wir

= VYoato,+o . . . . . ... (12

(2
cos (v, x) == W cos (v, ) — %i; cos (v,2) = % - - - (13)

§ 4. Beschleunigung der geradlinigen gleichirmigen Bewegung.
Die Geschwindigkeit wird, da sie ein Vektor ist, durch GréBe und Rich-
tung bestimmt. Dementsprechend sind zwei ihrer Art nach verschiedene
Anderungen der Geschwindigkeit moglich: eine Anderung der GroBe
und eine solche der Richtung.

Wenn man der gegebenen Geschwindigkeit v einen kleinen geo-
metrischen Zuwachs A erteilt, so kann, je nach Richtung des letateren,
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eine wesentlich verschiedene Anderung der urspriinglichen Geschwindig-
keit v erfolgen. Haben v und Jv dieselbe oder direkt entgegengesetate
Richtung, so wird sich die Geschwindigkeit nur ihrer Gréfe nach
indern. Wenn dagegen v und 4 v miteinander einen beliebigen Winkel
bilden, so wird sich die neue Geschwindigkeit im allgemeinen von der
fritheren sowohl nach GroBe als nach Richtung unterscheiden. Im be-
sonderen Falle kann das Hinzufiigen der Geschwindigkeit /v blo§ eine
Richtungsidnderung von v, ohne Grofleninderung, zur Folge haben.
Umgekehrt kann man jede Anderung der Geschwindigkeit v, d.h. jeden
Ubergang derselben in die neue Geschwindigkeit o' sich entstanden
denken durch geometrische Addition von ¢ mit einer gewissen Ge-
schwindigkeit v, welche sich leicht
konstruieren 146t, sobald v —= 4 B und
v' = A C gegeben sind (Fig. 9). Zu
diesem Zwecke verbinden wir die Punkte
B und Cund konstruieren das Parallelo-
gramm ABCD; die Seite AD ergibt
sodann die Geschwindigkeit Jv. Ver-
langert man 4 B bis nach &, so da 4 &
= AC = v’ wird, verbindet die Punkte G und C und zieht DF || C &,
so kann man die Geschwindigkeit 4/v = A D in zwei Geschwindig-
keiten zerlegen, welche symbolisch durch 44,0 = AF = B G und A,v
= AFE = G C bezeichnet werden mogen. Von diesen bringt die eine
A,v nur eine GroBeniinderung, die andere A,» nur eine Richtungs-
anderung der Geschwindigkeit hervor; ;v ist der algebraische, A,v
der geometrische Geschwindigkeitszuwachs.
Wir wenden uns nun zundchst der geradlinigen Bewegung zu,
bei welcher sich-.die Geschwindigkeit nur der GréB8e nach dndert. Dem
einfachsten hierher gehérigen Falle entspricht die Formel

7]:@0+bt..........(14)
in welcher v,, d. h. die sogenannte Anfangsgeschwindigkeit, die Ge-
schwindigkeit im Augenblicke ¢ = 0 ist. Bei dieser sogenannten

gleichférmig verdnderlichen Bewegung erfihrt die Geschwindigkeit
in beliebigen gleichen Zeitintervallen gleiche Zunahmen, die je nach dem
Vorzeichen des Koeffizienten b positiv oder negativ sein kénnen. Die
Formel (14) zeigt, da b gleich dem Zahlenwerte der in der Zeit-
einheit erlangten Geschwindigkeit ist.
‘Wir konnen schreiben
—_ 1]2 - vl . . . . . .

b_t2—t1 Ce (15)
wo v, = vy + bt; und v, = v, + bt, die Geschwindigkeiten fiir ¢, bzw.
t, sind. Wenn man die erlangte Geschwindigkeit v, — v; einfach mit
v und den Zeitabstand mit ¢ bezeichnet, so erhélt man
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bz%(l(i)

woraus sich die oben erwihnte Bedeutung von b noch deutlicher ergibt.

Die Beschleunigung der gleichférmig verdnderlichen, gerad-
linigen Bewegung ist eine GréBe besonderer Art (sui generis), welche
als Kennzeichen oder MaB fiir den Anderungsgrad der Geschwindigkeit
dient. Sie ist somit direkt proportional der im gegebenen Zeitabstande
erworbenen (oder eingebiiiten) Geschwindigkeit » und indirekt propor-
tional der Zeit ¢, welche zur Anderung um die gegebene GroBe v er-
forderlich ist. Als Einheit kann man die Beschleunigung irgend einer
gleichformig veranderlichen Bewegung annehmen. Der Zahlenwert w
fiir die Beschleunigung einer beliebigen gleichférmig verdnderlichen Be-
wegung wird durch die Formel

w:0§...........(17)

ausgedriickt, in welcher C gleich dem Zahlenwerte fiir die Beschleuni-
gung einer solchen Bewegung ist, bei welcher in der Zeiteinheit die
Einheit der Geschwindigkeit erlangt wird. Setzt man C = 1, d. h.

- (18)

v
w = —
i
so muf} als Einheit der Beschleunigung unbedingt die Beschleunigung
einer solchen Bewegung festgelegt werden, bei welcher in der Zeiteinheit
die Geschwindigkeit um die Einheit zunimmt. Vergleicht man (18)
mit (16), so ergibt sich

w=2"0b. .. .. .. ... ..Q9

Das bedeutet: wenn man in der allgemeinen .Formel (17) C = 1
setzt, so wird die Beschleunigung durch die Geschwindigkeit gemessen,
welche in der Zeiteinheit erlangt wird. Wir werden immer C = 1
setzen, also Formel (18) benutzen. Dann geht (14) iiber in

v=wv,Ffwt. . . . .. .. . (20
und aus den Formeln (9) ergibt sich, daf der durchlaufene Weg durch

1
s=vot+§wt2 N 30

ausgedriickt wird, wobei die Entfernungen s von dem Punkte gerechnet
werden, in welchem sich der bewegte Punkt zur Zeit ¢t =— 0 befand
und seine Geschwindigkeit ¢, war. Die .durch die Formeln (20) und (21)
dargestellte Bewegung heilt gleichféormig beschleunigt, wenn w
positiv, und gleichférmig verzdgert, wenn w negativ ist.

Fir die beiden Augenblicke #, und ¢, sind die Geschwindigkeiten
v, = v+ wi, und v, — vy + wi, und die durchlaufenen Wege
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1 1
8§, = vpt; + §Wt12 und Sy = vty + EWtQZ Diese Formeln ergeben

unmittelbar o2 — v = 2w (s, — ;). Bezeichnet man den durchlaufenen

‘Weg mit s, so erhilt man:
v—ol=2ws . . . . . . ... (22)
d. h. bei der gleichférmig verinderlichen Bewegung ist die
Anderung des Quadrates der Geschwindigkeit far einen
gewissen Zeitabstand gleich dem doppelten Produkte aus der
Beschleunigung und dem in dieser Zeit durchlaufenen Wege.

Fir vy = 0 hat man

1
v = wt; s:gwt2 e e e o . . (22,a)
oder nach Entfernung von ¢:

2
7;:\/2@08; s:;m~----~~-(22,b)

Fiir die gleichformig verzogerte Bewegung gelten die Formeln:
1
v = vy, — wt; s———:vot——-éwt?. A 13

wobei w die Beschleunigung bedeutet. Anstatt (22) haben wir hier:
of—ov; = 2ws . . . . . . . . . (24)
Ein Punkt, welcher sich gleichformig verzogert mit der Anfangs-
geschwindigkeit ¥, und mit der Beschleunigung — w bewegt, gelangt zur
Ruhe nach einer Zeit 7', welche sich aus der Gleichung v ==v, —w T =0
bestimmt, nidmlich nach Ablauf der Zeit:
%o
w
Setzt man diesen Wert anstatt ¢ in den Ausdruck (23) fir s ein,
so erhilt man fiir den Gesamtweg S, welchen der Punkt von dem

Augenblicke an, wo er die Geschwindigkeit v, besaB, bis zum Stillstande
durchlaufen hat:

T = - (24,a)

v}
— e e e o o . (24}
2w (24,b)

§ 5. Beschleunigung einer beliebigen geradlinigen Bewegung.
Bei einer beliebigen geradlinigen Bewegung ist die Geschwindigkeit eine
gewisse Funktion der Zeit; es sei:

v=@({#) . . . . . . .. - .(25)

In diesem Falle konnen wir von der mittleren Beschleuni-
gung w, fir das Zeitintervall zwischen den Augenblicken {; und {,
reden, welchen die Geschwindigkeiten »; und v, entsprechen; sie ist
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gleich der Beschleunigung eines Punktes, welcher sich gleichférmig ver-
anderlich bewegt und die Geschwindigkeit v, — v, in der Zeit t, — ¢,
erlangt, d. h. es ist:

Vg—v 0

ta—t,  t'

Wy ==

wenn man die erlangte Geschwindigkeit und den Zeitabstand einfach
mit v und ¢ bezeichnet.

Von der mittleren Beschleunigung kann man zur Beschleunigung
im gegebenen Augenblick ¢ iibergehen. Andert sich die Geschwindig-
keit » inmerhalb des kleinen Zeitintervalls A4¢ um Ao, dann ist
Adv
At
Ihr Grenzwert, dem sie bei unbegrenzter Abnahme der Zeit 4t zustrebt,
stellt die Beschleunigung w im gegebenen Augenblick dar. Es ist
somit:

wm:

die mittlere Beschleunigung fir das kleine Zeitintervall A¢.

. . Adv dv
w_—hmwm—.hmz—{__d—t (26)
Fir v = o (f) ist:
w=09'® . . .. ... ... (27"

d. h. die Beschleunigung der geradlinigen Bewegung ist die
Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit. Wenn z B.
v="T1*— 8184 5 1ist, so wird die Beschleunigung w == 28 3 — 2412} 5;
fiur v = b¢? ist w = 2bt.

Die Beschleunigung w der geradlinigen Bewegung hat die Rich-
tung des Geschwindigkeitszuwachses A4 v.  Hieraus folgt, dafl die
Beschleunigung positiv ist, wenn die positive Geschwindigkeit wichst
oder wenn die negative Geschwindigkeit ihrem absoluten Betrage nach
abnimmt; umgekehrt ist die Beschleunigung negativ, wenn die positive
Geschwindigkeit abnimmt oder die negative ihrem absoluten Betrage
nach wachst. Mit anderen Worten: die Beschleunigung hat die gleiche
Richtung wie die Bewegung, wenn die Geschwindigkeit dem absoluten
Betrage nach wichst; sie hat eine der Bewegung entgegengesetzte
Richtung, wenn diese Geschwindigkeit abnimmt.

§ 6. Beschleunigung der krummlinigen Bewegung. Wir
betrachten zunichst den Fall einer gleichférmigen krummlinigen
Bewegung; hierbei bleibt die Geschwindigkeit » ihrer GréBe nach
konstant und #ndert nur ihre Richtung. Ein Punkt, der sich lings
der ebenen Kurve M N bewegt (vgl Fig.10), habe im Punkte A die
Geschwindigkeit ¥ — A B. Nachdem er in der Zeit At den Weg
A A, = 4ds zuriickgelegt, soll im Punkte 4; seine Geschwindigkeit
v = A; B, sein. Macht man 4 C|| 4; B, und ferner AC= 4, B, =,

Chwolson, Physik. 2. Aufl. I.1. 5
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so ergibt sich, dafl die Geschwindigkeit v in der Zeit 4¢ den Zuwachs
Adv = AD — BC( erfahren hat. Die mittlere Beschleunigung w,, ist
auch hier gleich:
dv AD BC
R T T TR

Bei unbegrenzter Abnahme
der Zeit At nihert sich die mitt-
lere Beschleunigung 1w, -einer
gewissen Grenze, welche die
Beschleunigung im gegebenen
Augenblick ist. Um diese Grenze
zu finden, beschreiben wir mit

v = AB als Radius einen Bogen B C um den Punkt A und formen (28)
um, indem wir £ BAC = o, also ~—.B(C — vo setzen, es ist dann:

w_BC_—BO s BO _ w ds BO_ 0
™4t ds 4t~ BC ~ 4ds At — BC
s . c ., ds__
Beim Ubergang zur Grenze haben wir B0 1; limm =
[nach Formel (7) S. 58] und lim 20—6; = %, wo R der Krimmungs-

radius der Kurve im Punkte A ist. Auf diese Weise erhalten wir:

¥?
S

Die Richtung der Beschleunigung wird auf folgende Weise be-
stimmt: w,, ist || BC; BC bildet als Basis eines gleichschenkeligen
Dreiecks gleiche Winkel mit den Seiten AB und A C. Der Grenzwert
des Winkels « ist Null, daher nihert sich £ AB C einem Rechten; die
mittlere Beschleunigung w,,, welche zu B C parallel ist, wird im Grenz-
falle senkrecht zu v — A B. Hieraus folgt, dafl die Beschleunigung w
senkrecht zur Tangente AB ist, dal sie also die Richtung der Nor-
malen zur Kurve M N im Punkte A4 hat.

Bei der gleichférmigen krummlinigen Bewegung hat die
Beschleunigung in jedem Augenblick die Richtung der Nor-

w = limw,, = (30)

2 .
malen zur Kurve und ist der GréBe nach gleich %, d. h. ihr Zahlen-

wert ist gleich dem Quadrat des Zahlenwertes der Geschwindigkeit,
dividiert durch den Zahlenwert des Kriimmungsradius.

Wir gehen nunmehr iiber zum allgemeinen Falle einer ungleich-~
féormigen krummlinigen Bewegung. Hat der Punkt in 4 (Fig.11) die
Geschwindigkeit v =— A B und nach einiger Zeit 4t in A; die Geschwindig-
keit v, = A, B, so ist, wenn man A4 C gleich und parallel 4; B, macht,
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der geometrische Geschwindigkeitszuwachs 4» = AD = B (. Hieraus
Av
ergibt sich die mittlere Beschleunigung w, = A_:) = Z—It)— = AK.
Wir machen AG =— AC = 4,B, = v;, DF|| CG und zerlegen
Av = AD in zwei Geschwindigkeiten A'v — AF = BG und
A"v = AE = CG; die erstere ruft eine algebraische Anderung, eine
Grofendnderung der Geschwindigkeit (4'v = v; — v) hervor, die
zweite — eine geometrische Anderung, d. h. eine Richtungsédnderung.
AI
Dementsprechend erhalten wir die mittlere Beschleunigung w'y, = 7;
A

= ng — AH, die das MaB fir die mittlere Veranderlichkeit der
Geschwi_nﬁgkeit ihrer Grofe nach gibt, und die mittlere Beschleunigung
., dv AE
Wy, = —— == ——
At At
Geschwindigkeit in bezug auf die Richtung darstellt.

=— AI, welcher die mittlere Verinderlichkeit der

Da die drei Grofen w,, — AK, w,, =— AH und w, = AI den
Geraden AD, AF und AE proportional sind, so wird w,, durch die
Diagonale des iiber w;, und w, konstruierten Parallelogramms bestimmt.
Nimmt die Zeit 4¢ unbegrenzt ab, so streben die drei Beschleunigungen
gewissen Richtungen und Werten zu, die wir mit w, w; und w, be-
zeichnen wollen. Hierbei ist:

— 1 Av
W=y
. A
w,; = lim yT - - (31)
A"y 2
wy = lim— =5

5*
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Hier ist A4v der wahre, d. h. geometrische Geschwindigkeits-
zuwachs, 4'v der algebraische Zuwachs; der Zuwachs 4" v entspricht
vollkommen der Grofle dyv — A E (Fig.9), die Beschleunigung w,
der GroBe w in Formel (29) und (30). Der Richtung nach fallt w,
mit der Tangente im Punkte 4 und w, mit der Normalen im selben
Punkte zusammen; hieraus folgt, daf die Beschleunigungen w, und w,
zueinander senkrecht sind. Die erste heift die tangentiale, die zweite —
die normale Beschleunigung. Wir sehen, daB w,, die Diagonale des
aus wy, und w, konstruierten Parallelogramms ist. Dies muf auch
gelten, gleichviel wie klein A ¢ gewahlt ist, also auch fiir den Grenzfall.
Dann ist £ HAI = m:2 und das Parallelogramm verwandelt sich in
ein Rechteck.

Aus diesen Darlegungen geht folgendes hervor: Bei der krumm-
linigen ungleichformigen Bewegung erfihrt der bewegte Punkt in
jedem gegebenen Augenblick eine gewisse Beschleunigung w, die im

allgemeinen einen gewissen Winkel mit
der Bewegungsrichtung bildet und die
als MaB fir die totale Verdnderlichkeit
der Geschwindigkeit dient. Die Beschleu-
nigung w (Fig. 12) kann geometrisch in
eine tangentiale Beschleunigung w,, welche
die Richtung der Tangente hat, und
eine normale Beschleunigung w, zerlegt
werden. Letztere ist senkrecht zur Be-
wegungsrichtung und gleich +2: R, wo
R den Krimmungsradius im gegebenen
Punkte darstellt. Die Beschleunigungen w, und w, geben ihrerseits das
Maf fir die Verinderlichkeit der Geschwindigkeit nach Gréfe und
Richtung ab.

Hiernach ist:

—271;>2—@j . (32)

w= Yw?+wl= (h’mdt o

§ 7. Von der drehenden Bewegung. Ein unverinderliches Punkt-
system oder, wie wir der Kiirze halber sagen wollen, ein ,Kérper”
(obgleich, wie frither gezeigt, ein physikalischer Korper kein unver-
snderliches System darstellt), kann sich sehr verschiedenartig bewegen.
Wir wollen hier nur noch die drehende Bewegung betrachten. Hierbei
bewegen sich alle Punkte m, M, M; usw. des Korpers auf Kreislinien,
deren Ebenen senkrecht zu einer Geraden, der sogenannten Drehungs-
achse AR, stehen und deren Mittelpunkte auf dieser Achse liegen
(Fig.13). Alle Radien Om, O M, O, M; usw. drehen sich im selben Zeit-
abstande um ein und denselben Winkel ¢ — L mOn =—= £ MON



§7 Drehende Bewegung. 69

= £ M,0,N; usw. Wir rechnen den Winkel ¢ von irgendeiner
Anfangslage der Radien (der von den bewegten Punkten auf die
Drehungsachse gefallten Senkrechten) an; @ ist im allgemeinen eine
Funktion der Zeit und wir setzen demnach:

o=F@® ... .. .. ... (33
Der vom entsprechenden Punkte durchlaufene Weg ist:
S=r@ . . . . . . ... .. (3D

wo r der Radius des Kreises ist, auf dessen Peripherie sich der Punkt
bewegt.
Der einfachste Fall einer Drehbewegung tritt ein, wenn

g=at. . .. .. .. ... (3D

ist, wo a eine konstante Zahl und gleich dem Winkel ist, um welchen
sich das System in der Zeiteinheit dreht. Diese Drehbewegung heilit
gleichférmig. Der vom Punkte durch-

laufene Weg ist in diesem Falle:

s=r@=rat . . (36)

Hieraus folgt, daB sich alle Punkte
des Systems gleichformig bewegen. Ilie
Geschwindigkeit v ist:

v=ra. . . . (87)

Die Geschwindigkeiten verschiedener
Punkte des Systems sind ihren Absténden
von der Drehungsachse proportional.

Die Punkte der Achse selbst sind unbe-
weglich.

Wir bezeichnen mit I' die Zeit einer vollen Umdrehung des Systems
um seine Achse; im Verlaufe dieser Zeit wichst ¢ um 2=  Die
Formel (35) ergibt 2 # = a T, also ist:

27

Substituiert man hier fiir @ seinen Wert nach (37), so wird
2mr = v T (einfacher ergibt sich dies aus s == »t), also:

_271“1 und 1’:2;” C e (39)

Die Schnelligkeit der Drehung wird durch eine besondere GriBe
bestimmt, die man Winkelgeschwindigkeit nennt. Sie ist dem
Winkel ¢, um welchen sich das System im gegebenen Zeitintervall ¢
dreht, direkt proportional und indirekt proportional der Zeit ¢, welche
zur Drehung des Systems um diesen Winkel ¢ erforderlich ist. Als
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Einheit der Winkelgeschwindigkeit kann man die Winkelgeschwindig-
keit irgendeiner gleichférmigen drehenden Bewegung annehmen, z. B.
der Drehung der Erde. Somit ergibt sich, daf der Zahlenwert @ fiir die
Winkelgeschwindigkeit allgemein durch folgende Formel bestimmt wird:

@——:C%----------(w)

Setzt man C == 1, so muf} als Einheit der Winkelgeschwindigkeit
die Winkelgeschwindigkeit einer Bewegung gewahlt werden, bei der
sich das System in der Zeiteinheit um die Winkeleinheit dreht (d. h.
um 579,29...).

In diesem Falle haben wir:

@:%:a.........(h)

Die Winkelgeschwindigkeit wird somit durch den Winkel ge-
messen, um welchen sich das System in der Zeiteinheit dreht. Nimmt
man als Einheit der Zeit die Sekunde an, so ist die Winkelgeschwindig-
keit der Erddrehung ® = 2m:86164 = 0,0000729, da eine volle
Umdrehung der Erde in einem Sterntage erfolgt, welcher 86 164 Sekunden
mittlerer Zeit enthdlt. Die Formel (37) ergibt:

v=r0. . . .. ... ... (42

Ein Punkt, welcher von der Achse um die Einheit der Entfernung
absteht (r == 1), hat eine Geschwindigkeit »,, welche numerisch gleich a
ist, vgl. (37); somit folgt nach (41):

G = v,

Die Winkelgeschwindigkeit wird also auch durch die Geschwindig-
keit eines Punktes gemessen, der von der Drehungsachse um die
Strecke Eins entfernt ist. Die Winkelgeschwindigkeit kann, je nach
der Drehungsrichtung, positiv oder negativ sein.

Bei der ungleichférmigen drehenden Bewegung, fir
@ = F(t), ist die mittlere Winkelgeschwindigkeit @, = @ :¢; die
mittlere Winkelgeschwindigkeit fiir das kleine Zeitintervall A¢, inner-
halb dessen das System sich um den kleinen Winkel 4/ ¢ gedreht hat,

ist @, = %% Der Grenzwert dieser GroBe, d. h.
O =1im®, =1im 22 =P _ g . ... @

4t 7 dt
heifit die Winkelgeschwindigkeit im gegebenen Augenblick.
‘Wie wir hieraus sehen, ist die Winkelgeschwindigkeit die Ableitung des
Drehungswinkels nach der Zeit. Wenn z. B. ¢ = bt — ¢#2? ist, so
ist @ — 3bt2— 2ct.
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Der Punkt, welcher sich im Achsenabstande r befindet, legt in der
Zeit At den Weg As—r 4@ zuriick. Folglich ist seine Geschwindig-

W ..o ds Lorde 7K _ds __ dg
ke1tv_-lzm2i_hm T = rlzmd—t oder v_?ft—rﬁ’
d. h.:

v=r® . . . . .. .. .. (44
Fiir r = 1 haben wir, wie auch frither, ® — #,.

Gleichférmig verdnderliche Drehung heifit eine solche, bei
welcher die Winkelgeschwindigkeit & sich in gleichen Zeitabstinden
um ein und dieselbe positive oder negative GroBe &ndert. Hier hat @
folgende Form:

0 = 6, | bt

Als Winkelbeschleunigung @ bezeichnet man eine besondere
GroBe, welche der Anderung der Winkelgeschwindigkeit in einer ge-
wissen Zeit direkt und indirekt proportional dieser Zeit ist. Somit ist

(0]
allgemein ¥ — C 7 Setzt man C = 1, so mub man als Einheit der

Winkelbeschleunigung die Winkelbeschleunigung einer solchen Bewegung
wihlen, bei welcher in der Zeiteinheit die Winkelgeschwindigkeit um
ihre Einheit zu- bzw. abnimmt. Es ist alsdann:

{}:g...........(/i{))

Im allgemeinen ist die Winkelgeschwindigkeit ® eine Funktion
der Zeit @ — f(f). Der Begriff der Winkelbeschleunigung in
einem gegebenen Augenblick wird folgendermafen erhalten. Wenn
im Verlaufe der Zeit ¢ eine Winkelgeschwindigkeit ® erlangt worden
ist, so ist ¥, = @:t die mittlere Winkelbeschleunigung, und der
Grenzwert dieser Grofe fiir ein unendlich kleines Zeitintervall ist die
Winkelbeschleunigung & fiir einen gegebenen Augenblick:

. .40 ae
%—l@”i'a'm——ll’”’L‘d—t—“;it‘-—f(D ....(4:6)

Die Winkelbeschleunigung ist die Ableitung der Winkelgeschwindig-

keit nach der Zeit, ihr Vorzeichen héingt vom Zeichen der Gréfe <@ ab.

Zweites Kapitel.
Von der Kraft.
§ 1. Definition der ,Kraft., Auf S.55 war unter anderem darauf

hingewiesen worden, daf die Umgebung auf den materiellen Punkt
einwirkt. Das gleiche gilt auch von einem System von materiellen
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Punkten, also auch von dem physikalischen Kérper. Erfahrt dieser
hierbei eine Geschwindigkeitsinderung nach GroBe oder Richtung
oder nach beiden, so sagt man, auf den Korper wirke eine Kraft.
Aber nicht nur aus der hervorgerufenen Beschleunigung la8t sich
ein Schluf auf die Kraft ziehen, sondern auch sonst legen uns. viel-
fach eingehende Beobachtungen der #uBeren Verhéltnisse, unter denen
der Korper steht, die Vermutung nahe, daB Krafte auf ihn einwirken,
Diese Verhaltnisse sind bisweilen derart, dafl wir aus ihrer Anderung
entnehmen konnen, wievielmal sich die wirkende Kraft vergrofert
oder verringert hat. Nehmen wir z. B. an, um eine feste Rolle laufe
eine Schnur, an deren Enden zwei vollkommen gleichartige Korper
A und B befestigt seien, und fiigt man noch an B den Kérper C
hinzu, so erlangt A eine Beschleunigung, auf ihn wirkt eine Kraft
ein. Offenbar ist, sobald man an B zwei, drei usw. gleiche Kérper C
anhidngt, die auf 4 wirkende Kraft zweimal, dreimal usw. so groB
geworden.

Wenn an einer an einem Korper A befestigten Schnur anstatt
eines Arbeiters zwei oder drei, an Stelle von einem Pferde zwei oder drei
ziehen, so wird die auf A4 wirkende Kraft zwei- oder dreimal grdfer,
vorausgesetzt, dal die Krifte der einzelnen Arbeiter oder der Pferde
untereinander vollkommen gleich sind. Wenn man dem Pole einer
Magnetnadel einen Magneten nihert, so wirkt auf ihn eine Kraft, die
sich verdoppelt, sobald man zwei eben solche Magnete in die Nahe
bringt (wobei iibrigens alle sekundéren Einfliisse unberiicksichtigt bleiben
mogen).

Auf solche Weise erhilt man eine Vorstellung von der ,Kraft® als
von einer Gréfe; auch sieht man ein, daB es moglich ist, verschiedene
Krifte miteinander zu vergleichen, sowie eine Krafteinheit auszuwéahlen.
Es sei bereits an dieser Stelle bemerkt, daf das zweite Bewegungsgesetz,
von dem weiter unten die Rede sein soll, nur dann als Gesetz gelten
kann (und nicht als blofe Definition der ,Kraft“), wenn man zugibt,
daf Krafte unabhingig von den durch sie hervorgerufenen Wirkungen
miteinander verglichen werden kénnen.

§ 2. Die Trigheit. Die drei fundamentalen Gesetze der Bewegung
sind zuerst von Newton in seinen ,Principia Philosophiae Naturalis®
im Abschnitte ,Axiomata sive leges motus“ aufgestellt und formuliert
worden. Wir wollen sie der Reihe nach betrachten.

Das erste Bewegungsgesetz (das Tragheits- oder Beharrungs-
gesetz) lautet nach Newton folgendermalen: Corpus omne perseve-
rare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi
quatenus illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare, d. h.
ein jeder Koérper verharrt im Zustande der Ruhe oder der
gleichférmigen, geradlinigen Bewegung, solange keine Kraft-
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wirkung ihn veranlaft, seinen (Bewegungs-) Zustand zu
andern. Dieses Gesetz, welches eine besondere Eigenschaft der Materie
zum Ausdruck bringt und Trigheits- oder Beharrungsgesetz
genannt wird, ist bereits von Galilei entdeckt worden. Es besagt, daf
ein sich selbst iiberlassener Koérper, der also keiner Kraft
unterworfen ist, sich entweder geradlinig und mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt oder in Ruhe bleibt.

DasTragheitsgesetz stellt der Erkenntnis uniiberwindliche Schwierig-
keit entgegen, sobald man sich bemiiht, seinen inneren Sinn zu ergriinden.
In ithm wird von einer geraden Linie gesprochen; auf welche Koordinaten-
achsen die gerade Linie zu beziehen ist, auf welcher sich ein keiner
einzigen Kraft unterworfener Korper bewegen wiirde, ist nicht zu ver-
stehen. Eine zusammenfassende Behandlung dieses Gegenstandes, iiber
den Newton, Euler, Kant, Mach, C. Neumann und andere ge-
schrieben haben, findet man in der Schrift von H. Streinz, ,Die
physikalischen Grundlagen der Mechanik®, Leipzig 1883, und in einer
Abhandlung von Seeliger (Ber. d. Miinch. Akad. 1906, S. 85).

Im ersten Abschnitt (§4) haben wir die neuen Anschauungen iiber
den Raum und die Zeit erwihnt, welche dem Relativitatsprinzip zu-
grunde liegen. Die Einfithrung dieses Prinzips veriindert den Sinn
der Frage nach dem eigentlichen Inhalt des Tragheitsgesetzes; wir
werden hierauf in Bd. V zuriickkommen.

§ 3. Das zweite Bewegungsgesetz. Das Trigheitsgesetz kann
nicht experimentell gepriift werden; wir erlangen Kenntnis von ihm
nur dadurch, daf zu jeder Geschwindigkeitsinderung eine Kraft erforder-
lich ist, mit deren Abnahme sich auch die Geschwindigkeitsinderung
vermindert. Auf die Frage nach dem Zusammenhange zwischen Kraft
und Beschleunigung antwortet das zweite Bewegungsgesetz: Muta-
tionem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundum
lineam rectam, qua vis illa imprimitur, d. h. die Bewegungsianderung
ist proportional der wirkenden Kraft und hat mit ihr die
gleiche Richtung. Unter der Bewegungsinderung eines gegebenen
Kborpers hat man seine Geschwindigkeitsinderung in der gegebenen
Zeit, z. B. in der Zeiteinheit, zu verstehen. Ist die Kraft konstant, so
ist diese Anderung nichts anderes als die Beschleunigung, welche in
diesem Falle ebenfalls konstant ist. Ist jedoch die Kraft veranderlich,
so ist ihr mittlerer Wert f fiir das kleine Zeitintervall /¢ der mittleren
Beschleunigung fiir dasselbe Zeitintervall proportional, d.h. proportional
der Geschwindigkeitsinderung in der Zeiteinheit. Somit kann das
zweite Bewegungsgesetz durch folgende Formel zum Ausdruck gebracht
werden:

f:c_...........(l.)
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wo ¢ ein Proportionalititsfaktor ist, der sich auf den gegebenen, in
Betracht gezogenen Korper bezieht. Die Grofe der Kraft in jedem
gegebenen Augenblick ist:

f:clim%}:cw S T ¢
wobel w die Beschleunigung in demselben Augenblick ist. Die Kraft f
und die Beschleunigung w haben stets die gleiche Richtung.
Man kann das zweite Bewegungsgesetz auch folgendermafien fassen:
Die Beschleunigung ist in jedem gegebenen Augenblick der
wirkenden KraftproportionalundhatmitihrgleicheRichtung.
Die Formel (1) gibt:

Z}:-cl—fdt---------(:s)

wodurch die Gréfie der geometrischen Geschwindigkeitszunahme in der
Zeit At bestimmt wird.

Sehr verbreitet ist die Ansicht, man miisse unter ,mutatio motus®
die Anderung des Bewegungsinhaltes (Bewegungsgrofe s. unten) in
der Zeiteinheit verstehen. Dieser Meinung kann sich der Verfasser nicht
anschliefen.

Folge des zweiten Gesetzes ((esetz der Unabhingigkeit der
Kraftwirkung von dem Zustande des Korpers und dem Vorhandensein
anderer Krafte; Unabhingigkeitsprinzip). Das zweite Bewegungsgesetz
hat, indem es zeigt, von welchen Grifen die geometrische Geschwindig-
keitsinderung abhéngt, auch sozusagen eine negative Seite.

Indem es die Frage, wovon die GroBe Jv fiir einen gegebenen
Korper abhingt, erschépfend lost, zeigt uns das Gesetz zugleich die
Unabhingigkeit der Grofle Jv vom Bewegungszustande des Korpers
selbst und von der Anwesenheit anderer Krifte. Somit bringt die
Kraft f in der Zeit 4t den gleichen geometrischen Geschwindigkeits-
zuwachs A% hervor, einerlei, ob sich der Korper selbst in Ruhe oder
in beliebigem Bewegungszustande befindet und ob die Kraft 7 die ein-
zige ist oder auBler ihr noch andere Krifte wirken. Dieses Gesetz von
der unabhingigen Kraftwirkung kann man auch als ein beson-
deres Gesetz betrachten.

§ 4. Masse. Krafteinheit. Dichte. Die Formeln (1) und (3),
welche den Koeffizienten ¢ enthalten, beziehen sich auf einen gegebenen
bestimmten Korper. Experiment und Beobachtung lehren uns, daB
verschiedene Korper unter vollkommen gleichen Verhiltnissen, d. h.
wenn wir iiberzeugt sein konnen, daB auf sie die gleichen Krafte wirken,
verschiedene Beschleunigungen erfahren. Daraus geht hervor, daf der
Koeffizient ¢ fiir verschiedene Korper verschieden ist; er hingt von
einer besonderen individuellen Eigenschaft des Korpers ab, welche
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man seine Masse nennt. Man sagt, zwei Kérper haben die gleiche
Masse, wenn sie unter Einwirkung der gleichen Kraft dieselbe Be-
schleunigung erhalten. Ein Kérper hat eine 2, 3, 4 und allgemein
nmal grofere Masse als ein gegebener, wenn eine 2, 3, 4 ... nmal
groBere Kraft erforderlich ist, um beiden dieselbe Beschleunigung zu
erteilen, oder wenn ein und dieselbe Kraft dem ersten Korper eine
2, 3, 4 ... nmal geringere Beschleunigung erteilt als dem gegebenen
Korper. Bestimmt man die Krafte, welche verschiedenen Kérpern die
gleiche Beschleunigung erteilen, oder betrachtet man die Beschleuni-
gungen, welche von verschiedenen Korpern durch Einwirkung derselben
Kraft erlangt werden, so kann man hierdurch die Massen verschiedener
Korper miteinander vergleichen. Die Masse irgendeines beliebigen
Korpers A kann man als Einheit der Masse wihlen. Bezeichnet
man sodann den Z-hlenwert der Masse irgendeines anderen Korpers
mit m, so sieht man, daf die Kraft f, welche diesem Kérper die Be-
schleunigung  erteilen mufl, den Zahlen m und % porportional sein
muf, und daB man daher setzen kann:

f=Cmw . . . . . .. . ... ({4

In dieser Formel kommen Kraft, Masse und Beschleunigung vor,
von denen jede einzelne durch ihre besondere, vollkommen willkiirliche
Einheit gemessen werden kann. Der Proportionalititskoeffizient C ist
gleich der Anzahl Krafteinheiten, welche nétig sind, um der Einheit

der Masse die Einheit der Beschleunigung zu erteilen (fiir m — 1 und
w=11ist f = (). Setzt man C — 1 und schreibt somit statt (4):

so konnen von den drei Einheiten der Kraft, Masse und Beschleunigung
nur noch zwei willkiirlich gewédhlt werden. Wahlt man z. B. die Ein-
heiten der Masse und Beschleunigung willkiirlich, so muf man als
Einheit der Kraft unbedingt die Kraft festlegen, welche der
Einheit der Masse die Einheit der Beschleunigung erteilt.
Man kann indes auch anders verfahren und die Einheiten der Kraft
und Masse oder der Kraft und Beschleunigung willkiirlich wihlen; in
letzterem Falle muB man als Masseneinheit diejenige Masse an-
nehmen, welche von der Krafteinheit die Einheit der Be-
schleunigung erhalt. Die ,Masseneinheiten haben verschiedene Be-
nennungen erhalten (z. B. Pfund, Gramm usw.). Die wichtigste und
gebrauchlichste Masseneinheit ist das Gramm; nach der urspriinglichen
Definition sollte es die Masse eines Kubikzentimeters reinen
‘Wassers bei 4°C sein.

Man kann nun Korper von beliebiger Form aus Eisen, Kupfer,
Aluminjum, Platin oder Quarz derart herstellen, dafl ihre Masse einer
der angenommenen Masseneinheiten bzw. einem Teile oder Vielfachen
derselben gleich wird. Solche Etalons oder Massenprototype heifen
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Gewichte; diese Bezeichnung ist unrichtig, denn es sind eben nur
Massenprototype. In Paris befindet sich ein aus Platin angefertigter
Korper, dessen Masse Kilogramm heilt; der tausendste Teil dieser
Masse gilt gegenwirtig als Masseneinheit mit der Benennung Gramm;
es hat sich ergeben, dal diese Einheit der oben genannten theoretischen
Definition nicht vollkommen entspricht, und daf ein Kubikzentimeter
reinen Wassers bei 4° C eine Masse hat, die etwas kleiner ist als das
Gramm. Die Masse eines homogenen Koérpers ist seinem
Volumen proportional

Bei homogenen Kérpern kann man von einer ,Stoffmenge®
sprechen und sind die in homogenen Kérpern enthaltenen Stoffmengen
selbstverstindlich den von diesen Korpern eingenommenen Volumina
proportional. Hieraus folgt, daf die Massen gleichartiger Kérper (d. h.
solcher, die aus ein und demselben Stoffe bestehen) der Menge des in
ihnen enthaltenen Stoffes proportional sind. Wenn man als Einheit
der Stoffmenge die Menge annimmt, welche in einem Kborper, dessen
Masse als Einheit gilt, enthalten ist, so folgt daraus: die Masse
homogener Kérper wird durch die Menge des in ihnen ent-
haltenen Stoffes gemessen.

Bei ungleichartigen Kérpern kann man nicht ohne weiteres von
einer Vergleichung der in ihnen enthaltenen Stoffmengen reden. Hat
man es z B. mit Koérpern zu tun, von denen der eine aus Kupfer, der
andere aus Glas, oder der eine aus Quecksilber, der andere aus Wasser-
stoff besteht, so koénnen wir es uns offenbar nicht einmal vorstellen,
was man unter den Worten , gleiche oder ungleiche Mengen verschieden-
artiger Stoffe“ zu verstehen hat. Es héngt jedoch von uns ab, diese
Ausdrucksweise dennoch einzufithren und ihr einen wissenschaftlichen
Sinn beizulegen. Danach wollen wir éitbereinkommen, solche Mengen
ungleichartiger Stoffe gleich zu nennen, welche gleiche Masse haben,
d. h. welche sich unter Einwirkung gleicher Krifte mit gleicher Be-
schleunigung bewegen. Wenn man diesen durchaus von unserem
Ubereinkommen abhingigen Begriff der gleichen Stoffmengen einfiihrt
und die Einheit der Stoffmenge so, wie oben auseinandergesetzt ist,
wahlt, so erhalt man in verallgemeinerter Form eine Beziehung zwischen
der Masse und der Stoffmenge und zwar die folgende: Die Masse eines
Kérpers wird durch die Menge des in ihm enthaltenen Stoffes
gemessen. Aus diesen Darlegungen geht hervor, daf die urspriingliche
Definition des Ausdrucks ,Masse®, als einer Stoffmenge, unzulissig ist,
denn fir ungleichartige Stoffe fehlt uns, wie gesagt, a priori sogar die
Vorstellung von gleichen oder ungleichen Stoffmengen.

In § 9 des ersten Abschnittes haben wir das Prinzip von der Er-
haltung der Materie kennen gelernt. Wir kénnen jetzt hinzufiigen,
daBl es wohl richtiger wire, es das Prinzip der Erhaltung der
Massen zu nennen, denn das, was bei allen physikalischen und
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chemischen Erscheinungen unverdndert bleibt, ist die Masse der an
diesen Erscheinungen teilnehmenden Korper.

Die absolute Richtigkeit des Prinzips der Erhaltung der Massen
ist vielfach und besonders in letzter Zeit, nach Entdeckung der radio-
aktiven Stoffe (Bd.IV), angezweifelt worden. Eine ganze Reihe bedeu-
tender Forscher war bestrebt, teils rein theoretisch, teils durch duBerst
genaue experimentelle Untersuchungen (Wigungen), zu entscheiden, ob
bei physikalischen, vor allem aber bei rein chemischen Vorgingen, die
Masse der reagierenden Kérper auch wirklich vollkommen unverdndert
bleibt. Unter diesen Arbeiten sind besonders wichtig die von Landolt.
Dieser Forscher hat im Laufe vieler Jahre 15 verschiedene chemische
Reaktionen untersucht, z. B. die folgenden:

AgyS0, - 2FeS0, = 2 Ag + Fey(SO,)s,

HJO, + 5 H,80, + 5KJ = 37, + 5 KHSO, + 3 H,0,
Jy + Na,S0; + H,0 = 2HJ + Na,S0,,

CCl,CH(OH), + KHO = CCLH + CHKO, + H,0.

Als Endergebnis aller seiner Untersuchungen hat er im Jahre
1908 gefunden, dafl bei Einfithrung aller notwendigen Korrektionen
die Abweichungen von den nach dem Prinzip der Erhaltung der Massen
geforderten Resultaten die unvermeidlichen Versuchsfehler nicht itber-
treffen. Fir die Leser, welche sich fir diese Frage interessieren, wollen
wir hier ein Verzeichnis der wichtigsten Arbeiten anfithren:

Schiitzenberger, Bull. Soc. Chim. 89, 258, 1883; Chem. News 45,
50, 1882.

Kreichgauer, Verh. phys. Ges. 10, 13, 1891,

Landolt, Ber. Berl. Akad. 1902, S.1105; 1906, S. 266; 1908, S. 354;
Ztschr. f£. phys. Chem.12, 1, 1893; bb, 589, 1906; 64, 581, 1908; Naturw.
Rundsch. 15, 66, 1900; Abhandl. d. Deutschen Bunsen-Ges. f. angew. physik.
Chem., Nr. 1, Halle a. S., 1909.

Heydweiller, Phys. Ztschr. 1, 527, 1900; 8, 425, 1902; 4, 81, 1902;
Ann. d. Phys. (4) §, 394, 1901.

Rayleigh, Nature (engl.) 64, 181, 1901; 66, 58, 1902.

Poynting, ebend. 62, 403, 1900; Naturw. Rundsch. 15, 524, 1900.

Sandford and Lillian Ray, Phys. Rev. 5, 247, 1897; 7, 236, 1898.

A. N. M. (Anonym), Nature (engl.) 66, 102, 1902.

Hicks, Cambridge Phil. Soc. 5, 156.

Joly, Dubl. Trans. (2) 8, 23, 1903.

Surdo, N. Cim. (5) 12, 1906; Journ. de Phys. (4) 4, 244, 1907.

Planck, Berl. Ber. 1907, S. 542.

Zenghelis, Ztschr. £ phys. Chem. 65, 341, 1908.

Hénsel, Diss.,, Breslau 1899.

Die Masse m eines gleichartigen Korpers hiéngt von seinem
Volumen v und aulerdem von der Art des Stoffes ab, aus dem er be-
steht. Dies weist uns auf eine gewisse Eigenschaft hin, die fiir ver-
schiedenartige Stoffe verschieden ist und welche noch neben dem
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eingenommenen Volumen die Masse eines Korpers bestimmt. Diese
Eigenschaft wird durch eine GréBe besonderer Art gekennzeichnet, die
wir Dichte nennen und von der wir annehmen, da sie der Masse m
eines Koérpers bei gegebenem Volumen v direkt proportional und dem
von der gegebenen Masse m eingenommenen Volumen v umgekehrt
proportional sei. Als Einheit kénnen wir die Dichte irgendeines Stoffes
(z. B. die von Wasser, Quecksilber, Luft, Wasserstoff) wahlen, der sich
in einem ganz bestimmten Zustande (z. B. bei gegebener Temperatur
und Druck) befindet. Der Zahlenwert § fiir die Dichte wird durch die
Formel

S=0c™ . . . ...
¢, (6)
ausgedriickt, wo C der Proportionalititsfaktor ist. Setzt man C =1, d.h.
m
: (7)
oder

o mull man als Einheit der Dichte die Dichte eines solchen
Stoffes annehmen, dessen Volumeneinheit die Einheit der
Masse enthilt.

Nachdem wir das Gramm und das Kubikzentimeter als Einheiten
der Masse und des Volumens bereits festgelegt haben, miissen wir als
Einheit der Dichte die Dichte eines Stoffes bei der Temperatur wihlen,
bei welcher ein Kubikzentimeter desselben die Masse von einem Gramm
hat, z. B. die Dichte des Wassers bei nahezu 4°,

Formel (8) zeigt uns, daf fiir v =— 1 die Masse m — 0 wird;
hieraus folgt, dal die Dichte eines homogenen Stoffes durch
die Masse, welche in seiner Volumeneinheit enthalten ist,
gemessen wird. Fir ungleichartige Korper bestimmt die Grofe

m
6m:? 9)

die mittlere Dichte. Wenn die mittlere Dichte 0,, gegeben ist, so findet
man die Masse des Korpers nach der Formel:

m=v0, . . « . . .« .. .. Q0

Der Grenzwert fiir die Dichte eines unendlich kleinen Volumens v,
welches die Masse < m enthilt, heift die Dichte § im gegebenen
Punkte:

dm __dm

To = d» (11)

0 = lim

In theoretischen physikalischen Fragen werden wir es fast immer
mit der durch die Formeln (7), (9) und (11) bestimmten Dichte,
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welche durch die Masse der Volumeneinheit gemessen wird,
zu tun haben. Zum Unterschiede von einer anderen Grife, mit der
wir uns im ersten Abschnitt bekannt machten und welche durch das
Gewicht der Volumeneinheit gemessen wird, kann man die hier be-
trachtete Grofe Massendichte nennen.

‘Wenn man das Kubikzentimeter und das Gramm als Einheiten
des Volumens und der Masse annimmt, so erhidlt man als Einheit der
Massendichte die Dichte eines Stoffes, von welchem ein Gramm das
Volumen eines Kubikzentimeters hat.

Aus dem Vorhergehenden folgt, daf reines Wasser bei 40 diese
Einheit der Massendichte nicht besitzt.

Die Masse, von welcher hier die Rede war, wird als trige Masse
bezeichnet zum Unterschiede von der schweren Masse, die wir weiter
unten betrachten werden.

§ 5. Druck. Im vorhergehenden Paragraphen haben wir in der
Kraft die Ursache des geometrischen Zuwachses Jv der Geschwindig-
keit bzw. der Beschleunigung w kennen gelernt. Die Formel (5) gab
uns die Moglichkeit, auch die Einheit der Kraft festzusetzen; die Ver-
gleichung und Messung von Kriften haben wir hierbei auf die Ver-
gleichung der von ihnen hervorgerufenen Beschleunigungen gegriindet.
Eine derartige Messung der Krifte heiit dynamische Messung. Es
kommen jedoch sehr oft Fille vor, wo auf irgendeinen Koérper 4
zweifellos eine bestimmte Kraft wirkt und der Korper trotzdem in Ruhe
bleibt, weil er einen anderen Korper B beriihrt, welcher ihn daran ver-
hindert, die Geschwindigkeit 4v zu erlangen, die durch die GréBe f
der Kraft, ihre Wirkungsdauer 4¢ und die Masse m des Korpers A4
selbst bestimmt wird, und welche in Wirklichkeit zutage tritt, sobald
man den Koérper B entfernt. Die Erfahrung lehrt, dafl der Korper A
in diesem Falle einen Druck auf B ausibt. Auf S.18 war der Druck
als ein urspriinglicher Begriff bezeichnet worden, der uns aus der tag-
lichen Erfahrung bekannt ist (Empfindung einer Muskelspannung). Wir
sagen in diesem Falle, die Kraft werde durch den Widerstand des Kor-
pers B, auf welchen A4 einen Druck ausiibt, aufgehoben. Wenn man
vorldufig die Frage nach dem mechanischen Vorgange bei dieser Kraft-
vernichtung beiseite 1dfit, so kann man auf Grund der Beobachtung
sagen, dafl der Druck proportional der aufgehobenen Kraft ist. Nimmt
man als Einheit des Druckes den Druck an, welchen der Kérper B
erfihrt, wenn auf A die Krafteinheit wirkt, so erhilt man im betrach-
teten Falle gleiche Zahlenwerte fiir Druck und Kraft. Bezeichnet man
sie mit demselben Buchstaben, so kann man sagen, daff die Formel (5)
f = mw uns den Zahlenwert fiir den von A auf B ausgeiibten Druck
ergibt. Die Kraft und der durch sie hervorgerufene Druck haben bei
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dieser Wahl der Einheiten gleiche Zahlenwerte, daher kann die Messung
von Kréften auch durch Messung des von ihnen ausgeiibten Druckes
geschehen. Eine solche Messung der Krifte heilit statische Messung.

§ 6. Gewicht. Auf jeden auf der Erdoberfliche befindlichen
Korper wirkt eine Kraft ein, welche (angenshert) nach dem Erdmittel-
punkte hin gerichtet ist. Eine zur Richtung dieser Kraft senkrechte
Ebene heifit horizontal. Diese Kraft nennt man das Gewicht des
Korpers; wir werden sie mit p bezeichnen. Da das Gewicht eine be-
sondere Kraft ist, so ist seine Einheit identisch mit der Krafteinheit.
Korper, die sich auf keine anderen stiitzen, bewegen sich (fallen) im
luftleeren Raume unter dem Einflufl ihres eigenen Gewichtes, oder,
wie man diese Kraft auch noch zu nennen pflegt, — der ,Schwerkraft®,
mit einer Beschleunigung, die wir mit g bezeichnen wollen. Die allgemeine
Formel (5) nimmt in diesem Sonderfalle folgende Gestalt an:

p=mg. . . . . . ... .2

Entsprechende Versuche zeigen uns, daf g fiir alle Korper gleich
grof ist. Hieraus folgt, daf die auf den Korper wirkende Schwerkraft,
d.h. daBl das Gewicht derselben eine Kraft ist, welche die be-
sondere Eigenschaft besitzt, der Masse der Korper propor-
tional zu sein. Nun haben wir gesehen, dafl eine Kraft durch den
Druck gemessen werden kann, welchen ein Kérper auf einen anderen
ihm als Unterlage dienenden unter ihrem Einflusse ausiitbt. Hieraus
folgt, daB der von einem Korper auf einen anderen unter ihm befind-
lichen an der Erdoberfliche ausgeiibte Druck als Mal fiir sein Gewicht
dienen kann. Wenn man aber, wie oben, als Einheit des Druckes den
Druck gelten 148t, den ein Korper unter dem Einflusse der Krafteinheit
ausiibt, also ein Koérper, der die Einheit des Gewichtes besitzt, so wird
der Druck numerisch gleich dem Gewichte. Deshalb kann man auch
unter ,,Gewicht“ den Druck verstehen, der von einem in Ruhe befind-
lichen Korper ausgeitbt wird. Unter ,Wéigung® versteht man das Ver-
fahren, den Druck der Kérper auf eine horizontale Unterlage zu ver-
gleichen. Aus dem Vorhergehenden ergibt sich, dal die Wagung das
Massenverhialtnis der Kérper ergibt, und dall ungleichartige
Korper, welche gleiches Gewicht besitzen, auch gleiche Masse
haben.

Auller der oben erwiahnten dynamischen Methode der Massen-
vergleichung ungleichartiger Kérper haben wir auf diese Weise noch
eine Methode der statischen Vergleichung far sie gefunden.

In Formel (12) hat g einen bestimmten Zahlenwert, der von der
zugrunde gelegten Einheit der Beschleunigung abhingt. Es ist bereits
darauf hingewiesen worden, daf bei Benutzung der Formel (5) und
ihrer Spezialform (12) wir die Einheiten fur Beschleunigung und Masse
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oder Beschleunigung und Kraft willkiirlich oder schlieflich fir Kraft
und Masse gewahlt werden. Formel (12) zeigt, daf fiir m = 1 das Ge-
wicht p = g wird, d. h. das Gewicht eines Korpers, welcher die Einheit
der Masse besitzt, enthélt g Gewichtseinheiten. Wenn man also die Ein-
heit der Masse willkiirlich wahlt, so ist die Einheit des Gewichtes (oder
der Kraft) das Gewicht eines Kérpers, der 1:g Masseneinheiten enthalt.
Wenn man z. B. eine der folgenden Massen: das Gramm, Pfund usw.
als Einheit der Masse festlegt, so wird die Einheit des Gewichtes (oder
der Kraft) gleich 1:g Gramm, Pfund usw.

Formel (12) ergibt weiter, dal fir p = 1 die Masse m — 1:g
wird, d. h. ein Korper, dessen Gewicht gleich ist der Gewichts- oder
Krafteinheit, hat eine Masse, welche 1:¢g der Masseneinheit ist. Wenn
man die Gewichtseinheit willkiirlich wahlt, so mul man als Einheit der
Masse die Masse eines Korpers annehmen, der g Gewichtseinheiten ent-
hilt. Unter der Bezeichnung Gramm versteht man bisweilen das Gewicht
von 1cem reinen Wassers und ebenso unter Pfund usw. das Gewicht
eines bestimmten Volumens irgendeines Kérpers; in Wirklichkeit sind das
Gramm, das Pfund usw. Massenetalons. Sollen sie Gewichtseinheiten (oder
Krafteinheiten) sein, so ist die Masseneinheit ¢ Gramm oder g Pfund.

Bereits im ersten Abschnitte, S. 43 bis 45, haben wir den Begriff
der Dichte D eines Kérpers, welche durch das Gewicht der
Volumeneinheit gemessen wird, den der mittleren Dichte und den
der Dichte in einem gegebenen Punkte kennen gelernt. Die Dichte D
werden wir bisweilen zum Unterschiede von der Massendichte & (S. 78)
als Gewichtsdichte bezeichnen. Nach (12) ist

D=ygd. ... ... ... (223

Wir haben soeben darauf hingewiesen, daf die Masse an der Erd-
oberfliche durch den Druck gemessen wird, welchen der ruhende Koérper
auf einen anderen Korper ausiibt, der ihm als Unterlage dient; wir be-
zeichnen die so gemessene Masse als schwere Masse zum Unterschiede von
der tragen Masse, welche durch die Grife der Beschleunigung bei einer
Bewegung des Koérpers gemessen wird. Threm inneren Wesen, ihrer
Bedeutung nach sind also trige Masse und schwere Masse verschiedene
Grofen; die Beobachtung zeigt aber, dal sie einander proportional sind.
‘Wenn man die trige Masse und die schwere Masse ein und desselben
Korpers als Einheiten wihlt, was durchaus nicht notwendig ist, so
erhilt man bei allen Kérpern fiir die trige und die schwere Masse den
gleichen Zahlenwert. Die Physik hat bei ihrer neuesten Entwickelung die
hier dargelegte elementare Theorie durch eine unvergleichlich verwickel-
tere ersetzt. KEs zeigte sich, daB die trige Masse eines Korpers keine
konstante GroSe ist, sondern abhingt von der Geschwindigkeit des
Korpers relativ zu dem System, in welchem der ruhende Beobachter
Kraft und Beschleunigung miBt. AuBSerdem erwies es sich, daf die trige

Chwolson, Physik. 2. Aufl. I, 1. 6



82 Mechanik. Kap. II. §7

Masse eines Korpers verschiedene Werte hat fiir eine Kraft, welche die
Geschwindigkeit ihrer Gro8e nach éndert (longitudinale Masse) und fir
eine Kraft, welche die Richtung der Geschwindigkeit dndert (trans-
versale Masse). Aber alle diese Unterschiede werden erst merklich bei
relativen Geschwindigkeiten, welche vergleichbar sind mit der des Lichtes
(300000 km in der Sekunde); solche Geschwindigkeiten werden nur bei
Elektronen beobachtet (Band V).

§ 7. Das dritte Bewegungsgesetz ist von Newton folgender-
mafen ausgesprochen worden: Actioni contrariam semper et aequalem
esse reactionem; sive corporum duorum actiones in se mutuo semper
esse aequales et in partes contrarias dirigi, d.h. Wirkung und Gegen-
wirkung sind stets einander der Gré8e nach gleich und (der
Richtung nach) entgegengesetzt; oder die Wirkungen zweier
Korper aufeinander sind immer gleich und nach entgegen-
gesetzten Seiten gerichtet.

Wenn zwei Korper A und B einander beeinflussen, so sind die
zwei Krifte, welche infolgedessen auf diese Kérper wirken, gleich
und nach entgegengesetzten Seiten gerichtet.

Man hat bei der Wechselwirkung von Kérpern zwei Fille zu unter-
scheiden.

1. Zwei Koérper berithren sich und iiben aufeinander einen Druck
aus. Ein Druck auf einen physikalischen Kérper bewirkt stets eine
Gestaltsinderung, z. B. eine Volumenverminderung; indem die Molekiile
des Korpers in ihre urspriingliche Lage zuriickzukehren, d. h. die
frithere Gestalt des Koérpers wieder herzustellen suchen, rufen sie die
Reaktion oder den Gegendruck des dem Drucke ausgesetzten Kérpers
hervor. Eine Gestaltsinderung erfihrt auch der den Druck ausiibende
Korper, auf welchen die gegebene Kraft f unmittelbar wirkt. Somit
drickt also jeder der beiden sich berithrenden Kérper auf den anderen,
und diese beiden Drucke sind der Gréfe nach gleich und der Richtung
nach entgegengesetzt.

Wenn die Last A auf die horizontale Oberfliche des Korpers B
mit einer gewissen Kraft / driickt, so wird das Bestreben des Korpers B,
seine Gestalt wieder herzustellen (z.B. die entstandene Vertiefung zu
beseitigen), zur Quelle eines Druckes dieses Korpers (von unten nach
oben) auf A, welcher ebenfalls gleich f ist. Wenn ein Korper A an
einer Schnur B hingt, so wird letztere mit einer gewissen, dem Ge-
wichte von A gleichen Kraft gespannt; mit derselben Kraft wirkt auch
die ausgereckte Schnur B auf den Koérper A4, indem sie sich bis auf die
urspriingliche Linge zu verkiirzen strebt. Wenn ein Gas in einem
Gefifle eingeschlossen ist, so sucht es sich auszudehnen und driickt
dadurch auf jede Oberflicheneinheit der Gefiwandung mit einer ge-
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wissen Kraft f. Hierdurch dehnt sich das Gefil etwas aus und sein
Bestreben, das frithere Volumen wieder herzustellen, duflert sich durch
einen Gegendruck f auf jede Oberflicheneinheit des Gases.

2. Die Korper berithren sich nicht, jedoch muB die Anwesenheit des
Korpers A an einer bestimmten Stelle des Raumes als Ursache fiir das
Auftreten der Kraft f, welche auf den Koérper'B wirkt, gelten. Die
Beobachtungen fithren uns zu der Uberzeugung, daB in diesem Falle
die Gegenwart von B an der von ihm eingenommenen Stelle die Ursache
fiir das Auftreten einer auf A wirkenden Kraft ist, welche der Grofe
nach gleich f; der Richtung nach ihr entgegengesetzt ist. Dieses bezieht
sich auf alle Fille einer Wechselwirkung, fiir welche die Rolle des
zwischenliegenden Mediums, welches die Wirkung eines Korpers auf den
anderen ibertragt, noch nicht klargelegt ist, namlich auf die Erschei-
nungen der allgemeinen Gravitation, die elektrischen und die magne-
tischen Erscheinungen. Die Kraft, mit welcher die Erde einen Stein
oder etwa den Mond anzieht, ist gleich der Kraft, mit welcher zur selben
Zeit die Erde nach entgegengesetzter Richtung vom Steine oder vom
Monde angezogen wird. Das gleiche gilt auch fiir die Wechselwirkung
elektrisierter, magnetischer oder vom elektrischen Strome durchflossener
Korper, sowie endlich fiir die Wechselwirkung von elektrischen Strémen
und Magneten.

Aus dem dritten Bewegungsgesetze ergibt sich als Folge: Wenn
die aufeinanderwirkenden Korper frei sind und jeder von ihnen nur
unter dem Einflusse des anderen steht, so bewegen sie sich mit Be-
schleunigungen, die ihren Massen umgekehrt proportional sind.

§ 8. Kraftimpuls und Bewegungsmenge. Wenn die nach Grofe
und Richtung konstante Kraft f wihrend einer gewissen Zeit ¢ auf den
Kérper A wirkt, so sagen wir, der Korper A erfihrt einen Kraft-
impuls (Antrieb) und setzen diese neue Gréfe proportional der Kraft f
und der Zeit 7. Als Einheit K kann der Impuls irgend einer be-
liebigen Kraft gelten, welche wihrend einer beliebigen Zeit gewirkt hat.
Es ist daher ganz allgemein K — Cft. Setzt man C = 1, d.h.

K=ft. .. ... .. ... 13

so mub man als Einheit des Kraftimpulses den Impuls der Kraft-
einheit annehmen, welche wihrend der Zeiteinheit gewirkt hat. Wenn
sich die Kraft nach Grofe und Richtung édndert, so zerlegen wir die
Zeit, wiahrend welcher sie wirkte, in eine iiberaus grofle Zahl sehr kleiner
Teile 4t. Die Kraft f konnen wir withrend eines jeden dieser kleinen
Zeitabstinde als konstant ansehen, wobei wir einen um so kleineren
Fehler begehen, je grofler die Anzahl der Teile ist, in welche wir die
Zeit t zerlegt haben, d.h. je kleiner A¢ ist. Der Impuls wihrend der

6*
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Zeit At, d.h. die GroBe fAt, heilt Elementarimpuls. Bezeichnen
wir ihn symbolisch mit 4 K, so ist

AK=fdt. . . . . .. ... (14)

Den Grenzwert, welchem die algebraische Summe der Gréfen
AK = fAt bei unbegrenzter Zunahme der Anzahl Teile A¢ zustrebt,
wollen wir den Impuls K der variablen Kraft fiir die Zeit { nennen.
Symbolisch kann dies folgendermafen geschrieben werden:

K:umZAK:zimz'fdt:jfdt ... . (15)

Wir fihren ferner noch eine besondere Grofe ein, die wir Be-
wegungsmenge (Bewegungsgrifie) nennen und setzen sie proportional
der Masse m und der Geschwindigkeit ». Als Kinheit kann die Be-
wegungsmenge einer beliebigen Masse, die sich mit beliebiger Geschwin-
digkeit bewegt, gelten. Der Zahlenwert L der Bewegungsmerige einer
mit der Geschwindigkeit v sich bewegenden Masse m wird dann durch
die Formel I = Cmv wiedergegeben. Setzt man C = 1, so ist die
Einheit der Bewegungsmenge die Bewegungsmenge der sich mit der
Einheit der Geschwindigkeit bewegenden Masseneinheit. Es ist dann

L=mv . ... ... ... (16)
Die GroBe L ist ein Vektor, der die Richtung der Geschwindigkeit »

hat. Wenn die Geschwindigkeit » den geometrischen Zuwachs Ao
erfahrt, so erhalt auch die Bewegungsmenge einen geometrischen

Zuwachs AL =mdv . . . . ... ... 7

welcher die Richtung der Geschwindigkeit #v hat. Der neue Wert fiir
die Bewegungsmenge wird durch die Diagonale des aus L und AL
konstruierten Parallelogramms dargestellt.

Mit Hilfe des zweiten Bewegungsgesetzes, das durch Formel (1),
welcher wir die Gestalt (3) geben, ausgedriickt wird, 148t sich nun eine
Beziehung zwischen Kraftimpuls und Bewegungsmenge ableiten. Aus
(5) (S.74) in Verbindung mit (2) folgt, dab ¢ = m gleich der Masse
des Korpers ist. Daher geht (8) iber in

fdt=mdv . .. .. .. .. (18

Vergleicht man jetzt (18) mit (14) und (17), so kann man die
erste dieser Formeln auch schreiben

AK=AdL. . . . . .. ... (19

Somit fithrt das zweite Bewegungsgesetz zu folgendem neuen Satze:
Der Elementarimpuls einer XKraft wird durch den geometri-
schen Zuwachs der Bewegungsmenge gemessen.

Bildet man die algebraische Summe der Ausdricke fir die
Grofien fAt und mdv der Formel (18) unter Beriicksichtigung von
(15) und (17), so erhélt man

E=IlmXfdt =1mEmdo =limZEAL . . . (20)
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d.h.derKraftimpuls wihrend eines beliebigen Zeitabschnittes
wird durch die algebraische Summe der geometrischen Zu-
nahmen der Bewegungsmenge gemessen. Dieser Satz vereinfacht
sich in zwei Sonderfillen.

1. Die Bewegung sei geradlinig und die Kraft habe die Richtung der
Bewegung. Dann ist 4v gleich dem algebraischen Geschwindigkeits-
zuwachs A4 v, und die Summe der algebraischen Zunahmen ist der volle
Zuwachs dieser GroBe, d.h. die Differenz zwischen ihrem neuen und
ihrem fritheren Werte. Wenn sich die Geschwindigkeit wihrend der
Zeit t von v, bis v, gedndert hat, so gibt Formel (20)

K=1UmZfdt = mvg—mv, . . . . . . (21)

Bei der geradlinigen Bewegung wird der Kraftimpuls
fir einen beliebigen Zeitraum durch den algebraischen Zu-
wachs der Bewegungsmenge gemessen.

2. Die Kraft habe konstante Richtung. In diesem Falle haben
alle geometrischen Zunahmen v die gleiche Richtung, und ihre Summe
ist offenbar der vollstindige geometrische Geschwindigkeitszuwachs.

Wenn die Kraft eine konstante Richtung hat, welche
ibrigens mit der Bewegungsrichtung einen verdnderlichen
Winkel bilden kann, so wird der Kraftimpuls fiir einen be-
liebigen Zeitraum durch den geometrischen Zuwachs der
Bewegungsmenge im selben Zeitraume gemessen.

Far den allgemeinen Fall, wo die Kraft keine konstante Richtung
hat, ist obige Vereinfachung nicht zulidssig, da die algebraische Summe
der geometrischen Zunahmen offenbar nicht gleich dem vollstindigen
geometrischen Zuwachse ist.

Bei der geradlinigen, gleichformig beschleunigten Bewegung, fir
welche die Beschleunigung w, also auch die Kraft f eine konstante Grofe
ist, gibt uns, da die erlangte Geschwindigkeit
vy — v, = wt ist, unsere allgemeine Formel
(5) f = mw, also in diesem Falle ft = mwt
== m vy — mv; entsprechend Formel (21).

Wir wollen ferner die Richtigkeit der all-
gemeinen Formel (20) fiir eine gleichférmige
Kreisbewegung mit der Geschwindigkeit v be-
weisen. (Der Kreisradius sei — R.) Wir
berechnen zunichst den totalen Kraftimpuls
fiir die Zeit ¢, wihrend welcher der Punkt
den Bogen AB — s — Ra (Fig. 14), wo
o« = L AOB ist, durchlaufen hat. Bei der gleichformigen Kreis-

2
bewegung wird w nach Formel (30) S. 66 bestimmt, d.h. w — %; die
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Beschleunigung ist nach dem Mittelpunkte gerichtet und daher auch die
Kraft f; letatere ist gleich
_ mv?

mo?t o .
- Eliminiert man die

Der vollstindige Kraftimpuls ist ft =

Zeit, indem man den Winkel o einfithrt, so hat man, da Ra — s ist,
oo = s: R = v{: R, also:
2¢
K=1IlimXZfdt = ft = me

R

=mve . . . (22,a)

Um limXmdv, d.h. die algebraische Summe der geometrischen
Zunahmen der Bewegungsmenge zu finden, ziehen wir von einem be-
liebigen Punkte O aus (Fig. 15) die Geraden O C und 0D gleich und
parallel A4, =— BB, — v und eine grofle Zahl
DT T~ zwischenliegender Geraden, die den Geschwindigkeiten

Q '/ /. v des Punktes wahrend seiner Bewegung auf dem
A Bogen AB gleich und parallel sind. Offenbar ist
~——5 7 L COD = L AOB = . Die Endpunkte dieser
von O aus gezogenen Geraden liegen auf einem Kreis-
bogen; die Elemente dieses Bogens sind die geometrischen Geschwin-
digkeitszunahmen A v. Thre algebraische Summe ist gleich dem Bogen
OD, d.h. gleich ve, daher ist die algebraische Summe der geometrischen
Zunahmen fir die Bewegungsmenge

imZAL = limEmdv = mvoc . . . . (22,b)

(22,a) und (22,b) ergeben die Richtigkeit der Formel (20) fiir die be-
trachtete Bewegung. Als Kraftimpuls fir einen vollstindigen Umlauf
des Punktes auf der Kreislinie erbalten wir K —= 2z muv.

Fig. 15.

§ 9. Momentane Kridite. Als ,momentane® Kraft bezeichnet
man eine Kraft, deren Wirkung eine so kurze Zeit v dauert, dal der
Verlauf der Ereignisse wihrend dieser Zeit nur unter besonderen Um-
stinden, d. h. nur mit Hilfe meist sehr verwickelter Vorrichtungen
beobachtet werden kann. Im Verlaafe dieser Zeit dndert die Kraft [
bei gleichbleibender Richtung ununterbrochen ihre Gréfle, indem sie zu
Anfang der Zeit T mit dem Werte Null beginnt und zu Ende derselben
wieder zum Werte Null zuriickkehrt. Kréfte dieser Art treten auf beim
ZusammenstoB von Kérpern, bei Wirkung eines Stromimpulses (z. B.
eines Induktionsstromes) auf die Magnetnadel usw. Da sich die Kraft f
in der Zeit T #andert, so ruft sie eine ebenfalls kontinuierlich sich
andernde Beschleunigung hervor, die.man aber wegen der aulerordentlich
geringen Zeitdauer der Kraftwirkung meist nicht zu beobachten imstande
ist und werden deshalb auch die verdnderlichen Werte der Kraft oft gar
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nicht beriicksichtigt. Wir konnen aber die Geschwindigkeit, also auch
die Bewegungsmenge vor und nach Wirkung der momentanen Kraft
messen. Bezeichnet man den Gesamtimpuls der verinderlichen Kraft f
in der Zeit t mit F und nimmt man an, daB sich f wihrend dieser
Zeit T der Richtung nach nicht #ndere, so kann man F dem voll-
stindigen geometrischen Zuwachs der Bewegungsmenge gleichsetzen.
Sehr oft wird der Impuls F als MaB fiir die Wirkung der momentanen
Kraft gewiblt und bisweilen auch ,die Gréfe der momentanen Kraft“
genannt.

Die GroBe einer momentanen Kraft wird durch die geo-
metrische Anderung der Bewegungsmenge des Korpers, auf
welchen sie wirkt, gemessen.

Wenn die Geschwindigkeit des Kérpers wihrend der Zeit 7 die
Richtung der Kraft f selbst hat, wird die ,Groéfle* F' der momentanen
Kraft durch die Differenz der Bewegungsmengen der Korper vor und
nach der Wirkung gemessen; vgl. (21).

§ 10. Das CGS-System. Wir haben gesehen, da, sobald man
dem Proportionalititskoeffizienten C in den Formeln, welche den Zu-
sammenhang zwischen den Zahlenwerten der verschiedenen physika-
lischen Grofen feststellen, einen bestimmten Wert zuerteilt, z. B. 0 = 1
setzt, die Einheit einer dieser Grofen sich ganz von selbst ergibt, wenn
die Einheiten fiir die anderen GroBen bereits gewahlt sind. Setzt man
in der Reihe der physikalischen Formeln, von denen jede folgende eine
neue in den vorhergehenden Formeln nicht vorkommende GroSe enthilt,
die Proportionalitatsfaktoren gleich Eins, so kann man ein ,System
von Einheiten aufbauen®. Es erweist sich, dal man dabei die Ein-
heiten fiir drei GréBen willkiirlich wihlen muf}; diese miissen ferner
unabhingig voneinander sein, so dafl keine von ihnen durch die beiden
anderen bestimmt werden kann. Diese drei Einheiten heilen die Grund-
einheiten. Die Einheiten der itbrigen Grofen, welche dadurch erhalten
werden, dafl man den Proportionalititsfaktor gleich Eins setzt, heifen
abgeleitete Einheiten; man nennt sie auch absolute Einheiten, doch
ist dieser Ausdruck kein treffender. Die drei Grundeinheiten kann man
auf sehr verschiedene Weise auswihlen; so ist es beispielsweise moglich,
ein System von absoluten Einheiten auf die Grundeinheiten der Linge,
Geschwindigkeit und Kraft zu griinden, oder auf die der Masse, Zeit
und Beschleunigung usw. Ausgehend von drei solchen Grundeinheiten
bestimmter Art, kann man wiederum unendlich viele verschiedene
Systeme von Einheiten erhalten, indem man die absoluten Werte der
drei Grundeinheiten andert.

Im folgenden werden wir voraussetzen, daB als Grundeinheiten die
Einheiten der Linge I, der Masse m und der Zeit ¢ angenommen sind.
Besondere Aufmerksamkeit wenden wir hierbei dem Falle zu, wo als
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Lingeneinheit das Zentimeter (C), als Masseneinheit das Gramm (G)
und als Zeiteinheit die Sekunde (S) gewdhlt sind. Das System abso-
luter Einheiten, welches sich auf diese drei Einheiten griindet, heibt das
CGS-System, die abgeleiteten Einheiten aber — CGS-Einheiten. Die
CGS-Einheit der Oberfliche ist das Quadratzentimeter; die CGS-
Einheit des Volumens ist das Kubikzentimeter.

Geschwindigkeit. Setzt man in Formel (3) auf S.57 den
Koeffizienten C = 1, d.h. legt man Formel (4) zugrunde, so muf man
als absolute Einheit der Geschwindigkeit die Geschwindigkeit eines
Punktes wihlen, welcher die Lingeneinheit in der Zeiteinheit durch-
lauft. Die CGS-Einheit der Geschwindigkeit ist die Geschwindigkeit
eines Punktes, welcher ein Zentimeter in einer Sekunde durchliuft.
Das Licht legt in einer Sekunde 300 000 km zuriick, also ist

die Lichtgeschwindigkeit » — 38,1010 C (& S-Einheiten

der Geschwindigkeit } - (23)

Beschleunigung. Setzt man ¢ = 1 in (17) auf S. 63, d. h.
bestimmt man 2 durch Formel (18), so mub als absolute Einheit der
Beschleunigung die Beschleunigung einer solchen Bewegung gelten, bei
welcher die Geschwindigkeit in der Zeiteinheit um die Geschwindigkeits-
einheit zunimmt. Die CGS-Einheit der Beschleunigung ist die
Beschleunigung einer solchen Bewegung, bei welcher sich die Geschwin-
digkeit in einer Sekunde um die CGS-Einheit der Geschwindigkeit,
d.h. um einen Zentimeter pro Sekunde vergréfBert. Beim freien Fall
nimmt die Geschwindigkeit in einer Sekunde um 981 cm pro Sekunde zu.
Bezeichnet man die Beschleunigung beim freien Fall mit g, so hat man

g = 981 CG S-Einheiten der Beschleunigung . . . (24)

Formel (30) auf S. 66 zeigt, da die CGS-Einheit der Beschleuni-
gung auch gleich ist der Beschleunigung eines Punktes, welcher sich
mit einer Geschwindigkeit von einem Zentimeter in der Sekunde auf
einer Kreislinie, deren Radius gleich einem Zentimeter ist, bewegt.

Drehung. Die absolute Einheit der Winkelgeschwindigkeit
[vgl. (40) und (41) auf S. 70] besitzt ein Koérper, welcher sich in der
Zeiteinheit um den Einheitswinkel (57,29°) dreht. Die CG S-Einheit
der Winkelgeschwindigkeit hat ein Kérper, der sich in einer Sekunde
um den Einheitswinkel dreht. Die absolute Einheit der Winkel-
beschleunigung [vgl. (45) auf S. 71] besitzt ein Korper, dessen
Winkelgeschwindigkeit sich um deren absolute Einheit in der Zeitein-
heit vergrofert. Die CGS-Einheit der Winkelbeschleunigung hat ein
Korper, dessen Winkelgeschwindigkeit um die C G S- Einheit der Winkel-
geschwindigkeit pro Sekunde zunimmt.

Kraft. Setzt man C — 1 in Formel (4) auf S. 75, d.h. legt man
Formel (5) zugrunde, so ist als absolute Krafteinheit eine Kraft zu
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wiahlen, unter deren Einflusse die Grundeinheit der Masse die absolute
Einheit der Beschleunigung erhilt. Die CGS-Einheit der Kraft
(also auch des Gewichtes) ist eine Kraft, unter deren Ein-
flusse die Grammasse die CGS-Einheit der Beschleunigung
erlangt, so daB ihre Geschwindigkeit sich um ,einen Zentimeter pro
Sekunde® in jeder Sekunde vergréfert. Diese Kraft wird ,Dyne“ ge-
nannt. Eine Million Dynen heilt Megadyne. Wir wollen bei dieser
Gelegenheit die Dyne mit der bekannten franzésischen Kraft- oder
Gewichtseinheit, welche Gramm heiflt, vergleichen. Zu diesem Zwecke
wollen wir die Wirkungen beider Krifte, einerseits der Dyne und
andererseits des Grammes, auf ein und denselben Koérper, namlich auf
einen solchen, der die Masse von einem Gramm hat, miteinander ver-
gleichen. Aus der Definition selbst folgt, daf die Grammasse unter
dem Einflusse der Kraft einer Dyne die CG S-Einheit der Beschleuni-
gung erfiahrt. Dieselbe Grammasse erlangt unter dem Einflusse der
Grammkraft, d.h. unter dem Einflusse des Gewichtes eines Grammes an
der Erdoberfliche, eine Beschleunigung von g = 981 C G S-Einheiten
der Beschleunigung [vgl. (24)]. Hieraus folgt, daB

1 Gramm = 981 Dynen }

1 Dyne = 0,00102 Gramm (25)

Es ist wohl kaum nétig, hinzuzufiigen, daf hier das Gramm eine
Kraft und nicht eine Masse ist, denn die Dyne ist eine Kraft, und man
kann nur gleichartige GroSen miteinander vergleichen. Angenihert
(bis auf 2 Proz. genau) kann man die Dyne gleich einem Milligramm
setzen. Kine Megadyne ist gleich 1,02 kg.

Massendichte. Setzt man in Formel (6) auf S. 78 C = 1, d.h.
legt man (7) zugrunde, so hat als absolute Einheit der Dichte die Dichte
eines Korpers zu gelten, welcher in der Volumeneinheit die Masseneinheit
enthilt. Die CGS-Einheit der Dichte ist die Dichte eines Korpers,
welcher die Masse eines Grammes in einem Kubikzentimeter enthilt.
Hieraus folgt, dal die C G S-Einheit der Dichte angenéhert der Dichte
des Wassers bei 4° gleich ist, und daB ferner die sogenannte tabellarische
Dichte (vgl.S.45) der verschiedenen Stoffe, d. h. ihre bei 00 bestimmten
und auf Wasser von 4° bezogenen Dichten in Einheiten ausgedriickt sind,
die sich von den CGS-Einheiten der Dichte nur wenig unterscheiden.

Gewichtsdichte. Die absolute Gewichtsdichte ist eine verinder-
liche Grofe, denn sie ist gleich dem (in absoluten Krafteinheiten aus-
gedriickten) Gewichte der absoluten Volumeneinheit des Stoffes; die
CG S -Gewichtsdichte des Wassers bei 4° ist gleich g, wo g in CGS-
Einheiten (z. B. ¢ = 981) ausgedriickt sein muf. Hiermit stimmt
(12,a) auf S. 81 vollkommen iiberein.

Die tabellarische Gewichtsdichte, die numerisch der tabella-
rischen Massendichte gleich ist (dieselbe ist nur wenig verschieden von
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der CG S-Dichte), wird erhalten, wenn man das Gewicht eines Kubik-
zentimeters Wasser von 490 als Einheit des Gewichtes, also auch als
Krafteinheit annimmt. Dies Gewicht unterscheidet sich nur wenig von
der franzosischen Gewichts- und Krafteinheit Gramm. Hieraus folgt,
daf die tabellarische Gewichtsdichte sich nicht ungezwungen in irgend-
welchen absoluten Einheiten ausdriicken laft.

Kraftimpuls und Bewegungsmenge. Formel (13) auf S. 83
zeigt, dal die absolute Einheit des Kraftimpulses erhalten wird, wenn
die absolute Krafteinheit wihrend der Zeiteinheit wirkt. Die CGS-
Einheit des Kraftimpulses ist der Impuls einer Dyne, welche wih-
rend einer Sekunde wirkt.

Aus Formel (16) auf S. 84 folgt, daf die mit der absoluten Ge-
schwindigkeitseinheit sich bewegende Masseneinheit die absolute Einheit
der Bewegungsmenge besitzt. Die CG S-Einheit der Bewegungsmenge
besitzt die Grammasse, die sich mit einer Geschwindigkeit von einem
Zentimeter in der Sekunde bewegt.

Unter dem Einflusse der CG S-Einheit des Kraftimpulses wird im
allgemeinsten Falle [vgl. (20), S. 84] die Summe der geometrischen Zu-
nahmen der Bewegungsmenge erhalten, welche der CGS-Einheit gleich
ist. Wenn die Kraft gleiche Richtung mit der Bewegung selbst hat
[vgl. (21), S. 85), so ruft die Einheit des Kraftimpulses die CGS-Einheit
der Bewegungsmenge hervor.

Die absolute Einheit der momentanen Kraft ruft die absolute Ein-
heit des geometrischen Zuwachses der Bewegungsmenge hervor.

§ 11. Zusammensetzung und Zerlegung der Kriifte. Jede Kraft
hat eine bestimmte Grofe und Richtung. Der Punkt, auf welchen sie
unmittelbar wirkt, heiit der Angriffspunkt. Die Kraft ist ein Vektor
und kann daher durch einen Pfeil dargestellt werden.

Wenn auf einen physikalischen festen Korper zwei Krifte wirken,
deren GroBe gleich und deren mit der Verbindungsgeraden ihrer An-

griffspunkte 4 und B (z.B. P und P oder
@ und @ in Fig. 16) zusammenfallende
Richtung entgegengesetzt ist, so bringen sie
eine gewisse Lageinderung der Teilchen im
Inneren des Korpers hervor: entweder ziehen
sie ihn auseinander (P, P), oder sie driicken
ihn zusammen (@, Q). Alles folgende jedoch
soll sich auf einen sogenannten unver-
dnderlichen (starren) festen Kérper
beziehen, d.h. auf einen solchen, in welchem
die erwihnten inneren Verschiebungen und die dadurch hervorgerufenen
Anderungen der Entfernungen 4 B entweder gar nicht auftreten (idealer
Fall) oder so gering sind, dafl man sie vernachldssigen kann. Sind diese
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Bedingungen erfiillt, dann sagen wir, die beiden Krifte heben sich
gegenseitig auf. Ein unverdnderlicher fester Korper hat folgende Fun-
damentaleigenschaft. Man kann den Angriffspunkt einer auf
einen unveranderlichen festen Kérper wirkenden Kraft nach
irgendeinem neuen Punkte desselben, der in der Richtung
der Kraft liegt, verlegen, ohne dafl sich dadurch die Wirkung
der Kraft auf den Korper 4ndert.

Bei einem starren Koérper konnen mehrere Krifte durch eine neue
ersetzt werden; die ersteren heifen Komponenten, die letztere —
Resultante.

Die Resultante einer beliebigen Anzahl Kréifte mit dem-
selben Angriffspunkte ist gleich der geometrischen Summe
der gegebenen Krafte. Sie wird dargestellt durch die letzte Seite
des Vielecks, dessen iibrige Seiten den gegebenen Kriften parallel sind
(vgl. die Regel vom Polygon der Vektoren auf S.54). Die Resultante
zweier Krifte wird durch die Diagonale des Parallelogramms dargestellt,
das aus den beiden Kriften als Seiten konstruiert ist. Bei drei Kraften
wird die Resultante durch die Diagonale des Parallelepipedons gewonnen,
das aus den drei Kriften als Kanten gebildet ist. Hine gegebene
Kraft kann man in zwei, drei oder mehrere Krifte mit demselben An-
griffspunkte wie die gegebene Kraft zerlegen. So kann man z. B. eine
gegebene Kraft f durch die drei Krafte f, f, und f5 welche den Koor-
dinatenachsen im Raume parallel sind, ersetzen.

Alle Folgerungen, die sich daraus ziehen lassen, dal eine oder mehrere
an einem starren Korper angreifende Krifte durch eine oder mehrere
neue Krifte ersetzt werden konnen, wobei die neuen Angriffspunkte mit
den fritheren nicht zusammenzufallen brauchen, gelten ausschlieflich fiir
unverdnderliche Korper, was stets im Auge zu behalten ist.

Wir hatten gesehen, da bei der Bewegung eines Punktes auf
einer Kurve sich die Beschleunigung % im allgemeinen in eine tangen-
tiale 2, und eine normale w, zerlegen laft [vgl. Formel (31) auf S. 67].
Entsprechend kann man die wirkende
Kraft f (Fig. 17), welche gleich mw ist
und der Richtung nach mit w zusammen-
fallt, in die tangentiale Komponente f;
und die normale Komponente f;, zerlegen.

Aus Fig. 17 ist ersichtlich, dafl die drei
Krafte f, f; und f; den drei Beschleuni-
gungen w, w; und w, proportional sind.
Hieraus folgt, daB f; =— mw, und f, = mw,
ist, d. h. man kann die tangentiale und
die normale Komponente der Kraft als
Ursachen der tangentialen bzw. normalen Beschleunigungen ansehen;
die erste dieser Krifte bringt eine Geschwindigkeitsinderung der Grole
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nach, die zweite eine Geschwindigkeitsinderung der Richtung nach her-
vor. Formel (31) auf 8. 67 ergibt fur die normale Komponente:
mov?
fz-:T.........(Q{),a,)
Der Impuls f; 4t der Kraft f; ist gleich dem algebraischen
Zuwachs mdv der Bewegungsmenge. Hieraus folgt, dal der Impuls
der tangentialen Komponente fiir ein beliebiges Zeitintervall
gleich dem algebraischen Zuwachs der Bewegungsmenge
ist, d. h.
L =tmEfidt =mvy—mo, . . . . . . (26)

Aus der Elementarphysik ist bekannt, daf die Resultante
zweier parallelen nach derselben Seite gerichteten Krafte
P = AC und @ = BD (Fig. 18) gleich ihrer Summe (K == EF = P

-+ @) ist upd dieselbe Richtung wie sie
hat. Thr Angriffspunkt E teilt die Ent-
fernung AB in zwei den anliegenden
Kriften umgekehrt proportionale Teile,
dh EB:EA = P:¢. Wir wollen
nun eine neue Grofe, das Moment der
Kraft in bezug auf eine gegebene
Ebene, einfithren; dieses Moment wird
gemessen durch das Produkt aus der
Kraft und der Senkrechten, die vom
Angriffspunkte aus auf die Ebene gefallt ist. Wir wollen beweisen, daf
das Moment der Resultante zweier paralleler Xrafte in bezug auf eine
beliebige Ebene gleich der Summe der Momente ihrer Komponenten ist.

Es gelte als Zeichnungsebene der Fig. 18 die durch 4 EB gehende
und zur gegebenen Kbene M N senkrechte; die Krifte P, ¢ und R
brauchen in dieser Zeichnungsebene nicht zu liegen. Die Senkrechten,
welche aus 4, B und E auf die Ebene M N gefillt sind, bezeichnen
wir mit p, ¢ und r. Es soll bewiesen werden, dall Pp + Qg — Rr
ist. Aus der Figur ist ersichtlich, da Pp 4+ ¢q = P(r— GE)
+Q(r + HB)y= (P+ Q)r + Q. HB — P . GE ist. Es ist aber
% = % = g—g; hieraus folgt Q. HB =— P. G E. Dabher ist

Pp+ Qq = (P+ @)r = Er.

Ist uns ein System von parallelen Kraften P; gegeben und bezeichnen
wir ihre Resultante mit R und die von den Angriffspunkten der Krafte
auf eine beliebige Ebene gefillten Senkrechten mit p; und r, so ist

R=2XPp } )

- (2
Rr =X P;p; (27)
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Aus der Elementarphysik ist ferner bekannt, daf die Resultante E
zweier parallelen Krifte P und @ (Fig. 19), die nach entgegen-
gesetzten Seiten gerichtet sind, gleich ihrer Differenz R = ¢ — P
und nach der Seite der grofieren Kraft
gerichtet ist. Thr Angriffspunkt C liegt
auf der Verlingerung der Geraden
A B niher zur groferen Kraft, wobei
LP:Q = CB:CA ist. Gibt man den
Kraften Pund @ entgegengesetztes Vor-
zeichen, so laBt sich beweisen, daf auch
in diesem Falle das Moment der Resul-
tante gleich der (algebraischen) Summe
der Momente ihrer Komponenten, d. h.

Rr = Qq — Pp ist, wo p, ¢ und r die
Langen der aus A, B und C auf der
Ebene M N gefillten Senkrechten sind.
Aus der Figur ist ersichtlich, dal @9 — Pp — Q(r — CF)— P(r
y . P __BC _CF
—C6G) = (Q—P)r+P.CG—@Q.CF ist. Aus ¢ A0~ Cu
folgt P.C G — @Q.CF. Mithin ist Qg — Pp = (¢ — P)r = Rr.
Es folgt hieraus, daB die Formeln (27) auch fiir ein beliebiges System
von parallelen Kraften gelten, von welchen die einen diese, die anderen
die entgegengesetzte Richtung haben.

Der Angriffspunkt der Resultante eines Systems von parallelen
Kriften heilt Mittelpunkt des Systems der parallelen Kriafte.
Es sei ein System von parallelen Kriften P; gegeben; der Angriffspunkt
der Kraft P; habe die Koordinaten z;, y;, #; und die Resultante I
=— X P, habe einen Angriffspunkt mit den Koordinaten X, ¥, Z. Sei
ferner die Koordinatenebene y¢ zugleich die Ebene der Momente, so
wird anstatt (27)

RX = 2 P;x;.

Zwei #hnliche Formeln erhdlt man, wenn man die Momente auf
die Koordinatenebenen x2 und xy bezieht. Ersetzt man sodann R durch
2 P;, so wird

ZPz-zi' Y__Zpi?/i. 2Pz

X=—7p ="3p = =7

- (28)

Wir sehen somit, dafl die Koordinaten des Mittelpunktes nur von
der Grofe der Krafte P; und von der Lage ihrer Angriffspunkte ab-
hiangen; dagegen ist die Lage des Mittelpunktes der parallelen
Krifte unabhingig von der Richtung der Kriafte selbst und
bleibt unverindert, wenn man alle Krifte P; eine gleiche An-
zahl Male grofer oder kleiner werden 145t.
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§ 12. Kriitepaar. XKriftepaar (Drehpaar) nennt man ein System
von zwei Kriften P = AP und P — BP (Fig. 20), die einander
gleich und parallel, jedoch entgegengesetzt gerichtet sind und nicht
in derselben Angriffslinie liegen. Man kann die beiden Krifte, aus

Fig. 20. denen das Paar besteht, immer derart anbringen,
AP daf sie zu der Verbindungsgeraden ihrer Angriffs-
i o punkte senkrecht sind. Zu diesem Zwecke hat man

—

= AC L AP zu machen und den Angriffspunkt der

~__ P Kraft BP von B nach C zu verlegen. Die Gerade

WB AC = a heibt der Arm des Kriftepaares. Wir

yp Wwollen hierbei wieder eine neue physikalische Grofe

einfithren, die wir das Moment des Krafte-

paares nennen, sie sei der Kraft P des Drehpaares und ihrem Arm a

direkt proportional. Ist die Einheit fiir das Moment des Kraftepaares

das Moment eines beliebigen Kriftepaares, so erhalt man als Zahlen-
wert M das Moment M — CPa. Setzt man C = 1, so wird

M=2Pa . ... ...... (29

Die absolute Einheit fiir das Moment eines Kraftepaares ist das Moment
eines solchen Paares, dessen Komponenten der abscluten Krafteinheit
und dessen Arm der linearen Einheit gleich sind. Die CGS-Einheit
fir das Moment eines Kraftepaares ist das Moment eines Paares,
das aus zwei um einen Zentimeter voneinander entfernten Dynen be-
steht. Das Kraftepaar strebt danach, den Korper, auf welchen es wirkt,
zu drehen.

§ 13. Zentrifugalkrait. Bewegt sich ein Kérper krummlinig und
geht von ihm eine Kraft aus, die auf den Korper, der die Abweichung
von der geradlinigen Bahn bewirkt, gerichtet ist, so bezeichnet man
diese Kraft als Zentrifugalkraft. Es bewege sich z.B. der an einer

Fie. 21.  Schnur A M befestigte Korper M (Fig. 21) gleichférmig
- im Kreise um den festen Endpunkt der Schnur. Damit
sich nun M nicht auf einer Geraden bewege, ist eine
Kraft erforderlich, die in der Richtung des Radius nach
dem Zentrum A hin wirkt. Es ist dies die Kraft M B
der um einen kleinen Betrag ausgereckten Schnur, welche
das Bestreben hat, sich wiederum zu verkiirzen. Die
Gegenwirkung des Korpers M auf die Schnur 4 M, welche
gleich der Wirkung letzterer auf den Korper, jedoch
von entgegengesetzter Richtung ist, ist die Zentrifugal-
kraft M C. Dieselbe wirkt somit auf die Schnur, nicht aber
auf den Koérper, wie bisweilen fiélschlich gesagt wird. Unter
Einwirkung dieser Kraft kann die Schnur zerreiffen; dann bewegt sich
der Korper, indem er von A fortfliegt, in der Richtung der Tangente
und nicht etwa in der Richtung des Radius,
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Soll sich der Kérper M (Fig. 22) ohne Reibung gleichférmig lings
der krummen Wandung A B bewegen, so muf} eine Kraft f — M C vor-
handen sein, welche senkrecht zur Wandung wirkt und vom Druck der
Wandung auf den Korper 3 herrithrt. Der dem letzteren gleiche
Gegendruck M D des Korpers auf die
Wand ist im gegebenen Falle die Zentri-
fugalkraft.

Die beiden betrachteten Beispiele be-
ziehen sich genau genommen auf materielle
Punkte, nicht auf Korper. Bei der Drehung
eines physikalischen Kérpers um eine Achse
wirkt die Zentrifugalkraft auf alle Teilchen
desselben mit Ausnahme derjenigen in der
Oberflachenschicht. Dal tatsichlich die Mig: 28
letzteren der Zentrifugalkraft nicht unter- [ a b c |
worfen sind, liBt sich folgendermafien
zeigen. Dreht sich der Korper B (Fig. 23)
um eine durch M gehende Achse, dann bewegt sich ein beliebiges
Teilchen b dabei im Kreise unter dem Einflusse einer Kraft, die von
dem Nachbarteilchen a ausgeht und es daran verhindert, sich von a zu
entfernen; diese Kraft ist von b nach M gerichtet. Umgekehrt wirkt
das Teilchen b auf ¢ mit einer Kraft, die von @ nach b gerichtet ist
und nichts anderes darstellt als die Zentrifugalkraft selbst. Betrachtet
man alle Teilchen in der gleichen Weise, so sieht man, daf sie alle, mit
Ausnahme der an der Oberfliche B liegenden, einer Zentrifugalkraft
unterliegen.

Fir die Grofe der Zentrifugalkraft haben wir den Ausdruck

mo?

f="c

: (297 a')

vgl. Formel (25,a) auf S. 92.

§ 14. Dynamisches Feld. Ein Medium, welches die Eigenschaft
besitzt, dall auf einen an einen beliebigen Ort innerhalb desselben ge-
brachten Kdrper eine der Masse des Korpers proportionale Kraft
wirkt, nennen wir ein dynamisches Feld. Der Raum, welcher den
Erdball umgibt, ist offenbar ein derartiges Feld. Wir wollen nun eine
besondere (sui generis) physikalische Grofe einfithren, die wir Inten-
sitdt des dynamischen Feldes im gegebenen Punkte oder Feld-
stdrke nennen; wir setzen sie der Kraft proportional, welche auf die
an diesem Punkte vorhanden gedachte Masseneinheit wirken wiirde.
Wenn auf die Masse m im gegebenen Punkte des Feldes eine Kraft f
wirkt, und wenn man als Einheit der Feldstirke die Intensitit an irgend-
einem Orte eines beliebigen Feldes annimmt, so wird der Zahlenwert ¥
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der Feldintensitit durch die Formel ¥ — Ci gegeben. Setzt man
¢=1,dh "

f
p=1. . (30)
so mul man als absolute Einheit der Feldstirke die Intensitit in einem
solchen Punkte wéhlen, in welchem auf die Masseneinheit die absolute
Krafteinheit wirkt. Die CGS-Einheit der Feldintensitiat ist
die Intensitit in einem Punkte, wo auf die Masse eines Gramms eine
Dyne wirkt. Die Feldintensitit, welche an der Erdoberfliche durch
die Schwerkraft hervorgerufen wird, ist gleich 981 CG S-Einheiten
der Feldstirke. Die Intensitdt 1 ist ein Vektor; er hat die Richtung
der Kraft f, welche im gegebenen Punkte des Feldes auf die Masse m
wirkt. Kin Feld heilt homogen, wenn die Intensitit in allen seinen
Punkten die gleiche Grofe und Richtung hat. Als ein homogenes Feld
kann ein kleiner Teil des Raumes, welcher den Erdball umgibt, gelten.
‘Wir stellen uns nunmehr
irgendein im allgemeinen
inhomogenes  dynami-
sches Feld vor und ziehen
von irgendeinem Punkte
M (Fig. 24) des Feldes
aus eine ganz kurze Ge-
rade MM, in der Rich-
tung der auf einen in M
befindlichen materiellen
Punkt wirkenden Kraft;
von M, aus ziehen wir die Gerade I{; M, in der Richtung der in If;
angreifenden Kraft, darauf M, M; in der Richtung der Kraft, die in M,
wirkt, usw. So erhilt man die gebrochene Linie M M; M,... M,. Wenn
man die Strecken M M,, M; M, usw. unbegrenzt abnehmen 148t, so nihert
sich die gebrochene Linie unbegrenzt einer gewissen Kurve, die durch M
geht. Ihre Richtung, d.h. ihre Tangente in jedem Kurvenpunkte, fallt
mit der Richtung der in diesem Punkte wirkenden Kraft zusammen.
Eine solche Kurve heifit Kraftlinie. Die Tangenten der Kraftlinie
NN' (in Ny, N,, N;, N,...) geben die Richtungen der wirkenden
Krifte an. Im homogenen Kraftfelde sind die Kraftlinien lauter par-
allele Geraden.

§ 15. Trégheitsmittelpunkt. Tragheitsmittelpunkt oder Trigheits-
zentrum eines physikalischen Kérpers nennt man den Angriffspunkt der
Resultante aller Krifte, welche auf diesen Kérper im homogenen Kraft-
felde 1 wirken. Zerlegt man das Volumen eines Kérpers in sehr kleine
Teile 4v und bezeichnet man die Masse, welche einen dieser Teile
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erfillt, mit 4/ m, so kann man sich vorstellen, daBl auf sie die Kraft
f = vdm wirkt. Alle Krifte sind hier einander parallel, und der
Faktor 9 ist allen gemeinsam. Aus der Definition geht hervor, daB
der Triagheitsmittelpunkt der Mittelpunkt eines Systems von parallelen
Kriften f (vgl. 8. 93) ist, die auf einen im homogenen Felde befind-
lichen Korper wirken. Die Eigenschaften des Mittelpunktes paralleler
Krifte (vgl. § 11) zeigen uns, daf die Lage des Triagheitsmittel-
punktes eines Kérpers weder von der Feldintensitat ¥, noch
von der Lage des Kérpers im Felde abhingt, denn man kann
jede Lagenidnderung des Korpers sich durch eine Richtungsinderung
der auf den Kérper wirkenden Krifte ersetzt denken. Die Lage des
Tragheitsmittelpunktes eines Kérpers hingt also nur von der Verteilung
der den Korper zusammensetzenden Massenteile ab.

Autf Grund der Formeln (28) auf S. 93 konnen wir die Koordinaten
X, Y, Z des Traghejtsmittelpunktes finden. Zu dem Zwecke zerlegen
wir das Volumen v des Korpers in eine sehr groBe Anzahl Teile A v;,
welche die Massen 4 m besitzen. Da P; in (28) gleich ¥ dm; ist, so
kann man die Briiche durch ¢ kiirzen; bezeichnet man die ganze Masse

des Korpers mit m == Z'm;, so erhilt man:
X — liminAm,-; y — ZimZyizlmi; 7 — lim X z; dm; (31)
m m
oder:
1 1 1
X = —J.xdm; Y= —jydm; Z = —szm . . .(81,a)
m m m

Fiir einen homogenen Korper, dessen Dichte k ist, haben wir
Adm; = kAdv; und m — kv; setzt man dies ein, so fallt der Faktor %

fort und man erhalt:
limin.dv;‘ . h'mZ'y.-dvi. 7 — lim X 2; dv;
v ’ - v ’ - v

X = — Y

(32)
oder:

X:—I—J'xdv; Y:ljydo; Zzifzdo. . . .(32,a)
v v v

Die Lage des Trigheitsmittelpunktes eines homogenen
Koérpers hangt also von seiner Dichte nicht ab.

Der Trigheitsmittelpunkt eines beliebigen Kérpers kann gefunden
werden, wenn die Lagen der Trigheitsmittelpunkte von zwei, drei oder
mehr Teilen, in welche man sich den Korper zerlegt denken kann, bekannt
sind. Zu diesem Zwecke mul man an die Trigheitsmittelpunkte der
Teile Krifte angreifen lassen, die parallel und den Massen der Teile
proportional sind und schlieflich den Angriffspunkt der Resultante aller
so erhaltenen Krifte suchen.

Chwolson, Physik. 2. Aufl. T. 1. 7
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§16. Trigheitsmoment. Trigheitsmoment eines materiellen Teil-
chens in bezug auf eine gegebene Achse nennt man eine Grofie beson-
derer Art, die bei der drehenden Bewegung eine analoge Rolle spielt,
wie die Masse bei der geradlinigen. Aus Griinden, die wir spater kennen
lernen werden, setzen wir sie proportional der Masse 4m dieses Teilchens
und dem Quadrat der Entfernung r des Teilchens von der Achse. Ist der
Proportionalititsfaktor gleich Eins, so erhélt man fir den Zahlenwert K
des Trigheitsmomentes den Ausdruck K =172 4m. Das Trigheitsmoment
eines Punktsystems wird gleich der Summe der Trigheitsmomente dieser
Punkte gesetzt, d. h. K = Zr24m. Das Trigheitsmoment eines
physikalischen Koérpers wird folgendermalen erhalten: Wir zer-
legen den Kérper in eine sehr groBe Anzahl kleiner Teile; Jm sei die
Masse, r der Achsenabstand irgendeines geometrischen Punktes eines der
Teile. Bilden wir die Summe der GroBen 724 m, so heilit der Grenzwert,
welchem diese Summe bei unbegrenzter Zunahme der Anzahl der Teile
zustrebt, das Tragheitsmoment K des physikalischen Kérpers. Sonach ist:

K:limzrﬂdm—_-jrﬂdm. N 1))

Die absolute Einheit des Trigheitsmomentes als Tragheitsmoment
der Masseneinheit, welche um die Lingeneinheit von der Achse entfernt
ist, zu definieren, wire mifilich, da man sich die Masseneinheit nicht
um einen geometrischen Punkt konzentriert denken kann. Wir sagen
deshalb, daf ein Korper, fir den Formel (33) den Wert K = 1 ergibt,
wobei 4m und 7 in den Grundeinheiten der Masse und Linge aus-
gedriickt sein miissen, die absolute Einheit des Trigheitsmomentes besitze.
Angendhert ist die Einheit des Tragheitsmomentes gleich dem der
Masseneinheit, welche in ditnner Schicht auf der Oberfliche eines Kreis-
zylinders verteilt ist, wobei der Grundflichenradius gleich der Langen-
einheit und das Moment auf die Zylinderachse bezogen ist. Die CGS-
Einheit des Tragheitsmomentes wird dargestellt durch die Masse
von einem Gramm, welche auf einer Zylinderfliche im Abstande eines
Zentimeters von der Achse verteilt ist.

‘Wir wollen nun folgenden Satz beweisen: Das Trigheitsmoment
K eines Kérpers mit der Masse m, bezogen auf eine Achse, die
sich in der Entfernung @ vom Tréagheitsmittelpunkte des
Korpers befindet, setzt sich aus zwei Tridgheitsmomenten
zusammen: Das erste ), ist gleich dem Tragheitsmoment be-
zogen auf eine Achse, die durch den Trigheitsmittelpunkt
geht und der ersten parallel ist; dazu kommt noch die Grifie
ma? d.h. das Triagheitsmoment beziiglich der ersten Achse,
welches erhalten wiirde, wenn die ganze Masse m des Korpers
im Tragheitsmittelpunkt vereint wiare. Also:

K=K,}+ma® . . . . . . . . . (34)
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Beweis: Es sei AB (Fig. 25) die Achse, in bezug auf welche wir
das Tragheitsmoment K suchen; die andere Achse ist MN || 4 B; die
Entfernung zwischen beiden ist NB = a. Wir legen durch M N die
Ebene P senkrecht zu
NB und machen sie zur
y2-Koordinatenebene. Das
Teilchen 4 m befindet sichin
den Entfernungen HF =7,

HG =p uwnd HL =2z
von den Achsen AB, M N
und der Ebene P¢Q. Wir
haben K = limZr2dm
und K, = lim Zp2dm.
Aus der Figur ist ersicht-
lich, daBf »2 = p2+ a?— 2qax ist, denn es ist JG = HL, wenn
HJ L FG ist. Multipliziert man mit ./m und bildet den Grenzwert
der Summe, so erhilt man

limEZr2dm = limEp2dm 4+ limZ a2dm —lim X 2axdm.

Die erste Summe ist K, die zweite Ko; in der dritten kann man a?
vor das Summenzeichen und lim £ 4m — m setzen; im vierten Gliede
nimmt man 24 vor das Summenzeichen. Dann wird

K=K,+ma?—2alimZzdm.

Formel (31) zeigt, dab lim X x.dm = m X ist, wo X der Wert der
z-Koordinate des Trigheitsmittelspunktes ist. Letzterer liegt aber in
der yz-Ebene der Koordinaten, folglich ist X = 0, und daher erhalt
man Formel (34), was zu beweisen war. Diese Formel gestattet, das
Trigheitsmoment eines Korpers beziiglich einer beliebigen Achse zu
bestimmen, wenn das Tragheitsmoment beziiglich einer ihr parallelen
durch den Trigheitsmittelpunkt gehenden Achse bekannt ist. Aus
Formel (34) folgt weiter, dal das Trigheitsmoment eines Korpers be-
ziiglich aller Seitenlinien eines Zylinders, dessen Achse durch den Trig-
heitsmittelpunkt geht, ein und denselben Wert hat.

Das Tragheitsmoment wird durch ein dreifaches Integral iiber
das ganze Korpervolumen ausgedriickt. Sei dv das Differential des
Volumens, dm das Differential der Masse und % die Dichte, so hat man
im allgemeinen dm = kdv und erhdlt daher firr das Tragheitsmoment

K:”J'rzkdv. N G )

L Das Trigheitsmoment eines hohlen homogenen Kreis-
zylinders in bezug auf seine geometrische Achse. Es seil die
Linge des Zylinders, R, sein innerer, R, sein #ullerer Radius; die
Dichte & sei eine konstante GréBe. Wir fithren zylindrische Koordi-

7*
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naten ein: & sei die Entfernung des Punktes von der Ebene einer der
Grundflichen des Zylinders, » der Abstand des Punktes von der Achse
und ¢ der Winkel zwischen 7 und einem gewissen Anfangsradius 7.
Das Element des Volumens ist dv = rdrdrdg und daher

[4 Ry 27 Ry
K:kj. j J.r3dxdrd(p=2nkljr3dr
=0 r=R; 9¢=0 Ry

oder
K = —;— ﬂ'tkl(R; -—Rl“).

Die Masse m des Hohlzylinders ist gleich wk1(R}— R?); folglich ist
R} + R?
2

Fiir einen massiven Zylinder, dessen Grundflichenradius gleich
R ist, haben wir aus (36), wenn Ry =— R und R, =— 0 gesetzt wird,

K=m - - - (36)

K:%mR2.........(37)

Wenn [ klein ist, so verwandelt sich der Hohlzylinder in einen
Ring mit rechteckigem Durchschnitt und der massive in eine
runde Platte. Auf sie beziehen sich die Formeln (36) und (37).
Formel (87) zeigt, dal die CGS-Einheit des Trigheitsmomentes z. B.
gleich dem Trigheitsmoment eines Zylinders in bezug auf seine Achse

ist, dessen Masse zwei Gramm betrigt
und dessen Grundflichenradius gleich
einem Zentimeter ist.

II. Das Tragheitsmoment eines
homogenen rechtwinkligen Paral-
lelepipedons in bezug auf eine Achse,
welche durch seinen geometrischen
Mittelpunkt geht und einer der Kanten (c)
parallel ist. Es seien a,b, ¢ die Kanten
eines Parallelepipedons (Fig. 26); wir

ziehen die Koordinatenachsen mit dem Anfangspunkt im Mittelpunkt O
des Parallelepipedons parallel den Kanten und suchen die Grofe K in
bezug auf die Achse Os. Das Volumenelement dv = dx dyde hat die
Koordinaten x, y, ¢ und befindet sich von Oz in einer Entfernung

r = Voc2 + y2
Folglich ist a b e
2 2 2
K—=1F [ j j. (x2 4 y?)dxdyde.
¢ a b ¢
g=—g y=—3 i=—3
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Integriert man nach #, so wird
b b
j2 2

wds [ay + [y

:_E y:-——E y:——

kabc

K—=—ke¢ dx

(a9,

S——ap|
Q_ﬁtma

8
8
Il

Es ist aber die Masse unseres Korpers gleich kabec, folglich ist
m 1
K= —(a2+b)=-me62 .. . . ..
1 @+ ) =g m (38)

wo 6 (vgl. Fig. 26) die Hilfte der Diagonale, d.h. der Achsenabstand
des von der Achse entferntesten Kérperpunktes ist.

IIL. Das Tragheitsmoment einer homogenen Kugel in bezug
auf eine durch ihren Mittelpunkt gehende Achse. Es sei R der Kugel-
radius. Wir verlegen den Anfangspunkt der Koordinatenachsen in ihren
Mittelpunkt und bezeichnen mit K, K, und K, die Trigheitsmomente
der Kugel in bezug auf die Koordinatenachsen. Infolge der Symmetrie
der Kugel ist im allgemeinen

K=K, =K =K ......(38a)
Offenbar ist
K= [[[@2+emam;
Kg [ [ @+ enam;
=[{[{@+yam

Summiert man diese drei GréBen und beachtet die Gleichungen (88,a),
so erhilt man

3K=2jfj(x“+y2+zz)dm:-_-2".“.@2dm,

wo @ der Abstand eines Punktes vom Kugelmittelpunkte ist. Zerlegt
man die Kugel in unendlich diinne Schichten mit dem Radius 6 und der
Dicke d@ und beachtet, dal dm — 4 w @2k dg ist, so erhilt man

R

i}

8wk Rb
15

4 .
Die Gesamtmasse m der Kugel ist gleich 3 wk R3, folglich ist

K:%mm.........@%
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Drittes Kapitel.
Arbeit und Energie.

§ 1. Die Wucht oder lebendige Kraft. Wir wollen uns nunmebr
mit einer weiteren selbstindigen physikalischen GroBe bekannt machen.
Bewegt sich ein Korper von der Masse m mit der Geschwindigkeit v,
dann verstehen wir unter der Wucht dieser Bewegung eine Grofe,
welche der Masse und dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional
ist. Nimmt man die Wucht der Bewegung irgendeines in Bewegung
befindlichen Kérpers als Einheit an, so erhilt man fir den Zahlenwert J
der Wucht die allgemeine Formel J — Cmv2. Aus gewissen Griinden,

die aus dem weiteren ersichtlich sein werden, setzen wir C =3 also wird

J=%m02..........(1)

Die absolute Einheit der Wucht ist z. B. die Wucht eines Korpers,
dessen Masse m == 2 und dessen Geschwindigkeit gleich der Einheit
ist. Die CGS-Einheit der Wucht ist z. B. die Wucht einer Masse
von 2 g, welche sich mit einer Geschwindigkeit gleich der CGS-Einheit
der Geschwindigkeit (1 cm pro Sekunde) bewegt.

Besitzen die Teilchen, aus denen der physikalische Kérper besteht,
verschiedene Geschwindigkeiten, so wird seine Wucht durch die Formel

J:uwzédmmzéme.....m

gegeben, wobei v die Geschwindigkeit des Teilchens mit der Masse </ m
ist. Die Wucht eines rotierenden Korpers wird aus der allgemeinen
Formel (2) durch Substitution von r ® an Stelle von v erhalten [nach
Formel (42) auf S. 70], wo @ die Winkelgeschwindigkeit im gegebenen
Augenblicke und r die Entfernung des Teilchens von der Drehungsachse

ist. Man erhilt danach J = lim E%Am.ﬂ ®2,  Den Faktor % (O

kann man, als allen Teilchen gemeinsam, vor das Summenzeichen setzen:
1 1 i
— @2l -2 —_ = 2
J_2@hm§1dm__2@2jrdm.

Der Grenzwert dieser Summe, d.h. das Integral, ist das Tragheits-
moment des Korpers in bezug auf seine Rotationsachse [vgl. (33) auf
S. 98]; somit ist

J:%KW..........@
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Die Wucht eines sich drehenden Kérpers ist numerisch
gleich dem halben Produkte aus dem Quadrate seiner Winkel-
geschwindigkeit und seinem auf die Drehungsachse be-
zogenen Trigheitsmomente. Setzt man in (3) anstatt K einen der
Ausdriicke (36), (37), (38) und (39) (vgl. die vorhergehenden Seiten),
so erhdlt man die Wucht eines homogenen Hohlzylinders oder Ringes
mit rechtwinkligem Durchschnitt, eines massiven Zylinders oder einer
runden Platte, eines Parallelepipedons und einer Kugel, die um Achsen
rotieren, fiir welche bereits Ausdriicke des Trigheitsmomentes abgeleitet
worden sind. Formel (34) gestattet uns, die Wucht dieser Kérper bei
ihrer Rotation um Achsen, die den oben bezeichneten parallel sind, zu
bestimmen.

§ 2. Arbeit. Wenn eine Kraft auf einen sich aus irgendwelchem
Grunde bewegenden Korper so wirkt, daf sich der Angriffspunkt der
Kraft verschiebt, so iibt sie im allgemeinen einen gewissen Einflufl
auf die Bewegung aus, oder sie leistet, wie man sagt, eine Arbeit. Eine
Kraft leistet stets Arbeit, wenn sich ihr Angriffspunkt ver-
schiebt, es sei denn, daf die Bewegung senkrecht zur Richtung der
Kraft erfolgt. Wir betrachten zunichst zwei Sonderfille der Ein-
wirkung einer Kraft auf einen sich bewegenden Korper.

I. Der erste Fall tritt ein, wenn auller der Kraft f eine ihr der
Grobe nach gleiche, jedoch der Richtung nach entgegengesetzte
Kraft ' vorhanden ist, und wenn der Kérper infolge eines Anfangs-
stofes oder aus einem anderen Grunde sich mit einer gewissen Ge-
schwindigkeit » in der Richtung der Kraft f bewegt. Die Kraft 7’
nennen wir Widerstand; es ist wichtig, zu beachten, dab sie bisweilen
nur wihrend der Bewegung selbst auftritt (Reibung, Widerstand des
Mediums). Wire die Kraft f nicht da, so wire die Bewegung des Korpers
eine verzogerte, seine Geschwindigkeit wiirde abnehmen. Der Einfluf
der Kraft f besteht in diesem Falle darin, daB sie die verzdogernde
Wirkung des Widerstandes f// authebt und die Geschwindigkeit » un-
verdndert erhilt. Wir wollen uns vorstellen, daff der Kérper den Weg s
in der Richtung der Kraft f, welche auf diesem Wege die Wirkung des
Widerstandes f’ iiberwunden hat, durchlaufen habe. Da die Arbeit R
der Kraft f als MaB der Einwirkung dieser Kraft auf die Bewegung
des Korpers dienen mull, so setzen wir diese Arbeit R natiirlicherweise
dem Widerstande /' und dem Wege s proportional. Somit ist R = Cf"s,
wo C der Proportionalititsfaktor ist. Der Grofie nach aber ist [/ = f
und dabher R =— Cfs. Setzt man C = 1, so wird

R=1fs. . . .. ... ...®

Die absolute Einheit der Arbeit ist die Arbeit der Krafteinheit,
welche auf einem Wegs von der Einheit der Lénge gewirkt hat, d.h.
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bei der sich der Angriffspunkt der Kraft in der Richtung der Kraft um
die Langeneinheit verschoben hat. Die CGS-Einheit der Arbeit ist
die Arbeit einer Dyne auf einem Wege von lcm Liange, sie
heilt Zentimeterdyne oder Erg. Eine Million Erg heift Megaerg
und zehn Megaerg oder 107 Erg nennt man ein Joule.

Einen hierhingehorigen Fall von Arbeit haben wir, wenn wir an
der Erdoberfliche einen Korper vom Gewichte p in vertikaler Richtung
auf die Hohe I heben, unter der Bedingung, daf er weder eine positive
noch auch negative Beschleunigung erfahre. Die Arbeit ist

R=ph. . . . . .. ... (49)

Wenn das Gewicht (der Widerstand, welcher gleich der hebenden
Kraft ist) in Kilogrammen und die Héhe in Metern ausgedriickt ist, so
ist in (4,a) die Arbeitseinheit die Arbeit, welche zum Heben von
einem Kilogramm auf ein Meter Hohe ohne gleichzeitige
Anderung der Anfangsgeschwindigkeit erforderlich ist; diese
Arbeitseinheit heift Meterkilogramm. In #hnlicher Weise erhilt
man die Arbeitseinheiten FuBpfund, Zentimetergramm usw., deren Be-
deutung sich aus der Benennung leicht ergibt. Wir sahen auf S. 89,
daB eine Dyne = 1,02 Milligramm ist. Hieraus folgt, daf ein Megaerg
= 10¢ Erg = 106.1,02 Zentimetermilligramm =— 1,02 Zentimeterkilo-

gramm = 0,0102 Meterkilogramm ist. Somit haben wir
1 Joule = 10 Megaerg = 107 Erg = 0,102 Meterkilogramm
1 » = 106 ,, = 0,0102 »

II. Den zweiten Fall von Arbeit haben wir, wenn die Kraft f
auf einen Korper wirkt, der bei seiner Bewegung von der Auflenwelt
keinerlei Widerstand erfahrt. Nehmen wir an, daf die Kraft f auch hier
die Bewegungsrichtung hat, so tritt als Ergebnis der Kraftwirkung
eine algebraische Geschwindigkeitszunahme, d. h. eine Be-
schleunigung auf. Das Beharrungsvermogen des Korpers, d.h. sein
passives Bestreben, die Geschwindigkeit aufrecht zu erhalten, spielt hier
die Rolle des Widerstandes, welcher von der aktiven bewegenden Kraft
itberwunden wird; dieser Widerstand gegen die wirkende Kraft f geht
indes nicht von der Aulenwelt, sondern von dem sich bewegenden
Korper selbst aus. Unter der Arbeit der Kraft f verstehen wir auch
hier eine Groéfe, deren Zahlenwert gegeben wird durch Formel (4), d.h.
durch das Produkt aus der Kraft f und dem Wege s, welcher vom
Kérper in der Kraftrichtung durchlaufen ist.

Somit muf man zwei Falle der Hervorbringung von Arbeit unter-
scheiden : Beim ersten besteht das Wesen der Arbeit in der Uberwindung
eines aufleren Bewegungswiderstandes, welche ohne Steigerung der Ge-
schwindigkeit des Koérpers erfolgt; im zweiten Falle tritt die Wirkung
der Arbeit in einer Vermehrung der Geschwindigkeit hervor, der gegen-
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iber sich die AuBenwelt indifferent verhilt. In Wirklichkeit haben wir
gewohnlich eine Verbindung beider Fille vor uns: die Kraft f iiber-
windet irgendwelche Widerstande und andert gleichzeitig die Bewegungs-
geschwindigkeit des Korpers.

Es sei nun f’ nicht gleich f, sondern f/ < f; dann ruft die Arbeit
@ der Kraft f— f’ eine Geschwindigkeitszunahme des Korpers hervor.
Wir haben ¢ = (f— f’)s und hieraus

fs=1fs4+0 ... ... ...

Die Arbeit r = fs besteht aus zwei Teilen: f’s wird zur Uber-
windung des duleren Widerstandes, ¢ zur Steigerung der Geschwindig-
keit des Korpers verbraucht.

Der zweite der eben betrachteten Sonderfille 148t sich
an der Erdoberflache nicht verwirklichen, denn es tritt bei jeder
Bewegung eines Korpers an der Erdoberfliche ein Bewegungswiderstand
auf, der von den benachbarten Korpern ausgeht, so z. B. der Luftwider-
stand, die Reibung an der Oberfliche der Réderachsen usw. Hieraus
folgt, daf an der Erdoberflache bei jeder Einwirkung einer
Kraft auf einen Korper ein Teil der Arbeit zur Uberwindung
duberer Widerstande verbraucht wird (oder wie man sagt, ver-
loren geht, verschwindet). Die Entstehung der Ausdriicke: die
Arbeit wird verbraucht, geht verloren, verschwindet usw. wird spater
erldutert werden.

Die Widerstinde kann man in zwei Klassen teilen: Die schad-
lichen Widerstinde (Reibung usw.), welche z. B. in der Maschine in-
folge ihrer Bewegung entstehen und fiir die Nutzarbeit verloren sind,
und die Nutzwiderstinde, welche der von der Maschine zu leistenden
Arbeit entsprechen und die wir benutzen, um z. B. eine Sige, eine zur
Bearbeitung von Holz, Metallen usw. dienende Drehbank in gleich-
formige Bewegung zu versetzen.

Bisher hatten wir vorausgesetzt, dafl die Kraft in der Richtung
der Verschiebung s wirke. Wir betrachten nunmehr den allgemeinen
Fall, wo die Richtung der Kraft f und die der Verriickung s einen ge-
wissen Winkel (f,s) = o einschliefen. Ist ¢ = 909, so ist die Arbeit
der Kraft f = 0, denn diese Kraft kann weder die Geschwindigkeit
ihrer Grofe nach dndern, noch Widerstande iiberwinden, welche eine
der Bewegungsrichtung des Koérpers entgegengesetzte Richtung haben.
Fiir einen beliebigen Winkel & wird als Zahlenwert der Arbeit R die Grofie

R = fscoso. = fscos(fys). . . . . . . . (6)

angenommen, welche bei o« = 0 die Formel (4) und bei &« =— 90°
den Ausdruck R == 0 ergibt. Bezeichnet man mit f; die tangentiale
Komponente der Kraft f; so hat man f; = fcoso; ferner sei s cos ot = s,
gesetzt. Die Kraft f; ist die Projektion der wirkenden Kraft f auf die
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Verschishungsrichtung s; s; dagegen ist die Projektion der Verschie-
bung s auf die Richtung der Kraft . Wir haben

R = fscosoo =fis=1Ffs . . . . . . .(6,a)

Im allgemeinen Falle dndern sich die Gréfen der Kraft f und des
Winkels & ununterbrochen. Wir zerlegen dann den Weg s in sehr kleine
Abschnitte 4s und erhalten fiir die Arbeit, die einer solchen kleinen
Verschiebung 4s entspricht, das sogenannte ,Arbeitselement®

AR = fdscos(f,ds).

Die ganze von der verinderlichen Kraft f bei der krummlinigen
Bewegung des Korpers geleistete Arbeit wird ausgedriickt durch die
Formel

R =1lim3fAscos (f,ds) = [feos(f,ds)ds . . . . (7)
oder

R=tmZfids=[fids . . . ... (Ta)

wo f; die tangentiale Komponente der wirkenden Kraft ist.

Nunmehr kénnen wir dazu ibergehen, die Arbeit im allgemeinsten
Falle zu betrachten, wo die Kraft f und der Widerstand f’ beliebige ver-
dnderliche Winkel mit der Bewegungsrichtung des Punktes bilden. Bewegt

sich z.B.der Punkt M (Fig.27) auf einer
gewissen Kurve 4B, und bezeichnen
wir die tangentialen Komponenten der
Krifte £ und f mit £, und fi, so er-
halten wir fiir das Arbeitselement einen
Ausdruck dhnlich Formel (5), ndmlich

fids = fids + 4y,
wo A ¢ der Teil des Arbeitselementes ist, welcher zur Vergroferung der

Geschwindigkeit des Kérpers verbraucht wird. Fiir die Gesamtarbeit
haben wir

R=limZEfids =1limZfids+po. . . . . (7,b)
R = [fids = [fids + e,

wo @ die ganze zur Geschwindigkeitsvergroflerung verbrauchte Ar-
beit ist.

Wir wollen nun folgenden iiberaus wichtigen Lehrsatz beweisen:
Wenn mehrere Krifte einen gemeinsamen sich verschiebenden Angriffs-
punkt haben, so ist die Arbeit der Resultante gleich der alge-
braischen Summe der von den Komponenten geleisteten
Arbeiten. Es geniigt, wenn wir diesen Satz beweisen fir zwei wir-
kende Kriafte P; == 0A und P, — OB (Fig. 28), deren Resultante
P = 0C ist. Wir nehmen an, der Punkt O habe sich um die sehr
kleine Wegstrecke s in der Richtung von O verschoben. Fallt man
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von den Punkten A4, B und C aus die Senkrechten auf O M, so hat man
OF = OE + ET; es ist aber EF == 0 D, folglich ist OF = 0D + OE
oder Pcos (P, ds) = P, cos (P, ds) + Pycos (Py, 4s). Multipliziert
man diese Gleichung mit 4's, so wird
PAdscos (P,ds) = P, As cos (P,,4s)

+ Py Ascos (Py, 45),

welche Gleichung unseren Satz fiir
zwei Krifte ausdriickt. Von zwei
Kriften ist es leicht, zu drei und
mehr iitberzugehen und den Satz fiir
beliebig viele Krifte zu beweisen.
Formel (6) gibt fiir die Arbeit R einen positiven Zahlenwert, wenn
@ ein spitzer Winkel ist. Ist o ein stumpfer Winkel (Fig. 29), so ist
die Arbeit B negativ, wobel wieder
zwei Fille moglich sind: s
1. Es ist eine andere Kraft f’ W
vorhanden, welche mit s einen
spitzen Winkel bildet, wobei die Projektionen f; und f; beider Krifte
auf die Bewegungsrichtung einander gleich sind; der Kérper, dem von
einer Nebenkraft eine gewisse Geschwindigkeit erteilt ist, bewegt sich
gleichférmig. Alsdann spielt unsere Kraft die Rolle eines Widerstandes,
dessen Arbeit negativ und numerisch gleich der Arbeit der anderen
wirkenden Kraft ist. Als Resultat dieser Arbeit ergibt sich die Auf-
hebung der beschleunigenden Wirkung der Kraft fi, das Aufrecht-
erhalten einer bestimmten konstanten Geschwindigkeit der Bewegung.

2. Die Kraft f (Fig. 29) wirkt auf den sich bewegenden Korper,
der keinen Nebeneinflissen unterworfen ist. In diesem Falle ist das
Ergebnis der negativen Arbeit dieser Kraft eine Verziogerung der
Bewegung, d.h. eine Geschwindigkeitsabnahme. Im allgemeinen Falle,
wenn die Projektion der Kraft f auf die Bewegungsrichtung gréfer ist
als die Projektion der Kraft f, bringt der UberschuB der von Kraft f
geleisteten Arbeit iiber die Arbeit
der Kraft ' eine Verlangsamung der
Bewegung hervor.

Wir wollen die GréBe der Arbeit
fur einige Sonderfille bestimmen.

I Die Arbeit eines Krafte-
paares. Auf einen Korper wirke
ein Kriftepaar PA BP (Fig. 30),
dessen Moment M — Pa sei, wo
a = AB ist [vgl. (29) auf S.94]

Da beide Krifte P bei dieser Drehung bestindig die Bewegungsrichtung
der Pfeile in den Punkten A und B haben, so ist, wenn der Korper sich

Fig. 29.
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um den Winkel ¢ um den Punkt O gedreht hat, die Arbeit R =— P.4C
+P.BD=2P.AC. Esistaber — AC — g(p, folglich R = Pa g,

oder

R=M¢p ... .. ..... (8

d.h. die Arbeit eines Kraftepaares ist gleich dem Produkte
aus dem Kraftepaarmoment und dem Drehungswinkel.

II. Die Arbeit bei Bewegung eines Kérpers im homogenen
Felde. Es sei AB (Fig. 31) die Richtung der Kraftlinien im homo-
genen Felde und es bewege sich ein Kérper auf einer beliebigen Bahn-
linie vom Punkte S nach 7. Wir ziehen durch S und 7T zwei Ebenen

M N und P @ senkrecht zur Kraft-
richtung. Diese Ebenen werden
die Gerade 4B in den Punkten
C und D schneiden; es sei nun
CD = h, und f die Kraft, welche
auf den Korper im homogenen
Felde wirkt. Wir zerlegen den
Weg in kleine Strecken und be-
zeichnen eine derselben (ab) mit s
und ihre Projektion auf die Kraft-
richtung mit s; = mn, wo an und
bm senkrecht zu A B sind. Die
gesuchte Arbeit ist B = lim X fscos (f;s) = lim Zfs;. Im homogenen
Felde ist die Kraft f konstant, und man kann daher den Faktor f vor
das Summenzeichen setzen. Man erhilt dann B = flim 2 s,; die letz-
tere Summe ist offenbar CD — h, also

R = fh.

Diese Formel zeigt uns, dafl die Arbeit, welche bei Bewegung
eines gegebenen Korpers im homogenen Kraftfelde von den
in diesem Felde wirkenden Kriften geleistet wird, weder von
der Form des Weges noch von der Lage des Anfangs- und Endpunktes
dieses Weges auf Ebenen, welche zur Richtung der Kraftlinien senk-
recht stehen, abhingt, sondern nur von dem Abstande dieser
Ebenen voneinander. Es ist leicht einzusehen, dal man dieselbe
Arbeit erhilt, wenn unser Kérper von M N zu P@ auf der Kurve S; 7}
gelangt.

Wenn Anfangs- und Endpunkt des Weges auf ein und derselben
zur Richtung der Kraftlinien senkrechten Ebene liegen, so ist die Arbeit
gleich Null.

III. Die Arbeit von Zentralkraften. Krifte, welche von
jedem beliebigen Raumpunkte aus stets nach demselben Punkte O
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(Fig. 32) hin wirken uud nur von der Entfernung des Punktes I3 von
O abhéngen, heiflen Zentralkriafte. Bewegt sich ein Korper auf
einer durch O gehenden Geraden von A nach B, so erhilt man, wenn
man den ganzen Weg in Elemente
6 = pgq zerlegt, fir die gesuchte
Arbeit B
R =1limX fo,
A

denn die Kraft f hat in jedem
Punkte p die Richtung der Ver-
schiebung 6. Die Buchstaben A
und B bezeichnen symbolisch die
(Grenzen, innerhalb derer die kleinen
Wegstrecken G liegen.

Es seien durch A und B Kugel-
flichen mit dem Mittelpunkte in O
gelegt und werde angenommen, dal
sich der Korper auf einer beliebigen
Kurve von S nach I' bewegt, wobei S und I' auf den soeben erwihnten
Kugelflichen liegen. Legt man dann durch die Endpunkte p und ¢
des Wegelementes 6 Kugelflichen, deren Mittelpunkt in O liegt, so
schneiden diese aus der Wegkurve ST den kleinen Abschnitt ab = s
heraus. Bemerkt sei noch, dal die Kraft f der Voraussetzung nach in
@ und p dieselbe Grofie hat. Die Arbeit ist B, = lim X fscos (f, s);
bei sehr kleinem s kann man scos(f,s) = s, = G setzen, folglich ist

B
R, = lim Y, f6 = R.
4

Somit hidngt bei der Wirkung von Zentralkriften die Arbeit nur
von den beiden konzentrischen Kugelflichen (deren Mittelpunkt mit
dem der Krifte zusammenfillt) ab, auf denen der Anfangs- und End-
punkt des Weges liegen; sie hingt nicht ab von der besonderen Lage
dieser Punkte auf den Kugelflichen, noch von der Form der Bahnlinie.
Dieselbe Arbeit wiirde auch geleistet, wenn die Bewegung auf der Kurve
8, T, erfolgte.

IV. Arbeit innerer Krédfte. Krifte, mit denen die materiellen,
ein Punktsystem bildenden Punkte aufeinander wirken, heifen innere
Krafte. Sind dies Zentralkrafte, so liBt sich beweisen, dal die Arbeit
der inneren Krifte gleich Null ist, wenn sich die gegenseitige
Lage der Punkte nicht d4ndert, d. h. wenn sich das System als
Ganzes bewegt. Wir betrachten zu dem Zwecke zwei Punkte 4 und
B (Fig. 33), die, ohne dal sich ihre Entfernung geindert, nach 4, und
B, gelangt sind. Thre Wechselwirkung wird durch zwei Krifte f und
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f1 ausgedriickt, die nach dem dritten Bewegungsgesetze einander gleich
sind, f = f;. Es mogen die Verschiebungen 4 4, — 6 und BB, — g,
unendlich klein sein. Die Arbeit ist R =— f@coso + f,6,cos . Wir
ziehen nun A4, || BB, und B, 4, || BA und verbinden A, mit 4,.
Dann ist A4, — BB, — 6;
ferner sei A; Ay — 6,. Offenbar
ist 6cosot = 6, cosy + 6 cos 0,
also haben wir, da f=— f ist,
R =16, cosy-}6,c080-6, cosf].
Nun ist aber cos f§ = —cosy
und nihert sich £ 0 =2 4, A, B,
im Grenzfalle einem Rechten, denn
es ist 4, B; — A, B; fir un-
endlich kleine Verschiebungen hat man cosd = 0 zu setzen, so dal
R = 0 wird. ﬁbertr'a',gt man dieselbe Herleitung auf alle Punktpaare,
so sieht man, dafl die Arbeit aller inneren Krifte gleich Null ist, sobald
sich das System als ein Ganzes bewegt.

Wir beweisen nunmehr folgenden zweiten Satz: Die Arbeit,
welche von inneren Kriften beim Ubsrgange aus einer An-
ordnung der Teilchen in eine andere geleistet wird, hingt
nicht davon ab, auf welche Weise sich dieser Ubergang voll-
zogen hat, d. h. auf welchen Wegen jeder der Punkte aus seiner
Anfangslage in die Endlage gelangt ist. Wir betrachten zwei Punkte A
und B (Fig. 34), die nach 4; und B, gelangt sind, und verleihen den

beiden zusammengehorig gedach-
ten Punkten eine Bewegung, die
in jedem gegebenem Augenblick
der Bewegung des Punktes B
an Grofe gleich, jedoch der
Richtung nach entgegengesetzt
ist. Bei dieser hinzugedachten
Bewegung wird die Arbeit der
inneren Krifte auf Grund des
eben bewiesenen Satzes gleich Null. Der Punkt B bleibt hierbei in
Ruhe, wihrend Punkt 4 nach 4', wo BA'|| und = B, 4, ist, gelangt.
Die Arbeit der auf A wirkenden Kraft hingt nicht von dem Wege ab,
auf welchem der Punkt von 4 nach A’ gelangt ist, denn die auf ihn
wirkende Kraft, welche ununterbrochen nach dem festen Punkte B ge-
richtet ist, ist eine Zentralkraft. Das gleiche gilt fiir alle Punktpaare
des Systems; damit ist unser Satz bewiesen. Aus ihm folgt: Wenn
ein Punktsystem von irgendeiner Anordnung der Teilchen
ausgehend nach einiger Zeit zu derselben Anordnung zurick-
kehrt, so ist die ganze wihrend dieser Zeit von den inneren
Kraften geleistete Arbeit gleich Null
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§ 3. Arbeit und lebendige Kraft (Wucht). Wenn ein Korper,
wihrend er z.B. den Weg AB (Fig. 35) durchliuft, unter der Ein-
wirkung eines Systems von Kriiften steht, deren Resultante f ist, und

die Quellen dieser Krifte sich aufler- Fig. 85.

halb des vom Kérper eingenommenen B
Raumes befinden, so nennt man auch W S =¥ __{_i_-:--/
die Krifte selbst 4ulere. Auf Grund 57 M ™

eines frither bewiesenen Satzes finden
wir die bei der Bewegung eines Kérpers
geleistete Arbeit R eines Systems von Kriften, wenn wir die Arbeit der
Resultante f bestimmen. Diese Arbeit ist nach (7,a) auf S. 106 gleich
R=1UlmZXf s,
wo s eine der Teilstrecken ist, in welche wir den Weg zerlegen und
f1 == fcos(f, 4s) die tangentiale Komponente der Resultante f, d.h. die
Komponente der Bewegungsrichtung. Wir haben gesehen, daB die
tangentiale Komponente die Ursache der tangentialen Beschleunigung
w; und daB f; = mauw, ist, somit ist
R =1IlimZEmw,.ds.

Es moége unser Koérper im Anfangspunkte A seines Weges die
Geschwindigkeit ;, im Endpunkte B die Geschwindigkeit v, besessen
haben; die entsprechenden Werte fiir die Wucht sind nach (1) auf S. 102

J, = %mof und J, = Emv;. Wir bezeichnen die Geschwindigkeit in

einem beliebigen Punkte M mit v und die Wucht mit J = %mvz.
Nachdem der Korper das Wegelement s durchlaufen, besitzt er die
neue Geschwindigkeit » + v und die neue Wucht %m (v + dv)2 Die

Anderung der lebendigen Kraft 4.J ist offenbar = é—m [(v + dv)? —0?]

= %m [2vdv + (Av)?]. Denkt man sich s, mithin auch Av als un-

endlich kleine Groflen, so kann man das zweite Glied in der Klammer
vernachlassigen und 4J — mo v setzen. Die totale Anderung der
Wucht wihrend der Zuriicklegung des Weges A B ist J,— J; =lim 24 J
= lim Zmvdv. Aber es ist Jv — w, At, wo At die Zeit zum Durch-
laufen des Weges s ist; folglich ist J, — J; = lim Zmw,v.A{; ferner
ist das Produkt v4¢ = s und daher
Jy— J; = lim Zmw, ds.
Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem letzten fiir R, so wird
12

R:h’mZJfAscos(f,As):Jz—Jl:—gmvz—%mvl“ )
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Diese Formel ist eine der wichtigsten der Physik; sie driickt fol-
genden Satz aus: Wenn sich ein Koérper unter dem Einfluf
duBerer Krafte bewegt, so ist die Arbeit derselben numerisch
gleich dem Zuwachs der Wucht des Korpers.

Bewegt sich ein System von materiellen Punkten oder ein physi-
kalischer Korper, dann gilt die Formel (9) fiir jeden einzelnen Punkt;
bildet man die Summe dieser Gleichungen und bezeichnet die Summe
der Arbeiten aller Krifte, welche wihrend der Fortbewegung des Systems
auf alle seine Punkte gewirkt hatten, mit R, so erhilt man

R=J,—J, = limZ%mvﬁ—ﬁmZ%mvf (9,2
Fir die Drehung eines Kérpers um eine Achse ergibt die Formel (3)
R=J,—J, = —;—K@;’—%K@f R )

wobei K das Trigheitsmoment des Koérpers in bezug auf die Drehungs-
achse, ®; und 0, die Winkelgeschwindigkeiten fiir den Anfang und
das Ende des Zeitabstandes sind, wihrend dessen die duleren Krifte
die Arbeit R geleistet haben.

Wirkt auf den rotierenden Korper ein Kriftepaar, dessen Krafte
in einer zur Drehachse senkrechten Ebene liegen und dessen Moment M/
ist, so ist, wenn sich der Korper wihrend des kurzen Zeitintervalls d¢
um den Winkel d@ dreht, die kleine vom Kréftepaar geleistete Arbeit
des Kraftepaares d R — BMdq [vgl. (8) auf S.108]. Diese Arbeit muB

dem Zuwachs der Wucht gleich sein J = %K ®2 [vgl. (9)]. Somit ist

Mdp = d (%K @2> = KO®d®. Dividiert man beide Seiten durch d¢,

. dp 1Y . do ae
$0 erhalt man Md_t = K@E-t—- Es ist aber ® — ar und Tl

d. h. gleich der Winkelbeschleunigung. Somit ist
M=K?%. .. .. .. ... .(10)

9,

Das Moment eines Kriftepaares, welches in einer zur
Drehungsachse desKorpers senkrechten Ebene liegt, ist gleich
dem Produkte aus dem Trédgheitsmomente des Kérpers in
bezug auf diese Achse und seiner Winkelbeschleunigung.

Wenn die Punkte, aus denen ein System besteht, mit irgend-
welchen Kraften aufeinander wirken, so heillen solche Krifte fiir das
gegebene System innere Krifte. Fiir jeden einzelnen Punkt aber sind
die Krafte, mit denen auf ihn die iibrigen Punkte des Systems wirken,
dulere Krifte; bei Anderung in der gegenseitigen Lage der System-
punkte kann man daher auf jeden von ihnen Formel (9) anwenden;
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auch (9, b) bleibt in Geltung. Hieraus geht hervor, dall, wenn ein
Punktsystem, welches keiner Auflenkraft unterworfen ist,
aus einer Anordnung der Punkte in eine andere iitbergeht,
die Arbeit der inneren.Krafte gleich dem Zuwachs der Wucht
des Systems ist.

Wir hatten bewiesen, dafl diese Arbeit unabhingig von den Wegen
ist, auf welchen die Punkte des Systems aus der Anfangslage in die
neue gelangt sind; hieraus ergibt sich nun folgender Satz: Wenn
ein Punktsystem keinen #uBeren Kriaften unterworfen ist,
so hingt die Anderung seiner Wucht beim Ubergange von
einer Anordnung der Punkte zu einer anderen nicht davon
ab, auf welchen Wegen die Punkte aus der Anfangs- in die
Endlage gelangt sind. Kehrt das System zur urspringlichen
Anordnung zurick, so nimmt auch die Wucht ihren An-
fangswert an.

‘Wir wollen jetzt den allgemeinsten Fall der Bewegung eines Punktes
unter dem Einflusse einer beliebigen bewegenden Kraft f (vgl Fig. 27)
in Gegenwart des beliebigen Widerstandes f' betrachten. Sind f; und
fi die tangentialen Komponenten der Krifte £ und f’, so ist die tan-
gentiale Komponente der Resultante aller auf unseren Punkt wirkenden
Krifte gleich f; — f1, und ist nach (9)

, 1 s 1 .
lim 2 (fy, — f1) 4s = Emvg—gmvf,

wo »; und v, die Geschwindigkeiten des Punktes in den Lagen 4 und
B bedeuten.

‘Wir wollen auch in diesem Falle f; 4s das Arbeitselement und
limXf;ds die totale Arbeit der bewegenden Kraft nennen.
Die vorhergehende Formel ergibt

limZEZfids =—=limZEfids+ %mvf-——%mvf .. (1)

Die Arbeit der bewegenden Kraft besteht somit im allgemeinsten
Falle aus zwei Teilen: der eine wird zur Uberwindung eines Wider-
standes ,verbraucht“, der andere zur Anderung der Wucht des Punktes.
Wenn f; > fi ist, so ist v, > v; und der Punkt bewegt sich mit einer
Beschleunigung; er erwirbt dabei eine Wucht. Wenn f, < fi ist, so
ist auch v, << v, die Bewegung des Punktes ist eine verziogerte, er verliert
Wucht. Wenn endlich f; = 0, d. h. die bewegende Kraft gleich Null

oder normal zur Bahnlinie des Punktes ist, so haben wir
. , 1 1
hmel.ds:§1nvf—§mvf .. .. o (11,8)

Die rechte Seite der Gleichung stellt die verlorene Wucht dar.
Im speziellen Falle, wo f und f' entgegengesetzt gerichtet sind wund
Chwolson, Physik. 2. Aufl. I. 1. 8
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wihrend der ganzen Dauer der Bewegung des Punktes nach Gréfie und
Richtung unverindert bleiben, gibt Formel (11)

1 1
fh:f’h—{—gmv;—é—mvf’. R € 5:))
wo (vgl. Formel R = fh und Fig. 31) k die Projektion des durch-
laufenen Weges auf die Richtung der Krifte f und f' ist. Fir f= 0
haben wir

1 1 Y
f’h:§mvf—~§mz'2‘. e e e (12)0)

Wir wollen nun die hergeleiteten Formeln auf die Bewegung eines
Korpers an der Erdoberfliche anwenden, wobei wir die Anderung der
Schwerkraft mit der Héhe und den Luftwiderstand auler acht lassen.

1. Beim freien Fall wirkt auf den Kérper die Schwerkraft, d. h.
sein Gewicht p spielt die Rolle einer bewegenden Kraft. Unter den eben
angegebenen Bedingungen ist ' = 0 und (12) ergibt

ph = %mv}—%mvf e o (12, D)

Diese Gleichung 140t sich auch leicht aus den allgemeinen Be-
wegungsgesetzen ableiten. Fillt der Korper in Richtung der Schwer-
kraft (also lings einer vertikalen Geraden), so ruft die konstante Kraft
eine konstante Beschleunigung hervor, die wir bereits [vgl. (12) auf
S. 80] mit g bezeichnet haben; wir hatten p = myg. Fir die gerad-
linige Bewegung ist v} —o! = 2ws [vgl. (22) aunf 8. 64], also in
unserem Falle o2 — v} =— 2 gh. Multipliziert man beide Seiten dieser

1
Gleichung mit ™ und beachtet, dall p — my ist, so erbalt man (12, b).

2. Bewegt sich der Korper mit der Anfangsgeschwindigkeit ¢, auf-
wirts, dann vertritt das Gewicht p den Widerstand f/ in (12), wahrend
f =0 ist; (12, a) ergibt

1, 1
ph = MU T GMYy - e e (12, ¢)

Auch diese Formel 140t sich leicht auf anderem Wege ableiten.
Der Korper bewegt sich unter dem Einflusse der konstanten Kraft p,
deren Richtung der Geschwindigkeitsrichtung entgegengesetzt ist: also
erfolgt die Bewegung mit einer Beschleunigung, die gleich- — g ist.
Auf Seite 64 hatten wir die Formel (24): v} —v; = 2 gs. Multipliziert

1
man mit Em und beachtet, daB p = mg ist, so erhalt man (12, c).

3. Der Kérper bewege sich vertikal aufwirts unter der Wirkung
einer Kraft 7, welche die Richtung der Bewegung selbst hat; das Ge~
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wicht des Korpers sei p. Die allgemeine Formel (11) ergibt fiir die
Arbeit I der bewegenden Kraft den Ausdruck

R=1TmXZfAh :ph-{—%mvf———%mvf ... (12, d)
wo h die ganze Steighthe, 4 & das Wegelement ist.

Die beim Heben eines Korpers geleistete Arbeit besteht
ans zwel Teilen; der erste ist die eigentliche ,Hebearbeit®,
der zweite wird durch den Zuwachs an Wucht des gehobenen
Koérpers gemessen. Nur wenn v, — v, ist, haben wir R = ph,
d. h. die beim Heben des Korpers geleistete Arbeit ist nur dann gleich
der ,Hebearbeit“, wenn der gehobene Korper am Anfang und am Ende
der Bewegung dieselbe Geschwindigkeit, z. B. die Geschwindigkeit Null,
besitzt. Die Kraft f kann an einigen Stellen des Weges k hierbei auch
grofer als p sein, doch mul sie dafiir an anderen Stellen kleiner als p,
gleich Null oder negativ sein.

Beim Heben eines Kilogramms auf einen Meter Héhe wird nur
dann eine Arbeit von einem Meterkilogramm geleistet, wenn die ge-
hobene Masse vor und nach dem Heben die gleiche Geschwindigkeit
besitzt, z. B. in Ruhe ist.

§ 4. Arbeit und Zeit. Arbeitsvermdgen. Es sind mannigfache
Mechanismen und Maschinen ersonnen worden, welche unter be-
stimmten Bedingungen imstande sind, eine bestimmte Arbeit R
wihrend einer bestimmten Zeit ¢ zu leisten und diese Arbeitsleistung
innerbalb einer im allgemeinen begrenzt langen Zeit fiir jedes darauf-
folgende Zeitintervall so lange zu wiederholen, als die hierzu erforder-
lichen Bedingungen erfiillt bleiben. So konnen z. B. ziemlich lange
im Verlaufe jeder Minute eine ganz bestimmte Arbeit leisten — eine
Dampfmaschine, welche bestindig unter Dampf gehalten und geheizt
wird, oder ein Wassermotor, zu dem ununterbrochen eine geniigende
Wassermenge hinzustrémt. Nebenumstinde, wie das notwendige In-
standsetzen und Reinigen der Maschinenteile, kénnen die Dauer der
Wirkung abkiirzen. Mensch und Tier besitzen, gehorig erndhrt, eine
ghnliche Fahigkeit, doch ist hier die Wirkungsdauer enger begrenzt,
weil Erholung unbedingt notwendig ist. In allen Fillen dhnlicher Art
sagen wir, die Maschine, das Tier usw. besitzt eine gewisse Arbeits-
fihigkeit (Arbeitsvermogen). KEs wird diese Grofe durch die
Arbeit gemessen, welche das Tier bzw. die Maschine unter
gewissen Voraussetzungen in jeder einzelnen von einer
groferen Zahl aufeinanderfolgenden Zeiteinheiten zu leisten
imstande ist. Hieraus folgt, dal die absolute Einheit der Arbeits-
fahigkeit die Fahigkeit einer solchen Maschine ist, die je eine Arbeits-
einheit in der Zeiteinheit zu leisten vermag. So stellt z. B. ein Meter-

8%
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kilogramm in der Sekunde die Einheit der Arbeitsfihigkeit dar. In
der Technik ist eine andere Einheit der Arbeitsfahigkeit gebrauchlich,
die Pferdekraft genannt wird; es ist dies die Arbeitsfahigkeit einer
Maschine, die eine Arbeit von 75 Meterkilogramm in der Sekunde
zu leisten vermag.

Man pflegt einer Maschine eine gewisse Arbeitsfahigkeit auch dann
zuzuschreiben, wenn die Bedingungen, unter denen sie Arbeit leistet,
noch nicht erfillt sind. So spricht man von einem ,fiinfpferdigen
Motor; das ist ein Motor, der unter gewissen Bedingungen in einer
Sekunde 75 > 5 Meterkilogramm Arbeit leisten kann. Die CGS-Ein-
heit der Arbeitsfahigkeit ist die Fahigkeit einer Maschine, ein Erg
pro Sekunde, ein Sekundenerg, zu leisten.

Gegenwirtig ist, insbesondere in der Elektrotechnik, eine Einheit
der Arbeitsfahigkeit, die Watt genannt wird, im Gebrauch. Sie ver-
mag eine Arbeit von ein Joule in der Sekunde zu leisten. Auf S. 104
war der Wert von einem Joule gegeben; driickt man es in Meterkilo-
grammen aus und beachtet die Definition der Pferdekraft, so bekommt
man folgende Beziehungen:

1 Watt — 1 Joule pro Sek. — 10 Megaerg pro Sek.
== 107 Erg pro Sek. = 0,102 Meterkilogramm pro Sek. (13)

1
tt — — ft
1 Wa 736 Pferdekra,

§ 5. Energie. 1. Energieprinzip. Die Lehre von der Energie
bildet einen der wichtigsten, wenn nicht gar den wichtigsten Teil der
modernen Physik; auf diese unerschiitterlich feste Grundlage stiitzen
wir uns in unserem Bemithen, den Zusammenhang zwischen den Er-
scheinungen der uns umgebenden Natur aufzuhellen. Wenn ein
Korper oder eine Gruppe von Koérpern fiahig ist, Arbeit zu
leisten, so sagen wir, dafl sie Energie besitzen. Jo groBer die
Arbeit ist, welche ein Korper oder ein System von Kérpern leisten
kann, um so grofer ist ihr ,Energievorrat®.

Beispielsweise sei hier auf die Energie eines sich bewegenden
Korpers oder Systems hingewiesen, welche, wie dies die tagliche Er-
fahrung lehrt, verschiedene Widerstinde, darunter auch den ,Trigheits-
widerstand“ anderer Korper zu iiberwinden imstande sind. Wir nennen
diese Energie die Energie der Bewegung. Sie ist offenbar um so
grofier, je grober die Geschwindigkeit ist, mit der sich der gegebene
Korper oder das gegebene System bewegen. Wir wollen die Energie
durch die Arbeit messen, welche der Kérper bzw. das System zu leisten
vermégen. Bezeichnet man die Energie mit J, die Arbeit mit B, und
setzt den Proportionalitatskoeffizienten gleich Eins, so ist

J=DR . ... . ......314
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Fir R = 1 ist / = 1, d. h. die absolute Einheit der Energie
ist die Energie eines Kérpers, der die Einheit der Arbeit zu leisten
vermag. Man gibt dieser Energieceinheit gewéhnlich dieselbe Benennung
wie der entsprechenden Arbeitseinheit. Somit sind das Meterkilogramm,
das Erg, Megaerg und Joule nicht nur Arbeitseinheiten, sondern auch
Energieeinheiten. Folglich ist auch das Erg die CGS-Einheit der
Energie. Nicht nur die Materie, auch der Ather kann Energie
enthalten.

In der Energielehre gelten drei Prinzipien, von denen wir vorldufig
nur zwei naher betrachten wollen.

I. Energieprinzip. Die Energie eines Kérpers oder eines
Systems von Kérpern ist eine endliche, eindeutige und stetige
Funktion seines Zustandes, d. h. die Energie wird durch den Zu-
stand des Koérpers oder Systems vollkommen bestimmt, und einer unend-
lich kleinen Anderung des Zustandes entspricht eine ebenfalls unendlich
kleine Anderung der Energie. Das Wort ,Zustand“ hat hier den
allgemeinen Sinn, der ihm im fritheren beigelegt wurde, so daf also
der Zustand eines Systems durch die Gesamtheit seiner physikalischen
Eigenschaften, die gegenseitige Lage und Geschwindigkeit aller seiner
Teile bestimmt wird. Aus dem I. Energieprinzip ergeben sich iiberaus
wichtige Folgen.

Folgesatz 1. Wenn ein Kérper oder System bei positiver
Arbeitsleistung aus irgendeinem Zustande 4 in einen anderen
Zustand B ubergeht, so hingt die gesamte von ihm geleistete
Arbeit nicht ab von der Art, wie, oder dem Wege, auf dem
sich dieser Ubergang vollzogen hat. Wir hatten auf S. 50 ge-
sehen, daB der Ubergang aus einem Zustande in den anderen auf
unendlich viele verschiedene Arten erfolgen kann. Ist J; die Energie,
welche dem Zustande A entspricht, J, die Energie fiir den Zustand B,
so heifit dieses, das System (bzw. der Korper) hat, als es sich im Zu-
stande A befand, die Fihigkeit besessen, eine Arbeit R, — J; zu
leisten; nach Ubergang in den Zustand B vermag es nur noch die
kleinere Arbeit R, = J, zu verrichten. Wenn es fiir den Ubergang von
A nach B einen derartigen Weg gibe, auf dem die geleistete Arbeit R
grofer oder kleiner als die Differenz R, — Ry = J; — J, wire, so dal
R = R, — R, + 9, so wiirde sich, falls man diesen Weg von A nach B
einschligt und beriicksichtigt, dal das System im Zustande B die
Arbeit R, zu leisten vermag, ergeben, dal das System im Zustande A
die Arbeitsfahigkeit R, + R — R, + (B;— Ry, 1 ¢) = R, T ¢ Dbesitat,
folglich auch die Energie J = R, + ¢. Dieses aber widerspricht dem
L. Energieprinzip, nach welchem in dem System im Zustande A nur ein
einziger ganz bestimmter Energievorrat J, — R,; enthalten sein kann.

Folgesatz 2. Ein ,Perpetuum mobile* ist unméglich. Ein
Perpetuum mobile ist ein solches Kérpersystem (z. B. eine Maschine),
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welches, einmal in Bewegung gesetzt, sich unbegrenzt lange zu bewegen
fortfihrt und hierbei unausgesetzt Arbeit leistet. Aus der Defi-
nition der Energie selbst, sowie aus dem I Energieprinzip folgt, daf,
wahrend das System Arbeit leistet, sich seine Fahigkeit zu weiterer
Arbeitsleistung verringert. Eine fortgesetzte Arbeitsleistung mul von
einer fortgesetzten Abnahme des Energievorrates (Geschwindigkeits-
abnahme) begleitet sein, der sich, da er ein endlicher ist, mit der Zeit
verbrauchen muf.

Ob die Himmelskorper bei ihren Bewegungen seitens des sie um-
gebenden Mediums einen Widerstand erfahren, wissen wir nicht mit
Sicherheit. Ist dies nicht der Fall, so wiirde die Tatsache einer
yewigen® Bewegung® mit dem Satze von der Unmaoglichkeit eines Per-
petuum mobile nicht im Widerspruche stehen, denn bei der Bewegung
der Himmelskorper wiirde kein Energieverlust stattfinden. An der
Erdoberfliche 1aBt sich die ewige Bewegung eines Systems nicht ver-
wirklichen, denn es ist, wie wir sahen (S. 105), nicht mdoglich, die
schiadlichen Widerstinde, zu deren Uberwindung unausgesetzt Be-
wegungsenergie verbraucht werden muf, zu vermeiden.

Das Perpetuum mobile, von dem hier die Rede ist, wird als Per-
petuum mobile erster Art bezeichnet, zum Unterschiede von dem
Perpetuum mobile zweiter Art, welches wir im Bd. Il kennen
lernen werden.

§ 6. Formen der Energie. Das Studium der physikalischen Er-
scheinungen hat gezeigt, daB es eine ganze Reihe verschiedener Formen
der Energie gibt. Sie alle gehoren zwei Gruppen an: der kine-
tischen und der potentiellen Energie. Die kinetische Energie
heifit auch offenbare oder Bewegungsenergie, die potentielle auch
latente oder Energie der Lage.

A. Die kinetische Energie, offenbare Energie, Energie
der Bewegung. Bei allen Formen der kinetischen Energie handelt
es sich um die Bewegung irgendeines Korpers. Wir wollen hier den
allgemeinen Ausdruck fir die Bewegungsenergie ableiten. Es sei m
die sich bewegende Masse und v ihre Geschwindigkeit fiir einen ge-
gebenen Augenblick. Um ihre Energie J zu bestimmen, miissen wir
die Arbeit R berechnen, die beim Ubergange der Masse aus dem ge-
gebenen Zustande (mit der Geschwindigkeit v) in einen anderen ge-
leistet werden kann, in welchem der Bewegungsenergievorrat ver-
braucht, die Geschwindigkeit also gleich Null ist. Nach Folgesatz 1
hiingt die Arbeit nicht davon ab, wie der Ubergang von der Be-
wegung zur Rube sich vollzogen hat. Hat daher auf den Koérper
eine gewisse konstante Kraft f’ zu wirken begonnen, deren Richtung
der Anfangsgeschwindigkeit v direkt entgegengesetzt ist, so fangt der
Korper unter dem Einflusse der Kraft f/ sich mit einer konstanten
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negativen Beschleunigung — w == — (f’ : m) zu bewegen an, d. h.
seine Geschwindigkeit vermindert sich in der Zeiteinheit um  und
wird schlieBlich, wenn der Korper einen gewissen Weg & zuriick-
gelegt hat, gleich Null. Die gesuchte Arbeit ist gleich R = f’h.
Formel (12,a) auf S. 114, in welcher man jetzt die Anfangsgeschwindig-
keit »; = v und die Endgeschwindigkeit v, = 0 setzen mul}, ergibt

1
R=/fh= amvﬁ; das gleiche erhilt man unmittelbar, wenn man in

2
R = f'h die Ausdricke f/ = mw und h = ;—w [vgl. (22, b) auf

S. 64] einsetzt. Somit ist die gesuchte Energie
J:R:%mv? T (15)

Die Bewegungsenergie eines Korpers wird durch seine
Wucht bestimmt. Hieraus folgt, dalfl die in gegebener Zeit von
einem sich bewegenden Korper geleistete Arbeit durch seinen Verlust
an Wucht gemessen wird. Hat in dieser Zeit die Geschwindigkeit von
v; bis v, abgenommen, so ist die geleistete Arbeit

R=J,—J, = %mvf’—%mvf N ¢ 1))

Vergleicht man diese Formel mit (9) auf S. 111, so erhalt man
folgenden Satz: Wird die Arbeit von duleren Kriften geleistet,
so wird sie durch den Zuwachs an Wucht des Kérpers
gemessen; wird sie jedoch vom Korper selbst geleistet,
d. h. auf Kosten seines Vorrates an Bewegungsenergie,
so wird sie durch den Verlust an Wucht gemessen. Die Be-

wegungsenergie eines Punktsystems wird durch seine Wucht gemessen,
d. h. durch die Grofle

J = Z%mvﬁ.

Wir gehen nunmehr zur Betrachtung der verschiedenen Formen
von kinetischer Energie iiber.

1. Kinetische Energie eines Korpers, der sich als Ganzes
bewegt. Hierher gehoren alle die Fille, wo die einander benachbarten
materiellen Teilchen des Korpers gleiche oder nur sehr wenig ver-
schiedene Geschwindigkeiten besitzen. Die Wucht der Bewegung eines
Korpers dient als Maf fir die Arbeit, welche er verrichten kann. Als
Beispiele fithren wir an: die Energie der fortschreitenden Bewegung
einer Kanonenkugel, die Energie eines rotierenden Korpers, die des
Windes, des fliefenden Wassers; ferner miissen die Energie der Schwin-
gungsbewegung eines Korpers oder seiner Teile und die Schallenergie,
wenigstens in bestimmten Stadien, ebenfalls hierher gerechnet werden.
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II. Warmeenergie. Die Wirme ist eine Form der Energie; auf
Kosten eines Wirmevorrates kann Arbeit geleistet werden. Die Warme-
energie wird durch die Wucht der regellosen Molekiilbewegungen im
Koérper gemessen; bei diesen Bewegungen kénnen die Nachbarteilchen
nach Grofe und Richtung verschiedene Geschwindigkeiten besitzen.
Wenn auf Kosten der Wéarmeenergie eines Korpers Arbeit geleistet
wird, so verschwindet ein Teil dieser Energie, die Bewegung der Mole-
kiile verlangsamt sich, und der Koérper selbst kithlt sich ab. Es unter-
liegt keinem Zweifel, dal auch die Warmeenergie eine endliche GréBe
ist, wennschon es bisher nicht gelungen ist, diesen Energievorrat zu
erschopfen, d. h. einem Korper seine ganze Wirmeenergie zu nehmen.

Die absolute Einheit der Warmemenge ist die Warmemenge, die
verbraucht werden muf}, um die absolute Arbeitseinheit zu erhalten.

Die CGS-Einheit der Wérmemenge ist das Erg. Zum
Messen der Wirmeenergie oder, einfacher ausgedriickt, der Wirme-
menge werden auch noch andere Einheiten benutzt, z. B. die grofe
oder die kleine Kalorie: es sind dies die Wéarmemengen, welche
dazu erforderlich sind, ein Kilogramm bzw. ein Gramm Wasser um
1°C zu erwirmen. Im Band III werden wir bei Besprechung der
Warmekapazitit des Wassers sehen, dal sie eine Funktion der Tem-
peratur ist. Hieraus folgt, dafl die Warmemenge, welche wir Kalorie
nennen, abhingt von der Anfangstemperatur des Kilogramm oder
Gramm Wassers, welches wir um 19 erwdrmen. Griffiths (1901)
hatte vorgeschlagen, als Wirmeeinheit die 17°-Kalorie festzulegen, d. h.
die, welche einer Erwarmung des Wassers von 17 bis 18° entspricht.
Es scheint aber, dal in letzter Zeit die von Warburg (1899) vor-
geschlagene 150-Kalorie allgemein als Wirmeeinheit angenommen wird.
Bezeichnen wir mit @ den Zahlenwert einer gewissen Wiarmemenge
und mit R die Arbeit, welche durch ihren Verbrauch erhalten wird.
Man pflegt zu sagen, daB die Wirme ¢ und die Arbeit B einander
aquivalent sind. In welchen Einheiten auch immer die Wirme @ und
die Arbeit R gemessen sein mogen, diese beiden Zahlen sind einander
proportional, so dafl man

R=EQ. .. ... .....Q170
setzen kann, wo E den Proportionalititsfaktor darstellt. Setzt man
1
— e v e e e e e e .. (18
4=4 (18)
so erhalt man
Q=AR. . . . . .. . .. .19

Der Koeffizient E heift das mechanische Warmedquivalent;
es ist dies die Zahl Arbeitseinheiten, die einer Warmeeinheit dquivalent
sind, denn (17) gibt uns R = E fiir @ = 1. Der reziproke Koeffi-
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zient A heift das thermische Arbeitsdquivalent; es ist dies die
Zahl Wirmeeinheiten, welche einer Arbeitseinheit dquivalent ist, denn
nach (19) hat man ¢ — A fir R — 1. Versuche, auf welche wir in
der Wirmelehre ausfithrlicher eingehen werden, haben gelehrt, daB,
wenn man als Einheit der Warmemenge die 15°-Kalorie und als Ein-
heit der Arbeit das Erg wiahlt, E == 4,189.107Erg = 41,89 Megaerg
= 4,189 Joule (S. 104) ist, d. h.

die kleine 159-Kalorie ist 4quivalent 4,189 Joule . (20)
Hieraus folgt
1Joule ist 4quivalent 0,238 65 kleine 15°-Kalorie . (20a)

Setzen wir (S. 104) 1 Joule = 0,102 Kilogramm - Meter, so er-
halten wir:
Die grofie 159-Kalorie ist d4quivalent |

427,2 Kilogramm-Meter f - - (2D

Wir werden diese Frage ausfithrlich im dritten Bande betrachten.

III. Strahlende Energie. Im § 4 des ersten Abschnittes hatten
wir beschlossen, unter dem Ausdruck ,Ather“ nichts weiter zu ver-
stehen, als den ,leeren Raum®, in welchem sich keine gewdhnliche
Materie befindet, aber nicht, wie frither, einen bestimmten Stoff, welcher
diesen Raum erfillt. Auf diese Weise kommen wir den gegenwirtigen
(1917) Anschauungen am néchsten. Im ,leeren Raume“ kann eine ge-
wisse Form von Energie vorhanden sein, welche sich mit der Ge-
schwindigkeit

v = 300000 km in der Sek. = 3.101%¢m in der Sek. . . (22)

ausbreitet. Sie wird strahlende Energie genannt; hierher gehoren
das sichtbare Licht und die unsichtbaren Strahlen, d. h. die infraroten
Strahlen, welche man frither Wirmestrahlen nannte, die ultravioletten
Strahlen, die Hertzschen elektrischen Strahlen und, wie wir jetzt
sicher wissen, die Rontgenstrahlen. Man hatte gehofft, dal es gelingen
wiirde, die strahlende Energie durch Bewegungen (Perturbationen) im
stofflich gedachten Ather zu erkliren. Da dies bisher nicht gelungen
ist, so ist es einfacher, die strahlende Energie als eine selbstidndige,
unzweifelhaft vorhandene Erscheinung anzusehen und dabei den Ather
als Stoff vollstindig aus dem Spiele zu lassen.

IV. Die Energie des elektrischen Stromes. Wahrend wir
die Bedingungen, unter denen der elektrische Strom zustande kommt,
und die Gesetze, denen er unterworfen ist, sehr genau kennen, besitzen
wir vom inneren Wesen dieser Erscheinung noch keine klare, von der
Wissenschaft endgiiltis angenommene Vorstellung. Mit Sicherheit
konnen wir nur so viel sagen, dal der elektrische Strom einen
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besonderen Fall von Bewegungsenergie darstellt, die man zur Erzeugung
von Arbeit verwenden kann (Elektromotoren).

Man glaubte frither (etwa bis 1880), dafi die Energie des kon-
stanten elektrischen Stromes sich vollstindig in dem Leiter (z. B.
den Drihten) befindet, durch welchen der elektrische Strom fliel3t.
Dann kam eine Zeit, wo man sich von der Hypothese, dafl die Elektri-
zitit ein besonderer Stoff sei, vollkommen lossagte und annahm, dafl
man es bei der Erscheinung des elektrischen Stromes mit einer be-
sonderen Form kinetischer Energie des Athers zu tun habe, welcher den
Raum rings um den Leiter erfillle. Uber die Art der Bewegung, welche
dieser Energieform entspricht, lief sich nichts aussagen.

Die neue Elektronentheorie (S. 11) fithrt uns zu den alten An-
schauungen iiber den Sitz dieser Energie zuriick. Der elektrische Strom
besteht in einer Bewegung der Elektronen in dem Leiter, und in dieser
Bewegung mull man auch das Wesen der Energie des elektrischen
Stromes suchen. Unzweifelhaft kann diese Energie sehr leicht in
Wirmeenergie iibergehen, aullerdem auch in strahlende Energie.
Das erstere geschieht bestandig, sozusagen von selbst; das letztere bei
jeder Bewegungsdnderung der Elektronen. Wir lassen einst-
weilen die Frage offen, ob bei dem konstanten Strome der ganze
Energievorrat sich in dem Leiter befindet oder ein Teil in dem um-
gebenden Raume aufgespeichert ist. Und noch eine andere Frage soll
unentschieden bleiben: ob nicht vielleicht in wenigen Jahren die alte
Athertheorie, wenn auch in verinderter Gestalt, wieder auftauchen und
der Ather als ein Stoff, zugleich auch als Triger der elektromagne-
tischen Energie anerkannt wird.

B. Potentielle, latente Energie oder Energie der Lage.
‘Wir finden in der Natur verschiedenartige Formen der Energie, d. h.
der Fahigkeit, Arbeit zu leisten, die von der gegenseitigen Lage zweier
oder mehrerer Korper abhéngen. Ein einzelner materieller Punkt kann,
theoretisch genommen, nur kinetische (Bewegungs-)Energie besitzen;
von potentieller Energie kénnen wir nur bei einem System von min-
destens zwei materiellen Punkten sprechen. Hierbei miissen die beiden
materiellen Punkte das Bestreben haben, sich einander zu nihern oder
sich voneinander zu entfernen, oder es mull iberhaupt die Anwesenheit
eines Korpers eine auf den anderen Korper wirkende Kraft hervorrufen.
Die Frage nach den Entstehungsursachen der letzteren moge dabei
unberiicksichtigt bleiben.

a) Wenn zwei Korper sich einander zu nahern streben, oder, wie
man zu sagen pflegt, sich gegenseitig ,anziehen®, so kann dieses
Streben zur Arbeitsquelle werden, die sich entweder im Uberwinden
duBerer, eine Anniherung hindernder Widersténde, oder im Uberwinden
der Triagheit dieser Korper zeigt, wodurch letztere eine beschleunigte
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Bewegung erhalten. Der Energievorrat ist offenbar um so
grofer, je weiter die Korper voneinander entfernt sind und
nimmt ab, wenn sich die Korper unter Arbeitsleistung einander nihern.
Somit sehen wir, dal der Energievorrat in diesem Falle von der gegen-
seitigen Lage der Korper abhiangt.

b) Wenn zwei Korper sich voneinander zu entfernen streben, oder,
wie man zu sagen pflegt, sich gegenseitig ,abstoBen®, so kann auch
dieses Bestreben zur Arbeitsquelle werden. Der Energievorrat
ist hier um so gréBer, je ndher die Kérper einander sind;
er nimmt in dem Mafe ab, als sich die Koérper voneinander entfernen.
Auch in diesem Falle hingt offenbar der Energievorrat von der wechsel-
seitigen Lage der Korper ab.

Es ist leicht zu verstehen, weshalb die Energie in diesen beiden
Fallen (verborgene) latente Energie oder Energie der Lage genannt
wird. Die Frage nach der Ursache der Anziehung bzw. AbstoBung
soll an dieser Stelle nicht erortert werden. Wir beschrinken uns hier
darauf, die verschiedenen Formen der potentiellen Energie zu betrachten.

I Die Energie von Massen, welche nach dem allgemeinen
Gravitationsgesetze angezogen werden. In jedem sich nicht
berithrenden Massenpaar ist, da zwischen ihnen die Schwere wirkt,
Energie der Lage enthalten. So besitzen die Sonne und ein beliebiger
Planet oder Erde und Mond zusammengenommen einen sehr grofen
Vorrat an potentieller Energie. Man pflegt von der Energie eines
gehobenen Kérpers zu reden, denn jeder auf einer gewissen Hohe
iber der Erdoberfliche befindliche Korper ist imstande, bei seinem
Herabfallen Arbeit zu leisten. Strenggenommen besitzt aber nicht
der gehobene Korper diese Energie, sondern das System der beiden sich
anziehenden Korper, ndmlich die Erde und der gehobene Korper.

Die potentielle Energie der Anziehung eines Systems von Korpern
oder materiellen Punkten héngt nur von ihrer gegenseitigen Lage ab
(L Energieprinzip). Bei jeder Verdichtung eines Systems wird eine
Arbeit geleistet, deren Gréfle nur von der anfinglichen und endgiiltigen
Anordnung der Teilchen abhingt. Beim Ubergange der einen Welt-
korper bildenden Substanz aus dem urspriinglichen Urnebelzustand in
einen dichteren, erfolgt ein ungeheurer Verlust an potentieller Energie,
auf deren Kosten eine dquivalente Arbeit geleistet wird. Die poten-
tielle Energie der gehobenen Gewichte einer Wanduhr dient als Quelle
der von der Wandubr zu leistenden Arbeit. Die potentielle Energie
der Wolken dient als Quelle fiir die Arbeit der Wassermiihlen usw.

II. Die Energie der Lage homogener Teilchen. Zwischen
den Teilchen homogener Korper wirken besondere Krifte, iiber die
noch wenig bekannt ist. Je nach den Bedingungen &uflern die
Teilchen das Bestreben, sich zu nahern oder voneinander zu ent-
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fernen, und hierin liegt die Quelle fiir den potentiellen Energievorrat
der Teilchen.

Hierher gehort die Energie eines elastisch verdnderten
Koérpers. Eine Feder hat, je nach ihrer Forménderung, sei sie nun
gebogen, zusammengedriickt, gereckt oder gedreht, die Fahigkeit, Arbeit
zu leisten, wobei sie sich geradebiegt, ausdehnt, zusammenzieht oder
losdreht, verliert aber hierbei einen Teil des fritheren Energievorrates,
d. h. der Fahigkeit zu weiterer Arbeitsleistung. Die Anderung in der
gegenseitigen Lage der Teilchen, welche die Deformation des
elastischen Koérpers begleitet, ist hier die Ursache fiir das Zustande-
kommen von potentieller Energie.

Hierher gehort auch jene Lagenenergie der Teilchen, welche sich
besonders auffallend beim Ubergang der Korper aus dem festen in den
flissigen und aus dem flissigen in den gasférmigen Zustand, sowie
bei den entgegengesetzten Vorgingen #ullert, weniger auffallend bei
jeder Volumen- oder Temperaturinderung eines Korpers zutage tritt.
Wir werden weiter unten sehen, daf die aus der Elementarphysik
unter dem Ausdrucke ,latente Warme“ bekannte Grofe in engem
Zusammenhange mit der hier betrachteten Form der potentiellen
Energie steht.

II. Chemische Energie. Ein System von zwei Korpern, die
sich chemisch vereinigen konnen, vermag Arbeit zu leisten. Kohle
und Sauerstoff, Wasserstoff und Chlor, Schwefelsiure und Wasser be-
sitzen, paarweise genommen, einen Vorrat an chemischer Energie, den
man zur Erzeugung von Arbeit benutzen kann (so ist z. B. das Ver-
brennen der Kohle die Arbeitsquelle in den Dampfmotoren). Bildet
sich aus Atomen ein Molekiil, so nimmt der Vorrat an chemischer
Energie ab, indem letzterer im Augenblick, als sich das Molekiil bildete,
zur Erzeugung von Arbeit verbraucht wurde. Bemerkt sei hier noch,
daB zwei Atome ein und desselben Stoffes ebenfalls potentielle
Energie besitzen, falls das Molekiill dieses Stoffes aus zwei oder mehr
Atomen besteht. So enthalten z. B. zwei Wasserstoffatome vor ihrer
Vereinigung zum Molekiil H, eine besondere potentielle Energie; das-
selbe gilt auch fiir zwei J-Atome, bevor sie sich zu J, verbunden
haben. Es ist sogar die potentielle Energie, die bei der Bildung eines
Molekiils Hy und eines Molekiils J, verbraucht wird, grofer als die zur
Bildung von zwei Molekiilen der Verbindung HJ (Jodwasserstoff). Zur
eben betrachteten Form der potentiellen Energie gehort auch die Energie
explosibler Mischungen, z. B. des SchieBpulvers.

IV. Elektrostatische Energie. , Dies ist die potentielle Energie
eines elektrisierten Korpers, z. B. eines Kondensators (Leidener Flasche);
bei seiner Entladung kann eine Arbeit geleistet werden (z. B. die Durch-
bohrung einer Glasplatte) unter Verbrauch des Vorrates an elektro-
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statischer Energie. Zur Zeit, ehe die Elektronentheorie auftauchte,
glaubte man, dal die elektrostatische Energie potentielle Energie des
deformierten Athers sei, analog der Energie eines deformierten elastischen
Korpers. Der von dem deformierten Ather eingenommene Raum sollte
das sogenannte elektrische Feld bilden. Man stellte sich ferner vor, da(
die Materie, wenn sie in ein solches Feld gebracht wird, zu verschiedenen
Erscheinungen Anlal gébe. Bei den sogenannten Leitern (z. B. den
Metallen) sollten sich die Deformationen (Spannungen) des Athers auf
deren Oberfliche stiitzen und hierdurch eine besondere Art von Druck
ausitben, welcher in der einen oder anderen Richtung Bewegungen her-
vorriefe. Wenn sich mehrere Leiter im elektrischen Felde befinden,
so sollten diese Kérper je nach der Verteilung der Spannungen entweder
sich zu ndhern oder voneinander zu entfernen suchen, d. h. gleichsam
sich anziehen oder abstoen. Man nahm ferner an, daf im Inneren von
Leitern eine stabile Spannung des Athers sich nicht ausbilden kénne;
im Inneren von Nichtleitern, den sogenannten Dielektricis, dagegen
sollte der Ather Deformationen unterliegen konnen und man sagte dann,
das Dielektrikum sei polarisiert.

Ganz anders blickt die Elektronentheorie auf diese Erscheinungen :
ein elektrisierter Leiter enthalt auf seiner Oberfliche einen UberschuB
an freien Elektronen, und ein polarisierter Nichtleiter (Dielektrikum)
ist ein solcher, in dessen Teilchen (Molekiilen?) eine Verschiebung der
Elektronen stattgefunden hat. Jene freien und diese verschobenen
Elektronen sind die Quellen der potentiellen elektrostatischen Energie,
welche bei einem Nichtleiter tatsichlich in hohem Grade analog ist der
Energie eines deformierten elastischen Xorpers.

V. Magnetische Energie. Wir wollen auch iiber diese Energie-
form einige Worte sagen, wenngleich sie wahrscheinlich mit der im
vorhergehenden betrachteten elektrischen Stromenergie identisch ist.
Die Pole natiirlicher und kiinstlicher Magnete suchen sich entweder zu
néhern (ungleichnamige Pole) oder voneinander zu entfernen (gleich-
namige Pole). Hieraus folgt, dafl ein System von zwei Magneten eine
besondere Form von potentieller Energie besitzt, die wir magnetische
Energie nennen wollen. Der die Magnete umgebende Raum erweist
sich als ein besonderer Fall eines dynamischen Feldes und heilt
Magnetfeld. Wir werden aber spiter sehen, dafi der Raum, welcher
elektrische Strome umgibt, sich seinen Eigenschaften nach durch nichts
von dem einen Magneten umgebenden unterscheidet; folglich ist auch
er ein Magnetfeld. Hieraus 148t sich die innere Identitit der elektri-
schen Stromenergie mit der sogenannten magnetischen Energie folgern.

Wir haben nunmehr die Betrachtung der verschiedenen Energie-
formen beendet und wollen hieran noch eine Bemerkung kniipfen: Es
ist dberaus wahrscheinlich, dall es eine potentielle Energie
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in der Welt iiberhaupt nicht gibt, dafl viehmehr jede Energie eine
Energie der Bewegung ist, und daf in allen Fillen, wo das Vorhanden-
sein von Energie uns von einer bestimmten Anordnung der Korper
abzuhéingen scheint, wir es in Wirklichkeit mit einer besonderen Be-
wegungsform zu tun haben, wobei uns freilich nicht bekannt ist, was
sich bewegt und welcher Art der Charakter der Bewegung ist. Einige
Energieformen, die frither zu den potentiellen gerechnet wurden, zahlt
man heute bereits zu den kinetischen. So wurde z. B. die Energie
eines komprimierten Gases, das offenbar Arbeit zu leisten vermag,
frither zur potentiellen Energie gerechnet. Auf S. 47 ist gezeigt
worden, wie man sich heutzutage den Gasdruck und das Ausdehnungs-
bestreben der Gase denkt. Nach jener Erklirung ist die Energie eines
komprimierten Gases die Bewegungsenergie seiner Molekiile, folglich
eine Form der kinetischen Energie.

In anderen Féllen ist es bisher nicht moglich gewesen, die poten-
tielle Energie durch kinetische Energie zu ersetzen, obwohl verschiedene
Forscher zu diesem Zwecke die Hypothese der ,verborgenen® Be-
wegungen aufstellten, welche die von uns beobachtete, nur scheinbar
potentielle Energie erklaren sollten.

§ 7. Erhaltung der Energie. II. Energieprinzip. In den vor-
hergehenden Paragraphen haben wir uns mit der Energie, als einer
Fahigkeit, Arbeit zu leisten, bekannt gemacht; eine Arbeit aber besteht
entweder im Uberwinden einer die Bewegung eines Korpers hemmenden
Kraft oder im Uberwinden der Trigheit eines Kérpers, d. h. in einer
VergroBerung seiner Geschwindigkeit. Ferner haben wir verschiedene
Formen der kinetischen und potentiellen Energie betrachtet.

Aquivalente Energiemengen von verschiedener Form nennen
wir solche Mengen, die einander numerisch gleich sind, d. h. der Fahig-
keit, gleiche Arbeit zu leisten, entsprechen. Hiernach konnen wir das
II. Prinzip folgendermafen fassen:

IL. Energieprinzip; Energie kann weder entstehen noch
vergehen; jedoch kann Energie von einer Form in eine
iquivalente Menge Energie einer anderen Form fbergehen.
Dieses ist das Prinzip von der Erhaltung der Energie.

Die eingehende Untersuchung der uns umgebenden Erscheinungen
hat zur Entdeckung dieses wichtigen Prinzips gefithrt; es bildet eine
der Hauptgrundlagen der heutigen Physik und hat in ihr dieselbe Be-
deutung wie das Prinzip von der Erhaltung der Materie, auf welches
sich die Chemie stiitzt.

Aus dem IL Energieprinzip 146t sich eine ganze Reihe von Sitzen
ableiten.
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Folgesatz 1. AlsErgebniseinerjedengeleisteten Arbeit R
mull eine dieser Arbeit dquivalente Energiemenge irgend-
welcher Form erscheinen. Das ist aus folgendem ersichtlich: Die
Arbeit B konnte nur auf Kosten irgendeines Energievorrates geleistet
werden; dabei wurde jener Vorrat um die Grofe J, welche numerisch
gleich R ist, verringert. Das zweite Energieprinzip sagt aber aus, dafl
Energie nicht verschwinden, sondern nur in eine andere Form uber-
gehen kann. Daher mul die Abnahme des gegebenen Energievorrates
um J mit einem gleichzeitigen Auftreten einer ebenso grofen Energie-
menge J von derselben oder einer anderen Form verbunden sein und
dieses kann man als das Ergebnis oder die Folge der geleisteten
Arbeit R anseben.

Alle Erscheinungen der uns umgebenden Natur bestehen in Um-
wandlungen einer Energieform in die andere, sobald ihnen nur itber-
haupt das Merkmal von etwas sich Verinderndem anhaftet. Die Arbeit
erscheint nur als ein Bindeglied: sie wird auf Kosten der Energie
geleistet, deren Vorrat sich verringert; als Resultat erscheint aber
dafiir eine #dquivalente Vorratszunahme einer anderen Energie. Ein
System (oder Korper), welches die erstere Art von Energievorrat be-
sitzt, gibt Energie ab und ,leistet Arbeit“. Ein System, in welchem
sich neue Energie ansammelt, erscheint als das Objekt, an welchem die
ibrige Welt Arbeit leistet, indem sie von diesem System ausgehende
‘Widerstinde itberwindet; im letzteren Falle ist man iibereingekommen,
zu sagen, das System leiste negative Arbeit.

Folgesatz I zeigt, daB jedes Uberwinden eines Wider-
standes mit dem Auftreten irgendeiner Form von Energie
verbunden ist.

Fir die Bewegungsenergie, ndmlich fir die Wucht einer Be-
wegung, sind bereits alle hier erwahnten Beziehungen vollkommen
streng bewiesen: wir sahen, dafl die Arbeit, welche auf Kosten eines
Vorrates an Wucht geleistet wird, durch diese Vorratsabnahme gemessen
wird, und da umgekehrt ein System, an welchem die AuBenwelt Arbeit
leistet, welches also selbst negative Arbeit erzeugt, eine gewisse Wucht
erwirbt; diese wird durch die zum Uberwinden der Tragheit des Systems
dienende Arbeit gemessen. Hierbel setzen wir offenbar voraus, dal
die gesamte Arbeit ausschlieflich zur Vergroferung der Geschwindigkeit
der Systemteile verbraucht wird.

Was fiir die Wucht streng bewiesen wurde, erstreckt sich nach
dem zweiten Energieprinzip auf alle Energieformen: das Uberwinden
eines Widerstandes ist immer vom Auftreten einer dquivalenten Energie-
menge irgendwelcher Form begleitet.

Folgesatz 2. Wenn ein System zum urspriinglichen Zu-
stande zuriickkehrt, so ist die ganze Arbeit, welche die von
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ihm ausgehenden Krafte geleistet haben, gleich Null. Das
1. Energieprinzip lehrt uns, daf der Energievorrat eines Systems in
diesem Falle seinen urspriinglichen Wert annimmt; daher muf die von
ihm geleistete Arbeit gleich der an ihm von der iibrigen Welt geleisteten
Arbeit sein, die wir als negative Arbeit des Systems selbst bezeichneten.
Die Summe der Arbeiten des Systems ist folglich gleich Null.

Das Prinzip von der Erhaltung der Energie kann in der allge-
meinsten Form nicht bewiesen, d. h. nicht aus den Grundséitzen der
Mechanik abgeleitet werden. Wire es moglich, nachzuweisen, daf alle
in der Natur wirkenden Krafte Zentralkrafte sind, so wiirde es sich in
vollster Strenge ableiten lassen. Zurzeit kann man dies aber noch
nicht und man mub das Prinzip als eine auf induktivem Wege gefundene
Wahrheit, die von allen Erscheinungen der uns umgebenden Natur be-
statigt wird, gelten lassen.

Folgesatz 3. Die Energie eines Systems, welches mit der
iibrigen Welt in keinem mechanischen Zusammenhang steht,
ist eine konstante Grobe. Der ganze Energievorrat eines Systems
kann allen moglichen Umformungen unterliegen; die totale Energie-
menge aber bleibt konstant.

Man darf diesen Satz nicht auf das ganze Universum anwenden
und etwa sagen, ,die Energie des Universums ist konstant“, denn vom
Weltganzen wissen wir nichts und haben daher auch kein Recht darauf,
das zu ibertragen, was empirisch nur fiir einen unseren Beobachtungen
zugéanglichen Teil desselben gefunden ist.

Wenn Krifte auf ein im Ruhezustande befindliches und einen ge-
wissen Vorrat potentieller Energie enthaltendes System wirken und
sich dabei nicht das Gleichgewicht halten, so wird die Konfiguration
des Systems sich dndern; es wird sich dem Zustande des Gleichgewichtes
nahern. Dabei werden die einzelnen Teile des Systems anfangen sich
zu bewegen, d. h. es wird kinetische Energie entstehen; da dies nur
auf Kosten der potentiellen Energie geschehen kann, so mufl also der
Ubergang des Systems in den Gleichgewichtszustand mit einer Ver-
minderung des Vorrates an potentieller Energie verkniipft sein. Hieraus
folgt, daB im stabilen Gleichgewichtszustande jede denkbare Anderung
der Konfiguration mit einer Vergroferung der potentiellen Energie ver-
kniipft sein muB, und dies fithrt uns zu dem

Folgesatz 4. Ein System von Kérpern befindet sich im
stabilen Gleichgewichtszustande, wenn seine potentielle
Energie einen der moglichen Minimumwerte besitzt.

Wir hatten erwihnt, daf alle Anderungen in den Erscheinungen der
uns umgebenden Natur aus kontinuierlichen Umwandlungen der verschie-
denen Energieformen bestehen. Es ist itberfliissig, dies an einer grofien
Zahl von Beispielen zu erldutern; einige wenige mdgen geniigen. Das
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Herabfallen eines Korpers: hier handelt es sich um die Verwandlung
von potentieller Energie eines gehobenen Kérpers in kinetische Energie
und hernach beim Aufschlagen gegen die Erde in Warme, die ihrerseits
in strahlende Energie ibergeht. Die Schwingung einer elastischen
Platte: hier haben wir ununterbrochene Ubergiinge der Energie des
elastisch verdnderten Koérpers in Bewegungsenergie und umgekehrt.
Der Dampfmotor: die chemische Energie des Heizmaterials wird in
Wirmeenergie des Dampfes und darauf in Bewegungsenergie der
Maschinenteile verwandelt. Verdichtung eines Systems, z. B. eines Welt-
nebels bei Bildung eines Himimelskorpers: die potentielle Energie der
sich anziehenden Massen geht in Energie der fortschreitenden Bewegung
iitber und danach, wenn ein Zusammenstol der Teilchen stattgefunden
hat, in Warmeenergie. In den Pflanzen verwandelt sich die strahlende
Energie der Sonnenstrahlen in chemische Energie der entstehenden Ver-
bindungen, diese verdichtet sich bei Nahrungsaufnahme durch Menschen
und Tiere in den Muskeln und stellt dort einen Energievorrat dar, iiber
den ihr Wille in bestimmter Weise verfiigt. Bei Arbeitsleistung von
Mensch und Tier vermindert sich dieser Vorrat. Im folgenden werden
wir vielen Beispielen von Energiewandlungen begegnen und viele An-
wendungen des Prinzips von der Erhaltung der Energie kennen lernen.

Der Ubergang von potentieller Energie in kinetische kann auf
verschiedene Weise vor sich gehen. Hierbei spielt hiufig eine wichtige
Rolle eine besondere Art von Vorgingen, durch welche der Ubergang
eines Vorrates von potentieller Energie in kinetische eingeleitet wird;
es sind dies die sogenannten auslésenden Vorgange. Die hierbei
verbrauchte Arbeit ist eine verschwindend kleine, und stehen solche
Vorginge, als Ursache betrachtet, in keinem Verhiltnis zu der durch
sie erzeugten Wirkung, dem Ubergang beliebig groBer Mengen von
potentieller Energie in kinetische. Diesem Ubergang stemmt sich gleich-
sam ein Hindernis entgegen und der auslésende Vorgang beschrinkt
sich auf das Hinwegrdumen desselben. In manchen Fillen erzeugt der
auslésende Vorgang an einer bestimmten oft sehr kleinen Stelle eine
solche Anderung der Verhiltnisse (z. B. eine Erwirmung), dal an dieser
Stelle der Ubergang von potentieller Energie in kinetische beginnen kann.
Hat er einmal begonnen, so pflanzt er sich weiter fort, bis der ganze
Vorrat an potentieller Energie sich in kinetische verwandelt hat.

Beispiele solcher auslésenden Vorgénge sind: Das Drehen eines
Hahnes, wodurch das Ausstromen von Gasen oder Flissigkeiten er-
moglicht wird; die Offnung eines Wehres, das Losen eines Schusses, die
durch einen Schlag oder durch einen elektrischen Funken erzeugte
Explosion, das Entziinden eines Vorrates von Brennstoffen, das Aus-
16sen einer Feder, die Beseitigung einer Stiitze, durch welche ein Korper
am Fallen gehindert wird, die Entladung eines Kondensators (Leidener
Flasche), die Schliefung eines elektrischen Stromes usw.

Chwolson, Physik. 2. Aufl. I 1. 9
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§ 8. [IIL Energieprinzip. Die Umwandlungen der Energie aus
einer Form in die andere sind noch einem Prinzip unterworfen, welches
in der Folge genauer untersucht werden soll, auf welches aber der Voll-
stindigkeit halber schon hier hingewiesen sein mdége.

III. Energieprinzip. Die Energieumwandlungen sind ge-
wissermallen an eine Richtung gebunden. Xinige koénnen
vollstandig sein und von selbst vor sich gehen, andere jedoch
nur unter bestimmten Bedingungen, und kann dabei nur ein
Teil des gegebenen Energievorrates in der gewiinschten Weise
umgewandelt werden. So kann z. B. die Umwandlung von , Arbeit
in Warme* oder genauer eines Vorrates von Emergie irgendwelcher
Form, der zur Erzeugung dieser Arbeit verbraucht war, in Wirme von
selbst vor sich gehen, und kann hierbei die ganze Arbeit eine dqui-
valente Wirmemenge geben. Beim Auftreffen eines Steines auf den
Boden geht, falls keine Deformationsarbeit geleistet wird, seine gesamte
Bewegungsenergie in Warme tber; eben dasselbe geschieht bei jeglicher
Art von Reibung, welche eine Bewegung verlangsamt. Die ganze Energie
eines elektrischen Stromes kann sich ohne weiteres in Wirme ver-
wandeln. Dagegen ist es nicht moglich, in umgekehrter Richtung einen
gegebenen Vorrat von Warmeenergie zur Erzeugung von Arbeit zu ver-
wenden, ohne daf} zugleich gewisse Nebenerscheinungen auftreten, welche
einen Teil der Warmeenergie beanspruchen, so dafl nur ein Teil des
Wirmevorrates in nutzbringende Arbeit verwandelt wird; der erstere
Teil verliert die Fahigkeit, unter den gegebenen Umstdnden Arbeit
zu leisten.

Ein anderes Beispiel ist die Energieverminderung einiger schnell
bewegter. Teilchen bei gleichzeitiger &dquivalenter Energievermehrung
anderer sich langsamer bewegender Teilchen, oder, anders ausgedriickt,
der Wirmeitbergang vom wirmeren zum kélteren Korper. Auch dieser
Ubergang vollzieht sich vollstindig von selbst. Der Vorgang in um-
gekehrter Richtung aber ist nur unter bestimmten Bedingungen, die
wir spiter betrachten wollen, moglich. Vorlaufig begniigen wir uns
mit diesem kurzen Hinweis auf die Bedeutung, welche die Richtung der
Umwandlungen aus einer Energieform in die andere besitzt.

Viertes Kapitel
Die harmonische Schwingungsbewegung.

§ 1. Der geometrische Ursprung der harmonischen Schwingungs-
bewegung. Unter den verschiedenartigen Bewegungen, denen man bei
der Untersuchung von physikalischen Erscheinungen begegnet, sind be-
sonders wichtig die sogenannten periodischen. Bei diesen wiederholt
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ein gegebener Punkt ein und dieselbe Bewegung in jedesmal derselben
Zeit T eine unbestimmte Anzahl Male. In welchem Augenblick man
die Lage des Punktes, die Gréfle und Richtung seiner Bewegung be-
stimmt hat, ist gleichgiiltig; nach Ablauf der Zeit 1' befindet er sich
an demselben Orte und besitzt sowohl der Grofle als auch der Richtung
nach die gleiche Geschwindigkeit wie frither. Die periodischen Be-
wegungen konnen unendlich verschiedenartig sein, sowohl in bezug auf
die Form der Bahn, auf welcher sich der Punkt bewegt, als auch in
bezug auf die Bewegung selbst; die einfachste hierher gehorige Be-
wegung ist die gleichférmige Kreisbewegung.

Von allen periodischen Bewegungen ist die wichtigste die soge-
nannte harmonischeSchwingungsbewegung, denn jede periodische
Bewegung kann aus einer grofleren oder geringeren (bisweilen auch
unendlich grofen)Zahl harmonischer Schwingungsbewegungen zusammen-
gesetzt werden. Wie der Name zeigt, haben letztere Bewegungen den
Charakter von ,Schwingungen®, d. h. der Punkt bewegt sich zwischen
zwei bestimmten Grenzpunkten eines Kurvenabschnittes hin und her.
Wir werden iibrigens nur die Bewegungen auf einer geradlinigen Strecke
oder einem Kreisbogen betrachten und wollen uns vorliufig darauf be-
schrinken, den ersten Fall zu studieren, d. h. die geradlinige, harmo-
nische Schwingungsbewegung; der Kiirze halber soll im folgenden das
Wort ,geradlinige“ immer fortgelassen werden.

Wir wollen zunichst die geometrischen Bedingungen betrachten,
unter denen eine harmonische Schwingungsbewegung zustande kommt;
auf die Frage, welche mechanischen Bedingungen hierbei erfiillt sein
miissen, werden wir erst spiter eingehen.

Eine Kreislinie ACBDA (Fig. 36) mit dem Radius 0 A — a sei
gegeben, durch ihren Mittelpunkt legen wir den Durchmesser 4 0 B.
Durchlauft der Punkt IV die Kreislinie
mit der konstanten Geschwindigkeit %,
so schwingt die Projektion 23 des
Punktes N auf dem Durchmesser
(NM L A B) zwischen den Grenzlagen
A und B hin und her. Diese Bewegung
nennen wir eine harmonische
Schwingungsbewegung.  Ver-
folgen wir sie etwas ndher, so ergibt
sich folgendes: Befindet sich N in C,
so fallt Punkt M wit O zusammen;
wihrend N das erste Viertel CB der
Kreisliniedurchliuft, bewegtsich Punkt
M von O nach B, wo M und N zusammenfallen; bewegt sich N sodann
auf den zweiten Viertelbogen BD, so geht M riickwarts von B nach O;
ferner durchlduft NV das dritte Viertel D 4, wihrend sich M von O nach

g*
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A bewegt; endlich entspricht der Bewegung des Punktes N auf dem
vierten Viertelbogen AC die Riickkehr des Punktes M von A nach O.
Im weiteren wiederholt sich diese Bewegung zwischen den Endpunkten
A und B eine unbestimmte Anzahl Male. Der #uBerste Abstand 04
= OB = a, um welchen sich der Punkt M aus der Mittellage in O
entfernt, heillt Amplitude der Schwingungsbewegung. Die zur Voll-
bringung einer vollen Schwingung erforderliche Zeit heifit die Periode
(Schwingungsdauer) der Schwingung; wir bezeichnen sie mit 7. Zu
Anfang und Ende der Zeit T befindet sich der Punkt an einem und
demselben Orte und hat sowohl der Gréfe als auch der Richtung nach
die gleiche Geschwindigkeit. So kann z. B. der Punkt in der Zeit T'
den Weg OBOAO oder MBMOAOM zuriicklegen; zur selben Zeit
beschreibt N den vollen Kreis, und zwar CBDAC bzw. NBN,; DACN.
Die Zabl der in der Zeiteinheit vollfithrten Schwingungen bezeichnet
man als Schwingungszahl

Zwischen der Amplitude @, der Geschwindigkeit k des Punktes N
und der Zeit 7' besteht ein einfacher Zusammenhang. Da der Punkt NV
bei gleichformiger Bewegung mit der Geschwindigkeit & in der Zeit 7'
den Weg 2 ma durchliuft, so ist

2aa —=kT . . . . . . . ... @O

§ 2. Der durchlaufene Weg und die Schwingungsphase bei der
harmonischen Schwingungsbewegung. Wir wollen jetzt den verinder-
lichen Abstand OM des Punktes M von seiner Mittellage O als Funk-
tion der Zeit darstellen. Zu dem Zweck bezeichnen wir den Abstand
mit s und rechnen die Zeit von dem Augenblick an, wo Punkt M sich
eben in 0 und auf dem Wege nach B befindet. Die Grofen s wollen
wir in dieser Richtung als positiv betrachten und £ CON = 4 ONM
mit 3 bezeichnen. Aus Fig. 36 ist ersichtlich, daf

s=asmnf . .. .. ... .. (2

In der Zeit £ ist Punkt N von C nach N gelangt; da er sich gleich-
formig bewegt, so mub sich der Bogen CN zur ganzen Peripherie ver-
halten wie ¢ zu 7. Die Bogen verhalten sich wie die Zentriwinkel,
folglich ist -2% = % und hieraus folgt

t

ﬂ:2n_f..........(3)

Setzt man diesen Wert in (2) ein, so erhdlt man

14
— ASIM2T— « + ¢« « o+ o .« .« (4
s = asi T ‘ (4)
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Dies ist die Grundformel der Lehre von der harmonischen
Schwingungsbewegung; sie bestimmt den variablen Abstand s als
Funktion der Zeit ¢.

Die WinkelgroBe 8 heilt die Phase; wir werden Ausdriicke ge-
brauchen wie etwa den folgenden, ,der Punkt M befindet sich in einer
bestimmten Phase“. Die Phase bestimmt sowohl die Lage des Punktes M
als auch die Richtung seiner Bewegung. Ein und derselben Lage ent-
sprechen im allgemeinen zwei Phasen wihrend jeder einzelnen Schwin-
gung, d. h. im Verlaufe der Zeit 7. So ist z B. die Phase des in M
befindlichen, nach B hin sich bewegenden Punktes gleich £ CON; ist
der Punkt auf dem Wege nach O wiederum in I angelangt, so ist seine
Phase gleich £ CON,. Eine Phaseninderung um den Winkel + 2 n 7,
wo n eine ganze Zahl ist, d&ndert weder die Lage des Punktes M, noch
die Richtung seiner Bewegung. Deshalb werden auch Phasen, die sich
um + 2% (um eine ganze Zahl Vollkreise) unterscheiden, nicht selten
als gleiche Phasen betrachtet. Die Formeln (3) und (4) geben die fol-
genden Beziehungen zwischen ¢, 8 und s.

T T 3T
t=0 37 5 7 T l
_ 1 iyz .....(5)
=0 7 T 2ﬂ:(0)l
s—0 a 0 —a 0

Phasen, die um 7, oder was dasselbe ist, um (2% - 1) & diffe-
rieren, werden entgegengesetzte Phasen genannt. Verlingert man
die Gerade NO bis N’ und macht N'M’' L AB, so erhilt man den
Punkt M'; dieser bewegt sich nach links und befindet sich in einer
zum Punkte M (der sich nach rechts bewegt) entgegengesetzten Phase.
Die Lagen A und B, oder auch die beiden Lagen O (bei verschiedener
Richtung der Geschwindigkeit), entsprechen entgegengesetzten Phasen,

Von jeder beliebigen Phase aus gelangt man nach der Zeit % zu der
ihr entgegengesetzten Phase. Da
s=asin(ftmn) —= —asinf

ist, so miissen offenbar entgegengesetzten Phasen der Grofie nach gleiche,
dem Vorzeichen nach verschiedene Entfernungen s und gleichzeitig ent-
gegengesetzt gerichtete Geschwindigkeiten entsprechen.

Wir verallgemeinern nun die Formel (4) unter der Annahme, daf
die Zeit von einem beliebigen Augenblick an gerechnet wird; fiir £ — 0
moge sich unser Punkt in M, (Fig. 37) befinden; zieht man M, N, L AB
und verbindet N, mit O, so erhilt man die sogenannte Anfangs-
phase 8y = L CON, Wihrend etwa der Punkt in der Zeit ¢ von
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M, nach M gelangt, hat der sich gleichférmig auf der Kreislinie be-
wegende Punkt den Bogen N,N durchlaufen, wo NM L AB ist. Es
sei L N,ON = f,. Die Phase des Punktes Jf bezeichnen wir mit f3;
esist f—=L CON = L ONM und wie
friher s = OM = asin . Es ist aber
B = 4L CONy,+ L N,ON = B, + B:.

B t

Fir 8, gilt ow = T folglich ist f8

=B+ B = 276% + Bo; setzt man

diesen Ausdruck in s = asinf} ein, so
wird

s:asin(zn%—l—ﬂo> . . . (8

Rechnet man die Zeit von dem Augenblick an, wo sich der Punkt
in der Grenzlage B befindet, so ist §, = :2; es ist dann

t

s——acos2at? N (6]
woraus sich fiir { = 0, s = @ ergibt. Formel (6) zeigt, dall das
Zeitintervall t zwischen dem Augenblick, wo sich der Punkt in O
befindet und sich eben nach der positiven Seite hin (nach B) bewegt,
und dem Augenblick ¢ = 0, von dem an wir die Zeit rechnen, mit der
Anfangsphase 3 und der Form unserer Funktion s = f(?) in folgender
Weise verkniipft ist:

T T 3T
r=0 P B e T
T 3w
Bo=10 5 n 5 27 (0) (8)
s:asin2a'ti acostr—t— ——asz’nQaz—t-« —acos27'ti asz’n.‘zni
T T T T T

§ 3. Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kraft und Energie der
harmonischen Schwingungsbewegung. Die Geschwindigkeit v des
Punktes M, welcher die harmonische Schwingungsbewegung vollfiihrt,
kann auf verschiedenen Wegen gefunden werden. Auf Grund des all-
gemeinen Ausdrucks fiir die Geschwindigkeit (8) auf S. 58 ergibt sich
aus (4) ¢
@:2_;_20032752[1_ e e e e e e e e (9)

Bezeichnet man die Phase iiberhaupt mit f, so erhilt man hieraus
unter Beriicksichtigung von (1) auf 8. 132 v = Fkcos 8. Fur f = 0 ist
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die Geschwindigkeit » =%, d. h. die Geschwindigkeit, mit welcher M
(Fig. 36) durch seine Mittellage O geht, ist gleich der Geschwindigkeit,
mit der sich Punkt IV auf der Kreislinie gleichférmig bewegt. Unsere
Formel (v =k cos f8) kann auch erhalten werden, wenn man beachtet, daf
MN (Fig. 36) bestandig senkrecht zu AB bleiben muB. Hieraus folgt
namlich, daf die zu A B parallele Komponente %; der Geschwindigkeit %
gleich der Geschwindigkeit v des Punktes 3/ sein muB. Es ist aber
Lk, Nk = f, folglich v = k; = kcos 3. Setzt man MN = p, so wird

2 2
v:kcosﬁ:%acosﬂ:-;p. ... (10)

Diese Formel gibt uns eine klare Vorstellung von dem Gesetze,
nach dem sich die Geschwindigkeit des in harmonischer Schwingungs-
bewegung befindlichen Punktes dndert: seine Geschwindigkeit ist namlich
proportional der auf den Durchmesser A B gefillten Senkrechten p.

o

In den Punkten 4 und B ist die Phase § — % bzw. 3;, die zu-

gehorige Geschwindigkeit ist nach (10) v = 0.
Die Beschleunigung w des Punktes M wird aus dem allgemeinen
Ausdrucke (27) auf S.65 gewonnen:

4 n2a ¢
W= — 7 stTzT- - - (11)
Formel (4) ergibt
472 .
w = -—an e e e e e e e (12)

Wir sehen hieraus, daf die Beschleunigung proportional
dem Abstande des Punktes von seiner Mittellage O und fort-
wéhrend nach diesem Punkte O hin gerichtet ist, denn fir
$>0 ist w negativ, d. h. von B nach O gerichtet, fir s<<0 ist w
positiv, d. h. von 4 nach O gerichtet. Fiar den Punkt O gilt w = 0;
in den Punkten A und B erreicht die Beschleunigung ihren Maximal-
4n2q

wert + Setzt man
4 w2
F:C e e e e e e e e e (13)

so ist
W= —CS . . . . . . . ... (14

Die vier Groflen a, T, vy = k und ¢ sind durch die beiden Glei-
chungen (1) und (13) miteinander verkniipft. Aus ihnen ergibt sich

T:Qif. N e 1))
Ve
und
2 —
Uo‘:k:—j—a:a‘/c.. ... .. (16)
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Die Formeln (10) und (13) ergeben

v =17 V; P ¢ 1)
oder, da p? = a2 — 2 ist (vgl Fig. 36),
=c(@®—s?) . .. ... .. .(18)

Durch diese Formel wird der Zusammenhang zwischen der Ge-
schwindigkeit » und der Entfernung s ausgedriickt; nach (18) und (16)
erhilt man noch

vrdest=9 . .. .. ... .9

Wir haben im vorhergehenden die geometrischen Bedingungen be-
trachtet, unter denen eine harmonische Schwingungsbewegung zustande
kommt, und einige Eigenschaften derselben erbrtert. Es ist uns jetzt
nicht mehr schwer, auch die mechanischen Bedingungen festzusetzen,
unter denen ein materieller Punkt mit der Masse m eine derartige Be-
wegung vollfithrt, d. h. das Gesetz aufzustellen, nach welchem eine
dulere Kraft f auf die Masse m derart wirkt, dall sie unter dem Ein-
flusse der ersteren eine harmonische Schwingungsbewegung vollzieht.
Auf Grund der allgemeinen Formel f = mw, vgl. (5) auf S.75, haben
wir aus (14)

f= —ems. . . . . . . . . .(20)

Ein materieller Punkt M vollfiihrt eine harmonische
Schwingungshewegung um eine gewisse Mittellage O, wenn
er sich unter dem Einflusse einer Kraft befindet, welche
stets nach dem Punkte O gerichtet und der Gré8e nach direkt
proportional dem Abstande des Punktes M von O ist. Am
Anfang muf hierbei Punkt M, falls er in Ruhe ist, um eine gewisse
Strecke ¢ von O entfernt sein, oder, wenn er sich in O befindet, eine
nach Gréfe und Richtung willkiirliche Geschwindigkeit v, besitzen, oder
endlich, wenn er sich in einem beliebigen Punkte befindet, eine Ge-
schwindigkeit haben, die der Richtung nach mit der Geraden O zu-
sammenfillt. Die Dauer einer vollen Schwingung hingt nur
vom Koeffizienten ¢ ab, der im Ausdruck (20) fir die Kraft
vorkommt, wihrend die Amplitude @, vgl. (16), von ¢ und von der
Geschwindigkeit v, abhingt.

Es lassen sich viele Beispiele fiir solche Krifte anfithren, die auf
einen Punkt einwirken und proportional seiner Entfernung von einer
gewissen Mittellage sind. So treten solche Krifte sehr oft auf, wenn
ein materieller Punkt M im normalen Ruhezustande mit einem Punkt O
zusammenfdllt, und bei seiner Entfernung aus O duBere Krifte, die sich
diesem Entfernen widersetzen, ihn nach O zuriickzubringen suchen.
Etwas derartiges kommt bei geringfiigigen Formverinderungen fester
Korper vor, wenn elastische Krifte die urspriingliche Gestalt wieder
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herzustellen suchen. Biegt man z B. den an einem Ende A (Fig. 38)
festgeklemmten, elastischen Stab O A so, dal O nach M gelangt und er
die Form AM annimmt, so wird das Ende I in der Weise nach O
zuriickstreben, als wenn eine von 2 nach O
gerichtete Kraft auf dasselbe wirkte. Ist der
Bogen OM = s klein, so kann man die
Kraft dem Abstande s proportional setzen,
und deshalb wird das Ende M des Stabes eine
harmonische Schwingungsbewegung um O
vollfithren, sobald man es nur zur Seite biegt
und sodann sich selbst itberlaft. Diese Be-
wegung geht freilich nicht auf einer Geraden,
sondern auf einem Kreisbogen vor sich.
Die kinetische Energie J, der Masse m im Augenblick, wo sie

durch die Ruhelage geht, ist gleich Jy, == %mvg oder, vgl. (16),

1 2 2202 1
J():Em’vo—-—“ D m:§ca2m e (2D

In der Entfernung s von O hat man fir die kinetische Energie,
vgl. (18),

1 1
mo? = 5mc(a2—s2) = Jy —~—2-m032. .. (22)
Die letzte Formel lehrt, daB zugleich mit der Entfernung des

Punktes aus seiner Gleichgewichtslage eine potentielle Energie J,
entsteht, die gleich ist

1
Jp:§mcs2. e e e e (23)

denn nach dem Prinzip von der Erhaltung der Energie mul bestindig
J -+ Jp = J, sein. Die mittlere kinetische Energie J, fiir eine Schwin-
gung wird nach folgender Formel erhalten

T
jo2de
0 .
T

Jo = —m

O | =

Setzt man hierin fiir v seinen Wert (9) ein, so erhilt man

. m2a? 1
chwm:éﬂ]‘)........ (24)
Die Formeln (21) und (24) zeigen, dafl die Energie der harmo-
nischen Schwingungsbewegung proportional dem Quadrate
der Amplitude ist. Da die Beziehung J 4 J, = J; fiir die ganze
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Dauer der Bewegung gilt, so ergibt sich aus (24), dall die mittlere
kinetische und die mittlere potentielle Energie gleich J;:2 sind.

Analytisch wird die harmonische Schwingungsbewegung durch

Formel (4) ausgedriickt, sie kann auch geometrisch dargestellt werden,

Zu diesem Zwecke ,trigt man“ auf der Abszissenachse eines Koordi-

natensystems (vgl. Fig. 39) , die Zeit ab® und auf den Senkrechten, die

zur Ordinatenachse parallel laufen,. die nach Formel (4) berechneten

Entfernungen s. Der geometrische Ort der Punkte P, deren Koordi-

naten gleich ¢ und s sind, liefert uns eine gewisse Kurve OABCDEF ...

und diese stellt das Gesetz der

harmonischen Schwingungs-

bewegung iiberaus anschau-

lich dar. Die absolut grofiten

Ordinaten entsprechen den

Augenblicken il und éf und

sind gleich der Schwingungs-~

amplitude a. Die Kurve selbst
besteht aus einer unbestimmten Anzahl gleichartiger Teile. Wenn eine
Anfangsphase vorhanden ist, d. h. wenn fiir ¢ =— 0 die Entfernung s
nicht gleich Null ist, so wird das Bewegungsgesetz durch dieselbe Kurve
dargestellt, die alsdann nur mehr oder weniger nach links geriickt ist.
Die punktierte Linie stellt das Schwingungsgesetz fiir den Fall dar, dafl
die Anfangsphase fl; =— #:2 ist und man demnach fiir den Zeitpunkt
i == 0 den Wert s = a erhilt.

§ 4. Zusammensetzung zweier gleichgerichteter harmonischer
Schwingungsbewegungen von der gleichen Periode 7. Wir nehmen
an, der Punkt M (Fig. 40) fithre eine harmonische Schwingungsbewegung
langs der Geraden 4B

Fig. 40.
¥ und um den auf ihr

- > liegenden Punkt O aus.

A e O n M O »n M p Die Schwingungszeit be-
Qe o zeichnen wir mit 7, die

Amplitude mit a. Die
Entfernung y,; des Punktes M von O zur Zeit { wird dann nach Formel (6)
auf S.134 ausgedriickt durch

t
A -:asin<27t—f +,6’1>. B 1:))]
wo f; die Anfangsphase ist. Wir nehmen ferner an, der Punkt O selbst
vollfithre gleichzeitig eine harmonische Schwingungsbewegung mit der-
selben Periode 7, aber einer anderen Amplitude b um den Punkt O,
der auf der Ebene unbeweglich gedacht ist. Diese letztere Bewegung



§4 Zusammensetzung harmowischer Schwingungen. 139

erfolge ebenfalls in der Richtung von AB, falle also mit der ersteren
der Richtung nach zusammen. In der Fig.40 fallen die Punkte O und
0, zusammen, d. h. Punkt O hat seine Bewegung noch nicht begonnen.
Man kann sich nun vorstellen, die Gerade selbst schwinge nach
links und rechts, wobei jeder ihrer Punkte eine Schwingung um einen
entsprechenden festen Flichenpunkt vollfihrt. Der um O schwingende
Punkt M nimmt gleichzeitiz an der Schwingung der Geraden A B teil,
von der er gleichsam mitgefithrt wird. Hat sich die Gerade in der Zeit
t.um y, aus ihrer Normallage verschoben, wobei der Punkt O nach 0’

gelangt, so erhilt man nach (25), wenn 0, 0' = y, gesetzt wird,
e t )
gy = bsz’n(27r~,f—}—/i2> N 1))

wo f3, die Anfangsphase der zweiten Schwingungsbewegung ist. Den
wahren Ort M’ des schwingenden Punktes finden wir, wenn wir
O'M' = OM = y, machen. Wir bezeichnen mit y die Entfernung
dieses Punktes vom festen Punkte O, der Ebene, d. h. wir setzen
O, M’ =1y. Unsere Aufgabe besteht nur darin, die Entfernung
y als Funktion der Zeit ¢ darzustellen. Zihlt man y; und y,
nach derselben Seite (nach rechts) positiv, so ist offenbar

Y=y +y - - . . . .. .. (27
Setzt man die entsprechenden Ausdriicke nach (25) und (26) ein,

so wird ¢ ¢
y = asm<2nT+ﬁl> —}—bsz’n(QTtT—l—ﬂz) (@)

Die Abhingigkeit der Grofie y von der Zeit ¢ ist somit eine recht
verwickelte; wir wollen versuchen, sie umzuformen in

y:Asin<2ﬂt—Zt1—+ﬁ> e e e (29)

d. h. wir wollen untersuchen, ob nicht die wahre Bewegung des Punktes
M, die aus je zwei harmonischen Schwingungsbewegungen besteht, selbst
eine harmonische Schwingungshewegung mit einer Amplitude A und
einer Anfangsphase f3 ist; oder, was dasselbe ist, wir fragen, ob es nicht
zwei derartige Grofien A und § gibt, welche die Ausdriicke (28) und
(29) fiir alle Werte die Zeit ¢ in Identititen verwandeln.

Die Gleichung

Asin<2n~1t,— + ﬁ) = asin<2n%—}— ﬂ1> -+ bsin<275%+ [32>
liefert

t t g
AcosﬂsinQnT—l—AsinﬂcostT = (acosﬂl—}-bcosﬁz)sinQTc;—,—

+ (asin B, + bsin fy) cos 2 n%-
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Diese Gleichung geht fiir alle Werte von ¢ in eine Identitit iiber,

wenn die Koeffizienten von sin 2 ﬂ% und cos 2 71:% einzeln gleich sind,
d. h. wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

AcosfB = acos By + bcos B, (30)
Asinfd = asinf; + bsin B,
Diesen Bedingungen kann aber fiir A und f3 geniigt, also (28) auf
die Form (29) gebracht werden.
Die Gleichungen (30) geben nidmlich bei Division der zweiten
durch die erste

__asinf; + bsin B,

== . (31
tgp acos f3, -+ bceos By (31)

Die Summe der Quadrate der Formeln (30) ergibt
A2 = a2 +-b2 4 2abeos (B —By) - . . . . (32)

Die vorstehenden Ausdriicke gehdren zu den wichtigsten
physikalischen Formeln. Zwei harmonische Schwingungs-
bewegungen von gleicher Richtung und Periode, aber un-
gleichen Amplituden ¢ und b und Anfangsphasen B, und f,
setzen sich zu einer neuen harmonischen Schwingungs-
bewegung zusammen, deren Amplitude 4 und Anfangsphase 3
durch die Formeln (31) und (32) bestimmt werden.

Man kann die Amplitude A und die Phase  auch durch Kon-
struktion finden. Zu dem Zwecke machen wir (Fig.41) Z COM = B,,
L CON=f;, OM=a, ON—=—1"b und
ziehen die Diagonale O P des Parallelogramms
aus ¢ und b. Dann ist OP — A und
L COP = f; es folgt dies daraus, da8 die
Liange der Geraden O P und der Winkel C O P
den beiden Gleichungen (30) geniigen.

Bezeichnet man die Energien der zusammen-

zusetzenden und resultierenden Schwingungen

mit ¢, 7, und J, so erhdlt man aus (32) auf Grund der an Formel (24)
angekniipften Bemerkung:

J=i+i+2Viigcos(B—Bs) . . . . . (39)

Es seien hier noch einige besondere Fille betrachtet, zu welchen
uns die letzten drei Formeln fithren.
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1. Die Amplituden seien untereinander gleich: b == a;
setzt man 4, — 73 = 4, so erhilt man:

ﬁ=ﬂl+ﬁ2i21’bﬂ:
B — ﬁz

A= 2acos ———— - (34)

ﬁﬁ2

J = 4icos? ——=

2. Der Phasenunterschied sei ﬂl — f,, = 0 oder itberhaupt
gleich 2nm, wo n eine ganze Zahl ist. Wir haben

A=atb =0 =8 J={0n+Vi)2 . . (3
Ist B, — B, = 0 und b = a, so ist
A=2a; J=47. . . . ... . (36)

Somit ist in diesem besonderen Falle die Energie der resultierenden
Schwingungen viermal so grof als die Energie jeder der beiden voll-
kommen gleichen zusammenzusetzenden Schwingungen.

3. Der Phasenunterschied sei f§; — 3, = @ oder tiberhaupt
gleich (27 4+ 1) w; die zusammenzusetzenden Schwingungen haben also
entgegengesetzte Phase. Es ist

A=a—b; J={a—Vi)2 . . ... 3D
Ist B, — By = (2n+ 1)m und @ = b, so wird
A=—0; J=0. ... ... .. (38

Zwei Schwingungsbewegungen mit gleicher Amplitude und ent-
gegengesetzter Phase ergeben als Resultat vollkommene Ruhe.

T 3T
4. Der Phasenunterschied 8, —f, sei gleich 5 3? oder

iberhaupt gleich <nii)2 7. Fir diesen Fall wird
A2 = @b T=— iy . . . . . (39)

d. h. die Energie der resultierenden Schwingung ist gleich der Summe
der Energien ihrer Teilschwingungen.

5. Der Phasenunterschied sei 8, — ff, = — T und eine der

Phasen gleich Null

a) =0, B =55 th= - (40)

w\a wla

b) i =0, fy=1; tWh= - (41)

alo ola
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Die Formeln (29), (31) und (32) geben die vollstindige analytische
Losung der Aufgabe, wie zwei ,parallele“ harmonische Schwingungs-
bewegungen zusammengesetzt werden. Wir konnen diese Aufgabe auch
geometrisch 16sen. Zu diesem Zwecke konstruieren wir zwei Kurven,
dhnlich den in Fig. 39 dargestellten. Hierauf bilden wir eine neue
Kurve, fiir welche die Ordinaten y der einzelnen Punkte gleich #, 4 9,
d. h. gleich der Summe der Ordinaten fiir die Punkte der beiden ersten
Kurven werden (alle drei Punkte entsprechen gleichen Abszissen). Die
neue Kurve driickt dann das Gesetz aus, das die gesuchte zusammen-
gesetzte Bewegung befolgt.

In Fig. 42 sind drei Beispiele einer geometrischen Addition von je

zwei Schwingungsbewegungen dargestellt. In (I) ist « = b, wihrend

der Phasenunterschied ein belie-

biger ist. Die Kurven abcdef

und pa'b/c'd’' ¢’ stellen die gege-

benen Schwingungsbewegungen,

die Kurve prst dagegen die re-

sultierende Schwingung dar. Die

mittlere Fig. (II) entspricht dem

Falle, wo ¢ = b und f3; = f3,

ist; hier sind die gegebenen Be-

wegungen durch die zusammen-

fallenden Kurven abcdef und

ab'cd'ef’, die resultierende durch

die Kurve a B DF dargestellt. In

der untersten Fig. (III) ist a = b

und 3, —fi;, —=m. Die gegebenen

Kurven abcdef und ab'cd' ef’ geben die Gerade ace, welche zeigt,
daB der Punkt entsprechend (38) in Ruhe bleibt.

§ 5. Zusammensetzung einer beliebigen Zahl gleichgerichteter
harmonischer Schwingungsbewegungen von der gleichen Periode 7.
Ist die Entfernung y des Punktes M von dem festen Punkte O in jedem
Augenblicke gleich der Summe der Entfernungen y;, in welchem sich der
Punkt befinden wiirde, wenn er verschiedene harmonische Schwingungs-
bewegungen vollfithren wiirde, so kann man allgemein setzen:

. t
Yi = a; sin <2n7f+ {31>

und
y:Eyi..........(ZLQ)
also auch

y:Zaisin<2ﬂ%—}—ﬂ,¢>. L. (43)
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Auch diese Summe 146t sich auf die Form

y:Asz’n<2n——}—ﬂ> L. (44)

bringen.
Setzt man (43) und (44) einander gleich, so bekommt man als Be-
dingungen fir die Identitit bei allen Werten von ¢

Acosf = Zascosf;; Asinf —= Za;sinfl; . . . (45)

Hieraus folgt

Za;sin B
tgp = Zaicosgi - (46)
und
2 = (Za;sin )2+ (ZajcosB)2 . . . . . (47)

Mit Hilfe der Formeln (46) und (47) kann man A4 und f geo-
metrisch darstellen, dhnlich wie dies im § 4 geschehen ist. Wir werden
hierauf im II. Bande bei der Untersuchung der Diffraktionserscheinungen
(Methode von Cornu) zuriickkommen. Es ist leicht einzusehen, dafi
man (47) auch folgendermafen schreiben kénnte:

A2zzzaiakcos(ﬁi—ﬁh) N C YA
PR

wo ¢ und k& alle Werte von 1 bis # durchlaufen miissen (xn ist dabei die
Anzahl der zu addierenden Schwingungsbewegungen).

§ 6. Zerlegung einer harmonischen Schwingungsbewegung in
zwei ebensolche Bewegungen, die mit ihr gleiche Richtung haben.
Wie viele andere Aufgaben der Zerlegung (einer Zahl, Kraft, Geschwin-
digkeit), so hat auch diese Aufgabe unendlich viele Lésungen, die sich
aus den allgemeinen Formeln (30) ergeben. Die Griofen 4 und 3
miissen wir als gegeben ansehen; zur Bestimmung der beiden Ampli-
tuden ¢ und b und der beiden Anfangsphasen 8; und 3, haben wir im
ganzen zwei Gleichungen, und kénnen deshalb zwei von diesen vier
Grofen vollkommen willkiirlich gewéhlt werden, wobei nur die Bedingung

a—b<A<a+b . .. .. ... (48)

erfilllt sein mufl. Der wichtigste Fall ist der, wo die Anfangsphasen
B, und B, der gesuchten Schwingungen gegeben sind; dann werden die
Amplituden aus (30) nach den Formeln:

_sina—B) ,_ sin(Bi—f)
o ASW B:— By’ b= Asm (B — By) (49)

gefunden. Bezeichnet man den Phasenunterschied der gegebenen und
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der beiden gesuchten Schwingungen mit ¢, und ¢,, d. h. setzt man
B —B = @, und f; — f = @; so wird

Sin Qg $in @
— ; b= A— - - - (B0
i (9 — ) sin (@ —go 0
Von besonderer Bedeutung ist der Fall, wo noch die Nebenbedingung

a— A

P — Py = g gegeben ist; setzt man der Einfachheit halber @, = o,
T . . . . =
Py = @ — 5 80 wird sin @, = sin @, sin @y = — c0s @ und statt (50)

a = Acosp; b=Asinp . . . . . . (51)

Diese Formeln liefern die Amplituden ¢ und b zweier
Schwingungen, in welche die gegebene Schwingung mit der
Amplitude 4 unter der Bedingung zerfillt, dall eine der ge-
suchten (Amplitude a) eine Phase hat, welche die Phase der
gegebenen Schwingung um ¢ dbertrifft, und dall die Phasen-
differenz der gesuchten Schwingungen gleich = :2 ist (die
Phase der Schwingung mit der Amplitude a ist um m:2
grober als die Phase der Schwingung mit der Amplitude b).

Die Schwingungen selbst werden durch nachstehende Formeln
dargestellt:

. t
y = Asin2xm T
Yy, = Acos @ sin <2n%+(p>
- (562)

. , t b2
Yy = Asin@sin (275T -}—(p—§>

= — Asin @ cos (27;—%—}—(;0)

Die Bedingung (27) y = v, - g, ist offenbar erfiillt. In einem
7

noch spezielleren Falle, wenn ¢ — T d. h. wenn @, = 5, — f8

=f—f, = — @, = E ist, haben wir

A .. (B3

§ 7. Zusammensetzung zweier aufeinander senkrechter har-
monischer Schwingungsbewegungen von gleicher Periode 7. Gegeben
seien die beiden zueinander senkrechten Geraden P () und SR (Fig. 43).
Wir nehmen an, daf der Punkt M eine harmonische Schwingungs-
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bewegung lings P@ um den Punkt O mit der Amplitude ¢ = 04
und der Periode T vollfithrt. Seinen Abstand von O wollen wir mit x
bezeichnen, Wir nehmen ferner an, daf auch die ganze Gerade P ¢
barmonisch in einer zu ihrer Lénge senkrechten Richtung schwingt,
b und T seien die Amplitude und die Periode dieser zweiten Bewegung.
Den veranderlichen Abstand der Geraden von ihrer Mittellage P @ wollen
wir mit y bezeichnen. Trigt man O0C == 0D = b ab und zieht durch
C und D Parallele zu P@, so erhilt man die Grenzlagen der schwin-
genden Geraden. Der

auf der Geraden P@ hin

und her schwingende

Punkt M wird von die-

ser mitgenommen und

nimmt daher an der zu

SR parallelen Schwin-

gung teil. Die Lage

dieses Punktes in einem

gegebenen  Zeitaugen-

blick ¢ 148t sich finden,

sobald man den Betrag z,

um welchen er sich von O zur Seite bewegt hat, und die Strecke y, um
welche die ganze Gerade aus ihrer Mittellage geriickt ist, kennt. Offenbar
stellen z und y die verinderlichen Koordinaten des Punktes M dar.
Schafft man aus den beiden Gleichungen fir x und y die Zeit ¢ fort,
so erhilt man die sogenannte Bahnkurve oder die Bahn des Punktes.
Bevor wir diese Rechnung durchfithren, sei darauf hingewiesen, daf
der Punkt M offenbar innerhalb des Rechtecks EF H Gt E bleiben mub,
da dem absoluten Betrage nach # < a und y < b ist.

Um nun ¢ aus den beiden Gleichungen zu eliminieren, setzem wir
voraus, daff fir ¢ =— 0 die Anfangsphasen 3, und 3, sind; dann er-
halten wir

x = asin <27z% + ﬂ1>; Y = bsin(.?n% - ﬁﬁ) - - (B4)
oder
= sm2ﬂ%cosﬁ1 +cos27v7;;sinﬂ1

ol a8

. ¢ ¢
= sin 27z?cosﬂ2 +cos27z7l,—smﬂ2.

Hieraus folgt

x Y t .
7 08 B, — o8 B, = cos 2 T Sin (B; — Bs)

z . ¥ . . .
;smﬂz—ysmﬂl =sin2n; sin(By — By)

Chwolson, Physik. 2. Aufl. 1. 1. 10
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Bildet man die Summe der Quadrate dieser Ausdriicke, so er-

halt man
2 2
Tt B2 cos (8, — B) = sin® (B, — Bo)

Fithrt man in diese Gleichung den Phasenunterschied der gegebenen
Schwingungen f3;, — 8, = @ ein, d. h. nimmt man an, daB die
Schwingung lings y spiter beginnt als die lings z, und zwar
erst, wenn die letztere bereits die Phase ¢ erlangt hat, so ergibt sich
folgende Beziehung zwischen den Xoordinaten z und y des bewegten
Punktes M:

2 2
%—{— %—%gcosw =sin?@ . . . . . .(55)

Es ist dies fiir alle Werte von ¢ die Gleichung einer Ellipse,
deren Mittelpunkt sich im Anfangspunkte der Koordinaten befindet.
Somit setzen sich zwei aufeinander senkrechte harmonische Schwingungen

zu einer Bewegung lings einer Ellipse zu-
sammen, welche innerhalb des Rechtecks EF HG-
liegt. Die Rechteckseiten stellen dabei Tan-
genten der Ellipse dar. In Fig. 44 ist diese
Bewegung des Punktes auf der Ellipse dar-
gestellt. Zundchst begann die Bewegung von:
O nach b; dann trat noch eine Aufwirtsbewe-
gung hinzu, wodurch dieBewegung bb'b"b""’ usw.
langs der Ellipse zustande kam. Wir betrachten
jetzt einige Einzelfille:

1. Die Phasendifferenz sei ¢ == 0; der Punkt beginnt gleichzeitig
eine Bewegung von O nach @ und von O nach D (Fig. 43). Gleichung (55)

geht dann iiber in
x A
(-1)=o

dhy= %x, was sich auch unmittelbar aus (54) fir f; — B, er-

gibt. Dies ist die Gleichung einer Geraden, namlich der Diagonale G F’
(Fig. 43). Die Bewegung des Punktes auf dieser Geraden ist eine har-
monische Schwingungsbewegung, denn sein Abstand vom Mittelpunkt O
ist s = VYx? 4 y2 Setzt man hierin die Ausdriicke (54) ein, so wird
tir f; = B, = f .

§ = Vmsin<2nf+ﬁ>'

2. Die Phasendifferenz sei ¢ — x (Fig. 43); die Bewegungen von
O nach D und von O nach A beginnen gleichzeitig. Gleichung (55)
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u\2
gibt <% + %) =0,dhy=— %m; es ist dies wieder die Gleichung

einer Geraden und zwar der Diagonale E H; die Bewegung ist dhnlich
wie im vorhergehenden Falle.

3m
3. Die Phasendifferenz sei ¢ = % oder 55 aus Gleichung (55)

2 2

erhilt man {% %2 — 1. Es ist dies die auf die Achsen bezogene
a

Ellipsengleichung.

7
4. Ein besonders wichtiger Fall tritt ein fir ¢ = 3 oder

T oo
%— und ¢ = b. Gleichung (55) gibt uns #2 4 y2 — a2 Es ist dies
die Kreisgleichung.

Zwei zueinander senkrechte harmonische Schwingungs-
bewegungen mit gleichen Amplituden @ und Perioden T und
T T
mit der Phasendifferenz 3 oder %— setzen sich somit zu einer
Kreisbewegung zusammen. Diese ist eine gleichformige, denn die
Projektionen M; und M, (Fig. 45) des Punktes M auf die Durchmesser

AB und CD fithren harmonische Schwingungsbewegungen aus (vgl. § 1
und Fig. 36 auf Seite 181). Die Geschwindigkeit %, mit der sich der

Punkt bewegt, wird durch die Formel k¥ — 2;(;
Seite 132].

5. Wir gehen jetzt zum allgemeinen Falle iiber, wo ¢ willkiirlich
gewihlt ist. Die Richtung, in welcher sich der Punkt auf der Ellipse
bewegt (ob mit, ob gegen den Uhrzeiger, wie man es kurz ausdriicken
koénnte), 146t sich leicht ermitteln.

Zu diesem Zwecke hat man nur zu bestimmen, wo sich Punkt M
(Fig. 46) befindet, wenn die zweite seiner Teilbewegungen (in der Rich-
tung der positiven y) beginnt und wohin ungefihr seine weitere Be-

10*

gegeben [vgl. (1) auf
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wegung gerichtet sein wird. Die Bedingung, dafB der Ellipsenmittel-
punkt mit dem Anfangspunkt der Koordinaten zusammen-
fallt, gibt uns die gesuchte Bewegungsrichtung.

T
a) << 9 Punkt M befindet sich zwischen O und B, geht
nach B; die Bewegung erfolgt nach M Jf,, d. h. gegen den

Ubrzeiger Y).

b) %< @ < w; Punkt M befindet sich zwischen O und B, geht
nach O; die Bewegung erfolgt nach M M,, d. h. gegen den
Uhrzeiger.

b 1

) TP < %—; Punkt M befindet sich zwischen O und A, geht
nach A; die Bewegung erfolgt nach MM;, d. h. mit dem
Uhrzeiger.

d) %:E < @ < 2m; Punkt M befindet sich zwischen O und A, geht

nach O; die Bewegung erfolgt nach M M,, d. h. mit dem
Uhrzeiger.
Wir sehen hieraus, daf, wenn
0 < @ < 7 ist, die Bewegung gegen den Uhrzeiger} . . (56)
TP <2, ,, mit dem ”

vor sich geht; @ = @ und @ — 0 oder 2 w geben geradlinige Be-
wegungen. In Fig. 47 sind die zwolf verschiedenen Bewegungsfille

dargestellt, entsprechend ¢ = b, wo ¢ innerhalb der Grenze Null und

i .
27 um je 3 zunimmt.

6. Fir a =— b und ¢ == % oder 3775 werden Kreishewegungen er-

halten; sie unterscheiden sich durch ihre Richtung:

1) Eine drehende Bewegung, welche in der Richtung erfolgt, in welcher
sich der Zeiger einer Uhr bewegt, soll im folgenden der Kiirze halber als
Bewegung ,mit dem Uhrzeiger, die entgegengesetzte als Bewegung ,gegen
den Uhrzeiger* bezeichnet werden.
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Ista =10 und ¢ = E, so erfolgt die Kreisbewegung
2
gegen den Uhrzeiger.
- (57
Ist a = b und ¢p = §_’E, so erfolgt die Kreishewegung (57)
' 3 g

mit dem Uhrzeiger.

Die Phase der Bewegung auf der z-Achse geht voran.

.
Setzt man in (54) @ = b und zunichst B, = f3, -3 sodann

T
B, = B, — 37 und schreibt man f statt f,, so wird:

. t
Ein Kreis, T = asm <2 “T + ﬂ)
Bewegungsrichtung N (1))
gegen den Uhrzeiger | y — — g ¢os <2 n% + Ig)

, i
Ein Kreis, Z = a sin <2 Ty + ﬂ)
Bewegungsrichtung ' N 1))
mit dem Uhrzeiger | y — g ¢os (277:_;_7 + ﬂ)

In beiden Fillen ist offenbar 2+ %2 — a2 welches die Kreis-
gleichung ist. Die Formeln (58) und (59) zeigen uns unmittelbar,
wie jede gleichformige Bewegung mit der Geschwindigkeit %, die auf
einem Kreise mit dem Radius ¢ vor sich geht, in zwei harmonische
Schwingungsbewegungen, die in beliebigen, zueinander senkrechten
Richtungen # und y erfolgen, zerlegt werden kann. Die Periode T'
bestimmt sich hierbei aus Formel (1), nach welcher kT =— 2ma ist.
Die Phase 8 kann vollkommen willkiirlich gewéhlt werden.

§ 8. Zasammensetzung zweier gleichiormiger Bewegungen, die
mit gleicher Geschwindigkeit, aber in entgegengesetzter Richtung auf
derselben Kreislinie vor sich gehen. Wihrend der Punkt M, (Fig. 48)
sich gleichformig auf einer Kreislinie vom Radius @ in der Uhrzeiger-
richtung bewegt und einen vollen Umlauf in der Zeit T macht, soll
ein zweiter Punkt M, sich mit derselben Geschwindigkeit in entgegen-
gesetzter Richtung bewegen. Unsere Aufgabe, beide Kreisbewegungen
zusammenzusetzen, kommt dann darauf heraus, die Bewegung eines
solchen Punktes M zu bestimmen, dessen Koordinaten z und y gleich
der Summe der entsprechenden Koordinaten w,, y, und x,, y, der
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Punkte M; und M, sind. Der Punkt M mul sich offenbar stets im
Endpunkte der Diagonale des Parallelogramms aus OM; und O M,
befinden.

Es ist leicht einzusehen, dafl die Bewegung des Punktes M eine
geradlinige sein muBl. M, und B3, begegnen sich in zwei Punkten
C und Dj; in den entsprechenden Augenblicken befindet sich M in A

bzw. in B, wo 04 =— OB
= 2a ist. Da die Punkte
M, uhd M, immer in glei-
chem Abstande von C und
D bleiben miissen, so wird
die Diagonale, an deren
Ende sich Punkt M be-
finden mufl, immer mit 0 4
und OB zusammenfallen.
Fallen M, und M, mit M,
und M, zusammen (MyM,
1 A B), so befindet sich M
in 0. Wie leicht ersicht-
lich, muf} der Punkt M eine
harmonische Schwingungsbewegung ausfiithren, denn sie setzt sich aus
zwei offenbar harmonischen Schwingungsbewegungen zusammen; die
Koordinaten sind # = 2, 4+ 2 und y = g, + ¥..

Wir wollen nun dieselbe Frage analytisch untersuchen; wir be-
zeichnen zu dem Zwecke mit 3; und 8, die Anfangsphasen der Schwin-
gungsbewegungen x, und x; lings der Achse Ox, welche kombiniert
mit den Schwingungen g, und gy, (die von ihnen um 5522 und % abstehen)
die kreisformigen Bewegungen mit (M;) und gegen (M;) den Uhr-
zeiger geben [vgl. (57)]. Die Formeln (58) und (59) liefern

2, = asin<2n'-;—1 —}—ﬂl)
mit dem Uhrzeiger.
Y = acos<2n§t;+ﬁl>
- (89,a)
2y == asm<2ﬂ:%-{—ﬁz>W
gegen den Uhrzeiger

t
Yy — ——acos<2nf + ﬁ2>
Der Kiirze halber setzen wir

t ¢
2”7’1‘ f; =6, und 27”f+ﬁ2 = 0,,
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dann wird, da x = x; + 2, und y = y, + y, ist:

6, 4 6, 6, — 6,
) cos 9
0,+6, . 0,—0,
9 sin B

z = asin @, + asin @y = 2asin
. - (60)

J = acos®, —acos @, = 2asin

Dividiert man die untere Gleichung durch die obere, so findet man
— st 2 0,

oder

y:xtgm—;_—él- N ()

Dies ist die Gleichung einer Geraden. Bezeichnet man den ver-
inderlichen Abstand O M mit s = V:ﬂ + ?, so ist nach Formel (60)

s=2asm(2ni+ﬂ2+ﬁl> C e e (62)
T 2
Hieraus ist ersichtlich, daf die Bewegung des Punktes M eine
harmonische Schwingungsbewegung ist. Bezeichnet man den Winkel -
zwischen der Schwingungsrichtung und der z-Achse mit &« = £ A Ox,
so wird y = wxtg «, folglich [vgl. (61)]
_ B.—h
u__..~2—.........(63)
Zwei entgegengesetzte Bewegungen auf ein und dem-
selben Kreis, die mit der gleichen Periode I vor sich gehen
und deren Komponenten auf der z-Achse Schwingungen mit
den Anfangsphasen 8, (mit) und 8, (zegen den Uhrzeiger) sind,
setzen sich zu einer harmonischen Schwingungsbewegung
zusammen. Die Amplitude dieser letzteren ist 24, wo a der
Radius des Kreises ist; ihre Periode ist T, die Anfangsphase 8

1
hat den Wert 5((32 + B) und dieRichtung dieser Schwingungs-

bewegung bildet mit der z-Achse einen Winkel & = %(ﬁz——ﬂl).

§ 9. Zerlegung einer geradlinigen harmonischen Schwingungs-
bewegung in zwei Kreishewegungen. Schwingt der Punkt M har-
monisch zwischen den Punkten A und B (Fig. 49), so ist seine Ent-
fernung s = O M gleich

s=asin(2n~%+ﬁ>=asm@. B (23]
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wo @ nur der Kiirze halber angefithrt ist. Nach dem Vorhergehenden
miissen die beiden gesuchten Bewegungen auf einem Kreise vom Radius
r= % vor sich gehen. Jede dieser Kreishewe-~
gungen kann in zwei zueinander senkrechte
Schwingungen lings zweier Achsen zerlegt
werden, von denen die x-Achse einen ganz be-
liebigen Winkel £ B Oz = o mit der Richtung
der gegebenen Bewegung bilden kann. Auf diese
Weise erhilt man vier Schwingungen xy, y;, 2,
und y,, fir welche die Ausdriicke (59, a) gelten,

nur dal man fiir @ den Wert g zu setzen hat.

Tt o = 5 (Ba— ) wnd B = 2 (By-By), so ist fy = f—u3
fs =B+ o

Setzt man diese Ausdriicke in (59, a) ein, so erhalt man folgendes
Endergebnis:

Eine harmonische Schwingungsbewegung s = asin ®
kann in zwei Kreisschwingungen zerlegt werden.

Mit |, — 25in (0 —a Gegen |, — L5in (@ + o
dom | =2 ( ) o [ =3 @ + «)
Uhr- Uhr-

J-(65)

ylzg—cos(@—a) :—-g—cos(@—i-oc)

zeiger zeiger | 92

Hier ist @ der Winkel, welchen die Schwingungsrichtung
mit der r~-Achse bildet; man kann ihn ganz willkiirlich wahlen,
z. B. oo = 0 oder o« = 7: 4 setzen.

§ 10. Zusammensetzung harmonischer Schwingungsbewegungen
von ungleicher Periode 7' und T; == kT, wo % ein Zahlenkoeffizient ist.

A, Die Schwingungen haben gleiche Richtung. Am
bequemsten ist es, die Zusammensetzung zweier harmonischer Schwin-
gungsbewegungen von ungleicher Amplitude @ und b und ungleicher
Periode T' und k7T geometrisch auszufithren (nach der im § 4 be-
schriebenen Methode). Wir zeichnen demgemil zwei Xurven, welche
den gegebenen Schwingungen entsprechen und konstruieren eine dritte
Kurve, so daf ihre Ordinaten gleich der Summe der Ordinaten beider
erster Kurven fiir dieselben.Abszissen (Zeiten) werden. In Fig. 50 ist

b klein gegen @ und k = :21—; A und B stellen die einzelnen Bewegungen,

C die resultierende Bewegung dar. Die Kurve A ist punktiert an-
gedeutet, damit man beim Vergleich erkennen kann, wie sich C ver-
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andert hat. Die resultierende Schwingung ist keine harmonische mehr;
die ungleiche Neigung der Kurventeile zeigt, daB der Punkt nach einer
Seite schneller schwingt als nach der anderen. In der Kurve D ist die
Kurve B um so viel nach rechts geriickt, daB e unter d; zu liegen

kommt; hier fillt also die Nullphase der Schwingung A nicht mit der
Nullphase der Schwingung B zusammen.

In Fig. 51 ist b klein gegen a und k¥ = -;; Man erhalt hier die
periodische (jedoch unharmonische) Schwingung C. Wenn die Phase

Null der Schwingung A mit der Phase  der Schwingung B zusammen-
fallt, so resultiert die Kurve D.

Viel verwickeltere Schwingungen erhélt man, wenn b nicht klein
gegen a ist. In Fig. 62 sind drei derartige Fille dargestellt, wobei

1
stets kb = 3 gewihlt ist, so daB also eine der Schwingungen doppelt so

schnell vor sich geht als die andere. Die gegebenen Schwingungen sind
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punktiert gezeichnet. Man kann hierbei deutlich den Einflul des Ampli-
tudenverhiltnisses erkennen. Die erste Kurve wird erhalten, wenn
b — 2a, die zweite, wenn b = a und die dritte, wenn b = a:2 ist.

Fig. 52. In allen drei Féllen sind
die Phasen der heiden
Schwingungen  gleich-
zeitig Null. Aus den
Kurven in Fig. 53 er-
kennt man den Einflu
der Phase @; in beiden
Fillen ist b = a:2. Die
erste Kurve wird erhal-
ten, wenn @ = :2, die
zweite, wenn @ = ist.
In den ersten beiden
Kurven der Fig.52 folgen
auf je zwei kleine Aus-
schlige nach der einen
und anderen Seite zwei
grofe Ausschlige. Die
dritte Kurve in Fig. 52
und die zweite in Fig.53
sind einander im wesent-
lichen gleich.

B. Zueinander senkrechte Schwingungen. Die Gleichungen
der beiden Schwingungen sind

z = asin (2%% -+ ﬂ>
. . (66)
y = bsin (271:-1%—}-[31>

Schafft man aus ihnen die Zeit { heraus, so erhilt man die Glei-
chung der Kurve, auf welcher sich der Punkt bewegt.
Diese Kurve 148t sich folgendermafen konstruieren. Es sei % = }q—),

1

wo p und ¢ ganze Zahlen sind. Wir wihlen nun A'OA und B'OB
(Fig. 54) als Koordinatenachsen, beschreiben um O Kreise mit 0 A=a
und OB = b als Radien und teilen die Kreisumfinge von A und B
anfangend in 4#n (n ist eine ganze Zahl), z. B. 32 gleiche Teile. Die
Teilpunkte des Kreises (OA) verbinden wir durch Sehnen, welche zu
O A senkrecht sind, und ebenso die Teilpunkte des Kreises (0 B) durch
zu OB senkrechte Sehnen. Die Teile, in welche hierbei A'A und B'B

zerfallen, entsprechen den Wegstrecken, welche von den Einzelschwin-
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gungen x und y fiir 7' = T in gleichen Zeiten zuriickgelegt wiirden.
In Wirklichkeit aber ist T
__ b
T, g

folglich legt der Punkt p Streckenteile in der Richtung B’'B in der-
selben Zeit zuriick, in welcher er sich um ¢ Streckenteile in der Rich-
tung A' A weiterbewegt;}je kleiner die Schwingungsdauer ist, eine um
sogrofere Anzahl von Strecken-

teilen muf er in einer gegebenen

Zeit zuriicklegen. Kennt man

die Lage des Punktes fiir einen

gegebenen Augenblick, so kann

man leicht ermitteln, wo er sich

nach gleichen Zeitabschnitten

befindet. In Fig. 54 ist der

Fall dargestellt, wo T':1)

= 2:3 ist; die Anfangslage

ist 0 (Null), die folgenden

Lagen 1, 2, 3..., 30, 31 und

32 werden erhalten, wenn man

jedesmal um drei Teilpunkte

parallel zu A’ A und um zwei

Teilpunkte parallel zu B'B

weiter geht. In Fig. 55 sind

H82>§%
S EEk]
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die Kurven gezeichnet, welche man fiir drei verschiedene Werte der
Phase ¢ der ersten Schwingung (der Horizontalschwingung mit der
Amplitude @), welche dem Augenblick zugehoren, wo die Phase der
zweiten Schwingung (der Verttkalschwingung mit der Amplitude b) Null
ist. Die oberen Zahlen fir ¢ gelten fir die ersten zwei Reihen, die
unteren Zahlen fiir die dritte Reihe. Es lift sich leicht beweisen, daf
die dritte Kurve der zweiten Zeile ein Parabelbogen ist; man hat hierzu
in (66) B; = 0, 8 = 7:2 und T} = 2 T zu setzen. In Fig. 56 ver-

I s T T 3T z
hélt sich T: T, = 3:4 fiar die Werte ¢ — 0, 196 12 23
Fig. 56.
1 b4 3x

by

3B

Aus Griinden, die wir in der Akustik kennen lernen werden, nennt
man die in Fig. 55 und 56 dargestellten Kurven Lissajoussche
Figuren (Lissajous, Ann. de Chim. et Phys. (3) 51, 147, 1857).
Righi hat die Raumkurven untersucht, welche man bei der Zusammen-
setzung von drei zueinander senkrechten harmonischen Schwingungs-
bewegungen erhilt (Sulla composizione de moi vibratori, Bologna 1873).

§ 11. Gedémpfte Schwingungsbewegungen. In zahlreichen physi-
kalischen Fragen spielt eine gewisse Art von nichtperiodischen
Schwingungsbewegungen, die sogenannten gedimpften Schwin-
gungen, eine wichtige Rolle. Sie werden dargestellt durch die Formel:

s = ae Ptsingt . . . . . . . . .(67)

Hier bedeuten s = OM die Entfernung eines auf einer Geraden
sich bewegenden Punktes M von einem feststehenden, ebenfalls auf der
Geraden liegenden Punkt O; ¢t ist die Zeit und a eine lineare Grofe,
e = 2,718281... die Basis der natiirlichen Logarithmen, die wir durch
das Symbol Ig bezeichnen; p und ¢ sind positive Grofen, deren Zahlen-
werte von der gewihlten Zeiteinheit abhingen. Einen Begriff von der
Eigenart der gedampften Schwingungsbewegung erhilt man durch
néhere Betrachtung des Ausdruckes (67). Da sin gt bei wachsendem ?
immer zwischen — 1 und + 1 liegen muf, so wird s offenbar abwech-
selnd positiv und negativ werden; folglich ist die Bewegung eine
Schwingungsbewegung. Da p = 0 ist, so nimmt der Faktor e~ P¢
ununterbrochen ab und (67) stellt deshalb eine Schwingungsbewegung
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mit unendlich abnehmender Amplitude dar, d. h. eine solche, bei welcher
die aufeinanderfolgenden Ausschlige nach rechts und links immer kleiner
und kleiner werden. Nach Formel (8) auf Seite 58 erhalt man fir die
Geschwindigkeit v

v = ae Pt (gceosqt—psingt) . . . . . .(68)

Far ¢t = 0 ist s = 0 und die Anfangsgeschwindigkeit v, = agq.

Fiur die Durchgangszeiten ¢, t,, t5...%... des Punktes M durch O,
wo also s = 0 ist, ist sim gf; — 0, folglich ¢t, = =, qt, = 2=,
qt; = 3 usw.; der n* Durchgang durch O erfolgt zur Zeit

14
t" — nz o e s e s e e s e . (69)

Hieraus folgt, daB der Punkt M den Punkt O nach gleichen Zeit-
abstdnden t durchschreitet; es ist

r=2. o)

In den Zeitaugenblicken T;, Ty, Tj,... I}, ..., wo der Punkt stille
steht, wo also die Geschwindigkeit ¥ — 0 ist, ist nach (68)

qeosqT; — psingT; = 0 oder {gqT; = %

Setzt man fest, daf arcily % den kleinsten Bogen bezeichnet,
dessen Tangente gleich % ist, so erhdlt man q7, = arc tg%;
g Ty, = arcty % + m; qT; = arcty % + 2m und allgemein

qT; = arcity % + (¢—1)m. Der Augenblick T,, wo Punkt M zum

7n*® Male zur Ruhe kommt, wird durch die Formel

1 q T
T, = — tg L —1= ... (71
n qarcyp-*-(n )q (71)
gegeben. Hieraus folgt, daB der Punkt M nach gleichen Zeitintervallen
A E e e e e e e e e e e (72)
q

zum Stillstand gelangt. Vergleicht man diesen Ausdruck mit (70), so
sieht man, daB die Zeit zwischen zwei Durchgingen durch O gleich der
ist, welche von einem Stillstande bis zum folgenden verflieit. Die Aus-
driicke (69) und (71) zeigen uns jedoch, daB die Augenblicke der Um-
kehr (v = 0) nicht genau in der Mitte zwischen den Augenblicken des
Durchganges von M durch O liegen (s = 0).
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Fir die aufeinanderfolgenden maximalen Ausschlige oder Ampli-
tuden s;, 83, 83...8;..., d. h. die Entfernungen OM in den Augen-
blicken 7' der Ruhe, gibt Formel (67)

s=ae"?TsingT ... ... . .(78)

Es war jedoch tgq T; = 2, folglich sing s = + 1 . Be-
» Vo2 +¢?
achtet man, dal die Vorzeichen abwechseln, wenn ¢ T um 7 wichst
und benutzt man die Formel (71), so ergibt sich firr die n*® Amplitude
der folgende, recht verwickelte Ausdruck

r g 1
—=arectg = —(n—1) 7w~
a9 q gP ) q

—_—

Vp? +¢*
Lafit man das Vorzeichen fort und beriicksichtigt somit nur die

absoluten Werte der Amplituden, so erhilt man

»

—
's,.=s,,_le L Y £

Sy == (— 1)1 - (T4)

Somit wird jede Amplitude aus der vorhergehenden durch Multipli-
kation der letzteren mit ein und demselben konstanten Faktor erhalten.
Die einander folgenden Amplituden stellen also eine ab-
nehmende unendliche geometrische Reihe dar; eine gedampfte
Schwingung hért also im theoretischen Sinne niemals auf.

Der natirliche Logarithmus des Verhiltnisses zweier aufeinander-
folgender Ausschlige heift das logarithmische Dekrement der
Schwingungsbewegung ; bezeichnet man es mit 4, so folgt aus (75)

Spn—1 T 10 ~
=1y o = 4 (76)

Man kann sich leicht davon fiiberzeugen, daB die Durchgangs-
geschwindigkeiten »; des Punktes M durch O durch genau die gleiche
geometrische Reihe dargestellt werden, wie die Ausschlage s;, vgl (68)
und (70).

Die allgemeine Formel (27) auf Seite 65 gibt als Beschleunigung w
des Punktes M

w = ae~Pt[(p2— q?)sin gt — 2pq cos gt].

Diesen Ausdruck kann man folgendermafien umformen

w = —(p?+ q2)ae Pisinqt — 2pae—Pt(gcosqt — p sin qt).
Vergleicht man dies mit (67) und (68), so erhilt man
w=—(p24q¢)s—2pv - - - - - « - (T7)

Ist m die Masse des Punktes M, so ist die Kraft f, unter deren
Einfluf sich dieser Punkt befindet

f=—m(p24q%s—2mpv . . . . . .(78)
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Diese Formel lehrt uns das Folgende: Der Punkt M fithrt eine
gedimpfte Schwingungsbewegung aus, wenn auf ihn die
Resultante zweier Kriafte wirkt, von welchen die eine nach
demPunkte O hin gerichtet und dem Abstande s des Punktes M
von O proportional ist, wihrend die andere eine Richtung
hat, welche derjenigen der Geschwindigkeit v des Punktes MM,
d. h. seiner Bewegungsrichtung entgegengesetzt und der
Grofe nach proportional dieser Geschwindigkeit ist. Fehlt
diese zweite Kraft (p = 0), welche der Bewegung ununterbrochen ent-
gegenwirkt, so erhilt man eine harmonische Schwingungsbewegung.
Die Dampfung, die von der Geschwindigkeit der Bewegung selbst ab-
héingt, ruft das allmihliche Abklingen der Schwingungen hervor. In
der Folge werden wir mehrere Félle kennen lernen, wo derartige, die
Bewegung hemmende Krifte auftreten (z. B. der Luftwiderstand).

Funftes Kapitel.

Strahlende Rusbreitung von Schwingungen.

§ 1. Das Zustandekommen von Strahlungen. Ein isotropes
Medium nannten wir einen Stoff, der einen Teil des Raumes erfiillt
und nach allen Richtungen hin die gleichen Eigenschaften hat. Wir
konnen uns vorstellen, da dieser Stoff aus einer sehr grofen Zahl
kleiner Teilchen, oder wie wir es auszudriicken pflegen, aus mate-
riellen Punkten besteht. Jedem dieser Teilchen entspricht ein be-
stimmter Punkt im Raume, der von ihm eingenommen wird, wenn
es sich in Ruhe befindet, d. h. wenn alle auf dasselbe wirkenden
Krifte sich das Gleichgewicht halten. Es tritt nun haufig der Fall
ein, daf die Teilchen sich derart gegenseitig beeinflussen, daB, so-
bald nur ein Teilchen A aus seiner Gleichgewichtslage gebracht ist,
die auf die Nachbarteilchen wirkenden Krifte sich nicht mehr das
Gleichgewicht halten. Infolgedessen geraten auch diese Teilchen in Be-
wegung, indem sie sich nach der Seite verschieben, nach welcher sich
das erste bewegt hatte. Die weitere Folge ist, dafl die Nachbarteilchen
der eben betrachteten, darauf Teilchen, die noch weiter vom ersten ab-
stehen usf., sich zu verschieben beginnen. Der Bewegungszustand breitet
sich somit durch das Medium von Punkt zu Punkt derart aus, dal
immer entferntere Teilchen mitgerissen werden. Setzen wir voraus,
das Teilchen A beginne jetzt eine harmonische Schwingungs-
bewegung mit der Amplitude ¢ und der Periode 7' und diese Be-
wegung pflanze sich von Teilchen zu Teilchen immer weiter im ge-
gebenen Medium derart fort, dal die Art der Bewegung fiir alle gleich
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ist, so werden die Teilchen, welche auf einer gewissen Geraden sich be-
finden, nacheinander ihre harmonischen Schwingungsbewegungen be-
ginnen. Eine Bewegung, die sich einer solchen Reihe von Teilchen
entlang fortpflanzt, wollen wir Strahlung, die Gerade, lings welcher
sich die Bewegung fortpflanzt, zeitweilig und unter Vorbehalt einen
Strahl nennen.

Zu graphischen Zwecken kann man einen Strahl geometrisch
durch eine gerade Linie darstellen. Der Ausdruck ,Strahl® wird auch
gebraucht, wenn die sich ausbreitende Bewegung keine harmonische
Schwingungsbewegung ist, sondern eine viel verwickeltere, z. B. eine
gedampfte Schwingung oder eine andere aperiodische Bewegung. Die
strahlenformige Ubertragung von Bewegungen spielt eine iiberaus wich-
tige Rolle in den verschiedenartigsten Erscheinungen; hierher gehoren:
die Ausbreitung der Wellen an Fliissigkeitsoberflichen, die Ausbreitung
transversaler Erschiitterungen an Faden und Saiten, die Ausbreitung
des Schalles in festen, flissigen und gasférmigen Korpern, die Aus-
breitung des Lichtes und endlich die Ausbreitung einer gewissen Art
von Bewegungen im Ather, die wegen ihrer Art und gewisser duBerer
Kennzeichen zu den elektrischen Erscheinungen gerechnet werden.

Wir wollen uns vorldufig darauf beschrinken, die Ausbreitung
harmonischer Schwingungsbewegungen im isotropen Medium zu be-
trachten. Die Entfernung, auf welche hin sich der Bewegungszustand
in der Zeiteinheit iibertrigt, dient als Mal der Fortpflanzungs-
geschwindigkeit der Schwingungen oder der Strahlung (Geschwindig-
keit des Schalles, des Lichtes); wir wollen sie mit v bezeichnen. Was
wir hier Geschwindigkeit nennen, stellt fir das isotrope Medium einen
Vektor dar, der fiir alle Punkte des Mediums und in allen Richtungen
der gleiche ist; diese Geschwindigkeit darf nicht verwechselt werden
mit der Bewegungsgeschwindigkeit der Teilchen selbst bei ihren Schwin-
gungen. Letztere dndert sich im Laufe der Zeit ununterbrochen fiir
jedes einzelne Teilchen und in jedem gegebenen Augenblick und ist fir
die verschiedenen lings demselben Strahle befindlichen Teilchen im
allgemeinen verschieden. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit » hingt
von den Eigenschaften des Mediums selbst ab; in verschiedenen Medien
ist sie im allgemeinen verschieden. Man hat zwei Arten von strahlender
Ausbreitung der Schwingungen zu unterscheiden. Bei der ersten ist
die Richtung der Schwingungen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung,
d. h. zur Richtung des Strahles; diese heiflen transversale (Quer-
schwingungen). Im zweiten Falle fallt die Richtung der Schwingungen
mit der Richtung der Strahlen zusammen; solche Schwingungen werden
longitudinale (Lingsschwingungen) genannt.

§ 2. Bildung von Strahlen mit Querschwingungen. AB (Fig.57)

sei eine Gerade, lings welcher anfangs Teilchen lagen und lings deren



§2 Strahlen mit Querschwingungen. 161

sich eine Schwingungsbewegung fortpflanzt. Zuerst begann das Teilchen
A sich zu bewegen, ein wenig spéter das rechte Nachbarteilchen usf.
In Fig. 57 ist die Anordnung der Teilchen zur Zeit t = T': 4 dargestellt,
wobei die Zeit vom Beginn der Schwingung des ersten
Teilchens A an gerechnet ist. Zur Zeit { = T': 4 hat N
das Teilchen A seine Grenzlage erreicht; die folgenden T b4 .
A— B

Fig. 57.

Teilchen sind, da sie ihre Bewegungen spéter begannen,
hinter A zuriickgeblieben; die Pfeile an ihnen zeigen
die Richtung ihrer Bewegungen. Alle rechts von B liegenden Teilchen
befinden sich noch in Ruhe.

In Fig. 58 ist die Anordnung der Teilchen und ihre Bewegungs-
richtung zur Zeit { = T': 2 dargestellt. Hier hat A eine halbe, B eine
Viertelschwingung vollendet und die Schwingungsbewegung hat sich

Fig. 58.

Ty,

bis nach C ausgebreitet. In Fig. 59 sind die Anordnung der Teilchen

3
und ihre Bewegungsrichtungen zur Zeit { =— Y T angegeben, wo A die

auBerste negative Entfernung erreicht, B eine halbe, C eine Viertel-
schwingung vollendet hat und D eben im Begriffe steht, seine Bewegung
zu beginnen. Endlich ist in Fig. 60 ebendasselbe nach Verlauf der

Zeit T dargestellt, gerechnet vom Augenblick an, wo sich 4 zu bewegen
begann. A hat eine volle Schwingung vollendet und schickt sich eben
an, die zweite zu beginnen, C hat eine halbe Schwingung vollendet; die
Bewegung selbst hat sich bis zum Teilchen E fortgepflanzt, welches
eben zu schwingen beginnt. Wir sehen, dal A und E ihre Gleich-
gewichtslagen gleichzeitig verlassen und dal ijhre Geschwindigkeiten
gleichgerichtet sind. Offenbar werden ihre Bewegungen auch weiterhin
vollkommen identisch bleiben, und sie werden sich bestindig in gleichen
Schwingungsphasen befinden. Die Entfernung AE heifit Wellen-
lange; man pflegt sie mit 4 zu bezeichnen.
Chwolson, Physik. 2. Aufl. I. 1. 11
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Wellenlange (A) heifit die Entfernung je eines Punktes
eines Strahles von dem ihm néchsten, der mit ihm die gleiche
Phase hat; der eine dieser Punkte hat im Vergleich zum
anderen eine volle Schwingung mehr ausgefiithrt. In der Zeit T
hat sich die Schwingung von A bis nach E fortgepflanzt, daraus ergibt
sich auch noch folgende Definition:

'~ Wellenlinge (4) heifit die Strecke, lings welcher sich die
Schwingungsbewegung in der Zeit T, innerhalb deren ein
Teilchen eine volle Schwingung vollendet, fortpflanzt. Es
ist nun leicht zu verstehen, wie die Ausbreitung der Schwingungen und
die Bewegung der einzelnen Teilchen im weiteren fiir ¢ > 7' vor sich

Fig. 61,

AQ‘(\? D —L

B ) ) 3
i 1 E F &

gehen. So zeigt z.B. die Wellenlinie in Fig. 61 die Anordnung der
Teilchen zur Zeit ¢t = 3 T und in Fig. 62 ist ein Teil des Strahles fir
den Augenblick dargestellt, wo das Teilchen A schon <n + %) Schwin-

gungen vollendet hat (n ist eine ganze Zahl). Setzt man AE — EJ
= JL = LN = NP = A, so zeigt sich, daf je zwei Teilchen,
Fig. 62.

I DE W t 7
A - J L N P
xm F G ' K T M /l/‘\hrx.__ﬂ

A d

die voneinander um eine ganze Anzahl Wellenlangen oder
A
um eine gerade Zahl halber Wellenlingen <2n§> entfernt

sind, sich in gleichen Phasen befinden, z. B. E und L, J und P.
Man kann von jedem beliebigen Teilchen X des Strahles nach der einen
oder anderen Seite gehen, jedesmal trifft man nach einer geraden
Zahl halber Wellen auf ein Teilchen Y, das sich in derselben Phase

wie X befindet.
Umgekehrt befinden sich zwei Teilchen, die voneinander

um (22 -+ 1) g, d.h. um eine ungerade Zahl halber Wellen-

lingen entfernt sind, in entgegengesetzten Phasen; ihre
Phasen unterscheiden sich um = oder eine ungerade Anzahl
von 7. Solche Teilchen gehen gleichzeitig durch die Gleichgewichtslage,
ihre Geschwindigkeit ist aber entgegengesetzt. Als Beispiele konnen
gelten A und C in Fig. 58, B und D in Fig. 59, 4 und G in Fig. 61,

A und K <g A), C und P (% A) usw. in Fig. 62.
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Die GréBen A, v, T sind miteinander offenbar durch die Formel
=oT. . . « ..o

verbunden ; diese Beziehung driickt aus, daB sich die Bewegung in der
Zeit T mit der konstanten Geschwindigkeit v auf die Entfernung 4 hin
ausbreitet. Formel (1) lehrt uns, daB die Wellenlinge A um so
kleiner ist, je schneller die Schwingungen erfolgen und je
langsamer sich die Schwingung ausbreitet; sie hangt also von
der Art der Schwingungen und von den Eigenschaften des
Mediums ab. Wird mit N die Anzahl der Schwingungen bezeichnet,
die von jedem Teilchen in der Zeiteinheit ausgefithrt werden, so ist

NT=1...........1(
und Formel (1) gibt
v==NA . . . .. .. ... (3
In der Zeiteinheit vollfithrt das erste Teilchen N Schwingungen;
in dieser Zeit breitet sich die Schwingung um N Wellen und zu der-
selben Zeit, nach der Definition, auf die Entfernung v hin aus.

§ 3. Die Strahigleichung. Vom Punkte A (F. 63) sollen Quer-
schwingungen mit der Amplitude ¢ und der Periode T' in der Richtung
AB ausgehen, die Wellenlinge sei A. Wir zéhlen die Zeit ¢ von
dem Augenblicke an, wo Punkt 4 seine Schwingungen be-
ginnt. Ein gewisses Teilchen M, das sich von A im Abstande AM =%
befindet, nehme zur Zeit ¢ eine gewisse

Lage M’ ein; wir setzen MM’ = y. Fig. 63. M

Die Grofle y ist fiir ein gegebenes x

eine Funktion der Zeit ¢; fir einen . [y
gegebenen Wert der Zeit ¢ ist sie fir 4 X M B

die verschiedenen Punkte verschieden,

d. h. sie ist auch eine Funktion von 2. Somit ist im allgemeinen
y = f(x,t); wir wollen nun diese Funktion aufstellen. Ist T die Zeit,
in welcher sich die Schwingung von A bis M ausgebreitet hat, so hat
der Punkt M also um 7 spiter als A zu schwingen begonnen; wenn
daher 4 schon wahrend der Zeit ¢ schwingt, so schwingt M erst wihrend
der Zeit t — 7. Auf Grund von Formel (4) auf S. 132 erhalt man

T

Die Zeiten t und T verhalten sich wie die Wege, um welche in
diesen Zeiten die Schwingungsbewegung sich ausbreitet, d.h. wie der

. t—1 . t T
= QT —— — 2 ).
Y a sin a sin n(T T)

Weg x zur Wellenlinge A. Aus der Proportion —;7 = ;ﬁ erhalten wir

g/:asinz'n(,—}_%) R 0

11*

fiir y den Ausdruck
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Formel (4) heifit die Strahlgleichung; sie stellt uns die Ent-
fernung y eines beliebigen Strahlpunktes M von seiner
Gleichgewichtslage dar als Funktion seines Abstandes # von
einem gewissen Anfangspunkte 4 und der Zeit ¢, die vom
Beginn der Bewegung des Punktes 4 an gezahlt wird. Fuhrt
man die Bezeichnungen

2%(%——%>:@; 27!%:5; ;:m ... (D)
ein, so liBt sich die Strahlgleichung auch schreiben:
y—asm® . . . . . . . ... .. (8)
. i
y:asm<2nf_ > N (4
y:asmzn(i_m). N )
T

Die Grofle m = 1—9 wollen wir die optische Lange des Strahles

nennen; es ist dies eine unbenannte Zahl, welche angibt, wievielmal die
Wellenldnge A in der geometrischen Léinge des betrachteten Strahlteiles
aufgeht.

In der nachfolgenden Zusammenstellung, die sich uns spiter als
sehr niitzlich erweisen wird, sind die zusammengehérigen Wert-
anderungen der GréBen z, $, m, ¢t und @ und die entsprechenden
Anderungen der Strahlgleichung zusammengestellt; offenbar ist A3

:——d@.

Adx A Adm At 46 Strahlgleichung

0 0 0 0 0 y = asin®
SRR e

A 7 1 _T —x y=— —asin® - )
2 2 2

ﬁ 3 3 _3r _ 3= Yy = acos®

4 2 4 4 2

A 2w 1 —T —2n y=—asin®

Anderungen der GroBen z um 4, 8 um 2 und m um 1 ziehen
keine Anderungen des Ausdruckes y = f(,%) nach sich. Das gleiche
bezieht sich auch auf Anderungen der Grofien z um 424, # um +2nx
und m um +#n, wo n eine ganze Zahl ist. Hieraus folgt, dafl, wenn

. . 4 A2 34 34 A
man fir 4z die Werte +§ und —5 1 und ~ 1 und ~1

wihlt, sie die Form der Strahlgleichung in derselben Weise verandern.
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Aus obigem geht hervor, dafl man sich den Anfangspunkt A nach
der einen oder anderen Seite um eine ganze Zahl Wellenldngen ver-
schoben denken kann, ohne dadurch die Ausdriicke fiir y zu dndern.
Hieraus ergibt sich dann weiter, daf der Anfangspunkt 4 immer
einem beliebigen Punkte O des Strahles bis auf eine Ent-
fernung gendhert werden kann, die kleiner als die Wellen-
linge A und — wenn es gleichgiiltig ist, auf welcher Seite
von O der Punkt 4 liegen soll — sogar auf eine Entfernung,
die kleiner als g ist. Der Anfangspunkt A kann auch um eine
beliebige Strecke, die keine ganze Zahl Wellenlingen enthalt, verschoben
werden, unter der Bedingung, daf sich die Gréle z in Formel (4) ent-
sprechend dndert oder dal sich im besonderen Falle die Form der
Strahlgleichung in der Weise dndert, wie sich dies aus unserer kleinen
Tabelle (9) ergibt.

§ 4. Léngsschwingungen. Lingsschwingungen (longitudinale
Schwingungen) nannten wir solche, die in der Richtung, in welcher sich
die Schwingungen ausbreiten, d.h. in der Richtung des Strahles, selbst
vor sich gehen. Bei Lingsschwingungen sind die Teilchen anfangs
gleichmiBig auf einer Geraden verteilt und bleiben bestindig darauf, es
andert sich nur die Art ihrer Verteilung, welche aufhort, eine gleich-
formige zu sein.

Bei Herleitung der Formel (4) auf S. 163 spielt die Richtung der
Schwingungen keine Rolle, deshalb bleibt die Gleichung des
Strahles (4) auch richtig fiir Strahlen mit Liéngsschwingungen.

Als wir die Querschwingungen betrachteten, konnten wir fiir jeden
gegebenen Augenblick eine Kurve zeichnen (vgl. Fig. 57 bis 62), welche
durch alle schwingenden Teilchen hindurchging und deutlich sowohl
das Gesetz ihrer Verteilung, als auch die Entfernung jedes einzelnen
von seiner Ruhelage darstellte. Fiir Lingsschwingungen 146t sich nichts
Ahnliches machen; die Teilchen bleiben auf der Geraden, auf der sie
sich zu Anfang befanden.

Prof. Th. Petruschewsky hat eine Zeichnung entworfen, welche
deutlich die aufeinanderfolgenden Anderungen in der Anordnung der
Teilchen bei Langsschwingungen zeigt; sie ist in Fig. 64 wiedergegeben.
Die Teilchen sind durch Punkte bezeichnet. Auf den horizontalen
Linien, die mit romischen Ziffern von I bis XIII bezeichnet sind, ist
die Anordnung der Teilchen nach gleichen Zeitriumen 7':12 zu sehen.
Jede der senkrechten Geraden, die mit arabischen Ziffern von 1 bis 13
versehen sind, entspricht der Gleichgewichtslage eines der 13 Teilchen.

Zeilo I ({ = 0): Alle Teilchen sind in Ruhe. Zeile TI <t = 1_1;>

&

Teilchen I hat sich verschoben, alle iibrigen sind in Ruhe. Zeile III
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2 T
(t = —1—> Teilchen 1 ist weiter nach rechts geriickt, 2 hat seine Be-

12
wegung begonnen. Zeile IV (t = §17T> 1 hat seine grofte Entfernung
erreicht, 2 ist weiter nach rechts geriickt, 3 hat sich in Bewegung
4
gesetzt. Zeile V (t = 1—5) 1 ist auf dem Riickwege, 2 in der grofiten

Entfernung, 3 ist weitergeriickt, 4 hat angefangen sich zu bewegen.

Zeile VI (t = %§T> 3 hat seine Grenzlage erreicht, 5 hat sich ein

T
wenig verschoben. Zeile VII (t = E): 1 hat eine halbe Schwingung
vollfithrt, 4 die Grenzlage erreicht, 7 schickt sich zur Bewegung an.
Es ist klar, daB die Entfernung 1 bis 7 gleich einer halben Wellenlinge

ist und daf die Teilchen 1 und 7 gleichzeitig, jedoch in entgegen-
gesetzten Richtungen aus ihren Gleichgewichtslagen treten und sich
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bestiindig in entgegengesetzten Phasen befinden werden. So haben
z.B. in Zeile X die Teilchen 1 und 7 ihre Grenzlagen — das eine links,
das andere rechts — erreicht. Zeile XIII entspricht dem Augenblicke
t = T, wo 1 eine volle Schwingung vollendet hat, 7 eine halbe Schwin-
gung und 13 eben im Begriffe steht, sich zu bewegen. Die Entfernung
1 bis 13 ist gleich einer Wellenlinge; die Teilchen 1 und 13 befinden
sich bestindig in gleichen, die Teilchen 7 und 13 dagegen dauernd in
entgegengesetzten Phasen.

Zeile XIV zeigt die Verteilung der ersten 18 Teilchen zur Zeit
nT + % T, wo n eine ganze Zahl und grofler als Eins ist. Fur die

Teilchen 1 bis 14 kann Zeile XIV als einfache Verlingerung der vor-
bergehenden Zeilen betrachtet werden, die Teilchen 15 bis 18 in Zeile
XIV bis XXV aber setzen gewissermafen schon frither begonnene Be-
wegungen fort.

A
Punkte, welche voneinander um 5 entfernt sind, haben eine Phasen-

differenz gleich m; sie erreichen gleichzeitig, jedoch von entgegen-
gesetzten Richtungen her, ihre Maximalabstinde von der Ruhelage (die
gleich der Amplitude a sind). Dasselbe tritt immer wieder ein nach
den gleichen Zeitrdumen 7':2, wobei die beiden betrachteten Teilchen

A i
sich wechselweise in den Entfernungen ) +2aund 5 —2a befinden,

so dafl mithin ihr Abstand um 4 a schwankt. Wenn dieser um 2a
kleiner als der normale ist, so miissen auch die Abstinde der zwischen-
liegenden Teilchen voneinander kleiner sein als bei ihrer normalen An-
ordnung (in Zeile 1); d.h. zwischen den beiden betrachteten Teilchen
mul sich eine Verdichtung bilden; ist jedoch ihre Entfernung um
2 a grober als die normale, so entsteht zwischen ihnen eine Ver-
diinnung. Sind A, B und C drei Teilchen, deren Normalabstand
AB = BC = A:2 betrigt, so mul einer zwischen A und B ent-
standenen Verdichtung eine Verdiinnung zwischen B und C entsprechen.
Nach Ablauf der Zeit T': 2 werden wir umgekehrt eine Verdiinnung
zwischen 4 und B und eine Verdichtung zwischen B und C haben.
In Fig. 64 haben wir z.B. in Zeile X eine Verdiinnung zwischen den

Teilchen 1 und 7, welche nach der Zeit % T — % T in eine Verdich-

tung tibergeht, wie dies aus Zeile XVI ersichtlich ist, in der nebenan
zwischen den Teilchen 7 und 13 eine Verdiinnung vorhanden ist. Nach

abermaligem Verlaufe der Zeit % sehen wir in Zeile XXII zwischen 1

und 7 eine Verdiinnung, zwischen 7 und 13 eine Verdichtung. In
Zeile XVI, XVIII, XX und XXII sind die Verdichtungen durch eine
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Reihe paralleler Striche gekennzeichnet. Die Zwischenrdume zwischen
zwei Verdichtungen entsprechen den Verdiinnungen. Aus unserer Figur
ist zu ersehen, wie die Verdichtungen und Verdiinnungen sich
nach derselben Seite verschieben, nach, welcher sich die
Schwingungen ausbreiten, und diese Verschiebung geht offenbar
mit derselben Geschwindigkeit vor sich, mit welcher sich die Schwin-
gungsbewegung selbst fortpflanzt. Ferner ergibt sich aus der Betrach-
tung unserer Figur folgender Satz: Die Wellenlinge A ist gleich
dem Abstande der Mittelpunkte zweier benachbarter Ver-
dichtungen oder Verdiinnungen.

In Fig. 65 stellen die (nicht mit Buchstaben bezeichneten) Punkte
auf der Geraden P @ solche Teilchen dar, die voneinander um die
gleiche Strecke 4:2 entfernt sind. Die Schwingungsbewegung pflanzt
sich von P nach @ fort. In einem gewissen Augenblicke haben die
Bewegungen jener Teilchen die Richtungen, welche von den oberhalb

Fig. 65.
—> A «— 3 —» B «—— bh —> ( —

P >Q

« a —> A} <— 3 —> B «— b, — (,

P @ befindlichen Pfeilen angegeben werden. In A, B, C ... sind Ver-
dichtungen, in a, b ... Verdiinnungen vorhanden. Nach einer Zeit 7': 2
bewegen sich die Teilchen in entgegengesetzten Richtungen, gekenn-
zeichnet durch die Pfeile unterhalb P@; jetzt sind die Verdichtungen
A, B und C nach A;, B, und C; gelangt; die Verdiinnungen a und b
nach @, und b;, und in o; hat sich eine neue Verdiinnung gebildet
oder ist dorthin von links gelangt, falls P nicht der Anfangspunkt des
Strahles ist.

§ 5. Gleichung eines Strahles, welcher eine Reihe von Medien
durchdrungen hat. Die Strahlgleichung (4) kann fiir den Fall ver-
allgemeinert werden, dafl der Strahl durch eine Reihe von Medien mit

jedesmal verschiedener Geschwindig- Fig. 66.

keit dringt. Wir wollen voraussetzen,

daB hierbei die Periode gleich bleibt; 1 I m v

die Wellenlédnge wird dann entspre- M’
chend Formel (1) in den einzelnen Ay ky A5 DM Jy
Medien verschieden sein. Um fir Ar— B % ¢ e % M
diesen Fall die Strahlgleichung ab- . . . .

zuleiten, nehmen wir an, dafl die
Schwingung im Punkte A (Fig. 66)
begonnen habe und der Reihe nach die Medien I, IT, IIT usw. durchdringe.
Xy, X9, T3 ... seien die Léngen der in diesen Medien befindlichen Teile des
Strahles, 4,, 4,5, 4, ... die Wellenlingen und ty, 7y, T3 . . . die Zeiten, die zum
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Durchlaufen der einzelnen Medien erforderlich sind, d.h. um von A nach
B, von B nach C, von C nach D usw. zu gelangen. Auch hier gilt die
Proportion f{—l = 1%’, die wir beim Herleiten der Formel (4) auf S.163
K]

benutzt haben. Die Zeit werde wie frither von dem Augenblick an gezéhlt,
wo Punkt A seine Schwingungen beginnt. Die Verriickung y = MM’
des Teilchens M wahrend der Zeit ¢ wird wie fir Querschwingungen,
so auch fiir die Liangsschwingungen durch die allgemeine Formel (4)
auf S. 132 bestimint, nur ist statt ¢ zu setzen t— 2'v;, da ja das
Teilchen M seine Schwingungen spiter als A begonnen hat, und zwar
um eine Zeit X'7;, in welcher sich die Schwingungsbewegung bereits
von A nach M ausgebreitet hat. Mithin ist

— 2 :
y=asin2n T2 = asinzn (1 — S F).

Mit Hilfe der oben erwihnten Proportion erhalten wir nun die
gesuchte verallgemeinerte Strahlgleichung:

e LA o 0 W t_om % B
y=asn2x(- Zl)—ast”(T P )(10)

Nennt man die Zahl der Wellen, die im betrachteten Strahl-
abschnitte (dessen geometrische Lange z; + 2y + 23 - --+) sich befinden,
die optische Lénge des Strahles und bezeichnet sie mit m, so
nimmt obige Strahlgleichung (10) die Form

Y= asin2n<%——m>. oo . . (10,0)

an, die mit (8) identisch ist.

Der Gleichung (10) kann man noch eine andere Gestalt geben.
A sei die Wellenldnge und v die Geschwindigkeit in einem bestimmten
Medium; es kann dies eines der Medien, welche unser Strahl durch-
dringt oder irgendein anderes sein. Nach (1) auf S. 163 haben wir
A =T, man kann daher (10) auch schreiben:

A A

-—asz‘ngf vt x. x A
Yy = 1T " 11“'3’—"‘>‘

AN
Fithrt man nun die neue Grifle
x=2%x,~. e e e e ... .. (10,b)
i
ein, so erhilt man die Strahlgleichung in folgender Form:

2
y:asinTn(vt—x) e o o . . (20,0)
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Wir hatten bisher vorausgesetzt, daf die Amplitude a in allen
Punkten des Strahles den gleichen Wert besitzt. Es kommt aber vor,
dafi die Amplitude mit wachsendem z kleiner wird. Von besonderer
Wichtigkeit ist hierbei der Fall, wo die Gleichung des Strahles in der
Form

¢
y:ae‘l"‘sin2at<f~—%> < - -+ (10,d)

wo p eine konstante Grofe ist, geschrieben werden kann. Die Gleichung
gilt, wenn der Strahl, richtiger seine kinetische Energie, wihrend der
Ausbreitung allméahlich absorbiert wird.

Einen anderen wichtigen Fall haben wir, wenn die Amplitude zwar
in jedem gegebenen Augenblicke in allen Punkten des Strahles gleich
grof} ist, aber mit wachsender Zeit nach dem Gesetze der gedéimpften
Schwingungen (Kap. IV, § 11) kleiner wird. Entsprechend (67) S. 156
erhalten wir hierfiir die Gleichung eines gedampften Strahles in der
Form

t
y:ae—l"sin2:rt(T——i;> L ¢ (Y]

§ 6. Interferenz von Strahlen mit gleichgerichteten Schwin-
gungen. Unter Interferenz im weiteren Sinne des Wortes versteht man
eine Erscheinung, welche auftritt, wenn zu einem und demselben Punkte
M zwei Schwingungsbewegungen hingelangen oder, mit anderen Worten,
wenn durch 3 zwei Strahlen gehen. Die Perioden der beiden Schwin-
gungen wollen wir als gleich annehmen. Wenn zwei solche Strahlen im
Punkte M ,interferieren®, so bewegt sich ein in M befindliches Teilchen
anders, als wenn zu ihm nur der eine oder andere der interferierenden
Strahlen gedrungen wére.

Um die resultierende Bewegung zu finden, gehen wir vom Prinzip
der Addition kleinster Verschiebungen aus; danach wird die
wahre Entfernung My M des Punktes M von seiner Gleichgewichtslage
M, im gegebenen Augenblicke nach Grofie und Richtung durch die Dia-
gonale des Parallelogramms bestimmt, welches aus den beiden Verschie-
bungen M, M, und My M, konstruiert ist, die der betrachtete Punkt in
eben diesem Augenblicke durch die erste und die zweite zu ihm hin-
gelangende Schwingung allein erfahren hitte. Mit anderen Worten,
wir finden die gesuchte Bewegung des Punktes M, wenn wir die zu ihm
gelangenden Schwingungen in der Weise addieren, wie dies ausfiihrlich
in den §§ 4 und 7 des Kap. IV auf S. 138 und 144 auseinandergesetzt
worden ist.

Wie wohl bekannt, dndert ein Strahl unter gewissen Bedingungen
(Spiegelung, Brechung) seine Richtung, hierbei dndert sich im allgemeinen
auch die Amplitude. Ohne auf die Ursache einer solchen Erscheinung
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niher einzugehen, wollen wir annehmen, daf die von einem gewissen
Punkte A (Fig. 67) sich nach zwei verschiedenen Richtungen ausbrei-
tenden Schwingungen zu einem und demselben Punkte M gelangen, wo
Interferenz der Strahlen erfolgt. Die Lange des Weges A BCM be-
zeichnen wir mit x,, die des Weges

AD M mit 2. Die Differenz

6 =Ly — X7 . . . (11)

wollen wir den Gangunterschied der
interferierenden Strahlen nennen. Die
Amplituden seien @ und . Wir machen
noch die weitere Annahme, dafi die
Schwingungen in beiden Strahlen ein und dieselbe Richtung
haben. Die Verschiebung y; und y,, welche Punkt M erfahren wiirde,
wenn zu ihm nur der Strahl A B CM oder nur der Strahl A DM gelangen
wiirde, sind durch folgende Gleichungen bestimmt [vgl. (4) auf S. 163]:

— o t & s ¢ Zo
Y = asm2ﬂ<f—7>, Yp = bsm2at<T—7>-

Vergleicht man diese Gleichungen mit (26) und (26) auf S. 138
und bedient sich der Formel (32) auf S. 140, so sieht man, daf die
Interferenz der Schwingungen eine harmonische Schwingungsbeweguug
des Punktes M mit der Amplitude A hervorruft, wo

)
A?:cﬁ—E—b“’—}-2(}1)603275I S e e - (19)

hier bedeutet 0 den Gangunterschied der Strahlen.

)

Folglich stellt die Grofe 2= 7 den Phasenunterschied der inter-
ferierenden Schwingungen dar und spielt hier dieselbe Rolle wie die
Grobe 3, und B, in (82) auf S. 140. Die Energie J der Schwingungen
des Punktes M wird durch die Energien ¢; und 4, der Schwingungen
jedes der beiden Strahlen nach Formel (33) auf S. 140 ausgedriickt:

J——-i1+e‘2+2VRcos2n%- ce - (18)

Die GroBe 0 hat an verschiedenen Punkten des Raumes verschiedene

)
‘Werte; dementsprechend hat auch der Faktor cos2x T alle nur mog-
lichen zwischen — 1 und -4 1 liegenden Werte. In einem Teile des
Raumes, dessen Dimensionen gegen die Wellenlinge 4 sehr groff sind,
treffen wir auf ebensoviel positive wie negative Werte obigen Faktors,
deren absoluter Betrag der gleiche ist. Hieraus geht hervor, daf der
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ourn
[=2]

Mittelwert J,, fir die Energie der Schwingungen in diesem Raumteile
gleich ist
Im =1t +4. . . . . . . . .. (14)

Die mittlere Energie ist gleich der Summe der Einzelenergien der
interferierenden Schwingungen. Hierdurch bestitigt sich das Gesetz
von der Erhaltung der Energie auch fir die Interferenzerschei-
nungen; es erfolgt hierbei bloB eine Anderung in der Energieverteilung,
aber keine Anderung des Gesamtvorrates an Energie.

Haben die Strahlen verschiedene Medien durchlaufen, so hat man
ihre Gleichungen in folgender Gestalt zu schreiben:

. 3 . l
@/lzasm2n<7——-m1>; yQ:—_bsm2n<T——m,>-
Es sei m = m; — my die Differenz der optischen Lingen der

beiden Strahlen; diese unbenannte Zahl ist gleich der Differenz der
Anzahl Wellenléngen, welche in jedem der Strahlen aufgeht. Ferner ist

A2 = a2+ b2+ 2abcos2mm . . . . . (14,a)
Sonderfalle:
l.a =104 = iy =1
A= 2acosn%:2acosmm
- (19)

)
J = 4@'0032751 = 4icos?mm

A
2.Der Gangunterschied 0 = 211-2~ ist gleich einer geraden

Anzahl halber Wellen; m — n (eine ganze Zahl)
A=a+b;  T=i+Va)2. .. . a6
Ist6=2n%;m=nunda=b, so ist
A= 2q; J=4¢ . . . . . . .. 017
3. Der Gangunterschied 0 = (2% + 1)2— ist gleich einer
ungeraden Anzahl halber Wellen; m = n +-%
Ad=a—b; T=u—"Vi. ... (18
Ist 0 = (2n 4+ 1)%; m=n +_12 und a = b, so ist

A4 =0; J=0. . . ... ... @19
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Zwei interferierende Strahlen ergeben die grofite Ampli-
tude, wenn ihr Gangunterschied 0 gleich einer geraden Zahl
halber Wellenldngen ist (oder wenn ihr optischer Gangunter-
schied m eine ganze Zahl ist); sie geben die kleinste Ampli-
tude, wenn 0 gleich einer ungeraden Zahl halber Wellen-
lingen ist. Zwei interferierende Strahlen ,heben sich auf®,
wenn 0 gleich einer ungeraden Zahl halber Wellenldngen ist,
und die Amplituden der Strahlungen gleich sind.

Bei gleichen Amplituden schwankt die Energie zwischen 4 ¢ und 0;
ihr mittlerer Wert ist 2 ¢ [vgl. Formel (14)].

Bisweilen gehen zwei Schwingungen von demselben Punkte A
(Fig. 68) aus und gelangen auf verschiedenen Wegen ABP und ACP
zu ein und demselben Punkte, um sich sodann in derselben Richtung
P @ fortzupflanzen. In diesem
Falle hat der Gangunter-
schied 0 fiir alle Punkte P, der
Geraden P@ denselben Wert,
denn es ist 0 = ABPP,

— ACPP, — ABP— ACP.

A
Istd =2 g S0 pflanzt sich
lings PQ eine Schwingung mit grofiter Amplitude und Energie fort. Ist
0= (2n-+1) %, so haben Amplitude und Energie den kleinsten Wert;

sind aufierdem die urspriinglichen Amplituden @ und b einander gleich,
so kommt ein Strahl PQ iberhaupt nicht zustande; vgl (19).

Bisher hatten wir vorausgesetzt, dal die beiden sich in einem
Punkte treffenden Schwingungen von einem und demselben Punkte A
(Fig. 67 und 68) ausgehen. Es kann indes auch vorkommen, daf die
interferierenden Schwingungen sich von verschiedenen Punkten A4 und
A, (Fig. 69) ausbreiten. Zur Berechnung der Schwingungsamplitude im
Punkte P koénnen wir uns der Formel (12)
auf 8. 171, wo § =— 2, — x, ist, nur dann

Fig. 64,

bedienen, wenn die Punkte A und 4, \I&

sich in gleichen Phasen befinden. < iy

Sind die Phasen verschieden, so mufl man § =
nach der einen oder anderen Seite eines ~————— =P

Ko
dieser Punkte, z. B. von 4;, einen solchen

Punkt B suchen, der sich mit dem anderen Punkte (hier mit A) in
gleicher Phase befindet. Von B aus hat man dann die Entfernung «,,
welche im Ausdruck fir den Gangunterschied 0 — z, — 2, vorkommt,
zu zéhlen,

Die in diesem Paragraphen betrachtete Erscheinung der Interferenz
bezieht sich in gleicher Weise auf Quer- wie auf Lingsschwingungen.
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§ 7. Interferenz von Strahlen, deren Schwingungen in zuein-
ander senkrechten Ebenen erfolgen. Die nachfolgenden Betrachtungen
gelten nur fiir Querschwingungen. Lings P@ (Fig. 70) sollen sich
zwei Schwingungen mit den Amplituden a und b und der gleichen
Periode T' fortpflanzen; die erstere erfolge in einer durch P und die
Achse Oz (L zur Zeichnungsebene) gebildeten Ebene, die zweite in einer
Ebene, welche durch P @ und die Achse Oy geht. Der Gangunterschied
beider Strahlen sei gleich 0, folglich der Phasenunterschied der beiden

()
Schwingungen des ganzen Strahles ¢ =— 2= 7 Die Ursache fiir das

Auftreten zweier derartiger Schwingungen kann eine verschiedene sein:

entweder es breiten sich von einem Punkte A; zwei Schwingungen in

verschiedenen Richtungen

A;BCP und A, P aus

(welch letztere Linie iibri-

gens keine Gerade zu sein

braucht), die anfangend

von P in der gemeinsamen

Richtung P weitergehen

(0 =ux2,—x, = A, BCP

— A, P); oder es pflanzen sich von zwei Punkten A; und A4,, die sich

in gleicher Phase befinden, zwei Schwingungen in derselben Richtung

A Ay PQ (0 = Ay A,) fort; oder endlich es breiten sich von einem

Punkte 4, in derselben Richtung A, PQ zwei zueinander semkrechte

Schwingungen aus, die aus gewissen Ursachen (solche kommen in der

Natur tatséchlich vor) auf der Strecke A,.P verschiedene Geschwindig-

keiten, folglich auch ungleiche Wellenlingen haben. Infolgedessen

werden die Schwingungen im Punkte P bereits eine gewisse Phasen-

differenz ¢ besitzen, welche fiir alle Punkte der Geraden P ¢ die gleiche

ist, wenn die Fortpflanzungsgeschwindigkeit beider Schwingungen lings
dieser Geraden die gleiche ist.

In allen Punkten der Geraden P @ miissen die Teilchen gleichzeitig

zwei zueinander senkrechte Schwingungen vollfithren, deren Amplituden

0
@ und b, deren Phasendifferenz ¢ — 2%I ist (falls 0 vorhanden).

Auf diesen Fall der Addition von Schwingungen bezog sich § 7 des
Kapitels IV. Formel (35) auf S. 146 zeigt uns, daf alle Teilchen des
Strahles P @ sich in Ellipsen bewegen miissen. Aus Formel (56) auf
S. 148 geht hervor, daf}, von @ aus gesehen, die Bewegung der Teilchen
gegen den Uhrzeiger zu erfolgen scheint, falls

0<<op<m oder 0<3<%-----(20)

mit dem Uhrzeiger, falls 4
<@ <27 oder —2—<5<list ... . (2D
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Eine Kreishewegung gegen den Uhrzeiger erhilt man fir

a:bund(p:g oder 6:%1.....(22)

p]

Eine Kreisbewegung mit dem Uhrzeiger erfolgt fir

a.:bund(;u:-—gi—;—E oder 5:%1. L. 2 (28)

A
Wenn ¢ — n7 oder 0 = n o5 ist, so breitet sich lings P @ eine

einfache harmonische Schwingungsbewegung mit der Amplitude Va? —+ b2
aus (vgl. die Sonderfille 1 und 2 auf S.146); die positive Schwin-
gungsrichtung bildet mit Ox einen spitzen Winkel, wenn n gerade,
einen stumpfen Winkel, wenn »n ungerade ist.

Die Teilchen vollfithren, wie wir gesehen haben, im allgemeinen
Bewegungen in gleichen und gleich gelegenen (denn @ ist iiberall das
gleiche) Ellipsen, deren Ebenen zu P senkrecht sind. Hieraus folgt,
daB die Teilchen sich auf der Oberfliche eines elliptischen
Zylinders, dessen Achse PQ ist, bewegen. Da sie aber allmihlich
nacheinander in Bewegung geraten, so sind sie offenbar in jedem Augen-
blicke lings einer gewissen schraubenférmigen Linie angeordnet, die
fiir @ == b in eine gewéhnliche Schraubenlinie auf einem Kreiszylinder
ubergeht. Von @ aus gesehen, scheint die auf den Beobachter zu-
gehende Schraubenlinie den Zylinder mit oder gegen den Uhrzeiger
zu umkreisen, je nachdem sich die Teilchen gegen oder mit dem Uhr-
zeiger bewegen.

§ 8. Interferenz sich begegnender Schwingungen. Stehende
Wellen. Auf einer Geraden M N (Fig. 71) breiten sich zwei harmo-
nische Schwingungsbewegungen von derselben Periode in entgegen-
gesetzten Richtungen ungehindert aus: die Schwingung I von links nach
rechts mit der Amplitude ¢ und Schwingung II von rechts nach links
mit der Amplitude b. Wir unter-

suchen nun, was fir Bewegungen die a Fig. 71. b
auf M N liegenden Punkte ausfithren - o
werden. Zu diesem Zwecke wahlen 4 P N
wir einen gewissen Punkt P. Haben 8 x g

die beiden urspriinglichen Schwin-

gungen in diesem Punkte einen Phasenunterschied § (Phase II minus
Phase I), so wird, wenn man um die Entfernung # in der Richtung
nach N bis zum Punkte P geht, der Phasenunterschied ' hier ein
anderer sein. Die Phase der Schwingung II ist in P’ um 2%%—

groBer als in P, wihrend die Phase der Schwingung I in P’ um die-
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selbe Grobe 2 = kleiner als in P ist. Hieraus ergibt sich

A
ﬁr_ﬂ:4ﬂ§.......--(24)

Der Phasenunterschied zweier Schwingungen dndert sich
beim Ubergange von einem Punkte zum anderen zweimal
schneller als die Phase jeder der beiden Schwingungen. Wir
beschrinken uns darauf, den Fall zu betrachten, wo die Quer- oder
Langsschwingungen der Richtung nach zusammenfallen. Der Phasen-
unterschied 8 beider Schwingungen ist fiir jeden gegebenen Punkt kon-
stant, denn die Schwingungen haben

a Fig. 72 b die gleiche Periode. Die Punkte

1 o auf der Geraden M N vollfithren

n somit harmonische Schwingungs-

M 0 * M N bewegungen mit der Amplitude A4,

die, fiir verschiedene Punkte ver-
schieden, sich innerhalb der Grenzen @ — b und a - b &ndert, vgl. (35)
und (37) auf S. 141. Um es uns deutlicher zu machen, wie die Schwin-
gungen langs MN verteilt sind, wihlen wir einen solchen Punkt O
(Fig. 72), fur welchen der Phasenunterschied 3 — 0 ist. Hier hat die
Schwingung ihre maximale Amplitude 4 = @ + b. Im Punkte M, der
z
R
gesehen (S. 141), daf A — a + b ist, wenn § = 2% 7 oder wenn

um x von O absteht, ist der Phasenunterschied  — 4 7 Wir haben

A A
A —7@5——2"2,d.h.

A:a—{—bfﬁrfv:O,ig,il,igl,i2l usw. . (25)

Das Amplitudenminimum @ —b gehort zum Phasenunterschied

B=0Cut+ )= oderzux——(.‘%n—}—l)%, d. h. es ist
A 3 5
A=ag—bfire =+, + -4 + -
A a—0b fir z 7 w4l, 41 usw (26)

Somit bildet sich langs M N eine Schwingung aus, deren
Amplitude periodisch zwischen ¢ + b und a — b schwankt.

Die Punkte mit maximaler Amplitude heiflen Béduche, die mit
minimaler Knoten. Die Entfernung zweier benachbarter
Biuche oder zweier benachbarter Knoten ist gleich 4:2;
die Entfernung eines Bauches von seinem benachbarten
Knoten ist gleich A:4. Bauch und Knoten zusammen geben eine
sogenannte ,stehende Welle®.
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Ist @ = b, so ist die Amplitude an den Béuchen gleich 2 a, die
Amplitude an den Knoten gleich Null, d. h. die in den Knoten be=
findlichen Teilchen sind in vollstindiger Ruhe.

Die beiden Linien A BCDEF nnd abcdef, Fig. 73, zeigen uns,
innerhalb welcher Grenzen die Teilchen ihre Schwingungen vollfithren
die Biauche und Knoten sind mit den Buchstaben n bzw. y bezeichnet.

In Fig. 74 sind dieselben Grenzen fir a = b dargestellt; an den
Biuchen (n;) ist die Amplitude der Schwingungen gleich 24, in den
Knoten (y;) sind die Teilchen unbeweglich.

Wir wenden uns nun der wichtigen Frage zu, in welchen Phasen
sich fiir einen gegebenen Augenblick die Teilchen befinden, deren
Schwingungen eine stehende Welle bilden; wobei wir uns auf den Fall
a = b (Fig. 74) beschrinken. Im Schwingungsbauch n, ist der Phasen-
unterschied der gegebenen Schwingungen gleich Null, folglich ist die
gesuchte Phase gleich der beiden Schwingungen gemeinsamen Phase.

In einem gewissen Augenblick sind diese Phasen gleich Null, d. h. das
in der Mitte des Schwingungsbauches gelegene Teilchen P befindet sich
auf der Geraden MN. Entfernen wir uns von diesem Bauche um eine
beliebige Strecke x, so nimmt, wie wir gesehen haben, die Phase einer
der Teilschwingungen um 27 % zu, die Phase der anderen um eben-
soviel ab; es entsprechen also den Teilschwingungen gleiche Verschie-
bungen in entgegengesetzten Richtungen. Hieraus ergibt sich, daf ein
in beliebigem Abstande £ vom Bauche befindliches Teilchen sich in dem
Augenblick, welchen wir in Betracht gezogen haben, ebenfalls auf der
Geraden M N befindet.
Chwolson, Physik. 2, Aufl. I. 1. 12
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Alle Teilchen gehen gleichzeitig durch ihre Gleich-
gewichtslagen, sie erreichen daher auch gleichzeitig ihre
Maximalabstinde von diesen Liagen.

Die Teilchen aber, die zwei benachbarten Bauchen angehéren, be-
finden sich stets in entgegengesetzten Phasen, denn strebt P von P
nach C, weil die gegebenen Schwingungen in diesem Augenblick von
P nach C gerichtet sind, so sucht ¢ im selben Augenblick von @
nach D zu gelangen; da P — A:2 ist, so haben die Schwingungen
in P und ¢ entgegengesetzte Phasen, und sind daher die zusammen-
zusetzenden Bewegungen in ¢ von @ nach D gerichtet.

Alle Teilchen, die zwischen zwei Knoten liegen, befinden
sich in gleichen, die zu beiden Seiten eines Knotens gelegenen
Teilchen in entgegengesetzten Phasen.

Fig. 75 moge zur Erljuterung dienen. Hier zeigen uns die beiden
Kurven, wie die Teilchen fiir die gegebenen Schwingungen in dem

Augenblick angeordnet sind, wo
sich bei der resultierenden Be-
wegung alle Teilchen in ihren
Gleichgewichtslagen  befinden.
Die Figur zeigt uns, daB alle
Teilchen, die sich zur dar-
gestellten Zeit zwischen ¥, und
Yo befinden, sich nach oben
bewegen, alle zwischen y, und
y; legenden dagegen nach
unten.

In einem gewissen Augenblick sind die Teilchen lings der Kurve
ABCD (Fig.74) angeordnet; nach Ablauf der Zeit 7':2 ist ihre An-
ordnung durch die Kurve EF G H bestimmt. Aber der Ubergang von
der ersten Lage zur zweiten vollzieht sich fiir die Teilchen durchaus
nicht in der Weise, wie bei der Ausbreitung eines Strahles. Dort ent-
fernten sich alle Teilchen um dieselbe Strecke @ aus ihrer Gleichgewichts-
lage und die dazwischen liegenden Anordnungen wurden geometrisch
durch seitliche Verschiebungen der Wellenlinie (im ganzen um 4:2)
erhalten. Hier dagegen goht die Anordnung A B CD zunichst in abed,
dann in die geradlinige M RP@QN, ferner in efgh und endlich in die
Anordnung EF G H tber. Bei den stehenden Wellen haben wir es
nicht mit einer in der Richtung des Strahles fortschreitenden Ver-
schiebung irgendeines Bewegungszustandes zu tun. Biuche und Knoten
verschieben sich nicht; an ersteren geht die lebhafteste Bewegung
vor sich, an letzteren herrscht vollkommene Ruhe.

Wir betrachten jetzt noch stehende Wellen bei Langs-
schwingungen. Auch hier wechseln miteinander Bauche und Knoten,
die voneinander um A:4 entfernt sind. Alle Teilchen, welche sich
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zwischen zwei benachbarte Knoten y, und y,, y, und y; usw. (Fig. 76)
befinden, haben in einem gegebenen Zeitaugenblick ¢ eine gemeinsame
Bewegung; sie ist durch die Pfeile oberhalb M N angedeutet. Am
stiarksten verschieben sich die in der Mitte der Biuche liegenden Teilchen.

Fig. 76.
t
«— ——— > PR
M— N
M n, Yo no Y3 ng Yy
— —_—

Aus der Zeichnung ist ersichtlich, dall sich um die Knoten y, und y,
Verdichtungen, um die Knoten #, und y3 Verdiinnungen bilden
miissen. Nach Ablauf der Zeit 7':2 wird die Richtung dieser Be-
wegungen durch die unterhalb M N angebrachten Pfeile angedeutet.
Alle Teilchen gehen zunéchst gleichzeitig durch ihre Gleichgewichtslage
— in diesem Augenblick ist die Verteilung der Materie im Medium
lings M N normal: nirgends sind Verdichtungen oder Verdiinnungen
vorhanden. Hierauf bilden sich Verdiinnungen um die Knoten y, und
¥, und Verdichtungen um g, und y;. Die Ubertragung einer Ver-
dichtung oder Verdiinnung in der Zeit 7':2 von einem Knoten zum
anderen hat nichts mit dem Vorgang der einfachen Ausbreitung von
Langsschwingungen, wie sie in Fig. 64, S. 166, dargestellt war, gemein.
Dort riickte die Verdichtung allméhlich von einem Ort zum anderen;
hier dagegen verschwindet sie an einem Ort und tritt an einem anderen
auf, ohne an den zwischenliegenden Stellen sich ausgebildet zu haben.

Es 146t sich leicht erkennen, dal an den Biuchen die Teilchen in
lebhafter Bewegung sind, die Dichte des Mediums sich aber hier nicht
dndert; an den Knoten dagegen ist das Teilchen in Ruhe, doch treten
hier abwechselnd Verdiinnungen und Verdichtungen auf. Die Bauche
sind die Stellen mit stirkster Ortsdnderung, die Knoten die
Stellen mit starkster Dichtednderung.

Die Eigenschaften der stehenden Wellen lassen sich auch mathe-
matisch erliutern. Wir beschrinken uns auf den Fall, wo a — b ist.
In Fig. 72 sind in O die Phasen der sich begegnenden Schwingungen
gleich, folglich A — 2a. Haben die Gleichungen der beiden Schwin-
gungsbewegungen des Punktes O die Form y;, —= y, —= asin2x %, 0
haben wir im Punkte M, fiir welchen O M — z ist, die beiden Schwin-
gungsgleichungen

=asm2zx <£—£ und Yy == asin227x i—}-f
h — 4 T l) Yag=—as (T l)’
hieraus folgt

t
E.Sin,271:7- <« - (26,a)

y:y1+y2=2acos2nl 7

12*
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Dies ist die gesuchte Gleichung einer stehenden Welle. Die
Amplitude ist gleich A = + 2acos2x —gf; hier deutet das doppelte

Vorzeichen an, daf man, falls der Kosinus negativ wird, fiir 4 das
Minuszeichen zu wihlen hat, da die Amplitude ihrem Wesen nach eine
positive Grofe ist. Zugleich hat man aber bei negativem Kosinus das

. . t .
Minuszeichen vor den Sinus zu setzen, indem man statt sin 2 & — schreibt

T
sin (2 zv%,+ 71:), d. h. zur Phase den Winkel & hinzufigt, die Phase
also durch die entgegengesetzte ersetzt. Gleichung (26, a) zeigt, daf

5]
A =0 wird fir z = ian:— 11; das sind aber mnach (26) die

Knoten. Ferner wird 4 == 24 fir z — igl und das sind nach (25)

die Schwingungsbéiuche. Fiir { = n 7T haben wir y = 0; das zeigt
uns, daB alle Punkte gleichzeitig durch ihre Gleichgewichtslage gehen.

Alle Punkte, fiir welche die GroBe cos2at§ positiv ist, befinden sich

in gleicher Phase; alle Punkte, fiir welche sie mnegativ ist, in ent-

A

gegengesetzter.  Erstere liegen zwischen z — — 1 und 2 = e

xr = %l und z = gl; z = gl und £ — 2). usw.; ferner zwischen
3 7 9

x = —Zl und = —gl; z = ——il und z = —zl usw.

Alles dieses stimmt offenbar genau mit den vorhin erhaltenen Resul-
taten iiberein.

§ 9. Welleniliiche und Wellenlinie; Energic und Amplitude.
Wir haben bisher nur die Fortpflanzung von Schwingungen lings einer
gegebenen Geraden betrachtet. Jetzt wollen wir uns die Frage vor-
legen, was eintritt, wenn die Schwingungen sich gleichzeitig von einem
Punkt O aus nach verschiedenen Richtungen hin ausbreiten. Wir unter-
suchen diese Frage zuniichst rein geometrisch und werden erst spiter
darauf hinweisen, welche Einschrinkungen zu machen sind, wenn man
zur Betrachtung der physikalisch moglichen Fille iibergeht.

Gegeben sei ein Teilchen O eines isotropen Mediums, das zu
schwingen beginnt und dessen Schwingungen sich nach allen Richtungen
fortpflanzen. Den geometrischen Ort der Punkte, bis zu welchen sich
die Schwingungen in einem gegebenen Augenblick ausgebreitet haben,
wollen wir Wellenoberfliche oder einfach Wellenfliche mennen.
Da sich in einem isotropen Medium die Schwingungen nach allen Rich-
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tungen mit derselben Geschwindigkeit v ausbreiten, so mufl die Wellen-
flache in einem isotropen Medium eine Kugelflache sein. Thr
Radius R ist gleich v, wenn ¢ die Zeit ist, gerechnet vom Augenblicke,
wo das zentrale Teilchen O seine Schwingungen begann. Jede einzelne
Schwingung des Mittelpunktes O ruft nach Verlauf einer Zeit ¢ eine
Schwingung der Teilchen hervor, die auf der Kugeloberfliche S liegen,
nach Verlauf einer Zeit {; eine Schwingung der Teilchen auf der Kugel-
flache S;, deren Radius R, == vt; ist. Auf Grund des Prinzips von
der Erbaltung der Energie mufl die ganze vorhandene Energie zu den
Zeiten ¢ und ¢, die gleiche sein, wenn wihrend der Ausbreitung der
Schwingungen kein Energieverlust entstanden, d. h. kein Ubergang der
Energie schwingender Teilchen des Mediums in irgendeine andere
Energieform erfolgt ist.

Die Zahl der Teilchen auf einer Wellenfliche und folglich auch
ihre gesamte Masse sind den Quadraten der Kugelradien proportional,
die Schwingungsenergie der einzelnen Teilchen oder der Komplexe von
Teilchen, welche sich auf der Oberflicheneinheit der Kugeln vor-
finden, ist den Quadraten der Kugelradien umgekehrt proportional.
Hieraus folgt, daf die Amplitude der Schwingungen der ersten Potenz
des Radius umgekehrt proportional ist; vgl. Formel (24) auf Seite 137
und das sich daraus Ergebende. Wenn sich von einem Punkte O
imisotropenMedium nach allenSeiten hin Schwingungen aus-
breiten, so dndert sich ihre Amplitude umgekehrt propor-
tional der ersten, die Energie umgekehrt proportional der
zweiten Potenz des Abstandes von O.

Pflanzen sich die Schwingungen vom Punkte O aus nur in einer
durch O gehenden Ebene fort, so heilit der geometrische Ort der Punkte,
bis zu denen sich die Schwingung in einer gegebenen Zeit ausbreitet,
die Wellenlinie. Im isotropen Medium ist die Wellenlinie ein Kreis;
und es ist leicht einzusehen, dafl, wenn sich die Wellen derartig
in einer Ebene ausbreiten, die Energie der Schwingungen
umgekehrt proportional der ersten Potenz, die Amplitude
aber umgekehrt proportional der Quadratwurzel aus der Ent-
fernung vom Punkte O ist.

Im anisotropen Medium ist die Wellenfliche keine Kugelfliche;
sie kann z. B. die Oberfliche eines Ellipsoids sein.

§ 10. Das Huygenssche Prinzip. Wenn sich von irgendeinem
Punkte O aus nach allen Seiten Schwingungen ausbreiten und dabei
zu einem anderen Punkte M gelangen, so unterscheiden sich die Schwin-
gungen dieses letzteren nicht wesentlich von denen des ersten Punktes O
Wenn aber die Bewegung des Punktes O nach allen Seiten sich fort-
pflanzende Schwingungen hervorgerufen hat, so liegt kein Grund vor,
weshalb nicht auch die Bewegungen des Punktes M im umgebenden
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Medium Schwingungen erzeugen, die sich von ihin wie von einem Mittel-
punkte aus nach allen Seiten ausbreiten.

Das ist nun auch in der Tat der Fall, und kénnen wir daraufhin
die Wellenflache S konstruieren, indem wir das Huygenssche Prinzip
zu Hilfe nehmen: Nach diesem kann man die Wellenfliche fiir einen
beliebigen Augenblick ¢ erhalten, wenn man die vorhergehenden gleichen
oder verschiedenen Zeitmomente ¢, kennt, wo die Punkte einer beliebigen
Oberfliche 6 zu schwingen angefangen haben. Gehort fy zu allen auf ¢
befindlichen Punkten, so ist ¢ offenbar die zur Zeit f, gehoérende
Wellenflé che.

Die Huygenssche Konstruktion besteht nun in folgendem:
Alle Punkte M der Fliche 6 hat man als neue Schwingungs-
mittelpunkte anzusehen, deren Schwingungen sich von dem
Augenblicke {; an nach allen Seiten auszubreiten heginnen,
wo die entsprechenden Punkte M in Bewegung geraten;
man hat sogenannte elementare Wellenfliachen (Kugel-,
Ellipsoidflachen) um jeden Punkt M herum zu beschreiben
und ibnen diejenigen Dimensionen zu erteilen, welche
sie in der Zeit t—1t, erlangen. Die Begrenzungsfliache
(d. h. gemeinsame Berithrungsfliche) aller dieser elemen-
taren Flachen, die nach der Seite von 6 liegt, nach welcher
sich die Schwingungen ausbreiten, ist die gesuchte Wellen-
fliche S zur Zeit ¢.

Das Huygenssche Prinzip werden wir als geometrische Konstruk-
tionsmethode benutzen, ohne Beweise fiir seine Richtigkeit zu erbringen,
was Gbrigens auf elementarem Wege auch nicht méglich ist.

Zur Erliuterung moge Fig. 77 dienen; AB stellt die Fliche ¢
dar, bis zu deren Punkten in ungleichen Zeiten ¢, eine einheitliche

Schwingungsbewegung in den Pfeilrichtungen gelangt sei. Man macht
nun alle Punkte der Oberfliche ¢ zu neuen Schwingungsmittelpunkten
und beschreibt um sie Halbkugeln, deren Radien gleich »(t —{,)
sind. Es moge die Schwingung zuerst die mittleren Teile der Fliche AB
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erreichen. Die gemeinsame Berithrungsfliche CD aller dieser Halb-
kugeln stellt die gesuchte Wellenfliche fiir den Zeitaugenblick dar.
Man hat das folgendermafen zu verstehen: nach jedem Punkte des
Raumes hin gelangen Schwingungen von allen Punkten der Fliche 0.
Durch Interferenz heben sich diese Schwingungen auf, erstens in allen
Raumpunkten ,hinter® der Fliche ¢ (d. h. im Raume, in welchem sich
die Pfeile befinden). Die Schwingungsbewegung pflanzt sich
nicht nach riickwirts fort; wir konnen uns daher auf Halb-
kugeln beschrinken. Zweitens heben sich zur Zeit { —1, alle Schwin-
gungen in den zwischen G und S gelegenen Punkten auf; im ent-
sprechenden Augenblicke befinden sich nur die auf der Fliche S
gelegenen Teilchen in Bewegung.

‘Wire das Medium ein anisotropes, so hitte man anstatt der Halb-
kugelflichen andere elementare Wellenflichen konstruieren miissen, z. B.
Halbellipsoidflachen.

Unsere Betrachtung vereinfacht sich, wenn die Fliche ¢ selbst eine
‘Wellenfliche ist, wenn ¢, allen ihren Punkten gemeinsam ist und die
Halbkugeln alle denselben Radius haben. In Fig. 78 ist die Konstruk-

tion einer einfachen sphirischen Wellenfliche S mit dem Mittelpunkt O
dargestellt, wo die Wellenfliche ¢ fiir einen fritheren Zeitpunkt ge-
geben ist.

Befindet sich der Mittelpunkt der Schwingungen in sehr grofem
Abstande von dem Orte, an welchem wir die Schwingungen unter-
suchen, so kann ein Teil der sphérischen Wellenfliche als Ebene an-
gesehen werden; wir wollen denselben als ebene Welle bezeichnen
(obgleich dieser Ausdruck auch bisweilen fiir das gebraucht wird, was
wir oben auf Seite 181 Wellenlinie nannten). Fig. 79 zeigt die ein-
fache geometrische Konstruktion einer ebenen Welle CD — S, wobei
ihre Lage AB — 6 in einer beliebigen vorhergehenden Zeit gegeben ist.

Wir merken uns noch folgenden Satz: Im isotropen Medium
stellt der Strahl die Normale zur Wellenfliche dar; in Fig. 79
ist die Wellenfliche eine Ebene und P @ einer der Strahlen.

Das Huygenssche Prinzip gilt ungedndert auch fiir Wellenlinien.
Auf diese konnen die Figuren 77 bis 79 bezogen werden, wenn man
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annimmt, dafl 6 und S nicht Flichen darstellen, sondern Linien, welche
in der Ausbreitungsebene der Schwingungen liegen. Anstatt der Halb-
kugelflichen hat man dann Halbkreise vor sich usw.

§ 11. Die sogenannte geradlinige Ausbreitung der Schwingungen.
Durch Einfithrung des Begriffes der Wellenfliche, von deren simtlichen
Punkten sich die Schwingungen nach allen Seiten ausbreiten und
der fortgesetzten Entstehung neuer Wellenflichen, die nach dem
Huygensschen Prinzip konstruiert werden konnen, wird aus der Zahl
der zu betrachtenden Erscheinungen das, was wir Strahl nannten
(eine Gerade, lings welcher sich eine Schwingungsbewegung ausbreitet),
vollkommen beseitigt. Man hat jetzt nach obigem die Schwingung
eines beliebigen Punktes A (Fig. 80) nicht mehr als Folge eines ein-
fachen Fortschreitens der Schwingungen von P nach A zu betrachten,
wo P ein Punkt auf der Geraden OA ist, die 4 mit dem Ausgangs-
punkte O der Schwingungen verbindet; wir haben vielmehr die Schwin-
gung des Punktes A als das Ergebnis der Interferenzen aller von den

samtlichen Punkten der Wellenfliche
@R nach 4 gelangten Schwingungen
anzusehen. Ungeachtet dessen kann
man den Strahlbegriff dennoch bei-
behalten, wenn auch nur als ein
iiberaus niitzliches geometrisches
Hilfsmittel fiir den Fall der freien
Ausbreitung von Schwingungen im
homogenen Medium. Es geschieht
dies auf Grund folgender Uber-
legungen, die zwar keine ganz
strenge Kritik vertragen, dennoch aber eine gewisse Anschauung von
den hier obwaltenden Verhiltnissen geben. Wir ziehen vom Punkte

A aus eine Anzahl Geraden Am, Am', Am" ..., deren Lingen zu-
sammen mit AP eine arithmetische Reihe mit der Differenz 4:2 bilden,
so dab also Am — AP — Am' — Am = Am"' — Aw/ = ... = 4:2

ist; dreht sich die ganze Figur um die Gerade 04, so entsteht eine
Reihe von Kegelflichen, die aus der Wellenfliche @ R ringformige Zonen
und eine zentrale Segmenthaube (Kalotte) m M herausschneiden. Be-
zeichnet man mit 7, die Linge der Seitenlinie des nten Kegels, so daf

rp = 1o+ n% wird, wo ry =— AP ist, so sieht man, dal die nte Zone

von den Kegelflichen eingeschlossen ist, deren Seitenlinien 7, und
A

Tn+1 = Tn+ FY sind; die nullte Zone bildet die zentrale Segmenthaube.

Wir bezeichnen den Flicheninhalt der nten Zone mit S,. Aus Fig.81
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ist ersichtlich, daB S, = 2& Rk ist, wo h = R [cos oo — cos (& + )]
ist; hieraus folgt

S, = 2mR? {cosoo —cos(s+B)} . . . . . .(a)
Ferner ist nach Fig. 81
A2
(m+3) = @ rop+RE—2R(E A+ ro)eos i+ )

r2 = (R+7r,)?+ R2— 2 R(R 4 r,)cosc.
Durch Subtraktior erhdlt man

l("»-l-fi) = 2R(R+r,) {cosae —cos(x+ B)} . . . (b)

Dividiert man (a) durch (b), so wird

xRA A 7w RA2 -
=y, () = S Gy O

A
WO 1, = 1o+ n 3 gesetzt und mit S, der Inhalt der Segmenthaube

bezeichnet war, namlich

Sy = R”f'io (nﬁ—i—) N 1))
Formel (27) zeigt, daf die Zonenflichen eine arithmetische Reihe
bilden, und daB daher jede von ihnen gleich dem arithmetischen
Mittel aus zwei benachbarten Zonen ist. Aus diesem Grunde
kann man folgende Uberlegung anstellen: Zu jedem Punkte M (Fig. 81)
kann man zwei solche auf den Nachbarzonen liegende Punkte M, und
M, finden, dafl sich AM, und AM; von
AM um A:2 unterscheiden. Die Schwin-
gung, welche sich von M nach A ausbreitet,
wird daher von einer der Schwingungen, die
von M; oder M, ausgehen, aufgehoben.
Alle von der mten Zone ausgehenden
Schwingungen kann man sich daher durch
die Schwingungen aufgehoben denken, die
von der Hilfte der (n — l)ten wund der
Hilfte der (n + 1)ten Zone ausgehen. So
werden z. B. die Schwingungen der dritten Zone vernichtet durch die
Schwingungen einer Halfte der vierten und einer Hélfte der zweiten
Zone; die Schwingungen der zweiten durch eine Hilfte der ersten und
eine Hilfte der dritten; endlich die Schwingungen der ersten Zone
durch eine Halfte der zweiten Zone und eine Halfte der Segmenthaube.
Es bleiben daher nur die Schwingungen bestehen, welche
von einer Halfte der zentralen Segmenthaube ausgehen. Hierzu
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kommt noch, daff die Schwingungen, welche nach 4 (Fig. 80) von ent-
fernteren Zonen sich ausbreiten, einen lingeren Weg zu durchlaufen
haben und (was bei einer tiefergehenden Untersuchung besonders
wichtig ist) die Fliche QB gegen die Normale geneigt verlassen. In-
folgedessen kann man die Schwingungen ganzlich vernachlissigen,
welche nach A von Zonen hingelangen, die von der Segmenthaube weiter
entfernt sind.

Nachdem wir so gesehen haben, daf die Schwingungsbewegung in
A durch das Zusammenwirken aller Schwingungen zustande kommt,
die von der Oberfliche der um P gelegenen Segmentfliche S,:2 aus-
gehen, sind wir damit gewissermafen zur Vorstellung von einer gerad-
linigen Ausbreitung der Schwingungen, also zur Vorstellung
von Strahlen zuriickgekehrt. Es haben solche Strahlen
aber keinerlei reale Bedeutung, sie erweisen sich nur von
grofem Nutzen bei vielen geometrischen Komnstruktionen
(siehe Bd.II).

Die vorhergehenden Uberlegungen, welche sich auf die Aufhebung
der Wirkungen verschiedener Zonen bezogen, gelten offenbar nur dann,
wenn die ganze Wellenfliche Q B (Fig. 80) wirklich vorhanden ist, also,
wenn sich die Schwingungen frei ausbreiten kénnen.

§ 12. Diffraktion. Wir haben im vorhergehenden Paragraphen
gesehen, daBl nur die Wellenflichen eine reale physikalische Bedeutung
besitzen, wahrend man an der Vorstellung von Strahlen nur im Falle
einer allseitigen freien Ausbreitung der Schwingungen und auch dort
nicht ganz ungezwungen festhalten kann. Ganz besonders gilt dies
bei der unfreien Ausbreitung von Wellen, wenn némlich eine Welle
auf ihrem Wege auf irgendein Hindernis trifft, welches die weitere

Ausbreitung eines ihrer Teile hemmt. Es
tritt dann eine besondere Art von Erschei-
nungen auf, die man Diffraktion nennt;
hierbei ist es ganz unmoglich, an der Vor-
stellung von Strahlen festzuhalten. Alle
auf diese Erscheinungen beziiglichen Ein-
zelheiten sollen erst in der Lehre vom
Licht besprochen werden; an dieser Stelle
wollen wir nur kurz angeben, was wir unter
Diffraktion verstehen. Trifft die Wellen-
fliche PAQ (Fig. 82) unterwegs auf einen Schirm A B, welcher eine
ihrer Hilften AP zuriickhilt, so wire, wenn sich die Schwingungs-
bewegung vom Punkte O aus nach allen Seiten strahlenférmig aus-
breitete, O AC der Grenzstrahl; die Schwingungen wiirden sich dann
nur innerhalb des Gebietes CAQ fortpflanzen und im Gebiete CAB
miiften die Teilchen in Ruhe bleiben. Etwas ganz anderes erhélt man
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dagegen, wenn man alle Punkte der Oberfliche 4 @ als neue Schwingungs-~
mittelpunkte auffaft. In diesem Falle konnen offenbar auch nach dem
im Gebiete BAC gelegenen Punkte M Schwingungen hingelangen.
Entsprechende Rechnungen, die indes nicht ganz einfach sind, zeigen,
dafl diese Schwingungen sich im allgemeinen nicht aufheben, und dal
also die von O ausgehende Bewegung teilweise um den Schirm A B
gewissermafen herumbiegt. Zu den Diffraktionserscheinungen gehort
nun eben dies Auftreten von Schwingungen im Gebiete B A C.

Einen zweiten hierhergehorigen Fall stellt Fig. 83 dar. Auf dem
Wege, welchen die Wellenfliche P ¢ einschlagt, befinde sich ein kleiner
Korper, etwa ein kleines kreisformiges Scheibchen oder ein schmaler
Korper (z. B. ein Draht), dessen Breite AB sei. In den Raum CABD
gelangen hier Schwingungen, welche von den Teilen AP und B der
Wellenfliche ausgehen; diese heben sich speziell im zentral ge-
legenen Punkte M nicht auf.

Ein dritter Fall von Diffraktion tritt ein, wenn auf dem Wege
der Wellenfliche P @ (Fig. 84) sich ein Schirm AB mit sehr kleiner
Oftnung ab befindet. Hier wiirden wir, an einer strahlenformigen Aus-
breitung der Schwingungen festhaltend, zu dem durchaus falschen
Resultate gelangen, daf sich die Schwingungen nur innerhalb des Ge-
bietes CabD ausbreiten. In Wirklichkeit aber pflanzen sich die von
den verschiedenen Punkten des kleinen Teiles ab der Wellenfliche aus-
gehenden Schwingungen nach allen Seiten fort und veranlassen dadurch
Schwingungen auch solcher Punkte M, die relativ weit jemseits OC
bzw. 0D liegen. Aus diesem dritten Beispiel fiir die Diffraktion geht
ganz besonders deutlich hervor, daf man von einer geradlinigen Aus-
breitung der Schwingungen iiberhaupt nicht reden darf, und daf man
daher Strahlen auch bei geometrischen Konstruktionen nur mit dufierster
Vorsicht zu verwenden hat.

Diffraktionserscheinungen kommen auch bei Ausbreitung einer
Wellenlinie (S. 181), welche auf ihrem Wege irgendwelchen Hinder-
nissen begegnet, zustande.
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§ 13. Der physikalische Begriff der Wellenfliche. Wir ge-
langten zum Begriffe einer sphérischen Wellenfliche im freien isotropen
Medium, indem wir voraussetzten, daf im Anfange nur ein Punkt zu
schwingen beginnt, und dafl sich diese Schwingungsbewegung auf alle
denselben allseitig umgebenden Teilchen iibertrigt. Dies ist ein idealer
Fall, der sich physikalisch nicht verwirklichen 148t. Denn die urspriing-
lichen Schwingungen gehen immer gleichzeitig von vielen Teilchen aus,
die in einem gewissen, wenn auch bisweilen kleinen Teile des Raumes
gelegen sind; zudem besitzen die Schwingungen verschiedener Teilchen
in vielen Fillen weder dieselbe Richtung noch auch die gleiche Phase.
AuBerdem pflanzen sich die von jedem einzelnen Teilchen ausgehenden
Schwingungen nicht in gleicher Weise nach allen Richtungen fort. Ist
das Medium so beschaffen, daf sich in ihm Querschwingungen ausbreiten
konnen, so erfolgt die Ausbreitung vorzugsweise in einer zur Schwin-
gungsrichtung senkrechten Ebene; ist das Medium jedoch fiahig, Langs-
schwingungen zu iibertragen, so geht die Ausbreitung in der Richtung
der urspriinglichen Schwingung vor sich. Aus allen diesen Uberlegungen
geht hervor, dafl es eine vollstindige geschlossene Wellenfliche, welche
den Erregungsbezirk der urspriinglichen Bewegungen allseitig umgibt
und den geometrischen Ort der Punkte darstellt, welche die Schwin-
gungen zu derselben Zeit und in derselben Phase erreichen — in Wirk-
lichkeit gar nicht gibt. Ein kleiner Teil einer geometrischen Wellen-
flache kann indes auch die physikalische Bedeutung eines Ortes der in
gleicher Phase befindlichen Punkte haben. Um die in Betracht
kommenden physikalischen Erscheinungen zu erkldren, muf
man sich daher auf die Betrachtung von nur kleinen Teilen
einer Wellenfliche beschrinken, die vom Entstehungsorte der
urspriinglichen Schwingungen aus jedenfalls unter sehr kleinem Winkel
erscheinen. So verfihrt man denn auch in der Tat.

Einfacher gestalten sich die Verhiltnisse fiir Wellenlinien im
Falle von Querschwingungen. In diesem Falle sind geschlossene
Wellenlinien, deren simtliche Punkte sich in derselben Phase befinden,
physikalisch durchaus méglich (z. B. die Ringe an einer Wasserober-
fldche).

§ 14. Retflexion von Wellen und Strahlen, Wenn eine Schwin-
gungsbewegung bis zu einer Fliche gelangt, welche zwei verschiedene
Medien trennt, so breitet sie sich zum Teil im zweiten Medium aus,
zum Teil aber kehrt sie ins erste Medium zuriick, wobei sich neue
Wellenflichen bilden, die sich von der Trennungsfliche wiederum ent-
fernen. Diese Erscheinung wird Spiegelung (Zurickwerfung, Re-
flexion) genannt. Das Huygenssche Prinzip setzt uns in den Stand,
die reflektierte Welle zu konstruieren und fiir ein isotropes Medium
das bekannte Gesetz von der Gleichheit des Einfalls- und Reflexions-



§14 Reflexion von Wellen und Strahlen. 189

winkels der Strahlen, d. h. der zu den Wellenflichen senkrechten Ge-
raden, abzuleiten.

MN (Fig. 85) stelle die Trennungsfliche zweier Medien dar; ST
sei ein Teil einer ebenen Welle (S. 183), welcher ebenso wie auch die
Ebene M N senkrecht zur Zeichnungsebene ist. Die zu ST senk-
rechten Geraden sind Strahlen. In Fig. 79 (S. 183) war bereits gezeigt
worden, in welcher Weise die Welle ST' nach S; T; gelangt und sich
zu sich selbst parallel verschiebt. In einem gewissen Zeitaugenblick
gelangt der &dulerste Punkt T des in Betracht gezogenen Teiles der
ebenen Welle nach 4 zur Trennungsfliche M N. In diesem Augen-
blicke hat die Welle die Lage AB. Im selben Moment wird A zum
neuen Schwingungsmittelpunkt, von dem aus sich ein halbkugelformiges
Wellenflichenelement zuriick ins erste Medium hinein ausbreitet. Das-
selbe gilt fir alle Punkte der Ge-
raden A, d. h. der durch A4 gehen-
den und zur Zeichnungsebene senk-
rechten Geraden. Die Umbhiillende
der halbkugelférmigen Oberflichen
ist offenbar die Oberfliche eines
Halbzylinders, dessen Achse die
Gerade A4 darstellt. Etwas spéter als
nach 4 gelangt die Schwingungs-
bewegung zur Geraden (; in diesem
Augenblick wird die Lage der ebenen
Welle durch die Gerade CD be-
stimmt und in eben diesem Augenblicke beginnt sich um C eine halb-
zylindrische Wellenfliche auszubilden. Noch etwas spiter gelangen die
Schwingungen zu den Geraden E, G usw. Zuletzt erreichen sie die
Punkte der Geraden J. Bis zu diesem Augenblick hat sich schon eine
unzihlbare Menge halbzylindrischer Wellen um die Geraden bilden kénnen,
welche durch die verschiedenen Punkte der Geraden AJ gehen und zur
Zeichnungsebene senkrecht sind. Je néher einer dieser Punkte zu J
ist, desto kleiner ist der Radius des entsprechenden Halbzylinders.
Dieser Radius 148t sich leicht bestimmen. Die Punkte 4 und B be-
begannen gleichzeitig zu schwingen; der Halbzylinder um A4 hat sich
in der Zeit ausgebildet, in welcher sich die Schwingungen von B nach
J ausgebreitet haben; hieraus folgt, daB der Radius des um A be-
schriebenen Halbkreises, d. h. AP — BJ ist. Ebenso ist C@Q = DJ,
ER = FJ usw.

Die Trennungsfliche M N stellt einen besonderen Fall der Ober-
fliche 6 = A B dar (Fig. 77), an der wir das Huygenssche Prinzip
erlautert haben. Die Fliche, welche alle erwiahnten Halbzylinder be-
rithrt, ist die gesuchte neue Wellenfliche, die sich bei der Reflexion
bildet. Wir beweisen, daB sie eine Ebene ist, welche durch J geht, oder
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dafl die Gerade JK die gemeinsame Tangente aller in der Zeichnungs-
ebene liegenden Halbkreise ist. Zu diesem Zwecke betrachten wir
Fig. 86, wo A G ein Teil einer einfallenden ebenen Welle, S4, SB, SM
einfallende Strahlen sind. In dem Augenblicke, wo die Schwingungs-
bewegung den Punkt M erreicht, haben wir in der Zeichnungsebene
um A einen Halbkreis mit dem Radius G M und um den Zwischen-
punkt B einen Halbkreis mit dem Radius RM. Wir ziehen vom Punkte I/
aus zwei Tangenten MR’ und MG’ an diese Halbkreise und zeigen,
daB sie zusammenfallen, d. h. daf M, R’ und G’ auf einer Geraden
liegen. Zu diesem Zwecke verbinden wir ¢/ mit 4 und R’ mit B.
Die Dreiecke MG’ A und M G A sind einander kongruent, denn es ist
L G = L G = 90° und Radius AG' — M G. Hieraus folgt, dal
L G'MA = L GAM ist. Ebenso folgt aus der Kongruenz der Drei-
ecke MR'Bund MRB, dal L R"MB — L RBM ist. Es sind aber
L GAM und Z RBM untereinander gleich, denn es ist G A || RB;
folglich ist L G' M A= L R'MB, waszu beweisen war. Die auf diese
Weise gebildete ebene Welle M R'G’ wird sich daher parallel zu sich
selbst weiterbewegen. Die Geraden A G'S' und BR'S' sind reflektierte
Strahlen.

Aus der Konstruktion geht hervor, daB der einfallende Strahl SA4,
die Normale AP zur Trennungsfliche und der reflektierte Strahl A S
in einer Ebene liegen. Es eriibrigt nur noch, zu beweisen, dall der
Einfallswinkel SAP gleich dem Reflexionswinkel PAS' ist. Aus der
Kongruenz der Dreiecke M G'A und MG A folgt, dab L G'AM
= L GMA = L SAN ist; folglich ist 900 — L SAN = 90°
— L G'AM,d. h. L SAP = L PAS.

§ 15. Brechung von Wellen und Strahlen. Die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit von Schwingungsbewegungen mit gegebener Periode ist
in verschiedenen isotropen Medien eine verschiedene. Diese Geschwindig-
keit sei im Inneren des oberhalb der Trennungsfliche M N (Fig. 85)
gelegenen Mediums gleich ¢; und im unterhalb derselben Fliche ge-
legenen Medium gleich vy; wir fithren noch die Bezeichnung

(21
P

e e e e e (29)

ein; wenn ¥; > v, ist, was wir annehmen wollen, so ist die Zahl »
grofer als Eins.

Beide Medien sollen isotrop sein. Dies mul vorausgesetzt werden,
denn wie wir spiter sehen werden, hat man fir ein anisotropes Medium
zwischen einer Geschwindigkeit des Strahles und einer Geschwindigkeit
der Wellen zu unterscheiden, und bediirfen daher diese Verhiltnisse
einer besonderen Untersuchung; der Ausdruck (29) bezieht sich dann
nur auf die Geschwindigkeiten der Wellen.
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Erreicht die Schwingungsbewegung den Punkt A4, so wird er zum
Schwingungsmittelpunkt auch fiir das zweite Medium, und bildet sich
daher um die Gerade A (welche zur Zeichnungsebene senkrecht steht)
auch im zweiten Medium eine halbzylindrische Fliche aus. In dem
Augenblick aber, wo die Schwingung den Punkt J erreicht hat, und
sich im ersten Medium ein Halbzylinder mit dem Grundflichenradius
AP = BJ ausgebildet hat, ist im zweiten Medium ein Halbzylinder
mit dem Radius AP, entstanden,
der sich zu A P =— BJ verhilt, wie
;?— = % Ebendasselbe bezieht sich
auch auf die Radien der unendlich
vielen Halbzylinder, welche sich bis
zu diesem Zeitaugenblick im zweiten
Medium um die zu MN und zur
Zeichnungsebene senkrechten Geraden
gebildet haben.

Wir wollen nun beweisen, dal
die gemeinsame Umbhillungsfliche
dieser Halbzylinder ebenfalls eine Ebene ist. Zu diesem Zwecke wenden
wir uns wiederum der Fig. 86 zu. Um A ist ein Halbkreis mit dem
Radius AL (der nur zufillig durch B geht) und um B ein solcher mit
dem Radius B K beschrieben, wobei

_4‘11:_'_8!:&:_1-.......(30)

GM RM v, n
ist. Von M aus ziehen wir an die beiden Halbkreise die Tangenten
MU und MO und beweisen, daf sie zusammenfallen. Die Dreiecke
BMU und AMO sind einander shnlich, da £ 0 = 4 U = 90° ist
und die Seiten in Proportion stehen, denn aus der Zeichnung und aus
(30) geht hervor, dall % = % = %ﬁ, = %% ist. Hieraus folgt,
da L AMO = L BMU ist, was zu beweisen war. Die ebene Welle,
die sich im zweiten Medium ausgebildet hat, bewegt sich parallel
zu sich selbst weiter; offenbar stellen die Geraden 4 8" und BS" die
gebrochenen Strahlen dar. Winkel S"AF ist der Brechungs-
winkel

Wir leiten jetzt die Brechungsgesetze ab. Zunichst ist klar, daB
der Einfallsstrahl S4, die Normale PF und der gebrochene Strahl 4 S”
in ein und derselben Ebene liegen. Ferner ist

AG = MAsin GMA — MA sin GAM — MA sin SAP;

auflerdem ist

AO = MAsin AMO — MA sin S'AF.
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Folglich ist
sin SAP _AG' _ GM
sin S"TAF ~— A0 = AL
Die Beziehung (30) gibt
sin SAP v
m—a—n e e e e e . (31)
Das heilt: Das Verhéltnis vom Sinus des Einfallswinkels
zum Sinus des Brechungswinkels fiir Schwingungen von ge-
gebener Periode ist eine konstante GréBe (in bezug auf zwei
Medien, in denen die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v; und
vy betrdagt); dies Verhaltnis ist gleich dem Verhéltnis der Ge-
schwindigkeit im ersten zur Geschwindigkeit im zweiten
Medium. Man nennt obiges Verhiltnis den relativen Brechungs-
quotienten. Vergleicht man alle Medien mit einem bestimmten,
willkiirlich gewihlten, in welchem die Geschwindigkeit v, betrigt, so
nennt man den sich auf den Ubergang der Strahlen aus diesem in
irgendein anderes beliebiges Medium beziehenden den Brechungs-
quotienten jenes beliebigen Mediums. Seien %, und n, die Brechungs-
quotienten zweier Medien, in denen die Geschwindigkeiten gleich »; und

. v Yo .
vy sind, so hat man n; = —° und #y, = — - Der relative Brechungs-
U Yy

quotient # fiir den Ubergang aus dem ersten Medium in das zweite ist
v, Uy Vo __ My
vy, vy v, M

= - (32)
Der relative Brechungsquotient beim Ubergange eines
Strahles aus einem Medium in ein anderes ist gleich dem
Brechungsquotienten des zweiten Mediums dividiert durch
den des ersten.
In Fig. 87 ist der Ubergang der Strahlen aus einem Medium mit
kleinerer Geschwindigkeit v, in ein Medium mit gréBerer Geschwindig-

keit v, dargestellt. Hier ist AF > CE und BG > DE, wobei

AF __BG _ v

CE  DE v
ist. Wie man sieht, entfernt sich der Strahl nach seiner Brechung
von der Normalen. Zieht man die Normale NN, so ist ¢ = L SAN
der Einfallswinkel und ¢ = £ §; AN der Brechungswinkel. Setzt man
LR l, wobei # > 1 ist, so wird
Vg n

sme v 1

_<17

sinY vy, m

und hieraus
siny = mnsingyp. . . . . . . . . . . (33)
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Wir erhalten 9 — 90° fiir einen besonderen Wert @ von @,
welcher bestimmt wird durch die Gleichung

1
I 1 34
st n ( )

Ist @ — D, so hat der gebrochene Strahl die Richtung A FE; seine
Amplitude wird dbrigens, wenn @ sich @ und ¥ sich 90° nihert,
unendlich klein. Ist @ > @, so

ist sin @ >% und nach (33)

sin ¥ >1, was unmoglich ist.
In diesem Falle wird der Strahl
itberhaupt nicht gebrochen, d. h.
er tritt nicht in das zweite Medium
ein und wird, ohne dal sich die
Grofe seiner Amplitude &ndert,
reflektiert. Man nennt diese Er-
scheinung totale (innere) Re-
flexion: sie erfolgt an der Tren-
nungsfliche zweier Medien, und
zwar innerhalb des Mediums,
in welchem die Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit der Wellen die kleinere ist. Der durch
(84) bestimmbare Winkel @ heifit der Grenzwinkel fiir die totale
Reflexion.
Alle Erliuterungen der letzten Paragraphen beziehen sich gleicher-
mafen auf Quer- wie auf Lingsschwingungen.

§ 16. Verlust einer halben Wellenldnge bei der Reflexion. Wir
wollen jetzt die Phase der reflektierten Wellen untersuchen. Dabei
fragt es sich zunichst, ob der reflektierte Strahl die einfache Fort-
setzung des einfallenden Strahles in
dem Sinne bildet, daf die Phasen sich Fig. 88.
stetig 4ndern oder ob an der Grenzebene A ;
zwischen den beiden Medien ein Phasen- \ M %
sprung auftritt. AB (Fig. 88) sei der y LN : N
einfallende, BN der reflektierte Strahl. < : B )
Die Zeit ¢ moge von dem Augenblick S
an gerechnet werden, wo die Schwingungen irgendeines Punktes A be-
ginnen. Die Entfernung y eines beliebigen Punktes M des einfallenden

Strahles zur Zeit ¢ wird nach Formel (4) auf S. 163 bestimmt durch
die Gleichung:

. 4
y:asm2yz<—1—1_%>. N 1))

Chwolson, Physik. 2, Aufl. L 1. 13
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wo z die Entfernung dieses Punktes M von A ist. Es fragt sich nun:
erhalten wir die Entfernung y zur Zeit ¢ fir den Punkt N, der auf
dem reflektierten Strahle liegt, wenn wir in (35) £ = x, -+ £ setzen,
wo AB — z, und BN = £ ist? Die theoretische Untersuchung
dieser Frage, die in vollster Strenge hier nicht ausgefiihrt werden kann,
fithrt zu folgendem Ergebnis.

Man mul zwei Fille unterscheiden: 1. Wenn die Dichte 0, des
zweiten Mediums kleiner und 2. wenn sie grofer als die Dichte 8 des
ersten Mediums ist.

I. Das zweite Medium ist das weniger dichte; §, <C d. In
diesem Falle ist die reflektierte Schwingung die direkte Fort-
setzung der einfallenden, und die Phase im Punkte N ist genaun
so beschaffen, wie sie in der Entfernung & von B bei direkter Verlange-
rung des Strahles A B erhalten worden wire. Die dem Punkte N zu-
gehorige Verschiebung y, d. h. die Gleichung des reflektierten
Strahles wird (a, < a)

T A - (36)

In Fig.89 stellt M N die Grenze zweier Medien dar; bis hierhin
gelangt die Schwingungsbewegung nach einer gewissen Zeit {. In diesem
Augenblick wird die Anordnung der Teilchen durch die Kurve abcde
in Zeile 1 dargestellt (jede

Schwingung beginnt mit einer

Abwartsbewegung). Die aus-

gezogenen Kurven in den

folgenden Zeilen stellen die

Anordnung der Teilchen im

Einfallsstrahl fur die Zeiten

1 1 3
= it hd
+41,t+22,t+41und

t + T'dar. Die Anordnung der
Teilchen in der reflektierten
Schwingung ist punktiert(links
von M N) gezeichnet. Man er-
halt letztere, wenn man die
Kurve fir den Einfallsstrahl

?/Zalsin2n<—t——x°+—§> -

rechts von M N um il, %l,
%l und 4 verlingert und die Zeichnung um MN derart umgebogen

denkt, daB die rechte Hilfte auf die linke zu liegen kommt. Die Am-
plituden im reflektierten Strahl sind kleiner als im einfallenden. Ein
Phasenverlust bei der Reflexion tritt nicht ein.
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II. Das zweite Medium ist das dichtere; 0; > 0. In diesem
Falle geht bei der Reflexion eine halbe Wellenlinge verloren,
und die reflektierte Schwingung stellt nicht mehr die direkte Fort-
setzung der einfallenden Schwingung dar. Die dem Punkte N zu-
gehorige Verschiebung y (Fig. 88) ist eine derartige, wie sie bei Ver-

1
lingerung des nicht reflektierten Strahles in der Entfernung x, + £ -+ 3 A
von A erhalten wiirde. Die Gleichung des reflektierten Strahles ist

A
( xo+§+§>
y=—a,8n2x A
oder
— ; t wy+ & 1
Yy—=a,sm2m T 1 —2> .. - - (37)
oder auch
, t xy+ &
y=—‘113m277<§?— "l > Ce . (38)

Der Zeichenwechsel der Amplitude driickt aus, daB hier eine
halbe Welle verloren gegangen ist; siehe Tabelle (9), Zeile 4 auf S.164.
In Fig. 90 haben die voll ausgezogenen Kurven links von M N dieselbe

Bedeutung wie in Fig. 89. Durch punktierte Kurven ist auch hier die
Anordnung der Teilchen im reflektierten Strahl angedeutet. Man erhilt
sie, wenn man die voll ausgezogene Kurve rechts iiber M N hinaus ver-
lingert, eine halbe Welle auslaBt und wiederum die rechte Halfte der
Zeichnung nach links umlegt. So ist z.B. in der zweiten Zeile (ent-

sprechend der Zeit ¢ 4 %) die halbe Welle def fortgelassen und fg auf

13%*
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der linken Seite in die Lage f’¢ gebracht worden. In der dritten Zeile
ist die halbe Welle ¢de vernichtet und efg nach c¢f’a geriickt usw.
Auch hier ist die Amplitude des reflektierten Strahles kleiner als die
des einfallenden.

Alles, was iiber diese beiden Falle der Reflexion auseinandergesetzt
worden ist, bezieht sich gleichermaflen auf Quer- wie auf Léngsschwin-
gungen. Zusammenfassend erhilt man also folgendes Resultat:

1. Bei Reflexion an einem weniger dichten Medium tritt kein

Zeichenwechsel der Amplitude, kein Verlust einer halben Welle auf.
Hat die Gleichung des einfallenden Strahles die Form

y=asn®. . . . . .. .. . (39

wo ® = 27 (% — i—) ist, so ist die Gleichung des reflektierten Strahles
y:alsin<®o—2n§_>. coe e e (40)

Hier ist @, <{a und @y, =2 = <% — %), zo = AB (vgl. Fig. 88).

2. Bei Reflexion an einem dichteren Medium erfihrt die Ampli-
tude einen Zeichenwechsel oder, mit anderen Worten, es geht eine halbe
Welle verloren. Die Gleichung des reflektierten Strahles ist hier

— a,sin(® E_ )= : £
y = alsm< o =277 —n> = — a, sin <@0—-2J1:l> (41)

Warum in einem Falle eine halbe Welle verloren geht, im anderen
Falle nicht, kann erst spiter vollstindig auseinandergesetzt werden.
Die gewohnliche, vielleicht nicht ganz befriedigende Erklirung beruht
vorzugsweise auf einer gewissen Analogie, die zwischen der Reflexion
von Strahlen an der Grenze zweier verschiedener Medien und den Er-
scheinungen beim Stole elastischer Korper besteht. Wir werden an
entsprechender Stelle sehen, dal, wenn eine elastische Kugel eine andere
rubende und ebenfalls elastische Kugel trifft, die Geschwindigkeit der
ersteren ihre Richtung nicht dndert, falls die Masse der zweiten geringer
ist als die der ersten; ist aber die Masse der zweiten Kugel grofier, so
prallt die erste Kugel zuriick, d.h. ihre Geschwindigkeit dndert das
Vorzeichen. In analoger Weise &ndert sich die Geschwindigkeitsrich-
tung eines Teilchens, das sich, dem weniger dichten Medium angehérig,
an der Grenze zweier Medien von verschiedener Dichte bewegt.

Wir wollen diesen Vorgang eingehender und genauer untersuchen.

Wenn sich die Schwingungsbewegung auf ihrem Wege von Teilchen
zu Teilchen fortpflanzt, so mul an der Grenze zweier Medien das Fol-
gende eintreten; A sei das letzte Teilchen des ersten, B das benach-
barte, also erste Teilchen des zweiten Mediums.
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Wenn A und B gleiche Masse haben, so iibertrigt sich die ganze
Energie des Teilchens A ungeindert auf das Teilchen B.

Wenn jedoch das Teilchen B eine geringere Masse hat als A, so
ist die Energieiibertragung eine andere; nur ein Teil der Energie des
Teilchens A geht auf Teilchen B iiber; B gibt sich dem von A aus-
gehenden Impuls sozusagen zu leicht hin. Teilchen A behalt etwas
von seiner Bewegung in der urspriinglichen Richtung, und diese
nicht fibertragene Bewegung bildet den Impuls fiir das Zustandekommen
einer neuen Schwingung, die sich von A riickwirts ins erste Medium
ausbreitet. Wenn in A4 ununterbrochen Schwingungen mit der Ampli-
tude @ ankommen, so wird das Teilchen 4 miteiner Amplitude §,
welche grofier als a ist, schwingen, die Amplitude des reflek-
tierten Strahles wird dagegen b — a. Im Grenzfalle, wenn die Dichte
des zweiten Mediums gleich Null ist, erhalten wir b = 2 a; die Ampli-
tuden des einfallenden und des reflektierten Strahles sind einander
gleich (b—a = 2a—a = a).

‘Wenn umgekehrt die Masse des Teilchens B grofer ist als die des
Teilchens 4, so wird das erste nicht dem vom zweiten Teilchen aus-
gehenden Impulse unterliegen; es wird bei Querschwingungen nicht der
Bewegung jenes Teilchens folgen und im Falle von Lingsschwingungen
sich nicht in der Strahlrichtung verschieben. Im einen wie im anderen
Falle wird Teilchen A von B einen Impuls erfahren, der seiner
Bewegungsrichtung entgegengesetzt ist. Dieser entgegengesetzte Im-
puls ist die Ursache fiir das Zustandekommen einer reflektierten Schwin-
gung, die daher keine Fortsetzung der einfallenden Schwingungs-
bewegung ist. Die Amplitude b des Punktes 4 wird kleiner als a;
die Differenz « — b ist gleich der Amplitude der reflektierten Schwin-
gung. Im Grenzfalle, wenn das Teilchen B gar nicht in Bewegung
versetzt werden kann, ist b =— 0; dann wird die Bewegung des Teilchens
A von dem Nachbarteilchen B vollstindig vernichtet. Auch hier sind
die Amplituden des einfallenden und des reflektierten Strahles einander
gleich.

§ 17. Durch Reflexion gebildete stehende Wellen. Ist der ein-
fallende Strahl normal zur Trennungsfliche zweier Medien, so breitet
sich der reflektierte Strahl in derselben Geraden wie ersterer, jedoch in
entgegengesetzter Richtung aus.

Wir haben in § 8 gesehen, da sich in diesem Falle lings der
Geraden stehende Wellen bilden miissen, wobei ein Schwingungsbauch

1
von seinem benachbarten Knoten um Zl abstehen mufl. Derartige

stehende Wellen bilden sich auch in der Tat infolge der Interferenz
der einfallenden und der reflektierten Schwingungen.
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Die Lage der Knoten und Biduche ist hierbei nicht schwer zu
finden. Ist das zweite Medium das weniger dichte, so mufl an der
Trennungsfliche ein Bauch liegen, denn, wie wir sahen, schwingt das
an der Grenze liegende Teilchen A mit der Amplitude b > a (im
Grenzfalle b = 2a). Ist dagegen das zweite Medium das dichtere,
so ist die Amplitude b < ¢ (im Grenzfalle ist b — 0), und an der
Trennungsfliche mufl ein Knoten auftreten.

Eine strengere Ableitung ist die folgende:

1. Reflexion am weniger dichten Medium (0; <C §). Im Punkte
M (Fig. 91), welcher um MP — x von der Fliche AB entfernt ist,

Fig. 91. interferieren zwei Strahlen, deren Gang-
A unterschied offenbar M P+ PM — 2z
s 5,<5 ist. Wir wissen, daB verstirkte Schwin-
M T s P ! gungen, d. h. Biuche, in den Punkten
y n y 1
B o sich ausbilden, fir welche 22 — 2 n§
A
N Q oder # = n — ist, d.h. in den Punkten
Tt e 2
A
D z =0, 5 A, gl, 24... EineSchwichung

der Schwingung, d.h. Knoten, bildet sich an den Punkten, fir welche
der Gangunterschied 22 = (2 n + 1) % oder x = n g + % ist, d. h. fiir
_ 4 84 5i 7
4’ 47 4’ 4
2. Reflexion am dichteren Medium (0, > §). Ist NQ — z, so

x usw.

A
interferieren in N zwei Strahlen, deren Gangunterschied 2.70—{—5 ist,

denn im Punkte ¢ geht eine halbe Welle verloren.

. . A A LA
Biuche entstehen fir 22 4 5 = 2n 5 oder z = n 51T
. A 3 5 7
d.h. fir z = iy A, r A, I A usw.; Knoten entstehen dort, wo der

A i A
Géangunterschied 2z + 5= 2n + 1) ) oder x = n ) ist, d.h. fir
il
7 27
In Fig. 91 ist die Lage der Biuche (#) und Knoten (y) fiir beide
oben erwihnten Falle angedeutet.

2 =0 1,%1, 24 usw.

In Fig. 92 ist die Anordnung der Teilchen im einfallenden Strahle
1 2
fiir neun aufeinanderfolgende Augenblicke #, { - 16 T, t+ 16 T usw.
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bis t 4 1_86 T= t—f—% T dargestellt, und zwar durch eine diinne aus-

gezogene Linie (z.B. abed in Zeile I und II). Durch eine punktierte
Kurve ist sie ins zweite Medium hinein fortgesetzt und ohne Verlust
der halben Welle (0; <C 0) nach links umgelegt, wo diese punktierte
Kurve die reflektierte Schwingung
darstellt; in Zeile I und IX faillt sie
mit der Kurve fiur die einfallende
Schwingungsbewegung zusammen. Die
dickere ausgezogene Kurve zeigt die
Anordnung der Teilchen in der resul-
tierenden Schwingung; in Zeile V fillt
diese Kurve mit der Geraden 0’0 zu-
sammen. Wir sehen, dall das an
der Grenze befindliche Teilchen seine
Schwingungen mit verdoppelter Am-
plitude ausfithrt, so die Punkte M und
N in Zeile I und IX; hier befindet sich
ein Bauch. Der Punkt O, welcher um
A:4 von der Grenze beider Medien
entfernt ist (in Zeile II muf sich der
Punkt O dort befinden, wo b'd die
horizontale Gerade durchschneidet),
bleibt in Ruhe; hier ist ein Knoten.
In ' (Zeile I und II) befindet sich
wiederum ein Bauch, in 0’ ein
Knoten.
Wir hatten bisher einen einzelnen
Strahl betrachtet und festgestellt, an
welchen Punkten desselben Bauche
und Knoten liegen. Hat man es da-
gegen mit einer einfallenden ebenen
Welle zu tun, so erhdlt man ab-
wechselnd Flachen stirkster Bewegung
und der Ruhe; die letzteren nennt
man Knotenflichen. Wenn Schwin-
gungen sich nur nach zwei Dimen-
sionen ausbreiten, also Wellenlinien
bilden, und von einer das gegebene
Medium begrenzenden Grenzlinie reflektiert werden, so bilden sich in-
folge von Interferenz der urspriinglichen und der reflektierten Schwin-
gungen Gebiete lebhaftester Bewegung (Béiuche), die von Linien rela-
tiver oder sogar vollkommener Ruhe, den sogenannten Knotenlinien,
begrenzt sind.
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Wenn die Reflexion eine vollkommene ist, d. h. wenn die Amplituden
der einfallenden und der reflektierten Schwingungen gleich sind (= a),
dann 14t sich mit Hilfe von Formel (26,2) auf S.179 die Gleichung
der stehenden Welle aufstellen. In diesem Falle ist die Amplitude an
den Béuchen A =— 2a, an den Knoten 4 — 0. Ist das zweite Medium
weniger dicht, so liegt an der Trennungsfliche ein Bauch (wie z. B.
im Punkte O in Fig. 72), daher wird die Schwingungsgleichung in der
Entfernung x von dieser Fliche durch Formel (26,a) auf S.179 gegeben:

i
y = 2acos2n§sin‘zn7~ - - - - (41,2)
Hier wird die Zeit ¢{ vom Beginn einer der Schwingungen des
Punktes == 0, oder eines der zwischen # = 0 und # = 4:4 liegenden
Punkte an gerechnet. Ist das zweite Medium das dichtere, so liegt
an der Trennungsfliche ein Knoten. Dann ist die Schwingungsgleichung

4
y = 2asm2x;—smznT. C ... (41,b)
Hier wird die Zeit ¢ von dem Augenblicke an gerechnet, wo einer
der zwischen £ = 0 und # = A:2 liegenden Punkte seine Schwin-

gungen beginnt.

§ 18. Das Dopplersche Prinzip. Im Punkte A (Fig. 93) soll

eine Kraft wirken, welche das Teilchen A des Mediums zu harmo-

Fig. 93. nischen Schwingungen mit der Periode T

2 veranlaBt und diese Bewegung unausgesetzt

A B, B B, unterhilt. Die Ursache, welche die Entstehung

s o einer solchen Kraft veranlaft, nennen wir

w eine Schwingungsquelle (z.B. ein tonen-

_6“’6 C der Xérper, ein leuchtender Korper, ein

Ao A A B schwingender Korper, der hierbei auf eine

N fliissige Fliche aufschlagt usw.). Die Schwin-

* gungen breiten sich lings der Geraden A B

mit der Geschwindigkeit v aus; die Wellenléinge 4, die Ausbreitungs-

geschwindigkeit v und die Periode T sind untereinander durch die
Gleichung (1) auf S. 163 verbunden:

A=oT . . . . . . . . ... (42)

Die Anzahl Wellen, die von A in der Zeiteinheit ausgehen, d.h.
die Schwingungszahl, sei n. Formel (42) im Verein mit der Definitions-

gleichung T'n = 1 gibt uns
v=m4 . . . . ... ... . (43)

[siehe Formel (8) auf S.163, wo die Schwingungszahl mit N bezeichnet
ist]. Es soll sich nun in B ein Beobachter befinden, der imstande
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ist, die Zahl n, der an ihm in der Zeiteinheit voriibergleitenden Wellen
zu bestimmen, d.h. etwa bei Langsschwingungen, die sich an einer Stelle
bildenden Verdichtungen zu zahlen oder bei Querschwingungen zu beob-
achten, wievielmal ein ihm zunédchst gelegenes Teilchen durch seine
Rubelage schwingt. Sowohl die Schwingungsquelle A als auch der
Beobachter B sollen sich lings der Geraden AB selbstindig bewegen
konnen. Im ersten Falle heit das: die einzelnen von der Quelle A in
gleichen Intervallen 7' hervorgerufenen Schwingungen nehmen der Reihe
nach ihren Anfang in den verschiedenen Punkten des Mediums, an
welchen sich in den entsprechenden Augenblicken die Quelle selbst be-
findet. Wir setzen noch voraus, daB, wenn sich der Beobachter bewegt,
er es nicht merkt, wie er von einem Punkt des Mediums zu anderen
gelangt; er soll vielmehr blof die Zahl der Verdichtungen oder die Zahl
der Durchginge durch die Gleichgewichtslage beobachten oder iiber-
haupt die Zahl 7, der in seiner Nédhe in der Zeiteinheit erfolgenden
Wiederholungen ein und derselben Phase bestimmen kénnen. SchlieBlich
nehmen wir noch an, daf die Quelle A ihre Schwingungen so frih-
zeitig hervorzurufen begonnen hat, dafl letztere sich bereits weiter als
bis zum Beobachter B haben ausbreiten konnen.

Es sei mit u die Geschwindigkeit des Beobachters B, mit %' die
Geschwindigkeit der Schwingungsquelle A bezeichnet und beide Ge-
schwindigkeiten seien positiv genommen, falls 4 und B sich einander
nihern (d. h. falls A B abnimmt; siehe die Pfeile in Fig. 93).

Unsere Aufgabe besteht nun darin, die Zahl %, fiir verschiedene
Werte von # und ' zu bestimmen.

Dabei sind vier verschiedene Fille zu unterscheiden.

I. Beobachter und Schwingungsquelle sind in Ruhe
(# = 0, ' = 0). In diesem Falle werden offenbar alle von A nach
gleichen Zeitriumen 7T ausgehenden Schwingungen auch Punkt B nach
ebensolchen Zeitintervallen erreichen ; daher ist n, =— ».

II. Der Beobachter B bewegt sich mit der Geschwindig-
keit u, die in der Richtung nach A positiv gerechnet wird. Im Ver-
laufe einer gewissen Zeit 7 gelangt der Beobachter von B nach B,
wobei er den Weg 6 — wut zuriicklegt. In dieser Zeit begegnen ihm
offenbar n,; T Wellen. Diese Zahl ist grofer als die Zahl #t der Wellen,
die an ihm voriibergeglitten wiren, wenn er sich in Ruhe befunden
hitte, und zwar um so viel Wellen, als Wellenlingen in der Strecke

6
BB; = 6 enthalten sind, d.h. um = %—E Wellen. Somit haben wir

mT = nt+ MT“, oder, wenn man nach (43) 4 :% setzt und durch

hebt
v heb nlzoz—i—n%:nv_:u--
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Wire % negativ, etwa gleich —u,;, und der Beobachter in der

. . (1
Zeit T von B nach B, gelangt, so hitten wir 7,7 — n7t — 7 Woraus

sich n, = n =
v

Formeln erhilt man, falls sich der Beobachter mit der Ge-
schwindigkeit u bewegt (die in der Richtung auf die Schwingungs-
quelle zu positiv gerechnet wird):

Al w2 —2{)—u ergibt. Durch Vereinigung beider

v u
s

v (44)

ny =

III. Die Schwingungsquelle 4 bewegt sich mit der Ge-
schwindigkeit «/, die in der Richtung auf den Beobachter B zu
positiv gerechnet. wird. Sei AC = A die Wellenlinge. Wire 4 in
Ruhe, so wiirde der gegenseitige Abstand A4 gleicher Phasen (z.B. Ver-
dichtungen oder Durchginge durch die Gleichgewichtslage) beim Aus-
breiten der Wellen unveridndert bleiben.

Wir nehmen nun an, im Verlaufe der Schwingungsdauer T sei die
Schwingungsquelle von A bis nach 4, gelangt, wo A4, =6 = u'T
ist. Jetzt sind die gleichen nach rechts fortschreitenden Phasen um
CA, = A, voneinander entfernt. Da sich die Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit v nicht andert, so gibt uns Formel (43) v = ni = n; 4, und
es ist jetzt

" A n A v T n_"
— N - = - '] = .
1 N A—o o —u'T v—u

Hatte die Schwingungsquelle eine mnegative Geschwindigkeit
u' == —u} und wire sie in der Zeit 7" von A nach A4, gelangt, so
wiren nach B Wellen mit groBerer Lénge 4, =— 4 + 6 gelangt, und

v-:iul = n v_ﬁ_u,- Verbindet man beide Formeln,
so erhdlt man fiir den Fall der Bewegung der Schwingungs-
quelle mit der Geschwindigkeit ' (die in der Richtung auf den

Beobachter zu positiv gerechnet wird)

wir hitten n, — n

v

no=mn - (45)

v—u

IV. Der Beobachter sowohl als auch die Schwingungs-
quelle bewegen sich mit den Geschwindigkeiten u bzw. '
Infolge der Bewegung der Schwingungsquelle vergrofiert sich die Zahl n
der Schwingungen, welche fir ¥ = 0 und %' = 0 zum Beobachter
gelangen wiirde, im Verhiltnis von v zu (v — u'), weil die Wellen bei
positivem ' verkiirzt werden. Infolge der Bewegung des Beobachters



§18 Das Dopplersche Prinzip. 203

vergrofert sich, falls u positiv ist, die Zahl der ihm begegnenden
Wellen im Verhiltnis von (v 4 %) zu ». Mithin ist

v vH4u
S ot
v—u v
oder
v+ u
p=n (46)

Betrachten wir nunmehr einige Sonderfille.

1. Der Beobachter nihert sich der Schwingungsquelle mit der
Geschwindigkeit v; dann ist « = v und Formel (44) ergibt n, = 2n.
Fir den Beobachter ist die Schwingungsdauer (Periode) halb so gro8
geworden.

2. Der Beobachter entfernt sich mit der Geschwindigkeit v von der
Schwingungsquelle. Hier ist # — — » und nach (44) #n, = 0. Dem
Beobachter, der sich zugleich mit irgendeiner Phase bewegt, scheint
das Teilchen stille zu stehen.

3. Die Schwingungsquelle entfernt sich vom Beobachter mit der

1
Geschwindigkeit ¢; hier ist ' = — v und nach (45) », = 5 Far

den Beobachter hat die Schwingungsdauer sich verdoppelt.

4. Die Schwingungsquelle nihert sich dem Beobachter mit der
Geschwindigkeit ». Hier ist ' = v und nach (45) n, = oo. Zum
Beobachter gelangen somit Wellen, deren Linge unendlich klein ist.

5. Die Schwingungsquelle und der Beobachter bewegen
sich mit den resp. Geschwindigkeiten » und «'. Auf diesen Fall
bezieht sich unsere allgemeine Formel (46).

Die drei Formeln (44), (45) und (46) zeigen uns, dall die schein-
bare Anderung der Schwingungszahl nicht ausschlieflich von
der relativen Geschwindigkeit von Schwingungsquelle und
Beobachter abhéngt. Sei diese relative Geschwindigkeit mit ¢ be-
zeichnet, so nimmt (46) die Form

v u
no=n 2%
v4+u—c

oder
7

v —u +¢
m=ntTLEC

v—u

an. Diese Formeln driicken es deutlich aus, daf n; nicht bloB von ¢,
sondern auch von u oder ' abhingt. Nur fir ¢ — 0 haben wir
n; =1 bei jedem u' == — u, abgesehen vom Grenzfalle &' — —u = v,
wo der Beobachter und die Schwingungsquelle sich mit der Geschwindig-
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keit » in der Richtung der Quelle nach dem Beobachter hin bewegen;
dann erreichen die Schwingungen den Beobachter iiberhaupt nicht.

Bei gleichzeitiger Bewegung von Beobachter und Schwingungs-
quelle mit der Geschwindigkeit » in der Richtung B A (Fig. 93) haben
wir 4 = — ' = v und n, = n.

Sind # und «' sehr klein gegen v, so kann man (46) folgende

Gestalt geben:
w -+ uh ¢
n, —=n 1+ p ):/n, 1+v>...(47)

Sechstes Kapitel
Von der allgemeinen Gravitation.

§ 1. Das Gravitationsgesetz. Alle Teile der in der Welt vor-
handenen Materie, soweit sie unserer Beobachtung zuginglich sind,
zeigen eine besondere Wechselwirkung, welche, rein duBerlich betrachtet,
im folgenden besteht. Sind zwei Massen m und m, gegeben, deren
Dimensionen bei vollkommen beliebiger Form auBerordentlich klein sind
im Vergleich zu ihrem beiderseitigen Abstande 7, so lehrt die unmittel-
bare Beobachtung, daB die Anwesenheit jeder dieser Massen eine be-
sondere Kraft hervorruft, die auf die andere Masse einwirkt. Beide
Krifte, von denen die eine auf m, die andere auf m; wirkt, sind ein-
ander gleich. Wir wollen sie mit f bezeichnen.

Der GroBe nach sind die Krifte f dem Produkte der
Massen m und m; direkt proportional und umgekehrt propor-
tional dem Quadrate ihres gegenseitigen Abstandes. Ihr
Zahlenwert wird durch die Formel bestimmt

f:C‘H(l)

wo (' ein Proportionalititsfaktor ist.
Die Richtung der beiden Krifte f fillt mit der Richtung der Ge-
raden r zusammen, dabei ist die auf m wirkende Kraft nach m,, die
auf m; wirkende Kraft nach m gerichtet. Hieraus folgt, dal die Krifte
f Zentralkrafte (vgl. S. 109) sind.
Die Kraft f heiit die allgemeine Schwere oder Gravitation.
Ist die Masse m frei, so erteilt die Anwesenheit der Masse m; ihr
eine gewisse Beschleunigung w:
iy

w:CT2
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die nach m; gerichtet ist; ebenso tritt in der Bewegung von m,;, wenn
diese Masse frei ist, eine Beschleunigung

wl-—__—-C—... e e e e e e .(3)

auf, die nach m gerichtet ist. Aus (2) und (3) ergibt sich

w my

.w_l___”.i...........(.i)
d. h. die Beschleunigungen, welche zwei Koérper infolge der
zwischen ihnen wirksamen allgemeinen Schwere erhalten,
sind umgekehrt proportional ihren Massen. Sind die Massen
nicht frei, so ibt jede von ihnen einen Druck gleich f auf das
Hindernis aus.

Da die auf die Massen m und m, wirkenden Krifte f erstere ein-
ander zu ndhern suchen, so stellt sich die Erscheinung rein duBerlich
betrachtet in der Weise dar, als wenn von jeder Masse eine Kraft aus-
ginge, welche auf die andere Masse einwirkt. Man pflegt dies durch
die Worte ,die Kérper ziehen einander an® auszudriicken. Man
hat indessen wohl zu beachten, daf durch diesen Ausdruck die Er-
scheinung blof kurz und bequem beschrieben wird, keineswegs
aber hat man ihn im buchstdblichen Sinne des Wortes aufzufassen,
gleich als ob die Masse etwas Aktives darstellt, das unmittelbar auf
die Masse m, einwirkt und mit der Kraft f zu sich heranzieht. In
Wirklichkeit konnen wir blof sagen: das Vorhandensein der Masse m
im Abstande r bedingt das Auftreten einer Kraft f, welche auf my
wirkt. Wir werden iibrigens im § 4 auf diese Frage zuriickkommen.

Die gegenseitige Anziehung zweier Korper, deren Dimensionen
nicht sehr klein gegen ihre Entfernung sind, wird folgendermafien er-
halten. Man denkt sich jeden der beiden Korper in eine unendlich
grolle Zahl unendlich kleiner Teile geteilt, deren Massen wir fur den
einen Koérper mit w, fir den anderen mit u; bezeichnen. Zwischen

jedem Massenpaar g und u, wirkt eine Kraft [ = Cy—:b;—, wo r ihr

Abstand ist. Alle die Krifte f, welche auf jeden der beiden Korper
einwirken, hat man schlieflich zu summieren.

Die Gravitation bestimmt die Bewegung der Himmelskérper. Sie
tritt auch zwischen der Erde und den nahe ihrer Oberfliche befindlichen
Korpern auf — in diesem Falle heilit sie einfach Schwerkraft (Erd-
schwere) oder Gewicht. Auch zwischen den Korpern auf der Erdober-
fliche ist sie wirksam.

Im folgenden (§ 5) wird bewiesen werden, dal eine massive, homo-
gene Kugel oder auch eine inhomogene, aus konzentrischen homogenen
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Schichten bestehende Kugel jeden auferhalb befindlichen Kérper mit
einer Kraft anzieht, die nach Formel (1) gefunden werden kann, falls
man annimmt, daf die ganze Masse der Kugel in ihrem Mittelpunkte
vereinigt sei. In erster Anndherung kann man die Erde als eine der-
artige Kugel ansehen.

Bezeichnet M die Masse, R den Radius, 0 die mittlere Dichte der

Erdkugel, so ist

M:ésta......ﬁ...(a)

Die Erde wirkt auf die Masse m, die sich in der Entfernung 7 von
ihrem Mittelpunkte befindet, mit einer Kraft f, die gleich ist

Mm

Die Beschleunigung % der Bewegung unserer Masse m ist gleich
M -
w = C ﬁ e e e e e e e e e ‘ o . (7)

Formel (7) lehrt, daf alle Kérper, die von der Erdkugel
gleichen Abstand haben, unter der Einwirkung ihrer An-
ziehung die gleiche Beschleunigung erfahren. Die Beschleuni-
gung hingt nicht vom angezogenen Korper, sondern nur von der Masse
des anziehenden Kérpers und dem beiderseitigen Abstande ab.

Bezeichnen wir mit g den besonderen Wert von w, der an der

Erdoberfliche selbst gilt — es ist das die sogenannte Beschleuni-
gung fiir den freien Fall —, dann erhalten wir aus (7) und (5) die
Formeln
M 4
g—Cﬁ—gﬂﬁCR s e e e e 4 (8)

d.h. alle Kérper fallen auf der Erde mit derselben Beschleu-
nigung.

Newton hat als erster das allgemeine Gravitationsgesetz (Formel 1)
klar erkannt; man nennt es daher auch das Newtonsche Gravitations-
gesetz. Er hat es in seinem Werke ,Philosophiae naturalis principia
mathematica® verdffentlicht, das 1687 in London erschien und aller
‘Wahrscheinlichkeit nach in den Jahrenm 1684 wund 1685 verfalit
worden ist.

Newton glaubte, daf es ihrem Ursprunge nach ein und dieselbe
Kraft sei, welche die Korper an der Erdoberfliche mit einer Beschleuni-~
gung g zu fallen veranlaft und den Mond in seiner Bahn um die Erde
mit einer Beschleunigung w zu kreisen zwingt. Ferner nahm er an,
daB die Beschleunigung umgekehrt proportional dem Quadrate des Ab-
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standes vom Mittelpunkte der Erde sei und priifte nun die aus diesen
Voraussetzungen hervorgehende Gleichung, nidmlich [siehe (7) und (8)]
g __1r
w =
wo r der mittlere Abstand des Mondes vom Erdmittelpunkte ist. Setzt
man r = 60 R, so wird
g=23600w. . .. .. .. .. (9

Nimmt man in erster Anndherung an, daf sich der Mond gleich-
formig in einem Kreise mit der Geschwindigkeit v bewegt, so erhalt

22 2
man, nach (30) auf S. 66, w = ?/7 = 1 <—2—%Z> , wo T die Zeit eines

r
vollen Umlaufes des Mondes um die Erde ist. Wahlt man als Einheit der
Zeit die Sekunde, als Langeneinheit das Meter und setzt 7' — 27 Tagen
7 Stunden 43 Minuten = 39 343.60 Sekunden, r =60 R =60 > 6 360000
Metern 1), so erhélt man fiir die Geschwindigkeit des Mondes v =— 1020 m
pro Sekunde und fir seine Beschleunigung w == 0,00271, wobei als
Einheit der Beschleunigung die Beschleunigung einer solchen Bewegung
gilt, bei welcher die Geschwindigkeit sich in jeder Sekunde um einen
Meter pro Sekunde vermehrt. Setzt man dies in (9) ein, so wird
g = 0,002 71 x 3600 = 9,76. Die geniigende Ubereinstimmung dieser
Zahl, die durch angeniherte Rechnung gefunden worden war, mit den
Zahlen, welche sich aus den unmittelbaren Beobachtungen an der Erd-
oberfliche ergeben, dient als Beweis fiir die Richtigkeit der Grundvor-
stellungen und der Form des Newtonschen Gravitationsgesetzes.

Man kann obiges Gesetz auch aus dem dritten Keplerschen
Gesetze ableiten: die Quadrate der Umlaufszeiten (7} und T,) zweier
Planeten verhalten sich wie die Kuben ihrer mittleren Entfernungen
(r, und 7,) von der Sonne:

T rf
I3 -0

Nimmt man an, daf sich die Planeten gleichformig in Kreisen
bewegen, und bezeichnet man ihre Geschwindigkeit mit #; und v,, ihre
normalen Beschleunigungen mit w; und w,, so erhilt man

v 27, 2, vl dmir
= — HE == A= — 7
T, T, r T?
2 2
w. — vy 4 Ty
2 g T

1) Der Umfang 2 R7 eines groften Kreises auf der Erde wird hier
gleich 40000000 m angenommen, woraus B — 6360000 m folgt.
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Hieraus folgt
w, __r T

und mit Hilfe von (10) ergibt sich
wy __ryor) 1y
o kL

d. h. die Beschleunigungen der Planetenbewegungen sind umgekehrt pro-
portional den Quadraten der Planetenabstinde von der Sonne. Das ist
das Newtonsche Gesetz.

§ 2. Der Proportionalititsiaktor in der Newtonschen Gravi-
tationsformel. In Formel (1) kommt ein Proportionalititsfaktor C vor;
sein Zahlenwert hingt bekanntlich von der Wahl der Einheiten ab,
durch welche die in der Formel (1) vorkommenden Grofen gemessen
werden. Es sind das folgende drei verschiedenartige Grolen: die Masse,
die Léinge (durch deren Einheit  gemessen wird) und die Kraft. Haben
wir hierfiir eine bestimmte Wahl getroffen, dann wird der Zahlenwert
von C am einfachsten auf folgende Weise bestimmt.

Formel (1) gibt fir

m=m =1
r:l}”.f—o' N ¢ 5 )

Danach ist C gleich dem Zahlenwerte der Kraft, mit welcher sich
zwel Einheitsmassen anziehen, die voneinander um die Léngeneinheit
entfernt sind. Die Massen miissen wir uns in Gestalt zweier homogener
Kugeln mit dem gegebenen Abstande denken oder uns vorstellen, daB
sie gewissermalen in zwei Punkten konzentriert sind.

Die Einheiten fiir die Grofen m, r und f kann man auf dreierlei
Weise festlegen. Entweder kann man sie vollkommen willkiirlich wihlen,
ohne daf sie voneinander abhingen, oder man kann m, r und f durch
absolute Einheiten messen, oder man kann schlieflich eine derartige
Auswahl treffen, dal der Koeffizient C gleich Eins wird. Wir

besprechen zuerst das letzte Verfahren und setzen C = 1, also wird
_mmy
== (12)

Wenn wir das Newtonsche Gravitationsgesetz durch Formel (12)
ausdriicken, miissen wir stets dessen eingedenk sein, dal wir es hier
nicht etwa mit absoluten Einheiten zu tun haben, sondern eine
ganz besondere und eigenartige Krafteinheit einfithren. Setzt man
namlich in (12) m = m; = 1 und r = 1, so erhalten wir fir die
Kraft den Wert f = 1. 'Wihlt man also die Einheiten der Masse und
Lénge willkiirlich, so muf man als Einheit der Kraft die Kraft
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gelten lassen, mit welcher sich zwei der gewdhlten Massen-
einheiten anziehen, wenn ihre Entfernung gleich der zu-
grunde gelegten Léangeneinheit ist. Die absolute Krafteinheit
dagegen erteilt nach der Definition (S.73) der Masseneinheit die Ein-
heit der Beschleunigung. Diese beiden Krafteinheiten stellen somit
zwei ganz verschiedene Grofen dar; um sie voneinander zu unter-
scheiden, soll die neue Krafteinheit astronomische Krafteinheit
heillen.

Wir wollen jetzt die astronomische Krafteinheit mit der abso-
luten vergleichen, bei welcher die Grundeinheiten der Masse und Linge
Gramm und Zentimeter sind. In letzterem Falle ist die absolute
Krafteinheit die Dyne (wenn gleichzeitig die Sekunde als Zeiteinheit
gilt); die astronomische Krafteinheit dagegen ist, wie aus (11) hervor-
geht, das in Formel (1) enthaltene C. Unsere Aufgabe kommt somit
darauf hinaus, die Kraft C in Dynen auszudriicken. Zu diesem Zwecke
wollen wir ein und dieselbe Kraft, nimlich das Gewicht p der Gramm -
masse, an der Erdoberfliche zuerst in Dynen und sodann in astrono-
mischen Einheiten C ausdriicken.

Auf S. 75 hatten wir gefunden, dal das Gewicht p (die franzo-
sische, ,Gramm“ genannte Gewichtseinheit) gleich ist (vgl. S. 89)

p»p=981Dynen. . . . . . . . . (13)
Andererseits ist p gleich der Kraft, mit welcher sich die Erde,

deren Masse gleich M == %%R?'@ (wo R der Radius und 0 die mittlere

Dichte der Erde sind) ist und die Masse eines Gramms, m = 1, gegen-
seitig anziehen. Somit ergibt Formel (1)
Mim 4 2
= 0= = - YO = =6.27 ce
P c T2 3%R()C 3 2w RC (14)

Es ist 2w R = 40000000m == 4.10%cm; als mittlere Erddichte
moge die Zahl 0 — 5,51 gelten. Vergleicht man (13) mit (14), so
erhilt man nach dem CGS-System, wenn man den Faktor C als Kraft
betrachtet (strenggenommen ist er nur numerisch einer Kraft gleich)

o 8x0981 - 3 3 981 Den
T 9 0.2aR T 2x5al x4 x 100 O™
oder 1
C:—l—mDyne T 0 13

Neuere, sehr sorgfiltige Messungen von Crémieu (C. R. 149, 700,

1909) ergaben
1

Y —8 - R

C =6,674.10—8 Dyn. = 12984000

Nimmt man also Gramm, Zentimeter und Sekunde als Kinheiten

fir Masse, Linge und Zeit an, so ist die astronomische Krafteinheit

Chwolson, Physik. 2. Aufl. I. 1. 14

Dyn. . . . . (15,a)
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etwa 15millionenmal kleiner als die absolute. Mit anderen Worten
heifit das: ein Gramm zieht ein anderes auf ein Zentimeter Entfernung
mit einer Kraft an, die nur gleich dem 15 millionten Teil einer Dyne
oder etwa gleich dem ebensovielten Teile eines Milligramms ist.

Der Koeffizient C ist, wie gesagt, der Grofe nach gleich dem
Zahlenwerte der Kraft, mit welcher zwei Masseneinheiten sich anziehen,
wenn ihre Entfernung gleich der Lingeneinheit ist. Nach Formel (1)
hat C die Dimension (Kap. IX)

F.L? L3

[O]:_M?:TITM .-« -+ (1B,b)

Statt (15,a) milfte man daher schreiben

cm3

C=—=6,674.10"8 Ce e e oL (15,0)

g sec?

Die Frage, ob die gegenseitige Anziehung zweier Korper von der
Temperatur abhidngt, ist noch nicht endgiltig entschieden. Poynting
und Phyllips (Proc. R. Soc. 76, 445, 1905) haben drei Stahlzylinder
(Gewicht 58, 187, 266,17 g) bei Zimmertemperatur, bei + 100° und bet
— 1859 sehr sorgfiltig gewogen. Sie fanden, dall bei der Erwirmung
um 1° das Gewicht sich nicht um 10—° verdndert und bei der Abkiihlung
noch nicht um 10~ Southerns (Proc. R. Soc. 78, 392, 1907) hat
das Gewicht einer Spule aus Platindraht, die durch einen elektrischen
Strom erwirmt werden konnte, bei verschiedenen Temperaturen bestimmt,
die um ungefidhr 35° auseinanderlagen. Die Gewichtsinderung fur 1°
war kleiner als 108 Nach P. E. Shaw (Nature, engl. 96, 143, 1915),
der Versuche bis 2500 C angestellt hat, soll dagegen die Gravitations-
konstante um 3/;49, Proz. fiir 1°C anwachsen. Genauere Angaben iiber
die Versuchsanordnung und die Resultate liegen aber bis jetzt (1917)
nicht vor.

§ 3. Negative Dichte. Der Begriff der negativen Dichte spielt
in der Lehre vom Magnetismus und der Elektrizitit eine wichtige Rolle;
ohne ihn 148t sich eine grofe Anzahl von Erscheinungen nur schwer
beschreiben, und daher war es notwendig, ihn in diese Gebiete einzu-
fithren; doch auch in der Lehre von der allgemeinen Gravitation ist er
vielfach von Nutzen. Die Vorstellung von Massen mit negativer Dichte
ist eine Fiktion; solche Massen gibt es in der Natur nicht. Fur gewchn-
lich bezeichnet man sie als ,negative Massen®, und obwohl dieser Aus-
druck nicht gliicklich gew#hlt ist, so wollen wir doch an ihm der Kiirze
halber festhalten.

Als negative Massen wollen wir also derartige gedachte Massen
bezeichnen, deren Wirkung unter sonst gleichen Bedingungen der
‘Wirkung positiver Massen entgegengesetzt ist. Wenn eine positive und
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eine negative Masse unter gleichen Verhiltnissen Wirkungen hervor-
bringen, die der Gréfe nach gleich, der Richtung nach entgegengesetzt
sind, so sagen wir, die Massen seien ihrer Menge nach gleich. Nehmen
wir z. B. an, die Masse m ziehe die Masse m; mit der Kraft f an, dann
wird die gedachte Masse —m an die Stelle von m gebracht, die Masse
m, mit der Kraft f abstofen. Lalt man auch hier das Gesetz der Gleich-
heit von Wirkung und Gegenwirkung gelten, so mufl man voraussetzen,
dafl auch Masse m; die Masse — m abstoBt; endlich mufl man der Folge-
richtigkeit halber auch annehmen, daf} eine Masse —m,, an die Stelle
von i, gebracht, die Masse —m anzieht.

Wir wollen in diesem Abschnitte der Bequemlichkeit halber
voraussetzen, dal Massen mit gleichem Vorzeichen sich anziehen, solche
mit entgegengesetztem Vorzeichen dagegen sich abstofen. Dabei ist
es einfacher, die negativen Massen nicht etwa durch negative Zahlen zu
bezeichnen, sondern bloB symbolisch durch einen Buchstaben (z. B. m),
sowohl die positiven als auch die negativen, indem man sich denkt, der
Buchstabe selbst habe das Vorzeichen. Setzt man gleichzeitig fest, daB
die anziehenden Krafte positiv, die abstofenden negativ sind, so
werden alle Falle der Wechselwirkung zweier Massen durch die all-
gemeine Formel

__mmy

f=

- (16)

r2

umfaft. Haben m und m; gleiches Vorzeichen (beide -+ oder beide —),
so ist f positiv, d.h. die Massen ziehen sich an; haben dagegen m und
m, ungleiche Vorzeichen (eines -+, das andere —), so ist / negativ,
entsprechend einer Abstofung.

Um gewisse Aufgaben einfacher 16sen zu konnen, fithrt man den
Begriff der Dichte d negativer, natiirlich bloB gedachter Massen ein und
lafit fir sie die Beziehung m — wvd gelten, wo v der Zahlenwert des
Volumens ist. Man setzt fest, negative Massen besidflen auch eine nega-
tive Dichte und stellt sich vor, die von ihnen hervorgerufenen Krafte
hitten die entgegengesetzte Richtung wie die von Massen mit positiver
Dichte hervorgerufenen.

Bisweilen ist es vorteilhaft, sich vorzustellen, dal die gegebene
Dichte aus zwei Teilen ¢, und dy besteht, derart, dafi d — d, | d, ist.
Anstatt eines Korpers denkt man sich dann, daf} im gegebenen Volumen
gleichzeitig zwei Kérper vorhanden seien, deren Dichte d; resp.d, ist.

Bezieht man obiges auch auf Korper mit negativer Dichte, so kann
man annehmen, daf zwei Korper von ungleichnamiger Dichte 4 d; und
—dy in ein und demselben Raume vorhanden seien oder, was dasselbe
bedeutet, daB sich in diesem Raume nur ein Kérper von der Dichte
d = d; — d, befindet. Ist d; = dj, so ist d = 0. Wenn ein gegebener
Raum keine Masse enthélt, so kann man sich demnach trotzdem vor-

14%
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stellen, dafl in ihm zwei Massen vorhanden sind, deren Dichten der
Grofle nach gleich, jedoch von entgegengesetztem Vorzeichen sind.

Die Einfithrung von negativen Massen ist bei Losung vieler Auf-
gaben iiber die Anziehung der Kérper von nicht geringem Nutzen. Soll
die Anziehung des Punktes I durch die homogenen Kérper 4 und B
(Fig. 94) ermittelt werden, dann 148t sich diese Aufgahe zuriickfithren
auf die Anziehung des Punktes M durch einen Korper A, welcher

Fig. 94. itberall die Dichte d;, hat, mit Ausnahme

des Teiles B, der eine andere Dichte d, be-

. sitzt. Die Gesamtwirkung des ganzen nicht

M homogenen Korpers besteht némlich offen-

d bar aus der Summe der Wirkungen zweier

homogener Koérper, des Korpers A4, dessen

Dichte d;, und des Korpers B, dessen Dichte

d = dy—d, ist. Falls dy — 0 ist (sich also innerhalb 4 ein Hohl-

raum vorfindet), erhilt man d = — d,. Danach hat man zur Anziehung

des massiv gedachten Koérpers A die AbstoBung von B hinzuzufiigen,

um die wahre Wirkung des Kérpers A, der einen Hohltaum hat, zu
erhalten.

A

§ 4. Actio in distans (Fernewirkung). Der Ausdruck ,Ferne-
wirkung“ — Actio in distans — steht mit einer physikalischen Lehre
im Zusammenhang, die einst allgemeine Geltung hatte und einen schad-
lichen Einfluf ausgeiibt, vielleicht sogar auf die Entwickelung der
Physik hemmend eingewirkt hat. Diese Lehre beruhte auf der Vor-
stellung, ein Etwas (A) konne auf ein anderes Etwas (B), das sich von
ihm in einer jede Berithrung ausschliefenden Entfernung befinde, un-
mittelbar einwirken.

Die Lehre ist auf folgende Weise entstanden. Newton hatte
entdeckt, daf die Bewegungen der Himmelskérper und der an der Erd-
oberfliche niederfallenden Korper so vor sich gehen, als ob sich alle
Koérper mit einer Kraft anziehen, deren Grofle nach Formel (1) oder
(12) bestimmt wird. Die Frage nach der Ursache fiir das Auftreten
einer solchen Kraft hatte er jedoch nicht berithrt, ja sogar jeglichen
Versuch hierzu durch seine Worte ,hypotheses non fingo® abgelehnt.
Niemals und nirgends aber hat er es ausgesprochen, daf er eine actio in
distans fiir erwiesen halte, noch auch behauptet, dafi ein Korper 4 einen
anderen Korper B unmittelbar an sich heranziehe, also dort eine Wir-
kung ausiibe, wo er sich selbst nicht befindet. Indem Newton somit
die Frage nach dem Mechanismus, der die allgemeine Gravitation zu-
stande bringt, unberithrt lief, verlieh er dem von ihm entdeckten
Gesetze einen rein beschreibenden Charakter, so daf man das Gesetz
im Sinne Newtons etwa wie folgt zu fassen hitte: die Bewegungen der
Korper im Weltenraume und der an der Erdoberfliche fallenden gehen
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derart vor sich, wie dies geschehen milite, wenn sie sich gegenseitig
anziehen wiirden. Cotes, ein Schiller Newtons, hat zuerst den Ge-
danken einer ,actio in distans®, nach welcher sich die Korper unver-
mittelt anziehen, im Vorworte zur zweiten Auflage der ,Principia“,
welches Newton vor dem Drucke nicht gelesen, klar ausgesprochen.
Mochte man nun einerseits glauben, der im Vorworte zu seinem Werke
stehende Gedanke werde von Newton gutgeheillen, mochte andererseits
die grofartige Entwickelung der Himmelsmechanik, die auf dem keiner
Erklirung bediirftigen, tatsichlich richtigen Gravitationsgesetze beruht,
es bewirken, — kurz, es wurde vergessen, dafl man in Newtons Gesetz
nur eine Beschreibung vor sich habe; es wurde in demselben der end-
giltige Ausdruck eines in Wirklichkeit sich abspielenden physika-
lischen Vorganges erblickt.

Der Gedanke an eine Fernewirkung herrschte im 18. Jahrhundert
unbeschrinkt; er erstarkte noch und erhielt neue Nahrung, als Cou-
lombs Versuche gegen Ende desselben Jahrhunderts zeigten, daf auch
die magnetischen und elektrischen Kréfte auf die Wechselwirkung be-
sonderer hypothetischer Stoffe (zweier Magnetismen und zweier Elektri-
zititen) zurickgefithrt werden kénnen, die unmittelbar in die Ferne
nach Gesetzen, welche dem Newtonschen vollkommen analog sind,
wirken.

Noch in der ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts wurde die ,actio
in distans® allgemein in der Wissenschaft angenommen. Fiir Faraday,
einen der groften Experimentatoren, der sich zugleich auch um die Philo-
sophie der Physik hochverdient gemacht hat, war aber die Annahme, daf
ein Korper unmittelbar Krifte und Bewegungen dort hervorrufen kénne,
wo er sich selbst nicht befindet, véllig widerstrebend. Ohne auf die
Frage nach der Gravitation niher einzugehen, wandte er sich besonders
den magnetischen und elektrischen Erscheinungen zu und wies als erster
darauf hin, daf hier das Zwischenmedium, das den Raum zwischen
den sich scheinbar unmittelbar beeinflussenden Kérpern erfiillt, die Haupt-
rolle spiele. Es ist hier nicht der Ort, sich iiber die weitere Geschichte
dieser Frage zu verbreiten; wir werden sie spéter kennen lernen. Es moge
hier der Hinweis gentigen, daf die Versuche des grofen, vorzeitig dahin-
gegangenen deutschen Forschers H. Hertz die Richtigkeit der Faraday-
schen Grundideen iber die Bedeutung des Zwischenmediums fir die
magnetischen und elektrischen Erscheinungen dargetan und fir alle
Zeit den Gedanken an eine actio in distans aus der Lehre von diesen
Erscheinungen verbannt haben.

Gegenwirtig ist man wohl allgemein zur Uberzeugung gelangt, daf
eine actio in distans bei keiner physikalischen Erscheinung zugegeben
werden darf. Wie sie jedoch aus der Lehre von der allgemeinen Gra-
vitation zu bannen sei, ist eine bis jetzt noch ungeléste Frage, obgleich
nach dieser Richtung unzihlige verschiedenartige Versuche von Forschern



214 Mechanik. Kap. V1. §4

angestellt worden sind, die danach gestrebt haben, eine ,mechanische®
Erklirang der allgemeinen Gravitation zu finden. Die Hauptrolle bei
allen diesen Erklarungen spielt die Annahme eines besonderen, den
Weltraum erfillenden Mediums, dessen Wirkungen die durch Formel (2)
ausgedriickte Beschleunigung bedingen. Wir wollen auf dies Gebiet,
das der reinen Spekulation angehért, nicht niher eingehen, uns aber
dennoch einen fliichtigen Hinweis gestatten. Wir wissen, dal, wenn
ein Korper 4 (Fig. 95) vorhanden ist, auf den Kérper B eine Kraft f
in der Richtung nach A ausgeiibt wird. Man kann sich nun denken,
dal eine derartige Kraft auf zweierlei Art wirkt: entweder als Zug,
Fio. 95. der auf B von der Seite aa aus (als solch

N eine Zugkraft hat man sich die actio in di-

; > stans gedacht) oder als Druck, der auf B

f‘—@ von der Seite bb aus wirkt. Man hat nun

a versucht, einen solchen Druck auf die An-

A B wesenheit des Korpers A4 zuriickzufithren.

Zu dem Zwecke hat man angenommen, die Teilchen des Zwischen-

mediums befinden sich in fortwidhrender Bewegung nach allen Rich-

tungen und stofien daher von allen Seiten her auf jeden Korper. Der

Koérper A beschirmt aber gewissermafen den Korper B vor den von

links erfolgenden Stofen. Die Zahl der Stéfe, die auf B von rechts

her erfolgt, ist somit grofer als die von links her und dieser Uberschuf

an StéBen soll die Ursache fiir das Auftreten der Kraft / bilden (vgl.
Isenkrahe, Rétsel der Schwerkraft, 1879).

Indem wir jingere Leser davor warnen, sich frithzeitig mit 4hn-
lichen Spekulationen zu beschiftigen, wollen wir auf einige Schwierig-
keiten hinweisen, welche dieser Vorstellung entgegentreten. Zunichst
ist nichts dariber bekannt, was fir ein Zwischenmedium hier gemeint
ist, — ist es etwa der Ather, von welchem bereits ifter die Rede war,
oder ist es ein besonderes, die Gravitation verursachendes? Schwer zu
erkliaren ist ferner die Tatsache, daf die innerhalb des anziehenden
Korpers vorhandenen Teilchen die gleiche Wirkung auf auflerhalb ge-
legene Massen ausitben wie die an seiner Oberfliche befindlichen, und
dafl die Materie selbst gewissermafen absolut durchlissig fir die all-
gemeine Anziehungskraft der Korper ist. Eine Ubersicht iiber die ,Er-
klarungsversuche® det Gravitation und die hierher gehérige Literatur
findet man in dem Artikel ,Uber Fernwirkungen“ von Drude in der
Beilage zu Wied. Ann. 62, I—XLIX, 1897.

Verschiedene Forscher haben sich bemiiht, eine Theorie der Gravi-
tation auf den Versuchen von Bjerknes (1863—1875) zu griinden.
Aus diesen Versuchen, welche wir im zweiten Abschnitt, Abt. 2, be-
.sprechen werden, geht hervor, dal pulsierende Kugeln (deren Radius
abwechselnd grofier und kleiner wird), die sich in einer Fliissigkeit be-
finden, unter gewissen Bedingungen sich scheinbar anziehen oder ab-
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stofen konnen. Wir begniigen uns, ein Verzeichnis der hierher ge-
horigen Arbeiten zu geben:

V. Bjerknes, Vorlesungen iiber hydrodynamische Fernkrifte nach
C.A.Bjerknes. Leipzig 1900. Rapports au Congrés Internat. de Physique
1, 251, 1900.

Hicks, Proc. Cambr. Phil. Soc. 3, 277, 1879.

Basset, Hydrodynamics 1, Kap. 11.

Leahy, Cambr. Trans. 14, 45, 1885.

Pearson, Cambr. Trans. 14, 71, 1885. London math. Proc. 20, 38, 1889.
Amer. Journ. of Mathem. 13, 309, 1891.

Korn, Sitzungsber. Miinch. Acad. 33, 383, 563, 1903. Atti d. IV. Congr.
Intern. d. Math. Rom. 3, 81, 1904.

Burton, Phil. Mag. (6) 17, 71, 1909.

Im Anschlufl an die Relativitiatstheorie (S. 12) ist in letzter Zeit
eine groBe Anzahl von Arbeiten iiber die Gravitation erschienen. Wir
werden auf sie erst spiter (Band V) eingehen und beschrinken uns
hier, auf ein paar wichtige Arbeiten hinzuweisen:

A. Einstein, Die Grundlagen der allgemeinen Relativitétstheorie. Ann.
d. Phys. 49, 769, 1916.

E. Freundlich, Die Grundlagen der Einsteinschen Gravitationstheorie.
Berlin, J. Springer, 1917.

M. Born, Einsteins Theorie der Gravitation und der allgemeinen
Relativitiat. Physik. Zeitschr. 17, 51, 1916.

Dieser letzte Aufsatz gibt eine historische Darstellung der Ent-
wickelung unserer Ideen iiber die Gravitation und enthilt eine Uber-
sicht uber die in Betracht kommende Literatur.

Auf S.126 war der Gedanke ausgesprochen worden, daf es eine
potentielle Energie vielleicht iiberhaupt nicht in der Welt gebe, sondern
daB in allen Féllen, wo die Fahigkeit eines Systems von Kérpern, eine
gewisse Arbeit zu leisten, nur durch deren gegenseitige Lage bedingt
erscheint, wir es in der Tat mit kinetischer Energie eines uns noch un-
bekannten Stoffes zu tun haben. Wenn wir ein Gewicht heben, so
verwenden wir einen Teil der in unseren Muskeln angesammelten
Energie zur Leistung einer Arbeit, als deren Ergebnis, wie wir sagen,
die potentielle Energie der sich anziehenden Korper, d.h. der Erdkugel
und des gehobenen Gewichtes, auftritt. Gibt es indes eine actio in
distans nicht, ist vielmehr die Ursache fiir die scheinbare Anziehung in
der Bewegung eines besonderen Mediums zu suchen, so miissen wir als
direkte Folge der durch das Aufheben eines Gewichtes geleisteten
Arbeit eine Vergroferung der kinetischen Energie dieses Mediums an-
nehmen; fallt dagegen ein Korper, so geht die Energie des Mediums in
Bewegungsenergie des fallenden Korpers iiber.
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§ 5. Anziehung einer Kugelschale und einer Kugel auf einen
Punkt. Es sei eine Kugelschale von sehr geringer Dicke ¢, der Dichte &
und dem Radius IB gegeben; seine Gesamtmasse M ist gleich

M=4mR%0 . . ... .. .. (7

In Fig. 96 ist die Dicke der Schale ¢ nicht angedeutet; thr Durchschnitt
ist vielmehr als Kreislinie gezeichnet.
Wir wollen nun ermitteln: 1. mit
welcher Kraft F; die Kugelschale auf
einen in jhrem Inneren gelegenen
materiellen Punkt m (dessen Masse
—m ist), und 2. mit welcher Kraft F,
sie auf einen auferhalb befindlichen
Punkt wirkt.
1. Wir nehmen an, die Masse m
befinde sich im Punkte 4 (Fig. 96).
Konstruieren wir nach beiden Seiten
den unendlich kleinen Raumwinkel o,
so schneidet er aus der Kugelschale
zwei Flichenelemente 6, und 0,
heraus, deren Massen m; = 6;c0
und my = G, ¢ sind; diese ziehen die Masse m mit den Kraften f; und £, an,

mym cOmo, cdm o,
— T _ O ynd f, = S .. (18
ho=Tat =2 h="0 (18)

die nach entgegengesetzten Seiten gerichtet sind; r, und 7, bedeuten
hier die Entfernungen von A nach G; bzw. nach G,.

Wir beschreiben ferner um A4 als Mittelpunkt zwei Kugelflichen
mit den Radien r; und r,; s; und s, seien die Flichenelemente, die aus
ihnen durch den Raumwinkel @ herausgeschnitten sind. Offenbar ist

s =rie, s=rio. . . . . .. . (19)

Verbinden wir nun den Mittelpunkt C mit 6, und 6,, so erhalten
wir eine Figur, die sich unendlich wenig von einem gleichschenkligen
Dreieck unterscheidet; £ Cm; A — L Cmy A — «. Der Winkel
zwischen 6, und s, ist gleich dem Winkel zwischen ihren Normalen R
und 7, d.h. £ (6, ;) = ot und ebenso L (Gy, s5) == ot Aber s; ist
die Projektion des Elements 6, auf die Kugelfliche (mit dem Radius ,),
und daher ist s; =— 6, cos(6;,8;) = 0, coso¢; hieraus folgt mit Riick-
sicht auf (19)

5 rle Sy )
_ = = 62 froend frd

cos o cos o

G, = .
€oS o6 CoS UL

Setzt man diese Werte in Formel (18) ein, so erhélt man

fo=

cos o’ T coso

__clom

fi =

cOwm
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Es ist also f; = f,, d.h. die Elemente der Kugelschale, welche
durch den Raumwinkel @ herausgeschnitten sind, ziehen die in A4 be-
findliche Masse m an mit Kriften, die an Grofe gleich, der Richtung
nach aber entgegengesetzt sind; ihre Resultante ist gleich Null. TLegt
man nun durch 4 als Scheitelpunkt nach allen moglichen Richtungen
Raumwinkel, so kann man mit ihnen die ganze Kugelschale (siehe die
punktiert gezeichneten Linien) in elementare Teile zerlegen, die paar-
weise einander gegeniiberliegen und m mit gleicher Kraft anziehen. Die
Krifte, welche somit auf m wirken, heben sich paarweise auf, die ganze
Kugelschale itbt somit auf einen in ihrem Inneren gelegenen
Punkt keinerlei Wirkung aus, d.h.

F,=0. ... .. .. ...1(0

2. Wir gehen jetzt auf die Wirkung einer Kugelschale auf eine
Masse m iiber, die in einem auBerhalb der Schale gelegenen Punkte A4
(Fig. 97) sich befindet. Der Abstand des Punktes A vom Kugelmittel-
punkt C sei gleich (A = 2; R, ¢, 0 und M = 47 R2¢c0 haben ihre
frithere Bedeutung. Wir suchen
zunichst auf CA einen solchen
Punkt B, dali der Radius Cyg die
mittlere Proportionale zwischen
CA =2 und CB = a dar-
stellt, dal} also

a R
=% G
ist. Durch Blegen wir einen un-
endlich kleinen Raumwinkel @,
dessen Richtung in Fig. 97 nur angedeutet ist. Er schneidet aus der
Oberfliche der Kugelschale zwei bei den Punkten D und E liegende
Flachenelemente G; und 6, und aus der Schale die Massen m; = 6,cd
und my == 6,¢0 heraus. Wir verbinden nun D und E mit C und A4;
sei ferner L CDB = L CEB — o, BD = p,, BE = p,, DA = r,
und £A4 = r,. Endlich seien f; und f, die Kréfte, mit denen die in A
befindliche Masse m von den Elementen m; und m, der Kugelschale
angezogen wird. Wir erhalten

/ mym G com GycOm (29)
1 rlg - 7‘12 ) 2 — 7‘; “

Um B beschreiben wir wieder mit den Radien p, und p, zwei
Kugelflichen, die durch D und E gehen. Der Raumwinkel @ moge
aus ihnen die Fldchenelemente s, und s, herausschneiden. Wie schon
frither, ist 8, = p® = 0, cos o; s, = P® = 6, cos . Setzt man



218 Mechanik. Kap. VI §5

die hieraus erhaltenen 6; und 6, in (22) ein, so erhdlt man

£ = CLSL”E (&)2, [ = cOmam <£2>2 -

cos o6 \71y cos o6 \ 7,

- (28)

A DCB und A DCA sind einander #hnlich, denn Winkel C ist
ihnen gemeinsam, die Seiten dieses Winkels aber stehen in Proportion;
(21) gibt CB: CD = CD: CA. Aus der Ahnlichkeit dieser Dreiecke

folgt, dal L DAC = £ CDB = o und ferner, daf l—l);g = —gg
oder % = % ist. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ECB und ECA
1
folgt, daf L CAE —= L CEB — o und 1:—2 = i—% ist.  Setzt man
2
die gefundenen Beziehungen in (23) ein, so ergibt sich
cOmo R?
=] - . . (24
fim=fo= (20)

Es sind also die Krifte /i und f; einander gleich und bilden den
gleichen Winkel o¢ mit der Richtung von CA; ihre Resultante f ist
nach dem Mittelpunkte gerichtet und ist gleich

2 cOma R?

f=2f coso = RN - (25)

Legt man durch B unendlich viele Raumwinkel, so zerlegt man
dadurch die Kugelschale in Elementenpaare, von denen jedes eine resul-
tierende, nach dem Mittelpunkte gerichtete Kraft f gibt. Die gesuchte
Kraft F,, mit welcher die ganze Kugelschale auf die Masse m anziehend
wirkt, erhilt man durch einfache Summation der Krifte f, d. h.

R P e Sk o

Die Summe der Raumwinkel @, welche die ganze Kugelschale er-
fillen, ist gleich 2w, da jeder von ihnen ein Doppelwinkel ist; da die
ganze Masse M der Kugelschale gleich 4 wR2¢0d ist, so erhélt man

Fe:ﬂ[?’f..........(g@)

x2

Diese Formel lehrt uns, dafl eine diitnne Kugelschale auf einen
aullerhalb gelegenen Punkt derart wirkt, als ob die ganze
Masse der Kugelschale in ihrem Mittelpunkte vereinigt ware.

Eine homogene Kugelschale von endlicher Dicke kann man sich in
eine unendliche Zahl konzentrischer, unendlich diinner Schalen zerlegt
denken. Wendet man sodann auf diese Schalen Formel (20) und (26)
an, so sieht man, dafl auch eine Kugelschale von endlicher Dicke
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auf einen innerhalb gelegenen Punkt keine Wirkung ausiibt, auf einen
auBerhalb befindlichen dagegen so wirkt, als ob ihre gesamte Masse in
ihrem Mittelpunkte vereinigt wire.

Eine massive homogene Kugel kann ebenfalls in konzen-
trische Schalen zerlegt werden, daher ist auch ihre Wirkung auf einen
auferhalb gelegenen Punkt derart, als ob die Gesamtmasse der Kugel
in ihrem Mittelpunkte vereinigt wire. Wir haben von diesem Satze
schon auf Seite 205 Gebrauch gemacht. Auf die Masse m, welche sich
in der Entfernung # vom Kugelmittelpunkt befindet, wirkt eine Kraft

_Mm 4 T R30m

—_ —— = - (2
F. o ) (27)
Liegt die Masse m auf der Kugeloberfliiche selbst, so ist die Kraft
Mm 4
o = —aROm: - - - « - « « (2
r T 3 Rom (28)

Es soll nunmehr die Kraft F; bestimmt werden, mit welcher eine
massive Kugel auf eine innerhalb derselben im Abstande z < R
vom Kugelmittelpunkt befindliche Masse einwirkt. Wir denken uns
eine mit der gegebenen Kugel konzentrische Kugelfliche konstruiert,
deren Radius gleich x ist; sie wird durch m gehen und die gegebene
Kugel in zwei Stiicke teilen: in eine Kugelschale, innerhalb deren m
liegt, von welcher es also keine Wirkung erfihrt, und eine Kugel mit
dem Radius £, an deren Oberfliche sich m befindet. Letztere Kugel
zieht m nach ihrem Mittelpunkte mit einer Kraft, die erhalten wird,
wenn man in (28) x an Stelle von R einsetzt. Wird 2 vom Mittelpunkt
nach m hin positiv gerechnet, so hat man den Ausdruck fiir die Kraft F;
mit einem Minuszeichen zu versehen, um dadurch anzudeuten, dafl sie
zum Mittelpunkt hinwirkt, d. h. nach der negativen Seite hin:

Fi — _énaxn?‘ e e e e e e e (29)

o

Hiernach ist die Anziehung einer massiven Kugel auf einen
innerhalb gelegenen Punkt proportional dem Abstande des
letzteren vom Kugelmittelpunkte und nach dem Mittelpunkte
gerichtet.

Formel (29) ist (20) auf Seite 136 analog, nur tritt anstatt z die
Grofle s auf. Sonach wiirde die Masse m, wenn sie sich in einer durch
den Mittelpunkt einer homogenen Kugel gehenden ganz engen Rohre frei
bewegen konnte und nur der Anziehung dieser Kugel unterworfen wire,
eine harmonische Schwingungsbewegung ausfithren. Vergleicht man
Formel (29) mit der eben herangezogenen Formel (20), so darf man

4
nicht etwa ¢ gleich - w0 setzen, denn in Formel (20) ist die Kraft in
o

absoluten, hier aber in astronomischen Einheiten ausgedriickt.
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§ 6. Das homogene Kraftfeld. Gegeben sei eine homogene Kugel
mit dem Mittelpunkt A (Fig. 98) und innerhalb derselben eine kugel-
formige Hohlung mit dem Mittelpunkte B; es soll die Kraft f, die auf
eine in der Héhlung im Punkte M befindliche Masse m wirkt, bestimmt
werden. Sei 0 die Dichte der grofieren Kugel. Eine Kugel, in welcher

sich ein Hohlraum befindet, kann man
durch zwei zusammengehérige Kugeln
ersetzen: eine massive mit dem Mittel-
punkt A und der Dichte § und eine
andere, ebenfalls massive mit dem
Mittelpunkt B und der Dichte — 0
(vgl. Fig. 94 und die Darlegungen auf
S.211). Die erste dieser Kugeln zieht
die Masse m mit der Kraft f, = ME
nach A hin an, welche Kraft nach
(29) dem Abstande M A proportional
ist. Man kann demnach f; =—= K. A
setzen, wo K nur von der Dichted,
nicht aber vom Kugelradius abhéangt
[vgl. (29)]. Die zweite Kugel stoBt die Masse m mit der Kraft fy
— MD ab. Die Kraft f, ist nach B gerichtet und gleich f, = K. M B.
Konstruiert man die Resultante f, so sieht man, daB A CDM ~ N\ AMB
ist, denn es ist L CDM — L AMB und ferner

MD _fy _ K.MB_MB

CD~ f K.MA  MA
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke folgt, da L DM C — L MBA,
folglich M C = f und parallel zu BA ist. Das gleiche gilt fir alle

Punkte M der Héhlung. Ferner ist
MC _ MD hf——ﬁ»——K'MB——K

AB~ MB " a MB~ MB ~

f=Ka. ... ... ... .(30)

Driickt man f in astronomischen Einheiten aus, so ist
4
K:—gn@m... C e e ... . (81)

Formel (30) zeigt uns, daf die Kraft / der GréBe nach von der
Lage des Punktes MM innerhalb der Hohlung unabhingig ist.

Ein kugelférmiger Hohlraum im Inneren einer homo-
genen Kugel stellt ein homogenes Kraftfeld (Seite 96) dar,
d. h. auf eine innerhalb desselben befindliche Masse m
wirkt, einerlei welchen Punkt die Masse einnimmt, ein und
dieselbe Kraft, die der Verbindungsgeraden des Kugel- und
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Hohlraummitteipunktes parallel und dem Abstande dieser
Mittelpunkte voneinander proportional ist.

Die Intensitat (Seite 96) dieses homogenen Kraftfeldes hingt nicht
von den Radien der Kugel und des kugelférmigen Hohlraumes ab.
Fallen die Mittelpunkte von Kugel und Hohlraum zusammen (@ = 0),
so wird die Intensitit des Feldes gleich Null, und wir haben den Fall
einer homogenen Kugelschale, fiir welche, wie wir sahen, I; = 0 ist.

Die zwei Kugeln ABCFA (Fig. 99) mit der Dichte -0 und
AECDA mit der Dichte — 0 bestehen zusammengenommen aus der
positiven Masse ABCE A, der negativen Masse AFCDA und dem
linsenformigen Hohlraume AECFA. In derselben Weise wie vorhin
finden wir, dal dieser Hohlraum ein gleichfoérmiges Kraftfeld darstellt,
dessen Intensitit der Dichte 0 und dem Abstande der Mittelpunkte
beider Kugeln proportional ist.

Besonders wichtig ist, wie wir sehen werden, der Fall, wo die
Radien beider Kugeln gleich und ihre Mittelpunkte ¢, und ¢, (Fig. 100)
einander aulerordentlich nahe sind. Dann ist das homogene Kraftfeld
in einem fast kugelférmigen Raume enthalten, der von zwei gleichen
Wiilsten (in der Figur schraffiert) von positiver bzw. negativer Masse
umgeben ist. Setzt man ¢; ¢, =— a, so ist, wie man leicht sieht, die
Dicke ¢ des Wulstes an einer beliebigen Stelle M gleich

c=acosp . . . . . . . .. .(32)

wo @ der Winkel zwischen der durch die Mittelpunkte ¢, und ¢, gehenden
Geraden A B und dem von ¢; oder ¢, (fiir ein sehr kleines ¢;¢, == a
ist dies gleichgiiltig) nach M gezogenen Radius ist.

Mift man die Krafte in astronomischen Einheiten, d. h. geht man
von Formel (12) auf Seite 208 aus, so wird die Intensitit des Feldes
Y == f:m gleich

w:%nﬁa. I €:5:3)

wo a die gr6fite Dicke der beiden Wiilste ist.
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§ 7. Anziehung einer ellipsoidischen Schale auf einen Punkt.
Gegeben sei eine unendlich diinne homogene Schale (mit der Dichte 0),
welche von den Oberflichen zweier #hnlicher und &hnlich gelegener
Ellipsoide (Fig. 101) begrenzt ist. Es sind mithin die Achsen a, b, ¢

bzw. a,, by, ¢; beider Ellip-
soide einander proportional,
also
a b ¢
a b e (34)
In der analytischen Geo-
metrie wird bewiesen, dal,
wenn man durch einen beliebigen Punkt M eine Gerade zieht, die zwischen
beiden Ellipsoidflichen gelegenen Abschnitte einander gleich sind, also
fd = pgq = o ist. In M befinde sich die Masse m; wir legen durch
als Scheitel einen unendlich kleinen Raumwinkel @. Derselbe schneidet
aus der Schale zwei Massen m; und m, heraus, welche die Masse m mit
den Kriften f; bzw. f, anziehen, wobei
mym Mym

27 fo = .‘.......(35)

ry

fi=

Legt man durch f und d Kugelflichen, deren Mittelpunkt M ist,
so schneidet unser Raumwinkel aus der von diesen Flachen begrenzten
Kugelschale das Element fdikh heraus, dessen Volumen sich von dem
des Elementes fdeg um eine im Vergleich zu den Elementen selbst ver-

schwindende GroBe unterscheidet. Man kann daher setzen my; = 072 @@
X fd = drleo; ebenso ist my = OrZwo. Setzt man diese Werte fiir
m, und my in Formel (35) ein, so erhdlt man f; = f,.

Hieraus ergibt sich, wie vorhin fiir die Kugelschale: Eine von
zwel #hnlichen und dhnlich gelegenen Ellipsoidflichen be-
grenzte Schale itbt auf einen in ihrem Hohlraum gelegenen
Punkt keine Wirkung aus.

§ 8. Anziehung einer unendlichen Ebene auf einen Punkt. Ge-
geben sel eine unendlich grofe, diinne Scheibe, deren Dicke ¢ und
deren Dichte & sei. Die Masse m; eines Teiles dieser Scheibe, deren
Oberfliche 6 ist, ist gleich m, = ¢d@. Stellen wir uns vor, die Dicke ¢
nehme ab, wihrend die Dichte 0 zunimmt, so dall ¢0 = & konstant
bleibt, so erhalten wir im Grenzfalle eine Ebene A B (Fig. 102), die
mit einer Schicht eines Stoffes bedeckt ist, wobei wir jedoch die Dicke
dieser Schicht vernachlissigen konnen. Auf dem Teile 6 unserer Ebene
befindet sich die Stoffmenge m; — %6; wir sagen in diesem Falle, der
Stoff habe die Oberflichendichte ¥ und nennen die Massen selbst
Oberflichenmassen. Die gewdhnliche (Volumen-) Dichte dieser



Anziechung einer unendlichen Ebene. 223

o“r
@

Massen ist unendlich groff. Es soll nunmehr die Kraft I’ berechnet
werden, mit welcher die Ebene die in M befindliche Masse m anzieht.
Ist MN L AB, so ist die Kraft F' offenbar von M nach N gerichtet.
Sei nun 6 ein kleiner Teil der Ebene A B mit der Masse m; = ka;
sei ferner r die Entfernung M6, @ der Raumwinkel, unter welchem
der Teil 6 unserer Ebene erscheint und endlich £ NM6 = «. Wir

beschreiben um M mit dem Radius 7 eine Kugelfliche, aus welcher der
Raumwinksl @ das Stiick s herausschneidet; dann ist s = G cosa. Die
Kraft f, mit welcher die Masse m, = k6 die Masse m anzieht, ist gleich

ke
=" m,T Danach folgt, dall die Resultante I aller Krifte f

gleich ist

F = Z feoso = Z f@‘?%g_oﬂ _ zmrlzs _
= kaco = mefO-

2o ist gleich dem Raumwinkel, unter welchem die unendliche
Ebene AB vom Punkte M aus erscheint; dieser Winkel ist offenbar
gleich 2 =, also

F=2xkm . . . . .. . . . .(36)

Die Kraft, mit welcher eine unendliche Ebene AB einen
auflerhalb liegenden Punkt M anzieht, hingt vom Abstande
MN — h dieses Punktes M von der Ebene nicht ab. Wir haben
mithin zu beiden Seiten der Ebene ein gleichformiges Kraftfeld,
dessen Intensitit ¥ gleich ist

$=2xk . .........(7
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Siebentes Kapitel.

Elemente der Potentialtheorie.

§ 1. Punktfunktionen. Den folgenden Elementen der Potential-
theorie miissen wir einige Worte iitber Punktfunktionen vorausschicken.
Jede Grofe, die sich auf einen bestimmten Punkt bezieht, wird Punkt-
funktion genannt. So ist z. B. die Temperatur eine Punktfunktion,
da sich ihr Wert im allgemeinen von Punkt zu Punkt andert, und man
vom Werte der Temperatur in einem gegebenen Punkte 3 reden kann.
Sei 4 ein gegebener Punkt und » der Abstand eines anderen Punktes M
von A, dann sind r, 72, ;1, 71; usw. ebenfalls Funktionen des Punktes 2,

r
da der Wert dieser Groflen von der Lage des Punktes M abhingt.

Jede Funktion ¥ eines Punktes M kann man als Funktion der
Koordinaten z, %, z dieses Punktes ansehen, d. h. man kann V=7{(z, ¥, #)

1
setzen. So ist z. B. V = p eine Punktfunktion von der Form

1
k)
Ve —a)? + (g — b2+ (e — 0
wenn @, b, ¢ die Koordinaten des Punktes A sind. Der geometrische

Ort der Punkte, fiir welche ¥ ein und denselben Wert C hat, stellt eine
gewisse Fliache dar; ihre Gleichung lautet
V=r¢F@yes= C.

Eine solche Fliache heifit die Niveauflache (Iso-Fliche) der ge-
gebenen Punktfunktion. So nennt man eine Fliche, deren sidmtliche
Punkte die gleiche Temperatur haben, eine isothermische Fliche. Legt
man der Zahl C verschiedene Werte bei, so erhilt man unendlich viele
Niveauflichen; durch jeden Punkt des Raumes geht eine solche Fliche
und nur eine, wenn die Funktion eindeutig ist. Durch jeden Punkt
des Raumes kann man eine Kurve ziehen, welche die Niveauflichen
senkrecht durchsetzt, so daf in jedem Punkte A4 die Kurventangente
senkrecht ist zur Tangentialebene der Niveaufliche, welche durch A
geht. Solche Kurven heiflen orthogonale Trajektorien eines Systems
von Niveauflichen.

§ 2. Das Potential einer anziehenden Masse (eines materiellen
Punktes). In diesem Kapitel werden wir vom Ausdrucke

M,

f=—2 « « . o0 D

r?

ausgehen, wo [ die Kraft bedeutet, mit welcher sich zwei im Abstande »
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voneinander befindliche Massen m und m,; anziehen. Die hier zugrunde
liegende Krafteinheit ist die astronomische, welche 15 Millionen mal
kleiner als die CGS-Einheit, d. h. die Dyne, ist, falls man die Massen m
und m, in Grammen, die Entfernung r in Zentimetern mifit. Fiir die
Arbeit R wahlen wir wie frither den Ausdruck

R=1fs . .. . ... ....(2

wo s der Weg ist, welchen der Angriffspunkt der Kraft f in der Rich-
tung der letzteren durchliuft. MiBt man hierbei s in Zentimetern, so

fithrt man eine besondere Arbeitseinheit ein, die gleich 15000000
Erg ist (vgl S. 104).

Es befinde sich nun im Punkte 4 (Fig. 103) die Masse m; in der
Entfernung r wihlen wir einen geometrischen Punkt B und nennen
die Gréfe V, deren Zahlenwert durch die Formel

v=" 3
r
gegeben ist, das Potential des Punktes B oder das Potential im
Punkte B. Dieses Potential wird gewissermafen durch die Anwesenheit
der Masse m in A ,hervorgerufen“. In verschiedenen Punkten B
ist das Potential im allgemeinen verschieden; es ist somit
eine Punktfunktion. Die Niveau-

flachen des Potentials sind konzentrische Tig. 103 Vv_m
Kugelflichen, deren Mittelpunkt A ist. A B, T
Die orthogonalen Trajektorien, der ™ s B
Niveauflichen sind die Radien obiger Y

Kugelflichen, d. h. von A ausgehende
Gerade. Fir unendlich ferne Punkte strebt das Potential dem Grenz-
werte Null zu. Geht man von B in der Richtung nach A4, d. h. nach
der Seite des wachsenden Potentials, um das unendlich kleine
Wegstiick BB, — 6 weiter, so findet man in B, fir das Potential
den neuen Wert ¥V -+ A4V. Hier bedeutet 4V die Anderung des Po-
tentials, die dem Ubergange von B nach B, entspricht. Offenbar ist
VAV = %&’ also 4V = %"8 _ % — m’ﬁ_‘_’_aj. Tst G sehr
klein, so kann man 76 vernachlissigen und erhilt

me

dV:—r—z T N (4)

Wenn irgendeine Masse #, sich von B nach B, bewegt, so ver-
richtst die zwischen m und m, wirkende Anziehungskraft 7 eine elemen-
tare Arbeit, die wir mit /R bezeichnen wollen. Da die Kraft f von

Chwolson, Physik. 2. Aufi. I. 1. 15
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B nach A gerichtet ist, so ist 4R = f6 — 7%72& - 6. Durch Ver-

gleichung mit (4) ergibt sich
AR =mdV. . . . . . . . . . (b

d.h. die elementare Arbeit einer Anziehungskraft wird durch
das Produkt aus der fortbewegten Masse und der Potential-
anderung, welche dieser Fortbewegung entspricht, gemessen.
Hat die Masse m, die endliche Wegstrecke von B nach C (Fig. 104)
zuriickgelegt, so erhidlt man leicht die Gesamtarbeit B der Anziehungs-
kraft, wenn man den Weg BC in Weg-

elemente G zerlegt, deren jedem die

kleine ArbeitsgroBe 4 R entspricht, so

daf R =X AR ist. Istnun AB=r,

und AC = r, und bezeichnen wir

die Potentiale der Punkte B und C

mit V; = " und ¥V, — Zn*, dann ist
L6 ry

nach (5)

R=24R = ZmdV = mZAV.
X2 AV stellt die Summe der kleinen

Potentialinderungen dar, die den

Strecken @, in welche wir den ganzen

Weg von B nach C zerlegten, ent-

sprechen; offenbar ist diese Summe gleich der Gesamtinderung des
Potentials, d.h. 2 4V = ¥V, — V; und daher
R=m(Vo—Vi) . . . . . .. . (6)

Die Arbeit einer Anziehungskraft wird durch das Pro-
dukt aus der angezogenen Masse und der Differenz der
Potentiale im Anfangs- und Endpunkte des Weges gemessen.

Die Anziehungskraft gehort zu den Zentralkriften (S. 109), daher
hingt die Arbeit R weder von der Form des zuriickgelegten
‘Weges, noch von der Lage des Anfangs- und Endpunktes des-
selben auf zwei Kugelflichen mit den Radien r; und r, ab,
die hier Niveauflichen des Potentials sind. Formel (6) gibt
mithin auch die Arbeit, die von der Kraft f bei Fortbewegung der
Masse m; auf dem Wege Dg E geleistet wird.

Die Arbeit hingt bloB von der Potentialdifferenz der
beiden Punkte ab, zwischen welchen die gegebene Masse sich
bewegt hat. Ist m = 1, so ist

R=V,— V. . . ... .. .. (D
d. h. die Potentialdifferenz zweier Punkte ist gleich der

Arbeit, welche beim Transport der Masseneinheit von dem
einen Punkte zum anderen geleistet wird. Bewegt sich die
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Masse m; — 1 auf einem beliebigen Wege von einem unendlich fernen
Punkte zum Punkte M (Fig. 104), dessen Potential ¥V ist, so ist V; = 0,
Vy, = V, und wir erhalten statt (7)

Das Potential eines gegebenen Punktes ist gleich der
Arbeit, welche von der anziehenden Kraft geleistet worden
ist bei Uberfiithrung der Masseneinheit aus der Unendlichkeit
nach diesem Punkte auf beliebigem Wege. Aus (6) folgt, dal
R == 0 ist, wenn Anfangs- und Endpunkt des zuriickgelegten Weges
auf derselben Niveaufliche des Potentials liegen.

Wenn sich m; von A entfernt, so wird die Arbeit R’ geleistet
entweder auf Kosten der Bewegungsenergie von m; selbst oder auf
Kosten eines beliebigen anderen Energievorrates. Im letzteren Falle
sagt man, R’ sei die Arbeit duflerer Krafte. Der Massenverschiebung
auf dem Wege CB oder EgD mufl die Arbeit R’ entsprechen, welche
ibrem absoluten Betrage nach gleich B ist. Der Unterschied besteht
nur darin, daf hier der Anfangspunkt des Weges zum Endpunkte wird
und umgekehrt. Unsere Formeln (6) und (8) geben B! — m, (Vy,— V;)
und R’ =V, d.h.: Die von duleren Kraften geleistete Arbeit wird
durch das Produkt der bewegten Masse in die Potentialdifferenz zwischen
dem Anfangs- und Endpunkte des Weges gemessen.

Das Potential eines gegebenen Punktes ist gleich der Arbeit,
welche von dulleren Kriften geleistet werden miiBte, um die Massen-
einheit auf einem beliebigen Wege von diesem Punkte aus in die Un-
endlichkeit zu beférdern.

Die Kraft f ist in jedem Punkte des Raumes nach A4 (Fig. 103
und 104) gerichtet, hat also dieselbe Richtung, wie der Radius der
Kugelfliche, welche die Niveaufliche des Potentials darstellt.

Hieraus ergibt sich folgender Satz: Die wirkende Kraft ist
in jedem Punkte des Raumes senkrecht zur Niveaufldche des
Potentials, welche durch diesen
Punkt geht. Die Kraftlinien sind
die orthogonalen Trajektorien der
Niveaufldchen des Potentials.

Wir wollen nun wieder annehmen,
die Massen m und m, befinden sich in den
Punkten 4 und B (Fig. 105) im Abstande
r voneinander. Wir fithren hier eine neue
Grofle W ein, deren Zahlenwert durch die

Formel mmy

r

W= - (9)

bestimmt wird und die wir das Potential der Massen m und m,
aufeinander nennen wollen, Ist V das Potential des Punktes B,

15%
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welches durch Punkt A ,hervorgerufen“ ist, und ¥, das durch B her-
vorgerufene Potential von 4, d.h. ist V = 7; und V; = 77%1, so ist

W:y%%szlelm. B C Y

Riickt m; von B nach B’, so ist die von der Kraft f geleistete
Arbeit AR gleich 4R = my AV = Ad(m; V) = 4 W, d. h. gleich
der Potentialinderung der Massen. In analoger Weise verrichtet die
Kraft f der gegenseitigen Massenanziehung bei Verschiebung von A
nach A’ eine Arbeit, die gleich 4 R = m AV, ist, wo A4V, die Potential-
differenz der Punkte 4 und A’ bedeutet. Hieraus folgt 4R == 4 (mV,)
= AW. Welche von den beiden Massen ihre Lage also auch éndert,
die Arbeit 4R ist immer gleich der Anderung von W. Wenn zuerst
m von A nach A’ riickt und darauf m; von B nach B, so ist die ge-
samte, durch die gegenseitige Anziehung der beiden Massen m und m,
geleistete Arbeit offenbar gleich der totalen Anderung der GroBe W.
Wir hatten aber gesehen, daf die Arbeit innerer Zentralkrifte unab-
hingig davon ist, auf welche Weise ein System aus einer Anordnung zu
einer anderen gelangt ist (S. 110), daher ist auch bei gleichzeitiger Orts-
verinderung der Massen m und s, die Arbeit 4R numerisch gleich
der Anderung der Gréfe W. Zerlegt man die endlichen Verschiebungen
in ihre Elemente, so konnen wir hieraus leicht folgendes Ergebnis ab-
leiten: Gelangen zwei materielle Punkte mit den Massen m und m, aus
irgendeiner Anfangslage in A und B, bei welcher ihr Potential W~
den besonderen Wert W, hat, auf irgendeinem Wege in die neue
Lage A, und B, (Fig. 105), fir welche W den Wert W, hat, so ist
hierbei die gesamte Arbeit R ihrer gegenseitigen Anziehung gleich

R=Wy— W, . o o o « o ... (10)

d.h. gleich der Differenz ihrer Potentiale fiir die End- und Anfangslage.
Ist AB = r, und 4, B, = r,, so ist

mm,y mm.
R=W,— W, = — 1

11

Ty "1

Waren die Massen anfinglich unendlich weit voneinander entfernt
und kamen sie sodann auf beliebigen Wegen in eine Lage, in welcher
ihr Potential den Wert W hat, so hat man in (11) die Werte W, = 0,
W, = W einzusetzen und erhilt

R=W. ... .......(Q02

Das Potential zweier Punkte aufeinander ist gleich der Arbeit der
zwischen ihnen wirksamen Anziehungskraft, welche bei ihrem Uber-
gange aus unendlichem gegenseitigen Abstande in die gegebene Lage
geleistet worden ist. Wenn W, der grofite Wert von W ist, der also
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der groftmoglichen Anndherung zweier Massen entspricht, so ist B
= W, — W die Gesamtarbeit, welche diese beiden Massen leisten
konnen. Offenbar ist demnach W, — W der gesamte Vorrat an
potentieller Energie, den das betrachtete, aus zwei Massen
bestehende System besitzt.

§ 3. Das Potential eines Systems wirkender Massen (mate-
rieller Punkte). Gegeben sei ein System materieller Punkte my, g,
wig, Wy ... (Fig.106) und ferner der geometrische Punkt 4 in der
Entfernung r, von my, ry von my, usw. Wir bezeichnen als das durch
dieses Punktsystem m; in A gewissermaflen hervorgerufene Potential 7
die GroRe

My | Mg | Mg m

— - +r2+r_3+"'_zr Ce e (1)
Es ist also gleich der Summe der in A durch die einzelnen Massen des
Systems hervorgerufenen Potentiale. Bilden die Massen einen massiven
Korper, so denken wir uns ihn in
unendlich viele kleine Teile zerlegt,
von denen jeder die Rolle eines der
Systempunkte tibernimmt; in diesem

Falle ist
kdv
V = JT - e (14)

Hier ist dv das Volumenelement,
k seine Dichte und r sein Abstand
vom Punkte, dessen Potential 7 ist.
Das Zeichen | bezeichnet verkiirzt
das bestimmte dreifache Integral,
das sich iber das ganze Volumen
des Korpers erstreckt.

Die GroBe V, vgl. (13), ist eine Punktfunktion, denn #ndert
sich die Lage des Punktes A, so andern sich im allgemeinen alle
Nenner r. Der geometrische Ort der
Punkte mit gleichem Potential ist eine
Niveaufliache des Potentials.

Ihre Gleichung ist

V=2~C. . . . (15

wo C eine Konstante ist. Je nach
der Zahl und Lage der Massen m
kann die Form dieser Flichen eine
auBerordentlich verschiedenartige sein. Haben wir im ganzen nur zwei
wirkende Massen #, und m,, so ist das Potential ¥ des Punktes M
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(Fig. 107) gleich V' = ;ﬁ + 'f:_z und die Gleichung der Niveauflichen
1 2
ist Mo M C.
"1 T2

In Fig. 108 sind durch punktierte Linien die Durchschnittslinien
der Zeichnungsebene mit den Niveauflichen des Potentials dargestellt,
und zwar fir den Fall, daB sich im Punkte A die Masse m;, im Punkte
B die Masse m, befindet und m, =— 4 m, ist. Die Niveauflichen selbst
sind Rotationsflichen, welche durch Rotation der Figur um die Gerade
AB entstehen. Die A und B zunichst gelegenen Kurven sind Kreise

und sind fortgelassen. Die voll ausgezogenen Linien sind die ortho-
gonalen Trajektorien (S.224) der Niveauflichen des Potentials; ihre
physikalische Bedeutung wird spater dargelegt werden. Offenbar
schneiden sich beide Liniensysteme (die punktierten und voll aus-
gezogenen) unter rechten Winkeln.
Wir nehmen jetzt an, m' (Fig. 106) riicke von A, dessen Potential
¥, gleich ist m m m
Vo =242 T8 L0 L L L L. L (16
=T (16)
nach einem Punkte B, dessen Potential V, gleich ist
my | Wy, M
V, =+ 24 240 L. LD
: 01 - Q2 O3 T

@i bedeutet hier den Abstand der Masse m; von B. Gesucht wird
die Gesamtarbeit I, welche geleistet wird bei dieser Verschiebung der
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Masse m’ durch die Kraft F, mit der m’ durch die Massen m; des Systems
angezogen wird. Die Kraft F ist die Resultierende der Krifte f3, /3, f5s- - -
mit denen die einzelnen Massen m' anziehen. Bezeichnet R;, R,, R;...
die Arbeit der Krifte fi, fs, 153 ..., so ist die Arbeit R der Kraft F,
nach dem Satze von der Arbeit der Resultante (S.106), gleich der
algebraischen Summe der Arbeiten R;, Ry Rj..., also

R=R +Ry+Ry+-ev- - « - - . . (18)

Auf Grund des Lehrsatzes, welcher den Sinn der Gleichung (6) in
Worten ausdriickt, haben wir

R, =m' ﬂ———%>; Rzzm'(ﬁ—%> usw.
01 N Q2 Ty

Setzt man diese Ausdriicke in (18) ein, so ist

" m{91+02+93+ I " 7'1+r2+7'3+
oder nach (16) und (17)

R=w'(V,—7V). . . . . .. .. 19

Bei einem System von wirkenden Massen wird die beim
Verschieben der Masse m’ geleistete Arbeit durch das Produkt
dieser Masse und der Potentialdifferenz des End- und An-
fangspunktes des Weges gemessen.

Fir m' = 1 erhilt man die mit (7) identische Formel. Wenn
die Masse m' — 1 aus unendlicher Ferne auf beliebigem Wege zu dem
Punkte gelangt, dessen Potential V ist, so gibt Formel (19), da hier
m =1, V; =0, V, = V ist,

R=V. . .. . ... ... (20
Dies entspricht dem Satze, welcher durch Formel (8) ausgedriickt war.

Formel (19) zeigt, daB die Arbeit R nur von den Niveauflichen
des Potentials (V' = V; und V = V,), zwischen welchen die Ver-
schiebung der Masse m' stattfand, abhingt;
von der Form dieses Weges oder der Lage
seines Anfangs- und Endpunktes auf den er-
wahnten Flichen ist die Arbeit unabhingig.

Durch jeden Punkt M im Raume, in
welchem eine Kraft wirkt, kann man eine und
nur eine Niveaufliche A B des Potentials
legen (Fig. 109). Bringt man in diesen Punkt
M die Masse m', so wird auf sie eine gewisse
Kraft F' wirken. Wir wollen deren Rich-
tung bestimmen. Verschiebt man die Masse
m' auf der Fliche AB um die unendlich
kleine Strecke M M; oder M M, oder irgendeine andere, nicht in der
Zeichnungsebene liegende, so ist nach Formel (19), da Anfangs- und

Fig. 109.

A
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Endpunkt dieses Weges auf derselben Niveaufliche des Potentials liegen,
die Arbeit B der Kraft F' gleich Null. Hieraus folgt (S. 105), daf die
Kraft F' zu allen den kleinen Linien, die man von M auf der Fliche
AB nach allen moglichen Richtungen ziehen kann, senkrecht steht.
Somit ist die Kraft I’ selbst normal zur Fliche 4 B.

In jedem Punkte des Raumes ist die wirkende Kraft
senkrecht zur Niveaufliche des Potentials, die durch diesen
Punkt geht.

Hieraus folgt unmittelbar, daf die Kraftlinien orthogonale
Trajektorien (S.224) der Niveauflichen des Potentials sind.
Die voll ausgezogenen Linien in Fig. 108 sind mithin die Kraftlinien.

Die Kraft F' ist nach der Seite des wachsenden Potentials hin ge-
richtet. Davon kann man sich durch folgende Betrachtung iiberzeugen.
Wenn man m um die unendlich kleine Strecke M M' — 6 (Fig. 109)
in der Richtung der Kraft F' verschiebt, so ist die hierbei geleistete
Arbeit R einerseits gleich F &, andererseits nach (19)

R=w(V+AV—TV) = m'4Y,

falls man das Potential des Punktes M (und der ganzen Fliche A4 B)
mit V, das Potential des Punktes M’ aber mit V' 4- 4V bezeichnet. Es
ist also

Fo=wmdV. . . . . . . ... (21
Hieraus ersieht man, dal 4V > 0 und daB F nach der Seite des
wachsenden Potentials hin gerichtet ist. Gleichung (21) gibt F' =/ A—GV

Da indes 6 eine unendlich kleine Gréfe ist, so gilt letztere Formel nur
fir den Grenzfall

. AV
F:m’h;nT. e e e e e v e (22)
Hier ist 4V die Potentialénderung, welche einer unendlich kleinen

Verschiebung 6 normal zur Niveaufliche des Potentials entspricht.
Die Richtigkeit der Formel (22) 18t sich, wenn nur ein Punkt

wirkt, leicht beweisen. Fiir diesen Fall ist V =— 7—:?; die kleine Ver-

schiebung sei ¢ = BB; (Fig. 103). Es ist

Ay — ™ mo : Aﬂj: m ]
r—a r r(r — 6) o r (r — 6)
. e AV )
Fir ein unendlich kleines G ist lim - = % und (22) gibt den rich-
r

mm'
re

tigen Ausdruck F —
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§ 4. Das Potential zweier Systeme aufeinander. Gegeben seien
zwei Punktsysteme A und B; m; sei die Masse eines Punktes des
Systems A, my die eines Punktes des Systems B und r der Abstand
dieser beiden Punkte voneinander. Wir bilden die Summe W aller
95 My,

Grofen von der Form , die durch Kombination eines jeden Punktes

des Systems A mit jedem Punkte des Systems B erhalten werden. Diese

Summe
m; My
W_E:E: . .. . . . (23
7 13 r ( )

nennen wir das Potential der Systeme A und B auf-
einander.

Wenn beide Systeme aus irgendeiner Anfangslage der Punkte,
bei welcher W = W, ist, in die neue Lage, fiir welche W == W, ist,
itbergehen, so gibt die Anderung jedes Gliedes m;my:r die Arbeit der
Kraft, welche zwischen den Punkten m; und my wirkt [vgl. (11)]; daher
entspricht die vollstindige Anderung der GroBe 1V, d.h. W, — W, der
Gesamtarbeit R aller Krifte, welche zwischen den Punkten beider
Systeme wirken. Somit haben wir

R=W,—W, . . . . . . ... (24

Sind beide Systeme anfinglich sehr weit voneinander entfernt und
gelangen sie sodann zu der Anordnung, bei welcher ihr Potential gleich
W wird, so erhalt man die Arbeit /2 der zwischen den Systemen A und
B wirkenden Krifte, wenn man in (24) W; — 0 und W, = W setat;
demgemifl haben wir

R=W. . ... ...... (29

Das Potential zweisr Systeme aufeinander ist gleich der Arbeit,
die von den zwischen ihren Punkten wirkenden Kriften beim Uber-
gange aus unendlichem Abstande in die Lage geleistet wird, welche sie
einnehmen.

Wy sei der Maximalwert der Gréfe W, der entsprechend den ge-
gebenen Eigenschaften beider Systeme moglich ist und bei ihrer grofit-
moglichen Annsherung aneinander erreicht wird; dann ist

R= Wo—W . . . . .. ... (26

die Gesamtarbeit, welche die beiden Systeme, deren Potential gleich W
ist, noch zu leisten vermogen. Offenbar stellt daher die GrofBe
Wy — W den Vorrat an potentieller Energie dar, den beide
Systeme zusammengenommen infolge der wechselseitigen
Anziehung ihrer Punkte besitzen.
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§ 5. Das Potential eines Systems auf sich selbst. Es bestehe
ein System aus den materiellen Punkten me;, mq, mg ... m; ... 0y ...,
und 7;; sei der Abstand zweier dieser Punkte m; und m; voneinander.

Die GrofBe mr L ist das Potential der Massen m; und my; aufeinander
Wk

(S. 227). Wir bilden nun &hnliche Briiche fiir alle méglichen Kombi-

nationen zweier Massenpunkte, wobei indes jedes Paar nur einmal

genommen werden darf. Ist » die Anzahl der materiellen Punkte,

so ist die Zahl unserer Briiche —21—n(n — 1), wotfiir bei sehr grollem #

2
auch % gesetzt werden kann. Die Summe aller solcher Briiche nennen

wir das Potential des Systems auf sich selbst und bezeichnen sie mit W.
Der symbolische Ausdruck fiir W ergibt sich leicht, wenn man durch

das Symbol
P— l k . . . . . . .
8= E E Tor (27)

=1 k=1

die Summe aller Briiche darstellt, welche man erhilt, falls man jeden
einzelnen Systempunkt mit allen iibrigen Punkten kombiniert. Offenbar
kommt bei einem derartigen Verfahren jedes Paar m; und my zweimal

vor, folglich ist W — 2 Unter Fortlassung der Indices kann man

schreiben

W:%ZZ":" Ce e e (28)

Die GroBe S 148t sich umformen, indem man

S-——Zmz *—---‘----(28)

Tik

schreibt. zrﬂ— ist aber der Wert V; fiir das Potential unseres Systems
. Wk

in dem geometrischen Punkte, der von der Masse m; eingenommen ist.

Man kann folglich S — Z m; V; setzen; 148t man hier die Indices fort,
i

so erhdlt man fiir W den Ausdruck
1
W=go2>mV . (29)

Das Potential eines Systems auf sich selbst ist gleich
der halben Summe der Produkte aus der Masse jedes der
materiellen Punkte des Systems und dem Potential des von
ihm eingenommenen geometrischen Punktes.
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Es soll nun die gesamte ,innere“ Arbeit R bestimmt werden, die
von allen Anziehungskriften, welche zwischen den Systempunkten
wirken, geleistet werden, wenn das System aus irgendeiner anfing-
lichen Anordnung, bei der W — W, war, zu einer neuen, bei der
W = W, ist, gelangt. Wir wissen bereits (S. 110), daB R von den
Wegen unabhingig ist, auf welchen die Systempunkte aus der urspriing-
lichen Lage in die neue itbergefiithrt werden.

Beim Ubergange jedes Punktpaares m; und my aus der ersten
Lage in die neue wird von ihrer Anziehungskraft eine Arbeit R;j ge-
leistet, die gleich der Potentialinderung der beiden Punkte ist, also
gleich der Anderung des ihnen entsprechenden Gliedes der Summe (28),
welche ‘uns W gibt. Die Gesamtarbeit B ist gleich der Summe aller
Arbeiten R;y; sie ist also gleich der Summe der Anderungen, welche
die Glieder von W beim Ubergange des Systems aus einer Anordnung in
die andere erfahren. Hiernach ist R gleich der Anderung von W, d.h.

R=W,—W, . . .......(0

oder in Worten: Wenn ein System von materiellen Punkten
aus einer Anordnung der Punkte in eine andere iibergeht, so
ist die Gesamtarbeit der inneren Krifte gleich der Anderung
seines Potentials auf sich selbst.

Wenn das System aus einem ,unendlich disaggregierten“ (zer-
streuten) Zustande, bei dem alle Entfernungen r;; unendlich' groB
waren, in den gegebenen Zustand gelangt, bei welchem sein Potential
auf sich selbst gleich 3 ist, dann ist in (30) W, = 0 und W, = W
zu setzen, und es wird daher

R=W. ... .......(@8D

d.h.: Das Potential eines Systems auf sich selbst ist gleich
der Arbeit, die von inneren Kraften bei seiner Bildung
aus einem unendlich disaggregierten Zustande geleistet
worden ist.

Als Folge einer solchen Arbeit mull ein dquivalenter Energievorrat
entstehen, z.B. ein Vorrat an kinetischer Energie einer sichtbaren Be-
wegung, oder ein Vorrat an Warmeenergie, oder endlich ein Vorrat an
Energie von irgendeiner anderen Form.

Ist W, der Maximalwert von W, welcher der gréBtmoglichen Zu-
sammenziehung des Systems entspricht, so ist offenbar Wy, — W die
potentielle Energie eines Systems, dessen Potential auf sich
selbst gleich W ist.

§ 6. Lehrsatz vom Raum mit konstantem Potential. Hat das
Potential ¥V innerhalb eines geschlossenen Raumes iiber-
all denselben konstanten Wert ¥ =— C, so ist die an allen
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Punkten dieses Raumes wirkende Kraft ¥ — 0, und um-
gekehrt: ist in einem geschlossenen Raume iiberall F = 0,

so ist das Potential in ihm ¥V = C, d.h. konstant. Um diesen
Satz zu beweisen, nehmen wir an, innerhalb der Fliche S (Fig. 110)
sei V — Const und denken uns in den beliebigen Punkt A die
Masse m' gebracht; in welcher Richtung wir auch diese Masse aus 4
fortbewegen, die Arbeit der wirksamen
Kraft F ist immer gleich Null, denn
wir haben, um sie zu erhalten, in
Formel (19) zu setzen V, = V, — C,
woraus F'= 0 folgt. Wir wollen jetzt
umgekehrt beweisen, dal, wenn im
Inneren von 8§ iiberall ¥ = 0 ist, das
Potential konstant ist. Zu dem Zwecke
wahlen wir zwei beliebige Punkte 4 und
B innerhalb S und beférdern die Masse m' von A nach B. Da auf
dem ganzen hierbei zuriickgelegten Wege F' — 0 ist, so ist offenbar
auch B = 0. Fiir diesen Fall aber sind nach Formel (19) die Poten-
tiale von 4 und B einander gleich, und da diese Punkte vollkommen
willkiirlich gewahlt waren, so haben also alle Punkte innerhalb S ein
und dasselbe Potential.

§ 7. Das Potential einer Kugelschale und einer Kugel. Zu-
nichst sei hier bemerkt, dall wir uns einer doppelten Ausdrucksweise
bedient haben, indem wir entweder vom ,Potential des Punktes A,
das durch ein System von materiellen Punkten hervorgerufen wird“, ge-
sprochen haben, oder aber vom ,Potential eines Systems im Punkte A“.
Fiir eine diinne Kugelschale, deren Radius R, Dicke ¢ und Dichte 0 ist,
kann man das dulere Potential V, und das innere Potential ¥ auf
folgendem elementaren Wege finden. Da eine Kugelschale im Aufen-
raume ebensolche Krifte F, hervorruft, als ob ihre Gesamtmasse M in
ihrem Mittelpunkte vereinigt wire (S.218), so muf auch das Potential
V, die entsprechende Eigenschaft besitzen, d.h. im Punkte A4, dessen
Abstand vom Mittelpunkte  >> R ist, mul

Veo==""w+ « « « « « « .. . (32

sein. Offenbar gilt diese Formel auch fiir eine homogene Kugel-
schale von endlicher Dicke und fiir eine homogene massive
Kugel. Im Innenraume ist F; = 0 (S. 217); nach dem vorigen Satze
in § 6 mub daher V; = Const sein, d.h. in allen Punkten innerhalb
der Kugelschale mufl das Potential ¥ ein und denselben Wert haben.
Der Wert V, fir das Potential im Kugelmittelpunkte 1aBt sich leicht
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finden; es mufl offenbar V; = V, sein. Zerlegen wir die Masse der
Kugelschale in ihre Elemente m, die alle vom Mittelpunkte gleich weit,
und zwar um R entfernt sind, dann ist das Potential

2Zm M
D

also
Vi =g (83)
oder, da M — 4w R2c0 ist, so folgt
Vi=4mRed . . . o e (30)

Wir wollen noch eine strengere Ableitung der Grofien ¥, und V5
fiir eine diinne Kugelschale geben. A (Fig. 111) sei ein dullerer Punkt
im Abstande CA4A = z vom
Kugelmittelpunkt. Ist m die
Masse eines Elementes der
Kugelschale, welches sich in
B befindet, und BA = 7, so

ist das gesuchte V, = 2?

Bezeichnen ¢ — £ BCD und
1 (die Lange) die Polarkoordi-
naten des Punktes B, so ist R2sin @ dg dv das Flachenelement um B

und m = cOR2sin @ d@ dyp. Ferner ist r = YR2-+ a2 — 2 R cos

und daher
V. — & R sin@dedy
VR + 22— 2 Rz cos ¢
P=0 P=0 35
k4 ( D)
— 9med B2 simpde
VR2 422 —2Rxzcos @
oder
amedR [
Ve = — e j R2t x2—2Rxcosgp . . . . (36)

9=

‘Die Grenzen des Integrals sind symbolisch bezeichnet. Das unbe-
stimmte Integral ist gleich ]/R2 + 22— 2 Rxcosp = r, und deshalb

E
2”661%{7‘} , wo D und F die
x D

konnen wir symbolisch schreiben ¥V, —
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Punkte unserer Figur sind, fiir welche ¢ = 0 bzw. @ = = ist. Daher ist

2med R
y, — e

{AE— AD)

2710613{( L R)— (@ —R)) = 4mR2¢cd _ g’

xr X

was vollkommen der Formel (32) entspricht.

Das innere Potential V; im Punkte A (Fig. 112) wird durch die-
selben Integrale (35) und (36) gegeben wie V,; hier ist jedoch x == CA
< R. Wir haben wiederum

)
v, — 2me

{AE— AD)

- 2“;6R{(R+x)—(1z—x)}: 4mdcR = %f’,

was vollkommen den Formeln (33) und (34) entspricht.

Das Potential 7; im inneren Hohlraume einer homogenen
Kugelschale, die von Kugelflichen mit den Radien R, und R, be-
grenzt ist, wird erhalten, wenn man die gegebene Schale in unendlich
diinne Schalen zerlegt und fiir ¢ in Formel (34) d R einsetzt. Dann ist

By
V,-=J4n6RdR=2m6(R22—Rf). N L4
R—=R;

Das Potential ¥ im Inneren einer homogenen massiven Kugel

(deren Radius R, deren Dichte 0 ist) im Punkte A, dessen Entfernung

vom Mittelpunkte # ist, setzt sich aus

zwel Teilen zusammen. Der erste V;

ist das Potential der massiven Kugel

mit dem Radius z; an ihrer Oberfliche

liegt der Punkt 4, und wir erhalten nach

w230

(32) ¥V, = Jf — 1220 — %nxﬁt?

Der zweite Teil V, ist das Potential

einer Kugelschale, innerhalb deren sich

der Punkt A befindet; ¥, ergibt sich

aus (37), wenn man R, = I und

R, = = setzt, so dal V,— 27§ (R2—x?)

wird. Addiert man nun ¥, 4+ ¥, = V, so erhilt man das Potential
im Inneren einer massiven homogenen Kugel:

V= 2716R’~§n8x2:2n6<122——13—x2> - - - (38)
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Das Potential im Mittelpunkte einer massiven Kugel ist
gleich 270 R2.  An der Oberfliche (x — R) ist das Potential

4 M
P TR —T ..
14 g % R iz (38,a)
Aus (22) konnen wir jetzt die Kraft F berechnen, welche in einem
gegebenen Punkte auf die Masse m' wirkt. Die Grofe 6 ist hier gleich
Az, wo z die Entfernung des Punktes vom Mittelpunkte der Kugel
oder der Kugelschale ist. Wir haben
av av
— m'lim =l — w2
F = m'lim o m oo
Mit Hilfe dieser Formel erhilt man aus (32), (33), (37) und (38) leicht
jene Ausdriicke fiir die Grofe der Kraft, welche fiir die entsprechenden
Sonderfille im vorhergehenden Kapitel entwickelt wurden.

(38,b)

Wir wollen noch das Potential W einer massiven homogenen
Kugel auf sich selbst berechnen. Wir bedienen uns hierzu der
Formel (29)

W:%va.........(39)

Wir teilen die Kugel durch konzentrische Kugelflichen in eine
unendlich grofie Zahl diinner Schalen; x sei der Radius, dx die Dicke
einer dieser Schalen. Da V fir alle Punkte der Schale sich gleich
bleibt, niamlich gleich der in (38) gegebenen Grofie, so kénnen wir in
(89) m gleich der Masse der Kugelschale setzen, so dal m — 4 w220 dx
ist. Daher erhilt man nach (38)

R
W= 4%262I<R2—%x2> w2dax.
=0
Dieses Integral gibt, wenn M die Masse der ganzen Kugel ist,

=16 g 2
W__15n6R5_5R (40)
Somit ist das Potential einer Kugel auf sich selbst pro-
portional dem Quadrate ihrer Dichte und der fiinften Potenz
ihres Radius. Formel (40) gibt uns die Arbeit, welche bei der
Bildung einer Kugel aus unendlich zerstreuter Materie ge-
leistet wird. Sie zeigt uns ferner, daf, wenn eine gegebene Masse M
sich zu einer Kugel zusammenzieht und hierbei der Reihe nach ver-
schiedene Radien erhilt, das Potential W, folglich auch die ge-
leistete Arbeit umgekehrt proportional dem entsprechenden
Radius ist.
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Wenn die Masse M, welche das Volumen einer Kugel vom Radius R
erfilllte, sich derart zusammenzieht, daf} sie nunmehr eine Kugel vom
Radius R, < R bildet, so ist die hierbei geleistete Arbeit der Zu-
sammenziehung gleich

e RN R

Wir diirfen nicht vergessen, dall die Formeln (40) und (41) uns
die Arbeit der Bildung bzw. der Zusammenziehung einer Kugel nicht
etwa in absoluten Mafeinheiten geben. Driickt man M in Grammen,
R in Zentimetern aus, so erhilt man aus (40) und (41) die gesuchte
Arbeit in Einheiten, die etwa 15.10%mal kleiner sind als ein Erg (vgl.
S. 209).

Es ist nicht schwierig, die der geleisteten Arbeit #quivalente
‘Wirmemenge ¢ zu berechnen. Die in Kap. III, § 3 und § 6 gegebenen
Beziehungen fithren leicht zu der Formel

q = 152—% {%—%} kleine Kalorien . . . . (42)
wo C der in Kap. VI, § 2 betrachtete Proportionalitatsfaktor ist. Hat
sich der Radius B um den nten Teil seines Wertes verkleinert, so ist
R, = ’i'nil R und

72 C M2

qg = mkleme Kalorien . . . . (43)

Fithrt man fiir C seinen Zahlenwert ein und ersetzt die kleinen Kalorien
durch grofe, so wird
0,97 M2

_—— Kalori Coee .. (44
q 1018(n_1)Rgr013e alorien (44)

Hier miissen M in Grammen, R in Zentimetern ausgedriickt werden.

Diese Formeln setzen uns in den Stand, unter anderem die Arbeit
zu berechnen, welche bei Kontraktion der Sonne geleistet wird.
Nimmt man z. B. an, daf durch diese Zusammenziehung der Sonnen-
radius sich um 0,1 Proz. vermindere, so gibt uns Formel (44) sofort
an, wieviel Warme hierbei frei wird. Ferner konnte man berechnen,
fir welche Zeit diese Wirmemenge reicht, wenn auf jeden Quadrat-
zentimeter, der sich senkrecht zu den Sonnenstrahlen in der Entfernung
der Erde von der Sonne befindet, je drei kleine Kalorien pro Minute
fallen sollen. Setzt man fir die Warmekapazitit einer Kugel eine be-
liebige angeniherte Zahl ein, so kann man eine Vorstellung von der
Erwirmung erhalten, die eine Kugel bei ihrer Bildung bzw. Zusammen-
ziehung erfihrt, wobei freilich vorausgesetzt werden muf}, daf ein
Wirmeverlust durch Ausstrahlung nicht stattfindet. Interessant ist es
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endlich, die Temperaturerhohung der Sonne bei plétzlicher Verkleinerung
ihres Radius, z. B. um 0,1 Proz., zu berechnen; als Warmekapazitit der
Sonne kann man hierbei etwa 1/y,, 1/, oder gar 1 annehmen, welch
letztere Zahl héchstwahrscheinlich zu hoch gegriffen ist.

Aus (40) folgt, daB bei der Entstehung einer homogenen Kugel
vom Radius R aus einer unendlich zerstreuten Materie, fir jede Ma ssen-
einheit die Arbeit

, 3N
W=_5 (45)
betragt. Nach (88,a) ist aber M : R die Arbeit, welche geleistet wird,
wenn die Masseneinheit aus unendlicher Entfernung bis zur Oberfliche
der Kugel sich bewegt. Wir erhalten daher folgenden Satz: Die
bisher bei der Zusammenziehung der Sonne aus unendlich
zerstreuter Materie in jeder Masseneinheit frei gewordene
Wirme ist gleich 0,6 der Wiarmemenge ¢/, welche entstehen
wiirde, wenn diese Masseneinheit jetzt aus unendlicher Ent-
fernung auf die Oberfliche der Sonne stiirzen wiirde. Aus
(42) folgt, wenn man R == oo und R, = R setzt,

72CM . .
¢ = m kleine Kalorien.
Setzt man hier C ein, berechnet die Masse M der Sonne in Gramm,
so erhdlt man fir die bei der Entstehung der Sonne bisher in
jedem Gramm ihrer Masse freigewordene Wi rme

g; == 29.108 kleine Kalorien . . . . . . (46)

Wenn sich der Radius der Sonne um 1: 10000 verkleinert, so ent-
steht eine Wirmemenge, welche fiir etwa 1500 Jahre den Verlust durch
Ausstrahlung decken wiirde.

Achtes Kapitel.
Von der Schwerkraft.

§ 1. Das homogene Kraitfeld an der Erdoberfliche. Es war
bereits frither (S. 205) davon die Rede, dal die Schwerkraft, welche auf
alle Kérper an der Erdoberfliche wirkt, nur einen besonderen Fall der
allgemeinen Gravitation bildet. Bezeichnet man die Masse der Erde
mit M, ihren Radius mit R, die Beschleunigung beim freien Fall an der
Erdoberfliche mit ¢, die Masse eines beliebigen Korpers mit m, sein

Chwolson, Physik. 2. Aufl. I.1. 16
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Gewicht mit p und nimmt an, daf die Anziehung der Erde wie die einer
homogenen Kugel vor sich geht, so erhilt man

Mm
p frmand OF == mg e e e e e e e (1)
und hieraus
M
9= Cﬁ (2)

Obgleich das Gewicht der verschiedenen Korper verschieden ist,
so ist doch die Beschleunigung g des freien Falles fiir alle Korper im
Vakuum an der Erdoberfliche die gleiche. Formel (2) zeigt, dal die
Beschleunigung g, welche iberall nach dem Mittelpunkte der Erde ge-
richtet ist, mit Zunahme der Entfernung von ihrer Oberfliche sich ver-
mindert.

Fir klejne Teile des Raumes kann man annehmen, dafl g an allen
Punkten nach GroBe und Richtung konstant ist. In diesem Falle stellt
der in Betracht gezogene Teil des Raumes ein homogenes Kraftfeld
(S. 96) dar, dessen Kraftlinien eine Richtung haben, die man als verti-
kale bezeichnet. Ebenen, welche senkrecht zu diesen Kraftlinien sind,
heiflen Horizontalebenen.

Die Methoden, den Zahlenwert von g zu bestimmen, so-
wie die Ergebnisse der Messungen sollen im dritten Abschnitt
besprochen werden.

§ 2. Schwerpunkt. Im § 15 auf Seite 96 sahen wir, dal alle
Krifte, welche auf einen Koérper im homogenen Kraftfelde wirken, eine
Resultante haben, deren Angriffspunkt der Triagheitsmittelpunkt des
Kérpers heifit. Sind die Dimensionen eines an der Erdoberfliche be-
findlichen Kérpers nicht ungewdhnlich gro8, so kann man die Annahme
gelten lassen, dafll sich alle seine Punkte in einem und demselben homo-
genen Kraftfelde befinden. Der Angriffspunkt der Resultante aller
Schwerkrifte, welche auf die Elemente des Kérpers wirken, fallt in
diesem Falle mit seinem Tragheitsmittelpunkte zusammen und wird sein
Schwerpunkt genannt. Die Schwerpunktskoordinaten werden fir
einen inhomogenen Korper durch die Formel (31) auf Seite 97, fir
einen homogenen Koérper durch die Formeln (32) auf derselben Seite
gegeben. Da die Lage des Triagheitsmittelpunktes eines Korpers von
der Lage des Korpers selbst nicht abhiangt, so gilt das gleiche auch
von seinem Schwerpunkt.

Beispiele fiir Schwerpunktsbestimmungen sollen hier nicht folgen,
da solche in den Lehrbiichern der Mechanik gegeben werden. Ebenso
wird auch nicht auf Fragen, die mit der Lehre vom stabilen,
labilen und indifferenten Gleichgewicht von Kérpern mit einem
oder mehreren Stiitzpunkten in Zusammenhang stehen, eingegangen
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werden: man findet die Elemente dieser Lehre in elementaren Physik-
biichern; wegen einer strengeren Untersuchung der hierhergehorigen
Probleme verweisen. wir auf Lehrbiicher der Mechanik.

§ 3. Freie vertikale Bewegung der Korper im Vakuum. Zwar
wird die vorliegende Frage bereits in den elementaren Physikbiichern
behandelt, doch soll auch hier eine kurze Ubersicht itber die beziiglichen
Formeln gegeben werden. Sieht man die Beschleunigung g als kon-
stant an, so hat man den freien Fall der Kérper im Vakuum als
gleichférmig beschleunigte Bewegung, die freie Bewegung der Korper
vertikal aufwirts im Vakuum als gleichférmig verzogerte Bewegung zu
betrachten.

1. Fall der Kérper. Sei s der durchlaufene Weg, v die Ge-
schwindigkeit, ¢ die Fallzeit und v, die Anfangsgeschwindigkeit fiir
t = 0, dann geben uns die Formeln (20) und (21) auf Seite 63

v == vy + gt; s:vot—l—%gt?. N )

Fir den freien Fall ohne Anfangsgeschwindigkeit (v, = 0) ist
v = gt; szégtﬁ........(zi)
Die Geschwindigkeit wichst somit proportional der ersten, der
durchlaufene Weg proportional der zweiten Potenz der Fallzeit. Fiir
t = 1 folgt aus (4) v, = g; 5, = %; d. h. die Geschwindigkeit nach

Ablauf der ersten Zeiteinheit ist numerisch gleich dem doppelten in
dieser Zeiteinheit zuriickgelegten Wege. Der im Verlaufe der # ten

Sekunde zuriickgelegte Weg ist gleich s, = %gn” —Elg(n — 1)2 oder

2n—1
A . (®)

Die in den aufeinanderfolgenden Zeiteinheiten durchlaufenen Wege
wachsen um denselben Zahlenwert g, um welchen auch die Geschwindig-
keiten am Ende der aufeinanderfolgenden Zeiteinheiten zunehmen.

1
= (@n—1) ] =_g+m—1g=

Diese Wege sind s, :g;sg :g—l—g: 3%; 83 =g+2g = 5%;

S, = g +39g=17 g usw. Die Wege s, verhalten sich somit wie die

ungeraden Zahlen 1, 3, 5 usw., wie dies auch aus Formel (5) ersichtlich
ist. Die Formeln (4) geben, wenn man die Zeit ¢ entfernt

§ = —; v=V2—g.s(6)

16 *
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II. Bewegung nach aufwédrts. Hier kann die Anfangs-
geschwindigkeit v, nicht gleich Null sein. Wir haben [vgl. (23) auf
Seite 64] 1
v = Yy — gi; s:z’ot—-ggt?. e (D

Der Kérper gelangt zur Ruhe im Zeitmoment 7', fir welchen
v = vy — g T = 0 ist, hieraus folgt
A N )
g
Setzt man diesen Wert in den Ausdruck fiir s, so erhélt man die
Steighche H vl
0
="' - (9)
29
Die Steighohe ist also proportional dem Quadrate der Anfangs-
geschwindigkeit. Nachdem der Koérper den hochsten Punkt erreicht
hat, beginnt er zu fallen. Er kehrt zur Anfangslage zuriick und

1 N
braucht fiir den Riickweg die Zeit T, die sich aus Formel H — ngT N
ergibt, vgl. (4); hieraus folgt T; — ‘/g‘(—fl, mit Hilfe von (9) wird

T, = %. d. h. T, = T oder: fiir das Zuriickfallen ist eine Zeit er-

il

forderlich, welche gleich der Zeit des Aufstieges ist. Die Geschwindig-
keit v;, welche der Korper in dem Augenblicke besitzt, wo er zu dem
Punkt, von dem aus seine Bewegung begann, zuriickgelangt, wird aus

Formel (6) erhalten; sie ist v, = Y2¢gH oder mit Hilfe von (9)

v; = + ¢;. Im vorliegenden Falle ist offenbar o, = —wv, Der

Korper kehrt also zu seinen Ausgangspunkt mit einer Geschwindigkeit

zuriick, die ihrem absoluten Betrage nach gleich der Anfangsgeschwin-
digkeit beim Aufstieg ist.

III. Reibungslose Bewegung auf der schiefen Ebene.

Befindet sich ein Kérper auf einer schiefen Ebene AB (Fig. 113),

welche mit der Hori-

zontalebene B C den

Winkel @ einschliefit,

so wird die Beschleu-

nigung ¢, seiner Be-

wegung durch die

Komponente p, seines

Gewichtes p hervor-

gerufen, die parallel

zur Ebene A B ist. Da die Beschleunigungen bei gegebener Masse propor-

tional den Kriften sind, so haben wir B sin @, und hieraus

g =gsine . . . . .. .. ..00
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Alle Formeln unseres Paragraphen von (3) bis (9) behalten auch
hier ihre Geltung, nur hat man statt g jedesmal g sin @ zu setzen.
Formel (9) gibt in diesem Falle H == oo fiir ¢ =— 0, was auch so
sein mufB, wenn nimlich keine Reibung vorhanden ist und die Bewegung
im Vakuum erfolgt. Hat der Korper seine Bewegung im Punkte 4
ohne Anfangsgeschwindigkeit begonnen, dann erreicht er den Punkt B
mit der Geschwindigkeit v — V2g1 S = V2gSsin @ = VQ gH, wo
AC = H und AB — S ist. Diese Geschwindigkeit hingt somit von
der Neigung ¢ der schiefen Ebene nicht ab und ist gleich der Ge-
schwindigkeit, welche der Korper im Punkte C beim freien Fall von A
nach C erlangt.

In einer gegebenen Zeit A durchliuft der Kérper laings A B den

1 1 :
Weg s = 5!71152 = Egtzsin . Bezeichnet man mit T die Zeit fur

den freien Fall von A nach C, so wird H = %gT? In dieser selben

Zeit T durchliuft der Korper lings AB den Weg H;, der gleich ist
1 1 . .
H, = 39 T2 = 3 gT?sin ¢ = Hsin ¢. Zieht man CD L AB
(diese Senkrechte fehlt in Fig. 113), so ist H; = AD. Der geo-
metrische Ort aller der Punkte, bis zu welchen ein Kérper in derselben
Zeit T gelangt, wenn er von einem bestimmten Punkte aus, ohne An-
fangsgeschwindigkeit zu besitzen und ohne Reibung zu erfahren, auf
allen nur méglichen schiefen Ebenen herabfillt, ist eine Kugelfliche

mit dem Durchmesser H — %gTﬂ. Die Wege AI, AD, AE, AF,
A G, AC werden in gleichen Zeiten durchlaufen.

§ 4. Bewegung schief geworfener Kérper im Vakuum. Ein
gegebener Korper beginne (bei # — 0) seine Bewegung mit der Ge-
schwindigkeit », im Punkte O
(Fig. 114) und in der Richtung
Ot,, die mit der Horizontalebene
Ox den Winkel o einschlieBt;
wir wollen seine Bewegung, die
offenbar in der Vertikalebene Ov,
erfolgen wird, untersuchen. Wir
ziehen zu diesem Zwecke die
vertikale Linie Oy, wihlen Oz
und Oy zu Koordinatenachsen
und zerlegen die Geschwindig-
keit v, in ihre Komponenten:
eine horizontale v,cosoc und eine vertikale v,sine. Die Schwerkraft
erteilt dem Korper die vertikale Beschleunigung ¢ und &ndert daher
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nur die vertikale Komponente der Geschwindigkeit, die horizontale
dagegen bleibt (im Vakuum) ungeéindert.

Der Kérper wird sich auf einer gewissen Kurve bewegen und zur
Zeit t im Punkte P, dessen Koordinaten x und y sind, befinden. Seine
Geschwindigkeit in P sei gleich v; die auf die Koordinatenachsen be-
zogenen Komponenten der Geschwindigkeit bezeichnen wir mit ¢, und
vy. Aus dem Vorhergehenden folgt, daB die horizontale Bewegung eine
gleichférmige mit der Geschwindigkeit v, cos &, die vertikale Bewegung
dagegen eine gleichférmig verdnderliche mit der Anfangsgeschwindig-
keit vy sin 0; ist. Hieraus ergibt sich

Vg == 0 COS O

. . . (11)
vy == v, Sin 06— gt
r = vy €08 .1

1 - (12
g/==7)osmoc.t-—§gt2 (12)
Entfernt man ¢ aus den Gleichungen (12), so wird
— 9

y =ztangoo — —5——— 2 - - - - - - (13)

2 vf cos? o

Dies isl die Gleichung einer Parabel OBC mit vertikaler
Achse BD. Die Geschwindigkeit v zur Zeit ¢ ist gleich

v = Y& + o} = Vol cos? & + (v, sin o — gt)?

; ' 1 S (14)
= 1;0—2g<'votsmoc—§gt2>, l

oder nach (12)

v=1VYv@—2gy . . . . .. .. .(15)

Diese Formel lehrt uns, dal der Korper die gleiche Geschwindig-
keit v besitzt, gleichgiiltig, ob er sich lings OB aufwirts oder lings
B C abwirts bewegt, vorausgesetzt, daf er sich beidemal in derselben
Hohe y befindet; so ist z. B. in den Punkten P und R die Geschwindig-
keit der GroBe nach die gleiche, aber natiirlich von verschiedener Rich-
tung. Formel (15) laft sich auch aus dem Prinzip von der Erhaltung
der Energie ableiten. Der bewegte Korper hat nimlich zur Zeit, wo
seine Geschwindigkeit v ist, seit Beginn seiner Bewegung die kinetische

1 1
Energie 3 mug — 3 mv? verloren und die potentielle Energie py = mgy,

wo p das Gewicht des Kérpers bedeutet, erworben. Nach dem er-

1 1
wihnten Prinzip ist mog — 7" v2 = mgy und hieraus folgt un-

mittelbar Formel (15).
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Den Augenblick 7}, in welchem der hichstgelegene Punkt B (der
Scheitel der Parabel) erreicht wird, erhalten wir, wenn wir ¢, =— 0
setzen. Formel (11) ergibt dann die Zeit T; des Aufstieges
Vg SIN 0

g

Setzt man in (12) T, an Stelle von #, so erhdlt man die Steighdhe
DB = b und die Abszisse a = 0D des Punktes B, nimlich

I, = - (16)

voﬁsinzu; a:vfsin%c Can
29 29

Fir @ = 90° bekommen wir nach (9) die Hohe b == H beim
vertikalen Anstieg

b =

- (18)

Fir ¢ = 45° wird b = —12—H Die Zeit T, fiir die Riickkehr des

Korpers zur Horizontalebene Oz wird aus der Gleichung
. 1 . 1
Y = v, sino. Tg——EgT; = Tg(vosma—ggvﬂ) =0

bestimmt. Hieraus ergibt sich nach (16)

1, = 20 oL 19)
9

Die Zeit des Abstieges BC ist also gleich der Zeit des Auf-
stieges O B. Die Geschwindigkeit im Punkte C ist gleich v,, wie man
aus (15) sieht. Die Abszisse ¢ = O C des Punktes C, die sogenannte
Wurfweite, erhalt man durch Einsetzen von T an Stelle von ¢ in
den Ausdruck (12) fiir z; mit Beriicksichtigung von (17) ergibt sich

sodann

22 o7,
o= WEN2% o (20
g
Hieraus folgt, dab O0C — 20D ist. Die maximale Wurf-
weite ¢, wird fir sin 24 = 1, d. h. fiir & = 45° erhalten und ist
[vel (18)] gleich
2
cm=';—°_—:2H. N 33,

Die maximale Wurfweite ist gleich der doppelten vertikalen Steig-
hohe (wo o = 90° ist). Formel (20) lehrt uns, daB der von O mit
der Anfangsgeschwindigkeit v, ausgehende Korper nach jedem be-
liebigen auf Oz liegenden Punkte E bei zwei verschiedenen Werten
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von o gelangen kann, wenn nur OF < ¢, ist. Diese beiden Werte
des Winkels « erginzen einander zu 90°. So wird z. B. bei & — 30¢
die Parabel OFE, bei « = 600 die Parabel Og E durchlaufen. Wir
itberlassen dem Leser, zu beweisen, dafl die Umhiillende aller Parabeln,
welche den Werten des Winkels & von o« =— 0 bis ¢ = 7 zugehéren,
ebenfalls eine Parabel A BC (Fig. 115) ist, deren Achse mit der

Achse Oy zusammenfillt und deren Scheitel ither 0 im Abstande
2

OB — H = ;—00 liegt; sie schneidet die x- Achse in zwei Punkten A

und C, deren Koordinate 0C = 0A = +¢nw =+ 2H ist. Ihre

Gleichung lautet
=L _Z . ... (22)

Ferner 146t sich leicht beweisen, daB der geometrische Ort der
Scheitelpunkte aller Parabeln eine Ellipse BD OEB ist, deren kleine
Achse mit der Achse Oy zusammenfillt; sie geht durch den Punkt O
und durch den #iber O in der Hohe H gelegenen Punkt B, d. h. durch
den Scheitel der einhiillenden Parabel (22). Die kleine halbe Achse

1 2
lBO ist also gleich —~H = %
2 2

2

1-9; die horizontale halbe grofie Achse
%Epmgmhﬂsg%mdMED:OAzoom]mGM

chung unserer Ellipse ist

Pt BT L (23)
4 29

Bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit v, kann der Kérper fiir
keinen Wert von & zu einem Punkt, der auBerhalb der Parabel ABC(C
liegt, gelangen. Die Punkte innerhalb der Ellipse BD OEB kénnen
sowohl beim Anstieg wie beim Abstieg erreicht werden; in jedem von
ihnen schneiden sich zwei Parabeln. Die Punkte, welche zwischen der
Ellipse BDOEB und der Parabel 4 BC liegen, konnen vom Korper

nur wahrend seines Niederfallens erreicht werden.

§ 5. Mathematisches Pendel. Das mathematische Pendel be-
steht aus einem materiellen Punkte, dem wir die Masse m und das
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Gewicht » — my beilegen und der sich an einem Ende eines idealen
Stabes C.1 (Fig. 116) befindet, d. h. eines Stabes, der nicht ausgereckt,
nicht gebogen werden kann und selbst keine Masse besitzt. Sein
anderes Ende ist mit dem Punkte C, um
welchen sich das ganze Pendel drehen
kann, verbunden. Die Linge des Pendels
bezeichnen wir mit ! = CM; seine Ruhe-
lage sei CA.

Wird das Pendel zur Seite bewegt
und dann sich selbst iiberlassen, so
schwingt es unter dem Einflusse der
Schwerkraft. Ist £ ACB =« der Aus-
schlagwinkel, dann nennen wir A B =1w
den halben Ausschlag der Schwingung.
Die Dauer einer vollen Schwingung,
d. h. die Zeit, welche das Pendel braucht,
um von seiner Grenzlage CB aus-
gohend, in diese Lage zuriickzukehren, bezeichnen wir mit 7. Wir
werden nachher die Bezeichnungsweise etwas abindern. Wir wollen
zunéchst die Geschwindigkeit v des Pendelendes fiir eine Zwischenlage
CM bestimmen, wo der Winkel seiner Ablenkung aus der Gleichgewichts-
lage L ACM = ¢ ist. Wir fillen von B und M die Senkrechten

BF und ME auf CA und setzen EF — h. Die Wucht %mv2 des

Pendels in diesem Augenblick mufi gleich der Arbeit ph = mgh sein,
welche von der Schwerkraft beim Bewegen der Masse m von B nach M
geleistet worden ist. Folglich ist v2=2gh; h = CE — CF = lcos ¢
— lcoso = 1(cos ¢ — coso). Hieraus ergibt sich:

0=V2gl(cosq)—cosoz) B 2]
Fiir den Augenblick, wo das Pendel durch seine Gleichgewichts-
lage CA geht, bekommen wir die maximale Geschwindigkeit v, seines

Endpunktes, wenn wir in (24) ¢ = 0 setzen, namlich
R o —
vy = V291 (1 — cos) = 2sin 3 Vgl . L (28)
N . . .0 o a
Fir sehr kleine Winkel ¢ kann man sin 5= 5= 3 setzen, so

daff man fir v, folgenden Ausdruck erhilt

00=a‘/%-.......-.(26)

Die Spannung I des Stabes in dem Augenblicke, welchem die
Lage CM und die Geschwindigkeit v entspricht, besteht aus zwei
Teilen: aus der Komponente des Gewichtes p, welche in der Richtung
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des Stabes wirkt und gleich p cos @ ist, und aus der Zentrifugalkraft f,
2
welche gleich # ist. Setzt man hier den Wert von v nach (24) ein,
so wird :
m 2
f= - = 2mg (cos @ — coso) = 2p (co8 ¢ — cos w);

und hieraus folgt

F= pcosp+f=p (Bcosp—2cos0c) . . . .(27)
Im Augenblicke, wo ¢ == 0 wird, ist die Spannung gleich
Fo = p(8—2cos0t) . . . . . . . .(28)

Ist @« = 909 d. h. ist das Pendel in die Lage CD gebracht, so er-
halten wir F, — 8p. Mithin ist fiir diesen Fall die Spannung dreimal
so groB wie bei der Ruhelage des Pendels, wo auf den Stab nur das
Gewicht einwirkt. Setzen wir o = 180°, dann ist fir ¢ = 90°, wobei
das Pendel sich in der Lage C D befindet, nach (27) F = 2 » und nach (28)
Fo == 5p

Sehr kleine Schwingungen. Wir wollen die Richtung A B
als die positive betrachten. Die Kraft f, welche auf das Pendelende
in der Richtung seiner Bewegung wirkt und die Tangentialbeschleunigung
seiner Bewegung hervorruft, sei gleich f = —psin . Setzt man
p = mg und betrachtet @ als sehr kleinen Winkel, so ist f = — mg .
Bezeichnet man mit s den Abstand AM des Pendelendes von seiner
Mittellage, so ist I @ = s, folglich

f=—mTs. ... (29

Der Form nach ist dieser Ausdruck identisch mit (20) auf Seite 136,
wenn man dort

c =

... (30)

~

setzt. Hieraus folgt, dall man bei sehr kleiner Schwingungsweite in
erster Anndherung annehmen kann, dal das Pendelende eine har-
monische Schwingungsbewegung mit der Amplitude a = 4 B,
jedoch nicht in gerader Linie, sondern lings eines sehr kleinen Kreis-
bogens ausfithrt. Formel (16) auf Seite 135 gibt

@Ozavz:a‘/g,

was mit (26) iibereinstimmt. Ferner folgt aus Formel (15) auf Seite 135
fir die Zeit einer vollen Schwingung

T:?g:2n‘/l-
Ve 9
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Wir wollen indes, abweichend von dem Vorhergehenden, unter
der Schwingungsdauer 7 eines Pendels die Halfte der bisher
als solche bezeichneten Zeit verstehen, d. h. die Zeit von einem Durch-
gange durch die Ruhelage bis zur folgenden, oder, was dasselbe ist, die
Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Umkehrpunkten des Pendels
in den Grenzlagen (s = -+ @ und s = —a). Dann ist

T:gzl/é..........(?,l)

Die Schwingungsdauer bei sehr kleinen Pendelschwingungen hingt
weder von der Grofe des Ausschlages ab (die Schwingungen sind iso-
chron), noch von der am Pendelende befindlichen Masse. Sie ist pro-
portional der Quadratwurzel aus der Linge des Pendels und umgekehrt
proportional der Quadratwurzel aus der Beschleunigung der Schwer-
kraft (der Intensitit des Kraftfeldes) ~Wie aus unserer Herleitung
ersichtlich, ist Formel (31) nur angendhert richtig. In der analytischen
Mechanik wird der genaue Ausdruck fiir 7' in Form folgender unend-
lichen Reihe abgeleitet :

T=m=x V% [1 + (%)2 sin2g+ (g)zsim% ] .
NS e

Fir geniigend kleine ¢ kann man sich mit den beiden ersten
Gliedern obiger Reihe begniigen und

- (32)

1 1 o
— > Zeim2—)- « . . . ..
T-n‘/g(l—}—‘ism 2> (33)
o o a
t d s MY RR— J— > 33 :
setzen oder, falls man sin s = 3= 57 einfithrt

TZ“V‘;(HI%%;) 3

§ 6. Physisches Pendel. Physisches Pendel heiBt ein Korper R @
(Fig. 117), der um eine horizontale, nicht durch seinen Schwerpunkt
gehende Achse schwingen kann. Diese Achse sei senkrecht zur Zeich-
nungsebene und gehe durch den Punkt 4. Wenn sich der Kérper in
seiner Ruhelage (die in der Figur nicht dargestellt ist) befindet, so liegt
sein Schwerpunkt C auf der vertikalen Geraden AF, die durch die
Drehungsachse geht. Wir bezeichnen den Abstand des Schwerpunktes
von der Drehungsachse mit AB — AC — a, die Masse des Pendels
mit M, sein Gewicht mit P =— Mg. Lenkt man das Pendel um den
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Winkel L FAg =— o ab, wobei sein Schwerpunkt nach B gelangt,
und iberlaBt es sodann sich selbst, so wird es bei Abwesenheit von
Luftwiderstand und Rei-
bung um die Achse A4
Schwingungen nach bei-
den Seiten hin mit dem
konstanten Ausschlag-
winkel o  vollfihren.
Seine Winkelgeschwin-
digkeit o fiir den Augen-
blick, wo die Ablenkung
¢ — L FAH ist, 1lafit
sich folgendermaBen be-
rechnen. Die Arbeit der
Schwerkraft P, welche
an den Schwerpunkt an-
greift, ist, wihrend sich
die Ablenkung von o bis ¢ #ndert, gleich Pk, wo h =— EL ist (die
Geraden BE und DL sind L zu AF); hieraus folgt, daf die Arbeit
gleich Pa (cos @ — cosa) ist. Die erworbene Wucht (Seite 102) ist

1
5 Ke?, wo K das Trigheitsmoment des Pendels in bezug auf seine

“

Drehungsachse ist. Aus der Gleichung Pa (cos @ — cosos) == % Kow? folgt

m:‘/2Pa (cosg—cosoo)_ C . (3B)

Im Augenblick, wo das Pendel seine Gleichgewichtslage durch-
streicht ( — 0), ist die Winkelgeschwindigkeit
o 1/Pa

w0=2sin§ 74

- (36)

Reduzierte Linge eines physischen Pendels heifit die Linge
ST — 1 eines solchen mathematischen Pendels, welches mit ersterem
gleiche Schwingungsdauer hat. Lenkt man das Pendel ST um den
Winkel & = £ FAg ab und tiberlafit es sodann sich selbst, so miissen,
damit beide Pendel die gleiche Schwingungsdauer haben, bei gleichen
Ablenkungen ¢ die Winkelgeschwindigkeiten des physischen (@) und
mathematischen (®;) Pendels einander gleich sein. Die Grofie @ ist
bereits in (35) gefunden; die Geschwindigkeit ¢ des Endpunktes T’
unseres mathematischen Pendels ist nach (24) gleich

v =V 2 gl (cos p — cos or)
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Es ist aber v = lon [vgl. (42) auf Seite 70], folglich

2 g (cosqp —cosa =
ml:Vg( ‘pl ).......(3,)
Die Gleichung ® == @, gibt mithin
K
l Ma (38)

Diese sehr wichtige Formel gibt uns die reduzierte
Léinge eines Pendels. Tragen wir auf der Geraden AF die Strecke
AZ =1 ab, so nennt man den Punkt Z den Schwingungsmittel-
punkt oder das Schwingungszentrum des physischen Pendels.
Dieser Punkt hat offenbar folgende bemerkenswerte Eigenschaft: wenn alle
materiellen Punkte des physischen Pendels, mit Ausnahme des einen in
Z vorhandenen, welcher selbst ein mathematisches Pendel darstellt, ver-
schwinden, so wiirde die Schwingungsdauer dieselbe bleiben, wie sie es
ist, wenn Punkt Z dem physischen Pendel angehért. Alle Punkte des
physischen Pendels, welche der Achse niher liegen als Z, schwingen
langsamer, die weiter liegenden schwingen schneller, als sie es tun
wiirden, wenn sie die unteren Endpunkte mathematischer Pendel bildeten.
Strenggenommen haben wir nicht einen, sondern unendlich viele
Punkte Z; ihr geometrischer Ort ist ein Teil ihrer Zylinderfliche pg,
deren Achse A, deren Grundflichenradius ! ist. Beschrinkt man sich
auf die Punkte, welche in der durch die Achse A gelegten Vertikal-
ebene AF liegen, so ist ihr geometrischer Ort der Abschnitt einer
parallel zur Achse C durch Z gehenden Geraden, welcher innerhalb des
Pendels liegt.

Der Schwingungsmittelpunkt Z liegt tiefer als der Schwerpunkt,
d. h. es ist immer > a. Um dies zu beweisen, moége das Tragheits-
moment K4 des Korpers in bezug auf seine Rotationsachse A gleich
dem K in Formel (38) sein und das Tragheitsmoment in bezug auf
eine parallel zu A durch den Schwerpunkt C gehende Achse moge durch
K¢ bezeichnet werden. Nach Formel (34) auf Seite 98 und dem ent-
sprechenden Lehrsatz ist das Tragheitsmoment K4 eines Kbérpers in
bezug auf eine beliebige Achse A gleich dem Trigheitsmoment K¢
desselben Korpers in bezug auf die Achse C, die der ersten parallel
durch den Schwerpunkt geht, vermehrt um die Grofie Ma2?, d. h. ver-
mehrt um das Produkt der Masse M des Kérpers in das Quadrat der
Entfernung a der beiden Achsen 4 und C, also

Ky =Ko+ Ma2. . . . . . . . .(39
Setzt man dies anstatt K in (38) ein, so wird
Ko+ Ma | K
"= Tt - (40)

woraus ersichtlich, dall I > a ist.
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Der Drehpunkt 4 und der Schwingungsmittelpunkt Z be-
sitzen die bemerkenswerte Eigenschaft, konjugierte Punkte
zu sein, d. h. ihre Rollen vertauschen zu kénnen. Wenn man
das Pendel umkehrt und durch Z die Drehungsachse zieht
(parallel zur fritheren Achse 4), so wird 4 zum Schwingungs-
mittelpunkt; die reduzierte Linge !l — AZ, folglich auch
die Schwingungsdauer, bleiben hierbei ungeéindert.

Zum Beweise bezeichnen wir die Entfernung des Schwingungs-
mittelpunktes vom Schwerpunkte mit a, =— CZ (Fig. 117). Es ist
a, = AZ — AC = 1 — a, nach (39) erhilt man somit

Ko
@ = Ma - (41)
Wir bringen nunmehr das Pendel in die umgekehrte, in Fig. 118
dargestellte Lage; hier ist die Drehungsachse Z, der Schwerpunkt C
und CZ —a,. DieEntfernung des Schwingungs-
mittelpunkts y von der Drehungsachse ist unbe-
kannt; wir sehen Zy — & und beweisen, dal
2 = 1 ist. Die Grofle z erhalten wir aus (40),

wenn wir @ durch a, ersetzen:

K
v =0t g
1

Setzen wir hierin fiir a, seinen Wert aus
(41) ein, so wird

KC KcM(l . K(;
= Ma "MK,  MaT "
oder nach (40) # == I, was zu beweisen war.

Da die Schwingungsdauer eines physi-

schen Pendels gleich der Schwingungsdauer

eines mathematischen Pendels mit der nach (38)

zu bestimmenden Linge ! ist, so finden wir

aus (31) fiir die Schwingungsdauer 7' eines physischen Pendels bei
sehr kleinen Ausschligen

K
T — e e e e e e e e 2
T nl/a (42)

wenn statt Mg das Gewicht P des Pendels eingefiithrt wird. Formel (32)
gibt uns den entsprechenden genauen, Formel (33) einen angendherten
Ausdruck fiir die Schwingungsdauer

T:n‘/%(l+i~sinﬁg> N ()
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Schwingt das Pendel in der Luft oder ist Reibung an seiner
Achse vorhanden, so sind die Schwingungen gedampft (vgl S.156).
Der natiirliche Logarithmus des Verhiltnisses zweier aufeinander fol-
gender Ausschlage gibt uns das logarithmische Dekrement der
Pendelschwingungen [vgl. (76) auf S. 158]. Die allmahliche Ver-
minderung des Winkels o hat auch eine allmdhliche Abnahme der
Schwingungsdauer im Gefolge, wie aus Formel (43) hervorgeht, wo das
zweite Glied in der Klammer immer positiv ist. Diese Abnahme der
Schwingungsdauer ist jedoch sehr klein, wenn der Anfangswinkel o klein
ist und sie erfolgt sehr langsam, wenn Luftwiderstand und Reibung
gering sind, d. h. wenn das logarithmische Dekrement eine kleine GroGe
darstellt.

Neuntes Kapitel

Von den Dimensionen physikalischer Gré8en.

§ 1. Definition des Ausdruckes ,Dimension“. In den voran-
gehenden Kapiteln dieses Abschnittes haben wir die sogenannten abso-
luten Einheiten gewisser physikalischer Gréfen kennen gelernt, soweit
letztere in der Mechanik vorkamen. Wir haben dort gesehen, dafl
ein ,MafBsystem® mit Hilfe dreier Grundeinheiten, als welche von
uns die Einheiten der Lange, Masse und Zeit angenommen wurden,
aufgestellt werden kann. Setzt man die Proportionalititsfaktoren in
den Formeln, welche die Grofen, deren Einheiten bereits gewihlt sind,
mit einer neuen Grofe in Beziehung bringen, gleich Eins, so erhilt man
die Einheit dieser neuen Gréfe; auf diese Weise wird ein System von
absoluten abgeleiteten Einheiten gewonnen. Je nach der Auswahl
der Grundeinheiten der Lénge, Masse und Zeit kann man eine unzihlige
Menge von Systemen abgeleiteter Einheiten bilden. Wir hatten ins-
besondere das CGS-System beriicksichtigt, dessen Einheiten Gramm,
Zentimeter und Sekunde sind, und in welchem die Dyne und das Erg
als Einheiten der Kraft und Arbeit auftreten.

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, in welcher Weise die
abgeleiteten Einheiten von den Grundeinheiten abhingen.
Wir wollen mit den kleinen Buchstaben des lateinischen Alphabets die
verschiedenartigen Grofen (eigentlich ihre Zahlenwerte), mit den grofien
Buchstaben die entsprechenden FEinheiten bezeichnen. Die Grund-
einheiten sind L, M und 7. Es stelle nun a irgendeine physikalische
GroBe dar und A sei ihre Einheit, die sich zugleich mit den Grund-
einheiten L, M und 7 #ndert.

Wenn sich bei Anderung der Grundeinheiten die ab-
geleitete Einheit A proportional der pten Potenz der Lingen-
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einheit L, der gten Potenz der Masseneinheit M und der rten
Potenz der Zeiteinheit T dndert, so sagt man, die Einheit 4
sei nach der Lingeneinheit von der pten, nach der Massen-
einheit von der gten und nach der Zeiteinheit von der rten
Dimension. TUbrigens spricht man der Kiirze halber oft von der
Dimension der physikalischen GréBe selbst, z B. von der
Dimension der Arbeit, der Dimension der Bewegungsgrofe usf., statt
von den Dimensionen der Einheiten dieser GroBen zu reden. Den er-
wahnten Zusammenhang zwischen den abgeleiteten und den Grund-
einheiten driickt man symbolisch durch Formeln von nachstehender

Form aus [Al=LrMaTr. . . . . . . .. .()

Diese Schreibweise werden wir in der Folge benutzen. Oft schreibt man
auch statt der groBen Buchstaben kleine, also
[a] = 1P matr.,

Die Exponenten p, ¢ und r konnen ganze oder gebrochene, posi-
tive oder negative Zahlen sein. So bezeichnet z. B. die symbolische
Formel

1 3
T 0 15,
[A]:I—;#::LZJWT @

daB die abgeleitete Einheit 4 irgendeiner physikalischen Grofie a sich
proportional der Quadratwurzel der Grundeinheit der Lénge L, pro-

portional der <§)ten Potenz der Masseneinheit und umgekehrt pro-

portional dem Quadrate der Zeiteinheit andert. Wenn z. B. zunichst
das CGS-System zugrunde gelegt war und wir darauf als Grund-
einheiten das Meter, Zentigramm und die Minute nehmen wollten, so

wiirde die abgeleitete Einheit zundchst 10 mal (VY&;) grofer, dann

1000 mal (V 1008) kleiner und zuletzt 3600mal (602) kleiner, im ganzen
also 360000 mal kleiner werden. Hingt die abgeleitete Einheit A von
irgendeiner Grundeinheit gar nicht ab, so sagt man, die Einheit 4 sei
von der nullten Dimension nach dieser Grundeinheit.

Symbolische Gleichungen in der Gestalt von (1) nennt man Di-
mensionsformeln der entsprechenden physikalischen GroBen.

In engem Zusammenhange mit der soeben erlauterten Art, die Be-
ziehungen der abgeleiteten Einheit zu den Grundeinheiten zu bezeichnen,
steht eine besondere Schreibart fiir dieZahlenwerte derGréfen
selbst. Ks enthalte eine Grofle ¢ in sich # Einheiten, z. B. 7 Einheiten.
Wiirden wir nun @ = 7 schreiben, so wiirde es unbestimmt bleiben,
was fir 7 Einheiten in der GréBe @, die man durch eine unzihlige
Menge absoluter Einheiten messen kann, enthalten sind. Da nun
aber die abgeleitete Einheit durch die Grundeinheit vollstindig be-
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stimmt wird, so verschwindet jede Unklarheit, wenn wir dem Zahlen-
wert der GroBe, etwa in Klammern, die Benennung der drei Grund-
einheiten beifiigen, auf welchen das gewahlte MaBsystem beruht. So
besagt z. B. der Ausdruck

0 =7 (Fub, kg, Min). . . . . . . . .(3)

daB in der Grife a sieben derartige Einheiten enthalten sind, wie sie
sich aus den in Klammern beigefiigten Grundeinheiten der Linge, Masse
und Zeit ergeben. Ist z. B. irgendeine Arbeit r = 10 (cm, g, sec)
Einheiten, so heit das einfacher, sie ist gleich r = 10 Erg.

Es ist jedoch dullerst vorteilhaft, wenn man die Benennungen der
Grundeinheiten nicht einfach nebeneinander in Klammern setzt, son-
dern sie in der Reihenfolge und mit den Exponenten folgen 1aBt, mit
denen diese Einheiten in der Dimensionsformel der entsprechenden
Grobe auftreten, deren Zahlenwert wir hinzuschreiben haben. Nimmt
man z. B. an, die Dimensionsformel der Einheit A sei von der Form (2),

80 schreibt man an Stelle von (3)
1 3

_ o (Fub)’ (kg)*
o (Min.)?
Eine solche Schreibweise bietet mancherlei Vorteile; wir sehen
nicht blol, welches die Grundeinheiten des gewahlten Systems sind,
sondern auch in welcher Weise die Einheit der Gréfle a von
den Grundeinheiten abhéngt. Der Hauptnutzen wird in § 3 dar-
getan werden.

- (4

§ 2. Dimensionsbestimmungen fiir die Einheiten verschiedener
GroBen. Fir die Ableitung der Dimensionsformeln werden wir fol-
genden einfachen Satz brauchen:

Wenn der Zahlenwert a einer Gri8e gleich dem Produkte
bzw. Quotienten der Zahlenwerte b und ¢ zweier anderer
GroéBen ist, d. h. wenn

a — bec Dbzw. a:g........({))

und die Dimensionsformeln der Einheiten B und C der
Grofen b und ¢ die folgenden sind
[B] = MrLaTT, [Cl=M=1yT? . . . . .(6)
soist die Dimensionsformel der Einheit 4 der GréBe a
[4] = Mp+a:Lq+yTr+zl
bzw. - (T)
[A] = MPp—=19—Y T"“’]
Die symbolische Dimensionsformel der Grofe A entsteht also aus
den symbolischen Dimensionsformeln der GréfSen B und C in der-
Chwolson, Physik. 2. Aufl. I.1., 17
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selben Weise, wie das Produkt bzw. der Quotient zweier algebraischer
Ausdriicke, welche die Dimensionen der Einheiten von B und C be-

. b
zeichnen. Beweis: Wenn a = bc baw.a =— ’ ist, so ist @ = 1, falls

b= 1 und ¢ = 1 ist. Hieraus geht hervor, dafl die Einheit 4 pro-
portional B und direkt bzw. indirekt proportional C ist. Es andert
sich aber B proportional der pten Potenz der Grundeinheit M und C
proportional der xten Potenz derselben Grundeinheit M. Ist demnach
a = be, so dndert sich die Einheit 4 proportional der (p - x)ten

b
oder fir ¢ = P proportional der (p — x)ten Potenz der Einheit M,

und gerade dies ist durch die Formel (7) symbolisch ausgedriickt. Der
bewiesene Satz 1aBt sich fir @ = b"¢™ verallgemeinern. Symbolisch
ausgedriickt haben wir

[4] = [BI"[C]* . . . . . - . . . (T,a)

Es kann nun nicht mehr schwer fallen, die Dimensionsformeln fir
verschiedene Einheiten aufzustellen.

Die Einheit S der Oberfldche ist proportional dem Quadrat, die
Einheit O des Volumens proportional dem Kubus der Lingeneinheit.
Hieraus folgt

[S]=1L?; [Ol=L*. . . . . ... (8

Beide Einheiten sind von der nuliten Dimension nach M und T

Ein Winkel wird durch das Verhiltnis seines Bogens ¢ zum
Radius ¢ gemessen; seine Einheit (der Winkel, fiir welchen 6 = @ ist,
d.h. der Winkel von 57°1744,8”) hingt von der Wahl der Grund-
einheiten gar nicht ab. Somit ist ein Winkel von der nullten
Dimension nach M, L und T.

Die Geschwindigkeit » wird durch das Verhiltnis des Weges
zur Zeit gemessen; hieraus folgt nach (7)

[V]z%:LT—l.........G))

Die Einheit der Geschwindigkeit (bei welcher in der Zeiteinheit die
Langeneinheit zuriickgelegt wird) muf offenbar proportienal der Lingen-
einheit und umgekebrt proportional der Zeiteinheit sein. Entsprechend
Formel (4) haben wir demnach beispielsweise zu schreiben
Fub om,

v == 8 —— v=15
Min.’ sec

-(10)

Die tangentiale oder normale Beschleunigung w. Sowohl
die eine wie die andere wird durch das Verhiltnis der Geschwindigkeit
zur Zeit angegeben, daher ist die Dimension der Beschleunigungs-
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einheit
__ L
Fiir die Normalbeschleunigung hatten wir auf S. 66 den Ausdruck
2
w="2 gefunden, wo R eine lineare Grofe ist. Das gibt

R
(V] _I* 1 L
L T T*L T
entsprechend der vorhergehenden Formel (11). Wir finden also, dafi
die absolute Einheit der Beschleunigung proportional der Léngeneinheit
und umgekehrt proportional dem Quadrat der Zeiteinheit ist. So ist
z.B. die (m, sec)-Einheit der Beschleunigung 3600 mal grofler als die
(m, Min.)-Einheit der Beschleunigung. Erstere Einheit entspricht einer
Bewegung, bei welcher sich die Geschwindigkeit in einer Sekunde um
s6inen Meter in der Sekunde“ vergrofert, die zweite einer Bewegung,
bei der die Geschwindigkeit in einer Minute nur um ,einen Meter in der
Minute“ zunimmt. Die Zahlenwerte verschiedener Beschleunigungen
werden z. B. wie folgt geschrieben:
Fuf cm

Hier ist die zweite Beschleunigung in CGS-Einheiten ausgedriickt.

Fiir die Beschleunigung der Erdschwere haben wir

(W] = (11,a)

w

cm
g_gslw..........(lm

Die Kraft ist gleich f = mw. Hieraus folgt die Dimension der

Krafteinheit
ML
[F];_M[W]:—TT' e e e e e (14)
Nach dem Vorhergehenden bediirfen die folgenden Gleichungen

keiner Erlduterung.
_, Pfund. Meter

f= - Meter
(Min.)? .
gem (15)

f=175 (s00 — 75 Dynen

Es mogen hier zwei iiberaus wichtige Hinweise folgen.

L Man hat sich ja davor zu hiiten, Symbole, wie die in (10), (12)
und (15) gegebenen, mit wirklichen Gréfen zu verwechseln, die aus
Faktoren und Divisoren bestehen. Dieser grobe Fehler wird nicht selten
begangen. Das, was rechts vom Zahlenwerte einer GriBe steht, stellt
nur ein Symbol und nichts anderes als ein Symbol dar und soll nur
die Benennung der betreffenden Einheiten ersetzen, wie dies aus der
zweiten Formel (15) hervorgeht.

17%*
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1I. Alle Glieder einer Gleichung, d.h. alle Grofen, welche
durch die Zeichen der Addition, Subtraktion und der Gleich-
heit miteinander verbunden sind, miissen’ von derselben
Dimension sein. In der Tat kénnen nur gleichartige Gréfen mit-
einander verglichen werden, und solche miissen natiirlich von der
gleichen Dimension sein. Dies liefert uns ein bequemes Mittel zur
Priifung der Richtigkeit von Formeln.

Nehmen wir ein Beispiel: Wir hatten fir die Schwingungszeit ¢

eines Pendels die Formel { — :rv‘/gE Beide Seiten dieser Glei-

chung miissen von derselben Dimension sein. Die linke Seite

ist von der Dimension 7. Auf der rechten Seite ist I die Dimension
L .

von I, 78 die Dimension von g [vgl. Formel (11)]; 7 als unbenannte

Zahl ist von der nullten Dimension. Die ganze rechte Seite hat somit

die Dimension V

linke Seite.

Wenn zwei GroBen @ und b, welche nach ihrer urspriinglichen
Definition voneinander verschieden sind, auf Grund irgendwelcher Her-
leitungen, sobald man sie in absoluten Einheiten mifit, numerisch gleich
werden, so daf also @ = b wird, so sind notwendigerweise auch ihre
Dimensionen gleich, d.h. die Abhiangigkeit ihrer Einheiten 4 und B von
den Grundeinheiten L, M und T mub die gleiche sein. Die Gleichung
@ = b 'muf richtig bleiben, mit welchen absoluten Einheiten 4 und B
sie auch gemessen werden, d.h. welches auch immer die Grundeinheiten
L, M und T sein mégen. Wiren die Dimensionen der Einheiten 4 und
B nicht gleich, so miiiten sie sich bei Anderung von L, M und 7 in
verschiedener Weise #ndern und es kénnten daher ihre Zahlenwerte a
und b nicht gleich bleiben. Wir miissen daher auf Grund der Formeln
(20) auf S. 84 und (9) auf S. 111 erwarten, daf der Kraftimpuls und
die Bewegungsmenge, die erlangte Wucht und die Arbeit von gleicher

= Y72 = T, d.h. dieselbe Dimension wie die

L
L:T?

. . ip U v?
Dimension sind. DaB die Dimensionen der Gréfien 7 und —-, durch

welche in verschiedenen Fillen ein und dieselbe Grofe, namlich die
Beschleunigung, ausgedriickt wird, einander gleich sind [vgl. (11) und
(11, a)], bestatigt das Gesagte.

Wir setzen nach diesen Abschweifungen die Herleitung der Dimen-
sionen verschiedener Grofen fort.

Die Arbeit ist gleich » = f's, wo [ die Kraft, s der Weg ist; die
Dimension der Arbeitseinheit ist daher

ML

[R] = [F]L =7

- (16)
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Als Beispiel seien folgende Ausdriicke angefiihrt:

g kg Meile  gglm? o
r=2 (Stunde)? ’ r== (sec)2 8 Erg.

Die Wucht ist gleich ¢ = % mv?; die Dimension ihrer Einheit J ist

ML2
[J]= MV} = —5— - - - - - - (16,a)
d.h. sie ist gleich der Dimension der Arbeit, wie wir bereits voraus-
sehen konnten. Von derselben Dimension ist auch jede andere Energie-

form, z.B. die Warme g:

M L2
[Q]:W...........(lﬁ,b)
Der Kraftimpuls ist gleich ¥ = f¢ und daher
I
(0] = [F]T = 2E . - (17)
T
Die Bewegungsmenge ist gleich h = mv; folglich
M
(] = M[V] = L, (17,a)

17
iibereinstimmend mit (17), wie zu erwarten war.
Das Moment eines Kriaftepaares ist gleich n’ = f1, wo [ der

Arm des Kriftepaares ist; hier ist
ML
Die Dimension ist dieselbe wie die der Arbeit; es mul dies auch

nach (8) auf S. 108 so sein, denn der Winkel ist von der nullten
Dimension.

(M = . (18)

Die Dichte ist gleich d = 5'01, wenn o das Volumen ist; folglich

Die Winkelgeschwindigkeit ist ¢ = %, wo « der Drehungs-

winkel des Kérpers ist; hieraus folgt

1
Pl=—_—=T"1 . . ... ....
@)= =T (20)
Die Winkelbeschleunigung ist ¢ = (—?; folglich
1
Fl=—==T"2 . .. ... ... @2

T2
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Das Tragheitsmoment ist & = mi2; folglich
[Kl=ML2. . . . . . .. .. .. (22)
Die Schwingungsdauer eines physischen Pendels ist gleich
t=m |/ -I% (S.254); die Dimension von % war soeben gefunden worden,

P ist eine Kraft, a eine Linge. Die Dimension der rechten Seite der

ML
Gleichung ist ———— = T, wie es auch sein mubf.
ML
e F
Schreibt man das allgemeine Gravitationsgesetz in der Form

mm'
f=20 w (23)
und mift die Kraft f in absoluten Einheiten, so hingt der Zahlen-
wert des Koeffizienten C von den Grundeinheiten ab, und man kann

daher von der Dimension der Grdflie C reden. Formel (23) gibt
e
[F] = [C] 5L somit ist nach (14)

I3
= =MlLsT-%. . . . ...
[C] = U T2 M—113T— (24)
Setzt man jedoch die Gravitationskonstante C == 1, so ist die
Kraft, die wir hier zum Unterschiede mit 7’ bezeichnen wollen, gleich
’
f :mrzn Die astronomische Krafteinheit F’ ist somit von der
Dimension
e
[F’]:F..........(%)

Gilt fir die Arbeit 7' der Ausdruck f's, wo s die lineare Grifle
ist, so erhilt man als Dimension der astronomischen Arbeitseinheit R’
Me
RN — 2. . . . .« . . . . (26
(7] == (26)
) . ) mm' | .
Das Potential zweier Massen aufeinander - ist, wie es

sein mull, von eben dieser Dimension, vgl. (9,a) und (10) auf S. 228.

§3. Ubergang von einem MaBsystem zum anderen. Es sei
irgendeine physikalische Grofe @ gegeben, ihr Zahlenwert sei gleich #,
falls sie durch die absolute Einheit, welche aus den Grundeinheiten 4,
u, T abgeleitet wurde , gemessen ist. Will man pun zu einem anderen
MaBsystem iibergehen, so mufl man den Zahlenwert n; derselben Grofie a
ermitteln, wenn sie durch die neue absolute Einheit, die von den Grund-
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einheiten 4,, #,, 7; abhingt, gemessen wird. Es mul hierbei der Zu-
sammenhang zwischen den ersten und zweiten Grundeinheiten gegeben

sein, z. B. A = zA;, # = yu,, T = £7;; ebenso die Dimension fiir die
Einheit 4 der Grofle a. Es sei z. B.
[Aj = LeMeTr . . . . . . . . . (27)

Um nun #; zu finden, also zum neuen Malsystem iiberzugehen,
hat man folgende drei Verfahren vorzunehmen:

1. Man hat die Gro8e @ nach dem Schema (4) zu schreiben,
wobei das Symbol aus den ersten Grundeinheiten besteht
[vgl (27)].

a=mn.APpic" . . . . . .. .. ... (28

2. Man hat symbolisch die ersten Grundeinheiten in neue
umzuwandeln:

a=n.@A)PHu)(zr)" . . . . . . . (29

3. Man hat das Symbol zeitweilig als algebraischen Aus-
druck zu betrachten und die Koeffizienten herauszuschaffen,
die zwischen den ersten und zweiten Grundeinheiten ver-
mitteln.

a=mnxPyler . Muie . . . .. ... . (30)

Hiermit ist die Aufgabe gelést, denn der neue Zahlen-
wert n, ist gefunden.

ng = nXPYZ . . . . . . . .. (31

Das danebenstehende APu?t’ ist wiederum ein blofBes
Symbol der absoluten Einheit fir die GréBe a im neuen
Mafisystem.

Diese eigentiimliche Methode, die offenbar gegen den auf S. 259
gogebenen Hinweis I verstoft, kann man dennoch gelten lassen, wenn
man ein fir allemal zeigt, daf sie zu richtigen Resultaten filhrt. Zu
diesem Zwecke geniigt der Nachweis, daB, wenn man die Langeneinheit 4
durch die neue Einheit 4, ersetzt, der Zahlenwert n mit x? multipliziert
werden mull (wobei p auch negativ sein kann). Wir hatten 4 = x4,
gesetzt, d.h. wir hatten die Léngeneinheit xzmal verkleinert; aus
Formel (27) folgt, dal die Einheit A der Grofe a gerade x”mal kleiner
wird, und hieraus geht wiederum hervor, dal der Zahlenwert der
Grofe a gerade zPmal groBer wird. Somit ist die mit Hilfe der drei
obengenannten Operationen erhaltene Formel (31) zweifellos richtig.

Beispiel: Eine gewisse Arbeit hat im [Pud, Faden, Minuten]-
System!) den Zahlenwert 100; welchen Zahlenwert hat sie im (Pfund,

1) 1 Pud ist gleich 49 russ. Pfunden, 1 Faden ist gleich 3 Arschin,
1 Arschin gleich 71,12 cm.
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Arschin, Sekunden)-System? Die Dimensionsformel ist nach (16)

MIz2
(B} = 75

Fithren wir unsere drei oben geschilderten Verfahren aus, so er-

halten wir
Pud (Faden)?

1. r = 100 (Min,)?
(40 Pfund) (3 Arschin)?
. =1
2 r =100 (60 Sek.)?
3 = 100.40.9 (Pfund) (Arschin)?

3600 (Sek.)?
oder gekiirzt
Pfund (Arschin)?
(Sek.)? ’

Der gesuchte neue Zahlenwert fiir die Arbeit ist also 10. In der
Praxis brauchen wir unsere drei Verfahren nicht so streng zu sondern.
Wir lassen noch einige Beispiele folgen.

I. Wieviel CGS-Einheiten der Beschleunigung, der Kraft und
Arbeit sind in den entsprechenden GauBschen Einheiten enthalten, bei
welchen als Grundeinheiten Millimeter, Milligramm und Sekunde auf-
treten ?

r = 10

Die GauBsche Beschleunigungseinheit ist == 1 % = (z;];—:;]
cm sy . :
= 0,1 @ = 0,1 CGS-Einheiten der Beschleunigung.
Die GauBsche Krafteinheit ist = 1 oonf — § (0,1 om) (0,001 g)
(sec)? (sec)?
. emg
= 0,0001—(%0)2 == 0,0001 Dyne.
2 1 2
Die G auBsche Arbeitseinheit ist — 1 -2 (mm) =1 0,001g (0,1 om)
(sec)? (sec)?
2
— 0,00001 £ _ 400001 Erg.
(sec)?

II. Zwei (Meter, Kilogramm, 1/, Stunden)- Einheiten der Arbeit
sollen in Erg ausgedriickt werden.
kg(m)?2  _ (1000g) (100em)?  2.1000.(100)2g (cm)?
(Y5 Stunde)? ~ (1800 sec)? _ (1800)2 (sec)?

2
= 6,17 ig—c?g = 6,17 Erg.
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III. Die Dichte des Quecksilbers soll im (Meter, Kilogramm, Jahr)-
System angegeben werden. Im CGS-System ist die Dichte des Queck-
silbers 13,6, siehe S. 89 und (19) S. 261.

g 0,001kg  13,6.0,001kg kg

- — 13 — = —
Gemp — 20 0otmp = 00r@mr 1

IV. Die Megadyne hat im (Zoll, Pfund, # Sekunden)-System den
Zablenwert 100. Es soll die Zeiteinheit fiir dieses System gefunden
werden, wenn 1 Zoll = 2,5 cm und 1 Pfund — 410 g ist. Eine Mega-
dyne ist gleich 106 Dynen, somit ist

Zoll, Pfund

13,6

cCm.g (2,5 cm) (410 g)

= = 100
(sec)? 100 (z sec)? 0 (r sec)?
_100.2,5.410 emg
- x2 (sec)?
Der erste und letzte Ausdruck geben 106 — IOL'i’f'ﬂ1 woraus

sich z = 0,32 ergibt; die gesuchte Zeiteinheit ist also = 0,32 Sekunden.

§ 4. Absolute MaBsysteme, welche nicht auf die Grundeinheiten
L, M und T zuriickgehen. Trotzdem man, wie wir gezeigt haben, ein
absolutes Mafsystem auf drei willkiirlich gewéhlten Grundeinheiten auf-
bauen kann, hatten wir doch als solche immer die Einheiten der Linge
(L), Masse (M) und Zeit (T) gewshlt. KEs wire indes auch moglich,
die Eipheiten dreier anderer Gréfen als Grundeinheiten anzunehmen.
Wir wollen in Kiirze auf diesen Gegenstand eingehen, um so mehr, als
man in letzterer Zeit sich wiederholt verschiedener Malsysteme bedient
hat, welche nicht auf den Einheiten M, L und 7 beruhen.

Die Auswahl der drei Grundeinheiten kann nicht véllig
willkiirlich geschehen; es miissen diese drei Einheiten voneinander
unabhéngig sein, d.h. es darf nicht die eine von ihnen durch die beiden
anderen bestimmt werden auf Grund irgendeiner Formel, in welcher der
Proportionalititsfaktor beim Entwerfen des Malsystems gleich Eins
gesetzt wird. So konnen z.B. die Einheiten der Masse, Beschleunigung
und Kraft oder der Linge, Kraft und Arbeit oder der Zeit, Geschwindig-
keit und Beschleunigung usw. nicht zu Grundeinheiten gewahlt werden,
denn in allen diesen Beispielen wird eine von den Einheiten (etwa die
dritte) durch die beiden anderen bestimmt. Sind die drei Grund-
einheiten festgelegt, so hat man zunichst die Dimensionen der Liangen-,
Massen- und Zeiteinheit, die jetzt als abgeleitete Einheiten auftreten,
zu bestimmen, worauf sich dann die Dimensionen der tibrigen Einheiten
nach § 2 ergeben.

Erinnert man sich der Beziehungen, welche unsere Dimensions-
formeln ausdriicken, so sieht man leicht ein, dal man diese Formeln
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zum gewiinschten Zwecke wie einfache Gleichungen zu behandeln hat.
Wir geben hierfiir ein Beispiel zur Erliduterung.

Als Grundeinheiten seien die Einheiten der Geschwindig-
keit V, der Beschleunigung W und der Kraft F gewédhlt. Es
sollen die Dimensionen der iibrigen Einheiten gefunden werden. Wir
hatten die Formeln

[VI=LT? [W]=LT?% [F]l=MLT2

Hier sind 7V, W und ¥ die Grundeinheiten, L, 3{ und 7' die ab-
geleiteten Einheiten, und deshalb geben uns dieselben Proportionalititen,
welche zwischen diesen sechs Groflen bestehen, folgende Formeln:

(LT =75 [L(7)2 = W; [(M)[Z)(T]* = F.

Lost man diese symbolischen Formeln wie Gleichungen nach [L],
[M] und [T] auf, so erhdlt man

[L]=7V2W—Y, [M]=FW% [T]=V.W=1. . (32)

Ferner erhalten wir als Dimensionen fiir die

Einheit der Arbeit . . . . . . . . [R] =V2FW!
” , Flache . . . . . . . . [S] =V+W—?
s des Volumens . . . . . . . [0] = VeW~s3
s  der Winkelbeschleunigung . . [#] = V2 W?
” » DBewegungsmenge . . . . [H]]__ 1
»  des Kraftimpulses . . . . . [U] }— VEW
s derDichte . . . . . . . . [D] = FV-Sw2
»  des Trigheitsmomentes . . . [K] — FV{W—3

Zur Ubung fiir den Leser sei hier eine Tabelle begonnen, wo dem
MaBsystem die Einheiten der Kraft F', der Arbeit R und der Dichte D
zugrunde liegen. Es ist

[L] = RF-'; [M]= DR3F—3; [T]= D":R2F—;
(W] = D—'R—3F%; [H] = D'"2R2F~2* usw.

Wir haben drei voneinander unabhingige Einheiten gewiahlt und
auf ihnen das System der absoluten Einheiten aufgebaut. In Band III
werden wir noch eine vierte Grundeinheit, die der Temperaturdifferenz
(ein Grad, z. B. 1°C), und in Band IV, in der Lehre von den elek-
trischen und magnetischen Erscheinnngen, noch eine weitere einfithren.
Viele Forscher strebten danach, die Zahl der Grundeinheiten zu
verringern. Ein Beispiel eines solchen Versuches ist das folgende.
Wir wéhlen zwei beliebige Einheiten, z. B. die Einheiten der Linge und
der Masse, und denken uns zwei Masseneinheiten, die um eine Léangen-
einheit voneinander entfernt sind und von denen die eine sich in einer
Kreisbahn unter dem Einflusse der Gravitation um die andere bewegt;
die Umlaufszeit der ersten nehmen wir als Zeiteinheit; letztere wird
somit durch die Einheiten der Lange und der Masse bestimmt.
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Lippmann (1903) hat eine auf elektrischen Vorgingen (Ent-
ladung eines Kondensators) beruhende Methode gegeben, die Zeiteinheit
als abgeleitete Einheit zu definieren.

Ein sehr merkwiirdiges System von absoluten Einheiten hat Planck
(1900) aufgestellt, indem er vier yuniverselle Konstanten® zu-
grunde legte, und zwar erstens die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum

¢c—3. 1010(1{;
sec

zweitens die Gravitationskonstante

2 3
o= T" — go85.10-8
mm g.s

oc?’

drittens eine GroSe %, welche in der Thermodynamik (Band III) auftritt
und den Zusammenhang gibt zwischen der sogenannten Entropie und
der sogenannten statistischen Wahrscheinlichkeit des Zustandes eines
Korpersystems; diese Grofie hat die Dimension (Energie:Temperatur)
und ist gleich

g.cm?
sec?. Grad’

viertens endlich eine Grofie i, welche in der neuen Theorie der Strah-
lung auftritt und die Dimension [Energie X Zeit] hat; eine Grofe von
dieser Dimension nennt man ,Wirkung®, und % hat den Charakter einer
kleinsten moglichen Wirkungsmenge oder eines Wirkungsatoms. Es ist

k= 1,34616

B o= 6,415, 10-7 £
sec
Planck setzt nun jede von den vier Groflen ¢, C, k und h gleich
Eins und erhilt dadurch ein wirklich absolutes, von menschlicher
Willkiir vollkommen unabhingiges oder, wie er es nennt, ein ,natiir-
liches“ Maflsystem. Die Einheiten der Lénge, Masse, Zeit und Tem-
peratur werden jetzt abgeleitete Einheiten, und zwar werden:

Die Einheit der Léange . . . . . 3,99.10%cm
n » » Masse . . . . . 5,37 .10—5 g
» ” s Zeit. . . . . . 1,33.107%sec
” N » Temperatur . . . 3,60.10% Grad C.

Planck sagt von diesem System: ,Diese Groflen behalten ihre
natiirliche Bedeutung so lange bei, als die Gesetze der Gravitation, der
Lichtfortpflanzung im Vakuum und die beiden Hauptsitze der Thermo-
dynamik in Giltigkeit bleiben; sie miissen also, von den verschiedensten
Intelligenzen nach den verschiedensten Methoden gemessen, sich immer
wieder als die namlichen ergeben.“




Dritter Abschnitt.

MeBapparate und MeBmethoden.

Erstes Kapitel.
Rllgemeine Bemerkungen iiber physikalische Messungen.

§ 1. Absolute und relative Messungen. Wir erweitern unsere
Kenntnisse iitber die Naturerscheinungen mit Hilfe von Beobachtung
und Experiment; diese fithren uns zu neuen Entdeckungen und zur
Feststellung der gesetzméfigen Beziehungen, welche die verschiedenen
Erscheinungen miteinander verbinden. Somit ist die Aufgabe, zu deren
Losung wir Beobachtung und Experiment anstellen, eine zweifache:
sie kann entweder die qualitative oder die quantitative Seite der
Erscheinung berithren. Rein qualitative Beobachtungen und Versuche
werden jedoch nur verhdltnismiBig selten angestellt. Fast immer
schlieBen sich an sie mehr oder weniger eng auch quantitative Unter-
suchungen an; diese sollen die ndheren Bedingungen feststellen, unter
denen die beobachtete qualitative Seite der Erscheinung hervortritt, und
sollen ferner die Grofen liefern, durch welche eben diese qualitative
Seite genau bestimmt wird. Die gesetzmaBigen Beziehungen aber werden,
wie dies im § 7 auf S. 24 auseinandergesetzt ist, durch die Unter-
suchung der quantitativen Seite der Erscheinungen enthiillt, indem
Messungen verschiedener Grofen, welche fiir die Entstehungsbedingungen
wichtig oder fiir manche Seiten der Erscheinungen bezeichnend sind,
vorgenommen werden.

Demnach spielt die Messung verschiedener Gréfen bei physika-
lischen Untersuchungen eine hervorragende Rolle. Die MeBmethoden
werden in zahlreichen Sonderwerken behandelt, doch sind, um sich ihrer
zu bedienen, nicht bloff Kenntnisse erforderlich, sondern auch eine
gewisse Fertigkeit. Natirlich kann letztere nur durch die Ausfithrung
von Messungen selbst und wiahrend derselben erworben werden ; Biicher
konnen unmoglich alle die Winke und Hinweise enthalten, die fir die
Vornahme solcher Arbeiten sich als notwendig erweisen.

Gewissenhaftigkeit, Geduld und Arbeitsfreudigkeit, das
sind die Eigenschaften, die ein jeder besitzen muB, der physikalische
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Messungen ausfithren will; dazu kommt noch duflerste Vorsicht und
Umsicht. Nicht blof handelt es sich hierbei um die gewéhnliche Vor-
sicht, ohne welche leicht die Apparate beschédigt, ja in manchen Fillen
uns und anderen Schaden zugefiigt wird; es bedarf auch ganz besonders
einer weitgehenden Umsicht bei Wahl der MeBmethode, der Aufstellung
der MeBapparate und schlieflich bei dem Versuche, aus den erhaltenen
Resultaten der Messungen irgendwelche Schliisse zu ziehen.

Wir konnen in diesem Buche nicht auf alle Einzelheiten
eingehen, die in den entsprechenden Lehrbiichern, welche die
physikalischen Messungen zu ihrem besonderen Gegenstande
haben, behandelt werden; wir miissen uns hier vielmehr auf einige
Bemerkungen beschrinken, die von grundlegender Bedeutung fiir den
vorliegenden Gegenstand sind. Ebenso werden wir uns begniigen
miissen mit der Beschreibung einiger der wichtigsten Methoden, die zur
Messung von Lingen, Winkeln, Volumina, Massen, Kriften und Zeit
dienen. Gesondert werden wir sodann die Methoden zur Bestimmung
der Beschleunigung g der Schwerkraft und der mittleren Erddichte be-
handeln. ‘

Eine physikalische Grofe messen (vgl. S. 19), heiit bestimmen,
wievielmal in ihr eine als Einheit gewahlte GroBe derselben Art ent-
halten ist. Man pflegt absolute und relative Messungen zu unter-
scheiden. Die absoluten Messungen geben uns den Zahlenwert der zu
messenden Gréfe in genau festgesetzten, vollkommen bekannten Ein-
heiten, z. B. die Lénge in Metern, die Kraft in Dynen, die Warmemenge
in Kalorien usw. Die relativen Messungen kénnen von dreierlei Art sein:

1. Fir die zu messende Grifle wird ihr Zahlenwert in sogenannten
nwillkiirlichen Einheiten“ ermittelt, d.h. in Einheiten, deren Gréfle von
zufilligen Eigenschaften des MeBapparates abhingen, von seiner Auf-
stellung usw. Das Verhdltnis zwischen diesen Einheiten und den all-
gemein iiblichen braucht uns hierbei nicht bekannt zu sein. Messungen
solcher Art konnen uns das Verhiltnis zweier gleichzeitig zu messender
Grofen sehr genau liefern, ferner die relative Anderung einmer von
ibnen usw. Der Zahlenwert a, den man bei einer derartigen Messung
der Grofe erhilt, ist dem Zahlenwert b, den eine absolute Messung er-
geben hitte, proportional Der Proportionalititstaktor C in der Formel

b=Ca . . . .. . .. ... ()

heift Reduktionsfaktor. Er ist im allgemeinen selbst fiir Apparate
derselben Art verschieden, da diese immer gewisse Verschiedenheit
gegeneinander aufweisen. Der Faktor C kann in einigen Féallen durch
gesonderte oder sogar gleichzeitige Messungen irgendeiner Gréfle nach
zwei Methoden bestimmt werden, von welchen eine ihren Zahlenwert b
in bestimmten und bekannten, die andere ihren Zahlenwert a in ,will-
kirlichen® Einheiten ergibt. Ist der Reduktionsfaktor C einmal nach
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Formel (1) ermittelt worden, so lassen sich mit Hilfe derselben Formel
jedesmal die Messungsresultate, die uns die Zahlen a geben, auf das
»absolute Mafl zuriickfithren. Die Bestimmung von C mufl von Zeit
zu Zeit wiederholt werden, da unmerkliche Verinderungen am Apparat
selbst, in seiner Aufstellung oder den #uBeren Einflissen eine Anderung
jener willkiirlichen Einheit zur Folge haben konnen, fiir welche der
Apparat den Zahlenwert a gibt. Besondere Verwickelungen treten meist
dann auf, wenn die erwihnte Einheit von duBeren Ursachen, z. B. von
der Temperatur, abhingt.

2. Die relative Messung beschriinkt sich auf eine einfache Bestim-
mung des Verhéltnisses zweier Groflen # und y, von denen eine, z. B. z,
als ,willkiirliche Einheit“ gelten kann. Ist es méglich, eine absolute
Messung der Gréfe z vorzunehmen, und ist man sicher, daf wihrend
dieser Messung und der Vergleichung mit y keine Anderung von # er-
folgt ist, so hat man auch y in absolutem Mafe gemessen.

8. Zu den relativen Messungen gehéren auch die Variations-
messungen, bei denen nicht die Grofe selbst gemessen wird, sondern
bloB ihre Anderungen mit der Zeit, Temperatur und anderen Faktoren,
von welchen die Gréfe abhingt. Werden auBer solchen Anderungs-
messungen von Zeit zu Zeit auch absolute Messungen vorgenommen, so
erhilt man auch fir die Zwischenzeiten, in denen nur die Anderungen
der Grofe bestimmt wurden, deren Werte in absolutem MaSe.

§ 2. Etalons und MeBinstrumente. Ein Korper, von dem
eine fiir ihn bezeichnende physikalische GroBe mit aller nur
erreichbaren Genauigkeit bekannt ist, heift, wenn er zur Ver-
gleichung dieser Grofe mit anderen GriBen derselben Art
dienen kann, Etalon dieser GroBe. So konnen z. B. ein Stab,
dessen in Metern ausgedriickte Linge genau bekannt ist, oder ein Draht,
dessen galvanischer Widerstand in Widerstandseinheiten (in Ohms) mit
grobtmoglicher Sorgfalt bestimmt ist, als Etalons bei Messungen der
Linge bzw. des galvanischen Widerstandes irgendeines anderen Korpers
dienen. Gewthnlich sucht man die ,Grofe des Etalons“ so herzu-
stellen, daB sie entweder der Einheit selbst oder einem gewissen Viel-
fachen oder Teile derselben moglichst nahekommt. So hat z. B. das
Etalon der Linge — der Normalmafistab — entweder die Lénge der
ganzen Lingeneinheit, oder eines bestimmten Vielfachen, oder eines
einfachen Teiles (1/y, 1/4, /5, 10) Y100) derselben; das gleiche gilt vom
Etalon des Widerstandes usw.

Zur Ausfithrung der Messungen dienen besondere Instrumente, die
je nach der Art der zu messenden Gréfle oder der in Anwendung ge-
brachten Messungsmethode verschieden sind.

Man unterscheidet ,absolute“, ,relative“ und , Variationsinstru-
mente“, je nach der Art der Messung, fiir welche sie bestimmt sind.
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Hinsichtlich der Benennungen fiir die verschiedenen Instrumente sei
hier bemerkt, dafl viele von ihnen auf die Silben ,skop“, ,meter“ und
»graph“ endigen.

Die Instrumente, deren Benennungen mit der Silbe ,,skop¥ endigen,
diirften eigentlich strenggenommen nicht zu den MeBinstrumenten ge-
zéhlt werden, wenngleich sie bisweilen bei Messungen, insbesondere nach
der spiter zu erwihnenden ,Nullmethode*, eine wichtige Rolle spielen.
Eine unmittelbare Messung irgendeiner Grole gestatten sie nicht; sie
zeigen nur an, welches Vorzeichen eine gegebene Grofle hat oder ob
sie gleich Null oder von Null um ein Mefbares verschieden ist (z.B. das
Elektroskop, Galvanoskop). Hierher gehoren auch die Apparate, die
blof zum Betrachten von irgendwelchen Dingen dienen (das Mikroskop,
Teleskop); solche Instrumente haben entweder gar nichts mit Messungen
zu tun oder sie bilden nur gewisse Teile von wirklichen MeSinstrumenten.
Apparate mit der Bezeichnung ,,meter* sind wirkliche MeBinstrumente
und dienen mehr oder weniger unmittelbar zur Bestimmung des Zahlen-
wertes der zu messenden Grofe (Elektrometer, Galvanometer, Barometer,
Spektrometer, Hygrometer, Kalorimeter usw.). Apparate mit der Be-
zeichnung ,,graph* bilden die besondere Gruppe von ,selbstregistrieren-
den Apparaten®, die entweder ununterbrochen oder in bestimmten,
meist gleichen Zeitabstinden das Mall der einen oder anderen Gréfe
aufzeichnen. Die Mehrzahl der hierher gehorigen Apparate (jedoch
nicht alle) sind Variationsinstrumente: sie verzeichnen die Ande-
rung, welche eine Gréfle innerhalb einer gewissen Zeit im Vergleiche zu
ihrem Werte fiir einen bestimmten Anfangsmoment erfahren hat (Baro-
graph, Magnetograph, Thermograph usw.). Dagegen gehért z.B. der
Anemograph, welcher unmittelbar das Azimut der Windrichtung und
die Windstirke (Windgeschwindigkeit) verzeichnet, offenbar nicht zu
den Variationsinstrumenten.

§ 3. Das Mebverfahren. Jede Messung einer physikalischen
Grofe zerfillt in eine Reihe verschiedener Arbeitsstufen; diese geben
zusammengenommen die Daten, aus welchen entweder unmittelbar oder
durch verschiedene Verkniipfungen und Rechnungen der gesuchte Zahlen-
wert der zu messenden Grole entspringt. Es ist unméglich, eine genaue
Ubersicht iiber alles zu geben, was bei Ausfithrung physikalischer Mes-
sungen in Betracht kommt; iber diesen Gegenstand muf sich der Leser
in den oben erwihnten Sonderwerken unterrichten. Bei der iiber-
wiegenden Mehrzahl physikalischer Messungen hat man es mit drei auf-
einanderfolgenden Arbeitsstufen zu tun: der Aufstellung, der Beobach-
tung und der Ablesung.

I Die Aufstellung besteht darin, dal man den Apparaten den
rechten Ort und die rechte Stellung anweist und sie in geeigneter Weise
anordnet, wobei auf dullere und innere Umstinde zu achten ist, die
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sowohl von den Eigenschaften der benutzten Apparate, als auch von
den Besonderheiten der zu beobachtenden Erscheinungen abhingen.
Sehr oft mub ein Apparat so aufgestellt werden, dal eine gewisse
Ebene desselben horizontal wird. Dies wird hiufig unter Zuhilfe-
nahme der Libelle durch Drehen der Fulschrauben des Apparates erzielt.
Ferner mufl ein Apparat so aufgestellt sein, daf die Messungen mit ihm
iiberhaupt ausfiihrbar und zwar bequem ausfithrbar sind, zu
welchem Zwecke gewisse Teile desselben eine ganz bestimmte Lage haben
missen. Zu den &uferen Aufstellungsbedingungen, auf welche man
ganz besonders acht zu geben hat, gehort, dafl die Aufstellung eine feste
sei: der Apparat darf keinen zufilligen Erschiitterungen ausgesetst sein,
die z. B. seine horizontale Stellung allmablich dndern kénnen. Dazu
stellt man ihn z B. auf besondere, an der Wand angebrachte Konsolen
oder auf steinerne Pfeiler mit fester Unterlage oder auf Mauerpfosten
mit gesondertem Fundament. Ferner ist bei der Aufstellung zu achten
auf den Einfluf der Umgebung; hierher gehoren Luftstromungen,
Temperaturwechsel (durch die Nihe eines Ofens, eines Fensters, des
Beobachters), Luftfeuchtigkeit (welche z. B. die Linge der Kokonféden
beeinfluit) usw.; die gegenseitige Beeinflussung der Apparate, der Ein-
flull von benachbarten Eisenmassen oder Leitern, auf welchen elektrische
Strome auftreten (auf magnetische Apparate) usf. — Die Aufstellung
mufl begleitet sein von der allergenauesten Untersuchung aller Neben-
umsténde, die"auf die Angaben des Apparates von EinfluB sein kénnen;
solche Umstinde miissen dann entweder beseitigt oder es mufl die Grofe
ihres Einflusses in Rechnung gezogen werden.

II. Die Beobachtung besteht bei sehr vielen Messungen in
einer allmihlichen Verschiebung eines Apparatteiles oder in der Ande-
rung der Lage eines auferbalb befindlichen Gegenstandes bis die ge-
wiinschte Erscheinung zutage tritt. Der Zeitaugenblick, wo dieses
geschieht, wird meist durch direktes Hinsehen, bisweilen auch nach dem
Gehor oder Gefithl (s. u. das Sphérometer) bestimmt. Eine solche Art
von Beobachtung nennt man die ,Einstellung® dieses oder jenes
Apparatteiles. Diese Operation mufl moglich sein, woraus jedoch nicht
folgt, daf sie einem Jeden auch gleich das erste Mal gelingt. Vielmehr
gehort hierzu oft langdauernde Ubung und kann daher eine genaue
Messung, d. h. das moglichst richtige Auffassen des Augenblickes, wo
irgendeine bestimmte Erscheinung eintritt, wie bereits frither an-
gedeutet wurde, nur einem ,geschickten“ Beobachter gelingen.

Die Verstellung eines Apparatteiles oder eines aullerhalb des Appa-
rates befindlichen Gegenstandes wird in sehr vielen Féllen durch
Drehung eines Schraubenkopfes und nur selten aus freier Hand
{wie bei einigen Photometern) vorgenommen. Hierbei kann man meist
von zwei entgegengesetzten Seiten einstellen und dadurch, daf
man zweimal dreht, das eine Mal von der einen, das andere Mal von
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der ertgegengesetzten Seite, ein genaueres Resultat erhalten. Besonders
bat man hierbei auf den sogenannten toten Gang der Schrauben
zu achten; hatte man die Schrauben zuerst nach der einen Seite
gedreht, wobei sich ein gewisser Teil des Apparates verschob, und
dreht man sie darauf zuriick, so beginnt sich der von der Schraube
gefithrte Teil des Apparates nicht auch gleichzeitig nach der anderen
Seite zu bewegen, so daf die Grofie der Schraubendrehung nicht als
Maf8 fir die Verschiebung des betreffenden Apparatteiles dienen kann.
Der Experimentator hat nun zu entscheiden, auf welche Weise in
jedem gegebenen Falle der schidliche Einflul des toten Ganges zu
beseitigen ist; er kann entweder bei jeder Messung zwei Beobach-
tungen, die auf entgegengesetzten Seiten liegen, machen, d. h. die
Schraube erst vorwérts, dann riickwirts drehen oder eine Reihe auf-
einanderfolgender Messungen vornehmen, indem er die Schraube immer
nach derselben Seite hin dreht.

Im vorhergehenden war darauf hingewiesen worden, daf die Ver-
schiebung eines Apparatteiles so lange vorgenommen wird, bis man mit
dem Auge, Ohre oder Gefithl ein gewisses, ganz bestimmtes Resultat
erlangt hat. Meist besteht dies darin, dal zwei zu beobachtende
Gréfen extensive Groflen (wie Liange, Winkel) oder intensive Grofien
(wie Schallstirke, Helligkeitsgrad) einander gleich gemacht werden
sollen. Hierher gehort auch der Fall, wo eine gleiche Farbung zweier
Flachen, gleiche Hohe zweier Téne und andere qualitative Uberein-
stimmungen erlangt werden sollen. Wir sind eben nicht imstande, den
Augenblick zu erfassen, wo zwei GréBen, welche wir beobachten,
sich in einem bestimmten Verhidltnisse zueinander befinden,
z. B. eine von ihnen gerade zweimal intensiver ist als die andere.
Dagegen kann die Frage, ob zwei Grélen einander gleich

sind oder nicht, bei gehoriger Ubung mit groBer Genauigkeit
entschieden werden.

Bei vielen Mefmethoden hat man den Augenblick des Verschwindens
einer gewissen Erscheinung zu beobachten; solche Methoden sollen
Nullmethoden genannt werden. Sie sind besonders wertvoll, denn
iiber das Vorhandensein oder die Abwesenheit einer Einwirkung auf
die Sinnesorgane kann man noch sicherer urteilen, als iiber die Gleich-
heit zweier Eindriicke. Ubrigens 148t sich in bezug auf die angedeuteten
Erscheinungen keine scharfe Grenze ziehen, denn oft kommt gerade das
Verschwinden einer Erscheinung auf das Gleichwerden zweier Eindriicke
zuriick. Wird z. B. (im Photometer) ein Fleck oder Streifen auf hellem
Grunde beobachtet und soll der Augenblick erfalit werden, wo derselbe
gerade verschwindet, so hat man doch eigentlich festzustellen, wann die
Helligkeit des Fleckes gleich wird der des Hintergrundes, von dem er
gich vorher abhob.

Chwolson, Physik. 2. Aufl. I, 1. 18
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Bei sehr vielen Messungen hat man zwei Punkte, einen Punkt und
einen Strich, oder zwei Striche zur moglichst vollkommenen Deckung
zu bringen, indem man den beweglichen an den anderen festbleibenden
heranbringt. Auch hierzu ist Ubung erforderlich, denn der ,Punkt®
oder ,Strich“ ist in Wirklichkeit ein kleiner Kreis bzw. ein schmaler
Streifen; zusammenfallen sollen aber ihre geometrischen Mitten.

Wir hatten die ,Beobachtung® im Sinne der genauen Einstellung
eines Apparatteiles als zweite der Hauptarbeitsstufen bei jeder Messung
bezeichnet. Bei einigen Messungen fehlt dieselbe génzlich; sie wird
durch eine Vorrichtung ersetzt, welche im Apparate selbst irgendeine
Verschiebung oder itberhaupt eine gewisse Verianderung hervorruft. So
ruft z. B. die Schliefung des elektrischen Stromes eine Drehung der
Galvanometernadel, die Erwdrmung (bei Messungen des Ausdehnungs-
koeffizienten, des Schmelz- und Siedepunktes) eine Bewegung des Queck-
silbers hervor usw.

IOI. Die Ablesung kann sich entweder auf eine Linge oder
auf eine Zeit beziehen. Die Ablesung der Lénge wird an einer Skala
ausgefithrt, die entweder an einer Geraden oder einer Kreislinie
angebracht ist; hier muB man den Zahlenwert der Skala bestimmen,
welcher einem bestimmten Punkte derselben entspricht. Liegt dieser
Punkt zwischen zwei ganzen Teilstrichen der Skala, so werden die
Bruchteile nach Augenmal geschatzt.

Die Ablesung der Zeit geschieht 1. nach dem Gehor mittels einer
Vorrichtung, welche die ganzen oder halben Sekunden schligt, wobei
der Augenblick zu bestimmen ist, in welchem die zu beobachtende Er-
scheinung auftritt, und 2. mit Hilfe sogenannter Chronographen
(s.u.), welche die Ablesung der Zeit ebenfallsauf eine Lingen-
ablesung zuriickfihren.

§ 4. Einige besondere Angaben iiber die Ausfiihrung der physi-
kalischen Messungen. Nachdem wir die Aufstellung, Beobachtung und
Ablesung als die Hauptoperationen, aus welchen jede physikalische
Messung besteht, besprochen haben, wollen wir noch einige Hinweise
geben, die fiir Anfinger von Nutzen sein kénnen.

1. Die Kunst, gute, d. h. genaue Messungen auszufihren,
besteht darin, daB man die aullersten Grenzen dessen erreicht,
was der Apparat zu geben vermag. Fir grobe, angeniherte
Messungen, mit denen man sich firr technische Zwecke (z. B. in der
Elektrotechnik) begniigt, kénnen einfache Apparate Verwendung finden,
die so bequem konstruiert sind, dal ein jeder in kiirzester Zeit mit
ihnen umgehen lernt. Etwas ganz anderes ist es aber bei wissenschaft~
lichen Untersuchungen, wo die duBerste Grenze der Genauigkeit er-
reicht werden muf. Hierzu ist eine eingehende Kenntnis aller Eigen-
schaften des Instrumentes und jene Umsicht erforderlich, von welcher
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oben die Rede war. Ein geschickter Experimentator wird selbst mit
einem relativ schlechten Apparate bessere Resultate erzielen, als ein
ungeschickter mit einem vollkommeneren.

2. Wo es irgend méoglich ist, mufl jede Messung vielmals
wiederholt werden. Diese Bemerkung gilt insbesondere fiir An-
fanger, welche erfahrungsgemal geneigt sind, sich mit nur einer Messung
zu begniigen. Meist hat man viel Zeit und Mithe darauf zu verwenden
gehabt, um das Resultat der ersten Messung zu erlangen; die spiteren,
wiederholten Messungen verlangen dagegen schon viel weniger und
nicht selten immer weniger Zeit und Mihe.

3. Wenn der Einflufl irgend einer Wirkung 4 auf eine
gewisse Grofle B gemessen wird (z B. der Einflu einer Tempe-
raturinderung auf den elektrischen Widerstand eines Drahtes), so muf
man entweder abwechselnd Messungen bei Anwesenheit und Abwesen-
heit dieses Einflusses vornehmen, oder wenigstens, wenn man die Messung
von B, ohne dall A vorhanden war, begonnen hatte, wieder auf den
Anfangszustand zuritckgehen, d. h. wieder eine Messung von B
bei Abwesenheit von 4 vornehmen. So kann man sich davon iiber-
zeugen, ob wihrend der Versuche am Instrumente selbst oder in der
Versuchsanordnung nicht irgendwelche Verinderungen vorgegangen
sind, welche auf die Angaben des Instrumentes von Einflul sein kénnen.
Bemerkt man eine solche Verdnderung, und ist sie auch nur gering, so
mufl man sie mit in Betracht ziehen, indem man etwa annimmt, dal
sie allméihlich und proportional der Zeit, welche seit der ersten Messung
verflossen war, erfolgt ist.

4. Niemals darf man unterlassen, zu Beginn der Versuchsreihe
aufzuzeichnen, was man mifit und nach welcher Methode
man die Messung vornimmt; ferner hat man den Beobachtungs-
ort und die Beobachtungszeit einzutragen, und zwar das genaue
Datum und bei jeder Einzelmessung die Minuten, erforderlichenfalls
auch die Sekunden bis auf Bruchteile. Fast immer ist auch eine An-
gabe der Temperatur erforderlich. Auch andere Griofen, wie Luft-
druck, Luftfeuchtigkeit, magnetische Deklination usw. hat man anzu-
merken, falls sie einen Einflul auf das Ergebnis der Messungen haben
kénnen.

5. Die numerischen Daten, welche man bei der direkten Ablesung
erhalt, sind nur in seltenen Fillen den Zahlenwerten der zu messenden
Grofen gleich, welche man zu bestimmen wiinscht. Fast immer erhilt
man die gesuchten Werte durch Rechnung, indem man in bestimmte
Formeln die Resultate der Ablesungen einsetzt. Man mufl es sich
zur Regel machen, die unberechneten Beobachtungsresultate
sich nicht anhdufen zu lassen, sondern sie sobald wie moglich zu
berechnen, denn die Resultate der Berechnung kénnen oftmals sehr
wertvolle Winke iiber Mangel der angewandten Methode, iber duflere

18*
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Einfliisse usw. geben. Die Berechnungen, die bisweilen mehr Zeit und
Mihe erfordern als die Messungen selbst und jedenfalls eine weit
weniger interessante Arbeit darstellen, mull man derart ausfithren, dafl
sie sich leicht tibersehen und nachpriifen lassen. Als Hilfsmittel kénnen
Rechenmaschinen und verschiedene Tabellen verwandt werden, wie z. B.
die Barlowschen Tafeln (enthaltend die Quadrate, Kuben, Quadrat-
und Kubikwurzeln der ganzen Zahlen und ihre reziproken Werte) und
Crelles Rechentafeln (Multiplikationstabellen).

6. Die gewihlte Mefimethode ist zunéchst einer theoretischen Prifung
zu unterziehen, um die Bedingungen fiir ihre gr68tmoégliche Empfind-
lichkeit zu finden. Letztere ist dann erreicht, wenn eine sehr
kleine Anderung der zu messenden Grobe eine moglichst
groBe Anderung der Ablesung hervorruft. Allgemeine Regeln
lassen sich hier nicht aufstellen, auller etwa fiir den Fall, dafl man
die kleine Anderung A% der GriBe x zu messen hat, welche
durch irgendeine dufere Ursache hervorgerufen wird (z. B. die Ande-
rung AJx des Widerstandes x eines Teiles einer galvanischen Xette
durch Erwirmung oder die Anderung Az der Lichtstirke # unter dem
Einflusse magnetischer Krifte; vgl. die magnetische Drehung der Polari-
sationsebene). In diesem Falle hat man darauf zu achten, dal
das anfangliche # moglichst klein, woméglich gleich Null
sei, oder dal die Grole x selbst ohne Einflull auf die Ab-
lesung sei. Letztere mufl einzig von A« abhingen. Ist der Wider-
stand z einer galvanischen Kette sehr grof, so ruft eine dem absoluten
Betrage nach kleine Anderung 4z keine merkliche Anderung der Strom-
stirke hervor, folglich auch keine merkliche Anderung in den Angaben
des Instrumentes (des Galvanometers); dieselbe Grofle /% bewirkt da-
gegen eine grole Anderung in den Angaben des Instrumentes, wenn
letztere von 2 gar nicht abhingen. FEine kleine Anderung Jx einer
intensiven Helligkeit bleibt unbemerkt; die ihrem absoluten Betrage
nach gleiche Lichtstirke 4« auf dunklem Hintergrunde ist dagegen
aullerst merklich.

Eine wichtige Rolle in der vorliegenden Frage spielt das von
Fechner aufgestellte psychophysische Gesetz. Bezeichnet man
mit J die Grofe eines auf unsere Sinnesorgane ausgeiibten Reizes, mit
AJ die Anderung desselben, welche eine eben noch merkbare Anderung
der Empfindung hervorruft (Schwellenwert der Empfindung), so
mufl nach diesem Gesetz 4 J proportional J sein. Findet man z. B.
beim Heben von zwei einander fast gleichen Gewichten eben noch einen
Unterschied heraus, so mul der Unterschied zweier nmal groferer Ge-
wichte auch selbst #» mal grofler sein, um noch mit demselben Grade
von Sicherheit erkannt zu werden. Fechmner folgert hieraus, dafl die
Empfindungen eine arithmetische Reihe bilden, wenn die Reize in
einer geometrischen anwachsen. Bekanntlich hat man die Sterne
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nach ihrer Helligkeit in eine Reihe eingeordnet und unterscheidet dem-
gemiaf Sterne erster, zweiter GroBe usf.; dabei ordnete man sie der
Empfindung nach in eine arithmetische Reihe. Durch photometrische
Messungen hat man sich nun iiberzeugt, daf die wahre Helligkeit der
Sterne aufeinanderfolgender Grofenklassen eine geometrische Reihe
bildet. In der Akustik werden wir sehen, daf die Schwingungszahlen
der Téne, welche gleiche Intervalle miteinander bilden, eine geometrische
Progression darstellen.

7. Jode theoretisch gefundene MeBmethode stellt etwas Abstraktes,
ja man konnte sagen, Ideales, dar. Bei ihrer Anwendung in der Praxis
tritt stets eine ganze Reihe von Nebenumstinden zutage, welche die
endgiiltige Ablesung beeinflussen und somit die theoretische Formel,
die uns den gesuchten Zahlenwert der zu messenden Grofe gibt, dndern.
Mit Riicksicht hierauf miissen wir, um den wahren Wert der ge-
messenen Groffe zu erhalten, an unseren Rechnungen noch gewisse
Korrektionen anbringen. Eine Hauptaufgabe des Experi-
mentators besteht somit auch darin, alle die Nebenumstande
ausfindig zu machen, welche das Ergebnis der Messung be-
einflussen konnen und die entsprechenden Korrektionen zu
bestimmen.

Bei der Berechnung dieser Korrektionen mufl man mit besonderer
Umsicht verfahren, um nicht im Streben nach einem moglichst genauen
Resultate in folgenden, leicht moglichen Fehler zu verfallen. Die ver-
schiedenen das Ergebnis beeinflussenden Nebenumstéinde iiben einen
sehr verschieden grofen EinfluB aus; einige der Korrektionen betragen
vielleicht mehrere Prozent, andere nur zehntel, hundertstel oder sogar
tausendstel Prozent des Resultates. Man hat sich nun durchaus
vor einer unnétigen Einfithrung kleinster Korrektionen zu
hiiten, bevor nicht die relativ grofen Korrektionen bereits
angebracht sind. Bei Beobachtung der Schwingungen eines Wage-
balkens kann man Korrektionen anbringen, die nur 0,001 Proz. des zu
bestimmenden Gewichtes (und noch weniger) betragen; solche Korrek-
tionen sind aber ganz zwecklos und fithren zu einer Selbsttiuschung,
wenn man nicht gleichzeitig auch die viel bedeutenderen Korrektionen,
g0 z. B. die wegen des Gewichtsverlustes in der Luft, die 0,1 Proz.
iitbersteigen kann, angebracht hat.

8. Beim Endresultat, das meist in Form einer Zahl mit einem
Dezimalbruch erscheint, hat man die absolute Genauigkeit des-
selben von seiner relativen Genauigkeit zu unterscheiden. Diese
und jene wird durch denjenigen Teil der erhaltenen Zahl bestimmt, fir
dessen Richtigkeit wir uns zu verbiirgen imstande glauben. Hat sich
z. B. ein Gewicht zu 125,0463 g ergeben, und wir konnen sicher sein,
daf die vorletzte Ziffer 6 sein mufB (daB also das Gewicht grofler als
125,0455 g und kleiner als 125,0465 g ist), so betrigt die absolute Ge-
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nauigkeit der Wigung 0,5 Milligramm, die relative Genauigkeit da-
gegen 0,00001. Ist die Genauigkeit nur in geringem Mafle oder gar
nicht von den Dimensionen der zu messenden Gréfe (Winkel, Tempe-
raturdifferenz, bisweilen auch Lénge und Zeit) abhingig, so spricht
man nur von der absoluten Genauigkeit (,genau bis auf 0,1 Bogen-
sekunde®, ,bis auf 0,01° C¥, ,bis auf 0,001 mm*, ,bis auf 0,01 Sek.“).
In der weitaus groften Mehrzahl der Fiélle hat man jedoch, wenn man
von der Genauigkeit eines Messungsresultates spricht, die relative
Genauigkeit im Sinne. Sie wird durch die Ordnung der von links nach
rechts gezahlten Ziffer bestimmt, fiir welche man sich noch eben ver-
biirgen kann. Bisweilen ist das Resultat infolge der fiir die Messung
gewihlten Einheit durch einen kleinen Dezimalbruch gegeben. In
diesem Falle werden die links stehenden Nullen nicht gezéhlt; als erste
geltende Ziffer wird die erste von Null verschiedene angesehen
und von ihr aus die Zahlung begonnen. Ist z. B. die gemessene Grofe
gleich 0,001 6843 und wir kénnen uns fir die Richtigkeit der Ziffer 8
verbiirgen, so heiit dies nicht etwa, dall die Genauigkeit 0,00001 be-
tragt, vielmehr hat man zu sagen, die Grofe sei ,bis auf die dritte
geltende Ziffer genau“ oder bis auf 0,01 genau gemessen. Eine
Ausnahme tritt ein, wenn die erste geltende Ziffer 9 und die folgende
5 oder daritber betragt. Wire beispielsweise das Resultat der Messung
0,0096843 und die Ziffer 8 verbiirgt, so wiirde die Genauigkeit fast
0,001 betragen.

Man darf nun nicht vergessen, daf zwischen der Genauigkeit der
einzelnen Messungen, die man zur Bestimmung des Zahlenwertes einer
Grofie vorzunehmen hat und der Genauigkeit des letzteren noch ein
grofer Unterschied bestehen kann. Hat man z. B., um eine gewisse
Grofle y (Torsionskoeffizient, vgl. sechster Abschnitt) zu messen, den
Radius « eines Drahtes, der etwa 0,4 mm betridgt, zu bestimmen, und
ist y proportional %, so kann man selbst bei der duBersten, noch er-
reichbaren Genauigkeitsgrenze, falls namlich « bis auf 0,001 mm genau
gemessen ist, doch einen Fehler von 1 Proz. im Zahlenwerte der Grofe y
erwarten. Mit Hilfe der Differentialrechnung kann man sich leicht in
dhnlichen Fragen zurechtfinden. Hat man im allgemeinen y = f(x),
wo 2 unmittelbar gemessen und y nach einer bestimmten Formel berechnet
wird, so zieht der bei Messung von # méglicherweise auftretende Fehler 4«
den relativen Fehler 4y in der Bestimmung von y nach sich; letzteren
kann man hinreichend genau durch die Naherungsgleichung

Ay f(x)dx 4

Y = - =dlgf@x) . . . . . . . (2
dy
—y——dlgy. e e e e e e e e (2,3-)

finden.
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9. Eine oftmalige Wiederholung ein und derselben Messung durch
ein und dieselbe Person, ohne Anderung in der Anordnung oder Methode,
wird uns stets im Zweifel daritber lassen, ob sich nicht bei diesen
‘Wiederholungen auch gewisse Fehler, die von einer falschen Aufstellung
oder Fehlerhaftigkeit der Apparate, dufleren Nebenumstinden herrithren
oder vom Beobachter selbst begangen sind, ebenfalls wiederholt haben,
Daher ist die Anderung der MeBmethode eines der haupt-
sichlichsten Hilfsmittel zur Erlangung genauer Resultate.
Die Anderung kann sich auf gewisse Einzelheiten bei der Messung oder
auf die gesamte Methode beziehen.

Die Einzelheiten der Messung mull man unbedingt, wo es
nur irgend angeht, abindern; es muB dies schon aus dem Grunde
geschehen, weil oftmals irgend eine Ursache A, deren Grofie man nicht
bestimmen kann, das Ergebnis der Messung beeinflufit. In solchem
Falle mufl man die Messung zweimal vorzunehmen suchen, jedoch so,
dafl der Einflub von A beide Male der entgegengesetzte wird, d. h.
in einem Falle das numerische Resultat vergrifert, im zweiten ver-
mindert. Nimmt man sodann das arithmetische Mittel aus beiden
Resultaten, so wird dadurch ,der Einflub von A beseitigt®, freilich
nicht ganz, denn jene zwei entgegengesetzte Wirkungen sind im all-
gemeinen nicht genau gleich. Wenn méglich, mu man auch die Mes-
sungen so vornehmen, dal man zu der Griéfe nach wesentlich ver-
schiedenen Angaben gelangt, die dann iibereinstimmende Endresultate
geben miissen.

Zweites Kapitel

Messung von Langen und Flachen.

§ 1. MaBstibe. Wir wollen nun kurz die Methoden behandeln,
die zur Messung von Lingen, Winkeln, Volumina, Massen, Kriften und
Zeitabschnitten dienen; wie die weiterhin vorkommenden Gréfen gemessen
werden, dag soll an entsprechender Stelle auseinandergesetzt werden. Wir
beginnen mit der Beschreibung der Messung von Léngen und Flichen.

Um genaue Lingenmessungen ausfithren zu kénnen, mufl man die
Skalen der einzelnen Instrumente mit einer sicher richtigen Skala ver-
gleichen und zu diesem Zwecke braucht man genaue NormalmafB-
stibe (Lingenetalons).

Es gibt zwei Arten von Lingenmalstiben: 1. Endmabstibe
(étalons & bout); diese besitzen geringere Genauigkeit, und wird bei
ihnen die Lange bestimmt durch den Abstand zwischen den beiden
Tangentialebenen, die durch die schwach abgerundeten Ecken derart
gezogen werden, dall sie einander parallel und zur Achse des Mafstabes
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senkrecht sind (und zwar bei bestimmter Temperatur). 2. Strich-
malstibe (étalons & trait), auf denen zwei Teilstriche senkrecht zur
Achse angebracht sind; als Linge des Maflstabes gilt der Abstand
zwischen diesen Teilstrichen bei bestimmter Temperatur.

Die genauesten Metermaflistibe werden gegenwirtig in Sévres bei
Paris im Internationalen Bureau der Male und Gewichte her-
gestellt, welches auf Kosten fast aller zivilisierten Nationen unterhalten
wird. Diese Malistibe bestehen aus einer Legierung von 90 Proz. Platin

und 10 Proz. Iridium und haben die Dichte
21,53; ihre Gestalt gibt Fig. 119 wieder. Der
Querschnitt dhnelt einem X, und ist diese Form
gewidhlt worden, weil eine Durchbiegung nur
in geringem Mafe auftritt. Die Endstriche sind
auf dem Grunde der oberen Rinne in je lcm
Abstand von jedem der beiden Enden einge-
schnitten; die Fliche, auf der sie sich befinden,
geht durch den Schwerpunkt des Malstabes.
Als Urprototyp des Meters gilt der Mafistab,
welcher 1799 verfertigt wurde. Die inter-
nationale Kommission hat zunéchst eine Kopie
dieses MaBstabes hergestellt und darauf nach
letzterer 31 Malstibe, die im Jahre 1891 durch
Loos an die verschiedenen Staaten verteilt wurden, die an der Einrichtung
des Internationalen Bureaus der Mafe und Gewichte mitgewirkt hatten.
Dem Deutschen Reiche fiel der Stab Nr. 18 zu; seine Linge

betrigt 1m— 1,0 u 4 [8,642¢ - 0,00100 2] w,

wo die Temperatur ¢ in Graden der im internationalen Dienst fiir
MaB und Gewicht angenommenen Normalskala ausgedriickt ist und
#=0,001 mm bedeutet. Bei 0° ist die Linge also gleich 1m — 1,0 .
Die Genauigkeit der Bestimmung betrigt bei mittlerer Temperatur ein
bis zwei Zehntausendteile Millimeter.

Die wahre, als Lingeneinheit geltende Meterlinge wird
durchdas Meter dargestellt, welchesals internationalesProto-
typ in dem eben genannten Bureau der Mafle und Gewichte
im Pavillon de Breteuil zu Sé¢vres bei Paris aufbewahrt wird;
fiir jeden einzelnen Staat gilt das in seinen Besitz iibergegangene Maf
als Prototyp der Lingeneinheit, natiirlich mit Ricksicht auf die fur
dasselbe geltenden, dem Mafstabe beigegebenen Korrektionen. Diese
einzelnen Prototype unterscheiden sich voneinander nicht, wenigstens
nicht innerhalb der Grenzen, welche fiir die heutige Entwickelung der
Technik und der MeBmethoden gelten.

Mafstiabe, die nicht einen so hohen Grad von Unverinderlichkeit
besitzen miissen, wie die Prototype, konnen aus verschiedenem, weniger
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kostbarem Material hergestellt werden. Guillaume (1903) hat vor-
geschlagen, zu diesem Zwecke gewisse von ihm untersuchte Legierungen
von Stahl und Nickel zu benutzen?). Kaye ?) hat ein Meteretalon aus
isotropem (geschmolzenem) Quarz in Form einer Réhre konstruiert
(duBerer Durchmesser 19 mm, Wanddicke 1,5 mm), welche mit Wasser ge-
fillt werden kann. Die Vorteile dieses MaBstabes beruhen auf dem kleinen
Wert des Ausdehnungskoeffizienten und der sehr geringen thermischen
Nachwirkung (Bd. ITI).

Zum Vergleichen der verschiedenen MaBstibe untereinander dient
der sogenannte Komparator. In § 4 wird das Prinzip angedeutet
werden, auf welchem seine Konstruktion beruht.

Wiederholt ist darauf hingewiesen worden, daf die aufgestellte
Langeneinheit durch irgendeine gewaltige Katastrophe oder durch die
allmahliche Abnutzung der Urmafstibe verloren gehen kénnte; auch
wire es moglich, dal sie sich allmihlich verindere. In diesen Fillen
wire es erwiinscht, wenn man die verloren gegangene Meterlinge genau
wiederfinden kénnte. Dab sich dieses Ziel erreichen liaft, ist von dem
amerikanischen Gelehrten Michelson gezeigt worden; dieser schlug
vor, das Verhiltnis der Meterlinge zu einer solchen Linge zu be-
stimmen, die durch Beobachtungen einer bestimmten, nur von den
Grundeigenschaften des Athers oder der Materie abhéngenden Erscheinung
erhalten werden kann. Diesen Bedingungen geniigt die Ausbreitung
der Lichtschwingungen durch Luft von bestimmter Temperatur und
bestimmtem Druck oder im Vakuum. Wir haben schon wiederholt
erwihnt, daB man das Licht als harmonische Schwingungsbewegung
betrachten kann. Die verschiedenfarbigen Strahlen des Spektrums
unterscheiden sich voneinander durch ihre Schwingungsdauer (Periode),
und einem Lichtstrahl von gegebener Farbe (Brechbarkeit) entspricht
eine ganz bestimmte Wellenlinge A. Nach dem Vorschlage von Michelson
hat man die Wellenlinge eines bestimmten Strahles unter streng fest-
gelegten Bedingungen als urspriingliche Lingeneinheit anzusehen und
ein fiir allemal ihr Verhdlinis zur Meterlinge festzustellen. Zu diesem
Zwecke wihlte Michelson drei Strahlen, einen roten, einen griinen
und einen blauen, welche alle von den leuchtenden Dampfen des Kad-
miums ausgesandt werden, und fand in Luft von 15° C und 0,76 m
Quecksilberdruck

fiir den roten Strahl . . . . 1m = 1553163,6 4,,
s » grinen ... 1m = 1966249,7 4,,
w w» blawen , . . . .1m = 20833721 41,,

1) Arch. des sc. phys. et natur. 4 période, Vol. 15, p. 403, 1903.
2) Proc. R. Soc. 85, 430, 1911; Instrumentenkunde 82, 170, 1912.
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wenn 4, 4, und i; die Wellenlingen der betreffenden drei Strahlen
sind. Hieraus folgt umgekehrt

A, = 0,64384722 g,
1, = 0,50858240 g,
Ay = 0,47999105 u 1),

Mit anderen Methoden, kleine Langen mit Hilfe der Lichtwellen
zu messen, werden wir uns im zweiten Bande bekannt machen.

Bei der Messung der Dimensionen fester Korper setzen wir voraus,
daf diese Dimensionen von der Lage der Korper im Raume unabhingig
sind. Wir werden aber sehen (Bd.II und V), daB mehrere Forscher
(Fitzgerald, H. A. Lorentz) auf die Moglichkeit hingewiesen haben,
daB alle Materie bei der Bewegung durch den Ather (z. B. mit der
Erde) eine Dehnung in der Richtung dieser Beweg-ung erleidet, wah-
rend die zu dieser Richtung senkrechten Dimensionen unverdndert
bleiben, Diese Anderung ist aber jedenfalls auBerst gering: theoretisch
soll die relative Lingeninderung gleich %?:2%2 sein, wo v die Ge-
schwindigkeit des Lichtes und w die Geschwindigkeit der Bewegung
des Korpers durch den Ather bedeuten.

§ 2. Nonius. Der Nonius dient dazu, die Zehntel der auf MaB-
stiben angebrachten Teilungen abzulesen; er ist ein kleiner Neben-
mafBstab, der am HauptmaB-
stabe entlang gleiten kann und
G T J'_"'h] gewdhnlich in zehn Teile ge-
' ! teilt ist, deren Gesamtlinge
neun (Fig. 120) oder elf

Fig. 121, (Fig.122)Teilungen des Haupt-

T 7 mafstabes gleichkommt, so

E| TR daB die Abstinde seiner Teil-
S PR L striche der Nebenteilung nur
9/10 der Abstinde seiner Teil-
striche der Hauptteilung be-
A — tragen. Im ersten Falle mitissen

. . die Noniusteilungen aufein-
i = B s (5 ander mnach derselben Seite
folgen, wie die Teilungen am

MaBstabe (Fig. 120 und 121), im zweiten Falle (Fig.122) mufl die
Anordnung die umgekehrte sein. Aus Fig. 121 ist ersichtlich, wie
man mit Hilfe des Nonius CD eine Linge EC am Malstabe A B bis
auf 0,1 der Teilungen des letzteren milt. Ist der Nonius an EC

Fig. 120,

1) Michelson, Travaux et Mémoires du Bureau international des Poids
et Mesures, t. XI; Journ. de phys. (3) 3, p.5, 1894,
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herangebracht, so fillt sein siebenter Teilstrich mit einem Teilstrich des
MaBstabes zusammen. Der sechste Teilstrich des Nonius ist vom nichsten
Teilstrich (a) des MafBstabes um 0,1, der fiinfte von (b) um 0,2, der
vierte um 0,3 entfernt usw. Somit ist offenbar E C — 12,7 Teilungen
des MaBstabes. Ebendieselbe Liange hat F C auch in Fig. 122.

Bei uns werden fast ausschlieflich Nonien der ersten Form an-
gewandt. Die ganzen Teile der Skala werden unmittelbar abgelesen,
die Zahl der Zehntel ist gleich der Ordnungszahl des Noniusteilstriches,
der mit einem Teilstrich des MaBstabes zusammenfillt.

§ 3. Mikrometer, Unter diesem Namen versteht man Apparate
oder Teile von Apparaten, die zum Messen sehr kleinar linearer Dimen-~
sionen dienen.

Zum Messen von mikroskopischen Kérpern wendet man bisweilen
folgende Methode an. Man bringt in die Fokalebene des Objektivs
eines Mikroskops ein diinnes Glasplattchen, auf welchem parallele Teil-

striche von ziemlich betriachtlicher Lénge &quidistant eingeritzt sind
(vgl. Fig. 123 und 124); es mogen n solcher Teilstriche auf 1 mm gehen.
Durch das Okular sieht man gleichzeitig diese Teilstriche sowie das
Bild des zu messenden Gegenstandes, welches vom Objektiv entworfen
wird (Fig.124). Auf diese Weise werden die Dimensionen jener Bilder
unmittelbar gefunden. Die wahren Dimensionen des Gegenstandes sind
kmal kleiner, wenn % die Vergroferung bedeutet, die vom Objektiv be-
wirkt wird. Um % zu finden, betrachtet man unter dem Mikroskop
eine andere feine Skala mit bekannter Teilung, von der einige Teil-
striche im Gesichtsfelde erscheinen; es mégen etwa m von diesen Teil-
strichen auf 1mm gehen. Fig. 125 stellt das Gesichtsfeld mit beiden
gleichzeitig sichtbaren Skalen dar, wobei 1 — 1, 2 — 2, 8 — 3 die Teil-
striche der Hilfsskala sind. Man bestimmt nun, wieviele Teilstriche
der einen Skala auf eine bestimmte Zahl der anderen kommen und
hieraus ferner, wieviele Teilstriche der Okularskala (etwa p) gleich einer
Teilung des Bildes der Hilfsskala sind, deren scheinbare Gréfe gleich

k
pos Millimeter ist. Aus der Beziehung;]f—z = % wird % gefunden.
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Bei einer Reihe von Mikrometern beruht die Messung darauf, daf
man die Umdrehungszahl einer Schraube mit sehr feinem und regel-
méBigem Schnitt bestimmt. Solche Schrauben mit der entsprechenden
Schraubenmutter nennt man Mikrometerschrauben. Teile von Um-
drehungen werden an dem Schraubenkopf abgelesen, welcher mit Tei-
lungen versehen ist, neben denen sich ein unbeweglicher Zeiger oder ein
Nonius befindet. Die gesuchten Dimensionen der zu messenden Kérper
werden hier durch die Grée der Drehung der Mikrometerschraube oder
durch die Verriickung der Schraube selbst oder gewisser Teile des
Apparates gemessen.

Ein sehr empfindliches elektrisches Mikrometer ist von Ph. Shaw?)
angegeben worden. Bei der Berithrung der Mikrometerschraube mit
dem auszumessenden Korper wird ein sehr schwacher elektrischer Strom
(0,0002 Ampere) geschlossen, wobei in einem Telephon ein Gerdusch
entsteht. Guillet?) hat eine interessante elektrische Methode an-
gegeben, sehr kleine Léingen zu messen, z. B. Deformationen fester
Kérper bei ihrer Dehnung oder Torsion.

§ 4. Okularmikrometer. Dieser wichtige Mefapparat wird am
Okular von Mikroskopen und Fernrohren angebracht. Er befindet sich in
einem flachen Gehduse a (Fig.126), welches die Réhre 4 des Okulars
umgibt. Von auBen sieht man nur den Kopf b der Mikrometerschraube,

die dazu dient, einen oder mehrere Fiden
des Okulars parallel mit sich selbst zu
verschieben. Das Innere ist in Fig. 127
abgebildet. K ist das flache Gehduse, in
welchem sich der sogenannte Schlitten mit
der Platte p, welche die Fiaden tragt, be-
wegt. An dieser Platte sind drei An-
sitze K, K, und K befestigt. I ist mit
einem Schraubeneinschnitt, durch welchen
die Mikrometerschraube hindurchgeht, ver-
sehen, K, dient nur zur Fithrung; die glatte Fortsetzung der Schrauben-
spindel geht namlich frei durch K, hindurch. Dasselbe gilt fir den An-
satz K; und den Stab F, dessen linkes Ende an der inneren Wand des
Rahmens K befestigt ist. Eine starke Feder, welche den Stab F' umgibt,
wirkt dem Druck der Mikrometerschraube entgegen; dieselbe verhindert
den toten Gang der Schraube und bewirkt bei Linksdrehen der Schraube
das Zuriickgehen (nach rechts) des Schlittens.

Um die Liinge irgend einer Linie zu messen, ist es erforderlich,

daB sie sich ganz im Gesichtsfelde befinde und zwar senkrecht zu einem

1) Phil. Mag. (5) 50, 537, 1900; Phys. Rev. 16, 140, 1903; Proc. R. Soc.
76, 350, 1905; 77, 340, 1906.
2) C. R. 146, 465, 1908.
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der Faden. Man hat M so lange zu drehen, bis der Faden zunichst
mit einem, dann mit dem anderen Endpunkte des Bildes der zu mes-
senden Linge zusammenfaillt.

Die Differenz bei den Ablesungen ergibt die Zahl der Schrauben-
umdrehungen, welche der Lange des Bildes entspricht. Um nun die
wahre Linge der Linie zu finden, hat man den sogenannten Wert
einer Schraubenumdrehung zu bestimmen, der unter an-
derem auch von der Entfernung des Gegenstandes vom Fern-
rohr abhingt. Man hat also die wahre Lange eines Gegenstandes
zu ermitteln, fiir welchen die Lange seines Bildes im Fernrohr gleich

der Verschiebung des Fadens bei einer Schraubenumdrehung ist. Um
diese Grofe zu finden, hat man einen moglichst genauen Mafistab
an die Stelle des zu messenden Gegenstandes oder in parallele Lage zu
ihm zu bringen, so daf die Bilder von wenigstens zwei Teilstrichen im
Gesichtsfelde erscheinen, und zwar in paralleler Lage zum Faden, den
man zuerst mit dem einen und dann mit dem anderen Teilstrich zur
Deckung bringt. Xennt man den wahren Abstand der Teilstriche
des MaBstabes und bestimmt die entsprechende Zahl der Schrauben-
umdrehungen, die einer Verschiebung des Fadens um einen Teilstrich
entsprechen, so 1aBt sich leicht die Lange am MafBstabe, welche einer
Umdrehung der Mikrometerschraube entspricht, finden.

Im § 1 dieses Kapitels wurde erwiahnt, daf zum Vergleichen von
MaBstéiben sogenannte Komparatore dienen. Ihre Konstruktion ver-
steht sich nach dem Vorhergehenden von selbst. Der Brunnersche
Komparator, welcher im internationalen Bureau der MaBe und Gewichte
gebraucht wird, hat folgende Einrichtung. Zwei mit Okularmikro-
metern versehene Mikroskope sind vertikal in einem Abstande von bei-
spielsweise einem Meter aufgestellt. Jedes derselben ist auf einem ge-
sonderten, moglichst festen Pfeiler montiert. Unter die Mikroskope
wird ein linglicher Kasten gebracht, in welchem die zu vergleichenden
MaBstibe nebeneinander liegen. Dieser Kasten ist senkrecht zu seiner
Linge verschiebbar, so dal er sich auf die durch die Achsen beider
Mikroskope gehende Vertikalebene zubewegt. Nun werden, indem man
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den Kasten entsprechend verschiebt, die einzelnen MaBstibe unter die
Mikroskope gebracht und jedesmal die Endstriche derselben zur Koin-
zidenz mit den Mefifdden der Mikroskope gebracht. Die algebraische
Differenz der mikrometrischen Verschiebungen, die nach der einen Seite
positiv, nach der entgegengesetzten negativ gerechnet werden, bestimmt
die gesuchte Langendifferenz je zweier MaBstibe.

Lafay!) hat einen sehr genauen Komparator fir Endmafstabe
(S. 279) konstruiert. Der Komparator des Standards Departement of
the board of trade in London dient hauptsichlich zur Bestimmung der
Differenz zwischen einer Léngennormale (Imperial Standard Yard) und
Kopien davon. Seine Einrichtung beruht auf der Interferenz von Licht-
strahlen (Bd. II), und zwar ist das Okularmikrometer des einen Mikro-
skops durch einen Teil (beweglicher Spiegel) eines Interferometers er-
setzt. Es 1afit sich eine sehr groBe Schirfe der Einstellung erreichen,
indem man die Verschiebung der Interferenzstreifen beobachtet. Die
Breite des Striches auf dem Imperial Standard Yard entspricht z. B.
45 Interferenzstreifen. Es muf iiberhaupt bemerkt werden, daBl die
Striche auf den alten Langenmafien viel zu breit und unregelmafig
sind fiir die neuen Komparatoren. Der Australier Grayton hat eine
Methode erfunden, so diinne Striche zu ziehen, daf ihrer 120 000 auf
den Zoll gehen und damit ist diese wichtige Frage fiir die Konstruktion
der Léangennormalen gelost. Der Komparator des Standard Departe-
ments ist von Tutton beschrieben worden 2).

§ 5. Sphirometer. Dieser Apparat dient dazu, die Dicke von
Platten zu messen, Unebenheiten auf einer ebenen Fliche zu unter-
suchen, sowie endlich

den Krimmungsradius

sphérischer Flachen, z. B.

optischer Linsen, zu be-

stimmen. Das einfache

Sphiarometer (Fig. 128)

besteht aus einem drei-

filigen Tischchen, in

dessen Mitte sich ein

Schraubengewinde zur

Aufnahme der Mikro-

meterschraube I be-

findet, deren Kopf eine

kreisrunde Scheibe IE

bildet. Letztere trigt am Rande eine Teilung, und zwar gewthnlich
100 Teilstriche. Bei jeder vollen Umdrehung der Schraube hebt oder

1) C. R. 133, 867, 1901.
2) Phil, Trans. 210, 1, 1909; Nature 82, 338, 1910.
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senkt sich E um einen Teilstrich der Skala D. Schraubt man den
Kopf abwirts, so kommt schlieBlich das spitze Schraubenende in Be-
rithrung mit der Flache A4, auf welche der Apparat gestellt ist. Diesen
Augenblick mufl man nach dem Gefiihl bestimmen. Liegt die Schrauben-
spitze noch oberhalb der Fliche, auf welcher die drei Fifie stehen, so
146t sich der Apparat leicht zum Gleiten bringen, ist dagegen die
Schraube zu weit hinabgeschraubt, so lafit sich der Apparat entweder
um die Schraube drehen oder er schaukelt hin und her, da jetzt einer
der Fiile die Fliche nicht be-
rithrt. Stellt man das Sphéro-
meter auf das Resonanzkist-
chen einer Stimmgabel, so
lassen sich diese geringen
Schwankungen des Apparates
um die Schraube leicht wahr-
nehmen. Um den Augenblick,
wo die Schraube die Unterlage
beriihrt, festzustellen, bedarf
es einiger Ubung. Hat man
nun die Dicke irgendeines
Gegenstandes B zu bestimmen,
so bringt man die Schraube
zundchst in Berithrung mit
der Flache A, auf welche der
Apparat gesetzt ist und liest
die Skala D und die Teilung
des Schraubenkopfes E an
dem Punkte ab, welcher der
vertikalen Kante der Skala
gegeniibersteht. Hierauf hebt
man durch Drehen die
Schraube, bringt den zu
messenden Gegenstand B dar-
unter und stellt die Schraube wieder zur Beriithrung ein. Dann liest
man wiederum ab und findet aus der Differenz beider Ablesungen die
gesuchte Dicke. Je genauer man den Augenblick der Berithrung
zwischen dem Schraubenende und der Unterfliche bestimmt, um so
genauer fillt die Messung aus.

In Fig. 129 ist das iberaus empfindliche Wildsche Spharometer
abgebildet. Der Schraubenkopf D befindet sich gegeniiber der Skala E;
abgelesen wird mit Hilfe des Mikroskops I.. Am oberen Ende der
Schraube ist eine kleine Fliche H befestigt, auf welche der zu messende
Korper gelegt wird. Durch einen tiber H befindlichen Ring fiithrt ein
kleiner Stift leicht hindurch ; sein unteres Ende ist keilformig, das obere
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abgerundet und stoft gegen eine empfindliche Libelle, die um eine etwas
seitlich gelegene Achse drehbar ist. Abgelesen wird zweimal, zuerst
ohne, dann mit dem zu messenden Korper auf H, und zwar jedesmal,
wenn das Blaschen in der Mitte der Libelle einspielt. Ein ebenfalls
sehr empfindliches Sphirometer stammt von Common?).

§ 6. Kathetometer. Dieser wichtige Apparat dient zur Messung
des vertikalen Abstandes zweier Punkte. Man unterscheidet Katheto-
meter mit einem und mit zwei Fernrohren. In Fig. 130 ist ein Katheto-
meter der ersten Art dargestellt; TFig.131 zeigt einen Durchschnitt
durch den unteren Teil desselben, Fig. 132 einen ebensolchen durch das
obere Ende. Der Apparat hat folgende Einrichtung. Auf dem Drei-
full D ist eine eiserne zylindrische Sdule S befestigt; die Stellschrauben
dienen dazu, diese Siule vertikal aufzustellen. Nahe an ihrem unteren
Ende ist die Sdule mit einem kegelformigen Zapfen C versehen, an
ihrem oberen (Fig.132) mit einer Vertiefung, welche die Spitze der
gleich zu erwihnenden Schraube E aufnimmt. Diese ist von einem
messingenen Hohlzylinder H umgeben (in Fig. 130 nicht sichtbar),
welcher mit dem innen konisch abgedrehten Ringe R sich frei auf die
Oberflache des Zapfens C stiitzt; oben ist der Zylinder durch die Platte P
geschlossen, durch welche die erwihnte Schraube £ hindurchgeht. Hier-
durch wird erreicht, daB der Zylinder H sich leicht um die Achse der
Saule S drehen 14B8t. An dem Zylinder H ist der MaBstab M befestigt,
welcher auf einem eingelegten Silberstreifen die Millimeterteilung tragt.

Am Mafistabe entlang lifit sich der Schlitten F'F' bewegen; der-
selbe besteht aus zwei Teilen, welche durch die Schraube J verbunden
sind. Der Teil ¥’ kann durch die Klemmschraube K an dem MaBstabe
befestigt werden, worauf eine feinere Einstellung mit Hilfe der Schraube J
erfolgen kann. Eine iiber die Rolle T' laufende Darmsaite, die das
Gegengewicht @ trigt, hilt den Schlitten und erméglicht ihn bequem
hinauf und herab zu bewegen. An dem oberen Teile F' des Schlittens
befindet sich ein Vorsprung V, welcher die horizontale stihlerne Achse a
des Gestelles G' G G' stiitzt. An beiden oberen Enden trigt das Gestell,
das vermittelst der Schraube ¢ um diese Achse gedreht werden kann,
in ringformigen Lagern das Fernrohr B. I ist eine Libelle, deren
Achsenrichtung durch Heben oder Senken des einen Endes, unabhingig
von dem Fernrohr und dem Gestell &' G G/, geiindert werden kann.

Bevor man eine Messung mit dem Kathetometer ausfithrt, muf
man es zunichst richtig aufstellen. Wir wollen hier blof die Be-~
dingungen aufzihlen, denen die Aufstellung zu geniigen hat.

1. Die optische Achse des Fernrohres, welche durch den Schnitt-
punkt der Kreuzfiden gehen mub, soll mit der geometrischen Achse

1) Nature 48, 398, 1893,



§6 Kathetometer. 289

zusammenfallen. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn man das Fernrohr
um seine Achse drehen kann, ohne dal das Bild irgendeines Punktes
am beobachteten Objekt den Schnittpunkt der Fiden verlaft.

Chwolson, Physik. 2. Aufl. I. 1. 19
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Um den Vertikalabstand zweier Punkte zu bestimmen, d. h. zu
bestimmen, um wieviel der eine von zwei Punkten, welche iibrigens
nicht auf einer vertikalen Linie zu liegen brauchen, héher liegt als der
andere, stellt man das Fernrohr in solcher Hohe fest, daf zunichst das

Bild eines der Punkte

mit dem Durchschnitts-

punkt der Faden zu-

sammenfillt.  Hierauf

liest man an der Skala

unter Benutzung des bei

F angebrachten Nonius

ab. Dasselbe wiederholt

man dann, nachdem man

das Bild des zweiten

Punktes zum Zusammen-

fallen mit dem Schnitt-

punkt der Faden ge-

bracht hat. Zu letzterem

Zweck hat man das

Fernrohr zu heben oder

zu senken und aufler-

dem, falls sich die beiden

Punkte nicht auf der-

selben vertikalen Ge-

raden Dbefinden, den

Zylinder um seine verti-

kale Achse zu drehen.

Die Differenz der beiden

soerhaltenen Ablesungen

ergibt dann den ge~

suchten Vertikalabstand.

In Fig.133 ist ein in

seiner Konstruktion von

dem oben beschriebenen

bedeutend abweichendes

Kathetometerabgebildet.

Zur gréfieren Deutlichkeit ist der obere Teil getrennt gezeichnet. A ist
die innere Siule, B der Messingzylinder. In eine flache Lingsnute dieses
Zylinders ist der gliserne Mafistab I eingelassen. Der Schlitten C ist
an der Seite aufgeschnitten, um den Mafistab M hindurchzulassen; an C
ist ein viereckiger Rahmen befestigt, welcher das Fernrohr trigt.
Rahmen und Fernrohr sind gleichfalls mit Einschnitten versehen, durch
welche der Mafistab M hindurchgeht. Die Seite des Mafistabes, welche
die Teilung trigt, Dbefindet sich im Gesichtsfelde des Fernrohrokulars,
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so dafl der Beobachter gleichzeitig den Faden, auf welchen der zu be-
obachtende Punkt eingestellt wird, und die Skala sieht. Die Vorteile
dieser Konstruktion liegen auf der Hand.

§ 7. Fldchenmessung. Planimeter. Bisweilen hat man den
Flichenraum einer gezeichneten, von mehr oder weniger unregelmafigen
Kurven begrenzten Figur zu messen. Angendhert kann man ihn
finden, wenn man die Figur ausschneidet, abwigt und ihr Gewicht mit
dem Gewicht eines aus demselben Papier geschnittenen Quadrates oder
Kreises vergleicht.

Genauer erhilt man die gesuchte Grofle mit Hilfe sogenannter
Planimeter. Von den zahlreichen hierher gehérigen Apparaten sollen
bloB die Planimeter von Amsler und Prytz ohne Beriicksichtigung
der Theorie betrachtet werden:

Das Amslersche Planimeter?) ist in Fig. 134 schematisch dar-
gestellt. Zwei Stabchen G C und PCr sind in C durch ein Scharnier
verbunden; in G be-
findet sich eine Spitze,
die in einem Punkte
der Ebene befestigt
wird, in welcher die
Zeichnung liegt. Beir
ist eine kleine Rolle
angebracht, die sich
um eine zu C P paral-
lele Achse drehen und
auf der Zeichnungs-
ebene dahinrollen
kann. In P befindet
sich ebenfalls eine
Spitze, welche man
mit der einen Hand
um den Umril der
zu messenden Fliche
herumfithrt, wahrend
man mit der anderen
den Stift G gegen das Papier driickt. Die Zahlvorrichtung und die
Teilungen der Rolle r gestatten die Zahl #n der Rollenumdrehungen zu
bestimmen. Wahrend P um den Umfang herumgefithrt wird, befindet
sich die Rolle bald in rollender, bald in gleitender Bewegung auf der
Zeichnungsebene. Der gesuchte Flicheninhalt ist schliefilich gleich

1) Amsler-Laffon, Uber die mechanische Bestimmung des Flidchen-
inhaltes, Schaffhausen 1856; sieche auch Zeitschr. f. Instr. 4, 11, 1884.

19%*
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S = kn, wo k einen Faktor bedeutet, der fir jeden Apparat ein fir
allemal bestimmt werden mul und von der gew#hlten Flacheneinheit
abhingt.

In Fig. 135 ist ein Amslersches Planimeter von etwas abweichender
Form dargestellt; hier ist K der feste, F der bewegliche Stift, D die
Rolle nebst dem Nonius, G die Zihlvorrichtung.

Das Planimeter von Prytz wurde 1893 erfunden; es hat eine er-
staunlich einfache Konstruktion. Seine Beschreibung soll hier wortlich
pnach A. L. Gerschun?!) gegeben werden:

»Es besteht (Fig. 136) aus einem an beiden Enden rechtwinklig um-
gebogenen Stabchen aus Stahl; das eine seiner Enden ist mit einer etwas
abgerundeten, stumpfen Spitze versehen,

Fig. 136.

e \ wahrend das andere in eine flache, eben-
[7 falls abgerundete Schneide auslauft. Die
| Entfernung der Spitze von dem tiefsten
k || Punkte der Schneide muf} ein fir allemal
‘Q -------- A e -5" bestimmt werden und bildet »die Kon-

stante« des Apparates; sie sei gleich A cm.
Um den Flicheninhalt einer von einer geschlossenen Kurve abede
(Fig. 137) umgrenzten Figur zu bestimmen, setzt man die Spitze des
Planimeters angenahert auf deren Schwerpunkt O und ver-
bindet 0 mit irgendeinem
Kurvenpunkt @ durch

eine Gerade.
Hierauf driickt man
die Schneide an irgend-
einer Stelle (etwa in I{)
gegen die Papierfliche
und bezeichnet diese
Stelle hierdurch. Darauf fithrt man die Spitze mit einer Hand von O
nach ¢ und darauf lings des Umrisses in der Richtung abedea und

1y Journal ,Elektritschestwo® Nr.17, 1898.
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schlieflich von @ zuriick nach dem Ausgangspunkte O langs der
Geraden @ 0. Unterdes beschreibt die Schneide irgendeine im all-
gemeinen recht verwickelte Kurve und gelangt dabei in die End-
lage K', welche man wiederum durch leichtes Andriicken auf dem
Papier bezeichnet. Die Entfernung KXK', multipliziert mit der Kon-
stanten des Apparates, gibt dann den von der Kurve abcde um-
grenzten Flicheninhalt. Ist uns, wie es gewdhnlich der Fall sein wird,
der Schwerpunkt der Fliche unbekannt, so setzt man die Spitze
zunéchst auf einen Punkt, der nach unserer Meinung dem Schwer-
punkt nahe liegt und fithrt die Messung in der beschriebenen Weise
aus. Darauf legt man das Planimeter um 180° um, fihrt die Spitze
nach ¢, umlduft die Kurve in entgegengesetzter Richtung, kehrt
nach O zuriick und findet somit eine zweite Gréfe fiir den Flichen-
inhalt. Das arithmetische Mittel beider Bestimmungen gibt uns die
wahre Grofe des Flacheninhalts. Zur Erhéhung der Genauigkeit kann
man derartige Messungen wiederholt vornehmen und aus ihnen das
arithmetische Mittel wéhlen; noch einfacher ist es, zunichst von O
nach ¢, dann etwa fiitnfmal um den UmriB herum und wieder nach O
zuriickzugehen; die Entfernung KK’ der beiden Endlagen der Schreide,
multipliziert mit den Konstanten des Apparates, gibt dann den finf-
fachen Flacheninhalt von abede. Ist die zu messende Fliche groB, so
zerlegt man sie durch Gerade in mehrere Teile und mit diese einzeln
aus; Prytz selbst schligt vor, letzteres jedesmal vorzunehmen, wenn
eine Dimension der Fliche grofler als die Halfte der Konstanten ist.*

Die recht verwickelte Theorie des Prytzschen Planimeters haben
F. W. Hill 1), M. Mafiotti?) und Koturnizki und Kzilow3) ent-
wickelt.

Zum Schluf sei hier noch auf das interessante Werk von Abdank-
Abakanowicz ,Les Intégraphes®, Paris 1886, hingewiesen, in welchem
man eine ausfithrliche Beschreibung von Apparaten findet, welche mit
Hilfe einer gegebenen Kurve y — f(x) die Integralkurve, deren Glei-
chung ® = [ f(x)dx -+ 1 ist, zu zeichnen erlauben. Hierbei braucht
die Gleichung y == f(z) selbst nicht bekannt zu sein, da die gegebene
Kurve von beliebiger Form sein kann. Eine stark verinderte und er-
weiterte Ausgabe dieses Buches erschien 1903 unter der Redaktion von
Lossier (Zirich, Verlag von Conradi). Hierher gehort auch das
Werk von Bitterei, Die Integraphen, Leipzig 1889.

Literatur.

Da wir in diesem Kapitel bei den meisten der von uns erwihnten Forscher
schon angegeben haben, wo ihre in Betracht kommenden Arbeiten erschienen

1) Phil. Mag. 38, 265, 1894.
2) Rivista di Topogr. 8, 97; Zeitschr. £. Instr. 16, 841, 1896.
3) Bull. de ’Acad. de St. Pétersb. (5) 19, 221, 1903.
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sind, gentigt es, wenn wir hier noch auf einige wichtige Werke aufmerksam

machen.

Mechain et Deslambre, Base du systeme métrique déecimal, Paris 1806,
1807, 1810, 3 Binde.

Bigourdan, Le systéme métrique des poids et mesures, Paris 1901, 2 Bde.

Guillaume, La convention du metre et le bureau international des poids
et mesures, Paris 1902; Rapp. prés. au congrés internat. de phys., Paris
1900, I, 8. 78.

Benoit, Rapp. prés. au congrés internat. de phys., Paris 1900, I, 8. 30.

Macé de Lépinay, Franges d’interférence (Scientia phys.-math. No. 14),
Paris 1902; Rapp. prés. au congrés internat. de phys., Paris 1900, I,
p. 115.

Drittes Kapitel

Messung von Winkeln.

§ 1. Vernier (Kreisnonius). Zur Winkelmessung dienen im all-
gemeinen Apparate, die mit Teilstrichen versehene Kreise enthalten.
Sie sind so gebaut, dal der gesuchte Winkel durch einen von zwei
Radien dieses Kreises eingeschlossenen Winkel gemessen und durch die
Differenz zweier an der Kreisteilung vorgenommenen Ablesungen ge-
funden wird. Zur Ablesung dient ein Index, der sich neben den Teil-
strichen der Skala auf einer besonderen Scheibe (Alhidade) befindet.
Es konnen folgende zwei Fille vorkommen: 1. die Kreisteilung (Limbus)
steht fest und die den Index tragende Scheibe dreht sich um den Mittel~
punkt des ersteren; ihre Verschiebung lings der Peripherie des Kreises
bestimmt den zu messenden Winkel; 2. die Scheibe mit dem Index steht
fest und die Kreisteilung ist drehbar. Bisweilen tritt an Stelle jener
Scheibe ein Ring, der den mit Teilungen versehenen Kreis umgibt oder
aber, wenn die Teilung sich auf der ebenen Oberfliche des Kreises be-
findet, innerhalb desselben liegt. Im letzteren Falle sind anstatt eines
Index deren zwei im Abstande von 180° oder gar vier im Abstande
von 90° angebracht. Auf diese Weise werden die Beobachtungs-
fehler, welche durch falsche Zentrierung der Kreise entstehen konnten,
vermindert.

Um méglichst genaue Messungen vornehmen zu konnen und Bruch-
teile der Skalenteile abzulesen, bedient man sich gewisser HilfsmaBstéabe,
die Kreisnonien oder Verniers heifen. Zum Unterschiede vom ge-
wohnlichen Nonius sind hier zunichst die Teilstriche nicht auf einem
geradlinigen MaBstabe aufgetragen, sondern auf einem Kreisbogen, und
ferner ist die Zahl der Teilstriche im allgemeinen nicht gleich 10.

Die Kreisteilungen sind sehr verschiedenartig, indem z. B. die
ganzen Grade in 2, 3, 4, 6 oder 12 gleiche Teile goteilt werden. Daher
konnen auch die Ablesungswerte eines Teilstriches am Vernier,
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d. h. die Differenz zwischen dem zu einem Teilstrich der Hauptskala
und einem Teilstrich des Verniers gehorigen Winkel, sehr verschieden
sein. Um sich im gegebenen Falle zurechtzufinden, hat man zunichst
den Wert eines Skalenteiles zu ermitteln (der z. B. gleich p°® sein mége)
und darauf nachzusehen, wieviele Skalenteile (#— 1) auf n Teile des
Verniers kommen. Der Ablesungswert des Verniers ist dann gleich

o = <£>0~ Zur Erlauterung mogen folgende Beispiele dienen:

1. Die Skala ist in halbe Grade (30') geteilt, und 30 Teile des
Verniers sind gleich 29 Teilen der Skala. Bei der Skalenablesung,
d. h. wenn man die Stelle
bestimmt, an welcher
sich der Nullstrich des
Verniers befindet, erhilt
man unmittelbar halbe
Grade. Jeder Teilstrich
des Verniers vom nullten
bis zu dem, welcher mit
einem Skalenstrich zu-
sammenfillt, entspricht
der Gréfie ¢ = 1. Ein
solcher Vernier ist in
Fig. 138 dargestellt.

2. Die Grade sind
in Drittel geteilt (also
nach 20'), und 20 Teile
des Verniers sind gleich
19 Skalenteilen; auch
hier ist 0 = 1.

3. Die Grade sind in Viertel geteilt (15'), und 45 Vernierteile sind
gleich 44 Skalenteilen; o == 20”. In diesem Falle ist jeder dritte
Teilstrich des Verniers etwas linger und entspricht einer Minute.

4. Die Grade sind in Zwolftel geteilt, also von 5 zu 5 Minuten;
60 Vernierteile kommen auf 59 Skalenteile; ¢« — 5"”. Jeder vierte
Vernierteilstrich ist von groflerer Linge.

§ 2. Libelle, Eine richtige Libelle, deren Oberfliche im verti-
kalen Lingsdurchschnitt einen Kreisbogen von grofem Radius ergibt,
kann zur Winkelmessung dienen, falls der Winkelwert ihrer Skalen-
teile bekannt ist; es ist das der Winkel, um welchen man die Libelle
gegen den Horizont zu neigen hat, damit das Bldschen sich um einen
Skalenteil verschiebt. Zur Bestimmung dieser Grofe dient der in
Fig. 139 abgebildete Apparat. Er besteht aus einer auf drei Ful-
schrauben montierten T-formigen GuBeisenplatte und dem Lineal A4, auf
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welches die Libelle T' gesetzt wird und welches sich einerseits um die
horizontale Achse C' drehen kann, wihrend durch das andere eine Mikro-
meterschraube ¥ fithrt. Mit Hilfe dieser Schraube wird 4 und die
darauf gesetzte Libelle gegen den Horizont geneigt; die ganzen Schrauben-
drehungen werden an der nebenan befindlichen Skala, die Bruchteile an
der Teilung abgelesen, mit welcher der Schraubenkopf versehen ist.
Kennt man die Héhe o des Schraubenganges und die Entfernung ! vom

Stitzpunkte der Schraube bis zur Achse C, so erhilt man den Winkel g,
um welchen sich die Libellenachse neigt, wenn man die Schraube m

Umdrehungen machen lift, aus der Formel sin ¢ — nTa’ oder in
Sekunden ausgedriickt
g = 4 (1)
Isinl”

Auf diese Weise kann man den Winkelwert eines Skalenteiles be-
stimmen und die Libelle selbst priiffen, nédmlich untersuchen, ob alle
links und rechts von der Mitte gelegenen Teilstriche gleichen Neigungs-
winkeln entsprechen. Ist eine derartige Prifung vorgenommen worden,
so kann die Libelle zum Winkelmessen dienen, denn man kann nun
einen SchluB ziehen aus der Verschiebung des Blaschens auf die Neigung
der Libelle und mithin auf die Neigung der Ebene, auf welche die
Libelle gesetzt ist.

Ist einmal der Wert eines Skalenteiles bekannt, so kann man die
Libelle auch zur Messung kleiner linearer Grofien benutzen, z. B.
zur Messung von Kriimmungen und Unebenheiten einer ebenen Flache.
Zeigt z. B. die Verschiebung des Blischens eine Neigung von ¢” an
und ist die Entfernung zweier Punkte an der Basis der Libelle gleich 1,
so gibt uns die Formel 2 = 1 @ sin 1" an, um wieviel einer jener Punkte
hoher als der andere liegt.

Bruns?), Galle2) und andere haben genauere Apparate angegeben.

1)y Zeitschr. f. Instr. 6, 198, 1886.
?) Ebend. 18, 72, 189s.
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§ 3. Theodolit. Der Theodolit (vgl. Fig. 140) dient zum Messen
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