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Vorwort 

Der Aufforderung Herrn Prof. Westphals, für die von ihm 
herausgegebene Sammlung" Die Wissenschaft" eine Monographie 
über die Beugungstheorie der optischen Abbildung und ihrer 
Fehler zu schreiben, bin ich gern nachgekommen. Liegt doch 
bisher außer einer Buchveröffentlichung von Prof. K. Strehl!), 
einem Handbuchartikel von Prof. F. Jentzsch 2) und einem 
weiteren (kurzen) Handbuchartikel von Dr. A. König 3) meines 
Wissens weder eine deutsche noch eine fremdsprachliche zusammen­
fassende Darstellung dieses auch für die Praxis allmählich an 
Bedeutung gewinnenden Teilgebietes der \Vellenoptik vor. 

Bei der Anlage des vorliegenden Buches war ursprünglich 
eine viel weitergehende Behandlung der einschlägigen Fragen -
besonders auch die Anwendung der abgeleiteten Formeln auf 
die Abbildung im Mikroskop ') - geplant. Da das Buch aber 
schon jetzt - trotz starker Kürzung des fertigen Manuskriptes -
den vereinbarten Umfang wesentlich überschritten hat, so konnte 
jener Plan n~cht durchgeführt werden. Ich hoffe aber, die Grund­
lagen doch so weit entwickelt zu haben, daß eine Beschäftigung 
mit den spezielleren Problemen keine besonderen Schwierigkeiten 
mehr bieten wird. Ich denke hier besonders an die Arbeiten 
von R. Gans und seinen Schülern, weiter an die Arbeiten 
von M. Berek, Siedentopf, K. Strehl, Lord Rayleigh u. a. 

1) K. Strehl, Die Theorie des Fernrohrs auf Gruud der Beugung des 
Lichtes. J. A. Barth, Leipzig 1894. Das Buch sowie die Strehlschen 
Zeitschriftenartikel- ein vollständiges Verzeichnis befindet sich in Zentr .• Ztg. 
f. Opt. u. Mech. 48, 75, 1927 - enthalten eine Fülle wichtiger Ergebnisse. 
Leider erschwert der von S tr e h I benutzte Telegrammstil das Verständnis 
der Arbeiten. 

2) F. Jen t z sc h, Einführung in die Beugungstheorie der optischen 
Instrumente. Handb. d. Physik (Geiger-Scheel) 21, 885, 1929. (Julius 
Springer, Berlin.) 

3) A. König, Die Abbildung als Beugungserscheinung. Handbuch d. 
Experimentalphysik (Wie n· H arms) ~O'2 (Geometr. Optik), 141, 1929. (Akad. 
Verlagsges., Leipzig.) 

4) Erwähnt sei hier noch das Buch: E. Ab b e, Die Lehre von der 
Bildentstehung im Mikroskop. Bearbeitet von O. Lummer und F. Reiche. 
Fr. Vieweg u. Sohn, Braunschweig 1910. 



VI Vorwort 

Wenn ich mich bei der Behandlung der Abbildungsfehler 
besonders auf eigene Arbeiten stütze, so bitte ich, darin keine 
Unterschätzung der fremden Arbeiten [Strehl, Straubel 1), 

W i 1 s i n g 2) u. a.] zu sehen. Dies ist vielm ehr allein durch das 
Streben nach möglichst einheitlicher Behandlung der betreffenden 
Fragen bedingt. Hinzu kommt, daß so wenigsteus die jeweiligen 
Ausgangsintegrale stets strenge Lösungen der Schwingungs­
gleichung sind und erst bei der Auswertung jener Integral­
lösungen Vernachlässigungen kleiner Größen erforderlich wurden. 

Erwähnen möchte ich hier noch, daß ich die Formeln 
nicht durch das ganze Buch hindurch fortnumeriert habe, son­
dern die besonders in englischen Büchern übliche Numerierung 
gewählt habe, bei der jeweils nur die Formeln eines Para­
graphen durchnumeriert sind und der Paragraph durch die 
vor dem Semikolon stehende Zahl bezeichnet wird [z. B. (37; 4)]. 
Bei den Verweisungen auf Formeln des gleichen Paragraphen 
ist dessen Nummer fortgelassen. Im übrigen soll die Angabe 
der Paragraphen am Kopf der Seiten die Auffindung der ge­
suchten Formeln und die allgemeine Orientierung erleichtern. 

Einige häufiger vorkommende Formeln sind (zum Teil mit 
Andeutung der Ableitung) in einem "Mathem. Anhang" zu­
sammengestellt. Verweisungen auf diese Formeln sind durch 
ein A gekennzeichnet fz. B. (A; 24)]. 

Recht herzlich danke ich Fräulein Ilse Koblassa, die 
mich beim Korrekturenlesen sehr unter~tützte und mehrfach 
textliche Änderungen vorschlug, die das Verständnis der be­
treffenden Stellen erleichtern werden. 

1) R. Straubel, Theorie der Beugungserscheinungen kreisfärmig be­
grenzter, symmetrischer, nieht-sphärischer Wellen. Habilitationsschrift, 
München 1893. 

~) J. Wilsing, Über den Einfluß der sphärischen Abweichungen der 
Wellenfläche auf die Lichtstärke von Fernrohrobjektiven. Pub!. d. Astro­
physikalischen Observatoriums, Potsdam 15, St .. 4, 1903. 

Nenbabelsbcrg h. Potsdltm, im Januar 1931. 

Dr. Johannes Picht, 
Wissenschaftlicher ~Iitarbeitel' 

der Askania- Werke, Berlin-.Friedenau 
(vormals Mitarbeiter am Institut der 

Einstein-Stiftung, Potsdam) 
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Einleitung 

Bei der nachfolgenden Behandlung der optischen Abbildung und 
der verschiedenen Ab bildungsfehler vom Standpunkte der Wellen- und 
Beugungstheorie setzen wir die Grundlagen der geometrischen 
Optik voraus, ferner die geometrisch-optische Behandlung der Ab­
bildungsfehler (oder doch wenigstens ihre typischen Merkmale) sowie 
eine gewisse Vorstellung von der geometrischen Gestalt der zuge­
hörigen" W ellenfläehen", die man in der geometrisehen Optik besser 
als "Fläehen gleieher Liehtweglängen " (" gleiehen Eikonals") be­
zeiehnet. Aber auch über die physikalisehe Natur des Lichtes als 
einer Wellen bewegung müssen wir einige Kenntnis voraussetzen, 
sollte der Umfang dieses Buches nicht zu stark anwachsen. So 
setzen wir als bekannt voraus, daß das Licht ein elektromagnetischer 
Schwingungsvorgang ist, ferner, daß man bei jeder Sehwingung die 
Amplitude, die Phase, die Phasenkonstante, die Sehwingungsdauer Y;, 

die Frequenz v = 27t und bei jeder Wellenbewegung außerdf'm 
y; 

die W ellenl änge ,t die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v [bzw. im 
Vakuum für Licht: c (= 300000 km/see)] zu unterscheiden hat, daß 
sich die verschiedenen Farben des Lichtes dureh ihre Wellenlänge 

unterscheiden, daß ~ = v ist (bzw. ~ = c, wenn Ao die" Vaknum-
y; y; 

wellenlänge" des Lichtes ist), und daß man 2 7t = !::.. = k setzt. 
A v 

Auch auf die Interferenz von Schwingungen, zirkulare nnd ellip­
tische Schwingungen, Transversalität des Lichtes, Polarisation, 
Interferenz von Wellen, Kohärenz und Inkohärenz,Kohärenzlänge u. a. 
können wir hier nicht näher eingehen, müssen diese Begriffe und 
ihren Inhalt vielmehr gleichfalls als bekannt voraussetzen. 

Pi c h t, Optische Abbildung 



Erstes Kapitel 

Die elektromagnetische Lichttheorie 

§ 1. Die Maxwellsehen Gleichungen. Vektoroperationen 

Das Licht ist, wie wir bereits oben sagten, ein elektromagne­
tischer Schwingungsvorgang, so daß wir die Optik als Zweig­
disziplin der Elektrodynamik behandeln können. Wir gehen daher 
aus von den 1Iaxwellschen Gleichungen, die wir als bekannt 
voraussetzen .. und die wir hier in der Form aufschreiben, in der 
sie für durchsichtige Körper gelten, in denen sich keine elek­
trischen Ladungen befinden. Die Annahme, daß wir es mit durch­
sichtigen Medien zu tun haben, ist. bei allen hier zu behandelnden 
Fragen mit sehr großer Annäherung erfüllt. Sie findet ihren 
physikalischen Ausdruck darin, daß die Leitfähigkeit " = 0 ist, 
daß wir uns also auf Isolatoren (Glas, Luft) bei den nachfolgenden 
Behandlungen beschränken. Die weitere Annahme, daß die be­
trachteten Medien frei von elektrischen Ladungen sind, ist ziemlich 
unwesentlich, da diese nur elektrostatische Felder erzeugen, die 
sich den elektromagnetischen Schwingungen, also hier dem Lichte, 
einfach überlagern, ohne sie irgendwie zu beeinflussen. Wir können 
sie daher von vornherein vernachlässigen. Die M ax weIl schen 
Uleichungen selbst lauten unter den angegebenen Voraussetzungen, 
wenn wir noch die magnetische Permeabilität = 1 setzen, wie es 
mit großer Annäherung für alle optischen Verhältnisse -- mit 
ganz wenigen Ausnahmen, die uns hier nicht interessieren - der 
Fall ist: o(i _ 

[3 ~ = c rot ,I), 
vt . 

o~) t / .. 
- C ro ~, ot -

div li = (I. 

div,l) = O. 

(1 i 1) 

(l: 2) 

(l: 3) 
(1: 4) 



§ 1. Die!t a x w e II sehen Gleichungen. Vektoroperationen 3 

Hierin bedeuten die Vektoren ct und .p die elektrische und magne­
tische Feldstärke, E ist eine .:\Iaterialkonstante, die sogenannte 
Dielektrizitätskonstante, die im Vakuum den Wert 1 hat. Die 
Gleichungen (3) und (4) bezeichnet man als Nebenbedingungen I). 

Diese Nebenbedingungen können übrigens direkt aus (1) 
bzw. (2) unter Beachtung der Voraussetzungen, d. h. bei Schwin­
gungsvorgängen abgeleitet werden. Denn wenden wir auf (1) 
die Differentialoperation divan und beachten (8) sowie die Tat­
sache, daß die Differentiation nach der Zeit mit der Differentiation 

nach den Raumkoordinaten, ,also :t mit div vertausch bar ist, so 
erhalten wir 

!! div ct = 0, 
ut 

1) div und rot sind DIfferentialoperatoren, die -- angewandt auf einen 
beliebigen Vektor III mit den Komponenten Illx' Illy ' Illz definiert sind 
durch die Gleichungen: 

. _ () Illx . () Illy (\ Illz 
dlv III ~ ~,~ --t- ~A ~ + ~;)~, 

ux (y (z 
(1; 5) 

rot III = (\ Ill! -- () Illy 1 
'" ()y ()z ' 

(\ Illx (\ Illz 

roty III = TZ ~ () x ' I 
rot III =-: (\ Illl/ ~ () Ill,. . 

z (Ix ()y 

(1; 6) 

~{an erkennt aus diesen Definitionsgleichungen, daß rot III selbst 
wieder ein Vektor ist mit. den Komponenten rot", Ill, roty Ill, rotz Ill, während 
div III eine skalare Größe ist. Wir erwähnen hier gleicb noch einen weiteren 
Differentialoperator, den wir nachher noch gebrauchen und der, angewandt 
anf eine skalare Größe, einen Vektor liefert. Sei <P = <P (x, y, z) die 
skalare Größe, so ist grad<P ein Vektor mit den Komponenten 

()<P ()<P (\<P 
grad <P =~; grad <P =~; grad <P = ~. 

'" (1 X Y "y Z (1 Z 

Aus (5), (6), (7) leitet man leicht folgende Beziehungen ab: 

div rot III = 0, 
(12 <P ()2 <P ()2 <P 

div grad <P = ~2 + ~ + ~ = LI <P, 
(X (y ( Z 

rot grad <P = 0, 
rot rot III = grad div III ~ d Ill, 

(1; 7) 

(1; 8) 

(1; 9) 

(1; 10) 
(1; 11) 

()2 ()2 ()2 
wo der Laplacesche Operator LI = ~ + ~ + '\2' der, auf eine 

ux "Y uz 
skalare Größe angewandt, mit div grad identisch ist, auf einen Vektor, 
d. h. auf dessen Komponenten Illx ' Illyt Illz anzuwenden ist. 

1* 



4 Erstes Kapitel: Die elektromagnetische Lichttheorie 

und dies liefert, da wir voraussetzten, daß keine elektrischen 
Ladungen vorhanden sind, sofort (3). Ganz analog folgt (4) aus (2). 

§ 2. Differentialgleichungen für die Feldstärken (t und ~ 

Differenzieren wir (1; 1) nach t und wenden auf (1 j 2) die 
Differentialoperation rot an, so können wir aus den so erhaltenen 
Gleichungen S) eliminieren und erhalten unter Berücksichtigung 
von (1; 11) und (1; 3) in 

E 02~ 
L1~---=O (2;1) 

c2 ot2 

eine Differentialgleichung für ~, die in ihrer Form völlig über­
einstimmt mit der "Vl ellengleicbung" 

(2; 2) 

wo rp = rp (x, y, z, t) die Elongation an der Stelle x, y, z zur 
Zeit t bezeichnet und v die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Welle ist. Entsprechend erhalten wir auch für S), indem wir in 
gleicher \Y eise aus (1; 1) und (1; 2) die elektrische Feldötärke ~ 
eliminieren und (1; 4) beachten, 

E o2~5 
L1 S) - (!i 0 t;- = O. (2; 3) 

Die beiden Feldstärken ~ und S) oder genauer die sechs Kom­
ponenten 

~,c, ~Y' (Iz, ,I)x, .l5 y , S)Z 

genügen also jede für sich der Wellengleichung. Bei der Lösung 
dieser der Form nach identischen sechs Differentialgleichungen 
müssen wir aber noch beachten, daß zwischen ~"., ~Y' {!z die Neben­
bedingung (1; 3) und zwischen,\)x, ~)Y' .l)z die Nebenbedingung (1; 4) 
besteht. Dun~h Einführung eines Hilfsvektors, des sogenannten 
He rt z sehen Vektors 3, können wir uns von diesen Neben bedingungen 
befreien. 

§ 3. Das magnetische vektorielle Potential ~ und das elektrische 
skalare Potential cP 

Um diesen Hilfsvektor R einzuführen, beachten wir zunächf't, 
daß wir (1: 4) dadurch identisch erfüllen können, daß wir ,I) als 
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rot eines Vektors 2I ansehen, also 

,p = rot2I, 

denn dann ist ja wegen (1; 8) 

div~) = 0. 

(3; 1) 

Diesen llilfsvektor 2I bezeichnet man als das "vektorielle" oder 
"magnetische Potential". Dann geht (1; 2) über in 

( 1 ()2I ) rot - ~ + er = 0. 
,c vt 

(3; 2) 

1 () 2I 
Dies aber besagt nach (1; 10), daß wir den Vektor - - + ~ 

c () t 
auffassen können als grad eines Skalars, 11an setzt demzufolge 

1 () 'll - ~ + ~ = - grad W, 
c v t 

(Z = - grad W _ ~ () 2I 
c () t 

(3: 3) 

und bezeichnet cP als "skalares" oder "elektrisches Potential". 
Führen wir dies in (1; 1) ein, so erhalten wir unter Berück­

sichtigung von (1; 11) 

I E ()2 2I \ {E () cP . I 
\ d 2I - c" () t2 I - grad -;;- (Jt + dlV 2I J 

Entsprechend erb alten wir aus (1; 3) wegen (1; 9) 

1 () . Q( 

Llw + -::l (dlV u) = 0. 
c vt 

0. (3; 4) 

(3; 5) 

Diese beiden Gleichungen (4) und (5), die die Bestimmungs­
gleichungen für die beiden Potentiale Wund 2I sind, aus denen 
sich dann nach (1) und (3) ohne weitere Nebenbedingungen ~ 
und .I) ergeben, können wir dadurch formal vereinfachen, daß wir 
zwischen 2I und Weine Beziehung durch die Xebenbedingung 

div~ = - ~ ()W (3; tl) 
c ()t 

einführen. Dann gehen die beiden Gleichungen (4) und (,i) 
über in 

C ()22I 
Ll2I- 2" ~ = 0, 

c v t 
C ()2 W 

.dW-2~ = 0, 
c vt 

(3; 7) 

(3; 8) 
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die beide wieder mit der Wellengleichung identisch sind, und von 
denen (7) für jede der drei Komponenten ~x, ~Y' ~z einzeln gilt. 

§ 4. Der Hertzsehe Vektor 3 
Durch Einführung der beiden Potentiale ~ und q, haben wir 

uns von einer Nebenbedingung befreit, doch bleibt noch immer die 
Nebenbedingung (3; 6) zu beachten. Diese können wir nun identisch 
erfüllen, wenn wir ~ als zeitlichen Differentialquotienten eines Hilfs­
vektors, des Hertzschen Vektors 3, und den Skalar q, als negative 
div desselben Vektors 3 betrachten, also 

\'Ir _ ~ a 3. n. d';:) 
u - c at' 'P = - IV cO' (4; 1) 

Dann ist (3; 6) identisch erfüllt, und die Gleichungen (3; 7) und 
(3; 8) gehen über in 

I; a f c a23\ c at l.d 3 - C2 at2 f = 0, 

• { I; a23 } - dlV .d 3 - - - = O. 
c2 at2 

Diese beiden Gleichungen aber sind erfüllt, wenn 

c a2 3 
.d .3 - C2 a t2 = 0 (4; 2) 

ist. Für 3, d. h. für die Komponenten 3x, 3y , 3, gilt also die 
gleiche Differentialgleichung wie für ~ und q, oder auch wie für 
~ und ~). Die Benutzung des Vektors 3 hat aber den großen 
Vorteil, daß außer den durch die spezielle Problemstellung vor­
geschriebenen, bisher nicht besonders erwähnten Nebenbedingungen 
keine weitere Neben bedingung wie etwa (3; 6) für ~l und f[J oder 
(1; 3) und (1; 4) für ~ und .p zu beachten ist. Wir werden daher 
bei den folgenden wellenoptischen Ausführungen stets den Hertz­
schen Vektor 3 zugrunde legen. Da (2) für jede der drei Kom­
ponenten 3x, 3 y, 3z einzeln gilt, jede Komponente eines Vektor~ 
aber im wesentlichen durch ihren Betrag, also durch eine skalare 
Größe gegeben ist, so können wir statt (2) auch schrei bell 

c a2 cp 
.d cp - C2 -a t2 = 0 (4; ,n 
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und nachträglich ffJ mit dem Betrage einer Komponente des 
Vektors 3 identifizieren. Da 3 als Vektor drei Komponenten 
besitzt, so haben wir drei Lösungen von (3) zu suchen, die den 
jeweiligen durch das speziell vorgelegte Problem geforderten Neben­
bedingungen für 3x bzw. 3y bzw. 3z genügen. Aus dem Vektor .3 
erhalten wir dann unter Benutzung der Beziehungen (1) die 
Potentiale ~ und ([J und aus diesen nach (3; 1) und (3; 3) die 
beiden Feldstärken .\) und (:!. 

Wir können natürlich auch direkt aus 3 die Feldstärken er 
und.\) bestilIl:.men. Denn aus (3; ;3) und (1) bzw. (3; 1) und (1) 
folgt sofort unter Berücksichtigung von (1; 11) und (2) 

oder auch 

(:! = rot rot 3. grad div 3 - Li 3, ) 
~) = ~ ~rot;) 
~ c i)t cO 

1 i) ) (:! = - -T rot 3, 
c vt 

.\) = rot rot 3. 

(4; 4) 

(4: 5) 

Für Lösungen von 3, die in der Zeit harmonisch sind, die in kom­
plexer Darstellung die Zeit also nur als Faktor ci • t enthalten, 
erhalten wir, indem wir in (2) 

3 = 3 ei • t, wo 3 = 3 (x, y, z) ist, (4; 6) 

einsetzen und die Differentiation ausführen, durch Fortheben des 
Zeitfaktors die Differentialgleichung 

v2 

Li3+E"23=0, (4; 7) c 

gültig für jede der drei Komponenten des vom Faktor ei • t befreiten, 
des "zeitfreien" Hertzsehen Vektors 3. In Analogie zu (3) können 
wir daher auch schreiben 

v 2 
Li U + E"2 u = 0, (4; 8) 

c 
wenn 

ffJ = uei • t und u = u(x,y,z) 

gesetzt wird. Setzen wir analog zu .8 = 3 ei>t auch 

er = eei • l ; .\)={Jci • t, 

(4; 9) 
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so gilt für e und ~ entsprechend (7) 

v
2 

} 

Li e + E C2 e = 0, 

v2 

Li ~ + E C2 ~ = O. 

(4; 10) 

Zwischen e, ~ und 5 bestehen dann noch analog zu (4) und (5) 
die Gleichungen 

bzw. 

e = grad div 5 + E c2 5, 
v

2 1 
!) = iE ~rot 5 

c 

. v t e = - z-ro 5, 
c 

v2 

!) = grad div 5 + E 2"" 5, 
c 1 

wo noch - wie schon hier erwähnt sei - nach § ii 

v 2 

E C2 = 1.2 

ist. 

§ 5. Dielektrizitätskonstante und Brechungsindex 

Vergleichen wir (4; 3) mit der "Wellengleich ung" 

1 iP rp 
Lirp-1ji (ff = 0 

oder auch (4; 8) mit der "Schwingungsgleichung" 

v2 

Lii~ + k 2 i{ = Liu + 2U = 0, 
v 

(4; 11) 

(4; 12) 

c'): 1) 

Ci); 2) 

in denen v die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Sch wingungeu 
ist, so erkennen wir, daß sich die elektromagnetischen Schwiugungen 
mit der Geschwindigkeit 

c 
v =--= 

VE 
(0; 3) 

fortpflanzen. NUll wird als " Brechungsindex" n ellles Mediums 
das Verhältnis der Vakuumhchtgeschwindigkeit r: zur Licht­
geschwindigkeit III dem betreffenden lVIedium definiert. Wir 
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erhalten also aus (3) eine Beziehung des Brechungsindex zur Di­
elektrizitätskonstanten, und zwar wird 

n = V-;' (5; 4) 
Diese Beziehung ist aber weder qualitativ noch quantitativ gültig, 
wie das Experiment zeigt. Denn sie sagt aus, daß der Brechungs­
index allein vom .Medium, und zwar von dessen Dielektrizitäts­
konstanten abhängt, aber unabhängig ist von der Schwingungszahl, 
d. h. der Farbe des Lichtes, was aber in Wirklichkeit nicht der 
Fall ist. 

Annähernd gilt es nur für gasförmige .Medien, während es z. B. 

bei Wasser (nD = j ,333; V~ = 8,94) und anderen festen lYledien 
vollkommen falsch ist. Die Beziehung (4) ist nur als Grenzfall 
für sehr lange Wellen richtig. Es läßt sich aber zeigen - worauf 
wir hier nicht näher eingehen können -, daß die Beziehung (4) 
richtig ist, wenn wir unter E nicht die elektrostatische, sondern die 
elektrodynamische Dielektrizitätskonstante verstehen. Für n ergibt 
sich dann im allgemeinen ein komplexer Wert. Da es bei den 
folgenden Ausführungen nicht auf die Bedeutung von E ankommt, 
so können wir auch in den Gleichungen (2; 1), (2; 2) bzw. (3; 7), 
(3; 8) oder endlir,h auch in (4; 2), (4; 3), (4; 7) und (4; 8) den 

E n2 1 
Wert -2 ersetzen durch - - -. Ist n komplex, so ergibt sich 

c c2 v2 

auch v als komplex. Dies bedeutet, daß auch in nichtleitenden 
;\fedien im allgemeinen Absorption des Lichtes vorhanden ist. 

§ 6. Lösungen (Integrale) der Wellengleichung 

Jede beliebige stetige und zweimal differenzierbare Funktion, 
1Il der die Variablen x, y, z, t nur in der Verbindung 

1 
t + -(x cos ce + y cos ß + z cos y), -v 

wo cos2 ce + cos2 ß + cos2 ,' = 1 ist, auftreten, ist Lösung der 
Wellengleichung und stellt eine sich in Richtung (X, ß, yausbreitende 
ebene Welle dar. Ferner: Jede beliebige, durch 

l' = V(xo - X)2 + (Yo - y)2 + (zo - Z)2 

dividierte stetige und zweimal differenzierhare Funktion, in der die 
Variablen x, y, z, t nur in der Verbindung 

+ 1 1/ 2 2 2 + l' t _ - f (XO - x) + (Yo - y) + (zo -- z) = t __ -
v v 
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auftreten, ist eine Lösung der Wellengleichung und stellt eine 
zum Punkte xo' Yo' Zo hinzielende [konvergierende (+)] oder von 
ihm forteilende [divergierende (-)] Kugelwelle dar. Wir beweisen 
zunächst die erste dieser beiden Behauptungen. 

Es sei 

rp = f(t+ ~(xcosa + ycosß + zcosy») = f(p) (6; 1) 

und 
drp _ f" 
dp - , 

d2 rp _ f" 
d p 2 - • 

Dann ist auch 
arp -f'. at - , a2 rp _ f" at2 - . 

Ferner ist 

aa rp = + ~ f' cos €X ; 
X V 

a2 qJ _ 1 f" 2 a x2 -- v2 cos a 

und analog 

a2 rp 1" 2 ß -- = -f cos ; a y2 v2 

a2 rp _ 1 fU 2 -a 2 - 2 cos y. 
Z v 

Es wird demnach wegen cos2 a + eos2 ß + cos2 Y = 1 

1" 1a2 rp 
.drp = 2f = 2 at2 ' v v, 

WJe es die Wellengleichung ford ert. 

Daß diese Funktion f (t + ~ (x cos a + y cos ß + z eos y») 
eine ebene Welle darstellt, ergibt sich sofort daraus, da!! alle Punkte, 
für die 

x eos €X + Y cos ß + z eos y = eonst 

ist, sich in gleicher Phase befinden, Diese Gleichung aber stellt 
eine Ebene dar, deren Normale die Richtung a, ß, y hat. Ist speziell 
(s. 4; 8) qJ = /l. eil't, so gilt für eine ebene Welle nach (1) 

1t = a c ± i k (x COR a + 11 cos [I + z cos yl. (6; 1*) 

Für ß = y = ~ erhalten wir rp = f (t + ~), also eine sirh längs 

der positiven oder negativen x-Achse fortpflanzende ebene \\1 elle. 
Da rp hier von y und z unabhängig ist, so geht die zugehörige 
Wellengleichllng über in 

(11: 2) 



§ 6. Lösungen der Wellengleichung 11 

Daß auch die zweite Behauptung richtig ist, daß also ~ r(t + .~} 

wo r eine beliebige Funktion des Argumentes t + ~ bedeutet, stets 
v 

eine Lösung der Wellengleichung ist, läßt sich entweder in derselben 
Weise durch Bilden der betreffenden Differentialquotienten oder auch 
umgekehrt in folgender Weise beweisen: 

Wir gehen von der Wellengleichung aus und suchen für sie 
eine Lösung, die die Koordinanten x, y, z nur in der Verbindung 

1" = Y(xo - X)2 + (Yo - y)2 + (zo - Z)2 enthält, also einfl Kugel­
welle mit dem Punkte xo' Yo' Zo als Quell- oder Senkpunkt darstellt. 
Es sei fJ! == F (r, t) diese Funktion, dann ist 

a F a F ara F x - Xo 
ax - a;: ax - a;:-r-
a2F _ a2F (XO-X)2 aF(..!._ (XO-X)2). (ßj 3) 
ax2 -ar2 r2 +ar r r3 

a2 F a2 F 
Zwei analoge Gleichungen gelten für a y2 und a Z2' und unsere 

Wellengleichung geht, 

a2 F . t b' 

a2F a2 F 
wenn WH die Werte für a~' -a') und x y-

a Z2 elllse zen, Ü er III 

a2 F 2 aF 1 a2 F 
Li F = a r2 + -;:- ar - 1)2 a f2 • 

:Kun ist aber 
a2 F 2 aF 
at·2 + -;:- ar 

so daß wir erhalten 

1 a2 (r F) 
r ---;:[;2-' 

a2 (rF) 1 a2 (r F) 
ar2 -V2~' 

Diese Differentialgleichung stimmt ihrer Form nach überein mit (2), 

deren Lösung r (t + ;.) war. Hier erhalten wir demnach als Lösung 

tOF = r(t +~} 
also 

1 ( r F= fJ! =-r t + _)0 
r t' 

(f) j 4) 
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Pflanzen sich die Wellen im Vakuum fort, so haben wir 
natürlich v durch c zu ersetzen. Für cp = u· eivt geht (4) über in 

u = ~ e±ikr. 
r 

(6; 4*) 

Identifizieren wir die so gefundenen Funktionen mit den Kom­
ponenten des Hertzschen Vektors 8, indem wir etwa im Falle der 
Kugel well e setzen: 

Ex = ~ f 1 (t + :), 

8 y = ~ f2 (t + :), 

.8. = ~ f 3 (t + :) , 
worin fl' f 2 , f 3 beliebige stetige, zweimal differenzierbare Funktionen 
sind, von denen natürlich aueh eine oder zwei identisch verschwinden 
können, so können wir nach (4; 4) die zugehörigen Funktionen der 
elektromagnetischen Feldstär ken bestimmen. Für den Fall der 
ebenen, in Richtung (1" ß, r = 0 fortschreitenden Welle erhalten 
WH so Z. B .. wenn wir 

~z = f (t - ~- (x cos (I, + 11 sin (1,») = f (p) , v 
setzen, 

C!X = 0; Ci y = 0: C!z = _~iJ2f, 1 
v2 iJ p2 

f 
(Il: iJ), 

_ c. 1 iJ2 f c 1 iJ2 f _ 
.l)x = - - Sill IX -2 ~2; 4}y =. + - cos (I, -2 ~2; .\)z= U, 

l' V up' v v up 

. c-. iJ2f 
wo WH ~tatt -;;; auch hätten V c sehre] ben können. Da iJ p2 selbst 

wieder Funktion des Argumt'lltes p = t 
1 

- (x co,.; (I, + Y sin u) 
v 

ist, so können wir. wenn wir 

- ~ iJ~f rJ = {I (t -- ~ (:x: cos (I, + y "in (1,») 
r 2 iJ p2 - ,v " 

setzen, auch schreiben 

ct", = 0; C!y = 0: C!z = {I (p), I 
'\)e = Sill (1,)/ ~q (p): '\)y = - COSIX VI: g (p); '\)z = 0,) 

(f): li) 
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wo 
1 . ) p = t - - (x cos a + y sm OG 
v 

c . 
und v = ---;= 1st. 

V.s 
Dies ist eine linear polarisierte ebene Welle, 

deren " Polarisationsebene " - das ist diejenige Ebene, die die 
magnetische Feldstärke enthält - die xy-Ebene ist. Für eine 
in der Richtung a, ß, 7' = 0 fortschreitende ebene Welle, deren 
Polarisationsebene die xz-Ebene ist, ergibt sich entsprechend 

Ci x = - sin a 9 (p); Ci ll = cos ag (p); 

~)x = 0; ~)y = 0; ~)z = V-;g(p)· 
(11: 7) 

§ 7. Intensität des Lichtes und Pointingscher Vektor 

Da die Frequenz des Lichtes so ungeheuer groß ist, ist es 
nicht möglich, den zeitlichen Verlauf der Größe und Richtung der 
Feldvektoren <:i und.\) messend zu verfolgen und so die theoretisch 
erhaltenen Resultate experimentell zu verifizieren. Was wir allein 
bei allen optischen Unt.ersuchungen messen können, ist - neben 
Frequenz (Farbe) und Polarisation - die "Tntensität", d. h. der 
zeitliche Mittelwert des Betrages der Energie, die an der betreffenden 
Stelle des Raumes im Volumenelement vorhanden ist oder durch 
ein dort befindliches Flächenelement. hindurchströmt. Im 
ersten Falle sprechen wir vom zeitlichen Mittelwert der Energie­
dich te W, im zweiten Falle vom zeitlichen Mittelwert der Dichte 
der Energieströmung Z. Die Energiedichte W zerfällt in zwei 
Anteile, den der elektrischen (We) und den der magnetischen (lTT",) 
Energiedichte. 

Diese beiden Anteile sind m Abhängigkeit von er bzw . .\) 
bestimmt durch die Gleichungen 

so daß 

W - ~ Ci2 bzw. 
e - Sn: (7; 1) 

(7; 2) 

Hier ist <:i2 = ~~ + ~~ + Cf; und analog .\)2 = .\)~ + .\): + .\);. 
Die Energiedichte ist daher eine skalare Größe. 

Die Dichte der Energieströmung ist eine gerichtete Größe, da 
ja die Strömung immer eine bestimmte Richtung besitzt. Sie ist 
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abhängig von <Z und .p und definiert durch den "Pointingschen 
Vektor" 

c e = 4n [<Z, .pl, (7; 3) 

wo die eckigen Klammern das Vektorprodukt bedeuten 1). 
Da der Vektor e die Richtung der Energieströmung angibt, 

so können wir ihn mit den "Lichtstrahlen" identifizieren, doch 
gilt diese Zuordnung nur angenähert 2). 

1) Die Komponenten von 6 sind rlemnach 

ce. 
6 x = 4~ ({fyf>z - (fzf>y); 6 y = 4 n ({fzf>x - (fxf>z); 

c 
6. = 4 n ({fxf>y - (fy f>x). 

) (7; 4) 

Die Gleichungen (4) geben gleichzeitig die Definition des Vektorproduktes. 
Bei dieser Gelegenheit wollen wir gleich noch die Definition des so­

genannten "skalaren Produktes" zweier Vektoren III und !E angeben, da wir 
dies noch wiederholt gebrauchen werden. :Man bezeichnet es durch (Ill, !E) 
oder auch kurz durch 1ll!E. Es ist 

(Ill, !E) = 1ll!E = Illx!Ex + llly!E y + Illz !Ez, 
so daß 

(7; 5) 

(7; 6) 
ist, eine Beziehung, die wir bereits bei der Definition der Energiedichte 
benutzten. Aus (4) erkennt man noch, daß die Lage von 6, (f, f> zu­
einander die gleiche ist wie diejenige der :r, 1/, :, - Achse eines rechts­
händigen Koordinatensystems. 

2) Stre ng gültig ist sie z. B. bei einer (allseitig unbegrenzten) ebenen 
Welle. Ist für diese etwa 

3x =- 0; 3y = 0; 3z = j'(t-~[:)'cosa+,l/eosß+zeosYl) =j'(p), 

so folgt aus (4; 4) zunächst 

1 ~2 I' 
{f,r = + V2 eos a eos I () p2' 

v-;:- J2 f I 
f>J = - V~ eosß ~;:;' rl 1 02 j' 

{fy :-:- + v2 eosß cos y () p2 ' S)y -:.:., -2 eos a "i! ' 
V c'p 

1 02 j' 
{fz = - - (1- eos2 y) -, 

v2 Cl p2 
f>z =, 0 

unfl hieraus naeh (3) 

6", =c- ~'- VT eos a (1 - cos2 y) (~2 ~f ' 
4:T I' ,0 P , 

(' V-;:- (°21')2 6 y =-- --=:... 4cosß(1-cos2y) ,~ , 
1n r ,~p 

62 . - _"_ V-;:- eos y (1 _ C082 y) (;)2 /,') 2, 
,I er 1'4 ~p-

I 
I 

(7; a) 

~7; b) 
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Welche der vier Größen W!, rV~, W t, .@} wir nun tatsächlich 
messen, hängt von dem Meßinstrument ab, welches wir benutzen. 
(-t über den angegebenen Größen bedeutet den zeitlichen Mittel­
wert, und zwar gemittelt über eine Zeit, die groß ist gegen die 
Schwingungs dauer des Lichtes.) Eine photographische Platte z. B. 
reagiert auf die elektrische Energiedichte, also auf W!. In anderen 
Fällen mißt man nur die von einer oder zwei Komponenten der 
elektrischen oder magnetischen Feldstärke herrührende Energie­
dichte. Wird die Intensität des Lichtes mit dem Bolometer ge­
messen, so erhält man eine Komponente des Pointingschen Vektors. 

In anderen Fällen wieder wird allein W~ gemessen. 
Wir erwähnen hier noch, wie man von den Werten et und {J, 

falls diese in komplexer Darstellung 

et = ~o ei(vt+ 0,); {J = ~)o ei(l't+ 02) 

gegeben sind, wo 

~o = (io (x, y, z) und {Jo = {Jo (x, y, z) 

Amplitudenvektoren und 

(7; 7) 

b1 = b1 (x, y, z) und b2 = b2 (x, y, z) 

Phasenvektoren sind, zu den zeitlichen Mittelwerten gelangen kann. 
Bekanntlich umfaßt ja die komplexe Darstellung zwei reelle Dar­
stellungen, nämlich 

et = ~ocos(vt + b1) und (i = ~osin(vt + b1) (7; 8) 
bzw. 

~) = {Jo cos (vt + b2) und {J = {Jo sin (vt + b2). (7; 9) 

Der zeitliche Mittelwert ~2t ist in beiden Fällen i etg. Den gleichen 
-Wert erhält man auch, wenn man ~ mit seinem konjugiert kom­

plexen Wert ct multipliziert und dillsen Wert noch mit i multi­
pliziert, also 

Entsprechend ergibt sich 
(7; 10) 

also ein Vektor, dessen Richtung mit der Fortpflanzungsrichtung (cos a, 
cos ß, cos y) des Lichtes, den geometrisch-optischen Lichtstrahlen, zusammen­
fällt und dessen Betrag 

~ y-; (1 _ cos2 y) (02 f)2 
47t v4 (, p2 

h c . t ist, wo noc l' = y-; 1S • 
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Das gleiche Verfahren gilt natürlich auch für die Mittelwertbildung 
der Quadrate der einzelnen Komponenten, z. B. 

~:t = i~)~'x' (7; 11) 

Bei der Berechnung des Poin tingschen Vektors IS haben wir 
Produkte aus je einer Komponente von ~ und einer von,p zu 
bilden, z. B. ~x,py, ~x~)z usw. Um den zeitlichen Mittelwert der 
Komponenten von IS zu bilden, haben wir von diesen Produkten 
den zeitlichen Mittelwert zu bilden. Dies läßt sich, wie man leicht 
nachprüft, in Analogie zu (10) ausführen nach der Formel 

~xSjyt = ± (~X~y + ~x ,py). (7; 12) 

Haben wir irgendein optisches Problem unter Zugrundelegung der 
Größe u (oder cp) behandelt, und wollen wir das Ergebnis mit der 
Erfahrung vergleichen, so haben wir zunächst den Übergang von 
u - das wir ja als eine Komponente des vom Zeitfaktor eivt be­
freiten Hertzschen Vektors ~ aufzufassen haben - zu den Feld­
stärken er und ,p zu machen und dann nach den vorstehenden 
Formeln hiervon den zeitlichen Mittelwert zu bilden. Wir erhalten 
so den \Vert der "Intensität". In vielen Fällen kann man sich 
aber diese etwas umständliche Rechnnng ersparen und direkt den 
\Vert 1 M 12 als .Maß der Intensität ansehen, wenigstens immer dann, 
wenn man die Wellen in kleinen Bereichen als eben ansehen kann. 
\Vir kommen darauf unten noch einmal zurück. 

§ 8. Die Grenzbedingungen der elektromagnetischen Feldstärken 

Haben wir zwei aneinandergrenzende Medien, in denen ein 
gemeinschaftliches elektromagnetisches Feld vorhanden ist, so 
müssen die Feldstärken an der Trennungsfläche beider Medien ge­
wissen Grenzbedingungen genügen. die sich aus den .lVIaxwell­
Hchen Gleichungen leicht ableiten lassen. 

Bezeichnen wir die beiden .i\Tedien dnrch (I) und (2) und die 
der Trennungsfläche parallelen Komponenten, die ,,'l'angential­
komponenten" von (i und ,p, durch den Index 11, die )\ormal­
komponenten" durch den Index n. so gilt, Wle WH hier nicht aus­
führlich beweisen wollen: 

(i(l) 
p 

er(2). 
p' 

~)(1) 
,p 

1)(2); 
" p (8 ; ] ) 

c (i(1) 
1. ]I -

(i (2) . 
C2 n, ,1):,1) ,I);;) ; (8 : 2) 

III \Yorten; 
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An der Grenzfläche zweier Medien sind die Tan­
gentialkomponenten von ~ und .p sowie die N ormal­
komponenten von E ~ und .p stetig. 

Diese sechs Grenzbedingungen sind nicht unabhängig von­
einander. Es genügt vielmehr, vier unter ihnen, etwa diejenigen 
für die vier Tangentialkomponenten von ~ und .p oder je eine für 
eine der Tangentialkomponenten und diejenigen der Normal­
komponenten von E ~ und ~), zu erfüllen. 

§ 9. Reflexion und Brechung einer ebenen Welle. 
Die Fresnelschen Koeffizienten für Reflexion und Brechung 

Wir wollen nun annehmen, eine ebene Welle falle auf die 
ebene Trennungsfläche zweier Medien. Dabei müssen wir noch die 
Annahme machen, daß sowohl die Trennungsebene als auch die 

y 

z 

Abb.l. Lage des Koordinatensystems 

yz·Ebene = Trennungsebene beider Medien, xy-Ebene = Einfallsebene, 
a, a', a* = Winkel des einfallenden, gebrochenen, reflektierten Strahles 

gegen die + x-Achse 

einfallende ebene Welle seitlich unbegrenzt sind. Wir wählen die 
Trennungsebene zur yz-Ebene (x = 0); die x-Achse weise vom 
ersten zum zweiten Medium. Außerdem wollen wir die z.-Achse 
so wählen, daß sie senkrecht zur Einfallsebene liegt. Die Einfalls­
ebene sei also die xy-Ebene (Abb.1). Die einfallende Welle sei 
linear polarisiert, was keine Einschränkung der Allgemeinheit be­
deutet, da wir ja jede beliebige ebene Welle, also z. B. "natür­
liches" Licht, in zwei senkrecht zueinander polarisierte Wellen 
zerlegen können. Wir haben aber die beiden Fälle zu unter­
scheiden, daß die Polarisationsebene m der Einfallsebene (Fall I) 

Picht, Optische Abbildung 2 
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oder senkrecht zur Einfallsebene (Fall II) liegt (siehe den Schluß 
dieses Paragraphen). Dann gilt nach (6; 6) bzw. (6; 7); 

I {0:,,, = 0; <!i: y = 0; et. = 9 (p), } 9, 
() - _. ,/- ). - _ 1/-. - _ 0 ( , 1) 

.1)3; - SIna rc g(p, .\)y - - cOsrx I Eg(p), .1).-

bzw. 

(n)J~x =-sin_ag(p); 0'y =cosag(p); {Z. = O,} 
Lpx = 0: .py = 0; ,I)z = V~ 9 (p) 

mit 
1 ,/-

P = t - - r E (x eos rx + y sin a). 
c 

(9; 2) 

(9; 3) 

Tritt die Welle ins zweite Medium (c') ein, so kann sich 
neben E sowohl die Richtung, also IX, als auch die Form der 
Funktion, also g, ändern. Die neuen Größen seien c', a', g'. Dann 
gelten im zweiten Medium die Formeln 

r {~~ = 0; ~~ = 0; ~~ = g' (p'), } 9' 4 
() --, • I 1/" I c:..' , 1/-' , (' -, 0 (~, ) '\'\, = RIn IX r E 9 (p); J,Jy = - eos a f c 9 p); .I)z = 
hzw. 

(I1) I ~~ = - sinIX' g' (p'); ~~ = co~ IX' g' (P'); 

[.\Y, = 0; ,P~ = 0; .I)~ = V E' g' (p') 

~: = O,} 

mit 
I 1 1/----; , ., 

p = t-- ,E (xcosa +ysma). 
c 

(9; 5) 

(9; 6) 

Es ist - wie man sich leicht überzeugt - nicht möglich, mit 
diesen beiden Wellen die Grenzbedingungen an der 'rrennungs­
fläehe x = 0 zu befriedigen. Wir müssen zu diesem Zwecke noch 
eine weitere ebene Welle im ersten Medium annehmen, deren 
Richtung durch cos rx*, sin rx*, 0 gegeben sei. Die Dielektrizitäts­
konstante ist wieder E, die g-Funktion sei g*. Dann gilt für diese 
Welle (et*, .1)*) ein analoger Ansatz wie (1) bzw. (2) mit 

c, IX*, g* und p* = t - ~ ,/~ (x eos a* + y sin rx*). 
c 

Die Grenzbedingullgen verlangen, daß 

1. (et y )" =0 + (~~)'" = 0 = (~~)'" = 0' 

2. (,P.)", = 0 + (.I)i)" = () = (,p~)" = 0' 

3. «tz)",=o + (~i)x=o = (G":~)x=o, 
+. (,Py)" = 0 + (.I):)x = 0 = (.1);,)", = 0 
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ist. Man sieht, daß für (I) nur die Grenzbedingungen 3. und 4., 
für (Il) nur die Grenzbedingungen 1. und 2. Bestimmungsgleichungen 
liefern, da jeweils die beiden anderen identisch erfüllt sind. Setzen 
wir in die Grenz bedingungen unsere \Verte ein, so erhalten wir 

I) 9 (Po) + g* (pt) = g' (p~), } ~ 
( V~[cosag(po)+cosa*g*(p~)] = Vicosa'g'(p~), (\:l; I) 

(Il) 

wo 

cos a 9 (Po) + cos IX* g* (pt) = cos IX' g' (p~), 

V~ [g (Po) + g* (pt)] = Vi g' (p~), 

Po = t - - fC Y sm IX ; Po = t - - C Y sm IX<'; 

(9; 8) 

1 1;-' * 1 V- . "') 
C c 

1 _ (U; 8) 
p~ = t - - Vc' ysina'. 

c 

Da die Gleichungen (7) und (8) unabhängig von y gelten sollen, so muß 

V; sinlX = V~ sin a* = Vi sin IX' (U; r 0) 

sina Vi 
sem. Hieraus folgt: -.-, = ~. Dies aber ist nach (5; 4) 

sm aVe 
gleich n'/n, d. h. es gilt das Snelliussche Brechungsgesetz. Ferner 
folgt aus (10) 

sin a = sin a*, d. h. IX* = a oder = 1t - a. 
Von diesen \Yerten kann nur der zweite Bedeutung haben 1), da aus 
IX* = a auch cos IX* = COS IX folgen würde, dies aber zwischen 
cos a und cos IX' eine Beziehung liefern würde, die mit der bereits 
erhaltenen Beziehung zwischen sinlX und sin a' unvereinbar ist. 
Die Gleichung IX* = n - a enthält das Reflexionsgesetz. Mit 
diesen Werten gehen die Bedingungsgleichungen über in 

f 9 + g* = g', 

(I) l V~ cosa(g - g*) = Vi cosa' g' 
bzw. 

(Il) 
cos a (g - g*) = cos rx.' g', 

. V~ (q + g*) = Vi g'. 
Daraus folgt I g' 2 V~ COS IX 2 sin IX' cosa ~~ 1 
(I) g = V~ COS.,IX. +.Vc' cosOG' = s~n(r7+ €X) = d.l= Ci; (9; 11) 

g* = sm (IX :- a~ = r.l = (i_i f 
9 sin (IX' + IX) ~z 

1) Dies ist anschaulich sofort klar. 

2* 
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bzw. 

{

g, _ 2sina'cosa _ d _ ~~) 
g - sin (a' + a) cos (a' - a) - 1\ - 1/~9 + ~2 ' 

(Il)' fz y 

g* tg (a - a') V~;2 + ~*2 
- - r - y g - tg (OG + OG') - 11 - V~~ +~; . 

(9; 12) 

Die in das zweite Medium eintretende (gebrochene) Welle und die 
reflektierte Welle des ersten Mediums unterscheiden sich also von 
der einfaIienden Welle, abgesehen von der Fortpflanzungsrichtung 
und der eventuellen Wellenlängenänderung (siebe unten), nur um 
einen Amplitudenfaktor, den wir für Fall I, elektrischer Vektor ~ 
zur Einfallsebene, durch d-1.. bzw. r -1.., im Fall II, elektrische Feld­
stärke in (11) der Einfallsebene, durch dll bzw. rll bezeichnen. Die 
Gleichungen (11) bzw. (12) liefern die Werte von d-1.., r -1.. bzw. 
dll' rll' Man bezeichnet diese Amplitudenfaktoren als Fresnelsche 
Brechungs- bzw. Reflexionskoeffizienten. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daß sich die Koeffizienten auf 
das Amplitudenverhältnis der elektrischen Feldstärken beziehen. 
Für dasjenige der magnetischen Feldstärken ergeben sich natürlich 

. . Vi sin a 
etwas andere \Verte, da dort Ja noch das Verhältms 1/- = -.--, 

r E sm a 

mit einzubeziehen ist. Dadurch geht der Zähler von d-1.. und dll 
über in sin 2 a, so daß 

(1)~ = _ sin2a 
V.p~ + ,I)~ sin (a' + IX) 

bzw. I 
(Il) ~~; = Si;(a':;~ ~~(a' =--~). J 

(8: 1 ,l) 

Bei der vorstehenden Ableitung haben wir bereits vorausgesetzt, 
daß durch die Brechung und Spiegelung die Richtung der Polarisations­
ebene nicht verändert wird (s. u.), daß die ebene ~Welle als s(llche 
erhalten bleibt, und daß die Fortpflanzungsrichtung der gebrochenen 
und der gespiegelten Welle ebenso wie die dpr einfallenden Welle 
in der xy-Ebene liegt. Diese letzte Aussage bildet den Inhalt des 
ersten Teiles des Breehungs- bzw. Spiegclungsgesetzes. Die Möglich­
keit, mit den angegebenen VonulRsetzungen die (;renzbedingungen zu 
erfüllen, rechtfertigt diese Annahmen. 
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.N atürlich ließen sich die Gesetze der Reflexion und Brechung 
auch zunächst mit allgemeineren Ansätzen durchführen, aus denen 
sich dann durch die Grenzbedingungen die Annahmen (wenigstens 
teilweise) zwangsläufig als notwendig ergeben würden. 

Durch die vorstehende Ableitung ist also nicht allein das 
Reflexions- und Brechungsgesetz der geometrischen Optik bestätigt, 
sondern wir haben darüber hinaus noch Beziehungen zwischen den 
Amplituden und dadurch auch zwischen den Intensitäten der ein­
fallenden, gespiegelten und gebrochenen ebenen Wellen erhalten. 

Da wir, wie wir unten noch sehen werden, jedes beliebige 
Strahlenbündel durch Überlagerung ebener Wellen - verschiedener 
Richtung, verschiedener Amplituden und verschiedener Phasenkon­
stanten - darstellen können, so ist durch vorstehende Ableitung 
auch im wesentlichen Spiegelung und Brechung einer beliebigen 
Welle an einer ebenen Grenzfläche gegeben. Reflexion und Brechung 
an einer gekrümmten Oberfläche sind dadurch indessen noch nicht 
erfaßt, doch ist meines Wissens diese Frage auch noch nicht explizit 
behandelt worden. 

Gehen wir bei der Ableitung der Fresnelschen Formeln nicht 
von der allgemeinen Darstellung der ebenen \Vellen aus, sondern 
setzen spezieller voraus, daß es sich um harmonische Wellen handelt, 

iv [t-.':. V-;-(xcosa + y sin a)] . 
daß also 9 = e C ist, so können WIr aus 
der Tatsache, daß g, g*, g' sich nur um multiplikative Faktoren 
unterscheiden, schließen, daJ3 durch Spiegelung und Brechung an 
einer (ruhenden) Ebene die Frequenz nicht verändert wird. Wohl 
aber ändert sich bei der Brechung die Wellenlänge, denn diese ist 

2nv c . 
ja gleich -, also, da v = -/~, von c abhängIg. Es gilt 

v 1c 
, , ' '1/-;- V'- , '" : '" = v: v = ,c: c = n : n. (8; 13a) 

Daß die F re q u enz unverändert bleibt, ist physikalisch auch sofort 
erklärlich, da diese ja bei ruhenden ~Iedien allein von dem Rhyth­
mus abhängen kann, in dem die Li c h t q u elle "schwingt", während 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit und dadurch auch die W ellen­
länge eine Funktion des jeweiligen Mediums ist. Bei bewegten 
Medien dagegen ist auch die Frequenz vom Medium abhängig. 

Bei der vorstehend durchgeführten Ableitung beschränkten 
wir uns auf die beiden Fälle, daß die Polarisationsebene bzw. 11 
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der Einfallsebene liegt. Den allgemeineren Fall, daß die Polari­
sationsebene mit der Einfallsebene einen beliebigen Winkel bildet, 
können wir auf die beiden Fälle (I) und (Il) zurückführen. Sei etwa 
m der Winkel der Polarisationsebene der einfallenden Welle gegen 
die z-Achse, so haben wir nur ~ = ~r + ~n und .p = .\)r + .pn 
zu setzen und 

in (I) für g (p) zu schreiben sin mg (p) = gr (p), 

" (Il) " g (p) " cos m g (p) = gn (p). 

Es wird dann nach (11) und (12) 

so daß 

ferner 

g~ = d1- gr = d~ sinmg = sinm' g', 

g{r = dll gn = dll cos mg = cos m' g', 

gr = r ~ gr = r_L sin m g = sin m* g*, 

gr*r = rll gu = rli cos mg = cos m* g*, 

g' = {! Vd! sin2 m + cl l' cos~ m = gdw • I 
g* = g V d sin2 m + 1',' cos2 m = g rU) , f 

sin m' d.l sin m 1 
V dl sin2 m + dn cos2 m' 

dll cos m 
cos m' 

sin m* 

cos m* = 

(9; 14) 
(9; 15) 
(9; 16) 
(9; 17) 

(9; 18) 

(H; 19) 

(9; 20) 

Die Winkel m' und m* geben die Richtung der Polarisationsebene 
der gebrochenen bzw. reflektierten Welle gegen die z-Achse an. 
Durch Brechung und Heflexion ändert sich also die Polarisations­
richtung, es findet eine Drehung der Polarisationsebene um den Winkel 

bzw. 

(d, - 11 11) sin m cos m 
m' - m = arc "in 

V rI'!. sin2 m _1. rl i' cos2 m 

. (I'~ -- 1'11) sin m cOß m 
m* - m = arc SIn -'-:--- ----~-. --­

Yrlsin2m + 1'11cos2m 

(D; 21) 



§ 10. Diskussion der Fresnelschen Formeln 23 

st.at.t. Nur in den Fällen, daß w = 0 oder w = ~ (allgemeiner: 

w = m.~ mit m = 0, 1, 2, 3, ... ) ist, ändert sich die Polari­

sationsebene nicht. Diese Fälle sind aber gerade die durch (Il) bzw. 
(I) bezeichneten. 

Aus (18) folgt noeh für den Reflexions- und den Brechungs­
koeffizienten 

1'", = Vr1 sin2 w + rn cos2 w, I 
cl", = Velf sin2 w + el l

2
1 cos2 w. f 

§ 10. Diskussion der Fresnelschen Formeln 

(9; 23) 

Wir wollen die Fresn elschen Formeln noch kurz diskutieren. 
Wir fragen zunächst, ob die Energiebeziehung erfüllt ist, d. h. ob 
pro Flächeneinheit der Trennungsebene ebensoviel Energie von der 
reflektierten und gebrochenen Welle fortgeführt wird, wie durch 
die einfallende Welle zugestrahlt wird. Nun ist die in der Zeit­
einheit der Flächeneinheit zugestrahlte Energie der einfallenden 
Welle gegeben durch den Ausdruck 

C -,--- t c 1/- - t 
-- [(t, .pj = - yE ~2 cos a. 
4n: x 4n: 

(10; 1) 

Entsprechend gilt für die pro Zeiteinheit von der Flächeneinheit 
reflektierte Energie 

~ Y~ ~* 2 t I cos a* I = ~ YB (t* 2 t COS (X 

4n: 4n: 

und für die von der gebrochenen Welle fortgeführte Energie 

c /--t - 1 E' (t'2 cos a'. 
4n: 

Es muß demnach sem 

(~2 t _ (i*2 t) Y~ cos IX = 0;'2 t y? cos (x', 

und da nach (9; 11) bzw (9; 12) 

0;*2=r2~2; ~'2=cl2~2 

und ferner nach (9; 10) 

Y~ sin (X = lc' sin a' 
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ist, so lautet die Energiebeziehung, deren Gültigkeit gefordert 
werden muß: 

(1 - r 2) sin rl cos a = d2 sin (X cos a'. (10; 2) 

Man prüft leicht durch Einsetzen der Werte von rund d nach, 
daß diese Beziehungen sowohl für r..L, d..L, als auch für rll' clll 
erfüllt sind. 

Kehren wir die Richtung des Strahlenganges um, lassen also 
aus dem zweiten Medium unter dem Einfallswinkel (x' eine ebene 
Welle auf die Trennungsebene auffallen, so vertauschen sich die 
Werte a und (X'. Dabei bleibt - vom Vorzeichen abgesehen -
sowohl r..L als auch rll unverändert, so daß das Reflexionsvermögen 
der Trennungsebene bei Umkehr des Strahlenganges unverändert 
bleibt. 

Ist a' > (X, trifft also die ebene Welle aus dem "optisch 
dichteren" Medium auf die Trennungsebene gegen das optisch 
dünnere Medium, so ist r..L > 0, dagegen rll < O. Wir erhalten 
also, da 

sin a* = sin rx; cos rx* = - cos a, 

(I) CI: = + 1 I'..L I CI, 
a'>a 

(Ir) li; = -I rll 1 (ix , } . 
a'>a (10; 3) 

~~ = + Irlll~!J' 
Ist dagegen rx' < a, so ist zunächst I'..L < 0; rll> 0 und demnach 

(f) ~: = -I rL letz, (Il) et; = + 1 t'i 1 CIx , I 
a' < a a' < a ' _ (10: 4) 

~; = -I 1'llllry . f 

Das aber heißt: Findet die Spiegelung im optisch dünneren 
Medium an der Trennungsfläche gegen das optisch dichtere 
Medium (a' < a) statt, so ändert sich die Schwingungsrichtung der 
in der rrrennungse beIle liegenden z - hzw. y - Komponente des elek­
trischen Vektors plötzlich um 180°, da - 1 = ein ist. Es tritt 
also in diesem Fall ein "Phasensprung" vom Betrage n auf. Dies 
ist bei Spiegelung im dichteren .Medium nach (3) nicht der Fall J). 

Für rx = 0°, d. h. für senkrechten Einfall, wirt! a' = O. OiE' 
Fresnelschen Reflexionskoeffizienten (9; 11) und (D: 12) nehmen 
hier unbestimmte Werte an. Nun ist aber wegen 

n sin rx = n' sin rx' 

J) Für die Komponente ~enkreeht zur Trennungsehelle gilt das Fm­
gekehrte. 
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(I) Id~ = n co!: :~~: :osa:' 
ncosa- n cosa 

F--.L === ---- -,~--, , 
n cosa + n cosa 

(TI) 
I 2 n cos a 

d ll = (n cos a +-n' cos a') cos (7::"~) , 

1 n' cosa' - n cos a cos (u + a') 
"li = .. _------- .----- . 

n' cosa' + n cos u cos (01, -- 01,') 

Setzen wir jetzt 01, = 01,' = 0, so wird 

I 2 n ! 

(I) eh = n +11,:' i 
n-n I 

,,~= ---
rn +n" : 

- n :n_1t " , ) 

n-n 
---

n + n' 

25 

(l0; 5) 

(10; 6) 

Da bei senkrechtem Einfall die Lage der Einfallsebene un­
bestimmt wird, physikalisch also kein Unterschied mehr zwischen 
(I) und (Il) sein kann, so scheinen"..L und "11 sich zu widersprechen. 
Dies aber ist nicht der Fall, da ja nach (9; 2) in (Il) bei ~; noch 
der Faktor cos a* = - 1 hinzukommt. (~x und ~; werden hier 
beide wegen sin u = 0 gleich Null.) Wir bestätigen vielmehr 
nur, daß bei n' > n die Spiegelung mit einem Phasensprung vom 
Betrage n verbunden ist, während bei n' < n die Spiegelung ohne 
Phasensprung erfolgt. 

Das Verhältnis der reflektierten zur einfallenden Energie ist 
bei senkrechtem Einfall 

I m allgemeinen gilt: 

also 1"11 <d_, d. h. bei jeder Spiegelung wird der Anteil, dessen 
Polarisationsebene in der Einfallsebene liegt, dessen elektrischer 
Vektor also .-L zur Einfallsebene schwingt, stärker reflektiert als 
der andere Anteil. Es findet daher mehr oder weniger stark eine 
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"partielle Polarisation" bei jeder Reflexion statt, ausgenommen 
bei senkrechtem Einfall (a = 0) sowie bei "streifender Inzidenz", 

d. h. bei a = ~, da dann wegen a' = ~ wieder rl~ = rio Ist 

d ,'Jt rn 
agegen a + (X = -2' so ist \I = 0, d. h. rll = 0, während 

r..L 
r..L = sin (a' - a) =1= 0. Von dem einfallenden Licht wird in 
diesem Falle also nur diejenige Komponente reflektiert, deren 
Polarisationsebene in der Einfallsebene liegt. Das reflektierte I~icht 
ist hier vollständig linear polarisiert. Die angegebene Be-

dingung (X + a' = ~ ist wegen cos (X = sin a' gleichbedeutend 

mit tg (X = n' (B r e w s t e r sches Gesetz). Übrigens gilt dann 
n 

h * - :n: + ' d h· Fällt die ebene Welle nnter dem auc (X - ~ (X, ••• 

Polarisationswinkel ein, so stehen die reflektierten Lichtstrahlen 
auf den gebrochenen senkrecht. 

Aus den vorhergehenden Überlegungen folgt übrigens noch 
sofort, daß auch, abgesehen von den beiden Grenzfällen rx = ° und 

(X = ~, die gebrochene Welle stets partiell polarisiert ist. 

Vollständige Polarisation dagegen tritt für die gebrochene Welle 
ni eh tein. 



Zweites Kapitel 

Allgemeine Beugungstheorie des Lichtes 
§ 11. Huygenssches Prinzip. Fresnelsche Zonenkunstruktion 

Bisher haben wir uns ausschließlich mit (ebenen) Wellen 
beschäftigt, die seitlich unbegrenzt waren. Tatsächlich aber haben 
wir es bei optischen Instrumenten und wohl allgemein bei fast 
allen optischen Problemen stets mit seitlich begrenzten Strahlen­
bündeln, mit seitlich begrenzten Wellen zu tun. Da ist es nun 
von großer Bedeutung, daß wir im sogenannten Huygensschen 
Prinzip ein Hilfsmittel haben, das es gestattet, auch seitlich be­
grenzte Wellen zu behandeln. Das Huygenssche Prinzip sagt 
aus, daß alle Flächenelemente einer zu einer (punktförmigen) Licht­
quelle gehörenden Wellenfläche aufgefaßt werden können als neue 
Lichtquellen, die untereinander kohärent sind und in gleicher Phase 
schwingen, und von denen sich kohärente Kugelwellen (Elementar­
wellen) in den Raum hinaus ausbreiten mit einer Amplitude, die 
in Richtung der ursprünglichen Fortpflanzung des Lichtes (also 
senkrecht zur Wellenfläche ) ihren größten Betrag hat. Senkrecht 
zur Fortpflanzungsrichtung des Lichtes sowie in all denjenigen 
Richtungen, die mit der Fortpflanzungsrichtung einen Winkel 
> n/2 bilden, verschwindet die Amplitude. Bezeichnen wir das 
Flächenelement der betreffenden Wellenfläche lY mit d 0, und ist r 

der Abstand des durch die Wellenfläche von der Lichtquelle 
getrennten Aufpunktes P, in dem wir die Lichterscheinungen 
berechnen wollen, von dem Flächenelement d 0 der Wellenfläche, 
so ist 

J e- ikr 

fPp=ei11 uw-r-Kdo, 

w 

(11; 1) 

wo j~w die Lichtschwingung auf der Wellenfläche Tl" und K em 
Faktor ist, der von dem Winkel c gegen die Normale von d 0 ab-
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hängt und für c = 0 den Wert 1, für c > n/2 den Wert 0 hat. 
Ist Uw für die ganze Wellenfläche konstant, so kann es natürlich 
vor das Integral gesetzt werden. Handelt es sich z. B. um die 
Wellenfläche einer von einem leuchtenden Punkte ausgehenden 
Kugelwelle und ist R der Abstand dieser Wellenfläche von dem 
leuchtenden Punkte, so gilt 

e- ikR 

uw=~, 

und die obige Formel (1) lautet 

. e- i k R J e- i k r 
rpp = e,"t ~~- K---d6. 

R r 
w 

(11; 2) 

Die Einhüllend e (Enveloppe) der Wellenflächen dieser Ele­
mentarwellen ist identisch mit der Wellenfläche des von der wirk­
lichen Lichtquelle ausgesandten Lichtes (Abb. 2). 

Doch nicht nur jedes Flächenelement einer Wellenfläche, 
sondern ganz allgemein jedes Flächenelement einer beliebigen Fläche 
kann in diesem Sinne als neue Lichtquelle, als Quellpunkt einer 
neuen Kugelwelle angesehen werden (Abb. 3). Bei dieser Ver­
allgemeinerung besitzen jedoch die einzelnen "Lichtquellen" eine 
Phasen differenz , die der Phasen differenz des in den einzelnen 
Flächenelementen gleichzeitig eintreffenden Lichtes entspricht. 

Wir haben in diesem Falle zu ,;etzen 

r e- ikr 
rpp = eivtJ /lF -r- K*d6, (11: 3) 

F 

wo K* wieder ein Faktor ist, der aber jetzt in komplizierterer Weise 
vom Winkel zwischen l' und der Kormalen (ler Integrationsfläche F 
abhängt. 

Das H uy g enssche Prinzip ist jedoch nur eine Hypothese, die 
sich nicht beweisen läßt, die aber ,-on Fr e s n e I in seiner berühmten 
"Zonenkonstruktion ", auf dir wir hier nicht ausführlich eingehen 
wollen, in Verbindung mit dPlll Interferenzprinzip weitgehend als 
berechtigt erwif'sen wurde. Bekanntlich weist Fre,;nel nach, daß 
sich die Lichterscheinung in irgend einem Punkte P, der von der 
Lichtquelle durch einen mit kreisfönnip:er Offnung ,-ersehenen Schirm 
(Hlrmde) getrennt ist, ergibt, wenn man nach dem Huygensschen 
Prinzip jedes Flächpndement der Blendpnöffnung als neue Licht-
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quelle mit einer ihrem Abstand von der wirklichen Lichtquelle 
entsprechenden Phase behandelt. Hierbei wird die Blendenöffnung 
so in F res n eisehe Zonen eingeteilt, daß alle Punkte der Begrenzungs­
linien einer Zone vom Aufpunkte gleiche Entfernung haben, die 

Abb.2. Huygenssches 
Prinzip 

Die wirkliche Wellenfläche ist Ein­
hüllende der Elementarwellen 

Abb.3. Erweitertes Huygens-
sches Prinzip 

Die wirkliche Wellenfläche ist wieder 
Einhüllende der Elementarwellen. Die 
zugehörigen "Quellen" aber schwingen 

hier in verschiedener Phase 

Abb.4. Zur Fresnelschen Zonenkonstruktion 
Die Abbildung ist um Q P rotiert zu denken 

Entfernungen der einzelnen aufeinanderfolgenden Zonenbegrenzungen 

vom Aufpunkte sich aber um ~ unterscheiden (Abb. 4). Die von 

den einzelnen Flächenelementen ausgehenden Elementarwellen inter­
ferieren miteinander. Durch Integration über die ganze Öffnung 
der Blende erhält man so die Lichtschwingung im Aufpunkte P 
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ilm'm Betrage nach in voller Übereinstimmung mit dem Werte, der 
sich bei direkter Ausbreitung des Lichtes von der wirklichen 
Liehtquelle bis P ergibt, jedoch mit einer Phasen differenz vom Be-

trage ~. um die sich diese beiden Werte unterscheiden. Außerdem 
2' 

abpr liefert die Fresnelsche Zonenkonstruktion auch bereits eine 
Erklärung für die im Schattenraum auftretenden "Beugungs­
erscheinungen " . Diese bestehen in einer Vergrößerung des Quer­
schnittes de~ ~trahlenhündels gegenüber demjenigen, der sich auf 
Grund rein geometrischer Überlegungen ergibt, und außerdem darin, 
daß jener" Lichtfleck" im geometrisch-optischen Schattenraum noch 
von einer größeren Zahl heller Ringe umgeben ist, die in ihrer 
Intensität nach außen hin schnell abnehmen. Sie finden ihre Er­
klärung (larin, daß sich die Elementarwellen, die ja ungehindert in 
den Schattenraum hineingelangen, durch Interferenz an den ver­
schiedenen Stellen yersch ieden stark gegenseitig auslöschen. 

Der Unterschied zwischen dem geometrischen und physikalischen 
Querschnitt macht sich besonders deutlich bemerkbar, wenn die 
Blenden öffnung hinreichend klein ist. Je kleiner sie ist, um so 
größer wird der zentrale Lichtfleck. Gleichzeitig ändert sich auch 
das Verhältnis der Intensität des zentralen Fleckes zu derjenigen 
der ihn umgehenden Lichtlinien zugunsten der letzteren. 

Ist das Strahlenbündel konvergent (z. B. eine konvergierende 
Kugelwelle), so gibt es auch bei größerer Blendenöffnung Stellen, 
an denen jener Querschnittsunterschied sehr deutlich in die Er­
scheinung tritt, nämlich an den Stellen, an denen der geometrisch­
optische Querschnitt des Bündels selbst klein ist, d. h. in der Nähe 
des Brenll- (Bild-) Punktes bzw. der Brenn- (Bild-) Linien. 

§ 12. Die Kirchhoffsche Formel 

\Yrsentlich wichtiger als dies Buygens-Fresnelsche Prinzip 
der Elementarwellen, das wir uuten noch in einzelnen speziellen 
Fällen anwenden werden, ist die von Kirchhoff gegebene Formel, 
die es gestattet, die Lichtschwingung in jedem Aufpunkte P zu be­
rechnen, der innerhalb einer die Lichtquelle selbst nicht enthaltenden 
geschlossenen Fläche liegt, so bald man auf jener Fläche die Werte 
der betreffenden Schwingungsfunktion und ihres" Gradienten", d. h. 
die nach der inneren Normalen jener Fläche genommene erste A b-
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leitung der Funktion [s. (1; 7)], kennt. Allerdings setzt dies 
bereits die Kenntnis der Funktion selbst voraus, so daß die Formel 
eigentlich wertlos sein sollte. Tatsächlich aber hat sich in der 
Praxis gezeigt, daß man mit einer angenäherten Kenntnis jener 
Funktionswerte und ihrer Gradienten auf der betrefft'nden Fläche 
bereits völlig ausreicht. Dies ist absolut keine Selbstverständlich­
keit, läßt sich auch nicht beweisen, sondern erweist seine Berechtigung 
allein durch den Erfolg. 

Die Kir c h hoff sehe Formel, die wir jetzt ableiten wollen, 
folgt aus dem "Greensehen Satz". Dieser Greensehe Satz sagt 
aus; Sind 1(, und v zwei eindeutige, von x, y, z abhängende Funktionen, 
die in einem Raume V, be,!!:renzt von einer Flächfl 0, mit ihren 
ersten Ableitungen endlich und stetig sind, ist ferner (l V das Volumen­
element von V und do das Flächenelement von 0, und ist n die 
nach innen, zum Aufpunkte P hin, gerichtete Normale der Begrenzungs­
fläche 0, so gilt identisch 

j(u . .dV-V'.dU) dV= - J(u'~~ -V'~!~)d6. 
v a 

Wenden wir diese Formel an auf zwei Funktionen U und v, von 
denen wir voraussetzen, daß sie Lösungen der Gleichung 

.du -\- k2 u = 0 (12; 1) 

sind, so verschwindet der Integrand des Raumintegrals, und wir 
erhalten 

C( dv dU) JU'(JU-v' dn do o. (12; 2) 

(J 

Wählen WH nun für v die Funktion 

v = 

wo r den Abstand eines im Raume V gelegenen Punktes P von dV 
bedeutet, so ist v zwar Lösung der Gleichung (1), ist aber im Punkte P 
nicht, wie außerdem vorausgesetzt war, endlich und stetig. Schließen 
wir aber den Punkt P durch eine kleine um P als Mittelpunkt 
gelegte Kugel von V aus, so ist auch die Bedingung der Endlichkeit 
und Stetigkeit für v überall in Verfüllt, unsere Formel (2) also 
anwendbar. Wir haben nur noch zu beachten, daß sich jetzt die 
Oberfläche von V aus 0 und der kleinen Kugel op um P zusammen-
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setzt, daß also außer über d noch über die Kugel um P zu integrieren 
ist. Die Integration über diese Kugel aber liefert, wenn man ihren 
Radius immer abnehmen läßt, da dp = 4 n 1'2, 

r j'e--ikr Je-ikr au \e- ikr 1 
lim\-ikup --dd-Up -2-dd-~ -.-d6r=-4nup, 
r'" 0 1_ I' I' an. I 

Up Up Up 

so daß wir erhalten 

1,(1' = ~ f [u~ (e- ikr ) _ e- ikr a U] d 6. 
4n. an I' I' an (12; 3) 

u 

Für das zweidimensionale Problem, das z. B. bei Zylinderwellen vor­
liegt, ergibt sich in Analogie zu (3), wie hier nicht näher abgeleitet 
werden soll, 

1 • - a au 
Up = 2nJ [UanZo(kr)-Zo(kr) an]dS, (12; 4) 

wo 

Zo(kr) = S e-ikr<for"dlX 

o 
(12; 5) 

2i 
bis auf den Zahlenfaktor -- die sogenannte Hankeische Funk­

n 
tion nullter Ordnung ist, die mit den Besselschen Funktionen 

Jo (z) = ! J sin (z lÜ; IX) d IX, (12; 6) 

J cos (z ~o; IX) d IX (12: 7) 

1m Zusammenhang steht. Es ist 

Zo (kr) = }(o (kr) - ~ i J o (k r), 

Zo (h) ist Lösung der Schwingungsgleichung, Zo (k r) eilt also Lösung 
der Wellengleichung. Sie entspricht einer (periodischen) Lichtlinie, 
wie hier ohne Ableitung nur erwähnt sei. In (4) bedeutet ds Jas 
Linienelement der Begrenzungslinie, die den Aufpunkt P, aber keine 
Lichtquellen im Innern enthält, und r Jie Entfernung des A uf­
punktes P von ds. 
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Im Anschluß an M. v. Laue, WellenoptikI), geben wir hier 
noch wieder, wie man von der Formel (3), die ja nur für in der Zeit 
harmonische Funktionen gilt, zu einer Formel gelangen kann, die 
für beliebig von der Zeit abhängende Funktionen gültig ist. Be­
zeichnen wir diese Funktionen wie bisher durch cp, so können wir 
cp als ein Fouriersches Integral ansetzen. 

+")0 +-x:+x: 

cp(t) = .\Z(yeirtdV(= 2~.\ .\ cp(t')ei,(t-t')dvdt). 

wo 
+'>0 

'u, = .\ cp (t') e - ilt' Ilf'. 

cp (f) setzen wir als Lösung der Wellengleich ung vorau;;, so daß 
cp (t) e- i"t - und demnanh auch lt y - eine LÖSUllg der Schwingullgs­
gleic.hung ist. Wir können demnaeh auf jedes U y für (u y )]' unsere 
Formel (3) anwenden. 

(u,)]' = ...!_ i [/lv !!- (e - ikr) _ e - ikr a u'l d 6. 
4TC. an r j' an 

;Uultiplizieren wir bcide Seiten mit e ivt, beachten weiter, daß k = ~ 
v 

ist, und integrieren wir dann über d V von - = bis + 00, so 
erhalten WH 

+= 

cp (I) 1 J' [J' a (ei' (t - -;») -- . u - Ilv 
-kr. .' van.. I" 

a -= 
+00 

J' e
i ' (t - -;) a 11 v l (12', 8) 

. -- dv d6 
, r an 

_ 1 1[0 (/cp(t-~)) 1 ( 1"'1 - - - - - f t - -) d6, 
4% on, j' r v 

(l 

1) !>1. v. Laue, Ene. d. math. Wiss, V, il59 (Heft24; Artikel "Wellen­
optik", 8.419). 

Pie 11 t, Optische Abbildung 3 
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iJq; 
wo r= an' also r(t - ~) = (iJ q; (t))' r und ~ an-

v iJn t=t-- 8n 
v 

deuten soll, daß die Differentiation nach n nur so weit vorgenommen 
werden soll, wie r explizit auftritt, daß also 

8 iJ iJr 
Fn-iJ'r'iJn' 

während x, y, z als Konstante bei der Differentiation zu behandeln sind, 
In ähnlicher Art läßt sich auch die für das ebene Problem 

gültige Formel (4) verallgemeinern, doch brauchen wir hierauf nicht 
näher einzugehen. 

Die in Formel (8) auftretenden Argumente t - !.- zeigen (wie 
v 

dies physikalisch selbstverständlich ist), daß der Wert der Funktion 
q; im Aufpunkte P zur Zeit t von den Werten abhängt, die q; und 

~ r auf der Begrenzung 6 des Bereiches V zur Z e i t t - : (und 

nicht zur Zeit t) annehmen, wobei !.- gerade die Zeit ist, die eine von 
v 

d 6 ausgehende Kugelwelle gebraucht, um zum Punkte P zu gelangen. 

Da wir uns bei unseren nachfolgenden Untersuchungen stets 
auf in der Zeit harmonische Wellen beschränken werden, so werden 
wir unseren Betrachtungen stets die einfachere Formel (3) für Up 

zugrunde legen. 
Wir erwähnten schon oben, daß eine Schwierigkeit in der 

Anwendung dieser mathematisch strengen Kirchhoffschen Formel 
darin besteht, daß man auf der Begrenzungsfläche 6 sowohl die Werte 

von u als auch die von ~: kennen muß, was aber eigentlich schon 

die Kenntnis der gesuchten Funktion 1t voraussetzt. Auch ist es 
iJu 

nicht möglich, u und iJ n auf 6 willkürlich, voneinander unabhängig 

iJn 
vorzuschreiben, da die Vorgabe von tt bereits die Werte T""' und 

ul1 
umgekehrt, eindeutig festlegt. 

Kirchhoff machte nun die Annahme, daß in der Üffnung 

einer Blende die Größen n und iJiJ U diejenigen Werte annehmen, die 
11 

sie bei ungehinderter Ausbreitung des Lichtes an jener Stelle haben, 
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daß aber an der der Lichtquelle abgewandten Seite der undurch­

sichtigen Teile der Blende sowohl U als auch ~~ den Wert Null 

haben. Zwar ist hierdurch die Voraussetzung der Stetigkeit durch­
brochen, trotzdem liefert die Formel die richtigen Werte von u für 
alle Punkte im Innern des durch die Blende von der Lichtquelle 
getrennten Raumes V, außer in der unmittelbaren Nachbarschaft 
der Blende selbst. 

Im Gegensatz zu dem Huygens-Fresnelschen Prinzip, bei 
dem die Integration nur ü bel' die Öffnung d er Blende (od er genauer 
über den Teil der Wellenfläche, der innerhalb des vom Aufpunkte 
an die Wellen fläche gelegten Berührungskegels liegt) zu erstrecken 
ist, ist bei der KirchhoHschen Formel über die ganze den 
Raum Vbegrenzende Oberfläche 6 zu integrieren. (Einen 'reil dieser 
Oberfläche kann man stets ins Unendliche verlegen, was hier nur 
erwähnt sei.) 

Wendet man die Kirchhoffsche Formel auf den Fall an, 
daß in den Strahlengang des von einer punktförmigen Lichtquelle 0 
ausgehenden Lichtes eine Blende mit etwa kreisförmiger Öffnung 
eingeschaltet wird, so erhält man im wesentlichen das Resultat, 
das sich aus dem Huygens-Fresnelschen Prinzip ergibt, jetzt 
aber mit der richtigen Phase, wie wir dies schon oben betonten. 

Es sei r 0 der Abstand des Flächenelements d 6 unserer Blenden­
öffnung B von der punktförmigen Lichtquelle, I" der Abstand des 
Aufpunktes P von d6. Dann gilt nach der Kirchhoffschen An­
nahme auf B in allen Punkten der Öffnung 

e- i k TO 

UB=--; 
1"0 

d MB = -2- (e- i k1- 0 ), 

dn dn 1"0 

an allen das Licht abblendenden Teilen B' dagegen 

MB' = 0; 
dMB' 
dn = O. 

Die Anwendung von Formel (3) li€fert dann für ltp 

Up = I~n J '--':';:-"),1 ik[c", Lu,]r) - cos(n, 1"0)]) 

+ L-r cos (n,r) - -;:;;-cos(n, ro) } ä6. 

3* 

(12; 9) 
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Nehmen wir hier rund r 0 als groß gegen die Wellenlänge 
des Lichtes, so ist 

2:n; 1 
k=->-A r 

und auch 
2:n; 1 

k=->-A ro 

und wir können, solange cos (n, r) =1= cos (n, 1'0) ist, die zweite 
eckige Klammer gegen die erste vernachlässigen. Wir erhalten 
dann 

i 7c J t- i k (r + ro) 
Up = -- [cos (n, r) - cos (n, ro)] du. (12; 10) 

4:n; rro 
a 

Diese Formel ist formal identisch mit der Huygensschen 
Formel (11; 2) bzw. (11; 3), bis auf den Faktor i, der wegen 

.7t .-e 2 = i bewirkt, daß die Phase in Up sich richtig ergibt. 
Außerdem ersieht man, daß der in der mathematischen For­

mulierung des Huygensschen Prinzips auftretende Faktor K 
(bzw. K*) den Wert 

.7c 1 
4:n; [cos (n, r) - cos (n,ro)] = 2}, [cos (u, r) - cos (u, 1"0)J (12; 11) 

annimmt, wo n wie zuvor die nach dem Aufpunkt hin gerichtete 
Normale der Wellenfläche bzw. der Blendenfläche ist. K (K*) ist 
also proportional Ijk Ist die Blendenöffnung klein gegen die 
Entfernung des leuchtenden Punktes und auch gegen die Ent­
fernung des Aufpunktes und liegen beide in der Nähe des "Mittel­
lotes der Blende, so ist angenähert cos (n. 1") = - ('o~ (H, 1"0) ::--= 1 
und es wird 

1 
K(= K*) = -_. 

A 
(12; 12) 

In (10) treten rund 1"0 völlig gleichberechtigt auf, und es er­
gibt sich, wenn wir P als leuchtenden Punkt und () als Anfpunkt 
wählen und beachten, daß jetzt u die vom leuchtenden Punkt fort­
weisende Normale ist, bei \T ertansC'hen VOll P und () also 1\ dllrch 
- 11 zn ersetzen ist, genau der gleiche Ausdruck wie (10). Es 
gilt daher der Reziprozitätssatz, daß eine in einem Punkte 0 be­
findliche Lichtquelle in einelll Punkte P die gleiche Helligkeit 
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hervorruft, die in () vorhanden ist, wenn eine gleiche Lichtquelle 
sich in P befindet. In dem Ausdruck (10) sind noch keinerlei 
einschränkende Annahmen über Form unn freie Offnung der Blende 
eingeführt, die ÜHnung von B kann also auch allseitig unbegrenzt 
sein. Der Reziprozitätssatz gilt daher auch bei völlig ungehinderter 
Ausbreitung des Lichtes. 

§ 13. Fraunhofersche und Fresnclsche Beugungserscheinungen 

Nehmen wir außer den für die Gültigkeit der Formel (12; 10) 
vorausgesetzten .~nnahmen noch an, daß die Blende zwar groß 
gegen die Wellenlänge, aber klein gegen rund ro ist, so ist an­
genähert 

COS (H, r) = - COS (H, ro) = const = cos d. 

Außerdem können wir dann im Nenner rund ro als konstant an· 
sehen. Im Exponenten der e-Funktion dagegen ist dies nicht 
erlaubt, da es dort ja nicht auf die prozentuale Änderung, sondern 
auf die Veränderlichkeit von k (r + ro) relativ zu 2:n: ankommt. 

Wir entwickeln den Exponenten von e in eine Reihe. Es 
seien x, y, z die Koordinaten des Aufpunktes, xo' Yo' Zo die der 
Lichtq uelle und ~ = 0, fI, ~ die Koordinaten von d 6. Dann ist 

r = Yx2 + (y - fI)2 + (Z _ ~)2, 

1'0 = V.TC + (Yo - fI)2 + (zo - ~)~. 
Ferner sei 

Vx~ + '1/ + Z2 = R und V xC + YC + zg = Ro' 
Es war 'Yj, ~ als klein gegen rund r 0 und daher auch gegen 

Rund R Q vorausgesetzt.. Dann können wir die Wurzeln entwickeln 
und erhalten 

r = 

'1 Y + ~ ~ fl2 + ~2 
1'0 = Ro - 0 "'0 -+- -2 R 

R o 0 

oder, wenn zur Abkürzung 

J!.- = ß; 
R 

z 
R =1'; Yo - ß R - - 0; 

o 

(flYo + ~ZO)2 
2Rg 

- 1'0 (13; 1) 
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gesetzt wird, 

(YJß + b'1')2 (13,' 2) 
2B 

r = R + nß + b'1' + ~tr - (rjßo± b'1'O)2. (13' 3) 
o 0 0 0 2Ro 2Ro ' 

~ 

ß, l' sind demnach die Richtungskosinus des Radiusvektors C P 
-+ 

gegen die y- bzw. z-Achse und ßo, 1'0 diejenigen von 0 C gegen die 
y- bzw. z-Achse. 

Wir erhalten 

i Tc e- ik (R + Ru) \ J 
?tp = -~ cos b-~-~ eik In <ß - ßo) + ~ (y- Yo) - {(n, ~)} dYJ d1;, 

2n RRo • 
(13; 4) 

wo f (rj, b') eine in n, b' quadratische Funktion ist. Es ist 

112 2(1 1) (nß+b'1')2 (nßo+b'1'0)2] . 
f(rj, b') = '2 (n +b') ii+Ro -~-~- ·R~-~~· (13; 5) 

Da kf (n, 1;) für rj = 0; 6 = 0 gleich Null wird, so ist die 
Veränderlichkeit von lc f (n, b') im Integrationsgebiet durch den 
Maximalwert, den kf(rj, b') annehmen kann, gegeben. Damit 
k f (n, b') vernachlässigt werden kann, ist notwendig, daß die Ver­
änderlichkeit, also in diesem Falle der l\laximalwert <: 2 n, d. h. 

f (n, b') <: A ist. 
Dies ist der Fall, wenn 

RA:> (rj2 + b'2)max und gleichzeitig BoA:> (t)2 + b'2)max: 

aber auch dann, wenn 

1 1 
B + R = 0, d. h. B = - Be 

o 

und gleichzeitig 

d. h. leuchtender Punkt und Aufpunkt ill der ~ähe der J'~Achse 

liegen. 
Da in den Bedingungen (1]2 + b'2)max <: R J. IIIld auch< BoA 

rechts die sehr kleine Größe A auftritt, so heißt dies, daß die 
Blendenöffnung sehr klein sein muß, sowohl gegen die Entfernung' 
dpr Lichtquelle als auch gegen die Entfernung des Aufpunktes vom 
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Mittelpunkt der Blendenöffnung. Unter den angegebenen elll­
schränkenden Voraussetzungen erhalten wir 

'lf P = const f f ei k [~ (ß - ßo) + ~ (y - Yoll d 1) d~. (13; 6) 

In diesem Falle, d. h. wenn im Exponenten die quadratischen 
Glieder in 1), ~ vernachlässigt werden können, sprechen wir von 
"Fraunhoferschen Beugungserscheinungen". Ist die Berück­
sichtigung der quadratischen Glieder erforderlich, so haben wir es 
mit "F res n eIsehen Beugungserscheinungen " zu tun. 

§ 14. Beugung an kreisförmiger Öffnung 

Als Anwendungsbeispiel behandeln wir hier die Beugung an 
einer kreisförmigen Blende unter der Voraussetzung, daß der 
leuchtende Punkt und ebenso der Aufpunkt, in dem wir die Licht­
intensität berechnen wollen, sehr weit von der Blendenebene ent­
fernt ist. Dann können wir die quadratischen Glieder ver­
nachlässigen. Wir betrachten also allein die Fraunhofersche 
Beugung, für die (13; 6) gilt. Um die Ausführung der Integration 
zu vereinfachen, wählen wir in der Blendenebene Polarkoordinaten 
(!, co, so daß 

1'/ = (! cos co; ~ = Q sin co, 

d 15 = d 1) d ~ = Q d Q d co. 

Setzen wir außerdem zur Abkürzung 

k (ß - ßo) = 15 cos co'; Tc (')' - ')'0) = 6 sin co', 

so geht (13; 6) über in 
a2,,; 

lt P = const S J ei ~" cos (w - w') Q d Q d co 
o 0 

a2,,; 

= const S SeiQaco8wQ dQ dco, 
o 0 

wo a den Radius der Blendenöffnung angibt. Nun ist (A; 1 ö) 

2,. 

SeiQacoswdco = 2n Jo (Q15), 
o 
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wo J o Ü.> 0) die Bessel sehe Funktion erster Art und nullter 
Ordnung ist. Für diese gilt 

a aa 

f J o ((~ 0) Q d Q = :2 f J o (Q 0) Q 0 d (Q 0) 

o 0 

a 
= -J) (oa), 

o 

wo J1 (oa) die Besselsche Funktion erster Art und erster Ordnung 
ist. Wir erhalten also 

a 2 2 J1 (0 a) 
Up = const· 2n - J) (oa) = const ·na . -----. (14; 1) 

o oa 

Um dies Resultat mit Beobachtungen vergleichen zu können, 
hätten wir upcivt als eine Komponente des Hertzsehen Vektors .3 
anzusehen, nach den oben angegebenen Rechenregeln (4; 4) bzw. 
(4; 5) von ,3 zu den Feldvektoren ~ und ~) überzugehen und die 
Intensität 1 zu berechnen. In erster Näherung ist I proportional 
zu jupj2, so daß wir erhalten 

'2 J (oa) 2 
I p = const.n2 a4 ( ~a ) (14; 2) 

Um die physikalische Bedeutung des bier als Argument der 
Besselschen Funktion auftretenden Produktes 0 a besser zu er­
kennen, drücken wir 0 in den ursprünglichen Koordinaten aus. 
Es ist 

2n . 2n l/(Y 1j)2 IZ .".)~ 
oa=y a l<ß-ßo)2+(y_Yo)2=T a r Il-R: + (Il-;;o . 

Nehmen wir nun an, daß sich der leuchtende Punkt auf der 
x-Achse, der l\1:ittelpunktssenkrechten der Blendenöffnung, befindet, 
so wird 

(14; 3) 

Bezeichnet IX den Winkel, den die Verbindungslinie: "Mittel­
punkt der Blendenöffnung ~ Aufpunkt" mit der :c-Achsr bildet, 
so ist 
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so daß 

2 a . 
6a = ' 11: Tsm a. (14 ; 4) 

6 a hat di\~ Dimension eines Winkels. Lassen wir a unverändert, 
so ist die l'elative Int,en~itätsverteilung in einer zur Blendenebene 
parallelen und hin reichend 
weit von ihr entfernten 
Ebene nur von der Hich­
tung abhängig, unter der 
die einzelnen Punkte der 
betreffenden Ebene von der 
Blendenmitte aus erscheinen. 

Die U röße 6 a he­
zeichnet man durch ~ und 
sagt, man habe das Argu­
ment der Be s s el sehen Funk­
tion in ,. optischen Ein-
heiten " ausgeu rückt. Eine 
optische Einheit ist also 
durch ~ = 1 gegeben. Die 
optische Einheit ist eine 
dimensionslose (iröße. 

Wir gehen nachfolgend 
noch eine von Lommel be­
rechnete Tafel für die Werte 

von ~!l (~) und (2 J 1 (~»)2 
~ ~ , 

als Funktioll von ~ auszugs­
weise wieder (Tabelle .1). 

Abb. 5 gibt die gra­
phische Darstellung .der re­
lativen Intensitätsverteilung 

Oß 

02 

t) 
o 1 

"Abh , 5. (2 J 1 (1))2 als Funktion von I) 
. I) 

(s. a. Tabelle 1) 
Gleichzeitig auch relative Intensitätsver­
teilung in der Brennpunktsebene einer 

Kugelwelle (s. § 20) 

nach (2), abgesehen von dem Faktor const 11:2 a4 . Wir erkennen 
daran, daß für 6a = 3,8Bl7; 7,0156; 10,1735; . .. die Intensität 
verschwindet, daß also der Durchmesser des zentralen Lichtfleckes 
nach (3) gegeben ist durch 

38317 R 
- ' - -·-k 

11: a 
(14; 5) 
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Tabelle 1. 

______ iL __ c ___ I_ ~: ______ lL __ -= ~: - - - -----1-- -------![-_c=~== 
0,0 + 1,0000 I 100,00 6,2 I -- 0,0751 0,56 
0,2 + 0,9950 I 99,00 6,4 ,I - 0,0567 0,32 
0,4 + 0,9801 96,07 6,6 - 0,0379 0,14 
0,6 + 0,9557 91,54 6,8 - 0,0192 0,04 
0,8 + 0,922i 85,03 7,0 I - 0,0013 0,00 
1,0 + 0,8801 77,46 7,2 + 0,0151 0,03 
1,2 + 0,8305 68,97 7,4 + 0,0296 0,09 
1,4 + 0,7742 59,94 7,6 + 0,0419 0,18 
1,6 + 0,7124 50,75 7,8 + 0,0516 0,27 
1,8 + 0,6461 41,75 8,0 + 0,0587 ,0,34 
2,0 +- 0,5767 33,26 8,2 + 0,0629 0,40 
2,2 -+- 0,5043 25,55 8,4 + 0,0645 0,42 
2,4 + 0,4335 18,79 8,6 + 0,0634 0,40 
2,6 -+- 0,3622 13,12 8,8 + 0,0600 0,36 
2,8 + 0,2926 8,56 9,0 + 0,0545 0,30 
3,0 I 0,2260 5,11 9,2 + 0,0473 0,22 
3,2 t- 0,1633 2,67 9,4 + 0,0386 0,15 
3,4 1- 0,1054 1,11 9,6 1- 0,0291 0,08 
3,6 -I- 0,0530 0,28 9,8 + 0,0189 0,04 
3,8 + 0,0067 0,004 10,0 + 0,0087 0,01 
4,0 - 0,0330 0,11 10,2 - 0,0013 0,00 
4,2 - 0,0660 0,44 10,4 - 0,0107 0,01 
4,4 - 0,0922 0,85 10,6 - 0,0191 0,04 • 
4,6 - 0,1115 1,24 10,8 - 0,0263 0,07 
4,8 - 0,1244 1,55 11,0 - 0,0321 O,lÖ 
5,0 - 0,1310 1,72 11,2 - 0,0345 0,12 
5,2 - 0,1320 1,74 11,4 - 0,0379 0,14 
5,4 
5,6 
5,8 
6,0 

-0,1279 
- 0,1194 
- 0,1073 
- 0,0922 

1,64 
1,53 
1,15 
0,85 

11,6 
11,8 
12,0 

-0,0440 
~ 0,0394 
- 0,0372 

Der Durchmesser ist also umgekehrt proportional zu a, 

0,16 
0,15 
0,14 

Zwischen den DunkelstelIen steigt die Intensität wieder an. 
Sie erreicht bei 

6a = 5,1356; 8,4572: 1l,G199; 
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die Maximalwerte 

., ., 

wo 10 den Wert für (j a = 0 bezeichnet. 

Für sin IX = 0, d. h. auf der }littelpunktssenkrechten der 
Blendenebene - allgemeiner: für (j a = 0, d. h. ß = ßo; Y = Yo' 
also auf der Verlängerung der Verbindungslinie des leuchtenden 
Punktes mit dem Mittelpunkt der kreisförmigen Blendenöffnung -

hat 2 J) ((ja) seinen Maximalwert 1, so daß dort 
(ja 

(14; ß) 

Bemerkenswert ist hier, daß die Intensität proportional der 
vierten Potenz des Radius ader Blendenöffnung ist, während man 
geometrisch-optisch Proportionalität mit der zweiten Potenz er­
wartet. Beachtet man aber, daß mit einer Vergrößerung der Blende 
z. B. auf den doppelten Betrag der Durchmesser des zentralen 
Lichtfleckes, der ja nach (5) umgekehrt proportional zu a ist, sich 
auf die Hälfte verkleinert, so ist jene Proportionalität des I-Wertes 
zu a4 sofort verständlich. 

Auf die Behandlung des vorstehenden Beispiels gingen wir 
hier ein, weil wir die Resultate unten noch für die Intensitäts­
verteilung in der Brennebene einer Kugelwelle gebrauchen werden. 

§ 15. Geometrische Optik als Grenzfall der Wellenoptik 

Wir wollen nun zeigen, daß die geometrische Optik als Grenz­
fall der Wellenoptik angesehen werden kann, und zwar als Grenzfall, 
für den die Wellenlänge des Lichtes unendlich klein ist. Wir 
können dies auf zwei völlig verschiedenen Wegen zeigen, einmal, 
indem wir von der Kirchhoffschen Formel bzw. der daraus für 
eine punktförmige Lichtquelle erhaltenen Formel (12; 10) ausgehen 
und den Übergang zu ;., -+ 0, d. h. zu k -+ 00 vollziehen, und 
andererseits, indem wir im Anschluß an Debye aus der Schwin­
gungsgleichung L1 u + k2 U = 0 die Differentialgleichung des 
Brunsschen Eikonals ableiten, das ja als Grundlage der geome­
trischen Optik betrachtet werden kann. 
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Den ersten Beweis wollen wir hier nicht wiedergeben, da wir 
ihn bisher nur im Anschluß an (12; 10), also für eine Kugel welle 
durchführen können, während wir ihn unten (§ 49), nachdem wir 
die Darstellung einer ganz beliebigen Welle kennengelernt haben 
(§ 4-4), in vollster Allgemeinheit bringen können. 

Für den zweiten Weg gehen wir aus von der Schwingungs­
gleichung Li u + k2 U = 0, von der wir schon nach (6; 1*) wissen, 
daß sie das Integral 

mit 

i.!:.E 
1,f; = (,te2:ikCxcosa+l/cos{i+zcosy) = a e n 

E = + n (x cos IX + y cos ß + z cos 1') 

(15; 1) 

(15; 2) 

besitzt, wo a ein Am plitudenfakior ist. (1) stellt eine in Richtung 
CI. , ß, 'Y fortschreitende ebene Welle dar. x cos CI. + Y cos ß + z cosr 
ist der Abstand des Punktes x, y, z von der Ebene 

x cos IX + Y cos ß + z cos I' = 0, 

gemessen längs des Lichtstrahles, also 

+ n (x cas CI. + Y cos ß + z cos 1') = E 

die optische Weglänge, das Eikonal des Punktes x, JI, Z In bezug 
auf den Punkt der Ebene 

x eos IX + JI cos ß + z eos I' = 0, 

m welchem diese von dem durch x, y, z' gehenden Lichtstrahl 
getroffen wird. 

In Analogie zu diesem Ausdruck machen wir jetzt ganz all­
gemein den Ansatz 

k 
i-E /{ = ne n (15: 3) 

wobei WH n und }i; der allgemeinen Giiltigkeit wegen als will­
kürliche Funktionen von x, y, z anzusehen haben, und fragen, wie 
wir die Funktion E zu bestimmen haben, damit u eine Lösung der 
Schwingungsgleichung ist. Wir können noch ohne wesentliclJe 
Einschränkung annehmen, daß a nur langsam veränderlich ist, so 
daß es auf Strecken von der Größenordnung der Wellenlänge ab 
annähernd konstant hetraehtet werden kann. 
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Gehen wir mit unserem Ansatz (3) in die Schwingungs­
gleichung ein, so ergibt sich, da 

i~E J 7c . k , 
LI u + lc2 U = e 11 lLi a + 2 i - (grad a, grad E) + i - a Li E 

n n 

k2 i - - a (grad E)2 + k2 af' = O. 
n2 

k 2 i~ E 
Nach Division durch I! a e n geht dies über in 

n 

n2 n n 
- LI a + :2 i - (grad a, grad E) + i -k Li E 
k2 a, ka 

- (gradE)2 + n2 = O. (15; 4) 

Lassen wir jetzt k __ 00 gehen, vollziehen also den Ubergang zur 
geometrischen Optik, so verschwinden außer in gewissen Aus­
nahmefällen die drei ersten Glieder der vorstehenden Gleichung 
und wir erhalten die aus der geometrischen Optik bekannte 
Differentialgleichung des Ei k onals 

, 2 (d E 2 (d r; 2 () E 2 
(grad E) = -.) + --~) + ( -~) ,d", (}.1f (}z 

2 n. (15; 5) 

Die eben erwähnten Ausnahmefälle, für die die drei ersten Glieder 
der Gleichung (4) für k __ 00 nicht alle verschwinden, sind folgende: 

1. grad a ist von der Größenordnung k, d. h. die Amplitude 
ändert sich bereits wesent.lich beim Fortschreiten um Strecken, die 
von der Größenord nung der Wellenlänge sind. Dies ist in der 
Nachbarschaft der Schattengrenze der Fall; dort also wird die 
geometrische Optik ungültig. Es treten Beuguugserscheinungen 
abweichend von der geometrischen Optik auf. 
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2. L1 E ist von der Größenordnung k. Nun ist L1 E = div gradE 
und grad E ist ein Vektor, der mit den Lichtstrahlen identisch ist, 
da ja E = const die Wellenflächen liefert und grad E deren 
Normalen gibt. Die Lichtstrahlen aber sind näherungsweise iden­
tisch mit dem Pointingschen Vektor, der die Energieströmung 
angibt. Die div dieser Energieströmung, d. h. L1 E wird daher an 
den Stellen besonders groß, an denen sich die Lichtstrahlen sehr 
eng zusammendrängen, d. h. in der Nachbarschaft der Brennflächen, 
der Brennlinien oder des Brennpunktes. Dort also verliert die 
geometrische Optik gleichfalls ihre Gültigkeit, und es treten 
Beugungserscheinungen auf. 

Aus (4) können wir außer (5) noch eine weitere Beziehung 
ablesen, die eine Aussage über die Amplitude a gestattet. Setzen 
wir nämlich die Summe aus dem zweiten und dritten Glied unab­
hängig von k identisch gleich Null, so erhalten wir 

1 1 . 
Ci (grad a, grad E) = - 2 L1 r" 

1 iJa iJ 
wofür wir auch schreiben können, da ja - - - iJ x (log a) ist, 

a iJx 

(gradloga, gradE) = -- ~L1E. (15; 6) 

Da grad E ein mit den Lichtstrahlen - die wir vorübergehend 
durch e; bezeichnen wollen - zusammenfallender Vektor ist, so 
können wir mit Rücksicht auf (5) schreiben 

gradE = ne;o (15; 7) 

Damit geht (6) über in 

(grad log a, 10) = - -21 div (n e;) 
'n 

(l (1; 8) 

oder, falls n = const: 

(grad log a, 10) = - ~ diy e>, (15; 9) 

d. h. der Gradient von log a, genommen in Hichtung der Licht­
strahlen (anders ausgedrückt: die Projektion des grad log a auf die 
Richtung der Lichtstrahlen), nimmt ab in dem lVlaße, Wie die 
Strahlen divergieren, da dort di y 10 > 0, und wächst, wo Sie 
konvergieren. 
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§ 16. Das Babinetsche Theorem 

Wir gehen hier noch kurz auf das sogenannte Babinetsche 
Theorem ein, das besonders bei der mikroskopischen Abbildung von 
undurchsichtigen oder halhdnrchlässigen Teilchen zur Berechnung 
der Beugungserscheinung angewandt werden kann. Es sagt aus, 
daß die Beugungserscheinung, hervorgerufen durch einen undurch­
siehtigen Sehirm, völlig gleich ist derjenigen, die durch eine dem 
Schirm glei(~hgestaltete Öffnung erzeugt wird. 

Zum Beweise dieses Satzes betraehten wir zunäehst ein Ob­
jektiv ~ehr großer Öffnung. Dann wird die Beugung in der Bild­
ebene sich nur auf die engste Umgebung des geometrisch-optischen 
Bildes erstrecken. Bezeichnen wir die Liehtverteilung u in der 
Bildebene in diesem Falle durch ttl' so ist außer in der engsten 
U mge bung des geometrisch - optischen Bildes überall u1 = O. 
Dieses u 1 entsteht nach der Kirchhoffschen Formel durch Inte­
gration über die ganze Öffnung 01 der sehr großen Blende, also 

u1 = f··· do. 
"1 

Denken wir uns 6, in zwei 'l'eilgebiete 6 2 und 03 zerlegt, so ist 

1(1 = f . .. cl ° + J... d ° = u2 + u3• 

so daß u2 die Lichtverteilung für den Fall ergibt, daß Os ab­
geblendet, also 02 die "Öffnung" ist, ug dagegen die Lichtverteilung, 
wenn 02 von einem undurchsichtigpn Schirm bedeckt ist. Da nun 
außerhalb des sehr kleinen geometrisch-optischen Bildes überall 
tt1 = 0 ist, so ist dort u 2 = - us' also 

• 12 1 12 11t21 = 1t3 , (16; 1) 

d. h.: Außerhalb des geometrisch-optischen Bildes stimmen 
die Beugungsbilder der "Öffnung" 02 und des völlig gleichgestal­
teten "undurchsichtigen Schirmes" 02 überein. 

Nach Epstein behält das Babinetsche Theorem auch in der 
strengen Beugungstheorie, die nicht die Kirchhoffsehe Formel 
zugrunde legt, mit einer kleinen J\lodifikation seine Gültigkeit. 



Drittes Kapitel 

Allgemeine wellen theoretische Gesichts:::: 
punkte der optischen Abbildung 

§ 17. Geometrische Optik und Wellenoptik 

Das Ziel der geometrisehen Optik ist es, die Daten der Linsen­
systeme so zu bestimmen, daß jeder Gegenstand punktweise ähnlich 
abgebildet wird. Hierzu ist notwendig, daß da" Bild eines jeden 

Abb. 6. Die vom Objekt ausgehende (divergente) Kugelwelle wird 
durch das (ideale) optische SYRtem iu eine (konvergente) Kugelwelle 

verwandelt, deren Mittelpunkt das Bild des Objektpunktes ist 

Punktes wieder ein einzelner Punkt ist, daß also alle von einem 
Punkte ausgehenden Lichtstrahlen sieh wieder in einem Punkte 
treffen . Anders ausgedrückt heißt dies: die von einem leuchtenden 
Punkte ausgehenden divergierenden Kugelwellen sollen durch das 
optische System so umgeformt. werden, daß sie konvergierende Kugel­
wellen werden 1), deren Mittelpunkt dann das Bild des leuchtend!'n 
Objektpunktes ist (Abb. 6). 

Diese Forderung läßt sich bekanntlich nicht allgemein streng er­
füllen. Wir wollen sie jedoch zunächst einmal als erfüllt voraussetzen. 
Dann zeigt die Wellenoptik - wie unten Hoch näher ausgeführt 
werden wird -, dalS im Gegensatz zu den Folgerungen der geome­
trischen Optik auch in diesem Falle das Bild des leuchtenden Obiekt­
l'unktes nicht ein einzeln!')' Punkt, sondern statt dessen ein Lieht­
seheibchen ist, das nm so größer ist .ie kleiner die ()ffnung des 

1) Bei visuellen Beobachtungen ist. hier das Aug e in dos .. optische 
System" p inhezogcn. 
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Linsensystems ist, und das von mehreren dunklen und hellen Linien 
umgeben ist (s. § 11). Je größer andererseits die Üffnung des Systems 
- und demnach auch des Strahlenbündels - ist. um so stärker ist 
der Abfall der Lichtintensität von der Mitte des Lichtscheibchens -
der Stelle des geometrisch-optischen Bildes - zu seinem Rande. 
Das geometrisch-optische Bild und das aus der Natur des Lichtes 
als einer Wellenbewegung sich ergebende r~ild eines leuchtenden 
Punktes stimmen daher bei großer Üffnung besser überein als bei 
kleiner (iffnung. Andererseits aber ltißt sich die vorausgesetzte 
punktuelle Vereinigung aller vom Objektpunkte au~gehenden Strahlen 
um so weniger erfüllen, je größer die Üffnung des LinsensystemF 
(Objektivs) ist. Denn es treten ja dann verschiedene "Abbildungs­
fehler" auf, von denen die wichtigsten "sphärische Aberration", 
"Astigmati,;mm;", .,Koma", "ehromatischp Aberration", "Bildfeld­
wölbung" und ,. Verzeichnung" sind. Auf die vier ersten dieser 
Fehler wird vom ~tandpunlde der Wellentheorie unten noch näher 
einzugehen sein. Die beiden letzten sind einer direkten wellen- und 
beugungstheoretischen Behandlung nicht zugänglich. 

§ 18. Abbildung ausgedehnter Objekte. 
Selbstleuchter und Niehtselbstleuchter. A uf}ösungsvermögen 

eines optisehen Instrumentes 

Handelt es sich um die Abbildung eines ausgedehnten Objektes 
und dies ist bei fast allen optischen Abbildungen, abgesehen 

wohl von denen der Astronomie, deren Objekte wegen der sehr 
großen Entfernung als punktförmig angeselH'n werden können, und der 
Ultramikroskopie, der Fall -, so gelten ganz ähnliche Überlegungen 
wie bei der Abbildung eines einzelnen Punktes. Wir müssen jedoch 
unterscheiden zwischen selbstleuchtenden und lliehtselbstleuehtenden 
Gegenständen. Bei den ersten sendet jede~ Flächenelement kohärentes, 
also interferenzfähiges Licht aus, während das von den verschiedenen 
Punkten des Objektes herrührende Licht zueinander inkohlirent ist . 
. Ieder einzelne Punkt deR selbstleuchtenden Gegenstandes wird dem­
nach durch das Linsensystem als VOll einzelnen Ringen umgebenes 
Lichtscheibchen abgebildet. Die den verschiedenen Punkten des 
Objektes zugehörigen Bilder überdecken sich, so daß die Intensitäten 
- der Inkohärenz wegen - sich additiv zusammensetzen. Durch 
dieses "sich überdecken" der einzelnen Bilder wird die Deutlichkeit 

Picht, Optische Abbildung 4 
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der Abbildung sehr ungünstig beeinflußt. Sollen z. B. zwei getrennte 
Punkte des Gegenstandes im Bilde deutlich getrennt erscheinen, 
~o ist es notwendig, daß die Intensität an den Stellen, an denen 
sich die den beiden Punkten zugehörigen Lichtscheibchen über­
decken, geringer ist als an den Stellen, an denen jedes Scheibchen 
Reinen größten Intensitätswert besitzt" also geringer als in der Mitte 
der LichtsclJeibchen.Die Abb. 7 a und 7 b veranschaulichen dies. 
Die gestrichelten Linien mögen die Lichtverteilung in dem Abbild der 
Ainzelnen Punkte, die ausgezogene Linie die durch das Oberdecken 

7b 
1ö() 

Abb. 7. Die von zwei benach.barten Objekt.punkten herrührenden Beugungs­
bilder überdecken sich . In 7 a ist noch zu erkeunen, daß das Bild von 
~ w e i getrennten Objektpunkten herrührt. In 7 b ist dies nicht mehr erkennbar 

rier Lichtscheibchen sich ergebende Intensitätsverteilung angeben. 
In A bb. 7 a würden die beiden Punkte noch zu trennen sein, während 
dies bei den - willkürlichen - Annahmen der Abb. 7 b nicht mehr 
der Fall ist. Die Trennung ist also eher möglich, wenn der Inten­
sitätsabfall von der Mitte zum Rande des Lichtscheibchens stark ist. 
Wie wir oben erwähnten, ist dies bei großer Objektivöffnung eher 
der Fall als bei kleiner. Damit man die beiden Punkte als getrennt 
erkennen kann, müssen die beiden Intensitätsmaxima so weit aus­
einander liegen, daß das Intensitätsmaximum des einen Bildes auf 
das (erste) Minimum des anderen fällt und umgekehrt. Die Lage 
dieses er;;ten Minimums steht mit der Öffnung des Objektivs (Radius: A) 
und der Wellenlänge), des benutzten Lichtes in dem Znsammenhang: 

('0 = 0,61 ~, worin (}o den Abst.and des lIlinimums von der Mitte 
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des Lichtscheibcbens (Maximum) angibt (s. u. § 20, Scblußabsatz). 
Die beiden Objektpunkte müssen demnach mindestens den Winkel­

A 
abstand O,l) I -- haben, damit sie noch unterschieden werden können. 

A 
Diesen Winkelabstand bezeichnet man als das" Auflösungsvermögen" 
des betreffenden optischen Systems. A bb. 8 (f. S.) gibt drei (mikro­
photographisch aufgenommenp, also vergrößerte) Bilder 1) zweier leuch­
tender Punkte (Durchmesser = 0,015 cm) im gegenseitigen Abstande 
von 0,062 cm, abgebildet durch ein Fernrohrobjektiv ohne Okular. 
(Die mikrophotographisehe Vergrößerung entspricht also der sonst 
üblichen Oknlarvergrößerung.) Der Abstand der Punkte vom ab­
bildenden Objektiv betrug 310 cm, so daß ihr Winkelabstand 2 .10- 4 

war. ])ie drei reproduzierten Aufnahmen entsprechen einem Objektiv­
radius A = C1, 75 cm; 0.28cm; 0,065cm. Nach der angegebenen Formcl 
sollen bei A == iJ· 10- 5 cm zwei Punkte vom Winkelabstand 2.10- 1 

gerade noch getrennt werden mit A = 0,.15 cm. Hiermit stehen 
die Abb. 8 bund 8 e in guter Übereinstimmung, da in 8 b, wo 
A > 0,15 cm ist, noeh erkennbar ist, daß es sieh um zwei getrennte 
Punkte handelt, \Vas in A bb. 8 c, wo Li < 0,15 cm ist, nicht mehr 
der Fall i!>t. 

Bei der Abbildung ni c h tsel bs tle uch ten de r Objekte empfängt 
jeder einzelne Punkt desselben Licht von verschiedenen Punkten 
der Beleuchtungsquelle, so daß das von ihm ausgehende und für die 
Abbildung in Betraeht kommende Licht inkohärent ist. Anderer­
seits aber sind die von verschiedenen Stellen des abzubildenden 
Objekb='s ausgehenden Liehtstrahlen teilweise untereinander kohärent, 
da sie ja von derselben Stelle der Beleuchtungsquelle herstammen. 
Überlagern sieh also - wie dies wegen der unvermeidbaren Ab­
bildungsfehler der optischen Instrumente vorkommen kann - diese 
kohärenten Lichtstrahlen in der Bildebene des abzubildenden Objektes, 
so interferieren sie miteinander, während sich die untereinander 
inkohärenten, die Abbildung der einzelnen Ob,iektpunkte vermitteln­
d.en Lichtstrahlen in ihrer Intensität einfach summieren. Schon 
diese wenigen Bemerkungen zeigen die Schwierigkeit einer genauen 
theoretisehen Untersuchung der Abbildung nichtselbstleuchtender 
( lbjekte. 

1) Aus: K. Haberl, Physik. Zeitsehr. 31,618, 1930, Tafel X, Verlag 
S. Hirzel, Leipzig. 

4 * 
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Abb. 8a Abb. Sb 

Abb.8c 

Abb. 8. Zwei getrennte Objektpunkte, aufgenommen mit verschiedener Objektivöffnung, 
zur Demonstration der Abhängigkeit des Auflösungsvermögens von der Objektivöffnung 
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Eine besondere Art der Abbildung nichtselbstleuchtender Ob­
jekte liegt z. B. auch dann vor, wenn die Lichtquelle - wie dies in 
der Mikroskopifl teilweise der Fall ist -' durch Kondensoren auf das 
Objekt scharf abgebiluet wird. Dann empfängt .ieder Objektpunkt nur 
oder fast nur solche Strahlen, die von demselben leuchtenden Punkte 
der Lichtquelle herrühren, die also zueinander kohärent sind. In 
diesem Fall "strahlt" also das Objekt wie ein Selbstleuchter, die 
Abbildung ist annähernd die gleiche wie die eines Selbstleuchters. 

Wird das Objekt nicht bestrahlt, sondern durchstrahlt, so wirkt 
es selbst wie eine in den Strahlengang der Lichtquelle eingeschaltete 
Blende, die eine sehr eigentümliche Gestalt besitzt und das Licht 
der Lichtquelle zum Teil abblendet, zum Teil nur in seiner Inten­
sität mehr oder weniger stark schwächt, wobei der Absorptions­
koeffizient noch für die verschiedenen Freqnenzen des durch­
strahlenden Lichtes verschieden sein wird. Man hat dann die 
hierdurch bedingte und durch den Durchgang durch das optische 
System noch modifizierte Beugungsfigur in der "Bildebene " zu 
untersuchen. 

Außer den genannten Beleuchtungsarten der abzubildenden 
Objekte gibt es natürlich noch manche andere. [n allen Fällen ist 
eine besondere Untersuchung über die wellenoptische Abbildung 
erforderlich, doch müssen wir uns hier mit diesem kurzen Hinweis 
begnügen. 

Wir erwähnen nur nocb den "Aquivalenzsatz .. 1), der aussagt, 
daß bei allseitiger Beleuchtung eines nichtselbstleuchtenden Objektes 
das Bild komplementär ist zu dem Bilde eines völlig gleichen. aber 
selbstleuchtenden Körpers. Da aber bei künstlicher Beleuchtung, 
wie sie bei mikroskopischen Beobachtungen stets benutzt wird, nie 
allseitige Beleuchtung verwirklicht ist, so bietet dieser Satz hier 
scheinbar keine Anwendungsmöglichkeit. Tatsächlich aber läßt 
"ich zeigen, daß man sich von dieser all sei tig e n Beleuchtung ziemlich 
weit entfernen kann, ohne daß der Satz ungültig wird. Besonders 
gilt dies bei grober Struktur des nichtselbstleuchtenden Objektes. 
Doch können wir hier auf diese interessanten Fragen nicht näher 
eingehen. 

1) L. Mandelstam, Ann. d. Phys. 30, 881, 1911; )!. v. Laue, Ann. 
d. Phys. 43, 165, 1914; s. a. )1. Berek, Zeitsehr. f. Phys. 40, 420, 1926; 
Sitzungsber. d. Ges. z. B. d. g. Naturwiss. Marburg l)l, 251, 1926. 



Viertes Kapitel 

Abbildung durch Kugelwellen 

§ 19. Intensitätsverteilung in der Brennpunktsebene (Bildebene) 

Wir gehen jetzt dazu über, die in den vorhergehenden Zeilen 
nur kurz skizzierten Verhältnisse etwas genauer zu untersuchen. 
Dabei wollen wir uns zunächst gleichfalls wieder auf den idealen 
Fall beschränken, daß die vom Objektpunkte ausgehenden geo­
metrisch.optischen Lichtstrahlen sich nach dem Durchgang durch 
das Linsensystem alle streng in einem Punkte sehneiden. Wir 
legen also unseren Betraehtungen vorläufig Kugelwellen zugrunde 
und sehen von den oben bereits erwähnten Linsenfehlern ab. 
Außerdem besc~ränken wir uns auf kreisförmige Öffnung de" 
Strahlenbündels 1). 

Der erste, der die Lichterseheinungen untersuchte, die in der 
durch den Brennpunkt der Kugelwelle gelegteu aehsensenkrechten 
Ebene erkennbar sind, war Ai ry 2). Gleichzeitig behandelte er 
auch die Erscheinungen, die auftreten, wenn ein kreisrunder Schirm 
vom halben Durchmesser des Objektivs mitten auf dieses gelegt wird. 

Airy wendet das oben erwähnte Huygens· Fresnelsche 
Prinzip an, indem er die Ätherverschiebllng bestimmt, die ein jedes 
Element der durch die Begrenzung des Objektivs gehenden Wellen­
fläche im Aufpunkte bewirkt (d. h. in dem Punkte, für den die In­
tensität bestimmt werden soll) und sodann über alle Elemente der 
erwähnten Wellenfläche integriert. 

1) Wir erwähnen hier noch, daß es bei den optischen Instrumenten in 
gewissen Fällen yorkommen kann, daß die einzelnen Blenden des In­
strumentes sich zum 'reil vignettiercn, so daß das austretende Strahlen­
bündel nicht kreisförmig begrenzt ist, sondern einen Querschnitt besitzt, 
dessen Berandung aus mehreren, sich unter spitzem Winkel schneidenden 
Kreisbögen zusammengesetzt ist. 

2) H. B. Airy, 'rI"ans. Oamb. Phil. Soc. 5, 283, 1831: Pogg. AllIl. 4;, 
86, 1838. 
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Fast gleichzeitig mit Airy hat auch Schwerd 1) die Ver­
hältnisse in der durch den Brennpunkt der Kugel welle gehenden 
achsensenkrechten Ebene llntenmcht, ersetzt aber die kreisförmige 
Offnung des Strahlenbündels durch ein reguläres 180-Eck. 

Knochenhauer 2), der sich wenige .Jahre später gleichfalls 
mit dem in Rede stehenden Problem beschäftigte, behandelt es in 
ähnlicher Art wie Airy. Späterhin wurde es noch - gewisser­
maßen als Spezialfall allgemeinerer Fragen - von verschiedenen 
anderen Autoren 3) in teilweise abweichender Art behandelt. 

Um ein Anwendungsbeispiel für das Huygens - Fresnel­
sche Prinzip zu geben, behandeln wir diesen einfachsten Fall im 
Anschluß an die Airysche Betrachtungsweise. Der Radius der 
Üffnung des Objektivs sei a, die Bildweite (Brennweite) sei {, der Ab­
stand des Aufpunktes P der Bild- (Brenn-) ebene vom auf der Achse 
gelegenen Bild- (Brenn-) punkt sei Qp. Das Objektiv verwandele 
die einfallende (ebene) Welle in eine zum Bild- (ßrenn-) punkt hin 
konvergierende Kugelwelle. Jedes Stückchen der von der Um­
randung des Objektivs begrenzten Wellenfläche ist Ausgangs­
punkt einer Elementarwelle , deren Intensität dem Flächeninhalt 
d 6 (""" d 11 d~) des betreffenden Flächenelements proportional ist, 
und die alle in Phasenübereinstimmung schwingen. 

Wir wählen ein Koordinatensystem so, daß der Nullpunkt mit 
dem Bildpunkt und die x-Achse mit der Achse des optischen 
Systems zusammenfällt. Die y-Achse gehe durch den Aufpunkt 
hindurch, so daß Xp = 0; YP = QP: Zp = o. 

~, 11, ~ seien die Koordinaten der durch die Objektiv berandung 
hindurchgehenden Wellenfläehe. Der Abstand des Aufpunktes vom 
Flächenelement d 6 seI r·. Dann ergibt sieh nach (11; 2) und 
(12: 11) bzw. (12: 12) in der oben angegebenen Art für den 

1) F. M. Sc h wer d, Die Beugungserscheinungen usw. Mannheim 1835 
(besonders S. 67-75). 

2) K. W. Knochenhauer, Pogg. Ann. 41, 1ü3, 1837; 43, 286, 1838. 
Ferner in: Die Undulationstheorie des Lichtes. Berlin 1839 (besonders 
S.22-24). 

8) Z. B. E. Wilde, Pogg. Ann. 19, 219, 1850; L. Foucault, Ann. 
d'Observ. de Paris 0, 1858; Oh. Andre. Diss. Paris 1876; H. Strnve, 
?lfem. de L<\cad. sc. de St. Petersbollrg 30, No. 8, 1882; 34, No. 5, 1886; 
Ann. d. Phys. 17, 1008, 1882; H. Brllns, Astron. Nachr. 104, 1, 1883; 
E. v. Lommel, AlJhdlg. d. Bayr. Akad. d. W,SS. II., 15, 233, 1884 und viele 
andere. 



56 Viertes Kapitel: Abbildung durch Kngelwellen 

Schwingungsvorgang im Aufpunkt P, wenn wir noch den nach 
.n ,-

(12; 10) erforderlichen Phasenfaktor e 2 = i hinzufügen, dagegen 
von dem konstanten Phasenfaktor e+ i kR absehen und 

cos (n, r) """ - cos (n, R) ""'" 1 

setzen, die Objektivöffnung also als klein gegen die Brennweite 
voraussetzen, 

i J j' e- i kl' 
Up = - -- d1/ d~. RA r 

(19; 1) 

Nun ist 

Für r können wir im Exponenten, wenn wir uns auf die Um­
gebung des Bildpunktes beschränken, schreiben 

1 
/' = f - 7 (! P 1/, 

wo f = V ~~ + 1/2 + ~2 = B, während wir im Nenner)' = f 
setzen können. Die Integration nach ~ läßt sich sofort ausführen 
und liefert, wenn der - vom jeweiligen 1/- \V ert abhängige -
größte und kleinste Wert von ~ durch ~2 = ~2 (1/) und ~l = ~l (1/) 
bezeiehnet wird, 

+a 
. e- ikr r ik.:c. ~Pr, 

UP=1-;:PJ(~2-~1)e I d1/' 

-a 

Nun ist bei kreisfärmiger Begrenzung des Objektivs 

~2-S1 = 2Va2 --1/2, 

~o daß der ~ehwingungszustand im Punkte P sich ergibt zu 

+a 
c- i kr r ik.:c. "1'" 

I( P = 2i --;:r J V a2 - 1/2 e l' 'd 1/. 

-1/ 

Setzen wir hier '1 = - eos rp, was wegen - 1 <... '1 "'- L 1 
(l a 

ge~htttet ist, so wird 
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Hier läßt sich naeh (A; 20) die Integration ausführen, so daß 

2 n a 
wo ~ = TQP f (19; 2) 

und ,Tl (~) die Besselsche Funktion erster Art und erster Ordnung 
ist. Um von 'Up zur Intensität I p überzugehen, haben wir es mit 
dem konjugiert-komplexen Wert zu multiplizieren und erhalten 

_ '][2 a4 (2 J1 (~))~ 
(Il'\p=o - )..t f4 -~- (19; 3) 

Für Q p = 0, alciO ~ = 0, d. h. im Bildpunkt, wird 

2 J 1 (~) = l. 

~ 
Die Intensität ist hier also proportional der vierten Potenz 

des Halbmessers des Objektivs und umgekehrt proportional der 
vierten Potenz der Brennweite, so daß I p proportional der vierten 
Potenz der Üffnung des Objektivs ist. 

Wir messen alle Längen in Wellenlängen als Maßeinheit, was 

sich schon wegen des Argumentes ~ = 2 n ~~. der Besselschen 

Funktion empfiehlt. Es ergibt sich aus (3), daß (Il'). _ umgekehrt 
l,l'- 0 

proportional dem QnadnÜ der Wellenlänge ist. 
Die Nullstellen der Besselschen Funktion J l liegen bei 

I) = 3,8317; 7,0156; 10,1735; U3,3237 usw. (siehe § 14). Für 
die zugehörigen Werte von Q p herrsch t also in der achsensenkrech ten 
Brennebene Dunkelheit. Zwischen ihnen steigt die Intensität 

. d b' f 1 lId" d" WIe er an IS au ()7': 240; 620 us\\'o von erlemgen, le m 

dem geometrisch-optischen Brennpunkt herrscht. Abb. 5 des § 14 
zeigt die Intensitätsverteilung in der achsensenkrechten Brennebene 
einer Kugelwelle. (Siehe auch die dort gegebene Tabelle 1.) Das 
Bild eines leuchtenden Punktes, etwa eines Fixsternes, ist demnach 

ein Lichtscheibchen vom Radius fl = 3,83}- L, umgeben von 
"" 2n a 

verschiedenen hellen Kreislinien, deren Intensitäten indessen schnell 
abnehmen, so daß sie nur bei sehr hellen Objektpunkten erkennbar 
sind. Es sei noch erwähnt, daß die Intensität des Lichtscheibchens 

auf die Hälfte ihres Wertes für fll' = 1,616 2).. L herabgesunken "" , n a 
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ist. Hieraus erklärt sich die Tatsache, daß die Beugungsbilder 
der Fixsterne im Fernrohr je nach ihrer Helligkeit als verschieden 
große Scheiben erscheinen, da das beobachtende Auge nur für eine 
gewisse :NIindestlichtintensität empfindlich ist, bei lichtschwächeren 
Sternen diese aber früher unterschritten wird als bei lichtstärkeren, 
bei denen gegebenenfalls auch noch die Beugungsringe erkenn­
bar sind. 

Die vorstehend durchgeführten Überlegungen beschränken sich 
auf eine einzige Wellenlänge, also auf monochromatisches Licht, 
Howie auf die Abbildung eines einzigen leuchtenden Punktes. Die 
Erscheinungen, die sich bei Verwendung von mehrfarbigem Licht 
ergeben, erhitlt man durch Berechnungen unter Zugrundelegung der 
verschiedenen im benutzten Licht vorhandenen Wellenlängen und 
Zusammenfassung der für denselben Aufpunkt erhaltenen In ten­
sitätswerte, wobei diese noch mit einem Faktor zu versehen 
BInd, der von der Stärke der betreffenden Farbe im Objekt selbst 
sowie von der Empfindlichkeit des Auges oder der Aufnahmeplatte 
abhängt. Im wesentlichen kommt dies auf eine Integration über 
die verschiedenen im Objekt vorhandenen Wellenlängen hinaus 
(~iehe § 36). 

Um von einem leuchtenden Punkt zu der Abhildung eines 
ausgedehnten leuchtenden Objektes - etwa eines Planeten oder 
der Sonne - überzugehen, haben wir für jeden Aufpunkt, in dem 
wir die Helligkeit bestimmen wollen, die IntenHität zu berechnen, 
die die einzelnen Flächenelemente des ausgedehnten Objektes in 
ihm erzeugen, und diese - da sie inkohärent sind - zu summieren. 
\Vir gehen hierauf nicht näher ein, sondern verweisen auf die 
Arbeit von Birk 1), in der er in einem Anhang diese Verhältnisse 
genauer betrachtet. 

§ 20. Intensitätsvcrteilung in der Bildcbene als }<'r a \l n hof ersehe 
Be llgungscrseh ci n ung 

Die mathematische Behandlung der I ntensitätsverteilung in 
der achsensenkrechten Bildebene einer Kugelwelle geschieht oft in 
folgender, stark modifizierter Form: Es wird angenommen, eine 
\"on einem weit entfernten Punkte ausgehende Kugelwelle werde 

1) Bi r k, Das photographische Helligkeitsverhältnis der Sonne zu 
Fixsternen. Göttingen 1 ~)Og. 
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durch eine kreisförmige Blende zum Teil abgeblendet. Die Licht­
quelle liege von der Blendenebene so weit entfernt, daß hier die 
Kugelwelle bereits als ebene Welle aufgefaUt werden kann. Bei 
dem Durchgang des Lichtes durch die Blendenöffnung treten dann 
Beugungserscheinungen auf, deren Maxima und Minima in be­
stimmter Richtung von der Blendenmitte liegen. Vorausgesetzt, 
daß wir sie nur in Ebenen betrachten, die sehr weit von der Blende 
entfernt sind, können wir sie als Fr-aunhofersche Beugungs­
erscheinungen an einer kreisförmigen Öffnung behandeln, wie dies 
oben in § 14 geschehen ist. Es wird dann nachträglich angenommen, 

Abb.9. Int c n s it äts \' e r tci lu ng in d e r Br'e nn ebe n e a ls 
F raunh o fe r sc h e B e u g un gsersc h ei nun g 

nie eigentlich in der unendlich fern en Ebene entstehenden Interferenz­
IIlaxima und -minima werden durch die Linse in deren Brennebene au­
gebildet. Die R i e h t u ng (von der Blendenmitte aus gesehen) bleibt dabei 

ungeändcrt 

daß die von der Blende ausgehenden Lichtstrahlen auf eine Linse 
fallen, deren Durchmesser hinreichend groß ist, so daß durch sie 
keine neuen Beugungserscheinungen hervorgerufen werden. Die­
jenigen Lichtstrahlen, die ohne Zwischenschaltung der Linse sich 
in der unendlich fernen Ebene vereinigen und dort miteinander 
interferieren würden, verlaufen demnach zwischen Blende und Linse 
parallel und werden durch die Linse in der Brennebene vereinigt. 
Auf diese Weise wird also die eigentlich in der unendlich fernen 
Ebene auftretende Beugungsfigur in der Brennebene abgebildet. 
Der Winkel, unter dem die Interferenzmaxima und -minima der 
Brennebene von der Mitte des Objektivs aus gesehen erscheinen, 
bleibt dabei natürlich unverändert (A bb. 9), während ihre lineare 
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Entfernung vom Achsenschnittpunkt der betreffenden Ebene ab­
hängig ist von der Brennweite der Linse. Um das Problem der 
Intensitätsverteilung in der Brennebene demnach möglichst all­
gemein zu behandeln, wird man als unabhängige Variable den 
Winkel einführen. 

Diese Art der Behandlung ist indessen nur möglich, solange 
es "ich um die Lichtverteilung in der Bildebene handelt, und auch 
hier nur bei Beschränkung auf die nähere Umgebung des Bild­
punktes. Betrachten wir dagegen die Intensitätsverteilung in einer 
nicht durch den Brennpunkt gehenden achsensenkrechten Ebene, so 
treten, wie wir noch sehen werden, Fresnelsche Beugungs­
erscheinungen auf. 

Statt den leuchtendeIl Punkt so weit entfernt anzunehmen, daß 
in der Blendenebene die Welle praktisch als eben angesehen werden 
darf, können wir ihn auch in den Brennpunkt einer Kollimatorlinse 
anordnen. N ach dem Durchgang des Lichtes durch den Kollimator 
verlaufen dann die Lichtstrahlen parallel, d. h. die zugehörige 
Wellenfläche ist eben. Schalten wir nunmehr eine Blende ein und 
lassen dann das Licht durch eine dahintergestellte zweite Linse 
gehen, deren Durchmesser größer ist als derjenige der Blende, so 
haben wir in der Brennebene dieser zweiten Linse wieder die ohen 
beschriebene Art Fraunhoferscher Beugungserscheinungen. Be­
trachten wir nun beide Linsen als ein optisches Linsensystem, 
so ist in bezug auf dieses die Brennebene der zweiten Linse die 
zum Obiektpunkt konjugierte Bildebene. Die vorstehend skizzierte 
Art der Behandlung des Beugungsproblems ist demnach immer 
dann zulässig, wenn es sich darum handelt, die Intensitätsverteilung 
in der zur Obiektebene konjugierten achsensenkrechten Ebene zu 
betrachten. 

Vergleichen wir das für die Beugung an einer kreisförmigen 
Blende erhaltene Resultat (14; 2) 

( 2J (da) 2 

I p = const 1(2 a4_~ a ) (20: 1) 

mit dem vorstehend für die Intensitätsverteilung in der achsen­
senkrechten Brennpunkh;ebene einer Kugellwelle abgeleiteten (19; 3) 

1 a' (2 J (~\ 2 

(Ip)"p=O = ,1,2:71 2 r T) (20; 2) 
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und bpachten, daß nach (19; 2) 

2n a (! 

t) = T Q l' 7 = 2 n -i tg IX, (20; 3) 

wenn IX der Winkel gegen die x-Achse ist, unter dem der Aufpunkt 
vom Mit tel p unk t der K 0 n v e xli n s e erschEjint, während 
nach (14; 4) 

a 
6 a = 2 n T ~in IX (20: 4) 

war, so erkennt man, daß tatsächlich beide Arten der Behandlung 
zur gleichen relativen [ntensitätsverteilung fUhren, da sin (X, ~ tg IX. 

Aus (3) und (4) erkennen wir noch: da für 

t] = 6a = 3,83 ... 

.[1 den Wert Null annimmt, lp also verschwindet, ,,0 ergiht sich 

. O,U} A 
tg ao ~ sm IXo = -­

a 
(20: 0) 

(siehe § 1 H) aIR Winkelabstand, den zwei leuchtende Punkte be­
sitzen müssen, damit sie noch getrennt werden können. 

§ 21. Intensitätsverteilung in zur Bildebene parallelen Ebenen 

Handelt es sich um die Intensitätsverteilung in achsen­
senkrechten Ebenen, die nicht durch den Brennpunkt der Kugel­
welle gehen, so läßt sich - wie schon gesagt - die zweite Art 
der Behandlung, die das Problem als Fraunhofersche Beugungs­
erscheinung auffaßt, nicht mehr durchführen, und auch die erste 
(A iry sehe) Methode muß insofern Abänderung erfahren, als wir 
bei der Entwicklung von r im Exponenten der c-Funktion noch 
weitere Glieder, die quadratisch von 1} und ~ abhängen, zu berück­
sichtigen haben. Wir werden so auf Integralansdrücke geführt, 
die denjenigen der Fresnelschen Beugungst'r,;cheinungen ent­
sprechen. 

Wir wählen die gleichen Bezeichnungen wie oben in § 19, 
legen aber außerdem noch Polarkoordinaten ~', rp zugrunde, deren 
Mittelpunkt mit dem Brennpunkt der Kugelwelle und deren Achse 
mit der Aehse des Strahlenbündels zu~ammenfällt. ~'bezeichnet 

den Winkel gegen die - x-Achse, rp den \\linkel gegen die xy-Ebene, 
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die wie oben so gewählt sei, daß in ihr der AuIpunkt P liege, so 
daß also 

P = {Xl" VI' = Qp, ZI' = 0l· 
Es gilt dann wieder wie (19; 1) 

Up = Aif J Je-r:kl' d'Y}d~. 
Nun ist 

Hier können wir 

1) = Q cos g;; ~ = Q sin g;; Q = f sin {} 

P 

----------~~==~~~~~~~F~fQp 
Xp 

Abb. 10 

setzen. Ferner sei b der längs der Achse gemessene Abstand der­
jenigen achsensenkrechten Ebene, die den Aufpunkt P enthält, von 
der Wellenfläehe, so daß (Abb. 10) 

1 '/ x p -- ; = b - f (1 - cos {}') :::::.; b - - f sin2 {}' = b - -- . 
2 2f 

Dann ist 

, Q l' f - b 2 1/ 2 2 
r:::::.;b -I1Qcosg;+2b,!'Q, wob'= yb +Qp, (21; 1*) 

während wir im Nenner r = b' setzen dürfen. Wir erhalten so 



§ 21. Intensitätsverteilung in zur Bildebene parallelen Ebenen 63 

Führen wir die Integration nach fJJ aus, so erhalten WH' 

nach (A; 11) 
I) 

-' ::lnb' -ikb'J J ' im!)'2 'd ' 
U l' -- l J... fl;2 Q}, e , 0 (~ ) e ~ ~ , (21: 1) 

wenn wir vorübergehend setzen 

~,Q I' {} 11' 

"1/ '" = 'I' 

Ql' 
k/Ja = ~. 

Entwickeln wir hier ei m 1)' 2 in eme Reihe nach Potenzen von ~'2, 

so läßt sieh nach (A; 24) die Integration ausführen. Man erhält 
so nach einigen Umformungen, wenn man noch 

a2 Xl' a2 

~ = kxp 2b'( = 2n Y 2b'f' (21: 3) 

setzt, 

I n ~ e- i kb' z:; z:; (_ 1)V +" __ ~_~ ____ ,"_" . 2 l '" 2 ,. + 1 2" ,.2 ,- J. (11) 

Up=-Yb'( '-=0,"=1 (::lv+l-~)! ~" 
oe 2 ,- + 2 2" ~2 v J (11)] 

+i~ z:; z:; (-1)'+" - -'''-''. (21: +) 
,- = 0 ,Il = 1 (2 v + 2 -~)! ~" ,_ 

v. Lo mmel, der nach Entwickeln von ci m 1)' 2 in eine Potenzreihe da,; 
Integral in (1) durch wiederholte partielle Integration löst, gelangt 
nach verschiedenen Umformungen zu der Formel 

in a2 e- ikb' _ie- ikb ' 

up=-Yb'f'-~-(C+iSl= Xl' (C-l-iSl (21:5) 

mit 
c = cos ~ . [11 - sin ~ . [12' \ 

S = sin ~ . [11 + cos ~ . F9 . r 
(21;1) 

wonn noch [11 und U9 Funktionen von ~ und ~ sind und sich als 
Reiben Besselscher Funktionen erster Art darstellen lassen. Es ist 

(21; 7) 
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Aus diesen Formeln ergibt sich dann wieder die Intensitäts­
verteilung zu 

(21 j 8) 

Diese Formeln lassen sich allgemein kaum interpretieren. Wir 
gehen hier noch auf einige Spezialisierungen ein. Nehmen wir zu­
nächst an, daß b = f ist, so fällt unsere achsensenkrechte Ebene 
mit der Brennpunktsebene zusammen. Es wird dann 

und demnach 

1 -u 
~ 1 

so daß 

~ = 0; b = f; 11' = vr + (I}> 

1 -u 
~ 2 

0: sin ~=-= 0; cos ~ = 1, 

. 1( a2 :2 J 1 (~) 
(up), -z - - '­

:c p = 0 - A l' 1/ 1) 
(21 j 9) 

Wir erhalten also die bereits oben abgeleitete [ntensitätsverteiJung 

(21: 10) 

wo 10 die Intensitlit im Brennpunkt bedeutet. 
Setzen wir anderer~eits I) = 0, so erhalten wir die Jntcnsitäts­

verteilung längs der Achse der Kugelwelle , da ~ = 0 gleich­
bedeutend ist mit (11' = 0, NUll ist wegen (A: 1 [l) 

I ~ cos;1'. 

Dann wird nach eilli,gen Umfortnungell 

-ik(l/ - xl') (, ,( I 0"») 
c, .~.,' ~ ,1,'- I k ,I' /' _ (', - I I:x), I ~ 2 /ir ,I -> I .', I 1 ') Cltl'):'l'=I1=-~- \-

)' I' 
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wo b' - ;)';1' ~ f ist, und 

(" ~)2 SIn -
n 2 a4 2 n 9 a4 2 

(Ip)~p=o = Ä,2 b'2f2 f (1- cos~) = Ä,2 b'2{" \ ~ 

( 

~ \ 2 

_ f2 sin 2) 
I- --

-- 0 b'2 ~ 

2 

(21; 12) 

0) 4 '2~ = -T (1 -- cos~) = - sm -, 
Xl' x~ 2 

(21; 12*) 

Fragen wir endlich noch nach der Intensitätsverteilung längs der 
geometrisch-optischen Randstrahlen des Strahlenbündels, Diese 
sind dadurch gegeben, daß für sie 

also annähernd 

QP a 

Xl' Yf2 -- a2 

QP_~ 

xl' f 

Setzen WH 
a a 

demnach in ~ = k Qp -; für Qp den 'Wert Xl' -f 
' b 

ein, so wird 
a2 

~ = k x I' b' f = 2 ~ , 

Für die Randstrahlen ist also 

2~ 

~ 

Dadurch gehen [Tl und [T2 über in 

- J l (~) + J3 (~) - J 5 (~) + - ... = - -21 sin ~, 

,u =0 

= J 2 (~) - J4 (~) + - ... = ~ [Jo (~) - cos ~l, 
Pich t, Optische Abbildung 

(21; 13*) 

(21; 13**) 

5 
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so daß 

']t a2 e- i kb' ( - i 1 + i ~ ) 
(Up)I)=2~ = + );b'f-~- e 2 - e 2 Jo (~) 

= _1_ e-ik(b'-~)[e-2i1; - J (.!.)] (21', 13) 
2 Xp 0 2 ' 

']t2 a 4 1 
(Iph=2~ = Ä.2b'2f2~2 [1+J~(~)-2Jo(~)cos~J 

f2 1 1 = I o ~ 2 [l +Jl(~) - 2Jo(~)cos~J = 4----:i [ ... J. (21; 14) 
b ~ Xp 

Die Intensität in einem beliebigen Aufpunkte setzt sich also in 
allen Fällen aus drei Faktoren zusammen, erstens der Brennpunkts-

intensität I o = ~: ('7)', zweitens dem Quadrat des Verhältnisse,;: 

Brennweite _ .. ~~-~----
Abstand des Aufpunktes von der Linsenmitte 

und drittens einem "Interferenzfaktor" , der in komplizierter Weise 
von der Lage des Aufpunktes, der Üffnung des Strahlenbündels 
und der Wellenlänge des Lichtes abhängt 1). Interferenzfaktor 
haben wir ihn deswegen genannt, weil er im wesentlichen die In­
tensitätsmaxima und -minima bewirkt. Abb.5 (s. S.41, § 14) und 
Abb.11 und 12 geben den Verlauf des Interferenzfaktors für die 
drei betrachteten Fälle 2). Man erkennt, daß sowohl in der Brenn­
ebene als auch längs der Achse des Bündels vollkommen dunkle 
Stellen existieren, daß aber längs der Randstrahlen die Intensität 
nirgends ganz verschwindet, sondern nur zwischen Maximal- und 
}Iinimal werten hin und her schwankt. 

Die vorstehend durch Spezialisierung von (7) erhaltenen 
Formeln (9), (10), (11), (12), (13), (14) ergeben sieh natürlich 

. n 2 a4 
1) S tr e h I bezeichnet i. 2 r =-::. f2 10 als "Lichtvcnlichtungsfaktor" 

Um die Intensität in einem beliebigen Aufpunkte zu erhalten, hat man 
diesen Lichtverdichtungsfaktor dann zu multiplizieren mit einem von der 
Lage des Aufpunktes abhängenden Proportionalitätsfaktor, der gleich ist 
dem Produkt aus /)'2 = (f'-! :rp )2 + ('), und unserem Interferenzfaktor. 

2) Der Maßstab ist bei den drei Abbildungen ven;chieden. 
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genau so aus (4), wenn man dort die jeweiligen Spezialisierungen 
durchführt und z. ß. für (11), (12) beachtet, daß 

ist. 

Für die auf der Achse liegenden Stellen völliger Dunkelheit 
läßt sich noch leicht eine anschaulich deutbare Beziehung aufstellen. 
Näch (12) sind diese Stellen bestimmt durch die Gleichung 

~miu = 2Nn (N= 1,2,3, ... ).-

Abb.11. Relative Intensitäts­
verteilung in derBrennebene einer 

Kugelwelle 

[Gleichlleitig Darstellung der Funktion 

Nun ist nach (3) 

L-....L..~2--7J-~-'--5~-=6~~-ll 

Abb.12. Re l ati,"e Inten s itäts· 
v e rt e ilung l ängs der Rand· 

s tr a hl n e in e r Kug e lw e lle 

Xl' a2 

~ = 2 n T 2 b' f (= '2 N n). 

Betrachten wir andererseits den Abstand f o des Punktes 
Xp = b - f der Achse (Qp = 0) vom Mittelpunkt (Q = 0) der 
durch die Blendenberandung gehenden Ausgangswellenfläche, für 
den nach (1 *) gilt: 

5* 
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sowie den Abstand ra desselben Achsenpunktes von· den Rand­
punkten der betreffenden Wellenfläche (Q = a), der nach (1*) sich 
ergibt zu 

. _' f - b 2 _ ' a2 

la - b + 2 b' f a - b - Xp 2 b' f' 

so erkennt man, daß 

I' -r 
~ = 2n _o __ a(= 2Nn) (N= 1, 2, 3, ... ) (21; 15) 

,l. 

ist. Die Stellen voller Dunkelheit auf der Achse der Kugelwelle 
liegen also dort, wo der Gangunterschied (ro - r a) zwischen Mittel­
strahl und Randstrahl eine ganze Zahl von Wellenlängen beträgt, 
der Phasenunterschied dieser beiden Strahlen also ein ganzes Viel­
faches von 2 n ist. Eine Ausnahme hiervon bildet nur diejenige 
Stelle, für die 1'a - 1'0 = 0 ist; denn diese Beziehung ist für den 
Brennpunkt erfüllt, für den die Intensität ein Maximum ist. 

Ähnlich wie vorstehend durch (15) das Argument ~ mit dem 
Gangunterschied zwischen .Mittelstrahl und Randstrahl in Zusammen­
hang gebracht wurde, läßt sich auch das Argument tr durch einen 
solchen Gangunterschied ausdrücken. Es ist nämlich, wie man 
aus (1 *) und (2) sofort ersieht, 

2 n a n 
n - - np - - - (r - l' ) 
'J - ,l. ~ b' -,l. a,<p=n a,<p=o, (21; 16) 

also gleich dem in Wellenlängen gemessenen Gangunterschied der 
beiden Randstrahlen, die in der durch Achse und Aufpunkt gelegten 
Ebene liegen, multipliziert mit n. Für die in der achsensenkrechten 
Brennpunktsebene liegenden Aufpunkte ist dieser Gangunterschied 
der beiden Randstrahlen übrigens wegen b = f gleich dem doppelten 
Betrage des Gangunterschiedes eines der beiden Randstrahlen gegen 
den vom J\lIittelpunkt der Wellenfläche ausgehenden Strahl, so 
daß also 

2n 2n 
lJxI,=o = T. (1'0- ra,(p=o) = T (ra,(p=n-ro) 

n = ;: (ra, l(>= 7l - ra, l(> = 0)' (21; 17) 
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Nun sind die vollkommen dunklen Stellen der Brennpunktsebelle 
bestimmt durch 

~ = 1,221tj 2,231tj 3,241tj 4,24n; 5,24nj ... 

Völlige Dunkelheit ist also an den Stellen dcr achsensenkrechten 
Brennpunktsebene vorhanden, für die der Gangunterschied der 
beiden Randstrahlen (N + 0,2 ... ) 1t beträgt, wo N eine ganze 
Zahl > 1 ist. Dies erinuert daran, daß bei der Beugung an einem 
Spa.1t Dunkelheit an denjenigen Stellen P herrscht, für die der 
Gangunterschied der bei den Randstrahlen eine ganze Zahl von 
Wellenlängen beträgt, da dann in P das Licht der einen Spalthälfte 
von demjenigen der anderen Spalthälfte gerade aufgehoben wird. 
Durch die Mitwirkung der nicht in der Ebene q; = ° bzw. q; = 1t 

verlaufenden Strahlen werden die Dunkelheitsstellen etwas nach 
außen verschoben. 

Die Stellen maximaler Helligkeit der Brennpunktsebene waren 
durch 

~ = 1,631tj 2,681tj 3,701tj 4,71 1tj 5,72 nj ... 

gegeben. Der zugehörige Gangunterschied der Rand strahlen ist 
hier also ungefähr (N + 0,7 ... ) 1t mit N ganzzahlig > l. 

Aus den Definitionsgleichungen für UI und U2 ersieht man 
.) ;r 

leicht, daß die Summen für ~ < 1, also im Schattengebiet, be-
~ 

sonders schnell konvergieren, sich also für die Beugungserscheinungen 
im "Schatten" (z. B. in der Brennpunktsebene) besonders vorteilhaft 
erWClsen. Im geometrisch - optischen Lichtkegel aber, für den 

2;r > 1 ist, ist die Konvergcnz der Reihen bedeutend weniger 
~ 

gut. v. Lommel hat daher für dieses Gebiet noch andere, die 
sogenannten L 0 m me I sehen V-Funktionen benutz t, die definiert sind 
durch die Reihen 

(21 j 18) 
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Mit diesen Funktionen wird 

und 

c = - sin L - sin , .. V - cos , .. V 
4~ ~ 0 ~ l' 

~2 
S = - cos - + cos ~ . Vo - sin ~ . VI 

4~ 

_ :n;2 (U)4 ( f )2 1 J 2 2 • 4 ~2 + ~2 
Il' - J..:! 1 V ~2 11 + Vo + VI - 2 Vo eos 4, ~ 

_ 2 V sin 4 ~2 + ~21 (21' Hl) 
I 4 ~ f' , 

ein Ausdruck, den man gleichfalls wieder für die oben betrachteten 
Einzelfälle spezialisieren und dadurch vereinfachen könnte. Nach 
den angegebenen Formeln ist von Lommel die Intensitätsverteilung 
in einer großen Zahl von achsensenkrechten Ebenen, d. h. al80 für 
verschiedene konstante ~-Werte, berechnet und in Kurven graphisch 
dargestellt worden. Sie zu reproduzieren aber verlohnt sich nicht, 
da sie nur schwer einen allgemeinen Überblick gestatten. Wir 
geben statt dessen lieber eine von Berek veröffentlichte Zeichnung 
wieder I), die die Intensitätsverteilung in der Umgebung des Brenn­
punktes einer Kugel welle sehr gut veranschaulicht (Abb. 13). Ein­
gezeichnet sind hier die Kurven gleicher Helligkeit, die man wohl 
auch als "Isophoten" bezeichnet. Im übrigen sei auf die Unterschrift 
jener Abbildung hingewiesen. 

Aus dem für die Intensität angegebenen allgemeinen Aus­
druck (4) bzw. (5) läßt sich noch leicht bestimmen, für welche 
Werte yon ~, ~ die Intensität .Maxima und Minima besitzt. Hierzu 
haben wir (J) bzw. (5) nur zu differenzieren, und zwar nach ~, 

wenn wir r konstallt halten, also die Intensität einer achsensenk­
rechten Ebene betrachten, dagegen nach~, wenn wir ~ konstant 
halten, also nach den Maxima- und lHinimastellen auf einer achsen­
parallelen Geraden fragen. Doch wollen \vir hierauf nicht näher 
eingehen. 

1) ~1. Berek, Zeit"chr. f. Ph}"'. 40, 421, 1926. -- Der Druckötock 
wurde von dem Verlage Julius Springer, Berlin freundliehst zur Verfügung 
gestellt. 
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ßrenne/;ene 

Abb.13. Intensitätsverteilung in dq Umgebung des Brenn-
punktes einer Kugelwelle (Kurven gleicher Helligkeit) 

Die Schraffierung bzw. die Tönungen bedeuten: ganz dunkel (schwarz): 
<. 1; schraffiert: < 2,5; dann znnehmend: <. 5 ; <. 10; <. 25; <. 50; 
< 75 ; <. 100. Die J ntensität im Brennpunkt ist hierbei gleich 100 gesetzt 

§ 22. Energetische Betrachtungen fiir die Kugelwelle 

Fragen wir nach der gesamten Lichtmenge, die durch eine 
achsen senkrechte Ebene hindurcbgeht, so muß diese für alle achsell­
senkrechten Ebenen den gleichen Betrag haben und gleich sein der 
das Objektiv durchsetzenden Lichtmenge. Da die Intensität definiert 
ist als die durch ein Flächenelement der Größe 1 hindurchströmende 
Lichtmenge, so erhalten wir allgemein die Lichtmenge W durch 
Multiplikation der Intensität mit der Größe der durchströmten 
Fläche. Es wird demnach 

f}J> (lp 

W.'p I = 2 n: f I("~,, Xl') ,,'pd,,~ (22; 1) 
o 0 

die Lichtmenge, die die Ebene x p innerhalb des Kreises mit dem 
Radius" p und dem Achsenschnittpunkt als Mittelpunkt durchsetzt. 
Für die Brennebene war nach (21; 10) 

(22; 2) 
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so daß sich für die ganze, die Brennpunktsebene durchsetzende 
Lichtmenge 

= '27t (; Y J J12 ~(~) d ~ 
o 

ergibt. Analog ist 

Nun ist aber 
J2 (h) 1 d 
~ = - ~ d ~ (J02 (~) + J12 (~)}, 

so daß, da .Jo (0) = 1; J1 (0) = 0 ist, 
~)p 

WXI'=o I = 7t(;Y (1-Jo2(~)-N(y)} (22; 3) 

und 

(22; 4) 

o 

Wxp = 0 ist daher proportional 7t a2, also proportional dem Flächen­
inhalt der Blendenäffnung und unabhängig von der Wellenlänge ,1., 

wie dies zu erwarten war. 
\Vir sahen oben, daß der zentrale Lichtfleck, den man als 

Bild des leuchtenden Punktes anzusprechen hat, den Radius 
A b' 

Q]' = -- -.1,22 ... 7t besitzt. Setzen wir in (3) für ~ den 27t a 
Wert 1,227t ein, so erhalten wir 

1. Min. 

Wxp=o: = Wxp=o I· 0,83776, (22; 5) 
o 0 

so daß also der J~ichtfleck im günstigsten Falle (ideale Kugel­
welle) 83,776 % der gesamten Lichtmenge, die durch das Objektiv 
gegangen ist, enthält. 
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ep 
In Abb.14 geben wir noch eine Kurve wieder, die cJ)xp=o I als 

o 
Funktion von 9 angibt, aus der man also ersehen kann, wieviel 
Prozent der Gesamtenergie durch eine kreisförmige Fläche der 
Brennpunktsebene hindurchströmt, deren Mittelpunkt der Brenn-

punkt und deren Radius gleich l ~}.. ist 1). 
. :2 'lC (! 
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Abb.14. Antei l der Li ebtmenge (Ener 
die innerhalb eine Kreise 

gie), 
os I) 

bene 
vom Radi 

um den Bi ldpunkt durch die Bilde 

hindurch trömt, gemessen in % der Ge· 
samtenergIe (Kugelwelle ) 

§ 23. Intensitätsverteilung weit außerhalb der Brennpunktsebene 2) 

Bei den von Lommel abgeleiteten Formeln handelt es sich 
vor allem um die Bestimmung der Intensitätsverhältnisse in solchen 
achsensenkreehten Ebenen, rlie in der Nähe des Brennpunktes liegen. 
Von Schwarz schild wurden nun entsprechende Formeln aufge­
stellt, bei denen der Abstand zwischen Brennpunkts- und Aufpunkts­
ebene als groß vorausgesetzt war. (Diese Formeln versagen indessen 
in der nächsten Umgebung der Achse.) Es zeigt sich, daß sich der 
Verlauf der Lichtintensität längs jedes Radius des kreisförmigen 
Beugungsbildes darstellen läßt als Übereinanderlagerung zweier 
Wellen, welche angenähert die Form von Sinuskurven, aber ver­
schiedene Wellenlänge und Amplitude haben, über diejenige konstante 
mittlere Intensität, welche bei geradliniger Fortpflanzung des Lichtes 
auftreten würde. 

1) Entnommen aus : Handb. d. Phys. 21, 941, Artikel F. Jentzseh. 
2) K. Sc h w a rzs c hi ld, Sitz.·Ber. d. K. Akad. d. Wiss., math.-phys. Kl. , 

1898, S. 271. 
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Wir sehen davon ab, die Schwarzschildschen Formeln hier 
ausfüh rlich zu entwickeln, beschränken uns vielmehr darauf, hier 
kurz das Ergebnis zu skizzieren, zumal die erwähnte Überlagerung 
zweier W ellen über die konstante mittlere Intensität wohl nur 
formale, rechnerische und keine physikalische Bedeutung besitzt. 

Am Rande des geometrischen Bildes beträgt die Intensität i 
der Durchschnittsintensität 1. Sie sinkt dann nach außen, in den 

Jl Ji 1\ 11 ,fI Illn ,n 8 
0 

IV ~ V ~ IVV I V V 

- ! 
0 I' f\ /\ '\ I A 1/ \ 

\/ V \ \ I1 \ 
v ...... V 

1. c 1\ -
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\ 1. 

1. 
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Abb.15. lnten si tätsverteilung e iner Kugelwelle weit 
außerhalb de r Br e nnpunktsebene und ihre Zusammen­
setzung aus drei Anteilen (A, B, C) nach Schwarzschild 

geometrischen Schatten hinein, beständig und schnell ab. Nach 
innen hingegen, also vom Rande des geometrisch-optischen Bildes 
zu dessen Mitte hin , wächst sie zunächst stark an, sinkt dann 
wieder auf etwa den halben Betrag herab, um hierauf eine größere 
Zahl weiterer Schwankungen auszuführen. Die ganze Beugungs­
figur besteht demnach aus vielen konzentrischen hellen und dunklen 
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Ringen, umgeben von einem hellen, durch einen relativ dunklen 
Zwischenraum abgetrennten Ring, der übrigens noch ganz innerhalb 
der geometrischen Abgrenzung liegt. 

Der Winkel, unter dem die einzelnen Ringe vom Objektiv aus 
erscheinen, ihre scheinbare Breite, ist für die Ringe des mittleren 
Gebietes der Beugungsfigur unabhängig von der Verschiebung aus 
dem Brennpunkt. Die Ringe am Rande dagegen nehmen an schein­
barer Breite und demnach an Deutlichkeit zu, je mehr man sich 
aus der Brennebene entfernt. 

Sch warzschild hat die erhaltenen Formeln auf den Fall 
einer Verschiebung von 3 mm aus dem Fokus eines Fernrohres von 
SO cm Üffnung und 3 m Brennweite angewandt (Abb. 15). Die 
Kurven A und B zeigen die beiden oben erwähnten Wellen, von 
denen die eine (A) von innen nach außen zuerst abnimmt, dann 
zunimmt, die andere (B) dagegen dauernd abnimmt. Sie über­
lagern sich der Kurve C, die etwa der mittleren Intensität 1 ent­
spricht, und ergeben so die in der betreffenden Ebene vorhandene 
Intensität 1. Da die Schwarzschildsehen Formeln für die ~Iitte 
des Beugungsbildes nicht gelten, so wurden hierfür (durch Sch warz­
schild) die Werte nach der von Lommel angegebenen Formel 
berechnet. Die durch R bezeichnete Ordinate gibt die Lage der 
geometrisch-optischen Begreuzung. 

§ 24. Strenge Behandlung der Kugelwellen nach Debye 1) 

In einer von den angegebenen Behandlungsweisen abweichenden 
Art wurden die Lichtverhältnisse in der Nähe des Brennpunktes 
einer Kugelwelle von Debye untersucht. Er benutzt das Huy­
genssche Prinzip in der strengen Kirchhoffschen Formulieruug. 
Hiernach herechnet sich bekanntlich die Lichtbewegung np im Auf-

punkte P aus den Werten, die u und die Ableitung ~-: auf einer 

Aufpunkt und Lichtquelle trennenden Fläche annehmen, wo n wie 
oben die zum Aufpunkte hin gerichtete Normale dieser Trennungs­
fläche ist. Für räumliche Wellen gilt nach (12; S) die Formel 

_ 1 J' l- 0 (e- i kr) e- i kr 0 U] 
Up - --- u- --- - -- -- d6. 

4n an r, r 0 n 
(:24: 1) 

(J 

1) P. Debye, Ann. d. Phys. (4) 30, 755, 1909. 
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Hierin ist r die Entfernung des Aufpunktes vom Flächenelement 
der Trennungsfläche. Verlegen wir mit Debye den das Licht­
bündel begrenzenden Schirm in negativ unendliche Entfernung, so 

lassen sich dort die Werte von u und ~: hinreichend genau an­

geben. Wir denken uns diesen Schirm von außen mit einer zum 
Nullpunkt des Koordinatensystems (den wir mit dem Brennpunkt 
unserer KugelweHe zusammenfallen lassen) hin konvergierenden 
Kugelwelle beleuchtet. Die Integration wird dann über den der 
Blendenöffnung entsprechenden Teil der unendlich fernenWellenfläche 

ausgeführt. Die Werte von u und ~: sind hier (für R = - 00) 

e- ikR 
u='IjJ-­

R 

und bis auf Glieder der Ordnung R-2 

OU ou . e- ikR 

Olt = + oR = -~k'IjJ~, 

(24; 2) 

wo 'IjJ eine von der Richtung der Lichtstrahlen abhängende "Am­
plitudenfunktion" (ein "Belegungsfaktor") ist, deren Quadrat die 
Lichtverteilung (Intensitätsbelegung) auf der unendlich fernen 
Wellenfläche angibt. Ferner ist 

------~----------~--------~ 

r = Y(xp - ;)2 + (yp - r;)2 + (zp - ~)2, (24: 3) 

wo ;, r;, ~ die Koordinaten von du und Xp, YP, Z p diejenigen des 
Aufpunktes bedeuten. In gleicher Näherung wie vorstehend wird 
dann 

r = - R + (XpcoSOG + ypcosß + zpcosy), 

wenn (x, ß, y die Richtungswinkel der vom Flächenelement du der 
unendlich fernen Wellenfläche zum Nullpunkt - dem Brennpunkt 
des Bündels - hin gezogenen Verbindungslinien, d. h. der "Licht­
strahlen'· sind. Demnach wird, bis auf Glieder höherer Ordnung: 

, :" ;,.('_ :::: c-,~ (~:~'~ :_~, :,,;'0' '" '" ,) 1 und 

(~+; -1) 

(JikR 
_ i k -~ - f--- i k Cr /)('O'" a -r ,IIp co?, 13 -+- z/J('OS Y). 

R 
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Es ist noch d 6 = R 2 d a, wenn a der räumliche Üffnungswinkel 
des Bündels ist. 

Setzen wir diese Werte in (1) ein, so erhalten wir 

ltl' = - i/c \' 1jJe-ik(Xl'cooU+ypco8(1+ZPCooY)da, (24; 5) 
2:n; • 

da = ,;in ß sin Y d ß d = d (co~ ß) d (c()~1') 
cos a 'Y cos IX 

(s. § 44). 

Dieses Integral genügt streng der Schwingungsgleichung 

und kann aufgefaßt werden als Überlagerung ebener Wellen, deren 
Fortpflanzungsrichtungen durch IX, ß, 'Y gegeben sind. Es stellt 
eine nach positiven Werten von x fortschreitende Kugelwelle dar, 
deren Brennpunkt der Koordinatenursprungspunkt ist. In Polar­
koordinaten r, -3', f/J, wobei 

cos IX = (lOS -3'; cos ß = sin -3' cos f/J; cos'Y = sin -3' sin f/J, 

lautet diese Formel: 

82'" 

'/tl' = - ~: f J 1jJ (-3', f/J) 
o 0 

e- i k r l' [COO (t pCoo (t -i- sin (t p ,in {t COB ('1'1'- <p)] sin -3' d -3' d f/J (24; 6) 

oder, wenn 1jJ von f/J unabhängig, nach (A; 1 ü) 

8 

U P = - i k J 1jJ (-3') J o (k fl p sin -3') e- i k x pOOB {t sin {} d-3', 

o 

wo 
x p = r p cos {} p 

flp = rp sin frl'. 

1 (24; 7) 

§ 25. Intensitätsverteilung längs der Achse einer Kugelwelle 

Ist 1jJ auch von fr unabhängig, also 1jJ = const = 1, so er­
gibt sich ganz allgemein für Punkte auf der Achse (flp = 0; 
-3' [' = 0 bzw. :n;) 
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vor dem Brennpunkt (B' l' = n) 

ltp = - ~(e-ikXpcose _ e-ikxp) 
Xl' 

+ ~ (eik1'pcose _ eik1'p), 
rp 

eik1'p "0 
- a ---e' t 

rp 

[a = 2 sin (~- krp(1- COS®); 

hinter dem Brennpunkt (3' p = 0) 

1"k "k up = --(e-' 1'pcos"'_e-' 1'1'), 
rp 

e- ik 1'p -a __ eiJ2 

t·p 

[ rJ = -~ + ~krl,(1- cos®) = 1E - rJ 1 9 2 2 1 , 

(25; 1) 

wo jetzt (im Gegensatz zu R) rp nach heiden Richtungen vom 
Brennpunkt aus positiv gezählt ist [siehe auch (21; 11). Es ist 

® ~ 7-, cos ® ~ 1 - ~ (; yp. Durch Multiplikation von (1) 

mit dem konjugiert komplexen Wert erhalten wir für die Intensität 
wie in (21; 12*) 

') 

(Ip)~l'= () = -;- {1 -- cos [hp (1 - cos ®)]} 
xl' 

=: -sm kXI'Slll -. (2;-;; 2) 

Für ;); J' = 0 geht dies über in 

4 '2{ '2®} 
xj, . 2 

(25; 3) 

I) (21; 11) uuterscheidet sich von (25; 1) im Vorzeichen und um 
eiuen angenähert konstanten Phasenfaktor, da ja e - ik (l!' - x]') ~ e - i kf 

war. Der Vorzeichenunterschied rührt natürlich davon her, daß wir als 'It 

e-. '."ck.'._R ___ e-. ik1' (mI't R ~ - 00) auf der Blendenöffnung h i er: 1( = --
Er r~+oo 

und in S 21 (hzw. § 19): 

daher nnwesentlich, 

/(= 
,~ikR 

(mit Tf = l'> 0) ansetzten, nnd ist 
R 
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Wir sehen also auch hier wieder, daß die Intensität umgekehrt 
proportional dem Quadrat der Wellenlänge und wegen 

(8) 
J 6 sin4 _ ::::::: (8)4 

2 

proportional der vierten Potenz der Öffnung ist. 
Die Abhängigkeit der Intensität von der Wellenlänge ist so 

zu verstehen: Messen wir alle Längen (Entfernungen) in Wellen­
längen, so ergibt sich für jede Lichtart, für Licht jeder beliebigen 
Wellenlänge die völlig gleiche Kurvenform der Intensitätsver­
teilung, doch sind die Intensitätswerte bei dem Übergang von 

einer Wellenlänge Al zur Wellenlänge Aj zu multiplizieren mit A~. 
A2 

Die Kurve, die A2 I als Funktion der in Wellenlängen gemessenen 
Entfernung des Aufpunktes von der Brennpunktsebene einerseits, 
von der Achse des Bündels andererseits angibt, ist daher voll­
kommen unabhängig von der betrachteten Lichtart. 

§ 26. Weitere Diskussion der D e b y eschen Formel 

Für Punkte, die außerhalb der Achse dBs Bündels sehr weit 
vor oder hinter der Brennpunktsebene liegen, für die also kr l' > 1 

Abb. 16. Zusammenhang der Variablen 0, X mit {}, !p, {} p' qJ p 

ist, läßt sich folgende näherungsweise gültige Überlegung anstellen: 
Wir denken uns den Aufpunkt mit dem Brennpunkt verbunden und 
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führen um diese Verbindungsgerade, diesen "Lichtstrahl" {} p, !pp, 

neue Polarkoordinaten ~, X so ein, daß ~ die Poldistanz (analog 
zu (}) und X das Azimut, gerechnet von der durch die Achse des 
Bündels und den Aufpunkt gelegten Ebene, mißt. Dann ist (Abb. 16) 

cos ~ = + [cos {}p cos{} + sin{}p sin {} cos (!PP - !P)]'J 
cos .ß' '- cos .ß' p cos i5 (26; 1) 

cos Y = sin .ß' p sin i5 '-, 

wo das obere Vorzeichen für Aufpunkte hinter dem Brennpunkt, 
das untere Zeichen für Aufpunkte vor dem Brennpunkt gilt. Dann 
geht (24; 6) über in 

I~p = _!:!!...j·r e+ikrpcoBosin~d~dx, (26; 2) 
2n J 

WIe man auch anschaulich sofort erkennt. Zu beachten ist jetzt 
aber, daß die Integration über ~ nicht mehr in fes t enGrenzen 
auszuführen ist, sondern in Grenzen, die von der Lage des Auf­
punktes abhängen, und daß die Integration über X in Grenzen aus­
zuführen ist, die von den jeweiligen Grenzen von ~ abhängen. 

Liegt der Punkt P zunächst im Innern des Strahlenkegels 
hinter 
-- dem Brennpunkte, so zerlegen wir das Integrationsgebiet in 
vor 

zwei Anteile, in die Gebiete (1) und (2), wie es Abb. 16 zeigt. 
Dann ist 

und 
fJ-eJI' 2'" 

uW - ~! f .1' e+ i k r p cos ,} sin i5 d ~ d X 

o 0 

= + ~ [e+ikrp - e+ikrpCOB (fJ--:J p )]. 
rp 

(26; 3) 

1(26; 4) 

Bei der [ntegration über das Gebiet (2) beachten wir, daß X 
m den Grenzen - Xo bis + Xo zu integrieren ist, wo nach (I) 

cos e - cos{}pcosiS 
cos Xo sin {} p sin i5 

ist. Es wird dann 
fJ+,') l' 

_ i k r e+ i k r l' cos ,) X~O) sin iS d ~. 
n; J 

fJ-:J 1, 

(26; 5) 
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Dies läßt sich durch wiederholte partielle Integration nach fallenden 
Potenzen von k1' entwickeln. Das erste Glied der so erhaltenen 
Reihe lautet dann 

(0) 1 . .,(j+{ll' 
Hp ~ + -- [Xoe+'krl'COSU] .' (26; 6) 

n:rp (j-{ll' 

und da Xo für ® ± {T l' die Werte ° bzw. n: annimmt, so erhalten wir 

11~) ~ +~e+ikrpC08«(j-{l1') (26; 7) 
-rp 

und (Iemnach 

(26; 8) 

wo das obere Vorzeichen für Aufpunkte ~inter dem Brennpunkte, 
das untere für Aufpunkte vor dem Brennpunkte gilt. 

Liegt der Aufpunkt indessen im Gebiet des geometrisch-opti­
schen Schattens, so fällt die Integration über das Gebiet (1) ganz 

fort, da dieses völlig verschwindet, so daß u~) = ° ist. Da an­
dererseits jetzt Xo für ® + {T p und auch für ® - {T p den Wert 

Null annimmt, so wird auch ?t~) = 0, so daß also im geometrisch­
optischen Schatten 

Up = ° für ® < {Tl' < n:-®. (26; 9) 

Wir :,;ehen also, daß unsere Lösung (24; 5) auch der für rl' = - R 
geforderten Grenzbedingung 

° für ; < {T]' < n: - ® (Schatten), 1 
1 (26; 

- ~e+ikrI' = _e- ikR für n:-®<{Tp<n: 
1']' R 

/(], = 
10) 

/(1'= 

genügt, abgesehen von einer sehr engen Umgebung der optischen 
Aehse, für die abweichend von (102) nach (25; 11) 

Ul' = - ~ [eikr}, - eikrp cos 61J = ~ [e- ik R -- e-ikRcos6l] (26; 11) 
1'}' R 

ist. 

§ 27. Der "Phasensprung" in der Umgebung des Brennpunktes 

Vergleichen wir die beiden Ausdrücke flir /1 l' flir einen weit 
vor dem Brennpunkt liegenden A nfpunkt 

Pi c h t. OptiscJH' Al)1Jildnll~ 

1 + ikrJ> MI' = --c 

6 
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und für einen weit hinter ihm liegenden 

Up = + ~e-ikrl' = _ ~e+ik(rl'-2rp)ei71, 
rp rp 

so erkennen wir, daß außer dem durch den geometrisch-optischen 
Abstand 2 r l' der beiden Aufpunkte bedingten Phasenunterschied 

Jn 
2 
n 

+!I 
2 

ö 

O~--~~~-T--~----------­

II 
2" 

________ _ _ _____ _____ L __ _ 

t 
8rennpvn/rt 

Abb.17. Anomale Änderung der Phase beim Durchgang 
durch einen Brennpunkt. Die Phase ändert sich um rr 

~-+---T;~........J.-N'elte Ac/lse 

Abb.18. Zur Phasenänderung längs der Achse einer kreis­
fö rillig be gr enz t e n Ku ge l weil e. Nach (25; 1) ist der anomale 
Phasenunterschied in zwei Aufpunkten, von denen der eine ebenso'weit 
vor dem Brennpunkt liegt wie der andere hinter ihm, gleich 02 - 01 
"'- krl' (1 - cos (>.I), also von r p liuear abhängig. 02 - 01 schwankt 

zwischeu 0 uud 27t hiu und her 

noch ein weiterer sogenannter "Phasensprung" vom Betrage n hin­
zukommt. Dieser Phasensprung erfolgt natürlich nicht plötzlich, 
sondern die Phase des Lichtes verändert sieh beim Durchgang durch 
den Brennpunkt so, daß sie bereits vor dem Brennpunkt um den 
geometrisch - optischen Wert in immer größeren Schwankungen 
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herumpendelt, im Brennpunkt selbst vom geometrisch-optischen 

Wert sich um ; unterscheidet und hinter dem Brennpunkt in all­

mählich abnehmenden Schwankungen um einen Wert herumpendelt, 
der Rich um 7t von dem geometrisch-optischen Wert unterscheidet. 
Dies veranschaulicht sehr deutlich Abb. 17, die einer Arbeit von 
Reiche 1) entnommen ist. 

Ein solcher Phasensprung vom Betrage 7t besteht dagegen für 
die Achsenpunkte nicht. Für diese besteht vielmehr eine gänzlich 
anders geartete Phasenanomalie, die dauernd zwischen den Werten 
o und 27t hin und her schwankt 2) (Abb.18). 

§ 28. Intensitätsverteilung in der Brennpunktsebene 

Wir spezialisieren jetzt (24; 7) für Punkte in der Brennpunkts­
ebene, also für Xp = O. Dann wird 

tj 

Up = -ik J'f/! (lt)Jo (k(>psin-B') sin-B'd-B', 

o 
tj 

- i k r 'f/! (-B') J o (k (>p sin -B') sin -B'~ d (sin -B'). J cos -B' 

(28; 1) 

Nehmen wir jetzt an, daß 'f/! (-B') = cos -B', daß also die Intensität 
des Strahlenbündels von der :NIitte zum Rande zu abnimmt, wie 
cos2 -B' 3), so geht (l), wenn wir noch 

k(>psin-B' = ~' und k(>psin@ = ~ 

setzen, ü bel' in 
1) 

i k. r . I • 

Up = - ~2sm2@ J Jo(~)~ d~ _ iksin2 @ J1 (~) 
~ , 

1) F. Reiche, Ann. d. Phys. (4) 29, 65 u. 401, 1909. 
2) Siehe J. Pi c h t, Zeitschr. f. Phys. 65, 14, 1930. 

(28; 2) 

(28; 3) 

3) Dies kann entweder dadurch bedingt sein, daß das Strahlenbündel 
beim Durchgang durch das optische System im Innern der verschiedenen 
Medien eine von der Mitte zum Rande zunehmende Absorption oder an den 

6* 
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(2) ist, vom Vorzeichen und Phasenfaktor abgesehen (vgl. Anm. 1, 
S. 78) identisch mit (19; 2) und entsprechend ist (3) identisch 
mit (19; 3). Nach § 22 folgt dann für den Energiefluß l])",p=o 

I!p l) 

l])xp = 0 1= 211: sin2 @ f J: ~~') d~' = 11: sin2 @( 1- J(t(~) - Ji'(~)l, 
• lJ 

o 0 

l])",p=o 1= 11:sin2 @ 
, 
o 

identisch mit (22; 3) bzw. (22; 4). 

Setzen wir indessen 'IjI als von -It unabhängig voraus, also 
'IjI = 1, und beachten wir, daß 

co~ -It (1 - sin2 -It)- i = :? (- l)v(~~) sin 21'-It 

00 (_~) sin2 1'@ 
~ (- 1)1' V 2~;-_ lJ' 2 I' 

oder wegen (A; 6) 

1 00 v!! sin21'@ 
~ 1'21' 
~ *11 -h2;-) () v .. '} 

(28; 4) 
co;; -It 

ist, so erhalten WH 

und dies ist nach (A; :24) 

ik . 2 oe {VI! Sin21 @,1'(V)'J''+1(t)\ 
'/ll'=--SlIl @ ~ - -,-- ,\)21'Tl,~, (-2}U/t! --'---i' 

\)2 1'=() v*'! \)21 "'=0 /t \)," 

~ Ha ist 

V~, ,.2" /t' (:) = 2V1V! 2" /t!~! (VV~- '~)' 
1 1 

- :2)-"(~-~)' - (v-/t)*'!' 

tinzelnen Trcnnungsflä('hcn eine ,um Rande hin ;mnehmende Reflexion "1'­
litten hat, oder endlich dadurch, daß bereits das Ohjekt eine ri('htun,~s­

abhängige Strahlung (s. § 38) bnsit1,t. 
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so daß 

~ ~(1)" v!! . ?1'I;;.J"+I(~) = - i 7c sin2 ® ~ ~ - , Slll- o!'J -------. 
"=0,"=0 (v -- [t)* '! ~"+ 1 ' 

(28; 5) 

(Ip)xp=o 

4 2 {OO" " J ( ) \2 = ~sin4® :2 :2(-1)" v.. sin2 ,,® ,"+1 ~fl. 
.P =0,"=0 (v-[t)*!! ~,U+l 

(28; fl) 

Man erkennt, daß (2) das erste Glied von (5) darstellt. Bei genügend 
kleiner Üffnung stimmen daher (5) und (2) überein. 

§ 29. Intensität in beliebigen Aufpunkten 

Den allgemeinen Fall, daß weder x p = 0 noch Q p = 0 ist, wollen wir 
nur nnter der Voraussetzung behandeln, daß 1/1 ({)o) = cos {)o ist. 
Dann wirrl mit 7c Q p sin {)o = ~' und k QP sin ® = ~ 

IJ 

Up = - i:~Sin2®e-ikxP J Jo(y')eikxp(I-C08'~)~'d~', 
o 

(29; 1) 

wo WIr noch 1 - cos {)o als Funktion von ~' zu betrachten haben. 
Es ist 

1 ~ 1 

1 - cos {)o = 1 - (1 - sin 2 {)o) SI = - ~ (- 1 Y ( :) sin 21 {)o 

oder wegen (A; 5) 

= (!/-l)!' sin2v ® = ) 
1 - cos {)o = 2: * 11 - 2-,,_1)'2 1' = :2 In, ~'2" 

1 v.. ~ 1 

1 sin2 ® I sin4 ® 1 sin6 ® 
- 1)'2 t- ,,'4 +' '6 + ~ 2 -7 - 81)4" 1fllf~ .... 

(28: 2) 

Wir beschränken uns auf die ersteu Glieder der Entwicklung, nehmen 
also ® als nicht zu groß an. Dann wird mit ~ k x p sin2 ® = ~ 

ei kx p (1- Cos,'t) 

= 1- ~ k2 x~ (1- COS{)o)2 + -.... + i[kx p (1- cos{)o)- + .. 'll 
= 1 _ L ,,'4 . . . i [~'2 ~ ~ sin2 ® '4 1 (29; 3) 

2 ,,4 'I + ,,2 I) -j- 4 4 IJ '" , 
'I " ~ _ 
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wo wir noch, wenn wir im Ausdruck für die Intensität bereits 
die Glieder der Ordnung sin10 @ vernachlässigen wollen, also nur 
bis einschließlich sin9 @ gehen, das zweite Glied der eckigen Klammer 
zu vernachlässigen haben. Dann wird· 

und dies ergibt nach (A; 25) und einigen Umformungen 

Up = - ik sin2 ®e-ikxp {r~ (~) -12(J1 .(~) - 4 J2 (9) + 8 Ja (9) )]1 '"""' 
. ~ 2 ~ ~2 93 -.j< 

+i~[Jl(~)_2J2(9)]} ~ 
9 1)2 

und demnach 

Für ~ = 0 geht dies über in (28; 3), d. h. in die Formel, die die 
Illtensitätsverteilung in der Brennpunktsebene liefert. Für y = 0 
ergibt sich aus (5) 

I - (I ) _:n;2 • 4 H {I 1 :n;2 2.' 4 JHI \ 
(1')1/=0 - 1'ep=O- }..2 sm ® -12 ),,2 Xp sm 1:'1)' 

pntsprechend den ersten lHiedern der Entwicklung von (25: 2). 
Für Aufpunkte auf den Randstrahlen ist annähernd (s. 21: 13) 

1) = 2~, so daß für diese (5) übergeht in 

(28; 6) 

ein Ausdruck, der von (21; 1 +) abweicht, was natürlich ist, da wir 
hier nur eine Annäherung bpnutzt haben. die voraussetzt, daLl 

).'3 <~, also etwa ~ < 0,25 ist, während (21: 1+) den exakt.Pll 

~\nsdruck liefert. Aus (:21; 13**) erkennt man Rofort, daß der hier 
erhaltene Ausdruck (6) die erstpn Cliedrr V()]l (21; 13**) enthält. 
Die spätereIl Glieder aber Wel'dpll für 1] =: 2 r < 0,5 sehr klein, 
so daß sie vernachlässigt werden könnpll. 
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Eine andere von (4) bzw. (5) abweichende Lösung erhalten 
wir, wenn wir in (1) nicht die Exponentialfunktion, sondern die 
Besselsche Funktion nach (A; 13) entwickeln, so daß, wenn wir 
im Exponenten von e alle höheren Glieder vernachlässigen, 

I) 

i k 00 1 f i 1.1)'2 
111' = -~ sin2®e--ikxp~(-1)V ---- e 1)2 ~'21'+ld~' 

\)2 0 22V (vl)2 
o 

! 
l'k' 00 1 ~21'+2f 

=- - 2 ti)2sin2®e-ikXP~(-1)'22V(v!)2 ~V+l eiXX"dX' 

o 

Das hier auftretende Integral können wir nach (A; 39) auswerten 
und erhalten 

Up = 
i k 00 1 (~)21' A A 

-"2sin2®e-ikxp ~(-l)V,v! ~ {[Cv+l(~)cos~+Sv+l(~)sin~l 

- i [01'+ 1 (~) sin ~ - Sv+ 1 (~) cos ~Jl (29; 7) 

1 ~ J . (~)2 ( . 1 -- cos ~ }2j = 4<,Jsm~ -- 2" sm~ - ~ ) ... 
(29; 9) 

r (~)2 ( Sin~) 12"-+ t1 - cos ~ + 2" eos ~ - -~ ... f ; 

Die Formeln (7) bzw. (8) sind besonders schnell konvergent in 
der Umgebung der Achse des Strahlenbündels,' während (4) bzw. (5) 
besonders in der Brennpunktsebene 'und deren Umgebung brauchbar 
sind. 

Setzen wir in (9) ~ = 0, so erhalten wir 

(Ip)q=o = 22 (l-cos~) = ~ sin2 (41 kxp sin2 ®) 
xp xl' 

entsprechend (25; 2) und (21; 12*). 



Fünftes Kapitel 

Zylinderwellen 
§ 30. Integraldarstellung fiir die Zylinderwelle 1) 

Der idealen Kugelwelle des dreidimensionalen Gebietes ent­
spricht im zweidimensionalen der Fall, daß die ;, Kurve" gleicher 
Phase, die Wellenlinie, ein Kreisbogen ist, daß es sich also um 
W ellen handelt, die in der Ebene fortschreiten und zu einem Punkt 
der Ebene hin konvergieren oder von ihm auslaufen (divergieren). 
Dreidimensional betrachtet, haben wir es hier mit Zylinderwellen 
zu tun. Auch dieses Problem hat verschiedene Bearbeitung ge­
funden. Wir schließen uns an diejenige von D e b y e an und 
denken dementsprechend wieder die begrenzende Blende ins negativ 
Unendliche (R = - 00) verlegt. Sie werde von außen mit einer 
zum Nullpunkt des Koordinatensystems hin konvergierenden 
Zylinderwelle beleuchtet, die in hinreichender Genauigkeit dar­
gestellt werden kann durch 2) 

u = ljJZo(kR) 1/2k = ljJ 1/2k \' e-ikRfiof"da~ ~_e-i(kR+':;-) 
Y1C r1C. VR 

o (30; 1) 
und - bis auf Größen höherer Ordnung -

du du . W -i(kR+'::) -. - = --- = - tk --= e 4 , 

dll dB VR (30; 2) 

wo Zo bis auf den Faktor -2i/1C die HankeIsche Funktion 
nullter Ordnung ist (siehe § 12). 

Die aus dem Greenschen Satze folgende 
Formel (24; 1) des räumlichen Ji'alles entspricht, 
zweidimensionalen Fall nach C 12; 4) 

Formel, die der 
lautet ja für den 

1 \'( d r , . dU) 
/(1' = -. - 11 ~ ZoCl;r) - ZoCkr) ~ d~. 

21C, ' ull ull 
(i30; 3) 

1) P. Debye, Ann. d. Phys. (4) 30. 755, 1909. 
2) Abweichend von der sonst üblichen Gepflogenheit haben wir hier 

einen zu j,-- 1/2 proportionalen Faktor hinzngefiigt, da wir die Intensität der 
einfallenden Welle als "on }, unabhängig yorausset/.en. 
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Nun ist in gleicher Näherung wie oben 

f = - R + (Xl' cos -3' + YP sin -3'), 

wenn {}' den Winkel der Lichtstrahlen gegen die x-Achse, der 
Achse des Strahlenbündels, bezeichnet. Es wird dann 

1- ( 71:) - i kr -
Zo (k r) = Y ~ e + 4 , 

".c.kr 

/-.( ") . }/. 1C 1 kR- T -ik(x1'c,>;.9+Jl1'sin.9) "'='-1, --e e 
2kR 

und (30; 4) 

In der gleichen Art wie oben ergibt sich so, da noch ds = Rd-3' 
ist, für die Zylinderwelle die Darstellung 

+& 

U l' = - i 1 / 2 k f 1jJ (-3') e - i k (x l' COB Ei· + 11 p sin {}) d-3' 
2 r 1C 

-8 

+8 

= - ~ V~ f 1jJ(-3')e-ikr1'Cos(;}-Ei1')d-3' 1), (30; 5) 

-8 

die streng der Schwingungsgleichung genügt und gleichfalls als 
Überlagerung ebener Wellen mit verschiedener Fortpflanzungs­
richtung aufgefaßt werden kann. 

§ 31. IntensitätS\'erteilung längs der Achse der ZyJinderwelle 

2 
Bei Beschränkung auf solche Werte von kr p = _1C 1'1', für die 

A 
(H)4 12 12 

krp 24 <: 1C, d. h. fp <: (H)4 A,oder etwa rl'S ~4 A ist, d. h. in 

der Nähe der Brennlinie der räumlichen Zylinderwelle können wir 
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1 
cos .{)- = 1 -"2.{)-2 setzen und erhalten so für Punkte auf der 

Achse des Bündels, wenn 1jJ (.{)-) = 1 ist, und wenn 

Y~lxpl.{)o = v und V~lxpl @ = s (31 ; 1) 

gesetzt wird, 
8 

- -= - e XI> e 2 
2 i @ _ i k f '" i '!. v2 d v 
Vit s 

o 
2i @ '. 
t/_-e-·kxP{C(s) + iS(s»), (31; 2) 
fit s 

wo das obere Vorzeichen für Punkte vor d er Brennlinie (x p < 0), 
das untere Vorzeichen für Punkte hinter der Brennlinie (xp > 0) 

gilt 1). Das hier auftretende Integral bezeichnet man als das 

Abb.19. Zusammenhang der Cornusch e n Spiralr 
mit dem Fresn e lschen Integr a l 

Fresnel sche. Es kann mit Hilfe der Cornuflchen Spirale dis­
kutiert werden und gibt so einen guten Einblick in die Jntensitäts­
verhältnisse längs der Achse der Z'ylinderwelh~. Betrachtet man 
nämlich (Abb. 19) den Realteil 

C(s) = \' cos ~ V2 d'l' 
') . -

1) Wir erwähnen hier noch , da ll s mit der in den früh eren Para­

graphen benutzten Größe ~ (= ~ Ir x P (-"1 2 ) in der Beziehung ::r i H2 . - ,t;, 
/--

V2 also s = - I ~ 1 . steht. 
n 
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und den Imaginärteil , 

S(8) = j sin ~ v2 dr 

des angegebenen Integrals als Koordinaten eines Punktes der 
komplexen Ebene mit horizontaler reeller und vertikaler imaginärer 
Achse, wobei 8 einen Parameter bezeichnet, so durchläuft dieser 
Punkt, wenn wir 8 variieren lassen, eine Spirale. deren Bogenlänge, 
gemessen vom Punkte (0 = 0, S = 0), gleich s ist. Denn es ist 
ja die Bogenlänge gegeben durch den Ausdruck . " fl/(d0 2 (dS2 f r dS) + ,d$) d s = d 8 = 8. 

o 0 

Die Amplitude von Up wird 

2 V0 2 (8) + S2(8) 
--;=@ . -, 
V). 8 

ist also, von einem konstanten Faktor abgesehen, gleich dem 
Quotienten aus dem Radiusvektor und dem zugehörigen Bogen des­
jenigen Punktes der Spirale, dessen Bogenlänge 8 mit der Koordi­
nate Xl' des Aufpunktes nach der angegebenen Formel 

8 = V~ Ixpl@ 
zusammenhängt. Bezeichnen wir den dem Aufpunkt P zugeordneten 
Spiralenpunkt gleichfalls mit P, so wird die entsprechende Amplitude 

OP 2 - ---. 
gleich ()i,' Yl ®, wenn 0 P die geradlinige, 0 P die längs der 

Spirale gemessene Entfernung des Punktes P vom Nullpunkt 0 
bezeichnet. Für die Intensität erhalten wir demnach nach (2) 

(I p ) -0 = ~ ®2 0 2(8) + S2(S) = ~ @2(()~l. (31', 3) 
Yp- A 8 2 ). (5P)2 

Für Achsenpunkte vor der Brennlinie liegt die Spirale wegen des 
- -Zeichens im Exponenten des Integrals im vi erten Quadranten, 
während sie für Achsenpunkte hinter der Brennlinie im ersten 
Quadranten liegt. Die beiden Spiralzweige besitzen im Punkte 
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(0,5; 0,5) bzw. (0,5; - 0,5) einen Windungspunkt W1 bzw. W~, 
der für s = 00 erreicht wird. 

Lassen wir den Aufpunkt vom negativ Unendlichen allmählich 
zur Brennlinie heranrücken, so durchläuft der zugehörige Spiral.en­
punkt den im vierten Quadranten liegenden Zweig vom Windungs­
punkte W~ bis zur Spitze C = 0; S = ° der Spirale. :Man 

erkennt, daß die Amplitude 1~ r;..; @ hierbei regelmäßige Schwan-
YA OP 

kungen aurolführt und allmählich größer wird. Ihren größten 

Wert ;J: @ erreicht sie in der Brennlinie, für die ~ = 1 wird. 

Rückt der Aufpunkt auf der Achse durch die Brennlinie hindurch, 
so durchläuft der Spiralenpunkt den im ersten Quadranten liegendp'll 
Zweig der Spirale von deren Spitze aus in Richtung zum Windungs­
punkte W 1 hin, den er erreicht, wenn der Aufpunkt ins positiv 

Unendliche gerückt ist. Die Amplitude 2_ r;..; @ nimmt dabei 
VA OP 

wieder unter Ausführung regelmäßiger Schwankungen allmählich 
mehr und mehr ab. Es gibt aber keine Stelle auf der Achse, für 
die die Amplitude und demnach die Intensität völlig verschwindet. 

Wir haben vorstehend den Ausdruck (2) ohne Rücksicht auf 
12 

die Beschränkung r p < @4 A ganz allgemein als gültig betrachtet, 

was natürlich in Wahrheit nicht zutrifft. Man erkennt aber leicht, 
daß bei nicht allzu weit geöffnetem Bündel die Formel lloc.h tat­
sächlich in ziemlich großer Entfernung von der Brennlinie gültig 

bleibt. Ist z. B. @ = 0,05, so ist 1 ': A, welchen Wert x p ja noch 
@ 

erreichen darf, gleich 1,92. 105 A, also etwa 10 cm. 

§ 32. Intensität außerhalb der Achse der Zylinderwelle 

Eine ähnliche Diskussion wie vorstehend für die Punkte auf 
der Achse läßt sich auch für Punkte außerhalb der Achse durc.h-

@s 3 
führen, wenn man voraussetzt, daß k rI' c < 7r. also rI' «~ ----:; A 

u ~ ",@" 
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ist, da dann anch sin {} = {} gesetzt werden darf. Beachtet man, 
daß YP = Xp tg {}p ist, so wird mit 

~tp = (32; 1) 

2i @ -ikx (1+~t2.9) 
----;=---e p 2

g p(.dC(s)+.dS(s»),(32;2) 
V;. S2 - SI 

Up= 

wo das obere Vorzeichen wieder für Aufpunktf1 vor der Brennlinie, 
also für Xp < 0, das untere Vorzeichen für Aufpunkte hinter der 
Brennlinie gilt. Auch dieser Ausdruck läßt sich mit Hilfe der 
Cornuschen Spirale leicht diskutieren. Zu diesem Zwecke denken 
wir uns die Spirale in den zweiten und dritten Quadranten hinein 
fortgesetzt [Abb. 19 (§ 3 t)]. Die Bogenlänge 8 rechnen wir dort 
negativ. Den Werten 8 1 und 82 entsprechep. dann zwei Punkte PI 
und P 2, die bei I tg {}p I< @, also für Aufpunkte im Innern des 
Strahlenbündels. für Punkte vor der Brennlinie im zweiten und 
vierten Quadranten, für Punkte hinter der Brennlinie im dritten 
und ersten Quadranten liegen. Abgesehen von dem konstanten 

Faktor @/Vi wird nunmehr entsprechend wie oben die Amplitude 

~~ . . von Up = _____ . BeIm Durchschreiten der Brennlime von nega-
P 1 P 2 

tiven zu positiven Werten rückt PI von dem im zweiten Quadranten 
liegenden Zweig auf den des dritten Quadranten (in Abb. 19 nicht 
eingezeichnet, siehe Abb. 49, § 69) und P2 von dem im vierten 
Quadranten liegenden auf den des ersten Quadranten. Man erkennt 
auch hier wieder beim Betrachten der Co rn u sehen Spirale, daß die 
Amplitude und demnach auch die Intensität Schwankungen unter­
worfen ist, ohne dabei im Innern des Strahlenbündels den Wert 
Null (außer im Unendlichen) zu erreichen. 

Für Aufpunkte im geometrisch-optischen Schatten ist I tg {} pl>@. 
(Dies gilt übrigens auch schon für Aufpunkte im Innern der 
Zylinderwelle in der Nachbarschaft der Randstrahlen.) Es fohrt 
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hieraus, daß für solche Aufpunkte 81 und 82 gleiches Vorzeichen 
haben, die zugehörigen Spiralpunkte PI und Ps also auf dem gleichen 
Zweig der Spirale liegen und, sobald I tg&p I (> @) hinreichend 

groß ist, sehr nahe zusammenfallen, d. h. es wird PI P 2 sehr klein, 
~ 

während P I P 2 = 8 9 - 81' das von &p unabhängig ist, groß bleibt. 
Für diesen Fall wird daher die Amplitude und mithin auch die 
Intensität sehr gering (annähernd Null) sein. 

§ 33. Intensität in der Brennlinienebene 

Zum Schluß betrachten wir Up noch für solche Punkte, die in 
der achsensenkrechten Brennlinienebene liegen, für die also x p = 0 
ist. Für diese wird mit 

kyp sin & = 1)'; kyp sin @ = 1), 

+1) 

/(p = - --=-- -- e '1) 1), i sin @ f 1/J (&) -" d ' 
VA I) cos & 

-1) 

oder nach (28; 4), wenn 1/J (&) = 1 vorausgesetzt wird, 
+1) 

1· SIn l'CI v.. SIn l'CI _. , , 2 ,.' , 
np = -- -- ""0 -- --- e 11) I) cll). 

.. 'H' 00 " • 2,'H' f 
VI I) ~ v*! ! 1)2' 

-1) 

Nach (A; 39) wird dies, da 

(\ (- I)~ = 6,. (y) und Sn (- I) = -Sn (I) 
ist, 

:2 i sin @ 00 I V!! sin 2 , @ 
IIp = - -= -- ""0 - --- (2v)! 1)2" + 1 VA I) ~ \ V* ! ! 1)2 v . 

. [02 "+1 (n)COSI) + 821'+1(1)sin I)]}, 

2' 00 

(np>XI"~ 0 = - 112.. siu (i<) :s (V! !)2 sin2,.@ 
0, IJ 

. [C2 ,+1 (I)COS I) + S2V+l(l) sin n]J (3B; 1) 

2 i sin (i<) I . sin2 @ . .' 1 
= - 1/- --. \,S1I11) + ~2- (sm n + I) COS tj_tj2 sm I) + ... } (33: 2) 

r A \) I) I 

und demnach 
(HB: 3) 



80 

60 

40 

20 

0 

§ 33. Intensität in der Brennlinienebene 95 

Setzen WH andererseits voraus, daß 1jJ (0{}) = cos 0{} ist, so er­
halten wir 

+1) 
i sin ® f . I d I 2 i sin ® . 
V;:-~- e-'Y ~=-V;:-~-sm~, (33;4) 

-I) 

also das erste L-Glied von (1). Für die Intensität ergibt sich 

I 4 sin2 ® . 2 4. 2 (sin ~.)2 ). • 2 ~ 
( l')xp = 0 = ;: ~2- · sm ~ = ;: sm ® -~- = 1t2y~ sm ~. (33; (» 

1Slfl "'9 
61 
JOO 

80 

60 

~ 
.!f n. sn 2/l 

sn 
JH 2 T T ~o 

Abb.20 

161 ~ . 2@ 
100 .- -sm 20 . A. 

6Q 

40 

20 

0 

211 0 2n. 
X'I) 

Abb.21 

l 
Jn , 21l Sn (Q =n) "2 T 

Abb.22 

Ab b. 20. Intensitätsverteilung längs der Achse einer Zylinderwelle, deren 

halber Öffnungswinkel = eist. 

Abb. 21. Intensitätsverteilung längs einer durch den Brennpunkt einer 
Zylinderwelle gehenden, zur Achse und zur Brennlinie senkrechten Geraden. 

(e = halber Öffnungswinkel) 

Abb. 22. Intensitätsverteilung längs der (Rand)Strahlen yp = x p sin e 
einer Zylinderwelle, deren halber Öffnungswinkel = 8 ist. 

2 Yp . 
t) - . 11: T sm @, 

X p 
,. - 11: - sin2 e ,,- A. 

t} 
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Vergleichen wir dies mit (21; 12), das für die Intensitätsverteilung 
längs der Achse einer Kugelwelle gilt, so erkennen wir, daß die 
Intensitätsverteilung in der Brennlinienebene der Zylinderwelle 
senkrecht zur Brennlinie ganz ähnlich ist derjenigen längs der 

Achse einer Kugelwelle Für ~ = N 1(" d. h. yp sin @ = ~ A 

mit N = 1, 2, 3, ... verschwindet (Ip)xp= 0' so daß also die 

Brennlinie der Zylinderwelle hier von abwechselnd dunklen und 
hellen parallelen Linien umgeben ist. Wir geben nachfolgend noch 
die graphische Darstellung für die Intensitätsverteilung einer 
Zylinderwelle, und zwar für Punkte auf der Achse des Bündels, 

I 

+ZO). 

-JOO }' - zooi.. -1(0). 0 "(0)" +200 ;' +Joo1 X 

Abb.23. Linieu (Flächen) gleicher Helligkeit einer Zylinderwelle, für die 
sin €iJ = 0,1 ist. (Der Maßstab der z-Achse ist gleich dem Vierfachen von 
dem der :x:-Aehse.) Um die Flächen gleicher Helligkeit zu erhalten, ist 

die Zeichnung senkrecht zur Papierebene zu verschieben 

für solche auf der durch den Brennpunkt gehenden achsensenkrechten 
Linie (zweidimensional betrachtet), und endlich für Punkte, die auf 
den geometrisch-optischen Randstrahlen des Bündels liegen (Abb.20 
bis 22). In Abb. 23 geben wir außerdem eine Zeichnung der 
"Linien gleicher Helligkeit" für einen zur Brennlinie der räumlichen 
Zylinderwelle senkrechten Achsenschnitt. Die Abbildung weist 
große Ähnlichkeit auf mit derjenigen für die Kugelwelle, die wir 
oben (Abb. 13) reproduziert haben. 

§ 34. Phasensprung in der Umgebung der Brennlinie· 

Mit Hilfe der Cornuschen Spirale läßt sich übrigens nicht 
nur - wie dies oben geschehen ist - die Amplitude in ihrer Ab­
hängigkeit von der Lage des Aufpunktes diskutieren, sondern auch 
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die Abweichung der Phase von dem geometrisch-optischen Werte. 
Schreiben wir nämlich 

C(s) = cos 8; V C2 (s) + 82 (s) 
(34; 1) 

:-:0 ist für Punkte auf der Achse des Bündels nach (31; 2) 
2i ® 

Up = - --= - VC2(S) + 82 (s) e-ik"p e+ iJ. (34; 2) VA s 

Da die geometrisch-optische Phase durch den Faktor e - ihp gegeben 
ist, so gibt e+ iJ die Phasenabweichung an. Nun ist 8 der Winkel, 

~ 

den der Fahrstrahl 0 P mit der positiven reellen Achse bildet. Für 
Achsenpunkte weit vor der Brennlinie ist 8 = - 11:/4 entsprechend 
unserem Ansatz (30; 1), so daß also der Winkel -!} - 8 
= 4. W4 0 P die Phasenabweichung gegen den geometrisch­
optischen Wert angibt. Beim Heranrücken des Aufpunktes vom 
negativ Unendlichen an die Brennlinie schwankt dieser Winkel um 
den Wert Null herum, erreicht in der Brennlinie den Wert 11:/4, 
überschreitet sodann diesen Wert und schwankt hinter der Brenn­
linie um den Wert 11:/2 herum, den er weit hinter der Brennlinie, 
im positiv Unendlichen, endgültig erreicht. Bei einer Zylinderwelle 
beträgt daher die Phasenabweichung , der " Phasensprung " beim 
Durchgang durch die Brennlinie 11:/2. 

Ganz ähnlich läßt sich auch die Phasenabweichung für Auf­
punkte außerhalb der Achse der Zylinderwelle aus der Corn uschen 
Spirale ablesen. Sie wird, wie man leicht nachprüft, gemessen -.. --.. --.. 
durch den Winkel, den PI P2 mit 0 W, = W 2 W 4 , bildet. 

Da weit vor der Brennlinie PI mit W2 und P2 mit W, zu­
sammenfällt, während weit hinter der Brennlinie PI in Wa und P2 
in VV; liegt, so ergibt sich auch hier der Phasensprung zu 11:/2. ---.. --.. 
Denn Wa W1 bildet mit W2 W4 einen Winkel vom Betrage 11:/2. 

Aus (2) [und ebenso für außerhalb der Achse gelegene Punkte 
aus (32; 2)] erkennt man leicht, daß Up der für R = - 00 ge­
stellten Grenzbedingung (30; 1) streng genügt. Denn setzen wir 
wegen s ~ 00 die Werte C (s) = 0,5; 8 (s) = 0,5 [und ent­
sprechend LI C (s) = 1; LI 8 (s) = 1], so ergibt sich 

Up = _ _ i ___ e-':(kR+!f) 

VTRl ' 
Pi c h t, Optische Abbildung 7 
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oder wegen R = - 00 

Ul' 
1 - i (kR +!!.-) 
-e 4 

VR 
identisch mit (30; 1). 

§ 35. Energejische Betrachtungen für die Zylinderwelle 

Wir betrachten noch die Ges~mtenergie, die durch die Brenn­
linienebene hindurchgeht. oder da wir es hier mit einem zwei­
dimensionalen Problem zu tun haben, die Energiemenge, die durch 
eine zur Brennlinie und zur Achse der Zylinderwelle senkrechte 
Gerade, die sich von y = - 00 bis y = + 00 erstreckt, hindurch-

+00 
strömt. Für cI>xp= () I erhalten wir unter Benutzung von (33; :S) 

-00 -co 

= ~ sin ® . 1C = 2 sin ®, 
H 

WIe dies verlangt werden muß. 
Beachten wir, daß 

-co 

(35; 1) 

1 1 co (2 ~')2,U 
sin~ I)' = - (1 - eos 2 ~') = - - :::8 (- 1)0" --

2 2 1 (211)1 
+1) 

ist, so ergibt sieh für cI>x p= 0:, sofort. 
-1) 

-!-1) +1) 

I 4. r sin29' I 

cI>xp=oi = )"ksm® J 7 d9 
-1) -1) 

2 sin ® = (:2 9)2 1l 

= - -; 1)- =? (- 1)" (211)1 (2~-=-i)' (35: 2) 

Nun lied die erste Nullstelle der Brennlinienebene bei \) = + 1C. 

Setzen wir (lies in (2) ein, so erhalten wir 
Q=Tn L~ 

cI>"l'=o : = 1,8 sin ® = 0,8 cI>,rp_o 
1) - 7T 

so daß, bei einer' idealen Zylinderwelle im "Bilde" UO 010 der G e­
samtenergie des Bündrls vereinigt werden. 



Sechstes Kapitel 

Erscheinungen bei 
nichtmonochromatischem Licht 

§ 36" Abhängigkeit der Intensitätsverteilung von der 
Wellenlänge 

Nach den Ausführungen der Paragraphen 19 bis 29 ist die 
Intensität einer Kugelwelle nicht nur Funktion der Koordinaten 
des Aufpunktes, son"dern auch Funktion der Öffnung der Kugel­
welle und der Wellenlänge des benutzten Lichtes. Uns interessiert 
hier besonders diese letzte Abhängigkeit. Nach ihr ist ).,2 I als 
Funktion der Lage des Aufpunktes von der Wellenlänge unabhängig, 
wenn die Entfernung rp des Aufpunktes vom Brennpunkte in 
Wellenlängen gemessen wird. Hieraus ergeben sich zwei inter­
essante Folgerungen: 

Betrachten wir zunächst einen Aufpunkt, dessen Entfernung 
vom Brennpunkte -- in einer von)., unabhängigen Einheit (z. B. Zenti­
meter) gemessen - gleich r I sei. In Einheiten der Wellenlänge ).,1 

sei diese Entfernung durch r* gemessen, so daß also r I = ).,1 1'* 

ist. Die Intensität der Lichtart (Farbe) ).,1 in diesem Punkte sei I 1 • 

Die betreffende Kugelwelle enthalte außer der Lichtart ).,1 noch 
eine zweite )"2' Wir betrachten nun einen zweiten Punkt, dessen 
Entfernung vom Brennpunkte in Wellenlängen ).,2 als Einheit gleich­
falls r* sei. Die tatsächliche Entfernung ist dann 

).,s =1= 
t'2=).,2t'*=-t'1 rl · 

).,1 

Die Intensität der Lichtart ).,2 im Punkte t'2 sei I 2 . Dann ist, da 
r r 

ja -1- = ~ = 1'* war, nach den obigen Ausführungen 
).,1 ).,2 

II M r~ )"i I 1 = ).,~ I 2 oder: - - - -
I 2 ;..; - ri' 

d. h. es ergibt sich ein Gesetz, das der Form nach vollkommen mit 
dem geometrisch-optischen Gesetz der "quadratischen Intensitäts-

7* 
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abnahme mit der Entfernung" übereinstimmt, das aber in Wirklichkeit 
doch eine von diesem Gesetz völlig verschiedene Aussage enthält, 
da hier zwei Intensitäten verschiedener Lichtarten Al und A2 in 
zwei in gleicher Richtung liegenden Punkten (&p und qJp blieben 
unverändert) verglichen werden, deren Entfernungen vom Brenn­
punkte sich wie die zugehörigen Wellenlängen verhalten. Um dies 
auch in den Gleichungen scharf zum Ausdruck zu bringen, schreiben 
WIr diese besser folgendermaßen 

I (AÜ 2 '22 
rl = Al r* _ r2 I'. 

I (A2) - r 2 - A12 • 
r2 = 22 r* 1 

(36; 1) 

An und für sich war dies Resultat als selbstverständlich zu er-
warten, wenn unsere für die Kugelwelle gegebene Formel (24; 5) 
richtig sein soll; denn wäre sie nicht erfülit, so würde dies be­
sagen, daß das aus Licht mehrerer Wellenlängen zusammengesetzte 
Strahlenbündel seine prozentuale Zusammensetzung mit der Ent­
fernung verändert, also in größerer Entfernung stärker rot oder 
blau erscheint als in geringerer Entfernung von der Lichtquelle, 
abgesehen natürlich von den tatsächlich vorhandenen, aber nur in 
der Nähe des Brennpunktes wahrnehmbaren Farbschwankungen, 
dic dadurch hervorgerufen werden, daß die verschiedenen im zu­
sammengesetzten Lichte enthaltenen Farben ihre Intensitätsminima 
und -maxima in verschiedenen (im Verhältnis der zugehörigen 
Wellenlängen stehenden) Entfernungen vom Brennpunkt besitzen. 
Und dies ist die zweite Folgerung, die wir zu ziehen hatten, die 
wir indessen noch in anderer, sich unmittelbar aus (1) ergebender 
Hinsicht zu ergänzen haben. Formel (1) ist von der Entfernung r* 
unabhängig und geht für r* = 0 über in 

(
I(A1) Af 
I (J.o) ) - ,2' 

- r1 = r2 = " Al 

(aß: :2) 

Im Brennpunkte also verhalten sich die lntensitäten zweier ver­
schiedenfarbiger Lichtarten umgekehrt wie die Quadrate der zu­
gehörigen Wellenlängen , vorausge~etzt, daß die lntensitäten in 
großer Entfernung vom Brennpunkte unabhängig von der Wellen­
länge waren. Wir betrachten jetzt eine Kugelwelle, die aus Licht 
verschiedener W ellenlängen (etwa A1 , A2 , A3 ..• ) zusammengesetzt 
ist. Die verschiedenen Farben seien in ihr mit gleicher I ntcnsität 
enthalten. Um die Lichtverteilung in der Umgebung des Brenn-



§ 36. Abhängigkeit der Intensitätsverteilung von der Wellenlänge 101 

punktes nach Intensität und Farbwirkung zu erhalten, haben wir 
dann die wellenlängenunabhängige Kur~e 

[}.,2I =] I* = I*(rj" {}-p, qJp) [= I*(rpj)" {}-p, qJp) ] (36; 3) 

[in der wir etwa nur r1> 0 der ,-1> sin {}-p 0 der r;' cos {}-p als variabel 
ansehen, während {}-p, qJp bzw. rj, cos{}-p, qJp bzw. Ti- sin{}-p, qJp 
als konstant vorausgesetzt seien 1)] in Richtung der Abszisse mit ),1 
bzw. )'2' )'3' .•. zu multiplizieren (zu strecken) und in Richtung 
der Ordinate durch)'i bzw. ),~, ),~, ... zu dividieren (zu verkleinern). 

I 

P S/ '1P-Scm 
/.?1l 9 

Abb. 24. Intensitätsverhältnis und Verlauf des Intensitätsabfalls 'für ver-
schiedene Farben (Wellenlängen) in der Brennebene einer Kugelwelle 

Die so erhaltenen Kurven sind dann einfaeh einander zu über­
lagern, d. h. so aufeinander zu legen, daß die entsprechenden Ab­
s z iss e n zusammenfallen. Man erhält dann für jede in absoluter 
Einheit (cm) gemessene Entfernung den zugehörigen Intensitäts­
anteil der verschiedenen Farben, angegeben in objektivem Maße. 
Abb . . 24 zeigt dies für die Wellenlängen ),1 = 5· 10- 5 cm, 
),2 = 6.10- 5 cm, ),3 = 7.10- 5 cm. In der Entfernung, in der 
sich die einzelnen Intensitätskurven nahezu durchkreuzen, wird der 

1) Man erhält dann die Intensitätsverteilung längs eines geometrisch­
optischen Lichtstrahles bzw. längs einer achsensenkrechten Geraden bzw. 
längs einer achsenparallelen Geraden. 
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Gesamteindruck hinsichtlich der Farbe mit derjenigen des einfallenden 
Lichtes übereinstimmen. Alls der Zeichnung (Abb. 24) ersieht man, 
daß dies - für den hier zugrunde gelegten Fall, daß in großer 
Entfernung vom Brennpunkt die verschiedenen Farben gleiche In­
tensität besitzen, - in der Gegend bei 

10 - 4 1 
QP = 21(@ cm= 1((8) Al 

der Fall sein wird. Derartige Stellen wiederholen sich natürlich 
mit zunehmendem Abstande vom Brennpunkt. 

Sind die Intensitäten der einzelnen Farbkomponenten in großer 
Entfemung vom Brennpunkte bereits von einander verschieden -

Abb. 25. Kurve der Änderung d~r Farbtönung (Mischfarbe) in der Brenn­

ebene einer Kugelwelle. Die Zahlen an der Kurve geben den in ~ "" . e 
als Einheit ausgedrückten Abstand vom Brennpunkte an. D 

WIe dies wohl stets der Fall sein wird -, so sind die einzelnen 
Intensitätskurven noch mit einem diese Verschied enheit angebenden 
Faktor zu multiplizieren. 

Um den physiologischen Farbeindruck zu erhalten, sind die 
einzelnen Intensitätskurven natürlich noch mit einem weiteren 
Faktor zu multiplizieren, der die physiologische Empfindlichkeit 
des Auges für die verschiedenen Farbkomponenten berücksichtigt. 

Ausführlich wurden die hier nur kurz angedeuteten Farb­
überlagerungserscheinungen an einen speziellen Beispiel von Mecke 1) 

1) R. ~r e cke, Ann. d. Phys. (4) 61,471; 62,263,1920. 
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durchgeführt. Er bestimmt im Farbdreieck die Kurve, die die 
Mischfarbe in Abhängigkeit von der Entfernung vom Brennpunkt 
in der achsensenkreehten Brennpunktsebene angibt. 

Wir geben nachfolgend noch die von Mecke publizierte Ab­
bildung wieder (Abb. 25). Diese ist so zu versteuen: jeder Punkt 
im Farbdreieck bezeichnet eine bestimmte Mischfarbe in ihrer Zu­
sammensetzung aus den drei Grundfarben Rot, Grün, Violett, und zwar 
bezeichnen die Eckpunkte des Dreiecks die 100%igen Farben Rot, 
Grün und Violett. Der Abstand eines Punktes im Dreieck von 
einer Grundseite des Dreiecks, dividiert durch die zu dieser Grund­
seite gehörige Dreieckshöhe, gibt an, zu wieviel Prozent die durch 
die gegenüberliegende Ecke angegebene Grundfarbe in der Misch­
farbe enthalten ist. Der Punkt W bezeichnet "W eiß". Die Kurve. 
die in dieses Dreieck eingezeichnet ist, verbindet nun die Farbpunkte, 
die im Beugungsbilde der Brennebene einer Kugelwelle aufeinander 
folgen, wenn man vom Brennpunkt längs einer durch ihn gelegten 
Geraden fortschreitet. Die an die Kurve angeschriebenen Zahlen 
geben an, in welcher Entfernung vom Brennpunkt die betreffende 
Mischfarbe erseheint, und zwar ist diese Entfernung ausgedrückt 

III 27C ® als Einheit, wo Iln die Wellenlänge 0,58911 der gelben 
IlD 

Katriumlinie, der D-Linie, bedeutet. 
Verbindet man einen im Inneren des Dreiecks liegenden Punkt, 

der also eine bestimmte Mischfarbe charakterisiert, mit dem Punkte W 
und verlängert diese Verbindungslinie über den betreffenden Punkt 
hinaus bis zum Schnitt F mit der Dreiecksseite, wie dies z. B. für 

den Punkt A geschehen ist, so gibt das Verhältnis ~~ den pro-

AF 
zentualen " W eißgehal t" , das Verhältnis lV F den prozentualen 

"Farbgehalt" der betreffenden Mischfarbe an. 
Da das erste Intensitätsminimum der Brennpunktsebene einer 

Kugelwelle etwa bei 
211: 

~ = y®QP = 3,8 

liegt, so erkennt man aus Abb. 25 noch, daß dieser erste (dunkle) 
Beugungsring auf der Innenseite schwach violett, auf der Außen­
seite schwach grün-blau ist. 



104 Sechstes Kapitel: Erscheinungeu bei nichtmonochromatischem Licht 

§ 37. Chromatische Aberration 

Im vorigen Paragraphen nahmen wir an, daß die verschiedenen 
Lichtarten, die i.n dem die Abbildung vermittelnden Strahlenbündel 
enthalten sind, bildseitig Kugelwellen sind, deren Brennpunkte 
zusammenfallen. Tatsächlich wird diese Voraussetzung in den 
meisten Fällen - abgesehen von durch Spiegelung bewirkter Ab­
bildung - nicht zutreffen, da der Brechungsindex der verschiedenen 
Medien noch von der Farbe des Lichtes abhängt. Es wird sich 
also die sogenannte chromatische Aberration bemerkbar machen. 
Die hierdurch bewirkte Verundeutlichung des Bildes läßt sich 
wellentheoretisch etwa folgendermaßen behandeln: Wir beachten 
zunächst, daß die als " Einstellebene" gewählte achsensenkrechte 
Ebene nur für eine einzige Lichtart - oder im Falle der" chromatisch 
korrigierten" Systeme: für einige bestimmte Lichtarten - die 
eigentliche "Bildebene "darstellt. Für alle übrigen im abbildenden 
Bündel enthaltenen Lichtarten ist die Einstellebene eine zur Bild­
ebene parallele achsensenkrechte Ebene. Wir haben daher die 
Intensitätsverteilung in den für die verschiedenen Lichtarten ver­
schiedenen achsensenkrechten Ebenen zu bestimmen und sie ent­
sprechend den Ausführungen des vorigen Paragraphen (Farbdreieck) 
zu überlagern. Wir brauchen hier nicht näher darauf einzugehen. 

Wir erwähnen nur noch folgende interessante Erscheinung: 
Da der Durchmesser des zentralen Lichtscheibchens, das wir als 
wellentheoretisches Bild anzusprechen haben, nach den Ausführungen 
der früheren Paragraphen proportional der Wellenlänge des Lichte~ 
ist, so muß auch bei vollständiger chromatischer Korrektion das 
Lichtscheibchen einen farbigen Rand aufweisen - und zwar auch 
(lann, wenn die verschiedenen Lichtarten 8ich im geometrisch­
optischen Bildpunkt, dem "'Iittelpunkt des Lichtscheibchens, zu 
weißem Licht ergänzen. Da nun der Durchmesser des extra- (oder 
auch intra-)fokalen Beugungsscheibchens mit der Entfernung vom 
eigentlichen Bildpunkt des Strahlenbündels - wenigstens in erster 
Näherung - wächst, so muß es (wenigstens prinzipiell) möglich 
sein, die chromatische A berration ~o zu wählen, daß die in der 
Einstellebene auftretenden Lichtscheibchell für die verschiedenen 
Farben gleichen Durchmesser haben, nämlich den der langweIligsten 
im Bündel enthaltenen Lichtart. Wir begnügen uns hier mit diesem 
kurzen Hinweis. 



Siebentes Kapitel 

Inhomogene Wellen 1) 

§ 38. Das objektseitige Strahlungsdiagramm und die bildseitige 
"I' -Funktion 

Bei den Entwicklungen der vorhergehenden Kapitel haben wir 
im allgemeinen 1jJ (fr, q;) als von fr und q; unabhängig angenommen 
und demzufolge gleich 1 gesetzt. Wir nahmen also an, daß der 
abzubildende Objektpunkt nach allen Richtungen gleich stark 
strahlt und beim Durchgang durch das System keine ungleichmäßige 
Lichtschwächung erfährt. Nur in einzelnen Fällen setzten wir 
1jJ (fr, q;) = cos fr voraus. Tatsächlich werden diese Annahmen in 
vielen Fällen nicht ausreichen. Es ist daher zu untersuchen, ob 
und in welchem Maße die Intensitätsverteilung des bildseitigen 
Strahlenbündels von der die objektseitige Strahlung (in ihrer 
Abhängigkeit von der Richtung) angebenden Funktion 1jJo beeinflußt 
wird. Der Index 0 weise auf die Zugehörigkeit zum Objektpunkt 
hin. Wir wollen hier der Einfachheit wegen annehmen, daß die 
Amplitudenfunktion 1jJo rotationssymmetrisch ist und die Achse des 
Strahlenbündels zur Symmetrieachse hat. Es ist dann 1jJo = 1jJo (fr 0)' 
wo fro den objektseitigen Winkel gegen die Achse des Strahlen­
bündels bezeichnet. Tragen wir die Werte von 1jJo (fro) als Polar­
koordinaten 1jJo (fro) auf, so erhalten wir das sogenannte "Strah­
lungsdiagramm " des Objektpunktes. Ein spezielles, in vielen Fällen 
zutreffendes Strahlungsgesetz ist das La m be rtsche cos-Gesetz. 
Dieses sagt aus, daß die Strahlungsintensität proportional ist dem 
cos des Winkels fr 0' also 

1jJ~ = socosfro' (38; 1) 

Für die hier durchzuführenden allgemeinen Überlegungen genügt 
es, eine Verallgemeinerung dieses L am b e rtschen cos- Gesetzes zu­
grunde zu legen. Als solche wählt Berek 1) den Ansatz 

1jJ~ = cos fro { :2 S2,tt sin2 ,tt fror = cos fro { :2 02,tt sin2,u fror, (38; 2) 
____ /1=0 1'=0, 

1) M. Berek, Ann. cl. Phys. (5) 4, 285, 1930. 
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wo die ° sich aus den s nach den Formeln 

°0 = s~ 1 
02 = 2 So S2 

°4 = S~ + 2 So S4 J 
~6 = 2 S: So + 2 ~2 S4 

(38; 3) 

ergeben. Wir bezeichnen die beiden für 1/1~ angegebenen Summen 
als s-Summe bzw. o-Summe. Beschränkt man sich auf die beiden 
ersten Glieder der s-Summe, setzt also 

2 4 ( S2' 2 )4 1/10 = So cosß'o 1 + s;; sm ß'o , (38; 4) 

Abb.26. Strahlungsdiagramme eines Objektpunktes [nach (4)] hei 

Veränderung des Verhältnisses ~ 
So 

so entspricht dies der dreigliedrigen o-Summe mit den Koeffizienten 

00 = s~; 6 2 = 2 SOS2; 6 4 = s~. 

Lassen wir hier ~ variieren, so erhalten wir die in Abb. 2( 1) wieder­
So 

gegebenen Strahlungsdiagramme, bei denen die jeweiligen ~ -Werte 
. So 

angeschrieben sind. Man erkennt aus dieser Abbildung, daß bereit,; 
durch (4) die charakteristischen Züge eines objektseitigen Strahlungs­
diagramms genügend genau dargestellt werden. 

1) nie Abb. 26 bis 33 sind - teilweisr geändert - der Arbeit vOll 

Herek (a. a. 0.) entnommen. 
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Um einen vergleichenden Überblick über die Abhängigkeit der 
bildseitigen Intensitätsverteilung von dem objektseitigen Strahlungs­
feld zu erhalten, ist noch dafür zu sorgen, daß die durch (2) bzw. (4) 
gegebenen Strahlungsfelder in den gleichen objektseitigen Apertur­
winkel 00 die gleichen Energiemengen hineinsenden. Es ist daher 
in (4) der Koeffizient 80 ,,0 zu wählen, daß 

&0 

S 'IjI~ sin &0 rl&o = const. 
o 

(38; 4*) 

Um aus der objektseitigen Strahlungsfunktion 'IjIo die bildseitige 
Amplitudenfunktion abzuleiten, haben wir zu berücksichtigen, daß 
bei aplanatischer Abbildung - und solche wollen wir hier der 
Einfachheit wegen allein voraussetzen - die sin-Bedingung erfüllt 
ist. Es ist also 

sin &0 = const sin & = B sin &, (38; 5) 

wenn & den bildseitigen Winkel gegen den Hauptstrahl des Bündels 
bezeichnet. Die Proportionalitätskonstante setzen wir vorübergehend 

gleich B. Es ist noch B = n' ß', wo ß' die Gaußsche Lateral-
n 

vergrößerung ist. n ist der objektseitige, n' der bildseitige Brechungs­
index. Mit (5) geht (2) über in 

'IjI~ = eos &0 J ~ 82 ,u B2,U sin2,u &}41 
lu=o 

=c: COS&0{'::862,uB2,usin2!l&}2 r 
,u=o J 

(38; 6) 

Zu dieser durch das objektseitige Strahlungs diagramm bedingten 
bildseitigen Amplitudenfunktion 'IjI~ müssen wir noch einen Faktor 
hinzufügen, der die Absorption (allgemeiner: die Lichtschwächung) 
beim Durchgang des Lichtes durch das optische System angibt. Zur 
Vereinfachung der folgenden Überlegungen wollen wir annehmen, 

. cos2 & 
daß dIeser Faktor den Wert -- hat. Wir erhalten dann für die 

oos&o 
bildseitige 'IjI-Funktion 

'IjI (&) = cos & ::8 6 2 ,u B2!' sin2 ,u &. (38; 7) 
,u=o 
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Setzen wir dies in den für die Kugelwelle erhaltenen Aus­
druck [24; 7]1) 

" 
Up = i k f 1/1 (&) Jo (k (Jpsin&)e- ihpcOB~ sin & d& 

o 

ein, so erhalten wir 

B' 

nl' = ik:2 {o2u B2 ,u f J o (k(Jpsin &) 
,u=Q 0 

e-ihpc08~ sin2 ,u+l &d (sin&»). (38; 8) 

§ 39. Intensitätsverteilung in der Bildebene 

Setzen wir hier zunächst x p = 0, so erhalten wir den Wert 
von Ul' für die Bildebene, und zwar wird, . wenn wir wieder 
k(Jpsin& =~' und k(Jpsin@ = 9 setzen: 

1) 

sin2 @ 00 J sin2 ,u@J 1 
ltp = ik --2- :2 t02,uB2,u ~2-'- Jo(~')~'2,u t Id~'f' 

~ ,u=o ~ I 
o 

Nach (A; 24) geht dies über in 

ItI'=ikSin2@~{o2,uB2,usin2.u@ ~(-2)"V!(I1)Jl'::;~)Jt. (39: 1) 
,u=o 1'= 0 'IJ ~ 

Führen wir hier noch die Be s s e 1 sehen Funktionen J,. + 1 (9) höherer 
Ordnung auf solche nulltel' oder erster Ordnung zurück, so erhalten 
wir, wenn wir gleich zur Intensität (lI') x I' = 0 übergehen und für 
B sin @ wieder sin @o schreiben 

(lI') _ = 4n~sin4@{o J1(~) -!- 0 sin2@ 2lJJo(lJ)_+(lJ2-:::!){1(92 
x p - 0 A, 2 0 lJ . 2 0 t)3 

+ 64sin4@0(92_8)~t).Jo(l)\~2-8)Jl(~)'+ ... ( (39; 2) 

Genügt die objektseitige Strahlung dem Lambertschen cos-Gesetz, 
so reduziert sich die geschweifte Klammer in (1) bzw. (2) auf das 
erste Glied, so daß dann, mit (28: 3) übereinstimmend, 

) ~ n 2 • 4 (2 J 1 (9»)2 
(li' xI'=o - A,2 sm ® l) 

1) Das - unwesentliche - 'Ifinuszeichen ans (24: 7) haben wir hier 
fortgelassen. 
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wird. Für den Achsenpunkt der Bildebene wird QP = 0, also 
t) = 0, und es ergibt sich wegen (A; 15) für die Intensität im 
Achsenpunkt der Bildebene, dem geometrisch-optischen Bildpunkt, 
aus (1) 

Nun ist 

± (_1),(11-)_1 
'=0 V v+ 

1 I ."+1 +1 
_- -~~·1~-- 2:(-1)'(11- )} 

11-+1l '=0 v 

so daß 

- -Ti' (39; 3) 
11-. 

(39; 4) 

Die hier auftretende Summe kann je nach Größe und Vorzeichen 
von 021' die verschiedensten Werte annehmen, u. a. auch gleich Null 
werden, so daß unter Umständen im Kern des Beugungsscheibchens, 
des Diffraktionsbildes, die Intensität Null auftreten kann. 

§ 40. Intensitätsverteilung längs der optischen Achse 

Für die Intensitätsverteilung längs der optischen Achse haben 
WH Qp = 0, also .10 (k QP sin.ß') = 1 zu setzen und erhalten so 
aus (38; 8) 

00 8 

ttp = i k 2: {O?,,, B2.u J e - ikxpcos.9 sin2 ." + 1 frd(sin fr) I· 
,u=o 0 

Setzen wir hier 
cos fr = 1 - ~ sin2 fr, 

was in der Umgebung des Bildpunktes, d. h. solange xpsin4 @ < Ä, 

sicher ?:estattet ist (s. 29; 2), so wird mit 

~ kxpsin2 fr = ~' und ~ kxpsin2 @ = ~, 

00 ~ 

. k - ikXp • 2 "" ~ B2' 2 "" 1 f· I I d I It p = ~ e SIn I!'J ..::::::. 112 .11 u sm I' I!'J .ll +- 1 e' ~ ~ u ~ . 

. "=0 ~' 
o 
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Das hier auftretende Integral können wir nach (A; 39) auswerten 
und erhalten mit Bsin® = sin®o 

00 

(tlp)l!p=o = i ke- ikxp sin2 ® :8 62 ,,,sin2 !' ®o /-t! {[C,,, + 1 (~) cos~ 
,lL=O 

+ S" + 1 (~)sin~l + i [C" + 1 (~)sin~ - S,. + 1 (~)cos~]). (40; 1) 

Die Intensität längs der Achse des Strahlenbündels wird demnach 
4:n;2 , 00 , 

(Ip )Ql' = 0 = ):2 sin4 ® < (!~O 6 2 ,,, sin2 , .. ®o /-t! [0" + 1 (~) cos~ 

+ S .. + 1 (~)sin~W + (:8 6 2 ,,,sin2 '''®o/-t![Ö" + 1 (~)sin~ 
,u=o 

- Sn tC~) cos~JI2> (40; 2) 

Setzen wir hier für 6"+1(~) und S"+l(~) die Werte aus (A; 33) 
ein, so erhalten wir 

4 :n;2 . 4 /{ sin ~ . 2 cos ~ + ~ sin ): - 1 
(Ip)QP=o = ):2 sm ®~ 607 + 6 2 SIll ®O---f---

• 4 - 2 sin ~ + 2 ~ cos ~ + ~2 sin ~ } 2 + 6 sm ® ----- - + ... 
4 0 ~s 

{ I - cos ~ . 2 sin ~ - ~ cos ~ + 6 ---- + 6 sm ® ----~---
o ~ 2 0 ~2 

, • 4 2cos~ + 2p;in~ - ~2COS~ - 2 )2~ -r- 6 4 SIll ®0-----~-.3------ --- + ... ( /. (40; 3) 

§ 41. Anwendung der Formeln des § 39 auf spezielle 'Fälle 

Wir wenden unsere für die Intensitätsverteilung in der Brenn­
punktsebene erhaltene Formel (39; 2) auf ein durch (38; 4) ge­
gebenes Strahlungsdiagramm (Abb. 26) an, für das So gemäß (38: 4*) 
bestimmt ist. Es ergibt sich dann für die Lage der Nullstellen 
der Intensität in der Bildebene die Abb.27, in der als Ordinate 

die Werte ~ sin2 ®o benutzt wurden. Als Abszisse sind die Werte 
SO 

QP . von I) = 27C T sm ® zugrunde gelegt. Die Abbildung gibt also 

an, für welche Werte von t) bei den verschiedenen Werten von 

~ sin2 ® die Intensität in dl:r Bildpunktsebene verschwindet. Der 
So 0 
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Wert ~sin2®0 = 0 entspricht einem nach dem Lambertschen 
So 

cos-Gesetz strahlenden Objekt. Man erkennt deutlich, daß besonders 

für kleine negative Werte von ~ die Verhältnisse sehr stark von 
So 

(l 7 ;> .J 4- S 6 7 8 9 10 

~10 ...J , 

-5 - n - 1O, , , , I , , , 
0 1 2 3 4 5 6 7 /J 9 10 

-t) 

Abb. 27. Lage der Stellen voller Dunkelheit. in der Brennebene einer 
Kugelwelle, deren objektseitiges Strahlungsfeld durch (38; 4), (38; 4*) 

r Abb. 26J gegeben ist, in Abhängigkeit von ~ sin2 (90' wo (90 den (halben) 
So 

objektseitigen Öffnungswinkel des Strahlenbündels bedeutet. 

( 2 YP. ) 1)= 7tTsm19 (19 = halber bildseitiger Üffnungswinkel) 

der " normalen " Jntensitätsverteilung, wie sie sich für ~ = 0 er­
So 

gibt, abweichen. 
Setzen wir andererseits 

l/J; = og cos -3'0 (1 + 02 sin2 -3' )2 
00 0 

(41; 1) 

voraus, so ergibt sich für die Maximal- und Nullstellen in. der Bild­
ebene Abb. 28, aus der man übrigens noch erkennt, daß für 

°2 sin2 ® = _ 2 im Kern des Beugungsscheibchens Dunkelheit 
60 0 

herrscht. Dies sieht man auch, wenn man in Formel (39; 4), die 
für den Achsenpunkt der Bildebene gilt, alle Werte 02" mit 211 > 2 
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gleich Null setzt und nach °2 differenziert. Der Differentialquotient 

°0 

verschwindet für 6 2 = 0 und für °2 = - . ~ ful' Dem ersten °0 °0 sm I!!fo 
dieser beiden Werte entspricht ein Maximum, dem zweiten ein Mi-
mmum von (Ip)xp=o' 

(,p=o 

Abb.28. Lage der Stellen maximaler Helligkeit (- - - -) und voller 
Dunkelheit (---) in der Brennebene einer Kugelwelle , deren 

objektseitiges Strahlungsfeld dnrch (41; 1) gegeben ist!): 

( 2 YP. ) 1)= nTsme 

Betrachten WH endlich noch ein bestimmtes Strahlungsdia-
gramm 

(41; 2) 

(Abb. 29) und verändern die objektseitige Apertur n sin@o des 
Beobachtungsinstrumentes, so ändert sich die Lage der Nullstellen 

der Bildebene nach Abb. 30, wenn ~ = 2 7C QP sin @ = 27C Qp sin@o 
A A B 

als Abszisse gewählt wird, bzw. nach Abb. 31, wenn 27C i als 

1) Die beiden die Ordinate schneidenden Kurven der Abb.28 wurden 
gegen die entsprechenden .Kurven der Berekschen Originalzeichnung ge­
ändert (berichtigt). 
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1 2 .J 4 5 6 7 8 9 10 
sin80 7,0- I I I I I I I I I I 

i U 0.8 -

~6 -

0,0 

0,4 -

0,2 -
-- 1) 

~2 
0- 1 I I I I I I 

Abb. 29 1 2 J 4 5 6 7 8 9 10 

Abb. 30 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 2 0 

1,0- I 

~\' 
1 I I 

\ , 21l~p_ , , 
0.8-

, 
X "-, .... .... , , " .... .... 

0.0- .... 
.... .... .... .... 

-~ --0.4 - ~--

0.2- sin80 

0- 1 1 I I 1 I 1 I I I 

2 <1 6 8 70 12 14 15 18 20 

Abb.31 

Abb, 29. Strahlungsdiagramm nach (41; 2). Für die verschiedenen (objekt­
seitigen) Aperturen n sin 610 gelten nur die zwischen den zugehörigen Zahlen 

li egenden Teile der Kurve 

Abb. 30 und 31. Lage der Stellen voller Dunkelheit in der Brennebene 
einer Kugelwelle, deren objektseitiges Strahlungsfeld durch Abb. 29 gegeben 
ist, als Funktion von sin 610, Der Abstand (der DunkelstelIen) vom Brenn-

punkt ist in Abb. 30 in optischen Einheiten I) (= 2 1t (': sin 61), in Abb. 31 

in Wellenlängen . ~ 1t gemessen. [ - - - = Nullstellen von (Jl~l))rJ 
Pich t, Optische Abbildung 8 
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Abszisse zugruude gelegt wird. Als Ordinate ist III beiden Ab­
bildungen sin (H)O aufgetragen. Da ~ noch von der Variablen sin (8)0 

02 4 
7.?.J I Ix 1 
' ~ J j 
70~ I 
' I ~ 
~ ___ r' 

0.8 

6 8 

I " I t 
70 

,.I 

I 
I ~ 

I , I J 
xI ' x, ; , ~ Jx r J J 
, lc / ,,l' 

I ;~ / / 
)( >I ~ j 

I! ( :' -~ 
r - I I" J ~ 

2 4 6 8 
Abb. 32 

Abb . 33 

2 
I 

10 

2,S A. 
I 

Abb. 32 und 33. Lage der Stellen maximaler Helligkeit (- - - -) und 
voll er Dunkelheit ( ) in der Brennebene einer Kugelwelle, deren 
objektseitiges Strahlungsfeld durch (41; 3) gegeben ist. Der Abstand vom 

Brennpunkt ist in Abb. 32 in optischen Einheiten 1) (= 2 7l (J: sin e), in 

Abb. 33 in Wellenlängen gemessen. [In Abb. 33 sind außerdem noch die 

:\taximal- und Nullstelltn von (J 1i l12)2 eingezeichnet 1 
. 1) 

abhängt, so gibt A bb. 30 keine direkt anschauliche Vorstellung von 
den tatsächlichen Verhältnissen, wie sie dem Beobachter im Mikro­
skop (in der Bildebene) ersrheinen. In der Abb. 31 dagegen, in 
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der sin 0 0 aus der Abszisse eliminiert wurde, diese also dem Qp 

proportional ist, ist dies der Fall. In dieser Abbildung sind außer-

dem noch zum Vergleich die ersten Nullstellen von (Jl~(~)Y, 

gleichfalls auE 2 n QP bezogen, eingezeichnet. Da für em Strah-
Ä 

lungsdiagramm nach dem La mb e r t sehen cos - Gesetz die Inten-

sitätsverteilung in der Bildebene proportional zn (J1 (~»)2 ist, so 
\ ~ 

können wir aus der Abbildung ablesen, daß erst bei sehr kleiner 
objektseitiger Apertur, etwa <:: n· 0,3, die Intensitätsverteilung in 
der Bildebene von der besonderen Form des objektseitigen Strah­
lungsdiagramms unabhängig wird. 

Die Abb. 32 und 33 entsprechen völlig den Abb. 30 und 3 L, 
nur daß jetzt als objektseitiges Strahlnngsdiagramm nicht (2), 
sondern 

(41; 3) 

zugrunde gelegt wurde. Außerdem wurden in den Abb. 32 und 33 
nicht nur die Nullstellen, sondern außerdem auch die Maxima der 
Intensität eingezeichnet. Man erkennt auch hier, daß erst bei sehr 
kleiner objektseitiger Apertur n sin 0 0 die Verhältnisse in der Bild­
ebene von der besonderen Form des objektseitigen Strahlungsdia­
gramms unabhängig werden. 

§ 42. Anwendung der Formel fUr die axiale Intensitlitsverteilung 
auf spezielle Fälle 

Die Intensitätsverteilung längs der Achse des Bündels, die 
nach Formel (40; 3) zu berechnen ist, ist für das durch (41; 1) 
dargestellte objektseitige Strahlungsfeld besonders leicht zu be­
handeln. Die beiden in (40; 3) auftretenden geschweiften Klammern 
lauten hier: 

<1 ~ -- + .2 sm2 0 --- -'-cc---'--'---
,{sin~ <1. cos~ +. ~sin~ -121 
o ~ 6 0 0 ~2 

und 

8* 
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Damit auf der Achse Dunkelheit herrscht, müssen beide 
Klammern gleichzeitig verschwinden. Eliminiert man aus ihnen 

Os sins @ so erhält man °0 0' 

pin~ = 2 (I - cos~). 
Dies zerfällt in 

~ 
sin"2 = 0 und 

woraus sich ~ = 2 N1t (N = 0, 1, 2, ... ) ergibt. Für ~ = 0 

° ergibt sich dann ~ = 
°0 

2 
dagegen: für ~ = 2 N 1t mit 

- sin2 ®~' 

N = 1, 2, 3, ... wird ~ = 0, d. h.: ein objektseitiges Strahlungs­

°0 feld, das dem Lambertschen cos-Gesetz entspricht, liefert auf 
der Achse in den Abständen ~ = 21t; 41t; 61t; ... von der Bild-

° 2 ebene Dunkelheit, während ein Strahlungsfeld mit...! = - ----°0 sin2 Bo 
bereits im Achsenpunkt der Bildebene Dunkelheit erzeugt. 

Die vorstehend durchgeführten Überlegungen lassen erkennen, 
wie wesentlich die Berücksichtigung des objektseitigen Strahlungs­
feldes für die Intensitätsverhältnisse des Bildraumes ist. 



Achtes Kapitel 

Mathematische Darstellung beliebiger 
Strahlenbündel 

§ 43. Allgemeine Betrachtungen zur mathematischen Behandlung 
der optischen Abbildungsvorgänge 

Bisher setzten wir bei unseren wellentheoretischen Betrach­
tungen eine ideale Abbildung voraus, sahen also - abgesehen von 
der chromatischen Aberration, die wir schon kurz erwähnten - von 
den Abbildungsfehlern völlig ab. Hierbei zeigte sich bereits, daß 
die physikalischen Verhältnisse doch wesentlich komplizierter sind, 
als es die geometrisch-optische Behandlung erkennen läßt. Nun 
haben wir es aber in Wirklichkeit fast nie, auch im geometrisch­
optischen Sinne nicht, mit idealer, "punktscharfer" Abbildung zu 
tun, sondern jedes optische System zeigt in fast allen Anwendungs­
fällen Abbildungsfehler. Vom Standpunkt der Wellentheorie ist 
dies gleichbedeutend mit der Tatsache, daß die ursprünglich, d. h. 
im Objektraum ebenen oder Kugelwellen nach dem Durchgang durch 
das optische System Wellenflächen besitzen, die von der Kugel­
flächengestalt abweichen, gegen diese also deformiert sind. 

Eine exakte wellen- und beugungstheoretische Behandlung des 
Abbildungsvorganges hätte konsequenter Weise in folgender Art 
zu geschehen: Wir denken uns das abzubildende Objekt aus ein­
zelnen leuchtenden Punkten zusammengesetzt, was sicher erlaubt 
ist, wenn es sich um ein selbstleuchtendes Objekt handelt. (Ist 
dies nicht der Fall, so sind natürlich die nachfolgenden Überlegungen 
entsprechend dem in § 18 Gesagten abzuändern.) Jeden dieser 
leuchtenden Punkte betrachten wir als Ausgangspunkt einer Kugel­
welle, die im allgemeinen aus mehrfarbigem Licht, aus Licht ver­
schiedener Frequenz bestehen wird. Da aber Wellen verschiedener 
Frequenz nicht 'miteinander interferieren, so haben wir jede von 



118 Achtes Kapitel: Mathem. Darstellung beliebiger Strahlenbündel 

ihnen einzeln als voneinander unabhängig zu betrachten und erst 
ihre Intensitäten gemäß § 36 zu überlagern. 

In § 24 haben wir die Darstellung einer zum Punkte (0, 0, 0) 
hin konvergierenden Kugelwelle kennengelernt. Die gleiche Dar­
stellung können wir natürlich auch zur Beschreibung einer von 
einem leuchtenden Punkt ausgehenden und eventuell durch eine 
Blende zum Teil abgeblendeten Kugelwelle benutzen, wenn wir 
von der unmittelbaren Umgebung des leuchtenden Punktes selbst 
absehen. Fällt der Brennpunkt bzw. der Quellpunkt nicht in den 
Ursprungspunkt des Koordinatensystems, sondern hat er die Koor­

dinaten ~o' 'YJo' ~o' so gilt statt (24; 5) 

Ul' = ~:J J 1P ((), y) 1 
e -" k [(Xl' - ~o) cusa + (11/,- ~o) cosli + (zp - ~o) cos rl d(cos ß)d( COSY).J (43; 1) 

cos a 

Diesen Ausdruck haben wir unter Hinzufügung eines zeitabhängigen 
Phasenfaktors ei (vt + V) mit einer Komponente des Hertzschen 
Vektors B zu identifizieren, haben also im allgemeinen drei derartige 
Gleichungen mit verschiedener Amplitudenfunktion 1P und ver­
schiedener Phasenkonstante (5 zur Darst,ellung der vom Punkte ~o' 
110' ~o ausgehenden Kugelwelle anzusetzen. (\Vie wir unten noch 
sehen werden, haben wir zu ~tl' außer dem zeitabhängigen Phasen-

faktor noch den Faktor ~ hinzuzufügen, um eine Komponente des 

Re rt z sehen Vektors zu erhalten.) Die Integrationsgrenzen sind 
entsprechend der Eintrittspupille des optischen Systems, durch das 
die Abbildung des Objektpunktes bewirkt werden soll, zu wählen. 

Unter Beachtung der Grenzbedingungen, denen die Feld­
\Oektoren li und .p an der Grenze zweier durchsichtiger ;\Iedien zu 
genügen haben, hätten wir nun die Anderung der Welle und ihrer 
mathematischen Darstellung von Linsenfläche zu Linsenfläche zu 
verfolgen, bis wir zur Darstellung der Welle im Bildraum gelangt 
sind. (Entsprechendes geschieht ja in der geometrischen (lptik für 
die einzelnen Lichtstrahlen.) Leider läßt sich diese wellentheo­
retische Behandlung noch nicht allgemein durchführen. Allein für 
:-Ipiegelung" und Brechung an e ben e n Trenllllllgsflächell ist die~ 

bisher möglich, worauf unten noch näher einzugehen sein wird. 
In allen übrigen FäHen dagegen müssen wir eine Anleihe bei der 
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geometrischen Optik machen, indem wir zunächst nach den dort 
geltenden Formeln den Strahlengang durch das optische System 
hindurch verfolgen und sodann im Bildraum die zugehörigen Eikonal­
flächen bestimmen. Diese sind die Wellenflächen des bildseitigen 
Strahlenbündels, das von der Austrittspupille begrenzt wird. Im 
nächsten Paragraphen werden wir sehen, wie wir diese im allge­
meinen von einer Kugelwelle abweichend.en bildseitigen Wellen 
mathematisch exakt darstellen können. Wir bekommen so die zu 
den einzelnen Objektpunkten gehörigen Intensitätsverteilungen, die 
sich bei inkohärent strahlenden Objektpunkten einfach überlagern. 

§ 44. Allgemeine Lösung der Schwingungsgleichung 
LI u + k 2 11 = O. Beugungstheoretische Darstellung eines 

beliebigen Strahlenbündels 1) 

Wir betrachten jetzt ein beliebiges Strahlenbündel und suchen 
für dieses die Integraldarstellung. Da die geometrisch-optischen 
Wellenflächen als Flächen gleicher Phase Parallelflächen sind, so 
ist das Strahlenbündel durch eine von ihnen eindeutig bestimmt. 
Wir wollen nun voraussetzen, daß die Kaustik ganz im Endlichen 
liegt oder sich nur nach einer Seite in das Unendliche erstreckt. 
Diese Voraussetzung wird fast immer erfüllt sein. (Ist sie nicht 
erfüllt, so gelten die nachfolgenden Überlegungen in ihren· wesent­
lichsten Teilen gleichfalls. Es ergeben sich nur an einigen Stellen 
bei der Diskussion gewisse Modifikationen.) Wir wählen nun eine 
der im Endlichen liegenden Wellenflächen so, daß die Kaustik ganz 
auf der einen Seite von ihr liegt 2). Sie sei in Abhängigkeit von 
zwei Parametern v und w gegeben durch die Gleichungen 

~=~(v,w); 1/=TJ(v,w); ~=~(v,tc); (44; 1) 

oder vektoriell geschrieben, wenn)ill den zu den einzelnen Punkten 
der ausgewählten Wellenfläche gehörigen Radiusvektor (.,Wellen­
v e k t 0]""') bedeutet 

)ill = )ill (v, w). (44; 1*) 

1) J. Picht, Ann. d. Phys. (4) 77, 685 (785), 1925 (§ 3). 
~) Diese Wahl bringt gewisse Vereinfachungen mit sich, da die Wellen­

flächen in der Nähe der Kaustik sehr komplizierte Gestalt besitzen [so z. B. 
J. Picht, a. a. 0., § 10 und Zeitschr. f. Instrkde. (erscheint demnächst)]. 
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Da durch die Fläche llli = llli (v, w) unser Strahlenbündel eindeutig 
gekennzeichnet ist, so sei sie im folgenden als "Kennfläche" be­
zeichnet. Ihre Normale sei IJ/:. Es ist 

91 = IJ/:(v,w) = (44; 2) 

Die einzelnen Wellenflächen (im geometrisch - optischen Sinne) 
unseres Strahlenbündels lassen sich als Parallelflächen darstellen 
durch 

llli* = llli*(v, w, R*) = llli(v, w) + R*.9c(v, w), (44; 1**) 

wenn llli* den Radiusvektor nach den einzelnen Punkten der be­
trachteten Wellenfläche und R* deren Abstand von der Kennfläche 
bedeutet. Für R* = 0 ergibt sich diese selbst, während wir für 
R*(= R) __ - 00 die im negativ Unendlichen gelegene Wellen­
fläche erhalten, die unserem Strahlenbündel entspricht. Hieraus 
ergibt sich auch die positive Richtung von IJ/:. 

Wir bezeiehnen die dem Werte R* = R __ - 00 entsprechende 

Wellenfläche llli* = llli*( v, W, R* = + R) dureh den Vektor Iffi, also 

Iffi = Iffi (v, w) + R· 'J( (v, w) 

und nehmen wieder - wie in § 24 - diese negativ unendlich ferne 
Wellenfläehe von einem undurchsichtigen Schirme bedeckt an bis 
auf den Teil, der der Öffnung des betraehteten Stra.hlenbündels 
entsprieht. Diese denken wir uns von außen mit Licht beleuchtet, 

dessen Wellenfläche unserer unendlich fernen Wellenfläche Iffi (v, w, R) 
entsprieht, das also naeh den zu unserer Kennfläche (1) gehörenden 
Evolutensehalen (Kaustiken) - im geometriseh-optischen Sinne -
konvergiert. 

Um den Wert u p der der Sehwingungsgleichung L1 ~t + k2 H = 0 
genügenden und unser Strahlenbündel darstellenden Funktion I'" Im 
Aufpunkte l' zu erhalten, benutzen wir wieder die Gleiehung 

Hp = 41n f [n. iJ~t (e-:' kI
) - e-l~kr . ~~J du. (44; 3) 

Für die hier auftretenden Oberflächen werte der Funktion 'Il und 
ihrer Ableitung nach der inneren Normalen n können wir mit hin-
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reichender Genauigkeit setzen 

und 

e- ikR 1 u = -1/I(V, w)~ 

OU ou. e- ikR J on - + oR = tk1/l(v,w) ~' 

(44; 4) 

wo 1/1 = 1/1 (v, w) wieder wie in § 24 eine von der Richtung der 
geometrisch - optischen Lichtstrahlen abhängende "Amplituden­
funktion " ist, deren Quadrat die Intensitätsverteilung auf der un­
endlich fernen Wellenfläche angibt. 

Wir bestimmen nun die Entfernung r des Aufpunktes P 
(= Xp, YP, zp) vom Flächenelement du der unendlich fernen Wellen­
fläche lID (v, w, R). Es wird, wenn die Lage des Aufpunktes P 
durch den Vektor. ~ (" Punktvektor ") bestimmt ist, 

r = I@-~I, 
= V (lID (v, w) + R· 9( (v, ~o) - '.13)2, 

= V R2 + 2 R· (lID (v, w) - ~, 9c (v, 10») + (lID (v, w) - '13)2. 
Nun ist, da R_- 00, IlID(v,w)-'I3I<:IRI, so daß 

t· = - [R + (9J) (v, w) -~, 9c(v, w»)J 
= - R + (~p - ~ (v, w), 9c (v, 10»). 

Es ergibt sich demnach in derselben Näherung wie oben 

e-ikr eikR . __ = ___ e-'k('ll-'ill(v,w), 91 (v,w) 

r R 
(44; 5) 

und entsprechend 

O (e-ikr ikR 
)

_ 'ke -ik('ll-~Il(v,w),91(v,w) on -t-'- --t Re . (44; 6) 

Setzen wir die Werte (4), (5) und (6) in Gleichung (3) ein, so 
erhalten wir für den Wert up der Funktion u im Aufpunkte P, 
wenn noch wegen 1 R 1_ 00 

du 
R 2 = d.Q 

gesetzt wird, nach einigen Vereinfachungen 

u =ik f_h(' ) -ik(<.ß-'ill(v,w),91(V,w)ds!' 
p 2:n: 'I' v,w e , (44; 7) 
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wo W (v, w) und in (v, w) von d.Q abhängig sind. In kartesischen 
Koordinaten geschrieben, lautet die Gleichung (7) 

Up ~: J 1/J (v, w) e-ik[(Xp-~)Nx+(yp-~)Ny+(zp-~)Nzl d.Q, (44; 8) 

wo 

und 

~ = ~ (v, w) 

'Y} = 'Y/(v,w) 

~ = ~ (v, w) 

) 
die Komponenten des 

Wellenvektors W 

N x = Na; (v, w) ) 
Ny = Ny (v, w) 

N z = Nz(v, w) 

die Komponenten des 

Normalenvektors in sind. 

Lassen wir in (7) den Aufpunkt P = \,ß variieren, so stellt die 
Funktion Up = U (\,ß) wegen I \je (v, w) I = 1 eine Lösung der 
Schwingungsgleichung Li u + k2 U = 0 dar, und zwar für den Fall, 
daß das Strahlenbündel nach den beiden zur Fläche W = W (v, w) 
gehörenden Evolutenschalen (Kaustiken) - im geometrisch-optischen 
Sinne - konvergiert. Diese" Brennflächen" können auch aus­
geartet sein. 

Auf der unendlich fernen Fläche, über welche die Integration 
in (3) ausgeführt wurde, ergibt sich dann eine variable, durch 1/J2 
gemessene Intensität der Welle. Physikalisch wird dieser Fall 
verwirklicht, wenn das Strahlenbündel durch eine absorbierende 
Schicht veränderlicher Dicke bzw. von örtlich veränderlichem Ab­
sorptionskoeffizienten hindurchgestrahlt wird oder auch, wenn die 
vom Objekt ausgestrahlte Intensität (Energiemenge) eine Funktion 
der Richtung ist. 

Da jede der unendlich vielen geometrisch-optischen Wellell­
flächen des Strahlenbündels als Kennfläche gewählt werden kann, 
so folgt -- rein formal - eine entsprechende Anzahl von Integral­
ausdrücken für das betrachtete Strahlenbündel. }lan erkennt aber 
leicht, daß alle diese so erhaltenen Ausdrücke sich nur um einen 
konstanten Phasenfaktor unterscheiden. \Vählen wir nämlich zu­
näc'hst die Kennfläche ~ = ~ (~', lC), so erp,'ibt sich für Ur 

Gleichung (7). Jede der anderen Wellenflächen desselben Strahlen­
bündels läßt sich aber, da sie der Fläche ~ = ~\ (v, tc) parallel 
ist, nach (1**) darstellen durrh 

~* = ~* (1', w, R*) = ~ (v,/() +- B* ,I)( (v, /1'). 
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Wählen wir diese Fläche 'ID* = 'ID* (v, 10, R*) als Kennfläche des 
Strahlenbündels, so folgt aus (7) 

up=!..!!... r 'lj!(v,1O)e-ik(~-m*(t',1U,R*),91(1I,W)d.Q, 
2:n:.1 

= ~:eikR* J 'lj!(v,'W)e-ik(~-I1Jl{t"u·),91(V,W)d.Q, 
da ja (\Je (v, UJ), ?Je (v, w») = 1 ist. Der so für 'Up erhaltene Aus­
druck ist bis auf den Phasenfaktor eikR* mit (7) identisch. 

Wir wollen nun noch das in (7) auftretende Differential 

d .Q ~~ in Beziehung setzen zu dem Flächenelement der Kenn­

fläche bzw. zu den Differentialen dv, dw der beiden Parameter, die 
wir uns so gewählt denken, daß sich die Linien v = const und 
10 = const im ganzen Integrationsbereich nirgends berühren, d. h. 
also, daß zwei benachbarten Punkten des Integrationsbereichs stets 
zwei verschiedene (benachbarte) Wertepaare (v, w) entsprechen 1). 
Es ergibt sich, wenn von jetzt ab d 0 das Flächenelement der Kenn­
fläche 'ID =.: 'ID(v, 10) und K= K(v,1O) das Gaußsehe Krümmungs­
maß dieser Fläche bezeichnet, für d.Q 

!l0'ID 0 'ID12 
d.Q,=K(v,UJ)do=K(V,w)V (fV' Ow dvdw 

1/[0 9( 0 '.RJ2 
= rTv' ow dv dUJ 2

). 
(44; ~) 

Gleichung (7) in Verbindung mit Gleichung (9) liefert uns 
also die der Schwingungsgleichung Au + k2 u = 0 ge­
nügende Funktion u für irgendein beliebiges Strahlen­
bündel, das durch eine seiner geometrisch - optischen 
Wellenflächen ('ID = 'ID (v, w») gegeben ist. 

Bei spezieller Wahl d er Parameter v un d IV lassen sich die 
in (~) angegebenen Ausdrücke für d.Q noch etwas umformen. Sind 
beispielsweise die Kurven v = const und w = const die Krümmungs­
linien der Kennfläche und überdies ~ und w so gewählt, daß sie 

1) Dies ist z. B. stets der Fall, wenn die Linien v = const, w = const 
Krümmungslinien sind, oder - allgemein - ein beliebiges isogonales 
Kurvensystem bilden. 

2) 91 hat für die Einheitskugel (- Krümmungsmaß gleich eins -) 
dieselbe Bedeutung wie W für die Kennfläche. 
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den Bogenlängen dieser Kurven entsprechen, so ergibt sich, wenn 
wir die so gewählten Parameter v und w durch SI bzw. S2 und die 
beiden zugehörigen Krümmungsradien durch Q1 = Q1 (SI' S2) bzw. 
Q2 = Q2 (S17 S2) bezeichnen, für d.Q: 

d.Q = ds1 • dS2 

Q1 Q2 
und demnach für Up: 

Up= 

_,_ 1/J(sl,s2)e->k'll-'lll(81,82),!)l(8t>82 ) 1 2. ,(44;10) ikJJ'( ) dsds 
27t Q1 (SI' S2) . Q2 (SI' 82) 

zu integrieren über den der Öffnung des Strahlenbündels ent­
sprechenden Bereich der Variablen SI und S2' 

Bezeichnen wir die Richtungskosinus der Wellennormalen, der 
"Lichtstrahlen", durch cos &, sin & cos rp, sin & sin rp, so wird 

Up = 
f9 2" 

~ : J J 1/J (&, rp) e- ik [Xp cos.'t + !/l'sill.'tco8lp + z1' sin .'tsin 'f' - (W, 'p)] sin & d& d rp, 

00 (44;11) 
wo 

f(&,rp) = ;COS& + 1)sin&cosrp + Ssin&sinrp (44; 12) 
ist, und 

; = ; (&,rp); 1) = 1) (&,rp); S = s(&,rp) 

die Koordinaten der Kennfläche sind. Die Funktion f = f (&, rp) 
hängt außer von der Richtung der Lichtstrahlen nur von der 
Gestalt der \Vellenfläche ab. Wir werden unten noch sehen, daß 
auch umgekehrt die Wellenflächen durch die Funktion f eindeutig 
bestimmt werden. Wir bezeichnen daher f als" Gestal ts funktion". 

Sind cos a, cos ß, cos y die Richtungskosinus der Lichtstrahlen, 
so lautet die Integraldarstellung des Strahlenbündels 

/(1' = 

~: .\ J '1)-' (ß, y) e -; k 1"1' cosa .:, y]' cos ,1t Z I' co,; - {(ii. ;) I d (cos :~:l~ rosy) 

(44: 13) 
mit der Ciestaltsfunktion 

f(ß,y) = ;cosrx + 1)cosj3 + Scosy (+4: 11) 
und 

;=~(ß,y): 1)=r;(ß,y): s=s({3,y). 
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§ 45, Beugungstheoretische Darstellung einer beliebigen 
zweidimensionalen Welle, einer "deformierten Zylinderwelle" 1) 

Um die im vorigen Paragraphen für den Fall eines beliebigen 
Strahlenbündels erhaltene Formel auf eine beliebige Zylinderwelle 
zu übertragen, gehen wir aus von der spezialisierten Form (44; 1 0) 
und setzen zunächst voraus, daß wir ein Strahlenbündel zu behandeln 
haben, bei dem Ql (SI' S2) im ganzen Integrationsbereich konstant 
ist. Dann können wir Ql (s1' S2) - da ja Up nur bis auf einen 
konstanten Faktor bestimmt ist - vernachlässigen. Wir erhalten 
für den so charakterisierten Spezialfall 

Ul' = - 1/I(s],s2)e-tk(\ß-~n(Sl,82),91(Sl,S2) 1 2. (45; 1) ikj'J' dsds 
2 % Q2 (s1' S2) 

Bei einer beliebigen Zylinderwelle läuft die eine Schar der 
Krümmungslinien (s] = const) der Achse des Zylinders parallel, 
und es ist Ql = const. Wir nehmen das Koordinatensystem (x, y, z) 

so an, daß die z-Achse der Zylinderachse parallel ist, so daß SI = z 

wird. . Dann werden 1/1, lill, IR und Q2 von s] unabhängig. Für 82 

schreiben wir nunmehr s, so daß 

~(SI,S2) = (Hs); 1](s); ~); \')((S1' S2) = (Nx(s): Ny(s); O}; 
1/1 (s], S2) = 1/1 (s); Q2 (SI' S2) = Q (s). 

Die Projektion des Vektors lill (sI' S2) auf die x y - Ebene be­
zeichnen wir durch ® (s) = (~(s); 1] (s»). Für \)( (SI' S2) können 
wir entsprechend \)((s) schreiben und erhalten so aus (1) nach Aus­
führung der Integration über z von - Abis + Aals beugungs­
theoretische Darstellung einer beliebigen Zylinderwelle 

Up = --2A l),,(s)e- tk (\ß-'lll(s),91(S)--, ik J' ds 
2% Q(s) 

(45; 2) 

wo I.ß jetzt der in der x y-Ebene liegende Vektor ist, der der Pro­
jektion des nach dem Aufpunkt P gezogenen Radiusvektors auf die 
.x y-Ebene entspricht. 

Für eine Kreiszylinderwelle wird Q(s) = const und -
wenn wir noch s( Q = -& setzen -

lill (s) = (Q • cos -&; Q' sin -&); IR (s) = (cos -&; sin -&) ; 
ds -- = d-&, 

Q (s) 

1) J. Picht, Ann. d. Phys (4) 77, 685 (785),1925 (§4). 
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so daß sich wieder die von De bye für die ebene Kreiszylinderwelle 
angegebene Formel ergibt: 

Up = ~=2Ae-ik(> J t/I ({}o)e-ik[Xpcos.'t + ypsin.'t] d{}ol), (45: 3) 

abgesehen von einem konstanten Faktor 21A V;:, den wir noch hin­

zuzufügen haben, um Übereinstimmung mit (30; 5) zu erhalten. 
Dementsprechend haben wir allgemein statt (2) zu schreiben 2): 

Up = :;: f t/I(s)e- ik (~- W(s), 91 (8») (/(:)' (45; 4) 

§ 46. Beugungstheoretische Darstellung einer beliebigen 
(räumlichen) Welle unter Benutzung der Kaustikflächen 3) 

Um die in § 44 abgeleitete Formel, die für ein beliebiges 
Strahlenbündel gilt, anwenden zu können, muß die Gleichung einer 
der geometrisch -optischen Wellenflächen, der Kennfläche des 
Strahlenbündels, bekannt sein. Es soll nunmehr die dort (§ 44) 
angegebene Formel so umgeformt werden, daß nicht die Kennfläche, 
sondern die geometrisch-optische Kaustik des Strahlenbündels auf­
tritt. Hierbei ist zu beachten, daß die Kaustik im allgemeinen aus 
zwei Schalen besteht, die jedoch in gewissen Fällen ausarten können. 
1m allgemeinen werden wir daher zwei formal verschiedene Formeln 
erhalten, je nachdem, welche der beiden Schalen der Kaustik wir 
zugrunde legen. Artet die eine Schale aus, so ergibt sich nur eine 
Darstellung. Den Fall, daß beide Schalen der Kaustik ausarten, 
wollen wir für die hier zu suchende Darstellung ausschließen. 

Die eine Schale der Kaustik des zu untersuchenden Strahlen­
bündels sei gegeben durch den Vektor .\t = .\t' (8*, q) ("Kaustik-

I) Da 

dem in (44; 

d(sin(}) . . 
d if = ~~Q.-, so entsprIcht das DIfferential rl,'r vollkommen 

cos v 
, .. rl (cos ß) d ( C03 y) 

13) anftretendpn Dlfferenttal -----C;;s-a----· 

2) Da in (4) die z -Koordinate des Aufpunktes vollständig herausfällt, 
so kann (4) - angewandt auf eine riinmliclte Zylinderwelle - nur für 
solche Aufpnnkte gelten, die hinreichend weit von den Grenzen (z =- + A 
hzw. z = - A) entfernt sind, und für die gleichzeitiß - A <- z < + A is1. 

:l) ,J. Picht, Ann d. Phys. (4) 77, 685 (78;}), 1925 (§ 5). 
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vektor"), wo die Parameter s* und q so gewählt sind, daß sich für 
das Bogenelement ds der Fläche ~ = .~ (s*, q) die Gleichung ergibt 

( dU')2 ds2 = dS*2 + dq .d q2. (46; 1) 

Geometrisch bedeutet dies: Die Kurven q = const sind geodätische 
Linien, die Kurven s* = const deren orthogonale Trajektorien, und 
zwar ist s* die Bogenlänge der geodätischen Linien q = const, 
gemessen von der orthogonalen Trajektorie s* = 0 bis zum Punkte 
(s*, q), d. h. s* ist der normalgeodätische Abstand des Punktes (s*, q) 
von der Kurve s* = 0 1). Um eine Fläche ® = ® (s*, q) zu finden, 
zu der die gegebene Fläche .~ = ~ (s*, q) die eine der Evoluten­
schalen ist, haben WiT die Gleiehung anzusetzen 

Im an') ~ ) . t d.st(s*,q) zu = zu (s"', q = JlC (s*, q - (s'" + cons ). d . 
s* 

(46; 2) 

Soll nun die Fläche ® = ® (s*, q) die Kennfläche unseres Strahlen­
bündels sein, so müssen wir unsere Kurven s* = const bzw. q = const 
noch speziellen Bedingungen unterwerfen. Wir müssen nämlich 
beachten, daß wir zu der Kennfläche ® = ® (s*, q) unseres Strahlen­
bündels nur dann gelangen, wenn wir die Parameter (s*, q) so wählen, 
daß die in Richtung der Kurven q = const an die Fläche ~ (s*, q) 

I t T t d ~ (s*, q) 't d . I t' h L' ht' ge eg en angen en .:l mi en geometnsc l-OP ISC en IC -
us* 

strahlen unseres Strahlenbündels zusammenfallen. Da sich durch 
jeden Punkt einer Fläche in vorgegebener Richtung stets eine und 
nur eine geodätische Linie legen läßt, so ist die entsprechende Wahl 
der Parameter s* und q eindeutig möglich 2). Wir setzen nun vor­
aus, daß die Wahl in dem genannten Sinne getroffen ist. Dann 
besteht also zwischen der Kennfläche unseres Strahlenbündels und 

der betreUenden Schale der Kaustik die Beziehung (2), wo ~: den 

absoluten Betrag 1 hat und in Richtung den Lichtstrahlen des be­
trachteten Strahlenbündes, d. h. den Normalen der Kennfläche 
® = ® (s*, q) entspricht. Wir erhalten demnach: 

(\]3 - ®(s*, q), ~(s*, q») \ 
= (\]3 - sr (s*, q). ~(s*, q») + s* + const. I 

(46 j 3) 

1) Vgl. Knoblauch,_Eiuleitung in die Theorie der krummen Flächen, 
Leipzig 1888, S. 228 ff. 

2) Abgesehen von einer - uuwesentlichen - additiven Konstanten. 
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Nun bedeutet das rechts auftretende skalare Produkt die Projektion 
des vom Integrationspunkt (s*, q) der Kaustik nach dem Aufpunkt 
gezogenen Fahrstrahles auf den Lichtstrahl, der die Kaustik im 
Integrationspunkt berührt. Die Größe s* ist die Bogenlänge der 
geodätischen Linie, die in Richtung des betreffenden Lichtstrahles 
durch den Integrationspunkt der Kaustik hindurchgeht, gerechnet 
von ihrem Schnitt mit derjenigen orthogonalen Trajektorie, der 
~ willkürlich ~ der \Vert s* = 0 zugeordnet wurde. 

Wir können nun wieder beliebige Parameter (v, w) annehmen; 
dann erhalten "wir für Up ~ von einem konstanten Phasenfaktor 
abgesehen ~ 

(46; 4) 

wofür wir auch schreiben können 

i.k r r .1.(", ) -ikll'/'(cos c9' c08,'1+ siu.9' Sill,'lC08«(P j '.-(p)) + 8*(.9",(.,,)] ((}' = 9 J J 'V tJ; rp e ", l' l' ' 

-1t sinfrd&drp, (46; ö) 

wenn i)c (v, 11') = Il cos &, sin fr eos rp, sin & sin rp I gesetzt wird. In (5) 
hedeuten (rf" & f" rp f,) die Polar koordinaten des Aufpunktes P, bezogen 
auf ein Koordinatensystem, dessen Ursprungspunkt im Integrations­
punkt der Kaustik liegt, d. h. in dem Punkte, in dem der zum \V erte­
paar (&, rp) gehörige Lichtstrahl die betreffende Schale der Kaustik 
he rührt, und das aus dem ursprünglichen System (r, fr, rp) durch 
Parallelverschiebung hervorgeht. s* = s* (fr, rp) ist die Bogenlänge 
der im oben angegebenen Siune definierten geodätischen Linien der 
betreffenden Schale der Kaustik. 

Bei achsensymmetrischen Strahlenbündeln artet die eiue Schall' 
der Kaustik aus. Sie fällt mit einpm 1'pile der Achse des Strahlen­
hündels zusammen. Die andere Schale der Kaustik ist dann gleich­
falls achsensymmetrisch. In dem dem \Yerte fr = () entsprechen­
den Punkte besitzt sie eine Spitze. Die orthogonal-geodätischen 
Lillien der betreffenden nicht HllsgeartetenKaustikschale gehen danll 
üher in polargeodätische. Als Kurve s* = () könnell wir hier die 
Spitze <ler Kaustik wHltlen, so daß die B()gelllänp:e s* (fr. rp) VOll der 
:-ipitze der Kaustik aus zn llleSSell ist. 
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§ 47. Beugungstheoretische Darstellung einer beliebigen zwei­
dimensionalen Welle unter Benutzung der kaustischen Linie 1) 

Für ein beliebiges ebenes Strahlenbündel geht (46; 5) 
über in 

(47; 1) 

Da für den ebenen Fall sich der Übergang von (45; 4) zu (1) be­
sonders anschaulich verfolgen läßt, so sei er hier noch besonders 
durchgeführt. 

Das skalare Produkt (':13 - ® (s), 9I (s») der Formel (45; 4) ist -die Projektion des Vektorf> ':13 - ® (s) = QP auf den durch den 
Punkt ® (s) = Q gehenden Lichtstrahl, der die kaustische Linie im 

, 
$\(sJ .,' _--

",~ ........... 
o 

Abb. 34 

Punkte Si' (s) = 11 berühre (s. Abb. 34). Der Fußpunkt des Projek­
tionslotes von P auf B Q sei N, so daß -(':13 - ®(s), ~(s») = QN 
Andererseits ist - - - -Q N = B N - B Q = r~ cos (fr - fr~) - BQ. 

Da die Wellenlinie ® = ® (s) Evolvente der kaustischen Linie 
sr = sr (s) ist, so ist, wenn s* die Bogenlänge der kaustischen 
Linie von ihrer Spitze (oder einem beliebigen ihrer Punkte) bis 
zum Berührungspunkt B des Lichtstrahles bezeichnet, -BQ = const - s*, 

1) J . Picht, Ann. d. Phys. (4) 77, 685 (785), 1925 (§4). 
Pi c h t, Optische Abbildung 9 
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so daß also endlich 

($ - fID (s), in (s») = r'p cos (fr- fr'p) + s* - const. 

Da außerdem ~ = dfr ist, so unterscheiden sich (45; 4) und (1) 
Q (s) 

nur um einen konstanten Phasenfaktor. 

* 48. Bestimmung der geometrisch-optischen Wellenflächen 
aus der beugungstheoretischen Integraldarstellung 

eines Strahlenbündels 1) 

Wir haben gesehen, daß wir jedes beliebige Strahlenbündel, 
dessen \Vellenflächen oder dessen Kaustikflächen uns durch ihre 
Gleichungen gegeben sind, beugungstheoretisch durch einen Integral­
ausdruck wiedergeben können, der sich stets auf die Form bringen 
läßt: 

up = ,ik J JW(ß'1')C-iklxPCX+lIPIHZPY-f({J,Yl] dßd1' (48; 1) 
2 n (a2 + ß2 + 1'2 = 1) IX 

oder anders geschrieben: 

l'j' X (v, lC) e- ik [xp cx (V,wl+ lIp{J(v,Wl+zpy(v,wl] dvdw (48; 2) 
. (a2 + ß2 + 1'2 = 1) 2). 

Wir wollen nun umgekehrt zeigen, daß sich jeder derartige Aus­
druck als beugungstheoretische Integraldarstellung eines optischen 
Strahlenbündels deuten läßt, indem wir die Gleichungen der geo­
metrisch-optischen Wellenflächen des zugehörigen Strahlen bündels 
aus dem angegebenen Integralausdruck direkt bestimmen. Dazu 
haben wir nur drei Funktionen g (ß, 1'); f} (ß, 1'); ~ (ß, 1') so zu be­
stimmen, daß 

ag(ß,1') + ßf} (ß,1') + 1'~(ß,1') = f(ß,1') (48; 3) 

ist, und daLl ferner die aus den partiellen Ableitungen dieser Funk­
tionen nach ß und l' gebildeten Vektoren auf dem Vektor (IX; ß; 1') 
senkrecht stehen: 

Jdg. df}. d~l Jdg. df}. d~) .. 
Idß' dß' dßr und 1d1" d1" d1'f .l(IX,ß,1')· (48; ;3*) 

Geometrisch gibt uns Gleichung (3) die Gesamtheit aller an die 
Wellen fläche gelegten Tangentialebenen. Die Wellenfläche selbst 
bildet also die Enveloppe jener Ebenenschar. Um ihre Gleichung 

1) J. Picht, Ann. d. Phys. (4) 77, 685 (785), 1925 (§ 6). 
2) E. T. Whittaker, Math. Ann. 57,333/355, 1903. 
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zu erhalten, differenzieren wir (1) nach ß und y und erhalten 
wegen (3*) die beiden Gleichungen 

-g(ß,y)' ~ +1}(ß,y) = o (Jßß Y) , (48; 4) 

- g (ß, y). 1. + ~ (ß, y) = 0 (~ß, y) . (48; 5) 
a y 

Aus (3), (4) nnd (3) folgt dann sofort 

~(ß,y)=.=u.· ((ß,y)-ß'd{J--y,oy- , l· O((ß,y) O((ß,yf/ I 
1) (ß, y) =-= ß ·l((ß, y)-- (ß -- ~)- c!(J~ y) - y' q(J~ y)} (48; 6) 

,. O((ß,y) ( 1) O((ß,y)ll 
~(ß,y)=y' ((ß,y)-ß'---aß - Y--y ·--rTy-.· 

Ist z. B. 

so folgt 
((13, y) = a· a + b· ß + C· Y + d, 

~ = a + a d: 1} = IJ + ß d; ~ = c + Y d. 

Dies ist die Parameterdarstellnng einer Kugel vom Radius d und 
dem Mittelpunkt (a, b, c). Wir erhalten also in diesem Falle die 
Darstellung einer nach dem Brennpunkte (a, IJ, c) hin konvergierenden 
Kugelwelle, wie man dies auch sofort direkt erkennt. 

Wir wollen noch die Gleichungen zur Bestimmung der Kenn­
fläche eines Strahlenbündels hier angeben, wenn dieses gegeben 
ist durch 

2 n {oj 

_ i I"~ f J.,. (Q. ) - ik [xl' cus It + Yl' sin It co>s 'f' -, zp ,in,'1 sin '/' - f(:f, '1')1 
/(], - :)""' 'V v, rp e 

~ n: . 48 r) o 0 slll{)Od{)Odrp ( ;' 

I n derselben Art wie oben erhalten wir für die zugehörige Kenn­
fläche 
t t) ()' 0 (({)o, rp) s = s ({)o, rp = -l- cos{)o· ({)o, rp - Slll {)O ... ----, o{)o 

r; = r;W,rp)= +sin{)o.cosrp·(Wrp) 

d(({)o,rp) sinrp d(({)o,rp) , 
+ cos {)o . cos rp . --~ - sin {)o ';fcj;- -H 48: K) 

s=~({)o,rp)= +sin{)o.sinrp'(({)o,rp) j 
. d(({)o,rp) cosrp d/W,rp) 

+ cos 0& • sm rp . - - --. - + -- . - _ .. 
do& sinff' drp 
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Die übrigen Wellenflächen des betrachteten Strahlenbündels 
ergeben sich, indem man in diesen Gleichungen f (it, qJ) ersetzt 
durch feit, qJ) + const; sie sind also durch feit, qJ) bzw. f(ß, y) 
eindeutig bestimmt. 

§ 49. Geometrische Optik als Grenzfall der WellenoptikI). 

Wir hatten bereits oben § 15 gesehen, daß die geometrische 
Optik als Grenzfall der Wellenoptik angesehen werden kann, bei 
dem die Wellenlänge). = 0, also k _ 00. Wir sprachen von der 
Möglichkeit, den Beweis auf zwei verschiedene Weisen zu führen, 
von denen wir jedoch die eine noch zurückstellten, um sie, nachdem 
wir die allgemeine Darstellung eines beliebigen Strahlenbündels 
kennengelernt hätten, in allgemeinerer Art als sonst üblich und in 
§ 15 möglieh gewesen ist, durchzuführen. Wir wollen dies nun­
mehr nachholen. Die allgemeine Darstellung eines beliebigen 
Strahlenbündels war 2) 

ttp = ik fe-ik(~-'lll(V'W),9'l(V'H'»K(v,W)d6. (49; 1) 
2n, 

Hierin haben wir nun ). = 0, also k = 2 An _ 00 zu setzen. 

Bevor wir diesen Übergang vollziehen, setzen wir 

(~ -- W (v, w), IR (v, w») = ~ 

und denken uns auf der Kennfläche 5lli = 5lli (v, w) die Kurven 
~ = const gezeichnet. Geometrisch heißt dies: wir projizieren die 
Verbindungslinien des Aufpunktes mit den einzelnen Flächen­
punkten auf die zu diesen gehörigen Normalen (Lichtstrahlen) und 
verbinden alle diejenigen Flächenpunkte, für die diese Projektion 
gleichen Wert hat. Für diejenigen Punkte (v, w) unserer Kenn­
fläche, die zwischen den Kurven ~ und ~ + cl ~ liegen, können wir 
~ als konstant annehmen, so daß 

~+dt ~+,,: 

-Se":'" ik (~-~ll (1',1/), \l!(r, It» K (v, w) d 6 = e- ik~ .J K(v, lC) d 6. 

1) J. Picht, Ann. d. Phys. (4) 77, 685 (785), 1925 (~8). 
2) Der in § 44 erwähnte. die Lichtyerteilung auf der unendlich fernen 

Wellenfläche bestillllllende Faktor 'fJ (D,II') ist hier fortgelassen. Seine Hin­
zunahme ändert an den folgenden Überlegungen nichts. Wir können ihn 
mit K (17,11') yereinigt denken. 
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Setzen wir nun 

~+ d ~ 

J dP 
K(v, w) d6 = dP(S) = df· dS, (49; 2) 

~ 

so erhalten WIr 
'2 

ik JdF ·k' 
U p = 2 n· df . e-' ., d S, 

~1 

wo SI und S2 die äußersten Werte von S bezeichnen, die auf d 6 

erreicht werden. 
Nun gilt, solange d Fld S im ganzen Integrationsgebiet endlich 

und stetig ist, die Beziehung 1) 

~2 

1· k fdF. ·k'dfoo [dF .k'1:;2 1m .. --. e-' , ~ = - i -. e- 1, . 
k ~ 00 d s d S -~1 

~ . 

(49; 3) 

Wir untersuchen zunächst das Verhalten von d F I d S 1m 
Integrationsgebiet. Zu diesem Zwecke betrachten wir ds. Es 
ist stets 

Os Os 
d S = - . d v + -- . d w. 

Ov ow 
Es wird 

~: _ - (0 1[ß0~' w), in (v, W») + (~-I[ß (v, w), ~~d~ w)_) 

oder, da 

ü;t, 

und analog 

o I[ß (v, w) 
'Yl(v w) I , - dv 

Os _ (lU \ln • 0 'Yl (v, 10») 
Ov -- +,-=(v,n), Ov 

~s _ (,n _ I[ß ( ) 0 'Je (v, w»). 
Ow- +' V,W, 010 

Beide partiellen Ableitungen von S = S (v, 10) verschwinden nun 

1) G. Kirchhoff, Vorlesungen über math. Optik, Leipzig 1891, S.35. 
Die Betrachtungen dieses Paragraphen entsprechen ganz der dortigen Dar­
stellung. 
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zusammen, dann und nur dann, wenn die Vektoren l.l3 - W (v, 10) 
und m (v, w)zusammenfallen, da ja 

am (V, w) 

av und 
am (v, w) 

aw 
auf IJl (v, w) senkrecht stehen. In diesem Falle wird demnach 
auch d ~ = O. Hieraus und aus (2) folgt, daß - falls der Auf­
punkt auf einem Lichtstrahl des betrachteten Strahlenbündels 
liegt - der Wert d F I d ~ für denjenigen Wert von ~ unendlich 
wird, in dem der durch den Aufpunkt gehende Lichtstrahl die 
Kennfläche trifft. 

Liegt der Aufpunkt dagegen im geometriseh-optisehen Sehatten, 
so bleibt im ganzen Integrationsgebiet d Fj d ~ endlich und stetig. 
Wir können dann also (3) anwenden. Nehmen wir nun an, daß 
die Begrenzung des dureh das geometriseh-optisehe Strahlenbündel 
gegebenen Integrationsgebietes der Kennfläehe W = W (v, 10) 
auf keiner endliehen Streeke mit den Kurven ~ = ~1 und ~ = ~2 

zusammenfällt 1), so versehwindet der in (3) auf der reehten Seite 
stehende Ausd ruck, da in diesem Falle die zwisehen den Grenzen 
~1 und ~1 + d ~ bzw. ~2 - d ~ und ~2 zu nehmend en Integrale (2) 
yon höherer Ordnung als d ~ 2) unendlieh klein werden. Wir 
erhalten also als Resultat, daß für die im ge 0 met r i s e h­
optisehen Sehatten liegenden Aufpunkte np = 0 wird. 

Für den anderen Fall, daß der Aufpunkt im Gebiete des 
geometriseh-optischen Strahlenbündels liegt, daß also durch ihn ein 
oder mehrere Liehtstrahlen hindurehgehen, denken wir uns auf der 
Kennfläehe um die Fußpunkte der betreffenden Liehtstrahlen kleine 
Gebiete zweekentsprechend abgegrenzt und führen dann die Inte­
gration einmal über diese kleinen Gebiete, zweitens über die 
übrigen Teile der KennfLtehe aus. Diese letzte Integration ergibt. 
da hier d F! cl ~ endlich und stetig bleibt, also (3) angewandt 
werden darf, wie oben den Wert KulI. \\'ir orauehen also nur 
die Integrale über jene kleiIlen Gebiete auszuführen. Wir erkennen, 
daß sieh für Aufpunkte, die im Gebiete de,; geometriseh-

J) G.Kirchhoff, a. a. O. 
2) M. Y. Lau e, Encykl. d. math. Wiss. V, H. :24. Artikel "Wellen­

optik", S.438. 



§ 50. Feldvektoren und Pointingscher Vektor 135 

optischen Strahlenbündels liegen, der Wert Up ergibt, 
indem man die durch ihn hindurchgehenden LichtRtrahlen 
z ur I nt erle I' enz bringt. 

§ 50. Übergang von Up zu den Feldvektoren (f und .!> 
sowie zum Po i n ti n g schen Vektor E. Intensität proportional 

zu j upj2. 

Wir haben noch den Übergang zu den Feldvektoren ~ und ~) 
zu machen 1). Zu diesem Zwecke fassen wir j~p als eine Komponente 
des vom Phasenfaktor Ci l' t befreiten Her tz sehen Vektors B auf, 
also etwa 

(50; 1) 

worm ttp Im allgemeinsten Falle durch (44; 1ß) gegeben ist, 
so daß 

8x = 0; By = 0; 3z = C J J"IJf (ß, 7') cl (ros ß) cl (cos 7'). (50: 2) 

Hier ist noch 

"IJf (ß, 7') = 1jJ (ß, 7') ei[l't-k("pcos a + ypcosß+zpcosl'-f(I~, )'l)J ._1_, 
cos~ 

((ß,7') = ; (ß, 1') cos G( + 1] (ß, 1') cos ß + b (ß, 1') cos 1', 

wo 
;=~(ß,1'): t/=1](ß,1'); b=b(ß,7') 

die Parameterdarstellung der Wellenflächen ist. 

Aus (2) ergibt sich nach (4; 4): 

(50; 3) 

(50; 4) 

~x = - Ck2 J J cos~ cos7'"IJf (ß, 7') cl (cos ß) cl (cos 7'), I 
~y = - Ck2 J f cosß cos7'1JJ'(ß, 7') cl (cos ß) cl (cos 7'), (50: 5) 

~z = + C k2 f f sin2 7'"IJf (ß, 7') cl (cos ß) cl (cos 7') . 

.px = + C k2 Y;- f J cos ß 1]J' (ß, 7') cl (cos ß) cl (cos 7'), 

S)y = - C k2 Y;- ff cos IX 1]J' (ß, 1') cl (cos ß) cl (cos 7'), (50; li) 

.pz = 0, 

1) J. Picht, Ann. d. Phys. (4) 77, 685 (785), 1925 (~ 9). 
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und mit diesen Werlen nach (7; 3): 

6 x = 4Cn 0 2 k4 f; J J cos a"l]J' (ß, y) d (cos ß) d (cos r) 

. S S sin2 y"lJf (ß, y) d (cos ß) d (cos r), 

6 y = 4Cn 0 2 k4 v-; J J cos ß"IJf (ß, y) d (cos ß) d (cos y) 

. S S sin2 y"lJf (ß, y) d (cos ß) d (cosy), 

6 z = 4Cn 02k4 V-; HJ cosa"lJf(ß,y)d(cosß)d(cosy) 

. J S cos a cos y "IJf (ß, y) d (cos ß) d (cos y) 

+ S S cos ß"IJf (ß, y) d (cos ß) d (cos y) 

. f S cos ß cos y"lJf(ß, y) d (cos ß) d(COSy)}. 

(50; 7) 

Setzen wir 0 entsprechend (44; 13) gleich i kj2 n, so ergibt sich, 
wie wir in § 44 und für den speziellen Fall der Kugelwelle in 
§ 26 sahen, für Up auf der unendlich fernen Wellenfläche ein von 
).. unabhängiger Wert. Aus (5) und (6) aber entnehmen wir, 
daß dann dort sowohl Q: als auch .p proportional zu )..-2 und 
nach (7) 6 proportional zu )..-4 wird. Um dies zu vermeiden, 

dürfen wir daher nicht 1t p ei v t selbst, sondern den Wert 12 u p ei J{ 
1c 

mit einer Komponente des He rtz sehen Vektors 8 identifizieren. 

\Yir haben daher in (2), (5), (6) und (7) 

zu setzen. 

i . 
O=--=~).. 

21(k 
(50: 8) 

Unter Berücksichtigung der in § 4!:J durchgeführten Betrach­
tungen können \vir nun, falls durch den Aufpunkt nur ein einziger 
Lichtstrahl hindurchgeht, in erster Annäherung die Faktoren 01., ß, y 
für das ganze Integrationsgebiet konstant setzen, nämlich gleich den 
dem entsprechenden Lichtstrahl zugehörigen Werten (1.]" ßl" '}'l'. Die 
Berechtigung hierzu erkennt man auch geometrisch sehr leicht, wenn 
man beachtet, daß die Funktion "l]J' (ß, y) eine schnell oszillierende 
Funktion ist außer in der Umgebung des \Yertepaares (ß", '}'l'), daß 
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also - wie wir in § 49 sahen - nur diese Umgebung merkliche 
Beiträge zu Up liefert, daß ferner ß, l' und demnach auch a während 
jeder einzelnen sich nahezu vernichtenden Oszillationsperiode der 
Funktion l[f (ß, 1') nur sehr wenig veränderlich sind. Wir können 
rlemnach für ~ und ,p, wenn wir noch von dem bei der Mittel­
wertbildung fortfallenden Phasenfaktor eivt absehen und C ent­
sprechend (8) annehmen, in erster Annäherung schreiben 

~x =-upcosO/.pcosyp; ~y = -~~pcosßpcosyP; J 
~z = + ~~p sin2 yp (50; 9) 

,px=+Ul'cosßp; S;'y=-upcosO/.p; ,pz=O. 

Für die Größen ~2,,p2, I[~.\)ll, die für die Intensität maßgebend 
sind (je nach der Art des verwandten Meßinstrumentes), erhalten 
wir dann in gleicher Näherung: 

(50; 10) 

so daß wir die Intensität in erster Annäherung dem Quadrat rles 
absoluten Betrages von up proportional setzen dürfen. 

Ganz ähnliche Überlegungen gelten für den zweiten der oben 
(4; 5) gemachten Ansätze von ~ und ,po 

Gehen durch den Aufpunkt mehrere Lichtstrahlen im geo­
metrisch-optischen Sinne, so modifizieren sich die angestellten Be­
trachtungen etwas. Doch können wir bei kleiner Öffnung des 
Strahlenbündels allgemein in gewisser Näherung die Intensität dem 
Quadrat des absoluten Betrages von Up proportional setzen. 



Neuntes Kapitel 

Wellentheoretische Behandlung 
des Abbildungsvorganges 

§ 51. Spiegelung und Brechung einet' beliebigen Welle (endlicher 
()ffnung) an der ebenen Trennungsfläche zweier Medien I) 

In § 9 gaben wir die Formeln für Spiegelung und Brechung 
einer ebenen Welle an der ebenen Trennungsfläche zweier Medien, 
wobei wir indessen noch besonders voraussetzten, daß sowohl die 
einfallende ebene Welle als auch die Trennungsebene seitlich un­
begrenzt seien. Das Gleiche galt dann natürlich auch für die ge­
spiegelte und gebrochene Welle, die überdies beide wieder eben waren. 

In § 44 zeigten wir nun. daß sich ein beliebiges Strahlen­
bündel endlicher Öffnung, eine seitlich begrenzte (nicht ebene) 
Welle stets durch Überlagerung seitlich unbegrenzter ebener 
Wellen darstellen läßt, die verschiedene Richtung, verschiedene 
Phase und verschiedene Amplitude besitzen. Wir können noch 
hinzufügen, daß sie auch verschiedene Polarisationsrichtung besitzen. 
}[an übersieht aU diese Verhältnisse leicht, wenn man auf die zur 
Richtung l1:, ß, 'Y gehörige ebene Welle der Gleichungssysteme (50: 3) 
und (50; 4) eme durch 

Xl ?It ZL 

eos a 
eos ß eos Cl cos y 

;l" 
sin y Sill Y (1) 

ros a cos p cos y 
.1/ cos j8 

sill i' sin y 

cos v IJ sin v 

1 ) . 1. I' i e II t. Zeitsehr . f. PlIy'. 39, \133, l\126. (Auf S. 943, Zeile 3 
\on oben, ist ~\\"ischcn: "nu eh" und .. ,{ Sd 1 =-_ ..... eimmschalten: ,.d Q 

:\'" cos a, 
__________ d.9 1 , WO". Entspr('chend dort in Zeitsehr. f. Phy,.;. 40, rl ~- ~y:! :.;in:! ((1 
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gegebene Transformation anwendet, also ein zweites Koordinaten· 
system x" Y" z, einführt, dessen x,-Achse mit der Fortpflanzungs. 
richtung jener ebenen Welle zusammenfällt, und dessen y,.Achse 
auf der ursprünglichen z·Achse senkrecht steht. 

Die Formeln (50; 5) und (50; 6) lauten ja, wenn wir dort 

noch in Übereinstimmung mit (50; 8) für eden Wert 12 ~ setzen, 
k 211: 

. k • 
ctx = - ~ 11: .\ 'ljJ (ß, y) cos IX COS /' ei l ... l d Q" 

- i k r . 1 
{,ty = - 211: J 'ljJ (ß, y) cos ß cos y e' l .. · d Q" 

I~' -""'z -

,px = 

+ ~: j 'ljJ (ß, /,) sin2 y (.i [.·.1 cl ..(2" 

i k -' + - V Li \ 'ljJ (ß, y) cos ß Ci [ ... 1 cl Q" 
2 11: • 

~)y = - ~: V~ J lj! (ß, /,) cos IX ei [ ... ] cl Q" 

,pz = 0, 

Ci [ ... 1 = ei [1'/ -- k{xl'cOS a + ypcos(i + ZpCOB Y - 1'((1, Y») I, 

1 . sin ß sill /' J 
dQ, = --d(cos ß) cl (cos/,) =------ dßd/'. 

cos a cos a 

(51; 1) 

Wenden wir nun auf die zur Richtung a, ß, 'Y gehörige ebene 
\Velle die rrransformation (I) an, so erhalten wir 

«(E ) (i = i k ,I. (ß y) sin 'Y ei [v t - k (XlI' - {(ti, rJ)] 
Zl a, ,r 2 1( \f-' , , 

(~)",)",(i, r = 0: (i'i 1; 2) 

iJ.' -
(~)!I)a,,1, l' = - 2 11: V c lj! (ß,y)sin 'Y eilri - k ('('li' - f (1, ;))1 ; 

(,pz,}a, ,1, " = O. 

521, 19:26, wo die Reflexion arn bewegten Spiegel behandelt wird, auf 
S. 525, Zeile 4 von oben, zwischen "d Q" und "= ... " einzuschalten: 

--A~dQ2' wo IIQ2"') 
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Man erkennt hieraus sofort, daß die Amplitude der zur Rich­

tung (x, {:J, r gehörenden ebenen Welle durch 2kn 1jJ ({:J, r) sin r ge­

geben ist, und daß ihre Polarisationsebene senkrecht zur z-Achse, 
also in der x y-Ebene liegt und mit der x-Achse den Winkel 

arc cos ( _ c~s (:J), mit der y-Achse den Winkel arc cos (+ c~s (X) 
. sm r sm r 

bildet. 
Wenden wir nun auf diese seitlich unbegrenzten, das vor­

gegebene beliebige Strahlenbündel durch Überlagerung ergebenden 
ebenen Wellen unsere Formeln aus § 9 an und integrieren dann 
wieder über die neuen durch Spiegelung bzw. Brechung daraus 
hervorgehenden ebenen Wellen, so erhalten wir die exakte Dar­
stellung des gespiegelten bzw. gebrochenen Strahlenbündels. 

Daß wir hierbei Ex = Ey = ° voraussetzen, bedeutet keine 
Einschränkung der Allgemeinheit, da wir ja den allgemeinsten Fall, 
daß alle drei Komponenten von E von Null verschieden sind, durch 
Überlagerung der drei Einzelfälle 

erhalten können. 

8x = 8y = 0; 

.8x = Ez o· , 
8z =1= 0, 

8y =1= 0, 

8x =1= 0 

lT m die Formeln des § 9 auf unsere ebenen Wellen anwenden 
zu können, müssen wir noch ein drittes Koordinatensystem x2, Y2' Z2 

so einführen, daß die x2-Achse mit der x-Achse, die z2-Achse mit 
der Schnittlinie der y z-Ebene und der Yl zl-Ebene zusammenfällt. 
Es gilt dann 

----

"'2 112 Z2 

X 1 0 0 

0 
cosß cos r 

.lI sin a sin u 

(LI) 

i cos r ('osß I 
0 , . .. 

sin a sin a 

J m System x2 ' Y2' Z2 lauten die (ileichungen rler zur Ihch­
tung (x, {:J, r gehörenden ebenen Welle 
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(5' ) i k (ß ' . . ' [ 1 ("""2 a, [1, y = - 2 n 'IjI , 1') sm l' cos w2 sm IX. e' "', 

rc: ik ß)' (~Y2L"l,y = + 2 n 'IjI ( , l' sm l' cos w2 tos IX. ei [" .l, 

«(tz,) ". {1, y = + ~: 'IjI (ß, 1') sin l' sin w2 Ci [. .. l, 

(,1)"2)'" [1, y = + ~: V; 'IjI (ß, y) sin l' sin W 2 sin IX Ci [" .l, 

- i k 1,1- ß )' .' I 1 (~,J)l2 )'" 13, Y = - 2 n r c 'IjI ( , l' sm Y sm w2 cos IX. el "., 

'" ) ik 1r ß' '[ 1 ("0-'"2 a, [1, y = + 2 n Y c 'IjI ( , 1') sm Y cos w2 e' "., 

COS IX. cosy 
ros w = ----. 

2 sinasiny' 
. cos ß 

sm w2 =. .' . 
smasmy 

(51; ;{) 

w2 ist der Winkel, den die Polarisation se bene mit der 
z2-Achse bildet. 

Auf die durch (3) dargestellten ebenen Wellen 'wenden wir 
nunmehr die Formeln (9; 14) und folgende an und erhalten für die 
gespiegt'lten Wellen 

i k . . .' [ 1 
- 2 n 'IjI (ß, 1') sm l' 1'11 COS w2 sm IX." e' "', 

rc:* ) i k ß)' * '[ 1 (""V2 a'il,/, = +2n'ljl(,y smYl'llcosw2 cosIX"e' .,., 

(c* i k . . '[ 1 
(l:2: z2 )a, {1, y = + 2 n 'IjI (ß, 1') sm l' I'i- sm w2 c' "', 

(~);2)a,[1.) = + ~: V; 'IjI(ß,y)siny Y-.Lsinw2sinIX*ei[".l, (51; 4) 

"'* i k 1/- .. . [ 1 ("o-'Y2)'" [1, Y = - 2 n fC 'IjI (ß, y) sm l' I'-.L sm w2 cos a* e' ... , 

(,I)i2)«, [1, i' = + ~: V; 'IjI (ß, 1') sin l' fil ros w2 ei [",1, 

Ci [ ... l = ei[l' t - k {X2P cos a* + Y2p sin a* - f ([3, Y)} 1, 
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und für die gebrochenen Wellen 

( {C' ) i k (ß )' d ., . [ ] 
IeX2 a, (1, y = -- 2~ t/! ,y sm Y 11 cos Ws sm OG e' "', 

(rc' i k ß . , 'r ] 
\2:Y2)a, (1, y = + 2 1t t/! ( ,y) sm y dll cos Ws cos OG e' ." , 

(C' ) i k ß)' . ' [ ] (Ie Z2 a, (1, y = + 2 1t V-' ( ,1' sm Y (.h sm W 2 e' "', 

Ci [, ,,] = ei [" t - k' (X2P cos a' + 112]' sin <x' -t' «(I, y)} J, 

Um über diese neuen ebenen Wellen wieder integrieren zu 
können, müssen wir sie einer erneuten Koordinatentransformation 
nach (Il) unterziehen, nämlich sie auf das von OG, ß, l' unabhängige 
Koordinatensystem x, y, z zurücktransformieren. Wir erhalten so, 
wenn wir gleich die Integration berücksicbtigen und beachten, daß 
wegen (9; 10) und fnlgende 

~in a = sin a*: 

cos ß = cos ß*; 

cos y = eos y*: 
, 

. n . , 
8111 a = - S1I1 CI. ; 

JI. 

) n' )' 
ens /) = - COS I) : 

n 

n' 
cos y = - cos y'; 

n 

und wegen CD; 9) 

('os OG = - rOß u*, 

sin (3 = + siu ß*, 

sin y = + Sill y*, 
1 ,------

eos CI. = n 1 n2 - n' 2 Si1l 2 a', l Cd: li) 

1 , 
sin ß = - Vn 2 - 11,'2 ('0,,2 ß', 

n 

1 ,------
sm y = - Vn 2 - n' 2 cos2 y', 

n 

I,:' r (f3, y) ~= k f' (ß, y), 
also, da 

n' 
I,:' = -7.'. 

11, 
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§ 51. Spiegelung und Brechung einer beliebigen Welle 145 

Man erkennt leicht, daß diese durch die Gleichungssysteme (7) 
und (8) gegebenen Werte den Maxwellsehen Gleichungen genügen. 

Der zu den Darstellungen (7) bzw. (8) gehörige Hertzsche 
Vektor ß* bzw. ß' hat für das gespiegelte Strahlenbündel 
die Komponenten 

3;= 0, 

3; = - ~ ~ J' R tjJ*(ß* y*) ei[ ... l d.Q* k2 2Tl y' , 

Q* = - - - R .1.* (ß* v*) e' [ ... 1 d.Q*· 1 ik J . 
,')z k2 2 Tl z 'I' , I , 

ei [ ... 1 = ei [I't - k{xp cos a* + Yp cos (1* + zp cos 1'* - f* «(1*, y*)] I, 

worin noch 

1 
R y = -'-2- cos ß* cos y* (rll + r -1..), 

SIn a* 

1 
R z = -'-2- (rll CO,,2 y* - r -1.. COS2 ß*), 

sIn a* 

und für das gebrochene Strahlenbündel 

3~= 0, 

Q , == ~ i k' i D .1,' (ß' 0/) ei [ ... 1 da' 
-Oy k' 2 2 Tl. Y 'I' , I , 

Q' = ~ ik' r D .1,' (ß' 0/) eH ... 1 da'· 
-0 k'2 2 Tl J z'l' , I , 

ei [ ... 1 = ei [vt - k' {Xp cos a' + yp cos (1' + zp cos y' - f' «(1', r')} I, 

. . N n' 
WOrIn mIt =­

n 

(51; 9) 

1(51; 10) 

, 

(51; 11) 

1 " ~( cos a' )) D y = -'-2 -, COS ß cosy 1\ dl l - d-1.. 1/ ~., ' 
sm a f 1 - 1'1, 2 sm2 a 

(51; 12) 
1 ( c~~ 

Dz = -'-2-' X dll cos2 y' + d-1.. cos2 ß' 1/ T' ,). 

sm a f 1 - ]\ 2 sm2 a 

Pi c h t, Optische Abbildung 10 



146 Neuntes Kapitel: Wellentheor. Behandlung des Abbildungsvorganges 

Nach (9; 11), (9; 12) ist noch 

n'2 cos a* + n Vn'2 - n2 sin2 (1,,* I 
rll = , 

'/'1'2 cos (1,,* - n Vn'2 - n2 sin2 a* 

n cos a* + Vn'2 - n2 sin2 a* 
rl.-= , 

n cos a* - Vn'2 - n2 sin2 (1,* 

(51; 10*) 

I 2 Vn2- n'2 sin2 a' 
dl.-= .-, '+ 1/ 2 '2' 2 ' n cos a y n - n sm a 

(51; 12*) 

Im Gegensatz zu dem Hertzschen Vektor der einfallenden 
Welle besitzt der Hertzsche Vektor der gespiegelten und der der 
gebrochenen Welle zwei von Null verschiedene Komponenten. 

Aus der neuen Gestaltsfunktion f* (ß*, y*) bzw. f' (ß', y') lassen 
sich nach (48; 6) bzw. (48; 8) die Gleichungen der Wellenflächen 
des gespiegelten und des gebrochenen Strahlenbündels angeben. 

Ähnliche Überlegungen wie hier für Spiegelung und Brechung 
an einer ruhenden Trennungsebene sind übrigens auch für eine be­
wegte Trennungsebene durchgeführV). 

Über die seitliche Begrenzung der ebenen Trennungsfläche 
haben wir bisher nichts ausgesagt. Da wir die Formeln des § 9 bei 
den vorstehenden Überlegungen benutzten, jene Formeln aber eine 
seitlich unbegrenzte Trennungsebene voraussetzten, so scheint dies 
zunächst auch hier der Fall zu sein. 'fatsächlich aber sieht man 
leicht ein, daß die Trennungsebene nur unwesentlich größer zu sein 
braucht als der Querschnitt des Strahlenbündels an der betreffenden 
Stelle, da ja die das einfallende Bündel bildenden ebenen Wellen 
sich außerhalb der geometrisch-optischen Üffnung sehr schnell gegen­
seitig vernichten, die seitliche Begrenzung der Trennungsebene also 
dann bereits im Schatten liegt und daber keine Veranlassung zu 
neuen Beugungserscheinungen geben kann. 

Auch diese noch immer etwas einschränkende Annahme über 
die seitliche Begrenzung der Trennungsebene können wir noch völlig 
fallen lassen, wenn wir auf die Darstellung der Lichterscheinungen 

1) J. Picht. Zeitsehr. f. Phys. 40,521. l(l26 , öS, 6ß7. J92\l. (Siehe 
Anmerk. S. 138.) 
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in ihrer unmittelbaren Nachbarschaft verzichten. Wir haben dann 
das Strahlenbündel nach der Spiegelung oder Brechung entsprechend 
der Begrenzung der Trennungsebene abgeblendet zu denken und die 
Integration daber nur über die neue, durch die Berandung der 
Trennungsebene gegebene Öffnung zu erstrecken, falls diese kleiner 
ist, als es dem einfallenden Bündel entspricht. 

§ 52. Anwendung der Formeln des vorigen Paragraphen 
auf eine einfallende Kugelwelle 

Wir wenden die allgemeinen Formeln des vorigen Paragraphen 
auf den speziellen Fall an, daß die einfallende Welle eine Kugel­
welle ist. Sie sei gegeben durch den Her tzsehen Vektor 

8x=0,3y =0, 
;:} =~ ik JJ'IO(ß )ei[vt-k{(Xp-§o)c08a+(yp-~o)Cos(I+zpcosY}l 
cOz k2 2 7t 0/ , Y . . 

sm ß sm y d ß d Y 
cos a ' 

so daß nach (48; G) die Koordinaten des Quellpunktes = (~o, 110' 0) 
sind. Dann gilt für die an der Trennungsebene gespiegelte Welle 

3; = 0, 3; = -,~ ~: J J R y 1/!*(ß*,y*) eil ... ] d.Q,*, 

3: = - ~ ~: J J Rz 1/!* (ß*,y*) ei [ ... ] d.Q,*; 

ei [ ... ] = Ci [vt - k {(xp + ~o) C08 a* + (Yp- ~o) COSli* +'p cos Y*}], 

sin ß* sin y* 
d.Q,* = .. ----;-- d ß* d y*, 

cos a'" 

also eine vom Punkte (- ~O, 1/0' 0) ausgehende, nach - x laufende 
Kugel welle, und für die dort gebrochene Welle 

, ;:}' - ~ i k' J J ' ß' , i [ ... ] , 3x = 0, ~y - k' 2 2 7t D y tJ! ( ,y) e dU, , 

;:} ,li lc' r J ", [ ] 
cOz = k' 2 2 7t J D z 1/! (ß, y ) Ci ... d.Q,'; 

ei [ ... ] = 

ei [}' t - k' {zp cos a' + yp cos ß' + Zp C08 y' - (go ~,- Yn2- n' 2 sin2 a' + 170 coe (3') } 1 , 
d.Q,' = sin ß' si~ y' d ß' d " 

cos a y 

10* 
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deren Wellenflächen nach (48; 6) sich ergeben zu 

I n2 ) ~' = (~o './ ,., + const cos a', 
\ n rn2 - n 2 sm2 a 

n2 _ n'2 

Die optischen Abbildungsfehler 

Um die in den §§ 43 bis 47 abgeleiteten allgemeinen Formeln 
für die Abbildung in optischen Systemen nutzbringend anwenden 
zu können, ist es notwendig, wie wir bereits oben bemerkten, aus 
den Ergebnissen der geometrisch - optischen Behandlung die 
Gleichungen der Wellenflächen bzw. der Brennflächen zu bestimmen. 
Als Kennfläche des Bündels wählen wir dann unter den Wellen­
flächen vorteilhaft eine solche aUR, deren geometrisch-optische 
Gestalt möglichst einfach ist. Dann wird auch die zugehörige 
Gleichung einfach sein, also keine Mehrdeutigkeiten aufweisen. 
Häufig wird es genügen, für die Kennfläche eine Näherungs­
darstellung zu wählen. Sicher aber wird dies erlaubt sein, wenn 
es sich wie in den nachfolgenden Ausführungen allein darum handelt, 
die für die verschiedenen Abbildungsfehler typischen Intensitäts­
verteilungen zu studieren, was nunmehr geschehen soll. 



Zehntes Kapitel 

Sphärische Aberration 
§ 53. Sphärische Aberration. Allgemeine Behandlung 

Wir betrachten zunächst die sphärische Aberration. Handelt 
es sich um ein "sphärisch nicht korrigiertes" System, dessen Längs­
aberration wir durch 

(53; 1) 

darstellen können, so befindet sich unter den Wellenflächen des 
betreffenden Strahlenbündels ein Rotationsparaboloid, dessen Koor­
dinaten durch die Gleichungen 

~ = + a tg2 -B- - 2 a, 1 
1) = - 2 a tg -B- cos q;, J 
~ = - 2 a tg -B- sin q; 

(53; 2) 

gegeben sind. Setzen wir diese Werte in unsere up-Formel(44; 11) 
für ~, 1), ~ ein, so erhalten wir, da 

( 
1 . 

a tg2 -B- cns -B- - 2 a cos -B- - 2 a tg -B- sin -B- = - a cos -B- + --) 
cos -B-

ist, 
&2", 

ik j' r -ik["pCOS{}+YPSin'9COS'l'+zpSin{}Sill(p+a(cos.'t+~)] 
~'P= -::;- J 1/1 (-B-, q;) e COS 

~ '1:00 sin-B- d-B- d q; (53; 3) 

oder, wenn 1/1 von q; unabhängig ist, 

Se -ik ["pCOR{}. -'- a (cos.'t 4- -...2._)] 
1tp = ik 1/1(-B-) Jo (kQp sin-B-)e ... . cos.'t sin-B- d-B-, 

o (53; 4) 

worin wieder Qp = Vy} + z} und J o (kQp sin-B-) die Besselsche 
Funktion erster Art und nullter Ordnung vom Argument k Q p sin -B­
ist. Ändern wir hierin das Vorzeichen von a und gleichzeitig das 
von Xp, so geht (4) (abgesehen vom Vorzeichen) in den konjugiert 
komplexen Wert über. Daraus aber folgt sofort, daß die Inten-
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sitätsverteilung eines überkorrigierten Strahlenbündels 
(a> 0) in bezug auf die durch die Kaustikspitze gehende 
achsensenkrechte Ebene spiegelbildlich ist zu derjenigen 
eines gleich stark unterkorrigierten Bündels (a < 0). 

Wir entwickeln cos {} und ~1 - nach Potenzen von sin {}: 
cos{} 

cos{} = 1--sm {}--sm {}--sm {}_.~ sm {}- ... 
2 8 16 128 ' 
1'2 1

'4
1

'6 5· s 1 
(53' 5) 

1 1 1. 2 3. 4 5. 6 35. 8 ' --= + - sm {} + - sm {} + ----; sm {} + --sm {} + ... 
cos{} 2 8 Hi 128 

und ersetzen in (3) bzw. (4) den im Exponenten des Integranden 
auftretenden, von der sphärischen Aberration herrührenden Aus-

druck a (cos {} + _1_) durch die ersten Glieder der Entwicklung 
cos {} 

nach sin {}, schreiben also 
(j2n 

i k j' \' . - ik [xpcos 3 + ~psin:1 cos (lI' -Ipp) + '/, a sin' ,'TJ 
Hp = 2 1jJ({},cp)e 

'lt 0 Ö sin{}d{}dcp. (53; 6) 
bzw. 

fj 

- ·/'J.t.(Q,)J. (' . Q.) -ik[xpcos,9+ ' j,asin4 3] . Q.dQ, 
Hp - t '" 'I' v 0" Q p SIn v e sIn v v . 

o 
Dieses Integral können wir demnach, solange 

1 . 6 J 'lt -kasm ® ~-
4 2 

(53; 7) 

ist, auffassen als mathematische Darstellung- eines sphärisch nicht 
korrigierten Strahlenbündels, dessen sphärische Längsaberration 
durch (1) gegeben ist. Aus (G) bzw. (7) erkennen wir noch, daß 
die sphärische Längsaberration die Intensitätsverteilung erst zu be­
einflussen beginnt, wenn 

1 . 4 
-kasm ® nicht 
4 

'lt <-2 

ist. Wir erwähnen noch, daß (G) bzw. (7) in Wirklichkeit der 
exakte mathematische Ausdruck für ein Strahlenbündel i~t, dessen 
Wellenflächen nach § 48 den Gleichungen genügen 

g = (~a sin4 {} + const) cos {}, 

r; = (i a sin4 {} - a sin 2 {} + const) sin {} cos cp, 
~ = Ci a sin4 {} - a sin2 {} -1 const) sin {} sin cp. 
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Da WIr unten für dieses Strahlenbündel die Auswertung des zu­
gehörigen Integralausdruckes (7) durchführen werden, so stellen 
wir noch die Gleichungen der Brennflächen auf. Bezeichnen wir 
die beiden Hauptkrümmungsradien durch Q1 bzw. Q2' so ergibt sich 
zunächst 

Q1 = ~ a sin2 {t (4 - 5 sin2 {t) (= Qi), 

Q2 = i a sin2 {t (4 - 8 sin2 {t) (= Qt) 

und demnach für die Brennflächen 

Xl = 3 a sin2 {t cos2 {t . cos {t, 1 
Y1 = (3 a sin2 {t cos2 {t - a sin2 {t) sin {t cos cp, 
ß 1 = (8 a sin2 {t cos2 {t - a sin2 {t) sin {t sin cp, 

und 

Y2 = 0, 

ß s = O. I 
(53; U) 

Für sin {t = VO,4, also {t = 39° 14' besitzt die nich tausgeartete 
Brennfläche eine kreisförmige Kante, die zur Achse des Strahlen­
bündels konzentrisch ist. 

Abb. 35 (S. 152) zeigt den Schnitt dieser Brennflächen mit einer 
durch die Achse des Strahlenbündels gelegten Ebene. Außerdem ist 
- gestrichelt - noch die Kennfläche des Strahlenbündels (7) an­
gedeutet, die durch (8) mit const = 0 gegeben ist. Wie man aus 
den Gleichungen der Brennflächen und auch aus Abb.35 ersieht, 
gilt (7) also in Wirklichkeit für ein achsensymmetrisches Strahlen­
bündel (die zweite Schale der Kaustik ist ausgeartet und fällt mit 
einem Teile der Achse des Bündels zusammen), das für einen 
Achsenwinkel von 90° "sphärisch korrigiert" ist, da x2 sowohl für 

{t = 0 als auch für {t = ~ den Wert Null annimmt. Bis zu 

einer Öffnung von {t = 39° 14' aber können wir das zugehörige 
Strahlenbündel als ein sphärisch nie h t korrigiertes ansehen. 
Abb. 36 zeigt noch (für a = 900 l) die graphische Darstellung 
der zugehörigen Längsaberration 

Li s' = a tg2 {t cosB {t. 

Das eingezeichnete Kreuz entspricht dem Werte {t = 17,5°. 
Die Amplitudenfunktion 1jJ ({t) wollen wir wieder gleich cos {t 

setzen. Beschränken wir uns außerdem auf diejenigen in der Nähe 
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der Brennfläche liegenden Aufpunkte, für die 1m ganzen Integra-
tionsgebiet 

ist, so können wir im Exponenten der e-Funktion noch 

cos {t = 1 - i sin2 {t - i sin4 {t 

(53: 10) 

setzen. Die Bedingung (10) ist z. B. bei @ = 17,5°; 2 @ 35° 
für - 100;" < xp < + 100;., sicher erfüllt, da dann 

1116 k Xp sinu {t 1 < 0,0286 

{) 

)C 

a 

Abb. 35 100 700 ,JOO 400 A 
' p 

0.1 0.2 mh? 

('AN '10- s cm) 

O· 

Abb.36 

Abb. 35. Brennfläche (---- -) und Kennfläche (- - -) des durch (53; 7) 
dargestellten Strahlenbündels mit sphärischer Aberration (s. Abb. 3G, 37, 

39 und 40) 
Abb.36. Sphärische Längsaberration des durch (53: 7) nnd Abb.35 dnr­

gestellten Strahlenbündels (s. Abb.37, 39 und 40) 

ist. Bei @ = 11,50 ist sie sogar noch für 

- 1000;., < X l' < + 1000;., 

erfüllt. Unsere Formel (7) geht jetzt mit t/J ({}-) = ens {}- über 1I1 

fJ 
- '1, -ik·,pS r (1. . . Q,) -ikll/,(2rt-xl'),in4:1 - 1/2 Xj.siH'UI 

IIp _ _ t,, e • 0 I\' QpSlnv e 

o sin {}-d (sin{}-) , (53 11) 
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wofür wir auch schreiben können, wenn wir sin fr = fro setzen, 
sin f9 

_ '1. -ikXl'fJ (' a.)e-ik[1!8(2a-xp):Jo<_1/2XP:Jo21a. da. np - t," e 0 ," (J l' V o v 0 v O' 

() (53; 12) 
Setzen wir hier noch 

frg 2(X+A), 
wo 

A 
Xl' 

2a-xp 

ist, so wird 
1/2sin2 eJ-A 

_ '1. ,-ilexp(l- l i2 A) fJ (" 1'9( + A)) -ik(a- 1/2 xp)X"d 
up-~"e O'"Ql'f-X e X· 

-:1 (:S3; 13) 

Dieses Integral läßt sich auswerten, indem man zunächst die von 
der Integrationsvariablen abhängende Be s seI sehe Funktion nullter 
Ordnung in eine Summe Besselscher Funktionen höherer Ordnung 
entwickelt, derart, daß die Integrationsvariable nur noch in den 
Entwicklungskoeffizienten als Potenz (X'''), nicht aber im Argument 
(der Besselschen Funktionen) auftritt. Denn es ist ja 

= 1( ß)'" J o (a + ß) =,,~o( - ß)" !t! I + 2 a J" (u). 

Setzen wir hierin 

u=-k(JpY2A; ß= +k(Jp[Y2(X+A)+Y2A], 

so erhalten wir nach einigen Umformungen 

__ 00 (-1)111 
Jo(k(Jl'Y2(X+A))==,~oX" 2A' iJouJ,,,(o), 

wonn 

o = + k (Jl' V2 A. 

Wir wollen indessen hier die Entwicklung nicht im einzelnen 
durchführen, beschränken uns vielmehr auf diesen Hinweis und 
geben gleich das Resultat an. Es wird 

Up = ike-ikxl'(l-1/2ol) {P(X2) -P(x,)l, 

wo 
1 . 2 A 

Xs = 2 sm ® - ; Xl = - A; A 
Xl' (03; 141) 

2 a - xp' 

P (X) = D (X) + E (X) + G (X). 
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~ zl' (= ~ (2 Z)U'). 
en(z)=~ ~ , 

() /-I-! 0 /-I-*!! 
1 , 

s ., 

Cu = Cu (s) = J cos ~ u 2 d 1~: S S) .7( 2 1 J' c" = Cu (s = Sin "2 u' (, U, 

V1k S = X 7( (2 a - xr)' 

In den nächsten Paragraphen werden wir noch einige Spezialfälle 
behandeln. Statt des hier vorgeschlagenen Weges hätten wir das 
Integral aus (12) auch folgendermaßen auswerten können: Wir 
hätten die Exponentialfunktion in eine Reihe nach Potenzen von 
&0 entwickeln und auf den so erhaltenen Ausdruck die Formel 
(A; 24) anwenden können. 

§ 54. Intensitätsverteilung auf der Achse des Strahlenbündels 

Für die Punkte der Achse des Strahlenbündels läßt sich (G3; 13) 
wesentlich vereinfachen. Denn für diese wird Qr = 0, also 

J o (kQl' V2 (X + A» = 1, und wir erhalten 
1/2 sin 2 8-A 

( ) ; ':C-ikXl'(l-l/2A) f e-ik(a-li2i"1')X2 dX' 
/(1' ~l' = 0 = ,', 

-A 

1J2" .] (0') ,)271 + 1 .7,) (i)') 
') T "eIlei f"r 11 2 n 1 * 11, _1' + 1 sl'nd j'["I! au 1 u Il.. (2J/)!~ une n .. ---- (2 11 + 1)! 

,) ce- 1, 2, ... , 15 und 11 0, 1, 2, ... , 10 Ilci .1. Pie h t, Ann. d. Phys. 
(4) 77, 752-75;) (8ö:2-855), 1925, gegeben. 
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Setzen wir hierin noch 

so werden die Integrationsgrenzen 

~1 = V k Xp }i k 
- A - (2 a - Xl') = - i - (2 a - xp) = 8 • 

1t 2 a - Xp 1t 1 

~2 = (~ sin2 ® - A) V ~ (2 ~ - Xl') 

( 1 . 2 XP) V k = - SIll ® - - (2 a - Xl') = 8 . 
2 2 a - Xp 1t. 2 

Femer wird 

und wir erhalten 

SO daß ~tp auf das Fresnelsche Integral (siehe § 31) C-iS 
zurückgefüLrt ist. 

In (2) kann (2 a - xp) auch negative Werte annehmen, es 
können also 81 und 82 auch imaginär werden. Beachten wir nun, 
daß C (i a) =i C (a) und S (i a) = - i S (IX) ist, so können wir 
statt (2) auch schreiben: 

(54; 3) 

81 = _ Xp 1/~12a-xp!, 
2a-xp r 1t 

----

( 1 . 2 xp \}/ k I' I 
8 2 = -;-- Slll ® - . ) -:2 a - Xl' , 

2 2 a - Xl' 1t 
(5-1-; 4) 
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und im Exponenten des Integranden das + -Zeichen gilt, wenn 
(2 a - xp) < 0, dagegen das --Zeichen, wenn (2 a - xp) > 0 ist. 

Formel (3) gestattet unter Benutzung der Co rn n sehen Spirale 
schon ohne numerische Rechnung einen gewissen Einblick in die 
Intensitätsverhältnisse auf der Achse des Strahlenbündels. Be­
zeichnen wir den absoluten Betrag der Verbindungslinie der beiden 
durch SI bzw. S2 bestimmten Punkte der Cornuschen Spirale durch 
d, so ist die Intensität proportional dem Ausdruck 

(
' d )2 7(2 
-- ·-sin4 ®. 
S2 - SI ,p 

Setzen WH a > 0 voraus, so gelten für XI' < 2 a die im zweiten 
(s < 0) und vierten (s > 0) liegenden Zweige der Spirale, für x I' > 2 a 
dagegen der im ersten (s> 0) liegende Zweig (Abb. 19 (f31)). 
Für Xl' = 0, also in der Spitze der geometrisch-optischen Kaustik, 

wird SI = 0 und S2 = ~ sin2 ® V 4/ ~ i . Von den zugehörigen 

Punkten 1\ und P 2 der Spirale liegt daher, a als positiv voraus­
gesetzt, 1\ im Nullpunkt und P2 im vierten ({uadranten. Nehmen 
wir nun a so groß an, daß wir in der Nähe der Spitze der Kaustik 

V 2 i 2 a -; Xl' / in erster ~äherung gleich V 4/ i I setzen dürfen, so 

sehen wir, daß beim Fortsehreiten des Aufpnnktes in Hiehtung 
positiver x-Werte, also im; Innere der Kaustik hinein, der dem 
\Verte 81 entsprechende Punkt PI auf dem im zweiten Quadranten 
liegenden Zweige vom Nullpunkt fort wandert, während ihm in einer 
gewissen, in erster Näherung konstant bleibenden Entfernung 

S2 - 8 1 = ~ sin2 ® y 21 ~a A Xl' I ~ ~ sin2 ® V 41 i i 
1/1 a ' = sin2 ® / ~ i 

der dem \Verte 82 ent~prechende Punkt P 2 folgt. Schreitet dagegen 
der Aufpunkt in Richtung ne ga ti ver ;);- Werte fort, entfernt er siel] 
also immer mehr von der Kaustik, so wandert 1\ auf dem im vierten 
Quadranten liegenden Zweige yom Nullpunkt rort und folgt dem 

ihm in nahezu konstantem A bsbmdc sin2 ® 2 I VOI'-
1 Vi. 2 a - ;); I' I 
2 A 
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angehenden Punkte P~. ]}lan erkennt nun leicht, daß in diesem 
Falle die Intensität mehr und mehr abnimmt. .Je nach der Größe 
des W ertes (~ werden sich hierbei jedoch kleine Maxima und Minima, 
al~o geringe Schwankungen der Intensität ausprägen. Das Auftreten 
der Maxima und Minima erkennt man leicht durch folgende Über­
legung: Da die Krümmuug der COl'nuschen Spirale zum Windungs­
punktr. hin ständig zunimmt, so werden sich bei nahezu konstantem 
Abstande der Punkte P l und Ps in gewisser Reihenfolge die beiden 
Extremlagen von PI und P2 ergeben: 1. Die Verbindungslinie der 
beiden Punkte geht durch den Windungspunkt hindurch; 2. Die 
Verlängerung dieser Verbindungslinie geht durch den Windungs­
punkt hindurch. Da die Intensität in erster .Räherung dem Quadrat 

der Länge der Verbindungslinie P l P2 proportional ist 1), so ent­
spricht der ersten der beiden angegebenen Extremlagen ein Maximum, 
der zweiten ein Minimum der Intensität. 

Wandert hingegen der Aufpunkt auf der Achse des Bündels 
in das Innere der Kaustik hinein, so schreitet - wie wir sahen­
.{I'r Punkt PI auf dem im zweiten Quadranten liegenden Zweige 
der Cornuschen Spirale fort. Da also jetzt PI und P 2 in ver­
schiedenen (~liadranten liegen, so wird d und mithin die Intensität 
größere Werte annehmen 2) als in der Spitze der Kaustik. Eine 
besonders ausgezeichnete Lage der Punkte PI und P2 ist diejenige, 
bei der die Verbindungslinie durch den Nullpunkt der komplexen 
Ebene der Corn li sehen Spirale hindurchgeht, bei der also 

Xp 
"1 = - 82, d. h. 2,---­

a - Xl' 

1 . 2 sin2 ® 
=-SlIl ®; xp=2a···------=xs (54; 5) 

4 4 + sin2 ® 

ist. Diesen Punkt Xs können WH etwa als Symmetriepunkt 
des Strahlenbündels betrachten und ihn dem Brennpunkt 
einer Kugelwelle als Analogon gegenüberstellen. Das 
s()ll jedoch nicht heißen, daß in ihm die Intensität in allen 
Fällen ein Maximum ist, sondern nur, daß auf beiden 
:-;eiten von ihm auf der Achse die Liehtverhältnisse an-

..-.. 
1) Die Bogenlänge PI P2 = 82 - 81 war in erster Näherung konstant. 

3 
2) Da wir a als groß annahmen. Ist a sin' @ :::; 4A, 80 gilt das oben 

Gesagte zwar auch noch, doch ist die Zunahme der Intensität nur gering, 
so daß sie längs der ganzen Strecke von xl' = 0 bis xl' = 2 X s als an­
nähernd konstant angesehen werden darf. 
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. sin2 @ 
nährend symmetrisch sind. Ob 1m Punkte Xs = 2a 4 . 2@ + sm H 

ein Intensitätsmaximum vorhanden ist, oder ob in ihm selbst ein 
Minimum liegt, das beiderseits in mehr oder weniger großem Ab­
stande von Intensitätsmaximis umgeben ist, hängt von der Größe 

(54; 6) 

ab. Hat diese etwa den Wert 14,44 A, so liegt der zu Xs gehörige 
Punkt PI in SI = - 1,9, der Punkt P 2 in S2 = + 1,9 der Cornu­
sehen Spirale. \Vandert nun z. B. PI zum Punkte SI = - 1,3, so 
wandert P 2 zum Punkte 82 = + 2,5. Geht umgekehrt PI zum 

J 

Abb.37. Intensitätsverteilung längs der Achse eines Strahlenbündels, 
dessen ~phärische Längsaberration durch Abb. 36 gegeben ist 

Punkte 81 = - 2,5, so wandert P 2 zum Punkte 82 = + 1,3. Man 
sieht nun sofort, daß die Verbindungslinie der Punkte - 1,3 und 
+ 2,6 bzw. der Punkte + 1,3 und - 2,5 größer ist als diejenige der 
Punkte - 1,9 und + 1,9. In diesem Falle ist also die Intensität 
im Symmetriepunkt kleiner als in der Umgebung. 

Hat die Größe a sin4 @ dagegen z. B. den Wert 7,29 A, so er­
kennt man ebenso, daß jetzt im Symmetriepunkt ein Intensitäts­
maximum vorhanden ist. 

Wir erwähnen noch besonders, daß der Symmetriepunkt xs, 
den wir als Analogon des Brennpunktes der Kugelwelle anzusehen 
haben, im Innern der Kaustik liegt, und zwar ungefähr im Mittelpunkt 
der ausgearteten Kaustikschale. Denn diese erstreckt sich ja nach 
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(53; 9) vom Punkte x 9 = 0 bis zum Punkte x 2 = a tg2 ® cos3 ®, 
während wir statt (5) für Xs auch schreiben können 

1 1 
x 5 = - a tg2 ® cos3 ® .. _--. -- . 

, 2 - cos ® (1 + i sm2 ®) 
(54; 7) 

In Abb. 37 haben wir für a = 900 A, sin® = 0,3 1) (dies 
entspricht einem Achsenwinkel ® = 17,5°, also einer ganzen Öffnung 
des Bündels von 35°) auf Grund der Formel (3) die graphische 
Darstellung der Intensitätsverteilung längs der Achse des Strahlen­
bündels gegeben, dessen sphärische Aberration nach (53; 9) der 
Gleichung 

LI s' = a tg2 03- cos3 03- = a sin 2 03- cos 03- (54; 8) 
genügt. 

0,8 

0,8 

Abb.38. Definitionshelligkeit V in Abhängigkeit von ({ sin4 f!j) 

In Abb. 38 geben wir außerdem noch (in Abhängigkeit von 
der obengenannten Größe a sin4 ®) eine graphische Darstellung für 
das Verhältnis V der Intensität im Symmetriepunkt des mit einer 
sphärischen Aberration (8) behafteten Strahlenbündels zu derjenigen 
einer Kugelwelle gleicher Öffnung. Dieses Verhältnis V bezeichnet 
Strehl als "Definitionshelligkeit" . Wir erwähnen noch, daß sich 
für die achsensenkrechte Symmetriepunktsebene -- die übrigens 
keine "Symmetrieebene" ist -, die Formeln (53; 14) für Up wesent­
lich vereinfachen, da hier Xl = - X2 == - t sin2 ® wird. Dadurch 
wird G (Xl) = G (X2); D (Xl) = - D (X2); E (Xl) = - E (X9) und 

Up = 2ike-ikxp(1_1!2A) jD(X9) + E(X2)!' 

1) Diese Zahlenwerte genügen zufällig dem Werte asin4 f!j) = 7,29 A, 
für den sich im Symmetriepunkt ein Intensitätsmaximum ergibt 
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§ 55. Weitere Diskussion von (54; 3). Phasenanomalie 

Wir sahen, daß unsere Formel (54; 3) bei @ = 11 0 30' für 
_. 1000 A < Xp < + 1000 A gültig ist. Wir wollen nun an­
nehmen, daß a hinreichend klein ist (etwa gleich 200 A). Dann 
gelten in der unmittelbaren Nähe der Kaustikspitze die gleichen 
Überlegungen wie vorher, nur daß die Bogenlänge (S2 - Sl) zwischen 
PI und Pi nicht mehr als annähemd konstant angesehen werden 
darf, sondem mit Annäherung an Xp = 2 a gegen Null geht. Für 
.1; p = 2 a wird sowohl SI als auch S2 gleich - 00, so daß hier 
PI und P 2 im Windungspunkt des zweiten Quadranten zusammen­
fallen. Für xp> 2 a gelten die Zweige der Spirale im ersten und 
dritten Quadranten. Mit wachsendem x 1'"" Werte, also x p > 2 a, wird 
8~ > SI > 0, die zugehörigen Spiralpunkte PI und P 2 liegen also 
im ersten Quadranten. Wir können daher Pt und P 2 für Xl' = 2 a 

mit dem gleichen Rechte auch in den Windungspunkt des ersten 
Quadranten hineinlegen. Für 2 a < Xl' < 4 a nehmen mit wachsen­
dem Xp die \Verte SI und S2 ab, während die Differenz S2 - SI> 0 
Zunimmt. Für x> 4 it nehmen mit wachsendem x l' die drei Werte 
sI' S2' 82 - SI dauemd zu, so daß die zugehörigen Spiralpunkte PI 
und P 2 in immer größerem Abstande voneinander sich dem Win­
dungspunkte im ersten Quadranten nähern. Im ganzen erhalten 
wir also folgenden Verlauf: 'Wandert der Aufpunkt auf der Achse 
des Strahlenbündels, dessen sphärische Aberration a> 0 klein ist, 
von negativen x p-\Y erten durch die Kaustikspitze ins Innere der 
Kaustik hinein, d. h. zu positiven x p-\Y erten, so wandern die beiden 
zugehörigen Spiralpunkte Pt und P 2 in zunächst großem, allmählich 
abnehmendem Abstande hintereinander her vom \Vindungspunkt des 
vierten (~uadranten zum Nul1punkt hin, über diesen hinaus in 
den zweiten Quadranten hinein und zu dem dortigen Windungs­
punkte hin, den sie beide gemeinsam für x p = 2 a erreichen. Sie 
springen dann über zum \Vindungspunkt des ersten Quadranten, 
laufen hier in allmählich größer werdendem gegenseitigem Abstande 
zunächst zum Nullpunkt hin, ohne ihm aber hinsichtlich der gerad­
linigen Elltfrnmng irgend\Yir wesentlich näher zu kommen, um 
dann von Xl' = 4a ab wieder "umzukehren", d. h. sich in immer 
größer werdelldem gegenseitigem Abstande \vieder dem \Vindungs­
punkte im (' rstell Quadranten zu nährl'll. P 2 wandert stets hinter 
Pt her ist also im vierten und ersten (~uadl'aJlten dauernd HillgS 
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der :::;pirale gemessen weiter vom Nullpunkt entfernt als PI' im 
zweiten quadranten dagegen dem Nullpunkt dauernd näher als PI' 
außer im Wind u ngspunkt des zweiten quadranten, in dem sie ja 
zu"ammenfallell. 

Da der VOl' df'm Integral stehende PhaRenfaktol' 

-ikx (1-~~) 
P 22a-xp e 

sich für Xi'> 2 a annähernd normal ändert, so drückt sich die 
anomale Phasenänderung durch den 'Winkel aus, den die Verbindungs-

---~+ 

liuie PI P 2 mit der reellen Achse bildet. Man erkennt. nun hier, daß 
die Verhältnisse sehr kompliziert werden, denn für Aufpunkte weit 
vor der Kaustik, weit hinter der Kaustik und in der Nähe von 
x = 2 a liegen ja die beiden Spiralpunkte in der Nähe des gleichen 
\Vindungspunktes (nämlich in der Nähe des Windungspunktes deR 
vierten bzw. des ersten bzw. des zweiten quadranten). Die Ver-

---~ 

hindungslinie PI P 2 dreht sich gewissermaßen um diesen Windungs-
punkt, so daß der Winkel alle Werte zwischen 0 und 2 n durchläuft. 

Die gleiche Eigentümlichkeit der anomalen Phasenänderung, 
die sich hier für die Punkte der Achse des mit sphärischer Ab­
,>nation behafteten Strahlenbündels ergeben hat, haben wir auch be­
reits für die Achsenpunktp der idealf'n Kugelwelle gefunden. 

§ 56. Anwendung der Formeln fiir die Intensitätsverteilung bei 
sphärischer Aberration auf ein spezielles Beispiel 

In Abb. 37 . hatten wir für den speziellen Fall a = 900 Ä, 

sin @ = 0,3, d. h. @ = 17,5° die Intensitätsverteilung längs der 
Achse des Strahlenbündels gegeben, wobei die sphärische Aberration 
durch (54; 8) gegeben war. In den Abb. 39 und 40 geben wir 
noch für das gleiche Zahlen beispiel die "Kurven (Flächen) gleicher 
Helligkeit", die auf Grund von Durchrechnungen nach (53; 14) für 
eine größere Zahl von achsen senkrechten Ebenen erhalten wurden. 
Die beiden Abb.39 und 40 unterscheiden sich nur dadurch von­
einander, daß in Abb.39 der besseren Übersicht wegen die Einheit 
der Ordinate - die den Abstand von der Achse des Bündels an­
g-ibt - gleich ist dem Fünffachen der Einheit der Abszisse, während 
in Abb.40 beide Einheiten einander gleich gewählt wurden. 

Pie h t, Optische Abbildung 11 
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Außer den Kurven gleicher Helligkeit wurden noch die geo­
metrisch-optische Kaustik sowie einige geometrisch-optische Licht­
strahlen eingezeichnet. Um die Flächen gleicher Helligkeit zu 
erhalten, haben wir die Abbildungen um die Abszissenachse rotiert 
zu denken. 

Wir ersehen aus den Abbildungen, daß die Intensität vom 
Hauptmaximum, das auf der Achse des Strahlenbündels etwa III 

! 
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Abb.39. Flächen gleicher Helligkeit für das Strahlenbündel, dessen 
sphärische Längsaberration dnrch Abb.36 gegeben ist (s. auch Abb.35, 37 

und 40). (Maßstab von I! p gleich dem Fünffachen desjenigen von x p) 

der Mitte der ausgearteten Kaustik liegt, nach allen Richtungen 
hin abfällt, und zwar besonders stark in Richtung senkrecht zur 
Achse des Bündels. Hier fällt es auf einer Strpcke von etwa 1,5 
bis 2 Wellenlängen von 100 % auf ungefähr 3 %, um dann jedoch 
wieder auf ungefähr 19 % anzuwachsen. Dieser" Ring eines rela­
ti ven Intensitätsmaximums " liegt bei Xp = 50;'; Q p = 2,5 A. 
Ein zweiter "Ring eines relativen Intensitätsmaximums" liegt bei 
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XI' = li6 A; Ql' = 4,l,. Hier steigt 
die Intensität auf 17 %. Ein beson­
ders auffallendes Ergebnis, auf das 
wir besonders hinweisen wollen, ist 
es, daß sich die geometrisch-optische 
Kaustik in der wellentheoretischen 
Betrachtung fast gar nicht bemerk­
bar macht. Der einzige Hinweis auf 
sie scheint darin zu bestehen, daß die 
Verbindungslinie der bei den N eben­
maxima sowie des auf der Achse 
liegenden Wendepunktes ungefähr der 
geometrisch - optischen Kaustik par­
allel läuft, und daß die "Hinge 
relativer Intensitätsmaxima" gegen 
das Hauptmaximum auf der Achse 
im Sinne der Kaustik verschoben 
sind. 

Unsere Darstellung der Kurven 
gleicher Helligkeit gestattet es leicht, .~ 

die Lichtverteilung in einer achsen­
senkrechten Ebene oder auch längs 
eines geometrisch - optischen Licht­
strahles zu entnehmen. 

Zum Sehluß erwähnen wir noch, 
daß die Intensität im Brennpunkt 
einer Kugelwelle gleicher Öffnung 
und gleicher lntensitätsbelegung 1/J 
gleich ist dem 2,15 fachen der Inten­
sität im Symmetriepunkt unseres hier 
behandelten Strahlenbündels mit 

LI s' = 900 A tg2 {}- eos3 .ß', 

so daß also durch die sphärische 
Aberration die Helligkeit im Bild­
punkt um mehr als 50 % herabgesetzt 
wurde. Dies entspricht dem aus Ab­
bild. 38 für asin4 @ = 7,29 zu ent-
nehmenden Wert. 
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§ 57. Integraldarstellnng von Up fUr sphärische Aberration mit 
zwei und mehr Koeffizienten 

Ist die sphärische Aberration durch zwei oder mehr Koeffi­
zienten darstellbar, also etwa allgemein 

Lls' = atg2 {t + btg4{t + ctg6 {t + dtg8 {t + ... , (57; 1) 

so lauten die Gleichungen der zugehörigen Wellen flächen 1) 

~ = - 2 a' + a' tg2 {t + b' tg4 {t + c' tgG {t 

J} = 

~= 

+ d' tg8 {t + ... - const . cos {t, 

- Ga' tg fr + ~ b' tg3 fr + * c' tg5 fr 

+ * d' tg7 {t + ... + const· sin {t) cos q:>, 

- (f a' tg {t + % b' tg3 {t + * C' tg5 {t 

+ ~ d' tg6 {t + ... + const· sin {t) sin q:>o 

1 

J 

(57; 2) 

Die hier auftretenden Koeffizienten a', b', c', 000 ergeben sich aus 
den Koeffizienten a, b, c, 0 0 0 der sphärischen Längsaberration LI s' 
nach dem folgenden Gleichungssystem : 

a' = a- %b', 1 
1/ = b-%c', 
c' = c -~d', J 
d' = d - 1~O e', 

o 0 0 

000 

000 

(57; 3) 

Aus (44: 11/12) erhalten WIr dann als Integraldarstellung für Up 

fY271 

_ i k r \" ,I. (A, ) - i k {x 1'C08 ,9+ Yl' sin .'1 cos (1'+01' sin.9 siu(l'- {(.'1, rp)} 
UI' - 2 J 0/ lJ,q:> e 

tt o I~ sinfrd{tdq:>, (57; 4) 

worin die Gestaltsfunktion {({t, q:» gegeben ist durch 

f'({t, q:» = - cos {t (2 a' + a' tg2 {t + ~tg4 {t + ~ tg6 {t 1 
d' + 7" tg8 {t + .. ) 

1 ' [,(57; 5) 
- (I' (cos {t + cos {t) - cos {t (~tg4 fr 

C' 6 d' 8 ) + "5 tg fr + 7" tg fr + ... 0 

1) Jo Picht, Zeitschro fo Instrkdeo 51, 1931, erscheint demnächst, 
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Wir wollen hier davon absehen, die vorstehend angegebenen Inte­
grale auszuwerten oder näher zu diskutieren. Einige allgemein­
gültige Folgerungen über sphärisehe Aberrationen mit zwei bzw. 
drei Koeffizienten folgen unten in den §§ 60, 61 und 63. 

§ 58. Beziehung zwischen Strahlenaberration und 
Wellenaberration 1) 

Handelt es sieh nur um die Bestimmung des Intensitäts­
maximums auf der Aehse eines mit sphäriseher Aberration be­
hafteten Strahlenbündels oder um das von Streh I als" Definitions­
helligkeit " bezeiehnete Verhältnis V dieses Maximumiil zu der 
Brennpunktsintensität einer idealen Kugelwelle gleicher Üffnung 
(und gleicher Intensitätsbelegnng auf der unendlich fernen Wellen-

x 

Abb.41. Wellenaberration l und Strahlenabermtion .1 s' bzw. 0' 

fläche), so genügen wesentlich einfachere Überlegungen und Ab­
leitungen als die vorstehend durchgeführten. 

In allen Strahlenbündeln, die geometrisch-optisch mit Fehlern 
behaftet sind, weicht die Form der Wellenflächen von der Kugel­
fläehengestalt ab, ist also gegen diese deformiert. Es muß daher 
möglich sein, zwischen den geometrisch-optischen Fehlerbeträgen 
und jenen Deformationen, die man auch im Gegensatz zu den geo­
metrisch-optischen Strahlenaberrationen als Wellenaberrationen be­
zeichnet, gewisse Beziehungen anzugeben. Für die sphärische 
Aberration sei dies im folgenden durchgeführt. 

In Abb.41 sei AC der Schnitt der Wellenfläche mit der 
Zeichenebene, AB der Schnitt einer Kugelfläche, die die Wellen­
fläehe im Punkte A berührt, wobei A durch die Achse A 0 des 
Strahlenbündels bestimmt ist. 0 ist der Schnittpunkt der Paraxial-

I) Zum Beispiel R. Richter, Zeitsehr. f. Instrkde. 40, 1, 1925. 
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strahlen, der Gau ß sehe Brennpunkt und daher auch der Krüm­
mungsmittelpunkt von AB. Der den beiden Flächen A C und AB 
gemeinsame Krümmungsradius (für AC: "im Punkte A ") sei R. 
Es ist noch 0 A = 0 B = R. Der Schnitt von 0 B mit A C sei 
C, der Winkel von 0 B gegen 0 A sei Cf! 1). Der durch den Punkt C 
der wirklichen Wellenfläche gehende Lichtstrahl CD trifft die 
Ach s e des Bündels im Abstande .d s' von 0 unter dem 
"optischen" Winkel u', dem "analytisch" 0/}' (= - u') entspricht, 
die durch 0 gelegte aehsensenkrechte Bildebene im Ab­
stande (5 von 0, wo .d s' die sphärischen Längsaberration, (5 die 
sphärische Seitenabweichung ist. Den Strahlenverlauf nehmen wir 
als rotationssymmetriscb an. CD steht auf A C senkrecht. Es sei 
B C = 7, so daß 1 die Wellen aberration mißt. Die wirkliche 
Wellenfläche ist daher in Polar koordinaten um 0 als Mittelpunkt 
durch r = R +- 1, Cf! gegeben. Wir haben 1 und Cf! als Funktionen 
von .d s', oder da .d s' Funktion von u' ist, als Funktionen von 0/)' 

7,U bestimmen. 

Sind ~, 1) (~ = 0) die Koordinaten des Punktes C, so ist die 
I{irhtung von CD gegeben durch 

1 
tg 0/}' = - d 1)/d ~ . 

Demnach wird 

Li s' = g - 'f) cotg {t = g +r; ~ l = ~ dd~ (~2 + 'f)2), (58; 1) 

" = I t I: d ~ + 1 d (1: 2 + <I, u - Li S .0' 0/)' = 5 - 1) = - - s 'f)'). 
h d'f) 2d1) 

(58: 2) 

Nun ist 

also, da R = eonst. 
I d1 d r 

Li" = (R + 7) d~ = r d;' (58; 3) 

d1 dr 
(5 = (R + 7) - = r - . 

d1) d1) 
(58; 4) 

Diese Gleichungen lassen sich, wenn man R hinreichend groß, 
nämlich R:>.d s' wählt, die Üffnung ® des Strahlenbündels als 

1) 'I' ist hier nur als HiIfsgröIJe gebraucht, also uicht, wie sonst, 
Azimut. 
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klein voraussetzt und annimmt, daß dann auch 7 < Rist, Ilodl 
umformen. Denn es ist dann 

also 

und 

tg {t (::::::. - sin q;) 
fj 

- R+ 7' 

-fj_._. Li s' ::::::. !L Li s' 
(R + 1)2 R2 ' 

~ 

J ;2 Li s' d fj, (58; 5) 

wobei wir Li s' nach Potenzen von fj = h (Einfallshöhe) entwickelt 
denken müssen, um die Integration ausführen zu können. R kann 
übrigens noch durch f ersetzt werden, um so nur Größen, die bei 
der geometrisch-optischen Behandlung üblich sind, unter dem 
Integral zu haben. Ist 

Li s' = a h2 + b h4 + C 71 6 + "', 
so wird 

h 

7 = .\ ~:' hdh = /2 {i h4 + *h6 + i h8 .+ "'l, (58; H) 

also in erster Näherung der vierten Potenz der Einfallshöhe pro­
portional. Da f aus R + 1 hervorgegangen ist, so schreiben wir 
besser statt [2 das Quadrat einer mittleren Brenn weite fO' Die 
Gleichungen unserer Wellenfläche lauten dann in Polar koordinaten 
um den Gaußschen Brennpunkt 

r = t' .+. ~ {~7I4 + ~ h6 + ~ 11 8 + ... lJ '. . f~ 4 G . 8 

. h h 
q; = arc Sln - ::::::. -, 

f o fo 

) (58; 7) 

wo a, b, C, ... Konstanten sind, die sich aus der Reihendarstellung 
von Li s' nach Potenzen von h ergeben. Ist Li s' nach Potenzen 
von p = 1 - COS~t' entwickelt, wie dies ,"on Richter bevorzugt 
wird, so ergibt sich mit 

(58; 8) 
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~ dh """ sin u' du' = d(1- cosu') = dp 
fo 

o 

(58; 9) 

Nun ist die "Wellenaberration " l gleichzeitig die Lichtweg­
aberration, die die nach dem Huygensschen Prinzip von den ein­
zelnen Punkten der Wellenfläche ausgehenden Elementarwellen im 
Gau ß schen Brennpunkt besitzen. Fragen wir nun nach der 
Lichtwegaberration C P - A P für einen anderen Punkt P der 
Achse, dessen Abstand vom Gaußschen Bildpunkt gleich -+ x sei, 
denken uns also die "Einstellebene" um die Strecke x aus dem 
Brennpunkt verschoben, so ändert sich der Lichtweg des Achsen­
strahles A P um den Betrag x, der Lichtweg des Strahles C P, der 
der von C ausgehenden Elementarwelle entspricht, angenähert um 
x cos u', so daß sich also die Lichtwegaberration um 

x (cos u' - 1) = - x p 

geändert hat. In diesem "H u y gen s schen" Sinne können wir 
daher die Lichtwegaberration für den Achsenpunkt x anschreiben in 
der Form 

((2 b s c 4 8 
7x = - xp +"2 p + 3 p + 4 P + ... + const, (5: 10) 

wo noch eine Konstante hinzugefügt wurde, die so gewählt werden 
kann, daß l = 0 wird für einen Wert p = Pp also etwa für den 
Achsenstrahl, den Randstrahl oder irgendeinen mittleren Strahl. 
Formel (l0) gibt dann die Lichtwegaberration relativ zu diesem 
ausgewählten Strahl. 

Der "Brennpunkt" einer Kugelwelle ist nun bekanntlich da­
durch ausgezeichnet, daL! die Lichtwege von den einzelnen Flächen­
elementen der Wellenfläche bis zu dem betreffenden Punkte alle 
untereinander gleich lang sind, so daß hier 1 = 0 ist (Eikonal, 
Fe rma tsches Prinzip). Ist die Wellenfläche dagegen deformiert, 
so bewirken die vorhandenen Lichtwegaberrationen, daß sich die 
Elementarwellen zum Teil gegenseitig auslöschen. Bei Vorhanden­
sein von sphärischer Aberration wird, solange die relativen Licht­
wegaherrationen ihrem absoluten Betrage nach kleiner als die 
Wellenlänge des benutzten Lichtes (also etwa <~ i A) sind. tlas 
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Hauptmaximum der Intensität sich an derjenigen Stelle x = XE 

der optischen Achse befinden, für die I längs der ganzen Wellen­
fläche die kleinsten Werte annimmt. Die achsensenkrechte Ebene 
x = XE bezeichnen wir dann als "Einstellebene". 

Um den Wert XE zu bestimmen, ist gerade die Darstellung 
(10), bei der P als Parameter gewählt wurde, besonders geeignet, 
da p angenähert dem Flächeninhalt der Wellenfläche proportional 
ist. (Man bezeichnet den Parameter p aus diesem Grunde wohl 
auch als "relative Fläche".) Durch diese Parameterwahl ist näm­
lich bereits berü('ksichtigt, daß die Anzahl der" Lichtstrahlen", die 

P2 

einem größeren Wert P2 von }J entspricht, etwa um S d 6 größer 
P1 

ist als die Anzahl, die einem kleineren Wert Pt von P entspricht. 
(Da P = 1 - cos u', so ist p der Pfeilhöhe des Meridianbogens 
der Wellenfläche proportional: das gleiche aber gilt - wenigstens 
für Kugelflächen - auch für den Flächeninhalt, so daß dp dem 
Zuwachse des Flächeninhalts proportional wird.) Einen Überblick 
über den Zusammenhang von p mit tt' ergibt die folgende Tabelle. 

p = 1.10-4 2.10-4 5.10- 4 1.10- 3 :2 • 10-:1 

u' -= 00 49' 1 ° 9' 1 ° 49' 20 34' 30 37' 

P c:c- 5· 10-3 1 . 10-2 2 . 10-2 3 . 10-2 4 . 10-2 

u' =- 5°44' 80 7' 11 ° 29' 14°4' 160 16' 

Gleich günstig wie p ist übrigens aus dem gleichen Grunde 
auch der Parameter h2, da der Flächeninhalt der \Vellenfläche auch 
dem h2 näherungsweise proportional ist, wä.hrend sich die Wahl 
von h als Parameter nicht empfiehlt. Schreiben wir für h2 etwa 
P, so wird 

Li s' = rt P -t- b]>2 + C 1'3 + "', 
und nach (6): 

_ 1 (rt 2 b 3 C ,,4 ) ,",= 0 - '2 t~ "2 p + 3 p + 4 1 +"', 
1( a 2 b 3 (:4 ) 'x = 2fg -XP+"2 P +3 P +4P + ... +const. (58; 11) 

Es ist noch zu beachten, daß 'x nach (10) und (11) nur linear von 
x, dem Abstand der Einstellebene vom Gau ß sehen Bildpunkt, 
abhängt. Ist für x = 0 die Kurve 7 = 1 (P) der Lichtweg­
aberrationen gefunden und in einem Koordinatensystem, dessen 
Abszisse die p-Werte und dessen Ordinate die Werte I angibt, ein-
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gezeichnet, so läßt sich (schon durch Augenschein) leicht eine Gerade 
so zeichnen, daß die vertikalen Abstände der Kurve 1 = 1 (P) von 
jener Geraden möglichst gering sind. Aus der Neigung a dieser 
Geraden gegen die Abszisse ergibt sich dann der betreffende Wert 
x = XE angenähert, und zwar ist XE = - tg a. 

§ 59. Die R ich t e r sche Symmetrieforderung der Lichtweg­
aberrationen und ihre Anwendung auf die sphärische Aberration 
mit eiuem Koeffizienten zur Bestimmung der Einstellebene X.l<J 1). 

Wenden wir nunmehr das H u y gen s sehe Prinzip zur Be­
rechnung der Intensität im Punkte x der Aehse an, so erhalten wir 
bis auf einen konstanten Phasenfaktor, wenn noch p den größten 
Wert von p bezeichnet: . 

p 

.2 lt f . Hp = ~ - 'I/J e- tkl (p)dp 
A • 

(59: 1) 

, , 
p P 

2lt J \' 2lt. r 2lt = i y \. 'l/Jeosy'(p)dp-i J 'l/Jsinyl(p)dP }, (59: 2) 

und demnach 

4 lt2 I l f :2 lt 7 J2 l· f . 2 lt 7 J' \ I" = ---;} I J 'I/J cos -y d P + J 'I/J sm -T d P J' (59: 3) 

o 

(Es ist angenähert iJ = ~ sin2 ®.) 
Für eine ideale Kugelwelle gleicher Öffnung und gleicher 

Intensitätsverteilung, deren Brennpunkt mit dem Punkt X zu­
sammenfällt, ist 7 = 0, so daß für diese . 

p 

10 = 4A~2 [J 'I/J d P r 
Setzen WIr noch 'I/J als konstant voraus, wie dies in vielell Flillen 
als Näherung ausreicht, so erhalten wir für das Verhnltnis 

I" V = -c-. 
10 

1) H. Richter, Zeitsehr. r. Instrkde. 45, 1, 1925 (~ 4). 
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der S t reh 1 schen "Definitionshelligkeit " : 
, , 

1 {[ f 2 n 1 J2 l JP 2 n 1 ]2} V = V (x) = 1)2 J COS T cl p + sin T d p . (58; 5) 

Das hier auftretende 7 ist sowohl Funktion der Tntegrations­
variablen p als auch Funktion von x, dem Abi>tande des Achsen­
punktes vom Gaußschen Brennpunkt. Es ist x so zu bestimmen, 
daß V ein Maximum wird. Bedingung dafür ist, daß 

, , 
p p 

.Jen {\' 2n7 J . 2nl -----.-;! cos -- clp P sm -- dp 
;, P.;' ;, 

, , 
p p 

f 2nl J' 2n7} - • sin -;,- d P P cos T d P = 0, 

o 0 

und 
p 

iJ2v 8n2 {'r 2nl,2 
Ox2 - ;,2 })2 (JPsinTdP) 

o 

Jv 2nl JV 2nl (f 2n7 )21 ~ 
- cos -Ädp p 2 cos -;,-dp + ,J pcos T dp (58: I) 

o 0 0 
, , 
]J P 

J 2n7 r 2nl} 
- sin -;,- d p J p2 sin -;,- d P < 0 

o 0 

wird. Es ist indessen nicht möglich, aus diesen beiden Bedingungs­
gleichungen den Wert x = XE eindeutig zu bestimmen. Wohl 
aber läßt sich zeigen, daß wenigstens die erste der beiden Bedin­
gungsgleichungen erfüllt ist, wenn man x = XE so wählt, daß die 
Lichtwegaberrationskurve 1 = 7 (p) im Bereiche 0 ... i) sym­
metrisch zu 1 (t p) verläuft, daß also 

1 (XE' p) = + I (XE' 1) - p). (58; 8) 

Hier gilt das Pluszeichen immer dann, wenn die Kurve der sphä­
rischen Längsaberration im Bereich 0 < p < j) eine gerade Anzahl 
(einschließlich Null) von Extremwerten (Maximum- bzw. Minimum-
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werten) besitzt, dagegen das Minuszeichen, wenn eine ungerade 
Anzahl solcher Extremwerte vorliegt (siehe unten). 

Betrachten wir zunächst nur die sphärische Längsaberration 
mit einem Koeffizienten, für die also L1 s' = ap ist. Dann ist 

und 

1 (x, p) - x + a 2 -xp -p 
2 

1 (x, P - p) = - x Ci'; _ p) + ~ (p _ p)2, 

so daß sich als Bestimmungsgleichung für XE ergibt: 

(XE - ~ iJ) 1; - 2 (XE - i p) p = 0, 

d. h. 

a 
Für diesen Wert XE = 2 iJ erhalten wir zunächst 

a , 
1 (XE' p) = 7x = - - (p - p) p. 

E 2 

(59; 9) 

Wählen WH nun auf der Achse zwei Aufpunkte, VOn denen der 
eme um +~, der andere um - ~ von x = XE entfernt liegt, so 
gilt für diese 

Setzen WH diese Werte in unseren Ausdruck (1) für Ul' ein, so 
erhalten WH 

f' +ik[~(P-P)P±t})] 
2 'll 1/J e 2 d lJ. 

o 

Kun ist aber mit ji - P = p' als neuer Integrationsvariablen 

}! ,. [(l , 1 r. 71 k - (p - p) P + !; P 
277: we 2 dp 

I) 

P k["('" "1 " 'kc'J' "i '2P-PJP-§}J" 4 'll e' > P 1).' e . ( ]I , 
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wo 1jJ' aus 1jJ durch Transformation der Integrationsvariablen her­
vorgeht. Ist, wie wir bisher stets annahmen, 1jJ eine Konstante, 
so sehen wir, daß 

(59; 10) 

Die beiden Werte von Up für XE + ~ und XE - ~ unterscheiden 
sich also nur um eine Phasenkonstante. Die zugehörigen Inten­
sitäten sind demnach einander gleich. Der Punkt XE = t a p, der 
Mittelpunkt der ausgearteten Kaustik - diese erstreckt sich ja yon 
X = ° bis x = a p - ist also Symmetriepunkt für die Intensitäts­
verteiluug längs der Achse des Strahlenbündels. ~Ian erkennt auch 
leicht, daß 

(~) -0 ox :C=XE -

ist, WIe wir oben forderten. Denn wegen 1 = - ta (p - p)p ist 
'" ... 1 ... ~ 

p r + ! i k a (p _ p) p 2]J}J 

f(p-HJ)e-ik1dp=J(p-tp)e 2 dp = f +f-
o 0 0 ~j) 

Führt man hier im zweiten Integral p - p = p' als neue Inte­
grationsvariable ein, so sieht man, daß es gleich dem negativen 
Wert des ersten Integrals ist, so daß 

, 
p f (p - t 1) e- i kid P = 0, 

also 
o 

, , 

f p e- i kid Jl = i p f e- i I: I d Jl (59; 11) 
o 0 

ist, oder, wenn wir Realteil und Imaginärteil getrennt schreiben 

p p 

1 
J 2 n 1 I'J 2nl pcos TdP = jiP cos T dp, 

0 0 

p p I J . 2nl l'J.2nl p sm -)..- dp = jiP sm T dp. 

0 0 

(39; 12) 

Setzen wir dies in (6) ein, so folgt 
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a2 V 
Den Ausdruck (7) für a x2 können wir für 1 = - ~ a (p - p) p 

noch umformen, wenn wir beachten, daß . . 
Jp 1.· 1JP 

ea P p e(J p2 d P = -; p ea P.e(J p2 _ -; ea p e{j p2 d P 

o D 
P - 2! J p2 eap e/~p2 dp, 

o 

wie man durch partielle Integration leicht zeigt. Setzen wir hier 

. k a • d 
(J, = t 2 P un ß=-ik~, 

so wird 

CI. p + ß p2 = i k ~ Cil - p) p = - i k I und CI. jl + ßp2 = O. 

Wir erhalten daher . " 
P {I P 

J p2 e- i kid P = i k - i ~ J e- i kid P + ~ P J p e- i kid P 
ka ka 2 

o 0 0 

und demnach 
, . 

p p p 

J o)n7 
p2COS T dp = 1 \' . 2n7 1 'J 2n7 - - SIn -- d P + 2 P P cos --- d P 

ka, A A 
o o 0 

oder wegen (12) . . 
p p 

= -- - SIn - d P + -p cos -- d p 1 \' . 2nt 1 '2 J' 2nl 
ka, A 4 A 

(i")9; L3) 

und entspreehend . 
p 

\ 
2 n 7 

p2 sin--dp = 
, A 

. 
p 

J'J 1 \' 2nT --+- cos - dp 
ka ka,. A 

() 1 (59; 14) . 
p 

l'2f·2n7 + 4 jJ sm --y- dp. 

() 
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Setzen wir (12), (13) und (14) in (7) ein, so erhalten wir 

. 
p 

(iJ2 V) 4n: J . 2n:l 
--2 = -.- sm -- dp 
(j,,!: x~XE Apa A 

u . 

Jp • (2 n: a. ' 

( 2 n: 2 sm T:2 (P.-. p) p) 
- -) -- dp. 

A 2n: ((, • 
T2"}) 

Solange 
p 

- Sln -- dp > 0 1 J . 2n:l 
a A 

ist, handelt es sich demnach im Symmetrie punkt x = XE um em 
Intensitätsmaximum. Für kleine Werte von 7, d. h. solange die 

Lichtwegaberration von der Mitte bis zum Rande < ~ ist, ist 

d· . h F 11 d . d . 2 n:l . l' les SIC er der a, a Ja ann SIn --- 1m ganzen ntegratlOns-A --
bereich dasselbe Vorzeichen (nämlich dasjenige von a) besitzt. Es 

ist sogar noch der Fall, wenn 7 den Wert ~ bereits etwas über­

sehreitet. 

Um endlich noch den Wert zu bestimmen, den V im Punkte 
X = XE der Achse annimmt, haben wir in (5) für 7 seinen 'Yert 
- i a (i'-; - p) peinzusetzen. Wir erhalten zunächst 

. 
p 

(Y)x = XE = ;2 {[ J eos (2; ; (f; - p) p) d pr 
o . 

p 

+ [J sin(2; ~ (il - P)P)d P Tl . 
o 

Setzen wir hier P = t il - p', also ii - p = t fl + p', so er­
halten wir 
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1 ' 

[: r (21l a [(11)2 ]' -12
) + J Rin T 2 "2 -- p'2 ) d p' f' 

1 ' 
- 'i P 

1 J\ 1 " 

4 {[y (21l a 2) ]2 [Y. (21lC/ 2·) 12) = 02 J cos T:2 P d P + J sm T '2 p d P f" 
o 0 

Die hier auftretenden Integrale sind auf die Fr e s n eIsehen Inte­
grale zurückführbar. Es ist 

. ).. V :2 a C (s), 

1 ' 

'ifP
• (21l a ) 1/-' )..\ ' sm T "2 P2 dp = + r :2 a S (s), 

o 

1 VI-\:2 a\ ' l!~ , S---)--I -2 ).. 1 - /'2)..1, 

so daß 

(09; 1 G) 

.. r 
Die Offnung Ii des Strahlenbündels tritt also mit dem Faktor ~ a 
verbunden auf, so daß bei ein e r He ra b setz un g des A be 1"­

rationskoeffizienten a auf a/m2 und einer gleichzeitigen 
Vergrößerung der Öffnung 1) auf mii (m ist eine beliebige 
Zahl) die Definitionshelligkeit im Symmetrie punkt un­
ver ä n d e rt bleibt. Wird gefordert, daß die Definitionshelligkeit 
den \Yert 0,8 nicht unterschreiten soll, so ergibt sich fiir 

der ~laximalwert 1, da 

S=l')1i~~ r 2 A 

(il\l: 17) 
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folgt sofort 
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1) vJ!_lal < 1 
2 A = 

2 
lai <--'---2 A -p 

als höchstzulässiger Wert des Aberrationskoeffizienten. 
sphärische Aberration ist daher zu fordern, daß 

,2 '< 2 Li s < ---2 PA; (LI S )max _ -.- A 
- p - p 

ist, und für die Lichtwegaberration, daß 

ist, da ja 

Ist 

a (' , 1 ,). 1 , a '2 
7max = - 2 P- 2 p 2 P = - 8" p . 

A 
Ilmaxl = 2' 

177 

Für die 

(59; 18) 

(59; 19) 

ein Betrag, bis zu dem im Symmetriepunkt sicher noch ein Maxi­
m um vorhanden ist, so ist 

4 I a I = '2 A, also 
p 

Hierfür wird (V)x = XE = 0,3925, also schon sehr schlecht. 

Da iJ auch bei ziemlich weit geöffneten Strahlenbündeln noch 
recht klein ist, z. B. bei u' = 8° 7' erst p = 0,01, so können a 

und Li s' im Gegensatz zu lmax eine ziemlich große Zahl von Wellen­
längen betragen, z. B. für ii = 0,01 wird a < 20000 A und 

(Li s')max < 200 A.. X ehmen wir an, daß s = p V ~ i ~ I sehr klein 

ist, so können wir bei der Entwicklnng von C und Ei die höheren 
Glieder vernachlässigen und erhalten 

(c (S»)2 = 1 _ ~(~ 82)2; 
S b 2 

4 (1t )2 
(V)X=XE = 1 - 45 2" S2 

(59; 20) 

Pi c h t, Optische Abbil<lung 12 
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§ 60. Anwendung der Symmetrieforderung auf die Scbnittweiten­
aberration mit zwei Koeffizienten. Bestimmung der "besten 

Korrektion" eines optischen Systems 1) 

Wird die Schnittweitenaberration durch zwei Koeffizienten 
dargestellt 

(60; 1) 
so wird 

a 2 b s 
Ix = v - x p + 2" p + 3" p , (60; 2) 

wo durch v die oben eingeführte Konstante bezeichnet seI. Die 
Forderung 

7 (x,p) = l(x,p-p) 
liefert 

so daß dies auf b = 0 und damit auf die Aberration mit einem 
Koeffizienten zurückführt. 

Betrachten wir indessen den anderen Symmetriefall, nämlich daß 

I (x,p) = - 1 (x, P - p) (60; H) 

ist, daß also die Lichtwegaberrationen für Rand und :Mitte entgegen­
gesetzt gleich sind, so ergibt sich hieraus 

(2 . a • 2 b. 3) ... . 2 
• V - X 11 + 21) +"3 p - (a + b p) P J! + Ca + b p)p =!). 

Dies liefert die beiden Gleichungen 

a = -hp 
1 • 1 • 

c = '2 x p + 12 b ps. 

(GO; 4) 

(ÖO; G) 

Die erste dieser beiden Gleichungen sagt aus, daß das optische 
System so zu " korrigieren" ist, daß für die Randstrahlen die 
sphärische Längsaberration verschwindet. Da die zweite Gleichung 
außer x noch die willkürliche Konstante v enthält, so läßt sich aus 

I) B. Richter, Zeitsehr. f. Instrkde. 45, 1, 1925 (§ J). 
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ihr nichts über die "Einstellung" folgern; Gleichung (5) sagt in 
Wirklichkeit nichts anderes aus, als daß die Lichtwegaberration 
für t p verschwinden soll. Denn damit dies der Fall i:st, haben 
wir ja in (2) für v den Wert 

1 , a(lJ' 2 b (lj.\3 
X 2 P - 22)-32) 

zu setzen, und dies gibt mit a = - b iJ [nach (4)J 

_ 1, 1 '3 
v-"§XP+12 bp , 

also gerade die zweite Bedingungsgleichung. 
Für die Lichtwegaberration erhalten wir jetzt 

Ix = ({iJ-p){x +%LP2 + 2ßp-2p2J}' (60; 6) 

Daß a = - b ß bei festgehaltenem bund p tatsächlich die beste 
"Korrektion" darstellt, ergibt sich durch Differenzieren von V nach a, 

wobei zu beachten ist, daß :~ = ~ p2 [nach (~)l ist. Es wird 

, , 
p p 

~ aV _ - :2~ {r cos 2 n 1 d P J p2 sin ~ n: 1 d P 
V },p2 J}, }, 

. , 
p p 

J 2nl f 2nl} - sin -},- dp • p2 (',os ~- dp . 

o 0 

Nun ist für a = - b P 
7 (x,p) = -7(x,ij -p); l(X,~) = 0 

und demnach 
p tp p 

(60; 7) 

J . 2nl d J' 2nl(x,p)d +J . 2nl(x,p)d 
SIn -},- p = sm }, p sm }, p. 

o 0 t 1~ 
Setzen wir p = ß - p', also p' = IJ - p, so gebt das zweite 
Integral über in 

1 ' 
o 2 p 

J. '2nl(r,p-p')d' f' 2nl(x,p')d' - sm p = - sm --~- p, 
}, .}, 

1 ' 
2 P 

12* 
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ist also entgegengesetzt gleich dem ersten Integral, so daß 
, 
p I . 2rd 
sln--dp = O. 

• A 
o 

Ebenso folgt wegen (p - { p y = ({ D - p'Y 

u, 
o 

also unter Berücksichtigung von (8) 

p p 

f 2. 21l7d '1· 21l1 p Slll-- P = P psm --dp. 
• A • A 
o 0 

Wir erhalten so aus (7) bzw. (59; 6) 
, . 
p p 

oV 21l J 2111 J . 2111 - = - -, cos-~dp psm --dp, oa AP A A 
, , 
p p 

oV 41l J 2111 J . 2111 - = --.." cos--dp psm--dp. oX AV A A 
o 

(60; 8) 

(60; 9) 

(60; 10) 

Über die "Einstellung" x ist noch nicht verfügt. Wählen wir nun 
,,: = XE so, daß 

( J
/' . 21l1(:r,p) ) 
p Slll- A dp . 

o ,. = XE 

o 

wird, so vE'l'schwindet sowohl (9) als auch (10). 

\~T' h 1 b d' \' . , 02 V "Ir se en (avon a, 1e 'orze1cnen von -::l2 
u(/ 

(60; 11) 

bestimmen, ziehen vielmehr aus der Tatsache, daß für b = 0 unsere 
deformierte Welle (wegen a = - b }I) in die Kugel welle und ;J:J = XE 

in den Brennpunkt derselben übergeht (dieser Brennpunkt aber ein 
.\Iaximum i~t). die Folgerung: daß bei genügend kleinem \Verte von 1> 

aus Stetigkeit~gründen aueh (a = - b i,: ,T = Xl'; nach (11): ein 
Intensitäts maximum liefert. Leider läLlt sieh :rl'; nicht explizit aus 
(11) bestimmen, wohl aber lassen sich zwei (;rrnzfäl1e behandeln, 
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zwischen denen die Wirklichkeit eingeschlossen liegt, nämlich 
211: 7 

A = 00 und A = O. Im ersten Fall (A = 00) kann SIll 
A 

211:1 
durch -- ersetzt werden und wir erhalten aus (11) 

A 
p 

jpldp=O, 
o 

worin wegen (2), (4), (5) 

1, 1 ,. {I, 2 1J s 
7 = 2. x p + 12 /1 pD - X P - "2 pp + 3' p . 

Dies ergibt 

(60; 12) 

Für A = 0, den Fall, der der geometrischen Optik entspricht, 
kommen nur diejenigen Lichtstrahlen XE zur Wirkung, die Normalen 
der Wellenfläche sind. Es liefern also nur diejenigen Teile der 
Wellenfläche Beiträge zur Intensität in XE' die von einer um XE 

geschlagenen Kugelfläche berührt werden. Mathematisch heißt dies, 
iJl iJ 2 1 

es müssen die Ableitungen von I nach p, also T , ~, ... versehwinden. 
. up up 

DieR liefert 
(XE)2=O = - i b p2 (= LI s'max). (60; I ß) 

Zwischen diesen Werten (12) und (13) wird also XE liegen. In 
Abb. 42 ist als Beispiel für 

1) = 0,02; b = 2000mm; a = - bp = - 40mlll 

die Kurve der sphärischen Längsaberration 

LI s' = a p + b p2 = - b P (p - p) 

gezeichnet. Die beiden gestrichelten Linien geben die Einstellungen 
Xb; für A = 0 bzw. A = 00 an, und zwar ist in diesem Fall 

(XE)~=O = - 0,2 mm; (XE)).=oo = - 0,16 mm. 

Die beste Einstellung liegt also in der Nähe des Umkehrpunktes 
der ausgearteten Kaustikschale, die ja mit der Achse des Bündels 
zusammenfällt und sieh wegen 

d , (j, 1. b '2 
dp(Lls)=a+2bp =O; (p)d"'max=-2b:="2 P ; Lls'max=-4 P 



182 Zehntes Kapitel: Sphärische Aberration 

von x = ° bis x = - b f;2 erstreckt. Die Abb.43 und 44 geben 
noch für (xEh=o = - O,2mm bzw. (XE)l=oo = - O,16mm die 
zugehörigen Kurven der Lichtwegaberration 7, die symmetrisch zu 
~ ji verlaufen. Durch numerische Berechnung. und Interpolation 
fand Richter die beste Einstellebene für dieses Zahlen beispiel und 
eine Wellenlänge ,1. = 0,5 fL bei XE = - 0,182 mm, also sehr nahe 

Abh.42. 

Abb.43. 

o -~2S - tJ,5/, 

Abb.42 Abb.43 

Sphärische Längsaberration eines Strahlenbündels. Die : -Linien 
geben die Einstellebenen für J, = 0 bzw. l = 00 • 

Lichtwegaberration des durch Abb.42 gegebenen Strahlenbündels 
für xE = -0,2 mm (J, = 0) 

o 

A bb. 44. Lichtwegaberration des durch Abb.42 gegebenen Strahlenbündels 
für x E = - 0,16 mm (i, = oe) 

gleich dem Mittelwert der beiden angegebenen für die Grenzfälle 
geltenden Werte. Die zugehörige Definitionshelligkeit errechnete 
er aus (59; 5) zu V = 0,299. 

Für ein sphärisch nicht korrigiertes optisches System von 
gleicher Üffnung p = 0,02 und gleichem Maximalbetrage (A s')max 
= - 0,2 mm, für das also A s' = ap = - 10 P mm ist, ergibt sich 
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im Punkte XE = ~ a p = - 0,1 mm, der für diesen Fall die beste 
Einstellung liefert, nur eine Definitionshelligkeit vom Betrage 
V = 0,088, so daß also bei gleicher Öffnung ein sphärisch 
kor I' i g i e l' t e s optisches Systems wesentlich besser ist, als ein ni c h t 
korrigiertes mit gleicher maximaler Längsaberration. 

§ 61. Anwendung der Symmetrieforderung auf die Schnittweiten­
aberration mit drei I{oeffizienten 1) 

Richter führte die entsprechenden Untersuchungen auch für 
die durch drei Koeffizienten dargestellt.e sphärische Längsaberration 

.ds' = ap + bp 2 + cps 

durch. Wir wollen diesen Fall indessen nicht mehr .ausführlich be­
handeln, sondern beschränken uns darauf, die Resultate mitzuteilen, 
zu denen Richter gelangt. 

Richter setzt voraus, daß 

(61; 1) 
ist. 

[Wird außerdem 
CL = ~ C p2 (61; 1*) 

vorausgesetzt, so besagt (1), daß die sphärische Längsaberration 
außer für p = ° auch noch für p = t P verschwindet. Die An­
nahme (1 *) über a und c wird von Richter indessen nicht gemacht]. 

Die Symmetrieforderung für 7, die in diesem }'all wieder 
wie im Fall .d:;' = a p mit dem + -Zeichen zu nehmen ist, 
liefert wie dort eine Bedingungsgleichung für x = .rE, für die beste 
"Einstellung", und zwar wird 

XE = talJ-i-cij3. (61; 2) 

Dagegen läßt sich jetzt über die beste " Korrektion;; , d. h. über die 
vorteilhafteste Beziehung zwischen den beiden noch frei verfügbaren 
Koeffizienten n und c nichts aussagen. In ähnlicher Art aber wie 
für x = XE im Fall der Aberration mit zwei Koeffizienten läßt 
sich jet z t aus den beiden Grenzfällen Jl = oe und Jl = ° eine 
angenäherte" Forderung" zwischen a und c aufstellen. Es ergibt sich 

ni.=.", A cjJ2 = 0,6428 c Ji', (61; 3) 

al.=O ={ cp2=O,75cp. (61:4) 

1) R. Richter, Zeitschr. f. Instrkde. 46, 1, 1925 (§ 6). 
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Eine numerische Bestimmung von a für " = 0,5 ~ ergab bei 
p = 0,02 und c = - 250000 mm [also wegen (1): b = + 7500 mm) 
für a den Wert: a = 64,5 mm = 0,645 c p2. Dies stimmt sehr 
nahe mit dem für " = DO erhaltenen Wert von a überein. 

§ 62. Bestimmung der Definitionshelligkeit und der Einstellebene 
mit Benutzung der Variationsrechnung. (V ä i s ä I äsche Methode) 1) 

Wenn in den vorstehenden Ableitungen der Ort der maximalen 
Definitionshelligkeit aus der Symmetrieforderung für 1 bestimmt 
wurde, so war diese Symmetrieforderung doch ursprünglich nur ein 
Ersatz jener anderen oben angegebenen Forderung, denjenigen 
Punkt x auf der Achse zu finden, für den die Abw~ichung 7x der 
wirklichen Wellenfläche von einer um x geschlagenen Kugelfläcpe 
(deren Radius zweckentsprechend gewählt werden muß) möglichst 
gering ist. Diese Forderung läßt sich nun auch mit Hilfe einer 
Art "Fehlertheorie" (Methode der kleinsten Quadratsumme) lösen. 
Dies wurde von Väisälä durchgeführt. 

Wir sahen, daß die Definitionshelligkeit V in einem Punkte 
der Achse gegeben war durch (:39; 5) 

, , 

1 {IJf 2nl ]2 [r 2n7 -]2\ 
V = V (x) = jJ2 L cos -,,- d p + J sin T d P r «(i2: 1) 

Wir führen als neue Integrationsvariable I[ 

7 = 7 (q) wird. Dann ist 
1 1 

1 
-:;-]1 ein, so daß 
I) 

v= v(x) =[J cos 2;7 dqT +[f sin 2;7 d{llli~:~) 
W' t 2nl -" cl t' k I -" I' 0 h l' t Ir se :.Ien T = u un en WIC p n cos u une Sin nac (l enzen 

von o. Schreiben wir dann noch zur Abkünmng 
1 

Jondq=Yn, (l)~: H) 

1) Y. Väisälä, Kelle Methoden ..... Ann. ('ni\". Fennicae _\boensis (15) 1. 
Nr.2. 1922: 'i 33 his 34. 
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so wird 
1 

\
' 2117 

• cos T dq 

1 

f sin 
2111 1 1 1 
T d q = Yl - 3' Ys + i)! Y5 - 7' Y7 + -

(62; 4) 

wo die Glieder gleicher Dimension in Klammern zusa=engefaßt 
siud. Setzen wir nun voraus, daß 7 sehr klein (etwa :::s ;"'/4) ist, so 
können wir die G lieder höheren Grades vernachlässigen und er­
halten einfach 

(62; 5) 

Damit V (x) möglichst groß wird, muß x so gewählt werden, daß 
Y2 - Y; möglichst klein wird. Setzen wir 

(62; 6) 

so haben wir x so zu wählen, daß T möglichst klein wird. Dies ist 
der Fall, wenn I im ganzen Integrationsbereich möglichst klein ist, 
wenn also eine Kugelfläche - deren Krümmungsmittelpunkt eben 
x ist - so bestimmt wird, daß sie sich der wirklichen Wellenfläche 
möglichst eng anschmiegt. Jene Kugelfläche sei als Referenzkugel 
bezeichnet. Um ihren Krümmungsmittelpunkt zu bestimmen, be­
nutzen wir die Variationsrechnung. Wir denken uns die Referenz­
kugel ein wenig verändert. Dadurch geht 7 über in 

7'=7+aq+ß, (ti2; 7) 

wo a von der Anderung der Lage des Krümmungsmittelpunktes, 
also der Änderung von x, und ß von der Änderung der Länge des 
Radius herrührt. 7: geht dann über in 
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1 1 

'/:' - f1'2dq-(fl'dqY, (132; 6*) 
o 0 

1 1 1 1 

J 12 d q - (J 1 d q Y + a (2 f 7 q d q - f 7 d q) + 11:2 a2• 

o 

'/: ist also allein von a, nicht aber von ß abhängig, wie dies zu er­
warten war, da ja ß nur eine konstante Phasenänderung bedeutet, 
also auf die Intensität keinen Einflnß besitzen kann. Betrachten 
wir jetzt 7:' als Funktion von a, so ergibt sich durch Nullsetzen 
des ersten Differentialkoeffizienten, daß '/:' ein Minimum wird für 

1 1 

a=6(fldq-2f7qdq). (62;8) 
o 0 

Bezeichnen WH das zugehÖrige Minimum von 7:' durch 7:0 , so wird 
1 1 1 1 

7:0 = f7 2 dq - (f7 dq)2 - 3 (f7 dq - 2 J7qdq)2 (62; 9) 
o 0 0 0 

oder, wenn WIr 
1 1 

7=7'-J7'd q (7 -+ a q) - Cf 7 d q + i) (!l:2: 10) 

setzen 1), 

(62; 11) 

l\'Ian kann '/:0 also ansehen bzw. bezeichnen als mittleren Wert der 

Quadrate der Abweichungen I der wirklichen Wellenfläche yon 

der sich ihr am engsten anschmiegenden Referenzkugel. c = V 7:0 

bezeichnet man dann zweckmäßig als "mittlere Abweichung" der 
Lichtwellenfläche. Die rechnerische Benutzung der vorstehenden 
Überlegungen hat also in folgender Weise zu geschehen: Es sei 
fü~ irgendeinen Punkt x = Xo der optischen Achse, möglichst in 
der Nachbarschaft des wirklichen Intensitätsmaximums, die Ab­
weichung 1 der wirklichen \Yellenfläche von einer Kugelfläche als 
Funktion von p bzw. q bestimmt, Darauf wird aus (8) der Z\1-

I I I I 

1) Beachte, daß z. B. J I U I d '/) d q - Cildlj)~ ist. ,la ja .I'1d11 eine 
Konstante ist. 0 0 11 
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gehörige Wert von IX berechnet. Aus 7 und IX ergibt sich dann 
nach (10) der Wert r und aus (11) der Wert 1:0• Dann wird 

V = 1-(2tY 1:0 = l-CtY 8 2• (62; 12) 

Hierdurch ist also die maximale Definitionshelligkeit eines vor­
gege benen, mit ger i n ger sphärischer Aberration behafteten Strahlen­
bündels bestimmt. Man erkennt, daß unter der gemachten 
Voraussetzung (bezüglich der Größe der Abweichungen 7) die 
Definitionshelligkeit im wesentlichen nur von der mittleren Ab­
weichung-, nicht aber von der wirklichen "Form" der Wellenfläche 
abhängt. 

1:0 kann natürlich auch direkt aus (9) berechnet werden. Der 
Weg über IX hat den Vorteil, daß dadurch auch die notwendige 
Verschiebung der Einstellebene vOn Xo aus gleich mitbestimmt wird, 
da ja - wie wir oben sahen - die Lichtwegaberration linear von 
jener Verschiebung abhängt. Wir bezeichnen sie durch L1 x. Es 
war 

+ const, 
also 

l' = - (x + Li x)p + ~ p2 +} pS + ... + const = 7 - Li x·p 

= 7-Li x lJQ· 

Daraus folgt sofort als notwendige V erschie bung der Einstellebene 
wegen (7) 1 

Lix = - .... a, 
p 

so daß 

ist. 
(62; 13) 

§ 63. Anwendung der Väisäläschen Methode der "mittleren 
Abweichung" auf sphärische Aberration mit einem und mit zwei 

Koeffizienten 1) 

Wenden wir die vorstehenden Formeln auf die sphärische 
Aberration mit einem Koeffizienten an, also auf Li s' = ap, so ist 
zunächst für den Gaußschen Bildpunkt, also für x = 0 

(6:): 1) 

1) Y. Väisälä, Neue Methoden .... , S 35. 
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Nach den angegebenen Formeln des § 62 folgt hieraus 

a '2 
rx = - "1 = - 2" p , 

1 = "1 ( q2 - q + ~) , 
"1 a, 2 

c = 6 V5" = 12 V5 P , 

V = 1 -- (~fY c2 = 1 - :: ~ P4(irj 
a , 

XE ="2 p. 

(63; ~) 

Beide Werte, XE und V, stimmen mit den oben auf Grund der 
"Symmetrieforderung für 1" für kleine Werte von 1 erhaltenen 
Ausdrücken (59; 9) und (59; 20) überein. 

Als weiteres Beispiel sei der Fall behandelt, daß das optische 
System für p . Ij sphärisch korrigiert ist. Dann ist 

Lls'=ap+bp 2, wo a=-bli, also Lls'=-b(1Jp_ p 2) (63; 3) 

und demnach für x = 0 

a b b • 0 b 3 b • 3 (3 2 3') 
7 = '2 p2 + 3" p3 = - '2 11 p- + Tl p = - 3]1 "2 q - q 

(63; 4) 

(fi3: 5) 

Nun ist A s;nax =-= 
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Xj;J stimmt nach (60; 12) überein mit dem von Richter für 
). = 00 (d. h. für Aberrationen, die klein gegen die Wellenlänge 
sind) gefundenen Werte. Dies entspricht der hier gemachten 
Voraussetzung, daß 1 sehr klein sein sollte. Die Definitionshellig­
keit läßt sich nur vergleichen, indem man in (62; 1) 

1 ~2 b • 2 b s 
7 = r;vp P -"2JiP + sP «(;,l; (j) 

einsetzt und 
. 21t1 21t7 
Sln- = ). T' 

setzt. Dann wird 

2 1t 1 
cos T 1 _ ~ ('2 1t 7)2 

2 ). 

. . 
p p 

v= ;2{fJ2-(\1tYp f 12 dp +CtY(f ldPY}' 
o 0 

Setzen wir hier für 7 den angegebenen Wert (6) ein und führen die 
Integ-ration aus, so erhalten wir 

V = 1 -- ß:~O 1)6 (}y, 
also genau den durch (5) angegebenen Wert. 

Sind die Lichtwegaberrationen nicht klein gegen die Wellen­
länge, so müssen in V (x) auch die höheren Glieder mitgenommen 
werden. Für die beiden vorstehend betrachteten Fälle ergibt sich 
dann für L1 s' = ap 

( '2 1t 13 2 3 (2 1t 13)4 675 ('2 1t 8)6 
V1 = 1 --I-) + '7 ,-).- - 7007 ;:-- + - ... (1;3; 7) 

und fiir L1 s' = -- b (1) P _ p2), 

( 2 1t 13)2 958 (21t E)-4 
Vi = 1 -- -).- + 2145 -).- - + '" (63: 8) 

Väisälli behandelt dann noch den Fall, daß die Anzahl der 
"Zonen" beliebig groß ist und 1 = "s cos 2 1t n q (n = 1, 2, 3 ... ) 
ist. Hierfiir ergibt sich 

7 = 7, 
1 

13 = V'2 "3' 

Vs = {JoC~E V'2)r, 
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wo J o die Besselsche Funktion nunter Ordnung ist. 
darstellung wird dann 

In Reihen-

( 2 n 8)2 3 (2 n 8)4 5 (2 n E)6 
VS = 1 - -;.- + 8" -;.- - 72 .-;.- + - ... (63; 9) 

Besonders auffallend ist hier, daß die Intensität unabhängig ist von 
der Zahl der Zonen, sofern diese eben durch den für 1 angegebenen 
Ausdruck darstellbar sind. 

In Abb. 45 sind in Abhängigkeit von E die Defini.tions-

helligkeiten VI' 

Man erkennt, daß die Näherungskurve 

0,5 

qo 
(-0 

r-..... 
~ 

~I::\. 

'\ ~ 
~ 

\ ~ 

1\ I~ 
\ 

1\ 
\ 
v 

( 2 n E)2 _;._ eingezeichnet 1). 

V bis E = O,OG;' sehr gut 

~ ~ 
1"-' ~ 

'" 

I 

I 

I 

~ t:-
V. 
v1 

VJ 

Abb.45. Definitionshelligkeiten als Funktion der "mittleren Abweichung" 8 

der Lichtwellenfläche. VI für Lls' = ap, V2 für Lls' = -b(pp_p2), 
Vs für I = Xs cos 2 7t n q, V als Näherungswert 

mit den genauen Kurven übereinstimmt, und daß diese selbst unter 
sich bis E = 0,12;' bzw. sogar bis E = 0,18;' fast vollkommen 
übereinstimmen. 

Da VI sich auf Li s' = ap und V2 sich auf Li s' = - b (p - p)p 
bezieht, so sind die zugehörigen E-Werte 

und 

1) Zahlentabelle siehe Y. Väisälä, a. a. 0., und für .ds' = ap auch 
K. S tre hl, Central-Z. f. Opt. u. Mech. 4R, 7, 1927. 
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Die Kurven V1 und V2 gestatten also leicht, die Definitions­
helligkeit eines sphärisch nicht korrigierten hzw. eines für p = p 
sphärisch korrigierten Strahlenbündels in Abhängigkeit von dem 
Produkt Ll s;"ax p abzulesen. Fordern wir wie oben, daß die In­
tensität im axialen Intensitätsmaximum eines Bündels 80 0/ 0 von 
derjenigen der idealen Kugelwelle gleieher Öffnung nicht unter­
schreiten soll, so erhalten wir in beiden Fällen 

f < 0,075 A, 

also für V1 : Lls;"axlJ < 2,01A, für V2 : Ll s;"ax li < 2,98 A 

oder, da 
. 1 2 

ist, 

P =-® 
2 

für V1 : Lls;"ax.®2 < 4A, (63; lO) 

für V2 : Lls'max.®2 < 6;'" (63; ll) 

Ein für den Rand korrigiertes optisches System kann also eine 
nahezu 50 % größere maximale sphärische Längsaberration besitzen 
als ein sonst gleiches, aber sphäris.ch nicht korrigiertes optisches 
System. 

§ 64. Sphärische Aberration einer Zylinderwelle 1) 

Für eine mit sphärischer Aberration behaftete Zylinder welle, 
d. h. für das zweidimensionale Prohlem, erhalten wir, falls 

Lls' = atg2 u' = atg2 &, (64; 1) 

die Integraldarstellung, indem wir beachten, daß sich unter den zu­
gehörigen Wellenflächen ein parabolischer Zylinder befindet, dessen 
Gleichungen in Parameterdarstellung lauten: 

g = - 2 a + a tg2 &, \ 
fj = - 2 a tg &. J 

(64; 2) 

Wählen Wir diese zur Kennfläche, so erhalten Wir nach (45; 4) 
+19 

i f -ik[XpCOS(f+ypBin(f+a(coB,'T+ ~)] 
up = -= 1/! (&) e COB d&. (64; 3) 

VA 
-19 

Dieses Integral wurde von Fischer nach der "Methode der 
Sattelpunkte" für den speziellen Fall, daß ka = t· 10\ also 

1) J. Fischer, Ann. d. Phys. 72, 353, 1923. 
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a = 795,78), und 2 ® = 1800 ist, ausgewertet. Wir müssen uns 
hier damit begnügen, die Methode der Sattelpunkte, die auch in 
manchen anderen Fällen mit Vorteil anzuwenden sein wird, kurz 
zu charakterisieren und die Resultate, zu denen Fischer gelangt, 
mitzuteilen. Die Methode der Sattelpunkte besteht im wesentlichen 
darin, daß der ursprünglich nur im reellen Gebiet verlaufende Inte­
grationsweg ins komplexe Gebiet hineindeformiert wird. Wir 
nehmen also an, daß die Integrationsvariable auch komplexer Werte 
fähig ist. Wir bestimmen dann diejenigen Werte der komplexen 
Integrationsvariablen , für die der Integrand Sattelpunkte (Maxi­
mum-Minimumpunkte) besitzt, und weiter in diesen Punkten die 
Richtungen stärkster Veränderlichkeit ("stärksten Gefälles") des 
Integranden. Wählen wir nun in der komplexen Ebene einen Kurven­
zug so, daß er durch die - auf der reellen Achse gelegenen - Inte­
gralgrenzwerte hindurchgeht, hierbei die reelle Achse in Richtung 

Abb. 46. Intensitätsverteilung längs der optisch en Achse einer 
Zylinderwell e mit sphärischer A berra tion 

des stärksten Gefälles schneidet, und außerdem durch die den Sattel­
punkten entsprechenden Werte von % in Richtung des stärksten 
Gefälles hindurchgebt, so läßt sich die Integration im allgemeinen 
zwar nicht exakt, wohl aber mit großer Annäherung leicht ausführen. 
Es sei noch bemerkt, daß die Sattelpnnkte in engstem Zusammenhang 
stehen mit den durch den jeweiligen Aufpunkt hindurchgehend en 
geometrisch-optischen Lichtstrahlen. Bei der Ausführung der Inte­
gration kann man sich nun im wesentlichen auf die ~achbarscbaft 
der Sattelpunkte beschränken, da man von diesen aus auf den 'V egen 
stärksten Cefälles sehr schnell in Gebiete kommt, für die der Inte­
grand selbst nur sehr geringe Werte besitzt. Physikalisch heißt 
dies wieder, daß nur die geometri~ch-optischen Lichtstrahlen wesent­
liche Beiträge zu der Intensität liefern. 

Für die Intf'n sitätsverteilung Hings der optischen Ach~e erhält 
Fisch er für a = 785,78 }., 2 @ = HlO° nach der a:lgegebenen 



§ 64. Sphärische Aberration einer Zylinderwelle 193 

Methode folgende durch Abb. 46 wiedergegebene graphische Darstel­
lung. Hier gibt die Abszisse die Entfernung vom Gauß sehen Brenn­
punkt, gemessen in Wellenlängen, und zwar positiv für Aufpunkte, 
die im Innern der Kaustik liegen. Die Kaustik ist eine sl'mikubische 

Parabel. Ihre Gleichung lautet y2 = ~ xB• 
27 a 

Man erkennt, daß auch hier wie bei der sphärischen Aberration 
des räumlichen Bündels das Intensitätsmaximum vom Gaußsehen 
Brennpunkt weg in das Innere der Kaustik hinein verschoben ist, 
und zwar liegt es hier bei x = 24,5}" Die Größe der Verschiebung 
steht indessen ni ch t in Übereinstimmung mit dem entsprechenden 
Ergebnis des räumlichen Falles, für den wir ja eine Verschiebung 
von etwa dem l1alben Betrage der maximalen sphärischen Längs­
aberration erhalten hatten. Wir erwähnen noch, daß Fischer im 
letzten Paragraphen der genannten Arbeit ausführt, daß die Inten­
sität in nicht zu großer Nähe der Kaustik von der Offnung 2 ® un­
abhängig ist. 

Es besteht noch ein zweiter Unterschied in der Intensitätsver­
teilung längs der Achse zwischen dem räumlichen und dem hier 
behandelten ebenen Problem. Nach den Ausführungen des § 54 
sowie nach Abb. 37 ist ja auf der Achse des räumlichen Strahlen­
bündels die Intensitätsverteilung symmetrisch zu dem Intensitats­
maximum (genauer: zu dem Symmetriepunkt), so daß also im Innern 
und im Äußeren der Kaustik Intensitätsschwankungen vorhanden 
sind, während nach Abb. 46 die Intensität auf der Achse des ent­
sprechenden ebenen Bündels im Äußeren der Kaustik monoton 
vom Maximum abfällt und nur im Innern der Kaustik Intensitäts­
schwankungen vorhanden sind. 

Wir betrachten noch einmal den Integralausdruck (3) für das 
mit sphärischer Aberration behaftete ebene Strahlenbündel und 
spezialisieren ihn für Achsenpunkte, setzen also YP = O. Wir 
erhalten, wenn 'ljJ (- -lt) = 'ljJ (+ -lt), 

+19 

np = ~ 'ljJ (-lt)e C08 [I d-lt, 
i J -ik[Xl'Coo.1+ a (cOS:I+-1 )] 

VJl 
--19 

19 

= ~ 'ljJ(-lt)e cos8 d-lt. 
2 i J -ik [Xl' cos:f + a (coo [I- + _1 )] 

VJl 
o 

Picbt, Optiscbe Abbildung 13 

(64; 4) 
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Dieser Integralausdruck unterscheidet sich von dem des räum­
lichen Falles allein dadurch, daß d 0 r t noch der Faktor sin 4t im 

Integranden hinzutritt. Entwickeln wir co!> 4t und ~-- nach Po-
cos4t 

tenzen von 4t, so erhalten wir, wenn wir von den Größen xp, a, 4t 

voraussetzen, daß ~ (a - ~~) 4tG < A ist, und daher die 6 ten und 

höheren Glieder von & im Exponenten von e vernachlässigen, 

, • (j ,[ 3-4 {j2 a ] 
ltp = ~i-e-ik(XP+2a) fe-'k :tp(u-2") + "4 84 d&. (64; 5) 

Setzen wir hier 0 

~ 4t V~ k(:tp + Ha) = fro = 4t Y ~ ak(l + ;:':} 
so geht dies über in 

Up = 2~ Vi (ak)- t(l + 6XP )' -~. e- ik (Xp + 2a) 

Va a 
4 ____ _ 

"Y~ak(I+:~) 
J e- i [3-0' - "'0 So2] d &0' (U4; 6) 
o 

1/ k ( JJP)- t worin 1//0 = Xl' r a 1 + Ba ist I). 

Der von Fischer nach der oben skizzierten 7Ilethode der Sattel­
punkte gefundene Ausdruck lautet, entsprechend geschrieben: 

a 
wo 

ß 

. Vi'" nut In = .1'/' - , 
a 

I) Eine andere Umformung von (5) führt zn dem Ausdruck 

!...(HI2 --"-
4 (J 

:2i ,,-ik(-'1'+2a) \' c-ih9j2 dir l 

IT , jia+,7,"l' 

:' 

(Id; 7) 

.1'/. 
,-----

2 P + ,1'p/ß(/. 
Doch wollen wir hierauf nicht näher eingehen. 
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Beide Werte von Up unterscheiden sich nicht allein in der 
oberen Grenze des Integrals, sondern außerdem in dem bei {}~ auf-

tretenden Koeffizienten (mo bzw. m) um den Faktor (1 + ~p)~ ~ 
ba 

I 

. . A l' d f k V1r,,- (1 + ~)'Pa)- 4. SOWIe um eIllen mp Itu en a tor A U Solange 

Xp< 6a ist - und dies ist in dem von Fischer gewählten Zahlen­
heispiel der Fall - sind diese beiden Faktoren ohne wesentlichen 
Einfluß, da sie 1) angenähert gleich 1 werden. Vernachlässigen wir 

I . Xp 
auch in der oberen Integra grenze von (6) den Wert -;- gegen 1, 

6a 
so wird diese für das von Fischer gewählte Zahlenbeispiel an/?e­
nähert 5,95@. Nun gilt aber unsere Darstellung (6) wegen der 
oben angegebenen Bedingung nur bis zu 

3).. • 
@6 < _ ~ 0,0038, also etwa @ < 120 = 0,2, 

a -

falls die durch (2) dargestellte Kennfläche vorausgesetzt wird, und 

b· 6 .J' 180).. I 0 [l 
IS zu @ < -- ~ 1,80 lür Xp = 100l, a so etwa @ < 35 = O,U, 

Xp 

falls wir als Kennfläche 

mit der Kaustik 

3 
~ = 4a sin4 {}cos{} 

3 . 5 • 3 r; = - a SIll {} - a SIll {} 
4 

Xl 3 a sin2 {} cos3 {}, 

;111 3 a sin3 {} cos2 {}- - a sin3 {} 

und der sphärischen Längsaberration Li s' = a tg~ {}- cos3 {} wählen. 

Setzen wir nun etwa fF) = 0,6, so wird die obere Integral­
grenze erst 3,57. Ob dieser Wert bereits für das Integral in (6) 
als so groß angesehen werden darf, daß man ihn durch 00 ersetzen 
kann, ist wenig wahrscheinlich, kann aber nicht ohne eingehende 

n 
1) (Vom Faktor /_ abgesehen.) 

\l 
13* 
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numerische Prüfung entschieden werden. Wir wollen indessen diese 
Prüfung hier nicht durchführen, da der allgemeine Charakter 
der Intensitätsverteilung längs der Achse durch Einführung des 
richtigen Wertes für die obere Grenze des Integrals kaum ge­
ändert werden wird. 

Das Integral (3) wurde von Fis ehe r außerdem noch für x p = 0, 
d. h. für die durch den Ga uß sehen Brennpunkt gehende achsen­
senkrechte Ebene, sowie für einen (nicht mit der Achse zusammen­
fallenden) geometrisch-optischen Lichtstrahl ausgewertet und die 
entsprechenden Intensitätskurven in der Arbeit mitgeteilt. Sie 
zeigen, daß die Intensität in der Ebene Xp = 0 vom Gaußsehen 
Brennpunkt aus nach bei den Seiten zunächst ziemlich schnell abnimmt, 
dann aber noch auf größere Entfernung hin von Null verschieden 
bleibt, und daß beim Übergang über die kaustische l ... inie längs eines 
geometrisch-optischen Lichtstrahls die Verhältnisse ganz ähnlich 
denen sind, die sich für die Intensität längs der Achse des Strahlen­
bündels ergeben. Im Innern der kaustischen Linie treten also auch 
hier Intensitätsschwankungen auf, deren Hauptmaximum mehrere 
Wellenlängen von der kaustischen Linie (im Tnnern) entfernt ist, 
während im A ußenraum die Intensität exponentiell monoton ab­
nimmt. 



Elftes Kapitel 

Astigmatismus 
§ 65. Astigmatismus. Allgemeine Behandlung 

Wir gehen nun dazu über, ein astigmatisches Strahlenbünd.el 
beugungstheoretisch zu beh~ndeln, und zwar wollen wir zunächst 
ein Strahlenbündel voraussetzen, das geometrisch-optisch streng in 
7.wei Brennlinien konvergiert, von denen die eine geradlinig, die 
andere ein Stück eines Kreisbogens sei. Ein solches Strahlenbündel 
besitzt geometrisch-optisch die Wellenflächenschar 

2a· cos-lJ' 
~ = (d - a) . cos -IJ' + - a, VI - sin2 -1J' sin2 !p 

. 2 a . sin -IJ' cos !p 
'I'} = (cl- a). sm-lJ' cos!p + -:-;1/======~= 

r 1 - sin2 3' sin2 !p 

~ = (cl- a). sin-lJ' sin !p, 

(65; 1) 

Hierin ist cl der die verschiedenen Wellenflächen der Schar liefernde 
Parameter, während -IJ' und !p Parameter sind, die bei festgehaltenem 
cl die einzelnen Punkte der Wellenfläche bestimmen. 

Eliminieren wir aus (1) die Parameter -IJ' und !P, so erhalten wir 

a + V[V(~ + a)2 + 'l'}2 - 2 a]2 + ~2 - cl - E = 0 (65; 2) 

als Gleichung der Flächenschar. Man erkennt leicht, daß 

( OE 2 (OE)2 (iJE 2 -_._) + -- + -) = (grad E)2 = const (= 1) 
iJ~ iJ'I'} iJ~-

ist, (2) also der Eikonalgleichung genügt und daher im Sinne der 
geometrischen Optik eine mögliche Wellenflächenschar bestimmt. 
Die durch (2) dargestellte Fläche erhält man, indem man einen 
Kreisbogen 

(65; 3) 

der xz-Ebene, dessen Radius (cl - a) und dessen Mittelpunkt 
( + a, 0, 0) ist, um die Gerade 

y = 0; x = - a (65; 4) 
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rotieren läßt (A bb. 47). Hierbei beschreibt der Mittelpunkt des 
Kreises (3) einen Kreisbogen in der xy-Ebene mit dem Radius 2 a 
und dem Mittelpunkt (- a, 0, 0): 

(x + a)2 + y2 = 4a2. (65; 5) 

Die durch fr = const, q; = cönst bestimmten Normalen der 
Flächenschar (1), d. h. die Lichtstrahlen, gehen alle durch die 
Gerade (4) der x z-Ebene und durch den Kreisbogen (5) der 
x y-Ebene. Diese beiden Linien bilden also ·die Brennlinien des 
Strahlenbündels. 2 a ist der längs fr = 0 gemessene (senkrechte) 

Abb. 47. Wellenfläche eines astigmatischen Strahlenbündels 
(torische Fläche !). Die Brennlinien schneiden die Achse in den 

Punkten x = ± a. 

Abstand der beiden Brennlinien, die den Strahl fr = 0 in x = + a 
bzw. x = - aschneiden. 

Wählen wir die Fläche (1) mit d = 0 als Kennfläche unseres 
Strahlenbündels, so erhalten wir nach (44; 11/12) als Integral­
darstellung für Up: 

fj 2 n 

/lp = ~:e- i ka J f 'I/J(fr,q;) 

o 0 

- ik [ex p + a) cos :1+yP sill .'i cOS<p+zpsin Usin 'r · - 2 a y 1- sin2 ,<r sin2 <p) e 
sin fr d fr d q;. 

(65; 6) 

Hierbei ist angenommen, daß der Strahl fr = 0 der Hauptstrahl 
des Strahlenbündels ist, daß also beide Brennlinien senkrecht zum 
Hauptstrahl liegen, das betreffende optische System also bereits in 
der Achse einen astigmatischen Fehler aufweist, der beugungs­
theoretisch durch (6) dargestellt wird. Ist dies nicht der Fall, so 
hätten wir die Integrationsgrflnzen entsprechend zu ändern, also 
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etwa ähnlich wie in § 26, um {J- = {J-l' q; = q;l als Hauptstl'ahl 
neue Polal'koordinaten 0, X einzuführen gemäß (26; 1) und die Inte­
gration über diese Variablen zu erstrecken von 0 bis IJ bzw. 0 bis 
2 TC. Hierdurch erreicht man, daß die geradlinige Brennlinie mit 
dem neuen Hauptstrahl - der natürlich nicht mehr durch YP = Zp 

= (J definiert ist - den Winkel ~ - {J-l bildet, während die 

krummlinige Brennlinie auch jetzt noch senkrecht zum Haupt­
strahl liegt. 

Bei genügend geringer Öffnung kann übrigens auch (5) als 
annähernd geradlinig angesehen werden, da für y < :2 a aus (5) 
folgt: x = + a; z = O. 

Solange a sin4 ® < A ist, können wir im Exponenten von e 
setzen 

2 a V 1 -- sin2 {J- sin2 q; = (2 - sin2 {J- sin2 q;) a 

und 

Kun ist 
sin2 q; = -fr (1 - cos 2 q;), 

so daß 

a(cos{J---2Vl-sin2 {J-sin2 q;) = -a-acos2q;(l-cos.{}o), 
8 271 

~tp = ~k J J 1jJ(.{}o,q;) 1 
TC 0 0 (60; I) 

('- ik [x pcos [) -l- yP siu :tcos'l' t zp siu3 siufp - acos2 fp(l- cos 3)] 

sin.{}o d{J- dq;. 

In dem durch CI) dargestellten Strahlenbündel treten beide Brenn­
flächen gleichberechtigt auf, wie man aus der Form des Integranden 
schließen kann. Außerdem erkennt man, daß für se h r kleine 
Werte von ® die Lichtverhältnisse sich denen einer Kugelwelle 
nähern, wobei die "Stelle engster Einschnürung", die mit dem 
Koordinatenursprungspunkt in (7) zusammenfällt und ungefähr in 
der Mitte zwischen beiden Brennflächen liegt, die Rolle des Brenn­
punktes der " Kugel welle" übernimmt. 

Für kleine Werte von ® stimmen die durch (7) und (6) dar­
gestellten Strahlenbündel überein. Für größere Werte von ® ist 
dies jedoch nicht mehr der Fall, denn (7) ist der Ausdruck für ein 
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Strahlenbündel, dessen Wellenflächen abweichend von (1) gegeben 
sind durch die Gleichungen (vgl. § 48): 

~ = a {cos .ß' (cos 2 g; + const) - cos 2 g; I 

= a cos .ß' [const + cos 2 g; ( 1 - co~ -3' )] , 

rJ = a sin -3' cos g; (const + 1 + 2 sin 2 g; tg2 :), 
(65; 8) 

b = a sin -3' sin g; (const - 1 - 2 cos2 g; tg2 :)-

Für const = 0 ergibt sich hieraus die als Kennfläche gewählte 
Wellenfläche. 

Man erkennt leicht, daß in den Punkten 

(x1" Y1', z1'); (x1" -Y1" z1'); (x1" -Y1', -z1'); (x1" Y1" -z1') 

die gleiche Intensität vorhanden ist, daß also jede der beiden durch 
die Achse und e~ne der beiden Brennlinien gelegte Ebene hinsicht­
lich der Intensität eine Symmetrieebene darstellt. Um dies zu 
beweisen, hat man nur noch statt g; eine neUe Integrationsvariable g;' 
einzuführen, indem man der Reihe nach setzt 

g; = g;'; g; = :n; g;'; g; = :n; + g;'j g; = - g;'. 

Man erhält dann in allen vier Fällen einen Integralausdruck, der 
mit (7) identisch ist, wobei allerdings noch vörausgesetzt ist, daß 
die Amplitudenfunktion 'IjJ zu den genannten Ebenen symmetrisch 
ist, daß also 

'IjJ (-3', g;) = 'IjJ (-3',:n; - g;) 'IjJ (-3',:n; + g;) 

ist. Ist außerdem noch 

'IjJ(-3',g;) = 'IjJ(-3',~-g;) = 'IjJ(-3', ~+g;) 
3 3 

= 'IjJ ( -3', 2 :n; - g; ) = 'IjJ ( -3', 2 :n; + g; ) , 

so erkennt man ganz ebenso, daß im Punkte (x = - X1" Y = '"1', 
Z = yp) und mithin auch in den Punkten (x = - :1J1', 

Y = -Z1" Z = Y1'); (x = -X1" Y = -z1" Z = -!Ir); 
(:IJ = - XI', !I = Zp, Z = - !/l') - die gleiche Intensität vor-



§ 66. Intensitätsverteilung längs der Achse 201 

handen ist wie im Punkte (xp, YP, zp). Wir wollen dies für den 
Punkt (- Xp, Zp, yp) noch direkt beweisen. Schreiben wir in (7) 

statt Xp 

YP 
Zp 

-Xp, 

+zp, 

+.1IP 

und setzen außerdem fP = t 7r - fP', so erhalten wir, da Ja 
1P (ft, fP) = 1P ({t, ~ 7r - fP) ist, 

(1 2" 

= ~ J LI. (.ft ') +i k [xpeo<! ~+zp.in 38in<p'+yp sin,'1cos<p'-aC082lp' (I-C08 3)] 
up 2 I 'I' ,fP e 

7r 0 ~ sin .ft d ft d fP'. 

Dieser Wert unterscheidet sich von (7) nur dadurch, daß der Inte­
grand den konjugiert komplexen Wert angenommen hat. 

Die Ebene Xp = 0, die "Ebene engster Einschnürung", ist 
also mit einer gewissen Modifikation Symmetrieebene. Die Modi­
fikation besteht darin, daß zu der Spiegelung an der Symmetrie­
ebene noch eine Drehung um die Achse um 900 hinzukommt. 

§ 66. Intensitätsverteilung Hings der Achse eines 
astigmatischen Strahlenb ündels 

Für Aufpunkte, die auf der Achse des durch (65; 8) gegebenen 
astigmatischen Strahlenbündels liegen (yp = Zp = 0), läßt sich 
der zugehörige Integralausdruck (65; 7), falls 1P (.ft, fP) = const (= 1) 
ist, sehr leicht auswerten. Zunächst ergibt sich mit 

ka (1 - cos {t) = a'; 

lq:p (1 - cos.ft) = ~'; 

k a (1 - Cos@).=a;} 
(66; 1) 

kXp(l - cos@) = ~ 

a 

_. -ikxp J (') t'Q d ' 1 J' +'~a' 
Up - ~ -;; c 0 a e a 

o 
~ 

= i X~ e- ikxp f Jo(f~')ei;'d~" (66; 2) 

o 

wo Jo wieder die Besselsche Funktion nullter Ordnung ist. Ent-

wickeln wir diese in eine Potenz reihe von .!: ~', so läßt sich die 
~ 
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Integration durchführen. Es wird 

UI' = i~e-ihI' ~(_1}U_1_(~)2I'f'ei~'):'2'Ud):' 
XI' 0 CP, !)2 2): 

o 
oder nach (A; 36) bzw. (A; 39) 

. oe P, 11 
(uI')(lI'=o = ik(1-cos@)e-,kXI'2:(-1)"a2,u---ii;-

o p, .. 

([G21'+1():)COS): + 82 ,u+l():)sin):] 

+ i [621'+1 C):) sin): - 82 ,u+l ():) cos): J). 

(66; 3) 

(66; 4 

(66; 5) 

Für den Punkt XI' = 0, in dem die Symmetrieebene, die Ebene 
engster Einschnürung, von der Achse geschnitten wird, ist 

• 1 
): = 0; 02 1'+1 ():) = -(2 ~+ Tf!'; 

und wir erhalten, da 

p,!! 1 
/L*11' (2 /L + l)-! - (/Ll)22 2 ,,, (2~+ 1) 

ist, 

(lIp)"I' = 0 = i k (1 - cos ®)::8 (- l}U (; tu ~ 
~I'=O 0 (11-') 

2i oe 

= - 2: J 2 U + 1 (l1), 
a 0 ' 

(66; 6) 

wo .[2.U+l«(1) die Besselschen Funktionen (2/L+ l)-ter Ordnung 
sind. Dieser Ausdruck ergibt sich übrigens am einfachsten direkt 
aus (1), wenn man dort noch XI' = 0 setzt. 

Da nach (A; 3 1 ) 

0,,(-):) = + Gn (+ ):); Sn (-):) = -- Sn (+ ):), 

und außerdem 

cos (-~) = + cos (+ ~.); sin (-):) = - sill (+ n, 
so ergibt sich aus (iJ ), daß 

"-' 
(~tp)Qp = () = - Cu p)(IP = 11' (06 ; I) 

x]' - x]' 
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wenn '" den konjugiert komplexen Wert andeutet, also 

I(xp, QP = 0) = 1(- Xp, QP = 0), 

entsprechend den Ausführungen am Schluß des vorigen Paragraphen. 

Für xp = + a, den Schnittpunkt der Achse mit den Brenn-
linien, erhalten wir aus (4) 

( ) - 1 -ikaoos" ~ 11!!' (_. ) (6" 8) 
Up xp =.±a = + --;;e+ -C..I ~ e2,u+l + 10. "; 

~p = 0 0 11·· 

(6) läßt sich leicht mit Benutzung der Tafeln von Jahnke­
Emd e berechnen. Für a = 0 wird 

2 

(up)xp=~p=o = ik(l - cos®),also (Ip)xp=~p=o ~ ~2 sin4 ®. 
a=o a=o 

Für a = 0 aber geht das astigmatische Strahlenbündel in eine 
ideale Kugelwelle über, deren Brennpunkt mit dem Symmetrie­
punkt J.'p = 0 zusammenfällt. Dem entspricht, daß der hier 
gefundene Wert mit (25; 1) für xp = 0 bzw. mit (25; 3) überein­
stimmt. Weiter erhalten wir 

für k a (1 - cos (9) = a = ° 1 2 3 4 5 6 1 
'Up 

1 0,920 0,713 0,463 0,256 0,143 0,118 
(1!p)o (I) 

V = !F'_ = 1 0,846 0,508 0,214 0,066 0,020 0,014 J 
(lp)o 

In Abb. 48 ist die zugehörige graphische Darstellung der 
Intensität im Symmetriepunkt Xp = 0 in Abhängigkeit von 

a 
a = ka (1 - eos ®) = 2:7t T (1 - eos ®) gegeben. Fordern wir 

wieder, daß die Intensität im Symmetriepunkt 80 % VOll derjenigell 
der idealen Kugelwelle gleicher Öffnung nicht unterschreiten soll, 
so erhalten wir als Bedingullg 

also 

2:7t ~ (1 - cos ®) ~ :7t ~ ®2 < 1,12, 1 
2 a ®2 < 0,71 A. J 

(66; 9) 

Das Produkt aus dem Abstand 2 ader beiden Brennlinien und dem 
Quadrat des halben Öffnungswinkels ®, im Bogenmaß gemessell, 
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muß also kleiner als tl sein, damit das System noch als gut be­
zeichnet werden kann. 

Für die Intensität in den Punkten, in denen die Achse die 
Brennlinien schneidet, also für Xp = + a, ergibt sich (nach Strehl) 

v 

0,8 

fJ.B 

0=0 
I 
10 

Q~~~ __ ~-L __ ~~ 

Q 1 2 J 4 

Abb. 48. Relative Intensität 

(Definitionshelligkeit) V =.!.. 
10 

eines astigmatischen Strahleu­
bündels in den Puukten x p 

= 0 bzw. x p = ± a in Ab-
hängigkeit von 

o = k a (1 - cos (9) 

1 

0,78 

2 3 

0,:6 } (Il) 
0,38 0,18 

In Abb. 48 ist die zugehörige 
graphiscbe Darstellung gegeben. 

Vergleichen wir die in den beiden 
Tabellen (I) und (Ir) angegebenen De­
finitionshelligkeiten bzw. die zugehö­
rigen Intensitätskurven der Abb. 48, 
so sehen wir, daß bei kleinen Werten 
von !l die Intensität im Symmetrie­
punkt größer ist als in den Achsen­
schnittpunkten der Brennlinien, daß 
sie aber bei größeren Werten von g, 
nämlich bereits bei a = k a ( 1 - cos ®) 
= 4, in den Achsenschnittpunkten 
der Brennlinien wesentlich größer ist 
als im Symmetriepunkt. Bei a = 3,3 
ist die Intensität zwischen Xp = - a 
und Xp = + a längs der Achse 
nahezu konstant, und zwar ungefähr 
gleich 0,15 der idealen Kugelwelle 
gleicher Öffnung. 

§ 67. Intensität in beliebigen Aufpunkten eines astigmatischen 
Strahlenbündels 

Um das Integral (65j 7) - für 1/J(fr,cp) = cos.{}- ganz all­
gemein auszuwerten, setzen wir YP = (lpcoscppj ßp = (lpsincpp 
und führen als neue Integrati6nswariable cp - cpp = (i) ,ein. Ferner 
beachten wir, daß 

cos 2 cp = cos (2 (i) + 2 cpp) 

= cos 2 cpp - 2 cos 2 cpp sin2 (i) - 2 sin 2 CPP sin (i) cos (i) 
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ist. Wir erhalten so 
(j 

Up 
ik -ikxp \{ +ik(xp+acos2'1'p)(l-cos:f) -e e 
2:n: • 

o 
2n 

. J e- i 1)' cos 01 e- i [A sin 2 01 + B sirr 01 cos w] d W} sin fr d (sin fr), 

WOrIn 

A = 2ka(1-cosfr)cos2qJp = CCOS2qJp}, . 
. und ~ = k Pp sm fr. 

B = 2 k a (1 - cos fr) sin 2 qJ I' = C sm 2 qJ I' 

Wir entwickeln 

e- i[A sin2w + Bsinwcosw] = - i [ ... ]- 4 [ ... ]2 + 
Setzen wir nun voraus, daß 

1 1 
3! CS = 3! [2ka(1-cosfr)]s< 1 

ist, also etwa a (l - cos @) < 0,03 A, so können wir uns bei der 
Entwicklung von e- i [A sin2 w + B sin 01 cos 01] auf die hingeschriebenen 
Glieder beschränken. Die genannte Entwicklung führt auf Integrale 
der Form 

~n 

Je-il)'coswsin2nWdW = 2:n:n!! Jn~~'), 
~ n 

o 
2" 

J e- i 1)' COS 01 sin2 n + 1 W COSm W d W = 0, 

tl 

so daß sich die Integration nach w vollständig ausführen läßt. 
Es wird 

f1 

_ 1. -ikxp[ +ik(Xp+aCOS2(rp)(1-COS:f)[J(h') 
Up - 1, /. e J e 0 ., 

o 

( 1 B2 . A) J 1 (I)') 3 C2 J 9 (~') ]. d' ) - ,- + t -- - - cns 4mp -- + ... smfr (sm & . , 2 ~' 2 'r~' 2 ' _ 

Entwickeln wir hierin noch die in A, B, C auftretende Größe 
(1 _ cos fr) und ebenso e + i k (xl' + a cos 2 'I'p) (1 - cos:f) nach Potenzen 

von ~' = k PP sin fr und setzen noch voraus, daß 

J1cl'x1>(1- cos&)S I < 1, 
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also etwa I xp I (1 - cos.fT) < 0,035 JI., so erhalten wir nach Aus­
führung der Integrationen entsprechend (A; 24 u. ff.) 

Up = i k sin2 @ e - i k Xp ({J1 (~) _ -.!.. ~2 (-!1 (~) _ 4 J 2 (~) + 8 Ja (~») 
". ~ 2 1) ~l! ~a 

_ 2 a2 (J9 m _ 5 J g (~») __ ~acos2mp(Jl (~) _ 6 J2 (~) + 12 Ja ~~») 
. ~2 ~a -r ~ ~2 ~ö 

_ ~ a2 cos2 2 m p (J1 (~) _ 12 J 2 (~) + 48 Ja (~»)} 
2 -r ~ ~2 ~a 

+ iJ ~ (J1 (~) _ 2 J2 (~») + a cos 2 mp (J1 (~) -4 J,(~»).}~. 
\ ~ ~2 -r ~ ~2 / 

(67; 1) 

Nach Multiplikation mit dem konjugiert-komplexen Wert ergibt sich 

I p = 411:2 sin4 @ {(J1 (~»)2 + 4 ~2 J:(~) - 2 J1 (~) Ja (~) 
). 2 ~ ~4 

_ 4 a2 (J1 (~) J2 (~) _ 5 J 1 (~) Ja (~») 
~a ~4 

+ 4 a2 eos2 2 mp(J"l (~) J 9 (~) _ 12 J1 (~) J 3 (~) + 4 J: (~») 
-r ~3 ~4 ~4 

_ 8a~COS2fJJp( 3 ~ (~)/3 (~) _ 2 J:~~~»)}. 
(67; 2) 

Hierin ist 
1 . 2 a = - k a sm @, 
2 

1 . " 
~ = "2 kxp sm" @, 

lJ = kQp sin @. 

(67; 3) 

Setzen wir in (2) lJ = 0, betrachten also Aufpunkte, die auf der 
Achse des Bündels liegen, so erkennen wir unter Berücksichtigung 
der Formel (A; 15) 

lim Jn (~) = ~- (W'i; 4) 
tj -+- 0 ~n 2n n!' 

daß alle Klammern, deren Koeffizienten von fJJl' abhängen, ver­
sehwinrlen, wie dies verlangt werden muß. Es ergibt sich 

_ 11:2 • 4 { 1.2 1 2 \ 
(1/')~1"~ (I - ).2 sm @ 1 - 12 ~ - Ga j' (61; 5) 
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Selbstverständlich ist diese Formel nur für kleine Werte von ~ 
und a gültig. Da nun aber nach § 66 noch ein Astigmatismus 
a = 1,12 als "gut" bezeichnet werden muß, so ist es erforderlich, 
die Näherungen wesentlich weiter zu treiben als hier geschehen. 
Die Formeln werden dann aber recht umfangreich, so daß wir 
darauf verzichten, sie hier mitzuteilen. Sie finden sich in der 
Literatur 1). 

§ 68. Astigmatisches Strahlenbündel mit zwei Brennflächen. 
Allgemeine Integraldarstellung 

In erster Näherung können wir als Kennfläche eines beliebigen 
Strahlenbündels ein (elliptisches oder hyperbolisches) Paraboloid 
voraussetzen 2). Das Strahlenbündel besitzt dann zwei Kaustik­
schalen, von denen jede eine (krummlinige) Kante hat. Diese beiden 
Kanten liegen in zwei zueinander senkrechten Ebenen und ent­
sprechen den Brennlinien des astigmatischen Strahlenbündels. Wir 
geben daher noch die Integraldarstellung für em Strahlenbündel, 
dessen Kennfläche das Paraboloid 

!h ~ ; ~ = (J2 ~ (68; 1) 

(a = lh - ß2 - y2, d.h.iX=coscx; ß=cosß; y=cosy) (68; 2) 

ist. (Jl und (Js sind die Krümmungsradien im Scheitel des Para­
boloids, I 6h - (J21 = 2 a ist der Abstand der beiden Brennlinien. 
Haben Ql und Q2 verschiedenes Vorzeichen, so haben wir es mit 
einem hyperbolischen Paraboloid zu tun. Bei einem ellip­
tischen Paraboloid haben beide Krümmungsradien gleiches Vor­
zeichen, und zwar positiv, wenn es nach rechts geöffnet ist, 
also einem Strahlenbündel entspricht, dessen Randstrahlen schwächer 
konvergieren als die Paraxialstrahlen (die Kaustikschalen also beide 
nach rechts geöffnet sind). Für 'Up erhalten wir 

(68; 3) 

1) .J. Pi c h t, Zeitschr. f. Instrkde. 51, 1931 (noch nicht erschienen). 
2) Siehe z. B. J. Picht, Ann. d. Phys. (4) 77, 685 (785), 1925; § 10. 
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Für ()l = Q2 = (! geht das elliptische Paraboloid in ein Rotations­
paraboloid über und (3) dementsprechend in 

+ßl+r1 [- - - {i2+ y2] 
ikJ J - -ik "'pa+Ypß+·pr+~--_- 1 -

Up= 2:n; tJ!(ß,r)e 2a "fidßdrt (68;4) 

-ß1 - Y1 
Diese Darstellung ist, abgesehen von einer Koordinatentrans­
formation, identisch mit (53; 3), wie man leicht erkennt. (! ent­
spricht dem Werte + 2 a der sphärischen Aberration. 

Je nach der Form der das Bündel begrenzenden Blende besteht 
zwischen 131 und YI noch eine bestimmte Beziehung. Handelt es 
sich speziell um eine quadratische oder rechteckige Öffnung, 
deren Kanten den Brennlinien parallel sind, so sind ßl und Yl 
voneinander unabhängige Konstante. 

Statt (3) können wir näherungsweise schreiben 

+ ßl + Y1 [- - - 1 - 1 -] 
ik J J -ik xpa+YPß+zPY+-2 ~lß2+-2 (' 2y2 ---

Up = -- e dßdy. (68; 5) 
2:n; 

-ßl-Yl 
Dieser Ausdruck ist die strenge Lösung für ein astigmatisches 
Strahlenbündel, dessen Kennfläche durch die Gleichungen 

~ = ~ (QJj2 + Q2 y2), 

ß -2 -2 ß-
fJ =:2 (QIß + Q2Y)-QI , (68; 6) 

~ = .~ (Ql 132 + Q2 y2) - Q2 Y 
gegeben ist, und für welches die Intensitätsverteilung auf der unendlich 
fernen Wellenfläche dem Amplitudenfaktor 'ljJ (ß, y) = a entspricht. 

Für Werte von Xp, ßI' 1'1' für die 

xPßt < 2Ä; xPY: < 2Ä (68; 7) 
ist, können wir I -;- 1 

Xp a = Xp - 2 Xp ß" - 2 Xl' 1'2 

setzen, so daß 

. + ßl + y~ [ 1 - 1 -- - - 1 - 1 -] 
_ zk r J -ik ;rp-ixpß2-2xpr2+lIpß+Zpr+2~tß2+2~2r2 

/Al' - 2; I e _ 
-ßt -Yl dß dY· (68: 8) 
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§ 69. Auswertung und Diskussion 
der allgemeinen Integraldarstellung (68; 8) fiir quadratische 

odflr rechteckige Öffnung. 

Nehmen wir ßi und 1'1 als voneinander unabhängige Konstante 
an (s. oben), so läßt sich (8) leicht auswerten und näher diskutieren. 
Es wird dann 

+ ßl . J ik [ -2 -J tl.: ·k -- ("l- Xp)ß +2Ypß -- e- I Xp e 2 ' dß 
2n 

- ßl 

(69; 1) 

- Yt 
Setzen wir hier 

80 geht dies über in 

(llH; 2) 

wann 

( - !lP) V k 
812 = + ßl + -I (>1 - fp 1 , 

. (>1 - Xp n 
(69; 3) 

Pi (~h t, Optische Abbildung 14 
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Im Integranden von (2) ist das - -Zeichen zunehmen, wenn 
(>1 - xp > 0, dagegen das + -Zeichen, wenn (>1 - xp < ° ist. 
Zur Diskussion von (2) benutzen wir wieder die Cornusche Spirale 
(Abb.49). Wir wählen auf ihr vier Punkte PlI' Pu' P 2 1' P22 so, 
daß die vom Nullpunkt aus gemessenen Bogenlängen bis zu den 
betreffenden Punkten den Werten Sl1' S12' sn' S22 entsprechen, 

------- ------- ------- -------daß also OPll = S11' OPa = 812 , OP21 = 8 21 , OP29 = Su ist. 

reelle A~hse .. 

Abb.49. Cornusche Spirale zur Diskussion der Fresnelschen Integrale 

Wir bezeichnen das Integral J; + ii- o( d 81 durch den Vektor bl I 

o 
mit dem absoluten Betrag dll ; seine Richtung sei durch den 

--+ 
Winkel XII bestimmt, den 0 PlI mit der positiven reellen Achse 
bildet. Dann ist 

f8 1

e'.:ii-d'12 d""1 
U = bll = dlleiX"; 

o 
und analog 

J
8P 7f 

:;:i-,J( "" 
e 2 dU I 

o 

- 11: <XII< + 11: 
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so daß 

(69; 4) 

-­Hier ist b1 = PlI P 1 2' 

Winkd, den der Vektor 
schließt. Analog ist 

d1 = I ~1~ I = Pu P 12 und Xl der 
b1 mit der positiven reellen Achse em-

(69; 5) 

Steht im Exponenten des Integranden das - -Zeichen, ist also 
Qx - Xp > 0, so ist der Winkel Xx< 0 und umgekehrt (x = 1; 2). 
Wir setzen noch die Bogenlänge der Cornuschen Spirale von PlI 

nach Pu gleich 8 1 , von P 21 nach P22 gleich S2' so daß also 
S12 -- S11 = Sl und S22 - S21 = S2' Schreiben wir noch für i die 

,n ,-
Exponentialgröße e 2, so geht (2) über in 

[ 
2 2 ] 1 Yp I zp 

_ 2k-ß - d l d2 i(~+Xl+X2) -ik XP-2~I-XP -2Q2- Xp 
Up -- - I Y1 - -e e 

']( SI S2 (69; 6) 

und demnach nach § 50 

Ip = 4 :2 ßt2 1'J2 ('!i)2 (d2)2, 
:n: SJ S2 

so daß die Intensität proportional ist dem Quadrat des aus den 

beiden Faktoren !i und d2 gebildeten Produktes, 
sJ S2 

Da sich der zweite Phasenfaktor in (6) (sehr) annähernd 
normal ändert, wie man leicht einsieht I), so gibt die Winkelsumme 

~ + Xl + Xli die anomale Phasenällderung an. Für Aufpunkte 

weit vor den beiden Brennlinien (genauer: vor den beiden Brenn­
flächen) liegen Pli und P 21 im Windungspunkt W 2 der Cornuschen 

Spirale, Pi! uud P!2 aber in TV" so daß hier XI = X2 = - :' 

1) Siehe J. Picht, Ann. d. Phys. (4) 77, 685 (785), 1925; § 11. 

14* 
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also ; + Xl + X2 = 0 ist. Für Aufpunkte weit hinter den beiden 

Brennlinien liegen P l1 und P i1 in Wa' Pu und P 22 in lVI' so daß 

jetzt XI = X2 = + : ' also ; + Xl + Xi = 1t ist. Dies zeigt, 

daß der Durchgang durch heide Brennflächen die Phasenänderung 1t 

bewirkt. Entsprechend erkennt man, falls beide Brennflächen hin­
reichend weit voneinander entfernt sind, daß der Durchgang durch 
jede von ihnen den Phasensprung 1t/2 verursacht. 

Einer besonderen Erörterung bedarf der Fall, daß 6h - Xp = 0 
bzw. (l2 - Xp = 0 wird, daß es sich also um Aufpunkte handelt, 
die in der durch eine der beiden Brennlinien gelegten achsensenk­
rechten Ebene liegen, da hier die Werte Sl1 und S19 bzw. Slil und S22 

unbrauch bar werden. Man erkennt aber leicht, daß sich in diesem 
Falle aus (1) ergibt: 

Up = 2 k ßl Y1 _sin (kY~ß1) d2 

1t kyp ßl' S2 

i(!!.+X2) -ik["P--o_l ·ft J 
. e 2 e ~2 - "1' (69; 7) 

bzw. 
2 Tc - _ d1 sin (kZP Yl) 

Up = --:;r ßl Yl ~ kZl'Yl 

i (!!.. + ) - i k [x l' - ~ - y J, - J 
. e 2 Xl e 2 :'1 - xP. (69; 8) 

Für Yp = 0 (bzw. Z1' = 0) sind diese Gleichungen mit Gleichung (ö) 
identisch, wenn dort .Yp = 0; (ll - Xl' =- 0 (bzw. Z l' = 0; (>2 -..cp = 0) 

ge~etzt wud, da m dIesem Falle----_-1- uzw. ---c--'--,,-~ . .. sin(kY1'ß) ( sin (kZ1'Y») 
kypßl kZ1'Yl 

und auch !!.J.. (bzw. d2 )' gleich 1 wird. 
SI' ö2 

1<:13 lassen sich noch einige theoretische Betrachtungen über 
die [ntensität bzw. deren örtliche Anderung in der Nähe der 
Brennlinien anstellen,;\Ian erkennt z. B. durch Überlegungen, 

betreffend die Lag!' der Punkte F;d in Abhängigkeit von ~-­
(>1-,tp 

Z1' ----=--- leicht, daß in der Nähe <I er Brennlinien Maxima und 
(>2 - ,r.)' 
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Minima der Intensität auftreten. Ferner lassen sich auch gewisse 
Aussagen über die Größe bzw. die Abnahme der Intensität in Punkten 
au ß er h alb des geometrisch-optischen Strahlenbündels machen, so 
unter anderem, daß dort die Intensitätsabnahme bei der speziellen 
Wahl der Begrenzung des Strahlenbündels, die wir oben angenommen 

haben nnd die durch - 131 < 13 < + fil; - 1'1 < r < + rl 
gekennzeichnet war, nicht in allen durch die Achse gehenden 
Ebenen gleich schnell erfolgt, daß vielmehr die Abnahme in der 
Ebene YE' = Zl' schneller vor sieh geht, als z. B. in der Ebene 
Yl' = 0 (bzw. Zl' = 0), in der die eine (bzw. die andere) Brenn­
linie liegt. Wir wollen jedoch davon absehen, die Verhältnisse, 
die man zwar leicht übersieht. die sich aber mit allen Einzelheiten 
nur umständlich in Worten ausdrücken lassen, hier ausführlich zu 
erörtern. 

Sind die geometrisch-optischen Verhältnisse zur Ebene der 
"engsten Einschnürung", der "kleinsten Verwirrung " (von einer 
Drehung um 90° abgesehen) völlig symmetrisch, so wählen wir 
vorteilhaft als Kennfläche das hyperbolische Paraboloid mit 
(>2 = -- (>I = a, das von der genannten Ebene in I:'einem Schnitt­
punkt mit der optischen Achse berührt wird. Für a = 0 geht 
dann das astigmatische Strahlenbündel in eine Kugelwelle über. 
Aus (2) lesen wir noch einige allgemein gültige Beziehungen ab. 
Setzen wir nämlich in den Ausdrücken (3) für Sxl einmal 

Xl' = 0; (>2 = - (>I = a 

(Symmetriepunktsebene eines astigmatischen Strahlenbündels vom 
Brennlinienabstand 2a) und ein zweites Mal 

Xl' = ±a; (>2 = (>1 = 0 
(Kugel welle ; Einstellebene um + a aus der Brennpunktsebene ver­
schoben), so ändert sich das eine der beiden Wertepaare S,n, S"2 

(x = 1; 2) nicht, während das andere die Reihenfolge und das 
Vorzeichen ändert. 

Xp=O xp=+a xp=-a 
e2 = - Ql = a Q2 = Ql = 0 Q2 = Ql = 0 

811 Cl -C2 

812 C2 -CI 

821 C3 + Ca 

822 C4 + C4 
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Daraus folgt sofort, daß die Intensitätsverteilung in der Symmetrie­
punktsebene eines astigmatischen Strahlenbündels, dessen Brenn­
linienabstand.gleich 2 a und dessen Öffnung rechteckig oder quadratisch 
ist, völlig identisch ist mit der Intensitätsverteilung einer Kugel­
welle gleicher Öffnung in einer um die Strecke a gegen die Brenn­
punktsebene verschobenen Einstellebene. 

Ebenso sieht man, daß in jeder achsensenkrechten Ebene die 
Intensitätsverteilung spiegelsymmetrisch zu den beiden den Brenn­
linien parallel laufenden Geraden y = 0 und z = 0 ist, wie wir 
dies auch bereits in § 65 sahen. Die Intensität in den vier Punkten 

(Cl' cs' CS); (Cl - cs' CS); (Cl' C2'- CB); Cl' - C2 ' - Cs) (A) 

der Ebene x = Cl ist also identisch. 
Ferner erkennt man durch Einsetzen der entsprechenden Größen 

sofort, daß die Intensität in den vier angegebenen Punkten der 
Ebene x = + Cl gleich ist der Intensität in den vier Punkten 

( - Cl' c s ' C2); (- Cl' - CB , C2): (- Cl' C3 ' - CS): ( -- Cl - C3 , - Cs) (B) 

der Ebene x = -- c)' (Für den Beweis ist wesentlich, daß 
Q2 = - QI vorausgesetzt war.) Es ergibt sieh also auch hier wieder, 
daß die Ebene engster Einschnürung eine Symmetrieebene mit der 
Modifikation darstellt, daß die Intensitätsverteilung im Raume vor 
der Symmetrieebene zu derjenigen im Raume hinter der Symmetrie­
ebene eine Drehung um die Achse des Bündels um 90° erfahren 
hat. Wir können dies übrigens wegen (A) auch so ausdrücken, daß 
zu der Spiegelung an der Symmetrieebene noch eine z w ei te 
Spiegelung an der Ebene y = z nachträglich hinzukommt. 

Eudlich erkennt man noch aus (2), (3), (7), (8), daß die Inten­
sitätsverteilung in der Symmetrieebene Xp = 0 längs der den Breun­
linien parallelen Geraden Y1' = 0 bzw. Zp = 0 bis auf einen 
konstanten Faktor gleich ist der Intensitätsverteilung längs der 

entsprechenden Brennlinie Xp = i; YP = 0 bzw. Xp = - ~; Z1' = 0 

eines astigmatischen Strahlenbündels gleicher Öffnung, aber halben 

B .. (' (1) rennhmenabstandes (>2 = - (>1 = 2" . 
Wir geben noch eine rrabelle der lntensitätt-lwerte läng~ der 

Achse (y p = Z I' = 0) eines astigmatischen Strahlenbündels 
quadratischer Öffnung, dessen Brennlinien den Abstand 2 a besitzen. 
Die Werte wurden auf Grund der Formel(2) mit Hilfe der C orn u sehen 
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Spirale bereehnet. Für 731 = 1'1 schreiben wir, da ja 731 = cos ßl 
= sm C<:1 (= Rin @) und entsprechend: 1'1 = COS 1'1 = sin a 1 

(= sin@) ist, die gemeinschaftliche Bezeichnung sin a 1• Wir setzen 
entsprechend den bei der kreisförmigen Begrenzung in § 66 gewählten 
Abkürzungen: 

ika sin2al[~ka (1-cos@)]=a 

pcxp sin2 a 1 [~ kxp (1 - cos@») = ~ 

11 .::~, __ I ________ 2_a_=~li ___ 0 __ -+1 __ 2_5_< __ ~1 __ 5_0_< __ ~1 __ 7_5_<~1 __ 1_0_0_A __ 11 

~~~;~ I 2a = 1I 0 I 100< I 200A i 300< I 400< 

X p = ~a=1 [7t [ [':""23",1[ 2" 
;Cl' -=- ~ ~~!, 0 "2 7t 

--- -------

o 
12,5 ). 
25 ). 

37,5 ). 
50 ). 

o 
50 ). 

100 ). 
150 ). 
200 ). 

o 
, 

i 100 

65,1 
15,8 
1,5. 
0,8 

65,1 

39,8 
9,8 
3,6. 
1,6. 

I 15,8 

9,8 
9,0. 

10,4 
4,4 

I 
I 

1,5. I 0,8 

3,6. 

10,4 I 

11,0 
4,7 

1,6. 
4,4 
4,7 
5,0 

Die Punkte hinter den Zahlen beziehen sich auf die Abrundung. Sie 
bedeuten, daß der wirkliche Wert um etwa 2 bis 5 Einheiten der nächsten 
Stelle kleiner ist als der angegehene. 

Abb.50 gibt die Definitionshelligkeit im Symmetriepunkt Xp = 0 
sowie im Schnittpunkt Xp = + a der Achse mit der Brennlinie, 
und zwar beide in Abhängigkeit von a = 1'" a sin2 C<:1' Die aus­
gezogenen Kurven beziehen sich auf quadratische Öffnung, die 
gestrichelte (aus Abb. 48 entnommen) bezieht sich auf kreisförmige 
Öffnung. lVIan erkennt, daß auch hier die Intensität im Symmetrie­
punkt bei kleinen Q-Werten größer ist als im Achsenschnittpunkt 
der Brennlinie, daß aber bei größerem Wert von a sich die Verhältnisse 
umkehren. 

In den Abb, 51 bis 56 geben wir die Intensitätsverteilung 
längs der Achse der astigmatischen Strahlenbündel, für die a = 0 

Tl 3Tl 5Tl • 
(Kugelwelle)j 2; Tl; 2; 2Tlj 2 1st. Man erkennt, wie ver-

wickelt die Verhältnisse in Wirklichkeit sind. Allerdings gelten 
die hier wiedergegebenen Kurven für 0 - Öffnung, doch ist als 
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Abb.50. Relative rnten- . 
sitätsverteilung (Definitions-

helligkeit ) V = _!.. eines 
I o 

astigmatischen Strahlenbün­
dels in den Punkten xp = 0 

und xp = ± a für O-Öff­

nnng (---) bzw. für 
0- Öffnung (- - - -) in 
Abhängigkeit von 

a = ~ k a sin2 «1 

[~ka (1- co~ e)] 

wahrscheinlich anzunehmen, daß sie wenigstens in ihrem allge­
meinen Charakter bei 0- Öffnung nicht wesentlich anders sind. 
Zeigen doch die Kurven der Abb.50, die für die Intensität im 

-2" ·n 

V=//, 
f '0 

#n .,.2n 

Abb.51 

-? n 

Abb.52 
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-2n 

-2n - ll 

-2n - Il 

Abu. 53 

o 
Abb. 54 

o 
Abb.55 

+n +2n 

+n 

.. 
- 2n -ll 0 +ll ~211 

_ bb. 56 

Abb.51 his 56. Relative Intensitätsverteilung (Definitionshelligkeit) 

V =.i längs der Achse astigrnati~cher Strahlenbündel, für die 
I o 

a = ka(l-co~ (1) 
die Werte 

a = 0 (Kugelwelle); 
:7t 3 5 
2"; :7tj 2:7t; 2:7t; 2:7t 

(Abb.51) (Abb.52) (Abb.53) (Abb.54) (Abb.55) (Abb.56) 
hat, in Abhängigkeit von 

;!; = ~ kxp sin2 a 1 = kxp (1- cos (1). 
(2 a = Brennlinienabstand. ) Die eingezeichneten x geben die jeweilige 
Lage der Brennlinien an. Es ist noch zu beachten, daß der Maßstab der 

Abb.51 und 52 von dem der übrigen Abbildungen abweicht 
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Symmetriepunkt und in den Aehsenschnittpunkten der Brennlinien 
gelten, keinen wes e n t li ehe n Unterschied zwischen 0- und 
O -Öffnung (s. a. Abb. 48). 

In den Abb. 57 bis 59 geben wir noch die Intensitätsverteilung 
in der Symmetriepunktsebene, und zwarfür a = ~ ka sin2 (JGI = Oj nj 2n. 

Abb. 57 

Zp 1 
_S_Ä 

,-_ . SIn«,--, :' '-" ......... \ 
.' ' 

", 

Abb.59 

Abb. 58 

: Yp 
\.3 
\Slfllt, A 

<--

Abb.57 bis 59. Kurven gleicher Helligkeit in der Symmetriepunktsebene 
astigmatischer Strahlenbündel, für die a = ka (1- cos 61) = ~ ka sin2 "1 

die Werte 

hat. (2 a 

a c= 0 (Kugelwelle ) j 
(Abb.57) 

7tj 27t 
(Abb.58) (Abb.59) 

Brennlinienabstand. ) Die Pfeile bezeichnen die geometrisch­
optische .Begrenzung des Bündels 

Hier sind YP und Zp in Einheiten _._1_;., aufgetragen. Bei festem (XI' 
SIn (Xl 

z. B. sin 0(1 ::::; 0,1, können wir die drei Abbildungen auffassen als Inten­
sitätsverteilung in der Symmetrieebene der astigmatischen Strahlen­
bündel vom Brennlinienabstand 2a = 0 (Kugelwelle)j 2a = 200,1.j 
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2 a = 400 A. Hierbei sind auch die Einheiten der y- und z-Richtung 
2 

für alle drei Abbildungen die gleichen, also z. B. -.-- A = 20 A. 
SIn IX I 

Andererseits können wir die Abbildungen als zu festem a-Wert 
(etwa 2 a = 200 A), aber verschiedener Öffnung gehörig betrachten. 
Dann entsprechen sie den 0 -Üffnungen sin /Xl = 0; 0,1 ; 0,14, aller-

1 )'p (tmv.lf/J, 

fS'iia, il '( 

bb. 60 

YpfbzwZp) 

S/ 71!t I A. ! 
lp(bzw, Yp) _--- - - - --- - ,,'. - - ,- -- ---- - -- - - . -_ 

• I '._ .cC§>·~·<~ __ -' 
5 ~ - -- ___ ' .. - - • 1 , , ,-- -' -- -- - - - -

s7iRi1 • 

Abb. 61 

Abb. 60 und 61. Kurven gleicher Helligkeit in der achsensenkrechten Brenn­
linienebene astigmatischer Strahlenbündel, für die 

a = ka (1- cos e) = t ka sin2 a 1 

die Werte 7t (Abb.60) bzw. 27t (Abb. 61) hat. (2 n = Brennlinienabstand.) 
Die Pfeile bezeichnen die. geometrisch-optische Begrenzung der Brennlinien 

dings in verschiedenem linearen Maßstabe, da ja jetzt ~ A 
slnIX. 

den Werten 00 ; 20 A ; 14,14 A entspricht. (Mit Abnahme der 
Üffnung geht die Intensitätsverteilung jeder beliebigen Welle mehr 
und mehr in die einer Kugelwelle gleicher Öffnung über.) 

Die Abb. 60 und 61 zeigen die Intensitätsverteilung in den 
Brennlinienebenen für a = t k a sin2 /Xl = :lt bzw. 2:lt. Auch sie 
können aufgefaßt werden alt; zu irleichem IXI oder aber zu gleichem 
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Brennlinienabstand 2 a gehörig. Hierbei gilt das gleiche wie oben 
bei den Abb. 57 bis 59. 

Die in den Abb. 57 bis 61 eingezeichneten Pfeile geben die 
geometrisch-optische Begrenzung an. In der Symmetriepunktsebene 
erscheint sie auch wellentheoretisch angedeutet insofern, als die 
Linien gleicher Helligkeit hier etwa quadratische Form annehmen. 
Außerdem erkennt man auch, daß die den Brennlinien parallelen 
Richtungen ausgezeichnet sind. 

Die Brennpunktsebene der Kugelwelle entspricht sowohl der 
Symmetriepunkts- als auch den beiden Brennlinienebenen der astig­
matischen Strahlenbündel. Diese Analogie erkennt man beim 
Betrachten der A bb. 57 sehr deutlich: So treten z. B. die Linien 
voller Dunkelheit, die in den Brennlinienebenen der astigmatischen 
Strahlenbündel einmal der z-Achse, einmal der y-Achse parallel 
sind, in der Brennpunktsebene der Kugelwelle gemeinsam auf. 



Zwölftes Kapitel 

Koma 

§ 70. Die Integraldarstellung des Komafehlers und ~inige 
allgemeine Betrachtungen über die Wellenfläche 

und ihren Tangentialschnitt 

Um den Komafehler beugungstheorctisch zu behandeln, be­
achten wir, daß dieser nicht durch eine besondere Form der 
Wellenfläche bedingt ist, sondern allein durch die Begrenzung des 
Strahlenbündels. Wir können daher, wenn es sich nur darum handelt, 
einen allgemeinen Überblick über die typischen Intensitätsverhältnisse 
eines mit Koma behafteten Strahlenbündels zu erhalten, von den in 
den früheren Paragraphen gegebenen Integraldarstellungen aus­
gehen. Wir haben in die8en nur die Integrationsgrenzen enh;prechend 
zu ändern. 

Handelt es sich z. B. um reine Koma, wie sie etwa dadurch 
hervorgerufen wird, daß von einem mit der sphärischen Aberration 
LI s' = a tg2 & behafteten Strahlenhündel nur diejenigen Licht­
strahlen zur Bildprzeugung zugelassen sind, die in der --- etwa 
kreisförmigen- Umgebung des Lichtstrahles & = &0; rp = 0 
liegen, so erhalten wir nach (53; 3) die Integraldarstellung 

Ul'=~~JJ1jJ(&,rp) I 
e - i k [ Xp C08'~ + !Ip sin ,'TCOR q' + zp Bin" sin'p + a( C08:J + c-;;~ Ir) 1 (70; 1) 

sin & d& d rp, 
fj 2'" 

WO aber jetzt die Integrationsgrenzen nicht mehr wie dort f f sind, 
Cl 0 

8 0 +'1 +'P1(.9) 
sondern etwa f J Die Grenzen von rp sind hier also 

:Io~ ,-/ -'1'1(·9) 
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noch Funktionen von {} (Abb. 62). {}o setzen WIr als < 450 

voraus 1). 

Wir führen hier entsprechend (26; 1) neue Integrations­
variable (6, X) ein (Abb. üB) durch die Transformationsgleichungen 

Abb. 62. Komafehler und geometrisch· optische Begrenzung des 

Abb.63. Beziehung 
zwischen den Variablen 

,'t, rp und 0,;( 

Strahlenbündels 

cos {} = cos {)o 0 cos 6 - sin {)o 0 sin 6 cos X' 

sin {)o sin qJ = sin 6 sin X, 

sin {)o cos qJ =_._1_ (cos 6 - cos {)o 0 cos {)o), 
sm {)OO 

== sin {)o 0 cos 6 + cos {)o 0 sin 6 cos X' 
(70; 2) 

Mit diesen geht (1) über in 

& 217-

Up = ~:J JW1(6,x)e- ik [ ... lsin6d8dx, 

o 0 

wo noch 

[ ... ] = [Xl' COS {}o cos <! - alp sin {}o sin 6cos X + YP sin {}o cos 8 

+ yp cos {)oo sin 6 cos X + zp sin 6 sin X + a cos {)oo cos 8 

-- a sin {)oo sin 8 cos X + _a_ (cos 8 - tg {)OO sin 8 cos X)-I] . 
cos {)o 0 

Wir führen nun folgende Koordinatentransformation ein (Abb.64): 

(xp + a)c~s{}o + ypsin{)oo = x!', ) 
- (xp + a) sm {)OO + YP cos {)OO = YP, 

Zp = z'p. 
-----

(70; 3) 

1) Dies geschieht, damit der bei den nachfolgenden Reihenentwick­
lungen anftretende Faktor tg {To <::: 1 ist. 
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Ferner setzen wir 
I! , 

a· 
Dann ist cos {} 0 

19 2", 

__ ~_ ./. ('>' ) -ik[xpcos') + Ypsinocosx + zp sindsinX-f(O,Xl] . k J' J " , Up - , '1'1 u, X e 
211: sinö'dö'dx. (70; 4) o 0 

worm 

f(ö',x) = -a'(cosö'--tg{}osindcosX)- l, 

Y' 

- a' [1 + tg {} 0 sin d cos X + (1 -- cos ö') 

+ tg2 {} 0 sm2 ö' cos2 X + tg3 .ß-0 sin3 Ö cos3 X 
+ 2 tg {} 0 sin d (1 - cos d) cos X + .. -]. 

X' 

a.tg2{}O(=~ -a= _ a_ -a \ 
C O$l'}O cos 2 Vlo J 

1 (70; 5) 

Abb.64. Beziehung zwischen den verschiedenen Koordinatensystemeu 

Die hier fortgelassenen Glieder sind in ö' von vierter und höherer 
Potenz. Noch weitere Glieder zu vernachlässigen ist nicht ge­
stattet, da sodann die für Koma typischen Merkmale versehwinoen. 

Setzen wir noch 

x' -- n' = x"; y' -t- a' tg2 {} 0 = y"; z' = z" 

und schreiben für 1 - cos ö' den Wert i sin2 ö', so erhalten wi r 

Up = 

on; 7) 
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Die hierzu gehörigen Wellenflächen sind nach (48; 8) 

~" = a'tg-lto ([tg-ltosino cos X + 2sin2 o 
+ 2 tg2 -lt 0 sin2 0 eos2 X] sin 0 cos X + const) cos 0 

1]" = - a' tg -lto Itg -lto (1 + cos2 0 + sin2 X) 

sin 0 + -- (1 + ~ cos2 0 cos2 X) 
cos X 

+ tg2 -lto sin 0 cos X (3 - 2 sin2 0 cos2 X) 

- const} sin 0 cos X 

S" = a' tg -lto ([tg -lto sin 0 cOs X - 2 cos2 0 
+ 2 tg2 -lto sin2 0 cos2 X] sin 0 cos X + const) sin 0 sin X. 

Im Schnitt X = 0; :1t (Tangentialschnitt) wird ~" = 0 
• 3 0 

~" = a' tg -lto {2 ~ + tg -lto 8in2 0 + const 1r cos 0, 
eos -lto 

" , {" sin3 0 . . 2 sino 1] = a t,0'-lt 2--,-- + tg-lt sm 0 - 3 ----
" 0 eoss -lt o' 0 cos2 -lt 0 

- 2 tg -lto + const} sin 0, 

(70; 8) 

(70; 9) 

wonn WH wieder 0 als positiver und negativer Werte fähig an­
sehen müssen, da wir die durch cos X = + 1 für X = 0; :1t be­
dingten +-Zeichrn in (~)) fortgelassen haben. 

0,2. 'J' 

IJ,Ja' 1a' l,Ja' 2a' 

Abb. 65. Wellenfläcben und Tangelltialschnitt der Kaustik eines Strahlen­
bündels mit Komafehler 

Wir verzichten hier darauf, diese Gleichungen eingehend all­
gemein zu diskutieren, und begnügen uns damit, in Abb. 65 naeh (9) 
für den speziellen Fall -lto = 45° den Tangentialschnitt durch das 
Strahlenbündel darzustellen I). 

1) Eingezeichnet sind aullerdem die Schnittkurven (mit der Tangential­
ebene) der Wellenfläcben, für die const = 0; 1,1; 1,55; 2; 2,46 ist, sowie 
der Kaustik. 
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Man erkennt die für den Komafehler typische Gestalt der 
betreffenden Schnittkurven, besonders, wenn wir Abb. 65 noch mit 
Abb. G4 vergleichen und beachten, daß es sich in Abb. {j5 (bei 
const = 0) um diejenige Wellenfläche handelt, die die y" -Achse 
im Schnitt mit der x"-Achse (Abb.64) berührt. Auf der Seite 
y" > 0 ist sie gegenüber der Seite y" < 0 sehr stark zusammen­
geschrumpft. Steht doch dort (für ~ < 0) nur der Raum zwischen 
dem Hauptstrahl ({t = {to) und der (in Abb. 64 eingezeichn€ten) 
kaustischen Kurve zur Verfügung. 

Fragen wir noch nach den Schnittpunkten x~ der in der Tan­
gentialebene verlaufenden Strahlen mit dem Hauptstrahl ({t = {to' 
also ~ = 0), so erhalten wir diese wegen 

" 
" 1:" r; ~ Xo = S - ~cosu, 

SIn u 

wenn wir hier für C, r;" die Werte aus (9) einsetzen, zu 

x~ = :2 a' tg2 {to COS 0 + 3 a' tg 2{tO sin 0 cos~. (70; 10) 
cos {t ° 

Für 0 = 0 geht dies über in 

(x~)rJ= 0 = :2 a' tg2 {to' (70; 11) 

Dies ist der zum Elementarbündel gehörige tangentiale Bild­
punkt, so daß 

"". '3 ' tg {t 0 • ~ ~ Xo - (Xo),I= 0 = Li t = a --2- Sill u COS u 
cos {t ° 

-:2a'tg9{to(1-coso) (70; 12) 

~ 3a' tg{to .o-a'tg2 {t .o2_~a' tg{to ~3. (70; 13) 
cos2 {to ° 2 cos2 {to 

Wir finden auch hier - für die Schnittpunkte der Lichtstrahlen mit 
dem bildseitigen Hauptstrahl - das für die Koma typische Verhalten. 
Für das oben gegebene Zahlenbeispiel ({to = 45°) erhalten wir 

sin (j = - 0,15 - 0,10 - 0,05 ° + 0,05 + 0,10 + 0,15 
Li t' ~ - 0,9 a' - 0,6 a' - 0,3 a' ° + 0.3 a' + 0,6 a' + 0,9 a'. 

Aus den vorstehenden Überlegungen ergibt sich also, daß (6) die 
für den geometrisch - optischen Komafehler gültige Integraldar­
stellung ist. 

Picht, Optische Abbildung 15 
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Wir wollen noch besonders darauf hinweisen, daß für 

X = +; sich aus (8) ni c h t (- wie man wohl im ersten 

Augenblick erwartet --) 1'( = 0 ergibt, sondern 

r/, = - a' tg {Joo sin2 cl (70; 14) 

Die Forderung X = + ; sagt ja nur, daß diejenigen Lichtstrahlen 

betrachtet werden, deren Projektion auf die x" y"-Ebene parallel 
zum (bildseitigen) Hauptstrahl des Bündels verläuft. Er,; verlangt 
aber nicht, daß die Strahlen in der durch den Hauptstrahl senk­
recht zur x" y" -Ebene gelegten Ebene liegen. Daß r( =1= 0 ist, 
zeigt vielmehr, daß jene Strahlen nicht i1i dieser Ebene verlaufen, 
daß also die Wellenflächen der zugehörigen e ben e n Wellen [in (6) 1 
die Wellenflächen unseres B ü n deI s in Raumkurven berühren, die 
gegeben sind durch die Gleichungen 

~" = const. cos 0, 
1'( - a' tg {Joo sin2 0, 

~" = const. sin 0. 

§ 71. Auswertung des Integralausdruckes für den Komafehler 

Wir gehen jetzt dazu über, (70; 6) näherungsweise auszu­
werten, und zwar werden wir dies zunächst für beliebige Aufpunkte 
durchführen, um den allgemeinen Weg der Auswertung zu zeigen, 
werden uns dann aber im Schlußresultat doch auf solche Aufpunkte 
beschränken, die auf einer durch den tangentialen Bildpunkt ge­
legten, zum bildseitigen Hauptstrahl des Bündels senkrechten Ge­
raden der 'l'angentialebene liegen. 

Aus dem Integralausdruck selbst erkennen wir olme Rechnung, 
daß die Intensitätsverteilung zur x" y"-Ebene symmetrisch ist. Denn 
ersetzen wir z'j, durch - z'; und führen als neue Integrations­
variable statt X den Winkel - X ein, so reproduziert ~ich der 
Integralausdruck vollständig, falls noch 'l/J1 (0, X) = 'l/J 1 (0, - X) ist. 
Dies ist indessen nicht der Fall, wenn wir y~. durch - y~. ersetzen. 

Bevor wir an die Auswertung von (10; ü) gehen, nelimen wir 
noch folgende Umformung vor: \Vir setzen 

(/' tg2 {Joo ~in2 0 cos2 X = :2 a' tg2 fro (1 - ('os 0) 

- a' tg2 {Joo sin2 0 "in2 X, (71; !) 
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ferner 
x'J,-2a'tg2 .&o = xp; y;, = QpcosXp;l 

z'J, = Q p sin XP ; X - XP = 00 f (71; 2) 

und wollen annehmen, daß 'ljJj (8, X) = 1 ist. Dann geht (70; 6) 
über in 1) 

Up = 
6) 271 

i k J J e - i k[ -Xp(1-cos 0) + iiP sindcosw-!(O, Oll] sin8 d 8 d 00 

2n 
o 0 

f (8, (0) = a' tg2 .&o sin2 8 sin2 (00 + Xp) 

- a' tg.&o sinS 8 eos (00 + Xp) - a' t.gs.&o Rin3 8 eos3 (00 + Xp). 

(71; ;3) 

Der Aufpunkt ist jetzt auf ein Koordinatensystem bezogen, dessen 
Nullpunkt im (Gaußschen) tangentialen Bildpunkt liegt, dessen 
x-Achse wie vorher mit dem bildseitigen Hauptstrahl zusammen­
fällt, und dessen y-Achse in der Tangentialebene liegt. Der Punkt 
(x = 0; y • 0; z = 0) ist also der tangentiale Bildpunkt des 
unter dem Winkel .&0 zur Achse des optisehen Systems geneigten 
Eie m e n tal' bündels. Wir schreiben von jetzt ab wieder statt 
x, y, z, Q die Buchstaben x, y, Z, Q. 

Wir beschräuken uns auf solche Aufpunkte, für die 

Xp@4 < 6 A; 

uud nehmen weiter an, daß 

a'@4 < p. 
(71: --1-) 

Wir können dann sin 8 und eos 8 naeh Potenzen von 8 entwickeln 
und mit den jeweils ersten Gliedern abbrechen. Wir erhalten 

f:l 271 

i k f \ i Ir} ,. P 02 - i k 0p " cos ol 
Up = - e 2 e ' 

2 n •• 
o 0 

e - ik [-a'tg 2 8 0 ,12sin2 (0) +Xpl + a'tg 8 0 "3cos (ol + Xp) + a'tg 3 .9 0 "3 c083 (O! + Xp)] 

sin8 d8 doo. (71; 5) 

Wir entwickeln weiter die Exponentialfunktion mit Ausnahme des 

Faktors e - i k ~p" cos W in eine Potenzreihe, und zwar ei k ~ Zp 02 ge­

trennt von den übrigen den Winkel 00 enthaltenden Faktoren. 

( -ik(z" +2a'l)' 
1) In (3) ist ein Phasenfaktor e P vernachlässigt. 

15* 
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Es wird 
" 2", 

~tp = ~: H(1+ik~XPÖ2_ik24ö4 + ... ) J e-ikepUcosw 

() 0 < 1 + i k a' [tg~ &0 ö2 (8in2 Ci) cos2 Xl' 

+ 2 sin Ci) C08 Ci) sin XP eos Xl' + cos2 Ci) sin2 Xp) 

- tg &0 ÖS (cos Ci) cos XP - sin Ci) sin Xl') 

- tg3 &0 ö3 (COSS Ci) coss Xl' - ;) cos2 Ci) sin Ci) cos2 Xl' sin Xl' 

+ ß cos Ci) sin2 Ci) cos XP sin2 Xl' - sins Ci) sins Xp)] 

- ~ k2 a'2 [tg4 &0 ö4 (sin4 Ci) cos4 Xl' 

+ 6 sin2 Ci) cos2 Ci) si n2 Xl' cos2 X p+ cos' Ci) sin! Xl' 

+ 4 sin3 Ci) cos Ci) sin Xl' coss Xp 

+ 4 sin Ci) cos3 Ci) sin3 Xl' cos Xp) + ···1 

+ .. .) d Ci) } öd ö. 

(71; 6) 

Lassen wir die durch ... angedeuteten Glieder fort, so heißt dies, 
daß wir die Größen Xl' und a' außer durch (4) noch weiter ein­
schränken durch die Bedingungen 

~ kXp@2 < I: ka'@2 < 1, d. h. Xl'@2 < ~; '2 A 
a@ <-. 

2:n: 
(71; 7) 

Gelten diese stark einschränkenden Bedingungen nicht, so müssen 
noch weitere Glieder der Entwicklung berücksichtigt werden. Wir 
wollen uns hier indessen auf die hingeschriebenen Glieder be­
schränken, um die schon so recht unhandlichen Formeln nicht noch 
weiter zu komplizieren. 

In (6) läßt sich die Integration nach Ci) durchführen. Wir 
wollen dies hier nur für den speziellen Fall tun, daß der A ufpun kt 
in der Tangentialebene liegt, daß also XP = 0 bzw. :n: ist, obwohl 
die Durchführung der Integration auch für Xl' =1= 0 (bzw. :n:) keine 
wesentliche Erschwerung bedeutet. Es wird dann sin Xl' = 0; 
cosXl' = -+- 1, wo das +-Zeichen für Yl' > 0, das --Zeichen für 
Y p < 0 gilt. Das Integral mit Ci) geht jetzt über in 
:2n: 

J- - i k 0 deos lJ) " ' ." • ~ 3 
e .1' ",1 + ~ I,: a [tg2 &0 ö2 sm2 Ci) + tg &0 ö cos Ci) 

n 
(/1 ; 8) 
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Nun ist nach (A; 20) 

2'" r,. .T[ (~) J e- l ~ CO, W sm.2 (j) d (j) = 2:n; -t) - , 

o 
2'" 

J e- i 1) C08 W COS (j) ä (j) = - 2 :n; i .l[ (~), 
o 
2'" 

r e-it)COHW cos3 (j) d(j) = - 2:n;i (.l[ (~) - ~.T2 (t)), 
J ~ 

so daß mit k Q p (5 = ~' das Illtegral (8) den Wert annimmt 

2 :n; { ,Jo (~') + i k a' tg2 .IJ 0 (52 ![ ~~~') + k a' tg .IJ 0 (53 .Ti (~') 

1 3 1 +ka'tg3.IJ0(53(.T[(~') - 1)'.120n)- 2 k2a'2tg4.IJ0(54~(~')}. 

Setzen wir dies in (6) ein und schreiben noch 

kQp@ =~; k'CXp@2 =~; ka'tg.IJ0@2 = ll, (71; 9) 

so erhalten wir 

(71; 10) 

Hier läßt sich 'nach (A; 25 u. f.) die Integration ausführen. Wir tun 
dies indessen hier nur für den Fall, daß ~ = 0 ist, beschränken 
uns also - wie schon oben gesagt .- auf solche Aufpunkte, die 
in der Tangentialebene auf der Geraden liegen, die im tangentialen 
Bildpunkt auf dem Hauptstrahl senkrecht steht. 
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(71; 12) 

In (12) haben wir die im zweiten und dritten Gliede der { ... } 
auftretenden Doppelvorzeichen dadurch fortgebracht, daß wir jetzt 
wegen Zp = 0 

(71; 13) 
annehmen, so daß 

für 'l,P = 0 zu nehmen ist YP> 0, also ~ > 0, 

" 'l,p =:n: " " YP < 0, ~ < 0. 

Eine zahlenmäßige Berechnung auf Grund der Formel (12) für 
einen speziellen Fall ist bisher leider nicht erfolgt, so daß wir 
sie graphisch nicht veranschaulichen können. Sie allgemein zu 
diskutieren, dürfte kaum möglich sein. Wohl aber erkennt man, 
daß für YP < 0, also auf derjenigen Seite des Hauptstrahles, die 
von der "Schnittkurve der rrangentialebene mit der kaustischen 
Fläche" ab ge w aud t ist, eine Inteusitätsv e rstär k ung gegenüber 
den Wertell YP > ° stattfindet, da die mit ~ verbundenen Klammern 
im allgemeinen [d. h. außer in der Nähe der Nullstellen von J 2 (~)l 

positiv sind. 

\Vir geben nachfolgend noch den Ausdruck für die Intensität 
für beliebig gelegene Aufpunkte 1), und zwar in Näherung bis ein­
schließlich zu Gliedern der Ordnung sins @. 

1) .I. Picht, Zeitschl'. f. lnstrkde. ;;1, 19:31 (noch nicht erschienen). 
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Es ist 

(71; 14) 

Setzen wir hierin ~ = 0 und beachten, daß nach (A; 15) 

lim (ln (~)) = __ 1 
I) _ 0 ~n 2"n! (71; 15) 

ist, so verschwinden alle Glieder, die cos XP oder eine Potenz von 
cos Xl' enthalten, wie dies verlangt werden muß. Es ergibt sich 

(Ip)-e = 0 
p 

%2. I 1 1 1 \ 
= - sm4@}I--l1,·tg.{}--,.2--a2tg2{}O)I.(71·,16) 

;..2 1 12 ~ 0 8 ~ 16 
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(16) gibt also die Intensitätsverteilung längs des bildseitigen Haupt­
strahles. Durch Nullsetzen der ersten Differentialquotienten erhalten 
wir für die Lage des Maximums auf diesem Hauptstrahl 

~ = -iatg{»o' d.h. xp = -ia'tg2{»o' (71; 17) 

Der zugehörige Intensitätswert ist hier 

Max(Ip)~p=o) = ~: sin4 @(1- 1~4 a2 tg2{»o)' (71; 18) 

Soll dies 80 % der Intensität der idealen Kugelwelle nicht unter­
sehreiten, so muß 

t 2:n; , t 2 • 2 10\ < 2 02 I a g {»o = Tag {»o sm I'Y = ' , 
(71; 19) 

d. h. 
;3 a' tg2 {» 0 sin2 @ < ).. 

sein. Da indessen das ~Iaximum des Hauptstrahles bei einem mit 
Koma behafteten Bündel nieht das absolute Maximum sein wird, 
so hat die Bedingung (19) nicht die gleiche Wiehtigkeit wie die 
entsprechenden Bedingungen bei der Rphärisehen Aberration und 
dem Astigmatismus. 

Der in (19) auftretende Faktor 3 a' tg2 {» 0 hat eine aus Abb. 64 
leicht ersiehtliche geometrische Bedeutung. Ist K der Punkt, in 
dem der bildseitige Hauptstrahl die Kaustik berührt, und G 
sein Schnittpunkt mit der Gau ß sehen BildeLene, so ist G K 
= 3 a' tg2 {»w 

Daß (14) in (12) übergeht, wenn cos Xl' = _ 1 und gleich­
zeitig 1," = 0 ist, prüft man leicht nach. 
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Wir definieren analog zu 

II! = 1· 2·3 .... 'Il, 
(211) ! 

Il!! == 1·3·5· .... (2 n - 1) = ---, 
2n n! 

i/*!! = 2·4·6· ... . 2n = 2n n!. 

(2n)! __ *11_9" ,. (2n+1)!~( +1)11 
n ! ! -- n .. - - n., n* ! ! - n .. , 

(A; 1) 

(A; 2) 

(A; 3, 4) 

(t) = (_1)"-1 (n-l)!!; 
n n*!! 

( 1 )n n!! ( , .' 6) - *1,0 ... '1., u, 
n .. 

Da mit q; = 2 n - rp' 
2;r '7t 7l 

also f f(rp) d rp = f f(rp) d 'P + J f(2 n - <p') drp' 
o 0 

ist, so folgt: 

Alle Integrale, für die f(2 n - <p') = - f(rp') ) 
ist, verschwinden in den Grenzen 

27< 

J 
o 

(A; 7) 

) 
während für f(2 n - <p') = + f(rp') sich ergibt: 

2n n 

f f( rp) d Cf = 2 J f(<p) d '1" 
o 0 

(A; 8) 

Da ferner mit 'I = n - 'P' 

n 7l j 2 

Jdrp=Jdlf" 

Jl nl2 nj2 

also J f(<p)drp = J f(rp)d'P+ Jf(n- rp')drp' 
"'12 0 o 0 

ist, so folgt: 

Alle Integrale, für die 
f(n - rp')oJe" - f(<p') ) 

ist, verschwinden in den Grenzen '0 

(A; 9) 
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während für f(n - '1") = + f(lf;') stets I 
71: 71:/2 

f f('I') d'l' = 2 f f('I') d g;. 
o 0 

Aus (8) und (9) zusammen folgt dann noch, daß 

271: 

für fCn - rp') = - f(r') auch stets f f('f) d'l' = 0 

ist. 
Das Integral 

27< 

f f(fP)dfP 
o 

verschwindet also sowohl, wenn 
f(n- g;) -= - r(ep), 

als auch, wenn 
f(2 n - '1) = - f('f), 

I 
I 

(A; 10) 

(A; 11) 

(A; 12) 

7t 2.71 

und: alle Integrale, die für f verschwinden, verschwinden auch für f . 
o 0 

Die Besselsche Funktion erster Art, n·ter Ordnung ist, wenn n ganz· 
zahlig ist, definiert durch 

Es ist 

+1 

7t: 

( ~2)" ~ (-I)' ( ~ r 
o ,,1(n+,,)1 

(.Jahnke-Emde, S.90). 

Jn(-1) = (-I)"J,,(+1), 

I · J,,(1) 
1m --

1) ~o 1)" 

1 

n*11 

2,,; 

f ci 1) cos 'P ei n 'f d Cf ce,- 2 n in J" (1) l, 
o 

f eil/ Cos '{ cos 11 '1 d '/ = ;r in.!" (1). 
o 

J ei 1)w (1- 1IJ"2)"_"2 d /I" 

-1 

_ 11 '/,,(1) 
1I .. n~ 

nIl 1.3 .. '} ..... (2n-l). 

(A; 13) 

(A; 14) 

(A; 15) 

(A; 16) 

(A; 17) 

(A: 18) 
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Mathematischer Anhang 

Es ist (Jahnke-Emde, S.l71) 
2·'" 

.1n (z) = S f COS (z cos '1') sin2 n'P rl '1', 
o 

1 zn 
B== 

2n n!! 
271: 

nl! = 1·3·5· ... . (2n-1) 

so daß 

f sin (z eos '1') sin2 n'P d 'T - 0, 
o 

2% 

\
' e±izcos,p sin2n'T'd'P = 2nn!! .~,,-~z). 

z 
o' 

Ferner ist wegen (7) 
2% f e± izcOS'f sin2n +1 'P cosm 'P d q; = 0, 
o 
2n: f e±izcos,p cosn'!' sinm q; d'f' = O. 
o 

Durch fortgesetzte partielle Integration zeigt lllan leicht, daß 
~ 

J I)'n + 2 m + 1 J n (1)') dl)' 

o 

= I)n+ 2m+ 1 ~ (- 2)' vi C:) J n + '1)~ 1'(1)). 
Also speziell: 0 ' 

~ 

j'I)'2m+1.10 (1)')dl)' = 1)2m+1~ (_2)"v!(1n) JV+1(1). 
o \ v 1)' 

o 
Q f 1)' .10 (1)') dl)' = I)J1 (I) 

o 
q 

J 1)' 11.10 ~I)') cl 1)' =-: 1)3 (.11 (I) - 2 J2~1)) 
o 

Q 

JI)'5 Jo(I)')dl)' = 1)5(J1(1)_4.12~1) + 8.131)\1)) 

o 
I) 

J 1)' 7.10 (1)') cl 1)' = 1)7 (.11 (I)) - 6 .12 ~I) + 24 .131)\1) - 48 .1 ~~I))) 
o 
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(A; 19) 

(A; 20) 

(A; 21) 

(A; 22) 

(A; 23) 

(A; 24) 

(A; 25) 
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lJ 

f1)'2J1(1)') d1)' = 1)2J2(1) 
o 

1) 

.\ 1)' 4 J 1 (1)') d 1)' = 1)4 (J2 (1) - 2 J 3 ~1)) 
() 

1) 

f 1)'6J1 (1)') dt)', 1)6 (J2 (1) - 4 J3~1) + 8 J~\1)) 
o 

lJ 

J1)'RJd1)')d1)' = 1)8(J2(1)-6J3~1) + 24J~~1)_48J~~1)) 
o 

1) f 1)' 3 J 2 (1)') d 1)' = 1)3 J 3 (1) 
o 

1) 

J 1)'5 J 2 (1)') d1)' = 1)5 (J3 (1) -- 2 J4~1)) 
o 

1) 

J1)'7J2(1)')d1)'-_1)7(J3(1)-4J4~1)+8J51)~1)) 
o 

1) f 1)'9.12 (1)') d 1)' = 1)9 eis (1) - 6 .14~1)+- 24 J~~1) - 48 J~\~») 
o 

(A; 26) 

(A; 27) 

Wir erwähnen noch besonders, daß die Zahl e n koeffizienten nur von Ii! 

abhängen, von n also unabhängig sind. 

Wir definieren 

Dann ist 

Es sei 

n Zl! 

en(z)=~:v!; I'x(z)=ez , 
o 
oe l' 

(~ (z) = "'V z ,; (;0 (z) "" eZ • 
n ..::::.:::J v. 

n 

e'l~(z) = eZ = en (z)+e1l \-1 (z). 

n (i z)' 
(\,(± tz) = cn(z)±isn(z) ccc ~~, 

I (A; 28) 



so daß 
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so daß 

Dann ist 

Es sei 

und 

so daß 
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'. (,) - co"',l 

,·(,)~";""l 
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(A; 29) 

=- größte ganze Zahl ~ x bedeutet. Wir definieren weiter 
9 

COSZ-Cn(Z) == coo(z)-cn(z) = cn + 1 (z), 

sin Z - Sn (Z) = Soc (z) - Sn (z) = S'" + 1 (Z), 

Cn {z) 
x Z2l' 

=c ~ (-1)' (21')1; 

[n; 1] 
'. (,) ~ COH, I 
'. (,) ~ .n,. J 

00 c r 
€n(± iz) = cn (Z) ± d n (z) = ~ ~~ , 

n 

e±iz =- c,,(±iz)+cn + 1 (±iz). 

1 1""v 00 v 
-e (z) = n ~.;- = ~ -( zC-) , = En(z) 
Zn n Z 1'. n . V • 

n O· 

En (± iz) =- 6" (Z) ± i Sn (Z), 

(A; 30) 

" Z2l' Z 
oe 1(-1)%0,~~) falls n gerade, 

On (z) = ~ (-1)' (- -+--2--)' =c n-1. 
n v. -s (z) 

o (,---- 1) 2 "zn falls nungerade, 

00 f(- 1)~ ~~z) falls n gerade, 
Z21' + 1 Z 

S,,(z) = :2(-1)"(n+2v-ti)f = 1 '.':..±]c (z) 
o (-1) 2 _n_ falls nungerade. zn 

Rs ist 
1 

-- n!; Sn (0) = O. 

(A; 31) 

(A; 32) 
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Ausführlich geschriehen ist 

Co = Co = cosz 

So = Z Cl = 80 = 81 = sin z 
-z SI =-Z2 C2 = Cl = C2 = cosz-l 

- z282 = - Z3 C3 = 82 = 83 = sin z -- z 
" ... A'" Z2 

z3S3 = Z4C4 = C3 = c 4 = cosz-1 + 2! 

z4 84 = zOG5 = 84 -,ce 8 = sinz-z+~3! 
,Z2 Z4 

-z"85 =-z6G6 = Co = 06 = cosz-l-t-21-4! 

(A; 33) 

Z2 Z2 Z4 
1 ; c2 = Cs = 1 - 2T; C3 = C4 = 1 - 2! + 4T ; 

z3 
So = 0; SI = 82 = z; 83 = 84 = Z - 3T ; 

Z3 Z5 

85 = 86 =c- Z - TI +- 51; "', (A; 34) 

wo bei Cn , Sn' On' 8n, Cn, 8n das Argument z zu ergänzen ist. 

Mit diesen Definitionen ergibt sich: 
z f e-i~!;nd!; = (_i)n+l n !{1-e- iz en (+iz)} (A; 35) 

o 
-= (- i)"+ 1 n! e- iz en + 1 (+ iz) (A; 36) 

- (- i)n. n! {[cn + 1 (z)· sin z- Sn + 1 (z). cosz] 

+i[cn+l(z),cosZ+sn+l(Z).sinz]} (A; 37) 

(_i)n. n! {fcn (z)· sinz-8n (z)· cosz] 

-if1-cn(z).cosz-sn(z)·sinz]l (A; 38) 
c ' • 

-- n! zn , 1: [Cn + 1 (z) . cos Z + Sn + 1 (z) . sin z J 

~~s ist noch 
- i r Cn + 1 (z) . sin z -- Sn + 1 Cz) . cos z J). (A; 39) 

[~ ] 
ce':8 (-1)"( n )(JI-2v)!Z21', 

o ,,/, - 2 v 
n!.c,,(,z) 

11 ! . 8" (z) 

[n~ 1] 
:8( 1'( 11 ). 2"-'-1 -- . -1) .' (1I-2v---1)!z', 

11 - 2 v-1 
11 

(A; 40) 

WO 

(
' JI, ) .'. I IIL 
iII 

n (11 -1) ('/ -- 2) ... (n - /11 + 1). 
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Es ist 

z 

J i~2"2nd)-=~·121/7t[C( 1/2) ·s( 1/I\1 e , ~ 2" 1 r 2 u Z r 7t -t- t " Z r -;;) 
() 

n' , eiz2 +-_ .. - in-1-f: (- 2iz2), 
212 + 1 Z n 

(A; 41) 

12 V 

fn(z)=:2~; fü(z)=O v!!=1·3·5· ... ·(2n-1), 
1 v .. 

v!! = (2 v)! 
2v v! 

f" (i z) = gn (Z) + ihn (z), 

[-i] v Z2v 

gn(z) =:2 (-1) (2v)!!; go(z) = 0, 
1 

[n-l] 
2. ,. Z2'.+1 

hn (z) = ~ (- 1) (2 v -l- I)!!; ho (z) = 0, 

z 

S ei~2 ~2n d ~ 
o 

(A; 42) 

(A; 43) 

= ~;,! in {l Y; C,,(z Y !) + sinz2 • gn (2z2) - cosz2 • hn (2 Z2)] (A; 44) 

[ Y!-:;; (1/"2) 11 + i 2- S" z r -;:; - co" Z2. gn (2 Z2) - sin Z2 • hn (2 Z2) f· 
Hier und in (41) sind Cu und C" die Fresnelschen Integrale 

Da 

läßt sich 

s 8 

Cu (s) = J cos ; tt2 du; 

o 

Su (s) = J sin ; u 2 rl u 

o 

Z z2 

J/~2~2n+lrl~ = ~ J i;~nd~, 
o 0 

z J e i ~2 ~2 n + 1 d ~ 
o 

nach (35) u. f. auswerten! 

(A; 45) 

(A; 46) 
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Auf den Seiten 164, 207 und 230 wurden Arbeiten des Verfassers zitiert, 
die bei Drucklegung dieses Buches noch nicht erschienen sind, sondern erst in 
Korrektur vorliegen. Es handelt sich um die Arbeiten: 

Seite 164: Zur sphärischen Aberration optischer Systeme. 
Seite 207: Zur wellentbeoretischen Behandlung des Astigmatismus optischer 

Systeme 1). 
Seite 230: Zur wellen- und beugungstheoretischen Behandlung des Komafehlers 
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Die Arbeiten erscheinen Anfang 1931 in der Zeitschrift für Instrumenten­
kunde. 

1) Inzwischen erschienen: Zeitschr, f. Instrkde. öl, 19, 1931. 
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