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Vorwort

Der Aufforderung Herrn Prof. Westphals, fiir die von ihm
herausgegebene Sammlung , Die Wissenschaft eine Monographie
iiber die Beugungstheorie der optischen Abbildung und ihrer
Fehler zu schreiben, bin ich gern nachgekommen. Liegt doch
bisher auBler einer Buchveroffentlichung von Prof. K. Strehl?),
einem Handbuchartikel von Prof. F. Jentzsch?) und einem
weiteren (kurzen) Handbuchartikel von Dr. A. Konig?) meines
Wissens weder eine deutsche noch eine fremdsprachliche zusammen-
fassende Darstellung dieses auch fiir die Praxis allméhlich an
Bedeutung gewinnenden Teilgebietes der Wellenoptik vor.

Bei der Anlage des vorliegenden Buches war urspriinglich
eine viel weitergehende Behandlung der einschligigen Fragen —
besonders auch die Anwendung der abgeleiteten Formeln auf
die Abbildung im Mikroskop ) — geplant. Da das Buch aber
schon jetzt — trotz starker Kiirzung des fertigen Manuskriptes —
den vereinbarten Umfang wesentlich iiberschritten hat, so konnte
jener Plan nicht durchgefithrt werden, Ich hoffe aber, die Grund-
lagen doch so weit entwickelt zu haben, dall eine Beschiftigung
mit den spezielleren Problemen keine besonderen Schwierigkeiten
mehr bieten wird. Ich denke hier besonders an die Arbeiten
von R. Gans und seinen Schiilern, weiter an die Arbeiten
von M. Berek, Siedentopf, K. Strehl, Lord Rayleigh u. a.

1) K. Strehl, Die Theorie des Fernrohrs auf Grund der Beugung des
Lichtes. J. A. Barth, Leipzig 1894. Das Buch sowie die Strehlschen
Zeitschriftenartikel — ein vollstindiges Verzeichnis befindet sich in Zentr.-Ztg.
f. Opt. u. Mech. 48, 75, 1927 — enthalten eine Fiille wichtiger Ergebnisse.
Leider erschwert der von Strehl benutzte Telegtammstil das Verstindnis
der Arbeiten.

2) F. Jentzsch, Einfihrung in die Beugungstheorie der optischen
Instrumente. Handb. d. Physik (Geiger-Scheel) 21, 885, 1929. (Julius
Springer, Berlin.)

3) A. Konig, Die Abbildung als Beugungserscheinung. Handbuch d.
Experimentalphysik (Wien-Harms) 20,, (Geometr. Optik), 141, 1929. (Akad.
Verlagsges., Leipzig.)

~4) Erwihnt sei hier noch das Buch: E. Abbe, Die Lehre von der
Bildentstehung im Mikroskop. Bearbeitet von O. Lummer und F. Reiche.
Fr. Vieweg u. Sohn, Braunschweig 1910.



VI Vorwort

Wenn ich mich bei der Behandlung der Abbildungsfehler
besonders auf eigene Arbeiten stiitze, so bitte ich, darin keine
Unterschitzung der fremden Arbeiten [Strehl, Straubel?),
Wilsing?) u. a.] zu sehen. Dies ist vielmehr allein durch das
Streben nach moglichst einheitlicher Behandlung der betreffenden
Fragen bedingt. Hinzu kommt, dafl so wenigsteus die jeweiligen
Ausgangsintegrale stets strenge Losungen der Schwingungs-
gleichung sind und erst bei der Auswertung jener Integral-
16sungen Vernachlissigungen kleiner Grofien erforderlich wurden.

Erwihnen mochte ich hier noch, daB ich die Formeln
nicht durch das ganze Buch hindurch fortnumeriert habe, son-
dern die besonders in englischen Biichern iibliche Numerierung
gewihlt habe, bei der jeweils nur die Formeln eines Para-
graphen durchnumeriert sind und der Paragraph durch die
vor dem Semikolon stehende Zahl bezeichnet wird [z. B. (87; 4)].
Bei den Verweisungen auf Formeln des gleichen Paragraphen
ist dessen Nummer fortgelassen. Im iibrigen soll die Angabe
der Paragraphen am Kopf der Seiten die Auffindung der ge-
suchten Formeln und die allgemeine Orientierung erleichtern.

Einige hidufiger vorkommende Formeln sind (zum Teil mit
Andeutung der Ableitung) in einem ,Mathem. Anhang® zu-
sammengestellt. Verweisungen auf diese Formeln sind durch
ein A gekennzeichnet [z B. (A; 24)]

Recht herzlich danke ich Friulein Ilse Koblassa, die
mich beim Korrekturenlesen sehr unterstiitzte und mehrfach
textliche Anderungen vorschlug, die das Verstindnis der be-
treffenden Stellen erleichtern werden.

1) R. Straubel, Theorie der Beugungserscheinungen kreisformig be-
grenzter, symmetrischer, nicht-sphirischer Wellen. Habilitationsschrift,
Miinchen 1893.

2) J. Wilsing, Uber den Einfluf der sphérischen Abweichungen der
Wellenfliche auf die Lichtstirke von Fernrohrobjektiven. Publ. d. Astro-
physikalischen Observatoriums, Potsdam 15, St. 4, 1903.

Neubabelsberg h. Potsdam, im Januar 1931.

Dr. Johannes Picht,

Wissenschaftlicher Mitarbeiter
der Askania-Werke, Berlin-Friedenau
(vormals Mitarbeiter am Institut der

Einstein-Stiftung, Potsdam)
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Einleitung

Bei der nachfolgenden Behandlung der optischen Abbildung und
der verschiedenen Abbildungsfehler vom Standpunkte der Wellen- und
Beugungstheorie setzen wir die Grundlagen der geometrischen
Optik voraus, ferner die geometrisch-optische Behandlung der Ab-
bildungsfehler (oder doch wenigstens ihre typischen Merkmale) sowie
eine gewisse Vorstellung von der geometrischen Gestalt der zuge-
horigen , Wellenflichen, die man in der geometrischen Optik besser
als ,Flichen gleicher Lichtweglingen“ (,gleichen Eikonals“) be-
zeichnet. Aber auch iiber die physikalische Natur des Lichtes als
einer Wellenbewegung miissen wir einige Kenntnis voraussetzen,
sollfe der Umfang dieses Buches nicht zu stark anwachsen. So
setzen wir als bekannt voraus, dafl das Licht ein elektromagnetischer
Schwingungsvorgang ist, ferner, dall man bei jeder Schwingung die
Amplitude, die Phase, die Phasenkonstante, die Schwingungsdauer z,

¢

die Frequenz v — “% und bei leder Wellenbewegung auBerdem
T

die Wellenlinge 4, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ [bzw. im
Vakuum fiir Licht: ¢ (= 300 000 km/sec)] zu unterscheiden hat, da8
sich die verschiedenen Farben des Lichtes durch ihre Wellenlinge

unterscheiden, daB —l— — v ist (bzw. ﬁ == ¢, wenn A, die , Vakuum-
T T
. . 2w v
wellenlinge“ des Lichtes ist), und daf man T =, = k setzt.

Auch auf die Interferenz von Schwingungen, zirkulare und ellip-
tische Schwingungen, Transversalitit des Lichtes, Polarisation,
Interferenz von Wellen, Kohirenz und Inkohirenz, Koharenzlinge u. a.
konnen wir hier nicht niher eingehen, miissen diese Begriffe und
ihren Inhalt vielmehr gleichfalls als bekannt voraussetzen.

Picht, Optische Abbildung 1



Erstes Kapitel
Die elektromagnetische Lichttheorie

§ 1. Die Maxwellschen Gleichungen. Vektoroperationen

Das Licht ist, wie wir bereits oben sagten, ein elektromagne-
tischer Schwingungsvorgang, so daf wir die Optik als Zweig-
disziplin der Elektrodynamik behandeln konnen. Wir gehen daher
aus von den Maxwellschen Gleichungen, die wir als bekannt
voraussetzen, und die wir hier in der Form aufschreiben, in der
sie fiir durchsichtige Kérper gelten, in denen sich keine elek-
trischen Ladungen befinden. Die Annahme, daff wir es mit durch-
sichtigen Medien zu tun haben, ist bei allen hier zu behandelnden
Fragen mit sehr grofer Amnnidherung erfiillt. Sie findet ihren
physikalischen Ausdruck darin, daf die Leitfahigkeit » — O ist,
daB wir uns also auf Isolatoren (Glas, Luft) bei den nachfolgenden
Behandlungen beschrinken. Die weitere Annahme, daf die be-
trachteten Medien frei von elektrischen Ladungen sind, ist ziemlich
unwesentlich, da diese nur elektrostatische Felder erzeugen, die
sich den elektromagnetischen Schwingungen, also hier dem Lichte,
einfach iiberlagern, ohne sie irgendwie zu beeinflussen. Wir konnen
sie daher von vornherein vernachliassigen. Die Maxwellschen
(Gleichungen selbst lauten unter den angegebenen Voraussetzungen,

wenn wir noch die magnetische Permeabilitit — 1 setzen, wie es
mit grofer Anndherung fiir alle optischen Verhiltnisse — mit
ganz wenigen Ausnahmen, die uns hier nicht interessieren — der
Fall ist:
0¢ N
5~0-t—_—_‘crots;>, 1; D
09 . ,
d—fz—crot@, (1:2)
divCE = 1), (1; 3)

divd = 0. (1: 4)



§1. Die Maxwellschen Gleichungen, Vektoroperationen 3

Hierin bedeuten die Vektoren € und § die elektrische und magne-
tische Feldstirke, ¢ ist eine Materialkonstante, die sogenannte
Dielektrizititskonstante, die im Vakuum den Wert 1 hat. Die
Gleichungen (3) und (4) bezeichnet man als Nebenbedingungen!).

Diese Nebenbedingungen konnen iibrigens direkt aus (1)
bzw. (2) unter Beachtung der Voraussetzungen, d. h. bei Schwin-
gungsvorgingen abgeleitet werden. Denn wenden wir aunf (1)
die Differentialoperation div an und beachten (8) sowie die Tat-
sache, daf die Differentiation nach der Zeit mit der Differentiation
nach den Raumkoordinaten, also i mit div vertauschbar ist, so

at

0 ..
- 5 div ¢ — 0,

1) div und rot sind Differentialoperatoren, die —- angewandt auf einen
beliebigen Vektor 2 mit den Komponenten A, QI”, A, — definiert sind

durch die Gleichungen:
& U, Y, Y

erhalten wir

div = 5, hy-”-}ﬁ, (1; 3)
rot, A = %—v%’,
rotyQI: %——%, (1; 6)
rot, A = %’——%

Man erkennt aus diesen Definitionsgleichungen, daf rot2 selbst
wieder ein Vektor ist mit. den Komponenten rot, U, rot, A, rot, A, wihrend
div A eine skalare Griofie ist. Wir erwihnen hier gleich noch einen weiteren
Differentialoperator, den wir nachher noch gebrauchen und der, angewandt

auf eine skalare Grofie, einen Vektor liefert. Sei @ — @ (x, y, 2) die
skalare Grofle, so ist grad @ ein Vektor mit den Komponenten
dD P QP
grad, ¢ = Pt gradytb = @; grad, @ = 5 (1; 7)
Aus (5), (6), (7) leitet man leicht folgende Beziehungen ab:
divrot % — 0, (1; 8)
. PLECEERNER
div grad @ — néfw"*—W*v 4P, 1; 9)
rot grad @ — 0, (1; 10)
rotrot Y — grad div Y — LU, (1; 11)

der Lapla he O t 4 = by & o d f ei
wo placesche Operator ka——ﬁ—{—\—yg A er, auf eine

skalare Grofie angewandt, mit div grad jdentisch ist, auf einen Vektor,
d.h. auf dessen Komponenten 2, Qly, N, anzuwenden ist.

1*



4 Erstes Kapitel: Die elektromagnetische Lichttheorie

und dies liefert, da wir voraussetzten, daf keine elektrischen
Ladungen vorhanden sind, sofort (3). Ganz analog folgt (4) aus (2).

§ 2. Ditferentialgleichungen fiir die Feldstirken € und $

Differenzieren wir (1; 1) nach { und wenden auf (1; 2) die
Differentialoperation rot an, so kénnen wir aus den so erhaltenen
Gleichungen $ eliminieren und erhalten unter Beriicksichtigung
von (1; 11) und (1; 3) in ’

g 0°€
— - =0 2; 1
4¢ ¢ Ot @ 1
eine Differentialgleichung fiir €, die in ibrer Form vollig iiber-
einstimmt mit der , Wellengleichung¥
1 o%¢
5 5E =0 2; 2
Aw 1}.2 dt2 ! ( ’ )
wo @ = @(x,¥,21t) die Elongation an der Stelle z, y, # zur
Zeit t bezeichnet und v die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der
Welle ist. Entsprechend erhalten wir auch fiir , indem wir in
gleicher Weise aus (1; 1) und (1; 2) die elektrische Feldstirke €
eliminieren und (1; 4) beachten,
- ¢ 0D
IO 9w =
Die beiden Feldstirken € und £ oder genauer die sechs Kom-
ponenten

(2; 8)

"u @ Q‘ va =y ‘Dz

gentigen also Jede fir sich der Wellengleichung. Bei der Lisung
dieser der Form nach identischen sechs Differentialgleichungen
miissen wir aber noch beachten, daﬁ zwischen €, €,, €, die Neben-
bedingung (1; 3) und zwischen H,, H,, H, die Nebenbedingung (1; 4)
besteht. Durch Einfiilhrung eines Hilfsvektors, des sogenannten
Hertzschen Vektors 3, konnen wir uns von diesen Nebenbedingungen
befreien.

§ 3. Das magnetische vektorielle Potential & und das elektrische
skalare Potential &

Um diesen Hilfsvektor 3 einzufithren, beachten wir zuniichst,
dafl wir (1: 4) dadurch identisch erfillen konnen, daB wir & als



§ 3. Das magnetische und das elektrische Potential 5

rot eines Vektors ¥ ansehen, also

H = rot ¥, 3; 1
denn dann ist ja wegen (1; &)
div = 0.

Diesen Hilfsvektor U bezeichnet man als das ,vektorielle* oder
ymagnetische Potential“. Dann geht (1; 2) iiber in

1 0%
t(—— —— >:O ‘;‘
rot{ — dt—{—@ l QI(:‘> 2)
Dies aber besagt nach (1; 10), dal wir den Vektor — %?— + €
e
auffassen konnen als grad eines Skalars. Man setzt demzufolge
1 0%
- = = — grad
T + € grad @,
- 1 0%
grad @ — — 5 3: 9)

und bezeichnet @ als ,skalares“ oder ,elektrisches Potential“.

Fithren wir dies in (1; 1) ein, so erhalten wir unter Beriick-
sichtigung von (1; 11)

ld%_i@}_- d{ed_q) di == 3; 4

l F oE ra cat+1vﬁl}_0. (3; 4)

Entsprechend erhalten wir aus (1; 3) wegen (1; 9)

ACD—}—?I(%(div?I):O. (3; 3)

Diese beiden Gleichungen (4) und (5), die die Bestimmungs-
gleichungen fiir die beiden Potentiale @ und A sind, aus denen
sich dann nach (1) und (3) ohne weitere Nebenbedingungen €
und $ ergeben, konnen wir dadurch formal vereinfachen, daf wir
zwischen A und @ eine Beziehung durch die Nebenbedingung

. e 00
fivi =—— £ 2% 3; 6
div A . It (3; 6)
einfihren. Dann gehen die beiden Gleichungen (4) und (D)
iiber in
e 0*U
AU gl 0, (3;7)
2
g0 PP _ 4 3; 8)

2 ar
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die beide wieder mit der Wellengleichung identisch sind, und von
denen (7) fiir jede der drei Komponenten ,, %A,, %A, einzeln gilt.

§4. Der Hertzsche Vektor 3

Durch Einfithrung der beiden Potentiale % und @ haben wir
uns von einer Nebenbedingung befreit, doch bleibt noch immer die
Nebenbedingung (3; 6) zu beachten. Diese kgnnen wir nun identisch
erfiillen, wenn wir U als zeitlichen Differentialquotienten eines Hilfs-
vektors, des Hertzschen Vektors 3, und den Skalar @ als negative
div desselben Vektors 3 betrachten, also

%I:%%_i’; @ = — div 3. 4 1)

Dann ist (3; 6) identisch erfiillt, und die Gleichungen (3; 7) und
(3; 8) gehen iiber in

s 0 s 023
£z L.} R
¢ Ot 148 ¢ dt2} ’

: )
—dlv{ds—-c—ﬂjﬁ}:().

Diese beiden (leichungen aber sind erfiillt, wenn
t 03
— 5 == =20 4; 2
43 ¢ a¢ (4 2)

ist. Fir 3, d. h. fiir die Komponenten 3,, 3,, 3, gilt also die
gleiche Differentialgleichung wie fiir % und @ oder auch wie fiir
€ und $. Die Benutzung des Vektors B hat aber den grofen
Vorteil, dal aufler den durch die spezielle Problemstellung vor-
geschriebenen, bisher nicht besonders erwihnten Nebenbedingungen
keine weitere Nebenbedingung wie etwa (3: 6) fiir A und @ oder
(1; 3) und (1; 4) fiir € und H zu beachten ist. Wir werden daher
bei den folgenden wellenoptischen Ausfiihrungen stets den Hertz-
schen Vektor 3 zugrunde legen. Da (2) fiir jede der drei Kom-
ponenten 3., 3, R, einzeln gilt, jede Komponente eines Vektors
aber im wesentlichen durch ihren Betrag, also durch eine skalare
Grofle gegeben ist, so konnen wir statt (2) auch schreiben

¢ 0%g

Adp—— 55 =0 4; 3)
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und nachtriglich ¢ mit dem Betrage einer Komponente des
Vektors 3 identifizieren. Da 3 als Vektor drei Komponenten
besitzt, so haben wir drei Loésungen von (3) zu suchen, die den
jeweiligen durch das speziell vorgelegte Problem geforderten Neben-
bedingungen fiir 3, bzw. 3, bzw. 3, geniigen. Aus dem Vektor 3
erhalten wir dann unter Benutzung der Beziehungen (1) die
Potentiale 2 und @ und aus diesen nach (3; 1) und (3; 3) die
beiden Feldstirken $ und €.

Wir konnen natiirlich auch direkt aus 3 die Feldstirken ¢
und $ bestimmen. Denn aus (3; 3) und (1) bzw. (3; 1) und (1)
folgt sofort unter Beriicksichtigung von (1; 11) und (2)

E = rotrot 3 — graddivid — 43,
- & 0 (4; 4)
b=t ;
oder auch
10
@——?m“’t?”} ; 5)
$ = rotrot 3.

Fiir Losungen von 3, die in der Zeit harmonisch sind, die in kom-
plexer Darstellung die Zeit also nur als Faktor ¢/** enthalten,
erhalten wir, indem wir in (2)

3= 36”t7 wo 3= 3(my %) ist, 4; 6)
einsetzen und die Differentiation ausfiihren, durch Fortheben des

Zeitfaktors die Differentialgleichung

2

v
A3+egy=0, (i 7)

giltig fiir jede der drei Komponenten des vom Faktor ¢t befreiten,
des ,zeitfreien“ Hertzschen Vektors 3. In Analogie zu (3) kénnen

wir daher auch schreiben
2

Au+e2u =0, (4; 8)
¢
wenn
@ = uet*® und w — u(x,y,2) 4; 9
gesetzt wird. Setzen wir analog zu 3 — j;ei*t auch

C=certy H = fhe"
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so gilt fiir e und § entsprechend (7)
1}2
Ae + & '6—2 e — 0,
(4; 10)

,”2

AY + ¢ = h=0.
Zwischen e, §) und 3 bestehen dann noch analog zu (4) und (5)
die Gleichungen
2
¢ — grad divj + 8%3,
(45 11)
f = iz — rot 3
) =t
bzw.
e = —1¢ 1 rot %
‘ (4; 12)

. v?
h = gradd1v3+ec—23,

wo noch — wie schon hier erwihnt sei — nach § 5
2
v
E— = I?

ist. ¢

§ 5. Dielektrizititskonstante und Brechungsindex
Vergleichen wir (4; 3) mit der ,Wellengleichung*

1 0? .
= ap =0 ®i 1)

oder auch (4; 8) mit der ,Schwingungsgleichung

Ao —

2
du—*—lﬂu:du—}—%u:(h »; 2)

in denen v die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Schwingungen
ist, so erkennen wir, daB sich die elektromagnetischen Schwingungen
mit der Geschwindiglkeit

v 5; 3)

¢

Ve
fortpflanzen. Nun wird als ,Brechungsindex* # eines Mediums
das Verhiltnis der Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ zur ILicht-
geschwindigkeit in dem betreffenden Medium definiert. Wir
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erhalten also aus (3) eine Beziehung des Brechungsindex zur Di-
elektrizititskonstanten, und zwar wird

n = Ve (5; 4)
Diese Beziehung ist aber weder qualitativ noch quantitativ giiltig,
wie das Experiment zeigt. Denn sie sagt aus, daf der Brechungs-
index allein vom Medium, und zwar von dessen Dielektrizitits-
konstanten abhingt, aber unabhiingig ist von der Schwingungszahl,
d. h. der Farbe des Lichtes, was aber in Wirklichkeit nicht der
Fall ist.

Annihernd gilt es nur fiir gasfsrmige Medien, wihrend es z. B.
bei Wasser (n; — 1,333; V; — 8,94) und anderen festen Medien
vollkommen falsch ist. Die Beziehung (4) ist nur als Grenzfall
fiir sehr lange Wellen richtig. Es 148t sich aber zeigen — worauf
wir hier nicht niher eingehen komnen —, da8 die Beziehung (4)
richtig ist, wenn wir unter & nicht die elektrostatische, sondern die
elektrodynamische Dielektrizitiatskonstante verstehen. Fiir »n ergibt
sich dann im allgemeinen ein komplexer Wert. Da es bei den
folgenden Ausfiihrungen nicht auf die Bedeutung von & ankommt,
so konnen wir auch in den Gleichungen (2; 1), (2; 2) bzw. (3; 7),
(3; 8) oder endlich auch in (4; 2), (4; 3), (4; 7) und (4; 8) den

g
Wert (%
auch » als komplex. Dies bedeutet, daB auch in nichtleitenden
Medien im allgemeinen Absorption des Lichtes vorhanden ist.

ersetzen durch —22— = -+ Ist n komplex, so ergibt sich
v

§ 6. Losungen (Integrale) der Wellengleichung

Jede beliebige stetige und zweimal differenzierbare Funktion,
in der die Variablen xz, 4, 2, ¢ nur in der Verbindung

1
t+—(xecosa + ycos B + zcosy),
v

wo cos®e + cos? 84 cos®’y — 1 ist, auftreten, ist Losung der
Wellengleichung und stellt eine sich in Richtung e, 3, p ausbreitende
ebene Welle dar. Ferner: Jede beliebige, durch

r—= V(xo —a) + (%o — )+ (%, — 3)2
dividierte stetige und zweimal differenzierbare Funktion, in der die
Variablen #, y, 2, t nur in der Verbindung

1 »
b=V — 9P (o — 9+ o — 2 =tk




10 Erstes Kapitel: Die elektromagnetische Lichttheorie

auftreten, ist eine Losung der Wellengleichung und stellt eine
zum Punkte w,, y,, £, hinzielende [konvergierende (+)] oder von
ihm forteilende [divergierende (—)} Kugelwelle dar. Wir beweisen
zunichst die erste dieser beiden Behauptungen.

Es sei

q)—;f(ti%(mcosoc—}—ycosﬁ+zcos7/)>:f(p) 6; 1)

und

do ., o "
o= ap =
Dann ist auch 0  Pg )
ot =1 gm =1
Ferner ist
0o 1 Py 1
L — T = " 2
I ;”fcosa, T2 1)2f cos® g
und analog
o 1, 0o 1.,
3y = ;Ef cos? f; 5 = ﬁf c0s® p.
Es wird demnach wegen cos? o + cos? § 4 cos?y = 1

1 ., 102(})
A9 =51"= G5

wie es die Wellengleichung fordert.
. . 1
Dall diese Funktion f <ti . (x cos o0 + y cos B + & cos y)>

eine ebene Welle darstellt, ergibt sich sofort daraus, daB alle Punkte,

fiir di
ur e xcosa + ycos B + zcosy == const

ist, sich in gleicher Phase befinden. Diese Gleichung aber stellt
eine Ebene dar, deren Normale die Richtung e, 8,  hat. Ist speziell
(s. 4; 9) ¢ = u-¢i't, so gilt fiir eine ebene Welle nach (1)

U —— qeTik@eosa + ycosfB + zeos ), (6; 1%)

Fir § =y = g erhalten wir ¢ = f <tif>, also eine sich lings
-

der positiven oder negativen r-Achse fortpflanzende ebene Welle.
Da ¢ hier von y und ¢ unabhingig ist, so geht die zugehorige
Wellengleichung iiber in

2 1 2

*¢ 10 7, 6; 2)

0 x? v? Ot ’
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1 -
Daf auch die zweite Behauptung richtig ist, dal also — £ <t + 7—),
r v

wo [ eine beliebige Funktion des Argumentes tj:é— bedeutet, stets

eine Losung der Wellengleichung ist, 148t sich entweder in derselben
Weise durch Bilden der betreffenden Differentialquotienten oder auch
umgekehrt in folgender Weise beweisen:

Wir gehen von der Wellengleichung aus und suchen fiir sie
eine Losung, die die Koordinanten #, y, £ nur in der Verbindung
¥ = V@, — ) + (Yo — ¥)* + (¢, — 2)* enthalt, also eine Kugel-
welle mit dem Punkte z,, v, 2, als Quell- oder Senkpunkt darstellt.
Es sei ¢ == F'(r, t) diese Funktion, dann ist

OF O0Fdr O0F a—au,

ox 0rdx or r '

0®°F  O0°F (x,— )’ @j’(l_(xo—x)2>' ©: 3)
oz~ dr*  ? or r '

r

0*F 0*F
Zwei analoge Gleichungen gelten fiir T und P und unsere
o*F *F
Wellengleichung geht, wenn wir die Werte fir —— d—)
3 7 ox dy’

e einsetzen, iiber in

und

0°F 20F 1 *F
A=ty e T v e

Nun ist aber

so daf wir erhalten
OPOF) 1 P(rF)
orr T 2 of
Diese Differentialgleichung stimmt ihrer Form nach iiberein mit (2),

deren Losung f (t + ﬁ) war. Hier erhalten wir demnach als Lsung
N

rF = f(tx2),
v
also

F:q):lf<t+£>- 6; 4)
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Pflanzen sich die Wellen im Vakuum fort, so haben wir

natiirlich » durch ¢ zu ersetzen. Fiir ¢ — u - ¢?*! geht (4) tiber in
w = %ei““'. (6; 4%)

Identifizieren wir die so gefundenen Funktionen mit den Kom-
ponenten des Hertzschen Vektors 3, indem wir etwa im Falle der

Kugelwelle setzen:
1
- f1 <t i i) 3
r v
1 r
Sy - ng <ti7>;
1
r

AE=F

worin [, f,, f; beliebige stetige, zweimal differenzierbare Funktionen
sind, von denen natiirlich auch eine oder zwei identisch verschwinden
kounen, so konnen wir nach (4; 4) die zugehorigen Funktionen der
elektromagnetischen Feldstirken bestimmen. Fiir den Fall der
ebenen, in Richtung «, 8, p = 0 fortschreitenden Welle erhalten
wir so z. B., wenn wir

89:: 0; 81/:0? 82

e =

Sz:

I

f(t— % (x cos o + ysinoc)) = f(»)

setzen,

X L o*f

¢, =0; ¢, = 0: @2:—1?57)27 ]

_ e . 1 0*% e N

@x:—551na;§a}§;&gy:-+;cosu 1(3 2 D, = !
o2

wo wir statt ; auch hitten 15 schreiben konnen. Da ——f selbst

op?
. . L .
wieder Funktion des Argumentes p =— { —(z cos e + y sin &)
v

ist, so kénnen wir, wenn wir
1 o
v? Jp?

setzen, auch schreiben

€, =0; ¢ =0; C =y, l

O, = sine "8—9 »): bu —_ — 005(’5‘5 7 (0); D, = OI

1 .
=y = {/(t - (rcose + y sm (/.)>
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wo 1
p = t——v—(mcosoch Y sin er)
und » — ‘c—_ ist. Dies ist eine linear polarisierte ebene Welle,
/&
deren ,Polarisationsebene“ — das ist diejenige Ebene, die die
magnetische Feldstirke enthdlt — die xy-Ebene ist. Fiir eine

in der Richtung ¢, B, y = O fortschreitende ebene Welle, deren
Polarisationsebene die xz-Ebene ist, ergibt sich entsprechend

¢, = —sinag(p); €, = cosag(p); €, = 0;

I (’."‘
9. =0; 9, =0; H.= Vey(») (6: )

§ 7. Intensitiit des Lichtes und Pointingscher Vektor

Da die Frequenz des Lichtes so ungeheuer grof ist, ist es
nicht moglich, den zeitlichen Verlauf der Grifle und Richtung der
Feldvektoren € und § messend zu verfolgen und so die theoretisch
erhaltenen Resultate experimentell zu verifizieren. Was wir allein
bei allen optischen Untersuchungen messen konnen, ist — neben
Frequenz (Farbe) und Polarisation — die ,Intensitit¢, d. h. der
zeitliche Mittelwert des Betrages der Energie, die an der betreffenden
Stelle des Raumes im Volumenelement vorhanden ist oder durch
ein dort befindliches Fldchenelement hindurchstrémt. Im
ersten Falle sprechen wir vom zeitlichen Mittelwert der Energie-
dichte W, im zweiten Falle vom zeitlichen Mittelwert der Dichte
der Energiestromung &. Die Energiedichte W zerfillt in zwei
Anteile, den der elektrischen (W,) und den der magnetischen (W)
Energiedichte.

Diese beiden Anteile sind in Abhingigkeit von € bzw.
bestimmt durch die Gleichungen

&

W, —
¢ 8x

- I -
¢ bzw. W, = 8—7;392, (7V; 1
so daf .
T — (@2 L ). 7, 2
W= g€+ (% 2)
Hier ist ¢* = €24 €2 4 C? und analog $* = HI+ D) + HI.
Die Energiedichte ist daher eine skalare Grofe.

Die Dichte der Energiestrémung ist eine gerichtete Grofe, da
ja die Stromung immer eine bestimmte Richtung besitzt. Sie ist
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abhiingig von € und $ und definiert durch den ,Pointingschen
Vektor«

4 -
@:4_7![@:‘@]7 (7; 8)

wo die eckigen Klammern das Vektorprodukt bedeuten?).

Da der Vektor © die Richtung der Energiestromung angibt,
so konnen wir ihn mit den ,Lichtstrahlen* identifizieren, doch
gilt diese Zuordnung nur angenihert?).

1) Die Komponenten von & sind demnach
S = ;= (€y9:— €9y Gy = ;= (€:Ha— C 92 [

& = = (€ Hy—Cy 5o J

Die Gleichungen (4) geben gleichzeitig die Definition des Vektorproduktes.

Bei dieser Gelegenheit wollen wir gleich noch die Definition des so-
genannten ,skalaren Produktes“ zweier Vektoren U und B angeben, da wir
dies noch wiederholt gebrauchen werden. Man bezeichnet es durch (U, B)
oder auch kurz durch AB. Es ist

(WU, B) = AB = A B + Ay By + A B, (7 3)
AU = A2 + Ay + A = w2 (7; 6)

ist, eine Beziehung, die wir bereits bei der Definition der Energiedichte
benutzten. Aus (4) erkennt man noch, daf die Lage von &, €, $ zu-
einander die gleiche ist wie diejenige der ., y, z- Achse eines rechts-
hindigen Koordinatensystems.

2) Streng giltig ist sie z. B. bei einer (allseitig unbegrenzten) ebenen
Welle. Ist fiir diese etwa

. 1 .
o= 0i By = 05 B: = f(t—7 weosart yoosg 4 zeosy]) = f(),
so folgt aus (4; 4) zunichst

(7 4

so dafB

. 1 vy VT
€, = —}»Fcosucos;/?, S:)J:i—*v—.zcosﬂ—‘\?»
! df Je a2f (7: a
€y — -irr—zcosp’ cos )/apg, Oy = — ;—,;cosal\-l;,_, (75 2)
1 2 -
@z:—ﬁ(l—cosg;/)(\—p—’;, X)zj“
und hieraus nach (3)
. 32 £
_ e ¥e o ene®a (¢ f
6.,.,,47 o cosu (1 COB’)(\bp'l)’
— .
o Ve D22 -
== — - cos 8 (Ll — cos? — 1 (7 b
Sy p Ii B( cos? y) (ng) ! )
¢ /'£ dQ2 2
CTE 5 A eos 7 (1 — cos? ) (;T)/')) )
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Welche der vier GroBen W., W, W', & wir nun tatsichlich
messen, hingt von dem MeBinstrument ab, welches wir benutzen.
(—¢ tiber den angegebenen Grifen bedeutet den zeitlichen Mittel-
wert, und zwar gemittelt iiber eine Zeit, die groB ist gegen die
Schwingungsdauer des Lichtes.) Eine photographische Platte z. B.
reagiert auf die elektrische Energiedichte, also auf W In anderen
Fallen mift man nur die von einer oder zwei Komponenten der
elektrischen oder magnetischen Feldstirke herrithrende Energie-
dichte. Wird die Intensitit des Lichtes mit dem Bolometer ge-
messen, so erhilt man eine Komponente des Pointingschen Vektors.
In anderen Fillen wieder wird allein W,, gemessen.

Wir erwihnen hier noch, wie man von den Werten & und $,
falls diese in komplexer Darstellung

€ = G, et +); H — H it (7 7)
gegeben sind, wo
€y = G, (2, 9,£) und H, = H, (2,9, %)
Amplitudenvektoren und
b = b (%4 und b, = d,(x,9,2)
Phasenvektoren sind, zu den zeitlichen Mittelwerten gelangen kann.
Bekanntlich umfaBt ja die komplexe Darstellung zwei reelle Dar-
stellungen, nédmlich
€ = Gyeos(wt+b) und € = E sinwt +1d,) (7;8)
bzw.
O = Pycos (vt ) und O = Hysin (vt 4 ,). (7; 9)
Der zeitliche Mittelwert G2 ist in beiden Fallen 3 G2. Den gleichen
*Wert erhilt man aunch, wenn man € mit seinem konjugiert kom-
plexen Wert ; multipliziert und diesen Wert noch mit ; multi-
pliziert, also _ ~
@ = 1GG.
o "’~} (7; 10)
Entsprechend ergibt sich $* = 199.

also ein Vektor, dessen Richtung mit der Fortpflanzungsrichtung (cos «,
cos 8, cos y) des Lichtes, den geometrisch-optischen Lichtstrahlen, zusammen-
fallt und dessen Betrag

in ‘Z;:(l — cos?y) ( f)

. ¢
ist, wo noch ¢ — — ist.

Ve
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Das gleiche Verfahren gilt natiirlich auch fiir die Mittelwertbildung
der Quadrate der einzelnen Komponenten, z. B.

¢ = 1G,6,. (7; 11)
Bei der Berechnung des Pointingschen Vektors & haben wir
Produkte aus je einer Komponente von € und einer von § zu
bilden, z. B. €,9,, €, 9, usw. Um den zeitlichen Mittelwert der
Komponenten von & zu bilden, haben wir von diesen Produkten

den zeitlichen Mittelwert zu bilden. Dies 148t sich, wie man leicht
nachpriift, in Analogie zu (10) ausfilhren nach der Formel

€0 = 1 CH, +C. Hy). (7 12)
Haben wir irgendein optisches Problem unter Zugrundelegung der
Grofle u (oder ¢) behandelt, und wollen wir das Ergebnis mit der
Erfahrung vergleichen, so haben wir zunichst den Ubergang von
w — das wir ja als eine Komponente des vom Zeitfaktor ¢i*¢ be-
freiten Hertzschen Vektors 3 aufzufassen haben — zu den Feld-
stirken € und § zu machen und dann nach den vorstehenden
Formeln hiervon den zeitlichen Mittelwert zu bilden. Wir erhalten
so den Wert der ,Intensitit¢. In vielen Fallen kann man sich
aber diese etwas umstindliche Rechnung ersparen und direkt den
Wert {«|* als MaB der Intensitit ansehen, wenigstens immer dann,
wenn man die Wellen in kleinen Bereichen als eben ansehen kann.
Wir kommen darauf unten noch einmal zuriick.

§ 8. Die Grenzbedingungen der elektromagnetischen Feldstirken

Haben wir zwel aneinandergrenzende Medien, in denen ein
gemeinschaftliches elektromagnetisches Feld vorhanden ist, so
miissen die Feldstirken an der Trennungsfliche beider Medien ge-
wissen Grenzbedingungen geniigen, die sich aus den Maxwell-
schen Gleichungen leicht ableiten lassen.

Bezeichnen wir die beiden Medien durch @ und @ und die
der Trennungsfliche parallelen Komponenten, die ,Tangential-
komponenten* von € und 9, durch den Index p, die ,Normal-
komponenten durch den Index », so gilt, wie wir hier nicht aus-
fithrlich beweisen wollen:

G‘I(,l) — @S); &:);‘)1) = (\}1()2)? (8: 1)
(1) G(2), (D =< (2) - L
51@'11 - EQQN ’ ‘Dn — L\Dn ! (8 2)

in Worten:
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An der Grenzfliache zweier Medien sind die Tan-
gentialkomponenten von & und  sowie die Normal-
komponenten von & und 9 stetig.

Diese sechs Grenzbedingungen sind nicht unabhingig von-
einander. Es geniigt vielmehr, vier unter jhnen, etwa diejenigen
fiir die vier Tangentialkomponenten von & und § oder je eine fiir
eine der Tangentialkomponenten wund diejenigen der Normal-
komponenten von ¢ € und &, zu erfiillen.

§9. Reflexion und Brechung einer ebenen Welle.
Die Fresnelschen Koeffizienten fiir Reflexion und Brechung

Wir wollen nun annehmen, eine ebene Welle falle auf die
ebene Trennungsfliche zweier Medien. Dabei miissen wir noch die
Annahme machen, daB sowohl die Trennungsebene als auch die

Abb.1. Lage des Koordinatensystems

yz-Ebene = Trennungsebene beider Medien, zy-Ebene — Einfallsebene,
a, o'y a* — Winkel des einfallenden, gebrochenen, reflektierten Strahles
gegen die - x-Achse

einfallende ebene Welle seitlich unbegrenzt sind. Wir wihlen die
Trenpungsebene zur yz-Ebene (x — 0); die z-Achse weise vom
ersten zum zweiten Medium. Aufilerdem wollen wir die z-Achse
so wihlen, daf sie senkrecht zur Einfallsebene liegt. Die Einfalls-
ebene sei also die zy-Ebene (Abb.1). Die einfallende Welle sei
linear polarisiert, was keine Einschrinkung der Allgemeinheit be-
deutet, da wir ja jede beliebige ebene Welle, also z. B. ,natiir-
liches* Licht, in zwei senkrecht zueinander polarisierte Wellen
zerlegen konnen. Wir haben aber die beiden Fille zu unter-
scheiden, daf die Polarisationsebene in der Einfallsebene (Fall I)
Picht, Optische Abbildung 2
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oder senkrecht zur Einfallsebene (Fall II) liegt (siehe den SchluB
dieses Paragraphen). Dann gilt nach (6; 6) bzw. (6; 7):

. Qt.’u:O; (Sy:oy @z:g(p)y
(D{, o= . }(9;1>
9, = sina Ve g(p); $, = —cosaVeg(p); H,=0
bzw.
(II){§x :~Sin~ag(p); Gy =cosag(p); € = 0,} ©: 2)
D, =0; H,=0; H, = Veg(p)
mit |
p:t——c—Va(xcosu+ysina). 9; 3)

Tritt die Welle ins zweite Medium (¢') ein, so kann sich
neben & sowohl die Richtung, also «, als auch die Form der
Funktion, also g, indern. Die neuen GréBen seien &, o, g. Dann
gelten im zweiten Medium die Formeln

(I) @'w = 0; @;/ = 0; @; - g,(p')y _ ;( : 4)
9, = sina’ V&'g'(0); 9, = — cose’'Ve'g' (0); H:=0] '
bzw.
(IT) ‘@;c = —sina'g'(p); €, = cosa'g'(p); €, = O,} 9; 3)
19, =0; 9§, =0; o =Ve'g(p) ’
mit 1
p = t—?\/e' (zcose + ysing'). (9; 6)
Es ist — wie man sich leicht iiberzeugt — nicht moglich, mit

diesen beiden Wellen die Grenzbedingungen an der Trennungs-
tlache 2 — O zu befriedigen. Wir miissen zu diesem Zwecke noch
eine weitere ebene Welle im ersten Medium annehmen, deren
Richtung durch coso*, sinw®, 0 gegeben sei. Die Dielektrizitits-
konstante ist wieder g, die g-Funktion sei g*. Dann gilt fiir diese
Welle (€* $H*) ein analoger Ansatz wie (1) bzw. (2) mit

1 -
g of, ¢g* und p* — t——?\/e (% cos * + y sin o).

Die Grenzbedingungen verlangen, daf
1. (@y)m=0 + (@Z)a:= 0 — (@é/)m=0:
2. D)z =0 + (‘bz)x =0 — (@;)m =0
3. (@z)m=0 + (@:)m=0 - (@(z)ac=0’
4. (‘by)m =0+ (@;)x =0 — (‘b;/)x =0
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ist. Man sieht, daf fiir (I) nur die Grenzbedingungen 3. und 4.,
tiir (I) nur die Grenzbedingungen 1. und 2. Bestimmungsgleichungen
liefern, da jeweils die beiden anderen identisch erfiillt sind. Setzen
wir in die Grenzbedingungen unsere Werte ein, so erhalten wir

~ 9 (0y) + 9% (5) = ¢ (p0), ,
@ { Ve [cos a g (p,) + cos & g* (93] = Ve’cosoe’g’(pé),} @ 7)

(1) {<wsu905)+—mww*¢%p®:::Mfdg%pa, } ©: 8)
Velg @y + g% (09)) = Ve g (o), o
wo 1~ . 1~ .
Py = t— —Veysing; p(T:tﬂ?Veysma‘*’;
) (5 9)

’ 1 i : '
Py = t——c—w ysine'

Da die Gleichungen (7) und (8) unabhingig von y gelten sollen, so muf

V; sin o = V; sin g% — Ve_ sin o' ©; 10y
sein. Hieraus folgt: fsglﬁ, = ‘—/E— Dies aber ist nach (5; 4)
sin ¢ Ve

gleich »'[n, d. h. es gilt das Snelliussche Brechungsgesetz. Ferner
folgt aus (10)

sing — sing¥, d. h. of* —a oder —x — .
Von diesen Werten kann nur der zweite Bedeutung haben?), da aus
of = o auch coso®* — coso folgen wiirde, dies aber zwischen

cosee und cose’ eine Beziehung liefern wiirde, die mit der bereits
erhaltenen Beziehung zwischen sing und sing’ unvereinbar ist.
Die Gleichung o* = mw — « enthidlt das Reflexionsgesetz. Mit
diesen Werten gehen die Bedingungsgleichungen iiber in

(1)

@ [ g+9*=1y,
l Vecosa (g — g*) = V& cosa'g’
bzw.
[ cosa(g—g*) = cosa'y,
|

Ve + M = Ve'y.
Daraus folgt

g 2}/; cos o __ 2sine’cose . G
@ 9 Vecose + Ve cose ~osin(e' fw) n ¢, (9;11)
g* . sin (OC’ 106) . o @: ’

—_ . L= =
9 sin (o' + o) + ¢,
1) Dies ist anschaulich sofort klar.

9
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bzw.
g 2sine cosa i V€2 + G}
-_— " 7 n pam— ” e
[ sin (¢ 4 o) cos (o0 — 3 PR
. Wraeo@—a TR G | o o,
gf_tg(aua')_r _V@:Q—k@;"“
9 tg(e+to) '~ yere

Die in das zweite Medium eintretende (gebrochene) Welle und die
reflektierte Welle des ersten Mediums unterscheiden sich also von
der einfallenden Welle, abgesehen von der Fortpflanzungsrichtung
und der eventuellen Wellenldngenéinderung (siehe unten), nur um
einen Amplitudenfaktor, den wir fiir Fall I, elektrischer Vektor |
zur Einfallsebene, durch d; bzw. r,, im Fall II, elektrische Feld-
stirke in (|[) der Einfallsebene, durch d; bzw. r| bezeichnen. Die
Gleichungen (11) bzw. (12) liefern die Werte von d,, r, bzw.
d), r. Man bezeichnet diese Amplitudenfaktoren als Fresnelsche
Brechungs- bzw. Reflexionskoeffizienten.

Es sei noch daranf hingewiesen, daf sich die Koeffizienten auf
das Amplitudenverhéltnis der elektrischen Feldstirken beziehen.
Fiir dasjenige der magnetischen Feldstdrken ergeben sich natitrlich

. s
etwas andere Werte, da dort ja noch das Verhiltnis — ma
& sina’

mit einzubeziehen ist. Dadurch geht der Zahler von d; und d
iiber in sin 2 ¢, so daf

M Vo +5§'2 _ sin2e
Vo £ o Y T osinqe’ + o) ‘
bzw. (95 13)
N Sj'g sin 2 o0
D 52 = sintw Tayeos @ —a)

Bei der vorstehenden Ableitung haben wir bereits vorausgesetut,
dal durch die Brechung und Spiegelung die Richtung der Polarisations-
ebene nicht veréindert wird (s. u.), dafi die ebene Welle als solche
erhalten bleibt, und daf die Fortpflanzungsrichtung der gebrochenen
und der gespiegelten Welle ebenso wie die der einfallenden Welle
in der xy-Ebene liegt. Diese letzte Aussage bildet den Inhalt des
ersten Teiles des Brechungs- bzw. Spiegelungsgesetzes. Die Moglich-
keit, mit den angegebenen Voraussetzungen dic (irenzbedingungen zu
erfilllen, rechtfertigt diese Annahmen.
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Natiirlich lieen sich die Gesetze der Reflexion und Brechung
auch zundchst mit allgemeineren Aunsétzen durchfithren, aus denen
sich dann durch die Grenzbedingungen die Annahmen (wenigstens
teilweise) zwangsldaufig als notwendig ergeben wiirden.

Durch die vorstehende Ableitung ist also nicht allein das
Reflexions- und Brechungsgesetz der geometrischen Optik bestitigt,
sondern wir haben dariiber hinaus noch Beziehungen zwischen den
Amplituden und dadurch auch zwischen den Intensititen der ein-
fallenden, gespiegelten und gebrochenen ebenen Wellen erhalten.

Da wir, wie wir unten noch sehen werden, jedes beliebige
Strahlenbiindel durch Uberlagerung ebener Wellen — verschiedener
Richtung, verschiedener Amplituden und verschiedener Phasenkon-
stanten — darstellen konnen, so ist durch vorstehende Ableitung
auch im wesentlichen Spiegelung und Brechung einer beliebigen
Welle an einer ebenen Grenzfliche gegeben. Reflexion und Brechung
an einer gekriimmten Oberfliche sind dadurch indessen noch nicht
erfaft, doch ist meines Wissens diese Frage auch noch nicht explizit
behandelt worden.

Gehen wir bei der Ableitung der Fresnelschen Formeln nicht
von der allgemeinen Darstellung der ebenen Wellen aus, sondern
setzen spezieller voraus, daB es sich um harmonische Wellen handelt,

iv [t—l‘/s'(a:cosa+ysin oc)] . . .
dal also g — ¢ ¢ ist, so konnen wir aus

der Tatsache, dali g, g* ¢ sich nur um multiplikative Faktoren
unterscheiden, schliefien, dal durch Spiegelung und Brechung an
einer (ruhenden) Ebene die Frequenz nicht verindert wird. Wohl
aber #ndert sich bei der Brechung die Wellenliinge, denn diese ist

2 N ]
ja gleich ﬂ, also, da v =— ‘/L,, von g abhdngig. Es gilt
v &

Al =00 =V Ve =n'in (9; 13a)

Daf die Frequenz unveréindert bleibt, ist physikalisch auch sofort
erklirlich, da diese ja bei ruhenden Medien allein von dem Rhyth-
mus abhingen kann, in dem die Lichtquelle ,schwingt“, wihrend
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit und dadurch auch die Wellen-
linge eine Funktion des jeweiligen Mediums ist. Bei bewegten
Medien dagegen ist auch die Frequenz vom Medium abhingig.

Bei der vorstehend durchgefiihrten Ableitung beschrinkten
wir uns auf die beiden Fille, daf die Polarisationsebene __ bzw. ||
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der Einfallsebene liegt. Den allgemeineren Fall, da die Polari-
sationsebene mit der Einfallsebene einen beliebigen Winkel bildet,
konnen wir auf die beiden Fille (I) und (IT) zuriickfithren. Sei etwa
@ der Winkel der Polarisationsebene der einfallenden Welle gegen
die g-Achse, so haben wir nur € = €; 4+ &; und H = H; + Hn
zu setzen und '

in (I) fir g (p) zu schreiben sinw g (p) = 91 (p),
” (II) ” g(p) ” ” COSCOg(p) — I (p)

Es wird dann nach (11) und (12)

gl = d, g1 = d; sinwg = sin@' ¢/, (9; 14)
g = d)jgn = d)jcosmwg = cos @ ¢, (9; 15)
gf = ry1 gy = 7, sinw g = sin @* g*, (9; 16)
1 gfi = 191 = r;cos @ g — cos @™ g%, (9; 17)
so dal
g =g Valsi e + dicosm = gd,, | o 18
g* = g Vrisin?o + rﬁcos“’m:grw,[ (9: 18)
ferner
. . dl Sin(}J
T T Vil + e o
- (5 19)
0S8 @ — d”COSﬁ) -
Vdisin® @ 4 dff cos® @’
Sing* — . 'Lsine
e Vrtsin?e + rficos? @’
e (95 20)
et Tutse
Vrisin @ + 7 cos® @

Die Winkel @' und @* geben die Richtung der Polarisationsebene

der gebrochenen bzw. reflektierten Welle gegen die z-Achse an.

Durch Brechung und Reflexion #ndert sich also die Polarisations-

richtung, es findet eine Drehung der Polarisationsebene um den Winkel
(d; — dy) sin @ cos @

® — @ — arcsin | - e 9: 21
Vd?sin® @ + df cos® @ ;2D

bzw.

(ri— I'H) Sin ) COS @

1r2ein? o L 200 m 9; 22
Vrisin? e + ricos e CF )

®* — @ == arcsin
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statt. Nur in den Fallen, daf @ — 0 oder o = g(allgemeiner:

o = mg mit m = 0, 1, 2, 3, ..)) ist, andert sich die Polari-

sationsebene nicht. Diese Fille sind aber gerade die durch (IT) bzw.
(L) bezeichneten.

Aus (18) folgt noch fiir den Reflexions- und den Brechungs-
koeffizienten

ro = Vrisin® @ + rfj cos® , {

9; 23)
d, — Vdisin?e + df cos? @. f

§ 10. Diskussion der Fresnelschen Formeln

Wir wollen die Fresnelschen Formeln noch kurz diskutieren.
Wir fragen zunichst, ob die Energiebeziechung erfiillt ist, d. h. ob
pro Flicheneinheit der Trennungsebene ebensoviel Energie von der
reflektierten und gebrochenen Welle fortgefithrt wird, wie durch
die einfallende Welle zugestrahlt wird. Nun ist die in der Zeit-
einheit der Flicheneinheit zugestrahlte Energie der einfallenden
Welle gegeben durch den Ausdruck
¢ ——t ¢ -t
176 9, = - Ve & cos . (10; 1)
Entsprechend gilt fiir die pro Zeiteinheit von der Flicheneinheit
reflektierte Energie
¢
4n

und fiir die von der gebrochenen Welle fortgefithrte Energie

V@@t$cosa*| = 4—C Vé@tcosu
x

— e
Z}C_,, Ve €'2 cos o'
Es muf demnach sein
(@t — @t) Ve cos . = SE Ve cose,
und da nach (9; 11) bzw (9; 12)
G — 2@, 2 — 2 G2
und ferner nach (9; 10)

Ve sin & = |& sin o’
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ist, so lautet die Energiebeziehung, deren Giiltigkeit gefordert
werden muf:

(1 — #?) sin o' cos ¢ = d? sin o cos o' (10; 2)
Man priift leicht durch Einsetzen der Werte von r und d nach,
daB diese Beziehungen sowohbl fiir r,, d,, als auch fiir 7, d
erfiillt sind.

Kehren wir die Richtung des Strahlenganges um, lassen also
aus dem zweiten Medium unter dem Einfallswinkel o eine ebene
Welle auf die Trennungsebene auffallen, so vertauschen sich die
Werte ¢ und «'. Dabei bleibt — vom Vorzeichen abgesehen —
sowohl r als auch r| unveréndert, so daB das Reflexionsvermogen
der Tremnungsebene bei Umkehr des Strahlenganges unveridndert
bleibt.

Ist o' > o, trifit also die ebene Welle aus dem ,optisch
dichteren* Medium auf die Trennungsebene gegen das optisch
diinnere Medium, so ist r, > 0, dagegen r); < 0. Wir erhalten
also, da

sin g* — sin &; c¢o0s ¥ = — co0S a,
) G — L1 G, Iy ¢} — — ¢, ,
a,(>)a +{r. |G, a(,>)a : 7y | ‘(10; 3)
€ = + |’"H|@y'[

Ist dagegen o <, so ist zunichst yy <C0; »; >0 und demnach

(I) @f - ["L @zv (Il) @: = - |7'JJ ‘@xvl
o < e o' <« * . (10 4)
= —[n]g,.]

Das aber heifit: Findet die Spiegelung im optisch diinneren
Medium an der Trennungstliche gegen das optisch dichtere
Medium (&' < ) statt, so dndert sich die Schwingungsrichtung der
in der Trennungsebene liegenden z- bzw. y-Komponente des elek-
trischen Vektors plotzlich um 180° da — 1 = 7 ist. Es tritt
also in diesem Fall ein ,Phasensprung* vom Betrage m auf. Dies
ist bei Spiegelung im dichteren Medium nach (3) nicht der Fall?).

Fiir o« — 09 d. h. fiir senkrechten Kinfall, wird ¢' = 0. Die
Fresnelschen Reflexionskoeffizienten (9; 11) und (9; 12) nehimen
hier unbestimmte Werte an. Nun ist aber wegen

7 sin o = %' sin of

1} Fir die Komponente senkrecht zur Trennungsebene gilt das Umi-
gekehrte.
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d 2ncose
1 pr— —_—
0 neose +n'cose’’
' ncose—n'cose’
= - - —
ncose +n'coser’’ .
(10; b)
i 2ncosa
an 1= (wcose+ 1 cos o) cos (ot — )’
‘ n'cose’ —ncose cos (o + o)
r = e TN
= woosa’ + ncose cos (o0 - &)
Setzen wir jetzt o0 == o = 0, so wird
:) 3
d, = _"}}7 ‘ d]]: ZWL,,
n-4n n -+ n .
¢y . db : (10; 6)
n—mn | n—n
ry = ————, | r = — - "
n+n' | 4 n -4 n

Da bei senkrechtem Einfall die Lage der Einfallsebene un-
bestimmt wird, physikalisch also kein Unterschied mehr zwischen
(T) und (IT) sein kann, so scheinen r, und r) sich zu widersprechen.
Dies aber ist nicht der Fall, da ja nach (9; 2) in (II) bei €} noch
der Faktor cose¢* == — 1 hinzukommt. (€, und €} werden hier
beide wegen sin ¢ — O gleich Null) Wir bestitigen vielmehr
nur, daf bei #»' > »n die Spiegelung mit einem Phasensprung vom
Betrage m verbunden ist, wihrend bei »’ <{n die Spiegelung ohne
Phasensprung erfolgt.

Das Verhiltnis der reflektierten zur einfallenden Energie ist

bei senkrechtem Einfall
o (E;ﬁ)z.
n +n
Im allgemeinen gilt:

(r)? _ cos® (& 4

(r)? " cos® (@ —

Q:J,
) —

also rfj<C#%, d. h. bei jeder Spiegelung wird der Anteil, dessen
Polarisationsebene in der Einfallsebene liegt, dessen elektrischer
Vektor also | zur Einfallsebene schwingt, stirker reflektiert als
der andere Anteil. Es findet daher mehr oder weniger stark eine
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spartielle Polarisation“ bei jeder Reflexion statt, ausgenommen

bei senkrechtem Finfall (¢ == 0) sowie bei ,streifender Inzidenz“,

d. b. bel & = g, da dann wegen o =— —;E wieder rfj = ri. Ist
, L . TR

dagegen o + o = 50 80 ist = 0, d. h. ry = 0, wihrend
1

v, — sin (¢’ — o) 3= 0. Von dem einfallenden Licht wird in
diesem Falle also nur diejenige Komponente reflektiert, deren
Polarisationsebene in der Einfallsebene liegt. Das reflektierte Licht
ist hier vollstindig linear polarisiert. Die angegebene Be-

dingung o« + o — —;E ist wegen cos ¢ = sin o gleichbedeutend
mit tg ¢ — r (Brewstersches Gesetz). Ubrigens gilt dann
n

auch o* :g+o¢', d. h.: Fallt die ebene Welle unter dem

Polarisationswinkel ein, so stehen die reflektierten Lichtstrahlen
auf den gebrochenen senkrecht.

Aus den vorhergehenden Uberlegungeu folgt iibrigens noch
sofort, daBl auch, abgesehen von den beiden Grenzfillen ¢z — 0 und

e —;5, die gebrochene Welle stets partiell polarisiert ist.

Vollstandige Polarisation dagegen tritt fiiv die gebrochene Welle
nicht ein.



Zweites Kapitel
Allgemeine Beugungstheorie des Lichtes

§11. Huygenssches Prinzip. Fresnelsche Zonenkonstruktion

Bisher haben wir uns ausschlieflich mit (ebenen) Wellen
beschiftigt, die seitlich unbegrenzt waren. Tatsiichlich aber haben
wir es bei optischen Instrumenten und wohl allgemein bei fast
allen optischen Problemen stets mit seitlich begrenzten Strahlen-
biindeln, mit seitlich begrenzten Wellen zu tun. Da ist es nun
von grofer Bedeutung, daB wir im sogenannten Huygensschen
Prinzip ein Hilfsmittel haben, das es gestattet, auch seitlich be-
grenzte Wellen zu behandeln. Das Huygenssche Prinzip sagt
aus, daf alle Flichenelemente einer zu einer (punktférmigen) Licht-
quelle gehorenden Wellenflache aufgefat werden konnen als neue
Lichtquellen, die untereinander kohirent sind und in gleicher Phase
schwingen, und von denen sich kohirente Kugelwellen (FElementar-
wellen) in den Raum hinaus ausbreiten mit einer Amplitude, die
in Richtung der urspriinglichen Fortpflanzung des Lichtes (also
senkrecht zur Wellenfliche) ihren groften Betrag hat. Senkrecht
zur Fortpflanzungsrichtung des Lichtes sowie in all denjenigen
Richtungen, die mit der Fortpflanzungsrichtung einen Winkel
> 7/2 bilden, verschwindet die Amplitude. Bezeichnen wir das
Flichenelement der betreffenden Wellenfliche W mit d o, und ist r
der Abstand des durch die Wellenfliche von der Lichtquelle
getrennten Aufpunktes P, in dem wir die Lichterscheinungen
berechnen wollen, von dem Flichenelement d6 der Wellenfliche,

S0 1st
— tkr

pp = eil/tj i K dag, (11; 1)

w

r

wo uy die Lichtschwingung auf der Wellenfliche W und K ein
Faktor ist, der von dem Winkel ¢ gegen die Normale von d¢ ab-
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hingt und fir ¢ = 0 den Wert 1, fiir ¢ > z/2 den Wert O hat.
Ist uy fiir die ganze Wellenfliche konstant, so kann es natiirlich
vor das Integral gesetzt werden. Handelt es sich z. B. um die
Wellenfliache einer von einem leuchtenden Punkte ausgehenden
Kugelwelle und ist B der Abstand dieser Wellenfliche von dem
leuchtenden Punkte, so gilt

e— kR
Uy — R’
und die obige Formel (1) lautet
e~ ikR e—ikr
@p = €! B jK . de. (11; 2)
"

Die Einhiillende (Enveloppe) der Wellenflichen dieser Ele-
mentarwellen ist identisch mit der Wellenfliche des von der wirk-
lichen Lichtquelle ausgesandten Lichtes (Abb. 2).

Doch nicht nur jedes Flichenelement einer Wellenfliache,
sondern ganz allgemein jedes Fliachenelement einer beliebigen Fliche
kann in diesem Sinne als neue Lichtquelle, als Quellpunkt einer
neuen Kugelwelle angesehen werden (Abb. 3). Bei dieser Ver-
allgemeinerung besitzen jedoch die einzelnen ,Lichtquellen“ eine
Phasendifferenz, die der Dhasendifferenz des in den einzelnen
Flichenelementen gleichzeitig eintreffenden Lichtes entspricht.

Wir haben in diesem Falle zu setzen

—ikr

P e”{‘ wp " K d, (11: 3)

F

wo K* wieder ein Faktor ist, der aber jetzt in komplizierterer Weise
vom Winkel zwischen » und der Normalen der Integrationsfliche F
abhingt.

Das Huygenssche Prinzip ist jedoch nur eine Hypothese, die
sich nicht beweisen lifit, die aber von Fresnel in seiner berithmten
,Zonenkonstruktion“, auf die wir hier nicht ausfithrlich eingehen
wollen, in Verbindung mit dem Interferenzprinzip weitgehend als
berechtigt erwiesen wurde. Bekanntlich weist Fresnel nach, da8
sich die lichterscheinung in irgendeinem Punkte P, der von der
Lichtquelle durch einen mit kreistormiger Offnung versehenen Schirm
(Blende) getrennt ist, ergibt, wenn man nach dem Huygensschen
Prinzip jedes Flichenelement der Blendentffnung als neue Lichs-
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quelle mit einer ihrem Abstand von der wirklichen Lichtquelle
entsprechenden Phase behandelt. Hierbei wird die Blendendffnung
soin Fresnelsche Zonen eingeteilt, daf alle Punkte der Begrenzungs-
linien einer Zone vom Aufpunkte gleiche Entfernung haben, die

Abb. 2. Huygenssches Abb. 3. Erweitertes Huygens-
Prinzip sches Prinzip
Die wirkliche Wellenfliche ist Ein-  Die wirkliche Wellenfliiche ist wieder
hiillende der Elementarwellen Einhiillende der Elementarwellen. Die

zugehorigen ,Quellen“ aber schwingen
hier in verschiedener Phase

Blends

Abb. 4. Zur Fresnelschen Zonenkonstruktion
Die Abbildung ist um ¢ P rotiert zu denken

Entfernungen der einzelnen aufeinanderfolgenden Zonenbegrenzungen
vom Aufpunkte sich aber um —g— unterscheiden (Abb. 4). Die von
den einzelnen Flichenelementen ausgehenden Elementarwellen inter-
ferieren miteinander. Durch Integration iiber die ganze Offnung
der Blende erhilt man so die Lichtschwingung im Aufpunkte P
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ihrem Betrage nach in voller Ubereinstimmung mit dem Werte, der
sich bei direkter Ausbreitung des Lichtes von der wirklichen
Lichtquelle bis P ergibt, jedoch mit einer Phasendifferenz vom Be-

trage g, um die sich diese beiden Werte unterscheiden. AuBerdem

aber liefert die Fresnelsche Zonenkonstruktion auch bereits eine
Erklirung fiir die im Schattenraum auftretenden ,Beugungs-
erscheinungen“. Diese bestehen in einer VergroBerung des Quer-
schnittes des Strahlenbiindels gegeniiber demjenigen, der sich auf
Grund rein geometrischer Uberlegungen ergibt, und auBerdem darin,
daf} jener ,Lichtfleck im geometrisch-optischen Schattenraum noch
von einer griferen Zahl heller Ringe umgeben ist, die in ihrer
Intensitit nach auflen hin schnell abnehmen. Sie finden ihre Er-
kldrung darin, daf sich die Elementarwellen, die ja ungehindert in
den Schattenraum hineingelangen, durch Interferenz an den ver-
schiedenen Stellen verschieden stark gegenseitig ausléschen.

Der Unterschied zwischen dem geometrischen und physikalischen
Querschnitt macht sich besonders deutlich bemerkbar, wenn die
Blendensffnung hinreichend klein ist. Je kleiner sie ist, um so
grioBer wird der zentrale Lichtfleck. Gleichzeitig sndert sich auch
das Verhiltnis der Intensitdt des zentralen Fleckes zu derjenigen
der 1hn umgehenden Lichtlinien zugunsten der letzteren.

Ist das Strahlenbiindel konvergent (z. B. eine konvergierende
Kugelwelle), so gibt es auch bei griflerer Blendentiinung Stellen,
an denen jener Querschnittsunterschied sehr deutlich in die Er-
scheinung tritt, namlich an den Stellen, an denen der geometrisch-
optische Querschnitt des Biindels selbst klein ist, d. h. in der Nihe
des Brenn- (Bild-) Punktes bzw. der Brenn- (Bild-) Linien.

§12. Die Kirchhoffsche Formel

Wesentlich wichtiger als dies Huygens-Fresnelsche Prinzip
der Iilementarwellen, das wir unten noch in einzelnen speziellen
Fillen anwenden werden, ist die von Kirchhotff gegebene Formel,
die es gestattet, die Lichtschwingung in jedem Aufpunkte P zu be-
rechnen, der innerhalb einer die Lichtquelle selbst nicht enthaltenden
geschlossenen Fliche liegt, sobald man auf jener Fliche die Werte
der betreffenden Schwingungsfunktion und ibres ,Gradienten, d.h.
die nach der inneren Normalen jener Fliche genommene erste Ab-
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leitung der Funktion [s. (1; 7)], kenut. Allerdings setzt dies
bereits die Kenntnis der Funktion selbst voraus, so daf die Formel
eigentlich wertlos sein sollte. Tatsichlich aber hat sich in der
Praxis gezeigt, daf man mit einer angeniherten Kenntnis jener
Funktionswerte und ihrer Gradienten auf der betreffenden Fliache
bereits vollig ausreicht. Dies ist absolut keine Selbstverstindlich-
keit, 1aBt sich anch nicht beweisen, sondern erweist seine Berechtigung
allein durch den Erfolg.

Die Kirchhoffsche Formel, die wir jetzt ableiten wollen,
folgt aus dem ,Greenschen Satz“. Dieser Greensche Satz sagt
aus: Sind « und v zwei eindeutige, von x, y, # abhingende Funktionen,
die in einem Raume V, begrenzt von einer Fliche ¢, mit ihren
ersten Ableitungen endlich und stetig sind, ist ferner dV das Volumen-
element von V und dé das Flichenelement von @, und ist n die
nach innen, zum Aufpunkte P hin, gerichtete Normale der Begrenzungs-
flache 6, so gilt identisch

J(u-dv—«wdu) aV = — g('zt-g—zj——v-»d%u>d6.
N on don
vV 4
Wenden wir diese Formel an auf zwei Funktionen # und #, von
denen wir voraussetzen, daf sie Losungen der Gleichung

Aduw -+ ko = 0 (12; 1
sind, so verschwindet der Integrand des Raumintegrals, und wir
erhalten

dv ou
e — v+ =—)de — O. 12: 2
j(udn vdn)ﬁ (12; 2)
[
Waiahlen wir nun fiir » die Funktion
e-‘ikr
V=  —
r

wo r den Abstand eines im Raume V gelegenen Punktes P von dV
bedeutet, so ist v zwar Losung der Gleichung (1), ist aber im Punkte P
nicht, wie aulerdem vorausgesetzt war, endlich und stetig. Schliefien
wir aber den Punkt P durch eine kleine um P als Mittelpunkt
gelegte Kugel von V aus, so ist auch die Bedingung der Endlichkeit
und Stetigkeit fiir » iiberall in ¥ erfilllt, unsere Formel (2) also
anwendbar. Wir haben nur noch zu beachten, daB sich jetzt die
Oberfliche von V aus ¢ und der kleinen Kugel 6p um P zusammen-
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setzt, daf also aufler iiber ¢ noch iiber die Kugel um P zu integrieren
ist. Die Integration iiber diese Kugel aber liefert, wenn man ihren

Radius immer abnehmen lift, da 6p — 4 mr:,
[e—tkr e—ikr duP fe—tkr }
lim [ i% d6—up|’——dg— do! =—4
,.]inol ? upj p5 o) dn " G‘ TUp,
O'P UP G'P

so daB wir erhalten

1 0 se—tkr e—tkr gy .
@LP:LL—WJ[M%<—T—>-— - m]dﬁ. (12; 3)

g

Fiir das zweidimensionale Problem, das z. B. bei Zylinderwellen vor-
liegt, ergibt sich in Analogie zu (3), wie hier nicht niher abgeleitet
werden soll,

L{r o Ju
wp — ﬂﬁ [uﬂ Zo(kr)—Zo(kr)m]ds, 12; 4)

$
Zy(kr) = [e—tkr&ieqg (12; 3)
0

9
bis auf den Zahlenfaktor _;z die sogenannte Hankelsche Funk-

tion nullter Ordnung ist, die mit den Besselschen Funktionen

J,(2) = ?K—j sin (2 Cof ) d e, (12; 6)
0
K, () == [cos (¢Sofe)da (12; 7)

0
im Zusammenhang steht. Es ist

7, (kr) = K, (kr) — 1257',,70 )

Z, (kr) ist Losung der Schwingungsgleichung, Z, (k)e?t also Lsung
der Wellengleichung. Sie entspricht einer (periodischen) Lichtlinie,
wie hier ohne Ableitung nur erwahnt sei. In (4) bedeutet ds das
Linienelement der Begrenzungslinie, die den Aufpunkt P, aber keine
Lichtquellen im Innern enthilt, und + die Entfernung des Auf-
punktes P von ds.
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Tm Anschluf an M. v. Laue, Wellenoptik), geben wir hier
noch wieder, wie man von der Formel (3), die ja nur fiir in der Zeit
harmonische Funktionen gilt, zu einer Formel gelangen kann, die
fiir beliebig von der Zeit abhiingende Funktionen giiltig ist. Be-
zeichnen wir diese Funktionen wie bisher durch ¢, so konnen wir
@ als ein Fouriersches Integral ansetzen.

+ o 1+=c g
() = (z¢vei"‘(lv<: Z—j j ) e""“—")dvdt’>.
WO - o
-+ oc
", == jq)(t')e’i"" dt'.

@ (1) setzen wir als Losung der Wellengleichung voraus, so dal
@ (t) e~ ¥t — und demnach auch u, — eine Losung der Schwingungs-
gleichung ist. Wir kénnen demnach auf jedes u, fiir (#,)p unsere
Formel (3) anwenden.

1 0 e ik e~ kT g,
0’”!"1&“”’7&(7 )—— dn—ldé'

g

Multiplizieren wir beide Seiten mit et beachten weiter, dall k — Y
v
ist, und integrieren wir dann iiber dv von — oc bis 4 oo, s0
erhalten wir
—+ x
g e ‘ ”
r 1 ’ l o (o (t-%) l
= e F U, = _—
VA 4z ) Ton\ r ‘v
(4] _—oC +x
' ir t—frf.
— J M Q_”! dv"d(i (12; 8)
. r on
1 0 (‘P(t‘{‘ ) 1 < r
- — —\ —F | ——f{t— —)lda,
4%J [(ﬂl . r y r f o)](

o

1) M. v. Laue, Enc. d. math. Wiss,, V, 359 (Heft 24; Artikel ,Wellen-
optik*, 3. 419).
Picht, Optische Abbildung 3
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wo [ = %%, also f(t—%) = (og)n(t)),:t_i und % an-

deuten soll, daB die Differentiation nach n nur so weit vorgenommen
werden soll, wie r explizit auftritt, daf also

0 0 Or

on ~ dr on’
wihrend #, g, # als Konstante bei der Differentiation zu behandeln sind.

In #hnlicher Art liBt sich auch die fiir das ebene Problem

giltige Formel (4) verallgemeinern, doch brauchen wir hierauf nicht
niher einzugehen.

Die in Formel (8) auftretenden Argumente t-—-% zeigen (wie

dies physikalisch selbstverstindlich ist), daf der Wert der Funktion
@ im Aufpunkte P zur Zeit ¢ von den Werten abhingt, die @ und

%?: auf der Begrenzung ¢ des Bereiches V zur Zeit ¢ — —:; (und

. . « T . . ..
nicht zur Zeit ¢) annehmen, wobéi — gerade die Zeit ist, die eine von
v

d ¢ ausgehende Kugelwelle gebraucht, um zum Punkte P zu gelangen.

Da wir uns bei unseren nachfolgenden Untersuchungen stets
auf in der Zeit harmonische Wellen beschrinken werden, so werden
wir unseren Betrachtungen stets die einfachere Formel (3) fiir up
zugrunde legen.

Wir erwihnten schon oben, daB eine Schwierigkeit in der
Anwendung dieser mathematisch strengen Kirchhoffschen Formel
darin besteht, dall man auf der Begrenzungsfliche ¢ sowohl die Werte
von u als auch die von = kennen mub, was aber eigentlich schon

on

die Kenntnis der gesuchten Funktion w voraussetzt. Auch ist es

nicht moglich, « und 0_14 auf ¢ willkiirlich, voneinander unabhingig

on
. . o 0
vorzuschreiben, da die Vorgabe von u bereits die Werte d—::, und

umgekehrt, eindeutig festlegt.
Kirchhoff machte nun die Annahme, daB in der Offnung
du

on

sie bei ungehinderter Ausbreitung des lichtes an jener Stelle haben,

einer Blende die Grofen « und diejenigen Werte annehmen, die
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daB aber an der der Lichtquelle abgewandten Seite der undurch-
sichtigen Teile der Blende sowohl « als auch g—: den Wert Null
haben. Zwar ist hierdurch die Voraussetzung der Stetigkeit durch-
brochen, trotzdem liefert die Formel die richtigen Werte von # fiir
alle Punkte im Innern des durch die Blende von der Lichtquelle
getrennten Raumes V, aufler in der unmittelbaren Nachbarschaft
der Blende selbst.

Im Gegensatz zu dem Huygens-Fresnelschen Prinzip, bei
dem die Integration nur iiber die Offnung der Blende (oder genauer
iiber den Teil der Wellenfliche, der innerhalb des vom Aufpunkte
an die Wellenfliche gelegten Berithrungskegels liegt) zu erstrecken
ist, ist bei der Kirchhoffschen Formel iiber die ganze den
Raum V begrenzende Oberfliche ¢ zu integrieren. (Einen Teil dieser
Oberfliche kann man stets ins Unendliche verlegen, was hier nur
erwihnt sei.)

Wendet man die Kirchhoffsche Formel auf den Fall an,
dafl in den Strahlengang des von einer punktformigen Lichtquelle O
ausgehenden Lichtes eine Blende mit etwa kreisformiger Offnung
eingeschaltet wird, so erhilt man im wesentlichen das Resultat,
das sich aus dem Huygens-Fresnelschen Prinzip ergibt, jetzt
aber mit der richtigen Phase, wie wir dies schon oben betonten.

Es sei r, der Abstand des Flichenelements d ¢ unserer Blenden-
offnung B von der punktférmigen Lichtquelle, r der Abstand des
Aufpunktes P von d6. Dann gilt nach der Kirchhoffschen An-
nahme auf B in allen Punkten der Otfnung

g — ———
To

e~ tkro  Jup 0 <c*““‘0
on ~ on 777)’

an allen das Licht abblendenden Teilen B’ dagegen

¥y

Oug
dn
Die Anwendung von Formel (3) liefert dann fir up
1 j‘g—ik(r-%ro)

up = r;o———r { 1k [cos (1, r) — cos (1, ry)]

uBr:(); = 0.

. 1 (12; 9)
4+ [7 cos (1, 1) — S cos (n, ro)] } de.

0

3%
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Nehmen wir hier r und r, als gro8 gegen die Wellenlange
des Lichtes, so ist
2@ 1
= oS>
A > r

und auch
2m 1
k— == -
A > 7o

und wir konnen, solange cos (n, r) o= cos (n, r)) ist, die zweite
eckige Klammer gegen die erste vernachlissigen. Wir erhalten

dann

ik j € ik @+ ro)

up = [cos (n, r) — cos (n,ry)]de. (12; 10)

7,
a
Diese Formel ist formal identisch mit der Huygensschen

Formel (11; 2) bzw. (11; 3), bis auf den Faktor ¢, der wegen

LT

€2 — bewirkt, dafl die Phase in up sich richtig ergibt.
Auflerdem ersieht man, dal der in der mathematischen For-

mulierung des Huygensschen Prinzips auftretende Faktor K

(bzw. K*) den Wert

;—” [cos (n,7) — cos (1, 1)) = ZLA [eos (n, 1) — cos (n, r)] (125 11)
anniromt, wo n wie zuvor die nach dem Aufpunkt hin gerichtete
Normale der Wellenfliche bzw. der Blendenfliche ist. K (K¥*) ist
also .proportional 1/A. Ist die Blendentifnung klein gegen die
Entfernung des leuchtenden Punktes und auch gegen die Ent-
fernung des Aufpunktes und liegen beide in der Nihe des Mittel-
lotes der Blende, so ist angenihert cos (n, ) = — cos (. ry) == 1
und es wird

K(= K¥) — % (125 12)

In (10) treten » und », vollig gleichberechtigt auf, und es er-
gibt sich, wenn wir P als leuchtenden Punkt und O als Aufpunkt
wihlen und beachten, daf jetzt n die vom leuchtenden Punkt fort-
weisende Normale ist, bei Vertauschen von I und O also n durch
—n zu ersetzen ist, genau der gleiche Ausdruck wie (10). Es
gilt daher der Reziprozititssatz, dall eine in einem Punktc O be-
findliche Lichtquelle in einem Punkte P die gleiche Helligkeit
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hervorruft, die in O vorhanden ist, wenn eine gleiche Lichtquelle
sich in P befindet. In dem Ausdruck (10) sind noch keinerlei
einschrinkende Annahmen iiber Form und freie Offnung der Blende
eingefithrt, die Offnung von B kann also auch allseitig unbegrenzt
sein. Der Reziprozititssatz gilt daher auch bei vollig ungehinderter
Ausbreitung des Lichtes.

§13. Fraunhofersche und Fresnelsche Beugungsersecheinungen

Nehmen wir auller den fir die Giiltigkeit der Formel (12; 10)
vorausgesetzten Annahmen noch an, daf die Blende zwar grof
gegen die Wellenlinge, aber klein gegen v und r, ist, so ist an-
gendhert

cos (u, r) = — cos (m, r,) == const = cos ¢.

Auflerdem konnen wir dann im Nenner r und r, als konstant an-
sehen. Im Exponenten der e-Funktion dagegen ist dies nicht
erlaubt, da es dort ja nicht auf die prozentuale Anderung, sondern
auf die Verinderlichkeit von k (r + r,) relativ zu 2z ankommt.

Wir entwickeln den Exponenten von e in eine Reihe. Es
seien x, y, # die Koordinaten des Aufpunktes, z,, y,, 2, die der
Lichtquelle und & = 0, %, { die Koordinaten von de. Dann ist

P=VR Gt e O
ry = Va2 + (g, — n)® + (2, — &)~

Ferner sei
Var + 92+ 22 = R und Vad + 42 + 22 = R,
Es war 9, § als klein gegen r und r, und daher auch gegen
R und R, vorausgesetzt. Dann konnen wir die Wurzeln entwickeln

und erhalten

gyttt 8yt L

[ A—

R 2R 2R
. — R _'7.7/0+§‘30_ 7'+ g MY, + §2)°
o = o r, T em, — wm
0 2 fig 0
oder, wenn zur Abkiirzung
Y € Yo %y
R ﬂ’ .R /}}7 Ro ﬂOY Ro Vo ( ) )
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gesetzt wird,

PR —p ey TEE @B oy

2R 2R
2 i .
o= Ryt nbotbye + TRt — ORI, g,

B, y sind demnach die Richtungskosinus des Radiusvektors CTI)J
gegen die y- bzw. z-Achse und f,, p, diejenigen von O_>C gegen die
y- bzw. z-Achse.

Wir erhalten

ik e— {k(R + Rp) . .
Up == P cos 0 RR (j&k ME—Fo+ S —F0n 0} dydf,
oo (13; 4)

wo [ (y, §) eine in 9, §{ quadratische Funktion ist. s ist

1 2 9
f,0) =5 [(,7 +§Q)<R 17> (nﬁ;@y\ 7(77(%;@?0)]_ (135 5)

Da kf(n, §) fir y = 0; §{ = O gleich Null wird, so ist die
Verinderlichkeit von kf (%, {) im Integrationsgebiet durch den
Maximalwert, den kf(y, {) annehmen kann, gegeben. Damit
kf (g, §) vernachlassigt werden kann, ist notwendig, dal die Ver-
anderlichkeit, also in diesem Falle der Maximalwert < 2z, d. h.

fm8) < 4ist

Dies ist der Fall, wenn

aber auch dann, wenn

11
S =0, dh R— R
R ' ¢

und gleichzeitig
R
BY 5 Bl S e Ty

d. h. leuchtender Punkt und Aufpunkt in der Nihe der .r-Achse
liegen.

Da in den Bedingungen (1) + £)pmax < R4 und auch < R4
rechts die sehr kleine Griofle A auftritt, so heilt dies, dafi die
Blendensftnung sehr klein sein muf, sowohl gegen die Entfernung
der Lichtquelle als anch gegen die Iintfernung des Aufpunktes vom
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Mittelpunkt der Blendentffnung. Unter den angegebenen ein-
schrinkenden Voraussetzungen erhalten wir

wp =— constjjeik[n(ﬂ—ﬁo)+C(“/-‘/o)]dn dg (13; 6)

In diesem Falle, d. h. wenn im Exponenten die quadratischen
Glieder in 4, § vernachlissigt werden konnen, sprechen wir von
sFraunhoferschen Beugungserscheinungen®. Ist die Beriick-
sichtigung der quadratischen Glieder erforderlich, so haben wir es
mit ,Fresnelschen Beugungserscheinungen® zu tun.

§ 14. Beugung an kreistormiger Offnung

Als Anwendungsbeispiel behandeln wir hier die Beugung an
einer kreisférmigen Blende wunter der Voraussetzung, daf der
lenchtende Punkt und ebenso der Aufpunkt, in dem wir die Licht-
intensitit berechnen wollen, sehr weit von der Blendenebene ent-
fernt ist. Dann konnen wir die quadratischen Glieder ver-
nachlidssigen. Wir betrachten also allein die Fraunhofersche
Beugung, fiir die (13; 6) gilt. Um die Ausfithrung der Integration
zu vereinfachen, wihlen wir in der Blendenebene Polarkoordinaten
0, ®, so dafl

n =9 cos @; § =g sin g,
dé = dndf{ = ¢ do do.
Setzen wir aulerdem zur Abkiirzung
E(B—pB) =6 cosw; k(y—y,) =0 sin o,

so geht (13; 6) iber in
a?2x
Up — constjjei(’“cos w—wodo do
00

a2n

= constjfei9“0°sw@ do do,
00

wo « den Radius der Blendeniffnung angibt. Nun ist (A; 16)

k4

eledcosw oy — Qg Jo(oﬁ)’

[CY — T}
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wo J, (96) die Besselsche Funktion erster Art und nullter
Ordnung ist. Fir diese gilt

a aa
i 1
[7oemede = 5] nearesaceo
0 0
a
:ng(Ga),

wo J, (6a) die Besselsche Funktion erster Art und erster Ordnung
ist. Wir erhalten also

2
2J,(6a) (14; 1)
Ga

a
up — const-2q EJI (6a) = const.-ma’-

Um dies Resultat mit Beobachtungen vergleichen zu konnen,
hatten wir upe?*? als eine Komponente des Hertzschen Vektors 3
anzusehen, nach den oben angegebenen Rechenregeln (4; 4) bzw.
(4; B) von B zu den Feldvektoren € und § tiberzugehen und die
Intensitit I zu berechnen. In erster Niherung ist I proportional
zu |up?, so daB wir erhalten

/2 J’ 2
Ip — const.x®at (;—gja)>

(14; 2)

Um die physikalische Bedeutung des hier als Argument der
Besselschen Funktion auftretenden Produktes ¢a besser zu er-
kennen, driicken wir ¢ in den urspriinglichen Koordinaten aus.
Es ist

5

GG — S (L) ()
6a = ——aV(B—P)+(y-r) = 7“1/ R 170> '*(R*ie_o)'

Nehmen wir nun an, dafl sich der leuchtende Punkt auf der
x-Achse, der Mittelpunktssenkrechten der Blendensffnung, befindet,
so wird
2@ oy  2m Vy? + 22
pEE =g Ty

Ga ==

(14; 3)

Bezeichnet o den Winkel, den die Verbindungslinie: ,Mittel-
punkt der Blendentffnung —> Aufpunkt® mit der z-Achse bildet,
so ist

S (Y —
VB = EV.’I/2 + 2% = sin @,
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so daB

a
o‘a—_—‘Zn—A—sm o.

6a hat dic Dimension eines Winkels.

(14; 4

Lassen wir @ unverindert,

so ist die relative Intensititsverteilung in einer zur Blendenebene

parallelen und hinreichend
weit von ihr entfernten
Ebene nur von der Rich-
tung abhingig, unter der
die einzelnen Punkte der
betreffenden Ebene von der
Blendenmitte aus erscheinen.

Die GroBe o6a De-
zeichnet man durch 4% und
sagt, man habe das Argu-
ment der Besselschen Funk-

tion in ,optischen Kin-

heiten“ ausgedriickt. Eine
optische Einheit ist also
durch y = 1 gegeben. Die
optische Einheit ist eine

dimensionslose GrofBe.

Wir geben nachfolgend
noch eine von Lommel be-
rechnete Tafel fiir die Werte

n 2hO (2_%@ )2
Y Y
als Funktion von Y auszugs-
weise wieder (Tabelle 1).

Abb. 5 gibt die gra-
phische Darstellung .der re-
lativen Intensititsverteilung

pach (2), abgesehen von dem Faktor comst m®a*.
daran, daf fiir 64 =— 3,8317; 7,0156; 10,1735; .

S

28}

a6 |

B

56 7 8 8 10

2
‘Abb. 5. (211;)——0)—)) alsFunktion von y

(s. a. Tabelle 1)

Gleichzeitiz auch relative Intensititsver-
teilung in der Brennpunktsebene eincr
Kugelwelle (s. § 20)

Wir erkennen
.. die Intensitit

verschwindet, daB also der Durchmesser des zentralen Lichtfleckes

nach (3) gegeben ist durch

2 (‘/J/2 + 52)1.Min. =

3,8317
i

R
Rt B
p A (14; b)
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Tabelle 1. (¢ = —;—.]1 (v)

il | 2 2
I | !

0,0 - 1,0000 | 100,00 6,2 -—0,0751 0,56
0,2 4.0,9950 | 99,00 6,4 — 0,0567 0,32
0,4 -+ 0,9801 96,07 6,6 —0,0379 0,14
0,6 40,9557 91,54 6.8 — 0,0192 0,04
0,8 40,9221 85,03 7,0 —0,0013 0,00
1,0 40,8801 77,46 7,2 -+ 0,0151 0,03
1,2 + 0,8305 68,97 7.4 -+ 0,0296 0,09
1,4 07742 | 5994 7.6 -+ 0,0419 0,18
1,6 40,7124 50,75 7.8 + 0,0516 0,27
1,8 10,6461 41,75 8,0 + 0,0587 0,34
2,0 + 0,5767 33,26 8,2 -+ 0,0629 0,40
2.2 40,5043 | 2555 8.4 40,0645 0,42
2,4 40,4335 | 18,79 8,6 + 0,0634 0,40
2,6 -+ 0,3622 13,12 8,8 -+ 0,0600 0,36
2.8 + 0,2926 8,56 9,0 40,0545 0,30
30 I 102260 5,11 9,2 -+ 0,0473 0,22
32 . 01633 @ 267 9,4 + 0,0386 0,15
3,4 -1 0,1054 1,11 9,6 -+ 0,0291 0,08
36 . - 00530 0,28 9,8 -+ 0,0189 0,04
38 I 400067 0,004 10,0 -+ 0,0087 0,01
40 4, —00330 | 011 10,2 —0,0013 0,00
42 | —00660 | 044 10,4 — 0,0107 0,01
44 | —0,0922 0,85 10,6 —0,0191 0,04 -
46  —01115 ; 1,24 10,8 — 0,0263 0,07
48 | —o0,J244 | 1,55 11,0 — 0,0321 0,10
50 | —0,1310 1,72 11,2 —0,0345 0,12
52 | —0,1320 1,74 11,4 —0,0379 0,14
54 1 01279 | 1,64 11,6 — 0,0440 0,16
5,6 H —0.1194 1,53 11,8 20,0394 0,15
58 | —01073 @ 1,15 12,0 — 0,0372 0,14
60 | —0,0922 | 085

Der Durchmesser ist also umgekehrt proportional zu a.

Zwischen den Dunkelstellen steigt die Intensitit wieder an.
Sie erreicht bei

Ga — 5,1356; 84572: 11,6199;
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die Maximalwerte
0,0175 I; 0,0042 I,; 0,0016 I: ...,

wo I, den Wert fiir 6 == 0 bezeichnet.

Fiir sin ¢ == 0, d. h. auf der Mittelpunktssenkrechten der
Blendenebene — allgemeiner: fir 6a = 0, d. h. 8 = B,: ¥ = 7,
also auf der Verlingerung der Verbindungslinie des leuchtenden
Punktes mit dem Mittelpunkt der kreisformigen Blendensffnung —
2J,(69)

Ga

hat seinen Maximalwert 1, so daf dort

I, = const -z a*. (14; 6)

Bemerkenswert ist hier, daff die Infensitdat proportional der
vierten Potenz des Radius a der Blendendffnung ist, wihrend man
geometrisch-optisch Proportionalitit mit der zweiten Potenz er-
wartet. Beachtet man aber, dafi mit einer Vergroferung der Blende
z. B. auf den doppelten Betrag der Durchmesser des zentralen
Lichtfleckes, der ja nach (5) umgekehrt proportional zu a ist, sich
auf die Hélfte verkleinert, so ist jene Proportionalitit des I-Wertes
zu a* sofort verstdndlich.

Aut die Behandlung des vorstehenden Beispiels gingen wir
hier ein, weil wir die Resultate unten noch fiir die Intensitiits-
verteilung in der Brennebene einer Kugelwelle gebrauchen werden.

§ 156, Geometrische Optik als Grenzfall der Wellenoptik

Wir wollen nun zeigen, daff die geometrische Optik als Grenz-
fall der Wellenoptik angesehen werden kann, und zwar als Grenzfall,
fiir den die Wellenlinge des Lichtes unendlich klein ist. Wir
konnen dies auf zwei vollig verschiedenen Wegen zeigen, einmal,
indem wir von der Kirchhoffschen Formel bzw. der daraus fir
eine punktformige Lichtquelle erhaltenen Formel (12; 10) ausgehen
und den Ubergang zu A— 0, d. h. zu %—> oo vollziehen, und
andererseits, indem wir im AnschluB an Debye aus der Schwin-
gungsgleichung Au 4+ #>w =— 0 die Differentialgleichung des
Brunsschen Eikonals ableiten, das ja als Grundlage der geome-
trischen Optik betrachtet werden kann.
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Den ersten Beweis wollen wir hier nicht wiedergeben, da wir
ihn bisher nur im Anschluf an (12; 10), also fiir eine Kugelwelle
durchfiihren kénnen, wihrend wir ihn unten (§ 49), nachdem wir
die Darstellung einer ganz beliebigen Welle kennengelernt haben
(§ 44), in vollster Allgemeinheit bringen konnen.

Fiir den zweiten Weg gehen wir aus von der Schwingungs-
gleichung 4w + k*u — 0, von der wir schon nach (6; 1%) wissen,
dafl sie das Integral

k
.  — E
w — @etik(@cosa+ycosfitzcosy) — ael n (157 1)
mit

E=+4mn@cosa + ycosf§ + zcosyp) (15; 2)

besitzt, wo @ ein Amplitudenfaktor ist. (1) stellt eine in Richtung
o, B, y fortschreitende ebene Welle dar. wcosa 4 ycos 4 2cosy
ist der Abstand des Punktes z, 4,2 von der Ebene

zeosa + yeosfB 4+ zcosy = O,
gemessen lings des Lichtstrahles, also
+n{wcoso 4+ ycos 4 zcosy) == L

die optische Weglinge, das Eikonal des Punktes x,y, # in bezug
auf den Punkt der Ebene

xcos e + ycos B+ zcosy = O,

in welchem diese von dem durch z,y,z gehenden Lichtstrahl
getroffen wird.

In Analogie zu diesem Ausdruck machen wir jetzt ganz all-
gemein den Ansatz

ko
W= ae " (15; 3)

wobel wir ¢ und F der allgemeinen Giiltigkeit wegen als will-
kiirliche Funktionen von =, #, 2 anzusehen haben, und fragen, wie
wir die Funktion £ zu bestimmen haben, damit « eine Lésung der
Schwingungsgleichung ist. Wir konnen noch ohne wesentliche
Einschrinkung annehmen, dall ¢ nur langsam verdnderlich ist, so
daf es auf Strecken von der Grofenordnung der Wellenlinge als
annihernd konstant betrachtet werden kann.
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Gehen wir mit unserem Ansatz (3) in die Schwingungs-
gleichung ein, so ergibt sich, da

ou da .k OE 1”£1~

=G tine )"

Fu _[0'a  , koadk K PE K <0E j itk
5;2‘*[5‘;2 "2 g ar P in e e aa) |°

2 2
<und analog fiir g—;—z und g—;) ist,

k

du+ Bu = ei;EJ

i o
ﬁa+szgmmngHwiaAE
n

2

~%a(grad EHN? 412 a} = 0.

9 k

Ay » .
o ae geht dies itber in

Nach Division durch —
n

md 5y d dE)+in4E
Za a+_zk—a—(gra a, gra T

— (grad £)* + n? = 0. (15; 4)

Lassen wir jetzt k — oo gehen, vollziehen also den Ubergang zur
geometrischen Optik, so verschwinden aufier in gewissen Aus-
nahmefillen die drei ersten Glieder der vorstehenden Gleichung
und wir erhalten die aus der geometrischen Optik bekannte
Differentialgleichung des Eikonals

s O0EN?  (0L\! (0E\? , 5 =
(grad E)? = <E> + (0;) + <52) = n%  (15; D)
Die eben erwihnten Ausnahmefille, fiir die die drei ersten Glieder
der Gleichung (4) fiir £ — oo nicht alle verschwinden, sind folgende:

1. grad a ist von der GriBenordnung %, d. h. die Amplitude
andert sich bereits wesentlich beim Fortschreiten um Strecken, die
von der GroBenordnung der Wellenliinge sind. Dies ist in der
Nachbarschaft der Schattengrenze der Fall; dort also wird die
geometrische Optik ungiiltig. Es treten Beugungserscheinungen
abweichend von der geometrischen Optik auf.
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2. 4 E ist von der GroBenordnung 4. Nun ist 4 E = div grad E
und grad E ist ein Vekfor, der mit den Lichtstrahlen identisch ist,
da ja E — const die Wellenflichen liefert und grad E deren
Normalen gibt. Die Lichtstrahlen aber sind niaherungsweise iden-
tisch mit dem Pointingschen Vektor, der die Energiestromung
angibt. Die div dieser Energiestromung, d. h. o/ £ wird daher an
den Stellen besonders groB, an denen sich die Lichtstrahlen sehr
eng zusammendringen, d. h. in der Nachbarschaft der Brennfldchen,
der Brennlinien oder des Bremnnpunktes. Dort also verliert die
geometrische Optik gleichfalls ihre Giiltigkeit, und es treten
Beugungserscheinungen auf.

Aus (4) konnen wir auBer (5) noch eine weitere Beziehung
ablesen, die eine Aussage iiber die Amplitude a gestattet. Setzen
wir nidmlich die Summe aus dem zweiten und dritten Glied unab-
hingig von k identisch gleich Null, so erhalten wir

1 1

— (erad dFf) — — — E,

- (grad a, grad E) 5 4

1

wotiir wir auch schreiben konnen, da ja - g% B (—;% (log a) ist,

gradloga, grad K) — — 1 4 E. (15; 6)
Da grad /£ ein mit den Lichtstrahlen — die wir voriibergehend
durch & bezeichnen wollen — zusammenfallender Vektor ist, so

konnen wir mit Riicksicht auf (3) schreiben

grad B = n &, 1s; 7
Damit geht (6) tiber in
1
(gradlog a, ©) — — 5 div (n &) (15; 8)
oder, falls n — const:
grad log 4, @) — — 1div &, (15; 9)

d. h. der (radient von loga, genommen in Richtung der Licht-
strahlen (anders ausgedriickt: die Projektion des gradloga auf die
Richtung der Lichtstrahlen), nimmt ab in dem MaBe, wie die
Strahlen divergieren, da dort div& >0, und wichst, wo sie
konvergieren.
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§16. Das Babinetsche Theorem

Wir gehen hier noch kurz auf das sogenannte Babinetsche
Theorem ein, das besonders bei der mikroskopischen Abbildung von
undurchsichtigen oder halbdurchldssigen Teilchen zur Berechnung
der Beugungserscheinung angewandt werden kann. Es sagt aus,
daB die Beugungserscheinung, hervorgerufen durch einen undurch-
sichtigen Schirm, v&llig gleich ist derjenigen, die durch eine dem
Schirm gleichgestaltete Offnung erzeugt wird.

Zum Beweise dieses Satzes betrachten wir zunichst ein Ob-
jektiv sehr grofer Offnung. Dann wird die Beugung in der Bild-
ebene sich nur auf die engste Umgebung des geometrisch-optischen
Bildes erstrecken. Bezeichnen wir die Lichtverteilung # in der
Bildebene in "diesem Falle durch u,, so ist auffer in der engsten
Umgebung des geometrisch - optischen Bildes fiberall », — 0.
Dieses u, entsteht nach der Kirchhotfschen Formel durch Inte-
gration iiber die ganze Offnung ¢, der sehr grofen Blende, also

w=[-

(5]

Denken wir uns ¢, in zwei Tellgeblete 6, und ¢, zerlegt, so ist

7c_~j -d6+ e do = u, + u,
(73

so daB wu, die Lichtverteilung fiir den Fall ergibt, da 6, ab-
geblendet, also g, die ,Offnung“ ist, u, dagegen die Lichtverteilung,
wenn 6, von einem undurchsichtigen Schirm bedeckt ist. Da nun
auBerhalb des sehr kleinen geometrisch-optischen Bildes iiberall
u, = O ist, so ist dort uy, = — u,, also

Py 12 = |u, % 165 1
Y 3 (

d. h.: AuBerhalb des geometrisch-optischen Bildes stimmen
die Beugungsbilder der ,Offnung® ¢, und des vollig gleichgestal-
teten ,undurchsichtigen Schirmes* ¢, iiberein.

Nach Epstein behilt das Babinetsche Theorem auch in der
strengen Beugungstheorie, die nicht die Kirchhoffsche Formel
zugrunde legt, mit einer kleinen Modifikation seine (riiltigkeit.



Drittes Kapitel

Allgemeine wellentheoretische Gesichts-
punkte der optischen Abbildung

§ 17. Geometrische Optik und Wellenoptik

Das Ziel der geometrischen Optik ist es, die Daten der Linsen-
systeme so zu bestimmen, dafl jeder Gegenstand punktweise #hnlich
abgebildet wird. Hierzu ist notwendig, daf das Bild eines jeden

NN YR
\.\\ \ \ \\'- \ II" Illm\ .
. ik f Jlr: » /}

/ HH ;a ,
)

Abb. 6. Die vom Objekt ausgehende (divergente) Kugelwelle wird
darch das (ideale) optische System in einc (konvergente) Kugelwelle
verwandelt, deren Mittelpunkt das Bild des Objektpunktes ist

Punktes wieder ein ecinzelner Punkt ist, dall also alle von einem
Punkte ausgehenden Lichtstrahlen sich wieder in einem Punkte
treffen. Anders ausgedriickt heifit dies: die von einem leuchtenden
Punkte ausgehenden divergierenden Kugelwellen sollen durch das
optische System so umgeformt werden, dafl sie konvergierende Kugel-
wellen werden?), deren Mittelpunkt dann das Bild des lenchtenden
Objektpunktes ist (Abb. 6).

Diese Forderung 1t sich bekanntlich nicht allgemein streng er-
fiilllen. Wir wollen sie jedoch zun#chst einmal als erfiillt voraussetzen.

Dann zeigt die Wellenoptik — wie unten noch niher ausgefiihrt
werden wird —, dall im Gegensatz zu den Folgerungen der geome-

trischen Optik auch in diesem Falle das Bild des leuchtenden Objekt-
punktes nicht ein einzelner Punkt, sondern statt dessen ein Licht-
scheibchen ist, das um so grofer ist, je kleiner die Offnung des

1) Bei visuellen Beobachtungen ist hier das Auge in das .optische
System* einbezogen.
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Liinsensystems ist, und das von mehreren dunklen und hellen Linien
umgeben ist (s. § 11). Je groBer andererseits die Offnung des Systems
— und demnach auch des Strahlenbiindels — ist, um so stirker ist
der Abfall der Lichtintensitit von der Mitte des Lichtscheibchens —
der Stelle des geometrisch-optischen Bildes — zu seinem Rande.
Das geometrisch-optische Bild und das aus der Natur des Lichtes
als einer Wellenbewegung sich ergebende Bild eines leuchtenden
Punktes stimmen daher bei groBer Offnung besser iiberein als bei
kleiner Offnung. Andererseits aber lifit sich die vorausgesetzte
punktuelle Vereinigung aller vom Objektpunkte ausgehenden Strahlen
um so weniger erfiillen, je groBer die Offnung des Linsensystems
(Objektivs) ist. Denn es treten ja dann verschiedene ,Abbildungs-
fehler“ auf, von denen die wichtigsten ,sphirische Aberration®,
s Astigmatismus*, ,Koma®, ,chromatische Aberration®, ,Bildfeld-
woélbung® und , Verzeichnung“ sind. Auf die vier ersten dieser
Fehler wird vom Standpunkte der Wellentheorie unten noch niher
einzugehen sein. Die beiden letzten sind einer direkten wellen- und
beugungstheoretischen Behandlung nicht znginglich.

§ 18. Abbildung ausgedehnter Objekte.
Selbstleuchter und Nichtselbstleuchter. Auflésungsvermogen
eines optischen Instrumentes

Handelt es sich um die Abbildung eines ausgedehnten Objektes
— und dies ist bei fast allen optischen Abbildungen, abgesehen
wohl von denen der Astronomie, deren Objekte wegen der sehr
grofien Entfernung als punktformig angesehen werden konnen, und der
Ultramikroskopie, der Fall —, so gelten ganz @hnliche Uberlegungen
wie bel der Abbildung eines einzelnen Punktes. Wir miissen jedoch
unterscheiden zwischen selbstleuchtenden und nichtselbstleuchtenden
Gegenstanden. Bei den ersten sendet jedes Flachenelement kohidrentes,
also mterferenzfihiges Licht aus, wihrend das von den verschiedenen
Punkten des Objektes herrithrende Licht zueinander inkohirent ist.
Jeder einzelne Punkt des selbstlenchtenden Gegenstandes wird dem-
nach durch das Linsensystem als von einzelnen Ringen umgebenes
Lichtscheibchen abgebildet. Die den verschiedenen Punkten des
Objektes zugehrigen Bilder iiberdecken sich, so dal die Intensititen
— der Inkohdrenz wegen — sich additiv zusammensetzen. Durch
dieses ,sich iiberdecken® der einzelnen Bilder wird die Deutlichkeit

Picht, Optische Abbilduny 4
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der Abbildung sehr ungiinstig beeinflufit. Sollen z. B. zwei getrennte
Punkte des Gegenstandes im Bilde deutlich getrennf erscheinen,
s0 1st es notwendig, daB die Intensitéit an den Stellen, an denen
sich die den beiden Punkten zugehdrigen Lichtscheibchen iiber-
decken, geringer ist als an den Stellen, an denen jedes Scheibchen
seinen groften Intensititswert besitzt, also geringer als in der Mitte
der Lichtscheibchen. Die Abb. 7a und 7b veranschaulichen dies.
Die gestrichelten l.inien mégen die Lichtverteilung in dem Abbild der
einzelnen Punkte, die ausgezogene Linie die durch das ['berdecken

Abh. 7. Die von zwei benachbarten Objektpunkten herriihrenden Beugungs-
bilder iiberdecken sich. In 7a ist noch zu erkennen, daB das Bild von
zwei getrennten Objektpunkten herrithrt. In7b ist dies nicht mehr erkennbar

der Lichtscheibchen sich ergebende Intensitidtsverteilung angeben.
In Abb. 7a wiirden die beiden Punkte noch zu trennen sein, wihrend
dies bei den — willkiirlichen — Annahmen der Abb. 7b nicht mehr
der Fall ist. Die Trennung ist also eher moglich, wenn der Inten-
sitatsabfall von der Mitte zum Rande des Lichtscheibchens stark ist.
Wie wir oben erwihnten, ist dies bel groBer Objektivéfinung eher
der Fall als bei kleiner. Damit man die beiden Punkte als getrennt
erkennen kann, miissen die beiden Intensititsmaxima so weit aus-
einander liegen, daB das Intensitdtsmaximum des einen Bildes auf
das (erste) Minimum des anderen fallt und umgekehrt. Die Lage
dieses ersten Minimums steht mit der Offnung des Objektivs (Radius: 4)
und der Wellenlkinge 4 des benutzten Lichtes in dem Zusammenhang:

0, = 0,61 %, worin g, den Abstand des Minimums von der Mitte
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des Lichtscheibchens (Maximum) angibt (s. u. § 20, SchluBabsatz).
Die beiden Objektpunkte miissen demnach mindestens den Winkel-
abstand 0,61 %— haben, damit sie noch unterschieden werden konnen.
Diesen Winkelabstand bezeichnet man als das , Auflosungsvermogen
des betreffenden optischen Systems. Abb. 8 (f. 8.) gibt drei (mikro-
photographisch aufgenommene, also vergrioBerte) Bilder!) zweier leach-
tender Punkte (Durchmesser = 0,015 cm) im gegenseitigen Abstande
von 0,062 cm, abgebildet durch ein Fernrohrobjektiv ohne Okular.
(Die mikrophotographische Vergroferung entspricht also der sonst
iblichen OkularvergroBerung.) Der Abstand der Punkte vom ab-
bildenden Objektiv betrug 310 cm, so daB ihr Winkelabstand 2. 10— 4
war. Die drei reproduzierten Aufnahmen entsprechen einem Objektiv-
radius 4 = 3,75 cm; 0.28cm; 0,065 cm. Nach der angegebenen Formel
sollen bei A == 5. 10~ %cm zwei Punkte vom Winkelabstand 2. 10— 4
gerade noch getrennt werden mit 4 — 0,15 cm. Hiermit stehen
die Abb. 8b und 8¢ in guter Ubereinstimmung, da in 8b, wo
A > 0,15 cm ist, noch erkennbar ist, daf es sich um zwei getrennte
Punkte handelt, was in Abb. 8¢, wo A4 < 0,15¢em ist, nicht mehr
der Fall ist.

Bei der Abbildung nichtselbstleuchtender Objekte empfingt
jeder einzelne Punkt desselben Licht von verschiedenen Punkten
der Beleuchtungsquelle, so daB das von ihm ausgehende und fiir die
Abbildung in Betracht kommende Licht inkohdrent ist. Anderer-
seits aber sind die von verschiedenen Stellen des abzubildenden
Objektes ausgehenden Lichtstrahlen teilweise untereinander kohirent,
da sie ‘ja von derselben Stelle der Beleuchtungsquelle herstammen.
Uberlagern sich also — wie dies wegen der unvermeidbaren Ab-
bildungsfehler der optischen Instrumente vorkommen kann — diese
koh#renten Lichtstrahlen in der Bildebene des abzubildenden Objektes,
s0 interferieren sie miteinander, wihrend sich die untereinander
inkohirenten, die Abbildung der einzelnen Objektpunkte vermitteln-
den Lichtstrahlen in ihrer Intensitdt einfach summieren. Schon
diese wenigen Bemerkungen zeigen die Schwierigkeit einer genauen
theoretischen Untersuchung der Abbildung nichtselbstleuchtender
Ubjekte.

1) Aus: K. Haberl, Physik. Zeitschr. 31, 618, 1930, Tafel X, Verlag
S. Hirzel, Leipzig,.

4 *
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Abh. 8a Abb. 8D

Abb. 8e

Abb. 8. Zwei getrennte Objektpunkte, aufgenommen mit verschiedener Objektivoffnung,
zur Demonstration der Abhingigkeit des Auflosungsvermigens von der Objektivoffnung
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Fine besondere Art der Abbildung nichtselbstleuchtender Ob-
jekte liegt z. B. auch dann vor, wenn die Lichtquelle — wie dies in
der Mikroskopie teilweise der Fall ist — durch Kondensoren auf das
Objekt scharf abgebildet wird. Dann emptiangt jeder Objektpunkt nur
oder fast nur solche Strahlen, die von demselben leuchtenden Punlste
der Lichtquelle herriihren, die also zueinander kohirent sind. In
diesem Fall ,strahlt¢ also das Objekt wie ein Selbstleuchter, die
Abbildung ist annihernd die gleiche wie die eines Selbstleuchters.

Wird das Objekt nicht bestrahlt, sondern durchstrahlt, so wirkt
es selbst wie eine in den Strahlengang der Lichtquelle eingeschaltete
Blende, die eine sehr eigentiimliche Gestalt besitzt und das Licht
der Lichtquelle zum Teil abblendet, zum Teil nur in seiner Inten-
sitdit mehr oder weniger stark schwicht, wobei der Absorptions-
koeffizient noch fiir die verschiedenen Frequenzen des durch-
strahlenden Lichtes verschieden sein wird. Man hat dann die
hierdurch bedingte und durch den Durchgang durch das optische
System noch modifizierte Beugungsfigur in der ,Bildebene“ zu
untersuchen. ‘

Auller den genannten Beleuchtungsarten der abzubildenden
Objekte gibt es natiirlich noch manche andere. In allen Fallen ist
eine besondere Untersuchung iiber die wellenoptische Abbildung
erforderlich, doch miissen wir uns hier mit diesem kurzen Hinweis
begniigen.

Wir erwihnen nur noch den ,Aquivalenzsatz<'), der aussagt,
daf bei allseitiger Beleuchtung eines nichtselbstleuchtenden Objektes
das Bild komplementir ist zu dem Bilde eines vollig gleichen, aber
selbstleuchtenden Korpers. Da aber bei kiinstlicher Beleuchtung,
wie sie bei mikroskopischen Beobachtungen stets benutzt wird, nie
allseitige Beleuchtung verwirklicht ist, so bietet dieser Satz hier
scheinbar keine Anwendungsmoglichkeit. Tatséichlich aber lalit
sich zeigen, dal man sich von dieser allseitigen Beleuchtung ziemlich
weit entfernen kann, ohne daB der Satz ungiiltig wird. Besonders
gilt dies bei grober Struktur des nichtselbstleuchtenden Objektes.
Doch konnen wir hier auf diese interessanten Fragen nicht niher
eingehen.

1) L. Mandelstam, Ann. d. Phys. 35, 881, 1911; M. v. Laue, Ann.
d. Phys. 43, 165, 1914; s. a. M. Berek, Zeitschr. f. Phys. 40, 420, 1926;
Sitzungsber. d. Ges. z. B. d. g. Naturwiss. Marburg 61, 251, 1926.



Viertes Kapitel
Abbildung durch Kugelwellen

§ 19. Intensititsverteilang in der Brennpunktsebene (Bildebene)

Wir gehen jetzt dazu iiber, die in den vorhergehenden Zeilen
nur kurz skizzierten Verhiltnisse etwas genauer zu untersuchen.
Dabei wollen wir uns zunichst gleichfalls wieder auf den idealen
Fall beschrinken, daB die vom Objektpunkte ausgehenden geo-
metrisch-optischen Lichtstrahlen sich nach dem Durchgang durch
das Linsensystem alle streng in einem Punkte schneiden. Wir
legen also unseren Betrachtungen vorldufig Kugelwellen zugrunde
und sehen von den oben bereits erwidhnten ILinsenfehlern ab.
AuBerdem beschrinken wir uns auf kreisférmige Offnung des
Strahlenbiindels!).

Der erste, der die Lichterscheinungen untersuchte, die in der
durch den Brennpunkt der Kugelwelle gelegten achsensenkrechten
Ebene erkennbar sind, war Airy?). Gleichzeitig behandelte er
auch die Erscheinungen, die auftreten, wenn ein kreisrunder Schirm
vom halben Durchmesser des Objektivs mitten auf dieses gelegt wird.

Airy wendet das oben erwihnte Huygens-Fresnelsche
Prinzip an, indem er die Atherverschiebung bestimmt, die ein jedes
Element der durch die Begrenzung des Objektivs gehenden Wellen-
fliche im Aufpunkte bewirkt (d. h. in dem Punkte, fiir den die In-
tensitidt bestimmt werden soll) und sodann iiber alle Elemente der
erwidhnten Wellenfliche integriert.

1) Wir erwihnen hier noch, dali es bei den optischen Instrumenten in
gewissen Fiéllen vorkommen kann, daf die einzelnen Blenden des In-
strumentes sich zum Teil vignettieren, so daB das austretende Strahlen-
biinde! nicht kreisférmig begrenzt ist, sondern einen Querschnitt besitzt,
dessen Berandung aus mehreren, sich unter spitzem Winkel schneidenden
Kreishogen zusammengesetzt ist.

2) (. B. Airy, Trans. Camb. Phil. Soc. 5, 283, 1834: Pogg. Ann. 45,
86, 1838.
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Fast gleichzeitig mit Airy hat auch Schwerd?) die Ver-
biltnisse in der durch den Brennpunkt der Kugelwelle gehenden
achsensenkrechten Ebene untersucht, ersetzt aber die kreisformige
Offnung des Strahlenbiindels durch ein regulires 180-Eck.

Knochenhauer?), der sich wenige Jahre spiter gleichfalls
mit dem in Rede stehenden Problem beschiftigte, behandelt es in
dhnlicher Art wie Airy. Spiterhin wurde es noch — gewisser-
maflen als Spezialfall allgemeinerer Fragen — von verschiedenen
anderen Autoren?) in teilweise abweichender Art behandelt.

Um ein Anwendungsbeispiel fiir das Huygens- Fresnel-
sche Prinzip zu geben, behandeln wir diesen einfachsten Fall im
Anschluf an die Airysche Betrachtungsweise. Der Radius der
Offnung des Objektivs sei a, die Bildweite (Brennweite) sei f, der Ab-
stand des Aufpunktes P der Bild- (Brenn-) ebene vom auf der Achse
gelegenen Bild- (Brenn-) punkt sei gp. Das Objektiv verwandele
die einfallende (ebene) Welle in eine zum Bild- (Brenn-) punkt hin
konvergierende Kugelwelle. Jedes Stiickchen der von der Um-
randung des Objektivs begrenzten Wellenfliche ist Ausgangs-
punkt einer Elementarwelle, deren Intensitit dem Flicheninhalt
d6 (~ dn df) des betreffenden Flachenelements proportional ist,
und die alle in Phaseniibereinstimmung schwingen.

Wir wihlen ein Koordinatensystem so, dal der Nullpunkt mit
dem Bildpunkt und die x-Achse mit der Achse des optischen
Systems zusammenfillt. Die y-Achse gehe durch den Aufpunkt
hindurch, so dab xp == 0; yp = gp; 2p = 0.

§ %, § seien die Koordinaten der durch die Objektivberandung
hindurchgehenden Wellenfliche. Der Abstand des Aufpunktes vom
Flichenelement d¢ sei #. Dann ergibt sich nach (11; 2) und
(12: 11) bzw. (12; 12) in der oben angegebenen Art fiir den

1y F. M. Schwerd, Die Beugungserscheinungen usw. Mannheim 1835
(besonders S. 67—75).

2) K. W. Knochenhauer, Pogg. Ann. 41, 103, 1837; 43, 286, 1838.
Ferner in: Die Undulationstheorie des Lichtes. Berlin 1839 (besonders
8. 22—24).

3) Z. B. E. Wilde, Pogg. Ann. 79, 219, 1850; L. Foucault, Ann.
d’Observ. de Paris B, 1858; Ch. André, Diss. Paris 1876; H. Struve,
Mem. de I'Acad. sc. de St. Pétersbourg 30, No. 8, 1882; 34, No. 5, 1886;
Ann. d. Phys. 17, 1008, 1882; H. Bruns, Astron. Nachr. 104, 1, 1883;
E.v. Lommel, Abhdlg. d. Bayr. Akad. d. Wiss. I1., 15, 233, 1884 und viele
andere.
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Schwingungsvorgang im Aufpunkt P, wenn wir noch den nach
]
(12; 10) erforderlichen Phasenfaktor e =i hinzufiigen, dagegen
von dem konstanten Phasenfaktor ¢t ?*#E absehen und
cos(m, ) =~ —cos(in, R) = 1

setzen, die Objektivoffnung also als klein gegen die Brennweite
voraussetzen,

i e—tkr |
MP:R_ljj ; dy dg. (19: 1)
Nun ist
r=VE+ P +F—20pn+or wmd R=VE+ P+

Fiir » konnen wir im Exponenten, wenn wir uns auf die Um-
gebung des Bildpunktes beschrinken, schreiben

wo f=VE + >+ & = R, wihrend wir im Nenner r = f
setzen konnen. Die Integration nach § liBt sich sofort ausfithren
und liefert, wenn der — vom jeweiligen 7-Wert abhingige —
groBte und kleinste Wert von { durch §, = &, () und &, = &, (%)

bezeichnet wird,
+a

Hc% opn
(G —8&e dn.

—a

— ks
Af?

Nun ist bel kreisférmiger Begrenzung des Objektivs

b — 6 = 2 Vo =7,

so dafl der Schwingungszustand im Punkte P sich ergibt zu

. ta 1
T RS e ik — opy
up == 24 _ \/a2~— 20 1 dn.
—
Setzen wir hier & = — cos @, was wegen — ] < L 4
a = a

gestattet ist, so wird

T

¢
. —dkop— cosg |
wp = 21 . aQ} e sin® @ d .

1]
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Hier 148t sich nach (A; 20) die Integration ausfithren, so daf

xat . 20 () 2% a4 .

up = @me_”” ktl)(gy wo p=— TQP? (19; 2)

und J, (y) die Besselsche Funktion erster Art und erster Ordnung
ist. Um von #p zur Intensitit I, iiberzugehen, haben wir es mit

dem konjugiert-komplexen Wert zu multiplizieren und erhalten

2 4 g 2
1)y -0 = Fors(F12) (19; 3)
Fir gp = 0, also y = 0, d. h. im Bildpunkt, wird
250y
L)

Die Intensitit ist hier also proportional der vierten Potenz
des Halbmessers des Objektivs und umgekehrt proportional der
vierten Potenz der Brennweite, so dal Ip proportional der vierten
Potenz der Offnung des Objektivs ist.

Wir messen alle Lingen in Wellenldngen als MaBeinheit, was
erd
Af
Funktion empfiehlt. Es ergibt sich aus (3), daB (Ip)xP:

sich schon wegen des Argumentes )y — 2 der Besselschen

umgekehrt

0
proportional dem Quadrat der Wellenlinge ist.

Die Nullstellen der Besselschen Funktion J, liegen bei
y = 3,8317; 7,0156; 10,1735; 13,3287 usw. (siehe § 14). Fiir
die zugehtrigen Werte von g p herrscht also in der achsensenkrechten
Brennebene Dunkelheit.  Zwischen ihnen steigt die Intensitit
o1 1
57" 2407 620
dem geometrisch-optischen Brennpunkt herrscht. Abb. 3 des § 14
zeigt die Intensititsverteilung in der achsensenkrechten Brennebene
einer Kugelwelle. (Siehe auch die dort gegebene Tabelle 1.) Das
Bild eines leuchtenden Punktes, etwa eines Fixsternes, ist demnach

wieder an bis auf usw. von derjenigen, die in

ein Lichtscheibchen vom Radius ¢ — 3,83 2—'1— i, umgeben von
T a

verschiedenen hellen Kreislinien, deren Intensititen indessen schnell
abnehmen, so daB sie nur bei sehr hellen Objektpunkten erkennbar
sind. Es sel noch erwihnt, daB die Intensitiat des Lichtscheibchens

auf die Halfte ihres Wertes fiir op — 1,616;— iherabgesunken
T a
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ist. Hieraus erklart sich die Tatsache, daB die Beugungsbilder
der Fixsterne im Fernrohr je nach ihrer Helligkeit als verschieden
groBe Scheiben erscheinen, da das beobachtende Auge nur fiir eine
gewisse Mindestlichtintensitit empfindlich ist, bei lichtschwicheren
Sternen diese aber frither unterschritten wird als bei lichtstiarkeren,
bei denen gegebenenfalls auch noch die Beugungsringe erkenn-
bar sind. :

Die vorstehend durchgefiihrten Uberlegungen beschriinken sich
auf eine einzige Wellenlinge, also auf monochromatisches Licht,
sowie auf die Abbildung eines einzigen leuchtenden Punktes. Die
Erscheinungen, die sich bei Verwendung von mehrfarbigem Licht
ergeben, erlidlt man durch Berechnungen unter Zugrundelegung der
verschiedenen im benutzten Licht vorhandenen Wellenlingen und
Zusammenfassung der fiir denselben Aufpunkt erhaltenen Inten-
sitdtswerte, wobei diese noch mit einem Faktor zu versehen
sind, der von der Stirke der betreffenden Farbe im Objekt selbst
sowie von der Empfindlichkeit des Auges oder der Aufnahmeplatte
abhéingt. Im wesentlichen kommt dies auf eine Integration iiber
die verschiedenen im Objekt vorhandenen Wellenlingen hinaus
(siehe § 36).

Um von einem leuchtenden Punkt zu der Abbildung eines
ausgedehnten leuchtenden Objektes — etwa eines Planeten oder
der Sonne — iiberzugehen, haben wir fiir jeden Aufpunkt, in dem
wir die Helligkeit bestimmen wollen, die Intensitdt zu berechnen,
die die einzelnen Flichenelemente des ausgedehnten Objektes in
ihm erzeugen, und diese — da sie inkohérent sind — zu summieren.
Wir gehen hierauf nicht niher ein, sondern verweisen auf die
Arbeit von Birk?), in der er in einem Anhang diese Verh#ltnisse
genauer betrachtet.

§ 20. Intensititsverteilung in der Bildebene als Fraunhofersche
Beugungserscheinung

Die mathematische Behandlung der Intensitdtsverteilung in
der achsensenkrechten Bildebene einer Kugelwelle geschieht oft in
folgender, stark modifizierter Form: ks wird angenommen, eine
von einem weit entfernten Punkte ausgehende Kugelwelle werde

1) Birk, Das photographische Helligkeitsverhiltnis der Sonne zu
Fixsternen. Gottingen 1909.
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durch eine kreistérmige Blende zum Teil abgeblendet. Die Licht-
quelle liege von der Blendenebene so weit entfernt, daf hier die
Kugelwelle bereits als ebene Welle aufgefaft werden kann. Bei
dem Durchgang des lichtes durch die Blendenstfnung treten dann
Beugungserscheinungen aut, deren Maxima und Minima in be-
stimmter Richtung von der Blendenmitte liegen. Vorausgesetzt,
dal wir sie nur in Ebenen betrachten, die sehr weit von der Blende
entfernt sind, konnen wir sie als Fraunhofersche Beugungs-
erscheinungen an einer kreisfsrmigen (Jffnung behandeln, wie dies
oben in § 14 geschehen ist. Es wird dann nachtriglich angenommen,

Die eigentlich in der unendlich fernen Ebene entstehenden Interferenz-

maxima und -minima werden durch die Linse in deren Brennebene alb-

gebildet. Die Richtung (von der Blendenmitte aus gesehen) bleibt dabei
ungedndert

daf die von der Blende ausgehenden Lichtstrahlen auf eine Linse
fallen, deren Durchmesser hinreichend grof ist, so daf durch sie
keine neuen Beugungserscheinungen hervorgerufen werden. Die-
jenigen Lichtstrahlen, die ohne Zwischenschaltung der Linse sich
in der unendlich fernen Ebene vereinigen und dort miteinander
interferieren wiirden, verlaufen demmnach zwischen Blende und Linse
parallel und werden durch die Linse in der Bremnebene vereinigt.
Auf diese Weise wird also die eigentlich in der unendlich fernen
Ebene auftretende Beugungsfigur in der Bremnebene abgebildet.
Der Winkel, unter dem die Interferenzmaxima und -minima der
Brennebene von der Mitte des Objektivs aus gesehen erscheinen,
bleibt dabei natiirlich unversindert (Abb. 9), wihrend ihre lineare
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Entfernung vom Achsenschnittpunkt der betreffenden Ebene ab-
hingig ist von der Brennweite der Linse. Um das Problem der
Intensititsverteilung in der Brennebene demnach moglichst all-
gemein zu behandeln, wird man als unabhingige Variable den
Winkel einfiihren.

Diese Art der Behandlung ist indessen nur méglich, solange
es sich um die Lichtverteilung in der Bildebene handelt, und auch
hier nur bei Beschrinkung auf die nihere Umgebung des Bild-
punktes. Betrachten wir dagegen die Intensititsverteilung in einer
nicht durch den Brennpunkt gehenden achsensenkrechten Ebene, so
treten, wie wir noch sehen werden, Fresnelsche Beugungs-
erscheinungen auf.

Statt den leuchtenden Punkt so weit entfernt anzunehmen, da8
in der Blendenebene die Welle praktisch als eben angesehen werden
darf, konnen wir ihn auch in den Brennpunkt einer Kollimatorlinse
anordnen. Nach dem Durchgang des Lichtes durch den Kollimator
verlaufen dann die Lichtstrahlen parallel, d. h. die zugehorige
Wellenfliiche ist eben. Schalten wir nunmehr eine Blende ein und
lassen dann das Licht durch eine dahintergestellte zweite Linse
gehen, deren Durchmesser gréfler ist als derjenige der Blende, so
haben wir in der Brennebene dieser zweiten Linse wieder die oben
beschriebene Art Fraunhoferscher Beugungserscheinungen. Be-
trachten wir nun beide Linsen als ein optisches Linsensystem,
so ist in bezug auf dieses die Brennebene der zweiten Linse die
zum Objektpunkt konjugierte Bildebene. Die vorstehend skizzierte
Art der Behandlung des Beugungsproblems ist demmnach immer
dann zuldssig, wenn es sich darum bandelt, die Intensititsverteilung
in der zur Objektebene konjugierten achsensenkrechten Ebene zu
betrachten.

Vergleichen wir das fiir die Beugung an einer kreisférmigen
Blende erhaltene Resultat (14; 2)

2, (9“)>2 20: 1)

Ip — const n? a4<
Ga

mit dem vorstehend fir die Intensitdatsverteilung in der achsen-
senkrechten Brennpunktsebene einer Kugellwelle abgeleiteten (19; 3)

1 at /2 J, (9)\2 .
Tp)ep=o :W2F< ) (20; 2)
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und beachten, daf nach (19; 2)

2 a o
)= —op— = 27 ~tg a, 20; 3
) PR mrtga (205 3)
wenn ¢ der Winkel gegen die z-Achse ist, unter dem der Aufpunkt
vom Mittelpunkt der Konvexlinse erscheint, wihrend
nach (14; 4)

Gazzn—;—sina (20; 4)

war, so erkennt man, dal tatsichlich beide Arten der Behandlung
zur gleichen relativen Intensititsverteilung fiithren, da sin o = tg a.
Aus (3) und (4) erkennen wir noch: da fiir
)y =6a— 3,83 ...
J, den Wert Null annimmt, Ip also verschwindet, so ergibt sich

. 0,614 .
tg o, == sin ¢, —= ? (20; B)
a
(siehe § 18) als Winkelabstand, den zwel leuchtende Punkte be-

sitzen miissen, damit sie noch getrennt werden konnen.

§ 21. Intensitiitsverteilung in zur Bildebene parallelen Ebenen

Handelt es sich um die Intensititsverteilung in achsen-
senkrechten benen, die nicht durch den Brennpunkt der Kugel-
welle gehen, so 1ifit sich — wie schon gesagt — die zweite Art
der Behandlung, die das Problem als Fraunhofersche Beugungs-
erscheinung auffafit, nicht mehr durchfiihren, und auch die erste
(Airysche) Methode muf insofern Abidnderung eifahren, als wir
bei der Entwicklung von » im Exponenten der ¢-Funktion noch
weitere Glieder, die quadratisch von 5 und ¢ abhingen, zu bertick-
sichtigen haben. Wir werden so auf Integralausdriicke gefiihrt,
die denjenigen der Fresnelschen Beugungserscheinungen ent-
sprechen.

Wir wihlen die gleichen Bezeichnungen wie oben in § 19,
legen aber auBierdem noch Polarkoordinaten 9, ¢ zugrunde, deren
Mittelpunkt mit dem Brennpunkt der Kugelwelle und deren Achse
mit der Achse des Strahlenbiindels zusammenfillt. §' bezeichnet
den Winkel gegen die — x-Achse, ¢ den Winkel gegen die zy-Ebene,
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die wie oben so gewihlt sei, daB in ihr der Aufpunkt P liege, so

daB also
P = {.561), Yp = Qp; &p — O}

Es gilt dann wieder wie (19; 1)

i [ (e—ikr
u,‘:—“ — dyat.

Nun ist

r=VE—o)*+ (n — o) + &~
Hier konnen wir

n=g9@cos p; [ ==gsing@; @ ==fsnd

setzen. Ferner sei b der lings der Achse gemessene Abstand der-
jenigen achsensenkrechten Ebene, die den Aufpunkt P enthilt, von
der Wellenfliche, so daf (Abb. 10)

1 2
op—E=b—f(l —cos®)~b—fsin?d = b—gg-f'

Dann ist
rae b — QCOS(p +{Zi fg, wo b’ ——ng + 03 (215 1%)
wiahrend wir im Nenner » — b’ setzen diirfen. Wir erhalten so
227 Tep f—b
B , Tkl — pcosp—'——0 02
Up == ifbe ikb j.e [b 2o L)dgdq).
o 0
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Fithren wir die Integration nach ¢ aus, so erhalten wir
nach (A; 16)

9
. 2xb .- e .
u]):lmje—l'kb jr’o(r))elmnzn dt)l (217 1)
0
wenn wir voriibergehend setzen
. b—7f Vv zp U
Q‘{‘)@ v, ])]‘791’10 Zkzgp?:"'”,
(215 2)
op
kia = .
Y )

Entwickeln wir hier ¢¢m9'? in eine Reihe nach Potenzen von y'2,
so laBt sich nach (A; 24) die Integration ausfiihren. Man erhilt
s0 nach einigen Umformungen, wenn man noch

a? Zp

a
— 2@ — —— 21: 3
V= b oy =Ry (21:3)
setzt,
. o< 2v 41 .
i Qu 1:2 ¥ Ju (r))
Up == — — 1Lb[ (__1;+u !
! ,;o u§1 ) v+ 1—ul p

n a
P
< 2v+ 2 ;

29 L)

r (— Iyt ® } 21; 4
= ; U TP i R @14
v.Lommel, der nach Entwickeln von ¢ ™9'? in eine Potenzreihe das
Integral in (1) durch wiederholte partielle Integration 1lost, gelangt
nach verschiedenen Umformungen zu der Formel

¥

i a? e— ikV — e kY
p == —— — —{C+ 18} =
PE T e (P =
mit

(C+iS) (21; 5)

¢ = cos;‘-Ul—sinpUz,l

. (21; 6)
S =siny-U, + cos:\c-Uﬂ.[

worin noch U, und U, Funktionen von y und y sind und sich als
Reihen Besselscher Funktionen erster Art darstellen lassen. Es ist

oo

== 2o o

=0 (Zl, 7)
P T 2u+2
U, = 2 (- 1)u< ) Jow v 2 ().

H=0
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Aus diesen Formeln ergibt sich dann wieder die Intensitits-
verteilung zu

z et 1 7t at 1
IP:i‘ébz’ §{02+S2} =z "E?‘E{Uf-FUeQ}
1
= — (U + U} (21; 8)
Xp

Diese Formeln lassen sich allgemein kaum interpretieren. Wir
gehen hier noch auf einige Spezialisierungen ein. Nehmen wir zu-
nichst an, daf b — f ist, so fallt unsere achsensenkrechte Ebene
mit der Brennpunktsebene zusammen. Es wird dann

N

und demnach

1 2 1
; U, = — 77;}9)) —I_UQ == 0; siny == 0; cosy == 1,
so dal
Lol 2d, (t))
1 — g = e 21 9
(HI)J:P-() Zlf ) ( ! )

Wir erhalten also die bereits oben abge]eitete Intensit‘(itsverteﬂung

\4 2 )J :7

wo I, die Intensitiit im Brennpunkt bedeutet.
Setzen wir andererseits § = (), so erhalten wir die Intensitits-

verteilung lings der Achse der Kugelwelle, da y = 0 gleich-
bedeutend ist mit g, = 0. Nun ist wegen (A; 15)
}" e+l X
(l =0 = E (_W' ’;‘([:*T? —= — sin Y,
. } 3“2 w2 o
(Uglg = o == (E‘ (— (§;~;«:)F = | — cos 1.

Dann wird nach einigen Umformungen

kW —wpy . 1 a2
4 - . —ikzpl{l -
((’, ke 1< 2”f) (2t th

(1) m == — - -
EaAy 24 7
o ’[)
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wo b — xp & f ist, und

a? a*t 2 a? at 2
(Ip)gl,:o:Pb,2f2£§(1—0031'):pb'g_fg T
\ 2
A
sin —
f* 2 . :
2
= x;%) (1 —cosy) = = sin? 5 (21; 12%)

Yragen wir endlich noch nach der Intensititsverteilung lings der
geometrisch-optischen Randstrahlen des Strahlenbiindels. Diese
sind dadurch gegeben, daf fiir sie

er __ __ 4
N
also annihernd
or _ 4
Zp f
ist. Setzen wir demnach in § — Lgp % fir gp den Wert zp 4
ein, so wird
. al
Fiir die Randstrahlen ist also
% = 1. (21; 13%)
Dadurch gehen U, und U, iiber in
Uy = — 2 (= D"aur1(0)
w==10
— __ 1
- -J1(t)) + Js(t))_Js(D)“}’ -ttt = §S‘n0; (21’ 13**)
Uy = 2 (— D"usa®)
u=0
= O —J, )+ — - = § [J,(y) — cosy],

Picht, Optische Abbildung 5
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so daB
ma? etk () )
(“P)n=ﬂx:+zg? , (9 e ngo(‘)))
— L e—ik(b"g)[e—zix___:f <_1'_>] (21. 13)
7 at 1 . .
Up)y=2r == R 1)—2 (14 Jg () — 2J,(y) cos ]

2 1
= L5 4T ) — 2T, cosy) =15 ). 215 14

\‘3

Die Intensitit in einem beliebigen Aufpunkte setzt sich also in

allen Fillen aus drei Faktoren zusammen, erstens der Brennpunkts-
g 4

intensitat I :2 <a?> , zweitens dem Quadrat des Verhiltnisses:

Brennweite

Abstand des A:ufpunktéé von der linsenmitte

und drittens einem ,Interferenzfaktor“, der in komplizierter Weise
von der Lage des Aufpunktes, der Offnung des Strahlenbiindels
und der Wellenlinge des Lichtes abhingt!). Interferenzfaktor
haben wir ihn deswegen genannt, weil er im wesentlichen die In-
tensititsmaxima und -minima bewirkt. Abb.5 (s. S.41, § 14) und
Abb. 11 und 12 geben den Verlauf des Interferenzfaktors fiir die
drei betrachteten Fille?). Man erkennt, daf sowohl in der Brenn-
ebene als auch lings der Achse des Biindels vollkommen dunkle
Stellen existieren, daf aber lings der Randstrahlen die Intensitit
nirgends ganz verschwindet, sondern nur zwischen Maximal- und
Minimalwerten hin und her schwankt.

Die vorstehend durch Spezialisierung von (7) erhaltenen
Formeln (9), (10), (11), (12), (13), (14) ergeben sich natiirlich

1) Strehl bezexchnet el f2 = f? I, als ,Lichtverdichtungsfaktor*
Um die Intensitit in einem beliebigen Aufpunkte zu erhalten, hat man
diesen Lichtverdichtungsfaktor dann zu multiplizieren mit einem von der
Lage des Aufpunktes abhingenden Proportionalititsfaktor, der gleich ist
dem Produkt aus b'2 = (f+ xp)? -+ ¢% und unserem Interferenzfaktor.

2) Der Malistab ist bei den drei Abbildungen verschieden.
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genau so aus (4), wenn man dort die jeweiligen Spezialisierungen
durchfithrt und z. B. fir (11), (12) beachtet, daB

d ®
— 1),“( > — — 1
=
ist.
Fir die auf der Achse liegenden Stellen villiger Dunkelheit

1aBt sich noch leicht eine anschaulich deutbare Beziehung aufstellen.
Nach (12) sind diese Stellen bestimmt durch die Gleichung

Lmin = 2N=m (N: 1, 2, 3, ...).-

Abb. 11. Relative Intensitidts-
verteilung in der Brennebene einer
Kugelwelle

[Gleichzeitig Darstellung der Funktion

o - /sin% ?
o=\

\ é /
Nun ist nach (3)

zp a?
=271 — —— (= 2N x).
T )
Betrachten wir andererseits den Abstand i+, des Punktes
#p = b —f der Achse (¢pp = 0) vom Mittelpunkt (¢ = 0) der
durch die Blendenberandung gehenden Ausgangswellenfliche, fiir
den nach (1%) gilt:

h*
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sowie den Abstand r, desselben Achsenpunktes von  dem Rand-
punkten der betreffenden Wellenfliche (¢ — a), der nach (1%¥) sich
ergibt zu

f—b :

e R L 2 ) —(l/
)a—b—+—2b,f(1/———b xPZb;f’

so erkennt man, daf

r = 275"0;“(: 2Nz (N=1,23,..) (2l;15)

ist. Die Stellen voller Dunkelheit auf der Achse der Kugelwelle
liegen also dort, wo der Gangunterschied (r,— r,) zwischen Mittel-
strahl und Randstrahl eine ganze Zahl von Wellenlingen betrigt,
der Phasenunterschied dieser beiden Strahlen also ein ganzes Viel-
faches von 2z ist. Eine Ausnahme hiervon bildet nur diejenige
Stelle, fiir die r, —r, =— 0O ist; denn diese Beziehung ist fiir den
Brennpunkt erfiillt, fiir den die Intensitit ein Maximum ist.

Ahnlich wie vorstehend durch (15) das Argument r mit dem
Gangunterschied zwischen Mittelstrahl und Randstrahl in Zusammen-
hang gebracht wurde, 148t sich auch das Argument y durch einen
solchen Gangunterschied ausdriicken. Es ist ndmlich, wie man
aus (1*) und (2) sofort ersieht,

2x a 4
) = TQPT)TZT(T(I’(I)=”_T“’¢=0)’ (217 16)

also gleich dem in Wellenliingen gemessenen Gangunterschied der
beiden Randstrahlen, die in der durch Achse und Aufpunkt gelegten
Ebene liegen, multipliziert mit z. Fiir die in der achsensenkrechten
Brennpunktsebene liegenden Aufpunkte ist dieser Gangunterschied
der beiden Randstrahlen iibrigens wegen b =——/F gleich dem doppelten
Betrage des Gangunterschiedes eines der beiden Randstrahlen gegen
den vom Mittelpunkt der Wellenfliche ausgehenden Strahl, so
dal also

2x 2x
I)xp:() == _—lv_ ("’0‘—-’/'07(/,_:0) = T (Ta,(p=7z—ro)
b1

:‘i(’ra,q)=n—ra,(p=o)~ 21; 17)
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Nun sind die vollkommen dunklen Stellen der Brennpunktsebene
bestimmt durch

y = 1,22x; 223 xn; 3,24 7; 4,24 x; 524 x; ...

Vollige Dunkelheit ist also an den Stellen der achsensenkrechten
Brennpunktsebene vorhanden, fiir die der Gangunterschied der
beiden Randstrahlen (N -+ 0,2...) & betrigt, wo N eine ganze
Zahl = 1 ist. Dies erinnert daran, daf bei der Beugung an einem
Spalt Dunkelheit an denjenigen Stellen P herrscht, fiir die der
Gangunterschied der beiden Randstrahlen eine ganze Zahl von
Wellenldngen betrigt, da dann in P das Licht der einen Spalthilite
von demjenigen der anderen Spalthilfte gerade aufgehoben wird.
Durch die Mitwirkung der nicht in der Ebene ¢ = 0 bzw. p == =
verlaufenden Strahlen werden die Dunkelheitsstellen etwas nach
auflen verschoben.

Die Stellen maximaler Helligkeit der Brennpunktsebene waren
durch

)y = 1,63 x; 2,68x; 3,70w; 4,71l x; 5,72 x; ...

gegeben. Der zugehorige Gangunterschied der Randstrahlen ist
hier also ungefahr (¥4 0,7...) x mit N ganzzahlig => 1.

Aus den Definitionsgleichungen fiir U/, und U, ersieht man
PN
leicht, daf die Summen fiir _1)_; < 1, also im Schattengebiet, be-

sonders schnell konvergieren, sich also fiir die Beugungserscheinungen
im ,Schatten“ (z. B. in der Brennpunktsebene) besonders vorteilhaft
erweisen. Im geometrisch - optischen Lichtkegel aber, fiir den
—A>1 1st, 1st die Konvergenz der Reihen bedeutend weniger
gut. v. Lommel hat daber fiir dieses Giebiet noch andere, die
sogenannten Lommelschen V-Funktionen benutzt, die definiert sind
durch die Reihen

2c

Vo= E (— l)u<2t)¥>2‘uJ2# ),

H=90

=S (L) o

u=0 23-

(21; 18)
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Mit diesen Funktionen wird

2

.Y .
C:—sma—smx-Vo—cosx-Vl,
2
S:—cos‘1—¥+cosg-V0—sing«Vl
und
nﬂ a4 f 21 4}2_*_1)2
l}zi*ﬁ<F>?“+ﬂﬂ+ﬁ?—2mum—:?—

e A
— 2 VISln TI, (21, 19)

ein Ausdruck, den man gleichfalls wieder fiir die oben betrachteten
Einzelfslle spezialisieren und dadurch vereinfachen konnte. Nach
den angegebenen Formeln ist von Lommel die Intensititsverteilung
in einer grofen Zahl von achsensenkrechten Ebenen, d. h. also fiir
verschiedene konstante p-Werte, berechnet und in Kurven graphisch
dargestellt worden. Sie zu reproduzieren aber verlohnt sich nicht,
da sie nur schwer einen allgemeinen Uberblick gestatten. Wir
geben statt dessen lieber eine von Berek verdffentlichite Zeichnung
wieder?!), die die Intensititsverteilung in der Umgebung des Brenn-
punktes einer Kugelwelle sehr gut veranschaulicht (Abb. 13). Ein-
gezeichnet sind hier die Kurven gleicher Helligkeit, die man wohl
auch als ,Isophoten* bezeichnet. Im tibrigen sei auf die Unterschrift
jener Abbildung hingewiesen.

Aus dem fiir die Intensitit angegebenen allgemeinen Aus-
druck (4) bzw. (53) laBt sich noch leicht bestimmen, fiir welche
Werte von p, § die Intensitit Maxima und Minima besitzt. Hierzu
haben wir (4) bzw. (3) nur zu differenzieren, und zwar nach ¥,
wenn wir ¢ konstant halten, also die Intensitit einer achsensenk-
rechten Ebene betrachten, dagegen nach y, wenn wir Y konstant
halten, also nach den Maxima- und Minimastellen auf einer achsen-
parallelen Geraden fragen. Doch wollen wir hieranf nicht naher
eingehen.

1y M. Berek, Zeitschr. [. Phys. 40, 421, 1926. -— Der Druckstock
wurde von dem Verlage Julius Springer, Berlin freundlichst zur Verfiigung
gestellt.
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Abb. 13. Intensititsverteilung in der Umgebung des Brenn-
punktes einer Kugelwelle (Kurven gleicher Helligkeit)

Die Schraffierung bzw. die Ténungen bedeuten: ganz dunkel (schwarg):
<C1; schraffiert: <(2,5; dann zunehmend: << 5; << 10; <(25; < 50;
< 75; < 100. Die Intensitdt im Brennpunkt ist hierbei gleich 100 gesetzt

§ 22. Energetische Betrachtungen fiir die Kugelwelle

Fragen wir nach der gesamten Lichtmenge, die durch eine
achsensenkrechte Ebene hindurchgeht, so muf diese fiir alle achsen-
senkrechten Ebenen den gleichen Betrag haben und gleich sein der
das Objektiv durchsetzenden Lichtmenge. Da die Intensitit definiert
ist als die durch ein Flichenelement der Grofe 1 hindurchstromende
Lichtmenge, so erbalten wir allgemein die Lichtmenge & durch
Multiplikation der Intensitit mit der GroBe der durchstromten
Flache. Es wird demnach

op op
cp,,,P} — 2nj1(9;,, 2p)opdop (22; 1)
0 0

die Lichtmenge, die die Ebene zp innerhalb des Kreises mit dem
Radius ¢ p und dem Achsenschnittpunkt als Mittelpunkt durchsetat.
Fiir die Brennebene war nach (21; 10)

)y =0 =1y <£T2> <2‘]:)@>2 b= Vﬂ?’r (22; 2)
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so daB sich fiir die ganze, die Brennpunktsebene durchsetzende
Lichtmenge

T A2/ F\2 J2
qjxl’:O;‘ = 7(;) Iojl'l—(i)dl)

h
0
- a ? ']1 (I))
= Zn(?> ‘A —t) dy
0
ergibt. Analog ist
ep 1’22”%32.1:
; 2 J2
@xP=0!—2W<7> j‘ lt)(,t))dn/
Nun ist aber ’ ’
J12 (r)) o 1 d P 9
y T Tz O+ o),
so dafl, da J,(0) = 1; J,(0) = O ist,
QIP )
a 5 .
Cupes | =7 (F) (=R =T @] @29
und ’
= a2
" S E = 7'£<7>- @2; 4)

&, .o ist daher proportional x a? also proportional dem Flichen-
inhalt der Blendendffnung und unabhingig von der Wellenlinge 4,
wie dies zu erwarten war.

Wir sahen oben, dal der zentrale Lichtfleck, den man als
Bild des leuchtenden Punktes anzusprechen hat, den Radius

b’ !
op — §£ —- 1,22 ... besitzt. Setzen wir in (3) fiir y den
T a
Wert 1,22 v ein, so erhalten wir
1. 1\‘din. ) . )
Dy o = D, —, |- 083776, (22; b)
0 0

so daB also der Lichtfleck im giinstigsten Falle (ideale Kugel-
welle) 83,776 % der gesamten Lichtmenge, die durch das Objektiv
gegangen ist, enthilt.
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or

In Abb. 14 geben wir noch eine Kurve wieder, die @,, | als

0
Funktion von y angibt, aus der man also ersehen kann, wieviel

Prozent der Gesamtenergie durch eine kreisformige Flache der
Brennpunktsebene hindurchstromt, deren Mittelpunkt der Brenn-

'

5

punkt und deren Radius gleich 5 —(7/1 ist ).

§ 23. Intensitiitsverteilung weit auBerhalb der Brennpunktsebene?)

Bei den von Lommel abgeleiteten Formeln handelt es sich
vor allem um die Bestimmung der Intensititsverhiltnisse in solchen
achsensenkrechten Ebenen, die in der Nihe des Brennpunktes liegen.
Von Schwarzschild wurden nun entsprechende Formeln aufge-
stellt, bei denen der Abstand zwischen Brennpunkts- und Aufpunkts-
ebene als grofl vorausgesetzt war. (Diese Formeln versagen indessen
in der nichsten Umgebung der Achse.) Es zeigt sich, dal sich der
Verlanf der Lichtintensitit lings jedes Radius des kreisformigen
Beugungsbildes darstellen luBt als Ubereinanderlagerung zweier
Wellen, welche angenithert die Form von Sinuskurven, aber ver-
schiedene Wellenldnge und Amplitude haben, iiber diejenige konstante
mittlere Intensitiit, welche bei geradliniger Fortpflanzung des Lichtes
auftreten wiirde.

1) Entnommen aus: Handb. d. Phys. 21, 941, Artikel F. Jentzsch.
?) K. Schwarzschild, Sitz.-Ber. d. K. Akad. d. Wiss., math.-phys. K1.,
1898, 8. 271.



T4 Viertes Kapitel: Abbildung durch Kugelwellen

Wir sehen davon ab, die Schwarzschildschen Formeln hier
ausfithrlich zu entwickeln, beschrinken uns vielmehr darauf, hier
kurz das Iirgebnis zu skizzieren, zumal die erwihnte Uberlagerung
zweler Wellen iiber die konstante mittlere Intensitit wohl nur
formale, rechnerische und keine physikalische Bedeutung besitzt.

Am Rande des geometrischen Bildes betriigt die Intensitdt {
der Durchschnittsintensitdt 1. Sie sinkt dann nach aufien, in den

Abb. 15. Intensitdtsverteilung einer Kugelwelle weit
aufferhalb der Brennpunktsebene und ibhre Zusammen-
setzung aus drei Anteilen (4, B, () nach Schwarzschild

geometrischen Schatten hinein, bestindig und schnell ab. Nach
innen hingegen, also vom Rande des geometrisch-optischen Bildes
zu dessen Mitte hin, wichst sie zunichst stark an, sinkt dann
wieder anf etwa den halben Betrag herab, um hierauf eine gréflere
Zahl weiterer Schwankungen auszufiihren. Die ganze Beugungs-
figur besteht demnach aus vielen konzentrischen hellen und dunklen
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Ringen, umgeben von- einem hellen, durch einen relativ dunklen
Zwischenraum abgetrennten Ring, der iibrigens noch ganz innerhalb
der geometrischen Abgrenzung liegt.

Der Winkel, unter dem die einzelnen Ringe vom Objektiv aus
erscheinen, ihre scheinbare Breite, ist fiir die Ringe des mittleren
Gebietes der Beugungsfigur unabhingig von der Verschiebung aus
dem Brennpunkt. Die Ringe am Rande dagegen nehmen an schein-
barer Breite und demnach an Deutlichkeit zu, je mehr man sich
aus der Brennebene entfernt.

Schwarzschild hat die erhaltenen Formeln auf den Fall
einer Verschiebung von 3 mm aus dem Fokus eines Fernrohres von
30 cm Offoung und 3m Brennweite angewandt (Abb. 13). Die
Kurven 4 und B zeigen die beiden oben erwihnten Wellen, von
denen die eine (4) von innen nach auBlen zuerst abnimmt, dann
zunimmt, die andere (B) dagegen dauernd abnimmt. Sie iiber-
lagern sich der Kurve C, die etwa der mittleren Intensitat 1 ent-
spricht, und ergeben so die in der betreffenden Itbene vorhandene
Intensitdat I. Da die Schwarzschildschen Formeln fiir die Mitte
des Beugungsbildes nicht gelten, so wurden hierfiir (durch Schwarz-
schild) die Werte nach der von Lommel angegebenen Formel
berechnet. Die durch R bezeichnete Ordinate gibt die Lage der
geometrisch-optischen Begrenzung.

§ 24. Strenge Behandlung der Kugelwellen nach Debye?!)

In einer von den angegebenen Behandlungsweisen abweichenden
Art wurden die Lichtverhdltnisse in der Nihe des Brennpunktes
einer Kugelwelle von Debye untersucht. Er benutzt das Huy-
genssche Prinzip in der strengen Kirchhoffschen Formulierung.
Hiernach Dberechnet sich bekanntlich die Lichtbewegung up im Auf-

punkte P aus den Werten, die « und die Ableitung g[; auf einer

Aufpunkt und Lichtquelle trennenden Fliche annehmen, wo 1 wie
oben die zum Aufpunkte hin gerichtete Normale dieser Trennungs-
flache ist. Fir rdumliche Wellen gilt nach (12; 3) die Formel

1 ¢ 0 re—ikr e—tkr gy o
Up thj [14%<~T> - Jﬁ]dd' (24: 1)

3

1) P. Debye, Ann. d. Phys. (4) 30, 755, 1909.
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Hierin ist r die Entfernung des Aufpunktes vom Flichenelement
der Trennungsfliche. Verlegen wir mit Debye den das Licht-
biindel begrenzenden Schirm in negativ unendliche Entfernung, so

lassen sich dort die Werte von # und Q—qf hinreichend genau an-

on
geben. Wir denken uns diesen Schirm von aufen mit einer zum
Nullpunkt des Koordinatensystems (den wir mit dem Bremnpunkt
unserer Kugelwelle zusammenfallen lassen) hin konvergierenden
Kugelwelle beleuchtet. Die Integration wird dann iiber den der
Blendensfinung entsprechenden Teil der unendlich fernen Wellenfliche

ausgefithrt. Die Werte von » und g—z sind hier (fir R — — oo)
e— kR
U = ¢ T
und bis auf Glieder der Ordnung R—? (24; 2)
du Oou ¢ kR
_— = — = — 1k
on — T om TR

wo 1 eine von der Richtung der Lichtstrahlen abhingende ,Am-
plitudenfunktion* (ein ,Belegungsfaktor¢) ist, deren Quadrat die
Lichtverteilung (Intensititsbelegung) auf der unendlich fernen
Wellenfliche angibt. Ferner ist

r=Ver— &'+ @r— 0+ @r—0% (24 3)
wo &, 4, § die Koordinaten von d¢ und xp, yp, #p diejenigen des
Aufpunktes bedeuten. In gleicher Niherung wie vorstehend wird
dann

r = — R4 (xpcose + ypcos B + gpcosy),
wenn ¢, f3, y die Richtungswinkel der vom Flichenelement dg der
unendlich fernen Wellenfliche zum Nullpunkt — dem Brennpunkt
des Biindels — hin gezogenen Verbindungslinien, d. h. der ,Licht-
strahlen“ sind. Demnach wird, bis auf Glieder héherer Ordnung:

o ikr ¢ikR
—_ ¥ e~ ik(zpcosa + ypeosf + zpcosy)
r
und
£4Fi§*#qi(”? (24: 4)
dul r OR\ r
ok R

—_— gk e— (k(xpeosa + upcor - zpeosy)
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Es ist noch d6 = R?*d K, wenn & der riumliche Offnungswinkel
des Biindels ist.
Setzen wir diese Werte in (1) ein, so erhalten wir

Up = ____g_% ‘ ,‘pe—ik(mpcosa+yPcosﬁ+chosy)dlsz’ (24 5)
10 — sin ﬂqmy dgdy d(cos ﬁ)d(cos ?)
cCoOs o COS ¢

(s. § 44).
Dieses Integral geniigt streng der Schwingungsgleichung
Au 4 KBy = 0

und kann aufgefaBt werden als Uberlagerung ebener Wellen, deren
Fortptlanzungsrichtungen durch e, 8, y gegeben sind. Es stellt
eine nach positiven Werten von # fortschreitende Kugelwelle dar,
deren Brennpunkt der Koordinatenursprungspunkt ist. In Polar-
koordinaten r, &, ¢, wobei

cose == cosf; cosfB == sinPcosg; cosy = sin P sin g,

lautet diese Formel:

<]
l]v({
Up === — —

0
e—tkrpleos I peos I + sin 9 psin I cos (¢ p — )] sinﬁ d,ﬁ«d(p (24 6)

7T

}w(ﬁ P)

oder, wenn @ von @ unabhiingig, nach (A; 16)

(]
Up = — ik'(w(%)Jo (opsin @) e—tkapeosIgin §d §,
0 (24; 7)
Xp == TPCOSﬁP
wOo .
opr = rp smﬁp.

§ 256. Intensititsverteilung lings der Achse einer Kugelwelle

Ist ¢ auch von & unabhingig, also ¢ = const = 1, so er-
gibt sich ganz allgemein fiir Punkte auf der Achse (¢p = 0;
9p = 0 bzw. =)
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vor dem Brennpunkt (§p = =x)

- l(e—ikmpcos@ _ e—ik:cp)

Up =—
Tp

— + _1_ (ez’krpcose . eikrp ,
rp

etkrp
— —a——rieujl
rp

3 1
[a:‘z sin(éfkrp(l—cos@)); 61»_—%— ;Icrp(l—cos@)], (25; 1)

hinter dem Brennpunkt (#p — 0)

Up == ,_ri(e—ikrptms@_ e~ ikrl))7
P
e—ikrP .
—_ —a eto2
Yp
T 1
[6, =5 + Elcrp(l —cos®) = m — 61_',

wo jetzt (im Gegensatz zu R) #p nach beiden Richtungen vom
Brennpunkt aus positiv gez#hlt ist [siehe auch (21; 11). Es ist
a 1 /a\*
O =~ —, cos@ =~ 1——<—>
f 2\f
mit dem konjugiert komplexen Wert erhalten wir fiir die Intensitit
wie in (21; 12%)

1
). Durceh Multiplikation von (1)

V]
(T opmo = — {1 — cos [kap (1 — cos @)}
N ZTp

4 .
== — sin? {/{xpsmgg}- (25; 2)

Fir xp = 0 geht dies iiber in o
167 . ,0 o
Upep=0 = T51n4§ = I, 25; 3)

ep =20

1) (21; 11) unterscheidet sich von (25; 1) im Vorzeichen und um
einen angenihert konstanten Phasenfaktor, da ja e RO —wp) T RS
war. Der Vorzeichenunterschied rithrt natiirlich davon her, daf wir als «

— ik R — ikr —
aut der Blendenoftnung hier: o — © . = —° (mtR” , °°)
R r > T 0
oik B
und in § 21 (bzw. §19): « == 57{— (mit R = f > 0) ansetzten, und ist

daher unwesentlich.
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Wir sehen also auch hier wieder, dafl die Intensitit umgekehrt
proportional dem Quadrat der Wellenlinge und wegen

16 sin* —g ~ @

proportional der vierten Potenz der Offnung ist.

Die Abh#ngigkeit der Intensitit von der Wellenlinge ist so
zu verstehen: Messen wir alle Lingen (Entfernungen) in Wellen-
ldngen, so ergibt sich fiir jede Lichtart, fiir Licht jeder beliebigen
Wellenliinge die vollig gleiche Kurvenform der Intensitatsver-

teilung, doch sind die Intensititswerte bei dem Ubergang von
2

einer Wellenlinge i, zur Wellenlinge i, zu multiplizieren mit 3.
2
Die Kurve, die A1 als Funktion der in Wellenlingen gemessenen

Entfernung des Aufpunktes von der Brenunpunktsebene einerseits,
von der Achse des Biindels andererseits angibt, ist daher wvoll-
kommen unabhiingig von der betrachteten Lichtart.

§ 26. Weitere Diskussion der Debyeschen Formel

Fiir Punkte, die auflerhalb der Achse des Biindels sehr weit
vor oder hinter der Brennpunktsebene liegen, fiir die also krp > 1

Abb. 16. Zusammenhang der Variablen 4, z mit &, @, I, ¢p

ist, 146t sich folgende niherungsweise gilltige Uberlegung anstellen:
Wir denken uns den Aufpunkt mit dem Brennpunkt verbunden und
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fithren um diese Verbindungsgerade, diesen ,Lichtstrahl* §p, @p,
neue Polarkoordinaten 0, y so ein, daf & die Poldistanz (analog
zu &) und y das Azimut, gerechnet von der durch die Achse des
Biindels und den Aufpunkt gelegten Ebene, mifit. Dann ist (Abb. 16)

cos 0 = +[cos§pcosd + sindpsin§ cos (pp — )],
cos § — cos ¥ pcosd (26; 1)

T

cosy — : -
14 sin & p sin 0

wo das obere Vorzeichen fiir Aufpunkte hinter dem Brennpunkt,
das untere Zeichen fiir Aufpunkte vor dem Brennpunkt gilt. Dann
geht (24; 6) iiber in
. ik {
up = — ﬂ}
wie man auch anschaulich sofort erkennt. Zu beachten ist jetzt
aber, daf die Integration iiber d nicht mehr in festen Grenzen
auszufithren ist, sondern in Grenzen, die von der Lage des Aui-
punktes abhingen, und daB die Integration iiber 4 in Grenzen aus-
zufiihren ist, die von den jeweiligen Grenzen von ¢ abhingen.
Liegt der Punkt P zunichst im Innern des Strahlenkegels
hinter

‘ grikrpeosdgin §dddy, (26; 2)

5 dem Brennpunkte, so zerlegen wir das Integrationsgebiet in
vor

zwel Anteile, in die Gebiete (1) und (2), wie es Abb. 16 zeigt.
Dann ist

Up = u?) + ufp (265 3)
und
6—39pan
ik - .
) = — 3 j evikrpeosdginddddy l

7 J .

FON (26; 4)
— + _1_ [g?i’”_p . e;ikrpcos(ﬂ—-\?l))]‘
T

Bei der Integration tiber das Gebiet (2) beachten wir, daB g
in den Grenzen — y, bis - g, zu integrieren ist, wo nach (1)
cos ® — cos 9 pcosd

sin §psind

COS Yo =
ist. Es wird dann

i k _. ' .
u(f)) — __7/__ ( e+ lkrPCOS')l‘()a)snlé\da, (26, 5)

6—9p
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Dies la8t sich durch wiederholte partielle Integration nach fallenden
Potenzen von k» entwickeln. Das erste Glied der so erhaltenen
Reihe lautet dann

@ 1 6+39p

11y + [% e+ tkrpeos 6]

26; 6
Trp @_‘9‘1” ( b )

und da g, fir @4 &, die Werte O bzw. z annimmt, so erhalten wir

1
7{(12)) a | — gFikrpeos(6—3p) (26, 7)
T
und demnach 1
= b = lavn @

wo das obere Vorzeichen fiir Aufpunkte hinter dem Brennpunkte,
das untere fiir Aufpunkte vor dem Brennpunkte gilt.

Liegt der Aufpunkt indessen im Gebiet des geometrisch-opti-
schen Schattens, so fillt die Integration iiber das Gebiet (1) ganz
fort, da dieses vollig verschwindet, so daB u(l) 0 ist. Da an-

dererseits jetzt y, fir ® 4 §p und auch fir ® — §p den Wert
Null annimmt, so wird auch 4% = 0, so daB also im geometrisch-
optischen Schatten

up —= 0 fir @ < 9p < zx— 6. (26; 9)
Wir sehen also, daB unsere Losung (24; 5) auch der fiir rp — — R
geforderten Grenzbedingung

wp =— 0 fiir ‘E < &p <m — B (Schatten),
2
1 1 (26; 1())
Hp = — —eT kTP — — e~ kR fiir g — @ < §pm
rp R
geniigt, abgesehen von einer sehr engen Umgebung der optischen
Achse, fiir die abweichend von (10,) nach (25; 1))

Up — __1_ [ﬂ'kr,;__eikrpeosﬁJ —_ _l[e—z‘kh’ _e—ichosé] (26 11)
r'p R ’
ist.

§ 27. Der ,Phasensprung® in der Umgebung des Brennpunktes

Vergleichen wir die beiden Ausdriicke fiir #, fiir einen weit
vor dem Brennpunkt liegenden Aufpunkt

. _l_ e+ ikrp
rp
Picht, Optische Abbildung 6

Up —
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und fiir einen weit hinter ihm liegenden

wp == + __l_e-—ikrp _ _1_e+z'lc(rp—2rp)eiﬂ’
rp Yp
so erkennen wir, dal aufler dem durch den geometrisch-optischen
Abstand 27, der beiden Aufpunkte bedingten Phasenunterschied

Abb.17. Anomale Anderung der Phase beim Durchgang
durch einen Brennpunkt. Die Phase #ndert sich um =«

Abb. 18. Zur Phasen#énderung ldings der Achse einer kreis-
féormig begrenzten Kugelwelle. Nach (25; 1) ist der anomale
Phasenunterschied in zwei Aufpunkten, von denen der eine ebenso”weit
vor dem Brennpunkt liegt wie der andere hinter ihm, gleich 8, — &,
= krp (L —cos @), also von r; linear abhingig. J, —J, schwankt

zwischen O und 2x hin und her

noch ein weiterer sogenannter ,Phasensprung“ vom Betrage & hin-
zukommt. Dieser Phasensprung erfolgt natiirlich nicht plstzlich,
sondern die Phase des Lichtes veréndert sich beim Durchgang durch
den Brennpunkt so, daf sie bereits vor dem Brennpunkt um den
geometrisch - optischen Wert in immer groferen Schwankungen
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herumpendelt, im Brennpunkt selbst vom geometrisch-optischen
Wert sich um g unterscheidet und hinter dem Brennpunkt in all-

mihlich abnehmenden Schwankungen um einen Wert herumpendelt,
der sich um x von dem geometrisch-optischen Wert unterscheidet.
Dies veranschaulicht sehr deutlich Abb. 17, die einer Arbeit von
Reichel) entnommen ist.

Ein solcher Phasensprung vom Betrage m besteht dagegen fiir
die Achsenpunkte nicht. Iiir diese besteht vielmehr eine ginzlich
anders geartete Phasenanomalie, die dauernd zwischen den Werten
0 und 2 hin und her schwankt?) (Abb. 18).

§ 28. Intensititsverteilung in der Brennpunktsebene

Wir spezialisieren jetzt (24;7) fiir Punkte in der Brennpunkts-

ebene, also fiir xp = 0. Dann wird
6
up — — ik jw(ﬂ)Jo (kopsin®)sind d o,
08 (28; 1)

) . . 1 )
- — ik “ P (@) J, (kopsin &) sin & coss d (sin 9).
0

Nehmen wir jetzt an, daB ¢ (#) = cos &, daf also die Intensitst
des Strahlenbiindels von der Mitte zum Rande zu abnimmt, wie
cos? #3), so geht (1), wenn wir noch

kopsin® — % und kopsin® =y

setzen, iliber in

Y
v = —gsint® [ 1,y ay = —insint 0 s
V]
. 2J, ()\ .
Ipwﬁsm*@(f ;—) (28;°8)

1) F. Reiche, Ann. d. Phys. (4) 29, 65 u. 401, 1909.

%) Siehe J. Picht, Zeitschr. f. Phys. 65, 14, 1930.

8) Dies kann entweder dadurch bedingt sein, dafi das Strahlenbiindel
beim Durchgang durch das optische System im Innern der verschiedenen
Medien eine von der Mitte zum Rande zunehmende Absorption oder an den

6*
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(2) ist, vom Vorzeichen und Phasenfaktor abgesehen (vgl. Anm. I,
S.78) identisch mit (19; 2) und entsprechend ist (3) identisch
mit (19; 8). Nach §22 folgt dann fiir den Energiefluf @, ,—,

I Pt )
D, —o = 2ﬂsin2@( y dy = zsin?@ {1— J & (y) — JT (W)},
! .
v
(DmP:Oi‘: 7 sin? @
i
0

identisch mit (22; 3) bzw. (22; 4).
Setzen wir indessen i als von & unabhingig voraus, also
¥ — 1, und beachten wir, daB

1 =

1 -3 1
e — s1n? J— "(— 1) 2 2y
cos{}—(l sin® &) _?( 1)<v>sm i
d — L sin?"@
— Sy e
oder wegen (A; 6)
i 1 sm2‘@ )
— y'2y 28; 4
cos 9 ; 1) ) ( )
ist, so erhalten wir
y
ik >, v!!l sin2*@ N e .
uP-—*”‘gqln?@lgﬁv*i“'*’nzl JJO(I))U‘1+1dl)

0

und dies ist nach (A; 24)

ik p!! sm2 0 v\ Ju 11 (W)}
‘ __A—smg@ { p2r 1 2 u >——+1 o
r t) 20 p¥! UQ’ UZO( ) <H he '

Nun ist

‘L.z‘u M!<’U> :71— "Zw“y,' '—}/-‘
pE!! u 2vy! wl v —w!
1 1

Dr—u (’l/ . H)y — “} ”_y')-.ll

einzelnen Trennungsflichen eine zum Rande hin zunehmende Reflexion er-
litten hat, oder endlich dadurch, dall bereits das Objekt ecine richtungs-
ahbhiingige Strahlung (s. § 38) besitzt.
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so daf
(UP)zp=o

= — ilsin? @2}) ugo(_ s ")*” sin?” @ i@nti(?l, (28; 5)
Upspmo

— f*—_sm4@ 20 MEO( 1)« __;)M—,sin%@‘]'—;j—;(l—")}z. (28; 5)

Man erkennt, daB (2) das erste Glied von (5) darstellt. Bei geniigend
kleiner Offnung stimmen daher (8) und (2) iiberein.

§ 29. Intensitiit in beliebigen Aufpunkten

Den allgemeinen F'all, daB weder zp = O noch g p = 0 ist, wollen wir
nur unter der Voraussetzung behandeln, dal @ (8) = cos @ ist.
Dann wird mit k@psin® — v und kg@psin® =y

9
up = — lr)—?SmE" O ¢ kep j Jo (') ekep—cos Dy dy), (29; 1)
0
wo wir noch 1 — cos & als Funktion von y' zu betrachten haben.
Es ist
1
—cos® =1— (1 —sin?@)? == — 2(—— 1)”( >sm-

oder wegen (A; b)

— NN 2y
1—0058——2('1 *”) sm?v@ 2 —= thﬂ’
1 @ 1 @‘) 1 @ (29: 2)
_ sm 2 sin* e sin —

Wir beschrinken uns auf die ersten Glieder der Entwicklung, nehmen

also @ als nicht zu groB an. Dann wird mit }kapsin® @ = ¢
61’k:tP(1 — cosF)

=1-1kap(1—cosd)?+ - +i[kzp(l—cosd)—+-

]
e? fr , Lluysin’@ } (29; 3)
=1 —-=_p't... | — 2+_ £
2»4 +1[n2t) 1 t)‘* ] ],
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Wwo wir noch, wenn wir im Ausdruck fiir die Intensitit bereits
die Glieder der Ordnung sin'®@ vernachlissigen wollen, also nur
bis einschlieflich sin® @ geher, das zweite Glied der eckigen Klammer
zu vernachlissigen haben. Dann wird-

9
ik i H ) , x2 , X, '
up:—gésulz@e Lk:cPJJo(t))[lj—72‘1)7‘05+1?93]d97

0

und dies ergibt nach (A; 25) und einigen Umformungen

wp = — ik sin® @e—tkzp {[Jl_(‘)l_ £2<J1 OEEAON 8J3(1))>]

y 2\ o T
. )
+i;[‘]_1(”) 9 TL(?]} )
L] Y
und demmach
2 2 2 9
I =27 nt @ L0 | 40 T3 O — 200D (n)}' 29: 5)
A l Dz 1)4
Fiir y =0 geht dies iiber in (28; 3), d. h. in die Formel, die die
Iutensititsverteilung in der Bremnpunktsebene liefert. Fiir y = 0
ergibt sich aus (5)
n? . I x? .
Ur)y=0 = (Ip)gp=0 = e sin @ {1 13 Fx,? sint @]‘.

entsprechend den ersten Gliedern der Entwicklung von (25: 2).
Fiir Aufpunkte auf den Randstrahlen ist annihernd (s. 21: 13)
Yy = 27, so dab fir diese (3) iibergeht in

wl'_‘

Upy=or = — /1) + 750 — 21,0/, ()}, (29: 6)

xp
ein Ausdruck, der von (21; 14) abweicht, was natiirlich ist, da wir
hier nur eine Annidherung benutzt haben, dic voraussetzt, daf

r3<7§), also etwa y=<C0,25 ist, wihrend (21: 14) den exakten

Ausdruck liefert. Aus (21; 13%*) erkennt man sofort, da8 der hier
erhaltene Ausdruck (6) die ersten Glieder von (21; 13%%) enthilt.
Die spiateren Glieder aber werden fir y — 27r =< 0,5 sebhr klein,
so dafl sie vernachlissigt werden kénnen.
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Eine andere von (4) bzw. (3) abweichende Losung erhalten
wir, wenn wir in (1) nicht die Exponentialfunktion, sondern die
Besselsche Funktion nach (A; 13) entwickeln, so daf, wenn wir
im Exponenten von ¢ alle hoheren Glieder vernachlissigen,

P
ik - 1 (592, )
Up = —? smﬁ@e*l’“vpg -1y émfg 927 y2r4lgy
' [
1ik 1 2r 2
= - ?t)—sn @‘3'1“1’ 2 D ey e | Ly ay.
0
Das hier auftretende Integral konnen wir nach (A; 39) auswerten
und erhalten
p —

ik . ‘ = y 1 2v \ .
- Z_z_ sin? @ ¢ tkep >(—1) p <%) {[Cy £ 1(x)cosr+ 8,44 (¥)sing]
0 V.

‘i[év+1(g)sing—év+l(l3) cos t]} (29; 10
2
IJ’: 72sin 1@ {2( 1y () y+1(;)cosg+S,+1(;)smg]}
v A 2
+ {; (—1)";(:2) (041 @)sing — S,41(2) cos x]} >

1 2 1 —- . 2
= fsiny —(2 <sing____°@ )
o 2 r f
N

[ 1) 2 111} ]2\\ (29, 9)

1 T ' <——> < - ’ /

+1 cosy + 5) (cost : ) 1D
Die Formeln (7) bzw. (8) sind besonders schnell konvergent in

der Umgebung der Achse des Strahlenbiindels,” wihrend (4) bzw. (5)
besonders in der Brennpunktsebene und deren Umgebung brauchbar

o
@
[op}
N
~

sind.
Setzen wir in (9) ) — 0, so erhalten wir

3

2 4 /1 .
Up)y=0 = x_}(l — co8Y) == = s1n2<—4—kwpsm2 @)

entsprechend (25; 2) und (21; 12%).



Fiinftes Kapitel
Zylinderwellen
§ 30. Integraldarstellung fiir die Zylinderwelle')

Der idealen Kugelwelle des dreidimensionalen Gebietes ent-
spricht im zweidimensionalen der Fall, daB die ;Kurve“ gleicher
Phase, die Wellenlinie, ein Kreisbogen ist, daf es sich also um
Wellen handelt, die in der Ebene fortschreiten und zu einem Punkt
der Ebene hin konvergieren oder von ihm auslaufen (divergieren).
Dreidimensional betrachtet, haben wir es hier mit Zylinderwellen
zu tun. Auch dieses Problem hat verschiedene Bearbeitung ge-
funden. Wir schliefen uns an diejenige von Debye an und
denken dementsprechend wieder die begrenzende Blende ins negativ
Unendliche (R = — oo) verlegt. Sie werde von aullen mit einer
zum Nullpunkt des Koordinatensystems hin konvergierenden
Zylinderwelle beleuchtet, die in hinreichender Genauigkeit dar-
gestellt werden kann durch?)

oo

2k 20 [ Cilrrs X
w = 1 Z,(kR) V—— = V— ‘ e—i“"‘s"i“doc%—l,p:e ((rrs ")
T T VR
0 (30: 1)
und — bis auf Groben hoherer Ordnung —
0u ou o —i(ke+ T '
—_— — = — 4k — 4 ¢ : 2
on~ OR BT , (30; 2)

wo Z, bis auf den Faktor — 2i/x die Hankelsche Funktion
nullter Ordnung ist (siehe § 12).

Die aus dem Greenschen Satze folgende Formel, die der
Formel (24; 1) des rdumlichen Falles entspricht, lautet ja fiir den
zweldimensionalen Fall nach (12; 4)

17 0 , Jdu , ,
wp = Zz‘ <u In Zy(kry — Z (k) %> ds. (30: 3)
1) P. Debye, Ann. d. Phys. (4) 30. 755, 1909.
2) Abweichend von der sonst iiblichen Gepflogenheit haben wir hier

einen zu A~ /2 proportionalen Faktor hinzugefiigt, da wir die Intensitit der
einfallenden Welle als von A unabhiingig voraussetzen.
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Nun ist in gleicher Ndherung wie oben
r = — R 4 (xp cos & + yp sin &),

wenn & den Winkel der Lichtstrahlen gegen die x-Achse, der
Achse des Strahlenbiindels, bezeichnet. Es wird dann

_‘— . 7
Z, (kr)y = l/g%. ¢ z (kr + T),

~—i / T Bi (’CR—'%) o ik(zxpeosd +ypsin )
2kR
und (30; 4)

0 0
on (Zy(kr)) = oR (2, (k)

. 4
— 1k 4 e’(“"«“‘;)B—ik(mpcoswrypsino)
ER

2

In der gleichen Art wie oben ergibt sich so, da noch ds == Rd#®
ist, fiir die Zylinderwelle die Darstellung

Up

I -
—6

___te
=—3 /‘za?kfw(a)e"'"’P°°””*"P>da D, (805 5)
—6

die streng der Schwingungsgleichung geniigt und gleichfalls als
Uberlagerung ebener Wellen mit verschiedener Fortpflanzungs-
richtung aufgefalbt werden kann.

§ 31. Intensitiitsverteilung Lings der Achse der Zylinderwelle

2x .
— rp, fiir die

A
¢ 12
krp% Lm, dhrpL @—zl,.oder etwa TP'<1E’)§ A ist, d.h. in

Bei Beschrinkung auf solche Werte von krp —

der Nihe der Brennlinie der rdumlichen Zylinderwelle konuen wir

Doy = rpeos s Yp = rpsin 3},.
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1
cos § — 1 —582 setzen und erhalten so fiir Punkte auf der

Achse des Biindels, wenn 9 (8) — 1 ist, und wenn

k k
_ _ 31: 1
‘/_7: {xp| & = v und ‘/n—|xp] ® —=s (31; 1)

gesetzt wird, .

2i0 N
(wplyp=0 = —V_I?ew”””’j'e 2V do

0
290 _ ;.. . oy
_ V—T?e FP O Ti8e)), (315 2)
wo das obere Vorzeichen fiir Punkte vor der Brennlinie (xp < 0),
das untere Vorzeichen fiir Punkte hinter der Brenalinie (xp > 0)
gilt'). Das hier auftretende Integral bezeichnet man als das

Abb. 1. Zusammenhang der Cornuschen Spiralc
mit dem Fresnelschen Integral

Fresnelsche. Es kann mit Hilfe der Cornuschen Spirale dis-
kutiert werden und gibt so einen guten Einblick in die Intensitits-
verhiltnisse ldngs der Achse der Zylinderwelle. Betrachtet man
ndmlich (Abb. 19) den Realteil

1) Wir erwédhnen hier noch, dal s mit der in den fritheren Para-

1 E
graphen benutzten Grofle g (r §k x, (-)‘3) in der Beziehung T %.92 L,

/9
also s = l/;ﬁgi. steht.
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und den Imaginirteil

S(s) = j sin ;ﬁ v de
0
des angegebenen Integrals als Koordinaten eines Punktes der
komplexen Ebene mit horizontaler reeller und vertikaler imagin#rer
Achse, wobei s einen Parameter bezeichnet, so durchliuft dieser
Punkt, wenn wir s variieren lassen, eine Spirale. deren Bogenlinge,
gemessen vom Punkte (C — 0, S = 0), gleich s ist. Denn es ist
ja die Bogenldinge gegeben durch den Ausdruck

& &
d C\? as
f‘/<%>+ d)ds._‘[ds*_s.
0 0
Die Amplitude von up wird

o YOO+ 86
V i s
ist also, von einem konstanten Faktor abgesehen, gleich dem
Quotienten aus dem Radiusvektor und dem zugehorigen Bogen des-
jenigen Punktes der Spirale, dessen Bogenlinge s mit der Koordi-
nate xp des Aufpunktes nach der angegebenen Formel

k
§ == V;lxpl@

zusammenhidngt. Bezeichnen wir den dem Aufpunkt P zugeordneten
Spiralen punkt gleichfalls mit P, so wird die entsprechende Amplitude

op .
gleich —- - — @, wenn OP die geradlinige, 0]’ die ldngs der
0P V
Spirale gemessene Entfernung des Punktes P vom Nullpunkt O
bezeichnet. Fiir die Intensitit erhalten wir demnach nach (2)
4 PO+ S 4 L (01)) ,
2
Fir Achsenpunkte vor der Brennlinie liegt die Spirale wegen des
— -Zeichens im Exponenten des Integrals im vierten Quadranten,
wihrend sie fiir Achsenpunkte hinter der Brennlinie im ersten
Quadranten liegt. Die beiden Spiralzweige besitzen im Punkte

Iplyp=0 = (815 3)
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(0,5; 0,8) bzw. (0,5; — 0,8) einen Windungspunkt W, bzw. W,,
der fiir s == oo erreicht wird.

Lassen wir den Aufpunkt vom negativ Unendlichen allm#hlich
zur Brennlinie heranriicken, so durchlauit der zugehorige Spiralen-

punkt den im vierten Quadranten liegenden Zweig vom Windungs-
punkte W, bis zur Spitze C = 0; S=—0 der Spirale. Man

oP
erkennt, daB die Amplitude — — @ hierbei regelmifige Schwan-

V

kungen ausfithrt und allmahhch grofler wird. Thren griSten

2 . . . . OP .
Wert —= @ erreicht sie in der Brennlinie, fiir die — =—= 1 wird.

or
Riickt der Aufpunkt auf der Achse durch die Brennlinie hindurch,
50 durchlduft der Spiralenpunkt den im ersten Quadranten liegenden
Zweig der Spirale von deren Spitze aus in Richtung zum Windungs-
punkte W, hin, den er erreicht, wenn der Aufpunkt ins positiv

Unendliche geriickt ist. Die Amplitude — 2—\1—3 ® nimmt dabeil
Vi op

wieder unter Ausfiibrung regelmifiger Schwankungen allmihlich

mehr und mehr ab. Es gibt aber keine Stelle auf der Achse, fiir

die die Amplitude und demnach die Intensitdt vollig verschwindet.

Wir haben vorstehend den Ausdruck (2) ohne Riicksicht auf
die Beschriankung rp < l ganz allgemein als giiltig betrachtet,

was natiirlich in \Vahrhelt nicht zutrifft. Man erkennt aber leicht,
daf bei nicht allzuweit getfinetem Biindel die Formel noch tat-
sdchlich in ziemlich grofier Entfernung von der Brennlinie giiltig

<

1,2
bleibt. Ist z. B. ® = 0,05, so ist — & A, welchen Wert z ja noch

erreichen darf, gleich 1,92.10% 1, also etwa 10 cm.

§ 32. Intensitiit auBerhalb der Achse der Zylinderwelle

Eine #hnliche Diskussion wie vorstehend fiir die Punkte auf
der Achse 148t sich auch fiir Punkte duBerhalb der Achse durch-

tithren, wenn man voraussetzt, daf /:rp

<7[, dlSOI])<é@l
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ist, da dann auch sin & — & gesetzt werden darf. Beachtet man,
dal yp =— zp tg &p ist, so wird mit

k k
v:‘/;lxp (ﬂ——tg{)p; SIZ—V;le'(@+tgﬂ‘1),

k
Sy =— + ‘/;IxPl(@ _tg Fp),
S2
2__&' @ e—mp(1+ % tgzﬂ'p)f e¥ig—lv?d@_’ 32: 1)
V/'L Sg— 8

S1

9 . 1, .,
20 i () o T as@), G20
Vi ss—$ ‘
wo das obere Vorzeichen wieder fiir Aufpunkte vor der Brennlinie,
also fiir #p <0, das untere Vorzeichen fiir Aufpunkte hinter der
Brennlinie gilt. Auch dieser Ausdruck 1a8t sich mit Hilfe der
Cornuschen Spirale leicht diskutieren. Zu diesem Zwecke denken
wir uns die Spirale in den zweiten und dritten Quadranten hinein
fortgesetzt [Abb. 19 (§ 31)]. Die Bogenlénge s rechnen wir dort
negativ. Den Werten s, und s, entsprechen dann zwei Punkte P,
und P, die bei |tg&p| <@, also fiir Aufpunkte im Innern des
Strahlenbiindels, fiir Punkte vor der Brennlinie im zweiten und
vierten Quadranten, fiir Punkte hinter der Brennlinie im dritten
und ersten Quadranten liegen. Abgesehen von dem konstanten

Faktor @/Vi— wird nunmehr entsprechend wie oben die Amplitude

P, P . . ..
1" 2. Beim Durchschreiten der Brennlinie von nega-

von #p == —=
P P,

tiven zu positiven Werten riickt P, von dem im zweiten Quadranten
Hegenden Zweig auf den des dritten Quadranten (in Abb. 19 nicht
eingezeichnet, siche Abb. 49, § 69) und P, von dem im vierten
Quadranten liegenden auf den des ersten Quadranten. Man erkennt
auch hier wieder beim Betrachten der Cornuschen Spirale, daf die
Amplitude und demnach auch die Intensitat Schwankungen unter-
worfen ist, ohne dabei im Innern des Strahlenbiindels den Wert
Null (auBier im Unendlichen) zu erreichen.

Fiir Aufpunkte im geometrisch-optischen Schatten ist |tg & p| >@.
(Dies gilt iibrigens auch schon fiir Aufpunkte im Innern der
Zylinderwelle in der Nachbarschaft der Randstrahlen.) Es folgt

Up =— -
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hieraus, daB fiir solche Aufpunkte s, und s, gleiches Vorzeichen
haben, die zugehorigen Spiralpunkte P, und P, also auf dem gleichen

Zweig der Spirale liegen und, sobald |tg®p| (>> @) hinreichend

grof ist, sehr nahe zusammenfallen, d. h. es wird P, P, sehr klein,
TN

wihrend P, P, — s, — s,, das von & p unabhingig ist, gro§ bleibt.

Fiir diesen Fall wird daher die Amplitude und mithin auch die

Intensitit sehr gering (annihernd Null) sein.

§ 33. Intensitit in der Brennlinienebene

Zum SchluB betrachten wir up noch fiir solche Punkte, die in
der achsensenkrechten Brennlinienebene liegen, fiir die also xp = 0
ist. Fiir diese wird mit

kypsin® = y’; kypsin@:t),

1 sin @ 11; (1‘))
Vl () cos &
-9

oder nach (28; 4), wenn ¢ () — 1 vorausgesetzt wird,

+9
i sin@® = v!! sin® @ .
6 vl sin O e— 0y 2 gy,

hp — — e= 1y’ dl):

Up — _"/_l- t) ~ ,V*Yl r)?v
-1
Nach (A; 39) wird dies, da
, Cu(—0) = Cu() wd S, (—y)= —8,0)
1st,
2isin@ = (1/1! sin?* @
oy —— _ 2p)Iy2r +1
e Vi v % [PEIIT @)ty
: [62 vi1 (M) cosy + ‘é21'+1(t)) sin U]}v
2i >
W), = — ‘,—; sin @ S {(v!1)?sin" @
: 0

[Cavsr (M) cosy 4+ Soypy(siny]]  (33; 1)

2i sin@® | . sin? @
__——1—-151nt)+

(siny + ycosy—y? sin y) + } (33: 2)

und demnach 1
Upep=0= 5 {siny 4 --- |2 (33: 3)
Yy
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Setzen wir andererseits voraus, daB 4 (§) = cos & ist, so er-
halten wir
® +1
i sin ) 27 sin@
Uplgp=o = — = —— | =W dy =— = siny, (33; 4

-1
also das erste X-Glied von (1). Fiir die Intensitit ergibt sich

4 sin?@ 4 . sin g2
(IP)mp: [ I-")'Z* SlIl2t) fod Z sln2@<Tn> —_—

sin’y. (33;3)

*yp

Abb. 20. Intensitétsverteilung lings der Achse einer Zylinderwelle, deren
halber Offnungswinkel — @ ist. p — ﬂTP sin? &

Abb. 21. Intensititsverteilung lings einer durch den Brennpunkt einer
Zylinderwelle gehenden, zur Achse und zur Brennlinie senkrechten Geraden.
(& = halber Offnungswinkel)

Abb. 22. Intensititsverteilung langs der (Rand)Strahlen y, — rp sin @
einer Zylinderwelle, deren halber Offnungswinkel — @ ist.

Y

gi2:’tl

Zp
sin @, = nTsinﬂ@
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Vergleichen wir dies mit (21; 12), das fiir die Intensititsverteilung
lings der Achse einer Kugelwelle gilt, so erkennen wir, daf die
Intensititsverteilung in der Brennlinienebene der Zylinderwelle
senkrecht zur Brennlinie ganz #hnlich ist derjenigen lings der

N
Achse einer Kugelwelle. Fir y —= N, d. h. ypsin @ = 5 A

mit N =1, 2, 8, ... verschwindet (Ip) , so daB also die
Brennlinie der Zylinderwelle hier von abwechselnd dunklen und
hellen parallelen Linien umgeben ist. Wir geben nachfolgend noch
die graphische Darstellung fiir die Intensititsverteilung einer

Zylinderwelle, und zwar fiir Punkte aut der Achse des Biindels,

zp=0

Abb. 23. Liniea (Flachen) gleicher [elligkeit einer Zylinderwelle, fiir die

sin ® = 0,1 ist. (Der Malistab der z-Achse ist gleich dem Vierfachen von

dem der x-Achse.) Um die Flachen gleicher Helligkeit zu erhalten, ist
die Zeichnung senkrecht zur Papierebene zu verschieben

fiir solche auf der durch den Brennpunkt gehenden achsensenkrechten
Linie (zweidimensional betrachtet), und endlich fiir Punkte, die auf
den geometrisch-optischen Randstrahlen des Biindels liegen (Abb. 20
bis 22). In Abb. 28 geben wir aufierdem eine Zeichnung der
,Linien gleicher Helligkeit¢ fiir einen zur Brennlinie der rdumlichen
Zylinderwelle senkrechten Achsenschnitt. Die Abbildung weist
groBe Ahnlichkeit auf mit derjenigen fiir die Kugelwelle, die wir
oben (Abb. 13) reproduziert haben.

§ 34. Phasensprung in der Umgebung der Brennlinie

Mit Hilfe der Cornuschen Spirale 146t sich iibrigens nicht
nur — wie dies oben geschehen ist —— die Amplitude in ihrer Ab-
hangigkeit von der Lage des Aufpunktes diskutieren, sondern auch
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die Abweichung der Phase von dem geometrisch-optischen Werte.
Schreiben wir némlich

C(s) _ S(s)
—_— =08 0; | e
VC2 () + S*(9) V29 + S s)
20 ist fiir Punkte auf der Achse des Biindels nach (31; 2)

9 -

Up = — 1712 ?— ]/02(8) + S%(s) e—tkzpetid. (34;2)
Da die geometrisch-optische Phase durch den Faktor ¢~ ***P gegeben
ist, so gibt et ¢? die Phasenabweichung an. Nun ist 0 der Winkel,

den der Fahrstrahl b_i) mit der positiven reellen Achse bildet. Fir
Achsenpunkte weit vor der Brennlinie ist § =— — z/4 entsprechend
unserem Ansatz (30; 1), so daf also der Winkel — % — 0
— X W,O0P die Phasenabweichung gegen den geometrisch-
optischen Wert angibt. Beim Heranriicken des Aufpunktes vom
negativ Unendlichen an die Brennlinie schwankt dieser Winkel um
den Wert Null herum, erreicht in der Brennlinie den Wert n/4,
iiberschreitet sodann diesen Wert und schwankt hinter der Brenn-
linie um den Wert m/2 herum, den er weit hinter der Brennlinie,
im positiv Unendlichen, endgiiltig erreicht. Bei einer Zylinderwelle
betriagt daher die Phasenabweichung, der ,Phasensprung® beim
Durchgang durch die Brennlinie z/2.

Ganz shnlich 148t sich auch die Phasenabweichung fiir Auf-
punkte auBlerhalb der Achse der Zylinderwelle aus der Cornuschen
Spirale ablesen. Sie wird, wie man leicht nachpriift, gemessen

durch den Winkel, den P, P, mit O W, — W, W, bildet.

Da weit vor der Brennlinie P, mit W, und P, mit W, zu-
sammenfillt, wihrend weit hinter der Brennlinie P, in W, und P,
in W, hegt so ergibt sich auch hier der Phasensprung zZu 7t/‘)

Denn W W bildet mit W, W einen Winkel vom Betrage /2.

Aus (2) [und ebenso fur auBerhalb der Achse gelegene Punkte
aus (32; 2)] erkennt man leicht, dal u, der fir R = — oo ge-
stellten Grenzbedingung (30; 1) streng geniigt. Denn setzen wir
wegen s—> oc die Werte C(s) = 0,5; S(s) = 0,5 [und ent-
sprechend A4 C(s) = 1; 4 8(s) = 1}, so ergibt sich

iy — _‘j:e—i(kR+—1i)’
VIR

Picht, Optische Abbildung 7

=sind, (B4;1)
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oder wegen B — — oo

1 —i(rp+ =
up:ﬁe i(kr+Z)

identisch mit (30; 1).

§ 35. Energefische Betrachtungen fiir die Zylinderwelle

Wir betrachten noch die Gesamtenergie, die durch die Brenn-
linienebene hindurchgeht. oder da wir es hier mit einem zwei-
dimensionalen Problem zu tun haben, die Energiemenge, die durch
eine zur Brennlinie und zur Achse der Zylinderwelle senkrechte
Gerade, die sich von y =— — oo bis y — -+ oo erstreckt, hindurch-

4+ oo
stromt.  Fiir D;p—o ] erhalten wir unter Benutzung von (33; )

— oo

+w°° + o 4 +o= 29
| . sin? y ,
D=0 = S(Ip)x},:odyp_—_ﬁsm@ [ ) dy
4 sin © - 2 sin O, 35; 1)
_ = — n )
Y = ’
wie dies verlangt werden muf.
Beachten wir, dafl
. 1 o 1= . (2y)2e
sinfy — 3 (1 —cos 2y) = — 52(— 1y Gl
+1
ist, so ergibt sich fir @, ,.., | sofort
-9
5 T in?y
x,) —o| = — Sln() S Sm,;) dy'
\ ]
-
250 = (21))2 “
= — — — 1y - (3D 2
E( @ 2 — 1) ( )
Nun lieot die erste Nullstelle der Brennlinienebene bei y — + a.
Setzen wir dies in (2) ein, so erhalten wir
g=1tn + o
‘DLI):() “ - 178 sin @ — 079 (D.rp:,-o o
JIR— ~e

so daB. bei einer-idealen Zylinderwelle im ,Bilde¥ 90°/, der Ge-
samtenergie des Biindels vereinigt werden.



Sechstes Kapitel

Erscheinungen bei
nichtmonochromatischem Licht

§ 36. Abhiingigkeit der Intensitiitsverteilung von der
Wellenliinge

Nach den Ausfithrungen der Paragraphen 19 bis 29 ist die
Intensitit einer Kugelwelle nicht nur Funktion der Koordinaten
des Aufpunktes, sondern auch Funktion der Offnung der Kugel-
welle und der Wellenléinge des benutzten Lichtes. Uns interessiert
hier besonders diese letzte Abhingigkeit. Nach ihr ist A2I als
Funktion der Lage des Aufpunktes von der Wellenlinge unabhingig,
wenn die Entfernung rp des Aufpunktes vom Brennpunkte in
Wellenlingen gemessen wird. Hieraus ergeben sich zwei inter-
essante Folgerungen :

Betrachten wir zunéchst einen Aufpunkt, dessen Entfernung
vom Brennpunkte — in einer von 4 unabhingigen Einheit (z. B. Zenti-
meter) gemessen — gleich r, sei. In Einheiten der Wellenlinge 4,
sei diese Entfernung durch r* gemessen, so daf also r, = 4, r*
ist. Die Intensitit der Lichtart (Farbe) 4, in diesem Punkte sei .
Die betreffende Kugelwelle enthalte aufer der Lichtart 4, noch
eine zweite 1,. Wir betrachten nun einen zweiten Punkt, dessen
Entfernung vom Brennpunkte in Wellenldngen 1, als Einheit gleich-
falls #* sei. Die tatsichliche Entfernung ist dann

vy == Ay ¥¥ = % (==
1

Die Intensitit der Lichtart 4, im Punkte r, sei I,. Dann ist, da

ja% = % = r* war, nach den obigen Ausfiihrungen
1 2
T, AR
AT, = A1, oder: I—; = 7 = ﬁ’

d. h. es ergibt sich ein Gesetz, das der Form nach vollkommen mit
dem geometrisch-optischen Gesetz der ,quadratischen Intensitits-

7*
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abnahme mit der Entfernung¢ iibereinstimmt, das aber in Wirklichkeit
doch eine von diesem Gesetz vollig verschiedene Aussage enthilt,
da hier zwei Intensititen verschiedener Lichtarten 1, und 4, in
zwei in gleicher Richtung liegenden Punkten (§p und ¢p blieben
unverindert) verglichen werden, deren Entfernungen vom Brenn-
punkte si¢ch wie die zugehorigen Wellenldngen verhalten. Um dies
auch in den Gleichungen scharf zum Ausdruck zu bringen, schreiben
wir diese besser folgendermaBen

(A4

Irll:: Ay ¥ 7’22 122 36: ])
g3 g8 (36;

§ Ay 1 1

An und fiir sich war dies Resultat als selbstverstdndlich zu er-
warten, wenn unsere fiir die Kugelwelle gegebene Formel (24; 5)
richtig sein soll; denn wiare sie nicht erfiillt, so wiirde dies be-
sagen, daf das aus Licht mehrerer Wellenlingen zusammengesetzte
Strahlenbiindel seine prozentuale Zusammensetzung mit der Ent-
fernung verdndert, also in groferer Entfernung stirker rot oder
blau erscheint als in geringerer Entfernung von der Lichtquelle,
abgesehen natiirlich von den tatsichlich vorhandenen, aber nur in
der Nihe des Brennpunktes wahrnehmbaren Farbschwankungen,
die dadurch hervorgerufen werden, dafl die verschiedenen im zu-
sammengesetzten Lichte enthaltenen Farben ihre Intensititsminima
und -maxima in verschiedenen (im Verh#ltnis der zugehorigen
Wellenldngen stehenden) Entfernungen vom Brennpunkt besitzen.
Und dies ist die zweite Folgerung, die wir zu ziehen hatten, die
wir indessen noch in anderer, sich unmittelbar aus (1) ergebender
Hinsicht zu ergénzen haben. Formel (1) ist von der Entfernung s*
unabhiéngig und geht fiir »* = O {iber in

76 22 ,
— = 5 36; 2
<I('7'2) >rl =ry=0 A ( )

Im Brennpunkte also verhalten sich die Intensititen zweier ver-
schiedenfarbiger Lichtarten umgekehrt wie die Quadrate der zu-
gehorigen Wellenlingen, vorausgesetzt, daB die Intensititen in
groBer Entfernung vom Brennpunkte unabhingig von der Wellen-
linge waren. Wir betrachten jetzt eine Kugelwelle, die aus Licht
verschiedener Wellenlingen (etwa 4,, 4,, 1, ...) zusammengesetzt
ist. Die verschiedenen Farben seien in ihr mit gleicher Intensitit
enthalten. Um die Lichtverteilung in der Umgebung des Brenn-
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punktes nach Intensitit und Farbwirkung zu erbalten, haben wir
dann die wellenlingenunabhéngige Kurye

(A1 =] I* = I*(r}, &p, @p) [= I*(rp/d, ¥p, pp)] (365 B)
[in der wir etwa nur +} oder +rpsin §p oder 7fcos 8p als variabel
ansehen, wihrend &p, @p bzw. 3 cos&p, @p bzw. r5 sin¥p, @p
als konstant vorausgesetzt seien?)] in Richtung der Abszisse mit 4,
bzw. A,, 45, -+- zu multiplizieren (zu strecken) und in Richtung
der Ordinate durch 2 bzw. A2, A2, --- zu dividieren (zu verkleinern).

Abb. 24. Intensitdtsverhéltnis und Verlauf des Intensititsabfalls 'fiir ver-
schiedene Farben (Wellenlsingen) in der Brennebene einer Kugelwelle

Die so erhaltenen Kurven sind dann einfach einander zu iiber-
lagern, d.h. so aufeinander zu legen, daff die entsprechenden Ab-
szissen zusammenfallen. Man erhidlt dann fiir jede in absoluter
Einheit (cm) gemessene Entfernung den zugehorigen Intensitits-
anteil der verschiedenen Farben, angegeben in objektivern Mafe.
Abb. 24 reigt dies fir die Wellenlingen 4, — 5 - 10—° cm,
Ay — 6-10—% em, 4, — 7-10—%cm. In der Entfernung, in der
sich die einzelnen Intensititskurven nahezu durchkreuzen, wird der

1) Man erhilt dann die Intensitdtsverteilung léngs eines geometrisch-
optischen Lichtstrahles bzw. lings einer achsensenkrechten Geraden bzw.
lings einer achsenparallelen Geraden.
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Gesamteindruck hinsichtlich der Farbe mit derjenigen des einfallenden
Lichtes itbereinstimmen. Aus der Zeichnung (Abb. 24) ersieht man,
daf dies — fiir den hier zugrunde gelegten Fall, da8 in groBer
Entfernung vom Brennpunkt die verschiedenen Farben gleiche In-
tensitit besitzen, — in der Gegend bei

10~¢ 1
%20 " T 20
der Fall sein wird. Derartige Stellen wiederholen sich natiirlich
mit zunehmendem Abstande vom Brennpunkt.

Sind die Intensititen der einzelnen Farbkomponenten in groSer
Entfernung vom Brennpunkte bereits von einander verschieden —

Ay

Abb. 25. Kurve der Anderung der Farbtonung (Mischfarbe) in der Brenn-

cbene ciner Kugelwelle. Die Zahlen an der Kurve geben den in L (<]

als Einheit ausgedriickten Abstand vom Brennpunkte an. Ap

wie dies wohl stets der Fall sein wird —, so sind die einzelnen
Intensititskurven noch mit einem diese Verschiedenheit angebenden
Faktor zu multiplizieren.

Um den physiologischen Farbeindruck zu erhalten, sind die
einzelnen Intensitdtskurven natiirlich noch mit einem weiteren
Faktor zu multiplizieren, der die physiologische Empfindlichkeit
des Auges fiir die verschiedenen Farbkomponenten beriicksichtigt.

Ausfiihrlich wurden die hier nur kurz angedeuteten Farb-
iiberlagerungserscheinungen an einen speziellen Beispiel von Mecke?)

) R. Mecke, Ann. d. Phys. (4) 61, 471; 62, 263, 1920.
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durchgefiihrt. Er bestimmt im Farbdreieck die Kurve, die die
Mischfarbe in Abhéngigkeit von der Entfernung vom Brennpunkt
in der achsensenkrechten Brennpunktsebene angibt.

Wir geben nachfolgend noch die von Mecke publizierte Ab-
bildung wieder (Abb. 25). Diese ist so zu versteben: jeder Punkt
im Farbdreieck bezeichnet eine bestimmte Mischfarbe in ihrer Zu-
sammensetzung aus den drei Grundfarben Rot, Griin, Violett, und zwar
bezeichnen die Eckpunkte des Dreiecks die 100%igen Farben Rot,
Griin und Violett. Der Abstand eines Punktes im Dreieck von
einer Grundseite des Dreiecks, dividiert durch die zu dieser Grund-
seite gehorige Dreieckshohe, gibt an, zu wieviel Prozent die durch
die gegeniiberliegende Ecke angegebene Grundfarbe in der Misch-
farbe enthalten ist. Der Punkt W bezeichnet ,Weif“. Die Kurve,
die in dieses Dreieck eingezeichnet ist, verbindet nun die Farbpunkte,
die im Beugungsbilde der Brennebene einer Kugelwelle aufeinander
folgen, wenn man vom Brennpunkt lings einer durch ihn gelegten
Geraden fortschreitet. Die an die Kurve angeschriebenen Zahlen
geben an, in welcher Entfernung vom Brennpunkt die betreifende
Mischfarbe erscheint, und zwar ist diese Entfernung ausgedriickt

in %E@ als Einheit, wo ip die Wellenlinge 0,589y der gelben
D

Natriumlinie, der D-Linie, bedeutet.

Verbindet man einen im Inneren des Dreiecks liegenden Punkt,
der also eine bestimmte Mischfarbe charakterisiert, mit dem Punkte W
und verliangert diese Verbindungslinie iiber den betreffenden Punkt
hinaus bis zum Schnitt 7' mit der Dreiecksseite, wie dies z. B. fiir

den Punkt A geschehen ist, so gibt das Verhiltnis T;}VVJ;, den pro-

v

zentualen ,Weillgehalt®, das Verh#ltnis ;,?

. Farbgehalt“ der betreifenden Mischfarbe an.
Da das erste Intensitatsminimum der Brennpunktsebene einer
Kugelwelle etwa bei

den prozentualen

2x
H — T@QP: 3,8

Liegt, so erkennt man aus Abb. 25 noch, da8 dieser erste (dunkle)
Beugungsring auf der Innenseite schwach violett, auf der AuBen-
seite schwach griin-blau ist.
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§37. Chromatische Aberration

Im vorigen Paragraphen nahmen wir an, daff die verschiedenen
Lichtarten, die in dem die Abbildung vermittelnden Strahlenbiindel
enthalten sind, bildseitig Kugelwellen sind, deren Brennpunkte
zusammenfallen. Tatsichlich wird diese Voraussetzung in den
meisten Fillen — abgesehen von durch Spiegelung bewirkter Ab-
bildung — nicht zutreffen, da der Brechungsindex der verschiedenen
Medien noch von der Farbe des Lichtes abhingt. Es wird sich
also die sogenannte chromatische Aberration bemerkbar machen.
Die hierdurch bewirkte Verundeutlichung des Bildes 1i8t sich
wellentheoretisch etwa folgendermafien behandeln: Wir beachten
zunichst, daB die als ,Einstellebene“ gewihlte achsensenkrechte
Ebene nur fiir eine einzige Lichtart — oder im Falle der ,chromatisch
korrigierten“ Systeme: fiir einige bestimmte Lichtarten — die
eigentliche ,Bildebene“ darstellt. Fiir alle iibrigen im abbildenden
Biindel enthaltenen Lichtarten ist die Einstellebene eine zur Bild-
ebene parallele achsensenkrechte Ebene. Wir haben daher die
Intensitiatsverteilung in den fiir die verschiedenen Lichtarten ver-
schiedenen achsensenkrechten Ebenen zu bestimmen und sie ent-
sprechend den Ausfithrungen des vorigen Paragraphen (Farbdreieck)
zu iiberlagern. Wir brauchen hier nicht nidher darauf einzugehen.

Wir erwihnen nur noch folgende interessante Erscheinung:
Da der Durchmesser des zentralen Lichtscheibchens, das wir als
wellentheoretisches Bild anzusprechen haben, nach den Ausfithrungen
der fritheren Paragraphen proportional der Wellenldnge des Lichtes
ist, so mufl auch bei vollstindiger chromatischer Korrektion das
Lichtscheibchen einen farbigen Rand aufweisen — und zwar auch
dann, wenn die verschiedenen Tichtarten sich im geometrisch-
optischen Bildpunkt, dem Mittelpunkt des Lichtscheibchens, zu
weifem Iicht erginzen. Da nun der Durchmesser des extra- (oder
auch intra-)fokalen Beugungsscheibchens mit der Entfernung vom
eigentlichen Bildpunkt des Strahlenbiindels — wenigstens in erster
Naherung — wiichst, so muff es (wenigstens prinzipiell) moglich
sein, die chromatische Aberration so zu wihlen, daf die in der
Kinstellebene auftretenden lLichtscheibchen fiir die verschiedenen
Farben gleichen Durchmesser haben, namlich den der langwelligsten
im Biindel enthaltenen lichtart. Wir begniigen uns hier mit diesem
kurzen Hinweis.



Siebentes Kapitel

Inhomogene Wellen)

§ 38. Das objektseitige Strahlungsdiagramm und die bildseitige
-Funktion

Bei den Entwicklungen der vorhergehenden Kapitel haben wir
im allgemeinen o (9, @) als von & und ¢ unabhingig angenommen
und demzufolge gleich 1 gesetzt. Wir nahmen also an, daf der
abzubildende Objektpunkt nach allen Richtungen gleich stark
strahlt und beim Durchgang durch das System keine ungleichmifige
Lichtschwiichung erfihrt. Nur in einzelnen Fillen setzten wir
¥ (8, @) = cos & voraus. Tatsiichlich werden diese Annahmen in
vielen Féllen nicht ausreichen. Es ist daher zu untersuchen, ob
und in welchem MafBe die Intensititsverteilung des bildseitigen
Strahlenbiindels von der die objektseitige Strahlung (in ihrer
Abhingigkeit von der Richtung) angebenden Funktion 4, beeinflut
wird. Der Index O weise auf die Zugehorigkeit zum Objektpunkt
hin. Wir wollen hier der Einfachheit wegen annehmen, daf die
Amplitudenfunktion v, rotationssymmetrisch ist und die Achse des
Strahlenbiindels zur Symmetrieachse hat. Es ist dann ¢, = 9,(9,),
wo @, den objektseitigen Winkel gegen die Achse des Strahlen-
biindels bezeichnet. Tragen wir die Werte von v, (9,) als Polar-
koordinaten v, (9,) auf, so erhalten wir das sogenannte ,Strah-
lungsdiagramm® des Objektpunktes. Ein spezielles, in vielen Fillen
zutreffendes Strahlungsgesetz ist das Lambertsche cos-Gesetz.
Dieses sagt aus, dal die Strahlungsintensitdt proportional ist dem
cos des Winkels &, also
P = 5,008 . (38; 1)
Fur die hier durchzufithrenden allgemeinen Uberlegungen geniigt
es, eine Verallgemeinerung dieses Lambertschen cos-Gesetzes zu-
grunde zu legen. Als solche wihlt Berek!) den Ansatz

oo 4 oo 2
P2 = cos 1‘}0{ > 89 sin2# {)0} = cos {)o{ Segn sin“’“fﬂo} , (38;2)

w==0 u=90

1) M. Berek, Ann. d. Phys. (5) 4, 285, 1930.
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wo die ¢ sich aus den s nach den Formeln

6, = 5
s = 25,5,
6, == s} + 25,5, (38; 8)

Gy == 25,5, + 28,5,

ergeben. Wir bezeichnen die beiden fiir 92 angegebenen Summen
als s-Summe bzw. ¢-Summe. Beschrinkt man sich auf die beiden
ersten Glieder der s-Summe, setzt also

4
S, . .
Pi = st cos 30(1 4 ;251112 80> ) (38; 4)
0
So_ s +5 +3 +2 *7 4
So
£ 46400
/ /
Lok
\ \
S2
Sp = -7 -2 - -5 -0

Abb. 26, Strahlungsdiagramme eines Objektpunktes [nach (4)] bei

u ape s
Verinderung des Verhiltnisses -2
So

so entspricht dies der dreigliedrigen ¢-Summe mit den Koeffizienten
G, = 83; G, = 25,8,; G, — s}.
Lassen wir hier -? variieren, so erhalten wir die in Abb.267) wieder-

SO
. . oo e S
gegebenen Strahlungsdiagramme, bei denen die jeweiligen —2-Werte

0
angeschrieben sind. Man erkennt aus dieser Abbildung, daB bereits
durch (4) die charakteristischen Ziige eines objektseitigen Strahlungs-
diagramms geniigend genau dargestellt werden.

1) Die Abb. 26 bis 33 sind — teilweise geindert — der Arbeit von
Berek (a. a. 0.) entnommen.
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Um einen vergleichenden Uberblick iiber die Abhingigkeit der
bildseitigen Intensitidtsverteilung von dem objektseitigen Strahlungs-
feld zu erhalten, ist noch dafiir zu sorgen, dal die durch (2) bzw. (4)
gegebenen Strahlungsfelder in den gleichen objektseitigen Apertur-
winkel @, die gleichen Energiemengen hineinsenden. Es ist daher
in (4) der Koeffizient s, so zu wihlen, daB

89
j’w% sin §, 49, = const. (88; 4%)
0

Um aus der objektseitigen Strahlungsfunktion 1, die bildseitige
Amplitudenfunktion abzuleiten, haben wir zu beriicksichtigen, daB
bei aplanatischer Abbildung — und solche wollen wir hier der
Einfachheit wegen allein voraussetzen — die sin-Bedingung erfiillt
ist. Es ist also

sin #, = constsin § = Bsin &, (38; b)

wenn & den bildseitigen Winkel gegen den Hauptstrahl des Biindels
bezeichnet. Die Proportionalititskonstante setzen wir voriibergehend

gleich B. Es ist noch B — ﬁﬁ', wo f3' die GaufBische Lateral-
n

vergroflerung ist. » ist der objektseitige, »’ der bildseitige Brechungs-
index. Mit (5) geht (2) iber in

oc 4
P = cos {)0{ > 800 B2 sin24 {}}
u=0

- 2 (38; 6)
== cos &, { > 65, B2 sin2e ﬁ}

u=0

Zu dieser durch das objektseitige Strahlungsdiagramm bedingten
bildseitigen Amplitudenfunktion ¢ miissen wir noch einen Faktor
hinzufiigen, der die Absorption (allgemeiner: die Lichtschwichung)
beim Durchgang des Lichtes durch das optische System angibt. Zur
Vereinfachung der folgenden Uberlegungen wollen wir annehmen,

cos? &

dal dieser Faktor den Wert 5 hat. Wir erhalten dann fiir die
cos

o
bildseitige -Funktion

¥ (®) = cos § > 6, B2 sin®* 9. (38; 7)

u=0
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Setzen wir dies in den fiir die Kugelwelle erhaltenen Aus-
druck [24; 7]1)

o
up = ik [9(®)J, (kopsind)e” “P* sinpdp
0
ein, so erhalten wir

wp = ik {o B”_fJ (kgpsin 9)
a=0 e_zkxpeoxh? sin 2F¢+1,ﬂ~d(sin,ﬂv)}- (38, 8)

§ 39. Intensititsverteilung in der Bildebene

Setzen wir hier zuniichst #p — 0, so erhalten wir den Wert
von up Hir die Bildebene, und zwar wird, wenn wir wieder
kopsin® — ' und kgpsin @ = Yy setzen:
sin2 ¢ @
l€~——0 1)2 “

Nach (A; 24) geht dies iiber in

(J o)y sy

0

u,_uusmﬁ@z{agqusmwo S ( ) ;’)j;f")ll. (39: 1

=0 v=10

Fithren wir hier noch die Besselschen Funktionen J, . | () hoherer
Ordnung auf solche nullter oder erster Ordnung zuriick, so erhalten
wir, wenn wir gleich zur Intensitit (Ip),,,—, iibergehen und fiir
B sin @ wieder sin @, schreiben

2 g f 2 _

(IP)M»: 0 = 77:‘ <int @ {60 ‘_]1_(_”_) + G, sin® e, ,20_‘],0 (2) +,i)(§,,, 4)‘7,1@)
2

1 6, sint @, (v - )4”‘7 o) *n(o" REAUM } . (39: 2)

Geniigt die objektseitige Strahlung dem Lambertschen cos-Gesetz,
so reduziert sich die geschweifte Klammer in (1) bzw. (2) auf das
erste (Glied, so dafl dann, mit (28; 3) iibereinstimmend,

2
7 J (V)
(]/’).’L'[)=l) — 72 sm4()< y >
1) Das — unwesentliche — Minuszeichen aus (24; 7) haben wir hier

fortgelassen.
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wird. Fiir den Achsenpunkt der Bildebene wird ¢p — O, also
y = 0, und es ergibt sich wegen (A; 15) fiir die Intensitit im
Achsenpunkt der Bildebene, dem geometrisch-optischen Bildpunkt,
aus (1)

., 2u L (U
Ip)gpesa = Fsm ® #ZO G2, Sin2" @ 120(“ 1) < )'u T 1”

op=20
Nun ist
1 1 w+1 + 1
(), s = el e )l
En( L e u | L el G
1
- F]y (39; 3)
so daB ‘
2 o -2
Ip)zpp=0 — %sin‘*@[z u T 162u sin?¢ @ J 39; 4)
. ep=0 =0

Die hier auftretende Summe kann je nach Grofie und Vorzeichen
von Gy, die verschiedensten Werte annehmen, u. a. auch gleich Null
werden, so daff unter Umstiéinden im Kern des Beugungsscheibchens,
des Diffraktionsbildes, die Intensitit Null auftreten kann.

§ 40. Intensitiitsverteilung lings der optischen Achse

Fir die Intensitatsverteilung lings der optischen Achse haben

wir gp = 0, also J (kgpsin®) = 1 zu setzen und erhalten so
aus (38; 8)
0o 6
up — ik 2 {GQUBQKLLJewikm_pcusé?sin‘z.u + lﬁd(sin»&)}-
u=0 0

Setzen wir hier
cos§ = | — Lsin’ g,

was in der Umgebung des Bildpunktes, d.h. solange zpsin*® < 4,
sicher gestattet ist (s. 29; 2), so wird mit

1 s 29 o 1 120 —
shzpsin®d — ' und Fhrpsin®’@®@ =y,

r
kxp .
wp = ike " lsin?@ 2 G2, S»ell’g"#dg'.
=0
[d
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Das hier auftretende Integral kénnen wir nach (A; 39) auswerten
und erhalten mit Bsin® — sin@,

(Up)op=0 = ike "Psin? @ ) 6, sin? ¢ O, u! {[(f’#+ 1(¥)cosy

w=0

+ Su 1 @)sing] + 4 [Cu 4 1 @ sing — S, 4 @) cosy]} (405 1)
Die Intensitiéit lings der Achse des Strahlenbiindels wird demnach

4 n*
Ip)yp=0 = 2 51n4@/ E Gy Sin®“ @, u!{ “+1(})COS}
,u—~0

+ Su +1@)sing]}? + {2 Gy SIN* " @y ! [Cu +1(¥)siny
u=0
— St 1(®)cos2]}2 > (40; 2)

Setzen wir hier fiir dl, +1(x) und SA‘u +1(r) die Werte aus (A; 33)
ein, so erhalten wir

(IP){JP:o:L91n4@/{60S]__I]_}+6 sin? O S}'—}T}'SID;‘—l

A2 AN 2
+ 6,sin* @, - — 2sing + 2:3005% + ¥®siny . 2
-%%Lfm+@mml%%gﬂ
2 - p— 2
+ 6, 8in* @, — st Zlgln; — 1% cosy — + } > (40; 3)

§ 41. Anwendung der Formeln des § 39 auf spezielle Fiille

Wir wenden unsere fiir die Intensititsverteilung in der Brenn-
punktsebene erhaltene Formel (39; 2) auf ein durch (38; 4) ge-
gebenes Strahlungsdiagramm (Abb. 26) an, fiir das s, gemi$ (38; 4%)
bestimmt ist. KEs ergibt sich dann fiir die Lage der Nullstellen
der Intensitdt in der Bildebene die Abb.27, in der als Ordinate

die Werte z—ssin2 0, Benutzt wurden. Als Abszisse sind die Werte

0

von y — 275%1—)sin@ zugrunde gelegt. Die Abbildung gibt also

an, fiir welche Werte von 1y bei den verschiedenen Werten von

isinz ®, die Intensitit in der Bildpunktsebene verschwindet. Der

5o
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Wert Z—’sing ®, — 0 entspricht einem nach dem Lambertschen
0
cos-Gesetz strahlenden Objekt. Man erkennt deutlich, da besonders

fiir kleine negative Werte von %3 die Verhaltnisse sehr stark von
SO

Abb. 27. Lage der Stellen voller Dunkelheit in der Brennebene einer
Kugelwelle, deren objektseitiges Strahlungsfeld durch (38; 4), (38; 4%)
[Abb. 26] gegeben ist, in Abhiingigkeit von z—2sin2 6, wo ®, den (halben)
s 0
objektseitigen Offnungswinkel des Strahlenbiindels bedeutet.

Yp ..
(1) = 2 n}% sin 9) (® = halber bildseitiger Offnungswinkel)

.. . . . . .S
der ,normalen* Intensititsverteilung, wie sie sich fiir 2 = 0 er-
s
0
gibt, abweichen.

Setzen wir andererseits
2
¥ = 6} cosao<1 —|—:—2sin21‘}0> (41; 1)
0
voraus, so ergibt sich fiir die Maximal- und Nullsteller in der Bild-
ebene Abb. 28, aus der man iibrigens noch erkennt, daf fiir

gzsinr" ®, — — 2 im Kern des Beugungsscheibchens Dunkelheit

0
herrscht. Dies sieht man auch, wenn man in Formel (39; 4), die
fiir den Achsenpunkt der Bildebene gilt, alle Werte 6, , mit 2p > 2
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gleich Null setzt und nach &2 5 2 differenziert. Der Differentialquotient
0
. . 0O . Gy 2
verschwindet fiir = = 0 und fiir 2 = — ———- Dem ersten
G, G, sin® @,

dieser beiden Werte entspricht ein Maximum, dem zweiten ein Mi-
nimum von Up)ep=o-

ep=0

Abb. 28. Lage der Stellen maximaler Helligkeit (— — — —) und voller
Dunkelheit (————) in der Brennebene einer Kugelwelle, deren
objektseitiges Strahlungsfeld durch (41; 1) gegeben ist1):

(1) = 2nyTPsin @)

Betrachten wir endlich noch ein bestimmtes Strahlungsdia-
gramm P2 = cos &, (1 — 3,54 sin? §)* (41; 2)
(Abb. 29) und verindern die objektseitige Apertur nsin®, des
Beobachtungsinstrumentes, so #ndert sich die Lage der Nullstellen
op sin @,
i B

als Abszisse gewihlt wird, bzw. nach Abb.31, wenn 271:%'5 als

1) Die beiden die Ordinate schneidenden Kurven der Abb.28 wurden
gegen die entsprechenden Kurven der Berekschen Originalzeichnung ge-
andert (berichtigt).

der Bildebene nach Abb. 30, wenn §) — 2 w1~ QP sin@® ==2mx
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7 2 54 5 6 7 8 310
sin®g o L L Lo o
06 — U
25...
04—
02 -
— >0
! o= P | |
Abh. 29 7 2 7 ¢ 5 6 7 & 9 w0
Abb. 30
2 4
70— I !
‘\
08—
26—
94—
!
02-snb,
0- 1 | | | 1 | I | | I

Abb. 31

Abb. 29. Strahlungsdiagramm nach (41; 2). Fiir die verschiedenen (objekt-
seitigen) Aperturen # sin 6 gelten nur die zwischen den zugehérigen Zahlen
liegenden Teile der Kurve

Abb. 30 und 31. Lage der Stellen voller Dunkelheit in der Brennecbene
einer Kugelwelle, deren objektseitiges Strahlungsfeld durch Abb. 29 gegeben
ist, als Funktion von sin ®, Der Abstand (der Dunkelstellen) vom Brenn-

Op
punkt ist in Abb. 30 in optischen Einheiten p (: 27 Tl sin @), in Abb.31

2
in Wellenlingen : 2 = gemessen. [—— — — = Nullstellen von (JIT(U)> ]

Picht, Optische Abbildung 8
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Abszisse zugrunde gelegt wird. Als Ordinate ist in beiden Ab-
bildungen sin @, aufgetragen. Da 3 noch von der Variablen sin &,

Abb. 32 und 33. Lage der Stellen maximaler Helligkeit (— — — —) und
voller Dunkelheit (————) in der Brennebene einer Kugelwelle, deren
objektseitiges Strahlungsfeld durch (41; 3) gegeben ist. Der Abstand vom

Brennpunkt ist in Abb. 32 in optischen Rinheiten p (: 2 n%}: sin @), in

Abb. 33 in Wellenlingen gemessen. [In Abb. 33 sind auflerdem noch die

2
Maximal- und Nullstellen von (J—léll)) eingezeichnet]

abhingt, so gibt Abb. 30 keine direkt anschauliche Vorstellung von
den tatsichlichen Verhaltnissen, wie sie dem Beobachter im Mikro-
skop (in der Bildebene) erscheinen. In der Abb. 31 dagegen, in
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der sin @, aus der Abszisse eliminiert wurde, diese also dem gp
proportional ist, ist dies der Fall. In dieser Abbildung sind auBer-

2
dem noch zum Vergleich die ersten Nullstellen von <J—1U@>,

gleichfalls aut Zn% bezogen, eingezeichnet. Da fiir ein Strah-

langsdiagramm nach dem l.ambertschen cos-Gesetz die Inten-
. J, .
sitidtsverteilung in der Bildebene proportional zu (1—;IL)> ist, so
N\

kénnen wir aus der Abbildung ablesen, daf erst bei sehr kleiner
objektseitiger Apertur, etwa = n.0,3, die Intensititsverteilung in
der Bildebene von der besonderen Form des objektseitigen Strah-
lungsdiagramms unabhingig wird.
Die Abb. 32 und 33 entsprechen v§llig den Abb. 30 und 31,
nur daB jetzt als objektseitiges Strahlungsdiagramm nicht (2),
sondern
¥y = cos &, (1 — 3,54 sin? §)? (41; 3)

zugrunde gelegt wurde. Auflerdem wurden in den Abb. 32 und 33
nicht nur die Nullstellen, sondern auBerdem auch die Maxima der
Intensitiat eingezeichnet. Man erkennt auch hier, daB erst bei sehr
kleiner objektseitiger Apertur # sin @, die Verhaltnisse in der Bild-
ebene von der besonderen Form des objektseitigen Strahlungsdia-
gramms unabhingig werden.

§ 42. Anwendung der Formel fiir die axiale Intensitiitsverteilung
auf spezielle Fiille

Die Intensititsverteilung lings der Achse des Biindels, die
nach Formel (40; 3) zu berechnen ist, ist fiir das durch (41; 1)
dargestellte objektseitige Strahlungsfeld besonders leicht zu be-
handeln. Die beiden in (40; 3) auftretenden geschweiften Klammern
lauten hier:

o [SINY 6, ., _ cosy | rsiny — 12
(v hy = (]
0 { : -+ ’, sin® @, 2
und
6l {Li—dcos_;' % sin? @, Sing — 1« -—2}' (LS“‘A.
r é, r |

8*
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Damit auf der Achse Dunkelheit herrscht, miissen beide
Klammern gleichzeitig verschwinden. Eliminiert man aus ihnen

gﬁ sin? @,, so erhilt man
0
rsiny = 2(1 — cosy).

Dies zerfallt in

. b : ¥

Sln% —= (0 und tg% =3
woraus sich ¥ = 2Nax (N =0, 1, 2,...) ergibt. Fir vt =0
ergibt sich daon g—: = ——m, dagegen: fir r = 2 Nx mit
N=1,2 3, ... wird % = 0, d. h.: ein objektseitiges Strahlungs-

0

feld, das dem Liambertschen cos-Gesetz entspricht, liefert auf

der Achse in den Abstinden v =— 2x; 4x; 6x; ... von der Bild-
ebene Dunkelheit, wihrend ein Strahlungsfeld mit % . —,22—_
G, sin® @,
bereits im Achsenpunkt der Bildebene Dunkelheit erzeugt.
Die vorstehend durchgefiihrten Uberlegungen lassen erkennen,
wie wesentlich die Beriicksichtigung des objektseitigen Strahlungs-
feldes fiir die Intensititsverhédltnisse des Bildraumes ist.



Achtes Kapitel

Mathematische Darstellung beliebiger
Strahlenbiindel

§ 43. Alligemeine Betrachtungen zur mathematischen Behandlung
der optischen Abbildungsvorginge

Bisher setzten wir bei unseren wellentheoretischen Betrach-
tungen eine ideale Abbildung voraus, sahen also — abgesehen von
der chromatischen Aberration, die wir schon kurz erwihnten — von
den Abbildungsfehlern vollig ab. Hierbei zeigte sich bereits, daf
die physikalischen Verhiltnisse doch wesentlich komplizierter sind,
als es die geometrisch-optische Behandlung erkennen 1i8t. Nun
haben wir es aber in Wirklichkeit fast nie, auch im geometrisch-
optischen Sinne nicht, mit idealer, ,punktscharfer* Abbildung zu
tun, sondern jedes optische System zeigt in fast allen Anwendungs-
fallen Abbildungsfehler. Vom Standpunkt der Wellentheorie ist
dies gleichbedeutend mit der Tatsache, daB die urspriinglich, d. h.
im Objektraum ebenen oder Kugelwellen nach dem Durchgang durch
das optische System Wellenflichen besitzen, die von der Kugel-
flichengestalt ubweichen, gegen diese also deformiert sind.

Eine exakte wellen- und beugungstheoretische Behandlung des
Abbildungsvorganges bitte konsequenter Weise in folgender Art
zu geschehen: Wir denken uns das abzubildende Objekt aus ein-
zelnen leuchtenden Punkten zusammengesetzt, was sicher erlaubt
ist, wenn es sich um ein selbstleuchtendes Objekt handelt. (Ist
dies nicht der Fall, so sind natiirlich die nachfolgenden Uberlegungen
entsprechend dem in § 18 Gesagten abzuindern.) Jeden dieser
leuchtenden Punkte betrachten wir als Ausgangspunkt einer Kugel-
welle, die im allgemeinen aus mehrfarbigem Licht, aus Licht ver-
schiedener Frequenz bestehen wird. Da aber Wellen verschiedener
Frequenz nicht ‘miteinander interferieren, so haben wir jede von
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ihnen einzeln als voneinander unabhingig zu betrachten und erst
ihre Intensititen gemsf § 36 zu iiberlagern.

In § 24 haben wir die Darstellung einer zum Punkte (0, 0, 0)
hin konvergierenden Kugelwelle kennengelernt. Die gleiche Dar-
stellung konnen wir natiirlich auch zur Beschreibung einer von
einem leuchtenden Punkt ausgehenden und eventuell durch eine
Blende zum Teil abgeblendeten Kugelwelle benutzen, wenn wir
von der unmittelbaren Umgebung des leuchtenden Punktes selbst
absehen. F#llt der Brennpunkt bzw. der Quellpunkt nicht in den
Ursprungspunkt des Koordinatensystems, sondern hat er die Koor-
dinaten £, 5, &, so gilt statt (24; 5)

i ks
wr =g | v o)

e—z‘k[(xp— So)cose + (Y p— o) cosf+ (zp — o) cosy]d(COSﬂ)d(COS?/).
COoS &

43; 1)

Diesen Ausdruck haben wir unter Hinzufiigung eines zeitabhingigen
Phasenfaktors ¢ @t + 9 mit einer Komponente des Hertzschen
Vektors 3 zu identifizieren, haben also im allgemeinen drei derartige
Gleichungen mit verschiedener Amplitudenfunktion ¢ und ver-
schiedener Phasenkonstante d zur Darstellung der vom Punkte £,
Mo &, ausgehenden Kugelwelle anzusetzen. (Wie wir unten noch
sehen werden, haben wir zu up aufler dem zeitabhéngigen Phasen-

1
faktor noch den Faktor o hinzuzufiigen, um eine Komponente des

Hertzschen Vektors zu erhalten.) Die Integrationsgrenzen sind
entsprechend der Eintrittspupille des optischen Systems, durch das
die Abbildung des Objektpunktes bewirkt werden soll, zu wihlen.

Unter Beachtung der Grenzbedingungen, denen die Feld-
vektoren ¢ und ® an der Grenze zweier durchsichtiger Medien zu
geniigen haben, hitten wir nun die Anderung der Welle und ihrer
mathematischen Darstellung von Linsenfliche zu Linsenfliche zu
verfolgen, bis wir zur Darstellung der Welle im Bildraum gelangt
sind. (Entsprechendes geschieht ja in der geometrischen Optik fiir
die einzelnen liichtstrahlen.) Leider lift sich diese wellentheo-
retische Behandlung noch nicht allgemein durchfithren. Allein fiir
Npiegelung und Brechung an ebenen Trennungsflichen ist dies
bisher moglich, worauf unten noch niher einzugehen sein wird.
In allen iibrigen Filien dagegen miissen wir eine Anleihe bei der
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geometrischen Optik machen, indem wir zunichst nach den dort
geltenden Formeln den Strahlengang durch das optische System
hindurch verfolgen und sodann im Bildraum die zugehorigen Eikonal-
tflachen bestimmen. Diese sind die Wellenflichen des bildseitigen
Strahlenbiindels, das von der Austrittspupille begrenzt wird. Im
nichsten Paragraphen werden wir sehen, wie wir diese im allge-
meinen von einer Kugelwelle abweichenden bildseitigen Wellen
mathematisch exakt darstellen kounen. Wir bekommen so die zu
den einzelnen Objektpunkten gehorigen Intensitdtsverteilungen, die
sich bei inkohirent strahlenden Objektpunkten einfach iiberlagern.

§ 44. Allgemeine Losung der Schwingungsgleichung
Aw + K?u == 0. Beugungstheoretische Darstellung eines
beliebigen Strahlenbiindels ')

Wir betrachten jetzt ein beliebiges Strahlenbiindel und suchen
fiir dieses die Integraldarstellung. Da die geometrisch-optischen
Wellenflachen als Flidchen gleicher Phase Parallelflichen sind, so
ist das Strahlenbiindel durch eine-von ihnen eindeutig bestimmt.
Wir wollen nun voraussetzen, daf die Kaustik ganz im Endlichen
liegt oder sich nur nach einer Seite in das Unendliche erstreckt.
Diese Voraussetzung wird fast immer erfiillt sein. (Ist sie nicht
ertiillt, so gelten die nachfolgenden Uberlegungen in ihren- wesent-
lichsten Teilen gleichfalls. Es ergeben sich nur an einigen Stellen
bei der Diskussion gewisse Modifikationen.) Wir wihlen nun eine
der im Endlichen liegenden Wellenflichen so, dafi die Kaustik ganz
auf der einen Seite von ihr liegt?). Sie sei in Abhingigkeit von
zwel Parametern v und w gegeben durch die Gleichungen

E=E¢(@w); n=nw; {=CF¢@wuw); (44; 1)

oder vektoriell geschrieben, wenn 3 den zu den einzelnen Punkten

der ausgewihlten Wellenfliche gehorigen Radiusvektor (,Wellen-
vektor¢) bedeutet

W = B (v, w). (44; 1%)

1) J. Picht, Ann. d. Phys. (4) 77, 685 (785), 1925 (§ 3).

%) Diese Wahl bringt gewisse Vereinfachungen mit sich, da die Wellen-

flachen in der Nahe der Kaustik sehr komplizierte Gestalt besitzen [s. z. B.

J. Picht, a. a. 0., § 10 und Zeitschr. f. Instrkde. (erscheint demnichst))].
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Da durch die Fliche B — 2B (v, w) unser Strahlenbiindel eindeutig
gekennzeichnet ist, so sei sie im folgenden als ,Kennflache“ be-
zeichnet. Thre Normale sei . Es ist

OB/ IW
, [”07’ 07;] [25,, B,]
R=RC0)=T5F 0wy VB, By 5P
V[W’ 070]

Die einzelnen Wellenflichen (im geometrisch-optischen Sinne)
unseres Strahlenbiindels lassen sich als Parallelflichen darstellen
durch
W — W* (v, w, B¥) = W(v, w) + R*-N(v, w), (44; 1¥%)
wenn * den Radiusvektor nach den einzelnen Punkten der be-
trachteten Wellenfliche und R* deren Abstand von der Kennfliche
bedeutet. Fiir R* =— O ergibt sich diese selbst, wihrend wir fiir
R*¥(= R) - — oo die im negativ Unendlichen gelegene Wellen-
fliche erhalten, die unserem Strahlenbiindel entspricht. Hieraus
ergibt sich auch die positive Richtung von .
Wir bezeichnen die dem Werte B* — R — — oc entsprechende
Wellenfliche 3% = %¢*(v, W, R* = + R) durch den Vektor 28, also

W = W, w) + R-N (v, w)

und nehmen wieder — wie in § 24 — diese negativ unendlich ferne
Wellenfliche von einem undurchsichtigen Schirme bedeckt an bis
auf den Teil, der der Offnung des betrachteten Strahlenbiindels
entspricht. Diese denken wir uns von aulen mit Licht beleuchtet,
dessen Wellenflache unserer unendlich fernen Wellenfliche @(@J, w, R)
entspricht, das also nach den zu unserer Kennfliche (1) gehdrenden
Evolutenschalen (Kaustiken) — im geometrisch-optischen Sinne —
konvergiert.

Um den Wert «p der der Schwingungsgleichung A w + k*u — 0
geniigenden und unser Strahlenbiindel darstellenden Funktion « im
Aufpunkte P zu erhalten, benutzen wir wieder die Gleichung

1 d e—ik!' e—ikr du s
“ GH"'E(’ ! >_ . .a-;]da. (44; 3)

Fiir die hier auftretenden Oberflichenwerte der Funktion « und
ihrer Ableitung nach der inneren Normalen n kénnen wir mit hin-
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reichender Genauigkeit setzen

e—ikR
U —= — 10(0, W) R l
und (44: 4
— kR
g—: = +g—% = ilmp(v,w)e—R ,
wo ¥ — ¥ (v, w) wieder wie in § 24 eine von der Richtung der

geometrisch - optischen Lichtstrahlen abhingende ,Amplituden-
funktion“ ist, deren Quadrat die Intensititsverteilung auf der un-
endlich fernen Wellenfliche angibt.
Wir bestimmen nun die Entfernung r des Aufpunktes P
(= «p, Yp, #p) vom Fliichenelement d ¢ der unendlich fernen Wellen-
fliche W (w,w, B). Es wird, wenn die Lage des Aufpunktes P
durch den Vektor P (,Punktvektor*) bestimmt ist,
r=|T—%,
=VB @ w) + B- R, 0) — B
—VR*+2R. (T (v, w) — B, N (v, w)) + (T (v, w) — P)™
Nun ist, da R— — oo, | W (v, w) — B| L | R|, so dab

yo= — [R + (B (v, w) — B, N(, w))]
= —R + (}P —1 (U’ ’l/l)), ’)2 (07 w))'

Es ergibt sich demnach in derselben Niherung wie oben

e—ikr _ ik R e_ik(%—‘m(r,w), W(v,w)) (4.4’ 5)
r R
und entsprechend
0 se—ikr GEE k(o
(V= — ik (M@ w) 446
dn< r > "“"'R ( )

Setzen wir die Werte (4), (5) und (6) in Gleichung (3) ein, so
erhalten wir fir den Wert up der Funktion u im Aufpunkte P,

wenn noch wegen |R|—> oo
de

7 = 49

gesetzt wird, nach einigen Vereinfachungen

k ik (B—
up — '2_,,.“‘1’(”'”’) BB W RW) g o 44 7)



192 Achtes Kapitel: Mathem. Darstellung beliebiger Strahlenbiindel

wo I (v, w) und N (v, w) von 8 abhingig sind. In kartesischen
Koordinaten geschrieben, lautet die Gleichung (7)

wo
£ : (v, w) die Komponenten des
n = n(v,w) Wellenvektors 28
g — ;(1}, W)
und e
i\?ﬂ i l\fo (v, w) die Komponenten des
y = Ny (v, 0) Normalenvektors M sind.
Nz — -Nz (/07 7/0)

Lassen wir in (7) den Aufpunkt P — ‘P varileren, so stellt die
Funktion up — u (P) wegen |N(v,w)] = 1 eine Losung der
Schwingungsgleichung 4% + k®u = O dar, und zwar fiir den Fall,
dafl das Strahlenbiindel nach den beiden zur Fliche B — 2 (v, w)
gehdrenden Evolutenschalen (Kaustiken) — im geometrisch-optischen
Sinne — konvergiert. Diese ,Brennflichen¢ konnen auch aus-
geartet sein.

Auf der unendlich fernen Fliche, iiber welche die Integration
in (3) ausgefithrt wurde, ergibt sich dann eine variable, durch ¢?
gemessene Intensitat der Welle. Physikalisch wird dieser Fall
verwirklicht, wenn das Strahlenbiindel durch eine absorbierende
Schicht verinderlicher Dicke bzw. von értlich verdnderlichem Ab-
sorptionskoeffizienten hindurchgestrahlt wird oder auch, wenn die
vom Objekt ausgestrahlte Intensitdt (Energiemenge) eine Funktion
der Richtung ist.

Da jede der unendlich vielen geometrisch-optischen Wellen-
flichen des Strahlenbiindels als Kennfliche gew#hlt werden kann,
so folgt — rein formal — eine entsprechende Anzahl von Integral-
ausdriicken fiir das betrachtete Strahlenbiindel. Man erkennt aber
leicht, daf alle diese so erhaltenen Aunsdriicke sich nur um einen
konstanten Phasenfaktor unterscheiden. Wihlen wir néamlich zu-
ndachst die Kennfliche B — W (v, w), so ergibt sich fir
Gleichung (7). Jede der anderen Wellenflidchen desselben Strahlen-
biindels 1aft sich aber, da sie der Fliche % — 20 (v, w) parallel
ist, nach (1#*¥) darstellen durch

W == W (¢, w0, RF) == W (2, 00) ~ &% N (v, ).
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Wihlen wir diese Flache 8% — * (¢, w, R¥) als Kennfliche des
Strahlenbiindels, so folgt aus (7)

up = 5— [ W (v, w) e~ i B— W@, B, R@w) § Q,

e -;—k- etk R* j 'd) (1) w) e— U»(“B W (v, w), N(v, w))d Sa
2m
da ja (N (v,), N (v, w)) = 1 ist. Der so fir up erhaltene Aus-
druck ist bis auf den Phasenfaktor e?*E* mit (7) identisch.
Wir wollen nun noch das in (7) auftretende Differential

d
a8 = _R% in Beziehung setzen zu dem Flichenelement der Kenn-

fliche bzw. zu den Differentialen dv, dw der beiden Parameter, die
wir uns so gewihlt denken, dal sich die Linien » — const und
w = const im ganzen Integrationsbereich nirgends beriihren, d. h.
also, daB zwei benachbarten Punkten des Integrationsbereichs stets
zwei verschiedene (benachbarte) Wertepaare (v, w) entsprechen?).
Es ergibt sich, wenn von jetzt ab d¢ das Flichenelement der Kenn-
fliche W = W (v, w) und K — K (v, w) das GauBsche Krimmungs-
maf dieser Flidche bezeichnet, fiir d£Q

d = K{w,w)yde — K (v, )‘/[0%, %%] dvdw

V‘m d% dodw?). (44; 9)

Gleichung (7) in Verbindung mit Glelchung (9) liefert uns
also die der Schwingungsgleichung Ju + ¥ u — 0 ge-
niigende Funktion # fiir irgendein beliebiges Strahlen-
biindel, das durch eine seiner geometrisch-optischen
Wellenflachen (B —= B (v, w)) gegeben ist.

Bei spezieller Wahl der Parameter » und w lassen sich die
in (9) angegebenen Ausdriicke fir d£ noch etwas umformen. Sind
beispielsweise die Kurven » — const und « — const die Kriimmungs-
linien der Kennfliche und iiberdies » und w so gewihblt, daf sie

1) Dies ist z. B. stets der Fall, wenn die Linien v = const, w =— const
Kriimmungslinien sind, oder — allgemein — ein beliebiges isogonales
Kurvensystem bilden.

2) N hat fiir die Einheitskugel (— KriimmungsmaB gleich eins —)
dieselbe Bedeutung wie B fiir die Kennfliche.
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den Bogenlingen dieser Kurven entsprechen, so ergibt sich, wenn
wir die so gewithlten Parameter v und w durch s, bzw. s, und die

beiden zugehdrigen Kriimmungsradien durch ¢, — g, (5,,5,) bzw.
0, = 0, (5, 5,) bezeichnen, fiir d 2:
10 — 45 9%
01 Q9

und dermanach fiir up:
MP o

jjw (857 85) e—ik(‘l3 — 1B (81, 83), N (51,82))

ik ds,ds,
01(5,59) - 03 (51, 8p) |
zu integrieren tiber den der Offnung des Strahlenbiindels ent-
sprechenden Bereich der Variablen s, und s,.

Bezeichnen wir die Richtungskosinus der Wellennormalen, der

yLichtstrahlen, durch cos &, sin & cos ¢, sin & sin g, so wird

(44; 10)

2

Wp —

6

S
?

2x
0

[

7T

w (,{}’ ‘P) e-‘ikh«‘pcos&+ ypsindcosp -+ zpsinIsing —£(I, ¢)] sin{)dﬁd(p,

X M—

(44; 11)
wo
f(® @) = Ecos® - nsinPcosp + {sindsing (44; 12)
ist, und
E=Ei09); n=nB09); =159
die Koordinaten der Kennfliche sind. Die Funktion f = f (%, ¢)
hingt auBer von der Richtung der Lichtstrahlen nur von der
Gestalt der Wellenfliche ab. Wir werden unten noch sehen, da8
auch umgekehrt die Wellenflichen durch die Funktion f eindeutig
bestimmt werden. Wir bezeichnen daher fals ,Gestaltsfunktion.
Sind cos ¢, cos B, cosy die Richtungskosinus der Lichtstrahlen,
so lautet die Integraldarstellung des Strahlenbiindels
Up =
% jA j.w (ﬂ: ')/) 6_lk['xpmsa Fypeos3-tzpeosy— f(3 ] d (C0§fa)édgf(:9sy)
(44: 13)
mit der Gestaltsfunktion

f(B,y) = Ecose +neos -+ Eeosy (44: 14)

E=EBy): n=nBy: &=°C(Byp.

und
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§ 45. Beugungstheoretische Darstellung einer beliebigen
zweidimensionalen Welle, einer ,,deformierten Zylinderwelle” !)

Um die im vorigen Paragraphen fiir den Iall eines beliebigen
Strahlenbiindels erhaltene Formel auf eine beliebige Zylinderwelle
zu iibertragen, gehen wir aus von der spezialisierten Form (44; 10)
und setzen zunichst voraus, daf wir ein Strahlenbiindel zu behandeln
haben, bei dem g,(s;,s,) im ganzen Integrationsbereich konstant

ist. Dann konnen wir g,(s,,s,) — da ja wp nur bis auf einen

konstanten Faktor bestimmt ist — vernachldssigen. Wir erhalten
fiir den so charakterisierten Spezialfall

ik ds, ds

p — — S, 8,) e th(B—Wisy, o), Mlsy,89) —“L72 . (45, ]

“ ZWij(N ? [N CREN) ( )

Bei einer beliebigen Zylinderwelle liuft die eine Schar der

Kriimmungslinien (s; == const) der Achse des Zylinders parallel,

und es ist @, — const. Wir nehmen das Koordinatensystem (x, y, 2)
so an, daf die £-Achse der Zylinderachse parallel ist, so daf s, =— ¢
wird. Dann werden ¢, 2, % und g, von s, unabhingig. Fir s,
schreiben wir nunmehr s, so daf}

<I‘3(51732) — {g (S)§ 77(3); §}7 %(81,82) = {‘Nx(sﬁ l\ry(sﬁ 0};
Y(s1:8) = V()i 0,(51,8) = @(s)

Die Projektion des Vektors 2(s,, s,) auf die xy-Ebene be-
zeichnen wir durch W (s) = {E(s); n(s)}. TFir N(s,, s,) kinnen
wir entsprechend N (s) schreiben und erhalten so aus (1) nach Aus-
fihrung der Integration iiber # von — A bis + A4 als beugungs-
theoretische Darstellung einer beliebigen Zylinderwelle

wp = i’izAj () e k- wwnw 5 g5 0
™ 0 (s)
wo B jetzt der in der zy-Ebene liegende Vektor ist, der der Pro-
jektion des nach dem Aufpunkt P gezogenen Radiusvektors auf die
xzy-Ebene entspricht.

Fiir eine Kreiszylinderwelle wird g(s) = const und —
wenn wir noch sfg =— & setzen —
. . d
W(s) ={o-cosP; g-sind}; N(s) = |cos F; sin §}; —(Z) = d9,
Y

1) J. Picht, Ann. d. Phys (4) 77, 685 (785), 1925 (§4).
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so daB sich wieder die von Debye fiir die ebene Kreiszylinderwelle
angegebene Formel ergibt:

wp = é_k_ 24 e_ikgj 11’(3) 6——ik[xpcos3+ypsin3] d'ﬂ‘l), (45 3)
4
abgesehen von einem konstanten Faktor 9171 V_}:, den wir noch hin-

zuzufiigen haben, um Ubereinstimmung mit (30; 3) zu erhalten.
Dementsprechend haben wir allgemein statt (2) zu schreiben?):

% ds
Up = —= e~ ik (P — W), Ne) . 45; 4

§ 46. Beugungstheoretische Darstellung einer beliebigen
(riumlichen) Welle unter Benutzung der Kaustikflichen %)

Um die in § 44 abgeleitete Formel, die fiir ein beliebiges
Strahlenbiindel gilt, anwenden zu konnen, muf die Gleichung einer
der geometrisch-optischen Wellenflichen, der Kennfliche des
Strablenbiindels, bekannt sein. Es soll nunmehr die dort (§ 44)
angegebene Formel so umgeformt werden, daf nicht die Kennfliche,
sondern die geometrisch-optische Kaustik des Strahlenbiindels auf-
tritt. Hierbei ist zu beachten, daf die Kaustik im allgemeinen aus
zwel Schalen besteht, die jedoch in gewissen Fillen ausarten konnen.
Im allgemeinen werden wir daher zwei formal verschiedene Formeln
erhalten, je nachdem, welche der beiden Schalen der Kaustik wir
zugrunde legen. Artet die eine Schale aus, so ergibt sich nur eine
Darstellung. Den Fall, daB beide Schalen der Kaustik ausarten,
wollen wir fiir die hier zu suchende Darstellung ausschliefien.

Die eine Schale der Kaustik des zu untersuchenden Strahlen-
biindels sel gegeben durch den Vektor £ — & (s% ¢) (,Kaustik-

d Ezlsn;i), so entspricht das Differential d & vollkommen
d (cos 8) d (cosy)
T cosa
2) Da in (4) die z-Koordinate des Aufpunktes vollstindig herausfillt,
so kann (4) — angewandt auf eine rdwmliclhe Zylinderwelle — nur fiir
solche Aufpunkte gelten, die hinreichend weit von den Grenzen (z — 4 A
hzw. z = — ) entfernt sind, und fiir die gleichzeitig — 4 <z < -~ 4 ist.
%) J. Picht, Ann d. Phys. (4) 77, 685 (785), 1925 (§5).

1) Da d& =

dem in (44; 13) auftretenden Differential
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vektor*), wo die Parameter s* und ¢ so gewihlt sind, daf sich fir
das Bogenelement ds der Flache £ =—= & (s*, ¢) die Gleichung ergibt

2
ds? = ds*? | (3-2) dg (46; 1

(Yeometrisch bedeutet dies: Die Kurven ¢ — coust sind geoditische
Linien, die Kurven s¥ == const deren orthogonale Trajektorien, und
zwar ist s* die Bogenlinge der geoditischen Linien ¢ == const,
gemessen von der orthogonalen Trajektorie s* — O bis zum Punkte
(s%,q), d.h. s* ist der normalgeodatische Abstand des Punktes (s%, ¢)
von der Kurve s¥ =— 01). Um eine Fliche I8 — W (s*, q) zu finden,
7zu der die gegebene Fliche & = & (s*, ¢) die eine der Evoluten-
schalen ist, haben wir die Gleichung anzusetzen

*

W = W(s*, q) == K(s*, g) — (s* + const) Q%(—;@ . (465 2)
Soll nun die Fliche ¥ = B (s*, ¢) die Kennfliche unseres Strahlen-
bitndels sein, so miissen wir unsere Kurven s* == const bzw. ¢ = const
noch speziellen Bedingungen unterwerfen. Wir miissen nimlich
beachten, daf wir zu der Kennflache ¥ — ¥ (s*, ¢) unseres Strahlen-
biindels nur dann gelangen, wenn wir die Parameter (s¥, ¢) so wihlen,
daB die in Richtung der Kurven g = const an die Fliche & (s* ¢)
I8 (s% q)

ds*
strahlen unseres Strahlenbiindels zusammenfallen. Da sich durch
jeden Punkt einer Fliche in vorgegebener Richtung stets eine und
nur eine geoditische Linie legen 146t, so ist die entsprechende Wahl
der Parameter s* und ¢ eindeutig moglich?). Wir setzen nun vor-
aus, dafl. die Wahl in dem genannten Sinne getroffen ist. Dann
besteht also zwischen der Kennfliche unseres Strahlenbiindels und

o

Jt

der betreffenden Schale der Kaustik die Beziehung (2), wo b den

absoluten Betrag | hat und in Richtung den Lichtstrahlen des be-
trachteten Strahlenbiindes, d. h. den Normalen der Kennflache
W — W (s* ¢) entspricht. Wir erhalten demnach:

= (P — R(s* q). N(s* q)) + s* | const. | '
1) Vgl. Knoblauch, Einleitung in die Theorie der krummen Fléchen,

Leipzig 1888, S. 2281if.
2) Abgesehen von einer — unwesentlichen — additiven Konstanten,

gelegten Tangenten mit den geométriéch-opfischen Licht-
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Nun bedeutet das rechts auftretende skalare Produkt die Projektion
des vom Integrationspunkt (s*,¢) der Kaustik nach dem Aufpunkt
gezogenen Fahrstrahles auf den Lichtstrahl, der die Kaustik im
Integrationspunkt bertihrt. Die Grofe s* ist die Bogenlinge der
geoditischen Linie, die in Richtung des betreffenden Lichtstrahles
durch den Integrationspunkt der Kaustik hindurchgeht, gerechnet
von ihrem Schnitt mit derjenigen orthogonalen Trajektorie, der
— willkitrlich — der Wert s* — 0 zugeordnet wurde.

Wir konnen nun wieder beliebige Parameter (v, w) annehmen;
dann erhalten wir fiir up — von einem konstanten Phasenfaktor
abgesehen —

Up — -7/—](.- Sjw(v’ w) e— ik [(B— K (@, w), M(v, w)) + s (v, w))
2 O OT,  f (461 4)
[W’fwhl dU dw

wofiir wir auch schreiben konnen

ik —ikir! 9! i ' g . S¥ (T, (1
wp = _2__“_ [S w(a7 (P) ¢ ikr 1)(005 ])cos3+ smSP sin J cos ((fP ) + ¥, P}
T . y
¢ sing d 9 d e, 46; 5)

wenn RN (v, w) = {cos &, sin§ cos @, sind sin g} gesetzt wird. In (5)
bedeuten (rp, & p, @ p) die Polarkoordinaten des Anfpunktes P, bezogen
anf ein Koordinatensystem, dessen Ursprungspunkt im Integrations-
punkt der Kaustik liegt, d. h. in dem Punkte, in dem der zum Werte-
paar (§, @) gehorige Lichtstrahl die betreffende Schale der Kaustik
beriihrt, und das aus dem urspriinglichen System (r,®, @) durch
Parallelverschiebung hervorgeht. s* — s (&, ) ist die Bogenlange
der im oben angegebenen Sinne definierten geoditischen Linien der
betreffenden Schale der Kaustik.

Bei achsensymmetrischen Strahlenbiindeln artet die eine Schale
der Kaustik aus. Sie fillt mit einem Teile der Achse des Strahlen-
biindels zusammen. Die andere Schale der Kaustik ist dann gleich-
falls achsensymmetrisch. In dem dem Werte & — () entsprechen-
den Punkte besitzt sie eine Spitze. Die orthogonal-geoditischen
Linien der betreffenden nicht ausgearteten Kaustikschale gehen dann
ither in polargeoditische. Als Kurve s# = () kinnen wir hier die
Spitze der Kaustik wiihlen, so dafi die Bogenlinge s* (. ¢) von der
Spitze der Kaustik aus zu messen ist.
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§ 47. Beugungstheoretische Darstellung einer beliebigen zwei-
dimensionalen Welle unter Benutzung der kaustischen Linie?)

Fiir ein beliebiges ebenes Strahlenbiindel geht (46; 5)
itber in
e L_ w(a)e—ik[rlpcos(&—ﬁyfx)+s*]da. (4:7y 1)
Vi
Da fiir den ebenen Fall sich der Ubergang von (45;4) zu (1) be-

sonders anschaulich verfolgen 148t, so sei er hier noch besonders
durchgefiihrt.

Das skalare Produkt (P — L (s), N (s)) der Formel (45; 4) ist

—>
die Projektion des Vektors P -— W (s) — QP auf den durch den
Punkt % (s) — @ gehenden Lichtstrahl, der die kaustische Linie im

Punkte & (s) = B berithre (s. Abb. 34). Der FuBpunkt des Projek-
tionslotes von P auf B () sei N, so daf

JE.
(B—B(s), N(s)) = QN
Andererseits ist
—_— —_— —> —
QN = BN—BQ = rpcos (§§ — &) — BQ.

Da die Wellenlinie B — B (s) Evolvente der kaustischen Linie
£ = K(s) ist, so ist, wenn s* die Bogenlinge der kaustischen
Linie von ihrer Spitze (oder einem beliebigen ihrer Punkte) bis
zum Bertihrungspunkt B des Lichtstrahles bezeichnet,

—>
B @ — const — s*,

1) J. Picht, Ann. d. Phys. (4) 77, 685 (785), 1925 (§4).
Picht, Optische Abbildung 9
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so daf also endlich
(B — B (s), N (s)) = rpcos (& — p) + s* — const.

Da auflerdem % = d @ ist, so unterscheiden sich (45; 4) und (1)
Q

nur um einen konstanten Phasenfaktor.

§48. Bestimmung der geometrisch-optischen Wellenfléichen
aus der beugungstheoretischen Integraldarstellung
eines Strahlenbiindels )

Wir haben gesehen, da wir jedes beliebige Strahlenbiindel,
dessen Wellenflichen oder dessen Kaustikflichen uns durch ihre
Gleichungen gegeben sind, beugungstheoretisch durch einen Integral-
ausdruck wiedergeben konnen, der sich stets auf die Form bringen
1aBt:

Hp — ;ijjw(ﬂ, p) e Ep @t up Bt gy — 1) apdy 48; 1)
(d2+ﬁ2+?2:1) o

oder anders geschrieben:

“. . (07 w) e—ik(xpm(/n, w)+ypBw,w+zpy @, Wl doy dw (4_8; 2)

@+ B2 45 = ).

Wir wollen nun umgekehrt zeigen, dal sich jeder derartige Aus-
druck als beugungstheoretische Integraldarstellung eines optischen
Strahlenbiindels deuten lifit, indem wir die Gleichungen der geo-
metrisch-optischen Wellenflichen des zugehorigen Strahlenbiindels
aus dem angegebenen Integralausdruck direkt bestimmen. Dazu
haben wir nur drei Funktionen £ (8,9); 5(8,7); &(B,y) so zu be-
stimmen, daf}

«EBY) +BnBy) +EB) =FBy)  (48;9)
ist, und dall ferner die aus den partiellen Ableitungen dieser Funk-
tionen nach 8 und p gebildeten Vektoren auf dem Vektor (e; ; y)
senkrecht stehen:

0t dn 0¢ 0§ 0y 0f . 3.

G5 a5 ap "™ 5y i) L AP
Geometrisch gibt uns Gleichung (3) die Gesamtheit aller an die
Wellenfliche gelegten Tangentialebenen. Die Wellenfliche selbst
bildet also die Enveloppe jener Ebenenschar. Um ihre Gleichung

|

(48; 3%)

1y J. Picht, Ann. d. Phys. (4) 77, 685 (785), 1925 (§6).
2) E. T. Whittaker, Math. Ann. 57, 333/355, 1903.
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zu erhalten, differenzieren wir (1) nach f und ¢ und erhalten
wegen (3%) die beiden Gleichungen

B __Of By .
"«f(ﬁv?’)';‘*‘”ﬂ(ﬁﬂ)—‘Ty 48; 4)
4 __ 0By .

Aus (3), (4) und (3) folgt dann sofort
’ af (B, ar (B,
§6.p = |16y —p- O B2y OLP ”]

B
AF (B, it ol
1B = B 1B — (8- E) %%w 7'”%%”; 1526

orf (B, 9
EB) = 7| B — .LgﬂﬁW_(y 7). f(;fiy)]
Ist z. B. V

so folgt

f(By) =aa+b-f+cy+td
E=a+wad;, n=>0+pd {=c+yd

Dies ist die Parameterdarstellung einer Kugel vom Radius d und
dem Mittelpunkt (@, b,¢). Wir erhalten also in diesem Falle die
Darstellung einer nach dem Brennpunkte (@, b, ¢) hin konvergierenden
Kugelwelle, wie man dies auch sofort direkt erkennt.

Wir wollen noch die Gleichungen zur Bestimmung der Kenn-
flache eines Strahlenbiindels hier angeben, wenn dieses gegeben
ist durch

27z H
il ik[xpcosd 4+ ypsin I cos ¢+ 2psin ) sin ¢ — F(F, )]
”P:‘)_,T.‘ j\w(ﬁ q))e P I ‘3 P’
-
o o singd@de (48; 7)

In derselben Art wie oben erhalten wir fiir die zugehdrige Kenn-
fldche
E=¢§¢0,9) = +cos f(P,p)—sind--
n=n@ @)= +sind -cosgp-f (¥ @)
o @) sing If(®, @)

ki sin & o
(=t )= +sind-sing (D, p)
(@) cosg 0f D),
J9 sin & 0

Q

f(%q)
09

+ cos 9 -cosg- (48; %)

4 cos P -sing--
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Die iibrigen Wellenflichen des betrachteten Strahlenbiindels
ergeben sich, indem man in diesen Gleichungen f (9, @) ersetzt
durch (&, @) + const; sie sind also durch f (9, ¢) bzw. f(B,y)

eindeutig bestimmt.

§49. Geometrische Optik als Grenzfall der Wellenoptik?).

Wir hatten bereits oben § 15 gesehen, dafl die geometrische
Optik als Grenzfall der Wellenoptik angesehen werden kann, bei
dem die Wellenlange 4 =— 0, also ¥ - oco. Wir sprachen von der
Méoglichkeit, den Beweis auf zwei verschiedene Weisen zu fiihren,
von denen wir jedoch die eive noch zuriickstellten, um sie, nachdem
wir die allgemeine Darstellung eines beliebigen Strahlenbiindels
kennengelernt hitten, in allgemeinerer Art als sonst iiblich und in
§ 15 moglich gewesen ist, durchzufiilhren. Wir wollen dies nun-
mehr nachholen. Die allgemeine Darstellung eines beliebigen
Strahlenbiindels war ?)

- _
Up == —;— ( e—1E(B— BV, w), N, 0) K (v, w) d 6. (49; 1)
n ¢
. . 27
Hierin haben wir nun A — 0, also &k — T zu setzen.

Bevor wir diesen Ubergang vollziehen, setzen wir
(’,13 - QB(U, w), N (v, w)) =
und denken uns auf der Kennfliche 28 — 2 (v, w) die Kurven
¢ = const gezeichnet. Geometrisch heifit dies: wir projizieren die
Verbindungslinien des Aufpunktes mit den einzelnen Flichen-
punkten auf die zu diesen gehorigen Normalen (Lichtstrahlen) und
verbinden alle diejenigen Flichenpunkte, fiir die diese Projektion
gleichen Wert hat. Fiir diejenigen Punkte (v, w) unserer Kenn-
flache, die zwischen den Kurven ¢ und ¢ - d§ liegen, kénnen wir
¢ als konstant annehmen, so daf
SHdi it

J'e—“c(%* Ww, i, W) K (p, w) d 6 == e— ke J. K(v,uw)de.

1) J. Picht, Ann. d. Phys. (4) 77, 685 (785), 1925 (%8).

2) Der in § 44 erwihnte, die Lichtverteilung auf der unendlich fernen
Wellenfldche bestimmende Faktor w (v, w) ist hier fortgelassen. Seine Hin-
zunahme #ndert an den folgenden Uberlegungen nichts. Wir kénnen ihn
mit K (v, i) vereinigt denken.
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Setzen wir nun
t+dé

ar
glf(v,w)dﬁzdF(g):E—g—-dg, (49; 2)
¢
so erhalten wir
2
ik aF .
p .tk
Up — 2” j‘dg € dg,
&

wo §, und §, die duBersten Werte von { bezeichnen, die auf dg
erreicht werden.
Nun gilt, solange d F/d{ im ganzen Integrationsgebiet endlich
und stetig ist, die Beziehung?)
&y

adF. dF )
lim k-5 o—ikige — ——i[ .e~fk:] . 49: 3
Jim k- J ag <) W)

o
Wir untersuchen zunichst das Verhalten von dF/d{ im
Integrationsgebiet. Zu diesem Zwecke betrachten wir d¢ Es
ist stets

d§_¥ dv—}—dg dw.
Es wird
0f 02 (v, w) 0)((@ w)
d—;*—(\*—dra%(vrw)) <SB B (v, w), Jv >
oder, da
N (v, w) | a——%d(:j’ ")
ist,

% (r—mm 226

und analog

0 ON (v, w)
o = (B— B, T,
Beide partiellen Ableitungen von ¢ =— ¢ (v, w) verschwinden nun

1) G.Kirchhoff, Vorlesungen iiber math. Optik, Leipzig 1891, S. 35.
Die Betrachtungen dieses Paragraphen entsprechen ganz der dortigen Dar-
stellung.
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zusammen, dann und nur dann, wenn die Vektoren P — B (v, w)
und N (v, w) zusammenfallen, da ja

ON (v, w)

av

N (v, w)

dw

und

auf N (v, w) senkrecht stehen. In diesem Falle wird demnach
auch d¢ == 0. Hieraus und aus (2) folgt, dal — falls der Auf-
punkt auf einem Lichtstrahl des betrachteten Strahlenbiindels
liegt — der Wert d F/d§ fir denjenigen Wert von § unendlich
wird, in dem der durch den Aufpunkt gehende Lichtstrahl die
Kennilache trifft.

Liegt der Aufpunkt dagegen im geometrisch-optischen Schatten,
so bleibt im ganzen Integrationsgebiet d F'/d ¢ endlich und stetig.
Wir konnen dann also (3) anwenden. Nehmen wir nup an, dal
die Begrenzung des durch das geometrisch-optische Strahlenbiindel
gegebenen Integrationsgebietes der Kennfliche W — T (v, w)
aunf keiner endlichen Strecke mit den Kurven { — ¢, und § — ¢,
zusammentilit !), so verschwindet der in (3) auf der rechten Seite
stehende Ausdruck, da in diesem Falle die zwischen den Grenzen
g, und § + d§ bzw. §{, —d§ und §, zu nehmenden Integrale (2)
von hoherer Ordnung als d§£?) unendlich klein werden. Wir
erhalten also als Resultat, daf fiir die im geometrisch-
optischen Schatten liegenden Aufpunkte up — 0 wird.

Fiir den anderen Fall, daf der Aufpunkt im Gebiete des
geometrisch-optischen Strahlenbiindels liegt, daf also durch ihn ein
oder mehrere Lichtstrahlen hindurchgehen, denken wir uns auf der
Kennfliche um die FuBpunkte der betreffenden ILichtstrahlen kleine
Gebiete zweckentsprechend abgegrenzt und fithren dann die Inte-
gration einmal fiber diese kleinen Gebiete, zweitens iiber die
iibrigen Teile der Kennfliche aus. Diese letzte Integration ergibt,
da hier dF/df endlich und stetig bleibt, also (3) angewandt
werden darf, wie oben den Wert Null. Wir brauchen also nur
die Integrale iiber jene kleinen Gebiete auszufithren. Wir erkennen,
daf sich fiir Aufpunkte, die im Gebiete des geometrisch-

1y G.Kirchhotf, a. a. O.
2) M. v. Laue, Encykl. . wmath. Wiss. V, H. 24, Artikel . Wellen-
optik*, 8. 438,
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optischen Strahlenbiindels liegen, der Wert wup ergibt,
indem man die durch ihn hindurchgehenden liichtstrahlen
zur Interferenz bringt.

§ 50. Ubergang von wp zu den Feldvektoren € und $
sowie zum Pointingschen Vektor & Intensitit proportional
 |upl

Wir haben noch den Ubergang zu den Feldvektoren € und §
zu machen!). Zu diesem Zwecke fassen wir up als eine Komponente
des vom Phasenfaktor ¢/*! befreiten Hertzschen Vektors 3 auf,
also etwa

8.7/ = 07 By - 0, 82 = Cinup, (50, 1)

worin #p im allgemeinsten Falle durch (44; 13) gegeben ist,
so daf

3.=0; 8,=0; 3,==C[[®(B y)d(cosB)d(cosy). (50:2)
Hier ist noch
. , , 1
_ z[rt‘k(.u cose+ypceosfB+z )0057/—f(1?,;))J.___
W (,9) = v (e pooseupeon i o
(50; 3)
F(Bry) = E(B,p)cosa+ q (B y)cos B+ E(B.p)cosy,  (B50: 4)
WO
E=EBy n=nBy: E=E6
die Parameterdarstellung der Wellenflichen ist.
Aus (2) ergibt sich nach (4; 4):
= — Ok J j cos ¢ cos y T (B, ) d (cos B) d (cos p),
y = — O { [ cosp cosy W (B, p)d (cos B)d(cosy), | (50: )

6, = + 07;2Hsinﬂyzp(ﬁ, ) d (cos B) d (cos ).

P, = + Ci2Ye [ f cos B (B, y) d (cos B) d (cos ),
= — O Ve [ [cosa® (B.9)d (cos ) d (cosy), (50: 6)
H. =0,

1) J. Picht, Amn. d. Phys. (4) 77, 685 (785), 1925 (§ 9).

@ &
8

k]
<
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und mit diesen Werten nach (7; 3):

S, — 4‘; 2t Ve j j cos o ¥ (B, ) d (cos B) d (cos p)

f f sin® y T (B, y) d (cos B) d (cos p),

& = chy_z aad .‘ { cos 8 W (B, y)  (cos B) d (cos )

[ [ sin® p @ (8, 9) d (cos B d (cos ),

®, = Zf,} it Ye {” cosa @ (B, ) d (cos f) d (cos )

. J j cos o cos y P (B, ) d (cos §) d (cos p)
+ .” cos B (B, y) d (cos B) d (cos p)

J J.cos BeosyP(B,y)d(cos B)d(cos y)}-

(50; 7)

Setzen wir C entsprechend (44; 13) gleich i k/2 x, so ergibt sich,
wie wir in § 44 und fiir den speziellen Fall der Kugelwelle in
§ 26 sahen, fiir up auf der unendlich fernen Wellenfliche ein von
A unabhingiger Wert. Aus (8) und (6) aber entnehmen wir,
daB dann dort sowohl € als auch § proportional zu A—2 und
nach (7) © proportional zu A—* wird. Um dies zu vermeiden,

. . X 1 .
diirfen wir daher nicht upe?”t selbst, sondern den Wert B v et
5
mit einer Komponente des Hertzschen Vektors B identifizieren.

Wir haben daher in (2), (5), (6) und (7)

¢ = =il (30; 8)

zu setzen.

Unter Beriicksichtigung der in § 49 durchgefithrten Betrach-
tungen konnen wir nun, falls durch den Aufpunkt nur ein einziger
Lichtstrahl hindurchgeht, in erster Anniherung die Faktoren «, §, ¢
fiir das ganze Integrationsgebiet konstant setzen, nimlich gleich den
dem entsprechenden Lichtstrahl zugehorigen Werten ap, 8p, yp. Die
Berechtigung hierzu erkennt man auch geometrisch sehr leicht, wenn
man beachtet, daf die Funktion ¥ (B, p) eine schnell oszillierende
Fuanktion ist auller in der Umgebung des Wertepaares (8, y ). dal
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also — wie wir in § 49 sahen — nur diese Umgebung merkliche
Beitrige zu up liefert, dag ferner 3,y und demnach auch o wihrend
jeder einzelnen sich nahezu vernichtenden Oszillationsperiode der
Funktion ¥ (8, 9) nur sehr wenig versnderlich sind. Wir konnen
demnach fiir € und §, wenn wir noch von dem bei der Mittel-
wertbildung fortfallenden Phasenfaktor ef*! absehen und C ent-
sprechend (8) annehmen, in erster Anniherung schreiben

€, = —upcosapcosyp; &, == — uycosfpcosyp; ]
€, = + upsin®yp (30; 9)
O, ==+ upcosBp; O, = —wupcosap; P, = 0. I

Fir die Grofen &2, 97 |[E€D]|, die fiir die Intensitit mafigebend
sind (je nach der Art des verwandten MeBlinstrumentes), erhalten
wir dann in gleicher Ndherung:

§ = = |[€ ]| = |up|*-sin®yp, (80; 10)

so dall wir die Intensitdt in erster Anniherung dem Quadrat des
absoluten Betrages von up proportional setzen diirfen.

Ganz ahnliche Uberlegungen gelten fiir den zweiten der oben
(4; 8) gemachten Ansitze von € und 9.

Gehen durch den Aufpunkt mehrere Lichtstrahlen im geo-
metrisch-optischen Sinne, so modifizieren sich die angestellten Be-
trachtungen etwas. Doch konnen wir bei kleiner Offnung des
Strahlenbiindels allgemein in gewisser Niherung die Intensitit dem
Quadrat des absoluten Betrages von wup proportional setzen.



Neuntes Kapitel

Wellentheoretische Behandlung
des Abbildungsvorganges

§ 51. Spiegelung und Brechung einer beliebigen Welle (endlicher
Offnung) an der ebenen Trennungsfliiche zweier Medien )

In § 9 gaben wir die Formeln fiir Spiegelung und Brechung
einer ebenen Welle an der ebenen Trennungsfliiche zweier Medien,
wobei wir indessen noch besonders voraussetzten, daf sowohl die
einfallende ebene Welle als auch die Trennungsebene seitlich un-
begrenzt seten. Das Gleiche galt dann natiirlich auch fiir die ge-
spiegelte und gebrochene Welle, die iiberdies beide wieder eben waren.

In § 44 zeigten wir nun, daB sich ein beliebiges Strahlen-
biindel endlicher Offnung, eine seitlich begrenzte (nicht ebene)
Welle stets durch Uberlagerung seitlich unbegrenzter ebener
Wellen darstellen 1a0t, die verschiedene Richtung, verschiedene
Phase und verschiedene Amplitude besitzen. Wir konnen noch
hinzufiigen, daB sie auch verschiedene Polarisationsrichtung besitzen.
Man iibersieht all diese Verhiltnisse leicht, wenn man auf die zur
Richtung e, 3, y gehorige ebene Welle der Gleichungssysteme (50; 3)
und (50; 4) eine durch

‘ =
Ty | Y1 21

cos cOS « ¢cos

B4 coS « — ﬂ 7 l
sin y sm y ()
cos a cos 3 cos

iy cos 3 - /. 7

' sin sin y

z cos 0] sin v

1y J. Picht, Zeitschr. £. Phys. 89, 933, 1926. (Auf 8. 943, Zcile 3
von oben, ist zwischen: ,mach® und ,d£; =— ...% einzuschalten: .dQ

N2 cos
- ‘i,\isfil.ff dQq, wo*. Entsprechend dort in Zeitschr. f. Phys. 40,
b1 — N?sin? o,
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gegebene Transformation anwendet, also ein zweites Koordinaten-
system x,, y,, £, einfiihrt, dessen x,-Achse mit der Fortpflanzungs-
richtung jener ebenen Welle zusammenfsllt, und dessen y,-Achse
auf der urspriinglichen £-Achse senkrecht steht.

Die Formeln (50; 5) und (50; 6) lauten ja, wenn wir dort

noch in Ubereinstimmung mit (50; 8) fiir ¢ den Wert — —Z— setzen,

€, = — 2 ‘1/)(ﬁ, y) cos e cosp el 148
7
¢ = — 2nj¢(ﬁ,y)cosﬁcos7-en a8,
~ ik
¢, = + 2n“¢’(ﬂ ')/)Sln y(‘[ 1d L,
- ik ’_
bo =+ 2n ¢ ‘w(ﬁ,y)c()sﬂe’[m]dﬂ, (31; 1)
. ik - .
Oy = — g5 Ve |0 (By)cosae 148,
‘\:)z _ Oy
el ] = gilvt—kizpeosctypeosf+zpeosy—/ (N}
‘ sin 3 sin p
182 = d d = - L dpdy.
dK o (cos B) d (cosp) v Bdy

Wenden wir nun auf die zur Richtung e, 8, y gehorige ebene
Welle die Transformation (I) an, so erhalten wir

(@M)”‘ {5’, y = 0; (@1/1)(1 By = 0;
ey = om0 (By)sinpei 1= Hirsp= 130,
(‘Dxl)a,p‘,y = 0; (51; 2)
. ik - . R G
(Do = — oo Ve (Biphsin el 0= kievp 16,01,
(@:1)(1, By — 0

521, 1926, wo die Reflexion am bewegten Spiegel behandelt wird, auf
S. 525, Zeile 4 von oben, zwischen ,d®% und ,= ...“ einzuschalten:
oo = A3d2y, WO d2%)
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Man erkennt hieraus sofort, daf die Amplitude der zur Rich-
k
tung e, B, y gehorenden ebenen Welle durch 2—”¢(ﬂ, p)siny ge-

geben ist, und daB ihre Polarisationsebene senkrecht zur e-Achse,
also in der zy-Ebene liegt und mit der z-Achse den Winkel

arc cos (— -C—?ni?), mit der y-Achse den Winkel arc cos <+ :.OS tx>
. sl in y

bildet.

Wenden wir nun auf diese seitlich unbegrenzten, das vor-
gegebene beliebige Strahlenbiindel durch Uberlagerung ergebenden
ebenen Wellen unsere Formeln aus § 9 an und integrieren dann
wieder itber die neuen durch Spiegelung bzw. Brechung daraus
hervorgehenden ebenen Wellen, so erhalten wir die exakte Dar-
stellung des gespiegelten bzw. gebrochenen Strahlenbiindels.

Daff wir hierbei 3, — 3, — 0 voraussetzen, bedeutet keine
Einschrinkung der Allgemeinheit, da wir ja den allgemeinsten Fall,
daf alle drei Komponenten von 3 von Null verschieden sind, durch
Uberlagerung der drei Einzelfille

SxIBy:Ov (Szioy
8y == 82 = 0; 5x :fl:: 0
erhalten konnen.

Um die Formeln des § 9 auf unsere ebenen Wellen anwenden
zu kénnen, miissen wir noch ein drittes Koordinatensystem z,, ,, £,
so einfithren, daf die z,-Achse mit der xz-Achse, die z,-Achse mit
der Schnittlinie der ys-Ebene und der y,#-Ebene zusammenfsllt.
Es gilt dann

B } T2 Y2 22
1= 1. . -
1 0 0
: (Iny
0 cos 8 cos y
4 sin « sin «
~ l 0 cos y cos 8
sin « sin «

Im System x,, y,, ¢, lauten die (jleichungen der zur Rich-
tung ¢, 8, y gehorenden ebenen Welle
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(Co)a,p,v
€y
(€epy
(Ds)e,p,7

(5;73,2)12, By

(‘b@) o, By —

AN

co8 W, —

w0, ist

Spiegelung und Brechung einer heliebigen Welle

ok
= “*;—ndf(ﬁyy) sin p cos @, sin e et L),
=+ ﬂw(ﬁi p) sin y cos @, cos e et [+,
ik . ) ‘
= TLz—nw(ﬁ,y)smysmwzez[...]’

ik = . . . .
ox Ve ¥ (B, p) sin p sin @, sin gy e [+,

=4
ik e 1 3 -
_— —%‘Ew(ﬂa Y)SHlVSInCOQCOSueZl...]’
ik~ ) .
+2z_nvﬁ P (B, p)siny cos @,y et -+,

gt vt —k{zgpeose + yapsine— (5, 7’)}]}

cos 3
sin ¢ sin

I

COS ¢, COS v .
. —"" S1n 002 —_—
sin ¢ s y

der Winkel, den die Polarisationsebene

2,-Achse bildet.
Auf die durch (3) dargestellten ebenen Wellen wenden wir
nunmehr die Formeln (9; 14) und folgende an und erhalten fiir die

gesplegelten

(@;g)a, By —

(@;2)0:, 3y =

(@:2)“, By =

("b:g)a, By —
(@;2)0:, B,y -

(@:2)11, B, v —_

Gl.] ==

Wellen
Z.k 1 e N .[ ]
—z_;zd’(ﬁ’Wsm?”llcos%smoﬁel-..,
ik . o
+§;¢(ﬁ’7)3m77’”cosmﬂcosa gl
ik ) ' .
+ﬂw(ﬁ’y)slny"LSIwal[---],
- e i i A
+§;‘8¢(ﬁ’7})sm7’"_Lsmcogsm“ ¢l
ik~ ) ‘ o
—2—7;‘/6w(ﬁ’y)SmVrLSIIla)Qcosa.61(...7
it~ ' |
+ 2x Ve v (B, p) sinp ry cos e, €L+,

¢ilrt — k (@ppcos @* + yapsina® — £ (B, 1)1

141

mit der

(515 4)
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und fiir die gebrochenen Wellen
, i ke . o
(€z.)e, By = él_,_, ¥ (B, p)sin p d)| cos @y sin o’ et L+,
, ik . .
ey = + P4 (B, ) sin p dyj cos @y cos o' €t I+,

, ik . . X
(@zz)a’ gy = + ‘Zl_n P (B, p)siny d_sing,etl-,

< i k - . . . P 51: 8
Dy)e, 8,y = + é—:;: Ve P (B, y)sinyd, sin@gsine et -, (513 5)
~ ik I . . ’ .
Oye, g,y = — 5 Ve v (B,p)sinyd, sinw,cosa el L),

< ik - . .
Dz, gy = + 5 Ve @ (B, p) sin p d)j cos ey ef L+,

il ] — ptlvt—k{zapeosa’ +yzpsine —f (B, N}

Um tiber diese neuen ebenen Wellen wieder integrieren zu
konnen, miissen wir sie einer erneuten Koordinatentransformation
nach (II) unterziehen, namlich sie auf das von e, 3, y unabhingige
Koordinatensystem =, y, # zuriicktransformieren. Wir erhalten so,
wenn wir gleich die Integration beriicksichtigen und beachten, daf
wegen (9: 10) und folgende

sin ¢ = sin ¥ Cos o = — cos ¥,
cos 3 = cos % sin i = 4 sin f%
cosy = cos p¥ sing == -+ sin p¥
; we RN
sin ¢ = —sing: cosg = — ¥n? —n'Zsin? ¢ 516
n n (51 1)
- n, o . I ) 2
cosfB = —cosf: sing = — Vn? — n'?cos® P,
n W
LU TR B
cosy == —cos P siny = — Vn? — ' 2cos?y,
n "

und wegen (9; 9)

Ef(By) =

1
]
=
~
=
~
—

also, da

, )
o= =
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§ 51.
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Man erkennt leicht, da8 diese durch die Gleichungssysteme (7)
und (8) gegebenen Werte den Maxwellschen (Gleichungen geniigen.

Der zu den Darstellungen (7) bzw. (8) gehorige Hertzsche
Vektor 8% bzw. 3’ hat fiir das gespiegelte Strahlenbiindel

die Komponenten

3t =0,
. 1ik [ e ,
B = — gy | R En AL Ta
1 4k X
3’;:__]_{;E;_n'(sz*(ﬁ*,y*)ei[...]d‘sz*;

P A g

worin noch

1
R, =— — cos 3% cos y* (r r
Y Sl]’l2 0(* ﬂ 7} ( H + J—)’
R, = ! (r) cos? p* —r | cos? §*)
¢ T sinZer T ¥ + ’

und fiir das gebrochene Strahlenbiindel
3. =0,

r l ' ) ’ ’ ’ 7 ’
8= gy | DV (Bp) et g,

T

-,

1 k r r r 5 r
8’: 72——§Dzw(ﬂ,y)e’[---Jdﬂ;
el — [vt—k’(chosa + ypeosf +zpeosy — f (%, ¥}

'

. . n
worin mit N — —
n

1 cos o’
D,— _cos ' cosy’ N <d —d, - :>
y = g 008 B eosy I VT— et
1 cos o
D, = —— N(d 20"+ dcos? e
# sin? o j1oos"y" + du A V1— N2sin?o/

Picht, Optische Abbildung

ei [¥t—k{xpcosa*+ yp cos f* + zp cos y* — F* (¥, 7/"‘))]7

b

>.

10

(51; 9)

(51; 10)

(51; 11

(1;12)
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Nach (9; 11), (9; 12) ist noch

n'2 cos e + n Yn'2 — n? sin? o*
’I'” et ey ,
n'? cos o* — n Yn'® — n? sin? o* .
o (31; 10%)
n cos e + Yn'® — n? sin? *
r, — ——————,
ncos o — Yn'® — n? sin® ot
d 2nVYn?— n'?sin® o
= e,
n?cose + n' Yn? — n'?sin® o’ .
(51; 12%)
i 2 Vn? — n'?sin® o
L= ' ' "9 19 _* 27%‘
n' coso + Yn® — n'?sin® o

Im Gegensatz zu dem Hertzschen Vektor der einfallenden
Welle besitzt der Hertzsche Vektor der gespiegelten und der der
gebrochenen Welle zwei von Null verschiedene Komponenten.

Aus der neuen Gestaltsfunktion f*# (8%, p*) bzw. f' (8, y") lassen
sich nach (48; 6) bzw. (48; 8) die Gleichungen der Wellenflichen
des gespiegelten und des gebrochenen Strahlenbiindels angeben.

Ahnliche Uberlegungen wie hier fiir Spiegelung und Brechung
an einer ruhenden Trennungsebene sind iibrigens auch fiir eine be-
wegte Trennungsebene durchgefithrt?).

Uber die seitliche Begrenzung der ebenen Trennungsfliche
haben wir bisher nichts ausgesagt. Da wir die Formeln des § 9 bei
den vorstehenden Uberlegungen benutzten, jene Formeln aber eine
seitlich unbegrenzte Trennungsebene voraussetzten, so scheint dies
zundchst auch hier der Fall zu sein. Tatsichlich aber sieht man
leicht ein, daff die Trennungsebene nur unwesentlich gréfier zu sein
braucht als der Querschnitt des Strahlenbiindels an der betreffenden
Stelle, da ja die das einfallende Biindel bildenden ebenen Wellen
sich auBerhalb der geometrisch-optischen Offnung sehr schnell gegen-
seitig vernichten, die seitliche Begrenzung der Trennungsebene also
dann bereits im Schatten liegt und daher keine Veranlassung zu
neuen Beugungserscheinungen geben kann.

Auch diese noch immer etwas einschrinkende Annahme iber
die seitliche Begrenzung der Trennungsebene kdnnen wir noch véllig
fallen lassen, wenn wir auf die Darstellung der Lichterscheinungen

1) J. Picht, Zeitschr. f. Phys. 40, 521, 1926: 58, 667, 1929. (Siehe
Anmerk. S.138)
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in ihrer unmittelbaren Nachbarschaft verzichten. Wir haben dann
das Strahlenbiindel nach der Spiegelung oder Brechung entsprechend
der Begrenzung der Trennungsebene abgeblendet zu denken und die
Integration daher nur iiber die neue, durch die Berandung der
Trennungsebene gegebene (ffnung zu erstrecken, falls diese kleiner
ist, als es dem einfallenden Biindel entspricht.

§ 62. Anwendung der Formeln des vorigen Paragraphen
auf eine einfallende Kugelwelle

Wir wenden die allgemeinen Formeln des vorigen Paragraphen
auf den speziellen Fall an, daf die einfallende Welle eine Kugel-
welle ist. Sie sei gegeben durch den Hertzschen Vektor

89: =0, Sy =0,
% :_l?ﬂj'jiw (ﬁy?) ez‘[vt~k{(:cp—£o) cosa + (yp—ng)cos f+zpcosy}l
~J)Z k 2% . .
sin 3 siny
cos o dpdy,
so daf nach (48; 6) die Koordinaten des Quellpunktes — (£, 5,, 0)
sind. Dann gilt fiir die an der Trennungsebene gespiegelte Welle

1 4k . )
g=0 3=—py [[Reema e
1 ¢k .
=5 ﬂURZ"’*(ﬂ*w*)eW~1d52*;
il ] — ¢t [vt—k{(zp + &) cos a* + (yp— no) cos 3* + zp cos y*} 1
d@r == SBTIRY g

cos o¥

also eine vom Punkte (— &, 5,, 0) ausgehende, nach — x laufende
Kugelwelle, und fiir die dort gebrochene Welle

r r 1 ik' ! t ’ y r
B3 =0, 3,= kﬁﬂHDyw(ﬂ,y)ezlmldg,

3

a

l ilc’ { ! ! !’ y 12
:Wﬂijzw B,y)el-1dQ;

el —

i [vt — K {IP cosa'+ ypeosf' + zpeosy — (fo ﬁlr— Vr2— ' 2 sin2 &' 4 74 cos ,"7")”
e

!
. b ey

s1n s1n
a9 = BB Ggy,
cos o
10*
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deren Wellenflichen nach (48; 6) sich ergeben zu

2

/ n
= (50 s —— + const> cos &',
n' Yn® — n'%sin®
, n?—n'? ,
= (& ,—§—const> cosf+ mg L (52; 1)
n' Yn? — n'?sin® .
n? —n'?
’ !
¢ = <§0 T Ty '—§—const>cosy.
n Yn?2 —n'?sin?

Die optischen Abbildungsfehler

Um die in den §§43 bis 47 abgeleiteten allgemeinen Formeln
fiir die Abbildung in optischen Systemen nutzbringend anwenden
zu konnen, ist es notwendig, wie wir bereits oben bemerkten, aus
den Ergebnissen der geometrisch-optischen Behandlung die
Gleichungen der Wellenflidchen bzw. der Brennflidchen zu bestimmen.
Als Kennfliche des Biindels wihlen wir dann unter den Wellen-
flichen vorteilhaft eine solche aus, deren geometrisch-optische
Gestalt moglichst einfach ist. Dann wird auch die zugehorige
Gleichung einfach sein, also keine Mehrdeutigkeiten aufweisen.
Haufig wird es geniigen, fiir die Kennfliche eine Niaherungs-
darstellung zu wihlen. Sicher aber wird dies erlaubt sein, wenn
es sich wie in den nachfolgenden Ausfithrungen allein darum handelt,
die fiir die verschiedenen Abbildungsfehler typischen Intensitits-
verteilungen zu studieren, was nunmehr geschehen soll.



Zehntes Kapitel

Spharische Aberration

§ 53. Sphirische Aberration. Aligemeine Behandlung
Wir betrachten zunichst die sphirische Aberration. Handelt
es sich um ein ,sphérisch nicht korrigiertes System, dessen Lings-
aberration wir durch
A8 = atg?y (53; 1)
darstellen konnen, so befindet sich unter den Wellenflichen des
betreffenden Strahlenbiindels ein Rotationsparaboloid, dessen Koor-
dinaten durch die Gleichungen
§: +atg21’:}—2a, »
n=—= —2atgd cos g, 535 2)
= —2atgdsing J
gegeben sind.  Setzen wir diese Werte in unsere up-Formel (44; 11)
fir £, 9, § ein, so erhalten wir, da

1
to2 —%a —2at i _— — <
atg?d cos§ @ cos & atg sin g a COSﬁ+cosﬁ)
ist,
627z 1
wp % J‘w 1‘)‘ q))e k[zpcos~9+ypsin~9coslp—{-zPsin3‘siufﬂ+a(°°5"9+m)]
s sin®d&dg (53; 3)

oder, wenn 3 von ¢ unabhingig ist,

[
wp = ikJ.‘P(ﬂ)Jo(kgPsinﬁ)e ”[xpmg " a(c°53+0059)] sing d o,
(53; 4)

worin wieder gp — Vyp—i—zp und J, (kop smﬁ) die Besselsche
Funktion erster Art und nullter Ordnung vom Argument kg psin &
ist. Andern wir hierin das Vorzeichen von @ und gleichzeitig das
von xp, so geht (4) (abgesehen vom Vorzeichen) in den konjugiert
komplexen Wert iiber. Daraus aber folgt sofort, daB die Inten-
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sititsverteilung eines iiberkorrigierten Strahlenbiindels
(> 0) in bezug auf die durch die Kaustikspitze gehende
achsensenkrechte Ebene spiegelbildlich ist zu derjenigen
eines gleich stark unterkorrigierten Biindels (a < 0).

1
Wir entwickeln cos© und 055 nach Potenzen von sin §:
¢

— L. L.y s 5 s
cosP—=1 —§sm ﬂ—§51n {)Amsm 8«-178 s P—-.-, )
(53; )
! =1 L 29 35' ‘9 5 sin® & + 35 sin® &
cosg g VTEITYITE v
und ersetzen in (3) bzw. (4) den im Exponenten des Integranden

auftretenden, von der sphirischen Aberration herrithrenden Aus-
druck a(cosﬂ + %&) durch die ersten Glieder der Entwicklung
cos

nach sin &, schreiben also
6 2m

ik - —ik[xpcosf) + ¢psin ~‘?‘cos(rp—tpp)+ 1/y asin* &
Up == 2_7tj sw(&,(p)e ]
00

singdddo. (53;6)
bzw.

6
uP:::ikj¢4ayg(kgpana)e‘”“P°“9+‘““m““shladau(53;7)

[
Dieses Integral konnen wir demnach, solange

%k asin® @ <L g
ist, auffassen als mathematische Darstellung eines sphirisch nicht
korrigierten Strahlenbiindels, dessen sphirische Lingsaberration
durch (1) gegeben ist. Aus (6) bzw. (7) erkennen wir noch, daf
die sphirische Léngsaberration die Intensititsverteilung erst zu be-
einflussen beginnt, wenn
%kasin"@ nicht <7

ist.  Wir erwihnen noch, daf (8) bzw. (7) in Wirklichkeit der
exakte mathematische Ausdruck fiir ein Strahlenbiindel ist, dessen
Wellenflichen nach § 48 den Gleichungen geniigen

£ = (2asin*§ + const) cos 9, [

7 = ((asin*§ — asin® § + const) sin & cos ¢,

(>3: 8)
= (}asin*® — asin® & 4 const) sin § sin @. ‘
Iy @
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Da wir unten fiir dieses Strahlenbiindel die Auswertung des zu-
gehtrigen Integralausdruckes (7) durchfithren werden, so stellen
wir noch die Gleichungen der Brennflichen auf. Bezeichnen wir
die beiden Hauptkrimmungsradien durch g, bzw. g,, so ergibt sich
zuniichst

0, = 2asin?9 (4 — Bsin®H) (= o),

0, = tasin?§ (4 — 3sin®H) (= o)

und demnach fiir die Brennflichen

%, = 3 asin® § cos? 9 - cos 9,
¥, = (B asin® §cos? § — asin? §) sin & cos @,
2, = (3 asin® § cos® § — asin® ) sin 9 sin o,
und (83; 9)
%, = atg? & cos® I,
Yy, = O,
Zg == 0.

Fiir sin § = Vﬁ, also & == 39° 14’ besitzt die nicht ausgeartete
Brennfliche eine kreisformige Kante, die zur Achse des Strahlen-
biindels konzentrisch ist.

Abb. 35 (S.152) zeigt den Schnitt dieser Brennildchen mit einer
durch die Achse des Strahlenbiindels gelegten Ebene. Auflerdem ist
— gestrichelt — noch die Kennfliche des Strahlenbiindels (7) an-
gedeutet, die durch (8) mit const — O gegeben ist. Wie man aus
den Gleichungen der Brennflichen und auch aus Abb. 35 ersieht,
gilt (7) also in Wirklichkeit fiir ein achsensymmetrisches Strahlen-
biindel (die zweite Schale der Kaustik ist ausgeartet und fallt mit
einem Teile der Achse des Biindels zusammen), das fiir einen
Achsenwinkel von 90° ,sphirisch korrigiert¢ ist, da x, sowohl fiir

g = 0 als auch fir = —;5 den Wert Null annimmt. Bis zu

einer Offnung von & == 39° 14’ aber koénnen wir das zugehiorige
Strahlenbiindel als ein sphirisch nicht korrigiertes ansehen.
Abb. 36 zeigt noch (fir ¢ — 900 4) die graphische Darstellung
der zugehdrigen Lingsaberration

A8 — atg? ¥ cos® 9.
Das eingezeichnete Kreuz entspricht dem Werte & =— 17,5

Die Amplitudenfunktion o () wollen wir wieder gleich cos &
setzen. Beschrinken wir uns auflerdem auf diejenigen in der Nahe
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der Brennfliche liegenden Aufpunkte, fiir die im ganzen Integra-
tionsgebiet

[Fkapsin®y| L 1 (83: 10)
ist, so konnen wir im Exponenten der e-Funktion noch
cos P = | — 1sin®§ — Lsint 9

setzen. Die Bedingung (10) ist z. B. bei ® = 17,5%; 2@ — 35°
fir — 1004 << zp << + 1001 sicher erfiillt, da dann
& kapsin® § | < 0,0286

Abb. 35. Brennfliche (- ) und Kennfliche (— — —) des durch (53; 7)
dargestellten Strahlenbiindels mit sphirischer Aberration (5. Abb. 36, 37,
39 und 40)

Abb. 36. Sphirische Lingsaberration des durch (53; 7) und Abb. 35 dar-
gestellten Strahlenbiindels (s. Abb. 37, 39 und 40)
ist. Bei ® — 11,5% ist sie sogar noch fiir
— 10004 << wp << 4 10002
erfiillt. Unsere Formel (7) geht jetzt mit ¢ (8) = cos & iiber in

]
g —ika . — kM Qa—ap)sint 9 — o xpsin2 9
wp ==ilke ZkCPJ.JO(]l,Q”SIIIﬂ)e 1k @Qa—xp)sin fop sin? 9]
0 sind@r d (sin®), (H3: 11)
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wofiir wir auch schreiben konnen, wenn wir sin§ — &, setzen,
sin 6
ikl — God—1 2
wp = ike ””’PjJ (kop®ye G r— Pt —lhapdotlg jg
(53; 12)

Setzen wir hier noch

¥y = 2@ + 4),
WO

Ip

4= 2a — xp

ist, so wird
19 sm2 6 — A
up — ike thap =1 ‘. 0(/69;1‘/2 (x + A))eiik(avllzml’)xzdx.
—4 (33; 13)

Dieses Integral 148t sich auswerten, indem man zundchst die von
der Integrationsvariablen abhingende Besselsche Funktion nullter
Ordnung in eine Summe Besselscher Funktionen hiherer Ordnung
entwickelt, derart, dal die Integrationsvariable nur noch in den
Entwicklungskoeifizienten als Potenz (y*), nicht aber im Argument
(der Besselschen Funktionen) auftritt. Denn es ist ja

j— “i ﬂ
I+ p) =S (1+ LY w

u=a0

Setzen wir hierin
w= —hopV24; f= +lsop[V2<x+A>+V2AJ

so erhalten wir nach einigen Umformungen

To(bopV2(y + 4) = 2 7" <—

=90

) 10 1
> y_' 5;1 Jy (6)7
worin o
0 = 4 kopl24.
Wir wollen indessen hier die Entwicklung nicht im einzelnen

durchfiihren, beschrinken uns vielmehr auf diesen Hinweis und
geben gleich das Resultat an. Es wird

up = ike” TR F ),
WO
Tp (3; 14,)

1
== '0—4; —4; A = -—,
sin’ b= 2@—171)

%a— 2
F)y=D{)+ E@) + 6.
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3 @n)!
e RABE S e g, (@),
) _— ] —— —_—— 1. N/ 2
B =i 2= g g e,
'6_1/21'1{)(2 e \" 6211+1J2n+ 1(6) .
—_— e — £ L S 1 2
G =—i55,- 0( g> T @mrnr @B

E=4kapd; 0 =FkopV2A4; B=1kQa—1p),
L w

2
fn(®) = 2 ut’ foe) = 0,

oot 2y (2 )
en(2) = ;m(z ; M*n)? 60(2) =1,

s 8
C, = C,(s) :jcosguzdu; S, == 8§,(s) = } singuzdu,
0

0

/k_——
s = V;(2u——xp)-

In den néachsten Paragraphen werden wir noch einige Spezialfille
behandeln. Statt des hier vorgeschlagenen Weges hiitten wir das
Integral aus (12) auch folgendermalen auswerten kénnen: Wir
hitten die Exponentialfunktion in eine Reihe nach Potenzen von
@, entwickeln und auf den so erhaltenen Ausdruck die Formel
(A; 24) anwenden konnen.

§ 54. Intensititsverteilung auf der Achse des Strahlenbiindels

Fiir die Punkte der Achse des Strahlenbiindels 1aft sich (53; 13)
wesentlich vereinfachen. Denn fiir diese wird g, — 0, also
Jo(kep V2 (4 + A4)) = 1, und wir erhalten

Hysin2 6 — 4
(up)g) =0 = e A I L P GE T )
— A
2 1 9 2 4+ 1 .
J JQ n ((ﬁ und p* 1! f),, ]271 +1 (‘))
(20)! @Zn+ 1!

y 2,00 15 und 4 .~ 0, 1, 2,...,10 bei J. Picht, Ann, d. Phys.
, 52755 (852-—855), 1925, gegeben.

1y Tabellen fiir »!! sind fiir

(53; 14,)
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(w1}
[wi4

Setzen wir hierin noch

Ao e

so werden die Integrationsgrenzen

k x 'k,
8, = ﬂA‘/;(Qamxp) = —M—Pm‘/;(Za—xp) =8,

— Zp

0, = <-;—sin2@—A> V—:%(‘Z;—xp)

1 Tp /k
—_— <§Sln @——"m>l/—(2a—xp) = 82

Ferner wird

dy = - 08 — 1sin®* @

S9— 8
‘/”— (2a—=zp)

S2
(Up)op = 0 = m%sinﬁ@e*l“” 4=t S:}%Je_l?dzda, (54; 2)
51
so dal wup auf das Fresnelsche Integral (siehe § 81) C —iS
zuriickgefiihrt ist.
In (2) kann (2 a — zp) auch negative Werte annehmen, es
kénnen also s, und s, auch imaginir werden. Beachten wir nun,

dad,

und wir erhalten

daB C(io) = iC () und S(ber) == — @S (e) ist, so konnen wir
statt (2) auch schreiben:
(uP)Q])z 0 59
1 :cP
1 —ikap(1i—g ) | T
— ik —=sin?@e P( “a—“’)—— ¢ dd, (54;3)
2 §q—$;
wo jetzt £

8, — — Za%xp‘/-ma—xp

82:<—Slll@—2a_m)‘/———|9((—T}‘ (54; 4)

1. k
8 — 8 = 551n2@‘/;|2a——xp|,
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und im Exponenten des Integranden das - -Zeichen gilt, weun
(2a — xp) < 0, dagegen das —-Zeichen, wenn (2 @ — xp) > 0 ist.
Formel (3) gestattet unter Benutzung der Cornuschen Spirale

schon ohne numerische Rechnung einen gewissen Einblick in die
Intensitatsverhdltnisse auf der Achse des Strahlenbiindels. Be-
zeichnen wir den absoluten Betrag der Verbindungslinie der beiden
durch s, bzw. s, bestimmten Punkte der Cornuschen Spirale durch
d, so ist die Intensitit proportional dem Ausdruck

( d )2 jf sint @.

Sy — 8,/ AP
Setzen wir @ > 0 voraus, so gelten fiir xp << 24 die im zweiten
(8 <C0) und vierten (s > 0) liegenden Zweige der Spirale, fiir 2 =>2a
dagegen der im ersten (s > 0) liegende Zweig (Abb. 19 (§ 31)).
Fir z; = 0, also in der Spitze der geometrisch-optischen Kaustik,

wird s, = 0 und 5, = lsin?@® |/ 4 a Von den zugehorigen
1 2 2 : l g g

Punkten P, und P, der Spirale liegt daher, @ als positiv voraus-
gesetzt, I, im Nullpunkt und P, im vierten Quadranten. Nehmen
wir nun ¢ so grof an, daf wir in der Nihe der Spitze der Kaustik

‘/2 ! 2@—961)
I A

sehen wir, dal beim Fortschreiten des Aufpunktes in Richtung
positiver z-Werte, also ins Innere der Kaustik hinein, der dem
Werte s, entsprechende Punkt P, auf dem im zweiten Quadranten
liegenden Zweige vom Nullpunkt fortwandert, wihrend ihm in einer
gewissen, in erster Niherung konstant bleibenden Entfernung

1 2aq —
.52—-51:§s1n ()V N f—ll xpia:qm OV4

-z !
J

|

in erster Naherung gleich V4 ; setzen diirfen, so

(Il

— sin’@® l

der dem Werte s, entsprechende Punkt P, folgt. Schreitet dagegen
der Aufpunkt in Richtung negativer x-Werte fort, entfernt er sich
also immer mehr von der Kaustik, so wandert P, auf dem im vierten
Quadranten liegenden Zweige vom Nullpunkt fort und folgt dem

. . 1. J 12a—apl
ihm in nahezu konstantem Abstande 5 sin® ® l/ 21 TI vOT-
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angehenden Punkte P, Man erkennt nun leicht, daf in diesem
Falle die Intensitdt mehr und mehr abnimmt. Je nach der GriéBe
des Wertes a werden sich hierbei jedoch kleine Maxima und Minima,
also geringe Schwankungen der Intensitit ausprigen. Das Auftreten
der Maxima und Minima erkennt man leicht durch folgende Uber-
legung: Da die Kriimmung der Cornuschen Spirale zum Windungs-
punkte hin stindig zunimmt, so werden sich bei nahezu konstantem
Abstande der Punkte P, und P, in gewisser Reihenfolge die beiden

1
Extremlagen von P, und P, ergeben: 1. Die Verbindungslinie der

1
beiden Punkte geht durch den Windungspunkt hindurch; 2. Die
Verldngerung dieser Verbindungslinie geht durch den Windungs-
punkt hindurch. Da die Intensitét in erster Naherung dem Quadrat
der Linge der Verbindungslinie P, P, proportional ist'), so ent-
spricht der ersten der beiden angegebenen Extremlagen ein Maximum,
der zweiten ein Minimum der Intensitat.

Wandert hingegen der Aufpunkt auf der Achse des Biindels
indasInnereder Kaustik hinein, so schreitet — wie wir sahen —
der Punkt P, auf dem im zweiten Quadranten liegenden Zweige
der Cornuschen Spirale fort. Da also jetzt P, und P, in ver-
schiedenen Quadranten liegen, so wird d und mithin die Intensitit
grofere Werte annehmen?) als in der Spitze der Kaustik. Eine
besonders ausgezeichnete Lage der Punkte P, und P, ist diejenige,
bei der die Verbindungslinie durch den Nullpunkt der komplexen
Ebene der Cornuschen Spirale hindurchgeht, bei der also

1. sin® @
51:—32,d.h.m:4sm2@; wl)zz“ﬂ;FGZ
ist. Diesen Punkt x¢ konnen wir etwa als Symmetriepunkt
des Strahlenbiindels betrachten und ihn dem Brennpunkt
einer Kugelwelle als Analogon gegeniiberstellen. Das
soll jedoch nicht heifen, daf in ihm die Intensitit in allen
Fiallen ein Maximum ist, sondern nur, daf auf beiden
Neiten von ihm auf der Achse die Lichtverhaltnisse an-

op 2y (B4; B)

1) Die Bogenlinge Pﬁz = gy — 8; war in erster Ndherung konstant.

3
2) Da wir a als grof annahmen. Ist asin*® < <1, so gilt das oben

Gresagte zwar auch noch, doch ist die Zunahme der Intensitit nur gering,
so dal sie lings der ganzen Strecke von x, — O bis 2, = 2xg als an-
nahernd konstant angesehen werden darf.
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sin? @
4 } sin?@
ein Intensititsmaximum vorhanden ist, oder ob in ibm selbst ein
Minimum liegt, das beiderseits in mehr oder weniger groBfem Ab-
stande von Intensititsmaximis umgeben ist, hingt von der Grole

nahrend symmetrisch sind. Ob im Punkte g = 24

3sin'@|2a — 5|~ asin*@ (54; 6)
ab. Hat diese etwa den Wert 14,44 1, so liegt der zu zg gehorige
Punkt P, in s, = — 1,9, der Punkt P, in s, = -+ 1,9 der Cornu-
schen Spirale. Wandert nun z. B. P, zum Punkte s, = — 1,3, so
wandert P, zum Punkte s, =— -+ 2,5. Geht umgekehrt P, zum

Abb. 37. Intensititsverteilung lings der Achse eines Strahlenbiindels,
dessen sphérische Lingsaberration durch Abb. 36 gegeben ist

Punkte s, = — 2,5, so wandert P, zum Punkte s, = 4 1,3. Man
sieht nun sofort, daf die Verbindungslinie der Punkte — 1,3 und
4 2,5 bzw. der Punkte 4 1,3 und — 2,5 grofer ist als diejenige der
Punkte — 1,9 und -+ 1,9. In diesem Falle ist also die Intensitit
im Symmetriepunkt kleiner als in der Umgebung.

Hat die Grofle asin®*® dagegen z. B. den Wert 7,29 4, so er-
kennt man ebenso, daB jetzt im Symmetriepunkt ein Intensitits-
maximum vorhanden ist.

Wir erwidhnen noch besonders, dafi der Symmetriepunkt zg,
den wir als Analogon des Brennpunktes der Kugelwelle anzusehen
haben, im Innern der Kaustik liegt, und zwar ungefihr im Mittelpunkt
der ausgearteten Kaustikschale. Denn diese erstreckt sich ja nach
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(53; 9) vom Punkte 2, = O bis zum Punkte z, —= a tg?@ cos*®,
withrend wir statt (5) fiir 45 auch schreiben konnen

1

Ty =— Y atg?@ cos®@ ()T)_S@—(l——}—é—SIIT@S : (54; 7)
In Abb. 37 haben wir fiir ¢ — 9004, sin® — 0,31) (dies
entspricht einem Achsenwinkel @ — 17,5° also einer ganzen Offnung
des Biindels von 35°) auf Grund der Formel (8) die graphische
Darstellung der Intensititsverteilung lings der Achse des Strahlen-
biindels gegeben, dessen sphirische Aberration nach (53; 9) der

Gleichung
As = a tg? ¥ cos’d — « sin®§ cos ¥ (54; 8)

geniigt.

4

48

s

aet-

a2}

2 L L L s (a-Fx5)sin*8
0 A wA A 204 (~asir*6)

Abb. 38. Definitionshelligkeit V in Abhingigkeit von « sint @

In Abb. 38 geben wir auBerdem noch (in Abhingigkeit von
der obengenannten Grifle a sin*®) eine graphische Darstellung fiir
das Verhiltnis V der Intensitit im Symmetriepunkt des mit einer
sphirischen Aberration (8) behafteten Strahlenbiindels zu derjenigen
einer Kugelwelle gleicher Offnung. Dieses Verhiltnis 7 bezeichnet
Strehl als ,Definitionshelligkeit“. Wir erwihnen noch, daB sich
fiir die achsensenkrechte Symmetriepunktsebene -— die iibrigens
keine ,Symmetrieebene® ist —, die Formeln (53; 14) fir up wesent-
lich vereinfachen, da hier y, =—= —y, == —1sin’® wird. Dadurch

wird G(y,) = G(19); D)) = — D(x); E@) = — E(y,) und
up = 2ike FCT 2Dy L E(yy)-

1) Diese Zahlenwerte geniigen zufillig dem Werte asin*® — 7,29 4,
fir den sich im Symmetriepunkt ein Intensititsmaximum ergibt
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§ 65. Weitere Diskussion von (54; 3). Phasenanomalie

‘Wir sahen, daB unsere Formel (84; 3) bei ® = 11°30" fiir
— 10004 < zp << 4 100024 giiltig ist. Wir wollen nun an-
nehmen, daf @ hinreichend klein ist (etwa gleich 2001). Damn
gelten in der unmittelbaren Nahe der Kaustikspitze die gleichen
Uberlegungen wie vorher, nur da die Bogenlinge (s, — s,) zwischen
P, und P, nicht mehr als annihernd konstant angesehen werden
darf, sondern mit Anndherung an xp — 2a gegen Null geht. Fiir
zp = 2a wird sowohl s, als auch s, gleich — oo, so daf hier
P, und P, im Windungspunkt des zweiten Quadranten zusammen-
fallen. Fiir zp > 24 gelten die Zweige der Spirale im ersten und
dritten Quadranten. Mit wachsendem xp-Werte, also xp > 2a, wird
5 > s, > 0, die zugehdrigen Spiralpunkte P, und P, liegen also
im ersten Quadranten. Wir kionnen daher P, und P, fiir xp — 20
mit dem gleichen Rechte auch in den Windungspunkt des ersten
Quadranten hineinlegen. Fiir 24 << #p =< 4 a nehmen mit wachsen-
dem zp die Werte s; und s, ab, wihrend die Differenz s, — s, >0
zunimmt. Fiir £ > 44 nehmen mit wachsendem x, die drei Werte
8, S 84 — 8; dauernd zu, so daf die zugehorigen Spiralpunkte P,
und P, in immer groferem Abstande voneinander sich dem Win-
dungspunkte im ersten Quadranten ndhern. Im ganzen erhalten
wir also folgenden Verlauf: Wandert der Aufpunkt auf der Achse
des Strahlenbiindels, dessen sphirische Aberration ¢ > 0 klein ist,
von negativen zp-Werten durch die Kaustikspitze ins Innere der
Kaustik hinein, d. h. zu positiven zp-Werten, so wandern die beiden
zugehorigen Spiralpunkte P, und P, in zunéchst grofem, allmihlich
abnehmendem Abstande hintereinander her vom Windungspunkt des
vierten Quadranten zum Nullpunkt hin, iiber diesen hinaus in
den zweiten Quadranten hinein und zu dem dortigen Windungs-
punkte hin, den sie beide gemeinsam fiir 2 — 2a erreichen. Sie
springen dann iiber zum Windungspunkt des ersten Quadranten,
laufen hier in allmihlich grofier werdendem gegenseitigem Abstande
zundchst zum Nullpunkt hin, ohne ihm aber hinsichtlich der gerad-
linigen Entfernung irgendwie wesentlich nidher zu kommen, um
dann von zp = 44 ab wieder ,umzukehren®, d. h. sich in immer
grofer werdendem gegenseitigem Abstande wieder dem Windungs-
punkte im ersten Quadranten zu nithern. P, wandert stets hinter
P, her ist also im vierten und ersten Quadranten dauernd lings
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der Spirale gemessen weiter vom Nullpunkt entfernt als P, im
zweiten Quadranten dagegen dem Nullpunkt dauernd ndher als P,
aufler im Windungspunkt des zweiten Quadranten, in dem sie ja
zusammenfallen.

Da der vor dem Integral stehende Phasenfaktor

1 “p >
—ikr \1—— —
¢ P< 2 Qa——:cP
sich fiir #p > 2a annshernd normal #ndert, so driickt sich die
anomale Phasendnderung durch den Winkel aus, den die Verbindungs-
linje I_)_:P: mit der reellen Achse bildet. Man erkennt nun hier, dag
die Verhaltnisse sehr kompliziert werden, denn fiir Aufpunkte weit
vor der Kaustik, weit hinter der Kaustik und in der Niahe von
2 = 2 liegen ja die beiden Spiralpunkte in der Nahe des gleichen
Windungspunktes (namlich in der Nihe des Windungspunktes des
vierten bzw. des ersten bzw. des zweiten Quadranten). Die Ver-

bindungslinie P, Iz dreht sich gewissermafen um diesen Windungs-
punkt, so dab der Winkel alle Werte zwischen 0 und 2 durchlauft.

Die gleiche Eigentiimlichkeit der anomalen Phasenénderung,
die sich hier fiir die Punkte der Achse des mit sphirischer Ab-
erration behafteten Strahlenbiindels ergeben hat, haben wir auch be-
reits fiir die Achsenpunkte der idealen Kugelwelle gefunden.

§ 56. Anwendung der Formeln fiir die Intensitiitsverteilung bei
sphiirischer Aberration auf ein spezielles Beispiel

In Abb. 37 hatten wir fiir den speziellen Fall a = 9004,
sin® = 0,3, d. h. ® =— 17,5° die Intensititsverteilung ldngs der
Achse des Strahlenbiindels gegeben, wobei die sphirische Aberration
durch (54; 8) gegeben war. In den Abb.39 und 40 geben wir
noch fiir das gleiche Zahlenbeispiel die ,Kurven (Fldchen) gleicher
Helligkeit“, die auf Grund von Durchrechnungen nach (53; 14) fir
eine grofere Zahl von achsensenkrechten Ebenen erhalten wurden.
Die beiden Abb.39 und 40 unterscheiden sich nur dadurch von-
einander, daB in Abb.39 der besseren Ubersicht wegen die Einheit
der Ordinate — die den Abstand von der Achse des Biindels an-
2ibt — gleich ist dem Fiinffachen der Einheit der Abszisse, withrend
in Abb. 40 beide Einheiten einander gleich gewihlt wurden.

Picht, Optische Abbildung 11
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AuBer den Kurven gleicher Helligkeit wurden noch die geo-
metrisch-optische Kaustik sowie einige geometrisch-optische Licht-
strahlen eingezeichnet. Um die Fléchen gleicher Helligkeit zu
erhalten, haben wir die Abbildungen um die Abszissenachse rotiert
zu denken.

Wir ersehen aus den Abbildungen, daf die Intensitit vom
Hauptmaximum, das auf der Achse des Strahlenbiindels etwa in

Abb. 89. Flichen gleicher Helligkeit fiir das Strahlenbiindel, dessen
sphirische Lingsaberration durch Abb. 36 gegeben ist (s. auch Abb. 35, 37
und 40). (Malstab von ¢p gleich dem Finifachen desjenigen von xp)

der Mitte der ausgearteten Kaustik liegt, nach allen Richtungen
hin abfallt, und zwar besonders stark in Richtung senkrecht zur
Achse des Biindels. Hier fdllt es auf einer Strecke von etwa 1,5
bis 2 Wellenlsingen von 100 % auf ungefébr 3 9%, um dann jedoch
wieder auf ungefihr 19 9, anzuwachsen. Dieser ,Ring eines rela-
tiven Intensititsmaximums® liegt bei xp — 504; op =— 2,54
Ein zweiter ,Ring eines relativen Intensititsmaximums“ liegt bei
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wp == 66 4; gp = 4 1. Hier steigt
die Intensitit auf 179,. Ein beson-
ders auffallendes Ergebnis, auf das
wir besonders hinweisen wollen, ist
es, dal sich die geometrisch-optische
Kaustik in der wellentheoretischen
Betrachtung fast gar nicht bemerk-
bar macht. Der einzige Hinweis auf
sie scheint darin zu bestehen, daB die
Verbindungslinie der beiden Neben-
maxima sowie des auf der Achse
liegenden Wendepunktes ungefihr der
geometrisch -optischen Kaustik par-
allel lduft, und daB die ,Ringe
relativer Intensititsmaxima“ gegen
das Hauptmaximum auf der Achse
m Sinne der Kaustik verschoben
sind.

Unsere Darstellung der Kurven
gleicher Helligkeit gestattet es leicht,
die Lichtverteilung in einer achsen-
senkrechten Ebene oder auch ldngs
eines geometrisch - optischen Licht-
strahles zu entnehmen.

Zum Schluf erwihnen wir noch,
daf die Intensitit im Brennpunkt
einer Kugelwelle gleicher Offnung
und gleicher Intensititsbelegung
gleich ist dem 2,15 fachen der Inten-
sitdt im Symmetriepunkt unseres hier
behandelten Strahlenbiindels mit

As = 900 tg? 9 cos®

so daf also durch die sphirische
Aberration die Helligkeit im Bild-
punkt um mehr als 50 9, herabgesetzt
wurde. Dies entspricht dem aus Ab-
bild. 38 fiir ¢sin*®@ — 7,29 zu ent-
nehmenden Wert.

163
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§ 57. Integraldarstellung von wup fiir sphiirische Aberration mit
zwei und mehr Koeffizienten

Ist die sphirische Aberration durch zwei oder mehr Koeffi-
zienten darstellbar, also etwa allgemein

A8 = atg®§ - btgtd + ctg® @ + dtgfd + .-, (B7; 1)
so lauten die Gleichungen der zugehdrigen Wellenflichen ')

E = —2a +atg?d + b tgto + ctg’H
+ dtg®® + .-+ — const-cos 9,
n=— (Ga'tgd + 4t s + Ec'tg® & -
+£d'tg"® + --- 4 const-sin §) cos @, (57 2)
§ = —(a'tgd +30tg°0 + {c'tg° 9
+ 8d'tg®® + --- 4 const-sin ) sin @.
Die hier auftretenden Koeffizienten a’, V', ¢/, ... ergeben sich aus
den Koeffizienten @, b, ¢, ... der sphirischen Lingsaberration s’
nach dem folgenden Gleichungssystem:
a = a—%b,
V' =b— —c s l
¢ =c¢—2d, (87; 3)
d=d— 1—0 e', I
Aus (44; 11/12) erhalten wir dann als Integraldarstellung fir up
27
up = 2 j \w(’ﬂ' (p)e ik{xpecos Ity psin Feosp+zpsin I sing—f (3, )}
0 0 Sinfﬂ‘d'ﬁ'dqj, (57; 4)

worin die Gestaltsfunktion f (9, @) gegeben ist durch

) b' !
£ ) = ~—cosﬁ<2a' —{—a'tg?q‘}—}——gtg*ﬁ—f—%tgﬁﬁ

o
+ 7t )
(57; B)

b’
= —ua <cosﬁ—}——~—>~—cosﬂ< tgt &

o

d
+—tg o+ = tg &+ - >

1) J. Picht, Zeitschr. f. Tnstrkde. 51, 1931, erscheint demnichst.
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Wir wollen hier davon absehen, die vorstehend angegebenen Inte-
grale auszuwerten oder niher zu diskutieren. FEinige allgemein-
giiltige Folgerungen iiber sphirische Aberrationen mit zwei bzw.
drei Koeffizienten folgen unten in den §§ 60, 61 und 63.

§ 58. Beziehung zwischen Strahlenaberration und
Wellenaberration ')

Handelt es sich nur um die Bestimmung des Intensitits-
maximums auf der Achse eines mit sphirischer Aberration be-
hafteten Strahlenbiindels oder um das von Strehl als ,Definitions-
helligkeit¢ bezeichnete Verhédltnis V' dieses Maximums zu der
Brennpunktsintensitit einer idealen Kugelwelle gleicher Offnung
(und gleicher Intensititsbelegung auf der unendlich fernen Wellen-

Abb. 41. Wellenaberration [ und Strahlenaberration As' baw. ¢

flache), so geniigen wesentlich einfachere Uberlegungen und Ab-
leitungen als die vorstehend durchgefiihrten.

In allen Strahlenbiindeln, die geometrisch-optisch mit Fehlern
behaftet sind, weicht die Form der Wellenfliichen von der Kugel-
flichengestalt ab, ist also gegen diese deformiert. Es muB daher
mbglich sein, zwischen den geometrisch-optischen Fehlerbetrigen
und jenen Deformationen, die man auch im Gegensatz zu den geo-
metrisch-optischen Strahlenaberrationen als Wellenaberrationen be-
zeichnet, gewisse Beziehungen anzugeben. Fiir die sphirische
Aberration sei dies im folgenden durchgefiihrt.

In Abb.41 sei A C der Schnitt der Wellenfliche mit der
Zeichenebene, 4 B der Schnitt einer Kugelfliche, die die Wellen-
fliche im Punkte A berithrt, wobei 4 durch die Achse A O des
Strahlenbiindels bestimmt ist. O ist der Schnittpunkt der Paraxial-

1y Zum Beispiel R. Richter, Zeitschr. f. Instrkde. 4b, 1, 1925.
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strahlen, der Gaufsche Brennpunkt und daher auch der Kriim-
mungsmittelpunkt von 4 B. Der den beiden Flichen A C und A B
gemeinsame Kriimmungsradius (fiir 4 C: ,im Punkte A4¢) sei R.
Es ist noch 0 A =— O B == R. Der Schnitt von O B mit A C sei
C, der Winkel von O B gegen O 4 sei ¢'). Der durch den Punkt C
der wirklichen Wellenflache gehende Lichtstrahl CD trifft die
Achse des Biindels im Abstande A#s von O unter dem
,optischen* Winkel ', dem ,analytisch® & (— — ') entspricht,
die durch O gelegte achsensenkrechte Bildebene im Ab-
stande 0 von O, wo s die sphirischen L#ngsaberration, 0 die
sphirische Seitenabweichung ist. Den Strahlenverlauf nehmen wir
als rotationssymmetrisch an. CD steht auf A C senkrecht. Es sei
BC — 1, so daB 1 die Wellenaberration mift. Die wirkliche
Wellenfldche ist daher in Polarkoordinaten um O als Mittelpunkt
durch r = R 41, @ gegeben. Wir haben ! und ¢ als Funktionen
von A5, oder da 4 s Funktion von #' ist, als Funktionen von &
zu bestimmen.

Sind &, 7 (¢ = 0) die Koordinaten des Punktes C, so ist die
Richtung von C D gegeben durch

1
te F =— — —— -
§ dyfd§
Demnach wird
d 1
As'zg—ncotga:gﬂd—g— g§+n) (38; 1)
o . - d§ _ia . e
0 — — s t&‘ﬁ—gﬂJrﬂ——gﬂ(’é +9%). (88; 2)
Nun ist
Bt = (B4
also, da R — const,
dl dr
= R+ g— TE (58; 8)
b= min =, (58; 4)
Ty

Diese Gleichungen lassen sich, wenn man R hinreichend groB,
namlich RS> 45" wihlt, die Offnung @ des Strahlenbiindels als

1) @ ist hier nur als HilfsgroBe gebraucht, also nicht, wie sonst,
Azimut.
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klein voraussetzt und annimmt, da dann auch 7 <& R ist, noch
umformen. Denn es ist dann

tg{)(%—sinq)):—«l—%-%,
also
aE _ _ 1
dqy  R+1
und
dal o n , n
EF(R&_F])EAS Rgds
7
| = jggds d, (58; 3)

0
wobei wir 4 s' nach Potenzen von n = h (Einfallshohe) entwickelt
denken miissen, um die Integration ausfiihren zu konnen. R kann
iibrigens noch durch f ersetzt werden, um so nur Grofen, die bei
der geometrisch-optischen Behandlung iiblich sind, unter dem
Integral zu haben. Ist
A8 = ah® - bht 4 ch® - ...,

so wird

| — gdff hah —flz %Iz4+62h6+§h8+ '[ (58; 6)

0

also in erster Naherung der vierten Potenz der Einfallshohe pro-
portional. Da f aus R - I hervorgegangen ist, so schreiben wir
besser statt f? das Quadrat einer mittleren Brennweite f,. Die
sleichungen unserer Wellenfliche lauten dann in Polarkoordinaten
um den (GauBschen Brennpunkt

r:f#;z{ h—}——h6+ les },
(58; 1)
— arc sin — =~ ﬁ
¥ fo 1
wo @, b, ¢, ... Konstanten sind, die sich aus der Reihendarstellung
von A48 nach Potenzen von & ergeben. Ist A4s nach Potenzen
von p =— 1 —cosu' entwickelt, wie dies von Richter bevorzugt

wird, so ergibt sich mit

Ads = ap+ bp* 4 cp®>+ .-, (58; &)
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da A »
f—gdh%sin wdu = d(l —cosu) =dp
0
ist,
p
, a b c . )
l=\dsdp =P+ +30+ - (58;9)
2 3 4
0

Nun ist die ,Wellenaberration* I gleichzeitig die Lichtweg-
aberration, die die nach dem Huygensschen Prinzip von den ein-
zelnen Punkten der Wellenfliiche ausgehenden Elementarwellen im
Gaufschen Brennpunkt besitzen. Fragen wir nun nach der
Lichtwegaberration CP — 4 P fiir einen anderen Punkt P der
Achse, dessen Abstand vom Gaufschen Bildpunkt gleich 4z sei,
denken uns also die ,Einstellebene“ um die Strecke z aus dem
Brennpunkt verschoben, so dndert sich der Lichtweg des Achsen-
strahles A P um den Betrag x, der Lichtweg des Strahles C P, der
der von C ausgehenden Elementarwelle entspricht, angenihert um
x cos ', so daB sich also die Lichtwegaberration um

z(cosu —1) — —ap
gedndert hat. In diesem ,Huygensschen® Sinne konnen wir

daher die Lichtwegaberration fiir den Achsenpunkt # anschreiben in
der Form

b
o= —ap+ gpt g P P b+ const, (383 10)

wo noch eine Konstante hinzugefiigt wurde, die so gewihlt werden
kann, dafl I == O wird fir einen Wert p — p,, also etwa fiir den
Achsenstrahl, den Randstrahl oder irgendeinen mittleren Strahl.
Formel (10) gibt dann die Lichtwegaberration relativ zu diesem
ausgewihlten Strahl.

Der ,Brennpunkt® einer Kugelwelle ist nun bekanntlich da-
durch ausgezeichnet, dall die Lichtwege von den einzelnen Flichen-
elementen der Wellenfliche bis zu dem betreffenden Punkte alle
untereinander gleich lang sind, so daB hier I = 0 ist (Kikonal,
Fermatsches Prinzip). Ist die Wellenfliche dagegen deformiert,
so bewirken die vorhandenen Lichtwegaberrationen, daf sich die
Elementarwellen zum Teil gegenseitig ausloschen. Bei Vorhanden-
sein von sphérischer Aberration wird, solange die relativen Licht-
wegaberrationen ihrem absoluten Betrage nach kleiner als die

Wellenldnge des benutzten Lichtes (also etwa < 11) sind. das



§ 58. Beziehung zwischen Strahlenaberration und Wellenaberration 169

Hauptmaximum der Intensitit sich an derjenigen Stelle x — xp
der optischen Achse befinden, fiir die 7 lings der ganzen Wellen-
fliche die kleinsten Werte annimmt. Die achsensenkrechte Ebene
2 == xp bezeichnen wir dann als ,Einstellebene«.

Um den Wert xz zu bestimmen, ist gerade die Darstellung
(10), bei der p als Parameter gewihlt wurde, besonders geeignet,
da p angenihert dem Flicheninhalt der Wellenfliche proportional
ist. (Man bezeichnet den Parameter p aus diesem Grunde wohl
auch als ,relative Fliche“)) Durch diese Parameterwahl ist niam-
lich bereits beriicksichtigt, daf die Anzahl der ,Lichtstrahlen¢, die

D2
einem grofBeren Wert p, von p entspricht, etwa umjdﬁ grofler

ist als die Anzahl, die einem kleineren Wert p, von 1]())1 entspricht.
(Da p = 1 —cos %/, so ist p der Pfeilhohe des Meridianbogens
der Wellenflidche proportional; das gleiche aber gilt — wenigstens
fiir Kugelflichen — auch fir den Flicheninbalt, so dal dp dem
Zuwachse des Flicheninhalts proportional wird.) FEinen Uberblick
iiber den Zusammenhang von p mit «' ergibt die folgende Tabelle.

p—1-10% 2.100¢ 35.107¢ 1.1073 2.10°3

w = 0049 10y 10 49 20 34’ 3037
p—5-100% 1.1072 2.10"* 3.1072 4.102
w == 5044’ 807 110 29/ 140 ¢ 16016’

Gleich giinstig wie p ist iibrigens aus dem gleichen Grunde
auch der Parameter h%, da der Flicheninhalt der Wellenfliiche auch
dem h*® niherungsweise proportional ist, wihrend sich die Wahl
von h als Parameter nicht empfiehlt. Schreiben wir fiir k% etwa
P, so wird

As = aP L bP? L cP3 4 ...
und nach (6):
1

7x=o:2f(192+ N >

iz:)f()( 2P 4 ZP P3+ P‘+--->+const. (58 11)

Es ist noch zu beachten, daf 7, nach (10) und (11) nur linear von
%, dem Abstand der Einstellebene vom GauBschen Bildpunkt,
abhingt. Ist fir » = 0 die Kurve ! = I(p) der Lichtweg-
aberrationen gefunden und in einem Koordinatensystem, dessen
Abszisse die p-Werte und dessen Ordinate die Werte 7 angibt, ein-
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gezeichnet, so 1aft sich (schon durch Augenschein) leicht eine Gerade
so zeichnen, daB die vertikalen Abstinde der Kurve I — I(p) von
jener Geraden moglichst gering sind. Aus der Neigung « dieser
Geraden gegen die Abszisse ergibt sich dann der betreffende Wert
% — gy angendhert, und zwar ist 45 — —tg a.

§ 59. Die Richtersche Symmetrieforderung der Lichtweg-
aberrationen und jhre Anwendung auf die sphirische Aberration
mit einem Koeffizienten zur Bestimmung der Einstellebene o5 ).

Wenden wir nunmehr das Huygenssche Prinzip zur Be-
rechnung der Intensitit im Punkte x der Achse an, so erhalten wir
bis auf einen konstanten Phasenfaktor, wenn noch p den groBten
Wert von p bezeichnet:

l\'J

il
A

Up —

I)
jw e—ikl® dp 59: 1)

0

II

p
2 2
27 | wcos—n?(p)dp—ijwsin—jfl(p)dpl, (59; 2)
il A A J
0 0

und demnach

p p
. 2l P
Ip = TZ‘I[jwcosrT dpj’ +[“

0 0

i~

[} ovi9
(Es ist angenihert j — I sin’@®.)

Fiir eine ideale Kugelwelle gleicher Offnung und gleicher
Intensititsverteilung, deren Brennpunkt mit dem Punkt x zu-
sammenfillt, ist 7 — 0, so daf fiir diese

2 ;) 2
. 4 : N
/ .
Setzen wir noch i als konstant voraus, wie dies in vielen Iillen
als Naherung ausreicht, so erhalten wir fiir das Verhiltnis

S
=3

0

1y R.Richter, Zeitschr. I. Instrkde. 45, 1, 1925 (s 4).
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der Strehlschen ,Definitionshelligkeit®:

a

— V() = o Hpcos%lldeJr[ fsinzfldp]g}. (59 5)

0

=3

Das hier auftretende 7 ist sowohl Funktion der Integrations-
variablen p als auch Funktion von z, dem Abstande des Achsen-
punktes vom Gaulschen Brennpunkt. Iis ist # so zu bestimmen,
daB V ein Maximum wird. Bedingung dafiir ist, da8

P
oV J::rt{' osznid . ’ani
-_ == — C —_— sin
oxr APl A pypsm— “p
0 0
R . (59; )
oml . 2xl
— | sin ; dpjpc s %4 } 0,
0 0
und
p
iV 8 m? 2
gE = {(Join=3-a2)

p )
o1 2
-gcos—l—dpjp cos————dp—}— {pcos-—dp B59:7)
o H

0

A

p p
2n 2ml
——jsm lldpjpisin%dp}<0

0 0

wird. Es ist indessen nicht moglich, aus diesen beiden Bedingungs-

gleichungen den Wert # — &y eindeutig zu bestimmen. Wohl
aber lifit sich zeigen, daB wenigstens die erste der beiden Bedin-
gungsgleichungen erfiillt ist, wenn man & = xy so wahlt, dall die

Lichtwegaberrationskurve 1 =— 7(p) im Bereiche 0 ...} sym-
metrisch zu 7 (3 p) verlauft, daB also

(g p) = =1 (@, p — D) (89; 8)
Hier gilt das Pluszeichen immer dann, wenn die Kurve der sphi-

rischen Lingsaberration im Bereich 0 <{ p < ) eine gerade Anzahl
(einschlieflich Null) von Extremwerten (Maximum- bzw. Minimum-
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werten) besitzt, dagegen das Minuszeichen, wenn eine ungerade
Anzahl solcher Extremwerte vorliegt (siehe unten).

Betrachten wir zunichst nur die sphirische Langsaberration

mit einem Koeffizienten, fiir die also 45" = ap ist. Dann ist
a 2
o p) =o = —2p+50p
und
A A a .
l@p—p=—ao(d—n+50—»,

so daB sich als Bestimmungsgleichung fiir x5 ergibt:

a W\ . . a .,
(xE——p>p—2(xE—§p>p=0,

\ 2
d. h.
2y = — p (59: 9)
2
Fiir diesen Wert zy — % p erhalten wir zunichst
(/280N
1w ) = Ly = — 5 ()= D).

Wihlen wir nun auf der Achse zwei Aufpunkte, von denen der
eine um + £, der andere um — £ von ¥ — zy entfernt liegt, so
gilt fiir diese

lgt&p = —%(i} —pp5 Ep

Setzen wir diese Werte in unseren Ausdruck (1) fiir u, ein, so
erhalten wir

e
+ik [Q—(p‘wpih)]

»
(Up)pre = 2 n_f Pe dp.
0

Nun ist aber mit ) — p == p’ als neuer Integrationsvariablen

po
Zﬂfwe

[0}

Y-
7A[2 (p p)p+§p]d

w,e" fk[-;l'(fl -php' - Sn’]

— 2geikép

{

dyp’,

Te— s
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wo ¢ aus p durch Transformation der Integrationsvariablen her-
vorgeht. Ist, wie wir bisher stets annahmen, ¢ eine Konstante,
so sehen wir, daf

(p)eg + ¢ = €5V (Up)py — ¢ (89; 10)
Die beiden Werte von wp fir 2z + & und zz — £ unterscheiden
sich also nur um eine Phasenkonstante. Die zugehtrigen Inten-
sitdten sind demnach einander gleich. Der Punkt zp — 1 a p, der
Mittelpunkt der ausgearteten Kaustik — diese erstreckt sich ja von
# =0 bis # = a p — ist also Symmetriepunkt fiir die Intensitits-
verteilung lings der Achse des Strahlenbiindels. Man erkennt auch
leicht, daB

v
<d_-) —0
doc c=1zp

ist, wie wir oben forderten. Denn wegen | — — la(p — p)p ist
p . p v +lika(p—pp L
j(pwép)e"“dp:jp(p—%p)e 2 dp = [+ |
0 0 0 s
P Rd

Fithrt man hier im zweiten Integral » — p = p’ als neue Inte-
grationsvariable ein, so sieht man, daB es gleich dem negativen
Wert des ersten Integrals ist, so dab

p
fw—1hewap = o,
0

also

A

fpe—“”dp:—;j)fe—“’ldp (89; 11)
0

0

ist, oder, wenn wir Realteil und Imaginirteil getrennt schreiben

°. (39; 12)

Setzen wir dies in (6) ein, so folgt
(‘H> =0,
0z /e = zp
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2

Den Ausdruck (7) fiir %—;I-: konnen wir fiir I == —Ja(p —p)p

noch umformen, wenn wir beachten, daB

» P

jg“ﬁpeﬂpz dp = ii)e“ﬁ_eﬂﬁz — ijg“l’ efrPdyp
o o

0 0

D
—_ ﬁ "\Iﬂ e p off p? dp’
o
0

wie man durch partielle Integration leicht zeigt. Setzen wir hier

2N ., a
u:zkgp und ﬁ:~—zk§,
so wird
ap+ﬁp2:ilc%(p»—p)p:——ékl und  ap+ B = 0.
Wir erhalten daher
» R ] P
. . P 1 , s .
pPethldp = i— —i— e itkidp + 1p | peikidyp
ka ka
0 0 0

und demnach

2l L . 2wl . :
jpzcos—:—dp = —k—aj‘sm——f—dp+%pj‘pcos i}iildp
0 0 0

oder wegen (12)

L l R 2
= " Ja) sin ; dp+ip2jcos l—dp (>9; 13)
0 0
und entsprechend
‘ 2l v 1 p 27wl
j}ﬂsin f dp — —%+Hl. ¢ an d
0 0 ) (59; 14)
¢ 2m1
+ %jﬂ j‘ sin T dp.
A
0
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=1
ot

Setzen wir (12), (13) und (14) in (7) ein, so erhalten wir

!
<<92V 4x [ . 2nld)
= = — Sin ——
.0(62).?:;11,; Apa) PR
0
p «
» <27z « ) (89; 15)
1 —
B <M2 =5 @ ppl
)| waa W
= )
72!
0
Solange
1 : 2ml
_jsini'dp>0
a A
0
ist, handelt es sich demmnach im Symmetriepunkt » = 25 um ein

Intensititsmaximum. Fiir kleine Werte von I, d. h. solange die

Lichtwegaberration von der Mitte bis zum Rande é% ist, ist

. 2xl .
dies sicher der Fall, da ja dann sin /'Ll im ganzen Integrations-
bereich dasselbe Vorzeichen (nidmlich dasjenige von a) besitzt. Es

ist sogar noch der Fall, wenn 7 den Wert 4 bereits etwas iiber-

2
schreitet.
Um endlich noch den Wert zu bestimmen, den ¥V im Punkte
# = xp der Achse annimmt, haben wir in (5) fiir 7 seinen Wert
— 3a(p — p)p einzusetzen. Wir erhalten zunichst

»
; 1 T oa 2
(”x:x,,; }7 jCOS ) P—P)P>dp]
0
P
j. sin (p —p)p>dp] }
0
Setzen wir hier p = 1) — p’, also p—p — L)+ p', so er-

halten wir
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(V)x=xE—
%ﬁ
+30
. 2mal/p\ e N
| [ 2 [@) =],
Cig
T ¥

syl oz

Die hier auftretenden Integrale sind aut dle Fresnelschen Inte-
grale zuriickfithrbar. Es ist

. o= 1/\2aA
P =

27 a ‘/}.
os (5 g#)ar = |5,

2a

/

j‘cos;—‘uzdu = V"a C(s),

0

Jlsin <277r %p2>dp = + V!.;—;, S (s),
0
3V -

(Mamep = 5 1026 + SO (39; 16)

Die Offnung j des Strahlenbiindels tritt also mit dem Faktor Va
verbunden auf, so daB bei einer Herabsetzung des Aber-
rationskoeffizienten a auf a/m® und einer gleichzeitigen
VergréfBerung der Offnung p auf m p (m ist eine beliebige
Zahl) die Definitionshelligkeit im Symmetriepunkt un-
verdandert bleibt. Wird gefordert, daf die Definitionshelligkeit
den Wert 0,8 nicht unterschreiten soll, so ergibt sich fiir

1/ Lle
‘"’Vz p

Lo, . . o
33 102D -+ S2 (D] == 0,500, (39: 17)

T t0[

oM™
S

A
so dal

—

der Maximalwert 1, da
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-1

Aus T ] '
. a
Pz =t
folgt sofort 9
a _<_—,.-‘/‘L
O

als hochstzulissiger Wert des Aberrationskoeffizienten. Fir die
sphirische Aberration ist daher zu fordern, daf

2 2
A8 L = ph; (48N = = 4 (69; 18)
P P
ist, und fiir die Lichtwegaberration, daf
A -
Ilmax| é Z (09; 19)
ist, da ja
7 o a [/, 1 5 T, @ .,
max —— —§<p_§l> D) Py = _'gp
Ist
A
|lmax| - —2_7

ein Betrag, bis zu dem im Symmetriepunkt sicher noch ein Maxi-
mum vorhanden ist, so ist

_4 1/ Lel v
\a[___?l, also p‘/-ﬁZ—Tﬁs_l/z,

Hiertir wird (V),=,, = 0,3925, also schon sehr schlecht.

Da p auch bei ziemlich weit getfineten Strahlenbiindeln noch
recht klein ist, z. B. bei ' = 8°7' erst p — 0,01, so konnen a
und s’ im Gegensatz zu I, eine ziemlich grofie Zahl von Wellen-
lingen betragen, z. B. fir ) — 0,01 wird ¢ < 20000 1 und

s 1/1 .
(45 ) max = 200 4. Nehmen wir an, dafl s == p ‘/gl%\ sehr klein
ist, so konnen wir bei der Entwicklung von € und S die hsheren

Glieder vernachlissigen und erhalten

2 2 2 \ 2
@@>:1—¥%ﬂ?@@>:l@ﬂ’
s 5 \2 s 9\2
R %, (59; 20)
Vv -1—4 71322'—1 a 144<"’
(Vemap = 4’5(2 )“ 5t I)'

Picht, Optische Abbildung 192
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§ 60. Anwendung der Symmetrieforderung auf die Schnittweiten-
aberration mit zwei Koeffizienten. Bestimmung der , besten
Korrektion* eines optischen Systems ’)

Wird die Schnittweitenaberration durch zwei Koeffizienten
dargestellt
As — ap + bp? (60; 1)
s0 wird

/1 b

wo durch v die oben eingefithrte Konstante bezeichnet sei. Die
Forderung

liefert
1 1 1 1
S Y A O P S WV
(m 2(”: 3bp)p 2<x 2(110 2bp>p
. 2
—bpp* -+ gbp* =0,
so dafl dies auf b — O und damit auf die Aberration mit einem

Koeftizienten zuriickfiihrt.
Betrachten wir indessen den anderen Symmetriefall, nimlich da

l(#,p) = — (2, ) —p) (60; 8)

ist, daB also die Lichtwegaberrationen fiir Rand und Mitte entgegen-
gesetzt gleich sind, so ergibt sich hieraus

,a, b, A A a
(2'0—:“) +§p2—{— §p3>~(a—}—bp)pp+(a+bp)p3 = 0.
Dies liefert die beiden Gleichungen
@4 = —Dbp (60; 4)

1
12

1 ., \ -
c=gzp+ b ps. (60; 5)
Die erste dieser beiden Gleichungen sagt aus, dal das optische
System so zu ,korrigieren® ist, daB fiir die Randstrahlen die
sphirische Lingsaberration verschwindet. Da die zweite Gleichung
aufler # noch die willkiirliche Konstante » enthilt, so 1468t sich aus

'Y R.Richter, Zeitschr. f. Instrkde. 45, 1, 1925 (§93).
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ibr nichts iiber die ,Einstellung* folgern; Gleichung (5) sagt in
Wirklichkeit nichts anderes aus, als daf die Lichtwegaberration
fir 1) verschwinden soll. Denn damit dies der Fall ist, haben
wir ja in (2) fiir  den Wert

1, a/ P\ b<ﬁ\3
b - 5(5) —3(z)
zu setzen, und dies gibt mit ¢ —= — bﬁ [nach (4)]
1
— xp —}— bp“’

also gerade die zweite Bedmgungsglelchung.
Fir die Lichtwegaberration erhalten wir jetzt

1, b . . o 2
b= (gh—p) o+ gl + 250 —2p7)- (605 6)

Dab @ = — b p bei festgehaltenem b und P tatsichlich die beste
,Korrektion* darstellt, ergibt sich durch Differenzieren von ¥ nach a,

wobei zu beachten ist, daB ﬂ = —;—pQ [nach (2)] ist. Es wird

0 @

ov 2 2xl 27l
{ (05* dp | p? sm~——~ dp
da lp

.0 s 0 (60; 7)
»
2n 2x
—jsmTldpjp cos—l—ldp}-
0

0

Nun ist fir « = —0p

Lz, p) = — (2, p — p); l(w‘é) =0

und demnach

a

P )
jsm—d J’ 27cl(xp) +j . _ﬂl(x,p)dp

m|,.¢

A

0
27’

Setzen wir p — p—p', also p' = p — p, so geht das zweite
Integral iiber in L
3P
27l P —p) . 2wl (z,p)
—}.\— — | sin ‘7—d

P

|=

0
21’

12%
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ist also entgegengesetzt gleich dem ersten Integral, so daf

P
2wl
gsin—f-dp — 0. (60; 8)
0
1,32 1., 2
Ebenso folgt wegen <p — Eﬁo) = <§ P———p’)
P
1.\2
j(p—§p> sin —dp =— 0

also unter Beriicksichtigung von (8)

A
<

p
2xl N . 2
;ﬂdp = p j‘psm —:—ldp.

D

g p? sin
J

0 0

Wir erhalten so aus (7) bzw. (89; 6)

p p
ov 2 2xl . 2zl
%_—lﬁjcospojpsm—l—dp, (60; 9)
0
13 p o
—]’fjc s—dpjpsin—:—dp. (60; 10)

Uber die ,Einstellung® # ist noch mcht verfiigt. Wihlen wir nun
£ == xg so, da

IAI .
21
SpsinAv”—}ELmd ) =0 (60; 11)
L:(Ef

0
wird, so verschwindet sowohl (9) als auch (10).

. C orv otV
Wir sehen davon ab, die Vorzeichen von —— und —— zu

0l 0x?
bestimmen, ziehen vielmehr aus der Tatsache, daf fiir b — 0 unsere
deformierte Welle (wegen @ = — b p) in die Kugelwelle und » = zp
in den Bremnpunkt derselben iibergeht (dieser Brennpunlkt aber ein
Maximum ist). die Folgerung, daf bei geniigend kleinem Werte von b
aus Stetigkeitsgriinden auch {a = — b pi @ = xp, nach (11)} ein
[ntensitstsmaximum liefert. Leider 146t sich xy nicht explizit aus
(11) bestimmen, wohl aber lassen sich zwei Grenzfdlle behandeln,
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zwischen denen die Wirklichkeit eingeschlossen liegt, nimlich

2xl
A=— oc und 4 = 0. Im ersten Fall (1 = oo) kann sin —::r

l
durch 2—: ersetzt werden und wir erhalten aus (11)

?
p1ap =0,
0
worin wegen (2), (4), (5)
1 . | S b, o b,
l=gap+5bP°—op—5pp +30°
Dies ergibt
1. ., 4 60: 1t
(wﬁ])l:w — ——gb]) <: Sdémax>' ( 0, 12)

Fir A = 0, den Fall, der der geometrischen Optik entspricht,
kommen nur diejenigen Lichtstrahlen zz zur Wirkung, die Normalen
der Wellenfliche sind. Es liefern also nur diejenigen Teile der
Wellenfliche Beitrage zur Intensitit in xz, die von einer um zg
geschlagenen Kugelfliache beriihrt werden. Mathematisch heifit dies,

1 01
es miissen die Ableitungen von/ nach p, also%, g—pz, ... verschwinden.
Dies liefert
@mimo = — ;0P (= 48" mex). (60; 13)

Zwischen diesen Werten (12) und (13) wird also xz liegen. In
Abb. 42 ist als Beispiel fiir

P = 0,02; b= 2000mm; o= —bp=— —40mm
die Kurve der sphirischen Lingsaberration
A4 = ap +bp* = —bp(p—p)
gezeichnet. Die beiden gestrichelten Linien geben die Einstellungen
xy fir A = 0 bzw. A = oc an, und zwar ist in diesem Fall
(@pi—=o = — 0,2mm; (Tg)imo — — 0,16 mm.

Die beste Einstellung liegt also in der Nidhe des Umkehrpunktes
der ausgearteten Kaustikschale, die ja mit der Achse des Biindels
zusammenfillt und sich wegen

@ 1 b

d
- N = 2 rﬂ o :——::—‘: ! :———A2
dp(ds) a+ b]) ’ (p)zf.\ max 25 21) A8 max 4[)



182 Zehntes Kapitel: Sphirische Aberration

von # = O bis & — — bp? erstreckt. Die Abb.43 und 44 geben
noch fir (#g)i—o == — 0,2mm bzw. (¥g)iwe == — 0,16 mm die
zugehorigen Kurven der Lichtwegaberration 7, die symmetrisch zu
3/ verlaufen. Durch numerische Berechnung .und Interpolation
fand Richter die beste Einstellebene fiir dieses Zahlenbeispiel und
eine Wellenldnge 4 == 0,5 u bel 25 = — 0,182 mm, also sehr nahe

a2

s =0t 0 mirr
Abb. 42
Abb. 42. Sphirische Lingsaberration eines Strahlenbiindels. Die |-Linien
geben die Einstellebenen fiir 4 = 0 bzw. 4 = oo
Abb. 43. Lichtwegaberration des darch Abb.42 gegebenen Strahlenbiindels

fir xp, = —02mm (4 = 0)

|
*.‘ 1 .

- T - T
875 +085 425 o -g25 -gf g 7su

Abb. 44. Lichtwegaberration des durch Abb. 42 gegebenen Strahlenbiindels
fir xp = — 0,16 mm (4 = oc)

gleich dem Mittelwert der beiden angegebenen fiir die Grenzfille
geltenden Werte. Die zugehorige Definitionshelligkeit errechnete
er aus (B9; 5) zu ¥V =—= 0,299.

Fir ein sphirisch nicht korrigiertes optisches System von
gleicher Offnung p = 0,02 und gleichem Maximalbetrage (45 )max
— — 0,2 mm, fiir das also 48’ — ap — — 10 p mm ist, ergibt sich
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im Punkte rz — la p — — 0,1 mm, der fiir diesen Fall die beste
Einstellung liefert, nur eine Definitionshelligkeit vom Betrage
V = 0,089, so daB also bei gleicher Offnung ein sphirisch
korrigiertes optisches Systems wesentlich besser ist, als ein nicht
korrigiertes mit gleicher maximaler Lingsaberration.

§ 61. Anwendung der Symmetrieforderung auf die Schnittweiten-
aberration mit drei Koeffizienten ')

Richter filhrte die entsprechenden Untersuchungen auch fiir
die durch drei Koeffizienten dargestellte sphirische Lingsaberration

4§ = ap + bp® + cp®
durch. Wir wollen diesen Fall indessen nicht mehr ausfithrlich be-
handeln, sondern beschrinken uns darauf, die Resultate mitzuteilen,
zu denen Richter gelangt.
Richter setzt voraus, daB

b:———%cf; (61; 1)
ist.
[Wird auflerdem
a = jep? (61; 1%)
vorausgesetzt, so besagt (1), daB die sph#rische Léngsaberration
auBer fiir p = O auch noch fiir p — }j verschwindet. Die An-

nabme (1%) tiber ¢ und ¢ wird von Richter indessen nicht gemacht].
Die Symmetrieforderung fiir 7, die in diesem Fall wieder
wie im Fall 4s — ap mit dem - -Zeichen zu nehmen ist,
liefert wie dort eine Bedingungsgleichung fiir # — x, fiir die beste
» Einstellung“, und zwar wird
vp = jap— tcpi (61; 2)
Dagegen a8t sich jetzt tiber die beste ,Korrektion*, d. h. iiber die
vorteilhafteste Beziehung zwischen den beiden noch frei verfiigbaren
Koeffizienten @ und ¢ nichts aussagen. In adhnlicher Art aber wie
fir # — x5 im Fall der Aberration mit zwei Koeffizienten 148t
sich jetzt aus den beiden Grenzfillen 4 = oc und 4 = O eine
angeniherte , Forderung* zwischen a und ¢ aufstellen. Esergibt sich

Ui = L0} = 0,6429¢ ), (61; 3)

M=o = 2 cp? = 0,75¢ )2 (61; 4)

1) R. Richter, Zeitschr. f. Instrkde. 45, I, 1925 (§6).
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Eine numerische Bestimmung von a fiir 4 — 0,6 u ergab bei
$ == 0,02 und ¢ == — 250000 mm [also wegen (1): b == + 7500 mm]
fiir ¢ den Wert: 4 — 64,5 mm — 0,645 ¢p® Dies stimmt sehr
nahe mit dem fiir A = oo erhaltenen Wert von @ iiberein.

§ 62. Bestimmung der Definitionshelligkeit und der Einstellebene
mit Benutzung der Variationsrechnung. (Viisildsche Methode)')

Wenn in den vorstehenden Ableitungen der Ort der maximalen
Definitionshelligkeit aus der Symmetrieforderung fiir I bestimmi
wurde, so war diese Symmetrieforderung doch urspriinglich nur ein
Ersatz jener anderen oben angegebenen Forderung, denjenigen
Punkt x auf der Achse zu finden, fiir den die Abweichung 1, der
wirklichen Wellenfliche von einer um x geschlagenen Kugelfliche
(deren Radius zweckentsprechend gew#hlt werden mul) méglichst
gering ist. Diese Forderung li8t sich nun auch mit Hilfe einer
Art ,Fehlertheorie“ (Methode der kleinsten Quadratsumme) losen.
Dies wurde von Viisdld durchgefiihrt.

Wir sahen, daB die Definitionshelligkeit V' In einem Punkte
der Achse gegeben war durch (39; b)

p »
1 S ¢ 2 5 2
V= V() = F{H cos zfldp] +Hsin%’-]dp] } ©2: 1)

0 [}

. . . 1 .
Wir fithren als neue Integrationsvariable ¢ — — p ein, so daB
/)

I = I(¢g) wird. Dann ist
1 1

a 3
V= V(@) = [jcos 27757 dq] -+ [ .‘. sin 2;—[—1 dg] - 62y 2)

0 0

. 2l \ . L
Wir setzen -—;— ~— ¢ und entwickeln cos § und sin d nach Potenzen

von §. Schreiben wir dann noch zur Abkiirzung
1
JB" dqg = p,, (62: 3)

0

1) Y. Vidisdli, Neue Methoden ..... Ann. Univ. Fennicae Aboensis (B) 1,
Nr. 2, 1922; § 33 his 34.
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so wird

27l 1 1 1
q

Oo____"_‘
o
o
w
S
|
-
|
|
=
+
=
%
>
|
2|
=
_,+
I

1

. 2x:l 1 1 1
jsm i dq:71—5?3+g‘!75—ﬁ7/7+~'

0

und demnach

( 1 1 1
Vig) =14 (7 — v + (17/3 —gnrt ﬁm)

., 1 1 1 9.
+<%73_ﬂ7274+®7175—%76>+"'y (62; 4)

wo die Glieder gleicher Dimension in Klammern zusammengefafit
sind. Setzen wir nun voraus, daf 7 sehr klein (etwa = 1/4) ist, so
konnen wir die Glieder hoheren Grades vernachlissigen und er-
halten einfach

Viy=1+ @i —y) = L= —pD  (62;5)
Damit V (x) moglichst grof wird, mul x so gewihlt werden, dafl
yy — yi moglichst klein wird. Setzen wir

1 1

so haben wir x so zu wahlen, daB ¢ moglichst klein wird. Dies ist
der Fall, wenn ! im ganzen Integrationsbereich moglichst klein ist,
wenn also eine Kugelfliche — deren Kriimmungsmittelpunkt eben
2 ist — so bestimmt wird, dal sie sich der wirklichen Wellenfliche
miglichst eng anschmiegt. Jene Kugelfliche sei als Referenzkugel
bezeichnet. Um ihren Krimmungsmittelpunkt zu bestimmen, be-
nutzen wir die Variationsrechnung. Wir denken uns die Referenz-
kugel ein wenig verdndert. Dadurch geht 7 tiber in

' =14 aq+ B, 62; 7)

wo @ von der Anderung der Lage des Kriimmungsmittelpunktes,
also der Anderung von x, und 8 von der Anderung der Linge des
Radius herrithrt. 1 geht dann iiber in
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1 1
T — ".l'2dq—(j7' dq)zy (62’ 6*)
0 1]
1 1 1 ’
2 1
= j l%lq——(jld{l) +u(2j74d‘1—j’dq>+ﬁ“2‘
b .0 0 0

7 ist also allein von «, nicht aber von § abhingig, wie dies zu er-
warten war, da ja § nur eine konstante Phaseninderung bedeutet,
also auf die Intensitit keinen Einfluf besitzen kann. Betrachten
wir jetzt v’ als Funktion von ¢, so ergibt sich durch Nullsetzen
des ersten Differentialkoeffizienten, daf ¢’ ein Minimum wird fiir

1 1
a:e(jldq—zfiqdq). (62; 8)
0 o
Bezeichnen wir das zugehtrige Minimum von 7' durch z,, so wird
1 1 1 1
1, = [Pdg— (J.qu)2— 3 (jzdg— zjiqd_q)“’ (62; 9)
0 0 0 a0

oder, wenn wir
1

[N

=1 |rav=a+e0—([1a0+5) @210
0 \0‘ -
setzen 1), 1
12dyg
1 J
= [Pdg =" =2 (62; 11)
0
dq
]

Man kann 7, also ansehen bzw. bezeichnen als mittleren Wert der
Quadrate der Abweichungen [ der wirklichen Wellenfliche von
der sich jhr am engsten anschmiegenden Referenzkugel. & == Vro
bezeichnet man dann zweckmifig als ,mittlere Abweichung® der
Lichtwellenfliiche. Die rechnerische Benutzung der vorstehenden
Uberlegungen hat also in folgender Weise zu geschehen: Es sei
fiir irgendeinen Punkt # — =», der optischen Achse, moglichst in
der Nachbarschaft des wirklichen Intensititsmaximums, die Ab-
weichung 1 der wirklichen Wellenfliche von einer Kugelfliche als
Funktion von p bzw. ¢ bestimmt. Darauf wird aus (8) der zu-

11 1 !
') Beachte, dall 2. B. [ (Jldq)dq ~ (Jldq)? ist. da ja {7dq eine
[ ] 0

Konstante ist.
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gehorige Wert von o berechnet. Aus ! und « ergibt sich dann
nach (10) der Wert 7 und aus (11) der Wert ¢, Dann wird
v 2 < 2

V:1_<2_;‘>10:1_<%’3> & (62; 12)
Hierdurch ist also die maximale Definitionshelligkeit eines vor-
gegebenen, mit geringer sphirischer Aberration behafteten Strahlen-
biindels bestimmt. Man erkennt, dafl unter der gemachten
Voraussetzung (beziiglich der GroBe der Abweichungen 1) die
Definitionshelligkeit im wesentlichen nur von der mittleren Ab-
weichung, nicht aber von der wirklichen ,Form¢ der Wellenfliche
abhingt.

7, kann natiirlich auch direkt aus (9) berechnet werden. Der
Weg iiber o hat den Vorteil, daB dadurch auch die notwendige
Verschiebung der Einstellebene von #, aus gleich mitbestimmt wird,
da ja — wie wir oben sahen — die Lichtwegaberration linear von
jener Verschiebung abhingt. Wir bezeichnen sie durch A2z Es
war

a b
Iy = —2p+ §P2+§1’3+ -++ + const,
also
‘ b
V= —(@+dnp+ 308+ 30+ - + const =1 — da-p
=1l—dzpq.

Daraus folgt sofort als notwendige Verschiebung der Einstellebene
wegen (7)
Ar — — — o,
P
so daf

1
. Tp = %y + A0 = 8, — — « (62; 13)
1st. P

§ 63. Anwendung der Viiisilischen Methode der , mittleren
Abweichung® auf sphiirische Aberration mit einem und mit zwei
Koeffizienten!)

Wenden wir die vorstehenden Formeln auf die sphirische
Aberration mit einem Koeffizienten an, also auf 45 = ap, so ist
zundchst fiir den GauBschen Bildpunkt, also fir # = 0

a a
| —= —p? — — g2 — 2. 33
5P g V0 = %4 (63; 1)
1) Y, Viistld, Neue Methoden ...., § 35.
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Nach den angegebenen Formeln des § 62 folgt hieraus

. a ,
“:_”1:—‘51727
_ 9 1
I=u(¢—a+5),

% a s
§ = —= = —=1"

(63; 2)
g = 5 P

Beide Werte, xz und V, stimmen mit den oben auf Grund der
,Symmetrieforderung fiir {“ fir kleine Werte von 1 erhaltenen
Ausdriicken (39; 9) und (59; 20) iberein.

Als weiteres Beispiel sei der Fall behandelt, da das optische
System fiir p == p sphirisch korrigiert ist. Dann ist

As'=ap + bp?, wo a=—bp, also 48" = — b(pp —p* (63;3)
und demnach fiir £ = 0
a b b b b 3 *
] — — p? —pd — __  pp? s — s E e 3
5P T 5P 5 PPt 31)(2q q)
3 N
= %, <§ 9* — «13)- (63; 4)
Aus den Formeln des § 62 ergibt sich
3 1.
0= — %, — + = bp?
B 3}
1 3 :
= 2(20 54 ?242“43)’
E —= MQ;_ = — — o 1‘)3,
207 60V
2 g\ w02
o (Y e 4__%(‘
l </1 )E 'm0 A.) 5
(63: 5)
Ly == — 3 b /32-

. 1, 4
Nun ist A, — — n by so dal mp — — A s.-
- ¢)
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xy stimmt nach (60; 12) iiberein mit dem von Richter tfiir
A — oo (d. h. fiir Aberrationen, die klein gegen die Wellenlinge
sind) gefundenen Werte. Dies entspricht der hier gemachten
Voraussetzung, daB I sehr klein sein sollte. Die Definitionshellig-
keit 1468t sich nur vergleichen, indem man in (62; 1)

1 b
7:5b132p—;—)j)p2+ §p3 (63; 6)
einsetzt und
. 27l 2al csznl 1<2n12
sin = ; 0S8 ——— — - —{ —
A i A 2 l)

setzt. Dann wird

a

P P
N 1. 2\, 2 m\2 2
v :;ﬁ{f’“<T> Pf””(T) (f’dp)}'
0 ]

Setzen wir hier fiir 7 den angegebenen Wert (6) ein und fithren die
Integration aus, so erhalten wir

L 7.52 46<b2
V=1 g 7 (5):

also genau den durch (5) angegebenen Wert.

Sind die Lichtwegaberrationen nicht klein gegen die Wellen-
lange, so miissen in V(x) auch die hoheren Glieder mitgenommen
werden. Fiir die beiden vorstehend betrachteten Fille ergibt sich
dann fir 48" — ap

2aed  3/2me\t 075 /2me\s
— 1 (=% (=20 T (2= — ... 33 7
v, =1 < ) *’7( 7 ) 7007< i ) + (63:7)

und fir 45 = —b(pp — P,

2me\? 958 /2xe\t )
n—1“<1>+m%<1>—+”” (63: 8)

Viisdla behandelt dann noch den Fall, daf die Anzah! der
pZonen® beliebig groff ist und 1 =— %, cos 2mwng (n = 1, 2,8 ..)
ist. Hierfiir ergibt sich

7:7,

ok
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wo J, die Besselsche Funktion nullter Ordnung ist. In Reihen-
darstellung wird dann
2we\t B3 /2me\t B 2me\

- _ —— — | — —_ | —— —— e 6 :
Va=1 < A > +8< A ) 72( ) )’+ (63 9)
Besonders auffallend ist hier, daB die Intensitit unabhingig ist von
der Zahl der Zonen, sofern diese eben durch den fiir 7 angegebenen
Ausdruck darstellbar sind.

In Abb. 45 sind in Abhingigkeit von ¢ die Definitions-

¢

2
helligkeiten V,, V,, V, und V = 1 — <¥> eingezeichnet?).

Man erkennt, daB die Niéherungskurve V bis ¢ = 0,06 4 sehr gut

Abb. 45, Definitionshelligkeiten als Funktion der ,mittleren Abweichung* &
der Lichtwellenfliche. V; fir As'" = ap, V, fir 48 = —b(pp — p?),
Vs fiir | — a3c0s27wng, V als Niherungswert

mit den genauen Kurven iibereinstimmt, und daB diese selbst unter
sich bis ¢ = 0,12 4 bzw. sogar bis ¢ == 0,18 4 fast vollkommen
iibereinstimmen.

Da V, sich auf 45" = ap und V,sich auf 45’ = — b (p — p)p
bezieht, so sind die zugehorigen g-Werte
1 1 R
£, == o= A8y » und g, = ——= As,.- P
125 YTy ™

1) Zahlentabelle siehe Y. Viisilé, a. a. 0., und fiir /s’ = ap auch
K. Strehl, Central-Z. f. Opt. u. Mech. 48, 7, 1927,
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Die Kurven V, und V, gestatten also leicht, die Definitions-
helligkeit eines sphérisch nicht korrigierten bzw. eines fiir p — p
sphérisch korrigierten Strablenbiindels in Abhingigkeit von dem
Produkt s,,,, p abzulesen. Fordern wir wie oben, daB die In-
tensitit im axialen Intensititsmaximum eines Biindels 80°, von
derjenigen der idealen Kugelwelle gleicher Offnung nicht unter-
schreiten soll, so erhalten wir in beiden Fillen

¢ < 0,073 1,
also fiir Vi Aspae b << 2,014, fiir Vy: Aspee p < 2,981

oder, da

1
S @
p=3 ®
ist,
Hir V): sy, 0 < 42, (63; 10)
fir Vy: A5, 0 < 64 (63; 11)

Ein fiir den Rand korrigiertes optisches System kann also eine
nahezu 50 °/; groBere maximale sphirische Lingsaberration besitzen
als ein somst gleiches, aber sphirisch nicht korrigiertes optisches
System.

§ 64. Sphiirische Aberration einer Zylinderwelle ')
Fiir eine mit sphirischer Aberration behaftete Zylinderwelle,

d. h. fiir das zweidimensionale Problem, erhalten wir, falls
As = atg?u — atg? 9, (64; 1)
die Integraldarstellung, indem wir beachten, daB sich unter den zu-

gehorigen Wellenflachen ein parabolischer Zylinder befindet, dessen
Gleichungen in Parameterdarstellung lauten:

E= —2a—}—atg28,1

64; 2
n— —2atgd | (64; 2)
Wihlen wir diese zur Kennfliche, so erhalten wir nach (45; 4)
+8
wp — ‘;—Ij.‘lp(ﬁ‘)e zk[ zpcos & + ypsind + a( o8 § + c"s‘?)]dﬁ. (64, 3)
6

Dieses Integral wurde von Fischer nach der ,Methode der
Sattelpunkte“ fiir den speziellen Fall, daf ka — 1.10% also

1) J. Fischer, Ann. d. Phys. 72, 353, 1923.



192 Zehntes Kapitel: Sphirische Aberration

a = 795,781 und 20 — 180° ist, ausgewertet. Wir miissen uns
hier damit begniigen, die Methode der Sattelpunkte, die auch in
manchen anderen Fillen mit Vorteil anzuwenden sein wird, kurz
zu charakterisieren und die Resultate, zu denen Fischer gelangt,
mitzuteilen. Die Methode der Sattelpunkte besteht im wesentlichen
darin, dafl der urspriinglich nur im reellen Gebiet verlaufende Inte-
grationsweg ins komplexe Gebiet hineindeformiert wird. Wir
nehmen also an, daB die Integrationsvariable auch komplexer Werte
fahig ist. Wir bestimmen dann diejenigen Werte der komplexen
Integrationsvariablen, fiir die der Integrand Sattelpunkte (Maxi-
mum-Minimumpunkte) besitzt, und weiter in diesen Punkten die
Richtungen stirkster Verinderlichkeit (,stirksten Gefilles®) des
Integranden. Wihlen wir nun in der komplexen Ebene einen Kurven-
zug so, daf} er durch die — auf der reellen Achse gelegenen — Inte-
gralgrenzwerte hindurchgeht, hierbei die reelle Achse in Richtung

Abb. 46. Intensititsverteilung lings der optischen Achse ciner
Zylinderwelle mit sphirischer Aberration

des starksten Gefilles schneidet, und aulerdem durch die den Sattel-
punkten entsprechenden Werte von & in Richtung des stirksten
Gefalles hindurchgeht, so it sich die Integration im allgemeinen
zwar nicht exakt, wohl aber mit grofer Anniaherung leicht ausfiihren.
Es sei noch bemerkt, daf die Sattelpnnkte in engstem Zusammenhang
stehen mit den durch den jeweiligen Aufpunkt hindurchgehenden
geometrisch-optischen Lichtstrahlen. Bei der Ausfihrung der Inte-
gration kann man sich nun im wesentlichen auf die Nachbarschaft
der Sattelpunkte beschréinken, da man von diesen aus auf den Wegen
starksten Gefalles sehr schnell in Gebiete kommt, fiir die der Inte-
grand selbst nur sehr geringe Werte besitzt. Physikalisch heilit
dies wieder, daf nur die geometrisch-optischen Lichtstrahlen wesent-
liche Beitrage zu der Intensitit liefern.

Fiir die Intensititsverteilung lings der optischen Achse erhilt
Fischer fir a == 795,784, 26 — 180° nach der angegebenen
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Methode folgende durch Abb. 46 wiedergegebene graphische Darstel-
lung. Hier gibt die Abszisse die Entfernung vom Gaufschen Brenn-
punkt, gemessen in Wellenlingen, und zwar positiv fiir Aufpunkte,
die im Innern der Kaustik liegen. Die Kaustik ist eine semikubische

s
97 O

Man erkennt, daf auch hier wie bei der sphiirischen Aberration
des rdumlichen Biindels das Intensitidtsmaximum vom GauBschen
Brennpunkt weg in das Innere der Kaustik hinein verschoben ist,
und zwar liegt es hier bei x — 24,541. Die Grofle der Verschiebung
steht indessen nicht in Ubereinstimmung mit dem entsprechenden
Ergebnis des riumlichen Falles, fiir den wir ja eine Verschiebung
von etwa dem halben Betrage der maximalen sphirischen Lings-
aberration erhalten hatten. Wir erwihnen noch, daB Fischer im
letzten Paragraphen der genannten Arbeit ausfithrt, daf die Inten-
sitidt in nicht zu groBer Nihe der Kaustik von der Offnung 2 @ un-
abhingig ist.

Es besteht noch ein zweiter Unterschied in der Intensitidtsver-
teilung lings der Achse zwischen dem riumlichen und dem hier
behandelten ebenen Problem. Nach den Ausfilhrungen des § 54
sowie nach Abb. 37 ist ja auf der Achse des rdumlichen Strahlen-
biindels die Intensititsverteilung symmetrisch zu dem Intensitats-
maximum (genauer: zu dem Symmetriepunkt), so dag also im Innern
und im AunBeren der Kaustik Intensititsschwankungen vorhanden
sind, wihrend nach Abb. 46 die Intensitat auf der Achse des ent-
sprechenden ebenen Biindels im AuBeren der Kaustik monoton
vom Maximum abfdllt und nur im Innern der Kaustik Intensitits-
schwankungen vorhanden sind.

Wir betrachten noch einmal den Integralausdruck (3) fiir das
mit sphirischer Aberration behaftete ebene Strahlenbiindel und
spezialisieren ihn fiir Achsenpunkte, setzen also yp — 0. Wir

erhalten, wenn ¢ (— &) = ¥ (4 &),

+ 6
up = L_ w(a)e—lk[ zpcosd + a (0099 + cw): 9)] d»ﬂ‘,
Va
-6

Parabel. lhre Gleichung lautet p? —

%
Va
0
Picht, Optische Abbildung 13

&
— Z—-J¢ ®) e_”“[“l’“)” +a (o004 «%‘:‘H-)]da. (64; 4)
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Dieser Integralausdruck unterscheidet sich von dem des rdum-
lichen Falles allein dadurch, da dort noch der Faktor sin@ im

1 ,
Integranden hinzutritt. Entwickeln wir cos® und s nach Po-

tenzen von &, so erhalten wir, wenn wir von den Grofen xp, a, &

voraussetzen, dal %(a — g%) #° <& 4 ist, und daher die 6ten und

hoheren Glieder von & im Exponenten von e vernachlassigen,

o ¢ i g4 92 a
p :;_ie—ik(wp+2a) Ie_’k[’P FTOmry +734]d{). (64; 5)
A

e 0
Setzen wir hier

LIPS TERP —a—aV’ M1+ 2
6} g'(l'P"*"a)—— 0 — z° ,‘—),

(7
so geht dies tiber in
P — ﬂ‘/g (ak)_%<1 + Er\T i e~k Gp t 2
r Vi 6a
S
1 zp
s V Lak(1+2L)
J‘e—i [Fot — mo 9621 ,3*0’ (64, (5)
= 0 1
wori z Jk <1 + AN ist !)
rorin i, — — P ist ).
0 r ‘/ a 6 a)
Der von Fischer nach der oben skizzierten Methode der Sattel-
punkte gefundene Ausdruck lautet, entsprechend geschrieben:

©o

Up

20 = - ree i [ —iied — 2
___V.z(ak) 46 1k(bP‘2a)je i3y m30]dﬂ_0
T
0

mit m — rp ‘/ —- (b 7)
a

1y Eine andere Umformuag von (5) fiihrt zu dem Ausdruck
1 3
Zgee 2%
ks

2 —ikGp 2 [ —ik9? dy
.‘ Vo3,

«©

3

Doch wollen wir hierauf nicht nidher eingehen.

@ Lp

wo S
B8 =2 \/l + .rP/G(r.
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Beide Werte von #%p unterscheiden sich nicht allein in der
oberen Grenze des Integrals, sondern auBerdem in dem bei & auf-

. 1
tretenden Koeffizienten (m, bzw. m) um den Faktor (1 + f—;} 2
O

_ 1
sowie um einen Amplitudenfaktor il <1 + x—P> *. Solange
A

/ 6a
zp < 6a ist — und dies ist in dem von Fischer gewahlten Zahlen-
beispiel der Fall — sind diese beiden Faktoren ohne wesentlichen

Einflul, da sie?!) angenihert gleich 1 werden. Vernachlissigen wir
auch in der oberen Integralgrenze von (6) den Wert z—]; gegen 1,
so wird diese fir das von Fischer gewihlte Zahlenbeispiel ange-
niahert 5,95@. Nun gilt aber unsere Darstellung (6) wegen der
oben angegebenen Bedingung nur bis zu

3
'L % a= 0,0038, also etwa @ < 12° = 0,2,

falls die durch (2) dargestellte Kennfliche vorausgesetzt wird, und
1
bis zu 0° <L 1804 2 1,80 j4r 2, = 1002, also etwa @ < 33° = 0,6,
Tp -

falls wir als Kennfliche

3
£ = vy a sin*§ cos 9

3 .. -
n:Zasm d— asin® P

mit der Kaustik

», = 3a sin®§ cos® J,
¥y, = Ba sin®@cos? & — asind
und der sphirischen Lingsaberration 4" — atg® & cos®$ wihlen.
Setzen wir nun etwa @ = 0,6, so wird die obere Integral-

grenze erst 3,57. Ob dieser Wert bereits fiir das Integral in (6)
als so groB angesehen werden darf, daB man ihn durch oo ersetzen
kann, ist wenig wahrscheinlich, kann aber nicht ohne eingehende

1) (Vom Faktor ‘% abgesehen.)

13*
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numerische Priifung entschieden werden. Wir wollen indessen diese
Priifung hier nicht durchfiihren, da der allgemeine Charakter
der Infensititsverteilung lings der Achse durch Einfiihrung des
richtigen Wertes fiir die obere Grenze des Integrals kaum ge-
sndert werden wird.

Das Integral (3) wurde von Fischer auBerdem noch fiir p =0,
d. h. fir die durch den Gaufischen Brennpunkt gehende achsen-
senkrechte Ebene, sowie fiir einen (nicht mit der Achse zusammen-
fallenden) geometrisch-optischen Lichtstrahl ausgewertet und die
entsprechenden Intensititskurven in der Arbeit mitgeteilt. Sie
zeigen, dafl die Intensitit in der Ebene zp — 0 vom GauBschen
Brennpunkt aus nach beiden Seiten zun#chst ziemlich schnell abnimmt,
dann aber noch auf gréfere Entfernung hin von Null verschieden
bleibt, und daf beim Ubergang iiber die kaustische Linie lings eines
geometrisch-optischen Lichtstrahls die Verhiiltnisse ganz #hnlich
denen sind, die sich fiir die Intensitit liings der Achse des Strahlen-
biindels ergeben. Im Innern der kaustischen Linie treten also auch
hier Intensititsschwankungen auf, deren Hauptmaximum mehrere
Wellenlangen von der kaustischen Linie (im Innern) entfernt ist,
withrend im Awufenraum die Intensitit exponentiell monoton ab-
nimmt.



Elites Kapitel

Astigmatismus

§ 656. Astigmatismus. Allgemeine Behandlung

Wir gehen nun dazu iiber, ein astigmatisches Strahlenbiindel
beugungstheoretisch zu behandeln, und zwar wollen wir zunichst
ein Strahlenbiindel voraussetzen, das geometrisch-optisch streng in
zwei Brennlinien konvergiert, von denen die eine geradlinig, die
andere ein Stiick eines Kreishogens sei. Ein solches Strahlenbiindel
besitzt geometrisch-optisch die Wellenflichenschar

9% -
£ = (d—a) -cosd + —a‘;:_osi—__ —q,
Y1 - sin 9 sin? @
2a-sin & cos @ (65; 1)

= (d—a)-sindoosp + ——
K ( ) ? V1 —sin? 9 sinp ’

§ = (d — a)-sind sin ¢,
Hierin ist d der die verschiedenen Wellenflichen der Schar liefernde
Parameter, wihrend & und @ Parameter sind, die bei festgehaltenem
d die einzelnen Punkte der Wellenfliche bestimmen.
Eliminieren wir aus (1) die Parameter & und ¢, so erhalten wir

at+ VIVE+a £ —2aP + B —d=E =0 (85; 2)
als Gleichung der Flachenschar. Man erkennt leicht, daB

(527 (32 4 (32 = e

ist, (2) also der Eikonalgleichung geniigt und daher im Sinne der
geometrischen Optik eine méogliche Wellenflichenschar bestimmt.
Die durch (2) dargestellte Fliche erhilt man, indem man einen
Kreisb
e E—af +8=@d—o (65 3)
der wx¢-Ebene, dessen Radius (d — @) und dessen Mittelpunkt
(+ a,0,0) ist, um die Gerade
y = 0; r = —a (65; 4)
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rotieren liBit (Abb.47). Hierbei beschreibt der Mittelpunkt des

Kreises (3) einen Kreisbogen in der xy-Ebene mit dem Radius 2a
und dem Mittelpunkt (— q, 0, 0):

(x + a)? + y* = 44> (65; B)

Die durch § = const, ¢ == const bestimmten Normalen der

Flachenschar (1), d.h. die Lichtstrahlen, gehen alle durch die

Gerade (4) der we-Ebene und durch den. Kreisbogen (5) der

xy-Ebene. Diese beiden Linien bilden also ‘die Brennlinien des
Strahlenbiindels. 2@ ist der lings # = O gemessene (senkrechte)

Abb. 47. Wellenfliche eines astigmatischen Strahlenbiindels
(torische Fliche!). Die Brennlinien schneiden die Achse in den
Punkten x = L a.

Abstand der beiden Brennlinien, die den Strahl & —= 0 in # = + 4
bzw. £ == — a schneiden.

Waihlen wir die Fliche (1) mit d = O als Kennfliche unseres
Strahlenbiindels, so erhalten wir nach (44; 11/12) als Integral-
darstellung fiir up:

6 27w
e | [
Hp — —C
P 27 'P o
00 (65; 6)
L [tz pt-a) cos F+y psin 9 cos g+ zpsin I sing —2a ¥ 1 — sin2 9 sin? @)
sin @ dd de.

Hierbei ist angenommen, daf der Strahl & — O der Hauptstrahl
des Strahlenbiindels ist, daB also beide Brennlinien senkrecht zum
Hauptstrahl liegen, das betreffende optische System also bereits in
der Achse einen astigmatischen Fehler aufweist, der beugungs-
theoretisch durch (6) dargestellt wird. Ist dies nicht der Fall, so
hétten wir die Integrationsgrenzen entsprechend zu #ndern, also
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etwa dhnlich wie in § 26, um § — §,, ¢ — ¢, als Hauptstrahl
neue Polarkoordinaten ¢, 4 einzufithren gemif (26; 1) und die Inte-
gration iiber diese Variablen zu erstrecken von 0 bis ¢ bzw. O bis
2w Hierdurch erreicht man, dal die geradlinige Brennlinie mit
dem neuen Hauptstrahl — der natiirlich nicht mehr durch yp — ¢p

— () definiert ist — den Winkel %—al bildet, walrend die

krummlinige Brennlinie auch jetzt noch senkrecht zum Haupt-
strahl liegt.

Bei geniigend geringer Offnung kann iibrigens auch (5) als
annihernd geradlinig angesehen werden, da fiir y <& 2a aus (B)
folgt: # = 4+ a; 2 = 0.

Solange asin*® <L 1 ist, konnen wir im Exponenten von e
setzen

2aV1 — sin? 9 sin® @ = (2 —sin?Psin’p) a

und
sin?§ = 2(1 — cos D).
Nun ist
sin?gp = (1 — cos 2 @),
so daf
a(cosd —2 V1 —sin?d sinf @) = —a-—acos2@(l —cosd),
6 2z
ik ®
Up = ——
P P Y MP) o
b (65; 1)
()—ilc[a:Pcos 9+ ypsin Fcosg + zpsinIsing — acos2p(1-- cos )}
sin @ d9 de.

In dem durch (7) dargestellten Strahlenbiindel treten beide Brenn-
flachen gleichberechtigt auf, wie man aus der Form des Integranden
schlieBen kann. AuBerdem erkennt man, dafl fiir sehr kleine
Werte von @ die Lichtverhéltnisse sich denen einer Kugelwelle
nahern, wobei die ,Stelle engster Einschniirung®, die mit dem
Koordinatenursprungspunkt in (7) zusammenfillt und ungefihr in
der Mitte zwischen beiden Brennmflichen liegt, die Rolle des Brenn-
punktes der ,Kugelwelle* iibernimmt.

Fiir kleine Werte von @ stimmen die durch (7) und (6) dar-
gestellten Strahlenbiindel iiberein. Fiir griofere Werte von @ ist
dies jedoch nicht mehr der Fall, denn (7) ist der Ausdruck fiir ein
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Strahlenbiindel, dessen Wellenflichen abweichend von (1) gegeben
sind durch die Gleichungen (vgl. § 48):

£ = a{cos ¥ (cos 2 ¢ + const) — cos 2 ¢}

3 i
— t 4 cos 2 (1- ]
@ cos & [cons + cos2¢ P )

n = asin'ﬂCOS(p<const + 1+ 28in2¢tg2g>, (65; 8)

£ — asind sinq;(const —1—2 cosgq)tgz—g—>-

Fiir const — 0 ergibt sich hieraus die als Kennfliche gewihlte
Wellentliche.
Man erkennt leicht, daf in den Punkten

(zp) yp) 2p); (*p, —yp, 2p); (py —Yp) —2p); (%P, Yp) —2p)
die gleiche Intensitit vorhanden ist, daB also jede der beiden durch
die Achse und eine der beiden Brennlinien gelegte Ebene hinsicht-
lich der Intensitit eine Symmetrieebene darstellt. Um dies zu
beweisen, hat man nur noch statt ¢ eine neue Integrationsvariable ¢’
einzufiihren, indem man der Reihe nach setzt

p=9; o= ¢; 9g=n+9¢; ¢=—¢"
Man erhdlt dann in allen vier Fillen einen Integralausdruck, der
mit (7) identisch ist, wobei allerdings noch vorausgesetzt ist, daB

die Amplitudenfunktion ¢ zu den genannten Ebenen symmetrisch
ist, daB also

w(ﬁ,w) — 1/)(3,75—1;0) == w(a!”+q)) - w('gv —(P)

ist. Ist auflerdem noch

Ve = ¢'<’3!%_q)> - ¢<ﬁ,g +¢P)
3 3
= v(ngr—g)=u(ngmto)
so erkennt man ganz ebenso, da im Punkte (x == — xp, y = 2p,
¢ =— yp) — und mithin anch in den Punkten (¥ — — xp,
y= —2p, 2=yp); @= —2p, Y= —ip, 2= —yYp);

(x —= —»p, y — &p, £ =— — yp) — die gleiche Intensitdt vor-
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handen ist wie im Punkte (xp, yp, £p). Wir wollen dies fiir den
Punkt (— 2p, 2p, yp) noch direkt beweisen. Schreiben wir in (7)

statt zp — 2p,
» yp  +2p,
» Zp T up
und setzen auflerdem @ — 3 — @', so erhalten wir, da ja

d’(ﬂ» w) = w(ﬁrgn - q’) iSt,
. 6 27z
Up = ;_’:‘j Jw(a’wf)e+ik[zpcos9+2Psin I sin @' +y psin 3cost/>'vac052q1’(1—cos'9)]
b sin9d9do'.

Dieser Wert unterscheidet sich von (7) nur dadurch, daB der Inte-
grand den konjugiert komplexen Wert angenommen hat.

Die Ebene zp =— 0, die ,Ebene engster Einschniirung¢, ist
also mit einer gewissen Modifikation Symmetrieebene. Die Modi-
fikation besteht darin, daB zu der Spiegelung an der Symmetrie-
ebene noch eine Drehung um die Achse um 90° hinzukommt.

§ 66. Intensitiitsverteilung liings der Achse eines
astigmatischen Strahlenbiindels

Fiir Aufpunkte, die auf der Achse des durch (65; 8) gegebenen
astigmatischen Strahlenbiindels liegen (yp — 2p — 0), laBt sich
der zugehorige Integralausdruck (65; 7), falls 9 (8, p) = const (= 1)
ist, sehr leicht auswerten. Zunichst ergibt sich mit

ka(l —cos®) = a'; ka(l —cos®) = qa;
krp(1 —cos®) — ¢'; kap(l —cos@®) —= ¢

a

} (66; 1)
-1 —ikz . r +i=a ’
up = i—¢ PJJo(a)e @ da

0
3

1 .
—=i—e¢ ”‘xPJ‘Jo <£g’>e’l'd;", (66; 2)
Zp ¢
0
wo J, wieder die Besselsche Funktion nullter Ordnung ist. Ent-

wickeln wir diese in eine Potenzreihe von —3', so lafit sich die
v
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Integration durchfilhren. Es wird
b3

. 1 —ik’.tP > 1 <a 2u .
Up = i—e — 1y —> ST YAy (66; 3
0

oder nach (A; 36) bzw. (A; 39)

. 1 —ikEpcos O e 2!“ a 2#,. . N
(“P)()P =0 — J?—Pe P 2( u )(E{) Cout1 (_/Q"): (6‘37 4

—1 > 1!
(#p)gp—o = ik (1 — cos @)¢ "*7P % (— 1 aw%

([Cousr @) 08T + Sppr (@) sinz]
+ 4 [02,u+1(@') siny — SQ,u-H (¥) cos 2’]} (66; 5)

Fir den Punkt p — O, in dem die Symmetrieebene, die Ebene
engster Kinschniirung, von der Achse geschnitten wird, ist

r=10; @)= i1 @ = 0,
und wir erhalten, da

w!! 1”” o 1
W @u 4 DT @) BeRu 1)

1
Qu !

ist,
it a2 1 I
" —y == k(1 — — D =) — .
(1) g = 01— 008) 3¢ "(3) G 2u
P o
:72J2y+1(a)’ (66; 6)
0

w0 Jyuq(a) die Besselschen Funktionen (2u 4- 1)-ter Ordnung
sind. Dieser Ausdruck ergibt sich iibrigens am einfachsten direkt

aus (1), wenn man dort noch x, =— 0 setzt.
Da nach (A; 31)
Co(—0) = + Ca(+ 05 Su(—0) = — S, (+),
und auBerdem
008 (— 1) = + 0os(+ 1) sin(— 1) = — sin (£ 1),
so ergibt sich aus (5), daB
(ul’){)P =0 — (“P)Ql.z (LB} (66' T)

Ty —Tp
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wenn ~ den konjugiert komplexen Wert andeutet, also
I(‘EP’ Qp — 0) = I('—‘ Tp, Qp — 0)7
entsprechend den Ausfithrungen am Schluff des vorigen Paragraphen.

Fir zp = -+ a, den Schunittpunkt der Achse mit den Brenn-
linien, erhalten wir aus (4)

l
(Up)zp=ta = +—e+”a°°s"2 62#+1(+za) (66; 8)

ep =10
(6) 1aBt sich leicht mit Benutzung der Tafeln von Jahnke-
Emde berechnen. Fiir ¢ — 0 wird

2

. T .
Up)zp=gp=0 = 1k(l —c0s®), also (Ip)y, =, =0 = ol sin* @.

a=0 a=0
Fir @ = 0 aber geht das astigmatische Strahlenbiindel in eine
ideale Kugelwelle iiber, deren Bremnpunkt mit dem Symmetrie-
punkt zp — 0 zusammenfillt. Dem entspricht, daf der hier
gefundene Wert mit (25; 1) fiir £p — 0 bzw. mit (25; 3) uberein-
stimmt. Weiter erhalten wir

fir ka(1—cos®) = a=0 1 2 3 4 5 6 l

u
P 210,920 0,713 0,463 0,256 0,143 0,118
("I’)o @
1
v= £ =10846 0508 0214 0,066 0,020 0,014 l
([P o

In Abb. 48 ist die zugehdrige graphische Darstellung der
Intensitdt im Symmetriepunkt zp, — O in Abhingigkeit von

a = ka(l —cos@) — 271—:—(1 — cos @) gegeben. Fordern wir

wieder, daf die Intensitdt im Symmetriepunkt 80 9 von derjenigen
der idealen Kugelwelle gleicher Offnung nicht unterschreiten soll,
so erhalten wir als Bedingung

a a
2q — (1 —cos@) =~ . —@* << 1,12,
7 AR (66; 9)
also
200 < 0,71 L.

Das Produkt aus dem Abstand 24 der beiden Brennlinien und dem
Quadrat des halben Offnungswinkels @, im Bogenmaf gemessen,
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muf also kleiner als 22 sein, damit das System noch als gut be-
zeichnet werden kann.

Fiir die Intensitit in den Punkten, in denen die Achse die
Brennlinien schneidet, also fiir 26p — + @, ergibt sich (nach Strehl)

a=20 1 2 3 4
L1 o078 o038 018 016 } ()
Iy
In Abb. 48 ist die zugehorige
graphische Darstellung gegeben.
Vergleichen wir die in den beiden
Tabellen (1) und (I) angegebenen De-
finitionshelligkeiten bzw. die zugehs-
rigen Intensitidtskurven der Abb. 48,
so sehen wir, daf bei kleinen Werten
von a die Intensitdt im Symmetrie-
punkt gréfer ist als in den Achsen-
schnittpunkten der Brennlinien, daf
sie aber bei groBeren Werten von g,
némlich bereits bei a == ka (1 —cos @)
— 4, in den Achsenschrittpunkten
Abb. 48. Relative Intensitit der Brennlinien wesentlich grofer ist
(Definitionshelligheity y =L 215 Im Symmetriepunkt. Beia = 3,3
] tigmatischen Strahleﬁ ist die Intensitit zvsrjschen Tp——a
f)liilf;ei: in den Punkten x, und zp = +a lings der Ac.hse
= 0 bzw. &, = £ a in Ab- nahezu konstant, und zwar ungefihr
hingigkeit von gleich 0,13 der idealen Kugelwelle
a = ka(l— cos 6) gleicher Offnung.

§ 67. Intensitit in beliebigen Aufpunkten eines astigmatischen
Strahlenbiindels

Um das Integral (65; 7) — fiir ¢ (9, ) = cos & — ganz all-
gemein auszuwerten, setzen wir yp = gpC0s @p; 2p = gpsin Qr
und fiihren als neue Integrationsvariable ¢ — @p =— @ .ein. Ferner
beachten wir, da8

cos 2 ¢ =cos (20 + 2 @p)
=cos2@p —2cos2ppsin’w — 2sin 2 ppsinwecosw
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ist. Wir erhalten so

8
ik o~ tkep + ik (xp + acos2¢gp) (1 —cosI)
Up — e
29t
0
27
} e—igrcoswe;i[,«ishﬂm + Bsinwcosw}dm} sin&d(sinﬁ),
worin 0

A= 2ka(l —cos®)cos2qpp = Ccos2¢P‘ , .
. . und y' =k gpsin 9.
B —=2ka(l —cos®)sin2¢pp = Csin2¢p

Wir entwickeln

e—tldein2w + Bsinwcosw] — 1 —-i[]——%[]2+ .
Setzen wir nun voraus, daf
1
13
376 3'[2ka(1—cos{}) L1

ist, also etwa a(l — cos®) =< 0,03 1, so konnen wir uns bei der
Entwicklung von ¢~ il4sin>w + Bsinweosw] guf die hingeschriebenen
Glieder beschrinken. Die genannte Entwicklung fiihrt auf Integrale

der Form
L7

. J ’
J‘ewzn'coswsinﬂlwdw = 2xan!! #?)7
Y
0
27
[67"‘)'003”’sin2’“r locos"wdem = O,

v
0

so daB sich die Tntegration nach @ vollstindig ausfithren laSt.
Es wird )

o
wp = ke PEep Se+ ik(xp+ acos2gp) (1 — cos 9) [Jo )

0
J, 3 Jy . .
( B? + ¢ A) ( ) -3 C?cos 4 pp “;2) + ...]smﬁd(smﬁ).

Entwickeln wir hierin noch die in 4, B, C auftretende Grofe

(1 — cos &) und ebenso ¢ {F@p+ dcon2gp) @t —cosd) 0 Potenzen

von § = kopsin® und setzen noch voraus, daB

| B (1 —cosd)P| L 1,
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also etwa |zp| (1 — cos &) < 0,035 1, so erhalten wir nach Aus-
fiihrung der Integrationen entsprechend (A; 24 u. ff.)

Up — ik si112 @Pe thkzp /JJI (t)) _ _1 l.2 <Jl (t)) J (") +8 8D(D)>

Ny 274y y?
J. g Ja ) L)
2a"‘<~f“6§t)—) n;”) ~xacos2q;P( Un -6 gi)g +12 31)9))
_%azcoszz ¢P<J1;n)_12 J;EU)+48J3§U)>}
NZAUIEAL ), T O\
“{*( y n ) s acos2 g ( y )}/

(67; 1)
Nach Multiplikation mit dem konjugiert-komplexen Wert ergibt sich

I, — 4;:* ‘@ {( (1))) e J g (h) — 21);11 () J5 ()
s (? (n; 50 7, (n)n 7, o)
: 2
f s cost 2 (T (n)D;L,, Oy (n)n;fs ® Jn Q)
_ 8”0052%@ 7y m),,l]"’ m _, Ji?”)}‘ 75 2

Hierin ist
1 .
=z ka sin? @,

1 375 i
re=g kxp sin? @, (67; 3)

Yy = kgp sin @.

Setzen wir in (2) Y — 0, betrachten also Aufpunkte, die auf der
Achse des Biindels liegen, so erkennen wir unter Beriicksichtigung
der Formel (A; 15)

Ju® 1

lim B — (67 4)

p—>o 9"
dai alle Klammern, deren Koeffizienten von ¢ abhingen, ver-
schwinden, wie dies verlangt werden muf. Es ergibt sich

7’ 1

. 1 NN
(1,,)91):”:1551#@ I—Fx2-ga2 . (67; D)
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Selbstverstindlich ist diese Formel nur fiir kleine Werte von y
und a giiltiz. Da nun aber nach § 66 noch ein Astigmatismus
a = 1,12 als ,gut“ bezeichnet werden muf, so ist es erforderlich,
die Naherungen wesentlich weiter zu treiben als hier geschehen.
Die Formeln werden dann aber recht umfangreich, so daB wir
darauf verzichten, sie hier mitzuteilen. Sie finden sich in der
Literatur?).

§ 68. Astigmatisches Strahlenbiindel mit zwei Brennflichen.
Allgemeine Integraldarstellung

In erster Naherung konnen wir als Kenntfldche eines beliebigen
Strahlenbiindels ein (elliptisches oder hyperbolisches) Paraboloid
voraussetzen 2). Das Strahlenbiindel besitzt dann zwei Kaustik-
schalen, von denen jede eine (krummlinige) Kante hat. Diese beiden
Kanten liegen in zwei zueinander senkrechten Ebenen und ent-
sprechen den Brennlinien des astigmatischen Strahlenbiindels. Wir
geben daher mnoch die Integraldarstellung fiir ein Strahlenbiindel,
dessen Kennfliche das Paraboloid

Ril)|
R

1. : ,
E=F5m@B o) n=e_; == 681

(& == ]/1— B2 —— 22 d.h.ox =cosa; B=rcosf; p =cosy) (68; 2)
4 4 I

ist. @, und g, sind die Kriimmungsradien im Scheitel des Para-
boloids, | @, — @,| = 2a ist der Abstand der beiden Brennlinien.
Haben ¢, und ¢, verschiedenes Vorzeichen, so haben wir es mit
einem hyperbolischen Paraboloid zu tun. Bei einem ellip-
tischen Paraboloid haben beide Kriimmungsradien gleiches Vor-
zeichen, und zwar positiv, wenn es nach rechts gedfinet ist,
also einem Strahlenbiindel entspricht, dessen Randstrahlen schwiicher
konvergieren als die Paraxialstrahlen (die Kaustikschalen also beide
nach rechts geofinet sind). Fiir up erhalten wir

+t 0f2teyr?
1 kT -—IA r Gbypflepyt T L2 -
—Z—j j Byye | LTORETETT Jtdﬁdy. (68; 3)
o

—f —

1) J. Picht, Zeitschr. f. Instrkde. 51, 1931 (noch nicht erschienen).
%) Siehe z.B. J. Picht, Ann. d. Phys. (4) 77, 685 (785), 1925; § 10.
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Fir g, = ¢, = ¢ geht das elliptische Paraboloid in ein Rotations-
paraboloid iiber und (3) dementsprechend in

+h 1 , - - — Bty

ik — __ —iklzpetypftzpy+o—= -
“P=2‘;s “.ﬂ’(ﬁy‘}’)e [ 2a ]gdﬁd'y.' (68; 4)

-7

Diese Darstellung ist, abgesehen von einer Koordinatentrans-
formation, identisch mit (53; 3), wie man leicht erkennt. ¢ ent-
spricht dem Werte | 2 @ der sphérischen Aberration.

Je nach der Form der das Biindel begrenzenden Blende besteht
zwischen Bl und p, noch eine bestimmte Beziehung. Handelt es
sich speziell um eine quadratische oder rechteckige Offnung,
deren Kanten den Brennlinien parallel sind, so sind B, und 7,
voneinander unabhingige Konstante.

Statt (3) konnen wir naherungsweise schreiben

+B1 + 71

o k —ik crypftepr B0 | -
wp = E@} ok [a:p pf+zpytoen 5 02 ]dﬁdy. (68 3)
—Bi—n1

Dieser Ausdruck ist die strenge Lisung fiir ein astigmatisches
Strahlenbiindel, dessen Kennfliche durch die Gleichungen

£ =3 (0B + 07,

=

n :E(QIB2+ 927_/2)“—@1 ﬁv (68; 6)

t=" (0B + 07" — a7
gegeben ist, und fiir welches die Intensititsverteilung auf der unendlich

fernen Wellenfliche dem Amplitudenfaktor 3 (B, 7) = & entspricht,
Fur Werte von zp, 3,, 7,, fir die

zpft L 24 zpyi L 22 (68; 7)
ist, konnen wir 1 -
— 2 i 2
Tp &6 == .%P—'E.I/'Pﬁ‘ —EJ;P’}}
setzen, so da
C+hitn 1o, 1 -, - -1 =1 =
ik [ j‘ —ik[mp_ g tpB— s epy? T ypftzpyt [ 0157+ S 0s YZJ
Up = —— e 2
ﬂ L}

5 dBdy.  (68: 8)
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§ 69. Auswertung und Diskussion
der allgemeinen Integraldarstellung (68; 8) fiir quadratische
oder rechteckige Offnung.

Nehmen wir Bi und y, als voneinander unabhiingige Konstante
an (s. oben), so labt sich (8) leicht auswerten und niher diskutieren.
Es wird dann

+
k -—
=1L ﬂmJ ~ Ll P ol
.

+71

ik s -
—— (e ep)yi+2
e 2 [(e2 —p) zp7) 69: 1)
-7
Setzen wir hier
Yr
<ﬂ+91_xp>‘/n|91 xP,_al’
g k
1
<7+92_x>‘/;'92 zp| = d,,
s0 geht dies iber in
24k —ikl—x EERN ]
Up = l“ﬁ]j—;]e _P 2 gy—ap 2 92— xp
f12 z $22 n
| T2 df 1 TiZ 0}
: fe”ﬂ "as, TR a8, 8Y; 2)
S19 7811 S9q = 834
. St f21
WOorin
_ 7 yp k
bll*‘( 1+91—r>‘/n|91 1}"1
Y Yp
$19 = <+ By + 0 _7‘) V;'& —ap|,
‘ ! - (69; 3)
A R 1L
521‘—< 71+92_x1)‘/nl92 rp |,

- £z \
S99 = <+ 7+ ?—P-TP,) V;H’z — zp.

Picht, Optische Abbildung 14
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Im Integranden von (2) ist das — -Zeichen zu nehmen, wenn
0, — zp > 0, dagegen das -} -Zeichen, wenn @, — xp < O ist.
Zur Diskussion von (2) benutzen wir wieder die Cornusche Spirale
(Abb. 49). Wir wihlen auf ihr vier Punkte P,,, P ,, P,,, P,, so,
daB die vom Nullpunkt aus gemessenen Bogenlingen bis zu den

J
betreffenden Punkten den Werten s,,, 8,,, Sq,, Ss, entsprechen,

TN T~ P .
daB also OP,, = s,,, OP,y = 5,,, OP,, =5,,, OP,, = s,, ist.

Abb. 49. Cornusche Spirale zur Diskussion der Fresnelschen Integrale
511

25

- 2
Wir bezeichnen das Integral J'e“ 2" 44, durch den Vektor b,,

0
mit dem absoluten Betrag d,,; seine Richtung sei durch den

—_—
Winkel ,, bestimmt, den OP,, mit der positiven reellen Achse
bildet. Dann ist

811 x
7 9
Il—()l .
je 2dd, =y, =dy iy <y, << +=

0
und analog

T ga
—df .
e 2 d61:b12:d128”{12v
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so daf}

S1e2
w1262
fe* 2048, = b, — b, = b, = d,ein.  (69; 4)

S11
—_— —

Hier ist b = P, P,,, d, = |P,,P,,| = P,, P,, und g, der
Winkel, den der Vektor b, mit der positiven reellen Achse ein-
schlieft. Analog ist

S22
7l ad .
e 2 do, =1, = dyeire (69; B)
f21
Steht im Exponenten des Integranden das -—-Zeichen, ist also

@x— xp > 0, so ist der Winkel y, < O und umgekehrt (x = 1; 2).
Wir setzen noch die Bogenlinge der Cornuschen Spirale von P,
nach P,, gleich s,, von P, nach P,, gleich s,, so daB also
S;94— Sy, = 8, und s,, — s,, = s,. Schreiben wir noch fiir ¢ die

7
Exponentialgrife €2, so geht (2) iiber in

N . .
1 Yp 1 “p
2k — (Z —ik|ep—— —
Up — ﬁﬁl?lﬁ .dlel(2+xl+X2)€ lP 2 g1—zxp 292—11)]
i St % (69; 6)

und demnach nach § 50
4752 — A\ dy\?
I, — =% 2—2(_1> <_3>
P a2 Pt s, 5

so daf die Intensitit proportional ist dem Quadrat des aus den

d d, .

beiden Faktoren s—l und 3—2 gebildeten Produktes.
1 2

Da sich der zweite Phasenfaktor in (6) (sehr) annihernd

normal dndert, wie man leicht einsieht?!), so gibt die Winkelsumme

—;5—1—11 + 2, die anomale Phaseninderung an. Fiir Aufpunkte

weit vor den beiden Brennlinien (genauer: vor den beiden Brenn-
flachen) liegen P,, und P,, im Windungspunkt W, der Cornuschen
i/

Spirale, P, und Py, aber in W,, so da hier y, = y, — -7

1) Siehe J. Picht, Ann. d. Phys. (4) 77, 685 (785), 1925; § 1.
14*
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also —;E + 94, + g, = 0 ist. TFiir Aufpunkte weit hinter den beiden
Brennlinien liegen P, und P,, in W,, P,, und P,, in W}, so daB
jetzt g, = g, = + g—, also g—{— 1, + g3 = 7 ist.  Dies zeigt,

daf der Durchgang durch beide Brennflichen die Phaseninderung n
bewirkt. Entsprechend erkennt man, falls beide Brennflichen hin-
reichend weit voneinander entfernt sind, daf der Durchgang durch
jede von ihnen den Phasensprung /2 verursacht.

Einer besonderen Erorterung bedarf der Fall, dab o, —xp =0
bzw. 93 — #p — 0 wird, da es sich also um Aufpunkte handelt,
die in der durch eine der beiden Brennlinien gelegfen achsensenk-
rechten Ebene liegen, da hier die Werte 5,, und 5,, bzw. 5, und s,
unbrauchbar werden. Man erkennt aber leicht, daB sich in diesem
Falle aus (1) ergibt:

up = 2L 5, Gy b)) 4
] kypf, S

2

(7 ~ik[mP~—l—L
.31('§+X2)e 2 e=r) gy, 7)
bzw.
2k - _ d,sin(kepy,)
Up — P ﬂ] 71_3—1— 7021’7;1

N —ina,ktE J
-el(?+X1)8 1,"{"'51 2 gy —2p (69, 8)

Fiir yp = 0 (bzw. 25, — 0) sind diese Gleichungen mit Gleichung (6)

identisch, wenn dort yp = 0; 9, —2p = 0 (bzw.2p = 0; gy —4p = 0)

sin (kyp B,) <bm, Si},‘ﬁ“i{.@)
kyp B,

gesetzt wird, da in diesem Falle -
kepy,
d, dy . .
und auch — (bzw. —> gleich 1 wird.
8, Sy

Es lassen sich noch einige theoretische Betrachtungen iiber
die Intensitit bzw. deren ortliche Anderung in der Nihe der
Brennlinien anstellen. Man erkennt z B. durch Uberlegungen,

Yy
2p . . .. 0 — v
bzw. 9——’1— leicht, dal in der Nihe der Brennlinien Maxima und

g — &

betreffend die T.age der Punkte P,; in Abhingigkeit von
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Minima der Intensitit auftreten. Ferner lassen sich auch gewisse
Aussagen iiber die Grole bzw. die Abnahme der Intensitit in Punkten
auferhalb des geometrisch-optischen Strahlenbiindels machen, so
unter anderem, daf dort die Intensitiitsabnalime bei der speziellen
Wahl der Begrenzung des Strahlenbiindels, die wir oben angenommen
haben und die durch — B, <B< + B, —H <7< + 7
gekennzeichnet war, nicht in allen durch die Achse gehenden
Ebenen gleich schnell erfolgt, daf vielmehr die Abnahme in der
Ebene yp — 2p schneller vor sich geht, als z. B. in der Ebene
yp — 0 (bzw. zp == 0), in der die eine (bzw. die andere) Brenn-
linie liegt. Wir wollen jedoch davon absehen, die Verhaltnisse,
die man zwar leicht iibersieht. die sich aber mit allen Einzelheiten
nur umstindlich in Worten ausdriicken lassen, hier ausfithrlich zu
ergrtern.

Sind die geometrisch-optischen Verhiltnisse zur Ebene der
yengsten Einschniirung“, der ,kleinsten Verwirrung“ (von einer
Drehung um 90° abgesehen) vollig symmetrisch, so wihlen wir
vorteilhaft als Kennfliche das hyperbolische Paraboloid mit
@3 = —— @, = @, das von der genannten Ebene in seinem Schnitt-
punkt mit der optischen Achse berithrt wird. Fiir a — 0 geht
dann das astigmatische Strahlenbiindel in eine Kugelwelle iiber.
Aus (2) lesen wir noch einige allgemein giiltige Beziehungen ab.
Setzen wir ndmlich in den Ausdriicken (3) fiir s,; einmal

op = 0; @y = —g@ =a
(Symmetriepunktsebene eines astigmatischen Strahlenbiindels vom
Brennlinienabstand 2a) und ein zweites Mal

vp=1=1a; g,=¢ =0
(Kugelwelle; Einstellebene um + a aus der Brennpunktsebene ver-
schoben), so #ndert sich das eine der beiden Wertepaare s,,, S,q
(x = 1; 2) nicht, wihrend das andere die Reihenfolge und das
Vorzeichen #ndert.

xp =0 xp = +a|xp=—a
=—0=a| Q=¢1=0 Q2 =01=0
811 ¢ = C +
819 Cy -0 + ¢
891 C3 + ¢3 - Cy
829 4 + ¢ —Cs
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Daraus folgt sofort, daB die Intensititsverteilung in der Symmetrie-
punktsebene eines astigmatischen Strahlenbiindels, dessen Brenn-
linienabstandsgleich 2 a und dessen Offnung rechteckig oder quadratisch
ist, vollig identisch ist mit der Intensititsverteilung einer Kugel-
welle gleicher Offnung in einer um die Strecke a gegen die Brenn-
punktsebene verschobenen Einstellebene.

Ebenso sieht man, daf in jeder achsensenkrechten Ebene die
Intensititsverteilung spiegelsymmetrisch zu den beiden den Brenn-
linien parallel laufenden Geraden y — O und 2 = O ist, wie wir
dies auch bereits in § 65 sahen. Die Intensitit in den vier Punkten

€1y Cqy C3); (€ — €45 €); (61y Cay—C5); €y —Cyy — €5) (A)
der Ebene x = ¢, ist also identisch.
Ferner erkennt man durch Einsetzen der entsprechenden Gréfen
sofort, daB die Intensitit in den vier angegebenen Punkten der
Ebene x — + ¢, gleich ist der Intensitit in den vier Punkten

(- Cyy Cyy 62)5 (= ¢y — 3, C); (—e¢y, ¢4 _Cg); (~¢y —¢5 — 62) (B)
der Ebene 2 =— — ¢,. (Fir den Beweis ist wesentlich, da8
9, = — @, vorausgesetzt war.) Es ergibt sich also auch hier wieder,
da8 die Ebene engster Einschniirung eine Symmetrieebene mit der
Modifikation darstellt, daf die Intensitdtsverteilung im Raume vor
der Symmetrieebene zu derjenigen im Raume hinter der Symmetrie-
ebene eine Drehung um die Achse des Biindels um 90° erfahren
hat. Wir konnen dies iibrigens wegen (A) auch so ausdriicken, daf
zu der Spiegelung an der Symmetrieebene noch eine zweite
Spiegelung an der Ebene y — ¢ nachtriglich hinzukommt.
Endlich erkennt man noch aus (2), (8), (7), (8), da die Inten-
sitatsverteilung in der Symmetrieebene xp — O lings der den Brenn-
linien parallelen Geraden yp — O bzw. £p = O bis auf einen
konstanten Faktor gleich ist der Intensititsverteilung lings der

.. 4] a
entsprechenden Brennlinie xp — 5 yp = Obzw. 2p — — 5 fp=0

eines astigmatischen Strahlenbiindels gleicher Offnung, aber halben

Brennlinienabstandes <92 = — 9, = g>

Wir geben noch eine Tabelle der Intensititswerte lings der
Achse (yp = #p — 0) eines astigmatischen Strahlenbiindels
quadratischer Offnung, dessen Brennlinien den Abstand 2a besitzen.
Die Werte wurden auf Grund der Formel (2) mit Hilfe der Cornuschen
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Spirale berechnet. Fiir , = %, schreiben wir, da ja ﬁl = cos f3,
= sin ¢, (= sin @) und entsprechend: 7, — cos p, == sin o,
(= sin O) ist, die gemeinschaftliche Bezeichnung sin &,. Wir setzen
entsprechend den bei der kreisférmigen Begrenzung in § 66 gewihlten
Abkiirzungen:

shka sin?o [~ ka (1 —cos@®)] =
shepsin® o [~ kzp(l — cos @)] = ¢

;&:';‘«“ | 2a == ‘ 0 951 50 4 752 100 4
4
/ N | 2g = 0 100 2 200 2 300 4
_ S o = 400 2
“z
_ @ = 7 3
0 - 7 —n o2
icp fo— mP = = 2 2
[———— it T | ‘ =
0 0 0 | 100 65,1 1 158 15 = 08
1254 504 = 651 | 398 | 98 86. | 16,
25 4| 1004 7 15,8 9,8 9,0. 104 | 44
37541 1504 2 | 1,5 3,6. 1 104 | 11,0 | 47
50 4] 2004 2x | 08 16, | 44 47 ' 50

Die Punkte hinter dem Zahlen beziehen sich auf die Abrundung. Sie
bedeuten, daf der wirkliche Wert um etwa 2 bis 5 Einheiten der nichsten
Stelle klciner ist als der angegebene.

Abb. B0 gibt die Definitionshelligkeit im Symmetriepunkt xp — 0
sowie im Schnittpunkt zp = +-@ der Achse mit der Brennlinie,
und zwar beide in Abhingigkeit von a = lkasin’q,. Die aus-
gezogenen Kurven beziehen sich auf quadratische Offnung, die
gestrichelte (aus Abb. 48 entnommen) bezieht sich auf kreisformige
Offnung. Man erkennt, da auch hier die Intensitit im Symmetrie-
punkt bei kleinen a-Werten griofer ist als im Achsenschnittpunkt
der Brennlinie, da8 aber bei gréBerem Wert von a sich die Verhaltnisse
umkehren.

In den Abb. 51 bis 56 geben wir die Intensititsverteilung
lings der Achse der astigmatischen Strahlenbiindel, fiir die @ = 0

m 3 bm . .

(Kugelwelle); 5 W 2m; 5 ist. Man erkennt, wie ver-
wickelt die Verhiltnisse in Wirklichkeit sind. Allerdings gelten
die hier wiedergegebenen Kurven fiir O-Offnung, doch ist als
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Abb. 50. Relative Inten- -
sitdtsverteilung (Definitions-
helligkeit) V = I eines
1,
astigmatischen Strahlenbiin-

dels in den Punkten 2, =0
und ¢, = £ a fir 3-0ff-
nung  ( ) bzw. fir
(O-Offnung (— ———) in
Abhingigkeit vom

a = lﬂkasin2 oy
[= ka (1 — cos O)]

wahrscheinlich anzunehmen, dal sie wenigstens in ihrem allge-
meinen Charakter bei O-Offnung nicht wesentlich anders sind.
Zeigen doch die Kurven der Abb. 50, die fiir die Intensitiat im
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Abb. 51 bis 56. Relative Intensititsverteilung (Definitionshelligkeit)

V = —I{ lings der Achse astigmatischer Strahlenbiindel, fiir die

° a = ka(l—cos &) = }kasin?e,
die Werte ~
7 3 5

a = 0 (Kugelwelle); 5 7 ; 57 2 37

(Abb. 51) (Abb. 52) (Abb.33) (Abb.54) (Abb.55) (Abb.56)
hat, in Abhingigkeit von

= %kasinﬂ a; = kxp (1l - cos 6).

(2 a — Brennlinienabstand.) Die eingezeichneten x geben die jeweilige

Lage der Brennlinien an. Es ist noch zu beachten, daf der MaBstab der
Abb. 51 und 52 von dem der iibrigen Abbildungen abweicht
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Symmetriepunkt und in den Achsenschnittpunkten der Brenmnlinien
gelten, keinen wesentlichen Unterschied zwischen D- und
O-Offnung (s. a. Abb. 48).

In den Abb. 57 bis 59 geben wir noch die Intensititsverteilung
in der Symmetriepunktsebene, und zwar fiir a = ka sin o, = 0; m; 2.

Abb. 57 bis 59. Kurven gleicher Helligkeit in der Symmetriepunktsebene

astigmatischer Strahlenbiindel, fir die a = ka (1 —cos ©) — %ka sin?
die Werte
a = 0 (Kugelwelle); 75 2z
(Abh. 57) (Abb. 58) (Abb. 59)
hat. (2 = Brennlinienabstand.) Die Pfeile bezeichnen die geometrisch-

optische Begrenzung des Biindels

Hier sind yp und zp in Einheiten

4 aufgetragen. Beifestem g,
1

z.B. sine, = 0,1, konnen wir die drei Abbildungen auffassen als Inten-

sitatsverteilung in der Symmetrieebene der astigmatischen Strahlen-

hiindel vom Brennlinienabstand 24 = 0 (Kugelwelle); 2a — 2004;
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2a = 400 4. Hierbei sind auch die Einheiten der y- und z-Richtung

2
fiir alle drei Abbildungen die gleichen, also z. B. n A= 204.
&

Andererseits konnen wir die Abbildungen als zu festem a-Wert
(etwa 2 @ = 200 1), aber verschiedener Offnung gehorig betrachten.
Dann entsprechen sie den (J-Offnungen sin, — 0; 0,1; 0,14, aller-

Abb. 60 und 61. Kurven gleicher Helligkeit in der achsensenkrechten Brenn-
linienebene astigmatischer Strahlenbtindel, fiir die

a = ka(l—cos®) = %kasinﬂml

die Werte = (Abb. 60) bzw. 2 = (Abb. 61) hat. (2 ¢ — Brennlinienabstand.)
Die Pfeile bezeichnen die geometrisch-optische Begrenzung der Brennlinien

2
dings in verschiedenem linearen MaBstabe, da ja jetzt 5 A
in e,

den Werten oo; 204; 14,141 entspricht. (Mit Abnahme der
Offnung geht die Intensititsverteilung jeder beliebigen Welle mehr
und mehr in die einer Kugelwelle gleicher Offnung iiber.)

Die Abb. 60 und 61 zeigen die Intensititsverteilung in den
Brennlinjenebenen fir a = lkasin®a;, = x bzw. 2m.  Auch sie
konnen aufgefaBt werden als zu gleichem &, oder aber zu gleichem
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Brenalinienabstand 2 a gehorig. Hierbei gilt das gleiche wie oben
bei den Abb. 57 bis 59.

Die in den Abb. 57 bis 61 eingezeichneten Pfeile geben die
geometrisch-optische Begrenzung an. In der Symmetriepunktsebene
erscheint sie auch wellentheoretisch angedeutet insofern, als die
Linien gleicher Helligkeit hier etwa quadratische Form annehmen.
AuBerdem erkennt man auch, daf die den Brennlinien parallelen
Richtungen ausgezeichnet sind.

Die Brennpunktsebene der Kugelwelle entspricht sowohl der
Symmetriepunkts- als auch den beiden Brennlinienebenen der astig-
matischen Strahlenbiindel. Diese Analogie erkennt man beim
Betrachten der Abb.57 sehr deutlich. So treten z.B. die Linien
voller Dunkelheit, die in den Brennlinienebenen der astigmatischen
Strahlenbiindel einmal der z-Achse, einmal der y-Achse parallel
sind, in der Brennpunktsebene der Kugelwelle gemeinsam auf.



Zwiblites Kapitel

Koma

§ 70. Die Integraldarstellung des Komafehlers und einige
allgemeine Betrachtungen iiber die Wellentliche
und ihren Tangentialsehnitt

Um den Komafehler beugungstheoretisch zu behandeln, be-
achten wir, dafl dieser nicht durch eine besondere Form der
Wellenfldche bedingt ist, sondern allein durch die Begrenzung des
Strahlenbiindels. Wir kénnen daher, wenn es sich nur darum handelt,
einen allgemeinen Uberblick tiber die typischen Intensitatsverhiltnisse
eines mit Koma behafteten Strahlenbiindels zu erhalten, von den in
den friiheren Paragraphen gegebenen Integraldarstellungen aus-
gehen. Wir haben in diesen nur die Integrationsgrenzen entsprechend
zu dndern.

Handelt es sich z. B. um reine Koma, wie sie etwa dadurch
hervorgerufen wird, da von einem mit der sphirischen Aberration
As = atg’¥ behafteten Strahlenbiindel nur diejenigen Licht-
strahlen zur Bilderzeugung zugélassen sind, die in der — etwa
kreisformigen — Umgebung des Lichtstrahles & = &,; ¢ = 0
liegen, so erhalten wir nach (53; 3) die Integraldarstellung

il

Up = ZRJ j ¢ (9, @)
70; 1
e—ik[chos3 +]/Psin3‘cos(/7+zPsin.‘? sin(p-}—a(cosﬁ +c7)sl—-9)] ( ! )
sin § d & d g,
6 27
wo aber jetzt die Integrationsgrenzen nicht mehr wie dort _[ sind,
o 0

o4+ 6 + ¢ ()
sondern etwa Die Grenzen von ¢ sind hier also
Fog— 6 —@ ()
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noch Funktionen von § (Abb. 62). §, setzen wir als < 45°

voraus ).
Wir fithren hier entsprechend (26; 1) neue Integrations-
variable (0, y) ein (Abb. 63) durch die Transformationsgleichungen

Abb. 62. Komafehler und geometrisch-optische Begrenzung des

Strahlenbiindels
c0s & — cos §,cos ) — sin &, sind cos y,
sin § sin ¢p = sin ¢ siny,
1
sin@cos @ = — cos 0 — cos &, cos &
P sin 9, ( [ )s

== sin@,cos0 + cosd,sind cosy.
(70; 2)
Mit diesen geht (1) tiber in
6 2n
p — fﬁj fw @, ) e—1*L-1sind dd d
Abb.63. Besiehung L 2m) ) PR x
0 0

zwischen den Variablen
&, ¢ und &,y wo noch

fo-] = [wpcosaocos6—:vpsin fysind-cosy + ypsin P, cosd
+ ypcosP,sind cosy + 2psindsiny + acos &, cosd

a .
s, (cos & — tg 9, sin d cos Z)—l] .

Wir fiihren nun folgende Koordinatentransformation ein (Abb. 64):

(zp + a)cos &, + ypsin §, = x5,
— (zp + @) sin &, + ypcos F, = yp, (705 3)

.5'1) == ‘ZP‘
1) Dies geschieht, damit der bei den nachfolgenden Reihenentwick-
lungen auftretende Faktor tgd, < 1 ist.

— asin §,sind cos y +
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Ferner setzen wir

=
Dann ist cos §,
@ 27
_ @_’i . j " (6, x) e—ik[cclp cos 0+ 'ylpsiu(fcos x+ :,P sin d sin ¥ — £ (4, )]
2T sinddddy, (70; 4)
worin
f(@,5) = — a' (cosd — tg Fysind cosy)~ %,

== —a' [l +tg¥,sindcosy 4 (1 — cosd)
+ tg® 9, sin? 0 cos? y 4 tg® &, sin’® & cos® y
+ 2tg &, sind (I — cos 8) cosy + ).

(70; 5)

Abb. 64. Bezichung zwischen den verschiedenen Koordinatensystemen

Die hier fortgelassenen Glieder sind in 0 von vierter und héherer
Potenz. Noch weitere Glieder zu vernachlissigen ist nicht ge-
stattet, da sodann die fiir Koma typischen Merkmale verschwinden.
Setzen wir noch
g —a =a" y+adtg?®, =y F =2"
und schreiben fiir I — cosd den Wert §sin?4, so erhalten wir

Up —
P 2

2
_lﬁef?zka’ j le (6 %) e — ik [zpc(>sr)+yl>51udcosx-rz] sin & sin ¥ — £ (4, 1]
0

dn sinddddy, (70; 6)
mit
(O, g) = — a'[tg® &,sin® d cos® g + tg &, sin®d cos y

+ tg? oy sin®d cos®y]. (705 7)
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Die hierzu gehorigen Wellenflichen sind nach (48; 8)
£ = a'tg &, {[tg ¥ sindcosy + 2sin?9

+ 2tg? §,sin® & cos® y] sin d cos y + const} cos &
q' = —a'tg ¥, {tg 8y (1 + cos?d + sin?y)

sin §
9 0og? 2
+COSZ(1 -+ 2 cos? § cos? ) (70; 8)

+ tg®? §,sin 0 cos y (3 — 2sin® § cos® y)

— coust} sin § cos y
¢ = a'tg &, {[tg O, sin 0 cos g — 2 cos®d
+ 2tg? &, sind cos?y]sind cosy + const} sind sin g.
Im Schnitt y = 0; = (Tangentialschnitt) wird {” = 0
n? 3
= a'tgd, {2 %ﬂﬁo + tg &, sin? 0 -+ const} cos &,

P ey 2 0 g neg g SO (70; 9)
N = a f‘“’aolzcos“‘&o + tg &, sin®0 — ¢ G0 B,

— 2tg 9, + const} sin 0,

worin wir wieder § als positiver und negativer Werte fihig an-
sehen miissen, da wir die durch cosy = + 1 fiir y = 0; = be-
dingten -Zeichen in (9) fortgelassen haben.

Abb. 65. Wellenfiichen und Tangentialschnitt der Kaustik eines Strahlen-
biindels mit Komafehler

Wir verzichten hier darauf, diese Gileichungen eingehend ali-
gemein zu diskutieren, und begniigen uns damit, in Abb. 65 nach (9)
fiir den speziellen Fall &, — 45° den Tangentialschnitt durch das
Strahlenbiindel darzustellen ?!).

” 17)7Eingezeichnet sind auflerdem die Schnittkurven (mit der Tangential-
ebene) der Wellenflichen, fiir die const — 0; 1,1; 1,65; 2; 2,46 ist, sowie
der Kaustik.
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Man erkennt die fiir den Komafehler typische Gestalt der
betreffenden Schnittkurven, besonders, wenn wir Abb. 65 noch mit
Abb. 64 vergleichen und beachten, daB es sich in Abb. 65 (bei
const — 0) um diejenige Wellenfliche handelt, die die #"-Achse
im Schnitt mit der z"-Achse (Abb. 64) beriihrt. Auf der Seite
¥y > 0 ist sie gegeniiber der Seite y” < 0 sehr stark zusammen-
geschrumpft. Steht doch dort (ftir § < 0) nur der Raum zwischen
dem Hauptstrahl (& — &,) und der (in Abb. 64 eingezeichneten)
kaustischen Kurve zur Verfiigung.

Fragen wir noch nach den Schnittpunkten z, der in der Tan-
gentialebene verlaufenden Strahlen mit dem Hauptstrahl (& — .,
also 8 == 0), so erhalten wir diese wegen

"

" " n
L, — — L _cosd
0 g sin 6 )

wenn wir hier fiir £, "' die Werte aus (9) einsetzen, zu

t
zg == 24’ tg? P, cosd + 3 cog P0_ind cos . (70; 10)

s 8,
Fir § = O geht dies iiber in
(@g)s=o = 2a'tg? . (70; 11)
Dies ist der zum Elementarbiindel gehbrige tangentiale Bild-
punkt, so daf
" I ' ’ tg’a’ .
Ty — (Bg)gmo = At = 3 a E—Q—g—osm@cosﬁ

— 2a'tg* 9, (1 —cosd) (70; 12)
3 o tg i
7% cos?

Wir finden auch hier — fiir die Schnittpunkte der Lichtstrahlen mit

dem bildseitigen Hauptstrahl — das fiir die Koma typische Verhalten.
Fiir das oben gegebene Zahlenbeispiel (&, — 45°) erhalten wir

, tg 9,

x~ 3a 5
cos® 9,

0 —a'tg?§, .07 — ° 63 (70; 13)

sind = —0,15 —0,10 —005 0 4005 4010 0,5
At =~ —09d —06a —03a 0 +03a¢ +06a +09aq.

Aus den vorstehenden Uberlegungen ergibt sich also, daf (6) die
fiir den geometrisch-optischen Komafehler giiltige Integraldar-
stellung ist.

Picht, Optische Abbildung 15
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Wir wollen noch besonders darauf hinweisen, daf fiir
= j—_% sich aus (8) nicht (— wie man wohl im ersten

Augenblick erwartet —) 5" = 0 ergibt, sondern
7' = —a'tg &,sin®d. (70; 14)

Die Forderung y = =+ g sagt ja nur, daB diejenigen Lichtstrahlen

o

betrachtet werden, deren Projektion auf die z”y"-Ebene parallel
zum (bildseitigen) Hauptstrahl des Biindels verlsuft. Es verlangt
aber nicht, da$ die Strahlen in der durch den Hauptstrahl senk-
recht zur z”y"-Ebene gelegten Ebene liegen. Dal %" 3= 0 ist,
zeigt vielmehr, daB jene Strahlen nicht in dieser Ebene verlaufen,
daB also die Wellenflichen der zugehtrigen ebenen Wellen {in (6)]
die Wellenflichen unseres Biindels in Raumkurven beriihren, die
gegeben sind durch die Gleichungen

g’ — const.cos 9,
7' = —a'tg§,sin? 9,
¢’ — const-sind.

§ 71. Auswertung des Integralausdruckes fiir den Komafehler

Wir gehen jetzt dazu iiber, (70; 6) niherungsweise auszu-
werten, und zwar werden wir dies zundchst fiir beliebige Aufpunkte
durchfiithren, um den allgemeinen Weg der Auswertung zu zeigen,
werden uns dann aber im Schlubresultat doch auf solche Aufpunkte
beschranken, die auf einer durch den tangentialen Bildpunkt ge-
legten, zum bildseitigen Hauptstrahl des Biindels senkrechten Ge-
raden der Tangentialebene liegen.

Aus dem Integralausdruck selbst erkennen wir ohne Rechnung,
daf die Intensititsverteilung zur x"' y''-Ebene symmetrisch ist. Denn
ersetzen wir #p durch — 27 und fithren als neue Integrations-
variable statt y den Winkel — y ein, so reproduziert sich der
Integralausdruck vollstindig, falls noch v, (9, %) = ¥, (9, — ) ist.
Dies ist indessen nicht der Fall, wenn wir g5 durch — y ersetzen.

Bevor wir an die Auswertung von (70; 6) gehen, nehmen wir
noch folgende Umformung vor: Wir setzen

o' tg? &, sindcos?y = 2a'tg? 9, (1 — cosd)
— a'tg? &, sin? § «in® g, (71: 1)
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ferner
B — 2 At S — Fn: 4 — & i
P 7 & Yo . Tp; Yp == Qpcosyp; | a1 )
Zp = QpSIlyp; J—4p — O [
und wollen annehmen, daf 4, (§, y) = 1 ist. Dann geht (70; 6)
iber in1)

Up —
G 27
ik —ik[~2p(1—cosd)+gpsind -
hd P cos d) 4 ¢p sin d cosw — £ (J, w)] -
anje sinddd do o
o (v1; 3)

f 0, m) = o’ tg? &,sin® § sin® (@ + yp)
— ' tg ¥ysin®dcos (@ + g p) — o' tg® &, sin® 0 cos® (o + yp).

Der Aufpunkt ist jetzt auf ein Koordinatensystem bezogen, dessen
Nullpunkt im (Gaufschen) tangentialen Bildpunkt liegt, dessen
z-Achse wie vorher mit dem bildseitigen Hauptstrahl zusammen-
fallt, und dessen y-Achse in der Tangentialebene liegt. Der Punkt
@ = 0; y = 0; z = 0) ist also der tangentiale Bildpunkt des
unter dem Winkel ¥, zur Achse des optischen Systems geneigten
Elementarbiindels. Wir schreiben von jetzt ab wieder statt
x, ¥, &, @ die Buchstaben x, y, 2, o.
Wir beschrinken uns auf solche Aufpunkte, fiir die

1p@* L 6L; 0p® K21,
und nehmen weiter an, dafl (71: b
a @t L 2.
Wir konnen dann sind und cos d nach Potenzen von § entwickeln
und mit den jeweils ersten Gliedern abbrechen. Wir erhalten

6 2n
ik ". ‘eil:%:rp(?ze—ikgpd'cosw
2w ) )

00
c—ik[—a'tg23062siu2(w+xp)+a'tgsod’%os(w+XP)+a’tg3000‘3cosﬂ(m+1P)j

sind dd d e (71; B)

up —

Wir entwickeln weiter die Exponentialfunktion mit Ausnahme des
13 . . . ikl

Faktors ¢~ **®P’°**“ in eine Potenzreihe, und zwar e'*3%P%

trennt von den iibrigen den Winkel @ enthaltenden Faktoren,

ge-

1) In (8) ist ein Phasenfaktor (e

k! +2
thept a)) vernachléssigt.

15*
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Es wird
& 2n

Up = % j{(1+ik%xP62~%k2x}64+ ) je‘”é‘l’"“"”’
(1] 0
<1 + i ka' [tg? 9, 0% (sin® @ cos? g pp

+ 2 sin @ cos o sin yp cos gp -- cos® @ sin? g p)
— tg 9,08 (cos @ ¢cos g p — sin @ sin g p)
— tg39,0% (cos®weos®y p — Beos®wsinwcos® y psing p 1 6)
+ 3 cos @ sin® @ cos g psin? yp — sin® @ sin® y p)]
— 3 k*a?{tg* 9,0 (sin* @ cost yp
+ 6 sin’ @ cos® @ sin® g p cos? g p + cos* @ sin® g
+ 4 sin® @ cos @ sin g p cos® y p

+ 4 sin @ cos® @ sin® g pcos g p) + -]

+--->dw}6d6.

Lassen wir die durch ... angedeuteten Glieder fort, so heiBt dies,
daf wir die Grofen zp und a' aulfer durch (4) noch weiter ein-
schrinken durch die Bedingungen
lkg@@ﬁ <1; kd® <1, dh xp6*<] i; a' @ < A
2 T 2n
(713 7)
Gelten diese stark einschrinkenden Bedingungen nicht, so miissen
noch weitere Glieder der Entwicklung beriicksichtigt werden. Wir
wollen uns hier indessen auf die hingeschriebenen Glieder be-
schranken, um die schon so recht unhandlichen Formeln nicht noch
weiter zu komplizieren. '

In (6) laBt sich die Integration nach @ durchfithren. Wir
wollen dies hier nur fir den speziellen Fall tun, daf der Aufpunkt
in der Tangentialebene liegt, dal also yp = 0 bzw. m ist, obwohl
die Durchfithrung der Integration auch fiir yp 5= 0 (bzw. @) keine
wesentliche Erschwerung bedeutet. ls wird dann sin g, = O;
cosyp — 1, wo das +-Zeichen fiir yp > 0, das —-Zeichen fiir
yp < 0 gilt. Das Integral mit @ geht jetzt iber in

27
C kol R . —
fem RePTen ) Lk [tg? 8, 0% sin @ T tg 9, 0% cos @

Ttedf,0%cos’ @] — L2 a?tet 9,00 sinto o dw.  (T1:8)

o
i
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Nun ist nach (A; 20)

27

i J

J e—ihcoswginZ gy —= 2n—‘r)(—n)—,

0

27

je—"ncowcoswdm = —2xiJ(y),

o

27 :
‘ve—incoswcosﬁmdm - - 27”<J1(U)‘“g'lg(n)>y
0

2z

) Jy (¥

\ e—iveosvsintpdeo — G- ﬂé));

o
so daf mit k@pd =— 1’ das Iutegral (8) den Wert annimmt
P ' 149 9 JI (1)') — 3T il
271 J,(0) +ika tg? 9,0 wTﬂJm tg §,0°J; ()

. l , 3 ., L,
$ka'tg3%033<Jl(t)) — EJ2(9)>—12—k2a2tg43064575(1))}.

Setzen wir dies in (6) ein und schreiben noch

kop® —9; Lkxp@® =1y; kd'tgd, @ = a, (71;9)

so erhalten wir

3y
1 oo, Lo \ oatg®, L,
up = zk—g@ﬁj(l—z%ng—t; %n*+--->{%(n)+z & oy 7, )
b ) y = Y
0
_al® \—0tg?9,0 N :
+ 7)3_9 3J1 (l)) +_‘1)T0_(1) 3‘]1(1))_1) 2J2 (1)))
3 a’tg?dy, R -
SRy ay. (715 10)
Hier 146t sich nach (A; 25 u.f) die Integration ausfithren. Wir tun
dies indessen hier nur fiir den Fall, daf y — O ist, beschrinken
uns also — wie schon oben gesagt — auf solche Aufpunkte, die

in der Tangentialebene auf der Geraden liegen, die im tangentialen
Bildpunkt auf dem Hauptstrahl senkrecht steht.
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Wir erhalten

(uP)Zizg:m@ﬂ{[J ;,‘2?1 n@(J 1)(t)) Jt)(t))>

Tayte?9,0 (212 ;(”) SRl (”)\

23 etgp, 3(1’)]+ a tg & JI)(”)}, (71; 11)

Iy o = 22 @4{({1@)“2&9#3) [,m,) J7s o»]

tp=10 12 1)2 n3
SR LA EALRPEAL)
Mztgaao[f%g‘?)_g'f_v(_‘?)v_;f;ﬂ“. (71; 12)

In (12) haben wir die im zweiten und dritten Gliede der {.-.}
auftretenden Doppelvorzeichen dadurch fortgebracht, dal wir jetzt
wegen g£p — 0

)= kyp® (71; 13)
annehmen, so dafl

fir yp = O zu nehmen ist yp > 0, also y > 0,
n XP = T ” » yP<07 ” t)<0

Eine zahlenmafige Berechnung auf Grund der Formel (12) fiir
einen speziellen Fall ist bisher leider nicht erfolgt, so daf wir
sie graphisch nicht veranschaulichen kénnen. Sie allgemein zu
diskutieren, diirfte kaum mioglich sein. Wohl aber erkennt man,
daB fiir yp <0, also auf derjenigen Seite des Hauptstrahles, die
von der ,Schnittkurve der Tangentialebene mit der kaustischen
Flache“ abgewandt ist, eine Intensititsverstirkung gegeniiber
den Werten yp > O stattfindet, da die mit y verbundenen Klammern
im allgemeinen [d.h. aufer in der Nahe der Nullstellen von J, (1))
positiv sind.

Wir geben nachfolgend noch den Ausdruck fiir die Intensitit
fiir beliebig gelegene Aufpunkte?), und zwar in Naherung bis ein-
schlieflich zu Gliedern der Ordnung sin®@.

1) J. Picht, Zeitschr. f. Instrkde. 51, 1931 (noch nicht erschienen).
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Es ist

Ip = 47?5 sint* @ { <£_(t)_)>2

Y
— 2 apsin @ cosyp Jl;n) [le)(;)) —2 J‘”’n(;))]

— 6 aysin @ tg? J, cos p:%n—) {‘“;TD)

— 2 aysin @ tg? &, cos®yp ) e

+ daxtg B, [3 (Jan ® >“’ ;t)) 7, t)(31))]

J1(n) [Ja () % J3(v)
W

— 8aytgd,cos %P| (

n 4¥2[<Jg(n)> PTAU) {%@J

Y

J (D)) 511 J5 ()

p

y? t) t)
L 3altg’, [ (J NOAY ~J;m Jn(;»]
— 40’ g’ cos® xp,[Jlén) Jn(;)) +6 <J2t)(2”) )2
cJ () J5()
18T 1
g J, J, ()\2
4 da?tg? &, cos xpl % -D(;Z), + 4< 5n(292>
1 B
) y?

|
|

(71; 14)

Setzen wir hierin § = 0 und beachten, daf nach (A; 15)

p—>o\ I 2% p!

(71; 15)

ist, so verschwinden alle Glieder, die cos yp oder eine Potenz von

cos yp enthalten, wie dies verlangt werden muf.

(IP)(7 =0
.
=7 sin'® '1———ag‘tgq‘}0——

1
A2 \ ge—

a2 tg® 9,

J

Es ergibt sich

(71; 16)
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(16) gibt also die Intensitétsverteilung lings des bildseitigen Haupt-
strahles. Durch Nullsetzen der ersten Differentialquotienten erhalfen
wir fiir die Lage des Maximums auf diesem Hauptstrahl

¥ = —iatg®, dh zTp—= —2a'tg?9,. (71;17)
Der zugehorige Intensititswert ist hier

n? 7
Max ((IP)§P= 0) = 77 sint @ (1 — it a? tg? 1‘)0> - (71; 18)
Soll dies 80 9% der Intensitit der idealen Kugelwelle nicht unter-
schreiten, so muf
9 ‘
2T 4 tg? 9, sin? @ < 2,02,
A (71; 19)

3a'tg?P,sin’ @ < A

a tg '3'0 -
d. h.

sein. Da indessen das Maximum des Hauptstrables bei einem mit
Koma behafteten Biindel nicht das absolute Maximum sein wird,
so hat die Bedingung (19) nicht die gleiche Wichtigkeit wie die
entsprechenden Bedingungen bei der sphérischen Aberration und
dem Astigmatismus.

Der in (19) aunftretende Faktor 3a'tg?®, hat eine aus Abb. 64
leicht ersichtliche geometrische Bedeutung. Ist K der Pumkt, in
dem der bildseitige Hauptstrahl die Kaustik berithrt, und &
sein Schnittpunkt mit der GaubBschen Bildebene, so ist GK
= 3a'tg? 9,

DaB (14) in (12) tibergeht, wenn cosy, = +- | und gleich-
zeitig v == O ist, priift man leicht nach.
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Wir definieren analog zu

n! = 1.2:3. ... n,
2n)!
nll = 13-5-(2n—1):£ n) ’ (A7 1)
2" p!
pENN = 2.4.6. ... .2 = 2" p!. (A; 2)
BEs ist
p ! 2 P
(2):? — pEl = 2l (_%)_:(n_}_l)!!, (43 3, 4)
n!! T
1 _, (n—1N -1 nt! -
(;):(—1)" 17‘%; (nﬂ):(—l)";ﬁ-(A;O, 6)

Da mit ¢ — 27— ¢’
27 7T 27 7T :‘t
fag = [, aso [f)de = [Fpdu+ [FEr—9)dyp
T 0 0 0 0

ist, so folgt:
Alle Integrale, fir die f(2z—¢') = —f(¢")
ist, verschwinden in den Grenzen

27 (4;7)

0
wibrend fiir (27 — ¢') = 4 f(¢') sich ergibt:

22 3 (45 8)
[rmay =2[reay
0 0
Da ferner mit ¢ — 7= — ¢’
b4 72 7 7Z[2 nj2
[a9=[as, aso [r@)dy = [Fnay+ [f=—9)dy
7|2 0 1'» 0 0
ist, so folgt:
Alle Integrale, fiir die fxz—g¢) = —f(¢)
ist, verschwinden in den Grenzen
d (A; 9)
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wihrend fir (7 — ") = + f(p') stets

7T 72
A; 10
[reyas =2[r@ g (4; 10)
0 0
Aus (8) und (9) zusammen folgt dann noch, daf
27
fir  f(m—¢') = — f(g’) auch stets J'f@)dg; =0 (A; 11)
ist. 0
Das Integral
27
[r@do
0
verschwindet also sowohl, wenn (A; 12)

flx—g¢) =—1(9)

P 27
und: alle Integrale, die fir J.verschwinden, verschwinden auch fiir'[ .
0 0

als auch, wenn

Die Besselsche Funktion erster Art, n-ter Ordnung ist, wenn » ganz-
zahlig ist, definiert durch
1) 2y
2)

D\ < v
J (0) — (_) 1y N2 A; 13
0 - ) et (45 13)
(Jahnke-Emde, S.90).
Es ist
Jn(—19) = (—1)"Ju (4 1), (4; 19)
. Jn(I)) 1 ~ 1 i
Gy g T e T T (4; 15)
27T
€SP gt gy — 2m i I (), (A; 16)
0
k4
Ie“’cos{ﬁ cosnpdy = xi".Jn(9), 4; 17)
0
+1
PR (1— 102)7L_1°2(l wo— p il '———]7;)(7?) (A; 18)

-1
nlt = 1-3-5- ... -(2n—1).
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BEs ist (Jahnke-Emde, S.171)

2T

Jn(2) — EJ cos(zeosyp) sin® g d g,
0

wOo 1 Z‘IL
_:'—~—.__ n”:135‘(2n-—1)
27 n!!
und
27
j sin (zcosg) sin? " dg — O,
so dafl 97
“e+zzcos(p Singntp(l(p -— 2mp!l! %‘,(LZ)
&
Ferner ist wegen (7)
2m
jetizcosm sin?2?+1lgcosmedy — O,
0
27
jgﬂzeos‘/’ cosng sinmg de = O.
0

Durch fortgesetate partielle Integration zeigt man leicht, daf

)
j‘)’"“m“Jn ) v’
0
m .
‘ — 1)'n+2m+12(__~ 2)",4(’”)‘1,”,*%1(9).
Also speziell: o v 9

)

)

0
'}

fo700ay =97

by ) Ay = 9%(a(0) — '21)(1’))

Y51y (9)dy = nﬁ(vfl(r))—él'———h;l’) s 210))

1)2

97T (y)dy = 97 <J1(I)) J2(0)+24 ]31)(1)) 48Ji)(51)))

"Og‘—"sot"‘cot‘“‘co

Jn,2m+1J W) dy — I)am+12 (—2)» (7:) Jv;i(l)).
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(A5 19)

(A; 20)

(A; 21)

(A5 22)

(A; 23)

(A: 24)

(4; 25)
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9
ft)’ﬂJl(o’)dn’ = 92 J5(y)
0

)
e r@ray = v (10— 222)

Ot) (A; 26)
_(t)"‘Jl @) dy = 9* (T, () —4 ]3(°)+8J‘(I’))
N an J, J Ty
jn’*‘Jl ®)dy :ns(Jg(t))—ﬁ 351’) + 24 40(;’) 48 n(;’))
0
)
,ft)'% (@) dy = 9*J5(v)
0
%hmMn~mUm) 2 Ju0)
(A; 27)

en (t)) 4 g7s (t)))

7T (9)dy — 97 (Js (y) —4 7

eI (9 dy = 9’ (-13 (9) —

14(1)) NIPYRAIL) 48Je(n))
»? y?

-1 —, Ce — =13 —

Wir erwihnen noch besonders, dafl die Zahlenkoeffizienten nur von
abhingen, von » also unabhingig sind.

Wir definieren
n v

z 2
e, (2) = E pl e, (2) = &5,

0

oc v (A )
e =S W) = e I
Dann ist !
) (71(2) — eF — €y (Z) + é’ll +1 (Z)
Es sei T
Wi = @ ks, () — >

0
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so daB
n
.
) = > (=1 @i o (2) = cOs2,
° (A; 29)
"]
2
22v+1
§, (z) - ( """ 3 sao(z) — sing,
n %] ' @r+£1)
worin [x] == grofite ganze Zahl = % bedeutet. Wir definieren weiter
cosz—e, (2) = ¢, (2) —ec, () — &, ., ()
sinz—— g, (2) = sq (2) —8,(2) = &, 1, (s
so dafl
A = , 22V \
¢ ) = E (—1y (21})1; é,(2) = cosz,
[n%—l]
? (A; 30)
> 2v-+1
§ (2) = ~1”l;; $ (2) = sinz.
L @) 1’2‘]( Y iy B
r)
Dann ist
o . o . =y Ga)
e, (tiz) = t, ()L i8,(») = 2 ( ,) )
Ll — e, (& zz)+€n+1(izz)
Es sei
1, 1 &7 = o
L =F257 7 2 ,L 1= Eald)
z n 0
und
E, (£iz) = C () LS, (2),
so dal}
o (— 1)2 cn(z) falls 7 gerade,
S 22y
o) = S0 g =1 0
0 (—1) 2 Jl;ﬁ-* falls 1 ungerade,
n o,
(—1)2 (2 pans n gerade,
S (z) E ( 1) 2v+1 o Z
n - "+21, Y nt1,
(nt2v 41! (—1) 2 C"ZELZ) falls n ungerade.
(A; 31)
Es ist
A 1 A
8,0 = 20,5 €0 = =5 5, =0 (43
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Ausfithrlich geschrieben ist

Cy = &y — cos z
SOZ chjgozélzsinz
—-zslz_zﬂ(jz:él:ég:cosz——l
A A A A .
—Z2S2:—Z3()’3:.92:S3:sz»—z
. s . R 22
23S3: Z4C4ic3:c4:cosz—1—-{—g (A; 33)
2 s . . . z
zS4: D0y = §, — § :smz—z—l_——g—‘
2 4
A Py .2 z
_3585:_5606:65::66:cosz_l"i_g—“ﬂ
2 2 4
zZ z z
co =1 = 1 ¢ = ¢ ——1—57, 03204:1—574—??"'
Z3
so = 05 8 = 8 == 2 83:&1:2‘—y:
. _ 2 Lzé.
I T A TR (A; 34)

. A
i ¥ J A a . p P .

wo bei €, S,, ¢, 8,, c,» M das Argument z zu erginzen ist.
Mit diesen Definitionen ergibt sich:

J.e_"CC"dK = (—rtial{l—e~ %2 e, (4 iz)} (4; 35)
0
= (=" Inl e, (Fi2) (4; 36)
= —(— )" nl{[é ﬂ+l(z)-sinz—§n+l(z)-cosz]
+dlé, ,  (2)-cosz | én_,_l(z) - sin 2]} (A; 37)
= (—9)"%n! {le, () -sinz—s (2)-cosg]
—ill—e, (2) - cos 7 — 8, (2) sin 2]} (A; 38)

— ol {[CA'n+ L (2) - cos 2 - ;§H+ 1 (2) - sinz]

—1 [én 44 (@) sinz — én 41 (@) coszli.  (A; 89)
5]
! ’;,‘2(—1) ( )(}/~—21})'721
[n~ 1] (A; 40)
2

s () — S (— 1) (,,,~2,;_1)“'2”‘1)!52”“’

{n

km )m! —an—1(—2)...(n— s + 1).

Es ist noch

wo
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Es ist
: 2 nll . = | , ) . B
J@LS é—Qnd; == ’”27—1 " V? [CH<Z ‘/;) +ZS,'L<Z V~7;>_,
8]
n!! 1ezz . )
+2n+1 f, (—2¢2%), (A; 41
n 2
[, () = EW; fol =0 21l =1.3.5.....2a—1),
— v
T @22)!
T
[, (i2) = g, (2) + ik, (2), (A; 42)
n
[?] 22
9, (D) = > (— 1) Pk 9,(2) = 0,
[nl—l" (4; 43)
R
’ 22v+1
(&) = ;( b’ ©@» 1)H’ o(z):O’
z
‘. 152 §2nd§
1 .
- % " “ V_ ( V +q“"z2 9, (22%) —cos 22} (2z“‘):| i 49
1= 2 3 22 2 in 2 2 ]
Fil V38 (s Y2)—eossteg, @ —sinaron, @)
Hier und in (41) sind 8§, und C, die Fresnelschen Integrale

$

g
C, (8 = jcos—g—u“du; 8, (s) = j‘sin—gu‘zdu, (A; 45)
0 0
Da
z 22
L (A; 46)

[ e dg,

0

j‘ei';z §2n+1d§ _— ?
0

146t sich

n

ei§2§2n+1 de

nach (35) u. f. auswerten!
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Ebene engster Einschniirung 199, 201,
213.
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Korrektionsforderungen 177, 178, 183,
191, 203, 232.

Kreiszylinderwelle 125,

Kugelwelle 10, 12, 27, 43, 48, 54 u. f.

Lambertsches cos-Gesetz 105, 111,
115, 116.

v. Laue 33, 53, 134.

Leitfahigkeit 2.

Lichtfleck 30.

Lichtstrahlen 14, 80, 121, 124, 135,
196.

Lichtverdichtungsfaktor (Strehl) 66.
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170 u.f., 178 u. f., 183.

Symmetriepunkt bei Astigmatismus 203,
213, 218.

— — sphirischer Aberration 157 u. f.,

173 u. f.

Tangentialer Bildpunkt 225, 227,
Tangentialkomponenten 17.
Torische Fliche 198.

Trajektorie 127.

Transversalitit 1.
Trennungsebene 17.

Viaisild 184, 187, 189, 190.
Vakuumwellenldnge 1.
Vektorprodukt 14.
Verzeichnung 49.
Vignettieren 54.

Weilgehalt 103.

Wellenaberration 165, 168.
Wellenfliche 28, 130, 149, 150, 164,
165, 191, 197, 200, 208, 224.

Wellengleichung 4, 33.

Wellenldnge 1.

Wellenoptik geonctrische
43 u. f. 132 u. f.

Optik
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Wellenvektor Y3 119, 122. Zeitlicher Mittelwert 15.
Whittaker 130. Zonenkonstruktion (Fresnel) 28.
Wilde 55. Zylinderwellen 32, 88 u. f., 125, 129,
Wilsing VI. 191 u. £,

Auf den Seiten 164, 207 und 230 wurden Arbeiten des Verfassers zitiert,
die bei Drucklegung dieses Buches noch nicht erschienen sind, sondern erst in
Korrektur vorliegen. Es handelt sich um die Arbeiten:

Seite 164: Zur sphirischen Aberration optischer Systeme.

Seite 207: Zur wellentheoretischen Behandlung des Astigmatismus optischer
Systeme 1).

Seite 230: Zur wellen- und beugungstheoretischen Behandlung des Komafehlers
optischer Systeme.

Die Arbeiten erscheinen Anfang 1931 in der Zeitschrift fiir Instrumenten-
kunde.

1) Inzwischen erschienen: Zeitschr. f. Instrkde. 31, 19, 1931.



24. Elektrobiologie. Die Lehre von den elektrischen Vorgingen im Orgas
nismus auf moderner Grundlage dargestellt. Von Prof. Dr. Julius
Bernstein. =Mit 62 Abbildungen. Geh. 6,50 RM, geb. 8,— RM

45. Die Physik der Rontgenstrahlen. Von Dr. Robert Pohl. Vergriffen.

46. Physikalische Grundlagen der Elektrotechnik. [. Band. Von Prof.
Dr. F. F. Martens. Vergriffen.

47. Mimikry und verwandte Erscheinungen. Von Prof. Dr. Arnold Jacobi.
Mit 31 zum Teil farbigen Abbildungen. Geh. 8,50 RM, geb. 10,— RM

48. Die Entwickelung des Temperaturbegriffs im Laufeder Zeiten sowie
dessen Zusammenhang mit den wechselnden Vorstellungen von der
Natur der Wirme. Von Kirstine Meyer. Aus dem Dinischen iibers
setzt von Irmgard Kolde und mit einem Vorwort von E. Wiedes
mann. Mit 21 Abbildungen. Geh. 4,50 RM, geb. 6,— RM

49. Das Leuchten der Gase und Dimpfe mit besonderer Beriicksichtigung
der GesetzmiBigkeiten in Spektren. Von Prof. Dr. H. Konen. Mit
33 Abbildungen im Text und einer Tafel. Geh. 13— RM

50. Die Okologie der Pflanzen. Von Prof. Dr. O. Drude. Mit 80 ein-
gedruckten Abbildungen. Geh. 10— RM, geb. 12,— RM

51 Der heutige Stand der Synthese von Pflanzenalkaloiden. Von Dr. Hugo
Bauer. Geh. 4,50 RM, geb. 6,— RM

52. Die Brownsche Bewegung und einige verwandte Erscheinungen. Von
Dr. G. L. de Haas:Lorentz. Von der Verfasserin ins Deutsche iiber-

setzt. Geh. 3,50 RM
58. Die tierische Immunitit. Von Prof. Dr. Werner Rosenthal.” Mit
einer Abbildung im Text. Geh. 8,— RM, geb. 10,— RM

54. Die realistische Weltansicht und die Lehre vom Raume. Geometrie,
Anschauung und Erfahrung. 1.Teil: Das Problem der Aulenwelt. Von
Prof. Dr. E. Study. 2. umgearbeitete Auflage. Geh. 3,50RM, geb.5—RM

55. Physikalische Grundlagen der Elektrotechnik. II. Band: Dynamos-
maschinen, Transformatoren und Apparate fiir drahtlose Telegraphie.
Von Dr.F.F. Martens. Mit 289 Abbild. Geh. 15,—RM, geb. 17,25 RM

56. Die Analyse des Zufalls. Von Prof. Dr. H. E. Timerding. Mit 10 Ab-

bildungen. Geh. 5,50 RM
§7. Allgemeine Physiologie des Todes. Von Dr. Alexander Lipschiitz.
Mit 38 Abbildungen. Geh. 6,— RM, geb. 7,50 RM
58. Parasitismus im Tierreich. Von Prof. Dr. Grifin von Linden. Mit
102 Abbildungen und 7 Tafeln. Geh. 8,— RM, geb. 9,75 RM

59. Die Entstehung der deutschen Kalisalzlager. Von Prof. Dr. Ernst Jis
necke. 2.verinderte Aufl. Mit 30 Abbild. Geh.4,—RM, geb.550 RM

60. Wind- und Wasserhosen in Europa. Von Prof. Dr. Alfred Wegener.
Mit 1 Titelbild und 85 Abbildungen. Geh. 10,— RM, geb. 12,— RM

61. Geologischer Bau und Landschaftsbild. Von Prof. Dr. Karl Sapper.
2. Auflage. Mit 15 Abbildungen. Geh. 8,— RM, geb. 9,75 RM

62. Die Referenzflichen des Himmels und der Gestirne. Von Dr. Aloys
Miiller. Mit 20 Abbildungen. Geh. 5,50 RM, geb. 7,— RM

63. Physik der Sonnen: und Himmelsstrahlung. Von Prof. Dr. C. Dorno.
Vergriffen.

64. Optische Umkehrerscheinungen (Waldensche Umkehrung). Von Prof.
Dr. P. Walden. Mit 6 Abbildungen. Geh. 7,— RM, geb. 8,50 RM





