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Vorwort,

Bur Bearbettung ded vorliegenden Lehrbuds wurde bder
Unterzeidhnete durd) den Wunjd) veranlapt, dag Venfum bdey
Avithmetit und Wlgebra fiir hohere Lehranftalten in geglie:
derter Form und wmbglidjter Kiirge feinen Sdiilern vorzuz
fithren. Der Verfaffer {est bei letsteren eine gewiffe Mebung
in Den vier Species des gemeinen Redynend, in den Deci:
malbriigen, fowie im Jiehen der Quadrat: und Cubit:
Wurgeln voraud und Hilft beim Vortrage der allgemeinen
Avithmetit durd) Veifpiele dort nad), wo den Sdiilern die
erforderlidje Fertigfeit und Umfjiht im prattijden Redyuen
abgehen follte. — Sind die Yehrjape itber Potengen, Wur:
geln und Logarithuen vom CSdjiifer verftanden und durd
viele Beifpiele in einer Weife eingeitbt, welde ihm bden
fiheven Befits verbiirgt, fo geht der Verfaffer zur BVehand-
Lung bder quadratijjen Gleidpungen itber, in weldhe er den
Sdwerpunft feines Unterricdhts der Arithmetit und Algebra
verfegt. Oier gewinnt der Schiiler Uebung in der Amwen:
bung erlernter Lelhriise, Umfidt im algebraijhen Redynen,
Fertigfeit im Cubftituiven und — Interefie fiir die Sade.
Der BVerfaffer it viele Sleidjungen von Dden eingelnen
Sdiilern an der Tafel recdhuen, fithrt lestere durd) eine an:
genteffene Fragftellung nothigenfalls auf den ridjtigen Weg
und Defpricht {hlieflich bdie hauptjachlicdhjten Methoden zur
Lofung einer jeden Aufgabe.



Widtig fiir die nwendungen der Arithmetif auf die
Ctereometrie und Medjanif {ind ferner die beiden Summen:
formeln
(a + bx)oz+1 _aa+l

b(a4-1)

log nat. (1 -+ % x)

S:)(a + bx)® dx =

S’ dx o ~l_
oQ + bx b
weldje gang allgemein aug den arithmetijden und der geo:
wmetrijdjen Reihe Pergeleitet werden. — In dem Abjdynitt
itber dag Rationalmadjen der Nenner algebraijher Funttionen
erhilt der Sdiiler ein Mittel, feine Kenntnifie der Algebra
purd) Uebung zu befeftigen. Die Auflojung der Gleidjun:
gen durd) allmihlide Anniherung (Newton’jhe Methode)
und die Theorie ded Griften und Kleinften durften nad
ped8 Verfaffers Anfidht um fo weniger fehlen, al8 beide
Diseiplinen, abgefehen von ihrer Unentbehrlichfeit, ofhne
Cntfaltung eined jdwerfdlligen Apparatd begriindet werben
fonnten.

Sferlohu im Miirz 1861.
Dr. €. Meifjel.
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Cinleitung,

Wie Sﬁauusigfaltigfeit der von uns wahrgenommenen Segenftande
fithrt gum Vegriff der Sahl.

Jidhlen geif;t die Ginheit wiederholen.

Der Inbegriff diefer Ginbeiten ift die Jahl. Die Reihe der
natiivlidgen Jablen beginnt mit der Ginheit und evveidt fein Gnde,
weil 3u jeder Jabhl die Einbeit immer wiederholt werden faun.

Bwet Jahlen find einauder gleid), wenn fie diefelbe Stelle
in der Neibe der natinlichen Jahlen einnehmen. Gine Jahl ift
grofer al8 eine andere, wenn man fie durd) Wieberholung bder
Ginbeit jpiter erbdlt, ald die andere — odev wenn fie in der Reihe
der natiivlidgen ahlen eine hohere Stelle cinnimmt al8 die anbdere.

Die allgemeine Jahl joll jede Sahl der natiivliden Jahlen-
reihe davftellen; daber ift fie feine Deftimmte Jahl; — e5 fann aber
fitr etue allgemeine Jahl ftets eine jede Dbeftimmte Sahl gefest werden,
ba jede beftimmte Jahl durd) die allgemeine Jahl davgeltellt wird.

Siiv die Vegeidmung der allgemeinen Jahlen find befonbdere
eidjen erforderlid); man bedient fid) hievzu ded fleinen lateinifdjen
und griedjijhen Alphabets.

%ei derfelben Jtedpmung bedeutet in der Negel derfelbe Vud)-
ftab biefelbe Zahl und man pflegt unter verjdjiedenen Budyftaben
aud) gewdhnlicd) verjcdhiedene Jahlen 3u verftehen; davin aber, daf
die abhlen, welde durcd) BVudjitaben dargeftellt werden, durdjaus
feine Dbeftimmten jind — Defteht ihr f)aupt%&d)ﬁd)er LBortheil Dei der .
allgemeinen Aufftellung der Gefepe ved Redhuensd, injofern man
fiir eine allgemeine Jahl ftetd eine Deftimmte fepen Faun. Dasd
Jeidjen der allgemeinen 3ahl, d. h. der Bud)jtab, weldjer die all-
gemeine Jahl begeid)net, Dehalt aber in der gangen folgenden Jled)=
nung denfelben beftimmten Werth, welden man fiir diefelbe einmal
gefept Bat.
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Die Gleid)heit der beiden allgemeinen Jahlen a und b wird De-
setchuet duvdy:
a=>»

Dad Jeidgen = heifst das Gleid)heitszeidjen, — die Iahl a
bildet die linte und bdie Jahl b dic vedjte Seite der Gleidyung.
— Zwei Jahlen find nur dann einander gleich, wenn die eine der=
jelben ftatt der aubernm gefesst werden darf. Wenn nun ftatt a die
3ahl b und ftatt b die Jahl a gefest wird, o erhalt man aud der
Gleidjung

a=>»D
die folgende

b=a
D. h. die beiden Seiten einer Gleidung fonnen mit ein-
aunder vertaujdt werden.

Die Vegeidmung, dafy a grofer als b jein foll — it

a>b
und daf a fleiner alg b ift
a<<b

Dad Jeidjer a > b wird gelefen: a grofer ald b und das Seidjen
a <<b wird gefprodjen: a fleiner alg b.

Oie Deiden Jeidjen > und << heifen Ungleidhheitdeidhen. Wie
Dei Oleidungen, fo jpricht man aud) Dbei Ungleidhheiten von der
tinfen und der redyten Seite.

Ju der Ungleidyheit

a>Dh )
ift wieder a die linfe uud b die vedyte Seite. Jft a nun grofer
ald b, d. h. nimmt a eine hohere Stelle in der Neihe dev ZJahlen
ein alg b, o ift b tleiner ald a; d. h. e folgt aus der Ungleichheit
a>b
die folgende
b << a.

Allgemeine Jahlen newnt man aud) Grofen oder Ausdviide.
Grife ciner allgemeinen Jahl ift der Inbegrif der Ginbeiten, durd)
deven Wicderholung die allgemeine Jahl entftanden gedad)t wird.
Auddrud einer allgemeinen Jahl ift das Jeidjen, durd) weldjes diefe
ahl davgeftellt werden foll.

Sind 3wei Grifen einer dritten gleid), fo jind fie
unter einander gleid.

Gefesst e wirve

a=—¢
. md b=c¢
jo wiirde audy

a=h

fein miiffen. — Denn, da man fiiv ¢ die Grife a, weldje gleid) ¢
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it, fepen foun, jo folgt, wem diejes gefdhicht, aud der jweiten
Gleidyung

b=¢
die folgende

b=a
weldye mit der Gleichung

a="

itbereinjtimmt.
Allgemein folgt, wenn
a=h; b=c¢yec=4d,; ...
dafi a = ¢ oder a = d 1w §. w. fein mufs.
It ferner

jo folgt
a>c oder a>d u i w

Denn wollte man die Jahl a durd) Wiederholung der Ginleit
wirtlid) Dbildew, o witrde man Fuvor die Jahl b erhalten, welde .
fleiner al8 a ijt. Wollte man dagegen b durd)y Wiederholung der
Ginfeit bitden, fo witrde man nvor ¢ evhalten, weldje fleiner ald
bift u. f.w. NMan exhilt daher bei der Vildung der Jahl a durd)
Wiederholung der Ginbeit der MNeihe nad) guerft ¢, dann b und
endlidy a. Daber mufs a gqrdfer alg ¢ fein . §. w. :

It a>b und b =-¢, jo ift and) a > ¢; da fiir b die Grifse
¢ gefest werben fanm.

a>byb>c;ec>d; ...

Nedymen heifit aus jwei gegebenen Sahlen einme
dritte Dildeu.

Sollen mehreve Jahlen durd) Nedpnung mit einander verbunden
werden, jo gejdhieht dieje§ — indem man erft je zwei derfelben mit
einander verbindet, — die neu gebildete Jahl mit ber dritten u. i. f.

Die Ausfihrung der Nedpuung famn nur mit beftimmten Jahlen
gefdehen.  Der Swed der allgemeinen Avithmetif ift daher nidt die
Herleitung einer beftimmten 3ahl als Nefultat der Nedynung, fon-
pern e8 ftellt die allgemeine Avithmetif nur die Gefepe auf, nad
weldjen die Vereiniguug pweier Jahlen gu einer dritten w. f. w. er=
folgen mufs.

Der Klammern (), [], { } Dedient man fid), wm davgu-
ftellen, dafs bdiejenigen Jahlen, weldhe fic) innerhalb derfelben be-
finden — durd) &)’te?mmg mit einanbder verbunbden gedad)t werden
follen. Dic gange Klammer mit den in ihr enthaltenen Sahlen ift
alfo a8 Nejultat einer Nedpmung, wenn and) nur ald gedadtes —
wie eine einfadje 3abhl 3u betvadyten. ,

Ag Negel hat man aber ju bemerfen, dafy die Klammern nur
dann angewendet werden, wenn ohne diefelben ein Mifverftandnif
in die Nedynung fidy cinjdleiden founte. Dem Anfanger it jedod) -

K
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per Nath) 3w ertheilen, cinen haufigeven Gebraud) von den Klam-
mern i madjen, damit derjelbe fid)y an ihre BVedeutung gewdhne,
und nidyt diejetben da u fepen verabjaumt, wo ihre Weglajjung ein
entjdyiedenes Mifsverftanduifs hervorvufen fonnte. . .
Die Art und Weije der Verbindung von zwei ober
mehreven Jahlen u einer dritten bheifit Nednungs-
Operation.
Die fogenanuten einfaden Nednungsd-Operationen find
1. die Addition,
2. die Subtraftion,
3. die Multiplitation, -
4. dbie Divifion.

Criter Abjdhnitt.

Addition.

Grflarung:

Die Summe gweicr Jahlen ift diejenige Jahl, welde
dadurd) erhalten wird, dafi man 3u einer der gegebenen
Zahlen die Einbeit jo oft mieber%n[t — al8 die andere
derjelben angiebt.

_Bu einer Jahl a eine andere Jahl b addiren — heifpt
pie Ginheit su der Jahla jo oft hinguzdahlen, ald die Jahl
b Cinheiten enthalt.

Jft a diejenige Jahl, 3u weldher b abddivt werden foll, fo De-
geidynet man die Summe diefer Jahlen durd)

(a 4 b).

Das Jeiden 4 beift dad Pluszeiden; die Summe (a4 b)

wird gelejen
a plus b (in Klammern)
Beijpiel:
~ Bur 3ahl 5 die 3abhl 3 addiven heifit nad) der Grflarung der
Addition — e8 foll Jur Jaht 5 die Ginbeit dreimal hingugesdhlt
oder wiederholt werden. Durd) eimmalige Wiederholung der Gin-
feit entfteht aud dev Jahl 5 bdie Jahl 6. Wiederholt man die Ein-
heit nod) einmal, jo entfteht die 3aht 7. Durd) dreimalige Wieder-
holung der Ginbeit 3ur Jahl 5 ober einmalige sur ahl 7 entfteht
die Zahl 8. Daber ift
b +3) =8
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Wenn man die Einbeit ald Puntt (o) davjtellt, jo fann jede
beftinmte Zahl durd) Wiederholung einer gewiffen Auzahl won
Puntten dev Anjdhauung vorgefithrt werden, — benn jede Jah!
wird durd) Wiederholung der Ginheit (Jihlen) gewonnen.

E8 ftellen hiernad)
die Jeidjen: die folgenden Zahlen dar:
= 1

) - 2
¢.) — 3
.0 — 4

o §.o.
Die allgemeine Jahl s (dht fid), weil fie Feine beftinmumte
Zahl ift — jwar nidht durd) etue beftimmte Anzahl von Puntten
parftellen; jedenfalls aber wiirde fie duvd) eine fnld)e Anzahl von
Punften darguftellen fein, weldpe der Auzahl der Ginbeiteir gleid)
fonunt, die in der Jahl a enthalten gedadyt find. Das Jeidjen

(_ o fl _— ) A’[’ﬁeipw&)en: a foldjer Puntte]

wiirde -demnad) ein Bild der Jahl a fein.

Griter Additionsjas.

4 (@4 1) =+ a) |
p. . die Summe der beidben Jahlen a und b bleibt die-
jelbe, gleidjviel, ob man die Jahl b zur Jahla — oder die
Jahl a 3ur Jahl b addirt. :

Veweis: Das Jeidjen (a <+ b) bedeutet, daf zur Jahl a bdie
Ginbeit fo oft wiederholt werden foll, ald die 3ahl b Einbeiten ent-
hilt. Stellt man fidh die beiden Jahlen in der vorher angegebenen
Weife bildlich dar, jo erhdlt man

@+h=| portblo
“ [+(...1,.,-'?m....)

Das Jeidpert (b - a), weldjes bedemtet, dafy zur Jahl b die
Ginbeit jo oft wiederho(t werden joll, als die Jahl a Ginbeiten ent-
hilt — (aft fid) folgendermafen bildlid) davitellen

<— n.il.)m. )l
b+ a) = S LML,
| (+<.._ wiw )

Die beiden Davftellungen vou (a 4 b) und (b 4~ a) enthalten
nun gleidyviel Duntte, da die eine diejer DVarftellungen nur die
Ilmt‘e?)tung der anderen Darftellung ift. Veide Jeidjen ftellen aljo
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et und diefelbe Jahl dar, welde man duvdh) Abjihlen der Punfte
tn einer deér betden Darftellungen -gewinnen wiirde.  Aljo ijt
(a+Db) = (b +a) '
Grilarung: Da die Summe der beiven Jahlen a und b die-
jelbe Dleibt, ob man b ju a ober a ju b addirt; fo fann man bdie
Deiden Sahlen a und b mit dem gemeinjdaftlidhen Ausdbrud Sum-
nanden belegen. Nad) dem vorhergehenden Sap ift die gegenfei-
tige Vertaujdyuug der beiden Summanden einer Summe
geftattet, ohne dafs hievduud) die Summe verdndert wird.

Bweiter Additionsfap.
[ D)+ el =[(a+¢) + bl = [+ ) + 4]

0. h. eine Summe, deven einer Summand wieder eine
Summe von jwei Summanden ift — ift gleid) einer
Summe, deven ciner Summand gleid) der Summe von
trgend weldyen jwei der gegebemen Summanden und deven
aundever Summand gleid) dem anbern der gegebenen Sum-
manden ift.

Beweid: Das Jeidhen [(a 4 b) 4 c¢] bebeutet, daf it a Gin-
Deiten (der 3ahl a) die Einheit b mal hinjugefiigt werden foll. Das
Beidgen [(a -+ b) + ¢] ftellt fidy bifdlid fn[genbermaf;en dar:

” <fl>]]
l@+m+d:\+<. o )

S fow. L

Marant

Die Anzahl der Puntte (Cinbeiten), weldje hier abgesdhit
(wiederfolt) werden jollen — Dleibt nwun ungedndert, in weldper
MNeihenfolge aud) die Abzahhung erfolgt. Daber faun man erft ju
den a Punften die ¢ Puntte hingugdhlen und su Der dAuzahl der
erhaltenen Punfte die wody dibrigen b Puntte hinguzahlen; oder man
tam gu dew b die ¢ Puntte jahlen, und 3u dev erhattenen Anzah!
die nody sibrigen a Puntte.  Jahtt man ju a Punften ¢ hingu, jo
erhilt man (o - ¢) Puntte und wenwn man ju diefer Auzahl die
ubvigen b Puntte hinguzdhtt, jo erhitt man im Gangen

i )+ Db
Puntte. Dafer ift [(a+ ¢) =+ D]

o @D el =[G4 ¢) b
Auf diefelbe Weije findet man, daf

[G D)+ c]=1[0b+a) 4+ c]=[0+ )+ a]
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Die Gletdyheit der drei Jeidyen
@D F ol (@4 O b5 [0+ Fal
geftattet jest jedes derjelben mit Aufhebung der Klammern einfadjer
folgendermafsen davjuftellen
o latb+cl ,

Diejes Jeidjen ift dad einer Summe von drei Sum:
manden.

RNad) dem jweiten Additionsfapy wird alfo die Summe von
drei SGummanden gebildet, indem man Fundadft je zwei
der gegebenen Summanden abddivt und u der Summe
derfelben ben dritten Summandus.

Die Verallgemeineruny ded Sapesd
{'a -t{—tb+c]=[(a+ D) +ef=[(@+c)+bl=[(b+c)+a]
autet:

Um die Summe von beliebig vielen Summanden u bil-
dew, addive man je wei devfelben; su der erhaltenen
Summe den dritten; jubdiefer Summe dew vierten u. i. f.
bis alle gegebenen Summanden erfdopft jind. Die
Neihenfolge, tnwelder die eingelnen Summanden ad-
divt werden, ift hievhei gleichgultig.

DBeifpielshalber wurde hiernad) jein
D+3+4+8]=[((-+ 3)i+4)+8_]=[((5+8)+3)+4J

u §.ow.

Jn der IThat ift

(5+3)=238
(B+3)+4H=08+49 =12
[(b+3)+4)+8 =12+ 8] =20
ferner
G+ 8) = 13
(G5 +8) +3) =3+ 3) =16
[((5+ 8) + 3) + 4] = [16 + 4] = 20
Aljo Ledeuten bdie beiden Jeidjen

diefelbe Zahl 20.



Bweifer Abjdnitt,

Subtraftion.
Grildarung:

Differeny weter Jahlen ift diejenige Jah!l, welde
idh u eimev derjelben 3w addiven habe, um die andere
ju erhalten.

Lon den beiden gegebenen Jahlen heifit diejenige, zu welder

i) die Oiffereny u abddiven habe, um die anbdere u erhalten —
ver Subtrahend; die andere aber Minuend der Diffeven;.
Vegeidhnungsweife:
it von bden beiden gegebenen Jahlen a der Mimuend, b der
Subtvahend und wird die Diffeven durd) d davgeftellt, jo begeichnet
man d durd) dag Feidjen
d=(a— D)
Das Jeidhen der Differeny jweier Jahlenw a und b
(a—1D)
witd ausdgefproden
a minus b
Der hovizontale Strid), weldjer bei bder Begeidhuung der Differen;
den Minuenden a vou dem Subtrahenden b frennt, heifit , Minus-
geidpen.” Qer Minuend mufy ftets vor das Minuszeidhen und
der Subtrahend hiuter dafjelbe gefest wwerden.
Da nad) der Grfldrung eimer Diffeveny der Minuend gleidy

ber Summe der Diffeveny und des Subtrabenden ift, jo folgt aus
per Gleidhung

d=(a—b)
jogleidy

a= (b4 d)
und wmgebehrt folgt aus der Gleidung

a=(b+d)
erftlidy:

d=(a—b

gweitens aber aud), da bdie Vertaujdhung der beiden Summanden
b und, d in der Summe

a= (b + d)
geftattet ift:

b= (a—d)
d. h. der Subtrahend einer Differeny ift felber gleidy
ciwer Diffevens, deven Minuend gleid) dem Minuenden
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der gegebemen Differeny ift und deven Subtrahend
gleid) der gegebenen Differeny ift.

Beifpiele:

1) Dag Jetdhen (8 — 5) bdriicft eine Jahl aus, welde i) zum
Subtrahenden 5 zu abddiven habe, um bden Minuenden 8 u er-
halten. — Diefe Jahl ift gleidy 3, denn (3 + 5) = 8. Der Sub-
trahend bder gegebenen S'Di#eten(; 5 ift ferner
3

2) Dad Jeidjen (17 — 5Bebcutet die Jahl 8, benn
17 = (8 +9)

Anmerfung:

~Wenn in einer Differen; der Subtrahend b dem Minuenden
a gleid)y wird, o ift die Diffeveny gleih Null. Denn, da
a=(a+ o)
fo mufs nad) der Grildrung einer Differeny
0= (a — a)
fetn.

Griter Subtraftionsjag.

I [(@ + D) —a] = J(a — a) + b]

b. . eine Diffevens, deren Minuend eine Summe ift,
ift gleid) einer Summe ausd dem einen Summanden des
gegebenen Minuendusd und ausd einer Differeny, deven
Minuend gleid) dem andeven Summandusd ded gegebe-
wen Minuendud und deven Subtrahend gleid) dem gege-
benen Subtrahendus ift.

Nmgefehrt ift eine Summe, deren einer Summand.
eine Differeny ift, gleid) einer Differenz, deven Minuend
die Summe ift aus dem einfaden Summanbden der gege- -
benen Summe und dem Minuenden ded anbderen Summan-
perm und deven Subtrahend gleid) dem Subtvahenden des
sufammengefesten Summandus ift.

Beweid:
Soll die Gleidung
[(@ +b) —a] = [(a —a) + b]
ridptig fein, fo mufy ein vidtiges Nefultat erbalten werden, wenn
man auf beiden Seiten derjelben die Jahl 2 addivt. Dabdurd) er-
giebt fich
[a+b)—a]+a=[@—a)+b]l+a=(@a—a)+b+a
Die linfe Seite diejer Gleidung ift nad) der Grflarung einer Dif-
fereny = (a - b); in der redjten founen die beiden Summanden
b und « miteinander vertaujdht werden; jo daf man erhalt
(a+b) = (a—a)+a+h
Addirt man aber ju der Diffeveny (a — a) den Subtvahenden der-
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jelben o, fo erilt man nad) der Grfl@rung einer Differeng den
Minuendus der Differeny a. Daber folgt:
(a+b)=a+b
ein vidhtiges efultat. —
&3 ijt hievdurd) die Nidhptigteit der Gleidjung
[(a+b)—a] = [(a—a) + D]
erwiefen.

Anmerfung:

Da in dem NMinuenden der gegebenen Differeny die Vertau-
jdung der Deiben Summanden a und b geftattet ift, o witd man
audy erhalten miiffen:

f[a+1b) —a] = [(b— a) + a]
und demnad) wird bdie Formel I fidh allgemeiner folgendermafen
darftellen laffen:

L [(@+b)—a] =[@@a—a) + D] =[(b—a)+ a]

Bweiter Subtvaftionsfag.

1L [a—D) —a] = [a— (b + a)]
b. h. eine Differeny, deren Minuend wieder eine Diffe-
veng ift, ift gleid) einer Diffevens, deren Minuend gleidy
dem Minuenvended gegebenen Minuendusund deven Sub-
trahend eine Summe tft aus dem Subtrahenden desd ge-
gebemen Minuendusd und dem gegebenen Subtrahendus.

Umgefehrt ift eine Differeny, deren Subtvahend eine
Summe ift, gleid) einer Differen;, deren Minuend eine
Diffeveny ift aus dem Minuendus der gegebenen Diffe-
reng alg Minuend und dem einen Summandus ded gege-
benen Subtrahendus als Subtrahend und deren Sub-
trahend gleid) dem anbderen Summandus des gegebenen
Gubtrahendus ift.

Beweis:

Soll die Gleidjung
[(a—D) —a] = [a— (b + 2)]

vidtig fein, fo mufy ein rvidhtiges Nefultat fid) ergeben, wenn auf
beidben Geiten derfelben bie Grife (b + a) addivt wird. — Ge-
jchieht diefes, fo erhdlt man

o a—=Db)—a] + (b4 a) =[a—(b+x)]+ b+a)

Die redte Seite diefer Gleidjung ift gleidh a, da nad) der Erfld-
rung einer Differens die Summe der Diffeveny und ded Subtra-
hendus gleich dem Minuendus der Diffeven; wird. — Der linfen
Geite fanmn-man mittelft deg Additionsjates, daff die Summanden
einer Cwmme. miteinander vertaujdht werden ditrfen, die Form geben

[a —b) —a] +a+b
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Algdann ift nad) der Erflavung einer Differen;
[@a —=b) —al+a=(—b)

. [a—b)—a]+O+a)=(—Db+Db
Endlid) ift wieder nad) der Grilarung einer Diffeven

o (a—Db)+b=a
Alfo ftellt die Gleidjung
[@—D)—a] + b +a)=[a— O +a)]+ Ob+a)
pas ridhtige Nejultat dar

und daler

a = a
Folglih mufy der I Subtraftionsfag
' [@a—Db) —a)] = [a— (b+ a)]
vidhtig fein.
Yumerfung:

Da die Deiden Swummandenr b und a ded Subfvahendus der
recjtenr Seite mit efnander vertaujdyt werden tonnen, jo muf aud jein
[0 —2) —b] = [a— (b + ) |
und man fann daber den 1L Subtraftionsjaty folgendermafen all-
gemeiner darftetlen:

I [(a—=b)—a] =[@—a)—b] = [a— (b + o)]

Dritter Subtraftionsfat.
L. [a—@—p))=[(a+p8 —a]=1[(a—a) + f]

0. h. eine Differenz, deren Subtralend wieder eine Dif-
feveng ift, ift gleid) einer Differenz, deven Minuend eine
Summe ift aus dem Minuenden der gegebenen Differeny
und dem Subtrahenden des gegebenen Subtrahendus und
deren Subtrahend gleid) bem Minuenden des gegebenen
Subtvahendusg ift; oder e§ ift eine Differeny, deren Sub-
trahend wieder eine Differenz ift, gleid) einer Summe
ang dem Subtralienden bded gegebenen Subtrahendus
und aung einer Differveny, deven Minuend gleid) bem ge-
gebemwen Minuendus und deven Subtrabhend gleid) dem
Minuenden ded gegebenen Subtvahendus ift.

Oie Wmfehrung diefes Sapes vervolljtandigt den I Subtraf-
tionsfats; fie lautet:

Gine Diffeveny, deren Minuend eine Summe ift, ift
gleid) einer Diffeveny, deven Minuend gleid) dem einen
Summanden des gegebenen Minuwendusd ift und bdeven
Subtrahend wieder eine Differeny ift ausd dem anderen
Summanden desd gegebewen Minuendus ald Subtrahend
und dem gegebenen Subtrahenden ald Minuend.

Veweid:
Soll die Gleidung
[a—(@—f)] = [@+p) —a]
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riditig fein, jo muf aud) ein vidtiges Nefultat erhalten werden,
wenn auf beiden Seiten derfelben Gleidhes addirt wird. Nun ift
nac) der Erflavung emer Differens
(2—PB+8=

Wir addiven diefe Gleidung ju bder o[ngeu

[a— (x—p)] = [(@a+f) —q]
und unterfudjen, ob ein vidtiges Jefultat erbalten wird. E8 er-
giebt fid) dpanu: [

[@a—(@—pf]+@—PfH+p= [+ —a+a
Nad) der (‘Zrﬂaum% efier EDtrg?zreug ift nmun:
[a— (a—ﬁ)] (2 — p) = a umd
[@+B) — o] +2=0a+8

a+B=a+3p
cin ridtiges JRejultat.
Aljo mufs der III. Subtraltiondfaf
[a—@—p)] = [@+p —aq]

Daber wiirde folgen:

vidytig fein.
Anmerfung:
Da in ber Formel

[a —(z—B)] = [(a + B) — a]
die Deiden Summanden a und gl deg muuuenbu@ der redjten Seite
mit einander vertaujdt werden viirfen, jo mufy aud

— (@ —a)] = [@+ ) — d]
fein. — Da ferner einige Wmformungen der 1L Formel der Sub-
traftion aus dem I Subtraftionsfase hevgeleitet werden Edmnen, fo
ift e8 leicht eimgufehen, dafy man die Differeny [a — (a — B)] auf
folgende Avten anbderd darftellen faun:

IIL J[*’ — (2 — ﬁ)] =[p — (’1 —a)] = [(a + ) — 2]
(a—a)+B
ﬂietfptele:
RNad) dem erften Subtraftionsfape ift
G+ —83=06—3+T7=1T—3)+5

> 12 -3 =2+4+7T=4+45=
Nad) dem gweiten Subtraftionsjape ift
> (1 —4) —2=11— @4+ =(11—2)—4
Y T—2=11—6=9—-4=25
Nad) dem dritten Subtraftiondfape ift
v 27 — (15— 8) — (274 8) — 15 = (271 — 15) + 8

21—7T=35—15=124+8 = 20
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Sevuer ift wad) dem dritten Subtrattionsdjape
13— (17— 9=(>U3+9) —17T=9 — (17T — 13)
b b 13—8=22—-17T=9—4=25

Weber die negativen Pablen.
Grilarung:
ine negative 3ahl ift eine foldje 3ahl, 3u welder id) die Ein-
heit eine gewiffe Angzahl mal u wicderholen habe, um Null u
evhalten — obder 3u weldjer id) eine gewiffe 3ahl zu addiren habe,
um Null zu erhalten.
Die Jabl, welde man ur negativen Jahl u abddiven hat, um
Null 3u erhalten — nennt man den Jahlwerth der negativen Jahl.
Vegeidnungsdweije:
3ft a der Jahlhwerth einer negativen Jahl, jo begeidynet man
die negative Jahl durd) dad Jeidjen
(— a) oder — a
Dag Jeidjen — nennt man dasd Vorgeiden der negativen Grife.
Die Vegeidnung — a mufy man fid% entftanden denfen ausd der
Beseidnung einer Differeny, deren Minuend gleid) Null ift, deven
Gubtrahend dagegen gleid) dem Jahlwerth a der gegebenen nega-
tiven 3abhl ift. Dad Seidjen (—— a I)t;t mit der Differeny
0—a
die guifte Aehnlidhfeit; denn jieht man einen Augenblid eine Dif-
feveny (o —a), deven Subtrabend den Minuenden dbertrifft, als
{tatthaft an, fo wiirde diefelbe diejenige Sahl bedeuten, 3u weldjer
der GSubtrabend a hingugufiigen ift, damit der Minuend = o er-
halten wirh. Die beiden JFeichen
—a und (0 — a)
bedeuten demnady eine negative 3ahl, deven Fahhverth gleid) a ift.
Die Grtlirung der negatiu)en Babhl ftellt fid) in der Formel dar:
—a)t+a=o
Hiernad) ift — 1 die erfte negative Jahl
— 2 bie weite
— 3 bdie dritte

"
"

u. . f.
e8 ift fermer crfirf)ﬂit}), fh'af; die Neihe der negativen Jahlen cben fo
wenig begrengt ijt, als die Jeihe dev pofitiven.
Lehriap:
Bou 3wei negativen Jahlen ift diejenige die fleinere,
welde den grifeven Jahlwerth hat — und umgetehrt.
Beweis:

Betradhten wir einen Augenblicf zuerft die beiden negativen
Bahlen — 1 und — 2. Die Jahl — 2 ift eine folde Sabl, gu der
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id) die Ginbeit zweimal su wiederholen Habe, wm Null 3u erfhalten.
Wiirbe id) 3ur Jahl — 2 die Ginbeit exft einmal hingugefiigt haben,
jo mitfte i) bdaffelbe wod) einmal thun, wm Null 3u erhalten.
Durd) cinmaliges Hingufirgen der Ginbeit zur Jahl — 2 erhalte
id) demnad) eine Jahl, welde gleih — 1 ijt, da durd Hingufit-
gung der Ginbeit su — 1 ebenfalls Null erhalten wird. Demnad) ift
(—2)+1 = (=1,
oder e ift von den beiden muegativen Sahlen — 1 und — 2 die
Sahl — 1, weldhe den tleinerven Jahlwerth befipt die grifeve. —
Um den Veweid allgemein zu fithren, it 3u beadhten, daf
nad) der Grilavung einer negativen Sahl
(—a)y+a=o
(=b)+b=o
ift.  Wenn mun a > b, jo ethilt man, da
(—a)+a=(—b)+ b ift,
indem von beiden Seiten diefer Gleidjung b jubtrahivt wird
(— )+ (2 —b) = (—b)
0. b

Bou dew beiden uegativen Jahlen —a und — b ift
bie leptere, weldje den fleineren Jahlwerth Defipt, bdie
grofeve; wetl man 3uv erfteven — a die Zahl (a — b) hin-
sugufiigen hat, um die andere — b u evhalten.

Mit Hiilfe ded Jo eben bewiefenen Sapes wird der allmillide
licbergang von ber eihe der negativen Jahlen zuv pofitiven Jahlen-
reibe duvd) folgende§ Sdhema davgeftellt:

ey —4,—3,—2,—1,0,1,2, 3, 4;...

Der Werth einer Jahl 1t wum fo grifer, jo weiter diefelbe in diefem
Sdema vedjts von der Null fid) befindet und um fo fleiner, ‘e
mebhr 1infs von der Null diefelbe fteht. BVow zwei in diefem Sdema
ncbeneinander ftehenden 3ahlen ift diejenige um die Ginbeit grofser,
weldje um eine Stelle ved)td von ber auderen fteht; wmgefelhrt it
diejenige um eine Ginbeit fleiner, weldje tinfs von der aunderen
ftcét. — Durd) diejen Gegenfay der gewidhnlidyen Sablenveihe und
der Jeihe der wegativen Jahlen wird der Vegriff des Jahlens
wady einer ober dev entgegengefetiten Ridhtung begrimdet.

Jm negativen Sinne 3&%[en heifit eine Neibe von nega-
tiven Jahlen angeben, deven Fahlwerthe purd) Wiederholung der
Ginbeit gebildet werden; deven Grifen aber durd) fortgefepste IBeg-
nahme oder @ubtraftion der Ginbeit dargeftellt werden.

Lehriaf,
(—a)+ (=1 =— @+
b. b. die Gumme weier negativen Jahlen ift gleid) einer

negativen Jahl, deven Jahlwerth die Summe der beiden
gegebemen Fahlhwerthe tit.
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Veweid: Wenn die Gleidung
o (— ;\)—}—'(—' b)'=-—(a+l))
vidptig fein foll, fo muf ein ridhtiges Nejultat erhalten werden da-
durd), daf auf beiden Seiten derfelben addivt wird

a+b=(@-+Dh)
Hievdurd) ergicht fid)
(—a) Faf(—W4Hb=—@+h+@a+b
. §. nad) der Grflavung der negativen Zahl

0=0
Aljo ift:
(—a) +(=b=—@+D)
Lehriap.
(—a)4+bh= b—a, wenn a<<b
(—a)4+-b=—(@—Db), venna=>>b
Beweid: Wenn die beiden Gleidhungen

(—a)4+b= b—a, a<<b
(—a+b=—(@—Db), a>Db

vidtig fein follen, jo mufy ein ridytiges dlefultat erhalten iwerden,
wenn man auf beiden Ceiten derjelben a addivt. 6 miifste {id)
hievburd) ergeben
(—a)y4+a4+b= (b—a)+a
oder (—a)+ad+b= a—(a—Dh)

Die Nidjtigteit beider Gleidjungen evgiebt fid) leidyt; denn da

nad) der Ertldrung der negativen Jahl
—a)4+a=o0
ift, fo find die beiden linfen Seiten gleich b; die erfte vedte Seite
it nad) der Grflarung einer Diffeveny ebenfall§ gleid) b; die weite
redte Seite dagegen gleid)
(a— D)+ b—(a—h)

oder gleid) b 4 (a — b) — (a — b), d. b. gleich b.

Atjo miiffen die beiden Gleidhungen

(—a)+4+b= (b—a), wenn b >a
(—a)+b=—C@—Db), wenn a>Db

ridytig fein.

Die vorftehenden Lehriipe enthalten den ndthigen Audweis iber
die Adbdition mnegativer Jahlen. — Die Subtraftion negativer und
pofitiver Sablen gejdhieht nad) folgenden Sipgen.

Lehriag.
a—b= (a~—Db), wenn a>bh
= — (b —a), wenu b <<a L
b. h. diec Differeny gweier gewdhnliden (pofitiven) Babh-
Lew ift gleid) einer pofitiven Zahl, wenn ber Minuend
grofer ift als der Subtvahend und gleid) ciner negativen
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Jahl im entgegengefepten Falle. — Der Jahlwertlh ift
in beiden Fallen gleid) der Differeny dev beiden gege-
benen 3ahlen.

Beweis: Da der weite Fall des Sapes nur nod) eined Ve-
weifed bedarf, jo addire man Fu der Gleidung
a—b=—(b—a)
die folgende
b=a+ (b—a)
G8 ergiebt fid) daun mit Veriidfidhtigung der Grilavung einer Diffe-
reny und einer negativen Jahl

a=a
aljo eine vidjtige Gleidjung.

Lehriag.
(—a)—b=—(+0Db)
b. h. eine Diffevens, deven Minuend eine negative und
deren Subtrahend etne pofitive Jahlift, — ift jtetd gleid)
einer negativen Jahl, deven Zahlwerth die Summe bder
beiden gegebenen Jahlwerthe it

Beweis: Wm zu unterjudyen, ob die Gleidung
(—a)—b=—(a+b)
ridgtig ift, addive man auf beiden Seiten derfelben (a + D). Hier-
durd) evgiebt fid)
[(-a)—Db]+b4+a=—(G+Db)+ (a+b)
b. b. nad) Grflarung einer Diffeveny und einer negativen Sahl
(—a)+a=oodert o=0
eine ridjtige Gleidung.
Lehriagp.

a—(—=b)=(@+bh)
0. h. eine Differeny, deven Minuend cine pofitive und
peren Subtrahend eine negative Jahl ift, -— ift ftets gleid
einer pofitiven Jahl, deven Zahlwerth die Summe der
Deiden gegebenen Jahlwerthe ift.

Beweid: Adbdivt man, um die RNidjtigleit der Gleidhung
a —(—b)=(a+b)
u pritfen, auf beiden Seiten derfelben die Grife (— b), jo evgiebt
?id) nad) der Grfldvung einer Differeny und einer negativen Jah!
dag vidjtige Jtefultat
a=a+b+(—-Db=a
Alfo mufs die vovgelegte Gleidhung ridhtig fein.

Lehriap.
(—a)—(—=b)=—@—0D) wenn a>b
= (b—a) wenu b > a
b. h. eine Differens, deven Minuend und Subtrahend ne-
gative Jahlen find — ift entweder gleid) einer negativen
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oder pojitiven Zahl, je nadydem der Jahlwerth des Mi-
nuenden grofer oder fleiner ift, al§ der ded Subtrahen-
ben. Der Jahlwerth ift in beiden Fallen die Differen;
dev gegebenen beiden Jahlwerthe.

Beweis: Nm die Gleidung
(—a) —(—b)=— (G —h), wenu a> b
u priifen, addive man die nad) einem friheren Sape ftattfindende
Sleidhung
at+(—=b)=(@—0D), wemra> b
hingu. 8 evgiebt fid) daun:
a-+ (—a)=o0, oder o =0
Addirt man ferner 3u der Gleidjung
(—a)—(—Db)=(b—a) wenn b > a
die frither al3 ridjtig evwiefene Gleidung
a+t(—b)=—(0b—a)wenn b > a
jo folgt wieder

0=290
Aljo miiffen die Deiben Gleidhungen
(—a)—(—Db)=—(a—Db) wenn a>»b
(—a)—(—=b)= (b—a) weun b > a
vidhtig fein.

Anmerfung: Aus den fo eben bewiejenen Lehrjiken itber die
Cubtraftion dev negativen Grofen lilt fid) die allgemeine Regel
per Subtraftion ferleiten,

anftatt trgend welde Gvife ju fubtrahiven, Yehre
man ihr Vorvgeiden um und addive.

Jn der That find die Differengen
(ta)—(+b); (=a) —(Fb); (+2a) = (—=b); (—a)—(—h)
ver Neihe nad) gleid) den Summen
(ta)+ (—b); (—a) +(—=Db); (+a)+ (+b); (—a)+(+b)

Beifpiele.
Sn den folgenden Veijpielen find die Subtrahenden unter die
Minuenden gefept. :
Man erhalt die Diffevengen:

1) +a— b +8—(0b—a)
—b=— 13 + a
Differeny = +a — b + 21
2) at+b+3—@—b+OG+b—a
—a—4—GB—b)+ (a+ D) :
Diff. =—a F b+ 17
3) —8+b—a+t+(c—a)+ (b—ec)

(b—c)—(G@—15)+ (B —a) + (c — a)
Diff. = — 26 +a + b -

Bl
-
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4) a—(b—a)—(c—Dhb)
@a—cy+®d—c
Qiffereny =a—b + ¢

5 —a4®—c) — (1l —b

) —e S B r6—w
Oiff. = —a+b—8

6) @—b—C—bH+Wd~-0c

(b — d) + (18 — ¢) — (24 — d)
Qiff: =a—b—c+d+ 6

Dritter Abjdnitt,

Multiplifation,

Crildvung:
Produft gweier Jahlen ift eine Summe von lauter
leidjen Summanbden, deven Grifie durd) die eine der
Eeihen egebenen Jahlen und bdeven Anzah!l durd) bdie
andere e?timmt ift.

Die Grifie der einander gleidjen Summanden heift Multi-
plifand ded Produttesd; die Anzahl derfelben Multiplifator
ded Produftes.

Begeidnungsweife:

3t von den beiden gegebenen Sahlen a der Multiplifand, b bder
Multiplitator und wird das Produtt duvd) p davgeftellt, o bezeichnet
man p durd) dad Seiden

p=a.b
Dad Jeidjen des Produfted jweier Jahlen a und b
a.b
wird audge{prodjen
a mal b.

Der Puntt, weldjer den Multiplifanden a vou dem Multipli-
tator b tvennt, mufy vovldufig ftetd hinter den Multiplifanden uud
vor den Multiplifator gefept werden.

Beifpiele:

Dad Jeidjen 8.9 dritdt eine Summe vou neun Summanden
aus, deven jeder gleidy der 3ahl acht ift — obder e3 ift:

8.9 =8+8+8+8+8+8+8+8+8="12

Das allgemeine Produft a . b driidt die Summe aus:
ata+a+4 ... und pwar b jolder Summanbden.
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Griter Multiplitationsdjab.
I a.b=">0b.a
b. b iweinem Produft ift die Qegenieitige Vertaufdung
ped Multiplifanden mit bem Multiplifator geftattet.
Da die allgemeine Beweisfithrung diefes Sapes durd) den Be-
weid deffelben in einem gany beftinmten Falle weienﬂﬁg verftind-

}id)er {unb deutlidher wird, o mag der BVeweid dev jpeciellen Jahlen-
orme

4.7=17.4
guerft gefihrt werden.

Dad Produft 4.7 driidt eine Summe von fieben Summan-
pen aud, derew jeder gleid) der Jahl ,vier” ift. Ctellt man fid)
nu die Bahl viev in dem Sdema dav

4

fo lagt fih das Probduft 4.7 .fol.geu.ber.maf;en fdhreiben:
4.7 =

Dad Produft 7.4 dagegen ftellt fidy dhulid) durd) dad Schema dar:
T 4= . . . . . ..

@8 ift nun in die Augen fpringend, dafs beide Sdhemata gleid)-
viel Puntte oder Einbeiten enthalten miiffen, da dasd jweite Sdhema
daffelbe Sdhema al3 dad erfte, nuv in einer anderen Lage ift. Alfo
muf fein

4.717=17.4

Beweid ded allgemeinen Falled: Um die Nidjtigleit der
Jovmel
a.b=">D.a
su evweifen, ftelle man fid) die beiden Sahlen a und b ausd der An-
einanderfiigung oder Wieberholung von a und b Ginbeiten (in bder
Form vou Punttreihen) dar; ndmlid)

a
e a——.
a=...... . f. w.
b
s etpn
b=....... i fow
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jo witd fih das Produft a. b in der Form von b Reihen darv-
jtellen, deven jede a Cinleiten oder Puntte enthilt, ndmlid):

a

a.b = P | U T R
B (A 11 8
bl]. . . . .wfw]|ob
l B | A N R
. f. .

Das Produtt b . a ftellt fid) dagegen in der Form von a Reihen
dar, deven jede b Puntte enthdlt, namlid):

-
=
e —)
—

(=1

Beide Sdemata miiffen aber gleidyviel Punfte oder Ginbeiten
enthalten, da dasd gweite Sdema gang dajfelbe, als bas erfte Sdyema
ift — muv in einer andeven Yage. Da aljo dad Produft a . b gerabde
jo viel Ginbeiten darftellt, als das Produft b.a, fo miiffen beide
Produfte einander gleid) jein.

Grildavung:

Da die gegenjeitige Vertaujdyung des Multiplifanden uud Mul-
tiplitators eines Produttes geftattet ift, fo Hat man nidyt nothig fiix
Deide verfdjiedene Venennungen 3u gebraudjen. Veide, Multipli-
fand jowohl al8 der Multiplifator, werden jest durd) den gemein-
jchaftlichen Ausdruct

s daftoven” ded Produftes
bezeidhnet werden founen.
Su dem Produtt
a.b=>D>b.a
weldjes man aud) mit Weglaffung der Binbdepunfte
ab="hba
jdhreibt — {inb pemuad) a wnd b die Deiden Faftoven deffelben,
fDm:;ut g;gen eitige Vertaujdung nad) dem 1. Multiplifationsjape ge-
tattet it.

Bweiter Multiplifationsjap.

I (a+ D) oa=aa-+ ba
b. b ein Droduft, deffen einer Faftor eine Summe ift,
ift gleid) efwer Gummie von Produften, welde den ge:



gebenen einfadjen Fattor ald gemeinjdjaftliden Faftor
habew und deven andeve Faftoren die Summanden des
sweiten gegebenen Faftors find.

Wmgetehrt ift cine Summe vou Produtten, welde einen
gemein)dyaftliden Faftor haben — gleid) einem Produft,
defjen einer Faftor gleid) it dem gegebenen gemeinjdaft:
lidjen Fattor und defjen auderer Faftor die Summe aus
den gegebenen audeven Faftoven ift.

Beweis:

Dag Produft (a + b) o bedeutet eine Summe von a gleiden
Summanden, deven jeder gleid) (a 4+ b) ift, ober ed ift:

o
(a@a+b)a=G@+b+G@+b)+@+b)+...
Da nun in einer Sunume die Vertaujdung der Summanden
geftattet ift, fo faun man legtere Summe audy jdreiben:

a

@+ba= atatat...

o

+b+b+b+...

Die Summe

[+
at+a+ta-t...
ift aber die Darftellung des Produfted aa; eben o ift die Summe

a
b+b+b+...

gleid) dent Prodbuft ba.  Sett man daber ftatt der beiden Swmmen
vie Produtte, o ergiebt fich:
(a4 b)a=aa+ ba

Allgemeiner Jufap:
@s ift
Ga@+b+ct+d+..)a=aat+batcatdat...
Der Beweis foll nur gefithrt werden in dem Falle, dap der
Summen-Faftor drei Summanden enthdlt; d. i. fiir den Fall:
(a+b+c)a=aa+ba+ca
Man ftelle juerft die Summe (a + b 4+ ¢) al§ eine Summe
pou zwei Swmmanden dar, ndmlid)
(@ +b+e) = [@+h)+el
fo LBt i) dag Produtt _
@+b+cya=[@+Dh)+c]a
nady dem 1L Multiplitationsjage folgendermafen umformen:
[@4b)+cla=(a+b)a+ca
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Weiter it nad) demjelben Sape:
(@a+ba=aa+ba
Alfo ergiebt fidy:

@+b+c)a =aa+batca
Der allgemeinere Fall, in weldjem bder Summen-Faftor beliebig
viele Summanden enthdlt — wird gany dhulidy bewiefen.

Dritter Multiplifationsdjas.

11I. (@a—Db)a = aa—ba
0. b ein Produft, deffen einer Faftor eine Differeny ift,
ift gleid) einer Differeny, deven Minuend dad Provutt
ift aus dem gegebenen einfadjen Faftor und dem Minuen:
ben ded gegebemen aubderen Faftord — und deren Sub-
trahend das Produft ift aus dem gegebenen einfaden
Faftor und dem Subtrahenden ded gegebenen anbderen
Faftors.

Nmgefehrt ift eine Differeny von Produften, welde
einen gemeinjdjaftlidhen Fatftor haben, gleidh einem Pro-
puft, veffen etumer Faftor gleid) dem gemeinjdaftliden
und defjen andever Faftor eine Differeny ift, deven Mi-
nuend der nidjt gemeinjdaftlide Faftor ded gegebenen
Minnenden und deven Subtvahend der nidht gemeinjdyaft-
lidhe Faftor des gegebenen Subtrahenden ift.

Beweis:
RNad) der Grildrung einer Diffeveny ift:
(a—b)4+b=a
Multiplicivt man diefe Gleichung auf beiden Seiten mit «, fo er=
giebt fic):
[@a—Db)+bla=aa
Durd) Amwendung des 1L Multiplifationsjaped giebt man aber der
linfen Ceite leiht die Form
(@—ba+ba

(a—Db)a+ ba = aa
Gubtrahivt man nun von beiden Seiten diefer Gleidung die Grife
ba, jo folgt — wad ju beweifen war

(a—ba=aa—ba

fo daf man hat

et witrde man ein Produft unterfudjen fonnen, deffen einer
Jaftor wieder ein Produft ift, 3. B.
(ab)ec
Man fann einem joldhen Produft die beiden Geftalten geben
(@b)ec = a(be) = (ac)b
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Da bdieje beiden Umformungen fidh aber leiht dem Gedadtniffe
einphrﬁgen, jo mag diefer Sap nidit mit einer Nummer verfehen
werdei.

Die Gleidhung

(ab)e = (ac) b

Deweift man iibrigens, wie folgt:

Das Produft ab ift gleid)

b
at+at+a+d...
folglidy wird

_ b
@b)c = {a+a+a+...}c

Die vedite Seite diefer Gleihung ift nad) der Verallgemeinerung
ped 1L Multiplitationsjatses gleidy

b
ac +ac+ac+ ...
ciner Summe, welde nad) der Grflarung eined Produfted gleidy
i (ac) b
ift; — aljo ergiebt fid)
(ab)ec = (ac) b
Da ferner

fo folgt aud
und daber ift

(ab)ec = (ba)ec
(ab)c = (be) a

(ab)c = (ac)b = (bec) a

0. h.ein Produtt, deffen einer Faftor wieder ein Pro-
puft ift — ift gleidh) einem Produtt, deffen einer Faftor
ein Produft ausd ivgend jwei der gegebemen Faftoren
;xnb fheﬁen anderer Faftor der andere gegebene Fat-
or ift.

Wegen ded fo eben bewiefenen Saped fdjreibt man die vor-
liegenden Produfte einfader

abce
mit Aufhebung der Klammern, und nennt ein derartiged Pro-
puft ein Produft vou drei Faftoren. ES wiirde hiernady fein:
abc = (ab)c == (ac)b = (be)a

Die Verallgemeinerung diefes Saped lautet:

Vet etnem Produft vou mehreren Faftoren fannu
man in beliebiger Neihenfolge die Faftoren in einander
multipliciven.
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Bievter Multipliftationsdfas.

IV. (a@+Db) (24P = aax-tba+aB -+ bp
b. h. ein Vrodutt, dejjen beide Faftoren Summen find,
wird entwicdelt, tudem man jeden Summanden des einen
Saftord mit jedem Summanden dedandeven Faftors mul-
tiplicivt wnd die Produtte addirt.
Beweis:
Durd) Amwendung des 1. NMultiplitationsfapes evgiebt fid):
(@+b) @+ =a(@+p+b+p),
indem man einen Augenblict die Summe (x -+ B) alg eine einfacde
Grofe anfieht. Da nad) abermaliger WAnmwending defjelben Sates
und ded L. Multiplitationdjages ferner gefunden wird
a(a+pf) = (2+pa=aa+Ba=an-+ap
b(x+f) = (x+8)b = ab + b= ba+bp
jo erhdlt man
@+b)(a+8) = aa+ba+4 aB+ b

Allgemeiner Sujasp:
@@+bt+ec+..)@+p+y+..)

v

+
+
+ .

a
a
a

+++
' =<X-®™Q
. T o
=2 TO R
C+++
. S ao
=K
+++

Die Veweisfihrung diefes Sages foll jest erfolgen, wenn
jeder Summenfaftor nur drei Summanden enthilt. Zu dem Jwect
{dreibe man dag Produtt

(a+b+c) (a+p+7)
al8 ein Produft von Summen, deven jede nur wei Summanbden
enthdlt — ndamlid

(@+bdo)(x+p+ 1) = [(@a+b)+c] [(x+B)+ 7]
wobei vorldufig (a + b) und (= + B) alg einfadje Jahlengrofen an-
gefehen werden.

Durd) Wuwendung des 1V. Multiplifationsapes ergiebt fid) nun:
[(a+b) + ¢] [(x + B) +1] =
(@+b)(@x+p) +c(@+p)+ (at+b)y+ey
und dann duvdy gleidhseitige Wnwenduug des 1L nud IV, Multipli-

fationgjages
[(@+Db) +c] [(@+B)+q] =
ax + bo +af + DB + ca + B+ ay + by + cy

d.
(a+b+c)(x+B+v) = aa+ba+ca
+ a4+ bR+ cp
+ay+by 4y



Anmerfung:
Sind in einem fpeciellen Falle o und B begiehlich gleich a und
b, fo findet man aus der Gleidjung ’
@+b)(m +8) = aa+ aB + ba + bp
die folgende:
(a+Db)y@+b) =a.a+2ab+Db.b

iinfter Multiplitationsdjap.

V. (a+Db)(x—pB)=au—aB+ ba—Dbp
Beweis:

Sieht man (a + b) als eine einfadje Jahlengrofe an, jo folgt

erftlic) aus dem I Multiplifationsiase
@+b)@—0F=GC+b)a—(@@+D)B

und dann mit Venuung ved Il
o (@a+b) (2 —B)=aa+ ba — [aB + bB]
..

(@+b)(xa —p) = aa — aB 4 ba — b
Anmerfung:
Jft e =a und B =0, jo folgt aus der vorftehenden Formel
ver duferit widtige Sap:
(a+b)yta—b)y =a.a—Db.b

CSedyfter Multiplifationsjap.

VI @—Db)(x —p) = aax — ba —aB + bp
Beweis:
Sieht man  angenblictlicy (x — B) al8 eine einfache Jahlen-
grofe an, jo liefert ev 1L Multiplifationsjag
(a—b) (x —B) = a (x—p) — b (x — f)
oder, da nady demjelben Sage
a(x —p) = aa — af
b(x—B) = ba—Dbf3 ift,
o wird:
a—b)(x—18) = (aa —af) — (bz — hB)
Durd) Anwendung des I Subtraftionsjages evgicht fid)y endlid):
(a—Db)(a —p) = an—aB — ba + b

NAnmerfung:

It wieder a=a; B =Dh, jo folgt aus der vorftelenden
Forneel:
(a—b@—"b)=a.a—2ab+bh.b
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Beifpiel jum IV., V. uud VL Multiplifationsfap.

Dasd Provuft
[a.a+Db.b+c.c+ac+bec—ab][a+b—c] =D
joll gebildet werbe.
Man erhdlt durd) Amvendung des VI Multiplifationsjapes
P=[G@.a+Db.b+c.c+ac+bc)—ab] [(a+b)—c]
=(+b)(@a.a+b.b+c.c+ac+bc)—ab(a+b)
—c¢(@a.at+b.b+c.c+ac+bc)+ abe
und dann durd) Anwendung ded IV.
P = aaa-+abb+ acc+aac+abc + aab + bbb + bce +
abc + bbe
—[a.ab+abb]—[aac+ bbe + ccec +ace + bee] + abe
. . nad) den Negeln der Subtraftion
P=aaa + bbb—ccc+ 3abe

Multiplifation negativer Grifien.

Die Multiplifation negativer Grofen beruht auf den beiden
Sovmeln
D (—a)(+ b)=(+ a) (—b) = — (ab)
2) (—a)(—Db)=(+2a)+b)=+ (ab)
Das Jeidjen
(—a)(+b)

bedeutet eine Summe von lauter gleijen Summanden, deren jeder
gleid) — a und deven Anzahl g[eiﬁ b ift. Nad) dem Sap iiber die
Addition negativer Grofen ift aber eine Summe von negativen
Orifen gleid) einer negativen Gvdfe, deven Jahlwerth gleidh der
@%mme der Jahhverthe aller gegebenen Summanben ift. Hier-
nady wird:

b
(—EHbD)=CFa)+(—a)+(—a)+...

b
=—[at+at+a+...]

. b
(=a)(+b)= — (ab)

Cin Produft, deffen Multiplifandus eine negative
und deffen Multiplifator eine pofitive Sahl ift — ift
pemuad) gleid) ciner negativen Zahl, deren Zahlmwerth
gleid) dem Drodutt der Sahlwerthe der Deiden gegebenen
Saftoren it

Man fonnte nun auf die Vernuthung gefithrt werden, bafy bie

Formel
(+ @) (= b) = —(ab)
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mit der vovhergehenden sugleich) bewiefen ift. Diefes ift aber aus
dem Grunde nidht der Fall, weil der Vertaujdungdjal dev Faftoren
fiiv Produfte negativer Jahlen bis jest nidht evwiefen worden ift.

Das Produtteidhen
+a)(—b)

(
i weldjem (4-a) der Multiplifandus, (- b) aber der Multiplifator
ift, bedeutet jedenfalld eine Zahl, ju welder i) b Summanbden,
peven jeder gleich - a ift — hinguzufigen habe, um Null zu er-
Balten; aljo:

b
(+ay(—b)+at+at+atasf... =0

(+a)(—=b)+ (ab) =0 = — (ab) + (ab)
Cubtrahivt man vou beiden Seiten ab, fo bleibt
(+ &) (—b)=—(ab)

Man fann diefe Formel mit der vorhergehenden in folgendem

Eate gujommenfaifen:
o =a(=b=—@b)

b. h. ein Produft, deffen einer Faftor eine pofitive und
peffen anderer Faftor eine negative Jahl ift, — ift gleid
einer negativen Jahl, derem Jahlwerth gleid) dem Pro-
pufte der Jahlwerthe der beiden gegebenen Fatftoven ift.

Das Produft

odet:

(—a) (= b)
bedeutet eine 3abl, 3u weldjer b Summanden, deren jeder gleid)
(— a) ift, addivt werden miifjen, damit Null erhalten wird. — Gine

Summe von b Summanden, deven jeder gleid) (— a) ift, ift aber
gleid) (—a)b oder nad) einem fo eben Dewiefenen Sape gleid)
— (abh)
Demuad) wird:
(— ) (— b) — (ab) = 0 = - (ab) — (ab)

(— ) (= 1) = + (ab)
Da ferner aud
(+ ) (+ )= + (ab)
ift, fo hat man den Safp
ein Produft, deffen beide Faftoven negative oder
pojitive abhlen {ind, ift gleid) einer pofitiven Jahl,
peven Jabhlwerth gleid) dbem Produft der Jahlwerthe
der beiden gegebenen Faftoven ift.
Alle diefe Multiplifationsjise iber die Produftbilbung weier
Saftoven laffen fich in dem eiven Sape ujanumenfaifen:
ein Yroduft jweier Jaftoven ift eine pojitive Jahl,
wenn beide Faftoven gleidhe BVorvzeidhen haben und
eine negative ahl, wenn die beiden Faftoren ver-
fdyiedene Borzeidjen haben. Der Jahlwerth ded Pro-

oder:
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puftes ift immer gleid) dem Produft der Jahlwerthe
per Deiden gegebenen Faftoven.
Wit Piilfe des lepteven Sapes fann nun leidht der folgende

bewiefen werden:

Cin Produft von beliebig vielen Faftoren ift cine
pofitive Zabl, wenn cine gevade Anzah! negativer
Fattoven vorhanden ift, und eine negative Jabl,
wenn unter den Faftoren eine ungerade Auzahl ne:
qativer vorfommt. Der Jahlwerth ded Produtts ift
jtets gleid) dem Produft der Jahlwerthe der gege:
benen Faftoven.

Beijpiele:

©3 ift
(—a) (=D (—c)=—(abo)
(—a)y(—b)(—c)(—d) =+ (abed)
(— a) (+ b) (-+ ¢) = — (abc)
(— a) (+b) (— ¢) = + (abe)

BVom Multipliciven gegebener Wusdriicke.

Hat man ywei oder mehrere Ausdriife mit einander u mul-
tiplicivenr, fo ordune man diefelben junddyjt; d. h. verbinde alle
drejenigen Glieder mitetnander, welde eine Vereinigung
purd) Addition ober Subtvaftion geftatten, gebe den nidt
mehr ju vereinfadjenden pofitiven oder negativen Sums-
manden eine moglid)ft iber{idytlidye %Reiben?o[ge und jepe
in den eingelnen Produften die Jahlenfaftoren den all-
gemeinen 3ahlzeidjen vorauf. CLestere lajje maninalpha-
getifcf)er Drduung einander folgen.

Georduet jdjreibt man gum Beifpiel den Ausdrudt

A=2a.3b—c¢.3.a+4 (82— D) 2a 4 (c — 2a) ba
folgendermafien

A= —4a.a -} 4ab -} 2ac

Hat man mun in der angegebenen Weife die Faftoven ded auf-
suldjenden Drodufted geordnet, — fo multiplicive man je 3wei diefer
Naftoren in einander, indem man jeden Summanden ded einen Faf-
tord mit jedem Summanden ded andeven Faftord multiplicirt und
die erhaltenen Produfte addirt und ovdmet. Mit diefem Ausdrud
multiplicive man al8dann in dhnlider Weife den dritten Faftor u. §. w.

Da die mit einanbder ju multiplicivenden Faftoren, wenn die-
jelben Summen find, mit Klammern verjehen fetn miiffen — o
beseidynet man jdhlechtweg die Multiplication bdiefer Faftoven mit
pemt Auddrud , die Klammern auflofen.”
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Beijpiele.
1) Das Produft
(x+y+z) (xx+yy+zz—xy—xz—yz)=P
su bevedyuen.
Man ovdue den 3weiten Faftor diefes Produftes junddft fol-
gendermafen :
XX —Xx(y+z)+yy—vyz-+zz :
und multiplicive dann der Nethe nad)y diefen Faftor mit x, vy, z,
und addive die entftehenden Produtte.
Nuf diefe Weije erhdlt man:
XxxXx —xx(y+z) + x(yy—yz+zz)
+ xxy —x(yy +yz) +yyy—yyz + yzz
4 Xx 7 —x(yz +22)+yyz —yzz +z22
DQurd) Abdition folgt:
P =xxx—3xyz +yyy+zzz
odev
P=(x+y+z)(xx+yy +22— Xy —xz—yz)=
XXX+ yyy -+ zzz — 3xyz
2) Dasd Produft
B—x+2xx+4x—1) (b —x.x+2x—3x.x)=17D
gu entwideln.
Geovduet lauten die Faftoven ded Produfts
24 3x 4+ 2xx), O-F2x —4xX)
Multiplicict man nun jeded Glied ded jweiten Faftors bder
Reibe nad) mit den Gliedern ded erften Faftors, jo erhalt man
10 + 4x — 8xx
156x 4+ 6xx — 12xxx
-+ 10xx 4+ 4xxx — Sxxxx
Durd) Addition ergiebt ficd) der Werth ded Produtted
P=10 -4+ 19x + 8xx — 8xxx — 8xxxx
3) Das Produft ber vier Faftorven
P=(xfy+2(—x+y+1(&k—y+2) x+y—2)
gu entwideln.
Multiplicivt man den erften und weiten Faftor mit einander,
jo erhdlt man A
(X+y+2) (—x+y+z)=—xx4Yyy+2yz 4 zz
Diefes Produft multiplicire man mit dem Ddritten gegebenen
Saftor = x — y - z, {o ergiebt fih
x+v+2)(—x+y+z)(x—ytz)=
(—xx-+yy+2yz +22) (x —y+2)
= — XXX + XXY — XXz -+ XYy 2Xyz -+ x22 —yyy —yyz
+vyzz 4 zzz
Multiplicict man nun diefen Augdrucd mit dem vierten gegebernen
Fattor = (x -y — z), {o findet man dag Produft
(x+y+z) (—x+ytz x—y+z) xty—2z)=
— XXXX + 2xxyy -+ 2xxz22 —yyyy+ 2yyzz—zzzz =
— XXXX— VYYY— 2272% | 2xxyy + 2xxzz + 2yyzz
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Dafjelbe Nejultat wiirde man erhalten Haben, wenn man die
beiden erften Faftoren ded gegebenen Produttd mit einanbder mul-
tiplicivt hatte, davauf den bdritten mit dem wvierten Faftor und end-
lid) aud diejen beiden Produften wieder das Produft gebildet hitte.
@5 ergiebt fid) auf diefem Wege

Produtt desd eviten und des jweiten gegebenen Faftors

= —xX+yy+2yz+zz
Produtt ded dritten und vievten gegebenen Faftors
, = XX —yy-+2yz—zz

Produft aller vier Faftoren
(x+y42) (—x+ty+a) x—y+z) (x+y—z=
(—xx+yy+2yz+1z2) (xx—yy +2yz—1z2) =

XXXX T 2XXyy-+ 2xxz2z2 —yyvy+2yyzz—zz22

Diefed Nejultat {timmt, wie man fieht, mit dem oben auf an-

derem Wege evhaltenen vollfommen idibevein.

Bierter Abjdhnitt,

Divifion und Brudhredhnung.
Grildrung:

Quotient (Brud) zweier Jahlen ift diejenige Jabhl,
welde i) mit einer devfelben yu multipliciven habe, um
die andere 3u erhalten.

Diejenige der beiden gegebenen Jahlen, mit welder id) den
Quotienten 3u multipliciven habe, wm die andere zu erhalten, beifst
Qivifor (Jlenner), die andere Dividend (Jihler).

Begeidynungdweije:

Jft von den Dbeiden gegebemen Zahlen a der Dividend, b der
SDilgfnr — o Degeidynet man den Duotienten derfelben durd) das
Seidyen

a

b
Daffelbe wird audgefprodjen
a Ddividirt durd) b
a durd) b
oder a, bt
Der Strid) —, weldjer unterhalb ded Dividenden (Jahlers) und
oberhalb ded8 Divijord (Nennerd) fic) befindet, heift Divifions-
ftridy (Brudftridy).
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Qe einer Formel ftellt fid) die Crflarung eined Quotienten
(Brudyes) durd) die Gleihung dav:

a
(5)-o="
" das Produft etned Quotienten (Brudjes) und fei-

ned Divijors (Nenmners) ift gleid) bem Dividenden
(3dahler).”)

Griter Divifionsdjap.
- b
I (a b)=i+_

a o o
b. b ein Brud), defjen Jahler eine Summe ift, ift gleid
einer Summe vou Vriidjen, deven Nenmer gleid) fiud
dbem gegebewen Neunev, und deven Fahler gleid) jiud
denw Summanden ded gegebenen Jahlevs.

Umgefehrt ift eine Summe von Briiden, welde einen
gemeinjdaftliden Nenner bejiten, gleid) einem Brud),
veffen Nenner gleid) ift demgemeinfdaftliden und deffen
Bahler gleid) ift ber Summe der gegebenen Fahler.

Beweis:
Soll die Gleidhung
@+b_a b

o o o

ridytig fein, jo muf ein vidtiges Nejultat erhalten werden, wenn
piefelbe auf Deiden Seiten mit o multiplicivt wivd. Hievdurdh er=

giebt fid):
(a —: b)'a:<i+£>a

b §

o a
Nad) der Crfldvung eines BVrudyed ift aber
arh = D a= ()

fermer ift durd) mwendung ded weiten Multiplifationsjaped
(a +£>q:—a—-a+-£-a
o

24 a o
Daber wird erhalten
(@+b=--.a+

b
— a

o

*) Der Kitrge wegen mbgen fiiv die Folge an Stelle dev Augbriide Duotient,

Dividend, Divifor die entfprechendeven allgemeineven Brudh, Bibler, Nenner ge-
braudt werden.
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eine in der Ihat vidhtige Gleihung, wenn man die Grildvung des
Brudjes beviidjidtigt, nach) weldjer

2 a=a lmh—b--a:bt'ft.
o o

Aljo muf die Gleidung
(a+Db)

a b
= 4 —
o o a

ridtig jein.

Buweiter Divijionsdjas.
IL. @—b) _a b

a o o

b. b ein Brud), deffen Jdahler eine Differemy ift, ift
aleid) einer Differeny, deren Minuend ein Brud) ift aus
dem gegebenen Nenmner ald Nenner und dem Dinuenden
ded gegebenen Jahlersd ald Zahler; deven Subtrahend
abevein Brud)ift ausd dem gegebenen Nenner als Nenner
und dem Subtrabenden des gegebenenJahlers ald Jahler.

Nmgefehrt ift eine Differens von Briiden, die einen
gemeindaftliden Neunner haben gleid) eimem Brud),
peffen Jenner gleich ift Dem gemeinjdaftliden unddejjen
Jabhlev eine Diffeveny ift, deven Minuend gleid) bem Zdbh-
ler ded gegebewen Minuenden und deffen Subtrvahend
gletd) dem Bidhler ded gegebenen Subtvahenden ift.

DBeweis:
W bdie Nidytigkeit der Gleidhung
(a—"b) a b
« o a

su priifen, multipliciven wiv diefelbe auf Deiden Setten mit . Hier-

durd) evgiebt fidy:
(a —b) < a b>
——— = — — — .
a a a
Nady dem dritten Multiplifationsjage ift aber:
< a b> a b
— — —Jao=—_.0-——.a
oA o o [~
folglich wivd erhalten:
(a—h)

o

b
—
%

a
o= —.0—
o
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Diefed Rejultat ift vidtig, denn mnad) der Crilarung einesd
Brudjes ift

,(i_:ﬂ.az(a__b)
a
—- a= a
o
L a=b
a

Aljo mufy die Gleidjung

(A—Db_ a b

o o o a

ridytig feim.
Unmerfung:
Die beiden Divifionsjage I. uud IL laffen {id) folgendermafen
verallgemeinern; ed ijt:
a+b+c+...—¢—h—... a b ¢
= Tttt

a a

Jur Veweisfithrung wird die odftere Amwendung ded I und
II. Divifionsdjagesd verlangt.

Dritter Divifionsdjas.

I11. a.b a b
=—.b=—-2a
[/ o o

% b ein Brud), deffen Jdahler ein Produft ift, ift gleid
einem Produft auseinem Vrud), deffen Nenner g[ehg dem
gegebenen Nenner und deffen Jdahler der eine Faftor des
gegebenen 3dhlers ift und ausd dem andern Faftor ded ge-
gebenen JFahlers.

Umgefehrt ift ein Produft, defjen einer Faftor ein
Brud) tjit gleid) einem Brud), hepeu Nenner gleid) dem
Nenner ded Brudyfaftors und defjen Jahler gletd) it dem
Produft ausd dem Jdhler des gegebenen Brudfaftord uad
bem anderen Faftor ded gegebenen Produfts.

Beweis:
Nm die Ridytigleit der Gleidjung
ab a
D= p
a o

s erweifen, multipliciven wiv diefelbe auf beiden Seiten mit a.
Hievburdy ergiebt fich
3



ab A,
o a
pder
LI
o a
Nad) der Grflarung eined Bruches ift aber:
ab
— - o == ab
a
a
— -a=—a
a
Alfo wird dad vidtige Refultat
ab=ab

erhaltenr, d. . die obige Gleidhung
3_!)_ — _a; . b (— _b . a)
o o a -

muf ridhtig fein.
Vierter Divifionsdiap.

V. ﬁ>=ﬁ[=@]

o b
b. §. ein Brud), deffen Fahler wieder ein Brud) ift, ift
g[ei? einem Brud), defjen Jahler gleid) dem Fdahler bes
gegebenen Zahlers und deffen Nenner das Produft ift aus
dem Jenner ded gegebenmen 3dhlerd und dem gegebenen
Nenner.

Nmgefehrt it ein Brud), deffen Neuner ein Produft
ift, gleid) einem Vrud), defjen Nenner gleidh dem einen
Faftor ded gegebenen Nenmers und dejfen Jdhler ein
Vrud ift, welder sum Nenner den andern Faftor des
geg%[)enen Pennerd und jum Fahler den gegebenen Jdh-
lev hat.

DBeweis:
Soll die Gleidhung

) =

—= ba
a

ridhtig fein, jo muf durd) Multiplifation mit ba ein ridtiged Re-
}ultat erhalten werden. Diultiplicivt man die vedjte Seite mit ba,
o ethdlt man nad) der Grflarung eines Vrudes den Jahler a.
Die linfe Ceite multiplicive man guerft mit o und dbann mit b,
jo ergiebt fih nach der Crfldrung eimed Brudhes:
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a

b

-b=a, d ) a=a

Finfter Divifionsfap.
V. a8« (__ 2.2
b b B \ B b
b. b. ein Brud), deffen ahler und Nenner Produfte find,
ift gleid) einem Produft von Briiden, deren Jdhler die
Sattoven des gegebenen Jdhlers und deren Nenner bdie
Saftoren ded gegebenen Nenners jind. '

Nmgefehrt tjt ein Produft von Bridjen gleid) einem
Brud), defjen Fahler gleid) dem Produft der gegebenen
Jahler unbd dejjen Neuner gleid) dem Produft der gege-
benen Nenner ift.

Beweil:
Um die Nidtigleit der Gleidung
ag  a o
g b B

gu priifenr, multiplicive man auf beiden Seiten mit bB. Hierdbur
ergiebt fid) mit Anmwendung der Crflarung eined Brudes na
und na

Anmerfung:
Jjt ein Faftor ded Jahlerd gleid) einem Faftor des Nenners,
3 B. b =a, o liefert der fo eben bewiefene Sap

ac__a a o

aB” a B B

da —:— nad) der Crfldarung eined Brudjed gleid) 1 ift, weil a.1 = a.

Kommen demnad) im Jdhler und Nenner eines
Bruded einander gleide Faftoren vor, {o fann man
diefelben weglajfen. (Heben der Briidye.)

Umgefehrt fann man dem 8&?[& und RNenner eines
Brudes gleide Faftoren hingufigen, ohne den Werth
bes %rud?eﬁ gu verdndern. (CGrweitern der Briide.)

Sedyfter Divijiondjag.
VL. a B ]

=% )
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D. h. ein Brud), dejjen Nenner wiedev ein Brud) ift, ift
gleid) einem Brud), deffen Jahler ein Produtt ift aus
pem gegebenen Zdahler und dem Nennev ded gegebenen
Neuners — deffen Nenner aber gleid) dem Zahler des
gegebenen Nenmners ift.

Nmgetehrt ift ein Brud), deffen Jdahler ein Produft
ift, gleid) einem Brud), dejfen Nenner ein Brud) ift aus
pem gegebenen Nenner ald 3dahler und dem einen Faftor
ped gegebenen Jdahlerd als Nenner und dejjen Zdhler
gleid) Dem anderen Faftor ded gegebenen Fdahlers ift.

Beweis:
Man multiplicire die Gleidjung
n__ 38
/4 a
()
qur Priifung ihrer Nidjtigleit mit der folgenden
o
(’(T)' b=
welde die Crfldrung eines Brudjes darftellt, fo evgiebt fid
a_ . <_°‘_> CB= ap o
B

) °‘

Da aber
()=
(%)
b %-a—_—ap ift,
fo erhilt man
a.B=af

ein vidjtiged Rejultat.

Siebenter Divifionsjagp.

TG s L6
a ba b

() (%))

d.h einBrud), deffen Jdahler und Nenner wieder Briide
find, ift gleid) einem Brud), dejfen Jdahler ein Produft
ift aus dbem 3dahler ded gegebenen Zdhlers und dem Nen-
ner ded gegebenmen Nennerd — und deffen Nenner ein
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Produft ift aus dem Nenner des gegebenen Jahlers und
bem Zdhler ded gegebenen Nenners.

Beweid:
m bdie NRidytigleit der GSleidfung

(5) _a

unb 2B ho = ap ift, bie folgende Gleidhung:
a
T . p . b == a[i
oder
a
—b— -b. p == a{i
». b _
a.B=af, ein ridtiges Rejultat.
Bemerfung:
aB _il_B_
Da Ta = ab’ o muf aud
a a
B _©
F G
B B
Lehrias
Wenn mehreve Briidje einander gleidy find, 3. B.
a' b c! d’

—_— = —— —_— T T== e s e e

a b~ ¢ d
fo ift jeder derfelben gleid) dem folgenden Brud
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aa’ + Bb' 4 yo' + dd . ..
aa + Bb + yc + 8d ...
in weldem «, B8, v, 3, ... gany beliebige Jahlen bedeuten.
Beweis:
Man begeicdhne jeden der gleidjen Briidpe
a' b e d
a’h e’ d’
burd) », fo miiffen nad) der Grfldrung eined Brudjed folgende
Oleidyungen ftattfinden:

8

a' = xa

b! = xb

¢ = xc

d' = xd
€.

MPMultiplicivt man nun die erfte diefer Gleidjungen mit «, die
aweite mit 8, bie dritte mit y, die vierte mit 3 u. ? f. und addirt
die fo entftegenben Oleidjungen, fo erhalt man bdas folgende Refultat:
aa' +Bb - ye' +8d' 4 ... =axa+ Bxb+yxc +dxd 4. ..
oder nadjdem auf der rvedjten Seite der gemeinjdaftlidhe Faftor x
(IL. Multiplifationdjap) herausdgezogen ift:
aa' +8b' 4 ye' +8d' 4 ... = (aa 4 Bb+yc3d4...)
Nad) der Crfldrung eined Brudjes folgt aus bdiefer Gleidhung
der Werth

_aa'+Bb +ye' 34+ ...
~ "wa + Bb +yc +od +...
Alfo, da x den Werth ber gleidhen Briidhe
a’ b ¢
2 b e ar

bebeutet, ergiebt fid), dafy jeder diefer gleichen Buiidhe gleid) dem

folgenben ift
aa' + Bb' 4+ ye! + 3d' + ...
aa + b +yc +3d +...

' 'SDieQIbbit'ion und Subtraftion jweier Britdhe, welde
feinen gemeinfdaftiiden Nenuer befisen, gejdieht
nad) den beiden folgenden Formeln

2, b __af+4ba
«tTET ap
i*i:a@—ba
a B afs
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Die evftere devjelben fann man befouderd leidht bem Gebdidyt-
niffe etnpragen, wenn man durd) dad Sdema der ju abddirenden
Vriidje ein liegended Kreuy () gelegt denft, ndmlid)

B b-
.

Die Summe bder beiden Briide ift deun gleid) einem Brud),
deffen Nenner das Produft der beiden Nenner und bdeffen Jahler
die Summe bder Produfte der Grdfen ift, welde durd) ein und
diejelbe Gerade gefroffen werden.

Die obigen beiden Formeln beweift man iibrigens leidyt folgen-
permafen. €8 ift

2 =2 (V. Divifionsias.)

o af
b _be (desgl.)
Adbdirt man diefe beiden Gleidhungen, fo ergiebt fidh
a b aB |, ba _aBf+ba
—+ =8 + P i (I Divifionsjas.)

Cubtrahirt man dagegen bdie untere von bder oberen, jo ers
halt man
a b af ba af —ba

(II. Divifionsfap.)

o B 71-[; af - of

Sind zwet Briidje einander gleid), 3. B.
a b

a
fo findet audy Gleidhheit zwijdjen den folgenden Produften ftatt:

afl = ba
llm diefed 3u beweifen, multiplicive man die Gleidjung
a b
— =
auf beiden Seiten mit «f, o folgt
a b
— - aB = Ba
b. §. nad) der Erfldrung eined Brudhes:
afl = ba
Aus der Gleichung
a b
@ B

ie folgende
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al=b)a
bilden — mnenut man ,liber Kreug multipliciven.”
Aus der Gleidhung

af =ba
fann man umgefelrt die folgenbde Berleiten
a b

o

indem man biefelbe durd) dad8 Produft af dividirt. Dividirt man
iefelbe dagegen durd) dad Produft ab, fo erhdilt man

B a
b a
Befteht demnady die Gleidung

a b

B

fo fann man aud diefer die folgende bilden

e _ B
a b

Diefe Bildung nennt man ,dad UmTehren der Briidye.”

Brudrednung mit negativen Grofen.

Die Brudredynung mit negativen Grigen gejdhieht nad) den
dret Formeln:

—a —_{/—a_
b b -\ )

+a a
2) —b T)

— a a
3) —p = +(T>
Um bie erfte diefer bret Formeln

—a (a

Fbp  \b

gt beweifen, multiplicive man auf beiben Seiten mit 4- b, fo er-
giebt jid)

b

Nad) dem allgemeinen Sage iiber die Multiplifation negativer
®rofen 1t aber

(5) ()= — . %)= —a

—ai= - ()]
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Da alfo dad vidhtige Refultat
—a = —a

erhalten ift, fo mufy die Gleidung
—a a
i =~ ()
ridhtig fein.

llm die Nidptigleit der zweiten Formel
+a _ ( a )
—b
gu pritfen, multiplicive man mit — b, fo ergiebt fich:
a a
Fa= (0 (=)= +b )=+
ein ridhtiged NRejultat. Aljo ift:

+a a
—b <T>
Die dritte Formel
—a a
—p = (T)
ift ebenfalld ridhtig, denn man erhdlt durd) Multiplifation mit (— b)

Camen (i g) =)

Nus diefen bdrei Formeln laht fih nun folgende allgemeine
Regel itber die Divifion negativer Grofen herleiten:

Gin Brud) zweier Jahlen ift eine pofitive Jahl, wenn
Gahler und Nenner ded gegebenen Brudjes gleide BVor-
seidjen haben — unbd eine negative Jahl, wenn Jahler
und Nenner ungleide oder entgegengejepte BVorzeiden
befipen. Der Saglmertf) des Brudjes if% ftetd gleid) einem
Brud), deffen Jdhler der Jahlwerth desd gegebenen Jahlers
und bfeﬁen Nenner der Jahlwerth ded gegebenen Nen-
ners ift.

Gin Brud), in weldem Jahler und Nenner gleidh Null
find, hat einen unbeftimmten Werth.
Dasd Jeidjen
0

0

bedeutet feine beftimmte Zahl, da ed jede Jahl darftellen fann. In
per Ihat faun
0

— = a

0
jede beliebige 3ahl a bedeuten, da
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0=a.0

ift. — 8 fommt bei der Veftimmung ded wahren Werthes von %

pavauf an, wie die MNull ded Jahlevs und Nenners entftauden ift.
Hat man jum Beifpiel den Brud)

a.a—b.b
a—Db
veffen. Werth gleid) a + b ift und madt man b = a, fo erjdeint
diefer Brud) in der Form ~8- €8 ift aber erfidhtlid), daf bder
Brud) in Beriidfidtigung feiner Entftehungdweife nur den Werth
a+ a = 2a haben fann. — Sollte dem Lefer der Brud) —g— auf=

ftofen, o wird derfelbe gut thun, auf die Gntftehungsweife diefes
Brudped Niidfidht zu nehmen; insbefondere aber den Werfud) u
madjerr, ob vor der Entftehung deffelben Nenner und Jihler durd)
einen Faftor gehoben werden fonmnen.

Bom Divibiren gegebener Ausdriice.

G8 feien Z und N jwei Ausdriide, von benen der erfte durd
ben zweiten dividirt werden foll. Man ordue diefe Ausdriife zu-
nidit, wie diefes bei der Multiplifation gezeigt ift. Dann unter-
fudje man, wie oft dasd erfte Glied des Divifors N in dem erften
Gliede ded Dividenden Z enthalten ift. Gefest diefed wire a mal,
fo bilde man den Yusbrud

r=27—aN
Aus diefer Gleidjung erhilt man
Z=aN+4r
oder wenn durd) N bividirt wird
Z r
N Tt

ALB erfted Glied ded bei der Divifion ded Ausdbruds N in den
Ausdrud Z fid) ergebenden Quotienten erhilt man demmnad) a. Den
Auddrud

r=172—aN
nennt man den Divijionsveft. It der Divifiondreft r geordnet,
fo bividire man mit dbem Divijor N in den Meft r, d. h. unterjudye
gunddyft, wie oft das erfte Glied des Divijord in dem erften Gliede
ped Jefted enthalten ift u. §. w.

Auf diefem Wege erhdlt man der Reihe nad) die verjdjiedenen
Glieder ded Duotienten

Z

N
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Beifpiele.
1) Man foll den Ausdruc
N=2a+3b —c¢c
in den Yusdrud
Z = 6aa + 5ab — ac — 6bb 4+ Bbec — cc
dividiven.

Da der Dividend und der Divifor {dhon geordnet find, fo
unterfudje man, wie oft dad erfte Glied ded Divifors = 2a in dem
erften. Gliede ded Dividenden = Gaa enthalten ift. Man findet
3amal. Jept bilde man

fr:Z—~331\I=—4ab.+ 2ac — 6bb + 5bc — cc
fo ift
Z — 3ad — 4ab 4 2ac¢ — 6bb + 5be —cec
~ = 2a + 3b — ¢
Nun fehe man ju, wie oft dag erfte Glied ded Divifors = 2a
in dem erften Gliede bded Refted — —- 4ab enthalten ift; man

findet — 2b mal. Nun bilde man
s=r1r—(—2b)N=r+ 2bN
= 2ac + 3bc — cc

fo ift
ro 2ac + 3bec — cc
T-——zb_*— 2a+ 3b — ¢
oder da
Z r
W':?)a +"N»“
war,
Z 2ac -+ 3bc —cc

N_3d 2b + 2a + 3b — ¢
Jest unterfudje man, wie oft das erfte Glied des Divijord
= 2a in dem erften Gliede = 2ac ded 3weiten Nefted 2ac + 3bc —ce
enthalten ift; man findet ¢ mal. Bildet man nun
s —cN=2ac+3bc—cc—c(2a+3b—¢c)
fo ergiebt fid) Null, d. §. es ift:
S

_—:c

N
Folglidy erhdalt man
—§— =3a—2b+ec
al8 den gefudjten Quotienten. )

LVon der Richtigleit diefes Nejultates iibersengt man fidhy durdh
Multiplifation von 3a — 2b + ¢ mit N =2a+ 3b — ¢; man er=
hilt namlidy:

Z =6aa+ bab—ac—6bb+Hhe—cc=
(2a+3b—c) (3a—2b+c¢)
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Die Operation ded Dividivend gefdjieht nun in dem vorliegen-
pen Falle emnfadjer folgendermafen:

Divifor
Dividend 2a+3b—c
6aa 4 bab — ac — 6bb - 5bc — cc | Quotient
6aa -+ 9ab — 3ac 3a—2b+ ¢
Rejt = — 4ab 4 2ac — 6bb 4 Bbe — cc
— 4ab — 6bb - 2be
Reft = 2ac + 3bec — cc¢
2ac + 3bc — cc
Reft = " Null
Der Quotient ift alfo:
3a—2b ¢

2) Den Yusdrud a.a.a+ x.x.x durd die Summe
a -+ x gu dividiren.

Divifor
Dividend a4 x
a.2a.a 4+ X.X.Xx Quotient
a.a.a4a.a.x | a.a—ax +x.x
Reft=—a.a.x+x.x.x
—a.8.X—a.Xx.X
Reft = axx + xxx
axx -+ xxx
Reft = Null

3) Den Yusddrud
Z=-a.a.a.a—2a.a.x.x+x.x.x.X%
purd) die Summe

N=a.a—2ax+ x.x
gu dividiren.

Divifor
Dipidend aa — 2ax 4+ xx
aaaa — 2aaxx -+ XXxx Quotient
aaaa- — Z2aaax + aaxx aa + 2ax + xx
MReft =  2aaax — 3aaxx + xxxx
2aaax — 4aaxx + 2axxx
Reft = aaxx — 2axxx + xxxx
aaxx — 2axxx 4+ xxxx
Reft = RNull

4) ODie Cinbeit durd) bdie Differen; 1 —x 3u
pividiren.
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Dividend ' Divijor
1 1 —x
1 —x Duotient
Neft = x 1+ x4+ x.x+ x.x.x
X —X.X
Reft == T xx
XX — XXX
Reft = XXX
XXX — XXXX
Reft = XXXX

So fann man bei diefem Beifpiele die Divifion fortfegen und
immer neue Glieder ded Quotienten erhalten. ©8 wird aber ftetd
ein Divifiondreft iibrigbleiben und daher audy der Divijor niemald
in dem Dividenden aufgehen.

5) Die Ginbeit durd) den Ausdrud

1 —2x —x.x
3u dbividiven.

Dividend I Qivifor
1 1 —2x —xx
1—2x —xx Quotient
Rejt = 2x 4+ xx 1+ 2x + 5xx + 12xxx
2x — 4xx — 2xxx + 29xxxx
RNeft = 5xx + 2xxx
5xx — 10xxx — Dxxxx
Reft 12xxx + Hxxxx
12xxx — 24xxxx — 12xxxxX%
Reft = 29xxxx -+ 12xxxxx
29xxxx — H8xxxxx—29xXXXXX
Reft = T0xXXXX+29XXXXXX

Jn diejem Falle geht der Divijor ebenfalld nidt in dem Divi-
denden auf.

6) Die Ginbeit dburd) den Ausdrud

N=1-—2x+ 3xx —4xxx
ju dividiven.

Fihrt man die Divifion nad) der angegebenen Methode aus,
fo erhdlt man

Duotient = 14+ 2x + xx + bxxxx
+ 14xxxxX
Reft = 13xxxxxX — 22XXXXXXX

+ B6xXxXXXXXX
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Fiinfter Abjdnitt,

BVon den Potengen.

Grtlarung:

Poteny zweier Zahlen ift ein Produft von lauter

gletidyen Saftoren, beren Griofie durd) die eine der beiden

egebenen Zahlen und deven Yngahl durd) die andere be-
?timmt iit.

Die Grife der einander gleiden Faftoren heifit Bafis oder
Grundzahl der Poteny; bdie Anzahl derfelben Crponent der
Potens.

Begeidhnungsdweife:

Das Produft von n gleidhen Faftoren, derven jeder gleid) der

Babl a ift — begeidhnet man durd

n
a

S der Poteny " heift a die Bafid ober Grundzahl, n der
Grponent der Poten.

Das Jeidjen 4" wird audgefproden
a zur nt" Poteny, oder einfader
a godj n

Beifpiele:

1) Dasd Beichen 2° driicft den Werth bded Produfted
2.2.2.2.2 =32 aud; daber ift:
25 = 32

2) Das Zeidjen (1/;)7 driidt die ahl ausd

P PO P PR Y s o s = Yauer

(1/3)7 = Yy157

dafer ift:

3) Das eiden (2/;)® bebeutet die Jahl
Cl?* =25 - 25 . *l; = ®|1a

Griter Potenzfat.
L a(m—l—n) = ,m n
0. . eine Potens, deven Crponent eine Summe ift, ift
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g[eig einem Produft vou Potengen, deven Grundzahlen
gleid) find der Grundzahl der gegebenen Potens und deren
Grponenten gleid) jind den Summanbden ded gegebenen
Potenzerponenten.

Wmgetehrt it ein Produft von Potenzen, deven Grund-
sablen einander gleid) find — gleid) einer Poteny, deren
Grundzahl gletd) ift der gemeinfdjaftliden Grundzahl
und deven Crponent gleid) ift der Summe aller Poteny-
erponenten.

Beweis:
Das Jeidhen o(m +n) bedeutet nach der Grflarung eiver Po-
teny — dag Produft

a.a.a..... a und gwar (m+n) folder Faftoren.

JInbem man die erften m Faftoren a in einander multiplicivt
und danw die folgenden n Faftoven a, erhdlt man

m n
a(m+n)=a.a.a...aXa.a.a...a

Dad Produft der m Faftoren a, nimlid)

m
a.a.a....a

ift nad) der Grflarung der Poteny gleich

am
Gbenfo ift
n
a.a.a.. a — an
dafer erhalt man:
a(m +n) _ M a"

Allgemeiner Jufatp.
a("+"1+n2+"') = a".a™.a" ...
Die Beweisfihrung bdiefed allgemeineren Potensjaped verlangt

eine mehrfadye Wwendung ded Potenzfapes 1. Hanbdelt ed fid) 3. V.
darum, die Formel

ﬂ(p + q + !') = ap.aq. ar
su erweifen, fo zerfege man die Summe der drei Summanden
(p + q - r) in eine Summe von nur wei Summanven, ndmlid
(p+q+r)=[(+q) +r]
Dann ft mit Amwendung des Potenzjaped 1 uerft:
dpFatr) e+t ao+r]__ (pdq)



48

9Bird nun die Poten a(P T @) mittelft bes Potenzjapes I nody-
mal8 in dad Prodbuft P ,d zerlegt, jo ergiebt fid) fhlieplidy:
e+ o oq

Diejer fpecielle Fall zeigt, wie man zu verfahren hat, um bdie
Ridytigleit der allgemeineven Formel

a("+"‘+"2+‘ ) = al ™. a™. ..
3u erweifen.
Sweiter Potenziap.

m
1L a(m —n) _ a2

a
b. b. eine Poteny, deven Grponent eine Diffeveny ift, ift
gleid) einem Brud); — dejjen Jdahler eine Poteny ift,
peren®Grundzahl gleid her@runhgablhetgegeﬁenen%)ateng
und deven Grponent gleid) ift dem Minuend des gege-
benen Potengerponenten — und deffen Nenner eine Po-
teny ift, deren Grundzahl der GSrundzahl der gegebenen
Poteng und deren Grponent dem Subtralend des gege-
benen Potengerponenten gleid ift. ,
Umgefehrt ift ein %rng) gweier Potengen mit gemein-
jaftlider Grundzahl gleid) einer Potens, deren Srund-
gabl gleid) ift der gemetnfdyaftlidjen und beren Grponent
gleidh) ift dem Grponenten ded Jahlers, vermindert um
den Grponenten ded Nenners.

Beweisd:
Nad) der Crfldrung von Differens zweier Jahlen ift
(m—n) +n=m,
aljo, wenn beidbe Seiten diefer Gleidung al8 Crponenten jur Grund-
3abl a gefept werden, folgt
a(m— n)-+n m

= a
Berlegt man die linfe Seite diefer Gleidjung, deven Grponent
die Summe der beiden Grofen (m —n) und n t'?i nad) dem L Po-
tengfage in bdie beiden Factoren al® ™ yund a", fo ergiebt figh
a(m—n) QM — M

Durd) Divifion der vorftehenden Gleidung durd) a" folgt
endlid), wad ju beweifen war
m
a
ﬂ(m - n) = -
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Anmerfung:
Wird in der Gleidjung
m
a

a(m—-n): T

a
pie Groge m gleid) der Grihe n gemadyt, jo erhilt man
n

Das Jeidjen a° bedeutet bemnad) die Ginbeit.
Dritter Potenzfasp.

II. (a.bh)" = a".p"
b. h. eine Poteny, deren Grundzahl ein Produft ift, ift
gleid) einem Produft von Potengen, deren CGrponenten
gletd) bem Grponenten der gegebenen Potens und deren
Grundzahlen die Faftoren der gegebenen Grundzahl find.

Umgefehrt ift ein Produft von Potengen, die einen
gemeinjdaftliden Grponenten befigen — gleid) einer
Poteng, deven Grponent gleid) dem gemeinjdjaftliiden
Potengerponenten und deren @runbgagl dad Produft ver
gegebenen Grundzahlen ift.

Beweis:

Nady der Crfldrung einer Poteny bedeutet das Jeidjen (a . b)" das
Produft

(@.b) (@a.b) (a.b).... (a.b) und zwar n foldjer Faftoren.
Da nun in Folge des I Multiplifationsfapes bdie Faftoren
eined Produttes beliebig mit einander vertaufd)t werden Fommen, fo
darf man juerft die n Faftoren a tn einander multipliciven, darauf
die n Faftoren b und hat endlidh) nod) dad Produft diefer beiden
Produfte u bilden. Nan erhalt alfo

n n
(a.p)" =a.a.a...aXb.b.b...b
Nad) der Crildrung der Poteny ift aber

P
n

1
a.a.a....a = a" und eben fo

P ——
n

b.b.b...b = p"
Daber folgt, was zu beweifen war

@@.p)" = a".p"



50

Allgemeiner Jufap.

(@a.b.c..)" =a".p". " ...

Die Beweisfithrung diejes verallgemeinerten Potenzjapesd forbert
eine dftere Amwendung ded II. Potenzjapesd. E8 foll hier nur bie
Nidytigteit der Formel erwiefen werden, wenn die Grundiahl der
gegebenen Poteny ein Produtt aus drei Faftoven ift, namlid)

(a.b.c)n = a".bp" "
Da (a.b.c) = [(ab).c]
fo erhdlt man durd) Grhebung beider Seiten auf die nte Poteny
(a.b.c)" = [(ab).c]"
Wendet man nun ur Umformung der vedjten CSeite diefer
Gleidung den 1L Potengfab an, fo ergiebt fid) erftlich
(a.b.c)" = (ab)n. "
und dann durd) nodymalige Anwendung diefed Saped, indem fiir
(ab)" gefept werden darf a". p"

(a.b.c)" = a".p". "
Auf dhnlihe Weife beweift man durd) mehrfade Anwendung
ped Potenzjaped I die allgemeinere Gleihung

(a.b.c..)" =" p".c"...
BVierter Potenziat.

Iv. (_a_)“=_i

0. h. eine Poteny, deven Grundzahl ein Brud ift, it
gleid) einem Brud), deffen Jahler eine Poteny ift aus
bem Jdhler der gegebenen Gruudzahl ald8 Grundzah!
und mit dem gegebenen Potenzerponenten; und dejjen
Nenner eine Potens ift ausd dem Nenner der gegebenen
Srundzahlald Srundzahl und mitbemgegeﬁcueng)oteug:
erpounenten.

Umgetebhrt ift ein Brud) gweier Potenzen mit gemein-
jdaftliden Grponenten gleid) einer Poteny, deven Erpo-
nent gleid) dem gemeinjdjaftlidjen Potenzerponenten und
deven Grundsahl ein BVrud) ift, defjen Zahler gleid der
Grundzahl ded gegebemen Fahlers und dejjen Nenner
gleid) dex @ruuhgagl des gegebemen Nenners ift.

Beweis:
Nad) der Crfldvung eines Vrudhed oder Duotienten zweter

ahlen ijt
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() b=
T) Th=a

Grhebt man beide Seiten diefer Gleidhung zur nten Potens, o
ergiebt {id)

n
AN __ .n
p) P =a

Jerlegt man bdie linfe Seite bdiefer Gleidhung, deren Grundzahl
pad Produft der beiden Grifen (—:—) und b ift — nad) dem IIL

Potensjape in die beiden Faftoren (—Ba—)" und b", fo erhdlt man
n
a n__ .n
(_b_> .b' = a

Diefe Gleidung dividire man auf beiden Seiten durd) b, fo
folgt endlid

Finfter Potenzfap.

m.n m\" n\"
V. a'=)=a

a

». 8 eine Potens, deven Grponent ein Produft weier
Sablen ijt, ift gleid) einer Poteng, deren Grponent der
eine Faftor ded gegebemen Grpomenten ift und bderen
Grundzahl wieder eine Poteny ift, deren Grundzalhl
gleid) der gegebenmen Gruudzahl und deren Grpoment
gleid) dem zweiten Faftor des gegebenmen Potenzerpo-
nenten ift.

Umgetehrt it eine Poteny, deven Grundzahl mwieder
eine Poteny ift — gleid) einer Poteny, deren Grundzah!l
gleid) ift der Grundzahl ber gegebenen Grundzahl und
peven Erponent ein Produft i?t aud dem Erponenten
bev gegebenen Potenz und dem Grponenten der gegebe-
nen Grundzahl

Beweid:
Da nad) der Grfldrung eined Produfted das Jeidjen m . n die
Summe
m+ m-+m-+ ... und gwar n jolder Summanden bedeutet, fo ift

—

n
m. - m
alﬂ___ﬁm}—m-}— -+

4&
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Durd) Amwendung ded vevallgemeinevten I Potenzfapes erhilt
man aber die Produftzerlegung

n
aMTmAmb L mom M swar n foldjer Faf-

toren a™
Dad Produft

m m m
a .a .a ...

n
it ferner nad) der Griflirung einer Potens gleidy (2™ ), alfo folgt:

m.n n
mn ()

In jo fern die Faftoven m und n mit einander vertaufdyt wer-
den fonnen, ift aud

™" = (a")m und demnad

"= @) = @)

Erflarung einer YPoteny, deven Erponent eine negative

Babl ift.

Wenn in der Formel ded II. Potenzjapes
dm—m)_ 2

n
a

m gleid) Null gemad)t wird, fo erhilt man auf der linfen Seite
eine Poten, deren Crponent die negative Jahl — n ift; bdie rechte

o
Seite wiivde dann gleid) L = L werden. Die Grflarung einer
n n
a a
Potens, deven Crponent eine negative Jahl ift — erfolgt baber am
einfadhften aud dem II. Potenfas, indem man dem Seidjen

_ 1
a~ " bie Bedeutung von "y
a

unterlegt.
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Die Giiltigfeit aller finf Potengjape ift jest ju erweifen, wenn
alg t,@h'pnnenten der Potengen aud) negative Grofen angenommen
werden.

I Potenzfas.

am-{—n — M g0

Die RNidtigteit diefed Saped ift nod) ju erweifen, wenn eine
per beiden Jahlen m ober n negativ ift, wabrend die andere pofitiv
bleibt — und wenn beide negativ find.

Qft exftlid) m eine pofitive Jahl und n = — n’ eine negative
3abl, fo wird entweder m — n' eine pofitive Jahl fein oder eine
negative, deren Jahlwerth gleidh) (n’ — m) ift.

Wenn m — n' pofitiv, fo wird nad) dem IL Potensfag

. m
m — n' a 1
am+n=a,( )::__.l...'—_am.._‘
a'l’l an

Da aber nad) der Crflarung einer Poteny, bderen Erponent
eine negative 3abl ift

__nl
a n =_1T
an
jo erhdlt man
. n!
am+n=am.a n=am.a"

wenit m pofitiv, n negativ und der Sahlwerth von m grofer al8
ver Sahlwerth von n ijt.

Wenn m — n' negativ, {o wird
MmO M) eine pofitive Jahl —
dbafjer ift nad) der Grfldrung einer Poteny mit negativem Grponenten

Jutn _‘_1__
n—m
a
Durd) Anwendung des I1. Potenzjages erhilt man fiir L
pen Brud)

! m
al m-+n 1 a m 1

S daher folgt a ==

n' o' : 1
a“l a a an
m
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Gnolid) ergiebt fid) in Folge der Grfldrung

1 __a—n'
— =
a
m-+n m —n' m n
a + =a .a =a .a

wenn m pofitiv, n negativ und der Jahhwerth von n grofer ift als
der 3abhlwerth von m.

Sind gweitend m und n beide negative Jabhlen, ndmlid)

m= —m' und n= —n', {o wird mittelft der Crfldrung einer
Poteng mit negativem Erponenten nad) und nad
am—]—n:__a——(m‘-!-nl): ‘{}- [ = :1 [
a(m n‘) aMm' gt
(I. Potenzfap)
—_—_-——1—,-—17=a_ml a-nl_—_- am a"
am a"

Die Ridjtigleit ded I. Potengjapesd ift demnad) erwiefen, wenn
pie Jablen m und n pofitiv oder negativ find.

Bweiter Potenzfap.

m

m—n __ 2

a T n
a

Die Verallgemeinerung diefes Sapes verlangt nod) die Beweis-
fithrung in folgenden Fallen:

a) {:l" pofitiv , m <<n
b) {m pofitio

n negativ = —n’
m negativ = — m’
©) {n pofiiy
a0 {m negativ = — m’
n negativ = — n'
Im Falle a) ift die Poteny
AN (n-—m)= 1 1 am
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Im Falle b) ift die Potens

m
m—n m-n' m n' 1
a = a + = a . a = am . — a

Sm Falle ¢) ift die Poteny

I b B (m'4n) _ 1 — 1
am' +m am | gn
_ 1 ) 1 _ a— m' . al’l’l
a™ a" al a’
Im Falle d) ift die Poteny
AT = a("‘_ml), wenn n' > m'

oder = o (M'—n')

, wenn m' > n'
It n' > m', jo wird

nl

m-—n f—m’ a 1 n’ —m’ n
a — '(l(" n ) = — = — - a =—a . a
m m
a a
— M 1 m 1 a™

It m’ > n', fo wird

MmN a—(m‘—-n‘) — 1 1

1
— ,
—m m
a® a __a
- — —n' 7 on
1 a a
nl
a

Der Potengfap 1. gilt demnad) nod), wenn die beiden Jahlen
m und n pofitiv oder negativ find.

IIL. Potenzjat.

(ab)" = a®. p"
Die Nidtigleit diefes Saped ift nod) zu evweifen, wenn
n = — n' eine negative Jahl ift. Alddann wird:
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—n 1 1 1 1
@) = @) " = = e =
(ab) a .b a b

—n' ,—n' n ,n

= a b =a.b.

Der dritte Potenzfap bebhdlt alfo feine Giiltigeit, wenn aud
der Grponent eine negative 3ahl wird.

IV. Potenziap.

(a)' —
(b] b"
Wenn n = — n’ wird, fo folgt:

=

ol

Alfo gilt dex IV. Potensfap fiir pofitive und negative Grponenten.

V. Potenzfas.

n
m.n ( m)
a = \a

Die Ridtigleit diefed Saned ift nod) in folgenden Fillen zu
erweifen

[ m pofitiv
2) | n negativ = — n'
m negativ = — m'
b) { n pojitin
o) {m negativ = — m'
n negativ = — n'
Jm Falle a) ift die Poten;
am.n___a—m.n’: 1 _ 1 : =(am)
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Im Falle b) ift die Poteny

m.n__ _—m'.n 1 . 1
A =3 i n n
a (am )
Wendet man nun den IV. Potenzfap an, jo ergiebt fidh

1
o

o= [ = ) = e

Im Falle c) ift die Poteny

1 n
)n =l m' ] und daber
a

! Il

n 1 " 1
= =[]
—n' n
E ; = (am) = (am)
n
(am)

Der V. Potenzfap behdlt daher feine Giiltigteit, gleidhviel ob

m und n pofitive oder negative Jahlen bedeuten.
Anmerfung:

In den fo eben bewiefenen Formeln iiber die Potensen diirfen
bie Grunbdiahlen pofitive oder negative, gange oder gebrodjene Jah-
len — bdie Grponenten dagegen mur gange, jowohl pofitive al8 audy
negative Bahlen fein. — Die Aufftellung von Formeln itber bdie

Umformung foldjer Potengen, deren Grundzahlen Summen ober
Differengen find — von der Form

(a 4+ )" und (a—b)",

dedgleihen die Grflirung und Umformung einer Poten, bderen
Grponent eine gebrodjene Jahl ift — Yann erft fpdter an den geeig-
neten Stellen erfolgen.

m.n m'.n = !
a —an-n (am
1

AUligemeine Ueberficht der Potenzformeln.

n m n
1. am+ = a .a

m-—n a 0
1. a = -5 a _—.l;a .—_:_1__
n

a a
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118 @h)" = a" . "
Iv. [1]" — a2
b pn
V. N (am)" _ (an)m

m und n find pojitive oder negative gange Sahlen,
a und b pofitive ober negative, gange oder gebrodyene

Bablen.
Beifpiele jur Potenzrednung.

1) (ab“’)3 . bt ab?
(ab)’ . ¢* c
—2p y a3p—2
2) (ib_)23_l_’_ ab?
(a—3b?)" bt
—3p2) " - 3]t
3) (@Y a7t

c2.a%. (abc)_3
Durd) Ausfithrung bder Potengbildungen mit Hiilfe von fort-
gefepten Mtultiplifationen entwidele man die Formeln:
4) (a+ b)* = a® + 3a?b + 3ab? + b?
5) (2a — b)? = 8a%* — 12a?b + 6ab? — b3
6) (a+ b+ c)?=a%+ 2ab + b? + 2ac + 2bc + ¢?
7) (a+ b+ c)®=a%+4 3a%b 4 3ab® 4+ b® + 3a%c 4 6abe
+ 3b%c + 3ac? + 3bec? + ¢?
8) (a + b)3(a — b)2 = a* + a*b — 2a%h? — 2a?h® + ab* + b>
9) (a+ by =
a’ 4 7a’h + 21a°h? 4 35a*b? + 35a°b* 4 21a%b® 4 Tab® + b7
10) (a + b)* (a — b)* =
al® — 5a®h? 4 10a®b* — 10a*b® + Ha2h® — b1°
DQurd) wirflide Ausfihrung der Multiplifationen und Addi-
tionen beweife man die Ridytigeit der folgenden Gleihungen
11) (a® — b?? + (2ab)? = (a? + b?)?
12) (a® — 3ab?)? + (3a?b — b2 = (a® + b?)?
13) (a% + b*)® + (a* — 2ab%)?* -+ (2a% — b¥)? = (a* + ab?)?
4) @+ +)EE+ vy +2H)=
(ax + by + ¢z)*’+ (ay — bx)? + (cx — az)? 4+ (bz — cy)?
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Sedfter Abjdmitt,

BVon der TheilbarFeit der Fablen.
Grilavungen:

Gine gange Sahl a ift theilbar durd) eine 3weite ganze 3abhl
b heifit — die Jabhl a ift ein Produft, deflen einer Faftor gleidh b
und deffen anbever Faftor eine beliebige gange Sahl ift.

Wenn alfo

a=nb
und n und b gange Sahlen find, jo ift a fowohl durd) b als aud
purd) n theilbar. — Man fagt in diefem Falle aud), — bdie Jah!
a fet ein BVielfadjed ber Sahlen b oder n.

Jebe gange Sahl, welde durd) feine andere gange Jahl mit
Ausnahme der Ginheit theitbar ift — Yeift eine Primzahl.

Bwei gange Sahlen, weldye feinen gemeinjdjaftliden Faftor anfer
der Ginbeit Beft‘%en, heifen relative Primzahlen.

Das fleinjte gemeinfdjaftlide Bielfad)e mebhrerer gangen
Babhlen ift die f[einf%e aller derjenigen Jahlen, welde durd) jeve ver
gegebenen Jablen theilbar find.

1. Wenn a > b und a fein Vielfaded von b ift, jo
fann man a {tetd in devr folgenden Weife darftellen

a=nb-4}c¢
wo ¢ < b ift.

Denn da a felber fein BVielfadjed von b ift, jo miiffen zwei
ndadyfte Bielfadje von b, namlid)

nbund (n 4+ 1)b
eriftiven, jwijdjen denen a liegt, jo daf
nb<a<<(@m+1b

G8 muf aljo fein

a=nb ¢
und gugleid) i
(m4+1)b>nb+c
ober
b>c¢ d §.c<<b

Die 3abhl n heifit dad grofte in dem Brudy —z— enthaltene

Gange, c heift der Reft. Man nennt aud) die Jahl a den Di-
pidendus oder dahler, b den Divifor oder Nenner, n den
Quotienten, ¢ den Divijionsreft.
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2. Wenn Jdhler und Nenner eined Brudjesd einen
gemeinjdaftlidjen Faftor haben, fo ift aud) der Reft burd
diejen Faftor theilbar.

©8 fei

a=nb-Jc c<<b
a=ma, b = mj

fo ergiebt fid)
mg = nmf 4 ¢

oder ¢ == mo — nmB = m (2 — nf)
b. b. ber Neft ¢ befigt denjelben Faftor m, weldjer dem Jdhler a
und dem Nenner b gemeinjdjaftlidy war.

Auf diefem Sape beruht dbad Verfahren — den grif-
ten gemeinfdjaftliden Thetler jweter Jahlen a und b ju
ermitteln.

3ft ndmlid), wie ftetd angenonumen werden fann, a nidt felber
ein Bielfahes von b, jo muf fein

a=nb-+¢ ¢c<<b

Da ferner b > ¢, fo fann man b darftellen durd)

b=n'c+d d<<c, d=o

It d gleid) RNull, jo ift b ein Bielfaded von ¢ und daher
vermige der Gleidhung

a=mnb-+c¢
a ebenfalls ein Vielfaches von c. E8 wiirde alfo die Jabhl ¢ von
a und b Iheiler fein. Die Zahl ¢ ift aud) der grofte Theiler von
a, weil a — nb == ¢ hodyftend durd) ¢ theilbar i?t.

Qft aber d grofer ald Null, jo mufy man, da e§ fleiner ald c
ift — Bhaben

c=n'd 4 e e <<d, eio

Wenn e = o, jo ift c ein Bielfadjed von d. Daber muf ver-

mige der Gleicdhung

b=n'¢c +d=n'n"d - d
b ein Vielfadjed von d fein und jwar haben b und c feinen gro-
Beren gemeinjdjaftlidien Sheiler als d, weil b — n'c hochjtens durd
d theilbar ift. Da ferner

a=nb+4c

fo tonnen a und ¢, jowie a und b hodyftens den gemeinidaftliden
Sheiler d befisen.

St e aber grofer aldg Null, o fann, da e << d ift — gefest
werden

d=n"e +f f<e =0

u . f.
Die auf einander folgenden Divifionsdrefte ¢, d, e, f, ... bil
pen eine abnehmende Neibe, denn ed ift
c>d>e>f>....
Daher mufs einer diefer Refte entweder gleid) der Ginbeit oder gleidy
RNull werden. Finbet erfteves ftatt, jo ift die Ginheit der grofte
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gemeinfdyftlide Sheiler aller Nefte und ugleid) der beiden Sahlen
a und b, d. . die beiden Jahlen a und ¢ haben aufer der Ginbeit
feinen gemeinicf)aftlic?len Theiler; ift aber im jweiten Falle
einer der Nefte gleid) ull und der nad)ft vorhergehende Neft von
der Ginbeit verjdyieden, fo ift diefer ndd)ft vorhergehende Neft ge-
meinjdaftiider Theiler aller Refte und jugleid) bev grofte
gemein{daftlide Theiler der beiden Jabhlen a uud b.

Jeder diefer beiden Fille mag an einem DBeifpiele erldutert
werden.

a) @8 foll unterjudyt werden, ob die beiden Fahlen

a==9126 und b = 1309

einen gemeinjdjaftiiden Theiler aufer der Cinbeit be-
jigen.

Ju dem Ende bilde man durd) auf einander folgende Divifionen

1309 : 9126 = 6, Reft 1272
1272 - 1309 — 1, - 37
37 : 1272 — 34, - 14
4. 37T = 2 - 9
9 : 14 = ]' E 5
5: 9= 1 - 4
4 b = 1 = 1

Da fid) unter den Reften der Reft = 1 befindet, jo haben die
beiben Zahlen
a = 9126 und b = 1309
feinen gemeinfdjaftliden Iheiler mit Audnabhme der
Ginbeit.
b) Den griften gemeinjdjaftlidhen Theilev der beiden
Sahlen

anjugeben.
an bilde nad) und nad) durd) Ausfithrung von Divifionen

146783 : 517517 3, Neft 77168

a = 5175017 und b = 146783

77168 : 146783 = 1, - 69615
69615 : 77168 = 1, - 7553
7553 : 69615 = 9, - 1638
1638 : 7553 = 4, - 1001
1001 : 1638 = 1, - 637
637 : 1001 = 1, - 364
364 : 637 =1, - 213
213 : 364 = 1, - 91
91 : 273 = 3, - 0

Da fid) unter den Divijionsreften der Reft Null befindet, o
miijfen die beiden gegebenen Jablen
a= 517517 und b = 146783
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der Neft 91, welder jundd)it dem NReft ,Null” voraufgeht — um
groBten gemeinjdaftlidhen Theiler haben. JIn der That findet man
a = 517517 = 91 . 5687
= 146783 = 91 . 1613

3. ©8 joll 3u jwei Jahlen a, boder ju mehrerven Jah-
fewa, b, c, d, ... dad tleinfte gemeinidaftlide Bielfadye
aufgefunden werden.

Handelt e8 fih zundd)ft um bdie beiden Jahlen a und b, fo
unterjudje man, ob bdiefelben einen gemeinjdaftliden Iheiler be-
figen. (63 fet t dev guihte gemeinfdyaftlihe Theiler der beiden Jah-
len a und b, {o hat man

il

a la
b =18
und ed haben o uitd B aufer der Einbeit feinen gemeinjdjaftliden
Saftor. Dann ift
ta

pa8 fleinfte gemeinjdjaftlidje BVielfadje Ju den beiden Jahlen
a und b. Denn eriftivte ein nod) Feinered gemeinjdaftlides Biel-
fached dev beiden Jahlen a und b, welded durdy V bezeidynet werden
mag und welded ald dad fleinfte gemeinfdaftlide Vielfache der
Sablen a und b gelten joll, fo mufp V jedenfalls ZTheiler von taf
fein.  Faude diefes nidyt ftatt, jo wdrve
laf==mV 4V, wo V<V

Da nun taf == a3 = ba ein gemein{daftlides Vielfadjed von a und
b ift, eben fo V, jo muf aud) V' ein gemeinjdjaftliches Bielfadyed
der Jablen a und b fein; gegen bdie Vovausdjepung, nad) welder
V>V’ dasg ftleinfte gemein%d?afﬂid)e Bielfadje der beiden Jahlen

a und b ift.
E3 fann daher V nur Theiler von tuB jein oder ed it
; ta = mV
b. h.
v
HB: mV, oder B:m —a—
und
\’
ba = mV, oder a=m T
v ‘3 ’ ’ !
Da nun und - famge Bahlen find, weil V ein gemein-

jdhaftliches Vielfaches su a und b ift — o haben B und o den ge-
meinjdaftliden Theiler m, weldes nad) der BVovausfepung nidyt
miglidy ift.  Alfo mufs

laB

ha? fleinfte gemeinjdjaftlide Bielfache zu den Deiden Jahlen a und
b fein. —
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Soll man 3u drei Jahlen a, b, ¢ dad fleinfte gemeinjdaftliche
Lielfacdhe bilden, fo fudje man uerft zu a und b dad tleinfte ge-
meinjdaftlige BVielfade = V und dann ju V und ¢ das Feinjte
gemeinjdjaftlide Vielfadje = V!, fo muf V' dad fleinfte gemein-
idjaftliche Bielfacge der Jahlen a, b, ¢ fein. Griftirte nimlid) ein
fleineres gemeinjdaftlidyed Vielfadjes ald V/, = V¥, weldjes wir ald
fleinfted gemeinjdyaftlidjed Bielfached der Jahlen a, b, ¢ annehmen
wollen, fo miifite dhnlid) wie vorher

VI J— "Vll
jetn.  Nimmt man nun an, dah V und c den groften gemein-
{haftlidyen Sheiler t/ befipen, jo wiirde
V=1t
c =ty
gejept werden fdnnen, wo v und y velative Primzahlen find und
e$ wiitde wie vorher
V= Uvy
fein. DOa wun VY dad fleinfte gemeinjdjaftliche Bielface zu den
Zabhlen V und ¢ fein jolf, jo mﬁf?en V und ¢ Zheiler von V¥ fein.
Man finbet daber

vl oW L Y
B 2 L N
Vl tlv.‘ VII
— = == ¥V =N —
c ty c

Aljo miifsten, da ~‘; und ‘:' gange Jahlen find, gegen die

Borausjepung v und v den gemeinfdjaftlidhen Theiler n Dbefigen. ©8
eviftivt daber 3u den drei Sahlen a, b, ¢ fein tleineres gemeinfdaft-
lidges Bielfaches als
Vo= l'vy

Auf bdieje Weife fann man fortfahren und ju vier gegebenen
Sabhlen das tleinfte gemeinjdjaftlidhe Vielfadje beftimmen, indem man
evit 3u drei Jahlen dad fleinjte gemeinjdhaftlidye Bielfacdye judyt und
ju diefem fleinften gemeinjdjaftlidjen BVielfachen wund der vierten
Jabl wieder dad Flemnfte gemeinfdjaftlide Vielfadpe. Lepteres ift
daun 3ugleid) zu den vier gegebenen Jahlen bdas fleinfte gemein-
ihaftlihe Vielfadye — u. §. .

&3 foll bes Veijpield wegen gu den fiinf Jahlen

20, 63, 135, 264, 968
dad fleinfte gemeinjdyaftlicdhe Bielfadje gefunden werden. Die beiden
evften Bahlen 20 uud 63 haben feinen gemeinjdjaftlichen Theiler,
aljo ijt ihr Produft = 1260 das ftleinfte gemeinjdhaftliche Vielfacpe
diejer Jahlen. Diejed Vielfad)e hat mit dev dritten Jahl 135 den
grifsten gemeinjdyaftlidjen Sheiler = 45 und man erhilt
1260 = 45 . 28
130 = 45. 3
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Daber it
45 .28 .3 = 3780
vad grofite gemeinjdjajtliche Vielfade der Jahlen 20, 63, 135. Diefed
%iel%ad)e hat mit der vierten Fahl 264 den gropten gemeinjdjaft-
tiden Sheiler = 12 und o8 ift
3780 = 12. 315
264 = 12. 22

Daber ift
12 . 315 . 22 = 83160
pas fleinfte gemeinjdjaftliche Bielfadje der Jahlen 20, 63, 135, 264.
Da ferner der grofite gemeinjdjaftlidje Theiler der beiden [ablen
83160 und 968 gleid) 88 und
83160 = 88 . 945
968 — 88 . 11
ift, jo it
88 . 945 . 11 = 914760
pas fletnfte gemeinjdjaftlidge Vielfadje zu den Jahlen
20, 63, 135, 264, 968
4. Wenn eine Jahl Z fid) in die beiden Produftte
Z=ap =Dhq
serlegen liht, in welden p und q relative Primzahlen be-
peuten, jo Jind

gange 3ahlemn.
Beweid:
Das fleinfte gemeinjdjaftlidie Bielfacdhe bder beiden relativen
Primzahlen p und q ift pg.  Nun ift aber Z ein gemeinjdaftlices
Bielfaded dev Jahlen p und q, da _;77 = a und - b gange

Sahlen find; aljo muf Z ein BVielfad)ed von pq oder durd) pq theil-
bar jein. @8 find alfo

a2
Pq q
und
bg b
Pq p
wie behauptet wurde, gange ahlen.
Sept man »?—IA = n oder a = nq, jo folgt aud der Glei-
djung ap = bq von felber b = np.
Wenn alfo
ap = bq

ift wnd p, q velative Vrimzahlen find, jo davf ftetd gefest werden
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a = nq
b=np
5. Wenn die Jahl o mit feiner der Jahlen a, b, ¢,
d, ... einen gemeinjdyaftliden Theiler bejipt, fo hat die:
jelbe audy feinen gemeinjdaftliden Theiler mit dem
Produft der gegebenmen Jahlen abed . ..

Veweis:
Litte dag Produft abed ... mit der Jahl « einen gemeins
jdaftlidhen grbften Theiler t, jo wiirde fein
abed ... = mt
o = ni

un founen aber a und t feinen gemeinjdjaftlihen Theiler
habeu, weil derfelbe aud) die Jahl « = nt theilen miifife — gegen
vie Vorausfepung, nad) welder a und a feinen gemeinfd)aftlidgen
Zhetler haben. Aljo find a und t velative Primzahlen. Dabher muf

bed ... m
—_—— = — == m
t a

nad) dem vorhergehenden Sape eine gange Sahl fein.
Demnad) ift:

|

bed... =m't
o =nt
wo m’ und n relative Primzahlen find, dba m = am’ und n rela-
tive Primzahlen waren.

Jept darf b mit t feinen gemeinfdjafilidhen Faftor haben, weil
jouft diefer Faftor Iheiler von o = nt wdve und demnad) b und
a feine velativen Primgahlen gegen die Vorausfesung fein wiirden.
Solglid), da b uud t relative Primgahlen find — mup

cd... m
t )
eine gauge Jabl fein, weldje velative Primzahl 3u n ift, da m’ = m'b
relative Primzabl 3 n war. Auf diefe Weije fann man fortfahren
und eigen, dap dag Produft
abed . ..

nad) Wegftreidung beliebig vieler vordeven Faftoren immer nod)
durdy t theilbar fern muf. Streidjt man nun alle Faftoren weg,
fo mufy die al8 Fattor ubrigbleibende Ginbeit nod) durd) t theilbar
jetu, d. h. e mufp t = 1fein. Aljo hat dad Produft abed ... mit
a aufer der Ginbeit feinen gemeinjdaftliden Faftor.

Sind demnad)

a b c d...

a ' a' a ' a

Briide, von denen feiner fich heben liht, fo fann aud) der Brud)
5

= m'
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abed ...
a

oder der folgende
_abed . ..

a.a
. .
nicht durd) Heben verfleinert werden.

St fermer jede der Jahlen
a, bc d ...
relative Primgahl zu jeder der Jahlen
o , a B 1 0 ..
fo fiud die Produfte
abed ..., aByo. ..

ebenfalls velative Primzahlen.

6. Die Anzahl aller diberhaupt eriftivenden Prim-
gablen ift unmendlid) grof.

Veweis:
Gejept, e5 eriftivten nur die n Primzahlen

Pur Do Py -+ P
fo 1ft die Jabl v
T+ppps..cpp=12

durd) feine der Primgahlen p;, po, pyr - . - pu theilbar. Entweder
ift daher Z felber eine (n + 1)t Primzahl oder ed lafit fih) Z in
einfadje oder Prim=-Faftoren zerlegen, welde vou den Jahlen p,,
Par - - - pa Der{dyieden find uud ba%er andere Primzahlen darftellen.
Auf dieje Weife faun man die Anzahl der Primgablen beliebig er-
weitern.  Daler ift die Anzahl aller Primzahlen ohne Grenge, d. h.
e8 eriftiven unendlid) viele Primahlen.

Anmerfung.

lnter n auf einander folgenden Jahlen befinden fid) im Al-
gemeinen um jo weniger Primzahlen, je grofer die n Jahlen find,
— b. b. bie Didhtigfeit der Primzahlen nimmt im Allgemeinen mit
der Grofse der Jahlen felber ab. Diejes vithrt daber, dafy mit dex
Grisfie der Jahlen jugleid) die Auzahl der Primzabhlen, d. 1. die An-
3ahl der Theiler vermelrt wird.

Die folgende Tafel enthalt die 200 erften Primgalh-
Ten in der natitvlidien Neihenfolge; der Bud)ftab n be-
deutet hievbei die Nummer der beigefepten Primzahl p.
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njpin/pinjpfn|pinjpinjpin|p |n|p
1] 2[26[101]51[233] 76(383101|547|126[701|151] 8771761049
2] 327/103)52|239| 77|389]102|557|127|709)152| 881}177/1051
3| 5|28]107|53(241| 78|397|103|563128/719153 883|178[1061
4] 702910954251 79401|104/569129|727154| 887|179/1063
5(11|30(113|55257| 80/409(105(571130/733|155| 907|180/1069
6
7
8
9

13)31|127]56|263| 81|419]106/577| 1317391156 911}181|1087
17)32(13157|269| 82(421|107|587|132|743}157| 919]182(1091
19133|137158|271| 83|431)108(593|133|751|158| 9291831093
23134/139159\277) 84/433)109|599]134/757(159} 937]184[1097
10[29135[149)60|281) 851439]110|601|135!761|160| 941]185|1103
11|31)36(151]61/283| 8G(443|111]607|136[769]161| 947]186{1109
12(37)37|157)62(293| 87|449{112|613|137|773|162| 9531871117
13(41|38/16363(307) 88|457|113(617|138|787]163| 9671881123
144339167 64|311] 89|461|114|619|139|797|164| 971|189|1129
15/47140|173|65|313| 90{463|115|631]140|809]165| 977[190|1151
16(63|41{179(66\317| 91|467|116,641|141(811{166| 983|191{1153
17159142(181{67|331} 92|479|117|643]142|821{167| 991|192|1163
181611431191168{337| 93{487118(647143(8231168| 997193]1171
19167144{193169(347 94(491]119|653)144|827}169(1009]194[1181
20|7145/197)70[3491 95{499120/659]145(829170/1013]195|1187
21|73146(199| 711353 96|503(121[661|146|839[171(1019]196{1193
22/791471211|72(359( 97(509122(673|147|853172]1021|197|1201
23|83|48|223\73(367| 98(521|123|G77|148(857|173(1031|198|1213
24/89149(227)74373| 99(523124/683149|859|174{1033199|1217
25[97150[229]75[379|100]541]125/691]150/863|175!1039|200]1223

7. G8 fei p eine Vrimgahl und a eine durd) p nidht theilbave
ahl.  Man dividive der JNeihe nad) die Potengen

a’, al, a% a% .... av
ourd) p uud begeidyne die Divifiondrefte begiehlid) durdy:
1, 8, a,, 85, :... a,

jo miiffen a,, ay, a,, ... a, {immilid) fleincr al8 p fein. Ferner
find alle dieje Jtefte vow Null verfdjieden; denn e8 ift a dburd) p
nidt theilbar, aljo ift p aud) nidt Iheiler von a2, a3, ... a».
Daher miiffen unter p auf einander folgenden Neften mindeftens
jwet einander gleidge Nefte fein. ©8 feien

W4 ound
swei einander gleidge Nefte, fo mufs a)‘+ Y durd) p getheilt den-
jelben Neft geben, ald wenn a ourd) p getheilt wird; d. h. die
Differen

a)\ +u a)\
ift durd) p ohne Neft theilbar. Da aber

G*
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a)‘+*‘—a)‘ = a)‘ (ap‘—l)

iit, jo muf aud) a* (a® — 1) durd) p ohne Reft fich theilen
laffen. Da fermer at durd) p uidyt getheilt werden famun, jo muf
der audere Fattor
a —1

obhne NReft durd) p getheilt werden. — Verfteht man von jept ab
unter u die fleinfte derjenigen Jahlen, fiiv weldje a* — 1 durd) p
ohne Jeft theilbar ift, jo fommen in der Neihe der Potengen

1, a, a% a% u. {. w.
iiberhaupt nuv die folgenden Nefte nad) dem Divijor p vor:
Refte 1, a, a, a;, ... a, _1

Denn die Potenzen a, o* T L T2 Baben durd) p
getheilt begiehlid) diejelben efte, wie die Potengen 1, a, a?, ...
weil die Unterjdjiede

!

u. f.
durd) p ohune Reft theilbar find.
Unter den p — 1 Fablen
1,2,3,...p—2,p—1

fiud aljo wuv bdie folgenden p Sahlen
1,a,a,... a1
Nefte nad) dem Divifor p in ber %Reiﬁe der Potengen
1, a, a%, a%, at, . ...
(58 befinden fid) daher unter den Jahlen
1,2,3,...p—2,p—1
nwod) (p — 1 — p) Jablen, weldje feine Nefte oder Nidjtrefte von
den Potenzen 1, a, a*, a® a*, ... nad) dem Divijor p find.
Diefe Nidjtrefte jollen in (n — 1) Gruppen 3erlegt werden
I b'y, by, by,

IL. by, by, b, ...
111 by, by, b
u. §. w.
(N—1). blN—_ lr sz_lr b:;N—l

[
Die At und Weije der Jutheilung der Nidtrefte in bdiefe
einzelne Gruppen fann folgendermafen erliutert werdew. Sft b,
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ein Deliebiger MNidhtreft, jo fann ein jweiter Nidhtveft gefunbden wer»
pei, indem man b, mit a multipliict und 3 dem Produft nady
dem Oivijor p den Neft fudt. ©¢ fei diefer Neft by, jo ift b,

Nidhtveft 3u den Potengen 1, a, a*, a®, ... nad) dem Divijor p.
Denn wive b, Neft nad) p zur Poteny a*, o mihte

a® — by
purd) p theilbar fein, eben fo

ab, — by,

weil b, der Neft von ab, nad) p war. Aljo miifite aud) der lUnter-
jdhied Ddiejer Differengen, ndmlid

a® —ab, = a (ax* l—bl)
durdy p theilbar fein. Nun theilt aber p den Faftor a nidht; alfo
mithte
at—1_ b, :
purd) p gegen die Vorausjesung theilbar fein, nad) welder b, Nidyt-
veft ift.  Oaber mufy audy b,, d. i. der Neft von ab, nad) p
Nidhtveft ju den Potengen 1, a, a®, a*, ... fein.

Auf dhulidhe Weife fann man zeigen, daf die Refte von a%bh,,
a’by, ... nad) p, weldje begiehlid) durdy by, b,, ... beseidnet
werden mogen, Nidjtrefte ju den Potenzen von a find. Diefe Reihe
ver Nidytrefte b, by, by, by, ... exfdyopft fid) aber, denn o8 ijt
b,y berfelbe NMidjtreft wie by; b 11 ift namlid) dev Reft von

a™b, nad) p; ferner ift a¥ = 14-mp, weil a* — 1 diedh p
theitbar ijt — daber wird b, 11 gleid) dem NReft von (1 4-mp)b,
= b; -+ mb,p nad) dem @fniior p, 0. 0. b +1=Dh. Yuf dhn=
liche Weife lafit fid) zeigen, dafs b‘u+ , = by bp.—[—:i =Dy;...
jein muf. —- Die von einauder verjdjiedenen Nidjtrefte

by, by, by, o bu

3

follen nun ju einer Gruppe der Nidtvejte gehoren.

Theilt man demnad) alle von einander verjdyiedenen (p — 1 — p)
Nidhtrefte in (n — 1) Gruppen, jo mufp, da fede Gruppe p unter
fid) verjdjiedene Nidytvefte enthdlt, die Jahl diejer Nichtrejte

p—1—w=(m-—1)p
jeli. Aug diefer Gleidhung findet man
np =p—1

3. 0. p—1 muf ein Vielfadesd ju p jein.

¢8 war nun, wenn A eine beliebige Jahl bedeutet

a)‘ (a“——l) = a)‘+P‘—a)‘
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dued) p theilbar, weil (a® — 1) durd) p theifbar ift. Daber muf

allgemein der Reft 2 gleid) dem Reft a fein. Da nun aH-—-l
war, o folgt, wenn A = p gefept witd — aus der Gleidhng
a , = a
At w
dvie folgende
a =—=a =1
240 w
Get man dagegen X = 2, fo folgt
a =—=a =1
sp T e
Auf diefe Weife findet man
a =1
np
oder weil
np = p—1
war, jo folgt
ap—-l 1

b. . die Differeny B 11 ift ohue Reft durd p theil-
bar, wenn p eine Primzahl ift und a durd) p nidt ge-
theilt wird. Vedeutet ferner p die fleinfte aller ahlen,

fiitr weldje at*—1 ofue Reft durd) p theilbar ift, fo muf
poein Sheiler von (p — 1) fein.

8. Wenn wieder p die fleinfte aller derjenigen 3a}-
few Bebeutet, fiir welde a™ —1 durdy p theilbar ift, fo ift

aP™ —1 theilbar durd) pe
ap'-’p, —1 A

" " ps
3
1)
“p F—1 " " p4
u. §. w.

a0 % —1 theilbar durch p"

Beweisd:

Da a™ — 1 durd) p theilbar ift, fo muf aud), wenn s eine be-
liebige Jahl bedentet — dag Produft

[1ga® a2+ D] [ 1]y

burd) p theilbar fein. (8 (it demmady die Poten a** dburdh p ge=
theilt den Neft 1. Aljo laffen die Jabhlen
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1
14 at
1 4a* 4
14a% 4 2% + 2%
u. f. w.
14 a¥ 4+ % o' +...+a(s_1)“

ber Neihe nad) durd) p dividirt beziehlich die Nefte 1, 2, 3, 4, ... s;
— daber it

Lab 4+ + .00+ @ — e
durdy p theilbar; folglid) muf dad Produft
[14a® P T a(p—l)p] [ap— 1] = a1

in weldhem jeder der beiden Faftoven der linfen Seite durd) p
theilbar ift — durdy p® theilbar fein. €8 ift demnady

a1
purd) p* theilbar.

Ceidht Lift fid) e jeigen, daf and) — wenn s eine beliebige
Babl ift

Sp __q
a
burd) p* theilbar ift. Hievausd folgt, dafy die Jahlen
1

1+ aPt
1+ aP* paPe
14 aP? 4 2P 4 o' PY
. . w.
14 aP# 4 o2 QD
der RNeihe nad) durdy p? dividivt begiehlid) die Nefte 1, 2, 3, 4, ... s
geben.  Alfo mufy
1™ 2P ae — Dpwe
durd) p theilbar fein; folglidy mufs dag Produtt
[1 4 AP g U .. zl(p“‘ l)pp.] [app‘_ 1] S |
in weldem der erfte Faftor der linfen Seite durd) p, der 3weite
dagegen durd) p* theilbav ift — durd) p3 theilbar fein. (8 ijt
demnady

al 1
durd) p? theilbar.
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Auf bdie hicr angegebene Weife famn man den Beweid fort-
fesent und man erhilt jo dad allgemeine NRejultat, dafy wenn p
eine Primgahl und a nidyt duvd) p theilbar ift, wenn fer-
ner a — 1 durd) p ohune Neft getheilt wird — die Differen;

aP g |
durd) p" ohme Neft theilbar ift.

9. @riftivt feine fleinere Zahl fitr p ald p—1, jo
ift ftets

p—1

a 2 +1
purd) p ohue Reft theilbar, audgenommen fitr p=2, denn
e8 ift jede andeve Primgahl al§ 2 ungevade; daberift p—1 = 2 P—

’

wo E:«—l eine gange Zahl ift. Nun it
' 2.p—1 p—1 p—1
a 2 —1=1|a ¥ +1 a 2 —1
durd) p theitbar. Da aber nad) der Annahme der Faftor
p—1
a 2 —1

in weldem der Grponent P—;—l fleiner alg (p — 1) ift — nidt
durd) p getheilt wird, jo muf der andere Faftor

p—1

a ¢ 41
purd) p theilbar fein.

In der ITheovie der periodijden Decimalbriidhe fann man von
den jo eben bewiefenen Sdpen Anwendung maden.

Cntwidelt man 3. B. den Brud) 2 in einen Decimalbrud),

p
fo umfafit die Veviode hodyjtens (p — 1) Siffern und in allen Fdl-
len fehren nad) (p — 1) Decimalziffern diefelben Decimaljiffern
wieder. Jft ndmlih a <<p, jo hat man a al8 erften RNeft anzu-
jeber.  Der pte Neft ift dann gleid) dem Reft, weldjen man durd)
Divifion von p in a1l — 1 erhdlt, d. b. gleid) dem Neft, welden
man durd) Divifion von p in a (10P —1_ 1) + a erhdlt. 3t
mu p eine von 2 und 5 verjdjiedene Primgahl, fo it
10— 1 g
purd) p theilbar. Daber ift der ptc Divifionsreft gleich dem erften
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Neft w, §. f. Die Decimaliffern hangen aber von den augenblid-
(idhen Meften ab und es entjpredjen gleidhen Neften aud) gleidhe
Decimalziffern. Daher muf die erfte gleid) der pter Decimaljiffer
jetu; die jweite gleich dev (p -4 1)t . . f.

Die Periode eined Decimalbriedhes —f}—(nbct —;—) enthalt ftets

p — 1 Decimalziffern, wenn

p—1

10 = +1
durd) p theilbar ift, und e8 ift in diefem Falle die Swmme einer

beliebigen nte Jiffer und der n 4+ P — lmgiffer gleid) 9. Um fo-

gleich den leiteren Theil der Vehauptung ju evweifen, nehme man
alg sten Jeft die Jahl m an, jo erhdlt man bdie st Decimalziffer

gleidy der groften in hct‘ﬁ Brudy A0m {tectenden gangen 3all; diefe
fei gleid) » und der folgende Reft gleichy m’, jo mufs
10m= %p-+m
fein. Der ste Reft m ift aber gleid) dem Divifionsveft des Brudhes
105 — 1

p
— 1t
Ferner ift der s - 9—2—1 : Rejtgleid) bem Divifionsreft des Brudhes

s—1 -{—pf?——l
10
) .. pP— Jten
Beseidynet man diefen s + ——  Reft durd) my, jo mup
p—1
jos 14+ e m,
Zl
p
eite gange Jahl fein; cben fo muf
s—1
10 —m_7
, p
eine gange Jahl fein. Taber muf
P 1401t
Z—i-Z,:lO5 1*l’lOb 145, —(m 4 m,)
p

=107 "{1+10 2 m - my

p
eite ganze Zahl fein.  Fun ift aber nady der Vorausjepung
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p—1

1+ 10

b " eine gange 3abl, alfo mufy and

m -+ m,

|4
eine gange Jahl fein. Da aber m und m, fleiner ald p find und
oaher m 4+ m; << 2p, o fann f%ﬂ'l nur gleid) Dder Ginbeit

fein, d. B
m|m = p, oder m; = p-—m

— Jten
¢8 ift daber bdie Summe bdes st und s J- p—1 Reftes

2

— Jte

gleidy p. Die s + P—»2-~ Decimalgiffer wird gefunden, indem

p—1t
5

man den s 4 " Reft m; mit 10 multipliciet und die grofite

in dem Vrud)

10m,

P
ftefende gange Jahl fudht; bdiefe fei = x», und m’;, der folgende
Reft, jo hat man
10m; = »,p + m’;
Addivt man u diefer die oben aufgeftellte Gleidhung

10m = »p + m'
fo ergiebt fidh
10(m4+m) = (x+»)p + m 4} m!,
Da abet m -+ m; = p; m’ + m’/;, = p war, jo folgt
10p = (x+=x)ptop
*t o =9

Alfo ift die Summe der st und ber s +
siffer gleid) 9, weun

b. |

— Jten ,
2 5 Decimal:

p—1
10 2 11
purd) p theilbar ift. Hievausd folgt nun gang von felbft, dafs bie
Periode des Decimalbrud)s (p — 1) Jiffern umfaffen muf, — denn
ed ift offenbar aud) die Summe der (s + P—__z——l)tm und  der
(s -+ p—1)ter Decimaliffer gleid) 95 d. h. die (s - p—1)te Dectmal-
giffer ijt gleicd) ber sten.
10.  Verfteht man in der Folge unter p eine joldje Primzal,

welde die Summe )

p—

10 2 +1
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ofue Neft theilt, fo fommen unter den (p — 1) Jiffern der Decimal-
brudjentiwidelung von o (nber 2

o) die Jiffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9 jede n mal vor, wenn
p = 10n 1 ift —

B) die Biffern 0, 1, 2, 4, 5, 7, 8, 9 jede n mal und die Jiffern
3, 6 jede (n + 1)mal vor, wenn p = 10n + 3 ift —

1) die Jiffern 0, 3, 6, 9 jede nmal und die Jiffern 1, 2, 4, 5,7, 8
jede (n + 1)mal vor, wenn p = 10n + 7 ift —

o) die Jiffern 0, 9 jede nmal und die Jiffeen 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8
jebe (n -} I)mal vor, wenn p = 10n + 9 ift.
Nim die Vehauptung o) zu erweifen, denfen wiv ung alle Refte

von 1 Dig 10n in folgende 10 Gruppen getheilt:
2, ...

' , n—1, n
n-+1, n-t2, .. 2n—1, 2n
2n+1, 2n 4+ 2, ... 3n—1, 3n
3n+1,3n+2 ... 4n — 1, 4n
4n+1, 4n+2, ... 5n— 1, 5n
Sn+1, 5n-2, ... 6n—1, 6n
6n-+1, 6n42 ... in—1, Tn
“n+1, Tn42, ... 8&n — 1, 8n
8n 41, 8n+ 2, ... 9n — 1, 9n
9n+1,9n+4+2,... 10n—1, 100

Der erften diefer NReftgruppen entjpridht die Decimaljifier 0,
da der ehnfacdje Betrag diejer Nefte Fleiner alé der Divijor
p =10n + 1 ijt; — bder jweiten Neftgruppe entjpridyt die Decimal-
siffer 1, da der zehufadje %etrag diejer NMefte durd) p = 10n + 1
pividirt nur die Ginbeit ald groftes Ganges enthdlt; uud jo weiter
— endlid) entfpridht der ehnten Neftgruppe die Decimalziffer 9.
Da nun alle Neftgruppen n NRefte enthalten, jo fommt in der

Decimalbrudjentwidelung von — jede Decimalziffer n mal vor, wenn
p=10n + 1 ift. P

UWm die Vehauptung B) zu erweijen, denfen wir uns alle Refte,
weldje hier die ahlenveihe von 1 bis 10n + 2 durdlaufen, in

folgende jehn Gruppen zerlegt:
1 2, ...

n—1, n

n+1 n+2 9n—1, 2n

2n+4-1, 2n 4 2, 3n—1, 3n

3n+1, 3n 4 2, 4n—1, 4n, 4n 41
4n + 2, 4n 4 3, dn, 5n J- 1

Sn 2, Hn 4 3, Gn, 6n -1

6n 42, 6n 4 3, n, Tn4+1, Tn+2
Tn 3, Tn -4, 8n-+4+1, 8n -4 2

8n 4 3, 8n + 4, In-+1, 9n -2

9n + 3, 9n -} 4, 10n 41, 10n 4 2
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jo iiberseugt man fid) leiht, dafy der zehnfade Vetvag der Nefte
aller etugelnen Gruppen durd) p = 10n - 3 dividirt beziehlidy
fofgende grofte Gangen enthdalt 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, §, 9.

(3 enthalten nun alle Gruppen n Nefte mit Ausnahme der
vievten und fiebenten Gruppe, weldje (n -+ 1) Nefte in fidy jhliefsen,
denen beziehlid) die Decimaljiffern 3 und 6 entjpredjen. Aljo fommt
in der Entwidelung des Bruds —Il)— = {on 3 in einen Decimal-
brud) jede Jiffer des defadijdjen Syftems nmal vor — mit Aus:
nahme der Decimalziffern 3 und 6, weldje (n + 1)mal vorfommen.

1m die Behauptung v) 3u erweijen, denfen wir ung alle Refte,
welde hier die Jahlenveihe von 1 big 1O0n 4 6 durdhlanfen, in
folgende zehu Gruppen zerlegt:
1 2, .

] 2,... n—1, n
n+1, n+2 ... 2n—1, 2n, 2n -+ 1
2n 42, 2n+ 3, ... 3n, 3n+1, 3n 42

3n+3,3n+4, ... 4n41, 4n+42

4n 43, 4n+4, ... Hn+1, d5n-+2, 5n+3

n+44,5n+5, ... 6n-+2, 6o+ 3 6n+4

6n-+5 6n46,... "Tn+3, Tn+4

m+5 m+6 ... 8n+3, 8n+4+4, 8n+5

8n+6,8n+7 ... 9n+4, 9n4 5 In+6

On++ 7, 9n+S, ... 10n-+5, 10n + 6

Man itberseugt fid) wun leidgt, dafs dem Neften diejer eingelnen

Gruppen der Neile nady begiehlid) die Decimaliiffern von O big 9
entjpredjen. Da nun alle Gruppen n Refte enthalten — mit Aus-
naljme per 2ten Jten Hten Gren ren gten Gryppe, weldje ausd (n4-1)
Neftew beftehew, denen die Decimalziffern 1, 2, 4, 5, 7, 8 bejieh-
(id) entjpredjerr, — jo Tommen in der Euhwidelung des Vrudjes
1 1

> T Ton 7 in einen Decimalbrud) alle Decimalziffern nmal

por — mit Auduahme der Decimalsiffern 1, 2, 4, 5, 7, 8, weldpe
(n - 1) mal vorfonumen.

Die Behauptung &) wird gang dhnlid) evwiejert und man findet,

M e & : e 1 — 3 S 3 o
daf in der Periode des Decimalbrudys 3 = 10n§9 pie Jiffern
0 und 9 allein nmal vorfommen, wahrend von den andeven Decimal=
siffeen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 jede (n + 1)mal vorfommt.

DOurd) Jujammenitellung von «) 3) ¢) ) erhalt man nun das
folgende Sdjema:

p—1
MWenn 10 2 4+ 1 durd) die Primzahl p getheilt wird,
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jo fommen bei der Entwidelung des Brudjes > in einen Decimal-
Drudy in dev Perviode des lepteren vor die

wenn p =
iffeer | 10n 4+ 1 | 10n+3 | 10n 17| 10n L 9
0 n n n n mal
1 n n n1 n+1 "
MT#A-“—n n n+1 n+1 "
3 n n+1 n n+1 M
4 n n n—+1 n-j1 "
5 n n n-1 n+41 "
6 n n+1 n n+1 "
7 n n ni1 n+1 N
8 n n n+1 n+1 "
9 n n n n "
Veifpiele:

Die Vevioben der Decimalbriidie vou sy, Yos, iz Yy find
1, = 016393442622950819672131147540,983606557377049180327868852459
1], = 04347826086,95652173913
,; = 02127659574468085106382,97872340425531914893617
5y = 03448275862068,96551724137931

Die halben Perioden find hier durd) Kommata getvennt und
man findet die Jiffern der jweiten Periodenhilfte, indem man die
Biffern der erften Halfte eingeln von 9 fubtrabict.

Man fieht ferner, daf in der Periode des Brudjes 1/, jede
der Biffern von 0 big 9 im Gangen fed)dmal vorfommt. Su bder
Periode des Vrudjes !/,, fommt jede Jiffer von 0 bis 9 weimal
vor, mit Audnabhme der Siffern 3 und 6, weldje dreimal vorfommen.
Jn der Peviode ded BVruches !/, fommen die Jiffern 0, 3, 6, 9
vievmal und die Jiffern 1, 2, 4, 5, 7, 8 fiinfmal vor. Gnblid)
fommen in der Periode des Brudjed !/,, alle Jiffern dreimal vor
— mit Audnahme von O und 9, weldje nur jweimal vorfommen.
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Siebenter Abjdnitt.
Bon den Wurjeln.

Crilavung:
Die nte Wurzel ausd a ift diejenige Jahl, weldye ma
sur ntn Poteny 3u erheben hat, um a ju erhalten. — Ve-

setdhet man der Ginfadhheit wegen bdieje Jahl, beven nte Poten
gletd) a ift, durd) x, fo muf

X = Qa
fetu.

Die Wurgelredyuung oder Radifation ift eine der Potens
erhebung umgefehrte Operation, denn e8 find bei bder Spotengrecg
mmg die Grundzahl und der Grponent der Potenz gegeben und s
joll dic Potens jelber gefunden werden; — bei der Wurzelvedhnung
dagegen find gegeben die Poten (= a) und der Grponent der Po-

teng (= n) und e8 foll die Grundzahl der Poteny (= x) aufge=
funden werden. —

In der Spradje der Wurgelredmung heifit die Poteny (= a)
der Madifand; der Crponent der Potenz (= n) Wurzelerpo-
nent; die Grundzahl der Potenz (= x), wie oben in der Grfli-
rung {don bemertt ift, die nte Wurzel aus der Jah!l a.

Vegeidnungsweife:
Die nte Wirgel ausd der Jahl a wird durd) das Jeiden

Va
davgeftellt.
Su dem Falle allein, wo n = 2 ift — pflegt man bden
Wurgelerponenten wegzulafjen. €8 bedeutet demnad

Va = ya
diejenige Zahl, deren Duadrvat oder jweite Poteny gleidh) a ift.
Das Jeidjen

Ya witd gelefen ,Quabdratwirgel aus a’

13/ a wird gelefen ,,Gubifwurgel oder dritte Wurgel aus a.t
Beijpiele:

1) Das Zeidjen /4 bedeutet die Sahl 2, denn e3 ift 22 =4

2) @8 ift YBT6 = 24; denn 242 = 576

3) G8 it /125 = 5; demn H* — 125

4) @8 ift /4096 = 16; demn 16% = 4096

b) @8 ift /1048576 — 32; denn 32¢ — 1048576
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6) /1048576 = 1G; denn 165 — 1048576

]
K 3 3\ 729
0] ]/ 6 = 5 denn (?) =
4

8) ]/ Wi = 5 e (5) = ww

Griter Wurgelfap.

L. Vab=ya .yb
b. b eine Wurzel aus dem Produft weier Jahlen ift
gleid) dem Produft jweier Wurgzeln, deren Wurgelerpo-
nenten gleid) find dem gegebenen Wurzelexponenten und
peren Nadifanden gleid) den Faftoven ded gegebenen Ra-
difanbdbus finbd.

Umgefebrt it ein Produft zweier Wurzeln, die einen
gemcin?d)aftlid)en%ntge[erpnuenten bejipen, gleid) einer
Wurgel, deven Nadifand gleid) ift dem Produft der bei-
den gegebenen Nadifanden und deren Wurzelexponent
gleid) ift dem gemeinfdjaftlidjen Wurzelerponenten.

Beweis:
Wenn die Gleidyung
Vah = Va . YV
ridhtig fein foll, fo muf ein vidtiges Nejultat erhalten werden,

wenn man beide Seiten diefer Gleidhung zur nter Poteny erhebt,
d. h. die Gleidjung

7Ty = (75 7B

mufs vidtig fein. Nun ift
(Va . yD) = (/) . (yb) (L Potensap)

Serner ift nad) der CErflarung der ntr Wurzel aud a
(Y a)" = a, dedgleichen
(YD) =D und (Yab )" = ab;
daher cvgicht fid) aud der Gleichung
Jab)' = (= . P )

Da§ vidytige dejultat
Aljo ift

ab =a.b

Vab=ya .yb



80

Bweiter Wurzeljat.

11 ]/a_ _ Ja
b A
. h. einwe Wurgel aus dem Brude jweier Sahlen ift
gleid) einem Brud), deffen Zahler die Wurzel aus dem Jih-
ler ded gegebenen Madifandus mit dem gegebenen Wur-
jelerpomenten und defjen Nenner die Wurzel aus dem
Menwer des gegebenen Nadifandus mit dem gegebenen
Wurzelerponenten ift.

Umgefehrt it ein Brud) jweier Wurzeln, die einen ge-
meinjdyaftliden Wurzelerponenten haben — gleidy einer
Wurgel, deven Radifand ein Brud ift aug dbem Radifan-
ben ded gegebenen Sahlers als Zahler und dem Radifan-
den ded gegebemen Nenners al8 Nenner und deren Wur-
selerponent gleid) dem gemeinfdaftliden Wurzelerpo-
nenten ift.

Veweis:
Wenn die Gleidhung

o 1
l Vb
ridjtig jein foll, jo mufy die Grhebung beider Ceiten derfelben jur -
't Poteny ein vidjtiges Refultat lefern. In der That erhilt man
hierdurd)
i/a\n_inn—('n/a )n
) i) T
Nad) der Grflarung einer Warrzel ift aber

Ve -
Ya ) =a () =0

Durd) Amwendung diejer Gleidjungen ergiebt fid) demnad) das
ridjtige Nejultat

V. Dotenzjas)

aljo ift
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DOritter Wurzeljap.

w0
b. b. eine Wurzel, deren RNadifand eine Poteny ift, ift
gleid) einer Potens, deren Erponent dem Grponenten
ved gegebenen RNadifandus gleid) ift, und deren Grund-
gabl cine Wurgel ift, deven Wurzelerponent gleid) dem
gegebenen Wurzelerponenten und deren Radifand gleid
per Grundzahl desd gegebenen Raditandus ift.

Mmgefehrt ift eine Poteny, deren Grundzahl eine
Wurzel ift — gleid) eimer Wurgel, deren Wurzelerpo-
nent gleid) dem Wurzelerponeuten dev gegebenen Grund-
3ahl und deven Radifand eine Poteny ift, deren Grunbd-
3ahl gleich dem Nadifand der gegebenen Grundzahl und
berex;_ Crponent gleid) dem gegebenen Potenzerponen-
ten ift.

Beweis:
Jft die Gleidung

Yar — )
ridhtig, fo mup ein vidtiges RNefultat erhalten werden, wenn beide
Seiten derfelben gur nie Poten3 erhoben werden. Man erhilt als-
dann:

n
n

¥

my " n— \m.n o m (V. Po-
) (G = (A = (o el

Da ferner nady der Erflavung einer Wurgel

( a™ ) = a™ und
(Va) =a
ift, jo ergiebt fidy das vidjtige Endrejultat

m m
a = a

Aljo mufy die Gleidung

o = )

ridjtig fein.
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Bierter Wurzeljap.

IV, l/n]l/a = E]"/a ———1/]"/:;1
d. h. eine Wurgel, deren RNadifand wieder eine Wurjzel
ift, ift gleid) einer Wurgel, deven Nadifand gleid) dem
Nadifandusg ded gegebenen RNadifandbusd ift und deren
Wurzelerponent das Produft ift aus dem gegebenen
Wurzelerponenten und dem Wurzelerponenten ded ge-
gebenen RNadifandus.

Umgefehrt ift eine Wurzel, deren Wurzelerponent ein
Produft i)t gleid) einer Wurzel, deren Wurzelerponent
gleidh dem einen Faftor ded gegebenen Wurzelerponenten
tft, und Ddeven Nadifand wieder eine Wurzel ift, deren
Wurjelerponent der andeve Faftor desd gegebenen Wur-
selerponenten und deven Radifand gleid) dem gegebenen
Radifandusg ift.

Beweis:
Um die Ridjtigleit der Gleidjung

m

Vye = s

gu priifenr, erhebe man beide Seiten derfelben ur mnter Poteny
und fehe 3u, ob ein riditiges IRefultat erhalten wird. E8 ergiebt

fidy herdurdy

m.n

Wya) = l=+)

Durd) Anwendung ded V. Potengfapes erhilt man nun junddit

i) i)
it _ e

Nad) der Crflarung einer Wurgel ift ferner
{2

{l“/(’i’f?)}“ =V

m.n

und daber
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Aljo ergiebt fid)
i) =
eine nad) der Grfldvung eiver Wurgel riditige Gleidung. E3 ift
vemuad) die Nidytigteit der Gleidhung

Vs = =

evviefen. — Da weiter die beiden Faftoven des Wurzelerponenten
ber vedhten Seite mit einander vertaujdyt werden fonnen, jo mup aud

wnder
Ve = =y

fein.  Daber ift, was ju bewetjen war:

Ve = e = Vi
Beifpiele yu den vier Wurzel{dpen:
1) /8.2T = 8. 27
8.27 = 216; /216 = 6, denn 6° = 216
V8 =2, 2T =3, beun 2% = 8: 3% — 27.
Ajo 8.27 = /8 . /27 oder 6 = 2. 3.
o Y2 _ v

a

144 l/i;p{
denn 28 _ 1T —
144 = 120 Y289 = 17; /144 = 12.

By — 2
3) 12437 = (y243)
denn 2432 = 59049

/59049 = 9; da 9° = 59049
/943 = 3; da 3° = 243
Aljo 1jt
Vs = (V3B ), ah. 9 = 8
T e ———
4) 15625 = J 16625 = l/?m: ]/,/W
denn /15625 = 5; da 55 = 15625
15695 = 25; da 25° = 15625

1/3/ 15625 —= J% =5

61
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Kerner ift
Y 15625 = 125, benn 1252 = 15625

E 3

Y/ 15625 = ]7125 = 5, benn 5% = 125
Alfo ift in der That

Ueber die Jrrationalzablen.

Grilarung:
Gine Jrrvationalzahl ift eine 3ahl, welde nidt mehr
ald Brud) sweiev gangen Jahlen davgeftellt werden fann.
Lehrias.
Wenn a nidyt die ntt Potengeiner gangen Jahl ift, jo
ift a eine Srrationalzahl.
Beweis:
Da f/Tm'd)t gleid) einer gangen 3ahl fein fann, weil fonit
a die n'® Poteny einer gangen Jahl gegen die Vorausfepung jein
wiirde — fo ift nur qu geigen, daf Ya nidjt gleich dem Brud) yweier
gangen 3ablen fein fann. Wdire nun aber

=2
wo p und q 3wei gange Sahlen find, jo darf immer angenommen
werden, daf p und q relative Primzahlen find, — weil man durd)

den grifiten gemeinjdaftlidien Theiler beider Jahlen den Brud) —2«

heben faun. Sft diefed erfolgt, jo find p und q rvelative Prim-
jahlen.  &oll nun

e
fein, jo mufy nad) der Grflarung einer Wurzel
2 — [JL] _
q qll

werden. Da nun p feinen gemeinjdhaftlichen Faftor mit q hat, jo
fann audy pr feiven gemeinjdyaftlichen Faftor mit q befipen; aljo
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fann —2;— feine gange 3abl a fein. Daber ift ya nidtgleid
pem Brud) jweier gangen Jahlen und muf eine Jrrational:-
gahl fein.

Bufas: Sind a und b zwei relative Primzahlen,
von demen mindeftens eine nidht gleid) der nter Poteny

einer gangen 3ahl ift, jo ift ‘/% eine Jrrationalzahl.

Denn wire
V=
b T q
wo p und q ofhne gemeinjdjaftlidhen Theiler angenommen iwerden

fonnen, fo’ miifte
2 _ [L} — "
b q q°

fein. Da nun a und b relative Primgahlen find, jo fann nur
' [p® = xa a = xp"
o = b oo fy 240
fein, wo x eine gange 3ahl Dedeutet. Beide Paare Gleidjungen
find unmoglich, wenn x von der Ginbheit verjdieden ift, weil jonit
p* und q*, daher aud) p und q nidt relative Primgahlen fein
wiithen — oder a und b den gemeinid)afﬂi?en Iheiler » gegen die
%orauéie‘%ung befiben mithten. — Wiirde aber x gleid) der Ginbeit

fein, fo hitte man einen Widerfprud) mit der BVorausfepung, nad
weldjer nid)t gleidhzeitig

a — pll

b = qn

pie nte Potenzen von zwei gangen Jahlen p und q fein follen.
Daler it l/% nidft gleid) dem Brud) zweier gangen
)

Sahlen, wenn a und b rvelative Primzahlen find und
minbdeftend eine derfelben nidyt gleid) ber ntn Poteny einer
gangen 3ahl ift.
Lehriap. ,
Die nt* Wurzel aud einer gangen 3ah! a, welde nidt
pie nt* Poteny einer gangen Jahl ift, liegt {tets jwifden
. . p p+1
swei Briiden —

und , deren YNenner gleid) einer

q
beliebig gegebenen gangen Jah! (Il) find und deven Jahlerx
um eine Ginheit von einander abweiden; d. §.

Pl a2
q q



Beweis:
Man fudje diejenige gange 3ahl p auf, deren nte Poteny die
nid)ft niedere n'e Poteny ju dem Produft aq ift, jo dah
pn < aqn
(p+ 1 > aq
witd. Dann fann gefest werden
pn —_— aqn —

(p+1)"=aq" + 8

p = aq" — «
0+ = Yag + 8

oder

Daber ift

p<va . p<a/a

p+1 > Yag" p+1> qf/a
Aus diefen beiden Ungleidheiten ergiebt fid) nun

P n
—_— <<
g <V
+1 n
Pq - Va
Soll des Beifpield wegen bdiejenige gange Jahl p aufgefunden
werden, weldje der Hng[eicb%eitébehingung geniigt
p — p+1
95 <12 < 55
fo fuche man dad nad)jt niedere Duabdrat p? ju dem Probduft
2.29? = 1682

Diefed ift
412 1681
denn man Hat 422 1764

Daber mufp p = 41 fein und man findet, daf /2 3wijden
den beiden Briidjen

4 md 42
29 " 9
liegt.
Jujap:
Da fiiv jede gegebene Jahl q ftetd eine Jahl p aufgefunden
werden faunn, welde der Ungleidheitsbedingung
P ) p+1
q

geniigt, fo fann /a  mit einem beliebigen Grabde von Ge-
nauntgfeit duvd) den Brud) zweier gangen Jahlen darge-
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ftellt werden. Nimmt man namlid) fir den Nenner q eine be-
tradjtlide 3abl, o dafy der Unterjdjied der beiden Grengen % und

Pt 1, innerhalb yeldjer Va liegt, unerheblid) wird, fo weidyt

ln/; von jedem der Briidje -2— und ‘%1 um weniger, al8 diefer
Unteridyied betvigt, ab. Diefe Abweidjung ift aljo geringer ald -711-

Durd) beliebige Bermehrung ded Nennerd q fann daber Va mit
wadjfender Genauigfeit durd) einen Brud —2— pargeftellt yerden.

Dajfelbe gilt allgemein von allen Jrrationalzahlen,
;qe[;f)e nicgt purd) einfade Wurzelziehung entitanden
ind.

Hat man nun einen Sap bewiefen unter der Vorausdjepung,
bafy eine ihn bedingende Jahl Z gleid) einem beliebigen Brud —g—

fein muf, jo wird bdiefer Sap aud) nod) ridhtig fein miiffen, wenn
man an Gtelle der Jahl Z eine beliebige Irrationalzahl o fest.
Denn da a fo genau man will al8 Brud) jweier gangen Jahlen

L bargeftellt werden fann, fo muf aud) der betreffende Sap fitx

einen beliebig weit su treibenden Grad von Genauigfeit, d. . abjolut
genau, fiir jede Jrrationalzahl gelten.

Simmtlide Potenz- und Wurzeljipe, welde bis
jept nur fiir beliebige Briidye galten — werden nun aud
allgemeine Giiltigfeit haben, wenn ftatt diefer Briidye
Srrationalzahlen gefept werden.

So wird man nun 3. B. aud dem I Wurgeljass folgende Um-
formung Herleiten

7 vy—_— —
]/(3 +V2) (6 4+ 4V3) = ]/3 +V2 . ]/5+41/3
und aud dem Il. Wurzeljap nadyweijen, daf

5 1/73‘—1_ 15/;:2 ’__l__

14 /6 f/l+f/é"

ift.
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Alle Wurzeljipe lajfen fid) ald Potenzfipe aunf-
fajfen, wenn man al8 Potengerponenten gebrodene
Jahlen annimmt.

lim dieje Vehauptung vorldufig 3u begriinden, wenden wir
ung jur Betradjtung des 1. Wurgeljaed:

nj——— m
yau = (Ja )
und fegen fiir m ein Vielfadjed von n, ndmlid)
m = xn

DOann ergiebt fid) [
Vo =Gy = g = o

’ m ’
oder twenu wieder xn = m und x = Y gefept wird

Jam = an
Diefer Sapy gilt alfo, wenn m durd) n theilbar ift, und man
erfieht banu aus thm,
dafy eine n Theilung ded Erponenten einer Poteny
gleidhbedeutend ift mit der Ausdjziehung der nten
Wurzel aus diefer Potens.
Grofe Wahridjeinlidyfeit gewinnt durd) diefen Saty dad Refultat,
baf allgemein bdie beiden Jeidjen

an und Va"
diejelbe Vebeutung haben, felbjt wenn m nidht durd) n getheilt wird.

Definivt man nun aber das Jeidgen a»  al gleichbedentend

mit bem Jeidhen y/am , jo bleibt, damit die Statthaftigleit diefer
Definition begriindet wird — zu zeigen, dafy aud bden Potenzjagen
pie Wurzelfane fid) herleiten laffen, wenn man die Potensjipe auf
gebrodjene Grponenten ausddehnt — und umgefehrt, dap mit Hiilfe
ver Wurseljase die Potengjage auf gebrodhene Erponenten audgedehnt
werden fonuen.

Wenn aljo gefept wird

m

P n
an = ]/am

und entfprechend

m’

m n’ 7
an — l/am

fo erhdlt man durd) Multiplifation beider Gleidungen

Va

J

m m n

an ah = ]/am
B =

Run ift aber




und entjprechend
i = Yy =
Daber folgt durd) Multiplifation

Ve

nj— nn' j—— nn’ T nn’ S
. l/am — .__l/amn . qm — a .a
nn

= “)fam T
(8 miifite aljo fein

m m

‘
nn’
amn‘ +m‘n

a® .av =

i Bénad) ber Definition einer Poteny mit gebrodjenem Erponenten
ift aber

(mn’+ m’n)

a nn’ — 2—'il/amn’-}—m'n
Daber wiirde
. m m’ mn’+m’n m + m’
aT .a n  — a nn’ —a?®n n

fein, d. . der erfte Potenzjat gilt fiir gebrodene Crpo-
nenten, wenn man die n Theilung ded Grponenten einer
Poteny ald gleidbedbeutend mit der Audziehung der nten
Wurzel aus gbieier Potenz definict.

ivibirt man dagegen die beiden Gleidhjungen

= Vam

a n’ — nI/_F

purd) einander, fo folgt
n nn’

q n . ‘/am . —'/;F\'_ . amn’
T Ve e T e

nn e

— ——]/ amn‘—m’n

Da aber nad) der Definition einer Poteny mit gebrodenem
Grponenten

a

8 =ia

(mn’ —m'n)

a nn’ o ——TV amn‘—m’n
ift, 1o erhdlt man
m
aT mn’—m’n m _ m
— = a nn’ — aT o
'
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b. h. der yweite Potenzfap gilt aud) fir gebrodene Grpo-
nenten.

Multiplicict man die beiden Gleidungen

b = ybv
in einander, jo ergiebt fid

m

am .bn o= yan . Jim = Yam.bm = y (ab)™
ober da
(@) " = y/ (@b)"

nad) der Definition einer Poteny mit gebrodjenem Grponenten war,
jo findet man

At Lb = (ab)
d. B der dritte Potengjap gilt audy fiir gebrodjene Erypo-
nenten.

®ang dhnlid) faun man eigen, baf5

L%g(
= -

ift, oder dafy dev vievte Potenzfap ebenfalld fitr gebro-
dhene Cyrponenten gilt.

Erhebt man die Gleidjung

Gur e Potenz, fo erhdlt man

‘
m m’

)= )

Da aber nad) der Definition einer Poteny mit gebrodenem
Frponenten

)" =V (e
ift, fo ergiebt {id

L =V g
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Pun ift nad) dem II. Wurzeljape
)" = Y = Y
Daler wird mit Benubung ded IV. Wurzeljapes

i/(i‘/;?)‘“' — i/VaT,r = g

Man erhdlt demnad) die folgende Gleidpung

, El—}nl —_— nn'y———
la® —'/amm
Ausd der Definition einer Poteny mit gebrodjenem Erponenten
ergiebt fid) fernmer

mm’

4 nn/ 4
q M — *l/amm

fo daf man erhilt

laT}“ - q o' = aT T
p. h. der fiinfte Potenzjap gilt nod) fiir gebrodene Erpo-
nenten.

Dte Potengjase gelten aljo alle nod) fitr gebrodjene Erponenten,
wenn man allgemein die beiden Jeichen

a® und Jam
ald gleichbedentend definirt. Wiirben umgefehrt die Potenzfine
nod) fiir gebrodjene Grponenten gelten, fo fonnte man die Bedeu-
tung ded Jeidjens

m

aﬂ —_— x
ermitteln, indem man diefe Gleidung zur nter Poteny erhebt. Hier-
purd) ergiebt fid)

an" = a" = X"
Da nun die n* Poten von x gleidh a™ ift, fo folgt aus der
Grflarung einer TWurgel
< = Vi

b. b

an = jfan
Bemerfung:

Man fonnte nun auf die Frage {tofen, welde Bedeutung man
per Wurzel mit gebrodjenem Wurzelerponenten 3. B.

Vi =x
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unterjulegen fatte. Obwohl diefed Jeidhen bei jeder Redhnung um-
gangen werden fann, fo mag dod) hier feine BVedeutung entwidelt

werden. Offenbar ift %a diejenige Jahl x, welde zur —;ll- Po-
teny gehoben — bdie Jahl a giebt. ©8 mufy alfo fein

X™ = a

Grhebt man diefe @[eid)un% gur mten Poteny und zieht dann
auf beiden Seiten die nte Wurzel aus, fo erhalt man

X =i‘/a“‘

. b. es ift

2 mit Y/a™ ober a®

~<3|=

gleichbedeutend.

Befonbders gut wird man daran thun, bei verwidelteren Wur-
selvechnungen ftatt der FWurzeln Potengen mit gebrodenen Erpo-
nenten eingufithren, indbejondeve dann, wenn die Wurzelerponenten
von einander verjdjieden find, wdihrend die RNadifanden diejer Wur-
seln Potenzen ein und derfelben Jahl find.

m 3. B. den Yuddrud

Va Vo Va Va =x
gu vereinfacjen, fege man {tatt Var a%; 13/52,— a§; ;7; a—;-

und ftatt Yo 5w — fo wird

r oz 1 1

x = a? . ad% . ad . a#
1,2 1,1 4 1 1
T R <
= a2 3 8 2 —g3 —= 4 3 = g.a

1 <
Da nun ad = Y7 ift, fo folgt:
Va ]3/212 ls/a Va = a]?’/a—

Um ben Yusdrud
5 -
x = Jab3 ]3/;2b ]/f/:? b7
[ P

Ve
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gu vereinfadjen, fege man ftatt

S 1 13
/ab®, (ab%)? = a?b?
3 1 21
Vath, (a2b)3 = al% b3
"“/.;~ P SN W

Va.b , (a®b—7)% = a%p °

[
| -

11
, ‘/a Yb , (ab®)5 = ab p®
fo ergiebt fich:

132111
x = a’ b? a3 b3 a¥b 5
rx
ab pio
1 2 1 1 3 1 7 1
a(z""s""% B b?*‘i*?‘fo)
1
— 8 )—
= al b® = a}/b

@8 ift demnad
o
var Vs Ve

Voyi—

I
0
==
ol

BVom Wusjichen der Quadrvat: und Cubif:-FWurzeln
aus algebraifchen Wusdriicken,

a. Yusdziehen der Quabdratwurjeln.

Soll aus einer algebraijden Summe die Quadratwurzel ge-
gogen werdenr, fo ordne man diefelbe undd)it und war nady Po-
tengen einer in ihr vorfommenden Grofe. Vezeidmet man nun
die Quabratwuriel durd) p-+q, jo muf der Radifand

R=(p+0q’=p*+2pq+ ¢
fein. et jepe man p? gleid) dem erften Gliede ded Radifanden
und daher p gleih) der Duadratwurgel ausd dem erften Gliede des
Radifanden. Subtrahirt man nun vom NRadifanden fein erftes

Glied p?, fo Hleibt
R—p?=2pq+¢’
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Sn dem Ausbrud R — p? mufy aljo dad doppelte Produft aus dem

erften Gliede dev Wurzel = p mal der Summe aller iibrigen

Glieder der Wurzel = q und auberdem dad Duadrat von q ent-

balten fein. Jft die Wurzel nur weitheilig, d. h. enthilt diejelbe

nur gwei Glieder, fo findet man g, indem man mit 2p in R —p2

dividirt und den Neft nidyt beviictfichtigt; leptever wird gleidy q fein.
Soll 3. B. gebildet werben

VIxt 4+ 12x2 4+ 4

fo ift zu jegen
p? =19 x* oder p=3 x2
Dann muf
12x*+4 = 2pq+q* = 6x2q+q?
fein.  Oividirt man nun mit 6x2 in 12 x>+ 4, ohne den Divi-
fiondreft ju beviidfidytigen, fo ergiebt fid)
q=2
Der NReft 4 ift i dev That dad Quadrat der Jahl Jwei. Aljo ift:

VI9x*+12x2+4 = 3x+2

Wenn dagegen die Wurgel drei oder mehrere Summanbden
enthilt, jo ift q eine Summe von wei ober mehreren Gliedern.
Ptan fann daber {egen

' q=p tr
wo unter p, dad erfte i q enthaltene Glied oder dad weite Glied
der gangen Wurzel verftanden wird. Man erhilt dann aud der
Gleidyung
R—p? = 2pq+¢
vie folgenbe
R—p? = 2p(p, +1) + (p, +1)?

ober

R—p* = 2pp, +p° + 2(p + p)r + 1
Um nun p, 3u erhalten, dividire man das erfte Glied von R — p?
burd) 2p, der Quotient ift gleid) p,. Jept fubtrahive man von
R — p? die Summe 2pp, + p,?, fo ergiebt fidh:

R—p®—2pp, —p,* = 2(p + p)r +1?
In diefem Ausdrud muf alfo das doppelte Produft aus der Summe
der beiven erften Glieder der Wurgel = (p + p,) mal der Summe
ber iibrigen Glieder der Wurzel = r und auperdem dad Duabdrat
pon r enthalten fein. — Gnthalt die Wurzel nur drei Glieder,
fo findet man ihr legte8 Glied r, indem man mit der Grife
2(p+p) in R — p*—2pp, —p,® dividirt, ofhne den Divifions-
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reft ju beriidfidjtigen; lepterer ift gleid) r%. Soll 3. V. gebildet
werben

YR = ) 4a* + 20ab + 25a°b? + 12 a? ¢ + 80 abc + 9¢?
jo ift zu fepen
Ydat = 2a? = p
R—p? = 20a%b + 25a%bh? 4 12a%¢ + 30 abe + 9¢?

Jept dividive man dad erfte Glied von R — p2, b. i. 20 a® b durd)
2p = 4a% Dann ergiebt fid)

p, =DHab
Subtrahivt man nun von R— p? die Grife

2pp, + p.2=20a%b + 25a%b?
fo bleibt
R—p? —2pp, —p,? = 12a%¢ + 30abe + 9¢?
Diefen Ausddrud dividive man durd) '
2(p +p,) =422+ 10ab

ohne den Divifionsdreft ju beriidfidtigen, o ergiebt fidh

r=3c¢
und man erfieht, daf der Divifionsdreft 9c? gleid) dem Quabdrat
ded lepten Gliedes der Wurgel (3¢)? ift.

Gniljalt die Wurzel vier oder mehreve Glieder, jo jese man
r=p;+s
und verfahre dhnlid) wie vorber.

Die Operation ded Duadratwurzelziehend gejhieht nun ein-
fadjer, wie aud dem folgenden Beifpiele erhellt. &8 foll gebildet
werbden

/92" +30a®b + 31a’b? + 10ab® + b* = )R
Radifand. Wurjel.
9at + 30a3b 4 31a%bh? + 10 ab® 4 b

o 32 + 5ab + b?

30a%bh + 31 a%b? 4 10 ab® + b*

6a?) 30a%b + 25a%b?
' 6a2b? + 10 ab® + b*
6a? + 10ab) 6a?b? + 10ab® + b*
0
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Hier hat man den Nadifaubden hingejdjrieben, ausd dem erften
Gliede die Duadratwurzel = 3a? gezogen und ald erfted Glied der
Wurzel aufgefihrt. AlSdann ift dag Duadrat ded erften Gliedesd
per Wurzel = 9Ya% yom Rabdifanden abgezogen und mit dem Dop-
pelten deg erften Gliedes der Wurzel = 6a? in das erfte Glied bder
Differen3 dividirt worden; das Nejultat der Divifion = 5ab wurde
al8 3weited Glied der Wurzel aufgefithrt. Nun hat man dad dop-
pelte Produft des erften und zweiten Gliedes der Wurzel, fo wie
pad Quadrat ded zweiten Glieded der Wurzel (in Summa 30a’b
-+ 25a%b? von dem Nefte 30a*h -+ 31a2b? 4+ 10ab® 4 b* ab-
gcg?cn und den alddann iibrighleibenden Reft 6a2b? 4 10ab® 4 bt
anvd) dad Dopypelte der Summe aud den beiden erften Gliedern der
Wurgel (= 6a% 4 10ab) dividirt. Der Quotient b2 wurde al
orittes Glied der Wurgel hingejdhrieben. Subirahirte man nun dad
doppelte Droduft der Summe der beiden erften Glieder und des
prittenn Gliedes der Wurgel, plus dag Duadrat ded dritten Gliedes
per Wurgel (in Summa 6a%h? 4 10ab® -+ b%), o blieb der Reft

Jull dibrig. Daber lautet die Quadratwurgel aus

R = 9a* 4 30a% -} 31a?h? + 10ab® -+ b?
YR"= 3a? 4 Hab + b?

Anmerfung:

Wenn der Nadifaud nicht dad vollftindige Duabrat einer alge-
braijdjen Grifse ift, jo wird die Duadratwurzel ausd dem Nabdifanden
jtd) nicht volljtandig audgiehen laffen, ondernm e8 bleibt ein Reft
1brig, den wir ald Wurzelveft begeidhnen werden. Ju der Folge
follen audy die Quadvatwurzeln aus algebraijdhen Grofen dudgezogen
werder, wenn diefelben feine vollftaubdigen Quabdrate find und die
jededmatigen Wurgelvefte angegeben werden.

Beifpiele:
1) @8 foll gebildet werden:
YR = /64 1 192x + 240x° + 160x® + 60x* I 12x° - x°

Radifand Wurzel
64 +192x + 240x% + 160x* + 60x* + 12x° + x| 8 + 12x+ 6x24-x3
64 .

192x 4 240x*
16) 192x+ 144x? .
96x? + 160x® + 60x*
16 - 24x) 96x? 4 144x° + 36x* .
16x3+24 x4+ 12x5+ x®
164 24x4-12x2) 16x3+ 24x* 4 12x° -+ x6
0
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E8 ift demnad)

1/64+192x + 240x% + 16053+ 60x* + 12x> + x®
= 8+ 12x+6x2+x3

2) 3u bilben
VAT Oy? 1 12xy + 16xy? + 24y5 - 16y*
Man ordbue undd)it den Rabifauden wie folgt:

Raditand Wurgel
4x* +12xy + 9y? + 16xy2 -+ 24y3 |- 16y* 2x + 3y + 4y?
4x? .

gy
4x) 12xy4-9y?

16xy2 + 24y  + 16y%
4x + 6y) 16xy?+ 24y% + 16y*
0

3) Aus dem Ausddrud
R = 1-4+4x+9x*+ 16x3+ 25x* + 36x°+ x°
die. Quadrvatwurgel ju ziehen.

Radifand Wurgel

i 2 31 9r.4 ) 6
11+4x+9x +16x° 4 25x* 4 36x° + x ,+2x+_-;_x2+3xa

2) 4x+ 9x?
4x +4x? .
2+ 4x) Hx2+ 16x°+ 25x*

5x2+ 10x3+2?5x4

2+ 4x + 5x?) 6x3—i—z;x“-i—36xs-i-x6
6xH12x¢ + 155+ 9x°
Reft = 241)(4—}—21)(5—81(6

4) Yusd dem Ausddrud
R = 1—2x+5x*—12x%429x*
pie Quadrvatwurgel ju 3iehen.
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Radifand Wurgel
1 —2x + 5x2 — 12x3 4 29x¢ 1 —x+2x2—4x3
1 . .
2) —2x+5x%
—2x+ x?

2—2x) 4Ax—12x3+29x*
4x2— 4x* 4 4xt
2 —2x+4x?) — 8x*+425x*
— 8x*+4 8x*—16x"+16x°
Nejt = 17x*+16x> —16x°
Aehulid) findet man die beiden folgenden Quadratwurgeln mit
pen angegebenen NReften:

NYE S S SR SO 2 o
5 Vitx =1+~ +95— 15

()83 J— 7 . 7 6 5 7 25___ 8

Meft = e x"— 515X+ 550 ¥ — Te381 ¥
6) Y14x+x* = 1+i+-3—x2———3—'<3

X A S
3 9 9
[y R § Y v T w6
Reft = G xt + X — X

b) Ausdziehen der Cubifwurzeln.

Hat man den Radifanden R, aus weldem die Cubifwurzel ge-
zogen werben foll, gebhovig georduet, jo verfahre man folgender-
mafen. Man jepe .

VR =ptyq

R = (p+ @’ =p’+3p> + 3pq’ + ¢
fein.  Jest fepe man p* gleid) dem erften Gliede des Radifanden
oder p gleid) der Cubifwurzel aus dem erften Gliede ded Radifan-
henf; B@uhtrabirt man nun vom Radifanden jein erfted Glied p3,
jo bleibt

fo muf

R — p® = 3p’q + 3pq® + ¢°

S dem Yusdrud R — p® muf alfo dad dreifadje Produft des
Quadrated vom erften Gliede der Wurzel = p mal der Summe
aller iibrigen Glieder der Wurgel = q, ferner die Grife 3pq? und
aufierdem der Cubus von q enthalten fein. Wenn bdie Cubifwurel
nur aus gwei Gliedern befteht, fo findet man dad weite Glied der-
felben = ¢, indem man 3p? in R — p? dividirt und den Reft nidjt
beviidfidytigt; lepterer mufy aud den beiden Summanden 3pg® und
q* beftehen.

Soll bed Beijpield halber gebildet werden

3)— 3 -
VR = 12713 +bix* +36x + 8
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fo hat man ju jepen

p? = 27x% oder p = ]?7271(3 = 3x
Dann mup
R — p* = 54x24-36x+ 8 = 3p2q +3pq® + ¢* = 27x2%q + 9xq®+¢°
fein. Man dividive jept mit 27x2 in 54x® + 36x -+ 8, ohne den
NReft 3u beriidfidhtigen. Dann ergiebt fid) ald Quotient q =2. Der
eft 36x+8 ift gleid) Yxq?-}-q*, wenn q =2 eingefept wird.

Aljo ift
VT T 5Ax + 36x 1 8 = 3x+2

Wenn mun aber die Cubifwuryel drei oder mehrere Summan-
ven enthilt, jo ift q eine Summe von 3wei oder mehreven Gliedern.
68 fanu daher gefept werbden

N Q=mtr

Man erhalt daun aud der Gleidhung
, R — p* = 3p’q + 3pg® + ¢’
die folgende

R—p'=3p2(p, + 1)+ 3p (py +1)*+ (p, +1)°
oder nad) gejdjehener Nlmformung
R—p®=3p®p, +3pp,* +p,*+3(p+p)’r+3(p +p)r’+r?
1m nun p, 3u erhalten, dividire man dad erfte Glied von
R — p? burd) 3p?, fo ift ber Quotient gleid) p, dad jweite Slied
der Cubifwurgel. — Subtrahivt man nun auf beiden Seiten
) C 3%t 3 ,
nadydem fiiv p, fein auf dem eben angegebenen Wege aunfzufindender
Werth eingefept ift, fo ergiebt fid)
R—p®—3p%p,—3pp,*—p,* = 3(p +p)r+-3(p+p)r’+r?

oder
R—@p+p)=3(p+p)r+3@+pn°+r’

S diefern Ausdrud mufs alfo dad dreifadje Duadrat der Summe
der beiden erften Wurgelglieder mal der Summe der ibrigen Slieder
der Wurgel, plus die dreifadje Summe ber beiden erften Wurgel-
glieber mal bdem Quadrat der Summe bder iibrigen Wurzelglieder,
plus der Gubus von r — enthalten jein.

Gnthalt die Wurgel nuv drei Glieder, fo findet man ihr lepted
Glied r, indem man mit der Grofe 3(p+p)? in R—(p+p)?
dividirt, ofne den Divifionsreft ju beadjten; lepterer mup gleid)
3(p+p)ritr® jein.

©oll ded Vetjpield wegen Devedjuet werden

YR = /84 36x+ 66x* - 63x" + 33x¢ T 9x"F x°
fo ift 3u feen

3, —
/8 =2 =rp
R — p® = 36x 4 66x® 4-63x3-}-33x* 4 9x°+ x5
7*
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Sepst dividive man dad erfte Glied von R — p?, ndmlid) 36x
purd) 3p? =12, jo ergiebt {id)
pp = 3x
Cubtrahivt man nun von R — p® die Grife
3p%p, -+ 3pp, 2+ p, =36x+ 54x> - 27x3
jo bleibt

R — (p+p,)*=12x%4 36x*+33x* - 9x*+ x®
Diefen Ausdruct dividive man durd)
3(p+p,)? = 12+ 36x + 27x?
ohne den Divifionsdrelt ju beviidfidytigen, jo evgiebt fid)
r o= ¢
und man findet, daf der Divifionsreft
6x*4-9x° 4-x° == 3(p4-p)r*+r¥=3(2+3x)x* +x&

ift. Daber wird

/BT 36x 1 G6x% + 63x" + 38x + 9%’ F xb = 2 3x - x?

Wenn die Cubifwurgel melr ald drei Glieder enthilt, jo Hat
man u jepen
r=7p, +s

und in derfelben Weife wie vorher p, u. {. f. ju beftimmen.

Wie dag umftehende Veijpiel zeigt, laht fid) die Cubifwurzel
aus einer algebraijdhen Summe einfadjer folgendermapen ausdziehen.
8 fei ju beredynen

VR = /x°—6x°F 21x* — 44x° -} 63x2— bdx | 27

Radifand Wurgzel
x8 — 6x" 4 21x*—44x3+ 63x? — Hdx + 27 x?—2x+3
XS
3x4) —6x° 4 21x* —44x?

— 6x°4 12x*— 8x*
3xt —12x%+ 12x3) 9x*—36x3+4 63x2—H4x 427
9x*—36x3 4 63x2— 54x 4 27
0

Nus dem erften Gliede ded Nadifanbden x° hat man Bier bdie
Gubifwurzel = x? gezogen und ald erfted Glied der gangen Wurzel
hingejdyrieben. Nadypem der Cubus diejed erften Gliedes der Wurzel
= x°® pom Radifanden jubtrahirt ift — bhat man dad erfte Glied
ber erhaltenen Differeny = — G6x° durd) dag dreifadje Quadrat
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ped erften Gliedes dev Wurgel = 3x* dividirt unbd den erfaltenen
Quotienten = — 2x ald jweited Glied der Wurzel aufgefithet.
Dann hat man das dreifade Duadrat ded erften Gliedes der Wurgel
mal dem jweiten Gliede der Wurgel - das dreifade Produft aus
pem evjten Gliede und dem Duadvat ded Fweiten Glieded 4 den
Gubus ded jweiten Gliedes, in Swumma die Grofe — 6x°-+ 12x*
—8x3 von dem Mefte
—6x° 4 21x* —44x% - 63x2 — 54x 27
abgesogen und den alddann ibrighleibenden Rejt
9x4--36x% 4 63x2— Hdx 27
durc) da8 Dreifadje des Quabdrate§ der Summe der Dbeiden erften
Glieder der Wurgel =
3xt—12x3 4 12x?

pividivt, ohue den Divifionsreft ju beriidjidtigen. Der Quotient 3
wurde alg dritted Glied der Wurzel hingejdjrieben. Subtrabirt
man nun dad dreifade Produtt ded Quadrated der Summe der
betden erften OGlieder der Wurzel und ihred dritten Glieded, plus
dad dreifadje Produft der Summe aud den erften beiden Gliedern
und des Quadrated vom dritten Gliede, plus den Cubus ded lepten
Glieded, in Summa

' 9x*— 36x° 4 63x2 — 5dx -+ 27
fo blieb der Neft Null ibrig. Daber ift

VX 6+ 21x' —4dx* | 68x’ — 5dx 127 = x2—2x+3
Bemerfung:

Wenn der Nadifand fein vollftindiger Cubud einer algebrai-
jhen Summe ijt, fo verfahre man ahnlid), wie in dem Bette%mben
Falle bei der Yusdziehung der Duadratwurgeln.

Beijpiele:
1) G8 joll gebilbet werden
YR = J/X°—6x7y T Iox'y? —20x°y? + 15x%y" — bxy T y¢

Jadbifand Wurgel

xf—6x°y415x4y2 —20x3y* 4 15x?y4—6xvf-yb | x2—2xy-+y?
. Y y Y Y vy y+y
X

—6x°y+15x*y2—20x%y?

—6x7y-f12xty?— 8%y

ron 3xty?—-12x3y* - 15x 2y —6Bxy™Fyb
3x!—12x7y*+3y%) Axty?—12x% 4 15x %y —6xy +y*

) 0

70)

2) Aus dem Ausbrud
R = 1+4+4x+4 9x2}- 16x3 4 25x* + 36x°% 4 64x5
pie Cubifwurgel ju ziehen.
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Nadifand Wurgel
2 3 4 5 6
i+4x+ 9x24 16x3+ 25x* 4 36x° 4 64x l—l——;—x—{—%x’
3) " 4x+ 9x:L 16x3
16, 64,
4x+§—x + 97X
3+8x+—1§3x2> 131—\3 -+ %97?)(3 4 25x* - 36x" - 64x°
11, , 88 . ., 484 1331,
104 2432 45325
Reft = WXR~F 14x¢t f{——srlwxf‘w{——fzg—ox“
3) Aus dem Ausgdrud
R=1+x
pie Gubifwurgel zu ziehen.
RNadifand Wurgzel
1 +x x x?  Ox3
1 Ty gtar
3) X
*, x
R
x? x? X3
Suty) —f g
x2 2x% x> xS
T3 9 T 81 129
) 2 23 xt, ox? x? x®
B =TT+ 7)or 8T T 799

b 10X 50 B A0 % {20
21 T 81 243 2187 " 6561 19683 T H3144dl
10x* 2x* 8x*  40x7 25x8 125x°

Reft = —

81 T243 T 2187 7 6561 T 19683 ~ 531441

Bon den imagindren Grofen.

Nadh der Grfldrung der Duadratwurzel ift /a bdiejenige ah!,
weldje um Quadrat erhoben a giebt. In Folge diefer Srflirung
ift man gendthigt, fiiv /a 3wei Grofen anzunehmen, welde dem

Sahlwerthe nad) einanber gleid) find, von denen bdie eine aber pofitiv
und die andere negativ it.
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(58 giebt 5. B. bie beiden Jahlen - 2 und — 2, deren Quabdrate
gleid) der Jahl 4 find.

Um nun Mipverftandniffe ju befeitigen, mag fiir die Folge
angenommen werden, dafs ohne auébrﬁcf[idge ndhere Beftimmung *)
fiiv /2 bder pofitive Werth diefer Wurzel gelten mag.

Die Quadratwurjel aus einer negativen Jahl ift
webdev eine pojitive nod) eine negative 3ahl, denn wenn
man eine pofitive oder negative Jahl jum Quadrat erhebt, jo erhalt
man ftetd eine pofitive Jahl.

Die Quadratwurgeln aus negativen Jahlen bilden daber eine
eigene Klaffe von Grofen, deren Wergleidjung oder Meffung durd)
dpie gewdhnlidjen (pofitiven ober negativen) Grofen auf feine Weife
gejdhehen fann. Man nennt derartige Grofen imagindre ober
unmoglide Grifen.

Wenn nun war bdie imagindren Grofen mit den wirflichen
(veellen) Grdfen nidjt vergliden werden fonnen, fo fann man
dod) die tmagindven Grofen unter einander vergleidjen. E8 fann
(;} ®B. feinem Sweifel unterliegen, daf 2/—a dag Doppelte von

—a ift.

Gine folde Vergleidhung der imagindren Grofen unter fid)
gefdyieht nun am einfachften durd)y Vevmittelung einer unmigliden
Grifse,o weldjer man ven Beinamen der

itmagindven Ginbeit

gu geben pflegt.
Grilarung:
Das Jeiden
i=y—1
bedeutet eine (unmiglide) Grofe, deren Quadrat gleid
ber Jahl —1 ift. Diefe Grofe i nennt man die imagi:
ndave Einbeit.
Nad) diefer Grflarung ift alfo
it=—1
eine wirflidje oder veelle Bahl.
Mittelft der imagindren Einheit, welde man gewohnt ift
durd) den Bud)ftab i ju begeidhuen, fonnen nun unmoglige Grofen
unter einander vergliden werben.

Lehriagp.
@8 ift:

]/:? = ai

*) In ber Theovie der Gleidhungen ift der pofitive wie der negative LWurzel
werth gang gleidybereditigt; Dabher wird bier aud) ohne ausbdriidlie Bemerfung

]/a fowoh!l den pofitiven ald auch ben negativen TWerth diefer Wurzel begeidynen.
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Beweis:
(8 bedentet )/ — a? diejenige Grofe x, deren Duabdrat gleidy
— a%ift; d. b
x? = — a?

Aus diefer Gleidhung ergiebt fidh

= (-

b. 5.

pder X = ai
Aljo ift

— a® = ai
Gang dhnlid) oder aus dem vorftehenden Sape wiirde man finden

/y—a = ifa
Demuad) ift die Quadvatwurzel aus einer negativen
Jahlengrofe gleid) einem Produft, deffen einer Faftor
bie Duabdratwurzel aud dem Jahlwerthe desd Radifanden
und deffen anderer Faftor die imagindre Cinbeit ift.

Crildrung:
Sede Grofie von der Form

a+by —1=a-+bi
wo a und b irgend welde reelle Jahlen bedeuten — heift
eine comgalege Grife.

Die beiden Beftandtheile einer compleren Grofe a und bi
fonnen nidjt mit einander verglidhen werben, weil diefelben nidht
vemielben Jahlengebiete angehoren. Dad 4 Jeidjen, weldjes dieje
Beftandtheile mit einander verbindet, ift daher nidyt al8 ein eigent-
lidhe8 Additiondzeiden anzufehen, durd) weldes nur Grifen von
demfelben Gharafter verbunden werden finnen; jondern dag 4 Jeidjen
hat in der Zheorie der compleren Grifen den allgemeineren Sinn
einer Juordnung von Grofen, welde nidt mit einander ver-
?unbgn werden tinnen, weil ihre Ginbeiten fid) gegenfeitiy aus-

liefsen.
K Die Operationen mit compleren Grofen erfordern daher aud
befondere Definitionen.

Man addivt zwei complere Grifen a + bi und a’ + b'i,
indem man eine complere Grofe bildet, deren reeller Theil gleid)
per Summe der beiden veellen Theile der gegebenen Summanden
und deren imagindrer Theil gleid) der Summe ihrer imagindren
Sheile ift; es i?t alfo

(a+ bi) + (@ + b'i) = (a+ a) + (b + b)i
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Man fubtrahivt jwei complere Grifen von einander, indem
man den veellen Theil der einen vom reellen Theile der anbdern und
den imagindren Theil der erfteren vom imagindven Theile der jweiten
jubtrabict; d. b.

(a 4+ bi) — (@' + b'i) = (a —a') + (b — bIi

Diefe beiden Opervationen ded Addirend und Subtrabhivens der
compleren Grofen laffen fid) ohne Sdhwierigfeit begriinden. Anders
verhdlt 8 fid) mit der Multiplifation Zweier compleren Grdfen.

Man multiplicict swei complere Srofen a + bi und a’ 4 bi
mittelft der Formel:

(a -+ bi) (a’ 4+ b'i) = aa’ — bb' 4+ (ab’' + a'b)i
. b multiplicivt nad) der Formel iiber dad Produft jweier Summen.
noem man diefe Formel amwendet, erhilt man namlid)
(a + bi) (@’ 4 b'i) = aa' + a'bi 4 ab'i 4 bb'i?
= aa' — bb’ 4 (ab’ 4 a'b)i
weil i2 = — 1 3u jepen ift.

Yuf die Operation ded Multiplicivens laffen fid) nun die fol-
genden Operationen: Dividiven, die Potengrednung und dann die
Wurzelvednung allmihlid) zuridfibhren.

Goll 3. . der Brud) der compleren Grofen

a' + bli

a4 bi
ald eine complere Grife davgeftellt werden, fo multiplicive man
venjelben im dhler und Nenner mit a — bi; dann folgt
a’ +b'i _ aa'+bb' + (ab’—a'h)i  aa'4-bb'  (ab' — a'b)i
a+4 bi a? 4 b? T oat+4b? T a4+ b?
al8 Formel, um bden Vrud) zweier compleren Grofen al8 eine
complere Grofie darguftellen.

Aug der vorhergehenden Entwidelung erfieht man, bdak das
Droduft der beiden compleren Grofen

a+ bi; a—bi
die veelle Grife a? 4 b? giebt. Die beidben Grifen
a+bi
a—bi
weldhe nur durd) das Seidjen des imagindrven Theils von einander
abweidjen, nennt man conjugirte complere Grofen.

Siir die Folge ift ein Sap, betreffend die Vergleidung weier
compleren Grofen, von Widptigteit.

Sindet ndmlid) die GSleidhheit ftatt

atbi=a+bi

R

fo muf a'

bl

a
und b
fein.
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Aus der Gleidung a + bi = a' + b'i folgt ndmlidy:
a—a' + (b—b)i = 0

Ware nun b — b’ von Null ver{djieden, {o miifte die Diffe-
reny der beiden rveellen Grofen a— a' gleid) einer imagindren
Grofe werden. Da diefed ungereimt ift, fo mup

b = b

und in Folge deffen
fetn.
Die Grhebung einer compleren Grife zu einer Poteny, deren
Grponent eine pofttive oder negative gange ahl ift — gejdyieht mit
Hiilfe der beiden Fovmeln itber die Multiplifation und Divifion
complerer Grofen.

@8 foll jept nod) bie Formel fiir die Audziehung der Duadrat-
wurgel aus etiter compleren Grofe entwicelt werben.

LWenn man

Va+ bi
al8 complere Grofie darftellen will, fo jepe man
atbi =x+y.i
und erhebe diefe Gleidung jum Duabdrat.
G5 ergiebt fid) algdann

a-+ bi = x? —y?+ 2xy.i
Ang diefer Gleidung folgt vermdge eined vorher bewiefenen
Sapes
x? — y? a
2xy b
Adbdirt man die Duadrate diefer beiden Gleidungen, o er-
halt man
( — Y + 4yt = (F 4y = a? o b2
oder wenn bdie Quabdratwurgel gezogen iwird
o+ yt = YT
Addirt man ju diefer Gleidjung die folgende
2xy=b

Il

jo erhdlt man
(x+y?=ya®+b2+b
oder durd) Ausdziehung der Quadratwurzel

x+y=-"+ l/]/m + b
Gubtrahirt man ferner die beiden Gleihungen
X2+ yt= T B
2xy = b
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von einander, jo ergiebt fidy

(x —y)?= ya?+b: —b
oder durd) Ausdziehung der Quadratwurzel

x—y=+ ]/1/ a?+b? — b
Aué den beiden Gleichungen

x+y=i'l/]/m2+b

x——-y=jtl/]/m_l;2—-b
und der folgenden

X2 . y'l — a

erfieht man nun, daf wenn a eine pofitive Griofe ift — die beiden
Grifen x -y uud x — y entweder beide pofitiv oder beide negativ
find; daf aber, wenn a negativ ift, diefe beiden Grifen ent%egem
gefepte Vorzeidhen haben mufjen. Bebdeutet daher e einen der betden
Werthe & 1, fo ift

Xt+y= e‘/ a?+ b2+ b
oy Va ib‘+_ wenn a pofitiv

x-—y:eV]/a?*-i:T)?—b

und

B
xty=clya>+b +__ wenn a negativ ift.

x—y=-—el/]/mﬂ——-b
Avdirt man nun die Gleidungen x + y = und x — y=
und dividirt durd) 2, fo folgt:

x = ,;: h/ Yar T+ b + ‘/ ,/m__] wenn a pofitiv,

=

x= 5 [l/‘/aT_Fp +b — ]/l/m — b} wenn a negativ ift.

Gubtrahirt man dagegen bdie obigen Gleidjungen von einanbder
und dividirt durd) 2, fo ergiebt fid)

Y= ; h/]/?-—i-T’ +bh — ‘/V?ﬂ2 —p | wenn a pofitiv,
y = i [I/I/E’Ur 2+b + ‘/]/Ef-T-Fi_ b | wenn a negativ ift,
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Mittelft diejer Werthe von x und y fann man nun in den
beiden Fdllen fitr ein pofitived ober iegatives a den compleren

Ausdeud von
Va+bi = x+yi
sufammenfesen.

Die Darftellung von a + bi alg eine complere Grofe ges
hort der Goniometrie an und mag daher hier iibergangen werden.

Beifpiele jur Redynung mit compleren Grofen.
1Y) (— :} +~;— V?>3 3u entwideln.

Wendet man die Formel
(a -+ b)? = a® + 3a% - 3ab? 4 b?

1 i /5
ar und fept a = — g1 b=y V3, fo folgt:

1, i )\ 1 1 i o 3 i 3y3
(__2_.{.51/3)___.8_%—3,1_.?]/3——72—1—.34- 5
ober da i? = — 15> = — iift
(1 0o\ B 9 i3yY3 _
SR Rtk T AR ks Sl

Durd) Gntwidelung ded Cubus iiberzengt man fid) aljo, daf

(3 bvs) =

ift.
—4
2) Die Poteng (2 i) zu entwideln.
@8 ift
N 1
@+D = @Fy
Da nun

@+ i) =4+ 4i+i2=4+4i—1=3+4i
ift, fo ergiebt fid), wenn man legtere Gleidjung
(2 + i) = 3 + 4i
nod) einmal zum Duadrat erhebt
@+ i)t = (3 + 4i)> =9 + 24i + 16i2 = — T + 24i
Alfo ift g - )
@+ =mgFm~ =7+
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Multiplicivt man den Brud)

1
— 7+ 24i
im Bdhler und Nenner mit — 7 — 24i, jo erhilt man
1 =T — Ui —T—24i  — 71— i
— 7+ 241 49 —24%*° 49 +bi6 625
=T 24
7625 T 625
Man findet demnad)

@H+i) = — s — ok
6256 625

3) Die erften finf Potengen von
x=f5_4—_l+ Toreys

3u entwideln.
Bilvet man gunddft x? fo ergiebt fid)

. (l/*"l;‘ 1) +2 (I/Z - 1)Ii 1/10 + 295 4 —li—g(10+2 V5)

_6—2yF i(l/s__l)l/erQVs‘_ 10+ 2 /5
T 8 16

—_ _14+y5 i(ys —1) 1/10+2,/5
it 8
Da nun

ﬁ—]:l/(;/g-; ])2:‘/6—211"/:‘5;

und daher

(V'ﬁ'—l)l/10+2;/§ =l/6—~2 V5 1/10+21;5j

= 1/40—8 V5 =2 ]/10-—21/5_
ift, fo findet man:

1 i
+3}/10—2/%
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Mit diejer Gleidhung multiplicive man, um x3 u entwideln,

die folgende
X = JST—L + —;— ]/10+2 V5
fo folgt:

oo Vf’ﬂiél{?—* DN 2o (/5 — 1)]/10—2;/5_

RIVE +1)}/610+2V5 _1%1/10_2 /5 1/10+2;/5—

RNun ift, wie man leidt finbet,
Y)Y =) 4 1
16 ~ 16 o

16 4

1 — = 1,
~E1/10-21/5 ‘/10+21/5 = — 15 VIO —£.5

1 1,
=— 1 V0 =—_1y5

(,/57-1)1/10—2V5 = ]/6-2]/5_ l/10—2;/5—
== 1/80—32,/5— =4 1/5—2 V5
(/5 + 1)]/1o+2 Y5 = l/6+21/5— 1/10+2;/5_

= ]/80+32ﬁ =4 ]/5+2;/5—
Daber ergiebt fid

xsz——]i—'/"’— _ %{1/5” V5 —V5—2 Vb‘}

Ferner ift

]/5+21/5_ —l/5—2;/5_ = <|/5+2,/5:—-]/:2;/5_>

— V;—2 ;/'5"_
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Man erhilt aljo
3 — 1 I '/5 i < A
We=— =g — Tl/m‘z'/"

Um x* 3u entwideln, hat man nur die Gleidung

e 1 +4’/5— + % 1/15—2;/5“

gum Quadrat 3u erbheben.

Da bdiefe Beredynung nur denfelben Grad der Schwierigleit
hat, wie die Beredynung vou x? fo mag dad Refultat jogleid %et:
gefept werden. @5 lautet

o — _Ki;_] — 4 1/10—2;/3

Um endlid) x* 3u eralten, multiplicite man bdie vorher ge-
fundenen Gleidjungen

1+ 5 |, =
X = — 4V" + '/10—21/5

1475 T
X} = — —+41/w — T1/10_2;/5

mit einander, fo folgt:

N U 8 50 N

T T (10—2y5)
_ 6425 | 10—2)5
=—1w t 71—

DOemnad) ift:

F—__ . —— 5
{1“4% i _:l_‘/10+21/5 } =1

Adpter Abjdymitt.

Die Gleichungen des erften Grades,

Die Oleidjungen zevfallen tn die drei folgenden Klaffen.

1) 3bentifcge Gleidjungen find foldje, deren beide Seiten
nidht von_einander verfdjieden jind. Sie dritden alfo nur aus, daf
eine Grife fid) felber gleidy ift. So ift 3. B. a = a eine iden-
tijde Gleidhung.
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2) Analytifde Gleidungen find folde Gleidungen, weldpe
die Gefepe der Operationen ded Redynens darftellen. So find 3. B.
(a 4+ b)? = a? J- 2ab + b?
(a + b)a = aa 4 ba
(ab)n = a"p»
analytijdje Gleidyungen, weil diejelben dad Werfahren angeben, eine
Summe weier Grofen jum Quadrat zu erheben, eine Summe mit
gt'nber Grofe zu multipliciven und die Poteny eines Produfted u
ilden.

3) Algebraifdhe Gleidhungen find jolhe Gleidjungen, welde
nur unter der Voraudfeung beftehen, dah man gewiffen in ifhren
beiden Seiten enthaltenen Grofen gang beftimmte Werthe beilegt.
$8 find 3. B. die Gleidungen

2x 3
x2 = 25
algebraijdhe Gleidjungen, denn die Ridytigleit der erfteren findet nur

{tatt, wenn man x den gang beftimmien Werth 5 beilegt; — wibh-

rend fitr jeden anderen Werth von x die Gleidung ridtig zu fein
aufhort. Gben fo ift die jweite Gleidjung nur unter der BVoraus-
fepung vidjtig, daf wman fiiv x entwebder die Jahl + 5 oder — 5
annimmt. '

Ll

Wenn man allen denjenigen in den Seiten der gegebenen
Oleidungen enthaltenen Grofen bieienigben Werthe beilegt, welde
fitr bad Beftehen diefer Gleidjungen erforderlid) find, o erhdlt man
nur identijdhe oder analytijhe Gleidjungen. Denn wiirde eine diefer
Gleidungen nod) algebraijd) fein, jo wive diefed ein Seiden, bdap
nod) nidyt allen Gropen die jum Beftehen bder Gleidjungen erfor-
derlidhen Werthe beigelegt find.

Sollen gewiffe Grogen einer oder mehreren Bedingungen Ge-
niige leiftenr, jo bdriidft man bdiefe Bedingungen in der Form von
Gleidjungen aud. Diefed Ausdbdriiden der BVedingungen in der Form
von Gleidungen nennt man dag , Anfepen der gﬁ)[eicﬁungen.“
Wenu 3. B. eine Grife x der Vedingung geniigen foll, bdah i?r
Quabdrat, vermelrt um ihr Finffades, g[eidg) der Jahl 24 ift, jo
lautet diefe Bedingung in der Form einer Gleidhung

x2+ 6x =24

Jum Anfepen der Gleidhungen ift nur ein flaved Verftindnip
der Bedingungen, weldjen gewiffe Grofen unterworfen werden jollen,
erforderlid). Daber laffen fid) iiber bas Anfepen der Gleidhungen
felber nid)t wohl allgemeine Regeln aufitellen.

Diejenigen Grofen, welde gewiffen durd) Gleidungen darzu-
ftellenden Vedingungen Geniige leiften jollen, nennt man die Un-



113

befaunten. NMan pflegt diefelben durd) die legten Budyftaben des
lateinijchen Alphabetd 3u bezeidynen (x, y, z, u), wibhrend die gege-
benen obder ald gegeben “gedacdpten Grifen durd) die erften Bud-
ftaben (a, b, ¢, d...) begeidyuet werden.

Nus mehreren Gleidhungen bdie Unbefanuten entwideln obder
dieje Gleihungen aufldien heit — bdie Unbefanunten durd) gege-
bene Griofen darftellen. Diefe Darftellungen der Unbefannten nennt
man aud) Wurzeln der Gleidjungen. Keine Wurzel der Glei-
dyungen darf nody eine Unbefannte in threr Darftellung enthalten.

Gine Gleidung heifit abhdugig vou andeven Glei-
dungen, wenn diejelbe aus lepteven hevgeleitet werden
fann. Die Gleidyung

Tx +4y =18
ift 3. B. abbhingig von den beiden Gleidhungen
2x +3y= 1T
5x + vy =11
weil man legtere nur zu abdiven hat, um die Gleidung
1x + 4y = 18

au erhalten.

Unabhdangig von andeven Gleihungen bheifit dagegen jede
Gleidjung, weldje auf feine Weife durd) Redynung ober Umformung
aud erfteven hergeleitet werden fauu.

Unbeftimmte Gleidjungen find jolde Gleidjungen, durd
weldje die Unbefannten nidt vollftandig beftimmt find, jo daf bie-
felben beliebige Werthe aunehmen fonnen. Die Gleidjung

x 4y == 100
ift 3. B. ohune Hingufigung einer weiten Vedingung eine unbe-
ftimmte Gleidjung, denn man fann fiiv jeben Werth, den man x
beilegt, einen jugehorigen Werth fiir y finden.

Dagegen hat man die @Ieéd)uug

x2=4

al3 eine beftimmte Gleidung angujehen, — denn e geniigen war
die. beiben Werthe
Xx=2und x =— 2

derjelben; die Anzahl diefer Werthe ift aber eine befdjrantte.

Sid) widerjpredende Gleidungen find jolde Gleidungen,
weldje neben einander ohne Widerfinn nidyt beftehen Tonnen.

Die Gleidhungen

2x +3y= 7

4x + 6y =15
befiuden fid) in diefem Falle. Denn multiplicirt man bdie erfte der-
felben mit 2, {o ergiebt fid)

4x + 6y =14
eine Gleidung, welde mit der 5weitenl%egeﬁeneu Gleidjung

4x + 6y =
nicht vertrdglidh it.
8
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Anmerfung:

- Gelangt man im Laufe ciner Betradytung auf eine ober mel-
rveve fid) widerfpredjende @Ieidgungen, jo darf man fidjer jein, einen
Sormenfehler begangen ju haben.

Gleidhungen ded erften Graded mit einer Unbefannten.

Bedeutet x eine unbefanute Grife und find a und b befannte
oder gegebene Grifien, jo heifit dic Gleidyung

ax =>
eine Gleidyung vom erften Grade.

Jede @Slcidgung vom erften Grade hat man jundd)ft auf biefe
Form ax = b 3u bringen, um dann den Werth der Unbefanuten
qu finden. Hat man einer Gleidung vom crften Grade diefe Form
gegeben, fo fagt man — die Gleidjung jei geordnet.

Peim DOvdnen der Gleidungen erften Graded verfihrt man
folgendermafsen:

Man {dhafft durd) Multiplitation uerft dicjenigen
Nenner fort, welde die Unbefannte enthalten. AlBdaun.
(Bft man bdiejenigen Produtte auf, i1 deven Fattoven bdie Unbefannte
porfommt. Davauf jdafit man dicjenigen Glieder, in bdenen fid
die Unbefannte befindet nad) der linfen, und die gegebenen Grifen
nad) der recdhten Seite der Gleichung.

Endlid) verwandelt man die linfe Seite der Gleidung in ein
Produtt, deffen einer Fattor eine gegebene Grifie und deffen anbde-
rer Faftor die Unbefanute ijt.

Bemerfung:

Wenn fid% in der Gleidjung eine Wurzel vorfindet, deren Na-
difand die Unbefannte enthalt, ?o {dhaffe man diejelbe junddyft auf
eine Seite der Gleidjung und erhebe die Gleidjung 3u einer Poten;,
veven Grponent gleid) dem Wurzelerponenten ift. Hierdurd) werden
bie Wurgeln weggebrad)t. In allen Fallen wird diefes jedod) nidyt
erforderlid) feiun.

Beijpiele:
1) Die Gleidung
3x 4+ 2 S5x + 17
x 4 4 + 14+x 8

3u ordnen.

Man multiplicive, um die Nenner x + 4 und 1 + x wegzu-
{dhaffen, mit dem Produft der Nenner (x 4+ 4) (1 +x), jo er-
halt man

BGx+2 (1+x) 4+ Gx+7) x+4) = 8x+4)(1+x)
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Sept [Bje man die Klammern auf, jo folgt:
3x? 4+ 5x+2 4 5x2427x + 28 = 8x2 + 40x + 32
Subtrabirt man mun auf beiden Seiten 8x2, fo ergiebt fidh
5x + 2 + 27x 4+ 28 = 40x + 32
oder nadydenmt die Glieder, weldhe x enthalten, nad) der linfen und
die befannten Grofen nad) der vedten Seite gejdafit find
5x + 27x — 40x = 32 — 2 — 28
Jieht man nun auf der linfen Seite den gemeinfdaftlichen
Saftor x heraus, jo evhdlt man
(G + 27T — 40)x = 32 — 2 — 98

. 0.
— 8x =2
oder wenn man mit — 1 multiplicivt
8x = — 2
In beiden Formen
— 8x =2
ober 8x = —2

wiivde dic Gleidjung geordnet fein; jedod) wihlt man dicjenige
dorm Dder geordmeten Oleidjung lieber, in welder der Fator bder
Unbefannten pofitiv ijt.

2) Die Gleidyung
FEW ey gL
]/ X =Vx +3 x|
3u ordnen.

Man erhebe diefe Gleihung gum Duadrat, fo ergiebt fidh:
X!+ 13 g — ‘/T : 9
= (Vx4 +) =x+o6+
Multiplicict man mun mit x, fo folgt:
x24+13 =x2+6x+4+9

RNadjpem von Dbeiden Seiten diefer Gleidung x> fubtrabict
worden ift, {daffe man die Grofe 6x nad) der linfen und die
3abhl 13 nad) der vedjten Seite, fo erhdlt man

—6x= —13+9= —4
oder nadh erfolgter Multiplifation mit — 1
6x =4

al8 georduete Gleidhung.
3) Die Gleidung

4X—_§~ o 5
‘/3x+ 1 = VX +l/3x-—3

3u otbnen.

8‘
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Man erhebe diefe Gleihuing jum Quadvat, jo erhdlt man

4x — 2 . 4
3X+.X“—~:—T 3\‘]‘2]/‘5)(‘/3 +-.))X—-3
Qest jubtrahive man auf beiden Seiten ‘3\ und multiplicive
hevauf mit x — 1, daun folgt:

4x—2 — 29— 1) VBx o A+%

3x — 3
Dasd Produft
—
31—
(x—1) ¥3x ]/3x_3
ift nun Junddyit durd) Multiplifation der beiden Wurzeln =

(x—1)]/312" = (x — 1),/ 4* = 2(x —

und damn, wenn fiir x — 1, 3/ (x — 1)2 geiegt wird
21/‘(‘ ey = =2y
Man evhalt alfo
4x —2=4yYx*—x + %

4 , .
oder ivenn 5 fubtrabirt wird

4x — _l%O = 4]/x2-x
Dividivt man nun der Einfadheit wegen durd) 4 und erhebt
pann beide Ceiten 3um Duadrat, jo ergiebt fid)

=3 —ems

n R
b. 5. xQ——;—x-I-%:X?—X
Nun fubtrahive man auf beiden Seiten x* und multiplicive
mit dem Faftor — 1, fo folgt
5. 25
33X T3 T
Multiplicict man mit 36 und jdafit die Unbefannte x nadh

der linfen und die Zahl — 25 nad) der redjten Seite, o er-
hilt man

60x — 36x = 25
oder 24x = 25
alg geovduete Gleidjung.
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Qft die Gleidqung evften Grades mit einer Unbefaunten x nun
in der angegebenen Weije geordnet, daf fie die Form hat
ax =>b
fo erhdlt man den Werth der Unbefannten x, indem man auf bei-
dent Seiten durd) a dividivt. E8 ergiebt {id) alfo aud der geord-
neten Gleidyung

die Wurgel

ax =>)

X =

LA
a

Aug den geordneten obigen Gleidungen
1) 8x=-—-2
2) 6x =4
3) 24x = 25
erhilt man 3. B. die Werthe

2 1
Dx=—g=—7
) 4 2
D x=F =y
3) \:é—;‘

Diefe Werthe erfiillen die entfpredjenden Gleidungen, wovon
man fid) iberzenugen mag.

Gleidyungen desd erften Grades mit mehreven Un-
Detanuteun.

Unter einer Gleidjung vom erften Grade mit mehreren Un-
befannten x, vy, z, . .. verfteht man etne joldje, weldje auf die Form
gebradyt werden fann

ax +by+ez... =g
weun a, b, ¢, . ..., g befannte oder gegebene Grifien bedeuten.
It die Gleidjung auf diefe Jovrm gebradyt, fo heifit diefelbe ge-
orduet. —

Dag Ovduen der Gleichungen exften Grades mit mef)reren
Unbefannten gejdyieht dhnlid) wie bad ber Gleidjungen mit einer
Unbefannten; bedarf daher feiner bejondeven Amweifung.

Jur vollftandigen Veftimmung aller Unbefannten
find eben fo viele von einander unabhingige Gleidungen
erforderlid), alg die Angahl der Unbefannten betvigt.
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Dennt wenn man ausd einer der Gleihungen die eine der Un-
Defaunten durd) die dibrigen darftellt uud diejen Ausbdbrud fiir die
entwidelte ubefannte in die anderen gegebenen Gleidjungen einfept,
jo erhdlt man eine Gleidung weniger alé iiberhaupt gegeben waren,
sugleid) aber audy in den ubrigbleibenden Gleidjungen eine Unbe:
fannte weniger. Wenn man nun jo fortfdhrt, die Unbefannten aus
dent Gleidjungen fortyuidyaffen, jo diberfieht man, daf fe geringer
bie Augahl bder ibrigbleibenden Gleidhungen wird — um defto ge-
ringer aud) die VAnjahl der iibrigbleibenden 1lnbefanuten iverden
mu%. Da nun aus einer Gleidung nur eine Unbefannte be-
ftimmt werden fann, jo folgt, dafy jur Beftimmung von zwei Unbe-
fannten nothwendig jwei Gleidungen erforderlicdh) find; dafy jur Ve-
ftimmung von bdrei Unbefannten drei Gleidhungen u. i. w. erforderlid
find. Die Anzahl der Gleidhungen muf aljo allgemein der Anzahl
per Unbefannten, welde aus bdenjelben beftimmt werben jollen —
jedenfallg gleid) fein. — dAud) miiffen diefe Gleidungen unabhingig
von einander fetw; denn befinbde fid) unter ihnen eine abhangige
Gleidjung, fo wiirbe man annehmen founen, daf eine Gleidung
weniger gegeben wire, da man bdie abhingige Gleidung ausd bden
iibrigen Gleidungen herleiten fann.

Mit diefem Veweife, daf jur Darftellung von n Unbefannten
aud) n unter fid) unabhingige Gleidhungen gegeben fein miifjen —
ift jugleid) bas Verfahren angegeben, dieje Unbefannten davzuitellen.

Driidt man 3. B. aud der erften der beiden Gleidhungen

9x + 3y = 31
5x + 4y = 53

pie Unbefannte y durd) die Unbefannte x aus, jo erhalt man
31 2x
=373

Geit man bdiefen Werth an die Stelle von y in der jweiten
gegebenen Gleihung, fo ergiebt fid):
124 3x

3 3
Aus diefer Gleidhung findet man

bx + = H3

x =35
Da nun
_3 %
Y3 3
war, fo folgt — wenn fir x fein Werth 5 gefest wird
y=1
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Die beiden Wurgeln der Gleidungen

2x + 3y = 31
fid ox + 4y = 53
mo aljo

x=05,y=171T

Sollen aus den drei Gleidhungen
2x + 3y + 5z = 23
—X + 4y + 2z = 13
3x —2y + z = 2
oie Werthe der bdrei lnbefannten gefunden werben, fo ftelle man,
weil dicfes am einfadjjten gejchieht, aus der dritten Gleidjung die
Unbefannte z mittelft der beiden Unbefannten x und y dav. 8
ergiebt {id):
z =2 — 3x 4+ 2y
Diejen Ausdrud fepe man in bdie beiden erften Gleidungen
ein, fo erhdlt man, nadydem diefelben geordnet worden find
— 18x 4+ 13y = 13
— Ix+ 8y= 9
Aud der erfteren findet man
y=1+4x
Cet man diejen Werth in die jweite Gleidjung, jo folgt —
nadydem bdiefelbe georduet ift

x =1
PNun erhdlt man aud den Gleidjungen
y=1+x
7z = 2 — 3x + 2y
allmdhlid) die Werthe
y =2

2=2—3+4=3
Die Werthe, weldje die gegebenen drei Gleidjungen erfitllen,
find aljo
x=1;y=2;2 =3

Auf bdemjelben Wege famn man nad) und nad) ausd Dbeliebig
vielenn unter einander unabhangigen Gleidungen des erften Grades
bie Wurzeln diefer Gleidjungen auffinden. Diefesd Verfahren heifit
dad G‘E[iminatimm:%et?abren. Hat man aud n gegebenen
Gleidungen mit n Unbefannten eine Unbefannte weggejdhafit da-
purd), daf man aud diefen n Gleidungen (n — 1) andere Glei-
djungen bhergeleitet hat, weldje diefe ‘eine Unbefannte nid)t mehr
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enthalten, jo jagt man — dieje Unbefannte jei aud den gegebenen

Gleidjungen eliminivt worden. Oie Elimination fann auf dem oben

angegebenen Wege erfolgen, bequemer aber ift die folgende Methode.
m aus den Dbeiden Gleidhungen mit mehreven lnbefannten

ax +by+ecez+...=¢g
ax +by+rez+ ... =g

die lnbefannte z ju eliminiven — multiplicive man die erfte Glei-
dhung mit dem Faftor, welden die Unbefannte z in der jweiten
Gleidpung befint, namlid) mit ¢,; ferner multiplicire man die jweite
Gleichung mit bem Faftor, weldjen die Unbetaunte z in ber erften
Gleidyung befint, namlid)y mit ¢, fo hat nun in beiden Gleidhungen
die Unbefaunte z denfelben Faftor cc, und ed mup daher, wenn
pie beiden Gleidhungen von einander jubtrabivt werden, die Unbe-
fannte z in der newen Gleidjung nidt mebhr enthalten fein. o
faun man aud der erften, und jweiten Gleidung, dann aud der
aweiten und bdritten Gleidung und jo fort, und endlid) aud bder
vorlegten und lepten Gleidhung ein und diefelbe Unbefannte fort-
{dyaffen (eliminiven). Man erhdalt nad) vollzogener Glimination eine
Gleidjung und eine Unbefannte weniger, al8 urjpringlidhy gegeben
waven.

Mit diefen Gleidhungen fann man dhnlicd) verfahren und wieder
eine Unbefannte eliminiren u. {. w. Dann wird man jdlieplid)
nur eine Gleidung mit einer lUnbefannten erhalten, aus weldjer
diefelbe beftimmt wird.

Beifpiele:
1) Die beiben Gleidungen
ax + by =g¢
ax + by=g
aufauldfen.

Multiplicict man bdie erfte Gleidhung mit b, die zweite mit b
und fubtrabirt, jo ergiebt fid):
(aby — ab) x = gb, — gb
oder
_ g — b
~ ab, — ab
Multiplicirt man dagegen die erfte Gleidjung mit a, und jub-
trabirt von der mit a multiplicivten 3weiten Gleihung, jo folgt:

(aby — ab)y = ga — gy
ober
__ag —ag
Y= ab, — ab

Den lesteren Werth hdtte man dadurd) aus dem vorher gefun-
benen Werthe von x herleiten fonnen, daf man die Budjjtaben
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a und b mit einander vertaujdht und fiiv x, y fdreibt. E8 wirde
fidy banu ergeben

g &8

ba, — b,a

oder wenn man die vedte Seite mit —1 im Jdhler und Nenner
multiplicivt

Y ==

Ha—ea o A — a8

b,a — ba, ab, — a;b

ein Werth, weldjer mit dem oben gefundenen itbereinftimmt.
Die beiden Wurgeln der Gleidjungen

ax+ by=g¢g

ax +by=g

y =

find alfo:
gh, —egb | - 8¢ — ¢
ab, —ab ’ ab, —ab

2) Die drei Gleidhungen

ax + by+ cz=g
ax+ by+cz=g
aX + b,y + cpz =g,

X =

aufzulojen.

Multiplicict man die erfte diefer Gleidjungen mit c,, die weite

mit ¢ und jubtrahirt bann von einauder, fo ergiebt fid)
(ac; —a,¢)x+ (be; — bye) y = ge; —gyo

Multiplicict man ferner die weite der gegebenen Gleidjungen

mit ¢, und die dritte mit ¢, und jubtrahivt abermald, o erhdlt man:

(ac; — aye)x +(byc;—bye ) y=gi¢;  gs0,

Lon den beiden Gleidjungen

(ac, —a,c)x+(be;, —bc)y=ge, —gc

(230, —25¢,) X+ (by €y — byey)y = g1 —gpey
multiplicive man nun die erfte mit (b,c,—b,c,), die weite mit
(be; —b,c) und fubtrabhive von einander, fo findet man ur Be-
ftimmung von x bdie Gleidung:

[(ac, —a,¢) (bycy —bye,) — (a0, —aze;) (be, — by ) [x =
(ge,—g1¢) (byes—bye,) — (g6 —gy¢,) (bey — bye)

Dan bemertt leid)t, daf bie redhte Seite diejer Gleidhung aus
pem Faftor der Unbefannten x auf der linfen Seite erhalten wird,
indbem man an bdie Stelle von a den Budjitab g fept. Vermioge
diefer Beobadytung ift e8 nur nothig, die Klammern des Faftors
von x aufgulofen. Durd) dieje Auflojung erhilt man mumn:

(ac, — a,¢) (by ey — bac,)— (a0, —ay¢,) (hey —byc) =
¢, | ab,c,—ab,c, +abyc—a,be, +a,be, —aygh,c]
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Subem man hier fiiv a immer g fest, folgt:

(ge;—g;¢) (byey —byc,) — (g1¢, — gacy) (be, —Dbye) =
¢; [gbyc, — ghac, + g, byc—g;bey +gobe, — gybyc]
ald Auflsjung der Klammern bder redjten Seite der obigen Glei-
dung, aud weldjer nun, nadjdem bdie eben gegebenen Auflojungen
eingejept fiud und auf beiden Seiten durd) ¢, dividirt ift, der Fo[=
gende Werth fiir x erhalten wird
gb,c, —gb,c, +g,b,c —g;be, +gybey —gobye
ab,c,—ab,c, +a,b,c — a;be, + abe; —aybye
Der Zdhler diefed Brudjed wird, wie man fieht, aus dem
Nenner abgeleitet, indem man fiiv den im Nenner vorfommenden
Budftab a iberall g feht. Ganz analog wiirde man y finden, in-
dem man einen Brud) bildet, defjen Nenuer gleid) dem Nenner der
Unbefannten x ift und deffen Jahler aus dem Nenner gebildet wird,
indem man fiiv den Budjftab b iberall g fest. Ein ahnlides Ber-
fabren ift einguidhlagen, um z zu erhalten.
Man findet daher die Wurzeln der Gleidungen
ax + by + cz=g¢g
ax + by + ¢,z = gy
X + by + ¢z = g
in folgenden Formen:

gb,c, — gbyc, + g;byc—gibe, 4 gobe, — gobye

X =—

= abyc, — abyey + a b,c —agbe, 4 agbe, —aghyc

__ 8810, —agy¢y + aygyc —aigey + 2,00 — 28,0
= ab,c, —abyc, 4 asbye — asbe, +abe; —agh,c
2 — ab;g, —abyg, +a,b,g — a;,bg, 4 a,bgy —a,b,g

abyc, — ab,c; 4 a,b,c — ajbe,y +a,be; —agh,c

Gin von bdem oben angegebenen, RBerfahren der Glimination
verfdjiedenes ift bad der unbeftimmien Faftoren Daffelbe
foll tn dem fpeciellen Falle der drei Gleihungen
ax + by+ cz=g
ax +bhy+ez=g
0,X + byy + 0z = gy
ausfithrlicger evirtert werden. ' o '
IMan multiplicire die weite Gleidung mit einem nody nidt
beftimmten Faftor p und die dritte Gleichung mit dem unbeftimmten
Faftor q und addive die Summe der jo gebildeten Gleidhungen zur
erften Gleidung, fo erhdlt man
(@+ap+a)x+O+bhp+bay+lcteapteqz=
gtapteq
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Run bejtimme man die Faftoren p und q ausd den beiden
Gleidungen
b+Dbp+bq=0
ctepteq=0
Dann erhdlt man die Unbefannte x ausd der Gleidjung
(atap+aq)x=g+gpt+gq

in weldje fid) die obenftehende verwandelt, wenn durd) angemeffene
Wahl von p und q die Faftoren der Unbefannten y und z gleid)
Null werden. — Aus den beiden Gleidungen

b+bp+bq=0
cteptceqg=0
erhilt man nun fiiv p und q die folgenden Werthe

= Do —be
" byey —byey
be, — bje

q:

hl Cy — b2 ¢
Gept man in der Gleidung
(atapt+a,x=g+gp+gq
an die Stelle von p und q bdiefe Werthe und multiplicict mit
byc, — bycy, jo folgt
[a(byey — byey) + a1 (bye —Dbey) +ay (be, — bye) ] x =
g(bie, —bye,) + gy (bye —bey) + g, (bey — bye)

DQurd) Divifion und nad) Auflsjung der Klammern ergiebt
jid bieraus bder jdhon oben auf anberem Wege fiir x gefundene
Werth, namlidy: ,
gb;cy —ghye, +g,byc—g,be, +gobe, —gybic
ab,c, —abyc, +a,byc —a;be, +a,be, —ayhc

Hitte man den Werth von y darftellen wollen, fo witrde man
in der oben ftehenden Gleidhung

(atapta)x+@®+bp+bgy+lctepteqa=

gt+epteq
die Grofen p und q fo haben beftimmen miiffen, daf die Faftoren

der Unbefannten x und z gleih Null werden. Sind diefe Grifen
aud den Gleidungen

a4ap+taq=0
ct+epteq=0

beftimmt, fo erhdlt man den Werth von y vermige der Gleidhung
(b+bptby=g+ep+aq

X =
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Beifpiele ju den Gleidjungen ded eriten Gradesd mit
mebhreren Unbefannten.

1) Die Gleidungen

x4+ y+ z+ u= 10
x+2y+ 3z+4+ 4u= 30
x4+ 4y + 9z + 16u = 100

x + 8y + 27z + 64u = 354
aufzuldjen.
Man fubtvahive die erfte von der zweiten, die weite von der
dritten und die dritte von ber vievten Gleidung, jo ergiebt fid):
y+ 2z+4+ 3u= 20
2y + .6z 4+ 12u = 70
4y + 18z + 48u = 254
Ron bdiefen Gleidjungen multiplicive man die erfte mit 2 und
dividire die lepte durd) 2; alsdbann jubtrahive man die jo erhaltenen
Gleidhungen von einander, jo ergiebt fich

2z + 6u == 30
3z + 12u = 57

Aus diefen Gleidjungen findet man leidt die Werthe
z=3;u=+4¢

Jept Deftimme man ausd der Gleidjung

y + 2z + 3u = 20
oder
y+6+12=20

den Werth von y, ndmlidy

y=2
fo ergiebt {id) aus der erften der gegebenen Gleidhungen:

x+y+z+u=10

der Werth der lUnbefannten

x = 1.

2) Die Gleidungen:
1

«
..

— +2y+ z=16

SN

b |

+ 3y 4+ 3z =29
aufzuldfen.
S diefen Gleidhungen jehe man die Grofen _}1{_, y und z al
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Unbetannte an.  Gliminivt man z aud denjelben, fo exhdalt man
die beiden Gleidjungen
2
T + Y = 7
R

J
—x—+3y——19

Multiplicivt man die erfte diefer Gleidungen mit 3 und fub-
trabivt die jweite, fo folgt
1

—-—:2,){:
X

l\'?l»—a

Aus der Gleidhung

<

+y=1

X
folgt jest, wenn fiir IT der Werth 2 eingefest wird
y=3
und dann ausd der erften gegebenen Gleidjung
< +y+z=9

nacpdem fiiv —1— und y ihre Detveffenden Werthe 2 und 3 gefept find
7z = 4
3) Aus den Gleidhungen
2/x +3Yy + z=10
5YX — VY +22=15
Vx + ]7Y_ + z= 6
bie nbefannten x, y, z 3u beftimmen,

Cieht man undcht Yx , Yy, z a8 Unbefanute ait, fo ers
hilt man nad) wnd nacy auf dem Wege der Glimination

2=3; Jy = 1; /x =2

x=4;y=1;2=3

und daher:

Bisweilen gelingt e8, durd) Divifionen Gleidhungen auf den
erften Grad guriidzufubren, weldye urfpriinglid) einem hoheren Grade
angehoven.
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Su diefem Falle befinden fidh) 3. B. die Gleidjungen
x? + 2xy + y? — 22 =32
x2—y?* + 2yz — 22 =24
x+y+tz= 8
Dividirt man ndmlid) die erjte gegebene Gleidung durd) die
dritte, fo ergiebt fid
x? + 2xy + y? — 2?
Xx+y+z
Dividirt man ferner die weite gegebene Gleicdjung
; x2—y*+ 2yz — 2* =24
durd) die eben erhaltene Gleidjung
x+y—z=4
fo folgt:

=x+y—z2=4

x? — y? 4 2yz — z?

NAuf dem Wege der Climination erhalt man jept aud den drei
Gleichungen

x+y+z=8

x+y—z—4

x—y+z=6

nad) und nady bie Werthe der Unbefannten
x=5
y=1
z =2

Neunter Adjdnitt,

Ueber die Logavitbmen.

Wenn die Grife oder der Werth einer Poteny, beren Srund-
3abl betannt ift, gegeben ift — jo faun der Erponent diefer Poteny
gejudyt werben. Begeidynet man den Werth der Potenz durd) b,
pie Grundzahl derjelben durd) a und den Erponenten der Potens
durd) x, fo wiirde nad) dem x gefragt werden finnen, weldesd bie
Gleidung

erfiillt.
Diefen Potengerponenten begeidhnet man durd)

x = Log"(b)

ax = b
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Dag Zeidjen Log"(b) wird audgefprodjen
Logarithmus vou b fiiv die Grundzahl a
Nad) diefer Grildrung ift aljo
Logarithmusd von b fiir die Grundzahl a
diejenige Zahl, welde man al8 Potengeyrponenten jur
Grundzahl a zu fepen hat, um b 3u evhalten. ie
Grundzahl anennt man Grundzahl ded logarithmijden
Syjtems.

Dicfelbe mag fiir die Folge immer grifer al3 die Ginbeit an-
genommen werdew. It die Grundzahl des logarithmijdjen Syftems
gleidy 10, fo pflegt man die Grundzahl bei der Begeidynung

Log™(b)
wegzulaffen und dag Zeidjen Log mit einem Fleinen Anfangdbudy-
ftaben zu begeichuen. Man djreibt aljo
log (b) ftatt Log"(b)

und fpridjt diefed Jeidjen einfad) aus

Logarithmusg b

Beifpiele:
Da 2" = 128 ift, fo wird
7 == Log"(128)

10° = 1000
alfo:
3 = log 1000
=1
alfo:
0 -= Log"(1)
1
10‘2 == 9 ==
10° 0,01
alfo:
— 2 = log 0,01
1L . —
102 = 10" = /10 = 3,16227766 . . .
alfo:

0,5 = log Y10 = log (3,16227766 . . )
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Griter Logavithmen-Sas.
L. Log*(be) = Log"(h) + Log"(c)
log (be) = logb + logec

b. h. der Logavithmus eined Produfted ift glejd) der
Summe der Yogavithmen dev eingelnen Faftoven”).

Beweisd:
@8 et
a*=>
a’ = ¢
jo ift nad) der Grfldrung eined Logavithmus:
x = Log’(b)
y = Log’(c)

Rultiplicivt man nun die Gleidungen a* = b; 2’ = ¢ in
einander, jo ergiebt fid)

a®1) — (he)
Daber ift nad) der Crtldrung eined Logarithmus
x + y = Log"(bc)
Adbirt man nun die Gleidjungen
x = Log"(b)
y = Log*(c)
jo erhdlt man fiiv x + y den Yuddrud:
x + y = Log"(b) + Log®(c)
Aljo mufs
Log*(bc) = Log"(b) + Log"(c)

3ft a = 10, b. h. 10 die CSyftems- Grundzahl, jo wird
log (bc) = log b + logc

fein.

Jweiter Logavithmen:-Sap.
3/ b a a
i, Log \?> = Log"'(b) — Log'(c)

log(%): logh — logc

p. h. der Logavithmus eined Brud)s ift gleid) bem Loga-
rithmusd des Jdahlerd — vermindert um den Logarithmus
pes Nenners.

*) Stillfdpveigend wird vovausdgefept, daf bie Logavithmen demjelben Syjtem
angehoven.



129

Beweis:
@8 jei fo folgt
a* = b x = Log"(b)
a =c¢ y = Log"(c)
Qurd) Divifion diefer Glei- Durd) Subtraftion diefer Glei-
dungen wird erhalten: dyungen ergiebt fid)
r—y b a a

Ferner ergiebt fid) ausd der Gleidjung

") — <_‘1:_)

af b
Alfo durdy BVergleidung:

LOg“( —2) = Log"(h) — Log"(c)
3ft wieder die Syftems- Grundzahl a = 10, fo wird:

log (%) = logb — log ¢

die folgende

Dritter Logarithmen-Sag.
1L Log*(b") = n Log"(h)
log (b") = n logb
b. h. der Logavithmusd ciner Potenz ift gleidh) dem Po-

tengerponenten multiplicict mit dem Logarithmus der
Grundzahl der gegebenen Potensy.

Beweid:
8 fei fo folgt
ad=b x = Log'(b)
Grhebt man diefe Oleidung |  gpurtiplicict man diefe Glei-
gur nien 51’0(“‘)'8: jo folgt dung mit n, fo ergiebt fich
a nx — b" .
Aug der Gleichung (nx) = n Log"(b)
a(nx) — (b")

folgt ferner nad) der Grflarung eined Logarithmus
(nx) = Log"(b")
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Levgleifit man daher diefen mit dem vorher gefundenen Werthe
von nx, jo echilt man

Log"(b"™) = n Log"(b)
oder, wenn die Syftems-Grundzahl a = 10 ijt,
log (™) = n log b

BVierter Logarithmen=Sas.
n, 1 a
Lng“(l/b =7 Log'(b)

log (]“/;) = % log b

d. h. der Logarithmus einer Wurzel ift gleid) dem Loga-
rithmus ded Wurzel-Raditandusd — dividirt durd) den
Wurgelerponenten.

Beweid:
Da ("’/D = b
ift, fo folgt, wenn auf beiden Seiten die Logarithmen genommen

werden
Log’(;/b)" = Log'(b)
Nady dem III. Logarithmen-Sape ift aber
Log'(J/b) = n Log’(}/b)
@3 folgt alfo

n Log“(f/f{) = Log"(b)
Dividitt man bdiefe Gleidung durd) n, fo erhilt man die
folgende:

afn 1 a
Log (,/D = - Log (b)
oder wennt a = 10 angenommen wird
w1
log (;/b) =0 log (b)
Bemertung:
m Log“(l"/ﬁ) umgnformen, bedenfe man, dafs
s = vt
ift. Nimmt man von diefer Gleidhung bdie Logarithmett, fo folgt
Log'pb™ = Log'( %
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Da ferner nad) dem IIL. Logarithmen-Sage

Log‘(bT> = = Log (b)
ift, fo ergiebt fid):

Loga<[n/ bT) = —:—l— Log*(b)

Daffelbe Refultat erhilt man, wenn man Log (y/b™) erft
nad) 1V. umformt. 8 ergiebt fid) hierburd)

af n— 1
Log ()/ b"‘) = Log*(b™)
Da aber nady IIL
Log*(b™) == m Log?(b)
ift, fo folgt endlid)

Log“(i‘/bT) = % Log"(b)
und wenn a = 10 gefept wird

log ]n/b_"'_ = 1:— log b

DQurd) Multiplifation mit ein und derfelben 3ahl fann man
die Logarithmen aller Jabhlen aus einem beliebigen Iogarithmijdhen
Syftem in Logarithmen eined Syfjtemsd mit gegebener Grundzah!
verwanbdeln. Diefes lehrt folgender

Fiinfter Logarithmen-Sap.
ary _ log b
V. Log*(b) == fog a
b. §. der Logarithmud von b in einem Syftem, deffen
Grundzahl gleid) a ift — ift gleid) dem Logarithmus von
b in dbem Syftem mit der Grundgahl 10 — dividirt durd
ben Logarvithmusd von a, genommen in demjelben Syftem.

Beweid:
NAus der Gleidhung

a*=>»
fann man die folgende herleiten
x = Log*(h)
©8 wird aber aud), wenn c eine beliebige Sahl bedeutet
Log*(@*) = Log?(b)
g*
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Nun ift aber nad) dem III. Logarithmen-Sap
Log®(a*) = x Log*(a)

x Log®(a) = Log(h)
Aug diefer Gleidhung folgt:
_ Loge(b)
~ Log(a)
Man erhdlt demnad) durd) Vergleidjung bdiefed Werthes mit
dem oben fiir x gefundenen
Log®(b)

For®) = Logita)

Get man nun ftatt der gang beliebigen Grundzahl ¢ den
fpeciellen Werth 10, fo ergiebt fid):

Daber:

oy log b
Bemertung:
Mit Hiilfe ded eben bewiefenen Sabed
wry _ Jogb 1
Log*(b) = "lw(;gva = —————log o log b

fonnen die Logarithmen aller Jahlen b in einem Syftem, Ddeffen
Grundzahl gleid) a ift, leid)t aufgefunden werden, wenn man die-
jelbent i dem Cyftem, deffen Grundzahl gleidy 10 ift, beredynet
hat. Gine derartige grifere Vevedpuung ift von dem englijden
Mathematiter Henry Briggs im Jahre 1616 3uerft unternommen
worden. IMan nennt daher aud) die Yogavithmen fiir die Grund-
3ahl 10 briggifdhe Logarithmen. Will man die briggijhen Loga-
rithmen in Yogavithmen eines Syftems, bdeffen Grunvzahl gleidy a
ift, verwandeln, {o hat man erftere nuv mit

1
log a
su multipliciven. ©en Faftor og @ nennt man Modul eined Sy-

ftems, deffen Grundzahl gleid) a ift. In der Folge wird nur von
briggijhen Yogavithmen, al8 den fiiv die Ausfibhrung von Red)-
nungen Dbequemften, die Nede fein.

Dafs die Logavithmen ganser Jahlen im Allgemeinen Jrrational-
gablen find mag in einem Falle nadjgewiejen werden.

Ware zum BVeifpiel
m

log2 = o
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ein Brud) der beiden gangen Sahlen m und n, jo miipte nad) der
Grfldrung des briggijden Logarithmus

10" =2

fein. — Grhebt man bdiefe Gleidung zur nter Potenz, fo wiirbe
folgen:
10" = 2"

Diefe Gleidung ift aber unmiglid), wenn m und n gange
Sahlen fein follen, — denn die m'c Poteny von 10 endigt mit einer
Null; die nte Poten; von 2 dagegen mit einer der vier Jiffern 2,
4, 6, 8. Aljo tann log. 2 unidht gleich dem Brudy irgend weldjer
ganzen Sahlen, fondern mufy eine Jvvationalzahl jein. Auf diefelbe
Wetfe (dft fid) jeigen, dafy der Yogarithmus von jeder gangen Jahl,
weldge nicht mit einer Null endigt, eine Jrrationalzahl jein mup.

Die Logarithmen aller Jahlen werden durd) Decimalbriide dar-
geftellt.  Die Decimalziffern eined folden Decimalbrudhed nennt
man in ihrer vollen Neihenfolge , Mantijje ded Logarithmus’;
bag i dem Yogarithmus enthaltene grifte Gange bheift ,, Cha-
rafteriftit.”

Qft der Yogavithmus einer 3ahl negativ, jo wird die Mantiffe
in cine pofitive vevwandelt, die negative Chavatteriftif dagegen ber
Mantifie nadygefest. Wiirbe Fum Veifpiel fiir den Logarithmus
eiter Jahl Z erbhalten werden

log Z = — 0,73482136...
jo fdreibt man diejen Logavithhus
log Z = 026517863 ... — 1
Hier ift aljo die Jiffernfolge
26517863...
bie Mantiffe des Yogarithmus von Z, dagegen ift die Chavafteriftif
gleidy — 1.
Gben fo wiirde man ftatt
log? = — {3,4213781}

{dyreiben \
logZ = 0,5786219 — 4

Die Ghavafteriftif von logZ ift demnad) —4 und die Mantiffe

gleid) der Jifferufolge vedhts vom Komma

5786219

Soll ein Logavithmus mit negativer Charafteriftif durd) eine
Rahl dividivt werden, weldje in diefer Gharafteriftit nidyt aufgeht,
fo vermehre man dew Jahhwerth der negativen Chavafteriftit um fo
viel Ginbeiten, dafi der Divijor davin aufgebt, fiige aber linfd vom
Komma der Mantifie eben jo viele Einberten bei.
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Soll gum Beifpiel
logZ = 0,3485218 — 3
purd) die Jahl 7 dividirt werden, o bildet man exftlich
logZ = 4,3485218 — 7
Hierdurd) ift erveidyt, daf die Charafteriftif bdes
Quotienten eine gange Jahl wird; denn man erhilt:
% logZ = 0,6212174 — 1
Aehulid) ift 3. B.

1 1oz = _;_ (0,8342186 — 1) = 0,9171093 — 1

2
Lehrias.

Dem groferen briggijden™) Logarithmus entipridt
die grofiere Sahl und umgelehrt.

DBeweis:
E8 fei
1 . m
0ga = -~
m-1
logh = =

und n begeidhue eine beliebig grofie 3ahl, fo bleibt zu beweifen,
daf3 b, deffen Logarithmus grofer al8 der Logarithmus von a ift —
fetber griher al8 a fein mup. Aud den beiden obigen Gleidhungen
folgt nun nad) der Grfldrung eined briggijden Logarithmus

10" =a
E
10 » =b
Dividirt man die obere diefer beiden Gleidhungen in bdie untere,
fo ergiebt fidy

1

10" = 2
a
ober n—
V0 = >
daher b=ay/10

*) Diefer Lebrinp Gkt fich allgemein o ausfpreden:

3n_cinem logarithmifden Syfteme, deflen Srundzabl grofer ald die Ginbeit
tit, gebdrt aum griferen Logavithmus die grofere Jabl und umgelehrt; ift aber
die Orundzabl des logarithmifchen Syftems Feiner als die Ginbeit, fo gebdrt sum
Heineren Logarithmus die grofere 3ahl und umgefebrt. In beiden Fallen (EfE fich
e Beweid eben o leidht, wie filv briggifhe Logarithmen — fithren.
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Die Jah! ]"/ 10 ift aber ftets grofer al8 die Ginbeit, wie grof aud
ber Wurzelerponent n angenommen werdben mag; alfo muf
aud) fein
b>a

Umgefehrt (Bt fid) nun leidht zeigen, daf der Logarithmus einer
grigeren Zahl ftets grofer ift, ald der Logavithmud der Fleineren.

Durd) folgende Entwidelung wird nidt nur der vorhergehende
@ap, fondern aud) bdie Art und Weife, wie die Yogarithmen be-
redynet werden Tonmen — vecdht flav werden.

Bedeutet n eine Jahl, welde grofer ald jede gegebene (unend-
lih grofy) ift uud fiud a und b gelt’cbige Jablen, bie wir jedod)
grofer al§ die Ginheit annehmen wollen, fo find die beiden Werthe

Va und b

unmerfbar wenig von der Einheit verfdjieden. Sept man daber

in‘/i—1=[a]}nher{:(‘§=1+[a]
Vb — 1 = [b] /b =1+ [b]

fo find die durd) [a] und [b] bezeidyneten Grofen unmerflid) flein.
Das Seidjen [ab] wird nad) der eben angenommenen Begeidynungs-
weife bedeuten

[ab] = Jab — 1 = y/a . Vb —1
ober wenn man fiir Pa wnd /b ihre Begeichnungen Ya =1 + [a]
und Jb = 1 + [b] Bier einfest
[ab] = {1 + [a]} {1+ [b]} —1 = [a] + [b] + [a] . []

Dad Produft der beiden unmerflid) fleinen Faftoren [a] und
[b] ift gegen dieje Faftoren veridjwindend flein, fo dap man ofne

Sebler jepen famn 7 _
[ab]l == [a] + [b]

Yus diejer Gleidhung leitet man nun leidht die folgende her:
[abed...] = [a] + [b] + [c] + [d] + ...

RNimmt man ferner an, daf a = b =c=d = ... und
m foldjer einander gleidjen Faftoren vorfommen, fo ergiebt fidy
[a™] = ma]

@ept man ferner
*
a = Xx™ pder-a™ = x*

fo erhdlt man aud der vorftehenden Gleidung

IxX*] = m [xﬁ]
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oder da [x*] = x[x] ift
] =+

Gest man ferner

X® = q
p.é
oder - log x = log a
* g
m  logx
fo ergiebt {id)
__ loga
[1] - lOgX [X]
und dhnlid)
ap . logB
8] = 'Tugx' (x]
Dividirt man nun nod) diefe Gleidhungen in einander, fo folgt
endlid)
ol loga
(8] logf
ober da nady der angenommenen Begeihnungsiweife
[«] = Ya — 1
;] = Vg —1
gemad)t war, jo findet man
Va — 1 _ loga
Vp— 1 logp
3t endlid) nod) B = 10, log B = log 10 = 1, fo wird
log o = ———’/a — 1

10 — 1
Diefe Gleidhung fest voraus, 'ﬁag n eine iiber alled Maf grofze
Jabl ift.  Deffen ungeadjtet iiberfieht man aus ihr, daff bder %oga:
rithmus von a um ?o grofier wird, je grofer man a« annimmt.
Audy fann man die Formel

_Va —1

Y10 — 1

benupen, um angendhert den Werth von log a zu beredhnen. IMan
hat fiir n nuv eine verhdltnifmabig grobe Sab!l angunehmen. Sollte

loga
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gum Beifpiel der Logarithmus von 9 beredynet werden, jo Tomnte
man n = 256 fepen.
PMan findet nun

256 128 )——

/9 = —y3 = 1,0086198

210 = 1,0090350

Daber wird angendbert
256, ——
VO _— L _ 00086198 _ g5404..
70 — 1 0,0090350
Von dem fo gefundenen Werthe fiir log 9 find die drei erften

Decimalziffern vidtig. Der wahre Werth ijt
log 9 = 0,954242 . . ..

log9 =

Lehriap.
Die Unterfdyiede von verhdltnifmifig nahe liegen-
pen Cogarithmen jind proportiomal den Unterjdieven

per sugehdrigen Jahlen.

Beweis.
verhiltuifmdfiig benadybarte 3ahlen find,

Wewt a, b, ¢, ...
3. b. jolde, deren Berhiltniffe o %' ... nur wenig von der

Ginbeit abweidjen, fo ift zu beweifen, daf

logb —loga _ logc—1loga  logec—logh
b —a - c—a o c—b o
. jeten ihrer Grofie nach folgender-

ift. Die 3ablen a, b, ¢, . .
mafen geordnet
a<<b<ec<...
Dann find nad) der Vorausjepung die Briide
b 1 +a
a
c
— =148
u. {. w.
nuc wenig grofer ald die Ginbeit, jo daf alfo a, B u. §. w. jehr

fleine Sablen find.
Nad) einer oben bewiefenen Formel ift nun, wenn n eine fehr

groke 3ahl ift
logA YA —1

log B ]7B— —1
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oder wenn man den Logarithmen-Brud) im Jdhler und Nenner durd)

n theilt
slogA YR — 1
+log B VB — 1
5. b

log ln/A—_ _ VA_— 1
log ]“/B— ]n/g—.———l

Da YA und PB mur um wenig grofer ald die Ginbeit find,
fo fann man fepen

i‘/}_\‘ =1+ a
/B =1 + B
Hievdurd) ergiebt fid) aus der vorftehenden Gleidung
logl +a) _ a
log(1 + B) B

log(1 +a) _ log(1+p)
a - B

Gept man in diefe Gleidung die Werthe

1 + o= _l_)_ b—a
a a

und

L c—a
a

B=—

oder

o =

1+8=

ein, jo erhdlt man:

og () og (5)
b—ay\ [c—a
(> (5
Aus diefer Gleidung erhalt man leidht die folgende
logb —1loga _ logc—loga
b—a B c—a
RNad) einem Brud)jape ift jeder bdiefer Briidje gleid) einem
Brud), deffen Zahler die Differens der gegebenen Jahler und defjen
Yenner der entfpredjenden Differeng der beiden Nenner gleid) ift.
Daber wird
logb—loga _ logc—1loga __ logc—1logh

b—a c—a c—b
Auf diefem Sape beruht der Gebraud) der YProportional:
theile, um mittelft der gewohnlidjen logarithmijden Tafeln, welde
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nur die Mantiffen der Logarithmen fiinfitelliger Sahlen direft ent-
halten — aud) die Mantiffen der Logavithmen fiebenitelliger Jahlen
aufzufinden.

Beifpiel:
It a = 6853700
¢ = 6853800
b = 6853754

fo findet man in den logavithmijden Tafeln die Mantiffen von

loga = 8359251
log ¢ = 8359314

Um nun die Mantiffe von logb zu erhalten, benuge man bdie
oben bewiefene Gleidjung

logh —loga _ logc—1loga
b—a c—a
{o erhdlt man durd) Ginfeung der obigen Werthe
logh—loga _ 63
54 100

Daher wird
log b = | 54.63 1 a4
0og b = log a + ——-10—0 — log a +

8 ergiebt fi) demmad) die Mantiffe von
log b = 8359285

Umgefehrt fann man den obigen Sap benupen, um die Jah!
su einem gegebenen Logarithmus, weldjer fid) nidht genau in den
Lafeln findet — aufsufucdjen.  Jft Fum Beifpiel gegeben die

PMantifie von
log b = 4423931

und man foll die Jiffern der 3abl b auffudjen, jo entnehme man
aud den logarithmijden Safeln die Mantifie von

log a = log 2769400 — 4423857

log ¢ = log 2769500 — 4424014
und bilde

logh —loga= 174
log ¢ — log a = 157
¢ —a—= 100
pann erhdlt man aud der Gleidhung
logb—loga _ logc—loga
 b—a c—a



140

nad) erfolgter Umfehrung der Briidje

b—a c—a

logb —loga  Tlogc— loga

ober in Sabhlen
b—a 100
4 T 157
2. b

74.100
b—a= -z =47

Aljo ergiebt fid) fiir b die Jiffernfolge
b = a 4 47 = 2769447

&8 bleibt jetit nod) itbrig, die Gharafteriftit des Logarithmus
einer gegebenen Jahl ju beftimmen. Ju dem Enbde haben wir die
Ginridytung unfeves defadifdyen Jahlenfyftems ndher 3n betracdten.

Bei einer mehritelligen Jahl, weldje aud) Decimalziffern ent-
halten fann, wird der Werth bder Jiffer linfd vom Komma obder der
Biffer, welde in der Stelle der Giner fteht, gefunden — indem
man bdiefe Jiffer mit 1 = 10° multiplicivt; der Werth der Jiffer,
weldje in der Stelle der Jehuer fteht, wird gefunden — indem
man diefe Biffer mit 10 = 10 multiplicivt; der Werth der Jiffer,
weldje in der Stelle der Huunderte fteht, wird gefunden — indem
man diefe Jiffer mit 100 = 10? multiplicirt u. §. f. Dabher fagt
man: die Giner ftehen in der nullten Ordbmung, bdie Jehner
ftehen in dev erften Ordbnung, die Hunderte ftehen in der 3weiten
Orvdnung w. {. f. Man findet hiernad) den wahren Betvag irgend
einev Jiffer, indem man bdiefelbe mit einer Poteny von 10 multi-
plicitt, fheren Grponent gleid) der Ordnungszahl der betreffenden
Siffer ift.

Daffelbe gilt von den Decimalziffern. Der Werth der Jiffer
redh)t8 vom Komma oder der Jiffer, weldje in der Stelle der Jehutel

{teht, wird gefunden — indem man die Siffer mit Tl() =10 mul-
tiplicirt; der Werth der Jiffer, weldje in der Stelle der Huudertel
fteht, wird gefunden — iudem. man diefe Jiffer 100 — 107 mul=

tipliciet w. {.°f.  Daber jagt man: bdie Jehutel ftehen in bder
— 1t Ordmung, die Huudertel ftehen in der — 2ter Ordpnung u. |. f.
Man findet aljo den wahren Vetrag irgend einer Decimalziffer
ebenfall8, indem man diefelbe mit einer Poten von 10 multiplicirt,
deren Grponent gleid) der (negativen) Drdnungszahl der betreffenden
Decimaljiffer iit.
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Bei der Jahl 9783,4516

G @ M O DD

9 7 , 6
find die Ordnungdzahlen den eingelnen Jiffern iibergefdyrieben und
ed fteht demnad) die Jiffer 9 in der dritten Ordnung, die Jiffer 7
in der jweiten, die Jiffer 8 in der erften und die Jiffer 3 in der
nullten Ordnung. Dagegen fteht die Decimalziffer 4 in der — 1tn
Orvdbnung, die Jiffer  in der — 2ten, die Jiffer 1 in der — 3tev,
die Jiffer 6 in der — 4t Ordnung. Der wahre Werth der Jabhl
9783,4516 it demnad) die Summe
9783,4516 = 9.10° + 7.10°+ 8.10" + 3.10° + 4.10™"

+5.107°+1.107°+6.107*
- Die Beftimmung der Chavatteriftif ded Logarithmud einer

defadifd) geovdmeten Zahl gefdhieht nun nad) dem folgenden

Lehriap.
Die Chavatteriftif desd Logarithmus einer defadifd
eordneten Jahl ift ftetd gletd) der Orduungszahl der
%ﬁd)ften geltenden Ziffer.
Beweis: Jft 7 die defadifd) geordnete Fahl unbd n die Ord-
nungszahl threr hodyften geltenden Jiffer, fo muf Z nad) der Gin-

ridtung ded defadifdhen Jahlenfyftems minbdeftens gleid) 10" fein;

darf aber den Werth 10" A nidyt evveidhen, weil jonft die Drdnungs-
sabl der Bidjften geltenden Jiffer gegen die Vorausdjepung gleid)
(n + 1) werden wirrde.

Demnad) ift alfo

Z > 10" und gugleidy
Z < 10"
Alfo mup audy in Folge eined vorher bewiefenen Saped

log Z = log (10") obder logZ >n
log Z << log (10" *") ober log Z <<n + 1
jein.  G8 wird alfo
logZ=n+4a

gefet werden fonnen, wenn o eine Sahl bedeutet, welde zwijdjen
vent Gremgen O incl. und 1 excl. liegt, d. . wenn o einen ddyten
Decimalbrud) vorftellt. Diefer Decimalbrud) ift die Mantiffe von
log 7, die Ordbnungszahl n der in Z enthaltenen hodjften geltenden
Jiffer muf; aljo die Chavafteriftit von log Z fein.

Die Mantiffe o ift ftetd pofitiv, da fie jwifden den Grenzen
0 incl. umd 1 excl. enthalten ift — bagegen wird die Charat:
teriftif n negativ fein, wenn bdie Ordbnungszahl der in Z enthal-
tenen hodhften geltenden iffer negativ ift, ober wenn diefe Jiffer
in einer Decimalitelle fid) befindet.
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Die Charafteriftif ded Logarithmusd der Jahl 348,76 ijt jum
Beifpiel gleid) 2, weil bie f)ii&)%te geltende Jiffer hieLer 3abl, ndam-
lid) 3, in der jweiten Ordnung fteht. Dagegen ift die Chavakteri-
ftit bed Logarithmus der Jahl 0,00786 gleih — 3, weil die ?ﬁd)fte
geltende Jiffer 7 biefer 3ahl tn der minus dritten Ordnung iteht.
Beifpiele:
1. Dasd Produft
m = 0,783216 . 8,437279

mit Hitlfe der logarithmifden Tafeln ju berednen.

Man bilde gunadyit

log m = log 0,783216 -} log 8,437279
Sn den logavithmijhen Tafeln findet man

log 0,783216 = 0,8938816 — 1
log 8,437279 = 0,9262024

log m = 0,8200840
Daber ergiebt fid) ausd den logavithmifdhen Tafeln
m = 6,608211

2. Den Brud

o 3,141593
0,5677121
3u berednen.
Man bilde zuerft
log m = log 3,141593 — log 0,577121
und fudje in den logarithmijden Tafeln

log 3,141593 = 0,4971499
log 0,577121 = 0,7612669 — 1

log m = 0,7358830
m = 544356

3. Die Poteny
m = {0,9765432 }**

3u beredynen.
Man erhalt

logm = 15 log {0,9765432 }

log 0,9765432 = 0,9896915 — 1

log m = 0,8453726 — 1

m = 0,7004426

4. Die Wurjel
m = 1/0,02378162

3u beredymen.
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logm = — log { 0,02378162 }

5
log 0,02378162 = 0,3762415 — 2
— 3,3762415 — 5
logm = 0,6152483 — 1
m = 0,4734219

5. Den Werth von

5
X = ]/17,386 — 267,31
angugeben.

log /267,31 = % log 267,31 = 1,2135076

/267,31 — 16,34961

x = y/1,03639
log x — % log 1,03639 = 0,0031046
x = 1,007174

6. Den Ausgdrud
x = (64 2y2) {/7,38145
1/0,354761 -+ 1/0,5483764

3u beredyuen.
Plan bevedyne zuerft mit Hiilfe der Logarithmen

log (2 Y7) = g log 2 = 0,4515450

2Y2 = 2,8284271
54 2¢Y2 = 7,8284271

log (5 + 29/2) = 0,8936745
PNun bilde man

log 7,38145 = 0,8681417
log 1/ 738145 = 0,2893806

I

Daber

log L(® + 2 y2) 1/7,38145 | = log 3ihler = 0,8936745
1 0,2893806
1,1830551
log ifler = 1,1830551
log 0,354761 — 0,5499358 — 1

log 1/0,354761 = 0,8499786 — 1
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}/0,354761 = 0,7079110

log 0,5483764 = 0,7390787 — 1

log y0,5483764 = 0,8695394 — 1
1/ 0,5483764 = 0,7405243
Nenner = 1,4484353

log Nenner = 0,1608991
log x = log 3ihler — log Nenner = 1,0221560
x = 10,62340. ..

Behuter Abjdnitt,

Theorie der nflsfung quadratifcher Gleichungen.

1. Vebdeutet x eine unbefannte Groge und find A, B, C, be-

fannte oder gegebene Grifen, jo heifst die Gleidjung
A* +Bx+C=0
eine quadratifde Gleidung.
urd) eine quadratijde @[eidjun% ift aljo eine befannte

Grofe (C) mit dem Bielfadjen einer unbefannten (Bx) und einem
Vielfachen de8 Duabdrated diejer Unbefannters (Ax2) durd) Addition
(ober Subtraftion) verbunden.

et man der Cinfacdyheit wegen

== 2a

=D

AxX?4+Bx+C=y
fo lafst fid) y folgendermafen darftellen
y = A (x2— 2ax + b)

>lam|=

Der Ausdbrud
x2—2ax + b

lagt fih nun in wei Faftoren zerlegen, deven jeder die Unbefannte
x nur tn der erften Poten; entgﬁlt; 8 ift namlid):

x* —2ax + b = x? — 2ax + a® — (a> — h)

(@ = b) = (/=)

.ober da
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ift, {o folgt:
¥ —2ax b = x*—2ax + a? — (]/;“T;—B)‘Z
Jerner ift:
x? — 2ax 4 a? = (x —n)?
Aljo ergiebt fid):
x2—2ax 4+ b = (x —a)2— (Yaif—p)*
Die redyte Seite diefer Gleidpung hat die Form der Diffeveny weier
Duadrate.  Diefelbe fanu demmnad) mittelft der Fovmel
W — vi=(u — v) (u + v)
in dad Produft der beiden Faftoren
X —a— Ya —Dbumd x —a+ pa¥ —b
sevlegt werden.  Hievburd) evhilt, wie behauptet war, der Ausdbdbrud
x* — 2ax + b die Oeftalt eined Produftes, namlid)
x2—2ax +b=(x—a— pa*—b) (x —a-+ Va*—b)

deffen Faftoren die Unbefannte x nur in einfadjer Form enthalten.
— Aljo lapt fid) die Srife

y = Ax* + Bx - € = A (x* — 2ax — b)
ftets in ein Produft von folgender Geftalt jerlegen:
y=A (x2 — 2ax 4+ b) = A (x—‘a— V:?_——j)) (x —a
)

Veijpiele:
Qen Ausdrud
y=x>— 3x }+ 2
in einfacdhe Faftoven 3u erlegeu.

In diefem Falle ift A = 1; B = — 3; C = 2; ferner
B 3
—_—— == 2' = S a = -
a 3 oder a 5
C ¢
— = b = 2

&8 (aht fid) daher der Ausdrud y = x* —.3x + 2 nad) der

obigen Jevlegungsformel in die folgenden beiden einfadjen Fattoren
erfillen: _

= (o3 (o

vo[ w2

3,7 )
T (g/ MZJ
10
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1

)

| =

Da aber
J@ = =Ty

ift, jo ergiebt fid):
y=x —3%+2=x—2)x—1)

Den Yusdrud
y = 10x? — 29x + 21
in einfacdje Fafforen Fu zerlegen
Hier it A=10; B= —29; C =21
__ B _w,_Cc_ 2
=TT W AT 10

8 ergiebt fid) daber fiir y die erlegung
. 29 29\2  2I°|
— 2 _ 91 — o b
y — 10x* — 29x + 21 = 10 lx 6 l/(Qo ]
29 ‘21
l" 30" l/( )
b b da
1/(29) ~ oLl /sal ]/ it
20 lO 400 10 400 20 !
3 7
= 10 (x—§>(x—§)

= @2x — 3) (6x — 7)

odex:
y = 10x? — 29x + 21

Den Nuddrud
y = 5x* + 6x — 2
in einfadje Faftoren 3u erlegen
Dahier A= 5;B=6;C=—2;a=—o;b=— 2 if,

fo folgt:
3 9 2 ¢ 2
2 91 217 4 2 2 ~
y=>5x%+6x o[x-l—s ‘/25+5][x+5+1/25+5
oder nady erfolgter Vereinfadjung
y=56x2+6x—2= [x + 3__—5'/1—9—] [X +3 T V19 I/IQJ
b}
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Der Ausdrud
Y = 3x* — Ox — 7
lagt fid) tn die einfacdjen Faftoven zevlegen:

g o] ooy

Der Ausddrud
y=2x*+2x + 5
joll in jeine einfacdjen Faftoven erlegt werden.
Hier ift A=2;B=2; C=5; a=—
ergiebt fid):

1 5.

g; b = 99
y = 2x? +2x+5:2{x+%——‘/—}r— } [x-!—%—i‘l/%—%]
Die @rﬁﬁe

VA S

aljo wird
YY) ¢ [ X .*- }_—EI + :_l_jj
y=2x3+2x+5=2 9 X b)

daher

D] e

Der Ausdruct
y = 2x* 4+ Ix 4 11
hat bdie einfadjen Faftorven
g2 ‘x+7—1 ,/39] ‘H T+ 39|
4 4 J

Soll nun die Gleidjung des 3weiten Grabded
Ax* + Bx+ C = A (x* — 2ax +b) =0
aufgeldft werden, jo zerfege man die linfe Seite derfelben in ihre
einfadjen Faftoven. Dadurd) ergiebt fich

AX*+Bx +C=A (x2— 2ax+ D) =A (x —a— /a> = b)
(x —a+ Ya®—b) =
Damit dad Produft

Alx —a— pYa>—b) (x —a+ yaZ—0p)
10*
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verfdpoindet obder gleic) Null wird, ift evforderlidy, dafy einer der
Saftoren Ddefjetben gleid) Null wird. — Sofort aber bemerft man,
daf; der Faftor A al8 eine gegebene Grdfe nidht Null fein wird,
weil fouft die vorgelegte Gleidung

Ax? 4 Bx + C =0
fidy in die Gleidhung erften Grades vervwandehr witrde

Bx + C =0
@38 wird demuad) nuv einer der beiden Faftoren

x —a— pat—0b
ober

x — a + a7
verfdwinden dirfen. Der Ausddruct

Ax* 4 Bx + € = A (x* — 2ax + D)

verjdpuindet aber i den Deiden Rdllen, wenn

X — a — Ja*~—b = 0 oder wenn
X — a + YaZ b =0 wird.
S dem eviten Falle hat die Unbefannte x den Werth
x =a- Y/a2=b
und in dem weiten Falle ift der Werth der Unbefannten
X —a— T
Gs eriftiven daher im Wllgemeinen 3wei veridyie-
pene Werthe fiiv x, welde der Gleidung
Ax? + Bx + C = 0
geuiigen; diefe jind
x=a+4 ya—b uud

X=—=—a— ]/ at— D _

Die erfte diejer Deiden Wurzeln pflegt man, um ihren Werth von
pem Dder weiten Wurgel 3u unterydjeiden, durd) x; 3u begeidyuen,
wogegen man die jweite Wurgel durd) x, gu begeidhnen pflegt. In
Solge diefer Vegeid)nungsweiie wirde aljo 3u fepen fein:

x, =a-+4 =D

x,=a— Y al—b

Da die Gleidjung

Ax! +Bx 4+ C=0
durd) Divifion mit dem Faftor A ded quadratijfen Gliedes Ax>
fid) jtetd auf die Fovm bringen ldfit
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, , . B . . C
oder, indem wie oben fiir " die Grofe — 2a und fiiv K—bw
£

Grdfe b der Ginfachheit wegen gefest witd — auf die Form:
x! —2ax 4+ b =0
fo wird man nad) gehoviger Veftimnuung der Grofen a und b die
betden Wurzeln dev quadratijden Gleidjung
x* —2ax+b=0
in folgenden Darjtellungen erhalten
x, =a-+ ya*—b
x,=a—}a?—Db
Man dberzeugt fidh nun nod) leid)t davon, dafy diefe beiden
Werthe an Stelle vou x in die Gleidjung
x? —2ax+b=0
eingefept, leptere erfitllen.
Dewmn, wabhlt man den erften Werth, fo evgiebt fid):
G+ yar=1 ) — 2 (a+yaz—b)+b=
a2+ 2a ya?—b + (Yal—b ) —2a—2apyaf—b +b
=al4 2= b + (a*—b) —22—2a)a?—b +b=0
Wiahlt man dagegew den Fweiten Werth, jo folgt:
(a—pyai=b )’ —2a(a—pai—b )+ b=

@ — 2 Wb (D) — 2+ 2 YT b +b=0.

Ginfadjere Methode der Auflojung der quadratijden
Gleidung:
Ax* +Bx+C=0

Die eben auseinandergefetste Methode der Aufldjung einer qua-

pratijdjen Gleidjung vou der Form
Ax> +Bx+C=0
ift fw jo fern die widptigfte, al8 mittelft derfelben uidht nur bdie
beiben Wurzeln aufgefunven find, welde der vorgelegten Gleidjung
gentigen; fondern weil durd) diefelbe mit der griften Klarheit nad-
gewtiefen wird, dafi wirflid) nuv diefe beiden Wurzeln eriftiven.
Shr bedeutenditer Vorsug vor der ogleid) su befpredjenden andeven
Methode Defteht aber davin, dafy fie die einfadyen Faftoren bdes
quadratijjen Ausdruces
Ax*+Bx 4 C
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unmittelbar angiebt, ein Wmftand, der in der Folge von grofer
Widhtigteit ift.
Hat man e nur mit der Auffindung desdjenigen Werthes ober
perjenigen Werthe zu thun, weldje die Gleidjung
Ax24+Bx4C=0
erfitllen, fo fann man folgendermafen gang einfad) verfahren.
Man dividire die vorftehende Gleidung durd) A und fege der
Cinfadyheit wegen
B —_ Do« C —
D e
fo lautet die aufzuldfende quadratijdje Gleidhung nunmehr:
x?—2ax+4+h=0
Jent addive man auf beiden Seiten die Grife
a?—b
fo ergiebt fidy:
x?—2ax + a®*=a>—b
Die linfe CSeite Dbdiefer OGleidung ift dad Duadvat von
x — a, alfo ift:
(x —a)?=a’—»b
(x —a) ift demnad) eine Zahl, bdeven Quadrat gleid) a? — b ift.
Plan Fann nuw Fwei folder 3ahlen angeben, deren Duadrat
= a?— D ift. Die eine derfelben ift

]/ =1

— Yar—D

die andere bagegen

Folglid) wird

" entweber x—a=1pa—)
oder x—a=—pal—b
Sm eriten Falle ift
x=a-4 yal—b

und im weiten

x=a— yal—D
Die beiven Wurgeln der quadratijhen Gleidhung
x2 —2ax-+b=0
find alfo in der jweideutigen Form
x=aztypya—)
enthalten. — Zwedmafiger thut man jedod), fo wie weiter oben
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pie Deiden Wurzeln durd) angehingte Jeiger ju unterjdjeiden, in-
pem man jept:
—at Yy =1

x,=a—7pal—b

Beifpiele:
Die Wurgeln der Gleidung
x2—8x —20=0

find:
=4+ YA +20=4+6=10

—4—V41 0=4—6=—2

Die Wurgeln der Gleidhung
3x? —5x —28=0

oder der folgenden

‘(2——3—X-—3:0
find:
5) 8 _ 5 19
X = ? l/<6 + e =
5 28 5 19 1
X = 5 — I/(J =% "6 - 3%

Die Wurzeln der Gleidung
x?2 —20x+2=0

find e L -
_10+]/102 2 _ 10 + /86

= A e —
10 ‘/_1@:2 10 — /86

Y= AT 7

Die Sahlemwerthe diefer beiden Wurgeln find
x, = 2,7533739...
x, = 0,1037689 ...
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Die (%Ieid)uug

1+V.))—\(3+‘>1/z)+°+1/) =0
hat dic Betben Wrgeln

X, = Y2 = 1,41421356
=1

penn multipticivt man hw]elbc mit Y2 — 1, jo ergiebt fih bdie
quadratijdje Gleidung

X —x (14 y2) + Y2 =0
Die Wurgeln leptever find

14 y2 -
xl———inz‘/ +l/l+~l/z> ~L/2
1+ 2 w oo 1+ l/) "
— B) -+ j]/;i—![/‘l = '/(l/z__])

= =T
2 +1 2 —1
X, = v 5 — Vv ym T = 1

Die Wurzeln der quadratifden Gleidjung
3x*+4x+5=0

find: .
— 2 i
x, = ___.ﬂ;)'l/lL — — 0,6666667 + i.1,1055418
o = 2L ) 6666667 —— i.1,1055418

Aufldjung der Gleidhung:
8 11x
TGy T =
Multiplicirt man dieje ()Imd)lmq auf beiden Seiten mit
I+ x4 —x) = 4+ 3x—x?
fo ergiebt fid):
8¢ —x)+TIx(1 +x) = 354+ 3x —1?)
oder
32— 8x + 11x + 11x* = 140-- 105x — 35x?2
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Addirt man nun auf beiden Seiten:
30x? — 105x — 140
fo folgt:
46x* —102x — 108 =0
Die beiven Wurgeln diefer Gleidhung find

12 R4 r
x.=51+1/51~+"4 _ 5L 8T _ .,

46 462 1 23 46 - 46
S | S ST :) K. (O C
2T 46 462 T 23 T 46 46 23

Die beiden Wurgeln der Gleidjung
Bx+5 . 1
—1 — 12— X —3
angugeben.
Multiplicivt man diefe Gleidung mit
x—1)(2x—3) = 2x*—5x+3

i 1
2x — 3
6x2 4 2x — 16 = 24x? — 60x + 36

nadpem man auf beiden Seiten

oder
18x2 — 62x + 52 =0

Die beiden Wurgeln diefer Gleidhung find

31 31 26 31 5

“Ertfw—y Tt T2
LB BT s 5 13
o8 V1T 9 T8 18 9

Die betden Wurzeln der Gleidjung

Hx 3x

=
find:
/—
X = 2 +51£L. = 2,2282856
o = 2TV 6982856

addirt hat, fo ergiebt fid)
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Die Gleidyun
8 2 3

~ Tx+1 T xEe

aufzulbien.
Man multiplicive mit x (x + 1) (x + 2), fo folgt

x2 4 9x + 2 = 2x% + 4x + 3x2 + 3x

oder
4x?2 + 4x — 2 =0

Die beiden Wurzeln lanten:

5 =1 ;M_l/_?’_ = 0,36602540378 .
x, = :__1:2_‘_![3 — — 1,36602540378 . ..

Die Gleidhung
14 x — 1
X—-I—l_xa—-xl/g"]"l
hat die beiden %urge[n

/2 = 2,82842712.. ..
ﬂ = 2,12132034 . .

t\.]ww

Pan joll die Gleidung
2x + Y1+ x*=3

aufldfen.
3u dem Ende bilde man uerft

1/1 + X2 —= 3 — 2X
und erhebe diefe Gleidhung jum Quadrat, fo ergicht fid):
14+ x*=9 — 12x + 4x?

oder
3x* — 12x + 8 =0

Die beiden Wurgeln diefer Gleidhung lauten:
X, = 2+ :i V'3 = 3,154700538 . . .

X, = 2 — = ;/3 = 0,845299461 . . .

2
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Die Gleidjung

x+1 X a
1/ x ﬂ/;ﬁ =

aufzuldfen.
Man erhebe diefelbe ind Duabrat fo folgt:
X + 1
L -+ ="
ober:
X+ 1 X
~ TiF1 T

Multiplicivt man mit x (x + 1), {o ergiebt fidh:
2x2 + 2x 4 1 = Tx? + Tx
Die Wurzeln der hievaus fid) bildenden Gleidhung
hx2+ 0x — 1 =20

find:
51 = — 5 + 15 VB = 0,17082039
, = — %_ 3 /5 = —1,17082039
Ober man fege
X 1 2
_—— =7
X
fo wird
l/z_t_l = z; 1/__ 1
X X Z
Daber:
Z + l = 3
b. h. s t1=0
Die beiden élBurgeIn diefer @[etcf)nng find
2
Zy = ﬁ_‘ ‘/5
) 2
Hievaus folgt:
z,? = 7__*__3_&
2
s __ 1T—31y5

5
12
I

no
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Den Werthen z, und z, miogen die beiden Werthe x, und x,
entfprechen, weldhe man aud dev obigen Gleidjung

S S g
X
1
2 — 1
ju finden hat. B8 ergiebt fid) dann, wie auf dem erften Wege:
2 3 JE _
2 _2(=3y5_ 1L, 3
T 54 3y5 25— 9.5 3 1o Y
1 3 =
Xy = _— TZ“ —_ _]6 ‘/5
Die Gleidjung
by ) 471 v
x— 1 x+1
‘/x +1 + l/i_—__l =1
aufzulbien.
Pan fee
x —1 ”
x +1
jo wird

e B T S|
Xx+1  HVx—=1 " 2

Die gegebene Gleidjung wird nad) Ginfepung diefer Werthe
pte folgende Geftalt annehmen:

1

Die Wurzeln derfelben find:
_THYAE T+ 3yY5

“ 2 2
, 1=V 1 —=3y5
T2 o 2

Aus diefen Gleidhungen bilde man nun undadt:
AT 215

Zl 5

&

, 4T 21y
Zgy = -

&
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und dann:
2207 + 987 /5

7, = 3
b 2207 ~—2987 V5
Da nun
x—1 N ,
ST 2t gefept war, jo iird
14z
I
und daher:
22094 987/ 47.47 +47.21. /5
‘ 2205 + 987 /5 21.21.5 + 47.21. /5
N () I ) U T Y (A (3 )
21 5,01 + 47 /5 | 21 /5 105
und dbhnlidy:
47 -
%= o5 V5
Die beiden %uléeln
X, = — 105 Y5 = — 1,0009066

V5 = 1,0009066

X, = e

2 105
fonnte man ohne Dejdpverlidhe und gejdhicfte Sahlenzerlegungen aus
per Gleidyung

14 z¢
YT t A
mitteljt der Gleidjung
7 + 1_ 7
Z

febr bequem erhalten, indem man Dildete

L—I— 2 <i+72—‘2
142 22 z z .

A= 1 1
T e Bl
Z Z 7

Da nun
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und

EREp i‘]/(%—}—zf—/l B =435
jo ergiebt fid) aus der Gleidjung

(—Zl—+z)2 —2

X =—
1 1
(- + ) (— )
al8bald:
7?—2 47 47  —
1.3.¢5 21 /5
7*—2 47 47 =
T2 = == == 105 V5
7.3.95 21 /5
Die Griofe x, entjpricht dem groferen Werthe von z, diefelbe ijt,
4
wie man aud der Gleidung x = lj; erfieht, da z, > 1 — ne-

gativ; die Grife x, dagegen pofitiv.

Die Gleidhung
"fax + b fax + B .
l/ax—Hi +h Vax b ¢

aufzuldjen, wemn a, b, «, B, h, ¢, n gegebene Jahlen bedeuten.
Man jege:

ax+b
x+p -
fo witd, da
]"/“X+b — ‘/EM*_ 4 g —
ax +j >Vax+b z
die vorgelegte Gleidjung die Form annehmen:
h
z+—=c¢
/
Die beiden Wurzeln diefer Gleidhung find:
¢ + Y/ c*—4h
W T
by = ¢c— e’ —4h

2
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Da ferner aud der Subftitution

ax+b o
xtp
=D forgt,

fo erhilt man:

c T \n
p(§+1/f_;;——h ) — b
o —c——i—‘/f-—h
‘/——h

c )
a—a.(g 4 h)

Hiufig gelingt e8 mit Hiilfe der Aufldfung einer oder mehrever
quadratijpen Gleidjungen aud) jolde Gleidjungen aufzuldfen, die
eigentlid) einem Bobeven al8 dem 3weiten Grade angehiven. Da
man aber gewdhnlid) 1olcf)e Gleidhungen, bdie mittelit der blofen
Nufldjungen von quadratij d)en Bleidungen ebenfalld qeluft werden
fonmen — zu Dden quadratijdjen 3u 5a%leu pflegt, jo mibgen al8
Beifpiele me%rere von diefen Gleidungen Bcbanbelt werden.

Die Wurzeln der Gleidhung

x*+14+a@Exd4+x)+bx?=
angugeben.

Man dividire die notftebenbe @leu{)ung durd) x2, jo ergiebt fid)
x2+~—+ (x-}- )—i—b—O
SJept fege man
x + % =1z

und erhebe leptere @Ietd)un% auf dag Quadrat, {o finbdet fid), nad)-
dem von beiden Seiten 2 a geanqen ift:

X2+'XT:Z —2
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Sept man mun in die Gleiduig
.1 1y,
€ gk =0

X /
fite x + % den Werth z und fiir x* + % den Werth z2 — 2 ein,
fo findet fidy:
22—24az+h=0

eine quadratijde Gleidhung in Anjehung der Unbefaunten z. Die
Wurzeln diefer Gleidyung find:

a 2
n=—5 ]/"T+2—b
— a a2 <
7‘2"”'2__]/77”“[’

Da ferner z jept befaunt ift, fo jege man jeden feiner beiden
Werthe in die Subftitutions-Gleidyung

x+—1—:z
X

ein, fo erhdlt man eine in Betveff ded BVudjjtaben x quadratijde
Gleidung aufzuldjen, deren Wurgeln fid) durd) z, und z, folgender-
mafen dacftellen lafjen:

Pian erhdlt demnady) vier unter jid) im Allgemeinen verjdie-
dene Wurgeln, welde der Gleidjung

x*+14+ax*+x)+bx2=0
Gemiige leiften.

Aufldjung der Gleidjung:
x(x+a)(x+2a)(x+382)=b
NDtan nultiplicive dew erften mit dem vievten und den gweiten
mit dem Ddritten Faftor, fo wird
(x®+ 3ax) (x2 4 3ax +2a%) = b
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Jept jege man
x?+ 3ax = 7z — a?

fo ergiebt fid) die Gleidhung
(z—a”)(z+ a9 =b

z2—at=h

oder

Hievaus folgt:
= a4 b
z,=— Yat + b

Sept man biefe beiden Werthe an Stelle von z in die Gleidung
x? 4 3ax =12 — a?

nad) einander ein und (Oft die beiden fidy er%eﬁenben Gleidungen

nad) x auf, fo erhdlt man folgende Wurzeln fiir x:
Xy = — %{ + 1/?‘%2 + ]/a‘—:—:b
r=— g/ Vb

[ SO

Die (fubijdje) Gleidjung
x%—3ax —2b=0

aufzulbjen.
Man fepe
x=1z+ —
VA
o wird

3a? as

x*=2+3az + — + —
z z

Die vorgelegte Gleidung geht nady Einfithrung diefer Werthe
von x und x* pder in:

a3
Z3 + -3 2b == O
Z
Sept man nun nod

=P
11
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in die vorjtehende G)Ietd)ung em fo findet man
+ — —2b=0
P p

ober
p?—2bp +a* =0
Die beiden Wurgeln diefer Gleidung find
=b+ ypi—2a’
p, = b —y/b*—a®
Fiiv z erhdlt man daher aus der Gleidung
23 = b

die beiben Werthe®)
—_ '/b ]/b"’—a“
Zy = Vb — b —a®

deren Produft gleid) a ift — denn man f)at:

3 3
2y 2y = ]/b + yb*—ad . ‘/b__ Y= = f}m
= a
Daher ift

a a

— '—Z 4t — Z
=

z, Zg

und e§ ergiebt fid) demnad) ausd den Gleihungen
x=—«zl+—a—=z1+z2nber
Zy

a
X =2y, + — =z, + 1z,
Zy

eine Wurzel x der vorgelegten Gleidjung
x3 — 3ax — 2b =
in der Form:

3 3
X = ]/b + Y —a® + l/b— Yb?—a3

Die Gleidung
) x> —bax®+ 5alx — 2b =0
aufzuldien.

") Die Aufftellung dev andern vier Werthe von z witrde Bier nod nicht am
Plage fein.
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©ept man, wie vorher

X =1z + 2
z
fo ergiebt {idh
; 2 10a® | bHat a’
x* == 2z° + Haz® + 10a% + —Z_+F+F
3 4
— bax® =  — baz® — 1ba% Lot 5—?3—
z z
3
+ Ha’x = 5a%z + 5—%—
— 9b = — 2b

Alfo nady erfolgter Abdition diefer vier Gleidhungen und ver-
mige der Gleidhung

x® — bax® 4 Da’x — 26 = 0
wird erhalten
5
0=12"— 2 + =
Sept man nun
fo ergiebt fidy

2> =P
aS
0=p—2b—
P p
ober
p* — 2bp + a* = 0
Die Wurgeln diefer Gleidung lauten
{p1 =b+ Y —a
p=b— VP
Fir z ergeben fid) daher aud der Gleidung

25 =1p
nun die Werthe™)

f———
Z, = ]/b+ /b —a®

AR A
B

deren Produft gleid) a ift.

*) ©te Aufitellung dev andern adt Werthe fitr z muf uatiiclidh) hier unter-
bleiben,

11*
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&8 wird aljo:
a
X =
Gine Wurgel der vorgelegten Gleidjung
x* — Hax? + Haxx — 26 = 0
lautet demnad

a
Zy ———;uani =

3

X =1z + 2

le/b+ b2 — a +]/b—Vb2—£ﬁ

ober:

Aufldjung der Gleidjung
X*+14aGx+x)+bE +x)=20
Man fepe
x+ 1=z
und erhebe diefe Gleidhung zur dritten Potens, {o folgt
x3 4+ 3x? 4 3x 4+ 1 = 28
oder, wenn 3x2 4+ 3x = 3xz auf beiden Seiten jubtrabirt wird
x} 4+ 1 = 2z — 3xz
Multiplicirt man bdiefe Gleidung mit
x2 41 =(x+ 1)? —2x =22 — 2%
fo ergiebt fidy:
x* 4 x3 4+ x2 + 1 = 2> — 5xz3 4 6x%
Qurd) Subtraftion von
B+ x2=x2x+1) =x%
folgt aus der vorftehenden Gleidjung:
x* + 1 =2 — bxz® + Hx%z
Sept man nun in bdie gegebene Gleidung fiir x> + 1 und
x® + 1 bie eben erhaltenen Werthe ein, jo findet man:
z5 — 5xz3 + 5x% + ax (z® — 3xz) + bx*z = 0
Dividirt man diefe Gleidung durd) z*), jo erhdlt man:
7z — bxz? + 5x? + ax (z2 — 3x) + bx?! =
oder nad) erfolgter Bereinfachung und wenn fir x jein Werth
z — 1 gefet ijt
2t +@—522z—1)+®—3+5 (@ —1)72=0
Dividirt man dieje Gleifung durd) (z — 1)*wird folgt:
22 |’ z? 2 —
{ }+(a——5)<;_—1>+b—-3a+5—0

z— 1

*) Die Wurgel z = 0 ober x = — 1 falit dann aus,
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@ept man nun nod) der Cinfadyheit wegen:
73
z —1 P
fo erhdlt man die quadratiffe Gleidung in p
PP+ @—>5p+b?—3a+5H=0
peren Wurzeln folgendermafen lauten:

N s

a -+ 1V
—1/1“"2““ )

Bebeutet p einen von diefen beiden Werthen, {o findet man die
IBerthe von z aud der Subftitutions: Gletdung

5 —

o

p: =

[\

2
Z—-E_;i=p0berz2—pz+p=0
in der Form
Doy /Pt
_2i 4
p. h. e8 wird:
2
21:%‘"'*‘ %__—pl
2
.=

lzz =§‘+ 3 P

2
b= 55—

wobei fitt p, und p, die oben davgeftellten Werthe eingufegen find.
Da ferner die Grife

z=x + 1
ober
X =12 —1
gefept war, fo erhdlt man mumehr die folgenden vier Werthe von x,
weldje der vorgelegten Gleichung
x*4+14+aEx*+x)4+bE +x)=0
geniigen —  mlidy:
9 —
[X‘ = b= b

) T S
\X2:p‘2~—-‘/€f—pl
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— 2 py2
x =3 +‘/Z—p2
— 9 2
X4:p22 ~Vp42:—~p2

wobei p, und p, die Werthe bedeuten:
—_ 2
[, =2 a+1/1—b2+<a*+_l>

2
1>2

41 v

5 — a

P

a

[\3]

Eliter Abjdnitt,

Aufléfung quabtatﬁcl{)::f ﬁl:;’:?'uugm mit mebreven

Unter einem Syftem quadratijher Gleifungen mit mehreren
Unbefaunten pflegt man ein foldjes Syftem von Gleidungen su
verftehen, deflen Auflsjung nad) erfolgter Glimination einer oder
mebrerer Unbefanuten von der Aufldfung einer oder mehrerer qua=
dratijen Gleidhungen mit nur einer Unbefannten abhdngig ift. —
Jur Aufldjung folder Syfteme von Gleihungen find melrentheils
befondere Kunitgriffe erforderlid), vou denen wiv die hauptjadylidjten
guerft fennen lernen wollen.

a) Befonderd haufig fommt der Fall vor, daf die Summe
und dag Produft von jwei Unbefannten gegeben find, 3. B.

x+y=a
Xy = b
und dafy die Unbefannten x und y aufgefunden werden follen,

Die cinfadiite und fidh von felber darbietende Methode befteht

dartn, dafy man aud der Gleidhung

X+y=a
bie Grdfe y bdarftellt und den Werth y = a — x in die 3eite
Gleidhung

xy =>0
einfept. Dabdurd) wird erhalten

X(@ —x) = ax—x2=)
ober
x?—ax+b=0
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Aus diejer Gleidhung findet man bdie beidben Wurzeln fiir x
a a?
X = —2— + l/z— —b

Xg——:*:)*-- — — b

Dem erften diefer beiden Werthe entpridt der Werth von y
a2
w=a—x =g — -

und bem jweiten

2

Auf folgende Weife fanu man daffelbe Rejultat iiberfidytlicher
erhalten. — Man fese
(z—x)(z—y) =0
jo hat z jwei Werthe, weldje diefer Gleidung geniigen. Der eine
perfelbent ift gleid) x, der anbdere gleid) y. Multiplicivt man nun
pie beiden Faftoven (z — x) und (z — y) in einander, fo ergiebt
fi die Gleidhung:
22 — (x+y)z+xy =0
oder da
X+y=a
xy=>»
war, die folgende:

22— az+b =70 i
Die Wurgeln diefer quadratijhen Gleidjung find:
=
no= A
3.2
Zy = %‘ —_— T —b

Der eine diefer Werthe muf nun nad)y dem Obigen gleid) x,
der anbere gleid) y fein. Alfo erhdlt man

2
w= gty
entebder: _
a a*
W= oYt
2
X2:%— _a_.._b
oder: "
a a
w= g Y
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Aus der lepteren Vehandlungdiweife der Gleidhungen
X+y=a
xy = b
fﬂ[}iefgt daber folgende, gur bequemen Aufldjung derfelben bdienende
Regel :

Um die Gleidungen
XxX+y=a
Xy =b
aufzuldfen, bilde man die quadratijdhe Gleidung:
z2 —az+b =20
Dann ift die eine ihrer Wurzeln gleid) dem Werthe von
x, die andeve dagegen gleicdh dem Werthe von y.
Gin Beifpiel mag diefes erliutern.
Soll man bdie Gleidyung
x+y =17
xy = 60
aufldfen, fo bilde man die Wurgeln der quadratijden Gleidjung:

22 — 17z + 60 = 0
Diefelben find

zl=]27 —!—]/%?—60 =—1—7+ 7 = 12

2 2
17 289 17 7
Z?:?“‘/TT_GO i i

Der eine diefer Werthe ift gleid) x, der andere gleidh) y. Aljo
hat man entweder:
x, = 12 ) . X, = b
o= 5 obew { Y, = 12
Man fieht, daf in der That bdiefe jufammengehiorigen Werthe
von x und y die vorgelegten Gleidungen erfiillen.

Cind die allgemeineren Gleidjungen gegeben
ax + By = a
xy = Db
fo multiplicive man die jweite derfelben mit «f; dann erhilt man
(ax) + (By) = a
(ax) . (By) = baf
Sieht man in diefen Gleidjungen ax und gy al8 die ln-
befannten an, jo hat man nur nad) dem Obigen die Wurzeln der
quadratijden Gleidjung
2* —az + baf = 0
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au bilden. Die eine diefer Wurzeln ift (ax), die anbdere gleid) (By).
— Diefe Wurgeln find

2
7= + ‘/%-_bap

2
Zy = o — |/ —=— — baf

Alfo hat man

« 2
O
entweber: - —
a a
=g ) 5w
a2
o= =Y
oder: —
a p
by = 5+ | — bt

ax + By = a
xy = b
find daber
a 1_/a2
l X, =3- + =15 — baf
entiweder: 2a : 42 -
_a a
] YI - 2—B - B T baﬁ
__a 1 _/a?
(== 2w
pder: \ L -
_a 1 ./a

Sebr haufig ift es ndthig, ehe man ur Beftimmung der
eigentliden Unbefannten iiberge%en fanu — fid) erft die Summe
und dad Produft derfelben 3u verjdaffen, um dann auf dem eben
angegebenen Wege die Werthe der Unbefannten felber 3u erhalten.
Mebhrere Beifpiele werden hier, wo allgemeinere Regeln fid) nicht
wol)l angeben [affen, belehrender und niig[ideer fein, al8 Theorieen,
die dod) nidyt die Vielbeit der eingelnen Fille umfaffen fonnen.
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Die Gleidjungen
x2 + Y2
x+y

a
b

Il

aufzuldjen.
Man erhebe die Gleidhung x + y = b jum Duabdrat, und ziehe
hiervon bdie Gleidjung x* + y2 = a ab, fo ergiebt fich:

2xy = b? —a
odet
b? — a
Xy = 2
Da jett gegeben find
xX+y=»>
xy =2 =2
: 2
fo findet man x und y ald Wrgeln der quadratijdhen Gleichung
2 .
2 — bz + b2 —a — 0

2
ndamlid) entwebder:

b 1
[xl:—g——"" Tl/?a_’h2

LS e
— & V2a—b

wlc

YI =
oder:

ll

b — y2a— b?
(o=t

b + y/2a — b?

]lY‘.l: 2

Diejelben NRefultate hitte man aud) auf dem folgenden TWege
erhalten.

Da x? 4 y?
2xy
fo folgt durdy Subtraftion:
x?—2xy + y? = 2a — b?
Run ift aber die linfe Seite gleid) (x—y)?, daher evgiebt fidy:
(x—y)? =2a—b?

a
9

b* —a

(i

ober:
X—y= i 1/2a—b"‘
Da ferner
x+y=b
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ift, fo erhdlt man durd) Addition und Subtvattion beider Gleidhungen

- Sa_— 1T =b—y2a—bt
entweder: [2x‘_b + V22— ober { X2 =D ]/'h_b}
2y, =b— /2a—b? 2y, =b + y/2Za—b?
vier Gleidjungen, aud denen man durd) Divifion mit 2 die vorher
gefundenen Werthe herleiten fann.

Die Gleidjungen
x3+yd=a
x+y=b
aufzuldfen.

Man erhebe die 3weite @Iet&)ung gur dritten Poteng und 3iehe
die erfte Gleidjung hiervon ab, fo folgt:
3x’y+3xy? =D0b%—a
oder
3xy(x+y)=>b*—a
Dividirt man nun durd

3(x+y)=3b
fo ergiebt fidy: y

Da ferner x+y =D war, jo find x und y die Wurzeln der
quadratijden Gleidung

bl
72 —bz + 3

=3 Vs—% B
]“2+V% iT)

Hier geben die beiden oberen Jeidjen ugehorige Werthe von
x und y; eben fo die unteren.

ndmlid):

Die Gleidungen
xt+yt=a
x+y=b
aufzuldfen.
Grhebt man die zweite Gleidung gur vierten Potens und jub-
trabirt hiervon die eré te, fo ergiebt fidy:
4x%y 4 6x%y? + 4xy® = b* —a
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Addirt man u diefer Gleidhung 2x2%2 fo folgt:

4x%y 4 8x%y? 4 4xyd = b* — a + 2x?%?
oder:

4xy (x -+ y)? = b* — a -+ 2x%?
Da aber x +y =b, fo erhdlt man
4b2xy = b* —a + 2x%?
Diefe Gleidung dividive man durd) 2, o entfteht:
4
2b2xy j— E_2_“ + (xy)2
oder:

4
@wLﬂM@w+271=0

Diefed ift eine quadratijhe Gleidhung, in welder (xy) die ln-
befannte ift. Jhre Wurzeln find:

o L b4
xy=b2i‘/ a—i‘;b

Da ferner
x+y=>b

ift, fo find x und y entweder die TWurzeln bder quadratijden
Gleidyung

ﬁ—m+mL+VatN —0

pber der folgenden:

—m+w_V“+“=m

Leid)t erhdilt man aus Deiden Gleidjungen bdie folgenden zu-
jammengehorigen Werthe von x und y

l 3.1 a b‘.

a+b“

. 3b“
Y|=2+lw -+
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3 12
x:»:% + §_B_+l/a+b4
b — —3.b? 4
Y2:2 + +Va+b

Die Gleidjungen
x* + y°

Xty

aufauldjen.
Grhebt man die zweite Gleidung gur fiinften Poteng und ieht

bann bie erfte hiervon ab, jo erhdlt man:
5x*y + 10x%2 + 10x?y% 4- Bxy* =Db’—a _

oder durd) Hxy Ddividirt:
b’ — a
3 2 2 3 —
x? + 2x%y + 2xy? + y3 = Bxy
Abdirt man x%y + xy? = xy (x +y) = bxy jo folgt:

a
b

i

X'+ 3xty + 3xy? + yd = B ®
Hxy
oder:
b®—a
3 — h3 —
() =b =2
Sieht man in diejer Gleidung xy ald unbefannte Grofe an,

fo findet fid)

RN +‘/20 + 5
Mit Hiilfe der Gleidung x + y=1>b finden fid) aus vorftehen-
der Gleidung nad) dem Friheren folgende Werthe fiir x umd y:

=i ot
1= 5 ! 4 20

b — . b? bt  a
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b b2 b* | a
ety vy
b — b2 l/b4 a
=5+l —7 TV tsp

Die Gleidungen
x+y)(x+y)=a
(x—y) (x*—y’)=>b
aufzulofen.
Man fithre die Multiplifationen auf der linfen Seite aus,

bilde dann die halbe Summe und die halbe Differens der Gleidhun-
gen, {o ergiebt fidy fiir die halbe Summe:

x+ oyt = a:lz‘b
und fiir die halbe Differeny:
x%y 4+ xyd = a_gﬂ
Sept man nun:
x+y=s
Xy=p
o wird:
x?+y2=52—2p
ferner:

x4 4 yt=(s2—2p)?—2p?
=st—4ps?+2p?
Daber geben nad) Ginfithrung diefer Ausdriide in bdie obigen
beiden Gleidjungen leptere itber in:

st—4ps?+2p2= %ﬂ
P —2p) ="

Diefe Gleidhungen dividire man in einanbder, {o folgt:
st — 4ps® 4 2p2 _a -+ b

ps? — 2p? T a—b
oder:
S4~4p52+2p2:z—§—9p32~2 a + bp2

b a—b
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Sdafit man nod) die Gliecder der redjten Seite nad) der linfen
biniiber, fo evgiebt fid):

(i  HE e =0
Sept man jept
S2
— =V ober s2 = pv

in die vorftehende Gleidhung ein und dividirt dann diefelbe durd) p?,
fo findet man:

vi — (4 +

a-l—b)v _4a
a—b o

—b
Die beiden Wurgeln diefer quadratijen Gleidung lauten:

w=2+ L2 4y +{l-“—+—"}2

b 2 a—b
. . la+b I a+be
Vﬁ”‘*za—:b*l/w“{?a—_—b}
Da nun:
s?=p.v

war, fo folgt dburd) Ginfilhrung bdiefes Werthed in bdie frithere
Gleidung
a—b

PG —2p) = —;

-2 =70
und ed ergeben fid) folgende Werthe fiir p:

n=xVYsm—s

a—>b
2 v, —2)

. a—b
LR PRCR)

Die den Werthen von p entfprehenden Werthe von s findet
man jept aud den Gleidungen
s? = p, v; und
$*=1py vy
Sind auf diefe Weife s und p gefunden, fo hat man nur
nod) die Gleidungen
X+ y=s
Xy p

auf dem befannten Wege nad) x und y aufyulbfen.
Wive gum Veifpiel in Jahlen gegeben
(x+y) (*+y)=na

=y & —y)=b

Il

112
52

I
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2
o wiirde man fir % oder v die Deiden Werthe erhalten haben

41 oL (Al 16
"1—“3‘0”/”(%) =3
1

\'2:2+%—"/2+(%(—1)>2——5—

Mittelft diefer Werthe hitte {id) ergeben
pp =13
p. = + 5i l/é-
Dem Werthe p, = + 3 entipridht der Werth
s?2 = 416 ober s = + 4

Die diefen beiden Gleidhungen entjpredjenden Werthe von x
und y find die Wurgeln der beiden quadratijfen Gleidjungen
22 — 42 + 3 =0
z: + 4z + 3 =0

R () H S g ) i
Dem Werthe p; = — 3 entfpridht der Werth
s?2 = — 16 oder s = + 4i

Die 3u diefen beiden Gleidjungen gehorigen Werthe von x und
y find die Wurgeln der beiden quadratijden Gleidjungen

z? — 4iz— 3 =0

ndmlid)

Il
I

oder 2?2 4+ 4iz— 3 =0

ndmlid):
fx = 3il [x =1 fx = — i ] [x = — 3i
ly =i/, lY:3‘},1Y:-'3i},{Y=—i}

Dem Werthe p, = 5i /2 entipridht der Werth

s2 = Ti ;/?oberszi'/ﬂ V2 =+ +i) A

4,—
2
Die gu_bdiejen beiden Oleidhungen gehorigen Werthe von x
und y find bie Wurzeln der beiden quabdratijhen Gleidjungen
1+i —
oS Viz459Y2=0

z? —

oder
1+

z? + f/?l Vi 45 y2=0




e V13 + ,/7‘_i,/1_3 - VT
2 V2 2 V2
Y:~V§~;/7“+i,/i§+ VT
2 2 2 V7
oder:
1 — Y7 13 7
o VI VT Y ;F_I/
2 V2 2 y2
_ VB 4yt Y18 — YT
¥ 2 1T 2 V2
fermer:
. V13 — Y7 Y138 + Y7
X — —— i
2 7 2 /32
—_YB YT Y13 — T
Y= - !
2 Y2 2 12
und

x== — L o ol B p—

Y::t

Die dem Werthe p, = — 5 i 2 entiprechenden Wurzeln
x und y findet manw dhnlidh; fie ergeben fid) aus den letten vier
Wurgelpaaren, indem man tn ihuen die Vorgeidjen der imagindren
Ginbeit i verdudert.

Die beiden Gleidungen
x+y) K+ y) =a
=y & —y)=>

laffen fid) in methodifdyer Begiehung nod) einfacder ald vorher
auflbfen, indem man die obeve inm die wutere dividirt, dann
y =u.x
fett und die Klammern aufldft. €8 evgiebt fid:
1 —u—vw+4+uw b
1 4+ u+ v + u a
DQurd) u? tm Jdahler uud Neuner dividirt:

12



1 1
et ()
T
Pun fei:
1
‘;;'*‘u:t
jo folgt

‘715+u2212——2

und daher geht die vorftehende Gleidjung iiber in
*—2—t b
2 — 2 4+t a
eine quadratijde Gleidung, aus weldjer man t ju beftimmen hat.

Die fiir t evhaltenen Werthe fepe man dann nadjeinander in die
Gleidyung

—1— + u =t
u
ein und Ibje diefelbe nad) u auf. Sind alle Werthe von u gefun-

den, jo fege man
Yy = ux
in eine der beiden gegebenen Gleidjungen ein, fo findet fidh

4 a
x 2‘/(f+u)(1+u_3)

4
ober X = l/ b
T—u(--w)
und endlid) nad) Beftimmung aller Werthe von x
Yy = ux

Die rveellen Wurgeln der Gleidungen
(x+y)(x*+vy") = 51
(x—y) x*—y%) =15
it entwideln.
Man [Bfe die Klammern auf und bilde die halbe Summe und
die halbe Differeny der vorftehenden Gleidungen, fo ergiebt fich:
x*+ y* = 33
xty + xyt = 18
Gept man wieder
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x+y
Xy

s
* P

!

fo ergiebt fidy:
s’ = x? + bx*y + 10x%y? + 10x%°® + 5xy* + y*
Da aber

x4y’ = 33
5x%y -+ 5xy* = 90
10x3y2 + 10x%® = 10p3s
fo folgt:
s = 123 4 10p%
ober

s — 10p% = 123
Ferner ift:
Xty T xyt =p[(x +y) —3xy(x+y)] = ps(s*—3p) =18
Dividirt man nun die Gleidjungen:
s"— 10p% = 123
ps (s*—3p) = 18
jo ergiebt fidy:
st — 10p? 41

p (s — 3p) ~ 76
Set man nun
s = pu
jo folgt:
s w—10 _ 41
u—3 6
eine quabdratijhe Gleidjung, deven Wurgeln lauten:
9
u = —72—
7
U2 - ’?
Man erhilt daher
9 2
= 2 — 2 n- — % 3
entweder: s = 5Pp; P g S
7 3
. 2 — ' .. — 2 3
ober: s = =P P 7S

Sept man fiir p den Werth %—s" in die Gleidung

s — 10p% = 123
ein, fo ergiebt fidy: )

243
3

S
oder s

12
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und demndad)ft, da p = —g—s"’ it
p = 2
Ausd den Gleidhungen
s =x+y

= Xy

2y fx=11

il

[\

erhalt man endlid):
X

f
Ly J ly=2
Cett man dagegen fiiv p den Werth —:;’452, jo folgt aus ber

ol

Gleidyung +_ 10p2 193
§° — s — 12«

st = — 147
J P
ober s = — 147

3 L .
md dann, da p = - ift

— 3 iam — ]/"
p———,—z-]/l47 =3

Die diefen beiden Werthen vou s und p entjpredjenden Werthe
von x umd y find imagindr und daher hier ju vevwerfen.

Die beiden Gleidjungen
(x2+y) (3 +y3) = a
() (= ¥) = b
laffen fid) auf dhnlidje Weije, wie die beiden vorhergehenden auf-
tbfen.

Die beiden Gleidhungen
xt+yt=a
x+ty =b
aufzulofen, wenn die Subftitution gegeben ift:

e 3 u 5
w=v[+§— ¢ 1]
Man findet:
)
(x+y)2-2xy=x2+y2=~2b2{—1 +5+ %}

ferner:
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(x2 + )’2)3ii x"+y“+3x2 Y2(X2+Y2); 9. [)
(x2 -+ yz) [(X2 + 372)2—3)("’ y?.] ————X“—}-y“
oder
obe(— 1+ 2V [y /e BY (43_1,22]
2b2(—1+ + u)[4b (—1+ g+ ) =G — 1 —7)
—a
DQurd) Vereinfadjyung folgt:
o (L B s 20
e (=1t y) g bt g )=
Multiplicict man nod) die beiden umflammerten Faftoren in
cinander wud dividirt durd) 2b% fo ergiebt fidy:
11 ud 125 a
Tttt T
eine Gleidung, weldje fid) durd) die Subititution
u o= z
auf eine gewdhnlide quadvatijhe juriicfihren lifit. — Die weiteve
Ausfihrung bleibe dem Yefer itberlaffen.

Die beiden Gleicdhungen
xT +y7 a
X +y b
(affen fid) leiht aunfldfen mitteljt dev Subftitution:

1l

b* 1
v =g i2—u—)

Man findet ndmlidy:
Xy = (cohy) [ Yy () ety () — ]
oder nad) einfadjer MWmformung:
X7k Y7 — (x + Y) sz + y2)3 —xy (x2 + y'z)?_ 2X2Y2 (x2 + YZ) + x“y“]
b. h. mit Benupung dev gegebenen beiden Gleidhungen
G = Gy Yy () [ 2y

= (x*+y) +x7y —xy(x*+y?) . b?
Ferner ift:
2b? 1 1
2 2 2 __ (Ve ——— | — —— -_—
x?+y? = (x+y)*— 2xy 3 ( 5 tut “)

Sept man diefen Werth fitv x* -+ y? und fiiv xy jeinen Werth
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2 1Y . o ,
= %—(2 —u — —u—\ iiberall in bdie vorhergehende Gleidjung
einr, fo findet man bald
1 27a 13

S o = 2%
R
eine Gleidhung, welde durd) die Subftitution
w =z

fofort in eine cinfadje quadratijdhe Gleidung verwandelt wird.

Die drei Gleidhungen:

X +y +z =a
X2+ y*— gzt = b
C+y+d=c

aufzuldien.
Aus der erften Gleidung findet man:
X+y=a—z
und durd) Erhebung zum Quadrat folgt hieraus
X2 4 2xy + y?® = a® — 2az + 22
Addirt man 3u diefer Gleidjung die zweite der gegebenen Glei-
dungen mit vertaujdhten Seiten, ndamlid
h = x*+ y* —2?
jo ergiebt fich bald:
23y = a’ — b — 2az
ober
a®—b
Xy e —'—2——‘ -— aZ
Grhebt man ferner die Gleidjung
X+y=a—z
in bdie dritte PVotenz, {o folgt:
x*+ y3 - 3xy (x + y) = a® — 3a?z + 3az? — 23
Cept man hier ein die Werthe
x+ty=a —z
a?—b

Xy = 9

— az

fo findet man:

x3+y3+3(a_z){&_2——lz—az} = a® — 3a% + 3az? — 23
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Addirt man eudlid) auf beiden Seiten die dritte Gleidung mit
vertaujdjten Seiten, namlid)

c = x}+y3423
fo ergiebt fid) leidht:

2
c+3(a—z){§~—2—l-)—az} = a% — 3a% + 3az?

Diefe Gleidyung ift nur vom erften Srade; fie liefert
a® — 3ab 4+ 2¢

2= T3 —b)
Mittelft diefed Werthed von z erhdlt man nun
x—y=a—g=2@ =9
3 (@* — b
X :az—y_a __at + 3b? — 4dac
y 2 = Tb a2 — )
Aud den beiden Gleidhungen
2 a*—c
xHYy=g-a0
__a* 4 3b? — 4dac
W= T8 @ — b

findet man endlid) die Werthe von x und y.

Die Gleidungen

x +y =z + a
x2 4+ y?=12>-+0b>
xt + yt =12zt + ¢
aufzuldfen.
Yus den beiden erften Gleidhungen bilde man:
a*—b

Xy = az + 5

¢hen fo aud der jweiten und dritten:

2 __
x%y? = bz? 4 b 5 ¢
fo ergiebt fid) gur Beftimmung von z die quadratije Gleidjung:
2 __ 2 _ b2
bz2+b c:{az-i"a 2b}

Mit Hiilfe der beiden fid) hieraus ergebenden Werthe fiix z
fann man jowohl x + y, al8 aud) xy auf zwei verfdhiedene Arten
darftellen und durd) Aufldjung diefer Gleidhungen dann vier Werthe-
paare fiir x und y erhalten.
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Die Gleidjungen
x +y +z +u
X2 + y2 —_— Z? _ u2
<3 + y3 + o734
xt + y4 — gt — oyt

a0 o

i

aufzuldien.
Man fepe, wodurd) die erfte diefer Gleidungen von felber
erfiillt wird

x+y:%+v
Z+u=g—

Alsdann iehe man dad Quabdrat der weiten Subftitutions-

gleidjung von dem Quadrate der erfteven ab, {o ergiebt fid):
x* + 2xy + y? — 22 — 2zu — u? = 2av
Da ferner
24y — 22 —uw=b

To folgt durd) Subtraftion und Divifion mit 2:
b
2

Adbdirt man fermer die dritten Potenzen ber beiden Subftitu-
tiondgleidjungen ju einanber, jo folgt:

3
x* 4 y* + 3xy (x +Y)+Z3+“3+3zu(Z+u):%f+3av2

Hiervon die dritte Gleidjung
Pyt e =c
fubtvabivt und duvd) 3 dividirt, giebt:
c

3
xy(x+y)+zu(z+u)=%+av2—§

Xy — zu = av —

odet: .
Xy (;——i- v)+zu (Tg-—v):ld_.? +av2———%
Multiplicivt man nun die Gleidung

Xy — zu = av — &

wmit v und fubtrabivt daun von der vorftehenden Gleidung, jo er-
giebt fidy:

a a® c b
é(XY’l"‘ZU)———l—‘Z‘—"-g—'I"Q—.V
pder durd) Multiplifation mit %:
a? 2 ¢ b
Xy -+ zu =E-§-.z—l—+a—.v



Ausd ber vierten der gegebenen Gleidjungen bilde man jept die
Differeny der Quabdrate:
(x2 + vy — @2+ ud’ = 4 4+ 2 {x%y? — 222}
und forme nad) und nady diefe Gleidung mit Benupung friiherer
Gleidjungen folgendermaken um:
(EH v+ 224+ ud) (2t y?—22—ud) = d + 2 {x%y? — 222
b (x? 4+ y2 4+ 22 4+ v?) = d + 2 (xy + zu) (xy — zu)
b{Gx+ v + &+ uw'} =d+ 2 (xy + zu) (xy — zu)
+ 2b (xy + zu)

2 2
b{(% + \') + <;— — V) } =d + 2 (xy + zu) (xy —zu + b)
a2 o (22 2 ¢ h b
T =at2 (g ) (G )
Qividirt man jest durd) 2 und [Hft dann die Klammern auf,
fo findet fidh, baf dad quabdratijhe Glied 2bv? ved)ts und lints
weggehoben werden fann. Aus der iibrigbleibenden Gleidhung des
erften Grabes ergiebt fid) dann der folgende Werth fitr v:
_a’b + 2bc — 3ad
T at 4 3b? — 4ac
Mit Hitlfe bdiefes Werthes von v fann man nun aus den
beiden Gleidjungen

Xy — Zu = ay —

a? 2 ¢ b
xy—l—zu——g—»g.;%—;\

2

xy und zu, fo wie x + y und z + u folgendermagen bdarftellen:

x +y= —;— + v
_a® ¢c b a2 + b v
WoTRT a1 2a
z +u= f: — v
a? c b a® — b
W= T TT T T Y
Diefe beiden Paare quadratijher Gleidhungen find nody auf-
guldjen, um x, y, z, u ju erhalten. — Jntevefjant ift bei diefer

Aufgabe der Umftand, daf die Gripen x + vy, xy, z + v, zu fid
auf vationale Weife durd) die vier gegebenen Grifen a, b, ¢, d
darftellen laffen.



Die Gleidhungen

x+y+z+u=a

X'yl gt b ud=b

B+y 4+t ui=c
Xy — zu = o0

aufzulbie.
Man fege, wie vorher

x+y=%+v
z+u=—;———v

und bilde die Summe bder Quadrate aud beiden Gleidungen, fo
evgiebt fidy:

2
)é’er“’—i~2xy-|~z2+2zu+u“’:%—+2v2
oder, da
X+ vy +z22+uw=b
= Xy
ift;
a2
b + 4xy = 5 + 2v2

Jept bilde man die Summe der Dbdritten Potenzen aus bden
Subftitutiondgleidungen, fo erhalt man:

3

x3+y3+3xy(x+y)+z3+u3+3zu(z+u)=—z~
+ 3av?
Da nun
34yt 4=
zu = Xy
und

3xy (x +y) + 3zu (z +u) = 3xy (x +y+ z + u) = 3axy
ift, fo ergiebt fid)y aud der vorftehenden Gleichung:
¢ + 3axy = %-{* 3av?
Hilt man die hieraus fliefende Gleidhung

a? c

—_ vy = .
y—v 12 Sa

mit der Gleidjung
2xy — v? = 2 _ b
¥ T2

gufammen, jo evgiebt fid):



=g g Tgp=2un
a? b 2¢
=iV e tE
Pa nun
x Y:%—l—v
z+u=1——v

fo ift ed leidht, die Werthe fiir x, y, z, u hingujdyreiben.

Die Gleidhungen

X +y +2z +u =a
2+ y? 4 22+ ut=b
x4yt ot wt =
Xy = zu
aufzuldfen.
It wieder
xy= oo
Z+ll:%—v

2zu — QX = —_ — — + ‘]2

Durd) eingelnes Quabdriren der beiden Subftitutionsgleidjungen
folgt mit Benupung der vorhergehenden Gleidhung

, & a? b _ b
x? 4 y? = 1 + av + v2—<z—§ +V2)- ) + av
] __a 9 w? b ) __ b
4"+u?—4 av+w—(—4———2—+v)—2
Addirt man die Quadrate lepterer @Iegd)lmgen, fo folgt:
&Y+ @+ ) = g 2
und nadpem auf beiden Seiten
2x%y? 4 27222 = 4x2y? = a b + v? ’
y =TYI\T T3 }
abgezogen ift:

2
x‘+y4+z4+u4=c=—%—+2a"’v’—~(

(-

— ayv

a? b

Tz )



Sett man nody der @mfad)hett wegen
i
10 ergiebt fid) aus der nmbergef)enben Gletdjung bdie folgende nad)
quabmttfd)e (\)Iexd)ung

+-+c——d2b——b?2———0
peren Wargeln
E=a’t VWT
gur Beftimmung von v dienen. — Siud aI[e-Qoertbe von v auf:

gefunden, fo erhilt -man die gefudjten vier Unbefannten aus den
(Sileid')ungen

2 9
ym e =t

a ; a? b v?2
A+11—7—v Au-? x +~2—

Auflojung der Gleidjungen
X +y+z +u
X2yl 2+ u?
XG+YG+ZG+ “6
Xy-+zu

i

Setst man

-+

l\')‘ [
<

X+ty=

Z+ u= -} — v
fo folgt durd) Bildung der Duadratjumme beider Gleidjungen
a2
24y +2z2+u+ 2xy + 220 = 32— + 2v?
oder

b+2d =

/Db a®
v—"_l/?-}‘d—— S

b. §.




Vedeutet fiir die Folge der Ginfadyheit wegen v einen diefer
Deiden QWerthe, fo ergiebt fich

Xt yri= <-2 + \'>— — 2xy

z:+u= <—;— — \)~ 2zu

Addivt man bdie dritten Potengen dicjer beiden Gleidungen ju
einander, jo folgt

X + Y(’ + z(‘ + uG + 3x2y2(x2 + Y?) + 3Z2ll2(Z2+ u‘.}) —_—

{<%+v>2 — 2xy 1-3 + {(—3——\)2 — 27’“]3

oder, da xb-LyS4z0+ub=c ift:

¢+ 3x%y? [(—+v - 2xy]+3z u [( — v —2711:|~

G+ - QXY} {5 - 2’“}

LVermige der Gleidpmg
Xy +4-zu=d
ift mum erlaubt gleidyzeitiq gu jepen

Fibrt man diefe Subftitutionen nad) erfolgter Anfldfung dev
Klammern obiger Gleidjung in leptere ein, jo erhdlt man nad)
und nad):

c+2x%y? + 22%° = (% + v)G + <—;—— v)ﬂ - 6xy<% + v>4

ol A i 9x2v2/2 2 05%u2( )2
— zu<—2 —v) + 9x?% (—2 +v) 4+ 9z% (—2 —
oder':

(Y~ +(G)
_ 3((1‘}‘!‘)(%-’[—\;)4 . 3((l—p) (E———v)‘ 4 %('I + p),\%_'_v).

2
4 (d P)2 '——‘>
. b.
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¢4 LES00T =<%+v>6 +(%—v>6— 3a+n(5 +v>4

a L9 9 9 a 2
— 3(d—p)(§—v) W+ p)’<z+v>+ T (d—~p)2<—2———v>
Hat man in diefe Gleidung fiir v einen feiner beiden vorher
gegebenen Werthe eingefept, die Klammern aufgeldft und die Glei-
dyung georduet, jo iiberfieht man, daf diefelbe n Bejug auf p vom
gweiten Grade ift. Nad) ihrer Aufldjung erhdlt man aud den
Gleichungen

x-l—y-——%—}-v . z—}—u:%—v

_d4p _d—p
XY= =
in der Defannten Weife endlidh die verjdiedenen Werthe von x, v,
z, u, durd) weldje die vorgelegten Gleidungen erfiillt werden.

Die Gleihungen
X +y +z +4u=a
x2+y*4z24+ul=>
X+ yi4zi4ui=c

xy—zu=d
laffen fid) ebenfalld mittelft ber Subftitutionen
Xx+y= % +v
z+ u=%—v

leidt aufldjen. (Srlgebt man ndmlid) die beiden lepteren Subftitu-
tiondgleidungen auf dad Quadrat und addirt, fo erhdlt man

2
X”-f—y?-}-zLF-u2+2xy+2zu=-*32—-i-2v2
Hierausd folgt
X +Zu—.ﬁ_-b_+ 2
yva=Eg Ty

Berbindet man diefe Gleidhung mit

xy —zu=d
fo erhdlt man
Y"B T T TR
_a* b d v?
mE=gmy oty
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Bildet man ferner die Summe der Kuben von den beiden
Gleidyungen

x+y’:%+v
z+u= g——v
fo ergiebt ficdh
x3+y3+z3+u3+3xy(x—l-y)+3zu(z+n)=—1—d— + 3av?

oder
L
». b
Eols—s+a+y) + ) {5-1-7+%
_a ¢ 2
RPN

Durd) Anfldfung der Klammern und nad) einfadjer Umfor-
mung erhalt man aug der vorftehenden Gleidhung bdie quabdratijde
Gleidyung:

3
2__ :i_a_b E‘i
av?—2dv ) - 3

Sind die Deiden Wuvgeln derfelben aufgefunden, fo erge-
ben {idh in befannter Weife die Werthe von x, y, z, u aud bden
Gleidjungen

x-l—y:%-l-v z+u=32——v

a2

b, d, v :
W=g—rtets ™Tg 1 2tz

Yus ben Gleidhungen
(x +y)@ +u) =«
x2+y?) (22 +ud) = b
& +y) @+ ) = o
mE*4+y)+nzt+ut) =1
die Werthe x, y, z, u gu beftimmen.
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Grite Methode.
Da
¥4y = x+y) &+ y*—xy)
22+ u? = (z 4+ u) (z* + u®* — zu)
ift, fo folgt durd) Multiplifation
¢ = a (x*4 y*—xy) (z*+ u* —zu)
oder
(2 + ¥ —xy) @+ w—g0) = —

Fuhrt man unod) in der linfen Seite die Multiplifation aus,
indem man x* 4y und 22 + u? umtlammert, jo ergiebt {id)

(x2+ ) (2 + 09 —xy (22 + 1) — zu (2 + y) + xyzu = —
». b
C

xy(z®+u?) +zu(x®*+ y?) —xyzu = b — -

Grhebt man jepst die Gleidjung
E+v@E+u =a
auf dad Quadrat, {o erhdlt man
(x*+ y* + 2xy) (2* + u* 4 2zu) = a2
oder nad) audgefithrter Multiplifation
* 4+ ¥?) (22 + u?) + 2xy (2° + v?) + 2zu (x* + y?) + 4xyzu=a?
. b

2 __

xy (224 u) 4 zu(x2+ y) + 2xyzu = 3—2——1)—
Ausd bdiefer und der obigen Gleidung
xy z? +u)+zu(x* +y?) —xyzu = b — ‘i
ergeben fid) die NAusdriicte
2 2 2y & b 2c
xy(@#* +u?) +zu (x —Fy)_T + - = 5
2 N
Xyzu 2%- — % + .—;;

Grhebt man nun die Gleidung
O +y) (2 u) = b
auf dag Quadrat, fo evgiebt fid)
(x* + y* + 2x2y?) (2 + ut + 222u?) = b?

ober mad) erfolgter Auflojung, wobei die Grofen x* 4 y* und
z* + ut alg eingad')e angefehen werden:
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(X4 + Y4) (Z4 + u4) _{__ 2x2y2 (24 + u4) + 2Z2 u2 (X4 +'y4) + 4x2y2 ZQ“Q
Aud diefer Gleidung leitet man leid)t die folgende her
(X4 + y4) (Z4 + ud) _+_ 2x2y2 (Z4 + 2Z2 u2 + “4)
+ 222 u® (x* + 2x?y? + yY) — 4x?y?z%0% = b?

oder
(x* -y (24 4 uh) + 2x2y2 (224 u?)* + 22202 (x2+ y?)° — 4x2y2z202
= l)2
Da ferner
x2y?(22+ u?)” + 2202 (x2 42’ = {xy(2?+u?) I} zu (x+y?)}?
—2xyzu (x2+y?) (2°+u?)

= {xy 22+ ) +zu X2+ y)} — 2bxyzu
jo exhalt man mit Venupung diejed Ausddrudes lei)t aus der vor-
hergehenden Gleidung

(x*+y)(@*+ut) = b+ 4bxyzu — 2 {xy(z2+u) + zu(x2+y?) }*
+4x?y2%z%u?
Sept man in dieje Gleidhung die oben gefundenen Werthe von

, y 2 . a? b 2c
Xyt taity) = o+ 5 — ==
und
a? b c
Wi =g — gty

ein, fo erhalt man den Werth be8 Produftes
2 2 2 2 9%
crerer=(§ + B -2 (4 42
Sept man jept

x4y =7
zt 4-ut = q
{0 hat man
a? 2\ * a? b 2cY
=5 +5 —2(F+5—5)
mp + nq = 1

*) Man fieht aud dem Obigen, daf dad Prodult
(xt+y4) (24 + ud)
fpon burd) die drei Produtte
(x +7y) @+nu); (x2+y2) (22 +u?); (x34y3) (2 +u3)
volljtdndig beftimmt ift; man wiirde baber einen Wiberfprudy evhalten haben, wenn
man aufer jenen drei Produften nod) dad Probuft (xt + y4) (24 4+ ud) ald be:
fannt angenommen bétte,

13
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Man fann daher p und q finbden.
Nadydem p und q beftimmt find, fann man die Aufldjung der
Oleidyungen leidht mittelit der weiter oben gefundenen Gleidjungen

. . 2 2
@t ry) =4 2 2
a? b c

+

XY.ZU‘——’E‘-‘—? g

und der Gleidjung
(*+y) (22 + ) = b
g Gube fithren.
Bweite Methobe.
MPan fege
x +y = Yar z +u = —i—
5 —_
2+ vy =syb z2+u2=]/b
fo find bie beiden erften Gleidungen

x +y)@ +u)=a
&+ ¥) (22 4 ) = b

3s1/b ar
c 2 2 _— — — —
X _"' Y Xy 9 D)

3yb a
2 2 = 2Vb &
2 + vt — zu 2s or

Multiplicivt man diefe Gleidhungen in einander, jo folgt

\ _
(x2+y2—xy) (22 + u?— zu) = 192 — ﬁ—'ib—(% + %)
Da aber
&34y @ Hud) = (x+y) @+u) @ty —xy) 22+ u?—zu)=c
) i (x+Yy) (z+u)=a
jo ergiebt ficdh
(E+y—xy) @+ uP—z) = —z—

Durd) Vergleidjung diefed Werthed mit dem obigen wird er-
Halten

4c S s

21 _—— = _— -

a4 9b — = = Bayb (L !

\
/
S /
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8 fei nun nod) der (limfad)bett wegen
fo gebt bie vorftehende @Ieu{)ung ufm in
a®+ 9b — ——-—3a /b (t—l"L)

eine in Begiehung auf heu Budyjtaben t quadratijde Gleidhung.
Bebeutet t eine ihrer beiden %mgeln, fo hat man

$ = Ir
und e8 gehen die Subftitutiondgleidhungen in folgende iber:

a
cty=yw o 4u=VF
M
X2+ y=r.t yb 22+ u= lt/_lzf
Aud diefen Gleidungen bilbe man nun uerft

xy:—;—(a—t[/T)
1 b
m= o (o — L2

2r
und dann

.2 —
X4y = () 20y = b - S (amty D)

b
Z4+u4:(22+u2>2_2zgn2:?;2—~ ‘—2;5' a—— )
Multiplicivt man die erfte mit m, die 3weite mit n, jo wtrb, ba
mE*+y)+ni4+u)=1
ift — erhalten:

1 — b 1 b2 1
1=m{t2b- —2— (a—t]/b)’} 1'2 + n {—lg —_ g(a——- K——) }‘—
eine Gleidyung, weldje fid) durd) die Subititution

rr=yv
leidht in eine quabdratijdje verwanbdelt.

Hat man mun r gefunden, o bleiben vermittelft des Werthesd
t die Orofen x, y, z, u aud den Gleihungen

x ty=7yar z+-u=]/—a—

T

in befannter Weife 3u beftimmen.

13"
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Die Gleidungen

x? 4 2yz = a
y2 + 2xz = b
22+ 2xy = ¢

aufzuldien.

Addirt man diefe Gleidungen 3u einander, fo wird die linfe
Seite dad Duadrat von (x + y + z) uud man erhalt daber,
nadydem die Quadratwuriel gezogen ift:

x+y+tz=pyatb+te

o Jept jubtrahive man von bden drei Gleidjungen je zwei von
etnander, jo erhilt man:

x2 — y?+ 2yz — 2xz = a — b

ober
(x—2'— (G —2f=a—b
Aehnlid) findet man
G—x¥—(z—x=>b—c
z—y—x—y =c—a

Jam fepe man
§—2z2=v—a
fo ergiebt fid) aus den vorftehenden Gleidungen
(z—x=v—b
G-y =v—c
Pimmt man aud den lepten drei Gleidhungen die Duadrat-
wurzeln, fo ergiebt {id):

y—z=14 yYv —a
z —X=1T Vv —b
X —y==+yv—c

wobei redhts die Wurgelzeidhen nod) unbeftimmt find. Nun ift die

Summe der linfen Seiten diefer Gleidjungen gleid) Null. Demnad):
+yYv—atyv—>b tyYyv—c =0

Sdafit man die erften beiden Wurzeln nad) der redjten Seite

hinitber und erhebt dann die Gleidhung jum Quadrat, {o ergiebt fid):

v—c=2 —a—b+2)Fv—a (v—h)

pdev
@+b—c—vW=14(F—a){v—h)
Nad) Aufldjung der Klammern erhilt man aus diefer Gleidung:
B —2@+b+e)v=a"+b + & —2ab — 2ac — 2be
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Die Wurgeln bdiefer quadratijden Gleidjung find
a+ b+ 2
v:d—-g————(—;ig Va2 + b? 4 ¢ — ab — ac — be
Bedeutet aljo v einen diefer beiden Werthe, fo fann man aus
ven Gleidhungen

y—z=*1})Yv—a
z—x=+yYv—>b
x —y=+}yYv—e¢
oie Grofen y und z durd) x folgendermafen auddriiden
z = X + ;/v_—:—ﬁ
y=x — }Yv—a
Addivt man zu der Summe diefer beiden Gleidjungen nod

x = x und bedenft, dap x + y + z {don befannt ift, Yo erhdlt
man leidt x, daun y und .

Wit bejdyliefren bdiefen Abjdnitt mit der Aufldjung der fol-
genden Gleidjungen ™)
x? + y¥ — R20axy = a®
y2 F 22+ Rayz = b?
72?2 + u? — 20zu = c¢?
u? + x? + 2aux = d?
Durd) Subtraftion bdiefer Gleidungen erhalt man folgende
vier Gleidjungen :
(z + x) (z — x + 2ay) = b? — a?
’(z—%x)(x—~z—}-20:11):(1"’——02
Y +y) (u—y+ 2ux) = d> — a?
(w + y) (y — u 4+ 2az) = b? — ¢?
Die beiden erften biefer vier Gleidjungen abddire man und
fete der Kitvze wegen
b? — ¢2 + d2 — a?

1

J— 2
241) P = m
fo ergiebt fidy
2. @+ x)@u+y =nmnm

Dividirt man nun die beiden erften Gleidjungen 1. in ein-
anber, multiplicivt iiber Kreug und ordnet dad Refultat, jo erhalt man

m?z + (a2 — b)) u = m*x + (c? — d})y

*) Bon biefen Gleihungen biangt die Nufldjung ber Nufgabe ab, ein BViered
su berechnen, von welchem gegeben find Die vier Seiten und der Winfel, den Ddie
beiden Diagonalen mit cinander bilben. Dev Cofinus diefed Winkeld ift in Den
obigen @leichungen der Kitrge wegen durd) « bezeichnet.
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Durd) Divifion der Deiden lepten Gleidungen 1. erhdlt man
gang entjprechend die lineare Gleidhung
(a2 — d») z "*m2u = (¢ — bd) x + m¥y
RNun driide man aud den beiden zulept gewonnenen Glei-
dungen
m%z + (@ —bHu=mx+ (¢2— d¥) y
(@* — d» z + m%u = (¢ — b?) x + m?y
pie Deiden Grofen z und u durd) x und y aud und bediene fid
hierbei der Abhirzungen

mt — (a2 — b?) (¢ — bs)——:A— )
m* — (a®* — b?) (a® — d?
m? (b2 + ¢ — a? — d?) -3
3) J m* — (a> — b¥ (a* — d¥
m? (¢* + d* — a® — b¥) N
m*t — (a® — b?) (@ — ¢¥)
mt — (a2 — d%) (¢ — d?) B — 1

m* —7&2 — b?) (a® — @
fo folgt
3 x + z = Ax 4+ By
: y + u = Ax + By
Diefe Gleidjungen multiplicive man in einander, fo ergiebt fid)

vermige 2.
m? = (Ax -+ By) (A'x + B'y)
Da ferner
x? + y? — 2axy = a?
war, jo hat man nur die beiden Gleidhungen
AA'x? + (A'B + AB') xy + BB'y? = m?
x? — 2axy + y? = a®
aufauldfent und erhdlt dann aus 3. die Werthe von z und u. Die
nor?tebenben beiden Gleidungen veduciven {jidy fogleid) auf eine
quadratijhe Gleidhung, invem man Dbeide in etmander dividivt und
y = ix fept. 3jt t aud der quadratijden Gleidung
a2 (A + B) (A’ + B') = m? (1 — 2at + 12
beftimmt, {o findet man x und y durd) die Formeln
a al
T —tmte YT T 2ati
u. §. w.
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Bwilfter Abjdunitt.
Ueber die avithmetifdhen Neiben.
Ginleitung.
Wenn die Neibhenfolge der n Grofen

Ay &y Ay A3y o0 v Ap (R)
gegeben ift und man fubtvabhirt jeded Glied von dem darauf fol-
genden Gliede, fo erhilt man eine neue Reihenfolge von Grofen,
nimlid
A —a, dQg—a;, 33—y, . ... qu—1 " An-2 Ry

Diefe leptere Rethenfolge (R,) nennt man die Diffevenjen:
NReibe der Meihenfolge (R). G§ ift einleuchtend, daf die Diffe-
rengen=Jeihe (R,) einer aud n Gliedern beftehenden Reihe (R) nur
(n—1) Glieder enthilt.

Sieht man jept die Nethenfolge (R,) ald urfpriinglidhy gegeben
an, fo fann die Diffevenzen-Reihe von lepterer Neihe gebildet
werden.  Diefe ift:

a, —2a, +a,, a, —2a, Fa,, ... quer— 2800 Fans (Ry)

Die Neihe (R,) ift die erfte Differenzen-Neihe von der Reihe (R,),
weldje ihrerjeité die erfte Differenzen=NReihe von der urfpringlid
gegebenen Meihe (R) war. Man nennt, um die Darftellungdweife
ver Reihe (R,) aus der Reihe (R) zu djavaftevifiven, die éRei%e (Ry)
pie gweite Differengen-Neihe der Reihe (R). — Cnthdlt un=
jerer Aunahme gemdh die Reihe (R) n OGlieder, jo fann die weite
Differenzen-Reihe von (R) nur deren (n—2) enthalten.

Bilvet man ferner von der Neihe (R,) iwieder die Differengen=
Neibe, fo erhdlt man eine neue Neilhe von (n — 3) Gliedern
a,—3a, +3a, —a,, a,—3a;+3a, —1;, ... any—3au—2+ 3an—s

— a1 (Ry)
weldje die bdritte Differengen=NRNeihe der Reihe (R) genannt
wird, —

us diefer einleitenden Grflarung wird erfidhtlih), wad bie
vierte Differenzen-Neihe der Neihe (R) bebeutet u. {. f.

Ginige ahlenbeijpiele mogen dasd Gefagte erldutern.

©8 fei gegeben die Neihe der 10 Glieder:

R) 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985, 2378

fjo erhilt man al8 erfte Differengen-NReibe von (R) die folgende
Reihe von 9 Gliedern

R) 1, 3, 7, 17, 41, 99, 239, 577, 1393
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Bildet man von diefer Jteihe 1wieder die erfte Differenzen-
Reihe, fo erhdlt man die yweite Diffevengen=Reihe der Reibhe
(R), weldje aus folgenben 8 Gliedern befteht:

(R, 2, 4, 10, 24, 58, 140, 338, 816

Die erfte Differengen-Reihe von (R,), weldje zugleid) die dritte

Differengen-Reihe von (R) ift — enthdlt die 7 Glieder:
(R,) 2, 6, 14, 34, 82, 198, 478

Die vierte Differengen=JReihe voun (R) befteht aus den 6 fol-
genden Gliedern:

(R,) 4, 8, 20, 48, 116, 280

Die fiinfte Differengen-Reihe von (R) enthdlt die 5 folgenden
Glieder:

w f. f

1leberfidjtlicher ftellt diefe Bilbung der Differenzen-Reihen fidh
durd) den folgenden Abrifs dar:

R;. 1,2 5 12, 29, 70, 169, 408, 985, 2378

(R) 4, 12, 28, 68, 164

R;; .. 1,3, 7, 17, 41, 99, 239, 577, 1393
Ry; . .. 2, 4, 10, 24, 58, 140, 338, 816
Ry o oo v 2, 6, 14, 34, 82, 198, 478
Rj..o.... 4, 8, 20, 48, 116, 280

L 4, 12, 28, 68, 164

Rg; . o .o oot 8, 16, 40, 96

8, 24, 56

Ry . oo oo oo 16, 32

Rys oo oo oo 16

Bon der Reile
R; 1, 9, 31, 73, 141, 241, 379, 561
lauten die erften Differengen-Reiben:
R, . . 8 22, 42, 68, 100, 138, 182
Ry; . . . . 14, 20, 26, 32, 38, 44
Ry ovo ot 0 6, 6,6, 6 6

Jft bie erfte Differengen-Neihe gegeben, jo fann man
oie Meihe felber bilden, jobald man ifhr erftes Glied oder ein be-
{timmtes ihrer Glieder fennt.

In der That ift die wrfpriinglidhe Neihe R nod) nidyt beftimmt,
fobald ilre Differengen-Reihe R, gegeben ift; — denn wenn x eine
beliebige 3ahl bedeutet, fo hat die Neihe
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R; 1+x 9+4x, 3l+x, 73+x, 141 +x, 241 +x
piefelbe evfte Differenzen-Neihe
Ry; 8, 22, 42, 68, 100
wie die NReibe
1, 9, 31, 73, 141, 241

©8 muf aljo dag erfte Glied oder ein (der Stellenzahl nady)
beftimmtes Glied der urfpriinglichen Reihe gegeben jein, um aus
be};f e{rfteu Differengen-Neihe R, bdie urfpriinglide Neihe R zu ent-
wiceln.

Diefe Cutwidelung gefdhieht durd) reine Adbdition und wird
purd) dasd folgende Beijpiel evldutert werden fonnen.

G8 fei die erfte Differenzen-Reihe R, gegeben:

R,; 3, 7, 12, 18, 25, 33, 42
und befannt, dah das zweite Glied der urfpringlidhen Reihe 8
ift, fo lautet leptere offenbar
R; 5, 8, 15, 27, 45, 70, 103, 145

Jieht man ndmlid) von dem weiten Gliede der urfpriinglicdhen
Reihe = 8 dasd erfte Glied = 3 bder erften fDifferengen:éRei%e ab,
fo erhdlt man dag erfte Glied ber NReihe R; addirt man ferner
gum weiten Gliede = 8 der urfpriinglidjen Reihe R dag jweite
Glied der Differengen = Reihe R, = 7, fo erhdlt man dag odritte
Glied der urfpriingliden Reihe = 15 w. . f.

Weberhaupt erhdalt man dad nte Glied der urfpriing-
lidjen JReibe, indem man um eriten Gliede derfelben
die erften (n — 1) Glieder der gegebenen Differengen:
Reihe R, addirt.

Beweisd:
G8 fei die urfpriinglid)y gegebene Reibe:
R; a, a, ay a5 ... 8ny Aao
weldhe n Glieder enthdlt. Ferner fei bdie erfte Differengen - Reihe
derfelben
R,; b, b, by, by, ... ba_s, bos
fo hat man nad) dem Friiheren
b, = a, — a,
b, = a, —a,
b, = a, — a,
u. §. w.
bn—3 = ap—2 — Ap—3
bn._2 = ap—1 — An—-2
Addirt man diefe (n — 1) Gleihungen u einander, jo ergiebt fid)
bl) + bl + b2 + o + bn-—3 + bn—Z = Ap—1 — ao
oder, wad behauptet wurde
F: P — ao + bo + bl ‘{” b2 + oo + bn—3 + hn_2
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0. 5. dag ntt Glied der uripringliden Reihe R wird er-
halten, indem man zu demerften Gliede a, ber uripriing-
lidh gegebenen NReihe R die erften (n— 1) Glieder der
erften Differenzen=RNeihe hingufiigt.

Jept wird ed einleudhtend fein, daf man aud) ausd der jwei-
ten Differengen=Reihe R, die urfpriinglidhe Reihe R entwideln
fann, wenn die erften beiden Glieder lepterer (oder zwei beliebige
der Stellenzahl nad) beftimmte Glieder lepterer) gegeben find. &8
fet gum Betjpiel, wie weiter oben

_R; 2, 4, 10, 24, 58, 140, 338, 816
und befannt, dak bdie erften beiden Glieder vor R 1, 2 find; fo
muf; dad erfte Glied der erften Differenzen-Reihe R, gleid) 1 jein.
Demnad) fann jept aud R, und dem erften Gliede von R, gleid) 1
vie erfte Differengen-Reihe R, gebildet werden. Man erhdlt:

R,; 1, 3, 7, 17, 41, 99, 239, 577, 1393

Da ferner dad erfte Glied der wrfpriinglichen Reihe R gleid)
1 ift, fo erhdlt man jept mittelft der erften Differengenveihe R, bie
folgenden Glieder der urfpriingliden Reibe

R; 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985, 2378

Gang dhnlid) hat man u verfahren, wm aud der dritten
Differengen=Reihe, der vierten u. §. w. die urfpriinglide Reihe
R Berzuleiten, wenn die erften dvet, vier u. . w. Glieder lepterer
gegeben find.

Die avithmetijde Reihe erfter Ordnung.

Grilarung:

Untereiner avithmetijdhen Neihe erfter Ordnung ver-
fteht man eine Reihe von Gliedern, deven auf einander
folgenbe Differenzen gleid) find oder deren erfte Diffe-
rengen-Neihe lauter gleidje Grofen enthalt.

It a das erfte Gliev einer avithmetijdjen Reihe erfter Ord-
nung, n die Anzahl ihrer Glieder und b die Differeny von je jwet
auf einanbder folgenben Gliedern, fo hat die Reihe die Form

R; a,a+b, a+2b a+3b...a4+m@—1)b

it dad erfte Glied einer arithmetijhen Reihe erfter Ordnung
= a gegeben, Dba8 Ie%te Glied derjelben = t und die Angzahl der
Glieder = n, fo findet man bdie Differeny der auf einanbder fol-
genden Glieder = b mittelft der Gleidhung

t=a+ m—1)>b
ndmlidy:
t—a
b= n—1

wodurd) die RNeihe felber beftimmt ift.
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NAufgabe.

Die Summe s der arithmetijden Reihe erfter Orbd-

ning
a,a+b a+4+2b ....2+0—1)b
angugeben.

Da die Summe der Reihe von der Reifenfolge ded Addivens
ber eingelnen Glieder nid)t abhingig ift, fo wird die Summe s fidh
auf die beiden folgenden Arten barjtellen laffen:

s=a+@+b)+@+2b)+... +[a-+n—2)b]+[a+(n—1)b]
s=[a+(Mm—1)b]4+[a+(n—2)b]+[a+?m—3)b]+...
+(@+b)+a

Addirt man bdiefe beiden Gleidungen ju einanbder und fiigt
redhtd immer die itber eimander ftehenden Glieder der Reihe zu-
jommen, jo erhdlt man fiir die Summe eined jeden itber einander
ftehenden Gliederpaares 2a + (n — 1)b. G§ ergiebt fid) demnady:

2s = [2a+(m—1)b]+[2a+m—Db]+... +[2a+ (n—1)b]

Redts hat man eine Summe von lauter gleidjen Summanbden,
peren jeder gleid) 2a 4+ (n—1)b ift und bderen Anzahl gleid) der
3abl der in der Reihe s enthaltenen Glieder, nimlih = n ift.
Nad) der Crilarung eined Produftes wird aljo:

2s = n{2a-+(—1)b] =2an+n(n—1)b
Dividirt man diefe Gleidung nod) durd) Jwei, jo ergiebt fid)

s=n.a+ ——-H(HQ—I) ©b
Daber ift die Summe:
A (B4 (ak 20) 4o fa k- D] = na 2O

Anmerfung:
It a=b =1, [o with die Summe der Reihe
__n(n+1) n? n
1+2+3+....+n-—~——§——~—-—-~2—+—2‘
b. 5. bie Summe der erften n natiivliden Zahlen wird

gefunbden, indem man ju der Halfte ded Duadrats vom
lepten Gliede die Halfte des lepgten Gliedes addirh.

Die arithmetifde RNeihe weiter Ordnung.
Grilarung:

Gine arithmetijde Reihe weiter Orduung ift eine
Reihe von Gliedern, deven erfte Differenzen-Neihe eine
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avithmetijdje Neihe erjter Ovdnung ift; ober beren weite
Differenzen-Reihe lauter gleide Grofen enthalt.

Jft a das erfte Glied bder avithmetijhen Reihe zweiter Ord-
nung, b das erfte Glied ihrer erften Differengen=Reihe, ¢ die Grofe
aller Glieder ihrer zweiten Diffevengen-NReihe und ift endlid) n die
Angahl aller ihrer Glieder, jo lautet nad) dem Fritheren ihre erfte
Differengen-Reibe:

R b, (b+c), (b4 2), b+ 3c),...[b+ (n—2)c]

Ausg bder erften Diffevengen=Reihe der arvithmetijden Reihe
sweiter Ordnung R fann nun diefe Meihe felber, deven erfted Glied
gleid) a ift, aufgefunden werden. JWill man jogleid) dad nte Glied
der NReille R haben, fo hat man nur ju dem erjten Gliede a bie
Summe aller Glieder der erften Difjerenzen-Reihe ju adbdiven. Die
Summe aller Glieder der NReihe R, ift nad) dem Fritheren gleid)

(n—1)b 4+ (_"‘_‘1)20'____9 ¢
Daber lautet dad n'e Glied der Reihe R
(n—1)(n—2)
t=a+ (m—1b+ —s ¢

Aud diefem lepten Glicde der Reilje R finnen nun alle Glieder
perfelben leid)t abgeleitet werden. Denn hitte die Reihe R nur
7 Glieder, fo wiirde ihr fiebented Glied gefunden, indem man in
pem Ausdruct fiir t der 3ahl n bden befonderen Werth 7 beilegt.
Das fiebente Glied der Reihe R muf aljo lauten

a+ 6b+4 15¢

Gang dhnlid) hatte man bdas erfte, jweite u. {. w. Glied der

Jeibe R aud t finden fonnen, indem man in den Ausdruc

t=a+(—1)b + (——"—1)2(']_—2—) c
an Stelle von n ber RNeihe nad) die Jahlen 1, 2, u. §. w. fept.
Auf diefem Wege erhdlt man nun fiix R bdie folgende Reibe:
R; a, (a-+b), (a+2b+¢), (a+ 3b+ 3¢), (a+ 4b + 6¢c),

. f. w. {a+(n——1)b +(lﬂ—2("_i) c}

Bemerfung.

Das ntt Glied einer beliebigen Reihe, aus weldem bdie ein-
selnen Glieder derfelben der Nethe nad) daburd) abgeleitet werden
fonnen, dafj man fiir n der Neihe nacdh) die Jahlen 1, 2, 3 u. {. w.
fest — Dbeift dad allgemeine Glied diefer Reihe. It nun
sp bie Gumme einer Neihe von n OGliedern, beven allgemeined
Blied a, ift, {o daf man hat

Sp = a; tag+a +...4a,
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fo wirb man s, al8 dad allgemeine Glied einer Reibe anjehen
fonnen, bderen erfted Glied gleid) Null ift und bderen ervite Diffe-
vengen-RNeihe lautet

' a;, A, A3, ... 8y
b. B. e8 wird

dp = Sy — Sp—1

jein.  3u demfelben NRejultat gelangt man, indem man nur die
(n—1) Glieder
A, ) ... Ay
addirt.  Die Summe derfelben wird durd) s, _. u begeidyuen jein.
Cubtrabhirt man nun bdie beiden Gleidjungen
Shn = al +32+33 + .« + an-—2+au-—l+au
Sh—1 = @ + ay + a3 + o .. + a, -2 + ay —1
vou einander, jo erhdlt man wie vorher

Sp — Su—1 = QA
Gelingt e8 nun, eine Grofe s, jo gu finden, daf bdie Diffeveny
Sp — Sp—1 = @,

b. i. gleid) dem allgemeinen Gliede der gegebenen Reihe ift, jo fann
man die Summe der erften n Glieder der gegebenen RNeihe jogleid)
angeben.

Aufgabe.

Die Summe der avithmetifden Reihe zweiter Ord-
nung, deven allgemeines Glied gleid

a+(n_1)b+(";l)2(_"—___2_)c

ift — foll aufgefunden werden.

Nuflbjung.
&3 ift:
n—(n—3) L n—3
3 - 7 3 3

bafer durd) Multiplifation mit (_“-*—1)2@:1) ¢

n(n—1)(n—2) (n—1) (n—2)(n—3)
2.3 ° 2.3 ¢
(n—1) (n—2

5S——-¢

2

Gben fo ift:
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n n—2 =1

2 2
paher durd) Multiplifation mit (n—1)b:

2
Gndlid) ift:

n—Dy _@=D0=2) gy
2

na — (n—1)a = a

&aBt man dad Vorhergehende zufammen, fo fann man bdad
allgemeine Glied unferer arithmetijdhen Reihe zweiter Ordnung
folgendermafen umformen:

a+(n—1)b+("—1)2<n_2)c=
{na+n(n;1)b+n n;l).(n—:;?)c}_-

{(n_ Dat+ @—=D (n—2~2)b+(n—1) (n—22).(ng3) c}

Sept man nun der Ginfadjheit wegen
na+n(n_1)b+“("—1)(n_2)c

2 2 . 3 =5
fo wird
m—1)a+ (n—1) (ngz) b + ("—1)("‘2‘2).("g3) C=$,_1
und baher
ﬂ+(n—1)b+(n_1)(n_2—2)c:sn—'Sn-—l

Da mun so = 0 ift, {o wird nad) dem vorher Bemerften die
Summe der arithmetijden Reibe jweiter Ordnung von n Gliedern,
deren allgemeined oder nte® Glied gleid)

a +(n-—l)b+(n_l) (n—2—2) c
ift, dem Auddrud

. n(n—1) nn—1) (n—2)
Sp == na T 5 b + g5 ©

gleidy fein nuiffen.

Um bdiefed bei der Widhtigteit des Gegenftanded nod) ausfiihr-
lidher gu geigen — begeidjnen wir die Glieder der gegebenen arith-
metijdjen Reihe sweiter Ordnung der Reibe nad) durd) ay,

32, ..
a,, {0 daf man bat
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a, — a
a, =a-+ b
a3 = a + 2b + ¢
a, = a + 3b + 3¢
. §. w.
2 — a 4 (n_l)b+(||—1)2(n—2c

Dann ift allgemein

a, = Sn — Sp—1
unih 2al)er, wenn man fiir n der Reihe nad) die Werthe 1, 2, 3, ...
n e

Q4 = 8§ — §
A = 8 — &
a3 — S3 — 8y
u f. w.
8n—1 = Spn—1 — Sp—2
Qy, = Sp — S8p—1

Addirt man diefe n Gleidungen u einander, jo ergiebt fid)
a + a, + a; + ... a0 = s — 8,
b b das, = 0 ift
a, +a +a + ...+ a =s:%,,
Die Summe der arvithmetifden NReihe jzweiter
Drdnung:
a+(Ga+b)+@+2b+c)+ (a+3b+3c)+ (@a+4b+6c)+ ...

+...+{a+<n—1)b+("_l)2("“2>c}

wird alfo gleid):
nn—1) n(n—1) (n—2)
g ot 2 . 3 °¢
Anmerfung. Sept man in der vorftehenden Summirungs-
formel a =1, b =3, ¢=2, fo erhdlt man al8 allgemeines Glied
ver arithmetifhen Reihe weiter Drdnung
14+3m—1D+m@—1) (n —2)=n?
und al8 Summe der RNeibe
3 nn-—-1) m—2) n® n? |, n
n+2—n(n——l)+ 3 —3+~2——f—6-
Die Summe der arithmetijdjen Reihe weiter Ordnung ver-

wandelt fidy daher in die Summe der erften n Quadvatzahlen und
e$ wird:

na 1
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3 2
2 2 3 2 _ N n n
12 4+ 2 +3+...+n——3,+2+6

Die Enhvidelung lepterer Summenformel gejdieht aud) gang
einfad) dadurd), dafy man von der Gleidung
h+ 1D — =348 +1
audgeht und in derjelben ftatt n die auf einander folgenden Sahlen
1, 2, 3, 2. n jept. Hierdurd) ergeben jid) folgende n Gleidhungen
2% 1% = 3.12 4 3.1 + 1
3 — 28 =3.22+4+ 3.2+ 1
4% — 3% —3.32 1 3.3 + 1
u. f. w.
P —(—1P¥=3m—12+30—1)+1
(m+1) —nd= 3n* <+ 3n +1
Addivt man nun diefe n Gleidjungen u einander, fo evgiebt fidh
(M1 —1=3[124 22432+ ... +n?
+3[1 42 +3 +...4n]
+n
Da aber nad) einer friheren Formel die Summe der erften n
natiivliden Zahlen

2
14+ 2+ 3+...+n='}T

jo erhdlt man nad) Ginfepung diefed Summenwerthes

2
(n+1)P —1=3(012+42°4324...4+n?)+ 3

+ —'2'— ift,

n 3n
9 +—2—+ﬂ

Aus diefer Gleidung flieht nad) einer leidjten Reduftion das

obige Nejultat:
12 92 32 | 2 n? | n? I n
ek 3 2 6

Die arvithmetifde Reihe dritter Ordnung.

Grtldrung: Gine arithmetifde Reihe dritter Ord-
nung ift eine Neihe von Gliedern, deren erfte Diffe-
rengen-Neihe eine arithmetijde Reihe jweiter Ordnung
tft — oder deren Zweite Differengen-JReibhe eine arith-
metifdje Neihe er?ter Ordnung ift — ober deren dritte
Differengen-Neibhe lauter gleidje Grofen enthalt.

Qft a das erfte Glied ber arithmetijhen Reihe dritter Ord-
nung, b dag erfte Glied ihrer erften Differengen - Reibe, ¢ dad
erfte Glied ihrer zweiten Differengen - Neihe, d bdie Grope aller
Glieder ihrer dritten Differengen-feihe und ift n die Angabl aller
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ibte{; Glieder, jo lautet nad) dem Fritheren ihre jweite Differengen-
Reibe
Ry;e,e+dye+2d,.. .c+m—3)4d)
und ihre erfte Differenzen-Reihe
R; b, (b + c), (b+2 + d), b + 3¢ + 3d), .

i w. (b t—2er E=DOI d)

Aus diefer erften Differengen-RNeihe fann nun bdie arithme-
tijge Jeibe dritter Ordnung, deren erfted Glied gleid) a ift, felber
gebildet werden. Wenn man ugleid) ihr allgemeined nte? Glied
angeben will, fo hat man nur gu ithrem erften Gliede a die Summe
ibrer erften Diffevengen-NReihe zu addiren. Die Summe der erften
Differengen- Reihe, einer arithmetijfen Reihe zweiter Ordbnung von
(n — 1) Gliedern — fann nad) der friiheren Summirungsdformel

jogleid) angegeben werden und lautet:
Daber wird dasd allgemeine nte Glied der gefudjten arithme-
tijhen NMeibe dritter Ordnung
a,=a+ (n—1) b_‘_(n—-l) (n—-2—2)c+ (n—1)(n —2 2) (n—3—3) d
Yus diefem allgemeinen Gliede bildet man nun dadurd), daf
man fiir n der ﬂteif}e nady die Jahlen 1, 2, 3, 1. n fept — bdie
n Glieder der arithmetijen NReihe dritter Ordnung, namlid
a, (a+b), (a+2b+c), (a+3b + 3¢ + d), (a + 4b + 6¢ + 4d), x.

{a+(n_1)b+(n—1) (n;2)c+(n-—l) (n-;2)‘(n—;3)d}

Aufgabe.
Die Summe der arvithmetijden Reihe dritter Drd-
nung, deven allgemeines (nt®) Glied
an=a+(n——l)b+(n_1) (n~2—2)0+(n——1) (n—;2) (n;3) q

lautet, foll aufgefunden werden.
Sobald ed gelingt, das allgemeine Glied a, durd) cine Differeny
von der Form
a, =s, —s, _,
parguftellen — wird die Bilbung der Summe
a,ta,tag+4...a,
14
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ohne Sdwierigleit fein. — Gufteres gejdjieht aber auf folgendem
Wege.  Multiplicirt man die Gleidjung:
n_on—4_y
4 4
auf beiden Seiten mit
m—1) n—2) (n—3) d
2 . 3

fo erhdlt man
n(n—l)(n——?)(n——3)d_ (n—D(—2)(n—3)(n—4) d
2 . 3 . 4 2 . 3 . 4
m~Dm—%@—$d
2 . 3
Auf dhnlidge Weife erhdlt man:
n(n—1) (n—2) n—1)(—2)(n—3) _ (m—D(’—2)
2 . 3 °7 B B 2= ¢
n(n;l)b i (n—l)(n—;?)b — —1b
na — (n—1) a = a

Addirt man diefe vier Gleidjungen, fo folgt:

an::a-l-(n——l)b—}—gl_])(n;—z—)c + (n_l)(n~2) (ﬂ—3) d=

2 . 3
n(n—1) nin—1)(n—2) n(n—1)(n—2)(n—3)
{"a+ Pt s T 3 1 d}
~{(ﬂ—l)‘a—}-(n—l)(ngz)b_I_("—l)(“;m.(ng?))c
(n—1)(n—2)(n—3) (n—4)
+ =51 4}

PNun fege man der Ginfadyheit wegen
n(n—1), , n(n—1)(n—2) n(n—1)(n—2)(n—3) .
Mt b Tyt Ty 4T
fo folgt, indem man fiir n ftetd (n — 1) fdjreibt
(—1) a + (n—1) (n—2~2) b L (n—1) (n—;Z) (113—3) c

4) d = Sn-1

n—1)(n—2)(n—3) (n—

(
+ 2 . 3 . 4

und daher:

an = Sn - sn-—l
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Da nun
so = 0,
o wird die Summe der Reihe
o, +ta,+a+...+a =s
nady einer fritheren Bemerfung fein miiffen.

Die Summe der avithmetijden NReihe bdritter
Drduung
a+ (@a+b) 4+ @42b4c¢)+ (@a+3b+ 3+ d+
(a+4b + Gc +4d) +...
[ (=D @0—2)  (n—1)(—2)(n—3)d
+ {at (-1 b+ o+ |

n

wird alfo gleid)

na -+ n(n; 1 b 4 n(n—;l).in_—?’—_2)c_l_n(n;l)’(n;Z).(nz?») d

Anmerfung:

Cept man in diefer Summirungsformel
a=1,b=7 ¢=12, d=6
jo erhdlt man al8 allgemeined Glied bder arvithmetifhen Reihe
oritter Orbnung
1+Tm—1)+6Mm—1)(—2)+ (n—1)(n—2)(n—3)=n®
und ald Summe der Reihe

n+ %n (n—1)+2n(n—1) (n—2) + n (n—l)(n—2l(n—3) =

n* n? n?
Tty
Die Summe Dder avithmetijhen NReihe dritter Ordnung wver-
wanbelt {id) daher in die Summe der erften n Kuben und man
evhilt:

4 3 2 2 2
3493 1 g8 L !Lz(l n
Phestst .. =G40+ 0 =(0 4]
Da die Summe der erften n natiirlidien Sahlen
n?  n
1+2+3+...+n——§—+§-
ift, jo erhdlt man das iiberrafdjende Refultat
13+23+33+...+r.3:{1+2+3+...+n}~

b. h. bie SGumme der erften n Kuben ift gleid) dem Qua-
drat der Summe dev eviten n natiivliden Jahlen.
14
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Die arithmetijden Reihen hoherer Drdnung.

Grildirung:

Unter einer arithmetijden Reihe von der mter Ord-
nung verfteht man eine Reihe von Gliedern, deren erfte
Diffevenzen - Neihe eine avithmetifde Reihe von der
(m—1)tn Drdnung ift —oder deven zweite Differengen-
NReiheeine avithmetijde Reihevon dber (m—2)n Ordnung
iftu f. f, oder dDeven m** Differengen-Reihe lauter gleide
Grofen enthalt. .

Jir die Behandlung der arithmetijdhen Reihen hoherer Ordnun-
gen ift e8 der guiferen Ueberfidjtlichfeit wegen wedmdpig, einige
abtiivzende Bezerdmungen eingufihren.

Jit eine NReihe von n Gliedern

a;, 89, a3, ... A,

gegeben, deren allgemeined Glied a, ift, fo mag fiir die Folge die
Summe biefer Reihe durd) ' 8 8
S(an)

bezeidynet werden. E8 joll aljo fein:
S(an) = al+32+a3+---+an
Bermige diefer Bezeidmungsweife wiirde jum Beifpiel bedeuten:

n
S() = a +a +...4+a = na
2
Sm=1+2 +3 +...4n ='37+%
— 134 93 4 g8 st o0 0
SO) = 1P+ 2+ 3+ =T + T+ G
s DO _o40+1+3+... +0=D0=2
__ n(n—1)(n—2)
- 2.3
u | w.
Ferner follen fiir die Folge die Begeidnungen angewendet
werben
n = (n1)
—1
202D — 9
—1)((—2
= DGO=D _ 3

u. . w.



213

nh—Dm—2)....n—m+2)(n—m--1) .
1.2.3..... n—1) . m = (nm)’)

In dem hier mit (n,m) bezeidyneten Vrud) von Produften
enthialt der 3dhler m Faftoren, bderen jeder um die Einheit fleiner
ift, al8 der vorhergehende — der Nenner enthilt mit Einjdlufy des
Fuftors 1 ebenfalls m Faftoren, welde der Reihe nad)y die natiir-
lidgenn Sahlen von 1 bid m darftellen.

) tﬁ)iefer Bezeidynungsdweife entfpredjend wiirde jum Beijpiel be-
euten

(7,5) ben Brud) %—%i—% = 21
a13) . . i =16
w—22 , , Q=203
wrio . . CHsde
u. §. w.

Bur Behandlung der arithmetijden Reihen hoherer Ordnung
ift erforderlid) der folgende

Lehriap:
("ym)_(n—lym)=(“_llm_l)
DBeweis.
S8 it
n n—m
- =1
m m

NMultiplicirt man diefe Gleidung auf beidben Seiten mit
(n—1)(n—2)....(n—m+1)

1. T ... wm—p  — —lm—l)
{o wird erhalten
nn—1)(m—2)....(n—m-1) (n—1)(n—2)...(n—m)
1. 2. 3..... n B 2.... m
= (n—1,m—1)
[ R

(mm)—(—1,m)=m—1,m—1)

") In ber Regel pflegt man dben Yier durd) (n,m) beseidmeten Brud) von
Produften burdy n,, ju begeidnen. Leptere Begeidnungdweife wiirde aber hicr zu
Srrungen Beranlafjung geben, weil die Glicder der Neihen felber mit Jeigevn be-
baftet {ind; bdaber it %e burd) eine andeve evfept.
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Nad) diefer Gleichung wiirde 3. V. fein miiffen
@9 — (19 =4

@8 ift aber
65 = T55rs = 9

alfo in der Shat:
(8,5)—(7,5) =56 — 21 = (7,4) = 35.

Nady diefen Feftftellungen laffen fid) die allgemeinen Glieder
der avithmetijdhen Reihen erfter, weiter und dritter Orduung fol-
gendermafien abgefiirst {djreiben. 8 lautet dasg allgemeine Glied
ver avithmetijdjen Neihe

erfter Ordnung a, = A,+A, (n—1,1)

jweiter Ordbnung a, Ay+A (n—1,1D)+A,(n—1,2)

prifter Ordnung a, = A, +A, (n—1,1)+A,(n—1,2)

+A,(n—1,3)

Diefe allgemeinen Glieder der betreffenden Reihen {timmen mit
pen frither ,e?unhenen vollftandig iibevein — nur hat man anftatt
der Budjftaben a, b, ¢, d entjpredend die Bezeidnungen A, A,,
Ay, Ay gewdhlt. — Durd) den Aublick. diefer allgemeinen Glieder
wird man feidht ju der BVermuthung gefithrt, hag dad allgemeine
Glied einer arithmetijdjen NReihe vierter Ordnung die Form hat
a=A+A (n—1,1)+A,(n—1,2)+A,(n—1,3)+A,(n—1,4)
und dafy iiberhaupt das allgemeine Glied einer arithmetijdhen Reihe
mte Ordnung lauten wird:

an = Ag+A m—1,1)+A0—1,2)4+A,(n—1,3) ...

+An(n—1,m)

W die Nidytigeit diefer Vermuthung su beweijen, mag der
folgende Sap voraufgejcdhicdt werden.

Wenn dad allgemeine nte Glied einer arithmetifden
Neihe mter Drdnung

a = A)+A (n—1,1)+A,(n—1,2)4...4+An(n—1,m)
ift, Jo mufy dag allgemeine nt Glied einer arvithmetifdhen
Jeihe (m + 1)t Drdnung lauten:

an = A+ AN, (0—1,1)+A.(0—1,2)+...+ Au(n—1,m)
+Auwp(n—1,m-+1)
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1lm bdiefed 3u Deweijen, hat man nur darzuthun, daf das all-
gemeine nte Glied dev erften Differengen-Neihe von der Reibe
a s a,; @y . 0. @ng Angr.e ..

pad ift die Differeny a'y .y — o'n diefelbe Form, wie a, hat. Bildet
man nun die Differeny a1 — o'y und evwdgt, dah nady einem frii-
heren Sage die Gleidungen beftehen

Ai(m)—A (n—1,1) = Ayn—A,(n—1) = A,

Ay(n,2) — Ay (i—1,2) = A,(n—1,1)

Ay(n3) —Ay(n—-1,3) = Ay (n—1,2)

u. f. 1w.
Ampr(mm+1D) —Appin—1m+1) =Anp1(n—1,m)

fo ergiebt fidy:

a',,+1—~a'n = A'1+A'2(n—1,1)+A'3(n——1,2)+...

+Ami1(n—1,m)

Die Differens (a1 —2a's) bat aljo in der That die Form,
weldye dad allgeneine nte Glied a, der arvithmetifhen Reihe mter Ord-
nung befigt. Man hat nur A', = Ag; Ay = A5 ... Apypr = An
su fegen, um eine vollfommene Uebereinftimmung zu erzielen. Fer=
ner hat die Neihe, deven allgemeines Glied a', 1ft, ein gang will-
fitrlide8 durd) A', Dezeicdyueted erfted Glied. — FWenn bdaher bie
Neihe, deren allgemeines nte® Glied mit a, begeicdhnet ift — eine
arithmetijdje Reihe mte Drdnung darftellt, jo muf die Reibe, deren
nts Glied durd) a', begeidyuet war, eine avithmetijde NReihe von ber
(n + 1) Ordnung jein; da ihre erfte DifferengensReihe eine
arithmetijde Reibe von der mie Orduung ift.

Das allgemeine nte Glied einer avithmetijdjen Reihe bdritter

Ordbnung hatte nad) dem Fritheren die Form
Ac+HAm—1,D4+A,0—1,2)+A,0—1,3)
alfo mup nad) dem jo eben bewiefenen Sape dasd allgemeine nte Slied
einer allgemeinen avithmetijdjen Jeibhe vierter Ordnung lauten
Ay FA (—1, D) +A,—1,2)+A,(n—1,3) +A, (n—1,4)

©po faun man nad) dem eben bewiefenen Sape von der Form
ped allgemeinen Glieded einer avithmetifdhen Reihe vierter Orduung
auf die Form bded allgemeinen Glicbed einer avithmetifdjen Reihe
fiinfter Ordnung fcI)Iiegen und fo fort — und wird ald allgemeines
nt® Glied einer arithmetijdjen Reihe mier Ordnung, wie von vorn
herein ju vermuthen war, den Ausdrud erhalten: .

a = Ay +tA (n—1,D+A,(0—1,2)+A;(n—1,3)+...

+An(n—1,m)
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Um die Summe einer arithmetijden Reihe mt™ Drdnung
Sa,
ju finden, beadjte man die oben bewiefene Gleidjung
mm+D)—m—1l,m+D=m—1,m)

und fegie in derfelben fiir n ber Reihe nad) alle Jahlen von 1 bis

n incl., fo ergiebt fid)
Adm+1)— O m+ 1) = O m
Cm+1)—-—A,m+1)={, m
Gm+1)—Qu+1)=(2,m
(4rm+1)_ (3Im+ 1):(3rm)

u. §. w.
om+D—m—{,m+1D)=MC—1m)

Abddirt man diefe n Gleidungen ju einander, fo behilt man
(infd (n, m + 1) — (0, m + 1) iibrig, da fid) die andern Glieder
gegenfeitig aufheben. Da aber (0, m 4 1) gleid) Null ift, fo er-
g&[t man durd) Addition
mm+1)=0m+ A, m)+Z,m+...+(mn—1,m)=S(n—1,m)

Sept man nun in dem allgemeinen Gliede der arithmetijden
Reihe mie Ordnung

an==A,+Am—1,1D+A0—-1,2)4+... 4+ Ax(n—1,m)
fitt n der é}tefge nadj die Jahlwerthe 1, 2, 3, ... n und adbdirt

alle diefe ®leidungen, o erhdlt man mit Benupung der jo eben
bewieferen Summenformel:

Sa,=Ajn+A M2+ A 03N+ ...4+ A, m+1)
oder da n = (n, 1) ift:
S@)=A D+ AM2D+AM3)+ ...+ Al m+1)

Soll zum Beifpiel die Summe der vierten Potengen der erften
n natiirliden Jahlen oder

Snt
gebildet werden, fo fee man

= At A ) 4 A, CRO=D |y ) (9 ()

2. 3
m—1) (n—2) "n—3) (n—4)
tA 1. 2. 3. 4
und beftimme bder Neihe nad) die Werthe von A, A, A, A,, A,

indem man fiir n nad) und nad) die Sahhverthe 1, 2, 3, 4, 5 an-
nimmt. Dann erhdlt man
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1t=A ober A,=1

24— A+ A, A =15
F¢—Av+2A, + A, Ay=50
A=A+ 3A,+3A, + A, A= 60
54— A, + 4A, + 6A, 44, + A, A, =24

G3 ergiebt fidy alfo
nt=1+15(n—1, 1)+50(n—1,2)+60(n—1,3)+24 (n—1, 4)

Demnad) erhdlt man vermdge der oben gegebenen allgemeinen
Summirungsformel fitv avithmetijdje Reihen

S(*)=(n, 1)+ 15(n, 2)+ 50(n, 3) + 60 (n, 4) 424 (n, b)
oder
o nin—1) n(n—1) (n—2)
S(n)-n+l51. 3 +501. 5" 3
AWM —1D)(M—2)(n—3) nhn—1)m—2)(n—3)(n—4)

B T S S St U S T S

Orduet man die redjte Seite bdiefer Gleidhung nad) fallenden
Dotenzen von n, jo erhdlt man

5 4 3
Sty =5 +5+5+35

Soll bie Summe bder mter Potengen der erften n natiirlichen
Bahlen oder
S(n™)

gebildet werben, fo hat man Funddft zu erwdgen, dafy die zu jum-

mirende Reibe
Im42m 4 3m4 ., +m

eine arithmetijdje Neihe mte Ordnung fein mufl. Um diefes all-
gemein zu zeigen, beadjte man, daf der Ausdruc
_ (m—1) (n—2) (n—3).... (n—m)
(n—1,m) = 1. 2. 3. ..., m

im Jdhler und Nenner m Faftoren enthdlt. Loft man nun das
Produtt der m Faftoren
n—1)(n—2)(n—3).... (n—m)

nad) fallenden Potenzen von n auf, jo muf n™ die ?ﬁ fte Poteny
fein, weldje bei diefer Entwidelung vorfommt. Die hiodjte Poteny
von n, welde der Yusdrud (n—1, m) enthilt — ift aljo nm.
Auf diefelbe Weife lafst fih darthun, da (n—1, m—1) hodyftens
die (m-—1)t Poten; von n enthdlt u. . f. Hiernad) muf, wenn
n™ al8 dag allgemeine Glied einer arvithmetijden Reihe dargeftellt
werden foll, dieje Darftellung die Fovrm haben

w=A+A0—11)+A0—1,2)+... + An(n—1,m)
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@8 ift ferner erfichtlic), da bas Glied diefer Darftelung
An (n—1, m)
allein die hodyfte mte Potens von n enthdlt, daf
Am=1.2.3.... (m—1)m*
fein mufy, weil die in dem Ausdrud (n—1, m) enthaltene mte Po-
teng von n mit ihrem Nenner vollftandig lautet
nm
1.2.3..... m

Die Faftoren Ay, A, Ay, ... Am—y, erhilt man aus der
Gleidjung
nm=A+A 01,1 +A0-12)+ ...+ A, (n—1,m)
indem mau nad) und nad) fiv n die Jahlen 1,2, 3, ... m einfept.
3Jft die Veftimmung der Faftoven ,, A’ erfolgt, jo leitet man aus
per Summirungsformel dev arithmetijdhen Reihe mte Ordnung den
folgenden Yusdrud fiiv S(n™) her

S(™) = Ay, 1) + A (n,2) + A,(0,8) + ... + Au(n, m)

Handelt ed fid) nur darum, den Auddrud fiir die in S(n™)
enthaltene hodjjte Potens von n Ju erhalten, jo bemerfe man, daf
diefe hodyfte Poteny von n nur in dem Gliede der Summie

Ay (n, m)
vorfommen fann. @8 ift aber
nn—)m—=2).... (n—m)
1. 2. 3..... (m-+1)

Aud diefer Darftellung von (n, m) wird erfidhtlid), daf bder
vollftandige Werth der in dem Auddrud (n, m) enthaltenen hodhften
Poten von n der folgende ift

(n, m) =

nm +1
1.2.3..... m(m+1)
Daber muf die in dem Yusdrud
Am (n, m)
enthaltene hochfte Poteny von n lauten
Ap nm+1
1.2.3. ... m(m+41)

*) Die Faftoren Ao, A1, Az, ... laffen fid) ebenfalld allgemein beftimmen.
& ift 3. B.
Ak = (14k)m — (k, 1) km + (k, 2) (k—1)m — (k, 3) (k—2)m +...
F (= 1=t (k, k—1) 2m— (— 1)k (K, k) Im
Fitr Den Jwed Ddiefed Lhrbudied ift indeffen biefe Beftimmung nur von ges
ringerem Gewidyt, wedhalb der Beweid itbergangen worben ift.
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oder nadjdem fiir An fein oben gefundener Werth
Ap=1.2.3....m
eingefept ift
nm+1
m~+1
Die hodyfte Potens von n, welde in der Summe S(n™) itber-
haupt enthalten ift — wird daber
nm—l—l
m-1
oder wenn S(n™) nad) fallenden Potengen von n dargeftellt wird,
fo lautet diefe Darftellung

“m+1
S(n'“)=m+...

wo die fehlenden Glieder nur Potengen von n mit jolden Grpo-
nenten enthalten, weldje fleiner ald8 (n+41) find. DBedeuten nun
a, b, ¢, d, ... nocd) unbefaunte Fattoren, welde den Budyftaben n
nidyt enthalten, jo wird S(n™) die Form haben

nm»}—l
my — m m-—1 m—2 n—3
S(n)_—m_i_l-l—an + bn + ¢n 4 dm + ...

Oividirt man diefe Gleidjung durd) n™+1 und jdjreibt die
Gumme S(n™) aud, o erhdlt man

1m+2'“+3m+...+n"‘__ 1 a b c
e i i el ey B
d
+F+"'

Laht man nun die Anzahl der Glieder der Summe immer
grofier werden oder legt der 3ahl n immer grofere Werthe bei, fo
werden die Glieder der Summe

a b c d
WOW W W
immer wmelr verfleinert, wdbhrend dg3 erfte Glied der Summe

P

K}J:i ungedndert bleibt. Denft man fid) ferner unter n eine

3abl, weldje grofer ald irgend eine gegebene Sahl (unendlid) grof)
wird, o werden die Glieder
a b c d
T;I BE: }]T{I lel
von veridwindender Kleinbeit und man erhdlt daher, wenn n eine
itber alle Grengen grofie 3ahl bedeutet
Im 42 3m ., am 1

nm+1 T m+1
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Diefe Gleidjung driidt nidjt eine abiolute Gleid)ftellung ihrer
beiben Seiten aus, ?onbetn diefelbe foll nur angeben, daf die linfe
Seite der redyten fid) um fo mehr anndbert, je grofere Werthe man
fiir n annimmt.

Sept man ded Beijpield wegen m = 3 und madt n = 100,
101 und 102, jo erhdlt man nad) der Summenformel

S = (B 4 1Y — [n@t DY

2 2
134 234 3% 4 ... + 100 = (5050)% = 25502500
134234+ 334 ...+ 1013 = 26532801
13423+ 334 ... + 1023 = 27594009
Daber wird
1342343+ ...+100° 25502500
1004 — 100000000
= 0,255025

1342943 4...4+101* 26532801

1014 T 7104060401

= 0,254975 ...

1342043+ ...+ 1028 27594009

1024 T 108243216

= 0,254925 ...
Wiirbe man in unferem Veifpiele n = 1000 gefept haben, fo
hitte man erhalten
13+ 23 4135 4+ ... 4+ 10008
10004

Aus diefen numerijden Rejultaten fann man fid) alfo die Ueber-
geugung verjdaffen, daff in der That der Yuddrud

1P+ 2243 4. . +nd

n4

= 0,250500 ...

fih um fo mehr dem Werthe —71— = 0,25 anndbert, je grofer der
Werth ift, weldjen man n beilegt.

Daf der Ausdrud
Im - 2m 4 3m 4 4opm
nm+l

1
mr 1 um fo mehr anndbert, je grofere Werthe
man der 3ahl n beilegt — ofne bdiefelbe mit aller Genanigleit ju

fid) der Grenge
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evreifjer, jo lange n eine mefbar grofe Jabl ift — pflegt man
ourd) die Vezeidhnung B

i, <1"‘+2"‘+3‘“+...+n"’) 1

g TS

darguftellen.

Die vorftehende Formel laft fid) aud) folgendermafen aus-
pritden:

m (L] 4 (2] 4 (2 ¢ e ()]

Die Nidytigfeit derfelben ift bid jept nur evwiefen, wenn m eine

ange pofitive Sahl bedeutet. Vorldufig mag der Formel eine grofeve

Allgemeinheit gegeben werden dadurd), daf die Nidhtigleit der folgen-
den Gleidung bewiefen wird

um-:.—{(a + %)m + (a + Qb)m + (a +%)m+..

n
O B T

Bu dem Jwed wollen wir in der Gleidjung
i T+ (2) (3 e (2)
1

}.,
T m+1

an Stelle wvon n die 3ahl an fepen, wo a irgend welde pofitive
endlidje Sahl bedeutet, n dagegen eine iiber alle Grenzen grofe Jahl.
8 ergiebt fid) alddann

im e () (3 G+

+(ann—])m_+(o:.n)m} = m}}—l

n=—w

n = ow

=®

ober nadhdem mit a™+1 multiplicivt ift
i {(5) (B () e ()

TS, s
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Cept man ftatt o immer o + 1, fo ergiebt jid)
i A+ () (3) 4 (5 + (55

(P - E

n—w

Die linfe Seite bdiefer Gleidhung zerlegt fid), wie man leidht
bemertt, in die beiden folgenden Auddrude

o L2 (2 (b 2 )

n—aw®

() () (b))

n n

[.d)SDet erfte diefer beiden Yusbriide ift, wie oben gegeigt war,
glet

am+1
m+1
folglid) muf3, da die Summe der beiben Auddriide gleidy

(a + 1)m+2
m-+1

ift, der gweite Auddrucd
limn 1 { (an+ 1)m+(an:—2)m+ (an+n—l)“‘

n n n
n (om:-n)m}n:m _ (x + 13::1—01““"1

fein. Fiihrt man die Divifionen in den Grundzahlen aller Potenzen
wirflid) aus, {o folgt:

lim %{(a + rll—>m+<a + %—)m-l— (a + g—)m+ e
+ a+1)"‘} _ (a+1)m:1——a“‘+1
n m

In diefer Oleidung hat man anftatt o nur den Brud —;—

gu fdyreiben, fo erhdlt man leidht dad 3u beweifende Refultat. G3
entfteht dann namlic
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tim L (2 4 %)H(% FE (R

n n
a m+41 a m-+41
+<1+n_>m} _(F-’_l) —(F>
b n p— m+1
NMultiplicivt man nun vorftehende Gleidjung mit der folgenden
. bm+l
b® == b

o erhdlt man dad verlangte Nefultat
i {2 (2 o 2
Haemf) o

Dieje Gleidhung ift von grofer Widptigfeit bei gewiffen
geometrifdjen und medjanifden Berednungen. pemif]

n—®

Dreizehuter Ab{dnitt.

Ueber die geometrifchen Meiben erfter Ordnung.
Grildrung:

Ginegeometrifde Neiheerfter Ordbnungift eine Reihe
von Gliedern, deven jeded aus dem vorhergehenden dburd
Multiplifation mit derfelben Jahl hervorgebradt wird.

Wenn a dad erfte Glied der geometrijfen Reibe ift und b
die 3ahl, mit welder man jeded Glied u multipliciven hat, um
pa8 nddjtfolgende 3u gewinnen und die genmetri?&)e Reihe ausd n
Gliedern befteht, jo lautet diefelbe

a, ab, ab? ab® .... ab"—2 ab!

Aufgabe.
Die Summe der geometrifden Reihe
a4 ab 4 ab? 4 ab® 4 ...+ a1 =3
angugeben.
Multiplicivt man die Gleidung
a -+ ab + ab? 4 ab® 4 ... 4+ abr-t =
auf beiden Seiten mit b, fo erhdlt man:
ab + ab% + ab®+ ... - ab™! 4 ab® = bs
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DQurd) Subtraftion diefer Gleidung von der fritheren
a+ab+ab?+4 ...+ abt=s
folgt nad) Vernidjtung der beiden Summen gemeinjdjaftliden Glieder
a — ab® = s — bs
ober
a(l—b")=s(1—Db)
Jft der Faftor b << 1; fo wird man s die Form geben

_a(@d—=by,
N o
ift dagegen b > 1, jo wird
_a(—1)
R

In dem Falle, wo b =1 ift, wird die Summe fith auf eine
Summe von n gleiden Summanden, deven jeder gleid) a ift, redu-
civen.  Man hat daher in bdiefem Falle

S =— na

Die Summe der geometrijden Reibe

a+ab+ab?+ ...+ abr-1 =35

ift aljo:
—a. i wenn b <1
s =a.7—
b — 1
s-—a.—b——_—l-, wenn b>1
s == na, wenn b=1

Gept man a =1, b = x und verfteht unter x einen pofitiven
ober negativen ddjten Brud), fo wird in der Gleidhung

l+x+x4.. . fxoteiz®
1 —x
bie Grife x" um fo mehr der Grenze Null fidh anndhern, je grofer
n oder die Anzahl der Glicder ift, aus denen die geometrifdhe Reibe
befteht. Wenn daber die Gliedersahl der geometrijen Neibe un-
endlid) gro angemommen wird, fo muf die Grife x* unangebbar
flein werden, d. h. in diefem Falle veducirt fid) die Summe der
geometrijdjen Reibe auf

1
1 —x

It aljo x ein ddyter pofitiver oder negativer Bru
fo wird dbie Summe der unendliden geometrijden Rei

1—}—){—,}—1&’-}—1(3-{-...ininf.:liX

'
e
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Soll x ein negativer ddjter Brudy fein, Ln thut man beffer,
an Stelle von x die Grofe — x zu fepen, wodurd) man erhdlt:
1—X+x"’—x3—l—x4——x5+...ininf.=—1-——

1 4+ x

Gept man bded Beifpield wegen x = 0,1, fo ftellt die unend-
lidje geometrijfe Reibe

1+ 0,14 (0,1)2 4 (0,1)* +...

ven Decimalbrud)
1,111 ...

dar, deffen Werth gleidh 15;—) ift. — Benupt man aber die Summen-

formel und fept fiir x den Werth 0,1 ein, jo erhdlt man al8 Summe
per unendlidjen Reibe

1 10
0T 9 (daffelbe FRejultat).

Sept man eben fo in der weiten Reibe

. 1
— 2 __ x3 ininf, = ———
1 x+ x x® 4+ ...ininf. T
an Stelle von x den Werth 0,1, fo erhdlt man
1 1 10
— 2 ___ 3 —_— o i
L—01+ (01 — (1P + ... =17 =77 = 11
@8 1jt aber
1— 01 =0,9
(0,1)2 — (0,1)® = 0,009
(0,1)* — (0,1)* = 0,00009
u. §. w,
Daber folgt durd) Addition
1—0, 14 (0,1)*— (01)* + ... = 0,90909 . ... = 10

Die Summe einer unendliden geometrijdhen NReihe laht {id)
auf vein geometrijdem Wege folgendermafen bilden:
15
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S nebenftehen-

c /D" D, D der Figur fei <
! ~ CAB gleid) einem
/ Redjten,  Seite
. CD 4 AB; ferner
Ay P B3 - / fei basd %erf)ﬁ[t:
A, B, nify %‘—%ﬁ gleid)
einent Dbeliebigen
A, B, ddjten Brud), den
wit dured) T": =k
begeidynen wollen;

A B endlid) fet

ABH A B H A B, 4 A; B, 4 A, B f.m.
AB.D 4 A, B,D, # A, B, D, 4 A, B,D, # A, B;D, . f.w.
&8 findet nun wegen ded Pavallelidmus der betreffenden Seiten

Aehnlichteit gwijden den Drefecten ftatt:

ACAB oo ACA B, oo A CA,B; oo A CA,B, 1§ w.
AN CAB, oo A CA,B, oo A CA, B, oo A CA, B, 1. {. w.
A AAB, oo AAAB, oo A AA B oo A AAB, 1. . 1.

Aus der NAehnlidhfeit der lepteren Dreiede erhilt man Ddie

Gleichheit der folgenden Berhdlinifje

k —_— AlBl — A1B2 — A2B2 — A2B3 — ARB:! —
AB AB, A B, A B, AB, 7
». b
A;B,=%kA B =k AB
A,B,=kA B =k*AB
A;B, =kA,B,=Lk*AB
A, B,=kA;B,=k'AB
. f.w
Geometrifd) ergiebt jich aber:
A, B, =D D,
AB, =D, D,
A; By =D, Dy
u. . w.
. b
k AB=D D,
k*AB=D,D,
k*AB=D,D,
k*AB=D,D,

u. §. w.
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Dentt man diefe Gleidjungen in'8 Unendlide fortgefept und
die Summe gebildet, jo folgt:

AB [k + k? 4+ k® + k* + ... in inf] =DD, + D,D, + D,D,
+D,D, + ... in inf.

Die unendlide Summe her red)ten Seite ift nidtd weiter ald
die Strede CD; dafer wird

CD . ) 5 . ..
E__k+k + k®+ k*+ ...ininf.

Dividivt man bdiefe Gleidung nod) durd) k und jept fiix kAB
die Strede A, B,, jo folgt:

A(}—lg—l =1+k+k*+k®+ ...ininf
Yus der Aehnlidyfeit der beiden Dreiede
A CAD md A A AB
erhilt man die Gleidyheit der BVerhdlinifje:

CD _ CA . _ _ CA
A B, ALK % T TA_CA4,
p. h. da CA, = kCA ift,
CD CA 1

AB, T CA—KCA 1—k

BVergleidit man diefen Werth von f g
tenen Reihen-Werth, fo ergiebt fid)

1

L+ k+ R+ K+ . 4 ininf. = 37—

mit dem oben erhal-

Sept man in der Gleidung
1 +x+x2+x3+...+x“—1= 1—x

1—x
an Stelle von x den §Btudj —, fo findet man:
b“—1 1— %
1+ — + + + + 5
1 — —
a
ober nadpdem diefe Gleidhjung mit der folgenden
n—1 at
a = —
a
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multiplicivt worden it :
R e R R

Diefe Gleidung zeigt an, dap wenn n eine gange
pojitive 3ahl ift — die Differenz der nten Potengen zweier
Sahlen ftetd durd) die Differens diefer Jahlen felber
ohune Neft getheilt werden fann.

Set man nod) in der Gleidjung
an—l ._}_ an-? b + an—3 b2 + R + bn—l —

ftatt b, — b und ftatt n, 2m 4+ 1, jo erhdlt man

: 2m—1 2m—2 B2 b2 afmt1l A pImtt

am —a b + a b2 — ... + —-—-—T{_‘—b"—'—
Die Summe jweier Potenzen, deren Erponenten un-

gerade pofitive Jahlen jind — ift demnad) ftets durd

pie Summe der Grunbdzahlen der beiden Potengen ohne

Reft theilbar.

Man erhdlt gum Veifpiel:

an__bn
a—b

2 __ K

S

3 __ h3

aa_ll)) = a? + ab + b?

a* — bt

T S a® + a?h + ab? + b?
u. 1. w.

a® + b3 !

a_l_—b—ﬂ:a?—ab+b‘2

5 5

aai: — at — a%b + a?b? — ab?® + b

u . w.

Binfes:Jind: und NRenten:Nedbnung.

Der Ginfadyheit wegen mibgen bdie Intereffen oder Jinfen,
weldje fitr jeden Thaler eines geliehenen Kapitald vom Sduldner
pem Olaubiger jahrlid) gu entridhten find — durd) p Ihlr. be-
zeidhnet werden.

Leiht nun Jemand einer Perfon ein Kapital von C Thir. mit
ber Beftimmung, dap die jahrlidhen Jinfen alljdhrlich sum Kapitale
gelegt unbd rwieder verzinft werden follen, fo fragt fid), auf welde
Hihe nad) n Jahren das RKapital angewadyien ift.



Nad)y Verlauf dag erften Jahres wiirde vom Sduldner dem
Gldubiger die Summe von Cp Thiv. an Jinjen ju zahlen jein. Diefe
@umme foll der Berabredung gemdf nidt an den Gldubiger ge-
ablt, jondern jum Kapitale ge?c[ﬂageu und ebenfalld verzinft werben.
Der Glaubiger hat demnad) von jeinem Sduldner die Summe

C+Cp=CQ + p) Ihir.
nad) Ablauf ded erften Jahres ju fordern.

Dasd urfpriinglide Kapital C Thir., welded ein IJahr hindburd)
per Venitpung des Inhabersd entzogen ift — ift alfo nad) Ablauf
biefed Jabhres auf das (1 4 p) fadje angewadyfen. Sieht man diefes
Kapital = C (1 + p) al8 dag urfprungliche dem Sduldner ge-
liehente an, fo wird fid) ergeben, daf e8 nad) Ablauf eined ferneren
Sabhres auf C (1 +p) (1 +p) = C (1 + p)* Thlr. angewadfen
ift — oder e8 wird nad) Ablauf einer zweijahrigen Frift das ur-
jpriinglidy Hergeliehene Kapital von C Thir. fid) vermebrt haben auf
C (1 + p)2 Ihlr. Nad) drei Jahren ift dad Kapital auf C (1 + p)* Thlr.
angewadyjen u. {. f.

Bezeihnet man dad Kapital, weldesd der Schuldbner dem Gldu-
biger nad) n Iahren 3u 3ahlen hat — durd) K, o wird man finden:
K == C (1 4 p)* [Binfes-3ind- Formel |

Gine Summe C Ihlr. fann daher, wenn die von ihr fallen-
ben Binjen alljahrlid) wieder fapitalifivt werden in n Jahren auf

K = C (14 p)» Zhlr.
vermehrt werden.
Hat Jemand an eine Perfon nad) BVerlauf von n Jahren eine

Summe von K Ihlr. 3u begahlen, jo wird er fid) feiner Verpflid)-
tung entledigen fonnen, indem er augenblidlih die Summe

K
C = —/—— Il
1+ p) ’
entrichtet; — bdenn bdiefe Summe wiirde in n Jahren, wemn bdie
jabrlidhen Sinfen wieder Fapitalifirt werden — angewadien fein auf:
Cl+pr=K

bad nad) n Jahren gu zahlende Kapital.

9ird die Beftimmung getroffen, daf die Jinfen nidt jahelich,
fondern Balbjahrlid) sum Kapital gejdhlagen werden follen, jo fann
man annefhmen, bafy der Jinsfufy auf die Hdlfte reducirt, die Jahl
ber Jahre dagegen verdoppelt ijt. Wenn aljo bie Binjen halb-
jahrlid) jum Kapital Sgeidﬂagen werden, fo bat {id ein
Kapital von C Thlr. nad) Verlauf von n Jahren oder 2n Halbjahren
vermehrt auf

K=c(1+2 "y
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Nmgefehrt wiirdbe in diefem Falle ftatt eines nad) n Jahren
sahlbaren Kapitaled von K Ihlr. augenblidlid) die Summe u 3abh-
len fein

K
——Tg*“— if)[t.

(1+%)
Beijpiele:

Wie grofs ift ein Kapital von 147 Thiv. geworden, nadydem
paffelbe 23 Jahre hindurd) zu 4!/, °/, auf Jinfed-Jind ausgelie-
en war,

b a) unter der BVoraudfepung, daf bdie Jinjen jahrlid zum Ka-
pital gefdhlagen werbden,

b) unter der Lorausdfepung, dafy die Jinfen halbjahrlid) fapi-

talifivt werben.

Begeidynet man in beiden Fdllen die Hohe ded angewad)fenen
Kapitales durd) K, jo hat man im Falle

a) K = 147(1,045)® Shlr. = 404 Thir. 17 Sqr.
b) K = 147(1,0225)% Ihlr. — 409 Ihir. 3 Sgr.

Hat Jemand dagegen nad) Verlauf von 23 Jahren die Summe
pont 147 Thlr. su entridhten, o zahit derfelbe augenblidlid), wenn
heft Jinsfufy 4!/, °/, angenommen ift — bei jahrlider Kapita-
[ifivung:

C =

147
C= G—W = 53 fsl[)[l‘. 12 @gr. 4 SJ)f.

bei halbjihrlider Kapitalifirung:
147 . .
C = mﬁ = 52 ib[r. 24 @gr. 7 Spf

Sablt Jemand augenblidlid) an eine Perfon die Summe von

C Ehlr. und alljihrlid) die Summe von a IThlr.; ift ferner feft-
efept, dafs der Sdhuldner feinem Gldubiger Jinfes-Zinfen vergittet,
?o fragt fid), wie hod) nad) Ablauf ded nt oder beim Beginn des
(n-}—%)““ Jabhred die Forderung ded Gliubigers an feinen Schuld-
ner ift.

Der Glaubiger ahlt augenblidlidhy C Thir.; diefe Summe Hat
fid) nad) n Jahren auf C(1 4p)" Thir. vermehrt. Nady einem IJahre
3ablt der Glaubiger a Ihir.; diefe Summe behilt der Sdulaner
n—1 Jabre, fie ift daher zur Zeit der Vevedinung angewadyen
auf a(l+p)»—* Thlr. Nad) zwei Jahren jahlt der Glaubiger wie-
ver a Ehlr., weldje zur Jeit der Beredynung angewad)jen {ind auf
a(l+p)—2 Ihlr. u. f. f.
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Die ahlungen des Glaubigers| Diefe Summen find am Tage
find alfo per Bevedynung angewadhfen auf
augenblictlidy Chle. . .| CcA+p)»
nady eivem Jahre a ,, . .| a(l4+prt
" 2 Jahren a ,, ..} a(l+pr2
1) 3 n a n .. a(1+p)ﬂ—3
. §. . u.f..
" (“—"1) " a g, .. a(1+p)
o n T ) . a
Summa C4+nalhle . .| CU+pr +af{l+U+p)
4+ @42+ A+t

Fiiv die vom Glaubiger dem Sduldner itberhaupt gezahlte
Céumme voit C-4na Ihlr. ift aljo lepterer verbunden erftevem die
wmme

K=C(+pr+all+@+p)+A+pt+ ... + A +pr]

am Tage der Veredhnung zu bezahlen oder gut zu jdreiben. Aus
ber Summirungsformel der geometrijdhen Rethe findet man aber

T+ R+ +p+ .. + (1 p—t = %:"3—5—_%
_ (A ¢pr—1
p
©8 ergiebt fidy alfo:
A+pr—1

K=C(l+pr+a v
Beifpiele:

Semand legt augenbliflid) die Summe von 50 Thlr. in eine
Gparfaffe, weldhe 31/, °/, Jinjes-infen zahlt und jahrlid) den Ve-
trag von 40 Thlr. Wie hod) find feine Eriparnifje nad) 8 Jahren?

Da p = 0,0325; C' = 50 Thlr.; a = 40 Thlr. n = 8 ijt, fo
ift die erjparte Summe

,0825)8—1

Wie viel mup IJemaud, weldjer eine Summe von 47 Thlr. in
bie Sparfaffe thut — jahelid) uzahlen, um nad) BVerlauf von
10 Sagren die Summe von 500 Ihlr. erfpart zu haben?

In diefem Falle ift

K = 500, C = 47, n = 10, p = 0,0325
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Man findet daber ausd der Gleidjung
(1,0325)10 1
— 10 At tnd
500 = 47(1,0825)° + a0 —
pie Summe, weldje jahrlid) zuzuzablen ift:
10,0325 [500—47 . (1,0325)!
a= (1,0325)0 1
oder nad) erfolgter Beredynung:
a = 37 Iplr. 16 Sgr. ...

"] e,

lebergiebt Jemand einer Perfon die Summe von C Ihlr. mit
per Bedingung, dafy ihm jillid) a IThiv. uriidgezabhlt werden, fo
fragt fid), wie viel nad QIg[auf von n Jahren der Sdhuldner feinem
®laubiger zu 3ablen hat, wenn Jinfes-Jinjen bevedjnet werden.

Begeidynen wir die Grofe der dem Glaubiger von feinem
Sdyuldbner nad) n Jahren nod) zu 3ahlenden Summe durd) K, fo
wird diefe Summe aus der obigen Fovmel .

gefunden werden, indem man ftatt a die Grofe — a einfept. 8
wiirde fid) alfo ergeben
K=C(1+p)”——agi‘%~—~l

Denfelben Werth wiirde man erhalten, wenn die Werthe der
geleifteten Jahlungen fitv den Termin der Abredhnung beftimmt
wiirden.  Der OGlaubiger gab feinem Sdjuldner CSE%IL Diefe
C Zhlr. haben am Beredjnungsdtermine nad) n IJahren den Werth
C(1+p)y 3hlr. Der Sduldner zahite dagegen zurid nady Ablauf

ped erften Jahres a Ihlr., weldje den Werth a(1+p)—! am
Abrednungdtermin haben;

ved aweiten Jahred a Ihlr., welde den Werth a(l+p)»—2 am
Abredynungdtermin Haben;

ped britten Jahred a Thir., weldje den Werth a(l4p)o-3 am
Abredynungdtermin Haben;

u. §. w.

bed (n— 1)ten Jahred a Thiv., welde den Werth o (1+p) am
Abredynungstermin Hhaben ;

bed n'*" Jahred a Thlr., welde den Werth a am Abredynungs-
termin haben.

Die vom Gldubiger hergegebene Summe hat alfo am Beredy-
nungdtermin den Wert)

C(1+p)~ Ihlr.
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Dagegen haben die vom Sduldner feinem Glaubiger juriid-
gesablten Poften am Berednungsfermin den Gefammiwerth

a1+ (14p) + L+ +... + (1+pr-i]=a “L",——?“l .

Mithin hat der Glaubiger von feinem Sculdner nady Ablauf
von n Jahren nod) die Summe

K=Cl+p)y—a. Q“L"-#;"——“i Thlt.

it fordern.
Beifpiel:

Wie viel Vermdgen wird IJemand nady Ablauf von 8 Jahren
befiten, weldjer anfanglid) ein Kapital von 4678 Ihlr. befaf und
jedes Jahr 425 Thlr. veraudgabte, wenn der Jinsdfuf 4!/, °/, der
Beredynung u Grunde gelegt wird.

Hier ift

(1,0425)8—1
—_— 8 A9t . ¢
K = 4678(1,0425)%—425 0,0495 Ihle.
ober in Jahlen
K = 2419 Zhlr. 29 Sgr. (beinabe).

Soll nad) Werlauf von n Jahren die vom Glaubiger dem
Sdjuldner anfanglidy iiberwiejene Summe von C IThlr. durdy jibr-
lide RNiidzahlung von a Thiv. getilgt fein, fo mup in diefem Falle
K =0 werben und man erhalt:

o +pr=a iDL
d. .
_ pC(d+pr
1+pr—1 %ntmeh&) ber
L a Rentenredynung.

Ausd der erften diefer beiden Formeln fann man bdie jabhrlid)
dem Glaubiger jurviifiuzabhlende Summe a beftimmen, damit bie
Sduld nad) n Jahren getilgt (amortifict) ift; aud der jweiten fann
man mit Hiilfe der Logarithmen bei beftimmtem jdahrliden Abtrag a
die 3ahl der Jahre n finden, innerhalb weldjer bis ur vollftdndigen
Amortificung der Sduld diefer Abtrag u ahlen 1it.

Beifpiele.

Die Summe von 150000 Thlr. joll durdy jahriiche Abzahlungen
nad) 30 Jahren amortifict werden. Wie grof wird die jahrliche
Abzahlung fein miifjen, wenn der Jindfup = 4°/, angenommen wird?
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Die jahrlidhe Abzahlung betrigt:
30
6000 (1,04) Ihlr. == 8674 Ihlr. 151/, Sgr. (beinahe)

"= 1

Soll dagegen unter der Vorausdjepung bdeffelben Jinsfufed die
jabrlide Abzahlung gleih 7000 Lhlr. jein, fo erhdalt man fiir die
Jahl der Jahre n, innerhalb weldjer der Abtrag ju ahlen ift — bie
Gleichung

. 7000 _
104" = ~560 — 6000 —

Aus diefer Gleidhung findet fidh mit Hiilfe dev logavithmijden
Beredynung:

nlog 1,04 = log 7
log 7 0,8450980

~ log 1,04 ~ 0,01703334 49,61437

Alfo it

n = 49,61437 Jalre.

Anwendung der geometrifden Reihen, um eine fiir ges
wiffe geometrijde und medjanijde Devedynungen widtige
Summenformel hevzuleiten.

Aus der Summirungsdformel geometrijher Reihen Bhaben wiv
die folgende Gleidjung hergeleitet:

a»~ !+ a"—?b+a—3h? + ... fab" "2 b1 = ————bb ::
went b > a angenommen wird. Aus diefer Gleidjung ergiebt {id
purd) Multiplifation mit (b — a)
(b—a) [a"~1 4 an—2h 4 a"—=3h? 4 ...+ br=1] = b" — av
Get man in bdiefer Gleidjung ftatt n die 3ahl m, jo folgt
(h—a)[am—1+am—2h + am—3p2 ...+ b~ = bh™ — am
Durd) Divifion diefer Gleidung in die vorhergehende ergiebt fid:
an—l4av—2h +an—3h2 .. bt pr —an

an—T+ am=2p +am—3p2 4 =1 = phm — a®

Nimmt man nun an, daf b unmerflid) grofer ald a jei —
jo werden die Grofen b% b3 ... br—1 ebenfall8 nur um unmert-
lih fleine Grdfen von den folgenden a2, a3, ... a"—1 begiehlidh
verjdhieden fein. Daber weid)t der Jahler der linfen Seite
an——l+an—2b+_an-—-3b2__},“_+bn—l
port der Grofie nb —! nur um eine unmerflid) fleine Grofe ab.
Gben fo ift der Nenner der linfen Seite

am— 1+ am—2h J-am-3p2 ., 4 =1
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pon der Grofe mb™ - nur um eine unmerflidh) fleine Grofe ver-
{dyieben. @8 fann daher der Brud)

a““‘+a"—2b+a“—3b2—|—...+b“*1 ) bn — gn
am—1 4 gn—2fh + qu—3b? + ...+ bm—1 bm — am
von dem Brudy
nb*—*  n pn—m
mb=—1 ~ m

nur um eine unmerflid) fleine Grofe abweiden.
Je ndber alfo b bei a liegt, um fo genauer ift
bn — g n e
b —a®  m b
Man nehme jeht wijden a, und a, = a die (n — 1) Jah-
len an
81, 32, 33, e a0 an_l

wo n eine unmeBbar grofie Zahl bedeutet und die lUnter-
jdyiede

8, — a5, 2 —a,8 — A, ...8 —1— 8 -2 & — 81
unmerflid) fleine Grofen find.

DQann ift nad) der eben bewiefenen Formel, wenn m und p
gmeti tgange Sahlen find und s eine der Jablen 1, 2, 3, ... n be-
eute

m4 o m
as as—l

eL 2
a{; - as—l

. m + , . . "
von der Griffe ———t— a” mur um eine unmerflidh) fleine Grife

3
verjdjieden. e grifer alfo die 3abl n und je fleiner in Folge deffen
die Grofse der Intervalle

as - a49—1

angenomnten wird, um o genauer muf

m 4 m 4

s &% wtp o
W ® s
as - as—l "

fein. Da aber a* — a* | eine unmerflidy fleine Grife ift, fo
fann die Abweidung der beiden Ausvriide

) m +
'f‘“llp unb-——p—a':(az:—a" 1)
& — P‘ § 8§ -

nur fo gering fein, dafs diefelbe fogar im Lerhaltnifs yu diefen betden

m +
S

a a
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un[;nerf[id) fleinen Grofen vernadldifigt werden darf. Man Hat
daber

) m+ p
m mygp o mTpoo, B
a —a 7 = " a (as as_l)
oder
R L m e ['m—}-y-_ m+p.1
("s - ds—l)as T o m+p A A1 f

Sept man in diejer Gleidung an Stelle von s der Reihe nady
bie 3ahlen 1, 2, 3, .... n, jo ergeben fid) die n Gleidhungen

("~ i) = CETY {amr e

(= )ar = e e )

o) = 2 )
u. . w.

(af: — ‘d!:_1> a, = —mi—p. {a:+]). _ﬂ':jlp}

Dieje n Gleidjungen adbire man u einander, {o erhilt man
bid auf eine unmerflid) fleine Abweidung

" p) om 3 gy m S o) m
<al ~—a0)al +(a2 —al>a2 +<a3 a2>a3 + ..

B mo_ @ (,m+l*_~ m+u)
+<an an—l)an "l+M’ dn a()
Jept fepe man

a’ = b,, ober a, = y/b,_
p.__

Al = b, » a =}b
p.

as = _bw n 8 = by

u f. w

,J,_

a* = b , obder a":l/b

fo find von bden Grbfen by, by, by, ... b, je jwei auf einander

folgende nur unmertlid) veridieden. Man erhalt nun, da

= (Vb ) =1,

F |8

!73”5
f
7~
<F
=
~—z
l
5
T8
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i =5 ) = ber
u. §. w.

ift — bdie folgende Gleidjung

(by — by) by* + (b, — by) by + (b, — by) by* + ...

- 142 1+2
+ (bn - bn—l) b;,l"‘ = r—n—:‘:;‘ (b »— bO P’)

n

m

oder wenn % = o gefept wird
(by — bg) b + (by — b)) by + (by — by) by + ...
e 1 1+a 14a
+ (bn — ba—y) b, = S (b,, — b, )

RNimmt man jept die unmerflid) Feinen Intervalle
b, — by, by — by, ... by — by_y

einander gleid) an und fept jeded derfelben gleid %—, {0 wird

b
b1:l:0+—n‘
2b
b2=b0+‘;
3b
b3=bo+"l‘l‘
u. §. w.
by = b, + "2
n

Werden diefe Werthe in bdie frihere Gleidung eingefest, fo
ergiebt fid)

2o+ 2)" 4 o+ 2 4 (b, + b+ ]
(w3 (b + b)'** — b,
= 14+ «a = 1 4+ a

Der_groferen Ginfachheit wegen mag nod) ftatt b, der Bud)-
jtab a gefest und dann durd) b dividirt werden, fo folgt

1+a
J— bU
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li.n-H a+ 2—>1+ (a + %bﬁ <a + i—b>“+ ot (a + %)a}n:m
(a+ b)1+°‘ __ glta
d+a)b
Die Grengbezeidynung lim . . ‘oo tit aus dem Grunde gleid

gebraudyt worden, weil die linfe Seite fidh wm fo mehr der vedten
anndbert, je grofer der Werth ift, welden man der Sahl n beilegt.
— Die Orife « bedeutet in der vorliegenden Formel eine beliebige
gebrodjene aber pofitive Jahl.

Sett man nun in der allgemeinen Formel

lim %—[(a + %}"_*_ (a + Qn_b>a+ (a + 3n_b>0ii— e +<a t EI:—)>m]u:oo
_ (a + b)1+a — glta
o (14+a)b

fiit a den Werth O und fiix b den Werth 1, fo erhalt man leidyt
die folgende Formel

) {1“+2“+3°‘+...+n°‘} 1
lim

na+l = 1 _i" o
n=—"o
in weldjer aljo o eine beliebige gange oder gebrodjene pofitive Sah!
bedeutet.
Die Entwidelung der beiden wvorftehenden Formeln berubte,
wie wir jo eben jehen, auf ver Ridytigleit der Gleidhung
b" — a" R n—m
T a b
b" — a m
in dem Falle, wo (b — a) eine unmerflid) fleine Groge ift. Wir
jegten n und m al8 pofitive ganze Jahlen vorausd. Die Ridtigteit
der Gleidjung
bn - an n Nem v v
— = — ) , (b —a verjdwindend flein)
befteht aber nod), wenn anftatt m, — m’ alfo eine negative gange
Sahl gefept wird. Man erhdlt nimlid) Hierdurd)

bn . an . am’ bm' bn i a‘n . m bm’ bn - an
b——m’_a——m’ - bm’_am‘ = —a bm’_al?-
Da nun
b" — a" N nem
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ijt, wenn b — a verfdpvindend flein wird und algdann

m’ m’
a’ =b
ohne mevtlidhen Fehlev gefetst werden darf, jo findet man
b" a" 9 n n
— d . m’ n—m' __ n - m’
T —m' - b .F b - :;I—l b
b —a

pber wenn ftatt — m' fein Werth m gejept it
P — " e

bln . am m

Diefe Formel gilt alfo felbft baun nod), wenn m eine negative
ganze Jahl ift.  Auf dhnlidhe Weife Fann man eigen, bag die
Kormel

bn - " n—m ' '

—\———a— =2 y (b — a ver{dywindend flein)

b — a m
aud) nody giiltig bleibt, wenn n eine negative ganse Jahl ift; ja
jogar, wenn n und m gleidjseitig negative gange Zahlen find.

Aus diefem Grunde bleibt die Gleidjung

m - M . m -1
ﬂs as—l . m + o an\
Wl — af, b
in welder a,— a__, verfdywindend flein ift — nod) ridhtig, wenn

m oder p oder Deide jugleid) negative gange Jablen find. Da nun
in bem WVerfolg dev obigen Cuiwidelungen :Tl = a gefept wurde,
fo mufy die Shlufsgleihung

1 b\* 2b\* O

llm;‘(a—{— F) +(a+;—) + .. <a+?> ’n:w-—

ga + b)1+a__ a1+oc
d + a)-b
wenn a dadurd) eine negative gebrodjene Jahl wird, daf man fitr
p eine negative gange Zahl anntmmt — ebenfalld nody fitv negative
gebrodjene Werthe von o richtig jein.
Man hat daher die allgemeine Formel:

tim o+ )+ (4 0 (o D+ a4 5

_ (a + b)l+a_ al+tx

b(1+4a)
wo aund bivgend welde pojitive Jahlen find und a eine

n=o
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beliebige pojitive oder megative gebrodene Zahl fein
fann.
Anmerfung:
Wenn a« = — 1 gefept wird, fo erfheint der Summens
auddrud

(a + b)l-ka_al-!—a
b (I Fa
o Um in diefem Falle den Werth

der Summe gu beftimmen, beadjte man, dap nad) einer in bder
Logarithmen=Theorie entwidelten Formel

lim { - —a_—_l_ = }__Og_‘%

in der umbeftimmten Form

ift.  Nun beftimme man die 3ahl b o, daf
n— 1

wird. Dann erhilt man

b=(1+%>n

oder da n eine itber alle Grengen grofie 3abl fein foll,

n

b = lim (1 + l>

N/n=w
Diefen Werth von b pflegt man durd) den Budjjtaben
e

3u begeidynen. Die Zahl e hat alfo den Ausdrud

(1+ l)

n
fiir  fortwdbrend grofer werdende n gur Gremzge. Um nun bden
Werth von e annabernd 3u beftimmen, fege man n = 1000 und

bamt n = 10000, fo findet man angendhert mittelft der logariths
mijden Tafeln

loge = 1000 log 1,001 = 0,43408; e = 2,7169
und genauer im weiten Falle
log e = 10000 log 1,0001 = 0,4343; e = 2,7183

Der wahre Werth von log e, weldjen man auf anderen Wegen
ermitteln fann — ift

log e = 0,43429448
Diejem Logarithmusd entfpricht die Sah!
e = 2,718281828 . ..
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Bezeidjet man nun den Werth

1 930258509 durdy M
log e

fo erhdlt man aus ber Gleidung

lim<:;a~1> l0ga=MlOg’a

—1 w]ng e
da
ny— 1
¢ — 1= —
ift — bdie folgende
lim Va 1_—1 = Mlog a
n
n=—"

Sept man nun in dem Yuddruc

(a + b)1+a l+a

T+ )b
fiiv o den Wert)
LR
n
jo erhdlt man
1 1
Yath —ya _ (@a+b*—a"
1 1y
n n

Qifit man hier n diber alle Grengen hinaud unehmen ober

immer mehr der Null fid) anndbern, jo ergiebt fid)

1 1 1
lim @+ b l;)n —al l = lim (@t b — +lb)" —1

~ b J — b

n —_w n n=—ow
r

— lim a“l—l_

— b
n

16
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Da aber nad) der eben bewiefenen Fovmel

lim <]_/_a_+__lb_———__> = Mlog (a +b)
n

lim (__]al—_> = Mloga
n a
ift, fo folgt
L RS
im [ ED" —a” _ oy Llog(a+4-b) —loga]

1 b

— b

n n=-—ow

Hievaud und aud der Gleidyung
1
— — 1 =a
n

folgt, dafs die beiben Seiten der Gleidhung
(@+ bt —ater y Llog(@+b) —loga]
o b

dA+ab
um fo mehr iibereinftimmen werden, je niber o bei der Jahl — 1
angenommen wird. Fiir a« = — 1 findet eine vollformmene Ueber-
einjftimmung ftatt. Sept man daber in der oben gegebenen Summi-
rungsformel « = — 1, fo hat man fiir
(@a+b)'t* — o't
A+ ab

nur gu {dyreiben

b
und man erhilt in diefem Falle aus der Summirungdformel die
folgende

“m% 1b+ 12b+ 13b+"' 1nb

=M{log(a+ll)))—loga} "

M {log(a-!—b)——loga}
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Bievzehuter Abjdnitt,

Ueber das NRationalmachen der Nenner algebraifdher
usdriicke,

Ginleitung:

Wenn a, b, a, b irgend welde Rationalzahlen bedeuten und
m nidt da8 Duabdrat einer Rationalzahl ift, {o wiirde man den
Werth desd Brudes
{4 oY
a + bym
erhalten, indem man denw Werth der Wurgel /m  auf eine be-
ftimmte Anzahl von Decimalftellen berecdhnet und damn mit dem zu
bildenden Nennerwerth a 4 b m in den 3u bildenden Jabler-

werth & + U /m  dividitt.  Bei diefer Beredhnung hat man
mit einer Jrrationalzahl in eine anbere Srrationalzahl zu bdivi
diven und e8 ift erfidjtlid), dap die Divifion um o viel mihjamer
wird, je groper die Angahl der Decimalftellen ift, auf welde
die Wurgzel beredynet werden muf. Die Ausfilhrung der Bered)-
nung wird wefentlid) erleidhtert dadurd), daff man mit Hiilfe eines
gewtijen BVerfahrend, weldjed dad RNationalmaden der Nenner
genannt wird — bden irrationalen Nenner in einen rvationalen ver-
wandelt. In dem hier vorliegenden fehr einfadjen Falle hat man

nur den Brud)
_a+4b ]/_rE
" a+bym
tm Sahler und Nenner mit der Grisfe
a —bym
au multipliciven.  Hierburd) ergiebt fid)
(— @ +VYm)@—bym)
(@a+bym)@—bpm)
__aa —bbm -4 (ab' — a’b)Y/m_
- a?—b?.m

Der newe Nenner a? — b2. m ift, wie ed gewiinjdt rwurde,
rational.

Handelt e fid), ded Beifpield wegen, um dasd Rationalmaden
bed Jennerd vom Brud)

x— 1H6/2
54+ y2

16"
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jo multiplicire man Jahler wnd Newwer des vorgelegten Brudjes
mit 5 — 3y2. Hierdurd) vermandelt fid) derfelbe in

_ —149y2
—A TR

UWm e durdy die Vevedhuung felber Ju zeigen, daf3 die beiden
Briidye
T4+ 672 i —1 +9]/£
b+ 3Y2 g
diejelben Jahlen darftellen, bilde man
V2 = 1,41421356 . . .
T4 6Y2 = 1548528136 . .

5432 = 9,24264068 . . .
15,48528136 . . - .
79;242?4?6? = 1,67041743 ... = X
Bildet man dagegen gleid)
—1+9y2 _ 11,72792204 . .
SR S B—

fo erhdlt man daffelbe Rejultat
x = 1,67541743 . . .
jedod) auf eimem wviel einfadjeren Wege.

Nid)t mehr gang jo einfad) ift das Berfahren des Nationalmadjens
der MNeuner, weun ed f{id) barum handelt, den irrationalen Nenner
ve8 Brudjes

a + b'f)’/F+ ¢ f/ﬁ
a +bym +cym?
fortau{daffen, in weldem a, b, ¢, a, V', ¢ RNationalzahlen find, und
m nid)t die dritte Poteng einer Rationalzahl ift.
Soll gum Beijpiel dem Brud)
A4 YT+ syE
14+3Y2 + 274
der irrationale Nenner genommen werden, jo multiplicive man den
vorgelegten Brud) im Jahler und Nenner mit
— 11 4 5Y2 + )E
8 wird hievduvd) der beabfidytigte Jwed erveidht.
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Ju der Ihat ergiebt fich nady ausgefihrter Multiplitation uud
wenn man die Gleidjpungen

V2T =8 =
Ty

VT )T =)16=)82=2)2
beviidfic)tigt

(4472 +5)7) (—11+JV» + 7Y% ) =20+19)2
—22y%

(1432 +2)T ) (=11 +5)T+ 77T ) = 51
Daber ift:
442 +5)T _ 204792 — 2291
1432 +2)% 51

Die Sdywierigfeit befteht, wie man fieht, alfo nur darin, den
Faftor

) —

14 5)F LT
mit weldjem im vorliegenden BVeifpiel Jahler und Nenmer zu mul-
tiplictren waren — aufjufinden. 1lm diefe Sdywierigteit 3u Heben
jude man, was aus dem vorgelegten Vrud)

_ A4yY245yE
14372 +2)/%

witd, wenn man den Jdahler und Nenuer deffelben mit der Summe
multiplicivt

1+ xﬁ? + y]:;/z
wo x und y wei nod) unbeftimmte Faftoren bedeuten.
Dje Ausfithrung der Multiplitation giebt:

(4+72 +5y2) O +x)2 +y77) =
4+ 10x + 2y (L 4x+ 10y) /T + O+ x+4y))/2
(1+3YZ +2yT) (14+x)Z + yy/%) =

1fdx+6y+B+x+4y) )2 + 2+ 3x+y) )T
Man erhilt aljo:

4+ YT 5YE
C1+3)2+2)%
4410x+2y+ (1 + 4x+100) )T + B +x+4y) )T
1+4x+6y+(3+x+4y)]7'7+('3+3X+Y)I7Z
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Jm Nenner diefes Brudjed find die beiden irvationalen Grifen
V7 umd V& beziehlich mit den beiven Faftoren behaftet
3+ x+ 4y
24+ 3x+y
Sollen nun bie IJrvationalzahlen ded Nenners, iwie beabfidhtigt

wurde, herausfallen, fo miifite jeder bdiefer beiden Faftoren gleid)
RN ull werden. Man wiirde hierdurd) die beiden Gleidungen

3 + X+4y =0

2+43x+y=0
erhalten. IMittelft derfelben fonmen alfo x und y fo beftimmt wer-
den, dap durd) Multiplifation des vorgelegten Brud)d mit

1+x)2 +yy4
im Zdhler und Nenner der beabfidhtigte Swed erveicht wird, bden
RNenner ded gegebenen Brudjed von feinen Jrrationalzahlen zu be-
freien. — Durd) wirtlide Auflsjung der beiden Gleidjungen ded
erften Grades

3+x+4y =0
2+3x+y=0
erhdlt man:
5. .1
T YT T

Daber ift der vorgelegte Brud) im Jahler und Nenner mit
H 3— T 3—
1— V2 — V4
au multipliciven, um feinen Nenner vational ju madjen. Multipli-
cirte man auperdem nod) im Jdahler und Nenner mit — 11, wo-

durd) an der Nationalitdt ded Nenmerd nidhts gedndert wird, fo
wiitde man den oben angegebenen Multiplifator

5 35— 7 3— 3 — 2
—11(1—5772 — V)= —11+5)2 + 1/3

erhalten.

Diefe ausfithrliden Beijpiele werden nid)t wenig dagu bei-
tragen, dag Verftandnif der folgenden allgemeineren &georie e
Rationalmadensd der Neuner algebraifder Ausbdbride”
su erleichtern.

Problem.

Der Brud)

p:b(,+bli’/3+ b/ a® + ...+ Doy am T
ao+a1]"/;+a2]"/a7+...+an_1]"/;,,__l—
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joll in einen andern, ihm gleidjen Brud) mit rationalem
RNenner verwandelt werden (wenn eine jolde Berwand-
lung moglid) ift) unter der Bovausdfepung, dak

Ay, Ay, g, «v. An—y , ,

b, by, by, ... bn—-l} Rationalzahlen find
und die Grofie o nidt gleid) der nter Potenyg einer Ratio-
nalzahl ift.

Auflofjung.
Jn der Summe
s=1+ xlf'/; + xz,]/n a? + ...+ x,._.l]n/oz“_1
mbgen die Faftoren
Xl 1 X2 ] sesee Xn_l

der irvationalen Summanden vorldufig unbeftimmte Grofen be-
peuten. Multiplicivt man nun den Nenner bded vorgelegten Brudjed
p, namlid)

ao—l—a,]n/&_-ka2 ]n/u_”—}—... + a,,_lln/-aT'l—
mit
s=1 +x1]n/;+x2[n/;2_+ vt xn_lln/_aT:l—
jo fann gefragt werben, ob e8 moglid) ift, bie (n—1) Griofen
Xy, X9y «.. Xg—y Devartig zu beftimmen, dafy in dem Produft
alle irrationalen Grofen verfdhywunden find.

Bu dem Gude fithren wir die Multiplifation wirflid) aus, jo
erhalten wix

{a0+a1,“/?+a2i’/?ﬁ+...+a,,_1i'/an—! }
{l+x11n/7u—+x2f/&?+...+x,,_1]n/a“"1 }-_'—

a,+F a0 Xn1+ 2 axp—z+... Fansax, +a,10x;
. n—
+(a,+ayaxu_s+a,aX02+ ... +an_rax, +a,x,)) @

+ (8, + 2 aXay +a,0Xns + ... Fa,x+a,x) ) @?
+..oufow
+ (an—l + 2y Xp—1 + 2y Xp—2 + cos + An-3 Xy + ap—2 xl) ln/a“_l
Begeidmet man nody der Ginfadhheit wegen die redyte Seite
diefer Gleidung durd
Po+P Y a +P Y a® 4 ... +Poyant
fo iiberfieht man, daf jede der Grofen , P!’ eine Summe ift aus

einem gegebenen Summanden und einer Anzahl von (n—1) Sum-
manden, welde der Reihe nad) in die Grofen Xu—y, Xo—z, ... Xy,
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x, multiplicivt find. Sollte nun, wie (unter Vorausfepung der
Moglichteit) beabfidhtigt war — bas Produft der Grifen

(a,+a, ]"/; + a, ln/a—‘~’ + ... a,.__li/' a—1) und

(1+x, ln/; +x,7 + ... x,,_lln/a“—l)
weldjes durd)

Po+P Vo + Pyy/a® + ...+ Poyf/ o1
bezeidhnet worben ift — feine Irrationalzahlen mehr enthalten, jo
miifite jedenfall§ diefes Produft fid) auf fein erfted Glied P, redu-
civent [affen; denn wenn nod) ein oder mehreve Glieder in demfel-
ben vorfimen, welde in eine der Jrrationalzalhlen o , o u.f.mw.
multiplicivt wdven, jo wiirde die Abfiht des Rationalmadjensd vom
Neuner nidht evveicht fein. E8 miifiten alfo die Faftoren
PII l)2I e Pu—l

einzeln der Null gleid) gemad)t werden Tomnen, damit das be-
tradytete Produft fid) in eine Nationalzahl verwandelt. — Sept
man daher

Pi=atauaxsataaxes+ .. anax,+ax, =0
Py=a,+ta;axata,axas+...a,%, +ax =0
. ..

Pn-—l = an—1 + ayXp—1 + a; X, —2 + cen + ap—3Xg + 22X, = 0
fo hat man (n—1) Gleidjungen mit den (n—1) unbefannten Grifen
Xyy Xgy +-o X2, Xo—1, aué weldjen die Werthe lepterer aufgefunden
werden fommen. Sesit man die Werthe diefer Grifen in den
Ausdruc

s=1-4x, ]n/; + x2]7aT+... +X.,ﬁ1]“/a"—1
fo_erhdlt man denjenigen Faftor ', mit dem ber Nenner ded ge-
gebenen Bruchesd, ndmlid)

a(,-}—al]?; + 321"/;2— oo+ a.._lln/a“—l
s multipliciven ift, damit ald Produft eine Nationalzahl erhal-
ten wird.

Nadypem der Faftor s’ aufgefunden ift — hat man mit dem-
felben nur den Jdhler und Nenner des vorgelegten Bruches ju mul-
tipliciven, wm  einen gleihen Brud) mit rationalem Newner zu
echalten.

Beifpiel:
Den Brud) )
b Tt VI +2 ot
14 Y3 —38727 + 28l
i einen gleiden Brud) mit rationalem Neuner u verwandeln.




Auflojung:

Man Deftimme die Grdfen x, y, z, u jo, daf das Produft der
Deiden Faftoven

(1+ 73 —3y21+2y81) (1 +x 3+ y P T+ 2127 +u}/31)
eine Nationalzahl wird. — Durd) Ausfihrung der Multiplifation
erhilt man fiir diefed Produft:

14+ 6x — 9y -+ 3u
+ (1 + x+ 6y — 92) /3
+ (x+ y+6z—9u)y9
+ (=3 + y+ z+ 6wy
+ @2 — 3 + 24 u) sl

Soll diefed Produft fid) aljo auf eine Rationalyahl veduciven,
fo mitfjen die Gleidhungen erfiillt werden

1+ x4+ 6y — 9z .. =0
. X+ y+ 62— 9% =0
—83 .+ y+ z+6u=0
2——‘3X + Z+ u:()

Aus diefen vier Gleichungen leitet man folgende Werthe fiix
X, Yy, z, u ber:
Mt 319 413 119
T e YT wie T 116 YT 304
E8 wird demnad) der Nenner ded vorgelegten Vrudjes rational
gemadyt durd) den Faftor
1127 5 , 319 50— | 473 s5-— | 119 5-—
U+ g V3 +yag VY qere V2Tt 5or VAL
oder aud) durd) den folgenden

1216 4 1127 /3 + 319 /9 + 473 Y27 + 476 /81
Su ber That verwanbelt fid) der gegebene Vrudy
Tt u ey
14 /3 —3yY2T+ 2 )31

wenn derfelbe im Jahler und Nemner mit dem zulest gegebenen
Faftor multiplicivt wird, in den folgenden:

p -
11845 + 12155 /3 + 6305 /9 + 6870 1/27 + 5905 /81
9391

X




250

Handelt ed fid) nur darum, den Brud)
by + b, Ya + by, Y+ ...+b _, Yar!

a, + a, i‘/;—{—az, f/ﬁ—}-...-l—an_lf/a"——i

in einen andern gleidjen mit rationalem Nenmer u verwandeln,
obne den Multiplifator feined MNennerd anzugeben, weldjer lepteren
rational madyt, fo fepe man:

p=votynVetynvad+...+y,_,Va!

Jept multiplicive man diefen Yusdrud mit dem Nenner des
gegebenen Brudjed

a, + a, |n/;+ ay f/a—"’ +...0a,_, f/a“"‘

fo wird dad Produft beider Grofen gleidh fein miiffen dem gege-
benen 3dhler

by + by Va+by Yal+ ...+ b _, Jar—t

Durd) wirflide Ausfithrung der Multiplifation der beiden
obigen Faftoren erhdlt man ein NRefultat von der Form

Yo+ Y, YVatY, e+ ...+ Y, _, Yar!

wo jede der Grifen ,Y' jede der Grofen ,,y! in der erften Po-
teny enthdlt. Damit nun diefed NRejultat der Multiplifation mit
pem Jdhler ded gegebenen Brudjed

by+b, V& + b, Ya?+...+b _, Va1

vollfommen, wie erforderlidh) iibereinftimmt — miiffen bdie ®lei-
dungen

Yo =Dby; Yy =bsufw Y  =b_,

erfiillt werden. Aus diefen n Gleidungen hat man die Werthe der
n Grogen ,y" hat&ufteﬂen, welded feiner theoretijhen Sdywierig-
feit unterliegt, da alle Gleidjungen bdie Unbefannten ,y" nur in der
erften Poteny enthalten. It diefed gejdhehen, fo erhdlt man durd
Ginfithrung ver Grofen ,,y" in den Ausdrud
Yoty Vety Vad+ ...y, Va?
einen dem Brud) p gleihen Werth obhne irrationalen RNenner.
Beijpiel:
Wir wihlen den jdon oben behandelten Brud)
NS Vo+5 )T
1+3Y2 +2y7

al8 Beijpiel und fepen
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4+ YT +5y7T

1+3y2 +277%
Multiplicirt man diefe Sleidung auf beiden Seiten mit

14+3)2 +2)%

=x+yy2+ayt

fo ergiebt fid
4+ V2 +57YT=0+372+2Y%) (x+y)/2Z + z7/%)
oder nad) Ausfihrung der Multiplifation
4+ VT +5)T=x+4y+ 62+ @x+y+4))2T
+ @x+ 8yt 2%
Fiir die Uebereinftimmung beider Seiten ift erforderlid), daf
die Gleidungen
x + 4y + 6z = 4
3x+ y+4z=1
2x + 3y + z=25
erfiillt werben. — Yus lepteren drei Gleidungen findet man fiir
x, y, z die Werthe
X =
fo daf man aljo erhdlt
3 3,/—
44+ y245Y4F 2 + 79,3/5_-52%,3/1

2, _ W 22
51 Y T 50 T TORT

14+3y24 2y o1 4l
20 + 79 YT —22 74
= 51

G8 wiirde ganz daffelbe Refultat erhalten werden, wenn man
den Brud)

A+ YT +5)%
143)2 4277

im 3dhler und Nenner mit dem oben gefundenen Faftor
1+ 57T+ 7Y%

multiplicivt Hatte.

Wir wenden und nun zu dem verwidelteren
Problem,
ben MNenner eined Brudjes rational 3u maden, wenn in
pemfelben fid) zweierlet nidht auf etnander guvidfihr-
bare irrationale Grofen befinden.
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Der eingujdhlagende Weg der Aufldjung wird fid) am deutlid)-
ften an einem Veijpiele zeigen laffen; audy wiivde die allgemeine
DOurdyfithrung diejes und allgemeinever Falle die vom Verfajjer fid)
geftellten Grengen erheblid) iberjdjreiten.

Aufgabe:
Den Nenner des Vrudjes
— 3,—
_ 1L+ Y3472 )
1+ V3+@—y3) V2 + B+2y3) y1

in etwe Nationalzahl ju verwandeln.

P

Grite Auflofung.
Man multiplicive den vorgelegten Vrudh im Jiahler und Nenner
mit der Grifse
1+x)2 +yy7%
jo ergiebt fid) nad) Ausfihrung der Multiplifation ald Jdhler des
Brudjed
LY+ + (1 +x4+xy3) y2+ k+y+yyY3) V2
und ald Nenner
1+ Y35 +(6+4y3)x+ (1—-2¢3)y
+{2— Y5+ (1 +¢Y3) x+ (6+4y3)y} VT
T2 ys + (2 —y3) x+ (1 4+ y3)y) Y1
Jept disponive man iiber die beiden bis dahin unbeftimmten
Crifen x wnd y dergeftalt, dafy die beiden Jrrationalzahlen y"/g
und 13/1 aug dem Nenner vevidpwinden. Lepteres gejd)ieht durd)
Verjdpwinden ihrer Faftoren. E8 fet alfo
2— Y3+ x(1+yY3)+y (6 +4yY3)=0
342Y34+x2—yY3)+y(1 + ¢Y3) =0
Aug Ddiefen beiden Gleidhungen evhalt man fiix x und y in
ihrer einfadhften Geftalt die folgenden irrationalen Werthe
= B+23Y3
4
_24+9yY3
a——

Gept man nun diefe beiden Werthe in bdie obigen Deiden Aus-
puiide fur den Jdhler und Nenner des Brudjes p ein, jo erhilt
man ald Jdahlev:

Y:




58 + 33y/3°
2

7 +26]/‘3 _ ].}I

1/5+

und ald S&ennet

|/Z+

292 + 141_@
2
Der Werth des Brudjes p ift denunad) gleidh
— TYF (R +33Y3). V2 + (T+6Y3). %
292 + 141 /3
Auf dem eben angegebenen Wege hat man jucrft dem Nenner
ded vorgelegten Vrudjed bdie beiden irvationalen Jahlen y/‘) und

1/4 genommen.  Die V3 idafit man wun leidht dabdurd) weg,
pafy man im Jdhler und Nenner mit

292 — 141y/3
multiplicivt.  Hievdurd) ergiebt fid:
p ==
— — — —_— 83—
2961 — 2044 1/3 + (2977 + 1458 /3 ) Y2+ (— 494+ 165 /3 ) /4
25621

Bweite Auflojung.
Pan dudere den vorgelegten Brud)
1493 +y2
T3 =YV +GB+2y3))F

i folgenden um:

1472 +V3
1202 +3)F +(1 —y)T +2)D)y3
und multiplicive mun im Zahler uud im Nenuer, um die Y3 aus
dem Fenuer ju entfernen, mit der Grifse

14202 3k —(Q—y2 +275)Y3
fo erhalt man nad) Ausfihrung der angegeigten Multiplifationen
al8 Fahler:

44617 — YT 4+ (— 4+ 202 +2/T) Y3
und al8 Nenmer:

4G+ 4Y7 — 5T
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©8 hat fid) alfo jept der vorgelegte Brud)
14+93 +77%
1+Y3 +Q@—V3) Y2 + B+2V3) V%
in den folgenden verwandelt:
44 6)2 — )T +(—4+2)2 +2/E)Y3
p = 30— 3
46 +4Y2 — 54
Ulm nun die irrationalen SaBlen Y2 und /2 aus dem Nenner
wegzujdaffen, bilde man eine folde Grife

14+x)2 +yy%

dap dad Produft

46 +4)Y2 —5)T) (1 +xYZ +yy)/d) =P
eine Nationalzahl wird. — Durd) wirflide Ausfithrung der Mul:
tiplitation erhdlt man aber

P = 46— 10x + 8y + (4 + 46x—10y))/2 + (— 5+ 4x-+46y) /4
Gept man nun

4 + 46x — 10y

— 54 4x+ 46y

0
0

I

ober

67 . 123
1078 Y T 1078
fo veducirt fid) die Grofe P auf:

p _ 20621

539

Pan erfieht aud dem Vorhergehenden, dap der gegebene Bru
,p" durd SJJEu?tipIt'fation mit heraeh ) D05 Dex gy i

1078 — 672 + 12374

im 3dhler und Nenner feinen irvationalen Nenner verliert. — Durd)
wirflide Ausfithrung diefer Multiplifation ergiebt fidh endlidy:

X =

5922 4 5954)/2 —988)/4 + (— 4088 4 2916)/2 +1530)/2)y/3
51242
Diefer Brud) ift nur durd) 2 u Heben, damit dad auf dem

jtweiten Wege erhaltene Refultat mit dem juerft gefundenen volljtindig
ubereinftimmt.
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Aufgabe.
Den Nenner ded Brudyes

1+ Y2 +l/a—w
1+ Y2 1/3_1/5+(1+;/z)l/(5—,/z)

in eine Rationalzahl ju verwandeln.

p:::

Aufldjung.

In diefem Falle enthdlt ber Nenner dritte Wurzeln aud irra-
tionalen Sablen, welde von der Jrrationalzahl )2 abhingig find;
aufer in diefen dritten Wurzeln fommt nod) die ahl /2 in den
Faftoren der dritten Wurzeln vor. Dad Verfahren ded NRational-
madjend vom Nenner bleibt aud) in diejem verwidelteren Falle dem
fritheren gang dhnlid).

Man multiplicive namlid) den gegebenen Brud)

1+ 92 +]/3-Vz
1+ y2 ‘/3—1/2 1 (1+1/2)‘/(3—1/2)

im Zdhler und Nenner mit der Grife

3 3
1+ xl/‘»s— V2 + \l/(3~;/7)2 = s
und beftimme bdie beiden Grofen x und y dergeftalt, daf aud dem
Nenner na&) erfolgter émulhphfatmn die Dbeiden Haupt-Jrrational-

zahlen ‘/3—- Y2 und l/(?» V2)? verjdmwinden.
Multiplicivt man den menner ded gegebenen Brudesd wirklid)
mit der Grofe s, jo erhdalt man:

{ 1+ V§1/3—V2“+(1+,/2—)_]Z(3—~—:72—;}

{ 1+ xl73—;/fz“+yls/(3*ﬁ)2 }
- L+x@ +2/2)+y(—2+3yY2)
VT xtya+ D)=y

{1+ T+ xyT 4y} fe—yE)

p=
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Sept man nun
V2 +x+yQ+2yY2)=0
L+72 +xY2 +y =0
jo erbdlt man fiiv x und y die beiden folgenden ,einfad) irva-
tionalen” Werthe:
11 + Y2
— =
—5+4yY2

Y:

K
Hievausd folgt nun leidht, dafs der vorgelegte Brud) p im Jdhler
und Nenner mit

T— (1 + VZ_)V3—V2_+(41/§ —5) l/(:S—ﬁ)2

s multipliciven ift, damit feinem Nenner die beiden irvationalen
3 ¥

- 3

Grifen l/:% — 1/2 und ‘/(3 —1/2)* genommen werden. Nad)
Ausfiihrung der angeeigten Multiplifationen ergiebt fid) in ber That:

p -

) 3y
241/7-—16—(6+121/7)1/3 1/?—(8—%—21/?)1/(3—]/7)2
26 — 462

oder nachdem im JFdhler und Nenner mit (— 2) dividirt ift:

b= o
s—12y7+ 6+ oyDYs —y7 1 arynle— yoy
23 /2 — 13

Diejem Brud) giebt man nun dadurd) leiht die gewiinjdhte
Form, dafy man Jdahler und Nenner mit

23 Y2 + 13
multiplicivt. ©8 folgt dbann endlid):
p =
L Y — 3,
281/2 — 448+ (315+147/2) ]/3_,/§+(98+ 105 ;/E)]/(3_1/§)2
889
und nadydem Jdhler und Nenner diefes Brudjes durd) 7 dividirt find:
p =

—G4-+4)/2+(45+21y/2) 1/3-.,/§+ (14+15y/2) ]/(3 -¥2)°
127 ~
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Die hier behaudelten Veijpiele werden ausdveidhen, felbft in
verwicelteven Fdllen algebraijder Jujammenfepungen ded Nenners,
pem Lefer die ndthige Aufflarung iber dad NRationalmadjen der
Nenner gebrodjener algebraijdher Ausdviide u gewdhren.

Finjsehnter Abjdnitt.

Ueber die Kettenbriiche.

Grflarung.

Gin Kettenbrud) ift ein Brud), deffen Nemner eine Summe
ift ausd einer gangen Jahl und einem Vrud), deffen Nenner wieder
eine Summe ift aud einer gangen Jahl und einem Brud), deffen
RNenner u. §. w.

Die Form eined begrenzten Kettenbruched wiirde hiernady jein

b
a, + by
a, + by
a; +...
+ ba
Tan

Fir die Folge foll jedod) angenommen werden, dap jaimmtlice
3dhler by, by, by, ... b, der Ginbeit gleidh) find. Wir haben dem-
nad) nur mit Kettenbriihen von der folgenden Form zu thun

1
al—l-—l——-l—
%+ a; + ...
=

Geht der Kettenbrud) ohne abzubredjen ind Unendlide fort, fo
nennt man ihn einen unendliden Kettenbrud. Die in dem
SKettenbrud) vorfommenden Gangen a,, a,, a;, ... a, nennt man
pie Quotienten des Kettenbrudys. Kehren bei einem unend-
lidjen SKettenbrud) bdiefelben Quotienten in derfelben MNeibenfolge
wieder, jo heifst der Kettenbrud) ,ein periodijdher Kettenbrud.”

' 17
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Periodifhe Kettenbriidje find zum Beifpiel die folgenden

1 ober 1
R I
Ptevs T3 :
3+ 1
2+—m
Aufgabe.

Jeden gewdhnliden Brud) in einen Kettenbrud) ju
verwanbdeln.

Soll der ddyte Brud)

A
B
in einen SKettenbrud) verwandelt werden, fo fdjreibe man denfelben
A _ 1
B B\
(%)

Da B > A, fo muf % eine oder mebhrere Ginbeiten ent-

halten. ©8 fei dad grohte in % enthaltene Gange gleid) a, und r,
ver Divifionsdreft, jo ift

%=a1+%,morI<A
Man erhilt daber
A 1 _ 1
B 1

r
31+T;“ 31+T
)

A, \y
Da A > r,, fo mup - eine oder mefrere @inbeiten ent-
1

halten. it a, dad grofte in rA enthaltene Gange und r, der
1
Divifiondreft, o wird

A I,
—=a + X, wrn <r
I r
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Daber ergiebt fid)

T.
ay + 2

Ty

Auf bdiefelbe Weije fann man die Entwidelung fortfepen. Da
vie Divifiondrefte ry, ry, u. §. w. gange Jahlen find, die fortwih-
vend fleiner werden, {o tritt entweder der Fall ein, bdafy ein Divi-
fionBreft in dem vorhergehenden Divifionsreft aufgeht — oder daf
ein Divifiondreft gleidh der Ginbeit wird und demgemdi anud) in
pem vorhergehenden Divifionsreft aufgeht. Der Kettenbrud), durd)
weldjen {id) etn dcdhter Brud) darftellen laft, bridjt daber {tets ab,
oder derfelbe ift ein begremster Kettenbrud).

Ded Beijpield wegen mag der ddte Brud)

301
477

in einen Kettenbrud) entwidelt werbden.

Man erfennt leicdht die Art und Weife diefer Cntwidelung aus
dem folgenden Sdjema

301 : 4771
301
176 : 301 | 1
176
125:176 | 1
125
T51:125 |2
102
T23:512
46
5:23]4
20
"3:5(1
3
2

SV

|1

l [\

[

122
2
0

Yud diejem Sdjema evgiebt fich nun der folgende RKettenbrud
17°
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301 1

477 1_}_1
1+

1
1+

1

1
2+ i
2 +

1
4+ 1

1+

1
1+ 5

Umgefehrt fann man jeden begrenzten Kettenbrud
in einen gewdhulidhen Brud) verwandeln.
Soll 3. B. bder Kettenbrud

1
2+

K =

1
3+

1

1
4+-?)—

in einen gewdhnliden Brud) verwandelt werden, fo fange man bie
Jeduftion bei dem lepten Brud) an und bilde nad) und nad

1 21 1 5
bt 5 =5 (_2_1) -2
5
5 68 1 21
St e = wr (@ T 68
21
i 200 157 1 68
2t g = 68’(157 = 157
68
AYug diefem Sdema ergiebt fid) nun
1 68
K ——1 == —_—
241 : 157
3+ T
44+
Lehrias.

Gin BVrud), welder ausd einem Kettenbrud) durd) RNe-
puftion entjtanden it — l(apt jid) nidt mehr durd) Heben
vereinfadyen.
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Beweis:

LWenn der Brud) 2 fih nidhgt mehr Heben likt, jo fann aund
per durd)y Reduftion ded Brudes

entftandene Brud)

al + a

fih nidht mehr heben laffen. Denn liefen fid) Jahler und Nenner

ved lepteren Brudjes durd) m theilen, jo miifite m gu gleidjer Jeit

Theiler von B und aB + o fein, — alfo miikte m aud) Theiler

vort o fein gegen bdie BVorausdfepung, nad) welder « und B feinen
emeinjdjaftlichen Theiler befigen. Gben fo wenig hat der durd
eduftion bed Brudyed

1
a+1

b+ —
B

entftandene Brud) einen feinem Jihler und Nenner gemeinjdhaft-
lidjen Zheiler, weil fonft der Brud
__B
b+ a

fidy heben liefe. Diefes ift aber nidht der Fall, fo lange o und B
fih nidyt heben laffen. —

Auf diefe Weife fann man fortfahren und allgemein nady-
weifen, daf der durd) Reduftion ded Brud)s

1

o
am + —

B
entftandene Brud) nidht gehoben werden fann, jobald bder Brud

% durd) Heben nidyt vereinfacdht wird.
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Aljo, da in dem Kettenbrud

1
1
a, + 1
a, + — 1
ag + ... + 3

ver Brud —aL nidgt durdy Heben vereinfacht werben fann — (aft

per durd) %eﬁlufﬁnn bes RKettenbrudhes entftandene Brud) fich nidht
heben.

Jft ber Kettenbrud
K =

1

n

a; + ... +

gegeben, fo nennt man die Kettenbriidye

1 1 1
- ; 3w ..

i
Mo a, + 1
2 ot

3
Riherungsbriiche des gegebenen RKettenbruchs. —

Der mte Niherungsbrud) ift derjenige von diefer Nibherungs-
briijen, Ddeffen lepter Nenner gleid) dem mten Duotienten bdes ge-
gebenen Kettenbrudys ift.

Bon dem vorher gegebenen Kettenbrud)

K= 1 1
2 + 1
3+ i
4+ =
ift der erfte Naberungsbrud) gleich %
, 3
"oon 3m€1t€ n [ " _7‘
, 13
nooon dritte " " " %
, 68
"oon vierte " "

" m
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Diefe Nibherungsbriihe find abwedjelnd grofer und fleiner ald
ver Werth des gangen Kettenbrud)s. — Denn man findet, daf der
erfte JNenner des vollen Kettenbrudys, nimlid

1
a, +

1
8 + a3 + ... > a,
L1
an
fein muk. Daber wird

K<—a]— oder L>K

1 ay

fein. — Ferner ift der jweite Nenner ded RKettenbruds

1
82+—
a PP
T e,
+ 2
Daber ift
a, + 1
1 1 1
82+as+‘... <al+a_2"'
1
+_._
a,
oder
1
1 1
a1+ 1
—_ = 1
a2+a3+... 91+—a';
1
+.__.
an

Der gange Kettenbrud) ift daher grofer ald der zweite Naherungs-
brud) oder der zweite Niherungdbrud) fleiner ald der ganze Ketten-
brud), aljo .

ay + —
a

2

Auf dhnlidge Weife findet man, dah

< K



1 1
1 < 1
a; + — a, + 1
3 a, +
a+... 4
+__
a,
fein mufp obder
1 1
al+ 1 < al+ 1
32+a— 32+a+
3 3 .-al
4+ =
. b
" 1
1
al+ i > K
32—*—5
u f. f.

K= 1
a, + 1
a + a; ...
+ i
per Neihe nad) durd ’
Z, 71, 1Z Z,

—1, —2, Ng; PN Nn

Der lepte diefer Briide % ift gleid) dem Werthe ded gege-

benen RKettenbrud)d K. Um aus bdiefem lepten Brud) den Kettens
brud) viidwdrtd davzuftellen, dividive man nad) und nad

Z, in N, der Quotient ift a,; der Reft fei r,

rpm Zys " w5 4y oy g T
To W1 1ry5 " IR Y B B
u. {. w.

fo mufy fein
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No = a2y, + 1,
Zn == '(‘2 l'l + r2
ry = agry 4 14
T = 4T3 + Iy 1.
u. . w.
I'm—2 = 8mTm—1 + Im
. . w.

Der nte Neft r, muf gleidh) Null fein, der (n— 1)t Reft gleid)
per Ginbeit. Denn wdre r, nidht gleih Null, o wiirdbe der Ketten-
brud) mehr al8 n Quotienten haben, wad gegen bdie Vorausfepung
ift.  Wiirde fermer r,—, eine andere Bahl al3 die Ginbeit fein, fo
miite diefe Jahl Theiler aller Nefte rn_s, ra—s, ... r, fein, wie
man aud den vorliegenden Gleidungen iiberfieht, folglid) miifte fie
aud) Theiler von

Z, = a,r; + 1,
und daher Theiler von
Ny =a,Z, +r

fein. Der %ru@% liege fidh aljo durd) rn_, heben, was nad
einem friiheren Sape nidht moglidy ift, da diefer Brud) durd) Re-
puftion ded Kettenbrudhes ' b

K =

8+ —————
a3+... +8—n

entftanden ift. — Alfo muf
rp=0ud r,,=1
fein.
Fithrt man nun die Bildung der erften Naherungsbriide des
gegebenen Kettenbrudjed K aus, fo erhilt man

Z, 1

N oa

Zy, _ 2

N,  aa+1

Z, aja; +1

N, T ajapay 4 a; +a

Z, aya;a, 4 a, + a,

N, a aya,a, + a;a, + aa, + a8, +1

Z; _ apagagny taga; +aa, + a8, + 1
N, 7 aja,a,a,a, -+ aja,a; +a, a8, T a 8,8, +a, +ajaa;+a;+a

. . w.
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Man findet bei allen bdiejen Naherungsbriihen nur einfadye
Summen=Verbindbungen aug Produtten der Vuotienten des Ketten-
brudjes, wdahrend Quadrate oder hihere Potenzen diefer Quotienten
nidyt vorfommen. ©8 erfdjeinen fermer im 3ahler und Nenner ded
dritten Naherungsbrudjed nur die drei erften Quotienten; im vierten
Naberungsbrud) bdie vier erften Quotienten. Man wird daher auf
die Vermuthung gefithrt, daf der mte Naherungsbrud) jorwohl im
abler ald aud) im Nenner bdie erfte Poten; von a, enthalten wird.
Nm biefed ju beweifen, nehmen wir vorldufig an, daf

Nm - Alm am + B'm
ift, wo die Groffen Am, Bn, A'm, Bm dent mte Quotienten a,, nidt
mehr enthalten. Dann ergiebt fid) der (m + 1)t Naherungsbrud),
indem man in den mtr Naherungsbrud) anftatt an den Werth

am -+ TL einfept. Jft alfo die obige Form fiir den mten

%ﬁberu?tg%f;rud) ridhtig, fo ergiebt fid) fitr den (m 4 1)tr Naherungs-
brud) die Form

1
Am m ‘“‘“—“) m
/S +1 B + am 41 + B
Nm+l A’m <am + a_l____"'v‘ + B/m
m+4 1

oder nady erfolgter Reduftion
Zm+1 _ Am (am am 41 + l) + Bm AQm 1
Nori An(@mamir T 1) + Boamir!
Zoii  (Am w4+ Ba) amy1 + Aa
Nm+1 — (Alm am + B'm) am 41 '+ A’m
Die Grofen
Anam+ Bni An; Aman + B An
enthalten den (m -+ 1)t Quotienten am,;, nidt mehr und man
fieht, dafy wenn die Form
Zn _ An an+ By
N; - A’m am + B’m
fiir ein beliebiged m gilt, fie aud) fiix m 4 1 vidhtig fein muf.
Da fie aber fir m =1, 2, 3, 4, 5 giiltig ift, o muf fie sunadft
fiv m =6, alfo aud) fiir m = 7 u. {. w. ridtig fein. — Sept
man nun in der Gleidung
Zm Am am + Bm

b. i

No  Amag + Ba
an Stelle ded Budjftaben m itberall (m + 1), fo erhalt man
Znyr _ Amysy am+1 + Bmis

N1 Aoitiamgr + By
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Da diejer Auddruct mit dem oben gefundenen
Zoti  (Am am + Bu) fmer + Anm
Nm+1 - (A’m am + B/m) m 1 + A'm
vollftdandig iibereinftimmen muf, fo erhilt man
Am+1 - Am am + Bm . Bm+1 = Am
Anpi=Anan+ Bn? Buyr= An
Da ferner Zm, Np und An am + Bu, A'm am + B gange
Sablen find, die fid) nidht mehr heben lafien, fo muf man
Zn= Apanp + B
No=Afpan+ By
erhalten — folglich da
Ant1 = Anam+ Bn
A’m+1 = A’m am + B’m
war — fo ergiebt fid)

Zm == Am+1
Nm == A,m +1
oder indem man filr m immer (m — 1) fet
Am == Zm—-—-l
A'm - Nm—l

Da jept ferner
Bm+1:Am: Y/
Blm—l—l :A’m :‘Nm—l
ift, jo erbdlt man, naddem fiir m, (m — 1) gefent ift:
Bm = Zm-—2
B,m: Nm—2
Gept man nun in die Gleidungen
Amy1 = Ay an + Bn
A'm+1=A'm am—l‘ B’m
die Werthe
Am+1 =Zn . Ap = Zn-1 . By =Zn_s
A,m+1=Nm ’ A’m = Nm-—l ’ B’m = Nm—:2
ein, fo erhdlt man die Formeln
Zm = am Zm—l + Zm—2 } 9
N = an N—1 + Nm—¢ )
Diefe Formeln bdienen dazu, ausd den Jahlern und
RNennern ded (m—2)ter und (m—1)ten Ndherungdbruds
mit Hitlfe des mtr Quotienten ded gegebemen Ketten-

brud)s den Jdahler und den Nenner ded mi® Ndiherungs-
brudjes zu beftimmen.
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Da
Z 1. 7 ay

N, a’ N, aa-+l
und demnad
Z,=1 7Z,=na,
N,=a ' N,=aa,+1
tft, jo erhdlt man, wenn in den Gleidungen
Zm = am Zm—l + Zm——Z
Nm = an Nm—l + Nm—2
m = 2 gemad)t wird:
a,=a,.1+ 7,
a a, +1=a,.a +N,
p. h. es find fiiv Z, und N, die Werthe zu nehmen
Z,=0; N, =1
RNad) diejen Feftftellungen wollen wiv die weiter oben gegebene
m'e Reftgleidjung
rm—2 = @n Im—1 + I'n
mit den beiden Gleidhungen
I = an Zm—l + Zm—2
Nm = Nm_1 —l— Nm_2
fo verbinden, daf der Quotient an weimal herausfalt. Man er-
hilt burd) Glimination von an die beiden Gleidjungen
{]‘m_2 I+ ot Zineg =ty Ziy + Iy Zm-—l
rm—2 Nm—1 + rm— Nm—2 = rm—1 Nm + 'm Nm—l
Die vedjten beiden Seiten diefer Gleidungen ergeben fid) aus
pen betreffenden beiden linfen Seiten, indem man ftatt m die Sah!
(m+1) fept. Daraus folgt, daff man ofhne bdie redjten beiden Sei-
ten zu d@ndern die Jahl m um beliebig viele Ginbeiten grofer maden
fann.  Alfo mup aud) fein
I'm—1 Zm 'IL I'm Zm—l = In—1 Zn + I'n Zn—l
m—1Nm + 'm Nm—y = 1y Ny + 1 Noy
Da nun, wie oben gezeigt war
r, = O; Iy =1
ift, jo ergiebt jidh
met Zm 4+ Tm Zot = Zn }3
Tm—1 Nm + I'm Nm—-l - Nn )
Die erfte diefer beiden Gleidjungen multiplicive man mit Ny,
bie jweite mit Zn und fubtrahire, fo erhdlt man
I'm [Nm Zm—l _— Zm Nm—l] - Nm Zn —_ Zm Nn
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Gliminirt man jept aud den beiden Gleidjungen
Zm = am Zm—l + Zm—2
Nm — @m Nm—-l -+ N -2
die Grife am, fo findet man
Zm Nm—l - Nm Zm—l = — [Zm-—l Nm—2 - Nm—l Zm—2]
Diefe Gleidjung fann man aud) folgendermafen jdyreiben:
(—1® [Zm Nu—t — Nm Zna] = (—1)™ ! [Zns Nuos
- Nm—-l Zm—2]

Die redjte Seite diefer Gleidjung entfteht aud der linfen, in-
dem man dajelbjt an Stelle von m die Jahl m—1 fept. E8 er-
giebt fid) durd) bfteve Benupung dev vorftehenden Gleidhung, daf
ver Ausdrud

(_ l)m [Zm Nm—l - Nm Zm-—l]
fiiv jeden Werth, den man der Jahl m beilegt — diefelbe Grdfe
sarftellen muf. Ao muf aud) fein

(=1 ZnNo— — Nw Zn1] = (—1). [Z,N, — N, %]

.). dba Ny=1; Z, = 1; N, = a,;; Z, = 0 3u fesen iwar:
(—1)™ [Zn Nov—g — N Zmy ] = — 1
obder
4. NpZp—1 — Zw Npg = (—1)™
RVerbindet man diefe Gleidjung mit der vorher gefundenen
o [No Zme1 — Zon N1 ] = Na Zo — Za Ny
fo erhdlt man:
rm (— 1) = Np Zn — Zn Na
oder nad) evfolgter Multiplifation mit (—1)=
5. tm=(—1)" [NmZs — Zu Na]

Durd) dieje Gleidjung wird der mie Reft ru duvd) die Jdhler
und Nenner ded miter Niherungsbrud)d und ded gangen Kettenbrudys
davgeftellt.

Aus der oben Dbewiefenen Formel 3.

Na Zp—1 — Lo Npy = ('— l)m
erhilt man durd) Divifion mit dem Produfte Nu Nu_y1 die folgende
Zo—y I (—1)m=

Nm—l Nm - Nm—l Nm

Da dad Produft Nu—s Nu um jo groper wird, je grofer der
Werth von m angenommen wird, jo fieht man
baf der Unterfdyied von wei auf einander fol-
genden Nihevungsbriiden um jo fleiner wird,
je hoher diefelben in bder Reihe der Ndbherungs-
briidje gelegen jind.
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Yus der Formel 4.
—D"ry=NnZy —Zu N,
erhdlt man ferner durd) Divifion mit Ny N, die Gleidhung:
Gl Yk YN N

No Nu Na N

Jft m eine gerabe Jahl und demnad) (—1)= =1, fo finbdet
man aus vorftehender Formel

Lo  In ghoy Lo T
No = Na N. TN
3t bagegen m ungerade und daher (—1)*=—1, o er-
giebt fich
Zy I In Zy
lvn“ < -ﬁn—l— oder -I\E' = m

Man erhalt daber dad folgende Refultat:
Gin Naherungsbrud 1%—"’ ift grofer ald der gange

Kettenbrud %"—, wenn m eine ungerade Jahl ift;

fleiner dagegen, wenn m eine gerade Jah! ift.
Cr weidyt %erner um {o weniger von dem Ketten-

brud %Ii ab, je grofier m oder je ndher m bei n
angenommen wird.

Dividirt man die Gleidung 1.
Nm = 8m Nm—-l + Nm—2
auf beiden Seiten durd) Ny, fo erhdlt man

Nm . Nm—2
Nm—l = + Nm—l

oder dburd) Umfehrung der Briide:
Nu-1 1

Nm - Nm-—2
an + N,

Auf diefelbe Weife erhalt man, indem man fix m ftets
(m—1) fept:




Noos 1
No: m—
m—1 . +§ 3
m--2
Noos 1
No—2 N
? Am—2 + N :
u. §. w.
N, _ 1
N, N
a + 5
3 N2
N1 1
N,

N, 1
2, + N—l -2 + a_l‘
da Ny =1, N, = a, ju fepen war.

Aud der Verbindung bdiefer Gleidungen ergiebt fid) die Ketten=
brudhentwidelung:

Nt 1
6. =
Nu an + 1 :
Am—1 + an—2 '|' e
1
T 1
a; + 1
ay + a—l
Sept man m =n, fo folgt
Noox 1
Na an + —
+ 1
4n—1 An—2 ‘+ «os
1
+ 1
a; + 1
ay + —5‘;

GEntwidelt man daher einen Brud), dejjen Jdhler
gleid) dem Nenner desd vorlepten Stdf)erunggzéﬁrud)é von
einem gegebenen Kettenbrud) und dejfen Jenner gleid
bem Nenner ded reducirten Kettenbrudesd ift — in einen
Kettenbrud), jo erhdalt man die Quotienten ded uripriing-
[id) gegebenen SKettenbrudys, aber in umgefehrter Rei-
henfolge.
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Die bid jept in der Theorie der Kettenbriihe entwidelten Fors
melu find alfo die folgenden:

1) T'm—2 = @m 'm—1 + T'm

2) ! I = anZp—1 + Zn—2

l Nm = am Nm—l + Nm—2

3) Zn = I'm-—1 Zm + I'm Zm-—l
Nn = Tm-—1 Nm + Tm Nm—l

4) Nm Zm..1 —_ Zm Nm—l = (—— l)m
5) 'm — (-— l)m [Nm Zn - Zm Nn]
6) N,,l\}_l — 1 -
" am + -
am—1+

am—2 + cee

Des Beifpield wegen migen Dbdiefe Formeln an dem Ketten-
brud), welder durd) Entwidelung desd Brud)s
K — 2647
4598

gebildet wird, gepriift werden.
Man bilde gunidft den Kettenbrud) mit Hiilfe ded folgenden

Sdema’s
2647 : 4598 = 1
2647
1951 : 2647 = 1
1951
7696 : 1951 = 2
1392
559 :696 = 1
559
137 : 559 = 4
548
11 ;137 = 12
132
Th 11 =2
10
1:5 =5
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fo ergiebt fidy

2647 1
K = =
4598 1+ 1 1
1+ T
2+ 1
1+ i
4t+——1
12+-——1—
2+-3—

G3 ift demnad)

=1l =la=2a=10=4;2,=12;8,=2;8,=5
1 = 1951 r, = 696; r, = 559; r, = 137; r,=11;r,=25;

r;=1;r,=0

Die Niherungsbriide lauten

1 1 3 4 19 232 483 2647
12 5 T "33 ' 403 ' 839 ' 2598
Daber ift:
Z, =1 N =1
Z, =1 N, = 2
Z, = 3 N, =5
Z, = 4 N, = 7
Z, = 19 N, = 33
Z, = 232 N, = 403
Z, — 483 N, = 839
Z, = 2647 N, = 4598
Bur Prifung von 2) bilde man:
Ty = a,Z, + Z,; 19 = 4. 4 + 3
Lo = a,Z, + Z,; 232 = 12. 19 + 4
N,=aN, +N; 33= 4 7+ 5
Ny = a,N, + N,; 403 = 12. 33 + 7

Jur Priifung von 3) bilde man:

= 1,2, + r,Z,; 2647 = 137. 19 + 11. 4
=% + riZ;; 2647 =
Ny = r,N; + rN,;; 4598 =
=N, + r,)N;; 4598 = 11. 403 + 5. 3

I
b
QO
a3

[N
Qo Qo
W DN
+ +
j—y
—

jw—
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Jur Prifung von 4) fepe man m = 4, 5, 6, 7, jo ergiebt fi)
N,Zy — Z,N, = (—1)4; 7.3 — 4.5 =1

N,Z, — Z,N, = (—1)°; 33. 4 — 19. T = — 1
NoZy — ZoN, = (— 1)5; 403. 19 — 232. 33 = 1
N,Zg — Z; N, = (— 1)7; 839. 232 — 483. 403 = — 1

Um 5) 3zu pritfen, fepe man m = 5, 6, jo folgt
r =(—1) [N,Z, — Z,N,] b. i.

= (— 1) [33. 2647 — 19. 4598] oder beredynet
11 = (— 1) [87351 — 87362] = (— 1) (— 11)
rg = (—1)® (N;Zg — Z;N;) .
5 = 403. 2647 — 232. 4598 nber
5 = 1066741 — 1066736

Um hhd) pie Ridytigteit der Formel 6) zu priifen, jepe man
m = 3, 4, 8, jo erhdlt man

oder in Bahlen
2 1 1

z — —

941

Ferner ergiebt fid)
Ny 1 1

N, a, +




275

Gndlid) wird
N, 1

N, 2, + 1
a; +

1

1
a; + —

a; +

1

ober in Jahlen
89 _ 1 1
4598 5+ 1 1

12+

12+

2+

1 1 1 839
1 -1 _ 8
o T ~ 03 1598
1 33 839
st L gy BB
124 0 403
33

Die Theovie der Kettenbriihe Lakt fidh bei der Be-
ftimmung velativer Ldngen von Linien jehr vortheilhaft
anwenden.

©oll 3. B. bie relative Linge der Linien AA = aund BB = b
bejtimmt werden, jo verfahre man folgendermafen. NMan meffe mit
der fleineven Linie b die grifiere a, . §. man jehe 3u, wie oft b
fi) auf der Linie a abtragen [aft. Gefept, diefed tinnte n,mal ge-
idjeben, fo wird auf a eine Cange r, ibrig bletben, weldje fleiner
alg b ift und daher durd) b nidjt mehr gemeffen werden tann. Um-
gefehrt aber fann man die Yinte b durd) den NReft r, mefjen. Ge-

18"
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fest, bie Linie r, liefie fih n,mal auf der Linie b abtragen, jo wird
im Allgemeinen auf der Linte b eine Linge r, itbrig bleiben, meltge
fleiner al8 ry ift und daber al8 Mafy von r, dienen fann. Lapt
fidy die Linge r, nun nymal auf der Linge r, abtragen, jo wird
auf ry im Allgemeinen wieder eine Ldinge r, iibrig bleiben, welde
fletner al8 r, ift u.§. f. Nad) einigen dhulihen Operationen wird
nun eine Ddiefer iibrig Dbleibenden Yinien entweder fid) eine gange
Anzahl mal auf dem vorhergehenden Linienveft abtragen laffen, oder
dieje Linien werden von joldjer Kleinheit, daf man die Beobadjtung
nicht weiter treiben fann, man wird daber, wenn n,, der lepte Duotient
jweier Linien ift, der entweder ohne RNeft ift, oder deffen Reft nidyt

mehr beobadjtet werden fann — al8 relative Linge bder Linien a
und b den folgenden Kettenbrud) erhalten
1
pemr
np + ——
2 n, + ..
1
+ PR
Ny
odber umgefehrt
b 1
a 1
a n, + 1
me + n, + ...
' 1
_|_ [
Ny

Bu beachten ift, dah man bei einiger Uebung und ohne An-
wendung eined Vergriherungdglafed auf diefe Weife die relative

Yinge zweier Linien fehr leicht bi8 auf <600 ped Gangen genau

finden fann.

Kettenbriidye, deren Quotienten alleeinander gleid) jind.

Hat ein Kettenbrud) n einander gleiche Duotienten, deren jeder
gleidh a ift, fo lifit fid) fein FWerth durd) a und n darftellen.
Bezeidnet man feinen Werth durd) Ka, jo mup
1
Kn = 1*—
a+

1
a

a+ (n Quotienten)

L1
a
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fein. — Wiirbe man nun einen Kettenbrud) haben mit (n 4 1) Quo-
tienten a, {o ftellte ficd) derfelbe dar

Kn-}-l = 1 1
a -+ 1
T [ (n+ 1) Quotienten]
+ 1 1
a+ —
&
obetr
1
Kove ==
Gept man nun
K, — Xn=t
Xn
fo erhilt man aus der Gleidung
Kypg = L
LT A K,
die folgenbde
Xn . __ Xp
Xu+1  8Xp + Xa—1
ober
Xn41 = X, + Xp—1

Da Ky = ,(1]—, 10 {olgt xo=1, x;, =a

Die Gleidhung

Xn 41 — aX, + Xn—1
ligt fich aud) folgendermafen jdyreiben '
Xpt1—— )\X“ = (a —_ )\) {Xn - )\xn—l}
wo A eine Wurzel der Gleidyung ift
‘ A(Ah—a)=1
ndamlid

a a?
)\_TZ—+‘/-4—+1
ober

a a*
Aud der Gleidhung
Xnj1— AXp = (@ — A) (Xn — AXn—1)
findet man nun allmdhlid), indem man fiiv n der Neihe nad) die
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Werthe n — 1, n — 2, n — 3, .. .2, 1 fept — die folgenden
Gleichungen
Xa — AXn—1 = (@—N\) (Xn-1 — AXn—2)
Xp—1— AXpn_2 = (a — )\) (Xn——2 —_ )\Xn—-?»)_
u f.ow

X, — Axy = (a — &) (X, — AX,)
X, — Ax; = (a — &) (% — Ax,)
Multiplicivt man diefe (n — 1) lepteren Gleidjungen in einan.

ber und lafst die betden Seiten gemeinjdaftlichen Faftoren weg, jo
erhdlt man

Xo — AXa—1 = (@a— 0" 7' (x, —Ax,) = (a — )"

da x; = a, X, = 1 war. — Gept man nun fiix X feine beiden
Werthe ein, o ergiebt fid)

Xo — Xa—i (—;L + ‘/-‘j‘;- + 1): (—3— — 1/—"‘; + 1>nunb

a a® __/a a? "
%o — x4 — Tr)=(F+ l/Tf+1)
Gubtrahivt man die obere diefer beiden Gleidungen von der
unteren, fo erhilt man

c a® __Ja a? " fa a? "
O e (s - Vi1

Gept man in diefer Gleidung an Stelle von n immer (n+1),
fo ergiebt fid)

W . fa @2 . " fa a2 | "t
e e B T+
Durd) Divifion diefer Gleidhung in die vorhergehende erhilt
man
a a"’—~}“ a F——}“
SN 50 e Bl i

e L= =K
X ) n-j-1 2 n+41 n
S L) '/a_ Vo fa /et !
etV ty —w -V t+t
Diejes ift aljo der Werth des gegebenen Kettenbrudjed mit n
einander gleidhen Duotienten von der Grifie a.
Geht der Kettenbrudy

K=t
at

1
a+a+...

ind linendlidhe fort, jo findet man feinen Werth K aus bder
Gleidyung
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o1
K= a+ K
oder K2+ aK=1
Die beiden Wurzeln diefer Gleidung find
_ a a?
R=—Sx)f+1

Da aber K fiiv pofitive a nur einen pofitiven Werth haben
fann, o ift

2

1
1
a4 T
a+ 1
a+ i

a+a—|—...

in inf,

Cept man nod) ftatt a, 2a — fo erhdlt man
N T
2a + —1
2a+ 2a+ ...
in inf.

Umgefehrt fann man Duadratwurgeln aud gangen Jahlen obder
Briidhen durd) unendlidhe periodijdhe ettenﬁriid?e darftellen. Soll

3 B. Y/a® F 2 durd) einen Kettenbrudy entwidelt rwerden, fo bilde
man

1
Y+ 2 —a=,4 4y T2 —a
vers=—2
ya* 12 —a 1 —
P) T2+ {Ja?+2 — a}

Aus biefen beiden Gleidjungen ftellt man leicht den folgenden
RKettenbrud) ufommen:

Va2 +2=a+ 1

1

1
2a ++ ——~
a 4+ !

a -+

R ey

in inf,
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Gben fo findet man die SKettenbrudy- Cntwidelungen

S B 1
2 1 = (a — .
VT —T=G6—1+
2@—1+ 1 L
1
1+ 2@—1)
+ ...
in inf,
2T (a— 1
Ja¥—2=(a 1)+__T”
=
A2 —1
1+ i
2a—2 4 ————
1
a—2+—-——1—
1+ i
e
in inf.

Allgemein Fann man den Werth eined jeden perio-
pijdjen unbegrengten Kettenbrud)sd durd) Auflojung einer
quadratifden Gleidung finden.

&8 reidyt aus, die Methode der Werthbeftimmung folder Ketten-
briidje an einigen Beifpielen zu zeigen.

Der Werth ded Kettenbrudyes

1

X = —_

9 4 1
3 +

1 —
1
t /1
2 4+ ————
St
4+2+...

in inf,

{oll beredjnet werben.
Man Hat offenbar, da der Werth des gegebenen unbegrensten
Kettenbruchd durch x begeidynet ift, die folgende Gleidhung
1
X =
2 + 1 1
3+

4+ x
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Reducirt man die rvedjte Seite auf die Form eines gewdhn-
liden Brudjes, fo erhilt man

_ 13 + 3x
=30 + 1x
Die pofitive Wurzel diefer quadratiffen Gleidung ift
_— 27 + /1093
- 14

Diefelbe bdriift bdaher den Werth bes oben vorgelegten unbe:
grenzten periodijdhen SKettenbrud)s aus.

Den Werth ded unbegrengten periodijden Kettenbrudys

X = 1 :
2 + 1 1
3 + i
5 4+ — i
2 + — I
3+ — i
L
in inf.
anzugeben.
Sn diefem Falle ift
X = —
1
2+——-——-1—
3+ i
5+3+x

Redbucirt man die redjte Seite auf die Form eined gewdhn-
liden Brudes, fo ergiebt fid)
< = 51 + 16x
T 118 + 37x
Aus diefer Gleidhung erhilt man den Werth ded obigen Ketten-
brud)s alg pofitive Wurzel, ndmlidy
_ — 514 2 /1122
o 37




282

E3 joll jent dag BVerfahren angegeben werden, jede
Quadratwurgel aud einer gangen Jahl in einen perio-
pijdpen unbegrengten Kettenbrud) ju entwideln.

St r eine gange 3abl, weldje nidht dad Quadrat einer anderen
3abl ift und bedeutet a® die nadft niedere Quadratzahl, fo laft fid)
r al8 eine Summe

r=2a®+b>
parftellen, i weldjer b << 2a + 1 fein muf.
Wm fiic die Folge Mmftandlidyfeiten u vermeiden, mag dasd in

dem Brud % ftefende grofte Gange durd) dad Jeiden

6(%)

dargeftellt werden. Diernad) wiirde zum Beifpiel
11
6 (5)=3
jein. — Die Jahl m laft fid) folgendermafen ausdriifen

rn:nG(%)—{— n

wo n" << n fein muf.
Nady diefen Feftftellungen bilde man

yr —a= b — 1 —
a+r a4 Jr
b
Da dag grihte 1'11_1/7 enthaltene Gange gleid) a ift, jo muf
a4y

ba8 gribte in enthaltene Gange

c=o(EY=o(2)

fein. Man erhdlt dann
a+yr .
e =

b

— (be, — a)

cl+l/r b

und ed ift flar, dafs, da ¢, dad grifte in bem Ausdrude a——*—-bl

ftedfende Gange ift, der Ausdrud
Yt — (be, —a) >0
b <1

fein muf. Cest man nun
be, — a=a,

jo darf a, hochftens gleidh) a fein. Man erhalt dann:



¢, +

Die Differeny r—a,® ift durd) b theilbar; denn fept man fir
r und a, ihre Defreffenden Werthe a2 + b und be, — a ein, jo
erhilt man

r—a’?

—5 = 1 + 2ac, — be,?

Diefen Werth begeichuen wir durd) by, fo daf

a2
r_bal =b, =1 +4 2ac, — be?
wird, — Jept bilde man
Vr —a _r—a? b, 1
b b(a + ]/—‘5 a + 1/_‘:- (ﬂ_‘*‘_l/_‘_'__)
b,
und begeidne dad grofte in dem Ausdrud 4 —I;)]/r oder +a
ftedende Sange durdy) c,, o daf ' l
a+a
c, = G b, !

wird und fepe
b, ¢, — a, = a,
fo erhdlt man

4y +_;/_r_ = c, + l/r“‘(bnc‘z‘al) =, + I/" —
bl b1 bl

Dann muf
by > Yt —a,
fein. — @8 ergiebt fid) alfo
Tea 1
b + Vr—a

Qest ift u bemerfen, dafy r — a, durd) b, theilbar ift; denn
da weiter oben
r — a,?

— = b, oder r = a,% 4 bb,

a; = bc, — a,
gefept war, fo erhilt man mit Benupung diefer Gleidjungen
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0
r— a,’

i b + 2a, ¢, — b, c,?
1
Diefen Werth begeichnen wir durd) by, fo dah

- 2
% p,=b+ 2ac, — by,

bl
wird. — Jept ergiebt fidh:
r —a, —_r—a* b _ 1
by by (a, 4 l/;j a, + ]/r— (32_'!"_]/_{)
b,
Man begeidhne nun dag grofte in 12%1/“ oder in a”: bl
2
fedende Gange durdh ¢, fo ift ’ ‘
- a + a,
G = ( b, )
Gesit man ferner
byc; — a; = a,
fo erhdlt man:
r r —(byc, —a —a
T (O (el CY ok, D

by
und e ift erfidtlid), dah
by > Jr — a,
fein muf. Man erhdlt demnady
Vr—a, _

bl C, ~- .]/_r_____ )
b,

Qn der hier angegebenten Weife fahre man nun fort, den Ketten-

brud) zu entwideln, ?n gelangt man der Reihe nad) im Gangen 3u

folgenden Gleidjungen:

1

r =a*+4+b
2
a=o(2)
a; — be, — a
by = 1 + 2ac; — be,?
r = a2+ bh
_ 1
Yr —a=

V—r__ a4y
¢ + S
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e, =G ("_tﬂ>

b,
a, = b c, —a,
b, = b+ 2a,¢, — b, ¢,?
r=a*+ b by
yr—a L
Ty /r — a
¢y + ] :

b,
a; = by c; — ay
b, = b, + 2a, ¢c; — b, c,?
r = a;? + by by
Vr—a _ ——1———:——‘
by c; + ]/___r — %
b,
u .

Algemein wird:
o =G <a + an—l)
bn—l
ay = ba_y €n — 801
bn - bn—2 + Qan—l Cn — bu—l cnz
r =a, + ba_i by

l/l‘—_—— ap—1 _ __1._____..
bn—? - ]/l‘ — aqn
o T —Bn—l
Mit Hiilfe diefer Gleihungen fann man nun fir /1 den fol-
genden unbegrengten Kettenbrud) herleiten

]/}—:a—k——] -

c, + 1
[P

1 e
¢+ ...
1

+ Cn '{'--.

in inf,
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(8 bleibt jest nod) zu erweifen, dafy diejer Kettenbrud) perio-
difd) ift. Zu bem Gude tft ju bemerfen, dafy die Jahlen an, bus
und b, alle der Gleidjung

r = an2 + bn—-l bn

geniigen mitfjen.  Da diefe Gleidjung aber nur eine bejdrintte
Anzahl von Werthen fiir ay, ba—y und b, uldft, fo muf jedenfall3
einmal der JReft

/T a

bn—l
mit einem anderen Neft

—l'_— 204 m
bn+m—1 o
vollfommen itbereinftimmen. 8 wird alfo immer ein m gefunden
werden fonnen, jo dafy zugleid)
Ap4m = Qn
bn-l-m—l = bn—1
wird. 8 werden dann vou jelber die betreffenden Quotienten ein-
ander gletd) und man erhilt daber:
Cu4+m+1 — Cn41
et miiffen aud) die folgenden Refte einander gleid) fein d. b.
Ay m 41— Ao 1
bn+m == bn
w f. f

Der Kettenbrud) it alfo periodijd), denn e8 fehren bdiefelben
Quotientén wieber.

Uuf bdiefelbe Weife fann man eigen, bdap der Nuddrud

@) v+ B, wo o und B Nationalahlen find — fih in einen
periodijdjen Kettenbrud) entwideln laft.
Beijpiels halber mag der irrationale Yusdrud
20 T = 60+7TY5
e Tl T

tn einen SKettenbrud) entwidelt werden.
Da 183 = 60 + 7 /5 fo werde gebildet:
60 + 7 y5 _ 55 1

IS 80—l g5 —(180 — 21 y/5)
S TR
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Da dag in dem Brud) -1—8(:5—5;] V5
Gange nun gleid) 2 ift, jo erhalt man
60 4+ 795 1
183 o 4 10— 2175
55
Ferner wird
0—21 Y5 7 1
55 3 /5 5 —
5 10 +3 /b 2+3;/57 4
3 ys5—4 29 1
7 o ¢ = D 5__
28 +21Y5 o 4 20¥5—30
29
21 Y5 —30 _ 5 1
29 - - 5 — 5
10 +7yY5 4 4 Y55
15
Tys—5 4 1
5 15+21y5 21 1/5—29
L+ 44
21y56—29 31 1
44 294215 21 1/5—33
2 4+
31
215 — 33 2 1
31 - 5 5
11475 2+71/5 13
12
TY5—13 _ 19 1
12 39+21y5 21 /5 —37
44 e
19
20Y5—31 4 1
19 37+21V§-1+21 V5 —1

44

enthaltene grfste
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21y — 1 7 1
44 ~1+31/5__1+3|/3-6
7
3yY5 —6 3 1
1 14+17Y5 9 + 7Y5—13
3
iyb—13 61
3 ©39+21y5 14 2 V5 —317
16
215 —31 11 _ 1
76 3T+21yY5 L2 V/5—40
11
21 /5 —40 _ 55 _ 1
11 40+21y/5 ! Y5—15
55
21y —15 _ 2 1
55 b+TY5 L 151
12
TYh—1 _ 7 _ 1
12 3+ 375 - 3y5—4
7
3ys —4 _ 29 _ 1
7 28+21y5 n 21 y5—30
29
u. §. w.

Der Neft il/—‘:{—j fam jdjon weiter oben vor; bdaher muf

die Periode ded Kettenbrudhd die Duotienten, weldje wifden bdiefen
beiden gleidjen Jeften vorfommen, enthalten.

Der Kettenbrudy jelber mag nur in feinen Duotienten aufge-
fithrt werden. Gr ftellt fid) dann folgendermaken dar:

60 '*I&ZK{)_ = Rettenbrud) aud den Duotienten:
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2,2, 2
2

2
2

~

’

1,1, 2
1,1, 2

iy
-~
-
~
~

41,1, 9
41,1, 9
u. {. w.
Die beiden erften Duotienten 2, 2 gehoren nidht der Periode
an; lepteve beginnt mit dem dritten Quotienten 2 und enthdlt fol-
gende vierzehn Quotienten:
2,1,1,2,2,41,1,91,71,1,1

1,711, 1,
1,7,1,1,1,

~
~
~
~
-

%Inmenhung ber Kettenbriidje jur Berednung von
ogarithmen gegebener 3ahlen.

Mit Hiilfe der Kettenbriige fann man die BVeredjnung von
Logarithmen gegebener Jahlen auf Multiplifationen von Decimal-
bridjen guviidyihren.

©8 mag 3. B.
log 2 = x
beredynet werden, jo mup die Gleidung
10 = 2

aufgeldft werden.
Da x < 1, {o fann gefept werden

1
= ?, Wwo y > 1
Man erhdlt bann
1
10 =2
oder wenn man diefe Gleidjung gur Poteny y erhebt
10 = 2v

Da
2% = 8, 2 = 16
fo fann man fegen
y=3+ %, z>1

©8 ergiebt fid) dbann

1

10 = 8.2°
1

5 -

7 =2

oder durd) Crhebung ur Poten; z

() =

19



290

Da nun
(5)3_125
T/ T e T
(5)4_625
4/ T 256!

fo fann wieder gefest werden

z=3+—1—,u>1
u

L
w (3) =2
1

Dann folgt

w = (¥)

ober
u [4
() =%

Berwandelt man die Briide in Decimalbriide, jo folgt:
(1,024)" = 1,25

Da nun
(1,024)° = 1,23794003928538027 ..., < 1,25
(1,024)1° = 1,267650600228229401 . . ., > 1,25

jo fann man fjegen
u=9 + %, v>1
Begniigt man fid) mit diefer Anndherung und jdhapt

v
2+ 5
jo erhilt man fiix x = log 2 den Kettenbrud
log 2 — = M6 _ 030103
1 485
3+ il
3+ T
9+ 1
2+ 5

Diefed Beifpiel geigt hinveidhend, wie man bei der Beredjnung
der Yogarithmen gegebener Jablen die Kettenbriidhe benupen fann.



291

Sedszehnter Abjdnitt,

Bom binomifchen Sats und feinen Untwendungen.

Jn der Potengredynung find die beiden Sipe iiber Potengen,
deven Grundzahlen Summen oder Differengen {ind, itbergangen
worden — weil foldje Potenzen nidht auf einfade Weife umgeformt
werden fonnen. Gben fo vermifit man in der Wurzelvedynung zwei
Sipe itber Wurgeln, deren Rabdifanden Summen oder Differenzen
find. Diefe Liiden jollen nunmehr ausgefiillt werden.

Grhebt man die Summe (I 4 x) zur Oten, lten 2ten Pptens
und fo fort, fo erhdlt man der Reihe nad

A+x)0=1

A+x)t=1+x

A+x)?=14+2x+x?

(1+x)3=1+ 3x+3x2+x3

(I+x)* =1-4x+6x244x3+x*

(1+x)*=145x+10x>+ 10x3+ 5x* +x°

(1 +x)° =1+ 6x + 15x? 4 20x3+ 15x* + 6x° + x°

A +x)"=147x+ 21x*+ 35x®+ 35x* 4 21x>+ Tx5+x7

(14 x)® = 1+8x + 28x% 4 56x®+ T0x* + 5H6x° + 28x6 + 8x7 + x8
u. f. w.

Bebeutet nun n eine gange pofitive Jahl, fo iiberzengt man
fi bald davom, dafy die Cntwidelung der Poteny
: A 1 +xr
nur die folgenden Potengen von x
x% x!, x% x3 ....x"
eine jede mit gewifjen Faftoren multiplicivt, enthalten fann; denn
multiplicict man einen Yusddrud

ataxtax?4...+ a,x"

mit (1 4 x), fo fann dad Produft feine hohere ald die (n 4 1)t Po-
teng von x enthalten. Da nun, wie wir oben fehen, (1 + x)° hid)-
ftens die Poteny x® enthdlt, o mup (1 + x)° hodjjtend die Potenz
x?; baher (1 4 x)'° hodyjtens die Poteny x' u. {. f. enthalten.

Ferner iiberzeugt man fid), dap die Entwidelung von (1 4 x)»
mit der Ginbeit beginut.

Man fepe nun

A+x)=1+nnx+nx*+nx*+nxt4...
fo bleiben die Faftovew ny, ny, n,, ... welde von der Grife bder
3abhl n abhingig find — u beftimmen.
19"
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Da (1 +x)° =1 ift, fo miiffen die Werthe von
0, =20;0,=0;0, =0; ...
fein.

@8 mufy ferner, da (1 +x)' =1+ x ift — fein
L, =1;1, =0;1, =0; ...
Gben fo findet man ausd den oben gegebenen ferneren Potens-
entwidelungen (1 + x)?, (1 +x)3, (1 + x)* u. §. w.

2, =22, =1;2, = 0; ..

3, =3;3, =238;3,=1;3, =0;...

4 =44, =654, = 4;4, =1;4 =0; ...
. f. w.

Multiplicirt man nun die Gleidung

I+x=1+nx+nx2+nx*+...
mit (1 + x), fo erhdlt man
A+x) T =14+0+n)x+(n; +n)x2+ (n; +ny)x3+...(a)
Daffelbe Refultat aber mup aus der Gleidung
(A+x)=14+nx+nx*+nx3+...
erlangt werden, wenn anftatt n die Jahl (n + 1) gefept wird. —
Dadurd) folgt namlidy:
(A4x)rtt =14+ m+1),x+O+1),x2+ (n+1),x3+... (b)
Bergleid)t man die beidben Darftellungen (a) und (b) fiir
(1+x)+* mit einander, jo miiffen bdiefelben in allen einzelnen
Gliedern itbereinftimmen. Diefes ift nidjt anders moglid), al8 wenn
die Faftoren 3u allen Potengen von x mit gleidjen Potengerponenten
in beiden Darftellungen einander gleid) find; namlid):

(n+ 1) = n, +1 = n;+n, (wenn n, gleich 1 gefest wird)
(n+1) = n,+n,
(n4+1); = ny+n,
(n+1), =n,+ny
u. {. w.
@+ Dn= Ny + np_
u . w.

Die allgemeine Gleidung
(n + l)m = Np + Nm—1
{dyreibt fi) aud) folgendermafen
=+ Dm — Ny = Ny
oder wenn man anftatt n fmmer (n — 1) fept und ftatt m, (m 4 1)
Doti — (0 — Dmyr = (0 — D
Man fege nun in diefer Gleihung an Stelle von n bdie Jahlen
1, 2, 3, ... n der NReihe nad) und addire die Jo entitehenden Glei-
dungen, jo folgt
nm+l - 0m+1 == S(n—'l)m
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oder da, wie wir weiter oben fehen, Omyy = 0 ift —
(€) Npy1 = S(h— Dn

Dasd Beidjen S hat hier diefelbe Bedeutung, welde wir ihm
in der Theovie der avithmetijhen Reihen beigelegt Haben. Sept
man nun in (c) fir m den Werth Null und beridfidhtigt, dap
n, = 1 gefest worden ift, jo erhdlt man

n=S81=n
Sept man ferner m = 1 und bedentt, daf jest
(n—1) =n—1

ift, fo ergiebt fih aud der Theorie der avithmetijden Reihen

—1
n, = S(n—1) = nl('.l 5 )
Gept man jest m = 2 und bedentt, dai
—1)(n—2
(n—1), = <"_1_>_(£_2_>

ift, fo folgt aus der Theorie der arithmetijdhen Reihen
L _g=DO—2 _ n@—1n-2
3 1. 2 1. 2. 3
Auf dhnlide Weife ergiebt fid) nad)y und nady:
m—1Dm—2)(n—3) _ nh—1)n—2)(n—3)

=89 3 1.2, 3. 1

_=DO-=3)0—4) _1@-D=2 (-1

5 T 2. 3. 1 1.2. 3. 4. 5
u i. f.

Allgemein fann man endlid) zeigen, daf
o n(m—1)(n—2)....(n—m+-1)
Mm = {79, 3 ... m
oder gleid) derjenigen Griohe fein mup, welde wir in der Theorie
ver arithmetijdjen Reihen durd)
(n, m)
beseidynet Haben. — Ueber die Grofen (n,m) haben wir ndmlid
ven folgenden Sapy bewiefen
(nm)—@—1m=mh—1m—1)
oder wenn fiix m,m+ 1 gefept wird
mm+1)— (@O—1m+1)=(n—1,m)
Yus diefer Gleidhung haben wir ferner in ber Theorie ber
arithmetijdhen Reihen die Summenformel hergeleitet
(m,m+1) = S(n—1,m)
Yud diejer Summenformel und der folgenden
it = S0 — 1)
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ergiebt fid), daf die Grofen ny, und (n,m) fiir alle Werthe von m
iibereinftimmen miiffen, wenn fie fiiv einen beftimmten Werth von
m gleid) find.

Wir haben aber gefunden

n =n = (n,1)
n = rll(n_zl) = (n,2)
u. |. w.

Daher muf allgemein
nn—1)(n—2)...(n—m+-1)
1. 2. 3 ... m

nn, = (n,m) =

fetn.
Ausd dem BVorhergehenden folgt nun, dah — wenn
nn—1)(n—2)(n—3)...n—m+1)
1. 2. 3. 4 ... m o
gefest wird — die Poteny (1 +x)* jid) folgendermafen
daritellt
A+x=14+mx+nx24+nx3+... fn.x"

Die Faftoven ny, n,, Ng, ... N, ... nennt man Binomial-
Godéfficienten, da fie die Faftoven oder Codfficienten bei Gnt-
widelung der nter Poteng ded Binoms (1 + x) nod) Potengen der
einfadjen Grofe x bedeuten.

Neber diefe Binomial-Coéfficienten eriftiren meh-
vere Sipge, weldje jum Theil eigened Inteveffe bejiten,
um Lheil fiir die folgenden Gntwidelungen von Nupen
?ein werden.

Nm

1. Npn = Npn

Nm biefen Sap zu beweifen, bemerfe man bdie Identitit der
beiden Produfte

[nn—1)(n—2)...(n—m+1)][1. 2. 3.... (n—m)] =
[n(a—1)(m—2)... (m+1)|[{1.2.3.... m]
Jeded diefer Produfte ftellt dad Produft der erften n natiir-
liden Bablen
1.2.3..... (n—Dn

par. Aud der vorftehenden Produftgleidjung leitet man nun bie
folgende Gleidjung her

nn—D(@n—2)...n—m+1) _ n(n—1)(n—2)....(m+1)

1. 2. 3 ... m T 1.2 3 = m)

i

Die linfe Seite diefer Gleidhung ift nad) der Grflirung des
mien Binomialcodfficienten gleid) nn; die redite dagegen gleidh ny—m.
Denn e ift:
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nh—1Y m—2)... n—Mm—m+1)

Mem =192, 37 ... (n — m)
n(n—1) m—2)... (m+1)
1. 2. 3 ... (n—m)
Alfo ergiebt fid), wasd zu erweifen war
Np = Mhm
NAus bdiefer Gleidung folgt 3. B.
1 = n, = Nn
n, — Np—1
Ny = Np2
u. §. w.
II. (@ + Do = o, +

(wenn o eine beliebige Jahl bedeutet).

Diefer Sap ift jhon frither fiir eine gange Jahl « bewiefen
worden und e8 ligt fid) feine Ridhtigfeit auf demfelben Wege fiir
jeded a leidh)t nadyweifen. Denn es i%t

(@t Da(@—1) ... (@a—n+2)

@+ Vo= =53 . n
_af@—1) ... @—n+2 (@a—n+1
WET 9 T (n—10) n

Subtrahirt man beide Gleidungen von einander und beadytet,
bafy die beiden Jihler den gemeinjdjaftlichen Faftor
af@a—1) (z—2) ... (@—n-+2)
befigen, fo ergiebt jidh A
R T e
_a(@—1H@—2)... @a—n+2)
="1. 2. 3 ... @m—1
b. 1. = oy,
Man erhdlt alfo
(@ + 1)a = a0 + any
fiir jeden Werth von a.
Die Bedeutung von «, ergiebt fid) aus diefer Sleidhung, wenn
n = 1 gefept wird; denn da (a + 1), = a + 1; o, = a ift —
fowitha+1=0a+a

o, == 1

. (04 1) tmpr— @—n) an = @—m) (@4 Doys
Um diefe Gleidung ju beweifen, bilden wir
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afa—1).... (a—m+1) (a —m)

Mmtl = U m (m+1)
o aa—1) ... (a—m+1)
A T m

Multiplicirt man die obere Gleidjung mit (m + 1), die untere
mit (@ —m), fo erhdlt man bdaffelbe Rejultat. Daber ift

m+1)ants = (a—m) oy = Gty — Moy
Aud diefer Gleidung folgt
m (Omy1+ am) + omy1 = g

oder ba nad II.

ift, fo ergiebt fidy:
m (a + l)m-l-l -+~ Om41 = O0m
Multiplicivt man ferner die Gleidung
Umt1+ am = (@4 Dmy1
mit n und addirt jur vorftehenden Gleidung, fo folgt:
m41)tmys +nom +m @+ Dyyp1 = dom + 0 (@ + Dngs
oder

tmt1 + om = (@ + Dy

(m+1) omys — (@—m)om = (n—m) (a4 Duny:
Iv. &3 ift: .
%Bn + alpn—l + agpn—Z —+ ... an—lpl + anpo = (a + p)n
wenn o und B irgend welde Jahlen bedeuten.
Man fepe die Summe :
aopn + alpu—l + ... an—lﬁl + anpo = GCn
und bilde hieraus:
(n + 1) Onp1 == (n + 1) aOB,,.H + (n + 1) alpn + “ee
+ @+ 1) anhy + (0 1) augafy
Bon diefer Gleihung fubtrahive man die folgende
(@—n) on= (& — ) af + (@ —1) B + ... + (x — 1) aafl
fo ergiebt i), wenn man nad) Bay1, Bu, Bo—t, ... Ordnet:
(1) ongs — (2 — 1) 00 = (n+ 1) ayfays
+ [(n+ 1) oy — (¢ —n) o] Ba
+ [(m+1)ay —(@—n) o] fos

+ ...
+ [0+ 1) tags — (2 —m) a1 By
RNun ift aber nady IIL
(m+1oa,—(@—n)a, = n(a+1),
(m+1)ay—(@—m)a = @m—1) (a+1),
M+ Doy —(@2—na =m0—2) (a+1),
u . w.

(m+Dagpy—@—n)ay= 0 . (a+ Doy = 0
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Benupt man diefe Gleidjungen, fo erhilt man:
(n+1) onps — (@—1n) on = (n+ 1) apfays +n (2 +1),Pa
+—1) (@t Dyfaca+ ... + 2@+ Dafp+1. (24 1)aby
Dividirt man bdie Grofe mpB, durd) B, jo ergiebt fid)
mBn __mB(E—1) B—2)...83—m+1) _ (p—D(E—2)...(3—m+1)
B B.1.2. 3 ... m T 1. 2 ... (m—1)
= (B — D
Wenn daher die vorleste Gleidhung durd)y B bdividirt, und
die eben gegebene Formel benust wird, jo folgt

(Ot Donss = (%0 (5 1), + @+ 1)y (B— Do

+ (@t 1) (B——ﬁl)n—z oot @t Daa G— 1D+ (et Do (B—1),
Sept man nun nady 11
. ‘ (@4 Dun = om 4 om—
jo erhalt man:

(n+1)op41 — (@—n)a,

8 =g (B—Dn + (o0 + ) B— Do +
(a2+a1) (B—l)n_z +...+ (an_1+ Otn—2) (ﬁ—l)l + (au + 0‘n—l) (@—1)0
=y [B—1Da + B—Daa] + & [(B—Duas + B—1Da-] +
0 [B—Duz+ B—Doss] + ... + aaea [B—1 + (B—1)]
+oan (B—1),
Wendet man nun die Formel IL
(p‘—])m + (ﬁ_i)m—l == pm
sur Umwandlung der redten Seite an und bemerft, daf (B —1),
=1 = B, ift — fo wird erhalten
. ODHB—(G_H)GD = apfa F ofar o oanfy +oaaf
b. . = o4
8 ergiebt fidh) bald ausd diefer Gleidhjung
(ll+1)0n+1 - (a-}-p—n)cn

Nun fepe man fiivn der Rethe nad) die 3ahlenO, 1,2, ...
n—1 und multiplicive die o entftehenden Gleidungen
mit einanber, o folgt

1.2.3...n0;0y03...0p = (a+P) (a+p—1) ...
(a+B—n+1) 650y 05 ... Gn
Dividirt man red)td und linfd erft durd) dad Produft
G1 G «.. Op—
und dann durd) 1.2.3. . n2, fo entft:zl)t pie Gleidung:
_ (@+B)(@+p—1)... (a+p—n+1) .
1 2 0

n

n

b b . On :.(a-lléjn R
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Wm o, ju finden, fepe man in der RNeibe fiir 0., n = 0, fo
ergiebt fid) ’
9 = af, = 1
Aljo ift oa = (a+B)a
und daher, wad u erweifen war:
(a+p)ﬂ = %pfl + alpn—-l + B an—lpl + anpo

&8 foll jept die Summe der Reibe
Sa = oy + yx + %2 + a,x® 4. .. in inf.

angegeben werden, wenn a eine peliebige veelle Jahl ift.

Junidyft ift su bemerfen, daf die Reihe ind Unendlide fort-
gebt, wenn o feine gange Jahl ift. — Bedeutet nun B eine beliebige
reelle Grofe, fo erhdlt man die der obigen Reibe entfpredjende

Sa = B Bx B+ B

PMultiplicirt man nun die beiden NReihen So und Sg mit ein-
ander, in ergiebt fidy nad) Ausfithrung der Multiplifation, da o,
=11

Sa S = 1+ (o,f; + o,By) X + (28, + 2B, + a,B,) x2

+ (2, +ooyBy + ofl B P+ ...

-+ (a“pn + alpn-—l + a2pn——2 +... + an—lpl + anpo) b &

+ .
Da nun nady 1V.
auBl +a ﬁu == (a+6)1
aBs + By + 2 = (a+p),
aoBs + oyfy + By + By = (a+B);s
u. . w.
%ﬁn + alﬁn—l + agﬁn—? + RN an—-lpl -+ anpo = (a+ B)n
u. . w.

ift, fo erhdlt man
SeSg =1+ (a+B)ix+ (a+B)yx® + (x+B)sx3 + ... in inf.
Run ift nad) der Grflarung der Reihe So
S@4B) = 1+ (a+Pux + (a+B)ex®*+ (a4 PB);x* + . .. in inf.
Daber ergiebt ficdh ’
SaSg = S(a+p)
Aus diefer Gleidjung leitet man leidt die allgemeinere fol-
gende her:
SaS8 Sy... = S@@4B+y+..2
Sept man nun

a:ﬁ:-r—_—:__
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wo m und n gange Jahlen find und nimmt n folder gleiden SGropen

an, jo folgt g
LE) = s
Da nun nad) dem Obigen
Sa=14+mx+mx*+mx}+4+...=(01 4+ x)»
ift, fo ergiebt fidy
{S(;)} = +xm
obder
w=a
9. b. wenn wiede 5"; = a gefept wird
S, = + »*
Aljo erhdlt man folgende Summenformel

A+ x*=140ox+ 0a,x*+ o x> +...ininf.

Diefe Formel gilt vorliufig nur, wenn o irgend welde pofitive
gebrodjene 3abl bedeutet. Aus ver Gleidjung

Sa S = S(atp)

ergiebt fidh aber, wenn § = — a gejett wird
S, S_, =1
oder
1 1 —a
S == o =1
—a S, 1+ x* 1+x

Daber gilt die Summenformel
A+ x*=140 x4+ o, x2+ a, x*+...ininf.
aud) nod), wenn o« irgend welde gebrodjene Jahl bebeutet.
Cndlid) erfieht man, dap bdiefe Fovmel nod) giiltig bleibt, felbit
wenn o irgend welde irrationale 3abhl ift — denn man fann jebe

irrationale 3abl, fo genaw man will, al8 Brud) jzweier gangen
ablen darftellen.

Allgemein ift daber fiir jedes veelle o
A4+x*=140ax+ o0, x2+ o, x*+ ...ininf.
Die Grofe x muf nur innerhalb joldjer Grengen bleiben, daf
die NReibe fir (1 4+ x)* jummirbar (convergent) bleibt. Sft diefes
ver Fall, fo ift ihre Summe gleid (1 + x)*
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€8 mag nun unterjudyt werden, innerhald welder
Werthe von x die Reile

1+t oyx+oax®+a x4 ... =10+ x)*
fummirbar bleibt.
Die Reihe
1+ ey x+ox2+a;x3 4 ...
ift ftetd jummirbar, wenn fie einmal abbridht. Diefes gefdjieht, fo-
bald « eine ganze pofitive Zahl ift. Fiir jede ganze pofitive
3ahl a hat man bdaber, wie aud) x bejdjaffen fein mag
A+x=14a x +ax?+ax3+...
it « eine gebrodjene Jahl, o bridht die RNeibe niemald ab.
©oll nun die Reihe jummirbar bleiben, {o miiffen thre Glieder,
abgefehen von den Vorzeiden, immer Fleiner .werden oder {ich) der
Null bei wadjjender Gliederzahl immer mehr anndbern.
Betradjten wir nun bdie beiden auf einander folgenden Glieder
der Reibe
On X®, Op 41 X*H1
und bilben ihren Quotienten
_ On41 xn+1 _ a—n
b= T 1+ %

fo erfehen wir, daf bdiefer Quotient fiir ein pofitived x und fitr
eine betradytlid) grofe ahl n (weldje ftetd grofer al8 « angenom-
men werden fann) eine negative Grofie hat. So lange nun x einen
foldhen Werth bat, daf der Jahlwerth bdiefed Quotienten:

n—-«
n+ 1
fo grof aud) n angenommen werden mag — fleiner ald die Gin-
beit ift, wird die Neihe jummirbar fein.
Daraud folgt, dah, welde 3ahl aud) « fjein mag — die Reibe
ftetd jummirbar bletben muf, wenn
x eine pofitive Jahl innerhalb der Grenzen x=0
x << 1 bebeutet.
DOenn je grofer n wird, um jo mehr nabert fidh der Brudy
a

n—ao n

n+ 1 1+ L
n

per Ginbeit; damit alfo fiir beliebig grofe n
n—a
A

ift, muf x felber fleiner al8 die Ginbeit jein.



301

Sft zweitens x eine megative Jahl, o ift

_a—n
+r =777 X

eine pofitive Sahl, wenn n betradtlidy grop (groper ald a) ange-
nommen wird. Damit nun fir ein nod) jo grofed n diefe Sahl
Heiner al8 bie Ginbeit wird, mufs der Jahlwerth der negativen Jahl x
fleiner alg die Ginheit fein. Denn der Brud)

o
«—n LT

n+1

1+
n

nibert fid), je groBer n wird, um o mehr der ahl — 1; daber
muf der Sahlwerth) von x fleiner ald die Ginbeit fein, damit basd
Produft

a —n
P
fiir nod) fo grofe n fleiner al8 bie GEinbeit bleibt.
@8 ift bemnad) die NReibe
14+ o x4+ ay x2 4+ a3 x>+ ...

ftetd jummirbar fiiv eine beliebige Sahl «, wenn x nur die Grens
bedingung erfiillt

1>x>—1%

Gutwidelung der allgemeinen Binomialformel
Bezeidhnet fiir die Folge b eine pofitive obder negative Jabl,
veven Jahlwerth fleiner al8 bdie pofitive Jahl a ift, fo i?t
1>2>—1
Daber mufy die Reihe
1+ a -Z— + o, (%)2 + a3<2)3—..

a

{tet8 fummirbar bleiben, welde Sahl o aud) immer fein mag. Die
Gumme bdiefer Reihe ift nun nad) dem Fritheren

B = rea() e (F re ()

a a -/

*) Oiejenigen Falle, in weldyen die Neibe nodh) jummirbar bleibt, wenn x Ddie
Grengen 1 und — 1 evveiht — find hier itbergangen.
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Multiplicivt man diefe Gleidung mit a*, fo ergiebt jidh
(a+b)*= a* + o a® ' b+ a, a® 2 b + o5 a* 3D +.
Diefe Gleidjung bleibt fo lange vidtig, al8 der Jahlwerth ber
negativen oder pofitiven Sahl b Fletner ijt ald die pofitive Grofe a.
Sept man nod) o gleid) der pofitiven gangen 3ahl n, fo ift
die Reihe auf der 1ed)ten Seite ftetd jummirbar, da fie nur (n 4 1)
®lieder enthialt. In diefem Falle erhalt man, wenn a und b irgend
welde Sahlen fiud uud naddem fiir ny, n,, ... ihre Werthe gefept
find fiir die ntt Poteny des BVinoms (a 1+ b) die Formel

(q_}_b)n_dn_*_ all—lb+“(n l) an— zb2+'1]("2 1)(“ 2) an—=3h4-...

1) 2 hn—2 - n—1 n
g @ pr—2 + 2 T ab'+4+b

n (n—

LR

Gept man fiiv b die der Form nad) negative Jahl — b, fo
erhilt man:
—h\n — n_P__ n—1 l](n—l)g“—2 2_n(n_l)(n_2)nn—3 3L
(a—b)*=a T8 b—i—l 5—a b 1 9. 35 @ b3+...

Foo (=Dt abat o (— D) e
1

G5 joll jept die Anwendbarfeit der Formel
(a+b)* = a* + oy a®* b+ aya® b2+ aya*3bd+ ...
(wenn a > b > — a ift)
qur Ausziehung von Wurzeln gegeigt werden.
@ept man namlid) fiiv o den Brud) 1 T fo ergiebt fid), da

(a+b)u= Va+b
ift — die Entwidelung .
n/—— n,— 1 n— b 1 1 n— b
Va+b = ya+ ;]/a. ;—{—;(;—1)1/3; -?"'"‘
1. 2
obet

e 1b 1(mn—1)»? 1(n——1)(2n——1)b3
1/a+b-l/ T4+ 2 "n. 20 22 n.2n. 8n U ]

Sept man nod) fiiv a, a» o ergiebt fich die metl)euentwtcfelung

1 b 1(m—1) b?
l/a""‘b—“‘[l+na“_"n. 2n  an
L La=—)Ei—D
n. 2n. 3n  asn "
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Soll nun aud einer Sahl Z bdie nte Wurgel gezogen werden,
fo fude man eine folde Sahl fiir a, daf a» moglidy{t nabe bei Z
liegt und fege Z = a» + b, jo wird b einen um jo fleineren Sahl-
werth haben, je ndber a» bei Z liegt. ©8 wird daher die Cnt-
widelung von

VT = JeF b

burd) eine Reihe bdargeftellt werden, welde um jo {dhneller um
Biele fithrt, je gevinger der Jahlwerth ded Vrudyes E; ift.

Beifpiele.

1. Die Quabdratwurzel aus bder Jahl 2 durd) eine
Reibe darvguftellen und ju berednen.

Man fege
m? c

w T
ungb wdihle fiir m eine nidht zu ¥leine Jahl — judje dann dad unter
'?7 liegende ndadyft niedeve Quadrat, welded gleid) n? fei — fo mufp
c eine verhdltnifmdpig fleine Zah! fe2in.

@8 jei 3. B. m = 10, fo ift 1‘_'2_ = 50, baber n? = 49.

Man echilt nun aud der Gleidung

2
g m L 100_*_7077

9 =

n? n? - 49 ' 49
fiir ¢ die Zahl — 2, daber ift
9 = 100 — 2
- 49

oder

5 /100 —2
V2 = —
Da nun nad) der Formel

n— 1b 1. (n -_ 1) b 2
Vw+b=a1+;5—ﬁ“%*ﬁﬂ+“]
fo ergiebt fid) in dbem vorliegenden Fall, won=2,a =10, b=—2

unth——s—Otft:
N 1 1 1 1 71\
V1°0—2=10[1“§-%‘7'I'<36)

R ]
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oder 100 —9 - [1 — ,_I.__L (_1_ 2_._ 1_(__1_)3
V100—2 =10 100 2 \too — 2100

= 5 (0) =]

Numerijd) ergiebt fid)

1
o5 =001
1 /1)
2_( 17)6) = 0,00005
1 ( 1 >3—0000000r
2 \10p) = OO
5/ 1\
o 1_06> = 0,000000006 . . .
Daber ift
1 171N 1 /1N 51y
w0+ 3 (t0) + 7-(0) + (00 + -

= 0,010050506
auf neue Decimalen genau.
3 ergiebt ficdh) alfo

Y100 — 2 = 10 [1 — 0,010050506] = 9,89949494
und demnad) vermdge der Gleidung

/T = /100 —2

7

=98
Yy — 28I 01856

1
auf adjt Decimalen genau.

2. Die dritte Wurzel ausd der Zahl 19 durd) eine
Reihe darzuftellen und u berednen.
Man fepe

m? c
19 = =+ 5
nehme fiiv m eine nicdht zu fleine 3ahl an und fudje diejenige Jahl n
. 3
auf, deren dritte Poteny jo nahe al8 miglich) bet T_S) liegt.
Gept man gum Beifpiel m = 8, fo wird, da n® miglidhit
, 8% 512 ., , .
nabe bei 9 = 19 liegen foll, n gleidy) 3 3u fepen fein.
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€8 ergiebt fih nun ¢ = 1. Zieht man jept ausd der Gleidhung

o 81 _ 51241
=T = 27
die dritte Wurgel, jo erhdlt man:

Nus der Formel
s —a[1e b b LOgh (Y]

ethilt man nun, wenn a = 8, b = 1, n = 3 gefept wird, die
foIgenbe_%eibenentwicfelung fir 13/ 8+ 1

peri=s 1+ 5 g~y (o) +ailem) =]
In Decimalbriiden ift jest
1

——575~ = 0000651042
1
Seizyr = 0000000424

Hieraus folgt

VB F1 = 8,0052049472
und daher bid auf die neunte Decimale genau

o Q341
J19 = V8 ; L — 9668401649 . ..

Auf die angegebene Weife findet man ferner durd) Reihen-
entwidelung

1
— Y3 —11 _ 3 117 ]
VIt = 2 Q[I“T 2187 17 2187¢ '
= 1,49891987 .

Anwendung der Binomial- §Ret[)e gur Cntwidelung
per Grofe a* und ded Logarithmus von (1 4 x) nad) Po-
tenzen von x.

Wenn in der Reibe

1+ )" =1+ %x—i— rll(n;—I) x? 4 rll(n—‘;l)(ns—.?) x3+...

an bdie Stelle von x {tets % gejept wird, {o ergiebt {idh
20
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x\" n x ne—1)x* nm—1Hn—-2)x
() = T+ mt L o m

ober nad) einfadjen Umformungen

(1) =143+ 0= 25 +0-0) (=2) -

e grofier nun die Jahl n angenommen wird, um fo fleiner

erden die Vride —, —, —, ..
wer %d)n'n'n'

Daher muf fir n = oo jeder der Faftoren (1 — %),
(ll — %), ... der Ginbeit gleid) fein und man erhilt
x3 x4

. X
() lim (1+K) 193 T 1T9.51

Wiirde man in der friheren Gleidung ftatt n — oo fepen,
{o wiirde fid) ergeben

2
=1+T+ 75+ +...

n
n="ow

i x \» . X X2 X3 x4
fim (Hn‘)__:“ri tietiestiesat -
oder
. x)—»o X x? x3 x4
(b) ""‘(1“?) =ty +tiztigstizsst -

n—w®

Sept man nun
n
— = m, n = mx
X

in (a) ein und bemerft, dafl, wenn x eine pofitive Grofe ift, m
unendlid) grop wird, wenn n unendlid) grof ift, jo ergiebt fidh

. 1= X x2 x3 x4
“"’(Hm)m:w“]* TtTetrestiesat -
Gept man ferner
n_ - m, n = — mx
— X

in (b) ein und bemerft, daf, wenn x eine negative Grife ift und
n unendlid) grop witd — aud) m unendlid) grofy werden mup, —
fo ergiebt ﬁdg
x3 x4
T3 tizsat
Letere Oleidung gilt alfo, wenn x jowohl pofitiv al8 aud
negotiv genommen wird.

. 1 mx . X2
hm(l-l—Tn—) =1+x+ 20+

m— o
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Nun ift aber

()" =+ 2}
und daher

(14 L) = (2|

m == m o

Demnady ergiebt fid)

. 1™ * x  x? x3 x*
) {l"“ (1 tm/ } =lt1+ystioatiosat

m>I— o

Sept man in diefer Gleidung an die Stelle von x einen
Yugenblif die Einbeit, o folgt
1 1

. I\ .1, 1
1"“\(1+E>m:w“1+1—+ Tz T1e3 1234t~

Am SHhlufp de8 Abjdynittes iiber geometrijdje Reihen bhaben
wir die Grenge, weldjer fid) die Grdfe ben

1+ %)
m
bet immer Etii{;er werdendem m mehr und mehr anndbert, durd)

pen Budjftaben e begeidhnet. Fiir die Bevedynung bdiefer Jahl e er-
halt man daber jept bie umendliche Reihe fer 81

1 1 1 1

e=l+yv+yz+t133 t 12320
aus welder man fiiv e den Jahlwerth erhalten fann
e = 2,71828182845904523536 . . .

Bedeutet der Bud)ftab ¢ bdiefen beftimmten Werth, fo findet
man aud (c), wo

. 1\»

lim (1 + E)mzw = e

au fepen ift — bdie folgende Reibe
3

X x? X x4 . .
e=1+3+y5+1o3t1o3g t ok

Mittelft diefer Reihe fann man beliebige Potenzen oder Wue-
seln der 3ahl e beredynen, da x eine beliebige pofitive oder negative,
gange ober gebrodjene Jahl fein fann.

Sept man nun

al = ¢*

und nimmt von diefer Gleidjung die briggijden Logarithmen, fo
erhilt man
20"
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yloga =:=: xloge

ober
log a
loge

Aud der Logarithmenlehre ift aber befannt, daf der Logarith-
mus einer 3ahl N, genommen in einem Syftem, deffen Grundzahl
m ift — jid) mit Hulfe der briggijhen Logarithmen folgendermaken
darftellen lafst

X:Y

log N
log m
Nady der Erflirung eined Logarithmus ijt der obige Logarith-
mud aber aud) gu {djreiben
Log™N

Demuad) wiirde
083 _ Log®(a)

log e
3u jdyretben fein.
Crflarung:
Das logarithmijde Jeiden
Log®(a)

b. i. der Logarithmus einer 3ahl a, genommen in einem
Syftem, dejjen Grundzabhl
e = 2,7182818284 . ..
ift — wird einfad) begeidnet durd
I1(a) ober log nat (a)
und gelejen logarithmus naturalis a.
In Folge diefer Crflirung erhdlt man aud der Gleidhung

< = log a
log e

b %g—z— — 1(a) ift — bie folgende Gleidjung
x =y l()

Demnad) ergiebt fid), weil a7 = e* gefept war — aud der
OGleidyung

aY=1—l—%

x2 x3

+ 1.2 + 1.2.3

die folgende
e =R WLV O

1.2 1.2.3
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ober wenn man wieder fiir 1(a) den Slluﬁbrucf fcf)retBt

. Y loga y? Ioga> y3 loga>
a =147 loge+1.2 log e 1.2.3\log e

In der Reihenentwidelung
@ =1+l + 2(13)»
fepe man an bie Stelle von a den QBert[) (1 + x) und fiir y bie
Srife %, {o folgt

1

1+3%" = 1+—1(1+

1.2

1
Gntwidelt man nun (1 + x)° nad) der Binomial-NReihe, fo
wird erhalten:
1

) 1 1 1/1 /1
(L+x) =1+ + (T—1)xz+;(n__1)q_2)xs+...

2 1. 2. 3

1

Durd) Bergleidung der beiden CEntwidelungen von (1 + x);
ergiebt fidh alfo:
1 1 2 1 1/1
141040+ (11 F3)) + =T+ —x + ~(E—1)
1.2
1/1 1
1. 2. 3

Subtrabirt man auf beiden Seiten diefer Gleidung die Gin-
heit und multiplicivt dann mit n, fo folgt

10+ + == [P+ ... =x+ (%—1),12
1.2 1.2

s

1. 2. 3
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Dadurd), daff man in diejer Gleidung die 3ahl n iiber alle
Grengen wad)fen ligt — wird der Brud) - ver 3ahl O immer nd-

her geviidt und man fieht, daf fiix n = o die linfe Seite der
vorftehenden Gleidhung fidh auf 1(1 + x) vedbucirt, — wdhrend die
red)te Seite die Geftalt gewinnt

1. x? 1.2, 1.2.3
=T T T Y e s ad
oder einfadjer
x? x3 x*
X—_2-‘*"3_“4—%#

Daber ergiebt fidh:

X2 X3 x4 X5
0 =x—5+3-—7T+7%

JIn diefer Reibe fiir 1(1 + x) bedeutet x eine Jahl, weldhe
innerhalb der Grengen — 1 und + 1 liegt. Sest man an bie
Stelle von x die Grofe — x, fo erhdlt man ausd der vorftehenden
Neibe

Il —x) = — x — 5 — - — —— — — —

Diefe Gleidung jubtrahive man nun von der obigen und bes
denfe, daf

1+x)

1—x

11 +%) —1(1—x) = 1(
ift, o entfteht

1+x)__ 2x3 2x° 2x7
() =2x + -+ 5+ 2 4

8 foll jept nod) sweier Reihen Crwdihnung gejdhehen, weldye
indbefondere bei der Veredynung bder Logarithmen ganzer Sablen
benugt werden.

Ausd der Gleidung
P =(p P p? 1)

folgt, wenn bie Logarithmen genommen werden
= _ _r
2p =10+ 1+ 10— +1(—)

oder
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3 . 2[)2 —1 + 1
2lp—1(p+1)—1p—1) =1 T 1T
1
1+ =1
=1 | —= -
1 — 1
2p? — 1
Gntwidelt man nun nad) der Reihe
1+xy 2x8 2x°
1(1_x/,_2x + -t
1+ 2—?"1;—1
ven Yusdrud 1 -——2—1—— , o erbhdlt man
LT
1
N v N T
1 1T | 7 2p—1 3(2p*—1)3
T —1
+ 2 +
5QpE—1y "
Daber ergiebt fidh
2 2
2
Tseey
oder nad) erfolgter Divifion durd) 2
1 1 1 1
lp— 9 l(p+1)——§— I(P—l)"—2p2__1 +3(2p2_1)3
1
+——_———5(2p2~1)5 + ...

In diefer Gleidung fepe man an die Stelle von p der RNeibe
nad) die Jahlen 101, 102, 103...... 132 und beredyne fiir bdiefe
Sahlwerthe die yweiunddreifiig Reihen

1 1 1

®=s5m—1 tsgp—p tseer—1p ' "

welded ofjne erheblihe Sdywierigleit gefdjehen fann, da man von
viefen Reihen nur fehr wenige Glieder gebraudt — inbem der
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. . 1 1 .
groBte aller Briidje 571 den Wert) 30401 befist und man

sur Beredynung der Reihe

1 1
(0D = s6401  52oaory T
auf hundert Decimalen nur 12 Glieder diefer Reihe gebraudyt.
3t die Berednung der 32 Reihen erfolgt, jo zerlege man bdie
linfd auftretenden Logarithmen in die Summe der Logarithmen ber
Drimfaftoren, fo ergeben fid) 32 Gleidungen, aud denen man die
Logarithmen der erften 32 Primgahlen von 2 bis 131 und dem-
nid)ft audy bdie Logarithmen aller jujammengefesten Sahlen von 2
bid 136 erbalten fann.
Weit jdymeller erveid)t man bdie Beredynung bder Logarithmen
auf dem folgenden Wege.
Pan bemerfe die Gleidjung
G—1D"G+2D—@+1)*(p—2) =4
und forme bdiefelbe in die folgende um
P—1D(@+2)_ (+1)*(P—2+4 _p*—3p+2
G+ (—2) (@+1*0@—2 p’—3p—2

Jetst nehme man auf beiden Seiten die Logarithmen, o folgt
p*—3p+2
21— +10+2 — 216+ D —16-2 =1(5=5153)

p*—3p—2
2

B S

1— 2

p*—3p
RNun entwidele man den Logarithmus redjtd mittelft der Formel

1+4+x 2x3 2x°
1(1-——X>= 2x + —3— +—5—' +

fo ergiebt fid), wenn bder Ginfadhheit wegen gefest wird

2 1 2 ¥, 1 2 )
®= g+ gy 5l o
die Gleidung
21—+ 10+ —21(p+1D—1(p—2) =2 ()
oder wenn durd) 2 dividirt wird

1o—1) — 1G+D+ 5 10+2) — 5 1(—2) = ()

Jn diefer Gleidjung fepe man wieder an die Stelle von p bder
Jeihe nad) die Jahlen 101, 102, 103, ... 132 unbd beredjne fiir
diefe Jablwerthe bie jweiunbddreifiig Reihen
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(p)=p3——3p+§(p3——3[—)> +€<p3——3——p +
welded um fo leichter gefhehen fann, da bder grofite aller Briide

1 , ,
T nur den Werth 574999 befist und man bdaher von feiner

diefer Meithen, um auf hundert Decimalen die Rednung aus-
gudehnen, mehr ald neun Glieder gebraudt.

; Der weitere Fortgang der Beredynung ift derfelbe, wie weiter
oben.

Hat man fid) nun eine Reibhe von Logarithmen fiir die Grund-
3abl e verfdafft, o fann man die Brt’ggi?d)en Logarithmen bder be-
treffenden 3ahlen finden, indem man die erfteren durd) 1 (10) divi-
pirt; denn aus der Logarithmen- Theorie hat man die Gleidjung

Im
log (m) = 110

Siebengehnter Abjduitt.

Aufisfung der Gleichungen durch nnaberung.

Obwohl man bdie Gleidjungen dritten und vierten Graded nody
algebraii) auflofen Yann, jo mad)t man von diefer Auflojungs-
methode dod) nur felten Gebraud), weil bdie Beredhnung eine zu
umftindlidge wird; man bedient fid) vielmehr einer NMethode, weldye
unter der VBegeidmung , Aufldjung der Gleidjungen durd
Anndherung” befannt ift und welde den Vortheil vereinfadjter
Redynung gewdbrt.

Jit trgend eine algebraijde Gleidung von der Form

X"+ oa x" e, x2 .+ gy x a2, =0
gegeben, fo judje man durd) einige Proben jwei gange auf einander
folgende Jablen 3u ermitteln, innerhalb weldjer eine Wurzel x ber
vorgelegten Gleidung liegt. Bebeutet nun o einen Wertl wijdjen
diefen %eihen auf einander folgenden ganzen Zahlen (ben man am
beften fo nabe al8 moglid) der Wurzel x durd) Probiren obder
Sdyagen wahlt), jo laft die Wurzel x fid) folgendermafen darftellen

X=a+ o
wo w eine geringe Jablengrofe (Correftion) bedeutet, deren Jahl-
werth zwifden den Grengen O und 1 enthalten fein wird. — Sept
man nun in der gegebenen Gleidjung

X"+ agxtl1da,x2 ... 4a, =0
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an die Stelle von x bdiefe Summe o 4+ o und bildet nad) dem
binomijdhen Sape die Potengen x», x>~ u. f. w., fo wird man
eine Gleidung erhalten, deren linfe Seite fid) nad) Potengen von »
fortjdhreitend entwidfeln laft. Diefelbe wird bdie Form haben
A+ Ao +Ao+...=0
Da nun o ald verhiltnifmdpig fleine Grofe angufehen ift,
fo fann man bie bdritten und hoheren Potengen von o ald uner=
heblid) vernadyldffigen; in der Regel wird man fogar jdon bdasd
Quabdrat von o vernad)ldffigen diirfen. Man erhilt dann entweder
die Gleidhung
A4 A o+ A 0=
oder bei Vernad)laffigung des Duadrated von o
A+ A 0=0
Aus einer diefer beiden Gleidungen wird man nun einen an-
gendberten Werth fiir o erhalten und mit Hiilfe diefes Werthes
eine Groge
X=oa+ o
finden, welde der wahren Wurzel x ndher liegt ald die Grife a.
Diefen Werth fepe man nun an die Stelle von o in der Gleidung
X —=a + o
und wiederhole die Veftimmung von o in der vorher angegebenen
Weife, fo erfangt man nad) einigen Operationen einen Werth von x,
weldjer al8 jufammenfallend mit der wahren Wurzel der Gleidhung
angefehen werden darf, indem bder Unterfdjied der erbaltenen und
der wahren %urge[ beliebig flein gemadyt werden fann.
Soll 3. B. die Gleidjung
x3 4+ 2x? 4 4x = 87
aufgeldft werden, fo iiberzeuge man fidy sunddit, dap der Werth
einer ihrer Wurzeln 3wifden den auf etnander folgenden Jahlen 3
und 4 liegt; denn e8 ift

334+ 2.32+ 4.3 = 57
43 + 2.4 4.4 = 112
Sepit man fiir x den Werth zwifden 3 und 4 gleidh 3, 5, —
fo erhdlt man
35% + 2.352 4+ 4.35 = 81,375 5w ol
NAud diefer Verednung erfieht man, dah x nod) grofer ald
3, b angunehmen ift. Sept man daher 'x = 3, 6, — jo findet

man:
3,6° + 2.3,6 + 4.3,6 = 86,976
Hieraud fieht man, daf x nur {ehr wenig grofer ald 3, 6
fein wird. Man fepe daber
x=3,64+ o
in bie Gleidung
X 4 2x? + 4x = 87
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ein, {o ergiebt fid), nadhdem bdie linfe Seite derfelben nady Potengen
vont o enhwidelt ift

86,976 + 57,280 + 12,80 + ® = 87
Durdy Subtraftion von 86,976 folgt aus bdiefer Gleidjung
57,280 + 12,80? + o’ = 0,024
Da o, wie man fieht, eine fehr fleine Jahl fein muf, jo mag
pa8 Quadrat derfelben und um fo mehr ihr Cubus vernadlaffigt
werden. Hierdurd) geht die vorliegende Gleidung in folgende itber
57,280 = 0,024
aud welder erhalten wird
0,024
Fir x, welded gleid) 3,6 + o gefebt war — ergiebt fid)
vemnad) der angendherte oder corvigivte Werth
X = 3,6004189
Man iiberzeugt fidh leidht, bdaf diefer Werth fehr nahe dex
Wurgel der @Ieai&pgngfd) Y b b b Tebe nah
x3 4 2x% 4+ 4x = 87
liegen muf, denn man erhilt, wenn man denfelben durd) g be-
eidynet
8% + 287 + 48 = 86,9999968 . ..
Soll der Werth von x mit einem nod) groferen Grade von
Genauigfeit beredynet werben, fo hat man
x = 3,6004189 + o
in die Gleidjung
x3 4+ 2x? 4 4x = 87
eingufepen und Fur Beftimmung der neuen fehr fleinen Correftion v
in der vorher angegebenen %ege 3u verfahren. —
LWenn man in der Gleidung
57,280 + 12,802 + o® = 0,024
aud weldjer die erfte Corveftion der Wurzel gefunden wurdbe — dasd
Quabdrat von o beibehdlt und nur den Gubus von o vernadlifigt,
fo egieﬁt fid ur Beftimmung der Correftion o bdie quabratifg;e

®leidyung
57,28 w + 128w = 0,024
odexr
17,9 0,03
2 209, = Y2
o'+ - e =g

Aus diefer Gleidung hat man nur bdie pofitive Wurgel zu
nehmen, weil die Corrveftion o in diefem Falle pofitiv fein muf.
&8 ergiebt fid) daber
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_— 179 4+ Y797 + 0,12
- 8

ober beredjnet
o = 0,00041895519 . ..
Aljo findet man
x = 3,60041895519 ...
Lon diefer Wurzel ift nod) dbie 11. Decimalziffer ridjtig.

Wil man durd) Anndherung die Gleidhung
x* 4+ 5x =10
aufldfen, o itberzeuge man fid) sundd)ft durd) einige Proben, daf
x tnnerhalb der beiden gangen Jablen 1 und 2 und ziemlid) nabe
der 3abl 1,3 liegt.
Dann fefe man

x=13+ o
fo erhdlt man aud der Gleidjung
x® 4 5x = 10

wenn man nod) Potenzen von o entwidelt, die folgende:
10,21293 + 19,2805 w + 21,97 w?® + 16,9w® + 6,5 0* + 0®* = 10
ober
0,21293 + 1928050 + 21,97Tw? + 16,903 + 6,50t + o’ =
Bernad)ldffigt man in diefer Gleidhung die Potenzen w3, v,
o® — {o ergiebt fid) die quadratijje Gleidhung
0,21293 + 19,28050 + 21,97w? = 0

aug welder man in Beridfidtiqung ded Umitanded, dah o eine
fleine negative Grofe fein muf, den folgenden Werth erhalt

_ — 19,2805 + }/(19,2805)7 — 4. 0,21293 . 21,97

- 2.21,97
oder beredjnet
o = — 0,011186
Da nun
x=13+ o
gefest war, jo ergiebt fid) naherungsweife
x = 1,288814

Bezeidhnet man diefen angendherten Werth der Wurzel durd) a,
fo finbet man:

o’ + da = 9,99998380555 . ..
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Nm die Wurzel x nod) genauer zu erbalten, fepe man
x = 1,288814 + o
in die Gleidung
x*+bHx = 10
und vernadldffige dad8 Ouadrat und bdie folgenden Potenzen der
fehr fleinen neuen Correftion w, {o findet man aud der fid) bilden-
den Gleidjung
[5 (1,288814)* 4 5] o = 0,00001619445
die neue Gorreftion
o = 0,0000008616227 ...
Man erhilt daher den fehr genauen Werth der Wurzel
x = 1,2888148616227...

Sun einigen Fillen fann man dem Werthe einer Wurgel fid)
fehr fdnell anndhern auf einem jept amzugebenden LWege.
Wenn eine Gleidung von der Form
X —ax =2>
gegeben ift, in welder der Grponent n eine nidt zu fleine Zahl
ift und a eine nidt su grofe 3ahl, b dagegen eine grofere Jahl —
fo bilde man aud diejer Gleidjung

x = Jb+ ax
unbd fepe in die redjte Seite derfelben fiir x einen beliebigen, ber
Wurzel moglidhit nahe fommenden Werth ein; darauf Berecgne man
bie n'e Wurzel mit Hiilfe der Logarithmen, fo erhdlt man einen der
wahren Wurzel x fehr viel nﬁger fommenden Werth. Denfelben
fepe man in bdie redjte Seite fiir x ein und beredyne abermald die
Wurzel, fo wird man nad) einigen Operationen eimen der wahren
Wurzel x duferft nahe legenden Werth erhalten. — EB fei 3. B.
pie Gleidhung

x1® —5x = 100
gegeben, jo bilde man unddit

x = }Y 100+ 5x
gb igge redhtd fiir x den Werth 1 ein, fo erhdlt man den genaueren

ert

x = Y105 = 1,592645

Diefen Sahhoert) fepe man nun wieder in die vedhte Seite
der Gleidjung

x = 7100 + 5x
ein, fo erhdlt man af8 jweite BVerbefjerung der Wurzel den folgen-
ven Yusdruc

x = /107963225 = 1,597083
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Gept man bdiefen Jahhwerth nod) einmal in die vedte Seite
der Gletdung

x = Y100 F bx
fiir x ein, fo ergiebt fidy
x = }/107,985415 = 1,597116
al8 fehr angendherter Werth der gejudyten Wurgel.

Hat man die Gleidjung
x1 — x2 4 2x = 1000
aufzulbfen, fo bildbe man ausd bderjelben

x = /1000 — 2x + x2

Sept man nun in der rvedten Seite diefer Gleidung fiir x
den Werth = 2 ein, jo erhdlt man al8 fehr angendherte Wurzel
von x den Ausdbrud:

x = 1000 = 1,995262
Wenn man diejen Werth nod) einmal in die Gleidhung
x = /1000 — 9x + x2

eiufe%t, jo erhdlt man den einer Corveftion nidjt weiter bediirfenden
ert

x = }/999,990548 = 1,9952604

Bemerfung:

Auf demfelben Wege fann man aud) nidt algebraijdhe (trans-
cenvente) Gleidungen aufldjen. 3 fei 3. B. die folgende Gleidung

gegeben
10 = 500 + x
jo nehme man auf beiden Seiten bdie briggijden Logarithmen.
Hierdburd) ergiebt fidy:
x = log (500 + x)

Gept man nun in der rvedjten Seite diefer Gleidhung an bdie

Stelle von x den Werth 3, fo erhdlt man
x = log 503 = 2,7015680
Diefen Werth von x fepe man nod) einmal in die redjte Seite

der Gleidjung
x = log (500 4+ x)

fo folgt
x = log 502,701568 = 2,7013103
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DQurd) nodymaliged Einfepen erhalt man
x = log 502,70131 = 2,7013101

Diefer Werth geniigt offenbar auf fieben Decimalen der vorge-
fegten Gleidung.

LBon bder fo eben angegebenen Methode, bdie Wurzeln von
Gleidyungen durd) Naherung aufzufinden, hat man indbefondere in
der Nentenvedynung Gebraud) zu madjen, wenn der Procent- oder
der per Ihaler-Safpy gefunden werden foll.

Legt Temand ndmlid aﬂg‘ﬁbrlid) die Summe von a ITh(r. 3ins-
tragend an und begann bderfelbe {eine Eriparniffe mit dem Kapital
C, jo wird berfelbe nady Ablauf von n IJahren unter der BVoraus-
fepung, daf er fein Geld zu 100 p. Procent anlegt — ein BVer-
mogen von

K = C(1+P)"+a—-—————(l+l;))n————l

Ihalern befipen. Sind nun a, n, C, K gegeben, o (Bt fid) p
fo[genbermagm durd) Anndherung finden. Man bilde ausd der vor-

{tehenden ®leidung die folgende
. atKp
oder e O
TR
1+p= l/ a+Cp

Cept man nun in der rvedpten Seite diefer Gleidung an bdie
Stelle von p einen un%efﬁf)ren erth, jo erhdlt man ald genaueren

Werth von p den Yusdrud
__ /at+Kp
r=Virg !
Wenn 3. B.
a = b0
C = 3000
K = 5000
n= 10
ggfegt wird, fo erhdlt man ur BVeftimmung von p nad) erfolgter
ereinfadung die Gleidung
_ oI+ 100p
P=VT¥ 60p —

Sept fepe man vedtd fiir p den Werth
p = 0,05 (= 5%)
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fo findet man ausd der Gleidung
10_3‘_

p = 0,04138
Gept man diefen Werth wieder fitr p in die redjte Seite der
Gleidyung

pen genaueren Werth

_ /I 100p
P=1V1+ 60p
fo erbilt man den genaueren Wert)

10~ 19aq
p = l/%gg—s — 1 = 0,03965
DQurd) abermalige Einfepung diefed Werthed in die Gleidung

_ /1+100p |
P=V1TF 60p
erhdlt man
10,7 aer
4,965 _
b — l/ Sgrg — 1= 003923

Die auf dhnlide Weife herzuleitenden nddyiten Werthe fiir p
lauten:

p = 0,03913
p = 0,039103
p = 0,039096
p = 0,039095
DQemnad) ift der Procentiap
= 3,9095 ¢

Qe fleiner man a im Verhiltnif zu C und K annimmt, um
jo fdneller liefert bad angegebene Berfahren einen genauen Werth
vou p.

Yuflojung algebraifder Gleidyungen mit zwei Unbe-
fannten durd) allmdahlide Anndherung.

Sind wei algebraijde Gleidhungen gegeben, deren beide lUn-
befannten x und y jind, — fo jude man junddit zwei joldje Werthe
X =oa und y = b durd) Probiven u ermitteln, welde nabhesu den
beiden vorgelegten Gleidhungen Geniige leiften. AlBdann fege man

x=atow

y=b-+e
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in die beiden gegebenen Gleijungen ein und vernad)ldifige bei der
Auflofung der Klammern bdie Duadrate und hioheren Potenzen von
o und ¢, fo wie die Produftverbindung we. G5 ergeben i) auf
diefem Wege dann jwei Gleidjungen des erften Grabdes, deven lUn-
befannte w und ¢ finb und ausd denen bie angendherten Werthe
diefer beiden Correftionen der ungefihren Wurzelna und b entnom-
men werden fonnen. Werben die corrigivten Werthe von x und y
entfpredjend durd) a” und b’ begeidnet, wo

a—=a+t o

b=b+e
ift, fo fepe man

x=4a + o

y=»V+4¢
und verfahre ur BVeftimmung der beiden neuen Corveftionen o'
und ¢ gang wie vorher. Nad) einigen Anndherungen wird man
bann bdie Werthe von x und y mit einem Dbeliebigen Grade von
Genauigfeit erhalten.

Anmerfung.
Gin gang dhnlides Verfahren hat man einguidlagen, um aus
mehreren algebratjdjen Gleidyungen bdie Werthe aller Unbefannten
durd) allmdhlidge Anndherung zu erbalten.

Diefed Verfahren mag nun an einigen Beifpielen erldutert
werden.

1) Aus den beiden Gleidungen
X+ xy? = 30
vt + 3x%y = 120
x und y zu beredynen.
Bunidyft iiberzeuge man fid) durd) einige Proben, daf die un-
gefahren Werthe der Unbefannten
x=2umb y=3
finds danu fepe man
x=2+4+w
y=3+¢
in die vorgelegten Gleidungen ein, jo ergeben fid), wenn die Dua-

brate unbd hoheven Potenzen, fo wie die Produtte der Correftionen
o und ¢ vernadldjfigt werden, die beiden Gleidhungen
x3 + xy? = 26 + 2leo + 12¢ = 30
v¢ + 3x’y =117 4 36w + 120e = 120
ober
21w + 12e = 4
120 + 40e =1
21
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Aud diefen beiden Oleidungen findet man die Werthe der
Deiden Gorveftionen

37
w = T7—4—= 0,2124...
= o 0,0388
fE T oy T T Y

Die corrigivten Werthe von x und y lauten alfo
2 =24 0=22124..
b =3+ = 29612
Um die Genauigleit der Anndherung nun nod) weiter ju trei-
ben, fee man
x=4d + o =22124 + o
y=b+¢ =29612 4 ¢
in die vorgelegten Gleidhungen ein und vernadyldiffige wieder bie
Quadrate und Produfte von o, ¢, jo wie die hoheren Potenzen
diefer Gorreftionen. ©8 ergeben fid) dann bdie beiden Gleidhungen
x3 4 xy? = 30,22894 4 23,452840" + 13,10271¢ = 30
y* + 3x?%y = 120,37282 + 39,30814w’ + 118,5477e" = 120
ober
0,22894 + 23,452840 + 13,10271¢ =0
0,37282 + 39,30814w + 118,5477¢ = 0
Aus diefen Gleidungen findet man nun bdie Jabhlen fiir bdie
Gorreftionen
o = — 0,0098247
¢ = 0,0001128
Daher erhdlt man ald folgende Naherungdwerthe fir x und y
x = a 4 o = 2,2025753
y=Vb4+¢ =29613128
Diefe Werthe geniigen fehr nabe den vorgelegten Gleidungen,
penn man erhdlt — wenn diefelben eingefept werden
x3 4 xy? = 30,00066
vt + 3x?y = 120,00095
Wiirde man nod) einmal die Werthe von x und y vermittelit
be?t angegebenen Methode corrigiven, fo wiirde man genauer er-
alten
b x = 2,202547
y = 2,961314
al8 Wurgeln der beiden Gleidjungen
x* +xy? = 30
y* 4+ 3x%y = 120
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2) Die beiden Gleidjungen
x* + xy? = 250
v¢ + x%y = 50
dpurd) Anndbherung aufzulsjen.

Da die beiden Wurzeln bdiefer Gleidhung, wie man nad) eini-
gen Proben findet — nabe bei den Jahlen x =4 und y = 2 [ie-
gen, {o fefye man

x=4+ o
y=2+4c¢
in die gegebenen Gleichungen ein und behalte nur die erften Poten-

en der Govreftionen ohne Mitnahme ihrer Produftverbindung bei,
%n erhdlt man bdie beiden Gleidjungen:

x* 4+ xy? = 272 4 260w + 16e = 250
y¢+xly= 484 16w +48c= 50

oder
130w + 8e=—11
8w + 24e = 1
Aus diefen beiden Gleidhungen findet man
17
w———ﬁ?)i— =—0,089..
109
Sy = 0071..

Man erhilt daher ald erfte Anniherungen der Werthe von x
und y die Grofen

A =4+ o=30911
b =2 + e = 2,071
Sept fepe man
x=3911 + o
y=2,071 + ¢
in die gegebenen Gleidungen ein, fo erhdlt man jur Beftimmung
der neuen Gorreftionen die beiden Gleidjungen
x* + xy? = 250,7396 + 243,5784w’ + 16,19936¢ = 250
y* + x%y = 50,07373 + 16,19936«" + 50,82633¢' = 50
oder die beiden folgenden
0,7396 + 243,5784w’ + 16,19936¢ =0
0,07373 + 16,19936w + 50,82633¢ =0

Nus diefen beiden Gleidjungen erhdlt man fiiv die Correftio
nen o und € die Werthe

o = — 0,0030036
¢ = — 0,0004930
21
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Demnad) erhilt man al8 corvigivte Werthe fiir x und y
x = 3,907996
y = 2,070507
Dte nun folgende Anndherung wiirde ergeben haben, daf von
diefen beidben Werthen nur der erjtere eine Corveftion
= — 0,000004
su erhalten hat. Die wahren Werthe find demnad
x = 3,907992
y = 2,070507
3) Die dbrei Gleidjungen
x* +yz = 8
x + yz=10
y2 + 22 = 12
dpurd) allmdhlide Anndherung aufzulsfen.

DOurd) Probiven verjdjaffe man fid) unddft die Gewifheit,
daf die Werthe x = 1, y = 2, z = 3 al8 rohe Anndiherungs-
werthe gelten und jege dann

x=14+ o
y=2 + ¢
z =3 4+ 38
in die gegebenen Gleidungen ein, jo erhilt man mit Bernad)liffigung

per Produftverbindbungen und der Duadvate der Correftionen bdie
folgenden Gleidungen:

2w + 3 + 23 =1
3w + 3¢ + 33 =1
4e J 68 = — 1
Aud diefen Gleidhungen ergiebt fid)
7
® =18
6=+
3
7
L
Daber werden die corvigivten Werthe der Unbefannten
.
18
1
Y=
47
7z =

18



RNun fepe man
X = ?_85— + o

+¢

«
i
w} ~

47 ,
Zz = 1—8 + 3
in bdie gegebenen Gleidungen ein, fo erhdlt man ur Veftimmung
der neuen Gorveftionen o', €, 3 die dret Gleidungen

2599 25 47 , T o
St g tpge Tgd=3
3149 | AT , | AT , | 6T ,
———324—1- T +T§e + EB = 10
3973 14 , 47
‘52—4 + —3— € + —9— o = 12
ober die folgenden
50w + 4T¢ + 428 = — oo
Mo +47¢ + 678 =
w € = —l—g
' , 8
42 + 418 =— o2
Aus denfelben erhdlt man die Werthe
o = 0,0937 ..
¢ = — 0,3124 ..
3 =  0,229..
und daher die corvigirten Werthe der Wurzeln
x = 1,483
y = 2,021
z = 2,840

Jept fepe man wieder
x = 1,483 4+ o”
y = 2,021 4 ¢’
7 = 2,840 + &
{o erhdlt man aus ben vorgelegten Gleidhungen
2,966 o’ + 2,840 ¢’ + 2,021 8" = -+ 0,061071
2,840 0’ + 2,840 ¢ + 3,504 ¢ + 0,048640
4,042 &' + 5,680 3" = — 0,150041
Die Werthe, welde man Hievaus fiix die nemen Correftionen
findet — find

LAl

o’ 0,054
& = — 0,032
3 = — 0,004

il
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X
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corvigivten Wurzeln
1,537

1,989
2,836

I

Yy
Z

Qept fepe man wieder '
X 1,037 + o
M 1,989 + &
Z 2,836 4 3
wo die Accente bei den Correftionen der Ginfadhheit wegen fort-
gelaffen find, jo ergeben fid) aud den wrfpriingliden Gleidhungen
die folgenden
3,074 o + 2,836 ¢ + 1,989 5 = — 0,003173
2,836 w + 2,836 ¢ 4 3,5265 = 0,000264
3,978¢ + 56728 = 0,000979
DQurd) Auflofung diefer Gleidjungen ergiebt fidh

o= 0,000262
e = — 0,00300
8= 0,002277
Die verbefferten Werthe von x, y, z lauten jept
x = 1,537262
y = 1,986000
z = 2,838217

Gept man nun nod) einmal
x = 1,537262 + o
y = 1,986000 + ¢
7z = 2,838277 4 &

in die gegebenen Gleidungen ein, fo erhilt man drei Gleidungen
aus demen {id) folgende Werthe fiir die Corveftionen ergeben

o = — 0,0000003
e = — 0,0000031
8= 0,0000001
Die wahren Werthe der Wurzeln find demnady:
x = 1,537262
y = 1,985997
z = 2,838277

Auf dhnlige Weife fann man algebraijhe Gleidungen mit
mebreven Unbefannten durd) allmdhlidie Anndherungen auflofen.
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Adtzehnter Abjduitt.

Theorie ded Grofiten und Kleinften.

Jeder Ausdruct von x, weldjer durdy eine Aenderung der Grife
x felber verdndert wird, heifit eine Funftion von x.
Die Ausbdriide
2x — x2
3ax + x?
b —x?

% log <2+x)

1 —x

find Funftionen von x, da eine Aenderung von x eine BVerdnderung
jeded Dderjelben zur Folge hat.

Gine beliebige Junftion von x pflegt man durd) dad Jeidjen
f(x) darzuftellen. .

Unter f(x) ift demnad) jeder Auddruc von x zu wverftehen,
welder mit x fid) dndert.

Sm Allgemeinen wird durd) eine fleine Aenderung von x nur
eine geringe Lerdnderung der Funftion bewirft und Zwar ift die
QIenbetu%tg der Fuuftion um fo gevinger, je fleiner die BVerdnderung
von x ift.

Lifit man x alle mogliden Sahlenwerthe durdylaufen, jo fann
die Funftion f(x) fortwdihrend grofere ober fleinere Werthe anneh-
men.  JIm erften Falle jagt man, die Funftion wadyfe ftetig uud im
giveiten, fie nehme ftetig ab.

G6 fann aber aud) der Fall eintreten, dah die Funftion f(x),
wenn x innerhalb gewiffer Grengen fid) bewegt, ftetig wadhit und
foba(d diefe Grengen von x ﬁBer%d)titten werden — f{tetig abnimmt.
% ftfl)ieier Fall wirdb und in dem gegenwdrtigen Qll?fd)nitt be-

daftigen.

Wadyft bie Funftion f(x) ftetig, wenn x jid) der Grenje
a anndhert, nimmt dagegen ab, wenn x Jid) von diefer
Grenge entfernt; {o fagt man

pie Funftion f(x) habe fiiv x = a einen groften
Werth evreid)t oder fei ,ein Groftes” geworden.

Nimmt ferner die Funftion f(x) ftetig ab, wenn x
fid) der Grenze a aundhert, wadft dagegen, fobald {idh
x bon diefer Grenge entfernt; fo jagt man

die Funftion f(x) habe filr x = a einen fleinften
ﬂBer;I) angenommen oder jei ,ein Kleinftesd” ge-
worden.
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Betradjten wir des Beifpiels wegen bdie Funftion von x
f(x) = 2ax — x?
fo wird fidy leicht ergeben, dafy wenn x von Null her fidy der Grenge
a anndbert, die Funftion f(x) von Null bid jur Grenge a2
ftetig wadyit; dafy aber, wenn x iiber bie Grenze a %inaué big zur
Orenge 2a fid) bewegt, die Funttion f(x) von a® bid Null ftetig
abnimmt. — Der flavern Ueberfidjt wegen ftellen wir die Funftion
f(x) folgendermafien bdar
f(x) = a? — (a — x)?

G ift jept erfidhtlid), dah die Grofe (a — x)? ftetd pofitiv
fein wird, gleidyviel, ob x grofer oder fleiner al3 a ift. Daber ift
bie Funftion f(x) im Allgemeinen fleiner al8 a?, auper wenn ihr
Subtrahend (a — x)* der Null gleid) wird. Diefer Fall tritt nur
ein, wenn man x = a annimmt. Die Funftion

f(x) = 2ax — x?

erreid)t daber einen groften Werth fiix x = a; namlid) den Wert}
f(a) = a2

Betradjten wir gweitens bdie Funftion

f(x) =x? —2ax + b

jo ergiebt fid), daf wenn x von Null bi8 a anwidft, die Funftion
von ver Grenze b bi8 jur Gremge b — a® ftetig abnimmt; bdaf
fermer, wenn x iiber die Grenge a hinaus bid zur Gremze 2a fid)
bewegt, die Funftion f(x) von b — a? bis b ftetig wadit.

@8 ift namlid)

fx) =b — a?+ (x — a)?

Aud diefer Form entnimmt man, dafy f(x) um die ftetd pofitive
Grofe (x — a)® grofer fein muf al8 b —a%  In dem Falle allein,
wo x = a ift, findet man, dap f(x) =b — a? wird. Daber hat
die Funftion

f(x) =x*—2ax+bD
fiitr x = a einen fleinften Werth erveidht; bdiefer ift b — a2

Damit eine ftetige Funftion von x f(x) fiir x = a
iiberhaupt einen groften Werth annimmt, muf offenbar,
wenn man unter o eine beliebig fleine pofitive Zahl

verfteht
fla+ o)<<fa und
fla — w) < fa
feim.
Solldagegen die Funftion f(x) fiirx = a einen flein-
ften Werth annehmen, jo mup
f(a + o) >fa, Ddedgleiden
fla— w) > fa
mwerden.
Wir wollen nun an_ den beiden vorher behandelten Beijpielen
geigen, bafj man mittelit der obigen Ungleichheitsbedingungen die-
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jenigen Werthe von x auffinden fann, durd) welde den beiden
Funttionen
f(x) = 2ax — x?
f(x) =x%x2— 2ax+Db
ein grifter, beziehlid) fleinfter Werth ertheilt wird.
3ft x = h derjenige Werth, fiir weldjen die Funftion
f(x) = 2ax — x?
ein Grofted wird, fo muk
2a(h + ) — (h + ) << 2ah —h? und
2a(h —0) — (h — 0)? << 2ah — h?
fein.
Loft man bdie Klammern in beiden Ungleidhheitdbedingungen
auf und fubtvahirt auf beiden Seiten 2ah — h%, o erhilt man
gleidhzeitig
2a0 — 2ho — w? << 0
— 2aw + 2ho — 0?<<0
obex
2(a — h)o < w?
—2@—h)o < 0?
Nus diefen beiden BVedbingungen findet man, daf h von a nidyt
um eine angebbare Grofe ner?d)ieben fein bdarf; denn wdre h << a
oder a — h pofitiv, fo wiirde fih aud bder erfteren Ungleidhheits-
bedingung ergeben '

a——h<~g~ odet w > 2(a — h)

b. h. die nad) ber %otau@i%nng beliebig fleine Grife o mifte
grofer al8 eine angebbare Grofpe 2(a — h) fein, worin ein Wiber-
jprud) liegt. Gben {o wiirde, wenn h > a ober h — a pofitiv an-
genommen wwdre, aus der weiten Ungleidhheitdbedingung folgen
h — a<% oder a > 2(h — a),
ein dhnlider Wider{prud).
(8 bdarf alfo h weder fleiner nod) grofer al8 a fein; dedhalb muf
h=a
werden.
Sn der Ihat erhdlt man aus den beiden obigen Ungleidheits-
bedingungen, wenn h = a gefept wird
0 << w?
gnbB diefe Ungleidhheitdbedingung wird fiir jeded rveelle o giiltig
leiben.
Begeidhnet man ferner den Werth von x, welder die Funftion
f(x) =x? —2ax-+b
su einem Kleinften madyt, durd) h, fo muf
(h+ w) —2a(h + @) + b>h>—2ah+b und
(h— w)? —2a(h — w) + b >h®— 2ah + b
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fein. — Aus diefen beiden Ungleidhheitsbedingungen erhilt man leidyt
vie folgenden

0?>2(a— h)o
0?>2h —ao
welde in Beriidfidtigung der Annahme, dah o eine beliebig Feine
Grope fein foll, 3u dem Refultat
h=a
fithren; wodurd) beide fid) in die ftets giiltige Bedingung
0w?>0
veriwanbeln.
€8 mag jept nod) die Funftion von x
flx) — 2x
® = x? 4 2ax + b?
in b%egiebxmg auf ihren grofiten und fleinften Werth unterfudyt
werden.

Bezeidyet man den Werth von x, weldjer £(x) 3u einem Griften
mad)t, mit «; bagegen den Werth von x, durd) welden f(x) u
einem Kleinften gemadyt wird, mit B, jo muf nad) dem Fritheren,
wenn o eine unendlid) fleine pofitive Grofe bedeutet

fla + ) < fa
{ fla —w) < fa

und
{ f(B 4 w) > 1
[ — o) > fp
fein.
Aud diefen lngleidhheitdbedingungen folgt demnad)
2(a + w) o 2u
(2 + w)*+ 2a(a + o)+ b2 a? + 2aa + b?
2(0 — w) < 2a
(0 — 0)* + 2a(a — o)+ b? af + 2aa + b?
und
23+ w) -~ 2P
BFof+2aB+ o)+ b ~ FF2ap b
2 — w) - 2

B— o F2a@—w) T ~ FF2afF 1
Laft man den gemeinfdjaftlidhen Faftor 2 weg und multipli
cirt diefe Vedingungsgleidjungen itber Kreuz, fo ergeben nady er-
folgter Auflojung der Klammern fid) folgende Ungleidhheitsbedin-
ungen
Bg o3 + 2aa? 4 b2 + o (2% 4+ 2aa + b?)
< a® 4 2a0® + b%a + o (202 -+ 2aa) + aw?
a3 + 2aa® + b%a — o (a? + 2aa + b?)
< ol + 2aa? + b%— o (20? 4 2aa) + aw?
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und
B% -+ 2aB? + b?B + o (82 + 2aB + b?)
> B3+ 2aB? + b8 + o (282 + 2aB) + fo?
83 + 2ap? + b2B— w (B2 + 2aB + b?)
> B+ 2aB2 + b?B— o (2p? + 2ap) + P’
oder nad) gefdjehener BVereinfadjung
o —a?) < oo’
{ — o(?—a?) < an?
und
{ o ((b?—pY) > Bo®
— o (b*— 8 > Bo?
Yus den betden erfteren Bedingungen folgt, da o eine belie:
bige unendlid) fleine pofitive Grofe it
b? —a? < ao
{ — b*—a) < aow
ober
{ b? —a? < ao
b? —a? > — aw
Lift man o bid jur Grenge Null abnehmen, jo itberfieht man,
dbafy beiden Bedingungen geniigt wird, wenn b?= a® gejest wird
und o eine pofitive Jahl ift; daher muf fein
a = 4} b?
oder wenn b felber pofitiv ift
a=-+Dhb
®any analog ergiebt fid) aud den beiden Ungleidhheitdbedin-
ungen, welde fid) auf die Beftimmung ded feinften LWerthes ber
%unftimt f(x) begiehen
{ b?— p* > fo
— (b*—pY) > Bo odert b — 2 < —bo
Hievaud folgt dhnlid), wie oben

b2 — 2 =0
B negativ; daber
= — /b = — b, wenn b pofitiv ift.
Wir haben alfo gefunden, dafy die Funftionen von x
2x

fx®) = x? + 2ax -+ b?*

fitr den Werth x = b ein Grofted wird, nimlidh
1

=37,
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und daf bdiefe Funftion fiir x = — b einen Fleinften Werth
f(—b) = — g
annimmt.
Dafs der Auddruc
2x _
x* + 2ax + b2 "

fitt x =1b ein Orifted wird, lift fid) folgendermafen leidht be-
wabhrheiten. Aud der Gleidung

2x —m
x? + 2ax + bz
folgt
x2—2(%~—a)x+b2=0
Durd) Aufldfung diefer quadratijfen Gleidjung nad) x ergiebt
fih fermer

1 1 )
[y e
Soll nun m miglid)ft grop werden, fo muh lﬁ moglidft flein

fein; der fleinfte Werth, welden man —:I- — a beilegen fann, ofne

bie Duabdratwurzel imagindr werden zu laffen, ift nun = =& b.
Demnady ift

x=-+b
derjenige Werth, fiir welden die Funftion
f(x) = 2x
x? 4 2ax + b?

ein Grofted wird. Daf man von den beiden fiir x gefundenen
Werthen + b den pofitiven zu nehmen hat, um f(x) zu einem
Grofsten 3u madjen, iiberfieht man aud der Form der Funttion leidyt.

Xft e8 von vorn herein erfidhtlid), dah innerhalb ge-
wijfer Grenzen von x die Funftion f(x) einen griften
oder fleinften Werth annimmt, fo fann man diefen Werth
von x viel bequemer al8 frither auf folgende Weife er-
mitteln.

Wadhft die Funftion f(x) jo lange, bid x durd) Anwad)s bden
Werth a erreidht hat; nimmt aber ab, {obald x bei fortgejesitem
Wad)len bdie Grenge a iiberfdhreitet, jo ift nad) dem Fritheren die
Funttion f(x) fiir x = a ein Grifktes geworden.

In diefem Falle mufy, wenn man unter o und e wei will-
fitclid) unendlid) fleine pofitive Grofen verfteht
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f(a— w)<<fa und gleidzeitig

fa+¢)<<fa
werden. Unter der Vorausdfepung, daf { (x) fiir jolde Werthe von x,
weldje in der Nibhe der Grenge a liegen, jtetig bleibt — fann man
die unendlid) fleine Grofe e jtetd jo beftimmt denfen, dap

fla—w)=[(a+e)
wird. Sept man nun

a=b+4+ o, o 4c=23
fo ergiebt fid)
f(+23 =fb
Ausd diefer @Ieicg;ung, in welder & eine willfiirlid) unendlid
fleine pofitive ®rife bedentet, wird man, wie weiter unten gezeigt
werden foll, eine zur BVeftimmung von b dienende Gleidhung her-
leiten fonnen. Der fiir b erhaltene Werth ift aber nur um die
Ordfe w, weldje fleiner als jede gegebene endlidhe Grife ift, von
a veridjieden; aljo wird der fiir b gefundene Werth ugleid) ein
io[dcjf)“ Werth fein, weldjer bdie Funttion {(x) ju einem Groften
madyt.
Wird aljo die Funftion f (x) fiir x = a ein Griftes, jo fann
man diefen Werth x ausd der Gleidung
f(x+8) =&
enthalten, in weldjer 3 eine willfiirlid) unendlid) Yeine pofitive (oder
negative) Grife bebeutet.
Die Gleidjung
fx+3)=f(x)
seigt, wie nod) zu bemerfen ift, an, daf bdie Funftion f(x) in un-
mittelbarer Nafe ihres groften Werthes auf eine mehbare Weife
nidt gedndert wird, wenn man die Veranderlide x um eine unendlid
fleine Grofe 3 verdndert.
Um mit Hiilfe diefer Methode den Werth fiir x aufzufinden,
weldjer die Funftion

X
O =5
3u einem Groften mad)t, muf man die Gleidung
x 4+ 3 X

x+8)24a®  x? 4 a?
anfegen.  €6ft man die Klammer auf und multiplicivt iiber Kreus,
fo erhdlt man aud vorftehender Gleidung die folgende
x3 4 a% 4 3 (x? + a?) = x® + a’x + 2x% + x3?
Lifit man auf beiden Seiten x3 + a% weg und dividirt dann
durd) 3, fo evgiebt fid)
x2 ~ a% = 2x? + xd
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Nun bedeutet aber 3 eine unendlid) fleine GSrofe; alfo fonnen
pie Dbeiden Grifen x2 + a? und 2x* um eine mehbare Grofe nidht
von einander abweidjen; d. §. e muf fein

x? 4 a? = 2x?
ober
x == a

Daf die Funftion f(x) nur durd) den pofitiven Werth x = a
qu einem Groften gemadyt wicd, iiberfieht man aud der Form der
Funttion

. X
f(x) — x? + a2
mit Leidytigfeit. ©8 fonnte aud) von vorn herein erfannt werben,
dafy ein po%itiner Werth fiir x eriftiven muf, welder f(x) su einem
Oroften madt. Denn erftlid) bleibt f (x) innerhald der Gremgen
x =0 und x = oo ftetig und weitensd ift die Funftion

X
Fe) =w5=

RNull, wenn man x die Werthe O oder oo beilegt; fie nimmt aber
einen pofitiven Werth an, wenn fir x eine pofitive Grofe ange-
nommen wird.

Hanbdelt ed fid) um die Beftimmung dedjenigen Werthed von x,
weldjer die Funftion f (x) zu einem Kleinften madyt, jo hat man
nur 3u erwdgen, daf die Differeny

A — f(x)
in welder A eine unner&ubeﬂi?e Grofe bedeutet, um fo grofer
fein mufs, je Ffeiner die Funftion f (x) wird — und daf diefe
Differen ein Grofted wird, wenn f(x) zu einem Kleinften gemadyt
witd. fBeif} man nun von vorm herein, dap fiir einen gewiffen
Werth von x die Funftion f(x) ein Kleinfted oder A — f(x) ein
Groptes wird, fo faun man diefen Werth nady dem Friiheven fin-
den, indem man die Gleidung
A—fx+3d)=A—1(x)

f(x+3)="1(x)
anfept, wo unter & eime willfirlih unendlid) fleine Grofe ver-
ftanden ift.
Nimmt alfo die Funftion f(x) iiberhaupt einen
groften ober fleinften Werth fiir ein gewiffes x
an, {o fann man Ddiefen Werth) von x aud der

Glei
eidung D) = )

oder

erhalten.
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Diefe Gleidhung eigt, dafy die enderung einer Funftion f(x)
in dem Augenblid, wo fie einen groften oder Heinften Werth erveidht,
;Rutll tpi;h, — wenn X um eine unendlid) fleine Grdfe 3 gedn-

ert wird.

Beifpieldhalber mag jept die Funftion
=M 4 "
() = x? T (c-x)2)
in Betreff eined fleinften Werthes unterfudyt werden. Da diefelbe
filr x = 0 und x = ¢ unendlid) grof wird, dagegen fir Werthe
von x, weldje zwijdjen O und ¢ liegen, unendlide Werthe annimmt
und innerhalb ded Intervalld x = 0 und x=c ftetig ift; jo mup
jwijhen 0 und ¢ ein Werth fiir x eriftiven, welder die Funttion
_m n
) = X2 + (¢ — x)*
3u einem Kleinften madyt. Man fann diefen Werth von x ausd der
Gleidyung
m n m n
GFy T e T e o
berleiten. Mit Hiilfe der Potengfage lapt fid) diefe Gleidjung aud
folgendermafgen fdyreiben

mx4+8) T +nc—x—3  =mx"+nlc—x)"

ober
nfe—x—) —(C—x]=mx7— x+2987"]
NAud der binomijdjen Reihe folgt fermer, wenn & jo flein ange-
nommen ift, dap man die Quadrate und hiheren Potenzen bie?er
Orope vernadyldjfigen darf
[c—x)—3] P =(c—x)"+2(c—x)"3
(x—3 P =x"—2x7%
Daher nimmt die obige Bedingungdgleidung folgende Form an
n.2@c¢—x)"8=m.2x°3
oder wenn man durd) 28 dividirt und mit x* (¢ — x)* multiplicict
nx!=m (¢ — x)3
Gntnimmt man auf beiden Seiten diefer Gleidung die Cubif-
wurgeln, fo ergiebt fidy
83—

x yn = (c—X) f/ﬁ
und hievausd

*) Diefe Funftion ftellt die Lidtmenge dar, weldhe eln gwifden ywei lenchien:
den Puntten befindlidher Punft von beiden evhdlt,
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__cym
ym+ v
__eVn_
w4+
Mit Benupung diefer beiden Gleidjungen findet man al flein-
ften Werth der Funftion f(x) den Ausdrud

Der Uebung wegen mogen nod) folgende einfadje Beifpiele aus
der Lehre vom Groften und Kleinften behandelt werden.

cC—X

B BN 1. Sn beiftehender Figur find bie Cnt-
fermungen zweier feften Punfte M und N

IV von der feften Geraden AB gegeben, nim-
xS lih MA = m; NB = n. Die Fuppuntte
per Perpendifel mdgen den Abftand AB=c

, von einander haben. G8 foll nun zwijden

P A und B ein Puntt P jo gefunben werden,
dafy die Summe der Geraden MP und NP

AN fo Hein al8 maglid) werde.

Bezeidnet man AP mit x und daher

\ BP mit ¢ — x, jo ift

X \ PM = y/m?* + x*
\_\~ PN = y/n* + (c — x)?

\ Der %Iuggal')e gemdp ift nun x fo 3u
A - oM Dbeftimmen, daf
PM 4 PN=ym? + x*+ ¥/n® + (c — x)*
ein Kleinfted wird.
Su dem Gnbde fege man die Gleidung an:
Ym24(x+3)2 4+ yn? 4+ (c—x—3)? = ym? + x*
+ T
weldje fid) aud) folgendermafen {dreiben lapt:
YW TRt — Ym 2=y + c—x?
— Y+ (c—x — 3)?
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Multiplicirt man die linfe Seite im Jahler und Nenner mit:
Ym?*+ (x + 82+ ym*+ x3
und die redjte Seite dedgleiden mit
Yt + e — 52 + Y niF c—x—ay
fo erhdlt man:
(x + 8)* —x*? (c —x)? — (c —x —9)?

YT F (8 + YmE ¢ Tt (o—x)f + /i (o—x)"
oder

2x3 + &2 2(c—x)?8—82
ymi+(x+3)2+ YmE + x* Yn’+ (c—x)? + Yn®+ (c—x—a)?
Dividirt man diefe Gleidung durd) 3, jo folgt:
2x 4 9 2(c—x)—28
Y E+oy + ym+x2 Y+ (c—x)? + V> (c—x—3)?
oder wenn 3 der Genge Null immer mehr angendbert wird:
2x 2 (c—x)
2Ym* Fx¥ 2yn+ (c— x)?
Lift man die gleiden Faftoren weg, multiplicitt iiber Kreus
und erhebt die newe Gleiung zum Quadrat, jo ergiebt fid):
n*x? + x? (c —x)? =m? (c —x)* + x? (¢ -- x)?
und hieraus

nx = m (¢ — x)
ober
e — __me¢
¢ m + n
__ nc
X = W Fa

Die Gleidhung
nx = m (¢c — x)
geigt an, Ddafi die beiden redytwinfeligen Dreiede APM und BPN

einander dhnlid) {ind, wie man leidjter iberfieht, wenn man ihr
die Form giebt

n
m - x
Aud der ehnlichfeit der Dreiete APM und BPN folgt weiter,

X APM = xBPN
ift. (Reflexriondgejep des Lidtes.)

daf

22
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2. Ginem SKrveife vom Durdymejfer d foll ein
Nedyted eingefdjrieben werden, fo dah dad Produft
aud der Grundlinie = x in dad Duadrat der Hohe =y
ein Grofted wird. (Tragfdahigiter Balten.)

Da xy? ein Grohted werden foll und x* + y? = d2 ift, fo
hat man den Yusddrud
f(x) = x (02 — x?¥) = d*% — x?
s einem Gropten ju machen.
Sept man die Gletdhung an
?(x+8 — (x+93)P3 = dx — x?
Bt die Klammern auf und dividirt auf beiden Seiten durd) 3, jo
evgiebt fid)
(d* — 3x?) — 3x6 — 82 =0
oder tndem man & immer mehr der Grenge Null ndbert
d? — 3x* =0

dy2
|-z
V3

Die Grundlinie ded gejudten Redjtedd mup {idh) alfo Fur
Hihe erhalten, wie 1 zu y2.

Durd) Conftruftion findet man bag gefudyte Redjted, inbdem
man den Durdymeffer ded gegebenen Kreifed in drei gleide Theile
theilt und in den beiden Theilpuntten jum Durdymeljer nad) ent-
gegengefesten Nidjtungen Perpeudifel errichtet. Die beiden Durd)-
\dnittépuntte diefer Perpenditel mit der Peripherie und die beiden

Gndpunfte bed angenommenen Durdymeiiers find die vier Edpunite
bed gefudyten NRechteds.

3. Ginem RKreife vom Durdmeffer d joll ein
Redyted, deffen Grundlinie x und deffen Hohe dburd) y
Degeidhnet werden mag, eingejdrieben werden, jo dah

xy® ein Gripted
wird.
Soll xy? ein Grofted werden, jo mup aud) dag Quadrat von
xy® ober x*y® einen grofiten Werth annehmen.
Da aber x? + y? = d? ift, fo mup
(@ —yY)y* = d%°* —y*
fo grofy al8 miglid)y werdben.
Bur Beftimmung des Werthed von y, welder

(1) = dy* — ¥
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gu einem Groften madt, jepe man die Gleidung an
A (y +8)° — (y + 8)° = d¥* —y*
Derfelben giebt man durd) Aufldjung der Klammern und BVer-
nadyldffigung der Quabdrate und bhoheren Potengen von 3 leidt

bie Form
d* (y° + 6y%) — (y* + 8y?) = d%° —y°
und erhdlt nun
6d%y® — 8y = 0
d —
. d
=
Die Grundlinie ded gejudyten Nedjtedd mup alio gleidh dem
Radiug ded gegebenen Kretjes fein und e8 verbdlt fid) diefelbe zur
Hihe, wie 1 3u /3.
Bemerfung:
Borftehende Aufgabe ift itbereinftimmend mit der folgenden:

Aus einem cylindrijden Stamm einen fintigen BValfen zu
fdneiden, fo daf derfelbe die grofte Wiberftandsfahigteit gegen
DQurdybiegung befipt.

4. %Iu? einer horizgontalen Gbene befindet fid) eine
Kugel; man {oll derjelben einen geraden Kegel um-
fdhreiben, defien Mantelflade moglidyft flein tit.

€8 fei x der Rabdius ded Grundfreife8 vom Kegel, y feine
Hiohe und s die Mantellinie; fermer fei r der Radiusd der Kugel.
Mit Hiilfe der Aehnlichteitdjage findet man nun junidit

Y—T r

s X
ober
r(s+x) = xy
Da ferner
y = /s? — x% it
fo erhdlt man
r(s+x) = xy/sT —x?
pder durd) Quabdriven und Yusdfibhrung der Divifion durd) (s 4- x)
(st x) = x* (s — %)
AYus diefer Gleidjung ergiebt fidh

x? + r?
S$=X-m_ 2
Die Oberflidje ded Kegelmanteld ift nun:
, X2+4r?
TX§ = X7 - x2--r2

22"
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Diefelbe nimmt einen fleinften Werth an, weun
2 2
x? —X?j—% = einem Kleinften
X®—r
wirh. Die Grofe x findet man aud der Gleidhung
(X + 8)2 + 1.2 x2 + l.2
2 A% 1 —_x% . =
(x+3) (x4 8)—1? Yoeoe
Loft man die KRlammern auf, vernadyldffigt die Quabrate von
o und entfernt die beiden Nenner, jo gewinnt man dad folgende
Jtejultat:
(x*—1r?) (x*+2x3) (x* + 2x3 +1°) = x®* (x*+r?) (x*+2x0—1r?)
oder nacd) Ausfithrung der Multiplifationen, wobei dad in 32 mul-
tiplicivte Glied der linfen Seite weggelaffen wird

X8 — x%t o+ 2x3 (2x* — %2 — 1) = x® —x¥t 4 2x3 (xt + rx?)
Aud diefer Gleidhung folgt leicht
=% —1rt =0
ober

x2=r2(1+72)
Hieraus und mit Benupung der friher gefundenen Gleidhungen
ergiebt fid) endlidh:

X = r]/l—i—l/?
s = r(1+]/§)?

y=r(2+2)
Leptere Darftellung der Hohe ded gefudjten Kegeld eignet fi
bauptiﬁ%{)ﬁ&) aur f(uionftgu‘fﬁmt@he[)ﬁelben.gi 9 8 gust 19
5. Unter allen geraben Kegeln, welde bdiejelbe
Mantelflade befipen, joll derjenige gejudt werben,
deffen Snbalt jo grofs al8 moglid 1t
; ’&%ef)ﬁlt man die Begeidynungen ausd der fritheven Aufgabe bei,
o1

TXs = A
die gegebene Mantelflache und
S
V= 3 TXY
fo grof al8 mibglid) 3u maden.
Da
y? = s? — x?
und
A2
=

io folgt



Soll nun

1 iy .
§nx2y gleid) einem Grdfsten

werden, fo muf offenbar aud
2
492 — g2 o6
X y 1r2 X X

fo grof al8 moglid) fein.
Jur Beftimmung von x erhilt man daher die Gleidhung

2 2
Aty =R

aud der man, dhnlid) wie frither, fiir x finbet

.

und dann
2A —
= — = x)/2
y 7 4
s — —?—é—— — XV.3—.

w3
Bet dem gefudpten Kegel verhalten fidh alfo die Glemente x,
y, s ju einanbder, wie 1:y2 :y/3.

6. Die von einem Tangentialvade unter Annabhme
ber gitnftigften Conftruftionsdverhdaltnifie per Sefunde
in Fufpfunden geleiftete Arbeit A wird ausd bder
Gleidung

2
%:Vxlicos o —xu?*+xr ‘/\'2(1 —%sin2?)>—2Vchos 3+ xu?

gefunden, wenn man die Reibung ded Wafjers in den
Radjdaufeln nidht beridjidhtigt und mit

R den duferen Halbmeffer ded Radfranges,

r den inneren Halbmefjer bed Radfranges,

V bdie abfolute Gejdpwindigteit des Aufidlagwafiers,

5 den Wintel, weldjen die Nidhtung derjelben mit der Ridhtung

ver dufieren Nadtangente bildet,

x bie Winfelgefdywindigfeit ded gangen Rabes,

m bdie per Sefunde aufjd)lagende Waffermaffe
begeidynet.

38 foll nun die Wintelgejdpvindigfeit x {o beftimmt werden,

paf der Ausdrud
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2
% =f(x)=VxRcosd—x?r?+ xr l/ \”(1 —-—137 sin%)—?VchosS +x%r?

gein Grofted” wird.
Nad) dem Fritheren erhdlt man den Werth von x aud bder

®leidhung (ot o) = f
X w) — IX

wenn unter o eine unendlid) fleine Grofe verftanden wird. Die
Bildung und Auflofung der betreffenden Gleidung in x wiirde aber
auf bie?em Wege mithjam und vermwidelt werden und war wegen
per in f(x) enthaltenen Duabdratwurzel. Bequemer wird dafjelbe
Ziel erreiht, indem man bdie Gleidjung

2
f(x) = VxRcosd —x%r? +xrl/V2 (1 —f‘% sin?d )—QVXBcos 3+xr?

auf beiden Geiten durd) xr dividirt, damm xr — vﬁrcos 5 addict

und die fo entftandene Gleidung auf beiden Seiten quadrict. Hiers
durd) ergiebt fid)

/ 2 2

\% + xr— ?cosﬁ) =V2<1 — % sin? 8> — 2VxRcos § 4 x2r?

it man in diefer Gleidhung die Klammern auf und mul-
tiplicirt mit x*r? fo ergiebt i) nad) einigen Reduftionen

20 ¢ 2.2 a p. R?
f2(x) + 2fx (x*r? —xVRcosd) = V2|1 __1-7) x2r?
Sept man in diefer Gleidjung an die Stelle von x den Werth
(x + o) und beadjtet, dafy hierburd) f(x) eine Aenderung nidjt er-
leidet, weil f(x + w) = fx ift; fo erhdlt man
f2x + 2fx ((x + w)*r*—(x+ ) VR cosd) = v2<1 — ‘:—:)(x + w)u?

Nun lofe man hier die Klammern auf und jubtrahire die vors
ergehende Gleidung, fo folgt mit Vernadjldffigung desd Glieded w?

2
26x (2x 01 — wVReosd) = V21 —%)21;&'-2
oder nadpdem man durd) 2w Ddividirt hat
N
fx (2xr? — VRecosd) = V? (l — %) xr?

Diefe Gleidjung multiplicive man auf beiden Seiten mit x
und jubtrabire von der oben gefundenen

2
f2x + 2fx (x*r® — xVRcos 3) = V2 (1 — %)x”r’

fo erhdlt man



f2x — xVRcosd fx =20
b. ., weil f(x) offenbar > 0 fein muf
fx =VRcosd.x

Diefen Ausdrud fiix £(x) fepe man nun in die oben erhaltene
Gleidyung

RZ
f(x) (2xr* — VYRcos¢) = V?* 1 — —;;)xrz

ein, o finbet man nad) einigen einfadjen Umformungen leid)t die
LWerthe

2
X = V(l — —B—2—sin98>
r
2R cosd

V2 2
1) = (1 — X sinta)

p4

Die Marimalarbeit eined Tangentialvades betrdgt demnad) —
felbft wenn man von bder Neibung bded Waffers in den Radidhau=
feln abfieht — nur

2
A = mfx :fivz(l ——I:Tsin%) Fof.

2
Ferner ift der Giitegrad des RNabesd
2
—1— B s
-

nur bei ber zwedmafigiten Umfangdgeidhmindigteit
R? |
xR = V(l — 07 sm28)
2cosd

gt evgielen.

Nidt felten evcignet ed fid), dafs die Marimalwerthe oder Mini-
malwerthe folder Funftionen von x beftimmt werden follen, weldje
nid)t diveft gegeben find (erplicivte Funftionen), fondern die man
fidh erft durd) Aufldjung einer Gleihung verjdaffen muf (impli-
cirte Funttionen). Der zulept behandelte Fall bot bereitd ein derartiges
Beifpiel dar. 3§ mogen der Uebung wegen nod) einige BVeijpiele
olgen.
fls Man foll denjenigen Werth von x finden, yveldjer die impli-
cirte Funftion von x, y u einem Grofien madt, wenn y durd
bie Gleidung gegeben ift

x4y —3Baxy =0
Qft y fiiv einen gewifjen Werth von x ,ein Groptesd” ge-



worden, fo dndert e8 fidh) nicht, wenn x um eine unendlid) fleine
Orofie o verdndert wird. Daber muf aud) fein
F+oop+y—3ax+o)y=0
Subtrahirt man von bdiefer Gleidjung bdie vorhergehende
3+ yd—3axy=0
5t dbann die Klammern auf und ldpt dad Duadrat und den Kubus
von o weg, fo erhdlt man
3x*w — 3a0y =20
oder
x? = ay
PRun multiplicive man die Gleidung
3+ y?—Baxy =0
mit x und fepe fiir x* und x* die betreffenden Werthe a2y? und
ay aus der vorhergehenden Gleidung ein, fo ergiebt fidh
azyz + xys — 3a%y?=0

. b
xy = 2a?
Diefe Gleidjung hat man nod) mit der obigen
x? = ay

au verbinden, um bdie beiden Werthe zu erhalten
x=ap?
y=ay%

Auf folgendem TWege [ift fid) gang elementar die Ridtigleit
beider Nefultate nadjweilen. Man fepe in die Gleidjung

x3+ yP—3axy =0
fiir x ben Werth ein
x=p+ %
fo gelangt man bald 3u der Gleidjung
pe + piy3 + aly3 =0
weldje fih aud) folgendermafen fdjreibt
32 6
(r+ F) =3 — e
Der grofte Werth, den man y beilegen darf, wird nun offens
bar aud der Gleidung
YG

T___a.'syxzo

erhalten und diefer Werth ift
y=ay%
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&8 {ei allgemeiner y al8 Funftion von x durd) bdie

Gleidjung
x" + y* — naxy = 0

gegeben. Man foll den Werth von x ermitteln, welder y su
peinem Groften’ madt.

Dazu verbinde man die beiden Gleidjungen

E+o)r+y —nax+o)y=0 und
X" 4+ y* — naxy =0
miteinander; [bfe in der oberen bdie Klammern auf, wobet man fiir
& + o) mit Vernad)ldjfigung ded Duadratd und der hoheren Po-
fenzen von o 3u jegen hat
x* 4+ nx"~ !, o

und fubtrahire die beiben Gleidungen, jo entfteht
nx*~'w — navy = 0
. b

x"—! = ay
Multiplicivt man diefe Gleidung mit nx, o folgt
nx® = naxy
und daher aud der GSleidjung
x* 4 y* — naxy = 0
wenn ftatt naxy der Werth nx® gefest wird,
y=h—-x

Yy =X ln/n —1
Diejen Werth fitr y hat man nur in die Gleidung
x*—! = ay

eingufiihren, um leidjt die gefuchten Deiden YWerthe u erbalten
n—=2,/—
X == —1/ a ]n/ n—1
n—2);"————

y=Vn_——T .;'/a]n/n-——l

@38 foll x fo beftimmt werden, dap bie Grofe y in
der Gleidung
ly —alx 4+ bxy = ¢%)
moglidft groh wird.
Man erhilt die betreffenden Werthe von x und y nad) dem
Fritheren aud den beiben Gleidjungen

X *) Die eidjen 1y und 1x bedeuten Yier die natiirlidhen Logavithmen von y
und x.
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{ly—al(x+m)+b(x+w)y=c

ly — alx + bxy =c
Durd) Subtraftion folgt
al (x _t w) = bowy

ober
m —
Aus der Theorie der logarithmijdhen RNeiben ergiebt fidy

)=

wo man in der Reihenentwidelung red)ts dad Duadrat und die ho-
heren Potenzen von o weggelaffen hat. Daber
aw b
x ey
a = bxy
Mit Hiilfe diefer Gleidjung erhdlt man aus

ly — alx + bxy=c¢
](—{-):c— a
x

zcc—n; y = xtec—2

oie folgende

0. b
y
Xa
Rerbindet man diefen Werth von y mit der Sleidjung
a = bxy

fo ergiebt fid) Yeidht:

l Yy = — ¢t ?

Theorie ded Grobhten und Kleinften einer Fuuftion von
mehreren BVerdnderliden.

Man fagt, eine Grife fei eine Funftion von mebhreren Wer-
anderlidien x, y, z, ...; wenn fie eine Verdnderung erleidet, {o-
bald man eine der Grofen x, y, z, ... der Werinderung unter-
wirft. Gine Funftion von mebhreven BVerdnderliden x, vy, z, ...
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wird begeidnet, indem man bdiefe durd) Kommata getvennten Ber-
&nber[id?en umflammert und dem Gangen den darafteriftijden Bud)-
ftaben f, F, ... vorfest; jum Beifpiel
f(x,v,2, ...) ober F(x,v,2,...)
Hiernad) bedeutet dad Jeidjen
f(x,y) .
eine Grofe, welde fid) dndert, wenn entweder x ober y gednbdert wird.
Die Grofe
ax®*+by*+cz? = F(x,v,2)
ift eine Funftion der drei Verdnbderliden x, y, z; denn fie dndert
fih, jobald man eine diefer drei Grifien felber verdnbdert.

Jn der Funftion ber Vervdnbderlidhen x, vy, z, .

fx,v,2...)

nennt man die Grofen x, y, z, ... unabhingige odber will-
fiirlidye Bevdanderlidye, jobald diefelben unter einander in feinem
Jujammenhange ftehen. = Sind bdiefe Grofien dagegen einer oder
mebreren Bedingungen unterworfen, jo fann man fid) mittelft diefer
Bedingungen eine oder mehreve berfelben durd) die anbdern darge-
ftellt denfen und in diefem Falle nennt man die dargefteliten Grifen
abhingige Beranderlidhe, diejenigen Grifen bage%en, durd) welde
erftere dargeftellt find — unabhingige oder willfiirlihe BVerdnder-
lidge. LVorlaufig wollen wir der @in%a&)beit wegen annefmen, dak
ed fid) nur um Funftionen von lauter willfiirlidhen Werdnbderliden
handle. Audy bejdhaftigen und nur continuirlide Funftionen
mehrerer Berdnberlidgen, d. h. foldhe, welde nur um unend-
lid) wenig {id) verdndern, wenn irgend eine der Ber-
danderliden um unendlid) wenig gedndert wird.

Gine Funftion mehrerer Verdanderliden

f(x,y,2,...)
nimmt fir gewijje Werthe ber Verdnderliden einen grof-
ten oder einen fleinften Werth an, fobald fie beziehlidh
fleiner oder grofer wird, wenn man irgend welde bder
Berdanbderliden um etwasd dndert.

Begeidynet man bdie Werthe der Vevdnderliden x,y, z, ..., fir
weldje die Funftion f(x,vy,z ...) einen grofiten ober fleinften Werth
annimmt, entfpredjend mit a, b, ¢, ..., jo muf offenbar

f(x,b,¢c,...) << f(a, b, ¢, ..)
1 f(a,y,¢,...) < f(a,b,¢c,..)
f(a,b,z,...) << f(a, b, ¢, ..

. §. .

fein, wenn ,f ein Groftes ift und x, y, z, ... von a, b, ¢, ...
besiehlidh) verfdyieden angemommen werden; dagegen muf fein



f&x,b,¢c,...) > f(a,b,¢c,...)
2 f(a,y,c,...) > f(a, b,c,...)
f(a, b,z,...) > f(a, b, ¢c,...)

u. {. w.

wenn f(a, b, ¢, ...) ein Kleinjtes ift und x —a, y—b, z—c, ...
von Null verjdjieden find.
Die erfte Ungleidhheitsbedingung 1.
f(x, b, ¢, ...) <<f(a, b, c, ...
geigt an, DdaB a derjenige Werth von x ift, welder die Funftion
ver alleinigen Verdnderlidgen x
f(x, b, ¢, . ..)
u einem OGrdfsten madht. — Dedgleidien folgt aud der Ungleidhheitss
bedingung
fa, vy, ¢, ...) <f(a, b ...
baf y = b Derjenige Werth ift, weldjer die Funttion der eingelnen
Lerdnderliden y
f(a, v, ¢, ...
gu einem Grdften madit, u. . f.
Sollen nun bdie Werthe von x, y, z, . . . aufgefunden werben,
weldje die Funftion bdiefer Werdnderliden

fx, v, 2, ...)

g;t einem Groften madjen, fo bilde man junddft die Gleidung zur

eftimmung degjenigen Werthed von x, weldjer diefe Funftion zu
einem @rﬁgten madyt, wenn vy, z, ... al8 augenblidlid) unverdn-
verlide ®rofen angejehen werben; darauf die Gleidhung zur Be-
ftimmung desjenigen Werthes von y, welder bie Funttion f(x, y, z, ...)
su einem Groften mad)t, wenn y allein al8 augenblidlid) verdnder-
lid) angefehen wird, u. {. f. Auf bdiejem Wege wird man fo viele
Gleidhungen erhalten, alds Werdnderlide zu beftimmen find.

Die Aufjfudjung der Werthe von x, y, z, ..., welde die Funf-
tion f(x, y, z, ...) su einem SKleinften madjen, gejdjieht ganz
dhnlid). Aus den Oleidjungen 2. iiberfieht man ohne Schwierig-
feit, daf Diefe Werthe, die der RNeihe nad) durd) a, b, ¢, ... be-
seidynet werden migen, durd) Anfepung der BVedingungen

f(x, b, ¢, ...)
f(a, y, e, . ..) ¢ gleid) einem Kleinften
f(a, b, z, ...)

u. §. w.

herguleiten find.
Ded Beijpield wegen mag die Aufgabe behandelt werden,

von allen Dreieden dadjenige ju finben, weldes
gi; grofte Fladhe bet gegebenem Umfange = 25
efipt.
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Begeidhnet man wei Dreiecddfeiten mit x und y, fo ift die
britte der YAufgabe gemdh gleid) 2s — x — y.

Das Quabdrat der Dretedsflade ift demnady

A*=56E—x)(s—yG&+y—s)

Diefer Ausdvud ift ein Sroftes, wenn

t—x)(—y E+y—s)
o groh al8 miglid) ift.

@3 feien nun bie gefudyten Werthe x =a, y =", jo hat man
nad) dem Fritheven die Werthe von x und y aufzujuden, durd
weldje jede der beiden Grifen

(s—x) (s—b) (x +b—s)
t—a)—y)@+ty—s)
ein Grofited wird. Diefes gefdjieht, wenn o und e jwei beliebige,
aber unendlid) fleine Grofen find aud den beiden Gleichungen
(s—x—0)—bh) E+wt+b—s)=(s—x)(s—Db) (x+b—s)
(s—a) (s—y—e) (atyte—s) = (s—a)(s—y)(aty—s)

Da nun x = a und y = b bdie gejudjten Werthe find, fo
folgt aus bden beiden nnrftegenhen Gleidjungen, naddem Ddie erfte
purd) s — b und die jweite durd) s — a dividirt ift

(s—a—w)(at+to+b—s)=(—a)la+b—s)
(s—b—-e)(a+b+e—s) =(—b)la+b—s)
Fihrt man die Multiplifation aud und laft in ber erften
Gleidung w?, in der jweiten e weg, fo erhdlt man:
o(s—a)—w(@at+b—s) =0
e(s—b)—e(a4+b—s) =0
s—a=a+tb—s
s—b=a4+b—s
Demnad) with a = b und endlid)
2s

oder

Das gefudte Dreied ift alfo gleidhjeitig.

Um nod) nadjtraglid) gu unterjudjen, ob die Dretedsflade durd)
pie angegebenen Werthe aud) wirflid) zu einem Sropten gemadt
wird, fese man ftatt x und y die von a und b unendlid) wenig
aber Deliebig veridjiedenen Werthe



2s
vy=gte

in bie Formel fiix A\? ein, fo ergiebt fid)

pr = (5=0) (5= (5 +0=2)
oder nad) ausgefithrier Multiplifation
S4 52

&= g {0
Da der Nusdrud (w? + we + ), welder fid) aud) darftellen

lapt 2 2 2
w2+we+32:(w+e) ;-w te

jtets pofitiv ift, gleidjviel ob w und e pofitive oder negative un-
endlid) tleine @rﬁ%en find, und erft dann zur Null wird, wenn o
und e gleidjzeitig Null find, {o folgt, daf der grofte Werth fiix /\?
jein mufp

2 s*
A3
oder
s2

T 33
Hievdurd) ift erwiefen, dap dasd gleid)feitige Dreied
unter allen Dreieden von gleidhem Umfang die grofte
Flade einfdlieft.

38 fei zweitens ein Dreied ABC gegeben; man foll
in demfjelben einen Puntt P finden, jo daf die Summe
der Gntfernungen
b PA + PB + PC = einem Kleinjten

wiro.

Um bdad Dreied ABC zu beftimmen, fille man vom Puntte C
aug auf die gegeniiberliegende Seite AB dag Perpendifel CD = h
und begeidne AD mit a; BD mit b. RNun fille man von dem
beliebig angenommenen Punfte P das Perpenditel PQ == y auf
pie Grundlinte AB uund begeine AQ mit x. Alsdbann ift

AP = < ¥ 2
BP = ¥ b—x ¥y
CP = Y@ — %" + (h —
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Der Anufgabe gemdfs follen nun x und y dergeftalt beftimmt
werden, daf

(e Ty e S R S (R
= f(x, y)

fo flein al8 mbglid) wird.

GSindb x = m und y = n Ddiejenigen Werthe, fiir weldje
f(x, y) miglidyft flein wird, jo muf man nad) dem Fritheren die
Funftionen von je einer Werdnderlidjen

f(x, n)
f(m, y)
su einem RKleinften madjen.
Diefes gejdyieht mittelft der beiden Gleidjungen
f(x + o, n) =TI(x, n)} oder f(m + o, n) = f(m, n)
f(m, y+¢) =Ff(m,y) f(m, n 4+ &)= f(m, n)
in denen o und ¢ beliebige unendlid) fleine Grofen bedeuten. Diefe
Gleidungen lauten ausdgefiihrt

Y (m+w)+n? + Yat+b—m— w)?+n? + Ja—m—ow)*+ (h—n)2=
Yo+ n? + Y@+ b —m)? +n®+ y(a—m)?+ (h—n)?

Y (ke + Y Grb () + y G my (o =
Ym?+ 102 + y/(a+b—m)?+ n*+ y(a—m)?+ (h — n)?

Pun entwidele man die Radifanden der linfen Seiten nad)

Potengen von o und < begiehlid), vernadhldjjige dann bdie

Quadrate von o und e, und made endlid)y von den Formeln der
RNewtow' {Gen (Binomial=) NReibe

VA + Bw = /A + Bo_
2 /A
YOF De =T+ 25
2 7C

Sebraud), fo ergiebt fid

ym ot + ——2 4 GFb—mytn?
Y/ m? 4 n?
w(@+b—m n _— :
—_— a— + h__ 2
Y@+ b—m)+n? V= mHC v
o (a—m)

=ym? + n’ + Y@@+ b — m)? 4 n?

- ]/(a—m)2+(h—n)2
+ Y/(a— m)t + (h — n)?

und
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Ym0t 4+ Ya+b—myP+n? + Y@— my + (h—ny
ne ne (h—nm)e
R R et Y, e iy s
= Yo¥ + 0+ Y + b —my + 0+ a—mP + (h—ny
oder nad) einfadjer Umformung
m . a+b—m _ a—m
1. ym? +n*  Yla+tb—m)y+n? Y(a—m)+(h—n)
n n . h—n
ym? + n? + Ya+tb—my+n® JYGa—mP+(h—n)?
Jit

X APQ =¢
X BPQ =4
X PCD =

fo {dhreiben fid) die vorftehenden Gleidungen
9 sin ¢ — sin 7 = sin ¢
’ {coscp — cos 7 = cos ¢
Bildet man die Summe der Duadrate, o folgt

2+ 2 (cos o cosy + sing siny) =1
oder

1
cos (¢ + 1) = — 5

daber
¢ + 7= 120° = x APB

Bildet man ferner die Summe bder Quadrate der beiden aus
2. bergeleiteten Gleidjungen

sin ¢ = sin 9 + sin ¢
fo folgt leict co0s 9 = — cos v + cos¢

cos(n+¢) = % oder v + ¢ = 60°
Da X0+ ¢ Nebenwinfel von 2 BPC ift, {o ergieht fidh

weiter
X, BPC = 120°

Die drei Geraden AP, BP, CP bilden alfo Wintel
von 120° mit einander.
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Leidht findet man nun auf trigonometrijhem Wege die Wherthe
a—b

2h - (x + b)Y/3
hyY3 4-2a+b

h + by/3
gn = h;/3"+at2b

h + ay/3

_ (a+b)lge

tge + tgy
a+b

= tgo + igy

tgg =

I

lge

Diejenigen Werthe, welde eine Funftion mehrerer Verdnder-
lidgen zu efnem Grohten oder Kleinften madjen, laffen fidh) aud
aud einer Gleidung herleiten. Sind ndmlid) begiehlid) a, b, ¢,...
bie Werthe von x, y, z, ..., welde die Funttion

f(x, 5, 2...)
it einem Griften oder Kleinften maden und bedenten o, ¢, 3, ...
beliebige unendlidy fleine Grdfen, jo mup nad)y dem Fritheren jede
per Funftionen einer Verdnderlidjen
f(XI bl cI
f(a y, ¢
f(a, b, z,...)
ein ®rofsted ober Kleinfted fiir die refp. Werthe x = a; y == b;
z = c;... werden. Hierzu find die Vedingungen erforderlid)
fa+ o, byc,...) =1f(@, b c...)
fa, b+¢ ¢ ...) =1f@ b, ¢ ...)
fa, b, c+3,...) =f(@, b, ¢, ...
u {. w.

Die Werthe von a, b, ¢, ..., welde fid) aud diefen Bedingungen
ergeben, founen nur um unendlid menigB von Ddenjenigen Wer-
then veridjieden fein, weldje ausd folgenden BVedingungen gergeleitet
werden

fa+ o, b+e c+3...) ="Ff@ b+ect+3...)

fa, b+e ¢4+ ...) =f(a b c+3,...)

f(a, b, c+ 39 ...) = f(a b, c, .

. . w.
Nud diefen Gleidungen folgt nun:
fa+ o, b+e c+8...) =1 b c...)

[}
Lo

o)
o)
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Dieje eine Vedingung ift, wenn der Vorausdfepung gemif o,
e, 9, ... unendlid) fleine beliebige Grifen find, audreidend zur
Veftinmung der Werthe von a, b, ¢, ... In der That ergeben
fi) aug ihr fdmmtliche oben erhaltenen Bebdingungen, wenn man
ver Reihe nad) alle willtirlide unendlid) fleine Grofen mit Aus-
nahme je einer gleidy Null madyt.

Wie man in jedem fpeciellen Falle finden wird, lakt
fid) die Grdfe fa +- o, b4+ ¢ ¢ + §,...) folgendermafen dar-
{tellen ‘
fa+ o, b+ec+9,...) =f(@ b c...)+ Awd-Be+Cd 4+ ...
wenn bet der Entwidelung die Produftverbindungen der unendlid)
tleinen Grofen vernadyldifigt werben und A, B, C, ... Grofen vor-
{tellen, weldje nur die Budjftaben a, b, ¢, . .. enthalten. — Die
Gleidjung

f@+ o, b+e c+38..)=1@b c ...
jreibt fih nun aud
Ao+ Be+Co+...=0

Da in diejer Gleidung o, ¢, 3, ... beliebige unendlid) fleine
Grogen fiud, fo fann man mit Nuduahme je einer bderfelben alle
iibrigen gleid) Null madjen und erhalt hievdurd) der Reihe nady die
Gleidhungen

0=A=B=C=...,
aud welden a, b, c, ... herguleiten find.
Anmerfung:

Diefe Herleitung der erforderlidhen Gleidjungen zur Beftimmung
ded grihten ober fleinften IBerthes einer Funition mehrerer Ver-
dnderlidyen

i, Y, 2.

ift jo lYange fjtatthajt, al8 jammilide %er&nbet[i?e von einander
unabhingig find. Jveten aber durd) eine oder mehreve Gleidhungen
von der Form
(?(xr Y z,...)=0
diefe LVervdnderlidjen in Abhangigleit zu einander, {o wiirde man
eine ober melhreve Vegiehungen wijdjen den unendlid) fleinen Srofen
w, g J, ... von der Form
O0=9¢(@+‘w bt+ec+3...) =9 b c...)
erhalten, denen man aud), da
@+ o, b+e c+3d,...) =9¢(@,b,¢c,...)0+A0+Be+C3d+...
gefept werden fann, die Form
Ajw +BedC3+...=0
geben famn. Aud biefer oder diefen Gleidjungen find fo viele der
unendlid) fleinen Grofen o, ¢ 3, ... durd) die itbrigen be-
ftimmt, ald Begichungen zwijden den BWerduderlidhen der Funftion
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f(x, y, z,...) gegeben finb. Die nidht beftimmien der unendlid
fleinen Grofen bletben willfitrlid).
Soll des Beifpield wegen die Funftion
f(x, v, 2)
einen grofiten oder fleinften Werth annehmen, wenn die Berdanber-
ligen ber Bedingung
XCAA z) =0
geniigen, fo erhdalt man die Gleidungen
Avo + Be + C3 = 0
Ao+ Be+ C3=0
¢ (a, b, c) =0
Gliminirt man aud den beiden erften Gleidjungen 3, jo erhdlt

(AC, — AC)w + (BC, — BC)e = 0
o und e bedeuten Hier willfiiclige unendlid) fleine Grofen;
daher muf man getrennt erhalten

man

AC, — AC =0
BC, — BC =0

oder
A _B _G
A B C

Jur Beftimmung von a, b, ¢ hat man den beiden Gleidungen

Al — Bl —_— Cl
AT B

nod) die obige
¢ (31 bl C) =0

hinguzufiigen.

Wir bejdylieken biefen AbjHnitt mit Anufldjung der folgenden
Aufgabe:

Gine homogene {hmwere vollfommen biegfame Linie
pon der Linge 21 wird an zwei Punften B und B, be-
feftigt, weldje in demjelben Niveau liegen und beren
gegenjeitiger Abftand 2b ift. Man joll die Geftalt
piefer Linte beftimmen, jo dap ihr Sdwerpunft mog-
lidyft tief [iegt.

s fei P, der Halbirungdpuntt der Geraden B B, {o ift der
Roraudiepung gemdif P, B=>b. Durd) P, lege man eine BVertifale,
fo wird diefe durd) ben tiefften Punft der Curve Q, gehen und
legtere in awei jymmetrijdhe Sweige gerlegen (der Bewetd hiervon
ift leidht zu fithren). Die Horigontale Strede Py B = b theilen
wir von Ly ab in n gleidhe unendlid) Tleine Theile, begeichnen die

23*
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Theilpunfte der RNeihe nady mit P,; Py ;... Poy und fithren durd
diefefben. Parallelen mit P, Q,, weldje die Curve beziehlid) in den
Punften Q5 Qy; . . . Qu_y treffen mogen. Die Ordinaten P, Q,;
P Qs PyQys ..  Puy Quoy werden durd) refp. yo; Y15 Yoi- -« Yot
begeidnet. Dann ift die Linge ded halben Curvenbogens

n—l1 b2
Lo BQ=1=2 75+ (Ymr1—Yn)’
wo dad Summengeiden fid) auf den Vudjftaben m bezieht. Ferner
ift, wenn man unter & die Gntfernung ded Sdywerpuntted vom
Puntte P, verfteht, nad) ftatijdjen Principien

n—1

b2
2. 1.t =§ Y l/nT 4+ (Ym+1— ¥m)?

Man hat nun die n Verdnderliden y,, y;, ... yo—1, welde
per Bedingung geniigen

n—1

b2
l=§ 'Yl + (Ym+1— Ym)?
fo zu beftimmen, baf dber Ausbrud

n-1 b2
% Yo Jo7 + (Gmt+r — yu)?
ein Grofted wird.

Der Ginfad)heit wegen fepe man allgemein den Curvenbogen
Q0n = sm, jo ift

b2
Smt1 — Sa = | — + (Yo+1— Yu)?
und begeidhne ferner mitey; ;5 €55 ... eay n vorldufig unbeftimmte
unendlidy fleine Grifen, um welde bdie refp. Ordinaten y,; y,;
Vo3 --- Yo—1 gedndert werden migen. Dann mufi, damit

n—1

2
S Ym 1/3_2 + (Ym+1— Yw)? gleid) einem Groften iwird,
0

n-1

b2
3. % (Ym + &m) ]/n_2 + (Yo+r— Vo T emy1 — en)? =

n:i b2
% Yoo + (ot — ¥u)?

fein und zugleid) miiffen die n Grofen e, &, ... en_y der einen
Bedingung geniigen

n—1 b2

4. l=§ n—2+(ym+1'—Ym+€m+1—3m)2 =

n-1

> _tf_ - 2
V2 (Ym+1— Ym)
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Pun bemerfe man bdie Formeln

2 b2
D ot — Yo b 2nss — ) =] ook (s — Yo+
(Em+1— em) (Ym+1 — Ym)

b? 5
T (Ymt+1 — ym)®

(Ym + sm) ‘/71‘2_ + (ym F1— Ym + Em41 — 8m)2 =

b2 (sm—}—l - Em) Ym (Ym-}—l - Ym)
¥m ]/;2— + (Yuot+1 — Yu)? + ™) +
“2 + (Ym+1 e Ym)

2
7 T 1 — Yu)?;

fege bann ftatt ]/Lr:; 4+ (Ym+1—ym)? Den einfadjeren Ausdruc
Sm+1 — Smj |0 erhdlt man {tatt Der @[ei&)ung 3. bie folgenbde:
n—1
5. E (Sm-}-l_em) YmM'}' E €m (Sm+1—5m)——‘0
0 Sm+1— Sm
und anftatt 4.

6. 2 (em41— &m )‘_fﬂif‘——yﬂ=o

m+1 — Sm
Nun ift
2 e . Ym+1—Ym_ z Ym+1— ¥m
<m+1 Em ) Sm+1- Sm Sm 1 Sm4+1— Sm
nil e Ym—}-l - Ym
0 " Sm+1— Sm
und teil e, = 0
ngl €m41 Yo+1 77 Vm ngl gy Y Ym—t
[1] Sm+1 — Sm 1 msm_sm—I'
endlid) hat man
SIS et LU (P hd PR M
0 Sm41— Sm 0 Sm+1— Sm Sy
Durd) Jujammenitellung bdiefer Refultate erhdlt man

n—1

)Ym+l Ym = 3 Em {Ym*‘Ym—l _Ym-{-l_Ym}
Sm+1— Sm 1 Sm — Sm—1 Sm417 Sm
Y1 — Yo
sl .

n—1

2 (sm-l-l — Em
0

— g
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Demnad) geht die Gleidjung 6. iiber in
S {Ym_YM—l__YnHrl—Ym}_s i — Yo
. - Em - 0

1 Sm — Sm—1 Sm41— Sm Sy

uf dbhnlidge Weife fanun man bie @[eidjung 5. umformen in

n—1
Ym—- . Ym 1 — .
8. 2 em[)’m—l S —Sas Ym . Sm—}l—sm +5m+l sm]
:_eo{sl_Yo Y1 ;—YO}

Da vermige der Gleidung 4. gwijden den n unendlid) fleinen
Grofen e, &3 €93 - .. en—y nur eine Begiehung befteht, fo fann
man die lepten n—1 verfelben als willfarlid Betrad)ten und e,
a8 von diefen abhingig. Um e aud 7. und 8. ju eliminiren,
fepe man bder Kiirze wegen

9 s, — A
- Yi—Yo Yo =
multiplicive 7. mit A und abdive zu 8., {o folgt
n—1 .
10. X en [(ym 1. Y_"'__l_m___l (U + 1. Vo411 — Ym
1 — Sm— Sm +l'—Sm

+Sm+1——sm]=0

Da aber bie in diefer Summe enthaltenen n—1 Grofen e,

&5 - .. en—y Willfiiclih) unendlidh flein find, fo muf man allgemein
echalten
1 (ot dest (g gy dait "t
Sm—1 Sm +1‘—Sm

+ Sm+1 — Sm — 0
und ed muf diefe Gleidung ftatthaben fiir jeden Werth von m von
1 bi8 n—1 incl.
Gept man nun in 11. an die Stelle von m der Reihe nad
pie Sahlwerthe 1, 2, 3, ... m und addirt alle fo entftehenden
Gleidungen, o gelangt man zu dem Refultat

(o0 22 (ym+x)M%:—§mﬂ+sm+,_o

weldjed fidh nermoge 9. aud) folgendermafen {dreibt
S+ Smpr=(Ym + 1) hﬂ_l_

m+1— Sm
Da im Algemeinen die Grofen
Sm 1 Sm -1

S; + Smy1 unmd )
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endlid) find und beide nur um die unendlidy fleine Grife

S — S
51 + m+12 m

vont einander abweidjen, fo fann man die vorhergehende Gleidhung
umformen in

=
und aud dhnliden Griinden in
Smit1 + Sm m + Y m+41 " Ym
ST :Q—“‘z ! +*> im:—:m
Diefe Gleidjung multiplicive man mit 2 (Smy1—sm), o folgt
Smt1— 80 = Yatt — Y + 28 (Ym41 — Yu)
Wenn man wieder fiir m der Nethe nad) die Jahlwerthe O, 1,
y --. m—1 einfept und addirt, jo ergiebt fid
12, s%, = y% + 20ym — (y,2 4+ 24y,)
Da fiir m=n; s, =1; ya=0 ift, jo wird
1= —(y," + 2Ayo)
und daber ftatt der vorhergehenden Gleidhung erbalten
12, s%n =y + 2hym + 12
Diefe Gleidung enthilt eine Begiehung wijden den Bogen-
lingen s, und den Ordinaten yy, der Endpuntte derjelben.
ur weiteren Nedynung nehme man die oben gefundene Sleidjung

S Sapn = (Y ) 32F0E
wieder auf und beadhte, daf die Grofen
$; + Smypr UMD sp
%1ut um eine unendlid) fleine Grife von einander abweidjen; daf
erner

b? 2
Smt1— S = /=5 (Ya+1— ¥n)
Dann ergiebt fid)
13. Sy = (Ym + )\) (Ym+1 — Ym)

b? 2
?2‘ + (Ym—}-l_Ym)

2
und wenn man jum Quadrat evhebt, 12. benupt und mit%
+ (Ym 417 Ym)2 ““l{ﬁp[l'cirt
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b?
n?

+ (1= Yn)?) = (¥ + 2hva + 29
(Ym+1— Ym)®

(¥ + 2hya +19) (

oder
b? 5
o+ 2Ma + 1) — = A —F) (mt1— Yn)?

Da Ymy1— Yu negativ ift, fo folgt durd) Ausziehung der
Quadratwurgel

b -
— — V¥Vt 2ym +E = YR =T (Yot1— Ya)
und nad) leidhter Umformung
4, — 1 Yo 17 Yo

DR R RSV )
Jun fepe man

{ Zn = — (Ya T ) + V(ym + 12— (A2 — 12) ober
15.

Zm A2 — ]2

—(w+ N = ) + ‘22,,,—
fo ergiebt fid)

. 1 f A —12
Y417 Ym = — T[ (Zm+1 - Zm) 11 _ —ml—}
oder da die in den unendlid) fleinen Fattor z, 1 — 2, multiplicicte
. 22— 12 2__ 12 , s
Oroge 1 — ———— von 1 — A 5— nur um unendlid) wenig
Zm Zm+l Z%m
abweidt :
1 A — 12
Yo+1— Yo = — 5 (Zm41—Zm) 1 — zzm—)

Ferner wird

V@ =5 (- 2t

Z%°n
Durd) Divifion der beiden lepten Gleidjungen folgt weiter:
Yo+1 — Ym 3__{Zm+1__1}
Vo T —@—D) 2o
ober egen 13.
_b_ 1 . Zmy1 1
n YN—#  Zm

Addirt man bdie Ginbeit, nimmt dann die notirlidhen Loga-
rithmen und beadjtet, dafi fiiv unendlic) fleine &

lg(1+3) =3
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ift, fo folgt .

ER =
Nun fege man fir m der Reihe nad) die Jahlwerthe 0, 1, 2, ...
m— 1 und addire, fo ergiebt jid)

mb 1 — oz —loz
n o Bl

Aus 13. iiberfieht man, daf ym -+ A negativ ift; dedhalb erhalt
man aug 12.

— Oty =T F =P
— A+ y) = YA =1 bas, =0 ift.
Aus 15. folgt nun
2, = =T
Mit Hiilfe diefes Werthes ergiebt fih) aud 16.

mb 1 (P
noya—g o 8 ,/—r:lT>

= ]g‘ Iyt — ]g Zm

16.

I

oder
mb 1

to = YT o VT
Die Gleidung 15. fdhyreibt fid) jest
mb 1 — mb 1
1. —(yu + 1) = % YR —p {e"’,,_' I_/T—i_—l—i +e;_.7;2—:__—1—2}
fermer geht 12. nun ither in

mb 1  -m _J__}

18. smzé V;ij{en 1/12_12~e L 7 U

Leptere Gleidung dient jur Beftimmung von . Sept man
nimlid) m = n, o ergiebt i), da s, = 1 ift

b

N2

19. 1=%1/x2—12{e’/A f
Aud diefer Gleiung beftimme man durd)" Anndherung den

negativen Werth von A, o ift durd) 17. bie Geftalt der Curve und
aus 18. ein Dbeliebige8 Bogenftiid sn vollftandig beftimmt,

___b
YR
e
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Sefit man nod) der Kiivze wegen
!,/mz a
mb
n
[y =V;sa=s
fo hat man 3ur Beftimmung der Curve und ihrer Glemente die
einfacdjeren Formeln:

= X

1 b
2. — =e"— e
a

<
”&
+i
|
<
I
l\‘JI ®
N
L
+
(4]
|
N
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