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Bur ~earfieituug bca 110rlicgcnbeu ~egrfilt4Ja wurbe ber 
Uuteraei4Juete bttr4J ben ~Bultfdj l.1eranlaf3t, baa Il)eufum ber 
mritgmetif ltub ~{fgefira fiir ~ofJere ~egranffllHen .. in gegHe:: 
betier ~Otlll uub mogIidjfter Jtiirae feitten EidjiHern l1or~lt:' 
fiifJren. :ner [~erfaHer fe~t bei fe~teren eitte gewiffe Ue~ting 
in ben l1ier CSlJcciea bea gemeitten ffiedjnena, in ben meci~ 
malfiriidjen, f omie im 3 iegen ber nuabrat ~ unb ~ubH~ 
,®uraeln l.1oraua unb f)ilfi beim mortrage ber aIfgemeinen 
SUritgmetif burdj ['eifpie1e bod nadj, wo ben CSdjiifern bie 
erforberIidje ~ertigfeit ultb Umfidji im ,praftifdjen ffiedjncu 
abgef)en f ome. - CSinb bie ~el)rfii~e iiber ~:Potenaen, Wur~ 
aeIn Hub ~ogatitl)llten 110m CSdjiifet l1etftanben uub burdj 
l.1iefe ~eiflJie1e in einer ~eife eingeiifit, wefdje il)m ben 
fidjeten ~efi~ l1crbiirgi, fo gel)t ber merfaffer our ~el)anb: 
lultg ber quabratifdjen ~leidjungen itber, in weldje er ben 
Eidjwcr.pultft feittea Untcrridjta ber mritgmetif unb SUlgebra 
l1erfegt. c\)ier gewiltnt ber Eidjiifer Uebung in ber SUnwen~ 
bung crlernter ~el)rfii~e, Umfidjt im afgebraifdjen ffie4Jnen, 
%ertigfeit im CSubftituiren unb - Sntereffe fitr bie CSadje. 
:ner merfaffer laBt l1ieIe @leidjungen l.10ll bell einaelnen 
Gdjiilern an ber ~afel tedjnen, fitl)rt le~tete burdj eine an~ 
gemeffene %ragfteUullg ni.itf)igenfaIfa aUf ben ridjtigen ~eg 
uub f1cf,pridjt fdjIieBfidj bie l)aulJtfiidjlidjften ~)(etljoben 3ur 
tli.ifung einer jeben mufgalie. 



~id)tig fur bie mnmenbullgeu bet mrit~metif auf bie 
6teteometrie uub ID1edjanif finb fetnet bie lleiben ~umUlen: 
formel11 

x a+1 a+1 S ( + b )<1 d = (a + bx) - a 
o a x x b(rz+l) 

SXdx 1 b 
o a + bx = b log nat. (1 + Ii x) 

meIdje gan3 aUgemeiu aua bett atitljmetifdjeu unb bet geo: 
metrifdjen ffieilje ljetgeleitet metbeit. - ~n bem mbfdjnitt 
ubet baa ffiationalmadjen bet mettnet nlgebraifdjet ~uttftionen 
erljiilt bet 6djulet eiu IDHtte1, feine .5teimtniffe bet ~nge'bra 
burdj Uebung 3U befeftigen. Tlie muflofung bet ®Ieidjun: 
gen butdj nl(miiljIidje mttttiiljetung (memton'fdje IDletljobe) 
uub °bie ~ljeorie bea ®tof}ten unb o .5tleinften bUtften nndj 
bea metfnffeta mnfidjt um fo meniget feljlen, nla beibe 
Tliadplitteu, allgefeljen \lOU iljtet Unetttbef)tlidjfeit, of)ne 
tintfaItung duea fdjmetfaUigen m~~nrata begruttbet metben 
fotttttett. 

~iedoljtt im IDlaq 18(H. 
Dr. (i. IDldjd. 
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(t in I c it u n g. 
JJhe IDlaltltigfaUigfeit ber lJon una lua~rgenommenen ®egenftiinbe 
fii~rt 3um mC,9riff ber Ba~r. 

Bii~(cn ~eit3t bie &in~eit luieberljolcn. 
~er Snuegrifj' bieier CYin~eiten ift bie BaljL ~ie ffieilje ber 

naturlidjen Baljlen lieginnt mit ber &inljeit unb mcidjt fein '&nbe, 
lUei( '~u jeber BaljI bie &inljeit immer luicberljoIi lUetben fann. 

Bluei Ba~Ien finb ei n an b c r 9 I ei dj, Illcnn fie biefcllie (6teIfe 
in bet ffiei~e bet uQtiirlidjen Bal)Ien eitmeljmen. &ine Ba~I ift 
gtOflCt alG eine anbere, luenn man fie butdj ~ieberIjolung bet 
~inljeit fpiiter erIjiilt, alG bie anbere - obcr IUeltlt fie in bet ffieiIje 
bet ltatiitHdjen Baljlen eine ljiiljerc (6telle cinnimmt alG bic anbere. 

~ir aUgemcine Ba~I foll jebe Baljl ber ltatiirHdjen Baljlcn. 
teilje batfterren; baljer ift fte feine liefthltlnte Baljl; - eG fann alicr 
fur cine aUgemeine Baljl ftet6 eine jcbe lieftimmte BaljI gefe~t Illcrben, 
ba jebc lieftimmte 3aljl burdj bic allgemeine 3aljl bar~efteUt luirb. 

~iir bie ~eoeidjltltltg bet aUgemeinen 3aljlen ftttb liefonberc 
3eidjcn erfotberlidi; man liebient fidj ljiet3U bea fleinen lateinifdjen 
unb gricdjifdjen ~lpljalietG. 

mei betfellicn ~Hedjnung liebeutet in ber megd betfdlie mudj:: 
ftali biefellie 3aIjf unb man pfIegt lllttcr lJcrfdjiebenen ~udjftauen 
audj gellJiiljnlidj lJ~tfdjiebene 3aljlen 3u lJcrfteljen; batin auet, baB 
bic 3aljlen, lucldje burdj mUdjftauen batsefteUt luerben, burdjau£l 
feine lieftinuntcn finb - licfteljt iIjr Ijauptliidjlidjet modljci( uei ,ber , 
aUgcmeinen mUfftellung bct ®efel,le beG ffiedjnen£l, infofem mllll, 
fur citle aUgemeine 3aljl fteta cine uefthnmte fcl,len fann. ~aa 
3eidjen bet aUgemeinen 3aljl, b. lj. ber mUdjftau, Illcldjet bie aU. 
gcmeine 3aljI lie3eidjnet, lieljiiU auet in bet ganaen folgcnben ffiedj. 
nuns benfcllien lJeftimmten m3edlj, lUeldjen man fur Mefellie einmaf 
gefc~t ljat. 
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~ic @lcil~~cit ber ueibclt nUgemeiltelt 3nl)!cn a ultb b Illirb uc= 
3cidjltet burd): 

n=b 
~aG 3eid)elt = {)eitt bnG @Ieidj~cit(l3eid)elt, - hie 3a~{ n 

liHbet hie li u f e lInh hie 3a~{ h hie r c dj t e (Seite her @!eidj11 n g. 
- 31llet 3nl)Icn finh nur hanu cinonbcr g!cidi, Itlenn bic cine ber· 
[dlicu ftatt ber nnbern gcfctlt Illerben barf.~benu nult ftatt n hie 
3o~1 b ultb ftatt h bie 3a~{ n gefet,t luirb, fo er~iilt man aUG ber 
(~Hcidjultg 

a = b 
bie foIgellbe 

b = a 
b. ~. hie uciben CSeiten' einer @{eidjultg fiinltell mit eilt· 
aubcr lJeriaufdjt Illcrbcn. 

~ic ~c3eid)ltltltg, bat a groBer a!G It fein foil - ift 
·n > I} 

Hnb bnu n f! ei It e r n!G b ift 
fI <It 

~aG 3cidjen a > h Illirb {lele[clt: a oro§cr a{G b Ultb bnG 3cidjen 
a < h Illirb gc\prod)cn: n flei lICr nlo h. 

~ie lieibcn 3eidjen > ultb < ~ci§c.lt. lhl{lleidjl)eiti.l3eidjclt. ~ie 
lid @lcidjuugen, fo f1Jrid)t mnlt nud) u'ci nltoleidj~citcn lJon bel' 
li 11 ten unb ber r e dj t e It <?5eitc. 

Sn bel' Uug{eidj~eit 
a> II 

ift wieber a bie Ii II f e 1mh It bie re d) t e Sdte. Sft n lIun groter 
ala II, b. ~. uimmt a elne l)ol)ctC SteHe in ber meif)e bel' 3a~lelt 
eiu nlG b, \0 i\t b Heiner alG fI; b. ~. CG fo!ot allG bel' Ultgleidjl;eit 

a> b 
'bie fo{ocltbe 

h < n. 
WffHemciltc 3aI;len llCUltt malt nlld) @r 0 \3 e u oher ~ 11 0 b rii cf c. 

GlJriiflc eiltcr allgemeitlcn 3al)l ift bcr Snliegriff ber @iltl)eiten, burdj 
beren m:;ieber~ollllt{l bie alloemeine ga~l elltftanbelt oebod)t Itltrb. 
W 11 G b r II IT cincr nlloemcillClt 3nl;l ift baa 3cidjclt, burd) lueld)eG biefe 
Snl)! bargc\tellt werbclt fon. 

Sinb 31tlci @}rii\3cn cilter britten gleidj, fo filtb fie 
ultter cinanber gleidj. 

@efe~t e(l Itliire 

jo Ivurbc alief) 

a = c 
1mb b = c 

II = h 
icilt muffelt. - ~eltn, ba man fiir c bie ®riij3c a, \tlelt~e gIdi(J c 



ift, jei;Cll faltn, io folgt, lUCllI1 bicjeG gcfl~irr)t, IlllO tler 31ueitclt 
(~)lcidJullg 

bie fofgclIbc 
h = a 

IUell~C mit bcr @lcidJulIll 
a = h 

iillcrci nftimmt. 
~H{gcmcilt fofgt, IUClIn 

a = hi h =~; c = tli ... 
hllb a = C otlcr a = II 1I. f. lU. fcilt muf;. 

Sft ferner 
a> h; b> Cj c> dj ... 

f 0 forgt 
a > C obcr a > cI 11. ; • .\U. 

T>cnn ltlofltc man hie 3al)l a hurd) ~Eiebcrl)o{lIng her @;ini)eit 
ltl irfli d) MIbeR, fo ltliirbe man 3utlor bie 3al)1 b -erljaUen, lueldJe­
Heiner alG a ift. ~Eonte 1l1ll1t hagegcn h bllrdj ~ieberi)ofung bel' 
@;inf)cit bBbclt, fo Illiirhe malt olttlor C erljaften, Illefdje neilter aUI 
h ift 11. f. Ill. m11llt eryiilt bal)cr {let bel' ~~ilb1llt!l bel' 3aljf a burdj 
~Eicberl)ohl1ln bel' G:ilt~cit bel' mciI)c nadJ 311crlt e, bmm b lIltb 
cnblidj a. T>aljcr mut; a grotcr ala C fein u. f. Ill. --

Sft a > b lIltb b ;= c, fo ift audj a > C; ba fiir II bie @rote 
c gc\ct;t Illcrbcn faun. 

!Hedjncn ljcif;t allG 3111ei gegcbcnen 3ai)len cine 
britte bBbcn. 

80Hcn mei)rere 3al)lcn hurd) medJnung mit ctnanbcr uerbllnbcn 
lllcrhcll, ;0 nc;djicljt bicfCG - inbelll man erft je 31Uei berfelben mit 
eillmtbcr uerbinbet, - hie neu gcIlilbete 3ai)f mit bel' britten u. f· f. 

~ie ~uGfiiljruug bel' :llcd)1t1t1tg fann nUt mit bcftimmtcn 3aljfen 
ge\djeljen. ~cr 3ltlccr bel' aHgemcincn ~Iritljmetif ift baljer nidjt bie 
.~erlcitllltg einct Ilcftilllllttclt 3aljl afo mefllltat bet medjnllltg, folt~ 
bern co ftellt hie alfgcmcinc ~lritljlltcm nut hie @eie~c aliT, ltadj 
llleldjen bie mcretnigu1tg 3111cicr 311ljlcn 3U cincr britten u. f. Ill. er~. 
fofgen muf;. 

~cr St fa 11t 111 e r It (), [], { } bcbicnt man fidj, um baf3n~ 
fteHen, baf; biejenigcn .3al)leu, luefdJe fidj iunetljalb bctfelbclt be~ 
finbcn - burdj med)llltltg mit einanber uerbunben gebadjt Illerben 
forren. ~ic gan3c .stfammcr mit bclt in il)r enti)altcnen 3aljfcn ift 
afjo a!o mefnUat etncr mcdJtutllg, ltlenn audj nur a{o gcbadjtea -
ltlte cine einfadje 3agl 3n betradjtcn. 

~na megel gat man abcr 3u bcmeden,tlaf3 Mc St(ammern ltUt 
bann angel\lcnbet lucrbcn, 11lCltlt ogne bicfelben ein IDHf;uerfhlntlniv 
in hie med)nltn9 fiel) ctnidJ{cidjcn fiinnte. ~ent ~nfiinger ift jctloel)· 

1" 
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bcr matf) 311 crtf)cilcll, cincn \)iiufincrclt @eurlluo, 110n ben St(am~ 
men! 31t mnd)ett, bnmit beri eHic fid) nit i9rc mebeutultg 9..eltlo~ue, 
Hnb nid)t bicjcloclt ba 31t fe~clt l1cmuiiiulltt, lUO i~re m3cgfal1ung cin 
cntio,iebene£l ~J(jttJerftiinbniB f)erlJorfufcn lonnte. . 

~ic mrt uub m3eifc bet ?15cruiubung tJon 3111ei obcr 
mcf)tereu 3af){cn au duel' btittcn f)eitt mco,uuug£l~ 
Dpcration. 

~ic fogcnanlttcn e i u fa 0, c n meo,mtltg£l~D~lcratiollClt filtb 
1. bic ~bbitiolt, 
2. bic CSllutraftiou, 
3. b i c ~))hd it P l if a it 0 It, . 
4. bie'Viuifiolt. 

(frftcr ~lbfd)nitt. 

~bbition. 

~rf(iitllng: 

'1) i e CS u llt llt e 3 IV C i c r 3 a f) ( e It i ft b i c j e u i 9 e 3 nf) ( , 111 ef 0, c 
baburdj erijaftcn lvirb, bat malt Oll cihet bel' gcgeuencn 
3aijfclt bie ~ilt1)eit 10 oft l11iebcl'goft - a{£l bie anbere 
bl'riefuClt angiebt. 

. S u ei n e l' B a ~ ( II ei n c a It bel' e 3a f) ( h a b bJ ten - 1) ci f3 t 
bie @inI)Cit 3u bct 3af)1 II fo oft f)in31I3iif)felt, af£l bie 3a9f 
II a: i It IF it cite It tI) ii U. 

Sft II bicjcltigc 3af){, 3u wc{o,cr b abbirt 111erbelt lon, 10 ue~ 
3cidjltct lltalt bie (S u lllllt c bicfer 3a9lclt burdj 

(II + b). 
~aG Bcio,clt + l)eiflt baG S}) {u G 3 ei 0, C It; hie (Sulltllte (II + 11) 

l11irb ge{cicn 
II plus II (in .lHalltlltcrn) 

~eilpid: 
3ut 3af)f 5 bic 3af){ 3 abbirclt 9ciBt uao, bcr @rf{iiruug bcr 

~fbbitiolt - c~ foU 3ttr 3af)fo 5 bie a:iu9cit brcilltaf 9ilt3ugc3iil)U 
obcr wicbcrf)oft Illerbclt. 5Dttrd) cilllllafigc m3icbetf)o!ult!'l bcr a:iu~ 
lrcit cntfteI)t allG bct BaI)! .') bie 3aI)! G. m3icbcrljoU man bic @ill~ 
fjcit noo, ciull1al, io cntftc!)t bic 3a91 7. 5Durd) breilltalige [bicbcr~ 
fjolllll!'l bel' Ciini)cit 3ur 3a91 .') obcr eimltafigc 3ur 31191 7 entfteljt 
bic 3al)1 8. ~lll)cr ift 

(5 + 3) ~ 8. 



1) 

'!i3clln llllllt hie liillf)cit a[\3 'PlUtH (.) harfteHt, f 0 fann jebe 
beftimmte 3alJ( hurdj $ieber~ohtltg einer geluiffen ~ht3alJ( uon 
\))unftelt ber. ~{nfdjauung uorgefiilJrt lUerbelt, - benn jehe 3alJl 
luirb burdj ~£ieher~ohmg her @inl)eit (3al)len) geluonlten. 

(f\3 fte((en lJiernadj 
hie 3eidjen: 

(.) 
( .. ) 

( ... ) 
( .... ) 

hie folgenhen 3alJlen bar; 
- 1 

. n. f. IU. 

2 
3 
4 

tVie an gem ei n e 3 a lJ { • liiut fidj, lueH fie feine lieftimmte 
3aI)( ift - aluar nidjt hul.~ erne lieftitnmte ~ht'alJ( 1.10n IJhmftcn 
harftc((en; jebenfaUa aber luurhe fie hurdj eine foldje ~(n3af)1 llOlt 

~unften har3ufteflen fein, lueldje her ~(n3alJl her a:htlJeiten gleidj 
fommt, hie ilt ber 3al)i a entlJalten gehadjt finh. ~aa 3eidjclt 

( ... n. t IU ••• }-tgefprodjeu: a foldjer ~lmfte] 
lUiirhe . belllltadj ein mHb her 3alJ! a fein. 

@rfter ~fhbition6fa~. 

(a + 11) = (b + a) 
h. I). hie ®ullIltte cDer beihen 3alJlen a unb b li1eibt hie~ 
fclbe, gleidjuiel, ob man bie 3alJl b 3ur 3alJl n - oher hie 
3alJl a 3ur 3a1)l h ahhirt. . 

'!3elueia: .~~aa 3eidjen (n + b) bebeutet, baa our 3alJ! a bie 
~iltlJeit fo oft luieher1)olt lUerben foU, ala hie 3aI)l h @inlJeiten ent~ 
1)iHt. ®tellt man fidj bie beihen 3alJlen in ber 1.10rlJer angegelienen 
~eile bilMidj bar, fo erlJiilt man 

-----. 

(a + h) = 1+ ( .. u. ~ roo •• J] 
( .. u. 1. IU ... .) 

~aa ,3eidjcn (b + a), lueldjeo bebeutet, hab aur 3alJ1 b hie 
~illl)eit 10 oft luieberl)oft luerbeu iolT, ala bie 3aljl a ~htIJeiien ent" 
IJiilt -- liiht fid) folgenbermaf;en bHblidj bllrfte({m 

(b + a) = 1+ (.. u. ~ roo •• )] 
(. .. u. 1. IU ••• ) 

':Die (,cibcn !1arfteIhtlt!'len tlOIl (a + It) ultb (b + II) enif)altm 
nUll gleid)uicl I},\unftc, ha hie cine bieier :Darftelhmgen nur bie 
Umfel)rung her anberen T'llrftelhmg ift. ~eibe 3eid)cn fteUen ali 0 



etn lInb biefc16e Jal)! blu, luefdje malt burdj ~(6311~{elt ber ~lIltfte 
ilt eiller bel' 6eibcIt ~arftelhlltgelt· gelUiltllcn luiirbc. ~nfo ift 

(a + b) = (b + a) 
@rniiru u g: ~a bie ®ummc bel' lieiben gal)Ieu a ultb b hie" 

[ellie lifeilit, oli mall b 3U a ober a 3U b abbirtj fo taltlt man bie 
lieibell Bal)Iett a ullh h mit belll gcmeiufdjaftHdjen muebruct ®UIIl" 
III a It belt Iiefegcll. mlldj bem uorJ)ergcl)enbcu ®ll~ ift b i c g e g e It f et" 
Hoe ~ertallfd)ullg bel' lieibcu ®lImmaubcn eilter ®umme 
9 c fin tt e t, of)ne bllfl f)ierbm:dj bie ®umme tJeriinbert luirb. 

Blueiter mbbitioltafll~. 

[(a + b) + c] = [(a + c) + bl = [(b + c) + a] 
h. f). cine <summe, beren cincr ®ummauh luieher ciue 
<s U III III e tJ 0 n 31u ei <§:iu m man ben i ft - i ft 9 {e i dj ei n e r 
<SlImme, heren ciner ellmlltllllb gfeidj bel' eumme tJon 
irgcnh lt1eldjeu 31t1et her gegelielten eummllllbcll1111b beren 
llll b C r e r '? lIut m II n b g 1 ei dj be tit lllt bel' It b erg e g e Ii e It e Il ® U m" 
mllnbclt tft. 

~ e IU e i e: ~ae Beid)ell [ (a + b) + c] Iiebeutet, bat au a @in" 
f)citclt (bel' 311l){ a) bie (fill f) cit h mal f)iu~ugefiigt lt1erbett foff. IDlle 
Bcidjeu r (n + b) + e] ftent fidj bi(b!il~ rofgenbennllten bar: 

r r (... 11. f~ IU. • • )]1 
/(<I+II)+e]= +( !) ). ) ... u. ,. IU. • •• j 

I +(.. lI. r IU ... .) 

0ie WIl311f)I ber >})lIufte (G:illf)citCIl), luefdje ljicr alioe3iif)lt 
(luiebcrf)olt) werben [oHen - bleibt lIUIt uugeiinhert, in lueldjcr 
~)/ei!)eltfolgc audj bie tll65iiljfllllq crfolgt. 0nf)cr flllm 1II111t crft 311 
hen a >lIullftcn bie c SJ.)lIllftc l)it13u\)ol)telt lIub au bel' Wll3al)f bel' 
erljnltcuclt >})uutte hie Ilodj ii(lrigCIl b 1})1I1lfte l)iu()1I3iiljfelt; ober malt 
tllllll 3u ben h bic e I,}.lullftc \)iihfcll, lIub \)11 bcr erl)llltcuell WIt311f)f 
Me ltodj iiIirigcn a I,}.lullrte. Hol)lt 1Il1111 311 a 11Illltften c l)itWI, io 
crljiilt malt (a + c) '1.'uIlHe ullb 111CIlII 1111111,11 bieier ~(1l3111){ bie 
iibrigen b SJ.Illllftc l)ill,)IW'i/)tt, io Crl)lllt lIlIlIl illl C\;1l1l3Clt 

I (a + c) + h/ 
\})1I11fte. IDllf)er ift 

r(a + b) + e1 =:: / (a + c) + 1>1 
~{lIf biefel6c ~\3eife ~lIbet 111111l, bnf; 

[(a + b) + cJ = L(b + a) + 1'1 = [(b + e) + a] 
ift. 
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1)ic GHcid)fJcit ber brei 3eid)en 
rea + b) + c]; [(a + c) + b]; [(b + t:) + a] 

ocftnttct jept jebea berfelbell mit ~htf~ebung ber jt(llmlllern einflldjer 
folgenberllln13en bnt3ufteIfelt 

[a + h + c]. 
micfeo 3eidjcn ift baa eilter (6umme llOIt brei (6ltnt~ 

III n n belt. 
madj bem 3111eiten ~lbbitionafa~ III it b all 0 b i e (6u In In e U 0 n 

brei (6ummanben gcbilbet, inbem man auniidjft je 3111et 
ber gegebenelt @3ummaltben abbirt unb au ber @3ulltme 
berfelben belt britten @3ummllnbu6. 

mie ?BeraIfgemeinetlmg be§ @311~e6 
[a + b + c] = [(a + b) + cJ = [(a + c) + b] = [(b + c) + aJ 
hmtet: 

11 m b i e @3u m nt e U 0 n li e (i eli i 9 lJ i er e 11 @3umntaltb e It 3 u li H~ 
belt, abbire man ie aluei berfellien; au ber et~altenclt 
@3umme belt britten; ~u biefcr @3ummc ben uierten u. f· f. 
liio aUe gegclienen @3ulnmanbelt erfdjiipft fittb. mic 
mei~enforge, iUllleldJer bie etlt3e(nen iSummanben ab~ 
b i rt III e r belt, i ft f) i e rfl e i 9 {e i dj 9 iilt i g. 

~cifpierol)nlber Illiirbe l)iernlldj feilt 
[5 + 3 + 4 + 8J = [«(5 + 3) + 4) + 8J = [((5 + 8) + 3) + 4J 

Sn ber ~~at ift 
u. f. Ill. 

fenter 

(5 + 3) = 8 
((5 + 3) + 4) = (8 + 4) = 12 

[((5 + 3) + 4) + 8J = [12 + 8] = 20 

(5 + 8) = 13 
((5 + 8) + 3) = (13 + 3) = 16 

1 ((5 + 8) + 3) + 41 = [lG + 4] = 20 
~{{f 0 {lebcuicn bie lieiben 3eidJClt 

[((5 + B) + 4) + 81 
1 ((.'J + 8) + 3) + 41 



Bweitu WbfdJnitt. 
ettbhaftion. 

@dfiirung: 
~ifferen3 31uder 3ag{en ift biejenige 3agl, tnefdje 

idj au eitter berfelben au abbiren gabe, um bie anbere 
au erI}a{ten. 

mon ben beiben gegebenen 3aglen geif3t hiejenige, au wefdjer 
idj Me ~ifferen3 3U abbiren ~abe, um bie anbere 3U er~aUelt -
bet: ® II b it age n b; bie anbere aber ~JH n u e n b ber ~iffereIt3. 

me3eidjnung~weife: 
Sft non ben beiben Re~e6enelt 3ag{en a ber ID1inuenb, b ber 

e;ubh:a~enb ltnb luhb Me ~tfferelt3 burdj d bargcftellt, fo bC3eidjnet 
malt d burdj ba~ 3eidjcn 

II = (a - b) 
~aa 3eidjen ber ~ifferena swder 3aglcn a unb b 

luirb nu~gefprodjen 
(a - 1J) 

a min'lS b 
~er ijori30ntnfe e:tridj, tuefdjer liei ber ~e3eidjltll\tg 'ocr ~iffcrcn3 
ben ID1inucnben 8 bOlt bem e:ltlitrngellben b trellnt, geivt "ID1 i n u (j. 
3 eidj en .11 ~er ~J(ht1lcltb mufj fteia tlor baa ~JCinll(j3ddjcn ultb 
ber '5ubtrn~eltb ginter baffelbe ~efet\t tuerben. 

~a nadj bet: &rffiitultg enter ~ifferelt3 ber ~JHltlteull gleidj 
ber ®lIlltmc ber :Viffereu3 ltub bea ®llbtrnf)enben ift, fo folgt aua 
ber @feidjultg 

fogfeidj 
d = (8 - b) 

a = (b + d) 
llltb umgeteljrt forgt alia ber @feidjultg 

er ftf i dj: 
a = (1J + <I) 

II = (a - h) 
3 tu eite It g nlier audj, lIa bie mertanfdjultg ber beiben e:ummanben 
b u"nn.. din ber ®ulttltte 

geftattet ift: 
a = (b + d) 

b = (a - II) 
D. I). ber 3ubtragenll cilter ~ifferClt3 ift ferlier gleidj 
cincr ~iffcrel13, bercn ~)(inltenb gleidj bem ~l)1in1tenben 



i) erg e 9 e Ii e It e It 1) if fer e n a i ft u n b be r e n ® u V t ra Ij e n b 
9 I ei dj b erg e 9 eve n e n ~ iff ere n 3 i ft. 

~eifpie{e: 

1) 1)a~ 3eidjen (8 - 5) brucft eine 3aljI au~, Uleldje idj 3um 
®ulittaljenben 5 3u abMren /jave, um ben IDHnuenben 8 3u er. 
ljaUen. - 1)iefe 31lljl ift .sleidj 3, benn (3 + 5) = 8. 1)er ®ub. 
troljel1b ber gegeIienen 1)itteren3 5 ift femer 

5 = (8 - 3) 
2) ~a~ 3eidjen (17 - 9) bebcutet Me 3aljl 8, benu 

17 = (8 + 9) 
~(nmerfung: 

®CI1I1 in einer 1)iffetena bet ®ulitraljenb b bem IDHnuenben 
a gfeidj ll1irb, fo ift bie 1)iffmna gfeidj ~uIT. menn, ha 

3 = (a + 0) 
10 muf; nadj her @dfiirung einer miffetena 

fein. 
() = (a - a) 

&rfter ®uvtraftion~f abo 
I. r (3 + b) - IX] = H a - (;() + b] 

h.lj. cine miffeten3, heten mHnuenb cine ®umme ift, 
ift gfeidj einet ®umme au~ hem einen ®ummanben be~ 
gegeIienelt mHnuenbu~ uub au~ cinet miffetena, beten 
mH It u e n b 9 { ci dj b em a n bet e It ® u m man b u ~ b e ~ 9 e 9 ell e • 
nen SJJ1inueltbu6 unb beten ®uIittaljenb gfeidj bem gege. 
v e nell ® 1I Ii t t a Ij en b u ~ i ft. 

Umsefeljtt ift cine ®umme, beten cinet ®ummanb, 
eine miffeten~ ift, gIcidj cinet miffeten3, beten SJJ1inuenb 
bie ®umme ift aui} bem cinfadjen ®ummanben bet gege •.. 
venen ®umme unb bem SJJ1inuenben be~ anbeten eumman. 
ben unb beten ®uvttaljenb glcidj. bem ®ulltraljenben be~ 
aufammengefe~ten ®ltmmanblt~ tft. 

meltlei~: 

eoIT bie ®reidjllitg 
I(a + b) - al = [(a - a) + b] 

rid)tig fein, fo mltf; eitt tidjtige~ mefuUut erljaUen Itletben, Uleltn 
man auf veiben eeitCll betielben bie 3aljf (;( abbirt. mabutdj er· 
gielit fidj 

[(a + b) - a] + a = [(a - a) + b] + a = (a -a) + b +a 
mie linfe eeite biefet ®(eidjung ift nad) bet @tffiirung ciner ~if· 
fetena = (3 + h); in bet red)ten fiiltlten bie bcibcn ®llmmanben 
b unb (;( miteinllltbet tlcrtallidjt Ulerben; 10 buf; man erljiiU 

(n + b) = (3 - a) + a + h 
&bbirt man abet Ou bet mifferena (a - a) bcn ®ubtraljenben bet-
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iel6clt e<, fo erf)iift mlllt nlldj Det: Chffiirultg ciner 3)ifferclI3 Delt 
I))(illucnbuo ber 3)ifferen3 a. :DllI)er foIgt: 

(a + b) = a + h 
ein ridjtigco mer lIltllt. -

@:l ift ~ierburdj bie midjtigfeit ber @{eid)ltttg 

erluie[en. 
[(a + b) - a] = r(a - a) + hl 

&nlllerhtng: 
:Da itt belll I))litmenbelt ber geoeuenen :Differen3 bie mertalt~ 

fdjuug ber udben iSumlllllubcu a 1mb h geftllttet ift, [0 luirb man 
llUdj erf)llften miiffcn: 

f(a + b) - a] = f(b - a) + a] 
ullb bellllllldj luirb bie 80rllle{ I fidj llUgemcincr fo{gettberma{3cn 
bllrfteUeu {llffell: 

I. I (a + h) - e<] = [(a - e<) + h] = [(b - a) + a] 

Blueiter 0ltutrllftioltofll~. 

II. rea - h) - al = fa - eh + a)1 
b. ~. cine :Differcn3, Derelt WUltuenb tuieDer eine :Diffe~ 
r c n 3 i ft , i ft 9 I ei d) e i n e r 3) iff e r C 113, b e r ell Wei n u e n b o lei dj 
Dcm Weinuenb en bee gegeuenelt I))linuenb ltO unD beren eltu~ 
t l' tl 0 cuD ei u e e It m til e i ft llU 0 b e til iSu u t r II I) e n belt b c e 9 c ~ 
geuenell WUnllenbuo Hllb bem gegeuenen ~ltotrar)ellbu(j. 

ltmgcfel)rt ift cine 3)ifferelq, berclI ~uutrlll)enb cine 
e 11 m m e i ft, fll ei dj ei It C r CV i ff c r e 113, b e r Cll illl i It 11 e It b ei It e 
SD i ff ere It ~ i ft lllt 0 D e III WH It 11 e It D 11 0 D erg e 0 cue n e It 3) iff e ~ 
relta alo illliltltcuD uuD bcm ciUell~Ullllltaltbue bee geoe~ 
ueltell euuttllljenDue llle euutt:lll)cnb ullb berel! ~uu~ 
trlllJeltb Oleid) bem llllDercn 8UlltlllllllDuo Deo gCgeflClICll 
euoitlll)enbuG ift. 

~elUeie: 

eoU bie @leidjuno 
rCa - b) - al = fa - (ll + a)] 

riif)tig fein, fo muf3 ein ridjtigeG me[uUtlt fid) ergeoelt, tuenn aUf 
beiben iSeUm ber[elben bie 05riif3c (b + a) abbirt luirb. - (!k 
fdjieOt biefce, [0 crl)alt man 

[(a - h) - a] + (h + a) = ra - (Il + a)1 + (b + a) 
CVie redjte iSeite Dicier @leidjung ift glein) a, bll nad) bet (trffa~ 
rung einer :Diffeten3 Die iS1IIllllte ber :Differelt3 ltnb bee iSulitm~ 
ljcltDue glcidj bellt illliltuenbue bet 3)ifferelt3 tuirb. - 3)l't Hllret! 
iSeite fllltltntllll mittclft bCG Wbbitiou6iatlce, bllf3 bie eUllllllallben 
ciller eUlltlltc lIlitciUllltbcr uertaufdjt luerben biirfclI, bie ~Otlll geoelt 

l(a - b) - a 1 + a + b 
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~(((\bllltlt ift Itllll) ber G:rWirultg eiller ~ifferena 

IIltb bnf)er 
[(a - b) - 'l] + 'l = (n - b) 

rea - h) - !X] + (h + a) = (n - b) + b 
C£ublidj ift tuieber ltlldj ber (£rftuntllg eilter ~iffereua 

(a - b) + b = n 
~((f 0 ftefft bie 0Heidjung 

rea - h) - 'l] + (ll + 'X) = [a -- (b + a)) + (11 + a) 
bllll tidjtige mefuItllt bllr 

a = a 
~o{gfidj ntufj ber II. Su6traftiollafa~ 

ridjtig f du. 
[(a - h) - 'l] = [a - (b + an 

~(nmerfullg: 

~a bie ~eiben Gulltmanben b unb 'l bca Guliiraf)enbua bel' 
rl'djtClt Geite mit einaltber uerilluidjt luerben fonnen, io IItUU audj fein 

rCa - a) - b] = [a - (b + 'l)J 
1I11b utllll fann bl1~cr belt II. 2'u~trnftiollofllt folgenbermafjen aff~ 
gCll1eillcr bllrftcHcll: . 

II. I(a - h) - 'l] = rea - 'l) - h] = In - (b + a)] 

~ritter Sulitrllftionafll~. 

III. [a - ('l - ~)] = [(a + ~) - a] = [(a - 'l) + ~] 
b. ~. eille flifferet!3, beren Sulitrlll)enb wieber eille ~if~ 
fer e It 3 ift, i ft 9 f ci dj ei It e r ~ i ff ere 113, be r l' n mH It u l' n b ei n e 
G u ut m l' i ft au£) b l' m \)ni It U l' nbc nbc r 9 e 9 e ~ e n e n ~ iff e r l' n3 
ltnb bel11 CSu~tralFllbell bee gege~enen Su~tra~enbu13 unb 
berl'n CSII~trll~Cllb gfcidj bem illHnul'nbelt bee gl'gelil'nen 
\3 u ~ t r II ~ e It b u (j i ft; (1 b ere 13 ift ei n e ~ iff ere n 3, be r e It S u lJ ~ 
hal) eltb tu i e b cr ei It e ~ i ffe ren3 ift, 9 (cidj ei n er Summe 
lllill be III 2' 11 ~ tr nl) e 11 belt bee 9 e 9 c ~ en c It G u lJ t r a I) e It b u 13 
UII b null ei It e r ~ i ff ere 113, be r e It mu n 11 en b 9 (ei dj be m 9 e ~ 
ne~cnelt I))~iltueubu(j ultb beren Gll~trll~eltb gleidj bem 
~1)1 i It U e It belt bee 9 e 9 e u e It enS u ~ t r a I) e n b u 13 ift. 

~ie llmfel)nlllO biefe13 Sat,ell ueruoHftiiltbigt bClt I. Suutraf~ 
tionufat,; fie fllUtet: 

('i; i It e ~ i ff ct e It 3, b ere It IJJH 11 11 e It b ei It e :s It m m e i ft , i ft 
9 { ei dj e i It e r ~ iff ere It (', b ere It met It u e 11 b 9 I ci dj b e m ei It e It 
S Ulllllt lllt belt b e ~ 9 c 9 c ~ C It e II 1))1 i II U e It b u u i ft u It b b ere It 
G u u t r II ~ e II b tu i e b e r ci It C ~ if fer e ltD i ft a u abe m a It b ere It 
G u llt lllnll belt b e ~ 9 e 9 cue It e It I))U It U e It bull a HI S u u t r nl) e II b 
lInb bem gegel1cncn GlI~trnlFnbclt nUl mHltucnb. 

S!3cluciu: 
SoH bil' @leidjultg 

la - (IX - ~)] [(n + ~) - IX] 
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rid)tig fein, fo lUllS llltcf) cin cidjtigea mefuUat cr~aUen luerhen, 
lllcnn aUf oeihcn ®citen hcrfeloen @feidjca abhirt with. mun ift 
lIad) her @dfiintllg ciner ~iffercna 

('1 - ~) + ~ = '1 
m3ir abhiren hiefe @feidjllng 311 her ouigen 

[a - ('1 - ?)] = [(a + ~) - a] 
ltnh ultterfudjen, 00 cilt tidjtigea ffiefuftat et~a(telt Itlitb. @:a et" 
gicUt fidj hann: 

[a - (a-~)] + ('1-~) + ~ = [(a + ~)-a] + a 
madj her @:dfiintng ehtet ~ifferen3 ift tUm: 

[a - ('1 - @)J + ('1 - @) = a unh 
[(a + @) - a] + '1 = a + @ 

~a~er Illiirhe forgcn: 
a+~=a+~ 

ctlt ticf)tiget3 fficfuUat. 
~nio IUlIa ber III. ®uUtraftioltafa~ 

tidjtig fein. 
[a - (a - ~)] = [(a + ~) - '1] 

~lnmedung: 
~a in ber %orme{ 

[a - ('1- ~)] = [(a + ~) - a] 
hie oeihen ®ummanhen a unll ~ lIea iminuenllua lIer red)ten ®eite 
mit eiltaltllet ucrtaufdjt Illerllen biirfen, f 0 mua audj 

[@ - ('1 - a)] = [(a + ~) - a] 
fein. - ~a femer eilligc llmfomulltgcn lIer III. %ormel her ®ub" 
traftiolt alta hem I. ®uUtraftiollafa~e ~erDefeitet Illerhen fonnen, fo 
ift ea ldcf)t eht3ltfe~en, has man hie ~ifreren3 [a - (a - ~)] aUf 
folgenhe ~{rten anhera lIarftefien fann: 

III ~-0-m=~-0-~=~+~-~ . l = (II - 11) + ~ 

h. ~. 

~eifpiere: 

madj hem etften ®lIlitraftion(jfa~e ift 
~+n-3=~-~+7=n-~+5 

12 - 3 = 2 + 7 = 4 + 5 = 9 
madj lIem 31tleiten ®lIlitraftiouafa~e ift 

(11- 4) - 2 = 11 - (4 + 2) = (11 - 2) - 4 

7-2 = 11-6= 9-4 = 5 
madj bem hritten ®ulittaftionafape ift 

27 - (15 - 8) = (27 + 8) - 15 = (27 - 15) + 8 
1I. ~. 

27 - 7 = 35 - 15 = 1 ~ + 8 = 20 
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~ e t It e tift u a d) be m b t it t cue u fit taft i 0 11 0 i a l,l c 
1:3 - (17 - 9) = (13 + 9) .- 17 = 9 - (17 - 13) 

b. ~. 13 - 8 = 22 - 17 = 9 - 4 = 5 

Uebn ~ie negativen Sablen. 
@:tUiirul1g: 

@:ine mgatiue 3a~f ift eiue fofd)e 3a~{, 3U ltle(d)er id) bie @:in~ 
~eit cine gcwiffe ~n3a~( mal 3u wieber~olcn ~abc, um ~nltH 3tt 
et~alten - ober ott weld)cr id) cine gctuiffe 3a~1 3tt abbh:cl1 ~abe, 
um ~uU 3u cr~a{ten. 

~ic 3a~f, we(d)c man 3ttt ncgatiuen 3a~{ 3u abbitcn ~Ilt, um 
muH 3u er~altcn - neunt man ben 3 a ~ (wert ~ ber negatiuen 3a~1. 

~~ ea eid)1IUltg£!tu ei f e: 
Sft a ber 3a~llUcrt~ eiuer negatiuen 3a~I, fo lie3eid)net man 

bie negatiue 3a~{ burd) ba£! 3eid)en 
(- a)ober -a 

~at! 3eid)eu - munt ntan ba£! ~or~eid)eu bcr l1fgatiuen @roac. 
~ie mC3cid)nllllg - a muU mau fid) el1tftanbcn bcltfcn aut! bcr 
mC3cid)nung eiuer ~iffcrcn3, bmlt IDHnueni) glcid) ~uU ift, beren 
®ttbtra~enb bagcgcn gleidj bent 3a~ltllert~ a ber jlegclicncn ncga~ 
tiuen 3a~1 ift. ~a£! 3eidjcn - a ~at mit ber~irreren3 

(0 - a) 
bie griil3te ~e~ltlidjfeit; benn fie~t man eincn ~I1tgeltlilicf dne ~if~ 
feren3 (0 - a), bercn ®ulitra~cnb ben ~inltel1ben iiliertrifft, ala 
ftatt~aft an, fo tuiirbe bicfellie biejcnigc 3a~( bebeutcl1, 3U lUeld)cr 
ber Gubtraljenb a ~in3u3nfiigcn ift, bamit ber IDHnucnb = 0 er~ 
~'l{telt wirb. ~ie beiben 3cid)elt 

- a ttnb (0 - a) 
bebeuten benlltadj eine ltcgatiue 3alj{, berelt 3alJftuert~ gleidj a ift. 

~ie @:rfIiiruug ber negatiuen 3a~{ ftcHt fidj in ber %orme( bar: 
(- a) + a = 0 

~ierlladj ift - 1 bie erfte negatiue 3a~{ 
- 2 b!c 3w,eitc" " 
- 3 bte bttttc" " 

tt. f· f·, 
e£l ift ferner erfidjtlidj, baa Mc mei~e ber ncgatiucn 3a~lcn elicn fo 
tucnig liegren3t ift, a{o bic mei~e ber .pofitiucn. 

~e~rfal,l: 
~on 3IUei negatiuen 3a~{cn ift biejcnigc bie freinere, 

w er dj c ben 9 r ii fl ere n 3 a ~ (tu c d ~ ~ at - un bum 9 ef e 1) d. 
melUei£!: 

mdradjten tuir einen ~1tgenlilicf 3ucrft bic lieibcn negntiucn 
Ba~{en - 11mb - 2. ~ie Bal)l - 2 ift cine fO!d)c Bag!, 3U bcr 
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ia) bic liillf)cit 3lueimu{ 3u lUieber~o(clI l)ullc, It1lt %tll 311 crf)nltcn. 
~~iirbe id) 3ur 3uI)( - 2 bie ~in~eit erft einmaf ~in3ugefiigt ~auen, 
fo miif;tc idj bnfjelue nod) einmaf tl)un, um !HuU ou erl)a{ten. 
;Dura) cinmu(igco .I)i1t3UfiigClt bcr ~ill~eit 3ur 3nl)f - 2 er~aUe 
idj bemllndj cine 3aI)f, lllelel)c gleiel) - 1 ift, bn burdj .I)in3ufu< 
gUllg bcr liinl)eit 3u -- 1 eucnfnUe mufl ed)aftcn luirb. ~cmnael) ift 

(- 2) + 1 = (- 1), 
obcr ee ift 110n bcn rldbcn 1tCgatil1cn 3nl)lcn -- 1 nnb - 2 bic 
3nl)1 - 1, luclt~c bell Hdllcren 3nlJflucdl) ucfitt bie griif;cre.-

11m bcn mC\t1ete a ({ 9 c m ci n ou fii~rcn, ift 311 ucadjten, bnf; 
nael) bet: (irtliit1lng ciner 1lCgntil1CII 3alJ( 

(- a) + a = 0 

(- b) + b = 0 

ift. ~l3clln nun a > b, 10 cd)iilt man, bn 
. (- a) + a = (- h) + b ift, 

illbcm lion ucibcn ®citen biclcr @Ieidjung b ful1t1'llI)irt luirb 
(--a)+(a-b) = (-b) 

b. f).: 
~\ 0 1l ben u ci b c nile 9 n ti 11 C n 3 nlJ 1 c n - a u n b - b i ft 

Die lc~tere, luddjc bcn flcineren 3nl)flucrt~ ucfitli, bie 
nrof;crc; ulc'll man our crftcrcn - a bie 3alJl ea - h) ~in< 
31131tfiigen lJnt, urn bic anbcrc - II 311 erl}llltcn. 

mw .I)iilfc bee f 0 cuen uCluicf emn ®nL;ce luirb bcr nfhniiI)\idje 
Ucbet:gallg 110n bcr mcilJc bcr ncgntil1cn 3nlJlcn 3ur pofitilJcn 3al)lcn< 
rcil)c burd) folgcnbce ®djcma bargcftetrt: 

... ,-4,-3,-2,-1,0, 1,2,3,4; ... 
~Ct ~ertl) elner 3nl)1 ift um 10 grof;et, jc IUcitcr bicfcluc in bicfcm 
®djema reo)ts lJon ber 9hH fid) ue~nbet lInb 11llt fo ffehlcr, jc 
mel)r linte 110n bet mu[( biefdue ftcl)t. lEon 31uci in bic[cm ®djcma 
1lCucncinanbe~ ftclJcnbcn 3nlJfClt ift bicjcnige ltln bic ~inlJcit grof;cr, 
\t1cldje um eme ®tcfle redjte 110n bet nnbcrcn ftclJt; llmgefcl)rt ift 
biejcnige um cinc @inl)cit HeiHcr, IUcfcljc Hnfe 110n ber nnbcren 
ftc~t. - ;Durdj bicfcn @cgcnfnt bcr gcltliil)lllidjcn 3nlJfcurdl)e lInb 
ber mcif)e bet llcglltil1Cn 3n~lell luirb ber ~) c p ri ff b c (l 3 ii ~ 1 c n (l 
llnclj ciller obcr ber cntocgcltScfctltcll V1tel)tung ucgr.·iillbct. 

Sm 11 c 9 n ti lJ e It ® i It It e 0 ii ~ I c It lJei[1t cinc fficilJc 110lt n c g a< 
ti 11 e It 3al)lcn nllgeucll, berm 3 nl) lIu crt lJ e burclj ~icbcrf)olung ber 
lfilll)eit gcuHbet luerDcn; beren @rof;clt aucr burclj fortgefct1te ®eg< 
naI)mc ober ®lIUtraftiolt ber GriltlJcit bargeftent lUerben. C 

~ e ~tf n t\. 
(- a) + (- h) = - (a + b) 

h. ~. hie ~umme 3lucier ltegatitHn 3aI)lcll ift g{eid) riner 
lteoatilJcn 3al)l, beren 3al)1lucrtlJ bic eummc bet ueiben 
9 C 9 ell C It C It 3 nlJ flu c rt l) e i ft. 
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~ e IU c i G: ~menlt bie @{eid)ung 
(- a) + (- b) = - (a + h) 

l'id)Ug fein foil, fo nmB ein ridjtigeG ffiefurtat el'ljaftclt luerben bn, 
burd), bat aUf beibelt CSeHcll bctfelliell abbirt luirll 

.picrburdj cl'gicM fidj 
11 + b = (11 + b) 

(- n) + 11 + (- It) + b = - (n + h) + (n + b) 
b. (). nad) bet ~tf{iirung bcr nc~aUucll 3al)1 

~nfo ift: 
0=0 

(- 11) + (- It) = - (a + b) 

~el)tf ap. 
(- II) + It = b - n, Illetttt 11 < h 
(- II) + h = - (11 - b), 111cntt a> h 

m c III cia: ~"'SCltll bic bcibcn ®(cidjultgcn 
(- n) + b = b - a, a < b 
(- a) + h = - (a -- b), a > b 

tid)tig fcilt follctt, fo umf3- ein tidjtigcG Hlcfttltat etljartcn lucrben, 
IlIcttn man allf beiben 8citelt bcrfcllJcu a abbirt. ~G miitte fid) 
ljierburd) ergebcu 

(- n) + a + h = (ll - a) + n 
ober (- a) + a + b = a - (a - h) 

~ie ffiidjtigfcit beiber ®leidjuugclt etgiebt fid) leid)t; bcltlt ba 
nadj bct @tfliitung bet negaUuen 3aljl 

(- n) + a = 0 

ift, fo finb Me beibelt linfelt CSeitclt g(eidj b j bie crfte redjtc CSette 
i ft ltad) bct @ttlilrung einer ~iffctCn3 cbcnfaHa gleidj b j bie 3l1leite 
tcdjte CSeite bagegcn gfeid) 

(a - b) + b - (n - It) 
ollcr gieidj II + (a - h) - (a - h), b. I). gieidj h. 

~llfo miiffcn Me beibcn ®leidjultgelt 
(- n) + b = (b - 11), l1lenn b > a 
(- a) + b = - (a - b), llleltlt n > b 

tidjUg fcin. 
~ic uotfteljeubclt ~cljrfiipc clttljartcn bcn uotljigcn &uelllcie iibct 

bie ~(bbitiou negatiucr 3al)lcn. - ~ie CSubtraftiolt negatiucr Ultb 
llofitiuet 3al)Ien gcfd)iel)t nad) fo{gellbcn CSili\en. 

~ e I)t f a~. 
a - b = (a - b), I1lCllU a> b 

= - (b - a), I1lCllU b < a 
b. I). bie IDiffcrcu3 3111eicr gCl1loljnlidjcn (pofitiu'cn) 3al)­
len ift gleidj cinet pofitiuen 3a1)1, lllcnn bct ~fnuenb 
gr.otet ift ale bet CSlllitral)eub unb glcidj cincr negatil1en 



II) 

3 a b I i III C II t 9 c 9 c n 9 c [ e ~ ten 8 a {l c. - ~ c r 3 a ~ I IU c r tl) i ft 
in oeiben 8iillcn gleidj ber ~ifferen3 ber oeiben gcge. 
beneu 3a~len. 

me IU e i 0: ~a bel' 31ueite 8aU bee (Sa~ee nur 1l0dj eineo me· 
lUei[ea bebarf, [0 abbirc man 3u ber @(eidjuug 

bie fo{genbc 
a-b = -(b-a) 

h = a + (Il-a) 
~o ergieOt fidj baun mit .'Beriicffidjtigullg bcr ~rniirung einer ~iffe. 
rcn3 1mb eiuer 1lCgatitJcn 3a~1 

a =a 
ali 0 cine ridjtige @lcidjuug. 

~e~r[a~. 
(-a) - b =-(a + Il) 

b. ~. cine ~ifferen3, beretl mCiultenb cine negatitJe unh 
b c r e u (S U 0 t r a ~ e n b ei n e p 0 fit i tJ e 3 a ~ f i ft, - i ft ft et e 9 ( ei dj 
einer uegatiuen 3a~f, bereu 3a9flUert9 bie Eiumme her 
11 ei ben 9 e 9 e ben en 3 a ~ I IU e rt I) c i ft. 

m elu ei 0: Um 3U uuter[ud)en, 00 bie @feidjung 
(-a)-b = -(a + Il) 

ridjtig ift, abbire malt aUf Iieibcn EieHen berfeloen (a + b). J)ier. 
burdj ergieOt fidj 

[(--a)-bJ + h + a = -(a + h) + (a + h) 
h. I). nadj &rWinlllg ciuer ~ifferen3 unb riner negatitJen 3a~1 

(-a) + a = 0 ohcr 0 = 0 
elne ridjtige @(eidjung. 

~e~rfa~. 
a - (- h) = (a + b) 

b. I). cine ~ifferen3, bereu ~minltenh cine pofititJe unh 
b ere n Eiu Ii t r a Ij cub ei It e It ega ti tJ e 3 a I) lift, -- i ft ft et e 9 ( ei dj 
ciner po[ititJen 3aljf, beren 3al)fluertl} hie Eiumme ber 
be i ben 9 e 9 c Ii ell C II 3 a l} ( Iu e rt I) c i ft. 

~hlu ei 0: mhMrt man, um Me midjtigfeit ber @(eidjung 
a - (- b) = (a + b) 

&u ~riifen, aUf 6cibcn (Seitcu berfcllicu hie @rii13e (- b), fo ergieot 
fidj ltadj ber @rfliiruug eiuer ~iffcreu3 ltltb einer l1CgatitJcn Bal}! 
bae ridjtige me[ultat 

a = a + b + ( -- b) = a 
~nfo lltu[3 bie tJorgclegte @(eidjung ridjtig [eiu. 

~el)r f a~. 
(- a) - (- b) = - (a - b) lueun a> b 

(Il - a) IUcun h > a 
h.l). eiue ~ifferen3, heren mCinuenb ulth (SuIitral)enh ne· 
9 a ti u c 3 a 91 C It [i u b .-- i ft c n t Itl e her 9 ( ci dj ei n er neg a ti II e n 
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ober lJ 0 jitiv en 3 (1) I, jell ad)bem b er 3(1)llu eri1) bco S)JCi. 
11 U Cit belt 9 r ii f; er 0 b c r f( ei It e rift, a (a be r be a ® It V t r a 1) ell" 
ben. :1) e r 3 a I) {tu crt 1) i ft i It U ei belt 8 iil ( e II b i e :1) i ff ere It 3 
b c r 9 c 9 c Ii c n c n Ii ei belt 3 a I) (IV e rt 1) e. 

~ c Iv ei 0: Um bie @{eid)ung 
(- a) - (- II) = - (a - h), IVCltlt a > b 

311 lJriifen, abbire man bic lIad) eillCllt friiI)ercn 8aRe ftatt~nbenbc 
@(eid)uug C 

a + (- b) = (a - b), IVCltll a > b 
f)in3lt. (fa crgicOt fid) baltl!: 

a + (- a) = 0, obcr 0 = 0 

~(bbirt malt fentcr 5u ber ®fcid)ltng 
(-- a) - (- II) =- (b - :1) lucnn b > a 

bie friif)cr ala tid)tig erluiefenc @(cid)llllg 
a+(-b)=-(o-a) IVCltn b>a 

fo fOlgt luicbcr 
0=0 

~nio lItiiffcn bil' vl'ibcu QHcid)ungl'n 
(- a) - (- b) = - (a - b) IVeltll a> b 
(- a) - (- /I) = (b - a) )Vcnn b > a 

rid)tig fein. 
~( It llt C r hi It g: ~hto ben f 0 ellelt uelviei clten lIc1)rfii~en uver bie 

Guutraftiolt ber ltCgntitlcn @riifJen (iibt fid) bie aHgemeine ffiegel 
bel' CS11btl'llftion I)crlciten, 

a It ft l1 tt i r IF It b IV cl d) c @ r ii b c 3 II f It V t l' l1 fj ire It, f e I) r e 
lltalt i1)r f.)30qcicf)cn ltm llltb abbirl'. 

Sit ber ~1)at filtb tlie ~iffctelwlt 
(+ a)-(+ II); (- a) - (+ b)j (+ a) - (- h)j (- a) --(- h) 
bet ffiei1)l' ltad) gleid) ben GllllllltClt 
(+ a) + (- h)j (- a) + (- b)i (+ a) + (+ h)j (- a) + (+ b) 

1L1eiflJ i e( C. 

Sit ben folgcnben ~eiilJiefelt finb bie Gltvtl'll1)enben unter bie 
S))(inllenben gefe~t. .~ 

S))1an erI)iilt bie :1)iffcm\3Cn: 
1) + a - b + 8 - (0 - a) 

- b '-- ]3 + a 
----,,-,-----

:1)iffercn3 == + a -- " + 21 

:?) a + b + 3 - (a - h) + (5 + b - a) 
- a- 4-(5-b) + (a + b) 

:1)iff. = - a + h + ] 7 

3) - 8 + b - a + (e - a) + (h - c) 
(Il - c) - (3 - 15) + (3 - a) + (c - a) 

miff. = - 26 + a + h -



4) 

5) 

6) 
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a - (lJ - a) - (c _. h) 
(a - c) + (b - c) 

~iffmlt3 = a - b + c 
- a + (b - c) - (11 - b) 
- (c - a) - (8 - b) + (5 - a) 

0iff. = - a + b - 8 
(a - b) - (c - b) + (d - c) 
(b - d) + (18 - c) - (24 - <I) 

0iff; = a - b - c + rl + 6 

~ritter ~bf djnitt. 
rolulti~lifation. 

@rfUirultg: 
S}.\ l' 0 b It ft 3 Itl ei e l' 3 a I) 1 e n i ft ei n e CS It m m e u 0 n 1 aut e l' 

gleid)en <Summallben, beren @riifle butd) bie cine bet 
beiben gesebellen 3aljlell ltnb befell Wn3aljl burd) bie 
a n bel' e b e Iii m m tift. 

0ie @tiifle bet einanber gleid)clt <Summanben lJeif3t ffihtl ti~ 
pfifanb bea S}.\tobufteaj bie Wn3al)1 berfelben ffilultiplifator 
bea S}.\robuftea. 

~qeid)llU ngaltl eif e: 
Sft uon ben 6eiben gegelienelt 3alJlen a bel' ~nu1tipmallb, b ber 

~)lultiplifator unb Itlirb baa S}.\robuft burd) p bargefterrt, fo beacid)net 
man p burd) baa 3eid)en 

p = a. b 
0aa 3eid)en beo S}.\robuUea 31tleier 3alJlen a unb b 

a . b 
Itlirb auagefprod)en 

a mal b. 
0cr S}.\unft, Itle{d)er ben ffi1ttItipHfanben a uon bem ffilu{tipH~ 

fator b trennt, muf3 uotHitt~9 ftefo ljinter ben ffilttltipHfanben unb 
tlOt ben ffi1ttUipHfafor gefe~t luerben. 

~eifpie{e: 

;Daa 3eid)en 8 . 9 brucft eine CSumme uon lleun CSummanben 
aua, beren jebel' gfeid) ber 3alj{ ad)t ift - ober ca ift: 

8 . 9 = 8 + 8 + 8 + 8 + 8 + 8 + 8 + 8 + 8 = 72. 

~aa affgcmeine S}.\robuft a . b briicft bie <Summe aua: 
a + a + a + .... 1mb 31tlar h fofd)er CSu1l11l1anbClt. 
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@rfter m1uIti.pfitati0 naf a~. 
I. Il.b=b.a 

h. ~. in einem SJ)rohuft ift hie gegeltfeitige mertaufef)ung 
bea ~ultiplifalthelt mit hem ~)(ultiplifator geftnttet. 

$Da hie allgemeine mellleiafii~rung hiefea ®a~ea huref) belt me~ 
Illeia heff eloen ilt eiuem gan3 oeftimmten ~alle Illef elttlidj llerftalth~ 
Udjer u\tb beutHef)er Illirb, fo mag ber mellleia ber fpecieUen BIl~fen~ 
former 

4.7=7.4 
3ucrft gefii~rt Illerben. 

$Dna ~robltft 4 . 7 briicft cine ®umme llOll fieoen ~ummlln~ 
ben Illta, berell jeber gfeidj ber Ba~f "uier ll ift. ®teUt man fidj 
nult bie Ba~f uier ilt bem ®djema bar 

4 = .... 
10 llipt fief) blla ~robuft 4 . 7 fofgenbermaven fef)rcioen: 

4.7 = 

$Dna ~robuft 7 . 4 bllgegen fteUt fief) ii~nlief) buref) baa ®ef)ema bar: 
7.4= 

@a ift nult in hie ~rugen fpringenb, bap oeibe ®ef)emata gfeidj~ 
uiel ~ulttte ober @ht~eiten cnt~alten muffen, ba baa 3111eite ®djema 
baffel6e @3djema ala blla erfte, nur ilt einer anberen ~age ift. ~nfo 
ntuv feilt 

4.7=7.4 

me III ei 6 be a aU 9 em ein en ~ aU ea: Um bie ffiief)tigfeit ber 
~ormef 

a.b=b.a 
3u erllleilelt, fteHe man fidj bie oeiben Ba~{en a unb balta ber ~llt. 
eiltllltberfiigung ober ~ieberlJofltng uon a unb b @i1t~eitelt (in ber 
~orm llOlt ~ltltftreil)e\t) bar; niimlidj 

a 
~ 

a = ...... !t. f. It I. 

b -----b = . . . . . . . It. f. Ill. 
2' 
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io luirb fit~ bali IJ)robltft a . h ill bet gorm uon b ffieif)clI bar~ 
ftcffclI, beren jcbe a Ci:illl)eitcu obcr I).I1IUftC cntl]iilt, uiimHd]: 

u. f. IU. 
• • 11. i. IU.' j 
• 11. f. Ill. IJ 
• • 11. f. Ill. 

11. f. Ill. 

'Vali IJ)robll ft h . a ftent fid] bagcgen iu bcr ~(1rlll 
bar, bcrclI jebe h IJ.Illllfte clltl)iilt, lHlntlid]: 

11 

h . a . . 11. f.W: \ 
· . u. f. Ill. 
· • 11. i· 1t1. I a f a · . u. . Ill. 
· : 11. f· Ill. J 

11. 1. Ill. 

uon a ffieil]cn 

~eibc Gd]cmata ntiiffcn aucr gteio)uiel IJ.lullfte obet @inl]eiten 
cniI)altcn, ba bas 3lt1citc Gd]cllla ga1l3 bllffcluc, als bas el'fte Gd)ellla 
ift - 11m in ciner anbcren ~llgC. 011 lllio bas IJ.lrobuft a . h gerube 
)0 uie{ @in/JeitCll barftel!t, alo bllll \~\robllft h . a, fo llliificn bribe 
IJ.lrobllfte cinanbcr glcid] fein. 

0:dliirllltg: 
;Da bie gegenfeitige mertllu[djllU!,\ beli m1ultiplifllllbcn 1ntb m1ul~ 

tipHfators eine6 lJ.\robllftcli gCftllttet itt, 10 flat man nidjt niitf)ig fur 
ueibc ucrfdjicbcllc ~cncnnuugcn 311 gcuraud]en. ~cibc, m(ultipli~ 
fanb fOlllOf){ als bcr WluUipHfator, Illcrbcn jc~t bttt:d] ben gemein~ 
fd]aftlid]cn ~hlsbrud' 

" g aft 0 r c n II bcs SJ)robu fies 
Ile3cid]net 111erben fonnen. 

Su bem 1J.1robuft 
II. b = b. fI 

lucfdjco lllau alldj mit l,l"\3cglaff1lug ber min'llcplInfte 
fI II = II a 

id]reiUt - fiub bClllUad) a Illtb h bie beiben ~ a ft 0 r e n bcffcUicn, 
bercn !'\cgenfeitige mcrtaufdjuug nad] bem 1. s.mllUiplifationsra~c ge~ 
ftnttet ift. 

SIll ci t e r ~Jhl I ti P 1 if a ti 0 nli r a~. 

IT. (a + h) IJ. = 31J. + 1)11. 
~. 6· e~n SJ)~obuft, bcffcu einer ~aftor cinc ®umlllc ift, 
t ft g ( Ct dj e III erG It llllll C tJ {1 n \j.\ r {1 b 11 ftc It, It1 e( dj c b c n 9 c~ 



21 

!1c6CltClt cinfltd)cn~ltftol' ala gellteinfd)afUid)en %aftor 
f)lt6en ullb beren altbere %ltftol'eu L1ie ®ummaltLlelt L1ea 
)lUcitelt gegelieucll %aftoro fillLl. 

UllttJcfcf)rt i ft ci 11 e ® Ullt m e tJ 0 ul}) l' 0 LIlt ft e u, III e( d) e ei It C n 
ncmcilllcf)llfHid)cn %llftor f)lllicn - gleid) einem IJ) rOll uft, 
\) e f i C 1I e i It e r % aft 0 r 0 (ei d) i ft LI e III g e g e 0 e It e It g e Itt ei It f d) aft" 
licf)clt %llftol' llltLl L1effeu llULlerel' ~llftor L1ie ®ltlllme altO 
\) e It !J e g e li cite n a It LI ere 1I % II f tor e It i ft. 

~elueia: 

~aa IJ)rOLlltft (a + b) (.( oeLleutet eine ®llmme l10U (.( gleid)en 
0ullllllanben, berm jebel' glcid) (a + b) ift, obel' eo ift: 

----------~---------,---a 
(a + b) (.( = (a + b) + (n + b) + (a + b) + ... 

~a nUll ilt eiltCr ®ulllllle bie ~crtnufd)ull!1 ber ®ummanben 
geftnttet ift, fo fault lItnlt lettere (Sulllme aUd) Id)l'eiben: 

a 
----"----. 

(a + b) (.( = a + a + a + .. : 
a 

--"~--. 
+b+b+b+ .. : 

~ie ®umme 
a 

a+a+a+ ... 
ift aoet bie ~nrftenung beo IJ)robufte6 a (.(; eben fo ift bie ®ummc 

a 
b+b+b+ ... 

g{chlj bcllt iJ)robuft b (.(. ~ctt mnll ballet ftntt bel' lieiben ®ummelt 
'oie ~)to'oltftc, 10 ergicbt fid): 

(a + b) (.( = aa + b(.( 

~mgemeiltel' Bufat: 
@o ift 
(n + b + c + d + ... ) 'l. = aa + ba + ca + «I'l. + ... 

<ncr SBclUeia ion nltt gefiifjl't lUerben in bem ~llne, baa 'ocr 
~umlllen~%llftor brei ®nltllllallben entl)iilt; '0. 1. fiir ben %llfl: 

(a + b + e) 'l. = aa + ba + C'l. 

:)J(OIl ftrrfe ,3uerft 'oie @3ulllme (a + b + c) olo eine ®llmmc 
llOIt cluei CSulllll10nbcn bn!, nOllllid) 

(a + b + c) = [(a + b) + cl 
io loat fid) bao IJ)robuft 

(a + b + c) 'l. = [(a + b) + c) a 
I1nd) bent II. mhtltiV1ifntionafo~e fo(genbcrll1aj3en llmfotmen: 

[(a + b) + cJ 'l. = (a + b) 'l. + c a 
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'l~eitct: ift nad) bCllljellim ~a~c: 
(a + b) a = a a + b a 

~((f 0 crgieOt fid): 
(a + u + e) IX = a a + b a + e a 

<:Dcr affgemeinere %a{f, in It!eld)cm bcr @)ummelt ~ %aftot: ocHcoig 
l.1iefe ~umlltlmben cnt9iiU - luirb gan3 ii9nHd) oCll.1iefcn. 

~rittet ill1u{tip{ifatiolt~f a~. 

III. (a - b) a = a a - b a 
b. 9. ein SJ)robuft, bcffelt ciner %aftor cilte ~ifferen3 ift, 
i ft 9 (ei d) ei ncr ~ i ff e r c n 3, b ere n ~)H n u e n b b a ~ SJ) rob It ft 
i ft a It G be m 9 c 9 eo e n e It ei n fad) en % aft 0 run b be m ill( i n u e lt~ 
belt bc~ gcgeoeltcn altbercn %attor~ - unb beren @)ltO~ 
t r a 9 e n b b a a sP rob u ft i ft a u abe m 9 e 9 eli en e It ci n fad) e It 
~aftor ltltb bem @)uotragenbcn bea gegelieltelt anberelt 
'6afiora. 

llmgefe9rt ift ei n e ~ if f er c It 3 1.1 0 n sP rob It ft e It, It! e{ d) c 
cinen gemeinfd)afUid)en '6aftor 9aocn, gteid) einem SJ)ro~ 
buft, bcffcn cincr ~aftor gfcid) bcm gcmeiltfd)afUidjcn 
lllt b b e ff e nan b ere r '6 aft 0 rein e ~ iff c r c It 3 i ft, be re n illH ~ 
nltcnb ber ltidjt gcmein1djafUidje '6aftor bCG gcgeocncn 
~)(iltlteltben ltnb bercn @)uotra9cnb ber nidjt gcmeinfdjaft~ 
fi d) c ~ aft 0 r b c age 9 co c n c n @)uotra1)eltben i ft. 

~ elt! cia: 
mad) bcr ~rf{(irullg cincr ~iffcre1l3 ift: 

(a - b) + b = a 
~Jht1tilJticirt man bicic @(eidjltllg aUf oeiben @)eiten mit a, 10 cr~ 
gicOt fidj: 

[Ca - b) + bJ a = a a 
~urdj Wltlucttbltttg bCG 11. ill(ltUipmationa1a~cG gicOt malt aber ber 
linfcll ~eitc feidjt bie %orm 

10 bat mall 9at 
Ca - b) a + b a 

Ca - b) a + ua = aa 
®u6tra9irt man nUll 1.10lt ocibcn ®citen bicfcr @feidjltltg bie @rotc 
b a, 10 fofgt - lua(l ~lt bCl1.1cifclt war 

(a - b) a = a a - b a 

Sct\t wurbc man etn '.l.lrobuft untcrfudjcn fonnen, beffen einer 
~aftor It!ieber cin SJ)robuft ift, 3. ~~. 

Ca b) e 
~mall fann einem f ofdjen SJ)robuft bie liciben @eftaUen gcoell 

(ab) e = a (be) = Cae) u 
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1)ll bieie beibcn ltmformllngen fid) abct 
cillpriigcn, fo mag bicfer t.Sa~ nidjt mit 
11.1etben. 

1)ie ®leidjultg 
Cab) e = Cae) b 

bCll.leift man iibrigcno, tuie fofgt: 
1)aa I},)robuft a b ift gfeidj 

fofgHdj 11.1irb 

feidjt hem @ehiidjtniffe 
eitter ~ltmmer l1erf e1)en 

(ab)e=J b le 
\a + a + a + ... f 

1)ie tcdjtc t.Seite bicfer @feidjung ift nadj ber meraflgemeinentng 
hea II. I))htlHplifl1tionafaj,lea gfeidj 

b 
ae + ae + ae + ... 

ciner t.Sltlnmc, 11.1cfdje nadj her @tffiirung einco I},)rohuftea gfeidj 
(ae) b 

ift; - afio ctgiebt fidj 

<j)a fentet 

f 0 forgt audj 

uub balJcr ift 

(ab) e = (ae) b 

Cab) e = Cb a) e 

(ab) e = (be) a 

(a b) e = (a c) b = (b c) a 
h. f). eiu I},)tohuft, beffen ciner ~aftor tuieber cin I},)ro, 
butt ift - i ft 9 f ei dj ei n e m I},) rob u ft, b e ff e n ei net ~ a ft 0 r 
ein IJ)tohutt aUG irgenh 311.1ei her gegebenen ~aftorelt 
uub heffen anherer ~aftor bet anbere gegebene ~af~ 
tOt i ft. 

~egen heG fo ebcn bell.liefenelt t.Saj,lea fdjreibt malt hie 110r~ 
licgcnben I},)robufte einfadjer 

abc 
mit ~(u f f) e bun 9 b e r .st f a m mer It, unb nennt eill berartigea I},)to, 
huft ei It I},) to h u ft 11 0 It h r ei ~ aft 0 ten. @G 11.1urhe f)ietltadj feilt: 

abc = (ab) e = (ae) b = (be) a 
<j)ie meraHgemcinctttllg hiefea t.Sa~ea fautet: 

?S ei e i n e nt I}) to b u f t 11 on llt c 1) r ere n ~ a ft ore n fa It 11 
man ill bcHebiger ffieif:Jcnfofgc bie ~aftoten in einanher 
llt u {ti P li c it: e n. 
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)B i e r t e r 1JJ1u (tip {i fat i 0 It e f a~. 

IV. (a+h) (Il+~) = all+ba+a~+b~ 
b.1). etn 'J)robuft, beiien uribe Raftorcn CSulIlllten finb, 
IUirb clttlUicfcft, iubcm man jcben CSulllmanben beG cincn 
~aftorG lllit jcbcm CSnllllllanbeu bee anbcrcn RaftorG mur~ 
tiplicid uub bie IJ)robufte abbirt. 

~elueiG: 

:Vllrdj~f1nucltbultg beG II. ~Jlu{tiplifatioltafa~cG crgie6t fidj: 
(a + b) (a + ~) = a (a + ~) + u (a + ~), 

inbcm llllllt eiuen ~rugcltrl(irf bic CSulltmc (a + ~) ala eilte cinfadje 
(~;riitc anficht. :Va nadj a6ennaliger ~(lt\uenbnng beHctben CSo~ea 
ltnb bee I. ~)htltipHfatiollilfatlea femcr gefullbelt luirb 

a (a + ~) = (IX +~) a = aa + ~a = aa + a~ 
b (Il + ~) = (a + ~) b = Ilb + ~b = ba + b~ 

;0 er9iHt matt 
(a+b)(a+~) = aa+ba+a~+b~ 

~(({gemeilter Bufat: 
(a + b + c + ... ) (a + ~ + I + ... ) = aa + ba + ca + .. . 

+ a~ +b~ +c~+ .. . 
+ a l + b , + C"( + .. . 
+ ...... . 

:Die ~elUeiGfiiI)rultg biefce eatce ion jctt crfofgelt, IUCltlt 
icbct: elllnmenfaftor nllr brei enntmauben cutf;iilt. Bu bem Bluccf 
j djrei6e malt bail ~robnft 

(a + u + c) (a + ~ + "() 
ale cill '}.>robnft tl0lt eummen, berell jebe llUt alUei e:ullunOllbclt 
clttf;iift - niimlidj 

(a + b + e) (a + ~ + "() = [(a + b) + c] r(et + ~) + 11 
lu06ei uoriiinRg (n + h) llltb (a + ~) ala eiufodje Bof;fcllgroaelt Olt~ 
gCfclJcll iuerben. 

:vnrdj Wltluellbultg bce lV. 1JJ111ftipfifotioltafotce ergicUt fidj ltun: 
/(a + b) + c) I(et + ~) + 1/ = 

(a -I- b) (IX + ~) + C (et + ~) + (a + b) i + cr 
lInb banlt bmdj gleidj3c1tigc ~(lt\uenbltng bce II. Ult» IV. IJJhlrtivH~ 
fatiollafatlce 

rCa + I)) + c] fCet + ~) + i] = 
aa + bet + a~ + b~ + Cet + c~ + ai + by + cr 

b. lJ. 
(n + b + c) (et + ~ + y) = aa + ba + ea 

+a~+b~+c~ 
+a,+by+ey 
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~(nmerfung: 

iSinb in eillcm fpccie(len '6a(le u. 1mb ~ lieaielJridj gleidj a ullb 
b, ;0 finbet man aull bet 0Hcidjung 

(a + b) (a + ~) = au. + a ~ + bu. + b ~ 
bic folgcnbe: 

v. 

(a + h) (a + b) = a . a + 2 a b + b. b 

is ii n f t e t me It r tip ( i f 11 t ion e f a~. 
(a + b) (a-~) = aa-a~ + bu.-b~ 

SOelueio: 
eieljt mlln (a + b) Ilfe cine cinflldjc 31l!jfengriiBc alt, jo fofgt 

crftlh~ altO bcm ilL ~J(llltiplifationB;aiJe 
(:I + b) (u. -~) = (a + b) a -- (a + b) ~ 

1mb bann mit ~emt~ltng bee II. 

b. I). 
(a + b) (u. - ~) == au. + bu. - [a~ + b~] 

(a + b)( u. -~) = au. - a ~ + b u. - b ~ 

~(ltllterfltng: 

Sft a = a unb ~ = b, ;0 fo{gt lute bet l.lorftelJeltbelt ~orme{ 
bet: iiuf3erft lUidjtige iSa~: 

(a + b) (a - b) = a . a - b . b 

is c dj ft e r m, II r ti p (i f 11 ti 0 It e i a o. 
YI. (a-b)(u.-·~) = aa--bu.-a~+b~ 

SOelueio: 
iSic!jt malt altgelto(icffidj (rx -~) ale cine einflldje 3a!jlen: 

nrote all, ;0 liefert bet III. mluUipHfatioltefa~ 
(a - b) (u. -- ~) = a (rx - ~) - b (rx - ~) 

ober, bll ltadj bemfeIoett <Sa~e 
a (rx - ~) = au. - a ~ 
b (a -~) = ba - b~ ift, 

;0 luirb: 
(a - b) (rx -~) = (au. - a~) - (brx --- h~) 

::Durd)~(lIluenbltltn bee III. 2"llotraftioneia~ee crnicot fidj enbfidj: 
(a -- b) (a - r:l) = arx - a~ - ba + b~ 

~(nlltet:fltnn: 
Sft luieber u. = H i ~ = It, ;0 folgt altB bet: l.lorftelJcnbelt 

~orltlcf : 
(a - b) (a - b) = a. a - 2 a b + b. b 



26 

~etfpie1 aUnt IV., v. ultb VI. illhtltip{ifationefa~. 

~£ltle IJ,)robuft 
[a. a + b. b + e. e + ae + be - ab] [a + b - eJ = P 

fo{( geliilbet )uerben. 
illean er~iilt burdj ~(nltlenbung bee VI. ill(ultipmationefa~ee 

p = r(a. a + b. b + e. e + ae + be) - ab] [(a + b) - e] 
= (a + b) (a. a + b. b + e. e + ne + be) - ab (a + b) 

- e (a. a + b. b + e. e + a e + be) + abe 
uub bann burdj ~(nltlenbung bee IV. 

P = aaa + abb + nee + aae + abe + aab + bbb + bee + 
abe + bbe 

- [a. all + abb] - [ane + bbe + eee + aee + bee] + abe 
b. ~. nadj ben ffiegeln ber (Sulitraftion 

P=aaa +bbb-eee+3abe 

mtulti~lifation ntgatibtl! Qirojtn. 
[lie illhtltipUfation negatiuer @riiaen lieru~t aUf ben lieiben 

%ornteht 
1) (-a)(+b)=(+a)(-b)=-(ab) 
2) (-a)(-b)=(+a)+b)=+(ab) 

~ae 3eidjen 
(-a)(+b) 

liebeutet eine (Summe uon {auter ~{eidjen (Summanben, beren jeber 
!'Ileidj - a unb beren ~n3a~1 .B1ei b ift. ~adj bem (Sa~ iilier Me 
mbbitiolt negatiuer @riiuen ilt a er eine (Sumnte uon ne~atiuelt 
@roven gfeidj einer negatiuen @rii13e, beren 3a~1Itlert~ g{etdj ber 
~umme ber 311~huert~e arrer gegeliettelt (Sumlllllnben ift. .pier~ 
nlldj Itlirb: 

b 
(- a) (+ b) = (- a) + (- a) + (- a) + ... 

b 

b. ~. 
= - [a + a + a + ... J 

(-- a) (+ b) = - (a b) 
@in \},)robuft, beffen ID1uWpHfanbue eine negatiue 

unb beHen mcultiplifator cine pofitiue 3a~{ ift - ift 
bemnadj g{eidj cinet negatillen 3a~{, beren 3a~ltuert~ 
glcidj bem \},)tobuft bet 311~{lllert~e ber lieiben gegelienen 
%aftoren ift. 

mean fonnte nUll aUf bie merlltutgung gefii~rt Itletbell, baa Me 
%orme( 

(+a)(-b)=-(ab) 
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mit ber 1.10d)ergel)enbeu auglei~ beluiefelt ift. ~ieiea ift aber alta 
bem @runbe nid)t ber ~an, wei{ ber mertaufd)un~6fa~ ber ~attoren 
fiir IJlrobufte negatiuer 3al)Ien Di6 je~t nid)t erlutefen worben ift. 

~a6 IJlrobllftseid)en 
(+a)(-b) 

in lueld)em (+ a) ber ~)1ultipHfanbu6, (-- b) aber ber m1uItiplifator 
ift, bebeutet jebcnfaU6 eine .8a~{, on lueld)er id) b €iummcmben, 
beren jeber gIeid) + a ift - ~in3u3ufugelt I)abe, um %tU oU er' 
~a(ten; alf 0 : 

b 

ober: 
(+ a)(- b) + a + a + a + a + ... = 0 

(+ a) (- b) + (a b) = 0 = - (a b) + (a 1» 

€iubtraljirf man uon beiben \Seiten a b, fo bleibt 
(+a)(-b)=-(ab) 

illlan fann Mei e ~ormel mit ber uor~erge~enben in fo{genbem 
ea~e 3ufammenfaffen: 

(- a) (+ b) = (+ a) (- b) = - (a b) 
b. I). ein IJ.lrobnft, beffen ciuer ~aftor eine pofitiue ltnb 
beffen anberer ~aftor cine negatiue 3a~1 ift, - ift gleid) 
ein er neg ati u en 3 al) I, b er en 3 a I) I1u ert\) 9 I eid) be m IJl r 0' 
b It ft e be r 3al) lw e r 1'1) e b e r b ei ben 9 e 9 e ben e n ~ a ft 0 r e n i ft. 

~a6 IJlrobuft 
(-a) (-b) 

bebeutet eiue 3a~{, 3u lueld)er b €iummanben, beren jebet g{eid) 
( - a) ift, abbid werben muffen, bamit muff erl)altelt wirb. - @ine 
eumme uon b €iummanbelt, beren jeber g{eid) (- a) ift, ift aliet 
g{eid) (- a) b obet nad) einem ;0 eben beluiefenett ea~e gleid) 
- (ab) 

~emnad) wirb: 

ober: 
(-a)(-b)-(ab)=O= + (ab)-(ab) 

~a fernet aud) 
(- a)(- b) = + (ab) 

(+a)(+b)=+(ab) 
ift, fo ljat man ben €ia~ 

ein IJ.lrobuft, beffen beibe ~aftoren negatiue ober 
pofitiue .8a\)len finb, ift gleid) einer pofitiuen 3al)l, 
beren 3al)I1uertl) gleid) bem '},)robutt bet 3al)lwedl)e 
b e r b ei ben 9 e 9 e ben e n ~ a ft 0 r e n i ft. 

~me Mefe W1ltltiplifatiolt6fii~\e iiber Me I})robuftbHbung 31ueier 
~aftoren laffen fid) ilt bem eiuett ea~e 3ufanunenfaffen: 

ei It '},) rob u ft 31u ei e r 6 aft 0 r e n i it ei n e p 0 it ti l.1 e 3 a\){, 
luenn beibe ~aftorelt gleid)e moqeid)en ~aben unb 
ei n e It ega ti u e 3 a I) { , IU e n n b i e Ii ei ben ~ a tt 0 r e It u et~ 
f d) i e ben e m 0 q e i d) e n ~ ali e n. ~ e r 3 a ~ I w e tt ~ be 6 sp r 0' 



b u ft e a i ft i Itt mel: 9 ( ei dj b e III '}) I: 0 b u ft bel: 3 a ~ I Itl e rt ~ e 
bel: li ei belt 9 e 9 e li e It e It ~ 11 ft 0 I: e n. 

9JUt .I)iilfc bee lehteren ea~ea flllm ItUIt leidjt bel: folgenbe 
liclUiciclt ltlcrben: • 

(tilt '}.Irobuft lIOIt liefieliig tlideu ~aftol:en ift ciue 
"ofitibt Sal)l, III e Ult c i n e gtrabt ~I n 3 a ~ I ntgatibtr 
~ a fto r e n II 0 r ~ a It ben i ft, li ub tint ntgatibt Sal)l, 
Itl e Ult un tel: belt ~ a Ho relt ei n e ungtrabt & lto a ~ r ~t~ 
g4tibtr lIorfommt. ;Der 3a~(luert~ bea SJ)robufta tft 
fteta gleidj bem SJ)robuft ber 3a~lIuert~e ber gege" 
lienen ~attoren. 

meifpiele: 
(fa ift 

(- a) (- b) (- c) = - (abc) 
(- 8) (- b) (- c) (- d) = + (abed) 
(- a) (+ b) (+ c) = - (abc) 
(- a) (+ b) (- c) = + (abc) 

$OUl ml'ulti"UciTtn gtgtbtntT iluebdidt . 
• pat lltalt 31uei ober llte~rere ~htabriicfe mit einanber 3tt mu l~ 

tipficirclI, fo orbue malt Mefellien 3tt1tCidjftj b. ~. tlerliinbe alle 
biejenigen ®Ueber mit einanber, lueldje cine mercinigttltg 
burdj ~lbbitiolt ober e>ulitl:aftiou geftaitelt, gelie ben nidjt 
me~r 3u uereinfadjenbelt pofitiuen ober negatitlen e>um~ 
man belt e i n e In ii 9 (i dj ft ii li e r f i dj Hi dj e m ei ~ en tor 9 e un b f e ~ e 
itt ben cin3ellten SJ)robuften bie 3a~lenfaftol:en ben all~ 
gem ei n e n 3 a ~ I 3 e i dj en u 0 r aUf. ~ e ~ t ere ( a ff e m a It ina I p ~ a~ 
li et if dj e r Dr b n II n 9 ei n a It b e r f 0 I gen. 

®eorbnet fdjreilit malt 3UUl meifpiel ben ~{uabruef 
A = 2a. 3b - c. 3 . a + (3a - b) 2a + (c - 2a) 5a 

folgenbermaf3en 
A = - 4a . a + 4 a b + 2 a e 

.pat man milt in ber angegelienen ?!Betie Me ~aftoren bee anf~ 
"ll(iiienben \})robuftea georbnet, - fo murtiplicire man je 31tlet biefer 
~aftoren ilt einanber, inbem malt jeben e>ummanben bea einen ~af~ 
toro mit jebem e>ullultanben bea anberelt ~aftora murtiplicirt unb 
Me er~aUenett SJ)robufte abbirt IUlb orbnet. ~JHt biefem ~{uabrncf 
llmUipfidre man alabann in Ci~nHdjer ?!Beife ben britten ~aftor u. f. IU. 

;Da Me mit eillanber 3ll mltltiplicirenben ~aftoren, Itlenn Me" 
ie!liett (Summen finb, mit ,fi'Ialnmem tlcrie~en fein miiffen - fo 
lic3eidjuet man fdjlcdjtltlcg bie ~)Jluftipficatiott bieier ~llftoren mit 
bent ~htebl:ucf "bie ,fi'lantmern 'aufliifen." 
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Q3 ei i pier c. 
1) ~ l1 6 IJ,I rob It ft 
(x + y + z) (xx + yy + zz - xy - xz - yz) = P 

3lt ocrcdjncll. 
~mon otbne bCll SlucHcll '6o£1or bicicB SJ)robuftct3 3uniidjft fol~ 

gCllbermoj3cn: 
x x - x (y + z) + y y - y z + z z 

unb multiplicirc bonn bct mcif)c 1l0dj bicfcn ~oftor mit x, y, z, 
1mb obbirc Mc cntftcgcnbclt IJ)robuftc. 

~fuf biefe ?1TIcife erlJiilt molt: 
xxx - xx (y + z) + x Cyy - yz + zz) 

obcr 

+ xx y - x Cyy + yz) + yyy - yyz + yzz 
+xxz -x(yz+zz)+yyz -yzz +zzz 

g)urdj ~!bbition folgt: 
p = xxx - 3xyz t- yyy + zzz 

p = (x + y + z) (xx + yy t- zz - xy - xz - yz) = 
xxx + yyy + zzz - 3xyz 

2) g) a 13 IJ) rob u ft 
(3-x+2xx+4x-1) (5-x.x+2x-3x.x)=P 

311 clItlUicfelll. 
@corbllct {outen bie '6oftoren bce IJ,lrobuftB 

(2 + 3x + 2xx), (5 + 2x - 4xx) 
s))htHiVliciri mon llUIt jebce @licb bce 31ucHcll '6oftore bet 

~cigc ltodj mit ben @licbcrn bce crftcn '6oUore, fo Ct'ljiilt man 
10 +- 4x - 8xx 

15x + uxx - 12xxx 
+ 10xx + 4xxx - Sxxxx 

g)urdj ~(bbition ergicl1t fiel) bcr ~crtg bee IJ,lrobuftce 
P = 10 + 19x + 8xx - 8xxx - 8xxxx 

3) g)oe SJ)robuft bcr uier '6oftotcn 
p = (x +- y + z) (- x + y + z) (x - y + z) (x + y - z) 

ott cniluicfefn. 
m1uUiplicirt man ben crftcn 1mb o\ucitcn 8oftor mit cinonbcr, 

10 crljiift man 
(x + y + z) (- x + r + z) = - xx + yy + 2yz + zz 

g)icfct3 SJ)robnft mnlt!Vlicirc man mit bclt! brittcn gcgcocncn 
'6oftor = x - y + z, 10 crgicOi fidj 

(x + Y + JI) (- X + y + z) Cx - y +: z) = 
(-xx-\--yy+2yz +zz) (x-y+z) 

= - xxx + xxy - xxz + xyy + 2xyz + xzz - yyy - yyz 
+ y z Z -\- z zz 

S)JhtUiVliciri malt llUll bicfcn ~(tt6btltcf mit bcm ulertcn gcgcocltcn 
~aftor = (x --1- y - z), 10 fittbct molt bae iJ)robuft 

ex + y +- z) (- x + y + z) (x - y + z) (x + y - z) = 
- xxxx + 2xxyy +- 2xxzz - yyyy + 2yyzz - zzzz = 
-- xxxx - yyyy - zzzz + 2xxyy + 2xxzz + 2yyzz 
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:vafferbe meiu[tat luiirbe man er~aUen ~alien, luenn man Me 
oeiben erften ~aftoren bet! gegeoenen ~robuftt3 mit einanber mu[~ 
tillHdrt ~atte, barauf ben britten mit bem uierten ~aftor nnb enb­
Udj aut! bieien lieiben ~robuften luiebet bat! ~robuft geliHbet ~iitte. 
@~ ergieot fidj auf biefem m!ege 

~probutt beG erften uub bet! 31ueiteu gegelienen ~aftott! 
= - xx + y y + 2 y z + zz 

SJ.1robuft beG britten unb llierien gegelienen ~aftort! 
=xx-yy+2yz-zz 

~robuU aUer uier ~aftoren 
(x+y+z) (-x+y+z) (x-y+z) (x+y-z)= 
(-xx+yy+2yz+zz) (xx-yy+2yz-zz)= 

xxx x + 2xxyy + 2xxzz - yyvy + 2yyzz - zzzz 
:viefeG 91eiultat ftimmt, lUie man fie~t, mit bem olien aUf an~ 

bercm ~tiege cr~aUenen 1l0Ufommen iioetein. 

$ierter Wbfd)nitt. 
~i"ifion un" llrud)red)nung. 

~rWirltng: 

Duotient (~rltdj) 31uder 3a~[elt ift biejenige 31t~(, 
lueld)e idj mit dner berfellien au muUipliciren ~ltlie, um 
'II i e an b et e 3 u e r ~ It {t e n. 

:viejenige ber lieiben gegelieltelt 3a~(elt, mit lueldjer idj ben 
Duotientelt 3tt muUipHdrclt ~alie, um Me Itnbete 3u er~ItUelt, ~eibt 
:villifor (91cltlter), bic altberc :villibenb (3ji~{er). 

~ e3eidj It u n gt!)uei i e: 
Sft uon ben lieibell gegelienen 3a~{en a bet :villibenb, b bet 

:villifor - fo licoeidjnet man ben Duotienten berfellien bUTdj bat! 
3eidjen 

a 
b 

:vaff dlie luirb aut!gefprodjen 

{
a billiMrt burdj b 
1\ bttrdj b 

ober a, btd 

mer ~tridj -, luddjer untet~aIli bea :villibenben (3a~{etij) uub 
olier~aIli bet! miuifort! (91enncrt!) fidj lie~nbct, ~eif3t :v i II if ion ij~ 
ft r i dj (~rltdjftridj). 
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Sit einer ~onlte{ ftem fief) hie @rWirultg einc~ Dnotielttelt 
(55ntef)C6) hnref) hie @feief)ung har: 

(~).b=a 

h a6 'J) r 0 h 11 U ei It e 6 D It 0 ti c n t e It (55 r 11 d) e 6) It uhf ci~ 
n e i3 ;D i td i 0 r i3 (~1 e Itn e r 6) i ft 9 ( ei ef) hem ;D i tJ i hen hen 
(3ii~ler):) 

@ r ft er ;D i tJ i f ion 6 f a ~. 

I. (a + b)=~+~ 
a. a. a. 

h. I). etn ~ruef), helien 3ii~{cr cine ~11mIltC ift, ift gfcief) 
etner ~nmmc tJOlt ~Briief)cn, hcrelt menner g{eief) filth 
hem gegeoenen ~1enner, unh heren 3iil)ler glcief) finh 
hen <S 1t m nt a It hen he 6 9 e 9 eo en e n 3 Ii I) 1 e r 6. 

Umgetel)rt ift cine iSuntme bon ~riief)en, lUelef)e einen 
gemeinfef)aftlief)en menner oefiilClt, gleief) einent ~ruef), 
h e fi e 1I ~)( e nn erg f ei ef) i ft hem 9 c nt ei n f ef) a f Hi ef) C lt un b b e f fen 
3 ii I) I erg I ei ef) i ft be r <S u nt nt e h c r 9 e 9 e 0 en en 3 ii I) 1 cr. 

~elUei6: 
eJoU hie @{eief)ung 

(a + b) =~+~ 
a. a. a. 

rid)tig feill, fo ntu\3 ein rief)tige6 mcfuUat cl'~aUen lucrhell, lUenn 
hicfeloe aUf ocibclt <Seitm ntit a. muUipHcirt l\lirh. ,\Sierhlll'ef) el'~ 
gielJt fief): 

Ca + b) . a. = C~_ + ~\ a. 
a. \a. a.! 

maef) her @dliil'ultg ctnC6 ~l'uef)e6 ift noel' 

Ca + b) . a. = Ca + b) 
a. 

fenter ift huref) ~(nlucnhultg bee 31tleitcn 1))1ltHipHfationefa~ee 

~+~)I;(=~,a.+~.a. \a a. a. a. 
;Da~el' luirh er~a(ten 

a b 
(a + b = - . a. + - . a. 

a. a. 

*) [)ct .ltiir3c It'r\JW 11It'gw fiit Ne ~MHC an <steHe ~er mUG~\'iiITe DUOtiCllt, 
1li~i~ellb, [)il.li\or ~ic elltf~'rcd)cllbercll al1~lel11cillmll ~\,\1(I), ,da~[cr, %nnrt gc' 
b\,\lUU)t 1l.lC\'bnt. 
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ciue itt ber ~~ot ri4Jtige Q){ei4JlIng, luetttt mon bie @rffiinmg bcs 
~nt4Je£l bcriicffi4Jtigt, no4J wef4Jer 

...!..- • a = a lInb ~ . a = b ift. 
a a 

~nio mttB bie @{ei4Jung 

(a + b) =~+ ~ 
Cot a IX 

ri4Jtig fein. 

.3 IU C it er m ill if i 0 It 13 fop. 

II. (a - b) a b -0-_-'- = __ _ 
a a a 

b. ~. cin ~rlt4J, beffelt 3ii~{et cine mifferen3 ift, ift 
\1 ( e i 4J ei n er miff e re It 3, be r e n ~ i 11 U en b ei n ~ r u Clj i ft 01113 
bem gegelJenctt ~enner 0113 ~enner uttb bem ~inuenben 
be£l gegelJCltC11 ~Hi~{erll a{1l .3.ii~ler; bercn 6ulJtral)enb 
aber ein ~r1l4J ift aull belll gcgelJenen ~ellner aUl mentter 
lInb bCIIt 6ltbtro~enben bea gegelJenen3iil)IerG aU31i~Ier. 

tlmgefel)rt i ft ci n e ~ iff ere n 3 11 0 n ~ r it 4J c n, b ice In e n 
!Fmeinl4Jaftfi4Jett ~enller 90lJen Dlei4J einem mrlt4J, 
b c f fen ~ e nil erg I ei 4J i ft be lit gem ei 11 f d) a f tl i 4J e n tt n b b e ff en 
3a~ler cine ~ifferelt3 ift, beren mHltuenb glei4J bem 3iir,~ 
ler beG gegelJelten ~)Hnltenhett itltb beifen 6ubtral)enb 
g lei d) b e til .3 Ii r, I e r bell 9 e 9 e lJ en en (311 bt r a l) ell ben i ft. 

~eweis: 
ltm bie 9li4Jtigfeit ber Q)Iei4Jung 

(a - II) a b 
=---

Cot Cot Cot 

3lt pl'ufcn, mufti~ficircn luir biefelbe ouf beiben 6eiten mit IX. .pier~ 
bur4J ergielJt fi4J: 

(a-b) .Cot=(~-~.Cot 
()( Cot a./ 

Wa4J bem britten mlltUiplifatiolt£lia~e ift alJer: 

(...!.. - ~\ Cot = ...!..- • IX --~ • a 
Cot Cot -; ()( ()( 

fo{gri4J luirb erl)aften: 
(II - b) a b .Cot=-.a--.a 

()( a a 
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~iefe€l fficfuUat ift tidJtig, benn nadJ ber @rnUtUllg eima 
ffirudJe€l ift 

(a - b) _ ( b) 
--'-----'--... 0; - a-

0; 

a 
0; 

b 
a 

~nfo mUfJ bie @(eidJung 

0; = a 

0; = b 

(a - h) = ~_ ~ 

tidJtig f etll. 
mnmetfung: 

a a a 

~ie oeibeu ~iuifionafii~e 1. nnb II. laff en fidj fofgenbcrmafJcn 
ueraUgcmcincrn; ca ift: 

a + b + c + ... -g- h- ... =~+ ~ +~ +.,' 
a a 0; 0; 

-~-~-
a a 

Bur fficlUciafiiljrung luitb bie iiftctC mnlUcnbung bca I. uub 
II. ~iuifionafa~ca ucdaugt. 

~dtter ~itlifionafa~. 

III. a . b a b 
--=-. b=-· a 

a a a 
b.l). etn ffirudJ, bcffcn Buglcr ein SJ)tobuft ift, ift !1feidJ 
eincm SJ)tobufi aua eincm ffirudJ, beHcn ~ennet gleid) bem 
gegeoenen ~enner unb beffen Bugler ber eine %aftor bca 
gege6enen Biiglera ift uull aua bem anbern %aftor b.ea ge. 
geocncn Buljlcra. 

Umgcfcgrt ift etn SJ)tObuft, beHcn etncr %aftor ein 
ffi r u dJ i ft 9 {ei dj ei u e m ~ r u dJ, b c ff e It ~R e nne r 9 1 ei dJ be m 
~ e nne r be a ~ t u dJ fa f tOt a un b b elf e n Bug {e r 9 (ei dJ i ft be m 
SJ)robnft aua bem Bugler bea gegeoenen ~tndJfaftora null 
bem anberen %aftor bea gegeoencn SJ)robufia. 

~elUeia: 

Um Mc ffiidJtigfeit bct @{eidJung 

~=~.b 
a a 

au ctlUeifctt, muItipfidtcu lUit: MCleloe auf lieibcn eeiten mit 0;, 

.pierbutdj ergieot fidj 
3 
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ab a=~.a.b 
u. a 

madj ber a'rfliirung dnea mrudjea ift a6er: 
ab _. u. = ab (1. 

a 
-·(1.=a 
a 

mIfo luirb baa ridjtige mefuUat 
ab=ao 

er6aUen, b. 6. bie o6ige @Ieidjung 

~=~. b (=~. a) (1. (1. (1. 
mu~ ridjtig feiu. 

~3ietter ~itJifiouafa~. 

IV. ( ! l ~ b'a [ = ( ~) 1 
b. 9. ein mrudj, beffen Sii6Ier luieber eiu mrudj ift, ift 
gIeidl eincm mrudj, beffen Sii6Ier gfeidj bem Sii6fer bca 
g e g e'6 e u e u S ii 6 I ere 1t u b be ff cum e It It e r b a e SJ) rob u ft i ft au 13 
bem meltuer bee gegeoeueu Sii6{era uub bem gege6eneu 
me uu cr. 

Umgefc6rt ift eiu mrudj, beHcn ~neuucr eiu SJ)tobuft 
i ft, g (ei dj e itt e m ~ r u dj , be ff e u ~n c uu erg { ei dj b em ei u e u 
%aUor bee gegefiencu meuuere uub beffeu Siigler ein 
~rudj ift, wetdjcr 3um menucr ben anbcru %aftot bee 
gcge6eneu mcnuer13 unb 3um Siigler ben gegeoeneu Sii~o 
let ljat. 

melueie: 
~oU Me @{eidjuug 

(-f) =~ 
-- b(1. (1. 

ridjtig feiu, fo muf> burd) m1ltftiplifation mit b (1. etn tidjtigee ffico 
fuItat ergaIten werbcn. ~)1uUipHcirt man bie redjte CSeitc mit b (1., 
fo ergiift man nadj bct @rHiiruug eiuee ~tudJe13 ben Sii~{cr a. 
!Die Hnfe CSeite muUipIicirc man 3ucrft mit IX uuo oann mit b, 
fo crgieOi fidj nadj bcr @rWirung cinea mrudjce: 
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3 
~. b == 3, b. £). a == a 

%iinfter 5DitJifionafa~. 

aIX a IX ( a IX) 
-b(i=I)' T ==[f'1) 

v. 

b. £). ein IBruef), beffeu 3iiI){er unb ~enner SJ)robufte finb, 
i ft 9 ( ei ef) ei n e m SJ) rob u f t tJ 0 n IB r ii ef) e It, b ere n 3 ii I) I c r b i e 
%aftoren bea gegeoenen 3iiI)lera unb beren ~enner bie 
%aftorel1 bea gegeoel1en l)Ccnnera finb. 

U mgefeI)rt i ft ei n SJ) rob u ft tJ 0 n IB r ii ef) eng lei ef) ei n e m 
IBruef), beffeu 3iiI)ler gleief) bem SJ)robuft ber gegcocncn 
3iiI){cr ultb beffen ~cnner gleief) bem SJ)robuft ber gege" 
o e n e n ~ e n n er i ft. 

IBellJeia: 
Um Me ffiief)tigfeit ber @feief)ung 

aIX a 
b~==I)'ff 

au priifen, muftipficire man aUf oeiben ~eitcn mit b~. .picrburdj 
ergieot fief) mit ml1llJenbung ber &rWirung cinea ~rudjea nadj 
unb nadj 

3IX 3 IX 3 IX 
b~' (b~) == ~. [f' b . ~ == I)' b . T' ~ 

b. £). 
3IX=3.IX 

mnmedung: 
Sft ein %aftor bea 3iiI){era gleief) cinem %aftor bea ~ennera, 

O. lB. b == 3, fo fiefert ber fo eo en oellJiefene ~a~ 
3IX a IX (J. 

!i[3 =:3'ff =ff 

ba ~ naef) ber &rfHirultg einea IBruef)ea gfeief) 1 ift, llJei{ a . 1 == 3. 
a 
Jtommen bemnaef) im 3ii£){er unb ~enner dnes 

IBrudjea einanber gfeief)e %aftoren tJor, fo fann man 
b i e f e 10 en IlJ e 9 I a ff e n. ( .p eo e n b e r IB r ii dj e. ) 

UmgefeI)rt fann man bem 3iiI)fer unb ~enner cinea 
IBrudjea gIeief)e %aftoren £)itqufii~en, oI)ne ben ~er.tI) 
b e a IB r u ef) e a 3 u tJ e r ii n b ern. ( @ r IlJ e t t ern b e r IB r ii dj e.) 

~ e ef) ft e r 5D i tJ if ion a f a~. 
VI. 

( ; ) ~ '! ! ~ ( : ) 1 
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h. ~. ein ~rud), beiien ~)1ellller luieher ein ~tudj ift, ift 
9 1 ei dj ei n e m ~ r u d), be ff e II 3 a ~ fer ei n I})r 0 b u ft ift auG 
bem gegeoenen 3al)ler unh hem ~neltlter beG gegelienen 
~Henner6 - heffen ~enttet abet gleidj hem 3iiljler heG 
9 e 9 e li e n e n ~ e nne r Gift. 

Umgetel)rt ift ein ~rudj, heffen 3itljler ein I}>robuH 
ift, gleidj einem ~rudj, heHen ~enner ein ~rudj ift au G 
hem gege lienen ~enner a{G 3iiljlet unh hem einen %aUor 
be.G .segelienen 3iil){erG aU ~enner unb heffen 36ljfer 
9 lei dJ hem a n her e n % aft 0 r h eGg e 9 e ben e n 3 it lj { erG i ft. 

~eweiG: 

~an muftipficire bie ®leidjung 
a a~ 

(;)=-;: 
our I}>riifung iljrer ffiidjtigteit mit ber folgenhen 

(~).~=a, 
weldje bie ~rf(iirung eineG ~rudjeG batfteUt, fo ergielit fidj 

( ;) . ( ; ) . ~ ~ "! . a 

~a alief 

(;)' (;)~ .. , 
.!!. a = a ~ ift, 
a 

unb 

f 0 erljiiIt man 

ein rid)tigee ffiefultat. 
a . ~ = a~ 

@?iielienier ~itJifion0fa~. 

( :) = ~ [= ( :) 1 
(;) ba (t)J 

VII. 

b.l). ein ~rudj, beffen 3iiljler unb ~enner wieber ~riidje 
finb, ift gleid) einem ~rudj, beHen 3iiljler ein I}>robuft 
ift auG bem .3iiljIer bee gegelienen .3iiljlerG unb bem ~en= 
ner bee gegelienen mennere - unb beffen menner ein 
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'}) rob u H i ft a u abe nt ~ e n n er b e age 9 e Ii e n e n 3 ii ~ { era u n b 
bem 3ii~{er bea gegeIienen ~ennera. 

~eweia: 

Um bie ffiicf)tigfeit bet @{eicf)ung 

(i) _ a~ 
(;)-1); 

3U ptiifen, muftipficire man mit bet @{eicf)ung 
( a \ 

10 etgieIit ficf), ba 
T)·~·b=ab 

ober 

g~. (;)=: 
unb :!. b a = a ~ ift,. bie fo{genbe @(eicf)ung: 

a 
b' ~.b=a~ 

a 
b·b.~=a~ 

a . ~ = a ~, e i n ri cf) ti 9 e a ffi e f u ft at. 
~enterfung: 

1)a ~ = ~ 10 mu" aurr. ba all' P U) 

(:) (:)" 
( ; ) = ( ~) I em. 

~ e ~ r f a ~. 

msenn me~rm ~tiicf)e einanber gfeicf) finb, 3. ~. 
al bl cl dl 

a-=T=c=-r=···· 
10 ift jebet berfellien g{eicf) bent fo{genben ~rucf) 
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aa' + ~b' + rc' + ad' + .. . 
aa + ~b +rc +ad + .. . 

in \uefdjem a I ~ I r I a I . • • gana oelieoige 3aglen oebeuten. 

~eltJei5: 

'man oe3eidjne jeben ber gfeidjen ~tiidje 
a' b' c' d' 
a;T;c;T; le. 

burdj x I fo miiffen nadj bet @rffiirung einea ~tUdje5 fo[genbe 
OHeidjungen fiattfinben: 

a' = xa 
b' = xb 
c' = xc 
d' = xd 

lC. 

'muftipficirt man nun bie erfte Mefet @)Ieidjungen mit a I hie 
nltJeite mit ~ I bie britte mit r I bie uierte mit 0 u. ). f. unb abbit! 
bie fo entfteI)enben @)Ieidjungen, fo etgaU man baa foigenbe mefuUat: 
aa' + ~b' + rc' + ad' + ... = rna + ~xb + "(Xc + axd + ... 
ober nadjbem aUf ber redjten <5eite ber gemeinfdjaftHdje %aftot x 
(II. 'muitipHfationafa~) getauage30gen ift: 
aa' + ~bj + rc' + Ild' + ... = J( (aa + ~b + "(e + ad + ... ) 

:91adj ber @rffiirung einea ~tudjea foIgt aua biefer @)leidjung 
ber §lliertg 

_ aa'+~b'+rc'+ad'+ ... 
J( - . ,---:---

aa+~b+rc+od+ ... 
~nfo, ba l( ben mertg ber g(eidjen ~riidje 

a' b' c' d' a ' h' 0 ' d ' le. 
llcbcutet I crgieot fidj I baf; jebet biefer gfeidjen ~riidje gieidj bem 
folgenben ift 

aa' + ~b' + rc' + ad' + .. . 
aa + ~b + "(c + ad + .. . 

. mie~(bbition unb euoitaftion 3ItJeiet~t:iidje, ltJeldje 
felnen gemeinfdjafUidjelt :91enner oefi~en, gefdjiegt 
nadj ben lleiben fo(genben %otme(n 

~+~=~I+_~o: 
rJ. ~ a ~ 
~_~_a~-ha 

rJ. ~ a~ 
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~ie erftm bcrjc{oelt fanlt Iltlln liefoltber~ feidjt bem ®ebadjt. 
niffe elnpriigen, IUeltn malt butdj ba~ (Sdjema bet au abbitenben 
~riidje ein Hegeltbe~ j\'reu6 (X) gdegt benri, namIidj 

'-&---~ir: 
-«--IL 

~ie (5uuune ber 6eiben mtiidje ift beltn gleidj eiltem ~tudj, 
beffell ~)1ennet bae IJ.}robuft bet lieiben ~enner unb beffen 3a~let 
bie (5umme bet IJ)tobufte bet ®riifien ift, Illeldje butdj ein unb 
bieieflJe ®erabe getroffen Illerben. 

mie ooigen 6eiben ~otme{n oellleift malt ii6rigen~ leidjt forgen. 
bermafien. @~ ift . 

~ = II ~ (V. mitlifion~fat?) a ai' 

~ ~;- (besgt) 

Q(bbirt man Mefe lieiben ®feidjungen, f 0 ergielit fidj 

~+~=~+~=a~ + ba (I 1"1"\' 'f' Rf b) a ~ a ~ r:J. ~ r:J. ~ • ",,-,ttlt tOnI:> al?' 
®uDtraIjirt man bllgegen bie untere UOlt bet ooeten, fo er­

IjiiU man 
~ _ ~ = ~ __ . ~ = a ~ -- b r:J. (II. mitlifion~fa~.) 
a ~ a~ a~ r:J.~ 

(sinb 31llei ~tiidje eiltllUbet gfeidj, 3. m. 
a b 
-;-=T 

10 finbe1 audj ®leidjIjeit oluifdjen ben fo{genben SJ)robutten ftatt: 
II~ = ba 

thn Mefes oll liclueifen, murtipficire man Me ®leidjung 
a b 

~ 
lluf lieiben (5eiten mit a ~, fo folgt 

a b 
a.-.a~=T·~a 

b. Ij. Hadj bet @rffiitUHg eines ~ntdje6: 
a~ = ba 

~rU6 ber ®leidjung 

hie fofgettbe 
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a~=b!X 
'6ifbelt - neltltt malt "iiIl e t .st t e It 3 m u ft i P fi ci ten. II 

Wus bet ®fei4Jung 
a ~ = btl 

fann man umgefef)ri bie fofgenbe fjedeiten 
a b 

-
tl ~ 

inbem man biefeUie but4J bas ~tobuft tl ~ bil1i»iri. ~il1ihirt man 
biefelbe bagegen bur4J »aa ~to»uft a b, fo etfjiiU man 

~ _ tl T-a 
meftel)t bemna4J hie ®fei4Jung 

a b 
tl -13 

fo fann man aua Mefet »ie fofgenbe vi(»en 
tl _ ~ 
a-I) 

~iele ~Hbung nennt man "bas Umfefjten »et }Btii4Je. 1I 

}Bru 4Jr e4J n ung mit neg ati 11 en ®r o~ en. 

1)ie mru4Jre4Jnung mit negatil1ett ®rii~ett gef4Jieljt na4J ben 
»tei ~ormefn: 

1) +: = -(+) 
2) ...±..!.. = - (~) -b b 

3) ~ = +(+) 
Um bie erfte biefer brei ~ormeln 

+~ = -(i) 
au licll1eifen, muUipHdte man aUf vei»en (Seiten mit + b, fo er~ 
giebt fi4J 

-a= (+b){-(+)} 
Wad) bem afIgemeinen (Sa~e fiber »ie WCultipfifation neglltil1er 

®roflen tft aver 

(+b) (,+)= - (b. +)= - a 
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~a aIfo baa tidjtige fflefuftllt 
- a =-a 

et~aUen ift, fo mub bie ®Ieidjung 

-=-!... = - (~) 
+b b 

tidjtig f ein. 
Um bie fflidjtigfeit bet 3tueiten ~ormeI 

~=-(~) 
-b b 

3U priifen, muUipHcire man mit - b, fo ergielit fidj: 

+a = (- b)(-+)= + (b .+)= + a 
ein ridjtigea fflefuUat. m:fio ift: 

+a _ (a) 
-b -- b 

~ie brUte ~ormeI 

: = +(+) 
ift elienfaUa tidjti9, benn man er~iift burdj IDluftipfifation mit ( - b) 

- a = (- b) ( + + ) = - (b . + ) = - a 

m:ua biefen brei ~ormeln liiUt fidj nun folgenbe allgemeine 
fflegd iilier bie ~iuifion negatiuer ®riiuen ~edeiten: 

@:in ~rudj 3tueiet 3a~fen ift eine pofitiue 3a~[, tuenn 
3ii~fer unb menner bea gegeli enen ~rudjea gleidje mor~ 
aeidjen ~alien - nnb eine negatiue 3a~{, tuenn 3ii~ler 
unb mennet uugleidje ober entgegeugef e~te moqeidjen 
liefi~en. ~er 3a~Ituert~ bea ~rudiea ift ftets gleidj einem 
~rudi, beHen 3ii~Ier ber 3a~Ituert~ bea gegelienen 3iibled 
unb beffen menner ber 3a~ltuert~ bea gegelienen m:en~ 
nett! ift. 

@:in ~rudj, in tueldjem 3ii~fer unb menner gleidj muff 
finb, ~at einen unlieftimmten m!ert~. 

~aa 3eidjen 
o 
o 

liebeutet feine lieftimmte 3a~I, ba ea jebe 3a~f barftellen fann. 3n 
ber ~~at fann 

o 
O=a 

jebe lielieliige 3a~1 II liebeutelt, bll 
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0= a. 0 

ift. - 0\1 fOIllUlt uei bet ~eftimmltng bea lVa~ten ?mert~ea tJon ~ 
baranf an, luie bie ~nU bea 3ii~feta nnb ~ennera entftanben ift. 
.pat man 3nm ~eifpief ben $rud) 

a.a-b.b 
a -- b 

beffcn ?mert~ gfciclj a + b ift ltnb macljt man b = a, fo erfcljeint 

bicfet SBntclj in bet '6otm g. ega ift aoet erficljtficlj, ba~ bet 

SBntclj in $eriicfficljtigung feinet @'ntfte~ungallleife nut ben ?mert~ 
o 

a + a = 2a ~auen fann. - eonte bem ~efer ber SBruclj 0 anf~ 

ftoflen, f 0 Illirb berfelue gut t~nn, anf Me @ntfte~nngaweife Mefea 
SBrucljea ffiiicfficljt au neljmen; ittauefonbere auer ben merfnclj 3u 
macljen, ou tJor ber @ntfte~ung beffeluen ~entter unb 3ii~ler burclj 
einm 'i3'aftor gelJouen werbm fonnen. 

mom :l)itJibiten gegcu ener Qluabriicfe. 

ega feien Z unb N 31llei ~htabriicfe, tJon benen ber erfte burd) 
ben 31llctten bitJibirt werben foU. illlan orbne biefe ~{uabriicfe 3Uo 
niicljft, Illie biefea uei bet illluftipHfation geactgt ift. ~ann ltltter~ 
fudje man, wie oft baa etfte ®Heb bea :l)itJifota N in bem erften 
®Hebe bea ~itJibenben Z entlJalten ift. ®efe~t Mefea wiire a maf, 
fo uUbe man ben muabrucf 

r = Z - aN 
Qhta biefet @feidjung erlJiiU man 

Z = aN + r 
ober 111ettn burclj N bitJibirt wirb 

Z r 
-- = a +-N N 

mfa erftea ®1ieb bea bei bet ~itJifion bea muabrucfa N in bm 
musbrucf Z ficlj etgebenben Duotienten erlJiiU man bemnad) a. :l)en 
muabntcf 

r = Z - aN 
nennt man ben ~ i tJ iii 0 n are ft. Sft bet :l)itJifionareft r georbnet, 
fo bitJibire man mit bem :l)itJiiot N in ben ffieft r, b. lJ. unterfudje 
3uniicljft, luie oft baa erfte ®lieb bea ~itJifota in bem erften ®liebe 
bea ffieftea entlJaften ift 11. f. Ill. 

mUf Mefrm folliege erf)iiU man bet ffieif)e naclj bie tJetfcljiebenen 
®Heber bea Duotienten 

z 
N 
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m dfvide. 
1) mean fon ben ~ltebrucf 

N=2a+3b-c 
ill ben ~{ltebrucf 

Z = 6ail + 5ab - ae - 6bb + 5be - ee 
bitJibirell. 

TJa ber TJitJibenb unb ber 1:litJifor fdjon georhnet finh, fo 
unterfudje man, lUie oft bae erfte @Heh bee TJitJif ore = 2 a in bem 
erften @Uebe bee 1:litJibcuben = 6 a a entf)aften ift. WIan flnbct 
3 a maL Se~t oHbe man 

r = Z - 3aN = - 4ab.+ 2ae - 6bb + 5be - ec 
fo ift 

~ = 3a + - 4ab + 2ac - 6bb + 5bc -cc 
N 2a + 3b - c 

mun fege man 3U, lUte oft bae erfte @Heh bee 1:litJifote = 2 a 
in hem erften @Hebe hee ffieftee = -- 4 a b entgaUen ift; man 
flnbet - 2 b maL mun oHbe man 

s=r-(-2b)N=r+2bN 
= 2ac + 3bc - cc 

fo ift 
~ = _ 2b + 2ac + 3bc - cc 
N 2a+3b-c 

obet ha 
Z r 
N=3a +-N 

lUat, 
~ = 3a __ 2b + 2ae + 3bc - ce 
N 2a + 3u - c 

Se~t ultterfudje man, luie oft bae erfte @{ieh bee ~itJtfOte 
= 2a iu bem etften@Hebe = 2ac bee 3IUeitenffieftee 2ac + 3bc -ce 
elttf)alten ift; man flnbet c mal. mUbet man nun 

s - eN = 2ae + 3bc - cc - c (2a + 3b - c) 
fo ergieOt fidj muu, h. g. ee ift: 

~orgfidj erf),Ht malt 

s 
N=c 

Z 
tr=3a-2b+c 

are ben gef udjtelt Duotielttelt. 
mon bet ffiidjtigfeit biefee ~Hefu(tatee iioetaengt man fidj hurdj 

WInftivHfationtJoll 3a-2b+c mit N=2a+3b-c; man et~ 
galt llamlidj: 

Z = 6aa + 5ab - ac - 6bb + 5bc - cc = 
(2a+3b-c) (3a-2b+c) 
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ij)ie Dperation bee :Dil>ibirene gefdjie~t nUll in bem l>orHegen" 
ben ~alle einfadjer fo{genberma[3en: 

1 
:Dil>ifor 

:Dil>ibenb 2a + 3b - e 
6aa + 5ab - ae - 6bb + 5bc - cc I Ouotie'nt 
6aa + 9ab - 3ac 3a-2b + e 

meft = - 4ab + 2ac - 6bb + 5bc - ce 
- 4ab - 6bb + 2bc 

meft = 2ac + 3bc - cc 
2ac + 3bc - cr. 

meft = . ~uU 
~er Ouotieni ift alfo: 

3a - 2b + c 

2) :Den ~uabrucf a. a. a + x. x. x burdj bie (5umme 
a + x au biuibiren. 

~inibenb 
a.a.a+x.x.x 
a.a.a+a.a.x 

meft = - a . a . x + x . x . x 
-a.a.x-a.x.x 

meft = axx + xxx 
axx + xxx 

meft = ~u({ 

:Dil>if or 
a+x 

Ouotient 
a. a - ax + X.x 

3) :Den ~dbrucf 
Z==a.a.a.a-2a.a.x.x+x.x.x.x 

burdj bie ®umme 
N = a. a - 2ax + x. x 

3 u bin ib it e n. 

meft = 

:Dil>ibenb 
a aaa - 2aaxx + xxxx 
aaaa -2aaax+aaxx 
2aaax - 3aaxx + xxxx 
2aaax ~ 4aa~x + 2axxx 

meft = aaxx - 2axxx + xxxx 
aaxx - 2axxx + xxxx 

meft = ~uU 

IDil>if or 
aa - 2ax + xx 

Ouotient 
aa + 2ax + xx 

4) IDie (Ein~eit burdj bie IDifferen3 1 - x au 
biuibire n. 
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~iuibellb 
1 
1-x 

1:>iuij or 
1- x 

---
Duotieut 

1 + x + x.x + x.x.x 

ffieft = 

ffieft = 

x - x. x 
xx 
xx - xxx 

xxx 
xxx - xxxx 

ffielt = xxxx 
@5o faun man oei biefem ~eifpiele Die 1:>iuifiolt fortfeben unb 

immer ueue @lieber bee Duotienteu crljarten. @a wirb aber fteta 
eiu ~iuifiouereft iiorig6feioClt unb baljer audj ber 1:>iuifor niema(a 
in bem ~iuibeubeu auf 9 e lj e n. 

5) ~ie @inljeit burdj ben m:uebrud' 
1 - 2x - x. x 

ou biuibiren. 
1:>iuibeub 

1 
1-2x-xx 

~iuif or 
1-2x-xx 

Duotient 
ffieft = 2x + xx 1 + 2x + 5xx + 12xxx 

+ 29xxxx 2x - 4xx - 2xxx 
ffieft = 5xx + 2xxx 

5xx - lOxxx - 5xxxx 
fficft 

ffielt = 

12xxx + 5xxxx 
12xxx - 24xxxx -12xxxxx 

29xxxx + 12xxxxx 
29 x x x x - 58xxxxx-29xxxxxx 

meft = 70xxxxx+29xxxxxx 
3n bicfem %"aUe geljt ber 1:>iuifor eoeufaUe nidjt in bem 1:>iui. 

benben auf. 

6) 1:> i e @ i n lj e it bur dj b e u m: u a b r u cf 

au biuibireu. 
~iif)rt man 

f 0 crljiilt man 
Duoticnt = 

meft = 

N = 1 - 2x + 3xx - 4xxx 

bic 1:>iuifion uadj bcr augcg€UCUClt ~)(etljobe aua, 

1 + 2x + xx + 5xxxx 
+ 14xxxxx 

13xxxxxx -- 22 xxxxxxx 
+ 56xxxxxxxx 
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iJitnUn ~bfd}nitt. 

llon btn ~ottnJtn. 
@rWirung: 

IJ) 0 ten 3 31tl ci e r 3 a I) (e n i ft ci n IJ) rob u ft tl 0 n (a ute r 
g(eid)en ~ahorcn, beren @riifje burdj bie cine ber lieiben 
segeoenelt 3al)(elt ultb beren mlt3a91 burdj bie altbere lie. 
IHmmt i ft. 

~ie @riifje ber einanber g(eidjen ~aUoren l)eiut ~ ali ~ ober 
@runbaal)( ber SJ)otelt3; Me mltaal){ berlellien @.rponent ber 
lJ) oten 3· 

~ C3 cidjn un 9 ~Itleq e: 
;naa IJ)robuft tlon n gfcidjen ~aftoren, beren jeber gleidj ber 

3agl a ift - oeaeidjnet man burdj 
an 

Sit ber SJ)otelt3 an I)eiflt a bie ~afi~ ober @runb3al)(, n ber 
a:~'poneltt ber lJ)otena. 

~aa 3eidjelt an Itlirb au~gelprodjen 

a .3 u r nten SJ) (}t e n a, ober einfadjer 
a ~odj n 

~cilpide: 
1) ;na~ 3eidjen 2" brucU ben ~ertl) be~ SJ)robuftea 

2 . 2 . 2 . 2 . 2 = 32 alta; bager ift: 
25 = 32 

3) ;na~ 3ei4Jen (2/'.,)3 liel>cutet bie 3ag( 
(2/ )3 - 2/ 2/ 2/ _ 8/ 

5 - 5' 5' 5 - 125 

@ r ft e r SJ) 0 ten 3 1 a ~. 

1. a(m + n) = am. an 
b. g. eine S})otelt3, beren @.rponent dne eumme ift, ift 
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gfeidj eiuem IJ)robuft uou lJ)oten3en, beren ®runbaal)fcn 
gleidj fiub bcr ®runbaal)f ber gegelienen lJ)oten3 unb beren 
(cl;n)oncntcn gfeidj finb ben 6ummanben be~ gegelienen 
IJ) 0 ten ,) e.r ~ 0 n e n t c n. 

Umgefcljrt ift rin IJ)robuft uonlJ)otcn3en, beren ®runb~ 
aal)len einanber glcirlj finb - gfeid) ciner lJ)oten3, beren 
® run b 3 a f) 19 { ei dJ i ft b erg e m ci n f dj a f Hi rlj c n ® run b 3 a 1) { 
u n b b e r CIt @~. ~ 0 n c n t 9 f ei dj i ft her ~ u m m c a {{ e r IJ) 0 ten 3 ~ 
c.r~oncnten. 

mClueU'l: 
:.Dae 3eirljcn a(OI + n) liebcutet nadj ber {cl;rWirung cillcr spo~ 

ten3 - bae IJ)rohuft 
a . a . a . . . .. a 1mb aluar (m + n) folrljcr %aftorcn. 
3nbem man bic crften III %aftoren a ilt einanber multip(icirt 

unb bann Me fofgenben n %aftoren a, e(1)iHt man 
, ", . 

( m n m+n) _ a -a.a.a ... aXa.a.a ... a 
1)a(l IJ)robuft ber III ~aftorcn a, uiimHrlj 

III 

a . a . a •... a 
ift narlj ber {cl;rffiinmg ber lJ)otcn3 gfcirlj 

am 
(flicnfo ift 

n 
a . a . a .... a = an 

baljer erl)iirt man: 
(m +n) III n a = a . a 

~Ugemeiner 3ufa~;. 

a(n + n1 + n2 + ... ) = an. an1 . a"2 ... 

:.Die .?Beluei(lfiil)rung biefe(l aUgemeineren lJ)oten3fa~e(l uedaltgt 
eine meljrfadje ~ltIuenbltng be(l lJ)oten3fa~C(l 1. .panbca c(l firlj 3. m. 
barum, hie %ormel 

/p +q+l') = aP.aq.ar 
3u Ctlueifen, fo serfege man bie ~umme bcr brei e>ummanben 
(p + q + 1') in cine ~ltmme uon nur 31uci @)ummanben, niimHrlj 

(p + q + 1') = [(p + q) + r] 
5Dann ift mit ~nluenbung be(l lJ)oten3fa~e(l I auerft: 

n(p + q + r) := nr(p + q) + r] = a(p + q).l 
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~irb nun bie ~oten3 aC p + q) mitielft be~ Sj)oten3fa~e~ I. ttodj~ 

mal~ in ba~ Sj)robuft aP. a q aerIegt, fo ergiebt fidj fdjHeVHdj: 

a(p+q+r) = a" . aq .l 
:Dieter f.pecielle %all aeigt, lllie man 3u uerfaljren ijat, um Me 

ffiidjtigfeit her allgemeineren %ormel 
a(n+n1 +n2+···) = an. an1 . an2 ... 

au erllleifen. 
3llleiter Sj)otenafa~. 

m 
II (m-n) __ a_ 

. a - n 
a 

b. ij. eine ~oten3, beren @;rponenteine :Differen3 ift, ift 
gleidj einem ~rudj; - beffen 3iiijIer dne ~oten3 ift, 
beren@runbaalj{ gleidj b er@runbaaljl b er gegeb enensp o-ten3 
unb beren @:r.ponent gleidj ift bem IDlinuenb be~ g~ge~ 
IHnen ~oten3e:r.ponenten - unb beffen ~enner eine spo~ 
ten 3 i ft, b er en ®ru n b 3 alj [ b er @runb3aijl b ex gege ben elt 
~oten3 unb beren @:rVouent bem @SuJjtra~enb be(l gege~ 
benen ~oten3e;r.ponenten Q.leidj ift. ' . 

Umadeljd ift ein mrud) 3llleier Sj)otenaen mit gemein .. 
fdjafHid)er @runb3aljl ~Ieidj einer Sj)oten3, beren @runb~ 
3a~r gfeidj ift ber gemetnfdjaftIidjen unb beren @;r.ponent 
g{eidj ift bem @:r.ponenten be~ Biiljfed, uerminbed um 
ben @:r.ponenten bee menner~. 

~ellleU: 

madj ber @dliirung tlon :Differena 3llleier 3aijlen ift 
(m-n) + 11 = m, 

ario, lllenlt Iieibe @5eiten biefer @{eidjung a{~ @:r.ponenten aUr @runb~ 
3alj{ a gefe~t lllerben, foIgt 

aCm-n) + n = am 

SerIegt man bie linfe @Seite Mefer @Ieidjung, beren @:r.ponent 
Me @Summe ber beiben @rouen Cm - n) unb n ilt nadj bem I. Sj)o~ 

ten3fa~e in Me lieiben %actoren aCm - n) unb aD, fo ergielit fidj 
(m-n) an _ m a .-8 

IDurdj IDiuifion ber uorfteljenben @Ieidjung burdj aD foIst 
enhlidj, llla~ 3U liellleifen lllar 

m 
aCm-n) = ~ 

an 



~nmedung: 
msitb in bet @)leidjung 
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am 
a(m-n)= 

an 
Me @)tii~e m gteidj bet @)tii~e n gemadjt, fo er~alt man 

an 
aO = -- = 1 

an 

:Dd 3eidjen aO bebeutet bemnadj bie @inijeit. 

:DrUter SJ,)oten3fa~. 

III. (a . b)n = an. bn 

b. 1). eine SJ)otena, beten @)runb3a~1 ein SJ)robuU ift, ift 
gteidl einem SJ)robuft uon SJ)oten3en, beren @;rponenten 
gleidj bem @;rponenten bet gegebenen SJ,)otena unb beren 
@)runb3a~len bie ~aftoren ber gegebenen @)runbaaijI finb. 

Umgefe~rt ift ein I}>robuft uon SJ)otenaen, bie einen 
9.emeinfdjaftridjen &.rponenten befi~en - gleidj einer 
'j)oten3, beren @;rponent gleidj bem semeinfdjaftlidien 
SJ)oten3e.rponenten unb beren @)runb3a~{ bae SJ)robuft ber 
gegebenen @)runb3a~len ift. 

~eweie: 

91adj ber&rtldrung einerSJ)oten3 bebeutet bae3eidjen (a. b)D bae 
SJ,)robuft 

(n . b) (a. b) (a. II) .... (a . b) unb 3war n foldjer ~aftoren. 

:Da nun in ~ofpe bee I. illluUipmationefa~ee bie ~aftoren 
eines SJ)robuftee beHebtg mit einanber uerlaufdjt werben fonnen, fo 
batf man 3uetft bie n ~aftoten a in einanber multipHciren, barauf 
Me n ~aftoren b unb ~at enbHdj nodj bae SJ)robuft biefer beiben 
SJ)tobufte 3u bilbe». illlan et~alt alfo 

... .. 

n n n 
(a . b) = a . a . a •.• a X b . b • b •.. b 

91adj bet &tfIarung ber SJ)oten3 ift aber 

n 
a • a . a •••• a = all unb eben fo 

n n 
b.h.b ... b =b 

1)a~er forgt, was au beweifen war 
n n n 

(a. b) = a . b 
4 
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~Hg emein er gu f a~. 

(a . b . c ... )n = an. bn . en ...• 
mie melueiafii~rung biefea uerallgemeinerten spoten3fa~ea forbert 

eine iiftere ~ltIuenbung bea IH. SJjoten3fa~ea. @;a foU ~ier nur Me 
midjtigfeit ber %ormel erluiefen lUerben / lUeltn Me @runb3a~1 bel' 
gegevenen spotelt3 eilt SJjrobuft aua hrei %aftoren ift, namHdj 

( n n n n a.b.c) = a.b.c 
ma (a . b . c) = [C a b) . c] 

fo er~art malt burdj @;r~eliultg lieiher @:ieiten aUf hie nte spotelt3 
(a. b. c)n = [Cab) . ct 

~enhet man nun 3ur Umformung her redjten @:ieite biefer 
@(eidjung ben III. spoten3fa~ an, fo ergielit fidj erftHd) 

(a . b . c)n = (a b )n . en 
ullh halln burd) nod)malige ~nlUenhullg biefee @:ia~ee, inhem fur 

(a b)n gefe~t lUerben harf an. brI 

( n n n n a.b.e) = a .b.c 
~uf a~lllidje ~eife lielUelft man hurdj me~rfadje m:llIuenhung 

bee SJjoten3fapea III. Me allgemeinere @{eidjung 
n n n n (a.b.e ... ) = a.b.c ... 

~Herter SJjoten3fa~. 

( ba ),n __ 8_n 

) hn 

IV. 

b. b. cine SPotenO' heren @rltnh3a~1 e1n mrud) ift, ift 
gfeidj einem mrudj, heHen gabler dne SJjoten3 ift alta 
bem g~bler ber geg evenen @rltnb3a~1 aU} @runb3a~( 
unb mt! bem gegelienen SJjoten3e;r.ponentenj ltnb belfeu 
9'lenner dne SJjoteu3 ift aua bem ~nenncr ber gegelienen 
@rltnb 3 a~( aU @ru u b3a~ ( u ub mit b em 9 c geliclten ~pote113' 
c;r p 0 It e It t e It. 

Umgcfebrt i ft ei 11 m rn dj 31u ei er SJj ot el13 c 11 mit 9 emei n, 
fdjaftIidjen @;;rpoueuteu gleidj eiuer SJjoten3, beren @;;rPo, 
nent gleidj bem gemeinfdjaftlidjen SJ)oteu3e;rponenten ltnb 
lIeren @runb3a~( ein mrudj ift, lIeffen 3a~(er gleidj lIer 
@tltltb3abl bea ge,IJclienelt gablera ultb beifcn ~nenner 
g(eidj ber @rultb3a~1 bea gegelienen mennera ift. 

melueia: 
~1adj ber a'rfliirung einca mrudjetl ober Duotieltten 3IUeicr 

ga6fcn ift < 
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(-~). b=a 

@rgeOt man lieibe @5citen bicfcr ®leidjung aur nten spoten3, fo 
ergieOt fidj 

{( :). b r = an 
3cdegt man bie Hnfe @5eite biefer ®leidjung, beren ®runbaaf)l 

baa I})robuft ber liciben ®riiben (~~) unb b ift - nadj bcm Ill. 

I})otenafape in bie lieiben %aftoren ( ~ )n unb b D, fo erf)iilt man 

(+f. bn = an 

~iclc ®lcidjung biuibire man aUf lieiben @5eiten burdj bn, fo 
folgt cnhHdj 

n n 

(+) = :n 
~ it n f t e r SJ) 0 ten 3 f a~. 

v. am. n = (am)n = (an)m 

b. g. cine \})oten3, beren @;rponent ein SJ)robuft 3IUeier 
Bag 1 c n i ft, i ft 9 1 ci dj ei n e r sP 0 t c n 3, b ere n @;rP 0 n en t b e r 
e i n e ~ aft 0 r b c age 9 e li e n e n @;rponentcn i ft u n b b ere n 
®runbaal}l lUicbcr cine I})otcna ift, bcren ®runb3af)1 
gleid) ber gegclicncn ®runbaal}l unb bercn @;rponent 
gleid) Ocm 3IUeiten %aftor oca gegelienen SJ)oten3e:rpo~ 
n c n ten i ft. 

Umgete1)rt i ft ei n e SJ) 0 ten 3, be r e n ® run 0 a a 1) 1 IU i e be r 
ei n e I}) 0 ten 3 i ft - 9 1 ci dJ ci ncr SJ) 0 ten a, 0 er e n ® run b a a ij { 
9 ( ei dJ i ft b e r ® r 11 n 0 3 a 1) ( 0 erg e 9 e Ii en en ® run 0 3 a 1) { un b 
bcrcn @~ponent etn IJ)roouft ilt aua Ocm @;rponenten 
hcr gegclicnen IJ)otcn3 unO bem @;rponenten ber gcgeIie~ 
nen ®rUlt03al}L 

mClUeia: 
~a nadj oer @t:fliirung eineaSJ)robufte6 Oaa 3eidjen m . n Me 

IBumme 
In + m + m + ... uno 3tuar n foldJer @)ummauoen licoeutet, fo ift 

n 
am. n = am + m + m + ... 

4" 
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:vurd) ~nwen~ultg ~ei3 ueraligemeinerien I. \})oielt31 a~ei3 erl)iiU 
man aber hie \})ro~uftoerlegung 

n 

a In -+- m -+- m -+- ... = am . am . am ... un~ awar n foldjer ~af~ 
toren am 

IDae '})robuU 
n 

m m m a . a . a ... 

n 
ift ferner nadj ~er @rffiirung ciner IJ)otena gIeidj (a In) , alfo foIgt: 

am. n ~= (am) 
n 

Sn 10 fern Me ~attoren m un~ n mit einanber ueriaufdjt Uler~ 
ben fonnen, ift audj 

m 
am. n = (an) unb bemnadj 

n m m. n ( m) ( n) a = a = a 

~dlafun9 rinn ~ottn~, bnen ~~.,onent rine ne9"tiue 
3".,1 ift. 

m3enn in ~er ~orme{ bee II. '})oten3fa~ei3 

m 
a(m-n)= ~ 

an 

m gleidj ~uu gemadjt tuir~, fo er1)iilt man auf ~er Hnlen eeite 
eine ,})oteno, berm @~poncnt Me negatiue 3a1)l - n ift; bie redjte 

o 
e;eite tuurhe bann gleidj ~ = ~ luerhen. SDie @rfliirung ciner 

an an 

,})oteno, bmn @~ponent eine negatiue 3al)1 ift - erfol~t ~a1)er am 
einfadjften aui3 bem II. '})otenafa~, inhem man hem 3etdjen 

a - n hie ~ebeutung lJon :n 
unterfegt. 
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<Die @iiUigfeit aUer fiinf '})oten3fa~e ift ie~t 3u erwcifen, wenn 
af£! @;~'ponenten ber 'Potenaen aud) negatitle @riiflen angenommen 
werben. 

1. 'P otena f a~. 

am + n = am. an 

<Die~id)tigfeit bief ea e;a~ea ift nod) au erweif en, Wenn eine 
ber oeiben 3aljlen m ober n negatiu ift, wa~renb bie anbere pofitiu 
Melot - unb wenn oeibe negatiu finb. 

Sft e r ft{ i d) III cine pofitiue 3a~I unb n = - n I eine negatitle 
3alj! I fo wirb entweber III - nl eine pofitiue 3a~I fein ober eine 
negatiue, berm 3a~lwert~ gleid) (n' - m) ift. 

~enn m - nl pofitiu, fo wirb nad) bem II. 'Potenafa~ 

m + n (m - nl) am m 1 
a =a =- =a -n l • nl 

a a 

ma aoer nad) ber @rf{arung einer 'Potena, berm @;~ponent 
eim negatiue 3a~l ift 

; 0 erljart man 

-n' a 1 
nl 

a 

m + n m - nl m n a =a.a =a.a 

lUenu m pofitiu, n negatiu unb ber 3aljlwertlj uon m griifler ala 
ber 3a~{wert~ uon n ift. 

~enn III - nl negatiu, fo wirb 

alll + n = a - (nl - m), wo nl - m cine pofitiue 3a~I -

baf)er ift nad) ber @rf(arung ciner 'Potena mit negatitlem @~ponenten 

m + n 1 
a = nl- m 

a 

murd) ~nwenbltng bea II. 'Potenafa~ea erf)iilt man fiir a 
ben ~rud) 

nl-m 

I m 
all m+n 1 amI 
-- i baljer folgt a = -[nl--I = flI = a '7 
am a a a 

a III 
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@nblid) ergiebt fid) in ~o(ge ber @rffiirung 
1 _nl 
-=a 

nl 
a 

m + n m - nl m n a =a.a =a.a 

Itlenn m vofitil1, n negatil1 unb ber 3a~huert~ 110n n groBer ift ala 
ber 3a~(ltlertl) non m. 

<Einb 31tl e it e n e m unb n beibe negatil1e 3al)(en, niimHd) 
m = - ml unb n = - nl, fo Itlhb mittelft ber @rffiirung einer 
~oten3 mit negatil1em @;rvonenten nad) unb nad) 

am + n = a - (ml + nl) = _1_-,-__ --..,.- I 
(ml + n') ml n 

1 

a a a 
(I. SPoten3fa~) 

1 1 - ml _nl m n 
- mJ -7 =a .a _a.a 

a a 

~ie ffiid)Ugteit bee 1. SJ)oten3fa~ee ift bemnad) erltliefen, Itlenn 
Me 3alj(en m unb n .pofitiu ober negatil1 finb. 

m 
m-n a a =-

an 

~ie meraUgemeinerung biefee <Ea~ee nedangt nod) Me meltleiG= 
fiiljrung in fo(genben ~iiUen: 

a) {~ .pofitil1 , m < n 

b {m .pofitil1 
) n negatil1 = - nl 

c) {m neS,a!il1 = - ml 

n poltttl1 
d) {m negai!l1 = - m I 

n negattl1 = - nl 

Sm ~a((e a) ift hie SJ)oten3 

1 am am- n = a- (n-m) = 1 
Il-m a - -[ an 1- an 

}DJ 
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Sm ~ a U e b) ift ~ie \},)otena 
1lI-0 _ m+o' _ m n' m 1 am alii 

• -a - •. a = •. [a~,r .-n·=7 

Sm ~a{(e c) ift ~ie \},)otena 
1 1 alll - n a-(m'+n) = 

~--~~ - ~~---

a(Ill ' + n) a(Ill ' an 

1 1 am 
- -rrT n 

a a 
---=--

an an 

Sm ~ a U e d) ift Me \},)oten3 
m - n (n'-m') a = a , tuenn 0 ' > m' 

. I ') 
o~et = a - l m - n , tuenn m' > n' 

Sft n' > m', fo tuit~ 
0 ' a 1 .n' -m' 0 ' 

III 
- a 

m' a 

1 m -,---,-- = a 

( :01 ) 

Sft m' > n', fo tuit~ 
m-n -(m'-n') a =a = 

-

1 
-ffi/ 
a 
-1-

n' a 

-m' a 
-

-0' a 

m' a 
a = a . a 

1 am 
- -0' =--

a an 

m a - 0 a 

~et \},)oten3fa~ II. gUt ~emnad) nod), tuenn ~ie Dei~en 3alJlen 
III ltn~ 0 pofititl obet negatitl finb. 

II I. \},) 0 ten a f a ~. 

(ab)n = an .bl1 

~ie mid)tigteit biefea EJa~e6 ift nod) 3lt ertueifeu, tuettn 
n = - n' eiue negatitlc 3alJl ift. ~16banlt tuitb: 



n - n' 1 1 1 1 
(ab) = (ab) = --fiT = flIfli = flI' flI 

(ab) a. b a b 
-n' -n' n n =a .b =a.b. 

mer oritte 'Poten3fa~ lie~iift alfo feine ®iiftigfeit, lUentt audj 
ocr @,rponent cine negatiuc 3a~l luiro. 

IV. 'Poten3fa~. 

L~Jn = ~ 
l b J bn 

~enn n = - n' lUiro, fo folgt: 

1 

I::: 1 
-n' n a a =--,=--

b- n bn 

~nfo gilt ocr IV. 'Potcn3fa~ fiir pofitiue uno ncgatiuc @,rponenten. 

V. 'Poten3fa~. 

Ill. n (m)n a = a 
mie ffiidjtigfeit 

crlUcifcn 
biefe~ ®a~e~ ift nodj in folgcnoen ~iirren 3u 

) f m pofftiu 
a 1 n negatiu = - n' 
b) {m negatiu = - m' 

n pOlitiu 

c) { m negatiu = - m' 
n negatitJ = - n' 

3m %aUe a) ift oielj)oten3 

am.n=a-m.n' 1 
m. n' a 

1 
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3m ~a{{e b) ift Me ~otena 
m. n - mi. n 1 1 

a = a - -;--- - ----
ami. 11 (aml)n 

~enbet man nun ben IV. ~otelt3fa~ ani fo ergiebt fidj 

1 
- [ a~' run •• *, 

m . n _ [ 1 I" _ ( -ml)1l _ .( m)1l a ----a -a 
m' a 

~m ~ a II e c) ift Me ~otena 

m . n _ mi. Il' = ( ml)nl _ ( 1 Jill _ ( 1 In' a -a a - - --
-m' m J a a 

1 -n' n __ --,- = (am) = (am) 
(amt' 

mer v. lJ)otenafa~ be~ii{t ba~er feine ®ultigfeit, gleidjl1iel ob 
m unb " lJofitil1e ober negatil1e 3a~len bebeuten. 

m:nmerfung: 
3n ben fo eben bellJiefenen ~orme(n uber bie lJ)oten3en burfen 

bie @runb3a~len lJofttiue ober negatiue, ganf,e ober gebrodjene 3a~= 
len - bie @;~ponenten bagegen nur ganoe, OllJO~( lJofitil1e alll audj 
negatiue .8a~len fein. - mie m:uffteUung l10n %ormeln fiber Me 
Umformung foldjer ~otenaen, beren @runb3a~len ®ummen ober 
mifferenaen finb - l10n ber ~orm 

ea + b)1l unb ea - b)", 
be~gleidjen Me @;dliirung unb Umformung einer ~otelt3 , beren 
@;~lJonent eine gebrodjene .8a~1 ift - fann erft fpiiter an ben geeig= 
mten ®tellen erfolgen. 

~UgtUttint UtlJtr(id)t "tr ~ottnJfonntln. 
I. m + n m 11 a = a • a 

II. m - n am • aO _ n a - --, - 1; a-
a" 

1 

a" 
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III. (ab)" = an . bn 

IV. (~ }" == :: 

m . " (m)" (")m V. a = a = a 

m nnb n finb pofititJe ober negatitJe ganae 3ol)len, 
a unb b pofitille ober negatitJe, ganae obcr ge6rodjcnc 

3al)(en. 

1) 

~ ei fpi ele 3 u r sp oten3r cdj nung. 

(ab2/ • b"e4 

(ab/ . e':--

a b~ 
c 

4 
(a-2b) a3b-2 

2) 2 ab 2 

(a~3b2) b-4 

-1 
(a-3b2) a- 3b4 

3) -3 == abo e4 

c-2 • a2c . (abc) 
!Durdj &uafiil)nmg ber SPotClt36Hbungen mit .piitfe tJon fori" 

gefeptclt ffiCuUipfifatiottelt elttluicfefe malt bie ~ormefn: 

4) (a + b)3 == a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 
5) (2a - b)3 = 8a3 - 12a2b + 6ab2 _ b3 

6) (a + b + e)2 = a2 + 2ab + b2 + 2ae + 2bc + c2 
7) (a + b + e)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 + 3a2c + 6abc 

+ 3b2c + 3ac2 + 3bc2 + c3 
8) (a + b)3 (a - b)2 = a5 + a4 b - 2a3b2 - 2a2b3 + ab4 + b5 

9) (a + b)7= 
a7 + 7a6b + 2la"b2 + 35a4b3 + 35a3b4 + 21a2b5 + 7ab6 + b7 

10) (a + b)" (a - b)5 = 
a10 _ 5a8b2 + lOa6b4 - 10a4b6 + 5a2b8 - blO 
!Durdj luirflidje &uafiil)nmg ber smulHpHfatiottelt unb &bbi" 

Honett 6 eltJ eif e man Me ffiidjtigtcit ber fo(geltbcn ®teidjultgen 
11) (a2 - b2)2 + (2ab)2 == (a2 + b2)2 

12) (a3 - 3ab2)2 + (3a2b - b3)2 = (a2 + b2)3 
13) (a3b + b4)3 + (a4 - 2ab3)3 + (2a3b - b4)3 == (a4 + ab3)3 

14) (a2 + b2 + c2) (x2 + y2 + Z2) = 
(ax + by + ez)2'+ Cay - bX)2 + (ex - az)2 + (bz - ey)2 
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StdJftu Wbfdjnitt. 
llon btt ~l)eilbafftit btt $al)len. 

@;rWirungen: 
@;ine ganae 3a~1 a ift t~eHliar burdj eine 3IUeite ganae 3a~1 

b ~ei~i - bie 3a~1 a ift ein IJ)robuft, beffen einer ~aftor gleidj b 
unb beffen anberer ~aftor eine lieHeliige ganae 3a~1 ift. 

m3enn alfo 
a = nb 

ltnb n unb b ganae 3a~len finb, fo ift a fOlUo~1 burdj bale audj 
burdj n t~eifliar. - W1an fast in biefem ~aUe audj, - Me 3a~1 
a fei ein mielfadjee ber 3a~len b ober n. 

Sebe ganae 3a~l, lUeldje burdj feine anbere ganae 3a~{ mit 
muenagme ber @;in~eit tgcUliar ift - 9ei~t eine SPrimaagI. 

3IUei ganae 3aglen, lUeIdje feinen gemeinfdjaftHdjen ~aftor au~er 
ber @;ingeit liefi~en, geiBen r el a ti tJ e sP ri m 3 a ~ len. 

1)ae ffeinfte .semeinfdjaftlidje mielfadje me~rerer gan3en 
3agfen ift bie ffeinjte aUer berjenigen 3a~Ien, lUeldje burdj jebe ber 
gegelienen 3aglen tgeHliar finb. 

1. m3enn a > b unb a fein mieIfadjee tJon b ift, fo 
fann man a fteta in ber folgenben m3eife barfteUen 

a = nb + c 
1U0 c < b ift. 

1)enn ba a feIlier fein mielfadjee tJon b ift, fo miiffen 3IUei 
nadjfte mieffadje tJon b, namHdj 

nb unb Cn + 1) b 
e~iftiren, 3IUifdjen benen a liegt, 10 ba~ 

nb < a < (n + 1) b 
@;a mUB aIfo fein 

a = nb + c 
unh 3ugIeidj 

Cn + 1) b > nb 4- c 

b > c, b. g. c < b 
ober 

1)ie 3agl n geiBt bae groBie in bem mrudj 1- en t ~ a It en e 

® an 3 e, c lJeiBi ber ffi e ft. W1an nennt audj bie 3a~I a ben 1) i" 
tJihenbue ober 3a~ler, b ben 1)itJifor ober menner, n ben 
Duo ti e n te n, c ben ~ i tJ if ion are f1. 
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2. ~enn Rii~ler unb menner cines ~rud)ee einen 
gemeinfd)aftlid)en ~aftor ~aben, fo ift IlUd) ber meft burd) 
hieien ~Ilftor t~eHbar. 

@e fei 
a = nb + c, c < b 

f 0 ergiebt fid) 
a = rna, b = m~ 

mIX = nm~ + c 
ober c = rna - nm~ = m (a - n~) 
h. ~. ber ffieft c befi~t henfelben ~Ilftor m, lueld)er bem 3ii~ler a 
unb bem menner b gemeinfd)llftlid) tuar. 

mUf bieiem ®a~e beru~t hne merfll~ren - hen grofl­
ten pemeinfd)llftlid)en ~~eHer 3tueier 31l~{en a unb b 3u 
ermttteht. 

Sft niimHd), tuie ftete altgeltommen tuerben fann, a nid)t ferber 
ein §8ielflld)ea lion b, fo muf; fein 

a = nb + c, c < b 
IDIl ferner b > c, fo fllnn man b hllrftellen burdj 

b = n/c + d, d < c, d > 0 

Sft d gleid) mull, fo ift b ein mielflld)ee »on c unh hll~er 
»ermoge ber @Heid)ung 

a = nb + c 
a ebenfana ein mielflld)ea lion c. @e luiirbe Illfo bie 31l~1 c »on 
a unb b ~~eHer fein. IDie 3a~1 c ift IlUd) her srof;te ~~eiler »on 
a/ tueir a - nb = c ~od)ftelte hurd) c t~eilbllr ilt. 

Sft Ilber d groper ilIa %tll, 10 muf; mlllt, bll ea fleiner ilIa c 
ift - ~abelt 

c = n"d + e, e < d, e > 0 

~eltlt e = 0/ fo ift c ein mielfad)ee »on d. IDIl~er mUfl »er­
moge her ®Ieidjung 

b = n/c + d =- n/n"d + d 
b eilt mielflld)ea lion d fein unb atullr ~Ilben b unb c feinen gro. 
fjmn gemeinfd)aftlid)en ~~ei{er ilIa d, tuei{ b - n/c ~od)ftena hurdj 
d t~eilbllr ift. IDIl ferner 

a = nb + c 
fo {onnen a ultb c, fotuie a unb b ~od)ftena ben gemeinfdjllftlid)en 
~~ei{er d befi~en. 

Sft e Ilber grofler ilIa mull, fo fann, bll e < d ift - gefe~t 
tuerben 

d = n'lle + f, f < e, f ~ 0 

u. f· f· 
IDie Iluf einllnber fol.flenhen IDi»ifionerefte c, d, e, f, •.. bU. 

ben eine Ilbne~menbe ffiei~e, henn ee ift 
c>d>e>f> .... 

IDIl~er mufl eilter biefer mefte eniltleber gleid) ber @in~eit ober g{eidj 
mull tuerben. ~inbet erfteree ftlltt, ;0 ift hie @in~eit her grof;te 
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gcmcinjdjaftlicf)e ~1)cifer aUer mefte unO 3ug(eidj Ocr 6eioen 3a1)(en 
a unO b, o. 1). Oie 6eiben 3a1)len a unO c ~abcn aUfler Oer @inl)eit 
feincn gemeinfdjaftIidjen ~1)ei1er; ift aber im 3ltJeiten ~ane 
einer Oer meftc gleidj ~HuU unO Oer niidjft nor1)erge1)cnoe meft non 
Ocr @in1)eit nerjdjieoen, 10 ift oiefer niidjft norl)ergel)enbe meft 9 e~ 
mein1djaftlidjer ~l)ei1er a{{er mefte unO 3ug1eicf) Oer groflte 
gemeinfdJafHidJe ~l)eHer oer beioen 3al)len a unO b. 

Seocr biefer beioen ~iiUe mag an einem ~eifpie{e erlCiutcri 
ltJerOen. 

a) @(l foIl unterfudjt ItJcroen, ob oie 6eiben Bal)len 
a == 9126 unO b = 1309 

ei n eng e m e i n f dj a f tl i dj e n ~ 1) ei I era u fl c r be r @in1)eit b e~ 
fi~ cn. 

Bu Oem @noe bilOe man ourdj aUf einanoer fo{genoe :Dinifioncn 
130~ : 9126 6, meft 1272 
1272 1309 1, 37 

37 1272 34, 14 
]4 37 2, ~ 
9 ]4 1, 5 
5 9 1, 4 
4 [) 1, 1 

~a fidJ unter om meften ocr meft = Ibefinoet, 10 I)aben Me 
beioen 3al)len 

a = 9126 unO b = 1309 

fcincn gem einf dJ a ftf i dJ e n ~l) eir er mit m-u anal) me 0 er 
@in1)eit. 

b) ;Den groflten gcmein1djaftlidjen ~l)cHer Ocr beioen 
3al)lcn 

a = 517517 unO h = 146783 
an3ugeben. 

~an bilOc nadj unO nadj Ourdj ~u6fu1)rul1g non :Dinifionen 
146783 517517 = 3, meft 77168 
77168 146783 1, 69615 
ti9G15 77168 - 1, 7553 

7;j53 69615 9, 1638 
1638 7553 4, 1001 
1001 1638 1, (j37 

637 ]001 1, 364 
3G4 637 - 1, 273 
273 364 1, 91 

91 273 - 3, 0 

<3)a fidj unter Oen SDinijion6reften Oer meft 91nU bennoet, 10 
muff en oie betbcll gegebencn 3a1)Ien 

a = 5I7f)17 unh b = 146783 
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bcr meft 91, lucfdjcr 3unitef)ft bcm mcft ,,~uUjj \:Ioraufge~t - 3um 
gri.i~telt gellleinfdjafHidjcn st~cifer 9aocn. Sn hcr stljat finhet man 

a = 517517 = 91 .5687 
b = 146783 = 91 . 1613 

3. G;o fon au 31uei 3af)fcn a, b ohcr 3U meljrercn3alj. 
fcn a, h, c, d, .,. baa fIeinftc gcmeinfdjafHidjc ~Heffadjc 
aufgcfllnbcn wcrbcn . 

• \)llnbcli ca fief) 3uniidjft um Mc ocibctt 3a~fctt a uttb b, fo 
uutCtfuu)C mlln, 00 bicfelocn cinctt gcmcittfef)aftlidjctt stljcifer oe~ 
filJen. G;a lci t ber gri.i~te gemeinfdjaftHdje stljeHcr bct oeibctt 3alj~ 
lcn a unb h, fo ljat man 

a = ta 
b = t~ 

unb co ljaoen a uhb ~ au~cr ber G;inljcit {cincn gcmeinfdjllftlidjcn 
%aftor. ;Dann ift 

ta~ 

baa fleinftc gcmeinfdjaftlidjc mielfndjc 3u bcn ocibcn3a~fen 
a unb h. ~cnn c~ifth:tc ctn nodj ffcincrca gcmcinfdjaftlidjca mic(~ 
fadjca ber Beiben 3aljlen a unb h, wcldjca burdj V oC3cidjnct lucrben 
mag unb lueldjce afa baa ncinftc gcmcinfdjnftlidjc mielfadjc ber 
3aljfcn n lInb h geltcn foU, fo mu~ V jcbcnfaUa stljcifcr \:Ion ta~ 
fcin. ~iinbc biciea nidjt ftatt, fo witrc 

ta~ cc-: mV + V', 1U0 V' < V 
;D1l nun ta~ = [l ~ = ba cin gcmcinfd)nftlidjca mielfadjca \:Ion a unb 
b ift, cocn io V, fo mu~ alldj V' cm gcmcinfdjaftlidjca mielfadjea 
bcr 3af)len a unb b fein; aCjJen bic mornllefe~ung, nadj lUeldjer 
V> V I bae tleinfte gcmeinldJaftlidjc mielfttdjc bcr ocibcn 3aljfcn 
a unb b ift. 

b. lj. 

lInb 

G;a fann 'bnljcr V nur stf)cilcr \lon ta~ icin obcr ee ift 
tll~ = mV 

V 
a~ = mY, obcr ~ = m -

a 

V 
bll = mV, obct a=m b 

:3)1l ntllt : tlltb ~- 9a1l3C 3aljlen filtb, wei{ V ein gemein~ 
idjaftlidjca ~3iclfIlU)C6 3n a 1lltb b ift - fo ljaoclt ~ ltnb Il ben ge~ 
meinief)aftlidjen st~eiler 111, lueldjctl nadj ber mornutlfe~ung nidjt 
mi.iglidj ift. ~Hio mub 

lll~ 

bile neinftc gcmcinfdjaftlidjc iBielfadje 3u belt oeibcn 3aljlcn It uub 
b fein. -
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e;of{ man 3u ~tei 3aljreu a, b, c ~aa ffeinfte gemeiui~aftH~e 
midfadje liilhen, fo fu~e man 3uerft 3u a un~ b baa {(einfte ~e~ 
meinf~aft(i~e mielfadje = V uub bann 3U V uub c baa tleinlte 
gemeinfdjaftH~e mielfadje = V', 10 mUB v' ba!! f(einfte gemein~ 
jdjaftHdje mielfadje ber 3aljlen a, b, c fein. Q;.riftide niimIidj eitt 
fleiuetea gemeinf~aft(idje!! mielfadje!! al!! V', = V", tueldjea tuir ala 
fleinftea gemeinfdjaftHdje!! mieIfadje!! bet 3aljlen a, b, c anneljmeu 
luo(feu, fo mii~te iiljuHdj tuie uor1)er 

V' = nV" 
fein. mimmt man nun an, ba~ V ltnb eben gtiiUten gemein~ 
fdjaftHdjen ~ljeHer t' liefi~en, fo tuiirbe 

V = t'v 
c = t/i 

gele~t IUet~elt {iinnen, tuo v unb "{ tefatiue SJ.>tim3aljlen finb nnb 
ea tuiirbe luie uorljet 

V' = t'Vi' 
fein. ~a nUll V" baa Ueinftegemeinjdjaftlidje mielfadje 3U ~ell 
Baljlen V nnb c fein foU, fo miiflen V nnb c ~ljeHer uon V" fein. 
mlan finbet ~aljer 

V' l/Vi V" 
-Y- = -l\;- ="j -= n --y-

V' l/\'i V" 
~-=--=v=n--

c t'i c 
V" V" 

~nfo mii~ten, ba --V·· -- unb ga1l3e 3aljfen finb, gegen hie 
c 

motauafe~ung y unb "( ben gemcinf~aftfidjen ~ljeifer n liefi~elt. ~a 
e.riftirt ~aljer 311 ben brei 3a~lelt a, h, c fein fleinerea gemeinfdjaft~ 
lidjea mielfadjea ala 

V' = l/Vi 
~{uf bicfe m3eife fann man fortfaljren unb au uier gegelienen 

3aljlen baa fleinfte gemeinfdjafHidje miclfadje beftimmen, inbem man 
etft au brei 3alj1en baa Ueinftc gemeinfdjaftIidje midfadje fudjt uub 
<)It biefem fleinftcn Qcmeinfdjaftlidjen miclfadjen tlltb ~er uieden 
.8(1)1 Illiebet baG Hemfte gemeinfdjaftlidje mielfadje. ~e~terea ift 
bamt 3ugfeidj 3u ben uiet gegclienen 3aljlen baa ffeinfte gemein~ 
fdjaftridje mieIfadje - ll. f· f· 

(;fa foU bee ~eifpiela 1t1egen 3u bcn funf 3(1)fen 
20, 63, 135, 264, 968 

baa Heinftc gemeinidjaftIidje mieIfadje geftutben luetben. ~ie lieibcn 
crftcn 3aljlen 20 unb 63 ljalien feinen gemeinfdjaftlidjcn .'lljeiIer, 
alfo ift iljr \j)robuft = 12GO baa flcinftc gemeiufdjaftlidJe mielfadje 
bieict 3aljlen. ~icfea mielfadJe ljat mit ber brittcu 3aljl 135 ~en 
gtiibtcn gemeiufdjaftlidjcu ~ljeifet = 45 uub man erljiilt 

12GO = 45 . 28 
135 = 45. 3 
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~a~er ift 
45 . 28 . 3 = 3780 

bae erof3te gemeinfdjafHidje ~ieffadje ber 3a~len 20, 63, 135. g)iefe6 
~ieltadje gat mit ber lJierten Bagl 264 ben grii~ten gemeinfdjaft" 
lidjen ~~eilcr = 12 uub ee ift 

~a~er ift 

3780 = 12 . 315 
264 = 12. 22 

12.315.22 = 83160 
ba6 tleinfte gemeinfdjaftlidje ~ielfadje ber 3aI)len 20, 63, 135, 264. 
g)a ferner ber grii~te gemeinidjaftlidje ~~eiler ber oeiben 3a~{en 
83160 unb 968 gleidj 88 unb 

83160 = 88 . 945 
968 = 88. 11 

ift, io ift 
88 . 945 . 11 = 9147(;0 

bae fleinfte gemein[djaftHdje mielfadje au ben 3a~(en 
20, 63, 135, 264, 968 

4. ~ e n It ei n e 3 a 9 1 Z f i dj in b i e 0 ei ben I}) rob u tt e 
Z = ap = bq 

3 e rl e 9 e n Iii \3 t, in IU eI dj en p unb q r e1 a ti lJ e SJ) ri m 3 a ~ (e n 0 e· 
beuten, 10 finb 

II b 
- unb-

q p 

ganae 3aglen. 

SBelUet6: 
~ae tleinfte gemeinfdjaftlidje ~ielfadje ber oeiben relatilJClt 

SJ)rh113a~len p llnb q ift pq. ~un ift aoer Zein gemeinfdjaftlidje6 

mielfadjce ber 3aglcn p llnb q, ba ~ = a unb Z = b ganae . p q 
3aglcn finb; alfo mu\3 Z cin miclfadjee lJon pq ober burd) pq tl)eH. 
oar fein. (Ie finb alfo 

~ __ a 
pq q 

unb 
Jlq_ - .~ 
pq p 

lUie oegauvtet luut'be, ganae 3af)lcn. 
II 

®e~t man --- = n ober a = nq, f 0 folgt au£! ber @fei· 
q 

djuug up = bq lJon fetoer b = np. 
~enn alfo 

ap = bq 
ift ltub p, q rclatilJ~ l})rimaa9len fiub, io barf ftete gefe~t lUerbelt 
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a = nq 
b = np 

5. ~enn bie 3a~{ IX mit feiner ber 3a~len a, b, e, 
d, ... einen gemeinfdJafUidJen stijeHer beii~t, fo ijat bie= 
felUe audJ feiueu gemeinfdiaftlidJen stijeder mit bem 
IJ) rob u ft b erg e 9 e u e u e u 3 a ij (en a bed . . . 

meUleie: 
.I)iitte ba~ I}.\robuft abed . .. mit ber 3aij( a einen gemeius 

jdjllftlidjen grii~ten stijeHer t, fo Uliirbe fein 
abed ... = mt 

a = nt 
~1un fonnen alier a unb t feinen gemeinfdJaftlidJen stijeHer 

fJauett, lUei( berfel6e audJ Me 3a~{ a = nt t~eilen miiflte - ge.sell 
bie morau6fe~ung, nadJ lueldJer a nnb a feinen gemeinfdJaftlidJen 
stl)eiler lJaben. ~nfo fiub a nnb t relatiue ~rim3aijleu. ~a~er mUfl 

bed .•• =~=m' 
t a 

nadJ bem uor~erge~enben ®ape eine ganae 3aijl fein. 
~emnai§ ift: 

bed ... = m't 
a = nt 

IUO m' unb n relatiue S))rim3aijlen finb, ba m = ami unb n rela~ 
Hue S))rim3alJlett lUareu. 

Se~t barf b mit t feinen gemeinfdJaftlid)en %aftor ijaben, lUeil 
jonft Mefer %aftor stlJeHer uon a = nt ware unb bemnadJ h unb 
a feine relatiuen IJ)rim3a~{en s.egen Me morauefepung fein wiirben. 
%ofgUd), ba b unb t rdatiue ~primaaijlen finb - mup 

cd... m' ___ = -_ = mil 
t b 

cine gau~e 3aijI fein, lUeldje relatiue S))rim3a1)1 311 n ift, ba 1lI' = m"b 
reiatiue IJ)rim3alJ{ 3u n luar. ~htf biefe ~eife fann man fortfa~ren 
ltnb aeigen, bafl ba~ ~robuft 

abed ... 

nai§ ~egftreidiung belieliig uieler uorberen 8aftoren immer noi§ 
burdJ t tlJeHbat fein mnf3. ®treii§t man nun aUe %aftoten lUeg, 
fo mUf3 bie aUI Waftot iibrigbfeibenbe ~in~eit noi§ buri§ t tlJeilliat 
fein, b. ij. e~ mUfl t = 1 fein. ~nfo lJat ba~ ~robuft abed ... mit 
a auf3er bet ~iulJeit feiuen gemeinfi§aftlii§en Waltor. 

®inb bemnai§ 
abe d ... 
7'7'7' a 

mriidje, uon benen Feiner fidj ijelJen lapt, fo fann aud) bet mtudj 
5 
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abed ..• 
a 

obcr ber foIgenbe 
abed ... 

a.a 

1I. f. IU. 

llid)t bmd) ~eben lJerf(einert Iuerbelt. 

Sft ferner jebe ber 3al)Ien 
a, b, e, d, .•• 

re{atiue \})rim3al)( 3u jeber ber 3al)Ien 

f 0 fiub Me \~\robltfte 
a, ~, "(, il, ." 

abed ... , a~"(il ••• 

cbenfaf(o relatiue \})rhnoal)len. 
6. ~ie ~{n3al)1 aHer iibcrl)aupf e~iftirenben \})rim' 

3al)Ien ift unenbIid) grot· 

~elUeio: 

@ejet1t, eo e~iftirtelt nur Me n \})rinWll)(en 

fo ift Me 3ag! 
PH P2, P31 ••• PIl 

1 + P1P2P3 ••• PII = Z 

bmd) leine ber \})rillt3al)(en PlI P2I Pa, .. ' PII tl)eUbar. @ntlUeber 
ift bal)er Z fetber eine (n + l)te \})rim3al)( ober eo Iatt fidj Z in 
einfad)e ober \})rint. ~aftoren 3erfegen, lUeldje uon ben 3al)Ien PII 
P2, •.• pn uerfdjieben finb unb ba~er anbere \})rint3al){en barfteITen. 
&uf Mefe ~eife fault malt bie ~(n3al)( ber \})rim3al)(eu lie£iebig er, 
lueitern. ~afjer ift bie &lt3al)( a((er \})rint3al)(en ol)ne @reu3e, b. 1). 
eo e~iftireu ltlteublidj uie(e ~J)rim3al)(elt. 

&nmeduus· 
Unter n auf einanber fo(genben 3al){eu liefinben fidj im &IT, 

gemeinen um fo lUeniger \})rim3al)(en, je groter Me n 3al){en fiub, 
- b. l). Me ~idjtigfeit ber \})rim3al){en nimmt im &Ugemeineu mit 
ber @roue ber 3(1)fen fellier ali. ~ieieo rii1)rt bal)er, bat mit ber 
@riifJe ber 3al)(cu 3u9feidj bie ~(n3al){ ber ~rim3al)(eu, b. i. hie &n, 
aal)f ber ~l)eHer lJermel)rt luirb. 

~ i e f 0 (g e It b e ~ a f e{ e It t l) it (t b i e 200 e r ft e n ~J) ri m 3 a l), 
( e u i It b e r lla t ii rl i d) e It m ei 1) e It f 0 ( g e; b e r m ~ dj ft a li n 6 e' 
beutet lJier6ei bie ~htmmer ber 6eigefe~ten ~rim3al){ p. 
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nip II 0 I p ;10 I p Ii 0 I p II 0 I p II nip 11 nip , 

1 
2 

I 2 
3 

26 101
1
51 27 10352 

233 76 383 
239 77 389 

1011547 126701 1511 877 17 
II nip 

61049 
71051 
81061 
91063 
01069 
11087 
21091 
31093 
41097 
51103 
6110\) 
71117 
81123 
91129 
01151 
11153 
21163 
31171 
41181 
51187 
611D3 
71201 
81213 
91217 
011223 

3 528 
4 
5 
G 
7 
8 
9 

7 29 
11 30 

d3 31 
17 32 
19 33 
2334 

10 
1 
12 
1: 
14 
15 
16 
1 
1 
1 
2 
2 
2 
2 

2935 
131 36 

37
1
37 

:) 41 1 38 
43 39 
47 40 

, 53 41 
759 4'2 
861 43 
967 44 
071 45 
1 73 46 
279 47 
383 48 

24 89 49 

107 
109 
113 
127 
131 
137 
139 
149 
151 
157 
1G3 
IG7 
173 
179 
181 
]!)1 
193 
197 
1 !)!) 
211 
223 
227 

53 241 78 
54 251 79 
55 257, 80 
56 263 81 
57 269 82 
58 271 83 
59 '277 84 

IGO 
281 85 

~~ 283 8G 
293 87 

G3 307 88 
(;4 311 89 
nil 313 !)O 
(i6 317 91 
G7 331 92 
G8 337 !)3 
G9 347 94 
70 349 95 
71 353 D6 
72 35D D7 
73 367 98 
74 3n 99 

102 557 127 709 152 881 17 
397 103 563 128 719 153 883 17 
401 104 569 129 727 154 887 17 
409 105 571 130 733 155 907 18 
419 106 577 131 739 15G 911 18 
421 107 587 132 743 157 919 18 
431 108 593 133 751 158 929 18 
433 109 599 134 757 159 937 18 
439 110 601 135 761 160 941 18 
443 111 607 136 769 161 947 18 
449 112 G13 137 773 162 953 18 
457 113 617 138 787 163 967 18 
4Gl 114 G19 139 797 164 971 18 
463 115 G31 140 809 165 977 19 
4G7 116 G41 141 811 166 983 19 
479 117 643 142 821 167 991 19 
487 118 647 143 823 168 !)!)7 19 
4!11 119 653 144 827 169 1009 19 
499 1]20 65D 145 82D 170 1013 19 
503 121 GGI 146 839 171 1019 19 
509 122 673 147 853 172 1021 19 
521 123 677 148 857 173 1031 19 
523 124 683 149 859 174 1033 19 

2 597 501229 75379 1001541 125 691 1501863 1751039 20 
7. @o fci peine IJ)rim3119f ltnb a eine burd) p nid)t tljeifliare 

3agL ID~an bilJibirc ber mei~e uadj bie lJ)otenaClt 
aO, at, a2, a~\ .... all 

blltdj II 1mb lic3cidjnc bie :DilJifiouorcftc lieaieglid) burd): 
I, a1 , a2 , a3 , ;. •• an 

[0 muffen 3 1 , 11 2 , a:1 , ••• l1u fiimmtlid) Heiner ll{£l p fein. ~el:lter 
fiuh ane bie\c mefte l10n mull lJcr\d)icbcn; bcnu co ift a hurd) p 
nidjt tl)eilbar, ailo ift p aud) uid)t S!:l)eHer lJon 11 2 , a3 , ••• aU. 
~lll)er muffen mlier p auf einanbcr fo(genbcn meften minbeftmo 
3wei eiUllnber gfeid)e mefte fein. @o feien 

at.. + !L llnb at.. 

3wei eiltllnber gfeid)c meffe, \0 mu[J at.. + fL burdj p get~eift belt~ 
jellielt meft gelien, afo Il.lenn at.. burd) p getl)eilt wirh; b. 1). bie 
:Diffmlt3 

at.. + fL _ ~/ 

ift burd) p ol)ne fieft tl)eilOar. ~ll alier 
G* 
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aA + Il _ aA = aA (all - 1) 
ift, ;0 muf; audj l (all - 1) burdj p o~ne meft fidj t~eHen 
{affen. ~a fenter l burdj p nidjt getgeHt tuerben fann, ;0 mug 
ber anbere ~aftor 

al1- -1 
Dgne meft butdj p getgeHt luerbClt. - merftcgt man uon je~t au 
llllter l1- Me ffeinfte berjenigen 3aIJ{en, fur lueldje al1- - I burdj p 
09ue meft t9cilbar ift, ;0 fommeu in ber meige ber '})oten3ett 

1, a, a2, a3, It. ;. Ill. 

iHier~allpt nut bie fo{genbm mefte nadj (lcm ~iuifot p uOt: 
mefte 1, all 32, a3 , • •• al1-- 1 

~enu bie l})oteu3en all, all + 1, all + 2, ... galien burdj p 
getgeilt lie3ie~lidJ biejellien 9lefte, luie bie ,})oten3en 1, a, a2 , ••• , 

tuei{ bie Unterfdjiebe 
a ll -l 

all + 1 _ a = a (all-I) 

all + 2 _ a2 = a2 (all- 1) 
u. f. tu. 

burdj p o§ne mert tgeilliar finb. 
Untet ben p - 1 3aglen 

1,2,3, ... p-2,p-l 
finb al; 0 nut bie fo{genben Il 3a~{en 

1, 3'1' a2 , • • • a_I 

mefte nadj bem ~iuifor p in bet mei6e ber ,})oten3en 
1, a, a2 , a3 , a1 , •••• 

@:s liefinben fidj baget nnter ben 3a~{eu 
1,2,3, ... p-2, p-I 

ltodj (p - 1 - Il) 3a9len, ltJeldje feine mefte ober SRidjtrefte uon 
ben ,})oten3en 1, a, 3 2 , a3 , a4 , ••• ltadj bern ~iuifot p finb. 
~ief e SRidjtrefte i oUm in (n - 1) ®tuppen 3erlegt tuerben 

I. b'lI b'2' 11':11 ••• 
II. Lilli b"21 b"a , .. . 

III. bill I' b'1l2 , billa, .. . 
u. f. tu. 

N N--l N-l N-l 
(r - 1). hI, 112 , b;l , ••• . 

~ie ~Irt ltnb [t\eiie ber 3utgeHung ber SRidjtrefte in biefe 
ein3elne ®ruppen fann foIgenbetmaf;en erliiutert tuetbell. Sft hi 
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ein oeHroigcr mid)treft, fo £tum eilt 31tleitcr mid)treft gcfunben lUer­
ben, inbem man b1 mit a mllUipHairt unb 3tt bem ~:probuft nad) 
bem ~itliior p ben meft fUd)t. (16 fei bicfer meft b2 , fo ift b2 

mid)treft 3u ben SJ)otenaen 1, a, a2 , a3 , ••• nad) bem IDitlijor p. 

~enn ltlare b2 meft nad) P 3ur SJ)oten3 aX, fo miij3te 
X a - b2 

burd) p tl)eillittr fein, eben fo 
ahl -b2 , 

Itlei{ h~ brr meft tlOlt a bl ltad) p lUar. ~Ufo miij3te aud) ber Unter" 
id)ieb biejcr IDiffmlt3elt, Itiimlid) 

a X _ II hi = II ( aX - 1_ bJ 

burd) p tl)cif6ar fcin. mun tl)eilt aoer p ben %aftor a nid)t; alfo 
mii13te 

x-I a - bl 

burd) p genelt Me motllusfepllltg tl)eilUar feilt, Itad) lUe[d)er bl mid)t" 
rrft ift. IDal)er lItuf3 aud) b2 , b. i. ber meft tlon a bl Itad) p 
9'lid)trcft oU bCIt \J)otelt3elt 1, a, a2 , a~, .•. fein. 

WUf lll)ltfidje ?!13cife faltlt man adgen, baf3 Me mefte tlOlt a~bll 
a ~hl' . . . nad) p, lUeld)e ueaiel)Ud) burd) ba , b4 , • • • ue3eidjnet 
luerben mORen, mio)trefte 3u ben spoten~elt tlon a finb. IDiefe mei~e 
ber mid)trefte b1 , b2 , b;{, b4 , ••• erfd)opft fid) aber, beltn etl ift 
b + 1 berfel'6e mid)treft luie bl ; b + 1 ift niimlid) ber meft U011 
~ ~ 

II ~hl nad} p; ferner ift a~ = 1 + mp, lUei( a~ - 1 burd) p 
tOeiloar ift - baber luirb b u. + 1. g[eid) bClIt meft uon (1 + III p) bl 

= bl + mblP nad) bem ~i'uiior p, b. I). bp. + 1 = hi· ~uf iil)n" 
lid)e ~eiie [avt fid) aeigen , baB bu. + 2 = b2 ; bu. + 3 = b3 ;··· 

jein mllf3. -- ~ie lJon einallber lJerid)iebenen ~md)trefte 
bll b2 , b3 , ••• bu. , 

f 0 ({ e 11 nun ,) 11 ci n e r @ r It p P e b e r mid) t r e ft e gel) 0 r e n. 
1~eilt man l.Iemltad) aITe tlon elnanber uerfd)iebenen (p - 1 - tJ-) 

s)(id)trefte in (n - 1) ®ruppen, io Itmj3, ba tebe ®ruppe p. unter 
fid) tlerfd)iebene mid)trcfte Clttl)aU, bie 3al)1 bieier mid)ttefte 

JI-I-p. = (n-l)~ 
iein. ~hti:l Mefer ®(eid)Ultg fittbet man 

np.=p-1 
b. I). p - 1 UlUj3 rin mie1fad)etl 3u tJ- fein. 

@S lUar nUIt, ItlCltlt A eine uelieoige 3al)1 bebeutet 

aA (a~-I) = aA+tJ-_ aA 
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burdj p tf)eHuar, UJei{ (a fL - 1) burdj p tgeHuar ift. ~ager mub 
aHgemcin ber meft a, 1 greidj bellt meft a, fein. ~a nun a = 1 

I\lfL 1\ fL 
war, fo forgt, llleltlt A = p. gefe~t wirb - aua ber ®feidjultg 

bie fofgenbe 
a" + fL = afL 

a = n = 1 
2!J- }L 

<Sett lltalt bagcgcn " = 2fL, fo fo{gt 
a = a = 1 

3fL 2!l-
·~htf bic[c smcife finbet malt 

obcr lUei( 

luar, [0 forgt 

a = 1 
nfL 

np, = p -- 1 

n 1 = 1 p-

b. f). bie ~ifferclt3 )1-1_1 ift o9ne meft burdj p tr)eif, 
u a r, lU c n tt p ei n e IJ) d llt 3 a 9 { i ft ltlt b a bur dj p Itl dj t 9 e ' 
tgeHt lUirb. S!3ebclttct ferner fL bie ffeiufte aIler BaIj(eu, 

f ii r III ef dj e a fL - 1 0 9 It e m e ft b 11 r dj p t Ij e if u a r ift, f 0 m u f3 
!l- ein ~gei{er tlon ((1- 1) feilt. 

8. ~1S e tt It In i e be r !l- b i e f{ ei It ft e a {( e r be r j e n i 9 en B a Ij ~ 
{ e n u c b C II t ct, f ii r IU d dj e a!l- - 1 bur dj p t 9 ei {u a rift, f 0 i ft 

.jp 3!l- -1 p4 
'- "" 

11. f. In. 
n-l 

a P !l- - 1 tfJcHuar b1lrdj pn 

S!3clueitl: 

~a aP. - 1 burdj p tfJeHuar ift, fo llt1lf3 audj, luenn s cine fie= 
Hefiige Bar)l ucbetttct - bas SJ)robuft 

[l+afL+aip. + ... + /s-l)p.] [a!l--1]=aS!l-_1 

burdj p tfJeilUar fein. Cis liiflt bemnadj bie SJ)oten3 aSp' burc9 p ge= 
tf)eift belt meft 1. ~((io faffett bie BafJ(ett 
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1 

1 + afL 

1 + afL + a2fL 

1 + afL + a2fL + a3!1 

u. f. IU. 

1 U + 2u ~". (8 - 1)". + a ' a I + a r + ... + a r 

bet ffiei~e Hadj burdj p bitlibirt ocaicJHid) bie ffiefte 1, 2, 3, 4, . . . s; 
- ba~er ift 

1 + afL + a2fL + ... + a(p - l)fL 

bnrdj P tf)cil6ar; fofglidj 11mB bail SJ)robuft 

[1 + afL + a2fL -+ ... a(p-I)fL] [a fL -I] = aPfL-I 
itt mcfd)em i e bet bet 0 ei be tt ~aftotelt bet Httfelt ®eite burdj P 
t~eiloar ift - bmd) P~ t~ei1Oar feitt. @il ift bemnad) 

burd) p~ t9cif6ar. 
~eid)t Hitt fid) ltllll arigen, baf; alldj - lUeltn s cine odieoige 

3af)1 i ft 

aSPfL - 1 
burd) P~ tfJcHfiar ift. ,pierauil folgt, baf; bie 3a~!en 

1 

1 + aPfL 

1 + aPP' + a2P P. 

1 + aPP. + a2PfL + a:IPfL 

u. f. IU. 

1 + aPfL + a2PfL + ... a(s -:- 1 )PfL 
ber ffici~e ltad) burd) p2 bitlibiri lieaic~Hdj bie fficfte 1, 2, 3, 4, ... s 
geoen. ~({[o mltf; 

1 + aPfL + a2PfL + ... a(p - I)PfL 
burdj P tgeiloar fein; folgfid) muf; bail SJ)robuft 

b + aPfL + a2PfL + ... /p -l)PfL] [aPfL - 1] = aP2fL - 1 
in lueld)em ber erfte ~attor ber Hnfett E5eUe burdj p, ber 3lucite 
bagegen burd) p2 t~eHl1ar ift - burd) p3 tgeilfiar feilt. @il ift 
bemttadj 



72 

WUf bil' hier anAe~eIiellc ~Seife fanlt man belt ~ewciE! fort" 
ie~en unb malt cr~iilt 10 baa allgemeine ~Reiuftat, b a f; III e n It p 
ei It e sP ri m 3 a ~ I un b a 11 i dj t bur dj p tIJ ei I Ii a rift, IU e It It fer" 
ncr a l1 -1 burdj P ogne meft getgeHt Iuirb - bie miffeten 3 

n-l 
aP 11-1 

butdj pn ogne meft tgeilbat ift. 
9. @; ~ i fii rt f ei n e fl e i net e B a gl f iir 11 a lEI P - 1, f 0 

i ft ftctE! 
p-l 

a -2- + 1 
burdj p og1tC meft t~eilbat, aU6genommen fitr I) = 2, benn 

C6 ift jcbc anberelJjrimaagl a16 2 ungerabe; balier ift p -1 = 2 P 2 1, 

wo L2--.! cine gmw BalJl ift. mun ift 
. :!.p-l {P-l} {P-l 1 

a -2-_1 = a-:i-+ 1 a-2--1 

burdj p ilJeilbat. ma aber nadj ber ~nnalJme bet %aftot 
p-l 
a-2--1 

in weldjem bet: @;~ponent L-;- 1 neinet ala (p - 1) ifi - nidjt 

burdj p getlJeiU wirb, fo muf; ber allbere %aftor 
p-l 
a-2 +1 

burdj p tlJeilbar f ein. 

Sit bet: ~heorie ber perioMidjen mecilltalbriidje fann man uon 
ben fo evell bewicfenClt eii~en ~lnll1enbultg madjen. 

@;ntwicfeIt man 3. ~. ben ~rudj ~ ilt einen mecilltalbrudj, 
p 

fo umfaf3t Me S}>etiobe giidjitellEl (p - t) Biffern ullb ilt affen 8iil" 
len fe~rClt lIadj (p - 1) medma13iffern biefelben mecimalaiffern 
wieber. ~ft niillllidj a < p, 10 1)at malt a ala erften meft anaU" 
felJen. mer ptc meft ift bllltlt glcidj bem ~Heft, weldjen man burdj 
mil1ifiolt uon p in a 10P - 1 er1)iilt, b. ~. gleidj bem meft, weldjen 
man burdj miuifion UOIt p itt a (1OP - 1 - 1) + a ergiilt. Sft 
nUll p ellle uon 2 lIltb 5 uerfdjiebene S}>rim3agl, fo ift 

1OP -- 1 _1 
burdj 1) tgeH6ar. IDager ift ber ptc IDiuifionareft g{eidj bem erften 



73 

~)\cft u. f. f· :Dic :Dccillwf3iifcrn l)iingen a(lcr tlon ben augcltolilt~ 
fidjclt fficften ao lInb cll clttfprcdjen gleidjcn mcften aUa) gleidjc 
:Decimalaiffern. :Dal)er ntUB bie erfte glcidj bet pte" !.Decilllalaiffct 
iein; bie 3IUeite gleidj be\: (p + 1 )tw It. j. f. 

!.Die SJ)eriobe cinea 1)ecimalomdjca ~ ( obcr f) entl)iHt fteta 
(\\' 'ff P P - 1 ~ectmalat ern, luenn 

p -1 
10 " + 1 

burcf) p tl)eiloat ift, ltllb ciS ift in biefem %aHe bie iSUlltlllC einer 

6eHebigen nten Siftcr lInb bet n + p 2 JlClI Siffer glcidj D. Um fo~ 
gleidj belt lc~teren ~IJei( ber mcI)auptung ott ertucifen, nef)lllC lItan 
a!ll stcn meft bie i)al)! 11\ an, 10 erl)iift man Me stc :vecimalaiifcr 

gleidj ber grliBtelt ilt be~ SBrudj20 III fteaeltben galtoelt Sal)!; biefe 

fei gleidj x unb ber folgenbe meft Pg1cidj m', fo lIU1B 
10111= xP+IIl' 

fein. !Der ste meft III ift a6er gleidj bell! !Diuifiolt6reft bee SBrudjea 
lOS -1 

P 
P -lie 

%erner ift ber s + -2- meftgleidj bell! !Diuifiolteteft bee ~rudjea 

s_I+ p - 1 
10 ~ 

P _ llcn 
~e5eidjnet man bieien s + -~- meft burdj IlI I , 10 muf, 

p 
cine gan3c Sal)l feill; eben fo mltfl 

s -1 
]() - III=Z 

P 
eine gall3e BalJl fein. T'l1fJct mufl 

p-l 
s -1 s - 1 +---

Z + Z 1 = 10' + 10 2 - (Ill + \H1) 

p 

( P-I) 
= lOS - 1 1 + 10-2- III -1- 1111 

P P 
cine ganae 3al)1 feill. ~ltn ift aoer lladj ber ~oraltfJie~ung 
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p-1 
1 + 10-2-. 

P eme ganae Ba~I, alfo mup audj 
III + 1111 

P 
cine gan3e Ba~l fein. ma aoer III unb 1111 Heiner 

Ilager III + 1111 

fcin, b. Ij. 

lII+m . < 2p, fo faltlt 1 nut gIetdj 
P 

III +- 1111 = P, ober m1 = P - III 

aHl p filtb unb 

ber ~in~eit 

p_1 len 
~e ift ba~er hie@lummebeastcn unbs+-2 -meftee 

p-1 1C 
gleidj p. mie s + -ii- mecimaIsiffer lUirb gefuubeu, iubem 

malt Ilelt s + P 2
11m meft 101 mit 10 muItipHdd unb bie grof;te 

in bem mrudj 

ftecfenbe sanae BaI)I fudjt i 
meft, f 0 I)at malt 

10m l 

p 
biefe jei = Xl unb mil ber fo{genbe 

10m1 = XlP + mil 

~(Ilbirt malt 3U biejer hie oocn aufgefterrte @Icidjuug 

fo ergie6t fidj 
10m = XP + m' 

10 (m + 1lI1) = (x + Xl) P + m' + mil 
ma aoer m + 1111 = Pi m' + mil = P lUar, fo foIgt 

b. Ij. 
10 P = (x + Xl) P + P 

X + Xl = !) 
P _lten 

~nfo ift bie@5ummebersten unbbers+-2 - medma{~ 

aiffer gleidj 9, Illelllt 
p-1 

10-:1 + 1 
Ilurdj p tIjeHuar ift. ~ieratte folgt ltUlt gano tJon feIuft, Ilaf; bie 
SJ)eriobe bea mecimalorudje (p - 1) Bifferit umfaffen muj3, - bemt 

( p _l)ten 
ee ift offenoar audj hie@lummebers+-2-unbbet 
(s + P -1 )ten mecimalaiffet gleidj 9; b. I). hie (s + P -1 )te mecimaI~ 
aiffer ift gleidj ber sten. 

10. metftel)t man in bet %oIge ltltter p cine foldje SJ)rim3aIjI, 
Illeldje hie eumme 

p-I 
10-2-+ 1 
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ol)tte meft if)ciU, fo fommelt ltttter belt (p - I) 3iffern ber ~ecima(" 

onldjentluicfcfultg \JOlt ~ - (obcr ;) 

a) bic 3iffent 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, n jcbc n mal \Jor, lUCltlt 
p = IOn + lift -

~) bie 3iffcrn 0, 1, 2, 4, 5, 7, 8, !) jCbc n mat ultb bie 3iffcrn 
3, 6 jcbc (n + l)ma( !Jor, ll1CItU p = IOn + 3 ift -

"i) bie 3iffcrn 0, 3, 6, 9 jcbe n mal nltb !lic 3iffcrn I, 2, 4, 5, 7, 8 
jcbc (n + l)mal \Jor, ll1enu p =: IOn + 7 ift -

0) bic 3iffcrn 0, 9 jcbc n mal Hub bic 3iffcrn 1, 2, 3, 4, 5, (i, 7, 8 
jebe (II +- 1) mal \Jor, IUCltU p = 10 n + D ift. 

Hm bie ~cf)auptltltg a) an crll1cifcn, benfcn luir nn6 anc meftc 
tl0lt 1 Oi6 IOn in folgenbe 10 @ruppcu getf)cilt: 

1, 2, . . . n - 1, n 
n+l, 11+2, 2n-l, 2n 

2n + 1, 211 + 2, . . . 3n - 1, 3n 
3n + 1, 3n + 2, 4n - 1, 4n 
411 + 1, 4n + 2, . . . 5n - 1, 511 
511 + 1, 5n + 2, . . . (in - 1, (in 
6n+l,6n+2, 711-1, 7n 
7n + 1, 711 + 2, . . . 811 - 1, 8n 
8n + 1, 8n + 2, . . . !)n - 1, 9n 
!)Il + 1, ~)II + 2, . . . 1011 - 1, IOn 

3)cr erften bicfcr meftgruppen entfpridjt bie 3)ccimal3iffcr 0, 
ba bcr acf)ufadjc ~etrag bicfer mcftc Heiner ala ber ~i\Jiior 
p = IOn + 1 ift; - ber ,Q!ueiten mcftgruppc cntfpridjt bic ~ecimaI" 
niffcr 1, ba bcr 3cf)ltfadjc :.oetrag bicicr mcftc burdj p = IOn + 1 
biuibirt ltur bie @iltf)eit aI6 griibtca @a1t3C6 cntf)iHt; nnb 10 lucitcr 
- cltbfidj ClttfpridJi bcr 3cf)lttclt mcftgruppc bie 3)ccima{aiffcr 9. 
~a ltUIt aHe fficftgruvpen n fficftc cntf)ultclt, io fommt in bcr 

~ecil1tanirndjclttluicfe(ultg UOlt 2- jebc ~ccima{3iffcr n mal \Jor, ll1cnlt 
p = IOn + 1 ift. P 

----

Um bic ~cf)auvtung ~) au erll1eiien, bcttfcn luir Ult6 anc mcfte, 
lueldje f)ier bic 3alJlenrcilJc \Jon 1 Oi6 IOn + 2 burdjlanfen, ilt 
fofgcnbe 3ef)n @ruppcn 3edegt: 

1, 2, .. . 
II + 1, n + 2, .. . 

2n + 1, 2 n +- 2, .. . 
3n + 1, 3n+2, .. . 
411 + 2, 411 + 3, 
5 n +- 2, ;) n +- 3, 
Ii n + 2, 611 + 3, 
7n +- 3, 7n + 4, 
8n + 3,811 + 4, 
Dn + 3, 9n + 4, 

n - 1, 
2n -1, 
3n - 1, 
,in - 1, 
!) II, 
(in, 
7 II, 
8n + 1, 
9n + 1, 

IOn + 1, 

n 
2n 
3n 
4n, 
5n +- 1 
Gn + 1 
7n + 1, 
811 + 2 
!)n +:2 

IOn + 2 

4n + 1 

7n + 2 
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f 0 iilieqcllgt l\IOIt fid) leid)t, llOB llet 3ef)nfod)e mdtag llet mefte 
nnet cin3e(llen (\;ntppelt butd) p = 10 II -I- 3 llil1illirt lie~ie~lid) 
fo(genbe grii13te @IlIWlt entl)alt 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

(fa entljnrtelt tum nlfe @tllppen " mefte mit WuauaIJme llet 
nierien unll fielieltten @ruppe, tlleld)e (n + 1) mefte ill fid) fd)lie13en, 
llenelt 6eaiel)Iid) llie ~edma(3iffern 3 lUlll 6 entfpred)en. Wlfo fommt 

in llet @ntmicrelultg llea mrud)a ~ = 10 1 3 ilt eiltettmecimol" 
p "-I-

litlld) jebe Riffet Des llefaDijd)en ®9ftems "mal l10r - mit ~us" 
naf)me ller :i)ecilltal3iffem 3 11ltD 6, meld)e (n + l)mal norfommen. 

Um llie meIJlluptltng j) 3lt etmeijell, llenfen lllir ltlta aIle mefte, 
IUc(cf)e 9iet bie 31lf)leureH)e non 1 lii6 10" + 6 butd)(aufcn, in 
folgc\tbe aelJn @tllppen aerIegt: 

J, 2, ... "- I, n 
II + 1, "+ 2, . .. 2n - I, 2", 2n + 1 

211 + 2, 2n + 3, . .. 3n, :In + 1, 3n -I- 2 
311 + 3, 3n + 4, . .• 411 + I, 411 + 2 
4" + 3, 411 + 4, ..• 5n + 1, 5n + 2, 5n + 3 
!'ill + 4, 511 + 5, . .. fin + 2, 6n + 3, 6n + 4 
(ill + 5, 611 + 6, . .. 7n + 3, 7n + 4 
7n + 5, 711 + (i, • .• 8n + 3, 8n + 4, 811 + 5 
~II + G, 811 + 7, .•• Hn + 4, 911 + 5, 911 + 6 
Dn + 7, Dn + S, ... IOn + 5, IOn + 6 

5J)ialt iilieqcugt fid) nun leid)t, bab llett meften biejer ein3ehlen 
@rllppen ber mcifJc ltlllf) lie6ieljHdj bie ~ecimll13iffern l10n 0 liis 9 
cntjpred)cn. ~a \tun aHe ~\;ruppelt n mefte entl)llften - mit ~rlta" 
ltIlfJlne llet 2tCII, 3ten, 5tell, (iten, 8ten, 9ten @ruppe, weld)e aus (n + 1) 
meften liefteljclt, lleltClt bil' ~ccima(3ifferu 1, 2, 4, 5, 7, 8 lie3iel)" 
lid) eutipred)eu, - jo fomml'n iu ller @lItlllicrelung Des mrud)es + = 10 n1 + 7 ilt einl'lt ~l'cilltallirttd) Ilffe ~ecimar3iffern "mal 
nor - mit ~ht6nalJme Der ~ecilltar3iffertt I, 2, 4, 5, 7, 8, weld)e 
(n -I- 1) mnl l1orfomlltclt. 

~il' .:Bl'l)ll11ptUltg 0) luirb glllta nl)nlid) erluiejett lUlll malt finbet, 

bn13 in Dct S}.>eriobc DcfJ ~ecilltallirlldjfJ + = 10n1 + 9 Die Biffern 
o lIltD 9 aHdlt II mnl l1orfommen, llliif)tenb 1101t Dett attberelt mecimal" 
aifferu 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 jebe (n + I)mal tlorfommi. 

~urcf) RujalltlltcltfteIhmg non ~) ~) "() a) erljiiU mlllt ltun baG 
fo{geulle ed)ema: 

p-l 
m3CItIt IO-~-+ 1 burd) bie S}.>rimall~l p getlJeiU lllitb, 
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io fommcn fiei bet (£ntluicfehmg bet} mrudjei5 ~ in cincn ~ecima(" 
p 

fintdj in bet I}.\etiobe bea letlteten lJDt bie 
luenn p 

Biffern IOn + 1 IOn + 3 IOn +- 7 lOn+9 
.. -

0 n n n n mal 
------

1 n I n n+l n+l " ----- ~~-- ~- .-~---

~ n n n + 1 n + 1 " 
3 n n + 1 n n + 1 " ~---

4 n n n + 1 n + 1 " 
5 n n n+l n + 1 

" 
6 n n + 1 n n+l " 
7 

I 
n+1 -n + 1 n n 

" 
8 n n n + 1 II + 1 

" 
9 n n n n 

" 
~eifvie{e: 

~ic iJ.1crioben bet ~ecilllalbtiidje \Jon IIGl, 1/23, 11m 1/29 fiub 
1/cl = 01639344'2622950819672131147540,983606557377049180327868852459 
1b = 04347826086,95652173913 
1/47 = 02127659574468085106382,97872340425531914893617 
1/29 = 03448275862068,96551724137931 

~ie I)alfieu l).ietioben finb I)ier butdj Jtollll11aiLl geitennt unb 
man finbet bie Biffern bet 31ueiten I}.\etiobenl)!ilfte, inbem man bie 
Biffern bet etften .p!ilfte ein3eht \Jon 9 fuMtagitt. 

~nan fiegt fentet, baj3 in ber I}.\eriobe be6 mrudjea I/.a jebe 
bet Biffern \Jon 0 bi6 9 im @an3Clt fedjtlmal \Jorfommt. Sn ber 
IJ)eriobe bea mrudje6 1/2:1 fOll1ll1t jebe Biffer \Jon 0 fiia 9 31ueima( 
uot, mit %(uanagll1e ber Biffern H 1mb (i, lueldje bteill1al \Jorfommen. 
Sn ber I).ietiobe bee mrudje6 1/47 fommen bie Biffern 0, 3, G, 9 
uictmal ltnb bie Biffern I, 2, 4, 5, 7, 8 fiinfmal \JOt. (£nblidj 
fommen ill bet l).ietiobe beG mtudje6 1/29 aHe Biffern bteimal \JOt 
- mit %(U6nal)me uon 0 unb 9, lUeldje nut 3lUeimal \Jorfoll1ll1en. 
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6ieb euter ~bf djnit t. 
llon btn mUf~tln. 

@rHiiruug: 
:D i e n Ic ffi3 u r 3 e( au 6 a i ft b i e j e n i 9 c ,3 a l} l, IU e{ dj c man 

3ur nlm lJ) otcn 3 3u erf)clicn l)at, um a au crl)altcn. - ~e" 
3cidjnet lllan ber (£infadjl)eit IUcgcn Mcie ,3al}l, bcrm nle \})llten3 
glcidj a ift, burdj x, fo mut 

n x = a 
fein. 

~ic ffi3urae{redjltultg ober m a b if a ti 1l1t ift cine bcr \})otcn~~ 
ctgeliung umgcfegrte Dpcration, benn C6 fhtb oci ber \})oten3redJ" 
nung bie 05runb3al)! ultb bcr (£~ponmt bcr \})otclt3 gcgclicn unb e6 
foH bic \~\l1ten3 icllier gefunbclt IUcrbcn; - Dei bcr ffi3uqelredjltltltg 
bagegen finb gcgcliclt bie lJ)otcn3 (= a) 1mb ber (£~ponent ber \})o" 
tcn3 (= n) unb C6 foU bie ®rultbaal)! bcr lJ)otcn3 (= x) aufgc~ 
funbcn lucrben. -

Sit bet ®pradjc ber ffi3uqclrerrnultg geitt Me \})otcna ( = a) 
ber ffiabHanb; ber (£~ponent ber \)')oten3 (= n) ffi3uqele~po" 
It e It t; bie @runbaag! ber SJ)llten3 (= x), Iuie olim in ber (£rf{ii~ 
rung fdjolt liemcrft ift, bic nle ffi3Utec! aU6 ber ,3al)l a. 

~ e 3 e i dj It lt It 9 61U e i f c : 
:Die nlC ~Bltl'3c{ alt6 ber ,3al)! a lUirb burdj ba6 ,3eidjen 

Va 
bllrgeftcl(t. 

Sn bcm Rane a {{ ci n, lUll n = 2 ift - pfIegt man ben 
~Sur3e{c~pllnentcn lUeg3u{aff en. (£6 oebeutet bemnadj 

y'a = Va 
biejcltige BagI, bcrclt Duabrat ober 31ueite lJ)oten3 gleidj a ift. 

~ll6 ,3cidjclt 
y'a lUirb gc{efen "DuabratlUltr3el alt6 a" 

Va lUirb gelefen ,,(§;uliHlUuqef ober brUte ffi3uqel aue a." 

~ciipie{c: 

1) ~a6 3eidjen y'4 liebeutet bic ,3al)! 2, benn ce ift 22 = 4 
2) (£6 ift y'67G = 24; benlt 242 = 576 

3) (£G ift V125 = 5; bcnn 53 = 125 

4) CfG ift V 4096 = 1G; benlt 163 = 4096 

5) (£G ift V104857G = 32; beltlt 324 = 1048576 
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G) V'104857G = 16; bemt 165 = 1048576 
6--

7) V-~~~ 3 
benu (~r - ~~ - 2; 2 - 64 y-8) l~ii- 1 
benu ct 1 - 6; "6 = 1296 

Q;rfter m1Ut:3erfa~. 

I. V a . b = Va . Vb 
b. ~. cine m1uqeI aua bem ~robuft 3IUeier 3a~Ieu ift 
g ( ei dj b e m ~ rob u ft 3 IU ei e r m1 u q ef n , b ere n m1 u q el e ;r p o~ 
nenten gIeidj finb bem ..segebellcn m1ur3ele;rponeuteu uub 
beren ffiabifanben gleidJ ben ~aftoren bel3 gegelienen ma~ 
bifanbul3 finb. 

Um9efe~rt ift ein ~robutt 3IUeier m1uqefn, bie einen 
f'lemeinldjaftridjen m1uqele;rponenten liefi~en, gleidj cinet 
m1uqel, beren mabifanb gleidj ift bem ~tobuft bet bei~ 
ben gegelienen mabifanben unb beren ~~uqele;rponent 
gleicfj ift bent gemeinfdjaftridjen ~uqele:rponenten. 

mC\ueia: 
~melUt Me ®lcicfjung 

Va:b = Va . VlI 
tidjtig fein folf, fo mup eiu tidjtigel3 mefurtat er~arten IUcrben, 
lUeltU man ueibe ®eiten biefer ®leidjttng 3l1t: ntcll ~otelta et~elit, 
b. ~. Me ®leicfjung 

(V~)" = (Va. Vb)" 
mufj ridjtig fein. 9111n ift 

(Va. Vb)" = (va)" . (vlI)" (llI. ~oten3fa~) 
%eruer ift nadj ber Q;rUiirung ber ntcli ~Ut3el aul3 a 

(vaf = a, bel3gfeidjen 

(Vb)" = b unb (Vab r = ab; 
bo~cr crgielit fidj oul3 ber ®leidjultg 

(Vah)" = Uta . ji'lI-r 
boa ridjtige meiurtot 

~nfo ift 
ab = a. b 

,"/ - ,11/ - .'y-
va.b=va·v b 
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BlUeHer m!uroelfa~. 

~/ a _ ji a 
II. Vb - Vb 

b. g. eille ~\5uqe( aua bem ~rudje 31ueier Baf)Ien ift 
nleidj einent ~rudj, beffen Biigler bie m!uroe( aU6 bem Biig~ 
l e r b e 6 9 e neb en e It m a b if a n b u 6 mit b em 9 e 9 e ben e II m! u r~ 
3de q.Jollentelt unb befien menner bie ID3uroe( alt6 bem 
~nelllter ber, gegebenen ffiabifanbu6 mit bem gegebenen 
~~ U f3 e( C q.l 0 It e n ten i f1. 

Umgefegd i ft ei n m r It dj 31U e i e r ~ u to ef n,b i e e itt eng e~ 
1I.1einfdjaftlidjen ~~uqele;q.1onenten f)aben - gIeidj dner 
~g u f3 ef, b er en ffi a bit anb ein mrudi i ft ad b em ffi ab it an~ 
ben bea gegebenen BiigIer6 aU Biif)Ier unb bem ffiabifan~ 
ben bea gegefienen menltertl aU menner unb bertn m!ur~ 
3cleq.JOltent glddj bem gemeiufdjaftlidjen m!uqe{e~.po~ 
n e It ten i f1. 

.lBelUei6 : 
ID3enn bie ®leidjullg 

~/a Va 
Vb = Vb 

l'idjtig fcil! fof( I fo muf; Me @rf)ebuug beiber <SeHen berfelben 3ur 
Il len ~otcn3 ell! ridjtigetl ffiefllUat liefern. Sll ber stf)at erf)iilt man 
f)iel'blll'cf) 

[ _I" [,~)" (V-)n V : -1 = * = (v~)n (IV. ~oten3fa~) 
~ladj bel' @rffiirung ciuel' ~ur3e{ ift aber 

(V( ;-)r = (+) 
(yaY = ai (vhf = b 

mlll'dj ~hlluenbuug bicfer ®leidjungen ergiebt fidj bemltadj baG 
ridjtige ffiefuUat 

aIfo ift 
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IDriitet m5uqelfa~. 

III. 

b. g. eine m5uqef, beten ffiabifanb eine SJ)oten3 ift, ift 
gleid) ciner SJ)oten3, beren (E,rponent bem (i£,rponenten 
beG gegeIienen ffiabifanbua gleid) ift, ltnb beren @tunbo 
sag! cine ~l3ltqel ift, beren m5uqele,rponent gleid) bem 
gegeIienen m5ltqefe,rpoltcnten unb beren ffiabifanb gleid) 
b e r @ r It n b 3 a I) ( b c age 9 c Ii en e n m a b if a n b It a i ft. 

llmgefel)d i ft e i n e SJ) 0 ten 3, be r e n @ tun b 3al) [ ei n e 
m5 It q ef i ft - 9 ( e i d) ei 11 e r m5 It ra ef , bet e 11 ~"B It q el e ,r p o~ 
n e 11 t 9 lei 0) b e llt m5u 1:3 e( C q.J 0 n c 11 t e It b erg e 9 e Ii en e n @ tu n b~ 
3 a ~! It n b b ere n ffi a b if a 11 b ei It e IJ) 0 t e It 3 i ft, bet en @ru n b~ 
3al){ gleid) bem mabifanb bet gegeIienen @tunb3al)[ unb 
bet ell (i£ ,r P 0 It e n t 9 lei d) b e m 9 e 9 e Ii e n e n SJ) 0 ten 3 e,r P 0 n e n" 
ten i ft. 

~elUeia: 

Sft bie @(cid)ung 

tid)tig, 10 lltuf3 ein tid)Ugea mefttltat crgaften 111erben, Illenn tieibe 
'5eiten bcrfellien 3ur nten IJ)otcn3 erl)oIielt Illcrben. ~an ergCilt ala~ 
bann: 

m n m (v. SJ)0~ 
( Va)' = {( ya)')} ten3fa~) 

~a femer nad) ber @rffCitung einer m5uroe{ 

(v am r= am ttnb 

(yar = a 

ift, 10 ergiefit fid) batS rid)Uge (i£nbrefultat 

~([fo muf3 Me @leid)ung 

tid)tig f cin. 
6 



82 

~Herter m3uqeIfa~. 

IV. ~/';'j- m~I/- ';I.D/-V v a = -v a = V V a 
h. lj. cine ~uqeI, heren Vlabifanb wieher dne m!uqeI 
i ft, i ft 9 1 ei dj ei n e r ill! u q e{, be r en Vl a b if a n b 9 1 e i dj be m 
ffiabifanbu9 beg gegeoenen ffiabifanbua ift unb beren 
ill! u q el e ,r l> 0 n e n t b a a I}.> rob u U i ft aug b e m 9 e 9 eo e n e n 
m3ur3ele,rponenten uttb bem m3uq ele;rponenten beg ge. 
9 eo etten ffiabifanbug. 

Umgeteljd ift dne m3uqeI, belen m!uqele;rponent ein 
\probuft ift gleidj einer m3uqef, beren m!uqeIe;rponent 
gleidj bem rintn %aftor beg gegeoenen m3uqele;rponenten 
ift, nub beren Vlabifanb wieber eine m!uqel ift, beren 
ill!uqeIe;rponent ber dnbnt %aftor beg gegebenen m!ur. 
3eIe;rponeuten uub bereu fflabifaub gleidj bem gegebenen 
ffiabifanbu9 ift. 

~eweig: 

Um bie fflidjtigfeit ber ®leidjung 

VV a = ~:v-:: 
au priifen, erljeoe man oeibe @?eiten herfeI6en aur m oten spotena 
unb felje au, 00 ein ridjtiges Vlefultat erljalten wirh. &g ergiebt 
fidj ljierburdj 

IDurdj ~nwenbung beg V. spoten3fa~eg erljiilt man nun 3uniidjft 

(Vya r ~ {(Vv.;"r 
unb baljer 

{CV if a )l ~ {"'Va r 
madj ber &dHirung dner m3uraeI ift ferner 

{ m.,D/_}m.D 
-v a = a 

{V(y.J = Va 
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~nf 0 ergieOi fidj 

{ '!'/_lIU 
"a J - a 

eine ltadj ber @rf(iirung eitler ~ur3el ridjtige ®leidjung. @a ift 
bemnadj bie fftidjtigfeit ber ®leidjung 

~l/~__ n ''!'/_ 
V" a = -" a 

erwiefen. - g)atueiter bie lieibell ~aftoren bee ~ur3ele;rpon~nten 
ber redjten ®eite mit einanber tlertaufdjt tuerben fUlmen, fo muv audj 

¥Va = ~va 
fein. g)aijer ift, tuaa 3U lietueifen tuar: 

vra = mra = VVa 
meifpiele au ben tlier ~uraelf ii~en: 

1) V8. 27 = V8. ;27 
8.27 = 216; .1216 = G, benn 63 = 21G 

V8 = 2, V27 = 3, belm 23 = 8; 33 = ,27. 

~nio V 8 . :n = Vs. V 27 ober 6 = 2 . 3. 

2) .. /289_ = v' 289-
V 144 {I4-,{ 
.. /289 17 

benn V 144 = IT; (289 = 17; v' 144 = 12. 

3) V 2432 = (V 243)2 
benn 2432 = 59049 

V 59049· 9; ba 95 = 59049 

V 243 = 3; ba 3'> = 243 
~nfo ift 

it2432- = (V 243 )2, b. 9. 9 = 32. 

4) ~ 15625 = 2yT5625--= V V 15625 = V v' 15625 

benn V 15625 = 5; ba 56 = 15G25 

V 15625 = 25; ba 253 = 15G25 

V V 15625 = v' 25 = {) 
6* 
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%erner ift 
}I-1-56-=-C:2-5- = 125, benn 1252 = 15625 

V }lT5625 ~- = V 1'25 = 5, benn 53 = 125 

~((fo ift in ber ~9at 

y'Tt)G~5 = V V 156i5 = V }I 15625 

Utbn bit Zlrrational~a"ltn. 
@rfUirung: 

@ i n e ~ rr a ti 0 n a I 3 a 9 lift ei n e 3 a 9 l, Ul eI dj e n i dj t m e 9 r 
ale ~rttdj oUleier ganaen 3af)Ien bargeftelIt Ulerben hnn. 

~egrfa~. 
~enn a nidjt bie nte \})otena ciner gan3en 3agl ift, fo 

i ft lIa e i n e S rr a ti 0 n a (a a f) L 

~Cluei6: 

~a lin nidjt g(eidj einer gan3en 3agl rein fann / Ulei( fonft 
a bie nte \})otena einer gan3en 3af)I gegcn bie morau6fe~ung fein 
luurbe - 10 ift nut au aeigen, baf3 va ltidjt gleidj bem ~rudj 3Uleier 
ganaen 3aglen fein fann. ~iire nun aber 

va l 
q 

IUO P ltltb q aUlei ganae 3agIen finb / fo barf immer Ilngenommen 
luerbeu, baf3 p ltnb q refatil.1e \})rim3aglen finb, - Ulei{ man burdj 

ben grii13tcn gemeinfdjaftIidjen ~geHer beiber 3al)fen ben ~rudj L 
q 

gelien fann. Sft biefee erfolgt, fo filtb P ultb q refatil.1e \})rim. 
aaglen. (SoU nun 

!'/- P va =-
q 

fein, fo muf3 nadj bet @dliirung einer ~urae{ 

a = (l)n = L 
q qn 

Ulerbclt. ma ltltlt p feinen gemeinfdjaftHdjen ~Ilftor mit q gat, fo 
fann audj pn fdnen gemeinfdjaftlidjen ~aftor mit q befi~ett; Illfo 
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falllt ~: fcine galW 3a~I a fein. ~ a I) e rift Va n i cf) t 9 I ei cf) 

bem ~rucf) 3IUeier ganaen 3a~Ien unb muf, eine Srrational" 
a ag { f dn. 

3ufa~: (2iinb a unb b alUei relatitle SJ)rim3aglen, 
tl 0 nbc n en min b eft e n a ei n e n i cf) t 9 {ei cf) be r nten SJ) 0 t e It 3 

ei n erg a n 3 c It 3 a 9 lift, f 0 i ft V : ei n e S rr a ti 0 It a I a a ~ {. 

~enn ware 

Vba =L 
q 

1U0 P unb q oljne gemeinfcf)aftIicf)en stljeHer angenommelt luerben 
fonnen, fo' miif,te 

T = (: r = ~: 
fein. ~a nult a unb b refatitle SJ)rim3aljlen finb, fo fann nur 

fpo = xa ober {a = XpD 
lqn = xb b = xq" 

fein, IUO x eine ganae 3aljf liebeutct. ~eibe spaare @Ieicf)ungen 
fiub uumoglicf), lUenn x tlOlt ber @ingeit tlerfcf)icbcn ift, lUeil fonft 
pD unb q", baljer aucf) p unb q nidjt refatitle SJ)rfm3aglen f ein 
luurben - ober a unb b ben gemeinlcf)aftHdJen stljcHcr x geAen bie 
morauale~ung liefi~cn muf3ten. - ~urbe aber x gIeicf) ber ~inljeit 
lein, 10 gatte man eiuelt ~iberfprucf) mit ber morauafeDung, nacf) 
lUeIcf)er nicf)t gleicf)3eiti9 

a = p" 
b = qU 

Me ntm SJ)oten3en tlon alUei gan3en 3aglen p unb q fein fo({en. 

~ age rift ,D (~ n i cf) t 9 I ei cf) b e m ~ r u cf) 31U ei erg an 3 e It V b 
3aglen, lUenn a unb b relatitle sprim3aljlen finb ltnb 
min b eft e n a ei neb e r f e Hi en n i cf) t 9 (ei cf) be r n ten SJ) 0 ten 3 ei n e r 
9 an 3 e n 3 a 9 I i ft. 

~ e lj r f a~. 
~ie nte ~ltqef aua ciner ganacn 3agl a, lUefcf)e nicf)t 

b i e n te SJ) 0 ten 3 ei n erg a n 3 e n 3 a lj lift, li e 9 t ft eta 3 IU if cf) e It 
alUei ~rucf)en l unb II + \ beren inenner gleicf) elner 

q IT 
liclicliig gcgelienen galqcn 3alj! q finb unb beren 3alj!er 
um cine @ingeit tlon elnanber alilUeicf)en; b. g. 

p + -.!: > Va > ..L 
q q 
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~eltleia; 

WCan fuC§e hiejenige gan3e 3a~1 p auf, heren iJte SJ,)oten3 hie 
niiC§ft niehere nte SJ.,loten3 3u hem SJ,)rohuft aqn ift, 10 haf3 

pO < aqn 
(p + l)n > aqn 

ltlirh. ~ann fann gefe~t luerhen 
pO = aqO - a 

oher 
(p + 1)0 = aq" + ~ 

p = i/aqn - a 

:na~er ift 
(p+l) = yaqll + ~ 

p < i/aqn oher p < qi/~-
p+1 > i/aqo p+1 > qi/a-

~ua hiefen lieihen UngleiC§~eiten ergielit fiC§ nun 

l<ya q 
p+1 .0/­--> va q 

@JoU hea ~eifpiela ltlegen hiejenige ganae 3a~1 p aufgefunhett 
luerhen, ltlelC§e her UngfeiC§ljeitaliehingung genugt 

p _ p+ 1 
2D <}i2 < 29 

10 fuC§e malt haa niiC§ft niehere Duahrat p2 oU hem SJ)rohuft 
2.2D2 = 1682 

~iefea ift 
4I2 = 1681 

henn man ~at 422 = 1764 

~a~er mllti p = 41 fein unh man finhet, haf3 V2 3ltlifC§en 
hen lieihen ~riiC§en 

fiegt. 
3ufa~; 

41 42 - ltnh ----
29 2D 

~a fur jehe gegeliene 3a~1 q fteta eine 3a~f p aufgefunhen 
ltlerhen fann, ltlefC§e her Ung(eiC§~cit6liehingung 

Y- < Va < ~±~-q q 
genu~t, fo fann va mit einem lielieliigen @rahe tJon @e" 
nautgfeit hurC§ ben ~rltC§ 3ltleier gan3en 3al)len barge. 
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ft e mUle r b en. ~immt man niimHd) fur ben ~enner q eine be~ 

triid)tfid)e 3ag!, fo bab ber Unterfd)ieb ber oeiben ®ren3en ~ unb 
q 

p + \ innerga!o UleId)er jY;-- fiegt, unergeofid) Ulitb, f 0 Uleid)t 
q 

Va- \)on jebem ber mrud)e l unb p + 1 um Uleniger, aI~ biefer 
q q 

UnterfdJieb betriigt, ao. miefe moltlcid)ung ift aIfo geringer aI~ ~. 
q 

murd) oefiebige mermegrung be~ ~enner~ q fann bager Va mit 

Itlad)fenber ®ettauigfeit burd) einen mrud) ~ bargeftent Itlerben. 
q 

maffeIbe .sift aHgemein non aHen Srrationa!aag!en, 
Itl ef d) e n i clJ t bur d) ei n fad) e ?ill u ra ef a i e gun g e n t ft an ben 
fin b . 

.pat man nun dnen ®a~ oeltliefen unter ber morau~fe~ung, 

bas cine ign bebingenbe 3ag! Z gIcid) einem oeHeoigen mrud) ~ 
q 

fein mus, fo Ulirb biefer ®aj3 aud) nod) rid)tig fein muffen, Ulenn 
man an ®teUe ber 3agI Z eine betiebige SrrationalaagI rJ. fej3t. 
menn ba rJ. fo genau man Itlm al~ mrud) altleier ganaen 3aglen 

~ bargeftent Illerben fann, fo mub aud) ber oetreffenbe ®a~ fur 
q 

einen beHebfg Uleit au treibenben ®rab \)on ®enauigfeit, b. g. abfoIut 
genau, fur jebe Srrationalaagl geUen. 

®iimmtlid)e '})otena~ unb ?illuqeffiij3e, Itlefd)e oia 
jej3t nur fur beIie&ige mrud)e gaUen -Itlerben nun aud) 
a {( gem ei n e ® u I ti 9 f e it 9 a'6 en, In e n n ft a it b i e fer m r u d) c 
S rr a it 0 n a I 3al) {en 9 e f e j3 title r b en. 

®o Itlitb man nun o' m. aua bem I. ?illurae1jaj3 folgenbe Um~ 
formung gerIeiten 

V (3 + V2) (5 + 4 V3) = V 3 + V2 . V 5 + 4 Vg 
unb aua bem II. ?illuqeIjaj3 nad)ltleiien, bab 

1
5

/ V '2 - 1 V v2---1 

V ~+ V6- = V~ + 1/6= 
ift. 
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~({Ie ~ltqelfatle Iaffen fid) ala 'J)oten3fabe auf" 
faffen, luenn man ala S})otCl13e.rponenten ge'6tod)ene 
3 a 9 len an n i m m t. 

Umbiefe SBegal1ptung 110rIaufig 3u oegriinben, lucnben ll1it 
una am metmdjtl1ng bea III. ~ur3elfabea: 

Van;- = ( j/a) m 

unb fet,en fur 111 ein ~ielfad)ea 110n n, namHdj 
m = xn 

~ann ergieOt fidj 

j/ aXil =Cvil)n. X = {Cj/a)nr aX 

ober ll1enn wieber Y. n = m unb X = ~ gefebt Il1hb 
n 

m 
1'1- -vam = an 

~ieier eab gilt alfo, ll1enn m burd) n tgeiloar ift, unb man 
erfiegt bamt aua igm, 

bat; cine 1\ ~geilung bea @.r.)Jonenten ciuet \})oten3 
Al ei dfu e b e ute n b i ft mit be r m: u a 0 i e gun 9 b e r nten 

~uqel aua biefer \})oten3. 
@ro§e ~\3al)rfdjeinlid)feit gelUtnnt burd) bief en ®ab baa ffiefultat, 

bafl alfgemein bie odben 3eid)en 

a: unb j/arn 
bieieloe ~ebeutultg gaoen, feloft wenn m nid)t burd) n getgeilt luirb. 

m 

;Definitt mau nun aoet baa 3eid)en an ala gIeid)oebeutenb 
mit bern 3dd)en Varn, fo OfdOt, bamit bie ®tattljaftigfeit biefer 
;Definition oegrunbet ll1irb - 3U aeigen, bat; aua ben l:J)oten3faben 
bie @ur3effiit;c fidj ljerfeiten Iaffen, lUenn lllan bie S})otcnafabe auf 
gelirod)ene @~'voltCntcu auabegnt - uub llmgefegrt, baf! mit .piiIfe 
bet ~\3ltrDeffii~e bie \})oten3fii~e aUf gelirodjene &.rpoltCnien auagebeljnt 
lUetbcn {onltCn. 

~TIenn alfo geicbt witb 
m 11--

~ VAnI an 

ltnb entfpredjellb 

fo ctlJiift man bnrd) ~.))1ltftipIifation lieiber @(eid)llngen 
m 

an 

~ltn ift aoer 



va~ = 
ltl1~ el1tipre4Jel1~ 

ii' 
89 

n'--yamn' 

Vam' = if y am'u 

:Da~et folgt ~ltt4J IDlultipIifation 

nn'-­-i!amn' 

nl1'-­
= -VaUl/" 

,0/- n'- nov' - nov' -yam . yam' = - amn' • - am'n 
mil' ------= - amo'. am'u 

.!!!!'/ = V a mn' + m'n 

~a mu~te alio rein 
m ro' , 

- -, ~/'---:'-'-+--;-' -
a ° . a u = yamn m n 

91a4J bet :Definition dnet spotena mit geoto4Jenem ~~ponenten 
ift aoet 

(mn'+m'n) nn' _~----,-_ 
ann' = 9 amn'+m'n 

:Da~et rout~e 
m m' mn'+m'n 

an . a Ii" = a nil' 

m m' -+-= a 11 n 

fein, b. fj. bet etfte spoten3fa~ gilt fur geho4Jene ~~"o. 
nenten, lllenn man bie n ~~eHung ~ea ~~"onenten einer 
S})oten3 aU g{ei4Joe~euten~ mit ~er ~ua3ie~ung ~er nten 

~uqe{ ad biefer S})oten3 ~efinid. 
:DiuiMrl man bagegen Me beiben @}{ei4Jungen 

bur4J eiltaltber, f 0 folgt 
m 

a n 

-~-

yam-
'!j-­V am' 

m 

an = 
m' 

a-.T -

!!.!!',--v amn' 
nn/~ -Varn/ll 

nn'I--"--'-­= -Vamn'-m'n 

nv, amn' 

am;-;;-

ma aoet na4J ~er :Definition einet spoten3 mit gelirodjenem 
~~"onenten 

(m 11' - min) nn' _-,----;-_ 
ann' = -Vamo'-m/n 

ift, fo er~cift man 
m 

a n 
mn'-m/n 

nn' 
m m' 

= an - JiT = a 
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b. I). bet 311Hite lJ)oten3fa~ gilt audj fur georodjene @):1JO" 
n e n ten. 

l))(ufti1Jfidrt man bie lieiben @j(eidjungen 
m 

an = yam 
m 

bn = j/F 
in einanbet, jo crgiebt fidj 

m 10 

obet ba 
m 

(ab)-n = y (ab)m 

nadj ber :vefinition einer Sj.loten3 mit georodjenem @):1Jonenten war, 
fo finbet man 

m m m 

a-n- • b-n- = (ab)-'-' 

b. I). bet btitte lJ)otel131a~ giU audj fut gelirodjene @:rpo" 
n e n ten. 

@jans iil)nHdj fann man aeigen, bag 
m m 

~ = (~\n 
~ b) 

b n 

i ft , 0 bet b a f; b er tJ i e rt e IJ) 0 t e n3 f a ~ eo e n f a U a fur 9 e 0 r 0" 
dJene <.£:r1Jonenten gilt. 

&rlJelit man bie @j{eidjung 
m 

a n 

aut m: teniJ,)oten3, fo erl)iHt man 
11 

:Va alier nadj bet :vefinition einer iJ,)oten3 mit gehrodjenem 
G:~'1Jonenten 

m' 

ift, fo ergiebt fidJ 
tn' 

{a mn .} n' ~l/ m' 
- V (Vam-) 
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~aljer witb mit $enu~ltng bea IV. ~uroelia~ea 

~'j (!'I-)m' ~'j 1'1-- Il~/- , V y aID = V V amm' = -y amm 

ill1an erljiiIt bemnaC§ Me foIgenbe @IeiC§ung 
m' 

- _ nn'--;-f m}7 
laD - -Vamm 

~ua ber ~efinition einer \})oten3 mit geliroC§enem ~.rponenten 
ergielit ficlj femer 

mm' 
a ----nJiI = ~V' ammJ 

fo ba~ man erljiilt 

J ~ }-:~- mml ~ 
lao = a on' = a 0 

b. ~. ber funfte lJ)oten3ia~ gift ltOC§ fur gelirocljene ~.rpo' 
It e n ten. 

~ie \})oten3fii~e geUen alio aUe noclj fur gelirodjene ~.rponeltten, 
wenll mall aUgemeill Me lieiben 3eidjen 

m 

aU ullb Vam-
ala gleid)liebeutenb befinid. ~urben umgeteljd Me \})oten3fii~e 
nod) fur gelirod)ene ~.rponentell ge!ten I fo fDnnte man Me $ebeu= 
tung be£! 3eidjena 

m 

ermittefn, inbem mall .Mefe @{eid)ung 3ur nlen lJ)oten3 erljelit. .pier= 
burdj ergielit ficlj 

m 
-' 0 

aD == am == XO 
~a llun Me nte \})oten3 tJOn x gIeidj am ift, fofo!gt aua ber 

~rf{iirung riner ~ur3ef 

b. lj. 

$emedultg: 

x == yam 
m 
- !'j­all = vam 

ill1all lonnte nUll aUf bie ~rage fto~ell, wefd)e $ebeutung malt 
her ~ur3el mit gelirodjenem ~uroe{e.rponentell 3. m. 

II 

va=x 
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unter3u(egen ~t'itte. Dliwo~1 biefe~ Beidjen liei jeber medjnung um· 
gangen werben fann, fo mag bodj ~ier feine ~ebeutung entwidelt 

werben. Dffenliar ift ;r.:- biejenige 3a~[ x, weCdje oUt ~ Sj)o. 
va m 

tena ge~olien - bie 3a~( a gielit. &a muU alfo fein 
n 

xm = a 
@:rIjelit man biefe @[eidjung our mten Sj)oten3 unb oieijt bann 

aUf lieiben CSeiten bie nle ~ur3eC aua, fo er~t'i(t man 
~'I-x = V am 

b. Ij. ea ift 
n - m y-a- mit yam- ober an 

g(eidjliebeutenb. 

~efonbera gut wirb man baran t~un, lief uerwideltmn ~Ut· 
3elredjnungen ftatt bet ~urae[n Sj)oten3en mit gelitodjenen @:~po. 
nenten ein3ufiiljren, inaliefonbere bonn, wenn bie ~ur3e{erponenten 
uon einanbet uerfdjieben finb, wifljrenb bie mabifanben biejet ~Ut. 
3eln Sj)oten3en ein unb berfellien 3a~( finb. 

Um 3. ~. ben ~uabrud 

Va ya2 ' Va V-a- = x 
1 2 8 1 

3U ueteinfadjen, fe~e man ftatt Va; a 2; Y ~ a a; va, a 8 

unb ftatt 2Y';"; a 2~ - fo witb 
1 2 1 1 

X = a 2" • a 3 • a"8 • a24 

.!..+.!+.!..+.!. .! 1+.!.. 1 
=a 2 3 8 24=a 3 =a 3=a.a3 

1 

IDa nun aT = V-a - ift, fo forgt: 

Va vT ~-a- Va = a Va 

Um ben ~uabtud 

x = {iliT V82b r ~~~-=-; 
i/-:Yb 



93 

oU uminfa~en, fe~e man ftatt 
1 1 S 

yab 3 , (abS? = a2 b2 

fo ergiebt fi~: 
1 3 ! 1 1 7 

X = a 2 b 2 as b S a30 b - 5 
1 1 

a5 biO 

(~+.!.+~-~) (~+~-.'!..-~) _ a 2 a 80 5 b 2 8 5 10 

1 

= a1 bS = aY'b 
~t! ift bemna~ 

y-;b3 y-;2b V Va. b-7 

= a}rb 

80m ~ui~itt,tn btl! ;Qu4b~4t~ unb ~u"if~mu~Jt{n 
4ui 419t"~4ifd)tn ~uibmeftn. 

a. md3ie~en ber Ouabratluuqe{n. 

@5oU a.u~ einer arge6raif~en @5umme hie Ouabrahuur3eI ge. 
30gen werben, fo orbne man biefel6e oUlta~ft ltnb 3wor ltad) spo. 
tenaen einet in i~t uodommenbelt ®riif;e. ~e3ei~net man nun 
Me OuabtatwuqeI bur~ p + q, fo muf; bet D1abifanb 

R = (p + q)2 = p2 + 2pq + q2 
fein. Se~t fe~e man p2 glei~ bem etften ®Uebe be~ D1abifanben 
nnb ba~et p gfei~ ber Ouabtatwuqe{ alt~ bem erften @SHebe bet! 
ffiabifanben. (6u6tra~irt man nun uom D1abifanben rein etfte~ 
@SUeb p2, 10 6feibt 

R_p2=2pq+q2 
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Sn bem muabrucr R - p2 muf; alio baa bOPlJeUe SJ)robuft aua bem 
erftelt @1iebe ber m3ur3e{ = P mal ber <Summe aUer ii6rigen 
@lieber ber m3uqel = q unb auf;erbem baa Duabrat non q ent~ 
galien fein. Sft bie m3ttr3e{ nttr 31ueitfJeHig I b. fJ. entfJiiU biefel6e 
nur 31uei @lieber, fo finbet man q, inbem man mit 2 p in R _ p2 
bitJibiri unb ben meft llid)t 6eriidfid)tigt; fe~terer lUirb gleid) q2 fein. 

<SoU 3. ~. ge6ilbet luerben 
Y-O;gC-X--O-·4 -+:--~1--';;:2-x--;;-2 --c+:---:4-

fo ift 3u fe~en 

:Dann mUf; 
12 x2 + 4 = 2 P q + q2 = 6 x2 q + q2 

fein. ~itJibirt man nun mit 6 x2 in 12 x2 + 4 I ofJne ben ~ini~ 
fioltereft 3u 6eriidfid)tigeu, fo ergieOi fid) 

q=2 
~er illeft 4 ift in bet ~gat baa Duabrat bet BafJl BlUei. ~nfo ift: 

y9x4 +12x2 +4 = 3x+2 

m3enn bagegen bie m3l1qef brei ober mefJrere <Summanben 
entI)iilt I io ift q eine €lImme tJon 31uei ober mefJreren @}Hebern. 
ffi?an fann bafJer fe~en 

q = PI + r 
IUO unter PI baa erfte in q enigaltene @}Iieb ober baa 3IUeite @}fieb 
ber ganaen m3urael tJerftanben lUirb. ~an erfJiiU bann aue ber 
@{eid)ung 

R - p2 = 2 P q + q2 
bic folgcnbe 

R - p2 = 2 P (PI + r) + (Pt + r)2 
ober 

R - p2 = 2 P Pt + Pl 2 + 2 (p + PI) r + r2 
Um nun PI 3u erfJaltcn, binibire man baa erftc @}Heb non R - p2 
burd) 2 P, ber Duotient ift gleid) Pl' Sc~t fubtrafJirc man non 
n - p2 Me <Summe 2 P PI + P1 2, fo crgie6t fidj: 

R - p2 - 2 P PI - PI2 = 2 (p + Pt) '" + r2 
3n bicfcm Wuabrucf muf; alfo baa boppelte IJ)robuft aua bcr <Summe 
bcr 6eibcn erften @Hcber ~cr m3uqel = (p + PI) mal ber <Summe 
bcr ii6rigcn @{iebcr ber m3uqef = r unb auf;ctbcm baa Duabrat 
bOn r cntfJaUen fcin. - @'nifJiiU bie m3uqel nut btei @}fiebet, 
fo finbct man igt le~tea Omeb r I inbem man mit bet @tof;e 
2 (p + PI) in R - p2 - 2 PPI - Pt 2 bitJibirt I ofJne ben minifiona~ 
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reft 3u 6eriicffidjtigen; le~terer ift gleidj r2. <SoU 3.~. ge6Hbet 
ruerbelt 

{R= ti4a4 + ~Oa3b +:!5 a~ b2 + 1~ a~ c + 30abc + 9c~ 
io ift au ie~~1t . 

ti4 a4- = 2 a2 = P 
R_p2 = 20!l3b + 25a2 b2 + 12a2 c + 30 abc + 9c2 

3e~t binibire malt baG erfte @Heb nolt R - p2, b. 1. 20 a:l b burdj 
2 p = 4 a2• ~ann ergie61 fidj 

PI = 5 ab 
<Su6tra~irt man nun tJOIt R - p2 Me @rof3e 

2 p PI + PI 2 = 20 a~ b + 25 a2 b2 

fo 6lei6t 
R_p2_2pPI-P12 = 12a2 c + 30 abc + 9c2 

~ie1en ~uebrucf Muibire malt burdj 
2 (p + PI) = 4 a2 + 10 a b 

o~ne ben ~iuifionGreft au lieriicffidjtigen, fo ergielit fidj 
r = 3c 

unb man erfie~t, baf3 ber ~itJifionGreft 9 c2 g(eidj bem Duabrat 
beG le~ten @HebeG ber ?illuqel (3 C)2 ift. 

(,fni~iilt Me ~ur3eI uier ober me~rere @Iieber, fo fe~e man 
r = P2 + s 

unb uerfa~re ii~ll{idj ruie tJor~er. 

~ie Dperation bee DuabrahnuraeI3ie~eltG gefdjie~t ltUll eilt~ 
fadjer, rute aUG bem fo(genben ~eifpieIe er~eUt. @G foU geliHbet 
umben 

ti9 a4 + 30 a3 b + 31 a2 b2 + 10 ab 3 + b4 = tiR 

Dr ab if all b. ?ill urad. 
9a4 + 30a3 b + 31 a2 \)2 + 1Oab3 + \)4 3a2 + 5a\) + b2 
9 a4 

30 a3 b + 31 a2 b2 + 10 aba + b4 

6a2) 30aab+25a~b2 

. 6a2 b~ + 10 ab 3 + b4 

6a2 + lOab) 632 b2 + 10 ah 3 + b4 

o 
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.pier gat man bett mahifanben lJingefdjrielien, au~ bem erften 
@liebe bie Duabratluur3e1 = 3a2 geaogen unb lll~ etfte~ @Heb ber 
~TIuW( aufgefiilJd. ~nebattn ift ba~ Duabrat be~ erften ®liebe~ 
ber m3ur3e( = 9a2 tJom mabifanbett aligeaogen unb mit bem ~op~ 
pcUett bee erftelt @Hcbetl bet m3urae( = 6a2 in baa etfte ®Heb ber 
~iffeten3 bitJibid luotben; ba~ illeiuftat ber ~itJifion ..:..- 5ab IUUtbe 
ala 3IUeitca 03Heb bet ~l3ttt3ef aufgefiilJrt. mun gat man baa bop~ 
peUe IJ)robl1ft betl erftm unb 3IUeiten ®Uebea ber ~ut3e(, fo lUie 
ba~ Dl1abrat beG 31ueitClt @{iebeG ber ~l3urael (in @)umma 30a3b + 25a~b2) tJon bem mcfte 30a:lb + 31a2b2 + 1Oab3 + b4 ali~ 
gC30gcn ltnb belt alabattll iiliriglileilienben meft 6a2b2 + 10ab3 + b4 

blttd) bae ~oppeltc ber ~umme alt~ ben Iieiben erften ®Hebern ber 
m3ur3c{ (= 6a2 + 1Oab) bitJibitt. ~et Duotiettt b2 lUurbe ala 
btittCG ®Hcb bcr ~bUW( lJingcfdjriel1Clt. @)ulitralJide man nUll ba~ 
boppc(tc IJ)robuft ber @)umme ber Iiciben erften @Heber unb bea 
britten @licbe~ bcr m3Utael, plus bai> Duabrat be~ britten ®liebee 
bCt m3uqel (in @)umma 6a2b2 + 1Oab3 + b4), fo IiHeli ber meft 
mlln iilirig. ~a{)cr {auiet hie DuabratlUur3el au~ 

R = 9a4 + 30a3b + 31a2b2 + 10ab3 + b4 

yIf" = 3a2 + 5ab + b2 

~(nmerfun g: 

m3enll ber ffiabifllttb nidjt baa tJoUftiinbige Duabrat ciner afge~ 
6raijdjen @rii f3e ift, fo luirb hie DuabratlUur3e( au~ bem ffiabifanben 
fid) uidjt tJollftiinbig aue3ieljen laffctt, fOl1bern ea Iifeilit ein meft 
iilitig, ben luir aft3 ~131t r 3 c {r e ft bC3eidjnen luetbell. Sn bet ~olgc 
foncn audj hic Duabratlultwht autl a{gcliraifdicn @tiif3en auageaogen 
luerben, lUeltn hicfellicn feinc tJoUftiinbigen Duabrate finb unb Me 
iebe~maHgen m3uraelrefte angegelien luetben. 

Q3eifpiefe: 

1) @;~ fo(( geliHbet lUerbctt: 

{R = Y 64 + 192x + 240x2 + 160x3 + 60x4 + 12x' + x6 

mabihnb ~uqe( 
64 + 192x + 240x2 + 160x3 + GOx4 + 12x5 + xG 8 + 12x+ 6x2 + x3 

64 
192x+240x2 

16) 192x+ 144x2 
9~6x-;C2-+-'1'--::-60x3 + 60x4 

16+24x) 96x2+144x3 +36x4 

16x3 +24x4 + 12x'+x6 

16+ 24x+12x2) 16x3 +24x4 +12x5 +x6 

o 
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Q:a ift llemnadj 

y64+ 192x + 240x2 + i60x3+ nOx4 + i2x~+X6 

= 8+t2x+6x2+X3 

2) Eu bHllen 

y 4x~ + 9y2+ i2xy+ 16xy2 +24y3+16y4 

illlan orllne 3uniidjft lien ffiallifaullen tuie forgt: 

ffiallifaull j 
4x~ + i2xy+ 9y2 + 16xy2 + 24y3+ 16y4 
4x2 • • 

12xy+9y2 
4x) i 2xy + 9y2 

4x+6y) 
16xy 2 + 24ya + 16y'­
i6xy2+24y3+ 16y4 

o 

3) ~(ua llem ~uallrucf 

m3uqel 
2x +3y+4y~ 

R = 1+4x+9x2+16x3+25x4+36x~+x6 

bie.Ouabrnttuuqd au 3ie~en. 

mallifanll 
i +4x+9x2 + 16x3+25x4+36x~+x6 
'I 
2) 4x+9x2 

4x+4x2 . . 
2 + 4x) 5x2 + f6x 3 + 25x4-

25 
5x2 + t Ox3 + "4 X4 

75 
2+4x+5x2) 6X3+"4X4+36x'+ x6 

6x3 + 12x' + i5x~ + 9x6 

27 meft = TX4+2ix5_8x6 

4) ~ua llem ~dllrucf 

m3ul3e( 

t +2X+_~X2+3x3 

R = 1-2x+5x2-t2x3+29x4 

llie Oualltattuuqel au 3ie~elt. 
7 
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ffiabifanb ~ut3el 
f -2x+5x2 - f2x3 +29x4 

1 
1-x +2x2-4x3 

2) -2x+5x2 

-2x+ x2 

2-2x) 4x2 -12x3 +29x4 

4x2 - 4X:I+ 4X4 
2-2x+4x2) ---8x:1+25x4 

- 8x3 + 8x4 - 16x"+ 16x6 

meft = 17x4 +16x"-16x'; 
me~nlidj finbet man bie lJeiben fo{genben DuabratlUUt3dn mit 

ben angegeoenen ffieften: 
--- x x2 x3 5x~ 

5) v'1+x = 1 +Y--8- +-[(f- 128 

~ ft - 7 ." 7 6 5 7 25 8 
iHe - 128 x - 512- X + To:T.f x - 16384x 

G) ,/ 1 + . ~. - 1 + x :3.2 3 3 v x+x - Y-+SX -16"X 

\\) ft 3 4 9" 9.6 ,,~e = 64 x + 64 x - 256 x 

b) ~{ue3ie~en bet 0:ulJiflultqeln . 
.pat malt ben ffiabifllnben R, aile lueldjem bie 0:ulJiflUllqel ge~ 

30gen luerben foU I ge~iirig georbnet I 10 uerfa~re mall folgenber~ 
mll~elt. ~an fe~e 

10 mu~ 
R = (p + q)3 = p3 + 3p2q + 3pq2 + q3 

fein. Se~t fe~e man p3 gleidj bem erften @liebe bee ffiabifanben 
ober p gleidj ber 0:ulJiflUur6el aue bem erften @Uebe bee mabifan~ 
ben. ®uOtra~irt mlln nun nom ffiabifanben fein erftee @Ueb p3, 
fo DfeiOt 

R _ p3 = 3p2q + 3pq2 + q3 
Sn bem muebrucf R - p3 mu~ alfo bae breifadje IJ)robuft bee 

Duabratee nom erften @Uebe ber ~uqel = p mal ber ®umme 
aUer iibrigen (~lieber ber ~ur3el = q, femer bie @rii~e 3pq2 unb 
au~erbem ber (~ulJue non q ent~aUen fein. ~enn bie ~ulJiflUur3el 
nur aua 3lUei @liebem lJefte9t, 10 finbet man bae 3lUeite @lieb ber~ 
fe{oen = q, inbem man 3p2 in R - p3 binibirt unb ben ffieft nidjt 
beriicffid)tigtj le~terer muj3 aue ben beiben ®ummanben 3pq2 unb 
q3 befte~en. 

®oU bee ~eiflJiele ~a(ber geoilbet Ulerben 
,3/- }/ vR = v27x3+54x2+o6x+8 
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fo ~at man au ie~en .s/-
p3 = 27x 3 ober P = I' 27x3 = 3x 

mann muf3 
R - p3 = 54x2+ 36x + 8 = 3p2q +3pq2+ q3 = 27x2q +9xq2+ q3 

fein. ffi1an biuibire je~t mit 27x2 in 54x2 + 36x + 8, o~ne ben 
meft 3u lierucffidjtigeu. mann ergielit fidj ale Duotient q = 2. mer 
ffieft 3Gx + 8 ift g(eidj !:Jxq2 + q:\ tuenn q = 2 eingefe~t tuirb. 

~Hfo ift 
,31 
I' -27X:' + 54x:! + ;j(jx+ ti = 3x +2 

~13enn ltUIt alier bie (\uliifluuqcf brei ober me~rere lSumman" 
ben entgiilt, fo ift q ciue e:umme lJOn alvei ober megreren @Hiebern. 
~e faun bager gefe~t Illerben 

q = PI + r 
ill1an erlJiilt bamt aue ber @(eidjuug 

R - (13 = 3p2q + 3pq2 + q3 

bie folgenbe 
R - p3 = 3p2 (PI + r) + 3p (PI + r)2 + (PI + r)3 

nbcr nadj gefdjegcner ltmfnrmung 
R - p3 = 3p2pl + 3PPI 2 + PI 3 + 3 (p + Pl)2r + 3 (p + PI) 1'2 + r3 

Um ltun PI au erljaUen, biuibire man bae erfte @fieb uon 
R - p:l bm:dj 3p2, 10 ift ber Duotient gleidj PI bae 3tueite @Hcb 
bet ~uliittuuqef. - lSulitral)irt man nun aUf ueiben e:eiten 

3p2pl + 3PP1 2 + P1 3 

nadjbcm fur PI lein auf bem euen angegeueuen ~ege auf3u~nbenbcr 
~ertg eingefe~t ift, fo ergieut fidj 

R_p:l_ 3p2PI-3pPI2_PI3 = 3(p + PI)2r+3(p + Pl)r2 + .. 3 

ober 
R- (p + Pl)3 = 3 (p + PI)2,. + 3 (p + Pl)I·2 + r3 

Sn biefem WlI{lbrucf mUB alfn bae breifadje Duabrat ber ~umme 
ber ueiben erftcu ~muf3C{g1ieber mal ber e:lImme bet iilirigen @liebet 
ber ~Uf3ef, plus bie bteifadje e:umme bet ueibeu etften ~urae{" 
glieber mal bem Duabrat ber e:umme ber iilirigeu ~ur3efgfiebet, 
plus bet ~ulilte tJou r - entgalten feiu. 

~ntlJiilt bie ~ltf3ef nur brei @fieber, fo ~ubet man ifjr le~tea 
@ficb r, iubcm man mit ber @riif3e 3(P+PI)2 in R-(P+PI)3 
biuibirt, ogltC ben ~iuifionareft 3u lieac1)ten; le~tercr mUB gleidj 
3 (p + PI) r2 + r:I' fcin. 

e:nH bea meiipiela luegen lieredjnet tuerben 

VIC = V8+36x+-66x2+63x3 +33x4 +9x"+x6 

10 ift au 1e~en 

VB = 2 = P 
R - p3 = 36x+66x2 +63x3 +33x4 +9x5+x6 

7* 
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Set;t biuibirc man baa etfte @lieb UOlt R - p3, 
butdj 3p2 = 12, 10 etgiebt fidj 

PI = 3x 
eulitra~irt man milt uon R - p3 bie @tiifJe 

f 0 lifei6t 
3p2pI + 3pP1 2 + PI ~ = 36x + 54x2 + 27x3 

niimHdj 36x 

R - (p+ Pl}I=12x2 + 36x':+33x4 + 9x"+ x~ 
:Dicfen ~htabtucf biuibite man burdj 

3 (p + PlY = 12 + 3Gx + 27x 2 

ogne ben :Diuifhl1lareft au 6eriidfidjtifJen, io ergielit fidj 
r = x~ 

unb man finbet, bafJ bet ~iuifionateft 

6x4 +9x5 +X Ii == 3(p+pJr2 +r3=3(2+3x)x4 +x6 

ift. ~aget lllitb 
3~~~~~~~~=-~~. V8 + 36x+GGx~ + 63x:l + 33x4 + ~)x5 + Xl; = 2+3x+x2 

msenn bie 0:uliifllluqel meT)r ala brei @Hebet entgiilt, 10 gat 
man au 1e~en 

r = P2 + s 
unb in betfellien mseife luie uor~er P2 11. f· f· au lieftimmen. 

l1l3ie baa umfte~enbe ~eiipie{ 3eigt, fiifJt fidj bie a:uliifllluqel 
aua einer algeoraiidjen @3umme einfadjet folgenbermafJen aua3ie~en. 

(fa fei 311 lieredjnen 
YR = y--'x 6::-' --;;6---'x 5;-+~2 -;-1 x-c4-_-4-:-4°--x""3 +--;-;6=3:-x 2-;C---=54 X + 27 

ffiabifanb msuqel 
xG - Gx" + 21 Xi - 44x3 + 63x2 _. 54x + 27 x2 --.:. 2x + 3 

6 X 

3x4) -6x"+21x4-44x3 
- 6x"+ 12x4- 8x3 

3x 4 - 12x 3 + 12x i) 9x 4 - 36::-x~3 -:-+--;. 6""3-x-;;-'2 ---=5"""4-x -:-+ 2 'f 
9x4 - 36x3 + G3x2 - 54x + 27 

o 
mua bem etften @Hcbe bea ffiabifanben xG gat man lJier bie 

a:uoifluUt3el = x2..scaogen unb ala ctftca @{icb bel' gan3en msUtael 
1)ingefdjrieoen. mad)bem bet 0:uliua biefea erften @Hebea bet msuqel 
= xG uom ffiabifanben fubtra1)irt ift - 1)at man baa erfte @fieb 
bet er~altenen :Differen3 = - 6x" burdj baG bteifadje Duabrat 
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be~ erften @Hebctl ber $urael= 3xt bil1ibirt unb ben er~aUenen 
Duotienten = - 2x al~ 3IUeitetl @lieb ber ~ur3e( aufgefii~rt. 
IDann 1)at malt ba~ breifndje Ouabrat be~ erften @Iiebe~ ber ~ur3el 
mal bem 3tlleiten @liebe ber ~ur3el + baa breifadje SJ)robutt au~ 
bem erften @Uebe unb bem Duabrat be~ 3IUeiten @Hebe~ + ben 
(~ubu~ be~ 3IUeiten @liebe~, ilt ®umma bie ®riige - 6X5-t 12x4 
-8x3 1101t bem mefte 

- 6x" + 21x4 - 44x3 + 63x2 - 54x + 27 
abge30gelt uub belt a{tlbann iibrig61ei6enben meft 

9x4--36x3+63x2-54x+27 
burdj ba~ ~reifadje betl OuabrateG ber ®umme ber 6eiben erften 
@lieber ber m3ur3eI = 

3x4 - ] 2x3 + 12x2 

bil1ibirt, ogne belt IDil1tfion~reft 3u beriicffidjtig.etl. mer £luotient 3 
lUurbe altl btitte~ @Heb ber ~~urael l)Jngefd)tie6en. ®u6tta~irt 
man nun ba~ breifadje SJ)tobuft be~ £luabtate~ bet ®umme bet 
lJeiben etften O;Hebet ber ~l5ut3el unb il)re~ britten @liebeil, plus 
baG breifadje SJ)robuft ber ®umme aUG ben erften 6eiben @Iiebern 
unb be~ Ouabtate~ l10m britten @(iebe, plus ben @:u6u~ be~ le~ten 
@(iebc6, ilt ®umma 

. 9x4 --36x:! + G3x2-54x +27 
fo blieb ber meft %tU iibtig. IDager ift 

VX6- 6x!i+2lx4-44x3 +63x2 -54x-t-27 = x2 -2x+3 

~emerfung: 

~elUt ber ffiabifanb feilt l10flftiiltbiger (£u6u~ einet a(ae6rai" 
fdjen enmme ift, fo l1erfagre malt iil)nUdj, lUte in bem betreltenben 
%aUe bei bet ~(u~aiegung ber DuabratlUuraeIn. 

~eifpteIe: 

1) @;~ foU gebilbet lUerben 

YR = YX6-6x:'y+15x4y2-20x3y3+15x2y'''-6xy·+y6 

~(abifanb ~uqel 
xfi-6x5y+ 15x4y2 - 20X3y3+ 15x2y4_6xy5+y6 x2-2xy+y2 

6 X 

3x4) --fix:'y+ 15x4y2_-20x:l y3 
- fjx"y+12x4y2- 8X3y3 

4 ~1-3-- 4 3x4y2_12x:ly3+15x2y4_6xy"+y6 
3x -12x y +3y ) :3x4y2_12x3y3+15x2y4_6xy!i+y6 

- 0 

2) ~uil bem ~u~btucf 
R = 1+4x+9x2+16x3+25x4+36x5+64x6 

bie @:uliiflUut3e1 3u aiegen. 
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mab Hanb 
1 +4x+ 9x2 + 16x3+25x4 + 36x:i+64x6 

1 

3+8 + Hi ,~11 0 3G8 '1+'V 4 36" 64 " x -ifx);rx-+ 2fx' ::'uX +. x·'+ x' 

11 2 + 8_~:l 11.4 +484 ,,+1331 6 
3-x 9 x + x sf x 729 x 

m5urae{ 
4 11 

l+-x+--x~ 
3 9 

lHeft- - ]6\3_'_14x1_1--~43:~:"_1--!53-25x6 
27 r' 81 729 

3) WU6 bem ~ru6brucf 
R = 1 + x 

b i e 0: u Ii if III U 1:3 e{ 3 U 3 i el) e n. 

l+x 
1 

x 

lHabifanb 

!lOll ~ell imaAi"ii~ell @;rotjell. 

mad) ber @:rfliirunfj ber Duabratllluraef ift }iii biejenige 3a~[, 
Illeld)e 3um Duabrat er~ouelt a gieut. Slt 8o(ge biefer @:rfHirung 
if! malt ..BeniH~igt, fur }ia ~Illci 0Jriiflen an3Une~mClt, Ille{d)e bem 
3a~(ltJert~e nad) einanber gCrid) finb, von bencn bie cine alier pofitiv 
Hnb bie anbere ncgativ ift. 
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<re gieUt 3. 'S. bie beibcn 3aljfen + 2 unb - 2, beren Duabrate 
gfcidj ber 3aljf 4 finb. 

Um nun ~m~tlerftiinbniffe au beleiti~en, mag fur bie %ofge 
angenommen luerben, baf, ogne auebrucfHdje niiIJere ~eftimmung *) 
fiirva-- ber ).1 0 fit i u e ~ertg bieler ~ur3e[ geUen mag. 

'Il i e D u a bra tlu u to ef a u e ei n ern ega ti tJ e n B a 1J lift 
ltl e be r ei It C ).1 0 I it i tJ e no dj ei n e neg a it tJ e 3 a 1J 1, benn ltlenn 
man cine ).1ofitiuc ooer negatitle 3aIJI aum Duabrat erIJeUt, fo erIJiift 
llIalt ftde elne ).1ofitiue 3aljf. 

<Die Duabratltluqdn aue negatilJen Bag fen bUben baIJer eine 
eigene stlaffe tlon (\iriiflelt, beren l!3ergIeidjung obcr Wleffung burdj 
bie geluiil)nlidjclt (pofititlclt obcr negatitJclt) @riij3en auf teine ~eife 
gcfdJeljclt faitH. ~))(alt ltC It Itt berartige @riif3en i ma gin it r e ober 
un m ii 9 1 i cr) e (I5riiflcn. 

Ill3enn nun aluar bie imaginiiren @riij3en mit ben ltlirflidjen 
(reellen) @riif,eu nid)t tJergHdjen ltlerben {iinnen, fo fann man 
bod) bie imaginiireu @riij3cn ltllter cinanber tJergIeidjen. (;£e fann 
3. 'S. feincm BIUetfcl ltnterHcgen, baB 2 V=a: bae <D 0).1).1 efte tlon 
V-a ift. 

(;£ine foldje ilerglcidjung bcr imaginiireu @rof3cn unicr fid) 
gefdiief)t nun am elnfad)ften burd) ~ermittehtltg einer unmiiglidjen 
@rii13e,. luefd)er man ben 'Seinamcn bcr 

3u gcben ).1f(cgt. 
imaginiiren (;£ingeit 

(;£dfiirung: 
mae 3eid)en 

i = V-I 
bebeutet cine (unmiigfid)e) @riif,c, beren Ouabrat gleidj 
b e r 3 a f) 1 - 1 i ft. Tl i e f e 05 r ii 13 e i n e n n t man b i e imct9i~ 
nafe ~inl)eit. 

mad) bieler (£rffiirung ift aIlo 
i 2 = -1 

cine IU i r f( i dj e ober re ell e BagL 
illCittelft ber i mag i n ii r e n (;£ i n 1J e it, ltleIdje man geltlognt ift 

burdi ben 'Sudjftab i ~u beaeidjnen, fonnen nun unmiigfidje @riif3en 
unter einanber tJcrglidjen lucrben. 

~egrf a~. 
(;£e ift: 

V=-i2 = ai 

*) Sn net ~~eorie bet ®feid)ungen 1ft bet \)ojUitle ",Ie net negatitle mlUtaeI. 
",crt~ gana gleid)l1mu)tigt; ba~er ",irb ~ict aud) o~ne auaDriilfHd)e iBemerfung 
V;- jo",o~l ben 1Jo~titlCU ala aud) ben negatiucu mlert~ bie[et mluqel beaeld)nen. 



104 

meltleia: 

~a liebeutet V - a2 biejcnigc @riif3c x, beren tluabrat gfeidj 
- a2 ift; b. ~. 

b. ~. 

ober 

~lt6 bicfct @{eidjUltg ergicM fidj 

~nfo ift 

:: = (-~} ~ -- 1 

x ';--1 . --= v- =1 
a 

x = ai 

y - a} = ai 
@ana a~n{idj ober ana bem tJorftc~enben ®a~e Itliirbe man ~nbelt 

y-a=iya 
~ c m n a dj i ft b i e tl u a bra t ItlU q ef a u a ci It e r It ega ti tJ e It 

3a~fengriif3e gleidj einem sprobuft, beffen ciner ~aftor 
bie tluabratltluqef aua bem 3afJlItlertIJe bea ffiabifanben 
u nb b eff en an b erer ~a ft or b ie imaginate ~in{leit i ft. 

~dIiirung: 

Sebe @riif3e tJon ber ~orm 
a + b Y - 1 = a + bi 

1110 a unb b irgenb l11eldje reeUc 3a~fen liebeuten - ~eif3t 
cine comtllt~t @riif3e. 

;Die lieiben meftanbt~eire etner com1Jfc,ren @riif3e a unb b i 
fiinnen nidjt mit einanber tJergHdjen Itlerben, Itleir biel cllien nidjt 
bemfellien 3aglengeliiete angel)iiren. ~aa + 3eidjen, Itleldjea biefe 
meftanMl)eHe mit einanber tJerliinbet, ift bager nidjt afa ein cigent, 
lidjea mbbitiona3eidjen an3ufegen, burdj Itleldjea nur @riif3en tJon 
bemfeflien <£l)arafter tJerliunben Itlerben fiinnen; fonbern bas + 3eidjen 
1)at in ber itl)eorie bet com1Jfe,ren @riiaen ben aU~emcineren ®inn 
ciner 3u 0 r b nu n 9 tJon @riiaen, Itlefdje nidjt mt! einanber tJer, 
liunben Itlerben {iinnen, Itleir i~re ~in~eiten fidj gegenfeitig aus= 
fdjHeaen. 

;Die D1Jerationen mit com1Jre,ren @riif3en erforbern bal)er audj 
liefonbere ;Definitionen. 

ill1an abbirt 31tlet compfe,re @riiaen a + bi unb a' + b'i, 
inbem man cine com1Jfe,re @riif3e liHbet, beren reeUer itl)eH gleidj 
ber ®umme ber lieiben mUen it~eHe ber gegelienen ®ummanben 
unb beren imaginam itl)eH gfeidj ber ®umme il)rer imaginaren 
itl)eHe ift; ea ilt affo 

(a + bi) + (a ' + b'j) = (a + a') + (b + h')i 
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9Jean III b t r a £j i rt 31uei comp(e~e ®riij3en 110n cinaltber, inbem 
man ben reeUen ~£jeH ber cinen 110m reeUen ~f)eHe ber anbern unb 
ben imaginiiren ~f)eH ber erfteren 110m imaginiiren ~f)eHe ber 31l1eiten 
iubtra£jirt; b. £j. 

(a + bi) - (a' + b' i) = (a - a') + (b - b~i 
<Viefe lleiben Dperationen bea mbbirena unb eubtra£jirelta ber 

comp(e~'elt ®riij3en laffen fidj of)ne edjll1ierigfeit begriinben. mnbera 
uer£jiilt ea fidj mit ber ffiCuUipUfation 31l1eier compfe~en ®riij3en. 

Wean multi p fi d rt 31uei complm ®riiflen a + b i unb a' + b'i 
mittelft ber ~ormel: 

(a + bi) (a' + b' i) := aa' - bb ' + (ab ' + alb)i 
b. £j. multipficirt nadj ber ~orme( iiller baa IJ)robuft 31l1eier e>ummen. 
3ltbem man biei e ~ormel altll1enbet, erf)iilt man niimHdj 

(a + bi) (a l + b'i) = aa' + a'bi + ab'i + bb 'i2 

= aa' - bb' + (ab' + a'h)i 
mei( i2 = - 1 au fe~en ift. 

muf Me Dperation bea WeultipHcirena faffen fidj nun bie for. 
genbcn Dpcrationcn: :viuibiren, bic SJ)otcn3redjnung unb banlt Me 
~gur3erredjnttltg aUmii£jHdj 3uriicffii£jren. 

eon 3, ~. bcr ~rudj ber compferen ®riij3en 
a' + b'i 
a + bi 

ala elue comp(e~e ®riifle bargefteUt luerben, 10 muUipHcire man 
benf elben im 3ii£j ler unb ~eenuer mit a - b i; bann folgt 
a' + b'i aa ' + bb' + (ab'- a'b)i aa ' + hb ' (ab ' - alb)i 
a + bi = a'· +b~-~~- = a~ + b~ = a2 + b2 

ala ~ormel, 11m ben ~rudj 3meler compfe~en ®riij3en afa cine 
comple~e ®riif3e baqufteUen, 

mUG bcr lJor£jergel)enben @ntll1icfelultg erfief)t man, baf3 baa 
SJ)robuft ber beiben compfe~en ®riif3elt 

a+bi; a-bi 
bie reeUe ®riifle a 2 + b2 giebt. :Vie lieiben ®ri.if3en 

a + bi 
a- bi 

luerdje nttr burdj baa 3eidjett bea imagiltiircn st£jeiH.l 110lt cittattber 
aOlueidjen, ttettttt man conjugirte comp(e~e @riif3ett. 

~iir bic ~ofge ift ritt ea~, bctreffenb bie ~ergleidjnng 31l1eier 
colltpfe~en ®riif3en, lJon ~idjti..Bfeit. 

~inbet ltiimlidj bie ®Wdj~eit ftatt 

10 lltuf3 

fein. 

a+bi = a'+b'i 
a = a' 

nnb b = b' 
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~ua bel' @leidjung a -+- b i = a' + b' i folgt niimHdj: 
a-a' + (b-b')i = 0 

m3iire nun b - b' lion ~urr llerfdjieben, fo miif3te Me ~iffe. 
rena bel' lieiben reeITen @rof3en a - a' gfeidj einer imaginaren 
@rof3e werben. ~a biefea ungereimt ift, fo mUf3 

b = b' 
unb in %o{ge beffen 

a = a ' 
fein. 

~ie @r~eliun~ einer comple):en @ro!3e ou dner Sj)oteno, beren 
@.rponent cine pofttille ober negative ganoe 3a~1 ift - gefdjiegt mit 
.piilfe ber lieiben %ormefn iilier bie m1ulHplifation unb ~illifion 
comp{e.rer @riiaen. 

@a foIT jept nodj Me %ormel fiir bie ~ua3ie~ung ber £luabrat. 
wur3e{ aua ehter compfe,ren @rofje entwicfeft werbelt. 

m3emt man 
-V It -+- bi 

afa compfe):e @roae barfteUen will, fo fe~e man 
va+bi =x-+-y.i 

unb ergelie Mefe @{eidjung 3um £luabrat. 
@a ergielit fidj a{abann 

a + hi = x2 - y2 + 2xy.i 
~ua biefer @leidjung forgt llermoge einea llorlJer 

@5a~ea 
x2 _ y2 = a 

2xy = b 

liewiefenen 

~bMd man Me Ouabrate. Mefer lieiben @{eidjungen, fo er­
~a{t man 

(x2 _ y2)2 + 4x2y~ = (x2 + y2l = a2 + b2 
ober Weltlt bie Ouabratwur3e{ ge30gen wirb 

x2 + y2 = v' a2 -+- b2 

~bbid man oU Me fer @leidjung Me fo{genbe 
2xy = b 

fo er~ii{t man 
(x + y)2 = -Va 2 + b2 + b 

ober burdj ~ltaoie~ung ber Ouabratwuqef 

x + y = + V y 3 2 + b2 + b 
@5ulitrn~id man ferner Me lieiben @{eidjungen 

x2 + y2 = ya2 + b2 
2xy - b 
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uon einanber, fo ergieOt fid) 

ex - y)2 = va2+b2 - b 
ober burd) WU(\aiegung ber DuabratltlUr3e{ 

x - y =. + V va2~b2 - ~ 
muLl ben beiben ®Ieidjungen 

,----

x + y = ~t V Vfi2TI2 + b 

x - Y =:t V ya 2 + b2 - b 

lInb ber fofgcnben 
x2 - y2 = a 

crfiegt malt nun, baB Itlenn a cine \lofitiue ®rote ift - bie beiben 
@roBen x + y ltnb x - y enttueber beibe \lofitiu ober beibe negatiu 
finb; bat Qoer, Itlenn a negatiu ift, biefe odben @roten cntlJcgen. 
!1cfe~te ~\or3eicf)elt gaoen mUffen. ~cbeutet balJer e einen ber befben 

• m3ertge =t 1, fo ift 

x + y = e -V ya~ +-b2~-;:-} , , _____ ._ luenn a \lofdw 

x - y = e Y Va2-+b2 - b 
ltnb 

x + y = e V ya 2 + b2 + b } . . __ Itlenn a negatw tft. 

x - y = - e V ya2 + b2 - b 

~bbirt man nun bie ®Ieidjungen x + y = nub x - y = 
unb Muibirt burdj 2, 10 foIgt: 

x = -;- (V Yaf+-b2 + b + V ya 2+ b2'-- b) Itlenn a \lofitiu, 

x = .~- (V V a 2 + b2 + b - V~ a2 ~ b2 -=~J luenn a negatiu ift. 

CSuotragirt man bagegen Me ooigen ®feidjungen uon einanber 
unb biuibirt burdj 2, fo ergieOt fid) 

y =~- (V Y32+b2 + b - V-y-a-2T-b2--- b ) Itlenn a \lofitiu, 

y = ~ (V {a2 + v2 + ~ + V va2 +-i)2 - v ) luenn a negatiu ift, 
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IDlittelft biefer ~ert~e Uon x unb y fann man nun in ben 
lieiben %iiUelt fur ein lJofitiuea ober uegatiuea 1\ lien comlJre~en 
~htallrltcf uon 

31tfammeltfe~en. 
va+bi = x+yi 

1)ie 1)arfte[(ung UOIt if a + bi ala eine compre~e ®rilt!e ge. 
gilr! lIer ®oniometrie an unb mag hager gier iiliergangen ltlerOen. 

m ei flJ iele 3 u r ffledj Itung mit co mp r e~ en ®rilt! en. 

1) (- {- + ~ VT r a u eon tlu i cf er n. 

~enbet malt bie %ormel 
(a + b)3 = a3 + 31\ 2b + 3ab2 + b3 

1 i .1-
an unb feet a = - 2' b = 2 v 3, fo foIgt: 

( 1· 3 1 1· 3 °2 

- 2+ ~ va) = - 8" + 3.4" . ~o v'3 - 2 ~. 3 + 
ober ba i 2 = - 1; is = - i ift 

o( _.!. + i ./3)3 = _ ! + ~ .13 + ~ _ i 3 V 3 = 1 
2 2 v 8 8 JI" 8 8 

1)urdj ~nbuicferung bee G:u6ua iilieraeugt man fidj aIfo, bat! 

--+!....l3 =1 ( 1 . ):1 
2 2 v 

ift. 
-4 

2) 1)ie SJ)otena (2 + i) au enhuicfeln. 
~6 ift 

-4 
(2 + i) 

1 
=(2+i)4 

1)a nun 
(2 + i)2 = 4: + 4:i + i2 ==< 4 + 4i - 1 = 3 + 4i 

ift, fo ergiebt fidj, Illenn man {e~tere ®reidjung 
(2 + i)2 = 3 + 4:i 

nodj einmaI aum Duabrat erl]elit 
(2 + i)4 = (3 + 4i)2 = 9 + 24i + 16i 2 = - 7 + 24i 

~nfo ift 
_4 

(2 + i) 1 1 
= (2 + i)4 = - 7 + 24i 
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ffi1ultipHcid man ben ~tudj 
1 

- 7 + 24i 
im 3a~(et unb Wennet mit - 7 - 24 i, fo et~a(t man 

1 - 7 - 24 i - 7 - 24 i - 7 - 24 i 
- 7 + 24i = 49 - 242 j 2 = 49 + 576 6~5 

- 7 24i 
= 625- - 62tr 

IDlan pnbet bemnadj 
-4 7 24i 

(2 + j) = - 625 - 625 

3) IDie etften fiinf ~oten3en bon 

{5 - 1 i .. I .n:­
x = --4 - + "4 V 10 + 2 v 5 

au entlUicfeln. 
~Hbet man 3unadjft X2, fo ergielit fidj 

x2 == (V~;- JY + 2 (Vf -1) ~ Y;o~;-~ + ~~ (1O+2y5) 

_ 6 - 2 {5 i(y5-1) VlO + 2 V5 10 + 2 V5 
- 16 + 8 - 16 

= _ 1 + V5 + i (Jl5 - 1) YlO + 2 V5. 
4 8 

IDa nun 

V5 -1 = V (y5 - 1)2 = V 6 - 2'-;~ 
unb ba~et 

(V5 - 1) y' 10 + 2 V5 = V 6 - 2 y5 y'1O + 2 ~ 
= Y 40 - 8 y5 = 2 y'-;;= 2 y5 

ift, fo finbet man: 

x 2 =_ 1+y5 +!...2,/1O- 2 ./5 ___ 1+V5 
4 8 V v - 4 

+ ~ YIO-2Y5 
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~)1it ))ieier ®feid)ung muftipficire man, um x3 3u entUlicfeIn, 
~ie fo{gen~e 

10 forgt: 

x3 _- (I+V5)(i~-I) +~(,/5 -1),/10 - 2,/5 
. - 16 16 V V v 

- ~(V5_-tJ1VlO+2V5 - ~ VlO- 2 V5 VlO+2V5 
16 16 

~un ift, lUte man feid)t fin~et, 

(l + y5)(y5 -1) _ 4 1 
--=--16 - 16 4 

- ;6 1/1O-2V5 1/10+2 V5 = - 1~ Yl02-4.5 

1 .1- 1-=-16 v80 =-TV5 

(vo - 1) VlO-2y5 = V6 - 2 V5 y' 10- 2 V5 

= VSO-32V5 = 4 V5-2 V5 
,---

(V5 + 1) 1/ 10 + 2 y5 = V 6 + 2 V5 V 10 + 2 V5 

= VSO+ 32y5 = 4 V5+2 y5 
:Dager ergieot fid) 

x 3 = - 1 +4J!5 - ! {V 5 + 2 V5 - V 5 - 2 {5 } 

%erner ift 

Y5+2 (5 - Y5-2 V5- = V(Y 5+2 y. -Y5-2 yJ' 
. VlO-2V5 
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~an etljiift afio 

X3 = - ~ +4V5 - ! ~1O-2V5 
Um X4 au entluicfein, ljat man nut ~ie ®feidjung 

x 2 = --,- 1 +4V5 + + ~10 -2V5 
aum Dua~rat 3u etljelien. 

~a biefe ~etedjnung uut ~enfellien ®rab bet <Sdjluieril!feit 
ljat, lUie Me ~eredjnung Mit X2, fo mag ball ffiefuftat fogfeidj ~er­
geie~t lUerben. @i.l rautet 

V5 -1 i,/ -
X4 = --4-- - TV lO-2y5 

Uut enbHdj x" 3U 
funbenen ®feidjungen 

etljaftelt, murtipUcire man Me lJotljet ge-

X2 = _ 1 +4V5 + + ~1O-2V5 
X3 = - 1 +4YJ>- - + VlO - 2y5 

mit einanbet, fo fofgt: 

.;, = (1 + V5)2. _ ~ (lO-2'/-5) 
x 16 16\ V 

=" G + 2 V5 + 1O-2V5 = 1 
16 16 

menmadj ift: 

v') - I -J ./~ l' }5 
l--4-- + 4 ~10+2 V5 = 1 

~~ttr ~bf djnitt. 
~it Q;lti<f,ungtn "t~ nfttn Q;r4"t~. 

5Die @feidjuusen 3erfaUcn ilt bie ~rei forgeltbeu .reraff eu. 
1) S ben ti f d:J e ®feidjungen finb fofdje, beren lieibe <Sciteu 

nidjt lJOn einanber lJerfdjie~cn fin~. <Sie briicfen alfo nut aUll, ba~ 
eine ®ro~e fidj feflier greidj ift. <So ift a. ~. a = a eine iben­
tifdje ®feidjung. 
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2) ~(nal~tif dje ®lcidjungen finb fofdje ®lcidjungen, llJefdje 
Mc ®efe~e bcr D.pcrationen bea medjnena batftcUen. ®o finb 3. ~. 

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 
(a + b)'l = all + b'l 
(ab)n = a"bn 

anal~tifdje ®leidjungen, llJei( biefeUien baa mcrfa~rcn angelicn, cine 
®ummc 31ueicr ®riiflen 3um Duabrat 3u cr~eben, eine ®umme mit 
cinet ®riifle 3U mtdtipliciten unb bie S})otena cinea S})tobuftc6 3u 
bilben. 

3) ~n 9 eli t a if dj e ®leidjungen finb f ofdje ®leidjungen, llJeldje 
nUt untet ber mOtauafe~ung lieftc~en, bafl man gellJiffen in i~ten 
beiben ®eiten ent~aftenen ®tiiflen gana lieftimmte msert~e lieHegt. 
~6 finb 3. ~. Me ®leidjungen 

2x = 3 
x 2 = 25 

afgeliraifdje ®feidjungen, benn bie midjtigfeit ber erfteren finbet nur 

ftatt, llJenn man x bcn gana lieftimmten msert~ ; lieHegt; - llJii~" 
tenb flit jeben anberen m3ert~ uon x Me ®feidjung tidjtig 3u fein 
auf~iirt. ~lien fo ift bie 31lJeite ®{eidjung nut lmter ber moraU6" 
fe~ung tidjtig, bafl man fur x entlUeber bie 3a~1 + 5 obet - 5 
annimmt. 

msenn man aU e n ben j c n i 9 en in ben ®eiten bet gegelienen 
®(eidjungen ent~aUenen ®riiflcn Meienigen msert~e lieHegt, lUefdje 
flit ba6 ~eftcl)elt Mcfer ®{eidjungen erforbetHdj finb, fo et~iilt man 
nut ibentiidje ober anal9tifdje ®lei~ungen. :venn llJurbe cine biefer 
®leidjungen nodj algeliraifdj fein, )0 llJiire biefea ein 3eidjen, bafl 
nodj nidjt aUen ®roflcn bie 3um ~eftc~en ber ®(eidjungcn erfor. 
bedidjen msertlJe lieigelegt finb. 

®oHen gClUiffe ®riiflen ciner obcr me~reren ~ebingungen @e" 
nugc leiften, fo brucft man Mefe ~ebingungen in ber ~orm uon 
®lcidjungen aua. :viefea ~uabrucfen bet ~ebingungen in ber ~orm 
tJOlt ®leidjungen nennt man baa I/~(nfe~en ber @leidjungen. '1 
m5emt 3. ~. cine @riifie x ber ~cbingung genugen foU, bafl i~r 
Duabrat, uermef)d um ilJr ~linffadjca, gIeiel) bet 3a~l 24 ift, fo 
{autct biefe ~ebingung in ber ~orm ciner @{eidjung 

x2 + 5x = 24 
3um ~nfe~en ber @{eidjungen ift nur ein flate6 IDetftiinbnifl 

ber ~ebingungen, lUeldjen gCluiffe @roflen unterlUorfen llJetben foUen, 
erforbedidj. :valJer laffen fidj lilier baa ~nfe~cn ber @{eidjungen 
fetlier nidjt llJo~l aUgemeine megefn auffteUen. 

:vicjenigen @toflcn, IUc{dje gellJiffen burdj @leidjungen barau" 
fteUenben ~ebingungen ®enuge {eiften forren, nennt man bie Un" 
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Ii ef ann ten. s.man pf!cgt biciellJen burd) bie fe~t.en ~ud)ftaIielt bee 
Iateinifd)en ~npljaoete 3u lie3eid)nen (x, y, z, u), lUiiljrenb Me gege. 
lienen ober ale gegelien 'gebad)ten ®riiflen burd) Me erften ~ud). 
ftaben (a, b, c, d ... ) bcaeidjnet lUerben. 

mue meljreren ®feid)ungen bie Unbefannten entlUicfefn ober 
biefe ®leid)ungena u flo fen ljeif;t - bie Unbefannten burd) gege. 
liene ®rof;en barfte({en. Tliefe :DarfteUungen ber Unbefannten nennt 
man aud) m! u r 3 e In ber ®feidjungen. .steine m!ur3el ber ®lei. 
djungen barf nod) cine Unliefannte in iljm :DarfteUultg entljalien. 

~ i n e 0H ei d) u n 9 lj ei f; t n b lj ii n gig bon a n b ere n ® I ct. 
djungelt, luenn biefeflic nue le~teren ljergefdtet lUerben 
fan n. Tlie ®leidjung 

7x + 4v = 18 
ift 3. ~. aliljiingig bOlt ben liciben ®lcidjungen 

2x + 3y = 7 
5x + Y = 11 

lUei{ man le~tere nur au nbbiren ~at, um bie ®leidjung 
7x + 4y = 18 

au erl)aUen. 
Una li l) Ii ng i 9 bon anberen ®feidjungen l)eif;t bagegen jebe 

®feidjung, lUefd)e aUf feine m!eije burdj ffiedjnung ober Umformung 
aue erfteren l)ergefeitet lUerben "fann. 

Un be fti m m t e ® 1 ei d) u n 9 e n filtb foldje ®leidjungen, burd) 
lue(d)e bie Unbefannteu nid)t bo((ftiinMg beftimmt finb, 10 hafl hie. 
fe1lien belieliige m!ertlje annel)men {onlten. :Die ®leid)ung 

x+y=100 
ift a.~. ol)ne .I)in3ufiigultg einer 3IUeiten ~ebiltgung cine ultbe. 
ftimmte ®leidjung, benn mnn fnnn fiir jeben m!ertl), ben man x 
beHegt~ eilten augeljorigen ~\3ertlj fiir y finben. 

:Dagegen !Jat man hie ®leidjung 
x 2 = 4 

ale eine beftimmte ®feid)ung an3uf e~en, - benn ee geniigen 3IUar 
bie. beiben m!ertlje 

x = 2 unh x = - 2 
herfelben j Me mn3al)1 biefer m!ertl)e ift aber cine liefd)riinfte. 

'5id) lUiherfpred)enbe ®leidjungen finb fold)e ®leid)ungen, 
lUeld)e neb en cinanber o~ne m!iberfinn nid)t beftel)en {onnen. 

:Die ®Ieid)ungen 
2x + 3y = 7 
4x + 6y = 15 

liefinben fidj in biefem 8aUe. Tlenn mu{tiplicirt man bie erfte her. 
felben mit 2, fo ergieOt fidj 

4x + 6y = 14 
eine ®leidjuug, lueldje mit her 31ueiten gegebeneu ®{eid)ung 

4x + 6y = 15 
nidjt bettragHdj ift. 

s 
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m:nmerfung: 
(\;c{augt man im ~aufe ciner fBetradjtuug aUf eine ober mefj. 

rere fidj lUiberfpreo,eube @Ieid)lUtgen, 10 barf man fio,er fein, eiltCn 
~ormeufe~Ier begangen au fjaben. 

®leidjungcn bea erftcn @rabea mit clner Unliefannten. 

fBebcutet x eiue uuliefanute (ShiiflC uul) filtb a unb b liefannte 
ober gegelicnc ®riif;cn, fo l)cif;t l)ic ®leidjung 

ax= b 
cine (\Heidjunjl nom erften ®rabc. 

Sebe ®\eicl)ltltg nom erften (';ral)e fjat man 3ttltiidjft auf Mefe 
%orm a x = b 3U bringen, um l)alln ben ~\3ertfj ber Unlietannten 
3u finben. ~at man etuer (53(eidjUllfl tJom erfteu @rabe Mefe %orm 
gegelien, fo fagt man - bie ~Heidjung fei gcorbnct. 

~eim DrbllCu ber ®leidjultgeu erften @rabea tJerfiifjd man 
fo{genbermaf;en: 

mlan fdjatyt burdj mluliipHtation aucrft bicjenigen 
men n er f ott, t\1 dO, e b i e Uno dan nt c en t fj aU e n. m:{obann. 
liift man Mejenigen iJ,)robutic auf, ilJ beren ~attoren bie Unoefannte 
tJodommt. ~arauf fo,afft man bicjcnigen @lieber, in benen fidj 
bie Unliefannte liefittbet nao, ber linfen, 1mb bie gegebeneu @riif;en 
nao, ber redjten ®eite ber @(eidjltllg. 

@nblidj tJertuanbelt man bie linfe ®eite ber @leidjung in ein 
\})robuft, beffeu einer ~llftor cine gegeliene ®riif;e 1mb beffen anbe. 
rer %attor bie Uulidanutc ift. 

~emerfung: 

m3eun fid! in ber ®leidjung cine m3urael norfinbet, beren ma. 
bifaul) bie Un~efannte entfjiilt, )0 fo,affe man biefellie ~unadjft aUf 
cine ®eite ber ®{eid)ung unb erfjelie bie ®Ieidjung 3u emer spoten3, 
beren @.rponent gleid) bem m3ur3ele.r.ponenten ift. ~ierburd) lUerbcn 
bie m3ur3cht t\1cggcliradjt. Sn aUen %iiIIen lUirb Mefeo jeboo, nio,t 
erforbcdio, feiu. 

~cif.pie{c: 

1) ~ie ®leio,ung 
3x + 2 + 5x + 7 = 8 
x+4 l+x 

3u orbucu. 
mlau multi.plicirc, um Me menner x + 4 uub 1 + x lUegau­

fo,affen, mit bem \})robutt ber menuer (x + 4) (1 + x), fo er. 
~Ci(t man 

(3x + 2) (1 + x) + (ox + 7) (x + 4) = 8(x + 4) (1 + x) 
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Sc~t liiic mClll bic Sl'{!lmmcrn !lilf, fo folgt: 
3x2 +5x+2 + 5x2 +27x+28 = 8x2 +40x+32 
CSufitrn9irt man nun auf ocibcn CScitcn 8 X2, fo ctgicot fidj 

5x + '2 + 27x + 28 = 40x + 32 
obcr lllldjbcm Mc @ficbct, luefdjc x cnt90Ucu, nadj bct {infcn 1mb 
bie liefollutcn @tutcn nodj 'oct tCdjtCIl CScitc gcfdjafft filtb 

5x + 27x - 40x = 32 - 2 - 28 
3ic9t m!lll nun mlf 'ocr finfcn CScitc ben gcmcinfcIjaftfidjcn 

~aftor x f)ctlllltl, fo cr9iilt 1l111lt 

(5 + 27 - 40) x = 32 - 2 - 28 
b. f). 

- fix = 2 
obet IllClln malt mit - 1 llUlltipliciri 

8x=-2 
Sn lJeibcn %Ot:lllClt 

- 8x =- 2 
obct 8x = - 2 

Illiirbe 'oic @(eidjung gcotbnct fein; jcbodj IUCi9ft man bicjcnigc 
~ornl 'ocr geotbueicn ('3lcidjUll!1 !idlcr I in wcfdjer 'oCt ~aftor 'oCt 
Uulicfanutcn tJofitiu ift. C 

2) ~ie 0Heidjuu!J 

VX2~~i:r- = {x + 3f! 
3 u 0 t '0 n e n. 

~.Ron et9coc bicfc 6Hcidjung 3um Duabrnt, fo ctgicOt fidj: 

x2
: 13 = (,Ix + 3]1! r = x + 6 + ~ 

ill(uUipHcirt man ltltlt mit x, fo forgt: 
x 2 + 13 = x 2 + Gx + 9 

madjbcm \Jon lJeiben CScitcn hicfct @rcidjun!J x2 fuOtta9irt 
ttJotbcn ift, fdjaffc man bic ®tutc 6 x nodj 'ocr linfcn unb hie 
3a9( 13 nadj 'oCt tcdjtcn CSeitc, fo Ct9iift man 

- Gx = - 13 + 9 = - 4 

obet lIadj etforgtet W~uUipfifation mit - 1 

nI~ gcotblldc @(cidjung. 
3) .<l)ie @{eidjung 

'/3x+ 4x-2 
V x-I 

3u otbnen. 

6x =4 

- V 5 - V3x + --3x- 3 

s· 
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SJ.nan erl)eoe biefe ®leidjllitg 311m Dliabrai, fo crlJiift man 
4x - 2 , -. y-4-- 4 

3x + ------ = 3x + 2 yox ----- + ---00--

X -- 1 3x - 3 3x - 3 

Se~t fulitral)ire man auf oeiben @:>citen 3x 1mb mliftipHdre 
l)terauf mit x-I, bann folgt: 

4x - 2 = 2(x - 1) V 3x y-s-x 4 jf + : 
5Daa ~robuft 

(x -1) V3X "1/_ 4 ~ 
V 3x - 3 

ift nun 3uniidjft burdj m1ultipfifation ber lieiben ~uwln = 
.. 1-1'5( "II 4x ,I-x-

(x - 1) V 3x _ 3 = (x - 1) V x __ 1 = 2(x -1) V x -1 

unb banlt, IUClUt fur x - 1, V (x - 1)2 gefc~t tuirb 

= 2 Y x ~ :)~ = 2 V x(x -1)- = 2 V x2 - x 

SJRan erljiift alf 0 

4x - 2 -.: 4 V x~ - x + ! 
ober IUeltlt : fulitraljitt lllirb 

4x - ~~O = 4 VX2-X 

5Diuibiri man nun ber ~infadjljeit Iuegcn bllrdj 4 lInb erl)elit 
bann oeibe @:>eiten 3um Duabrat, fo ergieot fidj 

(x - ~y = x2 - x 
5 25 

b.l). x2 -Tx + 36 =x2 -x 

mun fulitralJire man aUf lieiben @:>eiten x2 uub muftipfidre 
mit bem %aftor - 1, fo folgt 

5 25 
-3-x - 36 = x 

SJRuHipHcirt man mit 361mb fdjafft Me Uuliefanute x nad) 
bet Hnten unb bie 3aljl - 25 nad) bet ted)ten @:>eite, fo er~ 
giilt malt 

60x -36x = 25 
obet 24x = 25 

ala georbnete ®leid)ung. 
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Sft bie (l.HeidjunH erften 0habeo mit einer ltnliefannien x nun 
in ber angegebenen ~eiie georbnet, baj3 fie bie ~orm I)at 

ax = b 
fo erhiift man bcn ~erth ber llnliefannten x, inbem man aUf liei" 
ben 8eitm bttref) a binibirt. @J crgielit fief) alfo aus ber georb" 
!tetcn (~lcief)ung 

bie ~uqel 
ax = b 

b 
x= -

a 

Wuo ben georbneten oliigen @fcief)ungen 
1) 8x = -- 2 
2) Gx = 4 
3) 24x = 26 

erI)iilt man 3. ~. bie ~ertl)e 
2 1 

1) x=-s-=-T 
4 2 

2) x = (f = -if 
2!) 

?).) x-, "- 24 

;viefe ~ertf)e crfiilfcn bie entfpreef)enben @(cief)ttngcn, It!onon 
man fief) iiliewugen mag. 

0;[ ei ef) lin 9 e nbc 0 c r ft e lt 05 r abc 0 m it m e f) r ere nUn" 
li c f a nlt t c It. 

Untcr einer (\Heief)ung nom erften 05rabe mit mef)reren Un" 
liefmmtClt x, y, z, ... nerftef)t malt cine folef)e , lue{ef)e aUf bie ~orm 
geliraef)t luerben fann 

ax + hy + cz + . . . = g 
\Venn fl, h, c, . . .. , g liefannte obcr gegeliene @riij3en liebeuten. 
Sft bic 05(eidjung auf bicfe 60rm geliraef)t I io l)ei13t bicfeUJc ge= 
orbnct. -

;vao Drbl1Clt ber @(cirljuugen erftcn 05rabeo mit mel)reren 
Unliefanl1tcn gci djiclJt iif)nlid) luie baa ber @(cief)uugClt mit einer 
ltnlicfanntelt; liebnrf baf)er feiner liefonbcrcn WltIueifultg. 

gu r tJ 0 H ftii nb i 9 en me ftimm un 9 aHer Unvefannten 
finb even fo nide non einanber l1nalif)iingige @[eidjungen 
cr for bed i ef) I ale b i c~( 11 6 a f) ( b ern It Ii ef n n n t e It V et r ii 9 t. 
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menn wenn man aua einer her ®leia,ungen Me cine her Un. 
befannten hura, hie iibrigen harfteUt unh Mefen ~uahrucf fiir hie 
cntwicfelte Uubefaunte in Me anheren gegebeuen ®{eia,ungen einfe~t, 
fo er~iilt man eine @{eia,ung weniger ala iiber~aupt gegeben ",aren, 
fiugleidj aber audj in hen iibtigbleibenhen ®leidjungen eine Unbe. 
rannte lueniger. m3ettn man nun fo fortfii~rt, Me Unbefannten aua 
hen ®feidjullgrlt fod,)ufdjaffen, fo iiberfie~t man, ha~ je geringer 
hie ~ht5a~{ ber iibtigbleibenhen O)(eia,ungen with - urn befto ge. 
rineer audj bie ~ln,3a~1 ber iibrigbleibenhen llnbefanuten werben 
mut. ma nun aua eiltCr ®leidjultg nur eine Unbefannte be. 
ftimmt lucrhen fanll, fo folgt, haB 3ur ~eftimmun~ uon 31uei Unue. 
fannten notIjwenhig 31uei ®leia,ungen erforherHa, ftnb i bas 3ur ~e. 
ftimmung I)on hrei Unuetannten brei (\;leia,ltngen u. f. Ill. erforherHdj 
finh. mie mn3Il{){ ber (\;leia,uugen muS alfo aHgemcin her ~{n3a~( 
ber Unoefannten, wefa,e aua henfeluen ueftimmt lllerhen foUen -
jehenfaUa g{eia, fein. - Wudj miiff en biefe ®{eia,ungen unabljdnl1ig 
llon einanher fein j henn befiinbe fia, unter iljnen cine aliIjdngige 
@{eia,ung, fo wurhe man attlteIjwn fonnen, bas cine @{eia,ung 
llleniger gegeben luiire, ba man hie aliIjiingige @{eia,ung alta hen 
iibrigen ®leia,ungen l)erfeiten fann. 

SJnit hiefem mellleiie, bllS 3ur ~at:fteHung tlon n Unliefannten 
aua, n llltter fidj uttabl)iingige @(eidjulloen gegeben fein miifien -
ift 3UI1(eia, haa ,I!~erfarJrelt angegeben, biClC Unbefannten har3ufte[{en. 

5Driicft man O. ~. aua her erften her lieihen @{eia,ungen 
2x + 3y = 31 
5x + 4y = 53 

Me Unbefannte y hura, hie Unliefannte x aua, fo erIjiiU man 
31 2x 

Y=3--3 

®e~t man Mefen m3cdIj an hie ®teHe I)on y in her 3weiten 
gegebenelt ®leidjultg, ;0 ergiebt fidj: 

124 8x 
5x+T-3=53 

~ua Meier @(eia,ung finbet malt 
x = 5 

5Da nun 
31 2x 

y =3-3 

war, fo fofst - Welllt fiir x iein m5ertl) 5 gefe~t with 
y = 7 
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mie beibeu m3l1qeht ber @leidjuugeu 
2x + 3y = 31 

fiub alfo 
5x + 4y = 53 

x = 5; Y = 7 

(Sollen aUG ben brei @(eidjuttgett 
2x + 3y + 5z = 23 

-x + 4y + 2z = 13 
3x - 2y + z = 2 

bic m3ertfJe ber brei llttbefattttien gefuuben werben, fo fteUe man, 
ltJeilbicfc() am eillflldjfteu gefdjiegt, aua ber britten @(eidjung Me 
Unbefauute z mittelft ber beiben Unbefannten x nnb y bar. @:a 
ergiebt fidj: 

z = 2 - 3x + 2y 
mieien ~uabrucf fepe man in bie beiben erften @leidjungen 

cfn, fo ergilU man, nadjbem Mefefben georbnei luorben finb 
- 13x + 13y = 13 
- 7x + 8y = 9 

~illa ber erftercn finbet matt 
y=l+x 

(Set,i lltalt bicicn m3ertg in Me 3weite @(eidjung, fo folgt -
nadjbem biefelbe georbnet ift 

x = 1 
~un erlJaU man aua ben @{eidjnngen 

y = 1 + x 
z = 2 - 3x + 2y 

aUmalJHdj Me m3ertge 
y = 2 
z=2-3+4=3 

mie ~Sertlje, 111eldje bie gegebenen brei @{eidjllugeu erfiillen, 
fiub alfo 

x = 1; y = 2; z = 3 

~Tl\f bemieUien m3ege fann man ttadj 1mb nadj auG beHebig 
tJieIen lttlter einanber ltllabgangigcn 05leidjltngen bee erften @rabeG 
bie m3uqe{n Me fer (\)leidjunselt auffinben. miefeG merfagreu ljeif;t 
baG @: li min a ti 0 n G • mer t a lj r en. .pat man aua n gegebenett 
@{eidjungen mit n Unbefannten eine Uubefannte weggefdjafft ba. 
burdj, baf; man aua biefm n @(eidjungen (n - 1) aubere @{ei. 
djuugeu 1jerseleitet 1jat, ltJeldjc bicfc 'cine Uu6efaunte uidjt meijr 
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cntqaUen, (0 fagt man - bicfc Unocfannic fci aua ben gegcbcnen 
@{cicf)ttngcn cfiminirt worllclt. <£lic (:flimination fann aUf bem oben 
altgcflcl1cltcn ~cge erfo{gcn, oequemcr aber ift bic fo{gcnbe W'CeilJobc. 

11m aua bcn ueillcn (\; {eidjungcn mit mcl}rmn llnbcfannten 
ax + by +- cz + ... = g 
HIX + b,y + CIZ + ... = gl 

bic llnocfanl1tc z au c!iminircn - mllItipHcirc man Me erftc @lci" 
d}lIug mit bem ~aftor, lvclcf)cn Mc Unoefanl1te z in ber 3wcitcn 
('Ij{eidjllnfl ocfitlt, namlicf) l11it c,; fcrncr multiplicire man bic 3wcite 
(SHeidjllltrl mit bem ~uftor, ltieldiCIt Me llnuefaltnte z in ber crftcn 
(~i!cicl)lIng ocfi~t, namlidi mit c, fo l}ut tum in bcibcn @{eidiungcn 
bie lhtocfultnic z bcnfcllicn 3'uftor C('! unll ea mUB bal}cr, ltJcnn 
Me ociben @{eidiungcn Mn cinunbcr iulltral}irt werben, Me Unoc~ 
fannic Z in bcr neuen (~leidiung nidji mcI;r entlJalten fein. (So 
faltn man alta ber crftcn. unll 3luciten @{eidiung, bann aua ber 
3weiten unb britten @{eidjung lInll io fort, lInb enMidj aua ber 
tlorfc~tcn unb {c~tcn @{cidi1tttrl cin unb biefefbe Unoefannie fort~ 
fdjuffett (climinircn). W'Can erlJiilt nadi tloH30gcncr @{imination cine 
@(cidjung unb cine llnoefunntc wcniger, a{a urfpriingHdj gegcoen 
warcn. 

\)JHt biefcn 0HeicfJungcn fann man al}nHdi tmfulJren nnb wieber 
cine Unocfannte eliminircn It. f. ltl. :Dann wirb man fdj1icj3fidj 
nur cine 0ifeidjllng mit ciner Unodatttttcn crlJaltcn, aus weIdjer 
bici doc beftimmt Itlirll. 

~eiflJide: 

1) !Die bciben @leidjungen 
ax + by = g 
alx + bly = gl 

all f 311 {ii fen. 
W'CltWpficiri man bie erftc @{cidjltng mit bll bic 3wcitc mit b 

unb f uOtral}irt, [0 ergieOt fidj: 

ober 
gb1 - glh x = --~-----

all l - alb 
W'CltWplicirf malt bagegen bie crftc @{cidjltng mit a, unb fuo, 

tral}irt tJOlt bcr mit a multiplicirien 3weiten @{eidjung, 10 folgt: 

ober 
Cabl - !llb)y = gifl - gal 

ag1 - alg 
y = ah l - fllb 

:Den (e~teren ~\3ertl) l}iitte mon babltrdj alts bem klOrljer grflln, 
bemn m5ertlje tlon x l)erIeitcn fiiltl1en, bUB man bic ?BlIdjftaben 
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II unb b mit einanbet lleriallidjt unb fur x, y fdjtei6t. eta wurbc 
fid) banlt erge6en 

gal - gla Y=c-- --
bal - bla 

obet wenn man bie redjte 6eite mit - 1 fm 3ii~fer unb I.neltncr 
multiplidd 

_ /!'I a - gal _ agl - atl~-y = - ----
bla - ba l abl - alb 

ctn ~ertlJ, tl1efdjer mit bem oven gefllnbenen uvereinftimmt. 
~ie vciben m3ur3eht bet @fcidjllngen 

ax + by = g 

finb affo: 
3 IX+bly=gl 

2) ~ie brei ®feidjllngen 

all f 51t for e It. 

ax + by + cz = g 
alx + blY + (\Z = gl 
H2X + b2y + c2z = g2 

s))hlftiplicirt man bie erfte Mefer @{eidjllngen mit CII bie 3weite 
mit C ltnb fuVtralJirt bann llon einanber, fo ergieVt fidj 

(acl -alc)x + (bcl - hlch = gC I -giC 

ill1uUipHcirt man ferner Me 3weite ber gegevenen @leidjungen 
mit C2 unb bie britte mit Cl unb fuVtralJirt avermala, fo erlJiiU man: 

(al C2 - a2cl ) x + (bl C2 - b2cl) y = gl C2 g2 Cl 

mon ben veiben @leidjungen 
(acl -alc)x+(bcl -hlc)y=gC I -glc 
(31 C2 -- 3 2Cl) x + (bl C2 - b2cl) Y = gl c2 - g2cI 

muUitJHcite man nun Me erfte mit (bl C2 - b2cl ), bie 31t1eite mit 
(bcl-blc) unb fllVtra~ire llon einanbet, fo finbet man 3ur ~e~ 
ftimmun9 llon x bie ®leidjung: 

[(acl - ale) (bl C2 - b2cl) - (a l C2 -a2 cl) (bel - bl c)]x = 

(gcl - gl c) (blc2- b2cl)-(gIC2 - g~cl)(bcl - bl c) 

ill1an vemedt leidjt, bat3 bie redjte 6eite biejet @(eidjung alta 
bem '6aftor ber Unvefannten x altf ber Hnfen 6eite erf)aUen wirb, 
inbem man an bie 6teUe llon a ben ~udjftav g fe~t. mermoge 
Mefer ~eovadjtung ift ea Ullt noiljig, bie ,R'Iammern bea '6aftora 
llon x auf31t{ofen. ~urdj bieje ~{uflojung erljiift man milt: 

(aCt - HlC) (blc~ - b~cl)-(al C2 -1l2CI) (bcl - hi c) = 

Cj [abl C2 - ab2cI + al b2c - al bC2 + a2bcI - a2bl c] 
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S'nbem man ~ier fur a immer g fe~t, foIgt: 
(gCl-glC) (blc2 - b2c1) - (glC2 - g2Cl) (bcl-bl c)= 

Cl [gblc2 -gb2cl +glb2c-g1bc2 +g2bcl-g2blC] 
als m-ufliifung ber Jelammern ber redjten ~eite ber ohigen @[ei, 
lijung, aus lUe[djer mm, nadjbem hie eben gegebenen m-uflofungen 
eingefet;t finb unb auf beiben ~eiten burdj C1 billibid ift, ber tor, 
genbe aBed~ fur x ergalten lUirb 

x = gblc2-gb2c1 +glb2c-glbc1 +g2bcl-g2bl C 
ab1c2-ab2c1 +alb2c - albc2 + a2bc1 -a2b1c 

~er 3agler biefes ~rudjes luirb, lUie man fie~t, aus bem 
91enner abgeleitet, inbem man fur ben im 91enner llorfommenben 
mUdjftab a uberaii g feilt. @ana analog lUurbe man y finben, in, 
bem man einen ~rudj bifbet, beften 91enner gleidj bem 91enner ber 
Un6efannten x ift unb beTfen 3iigler aus bem 91enner ge6ilbet wirb, 
inbem man fur belt ~udjftab b iiberan g fept. @in agnlidjes mer, 
fagreu ift ein3ufdjlagen, um z 3u er~aHen. . 

ill1an finbd ba~er Me ?!Burseht ber @leidjungen 
ax + by + cz == g 

alx + b1y + c1z = g1 
a2x + b2y + c2z :; g2 

in foIgenben %ormen: 

x= 

y= 

Z= 

gb1c2 - gb2c1 + g"1b2C-glbc2 + g2bc1 - g2blC 

ablc2-ab2cl + 8 lb2c -a1bc2 + a2bc1 -a2b1c 
aglC2- ag2Ct + Illg2C- algC2 +a2gcl- a2glc 
ab1c2-ab2c1 +alb2C-lllbc2+a2bcl-a2blc 
ablg2 - ail2g1 + a1b2g - a1bg2 + a2bgl - a2b1g 
ab1c2 - ab2c1 + a1b2c - a1bc2 + a2bcI -a2blc 

@in llon bem oben angegebenen. merfagren ber @limination 
llerfdjiebenes ift bas ber ud eftimmten %aftoren. ~affeffie 
fon m bem fpecielIen %alIe ber brei @{eidjungen 

ax + by + cz = g 
Ittx + bty + Clz = gl 
a2x + b2y + c2z == g2 

au£lfiiljrlidjer eroded tuerben. 
ill1an muUiplicire bie 31ueite @leidjung mit einem nodj nidjt 

beftimmten %aftor p unb bie brUte @leidjung mit bem 1mbeftimmten 
~aftor q 1mb abbire bie ~umme ber fo gebilbeten @leidjungen 3ur 
erften @(eidjung, fo erIjaH man 

(a + a1 p + 32Q)X + (b+ blP + b2Q)Y+(c + CIP + C2 q)z= 
g+g1P +g2q 
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mun beftimme man bie %aftoren p unb q au~ ben beiben 
®feidjungen 

b + bl P + b2 q = 0 
c+Cl P+C2 Q=O 

~ann erIjaU man bie Unbefannte x au~ ber ®feidjung 
~+~p+~~x=g+~p+~q 

in tuefdje fidj bie obenfteljeube \lerluaubert, tueuu burdj angemeffene 
~alj{ \lon p uub q bie %aftoren ber Unbefannien y nnb z g(eidj 
~nuu luerben. - ~(n6 ben beiben ®Ieidjnngen 

b + "1 P + ba q = 0 
o + Cl P + Ca q = 0 

erIjaH man nun fiir P unb q bie fofgenben ~ertIje 

bac - bCa 
p= 

b1 c2 - b2 01 

bCl - bl C 
q= bloa - baol 

@3et,li man in ber ®reidjung 
(8 +81 P +8aq)x=g + gl P + gaq 

an bie @3teffe \lOll P Hub q Mefe ~ertlje unb multipfidrt mit 
hi c2 - b2 Cl, fo folgt 

[u (b1c2 - bat!l)+ al (bao-bc2) + 8 2 (bol - h1C)]X = 
g (bl C2 - b2c1) + gl (bac - bc2) + g2 (b01 - bl 0) 

~urdj ~i\Jifion nnb nadj ~ufliifung ber Jtfammern ergiebt 
fidj Ijierau6 ber fdjon oben aUf anberem ~ege fUr x gefunbene 
~ertlj, namlidj: . 

gbloa-gb2cl +glbac-glbca + gabel-gablC 
x = ablc2 -abaCI + 81b2c-81bca + 8abcl - 8ablc 

.patte man ben ~ertlj \lon y barfteUen woUen, fo tuurbe man 
in ber oben fteljenben ®feidjung 

(8 + alp + a2Q)x + (b + b1 P + ba q)y +(c+ CIP + C2 q)z = 
g+glp+gaQ 

bie ®rii~en P unb q fo ljaben beftimmen muffen, ba~ bie %aftoren 
ber Unbefaunien x unb z g{eidj mull werben. @3inb biefe ®ro~en 
aull ben ®leidjungen 

a + a1 P + 8 2 q = 0 
C+CIP+C2q=O 

beftimmt, fo erljaU man ben ~\3ertlj \Jon y \Jermoge ber @feidjung 
(b +- hi P + ba q) Y = g + gl P + g2 q 
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meifpicle au ben @{eidjungett bea erften @tabea mit 
me~rer e n Un b elan nte n. 

1) :Die @{eidjungen 
x + y + z + u = ]0 
x + 2y + 3z + 4u = 30 
x + 4y + 9z + 16u = 100 

auf3 u1ii fen. 
x + 8y + 27 z + 64u = 354 

IDlan fulitra~ire bie erfte tlon ber 3ltleiten, hie 31tleite tlon bet 
britten ltnb bie britte tlon ber tlietien @(eidjultg, fo ergielit fidj: 

y + 2z + 3u = 20 
2y + ' 6,z + 12u = 70 
4y + 18z + 48u = 254 

~Olt biefen (sHeidjungen multiplicire man hie erfte mit 2 unb 
bitlibire hie (e~te burdj 2; alebann fulitra~ire man hie fo erijaIteuen 
@leidjungen tlOll einanber, fo etgielit fidj 

ober 

2z + 6u = 30 
3z + 12u = 57 

~hta Mefen @{eidjungen finbet man {eidjt bie m!edije 
z = 3; u = 4 

Se~t beftimme man aue bet @leidjung 
y + 2z + 3u = 20 

y + 6 + 12 = 20 
ben m!edij tlOll y, niimHdj 

y=2 
fo etgiebt fidj aue bet etften bet gegebenen @{eidjungen: 

x + y + Z + u = 10 
bet m!edij bet Unbefannten 

x = 1. 

2) :Die @{eidjungen: 
1 -+ y+ Z= 9 
x 

a It f a u { ii fen. 

~ + 2y + z = 16 x 
4 - + 3y + 3z = 29 x 

Sn biefen ®leidjungen fe~e man bie @rii~en ~, y' ltnb z ala 
x 
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Ulluefallllte an. GWntinid lllllll Z aus benjcluen I fo er~ii(t man 
bie beiben @(eidjungen 

2 
-+ y= 7 
x 
5 - + 3y = 19 x 

ill1uWvlidrt man Me erfte Mefer GHeidjungen mit 3 unb fuli~ 
tralJid bie 3IUeitc, fo fo(gt 

1 1 
- =2, x=-
x 2 

2 
-+y=7 
x 

fo{gt ie~t, lUenll flir ~ 'ocr ~ert~ 2 eingefe~t luirb 

y = 3 

unb bann aUB ber erftcn gegcliencn @(cidjung 

-+y+z=9 
x 

nadjbem fiir ~ lInb y ilJrc uetreffenben ~ertf)e 2 lInb 3 gcfc~t finb 

z = 4 

3) ~lIB belt @{eidjungcn 

2Vx +:3 Vy + . z = 10 

5yx - Vy + 2z = 15 

yx+ V"y+z=G 

b i e 11 n b ef a lt n tell x I Y I Z 3 u u c ft i nt men. 
8ielJt man 3uniidjft yx I VY I Z a(o ltnoefannte an I fo cr~ 

~iiIt man nadj It:lb nadj aUf bent ~ege ber Cflimillation 

z = 3; VY = 1; ,Ix = 2 
unb ba~er: 

x=4; y=l; z=3 

miolUcilcn gctingt ce I burdj ~i\Jifionclt @(eidjungen aUf belt 
erften @rab 3uriicf3ufii~rcn, lUe{dje urfvriinglidj einem lJii~eren @rabe 
angelJiiren. 
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Sit biefem %aUe 6efiltbelt fid) 3. m. Me ®feid)ungen 
x2 + 2xy + y2 - Z2 = 32 
x2 - y2 + 2yz ~ Z2 = 24 

x+y+z= 8 
~ilJibirt man nnmlid) bil' erfte gege6ene @feid)ung burd) bie 

brittc, fo crgicUt fid) 
x2 + 2xy + '12 - Z2 
-------------- = x + y - z = 4 

x+y+z 
~ilJibirt man ferner bie 3tucite gege6ene ®leidJung 

x2 - y2 + 2yz - Z2 = 24 
burd) Me e6en er~altene ®leid)ultg 

fo folgt: 
x+y-z=4 

x2 - '12 + 2yz - Z2 
----- ------------ = x - y + z = 6 

x+y-z 
~htf bem m5ege bet @limination et~nft man je~t aue ben brei 

®leidjungen 
x+y+z=8 
x+y-z=4 
x-y+z=6 

nad) unb nad) bie .l!nertlje bet Un6etannten 
x=5 
y=1 
z=2 

91 e u n t e r W b f dj n it t. 
Utbn bit ~ofl4rifbmtn. 

~enn bil' ®tOUC ober ber ~ertl) einer SJ)oten3, beren ®runb~ 
3(1)1 lJefannt ift, gegclJen ift - fo fann ber @~vonent Mefer SJ)oten3 
gefudJt IlJcrbcn. mcaeidjnet man ben ~ertl) ber SJ)oten3 -burd) b, 
bie ®runb3al)f bctfe16en burd) a 1mb ben @~voneltten ber SJ)otelt3 
burd) x I fo ltliirbe nad) bem x gefmgt tuerben fonnen I tuefd)ee bie 
®leid)ung 

aX = b 
erfiiUt. 

~iefClt SJ)otelt3e~pOnelttelt bC3eid)net man burdj 
x = Logil(h) 
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~aa 3eid)cn Log"(b) lUirb auagefprodjen 
~ogaritl)mlta \JOlt b fur bie ®runb3al)1 a 

madj bicfcr @rWirung ift alfo 
~ogaritr)mua \Jon h fur bie (~runb()al)l a 

biejcllige 3al)l, IUcIdje man ala lJ,,\otcn3c;r.pOltcntcn our 
®runb3al)1 a all fctICIt I)at, um hau crl)aftclt. IDie 
®runbaai)l a nellnt man ®rullb3al)1 bca logaritl)mifdjclt 
<B 9 ft em a. 

~icfeUjc mag fiir Me ~olgc humer nriiuer ala bie @ini)cit an· 
gCllommen lucrbcu. Sft bic (\jrultb3al)1 bca logaritf)mifd)cn <B9ftema 
gleidJ 10, fo pflegt man bic (~rultb3ai)1 bei ber ~c3cidJnung 

LoglO(b) 
luc93ulaffcn llub baa 3cidjen Log mit cincm fleinen ~lnfangabudj. 
ftabcn 3U bC3cidJncn. W1an fdJrcibt alfo 

log (b) ftatt Logto(b) 
unb fpridjt Mcfce 3eidjcn einfadj aua 

~ogadtl)mua h 

alfo: 

a110: 

alfo: 

1l1io: 

~eifpiele: 

.cDa 27 = 128 ift, fo luil'b 
2 7 == Lng (128) 

103 = 1000 

3 = log 1000 

10- 2 1 = - - 001 102 - , 

- 2 = log 0,01 

1 _ 

102 = 10°,5 = ylO = 3,16227766 .. . 

0,5 = log V 10 = log (3,16227766 ... ) 
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~rfter ~ogllrit1;men~®Il~. 

I. Log-a(be) = Log"Cb) --/- Loga(e) 
log (ut') = log b + log e 

b. 1;. bet ~o9Ilritl)mus cines '})robuftes ift glcief) ber 
GUlnmc bet ~ogllritl)llIen ber ein3elnen %Ilftoren"). 

~ellleis: 

~s fei 

aY = e 
10 i ft nllef) ber ~d{iirung cines ~ogllrit1;mus: 

x = Loga(b) 
y = Loga(e) 

ill1ultiplicid mlln nun bie @{eief)ungen aX = b; aY . e in 
einanber, ;0 ergiebt fief) 

a(x+y) = (he) 

~Ill)er ift nad) ber ~rniirung cines ~ogarit1;mu6 

x --/- y = Loga(he) 
~lbbirt man tum lIie @{eief)ungen 

x = LogaCb) 
y = LagaCe) 

i 0 erf)iiIt lllan fiir x --/- y ben ~usbrucf: 
x + y = Log,nCb) --/- LogaCe) 

~nio lllufl 
LogaChc) = Log'(b) --/- LogaCe) 

; cin. 
Sft a = 10, b. 1;. 10 bie 89ftem6o@runb3al){, 10 Illirb 

log Cbe) = log b --/- log e 

JIll cit e r ~ 0 gil ri t 1; melt ~ ® a ~. 

II. Log\ ~) = Log'Cb) - LogaCe) 

log (~ ) = log b - log e 

b. 1;. b e r ~ 0 9 11 ri t 1; lllH 6 ci n e s m r H ef) 6 i ft 9 { ei ef) bern ~ 0 9 a ~ 
rit1)mus bee .3ii1)lcr6 - tJcrminbert urn ben ~ogaritl)rnu£l 
bes ~nenlters. 

*) ®till[cf)ll!dilenb It'i,b \)01"lU~ilCic\Jt, b,l1J hie ~oil'Hitf)Ulen hcmfelben ®l)ftem 
,In ilct)owt. 
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fo fo(gt 

aY = c 
x = Log&Cb) 
Y = LogaCc) 

~urd) ~itJifiolt biefer @fei< 
d)ungen tuirb etl)aften: 

~Utd) ®uIitraftiolt biefet @(ei~ 
d)ungelt etgielit fid) 

(x - y) = LogaCb) - Loga(c) (x-y) _ (b) a --
c 

~erner ergieIit fid) alt~ bel' @(eid)ung 

a(x-y) = (:) 

bie fofgenbc 

(x - y) = Log"( :) 

~nro burd) mergfeid)ung: 

tog"( :) = Log"(II) - Log"Cc) 

Sft wieber bic 69ftem(l <@runb3a9f a = 10, fo ll1irb: 

log ( ~ ) = log b - log c 

~tittet ~ 0 gatit~men ~ ®a~. 

nl. Log'(b") =-= n Loga(b) 
log (b") = n log b 

b. 9. bel' ~ogaritl)mu~ ciner 1J)0tena ift gfeid) bem spo~ 
tenae):1Jonenten mufti1Jlicid mit bem ~ogatit9mu(l bel' 
@ run b 3 a ~ [ bel' 9 e 9 e Ii e n e n sP 0 ten 3. 

~ell1eH!: 

@a fei 
a' = b 

@rl)eUt man Mefe @(eid)ung 
3m nteR IJ.loteu3, fo forgt 

a(II') = (1/') 
~u~ bet @(eid)ung 

a(II.) = (b") 

I fo fofgt 
x = Log'(b) 

WluUi1Jlicirt mall bicfe @(ei~ 
djuug mit n, fo ergieIit fid) 

(nx) = n Loga(b) 

fo{gt ferner nad) bet @rtfiinmg eime ~ogarifl)mu~ 

(nx) = Log"(b") 
9 
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merSleitf)t man bager biefell mit bem uorger gefunbenen ~ert~e 
UOIl IlX, )0 ergtHt mall 

Log"(b") = n Log"(b) 
ober, wenn Me (S~ftema = @runbaagI a = 10 ift, 

log (b") = n log b 

mietter ~ogaritgmen = (Sa~. 
TV. 

Loga(Yh = ! Loga(b) 

log (Vb) = ~ log b 

o. 1). oer ~ogaritl)mua ciner ~Ut3e( ift gIeitf) bem ~oga. 
ritgmuo bea ~uqe( = mabifanbua - biuibirt burd) ben 
~ u r 3 e 1 e .r lJ 0 Il e Il ten. 

~eweia : 
~a (vhf = b 

ift, fo foIgt, wenn auf oeiben (Seitell Me ~ogaritgmen genommen 
werben 

Loga(j1b)" = Loga(b) 

mad) bem III. ~ogaritl)men = (Sape ift alier 

Loga(v"bf = n Logn(v"b) 

(to foIgt alfo 
n Loga(Vb ) = Loga(b) 

:Diuibid man biefe @Ieidjung butd) n, fo etl)iiU man Me 
fo{genbe: 

( -) 1 a Loga Vb = n Log (b) 

obet wenn a = 10 angenommen wirb 

log (Vb) = ~ log (b) 

~emerfung: 

Um Loga(Vb m) um3uformell, liebenfe man, ba~ 
m 

yb m = bn 

ift. mimmt man uon biefer @Ieid)ttng bie ~ogaritgmett, fo foIgt 

Log "Vb m = Loga
( ';-) 
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IDa ferner ltadj bent III. ~ogarit~men~~a~e 

ift, fo ergielit fidj: 

a - m a ( m) 
Log b ll = - Log (b) 

n 

Loga(Vbm ) = : Loga(b) 

IDaffel6e mefuItat er~iiIt man, Itlenn man Loga(y'bm ) erft 
ltadj IV. umformt. ~E! ergie6t fidj ~ierburdj 

LOga(vbml = -.!..- Loga(bm ) 
n 

IDa a6er nadj III. 
LogR(bm ) = m Loga(b) 

ift, fo folgt eublidj 

Log\VblD ) = : Log\b) 

uub Itlenu a = 10 gefe~t Itlirb 

log ybm = ~ log b 
n 

IDurdj muUipHfation mit ein unb berfellien 3a~{ fann man 
Me ~ogarit~men aUer 3a~len au(l einem 6eHe6igen logarit~mifdjen 
~~ftem in ~ogarit~men eineE! ~~ftemE! mit gegeliener @runb3a~{ 
tJerltlanbeln. IDiefeE! le~rt folgenber 

~iinfter ~ogarit~men~~a~. 
log b 

V. Loga(b) = -l-
0g a 

b. ij. bet ~ogatit~md tJon b in ehem ~~ftem, beffen 
@tunb3a~1 gleidj a ift - ift gleidj bent ~ogaritijmuE! lIon 
b in b em ~.9 ftem mit ber @runb3aijl 10 - bilJib itt butdj 
ben ~ogarit~muE! lJon a, genommen in bemfeflien ~9ftem. 

~eltleitl: 
~utl ber @feidjung 

aX = b 
faun man Me folgenbe ijerleiten 

x = Loga(b) 
@;ij Itlhb aliet audj, Itlenn c eine lielieliige 3aljl .liebeutet 

Logc(aX) = LogO(b) 
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9lun ift abet nadj bem III. ~ogarit~men.tSa~ 
LogC( as) --.:. x LogC( a) 

!Da~er: 
x ,LogC(a) = LOg"(h) 

~ul3 biefet @Ieidjung foIgt: 
x = _L-,og~C(,,-b~) 

Logc(a) 
fiean er~iiU bemnadj burdj mergleidjultg biefea ~edljel3 mit 

bem oben fur x gefuntienen 
Lo a(b) _ ~ogc(b) 

g - LogC(a) 

tSe~t man nun ftatt ber 9alt3 bdiebigen @tunb3ag{ eben 
flledeUen ~edlj 10, fo ergiefit fidj: 

~emertung: 

l .. oga(b) = log b 
log a 

1J)1it .piiIfe bet! eben uetuief euen tSa~et! 

Log'(b) = !~g-b_ = _1 _ . log 11 
log a log a 

fonnen bie ~ogaritljmen aIfer Baljlen b in einem e~ftem, beffen 
@runb3aljl gIeidj a ift, feidjt aufgefunben tuerbett, WelUt matt bie. 
ielben in bem e9ftem, befiett @nmb3aljI gleidj 10 ift, beredjnet 
~at. ~ine beradige !1tii~ere ~eredjttung ift uott bem engHfdjen 
fieatgem!ltifet .\)ent~ ~rigga illt Sagre 1616 3uerft unternommen 
wotben. fiean nennt bager audj bie ~ogatitgmen fur Me @tunb. 
3a91 10 uriggifdje ~ogaritgmelt. ~iU man bie briggifdjen ~o..sa. 
titgmen in ~ogaritgmen cinea tS9ftemt!, beffen ®ruttb3ag{ gleict) a 
ift, uerwanbeln, fo gat man etftere nur mit 

1 
log a 

au multillHciren. ~en ~aftot -I _1_ nennt man fie 0 b u 1 elnet!@)g. 
og a 

[tema, beff ell @rullb3agl gleidj a ift. Sit ber ~oIfle wirb nur uon 
utiggifdjen ~ogaritljmen, ala ben fiir bie ~htt!fii~rung Uon ffiedj. 
nungen I1equemftcn, bic fficbe fein. 

!Da§ Me ~ogaritljmell galqer Babfcn im mUgemeinen 3rrational. 
3aljlen fhtb mag in einem ~allc nadjgetuiefelt werben. 

~iire 3ullt ~eiflliel 
. m 

log2 = -
n 
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ein ~rudj ber lieiben gau3cn 3agfen m uub n, fo miibte nadj ber 
@rWirung bea liriggifdjen ~ogaritl)mua 

m 

lOu =2 

fein. - @rgelit man biefe ®feidjuug aur nten spoteuo, fo llJiirbe 
fofgen: 

10m = 2ll 

:Dief c @(cidjung ift alier ltnmogHdj, weun III unb n gan3e 
3al)1cn fein fof(cn, - bcnlt Me mte SJ)otcn3 uon 10 cubigt mit einer 
9htU; bic nte SJ)oten3 uon.~ baBcgett mit einer ber uier 3iffern 2, 
4, G, 8.~([io faltn log. 2 nicl)t gfeidj bem ~rndj hgenb llJeldjer 
galt3elt gal)(elt, foltbern limB cine 3rratiolta[3agI fein. ~{uf biefellie 
filleifc fant fidj aeigm, baB ber ~ogaritgmua uon jeber gan3en 3agf, 
wefdje Itidjt mit einer ~nuu enbigt, ciue SrrationafaagI fein mub. 

:Die ~o$ariff)mcn af(cr 3ag(en luerbcn burdj ~ecimalliriidje bar~ 
gefieH1. :Dte :Decima(3iffcrn cinca fo(djen ~ecimalurudjea uenut 
man in il)rer uoHelt ~Hcigeltfo!t1c ,,9JCautiffe bea ~ogaritgmltal'; 
baa in bem tOgaritf)llltta entl)altcne groute @an3e geibt /I ~ 9 a ~ 
rafteriftif. 1I 

3ft ber togaritf)lIlltt! eincr Sag! negatiu, fo wirb Me IDlantiffe 
ilt cine pofitiue uerlullltbelt, bie ncgatiuc G:garafteriftif bagegen ber 
9~~alttiffc nadjgcfctlt. ~13iirbe 311m ~cifpie{ fiir ben ~ogaritl)mua 
etlter 3ag! Z crl)aftcn luerbcn 

IIDg Z = - 0,73482136 ... 

fo fdjrciUt man biejcn ~Ogaritglhlla 
log Z = O,:W5178l:i3 ... - 1 

.pier ift olio bie 3iffernfolge 
~G;)17863 ... 

bie, IDlantiffc beG ~ogaritl)lltllG uon Z, bagegen ift bie ~garafteriftif 
g(Ctdj - 1. 

@ucn fo wiirbe man ftatt 
log-Z = - {3,4:D3781} 

fdjreiucn 
logZ = 0,5786219 - 4 

~ie ~l)araHeriftif uon log-Z ift bClllnodj - 4 unb bie IDlantiffe 
g(eidj ber 3iffcrnfolge redjttl uom .stolllma 

578G2Hl 

<SoH chi ~(lgoritl)m1tG mit ttegatiuer 0:l)arafteriftif burdj eine 
3al)! biuibirt ItlCt'ben, weldje in bicfer ~garofteriftif uidjt aufgel)t, 
fo IJermeqre man ben jal)flucrtg ber ltCgatiIJen 0:()arafteriftif um fo 
uie! @inl)eitcn, baB ber 'Iliuijor barin allf~el)t, fiige auer Hufa 1.10m 
Stolltma ber '.D1antifie eben io uie{e @iugetien uei. 
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®oH 3um meifpiel 
logZ = 0,3485218 - 3 

burdj bie 3a~[ 7 bitliMrt 1lJerbell, fo liUbet mall erftHdj 
logZ = 4,3485218 - 7 

.p i e r bur dj i ft e tt ei dj t , b a 13 b i e Q; ~ a tll H e ri ft if b ea 
Duotienten cine ganae 3a~[ 1lJirbj benn man er~Ci{t: 

1 "7 logZ = 0,6212174 - 1 

~e~n[idj ift 3 . .IS. 

~ logZ = ~ (0,8342186 - 1) = 0,9171093 - 1 

~e~rf a~. 
mem griif3eren liriggifdien *) ~ogarit~mua entfptidjt 

bie griif3ere 3a~[ unb umgde~rt . 
.lSe1lJcia: 

@a fei 
m 

loga =-
n 

m+1 
10gb =--

n 
unb n lie3eidjne cine lieIieliig gro13e 3a~(, fo li[eiot 3u lie1lJcifen, 
ba13 b, beffen ~ogarit~mua griif3er a[a ber ~ogarit~mua tlon a ift­
feloer griiBer ala a fein muB. ~ua ben lieiben oliigen @[eidjungen 
foIgt nun nadj ber @rfICirung eineG btiggifdjen ~ogatit~muG 

m 

IOn = a 
m+l 

10-';- = b 

mitlibirt man Me ovm Mefer lieiben @[eidjungen in bie untm, 
f 0 ergielit fidj 

ober 

..!.. b 
IOn =­

a 
n- b V10 = -a 

b=av lO 

0) IDicfer ~e~rfa~ lliflt fid) allgemein fo auilfllred)cn: 
3n einem logarit~mifd)en l3~fteme, brffen ®runb3a~1 grofler ali bie ~in~elt 

ift, lle~ert 3um grefleren ~ogarit~muil bie greflere 3al,! unb umgefe~rt; ift aber 
bie ®runb3a~1 be! logarit~mifd)en l3~ftemll fleiner ali! bie ~in~eit, fo ge~ort oum 
fldnmn ~ogarlt~muil bie greflere 3a~1 unb umgefe~rt. 3n beiben %liUen lliat fid} 
~er mrlVeio eben fo leid)t, lVie fiir bliggifd)e ~ogarlt~men - fii~rcn. 
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~ie 3a~{ jI 10 ift aber fteta groaer afa oie @inljeit, Ulie gro13 audi 
Oer ~ur3efe~ponent n angenommen Illeroen mag i aIfo mU13 
audj fein 

b>a 
Umgefeljd lliat fidj nun feid)t 3eigen, oa13 oer ~ogarit~mua einer 
groaerelt 3a~1 ftete gro13er ift, ale oer ~ogaritljmue Oer fIeineren. 

~urdj fo(geltoe @ntlllicfeluug luirO nidjt uur oer 110rgergeljenoe 
®a~, fouoern aud) oie m:rt llltb ~\3eife, luie bie ~ogaritl)men be~ 
redjnet Iller~en fonuen - redjt flar luerben. 

?Bebeuiet n eine 3aljf, UlefdjC gro13er afe jeoe gegeliene (unenb~ 
lid) groa) ift unO fino a unb b beHcliige 3aljfen, bie Illit jeoodj 
groaer afa oie @inljcit anltCljmen woUen, fo finb Me beioen ~ertlje 

jla uno jib 
unmedbar wenig 11 0 n 0 e r @inlj e it l1erfdjieoen. @le~t man oager 

jla - 1 = [a]} oOer I va = 1 + [a] 
jib - 1 = [b] 1 jib = 1 + [b] 

fo fino Die Durdj [al unO WI beaeidjneten @roaen unmedHdj fIein. 
~ae 3eidjen r ab 1 wirb nadj ber eben angenommenen ?Be3eidjnunge~ 
lucife beoeuten 

rab] = Vab - 1 = Va . Vb - 1 

ober Illenn man fur va uitb jib iljre ?Be3cidjnungen va = 1 + [a] 
unO jib = 1 + [b] ljier einfeDt 
[ab] = {I + [a]} {I + l b]} - 1 = [a] + [b] + [a] .' [b] 

~ae sproouft Ocr beioen unmerfHdj fleinen ~aftoren [a] llltO 
rbl ift gegen bieie Raftoren llerfdjUlinoenb ffein, fo oa13 man oljne 
%eljfer feDen fann . 

[a.b] =-= [a] + [b] 
m:ue oieier @leidjung feitet man nun leidjt Me fofgenoe ger: 

[abed ... J = [a] + [b] + [e] + [d] + ... 
ffiimmt man ferner an, oa13 a = b = e = d = . . . unb 

III fofdjer einanocr gfeidjen ~aftoren llorfommen, fo ergiebt fidj 
[am] = ru[a] 

@leDt man ferner 

io erljiiU man aUG ber llorfter)enoen @leidjung 

[x%] = Ill[X:] 
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ober ba [xx] = x [x] ift 

®e~t man fcrner 

ober 

f 0 ergicbt fid) 

unb ii~nIidj 

x 
- . [x] 
III 

X 

xm = a 

x 
- log x = log a 
/II 

X log-a 
III log x 

loga 
['X] = logx [x] 

log-~ . 
[~] = ---- [x] 

Jogx 

:.Di\Jibirt mun nun nodj bicfc @lcil~ul\gcl\ tn einanber, fo forgt 
cnMidj 

[al ~~ 
-[~r Jog~ 

ober ba nud) ber ulIgcnommcncn mCJeid)nungsroci[e 

[a] = j/;- - 1 

[~] = iff - 1 
gemad)t roar, fo finbet mun 

j/;- - 1 _ loga 

j/if - 1 - JOgr 
Sft enblidj nod) ~ = 10, Jog ~ = log 10 = 1, [0 luirb 

1'/a -1 
log a = -,-v __ _ 

j/IO - 1 
:.Diefe @(eidjuug fe~t tlOttlUG, bab II eine uber arrea ill(ub grobe 

3a~( ift. :.Deffen ungcudjtet iibc\'fie~t mun uua i~r, bub ber ~oga. 
rit~mua \Jon a um fo grooer roith, je grober man a unnimmt. 
~(ud) funn mun bie ~ormel 

,''Ia - 1 
log a = -,-V __ _ 

{YIO - 1 
beltlt~en, urn angenii~ert belt fffiert~ \Jon Jog a 3u bmd)nelt. ill(an 
~ut fur n nur eine \Jer~ii(tni~ntii~i9 9ro~c 3a~r an3ltne~men. ®ollte 
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aum ~eifpieI ber ~ogarit~mua uon 9 IJeredjnet llIerben, fo lonnte 
man n = 256 fepen. 

~an finbet nun 
25,6;-0- 12,8/--v 9 = -v 3 1,0086198 
2,,;;W = 

~a~er lllirh angenii~ed 

~V9 -1 
log 9 = 256---vlO - 1 

1,0090350 

0,0086198 
0,0090350 = 0,95404 ... 

mon bem fo gefultbenen m3ert~e fur log 9 filtb bie brei erften 
~edma13iffent tidjtiO. ~er llla~re m3ertlj ift 

log 9 = 0,954242 .... 

~e~r 1 u~. 
~ i c 11 n t e r 1 dj i e b e u 0 n u c r l) ii It II i f3 nt ii big II a lj e {i e 9 e ll~ 

bell ~ogaritljmelt finb proportioltal ben 11nteridjieben 
b er 3 u 9 e ~ 0 ri 0 e It B a lj 1 e It. 

~ elll ei o. 
m3Cltlt a, h, e, ... uerl)cHtttif,ntiif,ig IJettadjIJade 3aIJlcn finb, 

b. l). fohf1e, beren merljiiltniffc ~, ~, '" nut lllenig uon ber 
1 a 11 

@in~eit aIJllleidjen, 10 ift au IJcllleilen, bay 
log b - log a _ log c - log a _ log c - log b _ 

b -a - - c --a- - c - b -

ift. ~ie 3aIJlett a, b, c, ... feien il)m ®roye nad) fo{gellber~ 
maf3en georbttet 

a<b<c< ... 
~attn finb nudj bet morau!31e~ung llie mriidje 

b - = 1 + a a 

nm lllenig grof3er a{!3 
f(eine 3al)len finb. 

~ =] + ~ 
a 

U. f. Ill. 

hie &inI)eit, fo baU alfo a, ~ U. f· lU.fel)r 

mad) ciner oIJen IJelUiefenen ~orme{ ift ltltlt, lllcnn II eine fe~r 
gfof,e 3al)1 ift 

log A VA - 1 
10gB = D-

JIB - 1 
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ober wenlt man ben ~ogarit~men~~rudj im 3ii~Ier unb ~ennet butdj 
n t~eilt 

b. ~. 

~Iog A jlA - 1 
-

~logB VB - 1 

log VA VA - 1 

log VB - jiB - 1 

~a VA unb jiB nut um wenig gro~et ala bie ~in~eit finb, 
fo fann man fe~en 

ji'A=l+tx 

ji'B=1+~ 
.pierburdj ergiebt fidj aua ber tlorfte~enben @Heidjung 

log(l + tx} tx 
loge! +~) - If 

obet 
log(1 + tx) _ log(l + ~} 

tx ~ 

@3e~t man in biefe @}Ieidjung bie m!ert~e 
b b-a 

l+tx=- tx=--
a uub a 

l+~=+ ~=caa 

ein, fo er~au malt: 

log (f) log ( ~ ) 
(~)-(Caa) 

~ua biefer ®leidjultg er~a(t man Ieidjt bie folgenbe 
log b - log a _ log c - log a 

b-a - c-a 
madj einem ~rudjia!3e ift jeber bieier ~riid)e gieid) einem 

~rud), beffen 3iiijlet bie ~iffere1l3 ber gegebenen 3iiijIer unb beffen 
menner ber entfpredjenben ~ifferen3 ber 6eiben menner gieid) ift. 
~a~er wirb 

log b - log a _ log c - log a _ log c - log b _ 
b-a - c-a - c-b - ... 

~uf biefem @3a~e lietu~t ber @}eliraud) ber ~to..,odioncd= 
tl}rile, um mittelft ber gewo~nlid)en {ogarit~mifd)en ~afeln, weldje 
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nut bie W1antiffen bet ~ogatitgmen fiinffteUiger Bagfen bireH ent~ 
galien - audj bie ill(antiff en ber ~ogaritl)men fielienfteUiger Baljlen 
auf3ufinben. 

meifpiel: 
Sft a = 6853700 

c = 6853800 
b = 6853754 

fo finbet man in ben logaritljmifdjen ~afeln bie W1antiffen uon 
log a = 8359251 
log c = 8359314 

Um nun Me ill(antiffe uon log b 3u ergaUen, liemt~e man bie 
olien liewiefene @Heidjung 

log b - log a _ log c - log a 
b-a - c-a 

fo erljiilt man burdj @infe~ung ber oliigen m!edge 
log b - log a _ 63 

54 - 100 
~af)er wirb 

54.63 
log b = log a + 100 = log a + 34 

~e ergielit fidj bemnadj Me W1antiffe uon 
log b = 8359285 

Umgefegd fann man ben oliigen ®a~ lienu~en, um Me Bagl 
5U einem gegelienen ~ogaritgmu13, ltJeldjer fidj nidjt genau in ben 
~afe{n finbet - auf3ufudjen. Sft 3um meifpieI gegelien Me 
W1antiffe uon 

log b = 4423931 

Hnb man foU Me Biffern ber Bagf b auffudjen, fo entneljme man 
au13 ben logaritljmifdjen ~afern Me W1antiffe uon 

unb liilbe 

log a = log 2769400 = 4423857 
log c = log 2769500 = 4424014 

10gb -Ioga = 74 
log c - log a = 157 

c - a = 100 
nann erljiiU man aua bet: ®leidjung 

log b - log a log c - log a 
b-a c-a 
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lladj crfolgter UmfcfJrung ber ~riidje 

b-a c-a 

ober in 3afJlen 

b. ~. 

log b -log a logc-Ioga 

74.100 
h-a = ----- = 47 

157 
~Hfo ergieot fidj fur b bie Bifternfolge 

b = a + 47 = 2769447 

@a OfeiOt jctlt nodj iiorig, bic ~garafteriftif bea ~ogaritfJmu~ 
ciner !legeoencn Bag! 3tt oeftinuncn. Btt bem @nbe fJaoelt lUir hie 
<!inridjtltltg ltltfereo b dab if dj c n Hag!enf9ftemo niifJer 3n octradjten. 

~ei ciner mcgrfteUigClt Hagl, lUeIdje audj £Decima13iftern ent" 
lJaUen fann, lUirb ber m3ert1) ber Biftet linfa tJom Jtomma ober ber 
3iftet, IUcldje in ber ®teHe ber ~ in e t fte1)t, gefunbelt - inbem 
man biefe Hifter mit 1 = 10° muUielicirt; ber m3ert1) bet Biffet, 
ttJcldje in ber ®teffe bet 3 e f)n et fte~t, lUirb gefunben - inbem 
llIall biefe Biffer mit 10 = 101 mufti.pficirt; ber m3ertf) ber Biffet, 
lueldje ill ber ®teHe bet .p It nbc rt e ftefJt, lutrb gefunben - inbem 
man Mefe Rifter mit 100 = 10~ multi.pHcirt It. f. f'. £DalJer fagt 
man: Me ~ iller ftc1)en ilt ber lUtntClt Drbllung, Me Be lJ n et 
ftelJclt in ber erften Drbnung, bie .p It n bert e ftegen in ber 3IUeiten 
£)rbnltng u. f. f. ~an finbet 1)iernadj ben ttJa1)ren ~etrag irgenb 
ciner Biffer, inbcm man biefcUic- mit ciner 'J)otcn3 tJon 10 multi" 
.plicirt, beren @.r.poltCnt gleidj ber $.) t b nun 9 e 3 a 1) l ber betreffenben 
Sifter ift. 

£Daffeloe gilt tJon ben mecima13iffern. met m3ertfJ ber Biffet 
redjta tJom Jtomma ober ber Biffer, ttJeldje in ber ®teHe ber Be fJ n t el 

ftef)t, ttJirb gefunben - inbem man bie 3iffet mit ;0 = 10-1 mu!" 

ti.pHdrt; bet: ~\3ertfJ bet Bifter, luefdje in ber ®teUe ber .p It n bert el 

ftef)t, luirb gefultbcn - iubem.man Mefe Bifter 1~0 = 10-2 mu!" 

tipHdrt u. f.· f. maf)et fagt man: bie 3efJntel ftefJen in bet 
- 1 ten DrblUtltg, bie .j) u u b c t t e { fteljen in ber - 2ten Dtbnung u. f· f. 
Wean finbet alfo ben lUaf)rcn Q3etrag irgenb dltCt mecimaf"iffet 
cocnfaHe, inbem man biefelbc mit dnet 'J)oten3 tJon lO multiVliciri, 
berm @.r.pollCnt glcidj ber (ncgatitJen) Drbnunge3af)1 bet betreffenben 
mccima13iffer ift. 
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m-ei bet: Sa~{ 9783,4516 
(3) (2) (1) (O) (-I) (-2) (-8) (-4) 

9 7 8 3, 4 5 1 6 
finb Me DrbnungEl3a~{en ben ein3elnen Siffern iibergefdirieben ultb 
eEl fte~t bemnadj Me Riffer 9 in ber britten .orbnung, bie Siffer 7 
in ber stueiten, bie Siffer 8 in ber erften unb bie Siffer 3 in ber 
nuUten .orbnung. IDagegen fte~t Me IDecimalaiffer 4 in ber - 1 ten 
.orbltung, bie Biffer 5 in bet - 2ten, bie Siffer 1 in bet - 3 tm, 
hie Biffer G in ber - 4ten .orbnung. IDer tua~te ~ert~ ber Baf)( 
9783,4516 ift bemnadj bie ~ltmme 
9783,4516 = 9.103 + 7 . 102 + 8. 101 + 3.100 + 4.10-1 

+ 5. 10-2 + 1 . 10- 3 + 6. 10-" 
IDie ~eftimmun9 bet @;~Ilt:aftetiftif beEl ~ogarit~muB einet 

befabifdj geotblteten Sa~{ gefdjie~t nun nadj bem fo{genben 
~eijtf a~. 

IDie @;~atllftedftif beEl ~ogarit~muS dner befabifdj 
9 eo r b net e n Baf)l i ft ft e tB 9 (ei dj bet: .0 t b nun 9 B 3af) { be r 
l)odjften geltenben Biftet:. 

m- e tu e i B: Sft Z Me befaMfdj georbnete Baf}{ unb n bie .orb. 
nungB3a~1 iljur ljodjften geItenben Biffer, fo muV Z nadj bet @in· 
ridjtung beEl befabifdjen Ba~{enf9ftem£! minbeften£! g{eidj lO" fein; 
barf aoer ben ~ertij lO" + 1 nidjt erreidjen, tuei! i onft hie .orbnungs. 
3af}1 bet ljod)ftcn geltenben Biffer gegen hie morauBfe~ung gleidj 
(n + 1) tuerben tuiirbe. 

IDemnadj ift alfo 
Z > IOn unb 3ug{eidj 
Z < IOn+ 1 

~nfo mlt~ audj in %o{ge eines tlorljer 6ewiefenen ~a~e6 
- -

log Z > log (IOn) ober log Z > n 
log Z < log (IOn + 1) ober log Z < n + 1 

fein. @B tuirb alfo 
logZ = n +a 

gefebt lllerben fonncn, tueltll a cine 3aljl 6ebeutd, tuel~e 3tllijdjcn 
bell (~jl"ClWll 0 inc1. unb 1 cxeI. Uegt, b. ~. tuenll 0[ emen iidjten 
~ecimaI6rndj llorftellt. IDiefer IDecima16rudj ift hie IDlantiffe tlon 
log Z, bie Dtbnung£!3a~{ n ber ill Z entljaltenen ~odjften gelienben 
Biner mUf3 alfo bie li,garafteriftft tlon log Z fein. 

~ie ID1antiffe 0[ ift ftd£! .pofititl, ba fie 3tuifdjen ben @ren3en 
o inel. unb 1 cxel. entf)alten ift - bagegen tuitb hie @;~araf. 
teriftif n negatitl fein I tuenn Me Drbnung£!aa~{ ber in Z entlja{. 
tenen ~odjften geltenben Biffer negatitl ift, ober tuenn Mefe Biffer 
in ciner IDedmaIfteUe fidj befinbd. 
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1)ie (S:garafteriftif bee ~ogaritl)mutl bet 3al){ 348,76 ift 3um 
meifpiel gfeidj 2, Ulei{ Me l)iidjlte geUenbe 3iffet Mefet 3al)l, nam" 
lidj 3, in ber 3Uleiten Drbnung ftegt. IDagegen ift bie @:l)arafteti" 
ftif bee ~O!laritgmue ber 3ag! 0,00786 gfeidj - 3, Ulei( Me l)iidjftc 
geUenbe 3iffer 7 Mefer 3ag{ in bet minus britten Dtbnung ftel)t. 

meifpiele: 
1. IDae Sj)tobuft 

m = 0,783216.8,437279 
m it .p ii ! feb e r ! 0 gat it 9 m i f dj e n :t a f e{ n 3 u b e te dj n e n. 

~an bilbe 3unadJft 
log m = log 0,783216 + log 8,437279 

Sn ben logaritl)mifdJen :tafeln finbet man 
log 0,783216 = 0,8938816 - 1 
log 8,437279 = 0,9262024 

log m = 0,8200840 

IDal)er ergiebt fidj aue ben !ogaritl)mifdjen :tafeln 
m = 6,608211 

2. IDen mtudj 

3u beredjnen. 

3,141593 
m = 0,577121 

~an 6Hbe 3uerft 
log m = log 3,141593 - log 0,577121 

unb fudje in ben logaritl)mifdjen :tafeln 
log 3,141593 = 0,4971499 
log 0,577121 = 0,7612669 - 1 

log m = 0,7358830 
m = 5,44356 

3. 1)ie Sj)oten3 
m = {0,9765432 p5 

ott beredjncn. 
~))1an erl)alt 

log m = 15 log {0,9765432} 
log 0,9765432 = 0,9896915 - 1 

log m = 0,8453725 - 1 

m = 0,7004426 

4. ID i e ~ tt t3 e { 

oU betedjnen. 
m = yo,02378162 
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1 
log m = 5 log { 0,02378162 } 

log 0,02378162 = 0,3762415 - 2 
= 3,3762415 - 5 

log m = 0,6752483 - 1 
m = 0,4734219 

5. men ~ ert~ tlon 

and ug eo en . 

x = V'-17-,3-8-6---Y-~-6-7 ,-31-

. /-- 1 
log v 267,31 = 2 log 267,31 = 1,2135076 

y26'7,31 = 16,34961 
.5/ • x = v 1,03639 

1 
log x = 5" log 1,03639 = 0,0031046 

x = 1,007174 

6. men &u~brucf 
x = (5 + 2 y2) ~7,38145 

3u 6ered)nen. 
~0,354761 +yO,5483764 

~an oered)ne 3uerft mit ,piilfe ber ~ogarit~men 

log (2 y2) = : log 2 = 0,4515450 

2 y2 = 2,8284271 

5 + 2 y2 = 7,8284271 

log (5 + 2y2) = 0,8936745 
mun oUbe man 

log 7,38145 = 0,8681417 

ma~er 
log ~ 7,38145 = 0,2893806 

log [(5 + 2 y'2) ,77,38145 ] = log 3ii~(er = 0,8936745 + 0,2893806 
1,1830551 

log 3ii~(er = 1,1830551 
log 0,354761 = 0,5499358 - 1 

log ~0,354761 = 0,8499786 - 1 
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YO,354761 = 0,7079110 
log 0,5483764 = 0,7390787 - 1 

log yO,5483764 = 0,8695394 - 1 

V 0,5483764 = 0,7405243 
~enner = 1,4484353 

log ~enner = 0,1608991 
log x = log 3iilJler - log- ~enner = 1,0221560 

x = 10,52340 ... 

8t~nttr ~bf d}nitt. 
~l)eode bef ~ufli,jfung quabtafifd>« (ijleid>ungtn. 

1. ~ebeutet x eine unuetannte ®ro~e nnb finb A, B, C, ue" 
fannte ober gegeoene ®rofJen, fo lJeifJt bie ®{eidjung 

AX2 + Bx + C= 0 
eine quabratifdje ®{ei~ung. 

murdj eine q u ab r att f dj e ® {ei dj u n gift aIfo cine oefaltnte 
®rofJe (C) mit bem mieffadjelt einer unoetannten (Bx) unb einem 
~Bielfadjen bea Duabraiea biefer Unuefaltntem (Ax2) butdj ~bbition 
(ober CSuUttattion) uetuunben. 

CSe~t man bet G;infadjlJeit t\1egen 

- ! = 2a 

~=b 
A 

AX2 + Bx + C = y 
f 0 lafJt fidj y fofgenbetmafJen batftellen 

y = A (x2 - 2ax + b) 
;ncr ~uabtucf 

X2 - 2ax + b 
fiiat fidj nlm in 3t\1et %aftoren perfegen, beten jeber Me Unoefannte 
x nur in bet erftm l}.\oien3 ent~iili; fO ift niimlidj: 

x2 - 2ax + b = x2 - 2ax + a2 - (a2 - h) 
ober ba 



ift, fo fofot: 
x~ - 2flX -+ h = x~ - 2ax + a2 - (l/il~ -- lJ)3 

Berner ift: 
x2 -2ax + a2 = ('(-aF 

~(!io ergicbt fid): 
x2 - 2ax + II = (x - a)2 - ()/u-z - bY 

;vic rcd)tc Gcitc biefer @leid)lIno ~ot Me Borlll ber ;viffmll3 31t1eier 
Duobl'otc. ;vieiclue fonn bClllUOd) mittelft ber 3'orllle[ 

UZ -- ,,2 = ell -- v) (II -+ Y) 

in bae IJ)robnft ber lJeiben BafiorClt 
x - a - J/a 2 - b llllb x - a + )/a 2 - b 

3nfc9t IDCrbcl1. J)ierburd) ed)lilt, lUie 'bc~ouptd IDar, ber ~!uebrucf 
x~ -- 2 a x -+ b Me @eftalt cillCe Sprobuttee, nlimlid) 

x 2 - 2ax + b = (x - a -- ya 2-h) (x - a + Vl~2~-b) 

bcffen Buftoren bie Unuefannte x nm in einfad)er 3'orm entl)altcn. 
- m-lio liiBt fid) bie 05riit3e 

y ~ Ax2 -/- Bx + C = A (x 2 - 2ax - b) 

ftd£! ill ein \~\robuft UOlt folgcnber @eftolt 3erlegen: 

y=A (x 2 - 2(1x + b) = A (x--a- ya2=-1)) (x - a 

+ ya 2 -tb) 

SBeiipiele: 
;veil ~u6bntcf 

y = x2 - 3x + 2 

ill cinfad)e BuftolCn 3u serlegel1. 
Sn bic\em Balfe ift A = 1; B = - 3; C = 2; femer 

-- ! -- '>a - 3 A -- - -

~=b=2 
A 

>. 3 ouer a = --
2 

(Ell llit3t fiLf) b(1)cr bel' ~(ullbntcf y = x2 -; 3x _ + 2 nad) bet 
ouigen 3cr!cgungefonllel in bie foioenben beiben einfad)en %afioie n 
3erflillen: 

( .. , j-( 3 )2~--) ( 3 +' / (;j \ ~ _ "l 
y= x-~-V ~ -2 x-2 V 2/ 4) 

10 
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ma alier 

v'-=(~""""'-r---2 =-= V: - 2 = Y ~ = ~2 
ift, f 0 ergielit fidj: 

y = x2 _ 3x + 2 = (x - 2) (x - 1) 

men ~u~brucf 
y = 10x2 - 29x + 21 

in einfadje ~atforen 3u 3edegen . 
.I)ier ift A = 10; n = - 29; C = 21 

B 29 C 21 
a = - 2 A = 20; b = A = 10 

@~ ergiebt fidj ba~er fur y bie 3edegung: 
, ( 29 .. /---:-::(~9~)· l ~2 1"J" 

Y == 10x2 - 29x + 21 = 10 x - 20 - V \.20 - 10 

( _ 29 .. I (29)2 _ 21) 
x 20 + V ~O 10 

b. ~. ba 

v(~~l- ;~ = V:~~ - ~~ =V 4~O = 2~ ift, 

y = 10x2 - 29x + 21 = 10 (x - ;) (x - ~) 
ober: 

y = 10x2 - 29x + 21 = (2x - 3) (5x - 7) 

men ~u~brucf 
y = 5x2 + 6x - 2 

in einfadje ~aftoren 3u 3edegen. 

ma ~ier A = 5' n = 6' C = - 2' a = - ~. b = - ! ift , , , 5' 5 I 

fo folgt: 

y=5x2 +6x-2=5 (x + ; - V :5 + ~ J (x + ~ +V:~~ + ~ ) 
ober nail) erfolgter mminfadjung: 

y = 5x' t- Gx - 2 = 5 [x t- 3 - t f9j [x t- 3 T / 191 
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:Dcr Wuebrud' 
y = 3x2 - 5x -7 

lUBt fid) in bic einfad)cn %aftoren 3erfegen: 

F 3 Ix - 5 + tOg] Ix- 5- (109] 

~er ~htebrucf 

y = 2x2 + 2x + 5 
fo({ in letne einfad)en ~aftotcn aedegt tuerhen. 

J'Iier ift A = 2' B = 2' C = 5' a = - !. b = !. har.er 
0' ",' 2' 2' ') 

ergieUt fief): 

y=2X2 +2X+5=2(X+! -v!-;} (x+~ +V~-;) 
~ie ®riifle 

,/1 5. . ,/-g 3 ,/- 3i 
V 4 - 2 tft glctd) V - 4 = -2 V-I = 2' 

alfo \\lith 

y = 2x~ + 2x + 5 = 2 (x + 1 2 3i) (x + 1 ;- 3i) 

~er ~htebntd' 
y = 2x2 + 7x + 11 

lJat hie einfad)en %aftoren 

_ 2 [ 7 - i Y 39] I + 7 + i Y39] y- x+ 4 x. 4 

(50({ nun hie @feid)ung bee 3tueiten @rabee 
AX2 + Bx + C = A (x2 - 2ax + b) = 0 

aufgeli.ift tuerbcn, 10 3erfege man hie linfe (5eite berieHien in ilJre 
einfad)en 6aftorcn. :Dahurd) ergicUt fid) 
Ax2 + Bx + C = A (x2 - 2ax + h) = A (." - a - ya2 - b) 

(x - a + ya2 - 1l) = 0 
~amit hae I}>rohuft 

A (x - a - ya~ =b) (x - a + V a 2 - h) 
10' 
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l1etfd)\llinbd ober ~reid) ~luH Itlirb, ift rrforberlidj, bOB cilm bet 
Raftorclt bcfiduen glch~ ~null luirb. - <Sofott abct bemerft man, 
bOB bcr Raffor A oftl cine gcgcbenc ®riif3e ltidjt ~(u11 feill Ulil'b, 
weU ionft bic tlol'gefegte ®feidjUllg 

Ax 2 + Ex + C = 0 
fid) ill bie ®feidjung crften ®rabe~ tlerltlonbcln Itliirbe 

Ex + C = 0 

ober 

(H Itlirb bCllmad) mit cincr bel' ueibcl! '~oftol'el! 

x - fI - v'a~--h 

x - a + v'a 2 -I) 
bcrfdjltlinbcn biil'fen. ~er ~(uabrucf 

Ax~ + Ex + C = A (x2 - 2ax + h) 
ncl'fd)lt1lnbct oucl' in Dcn u ei b C n ~ii(fClt, wcnn 

x - a - v'a~ -'::":::1) = 0 ober IUCnl1 

x -- a + v'u2:=l) = 0 whb. 
Sit bem er ftelt %oH c f)ed bic Uubcfmlllte x ben m3edf) 

x = fI -I- v'i12~ b 
unb in belll 31tleiten ~olfe ift ber m.;edf) bcl' llnbefottnten 

x = a - v'a~ - h 
a; G e ,d fii l' e 1t b 0 lye l' im 2lUgenteinen 3 IU ei tl e r f dj i c ~ 

b c 1t e I!~ crt l) e f ii l' x, IU C I dj e b c r C~ I d dj It n 9 
Ax 2 +- Bx +- c=-o 

genugen; bicfc finb 
x = a + v' a2 - h 1mb 

x = a - v' a~ - II 
~ie el'ftc biefcr udben '2~ur3efn ~lffcgt mon, 11m if)rell '2\3crtfJ tlon 
belll bel' 3wcitcn '2\3ur~el ,)u untcl'Id)cibcn, blll'd) Xl 3U be3eidjnelt, 
wogegcn llh1lt bic .3lucitc ~bul'3cL burdj X2 3u uC3eidjuen pffegt. Sn 
%olge biefel' me3cid)ltungaltlciie Itliil'bc alfo 3n fet\Cll fein: 

~a bie ®leidjung 

Xl = a + v' a2 - II 

X - '1 ,/ ,\2 b ~:J-('-V( .-

Ax~ + Bx + C = 0 
bul'dj ~iuifion mit bellI ~aftor A bea quabratifdjen ®1iebc6 Ax 2 

fidj ftda oUf bie %Otln bringcn lii\3t 

.2 + B . + C _ 0 x AX -A~-
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... .... . (. f" B ... . fU··', -) ... f" C I.' oucr, t1Iucm nne OuCIl Ut -\- ute ~rope -:"'a Ullu ut -ute 
1 A 

@rii[3c h bcr @infadjgfit luegcll gcfc~t luirb - aUf bic '6otm: 
X2-~<lx+h=O 

f 0 luirb llhlll Illla) gcgi.irigcr :l)cftimlltllltg bcr ®rii[3en a ultb b bie 
6ciben .muracfn bet quabratifdjcll ®lcid)ung 

x2 - :lax + b = 0 
in fofgcnocll'I:'arftcUuugcll crf)aUcn 

Xl = a + v-a;;-~ -----:-b-

x2 = a - J/a 2 -b 

~Jtan iibcqcugt fidj nun nodj feidjt batlon, ba[3 Mcfe ociben 
~\3ertge an (3teffe lJon x tn bie ®!eidjung 

x2 - 2ax + b = 0 
einge1e~t, {e~tere etfiiUen. 

:Dcnn, IlJiigft Illan ben crftcn ~)3ertg, fo crgicfit fidj: 

(a + V a~ - b r -- 2a (a + V~I:i - 11) + b = 
a2 + 2n {aj--=t) + (~/ a~ - b r - 2a2 - 2a va2 - b + b 

= a2 + 2il J/ a~ - b + (a 2-b) - 2a2 - 2illF';2 - b + b = 0 

~iig1t man bagegcn ben 31lJeiten ~ert1), 10 fo{gt: 

(a - y il2 - h )2 - 2a (a - ya2 - b ) + b = 
a2 - 211 V u2 -=--b- + (a2 - b) - 2a2 + 211 V a2 - b + b = O. 

@;infadjete ~met1)obe bct &uffii\ung bet quabtatifdjen 
®(eidjung: 

Ax2 + Bx + C = 0 
:Die eoen aueeiltaltbcrgcje~te mlctgobc bet &uf{Ojung cinct qua" 

bratifdjcn ®leidjung lJon bcr ~orm 
Ax2 + Bx + C = 0 

ift in \0 fern bic luidjtigftc, ale mittelft bctfe!ocn nidjt nut bic 
beiben ®ur"eht aufgefultbclt fiub, Iueldje ber lJorgefegtcn ®feidjung 
gcniigcll; iOllbcrn lueil burdj biefcf6c mit ber gtooten jt{argeit nadj" 
gellJielCll llJirb, \)af; llJirflid) nur b i e f e bei\)cn m3ur6cht c~iftircn. 
Sljr bebeutcnbfter ~~oquA lJor ber 1ogfeid) au 6cfpred)enben a11beren 
smetgobc vefteht abet: Om'in, \)11& fie bie ei 11 f a dj e 11 '6aftoren bee 
quabtatifdjen &uebrucree 

AX2+Bx+ C 
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ltumittel6at altgie6i, eilt Umftaub, bet ilt bet ~olge Mit groBer 
m.Hdjtigfeit ift. 

.pat man ea nur mit bet ~uf~ltbung beajenigen smert~ee obet 
betjenigen smettfJe au tbult, we{dje bie @leidjung 

AX2+Bx+C = 0 
erfiiUen, fo faltn man folgeltbennaBen gana cinfadj tlerfaljren. 

illlan biuibire bie uorfteljenbe @leidjultg burdj A unb fe~e bet 
@infadjljeit wegcn 

~=-2a'~=b 
A ' A 

to {autet bie auf3u{iifenbe quabtatifdje @leidjung mmmegt: 
x2 -2ax+h=0 

Se~t abbire man auf 6eiben ®eitcn Die @riij3e 
a2 - b 

f 0 ergie6i fidj: 

~ie Hltfe ®eite biefer @(eidjung ift bae Duabtat uon 
x - a, alfo ift: 

ex - a)2 = a2 - b 

ex - a) ift bclltlladj cine 3al)l, bercn Duabrat g{eidj a~ - b ift. 
~malt faltlt lUllt aluci f olo)cr 3al){en altgc6cn, bercn Duabrat 

= a2 - b ift. ;Dic ei n e berfcl6en ift 

bie an b ere bagcgcn 

~o(glidj witb 

cntweb et 

ya2 --h-

x - a == ya2 - b 

ober x-a=-ya2 -b 
Sm etftclt ~arre ift 

x = a + Y a:i-b 
unb tilt 31u ei ten 

x = a - Va2 - b 
;Die beibeu m3ur3cht bcr quabratiidJclt @{eidjullg 

x2 - 2ax + b = 0 
fillb alfo ill bet 31ueibcutigen 60rm 

---
x =~ a + 11 a2 - b 

eutljaUell. - 3luecfmiij3iger tbut man jebodj, fo wie tueifer obm 
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hie beihen m3ur3 eln hurd) ange~angte Beiger 3u nnterfdJeihen, in~ 
hem man fe~t: 

finb: 

meifpiele: 

Xl ~= a + v' a2 - b 

X2 = a - v' a2 - !J 

~ie m3nr6e{n ber @leid)nng 
x 2 - 8x - 20 = 0 

Xl = 4 + V 42 + 20 = 4 + 6 = 10 

x2 = 4 -- v' 4~ + 20 = 4 - 6 = - 2 

~ie m3l1t3efn ber @leid)ulIg 
3x2 - 5x - 28 = 0 

ober her folgenben 
5 28 

X2 - 3" x- 3 = 0 

~ie ~ur3e{n her @leid)ung 
7x2 - 20x + 2 = 0 

filth 
x = ~ + .. /7 10 )2_-2 = 10 +v'86 

1 7 V'7 7 7 

x = lQ. _ .. 1(1O{=.--'i,- = 10 - v'86 
2 7 VI.: 7/ 7 7 

Tlie 311~lclt\uertfJe hiefer beibclt ~~ur3e{n filth 
Xl = 2,7533739 .. . 
X2 = 0,1037689 .. . 
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~ie (~5feidJullg 

x2 (1 + V:n - x (8 + '2 V2 ) + 2 + V~ = (I 
~at ~ic liei~en ifSttrae1lt 

Xl = yi =: 1,41421856 
x~ = 1 

~eltlt ltmftiplicirt man ~iciellic lItit V2 - I, io ergicht fidj ~ie 
qltabratiidje ('Heidjultfj 

x~ - x (1 + V~ ) + V~ = 0 
~ic ~13l1f3ellt (e~teret fiub 

1 + Vi .. /(1 + y~ )2-~= 
Xl = --2 - + V -~ - l/2 

1 + /2 1 ~-~ - --~ 1 + Vir 1 ~--=---
= '2' + 2 V 3-2Vi = 2 + '2 y(y2_1)2 

,IT + 1 y2 - 1 --
= ---2-- + -:r-- == ,/ ~ 

y:f + 1 V2 - 1 
x 2 = --z~- - --2- = 1 

fiUb: 

~ie ~13l1r3eht ber ql1abrntifdjett @feidjl1ttg 
8x2 + 4x + 5 = 0 

Xl = =--~-+ iVll = - 0,66G6667 + i. 1,1055418 
3 

- '2 -iVIT x? = --..,--- = - O,666()667 -- i .1,1055418 
.. i) 

~(l1ffiiil1ttg ber @{eidjl1ltg: 

-~-- -I ~ __ !L~_ = 35 
l+x 4--_'1: 

ill1l1Uipficirt lllalt ~ieic @fcio)ltllfj allf liei~elt eeiten mit 
(1 + x) (4 - x) = 'l + ih _;(2 

io crgiebt fill): 

ober 
8(,1-x)+lh(1 +x) =~ i3[)(4+3x-_,~) 

3:? - ~x + llx + l1x~ = 140 + 105x - 35.\2 
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~(bbirt malt !tUll auf fieibcn iScitCll: 
35x2 - 105x - 140 

fo fo(gt: 
46x~ -lO::lx - 108 = 0 

~ic ficibcll ~3urocht bicfcr @{eidjung finb 

XI = ~~ + vi~-~ + ~ = !! + !~ = 3 

51 ,/5P 54 51 87 1~ 
x~ = 46 -- V 462 + 23 = 46 -- 46 = - ~3 

:vi e liciben mlurae{n ber @{CidjUllg 

3x +~ = 12 _ 1 
x -1 2x - 3 

an3ugclicn. 
~.RuUipHcirt mall biefe @{eidjullg mit 

(x - 1) (2x - 3) = 2x2 - 5x + 3 

nadjbem man aUf 6eibcll (SeHctt 2x 1 3 abbirt ~at, fo crgielit ft4l 

6x2 + 2x - 16 = 24x2 - 60x + 36 
abet 

18x2 - 62x + 52 = 0 
~ie ficibctt mluroe{tt biefer @fei4lung finb 

. __ 31 ,/~!_~ _ 26 31 5 
Xl - 1R + V 182 9 = 18 + 18 = 2 

. 31 ,/312 26 31 5 13 
X 2 = 8 - V 182 - 1) = 18 - 18 = 9 

:vie lieiben ~\5urae{n ber @{eidjultg 
5x 3x _ 7 

x-f- x+1-
finb: 

2,2282856 

X2 = 4 - /51 =-= _ 0,6282856 
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'nic ('j{eidjung 
3 1 2 + x x+ 1 x + 2 

auf3uhilcn. 
s)Jlan muUipHcire mit x ex + 1) ex + 2), fo fo{gt 

ober 
x2 + 3x + 2 = 2x2 + 4x + 3x2 + 3x 

4x2 + 4x - 2 = 0 
;Die beiben ~uraeht {auten: 

Xl = =-~ y3 = 0,36602540378 ... 
2 

x2 = - 1 - {"3 = - 1,366025!0378 ... 
2 

1,4 _____ x - _I __ 

x + 1 X2 - x y2 + 1 

9at bie beiben ~ut3eln 

Xl = 2 Y 2 = 2,82842712 ... 
3 

x2 = ~ y2 = 2,12132034 ... 

Wlan fo(( bie @{eidjung 
2x + y 1 + X2 = 3 

auf{iifelt. 
Bu beltt @nbc bHbe malt auerft 

y 1 + x~ = 3- 2x 
unb crf)cbc bicfc @fcidjung 3um tluobrot, fo crgicbi fidj: 

1 + x~ = 9 - 12x + 4x2 

obel' 
3x 2 - 12x + 8 = 0 

~ic beibclt ~Eur3Cht bicfcr C%'idjung {outen: 
2 -

XI = 2 + 3 y3 = 3,154700538 ... 

2 
X~ = 2 -"3 {3 = 0,845299461 ..• 
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auf3uliifen. 

ober: 

finb: 

~an er~elie hiefdlie ina Duabrat, fo foIgt: 
x+1+ 2 +_x_=9 

x x+l 

x+l+ x -7 
-x- x+l-

~ultiJ:llicirt man mit x (x + 1), fo ergiebt fidj: 
2x2 + 2x + 1 = 7x2 + 7x 

mie m3uqeln ber ~ieraua fidj bHbenben @{eidjuug 
5X2 + 5x - 1 = 0 

1 3 
Xl = - 2 + 10 y5 = 0,17082039 

1 3 
X2 = - 2 - 10 v'5 = - 1,17082039 

Dber man fe~e 
X + 1 a --=z 

X 

fo tuitb 
,/x + 1 ,/-x- 1 
V-x- = z; VX-+l =z 

1 
Z + - = 3 

Z 

b. ~. Z2 - 3z + 1 = 0 
mie beiben m3urae{n biefer @{eidjung finb 

z = 3 + {5-
1 2 

3 - {5 
Z2 = 

2 
.pieraua fo{gt: 
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::£;en ~\3crtlJcn Z1 lInh lc mi.igClt hic bdben [\3crtf)e Xl nuh Xi! 

cl1tipredjen, llJeldjc lthllt auo ber obigm @lcid)ultlJ 

X + J. = Z2 obcr 
X 

1 
x = Z2 _ 1 

3u finbm ~tlt. @s crgiebt fid) hamt, l1.1ie aUf bem crften m3ege: 
2 . - . .;-) 1 3 ,1-5 x = --~-~-~ = 2 (5 - 3 v 5 _ + - V 

( 5 + 3 {5 ~5 - 9.5 - 2 10 

SDie @Icid)uug 

tlufaulOfen. 
~malt fe~e 

fo luirb 

vi + ~ + v: + ~ = 7 

x - 1 _-:--::-- = Z4 
X + 1 

4 --- ,I -----
1 .. ~/x - 1 ~'/ x + 1 

V x-+ 1 =~ z; V x--=-T z 

SDie gegeoclte @(ehf)ultg luirb ltad) @iltfe~unIJ 
hie folgelthe @eftalt annelJuten: 

1 
Z +-=7 

Z 

SDie m3ur3efn herfelbclt filtb: 

, _7+V45 
Z\ - 2 

7+3V5 
2 

, _ 7 - j!45 _ 7 - 3 VEl 
Z~ - 2 - 2 

mus biefen @leid)ultgen oilbc llllllt nUll auniid)ft: 

47 + 21 V5 
Z 2 - __ --;---'--
"1 - 2 

3 ,/5 
10 V 
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~a lIUIt 

ullb babel": 
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4 _ 2207 + 987 y5 
Zl - 2 

4 _ 2i07 - 987 y5 
Z~ - 2 

x-1 4 \ t -. 
x +-1 = z gele~ luar, 10 luub 

1 + Z4 
X=--

1 - Z4 

2209 + 987 1/5 47.47 + 47.21. V5 
Xl = ----------

2205 + 987 y5 21.21.5 + 47.21. y5 
_. _ 47 { 47 + 21 Y5} _ 47 _ 47 y5 
-- 21 5.21 + 47 }i5 - - 21 j/5- - - -. 105 

unb it~lIfidj: 

5Die lieiben m3urae1n 

47 .1-
x~ = 105 ,,5 

47 .1-
Xl = - 105 ,,5 = - ],0009066 

X2 = 1~75- }i5 = 1,0009066 

fonnte man D~l1e liefdjluedidje ullb geldjicfte 3a~{en3erle9ungelt aua 
bet ®feidjullg 

mittelft bet ®feidjult9 

1 + Z4 

X = 1- Z4 

] 
z +-=7 

Z 

fe~r liequem et~aUen, il1bem man lJilbete 

X= 

5Da nun 

~ + Z2 (-zl + Z)2 - 2 
1 + Z4 Z2 

1 - Z4 
---------

-;- - Z2 p- + z)~ -z~ z z \z ) 

1 
-+z=7 
z 
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ltlth 

-- - z = -]- -, + z • - 4 = + y 45 = + 3 y5 1 V( 1 )" 
Z l': 

10 ergie6t fid) aua her ®leidjung 

(~ +z/-2 
x = ----,--,----

(++z) (+-z) 
alalialh: 

x -_ 7~-2 - _ ---.i.7_ - - £_ y5 
1 - 7.3. Y 5 - 21 {g--- 105 

Xz = 72 -2 _ _42- = 47 y5 
7.3. V5 21 y5 105 

~ie ®riifje Xl clltfpridjt hem griifjerell >mcrt~c non z, hicfcr6c ift, 

luie man alta her ®leid)ung x = : + :: erfic~t, ha Zl > 1 - ne­

gatil); hie ®riij3e X2 hagegen pofitiu. 

~ic ®feidjung 
~.,---

~I/ax + II + h 'In/ax + ~ -= C 

V ax+~ Vax+b 
auf3uHifen, lueltlt a, h, a, ~, h, c, n gcgeoene 3a~{cn lieheutcn. 

~an fc~e: 
ax + b ___ =Zh 

ax+ ~ 
10 wirh, ha 

~I/ax + b = z . .. lax + ~ = ~ ift _ 
V ax + ~ , V ax + b Z 

hie uorgefegtc ®leidjUllg hie ~orm anne~mcn: 
h z+-=c 
Z 

~ie oeihcn >mur3eln hicfer ®leidjung finh: 

c + y c2 -4h 
Zl = 2 

, _ c- yc~- 4h 
Zz - 2 
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:Da fenter aua ber Eiubftitution 
ax+b 
--- = ZD 
c<x+ ~ 
~Zll- b 

X = folgt, a-c<zlI 
fo ergiilt man: 

-\)iiufig gelingt eo mit -\)iilfe ber ~ufliif ung einer oner megrmr 
quanratiidjcn @(cidjungelt audj foldje @(eidjungen auf3uliifelt, Me 
cigentlidj eittem giigerelt ala nem 3IUeitm @rane angcgiiren. :Da 
man aber gCluiignlidj foldje @leidjungen, nil' mittelft hcr Dlo~en 
~{ufliifungen uon quahrati\djen @leidjungen cl1enfallo geliift tuernen 
fiinnen - au hen quanratifdjen 3u 3iilJ(en l1flegt, 10 miigen a(o 
IBeifl1iele mClJrere uon biefcn @leidjungen bcgannelt IUcrben. 

~ie ~uT3e1n ner @;(eidjung 

an3ugel1en. 
X4 + 1 + a (x3 + x) + bx2 = 0 

~an niuibire bie uorftegenbe @leidjung burdj X2, 10 ergiebt fidj 
1 ( 1 ) , x2 + -, + a x + - + b = 0 x2 x 

Sept fepe man 
1 

x+-=z x 

unb ergebe Ieptere @Ieidjung auf baG Ouabrat, 10 finbci fidj, nadj. 
bem uon beiben \SeUm 2 abge30gen ift: 

x2 + --; = Z2 - 2 
x 
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Gc~t man nun ilt bic ~){eid)uliO 

x 2 + ~2 + n x + ~ ! +- h = 0 1 ( 1 \ 
x x / 

fiir x +- _1 bCIl m3crtl) Z lInb fiir x2 +- -; belt m3crtl) Z2 - 2 dn, 
x x 

10 filtbct fidj: 
z~-2+nz+-h=0 

cine qnobratiid)c @{cidjult£l in ~(nirl)lI\1g bn Unliefmtlltclt z. ;Die 
m3ltl'3ellt bicjcr @leidjullg finb: 

n .. I a2 

Zl = - 2 +- Y T +- 2 - b 

a Va2 Z.)=-~- -+-2-b . 2 4 
CVll femer z ie~t liefollnt iit, fo fe~e mall jeben feincr ueiben 

?illcrtl)e in bie /SuuftHutiontHhl{eidjung 
1 

x+--=z 
x 

ein, 10 erljiilt tltalt eiue in ?Beheff bea ?Budjftalien x quabratifdje 
@{eidjung aUf3uliifen, beren m3uraeht fidj burt!) Zl unb Z2 forgenber~ 
ma~elt barfteHclt taff en: 

f Xl = ~l +- V ~ - 1 

1 x2 = i - V~ -1 

J xa = i + V~-l 
1 X4 = i-v zl- 1 

~mon erljiilt bemnat!) uier unter fidj im ~ngemeinelt lJerfdjie~ 
bene ?illm:3e1Il, lUeldje ber @{eidjullg 

X4 +- 1 +- a(x3 + x) + bx2 = 0 
@eniige {ciftell. 

mufliifung ber @(eidjung: 
x(x + a) ex + 2a) ex +- 3a) = b 

\))lan multiplicire belt erften mit bem uiertell unb belt 31ueitelt 
mit bcm britten ~aftor, 10 luirb 

(x2 + 3ax) (X2 + 3ax + 2a2) = b 
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x2 + 3ax = Z - 0 2 

10 ergiebt fidj bie ~leidjung 

ober 

.pierau~ folgt: 

(z-a2)(z+ a2)=b 

Zl = ya4+b 
Z2 = - ya4 + b 

<Se~t mall biefe beibell ~ertbe all <Steffe UOll Z ill Me @Heidjullg 
x2 + 3ax = z - a2 

nad) einallber ein unb lOft bie beiben fidj erQ~lienben @leidjullgen 
nadj x auf, fo er~ii(t man folgenbe ~urae1n rut x: 

{ 
_ 3a + ,/5a2 + ,/ 4 + b 

XI--T VT va 

3a .. /5a2 --
Xli = - 2 - V T + ya4 + b 

fx =-~ + .. /5a 2
_ '/a4 +b 

11 2 V4 JI. 

\ x4 = - 3; _ y5:2 --y-a4-+-b 

:vie (fubifdje) @(eidjung 

auf3u1ii jen. 
~an fe~e 

fo wirb 

x3 _ 3ax- 2b= 0 

a x=z+­
Z 

:vie uor~eIegte @leidjung ge~t nadj ~infii~rung biefer ~ert~e 
uon x unb x ober in: 

a3 
Z3 +--2b = 0 

Z3 

ee~t man llUll ltodj 
Z3 = p 

11 
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in bie tJotfteljenbe ®feief)ung ein, fo finbet man 
a3 

P + - - 2b = 0 
P 

ober 
p2 _ 2bp + a3 = 0 

~ie beiben m5Utae{n Mefer ®(eief)ung finb 

Pl = b + Yb2 _a 3 

P2 = b - yb 2-a3 

%iir Z er'ljiifi man ba'ljet aue bet @feief)ung 
Z3 = b 

bie oeiben m3ed'lje*) 
.,3/ 

Zl = r b + Jlb2-a3 

Z2= Vb-yl.;"2-a3 

beren SJ)robuft g{eief) a ift - benn lllan ljat: 

Zl Z2 = Vb + yb 2 - a3 • Vb - yb2-a3 -

=a 
~a~er ift 

a a = Z2; -z = Zl 
Zl 2 

tmb ce ergieDi fief) bemnaef) aue ben @{eief)ungen 
a 

x =-= Zl + - = Zl + Z2 oher 
Zl 

a 
x = Z2 + - = Z2 + Zl 

Z2 

eine m3ur3e{ x bet uorgeIegten @(eief)ung 
x 3 - 3ax - 2 b = 0 

in ber %orm: 

x = Vb + Vb2-a3 + Vb- yb 2 _a3 

~ie ®feief)ultg 

aufauliiien. 

') ~ie ~(u fftel1ung ~er anbel'l1 bier ~ettf)e bcn Z ll)iirbe ~ier nod) nid)t ant 
I}.)((\~e fein. 
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'3ept man, tuie tJorger 

f 0 ergielit fid) 

- 2b = 

x = z + ~ 
z 

- 2b 

~nfo nad) erfolgter mbbition biefer uier @leid)ungen unb uer· 
miige bet @leid)ung 

x5 - 5ax3 + 5a2x - 26 = 0 
\t!irb ergaUeu 

'3ej,)t man nun 

f 0 ergielit fid) 

ober 

a5 o = Z5 - 2b + z, 

z" = p 

a5 o = p - 2b­
p 

p2 _ 2bp + a" = 0 
!Die .?lliur3efn biefer @feid)ung (auten 

{ Vl = b + ]I b2 - a' 

P2 = b - ]I b2 - a" 

%iir z crgelien fid) baljer aua ber @leid)ung 
Z5 = P 

nun Me .?lliert~e") 

Zl = Vb + VV-=85 

Z2 = Vb - ]I b2 - "7 
berm ~robuft gleid) a ift. 

*) IDie ~ufite\lunil btC anbern ctd)t smcrtlje fiic z lltufJ u"turficf) l)icr unter. 
!){elben. 

11* 
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a a 
Z2 = - unb zl =-

Zl Z2 

@ine m3uroe{ ber 1J0rgelegten ®leidjung 

lautet bemnadj 

ober: 

x 5 - 5ax 3 + 5a2x - ~6 = 0 

WUfliifung ber ®leidjung 
x·> + 1 + a (x4 + x) + b (x3 + x 2) 0 

mean fc~e 
x + 1 = Z 

unb crljcoc bieie ®lcidjung aur britten \})otena, 10 folgt 
x3 + 3x2 -+ 3x + 1 = Z3 

ober, UJcnn 3x2 + 3x = 3 x Z aUf oeiben @:)eiten fuotraljirt witb 
x 3 + 1 = Z3 - 3xz 

~RuUipficirt man biefe ®leidjung mit 
x2 + 1 = (x + 1)2 - 2x = Z2 - 2x 

10 ergiebt fidj: 
x" + x3 + x2 + 1 = Z5 - 5xz3 + 6x2z 

:Durclj @:)uDtraftion lJon 
x3 + x 2 = x 2 (x + 1) = x 2z 

folgt aue ber lJorfteljenben ®leidjung: 
x" + 1 = Z 5 - 5 x Z 3 + 5x 2Z 

@:)e~t man nun in bie gegeoene ®leicljung fur x 3 + 1 unb 
x" + 1 bie eoen erljaUeltCll m3ertlje ein, fo fillbet man: 

z" - 5x 7,3 + 5x 2z + ax (Z3 - 3xz) + bx2z = 0 
:DilJibirt man biefc ®leidjung burdj z "), 10 erljiiU man: 

Z4 - 5xz 2 + 5x2 + ax (Z2 - 3x) + bX2 = 0 
ober l1aclj crfofgter mereinfadjul1g unb wenn fur x feill m3ertlj 
z - 1 geie~t itt 

Z4 + (a - 5) Z2 (z - 1) + (h - 3a + 5) (z- - 1)2 = 0 
:DilJibirt man biefe ®lcidjung burclj (z - 1)2witb folst: 

{ _Z_2 l2 + (a _ 5) (_~) + h2 _ 3a + 5 = 0 
z-1J z-l 

') ~ie !lliurael z = 0 ober x = - 1 f/itH bann au~. 
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iScl,lt mlln nttlt nod) bet @infad)l)eit luegelt: 
z~ 

Z - 1 = P 
fo erl)iiU man bie quubratifdje ®leidjung in P 

p2 + (a - 5) p + b2 - 3a + 5 = 0 
berm l213urae{1t folgellbcrmuflelt [auten: 

,---------~~~ 

PI = 5 2~ + Y 1 - b2 + (~~ r 
5 - a _ ,/ 1 _ b2 + (a +2_.2)2 pz = -2- V 

mebeutet p eiltCn tlOn bielen veiben m3ertl)en, fo finbet malt bie 
~\3ertl)e tlOIt z aue ber iSubftitutione ~ ®leidjUllg 

ilt bet 150tlll 

Z2 
= P obcr Z2 - pz + p = 0 -Z-- 1 

h. I). eo with: Y 2 PI PI 

{
Zl = 2 + T- PI 

Y 2 Pt PI 
Z2 = 2 - T- PI 

f Z3 
Y 2 

= P2+ ~_P 
242 

) ,/ 2 

l Z4 = ~2 - V p~ - P2 

wobei fitt PI unb P2 hie oum hatgeftentelt m3edl)e ein3ufe~en finb. 
~a fer net bie ®tiifle 

Z = x + 1 
obet 

x = z - 1 
gefe~t luar, 10 erl)iift lItan ~t1tltmcljt bic fo{genhclt uier m3cdlje Mit x, 
we!dje bet uorgelegten ®{cldjung 

x" + 1 + a (x4 + x) + b (x 3 + x 2) = 0 
genugm - mlidj : 
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(fItter ~bfdjnitt. 

tluflOfung 4U4br4tifd)tt Q;{rid)ungtn mit mtl)rtttn 
Unbtl4nnttn. 

Untet einem ®t)ftem qUllbtlltifi£)er ®Ieii£)ungcn mit me~reren 
Unliefallnten pffegt man ein foli£)ea ®t)ftem tlon @Ieii£)ungen au 
tlcrftel)cn, beffen m-lIffofung nad) erfolgtet ~Hmination riner ober 
me~rerer Unvefllnnten tlOll ber m-uffiifun9 dner ober me~rerer qua~ 
bratifi£)en @Ieii£)ungen mit nut dnet Unvetllnnten Illl~iiltgig ift. -
Bur m-uffiifung fofd)er ®t)ftemc tlon @(eii£)ungcn finb me~reni~eHa 
befonbere .R'unftgriffe etforbedid), nOll benen wit i:lie ~Iluptiiii£)lid)ften 
auerft fennen Iemelt wollen. 

a) ~efonberg ~iiufig fommt bet %Illl not, bllb bie ®umme 
unb blla ~robnft non 3wei Unliefllnnien gegelien finb, 3. ~. 

x+y=a 
xy = b 

unb bllf; bie Unvefllunien x unb Y Ilufgefnnben werben follen~ 
mie einfad)fte unb fid} non fervet barllietenbe IDlet~obe liefte~t 

bllrtn, bllf3 man ana bet @Ieid)nng 
x+y=a 

bie @riif3e y barfiellt lInb ben foIDert~ y = a - x in bie 3weite 
®Ieid)nng 

xy = b 
einfe~t. mllbutd) witb ed)lllicn 

ober 
x (a - x) = 11 X - x2 = b 

x2 - ax + b = 0 
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~rua hicier @Icidjung finhet man hie beihcn §IDutaefn fur x 

a 'II a2 

Xl = T + V T - b 

a , I a2 

X2 = 2 - V 4 - b 

~em erften hieler beihen m5ertlje entjpridjt ber m5ertl) lJon y 
a .. I a2 

YI = a - Xl = T - V T - b 

unh hem 3weiielt 

a Va2 Y.,=a-x2 =-+ --b • ~ 4 

%tf folgeube m5eife faun malt baffef6e ffielurtat uberfidjtHdjer 
crljaUcn. - sman fe~e 

(z - x) (z - y) = 0 
\0 ljat Z 3IUei m5ertge, Illcldjc bicfcr @(eidjuug geuugen. :.Der eine 
hcr\eIlicn ift g(eidj x, ber anbere g(cidj y. ~)1u(tiplicirt man ltUlt 
hie beibelt ~(lftorclt (z - x) ltnb (z - y) in ciltauber, 10 ergicbt 
fidj bie @(cidjultg: 

ober ba 
Z2 - (x + y)z + xy = 0 

war, bie fo(gcltbe: 

x + y = a 
xy = b 

Z2 - lIZ + b =0 
~ie m5ur3e(n hicfcr quabratifdjen ®Ieidjultg finh: 

a , / a2 

Zj = 2 + VT- b 

a 'II a2 

Z2 = 2 - VT- b 

:.Dcr eiue bicier m5ertlje muti UUlt ltadj hem Dliigen gfeidj x, 
ber anDere g(eidj y fein. ~nfo erljiiU man 

--;:----

f Xl = ~ + V~-b 
enfweber: 1 2 4 

a 'II a2 

YI="2 - VT- b 

f X2 = ; - v~- b 
oher:) a ,/a2 

l Y2="2 + VT- b 
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Wlla bet fe~teten ~e~llnMllngeltJeife bet @(eidjungett 
x+y=a 

fHebt ba~cr fofgcnbc, 3ur 
ffiegel : 

xy = b 

vequemen~lu~ii\ung betfelven bienenbc 

Um bie @(etdjuttgcn 
x+y=a 

xy = h 
auf311fiifcn, vilbe matt bie quabratifdje @feidjltng: 

Z2 - az + h = 0 
~ ann i ft b i e ei n e i ~ t e r ~ u t3 e f n 9 { e i dj b e m ~ e rt ~ c lJ 0 n 
x, bie anbere llagegen g{eidj bem ~crt~e non y. 

~in 5.Betfpief mag biefce ediiutern. 
(SoU man bie @feidjlmg 

x + y ::~ 17 
xy = 60 

aUfIiifen, fo vHbe man bie ~llr3eht ber quallratifdjen @{eidjung: 
Z2 - 17 z + 60 = 0 

~iefelven finll 

Zl = 1'27 + V~ - 60 = I,} + ~ = 12 

17 ~/:!89 _17 __ 7 __ 5 
Zz = '.f - V -4 - 60 -- 2 - 2 

~er cine bicfer ~ert~e ift gleidj x, ber anbere g{eidj y. ~nio 
~at man enillleller: 

Xl = 12, ober: {X2 = 5 
Yl = 5 J )'2 = 12 

ill1an fie~t, bab ilt ber ~~at biefe 311fammenge~iirigelt ~ed~e 
lJon x nnb y bie 110rgefegten @{eidjungen erfunen. 

einb bie aUgemeincren @{eidjungen gegeven 
ClX + ~y = II 

xy = b 
fo muUiplictre man bie 3111cite lletfcU.lcn mit a ~; bann cdJiift man 

(ax) + (~y) = a 
(ax) . (~y) = ba~ 

~iel)t man ilt llicfen @Ietdpmgcn ax unb ~y ale bie Un­
vefanntcn an, \0 4at malt nur nadj bem Dvigen bie ~ur3cln bet 
qllallratifdjelt @{eidjuug 

Z2 - az + bCl~ = 0 
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3lt oifbelt. ~ic cilte biefer .Illittr3eln ift (ax), bie anbere gfeidj (~y). 
- ~iefe m3Uraelil filtb 

~nfo gat man 

~ie m3uraefn x unb y bel' oeiben @(eidjungen 
ax + ~y = a 

finb bager 
xy = b 

~egt gaufig ift etl niitf)is, ege man aUt ~eftimmullg bet 
cigentlidjen ltnoefannten iioerge~en fann - fidj erft bie ellntntc 
Ultb bae IJ)robuft berfcloen 3U uerfdjaffclt, lint bann auf bent cuen 
altgegeoenen m3ege bie m3ertge ber Unoefanuten feloer au erl)altelt. 
smelJme ~eifpiele ltmbeu gier, IUO aU"emeiltere ffiegcln fid) nidjt 
ltlof)f angeoen (affen, oefegreltber ltnb nii~Hdier feilt, ale ~georieen, 
bie bod) Itid)t bie mielgeit ber ein3elncn ~ii(fe umfaffen fonnen. 
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~ie @leid)ungen 

auf3 U1ii felt. 

X2 + y2 = a 
x + y = 1.1 

~alt erfJcoe ~ie @feidJung x + y = 1.1 3um nua~rat, Utt~ 3ie~e 
I)ierlJolt bie @Ieid)ultg x2 + y2 = a ao, 10 ergieOt fidJ: 

o~er 

2xy = b2 - a 

1.1 2 - a 
xy = 2 

~a je~t gegelien filt~ 

x+y=b 
1.12 - a 

xy=~-

fo filt~et malt x ltlt~ y afa m3uraefn ~er qua~t:Iltiid)en @feidJuttg 
h2 - a 

Z2 - bz + -""-2- = 0 

nomlid) enilueber: 

ober: 

f Xl = ~ + ~ v2a - 1.1 2 

1 Yl ;= ~ - ~ v2a - b2 

f 1.1 - V2a - b2 

X z = 2 

) b + V2a - 1.1 2 

l Yz = 2 

~iefelliett VTefllUote !jotte matt aud) aUf ~em fofgen~elt m3ege 
erljalten. 

1)a x 2 + y2 = a 
~XY = b2 - a 

f 0 foIgt ~urd) (5ulitraftion: 

ober: 

X2 - 2 xy + y2 = 2a - 1.1 2 
9(Ult ift alier ~ie little (5eitc gleid) (X_y)2, baljer ergie6t fid): 

(x-yJ2 = 2a-b2 

1)a femer 
x+y=b 
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ift, fo er~ii{t man burdj ~lbbition unb ®ulitraftion lieiber @{eidjungen 

t 10. {2Xl = b + V2a - b2 } 10. {2X2 = b - V2a-IJ~-} en lUeller: oller 
2Yl=b-V2a-b2 2Y2=b+V211-b2 

uier @{eidjungen, aua be~en man burdj ~iuifion mit 2 bie I.lor~er 
gefunbenen m3ett~e ~erIetten fann. 

~ie @Ieidjungen 

aufauIiifen. 
~an et~elie bie alUeite @(eidjung aur britten SJ)otena unb 3ie~e 

Me etfte @(eidjung ~ietuon ali, 10 foIgt: 
3x2y+ 3xy2 = b3 - a 

ober 
3xy(x+y) = b3-a 

~iuibitt man nun butdj 

fo ergielit rid): 
3(x+y) = 3b 

b3-a 
xy=--

3b 

~a fernet x + y = b tuat, fo finb x unb y bie ~ut3dn bet 
quabtatifdjen @(eidjung 

niimlidj: 

b3-a 
Z2_ liz + 3'"J) = 0 

fx= ~ + vi--~ 
1 y = ~ + V ;b - ~~ 

.pier geben bie lieiben olieren 3eidjen 3uge~iitige m3ert~e uon 
x unb y; eben 10 Me unteren. 

~ie @(eidjungen 

aufauIiifen. 

x. + y. = a 
x+y = b 

~r~ebt man Me ~lUeite @(eidjung aur uietten SJ)otena unb fub" 
tta~irt ~ietuon bie erlte, 10 ergiebt fidj: 

4x3y + 6X2y2 + 4xys = b' - a 
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~rbbirt man 3u biefer @feidjllng 2x2y2, fo folgt: 
4x 3y + 8X2y2 + 4xy 3 = b4 - a + 2x2y2 

4xy (x + yF = b4 - a + 2x2y2 
~a aber x + y = b, fo er~ii{t man 

4b 2xy = b4 - a + 2x2y2 

~iefe @leidjung biuibire man burdj 2, fo entfte~t: 

b4 - a 
2b2xy = -2 + (xy)2 

ober: 
b4 -a 

(xy)2- 2b 2 .(xy) + 2- = 0 

~iefee ift cine quabratifdje @lcidjung, in weldjer (xy) bie Un" 
befannte ift. S~re ~ur3e(n finb: 

_ b2 +,/ a+b4 

xy - - V 2 

~Il ferner 
x+y=b 

ift, fo finb x lInb y el1tlveber bie ~ur5eln ber qUllbratifdjen 
@(eidjung 

Z2 - bz + b2 + V a 1 b4 = 0 

ober bet fo(genbel1: 

.2 _ b + 1.2 -11 a + b4 = 0 Z Z u . 2 

~eidjt er~ii{t I1llln aue beibcl1 ®{cidjungen bie fo{genben au, 
fammengc~origen m3ert~e uon x llltb y 

= ~ + . I / ~~2 + ' (it + b4 . 
Xl 2 - J V 4 V 2 

1 -~ - . 1 / ~~ + ' / a + b4 

Yt - 2 + J V 4 V 2 
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j y, = ~ + 

~ie @Ieidjungen 
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x" + y5 = a 
x+y=b 

auf3uIii jcu. 
~r~elit man Me 31tleite @leidjung our fiinften S})otena unb 3ie~t 

bann bie erfte ~ieruolt ali, fo er~ii1t man: 
5x4y + lOx3y2 + iOX2y3 + 5xy4 = b5 - a 

ober burdj 5xy hiuibirt: 
b5 - a x3 + 2x2y + 2xy2 + y3 = __ 

5xy 
mbbirt man x2y + x1'2 = x1' (x + y) = !lxy fo folgt: 

b"-a 
x3 + 3x21' + 3xy2 + 1'3 = --- + bx1' 

5x1' 
ober: 

b5-a 
(x + 1')3 = b3 = --- + bx1' 

5x1' 
@iic~t man in biejer @leidjung x1' aHl unliefannte @rii~e an, 

fo finbet fidj 
b2 ,/b4 a 

xy = 2 + V 20 + 51) 

~it ,piiIfe ber ®leidjung x + y = b finben fidj aua uorfte~en. 
ber @{eidjung nodj bem ~rii~mn fo(genbe ~ertge fiir x unb 1': 

x, = ~ -I i V ~ + V ~ + 1b 

y, = ~ + i V b: + V :~ + ;b 
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1:lie @{eid)ungeu 
(x + y) (X3 + y3) = a 
(x - y) (X3_ y3) = b 

auf3ufiifen. 
W1an fu~re hie W1uWplifationen aUf her Hnlen <Seite au~, 

bHbe bann bie ~albe <Summe unh hie ~albe 1:lifferelt3 her @leid)ult. 
gen, f 0 ergiebt fid) fur bie ~ar6e <Summe: 

4 + 4 a+b 
x y =~ 

unh fur hie ~albe 1:lifferena: 
a-b 

x3y + xy3 = --
2 

<Se~t man nun: 

10 witb: 

femer: 

x+y=s 
xy=p 

X2 +y2=S2_2p 

X4 + y4=Cs2 _2p)2_2p2 
=s4-4pS2+ 2p2 

~a~er ge~en nadj Q:iltfiiijrultB hiefer mu~hriicfe in hie ovigen 
lieihen @leidjungen {e~tere iilier ilt: 

ober: 

4 4 2+2 2 a+b s - ps p =2-
a-b 

p(S2_ 2p)=-2 

~iefe @{eidjllngen biuihire man in einanher, fo folgt: 
S4 - 4pS2 + 2p2 _ a + b 
-pS2 _ 2p2 - a - b 
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iSdjafft man nodj bie ®licber ber redjten iSeite nadj ber Hnfen 
~iniiber, fo ergieOt fidj: 

S4 - (4 + 0~) pS2 + ~- p2 = 0 
a-b a-b 

iSe~t man ie~t 
S2 
- = v ober 82 = pv 
p 

in bie tJorfte~enbe ®feidjung ein nnb bitJibirt bann biefefbe burdj p2, 

fo finbet malt: 

v~ - (4 + a + b) v + ~~ = 0 
. a-b a-b 

mie bcibclt ~ur3eht Mefer quabratifdjen ®feidjung fauten: 

"1 = 2 + ~ : + ~ + V 2 + {~. ~r 
V2 = 2 + ~ : + ~ - V 2 + g . : + ~r 

ma nun: 
S2 = p. v 

ltJar, fo forgt burdj @iltful)rung Mefea ~ertl)ea in bie frul)ete 
®feidjung 

a-b 
p (82 - 2p) = -2-

a-b 
p2 (v - 2) = 2-

ltltb ea ergeben fidj fofgenbe ~edl)e fur p: 

'Of a - b 
P1 = + V 2 (V1 - 2) 

'Of a - b 
P2 = + V 2 (v 2 - 2) 

mie belt ~ertl)elt tJOIt p elttfpredjenben ~ertl)e tJOlt s finbd 
man je~t aua ben ®(eidjungen 

S2 = P1 V1 unb 
S2 = P2 V2 

iSinb auf Mefe ~eife s unb p gefunben, fo ljat man nut 
nodj bie ®feidjungen 

x+Y=S 
xy = P 

aUf bem befanntm ~ege nadj x unb y aufauHifen. 
~are aum §Seifpief in 3al)fen gegeben 

ex + y) (x3 + y3) = a = 112 
ex - y) (x3 - y3) = b = 52 
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2 

fO lUurbe man fur ~ obcr v bie 6eibcn ~crt~e erlJaUen lJa'&cn 
r 

41 ,/ (41)~ 16 
VI = 2 + 30 + V ~ + 30 3-

41 ,/ (41) 2 
Y 2 = 2 + 30 - V 2 + 30 

~)Htte(ft biefcr ~ertlJc 1)iittc fia, ergc'&en 
PI = + 3 
P2 = + 5i y2 

7 
5 

>.D e m ~ crt 1) e PI = + 3 en t f p ri a, t b e r ~ e rt lJ 
S2 = t 6 ober s = + 4 

>.Die bicien lieibcn @(cia,ungcn cntiprea,enhen ~ertlJe uon x 
unb y fiub hie ~uqc(u bcr lieibcn quabratifa,en @(eia,ungen 

Z2 - 4z + :i = 0 
Z2 + 4z + 3 = 0 

niimHd) 

{ X = 3} {X = I} {x = - I} J x = - 3} 
y = 1, Y = 3, y = - 3 , \y = - 1 

>.Dem ~ertl)e PI = - 3 eutipria,t her ~ert1) 
S2 = - 16 ohct s = + 4i 

>.Dic au bicfen 6eiben @(eidjungcn gel)origeu ~ertlJe uon x ulth 
y filtb Me ?lliuqeln bcr licihen quahratifa,en @(eidjungen 

Z2 - 4iz - 3 = 0 
ober Z2 + 4iz - 3 = 0 
niimlia, : 

Jx _ ?i} Jx = i.} {x = - i.} {x = - ~i} 
\y - 1 , ty = 31, h = -- 31, Y = - 1 

>.Dclll ~ertf)e P2 = 5i Y ~ cntfpridjt her ~ertf) 

S2 = 7i Y l obcr S = + V 7i {2 = + (1 + i) ~ ~ 
>.Di~ au bieicn 6eiben @(eia,ungen gc1)origen ~ert1)e Uon x 

unb y fmb bie ~uw{n her licibcn quabratifdjcn @{eia,ungen 
1 + i ,/_ 

Z2_ V2 y7.z+5iY2=O 

ober 
1 + i 

Z2 + Y 2 {T. z + 5i {2 = 0 
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oller: 

femer: 

ttnll 

~il' lICll1 ~c1'tlJe pz =-: - [) i V ~ cnti~ll·cdjellbell ~uraehl 
x lI11b y fillllct man iil)n!i~; fie ergl'bCll fid) ana ben Ict1tcn uier 
~lIr3elvaaten, tnllcm man m ilJnen bie mor3eidjcn bet imoginiirett 
@in~eit i ucriinbl'rt. 

~ie 6eiben @!cidjuttgl'tt 
(x + y) (x~ + y3) = a 
(x - y) (x3 - y3) -= h 

Ioffett fidj in mdfJobifdjer mqiel)ltng nod) einfodjer ofa uorf)e1' 
oufHifen, inbem mon bie ovm in bil' untere biuibirt, bonn 

y = u.x 

fe~t unb bie .stfammern aufWft. @a e1'gie6t fidj: 

1 - u - u3 + u4 _ b 
] + II + II:; + \14 a 

~urdj u2 im 3iil)fer ultb ~eltlter biuibirt: 
12 



SJhm fei: 

10 folgt 

1 
2 + u2 -
U 
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(! + U) b 
.- -

\ + U2 + 
U 

(! + u) a 
1 - + u = t 
u 

ltnb ba~er ge~t Me uorfte~enbe ®leidjung iHier in 
t 2 - 2 - t b 
t2 - 2 + t = It 

cine quabratijdje ®leidjUltll, aua tverdjer man t au oeftimmelt ~at. 
~ie fur t erl)aUenelt ~eitl)e fe~e man bann nadjeinanber ilt bie 
®leidjung 

~ + u = t 
u 

ein unb liije biefellie nadj u auf. <Sinb aITe ?IDert~e lion u gefun~ 
ben, fo fepe malt 

y = ux 

in eine ber lieiben gegeoenen ®feidjungen ein, fo fhlbet f1dj 

x = i 0+u) ~1+u3) 
oher V b x-

- (l-u)(1 - -u3) 

unh enbHdj nadj }Beftimmung aITer ?IDerll)e lion x 
y = ux 

!Die reeITen ~uraeln ber ®leidjungen 
(x + y) (x4 + y4) = 51 
(x - y) (x4 _ y4) = 15 

3u entwicfe{n. 
ffilan role Me .stlammern auf unb liilbe bie l)allie @)umme unb 

bie l)allie IDiffereno ber lIorftel)enben ®leidjungen, fo ergielit fidj: 
x5 + y5 = 33 

x4y +xy4 = i8 
@3e~t man wieber 
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17!J 

x+y = s 
xy = p 

s" = X" + 5x4y + 10x3y2 + 10x2y3 + 5Xy4 + y5 

IDa alier 

fo forgt: 

ober 

3'enter ift: 

x5 + y" = 33 
5x4y + 5xy4 = 90 

lOx3y2 + 10x2y3 = 10p 2s 

S5 = 123 + 10p2s 

x4y + xy4 = P [(x + yp - 3xy(x + y)] = p5 (52 - 3p) = i8 

IDitJibirt man nun bie @Heidjungell: 
s" - 10p 2s = 123 

f 0 ergielit fidj: 
ps(s~-3p)= 18 

S4 - lOp2 41 
p(s2-3p) 6 

®e~t utan nuu 

10 forgt: 
52 = pu 

u2 - 10 41 
u - 3 6 

cine quabratifdje @Heidjung, bmlt ~13ur3efn {autelt: 
£) 

U 1 = T 
7 

U2 = 3 

entUleber: 
9 2 

S2 = - p; p = -S2 
2 9 
7 3 

ober: 82 - -P' p = -S2 - 3 ' 7 

®e~t man fur p ben ~ertl) ~ S2 in Me @Heidjuug 

S5 - lOp2s = 123 

ein, f 0 ergielit fidj: 

ober 
55 = 243 
s = 3 

12' 
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~ ~ ".:c ft ~ ~ 'J' 't ltnu uemnau) , ua p = If s' 11 

11 = 2 
~rltO ben (~Heid)ltngen 

s=x+y=i) 
p = xy = 2 

er~a{t man enbHd): 

(~--i} {~,--~} 
8et,t malt bagegen fiir p belt ~mertl) -} S2, 10 fofgt alt6 ber 

@feid)ltltg 
sr, - 10p2s = 123 

sr, = - 147 
5--

ober s = - 1/ 147 

::\ 0 'ft ltnb bann, ba p == T s· 1 

P = ~ V147~ = 3 V ~ 
:Die biefen Ilcibcn ~ertl)Clt tJOlt s nltb J1 cntipred)cltbcn ~\3crtI)c 

1I0lt x lIltb Y filtb imagittiir ltltb bal)er ~ i er 3lt tJerluerfell. 

:Die veibelt @{eid)ltltgen 
(X2 + y2) (x3 + y3) = a 
(x2 _ y2) (x:I- y3) = b 

(affett fid) aUf iil)ttlid)c ~eiie, luie bie veiben tJorl)ergef)enben allf~ 
lOfett. 

:Die lieiben ®(eid)uttgcn 
x6 + y6 = a 
x+ y = h 

anf3ufiifen, lllCntt Me ®nvftitlltioll gegevelt ift: 

xy = b2 [+ l _ ~ _ 5] 
2 4 u 

~))1an ~nbet: 

{ U 5 } (x+y)2-2xY=X2 +y2=2b2 -1 + 4" + u 
ferner: 
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(X2+y2i:=X';+y';+3x2y2(X2+y2);~. g. 
(XLl-y2)[(X2 + y2i_3x2y2]=X6+ y6 

2b2( -1 + ~ + ~) [4b4 ( _ 1 +: + ~)2 -3b! (~ _ ~ _ ~)2] 
=-a 

5Durdj mereinfadjung fo{gt: 

2h 6 (_ 1 + ~ + ~) (_ ~ + ~ + ~ + ~ + 25) = a 
4 u' 4· 4 n 16 u2 

~)htftipHcirt man nodj ~ie oei~en umflammerien %aftoren in 
cillall~et lIn~ ~ilJi~irt ~urdJ 2 bn, fo ergieot fidj: 

11 + u3 + 125 _ a 
-4- 64 7 - 2b6 

rine ®leidjung, l1.JeIdje fidj ~urdj ~ie ®ulJftitution 
u3 = z 

nuf eine geluiignHdje qua~ratiidje 3uriicffiigren lit pt. - 5Die IlJeitere 
~ht(lfii9rllng Dfeibe ~em ~eier iiberlaffen. 

5Die beillen ®teidjungen 
x7 + y7 = a 
x + y = b 

lafiett fil~ leidjt anfliifcn mittel;t ~ct: ®ubftitlltion: 

b2 f 1 } xy = -) 2-u--
3 \ U 

~)(alt fht~et llamUdj: 
x7 +y7 = (x +y) [XU + y6- xy (x4 + y4) +X2y2(X2 + y2) _x3y:l] 

o~er lHldj einfadjer ltmformullg: 
x7 + y7 =(x +y) [(x2 + y2t -xy (x2 + y2)2 _2x2y2 (x2 + y2) + X3y3] 
~. g. mit menlt~ultg bet gegeiiellcn bei~ett ®{eidjungen 

~ = (x2 + y2i +X3y3_xY(X2+y2) [x2+2xy+y2] 

= (X2+y2i+X3y3_xY(X2+y2). b2 

%erner ift: 

X2+y2=(X+y)2 __ 2xy= 2b~( __ 1 + u +~) 
3 ~ II 

®e~t llHlIt bieiclt ~15ertI) fiir x2 + y2 ltllb fiit: x y icinclt ill)crtf) 
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= 1;2 (2 _ u - +! iifieraU in bie tlorgergefjenbe @(eidjung 

ein, f 0 finbct man balb 
1 27a 13 

u3 + IJ3 - 7b 7 - T 
cine OHeidjung, tueldje bttrd) bie ~ubftihdion 

u 3 = Z 

fofort in cine cinfadje quabratifdje @leidjung tlertuanMt tuirb. 

:Die brei @feidjungen: 

x+y+z =11 

x2 + y2 _ Z2 = b 
x3 + y3 + Z3 = C 

aufauIiifcn. 
~ue ber erftcn @{eid)ung finbet man: 

X+Y=II-Z 
ltnb butdj @rlJefimtg 3um Duabrat fofgt l)ieraue 

x 2 + 2xy + y2 = a2 - 2az + Z2 

~(bbirt man 3U biefer @Ieidjung bie 31tleite bet gegelienen @fei~ 
djungen mit tlcrtaufdjten @:leitelt, niimlidj 

h = X~ + y2 - Z2 

f 0 ergiebt ftdj balb: 

ober 

xy = -- az 

@rf)efit man ferner bie @Ieidjung 
x+y=a-z 

in bie brUte \})otens, f 0 fofgt: 
x~ + y3 + 3xy ex + y) = a3 - 3a2 z + 311Z2 - Z3 

iSe~t lI\an I)ier ein bie ~ertge 
x+y=a -z 

a 2 - b 
xy = -2- -az 

fo finbet man: 

{ a2 - b ) 
x3 + y3 + 3 (11 - z) -2- - az f = 8 3 - 382Z + 3az2 - Z3 



183 

~bbiri man eublidj aUf beiben ®cHen Me btittc @j(eidjuug mit 
ucriauldjien ®dien, niimlidJ 

c = x3 + y3 + Z3 

f 0 ergiebt fidj (eidji: 

c + 3 (a - z) {a2 2 b - az} = a3 - 3a2z + 3az2 

~iefe ®reidjung ift ltUt u 0 met ft e It ® tab e; fie liefert 
a3 - 3ao + 2e z = -~- --,...--

3 (a 2 - b) 
~(ittelft biele1.l ~ertlje1.l non z erljiiU man nun 

2 eaa - e) 
x - y = a - z = 3 (a2 _ b) 

a2 - b a4 + 30 2 - 4ac 
xy = --- - az = ----c-~ 

:! b(a2 -b) 
~ue ben beiben ®leidjultgen 

2 a3 - e 
x+v=-3·-q--" a- - b 

a4 + 3b2 - 4ac 
xy = 6 (a2 - b) 

finbet man enblidj bie ~ertlje UOlt x unb y. 

~ic ®leidjungen 
x+y=z+a 
x2 + y2 = Z2 + b 
X4 + y4 = Z4 + c 

allf3111iifen. 
mu1.l ben beib en erftcn ®(eidjungcn bHbe man: 

a2 - b 
xy = az + -2-

cben 10 aue bet 31tleiten unO otittelt: 
b2 - c x2y2 = bz2 + __ 

2 
fo ergiebi fidj 3Ut ~efthnmung UOlt z Me quaotatifdje @(eidjung: 

b2 _ c { a2 _ b}2 
bz 2 + -2-- = az + -2-

SJJ1H .piiffe ber beiben fidj ljietau1.l ergebenben ~ertlje fiir z 
fann man fOllJoljl x + y, ale audj xy aUf allJei uerfdJiebcne mrten 
oarfteUen unb bUtdj mufliifultg bicfcr ®(eidjuugeu bauu uier ~ertlje. 
paare fur x uub y erljaUen. 
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:Die @{eidjungen 
x+y+z+u=a 
x 2 + y2 _ Z2 - u2 = b 
x 3 + y;l + Z:l + u3 = C 

X4 + y4 _ Z4 _ u4 = d 
llUf3u(iifcn. 

I)Jllln ie~c, tno~utdj ~ie etfte ~iefet 05feia,ungen non felber 
erfiiUt lllitb 

a 
x+y=2 +v 

a 
Z+Ll=~-V 

~({6bann ~iel)e man bae Dnabrat bet 3\lleiten \SuDftitutiolla~ 
nieidjltlln tWit bent Dnllbtate bet etftmn ab, fo etgieOt fid): 

x2 + 2xy + y2 _ Z2 - 2zu - u2 = 2av 
!})ll fewer 

x 2 + )'2 _ Z2 - u2 = b 
10 folgt burdj euVttaftton lInb :DitJifion mit 2: 

b 
xy - zu = (IV - 2 

~rbbirt malt femer bie britten l}.\otcn3cn bet lieiben \Suliftitu: 
tloneg{cidjungclt 31t einanber, fo folgt: 

a3 
x3 + y~ + 3,\y (x + y) + z~ + u~ + 3zu (z + u) = "4 + 3a,,2 

.picrtlon bie ~ritte ®leidjullg 
x~ + y:l + z~ + u3 = c 

lubtraf)irt ll1t~ burdj 3 bitli~itt, gieut: 

o~er: 

a3 c 
xy (x + y) + zu (z + u) = 12 + av 2 - "3 

xy (~ + v) + zu (~ - v) = ;~ + av 2 - ~ 
\)JcuWvficirt mall nUll bie @feidjung 

b 
xy - zu = av - 2 

11tit v ltltb fUbtrllf)irt balut tlon ber tJorftef)enben @{eidjung, fo et~ 
gieOt fid): 

(I (1:1 C b 
2 (xy + zu) = 12 - 3 + 2 . v 

obet burdj I)J(ltUipHfatiolt mit ~: 
a 

a2 2 c b 
xy + zu = "6 - 3- . a + a' v 
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~ua bet nieden bet gegelienen @leidjungen liUbe man je~t bie 
~iffmn3 bet Duabrate: 

(X2 + )'2l- (Z2 + u2i = 01 + 2 {X2 y2 - Z2U2} 

unb forme nad) unb nad) biefe ®leid)ung mit menu~ung frugmt 
®ldd)ltngen fo(genbermaf;en urn: 
(x2 + y2 + Z2 + u2) (X2 + y2 _ Z2 - u2) = d + 2 {X2y2 _ Z2U2} 

b (x2 + y2 + Z2 + u2) = d + 2 (xy + zu) (x)' -- zu) 

b { (x + )'y + (z + ui} = d + 2 exy + zu) exy - zu) 
+ 2b (x)' + zu) 

b { (~ + "r + (; - v /} = II + 2 (xy + zu) (x~' - ZII + b) 

{ a
2 } ,(,,2 2 C h) (b ) 2b - + \,2 = II + 2 -~ - -;- . - + -" - + a" 4 (j 3a a 2 

~iuibirt man ie~t burd) 2 uub lOft bann hie .stlammetlt auf, 
fo finbet fid), baf; baa qUllbratifd)e ®lieb 2b ,,2 ted)ta unb linta 
lUeggegolien lUerben fann. ~ue bet uliriglileilienben ®leid)lntg bea 
etften ®rabea etgielit fid) bann bet folgenbe m3edg fur ,,; 

a3L + 2bc - 3ad 
\' = aC +-3b2 - 4ac 

~it .piilfe biefea m3edgea non " fann man nun alta ben 
lieiben ®leid)ungen 

b 
xy - zu = av - 2 

8 2 2 c b 
xy + zu = 6' - 3'. II + II v 

xy unb zu, fo lUie x + y ltub z + u folgenbermaf;en batfteUen; 

fx + y = ; + v 
) xy = _~ __ ~~ _ ~ + a2 + b . v l 12 3a 4 2 a 

Iz + u = -i- - v 

) _ a2 c b a~ - b t zu - 12 - 3a + '4 - 2a. v 

miefe lieiben 'Paare quabtatifd)et @leid)uugen filtb uod) auf~ 
3u1iifell, urn x, y, z, u pu etlJaIten. - Snteteifaut ift bei biefer 
~(ufgalie ber Umftallb, bap hie ®tiif;cn x + y, xy, z + u, zu fid) 
aUf t a ti 0 II a (e m3 ei f e butd) Me nier gegelienen ®riif;en 0, b, c, d 
barfteITen laffen. 
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x+y+z+u=a 
x 2 + y2 + Z2 + u2 = b 
x3 + y3 + Z3 + u3 = C 

xy - ZU = 0 

ffi1an fe~e, lUie tJorger 
a 

x+y=2"+v 

a 
z+u="2- v 

ullb bHbe bie ®umme ber Duabrate au(\ beiben @leidjungen, fo 
ergiebi fidj; 

a2 
x2 + y2 + 2xy + Z2 + 2zu + u2 = 2 + 2v~ 

ober, ba 
x2 + y2 + Z2 + u2 = b 

ift; 
zu xy 

a2 
b + 4xy = "2 + 2v2 

Se~t bHbe man bie ®ulltllte ber britten SJ,)oten3en aUG ben 
®ubftitutiollogfeidjungen, fo erI)alt mall; 

a3 
x3 + y3 + 3xy (x + y) + Z3 + u3 + 3zu (z + u) = T 

:.Da milt 

ullb 

+ 3av2 

x3 + y3 + Z3 + u3 = C 

zu - xy 

3xy ex + y) + 3zu (z + u) = 3xy (x + y + z + u) = 3uy 
ift, f 0 ergiebt fidj aUG bet: lJol'ftegenben @feidjung; 

a3 

c + 3 axy = 4 + 3av2 

.palt man bie ljierauG fficBenbe @(CidjUllg 
a2 c 

xy - v~ = ---
12 3a 

mit bel' @(eidjung 

3ufammen, fo crgiebt fid); 
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a 
x+Y=2+ v 

11 
z+u=2- v 

10 ift ea leidyt, bie ~ertge filr x, y, z, u l)iu3u!dyreioen. 

flie @leidyungen 
x+y+z+u=a 
x 2 + y2 + Z2 + u2 = b 
X4 + y4 + Z4 + u4 = C 

aufaufiifett. 
Sft wieber 

xy = zu 

a 
z+u=--v 

2 
\ 0 folgt \tIie tlorger: 

a2 b 
2zu = 2xy = - - - + y2 

4 2 
flurdy ein3efnca Duabriren ber oeibcn ®uoftitutionagleidyungen 

folgt mit ~eult~uug bet tlorl)ergel)enben @leidyun9 
a2 (a2 b ) b x~ + y2 = - + av + v2 - - - - + y2 = - + av 
4 4 2 2 
a2 i'I 2 b ) b 

Z2 + u2 = 4" - av + y2 - \ ~ -"2 + v2 = 2 - av 

Wbbirt malt bie Duabrate (e~terer @(cidyltltgelt, fo forgt: 
2 2 2 b2 

(x + y2) + (Z2 + u2) = - + 2a~y2 
2 

unb nadybem aUf oeibclt ®CitCll 
{ a2 b }2 

2x2y2 + 2Z 2U2 = 4x2y2 = T - 2 + y2 

aoge30gett ift: 
b2 ( a2 b 2 

X4 + y4 + Z4 + u4 = c =2 + 2a2y2 - T - 2 + v2) 
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8et1t mtHt nodj ber ~infadj~cit lUegcn 
.) b 

U" + ,2 _ t 4-2 ,-~ 

io ergie6t fidj aUG ber bor~erge~enben ®feidjung bie fofgeltbe !ladj 
~ quabratifdje @feidjung 

a4 b2 
~~ - 2a2~ + - + c - a2b - - = 0 

2 2 
beren )lliur3eht 

E=a2 + .. /(a2 +b)2 -c 
- V 2 

3m l.BeftimmuIIg Mn , bienen. - <Siub aHe )lliertge bon , auf" 
gefullben, f 0 Crf)lilt man bie gefudjten bier Unucfallntelt aua ben 
(~ifeidju II 9 e II 

WuffiJ[lIltg bet ®feidjultfJcn 
x+y+z+u=a 
X2+y2+Z2+U2 = b 
x 6 + y6 + Z6 + u6 = c 

<Se~t man 
xy+zu = d 

a 
z+u=T- v 

[0 fofgt bllrdj ~ilbllng ber Duabratfumme odber ®feidjultgen 

ober 

b. ~. 

2 

X2+y2+Z2+U2+2xy+2zll=; +2v 2 

'J a-.< 
b+2d=T+ 2v2 

V b ') a-v=+ -+d--- 2 8 
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~Bcbclltet fiir bic '60(AC bel' ~htfadj~eit lucgcn " eincn biefer 
llcibcn ~Sertge, fo crgiebi fidj 

x~ +y2 = (-;- + "y - 2xy 

Z2 + u2 = (; - ,J - 2zu 

~(bbirt man bic britten '})otcnacu bicfrr ucibclt @(cidjultgclt au 
einattbcr, fo fo{gt . 

x'; + yG + z" + uG + 3X2y2(X2 + y2) + 3Z 2U2(Z2+ II~) = 

f(a)2 1~ {(a )2 , 13 
l ~ + v - 2xy J + ~ - \" - 2zll J 

obcl', ba xG+Y"+Z6+ U 6 = c ift: 

c+3x2y2[(~ + v y - .2xy ] + 3Z 211 2 [( ~ - vy - 2zuJ = 

{ (a)2 13 f( a )2 r1 
~ + v - 2xy J + l ~ -" - 2zu J 

SJ3crmilge ber (s;fcidjultg 
xy+zu=d 

ift nUIt crIaulit glrid)3citig 3u fc~elt 

xy=d + p 
2 

d-p 
zU=-2-

'6ii~rt lllalt bicfc 811l.iftitlltionen ltadj crfofgtcr ~IlIf(Ofllltg bel' 
Stfmlllltcrn ouiger OHcidjultg itt fe~tere eilt, fo crf;iilt malt uad) 
ttltb ltad): 

C+2X3y3+2z3U3 =(; +vy + (; -vJ - 6xy(; + \")1 

- Gzue -vi + 9x2y2(; +vJ + 9Z 2U2(; -vy 
obcr: 

(d + P 3 d p)3 (a )" a)'; c+2\-~-) +2( 2 = 2 +v +(2-\' 

(a)4 (a)4 9 '1)2 -3(d+p)2+ V -3(d-p) 2-v +T(d+r)\i+v 

9 (a)2 + 4 (d-p)2 2- V 
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IP+3dp2 (a )6 (a)6 (a)4 
c+ 2 =2+ v +\2-v -3(d+p)2"+v 

(a )4 9 (9) 9 (a)2 - 3(d-p) 2-v + T(d + p)2 "4+v +"4 (d-p)\2"-v 

.pat man in Mefe ®Ieidjung fur v eiuen feinet lieiben uor~et 
aegelienen m!ett~e eingefe~t, bie Stlammern aUfgeIiift unb Me @Hei. 
dJung georbnet, fo ulierfie~t man, baa Mefellie in meaug aUf p uom 
3weiten ®rabe ift. ~adj i~rer mUfliifung er~ii{t man au~ ben 
®Ieidjuugen 

a a 
x+Y=2"+v. z+u=2- v 

d+p) d-p 
xY=-2- zU=-2-

in ber liefanuten ?2:Seiie enblidj bie uetfdjiebenen m!eri~e uon x, y, 
z, u, burdj tueldje bie lJorgeIegten ®Ieidjultgen etfiiUt werbelt. 

IDie ®Ieidjungen 
x+y+z+u=a 
X2+y~+Z2+U2=b 

X 3+y3+ Z3+ U3=C 
xy-zu=d 

raff en fidj elienfarr~ mittelft bet ~uliftitutionen 
a 

x+Y=2+ v 

a 
z+u=--v 

2 
Ieidjt aufliifen. @r~elit man niimHdj bie lieiben {e~teren ~uliftitu. 
tion~gIeidjungen auf baa tluabrat uub abbitt, fo er~iilt man 

a2 
X 2 +y2+ Z 2+ U2+2xy+2zu = -+2v2 

2 
.pietau~ foIgt 

a2 b 
xy+zu=---+v2 

4 2 
merbinbet man biefe ®leidjung mit 

xy-zu=d 
f 0 er~iilt man 
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~ilbet mlln ferner bie @5umme ber ~ulien uon ben lieiben 
@Heidjungen 

ober 

b. 1). 

a x+y=-+v 
2 
a z+u=--v 
2 

(; + v) {~2 _ ~ + ~ + ~} + (; -v) {a~ ___ ~ _ ~ + ~2} 
a3 c 

= 12-"3+av2 

~urdj ~uf{iiiultg ber ~lllmmertt ultb nlldj einflldjer Umfor. 
multa et1)/iU mlln llua bet \lotite1)enben ®leidjung Me qUllbtlltifdje 
®leiCl)ung: 

a3 ab 2c 
av2-2dv= 12-"2+3 

®iltb bie lieiben m!uqeln berfellielt aufgefunben, fo erge. 
lielt fidj in liefannter ~eiie bie ~ertl)e \lOIt x, y, z, u aue ben 
®leidjultgelt 

~ue ben ®fch$ungett 
(x + y ) (z + u) = a 
(x2 + y2) (Z2 + u2) = h 
(x3 + y3) (Z3 + u3) = c 

m (x4 + y4) + n (Z4 + u4) = 1 
bie ~ertl)e x, y, z, u au lieitimmen. 
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~rfte WLet~obe. 

x3 + y3 = (x + y) (X2 + y2 - xy) 
Z3 + u3 = (z + u) (Z2 + u2 - zu) 

ift, fo foIgt bura, WLuIHplifation 

otler 
C = !l (x2 + y2 - xy) (Z2 + u2 - zu) 

C (x2 + y2_ xY)(Z2+ u2-zu) =­
!l 

~ii~rt man uod) ilt ber littfen @5eitc bie WLuftipIifation au~, 
inbem man x2 + 1'2 unb Z2 + u2 umtlamntett, fo ergiebt fid) 

c 
(x2 + y2) (Z2 + u2) _ xy (Z2 + u2) - zu (x2 + y2) + xyzu = -

a 
b. 1). 

C xY(Z2+ U2)+ZU(X2 +y2)-xyzu = b-­
a 

~r~ebt man je~t bie ('?feio,ung 
(x + y) (z + u) = a 

auf bao Duabrat, fo er~iift matt 
(X2 + y2 + 2xY)(Z2 + u2 + 2zu) = a2 

ober nao, aut!gefii~rter ~)1u(tipHfation 

(X2 + 1'2) (Z2 + u2) + 2x1' (Z2 + 112) + 2zu (X2 + y2) + 4:x1'zu = a2 

b. ~. 
a2 -b 

x1' (zl! + u2) + zu (xl! + y2) + 2XYZll = 2 

~htg bicfer unb ber ouigen ®leio,ung 

xY(Z2+ U2)+ZU(X2 +y2)-xyzu = b-~ 
a 

ergeliett fio, bie ~ut!briicfe 
a2 b 2c 

xY(Z2+ U2)+ZU(X2+y2)=S + "2 - 3a 

all b c 
xyzu =""6 - "2 + 3a 

Q;r~e6t matt nun bie ®feia,ung 
(xl! + y2) (Z2 + u2) = b 

auf bas Duabrat, fo ergielit fid) 
(x4 + y4 + 2X2y2) (Z4 + u4 + 2Z2U2) =- b2 

ober naa, erfolgter ~uflofung, ltlobei bie ®ro~en X4 -I- y4 
Z4 + u4 als eintao,e angefe~en ltlerben: 

nnb 
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(x4 + y4) (Z4 + U4) + 2X2y2 (Z4 + U4) + 2Z2U2 (X4 +"y4) + 4X2y2Z2U~ 
= b2 

obet: 

~ue hiclcr @{eidjung leitet man leidjt hie fo{gen'be ~er 
(x4 + y4) (Z4 + u4) + 2x2y2 (Z4 + 2Z2 u2 + u4) 
+ 2Z2 u2 (X4 + 2x2y2 -+ y4) _ 4X2 y 2z2 u2 = b2 

(X4 + y4)(Z4 + u4) + 2x2y2 (Z2 + U 2)2 + 2Z 2 U2 (X2+ y2)2 _ 4X2y2z2u2 

= b2 

~a fenter 
X2y2(Z2+ u2i +Z 2 U2 (X2+y2i = {xY(Z2+ U2) =+- ZU (X2+y2)}2 

- 2xyz U (X2 +y2) (Z2+ U2) 

= {xy (Z2+ U 2) + zu (X2+y2W- 2bxyzu 
10 erf)iHt man mit ~enu~ultg hielce ~uebrucfee leidjt aue her uor~ 
f)crgef)enben @leidJung 
(X4+ y4)(Z4+ U4) = b2+4bxyzu-2 {xY(Z2+ U2)+ ZU(X2+y2)}2 

+ 4X2 y2 z2 u2 

@;e~t man tit Mefe ®reidjung bie olien gefunbenelt ®ert~e uon 
a2 b 2c 

xY(Z2+ U2)+ZU(X2 +y2) = 6 + 2 - 3a 

unb 
a2 b c 

xyzu = 6 - 2 + sa 
etn, fo er~iilt man ben ®ert~ bee SJ)robufte~ 

(x4+ y4) (Z4+ U4) = (~2 + ~:} _ 2 (~2 + ~ _ 2c12") 
2 3al 

@;e~t man je~t 

10 f)at man 

P q = (~ + 2c) 2 _ 2 (~ + ~ _ 2C)2 
3 3a 6 2 3a 

mp + nq = 1 

.) small fte~t au~ bem Dliigen, bali ba~ SJlrobuft 
(X4 + y4) (z4 + u4) 

fd)on burd) Me brei sprobufte 
(x+y) (z+u); (x2+y2) (z2+u 2); (xs+yS) (zs+u3 ) 

!Jollftnnbig lieftimmt ift; man lIlurbe ba~er einen llBiberfprud) er~a{ten ~\,'&ett, lIlenn 
man aulier jenen brei sprobutten nod) ba~ sprobuft (X4 + y4) (z4 + u4) ale be' 
fannt angenommen ~5tte. 

13 
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~man fann ba~er p unb q finben. 
S)~adjbem p unb q veftimmt finb, fann man bie ~ufIolung ber 

®leidjungen leidjt mUtelft ber ttleiter oven gefunbenen ®leidjungen 
, a2 b 2c 

xy (Z2+U~)+ zu (X2+y2) = if + 2 - 3a 

a2 b c 
xy . zu = if - 2"" + Sa 

unb ber ®!eidjung 

au @nbe fii~ren. 

3ttleite ill1et~obe. 

ill1an f e~e 

x+y= var z+u=v'~ 
x2 + y2 = S Vb' Z2 + u2 = Vb 

s 
f 0 fiub Me veiben erften ®leidjungen 

(x + y) (z + u) = a 
(x2 + y2) (Z2 + u2) = b 

non f cloer erfiiUt. mun ergievt fidj aua ben @)uvftitutionag!eidjungen 
3s· /b ar x2 + y2 _ xy = v 2--2 
3 Vb a 

Z2 + u2 - ZU = ~-2r 

ill1ulti~licirt man bieje ®leidjungelt in eiltaltber, fo fo!gt 

• 2 2 a2 +9b 3ayb (_rs + -sr) (X2+y2_ xy) (z +u -zu) = -4-- - 4 

>Va aver 
(x3 + y3) (Z3 + u3) = (x + y) (z + u) (x2+ y2- xy) (Z2 + u2-zu)=c 

10 ergieOt fidj 
(x+y) (z+u)=a 

C (X2+y2-xY)(Z2+U2_ZU) =-
a 

<Durdj ~ergleidjultg bicfca ~Sert~e6 mit bem ovigen ttlirb er~ 
ljaUen 

2+9b 4e 3 ,I-If + s\ a - - - = a V b 1- -.! a \ s r / 
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(:£a f ei nun nodj ber (:£infadj~eit \uegen 
s = t. \' 

fo gegt Me uorftegenbe ®feidjung uoer in 

a2 + 9b - ~c = 3a {iJ (t + + ) 
eine in ~e3iegung aUf belt ~udjftaoen t quabratifdje ®leidjung. 
~ebeutet t cine i~rer ociben m3ur3eln, fo gat man 

s = tr 
unb eG gcgcn bic ~lIoftitlltionaglcidjltngen in folgcnbe uoer: 

x+y=var 

x2 + y2 = r. t Vb Z2 + u2 =V b 
t . I' 

~ua biefen ®leidjungen bUbe man mOl 3uerft 
r ./-

xy = 2" (a - t vb) 

zn = ~ (a _ ~b) 
lInb balUt 

2 1'~ - 2 
X4 + y4 = (x2 + y2) - 2x2y2 = 1'2. t2. II .. - "2 (a-t Vb) 

Z4 + u4 = (Z2 + u2l _ 2z2n2 = -;-b ____ 1_ (a _ fii)2 
t2 r2 2r2 \ t 

~uftipHcirt man bie erfte mit m, Me 31ueite mit n, fo lUirb, ba 
m (X4 + y4) + n (Z4 + u4) = 1 

ift - erljarten: 

1 = m {t2b - ~ (a - t Vb)2} }'2 + n {~2 - ; (a- Vtb f}· r~ 
eine ®leidjultg, lUeldje fidj burdj bie ~uoftitutiolt 

1'2 = v 
feidjt in eine quabratifdje uerltJanbdt. 

.pat malt nun r gefunben, f 0 OfeiOen uermittelft bea m3ertlje~ 
t Me ®riit3en x, y, z, U Ilua ben ®fcidjungelt 

x-+:y=var z+u=V~ 
xy = ~ (a - t Vb) ZlI -= ~r- ( a - Vtb) 

in be fa n n t e r m3 ei f e 3tt oeftimmen. 

13 • 
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x2 + 2yz = a 
y2 + 2xz = b 
Z2 + 2xy = c 

auf3 ufii fen. 
Wbbirt man biefe ®feid)ungen au einauber, fo with bie Hufe 

(Seite baG Duabrat UOlt (x + y + z) ullb man cr~filt ba~cr, 
ltadjbelll bie Duabrntluur,)cf ge30gen ift: 

x +y + z = V a + b + c 
Se~,t fulltrnl)ire man uon bclt brei ®feid)ultgen je aMi UOlt 

cinaltber, fo Ctl)(ilt malt: 

obet 
x2 - y2 + 2yz - 2xz = a - h 

(x - Z)2 - (y - zi = a - b 

Wc~nfid) nnbc! malt 

(y - xl- (z - xi =- b - c 
(z - y)2 _ (x _ y)2 = C - a 

~1ttlt fe~c man 
(y - zi = v - a 

fo ergicbt fidj auG ben uorftcgcnben ®fcid)ungcn 
(z - xi = v - b 
(x - y)2 = V - c 

mimmt man allG ben fcLlten brei ®feidjultgen bie Duabtllt~ 
\tlllracIn, fo crgiebt fid): 

y-z=+ vv-a 
z-x=+ Jlv-b 

x-y=+yv-c 
\tlooci red)tG bie m3ur3el3eidjen nodj ltnbeftimmt fiub. mun ift bie 
<Summe bcr Hnlen (Seiten biefer ®Ieidjultgen gIcidj mua. memnadj: 

±vv-a ± VV-b +vv-c =0 
C?5d)afft man bie erfteu oeiben m3uqefn nadj ber redjten C?5eite 

gittiilier lIllb ergebtbantt bie ®leidjultg 3um Duabrat, fo crgicot fidj: 
\' - c = 2v - a - b -+ 2 V (v - a) (v - b) 

obcr 
(a + b -:-- c - vi = 4 (v - il) (v - b) 

mad) ~hlffiifllng bet .stfammenl crlJiHt man aU6 hiefer ®reid)lIl1g: 
2 2 " 2 3v - 2 (n + b + c) v = a + b- + c - 2ab - 2ae - 2bc 
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:Die ?l13uqc(n ~iefer qua~tatifef)en 0Heief)ung fin~ 
a + b + c 2.1 -- -- - -~---

v = 3 + 3 V a2 + b2 -J. e2 - ab - ae - be 

~e~elltet a[io v eimn ~ieier bei~en ~\3ertlJe; 10 fann man aue 
~cn @[eh~ultgClt 

y-z=+yv-a 
z-x=+yv-b 
x--y=+yv-c 

~ie @riiBen y 1I1l~ z ~uref) x fo{gen~ermaBen au(j~tiicfen 

z = x + yv- b 
y =-: x - yv- a 

m~~irt man 3U ber <Summe hiefer beihen @Heid)ungen noef) 
x = x unh bebenU, bab x + y + z fef)on befannt tft, fo et~aft 
man leief)t x, bann y lln~ z. . 

®it befef)lieaen Diefen ~lbfef)nitt mit bet mllfliifllng her for. 
genben @feief)lIllgen *) 

x2 + y2 - 2rxxy = a2 
y2 -I-- Z2 + 2rxyz = b2 
Z2 + u2 - 2rxzu = c2 

u2 + x2 + 2rxux = d2 

~lltef) ibllbtraftion Diefer @{eief)llngen etlJaft man fo{gen~e 
vier @{eief)lIngen: 

f (z + x) (z - x + 2rxy) = b2 - a2 

1 (z + x) (x - z + 2rxu) = d2 - c 2 

. I (u + y) (u - y + 2rxx) = d2 - a2 

t (u + y) (y - u + 2rxz) = b2 - c2 

~ic beibcn crften Diefer vier @leief)llngcn ahbire man lln~ 
fct1c ~Ct $tUtoc ltlegClt 

b2 - c2 + d2 - (\2 
2a) = m~ 

2rx 
f 0 etgiebt fief) 

2. (z + x) (u + y) = m2 

~itJib.irt malt ltUlt bie bei~en etftelt @{eidjungen 1. ilt ein. 
an~er, mllftiplicirt iiber $tteU3 Hill) othltet bae ffiefllftat, fo erlJaft man 

rn 2z + (<12 - b2) U = m2x + (c2 - d2) Y 

*) !Bon bic\m ®ldcf)uugelt ~iingt bie ~uf(8iunil ber ~uff!abe ab, rin !Bimtf 
aU beredJncn I lJon llJeld)WI ncneben jinb bie lJier l3eiten unb ber lffiinfel, ben Die 
beiben ~ial1onalen mit cilll1nber bilben. ~cr (£ofinnil ~iefee lffiinfcll3 ift in ben 
ohlgen ®leid)ungen ber Stiitae Ulegen burd) C( bC3eid)net. 
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1)urdj ~it1iiion ber lieiben {e~ten @{eidjungen 1. er~ii(t man 
galto entfpredjenb bie line are @{eidjung 

(a2 - (\2) Z +- m2u = (c2 - b2) X + m2y 
~un briicre man aua ben oeiben 3ule~t getvonnenen ®lei" 

djungen 
m2z + (a~ - b2) U = m2x + (c2 - d2) Y 
(a 2 - ( 2) Z + m2u = (c2 -- b2) X + m2y 

bie beiben @riiten z ultb u burdj x unb y aua unb oebiene fid) 
l)ierliei ber ~{bfiir3ungen 

10 forgt 

3. 

m4 _ (a 2 - b2) (c2 - b3) _ 

4 ( 2 b~) (2 ~d2) - A-I m-a- a-

m 2 (b2 + c2 - a2 - (12) ~ 
m4 _ (a2 _ b~) (a2 _ 02) - B 

m2 (c2 + 112 _ a2 _ b2) , 
--~----------------- = A 
m1 _ (a2 - b2) (a2 _ 112) 

m4 _ (a2 - IF) (c2 - d2) _ ' 
--- - B -1 
1111 - (a2 - b2) (a2 - IF) 

{
X + z = Ax + By 
Y + u = A'x + B'y 

~iefe ®(eid)ungen muUipHcire man in eiltanber, fo ergieDt fid) 
tJermiige 2. 

~a ferner 
x2 + y2 _ 2(lxy = a2 

tvar, fo I)at man nUt bie beiben @leidjungen 
AA'x2 + (A'B + AB') xy + BB'y2 = m2 

x2 - 2C(xy + y2 = a2 
auf'uli.if en un~ erlJiHt ~ann aua 3. ~ie m;edl)e tJon z un~ ll. ~ic 
tJorftef)en~en bei~en ®leidjungen rebucircn fidj fogleidj aUf eine 
quabratifdje @{eid)ung, inbem man lieibe in einanber bitJibirt unb 
y = Ix fe~t. Sft t aua 'ocr quabratifd)cn @lcid)ung 

a2 (A + Bt) (A' + B't) = m2 (t - 2cd + t 2) 

beftimmt, 10 finbet man x unb y 'ourdj 'oie Borme{n 
a at 

x = ~V~1==;:':2=C(t=+:;= t 2 , Y = VI =2::;=(l=t =+==;;t 2 

u. f. tv. 
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8lUiilfttt ~bfdjnitt. 
Ueber ~ie ctritl)mdifd)en 91eil)en. 

~in I eitu n g. 

m3enn bie mei~enfolge bet n @riif3en 
3 0 , 3 1 , 3 2 , 3 3 , • • •• 3 0 -1 (R) 

gegcIien ift unb man fuOtra~irt jebea @Heb \lon bem barauf foI" 
g:.nb~n @Uebe, fo et~a{t man eine neue mei~enfolge \JOn @tiif3en, 
namftdj 

31-30,32-31,33-32' .••• 3 0 -1- 3 n-2 (R1) 

~iefe (e~tm meiIjenfolge (R I ) nennt man bie ~iff'etenJen~ 
91eil)e ber mci~enfolge (R). ~a ift einleudjtenb, baf3 Me ~iffe" 
ren3en"mci~e (RI ) einer aua n @Uebem liefte~enben mei~e (R) ltUt 
(n-l) @SUeber ent~iilt. 

®iel)t man je~t Me ffieil)enfolge (Rl) ala urfpriiltg1id) gcgelien 
an, fo fann bie ~ifferel13en"ffieil)e \lon {e~teret ffieil)e gebHbet 
ltlerben. IDiefe ift: 

3 2 - 231 + 3 0 , 3 3 - 2"2 + 111' •••• 3 n-l - 23n -2 + 3,,-3 (R2) 

~ie ffieil)e (R2) ift Me erfte ~ifferen3en"meil)e \JOn ber meil)e (HI), 
ltleldje i~rerfeit6 Me erfte IDiffmnoendRei~e \lon bet urfpriinglidj 
gegebenen mei~e (R) ltlar. sman mnnt, um Me ~arfteUunsaltleife 
bet mei~e (H2) aua bcr mei~e (R) 3u djaraftetifirelt, bie mei~e (1l2) 
bie 3ltleite IDiffeten3endHeil)e ber meifJe (R). - @:ntfJiHt 11n" 
ferer ~ltna~me gcmiif3 Me ffieil)e (ll) n @Sliebcr, 10 faltn Me 3ltleite 
IDifferelt3Cn"ffieifje \lon (n) nur beren (n-2) ent~aften. 

mHbet malt fcmer UOlt ber ffieif)e (R2) luieber Me ~iffmn3en" 
ffiei1)e, fo erl)iilt man cine neue ffieflJe \lOlt (n - 3) @liebem 
33 - 332 + 3a l - 30, 114 - 3113 + 332 - 11/ .•• 3n-l-33,,_2 + 330 -3 

- 3 11-4 (H3) 

luefdje Me britte IDifferen3en"ffieilje ber ffieilje (R) genannt 
ltlirb. -

~fU6 biefer einleitenben ~rf(iirung ltlirb erfidjUidj, ltla6 Me 
uietie ~ifferen3elt"mei1)e ber ffiei~e (R) liebeutet 11. f· f. 

~ i n i 9 e 3 a 1) fen Ii ei f II i e I e m jj 9 e It b a a @S e fag tee d it ute r It. 
@6 fei gcgclien bie ffiei~e bet 10 @licber: 

(H) 1, 2, 5, 1~, 29, 70, 169, 408, 985, 2378 
fo erlJiilt man ala erfte IDiffeten3en" ffieil)e \lon (H) Me folgenbe 
ffiei~e \JOn 9 @SHebem 

(HI) I, 3, 7, 17, 41, 99, 239, 577, 1393 
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~ilbet man 110n biefer 3(ei~e l11ieber bie erfte ~ifferen3en~ 
mei~e, fo erI)uft man bie 3111eite ~ifferelqelt~~eil)e ber ffieige 
(R), l11e(dje aua folgenben 8 @fiebern ueftegt: 

(R2) 2, 4, 10, 24, 58, 140, 338, 816 
~ie erfte ~ifferen3en~ffieil)e 110n (R2), IlleIdje 3ugleidj bie brUte 

~i ffmIt3en~ffieil)e uon (R) ift - entl)iilt bie 7 @fieber: 
(Ra) 2, 6, 14, 34, 82, 198, 478 

~ie uierie ~iffere113en dReil)e tJOlt (R) ueftel)t aua ben 6 foC. 
gel1ben @fiebetll: 

(R4) 4, 8, 20, 48, 116, 280 
~ie fiinfte ~ifferen3en.ffieil)e lJOlt (R) elttl)ii(t bie 5 fo{genbcn 

@lieber: 
(Ro) 4, 12, 28, 68, 164 

u. f· f· 
lteuerfidjtridjer ftem biefe ~ilbul1g ber ~iffereI13en~ffieil)en fid! 

burdj belt fo{gel1ben ~6ri§ bar: 
R i . 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985, 2378 
RI ; .. 1, 3, 7, 17, 41, !J9, 239, 577, 1393 
R2 ; ••• 2, 4, 10, 24, 58, 140, 338, 816 
R3 ; ••••• 2, 6, 14, 34, 82, 198, 478 
R4 ; •••••• 4, 8, 20, 48, 116, 280 
Ro i ....... 4, 12, 28, 68, 164 
RG; •••••••• 8, 16, 40, 96 
R7i ........• 8, 24, 56 
Rs; .......... 16, 32 
R9 ; • • • • • • • • • •• 16 

mon ber ffieige 
Ri I, 9, 31, 73, 141, 241, 379, 561 

{outen bie erften ~ifferen3en.ffieil)elt: 
RI ; •• 8, 22, 42, 68, 100, 138, 182 
R~; .... 14, 20, 26, 32, 38, 44 
Ra; . • • . . • . 6, 6, 6, 6, 6 

Sft bie erfte ~ifferenaelt~ffieil)e gegeuen, fo fann malt 
bie ~eil)e feluer uHben, fouulb mun il)r crftea @fieb ober etn ue. 
ftimmtca il)rer @licbcr fennt. 

Sn ber ~l)ut ift bie lIl'fpriiltglicf)e :J1cH}e R nodj nidjt ueftimmt, 
foualb ilJre ~ifferen3en~ffiei~e HI gcgc1lcn ift; - benlt l11eltlt x eine 
lieHebige Bag{ uebentct, fo I)ut Me ~leif)e 
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R; 1+.\", 9+x, 31+x, n+x, 141+x, 241+x 
biel elbe e r ft e ~ i ff ere n 3 e n ~ m ei f) e 

luie bie ffieilje 
R1 ; 8, 2:!, 42, 68, 100 

1, 9, 31, 73, 141, 241 
@a mUB a[lo baa e r fte @lieb oher ein (bcr ®tc((cn3af)( nadj) 

be fii m m tea @ficb bel' ttrlpriiltgfidjen ffieil)e ~cgcbcn fein, um aua 
her erften ~ifferen3cn~meiljc Rl hic ttrlpriinglidje ffieiljc R 3tt ent~ 
lUicfcln. 

~icfc @nill1icfcfung 9Cldjiel)t hurdj reine ~(bhition unh luirb 
hurdj haa for~enbc meilpie[ erfiiutert lUerhelt fonnen. 

@a fei hte erfte ~ifferen3en~ffieilje Rl gcgeben: 
R1 ; 3, 7, 12, 18, 25, 33, 42 

lInb befanltt, has baa 3IU cit e @ [i e b bel' urfpriingfidjelt ffieilje 8 
ift, fo fatttet [e~tere offenfiar 

R i 5, 8, 15, 27, 45, 70, 103, 145 
Sie'!)t malt ltiimHdj lJon hem 3ltJeiten @fiebe her urlpriingfid)en 

lneilje = 8 baa erfte @fieh = 3 bel' erften ~ifferen3en~meilJe ab, 
fo er1)iilt man haa erfte @Ueh her ffieif)e R; abhirt man ferner 
~lIm 3IUeiten @fiehe = 8 her urfpriingfidjen ffiei1)e R bae altJeitc 
(SHieh her ~ifferelt3cn = ffici1)e HI = 7, fo erljiiU malt haa brUte 
l~lieh her urlpriingfidjcn fficiI)e = 15 tt. 1· f. 

U e b e r 1) a up t e r 1) ii [t m a It b a a n Ie @ Ii e h be r It r f p rit n 9 ~ 
Ii dj e It ffi ei 1) e , in hem m a It 3 It mer ft e n @liebe her f e{ Ii e It 
hie e r ft e n (n - 1) @ Ii e her b erg e 9 e Ii e It e It ~ iff ere It 3 e It ~ 
ffi ei 1) e Rl a h h i r t. 

~elUeia: 
@a lei bie urlprihtglioj gegebene ffieil)e: 

R; 3 0, 3 11 3 z, 3 3, ••. 3 n -2, lln-l 

IUcfdje n @lieher entf)iift. ~erner fei hie erfte ~ifferelt3elt ~ ffieif)e 
herlelben 

RI ; bo, bl , bz , b3 , ••• bn - 3 , bn- 2 

10 ljat malt Itadj bem ~rii1)erClt 

u. f. IU. 

bo = 31 - 3 0 

b1 = 3z - a1 

bz = 83 - 82 

bll - 3 = a,,_2 - 3 11-3 

bll- 2 = 3,,-1 - 3 11-2 

~bbirt malt hicfe (n - 1) @[eidjungen all einanber, fo ergiebt fidj 
ho + b1 + bz + ... + bn - 3 + bn- 2 = 3 n-l - no 

oher, lUaa beljauptet IUllrhc 
3 11 -1 = 8 0 + bo + b1 + b2 + ... + UIl -3 + bn - 2 
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b.lj. bas nte @lieb ber urfpriingrid)en ffieilje R lUirb er. 
ljalten, inbem man au bem erften @Iiebeao ber urfpriing. 
Ii clj 9 e ~ e ben en ffi e i lj e Rbi e e r ft e n (n - 1) @(ieber be r 
e r ft e n :D iff er e n 3 e n ~ ffi ei lj e lj i n 3 u f ii 9 t. 

Se~t lUirb es einleudjtenb fein, ba[3 man audj aua ~er 31U ei. 
ten :D i ff e r etta e n ~ ffi ei lj e H2 Me urfprungHd)e ffieilje R entlUicfe{n 
fann, Illeltlt bie crften lieibClt @Iieber Ie~terer (ober 3IUei lieHeliige 
ber @5telfen3aljI nad) lieftimmte @Iicbcr Ic~terer) gegeben finb. @a 
fei 3um ~eifpieI, lUie lUeiter olien 

.,H; 2, 4, 10, 24, 58, 140, 338, 816 
unb liefannt, baB bie erften lieiben @Heber non R 1, 2 finb; 10 
mUB bas erfte @Heb ber erften ~ifferen3en~ffieilje Rl gIeidj 1 fein. 
:Demnadj fann je~t aue R2 unb bem erften @liebe non Rl gIeidj 1 
bie erfte :Differen3elt~ffieH)e Hi geliUbet llJerben. ill1an erljiiIt: 

Hl ; 1, 3, 7, 17, 41, 99, 239, 577, 1393 
:Da ferner bas erftc @Iieb ber urfpriingHdjen ffieilje R gIeidj 

1 ift, f 0 erljiift man je~t mitterft ber erften :Differen3enreilje Rl bie 
foIgenben @Iieber ber urfpriingIicljen ffieil)e 

R; 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985, 2378 
@an3 iff)nliclj l)at man au nerfal)ren, um aua ber britt e n 

:D i ff ere n 3 e n ~ ffi ei l) e, ber n i e rt en u. f. 1lJ. Me urfpriinglidje ffieil)e 
R ljerauleiten, lUenn bie erften brei, nier u. f. IU. @lieber Ie~terer 
gegelien finb. 

:D i ear it lj m e ti f dj e m ei I) e e r ft e r Dr b nun g. 

@rfUirung: 
U n t e rein era r it l) m et if clj e n ffi ei lj e e r ft e r D r b nun 9 n e r. 

fteljt man cine ffieilje non ®1iebern, beren aUf einanber 
f 0 I 9 e n b e :D iff e te n a eng I ei dj \ in bob e r b ere n e r ft e :D iff e· 
r e n 3 e n ~ ffi e i lj e f aut erg 1 ei dj e @riiBen e n t lj ii ft. 

Sft a baa erfte @fieb einer aritljmetifdjen ffieilje erfter Drb. 
nung, n bie Wn3aljI iljrer @Iiebcr uub b bie :Differen3 non je 3IUei 
aUf cinanbcr foIgenben ~mebern, fo f)at bie fficilje bie %orm 

Rj a, a+b, a+2b, a+3b, ... a+(n-l)b 
Sft baa erfte @Heb ciner aritljmetiidjen ffieilje erfter Drbnung 

= a gegelien, baa Ieete @lieb berfeflien = t unb Me Wn3al)I ber 
@fieber = n, f 0 finbet man bie :Differen3 ber aUf einanber foI. 
genben @lieber = b mitielft ber @Ieidjung 

niimHdj : 
t = a + (n - 1) b 

b = _t __ a,­
n - 1 

Illoburdj bie ffieilje fellier lieftimmt ift. 
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m u f 9 ali e. 
mie @)umme s ber arit~metifdjen mei~e erfter Drb" 

nung 
Il, a + b, a + 2b, .... a + (n - 1) b 

altaugelien. 
ma Me @)umme ber mei~e tJon bet mei~enfo(ge bea mbbirena 

bet einoefnen @Hebet nidjt alilJangig ift, fo wirb Me @)umme s fidj 
aUf bie lieiben folgenben ~(den barlteUen laffen: 
s = a +(a +b)+ (a +2b)+ ... + [a + (n-2)b] + [a+(n-1) b] 
s= [a+(n-I)b] + [a+(o - 2)b] + [a+(0-3) b] + ... 

+(a+b)+a 

~bMd man Mefe lieiben @leidJungen au einnnber unb fugt 
redjta immet Me iilier einanbet fte~enben @lieber ber mei~e 3u" 
lammen, 10 ergalt man fur bie @)umme einea jeben uber einanber 
fte~enben @Iiebetllaatea 2a + (n - 1) b. @a ergielit fidj bemnadj: 

2s = [2a+(n-1)b] + [2a+ (o-l)b] + '" +[2a+ (o-l)b] 
medjta lJat man eine @)umme tJtln lauter gfeidjen @)ummanben, 

beten jeber gfeidj 2a + (n -1) b ift 1mb beren mnaa1)l gleidj bet 
3aI)I bet in ber meiije s entijaltenen @fiebet, namIidj = n ift. 
~adj bet @rffarung einea IJ)robuftca Illirb alfo: 

2s = n[2a+(n-l)b] =2ao+n(n-1)b 
mitJiMd man Mefe @(eidjung nodj burdj 3wei, fo etgielit fidj 

+ n(n-l) . b 
s=n.a 2 

malJer ift bie @)umme: 
0(0-1) 

a +(a+b)+(a+2b)+- ... + [Il+(n-l)b]=o.a+ ~ ·b 

~ltlnerfung: 

Sft a = b = I, fo wirb bie @)umme ber mei~e 
0(0+1) 02 0 

1 + 2 + 3 + .... + 0 = --2--- = 2 + 2 

b. 1). bie @)umme ber erften 0 natudidjen 3aijlen wirb 
gefunben, inbem man au ber -\)CiIfte bea ,ouabrata tJom 
lepien @licbe bie .palfte bea (e~ten @(iebea abbitt. 

m ie a tit lJ m eHf dj e metI) e 3W e iter Drb n It ng. 

@rfIiirung: 
@ine atitI)metifdje meilJe 3weiter Drbnung ift cine 

ffieilJ e tJon @liebern, b eten erft e m i fferen3en" m eiI) e dne 



204 

a ri t fJ m e it i d) e m ei fJ e e r ft e r D t b nun Rift; 0 b e r be r e n 31U e it e 
mifferellaen.meifJe lauter gleid)e @roijen entfJiilt. 

Sft a baa etfte @lieb bet aritgmetifd)en meif)e 3IUeiter Drb~ 
llung, h baa erfte @Slieb igrer erften miffereIl3en~meige, c bie @Srof3e 
afTer @{iebet ifJrer 3IUeitcn miffeten3cn~meifJe 1mb ift enMid) 11 bie 
WnaafJ( aner if)rer @Sliebcr, fo (autet nad) bem %riif)eren if)re etfte 
miffeten3ell~lReif)e : 

Hi i b, (b + c), (b + 2c), b + 3c), ... [b + (n-2)c] 
mua ber erften mifferenaen. lReige bet atitgmetifdjen meige 

3IUeiter Dtbllullg H faull ltUIl bicfe ~ReifJe fellier, beren erftet'! @SHeb 
gIeiel) a ift, aufgefunben luerben. @if{ man fogleidj bat'! nte @Heb 
ber meifJe R f)aliell, f 0 f)at mnn ltur au bem erftell @Uebe a bie 
e;umme aUer @Ueber ber erftell mifferen3en~meifJe 3U abbiten. mie 
<Summc afTer @lieber ber mcif)e HI ift nadj bem %ruf)erell gleidj 

(n-I)b + (1I-1~(n-2) c 
2 

mafJet lautet bat'! nte @lieb ber lReifJe R 

_ +( l)b+ (11-1)(11-2) t -- a 11- . 2 c 

~ut'! biefem lebten @Hebe bet lReif)e R fonnen nun ane @lieber 
berfellien leidjt aligeleitd lUerben. menn fJiitte bie meif)e H nut 
7 @fiebet, fo luiitbe igt fielientet'! @Heb gefunben, inbem man in 
bem ~ruabtltcf fur t ber 3af)1 11 ben liefonbeten @ertfJ 7 lieifegt. 
maa fieliente @lieb bet lReilje R mUf3 alfo (auten 

a + 6b + 15c 
@ana iiljnfidj fJiitte man bat'! erfte, 3IUeite u. f. IU. @Heb ber 

lReifJe R aut'! t finben {onnen, inbem man in ben ~uabtucf 
(n-l) (11-2) 

t=a+(n-1)b+ c 
2 

an <SteUe tlon n bet lReige nael) bie 3af)(en 1, 2, u. f. IU. fe~t. 
~uf biefem @ege etljiift man nun fur H bie fo(genbe meifJe: 

Rj a, (a + b), (n + 2b + c), (a + 3b + 3c), (a + 4b + 6c), 

u.f.lU. {a+(n-l)b + (n-1)2(n-2) c} 

~emerfung. 

maa nte @Heb einer belielii~en meige, aua lUeld)em bie ein~ 
aelnen @Heber betfellien ber metf)e nadj babutd) aligeleitet lUerben 
fonnen, baf3 mall fur n ber meif)e ltad) bie 3af)len 1, 2, 3 u. f. IU. 
fe~t - fJeif3t baa a {( gem e i It e @ Ii e b bieiet meilje. 3ft nun 
Sn bie <Summe einer meige tlon n @Hebern, beten aUgemeinea 
@Slieb an ift, fo baf3 man ijat 

So = a1 + 8 2 + 8 3 + ... + an 
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fo luirb man sn ara baa affgemeiltC @Heb einer ffleHJe anfegen 
fiinltCn, beren erftea @fieb greiC(J ~uU ift unb beren etfte ~iffe" 
renaen"ffleige rautet 

b. g. ea luirb 
0" = s" -- 5,,-1 

fein. Bu bemfcUien ffiefuUat gefangt man, inbem man nur bie 
(n -1) 03Heber 

abhirt. ~ie 6umme berfeloen witb burC(J Sn -lOU Oe3eiC(Jnen fein. 
8uotraf)irt man nun hie oeibcn @leiC(Jungcn 

s" = a1 + a2 + 113 + . . . + an - 2 + a" - 1 + !I" 
s" -1 = a1 + 112 + a3 + .. , + lin - 2 + an _1 

lJOn cinanbcr, fo ergiilt man lute llOrgcr 
Sn - S,,-l = II" 

@efingt ea nun, eine @riifJe s" fo au finben, baB bie ~ifferen3 
5u - 5n -1 == an 

b. i. gleiC(J bem aUgemeinen @fiebe ber gegcoenen ffieige ift, fo fann 
man hie (3ummc ber erften n @ficber ber gegcocllcn fflcif)e fogleiC(J 
angcoen. 

m u f gao e. 
~ic 6umme ber aritgmeiifC(Jen ffieige 3weiter Drb" 

nUllg, berell aHgemeinea @ficb gleiC(J 

II + (11 -1)b + (11-1)2(11-2) c 

ift - foU aufgefunhen werhcn. 

mUfliifung. 
&a ift: 

n - en - 3) = 1 = rl n - 3 
3 3 - -3-

bager hurC(J ~ultipHfation mit (11 -1) 2~=- 2) c; 

n(n-l) (n-2) (n-l) (n-2) (n - 3) 
2.3 -c- 2.3 C 

(n-l) (n-2) = ---2--- c 

&ocn fo ift: 
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n n-2 
-.- --- -- = 1 
2 2 

baljer burdj W1uUipfifation mit en -1) b: 

n(n-I) b _ (n-1)(n- 2) b = Cn-l)b 
2 2 

@nbfidj ift: 
na-en-I)a=a 

~af3t man ba~ morljergelJenbe 3ufammen, fo fann man ba~ 
affgemeine @(ieb unferer aritlJmetifdjen ffieilJe 31lJeiter Drbnung 
fo[genberma~cn umformen: 

+ ( 1) b + (n - 1) en - 2) _ 
a n- 2 c-

{na + n (n - 1) b + n Cn - 1) (n -:- 2) c} _ 
2 2 . 3 

{ (n - f) en -- 2) en - 1) (n - 2) (n - 3) } 
(n - 1) a + 2 b + 2 . 3 c 

l3e~t man nun ber@infadjl)eit llJegen 

+ n (n - i) b + n en - i) (n - 2) _ 
na 2 2 . 3 C - Sn 

fo llJirb 

( _ 1) +. (n-l) (n-2) b + (n-I) (n -2) (n-3) _ 
n a 2 2 . 3 C -- Sn-l 

unb balJer 
en - 1) en - 2) 

a + (n - 1) b + 2 C = Su - Sn-1 

ma nun So = 0 ift, fo IlJhb nadj bem tlorljer ~emerften Me 
@5umme ber aritlJmetifdjen ffieilJe 31lJeiter Drbnung tlon n @(iebern, 
beren allgemeine~ ober nte~ @fieb gfeidj 

a + (n - 1) b + (n - 1) en - ~ C 
2 

ift, bem ~(u~bruC£ 

_ + n (n - 1) b + n (n - 1) en - 2) 
Sn - na . 2 2 . 3 C 

gfeidj fein muff en. 
Um biefe6 liei ber ~idjtigfeit be~ @egenftanbe~ nodj au~fuljt. 

fidjer au acig,en - ~e3eidjnen luir bie @f~eber ber gegelienen aritl)~ 
metifdjen ffietge 31lJettcr Drbnung bet ffietlJe nadj burdj aI, a2, ... 
!In, fO ba~ malt gat 
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a1 = a 
a2 =a+b 
3 3 = a + 2b + c 
34 = 3 + 3b + 3c 

u. f. tu. 
_ +. ( 1) b + (II - 1) (n - 2 

an -- 3 n - 2 c 

mann ift aUgemein 
a" = SII - S,,-1 

unb ba~er, tuenn man fur n ber fflei~e nadj bie ~ert~e i, 2, 3, ... 
II fe~t 

a1 = S1 - So 

a2 = S2 - S1 

a3 = S3 - 8 2 

U. f. tu. 
a n_1 = Sn-1 - Sn_2 

an = Sn - Sn-1 

~bbirt man biefe n @Heidjungen au einanber, fo ergiebt fidj 
a1 + a 2 + a 3 + ... an = Sn - So 

b. ~. ba So = 0 ift 
81 + a~ + a 3 + . . . + an = 8n 

~ie ~Ulllme ber aritijmetifdjen ffleiije 3tueiter 
Drbnung: 
II + (a + b) + (a + 2b + c) + (a+3b+3c) + (a+4b+6c)+ ... 

+ ... + {a + (n - 1) b + (n - 1)2 (n - 2) c } 

luirb a[fo gleid): 
_ n (n - 1) n (n -- 1) (n - 2) 

na -t 2 b + 2. 3 - c 

~ nmedu n g. ~e~t man in bfr tlorfteijenben ~ummirunQB~ 
former II = 1, b = 3, c = 2, fo erijalt man a{~ IlUgemeine~ ®heb 
ber arit~metifdjen fflei~e 3tueiter Drbmmg 

1 + 3 (n - 1) + (n - 1) (n - 2) = n2 

unb Il{~ eumme ber fflei~e 

+ ~ (_ 1) + n (n -.- 1) (n - 2) = ~ + n2 n 
n 2 n n 3 3"2- + If 

mie @)ummc ber Ilrit~metifd)eu fflei~e 31ueiter Drbnung tler" 
IUllubelt fid) ba~et in bie ~umme bet erften n Oltabrat3a~{ett uub 
e~ tuitb: 
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3 2 

12 + 22 + 32 + ... + 0 2 = ~ . + ~ + : 
mie @ntllJicfelung Ie~terer ~ummenformel gefdjie~t audj gana 

einfadj baburdj, bab man uon ber @)Ieidjung 
(n + Ii - n3 = 3n2 + 3n + 1 

auagel)t 1mb in berfelben ftatt n bie auf einanber foigenben 3a~(en 
1, 2, 3, le. n fe~t. .pierburdj ergeben fidj foigenbe n @)[eidjungen 

23 - 13 = 3. 12 + 3. 1 + 1 
33 - 23 = 3. 22 + 3. 2 + 1 
43 - 33 = 3. 32 + 3. 3 + 1 

u. f. Ill. 
n3 - (n -1)3 = 3 (n-l)2 + 3 (n - 1) + 1 
(n + 1)3 - n3 = 3n2 + 3n + 1 

Wbbiri man mtU biefe n @){eidjungen au einanber, fo crgiebt fidj 
(n + 1)3 - 1 = 3 [J2 + 22 + 32 + '" + n2] 

+3[1 +2 +3 + ... +n] 
+n 

ma alier nadj einet frii~eren %ormel Mc ~umme ber erfteu 0 
lIaiiirlidjen 3aI)[en 

0 2 n. 
1 + 2 + 3 + ... + 0 = 2" + "2 tft, 

f 0 erl)iift man nadj &iltfe~ultg Mefea ~ummenlllert§ea 

(n+1)3-1=3(I2+22 +32 + ... +n2)+ 32n2 + ;" + n 
~ua Mefer ®Ieidjung fliebt nadj ciner (eidjten DtebuUion bail 

obige Dtefultat: 
2 2 

12 + 22 + 32 + ... + 02 = ~ + ~ + ~ 

IDie arit§metif dj e ffl ei ~e b ritter .orbn un g. 

~r n ar ung: ~ine a rUI) meti f dje fflei§e hitter .orb. 
nuns ift dne ffleil)e non @Hiebern, beren erfte IDiffe. 
rel13endReil)e dn e aritl)metifdje ffleil)c allleiter .orbnung 
ift - ober beren alllcite IDifferenaen. fflei§e eine arit§. 
metifdje meil)e erlter .orbnung ift - ober beren brittc 
IDifferen3en.meil)e {auter gleidje @)roben ent§Cilt. 

3ft a baa erfte @)Iieb ber aritlJmetifdjen ffleil)e btitter Drb. 
nung, b bail erfte @)lieb il)rer erften IDifferen3en. Dteil)e, c ba~ 
erfte ®Heb il)rer 31lJeiten IDifferen3en. Dteil)e, d bie @)riiue aUer 
®lieber i9m britten IDiffmn3en. fflei§e uub ift n bie Wn3al)I aUer 
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i~rer @SHeber, fo (aute! nadj bem %rii~eren i~re 3weite IDifferenaen~ 
mei~e 

R2; e, c + d, c + 2d, ... (c + (II - 3) d) 
unb i~re erfte IDifferenaen ~ mei~e 

R1 ; b, (b + c), (b + 2c + <1), (b + 3c + 3d), ... 

u. j. Ill. (b + (n - 2) c + (n - 2)2(n - 3) d) 
m:u~ biefer erften IDifferen3en" mei~e fann nun Me aritijme~ 

tifdje mei~e britter ,orbnung, bmn erftea @SHeb gIeidj a ift, fel6er 
ge6Hbet Illerben. ~enn man 3ugIeidj i~r aIIgemeinee nteG @SIieb 
ange6eu wtu, fo ~at man nur au iljrem erften @SIiebe a bie @;umme 
i~rer erften IDiffmn3en" meilje au abMren. IDie @;umme ber erften 
IDifferen3en. mei~e, eiuer aritljmetifdjen meilje 3weiter DrbnunjJ uon 
(n - 1) @S{iebern - fann naif) ber fruljeren @;ummirungatormeI 
fogIeidj angege6en tuerben unb Iaute!: 

(n _ 1) b + (0 - 1)2 (n - 2) c + (n - 1) (n -; 2). (0 ;- 3) d 

IDaljer wirb ba~ allgemeine lite @SHeb ber gefudjten aritljme~ 
tifdjen meiije britter ,orbnung 

_ +( _I)b+(II-I) (n-2) +(n-f)(n-2)(0-3)d 
an-a 0 2 c 2 . 3 

m:ua Mefem alljJemeinen @SIiebe 6Ubd man nun baburdj, baa 
man fur II ber mei~e nadj Me 3aijlen 1, 2, 3, le. 0 feDt - Me 
o @SHeber ber aritljmetifdjen mei~e britter Drbnung, niimiidj 
a, (a+b), (a+2b+c), (ft +3b + 3c + d), (a + 4b + 6c + 4d). le. 

{a+ (0 -I)b+ (n-I) (n;-2)c + (n-I) (0-; 2).(0-;3) d} 

&ufga6e. 
IDie @;umme bet aritljmetifdjen meilje britter t>tb~ 

nung, beren a{{gemeine~ (n teG) @Slieb 
_ +( _1)b+(0-I)(n-2) +(0-I)(n-2) (n-3) I 

an - a n 2 c 2 . 3 ( 

(autet, foU aufgefunben werben. 
@;o6aIb ea geHngt, bae aIIgemeine @SHeb a" burdj cine IDiffmna 

llon ber ~orm 
an = SII - sn_l 

baquftellen - wirb bie ~Ubung ber @;umme 
a1 + a2 + a3 + ... an 
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of)lte @)clil11ierigfcit fein. - @rftcrea gefdjielJt alier aUf folgenbem 
®ege. IDluUiplicirt man hie @Ieidjung: 

n n-4 
----=1 4 4 

aUf lieiben @)eiten mit 

fo erfjCift man 

(11-1) (n-2) (n-3) d 
2 . 3 

n(n-1) (n-2)(n-3) d- (n-1)(n-2)(n-3)(n~4) d 
:!.3.4 2.3.4 

= (n-1)(n-2) (n-3) d 
2 . 3 

muf Cifjnlidje ®eife erlJCilt man: 
n (n-l)(n-2) (n-1)(n-2)(n-3) _ (n-l)(n-2) 

2 . 3 c - ---2 . 3 c - 2 c 

n (n - 1) b _ en - 1) (n - 2) b = (n _ 1) b 
2 2 

n a (n -1) a a 

mbbirt man hiefe bier @Ieidjungcn, fo forgt: 

an=a+(n_l)b+(n-l)(n-;2) c + (n-l)(n-;-2).(n;-3) d = 

{ + ~n-l)b+n(n-l)(n-2) +n(n-l)(n--2)(n-3) d} 
na 2 2 . 3 c 2. 3 . 4 

_ {cn _ 1)\ a + en - 1) (n --; 2) b + en - 1) (n --; 2) .(n -; 3) c 

(n-l)(n-2)(n-3)(n-4) d} 
+ 2 . 3 . 4 

~htn fc~c man ber @infadjfjeit luegcn 
+ n (n-l) b + n (n-l) (n-2) + n (n-l) (n-2) (n-3) d = 

na 2 2 . 3 c 2. 3 . 4 SII 

fo folgt, inbem man fiir n fteta (n - 1) fdjreilit 
( -1) + (n-l) (n-2) b + (n-l)(n-2) (n-3) 
nil 2 2.3 c 

+ (n-l) (n-2) (11- 3)(11-4) d-
2 . 3 . 4 - SII-1 

ullb ba~er: 
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:Da nun 
So = 0, 

fo luirb Me <Summe ber mei~e 
a1 + a2 + a:l + ... + an = I'n 

lIad) einer fru~eren ~emerfung fein muff en. 
:Die <Summe ber arit~llletifd)en mei~c brittcr 

Drbnun 9 
a +- (a + h) + (a + 2b + c) + (a + 3b + 3c + d) +­

(a + 4b + Gc + 4d) + ... 
+ {a+ (n-l) b + (n -1) (n; 2) c + (n-1)(n-;2).(n-;3) d} 

wirb affo gfeid) 
na + n(n-J2 b + ~(n-l)(n-2) c+ n(n-l)(n-2)(n-3) d 

2 2.3 2.3.4 

mnlllerfung: 
<Se~t man in Mefer <summirungaformef 

a == I, b = 7, c = 12, d = 6 
fo er~iift man afa a((gemeinea @Heb ber arit~metifd)en mei~e 
britter Drbnung 
1 + 7 (n -1) + 6 (n - 1) (n-2) + (n-1) (n-2) (0-3) = n3 

uub alil <Summe ber ffieilje 

o+! n (n -1) + 2n (n-1) (n-2) + n (n-1)(n-2)(n-3) = 
2 4 

n4 n3 n' 
4+"2+4 

:Die <Summe ber aritlJmetifd)en mei~e brUter Drbnung l1er~ 
luanbelt fid) baljer in Me <Summe bet erften n jfulien unb man 
nlJiiU: 

13 + 23 + 33 + ... + n3 = ~4 + ~3 + ~2 = (~2 + ~) 2 

IDa Me <Summe bet etften n natiidid)en Baljfen 
n2 n 

i +2+3+ ... +n="2+"2 

ift, fo etljiift man baa iilierrafd)enbe ffiefuftat 

13 + 23 + 33 + ... + n3 = { 1 + 2 + 3 + ... + n } 2 

b. lj. bie <Sumllle bet erften n jfulien ift gfeid) bem :Dua~ 
b tat bet <S u m m c be r e r ft e It n nat ii r (i d) en B a ~ fen. 

14* 
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1) i e a ri t 1) m et if a, e n ffi ei 1) e n I) ii IF r e r D r b nun g. 
@:rUiirung: 

Unter dner aritI)metifdJen ~hil)e tJon ber mte. Drb. 
nUllS tJerftel)t man dne ffldl)e tJon @lieberlt, b.eren erfte 
mifteren3elt. ffieil)e cine aritI)metifa,e ffieiI)e tJon ber 
(III - 1) ten Dr b nun gift - 0 b e r b ere n 3 III e it e miff ere n 3 en. 
ffieiI)e cine aritl)metifa,e ffiei1)e tJon ber (m-2)tenDrbnung 
i ft u. f. f., ober beren mte mifferen3en. ffici1)e lauter gleia,e 
@ r ii fJ en e n t l) ii (to . 

!6iir Me ~eganblung ber aritl)metijdjen ffleigen l)iil)erer Drbnun. 
gen ift ea ber qriifJerell UelierfidJtlia,fcit luegen 3lllecfmiif3ig, einige 
alifiiraenbe ~eaetdJlttmgen eht3ufiil)ren. 

Sft cine ffieil)e tJon n @liebern 
all a2, a3, ••. an 

gegelien, beren allgemcinea @lieb an ift, fo mag fur bie !6olge bie 
@:;umme biefer ffieil)e burdj 

S (an) 
lie3cia,net luerben. @:a foil nljo fein: 

S ( an) = 8 1 + 3 2 + a3 + ... + an 
mermiige biefer ~e3eia,nungallleife Illiirbe 3um ~eifvielliebeuteit: 

n 

Sea) = a + a + ... + a = na 

n2 n 
S (0) = 1 + 2 + 3 + ... + 0 = 2 + "2 

0 4 nS n2 
S (n3) = 13 + 23 + 33 + ... + n3 = "4 + 2 + 4 

S (0-1)2(n-2) = 0 + 0 + 1 + 3 + ... + (0-1)2(0-2) 

n(0-1)(0-2) 
2.3 

u. f. Itl. 
%erner follen fur bie !6o{ge bie ~e3eidJnungen angelllenbei 

Itlerben 
n = (0,1) 

o (o-..!l = ( 2) 2 n, 

n(n-l) (0-2) = ( 3) 
2.3 0, 

u. f. Ill. 
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n(n-l) (11-2) .... (11-111+2) (n-m+l) 
1 . 2 . 3 ..... (Ill - 1) . m = (II, Ill) .. ) 

3n bem ~ier mit (II, Ill) be3eid)neten ~rud) llon IJ)robuften 
ent~iilt ber 3ii~{er III ~aftorel1, beren jeber um hie @:in~eit neiner 
ift, af~ ber llor~erge~eube - ber ~enner entbiilt mit @:infd)fuf; bee 
~aftor6 1 ebeufaUa III ~aftorelt, weld)e ber mei~e nad) hie natiir, 
lid)en 3a~fen llon 1 oH1 m barfteUeu. 

1)iefer ~e3eid)uungeweife entfpred)eub wiirbe 3um meifpiel be, 
beuten 

(7 5) '" 1n..J. 7. 6 . 5 . 4 . 3 21 
, ven ""ru") 1. 2 . 3 . 4 . 5 -

(11,3) 
I' 

(n-2,2) 
" 

(n + 1,4) II 

" 

" 

" 

11.10.9 
1. 2.3 

(n-2) (n-3) 

- 165 

1 .2 
(n+ 1)n(n-l)(n-2) 

1 . 2 . 3 . 4 
u. f. w. 

3ur ~eijanb(ung ber arit~metifd)en ffleiijen ijii~mr ,orbnultO 
ift erforbedid) ber folgenbe 

~e~rfa~: 
(n,m)- (n-l,m) = (n-1, m-l) 

mew ei e. 
@:a ift 

n 
m 

n-m 
--=1 

m 

ID1urttplidrt man biefe ®feid)ung aUf oeiben ~eiten mit 
(n-l)(n-2) .... (n-m+l) (1 ) 

"':"""O"~----<..----'-"T----::~~ = n - , m-l 
1. 2 .... (m-l) 

fo whb er~a{ten 
n(n-l) (n-2) .... (n-m+l) (n-1)(n-2) ... (n-m) 

1. 2. 3..... m 1. 2.... m 
= (n-l, m-l) 

b. ~. 
(II,m) - (n-1,m) == (n -1, m-l) 

*) ~n 'ocr !Regel \If!e>>t man 'orn ~lcr burd) (n, m) lleaeid1nden !Stud) bon 
\})robuften 'outd1 nrn 3u ~c3eid1nrn. \!e~tm !Scaeid)nungeUldfe Uliir'oe aller ~icr 3u 
~rrungcn ~eranlaftun9. geben, t\JeU 'oie @\icber btr fficiI,en fdber mit ,3dgern be· 
~(lftet finb; bn~er ift lie burd1 dne (lnbere etfe~t. 
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9(lldj biefer ®feidjuug wiirbe 3. ~. ieiu miiffett 
(8,5) - (7,5) = (7,4) 

@£! ift aber 

alfo in ber ~lJat: 

(8,5) = 8.7.6. 5 .~! = 56 
1.2.3.4.5 

(7,5) = 2~£5. 4 .~ = 21 
1.2.3.4.5 

n,~ = 7.6.5.4 = 35 
1.2.3.4 

(S,5)-(7,5)=56-21 = (7,4)=35. 

~ladj Mefen %eftfteffungen laffett fidj bie affgemeinen @lieber 
ber aritlJmetijdjen ffieilJen erfter, 3weiter unb britter Drbnung for. 
genberma13en abgdiirat fdjreiben. (f£! lautet ba£! affgemeine @Hieb 
ber aritlJmetifdjen ffieilJe 

erfter Drbnung an = Ao + Al (n-I, 1) 
31ueiter Drbnung an = Ao+A1 (n-l,1)+A2 (n-l,2) 
britter Drbnung all = Ao +A1 (n-l,1)+A2(n-l,2) 

+A3(n-l,3) . 
miefe affgemeinen @{ieber ber betreffenben ffieilJen ftimmen mit 

ben friiljer getunbenen tloUfilinbig iiberein - nur lJat man anftatt 
ber ~udjftaben a, h, c, cl enti1Jredjenb bie me3eidjnungen Ao, All 
A2 , A3 gewiilJrt. - murdj ben ~btbHcf. Mefer allsemeinen @{ieber 
lUirb man {eid}t au ber mermutlJung gefitljti, ba{3 ba£l aflgemeine 
@lieb eiuer antljmetifdjen ffieilje tlietier Drbnung bie %orm ljat 
all = Ao+A1 (n-l, 1) +A2(n -1,2)+A3 (n-l,3)+A4 (n-l,4) 
1mb baf3 iiberljaupt ba£! affgemeilte @Heb einer aritlJmetifi§en ffieilJe 
mter Drbnung fauten Wirb: 

an = Ao +A l (n- i, l)+A~(n -1,2) +A3(n-l,3)+ ... 
+Am(n-l,m) 

Um hie 9Ndjtigfeit biefer mermutljung au beweiien, mag ber 
fo{gettbe ®a~ tloraufgefdjicft werben. 

~eltn ba£! aUgemeilte nte @(ieb etuer aritljmetifdjen 
~hilJe niter Drbltultg 

an = Ao+Adn-1,1)+ A2 (n -1,2)+ ... +Am(n-l,m) 
i ft, f 0 llt U 13 b a £! a {I gem ei It e /I Ie @ fi e b ei It era ri t lJ met if i§ en 
ffieilJe (m + l)ter Drb1tuug (llUtC1t: 

a'n = A'u+ A'l (n-I, I) + A'2(n-l,2)+ ... +A'm(n-1, m) 
+ A'm~l~l (n-l, III + 1) 
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Um biefetl 3ll I1ellleijen, bat man nut bat3ut~un, bat ba6 an~ 
gemeine nte @fieb bet erften ~ifferen3en~mei~e uon bet mei~e 

a't; a'2; a'3; ... a'D; a'0+1 ... 
ba6 ift bie ~iffmn3 a' n -1-1 - a' n biefellie %otm, Illie an ijat. milbet 
man tUm bie ~ifferena a' II + 1 - an lInb erllliigt, baa nad) einem frii~ 
geren ea~e bie @{eiClJungen beftegett 

A'I(n,I)-A'I(n-l,l) = A'tn-A'l(n-l) = A'1 
A'2{n,2)-A'2(n-l,2) = A'2(n-1,1) 
A'3(n,3) - A'3 (n-1,3) = A'3 (n-l,2) 

u. f. Ill. 
A'm-I-l(n,m + 1) - A'm 1-1 (n-l,m + 1) = A'm+t(n-l,m) 

f 0 etgieVt fid): 
a'u+l-a' n = A'l + A'2(n-1, 1) + A'3(n-l,2) + ... 

+A'm+l(n-l,m) 

~ie ~ifferen~ (a' n + t - a' n) ~at affo itt ber ~~at Me %orm, 
Illeld)e ba6 aUgememe nte ®1ieb an bet arit~mdifd)en mei~e mtn Dtb~ 
nung befi~t. rolan gat nut A'l = Ao j A' 2 = At; ... A'm + 1 := Am 
3u fe~en, um eine uollfommene Uebereinftimmun~ 3u et3ielen. %er~ 
net ~at bie mei~e, bmn allgemeine9 ®fieb a' II 1ft, ein gan3 1Ui1l~ 
fiirHe!)etl bllte!) At 0 be3eie!)netea erfte9 ®fieb. - ~elln bager Me 
meige, berm allgemeinea nte~ @1ieb mit an bC3eid)net ift - cine 
atit~metifd)e mei~e mter Drbnung batftellt, fo mub hie mei~e, bmn 
nte3 @1ieb burd) a'D be3eid)net lUat, eine atit~metifd)e mei~e uon ber 
(m + 1yen Dtbnung feinj ba i~te erfte ~ifferen3en.mei~e eine 
atitl)tttetifdje mei~e Don ber mtcn Drbllung ift. 

maa aHgemeinc nte ®Heb ciner atit~lltetifd)en mei~e britter 
Drbmmg ~atte nae!) bem ~rii~ercn Me %orm 

Ao + At (n-1, 1) +Aa (n-1,2)+ A3(n-l,3) 
alfo mub nad) bem fo eben bellliefenen ea~e ba6 allgemeine nte ®1ieb 
ciner aUgemeinen arit~metife!)en mci~e uieticr Dtbnung lauten 

Ao +At (n-l, 1) + A2 (n-1,2) +A3(n -1,3) +A,(n-1,4) 
eo fann malt ltad) bcm eben bellliefenen ea~e uon ber %orm 

bea aUgemeineu @liebea ciner arit9metife!)en mei~e uietier Dtbnung 
aUf hie %orm bea allgemeinen ®liebea einet arit~metifd)en mei~e 
fiinftet Drbnung fdjHe~eu unb fo fort - lUlb lUitb a16 atrgemeine£l 
nte3 @Heb rinet atitf)metife!)en mei~e mter Drbnung, lUie uon uorn 
~min 3u uermutf)eu lUar, ben m:uabrucf et~aften: • 

an = Ao + At (n- i,l) +A2 (n-l,2)+ As(n-l,3) + ... 
+Am(n-l,m) 
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Um bie ~umme einer arit~metild)en ffieigc mtet Drbnung 
Sa" 

au finben, bead)te man bie oben bellliefene ®(eid)uttg 
(0,m+1) - (n-l,m+ 1) = (n-1,m) 

unb fe~e itt berfe(6en fut n bet ffieige nod) aUc 3ag{en 110n 1 6i~ 
1\ incl., 10 ergiefit fid) 

(i, m + f) - (0, m + 1) = (0, m) 
(2, m + 1) -- (i, m + 1) = (1, m) 
(3, m + 1)-- (2, III + 1) = (2, Ill) 
(4, m + 1) - (3, III + 1) = (3, Ill) 

u. f. w. 
(n, m + 1) - (n - 1, rn + 1) = (n - 1, m) 

~bbirt man biefe n ®reid)ttttgen au einattber, 10 begCiU man 
finf~ (n, III + 1) - (0, m + 1) iibrig, ba fid) Me anbern @lieber 
,9cgenfeitig aufgcbcn. IDa aber (0, m + 1) gfeid) muu ift, fo cr" 
~Cift man burd) ~bbitiolt 
(n, In + 1)= (0, m) + (1,111) + (2,01) + ... + (n-l, m)=S(n-l,m) 

~e~t malt nun in bem aUgcmeinen ®licbc ber aritgmetifdjcn 
mci~e mtet Dtbnung 

an = Ao + AI (n-l, 1) + A2 (n-l, 2) + . " + Am (n-l, m) 
fur n ber ffieige nod) bie 3agfwcrtgc I, 2, 3, ... n unb abbirt 
aUe bicfe @feid)ungcn, fo crgiift man mit menu~ung ber fo ebcn 
bewiefenen ~ummcnforme(: 

San = Ao n + AI (n, 2) + A2 (n, 3) + ... + Am (n, III + 1) 
ober ba n = (n, 1) ift: 
Sean) = Ao(n, 1) + AI (n, 2) + A2 (n, 3) + ... + AID(n, m + 1) 

~o(( 3um mcifpier bie ~ummc bet uierten SJ)otctt3Clt bcr crftctt 
n natiirIid)en 3ag(cn obcr 

Sn4 

ge6ifbet wcrben, 10 fc~c man 

4=A +A (-I)+A (n-1) (n-2) +A (n-I) (1-2) (n-3) 
n 0 I n 2 1. 2 3 1. 2. 3 

+ A4 (n-l) (0-2) (n-:-3) (0-4) 
1. 2. 3. 4 

nnb bcftimme ber fficige nad) oie m3crtge uon Au, All A2 , A:{/ A4 , 

inbem man fiir n llad) lInb ltad) hie 3agflllertge I, 2, 3, 4, [) an~ 
nimmt. ~altlt crf)iilt man 



14=Ao 
24=Ao + Al 
34 =Ao + 2Al + A2 
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ober 

44 =Au + 3AI + 3A2 + A3 
54 =Ao+4AI + 6A2+4A:1 +Al 

0;il ergielJt fidj a110 

Ao=1 
Al=15 
A2=50 
A3=60 
A4 =2,1 

n4 = 1 + 15(11-1, 1)+ 50(11-1,2) + 60(11-1,3)+ 24 (n- t, 4) 
1):mnlldj erlJiiU l!lan ~ermoQe ber o~en gegelJenen aUgcmeinen 

6ummtrungilformef fur arttlJmehfdje ffietlJen 
S (n4)=(II, 1) + 15(n, 2) + 50(n, 3) + 60(11,4) + 24 (n, 5) 

ober 

S(n4)=n+15~~n;l) + 50~:n;.I) (n-;2) 

+ 60 lI(n -1)(1I-2)(n-3) + 24 nen -1) (n-2)(n -3)(n-4) 
1. 2. 3. 4 1. 2. 3. 4. 5 

Drbnet man bie redjte 6eite Mefer @{eidjung nadj faUenbeu 
\})otCltaClt non 11, fo erlJiilt man 

5 4 3 
S( 4)_~· ~+~+~ 11-5+2330 

60f{ bie 6umme ber mtell ~otenoen ber erften 11 natiirlidjeu 
3alJren ober 

S(nm) 
gebilbet luerben, fo lJat man 3uniidjft 3U erlUiigeu, ba~ bie 3u fum~ 
mirenbe ffieilJe 

1m + 2m + 3m + ... + 11m 

cine aritlJmetifdje ffieilJe mtet Drbnung fein mu~. Um Mefea af{~ 
gemein au 3eigelt, lJeadjte man, ba~ ber ~uabrucf 

( 1 ) (n-l) (n-2) (n-3) .... (n -10) 
n-,III = 1. 2. 3 ....... III 

im 3iilJrer unb ~enner m ~aftoren entI;iiU. ~oft man nun baa 
'fJrobutt ber III ~aftoren 

(n-l) (n-2) (n-3) .... (n-III) 
nadj faUenben \})otelt3en non n auf, fo mu~ I1Ill bie bodjfte ~oten3 
fein, luefdje bei ~iefer 0;ntluicfehmg norfommt. 1)ie {)iidjfte \})oten3 
non n, lueldje ber ~htabrucf (n -I, Ill) entlJiiIt - ift alfo nm. 
muf biefelbe m3eife lii~t fidj bartlJult, ba~ (n-l,III-1) lJodjftena 
hie (1II-1)te \})otClt3 non n clttI)iiIt tt. f. f. .picruadj mtt~, lUenn 
JIm ala baG allgemeine @fieb dner aritlJmetifdjen ffieif)e bar!lefteUi 
lt1erben foU, bicfe ~arftcfhtltg bie %orm lJabcn L 

11m = Ao + A\(n-1, 1) + A2 (n-l,2) + ... + Am (n-l, Ill) 
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(fo ift ferner erfic£jtHc£j, ba baa ®lieh hiefer ~arfteUu·ng 
Am (0-1, m) 

aUein hie ~iidjfte mfe 'J)otena uon 0 entf)aft, hafl 
Am = 1. 2. 3 •..• (m-l)m') 

fein mua, Illei( hie in hem ~uahrucr (0 - I, rn) ent~a(tene mfe 'J)o~ 
tena uon 0 mit ifjrem ~enner uoUftanhig (autet 

1. 2. 3 ..... m 
Xlie %aftoren Ao, All A2 , ••• Am - i , erfjiilt man aua her 

®!eic£jung 
om = Ao + Ai (n--l, I) + A2 (n-I, 2) + ... + Am (n-l, Ill) 

inbem man nadj ltnh nad) fur 11 hie 3afjfen 1, 2, 3, ... m einfe!;t. 
Sft bie ~eftimmullg ber %afiorcn "A" erforgt, fo (eitet man aua 
ber @3ummirungaformef ber aritfjmetiidjen mei~e mfer Drbnung hen 
folgeuben ~uabrtlcr fiir S (om) fjer 

S(nm) = Ao(n, I) + Al(n,2) + A2 (n,3) + '" + Am(o,m) 

.panheU ea fid) nut: hamm, hen ~uaht:ucr fur hie in S ( om) 
entf)aUene fjiid)fte 'J)oten3 uon n 3U er~a{ten, f 0 liemerfe man, haa 
biefe f)iicfJfte 'J)oten3 uon n nut: in bem ®Uebe her 8umnte 

Am (n, rn) 
lJorfontmen fann. (fa ift alier 

(II, m) = fl(n-I) (n .-2) .... (n - m) 
1. 2. 3 ..... (11\+1) 

~(ua biefcr ~arftenung uon (n, Ill) Illirb erfidjtHdj, bati her 
uoTlftiinbige ~ertfj ber in bem ~htahntcr (11, Ill) entfjaltenen fjiicfJften 
'J)oten3 uon n ber fo(genbe ift 

1. 2. 3 •.... m(rn+l) 
~afjer ntU§ bie in bem ~uabmcr 

Am (0, III) 
entfja(tene fjodjfte S})otena uon 0 (autelt 

Am om + 1 

1. 2. 3 .... llI(m+l) 

0) a)ic %aftoren Ao , Ai , A2 , ... [affen ftc!) ebenfaUe aUgentein beftimmen. 
@3o ift 3· ~. 

Ak = (I +kJm - (k, I) km + (k, 2) (k-I)m - (k, 3)(k-2)m + ... 
+ (_I)k-i (k, k -I) 2m + (- I)k (k, k) 1m 

\5ftr l:-cn Bltlecf biefea \!e~rbuc!)ea ift inbeflen biefe meftimmung nut bon se. 
ringerem @ellJic!)t, )tl.eil~alb bet meweie iibergangen ll.1otben iit. 
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o~er nadj~em flir Am fein ouen gefun~ener ?ffiert~ 
Am = 1.2.3 •..• m 

eingefe~t ift 

m+l 
~ie ~od}fte SJ)oten3 tJou n, ltJefd}e in ~er @3umme S (nm) iiuer~ 

gaupt entgalten ift - ltJith ~ager 

m+l 
ober ltJenn S (nm) nad} faHenbeu SJ)oteu3en tJou n ~argeftent ltJitb, 
fo lautet ~iefe ~arfteUuug 

nm + 1 

S(nm) = m+l + ... 
ltJo bie fef)leubcn @lieber nut: SJ)oteu3en tJon n mit fofdjeu @~po~ 
neuteu eut1)aUeu, lue(dje Heiner ata (m + 1) filt~. mebeuten uuu 
a, h, <", II, ••• nod} ltuuefaltltte '6aftoren,. ltJe{d}c beu mUdjftabcu n 
nid}t entgaften, fo ltJid) S(nm) bie '6orm 1)abeu 

nm + 1 
S(nm) = ~1 + anm + bnm - 1 + cnm- 2 + dmn- 3 + ... 

111,-
~itJibirt malt ~iefe @[cid}ung bureT) nm + 1 unb fdjreiOt ~ie 

Eiumme S(nm) aua, fo ergiHt man 
1m + 2m + 3m + ... + nlll = _1_ + ~ + ~ + ~ 

11m + 1 m + 1 n n2 n3 

d + -4 + ... 
n 

~aat man nun bie ~n3aI)( ~er @(icber ~er @3umme immer 
grof;cr luer~en ober legt ~er 3a1)( n immer gtoam ?ffiertge bei, fo 
ItJcrben bie @(ie~er ~er @3umme 

abc d 
n' Ji2 ' 113 ' 114 ' ••• 

immer mel)r tJerflehtert, ltJiil)renb ~gg erfte @(ieb ber @3umme 
1 
+ 1 ungeiinhcrt OfeiOt. ~enft man fid) ferner unter II eine 

III 

Baf)f, ItJcfd}e groaer ala irgeub eiue gegebcne 3agt (ulteublid) grof;) 
ltJitb, fo ltIerben Die @Heber 

abc if 
n' n2 ' n-3 ' n4 '··· 

tJon I.Jet:(djltlinbenber Stleinf)eit unb man erl)iiU bager, Itlenn II cine 
liber aUe @ren3ett grof;e 3ag! bebeutet 

1 m + 2m -I- 3m + ... + 11m _ 1 
IIm +1 -m+l 
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miefe @{eidjunsbriicft nidjt cine alifo{uie @(eidjfteUung ibrer 
lieiben 6eiten aue, lonbern biefeHie foU nur angelien, bab bie Hnfe 
6eite ber redjten fidj um fo mebr anniibert, je grii~ere ~ertbe man 
fiir " attnimmt. 

6e~t man bee meiil'ieIe wegen m = 3 unb madjt n = 100, 
101 unb 102, fo erbiiU man nad) ber 6ummenformel 

SC 3)_(n~ + n)2_J ncn+ 1)\2 
n -2 2 -l 2 f 

t3 + 23 + 33 + ... + 1003 = (5050)2 = 25502500 
13 + 23 + 33 + '" + 101 3 = 26532801 
13 + 23 + 33 + ... + 1023 = 27594009 

ma~er wirb 
P + 23 + 33 + ... + 1003 

1004 

J3 + 23 + 33 + ... + lOP 
101 4 

13 + 23 + 33 + ... + 1023 

1024 

25502500 
100000000 

- 0,255025 
26532801 

104060401 
= 0,254975 ... 

27594009 
- 108243216 
= 0,254925 ... 

®iirbe man in uttfmm meifvie1e n = 1000 gefe~i §alien, fo 
ljiitte man erljaUen 

}3 + 23 + 33 + ... + 10003 = 0 250500 
10004 , '" 

m:ue biefeu numerifdjett mefuUaten fann matt fidj alfo bie Ueliet~ 
aeuguttg uerfdjaffen, ba~ in ber ~bat ber m:uebrud 

13 + 23 + 33 + ... + n3 

fidj um fo meljt bem ®ertbe ! = 0,25 annii§ert, je grii~er bet 

~ertb ifi, weldjen matt n lieilegt. 

ma~ bet m:uebtuCf 
1 m + 2m + 3m + ... + nm 

nm +1 

1 
fidj ber @renae + 1 um fo mebt anniibert, je griibete ®ertbe 

III 

man ber 3alj( Il lieHcst - oljne biefellie mit affer @enauigfeit 3u 
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errcid)cu, f 0 langc n cine megoar groge Ba~l ift - pfIegt malt 
burdj bie ~eoeidjnung 

r (1 m + 2m + 3m + ... + nm ) 
1m. nmil 

1 - --,---
m+l 

barouftcUcn. 
:Die Uotftc~enbe %orme{ lligt fidj audj folgenbetmagcn au~. 

briicfcn: 

lim + {( + r + ( ~ r + ( ~r + ... + (~-r } 
n=oo 

1 
m+ 1 

1lic ffiidjtigfcit betfelocn ift Oi6 tc~t nur ctlUicfen, )uenn m eine 
gall3c pofitiuc Ba~( bcbcutet. modlillttg mag bet ~otmel eine gtiif3m 
m:Ugemcin~cit gegeocn lUerben baburdj, bag bie ffiidjtigfeit ber fo(gen~ 
bell ®(eidjung oelUiefen lUhb 

1 {( b )m ( 2h )m ( 3b)m 
lim n a + n + a + n + a + n + ... 

+ (a + :b r} 
J1 = 00 

_ (8 + b)m+l _ am+ 1 

- (m + l)b 

Bu bem BlUecf luoUen lUir in ber ®(eidjung 

lim } { ( ~ r + ( : r + (: r + ... + ( -;-r} 
1 

m+l 
all e;teUe »on n bie Ba~{ a. n fe~en, Ino a. itgenb lUe(dje pofitine 
t\tMidje Ba~( bebeutet, n bagegen eine lioet nUe ®ren3en groge Ba~f. 
~a etgiebi fid) n{abann 

lim a.! tl } {( ~ ) m + (~) m + (! r + 

+ (ann 1)m+(7)m} 1 - --,---,-
m+1 

n=oo 

ober nadjbem mit am +1 muUipHdd ift 

lim ~ {( + r + (:) m + (! r + .. . + (a."u 1 r 
+ (7 )m} --....,..--,.-

m+l 
n:oo 
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®e~t man ftatt a immer a + 1, 10 ergielit fidj 

Jim ~ {( ~ r + (! r + ( : ) m + ... (:n ) m + ( an: 1 r + .,. 

+ ((a~l)nr} 

1:lie Hnfe ®eite hieler ®feidjung aedegt fidj, wie man feidjt 
liemedt, in bie lieiben foigenben ~u~briicfe 

+Iim ~ {(an:l)m+( ann+2)m+ ... ((a~l)nr} 
n=«> 

1:ler erfte bieler lieiben ~u!lbriicfe ift, wie olien geaeigt war, 
g{eidj 

m+l 
foIglidj mu~, ba hie ®umme ber lieiben ~u!lbriicfe gleidj 

(a + lr+1 

m+l 
ift, ber 3weite ~u!lbtUcf 

lim ~ {(ann+ If + Cn: 2f + ... (an+~1-1 r 
+ (an + n_\ m} = (a + l)m+l _ am +1 

n j m+l 
n=oo 

fein. ~iiljrt man bie 1:litJifionen in ben ®runb3aljlen aUer Sj.)oien3en 
\uidHdj aull, f 0 folgt: 

_ (a + l)m+l - am +1 

- m+l 

3n biefer ®leidjung ljat man anftatt a nur ben ~tUdj + 
3u 1djreilien, 10 erljiiU man feidjt ball au licweifenbe mefuUat. @ll 
entftegt bann niimHdj 
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+(:+~r} 
u=oo 

ffi1uUipHdrt man nun tJorfteljenbe ®(eidjuns mit ber fo(scnben 
bm + 1 

bm = -b-

o erljiilt man baa tJedangte mefultat 

1 {( b)m ( 2b)m ( 3b)m lim n a + n + a + n + a + n + ... 
(3 + b)m+l _ am+ 1 

(m + 1) b 

~iefe ®(eidjung ift tJOlt srober~idjtigfeit liei sewiffen 
9 e 0 met ri f dj en un b me dj ani f dj e n ~ ere dj nun sen. 

~rd3t~ntu ijfif ({Jnitt. 
Utbn bit gtomdrifc()tn llltil)tn t~n .crbnung. 

(£rfUi ru ns: 
(£ i neg eo met ri f dj e m ei lj e e r ft e r Dr b nun gift ei n e me if) e 

tJon ®Hebern, berell jebea aua bem tJorf)ergeljenben burdj 
ill~u(tipHfation mit berfeflien Bag( ljettJorgeliradjt llJirb. 

~cnn a baa erfte ®lieb ber geometrifdjen meige ift unb b 
bie Bag(, mit llJc(djer man jebea ®lieb 3tt mtt(tiplidren gat, um 
baa niidjftfo(senbc ou gellJinnen unb bie geometri\dje meilje aua n 
®{iebem lieftegt, fo (autet Mefellie 

a, ab, ab2, ab 3, •••• abn- 2, abn- 1 

~ufsa6e. 
~ie ~umme ber geometrifdjcn meilje 

a + ab + ab2 + ab3 + ... + abn- 1 = s 
an 3 u 9 e li en. 

ffi1uWplicirt man Me ®(eidjuns 
a + ab + ab 2 + ab 3 + ... + ab"- 1 = s 

aUf 6eiben ~eiten mit b, fo erljiiU man: 
ab + ab2 + ab 3 + ... + abn- 1 + abn = bs 



224 

~urdj ®u6traftion ~iefer ®(eidjung tlon ~er frii~eren 
a + ab + ab2 + ... + abn - 1 = s 

fo{gt nadj mcrnidjtung ~er lici~cn ®ummen gemeinfdjaftlidjen ®He~er 
a - abn = s - bs 

o~er 
a (1 - b") = s (1 - b) 

~ft ~er %aftor b < 1; fo ttJir~ man s Me %orm gelien 
a (1 - bll) 

s= I-b i 

ift ~agegcu b > I, f 0 IlJit~ 
a (bn - 1) 

s = b _ 1 

Sn ~em %aUe, ttJo b = 1 ift, ttJir~ bie ®umme fid) aUf cine 
®umme tlon n g{eidjen ®ummanben, beren je~er g{eidj a ift, te~u. 
citen. illtan ~at bager in bief em %alle 

s = na 
~ie ®umme bet geometrifdjen mei~e 

a + ab + ab2 + ... -t abu- 1 = s 
i ft aIf 0: 

1 - bn 

s = a . 1 _ b ' ttJcun b < 1 

bn - 1 
s = a. b _ I' ttJenn b > 1 

s = na, ttJenn b = 1 
®e~t man a = I, b = x un~ tlerftel)t ltllter x cincn pofititlcu 

o~er negatitlcn iidJtcn ~rudj, fo lUir~ in ber ®(eidjung 

1 + + 2 + + n-1 _ 1 - xn 
x X '" x -I-x 

bic ®rii~e Xli um fo mel)r ber @iren3e mull fidj anniil)crn, je grof3er 
n ober bie ~n3al){ ~er ®Hcbcr ift, au~ bcuen bte geomdrifdje meil)e 
lieftel)t. ~enn bager bie ®{ie~cr3ag[ ~er gcometrifdjen mcil)e un" 
enbUdj grof3 angenommen ttJit~, 10 mu~ ~ie ®riibe XU unangeliliar 
Uein IlJer~en, b. 1). in Mcfcm %aUe re~ucirt fidj ~ic ®umme ~er 
gcometrifdjen meil)e aUf 

1 
1 - x 

Sft a(fo x ein iiditcr pofititler o~er ncgatitler mrud), 
10 ttJirb bie ®umme ber uncnblidjcn geometrifdJen meifje 

1 + x + x2 + x3 + ... in info = 1~ -x 
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~oa x eilt negatitler iidjter ?Srudj fein, fo tIjut man beffer, 
an ~teae tlon x bie ®rii~e - x au fe~en, woburdj man erIjiilt: 

1 + 2 3+4 5+ ··f- 1 - x x - x x - x ... m 10 • - 1 +x 
~e~t man bee ?Seif~iele wegen x = 0,1, fo fteUt Me unenb" 

Hdje geometrifdje ffieiIje 

1 + 0,1 + (0,1)2 + (0,1)3 + ... 

ben ~ecimalbrudj 
1,111 .... 

bar, beffen m3edIj gleidj 190 ift. - ?Seltu~t man aber bie ~I.tmmen" 
former unb fe~t fur x ben m3ertIj 0,1 ein, fo erljiilt man ale ~umme 
ber unenMidJen ffieilJe 

1 10 
1- 0,1 = 9 (baff efbe ffiefu{tat). 

~e~t man eben fo in ber 3weiten ffleiIje 

1 + 2 3+ ··f- 1 -x x -x ... mm·- 1 + x 

an ~teUe tlon x ben m3edfJ 0,1, 10 erIjiirt man 
1 1 10 

1-0,1 + (.0,1)2-(0,1)11 + ... = 1 +0,1 = T,1 = 11 

Q;e ift aber 
1 - 0,1 == 0,9 

(0,1)2 - (0,1)3 = 0,009 
(O,1)~ - (0,1)5 = 0,00009 

u. f. w. 

IDaIjer foIgt burdj m:bbition 

1- 0, 1 + (0,1)2 - (0,1)3 + ... = 0,90909 .... = !~ 

IDie e;umme einer unenMidjen geometrifdjen ffieiIje lii~t fidj 
auf rein geometrifdJem m3ege folgenberma~en bilben: 

15 
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D ~n nelienftegen~ 
C~ /" __ ~Dj /D bet: %igur fei < 

: ~ / CAB gfeidj einem 
/ ffiedjten , @3eite 

, / CD -+1- AB ; ferner 
A~ - B3 / fei bae met9iiU~ 
A,2 ./' B2 niB _A_l BL g{eidj 

AB 
einem lielieliigen 
iidjtcn ~rudj, ben 

wit butdj m = k 
n 

oe3eidjnen wollen; 
.N"'----------"B enblidj lei 

A B * Al Bl * A2 B2 * A3 B3 * A4 B4 U. f. \t1. 
ABlD * Al B2 Dl * A2 Ba D2 * A3 B))3 * A4 Bj D4 n·l· ltl. 
@e finbet milt ltlegen bee lJ)at:aHeIielllue bet lictteffenben @3eiten 

mcl)nUdjfcit 3\t1i]djen bcn IDt:eiecfcn ftatt: 
6 CAB CZJ 6 CA1Bl CZJ 6 CA2B2 CZJ 6 CA3B3 u.]. ltl. 
6 CAB l CZJ 6 CA1B2 CZJ 6 CA2B3 CZJ 6 CA3B4 U. f. ltl. 
6 AAlBl CZJ 6 A1A2B2 CZJ 6 A2AaB3 CZJ 6 A3A4B4 U. f. ltl. 
~(u(l bet: mef}nlidjfeit bet fe~teren IDreiecfe erf}iift man bie 

®fcidjf}eit ber folgcnben met:f}iiftniffe 
k - A1Dl _ A1B2 _ A2B2 _ A2 Ba _ AgB:! _ 

- AB - ABl - A1Bl- - AlB2 - A2B2 - ... 

b. f}. 

b. 9. 

Al Bl = k A B = k A B 
A2 B2 = k Al Bl = k2 A B 
Aa B3 = k A2 B2 = k3 A B 
A4 B4 = k Aa B3 = k~ A B 

u. f. \t1. 
®eomett:ifdj ergieOi fidj aoer: 

Al Bl = D Dl 
A2 B2 = Dl D2 
A3 B3 = D2 D3 

n. f. ltl. 

k AB = D Dl 
k2AB = DID2 
kaAB = D2 D3 

k4 AB = Da D4 
U. f. \t1. 
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~enft man Me;e ®feidjungen in'1J UnenbHdje fortgefe~t unb 
Me ®umme geuHbet, fo foIgt: 
AB lk + k2 + k3 + k4 + ... in inf.] =DD, + D,D2 + D~D3 

+ D3D4 + ... in info 
~ie unenhlidje ®umme ber redjten ®eite ift nidjt1J weiter al1J 

Me ®trecfe CD; ~a~er wirb 

~~ = k + k2 + k3 + k4 + ... in info 

~iuiMtt man Mefe ®leidjung nodj butdj k unb ie~t fur kAB 
Me ®ttecfe Al BlI ;0 folgt: 

; ~ = 1 + k + k2 + k3 + ... in info , , 
mu1J bet ~e~nlidjteit bet lieiben ~teiecfe 

6. CAD unb 6. A,AB, 
et~iilt man Me ®leidj~eit bet mer~iiUniffe: 

CD CA CA -- = -- ober = -,::-;---,:::--:­
A, B, AA, CA - CAl 

b. ~. ba CAl = kCA ift, 
CD CA 1 

Al B, C A - k CA = 1 - k 

metgleidjt man Meren ~ert~ uon ;~ mit bem olien et~al~ , , 
tenen ffiei~en ~ ~ert~, ;0 etgielit fidj 

1 + k + k2 + k3 + . + in info = 11k 

®e~t man in ber ®leidjung 
+ n-l 1- xn 

1 + x + x2 + x3 + . .. . x = -1-­-x 

an ®telle uon x ben mtudj ~, fo finbd man: 
a 

bn 

b b2 b3 bD - 1 1 - a;; 
1+-+ 2 +"3+"'+n-=1= b 

a a a a I--

obet nadjbem Mere ®leidjung mit ber fo{genben 
n-l aD 

a =­
a 

a 

15* 
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multilJIidrt lUothen ift: 
all - btl 

an- 1 + an- 2 b + al1 - 3 b2 + '" + bn - 1 = h 
R-

IDiefe ®IddJung adgt an, has lUenn n dne ganae 
pofitil1e 3a~1 ift - hie IDifferena her nten IJ,)otenacn Slueier 
3 a ~ len ft e fa hut a, hie ID iff e ten 3 hie f e t 3 a ~ ( e n f e{ 6 e r 
o~ne meft get~ei{t lUerhen fann. 

Ele~t man noa, in her ®leia,ung 
a" - bn 

an- 1 + an - 2 b + a"-3 b2 + . .. + bn - 1 = b 
R-

ftatt h, - 11 n\lh ftatt n, 2 m + 1, fo er~iiU man 
a2m+1 + b2m+ 1 

n~ III - R2 m-l h + R2 m-2 b2 - ••• + b2m = a + b 

IDie Elummc alUeier IJ,)otenacn, heren @,rlJonenten un~ 
9 et a h cpo f i it 11 e 3 a ~ ( e It f i It h - i ft hem It a a, ft e Hl h u r a, 
hie Elumme her @runh3a~Iclt her 6eihen IJ,)otelt3en o~ne 
ffi eft tlJeil6at. 

s)TIan erlJiilt 3um meifpieI: 
a2 - b2 
---=a+b 
a - b, 

a3 - b3 
----:- = a2 + ab + b~ 
a - b 

a4 _ b4 

-- = a3 + a2b + ab2 + b3 
a - b 

u. f. lU. 

a3 + ~ = a2 _ ab + b2 

a+b 
a" + b" 
-~- = a4 - aSb + a2 b2 _ abS + b4 

a + b 
u. f. lu. 

Siufe~~Siu~~ uub llleuteu~llle4)Uuug. 
IDer @infaa,lJeit wegen miigen hie Sntereffen oher 3infen, 

lUela,e fur jehen ~l)afcr eineG gclici)cncn stapitalG l10m Ela,ufhner 
bem @fiiulliger jiilJrlia, au entria,tcn finh - huta, p ~I)lr. 6e~ 
acia,net werhen. 

~ei~t nun Semanh einer SJ.)crfon ein stapital l10n C ~l)lt. mit 
her meftimmung, has hie jiil)tIia,cn 3infen aUjiilJdid) Sum stapitalc 
geregt unb wiebcr l1eqinft lucrben ,oUen, 10 friigt fia" aUf we{a,c 
.piilje ltaa, n Saljren haG stapital angewaa,felt ift. 
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~(ad) merfallf baa eriten SafJrea Itliirbe tlom @3djlllbner bem 
®lCiuoiger bie @3umme tlon C p ~f)fr. an 3infcn au aaglen fein. 1)iefe 
eumme fon ber meraorebun9 gemCij3 nidjt an ben ®fCiuoiger ge" 
3af)lt, fonbern 3um Jtapitale geldjlagen unb eoenfalla tleqinft ltlerben. 
1)er ®liiuoiger f)at bemnadj tlon feinem @3djulbner bie @3umme 

C + C P = C (1 + p) ~f)fr. 
nadj molauf bee erften Saf)ree au forbern. 

1)as urfpriinglidje StapHa( C ~g(r., ltlefdjee ein Sagr ginburdj 
ber meniitmng bee Snf)aoere ent30gen ift - ift alfo nadj molauf 
biefee Sagree aUf bas (1 + p) fadje angeltladjfen. @3ieljt man biefea 
.~apital = C (1 + p) ale baa urfpriinglidje bem @3djulbner ge" 
lief)ene an, f 0 ltlirb fidj crgcoen, baB ca nadj molauf etnce ferncren 
Sagree auf C (1 + p) (1 + p) = C (1 + p)2 ~glr. angeltladjfen 
ift - ober ee lUirb nadj mufauf etner 3weijiigrigen ~rift bae ur" 
ipriinglidj ljergeUeljene JtapUaf tlon C ~glr. fidj tlermelJrt ljaoen aUf 
C (1 + p)2 ~fJ(r. madj brei SafJren ift bae Jtapitaf auf C (1 + p)3 ~g(r. 
angeltladjfen u. f· f· 

~e3eidjnet man bile Jtapital, Itleldjee ber @3djulbner bem ®liiu= 
oiger nadj 0 Saljren au aaljlen ljat - burdj K, fo wirb man finben: 

K = C (1 + p)n r3infea=3ina"~ormelJ 
(:fine ®umme C ~ljlr. fann bager, ltlenn bie tlon igr fallen" 

ben 3inien aIljiigrHdj wieber fapitaHfirt ltlerben in 0 Saljren aUf 
K = C (1 + p)n ~ljlr. 

tlermcfJrt lucrben . 
.pat Semanb an cine lJ)erfon nadj merfauf tlon 0 SalJren eine 

@3umme tlon K ~ljlr. 3U ueaaf)len, fo ltlirb er fidj feiner merpflidj= 
tung ent(ebigen fonnen, inbem er augenolicflidj bie @3umme 

K 
C = (1 + p)n ~lJlr. 

entridjtet; - benn Mefe @3umme ltliirbe in 0 Saljren, ltleltlt bie 
jiilJdidjen giuten wieber fapitalifirt ltlerben - angeltladjfen fein auf: 

C(l+p)n = K 

baa nadj n Sagren au 3afJlenbe Jtapital. 
m;irb bie meftimmung getroffen, baj3 bie 3inien nidjt jiigrHdj, 

fonbern f)alojiiljrlidj 3um Jtapital gefdjlagen ltlerben fonen, fo fann 
man annef)men, baj3 ber 3htefuj3 auf bie .piilfte rebucirt, bie 3af)1 
ber Sagre bagegelt tlerboppelt ift. m;enn alfo bie glnfen. 9 a l~" 
j it 1) r {i dj 3 u m Jt a p it a 1 9 e f dj lag e It Itl e r ben, f 0 f) at ftdj em 
Jtapitlll tlon C ~f)lr. ltadj merlauf tlon n Sagten obet 20 .palOjafJren 
tlerme1)rt auf 
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llmgefegrt luiirbe in biefem ~aUe ftatt eines nad) n Saljren 
ailglOaren Stapita{es tlon K ~l)(r. augenoHCfHd) Me <Summe 3u 3al)' 
[en fein 

K 

~eifviele: 

~ie grof3 ift ein Stavital tJon 147 ~l){r. geworben, nad)bem 
baffeloe 23 Sal)re l)inburd) au 41/2 °10 aUf 3infes, 3ins ausgeHe, 
l)en war, 

a) unter ber morausfe~ung, baf3 Me 3infen jiil)rHd) 3um Sta, 
vital gefd)(agen werben, 

b) untcr bcr morausfe~ung, baf3 bic 3infcn l)afojiil)rlid) faph 
taHfirt ItJerben. 

~e3eid)ttet man in oeiben ~iiUen bie <\)ol)e bes angewad)fettett 
Stavitales burd) K, fo gat man im ~aUe 

a) K = 147(1,045)23 ~l)[r. = 404 ~l)Ir. 17 <Sgr. 
b) K = 147 (1,0225)46 ~l)Ir. = 409 ~gIr. 3 <Sgr. 

<\)at Semanb hagegen nad) merIauf tJOlt 23 Sal)ren bie <Summe 
tJon 14 7 ~ljlr. oU entrid)ten, fo 3olj(t berfeloe ougeno(iCfHdi, wenn 
her 3insfuf3 41/2 °10 angenommen ift - oei jiil)rlid)er oStavita, 
11 f hung: 

C = (1,~!~)23 = 53 ~l)Ir. 12 <Sgr. 4 ~f· 
oei galojagrlid)er Stavitalifirultg: 

C = (1,~:;5)46 = 52 ~l)Ir. 24 <Sgr. 7 ~f· 

3agft Semanb augeltOIicflid) an eilte 'Perfon hie <Summe tJon 
C ~glr. nnb aUjagrUd) hie <Summe tJon a ~l)lr.; ift ferner feft, 
gefe~t, bas ber <Sd)ulbner feinem ®Iiiuoiger 3infes'3infen tJergiitet, 
10 fragt fidj, luie god) nad) ~OIauf bes nlen ober oeim ~eginn bes 
(n + 1)1ell Sagres Me ~orberung bes ®fauOigers an fciuen <Sd)ulb, 
ner ift. 

:Dcr ®fiiltoiger 3a9ft augcno{iCfUdj C ~l)(r.; bicfe <Summe gat 
fid) uad) n Sagrcn oUf C(l +p)" ~~(r. tJcrmeljrt. mod) eluem Saljre 
3a9ft ber ®(auoiger a ~ljfr.; bicfc <Summc ocljalt ber <Sd)ufbner 
n - 1 Sagre, fie ift bager our Belt ber ~ered)nung angewad)fen 
oUf a (1 + p )n-1 ~gfr. mad) 3Wet Sal)rcn 3091t ber @(uuoiAer wic, 
ber a ~gfr., lueld)e 3ur 3elt ber ~ered)nung angcwad)fen finb aUf 
a(1 +p)'I-2 ~l)fr. u. f· f. 
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:nie 3a~{uugen bea ®liiuoigera 
finh affo 

altgelt~1icf(id) C ~~lr. . . 
nad) em em Sa~re a " .. 

" 2 Sa~ren a " .. 
" 3" a" n. f. IU. 

" (n-l) " a " 

" 
n " a " 

~iefe i3ummen filtb am ~a!1e 
her ~eredJnung angelUadjfen aUf 

C(1+ p)o 
a(l+p)n-l 
a (1 -\- P )0-2 
a (1 +p)n-S 

u. f. IU. 
a(1+p) 
a 

®nmma C+na~~h.. C(1+p)n+a{I+(1+p) 
+ (1 +p)2 + ... +(1 + p)"-t} 

~iir hie nom ®liiuOiger hem ®dJulhner iioer9aul1t ge3a91te 
®umme nOll C + na ~Ijlr. ift alfo le~terer nerliunhen erfterem hie 
®umme 

)( = C (1 + p)n + a [1 + (1 + p) + (1 + p)2 + ... + (1 + P )0-1 ] 

am ~age ber ~eredJnung 3u oe3a9len ober gut a~t fd)reioen. ~ua 
her ®ummirungaformeI ber geometrifd)en mei~e tinhet man aber 

(1 -I- p)n 1 
1+(I+p)+(1+p)2+ ... +(l+p)n-l= (l+p)-=-l 

(1 t-p)n - 1 
P 

@a ergiebt fid) aIfo: 
(1 -I-p)n-l 

)( = C(1+p)n + a~~-­
p 

~eifl1ie(e: 

Semaub legt augenoHcflidJ bie ®umme non 50 ~Ijlr. in cine 
®l1adaffe, lUeldJe 31/ 4 % 3infea·3htfen 3aIjU unh jii9rlidJ hen ~e. 
trag non 40 ~I)ft:. ~~ie godJ filth feine ~ril1arniffe nad) 8 SaIjren? 

:na p = 0,0325; C = 50 ~Ijlr.; a = 40 ~9{r. n = 8 ift, fo 
ift hie eril1arie ®umme 

Ii ~--= 50(1,0325)8 + 40 11,~3~;~~-1 = 423 ~Ijlr. 13 ®gr. 3 SJ)f. , 

msie niel lltuf3 Semanh, lUeldJer eine ®umme uon 4 7 ~Ij{r. itt 
bie @:ipartaffe tIjut - jiiIjdid) 3u~aIj{en, um nadJ medauf non 
10 Sa~ren hie ®umme non 500 ~~h. erfl1ari OU Ijalien? 

Sn hiefem l5aUe ift 
Ii = 500, C = 47, n = 10, P = 9,0325 
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~an finbet baijer au~ ber @(ei~ung 

500 = 47(1,0325)10 + a(I,O~~~~~-1 
Me (5umme, 1tld~e jiiijrH~ 3u3u3aij{en ift: 

_ 0,0325 [500-47 . (1,0325)10] <'r"J.{ 

a - (1,0325)10-1 .ll-'J r. 
ober na~ erfolgter ~ere~nung: 

a = 37 ~ij(r. 16 (5gr .... 

Uebergiebt Semanb einer ~erfon Me (5umme non C ~~lr. mit 
ber ~ebingung, baa igm ja9rIi~ !l ~ijfr. 31ttiirfgeaa9lt 1tlerben, fo 
fragt fi~, 1tlie nief na~ mblauf non n Sagren ber (5d)u(bner feinem 
®Idubiger .3u 3aIjlen 9at, 1tlemt 3infea~3infen liere~net luerben. 

~e3eidJnen 1tlir bie ®rof3e ber bem @ldubiger non feinem 
(5~ulbner nad) n Saijren nod} 3U 3aijfenben (5umme bur~ K, fo 
1tlitb Mefe (5umme aua ber obigen ~ormel . 

(1 +p)"_1 
. K = C (1 + p)n + a ->----!.c'--_ 

p 
gefunben 1tlerben, inbem man ftatt a Me @roae - a einfe~t. @;~ 
1tllirbe fidj aIfo ergeben 

(1 +p)n_l 
K=C(l+p)n-a 

p 
~enfe(ben ~ert9 1tlurbe man erijaUen / 1tlenn bie ~ertije ber 

ge!eifteten 3aijfungen fur ben )termin ber mbre~nun9 beftimmt 
1tlurben. 5Der ®liiubiger gab ieinem (s~ulbtter C ~~lr. 5Diefe 
C ~glr. Ijabett am ~ere~nung6termine nad) n Saijren ben ~ertij 
C (1 + p)n )tijfr. IDer (s~ulbner 3aijrte bagegen 3urlicf natt mbIauf 

bea erften SaIjrea a )!Ijfr. / 1tleId)e ben ~ertij !l (1 + p)n-1 am 
mbred)nungatermin iaben; 

bea 31tleiten Sa rea a ~~lr., 1tld~e ben ~ertIj !l (1 + p)n-2 am 
mbredjnungatermin alien; 

~ea britten ,Sa rea a )tijlr., 1tlefd)e ben ~ertl) a (1 + p)n- 3 am 
mbredjnungaternttn ijaben; 

u. f. 1tl. 
bea (n-l)tm Saijrea a )tijfr., 1tld~e ben ~ertij a (1 +p) am 

mbred)nungaterntin ijalien; 
bea nten SaIjrea a )tIjIr. / 1tldd)e ben ~ertij a am mliredjnnnga. 

termin gab en. 
IDie nom ®liiubiger gergegebene ®umme gat aIfo am ~ere~. 

nungatermin ben ~ert9 
C (1 + p)n ~ijIr. 
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~agegen gaoen Me tJom ®d)u(bner feinem ®(iiuOiger 3utiicf~ 
geaag{ten 'Poften am ~ered)nungetermin ben ®efammtwedl) 

(1 +p)o-1 
a [1 +(1 + p) + (1 +p)2+ ... + (1 + p)n-1] =a . :!l)(r. 

p 
S)JHtl)in gat ber @(iiuoiger tJon feinem ®d)u(bner nad) ~o{auf 

tJon n Sal)ren nod) bie ®umme 
K = C (1 + p)n _ a . (1 + p)" - 1 :!l)h;. 

p 
OU forb ern. 

~eifpie(: 

m3ie tJie( mermiigen wirb Semanb nad) ~o{altf tJon 8 Sal)ren 
oefit?en, weId)er anfiingtid) ein st'apita{ tJon 4678 :!fJlr. oefat unb 
jebee Sagr 425 ~l)lr. tJerau6gaOte, \uenn ber 3inafuB 41]. % ber 
~ered)nung au @runbe gelegt wirb . 

.pier ift 
K = 4678 (1 0425)8 -425 (1,0425)8-1 <;l"f.l 

, 0 0425 R..I) r. , 
ober in .8al)(en 

K = 2419 :!ljlr. 29 ®gr. (oeinage). 

®oU nad) medauf tJlm n Sal)ren Me tJom @liiuOiger bem 
Gd)ulbner anfiingHd) iiOerwieiene ®umme tJOn C ~l)(r. burd) jiif)r~ 
lid)e ffiiicf3ag{ung tJon a ~glr. geWgt fein, fo mUB in biefem ~aUe 
K = 0 werben unb man ergiilt: 

b. fJ. 

C (1 + p)" = a ..:...( l_+......:p..:...) °_1 
p 

a = ...,:,P-,C -'-.( lc-+.....:..p~)n } 
(1+p)n-l ~ormefn ber 

(1 + )0 = a ffientenred)nung. 
p a-pC 

~(ua ber erften biefer lieiben ~orme{n fann man bie jiil)rHd) 
bem @(iiuoiger 3utiicf3u3a£){enbe ®umme a oeftimmen, bamit bie 
Gd)u(b nad) n SafJren gemgt (amottifirt) ift; alle bet 3IUeiten fann 
man mit .piilfe ber ~ogatit~men oei oeftimmtem jiif)didJen ~Otrag a 
Me .8 a£) ( bet Sal)te n finben, innerf)a16 lUeldJer oie 3ut tloUitiinbigen 
mmortifirllng ber ®dJulb bief er ~(otrag au 3af)lcu ift. 

~eifpiefe. 

:.Die Gumme tJon 150000 :!glr. foU burd) jiil)rHdJe ~li3al)(unpen 
nad) 30 Sagren amortifid werben. m3ie groB \uhb bie jiil)rltdJe 
~boCll)(ung fein miiffen, wenn ber .8inafuB = 40 / 0 angenommen wirb~ 
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Tlie jiifJrlidje m-liaa~fultg lietriigt: 

a = ~~~~)(37/04P1° ~f)fr. =': 8674 ~fJ(r. 151/3 6gr. (lieinafJe) 

60(( bagegen untcr bel' snoraueie~lIng beffeflien 3inefusea hie 
jiifJtHdje ~flJ3a9htng gleidj 7000 ~fJ(r. fein, fo erfJiift man fiit bie 
3alJf bel' SllfJrc n, inncrf}afo Iuefdjer bet ~(otrag au aaf}len ift - bie 
®(eidjltug 

7000 
1,04n = 7000 _ 6000 = 7 

Wlte bic[ct ®feidjltng finbct fidj mit ,piHfe ber 10garitfJmifdjen 
Q3ercdjnung: 

n log 1,04 = log 7 
log 7 0,8450980 

n ='og 1,04 = 0,01703334 = 49,61437 

~nfo ift 
n = 49,61437 SalJre. 

~( It Itl e n b It n 9 bet g e 0 met ti 1 dj e It ffi ei f) en, u m ei It e fit l' 9 e· 
Itl i f1 e g eo m etti f dj e ltltb me dj an i 1 dj e ~ ere dj nultg e n ttlidjtig e 

6u m men f 0 t m e f 1) era u 1 e i ten. 
~(lte bel' 6umminmgoforme( geometriidjet ffieilJen fjalielt ttlit 

bie folgenbe ®leidjung l)ergeleitet: 

b- a 
Itleltlt b > a angenommen ttlirb.~{ua bieiet ®leidjultg ergielit fidj 
burdj ill(ufti~mation mit (b - a) 

(b - a) [an- 1 + an- 2 b + au- 3 b2 + ... + bn- 1] = bn - an 
6e~t man in biefet ®leidjung ftatt n hie 3afJl m, fo folgt 

(b -- a) [am- 1 + am- 2 b + am- 3 b2 + ... + bm- 1] = hm - am 

:vurdj :Vil.1ifion biefer ®leidjltng in bie l.1orfjergefjenbe ergielit fidj: 

aIll - 1 + am - 2 b + am - 3 b2 + ... + bm - 1 = bm _ -;;;;-

iYCimmt man ltlm un, bafi b unmctnidj griifiet ale a fei -
fo uJCrben bie ®tiifien b2, b3, ••• bn -1 eoenfaHe nUt um unmed. 
lidj neine ®riiflen Mn ben fofgenben a2, a3, ••. all -1 lieaielJfidj 
l.1eridjieben fein. TlaIJer ItJeidjt bet 3ii1)let bet linfen 6eite 

an - 1 + an - 2 b + an - 3 b2 + '" + bn - 1 

l.1on bet ®tiifle n bn -1 mlt um eine unmetflidj Heine ®riifle ali. 
@oen fo ift bet iYCenltCt bel' Hnfen 6eite 

am - 1 + am - 2 b + am - 3 b2 + ... + bm - 1 
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tlon ber ®riif;e m bm -1 nur um eine unmerffidj Ueine ®riif;e tler~ 
ldjieben. @a fann bager ber ~rudj 

al1 - 1 + an - 2 b + aD -3b2 + ... + bn - 1 

am - 1 + am - 2 b + am - 3 b2 + .,. + bm - 1 

tlon bem ~rudj 
nbn - 1 n = _bn - m 
mbm - 1 to 

nut um eine unmerffidj Ueine ®riif;e abweidjen. 
Se nager alfo h oei a liegt, Ullt f 0 genauer ift 

bl1 - all n 
~ ____ = _bn - m 

bm - am to 

ID1an negme ie~t &wiidjen au unb all = a bie (n - 1) 3ag~ 
len an 

3 11 82, 8 3 , •••• 3 n -l 

IUO n cine un m e f, 0 a r 9 r 0 f; e 3 a g { b e b e u t et unb bie ltnter~ 
jdjiebe 

3 1 - 80,32 - 3 11 8 3 - 3 2, ••• ao -1 - 3 n -2, a - 8 n _l 

un 1t'lC r f( i dj fI ei n e @riif,en finb. 
1)ann ift nadj ber eoen oewiefene1t %orme{, wenn m unb !1 

aUlci ganac 3aglcn flnb unb s cine bcr 3al}{cn 1, 2, 3, '" n be~ 
beutet 

tJOn ber ®riif;e ~+~ 3 m nur um eine unmerfHdj neine ®tiif;e 
!1 s 

tJcrfdjiebcn. Se griif,er alfo bic 3aljI n unb je netner in ~o{ge beffen 
bie ®rof;e ber SntcttlaUe 

3 - 8 
s .-1 

angenommen wirb, um fo genauer mu{3 

am +1'- _ am+fl-
s 8-1 

fl- fl-as - as _ 1 

III +!1 m = ---3 
!1 s 

fein. ~a abcr a~ - a~_l cine unmerfHdj neine ®rlif,e ift, fo 
fann Me mOlucidjung ber beiben muabtiiCfe 

m+l'- m+fl- ~ m+!1 m( I). !J.) 
II - II unv II II - a s ,-1 p. S S 8-1 

nUt fo gering fein, baf; biefeUie fogar im mcrljaftnif, 3u bicfClt oeibcn 
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unmedHd) fleinelt @rof;en nernad)Iiiffigt Illerben barf. ID1an ~at 
ba~er 

ober 

( afL_afL )am = fJ. ~am+""_8m+fL} 
11 n-l n m + fJ. l n 0-1 

5Dieje n @{eid)unsen abbire man 3u einanber, fo er~iiIt -man 
bHl aUf eine unmerfHcl) ffeine ~bllleid)ung 

(ar - a~ ) a; + (a~ - ar ) 8;n + (a~ - a~ ) a; + ... 
+ (a fL _ aP- Jam = fJ. (am+lJ. _ am+p-) 

o n-1 n III +,." n 0 

Se~t fe~e man 

8~ = bo , ober 80 = V'b: 
P- P'/-a1 = b1 , " 8 1 = V b1 

a~ = b2 I " a2 = ~ 
u. f. Ill. 

P'/­a'J. = b , ober a = V b 
n 11 n II 

fo finh non ben @riif;en ho , b1 , b2 , ••• bo je 31llei aUf einanber 
fofgenbe nur unmerflid) nerfd)iehen. ID1an er~ii{t nun, ba 

(fL-)m ~ a~ = Vb1 = hlP-
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(p-_)m ~ a: = V ba = ba p-
u. f. Ill. 

(p-)m ~ a: = vb;. = bliP-

ift - hie fo{genhe @}{eidjung 
m m m 
- - -

(bl - bo) blP- + (b2 - bl) b2P- + (ba - b2) ba p- + ... 
~ fJ. (l+!!! 1+~) + (b" - bn - l) bll P- = -+-- bll P- - bo P-

m fJ. 

oher Illenn m = a gefe~t Illirh 
fJ. 

(bl - ho) h~ + (b2 - hi) b: + (ba - b2) b: + ... 
~_ (b _ b _) ba = _1_ (b l +a _ b1-t-a ) 
"1 n III II 1+0: II 0 

9limmt man je~t bie unmerffidj fIeinen SntertJaUe 
hI - bo, b2 - bl , ., • bn - bn _ 1 

einanher gleidj au uub ;e~t jehe~ her;elben gleidj ~, ;0 Illith 
n 

b 
bt = bo + -

• n 
2b 

bs = bo + -
n 
3b 

bs = bo + -n 
it. ;. Ill. 

nb 
b1l == bo +­n 

~erben hiefe ~edije in bie friiijere @}{eidjuug eiltgefe~t, fo 
ergiebt fidj 

: [(bo + !r + (bo + ~br + (bo + Bnbr + .•. +~Io + :bTJ 
( nb)l+a l+a 

_ bo + n - bo _ (bo + biH - boH '.! 

- l+a - l+a 

IDer groberen ~infadj~eit Ille~en mag nodj ftatt bo het mudj: 
ftao a gefe~t un'll baun hurdj b htuihirt Illerhen, fo folgt 
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1 f( b)(I: ( 2b\IX ~ 3b)Q (nb)IX} Jim-) a + - + a + -} + a + - + ... + a + -
n \ n n n n n=oo 

_ (a + by+IX _ a1 + IX 

(1 + a) b 

~ie ®renalieaeief)mtng lim .•• n = 00 ift au~ bem ®runbe gleief) 
gelirauef)t lllorben, tueU bie linfe @5eite fief) um fo me~r ber reef)ten 
anniiljert, je grii~er ber ~ertlj ift, lUelef)en man ber 3aljI n lieilegt. 
- ~ie ®rii~e a liebeutet ill ber lJorliegellben %ormel eine lielieliige 
geliroef)ene alier .pofitiue 3aljf. 

@5e~t lltall llun in ber alfgemeinen %orme{ 

lim ! [(a + ~~IX+ (a + 2nbY+ (a + 3;)+ '" +(a + ~~)Jn=oo 
_ (a + b)l+IX _ a1 +a 
- (1 + a) b 

fur a ben ~ertl) 0 unb fur b ben ~ertlj 1, fo erljiilt man leief)t 
bie folgenbe %ormef 

I. {I IX + 2IX + 3a + ... + nIX } __ 1 _ 
lin nIX + 1 - 1 -+- a 

ill tuelef)er aff 0 a eine fieliefiige ganae ober geliroef)ene .pofitiue 3alj{ 
fiebeutet. 

~ie @ntlUicfelung ber lieiben lJorfte~enben %ormeln lieruljte, 
lUie lUir fo efien feljen, auf ber ffiief)tigfeit ber ®leief)ung 

bn n 
- a = ~ bn - m 

bm _ am m 

in bem %alle, lUo (b - a) eine unmerfHef) fleine ®roue ift. ~ir 
fe~ten n unb m al~ .pofitilJe gallae 3aljIell lJorau~. mie ffiief)tisfeit 
ber ®leief)ung 

bn - an = ~ bn - m, (b - a uerf.,'l;lllinbenb nein) bm _ am m ") 

liefte~t alier noef), lllenn anftatt m, - m' aIfo eine negatiue sanae 
3aljI gefe~t lUirb. ~an erljiift niimHef) ljierburef) 

bn n bn n - a m' bm' - a ---,-----; = a 
b-m' _a-m' bm'_am' 

bn n 
_ m' bm' - a 

- a bBl' m' -a 
~a nun 
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iit, Iuemt b - a uerfd)lt1il'lbenD fIeill lUirb ultb a(obann 
aUlI = btu' 

oljne merflid)cn ~eljlcr gefe~t UJerDen barf, fo filtbct man 
bn n 
,- a ,= _ b2m'. ~ b"-m' = ~Il_ b"-1- m' 

--m -Ill III I - 111' b -a 

ober \tlcnn ftatt - m' fein ~BertJ) m gciet\t ift 
b" II _- a_= ~ b n - m 

bill _ am m 

~iefe ~orntel gift alfo fefoft Damt nod), UJenn m eine neoatiue 
ganae 3al)( ift. Wuf iiJ)nlid)e ~Beife fanlt man aeigen, bat bie 
~ormel 

bll 
- an n ll-lll " 

m III = - b , (b - a uerfd)UJmbenb Hem) 
b - a m 

aud) nod) Burti9 oleiot, lucnn 11 elne ncgatiue ganae 3agl ift; ja 
fogar, luenn 11 linD rn 9(eidj3eiti9 ttegatiue gmw 3al)(en filtb. 

Wuo bieiem @nmbc uleiut bie @(eidjung 
m+/l. m+l~ 

fig - a8 _ 1 III + fL III = ~--a 
uP- _ atl. }L:.t 

S 8-1 

in UJeldjer as - a8_ 1 uerfdjUJinbenb flcin ift - nodj ridjtig, IUeltlt 
m ober fL ober uribe 3ugleid) negativc ganac ~laJ)Icn finb. ma ltltlt 

ilt hem mcrfoIg bcr ouigcn ~lttUJicferungclt ; = a geie~t ltJUrbc, 

f 0 mUfJ hie Gdjluflgleid)ultl'l 

lim ! J (a + b'{.( + (a + 2b)Q + ... (a + nbt ~ = 
n \ . 11/ . n \ n , II = Cf) 

(a + b)l +Q _ a1+a 

(1 + a)"b 
UJelnt u. hahutdj eilte negative gcOtodjCltC 3al)I luirh, hafl man fur 
fL eine negative 911lt3C 3al)( annimmt - cocnfane nodj fiir negatiue 
georodjeltc m3cdlje uon u. ridjtig fein. 

IDean ljat bagel' bie aUgcmeinc ~ormef: 

l{f b\a ( 2b a (3b\a (nb a} 
lim n \a + n) + a + -; ) + \ a + n) + ... + \ a + n') n = a') 

_ (a + b)l+a _ a1+a 

b (t + u.) 
UJo a nnb b irgenb UJeldjc pofitivc 3ag{en fiub nub a ciue 
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beliebige .pofititle obet negatitle gebtodjene 3a~l fein 
fann. 

m:nmedung: 
~enn IX = - 1 gefe~t witb, fo etfdjeint ber @Summens 

au~brucf 
(Il + b)l+ CI _ a1+ CI 

--- b (1 + IX) 

in ber unbeftimmten ~orm ~. Um in biefem ~aUe ben ~ert~ 
ber @Summe ou beftimmen, beadjte man, ba~ nadj dner in bet 
~ogatit~men: st~eotie entwicfelten ~orme( 

lim { if a - ~ } = lo~ 
fib - f n= oolog b 

ift. ~nun beftimme man bie 3a~l b fo, ba~ 

f!b-1=! 
n 

witb. ~ann er~iilt man 

(: 1 n 

b = 1 + oJ 
ober ba n cine ubet aUe @Stenaen gro~e 3a~l fein foU, 

b = lim 1 + - \ ( In 

n /0=00 
~iefen ~ert~ tlon b "'flegt man burdj ben ~udjftllben 

e 
au be3eidjnen. ~ie 3a~{ e ~at alfo ben m:dbrucf 

(1 + ~/ 
fur fortluii~renb grober tuerbenbe n aur '@Srenae. Um nun ben 
~ert~ tlon e anna~ernb 3u beftimmen, fe~e man n = 1000 unb 
bann n = 10000, fo finbet man angenii~ert mUtelft ber logatit~~ 
mifdjen ~afeht 

log e = 1000 log 1,001 = 0,43408; e = 2,7169 
uub geuauer im 31ueiten ~aUe 

log e = 10000 log 1,0001 = 0,4343; e = 2,7183 
~er wa~re ~ert~ tlon log e, weldjeu man aUf anbmu ~egen 

ermittelu fauu - ift 
log e = 0,43429448 

~iefem ~ogarit~muB entf.pridjt bie 3a~{ 
e = 2,718281828 ... 
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~e3eidjnet malt nun belt ~ed~ 
1 

-) - = 2,30258509 butdj 1\'1 
og e 

fo et~iiU man alta bet ®leidjltng 

(
.n/- ) . v a-I 10 a lIm - = -g- = M log a 
VO - 1 n=,;oge 

hn 
;'/_ 1 .,e-1=n 

ift - bie fofgelthe 

lion (ji '! _1 LooM log • 

®e~t man nun in hem muabtltCf 

fut a hen ~ed~ 

i 0 et~ii(t mltlt 

(a + b/+CX_a1+ CX 

(1 + a) b 

1 
--1 
n 

1 1 

~a+ll - Jla (a + b)n - a-;i" 
1 1 

-·b 
n 

-·b 
n 

~iif3t man ~iet n ioet nHe @ren3en ~inn~a 3Ulte~men obet 

~ immet me~t bet mull fidj annii~etn, fo etgielit fidj 
n 

lim {co + t:-·~ L. = lim(C' ++~-t. 

( a~ -1) 
- lim ~;-

n= 00 

16 
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IDa aber na~ ber eben betuiefenen %ormel 

I. (V'il+b - 1) lin 1 

n 

- M log (8 + b) 

l;m f-{;-- 1) - M log. 

n=CCI 

ift, f 0 folgt 

. ~(a + b)+' - a+.) lIm 1 
-b 
n 

n=r.t'J 

_ M [log (a +b) -Ioga] 
b 

J.)ierau~ unb au~ ber @lei~ultg 
1 
--1 = IX 
n 

folgt, baf3 Me beiben ~eiten ber @{eidjung 

(8 + by+a - aHa = M [Iog(a + b) -log a] 
(1 + oc) b b 

um fo me~r iibereinftimmen tuerben, je nii~er IX bei ber 3a~{ - 1 
anlleltommen tuirb. %iir IX = - 1 finbet eine lJoUfommene Uebtr~ 
einltimmung ftatt. ~e~t man ba~er in ber oben gegebenen ~ummi~ 
rung~forme{ IX = - 1, fo ~at man flir 

nur au fdjreiben 

(a + b)l+a _ a1 +a 

(1 + IX) b 

M {Iog(a + :)-IOga } 

unb man er~iiU in biefem %aUe au~ ber ~ummirung~formel Me 
fo{genbe I. 1( 1 Im-

n a+~ 
n 

1 +---+ 
a + 2b 

n 
+ 3b + ... + nb 1 1 ) 

a - a-
n n n=oo 

= M { log (a + ~ - log a} 
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$iet~e~ntet ~fifdjnitt. 
Utbtt ~ct~ lllctfionctlmctq,tn ~tt ~tnntt ctlgtbtctifq,tt 

~u~~mdt. 

@infeitung: 
~enn a, b, a', b' irgenb luefdje ffiationafaagfen liebeuten unb 

m nidjt baa Duabrat einer ffiationafaaljl ift, fo ttJiirbe man ben 
~ertlJ bea mrudjea 

a' + b'vm 
x = 

a + b ym 
ergaften, inbem man ben ~erfl) ber ~uraeI ym aUf eine lie~ 
ftimmte mnaagl uon g)ccimaffteHcn lieredjnet unb bann mit 'oem au 
liilben'oen ~~enner\uertlj a + h ym in ben au liHbenbcn 3iigfer~ 
ttJertg a' + b' ym biuibirt. md biefer meredjnung gat man 
mit einer Srrationaf..3aljf in cine anbere Srrationaf3aljl au biuh 
biren unb ea ift erfiCl)tlidj, 'oaf; bie g)iuifion um fo uief miilJfamer 
luirb I je grof;er 'oie ~fnaaljf 'oer g)ecimaffteUen ift, aUf ttJefdje 
bie ~ur3el lieredjnet luerben mu[J. mie muafiiljrung ber meredj~ 
mtng luirb ttJefentfidj erfeidjted llaburdj, 'oaf; man mit .piiffe eines 
gettJiffen merfagrena, ttJeIdjea baa ffiationafmadjen 'oer ~enner 
genannt ttJirb - ben irratioltafen ~enner in einen rationafen uer~ 
ttJan'oeft. Sit 'oem gier uorliegen'oen fegr einfadjen %aHe ljat man 
nur ben mrudj 

a' + b'vm x = --'----'-;:: 
a +bvm 

im 3iigfer unb 91enner mit ber ®roj3e 
a - bV~ 

au muftipHciren. .pierburdj ergielit fidj 
(a' + b' vm) (a - b vm) x = ~--~==~--~ 
(a + b ym ) (a - b ym ) 
aa' - bb'm + (a b' - a'b) y'iiI 

= a2 -b2 .m 

g)er neue ~enner a2 - b2 • m ift, ttJie ea gettJiinfdjt ttJur'oe, 
rationaL 

.panbert es fidj, bes meifpiefa ttJegen, um baa ffiationafmadjen 
bea ~ennera uom mrudj 

7+6y2 
x= ---= 5+ y2 

16~ 
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;0 mllftipficire llIan 3iiTylct l111b ?)lcltltCt be5 uorgcfcgtcn ~ntd)C5 

mit 5 - 3 Y:2. .pierburd) uetltJanbeft fid) bcrfel6e in 

- 1 + 9y2 
x = 7 

Hm nun bttrdj bie ~ercdjmmg felucr 3n aeigcn, bl1U bie ueiben 
~riidje 

7 + 6 y:2 ... - 1 + 9 y2 
Itttll 

5 + 3y:2 7 
biejcfUen BaTyfen barftcHen, 6ilbe mall 

y2 = 1,4142135G .. 

7 + G V2 = 15,48528136 .. 

5 + 3y;! = 9,24264068 ... 
15,48528136 .. 
-9~242G46~ - 1,G7541743 ... = x 

mifbet man bagegen g[eidj 

- 1 + 9 V:2 11, 72792204 . . 
7 7 

fo crTyiift man baffelue mefultat 
x = 1,67541743 .. 

jebodj auf einem uiel einfadjeren ~ege. 

Widjt meTyr 9alt3 f 0 einfadj ift bas lBcrfaTyrcn bea ffiationalmadjeno 
ber Wenner, lUClttt ca fidj barum TyanbeU, ben irratioualen Wenner 
bea ~rudjeo 

a' + b' ~m + c' V'ffi2 
P = 3 3 

a + b jim + c ym2 

fort3ufdjaffctt, in 111efdjem a, b, c, a', 1/, c' mationa13aglen fiub, ltnb 
III n i dj t b i e b r it tell) 0 ten 3 ei n e r mati 0 n a f 3 a lj rift. 

e;o[( 3um meifpief bem ~rltdj 

4 + ~2 + 5~4 
P = 3- 3-

1 + 3y2 + 2y4 
bcr irrationafe ~)(enner genommen luerben, io mltltiplicire man ben 
tlorgefcgten ~rltdj im Siigler unb ?)lenuer mit 

- 11 + 5~T + 7~4 
a;(lluirb fJicrbltrdj ber 6ea6fidjtigte 31uecf erreidji. 
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Sll bct: 1f)at crgieut fid) llacf) alttlgefiil)rtct: ~)(n{tip{iflltiOlt ltllb 
11ICIIlt Illall bie (\jleit~ltllgen 

ueriicffid)tigt 

VY ·VT = VS = 2 

V2 ·V 2 =VT 
VT . V4 = V16 = V S. 2 = ~ V 2 

(4+V2 + 5V4) (-11 + 5V:! + 7VT) = 20+ 79V2 
-22VT 

(1+3V2 +2VT )(-11 +5V2 +7VT) = 51 
:Da!)cr ift: 

4+VY + 5V4 20 + 79V~ - 22V4 
p = 1+3,12" + d~4 = 51 

Tlie @)d)\tlierigreit liefteI)t, luie man fie!)t, arfo ltur barin, belt 
~aftor 

-11 + 5V2 + 7VT 
mit llJefdjem illl tJorliegenbelt mcifpieI 3a!)Ier llltb ~enller 3u mlll· 
tipliciren luarcn - Ltltf3n~nben. nm biefe CSdjluierigfeit 3u !)cuelt 
jltcf)e malt, loati altti bern tJorgeIegten mrud) 

4+V~ +5Y4 
p= 3- 3-

1+3v2 +2V4 
luirb, luenlt malt ben Raglet: nltb l.1(enner beffellien mit bet: CSumme 
muUiplicirt 

> 1 + xV2 + YVT 
IUO x nub Y 31uei nodj ltnlieftiulillte ~Llftorelt uebeuten. 

Tljc ~(n6fiil)rultg ber mcultiplifation gieut: 

(4+V2 + 5 .IT) (1 +x V2 +YV4) = 

4 + lOx + 2y +(t +4x + lOy) ,12 + (5 +x+4Y)VT 
(1 + 3 ,IT + 2 ';4) (1 + x V 2 + y V4) = 

1+4x+6y+(3+x+4y)V~ + (2+3x+y)V4 
SJ)1alt erI)alt ali 0: 

4+ V~ +5,1'4 
p = 3- 3-

1+3v2 +2V4 

4+ 10x+2y+(1 + 4."(+ 10y)VY + (5 +x+4Y)V4 
1+4x+6y+C3+x+4Y)VT +C2 +3x+y)V4 
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3m ~enner biefe~ fBrudje~ filtb bie beiben irratioltalelt ®ro~en 
-V 2 unb Y4 be3ie~lidj mit ben lieiben ~aftoren be~aftet 

3 + x + 4y 
2 + 3x + y 

eofielt nun bie SrratioltaI311~lelt be~ ~enner~, lUie beabfidjtigt 
Itlllrbe, ljerallefafien, fo mii~te jeber bicfer beiben ~aftoren gleidj 
~ It U werbcn. WCan luiirbe ~icrbllrdj bic beiben ®leidjungen 

3+x+4y = 0 
2+3x+y = 0 

erljaUen. ill1ittelft berfelben fonnen alfo x ltnb y fo ueftimmt lUer~ 
ben, ba~ burdj smuItilllifation be~ \Jorgelegten fBrudja mit 

1 +xY2 + yY4-
im Bii~ler unb ~enner ber lieabfidjtigte Bluea etreidjt witb, ben 
~en1ter bea gegebenen fBrudjea \JOlt feilten Srrational3a~len 3u ue~ 
freiett. - :.Dmdj luirflidje muflofultg bet ueiben ®Ieidjungen bea 
erften ®rabea 

erljiiU man: 

3+x+4y = 0 
2+3x+y = 0 

5 7 
x=-ll; y=-l1 

:.Da~er ift bet \Jotgelegfe fBrudj im Bii~rer ultb ~enner mit 
5 }/- 7 .7'-

I- Tp 2 -TIv 4 

au muUilllicitcn, um feinen ~eltltet rational au madjelt. smultillIi~ 
cide malt autcrbcm nodj im BalJler unb ~enner mit - 11, wo~ 
burdj an ber ffiatioltalitiit bea ~ennera nidjta geiinbett witb, fo 
lUiirbe malt belt Dum angegebenen ill1ultipIifator 

- 11 (1 - 1~ yz - 1~ Y4) = - 11 + 5 Y 2 + 7 Y4 
erljaUen. 

:.Diefe auafiilJrlidjen fBeifllieIe lUerben nidjt wenig ba3u uei~ 
tragen, baa merftiinbni~ bet folgenbcn af(gemeineren ~~eorie "b e a 
ffiationalmadjena ber ~eltner aIge6raifdjer muabriicfe" 
3u erleidjteru. 

>proul em. 
:.Der fBrudj 

_ bo + b1j/a + bzP + ... + bn-1j/~ 
p - 8 0 + a1 -Va + a2 j/7 + ... + 3 0 -1 j/ c(o-~ 
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fon in dnen anbern, i~m gleidjen ~rudj mit rationlllem 
Wenner uerlVanbeft lVerben (lVenn cine fofdje merlVllltb o 
I U It 9 m ii gli dj i ft) un t et: b e r mora u a f e ~ u n g, b 11 f3 

80 , ai, 82' ••• 8n- l } ffi:lltiOnll{all~len pnb 
bo, bll b2 , ••• bn- 1 

unb bie @riif3e Il. nidjt gleidj ber nten I})otena dner ffilltioo 
1111 ( 311 ~ lift. 

m: U fl ii fUll g. 
Sn ber ®umme 

1 + 1';-:: + .n~ + .n/-1 S = Xl V Il. x2 V Il.- ••• + Xn-l V Il.0 -

mogen Me ~aftoren 

Xl' X2 , ••••• Xn-l 

ber irrntioltafen \3ummanben uodiiufig unbeftimmte @rilf3en 1)eo 
beuten. IDluUipHcid mlln nun ben Wenner bea uorgelegien ~t:Udjea 
p, niimHdj 

mit 

s = 1 + Xl Va: + X2 VaY + ••• + Xn-l V 1l.0 -=1 

fo fann gefragi lVet:ben, 01) ea moglidj ift, bie (n-I) @rof3en 
Xli X2, ••• Xn_l berattig au lleftimmen, baf3 in bem I})robuft 
llne irrationlllen @rof3en uerfdjlVunben finb. 

Bu bem @nbe fii~ren lVir Me IDlurtiplifation lVidlidj llU!!, fo 
erl}alten lVir 

{ 80 + 81 Va: + a 2 VaY + ••• + an-l V 1l.0 - 1 } 

{ 1 + Xl Va: + X2 V77 + ••• + Xn-l V 1l."-1 } = 
80 + alll.Xn-l + 821l.Xn-2 + ••. + a n-21l.X2 + 8 n-1Il.Xl 

+ (8 t + 32 Il.Xn-l + 8a Il.Xn_2+ •.• + an-l Il. X2 +aOxl)Va 

+(82 + 8a ll.Xn-1 +a4 Il.Xn_2 + •.• +80X2+8IXI)j!7 

+ ... u. f. IV. 

+ (3n-l + 80 Xn-l + a l Xn-2 + ... + 8n-3 X2 + 8 n-2 Xl) V Il.n- 1 

~e3cidjnei man nodi ber @infadj~eit lVegen bie redjte ®eite 
Mefer @{eidjung burdj 

Po + PI va: + P2 V77 + ••• + Pn- l Vll.n- l 

fo iiberfie~t man, baf3 jebe ber @riif3en "P" cine ®umme ift aua 
einem gegebeucn \3ummanbe11 unb einet m:naa~{ UOlt (n-I) \3umo 
manben, lVe{dje ber mei~e nadj in bie @riif3en Xn_l, Xn-2, ••• X2, 
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XI muftipficiri fhtb. eonte nuu, luie (unter morauGfe~ultg bet 
~)Ujglidjfeit) ueaofidjtigt lUar - baG S})robuft bet @riif;en 

( + 1'1- + .n/-o + ~~) l-llo III V (J. liz V (J." ••• a1l-1 V a U- unu 

(1+xI ~ +X2Y~ + •.• xU_Iyau- l ) 

lue(djca burdj 

Po-l-P1 y~ + P2~ + ... + P n_ 1yau- 1 

oe3eidjnet lUorben ift - feine Srrationa{3af)(cn mef)r cntf)aUen, fo 
muf;te jebcnfaHG bicfcG IJ)robuft fidj auf fein crfteG @licb Po rebu. 
chen fllffcn; bCltn lUeltlt nodj eht obcr mcf)rerc @lieber ill bemjel. 
uen tlorfiimcn, luefdje in eine bet Srrlltionaf311ljlcn y~, if a2 u. f.IU. 
multipliciri luiircn, fo lUurbc Me ~rofidjt bell mationalmadjcnG tlom 
incnner uidjt cmidjt fein. @t3 miif;tcn alio bic ~llHorcn 

1\, P2, ... PIl - 1 

e i tt 3 e 1 nbc t in u 1 1 gfcidj gemadjt lUcrben fiiltlten, bamit baG oe. 
irndjtde IJ)robufi fidj tn eine mationllfaal)l tlerluanbeft. - ee~t 
mall baner 

r1 = al + liz aXu-l + a3 aXu_2 + ... lln_1 aX2 + llo Xl = 0 
r 2=aZ + 113 aX ll-l + 34 aX Il-2 + ... 3 uXz + 31XI = 0 

u.t. lU. 
r u- I = llu-I + floXu-1 + III Xn-2 + ••. + lln-3 Xz + llu-2X1 = 0 

fo l)llt man (n-l) @(cidjungcn mit ben (n-l) unoefannten @riif;en 
XI' X2 , ... Xu-2, Xu-I, aua lucfdjcn bie ~EcrtlJc (c~terl'r aufgcfunbcn 
luerbcn {ontten. ee~t man bie ~crtf)e bicf er @riif;en in bcn 
mullbrucf 

.u/- :'/- :'1-
s = 1 + XI V a + X2 V a2 + ... + Xn_1 van-I 

fo crlJiiU man bcnjcnigcn ~llftor "s", mit bem ber incnner bCG gc. 
gclicltCn ~tltdjell, niimlidj 

n - ,u/- 1'/--
llo + III if a + liz V a2 + ... + llu-l V au-I 

3u muUiplicircn ift, bamit aTll IJ)robuft cine mationaTaal)( crl)al. 
ten luirb. 

inadjbcm ber ~llftot "S" aufgefultbcn ift - l)at man mit bem. 
jcIDcn nllt ben Siil)ler ultb inenner beG tlorge{cgtclt ~tltdjCG au muT. 
tipficiren, 11m cincn gleidjen ~rudj mit rationllfcm incnner au 
crljaUen. 

~eijpiel: 

men ~rudj 
7+V9 + 2 {!'Ft 

p = 1 + ~3 - 3 ~27 + 2 VST 
in eiuen gleidjen ~rudj mit rationalem inellner au tlerluunbelll. 
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~f u flo i Ult g: 
mlan Il eftilllmc bie @ro{3en x, y, 'l, ufo, baj3 ba6 I))robuft bel' 

ueiben ~aftol'elt 

(1 + P3 -- 3 Y27 +2V81) (1 + x yS+ y V9 + z V27 + u VS1) 
eine mationaf3al)( lUirb. - ~urdj ~ht6fiigrung ber illlultiplifatiolt 
ergiift malt fiir biefc6 I))robuft: 

1 + 6x - 9y + 3u 

+ (1 + x + 6y - 9z) V 3 

+ (x + y + Gz - 9u) {19 
+ (- 3 + y + z + Gu) [127 

+ (2 - 3x + z + u) VS! 
(SoH bic\C6 l}.lrobuft fidj a(io auf cine ffiationafaagl rebucircn, 

10 miifi en Me ~)leidjungelt erfiilft tuerbelt 
1 + x + Gy - 9z . = 0 

x + y + Gz - 9u = 0 
- 3 . + y + z + 6u = 0 

2 - 3x . + z + u = 0 
WU6 biefen uier @feidjungen (eitef man fo(genbe m3ertgc fur 

x, y, z, u gel': 
1127 319 473 119 

x = 1216 i Y = 1216; z = 1216 i u = 304 

@6 tuirb bemnadj bel' incnltCl' bC6 uol'gelcgtcn mrudjc6 rational 
gellladjt burdj ben ~aftol' 

1127 5- 319 ~/- 473 5- 119 5-

1 + 121G jl3 + 1216 v l:) + 1216 i!27 + 304 jlS1 

ober audj burdj ben folgenben 

1216 + 1127 {l3 + 31£l {l9 + 473 {lIT + 476 ySf 
Sn bel' ~gat uerlUanbcU fidj bel' gegeuene mrudj 

__ 7 + VU + 2 ~27 
P - 1 + [1 :i - 3 {l27 + 2 VST 

\t1cnn bcl'felue im Bagler ultb S)(enner mit bem 3ule~t gegeuenen 
~aftor mu(tiplicirt tuirb, in ben fo(genben: 

p= 

11845 + 12155 {Is + 6305 V9 + 6870 V27 + 5905 VST 
9391 
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.panbelt ea fidj nltr barum, ben ~rudj 

bo + b1 ya- + b2 V~ + .. , + bn _ 1 V~-=t 
P = !'r=:- !'/- !'/-

3 0 + 3 1 V a + 32 V a 2 + ... + 3 n -1 V an - 1 

in einen anbern gleidjen mit tationalem menner au \Jer\tlanbellt, 
ofJne ben ~Jhlltipmator feinea mennera Iln3ugelien, \tleIdjer le~tmn 
ratioltal madjt, fo fe~e man: 

P = Yo + Y1 ya-+ Y2 ya2 + ... + Yn-1 yan - 1 

Se~t muftipHcite man Mefen ~uabrucf mit bem menner bea 
gegelienen ~tudjea 

llo + 31 j/(i + 32 j/a2 + ... 3n _ 1 j/an _ o1 

fo tllirb baa SJ)robuft lieiber @tiiflen gfeidj fein miiffen bem gege~ 
lienen 3afJler 

bo + bi j/(i + b2 j/a2 + ... + bn _ 1 j/an - 1 

~urdj \tlirfHdje ~uafiifJrung ber ID1uUfpIifation ber lieiben 
oliigen ~aftoren erfJnU man ein mefuftat \Jon ber ~orm 

Yo + Y1 y(i + Y2 j/a2 + ... + Yn - 1 Van - l 

\tlO jebe ber @riiflen "Y" jebe bet @riij3en "y" in ber etften spo~ 
ten3 entfJalt. ~amit nun biefea mefuUat bet ID1ultipfifation mit 
bem 3af)(er bea gegelienen ~rudjea 

bo + bi j/(i + b2 j/a~ + ... + bn _ 1 yan-=t 
uoflfommen, \tlie erforberHdj iiliereinftimmt - mUffcn bic @Iei" 
djungen 

Yo = bo; Yl = bl ; u. f· \tl. Yn - I = bn _ 1 

erfuat \tlerben. ~ua biefen n @Ieidjungen f)at man bie ~ertfJe bet 
n @riiflen /I Y" bar3ufteaen, \tle{djell leiner tf)eotetifdjen ~dj\tlierig" 
fcit unterliegt, ba aae @leidjungen Me Unliefannten "y lI nut in bet 
erften spotel13 entfJalten. Sft bief ea gefdjeljen, fo erljaft man burdj 
@infiifJrung bet @riij3en "y" in ben ~uabrucf 

Yo + YI j/a- + Y2 ya2 + ... Yn- I j/an-=! 
einen bem ~tudj p gleidjen m!ertf) ofJne irrationalen menner. 

~eifpie(: 

~ir \tlal)Ien ben fdjon olien lieljanberten ~tudj 

_ 4 + V"2+ 5 y4 
P - 1 + 3Y2 + 2 y4 

ala ~eifpieI unb fe~en 
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4 + t2 + ;, tI" = x + y t2" + z VI" 
1 + 3 t2 + 2 VI" 

IDhtUiplicirt man Mefe @Heidjung aUf lieiben @)eiten mit 

f 0 ergielit fidj 
1 + 3t2 + 2 t4 

4 + t2 + 5 V4 = (1 + 3 V2 + 2 t4) (x + y t2 + z t4) 
ober nadj muefii~rung ber IDCuUiplifation 

4 + J;2 + 5 t4 = x + 4y + 6z + (3x + y + 4z) V2 
+ (2x + 3y + z) V4 

~iir Me tteliereinftimmung lieiber @)eiten ift erforbedidj, ba~ 
bie @leidjuugen 

x + 4y + 6z = 4 
3x + y + 4z = 1 
2x -I- 3y + z = 5 

erfiiUt ttlerben. - ~ua le~teren brei @leidjungen finbet man fiir 
X, y, z bie ~ert~e 

. 20 79 22 
x = 51; Y = 5[; Z = - 51 

f 0 ba~ man al; 0 er~ii{t 

4 + J;2 + 5 VI" = 20 + ~ Y2 _ 22 VI" 
1 + 3 Y2 + 2 Y4 51 51 51 

20 + 79 J;2 - 22 t4 
51 

@a ttliirbe gana baff dlie ffiefurtat er~arten ttlerben, ttlenn man 
ben mrud) 

4 + Y2 + 5 VI" 
J+3Y2+2t4 

im 3ii~{er unb menner mit bern olien gefunbenen ~aftor 

- 11 + 5 Y2 + 7 VI" 
multiplidd ~iitte. 

m3ir ttlenben une nun oU bem uet:ltlicfeUeren 
~robltm, 

hen menner cinea mru~ee rational 3u madjen, ttlenn in 
bemfellien fidj 3ttleierlet nidjt auf etnanber 3uriicffii~r. 
bate itratioltale @toben li efinb en. 
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~cr cin3lt)d)!agcnbe ~Scg Dcr~(ltff6iltllg luirD fid) am Delttlid)~ 
ften an cinem mciftJic[e 3eigcn [affen; aud) miirbe bie aflgemeille 
~urd)fiiljru1lg bicica unD aUgemeinerer i6ii[[e Die lJom [lerfaifer fid) 
gcftcnten @rcn3en erf)eoHd) iiocr[d)reiten. 

~(u f gao e: 
~elt 1)1enner bea mrud)eu 

_ 1+ {3+{/2" 
I' - 1 + ,,;-3 + (2 - {3) {/ 2 + (3 + 2 y'3) v-:r 

ilt cine l)1tltiona[3af)[ 3lt lJerluanbeln. 

@ r ft e ~(u f [ii fun g. 
\))ea1l mltltitJlicirc ben tJorgefegteu mntd) im Biigler unb ~enner 

mit Det @tiifle 

1 + x {/:2 + y l/4 
f 0 ergicUt fid) nad) ~htafiif)rung bcr ~JhtltitJmation a[a .3iig[er bea 
~rltd)ei3 

1 + y3+:2y+ (I + x+x J13) {/2 + (x + y+ y yi3) V4 
unb ala ~neltner 

1 + {3 + (6 + 4 y3) x + (4 -- 2 y3) Y 
+{2 - (3 +(1 + {3) x+ (6+4y3)y) i/2 
+ {:3 + 2 Y 3 + ( 2 - Y 3) x + (1 + y 3 ) y} l/4 
Sc~t b i i3tJ 0 n i r c man iioer bie oeiDen oii3 baljin ltnoeftimmten 

C ri.illen x 1mb y bergcftaU, bat bie oeiDen 3rrationa[aaf)[en {I 2 
1mb V4 alta bem ~1enner tJerfd)IUinben. ~c~terci3 gcfdjief)t burdj 
~3cl'idjlUil1bclt iljrcr i6aftorcn. @i3 lei alfo 

2 - l/3 + x (1 + y:3) + y (6 + 4 Y i3) = 0 
3 + 2 Y 3 + x (2 - {3) + y ( 1 + {3) = 0 

~(lta Dicfcn ociben @[eid)ungcn crf)iilt man fiir x unb y in 
if)rcr eil1fad)ftcn (\jcftalt bic fo[genbcn irrationa[cn ~EcrtlJc 

x = 43 + 23 (3 
4 

y = _ 2 + 9 y3 
4 

(Sctt man uun bicfe ociben m.\ertlje in bic ooigen lieibcn m ue~ 
briicfc fiir ben .3iil)[cr unb ~1enner bca ~rltdjci3 p cin, fo cd)iilt 
man a [a .3 ii f) [c r : 
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7. f " + 58 + 33y3 .:~') + 7 + 6y3 3 4--- 2 V u 2·' V'" --2--- . V 

tilth aU! ~)1 enn et: 
292 + 141 y3 

~Ct ~crt~ hca ~ruef)ea p ift hC1111l11ef) glcief) 

- 7 j/x + (;JR +33 y3) .1Ii + (7 + 6 j/3) . ~4 
292 + 141 y3 

~htf hem eliCit llltgcgclicnelt ~cge ~llt man 31tcrft bcm ~cltnCt 
hca tlotgcfcgtcn ~ntef)ca hie lieihcn irrationa(rn 8a~felt 1I~ ltlth 
1/4 gcltommclt. ~ie y3 ;ef)afft man ltlllt lcief)t haburef) \tIcg, 
bay man im 3ii~Ict ltlth ~Clt1tet mit 

292 - 141 y3 
mu{ti~1icitt. j)icthutef) crgiclit fief): 

p= 

2961-2044 y3 + (2977 + 1458 y3) y"2 + (-494 + 7(i5 y:f) V'4 
25621 

31tleite m:uflofung. 

I))llln (inhere bcn 110rgcfegten ~tuef) 

1 + y3 + V'T 
p = 1 + y3-+-(2-y~3 ) fIi + (-3-+-2-y'-3-)ji'-:O-:,4-

ht fofgenben um: 

_ 1+~+y3 
P - 1 + 2112 + 3V4 + (1-V2 + 2114)y'Tf 

unb muUipHdte nun im 3Ci~fet unb im ~cnnet, um hie y3 ana 
bem ~)(enner au cntferncn, mit bct ®to!3e 

1 + 21J2 + 3114 - (1-112 + :d~/.f) y3 
fo edJCilt man naef) m:uafii~rung bet angeaeigtcn ~lt1ti~Hfatioucn 
aUI 3Ci~let: 

4 + 6V'2 -114 + (- 4 + 2V2 + 2V'4) y3 
uub ala mennct: 
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~~ ljat fidj alfo je~t ber llorgelegte mrudj 

1 + y3 + V'2 
p = 1 + y3 + (2 - yS) V'2 + (3 + 2 y3 ) V'4 

in ben folgenben llerwanbelt: 

4 + 6Y2 -Y4 + (-4 + 2Y2 + 2V'4)y3 
P = s 

46 +4Y2 -5V4 
Um nun bie irrationalen 3a~len Y2 unb V'4 au~ bem 91enner 

weg3ufdjaffen, oilbe man eine foldje @rofle 

1 + xV'2 + y Y4 
bat baa IJ,)robuft 

(4G + 4 ~2 - 5j;4) (1 + xJJ2 + YV4) = P 
cilte ffiational3agl luitb. - ~urdj witflidje ~uafiigrultg ber IDlul~ 
tip1Hation ergiiU man aoer 

3 .31T 
P = 4G-IOx+8y+(4+46x-10y)j!2 + (- 5+4x+46y)v4 

(5e~t man nun 

ober 

4 + 46 x - 10 Y = 0 
- 5 + 4 x + 46 Y = 0 

67 123 
x = - 1078 ; Y = 1078 

f 0 rebucid fidj bie @riifle P aUf: 
P = 25621 

539 
IDlan erfiegt aua bem mor~ergeljenben, bafl ber gegebene mrudj 

"p II burdj IDluUipIifation mit 

1078 - 67 JJ2 + 123 j;4 
im 3iiljler unb 91enner feinen itrationalen 91enner llerfied. - ~urdj 
widlidje ~uafiiljrung bief er IDlulHpHfation ergieOt fidj enblidj: 

p= 
5922 + 5954j;"2 -988y4 + (-4088 + 2916Y2 + 1530Y4)V3 

51242 
~iefer ~rudj ift nur burdj 2 oU ~eoen, bamit baa auf bem 

3.weiten ~ege erljaltene ffiefultat mit bem 3uerft gefunbenen lloUftanbig 
lioereinftimmt. 
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~ufgalic. 

SDen ~ennet be~ ~tud)e~ 

p = 1 + y2 + V3- y.F 

1 + V2 V3 - V2 + (l + V~) VC3 - V~ -~2 
ill ei II e ffi a ti 0 II a { 3 a ~ { 3 u lJ e t III all b e { ll. 

~uf{iifu n g. 
3n Mefem ~alle ellt~iilt bet ~ellller britte ~ltt3eIll au~ irra, 

tionalen 3a~len, Illeld)e tlon ber 3rrationaI3a~{ y2 ali~iingig finb; 
auflet in Merelt britten ~ur3eln fommt nod) Me 3a~1 y2 in ben 
~aftoten bet britten ~uroe(n tlor. SDa~ metfa~relt be~ ffiational, 
mad)en~ tlom ~enner lileilit aud) in Mefem tlerlllicfelteren ~aUe bem 
friiljeren gall3 ii~n(id). 

Wlalt muUiplicire niimHd) ben gegelielten ~rud) 

1 + y 2 + .. 8/3 _ . /"2 
p= V 1'=== 

1 + y"2 f3-Y2 +(l+v'2)VC3-Ji2)2 
im 3ii~{er unb ~ennet mit bet ®riifle 

1 + x V3- y.F + y V'-(3--Y2-)2 = s 

unb beftimme Me lieiben ®tiiflen x unb y bergeftaU, bafl auG bem 
~enner nad) erfolgter Wlultiplifation Me lieiben .paupt,Srrational~ 

3'- 3 

3aljlen Y 3 - y2 unb YC3 - Ji~ )2 tlerfd)lllinben. 
WlultipHdri man ben ~ennet be~ gegelienen ~tuct;e~ Illitflid) 

mit bet ®tiifle s, fo etljiilt man: 

{ 1 + y2 V3- y~ +(1 +V2) VC3-Y2)2 } 

{ 1 + x V 3 - V2 + Y YC3 - V2 i } 
1 + x (1 + 2 Jl2) + y (- 2 + 3 y2") 

+ {Y2 + x + y (1 + 2y2) } y3 - y2 

+ { 1 + y'2 + x y2 + y} Y(3 - {2)i 
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~el\t man nlm 
o y 2 + x + Y (1 + 2 0f) = 0 

1 + y2 + x 0f + y = 0 
fo er9lllt man fiir x unb y bie oeiben fofgenben "einfadj irta~ 
tionalen" m3crtf}e: 

11 + y2 
x = - 7 

- 5 + 4y2 
Y = 7 

.I)ierau6 fofgt nun lcidjt, bali bet uorgefegte mrudj p im 3iif)(er 
ultb ~)(eltncr mit 

7 - (11 + y2) V3- y2 + (4}i2 - 5) V(3-0f)2 
311 muftiplicircn ift, bamit feincm ~ennct Me oeiben irrationalen 

;} ------ 3 

~\;ri.ij3clt -V3 - yT 1mb if (:3 - y 2 ) 2 genommen luerben. ~adj 
~ht6fiif)rung bet ange5eigten ~uftipmationcn ergieOt fidj in ber ~f}at: 

p= 

24 vI -16-(6+12y2) V 3 y2 -(8+2y2) V(3-yT/ 
26 - 46y2 

ober nadjbcm im 3iif)fct unb ~ennet mit (- 2) biuibid ift: 
p= 

8-12{f + (3 + 6 }i2YV3 - y2 + (4 + y2) V(3 - y2 )2 
2:3 }i2 .- 13 

:I)iejem mrudj gieOt man nun baburdj leidjt Me gelUiinfdjte 
~orm, bali man 3iif}{et unb ~Cltner mit 

23 y2 + 13 
multiplicirt. (fa fofgt banu enbHdj: 

p= 

28J!2-448+(315+147y2) V~+(98+105V-2)V~~ 
- 889 

Hnb nadjbem 3iiT)fer Hub ~enner biefea mrudjea butdj 7 biuibiti finb: 
p= 

=64+4y2 +(45+21y2) Y~+(14+15Y2) VC3- y2)2 
127 
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:Die .gier lieganbe[ten .>Beif.pide Illerben au~rei~en, felbft ilt 
llerlllicfeUerelt %iiUen afgeliraifdjer 3ufammenfe~ultgell be~ ~ennertl, 
bem ~efer bie notgige m:uffliirung iilier baa mationa(ma~en ber 
~enner geliro~ener a(geliraif~er m:uabriicfe au gellliigren. 

tJiinht~nttr ~6fdjnitt. 

Ueber ~ie Iftttenbmd)e. 
~d{(irung. 

~in Jtetteltlint~ ift ein .>Bru~, beffen ~enner eine @5umme 
ift aut! ciner ganaen 3agl unb einem .>Brudj, beffen ~enner Illieber 
eine ~umme ift aut! ciner galtaClt 3agl unb einem ~tU~, beffen 
~enner u. f. Ill. 

:Die %orm dnet! liegteJt3ten Jl'ettenliru~e6 Illiitbe 9ierna~ fein 

hI 

an 

%iir Me %o(ge fo[{ jebo~ angenommen Illerben, ba~ fiimmtlidje 
3iigler bll b2, ha, • • • bn ber ~ingeit g(ei~ finb. ~it galien bem" 
na~ nut mit Jtettenlirii~en llon bet folgenben %otm 3u tgun 

1 

+_1_ 
an 

@egt bet Jtettenliru~ oglte ali3Ulite~en intI Unenblidje fort, fo 
nennt man ign dnm unenblidjen Jtettenlirudj. :Die in bern 
Jl'ettenlirudJ llorfommenben @an3en all a2, a3, ••• an nennt man 
b i e £) u 0 ti e n ten b e tl Jt e it e n bt: u dj a. Jtegren liei einem unenb" 
lidjen Jl'ettenlirudj bielellien £)uotienten in berfellien ~eigenfolge 
wieber, fo gei~t ber Jl'ettenlirudj "ein .petiobijdier Jl'eitenlirudj.11 

17 
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spedobifdje .\tettenliriidje finh 3um ~eifpiel hie fofgenhen 
1 ober 1 

--,-

2 + _1_--::- 2 + _1_--:::-
2 + -;;1~_ 3 + _1_--:::-

2 +... 2 + _1_--:::-
1 

3 + ------::-
2 + ....,,1:--:-_ 

3 + ... 
~ufgalie. 

Seben gelUo~nfidjen ~rudj in einen .stettenlirudj 3U 
lJerIU anh dn. 

(Sol! her iidjte ~rudj 
A 
B 

in einen seettenlirudj IJerlUanMt lUerhelt, fo fdjreilie man henfeflien 
A 1 

If = (!) 
ma B > A, fo mufl ! eine ober me~rere @;in~eitelt ent· 

~a(ten. Q;a fei baa gropte in ! eltt~aUelte @an3e g{eid) a1 unb r1 

her miIJifionareft, fo ift 

! = a1 + ~ , lUo r 1 < A 

~an er~iHt ha~er 

A 1 1 
If- ----=-1-

a1 + (~) 



~alJet etgie'bt fidj 

A 
If-

1 
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muf biefelbe ~eife tann man bie @:ntuncfelung fortfe~en. ~a 
bie ~iuifionatefte rll r2 / u. f. Ill. ganoe 3alJIen finb / Me fortllliilJ~ 
renb ffetner Illerben, fo !rift enhueber ber ~aU ein / ba~ ein ~iui= 
fionereft in bem uorlJergelJenbelt ~iuifion1lreft aufgelJt - ober ba~ 
etll ~iuifionareft gleidj ber @:iltlJeit Illirb unb bemgemaf3 andj in 
bem uorijergegellben ~iuifion6reft aUfgegt. 1)er .stettenorulij, hurdj 
Iueldjelt fidj ein iidjter mrudj barfteUen Iiif3t / oridjt baget fteta ab, 
obet betfelbe ift ein liegtett3tet stettenlitudj. 

~e1J meifpiel1J Illegelt mag bet adjte mrudj 

301 
477 

in einett ~ettenlitudj enttuicfeIt Illetbelt. 
VRan erfennt feidjt bie ~rt ultb ~eife biefet @:ntlllicfeCung auG 

bem fofgenben @5djemll 

301 : 477 \ 1 
301 
176:301\1 

176 
125:1761 1 

125 
---n-: 125 I 2 

102 
23: 51 12 

46 
5:23[4 

20 
3:51 1 

3 
2:31 1 

2 
-1: 2 1 2 

2 
o 

mua biefem @5djema etgieOt fid} tUm ber fo{geltbe stettenlirudj 
17" 
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-471 = 

1 

1+ 
1 

1+ 
1 

1+ 
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1 

2+ 
1 

1 
2+--:-

4 + _1_--::-
1 + _1_--:;-

1 
1 +2 

Umgefef)rt fann man j eben liegten3ten 
in dnen gellJiif)nlidjen ~tudj uettuanbe(n. 

®oU 3. ~. bet Jretienlitudj 

Jrettenlitudj 

K = _1_---,-
2 + _1_--::-

1 
3+--~ 

4 +..!.... 
5 

in einen getuiif)nlidjen ~tudj uettuanbelt tuetben, fo fange man bie 
mebuftion liei bern (epten ~tudj an unb lillbe nadj unb nadj 

1 21 1 5 
4 + 5 - -5- (~1) - 21 

5 68 1 
3 + 2f - 21 (~~) 

-

21 157 1 
2 + 68 - 68 ; (~~7 ) 

-

~ua biefern ®djema etgielit fidj nun 
68 

K = _1--:1~ 
2 + -----,:-

1 
= 157 

3 + .. 
4+~ 

5 

~ef)tf ap. 

21 
68 

68 
157 

~i n ~t It dj, 10 e Idj et au a e in e m Jretten litudj butdj me. 
b u ft i II n e It t fia It ben i ft - Hi ~ t ii dj It i dj t me f) t but cf) .p eli en 
u et ei It fadj e n. 
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m3enn ber ~ruef) ; fief) nief)t me!)r !)elien (ji~t, fo fann auef) 

ber buref) fflebuftion bee ~ rutfjee 

entftanbene ~ruef) 

1 
rJ. a+­
~ 

8~ + rJ. 

fid) nid)t melJr lJelien laffen. menn He~en fid) 3iilJler unb menner 
bee Ie~teren ~ruef)ee buref) III flJeHen, f 0 miij3te III 3u gleief)er 3eit 
::tljeiler tlon ~ Hnb a ~ + (J. fein, - alfo miij3te rn auef) ~lJeHer 
tlOn (J. \ ein Qegen bie mo rauef eaung I naef) Itlelef)er (J. unb ~ feinen 
gemeinfef)afthef)en ~lJd Ier liefi~en. @lien f 0 Itlenig ljat bet buref) 
ffiebuftion bee ~ruef)e~ 

1 

a +_1 __ 
b+~ 

~ 
entftanbene ~ruef) eiuen feiuem 3ii!)ler unb menner gemein\ef)aft" 
Hef)en ::tljeiler, Itlei{ f ottft ber ~ruef) 

~ 
b~ + rJ. 

fid) lielien Heae. ~iefee ift alier nief)t ber %aH, fo lange (J. ltltb ~ 
fid) lIid)t ljelien faffell. -

~(uf biefe jllieife fann man fodfalJren unb aHgemein naef)" 
Itleifen, baj3 bet butdj fflebuftion bee !Bruef)e 

1 
1 

lit + ---'1~ 
8 +----

2 8 3 + ... 
+ 1 

(J. 

am+T 

entftanbeue ~ruef) nief)t gelJolien Itletben fann, folialb ber ~ruef) + butef) ~ebelt nief)t tlereinfaef)t Itlirb. 
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QHio, ba ilt bem ..\tettenliru~ 

1 

1 
ber ~nt~ ni~t bur~ ,pelien tJereinfa~t Itlerben fann - Iii at 

an 
ber but~ ffiebuftion bea Stettenliru~ca entftanbene ~ru~ fi~ nidjt 
l)elien. 

Sft bet Stettenlitu~ 

K = _1_---::--
1 

a1 + ---1=---
a2 + ---- 1 

a3 + ... +-
an 

gegeoen, 10 nennt man bie Stettenlirii~e 
1 1 1 

a' 1 a 1 
a1 + 1 

a. +-" a3 

u. f. Itl. 

lJ?iilJetungalitii~e bea gegelienen Stettenlitudja. -
mer m te lJ?iilJerungelint~ ift berienige tJon Mefeu lJ?iilJerunge: 

brii~en, beffen le~ter lJ?enner g(ei~ bem rnten Ouotienten bea ge: 
gcoenen Stettenliru~a ift. 

mon bem tJotlJet gegelieneJl Stettenliru~ 
1 

K = ----,::-
2+_1_~ 

3 + _1_-::-

4+ ~ 
5 

ift ber erfte lJ?iil)erung(j6ru~ g(ei~ 

rr rr 31tleite rr 

rr /I brUte rr rr 

rr rr tJiette rr rr rr 

1 
2 
3 
7 
13 
30 
68 

157 
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:Diefe I)1Ci~erttnBe6riicf)e finb aIJltlecf)\e{nb Brii~er nnb Heiner ala 
ber ?mert~ bee Banaeu StettenorudJa. - :nenn man finbet, ba~ ber 
erfte l)1euner bee tloUen .\tettenorltdJe, niimHcf) 

\ ein mlt~. :Da~er tllirb 

1 1 
K <- ober - > K 

3 1 3 1 

,ein. - %erner ift ber atlleite l)1enner bea stettenorudJ~ 

:nalJer ift 

ober 
1 

1 
3~ + ---:----

33 + ... 
+ 

a > 9~ 

1 

:Der Banoe .\tettenorud) ift ba~er BrOser ala ber 3tlleite l)1ii~erunga­
orudJ ober ber 3tlleite mii~erltnBaorudJ treiner ala ber gan3e .\tetten­
orudJ, alfo 

1 
1 < K 

~uf iil)nHdJe ?meile finbet man, bas 
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1 1 
1 

a2 + 1 
aa+ ----

feiu mub obet 

< 
1 

111 + 1 
112 + -+-:----lIa •.• 1 

+-
an 

b. ~. 
1 

u. f· f· 

ID1au 6e3eidjne nuu bie %i~etllttgeliriidje bee jtettenlirudje 

K= 1 
1 

a1 + 1 
8 2 + -+-,----

8a ••• 1 
+-

an 
ber mei~e nadj burdj 

mer {e~te biefer ~riidje ;: ift g{eidj bem ~ert~e bee gege~ 
benen jtetteu6rud}e K. Um alle biefem {e~teu ~rudj ben jteiten-
6rudj rucfwiirta baqllftefleu, biuibire man nadj uub nadj 

Zn in Nn; ber Quotient ift 111; ber meft fei Tl 

r 1 in Zll;" " ,,82 ;" " "T 2 
r2 in T1;" " "lIa;""" ra 

fo mllV fein 
u. f. w. 
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Nil = 31 Zn + 1'1 

Zn = 32 1'1 + 1'2 

1'1 = 3 3 1'2 + 1'3 

1'2 = 34 1'3 + 1'4 1. 
U. f. Ill. 

I'm-2 = am I'm-1 + I'm 

U. f. Ill. 
~et lite meft I'n mu~ gfeidj WuU fein, ~et (n-l)te meft gfeid) 

bet ~inIJeit. ~enn Illare f n nidjt g[eidj WuU, fo Illiitl:le l:let .stettelt~ 
brudj melJt ale n Duotienten lJaben, Illae gegen Me moranefe~unB 
ift. m5iirl:le ferner f n-1 eine anl:lere BalJ( ale Me ~inl)eit fein, 10 
mii~tel:liefe Bal)( ~I)ener aUet mefte I'n-2, f n-3, '" fl fein, lUie 
man aue l:lcn tJorfiegen~en @(eidjungen iiberfiel)t, fofgfidj miif,te fie 
andj ~ljener tJon 

un~ ~alJet ~lJei(et tJon 
Nn =a1 Zn +r1 

fein. ~et ~rudj ;: He~e fidj a(fo ~urdj f ll-l I)eben, Illae ltadj 

einem ftiilJeren '.Sa~e nidjt miigHdj ift, ~a Mefet ~rudj l:lurdj me~ 
l:luftion bee .stettenbrudjee 

1 
K = 1 

31 + ---1-

a2 + 1 
a3+···+-an 

entftanben ift. - ~nfo mUfl 
I'n = 0 un~ 1'11-1 = 1 

fein. ~iil)rt man nun bie ~i(l:lung l:ler erften ~iilJerungebriidje l:lee 
gegebenen .stettenbrudjee K aue, 10 etl)alt man 
Zj 1 
N1 =~ 
Z2 a2 
N2 = 31 32 + 1 
Z3 _ 32 33 + 1 
-N; - 3111233 + 3 3 + a1 

Z4 32 3 3 3 4 + 3 4 + 3 2 

N4 = 11132113114 + 11334 + 3 1 3 4 + 3132 + 1 
Z5 112 a3 114 3.\ + a4 a!; + 3 2 a;) + 3 2 8 3 + 1 
. N~ = 31 [12113 a4 fl5 + fl3 84 85 + 8 1 84 85 + a1 82 85 + 8, + 81 a2 83 + 33 + 31 

U. f. Ill. 
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i).Han finbet bei allen hieieu ~(ii~erungebriid)en nltt einfadje 
~ummen. meroinbungen aua sprobuften ber Ouotienten bea ~etten. 
orud)ea, ltlii~renb Ouabrate ober ~o~ere spotenaen hieier Ouotienten 
nid)t Ilorfommen. @a erfd)einen ferner im 3ii~ler unb ~enner bea 
britten ~ii~erungaontd)ea nur hie brei erften Ouotienten; im bieden 
~ii~etungaorud) hie Ilier erften Ouotienten. IDlan ltlirb ba~er aUf 
hie mermut~ung gefii~d, bau ber mte ~ii~etungaorud) fowo~{ im 
3ii~ler ala aud) im ~enner bie erfte ~otena Ilon am ent~aUen witb. 
Um biefea 3lt ueweifen, neljmen ltlir Ilodiiufig an, baU 

Zm Am am + Bm 
N:- = .A:. m am + B'm 

ift, wo hie ®toUen Am, Bm, .A:. m, B'm ben mten Ouotienten am nid)t 
meljr entljaUen. IDann ergiebt fid) ber (m + 1 )te ~iiljetungaotud), 
inbem man in ben mten ~iiljetungaotud) anftatt am ben ~ed~ 

11m + _1_ einfe~t. Sft alfo hie oOige %orm fUt ben mten 
11m + 1 

~ii~etungaorud) ridjtig, fo ergiebt fid) fiir ben (m + l)ten ~ii~erunga. 
orud) bie %orm 

Z Am fa m + _1_) + Bm 
m +1 _ \ 3 m +l 

Nm +1 - A' ~ + 1 \ + B' m 3m --I m 
3 m +1 

ober nad) erfolgter fflebuftion 
Zm+1 Am (3m am+l + 1) + Bm 3 m+l b . 
Nm+1 = A'm (am am+l + 1) + B'm IIm+1' . t. 

Zm+1 (Am 11m + Bm) am +1 + Am 
Nm+1 = --CA'm am + B'm) 3m+l + A'm 

~ie ®rouen 
Am am + Bm; Am; .A:.m am + B'm; A'm 

entljalten ben (m + 1 )ten Oltotienten 3 m + 1 nid)t me~t unb man 
fieljt, baU ltlenn bie %orm 

Zm Am am + Bm 
Nm - A'm am + B'm 

fiir ein oelieOigea m gilt, fie aud) fiir m + 1 tid)tig fein mub. 
~a fie aoer fur m = 1, 2, 3, 4, 5 giHtig ift, fo muu fie 3uniid)ft 
fiir m = 6, alfo aud) fur m = 7 u. f. w. tid)tig fein. - ~e~t 
man nun in ber ®leid)ung 

Zm Am 8m + Bm 
Nm - .A:.m am + B'm 

an ~teITe hea mUdjftaoen m iilieraIT (m + 1), fo er~iilt man 
Zm+1 _ Am+l am+l + Bm+l 
Nm+l - -.A:. m +1 am+l + B'm+l 
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1)a bieier ~(u~brucf mit bem ooen gefunbenen 
Zm+l _ (Am 3 m + Em) am+l + Am 
Nm + 1 - (A'm 3 m + B'm) 3m+l + A'm 

110Hftiinbig iibereinftimmen muti, fo erf)iift man 
Am + 1 = Am 3m + Bm • Bm + 1 = Am 
A'm+l = A'm 3 m + B'm) B'm+l = A'm 

~a femer Zm, Nm unb Am 3 m + Bm, A'm 3 m + B'm ganae 
Salj(en ftnb, bie fidj nidjt mef)r f)eoen laffen, 10 mup man 

Zm = Am 3m + Bm 

erf)alten - fofg(idj ba 
Am+ 1 = Am 3m.l+ Bm 
A'm + 1 = A'm 3m + B'm 

\tIar - fo ergiebt fidj 
Zm = Am+l 
Nm = A'm+l 

ober inbem man fur m immer (m - 1) fe~t 
Am = Zm_l 

~a je~t femer 
A'm = Nm - 1 

Bm+l = Am = Zm_l 
B'm-f-l = A'm =Nm- 1 

ift, [0 erf)iiU malt, nadjbem fur ru, (m - 1) gefe~t ift: 
Bm = Zm-2 
B'm = Nm - 2 

<Se~t man nun in Me @feidjungen 

bie ~ertf)e 

Am -f- 1 = Am 3m + Bm 
Am+l=Am 3m + B'm 

Am-f-l:= Zm • Am = Zm-l • Bm = Zm-2 
A'm-f-l=Nm ) A'm = Nm - 1 ) B'm = Nm _ 2 

ein, fo erf)iift man Me %orme(n 
Zm = 3m Zm-l + Zm-2 } 2. 
Nm = 3 m Nm _ 1 + Nm -2 

~iefe %ormeln bienen ba3u, au~ ben Siif)lern unb 
mennetn be~ (m_2)ten unb (m-1)len miiljerung~Otudje 
mit .pulfe be~ mien Ouotienten bee gegebenen Jtetten" 
brudje ben Siif)fer unb ben menner bee mien miiljerunge" 
b ru dj e e 3 u b eftim men. 
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nnb bemnad) 
ZI = 1 . Z2 = a2 
Nl = a1 ' N2 = a1 a2 + 1 

ift, 10 erfJiiU man, lUenn in ben @!eid)ungen 
Zm = am Zm-l + Zm-2 
Nm = 3 m Nm - 1 + Nm_ 2 

HI = 2 gcmad)t lUirb: 
3 2 = a2 • 1 + Zo 

3 1 a2 + 1 = 3 2 • a1 + Nu 
b. f). CG finb fiir Zil nnb No bie m3ertfJe 3u nefJmen 

Zo = 0; No = 1 
~ad) biefen %eftftelfnngen lUof(en lUir bie lUeiter olien gegeliene 

mte meftglcid)ung 
rm-2 = 3 m rm-l + rm 

mit ben lieiben @!eid)ungen 
Zm = 3 m Zm_l + Zm-2 
Nm = 3 m Nm- 1 + Nm- 2 

fo verliinben, baa ber Duotient am 3lUeima! fJerauGfiilft. ID?an cr­
fJart burd) ~!imination von 3 m bie beiben @!eidjungen 

{ rm-2 Zm-l + rm-l Zm-2 = rm-l Zm + rm Zm_l 
I'm_2 Nm _ l + r m_l Nm-2 = r m_l Nm + rm Nm - 1 

~ie redjien lieiben ®eiten bie)er @!eidjnngen ergelien fidj aUG 
bcn lietrcffcnhen beiben linfen ®eiten, inbem man ftatt m hie 3afJ! 
(m + 1) )e~t. T1araua folgt, baf3 man oI;ne bie tedjten lieiben ®ei. 
ten 3u iinbern hie 3al)! m Uut lielieliig viele ~inI;eiten gto§er madjen 
fann. Q{l)o mllB audj fein 

rm-l Zm + rm Zm-l = 1'0-1 Zo + rn Zn-l 
rm-l Nm + rm Nm- 1 = rn-l Nn + rn Nn- l 

ma nun, lUte olien ge3eigt lUar 

ift, )0 ergielit fidj 
r ll = 0; r O_l = 1 

rm-l Zm + rm Zm-l = Zo } 3. 
rm-l Nm + rm Nm- 1 = No 

mie erfte biefer lieiben @feidjungen multiplicire man mit N m, 
bie SUlcite mit Zm unb )lllitraI;ire, )0 erI;iiU man 

I'm [Nm Zm-l - Zm Nm- 1 ] = Nm Zn - Zm No 
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@Hminirt man je~t aue ben lieiben @{eidjungen 
Zm = 3 m Zm-l + Zm-2 
Nm = 3m Nm- 1 + Nm - 2 

bie @rii\3e am, fo finbet man 
Zm Nm- 1 - Nm Zm-l = - [Zm_l Nm- 2 - Nm- 1 Zm-2] 

:Diefe @feidjung fann man audj fo{genberma\3en fdjreilien: 
(-l)m [Zm Nm_ 1 - Nm Zm-d = (_l)m-l [Zm-l Nm- 2 

- Nm- 1 Zm-2] 
:Die redjte ~eite biefer @{eidjung entfte~t aue ber Hnlen, in~ 

bem man bafellift an ~tef{e tJon In bie 3al)f In - 1 fe~t. ~e er~ 
gielit fidj burdj iiftere menu~ultg ber tJorftcgenben @feidjung, ba\3 
ber Wuebrucf 

(-l)m [Zm Nm- 1 - Nm Zm-d 

fiir jeben ~ertlJ, ben malt bet 3a~1 m lieHegt - Mefellie @rii\3e 
batfteUen mufJ. ~nfo mufJ audj fein 

(_1)m [Zm Nm- 1 - Nm Zm-d = (-1). rZlNU - N1 Z0 ] 

b. ~. ba No = 1; Zl = 1; Nl = a1 ; Zo = 0 oU fe~en luar: 
(_l)m [Zm Nm- 1 - Nm Zm-l] = - 1 

ober 
4. Nm Zm-l - Zm Nm - 1 = (_1)01 

'13etoinbet man biefe @leidjung mit ber norger gefunbenen 
rm [Nm Zm-l - ZUI Nm- 1 ] = Nm Zn - Zm Nn 

f 0 etlJiilt man: 
rm (_1)01 = Nm Zn - Zm Nn 

obet nadj erfolgter WluWplifatiolt mit (- 1)m 
5. rm = (_1)m [Nm Zn - Zm Nn] 

!j)urdj Mefe @feidjung wirb ber mle meft rm burdj bie 3ii~fer 
unb snenner beG m ten sniilJerungelirudje ultb bee gan3en oStettenlirudja 
bargefteUt. 

mue ber ooen oewiefenen ~orme{ 3. 
Nm Zm-l - Zm Nm- 1 = (- l)m 

er~iilt man burdj :Dinifion mit bem 'J,)tobufte Nm Nm- 1 Me folgenbe 
Zm-l Zm (-1 )m -----
Nm- 1 Nm Nm- 1 Nm 

!j)a bae 'J,)robutt Nm- 1 Nm um fo gro\3er wirb, je gro\3er ber 
~ertlJ non m angenommen witb, fo fiel)t man 

baY, bet Unterfdjieb tJon 3wei aUf einanber fof~ 
genbcn ~1iigetungeoriidjen um fo Heiner witb, 
je giilJer bieielben in her meilJe bet sniilJerltnge~ 
li r ii dj e g e1 e g e n fin b. 
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~ua her ~orme{ 4. 
(-1)m rm = Nm Zn - Zm Nn 

er1;ii!t man ferner hunfj ~il1ifion mit Nm Nn Me @j{eidjung: 
(-1)m rm Zn Zm 

Nn Nm = Nn - Nm 

Sft m eine gerahe .8a1;! unh bemnadj (_1)m = 1, f 0 finhei 
man aua norfte1;enher ~orme{ 

Zn Zm \.. Zm Zo -> - oller -<-
NIl Nm Nm No 

Sft bagegen m ungerabe unb ha1;er (_I)m = - 1, fo er· 
gieOt fidj 

ZIl < Zm \.. Zm > Zo - -- oller - -
No Nm Nm No 

~)(an er1;ii!t ba1;er haa fofgenhe ffiefu!tat: 

@in lJ1ii1;erungeDtudj ;: ift grii~er afa ber gan3e 

SYettenlltudj ~:, wenn III dne ungerahe .8a1;! ift; 

n ei n e r b a a e 9 en, ltJ e n n III ei neg era h e .8 a 1; { i ft. 
@r weidjt terner um fo weniger non bem SYetten· 

orudj ~: ao, je grii~et m ohet je nii1;er m oei n 

an 9 enomme n with. 

~il1iMd man hie @j{eidjung 1. 

Nm = am Nm_ 1 + Nm- 2 

aUf oeihen ~eiten hurdj Nm - 1 , fo et1;ii!t man 

~=am + Nm_ 2 

Nm _ 1 Nm- 1 

oher hurdj Umfe1;rung ber ~riidje: 

Nm_ 1 _ 1 
N:- ~ --+""""N=m---2 

am -N 
m-l 

~uf hiefeloe m3eife er1;iiU man, inhem malt fiir m ftetg 
(m-I) fept: 
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Nm- 2 1 
Nm- 1 - ------;N..-m---s 

3 m-1 +-N 
m--2 

Nm_ s 1 
Nm_ 2 - --+--=NCO-m_4. 

3 m-2 -N 

N2 _ 1 
N 3 - -+---"'N~1 

33 N 
2 

N1 _ 1 

m-3 

1 
N2 -+---::"N:-"o 1 

32 - 32 +-
Nl 31 

bll NO = 1, N1 = 31 3U fe~en ttl at. 
m:u~ ber merbinbung biefet ®leidjungen ergiebt fidj bie seetten~ 

btudjentttlicfelung: 
6. Nm - 1 _1 __ "....-

Nm 1 
3 m + 1 

3 m-1 + -----:---
3 m-2 + ... 

<Se~t man m = n, fo foIgt 
Nn- l 1 "N.:" - ----=-1-

3 n +-----:;1 
+ -----:--­

ao_2 + ... 3 0 -1 

+ 1 
--""0'"1 
3s +---=-1 

32 +-
31 

~ntttlicfert man ba~et einen ~tudj, beffen 3ii~let 
gleidj bem 91ennet be~ tJodepten 91ii~etung~btudj~ tJon 
einem gegebenen seettenbtui£) unb befJen 91ennet gleidj 
bem 91ennet be~ tebucirien seettenbtudje~ ift - in einen 
seettenbtudj, f 0 et~iilt man bie Duotienten be~ utfptiing~ 
lidj gegebenen .$tettenUrudj6, aliet in umgde~rtet ffiei· 
~ enf o{g e. 
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IDie liia ie~t in her st~eorie her .stettenliriidJe enilUicfelten %or~ 
meltt finh a[f 0 hie fo[genhen: 

1) rm-2 = am rm-l + rm 
2) J Zm = am Zm-l + Zm-2 

l Nm = am Nm- 1 + Nm- 2 
3) { Zn = rm_l Zm + rm Zm_l 

Nil = rm-l Nm + rm Nm- 1 

4) Nm Zm-l - Zm Nm_l= (- l)m 
5) rm=(-l)m[NmZn-ZmNlll 

6) Nm - 1 = _1_--::-_ 
NIll 1 

am +- 1 
am-l+---:--­

am -2 + ... 

IDee meifpieHl lUegen mugen hiefe %ormeln an hem .stetten· 
lirudJ, lUeldJer hurdJ ~ntlUi(Mung bee mrudJa 

K = 2647 
4598 

geliilhet llIirh, gepriift lUerhen. 
illlalt liilhe ouniidJft hen ~etteltlirudJ mit .t)iilfe bea fo{genhen 

eidJema'tl 
2647: 4598 = 1 

2647 
1951 : 2647 = 1 

1951 
696: 1951 = 2 

1392 
559: 696 = 1 

559 
137: 559 = 4 

54.8 
11: 137 = 12 

132 
-r>:11=2 

10 
1:5 = 5 
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f 0 ergie6t fid) 

I( = 2647 = _--:;-
4598 1 ] + --le:-

1+--1:-
2 +--:-

1 + _1_---:-
4 + _1_--::-

12 + _1_--::-
2 + -.!... 

5 

~6 ift bemnad) 

al = 1 ; a2 = ] ; a3 = 2; a4 = 1 ; a5 = 4; a6 = 12; 87 = 2; as = 5 
fl = 1951; f2 = 696; fa = 559; f4 = 137; fa = 11; f6 = 5; 

f7 = 1 ;rs = 0 

~ie %i~erungij6riid)e {auten 
I ] 3 4 19 232 483 2647 
-] '2'5'7'33' 403' 839'4598 

ZI = 1 
Z2 = 1 
Za = 3 
Z4 = 4 
Zs = 19 
Zs = 232 
Z7 = 483 
Zs = 2647 

Nl = 1 
N2 = 2 
N3 = 5 
N4 = 7 
No = 33 
Ns = 403 
N7 = 839 
Ns = 4598 

3ur spriifung tlon 2) 6Hbe man: 

Zs = a5 Z4 + Za; ] 9 = 4. 4 + 3 
Zs = at;Zs + Z4; 232 = 12. 19 + 4 
Ns = 8:,N4 + N3 ; 33 = 4. 7 + 5 
N6 = at;N" + N4 ; 403 = 12. 33 + 7 

Sur spriifung tlon 3) 6me man: 

Zs = f4 Z:, + f"Z4; 2647 = 137. ]9 + 11. 4 
Zs = roZe + rr,Z,,; 2647 = 11. 232 + 5. 19 
Ns = f4Nj + f;,N4 ; 4598 = 137. 33 + 11. 7 
N,,{ = f;,NG -+ f6N,,; 4598 = ] 1. 403 + 5. 33 

18 
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3ut IJ.\tiifung \JOlt 4) fe~e man UI = 4, 5, 6, 7, fo ergiebt fii() 
N4 Z3 - Z4N3 = (_1)4; 7.3 - 4. 5 = 1 
N"Z4 - Z"N4 = (_1)5; 33. 4 - 19.7 = - 1 
N6Z" - Z6N" = (_1)6; 403. 19 - 232. 33 = 1 
N7ZS - Z7N6 = (_1)7; 839. 232 - 483. 403 = - 1 

Um 5) 3u .ptiifelt, fe~e man m = 5, 6, fo fo{gt 
ra = (-1)') [N5Zs - Z5NS] b. i. 

11 = (- 1) [33. 2647 - 19. 4598] obet lietedjnet 
11 = (- 1) [87351 - 87362] = (- 1) (-11) 
r6 = (- 1)6 (NsZs - Z6NS) b. i. 
5 = 403. 2647 - 232. 4598 ober 
5 = 1066741 - 1066736 

Um enblidj Me ffiidjtigfeU bet ~orme{ 6) au .ptiifen, fe~e man 
m = 3, 4, 8, fo etlJaft man 

ober in 3a~(en 
2 
5 

N2 1 
----, 

N3 1 
3 3 + ---1 

3 +-

1 

2 +_1 __ 

1 +~ 
1 

2 31 

1 

2 + 1 
2 

~ernet etgielit fidj 
1 

ober in 3al)len 
5 1 1 

1 

7 1 
l+--y 

- ~2 
5 2+---

1+~ 
1 

I) 

7 
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@nMidj wirh 
N7 1 
Ns ----::-

3S + 
1 

1 
31 + 1 

3 6 + 1 
3s + 1 

34 + 1 
33 + 1 

32+-
31 

oher in 3a~{en 
839 1 1 

--,.-
459~ 1 1 

5+---:- 5+---

1 
-

5+ 

2 + 1 2 + _1_--::-
12+ 1 12+ _1_~ 

1 

2+ 

1 5 
4+--1- 4+ 7 

1 + -----:1:-

1 
-
1 5+ 

7 
12+ 33 

1 

2 T ----::-
1 +..!... 

1 
1 -

33 2 + ----
403 

5+ 403 
839 

839 
- 4598 

~ie ~~eorie her ~ettenbriidje la~t ;idj bei her ~e. 
ftimmung reiatitJer ~angen tJon ~iltielt ;e~r tJort~eH~aft 
anwenh eu. 

A~ ......... 3 ••••••••••• >J{ 

B < ....... b- •..••.. > D' 

~oU 3. ~. _hie reIatitJe gange her ~inien AX = 3 uuh BB' = h 
beftimmt werhen, jo tJerfagre malt folgeltherma~en. illlan meHe mit 
her tleineren ~il1ie b hie grof3ere 3, h. 1). malt fege au, luie oft b 
fidj auf her ginie a abtragen latt. @efe~t, h~efe~ fonnte III mal ge. 
fdjegeu, fo with aUf a eine gange 1"1 iiurig blcflien, luefdje ffeiner 
al~ b ift uuh hal)er burdj b ltid)t meljr ..eemeffelt 111C1:hen fanlt. Um· 
gefeljrt aber faltn man hie ~inie b hurd) belt ffieft 1"1 meffen. @e. 

IS* 
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fc~t, oie ~inic '"1 liete fid) n2 mal auf oet ~inic b abitagen, 10 luito 
im ~ngemeinen aUf Oer ~inic b cine ~iingc 1"2 ii6rig 6fci6ett, weld)e 
ffeiner a{(l 1'1 ift uno oal)er ala Wtat lJon 1"1 bicnen fann. ~iiflt 
fid) oie ~iinge 1"2 ltlm n3 mal aUf OCt ~iingc '"1 abitagen, 10 wito 
auf 1'1 im ~nrgemeinen luicocr eine ~iiltgc r:1 ii6ri!'l 6lei6cn, wcld)e 
Heiner ala 1"2 ift u. f. f. mad) cinigcn iil)ulid)en D~erationen wito 
nun eine oiefer ii6rig 6lei6enoen ~inielt entweocr fid) eine ganae 
mlt3al)1 mal aUf oem tJorl)ergc!]eltoen ~ilticnrcft aotragcn laffcn, ooer 
bide ~inien werOen uon iold)er Stfeinl)eit, oat man bie ~eooad)tung 
nid)t weiter heioen fanlt, malt luirb bager, wenn nm ber le~te £luotient 
3lueier ~inien ift, oer entweber ol)ne meft ift, ober oeffett meft nid)t 
mel)r beooad)tet luerben fann - ala relatilJe ~iinge ber ~inien' a 
uno b oen folgenoen .ft'etienorud) erl)aften 

a 1 
b = n1 + -----1-

n2 + --+-­n3 
1 +-nm 

Dher umgdel)d 
b 1 
a + 

1 
"1 1 , 

n2 T + , .. "3 
+ 

1 
nm 

3u 6ea(~ten ift, Oaa man oei dniger Ueoung unO ogne m:n~ 
wenoung einea ~ergriiflerungagfafea auf oiefe )illeife Me tefatilJe 

~iinge 3weier ~inien fel)r leid)t oia aUf l~OO bee @3an3en genau 

jinoen fanlt . 

.stetten6riid)e, oeren Duoticntcn aUc elnanocr gfeldj fino . 

.\)at ein .stcttenorudj n einanoer glcidje Duotient,~n, oeren jcoer 
g(cid) a ift, fo fiitt fid) fein )illcrtlj burd) a unO n oatfteUcn. 

lBeoeid)net man feinen )illertg ourd) K n, fo mufl 
1 

Kn = --r 
a + --1::-

a + --,-­
a + ... 

+~ 
a 

(n Duotientcn) 
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fein. - SIiSiirbe man nun einett .I1cttenorudj ljaoen mit (11 + 1) Duo~ 
tienten a, \0 fte((te fid) berieloe bar 

1 
Kn-l-l = ---,-

ober 

a +--1-
a+-~­

a + ... r (n + 1) Duotienien] 
+ _1_-.:-­

a+ _1 
a 

1 
Kn -I- 1 = -~-=-­

a + Kn 

K _ X n -l 
n -

Xn 

fo erljufi man aua ber ®leidjung 
1 

a + Kn 
bie fo(genbe 

ober 

Xu - ---,--
Xu+l aXn + Xn -1 

Xn + I = aXn + Xn -1 

~a Kl =-= ~, \v 10lft t Xo = 1, Xl = a 
11 n 

~ie ®feidjung 
Xn + I = a Xn + Xu - I 

lriil! lidj audj fo(genbermafjen fdjref6en 
Xn+l -- ),.X n = (a -),.) {Xn -- ),.Xn-l} 

\tlO ),. cine m.\urae{ ber ®leidjung ift 
A (A - a) = 1 

numlidj 

ober 
a "II a~ 

A=-2-VT+ 1 

~(ua bet ®lcidjung 
Xn + I - AXu == (a -- A) (xn - AXu_l) 

ftnbet man nun afimiiljIidj, inbem man fitt n bet ffieilje nadj hie 
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msedlJe II - 1, 11 - 2, n - 3, ... 2, 1 1e~t - bie fo{genben 
®leidjungen 

Xn - I..Xn-l = (a - 1..) (Xn _ I - I..Xn -2) 
Xn-l - I..Xn -2 = (a - 1..) (Xn -2 - I..Xn -3) 

u. f. lU. 
X3 - 1..x2 = (a - 1..) (X2 - Axl ) 

X2 - I..Xl = (a - A) (Xl - I..xo) 

~ultil'Hcirt man biefe (n - 1) le~teren ®leidjungen in einan~ 
ber unb liiUt bie beiben ®eiten gemeinfdjaftHdjen ~aftoren lUeg, 10 
crlJiHt man 

Xn - AXn-1 = (a -- I..t- 1 (Xl - I..Xo) = (0 -At 
ba Xl = a, Xo = 1 lUar. - ®e~t man nun fur I.. feine beibett 
~ertlJe ein, 10 ergiebt fidj 

( a .. / a2 

Xn - Xn-l "2 + V T + 1)= (; - vf + l)nunb 

Xn - Xn_l(; - V~2 + 1)= (; + V~2 + If 
®ubtral)id man bie obere bicfer beiben @feidjungen uon ber 

Imteren, fo erl)iift man 

2Xn_1 V~ + 1 = g + V ~2 + 1 r - {; -V ~2 + 1 r 
®e~t man in biefer ®feidjung an ®teUe uon n immer (n + 1), 

f 0 ergiebt fidj 

2XDV~2 + 1={{- + V~2 +1}"+1 {; - V~ +If+1 
IDurdj IDiuifion biefer ®leidjung in bie uorl)ergel)enbe erl)iiU 

man 

Xn_l {; + V ~2 + 1 r - {; -V {~ + 1 r 
= ------------------------ - K 

Xn {a .. /a2 \n-I-1 fa .. /a2 _ }n+1 - n 

2 + V T + 1 J - t2 - V T + 1 

IDie!ell ift alfo ber ~edl) bell gegebenen Jtettenbrudjea mit n 
einanber gleidjen Ouotienien uon ber ®riij3e a. 

®e!)t ber .stettenbrudj 
K = _1_~ 

1 
a + ----a+ _I __ 

a + ... 
inll l1ucnblidje fort, fo finbet man feinen ~edl) K aua ber 
®leidjung 
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1 
K=-­

a + K 
ober K2 + a K = 1 

~ie lieiben msuqc[tt hiefer @{eid)ung fitth 

~n alief K 
fnnn, 10 ifi 

K=--. + -+1 a Va2 
2 - 4 

fur pofitiue a ttur eitten pofitiuen msert~ ~nlien 

a .. /;.2-- 1 
-T+VT+1=a-+--1-

--1-
ft + ---'1-

a+ --1-
a + ---:--­a+ ... 

€e~t mnn nod) fintt a, 2a - fo er~ii{t mnn 
./- 1 
va2 + 1 = a + ---­

I 
2a + 1 

2a + 2a + ... 
in info 

in info 

Umgefe~rt fnnn mnn Ouahrntltluqe[n au~ llnn3en 3a~{en oher 
~rud)en hurd) unenblidje periohifd)e jtettenlirudje bnrftefien. \30 IT 
3. ~. yR2 + 2 burd) einen Stettenorudj entwicfert werben, 10 oilbe 
mnn 

1 

y'iT + 2 - a = a + y7+2 - a 
2 

Va2+2 _a_-1-------
2 - 2a + {y'1i"2.t2 - a} 

~u~ biefen beiben @{eid)ungen fteUt mnn leid)t hen folgenben 
.reettenorudJ 3uf nmmen: 

y'ii2+ 2 = a + _1 __ 
1 

a + ---1-
2a+ -·---1-

a + 1 
2a+--­

a + ... 
in info 
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&6en ;0 finbet man bie .5tettcnlirudj. @ntluicfehtngen 

v'a2 --=-1= (a - 1) + 1 ~ 1 
~-~---:----=--

2 (a-I) + 1 
---1 

1 + 2 (a -1) 
+ ... 

in info 
,/- 1 va'- 2=(a-l)+---]-

1+ 1 . 
a-2+---1-

1+ 1 
2a-2+---1-

1+ 1 
a-2+---1-

1+ 1 
2a-2+--1+ ... 

in info 

~U[gemein fann man ben ~ert~ eine~ jeben .perio" 
bijdjen unliegren3ten Jeetten6rudj~ burdj ~uf[iifung einer 
q 11 a bra ti f dj en @ 1 ei dj 11 n 9 fin ben. 

&~ reidjt a1l~, Me ~et~obe ber ~ert~lieftimmung foldjer stetten" 
litiiti)e an einigen mei;.piefen 3u 3eigen. 

~er ~ertl) be~ stettenbrudje~ 
1 

x=---
2 + _1_----:-_ 

3 + _1 __ _ 
4 + _1_-::-1-

2 + 1 
3 + 1 
4+~~-

2 + ... 
in info 

f orr lieredjnet werben. 
~an ~at offenliar, ba bet ~ert~ be~ gegelienen ltnliegrenaten 

jtettenlit1ldj~ bnrdj x lie3eidjnet. ift, bie fo[genbe @(eidjung 
1 

x=--~-

2 + _1_--,-_ 
1 

3 + 4 + x 
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ffiebucid man bie red)te eeite aUf bie ~orm cinco oelUjjgn~ 
lid)cn mrud)ee, fo ergaU man 

13 + 3x 
x = 30 + 7x 

mie pofititJe m3ur3el Meier quabratifd)en ®Ieid)ung ift 

_ - 27 + V1093 
x - 14 

miefeHie brucft bal)er ben m3edl) bee ooen tJorgelegten unoe; 
grenaten periobifd)en stettenorud)e aue. 

men ?!BertI) bea unoegren3ten perillbifd)en stettenorud)e 
1 

x = ----:--
1 

2 + 1 
3 + 1 

5 + 1 
3 + 1 

2 + 1 
3 + 1 

5 + 3 + 

anaugeoen. 
Sn biefcm %afie ift 

x= 
1 

2 + 1_------,-_ 
1 

3 + ----=-1-

5 + 3 + x 

in info 

ffiebucirt man Me redjte eeite auf bie %orm einee gelUiil)n~ 
lidjen mrudjee, f 0 ergielit fid) 

51 + 16x 
x = 118 + 37x 

~ua Mefer @{eidjung erl)iiU man ben m3ertl) bee ootgen stetten~ 
brudje ale pofititJc 5illuqef, namlid) 

_ - 51 + 2 VII22 
x - 37 
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(E~ joU jeRt ba6 ~erfaljrelt angegeuen l11erben, jebe 
D u a bra t I11U q ee( au a ei 1t erg an 3 e n 3 al) ( in ei n en peri o. 
b if d) en nit b c 9 r e 113 t e 1t .5t e t t e u Or u d) 3 u e u t 111 i cf dn. 

Sft r dne ganoe 3agf, ltJefd)e nidjt baa Duabrat dnet anbeten 
3agl ift uub bebeutet a2 bie niidjft niebere Duabtat3agf, \0 liiBt fidj 
r ala cine eumme 

r = a2 + b 
barfteffcn, in lue{d)er b < 2a + 1 fein muf3. 

Um fur bie ~o{ge UmftiinMidjfeiteu au tlermeiben, mag baG in 

bem . ~rudj ~ ftecrenhe gto~te @an3e hurdj baa 3eidjen 
n 

G(:) 
bargeftcat ltlcrhm. ,pientadj l11utbe 3um meifpiel 

GC31)=3 
Idn. - ~ie 3agl m fiif3t fid) fo(genbcrmaf3cn auabrucfen 

m = n G (~) + n' 

1110 n' < n \ein muB. 
~adj bier en ~eftftenungelt bHbe man 

- h V r - a = ----:-= 
a + Vr 

1 

~a baa gro§tc in Vf entgaftcne @an3c gfeidj a ift, f 0 muf3 

baa groate in a + b Vf entgaltene @an3e 

CI = G(a t a)= G(~a) 
1 dn. WIan crgiift ham! 

a + Vf _ + Vr - (bcI - a) 
b - CI b 

nub ca ift flar, baa, ba Ct baa gro13te in bem~htabrucfe 

ftecfcltbe ®alt3e ift, ber ~uabrucr vr - (bcI - a) > 0 
b <1 

fein muB. eeet man nun 
bCI - a = a1 

\0 harf III f)od)ftena gfddj a lein. WIalt erljiift Dann: 

a + Vr 
b 
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.1- 1 v r -a = --.--=r.;-
v r - at 

C1 + b 

~ie IDiffeten3 r - a12 ift burdj b tljeHliat; benn fe~t man fiir 
r unb a1 iljre lietteffenben ~ertlje a2 + b nnb bel - a ein, fo 
erljaft man 

r - a12 1 + 2 b 2 -b-= ac1 - c1 

IDiefen ~ertfj lieaeidjnen wit burdj bll fo bag 
_ 2 

~~ = b1 = 1 + 2ac1 - bC12 

witb. - Se~t bHbe man 
yr - a1 r- a12 

- -
b b(a1 + yr) 

ltltb lie3eidjlte ball Stogte ilt bem ~(ullbtucf al ~ yr obcr a1 + R 
1 b1 

wirb ultb fe~e 

fo etljiHt man 
a1 + Vr _ + jlr - (hl c2-a1) 

b - C2 b 
1 1 

$Dann mug 
b1 > vr -a2 

fein. - ~El etgieUt fidj aIfo 

./r - a _l_---==_ -'-V-;,----~l __ 

b - + Vr-a2 
C2 ----

b1 

Se~t ift au licmetfen, bafl r - 8 22 burdj b1 tl)eHlinr ift; benn 
bit weHer olien 

r- a 2 
-b~ = b1 ober r = 8 12 + bb1 

a2 = bi C2 - a1 

gefe~t war, fo etfjalt man mit menu~ultg biefet ®{eidjungen 
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I))(an oeaeidjne nun baa griif3ie in 32 + yr 
b2 

fiecfenbe ®anae burdj C;lI fo ift 

C = G ( 3 + 32) 
3 b2 

®e~t man ferner 

f 0 er~iift man: 

3 2 + Vr = Co + yr - (b2 C3 - 32) 
h2 . ·~--b;---

nnb c(l ifi crfidjtlidj, baa 
"2 > yr - 3 3 

! ein mua. I))(an crfJiilt bemnad) 
'/r-3 v 2 _____ _ 

~- - +yr-33 
C3 ---

ba 

1 

ober in 

Sn ber fJier angegeoeften §!Beifc fal)rc man nun fort, ben Jtetien" 
6rud) au entwicfefn, 10 geLangt man ber mcil)c nad) im @anacn au 
fo(genben ®leidjungcn: 

r = 3 2 + b 
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112 = hi C~ -- at 

112 = b + 2111 c2 - b1 C~ 2 

r = 1122 + 01 O2 

i-~_~ ___ lIl 1 __ ~ 
b l/r-~ 112 

C2 + ~--:--­
b] 

Ca = G(a + a2 ) 
b2 

a3 = b2 C3 - 32 

b3 = b1 + 2a2 C3 - b2 Ca 2 

r = 3:12 + b2 ba 
yr- a2 _1 __ _ 

-~ = + yr-a3 
ca ~-

U. f. Ill. 

~Ugemein Illirb: 
Cn = G (3 + 30 _ 1) 

bo - 1 

aD = bn - 1 Cn - 3 0 -1 

bn = bn - 2 + 23,,_1 Cn - bo- 1 Co! 

r = an2 + bn- 1 bn 

1 

- Cn -t- yr 3 n 

bn- 1 

ffi1if .piHfe biejer @leidjunjlen fann man nun fur yr ben fol~ 
gcnben unliegren3ten stdtenlirud] ljedeitcn 

,r~ ] v r = 3 + ~---=--1-

C1 + 1 
c2 + ---­

c3 + ... 
+ _1 __ _ 

Cn + '" 
in info 
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Q:a OfeUit jebt nodj au erweifen, ba~ biefer .stettenorudj pedoo 

biidj ift. 3u ~em Q:nbe ift au oemerfen, ha~ hie 3a~fen an, bn- 1 

unb bll ane ber @feidjung 
r = an"J + bn- 1 b" 

genugen mufien. ma hiefe @Heic§ung aber nur eine liefi§ranfte 
Wn3a~f tlon m3edl)en fur an, bn- 1 unb b" 3ulii~t, fo mu~ iehenfall~ 
einmaf her meft 

yr- an 

bn- 1 

mit einem anheren meft 

yr - an + m 

bn + m - 1 

tlo[(fontll1en uoereinftimmen. @a wirh affo immer ein m gefunhen 
werhen fiinnen, fo ha~ 3ug1eii§ 

an +m = an 

bn +m - 1 = bn - 1 

with. Q:a werhell hamt tlon fellier hie lietreffenhen Duotienten eitto 

anber gfeidj unh malt erl)iilt bal)er: 
Cn+m+l = C,,+l 

Se~t mUffen aui§ hie folgenhen mefte einanher gIeii§ fein h. 1). 
a" + m + 1 = an + 1 
bn+m = bn 

u. f. f· 
mer ~ettenlirudj ift alfo periohifdj, benn ea fel)ren biefeloen 

Duotienien wieher. 
~uf biefeUie m3eife fann man seigen, ba~ ber ~uahrucf 

c< yr ± ~, IUO c< 1mh ~ mationaI3al)fen finh - fii§ in einen 
periobiicgen ~ettenlit:Ucg entlUicfeln lii~t. 

meiipiela l)af6er mag her irrationafe ~u6ht'ucf 

_ 20 7 .r'"-_ 60 + 7 y5 
x - sf + 183 Iv {) - 183 

in cinen ~ettenbtUdj eniluicfelt werhen. 

:na 183 > GO + 7 y5 fo )uerbe geliUbct: 

60 + 7 Jl5 55 1 
183 -- = 180 - 21 y5 - (--c-1-SO----'-21-y-5\-

\ 55 -; 
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180 -- 21 JI f> 
~a baa in bern mntdj ---55-- entf)aUcne 9toBte 

@anae nun gleidj 2 ift, f 0 ctf)iilt man 

60 + 7 Jl5 1 ------
183 - 2 + 70 - 21 Jl5 

55 
%ctnet lUirb 

70 - 21 t~ _ 7 _1_-= 
f>5 10 +:3 Jl5 - 2 + 3 Jlo - 4 

7 

3 V5 - 4 29 1 
--7- = 28+21 {5 = 2-+-21-Jl-:::5-30 

29 

21 yg-- 30 _ 15 1 
-----:-= 

--29-- 10 + 7 {5 - 1 + 7 Jl5 - 5 
15 

7 Jl5 - 5 _ 44 
-15- - 15+21 Jl5 

21 y5 - 29 _ 31 
44 - 29+21J15 

21 {5 - 33 _ 12 
31 - 11 + 7]i5 

7 y5 - 13 _ 19 
12 - 39 +-2-1 yg---::5= 

21 Jl5 - 37 44 
19 -37+21y5 

1 

1 + 21 y5-29 
44 

2 + 21 Jl5-33 
31 

1 

2 + 7J15-13 
12 

1 

4 + 21 Jl5-37 
19 

1 

1 + 21 Jl5 - 7 
44 
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44: 

288 

7 

- 1 + 3 VO 

3 

1 

1+ 3{5-6 
7 

1 3 V5 - G 
7 

----- -----
14+7V5 9+ 7V5-13 

3 

21 VO - 37 = 
76 

21 f5 - 40 _ 
-11--

21 V5 - 15 = 
55 

7 V5 - 7 
12 

3 }If) - 4 
7 

11 

37+21V5 

55 

40+ 21 V5 

12 

0+7 V5 

7 

3 + 3 V5 

29 

28 +21 V5 

-

1 

1 + 21 V5 -37 
76 

1 

7 + 21 v'5- 40 
11 

1 

1 + 21 V5-If> 
55 

1 

1 + Y5-~. 
12 

1 ---
3 Jl5-4 

1 + --7--

1 

2 + 21VD-30 
29 

u. f. Ill. 
3 V5-4 1)er ffieft -7- tam fdjon Illeiter oben tlor; ba'ger mufl 

bie IJ)eriobe be~ stettenbrudj~ bie Duotienten, Illefdje 31llifdjen Mefen 
beiben gfeidjen ffieften tlodommen, ent'9aften. 

1)er stettenbrudj fefber mag nur in feinen Duotienten aufge" 
fii~rt Illerben. @:r fteUt fidj bann fofgenbermatien bar: 

60 +7 __ t 5 = stettenbrudj alt~ ben Duotientcn: 
183 
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2, 2, 2, I, I, 2, 2, 4, I, I, 9, I, 7, I, I, I, 
2, I, I, 2, 2, 4, I, I, 9, I, 7, I, I, I, 

u. f. tu. 
IDie lleihen erften Duotienten 2, 2 ge1)oren nidjt her S}}eriobe 

an; {e~tere oeginnt mit hem hritten Duotienten 2 unb ent1)dft for" 
genhe tJieroe1)n Duotienten: 

2, I, I, 2, 2, 4, 1, 1, 9, 1, 7, 1, 1, 1 

mntuenbung ber st'ettennriidje aur ~eredjnung tJon 
~ogaritgmen gegeoener 3ag{en. 

ill1it .piilfe ber stettenoriicfje fann man Die ~eredjnung tJ'on 
~ogarit1)men gegeoener 3a1)fen aUf ill1uHiVfifationen tJon IDedma{" 
oriidjen outiicftii~ren. 

@e mag O. ~. 
log 2 = x 

oeredjnet tuerben, fo mu~ bie ®feidjung 
10" = 2 

aufgeIiift tuerben. 
IDa x < 1, fo fann gefe~t tuerhen 

1 
x = -, tuo y > 1 

Y 
ill1an er1)dU bann 

1 

lOy = 2 

ober tuenn man biefe @{eidjung aur SJ.)otena y ergeOt 
10 = 2y 

fo fann man fepen 
23 = 8, 24 = 16 

1 
Y = 3 + -, z > 1 z 

@g ergieOt fidj bann 

1O=8.2Z 
1 

~ -27 
4 -

ober burdj @r1)eoung 3ut SJ)oten3 Z 

(~)"=2 
19 
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ma nun 

(~)3 = 125 < 
4 64 ' 

( 5 )4 625 
T = 256' > 

fo fann wieher gefe~t werhen 

ober 

mann folgt 

1 
z=3+-,u>1 

u 

128 ( 45 )" 
125 = 

( 128)U _ 5 
1~5 T 

merwanhelt man hie ~riidje in mecimaUiriidje, fo folgt: 
(1,024t = 1,25 

SOa nun 
(1,024)9 = 1,23194003928538027 ... , < 1,25 
(1,0~4)lO = 1,~676506002~82~9401 ... , > 1,25 

i 0 fann man fe~en 
1 

u=9+-,v>1 
v 

~egniigt man fidj mit biefer ~nnii~erung unb fdjii~t 
1 2 1 v = 0,4 = 5 = -2-+-1:-

2 
fo er~ii(t man fur x = log 2 hen Jtettenbrudj 

log 2 = 1 _ 146 = 0 30103 
1 485' 

3 + --:-
3 + _1_-::-

1 
9 + -----::-

2+~ 
2 

1:liefea meifpiel 3ci9t ~htreidjenb, wie man bei ber ~eredjnung 
her ~ogaritf)lnen gegebener .3al)len hie Jtettenbriidje benu~en fann. 
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etdj~3t~ntu UbfdJnitt. 
!loUt binoUtifc{)tn ~4' unb ftintn ?llntutnbungtn. 

3n ber S})oten3te1i)nung finb bie beiben ~a~e iiber S})oten3ett, 
beren ®runb3a~{en ~ummen ober ~ifferen3en finb, iibergangen 
luorben - lUei{ foldje ~oten3ell nidjt aUf einfadje m3eife umgeformt 
lUerben fOllneu. @;oen fo tlermist man in ber m3uroeIredjnung 3lUei 
~ii~e iiber m3uroeln, beren mabifaubeu ~ummen ober ~ifferen3elJ 
fillb. ~iefe ~ihfell foUell uuume~r au~gefiiUt lUerben. 

@;r~ebt man bie ~umme (1 + x) 3ur oten, 1 ten, 2ten S})oiena 
unb fo fort, fo er~ii{t man ber mei~e nadj 

(1 + x)o= 1 
(l+x)l = 1 +x 
(1 + X)2 = 1 + 2x + x2 
(1 +x)S = 1 + 3x+3x2+X3 

(1 + X)4 = 1 + 4x + 6x2 + 4xs + X4 
(1 +X)5 = 1 +5x+ lOx2 + 10xs+5x4+X5 
(1 +X)6 = 1 +6x + 15x2+20xs+15x4+6x5+x6 
(1 +X)7 = 1 +7x+ 21x2 + 35xs+ 35x4+21x5+7x6+X7 

(1 + X)8 = 1 + 8x + 28x2 + 56xs + 70x' + 56x5 + 28x6 + 8x7 + x8 

u. f. lU. 

mebeutet nun n eine gall3e pofititle 3a~I, fo iiber3eugt man 
fidj balb batlon, ba~ bie @;nflUhMung ber S})ofena 

(l + x)n 
ltur bie folgenben S})ofen3en tlOlt x 

xo, xl, x2J xs, .... xn 
eine jebe mit gelUiffen %atioren multipIicid, ent~a{ten fann; benn 
multtpIicirt man emen ~u~brucf 

a + a1 x + 32 x2 + ... + 3n xn 
mit (1 + x), fo fanlt ba~ S})robuft feine ~obere aItI bie (n + 1)te S})o~ 
telt3 tlon x ent~aUen. ~a nUll, luie lUir oben fe~en, (1 + X)8 ~odj. 
ftelt~ bie S})oten3 x 8 ellt~iiU, fo mufj (1 + X)9 ~ijdjftentl bie S})ofeu3 
X9; ba~er (1 + x)1° ~odjfteutl bie S})oten3 x 10 u. f. f. ent~a{ten. 

%erller iiber3eu~t man fidj, bas bie @;ntlUicfelung tlon (1 + x)n 
mit ber @;in~eit oegmllt. 

rotan fe~e nun 
(1 +x)n = 1 +n1x+n2x2+nsxs+n4x4+ ••• 

f 0 6leibeu bie %atiorelt "1, "~, ":1' ... lUeldje tlon bet ®riif3e ber 
3a~1 n ab~iingig finb - 3U beftimmeu. 

19" 



292 

ma (1 + x)o = 1 ift, fo miiffen Me ~ertlje tJon 
01 = 0; O2 = 0; 03 = 0; ... 

fein. 
@a mu~ ferner, ba (1 + X)l = 1 + x ift - fein 

11 = 1; 12 = 0; 13 = 0; ... 
@oen 10 ~nbet man aua ben ooen gegeoenen ferneren IJ,)oteno' 

entlllicfelungen (1 + x)2, (1 + X)3, (1 + x)4, u. f. Ill. 
21 = 2; 22 = 1; 23 = 0; ... 
31 = 3; 32 = 3; 33 = 1; ~4 = 0; ... 
41 = 4; 42 = 6; 43 = 4; 44 = 1; 45 = 0; ... 

u. f. Ill. 
W1ultipHcirt man nun Me @Ieia,ung 

(1 + x)n = 1 + n1 x + n2 x2 + n3 x 3 + ... 
mit (1 + x), fo erljaft man 

(1 + x)n +1 = 1 + (1 + 0l)X + (n1 + n2")x2 + (02 + 03)X3+ ... (a) 
§)affeloe ffiefultat aoer mu~ aua ber @Ieia,ung 

(I+x)D = 1 +n1x+n2x2+03X3+ ... 
er{angt Illerben, menn anftatt n bie 3aljl (n + 1) gefe~t Illirb. -
§)abura, foIgt niimHa,: 

(I+x)n+1 = 1+(n+I)lx+(n+1)2x2+(n+Ihx3+ ... (b) 
mergfeia,t man bie oeiben §)arftellungen (a) unb (b) fUr 

(1 + x)n + 1 mit einanber, fo miiffen biefeloen in allen einaelnen 
@fiebern iioereinfttmmen. §)iefea ift nia,t anbera moglia" ala Illenn 
bie ~aftoren au allen IJ,)otenoen tJon x mit gleia,en IJ,)otenoe~tJonenten 
in oeiben S)arftellungen einanber gleia, finb; niimHa,: 

Cn + 1\ = n1 + 1 = 01 + no (menn no gIeia, 1 gefe~t mirb) 
(n + 1)2 = 02 + 01 
(0 + Ih = 03 + 02 
(n + 1)4 = 04 + n3 

u. f. Ill. 
(n + l)m = nm + nm_l 

u. f. Ill. 
mie allgemeine @leia,ung 

(n + l)m = nm + nm-l 
f a,reivt fia, aua, foIgenbermaflen 

(n + l)m - nm = nm-1 

ober menn man anftatt n immer Cn - 1) fe~t unb ftatt m, (m + 1) 
Om+1 - Cn -1)m+1 = (n -l)m 

W1an fe~e nun in Mefer @leidjung an (Stelle tJon n Me 3aljlen 
1, 2, 3, ... n ber ffieilje naa, unb abbire bie fo entfteljenben @lei. 
a,ungen, 10 foIgt 
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ober lln, wie wir weiter ooen fe~en, Om+! = 0 ift -
(c) nm+1 .-~ S (n -I)m 

!!)n~ 3eid)en S ~nt ~ier hiefeloe ~ebeutung, weldje wit i~m 
in ber ~~eorie ber nrit~metifd)en mei~en lieigelegt ~noen. <6e~t 
mnn nun in (e) fiir m ben ~ert~ muu unb lieriicffidjtigt, bnj3 
no = 1 ge1e~t worben ift, 10 er~iHt mnn 

nl = S 1 = n 
<6e~t mnn femer m = 1 unb liebenfi, bnj3 je~t 

(n -1)1 = n-I 
ift, 10 ergielit fidj nu~ ber ~~eorie ber nrit~metifdjen mei~en 

n(n-I) 
n2 = S (II - 1) = --=-'----:::---'-

1. 2 
<6e~t mnn ie~t m = 2 unb liebentt, bnj3 

( -1) = (n-l) (n-2) 
n 2 1. 2 

ift, fo fo{gt nu~ ber ~~eorie ber nrit~metifdjen mei~en 
_ S (n-1)(0-2) _ n (n-l)(n-2) 

n3 - 1 . 2 - 1. 2. 3 
~uf a~nlidje m!eife ergieot fidj nndj unb nndj: 

n = S (n-I) (n-2) (n-3) = n (n-l) (n-2) (n-3) 
4 1.2. 3 1.2.3.·4 

n - S (n-l) (n-2)(n-3)(n-4) = n(n-l)(n-2)(n-3)(n-4) 
:;- 1. 2. 3. 4 1. 2. 3. 4. 5 

u. f· f· 
mUgemein fnnn mnn enbHdj aeigen, bnj3 

n (n-I) (0-2) .... (n-m+ 1) 
nm = 1. 2. 3.... m 

ober gleidj berjenigeu @rofw fein muj3, weldje wir in ber ~~eorie 
ber nrit~metifdjen meilJen burdj 

(n,m) 
lieaeia,net 9noen. - Ueoer hie @Sroj3en (n, m) ijnoen wit namItdj 
ben fo{genben <6n~ oewiefen 

(n, m) - (n - I, m) = (n - I, m - 1) 
ober wenn fUr m, m + 1 gefe~t witb 

(n, HI + 1) - (n -1, m + 1) = (n - 1, m) 
~uG biefer @S{eidjung ijnlien wir ferner in ber ~~eorie ber 

nrit~metifdJen meiijen bie <6ummenformel ijergeleitet 
(n, In + 1) = S (n - I, rn) 

~n~ Mefer <6ummenformel nnb ber folgenben 
nm+l = SCn -I)m 
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crgicDt fidj, ba~ bie @rii~en "m unb (", Ill) fur aUe ~ertf)e lion m 
iibereinftimmen miiffen, Itlenn fie fur einen oeftimmten ~ertg non 
m gleidj finb. 

fein. 

~ir gaben nber gefunben 
n1 == 0 == (n,l) 

n (0-1) "ll == = (0,2) 1. 2 
u. f. Itl. 

~alJer mufJ aUgemein 
Om == (0 m) == 0(0-1)(0-2) ... (o-m + 1) 

, 1. 2. 3 ... m 

muo bem morgergegenben folgt nun, bnf3 - Itleltn 
0(0-1)(0-2)(0-3) ... (n-m + 1) _ 

- Om 
1. 2. 3. 4... m 

gefe~t Itlhb - bie lJ)otena (1 + x)n fidj folgenbermnf3en 
b arft e ((t 

(1 + x)n = 1 + "IX + n2 x 2 + "3X3 + .. , + On xn 

~ie %aftoren "1, 02' n~, ... Om, ••• nennt man ~inominl: 
@; 0 c ff ide n ten, ba fie bte %aftoren ober @;oefftcienten oei @nt: 
luidelung ber nlm lJ)otena bea ~ i nom a (1 + x) nodj lJ)oten3en ber 
einfndjen @riif3e x bebeuten. 

Ueber biefe ~inominl:@;oeffidenten edftiren meg: 
rere ®ii~e, Itleldje 3um :tl)eit eigenes Sntereffe oefi~en, 
3um :tl}eil fur bie folgenben @ntltlicfelungen non mu~en 
1 ei n Itl e r ben. 

I. Om = On_m 

Um biefen ®a~ 3u oeltleifen, oemerfe man bie Sbentitiit ber 
oeiben Sj)robuftc 

[0(0-1)(0-2) ... (o-m+ 1)] [1. 2. 3 .•.. (o-m)] = 
[0(n-I)(0-2)... (m+ 1) 1[1. 2. 3 .... m] 

S'ebes biefer IJ)tobufte ftem bas IJ)robuft ber erften 0 nntur: 
lidjen 3aglen 

1. 2. 3 ..... (n-l)o 
bar. mua ber· norftegenben IJ)robuftgfeidjung feHet man nun bie 
fo{genbe @(eidjung ger 

0(0-1)(n-2) ... (n-m + 1) _ n(n-l)(n-2) .... (m+ 1) 
1. 2. 3 III - 1. 2. 3 .... (n-m) 

1)ie Hnfe ®eite biefer @{eidjung ift nadj ber @rffarung belJ 
m ten minominlcocfficienten gleidj Om; bie redjte bagegen gfeidj nn-m. 

menn ea i ft: 
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n (n - 1) (n - 2) . .. (n - (n - 01) + 1) 
nu-m = 1-.-2 . 3'. . . (n - m) 

n (II - 1) (n - 2) . .. (m + 1) 
1. 2. 3 . .. (n - m) 

~{fo ergielit fidj, Illaa 3u erllleifen IUIlr 

~ua hiefer ®leidjung foIgt 3. ~. 
1 = no = nn 

nl = nn_l 
n 2 = nn-2 

u. f. Ill. 
II. (Cl + 1)n = Cl u + Cln-l 

(Illenn Cl eine lie1ieliige 3a~{ lieheutet). 
~iefer @iQ~ ift fd)on frii~er fur eine ganae 3aljI Cl liellliefen 

Illorhen unb ea hi~t fid) feine ffiid)tigfeit aUf hemfellien ~ege fnr 
jehea Cl leidjt nadjllleifen. SDenn ee ilt 

(Cl + l)n = (Cl + 1) Cl (Cl - 1) ... (Cl - n + 2) 
1. 2. 3 . .. n 

Cl (Cl - 1) . .. (Cl - n + 2) (Cl - n + 1) 
Cl n = 1. 2 (n - i) n 

@iulitragirt man beihe ®leid)ungen \)On einanher unh beadjtet, 
hal3 hie beihen 3iiljler hen gemeinf d)aftlid)en ~aftor 

Cl (Cl - 1) (IX - 2) . .. (IX - II + 2) 
liefi~en, f 0 ergielit fid) 

( + ) _ n. a (a - 1) . .. (a - n + 2) 
IX 1 n - an - 1 2 '3 . .' . .. n 

a (a - 1) (a - 2) . .. (a - n + 2) 
- 1. 2. 3 (n - 1) 

b. 1. = Cln_1 

~an ergiilt alfo 
(Cl + l)n = an + an-I 

fur jeben ~ert!j uon a, 

SDie ~ebeutung uon IXn ergielit fidj aue hiefer ®leidjung, Illenn 
n = 1 gefe~t Illirb; benn ba (a + 1)1 = a + 1; a1 = a ift -
fo Illitb a + 1 = a + ao h.!j. 

a o = 1 
III. (II + 1) Cl m +l - (a - n) Cl m = (n - m) (Cl + 1)m+l 
Um hiefe ®leidjung 3u bellleifen, bHben Illir 
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a. (a.-I) .... (ct-m+l) (ct-lI1) 
ctm + 1 = 1. 2 m (m + 1) 

ct (ct - 1) ... (ct - m + 1) ctm = -~ 

1. 2 ... m 
illluUipIidrt man bie ooere @Ieidjung mit (m + 1), bie untere 

mit (ct - m), fo erIJiift man baffeloe mefuUat. mafjet ift 
(m + 1) ctm +l = (ct - m) ctm = ctctm - mctm 

~ua biefet @Ieidjung foIgt 
m (ctm +l + ctm ) + ctm-j-l = ctctm 

obet ba nadj II. 
ctm +l + ctm = (ct + I)m+l 

ift, 10 etgie6t fidj: 
m (ct + 1)m+1 + ctm +l = ctctm 

illlurtipIidrt man ferner bie @Ieidjung 
ctm +1 + ctm = (ct + l)m+l 

mit n unb abbirt aUt tlOtftefjenben @(eidjung, fo foIgt: 
(n + 1) ctm +1 + nctm + m (ct + 1)m+1 = ctctm + n (ct + l)m+l 

obet 
(n + 1) ctm +1 - (ct - n) ctm = (n - m) (ct + 1)m+1 

IV. @a i ft: 
cto~n + ctl~Jl-1 + ct2~n-2 + ... ctn-1~1 + ct n ~o = (ct + ~)n 

III en n ct un b ~ i r 9 e n b III ef dj e .8 a fj { e u 0 e be ute u. 
illlan fe~e bie ®umme 

cto~n + ctl~Jl-l + .. , ctn-l~l + ctn~o = On 
unb bHbe IJieraua: 

(n + 1) On+1 = (n + 1) cto~n+1 + Cn + 1) ct1~n + ... 
+ (n + 1) ctn~1 + (n + 1) ctn+1~o 

mOn Mefer @{eidjung fu6traIJite man Me foIgeube 
(ct - n) On = (ct - n) cto~n + (ct - n) ctl~n + ... + (ct - II) ctn~o 
fo ergielit fidj, lllettU man nadj ~n+l, ~ Jl, ~n-1' ..• otbnet: 

(n + 1) 0n+1 - (ct - n) On = (n + 1) cto~n+l 
+ [en + 1) ct1 - (ct - II) cto] ~n 
+ [en + 1) ct2 - (ct - n) ct1] ~n-1 
+ ... 
+ [en + 1) ctn+1 - (ct - n) ct n] ~o 

:Wun ift aoet nadj III. 
(n + 1) ct1 - (ct - n) cto = n (ct + 1)1 
(n+1)ct2-(ct-n)ct1 = (n-I) (ct+l)2 
(n + 1) ct3 - (ct - n) ct2 = (n - 2) (ct + 1)3 

U. f. Ill. 

(n+1)ctn+l-(ct-n)ctn = O. (ct+l)n+1=0 
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menu~t man hiefe ®{eid)ungen, fo erljiiU man: 
(n + 1) On+l - (a - n) On = (n + 1) ao~n+l + n (a + 1)1~n 
+ (n-l) (a + 1Mn--l + ... + 2 (a + l)n-l~2 + 1. (a+ 1)0 ~1 

~itJihirt man hie ®riif3e rn~m hurd) ~, fo ergielit fid) 
rn~m _ rn ~ (~-1)(~-2) .. , (~-rn + 1) _ (~-1) (~-2) ... (~-m+l~ 
~ - ~.1. 2. 3 m - 1. 2 '" (III-I) 

= (~- l)m_l 
?menn haljer hie tJor{e~te @(eid)ung hurd) ~ hitJihiri. unh 

hie elien gegeliene ~orme{ lienu~t lUirb, fo fo{gt 

(n+1)on+l;- (a-n)On = ao(~-I)o + (a+1)1 (~-l)n-l 
+ (a + 1)2 (~-1)n-2 + ... + (a + l)n-l (~-1)1 + (a + l)n (~-l)o 

@5e~t man nun nad) II. 

10 ergiiU man: 
(a+1)m = am + am_1 

(n+1)on+1-(a-n)on _ (1=1-1) (+ )(1=1-1) + 
~ - ao t' n + a1 ao t' n-1 

(a2 +(1) (~-1 )n-2 + ... + (an_1 + an-2) (~-1)1 + (an + an-I) (~-1)0 
= ao[(~-l)n + (~-l)n-d + a1[(~-1)n-1 + (~-1)n-2] + 
ad(~ -1)n-2 + (~- l)n-3] + ... + an-l [(~ -1)1 + l~ -1)0] 

+ an (~-1)0 
?menbet man nun hie ~orme{ II. 

(~-l)m + (~-1)m-l = ~m 
aur UmlUanb{ung ber red)ten @5eite an unb liemerft, baf3 (~-1)0 
= 1 = ~o ift - fo lUirb erljaften 
(n + 1) On+1- (a- n)on 

~ = au~n + a1~n-1 + .. , an-1~1 + ao~o 
b. 1. = On 

@a ergielit fid) lia{b aua bief er @{eid)ung 
(n+1)on+1 = (a+~-n)On 

mUlt fe~e malt fiir n ber ffieilje ltad) bie 3alj{elt 0,1,2, ... 
n - 1 un b m u Hi V {i ci reb i e foe It t ft e 9 e n belt ® I ei dj u n 9 e It 
mite i It a It her, fo foIgt 

1.2.3 ... n 01 02 03 ,,, On = (a+~) (a+~-I) ... 
(a + ~-n + 1) 00 01 02 ... On-1 

5l)itJihirt malt red)ta unb Hnla erft burd) baa \})robuH 
01 O2 '" On-l 

unb bann burd) 1.2. 3 ... n, fo entfteljt bie @{eid)ultg: 
_ (a+~)(a+~-l) ... (a+~-n+l) 

On - 1. 2.. . . n 00 

b. g. 0 11 = (a+ ~)n 0 0 



298 

Um au 3u ~nben, fe~e mtln in ber ffleifje fur a n I n = 0, fo 
ergiebt fid) 

0 0 = ao~o = 1 
~nfo ift On = (a + ~)n 

unb bafjer, waa 3u erweifen War: 
(a+~)n = ao~~ + al~n-l + ... an-l~l + an~o 

@;a fon je~t bie ~umme ber ffleifje 
Sa = ao + alX + a2x2 + aaxa + ... in info 

angegeben werben, wenn a eine beliebige reeUe 3afj{ ift. 
3uniid)ft ift 3u bemerfen, bav Me ffleifje ina Unenblidje fod~ 

gegt, wenn a fdne gan3e 3ag! ift. - ~ebeutet nun ~ eine &elie&ige 
reeUe @riive, fo ergiilt man Me ber obigen ffleige entfpredjenbe 

S~ = ~o + ~IX + ~2X2 + ~ax3 + ... 
IDlultiplicid man nun bie &eiben ffleigen Sa unb S~ mit ein­

anber, fo ergiebi fidj nad) ~usfiifjrung ber IDlultiplifation, ba ao~o 
= 1 ift 

Sa S~ = 1 + (aO~1 + al~O) X + laO~2 + al~l + a2~0) x 2 

+ (aU~3 + al~2 + a2~1 + a3~0) x3 + ... 
+ (a()~D + a l ~n-l + a2~n-2 + . .. + aD-I~1 + a n ~o) xn 
+ ... 

ma nun nadj IV. 
aO~l + al ~u = (a + ~)1 
aO~2 + al~l + a2~O = (a + ~)2 
aO~3 + al~2 + a2~1 + aa~o = (a + ~)3 

u. f. w. 
ao~n + al~Il-1 + a2~n-2 + ... aD-l~l + an ~o = (a + ~)n 

11. f. w. 
ift, fo ergiift malt 

Srx S~ = 1 + (a + ~hx + (a + ~)2X2 + (a + ~)3X3 + ... in info 
mUtt ift nadj ber @;rf(iirung ber ffleige Sa 

S(a+~) = 1 + (Cl+ ~)lX + (a + ~)2X2 + (Cl+ ~)3X3 + ... in info 
mafjer ergiebi fidj . 

Sa S~ = S (a+~) 
~ue Mefer @feid)ung feitd man leidjt Me aUgemeinm fol­

genbe ger: 
Sa S~ Sr· .. = S(a+~+T+ ... ) 

~e~t man nun 
m n-r.l-.,- -

V\.-~-,- ... --n 
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tuo rn nnb n gan3e 3a~{en finb unb nimmt n fo(dJet gfeidJen ®toben 
an, fo folgt 

{s }D (~) = Sm 

!Oa nun nadJ bem Dliigen 
Sm = 1 + rnl x + rn2 x 2 + rn3 x 3 + ... = (1 + x)m 

ift, f 0 etgielit fidJ 

obtt 

S(~) = (1 + 'x)f; 

b. ~. tuenn tuiebet rn = t.l gefe~t tuirb 
n 

SGt = (1 + x)Gt 
~Hfo er~ii(t man folgenbe ®ummenfotmel 

(1 + x)Gt = 1 + IXl X + IX2 x2 + IX3 x3 + ... in info 
!Oiefe ~ormel gUt uorIiiufig nut, tuenn IX irgenb tueldJe pofitiue 

gelirodJene 3a~r bebeutet. ~(ue ber @IeidJung 
SGt S~ = S(a+~) 

etgielit fid) alier, tuenn ~ = - IX gefe~t tuitb 
SGt S_Gt = 1 

obet 
1 1 -Gt 

S =-= ---- = (1 +x) 
-Gt SGt (1 + x)Gt 

!Oa~et gilt bie ®ummenfotmel 
(1 + x)Gt = 1 + IXl X + IX2 x2 + IX3 x3 + ... in info 

audJ nodj, tuenn IX itgenb tuddJe gelitodJene 3a~I liebeutet. 
@;nblidJ etfiel)t man, bab Mefe ~otmer nodJ gurtig liIeiM, feIlift 

tuemt a itgenb tueldJe irrationale 3a~I ift - benn man fann jebe 
irrationale 3a1)(, f 0 genau man tutU, ale ~tudJ 3tueiet glln3en 
3al)Ien batfteOen. 

~{{gemein ift bal)et fur jebee mITe IX 

(1 + x)Gt = 1 + IXl X + a2 x 2 + a3 x a + ... in info 
~ie @tofJe x mUfJ nut inner~a(b foIdJet @ten3en liIeilien, bafJ 

bie mei~e fiit (1 + x)Gt fummitbat (coltl1etgent) liIeilit. 3ft Mefee 
bet ~aU, fo ift i~te ®umme gIeidJ (1 + x)Gt 



300 

@s mag nun untetfud)t llJerben, innet~a{b llJeld)er 
m3ertlJe tJon x bie ffleilJe 

1 + al x + a2 x 2 + a3 x 3 + ... = (1 + X)Cl 

fum m i r li at li f ei li t. 
:Die ffieilJe 

1 + al x + a2 x 2 + a3 x 3 + ... 
ift ftets fummitliar, llJenn fie einmal aliliridJt. :Diefee gefdJielJt, fo~ 
liafb a eine 9 a n a e po fit i tJ e 3alJ{ ift. ~ur jebe ganae pofititJe 
3alJf a lJat man balJer, mie audJ x liefd)affen fein mag 

(1 + X)Cl = 1 +a x + a2 x2 + !X3X3 + ... 
Sft a eine gelitodJene 3a~l, f 0 liridJt bie ffleil)e niemale ali. 
®oH nun bie ffleilJe fummirliar lifeilien, fo mUffen i~re @)(ieber, 

aligefef)en tJon ben morQeidjen, immer fleiner .llJerben ober fia, ber 
~u(( liei llJadjienher @)heheraaf){ immer me~r anniif)ern. 

~etrad)ten llJit nun hie lieiben auf einanber folgenben @)Heber 
ber ffleif)e 

an xu, an + 1 xn + 1 

unb liHben ilJren Duotienten 
au +l xn + l a - n 

qn + 1 = an XU = 1 + n X 

fo erfe~en llJit, haf3 hiefer Duotient fur ein pofititJee x unb fur 
cine lietriia,tHd) grof3e 3alJ{ n (Illefdje ftete grof3er ale a angenom~ 
men llJerhen fann) eine negatitJe @)rof3e f)at. ®o lange nun x einen 
foldjen m3ert~ ~at, baf3 her 3a~{llJert~ hiefea Duotienten: 

n -- a 
--x 
n + 1 

fo grof3 audJ n angenommen llJerben mag - fleiner ala hie @in~ 
lJeit ift, llJirb hie meilJe fummirliar fein. 

:Damua fofgt, haf3, llJe(dje 3alJf aud) a fein mag - hie ffleilJe 
fteta fummirliar li(cilien muf3, llJenn 

x ei n e p 0 f it i tJ e 3 a ~ { inn e t ~ a (b her ® r en 3 en x =0 
x < 1 liebeutet. 

:Denn je grof3er n llJitb, um fo me~r nii~ert fidJ ber mrud) 

1- ~ 
n - a n 

n+1 1+~ 
n 

ber @ingeit; bamit affo fur lieHeliig grof3e n 
n - a 
il+1 x <l 

ift, mUf3 x felliet fleiner ala bie @in~eit fein. 
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Sft 3Ulcitena x eine negatiue 3a~l, fo ift 
1X.-n 

qn+l = n + 1 x 

cine ~ofitiue 3a~1, Ulettn n lJetrad)tfid) grofl (grofler ala 1X.) ange" 
nomm'en Ulirb. ~amit nun fur ein nod) fo groflea n Mefe 3a~1 
Heiner ala bie Q;inlJeit Ulirb, mufl ber 3a~hlJertlj ber negatiuen 3aljl x 
Heiner ala bie @in~eit fein. :.Denn ber ?Srud) 

1X. - n 

1X. 
-1 +-n 

n + 1 
1 + ~ 

n 

naljert fid), je grofler n Itlirb, um fo me~r ber 3alj{ - 1; ba~er 
mufl bet 3alJIUlert~ uon x Heiner ala Me @in~eit fein, bamH baa 
IJ)robuU 

1X. - n 
--- x 
n + 1 

fut nod) f 0 grofle n tleiner a{a Me @inlJeit MeilJt. 
@a ift bemnad) Me ffieilje 

1 + 111 X + 1X.2 x 2 + 113 x 3 + ... 
fteta fummirlJat fUt eine lJeHelJige 3alJ{ 1X., Itlenn x nut bie @ren3" 
lJebingung erfuUt 

1 > x > - 1 *) 

@ntltJicre!ung bet alIgemeinen ?SinomialformeL 

?Seaeid)nei fUr bie %olge b eine ~ofitiue ober negatiue 3alJf, 
bmn 3alJIUlertlj neiner ala bie ~ofitiut 3alJl a ift, fo i1t 

b 
1> ->-1 

a 
:.DalJer mUfl bie ffieige 

1 + 1X.l ~ + 1X.2 (!y + 113 (~y - ... 
fteta fummirlJar lJleilJen, Uleld)e 3agl 1X. aud) immer fein mag. ~ie 
@)umme biefer ffieige ift nun nad) bem %rulJeren 

( b)Cl (b) (b)2 (b\3 1 + II = 1 + 1X.l a + 112 a + 1X.3 a,' + . . . 

*) ~ieirnigen \5iiUe, in UleId)en bie ffiei~e nod) jummirli(lt 111ei6t, \1)cnn x bie 
@)renacu 1 unb - 1 cmid)t - flnb ~iet iibetg(lngcn. 
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~ultipHcid man ~iefe @Heidjung mit aCX I fo ergielit fidj 
(a + b)CX = aCX + a1 aCX- 1 b + a2 aCX- 2 b2 + a3 aCX- 3 b3 + ... 

~iefe @leidjun!1 lileilit fo lange ridjtig, aftl ~er 3a1)hued1) ~er 
negatitJen o~er pofititJett 3alJl b Heiner ift ala ~ie pofititJe @riiue a. 

@5e~t man nodj a g{eidj ~er pofititJen ganaen 3a1)( n I - fo ift 
~ic ffieilJe auf ber redjtcn @5ette fteto fummirliar, ~a fie nur (n + 1) 
®lieber entljiirt. Sn bicfcm %,aUe erljiilt man I llJenn a un~ b irgen~ 
luddje 3alJfen fhlb unb nlldjbem fur n1/ lI21 ••• ilJre ~ert1)e gefe~t 
fin~ fur bit lite l})oten3 ~eiJ minomo (a -+ b) bie %,orme{ 

II n (n-I) n(n-1)(n-2) 
(a+b)n=all+Tall-lb+l~--all-2b2+1. 2. 3 an- Sb3+ ... 

+ ... + ~~(n2 1) a2 bll- 2 + ~ a b"-1 + b" 

@5e~t man fur b Me ~er %,orm nadj negatitJe 3afj( - b, fo 
erlJiilt man: 

n n(n-I) n(n-1)(n-2) 
(a -b)n=a"-_aO - 1J.+ __ an-2b2 ao- 3b3+-, l' U 1.2 1.2. 3 .,. 

n 
+ ... + (_l)n-l l' a bn- 1 + (- I)" bft 

@iJ foll jc~t ~ic ~n1l1cn~liarfeit ber %,orme{ 
(a + b)'" = a(1 + al aCX- 1 b + a 2 aCX- 2 b2 + as aCX- 3 b3 + •.. 

(luenn a > b > - a ift) 
pit ~{ltiJ3id)ltng tJon ~ut3efn ge3eigt llJerben. 

@5e~t man niimHdj fur a ben mrudj ! I f 0 ergielit fidj, ba 

(a+b)~= j/a+b 
ift - Me @ntllJicfelung 

~'/-. - _ ,11/- ~ ,11/-:- ~ ~ (! _ 1) !'1- b2 ••• 
V a + b - V a + n va. a + n n va. a2 + 

1. 2 
obet: 
~~--:_~IJ-[ l ~ _ U!~-l) h~ + 1 (n-I) (2n-I) b~ + ... ] 
va+b-v a l+n a n.21l a2 n.2n. 3n a3 

@5e~t man nodj fur a, aO fo ergiebi fidj Me ffieil)enentllJicfelung 

,"(---;;-+ • [1 + ~ _~ 1 en - 1) b2 

va. b = a n all - n. 2n a~" 
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\SoU nun auG dner 3a~1 Z Me nt: ~urod ae30gen werben, 
fo fudje man eine foldje 3a~( fur a, bafJ a" miiglidJft na~e lid Z 
liegt unb fe~e Z = an + h, fo wirb b dnen um fo ffeineren 3a~(" 
wert~ ~alien, je nii~er an liei Z liegt. @a wirb ba~er Me @nt" 
wicfehmg tlon 

!'m D 

V Z = Jlan + b 

burdj eine mei~e bargefteUt wetben, weldje um fo fdjneUet 3um 

3iele fu~rt, ie geringer bet 3a~lwert~ bea ~rudjea bn ift. 
a 

~ei fpi efe. 
1. ~ie Duabratwuqel aua ber 3a~1 2 burdj dne 

mei~e baqufteHen unb 3u lieredjnen. 
ID1an fe~e 

unb wii~le tnt m eine nidjt 3u Heine 3a~1 - fudje bann baG untet 
2 

~ liegenbe niidjft niebere Duabrat, weldjea gleidj n2 fei - fo mUfJ 

c eine tler~ii(tni~mii~ig ffeine 3a~( fein. 
2 

~a fei 3. ~. m = 10, fo ift I~ = 50, ba~et n2 = 49. 

~an et~iiU nun nuE! bet ®{eidjung 

2 = m2 + ~ = 100 + ~_ 
n2 n2 49 49 

fur c Me 3a~( - 2, ba~er ift 

ober 

2 _100~ 
- 49 

y2" = y100 - 2 
7 

~n nun nadj bet %ormel 
!Ij-n - _ [ !. .!!.. 1. (n - 1) (_~)2 + ] 
V a + b - a 1 + n aD - n. 2n an ' , • 

fo ergielit fidj in bern oorliegenben %aU, IllO n = 2, a = 10, b = - 2 

uub ! = - 510 ift: 

[ 1 1 1 1 (1 \2 V100 - 2 = 10 1 - 2· 50 - 2 . 4· 50) 

1 1 1 (1 )3 ] -2·4·250 -, .. 
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ober y100-2 = 10 [1 - 1~0 - ~ .( 1~0 2_ ; (l~r 

- ~ (l~Or- .. ] 
~umerifd) ergielit fid) 

1 
100 = 0,01 

~ (I~Or = 0,00005 

~ (I~O)3 = 0,0000005 

~ C~(J = 0,000000006 ... 

mager ift 
1 1 ( 1)2 1 (1)3 !5 ( 1 \,4 

100 + 2 foo + 2 . 100 + 8" 100) + ... 
= 0,010050506 

auf neue mecimalen genau. 
~a ergielit fid) alf 0 

y100 - 2 = 10 [1- 0,010050506] = 9,89949494 
unb bemttad) tlermiige ber ®leid)ung 

y'2 = v"--'--'1 00-=-0 -_-0-2 
7 

y"2 = 9,899i9494 = 1,41421356 

aUf ad)t mecimalen genau. 

2. mie britte ~urae{ ana ber 3a91 19 hurd) dne 
ffleige baqufteHen unb au liered)nen. 

~an fe~e 
rn3 c 

19 = -+-n3 n3 

ne9me fur rn eine nid)t au Heine 3a91 an unb fud)e biejenige 3a91 n 
auf, beren britte SJ.)otena fo nage ala miigHd) liei ~ Ueg!. 

~e~t man 3um ~eifpiel rn = 8, fo witb, ba n3 miigHd)ft 

nage liei :~ = 51192 Hegen foU, n gleid) 3 au fe~en fein. 
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~~ ergiebi fidj nun c = 1. 3ie!)t man jept aus ber ®{eidjung 

19 = 83 + 1 = 512 +~ 
27 27 

bie britte ~ur3el, fo er~ii{t man: 

~us ber ~ormel 

VT9 = y83 + 1 . 
3 

Van + b = a [ 1 + ~ . ~ _ 1. Cn - 1) (~)2 + ... ] 
11 an n. 2 n an 

er~ii{t man nun, tuenn a = 8, b = 1, 11 = 3 gefept tuirb, ))ie 
foIgenbdRei!)enenttuicfeIung fur V 83 + 1 

V83+1 = 8 [1 + ~. 5~2 --!- (5~2X + 851(5~2r- .. ·J 
3n ~ecimaU;rudjen ift je~t 

1 
3 . 512 = 0,000651042 

1 
9 (512)2 = 0,000000424 

.pieraus folgt 

V8 3 + 1 = 8,0052049472 
unb bager lii~ auf bie lleunte ~ecima{e genau 

,3,r:;o-19 = V 83 + 1 v .lV '---;3:--· = 2,668401649 ... 

~uf bie angege6elle ~eife finbet man ferner burdj ffleil)en· 
enttuiefelung 

7- __ V-"-'37--1-1 __ 3 [ 1 11 3 Ita ] 
V 17 - 2 - 2 1- '7' 2187 - 72' 21872 - ... 

= 1,49891987 ... 

~ltlUenbung ber ~inomia{.ffleil)e aUt ~ttttuiefelUllg 
ber @dve aX unb bes ~ogatitgmus llon (1 + x) nadj 'Po. 
tenoen llon x. 

~enn in ber ffleil)e 

(1 + )n = 1 + ~ + n(n-l) 2 + n(n-1)(0-2) 3 + 
x 1 xl. 2 . x 1. 2. 3. x ., . 

an bie (3teUe llon x fteHl ~ ge[ept tuirb, fo etgielit fidj 
n 

20 
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( 
X)"_ n x n(n-l) X2 n(n-1)(n-2) x3 

1+- -1+-1 '-+-1 2-2+1 2 3 3+'" n n. n .. n 
o~er nadj einfadjen Umformungen 

( 1+~)n=1+~ + (1-~)~ +(1-~) (1_!)~_3 + ... 
n 1 n 1.2 n n 1.2.3 
Se gro~er mtn bie 3a~l II angenommen ltJirb, um fo fleiner 

I. I.' In "dj 1 2 3 ltJer..,en ..,te "-Jru e -, -, -, '" n n n 

$Da~er mu~ fur n = 00 jeber ber %aftoren (1 - !), 
(1 - ~), ... ber Q;in~eit gleidj fein unb man er~iiU 

( x) n X x2 X3 X4 

(a) lim l+n =l+ y + 1.2 + 1.2.3 + 1.2.3A+"· 
n=oo 

~urbe man in ber frufJeten @Heidjung ftatt n - 00 fe~en, 
10 lUurbe fidj ergeoen 

( X) n X x2 x3 X4 
lim 1+n =1+ n + 1.2 + 1.2.3 + 1.2.3.4 ± ... 

n=-oo 

ober 

( x) - n X x2 x3 X4 
(b) lim 1-11 =1+ Y + 1.2 + 1.2.3 + 1.2.3.4 + ... 

n=oo 

@3e~t man nun 
II X = m, II = mx 

in (a) ein unb oemerft, ba~, tuenn x eine vofitikle ®rofle ift, m 
unenblidj grofl tuirb, ltJenn II unenblidj gro~ ift, fo ergiebt fidj 

. ( 1 )mx X x2 x3 x" 
hm 1 + m =1 + 1 + 1.2 + :r:-2-:-3 T 1.2.3A + ... 

m=oo 

@3e~t man ferner 
n -=x = m, n = - mx 

in eh) ein unb oem edt, ba~, luenn x eine negatikle ®rofle ift unb 
n unenbHdj ..sro~ luirb - audj m unenbHdj gro~ tuerben mufl, -
f 0 ergielit fid) 

. ( 1 ) m. X2 x3 X4 

hm 1+ffi m=",= 1 + x + 1.2 + 1.2.3 + 1.2.3A + ... 
~e~tere ®leidjltng gilt aljo, ltJenlt x foltJo~( pofitiu ala audj 

negatiu genommen lUirb. 
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mun ift aber 

( 1 + ! (X = {( 1 + ~ t r 
unb ba~er 

lim (1 + ! r x = {lim ( 1 + ! ) m r 
m=oo m=~ 

~emnadj ergiebi fidj 

J. ( 1 m } x_x x 2 x 3 X4 

(c) l hm 1 +-in / m=oo -1 +1+ 1.2 + 1.2 .3 +l.2-:3.4 + .. 

~e~t man in bieler ®leidjung an bie ~teUe bon x einen 
~ugenbhcf bie @in~eit, 10 foIgt 
. --r 1 )m 1 1 1 1 

hm \1+ m _ =1+ T+ T.'2+ r-2-:3 + 1.2.3.4 + ... 
m_oo 

~m ~djlu~ be~ ~bfdjnitte~ tiber geometrifdje mei~en ~tlben 
wit bie ®ren3e, weId)er ftdj bie ®robe 

(1 + ~ r 
bei immer gro~er werbenbem III me~r unb me~r annn~ert, burdj 
ben ~ud)ftaben e be3eidjnet. %tir bie ~ered)nung biefer 3a~I e er­
~n{t man ba~er ie~t bie unenbHdje mei~e 

1 1 1 1 
e = 1 + T + T.2 + 1. 2. 3 + 1. 2. 3.4 + ... 

au~ weld)er man fur e ben 3a~lwertlj erljalten fann 
e = 2,71828182845904523536 ... 

~ebeutet ber ~udjftab e biefen beftimmten ~ert~, fo finbet 
man au~ (c), 1U0 

lim (1 + ..!..)ID = e 
m m=oo 

au fe~en ift - bie folgenbc mei~e 
x x2 x3 X4 

eX = 1 + T + T.2 + 1. 2. 3 + 1. 2. 3. 4 + ... in info 

ill?ittelft biefer mei~e fann man beIiebige Sj)oten3en ober ~ur­
aeht ber 3a~1 e bered)nen, ba x cine beHeMge .pofith.le ober negatiue, 
ganae oher gebrod)ene 3a~{ fein fann. 

@3e~t man nun 

uub uimmt bon Mefer ®leidjung bie briggifdjen ~ogatit~men, fo 
er~art man 
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Y log a ~=: X log e 

log a 
x = y loge 

mue ber ~ogariff)men{efJre iff alier liefannt, ba~ ber ~ogaritf)~ 
mue einer 3afJI N, genom men in einem ®9ffem, beffen ®runbaafJI 
m ift - fid) mit .piHfe ber liriggi[d)en ~ogaritfJmen folgenberma~en 
barfteUen lii~t 

log N 
log m 

mad) ber ~rmirung einee ~ogaritfJmue ift ber oliige ~ogaritfJ~ 
mue auer aud) au fd)reilien 

. Log (ml N 

memnad) wiirbe 

au fd)reilien fein. 

~rf(iirung: 

log a L (el ( ) -.- = og a 
log e 

mae IogaritfJmi)d)e 3eid)en 
Log(el (a) 

b. i. ber ~ogaritfJmue einer 3afJf a, genommen in cinem 
® 9 [t em, b e ff e n ® run b 3 a f) ( 

e = 2,7182818284 ... 
i ft - w i r b ei n fad) li e a ei d) n et bur d) 

l(a) ober log nat (a) 
un b gel e 1 e n logarithmus naturalis a. 

Sn ~oIge biefer ~rt{iirung erfJiiU man auG bet ®Ieid)ung 
x _ log a 

- Y log e 

ba liog a = I (a) ift - bie folgenbe ®Ieid)uug 
og e 

x = y I (a) 
memnad) ergielit fid), wei( aY = e gefe~t war auG ber 

@Heid)ung 
x x2 x3 

aY = 1 + T + IT + 1. 2.3 + ... 
bie fo(genbe 

aY = 1 + ~~ + ~aL + y3 (lap 
] 1.2 1.2:-3+'" 
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ober ttlenn man ttlieber fur I(a) ben ~uBbrucf log a fif)reiUt 
loge 

aY = 1 + 1.. log a + X_(log3.)2 + ~(Iog a)3 + 
1 log e 1 . 2 log e 1. 2. 3 log e 

3n ber ffieigenentttlicfelung 
2 

aY = 1 + r la + 1 ~ 2 (la)2 + ... 
fe~e man an bie CStelle non a ben ~edg (1 + x) unb fUr y bie 

@}riij3e ~, fo foIgt 
n 

t 

(1 + x)" = 1 + ~ 1(1 + x) + +. (I (1 + X))2 + ... 
T:2 

@;ntttlicfelt man nun (1 + x) D naif) ber ~inomia[ = ffieilJe, fo 
ttlirb ergalten: 

1. 1 1 ( 1 ) 1 (1 )(1 ) (1+x) =1+- + - - -1 x2 +- --1 \--2 x3 + ... 
n n \n n n n 

1. 2 1. 2. 3 
1 

~urd) mergleicljung bet beiben @;ntttlicfelungen non (1 + x) D 

etgieUt fid) alfo: 

1 +! I (1 +x) + --.;- (1(1 +X))2 + .. , = 1 +.!.x + !(l-l)x.' 
/I n n n n 

1. ~ -=}-.--=-2-

+ ~ (~ -1) (~- 2) x3 + ... 
1. 2. 3 

CSubtralJid man aUf beiben CSeiten biefer @}[eicljung bie @;in= 
geit unb lnuItiplicid bann mit n, fo foIgt 

1(1 + x) + --?- [1(1 +x)]2+ '" =x + (~-1)x2 
1.2 1.2 

+ (* -1) (~ - 2) x3 + ... 
1. 2. 3 
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~aburdJ, ba~ man in biefer @(eief)ung bie 3a~{ n uber aUe 

@ren3en llladJfen {af3t - Illirb ber mrudJ ~ her .8a~{ 0 immer na" 
n 

~er geruat unh man fiel)t, baf3 fur n = 00 Me linfe ~eite ber 
lJorfte~cnben @leidJung fidJ aUf 1(1 + x) rebucid, - Illii~renh bie 
redJte ~eite bie @eftart gelllinnt 

1 . x2 + 1. 2 3 1. 2. 3 4 + 
x-I. 2 T~ x-I. 2. 3. 4 x ... 

ober einfadJer 
x2 x3 X4 

x- 2 + 3 - T +··· 
~a~er ergiebt fief): 

x2 x3 X4 x5 

] (1 + x) = x - 2 + 3 - T + 5 

Sn Mefer ffieilje fur 1(1 + x) bebcutet x eine 3aljl, Ille(ef)e 
innerljalb ber @ren3en - 1 utlb + 1 liegt. ~e~t man an Me 
~tel{e tlOlt x bie @rii~e - x, fo er~art man au~ ber tlorfteljenhen 
ffieilje 

x2 x3 X4 x~ 
1(1 - x) = - x - 2 - "3 - T - [) - ... 

1:>iefe @[eief)utlg fubtraljire man tlun tlon ber oliigen unh be­
benle, bas 

](1 +x) - lei-x) = 1(: +=) 
ift, [0 cntfteljt 

I (~ + =) = 2x + 2:~ + 2;5 + 2;1 + ... 

@~ IOU ie~t nodj 31lleier ffieiljen @rllliiljnung gefdjeljen, Ille[ef)e 
inabefonbere lief her mereef)nung her ~ogaritljmen gan3er 3aljlen 
benu~t Illerhen. 

~ua ber @{eidjung 

p2 = (p + 1) (p _ 1) (p/2 1) 
foIgt, Illenn Me ~ogaritljmen genommen Illcrhen 

21p = l(p+I)+ ](p-I) +]( P2~I) 
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2Jp - I(p + 1) - I(p -1) = I 2p2 -=.If 2-. 
2p2-1-1 

-I p (1 + 2/-1) 
- 1 

1 - 2p2 _ 1 

@:ntlllidelt man nun nadj ber mei~e 

I ( 1 + X\ _ 2 + ~~ + 2x5 + 
I-xi - x 3 5 '" 

ben ~uBbtud I (: : 2p' ~ I ) , 10 er~d{t man 

2p2 -- 1 

( 
1 + 2p2 ~ 1 ) 2 2 

I _ 1 =2p2 -1 + 3 (2p2_1)3 
1 2p2_1 

2 
+ 5(2p2_1)5 + .. , 

IDa~er ergiebt fidj 
2 2 

2Ip-l(p+I)-I(p-1)= 2p2_1 + 3(2p2_1)3 

2 
+ 5 (2p2_1)5 + ... 

obet nadj etfolgtet IDiuifion burdj 2 
1 1 1 1 

Ip-"2 I (p+I)-"2 I (p-I)=2 p2_1 +3(2 p2_1)3 

1 
+ 5(2p2_1)5 + ... 

Sn biefer @leidjung fe~e man an Me @Stelle uon p ber mei~e 
nadj bie 3a~len 101, 102, 103 ...... 132 unb bmdjne fiir biefe 
3a~lllled~e Me 3llleiunbbtei~ig mei~en 

III 
(p) = 2 p2_1 + 3(2p2-1)3 + 5 (2 p2-1)5 + ... 

llleJdje~ obne et~eblidje @Sdjlllietigfeit gef dj elj en fann, btl man uon 
biefen meiljen nut feljr Illenige @lieber getirlludjt - inbem bet 
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gtoute aUet ~tii4Je 1 ~en m3ed~ 204101 befi~t un~ man 2 p2'_1 
3Ut ~m4Jnung ~et mei~e 

1 1 
(101) = 2040-1 + 3 (20401)3 + ... 

auf ~un~ert mecimalen nut 12 ®Iie~et Mefet ffiei~e gebtau4Jt. 
Sft ~ie ~ete4Jnung ~et 32 ffiei~en etfoIgt, fo 3erIege man Me 

linta auftteten~en ~ogatit~men in ~ie ®umme ~et ~ogatit~men bet 
%himfaftoren. fo ergeben fi4J 32 ®Iei4Jungen, aua benen man Me 
~ogarit~men bet erften 32 >ptim3a~(en klon 2 Ma 131 unb bem~ 
nii4Jft au4J Me ~ogatit~men aUet 3ufammengefe~ten 3a~Ien klon 2 
liia 136 et~alten tann. 

m3eit f4JneUet mei4Jt man Me ~ete4Jnung bet ~ogatit~men 
aUf ~em foIgen~en m3ege. 

IDCan liemerfe bie ®Iei4Jung 
(p -1)2 (p + 2) - (p + 1)2 (p - 2) = 4 

un~ fotme biefeIbe in ~ie foIgenbe um 
(p _1)2 (p + 2) (p + 1)2 (p - 2) + 4 p3_ 3p + 2 
(p + 1)2 (p - 2) = (p + 1)2 (p - 2) = p3 - 3p _ 2 

Se~t ne~me man aUf beiben ®eiten Me ~ogatit~men, fo folgt 

21 (p-I) + I (p +2) - 2 I (p+ 1) -I (p- 2) = I (::=~:~~) 

(1 + _2_) 
p3_3p 

=1 2 
1- p3 _ 3p 

mun entwicfele man ben ~ogatit~mua te4Jta mittelft bet ~otmd 

1 ( 1 + X) _ 2 + 2x3 + 2x5 + I-x - x 3 5 ... 

fo ergiebi fi4J, wenn ber @infa4Jfjeit wegen gefe~t wirb 
2 I( 2 )3 1( 2 )5 

(p) = p3 _ 3p +"3 p3 - 3p +"5 pa - 3p + ... 
bie ®rei4Jung 

21 (p-I) + 1 (p+2) - 21 (p -I- 1)-1 (p-2) = 2 (p) 
ober wenn but4J 2 Mklibiti witb 

1 1 
1 (p-1) - 1 (p+I) +"21 (p+2) --"21 (p-2) = (p) 

Sn Mefet ®rei4Jung fe~e man wiebet an bie ®teUe klon p bet 
ffieifje na4J bie 3a~Ien 101, 102, 103, ... 132 unb bete4Jne fiir 
bief e 3afjlwedfje bie 3weiunbbreif3ig ffieifjen 
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2 1 ( 2)3 1 ( 2 )5 (p) = 3 3 + -3 ----a-3- + -5 -3--3 + ... p-p p-p p-p 
llJeldje~ um fo leidjter gefdje~en fann, ba ber griif3te aIIer ~riidje 

pa ~ 3p nur ben m3ert~ 514~99 liefi~t unb man ba~er non feiner 
bief er ffleigen, um aUf ~ u n bert :.D e ci m a len bie ffledjnung au~" 
3ubelJnen, melJr aUI n e u n @Ueber geliraudjt. 

:.Der llJeitere %ortgang ber meredjnung ift berfellie, llJie llJeiter 
olien . 

.pat man fidj nun eine ffleige non ~o9aritgmen fur Me ®runb" 
aagl e nerfdjafft, fo fann man Me liriggildjen ~ogaritlJmen ber lie" 
treffenben 3ag[en finben, inbem man Me erfteren burdj I (10) Mni" 
Mtt; benn au~ ber ~ogaritgmen" ~georie gat man Me ®leidjung 

1m 
log (m) = ITO 

Sieu ena e~ntu ~bf d)nitt. 
~uflofung ~n Q;leid)ungtn ~Utd) ~nniilJttung. 
DlillJogl man bie ®feidjungen britten unb nierten @rabe~ nodj 

algeliraifdj aufliifen fann, fo madjt man non biefer ~ufliifllns~" 
metgobe bodj nur feIten ®eliraudj, llJei{ bie ~eredjnung eine au 
umftiinMidje llJitb; man lieMent fidj nielme~r einer ffiletgobe, llJeldje 
unter ber ~eaeidjnung ,,~{ U flii f un 9 b er ® [eidj un gen bur dj 
~ n n ii get un g. 6efannt ift unb llJeldje ben mottgei{ neteinfadjter 
ffledjnung gellJiigrt. 

Sft itgenb eine a[geliraifdje @leidjung non ber %orm 
xn + al x n- 1 + 14 x n- 2 + ... + 3n-1 X + an = 0 

gegelien, fo fudje man burdj einige SJ.)rolien 3llJei gan3e aUf einanber 
fofgenbe 3a~fen 3U ermitteIn, innergalli llJeldjer eine m!urael x ber 
tlOrgelegten @feidjung liegt. ~ebeutet nun Cl einen m!ert~ 3llJifdjen 
biefen lieiben auf einanber folgenben gan3en 3aglen (ben man am 
lief ten fo nage al~ mii!llidj ber m!urael x burdj IProliiren ober 
®djii~en llJliglt), fo llif3t Me m!urael x fidj folgenbermaf3en barfteIIen 

X=Cl+W 

llJO w eine geringe 3aglengriif3e (@:orrettion) liebeutet, beren 3agl" 
llJertg 3llJifdjen ben ®ren3en 0 unb 1 entgaIten fein llJitb. - ®e~t 
man nun in ber gege6enen ®Ieidjung 

xn + 81 x n- 1 + 82 Xn- 2 + ... + an = 0 
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an bie <steHe non x Mefe <Summe (1 + W unb liHbet nadj bem 
liinomifdjen <Sa~e Me SJ,)otenaen xn, xn- l u. f. w., fo witb man 
dne ®leidjung er~a{ten, heren Hnfe <sette fidj nadj SJ,)oten5en non w 
fortfdjrettenh entwicfefn liij3t. ~iefelbe wirb bie ~orm ~alien 

A + Al W + A2 w2 + ... = 0 ma nun w ala ner~iiUnij3miij3ig ffeine ®roj3e an5ufe~en ifi, 
fo fann man bie britten unb ~o~erelt SJ,)oten3en non w alG uner~ 
~eblidj tlernadjliiffigen; in her megd wirh man fogar fdjon haG 
Duahrat tlon w nernadjliiffigen hurfen. rolan er~ii1t hann entweher 
hie ®feidjung 

A + Al W + A2 w2 = 0 
oher bei mernadjliiffigung hea Duahratea tlon w 

A + A1 W = 0 
m-ua dner Mefer lieihen ®Ieidjungen wirh man nun einen an~ 

genii~erten m3ert~ fur w er~aUen unh mit .piilfe biefea m3ert~ea 
dne ®roj3e 

X=(1+W 

finhen, we1dje ber wa~ren m3urad x nii~er Hegt ala Me ®roj3e (1. 
miefen m3ert~ fe~e man ltlttt an Me <Stene tlon (1 in her ®leidjung 

X=(1+W 
unh wiehergole hie ~eftimmun~ non w in her norger angegelienen 
m3eife, fo erfangt man nadj eimgen tlperationen einen m3ert~ non x, 
llleldjer ala aufammenfarrenh mit her llla~rcn m3urse{ her ®leidjung 
angefe~en luerhen harf, inhem ber Unterfdjieh her ergaltenen unh 
her lllagren m3uWf beHebig fIein gemadjt luerhen fann. 

<Sorr 3. ~. hie ®leidjung 
x3 + 2x2 + 4x = 87 

aUfgelOft werben, fo iilieroeuge man fic'9 3uniidjfi, haj3 her m3edl) 
einer igrer msurseln 3111ifdjen hen aUf emanher folgenhen 3a~len 3 
unb 4 liegt; henn ea ift 

33 + 2.32 + 4.3 = 57 
43 + 2. 42 + 4. 4 = 112 

<Se~t man fur x hen m3edg 3wifdjen 3 unh 4 gleidj 3, 5, -
fo er~iilt man 

3,53 + 2. 3,52 + 4.3,5 = 81,375 
m-ua Mefer ~eredjnltng erfie~t man, haj3 x nodj Grober alG 

3, 5 an3une~men ift. <Se~t man ha~er x = 3, 6, - fo finhet 
man: 

3,sa + 2. 3,6~ + 4 . 3,6 = 86,976 
.pieraua fie~t man, hab x nur fe~r wenig gtober ala 3, 6 

fein with. ~an fe~e hager 

in hie ®leidjung 
x = 3,6 + w 

x3 + 2X2 + 4x = 87 
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ein, fo ergie6t fidj, nadjbem bie Hufe ~eite berfelben nadj lPoten3en 
uon OJ entwiCMt ift 

86,976 + 57,28 OJ + 12,8 OJ2 + OJ3 = 87 
~Utd) ~ubtraftion uon 86,976 foIgt au~ biefer ®leid)ung 

57,2SOJ + 12,SOJ2 + OJ3 = 0,024 
~a OJ, wie man fie~t, eine fe~t fleine Safjl fein muf3, fo mag 

ba~ Duabtat betfelben unb um fo me~r i~t @;u6u~ uernad){tiffigt 
werben. .pietburdj ge~t bie uotliegenbe ®leidjung in folgenbe liber 

57,28OJ = 0,024 
au~ wddjet er~alten with 

0,024 
OJ = 57 28 = 0,0004189 , 

~lit x, weldjeG gleidj 3,6 + OJ gefe~t wat ergie6t fidj 
bemnad) bet angenti~erte ober cottigirte ~ert§ 

x = 3,6004189 
~an li6eroeugt fid) leid)t, bllf3 biefet Wert§ fe§t na§e bet 

~ur3el bet ®leidjung 
x3 + 2X2 + 4x = 87 

Hellen muV, benn man er~alt, wenn man benfelben hurd) ~ be~ 
3eid)net 

~3 + 2~2 + 4~ = 86,9999968 .•• 
~on bet ~ertij uon x mit einem nod) grof3eren ®rabe uon 

®enauigfeit 6etedjnet werben, fo §at man 
x = 3,6004189 + OJ 

in bie ®leid)ung 
x3 + 2x2 + 4x = 87 

ein3ufe~en unb 3Ut meftimmunll bet neuen fe~t fleinen @;orreftion OJ 
in bet uot~et angegelienen Weite 3u uetfa~ten. -

~enn man in bet ®leid)ung 
57,28 OJ + 12,S OJ2 + OJS = 0,024 

au~ weld)et bie etfte @;orreftion bet ~uroel gefunben wutbe - baG 
Duabtat uon OJ lieilieijtirt unb nut ben @;ubu~ uon OJ uetnad)ltiffillt, 
fo er,.9iebt fid) oUt meftimmung bet @;orreftion OJ bie quabtlltifd)e 
®leid)ung 

57,28OJ + 12,SOJ2 = 0,024 
obet 

2 + 17,9 0,03 
OJ T OJ = 16 

~u~ bieiet ®leid)ung ijllt man nut bie .pofitiue ~urae( au 
neijmen, wei{ bie @;orreftion OJ in biefem ~ane .pofitiu fein muf3. 
@G ergielit fid) baijet 



w = 

ober limef)net 

3Hi 

17,9 -+ yC17,9)2 + 0,12 
8 

w = 0,00041895519 ... 
~lf 0 finbet man 

x == 3,60041895519 ... 
mon biefer foIDuqef ift noef) bie 11. 1)edmaf3iffer rief)tig. 

m5iU man buref) ~nnii'1)erung bie @)feief)ung 
x f) + 5x = 10 

aUfliifen, fo iioewuge man fief) 3uniiefJft buref) dnige sprooen, baa 
x innerfJafo ber oeiben gan3en 3a1)fen 1 unb 2 nnb 3iemHef) na1)e 
ber 3a1)1 1,3 (jegt. 

1)ann feDe man 
x = 1,3 + w 

fo erqiift man aua ber @)Ieief)ung 
X O + 5x = 10 

wenn man noef) spoten3en bOn w entwicreU, bie folgenbe: 
10,21293 + 19,2805 w + 21,97 w2 + 16,9 w3 + 6,5 w4 + w5 = 10 

ober 
0,21293 + 19,2805w + 21,97 w2 + 16,9w3 + 6,5w4 + w5 = 0 

mernaef)liiffigt man in biefer @)leidJung bie 'J,)otenaen w3, w4, 
w 5 - fo ergieOt fief) bie quabratifdJe ®leief)ung 

0,21293 + 19,2805w + 21,97w2 = 0 
alta welef)er man in ~eriicrfidJtigung bea Umftanbea, baa w eine 
fleiue negatilJe ®riif;e fein mus, ben folgenben m5ertf) erf)iiIt 

w = - 19,2805 + Y (19,2805)2 - 4 . 0,21293 . 21,V7 
2.21,97 

ober oereef)uet 
w = - 0,011186 

1)a nltn 
x == 1,3 + w 

gefeDt war, fo ergieOt fief) niif)erungaweife 
x = 1,288814 

~e3eief)net man biefen angeniif)erten m5ertf) ber m5urae[ buref) a, 
f 0 finbet man: 

a 5 + 5a = 9,99998380555 ... 
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Um bie ~urael x nodj genauer au erijalien, fe~e man 

in bie ®leidjung 
x = 1,288814 + 0) 

x 5 + 5x = 10 
unb tlerttadj(nffige baa Duabrat unb bie fo(genben s,})otenaen ber 
fe~r Heinen neuen ~ottettion 0), fo finbd man aua ber fidj liilben~ 
ben ®(eidjung 

[5 (1,288814)4 + 5] 0) = 0,00001619445 
bie neue ~otteftion 

0) = 0,0000008616227 ... 
~an er~nlt ba~er ben fe~r genauen ~ert~ ber ~ur3e{ 

x = 1,2888148616227 ... 

Sn einigen ~iiUen fann man bem ~ed'ge dner ~ur3e( fidj 
fe~r fd)neU annn'gem aUf einem je~t an3ugelienben ~ege. 

~enn eine ®{eidjung tlon ber ~orm 
xn - ax = b 

~egelien ift, in weldjer ber @~~onent n eine nidjt oU Heine 3a'91 
1ft unb a dne nidjt au grobe 3a'9(, b bagegen eine griif3ere 3a'91 -
fo liHbe man au~ hiefer ®!eidjung 

x = iI-b -+-a-x-

unb fe~e in bie ted)te ~eite betfellien fur x einen lielielii.sen, bet 
~uroe{ miigHdjft na'ge fommenben ~ert'9 ein; barauf lieml)ne man 
bie nte ~urael mit .piilfe ber ~o.sarit~men, fo er'9nlt man einen ber 
wa~ren ~U!3el x feijr tlie( nnger fommenben ~ert~. ~enfelben 
fe~e man in bie redjte ~eite fur x ein ltnb lieredjne abermals bie 
~u!3el, fo wirb man nadj einigen t)~crationen einen ber wa~ren 
~ur3e[ x iiuberft na~e Hegenben ~ert9 er~a(ten. - @s ,ei 3. ~. 
bie ®leidjung 

x l O-5x = 100 
gegeben, fo liilbe man 3uniidjft 

10,-==;::-:--:;--
X = y100+5x 

ltnb fe~e redjt6 fur x ben ~ertij 1 ein, fo er'9dlt man ben genaueren 
~erl9 

x = IV 105 = 1,592645 
IDiefen 3a'9lwed'9 fe~e man nun wieber in bie redjte ~eite 

ber ®leidjung 
X=Y100+5x 

ein, fo er'9lilt malt a(6 3weite merbefferung ber ~ur3el ben foIgen~ 
ben ~usbru(f 

10,.-;:;-;:;-==-=-
X = y107,963225 = 1,597083 
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®e~t man biefeu 3al)ht1ert~ nodj einma! in bie redjte ®eite 
ber @Hetdjung 

10-~-

X = V 100 + 5x 
flir x ein, f 0 ergiebt fidj 

10----
x = Y107,985415 = 1,597116 

a{~ fe~r angeniiI)erter ?!BertI) ber gefudjten ?!Bur3eL 

.pat man bie ®feidjung 
x10 - x2 + 2x = 1000 

auf3ufiifen, fo oHbe malt au~ berfeIoen 
~o/ x = v 1000 - 2x + x2 

®e~t man nun in ber redjten ®eite Mefer ®leidjung fur x 
ben ?!BertI) = 2 ein, 1 0 er~ii1t malt al~ f elJr angeniilJerte ?!Bur3el 
Mn x ben ~uabrucf: 

1,0/--
x = v 1000 = 1,995262 

?!Benn man bief en ?!BertI) nodj einmal in bie ®leidjung 
~o/ x = v 1000 - 2x + x2 

einfc~t, fo erlJiiU man ben einer @:orreftion nidjt ttleiter lieburfenben 
?!BertlJ 

~o/ x = v 999,990548 = 1,9952604 

~emerfultg: 

~iuf bemfclucu ?!Bcge fann man audj nidjt aIgeoraifdje (trad. 
ccnbente) ®Ieidjungcu aUfHlfen. @a fei 3.~. bie folgenbe ®leidjung 
gegeben 

lOx = 500 + x 

fo nelJme man aUf lieiben ®eiten bie liriggifdjen ~ogaritI)men . 
.pierburdj ergieVt fidj: 

x = log (500 + x) 
®e~t man ltUlt in ber redjten ®eite biefer ®leidjung an bie 

®teUe tJon x belt ?!BertI) 3, fo erI)iift man 
x = log503 = 2,7015680 

miefen ?!BertI) Mn x fe~e man ltodj einmal in bie redjte ®eite 
ber ®leidjung 

fo foIgt 
x = log (500 + x) 

x = log 502,701568 = 2,7013103 
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IDurdj nodjmaligeG @infe~en er~ii(t man 
x = log 502,70131 = 2,7013101 

IDiefer ~ert~ genugt offenuar aUf fieuen IDecimalen L1er uorge­
legten ®feidjung. 

mon ber f 0 elien angegelienen illCet~obe, hie ~ur3efn uon 
®Ieidjungen burdj ~ii~erung aufaufinben, ~at man inGuefonbere in 
L1er ffientenredjnung ®eliraudj aU madjen, wenn L1er SJ)rocent- ober 
ber per ~IJaIer-®a~ gefunben werben foU. 

~egt Semanb niimlidj aUjii~rlidj bie ®umme non a ~~fr. aina­
tragenb an unLl liegann berfeIue feiue IErfparniffe mit L1em $tapitaI 
C, fo witb berfeIue nadj ~b{auf non n Sa~ren unter ber moraua. 
fe~ung, ba~ er fein ®efb au 100 p. SJ)rocent emfegt - tin mer. 
mogen non 

K = C (1 + p)" + a (1 + p )n - 1 
P 

~~aIern uefi~en. ®inb nun a, n, C, K gegeuen, fo fii~t fidj P 
foI.genberma~en burdj ~nniiIJerung finben. illCan uUbe aua ber nor. 
fte~enben ®feidjung bie fofgenbe 

ober 

(1 + p)" = a + K P a+ Cp 

1+ = .. n/ a + Kp 
P V a + Cp 

®e~t man nun in ber redjten ®eite biefer ®leidjung an bie 
®teUe non p einen ungefiil)ren ~ert~, fo er~ii{t man ala genaumn 
~ert9 uon p ben ~uabruCf 

~enn 3. ~. 

= .. D/~+Kp _ 1 
P V a + Cp 

a=50 
C = 3000 
K = 5000 
n = 10 

gefe~t wirb, fo erl;iirt malt aur ~eftimmung Mit p nadj erfoIgter 
mmiltfadjung L1ie ®leidjultg 

~o/-::-I-c+~l0;:-::O:-p-

p = V 1 + 60p - 1 

Se~t fe~e man redjta fur p belt ~ett~ 

p = 0,05 (= 5 %) 
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fo finbet man aua ber @(ei~ung 

:rS-
ben genaumn m3ed~ 

p = V2 - 1 

p = 0,04138 
€ie~t man Mefen m3ert~ wieber flir p in bie re~te €ieite ber 

@(ei~ung 

p = V-~{-~~~: - 1 
fo er~ii{t man ben genaueren m3ert~ 

~o/5i38 
p = V 3:4828 - 1 = 0,03965 

5Dur~ Iloermalige @;infe~ung biefea m3ed~ea in bie @jlei~ung 
!~1 + 100 

P = V 1 + 60: - 1 
er~iiU man 

!~ 4 965 
P = V 3:379 - 1 = 0,03923 

5Die aUf ii~nH~e m3eife ~erouleitenben nii~ften m3ed~e flit p 
lauten: 

p = 0,03913 
p = 0,039103 
P = 0,039096 
P = 0,039095 

5Demna~ ift ber sprocentfa~ 

= 3,9095% 

Se Heiner man a im mer~ii{tnifl 3u C unb K annimmt, um 
;0 f~nener Hefed baa angegeoene merfa~ren einen genauen m3ed§ 
tlOlt p. 

~ufliifung afge6raif~et @fei~ungen mit 3wei Unlie~ 
fannten b ur~ aUmii~ li~e ~nnii~erung. 

€iinb 3wei a(georQif~e @leid)ungen gegeoen, beren oeibe Un" 
liefannten x unb y finb, - fo fud)e man 3unii~ft 3wei fold)e m3ed~e 
x = a unb y = b burd) sprooiren 3U ermittefn, wef~e na~e3u ben 
oeiben tlorgefegten @Hei~ungen @enlige Ie if ten. ~Iabann fe~e man 

x=a+w 
r=b+e 
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in bie lleiben gegellenen @Ieidjungen ein unb uernadjltiffige llei ber 
~uf!iifung ber .sr{ammern bie Ouabrnte unb ~ii~eren ~otenaen uon 
w unb e, fo tute bie ~robuftuerllinbung W$. @g ergellen fidj auf 
biefem ?!~ege bann awei @{eidjungen beg erften @rabeg, beren Un~ 
llefannte W unb e finb unb aug benen bie angenti~erten m!ert~e 
biefer lleiben @;omftionen ber un~efti~ren m!uqe{n a unb b entnom~ 
men tuerben fonnen. m!erben bte corrigirten m!ert~e uon x unb y 
entfpredjenb burdj a' unb b' lleaeidjnet, wo 

ift, fo fe~e man 

a'=a+w 
b'=b+s 

x=a'+w' 
y=b'+e' 

unb uerfa~re aur ~eftimmung ber lleiben neuen @;orreftionen w' 
unb e' gan3 tuie uor~er. madj einigen ~nnti~erungen wirb man 
bann bie m!ert~e uon x unb y mit einem llelielligen @rabe uon 
@enauigteit er~alten. 

~nmerfung. 
@in gan3 ti~nIidjeg metfa~ren ~at man ein3ufdjlagen, um aug 

me~rmn a{gebraifdjen @(eidjungen bie m!ert~e a{{er Unbefannten 
burdj a{{mti~lidje ~nnii~erung au er~alten. 

miefeg merfa~ren mag nun an einigen ~eifpie{en etIiiuted 
werben. 

1) ~d ben II eiben @Ieidjungen 
x3 + xy2 = 30 
y4 + 3x2y = 120 

x unb y au lleredjnen. 
3uniidift iibet3euge man fidj burdj einige ~J)rollen, bafl bie un~ 

gefa~ten m3ert~e ber Unbdannten 
x = 2 unb y = 3 

finb; bann fe~e man 
x=2+w 
y=3+s 

in bie uorlle{egten @leidjungen ein, fo ergellen fidj, tuenn bie Oua~ 
braie unb ~o~eren ~oienaen, fo tuie bie ~:probutte ber @;orreftionen 
II) unb e uernadjltiffigt werben, bie beiben @{eidjungen 

ober 

x3 + xy2 = 26 + 21w + 12s = 30 
y4 + 3x2y = 117 + 36w + 120s = 120 

21w + 12s = 4 
12w + 40s = 1 

21 
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mu~ hiefen beihen @{eidjungen finhet man hie m3ertge her 
bcihen ~orreftionen 

37 
0,2124 ... 00= 

9 
s = - 232 = - 0,0388 ... 

1:lie corrigirten m3ertge \lon x 1mh y (auten alfo 
a' = 2 + 00 = 2,2124 .. 
b' = 3 + s = 2,9612 

Um hie @enauigteit her mnniigerung nun nod) lueifer an itei= 
ben, le~e man 

x = If + 00' = 2,2124 + 00' 

y = b' + i = 2,9612 + i 
in hie \lorge(egten @Heidjungen ein unh \lernadjfCiffige lUieher hie 
Duahrate unh 'J,)rohufte \lon 00', s', 10 lUie hie giigeren 'J,)oten3en 
hiefer ~orreftionen. @~ ergeben fidj bann Me beiben @{eidjungen 

x3 + xy2 = 30,22894 + 23,4528400' + 13,1027le' = 30 
y4 + 3x2y = 120,37282 + 39,a0814w' + 118,5477s' = 120 

ober 
0,22894 + 23,4528400' + 13,10271e' = 0 
0,37282 + 39,30814w' + 118,5477i = 0 

mu~ biefen ®reidjungen finbet man nun hie Bag{en fur Me 
~orrettionen 

w' = - 0,0098247 
Sf = 0,0001128 

~ager ergiiU man ala folgenbe miigerung~lUertge fur x unh y 
x = a' + 00' = 2,2025753 
Y = U' + i = 2,9613128 

1:liefe m3ertge geniigen fel)r nage ben uorge(egten ®{eidjungen, 
benn man erl)iiU - luenn bie[eUien eingefe~t lUerben 

x3 + xy2 = 30,00066 
y4 + 3x2y = 120,00095 

m3urbe man nodj einmal hie m3ertge uon x unb y \lermittefft 
ber angegebenen ffiletl)obe corrigiten, [0 lUurbe man genauer er· 
gaUen 

x = 2,202547 
Y = 2,961314 

a{~ m3uqe(n her beiben ®leidjungen 
x3 + xy2 = 30 
y4 + 3x2y = 120 
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2) IDie beiben C~Heiil)nngell 
X4 + xy2 = 250 
y4 + x2y = 50 

bntil) m:nniibetnng anfan(ofen. 
IDa bie beiben ~nqeln biefer @leiil)nng, lUie man nail) eini~ 

gen sproben finbet - nabe bei ben 3a~len x = 4 nnb y = 2 (ie~ 
gen, fo fe~e man 

x=4+oo 
y=2+a 

in bie gegebenen @(eiil)ungen ein unb bebafte nur bie erften spoten~ 
3en ber @;orreftioneu obne 'J)Htna~me i~rer SProbuftuerbinbung bei, 
fo erbalt man bie beihen @{eiil)ungen: 

obet 

X4 + xy2 = 272 + 26000 + 16e = 250 
y4 + x2y = 48 + 1600 + 48e = 50 

13000 + 8e = - 11 
800 + 24e= 1 

m:n6 biefen beiben @{eiil)nngen finbet man 
17 

00 = - 191 = - 0,089 .. 

109 
e = 1528 = 0,071 .. 

illlan etbiilt ba~er a{6 erfte m:nna§erungen bet ~erl§e uon x 
nnb y bie ®roj3en 

a' = 4 + 00 = 3,911 
b' = 2 + e = 2,071 

x = 3,911 + of 
y = 2,071 + e 

in bie gegebenen @feiil)ungen ein, fo er~a(t man aur ~eftimmung 
ber neuen @;orrettionen bie beiben @(eiil)ungen 

X4 + xy2 = 250,7396 + 243,578400' + 16,19936e' = 250 
y4 + x2y = 50,07373 + 16,1993600' + 50,82633e' = 50 

ober bie beiben folgenbeu 
0,7396 + 243,578400' + 16,19936e = 0 

0,07373 + 16,1993600' + 50,82633e = 0 
m:lt~ Mefen beiben @leiil)nngen erbiilt man fUt bie @;orreftio' 

nen 00 ltnb e bie ~erlbe 
00' = - 0,0030036 
e' = - 0,0004930 

21* 
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IDemnadj er~iilt man nUl cl.lttigitie ?meti~e fUr x unb y 
x = 3,907996 
y= 2,070507 

IDie nun fl.l(genbe ~nniifjeruns Illiirbe ergebm ~nben, bau Ul.ln 
biefen beiben ?mert~en nur ber erttere eine ~l.lrreftil.ln 

= - 0,000004 
au er~nlten ~at. IDie Illafjren ?mertfje finb bemnndj 

x = 3,907992 
Y = 2,070507 

3) IDie brei ®leidjungen 
x2 + yz = 8 
(x + y)z = 10 
y2 + Z2 = 12 

burdj aHmii~(idje ~nniifjernng nuf3u(ofen. 
IDurdj SJ)rl.lbiren uerfdjaffe man fidj 3uniidjft bie ®ellliUfjeit, 

baU bie ?mert~e x = 1, Y = 2, z = 3 nl~ rl.l~e ~nniifjerung~" 
Illert~e geIten unb fe~e bnnn 

x=l+(I) 
y=2+a 
z = 3 + (3 

in bie gegebenen ®feidjungen ein, fo erfjiilt man mit IDernndjliiffigung 
ber sprobuftuerbinbungen unb ber Ouabrate ber ~orreftionen bie 
fo{gellben ®leidjungen: 

2(1) + 3a + 23 = 1 
3(1) + 3a -+- 38 = 1 

4e + 68 = - 1 
~u£l biefen ®leidjungen ergiebt fidj 

7 
(I) = 18 

1 
s=3 

7 
(3 = - 18 

IDafjer Illerben bie cl.lrrigirten ?mertfje ber Unbefnnnten 
25 

x = 18 
7 

y= 3 
47 

z = 18 
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25 , 
x=TIf+ro 

7 , 
Y = 3 + I; 

z = 47 + 8' 
18 

in ~ie gegebenen @Hei4Jungen ein, fo erljiift man our ~eftimmung 
~er neuen ~orreftionen w', i, 8' Me ~rei ®lei4Jungen 

2599 + 25 '+ 47 , + ~ ~, = 8 
324 9 w 18 I; 3 u 

3149 + 47 '+ 47 , + 67 ~, = 10 
324 18 w 18 I; 18 u 

3:~! + ~4 e' + ~7 0' = 12 

o~er Me folgen~en 

50 w' + 47 i + 42 (f = - 178 

47 w' + 471;' + 678' = ~~ 
42 i + 47 (f = _ 85 

36 
mUG ~enfenien er~a(t man ~ie ~ertlje 

w' = 0,0937 .. 
i = - 0,3124 .. 
8' = 0,2290 .. 

unb ~aI)er ~ie corrigirten ~ert~e ~er ~uwln 
x = 1,483 
Y = 2,021 
z = 2,840 

Se~t le~e man Itlieber 
x = 1,483 + w" 
y = 2,021 + i' 
z = 2,840 + 8" 

fo erI)aH man aUG ben uorgelegten ®leicljungen 
2,966 w" + 2,840 i' + 2,021 8" = + 0,061071 
2,840 W' + 2,840 i' + 3,504 0" = + 0,048640 

4,042 i' + 5,6808" = - 0,150041 
~ie ?illertlje, ltlel4Je man ljierauG fur bie neuen ~orreftionen 

fin~et - fin~ 
w" - 0,054 
i' = - 0,032 
'0' = - 0,004 
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.pieraue ergelien fid) Me cortigirien m3uqe(n 
x = 1,537 
Y = 1,989 
z = 2,836 

Se~t fe~e man tuieber 
x = 1,537 + w 
y = 1,989 + e 
z = 2,836 + I) 

tuo Me ~ccente liei ben @;omftionen ber ~infad)ijeit tuegen fori. 
geIaffen finb, fo ergelien fid) ane ben urf.priingHd)en @Ieid)ungen 
bie fo(genben 

3,074 w + 2,836 E + 1,989 I) = -" 0,003173 
2,836 w + 2,836 E + 3,526 I) = 0,000264 

3,978 e + 5,672 I) = 0,000979 
1)urd) ~nfHifltng Mefer @(eid)ungen ergielit fid) 

w = 0,000262 
e = - 0,00300 
I) = 0,002277 

~ie tlerliefferielt m3edl}e tlOIt x, y, z (auien je~t 
x = 1,537262 
Y = 1,986000 
z = 2,838277 

®e~t man nun nod) einma[ 
x = 1,537262 + w 
y = 1,986000 + E 

z = 2,838277 + I) 

in bie gegebemn ®(eid)lIngen ein, fo erl}iHt man brei @(eid)ungen 
aue benen fid) fo{genbe m3edl}e fur Me @;omftiotten ergelien 

w = - 0,0000003 
E = - 0,0000031 
I) = 0,0000001 

1)ic tuaijrcn m3edl}e ber m3ltqe{n finb bcmnad): 
x = 1,537262 
Y = 1,985997 
z = 2,838277 

~uf iil}nHd)e m3eife fann man algebraifd)e @[eid)ungen mit 
mel}men Unbefannien bllrd) a[(miil}{id)e m:nniil}erungen aUfHifen. 
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~djt3t~nttr ~bfd)llitt. 

~"'torit I)tG Qirojttn unb ftlrinlltn. 
Seher ~!u~htucf lJon x, ttleldjer burdi dne m:enberung ber @}ro~e 

x felber lleriinbert lUitb, ~ei~t eine %unftion lJon x. 
mie m:u~hriicfe 

2x - x2 

3ax + x3 

(b - X)2 

x log (; +:) 
finh %unftionen lJon x, ha eine m:enherung llon x eine meriinberung 
jehe~ herfetben pur ~o(ge ~at. 

(;%ine befiebige ~unftion lJon x pflegt man hurdj ha~ 3eidjen 
f(x) har3uftellelt. 

Unter f(x) ift hemnadj jeher m:uijbrucf lJon x 3u lJerfteijen, 
ttleldjer mit x ficlj iinbert. 

3m m:Ugemeinen ttlirb burclj tine fleine m:enberung lJon x nur 
eine geringe meriinberung ber %unftiolt bettlitft unb 3ttlar ift bie 
m:enberung her %urtftion um fo geringer, je ffeiner bie meriinherung 
lJOlt x ift. 

~iif3t man x a[[e mogHdjen 3aijIenttlerfije burdjIaufen, fo fann 
hie ~unftion f(x) fortttlii~renh grii~ere oher fItinere ~ertije anne~= 
men. Sm erften ~a[[e fagt malt, bie ~unftion ttlacljfe ftetig unh im 
3ttleiten, fie ne~me ftet!.g abo 

~o fanlt aber aud} her ~aU eintretflt, ba~ bie %unftion rex), 
ttleltlt x inlter~a{b gettliff er @relt3en ficlj bettlegt, ftetig ttliicljft unb 
foblllb hiefe @relt3en lJon x uberldjritten ttlerben - ftetig aTmimmt. 

5Dieier %aU ttlitb Ult~ in bem gegeltttliirtigen m:6idjnitt be= 
fdjiiftigen. 

~iidjft bie ~un fHon f(x) ftetig, ttlenn x fidj ber @}ren3e 
a ann ii ~ e rt , n i m mt bag e 9 e nab, ttl en n x f i dj lJ 0 n hie fer 
@ren3e entferntj fo fagt man 

hie ~unHion rex) ~abe fur x = a einen grof3ten 
~ert~ erreidjt abet fei "ein @rofHeo" gelUorben. 

Wimmt ferner hie ~1tnftiolt rex) ftetig ab, ttlenn x 
ficlj ber @ren3e R anniil)ert, ttliicljft bagegen, fobalb ficlj 
x lJon bieier @ren3e elttferntj fo fagt man 

bie ~unftion rex) l)abe fur x = a einen Ueinften 
m3 e r t 1) a lt 9 e nom men 0 her f ei "e i n ore I ei n ft e 0 II 9 e= 
ttl orb en. 
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~etrnd)ten lUir betl ~eifpiertl lUegen Me ~unftion tlon x 
f(x) = 2ax - x2 

fo lUitb fid) feid)t ergelien, baj3 lUenn x tlon muu ~er fid) ber @ren3e 
a anniiljed, Me ~unftion f(x) tlon muu liitl aur @ren3e a2 

ftetig lUiid)ft; baj3 aber, lUenn x liver Me @ren3e a ~inaue liie 3ur 
®ren3e 2 a fid) lielUegt, bie ~unftion f(x) tlon a2 liie muu ftetig 
alinimmt. - ~er ffarern Ueverfid)t lUegen fteUen lUir bie ~unftion 
f(x) fofgenbermaj3en bar 

f(x) = a2 - (a - X)2 

~e ift ie~t erfid)tfid), baj3 bie ®roj3e (a - X)2 ftete pofitill 
fein lUirb, gleidjuief, oli x groj3er ober Ueiner ale a ift. ~aljer ift 
bie ~unftion f(x) im mUgemeinen neiner ale a2 , auj3er lUenn iljr 
®ulitraljenb (a - X)2 ber muu gleidj lUitb. ~iefer ~aU tritt nur 
ein, lUenn man x = a annimmt. ~ie ~unftion 

f(x) = 2ax - x2 

erreid)t baf)er einen grof3ten m3edf) flir x = a; niimfid) ben m3edlj 
f(a) = a2• 

~etrad)ten lUir 3lUeitene bie ~unftion 
f(x) = x 2 - 2ax + b 

fo ergielit fid), bat; lUenn x tlon mull liie a anlUiid)ft, Me ~unftion 
tlon ber ®ren3e b liie 3Ut ®ren3e h - a2 fteHg alinimmt; bab 
ferner, lUenn x lilier bie ®renae a ljinaue liie aur ®ren3e 2 a fid) 
lielUegt, bie ~unftion f(x} Mn b - a2 liie b ftetig lUiid)ft. 

~e ift niimfid) 
f(x) = b - a2 + (x - a)2 

mue biefer ~orm entnimmt man, bab f(x) um Me ftete ~ofititle 
®rotie (x - a)2 grotier fein muti ale b _a2. Sn bem ~aUe aUein, 
lUO x = a ift, finbet man, bab f(x) = b - a2 lUirb. ~af)er ljat 
bie ~unftion 

f(x) = x2 - 2ax + b 
flir x = a einen tleinften m3edf) erreid)t; bieier ift b - a~. 

~amit cine ftetige ~unftion tlon x f(x) fur x = a 
lilierI)aupt einen groj3ten m3edf) annimmt, muj3 offenliar, 
lUenn man unter 0) cine vefieliig Heine ~oiititle 3alj{ 
tl er it e lj t 

f(a + 0)) < fa unb 
f(a - 0)) < fa 

i ein. 
®ofl bagegen bie ~unftion f(x) fur x = a einen f(ein~ 

ft e n m3 e rt lj ann e 1) men, f 0 m u j3 
f(a + 0)) > fa, beegleid)en 
f(a-O))>fa 

It1 er ben. 
m3ir lUolfen nun an ben lieiben uorI)er lieljanbeUen ~eifpiefen 

aeigen, bat man mittelft ber oliigen llngleid)ljeUeliebingungen bie~ 
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jenigen ~ ett~e tJon x auffinben fann, burdj ltleldje ben lieiben 
~unttionen 

. f(x) = 2ax - x2 

rex) = x2 - 28X + b 
ein grobter, lie3iefjlidj fleinfter ~ertfj ert~eHt ltlirb. 

Sft x = h berjenige ~ert~, fiir ltle(djen bie %unftion 
f(x) = 2ax - x2 

ein @tObteB ltlitb, fo mub 
28 (h + w) - (h + w)2 < 2ah - h2 unb 
2a (h - w) - (h - w)2 < 2ah - h2 

fein. 
~oft man bie Jelammern in lieiben Ung{ei~~eitBbebingungen 

aUf unb fulitra~itt auf lieiben CSeiten 2 a h - h , fo erfjaft man 
gleidj3eitig 

2aw - 2hw - w2 < 0 
- 2aw + 2hw - w2 < 0 

ober 
2(a - h)w < w2 

- 2(a - h)w < w2 

~uB biefen lieiben ~ebin9ungen finbd man, bab h tJon a nidjt 
um eine angeliliare @robe tJerfdjieben fein barf; benn ltlare h < a 
ober a - h .pofititJ, fo ltlutbe fidj aul! bet etftmn Ungleidj~eitll" 
liebingung etgelien . 

a - h < ; ober w > 2(a - h) 

b. fj. bie na~ bet motaul!febun.s lielieliig fleine @robe w miibte 
srober all! eme angeliliate @tiit3e 2 (a - h) fein, ltlorin ein ~ibet~ 
f.ptudj Uegt. ~lien fo ltliitbe, ltlenn h > a obet h - a .pofiHtJ an~ 
genommen ltlate, aul! bet altleiten Ungleidj~eitilliebingung folgen 

w 
h - a < "2 ober IX > 2 (h - a), 

ein a~nHdjer ~ibetfllrudj. 
~Il batf alfo h ltleber fleiner nodj gtobet all! a fein; beB~alli mub 

h=a 
ltlerben. 

Sn ber afjat erfjalt man auB ben lieiben oliigen Un9{eidj~eitl!~ 
liebingungen, ltlenn h = a gefe~t ltlitb 

0< w2 

unb biefe Ungleidjfjeitl!bebingung ltlirb fUr jebel! reeUe w gultig 
bleiben. 

~e3eidjnet man fetnet ben ~ert~ tJon x, ltlddjet bie %unttion 
f(x) = x2 - 28X + b 

au einem jtleinften madjt, butdj h, fo mub 
(h + w)2 - 2a(h + w) + b > h2 - 2ah + b unb 
(h - w)2 - 2a(h - w) + b > h2 - 2ah + b 
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fein. - ~u~ Mefen lieiben Ungleidj~eit~liebingungen et~iirt mlln leidjt 
bie fofgenben 

w2 > 2(a - h)w 
w2 > 2(h - a)w 

lUeldje in metihffidjtigung bet ~nnll~me, bllf3 w dne lieIieliig fleine 
@tiij3e fein foU, oU bem mefuItat 

h=a 
fiiljten; lUobutdj lieibe fidj in Me ftet~ giiltige mebingung 

w2>0 
tlerlUaubeht. 

~~ mag ie~t nodj Me ~unftion tlon x 
2x 

rex) = x2 + 2 a x + b2 

itt ~e3ie9ung aUf iijren grof3ten unb fIeinften m!ertij unterfudjt 
lUerben. 

~e3eidjnet man ben m!ertlj tlon x, lUeldjer rex) 3u einem @rof3ten 
mlldjt, mit a; bagegen ben m!ertij tlon x, burdj lUeldjen rex) au 
einem stfeinften gemadjt lUirb, mit ~, fo muj3 nadj bem %riiijeren, 
lUeltlt w riue uuenbHdj Heine vofititle @roj3e liebeutd 

unb 
{ f(a + w) < fa 

f(a - w) < fa 

{ f(~ + w) > f~ 
f(~ - w) > f~ 

fein. 
~u~ biefen Ung{eidj~eit~liebingungen foIgt bemnadj 

{ 
2(a + w) < 2a 

(a+ w)2 + 2a(a + w)+ 1J2 a2 + 2aa + b2 

2(a - w) 2a < ---"-.,,... 
(a - W)2 + 2a(a - w) + b2 a2 + 2aa + b2 

ltnb 

{ 
2(~ + w) 2~ 

(~ + w)2 + 2 a (~ + w) + b2 > ~2 + 2 a ~ + b2 

2 (~ - w) > 2 L@_..,,-
(~- w)2 + 2a(~ - w) + 1J2 ~2 + 2a~ + b2 

~iij3t malt ben gemeinfdjaftHdjen %aftor 2 lUeg unb muItiVH, 
cid biefe mebittgltng~gIeidjlt1tgen iilier .streu3, fo ergelien nadj er~ 
foIgter ~rufriifu1tg lm stfammem fidj folgeube Ungleidjl)eit~liebin. 
gltngen 

{ 
a3 + 2aa2 + 1J2a + w (a2 + 2aa + b2) 

< a3 + 2aa2 + b2a + w (2a 2 + 2aa) + aw 2 

a3 + 2aa2 + b2a-w (a 2 + 2aa + b2) 

< a3 + 2aa2 + b2a-w (2a2 + 2aa) + aw2 
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unh 

{ 

~3 + 2a~2 + b2~ + 00 (~2 + 2a~ + b2) 
» ~3 + 2a~2 + b2~ + 00 (2~2 + 2a~) + ~oo2 

~3 + 2a~2 + b2~- 00 (~2 + 2a~ + b2) 
~3 + 2a~2 + b2~ _ 00 (2~2 + 2a~) + ~oo2 

oher nadj gefdjegenet mereiufadjung 

unh 

{ 
00 (b2 - ( 2) < a 00 2 

- 00 (b 2 - ( 2) < a 00 2 

{ 
00 (b2 _ ~2) > ~ 00 2 

- 00 (b2 _ ~2) > ~oo2 

mue hen lieihen erfteren mehingungen folgt, ha 00 eine lie{ie~ 
liige uuenhlidj f(eine ~ofititJe (~ho~e ift 

ohet 

{ b2 - a2 < aoo 
- (b2 - ( 2) < aoo 

{ b2 - a2 < aoo 
b2 - a2 > - (loo 

~a~t man 00 liie aUt @ren3e muf( alinegmelt, fo ulierfiegt man, 
bab lieiben mebingungen genust Itlitll, luenn b2 = (l2 geie~t Itlirh 
unb (l cine pofititJe Bag( ift; bager mub fein 

a = +fh2 
oher wenn b fellier ~ofititJ ift 

a= + b 

@ana analog ergielit fid) aue hen "6eihen Ungleid)geitaliehin~ 
Bungen, Itleld)e fid) aUf hie §Beftimmuug bee f1eiufteu [Bertgea ber 
15unftion f(x) lieaieI)eu 

{ b2 - ~2 > ~oo 
- (b 2 - ~2) > ~ 00 oher b2 - ~2 < - boo 

.pietaua foIgt aljnHdj, Itlie olien 
b2 _ ~2 = 0 

~ negatitJ; hal)er 
~ = - y'i)2 = - b, Itlenn b ~ofititJ ift. 

[Bit galien affo gefuuhen, ha~ hie ~unftionen tJon x 
2x 

f(x) = x2 + 2ax + b2 

fur lien [BertI) x = b ein @to~tea with, namlid) 
1 

f(b) = b + a 
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unb baf; Mefe %unftion fur x = - b dnen tleinften m3ert~ 
1 

fe-b) = ---
b-a 

annimmt. 
~af; ber ~u~brucf 

2x 
-x-:;-2-+:--;::2-a--x-+~b-;;-2 = m 

fur x = b ein @riif;te~ lUirb, Hif;t fidj folgenbermaf;en Ieidjt be. 
w(1)r1)eiten. ~ht~ ber @Ieidjung 

2x 
-x-;2;-+~2:-a-x----:+--:-b2;:-- = m 

foIst 

x2-2(~ -a)x+b2 =O 

. .~urdj ~uf{iifung biefer quabratifdjen @{eic9ung nac9 x ergiebt 
ftdj ferner 

x = ~ - a + V (~ - aJ- b2 

@ioU nun m miigIic9ft grof; lUerben, fo muf; ~ mogHdjft fIcin 
m 

fein j ber ffeinfte m3edlj, wdcgen man ~ - a beifegen fann, o~ne 
m 

bie DuabratlUurad imaginar lUerben au {an en, ift nun = + b. 
~emnadj ift 

x=+ b 
berjenige m3ert1), fur IUddjen Me %unftion 

f(x) _ 2x 
- x2 + 2ax + b2 

eitt @rofltea wirb. ~afl man tJon ben beiben fur x gefunbenen 
m3ert1)en + b ben pofititJen au ne~men ~at, um f (x) au einem 
@roflten au madjen, iiberfie~t malt au~ ber %orm ber %unftion Ieic9t. 

S ft e ~ tJ 0 n tJ 0 r n 1) e rein e r Ii eli t{ i dj, b a f; inn e r 1) a {b 9 e. 
wiHer @renaett tJOlt x bie %unttion f(x) einen grof;ten 
o b c r f{ ei n ft e n m3 e rt 1) alt n i m m t, f 0 fan It man b i e fen m3 e rt 1) 
tJ 0 n x tJ i el b e que mer a I a f r ii 1) e r au f f 0 I 9 e n b e m3 ei fee r. 
mitt eI tt. 

m3iidjft bie %UltftiOlt rex) fo lanse, oia x burdj ~nlUadjs ben 
m3ed1) a erreidjt 1)at; ttimmt aoer ao, fooalb x oei fortgefe~tem 
m3aelifen bie @relt3e a iioerfdjreitet, fo ift ttadj bem %rii1)erett Me 
%unttion f(x) fur x = a eilt @riifltes geworben. 

Stt bief em %aUe muf;, lUetttt matt uttter w unb c 3IUei IUm. 
furlic9 unenblidj ffeine pofititJe @riipen tJerfte1)t 
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f (a - (0) < fa unb gleidjaeitig 
f (a + e) < fa 

IUcrhen. Ultter her morauefe~ung, bat f (x) fur foldje ?mert~e llon x, 
lueldje ilt ber ~ii~e ber ®telt3e a Hegen, ftetig UleHit - tann man 
Me unelthlidj Ueine ®riite e ftete 10 oeftimmt henfen, bat 

f (a - (0) = f (a + e). 

lUirb. ®e~t man nun 
a = b + 00, 00 + e = a 

f 0 ergieot fidj 
f (b + 0) = fb 

m:ue Mcfcr ®leidjung, ilt lUeldjcr a cine lUiUtiirHdj unenhlidj 
flcine pofitillc ®riite bcbcutet, luirb man, luie lUeiter 1tltten geaeigt 
lUerhen foU, eine aUt ~eftimmung llon b bienenbe ®leidjung ~er~ 
Ieitcn tiinnen. :Der fur b ctljaftcne ?mertlj ift aoer nur um Me 
®riif3e 00, lUeldje Ueiner ale jcbe gegeocnc enbfidje ®riif3c ift, llon 
a llcrfdjiehCllj alio lUirb ber fur b gefunhene ?mertlj liugleidj eitt 
foldjer m3ert~ fein, lUefdjer Me ~unftion f (x) au cincm ®riitten 
madjt. 

m3irb alfo Me ~unttion f (x) fur x = a ein ®riittee, fo fann 
man biefen m3ert~ x aue ber ®lcidjung 

f (x + 0) = f (x) 
ent~a(ten, in lueldjcr a eine lUiUtiirlidj unenblidj fcine lJofitille (ober 
negatille) ®riif3e llebeutet. 

:Die ®leidjung 
f (x + 0) = f (x) 

aeigt, lUie nodj 3U oemerfen ift, an, bat bie ~unftion f (x) in 1tlt. 
mitteloarer ~iilje iljree griitten m3ertljee aUf eine mctbare ?meife 
nidjt geiinbert lUitb, lUenn man bie meriinberlidje x um cine unenblidj 
Heine ®riite 0 lleriinbert. 

Um mit .pii(fe Mefer ill1et~obe ben ?mertl) fiir x aufaufinben, 
lUeldjer bie ~unftion 

x 
f (x) = ~ + 2 X a 

au einem ®tii%ten madjt, mu~ man Me ®Ieidjung 
x + a x 

(x + 0)2 + a2 - x2 + a2 

anfe~en. ~iift man bie $tlammer auf unb muItipHdrt tiber Jtreu3, 
10 erljii(t man aue llorfteljenber ®{eidjung Me folgenbe 

x3 + a2x + a (x2 + a2) = x3 + a2x + 2x20 + x02 

~iitt man aUf oeiben ®citen x3 + a2x lUeg unb Mllibirt bann 
burdj 0, 10 ergieOt fidj 

x 2 + a2 = 2X2 + XQ 
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91un liebeutet Illier 0 eine unenblid) fleine ®toj3e; Illfo fonnen 
bie lieiben ®roj3en X 2 + a2 unb 2x2 um eine mej3li1lre ®toj3t nid)t 
uon einllnbet IllilUeid)en; b. ~. elJ muj3 fein 

x2 + a2 = 2x2 

obet 
x = + a 

IDIlj3 Me %unftion f (x) nur burdj ben pofitiuen m!ert~ x = a 
au einem ®roj3ten gemlld)t ",irb I ulierfie~t mlln IlU~ bet %otm ber 
%unftion 

x 
f (x) = 2 + 2 X a 

mit ~eid)tillfeit. @:~ lonnte IlUd) uon uotn ~etein edllnnt lUerben, 
bll~ ein politiuer m!ert~ fut x e;riftiten muj3, lUeldjet (ex) 3u einem 
®roj3ten mad)t. IDenn etftHd) lileilit f (x) innerljalli bet ®renaen 
x = 0 unb x = = ftetig unb olUeiten~ ift Me %unftion 

x 
f ex) = 2 + 2 X a 

91uU I lUenn mlln x bie m!ert~e 0 ober = lieilegt; fie nimmt aliet 
einen pofitiuen m!ert~ Iln I lUenn fUr x eine pofitiue ®roj3e Ilnge= 
nommen lUirb . 

.pllnbeU e~ fid) um Me ~eftimmung be~jenigen m!ert~e~ uon X, 
lUeld)et Me %unftion f ex) ~u einem jt{einften mad)t I fo ~at man 
nut ou erlUiigeu, bllj3 bie IDtffereno 

A - fex) 
in lUeld)et A eiue unueriinbedidie ®roj3e liebeutet I um fo groj3er 
lein muj3 I je tleinet bie %unttion f ex) lUitb - unb baj3 biefe 
IDifferen3 ein ®roj3tee lUitb, lUenn f ex) 3U einem stleinften gemad)t 
lUitb. m!eij3 mlln nun uon uorn ~etein, bllj3 fUt eiuen gelUiffeu 
m!ert~ uon x bie %unftion f (x) ein jt{einfte~ ober A - rex) ein 
@roj3tee lUirb I 10 fllltn mlln Melen m!ert~ nad) bem %rul)eten fin= 
ben, inbem mlln bie ®leid)ung 

ober 
A - fex + 0) = A - fex) 

fex + 0) = fex) 
Ilnfe~t I 1U0 unter 0 eine lUiUfiidid) unenbHd) Heine @toj3e uer= 
ftanben ift. 

91immt alfo bie %unftion (ex) uliet~aupt dnen 
groj3ten ober fleinften m!ert~ fut ein gelUiffe~ x 
IlU , 10 hnn man biefen m!ett~ uott x Ilue bet 
®leid)ung 

(ex + 8) = fex) 
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IDiefe ~Heidjung oeigt, baf3 bie m:enberung dnet ~unftion f (x) 
in bern m:ugeltbHcf, 1U0 fie eineu griif3teu ober f(einften ~ert~ erreidjt, 
mull lUirb, - lUenn x um dne ulteubHdj tleiue @riif3e 0 geiiu~ 
bert lUirb. 

~eifpiele~allier mag je~t bie ~unftion 

rex) = ~ + _I~_,,) 
x2 (c _X)2 

in ~etreff eiuee ffeiuften ~ertfjee unterfudjt lUerbeu. IDa Mefelbe 
fur x = 0 unb x = c unenblidj gtof3 lUirb, bagegen fur ~ert~e 
tlon x, IUddje olUifdjen 0 uub c Hegen, uueubHdje ~ertfje annimmt 
unb innerfjalli bee 3utertlalle x = 0 unb x = c ftetig ift; fo mUf3 
3IUiidjen 0 uub c ein ~ertfj flir x e;riftiren, lUeldjer bie ~unftion 

m n 
f (x) = -2 + ( )2 

X C - x 

oU einem ~Ieinften madjt. ID1an faun Mefeu ~ertfj tlon x aue bet 
@leidjuug 

m + n =~+ n 
(x + 0)2 (c-x-o) 2 x2 (c - X)2 

fjedeiten. ID1it .pulfe ber ~otenafa~e Iaf3t fidj Mefe @Ieidjuug audj 
fo{genbermaf3en fdjreilien 

m (x+or2 +n(c-x-or2 =mx-2 +n(c-xr2 

obet 
n [(c - x - or2:.-.- (c - xr2] = m [x-2 - (x + 8)-2] 
m:ue ber billomifdjen ffieifje foIgt ferner, lUeltn 0 fo fIcin anae= 

nommen ift, baf3 man Me t'luabrate unb fjiifjmn S})otenaen MeIer 
@riif3e l1ernadjlaffigen barf 

((c-x)- or' = (c - xr2 +2(C-Xy-:3 0 
(x - 0)-2 = x-2 - 2X~3 0 

ID(\~er nimmt bie oliige ~ebiugungegleidjung folgeube ~orm an 
n . 2 (c - xr3 0 = m . 2x~s 8 

ober menn man burdj 28 MuiMrt uub mit x3 (c - X)3 muUiplicid 
nx3 = m Cc- X)3 

~ntnimmt man aUf beiben CSeiten Mefet @(eidjuug bie ~uliif= 
lUur3eIu, f 0 ergielit fidj 

3- .S/-
x vn = Cc-x) I'm 

unb fjierllu6 

") IDiefe ~unmon ,"teUt bie mi1)tmenge bar, l1)eli1)e eln 3\1)\ii1)en 3\l)e\ leui1)teJl: 
bell S})unften befinblii1)et S})unft 1)0Jl beiben et~iilt. 
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1 x~ ~ !"'vn 
3-

C-X=-~~ 
~m + ~n 

ill1it ~enu~ung biefer lieiben ®{ei~ungen finbd man ala flein. 
ften ~edlj bet ~unftion f (x) ben muabrucf 

f ( c Vm ) = (yrm + vof 
Vm + Vo c2 

~er Ueliung lUegen mogen no~ folgenbe einfa~e ~eifpie(e aua 
ber ~elJre tJom ®rii13ten unb Stleinften beljanbelt lUerben. 

BI n N 1. Sn lieiftelJenber ~igur finb bie ~nt. 
fernungen 3IUeier feften SJ,)unfte M unb N 

cox: 

p 

tJon ber feften ®etaben AB gegelien, nnm. 
H~ MA = m; NB = n. ~ie ~uf3punfte 
ber SJ,)er:penbifel mogen ben mliftanb AB = c 
tJon einanber ljalien. @a foU nun 3lUii~en 

x\\\ 
A unb B ein SJ,)unft P 10 gefunben lUerben, 
baf3 bie ®umme bet ®era1len M P unb N P 
fo tlein ala mogli~ lUerbe. 

~e3ei~nd man A P mit x unb baljer 
BP mit c - x, fo ift 

PM = J!m2 + x2 

PN = Vn2 + (c _. X)2 
". 

" 

.\\ ~er mutgalie gemn13 ift nun x fo 3U 
AI-----m=------' M lieftimmen I a13 

PM + PN = J!m2 + x2 + J!n2 + (c - X)2 
eiu Stleinftea lUirb. 

Eu bem @nbe fe~e man Me ®lei~uug au: 

J!m2 +(x+o)2 + yn2 + (c-x-o)2 = y m2 + x2 

+ yn2 + (c - X)2 

\tJe{~e fi~ au~ folgenbermaf3en f~reilien 1a13t: 

y m2 + (x + 0)2 - J! m2 + x2 = V n2 + (c - X)2 

- yn2 + (c - x - 0)2 
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IDluftiplicid man Me {ide @?5eite im 3ii~let unb 91ennet mit: 

ym2 + (x + 0)2 + J!m2 + XII 

unb bie redjte @?5eite be~gleidjen mit 

0\2 + (c - x)2 + {il2 + (c-x-o)2 

fo et~ii(t man: 
(c - X)2 - (c - x -0)2 (x + 0)2 - x2 

---;=:::::;::::::==~----;::=====.; -ym2 + (x + 0)2 + ym2 + x2 yn2+ (C-X)2 + J!n2+(c-x-o)2 
obet 

2xo + 02 2 (c - X)2 0 - 02 

Vm2+(x+ 0)2 + Y m2 + x~ = yn 2 + (C-X)2 + y~n:::;::2=+=(c==x=_=0=;)2 
5DilliMd man Mefe @Heidjung butdj 0, fo folgt: 

---;==::;:==2=x=+::---0 __ ___ 2 (c - x) - 0 

y m2+(x+o)2 + ym2 + xl! = yn2+ (C-X)2 + vn2+(c-x-o)2 
obet lUenn 0 bet ®en3e 91u(( immer me~r angenii~ed lUitb: 

2x 2(c-x) 

2 v'm2 + xl! - 2 V n2 + (c - X)2 

~iiat man Me gleidjen %attoten lUeg, multiplicid libet ~reua 
unb et~eot bie neue ®leidjung aum Duabtat, fo etgiebt fidj: 

n2 x 2 + x2 (C-X)2 = m2 (c-x)2 + XII (c __ -XlII 

unb ~ietaut! 

obet 
nx = m (c - x) 

5Die @Sleidjung 

{ 

me 

• _: _m_n::..,:::...-o 
m+o 

nx=m(c-x) 

atigt an, baa Me oeiben redjtlUinfeIigen 5Dteiecfe A P M unb B P N 
einanbet ii~nlidj finb, lUie man Ieid)ter iiberfie~t, lUenn man i~t 
bie %otm gieot 

n c-x -=--
m x 

~ut! bet ~eijnIidjfeit bet IDreiecfe APM unb BPN folgt lUeiter, 
bafJ 

;;::. APM = ~BPN 
ift. (mef(e;riDn~gefe~ bet! ~idjte~.) 

22 
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2. @inem jtreife uom :nurdjmeffer d foU ein 
lHedjtecf eingefdjrielien llJerben, fo bat ba~ sprobuU 
aug ber @3runblinie = x in ba~ Duabrat ber ,f.)iilje =y 
ein @3riitte~ llJirb. (~ragfii!)igfter maffen.) 
~a xy2 ein @3riitte~ llJerben fou unb x2 + y2 = d2 ift, 10 

!)at man ben mu~brucf 
f(x) = x (d 2 - x2) = d2x - x 3 

au einem @3riibten au madjen. 
®e~t man bie @3(eidjung an 

d2 (x + 0) - (x + 0)3 =~ d2x - x3 

liift bie jt(ammeru aUf unb biuibirt aUf lieiben ®eiten burdj 0, fo 
ergielit ftd) 

(d~ - 3x2) - 3xi) - 02 = 0 
l.lber inbem man 0 immer me!)r ber @3ren3e muu nii!)ert 

d2 - 3x! = 0 

f x = _d 
J yS 1 y = d!s2 

:nie @3runbHnie beg gefud)tcn ffiedjtccf~ mub fidj a(fo oUt 
~iilje erljaUcn, luie 1 au Y2. 

:nurdj a:onftruftion finbet man ba~ gefudjte ffiedjtecf, inbem 
man ben :nurdjmeffer be~ gegelienen jtreiie~ in brei g[eidje ~ljei(e 
tljeHt lInb in ben lieiben ~l)eHpunften 3nm :nurd)meff er nad) ent~ 
segengefe~ten ffiid)tungen SJ)erpenbifef errid)tet. ~ie lieiben :nurdj~ 
1d)nittgpuntte Mefer SJ)erpenbifel mit ber SJ)erip!)erie unb bie lieiben 
@nbpunfte bea angenommenen :nurd)mener~ finb Me uier @cfpunfte 
be~ gefudjten ffied)tecfe. 

3. @inem .rereife uom ~urd)meffer d fon ein 
ffiedjtecf, beffen @3runbfinie x unb befien ,f.)iilje burdj y 
lie3eidjnet llJerben mag, eingefdjrielien llJerben, fo bat 

x y3 ein @3rii~tee 
IlJ it b. 

®oU xy3 ein @3riittea )JJerben, fo mut audj baa Duabrat 1)011 
xy3 ober X2y6 einen griibten m3edf) annef)men. 

:na alier x2 + y2 = d2 ift, fo mut 
(d2 _ y2) y6 = d2y6 _ y8 

10 grot are miigHdj llJerben. 
3ut meftimmung bee m3ertf)ee uon y, we(djer 

fey) == d2y6 -- yS 
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3u einem ®riiflten madjt, fe~e man bie ®leidjung an 
d2 (y + 0)6 _ (y + 0)8 = d2y6 _ yS 

IDerieloelt gieot man burdj ~ruflofung ber jtlammern unb mer" 
nadjliiifigultg ber Ouabrate unb l)ii~eren ~oten3en non 0 leidjt 
bie %orm 

d2 (y6 + 6y50) _ (y8 + 8y70) = d2y6 _ yS 
unb erl)iiIt nun 

6d2y5 - 8y7 = 0 

{ : ~ Va 
2 

IDie ®runblinie bea geiudjten medjtecft! mUfl alfo Q{eidj bem 
mabiua bet! gegebenen jtreiiei3 fein unb et! nerl)iilt fidj blefeloe 3ur 
.j)iil)e, \Uie 1 au Va. 

~emetfung: 
mOtftegenbe ~ufgaoe ift iioereinftimmenb mit bet folgenben: 

~ut! einem c~linbtifd)en '6tamm einen fiintisen ~a{fen 3u 
fdjneiben, fo bau betfelbe bfe grovte ~iberftanbt!tiil)igfeit gegen 
IDutdj6iegung liefipt. 

4. ~ut dnet i)oti30ntalen ~oene oefinbet fid) eine 
jtuge{i mlln 1011 bet\ellJen einen getaben jte~el um" 
fdjteilien, beffen illlantelfliidje miigfidjft ffein tft. 

~a fei x bet mabiut! beiJ @runbfreifea nom jtegel, y feine 
.j)iige unb s bie illlanteUinie; fentet fei r bet mabiua bet jtugeL 

illlit .j)iHfe ber ~el)nHdjfeitt!f ii~e finbet man nUll 3uniidjft 

obet 
r (s + x) = xy 

IDIl fetllet 
y = Vs 2 - x2 ift, 

fo etgiilt man 
r(s+x) = xys2 -x2 

sbet butdj Ouabtiten uub ~uafiil)tuug ber IDinifiou butdj (s + x) 
r2 (s + x) = x2 (8 - x) 

~ut! biefer @{eidjuug etgieot fidj 
x2 + r2 

s = x . x2 _ r2 

IDie t>oerf[adje bes jtegelmautels ift nun: 
x2 + r2 

1tXS = 1tX2. 2 2 
X -r 

22" 
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:DiefeUie nimmt cinen fleinften m3ertlJ all, wenn 
x2 + r2 

x2 . 2 2 = einem stleinften 
x -r 

luirb. ;Die @riitie x finbet man aue ber @leidjung 
~ (x + 0)2 + 1'2 x 2 + 1"2 

(x + 0)2 ( + ~)2 2 = x2 • 2 2 
X 0 -r x -I' 

\'01t malt bie stfamment auf, l.1ernadjliiffigt Die Duabrate l.1on 
(; unb entfernt bie beiben ~enner, fo gewinltt man bae folgenbe 
lHefuftat: 
(x2 - 1'2) (X2 + 2xa) (x2 + 2xa + )"2) = x2 (x2 + 1'2) (x 2 + 2xo - 1'2) 

ober !tadj muefiilJrung ber ill1uftipfitationen, wobd bae in 02 muf~ 
tipficirte @fieb ber linfen (Sette weggelaffen wirb 
x 6 _ X 2r 4 + 2xa (2x4 -- r 2x 2 - 1'4) = x6 - X 2r4 + 2xo (x4 + r 2x2) 

~rue bieier @leidjung folgt leidjt 
X4 - 2r 2x2 - 1"4 = 0 

ober 
x 2 = 1'2 (1 + y2 ) 

.pieraue unb mit lBenu~ung ber friilJer gefunbeucn @(eidjungen 
ergielit fidj enb{idj: 

x=rVl+Y2 
3 

5 = r(1+v~n2 
y = 1'(2 + 0T) 

~e~tere ;Darfterrung ber .piilJe bee gefudjten stegefe eignet fidj 
~auptiiidjHdj aur 0:onftruftion beff dben. 

5. Unter allen geraben stegdn, we1dje biefeIlie 
m1antefffiidje liefit?en, fon berjenige gefudjt werben, 
b e f fen 3 n 1) a ft i 0 g r 0 ti a ( e m ii g ( i dj i f1. 

lBel)iiU man Die lBeaeidjnungen aue ber friilJeren ~ufgalie liei, 
10 ift 

1tXS = A 
Die gegeliene m1ante(fIiidje unb 

1 
V = 31tX2y 

fo grofl are miiglidj au madjen. 
:Da 

unb 

fO folgt 

A~ 
S2 = -2-2 

7!X 
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@50f( nun 

~ TCX2y g(eidj einem @riif3ten 

wer~en, fo mUf3 offenIiar audj 
A2 

x4y2 = _X2_X6 
TC2 

fo grof3 afe miiglidj fein. 
Bur ~eftimmung uon x erI)afi man ~aI)er bie @leidjung 

A2 A2 
-(x+ 0)2_(X+O)6 = -x2- x6 

TC 2 TC2 

aua ~er man, aI)nHdj wie friiI)er, fiir x fin~et 

unb bann 
x = YTC~3 

.. /'iA ./­Y=V0=xv2 
.. /---aA -

s = V -:;;{3 = xv 3 

~ei ~em gefudjten .steger uerI)aUen fidj alf 0 bie @Iemente x, 
y, s 3U einanber, wie 1 : y'~ : y'3 . 

6. ;Die uon einem stllngentialrabe unter mnnaI)me 
ber giinftigften @;onftruftionetJerI)altniffe 1Jet @5efunbe 
in % u f31J fun ben g e{ ei ft et e ~{ r Ii e it A wit b au e bet 
@fcidjung 

~ =VxRcoSO-X2\"2+ xr -V \'2(1- ~: sin 2o)-2VxRcoso+ x 2r2 

gefunben, weltlt man bie ffleiIiung bee ~affeta in ben 
fflabfdjaufdn nidjt Iieriicffidjtigt unb mH 

R belt auueren .palIimeffet ~ee fflabftan3ee, 
r ben inneren .palIimeffet bee fflabftan3ee, 
V bie abfolute @efdjwinbigfeit bee muffdjlagwaffere, ° ben m3iltfe[, weldjen bie fflidjtung berfelIien mit bet fflidjtung 

ber au13eten fflaMaltgente liHbet, 
x '!lie ~infefgefdjltlinbigfeit be~ giin3en fflabee, 
III bie \let @5efunbe auffdjfagenbe ~affermaffe 

Ii e 3 e i dj net. 
@e fon nun bie ~iltfefge[djlt1inbigfeit x fo Iieftimmt wetben, 

baf3 ~er muebrucf 
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! = f(x) = VXRCoso-x2r2+xr V V2(1- ~: sin2~-2VxRcoso+x2r2 
1/ ei n @)tiif3tea /I Itlirb. 

mad) bem %riil)eren erlJiift man ben ~edf) \Jon x aua ber 
@)feid)ung 

f(x + w) = fx 
Itlenn unter w eine unenMidj f(eine ®rof3e \Jerftanben witb. ~ie 
milbung unb muffofung bet lietteffenben @)feid)ung in x Itliirbe alier 
aUf bie)em ~cge miilJ\am unb \JetltlicfeU Itlerben unb awar wegen 
bet in fex) cntlJaltcncn DuabratltlurceL mequemet witb baffeflie 
Sid meld)t, inbem man bie ®feid)ung 

f(x) = YxR cos 0 - x2r2+xrVY2 (1- ~: sin20 )-2VxRCOS o+x2r2 

auf lieiben ®eiten burdj XI" bi\Jibiri, bann xr - Y ~ cos 0 abbid 
r 

unb bic fo clltftanbene ®feid)ung auf beibcn (3eiten quabrid. .pier. 
burd) ergielit fid) 

i fx VR)2 ( R2 ) \-+xr--cosol =Y2 1-- 2 sin20 -2YxRroso+x2r2 
\Xl" r / r 

~oft man in Mcfer @)(eid)ung bie .stfammern aUf unb muf~ 
tiplidrt mit X 2 /,2, io crgielit fid) nad) eilligen ffiebuftionen 

f2(x) + 2fx (x2 r2 - x VR cos 0) = V2 (1 - ~:) x2r2 

e;e~t man in biefer ®feicf)ultg an bie (3teUe \Jon x ben ~edlJ 
ex + w) unb licad)tet, bof3 lJierburdj f (x) eine menberung nid)t er~ 
(eibet, wei( fex + w) = fx ift; fo erlJiiU man 

f2x + 2fx ((x + w)2 r2_(X+ w)VRcoso) = V2(1- ~:)(x+ w)2r2 

mun lofe man f)iet bie .stfammern auf unb fulitraf)ite bie \JOt­
fJergef)enbe ®feid)ung, fo folgt mit mernad)liiffigung bea ®liebea w 2 

2fx (2xwr2 - w VRcoso) = y2 (1 - ~:) 2xw \,2 

obet nad)bem man burd) 2 w bi\Jibid gat 
( R2)' fx (2xr2 - VRcoso) = V2 1 - f2 xr2 

~iefe @)feidjung muUiplidre man aUf lieiben (3eiten mit x 
unb fulitralJire \Jon bet olien gefunbenen 

f2x + 2fx (x2r 2 - x V R cos 0) = y2 (1 - ~22) x2 r2 

fo erlJiiU man 
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f2x - xVRcos8 fx = 0 
b. f)., Illei( f(x) offenoar > 0 jein mut 

fx = VRcosa. x 

:Diejen m-uebrucf fur f(x) je~e man nun in Me ooen er~a{tene 
@[eia,ung 

f(x) (2xr2 - VRcoso) = V2 1 - ~:)xr2 
ein, fo finbet man naa, einigett einfaa,en Umformungen leia,t Me 
~ert~e 

1 f(X~ 
v (1 - ~22 sin 38) 

2 R cos a 

V2 (1 _ R2 sin2o) 
2 r2 

:Die illla:rima[aroeit einee ~angentia[rabee oeiriigt bemnaa, -
fefoft Illenn man non ber meioung bee ~affere in ben mabfa,au: 
fern abfie~t - nur 

m ( R2 ) A=mfx=T V2 I- fT sin 2 o ~pf· 

~erner ift ber @iitegrab bee mabee 
1 R2. 2>'> = - -sm u 

}"2 

nur oei ber &Illecfmiitigften Umfangegefa,lllinbigfeit 

x R = V ( 1 - * sin2 8 ) 

2 coso 
311 l'qielen. 

inid)t feften ercignet ee fid), bat bie illla;rima[lllert~e ober illlini" 
ma[llledlje fo(d)er ~unftionen non x oeftimmt Illerben joUen, Ille[a,e 
nid)t bireH gegeoelt finb (e;rpUctrte ~unftionen), fonbern bie malt 
fidj erft burd) Q(uffiiiung eitter @[eia,ung nerfa,affen mUD (impfi~ 
ctrte ~unftionen). ~er 3u(e~t be~anbe1te ~aU bot omite ein berartigee 
~eifpief bar. &e miigen ber Uebung Illegen noa, einige ~eifpiele 
forgen. 

illlan forr nenjenigen ~ert~ non x finben, _Illela,er bie impfi" 
tide ~lmttion non x, Y 3u einem @riifl1en maa,t, Illenn y bura, 
Me @[eia,ltng gegeoen ift 

x~ + y~ - 3i1xy = 0 

Sft y fiit: eilten gelllifien m!edl) non x "ein @to~tea /I ge-



344 

Inothen, fo iinhert e£! fidj nidjt, Inenn x um eine unenhHdj ffeine 
®toUe w l1etiinhett Inith. IDa~et muu audj fein 

ex + w)3 + y3 - 3a (x + w) y = 0 
~uDtta~irt man l10n hiefet @{eidjung hie l1ot~etge~enhe 

x3 + y3 - 3axy = 0 
loft hann hie stlammern aUf unh riiut ha£! Duahtat unh hen stubuG 
l10n w Ineg, fo et~iirt man 

ohet 
3x2 w - 3awy = 0 

x 2 = ay 
mun murtipHcite man hie ®(eidjung 

x3 + l'3 - 3axy = 0 
mit x unh fe~e fut X4 unh x2 hie betteffenhen ~ert~e a2 y2 unh 
a y au£! het l10tgergegenhen ®(eidjung ein, fo ergiebt fidj 

h. g. 
a2 y2 + xy3 - 3a2 y 2= 0 

xl' = 2a2 

IDiefe ®leidjung gat man nodj mit het obigen 
x2 = ay 

au uetbinhen, um hie beihen ~ettfJe au etfJalten 

{
X = af2 
y = a v4 

m-uf forgenhem ~ege liiUt fid) ganq elementat hie ffiid)tigfeit 
neihet mefultate nad)lneilen. ill'lan fe~e tn hie ®leid)ung 

fiit x hen ~ed~ ein 
J.3 + y3_ 3axy = 0 

x=p+~ 
p 

fo gelangt man ba{h au het ®leidjung 
p6 + p3 y3 + a3y3 = 0 

lneId)e fidj aud) folgenhetmaf3en fd)teibt 

( 3 )2 6 
p3 + ~ = ~ ---, aa y3 

IDet gtof3te ~ettg, hen man y beHegen hatf, Inith nun offen­
bat aua het @leid)ung 

6 

-} - a~y:J = 0 

etgaIten unh hiefet ~ettg ift 
.s/­

y = av 4 
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~!! fei aUgemeinet y aU %unftion uon x huta, hie 
@j{eia,ung 

xn + yn - n a x y = 0 

9 e ~ e 0 e n. ~an foil ben m!ertlj uon x etmltte{n, wela,er y au 
"etnem @jro~ten/j mad)t. 

Tla3u ueroinbe man bie oeiben @j{eid)ungen 
(x + w)o + yO - na (x + w) y = 0 unb 

xn+yn-naxy =0 
miteinanber; {ofe in het ooeten bie .!t{ammern auf, wooei man fut 
(x + w)n mit mernaa,{iiffigung be!! Ouabtat!! unb ber ljiiljeten 1J)0~ 
tenaen uon w au fe~en ljat 

XO + nxn - 1 • w 

unb fulittaljite bie oeiben @j{eid)ungen, fo entfteljt 
nxn - 1 w - nawy =-= 0 

b. lj. 
xn - 1 = ay 

~urtipHcid man Mefe @j{eia,ung mit nx, fo foIgt 
nxO = naxy 

unb hager au!! her ®{eid)ung 
xn + yO - n a x y = 0 

Wenn ftatt naxy bet m!edl) nxO gefe~t witb, 
yO = Cn -1) XO 

Y =xifn-1 
~ieien m!edlj fur y ljat man nut in bie @j{eid)ung 

xo- 1 = ay 
einaufiiljren, um {eia,t Me gefud)ten oeiben m!edge au erljaUen 

{

X = n-V a ifn=T 
0-2----

Y = yn 1 • -ij a ifn -1 

~ ~ f 0 II x f 0 0 e ftl m m t W e r ben, h a ~ hie @jr 0 ~ e yin 
her @j{eid)ung 

ly - alx + bxy = cJ» 
mogIid)ft gro~ wirb. 

~an etljiiU hie oetreffenben m3ertlje uon x 
%ruljmn au!! ben oeiben @j{eid)ungen 

unb y nad) bem 

*) IDie ,3eid)en 1 y unb I x bebeuten ~ier bie natiirHd)en ~osarit~nten bon y 
unb x. 
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{ Iy - al(x + (0) + b(x + w)y = c 
ly - alx + bxy = c 

;Dun!) @Sulitraftion folgt 

(
X + 10' 

al --) = bwy 
x 

al (1 + ;) = bwy 

~lte bet ~fjeotie bet rogatitfjmifC§en meigen etgielit fiC§ 

1(1+ ;)=: 
tuo man in bet meigenenttuicfefung teC§te baa tluabtai unb hie ijo# 
fjeren S})ofen3en tlon 10 tueggefaffen gat. ;Daget 

aw - = bwy 
x 

a = bxy 

Wlit .piHfe biefer @feiC§ltng etfjiift man aua 

bie folgenbe 
Iy - alx + bxy = c 

b. g. 

merliinbet man biefen .m!edl) tlon y mit bet @feiC§ung 
a = bxy 

fo etgielit fiC§ leidJt: 

~ 
l 

a~l _ a 
x - T ea - e 

a~l aa y = _ cc-a 
ba 

~l)eotie bee @to~ten unb stfeinften dnet ~unftion tlon 
mel)teten metiiltbetlidJen. 

Wlan fagt I eine @tofle fei eine ~unftion tlon megteten met~ 
iinbetUdJen X, y, Z, ••• i tuenn fie eine metiinbetung erfeibet I fo~ 
balb man eine bet @tii13en x, Y, Z, • •• bet meriinbetung untet~ 
tuitft. @ine ~unftiolt tlon megteten metiinbediC§en x, y, z, •.• 



347 

roirb lie..3eii§net, inbem mem Mef e buri§ ~ommntn getrennten mer~ 
iinberHdJen umflnmmert unb bem @San3en ben i§aratteriftifi§en ~ui§~ 
ftnlien f, F, •.• uorfe~t; 3um meiflliel 

f(x, y, z, ... ) ober F (x, y, z, .•. ) 
.piernni§ liebeutet ba{! 3eii§en 

f(x, y) 
dne @riite, Itleli§e fii§ iinbert, Itlenn entltleber x ober y geiinbert roitb. 

~ie @Sriite 
ax2 + by2 + cz2 = F(x, y, z) 

ift cine ~unftion ber brei meriinberHi§en x, y, z; benn fie iinbed 
fii§, folin[b mnn eine biefer brei @riiten fellier ueriinbert. 

3n ber ~unftion ber meriinberlii§en x, y, z, ... 
f(x, y, z, ... ) 

nennt mnn bie @Sriiten X, y, z, ... unnli~iingige ober roiU~ 
tiidii§e meriinbedii§e, folialb biefellien unter einnnber in feinem 
3ufammenf)an~e ftef)en. ®inb biefe @rii~en bnlle.sen einer ober 
mef)reren mebmgungen unterltlorfen, fo fann man tidJ mUtelft Mefer 
meMngungen cine ober mef)rm berfe1lien buri§ Me anbern barge~ 
ftellt benfen unb in Mefem ~nlle nennt man bie bnrgeftellten @Sriiten 
alif)iingige meriinberHi§e I Mejenigen @Srii~en bn~egen, buri§ Itleli§e 
erftm bargeftellt finb - unalil)iin~ise ober ItltUfiidii§e meriinber~ 
lii§e. motliiufig Itlollen Itlit ber ~mlai§l)eit Itle~en nnnef)men, bat 
ea fii§ nut um ~unttionen uon [auter ltliUfiirltcf)en metiinberlii§en 
l)nnble. ~ui§ liefi§iiftigen un{! nur continuirIii§e ~unttionen 
me~retet meranberHi§en, b. ~. f 0 (i§ e, Itl e (i§ e n u r u mu n e n b~ 
Ii i§ Itl e n i 9 f i i§ I) e r ii n b ern, Itl en n it 9 en b e i neb e r m e r~ 
iinberIii§en um unenbIii§ Itlenig geiinbert Itlitb. 

~ine ~unftion mef)teret metiinbedii§en 
rex, y, z, ... ) 

nimmt fur geroiHe ~ertl)e ber metiinbetlii§en ehen grot. 
ten obet einen Ueinften ~ertf) nn, folia[b fie lie3ieljlii§ 
Ueinet obet grii~er roitb, Itlenn man irgenb Itleli§e ber 
meriinberIii§en um etltld anber!. 

me3eii§net mnn Me ~ertf)e ber meriinbedii§en x, y, z, ... , fut 
roel~e Me ~unftion f(x, y, z, ... ) einen griitten ober fleinften ~ertl) 
anmmmt, entf.prei§enb mit a, h, c, •.. , fo mut offenlint 

{ 
f(x, h, c, ... ) < f(a, b, c, .. ) 

1. f(a, y, c, ... ) < f(a, b, c, .. ) 
f(a, b, z, ... ) < f(a, b, c, .. ) 

u. f. Itl. 
fein, Itlenn "f" ein @Sriitte{! ift nnb x, y, z, ... uon a, b, c, ... 
lie3ieljHi§ uerfi§ieben nngenommen Itlerben; bagegen mut fein 
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2. 1 f(x, h, c, ... ) > f(a, h, c, ... ) 
f(a, y, c, ... ) > f(a, h, c, ... ) 
f(a, b, z, ... ) > f(a, b, c, ... ) 

u. f. Ill. 
Illenn f(a, b, c, ... ) ein .ft'Ieinftea ift unb x - a, y - h, z - c, ... 
non ~ua nerfdjieben finb. 

mie erfie UngIeidj~eitefiebingung l. 
f(x, b, c, ... ) < f(a, b, c, ... ) 

aeigt an, baj3 a berjenige m3ert~ non x ifi, llleIdjer bie %,unftion 
ber aUcinigen mcranberlidjcn x 

f(x, b, c, ... ) 
au einem @riij3ien madjt. - ~eag{eidjen folgi aua ber Ungleidj~eita. 
oebingung 

f(a, y, c, ... ) < f(a, h, c, ... ) 
baj3 y = h berjenige ~ert9 ift, llleIdjer bie %,unftion bet: ein3elnen 
iBeriinberlidjen y 

f(a, y, c, ... ) 
au einem @riij3ten madjt, u. f· f· 

(Sorren nun bie m3ert~e non x, y, z, ... aufgefunben Illerben, 
Ille{dje bie %,unftion biefer iBeriinberlidjen 

f(x, y, z, ... ) 
3u einem @riij3ten madjen, fo fiifbe man 3uniidjft Me @leidjung aur 
meftimmun9 beejenigen m3ert~ea non x, Illeldjer biefe %,unftion au 
einem @rii\3ten mad)t, Illenn y, z, . .. aIa augenfilicffidj unneriin" 
berlidje @riij3en angcfc~cn ItJerben; barauf bie @Ieidjung aur me­
ftimmung bcejenigen m3ertl)ce non y, 111efdjcr bie %'ltnftion f(x, y, z, . :.) 
au einem @riij3ten madjt, ltJenn y aUein aftl augeno(icffidj neranber. 
lidj ange\egen ltJirb, u. \. f. mUf bicfem m3ege ltJirb man fo niefe 
@(eidjungen erl)alten, aliI meriinberlidje au oeftimmen finb. 

mie ~uffudjung ber m3ertge non x, y, z, ... , Illeldje bie ~unf­
iion f(x, y, z, ... ) au einem Stleinften madjen, gefdjiegt gana 
ii~n{idj. ~!ua ben @(eidjungen 2. iiberfie~t man o~ne @5djlllierig' 
feft, baj3 biefe m3ertl)e, bie ber mei~e nadj burdj a, h, c, ... oe. 
aeidjnet Illerben miigen, burdj mnf e~ung bet: mebingungen 

f(x, h, c, ... ) I 
f(a, y, c, ... ) gIeidj einem st'lein ften 
f(a, h, z, ... ) 

u. f. 111. 
~er3uIeiten finb. 

mea meifpiela l11egen mag bie mUfgaoe fie~anbe[t ltJet:ben, 
non allen ~reiecfen baajenige 3u finben, ltJeldjea 
bie griiBte ~{adje oei gegefienem Umfange = 2s 
o eft ~t. 
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me3eidjnet man 31Ue! ;Dreiecfef eiten mit x unb y, fo ift bie 
brUte ber ~ufgaoe gemiifl glcidj 25 - X - y. 

;Dae Duabrat ber ;Dreiecfej1iidje ift bemnadj 
D 2 = S (s - x) (s - y (x + y - s) 

~iefer ~uebrucf ift ein @riifltee, lUenn 
(s - x) (s - y) (x + y - s) 

fo groil ale miigHdj ift. 
~e fden nun bie gefudjten ~15erfl)e x = a, y = b, fo I)at man 

nadj bem ~riH)erclt bie QTIedl)c non x uub y auf3ufudjcn, burdj 
weldjc jcbe ber oeiben @rii[3cn 

(s - x) (s - b) (x + b - s) 
(s - a) (5 - y) (a + y - s) 

cin @riifltce lUirb. ;Dicfce gefdjicljt, lUenn ill unb e cluei oeHeoige, 
aoer unenbHdj fleine @riiflen finb aue ben oeiben @leidjungen 

(S-X-ill) (5-11) (x+ ill +b-s) = (s-x)(s- b)(x+b-s) 
(s-a) (s-y-e) (a+y+e-s) = (s--a) (s-y)(a+y-s) 

~a nun x = a ultb J = b bie gefudjten j2Eedge ftnb, fo 
folgt aue bcn oeibcn uorftegcnben @leidjungen, nadjbem bie erfte 
burdj s - b unb bie 3wcite burdj s - a billibid ift 

(s - a - ill) (a + (J) + b - s) = (5 - a) (a + !J - s) 
(5 - b -- E) (a + b + e - s) = (s - b) (a + b - s) 

Bugrt man bie ill(ultiplifation aue unb liiilt in ber erften 
@leidjung (J)2, in ber 3IUeiten ell lUeg, fo erlJCilt man: 

ober 

(J) (s - a) - ill (a + b - s) = 0 
e(s-b)-e(a+b-s) = 0 

s-a = a+b-s 
s-b = a+b-s 

~emnadj lUirb a = b unb enbHdj 
28 

a=3 

b=~ 
3 
28 

2s-a-b = -3-

~ae gefudjte ;Dreiecr ift aIfo gIcidjfeitig. 
Um nodj nadjtriigHdj au untcrfudjcn, 00 Me ;Dreiccrej1iidje burdj 

Me angegeoenen ~ertl)e audj lUir~{idj 3U einem @riiflten. gema~t 
lUirb, fc~e malt ftatt x uub y btc UOlt a unb b unenbhdj lUentg 
aber 6eficl.Jig uerfdjiebenen ~ertl)e 
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2s 
x= 3 + w 

2s 
y= 3 + e 

in bie ~ormeI fur 6 2 ein, fo ergieot fiC§ 

6 2 = s (; - w) (~ - e) (~ + w - e) 
ober naC§ au~gefu~rter W1ultipIifation 

S4 S2 { } 6 2 = 2f -""3 w 2 + we + e2 

~a ber m:u~brucf C w 2 + we + e2), tueIC§er fiC§ auC§ barfteIIen 
Iii~t 

w 2 + we + e2 = Cw + e)2 + w 2 + e2 

2 
ftet~ pofitiu ift, gIeiC§uieI 00 w unb e pofitiue ober negatiue un~ 
enbfiC§ Heine ®ro13en finb, unb erft bann 3ur 91uII tuirb, tuenn w 
ltnb e gIeiC§3eiti9 91uII finb, fo foIgt, baf3 ber grof3te msert~ fur 6 2 

fein muf3 

ober 

6 2 = ;; 

S2 
6=-

3 VT 
.I)ierburdj ift"ertuiefen, ba~ ba~ gIeidjfeitige ~reiecf 

ltnter aHen ~reiecfen uon gIeiC§em Umfang bie grof3te 
~UiC§e einfC§liefjt. 

~~ fei 3tueitenf3 ein ~reiecf ABO gege6enj man fo(( 
in bemfef6en cinen SJ)unft P finben, fo baf3 lIie ~umme 
ber ~ntfernungen 

P A + P B + PO = einem stleinften 
tuirb. 

Um ba~ ~reiecf AB 0 3u oeftimmen, faIIe man tlOm SJ)unfte 0 
au~ aUf Me gegenu6erfiegenbe ~eite AB ba~ SJ)erpenMfel 0 D = h 
unb 6e3eiC§ne AD mit aj BD mit b. 91un faUe man uon bem 
6elieOig an$enommenen SJ)unfte P ba~ SJ)erpenbifef P Q =~ y aUf 
Me ®runbfmie AB unb 6e3eiC§ne AQ mit x. ~n~bann ift 

{ 
AP = VX2 + y2 
BP = VCa + b - X)2 + y2 
OP = VCa - X)2 + (h _ y)2 
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5Dcr mufgaoe gcmii~ foUen nun x unb y bergeftalt oeftimmt 
)uerbcn, ba~ 

vx~ + y~ + y(a+b -x)2 + y~ + v(a- X)2 + (h - y)2 
= f (x, y) 

f 0 fleill ala mogHd) Itlirb. 
Eiinb x = m ltnb y = 11 biejenigen m5ertfje, fur Itle{d)e 

f (x, y) moglid)ft ffein )uirb, fo mu~ man nadJ bem ~riigeren Me 
~unftionen l.lon je einer meriinbcrHd)cn 

f (x, 11) 
f (m, y) 

au cinem jtlcinften madJen. 
5Diefea gcfd)iegt mitte(ft bcr oeiben ®leidJungcn 

f(x + W,I1) = f(x, n)} be f(m + w, n) = f(m, n) 
f(m, y + E) = r(m, y) 0 r fern, n + E) = rem, n) 

in benen w unb E oelieoige uncnblidJ Heine ®rii~en ocbcutcn. 5Diefe 
®leid)ungen lauten auagcfiigrt 
v(m+w)2+n 2 + y(a+b-m- w)2+ n2 + va=m=--~i+ch=i1)2= 

vm2 + n2 + v(!i+b-- m)2-=t=£i2 + v(a - m)2 + (h-n)2 

ym 2+(n+c)2 + v(a+b-m)2+(n+c)2 + y(a-m?+(h-n-c)2 = 

Vm2 + n2 + v(a + b - m)2 + n2 + v(a - m)2 + (h - n)2 
SJhm cntltlicfele man bie D1abifanbcn bcr Hnfcn EicHcn nadJ 

SJ.)oten3C1t uon w unb c ocaicf)lid), l.lcrnad)fiiifige bann bie 
Duabratc l.lon w 1mb c, unb mad)c cnblid) uon bcn ~ormefn ber 
~clUton'fdJelt (~illomial ~) jecifje 

,j- B w V A + Bw = v A + ----= 
2 VA 

,j--- - DE 
VeT DE = ve + ----= 

2 ve 
®eoraudJ, fo ergicOt fid) 

unb 

vm2 + n2 + mw + v(a+b-m)2+n2 

V m2 + n2 

w (a + b - Itl + V (a - m)2 + (Ii - n)2 
v(a + b - m)2 + n2 

w (a - m) ,j-- ,j~--.~-c---: =========::= = V m2 + n2 + V (a + b - m)2 + n2 
y(a-m)2+(h-n)2 

+ V (:-a-m-"')-':~' -:-+--:(h:-----n=)2 
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vm~ +fi2 + v(a+b-m)2+ n2 + v(a-m)2+(h-n)2 
nc oc (h - n) c 

+ v'1l2-+fi2 + v(a+b-m)2+n2 - v(a-m)2+(h-n)2 

= vm2 + 02 + v(a + b - m)2 + n2 + v(a-m)2 +(h-n)2 

ober nac9 einfacger Umformung 

~ APQ = ~ 
~ BPQ ="tJ 
~ PCD = ~ 

10 1c9reilielt fic9 Me tJorfte~eltbelt @feic9ultgelt 

obet 

2. {Sin ~ - sin YJ = sin ~ 
co s ~ - cos YJ = cos ~ 

~Hbet malt bie ®umme bet :Duabtate, 10 folgt 
2 + 2 (cos ~ cos YJ + sin ~ sin YJ) = 1 

1 
cos (~ + YJ) = - 2 

~ + YJ = 1200 = ~ AP B 

~Hbet malt femer bie ®umme ber :Duabrate ber beiben au~ 
2. ~ergefeitcten @feic9ungen 

f 0 folgt feic9t 

sin ~ = sin YJ + sin 4 
cos q> = - cos YJ + cos 4 

1 
cos (YJ + 4) = "2 obet "tJ + 4 = 60° 

5Da ~ YJ + 4 ~elienlUinfe{ tJon ~ B P C ift I fo ergiclit fic9 
lUeifet 

~ BPC = 1200 

~ie brei ®etaben AP, BP, CP liifben alfo ~infel 
tJOlt 1200 mit einanber. 
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~eidjt finbet mnn nun nUf trigonometrifdjem ~ege Me ~ertije 
a-b 

tg 4 = 2h + (If + b)y'3 

h· /3 + 2a + b tg cp = ---'-v_...:----;::~_ 
h +by3 

hya + a + 2b 
tg1j - h + ava 

_ (a + b) tgcp 
m - tgcp + tg1j 

a+b 
n - tgcp + tg1j 

;Diejenigen ~ert~e, lueldje dne %unftion me~reret metiiuber~ 
Hdjen 3u einem @rotten ober .stfeinften madjen, lnffen fidj nudj 
nue ei n e r ®feidjuug ~etfeiten. @:jinb niimlidj oe3ie~lidj a, h, c, ... 
bie m3ert~e non x, y, z, ... , ttleldje bie %unttion 

f(x, y, z, ... ) 
3U einem @ro{3ten obet .stfdnften mndjen unb oebeuten w, E, 0, ... 
belieoige unenblidj neine @roten, fo mut nadj bern %rii~eren jebe 
ber %unftionen einer meriinberUdjen 

f(x, h, c, ... ) 
f(a, y, c, ... ) 
f(a, b, z, ... ) 

ein @rottee ober .stfeinftee fiir bie refp. ~ert~e x = a j y =:.: b j 
z = c j . •• ttlerben. .I)iequ fiub bie ~eMngungen erforberHdj 

f(a + w, b, c, .•. ) = f(a, b, c, •.. ) 
f(a, b + E, c, •.. ) = f(a, b, c, ... ) 
f(a, b, c + 0, •.. ) = f(a, b, c, .•. ) 

u. f. ttl. 
;Die ~ertge non a, b, c, ... , ttlefdje fidj nue Mefen ~ebingungen 

ergeoen, {onnen nur urn un e n b fi dj ttl en i 9 non benjenigen ~er~ 
t~en nerfdjieben fein, weldje aue fofgenben ~ebingungen ~ergefeitet 
ttlerben 

f(a + w, b + E, c + 0, •.. ) = f(a, h + E, c + 0, .•. ) 
f(a, b + /:;, C + 0, ... ) = f(a, b c + 0, ••• } 
f(a, h, c + 0, ••• ) = f(a, b, c, .•• ) 

u. f. ttl. 
~utl biefen @leidjungen folgt nun: 

f(a + w, b + E, c + 0, •.. ) = f(a, h, c, ... ) 
23 
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~iefe eine ~ebingung ift, IUelllt ber 'Bornuele~ung gemii~ w, 
e, 0, . . . 1t1tenblidj Ueine lielieliige ®rii~en finb, aueteia,enb aUt 
5Beftimmullg bet 'illcdlJc »on n, b, C, • • • Sn ber ~~at etgelien 
fidj aue iI)t fiimmtlidje olien etl)nltenen meMngungen, Itlenn man 
ber ffieiI)e nadj aUe luiUfiirlidje ltltenblidj Heine ®rii~en mit mue~ 
naI)me j e ei It e t gleidj muff madjt. 

m3te man in jebem fpecieOen ~a[{e finben Itlitb, liibt 
fief) bie ®tii~e f(a + w, b + e, C + a, ... ) fofgenberma~en bar~ 
lteHen 
f(a + w, b + e, c + 0, ... ) = fen, b, c, ... ) + Aw+ Be + Co + '" 
lueltlt lid bet @ntltlicfehmg bie sprobuftuetliinbungen bet unenbIidj 
Heinen G\)rii~en uernadjliilfigt Itlerben unb A, B, C, .. , ®tiiben UOto 

fteHen, lueldje nut bie mUdjftalien a, b, c, . .. ent~aften. - ~ie 
®feidjung 

f(a + w, b + e, c + a, ... ) = f(a, b, c, ... ) 
f djreilit fid) nun audj 

Aw + Be + Co + ... = 0 
~a in Mefer ®feidjung w, e, 0, .. , lieHelii~e lmenblidj Ueine 

®tiibett filtb, fo fann man mit WUllnaI)me je emet betfellien aUe 
iilitigen gleidj muu madjen ultb etI)iiU lJierburdj bet: ffiei~e nadj Me 
®feidjungelt 

0= A = B = C = ... , 
aue Itleldjen a, b, c, . . . gequfeiten finb. 

mnmetfung: 
SDiefe .pedeitung bet: erfotbetHdjen ®leidjungen our ~eftimmung 

bee gtiiflten obet ffeinften m3ert~ee eiller Runftion megrerer 'Bero 

iinbetlidjen 
r(x, y, z, ... ) 

ift fo lange ft attI) aft , ale \iimmtHdje 'Beriinbedidje uon einanber 
unaligiingig finb. ~reten auer burdj eine obet me~rere ®leidjungen 
uon bet %orm 

tp (x, 'i, z, ... ) = 0 
biefc 'Beriinbctlidjen in mligiingigfeit au einanbet, fo Itliirbe man 
eine ober meI)rere ~e3ieI)ungett 3ltJifd)en ben unenblidj fleinett ®tii~en 
w, e, a, ... UOtt bet ~otm 

o = <p (a + w, b + e, c + a, ... ) = cp (a, b, c, ... ) 
etI)alten, benen man audj, ba 
<p(a + w, b + e, c+o, ... ) = <pea, b, c, ... ) +AIw+BIe+CIo+ ... 
gefe~t luetben fantt, Me %otm 

Al w + BI e + cIa + ., . = 0 
geuen fann. ~hte Meier obet biefen ®Ieidjungen finb fo uieIe ber 
unettbHdj fleinen ®riiben w, e, a, . . . burdj bie iilitigen lie~ 
ftimmt, ale 5BeaicI)ungen a1uifdjen ben 'Beriiltbedid)en ber %unftion 



355 

f (x, y, z, ... ) gegeoen fiuD. Tlie nidjt oeftimmten Det: unenMidj 
Heinen @t:iif3en oleioen ltJiHfiitHdj. 

eof( Dca meiflJie(a luegen Die %unftion 
f (x, y, z) 

einen grii13tcn oher neinften ~ett~ auue~men, ltJenn Me meriiuber~ 
lidjeu bet mebinguug 

cp (x, y, z) = 0 
geuiigeu, fo er~iilt man bie @leidjungen 

Aw + Be. + Co = 0 
Al W + Bl e. + C10 = 0 

cp (a, b, c) = 0 
~fiminitt man aua ben oeiben erften @(eidjungen 0, fo et~ii(t 

man 
(ACI - AIC) w + (BCI - BIC) e. = 0 

w unD e. oeDeuten ~ier luiUfiirlidje unenblidj fleine @rof3en; 
Dager mUf3 man getrennt er~aften 

AC1 - AIC = 0 

ober 
BCI - BIC = 0 

Al BI C1 -x.=-n=c 
Bur meftimmung tlon a, b, c gat man Den oeiben @leidjungen 

Al __ BI _ C1 

nodj Die ooige 

gin3u3ufiigen. 

A - If -cf 

cp (a, b, c) = 0 

>llSit oefdj1iej3cn bie\cu ~o\djnitt mit ~uf(iifung ber fo{genben 
~ufgabe : 

@ine ~omogene fdjltJere tlolftommen oiegfame ~inie 
tl 0 u be r ~ ii n 9 c 2 I ItJ i r ban 31tJ ei sP u n Hen Bun b BI 0 e ~ 
f e fii 9 t, ItJ el dj e i It be III f e to e n ~H tl e a u Ii e 9 e nun D be r e n 
gegelt\eiti~er ~oftanb 2b ift. ID~an foU bie @eftalt 
b i e f e t ~ itll e 0 e fti m melt, fob a j3 i ~ r @)djltJ e t: lJ u n U m ii 9 ~ 
li dj ft ti e f 1i e 9 t. 

@a fei Po bet .pa(oiruugalJulttt bet: @eraDen B B', 10 ift ber 
moraue\e~ung gemiif3 Po B = b. Tlurdj Po lege man eine mertifale, 
10 ltJirD Mcfc burdj ben ticfftelt spunft ber ~urtle Qo ~egen unb 
{e~tere in 3ltJci f~mmetrifdje BltJeige aedegen (Der meltJeta giertlon 
ift feidjt 3u ful)ren). Tlie goriaontale @)trecfe Po B = b tgeHen 
iUtr tlon Po ao in n gleidje unenbHd) Heine ~geife, oeaeid)nen Me 

23· 



~geifpunfte her ffieige nadj mit PI; P 2 ; ... P 0-1 unh fiigten hurdj 
biefcloPlt 'ParaUefen mit Po Qo• weldJe hie @;urtle lJeaiegHdj in hen 
SJ)unften Q1; Q2; . . . Qn-l treffen miigen. ~ie Drhinaten Po Qo; 
P1 Q1; P2 Q2; ... Po-1 Qo-1 luerben hurd) tef~· Yo; Y1; Y2; ..• Yo-1 
'6e3eidjnet. ~ann ift hie ~iinge hee galI1en @;utl.1enlJogene 

0-1 y b2 
1. BOo = I = ~ -2 + (Ym+1-Ym)2 

o n 
wo haa ®ummen3eidjelt fidj aUf hen ~udjftalJen In lJeaiegt. %ernet 
ift, wenn man unter e hie @:ntfernung hee ®dJwer~unftee tlom 
.lJ)nnfte Po tlerftegt, ltadj ftatifdjelt 'Princi~ien 

0-1 yb~ ----
2. 1. e = ~ Ym -2 + (Ym+1- Ym)2 

o n 
illlan lJat nun hie n meranhedidjen Yo, Y1 I ••• Yo-1 I wefdje 

her ~ehingultg geniigen 
0-1 yb2 

I = ~ -2 + (Ym+1 - Ym)~ o n 
fo 3U '6eftimmen, hab her Wuehrucf 

ein ®riibtea wirh. 

0-1 i-=-b"""2-----­
~ ym -2 + (Ym+1 - Ym)2 
o n 

~et @:infadjgeit wegen fe~e man aUgemein hen @;uttlen'6ogen 
OoOm = Sm, fD if! 

Sm+t - Sm = i~: + (Ym+1- ym)2 

nnh '6e3eidjne fernet mit eo; e1; e2; ... eo_1 11 tlDdiiufig unlJeftimmte 
unenhlidj fleine @tiiben , um weldje hie tef~· Drhinaten Yo; Y1; 
Y2; ... Y 0-1 geiinher! werhen miigen. ~ann mut, hamit 

0~1 Ym 'lIb: + (Ym+1 _ Ym)2 g[eidj einem ®riibten With, 
o Vn 

0-1 yb2 
3. ~ (Ym + em) -2 + (Ym+1 - Ym + em+l - em)2 = o n 

0-1 yb2 
~ Ym """'T + (Ym+1 - Ym)2 
o n 

fein unh 3ug1eidj miiffen hie n ®riiben eOl ell .•• en_1 het einen 
~ehingung geniigen 

0-1 ib2 
4. I = ~ -2 + (Ym+l - Ym + em+ 1 - em)2 -

o 11 

n-t,/ b2 

; V Ji2 + (Ym+1 - Ym)2 



357 

ilhm oemerfe man hie %ormefn 

v~: + (Ym+1- Ym + Zm+1 - em)2 = V~: -+ (Ym+1 - Ym)2 + 
(em+1 - em) (Ym+1 - Ym) 

,/b: + (Ym+1 _ Ym)2 Y 11 

,/ b2 

em V fi2 + (Ym+1 - Ym)2; 

, / b2 
fe~e bann ftatt V ri2 + (Ym+1 - YmF ben einfad)mn &utlbtucf 

Sm+1 - Sm; fo erf)iHt man ftatt ber ®leidjung 3. hie folgenbe: 
n-l Y Y n-1 

5. 1: (em+1 - em) Ym m+1- m + 1: em (Sm+! - Sm) = 0 
o Sm+ 1 - Sm 0 

unb anfiati 4. 

6. 

mun ift 
"~1 ( ) Ym+l - Ym _ "~1 )'m+1 - Ym 
~ em+1 - em - ~ em+l -
o Sm + 1 - Sm 0 Sm + 1 - Sm 

n~l Ym+1- Ym 
~ em -"----'-'----"-
o Sm+1 -- Sm 

lIub lUeU En = 0 
D~l Ym+l - Ym 
~ em+l 
o Sm +1 - Sm 

n-1 Y '" m - Ym-l 
~ em , 
1 Sm - Sm-l 

enbHdj ~at man 
1l~1 Ym+l - ym _ u~1 Ym+1 - Ym + Y1 - Yo 
~ em - ~ em eo 
o Sm + 1 - Sm 0 Sm + 1 - Sm S1 

~urdj 3ufammenfteUung biefer mefuttate er9iiIt man 

D~1 ( ) Ym+l - Ym _ 1l~1 {Ym - Ym-1 ym+1- Ym} 
~ em + 1 - em - ~ em -
o Sm+1 - Sm 1 Sm - Sm-l Sm+1-Sm 

_ e Y1 - Yo 
o SI • 
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memnadj geljt Me ®feidjung 6. iivet in 

7 0y1 {Ym-Ym-1 Ym+1-Ym}_ Y1-YO . ~ cm ----- -eo 
1 Sm - Sm-l Sm+l - Sm Sl 

~uf iiljnfidje ~eife fann man bie @feidjung 5. umfotmen in 

8. ~ em Ym-1. ------- - Ym • + Sm+l-Sm 
11-1 [ Ym - Ym-1 Ym+l - Ym ] 

1 Sm - Sm-1 Sm+1 - Sm 

- _ e f s _ Y Y1 - Yo } 
- 0 l' 1 0 Sl 

ma lJetmiige bet @feidjung 4. 3lllifdjen ben n unenMidj fIeinen 
@tiiflen Co i C1 i e2 i ... eo-l nut e i n e ~e3ieljung vefte~t, fo fann 
man bie lei\telt n-l berfefven a f 0 III ilf Iii d i dj veitadjten unb eo 
af~ lJOlt biefen avljiingig. Um Co aus 7. unb 8. au eIiminiten, 
fe~e man bet JtUt3e lllegen 

S 2 
9. _l __ Yo=A 

Y1-YO ' 

muftipficire 7. mit A unb abbire au 8., fo foIgt 

10. 0~1 cm [(Ym-l + A). rm - Ym-1 _ (Ym + A). rm+l - Ym 
1 Sm - Sm-1 Sm+l - Sm 

+ Sm + 1 - Sm ] = 0 

ma aver bie in biefct Elumme entljaHenen n-1 @riiflcn e1; 
C2; ••• CIl-1 llliflfiirfidj unenbfidj fIcin finb, fo mUfJ man aUgemein 
er9aUen 

11. (Ym-1 + A) Ym - Yrn-1 _ (Ym + A) Ym+1 - Ym 
Sm - Sm-1 Sm+l- Sm 

+Sm+l-Sm=O 

unb es mUfJ Mefe @Ieidjung ftatiljalien fur jeben ~ertlj lJon m lJon 
1 vie /I-I inef. 

<SeM man nun in I I. an bie ElteUe lJon m ber ffieilje nadj 
Me galj(lllert~e 1, 2, 3, ... TTl ultb abbirt aUe 10 entfteljenben 
@feidjungen, fo gefangt man 3u bern ffiefttftat 

(Yo + A) Yl - Yo - (Ym + A) :m+l - !m + Sm+l = 0 
Sl Sm+1 - Sm 

lllefdje~ fidj lJermiige D. audj fofgenbermafJen fdjreiDt 

81 + Sm +1 = (Ym + A) Ym+1 - Ym 
Sm+l- Sm 

ma im ~rrgemeinen bic @riifJen 
~ Sm + Sm-I-l 

SI + Sm+l Itnv 2 
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enbHdj finb unb ueibe nur uUt bie unenMidj Heine @rii~e 

+ Sm+l - Sm 
SI 2 

lJon einanbcr aUlUeidjen, fo fann man Me lJodjerge~enbe @lcidjung 
umformen in 

Sm+l + Sm = (Ym + A) Ym+l- Ym 
2 Sm+l- Sm 

unb aua u~nHdjen @runben in 

Sm+\ + Sm = (Ym+l ,+ Ym + A) Ym+l - Ym 
2 \ 2 Sm+l- Sm 

miefe @(eidjung multilJHcire matt mit 2 (Sm+l- Sm), fo folgt 
S2m+l - S2m = y2m+l - y2m + 2)" (Ym+l - Ym) 

?mentt man lUiebet fur m ber ffiei~e tta!!J Me 3a~(lUert~e 0, I, 
2, ... m-1 einfe~t unb abbid, fo ergieOt ftdj 

12. s2m = y2m + 2)"ym - (Yu2 + 2)"yo) 

ma fur 11\ == 11; Su = ) j Yn = 0 ift, fo lUirb 
)2 = - (Yo2 + 2AYo) 

unb ba~er ftatt bet lJorgetgegenben @{eidjung ergaUen 
12. S2m = y2m + 2AYm + )2 

miefe @{eidjung eniguft citte ~e3iegung 3IUifdjen ben ~ogeno 
(uttgen Sm lInb ben Drbittatett Ym ber @nblJuttfte berfelbett. 

3ut ll1eiteten ffiedjttung negme matt Me ouen gefunbene @leidjung 

+ ) Ym+l- Ym 
SI + Sm+l = ('Ym A 

Sm+l- Sm 

ll1ieber aUf unb fJeadjte, ba~ Ole @rii~en 
SI + Sm+l unb Sm 

nur 11m cine lIucnMidj Ueine @rii~e lJOtt einanber aUlUeidjen; ba~ 
ferner 

,/ b2 
Sm +1 - Sm = V fi2 + (Ym+l- ym)2 

mann ergieOt fidj 

13. Sm = (Ym + A) b~Ym+l - Ym) 

V fi2 + (Ym+l-Ym)2 

b2 
lIub Iueml man 31mt Duabrat etl)eOt, 12. ueitu~t unb mit Ii2 

+ (Ym+l - YIllY muUilJIicirt 
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1.12 
(y2m + n Ym + 12) -2 = (,,2 ~ P) (Ym+l - YmF 

n 
~a Ym+l - Ym ncgatilJ ift, fo foIgt ~Utd) ~ue3icfjung ~Ct 

Dua~tatwUtael 

- ~ Vy2m + 2"Ym + F - v,,2 -12 (Ym+l - Ym) 
n 

unb nad) Icid)tcr Umfotmung 
14. h _l~ __ _ 

- n Vt,2-\2 
Ym+l- Ym 

~un fc~e man 

15. Z ,,2-\2 { 
Zm = -- (Ym + ".) + V(Ym + 1.)2 - (1.2 _\2) o~cr 

- (YIll + ,,) = -~'-- + 2 Zm 

f 0 crgi cot fid) 
1 f ,,2-\2 

Ym-!-l ~-- YIll = - ,'i- (Zm+l - Zm) ) 1 - } 
,;, l Zm Zm+l 

ober ba Me in ben unenMid) ffeinen %aftor Zm + 1 - Zm muftipliciric 
,,2-12 ,,2_F 

®riif3e 1 -- - --- lJon 1 - --2-- nur urn unenMid) wenig 
ZrnZm+l Zm 

aoweid)t: 
1 ,,2 _ \2 ) 

Ym+l- Ym= - -2 (Zm+l-Zm) 1 - --2-
Zm 

%erner wirb 

./( )2 ('2 12) Zm ( ,,2-12 ) V Ym +" - II. - = -2- 1 - ~-

~urdj ~ilJifion bet oeiben le~ten ®leidjungen foIgt weiter: 

Ym+l - Ym { Zm+l } 
V(Ym + A? - (A~-12) = - -z:;-- - 1 

ober wegen 13. 

b 1 _ Zm+l __ 1 
n VA2-r - Zm 

~bbirt man ~ie <i£infjeit, nimmt bann ~ie natiirHd)en ~oga< 
tftf)mcn nnb oead)tet, ~af3 fur unenbHd) Heine a 

Ig(1 + 0) = 0 
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ift, fo foIgt 
1 

--- = 19 Zm+l - 19 Zm 
n JI\2_12 
b 

mun fe~e man fiir III ber ffieilje nadj Me 3aljhuertlje 0, 1, 2, ... 
m - 1 unb abbire, 10 ergiebt fidj 

HI. mb 1 
--. = 19 Zm - 19 Zo 

n y')..2_F 

~us 13. iiberfieljt man, bafl Ym + ).. negatitJ ift; besl)alb erljalt 
man aus 12. 

ober 

- ().. + Ym) = VS 2m + )..2 - 12 

- ().. + Yo) = V)..2 - 12; ba So = 0 ift. 
~ltS 15. foIgt nun 

Zo = V)? - J2 

SJ)1it .piilfe Mefes ~ertljes ergiebt fidj aus 16. 

1 (zm) 
n ~-=r = Ig V)..2 12 

mb 

mb 
n 

Zm = V)..2 - I2 c 

mie ®leidjung 15. fdjreibt fidj je~t 

1 

17. _ (y.+ ,) ~! 11'" _I' { e:b. v' ,:-1' :e ~b. 11',:-1') 
ferner gegt 12. nun noer in 

18. s. = f v'i.'=- I' {e~b. v' ,:-1' _ :~b. v' ':-1' } 
~e~tere @leidjung bient Bur meftimmung tJon)... e;e~t man 

namfidj rn = n, 10 ergieh! fidj, ba Sn = lift 

1 --{ VA:-12 -VA: 12 
19. 1= TV)..2_J2 e - e 

mus biejer @leidjung beftimme man burd)' mnnCiljerung ben 
negatitJen ~ertlj tJon A, fo ift hurdj 17. hie @eftalt her ~urtJe ltnb 
mts 18. ein belieoiges mogenftiicf Sm tJoUftCinbig beftimmt. 
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®e~t man noif) bet Stiiqe wegen 

~ VA? - F = a 
mb 
-=X 
n 

lYm=YiSm=S 
fo ~at man 3ur ~eftimmung ber ~urtJe un~ i~rer @;{emente bie 
einfaif)eren ~ormefn: 

b h 
I - --

2. - = e a _ e a 
a 

V a2 + F - Y = i-( e -;- + e - -;- ) 

a • -. ( I S) 
8="2 e -e 
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