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Zusammenfassende Darstellungen iiber den Umfang und den
Inhalt der griechischen Rechenkunst liegen schon geraume Zeit
zuriick. Neben dem wertvollen Werk von Nesselmann,? das
in den Anfingen stecken blieb, ist vor allem zu nennen das
Buch von G. Fricdlein: ,,Die Zahlzeichen und das elementare
Rechnen der Griechen und Roémer' (1869}, das — soweit damals
moglich - das Thema erschépfend behandelte, wihrend Heath

1 Ein Index Graecitatis ist fir Teil IT vorgesehen.

2 | Die Algebra der Griechen‘‘ erschien im Jahre 1842 als erster Teil einer
kritischen Geschichte der Algebra. (Die genauen Titel wollen aus dem Lite-
raturverzeichnis [S. 457] entnommen werden.)

Miinchen Ak. Sb. 1936, III 25



358 Kurt Vogel

und Tropfke in ihren groflen fiir die Mathématikgeschiﬁhte
grundlegenden Werken naturgemiB auf die El{lzelhf{lten mcl'%t
eingehen konnten. Es ist klar, daB in den seit Friedleins Pfrbmt
verflossenen 67 Jahren vieles iiberholt und manches zu erginzen
ist. Man kannte damals u. a. die Metrika Herons noch nicht, die
groBenteils noch unedierten Mathematici Gra.eci mino'res
blieben unberiicksichtigt, und vor allem waren die Kenntnisse
der vorgriechischen Mathematik noch gering. Qerade die neueren
Forschungsergebnisse auf diesem Gebict zeigen aber, welche
Kenntnisse den Griechen schon zur Verfiigung standen.! Aus
diesen Griinden erscheint es vielleicht nicht tberflissig, das alte
Thema wieder aufzugreifen. Besonders soll die Arbeit zur Z(.fr-
streuung der alten Legende beitragen, da8 man iiber d}e grie-
chische praktische Rechenkunst fast nichts \vﬁBtc:~ Es wird 51c.h
im Gegenteil ergeben, daf} sie zu der Héhe entw1cke1t‘ war, die
man brauchte, um den elementaren Aufgaben des tiglichen Le-
bens gerecht zu werden. . .
Der vorliegende erste Teil wird die Grundrechnungsa'rten mit
ganzen Zahlen und Briichen behandeln. In einem zweiten Teil
sollen dann die anderen Teile der Logistik, insbesondere die An-
wendungen an Hand des bereits bekannten und des groBen noch
unverdffentlichten Materials untersucht werden. Ich muf3 .noch
darauf hinweisen, daB es nicht moglich war, jedes griechische
Wort in Ubersetzung wiederzugeben; dies hitte den Umfang der
Arbeit unnotig vergréBert, unnétig deshalb, wei? aus dem zusam-
menhingenden Text alles Wichtige ersichtlich ist.
Zu besonderem Dank bin ich Herrn A. Rehm und E. Wist
verpflichtet, die mir stets mit philologischer Hilfe zur Seite' stan-
den. Gleichzeitig spreche ich meinen Dank der Akad.emlc der
Wissenschaften und der Universitit Miinchen aus, die die Druck-
legung der im Frithjahr 1933 als Habilitationsschrift vorgelegten
Arbeit erst erméglichten.

Miinchen, 1. Dezember 1936.

1 Hierzu siehe besonders die Arbeiten Neugebauers, dem das Haupt-
verdienst an diesen Fortschritten zukommt, in den Quel'len und Studien zur
Geschichte der Mathematik, Astronomie u. Physik. Berlin 1929 ff.

2 Séhmidt S. 138, Tropfke 113 S. 64, 169, Tannery, M.sc. IV S. 62-64.
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Einleitung.

Wenn wir nach einem angenommenen Untergang der der-
zeitigen Kulturen uns die Arbeit der dereinstigen Archiologen
und Wissenschaftshistoriker vorstellen, die versuchen sollen, aus
dem Schutt der Stidte u. a. auch die mathematischen Kenntnisse
im 20. Jahrhundert wieder herzustellen, so wird das hierbei fiir
die niederen Gebiete der Mathematik gewonnene Bild wohl sehr
bald den geschichtlichen Tatsachen entsprechen, wihrend die
Klarlegung der anderen Zweige - schon wegen der gegeniiber der
Volksschulliteratur geringen Verbreitung der in Betracht kom-
menden Schriften - nicht so leicht gelingen wird. So sollte man
meinen, daB auch wir iiber die’ griechische praktische Rechen-
kunst, die jeder brauchte, der Handel trieb oder mit Verwaltungs-
angelegenheiten zu tun hatte, zum mindesten ebenso genau unter-
richtet wiren wie iiber die ,,wissenschaftlichen* und philosophi-
schen Teile der griechischen Mathematik, deren Entwicklung
zu der stauncnswerten Hohe, wie sie erst wieder das 17. Jahr-
hundert erreichte, als eine der Hauptleistungen griechischen
Geistes, neben bildender und dichtender Kunst, fiir immer an-
erkannt bleiben wird.

Aber gerade die Werke, deren Verstindnis sich naturgemaif
nur Wenigen erschlofB, sind groBenteils erhalten, wihrend die
elementare Literatur fehlt. Der Grinde sind verschiedene. Ein-
mal war die Herstellung der kostbaren Abschriften zeitraubend
und lohnte nur bei wertvollem Stoff. Der Volksschulunterricht,
der, wie wir aus Platon wissen, auch das praktische Rechnen
umfalte, spielte sich meist im miindlichen Verfahren ab. Da der
Unterrichtsstoff lange Zeit derselbe blieb, weil der Aufgabenkreis
keinen Verinderungen unterworfen war, konnte die Lehrtradi-
tion gut ohne Biicher auskommen. Zur Durchfihrung einfacher
Rechnungen war die Hilfe des Rechenbrettes vollkommen hin-
reichend. Vor allem aber hatten die Kreise in den Philosophen-
schulen und Universititen, denen die Wissenschaft anvertraut
war, von Ausnahmen (z. B. Aristotecles, Eudoxos, Geminos,
Proklos) abgesehen, wenig Interesse an den primitiven Stadien
der mathematischen Wissenschaft, so daf3 eben nur die klassischen
Werke studiert und abgeschrieben wurden. Wenn ¢s der Zufall
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360 Kurt Vogel

gewollt hitte, wire trotz allem ein Elementarbuch der Logistik,
wie die praktische Rechenkunstim Gegensatz zu der Arith-
metik genannt wurde, oder zum mindesten ein Rechenheft, wie
es z. B. fiir die d4gyptische Mathematik der Fall ist, auf uns ge-
kommen. Uber die anderen Zweige der praktischen Mathematik
(theoretische Mechanik, Astronomie, Optik, Musik, Geodisic)
sind wir ja auch unterrichtet. Wie aber die Verhiltnisse nun lie-
gen, miissen wir die Kenntnisse dieses Gebietes bei den Griechen
aus Einzelstellen miihselig zusammentragen. Es konnte sogar
der Eindruck entstehen, als ob wir Gber die griechische Logistik
so gut wie nichts wiiBten. Bei einer genaueren Betrachtung aller
zur Verfiigung stehenden Quellen ergibt sich aber, daB3 wir doch
ein ziemlich vollstindiges Gesamtbild erhalten kénnen, Hierzu
soll der folgende Versuch einen Beitrag liefern.

Erst in die Zeit der Entstehung des mathematischen Systemi
also etwa um -430, fillt die Trennung zwischen den theoreti-
schen und praktischen Gebieten der Mathematik. Vorher um-
faBte sowohl die Geometrie (yzwuezpix) die geoditischen Pro-
bleme wie auch die Arithmetik (dptduv=uen) die praktischen
Zahlenrechnungen. Solange noch kein Bediirfnis nach einer
theoretischen Untersuchung der Eigenschaften der Zahlen vor-
lag, bestand auch kein Grund, eine theoretische Arithmetik ir?
Gegensatz zu setzen zu einer praktischen Logistik. Wenn es bei
Proklos? heiBt, daB bei den Phoinikern wegen ihres Handels
und Verkehrs die genaue Kenntnis der Zahlen ihren Anfang ge-
nommen hat (&omep ofv map 7ol DotviZiy Sk wdg Eumopeiag nal

=% Guvaddarpuase Ty Gy Ty Ehaley § T@v detdudv drpuBts yviieLs), so
darf man hier nicht an eine Zahlentheorie denken. Hier handelt
es sich um die praktische Rechenkunst, freilich auch nicht um
die viel ilteren ersten Anfinge, die jedes Volk sich erarbeiten
muBte und konnte. Die Stele bei Proklos bezieht sich vielleicht
auf die Buchstabenziffern oder auf dic einzelnen Rechnungs-
arten, die erst mit der Verbreitung der Schrift entwicklungsfihig
wurden und den Abstand von der grundlegenden Operation, dem
,,Zuzihlen®, , Aufreihen’ (&p1dpciv) gewannen, daB sie eigenc
Rechenoperationen wurden. Dagegen ist der Aufbau des Zahlen-

1 ProklosS. 65. (Die genauen Titel der zitierten Quellen wollen im Lite-
raturverzeichnis S. 457 nachgesehen werden.)
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systems bis zu einer fir die Bediirfnisse des Alltags hinreichenden
Hohe und die Ausbildung der Grundrechnungen viel frither, und
zwar schon gleichzeitig mit der Entwicklung der Sprache, anzu-
setzen. Den Anfang bildet die Vorstufe, in der Gr6Ben- und Men-
genunterschiede geschen und verstandesmiBig erfaBt wurden.
Auch in der Schépfung eines konkreten Aquivalentes fiir die
Zahlen bzw. fir die gezihlten Gegenstinde in Gestalt von Stein-
chen oder Marken und damit in der Erfindung des Abakus kann
jedes denkende Volk selbstindig gewesen sein. Die Terminologie
der mathematischen Begriffe bei Homer zeigt, da lange vor
der Einfihrung der Schrift das griechische Zahlensystem ent-
wickelt war. Man kannte bereits den Begriff der Multiplikation
und fiihrte einfache Teilungen aus. Alles dies war ,,Arithmetik‘.

Ein grundlegender Wandel trat ein, als sich die Philosophie
der Mathematik bemichtigte; nach Proklos (bzw. Geminos)
war es Pythagoras, der die Geometrie stofflos und mit reinen
Gedanken untersuchte (6 [uSaydoxs . . . dvwdey T35 doyds adic

Emieromobuevos xal dihws %l vosps Th Yewpfuata Sepeuvdpevos.k
Wenn wir statt des sagenhaften Pythagoras die ,,sogenannten
Pythagoreer* setzen, so haben wir gerade den Kreis, von dem
das mathematische System geschaffen worden zu sein scheint.
Da muBte sich auch der Unterschied herausbilden zwischen der
einen mathematischen Disziplin, die es sich zur Aufgabe macht,
die reinen mathematischen Gedanken (7& vor74) zu untersuchen,
und der anderen, die nur die sinnlich wahrnehmbaren Gegen-
stinde (7% aledy=x) betrachtet. Wie sich jetzt die Geometrie ab-
trennt von der Geodisie, so wird — und zwar erstmalig im Gor-
gias nachweisbar? — auch unterschieden zwischen Arithmetik
und Logistik. Jene ist cine Wissenschaft (2mishun), die sich mit
dem Ewigen, Reincn beschiftigt, diese eine. Fertigkeit (=Eyvm),
die fiir die Erfordernisse des Alltags notwendig ist und schon
deshalb allgemein geilibt werden muB. Am schirfsten driickt
Platon den Gegensatz aus,® wenn er der Erkenntnis den Krimer-
geist (yvowsilew und numqledew) gegeniiberstellt.

! Heron IV S. 108 und Proklos S. 63.

2 Platon, Gorgias 451; B, C, iiber die Scholien des Olympiodoros siehe
FuBnote 7 auf S. 455.

* Platon, Republik 525D.
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Gleichzeitig mit dieser klaren Scheidung in die praktische Lo-
gistik und die nur mehr die Eigenschaften der Zahlen unter-
suchende Arithmetik volizieht sich die Verdringung des rech-
nerischen Elementes aus der Geometrie, und es beginnt die wissen-
schaftliche, d. h. geometrische Behandlung der arithmetischen
Gesetze und der algebraischen Probleme. Auch verschwinden
jetzt aus der Arithmetik die Briche, die der Logistik vorbehalten
bleiben. Sie werden durch die Verhiltnisse (Aéyor) ersetzt, die
auch das nur in Annidherungen berechenbare Irrationale mit um-
fassen.?

So kommt es, daBl in den Elementen des Euklid alles Logi-
stische verschwunden oder nur noch schwer erkennbar ist. Doch
schon mit Archimedes tritt ein Umschwung ein. Er, der die
empirische Forschung neben der reinen Mathematik, die sich
des logischen Beweises bedient, gelten 1aft, scheut vor Nihe-
rungen ebensowenig zuriick wie vor Briichen, und neben der
Theorie kommen wieder die Anwendungen zu ihrem Recht. So
spricht sein Kommentator Eutokios von der ,,Kreismessung*
als von einem fiir das tigliche Leben notwendigen Buch (mpds a5
rob Plov ypetus dvayzaiov).? Ahnliches driickt auch Anatolios
>zw. Geminos aus,® wenn er berichtet, daB3 gegentiber dem frii-
1eren Wissenschaftsbegriff die ,,Spiteren die Benennung weiter
wusdehnten, indem sie verlangten, daB3 der Mathematiker sich
1ucht lediglich mit dem unkérperlichen und gedanklichen Stoff
sefassen solle, sondern auch mitdemdas kérperliche und sinnliche
Jasein Beriihrenden*'. Ferner verlangten sie, dafl der Mathe-
natiker auch Feldmesser und Rechner scin solle (o 3% vedizegot
zptécTocoy Eml mAELOY THY TE0GTY0play 6D Aoy RESL TRV ACOUATOY
b vor Tl Ok d5tobvres meaynaTeso o oy padquatiady, dhh val
ol Ty dpumTopdviy 715 cuuaTiAi g vk aledn T odctag, ferner ...
€ty Govto ol yewdalorry xel Kovicizdv . . L) Ein solcher Mann
st wohl auch der ,,Geometer®, von dem im Epigramm 43 der
wnthologie 4 die Lasung der ,,Gleichung** verlangt wird.

t Uber die Beziehungen zwischen den XAéyot und den Briichen siehe unten
. 449.

2 Archimedes III S. 228.

3 Heron IV S. 162, hierzu Tannery, M. sc. IV S. 6s.

4 Wertheim S. 343 und Diophant II S. X.

'
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- Spiterhin, besonders mit dem Auftreten der neupythagorei-

schen Philosophie, treten die alten Unterscheidungen erneut in
den Vordergrund. Die Arithmetik (eloaywyy &otdunzixs) des
Nikomachos, die bis in das Mittelalter hinein das kanonische
Werk der Arithmetik geblieben ist, ist eine Zahlentheorie (ohne
Logistik), durch die eine fiir das Studium_der Philgsophie not-
wendige mathematische Schulung erreicht werden soll. Dem-
gegeniiber wirkt bei Heron und seinen Nachfolgern der Ein-
fluBB des Archimedes nach. Zwar werden auch hier die ,,edleren
und héchsten Hauptteile der Mathematik, die Arithmetik und
Geometrie, den anderen sich mit dem Sinnlichen beschiftizenden
Anwendungsgebieten gegeniibergestellt! (<75 pév murwséons »al
TPWTYS GhooysséoTepu uepn dVo, dptdunTiny nul yewustola, ig O

mepl e alodyra doyolovudvrs €2, hovyiotied), yewdmolx, SmTush,
LAVOVULT, ey vt aotpovoutsy), doch wird die Verwandtschaft
von Arithmetik und T.ogistik ausdriicklich betont (guveyyilel
pAAIOY 77 ey dordurTind ) hoyiosind . <. A.). Bezeichnend fiir den
grundlegenden Wandel gegeniiber dem Standpunkt zur Zeit
Platons ist es, daB Diophant, dessen Werk den Gipfelpunkt
griechischer Rechenkunst darstellt, diesem den Namen &g9-
wrTiea gibt.

Was ist nun iber den Umfang der doyisminh téyvr, aus den
Quellen in Erfahrung zu bringen? Der Name selbst gibt keine
Auskunft. Das Zeitwort 2éyew, zu dem 2éog gehort, bedeutet ur-
spriinglich ganz dhnlich wie apt9uciv (Stamm: «p = aneinander-
reihen) das Auflesen, Sammeln, Zihlen der u. U. in einer Reihe
angeordneten Gegenstinde. Die Bedeutung von 2éyos ist dem-
entsprechend sehr vielseitig. AuBer Wort, Rede, Erzihlung, Buch,
Lehrsatz,® Begriff, Vernunft finden sich in unserem Zusammen-
hang 24vyo. als Rechnungen, als Summe (35 &Z7z0vz2 so0avrwv
2oyov). Vor allem aber ist 2évos das Zahlenverhiltnis, durch das
zwei GroBen (Strecken, Zahlen usw.) miteinander verglichen
werden (Myo cuvnidévar). So ist deyilecdur ein auf verniinftigen
Gedankenschlissen beruhendes Berechnen. Zu culayiouds (lo-
gischer SchluB) gehért culdeyilecdar: sich zusammenrechnen, be-
denken, z. B. mzptuéspoug ouddoyléusvor.? Die Rechnungen heiBen

1 Heron IV S. 1064. 2 RudioS. 26.
3 Proklos S. 38 Z. 23.
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auferdem Aoyiopog, hoyiopot! und hoyepwopés.? Der Plural doyis-
wot steht bei Suidas?® als Synonym fiir Aeyiotixn téyvn. Der im
Denken und Rechnen Erfahrene ist ein Aoyistinée? oder cin 2n-
yt795.5 Was also die vernunftgemiBe Rede oder Uberlegung an-
langt, so ist in diesem Punkte kein Unterschied zwischen Arith-
metik und Logistik. Dies wird auch von Platon® zum Ausdruck
gebracht, wenn er sagt: el 8'ab £o0t70 * TV 3 AoyioTindy Tive nx-
Acle wyvny; elmow’ v 61t xal abrn (genau wie die Arithmetik)
207l @Y Ay T0 Tav wupouuivev. Sonst aber ist der obenerwithnte
Gegensatz zwischen der elementaren Logistik und der wissen-
schaftlich hochstehenden Arithmetik bei Platon besonders ause
gepragt. Eine Parallele hierzu sehen wir in der Geometrie. Da es
Platon um die Geometrie als reine Wissenschaft zu tun ist, be-
treibt er die Loslosung des geodatischen Teiles.

Dies alles schlieBt aber nicht aus, daB3 er sich auch fiir die
griindliche Beschiftigung mit den praktischen Zweigen der
Mathematik einsetzt. Denn es darf nicht iibers¢hen werden, dal3
die diesbeziiglichen Bemithungen lediglich die Erhohung des
allgemeinen Bildungsstandes bezwecken und nichts mit der For-
derung der Wissenschaft, der sich die Oberschicht der Philo-
sophen und Staatsminner widmen sollen, zu tun haben. So
kommt es, dal wir gerade von ihm wertvollste Aufschlisse tiber
den Inhalt der Logistik erhalten.

In einer in einigen Punkten noch unklaren Stelle in den Ge-
setzen,” in der er die agyptische Unterrichtsmethodik als Vorbild
darstellt (s0643z ~oivov ézdeTev yeh @dvar pavdavery Sty T':"J:
8eudéoovs, Sox vl whumolug v Alydnte maidwv dyhos iz TR
wacy pavddver) wird hervorgehoben, daB die logistisch .'\‘us;:«'!u!-
deten geweckter als andere sind und daf} sie dic fir 'X’rup;'\c'n-
und Haushaltsfithrung notwendigen Kenntnisse besitzen (. . . 9=

1 Platon, Phidrus 274 C u. Gesetze VII, 819.

2 RhabdasS. 193.

3 Suidas sub doyicude.

* Proklos S. 40 und Platon, Euthydemos 290B.

5 Aoywthg war im 5. Jahrhundert der Titel der attischen Beamten, denen
ie Finanzverwaltung iibertragen war. Siehe R.-E. X1II, 1020. i

¢ Platon, Gorgias 451 B; vgl. auch Hippias minor 306-368.

7 Platon, Gesetze VII, 819,

d

4
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Aolot Toug pavavoviag elg ve T&g TGV oTpatonédwy Tafig nal dyw-
yag wol opateiag! xal elg olxovoptag af, xal mdvteg yenowwTésous
adrods abTols xxl EypryopbTag uaihov todg vdpdmoug drspyalov-
tar). Uber die in Frage kommenden Rechnungen (Aovyiouot) er-
fahren wir aus.dieser Platonstelle, daf es sich neben planimetri-
schen und stereometrischen Vermessungsaufgaben (uesa 8¢ zaii<o
&v Tais petphoeoty, Gox EygL whny wod mAkT wad Bad, wepl dmavto
TaiiTe voloay Twva pueel yehotay Te wal aloypiy &yvouxv &v Tols dv-
dpdrmots wEor Tadtrg amadaTrousw) hauptsichlich um Vertei-
lungen drehte, deren Kenntnis den Kindern spielend beige-
bracht werden sollte. Es heif3t im Text: ,,Zuerst handelt es sich
beim Rechnen darum, daBl man die gerade fiir Kinder aus-
gedachten Aufgaben spielend und mit Freude lernt; dann um
dic Verteilung von Apfeln und Krinzen, wobei dieselbe Anzahl
einmal an vicle oder wenige verteilt (= angepaBt) wird; ferner
um die (Verteilung) der Ring- und Faustkimpfer und um die der
Gegnerlosigkeit und des Auslosens, entweder einzeln oder der
Reihe nach oder wie es sonst gemacht wird. (zpévov udv vape =ep

- =

;\ 215t N MV T 1y Y I 9-’1 -~ oy - "8"‘,_ -

oytools ateyvis mwancly dZsvoruéve padfuato ystd woudidis xax

€ ~ ’ ’ 7 1 1 7 ’

Ndoviis mavdvew, pfdev 4 Tvov Svouxl xal crepiveyv wAdlocwy

Gpo zol 247706 GpuoTTOVIOY FpLdUdY TGV adTdy, %ol TUXTGY nal
»

~

~ 3 ’ -~ \ 1 3 7 2 v 3 €
TahancTEBY Epedpsing T zal GUMTZEws &y pépat? xal dpsiis nal @

- mepunact yiyvesdar). Derartige Aufgaben, bei denen'die Gegen-

stinde entweder in gleiche Anteile oder nach irgendeinem Schliis-
sel verteilt werden, kommen in der antiken Mathematik hiufig
vor. In der babylonischen, dgyptischen wie in der griechischen
Mathematik finden sich sogar schon Verteilungen in Anteilen,
die in arithmetischer Reihe wachsen. Weiterhin spricht die Pla-
tonstelle von Schalen aus verschiedenem Metall (bzw. Metall-
inhalt), dic entweder als Ganzes verteilt werden oder erst, nach-
dem man ihren Inhalt (oder die Schalen selbst) gemischt hat (xx
O xal maifovrzs, Quikag dux %pucoh xaxl yakzol zal devyusiov xal

TOLONTOY TGV GAMY zepavvivies, of 3% vl Shxs mws dwxdiddvres,
8rep ¢

DN b ’ \ ~ A ’ k] ~
< 5 TTALOLAY 5‘!1;1].07-.0‘/75.’; TAS TwY C(Vy.‘;’"/.l'.(.t)‘} C(:JL{}[L(A)‘)
xe7Gets %A,

! Uber die Beziehung der Logistik zur Taktik s. Proklos S. 38-39.
? Heath 1,1 S. 20 FuBn. 1 liest: &v 2pedgeiag v xal culrZewg wépst.
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Noch ausfiihrlicher verbreitet sich tiber die einzelnen Zweige
der Logistik ein altes Charmidesscholion,! das entweder der
Hewpla &V padrustwy des Geminos direkt entnommen ist oder
vonAnatoliosstammt, derGeminos mehr oder weniger beniitzt
hat. Der Anfang des Scholions ist auch in den Heron zugeschric-
benen ,,Definitionen** mit geringfiigigen Abweichungen zu finden
und lautet folgendermaBen:? hoyiotixd) ot dewpia Tév dptdurrav
odyl 3¢ <GV qodudy peTayepioTind, od TOV dvtwg aptduoy hauds-
vousx, GAN HmoTtdeuévy O utv &v ¢ povada, to 3 dpdunzdv wg
doLduby, olov w2 wolor Tpuddar elvan xad wa S Senddu . €9’y emayer
=% vard GpLdurnTieny dewpfipate. ewpel oy ToT0 pév 76 A dev I
*Apyrutdous Posndy medBhnua, tolto 82 pnhizas zal puaizag :ip'.:z‘-
oz, Todg udv &ml Qudy, Tovg O éml moluvng * nal & i).).mv' 3t
yevédv T mAEYN 76V elednTdY copdtey 1omeisx, 03 ::pl.:r.).z'tmv
dmooaiverar. Vor allem ist also dic Logistik cine Theorie nicht
derAZahlen, sondern des Zihlbaren, wobei dic sinnlich crfall-
baren Gegenstinde nach ihrer Quantitiit (=)7%05) betrachtet wer-
den;? dies stimmt iiberein mit dem obecngcnannten Gcgcns:qu
zwischen den Teilen der Mathematik, die das Gedachte (vorziv),
und den andern, die das Wahrnechmbare (aiodnév) zum Inhalt
haben. Proklos hat dassclbe untcr Berufung auf Geminos aus-
gesprochen.* Ausfiihrlicher beschiftigt er .sich kurz dar..?u.fs mit
dem gleichen Gegensatz. Zuerst sagt er hicr, daB Geodisic urld
Logistik ihre Uberlegungen nicht mit gedachten Z:lxhlcn'unfl Fi-
guren, sondern mit wahrnehmbaren anstellen. Nicht /,ylnu‘!rr
und Kegel werden in der Geodisic gemessen, sonldvrn ”-l\fll‘“
(cwgot) in Kegelform und Brunnen als Zylinder; nicht .gcd‘.u hte
Gerade werden verwendet, sondern wahrnchm!?nn‘, t.L‘IIS dunne
wie Sonnenstrahlen (!) oder dicke wie Schniire. Uber (‘hv I,u;:x:.uif
fihrt er nun fort: 00&ad 6 AoyioTids adra xad’ 5‘10?1 3)5(0;::.71
w49 Ty Gotdudy, A Enl @Y alodnTdy, 69ev wal T m(??}‘:{v
admolg dmb ThY wrTooudvey Tidetan, unhizag xahhv TS AXL PN

1 Platon, (Schol. zu Charmides 165 E.) Vol. VI, S. 290.

2 Heron IV S. g8.

3 Platon, Gorgias 451 C sagt: . :
rég &g TARBoug Emionomel TS TepLTTOV Xl 16 &p

unten S. 454. K
4 Proklos S. 38. 5 Proklos S. 39. 6 Proklos S. 40.

.. &7 ol mpdg abTx ®al wphd oria
ttov  AoytoTuiy. Siehe auch
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7ag. Es werden also hier die benannten Zahlen wieder U TTat-
und guiAizo-Zahlen genannt. Es handelt sich wohl um . Apfel
und ,,Schalen®, nicht um ,,Schafe*“ und ,,Schalen*“. Denn gerade
die Verteilung von Apfeln und Schalen war in der oben angefithr-
ten Platonstelle als ein wichtiges Kapitel des Unterrichtes auf-
gezihlt worden. Die genannte Erginzung des Charmidesscho-
liasten: ~odg pdv ¢ml ouiv wols 8F 2 moiuvns beruht demnach
auf einem MiBverstindnis.!

Nach dem Hinweis auf das Rinderproblem sowie der Hervor-
hebung der Melites- und Phialiteszahlen fithrt das Charmides-
scholion im Gegensatz zu dem Heronischen Geminosfragment die
Teilgebiete der Logistik noch weiter aus: Ok 3% wd iy whvTa T
aowdurnTa - péon 8 adtis al ‘Edgvinal wxl Alyvmmianad zadoduevol
HEdodor dv modhamhaciacuois wal usoruois, vl al TGy uoplwy Guy-
reparaaces wal Sunpéezs, alg lyveler 7X vazk Thy Ghny duowhens-
peva GV mpoPhnudtwy 7f mepl T005 TaLydvous wul TOMY VoS oy -
uxsziz, d. h.: | Thr Stoff ist alles Zihlbare, ihre Teile sind die so-
genannten griechischen und 4gyptischen Multiplikations- und
Divisionsmethoden sowie die Addition und Zerlegung der Briiche,
womit sie die Geheimnisse der Probleme aufspiirt, die ihr dic
Behandlung der Dreiccks- und Vieleckszahlen aufgibt. Mit
einem Hinweis auf die praktische Bedeutung der Logistik(zé)og
3¢ adzis 76 nowwvizty &v Blo ol 7enowov &v cuploduicts, &b wal
ozt mepl v@v aledmdv Gg tedelwy drooaivesdar) schlielt das auf-
schluBreiche Dokument.

Es erhebt sich die Frage, was im einzelnen unter den im Char-
midesscholion genannten Teilgebieten zu verstchen ist, vor allem
aber auch, ob cine vollstindige Aufzihlung vorlicgt. Diese letzte
Frage ist zu verncinen, da gerade die einfachsten fiir das tagliche
Leben notwendigen Rechenaufgaben, niamlich die Addition und
Subtraktion der ganzen Zahlen, unerwihnt bleiben. Auch wird
das Abakusrechnen ebensowenig genannt wie eine Einfihrung
in den Aufbau des Zahlensystems.? Sonst aber ist die Aufzih-

! Tannery, M.sc. IV S. 68.

¢ Der Aufbau des Zahlensystems ist natiirlich auch Voraussetzung einer
theoretischen Arithmetik, in der hauptsichlich die Eigenschaften der Zah-
len ,,in bezug auf sie selbst oder in Beziehung zu anderen Zahlen* unter-
sucht werden. Aus einer solchen Arithmetik sind Briiche ausgeschlossen
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lung ziemlich vollstindig. Uber die Durchfiihrung dgr genannten
Multiplikations- und Divisionsmethoden sind wir aus dgyptischen
Quellen unterrichtet. Bei der Addition und Zerlegung der Stamm-
l;riiche handelt es sich darum, das Ergebnis einer Stammbruch-
summe entweder als einen einzigen Stammbruch darzustellen

(z. B.: Z 4 é = 1), oder, wo das micht méglich war, den erhal-
B3 2 !

tenen allgemeinen Bruch in eine geeignete Stammbruchreihe um-

zuwandeln (z. B.: ?7; =1 -+ i -+ %) Auch Aufgaben, dic die Zer-

legung eines Stammbruches in eine vorgeschriebene Anzahl von
anderen Stammbriichen verlangen, sind erhalten (z. B. :i = % zio}.
Bei der Erwihnung der Dreiecke und Vielecke in der Auf-
zihlung des Scholions zeigt das Maskulinum (o Tptywvol USFV.),
daB Dreieckszahlen gemeint sind, deren Behandlung aber nicht
eigentlich zur Logistik, sondern zur Zahlentheorie gehért. Man
erwartet also hier eher einen Hinweis auf die Probleme der rech-
nenden Geometrie, die sicher der Logistik zuzurechnen ist. Nun
wurden aber die Formeln fiir die figurierten Zahlen auch zur Be-
rechnung des Flicheninhaltes verwendet,! so daf} die gefmm.itc
Stelle doch einigermaBen am Platzeist. Das Rinderproblefn 1s.t eine
schwierige Aufgabe der unbestimmten Analytik und so%l in dICSCI.'ﬂ
Zusammenhang wohl nur diese Aufgabengruppe bezelchnc.n‘, die
man spiter in nicht ganz richtiger Weise Diophantische Gleichun-
gen nannte, da dieser auch Briiche a!§ Lésungen zuldBt. Unter dcs
genannten Rechnungen mit den ,,Apfel-*‘ und ,,Schalenzahlen

sind Verteilungsaufgaben gemeint, die auf Gleichungen ersten
Grades fithren. Solange es sich nur um eine Unbekan.n‘te h:md.cl(.
konnen sie bequem durch ,,Ausklammern‘ und Division ,,:mth;
metisch** gelést werden.? Treten aber mehrere Unbekafmtc nut‘,
so kommt man ohne algebraische Gedankengange mc}?t aus.
Diophant wird in genialer Weise unter Verwendung.gemgn“f”
Substitutionen mit mehreren Unbekannten fertig. Ein erst vor

und durch die 24yo: ersetzt (s. u.S. 449ff.). Domninos 1.(S. 416) schltleﬂ‘t s:)l\;l:
arithmetische Abhandlung iiber das Zahlensystem mltlden Worten: air
mepl wdv TodTey Emmidoy elnely THs hoytoTinds EyeTar Jewplac.
1 Pediasimos S. 21 f. . .
. . . 10 i€,
2 Zahlreiche Beispiele finden sich in den Epigrammen der Antholog
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einiger Zeit interpretierter Papyrus! zeigt sogar bereits eine al-
gebraische Symbolik, die bei Diophant erst in den allerersten
Anfingen vorhanden ist. Nicht genannt werden in dem Scholion
die Verwendung von Tafelwerken (besonders Multiplikations-
und Bruchtabellen), dann die Potenzlehre, die der Multiplikation
zuzurechnen ist, die Methode des Wurzelziehens sowie schlieBlich
die SchluBrechnungen (mohzizdg hoyuproude), die die Grundlage
alles und jeden Rechnens bilden, ohne die weder ein Bruch ver-
wandelt werden konnte, noch die einfachsten Aufgaben des tag-
lichen Lebens — wie z. B. die Entlohnung einer geleisteten Arbeit
nach Verdienst oder die Berechnung des Zeitbedarfs fiir eine
Arbeit - zu erledigen waren.?

Es sind also bei der griechischen Logistik folgende Kapitel zu
unterscheiden:

A. Die grundlegenden Operationen mit ganzen Zahlen:
Zihlen (Zahlensystem, Abakusrechnen);
Addition;
Subtraktion;
Multiplikation (mit Potenz als Sonderfall);
Division; ‘
Berechnung der Quadrat- und Kubikwurzel.
B. Rechnen mit Briichen.

A e

C. Anwendungen auf:
1. Feldmessung;
2. auf die politische Arithmetik (mohmidg hovasiouds) des
taglichen Lebens.
D. Algebraische Probleme (zuerst mit Bezugnahme auf be-
nannte Gréflen, spater bei Diophant meist ohne diese).

* Papyrus Michigan 620, s. Robbins S. 321 ff. und Vogel 4, S. 266 ff.

? Eines muB hier noch besonders hervorgehoben werden: Wenn sich auch
die Logistik im Gegensatz zur Arithmetik mit dem Stofflichen, Wahrnehm-
baren beschiftigt, so schlieBt dies nicht aus, daB die notwendigen Rechen-
methoden an unbenannten Zahlen studiert und ausgebildet werden. Im An-
fangsunterricht aber wird man aus padagogischen Griinden auch dabei auf
die benannten Zahlen, die ,,Apfel“ des Charmidesscholiasten, zuriickgreifen,
was sicher der geschichtlichen Entwicklung entspricht. Nur in der theore-
tischen Arithmetik werden die Eigenschaften der Zahlen (gerade — ungerade,
prim - zusammengesetzt usw.) ,,stofflos** untersucht. Hier handelt es sich
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Wosind nundie Fundstellen fir die einzelnen Methoden, nach
denen diese verschiedenen Zweige der Logistik behandelt und ge-
lehrt wurden ? Eigene Werke {iber die Logistik sind aus klassischer
Zeit nicht erhalten. Zwei Biicher von Pappos, die das praktische
Rechnen behandelt haben sollen, gingen verloren.! Eutokios®cr-
wihnt die Logistik einessonstunbekannten Magnes (Magnos?),
ohne deren Studium man die Myriadenmultiplikationen und Di-
visionen nicht leicht verstehen kénne (. . . olg odx elxolov mag-
axohoudeiv oy uf Suk wév Mayvou Aoyiorixdv 7Aypévov). Verloren
ist auch das >Quuzéuov des Apollonios von Perge, in dem?
Kreisberechnungen mit groBer Genauigkeit ausgefiihrt wurdcr?.
Voraussetzung dafiir war die Beherrschung der Rechnungen mit
groBen Zahlen (dhnlich denen der Sandrechnung.des Archi-
medes) unter Verwendung von festen Regeln fiir die gcnanntvn
Operationen mit Myriaden verschiedener Ordnung. Mlt solchen
Rechnungen soll auch Philon von Gadara de.n Kreis genauer
ausgerechnet haben. Wenigstens sagt Eutokm.s,“ daB dicse
Nachricht in den Kypla des Sporos stiinde. Es ist sc.hr zu be-
dauern, daB all dies verloren ist; denn gerade die Krelsmcss.fmg
mit den dabei notwendigen umfangreichen Berechnungen miiBte
klare Einblicke in die verwendete Rechentechnik gestatten. In
der Kreismessung fehlen bei Archimedes selbst zwar alle

Zwischenrechnungen, doch hat sein Erklarer I:?utol-:xos uns
wertvolle Beispiele fiir die Addition, Subtraktion und .\lu!:
tiplikation von ganzen Zahlen und Brijchen'auf'bcwnhrt, d:
lange als die einzigen erhaltencn Beispiele griechischen prak-

nicht um die Zahlen ,,Eins*, ,,Zwei", ,,Drei*“ usf., sondern Objektc\(lf:\'I ( ?:'k
legung sind die ,,Einheit*, ,,Zweiheit*, ,,Dreiheit® us:‘:\ ‘In der ;‘lm n;‘)".h
bedeutet 2 - 3 = 6 {ig tatds £34g), daB die ,,Sechsheit die dopp\t"w‘:: o
heit* ist, wihrend in der Logistik die Multiplikation 2+ 3 =.0 (i3 »r*: :l";
wenn auch an unbenannten Zahlen durchgefﬁhrt.,' sich doch mmm‘c: ‘“u[ 7\:,';.
Rechnen mit wahrnehmbaren Dingen bezieht. U,ber dex‘l Ur.xter;c':ilc: N v
schen povig und % und die Verwendung der povideg bei Diophs: s
S. 454.

1 Siehe Nesselmann S. 108.

2 Archimedes III S. 258 f.

3 Archimedes III S. 258.

4 Eutokios spricht von den aristotelischen 7

S. 228); hierzu Tannery, M.sc. I, S.178 f.

iz (Archimedes 11
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tischen Rechnens angesehen wurden. Fiir die fehlenden Divi-
sionen und Wurzelberechnungen bieten die allerdings im
Sexagesimalsystem durchgefiihrten Beispiele in Theons (vonAle-
xandria) Almagestkommentar einen guten Ersatz, da sie Schliisse
auf die Durchfiihrung dieser Rechnungen im dezimalen System
- mutatis mutandis - gestatten. Aber mit Eutokios und Theon
sind unsere Quellen fiir die Rekonstruktion der griechischen Lo-
gistik noch keineswegs erschopft. Fast alle Texte liefern Beitrige
zur Terminologie, insbesondere die zahlentheoretisierenden
Philosophen von Nikomachos an bis zu den spiten und spi-
testen Byzantinern. Auch die Schriften der rechnenden Geo-
meter diirfen nicht vernachlissigt werden. Bei Heron und seinen
Nachfolgern findet sich verstreut manches Beispiel, das einen
Einblick in die damalige Terminologie und in die Technik der
Rechenoperationen gestattet. Beste Fundgruben sind die wenigen
erhaltenen Papyri, dic zuverlissiger als die von den Abschreibern
vielfach verinderten Klassiker die alte Schreibung von ganzen
Zahlen, Briichen und Abkiirzungen wiedergeben. Uber alge-
braische Probleme geben besonders die Epigramme der grie-
chischen Anthologie und die Arithmetik des Diophant Auf-
schluB. Daneben findet sich auch in den ,,arithrms‘chen“ Ba-
chern Euklids manches Arithmetische und Algebraische in geo-
metrischem Gewand. Zwei weitere wichtige Quellen’ (aus dem
14. Jahrhundert) sind noch anzufithren. Einmal die Logistik des
Ménches Barlaam, von der sich Tannery! wegen der darin
verwendeten geometrischen Beweisfithrung nichts fiir die Kennt-
nis der antiken Rechenkunst verspricht. Ein genaues Studium
dieses im Jahre 1600 von Chamber herausgegebenen und iiber-
setzten Werkes gibt aber doch wertvolle Auskunft iiber das Rech-
nen mit Briichen sowie iber den Zusammenhang zwischen
diesen und den Logoi, so daB es nicht Ubergangen werden darf.
Auch ist an Hand der Terminologie festzustellen, daB sich
hier tatsichlich altes Gut erhalten hat, wie es Tannery wenig-
stens bei dem anderen Schriftsteller sogar aus einer etwas spi-
teren Zeit, bei Nikolaos Rhabdas, mit Recht annimmt. Zwar
fillt die Abfassung der beiden Briefe, die Tannery vorziglich
edierte,? bereits in diec Zeit, in der das indische Rechnen im Vor-

! Tannery, M. sc. IV S. 71. 2 Tannery, M.sc. IV S, 61-198.
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dringen war.! Doch enthilt die Schrift altes griechisches logisti-
sches Wissen. In dem ersten Brief an Georgios von Chatzyke
(Xazldwn), den Rhabdas - wie auch den zweiten - mit den die
,,Arithmetik‘‘ einleitenden Worten des Diophant beginnt, be-
schiftigt er sich mit dem Zahlensystem, dem Fingerrech-
nen, den Grundoperationen einschlieBlich des Wurzel-
ziehens und gibt die auf alter Uberlieferung beruhenden Hilfs-
tabellen fiir die Addition (Substraktion), Multiplikation (Divi-
sion) und Bruchrechnung. Im zweiten Brief an Theodor Tza-
buche (TZxB0dy7) von Klazomenai will er dem Schiiler dreierlei
vermitteln:

1. den molimixdg Acyaplouos,

2. den padruatinds hoyaptowss, der die ,,vier groBen mathe-

matischen Wissenschaften‘‘; das Quadrivium, umfal3t;

und 3. die Diophantische Mathematik.

Im einzelnen behandelt er aber nur einige schwierige Beispicle
der Multiplikationund Division mitgemischten Zahlen,
ferner das Wurzelziehen, die Osterrechnung sowie zahl-
reiche Beispiele der ,,politischen Arithmii_l_.{“, in denen
T..aTnery wieder alte Probleme sieht. Als Hauptstiitze dalfiir,
daB bei Rhabdas die alte logistische Tradition weiterlebte, ist
anzufiihren, daB gerade diejenigen Rechenoperationen, die nach
dem neuen indischen Verfahren leichter erledigt werden kénnen,
namlich die Multiplikation und Division mehrzifferiger Zahlen,
von ihm nicht beschrieben werden. Fiir diese wird auf die groe
indische Rechenkunst (IvSusd) peyddn drpopoptx) verwiesen. Die
tatsichlich mitgeteilten Rechnungen mit einfachen Zahlen sind
also sicher alte griechische Logistik.

Im folgenden soll nun in erster Linic festgestellt werden, was
iiber die Terminologie und dic Methoden der Grundrechnungs-
arten fiir ganze und gebrochene Zahlen sich aus den Qucllc'n er-
gibt, nach der auf S.369 gemachten Einteilung im wesentlichen
also die Kapitel A und B.2

1 Maximos Planudes schrieb seine Unpogopiz etwa um 1280.

2 Fiir Kap. A 6 (s. S. 369) liegen bereits erschopfende Untersuchungcn.
vor (s. Heath 1,1 S. 425 sowie die Literatur in Rehm-VogelS. 51'/53)'
s. auch u. S. 4235. Eine eingehende Behandlung von Kap. C und D st n
Aussicht genommen.
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Das Zihlen.
(Zahlen- und Ziffernsystem, Fingerrechnen, Abakus).

Die ersten arithmetischen Errungenschaften eines Volkes be-
stehen in der Schépfung eines Zahlensystems, dadurch daBl man
Mengenunterschiede bezeichnete, zuerst durch Substantivformen
(Dual usw.), dann durch eigene Zahlwérter. Sie stellen ur-
spriinglich Adjektiva dar. Das ,,Vier-in-Anzahl-sein‘ eines Ob-
jektes war eine ihm zugehérige Eigenschaft, wie etwa sein Schwer-

-sein oder sein Rundsein. Je nach den Bediirfnissen wurde das

Zahlwortsystem erweitert, wobei man, um die Reihe nicht end-
los ausdehnen zu miissen, Stufen einschaltete. Auf dem Gedanken
der relativen Einheit beruht die Zusammenfassung von etwa 4, 10,
12, 60, 100 usw., Untereinheiten zu einer Ubereinheit, zu einer
neuen ,,Eins“, in deren Bereich man wieder mit den alten Zahl-
wortern weiterzdhlen konnte. Das griechische System war ein
dekadisches mit den Stufen 10, 100, 1000 usw. Reste eines il-
teren Vierersystems sind nachweisbar (3%%¢ als Dual., éwéx = 8
4+ 1 Neues).! ‘

Zur Durchfithrung einer einfachen Rechnung brauchte man
nur abzdhlen zu kénnen (8Zapiduxots). *Aptduciv = Zihlen und
Rechnen war urspringlich identisch.? Zur Erleichterung der
Rechnung durch konkrete Versinnbildlichung dienten die
Finger; es konnten auch Steinchen ({#oo0z) und andere kleine
Gegenstinde, die auf einem Brett niedergelegt wurden, verwen-
det werden. Dabei ist es denkbar, daB3 man die héheren Einheiten
durch Steine von anderer GréBe oder Farbe darstellte. Uber-
sichtlicher wird diese Zahlenfixierung durch kolumnenweise An-
ordnung der Steinchen, d. h. durch Verwendung eines Abakus.
Wie man mit einem solchen Rechenbrett auch schwierige Ope-
rationen (Multiplikationen und Divisionen mit Briichen) durch-
fihren kann, hat Nagl in seiner griindlichen Bearbeitung des
Stoffes an Hand der iiberlieferten griechischen Abaci dargelegt.
Im allgemeinen wird sich die Praxis des tiglichen Lebens auf

! Die erst jiingst entdeckte Harappa-Kultur (etwa —3000) zeigt im MaB-
system eine Vermischung des Dezimalen mit dem Zweier- bzw. Vierer-
system.

? Vgl. die von Friedlein S. 74 genannte Stelle aus Lukian.

26
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Additionen und Subtraktionen beschriankt haben, da ja auch die
anderen beiden Operationen leicht auf diese zuriickgefiithrt wer-
den. Eine Erleichterung des Rechnens wurde durch Einschal-
tung von Zwischenstufen erreicht (5, 50, 500 usw.), deren erste
schon beim Abzihlen an den Fingern sich aufdringte. Die Bil-
dung des griechischen dekadischen Zahlensystems liegt in vor-
schriftlicher und fiir die ersten Anfinge in vorhistorischer Zeit,
Bei Homer ist es bereits bis 1000 ausgebildet. Dagegen ist
puptor (10 000) noch ein unbestimmter Zahlbegriff ,,sehr viele",
wie auch noch 6fters éxatév (100). Das ,,Abfiinfen® (repmalecdar)
in § 412 zeigt den Gebrauch der Finger beim Abzdhlen der Sce-
hunde durch den Meergott Proteus. Dall man in einfachen
Fillen mit Fingerrechnen auskam und nur fiir schwererc dic
Rechensteine verwendete, zeigt eine Stelle in den ,,Wespen** des
Arlstophanes 1 wo es heilt: xal rpm Tov piv Abyioat adAms wi
Uhootg, GAN dmd yeLpos.

Nach Einfithrung der Schrift sind in Griechenland zwei Zif-
fernsysteme in Gebrauch gekommen. Das iltere ist das ,,Hero-
dianische' System.2 In ihm sind fiir die Einheiten der einzclnen
Stufen und Zwischenstufen (5, 10, 50, 100 usw. bis 50 000) Ab-
kiirzungen der Zahlwérter verwendet. Die Eins selbst wird, w%c
z. B. in Agypten, durch einen einfachen Strich dargestellt.? Die
Hauptformen sind folgende:

1
5

10

50

100
500
1000

5 000
10 000
50 000

attisch und bootisch.

VXX I X I I FJPBTI-—-
!
2
BERETER
-

1 Aristophanes, Vesp.656: Rechne zuerst ganz einfach, nicht mit Steinen,
sondern von der Hand weg. )

2 Nach dem Grammatiker Herodian (2. Jahrhundert n. Chr.), der das
System beschreibt.

3 Siehe Tod S. 125 ff.
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Das Herodianische System steht in engem Zusammenhang mit
der Darstellung der Zahl auf dem Abakus; die Kolumnen der
iiberlieferten Rechenbretter, z. B. bei der Salaminischen
Tafel, zeigen die entsprechenden Uberschriften. Dieses System,
das sich in Abrechnungen und Inschriften noch im 1. Jahr-
hundert v. Chr. vorfindet, wird durch das zweite, alphabetische
verdringt. Hier stehen fir

1-9: %, 8,v,8,¢,¢6,8,m, % (6 = & = Vau,Stigma);
10-90: t, %, A, i, v, &, 0, %, G (90 = 6 = Koppa);
100-900: p, G, 7, V, @, %, ¥, ®, B (900 = 7 = Sampi).

Die Tausender wurden durch die Einer mit einem vorgesetzten
Strich bezeichnet ()%, ,8, usw.).! Zur Unterscheidung der Zahl-
buchstaben von den gewdhnlichen Buchstaben konnte noch ein
Querstrich oder Strichindex angefiigt werden, z. B. 3 = ¥ oder y'.

Voraussetzung zu einer raschen Verwendung dieser Ziffern,
die natiirlich mit ihrem Zahlwortnamen ausgesprochen wurden
(z. B. & %ot B ylyvesow T ist: &v nad 3bo viyvetar tpla) war die ge-
dichtnisméBige Beherrschung des ,,Eins-und-eins und spiter
des ,,Ein-mal-eins‘’. Gegeniiber dem alten Herodianischen Sy-
stem besall das neue den Vorteil groBer Kiirze.2 Beim Gebrauch
ist es gar nicht so unpraktisch, wie es auf den ersten Blick er-
scheinen méchte. Freilich muBte bei Multiplikationen und Divi-
sionen mehrzifferiger Zahlen erst der Wert der neuen Einheit

- (= Stellenwert) gefunden werden. Zu diesem Zweck wurde der

Begriff der ,,Wurzelzahl*“ (Anzahl der jeweiligen Einheit, mv$-
unv) geschaffen. So hat goo den Pythmen 9, wie auch 90, 9000
usw. Die Multiplikation von goo - 70 erfolgt als g (Hekatonda-
den) mal 7 (Dekaden) = 63 Chiliaden. Dic neue Stelle ergibt sich
durch Abzihlen:g an der dritten Stelle mal 7 an der zweiten
Stelle gibt 63 an der (3 + 2 — 1)ten Stelle. Fiir die Schreibung
groBerer Zahlen schritt man von 4 zu 4 Stellen vorwirts. Apol-
lonios unterscheidet einfache, doppelte usw. Myriaden, z. B.
7381 5671 6013 0000 = M"Lrme M* cy0aM* ciy. Auch das Ab-

! Uber eine andere Tausenderschreibung im Pap. Vindobonensis 19 996
s. Gerstinger-Vogel S. 48.

? Vgl z. B. 987 = P=7 mit RHHHHRAAADII.
26+
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setzen der Myriaden durch einen Punkt ist gebriuchlich wie

Y
1 507 984 = Mpv-,{»=d oder 36 621 = y-,cyxa.! Ferner konnte
die Zahl der betreffenden Myriaden als Index {iber dem M ge-

008

schrieben werden, z. B. M ,ewoe = 71 755 875.2 Rhabdas setzt
zur Bezeichnung der Myriaden 2 Punkte iiber den Zahlbuch-
staben. Fir jede hohere Myriade kommen zwei weitere Punkte
dazu. So ist 50 000 = €, 7 * 10 000% = {.3 Zur Bewiltigung noch
groBerer Zahlen hat Archimedes in der Sandrechnung (yau-
pitne) ein Oktadensystem geschaffen. Die ,,ersten‘ Zahlen gchen
von 1 bis 99 999 999. Die folgende Zahl 108 ist die Einheit der
,,zweiten‘‘ Zahlen, (10%)% die der ,,dritten’* Zahlen usw. bis (109)1°)
was die Einheit der 108ten Zahlen ist. Alle diese Zahlen bilden
die erste Periode, auf die weitere Perioden bis zur 10%ten fol-
gen. Die groBte auf diese Weise darstellbare Zahl ist (10° - 110')10';
Archimedes beschreibt sie als al pvplaxiopvploctis meptodou
(LUPLALTULPLOGTEY Getdudy whptat uuptades; es ist eine 1 mit 80 000
Billionen Nullen!* Solche groBe Zahlen haben freilich in der Lo-
gistik nichts zu suchen, hier endet die Zahlenreihe mit 1 Billion
= puptaxtg pwoptat wopLades.® _

Die Terminologie bestitigt die grundlegende Rolle des Aba-
kus. Das Rechnen ist ein Legen von Steinen (7pous mdévar)
= noilew, Yhooot hoyileodar,® die Rechnung selbst heilt ¢meo-
popta. DaB die Verwendung von Rechensteinen das Naturgcgcj
bene ist, zeigt die Terminologie aus anderen Sprachen, z. B. bei
den Roémern: calculus, calculare, calculum ponere et subduccre.
Das Rechenbrett scheint auch iiberall da verwendet worden zu
sein, wo in den Quellen nur das Resultat bei Rechnungen steht,
die im Kopf allein nicht gut ausfithrbar waren. Ein Zitat aus

! Diophant I S. 222, 256.

2 Siehe Heath 1, I S. 39.

3 Tannery M.sc. IV S.go. In der Schreibung der Punkte auf S. 112
(letzte Zeile) ist nicht alles in Ordnung.

4 Zur schriftlichen Wiedergabe dieser Zahl wiirde eine Strecke von 1000
Erdbahndurchmessern nicht ausreichen, wenn jede Null einen halben Milli-
meter beansprucht.

5 Uber die Ziffernsysteme s. Heath 1, I S. 29 ff. und das Buch von
Loffler.

¢ Herodot II S. 36.

F Beitrige zur griechischen Logistik 377
Theophrast! zeigt, daB (so wie bei uns in einer Nebenrechnung)
auf einem Nebenblatt das Teilresultat gewonnen wurde, das
man dann in die Hauptrechnung (Heft, Liste, Buch) eintrug. Es
heiBt da: duérer 3% xai Aoylouevog wpds Tve TG mondt cuvtdEat Tag
$npovg Swdelv (= Tayrota Tidévar?) xal xepdAniov TOLGAVTL YPd-
Jar adtd elg Aéyov. Die Verwendung des Rechenbrettes oder einer
ahnlichen Vorrichtung (Knotenabakus) kénnte als die Grund-
lage der modernen Positionsschreibung angesehen werden, in der
die Lage der Steinchen nachgeahmt erscheint, wenn bei den Ba-
byloniern, die das erste wenn auch noch unvollkommene Posi-
tionssystem hatten, ein Abakus nachgewiesen wire. Die Haupt-
leistung der Inder auf diesem Gebiete ist die Einfithrung der
Null, die beim Abakus unnétig war, fiir die aber das Auslassen
einer Ziffer im Schriftbild nur ein unvollkommener Ersatz war.2
In der griechischen Mathematik tritt eine Null nicht auf. Zwar
verwendet Ptolemaios das Zeichen o (= 0d8év?) als Stellen-
fullung (wie schon im spiten Babylon) fiir eine fehlende Einheit

.in der sexagesimalen Schreibung der Briiche, doch ist es noch

keine Zahl Null, mit der gerechnet werden kann.

Fir nudusyv, das bei Nikomachos® auch das auf die ein-
fachste Form gebrachte Verhiltnis bezeichnet, finden sich spiter
auch die Ausdriicke: $euéhog und Bédpov (Grundlage).t

Im Unterricht bildet die Bekanntmachung des Schiilers mit
den einzelnen Zahlensymbolen und dem Aufbau des Ziffern-
systems den ersten Lehrstoff. Rhabdas schreibt in seinem
1. Brief:5 mpdivov pev padeiv méoa oroiyeid elow ta cupBadibpeva
elc admiy (nimlich die Arithmetik) xal =éoov dpdudv onuaiver
€uaotov adév %. 7. A. Auch im 2. Brief® wird als erstes Kapitel
die &x9ec15 1dv onuciwv genannt, durch die die Werte der einzel-
nen Zahlen erklirt werden (3nAoSoa why mocdrrza xal 10 uéspov Evdg

! Charaktere 24, 12 (ed. Immisch 1923 S. 33, 36).

? Bei Nesselmann findet sich an Stelle einer fehlenden Ziffer bei der
griechischen Addition ein Querstrich. Fiir diese Nulldarstellung geben die
Quellen keinerlei Handhabe.

? Desgleichen bei Iamblichos. Z. B. 3:2 statt 6:4; hierzu d’Ooge,
S. 216.

4 Bei Rhabdas S. 104.

> Tannery, M. sc. IV, S. 86.

¢ Ebenda M. sc. IV S. 118.
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Exdorov =6y &otdpév). In einem weiteren Kapitel (mepl ths wav
Gotdudv vahoylag xal 7agzws) behandelt er den Aufbau des
Zahlensystems;! hier werden vor allem umstindliche Regeln fiir
die Multiplikationen der einzelnen Stufeneinheiten gegeben,
Rhabdas unterscheidet dhnlich wie Apollonios einfache, dop-
pelte usw. Myriaden, z. B. 9000 . gooo = 8100 einfachc Myria-
den (,%%). In einem anderen Kapitel (Exppacis 708 Jaxtuhinnd
wézpov) wird gelehrt, wie man mit den Fingern 1-9999 darstellen
kann. Doch kommt diesem eigenartigen Dokument keine Be-
deutung mehr fur die logistische Praxis zu.

Die Addition.

Bei Rhabdas wird folgendermaBen definiert:? Die Addition
ist die Vereinigung von zwei oder drei Zahlen zu einem Zahlen-
wert (cUvdzais udv obv Eomwv Eveais 3o xal TELBY o’cphfnu}v z::i;
&vdg Go19uod mogbTrTa) oder an anderer Stelle? fiir beliebige Glic-
derzahl: oivdzois cizouy (= el olv) xowowvie xal &vwaols TOAGY
dotdudy iy . .. wTA o

Der Hauptterminus cuvnidévar weist auf das ursprun‘gllclfc
Zusammenlegen der Steinchen der beiden Summanden hin. Er
blieb auch dann noch bestehen, als man lingst von der aus-
schlieBlichen Verwendung des Abakus abgekommen war. Mit
der Zeit stand wohl jedermann das Eins-und-eins zur raschen Er-
ledigung der Addition zur Verfiigung. Beim Addieren éuf dem
Rechenbrett hatte man nichts weiter zu tun als die unteremandc.r-
stehenden Summanden bzw. die sie darstellenden Marken in
den einzelnen Kolumnen zusammenzuschieben und schlieBlich
noch die iiberschieBenden Betrige gegen groBere Einheiten aus-
zuwechseln. Rhabdas sagt:* &vobusv 7ag dbo TabTag TC7\€‘J.03.(;
ol cig fvx dotdudy mepuctdvess (! = mepuoTavees) usw; also dic
beiden Zahlen werden beim Addieren zu einer einzigen umgc-
indert. Auf dem Rechenbrett erscheint das Resultat oben am
Platze des 1. Summanden als %zpdhaov (Summe). Beim schrift-

1 Ebenda M. sc. IV S. 102.
2 Ebenda S. 96.

3 Ebenda S. 118.

¢ Ebenda S. 130.

P
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lichen Rechnen steht das Ergebnis, wenn die Rechnung nicht
im fortlaufenden Text durchgefiihrt wird, - schon mit Riicksicht
auf den vorhandenen Raum - wie bei uns unten. Die Addition
von 91 800 und 1836 sieht bei Eutokios! folgendermaBen aus:

4
M &
JULWAG
J
opob M,yyhs.
Dieses und andere Beispiele auf derselben Seite zeigen, daf es
den Griechen gar nicht darauf ankam, die einzelnen Stellen
sauber untereinander zu stellen, wie man es nach Nesselmann?

annehmen muB. Die Addition (40000 4 12 000 + 1000) +

(12 000 + 3600 + 300) + (1000 + 300 4 23) bei Eutokios!
zeigt folgendes Bild:

s
ool M Gxe.

Das von Nesselmann angegebene Additionsschema, das von
spiteren Bearbeitern {ibernommen wurde, gibt auch nach zwei
anderen Richtungen hin ein falsches Bild. Weder wird unter die
Summanden ein Additionsstrich gesetzt, noch werden fehlende
Stellen durch einen Querstrich bezeichnet. Dies wiirde schon der
Verwendung einer Null als Fehlzeichen gleichkommen. Der
Text gibt bei der Addition 326 041 + 23 409 = 349 450 deutlich?:
i 7

éx 7odtwv (unter bezug auf R’I,g—@i und M) ovvayesar ...
16

M,%uv und nicht wie bei Nesselmann: ¥

28
*\'Ilq_p'a
l
M,yv-9%
L
M,3vv.

! Archimedes III S, 234.
2 Nesselmann S. 119,
8 Archimedes III S, 236.



380 Kurt Vogel

Immerhin nahern sich manche Beispiele unserer heutigen Dar-
stellung darin, daB wenigstens die Summanden auf verschicdene
Zeilen verteilt sind. Vor Eutokios ist in den Quellen ctwas der-
artiges nicht zu sehen. Meist wird, z. B. bei Heron und in Pa-
pyrustexten, die Addition wie iiberhaupt jede Rechnung im
fortlaufenden Text vollzogen. Beispiele: Pap. Graec. Vind,.
19 996! oivdeg T B xad Ta 1B r“ (= vyiverar) 18 oder Heron? aivde;
3 xal &v- yiyverar €. Wenn statt dieser und anderer ausfihrlicher
Wendungen (xal ylyvetow pera tév B wa éha ', 6 A peve tév B
7oy [' ¢oiduodv dnfpricay) die verkirzten Formen ¥ xal ¥ ¢ oder
nur ¥y ¢ sich finden, so deutet dies auf das Vorliegen von Eins-
und-eins-Tabellen hin, deren gedichtnismiBige Beherrschung
das umstindliche Abakusrechnen oder das Herzdhlen an den
Fingern entbehrlich machte. Dies mullte auch ein Ziel des Elc-
mentarunterrichtes sein. So weisen schon Aristoteles und Dio-
phant auf die Notwendigkeit des Auswendiglernens, das den
Schiilern allerdings wenig Freude macht, eindringlich hin.® Eine
solche Eins-und-eins-Tabelle, die gleichzeitig als Subtraktionstafcl
zu gebrauchen war, findet sich bei Rhabdas.

« L F
o« ¥ 7
«n &
o B oo

ist ein Teil dieser mit ctvdects e douipéoews (Addition und
Subtraktion) iiberschriebenen Tabelle

Derartige Hilfstabellen existierten sicher schon lange. Dies er-
gibt sich schon aus der Bezeichnung bei Rhabdas als ,Erfin-
dung des Palamedes‘. Der Name soll sicher nur die alte Uber-
lieferung zum Ausdruck bringen.* Urkundlich ist eine Additions-

1 Gerstinger-Vogel S. 22.

2 Heron III S. 176

3 Siehe unten S. 387

¢ Tannery, M.sc. IV S.110. Herrn E. W iist verdanke ich den Hinweis

auf zwei Stellen in der Literatur, aus denen hervorgeht, daB mit Palamedes
der Sohn des Nauplios gemeint ist, offenbar also der, welcher am troja-
nischen Krieg teilnahm. Er wird deswegen gerithmt, weil er die phéni-
kischen Ziffern (Buchstaben?) lehrte und in der Lage war, richtige Ver-
teilungen der Lebensmittel vorzunehmen. Er war also des praktischen

[
¥
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tabelle aus fritherer Zeit auf einem Papyrusstiick belegt, das spi-
ter zum Text des Papyrus Vindobenensis 19996 mitver-
wendet wurde, das also aus der Zeit vor der 2. Hilfte des ersten
vorchristlichen Jahrhunderts stammt. Es steht dort! in derber
Unzialschrift:

A AB di 1 1 2
A BT 1 2 3
AT A 1 3 4
A A E 1 4 5 usw.

Im einzelnen sind bei der Addition folgende Termini in Ge-
brauch:

Addition:  oivdecis, mpéodeots, ouyxzoaiainwots.

Addieren: émmdévan, cuvnidévan, Eriouvnidévar, TpooTidévar, Guy-
nepadatoly, ouyxepaholv, oOvduo AauBivery, Guv-
adpotlewy, cuviyzty, wpocaptduciv, mpogTATTEY, pLy-
vhvar, Gupptyvivar.

Summe: aSpo'Gg.o;, /sqakwrv GUYREDAA ucoy.a( GUYREPIAALLGLS,

6 ouyxsiysvos, 76 cuyxrsiuevov &x T0T %eoah., TO %AT
’ r \ \ ’ € 3 1
cuvdeoly, GOuRag, 76 6hov, 76 Glvehav, 6 dotduds cuv-

*UQOTEPWY, b YEVOUEVGS.

Die Summe wird oft eingeleitet durch 6uoS (zusammen) und
1305 (siehe!) oder, wie auch das Resultat anderer Rechenopera-
tionen, durch yiyveedar (als Siglum: |‘i"), amofaivery, dmodidbvar
(Nikomachos), &5 clvar usw. bezeichnet. Ein Pluszeichen exi-
stiert nicht, ebensowenig wie ein Terminus fir Summanden.
Diese werden mit zai oder ohne jede Verbindung aneinander-
gereiht. Auch dic Wendung: 6 A pe=d 7o B ist gebriauchlich.

Dividierens kundig. Aulerdem erfand er eine »Tafel“. Die beiden Stellen
sind: Schol. Eurip. Or. 432: 6 8¢ Hz)\zgf,Sm drerdhv elg Tpoww % puéytoTx
Gvroe 7oy "Eovindy dhxdv. Mpwoodvrey yie &v AOAS. xal mepl Thy Stavouty
700 oitou Suoyepavéviay e xal oTacaléviwy TpGHTOY wév TX (Dowv.vx 3 diZag
Yedpurtx adtodg lovy te xal dvemilnmrov Tiv Suxvouny év tobTolg Empayux-
tedoato und Schol. Stat. Ach. I 93: tabulam ipse invenit ad comprimendas
otiosi seditiones exercitus. Es handelt sich in dieser verderbten Stelle wohl
um die ,,Tafel des P.**, von der Rhabdas spricht. Mit einer solchen Mul-
tiplikationstafel konnten auch die genannten Verteilungen (nach der dgyp-
tischen Methode) vorgenommen werden.
1 Gerstinger-VogelS. 14.
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Die Subtraktion

Die Terminologie der Subtraktion zeigt wieder deutlicb die
hingigkeit vom Abakusrechnen. Das Subtrahieren ist. ein ,,V
nehmen, Wegheben®, ein ,,Hinauswerfen des ,,klexnere,n
groBeren‘. Rhabdas definiert:! éxBoM) 3¢ éomv doaipears fm1
&otduol amd peilovos und spiter unter Ausdehnung der Subt
t{on auf den Fall der Gleichheit von Minuend und Subtrah
Gopatozorg Fyovy ExBoli rov & dordudy dorduoig b?atp&pav Wi
admoic 7 édooovas.? Auf dem Rechenbrett kann die Rechr}ur
ausgefiihrt worden sein, dal man beide ,,Za}‘flen“ .unter.ex.na
legte und dann in jeder Kolumne je einen Stein glf?lchzeltlg ]
Minuenden und Subtrahenden ,hinauswarf*. Spater. stand,
die obengenannte Tafel des Palamedes zeigt, die Sl{bt
tionstabelle (umgekehrte Eins-und-eins-Tabelle) zur Verfiig
Nesselmann?® gibt folgendes selbstgewéihlte Beispiel:

b2
Myyhs 93636

g
Mpyv-% 23409

M-cx% 70227
Heath? gibt es besser wieder als
9
Mpyyrg
P
M,yv &
M »{,

wobei er den nirgends belegten Nullstrich weglaf3t und vorsi
bemerkt: ,,a subtraction would be represented. . . A Aber
bei ihm gilt das (beziiglich des Untercinandersetzens der z1
mengehérenden Einheiten sowie des Striches vor.dem Res
oben bei der Addition Gesagte; schon Friedlein® hat d

1 Tannery, M. sc. IV S.96.
2 Ebenda S. 118,

3 Nesselmann S. 119.

4 Heath 1, I S. 52.

% Friedlein S. 75.
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hingewiesen, daf} die vorgeschlagene schematische Anordnung
durch keinerlei Quellen belegt ist. Uberall da, wo eine Subtraktion
auftritt, erscheint sie im fortlaufenden Text. So steht bei Heronl
933)'v e
of | doehe
and ey pEY. Aot AY xal p% . Man weiBl auch nichts dariiber,

" . . 6 - \
fiir die Subtraktion 169—129 ib%): ToiTa (sc. pxd xal

welches Verfahren man einschlug, wenn eine ,,Stelle** des Minuen-
den weniger Einheiten enthielt als die entsprechende des Subtra-
henden. Auf dem Rechenbrett ergab sich sofort ein Ausweg durch
Umwechseln (Entlehnen) einer gréBeren Einheit. Wie war es aber
beim schriftlichen Rechnen? Heron gibt z. B. an einer Stelle?
als Ergebnis von 625-333 sofort 292 an. Entweder wurde wohl
die Nebenrechnung auf einem Abakus erledigt oder man wird an
folgende Kopfrechnung denken: 625—300—33 =323 —(25+38)
= 300—8 =292,

Die Multiplikationen zweier Differenzen fithren bei D iophant
zu dem Terminus Aetis fiir eine abzuziehende GréBe (= Sub-
trahend) und zu der hieraus entspringenden Regel: Azidg &l
Aetby  moMamhactasdeloxn wotst OrmapZv, Aeideg 8% iml Omaofuy
motet Aetywy.3 Dabei darf man aber noch nicht an den Begriff einer
negativen Zahl denken, wie es auch nach der Ubersetzung von
Tannery (minus multiplicatum in minus facit plus) den An-
schein hat. In der griechischen Mathematik wird nie, auch nicht
in spitester Zeit, etwas GroéBeres von etwas Kleinerem subtra-
hiert.* An derselben Stelle fithrt Diophant ein Zeichen fir die
abzuziehende GroBe ein. Es heiBt hier: xzal w7z Aeldzawg oruetiov ¢
&urig xdtw vebov, A. Dies wird nun zum Symbol des Minus-

— o
zeichens, z. B.2x—3=58 A M 7.5

1 Heron III S. 46. -
111 .
2510 .

® Diophant I S.12. In einem Scholion (Diophant II S.199) wird
(10 4 x) - (10 — x) nach der ,,indischen Methode* vorgerechnet; hier heil3t
es z.B., daB (—x) - x zu x? wird: §j A 70D % 5°U &ri <ov & 3%, A AY & Hier
ist — x? bereits eine negative Zahl!

¢ Von dieser Subtraktion spricht nur der Skeptiker Sextos Empirikos,
S. 275ff.

® Diophant I S.94; S ist das Symbol des Unbekannten (2pt9uds), die
Zahlen haben den Zusatz: povidzs (M). Uber A s. Heath 3, S. 71ff.

1
? Heron III S. 44, ebenso S. 40: 169— 72 g= 96
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Folgende Termini zur Subtraktion finden sich in den Texten:

Subtraktion: qoaipests, €xBoM), éNattwoug, bmepoyy, Soui-
pecLs.

Subtrahieren: alpewy, doatpely, Voarpely, Umekatpely, ExBdAewy
amd, mapexSaiery, AapBavery Ex Tvemy.

Minuend: ohne eigenen Terminus.

Subtrahend: Aectdrs.

Rest, Differenz: 16 Aetmbuevov, T0 xatahetmoyevoy, Aetgdéy, dux-
ompe, N, <0 Aotméy, Ta Aoumd, Umepoyd,
Sixpopd, doTouy.

Weiterhin heiBt das Ubrigbleiben des Restes:
Aelmeadar, dmodeimay, xatehelmety, xatohpmd-
veodar, Omepéyew, Umeppépewy, pévew (uévouet
AoLTov).

Als Siglum findet sich ™ = zeplesmv (?) im Papyrus Graecus

Vindob. 19 996 und im Ayer Papyrus.!

Die Multiplikation.

Der erste Zweig der Logistik, der von dem Charmidesscho-
liasten angefiihrt wird, ist die Multiplikation, bei der zwei Arten
unterschieden werden, die 4gyptische und die grieChiscPe.

Uber die Durchfithrung dieser Rechnungsart bei den Agyp-
tern sind wir aus den dortigen Quellen genau unterrichtet. Das
Verfahren ist noch eng mit dem der Addition verbunden, nur da3
man zur rascheren Durchfithrung der Rechnung von stindigen
Verdoppelungen Gebrauch machte. Soll z. B. 39- 61 ausgerech-
net werden, so ergibt sich folgendes Schema:

/1 61
/2 122
/4 244

8 488
16 976
/32 1952

zusammen 2379.

1 G, 35. Vielleicht ist /A~ = A = Aciger.
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In der ersten Reihe stehen die Multiplikatoren, in der zweiten
die Teilprodukte, von denen das erste gleichzeitig den Multipli-
kanden darstellt. Da der auf 3261 folgende Schritt (64 *61) schon
einen Multiplikator gréBer als 39 liefert, wird hier haltgemacht.
Dann werden diejenigenMultiplikatoren, deren Summe 39 er-
gibt (also 1+244432=39), mit einem Merkstrich versehen
(Kennziffern); die Summe der dazugehérigen Teilprodukte er-
gibt das Resultat. Der bei der Problemstellung verwendete Ter-
minus lautet: ,,Rechne mit 61 neununddreiBigmal.“* Da die
vorkommenden Verdoppelungen bequem in einer Kopfrechnung
(oder auf dem Abakus?) erledigt werden, unterscheiden sie sich
von den schwierigeren allgemeinen Multiplikationen, so daB es
erkldrlich ist, wenn sich diese spezielle Multiplikation als eine
eigene Rechenoperation duplatio (,,Zwiefachung‘‘) noch weit in
die Neuzeit hinein erhalten hat.?

Die Entwicklung der Addition mehrerer gleicher Summanden
zu einer neuen Rechnungsart hoherer Stufe, der Multiplikation,
ging nur ganz allmahlich vor sich; sie hat die gedachtnismiBige
Beherrschung des kleinen Einmaleins zur Voraussetzung. Bei
der Definition der Multiplikation wird stets auf den inneren Kern,
auf die fortgesetzte Addition, zuriickgegriffen. So definiert Rhab-
das - genau wie wir -® gpidpds dodudv moMamhaotdley Aéyerar,
brav, ot elolv &v adv® povddzs, Tocavtdnls GLVTERH 6 ToMAa-
mhacldpevos %l véwnTal Tig Etepog. Ahnlich heift es bei einem
Anonymos,* der nach dem 5. Jahrhundert lebte: molamAacias-
65 éatt abvdeatg dpduod Tvog odévtog wad Erepov dptdudy So-
eyt " olovel rav 6 E7zpog TocauTaxts GuvTLdEpevog §j 6méoog EoTly
0 Evepog &v Tip mAdeL TGV povadwy xal wotf} Tva xatk to TAT Yog g
cuviigewsg, 6 Yavousvos Méystar moMamAacLaopds 105 ETéoou AaTd
Tov €rzpov. Es wird also eine Zahl gemiB, zufolge einer
anderen, also so oft wie die andere angibt, addiert.

Auf diesem Gedanken der fortgesetzten Addition scheint auch
die Terminologic der Multiplikation aufgebaut zu sein. Das

1 Oder: ,,lege hinzu, angefangen mit 61, neununddreiBigmal®. Uber die
Terminologie der agyptischen Arithmetik siehe Vogel 2, bes. S. 11-21.

2 Heath 1, I S. 53, Tropfke I3 8. 70.

3 Tannery, M. sc. IV S. 98.

4 Anonymus 1, s. Diophant IT S. IV und 6.
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hauptsichliche Fachwort ist molhamhaotaley, dessen Stamm der-
selbe ist wie der der Zahladjektiva Suwhols, Simhdotoc. Das Zeit-
wort mAéxewv (St. mwhay, plic) heiBt ,,zusammenfalten®, molha-
mactilew wire dann ein ,,multas plicas facere”, ein ,verviel-
faltigen'‘. Die Sprachwissenschaft miiBte entscheiden, ob nicht
vielleicht =eX hinter mhay steckt. Gerade das ,,Umwenden®, das
,,Herumschwingen*’ (=éhopxt) z. B. des Mantels ruft dOC}.l dic
Falte und damit ein doppeltes Stiick hervor. Denken wir an
das ebenfalls von méloua abgeleitete mwAeédpov. Dieser schmale
Streifen, die ,,Ackerfurche’’, wurde zum Langenmal. Wird {1un
beim Umpfliigen eines rechteckigen Ackers Streifen an Streifen
aneinandergereiht, so ist das Bild gerade das eines fortgesectzten
Zusammensetzens, eines Addierens aller dieser kleinen Streifen-
flichen.! Das Ergebnis der Addition durch ,,vielmaliges Um-
wenden‘‘ ist gleichbedeutend mit einem ,,Produkt® aus Linge
und Breite. In diesem Zusammenhang ist es bezeichnend, daf3
neben den quadratisch aufgebauten FlichenmaBen (z. B. cin
Plethron als Quadrat von je einem Langenplethron Seitenlinge)
auch rechteckige Streifen als FlichenmafBe vorkommen. So hat
Tannery bei Didymos einen 34xrulog yvdaiog festgestellt, der
in einem Rechteck von 1 Elle Linge und 1 Zoll Breite bestand.?
Auch andere Termini sprechen fiir diese Erklirung der Mult_i-
plikation. Das Multiplizieren ist ein éﬂava)\agﬁo'ws'w, also ein
,,Wiederholen*‘. Die Wendung wotely aptdpov émi e zeigt,
daB eine Zahl auf oder an die andere gelegt oder ,,.heran-
geworfen'* (mapaBaidew) wird. Uberall steht demnach die geo-
metrische Vorstellung im Vordergrund, die sich auch auf dfc
rein arithmetischen Ausdriicke iibertrigt, wie es z. B. auch, die
Termini fir die figurierten Zahlen (¢=inzdog qodubs, ETepopnxns
Godubs) erweisen.? o

‘ Bei Homer findet sich noch kein Zeitwort fiir vervielfiltigen.
Dagegen kommen dort die multiplikativen Zahladverbien auf

1 22%%, vom gleichen Stamm ist ,, Fliche*. ' b

2 {Jber die Landelle bei den Agyptern s. Gerstinger-Voge.I S 52. ‘19
Fortfithrung dieses Gedankens fiihrt zu Schichtkérp.ermaﬁfen, die in der ba-
bylonischen und griechischen Mathematik nachweisbar smd.. Fliche'

3 Auch in der babylonischen Mathematik ist das Produkt eine ,,x1ic
(a-3a).
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-nig (veTpants usw.) sowie die Zahladjektiva (Simhois usw.) vor.
Bezeichnend fiir die oben geschilderte ,,streifenmaBige’* Multi-
plikation ist das zweimal verwendete zezpa9éhvuvos, aus vier La-
.gen bestehend, also ,,vierfaltig*.!

Beispiele fiir die Durchfiihrung einer Multiplikation nach der
agyptischen dyadischen Methode sind mir in der griechischen
Mathematik nicht bekannt. Sie wurde im Unterricht wohl auch
bald durch die nicht so umstindliche griechische Methode ersetzt,
die freilich eingehend geiibt werden muBte, wihrend die agyp-
tische Multiplikation fiir jemand, der die Addition beherrschte,
selbstverstandlich war. Die Notwendigkeit eingehender Ubungen
auch in der Multiplikation hebt Diophant hervor, wenn er
sagt:® xadds olv Eyer dvapydusvov T7g mpayuxteing cuvdéost xal
Goatpéoet wal molhamhaciaouols . . . yeyuuvdodar. Hauptsichlich
handelte es sich dabei um die Beherrschung des kleinen Einmal-
eins, dessen Kenntnis besonders bei mehrzifferigen Faktoren
Voraussetzung war, wenn man nicht bei der Bildung jedes Teil-
produktes zu einer Nebenrechnung auf dem Abakus oder auf
einem Beiblatt seine Zuflucht nehmen wollte. In einer Stelle bei
Aristoteles wird dies treffend illustriert.3 Er spricht davon, daB
ein Redner auf die hauptsiichlichsten Einwinde geriistet sein
misse. Wie ein Geometer die Elemente und ein Rechner das
Einmaleins, so miisse auch ein Diskussionsredner die apyxi und
die mpo~acsig sofort zur Hand haben. Der Text lautet: metpazéov
Ot xal &g & wherordong dumimzovay of (3000t) Adyor razéyew” dorep
Yop &v yewuersia =pd Epyou 70 mepl T& oToLyEix veyuuvxear xal v
apuducis w0 wepl Tobg xegahiopols mpoycipws Eqewy péva
Srapépzs wpog 70 xal 7oy ENMov dptduly yvdouew VD 1 ANTES
voy, Huoies xal & Toig Adyots ©0 mpbystany elvar mepl Tag dpyds ol
TaG TEOTAGELS & GTouATog dhenicTacdur. Der Kommentator Alex-
ander erklirt die Kopfrechnungen, von denen Aristoteles
spricht und die fir die anderen Multiplikationen niitzlich sind,
als die Multiplikationen im kleinen Einmaleins. Aus ihnen kann
man die gréBeren Multiplikationen herleiten. Er sagt: xequic-

! Homer O 479 und y 122.
? DiophantIS. 14.

3 Aristoteles, Top. VIII, 14 (ed. Wallies S. 186); hierzu Alexander
S. 586. .
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o 82 Aéyet [ Apiorotéhng] Tobs Ty TpGTwV apLdpdy Tév péyer Send-
Sog moMaTAGLaGRols * Stk Yop THe TEpl ToUTWY yuuvasing xal ol Tév
Satépwv xal puetlbvay xal duolwy adT0olg TOMATAXGLAGLOL XATA WLETH
Boccw vapiCov*aL * ard yap ‘rov'} ,,0Lg 3o Téooapa’’ yvwptletar 6 ,,dig
® W onal 6, elnoodnig w U xal 6 ) OLAXOGLOVTAXLG X TETPURLGY L~
Mot xal €EFg dpoiws. Also aus 2.2 =4 folgt fiir die ,,ahnlichen*
Zahlen 2 +20 =40, 20°20 == 400, 20020 = 4000 usw.}

Zur Erleichterung der Rechnung standen auch Einmaleins-
tabellen zur Verfiigung, wie sie ein Fragment des Britischen Mu-
seums zeigt, das auf das zweite Jahrhundert zurtickgeht, aber
auch ilter sein kann.? Bei Rhabdas finden sich ausfiihrliche
Einmaleinstabellen vor, die als {mpopopixd * ebpepa Ilahausndoug
bezeichnet werden (s. o. S. 380). Den Anfang bilden die Einer-
multiplikationen (dpyh @v dmo povados péypl wuptadog amhév
roNamhactasp@y). Zuerst wird 1 (x) mit allen 37 Buchstaben-

ziffern

« By decgln d
t x A pv Eowm G
PG TV QLY O A
o By, ¥ undd

kombiniert, was die Produkte von 1.1 bis 1.10000 ergibt.
Dann folgt 2 . 2 bis 2 . 10 000 usw. bis 9 - 9 bis 9 . 10 000. In den
nichsten Tafeln kommen die Multiplikationen der Zehner, der
Hunderter und der Tausender bis zu 10 000. 10 000 = 100000000
(= & & &). Uberall steht der Multiplikator in der ersten, der Mul-
tiplikand in der zweiten, das Produkt in der dritten Kolumne, also
z. B.: 100 . 400 = 40 000, also p v 5. .
Bei Nikomachos stehen Tabellen, in denen die Zahlen glei-
cher Eigenschaften zusammengestellt werden, z. B. die durch 5
teilbaren Zahlen. Sie lassen sich auch als Einmaleinstabellen ver-
wenden. Eine von ihnen enthilt das Einmaleins von 1.1 bis

10.10:3

1 {Uber die muduéveg s. 0. S. 375, 377.
2 Tropfke I3 S. 143.
3 Nikomachos 1, S. 51.
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Aus den erhaltenen Texten sieht man allenthalben, wie bei der
schriftlichen Durchfiihrung einer einfachen Multiplikation die
betreffende Tabellenzeile - entweder aus der Tabelle entnommen
oder aus dem Gedichtnis heraus — in die jev&eilige Rechnung
bertragen wurde. So heiBt es z. B. bei Rhabdas =ezpdug ~&
8 ig, mevtduis 7& 9 [ oder vereinfacht & 2% /(9 - 1000 = go00).
Diese verkiirzte Form steht auch bei Heron, z. B. y'{xo’
(3 -7 = 21), wihrend sonst im allgemeinen die vollstindigen
Wendungen: v& A =i t& B yivovzar C u. a. vorherrschen, wie bei
Archimedes, Heron, im Papyrus Gr. Vind. 19 996 usw.

Die uns erhaltenen Beispiele mehrzifferiger Multiplikationen
zeigen neben der Verwendung des Einmaleins ein zweites
Hauptmerkmal der griechischen Multiplikation. Es bestcht
darin, dafl im Gegensatz zu unserem ,,indischen‘* Verfahren bei
27
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der héchsten Stelle begonnen wird. In,,Heron‘s Geometrie! wird
das Produkt 14 23/33 - 14 23/33 gerechnet als 14 . 14 + 14. 23/33
+ 23/33 - 14 + 23/33 - 23/33. Ebenso® 44/5-44/5s = 4.4
+ 4-4/5 + 4/5 - 4 + 4/5 - 4/5 oder mit verschiedenen Faktoren:3
433/64-762/64 = 4.7+ 4-62/64 + 33/64 .7 + 33/64 - 62/64.
Auch bei Eutokios stehen zahlreiche Beispiele. Von den 3 neben-
einanderstehenden Multiplikationen 306'- 306, 153-153 und
265 . 2654 lautet die letzte folgendermalen:

T 8¢ ote 263
éTL'?. &_—5 26)
3
Mx\al B,& 40 000 12 000 1000
’
« . also:
M,3,7%% 12 000 3600 300
JOTAE 1000 300 25
6p05 Moz |zusammen 70 225.

Das Beispiel zeigt, daB die Berechnung in der Reihenfolge:
(200 . 200 + 200 - 60 + 200-35) + (60 - 200 —{—60-60—{—60:5)
+ (5.200 4+ 3.60 + 5. 5) also von link's r.xacIT rec}Tts vor sich
ging.5 Man hat auf die so gerichtete Mu.ltxphkatlo? die b.ekanntg
AuBerung Herodots (II, 36) bezogen, 1n der exizahlt wird, da
die Griechen im Gegensatz zu den Agyptern von links na(flh rechts
,rechnen‘: ypiupasa ypdgoust, xal hoyilovear d{i]cpow'a ’Eane?
v grd Gy dproTepdy énl Ta deguk pégovieg v 7ElpX, ALYUTETLOE 32
4o =Gy defidv &mi w2 dproteps. In diesem Fall kafm man an eine
Abakusmultiplikation analog dem Eutokiospei§p1e1 denken, wo-
bei der Multiplikator in die auf der Salaminischen szxfel seit-
lich befindliche Kolumnenreihe eingetragen gewesen sein karllr.l.
Nagl hat die wahrscheinliche Ausfihrung (iiner §olchen l\élukt:
plikation vorgerechnet.® Da aber von einem igyptischen A.al.uh
nichts Sicheres bekannt ist, kann AeyiGov=ar {hpotot auch lediglic

Heron IV S. 322.

Ebenda IV S. 256.

Ebenda IV S. 266.

Archimedes III S. 234.

Nagl S. 48. .
Ebenda S. 56 f.; Heath 1, I S. 51 ist anderer Ansicht.

@ o b W
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»rechnen®* bedeuten, und dann bezieht sich die Stelle wohl nur
auf die verschiedene Schriftrichtung.

Nesselmann und andere! setzen unter den 2. Faktor sowie
vor die Gesamtsumme wieder Querstriche, die sich aber in den
Texten selbst nicht vorfinden.

In der geschilderten Weise sind bei Eutokios noch folgende
Beispiele ausgefiihrt:

571 . 571 153 - 153 (dreimal)
591 1/8 . 591 1/8 1162 1/8 . 1162 1/8
1172 1/8 - 1172 1/8 2334 1/4 - 2334 1/4

2339 1/4 - 2339 1/4 1560 . 1560

780 . 780 (zweimal) 1351+ 1351
2011 . 2911 3013 1/21/4. 3013 1/2 1/4
1823 . 1823 240 . 240 :

1838 1/9 1/11 . 1838 1/9 1/11 1007 - 1007
66 .66 (zweimal) 1009 1/6 . 1009 1/6
2016 1/6 - 2016 1/6 2017 1/4 - 2017 1/4.

Dabei ist iiberall zu sehen, daB der Rechner das Einmaleins be-
herrschte bzw. in Tabellen nachschlagen konnte.2
Multiplikationsbeispiele mit gebrochenen Faktoren, die weiter
unten besprochen werden sollen, finden sich besonders im Papyrus
Akhmim und bei Rhabdas. Im iibrigen beschrinkt sich der
letztere in seinem ersten Brief auf die einfachen Multiplikationen,
d. h. auf solche mit Faktoren, die nur mit einer Buchstabenziffer
geschrieben werden kénnen. Fiir solche hat er auch die genannten
Einmaleinstabellen aufgestellt. Im AnschluB daran heiBt es nun:3
xal ofTw pdv & dmhols yivetar moMamhxclacuds, & 8% Sumholc xal
TEuRhoSs xal 6 Eméneva vobTwy ik pedédou mpoBuiver Tvég, fv dv )
Hepl moMamdaciaouob Aye g Ivduds Mayangs Yroogoptag
axo2Gs petehday eloy cugéorasa. Der Hinweis auf die bessere
Eignung der indischen Methode zur Bewiltigung der ,,mehr-
fachen®, d. h. der mehrzifferigen Multiplikationen und die Tat-
sache, dal in den Bricfen des Rhabdas auf diese neue Methode

! Nesselmann S. 116; Heath 1, I S. 57 f.

2 Archimedes IIT S.250; hier sieht man z. B. bei der Multiplikation
3013 ii 3013 ii die Kenntnis des Einmaleins mit 13.

3 Tannery, M.sc. IV S. 114.

27
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nicht eingegangen wird, ist ein Beweis fir das Vorliegen echt
griechischer Kenntnisse bei den von ihm tatsichlich beschricbe-
nen anderen Rechenoperationen. Daraus ergibt sich der Schlu8,
daB man Rhabdas zum Studium der alten griechischen Logi-
stik mit heranziehen darf.

Die Untersuchung von Multiplikationen mit Sexagesimal-
briichen sowie die Multiplikationen von Briichen und das diesen
entsprechende ,,Zusammensetzen‘* der Aéyor wird unten bei der
Bruchrechnung durchgefihrt werden. Die Multiplikationsbei-
spiele bei Maximos Planudes in dessen ,,groler indischen
Rechenkunst’ gehéren nicht mehr zur griechischen Logistik,
wenn auch meist noch die alten Termini vorliegen.

Zu der Beherrschung des Einmaleins kommt noch als grund-
legender Faktor der griechischen Multiplikation die Bestim-
mung des Stellenwertes. So zerfillt die Multiplikation in zwei
Teile; erstens in die Multiplikation der ,,Wurzelzahlen (alle
die genannten ,,dhnlichen** Zahlen 2, 20, 200, 2000 usw. haben
denselben mudunv) und zweitens in die Einreihung an den rich-
tigen Platz der Reihe 1, 10, 10%, 10% usw. Hieriiber schreibt Ar-
chimedes? im Jappimg: yefictuov 3¢ éott al 168e yryvooxoue-
vov. &l o Gprdudy amd Tds povadog dvihoyov £6vTwy TOMATAKGLE-
Levrh mwveg dMdhovg v &x Tdg adtds dveroylag, 6 yevouevog éo-

~ g -
oeizan & <o adtis vahoyiag dréywy &md pév Tob peilovog T@MY TOA-

rahaGLaldvemy GANIRoUS, §o0ug 6 EAdTTOY TEY TOMNATAXGLAELVTWY
amd wovadog dvddoyov dméye, dmd 8% tdg povadog dpéfer vt Ehds-
~ovas, 7 6605 267iv & dptduds cuvauootéowy, ol dmEyovTL &TO pova-
Soz of molamhacifavies dAAdAovs, d. h.: ,,Es ist auch nitzlich,
folgendes zu wissen: wenn Zahlen von der Einheit an in.eincr
geometrischen Reihe angeordnet sind und einige (= zwei) aus
derselben Reihe miteinander multipliziert werden, so wird das
Produkt zu derselben Reihe gehéren, und zwar steht es von dem
groBeren der beiden Faktoren so weit ab, wie der kleinere der
Faktoren von der Einheit im Verhiltnis absteht; von der Einhcit
wird es um eins weniger abstehen als die Summe der Zahlen (an-
gibt), um die beide Faktoren von der Einheit abstehen. Zum
Verstindnis dieser Stelle ist zu beachten, daB der Grieche bei

1 Siehe oben S. 373.
2 Archimedes II S. 240.
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dem Abzihlen des ,,Abstandes* eines Gliedes der Reihe das An-
fangsglied mitzdhlt.! In der Reihe 1, a, a?, a3, a4, a5, a% a’. ..
TZ3% T 5 % 7%
hat z. B. a? den Abstand 3, a® den Abstand 6, was unserer Nume-
rierung der Glieder entsprechen wiirde. Die Regel besagt dann,
dafB das Produkt a®.a® (= a?) auch ein Glied der genannten Reihe
ist, und zwar hat es von a® denselben Abstand wie a2 von 1, nim-
lich 3; ferner hat das gesuchte Produkt von 1 einen Abstand, der
sich hier aus 6 4 3—1 =28 errechnet. Das Resultat ist also a?. Mit
dieser Regel war man in der Lage, nach der Multiplikation der
muduéves das Resultat richtig in die Potenzreihe von 10 bzw. von
60 einzureihen.?

Ein Apollonios-Kommentar von Pappos gibt iiber die
Multiplikation der muduéves und die dann noch notwendige Ein-
ordnung an den richtigen Platz seines Mpyriadensystems ein-
gehende Auskunft.? Es soll z. B.200.300.2.3.4=A.B.T".A.E
berechnet werden. Als Produkt (67zpeds) der muduéveg ergibt sich
2-3-2-3-4=144. Da 100.100 =10 000 (nach Archimedes: Ab-
stand von 1 ist"3 4 3—1) ist, folgt als Ergebnis 144 einfache My-
riaden = 1 440 000 (&mA&@v obv puvpradwy pud 2oTlv 6 &x TRV
ABI'AE o7epeds). In einem anderen Beispiele wird das Produkt
aller Zahlenwerte der Buchstaben der Verse: *Aptéuidoc xheite
xpatog oy ov Evvéa xolpar und Miwwy detde Sex Anufirepog dyhao-
xapmov bestimmt. Imletzten Fall sind die Wurzelzahlen: 4,8, 5,1, 5;
1,5 1,4,5,9,51;4,8,4,8,3,5,1,7,2;1,3,3,1,7,2, 1, 1, 8,
7, 4. Ihr Produkt ergibt: 2 1849 4402 5600 0000, also 2 . 10000%
+ 1849 - 10 000® 4 4402 - 10 000% + 5600 - 10 000!, Dies muB
jetzt noch mit 10 000% . 100 multipliziert werden, da das Produkt
der in den Zehner- und Hunderterzahlen enthaltenen Potenzen
10?2 ergibt. Das Ergebnis ist demnach:

218 . 10 000? (Myriaden 9. Ordnung) + 4944 - 10 0008 (Myriaden
8. Ordnung) + 256 - 100007 (Myriaden 7. Ordnung).

Es ist nicht unméglich, daB die in der verlorenen Logistik des

! Vgl. 8 Tage = 1 Woche, quinze jours = 14 Tage.
2 Z.B. 20-300; 2+3 = 6; 10+ 100 = 1000; also 20 + 300 = 6000.
3 PapposIS. 2-29.
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Magnes! enthaltenen Myriadenrechnungen sich mit demselben
Problem befassen.

Nach all dem, was wir aus den Quellen in Erfahrung bringen
konnen, besteht wohl das Wesen der griechischen Multipli-
kationsmethode gegeniiber der agyptlschen in der Bildung
von Teilprodukten (in der Reihenfolge vom GroBen zum Kleinen,
also von links nach rechts) nach dem Schema: (a; +b; +¢; ..))
*(ag+ by + ¢ +...) = a3, + ayby + aje, + ...+ bja,
+ byby + byes + ... @y 4 ¢1by + ¢4¢y . . ., wobei auBer der
Beherrschung des kleinen Einmaleins (oder der Verwendung der
entsprechenden 1 - 1 -Tabelle) die genaue Bestimmung des Stellen-
wertes eine Hauptrolle spielen muBte.

Die bei der Multiplikation auftretenden Termini fuBen haupt-
sachlich auf zwei Gedanken: Entweder nehmen sie Bezug auf
das oben geschilderte wiederholte Aneinanderlegen der einzel-
nen Summanden oder sie kniipfen an die Geometrie an, wobci
sich ,,Seite, Rechteck, Quadrat, Wiirfel*“ usw. zu Fachwértern
fur ,,Faktor, Produkt, zweite und dritte Potenz‘‘ usw. heraus-
bilden. Folgende Termini finden sich in den Texten:

Multiplikation: wolamdactacuds, moharmAAGixolg, TOATAXGLAG-
wés, mapaBolt;
speziell: dumhaslacts, Simhaclacubs, SimhactdTyg.
Multiplizieren: moMamAxsloly, molurmhactxley, molamiacialetyv;
mit Akkusativ: éxni, pesd, 3, mpds; cuumolaTAxcLx-
Cew, émavahauBavew &xi, cuvnidévar, guvdyew, émiys-
TpElY, RATOUPETEELY;
allgemeine \\'endungen aptduciv Ext, motelv dpdudv Ent Tuva,
yiyveoBar xl Tvx;
éni ohne Verbum: 7‘ 3t &xl 760z, 7l Enl 71
speziell: verdoppeln usw.: Sumhaciilewv, 8l yevopevos, Tpt-
mhacaley, teTpanhacialety, mevraniactalely;
ins Quadrat erheben: 3%vacbau & A 29’ tavtg;
in die 3. Potenz erheben: »0Bov molhamhacialery.
Multxplxkand 6 moMamhuaoLalbuevos.

Faktor: ot 7:0))\1 TAacLaiavies dMxIovs, Thsvpxt, eddela duvaust

«

)
70 y@ptov, 1] Suvauivy 7O Y WpLov.

1 Siehe oben S. 370 und 465.
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Produkt: 7o ywbéuevov (3% Tol molamhasLacLo’), 6 yevouevos, xe-

1 b}

cpaz}\ouov, 70 cuvtehobyevoy, 6 Utd aptduds, T
A %ol B mepreybuevos dorduds, 6 €5, ywpLov;
ab = énindos moMamhxclacuds, Evepoutixng aptduds;
a.b = éniredog;
a? = %'péycovo' qptdpde, 're—po'wcovo' todmhevpos dptd-
ubs, 70 &’ abTol »e*pfxymvov, 70 &6, 6 anb, Svaues,
a% = orepeds qpLdpds, [o ag adtdv Grepeds] whlos;
a" = o7epzog dptduds, 6 &5 altdy crepehs.
Fiir die niederen Potenzen hat Diophant besondere Namen:
AY = Sbvaurs, KY = »Boc, AYA = Suvauoddvaus,
AKY = SuvapéuouBos, KYK = xuB6xu3os.
Produkt als Vielfaches: moMamhotos, SimhicLos, TpLmA%GLos.
Ferner sind hier noch zu nennen:
Die Zahladjektiva: amhois.
)

Die Zahladverbien: dnag, dtg, tpis.

Die Division.

Bei der methodischen Einfithrung der Division wird nach mo-
derner Auffassung groBles Gewicht auf die Unterscheidung zwi-
schen Teilung und Messung gelegt. Bei jener wird eine be-
nannte GréBe in eine bestimmte Anzahl von Teilen mit gleicher
Benennung eingeteilt, wihrend bei einer Messung ein Vergleich
zwischen zwei gleichbenannten GrdBen angestellt wird. Wollen
wir etwas iiber die Beziehungen dieser beiden Divisionsarten er-
fahren, so miissen wir auf die beim Auftreten einer Division vor-
liegenden psychologischen Vorginge eingehen.

Treten Teilungsprobleme auf, was in jedem geordneten Wirt-
schafts- und Staatswesen beim Verteilen von Lebensmitteln, Land,
Beute, Erbschaften usw. schon frith anzunehmen ist, so liegt es
nahe, vorerst praktische Durchfihrungsmethoden mit den be-
reits gelaufigen Rechenoperationen auszubilden. Erst viel spater
konnte ecin selbstindiges Verfahren mit eigener Terminologie
geschaffen werden. Ein sofortiges Teilen in eine beliebige Anzahl
gleicher Teile ist cine schwere Aufgabe. Wie soll man z. B. einen
Stab rasch in 5 oder cinen Verpflegungsvorrat in 27 gleiche Teile
teilen? I\ormtc oder wollte man nicht schon vorher die genaue
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GroBe des zu teilenden Gegenstandes durch Ausmessen oder
Auswiegen feststellen, so blieb nichts iibrig, als nach dem Augen-
mafB die Teilung vorzunehmen. Schon der Savrpéc bei Homer,
der jedem seinen gebiihrenden Teil Fleisch vorzuschneiden hatte,
mufte seine Kunst (Satrpocivn) wohl verstehen.! Nur eine Tei-
lung macht eine Ausnahme, nimlich die Halbierung. Es ist
verhaltnismaBig leicht, mit dem Augenmal die Mitte anzugeben
und hier den Gegenstand ,,abzubrechen* oder, wenn ein Falten
moglich ist, ihn in der Mitte umzubiegen. So ist es erklirlich,
wenn die Einteilung antiker MaBe vielfach auf dem dichoto-
mischen Prinzip beruht (1/2, 1/4, 1/8, 1/16 . ..), das sich in den
Noten der Musik bis auf den heutigen Tag erhalten hat.

Schwieriger wird schon die Teilung durch 3; soll man aber einc
sofortige Teilung in 3, 6, 7 usw. Stiicke vornehmen, so fiithrt das
Problem auf Schwierigkeiten, denen mit anderen Mitteln zu
Leibe gegangen werden mul.

Was muf3 z. B. geschehen, wenn 1335 Niisse unter 5 Leute ver-
teilt werden sollen? Bei dieser als Teilung auftretenden Division
135 Niisse: 5 kann ein sofortiges Zerteilen nach dem Augenmal
nicht statthaben. Macht man aber aus der Teilung eine Messung,
indem man jedem der 5 Empfinger zuerst eine NuB3 gibt, dann
wieder eine und so fort, bis der Vorrat erschépft ist, so wird
durch Abzdhlen der Zahl, welche angibt, wieoftmal jeder eine
NufBl bekommen hat, also durch die Messung 135 Nusse: 5 Niisse,
die Aufgabe leicht erledigt. Das Resultat 27 sagt uns, dal} jeder
27mal je eine NuB, also im ganzen 27 Nusse, erhalten hat. Es ist
klar, daB ein gewandter Verteiler, um rascher fertig zu werden,
auch 2 und mehr Niisse, soviel er eben iibersehen kann, auf ein-
mal austeilt. Die Durchfiihrung der Division geschieht also hier
als fortgesetzte Subtraktion einer benannten Zahl von einer
gleichbenannten gréBeren bis zum Erschépfen des Vorrates.
Stellen wir uns auf die Seite der Empfanger, so zeigt sich die bis-
herige Subtraktion als die Addition 54+5+45+75.. 5 die zu

1 2 3 4 27
Ende ist, wenn der Gesamtvorrat bei den Empfingern sich be-
findet. In dieser additiven Weise erledigt die 2gyptische Divi-

1 Uber den sagenhaften Palamedes, dem man nachriihmte, daB er
schwierige Verteilungen zustande gebracht habe, 5. oben S. 380.

~y
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sion das Teilungsproblem. Es heiBt dort: Rechne mit 5 so lange,
bis du 1335 findest.

Sowohl die Terminologie als auch die praktische Ausfiihrung
der Division bei primitiven Vélkern bestitigen die oben gemachte
Feststellung, daB die Division hauptsichlich als Messung er-
ledigt wird; auch ein Versuch, den man mit Kindern in einem
Alter vornehmen kann, in dem sie noch nie etwas von dem Vor-
handensein zweier Divisionsarten gehdrt haben, wird dasselbe
zeigen. Man kann eben nicht anders dividieren als auf die ge-
schilderte Weise. Zwar kann man vereinfachende Algorithmen
bilden,! letzten Endes geht aber jedes Verfahren, auch unsere
heutige Methode, auf diese subtraktive Erledigung hinaus. Nur
niitzen wir die Kenntnis des Einmaleins aus und nehmen még-
lichst viel auf einmal weg, wobei auch die in der dezimalen Schrei-
bung liegenden Vorteile die Rechnung wesentlich verkiirzen.

Bei der Division ergibt sich eine Schwierigkeit dann, wenn die
Verteilung mit einem Rest endigt, der auch noch zu verteilen ist.
Hat man 18:7 zu berechnen, so erhilt jeder der Empfinger 2.
Bei der noch fehlenden Division ,,des Kleineren durch das Gré-
Bere' 4:7 entsteht der ,,Bruch, und zwar ist der ,Stamm-
bruch® (hier 1/7) Triger der weiteren Rechnung.? Jede der 4
Einheiten wird in 7 Teile geteilt. Ein solches Siebtel bildet eine
neue Einheit, von der jeder Empfinger noch 4 bekommen kann.

Der Begriff des Bruches ist so enge mit dem der Division ver-
bunden (uépos und uepilew), daB z. B. die Babylonier (bzw. Su-
merer) diese als Bruchrechnung erledigten.® Auch bei den Grie-
chen steht statt ,,Dividiere m durch n‘‘ hiufig: ,,Nimm ein n-tel
von m", so daB die Ansicht entstehen konnte,* da3 diese iiber-

! Der Babylonier rechnet 3A/5 als 3A . 1/5, wobei der Bruch 1/5 vermit-
tels einer Tabelle in die sexagesimale Entwicklung o;12 ibergefiihrt wird,
was aus der Division eine Multiplikation mit dem reziproken Wert macht.
Aber eine Verteilung ist es immer noch, nur wird jetzt zuerst unter die Emp-
finger 1 A verteilt, wobei jeder A/5 erhilt; der ganze Anteil ist demnach 3A/s.

? Die 4dgyptische Mathematik unterscheidet zwei Arten der Division, die
Division des GroBeren durch das Kleinere und die des Kleineren durch das
GroéBere. Auch in der griechischen und indischen Literatur kann man die
gleiche Gliederung feststellen.

3 Siehe FuBn. 1.

4 Friedlein S. 79.
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haupt nicht den Begriff des Quotienten, sondern nur den des
Bruches gehabt hitten.

Inwiefern entspricht nun in der griechischen Logistik der quel-
lenmiBige Befund den geschilderten psychologischen Vorgingen?

Wenn noch Diophant erklirt,! daB die Division jedem klar
ist, der die Multiplikation beherrscht (xai 7@v ToMarhactacudy
ooL Gaonedivrey, gavegol elow of peptouol . . ), so diirfen wir
nicht erwarten, daB sich schon bei Homer Termini fir diesc
Rechnungsart gebildet haben. Es finden sich nur die allgemcinen
Ausdriicke fiir ,,teilen*, ,,zerschneiden’* (Saiew, dailew, Suxipelv).
Die spiteren wichtigen Fachworter pepilev, pépog sind noch
nicht entwickelt. Nur der diesen zugrunde liegende Stamm
MEPQ kommt bei poipz und dem dazugehérenden Verbum
(Bieporpdizo, Eupops, efunpzo) vor. Man sieht hier wieder die Ver-
teilung als Grundlage der Division; denn die polpx ist der An-
teil, der jedem beim Zumessen, beim Verteilen der Brote, des
Essens (hier auch 3ai; von 3ailewv), des Lebensloses zugeteilt
. wird, und zwar so, wie er es gerechterweise verdient (vgl. mererc
und dm-duzipzrar).? Auch petpsiv = ,,messen’ bzw. petpelcda
= ,,sich zumessen lassen‘ ist eng mit dem Gedanken der Divi-
sion verbunden. Der Teil, der durch die Teilung des Ganzen ent-
steht, also der Stammbruch, muB seinerseits wieder das Ganze
messen. Euklid hat dies folgendermaBen ausgesprochen:? pépos
o7t udvedos ueyidous o Ehuscov Tob weilovog, Brav xoc'rocy./s'rp*‘?) <6
ueiZov. Bei Diophant heiBt die Division Giberhaupt nur perprois.
So soll in einer Aufgabe? x2—6; x durch x dividioert werden. Der
Text sagt: 7 pétprows *pevpel D& »azx 2X A M3 L'.IES milt
(dividiert) also x die Differenz x2——6§ x nach je (x— 65) Teilen.
An anderen Stellen ist uzzpsi ausgelassen. Es heiBt z. B.* nur: 7
uézprols T % xATL DA A M 3. Wihrend bei der vollstéindigen. Fas:
sung Heiberg mit ,dividit A secundum B" ﬁbersetz‘t, hc.1[3t cs
bei der Division (x>—14x): x ,,factores, x et x—14‘‘. Dies 1st

Diophant I S. 14.
Homer ¢ 322 = dmaivurar.
Euklid V. Buch, Def. 1.
Diophant I S. 310, 312.
Diophant I S. 404, 406.
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mathematisch freilich richtig, da die Multiplikation identisch
ist mit einer Umkehrung der Division, aber der Text spricht aus-
driicklich von einer Messung (uérpnots).

Die Division wurde also als ,,Messen*, als »Vergleichen'‘ emp-
funden, wie es in den Worten dvricuyxpivew und &v cuyxelest bei
Nikomachos! zum Ausdruck kommt. In der einen Stelle heifit
es: yp7 dvilouyxplvewy <olg mootedévrag dorduods xal Tov EAdTTova
and 7ol ueilovog el &oarpelyv, dodxis Suvatdy. Wir sehen also ein
ganz dem unseren entsprechendes Verfahren, wenn man von der
Ausniitzung der dezimalen Positionsschreibung absieht.

Rhabdas gibt auch eine klare Definition der Division. Er
sagt:? pepiouds 8¢ Eotwy, évav pepilovies dprdpdv mpds dotdudy cxo-
Tduev T ExxoTy povadt o3, wap’ &v peotouds yivetar, EmiBadet. ofov
oy wov (f Exl Tov ¥ pepilovies onomduev f Exdory wovddt tob ¥
dmBaer * dmBihovat 8 § wovddee, émaldy) vl 7pis & §,18. Das
Teilen ist also wirklich ein ,,Zuteilen®, ein ,,Zumessen*. Es wird
bestimmt, was jeder Einheit des Divisors (= Zahl der Emp-
fanger) zukommt, zufillt, wobei das Verteilen ,,iiber eine be-
stimmte Anzahl hin*‘ (zap%, mpés, elg,3 i mit Akk.) erfolgt. Auch
fiir die Division des Kleineren durch das GréBere wird dieselbe
Definition gegeben und als Beispiel 4:16 angefiihrt? (olov ézav
wov 8 &mi wov 15 pesiloveze, orombipey, Tt pépos povddos Exdoty ~ol
1< émBarder). Man muB dabei sehen, namlich durch Vergleichen,
welcher Teil von 1 auf jede der 16 Einheiten trifft.4 (3840 82
Téraptoy, émel TETpaNIg TR O, LG).

Die des ofteren — wie eben bei Rhabdas — am SchluB der Di-
vision durchgefiithrte Multiplikationsprobe zeigt den engen Zu-
sammenhang der beiden Rechnungsarten. Die Division wird so-
gar als Addition bzw. Multiplikation aufgefaBt, was dem addi-
tiven dgyptischen Divisionsverfahren entspricht. Im Pariser Co-
dex 453 heiBt es in dem Kapitel: <l 671 pepropbc® folgendermaBen:
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1 Nikomachos 1, S. 34, 39.

2 Tannery, M. sc. IV S. ¢8.

3 Bei der Division 12:6 = 2 sagt der Grieche 12 in 6 (Anteile eingeteilt)
gibt 2. Wir sagen meist: 6 in 12 (geht) zweimal.

4 Die dritte Divisionsart: Gleiches durch Gleiches (&r {oewv =ic tooug) wird
rasch abgetan. Rhabdas (S. 100) sagt, weil sie klar sei . . . xai toig vmdhdy
Exoucty EtL Tov voiv.

8 Anonymus 1, s. Diophant II S. 10f.
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70070 8t v 75 Aeybpevov &7t 0ddEy Erepdv EaTt O peploar 3 TO edpely
T dptdpdv 8¢ ouvredelg éml Tov map’ Ov yivetaw & pepiopds, olov §
% 8¢ ebpnron (es handelt sich um 100:5 = 20), énl tév & motfica
doeiher T0 70l peptlopévou mARBog. Spater heillt es weiter: dote def
¢mothoar 6Tt péMwv pepilety Tt mpodTepov &moPAénet elg TO Badog
Thg yevéoews Tob péENovTog uepilecdar © AV v&p 6 moAamAactdaug
Tov wélhovra peotleodan 1) yéveois adtol. Oder mit anderen Worten:
man sieht zu, ob man nicht den Dividenden als Produkt, dessen
einer Faktor der Divisor ist, darstellen kann. Die Kenntnis des
Einmaleins wird auch hier wieder wesentliche Dienste leisten.
Die fiir die Feststellung der einzelnen Zweige der griechischen
Logistik so wichtige Charmidesscholionstelle spricht von den
sogenannten griechischen und &4gyptischen Divisionsmethoden
(‘EXvqvixad 2l Alyumruazad xehodpevar pédodot &v pepiopois). Wor-
in besteht ihr Unterschied? Fiir die dgyptische Divisionsmethode
sehen wir vollkommen klar. Es finden sich ndmlich in den Quel-
len zahlreiche Beispiele, die erkennen lassen, daB dort die Di-
vision noch das war, was sie nach ihrer geschichtlichen Stellung
sein muBte, namlich eine Multiplikation, die als Addition unter
Verwendung dyadischer Schritte durchgefiihrt wurde. Das oben!
gegebene Multiplikationsbeispiel 39 . 61 sieht in seinem Schema
genau so aus wie die Division 2379:61. Nur ist jetzt die Frage-
stellung gedndert in: Wie oft muB ich 61 addieren, um 2379 zu
erhalten? Beim Ansetzen der dyadischen Teilproduktenreihe

/1 61
/2 122
/4 244
8 488
16 976
/32 1952

muBte nur vor der Zeile abgebrochen werden, die ein Teilprodukt
groBer als 2379 ergeben hitte. Weiterhin miissen aus den vorher-
gehenden Teilprodukten (in der 2.Kolumne) diejenigen aus-
gewihlt werden, deren Summe den gegebenen Dividenden ergibt,
hier also die aus Zeile 1, 2, 3 und 6. Die Summe der zugehérenden
Multiplikatoren — durch den Merkstrich gekennzeichnet — er-

1 Siehe oben S. 384.
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geben den gesuchten Quotienten. Dabei verwendete der igyp-
tische Rechner, um rascher die ,,zu findende'* Zahl zu erreichen,
auch manchmal Zehnerschritte, wie z. B. bei der Division
1120:80 in der Aufgabe 69 des Papyrus Rhind, die folgende
Ausfiithrung zeigt:

1 8o
/10 800
2 160
/4 320

Eine solche Division entspricht also ganz einer vom Standpunkt
des Empfingers aus betrachteten Messung 1120a:80a = 14mal.
Schwierigkeiten ergaben sich erst, wenn die Division nicht auf-
ging. Doch auch dies wurde vom Agypter durch Erweiterung der
1. Kolumne auf Bruchteile erledigt.

In den griechischen Quellen finden sich leider keine Beispiele,
die dieses agyptische Schema aufweisen. Doch ist nicht daran zu
zweifeln, daB im Charmidesscholion diese Methode gemeint ist.
Bei der in den Texten zutage tretenden Ubung, meist gleich das
Resultat anzugeben, 1iBt sich die Rechentechnik in diesem
Punkte im einzelnen nicht verfolgen. Die notwendigen Additio-
nen wird man in einer Nebenrechnung (Abakus) oder bei der in-
zwischen erworbenen Kenntnis des Einmaleins groBenteils auch
im Kopf ausgefiithrt haben. Daf3 in den Erkldrungen der Division
aber der agyptische Standpunkt zutage tritt, haben wir oben! ge-
sehen. Ein weiterer Beleg hierfur ist eine andere Stelle des Pariser
Codex 453, in der es heiBt:2 tolvo yap téhos <ol westopos, o
ebpely dotdudv tva 85 moAAamhacralopevog HrorouvTi¥épevog
€nl TOV map’ Ov yivetar 6 puepLopds, morrest 0 1ol peptlopévon AT Yos.
Ahnlich bei Barlaam:® &xv ériedv map’ é7i6dv pepiod morhost
7060637ov é6ov 76 pepilov (Divisor) melhamixctilov movfcet 70 uept-
Céuevov. Den engen Zusammenhang von Division und fortgesetz-
ter Addition (Multiplikation) sehen wir auch bei dem Gebrauch
der multiplikativen Zahladverbien in Divisionswendungen (z. B.
iy véuvewv) sowie bei dem Terminus =agaBorf, den wir als Fach-
wort der Multiplikation oben gesehen haben. Da die geometrische

1 Siehe oben S. 399.
2 Diophant IT S. 11.
3 Barlaam II. Buch Satz 29.
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Idee des Rechtecks zugrunde liegt (mapaBadrewv = lingsseits
legen, nebeneinander aufschichten, dann vergleichen), so ist seine
Verwendung auch als Terminus fiir die additiv ausgefiihrte Di-
vision verstdndlich. Der schon mehrfach herangezogene Pariser
Codex schreibt hieriiber:! xahettar 8¢ (nidmlich die Division)
Tpd Tols Yewuétpatg Tapa oAy ywplov T 7o yxp doddv ywelov mapn-
Badretar, olov, el THyor, 10 T8y p (= povadwy) mapd Twa, Smédou
Tov € aptdudy, xal molel Tov % dpduoy mAdTog vvéuevoy Tol ywplov -
A 8¢ 6 % 6 émlnToduevog b5 xal elpnran Hd7. Suk ydp TovTou § pepto-
udg wavTeAdg dvegavd.

s Nebenstehende Figur machtdenVorgangklar.
Ui Gibt man der Flache 100 die eine Seite 5, dann
ist nach dem Nebeneinanderlegen der 20 Fli-
chenstreifen zu je 51 Fl.-E. die ganze Fliche
iiberdeckt, so daf die Breite (=Ad7o¢) das Ergeb-
nis der Division 100:§ darstellt.

Das Nebeneinanderlegen einer GréBe, bis die
andere gegebene Groé8e erreicht ist, und das
Vergleichen der beiden ist ja gerade ein ,,Aus-
messen‘‘, das wir als Grundidee der Division erkannt haben.

Was unter der griechischen Division zu verstehen ist, die zu
der dgyptischen in Gegensatz gestellt ist, wird nirgends explicite
erklirt. Von Rhabdas erfahrt man nur, daf3 die leichten und
einfachen Divisionen in seinen Lehrbriefen vorausgesetzt wer-
den. Fiir die schwereren wird dhnlich wie bei der Multiplikation
auf die ,,indische’ Methode verwiesen. Also gab es jedenfalls auch
eine griechische Methode alter Tradition, die in den einfacheren
Beispielen zutage treten muB. Tatsichlich zeigt z. B. die Aus-
fithrung der Division 72:13,2 daB das subtraktive Verfahren ver-
wendet wurde. Es heil3t hier: o8 (= 72), & wapa vov vy (13) wept-
Coueva, ExBdMhouev % (= mevrdnts) adTov xal pévousty { (= 7)
%.7.A. Da auch wir 5. 13 von 72 abziehen, so scheint mir der von
Rhabdas genannte Vorteil der indischen Methode im wesent-
lichen in der Ausniitzung der Positionsschreibung und in der Ein-
fiihrung des in den Hauptpunkten auch heute noch verwendeten
Schemas zu bestehen. Denn die 3 Grundgedanken, nimlich

1 Diophant IT S. 11.
2 Tannery, M. sc. IV S, 148.

Breite 20

Linge
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1. Vergleich von Dividend und Divisor und dadurch Bestim-
mung des Teilquotienten,

~ 2. Multiplikation von Divisor und Teilquotient,

3. Subtraktion des Teilproduktes vom Dividenden,
waren auch far die griechische Division dieselben. So zeigt es
auch das groBere — allerdings im sexagesimalen Bruchrechnen
ausgefithrte — Beispiel, das uns in dem Ptolemaioskommentar des
Theon von Alexandria erhalten ist.! In ihm wird 1515°0"15"
durch 25°12"10” dividiert. Der Text heiBt: éotw %al dvamady So-
Yevra dorduov peploar mapk vc polpas (bei Halma polpxg, desgl.
viele Drucknachlassigkeiten) xal mpdta ol Sedrepx EEnroctd.
"Eote 6 Sodels dpiduds,apie 1, nal Séov €ovw weploat adzdy &l
Tov %2 8’ Toutéoriy dpclv mooduts Eotiv 6 %2 1BV dved age v €L
Die ohne Schema nur im fortlaufenden Text durchgefiihrte Be-

rechnung entspricht folgenden Einzeloperationen:

1315°20'15:25%12" 10" = 60°7" 33"
—1500 (= 60°.25°)

15° = goo’
-+ 20
920’
— 720" (= 60°. 12)
200’
— 10" (= 60°. 10")
190
— 175 (= 7' -25%)
15" = goo”’
+ 15"
- oo1s”
— 84" (=7 .12)
— 8317
— 707 (=7 - 10")
829”50
— 825" (= 33" - 25%)
4750 = 290"
— 396" (= 33" - 12)

1 Theon von Alexandria S. 118 £,
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Hier wird die Rechnung abgebrochen, der Quotient ist also nur
annihernd (,,é¢ #yyiota’ ) 60°7' 33", Eine Multiplikationsprobe bil-
det den SchluB dieses einzigartigen Divisionsbeispieles. Das Ver-
fahren beginnt mit dem ersten Abschitzen von Dividend u‘nd
Divisor, indem 1515°20 15" versuchsweise durch 60° geteilt wird

(ueptlopev adtov mpdrov maps tov §). Halma ibersetzt: ,,nous

mettons 60 pour quotient.”” Der Text zeigt aber, dafl nicht
1515:25 = 60, sondern die Umkehrung 1515:60 = 25 genom-
men wurde. Da 1515:61 = 24 ergibt, ist 61 zu groB. So wird
auch die Wahl von 60 begriindet: ére:dfnzp 6 mepl 7OV Ex Omep-
mimzer. Bei den spiteren Abschitzungen heilt es éhnlich:'*(ivsml
& pegrouds mepl 7oy , Omeprintar yap mepl wov 'q.'I.)ann wird der
Reihe nach 60°.25° 60°.12", 60°.10" vom Dn”lde‘n?en ‘ab%e-
zogen (xal Gpurpobyey Enrovrdng 'E(‘)v #e wal oy tf wad £t tdv ),
weiterhin der neue Teilquotient 7" ermittelt und das Verfahx.ﬂen
wiederholt. Die bei dieser Division durchgefﬁhrte.n 3 Schrlth
(Abschitzen, Multiplizieren, Subtrahieren) sind dieselben wic
in dem genannten Beispiel! bei Rhabdas und enltspre'chen. ge-
nau dem &vriouyxpivery und dgaipelv 6adnlg 3uva~.ov— l?el Niko-
machos. Auch Barlaam? spricht es in dhnlicher WNelse‘aus.’Ef‘
sagt bei der Division A:B = I':6cdxg EveoTL é:,cﬁu):‘sw 76 B ano
205 A Tocaizat polpxt (= Einheiten) zeicSwoay év 76 I'. '

Sonst ist in der mathematischen Literatur wenig iber .dle Av.fs-
fithrung der Division zu erfahren. Wo solche ‘auftreten, 1sf meist
das Resultat sofort angegeben, so daB sich nicht sagen 14Bt, ob
ein additives oder subtraktives Verfahren eingeschlagen wurde.

Hiufig wurde auch aus der Division eine Bruchrec‘hm:mg_ge‘-
macht. Statt 4o durch 8 zu dividieren heiBt es® Aaf3s =év @ 70
&ydoov. Besonders zahlreich sind die Beisple}e auslfiem Papyrus
Akhmim. In Nr.gsteht firg 1/3:117&v 3" 70 w’’. Das Resultat
wird sofort mit den Worten é¢ elvan ¥’ 28" 5" (= 1/3, 1/22, 1/66)
angegeben. DaB umfangreiche Tabellen fur dxeser’l ZW'ECk; ,ZUI‘
Verfiigung standen, zeigt die hiufige Bemerkung év wolg ¢790
= in welcher Tabelle kommt die zu teilende Zahl vor? In Auf-

1 Siehe S. 402. . .

2 Barlaam II. Buch Satz 38. Ahnlich bei Maximos Planudes (S. 19):
Toong 6 EMETTv &b Tob pellovos dourgelsdan Sivatxr,

3 Heron IV S. 210.

s

Beitrige zur griechischen Logistik 405

gabe Nr. 18 soll 1/187 von 6 1/15 1/40 ausgerechnet werden. Aus
einer Tafel wird 1/15 1/40 als 1/120 von 11 entnommen. Bei der
weiteren Ausfithrung werden die Ganzen auf den ,Hauptnenner‘
gebracht, so daB das Problem der Bruchrechnung zuzuweisen
ist.?

Aus dem geschilderten gesamten Quellenbefund halte ich es

- fiir gesichert, daB man unter der im Charmidesscholion genannten

griechischen Divisionsmethode — im Gegensatz zu der additiv
durchgefiihrtendgyptischen — das mit der Subtraktion arbei-
tende Verfahren zu verstehen hat. Bei der Bildung der Teil-
produkte und wohl auch beim Abschitzen standen, soweit das
Kopfrechnen nicht ausreichte, Einmaleinstabellen und vielleicht

auch der Abakus zur Erledigung der Nebenrechnungen zur Ver-
fiigung.

Zusammenstellung der Fachwérter.

Sie nehmen meist Bezug auf das Vergleichen, das gegenseitige
Verhalten. Weitere Ausdriicke verwenden den Begriff des Teilens
= Auseinandernehmens, oder sie sind auf geometrischer Grund-
lage aufgebaut.

Division:  péspnots, oyéors (vgl. Aéyos), mopaBoln, peptouds,

Sualpeots, TuFux. :

Dividieren: perpeiv, petpeiv dwé (z. B. teTpados), Yewpsiv xal
gmBadew (routéott pepilew), &v ouynpiost madg €rzoov
Fewpziy, dviicuyxpivew, TapaBadhewy TL 7pb
&y, pepilew T mapk 7, wpds, &xt (Akk.), éxt (Dativ),
elg; Suxepeiv mups, elg, mphe; el n-tel mouely (z. B. &l
€3dopa) <oy peproudy, hauBivey 15 T, ywoilew &
nur zig:n'elz m.

Halbieren: Suéyzwv diya, Suupelyv péoov, Suydlew.

Dividend: 6 pepilhuevog dpududs, <6 peptlbucvoy.

Divisor: 6 dpLduos w0l peprowod, 6 dptduds wxg® By 6 UEPLGLGS
YiveTar, 6 uestouds, To pepifov.

Quotient:  pésgov, 76 mahizoy, ueptouds, & 2 ob peotopol, 6 and

705 peptouol, 6 amoBauivey dotduds 2k Tob peptous’,
wépos, durch yivesar oder ¢ elvar cingeleitet.

! Siehe unten S. 433.
28
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Die Bruchrechnung.
Allgemeiner Uberblick.

Bei der Behandlung der Division war oben schon angedeutet
worden, daB eine Teilung, die nicht ohne Rest aufgeht, auf den
Begriff des Bruches fiihrt. Solche, eine weitere Teilung der Einheit
verlangenden Aufgaben sind schon fir die frithesten Zeiten anzu-
setzen. Die endgiiltige Erledigung dieses Problemes, die allen
Vélkern viel zu schaffen machte, brachte die erste dem Altertum
vollstindig gelungene Erweiterung des Zahlbegriffes iiber die
bisherige Beschrinkung auf die positiven ganzen Zahlen hinaus
mit sich.

Soll eine GroéBeneinheit, z. B. ein Tag, eine Elle ein Brot aus
den Bediirfnissen des tiglichen Lebens heraus in eine bestimmte
Anzahl gleicher Teile zerlegt werden, so kann die Aufgabe rech-
nerisch eigentlich schon durch Definition erledigt werden, indem
man fir diesen Teil eine eindeutige Bezeichnung schafft, also
einen Namen festsetzt. So entstehen die MaBuntereinheiten.
Durch diese gestaltet sich die Lésung des in Frage stehenden
Problems (Teilung des Kleineren durch das GroBere) sehr ein-
fach. Da namlich der benannte Dividend 1 jetzt in kleinere Unter-
einheiten zerlegt ist, ist eine gewdhnliche Division des GroBeren
durch das Kleinere entstanden,! die in einfachen Fillen ohne
Rest (oder unter Vernachlissigung des Restes) aufgeht, beson-
ders wenn ein praktisches Verhiltnis zwischen Einheit und Unter-
einheit gewihlt wurde.? Das Umrechnen der MaBeinheiten b'erubt
auf der grundlegenden Idee der Relativitit zwischen Emhfnt
und Vielheit, die sich fiir die babylonische, dgyptische und grie-
chische3 Mathematik quellenmiBig nachweisen 1aBt. Durch sic
wird die Rechnung mit den Teilen zu einer Rechnung mit ganzen
Zahlen einer anderen GréBenordnung.

Eine Ubertragung derselben Denkvorginge auf unbenannte
Zahlen gibt dem Rechner das Mittel an die Hand, in analoger

6 wepibpevos ueilov elvae dpeiiet

\

1 Maximos Planudes sagt S.17
700 map’ &v pepileval.

2 Die hauptsichlichsten Reduktionszahlen waren 2, 4, 8 usw., dann 10,
100 usw., 6, 12, 60 usw. Auch 7 kam vor (bei den Agyptern).

3 Theon v. Smyrna S. 18. Zur ,,Relativitit** s. Vogel 2, S. 8 ff.
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Weise Untereinheiten einzufithren, die allerdings nicht wie bei
den MaBen normiert sind, sondern der jeweils vorliegenden Rech-
nung angepalt werden. Es ist zu erwarten, daB in dem Namen
eines solchen Teiles die Anzahl der Teile sowie der Hinweis auf
die Entstehung (Durchfithrung einer Teilung) zum Ausdruck
kommt. Der grundlegende Bruch 1/n, den wir als Stammbruch
bezeichnen (Zéhler 1 und Nenner n) heif3t bei den Griechen 1 pégog,
pborov oder vorerst auch goipx. Er bildet den Triger der gesamten
Bruchrechnung. Té té7xptov (sc. pégos) entspricht unserer Wort-
bildung das Viertel (= der vierte Teil).

Das Rechnen mit Briichen verdankt so secine Entwicklung
hauptsichlich dem Rechnen mit MaBuntereinheiten. Ein schénes
Beispiel fiir den Ubergang von konkreten Briichen (TeilmaBen)
zu den abstrakten zeigt die babylonische und die rémische Mathe-
matik, wo die urspriinglichen ,,Gewichtsbriiche auch auf die
Teile anderer GroBen tibertragen werden.?

Handelte es sich nicht um die Teilung einer Einheit, sondern
waren mehrere Gegenstinde zu verteilen, die vielleicht bei einer
Division als Rest Gibrigblieben, so geniigten die Stammbriiche,
um den jedem Empfinger zukommenden Teil festzusetzen. Die
Aufgabe 3:7 wurde so zu der Einheitsteilungsrechnung 1:7 +
1:7-+41:7. Das Ergebnis war dann 1/7 + 1/7 + 1/7 = drei Sieb-
tel, in unserer Symbolik als allgemeiner Bruch 3/7 geschrieben.

Die einzelnen Kulturvélker erledigten das Bruchproblem in
verschiedener Weise. Die Babylonier verwendeten im AnschluB3
an den Aufbau ihres MaB- und Zahlensystems Sexagesimal-
briiche, die vieles mit unseren Dezimalbriichen gemeinsam haben
und die heute noch in unseren Zeit- und WinkelmaBen (Minute
und Sckunde: [primae] minutae [partes] und secundae [partes])
fortleben. Dic Rémer gebrauchten diec unbeholfenen Zwblfer-
teile der Asrechnung. Die Agypter verstanden es meisterhaft,
die bei solchen Divisionen des Kleineren durch das GréBere sich
ergebenden Summen gleicher Stammbriiche in eine nach ab-
nehmenden Stammbriichen geordnete Reihe ungleicher Stamm-
briiche zu verwandeln. Der Grund, warum eine Darstellung wie
z.B.7/13als 1/13 +1/13 4+ 1/13+1/13 + 1/13 +1/13 + 1/13 (die

! Thureau-Dangin III Kap,, iber die romische Asrechnung s. auch
Vogel 2, S. 22,
28
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gelegentlich auch vorkommt) zugunsten der Form 1/2 4 1/26 zu-
ricktreten muBte, scheint neben der noch unentwickelten graphi-
schen Symbolik die beabsichtigte Ubersichtlichkeit und Ab-
schitzbarkeit des Resultates gewesen zu sein. Fiir eine solche
Darstellung muBte man 2/13 als Summe verschiedener abneh-
mender Stammbriiche zerlegen konnen. Zur Erleichterung sol-
cher Rechnungen wurden Tabellen ausgearbeitet, deren ilteste
die beriihmte 2/n-Tabelle des Papyrus Rhind ist, in der alle diese
Zerlegungen flr ungerades n = 3 bis n = 101 aufgefiihrt waren.
Wie man die vorliegenden Zerlegungen erhielt, die mit der Zeit
als Norm unter der Menge aller méglichen Zerlegungen bevor-
zugt wurden, steht nicht vollstindig fest.! Doch scheint dabei der
Begriff des Komplementbruches, dessen Bedeutung fiir das
Altertum Sethe? eingehend untersucht hat, eine wesentliche
Rolle gespielt zu haben. Zu 1/7 ist 6/7 der Komplementbruch, zu
1/n gehort (n—1)/n. Da 1 = 7/8 + 1/8 ist, ist 1/7 = 1/7 von
7/8 + 1/7 von 1/8 oder 1/8 -+ 1/56; 2/7 ist demnach 1/4 + 1/28,
wie es auch tatsachlich in der Rhind-Tabelle steht und auch spi-
ter in dgyptischen und griechischen Beispielen vorkommt. Dies
ist ein Zeichen dafiir, daB3 die Agypter nicht nur in der Stamm-
bruchdarstellung des allgemeinen Bruches, sondern auch in der
Einzelausfithrung dieser Zerlegungen maBgebend waren. Hieraus
ergibt sich auch klar, was der Charmidesscholiast unter der
Zerlegung der Briche versteht, nimlich eben diese Umwandlung
des allgemeinen Bruches 1/n+1/n4-... 4 1/n in die absteigende
Reihe 1/a + 1/b + ...+ 1/d (a(b{...d). Eine besondere Eigen-
tiimlichkeit der dgyptischen und babylonischen Bruchrechnung
ist die Tatsache, daB3 auch 2/3 (z6 Stuorpov) als Stammbruch gilt.

Die Einfiihrung der Stammbriiche wurde auch dadurch be-
giinstigt, daB die Aufstellung eines Symboles fir die neuen ,,Zah-
len‘‘ besonders einfach war. Ein diakritisches Zeichen gentgte,
um aus der ganzen Zahl n den dazugehérenden — oder wie es bei
DiophantheiBtgleichnamigen (= éumwpov) — Stammbruch
1/n zu machen: Der Agypter schrieb iiber der Zahl die Hiero-
glyphe ro = Teil (o, hieratisch zusammengezogen zu @). Bei
den Griechen wurden ganze Zahlen und Briiche unterschieden

1 Siehe Vogel 2, S. 173.
2 Siehe Sethe S. 103ff. und Vogel 2, S. 178 ff.
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entweder als n (ii) und n’ (2") oder als n" und n”. Auch andere
Darstellungsformen kommen vor, wobei aber zu beachten ist,
daB3 die Abschriften der Klassiker der Mathematik erst aus einer
so spdten Zeit stammen, daB ein Beweis fiir die frither geltende
Schreibung sich fast nur auf die erhaltenen Papyri stiitzen kann.
Hier findet sich neben der Stammbruchschreibung aber auch
schon sehr fruh die Schreibung als allgemeiner Bruch (z

7 _
6

stindig aber die Stammbruchform wihrend der ganzen Lebens-
dauer der griechischen Mathematik nicht zu verdringen vermag.

Wenn bei den tberlieferten Beispielen allgemeine Briiche we-
nig auftreten, sondern meist nur die thnen dquivalenten Stamm-
bruchsummen, so darf dies nicht zu der Ansicht fiithren, da8 der
allgemeine Bruch nicht bekannt gewesen wire. Denn eine
Moéglichkeit, verschiedene ungleichnamige Stammbriiche in einem
logischen Verfahren unter Umgehung des allgemeinen Bruches
zu addieren, gibt es nicht. So muBte bei der Addition von Briichen,
die der Scholiast des Charmides ausdriicklich als ein Aufgaben-
gebiet der Logistik bezeichnet, erst durch Einfithrung eines
»nHauptnenners* das Resultat gefunden werden. Spiter konnte
freilich ein solches wohl durchdachtes Verfahren zu einem me-
chanischen Rezept zurechtgemacht werden, das fiir die Praxis
geniigte; genau so haben auch heutzutage viele, die z. B. die al-
gebraischen Regeln richtig handhaben, keine Ahnung mehr von
den logischen Gedanken, aus denen sie entstanden sind. Daran,
daB neben der Stammbruchrechnung auch der allgemeine Bruch
in der griechischen Arithmetik bekannt war, ist kein Zweifel. Seit
Euklid finden sich fiir die beiden Brucharten die Termini pépog
und pzpy, als ,,Teil” und ,,Teile’* aller GréBen (nicht bloB der
Zahlen) voneinander deutlich unterschieden vor.

Es erhebt sich weiterhin die Frage, ob eigentlich die Griechen
den Bruch als eine ,,Zahl‘* auffaBten,! da sie doch sonst nur die
natiirlichen (ganzen positiven) Zahlen als solche anerkannten,
ob sie also den Begriff des abstrakten Bruches hatten. Dazu
ist in erster Linie zu sagen, daB3 von einer modernen Definition
als Zahlenpaar, das nach bestimmten Rechenregeln zu behandeln

1 Siehe u. S. 4352

= unser ) die seit Archimedes an Boden gewinnt, voll-
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ist, keine Rede sein kann. Eine solche Definition wird dem Nicht-
mathematiker gar nichts sagen. Fir diesen ist auch heute wie
damals der allgemeine Bruch wirklich eine natiirliche Zahl, die
nur in einem anderen Bereich abgezihlt wird, in einem Bereich,
dessen Ausgangseinheit der zugehérige Stammbruch ist. Wollen
wir dagegen einen beliebigen Bruch als eine Zahl in die Zahlen-
reihe einordnen, so miissen wir ihn in einen Dezimalbruch ver-
wandeln oder ihn als Punkt in die Zahlenreihe zwischen die gan-
zen Zahlen stellen und dadurch geometrisch festhalten; in ihn-
licher Weise sind auch die irrationalen Zahlen leicht faBbar. Uber-
tragen wir aber die fir die ganzen Zahlen entwickelten Rechen-
methoden auf Briiche, multiplizieren wir also z. B. 6 mit dem
Multiplikator 5/7, wahrend doch eigentlich nur die Anzahl der
bei der Multiplikation vorkommenden gleichen Summanden
durch eine ganze Zahl angegeben werden kann, dann ist aus dem
Bruch eine abstrakte Zahl geworden. Wenn in gleicher Weise der
Grieche seine Rechenoperationen auf die Briiche {ibertrigt und

1. . " .
z. B. ; einhalbmal nimmt (fuiednic fuicv), so bezeugt dies be-

reits das Vorhandensein des abstrakten Bruches.

Eine eigenartige Wandlung im Gebrauch der Briiche ist her-
vorzuheben. Wihrend sich in der ,,vorwissenschaftlichen‘‘ Zeit
das Rechnen mit Briichen fiir die Zwecke des tiglichen Lebens
entwickelte, wofiir sie auch stindig in Gebrauch blieben, ist ein
solches in der wissenschaftlichen Mathematik, z. B. in den Ele-
menten des Euklid, vollstindig ausgeschaltet, so dafB} sogar dic
Ansicht entstehen konnte, die Griechen hitten Briiche {iberhaupt
nicht gekannt. Es ist richtig, daf in den wissenschaftlichen Wer-
ken die Briiche méglichst ferngehalten wurden, einmal da — wie
es Junge! ausdriickte —die Vornehmheit der ganzen Zahlen ein
philosophisch begriindeter Glaubenssatz war, aber auch wohl
hauptsichlich deshalb, weil gleich mit dem Auftreten des Irratio-
nalen (z. B. im Verhiltnis von Quadratseite und Diagonale) sich
die Unmoglichkeit zeigte, diese neuartige GréBe in einer wie bis-
her exakten Weise zahlenmiBig zu erfassen. Dies fiihrte zu einer
Bevorzugung der Aéyo. (Zahlenverhiltnisse), die einen Ersatz fir
den allgemeinen Bruch boten und deren Verwendung durch dic

1 Junge 2, S. 233.
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geniale Eudoxische Verhiltnislehre auch auf das Irrationale
ausgedehnt wurde. Hand in Hand damit ging die vorldufige Ver-
dringung des rechnerischen, d.h. logistischen Elementes aus und
ein Hervortreten der geometrischen Arithmetik in der wissen-
schaftlichen Mathematik. Die Briiche selbst hérten aber niemals
auf, nur blieb ihre Anwendung auf die Logistik beschrankt. Was
in der Praxis des Rechnens der Bruch 5/6 war (t& mévzz péon sc.
von 6 bzw. & wévre Tév &5 uepbiv), figuriert in der Wissenschaft
als ein Smempepns héyos bzw. &etduds 5:6. So war auch z. B. in
dem ¢mipdatog Adyos 1 1/3 vier gegenliber drei der Exizpitos dptduds.
Schon die Namen sowie die von den Theoretikern gegebenen Defi-
nitionen zeigen, daB3 man letzten Endes doch an das Zerlegen einer
ganzen Zahl und an das zugehérige péprov bzw. die zugehérigen
péor; dachte, was wieder die Kenntnis des Bruches und den grund-
legenden Gedanken der Relativitit von Einheit und Vietheit zur
Voraussetzung hatte. Imbrigen hat auch der Logos seinen Zah-
lenwert, seine mocéTrg bzw. mniwés,! woraus seine Verwandt-
schaft mit einem Bruch hervorgeht.

Mit Archimedes, also gar nicht so lange nach Euklid,

1 Urspriinglich scheint man einen klaren Unterschied zwischen dem ,,Wie-
vielsein* (rogdnc) und dem ,,WiegroBsein* (mmitxéng) gemacht zu haben.
Die mocérrg bedeutet die Menge (mi%%oc), die Quantitit, den Zahlenwert
einer ganzen Zahl oder eines rationalen Verhialtnisses. Da, wie wir sehen
werden, die Logoi in engster Beziehung stehen zu den Briichen, so ist es
nicht verwunderlich, wenn bei Heron (z. B. IV S. 256) auch der Bruch
4 4/5 eine mosdwyg hat. Demgegeniiber bezieht sich die umfassendere =v-
b auf das nicht immer rationale Verhiltnis von GroBen (ueyi9n) oder
auf diese GréBen selbst. Der FuB, die Elle, die Strecke haben eine mnhxdrg
(z. B. Heron IV S. 116), Euklid spricht im Buch V Def. 3 von dem Ver-
hiltnis zweier GroBen (2éyog 207 890 weyediv Loyevdv 7 vatx mrhLlT T mow
ayéarg; vgl. das Scholion Euklid V S. 285: mnhuxbrng yap mépxg w6l dmeigon
ouveyohg #xl moabTrg Toh Suwplowévon). So duBert sich auch Proklos (S. 35)
und Iamblichos (2, S. 30), daB zu der Arithmetik das =ésov, zur Geometrie
das wrAixov gehore. Spiter wurde dann dieser terminologische Unterschied
nicht mehr aufrechterhalten. Eutokios gibt dem Logos einen Zahlenwert,
der bei ihm nicht mehr moss77¢, sondern w=rlexb7rs heiBt. — In anderer Be-
deutung findet sich bei Barlaam manchmal (Buch II, Satz 13) die Wen-
dung =d6ov #xl BMxov, wobei unter wicov das Wieviel, der Zahlenwert des
Bruches, nimlich der Zihler, und unter 7;\ixov die GroBe des Bruchteils, also
der Nenner, verstanden wird. Sonst spricht aber auch er von dem Zahlenwert
(=r)zirrs) des Logos (Buch V' Def. 1 siehe S. 450ft.).
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tritt wieder eine Wandlung ein. Wie der grote Mathematiker
des Altertums sich nicht scheute, mit dem ,,vorwissenschaftlichen**
mathematischen Experiment! oder mit Approximationen fir
die irrationalen Quadratwurzeln zu arbeiten, so hat er auch
die bei den Philosophen bisher verponte Logistik in den Be-
reich der Wissenschaft gezogen und wieder die allgemeinen
Briiche verwendet. Etwa seit dieser Zeit ist auch eine neue Sym-
bolik in der Darstellung des allgemeinen Bruches durch senk-
rechte Anordnung von Nenner {iber Zihler nachweisbar. Freilich
wird spater wieder unter dem EinfluB8 der neupythagoreischen
Philosophie neben der geometrischen Arithmetik die Logosrech-
nung in den Vordergrund gestellt, in dem sie bis zum Ende der
griechischen mathematischen Literatur und weiterhin in der
abendlindischen Mathematik bleibt. So verwendet der Barlaam,
der am AbschluBl der griechischen Mathematik steht, noch aus-
giebig die Logoi, fir die er alle notwendigen Rechenregeln
aufstellt. Und doch ist bei ihm, z. B. in den Kapiteln iiber die
Briiche (die unter Verwendung von Verhiltnisgleichungen be-
handelt werden) an allen Ecken und Enden deutlich zu sehen,
daB er doch eigentlich an die Briche denkt und das Rechnen mit
ihnen beherrscht. Besonders muB hervorgehoben werden, dal
fir ihn jeder Aéyog einen Zahlenwert hat, der durch Division be-
rechnet wird, wodurch allein schon der jnnere Zusammenhang
mit dem Bruch hergestellt ist.

Im folgenden sollen die Briiche in den verschiedenen Perioden
der griechischen Mathematik untersucht und die Beweise fiir dic
aufgestellten Behauptungen erbracht, die einschligigen Termini
aufgezeigt sowie die quellenmiBig nachweisbaren Methoden der
Bruchrechnung behandelt werden.

Der Stammbruch.

Der hauptsichliche Terminus fiir den Stammbruch, den
Trager der gesamten Bruchrechnung, ist wépos, also ,,Teil*
schlechthin; er muB in dem Ganzen ohne Rest aufgehen, wie es

1 Siehe seine Ausfiithrungen in der Methodenlehre (¢3080¢), Archimedes
IS, 426 ff.

) J}r s 4B
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die oben gegebene?! klassische Definition von Euklid schon aus-
spricht, die sich durch die ganze griechische und mittelalterliche
Mathematik hindurch verfolgen 148t. Noch Barlaam setzt den
Satz als Definition 1 an den Anfang des 1. Buches seiner Logi-
stik, das von der Addition und Subtraktion der Briiche handelt.
Ein aus der Verhiltnislehre iibernommener Ausdruck fiir den
Stammbruch ist das dmormohamhxctov, das ,,Untervielfache*, das
sowohl im Ganzen wie imVielfachen enthalten sein muB3. Té woA-
Aamhdotov peptlopevoy wapx 70 Gmomolharmhaciov peloxs (hier =
Ganze) wotet sagt Barlaam im Satz 34 des 2. Buches. Ein Syno-
nym zu pégos ist wéorov.® Besondere Bezeichnungen existieren
noch fir den Stammbruch mit geradem oder ungeradem Nenner
(pépos domidvopov und weprzrowouoy® sowie fir den nach der ent-
sprechenden ganzen Zahl benannten Stammbruch. So gehort zu
7 das pépog duamvuuov (auch mapmwopov) 1/7. Barlaam definiert:*
nav wépog mapivuuoy dvopaletal & &ptdod 6g tocadras Eyst povi-
dag, boduig adtd T0 pépog nataustpel <0 6hov; da 7 sieben Einheiten
hat, geht 1/7 in 1 siebenmal, also ist 1/7 das zu 7 mapcvvupov uégos.
Schon Diophant verwendet diese Bezeichnung auch in bezug
auf die Unbckannten und ihre Potenzen. Er sagt:® domep 8¢ w@v
Gptdudv o dpdvupa pbpto wapopolwg xakeltat toig agtdpols, tod
wev Tpla 76 Tpitov, 700 3¢ Tioompa TH TETHETOY, olTwsg nxl TGV VIV
gmovopacévrov &prdudv T dudvpx whora AnticeTar mapouoing

~ -~ ~ ~ > 1 ~ QDL D ’
Tolg aptduols " ol udy aotduo’ (x), 76 dorducstdy (x)’ Ths 0z duvauzms

.t
(x%), 76 Suvaposzoy, (7) %A
P

Eine altere Bezeichnung fir ,,Teil und ,,Stammbruch’® ist

potpx. Es heilt z. B. bei Homer:® magdyrrey 38 mhéwy vig <6y

dbo porprwy, ToitaTn 8 &t potpx Aéheurae d. h. 2 Teile (= 2/3) der
Nacht sind vorbei, der dritte Teil bleibt noch iibrig. Barlaam
gibt eine Definition der polpax: mavzds dpiouivou peyédovs mpm™n

1 Siehe oben S. 398.

2 Bei Diophant1S.6; bei Barlaam, bei Rhabdas. Uber ein verloren-
gegangenes Buch iber die Briche (=x Mogixominz) sieche Diophant IS, 72.

3 Barlaam I. Buch, Def. 5 u. 6.

4 Ebenda I. Buch Def. 3.

8 Diophant I1S.6.

¢ Homer K 253 f.
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eic low boadymoTolv Suripeats, elg polpag AeyeTon eivae.! Dabei ist ein
wichtiger Bedeutungswandel eingetreten; denn diese polpat, die
hauptsichlich als Teile der Peripherie oder des DUI:.Chn.'lesscrs
(bei Ptolemaios auch sufuose®) auftreten, werden nimlich fir
die weitere Einteilung als Einheiten (unsere ,,Grade*) aufgefalt,
wie es in der Fortsetzung der Barlaamschen Definition zum
Ausdruck kommt: =zl &v piv dmhds xal 6hov, TV y.ot?av */.od\c?{ :
udon 8% vl udpos X Thg wolpas, ) TO TS uotpas. Also die Einheit
heift jetzt polpx, der allgemeine Bruch und der Stammbruch
sind die Teile oder der Teil der potpa. Hier ist deutlich die Rela-
tivitat zwischen Einheit und Vielheit sichtbar, die schon bet dem
ersten Auftreten logischer Unterteilungen in Erscheinung trat
und die erst das Rechnen mit Briichen ermdglichte.

Die griechischen Namen fiir die einzelnen Stammbriiche wer-
den wie im Deutschen unter Verwendung der Ordnungszahl-
worter gebildet, wenigstens vom Nenner.3 agfwiirts. Das Wort
fiir 1/,, das auch sonst eine Sonderrolle spielt, ist altestes ‘Spra'ch-
gut (#utov = sémi = ahd. simi). Die IBezexcbnung 5 TpiTOV
wéoog, =0 TérapTov pépos oder o zerapTnubdpLov’ zeigen an, dal dz?s
Ganze in 3, 4 usw. Teile eingeteilt ist. Diese Abzihlung durch dic
Ordinalia ist fiir den Aufbau einer Bruchrechnung von aus-
schlaggebender Bedeutung. Wenn 1/4 als der vierje Teil bezeich-
net wird, so miissen 3 andere vorhergehen, das Vxertfal muf3 al.so
das letzte in einer Gruppe von 4 gleichartigen Gliedern sein.
Wird nun dieses Viertel von der Einheit 1 genommen, so i.st offcn-
sichtlich, daB eben diese 1 in eine Vielheit von 4 Untercmhc.xtcn
geteilt wird, deren Gré83e man dadurch bezeichnet, da3 man efncy
und zwar die letzte der vier nennt. Ein Viertel ist also urspring-
lich der letzte von 4, ein Fiinftel der letzte von 5 Teilen usw. Hier-
aus erklirt sich einmal die hervorragende Rolle, die der Stamm-
bruch im ganzen Altertum spielt. Weiterhin ergibt sich abcr. auch,
daB die dem Stammbruch 1/n vorhergchenden (n—1) T“ellc zu-
sammengehéren; sie bilden den zum Stamn?bru.ch gf.:'horendc‘n
Komplementbruch, der jenen zu der .Emhext Frganzt. I?]Lr
sprachliche Befund, der besonders fiir die dgyptische Mathe

1 Barlaam II. Buch, Def. 1.
2 Ptolemaios I S. 31.
3 Aristarch S. 352
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matik von Sethel eingehend klargelegt wurde, bestitigt dies
alles einwandfrei. Hervorzuheben wire nur noch, daB auch fiir
die babylonische Mathematik dasselbe gilt. Auch hier ist z. B.
igi -6~ gala der Teil,? der die Gesamtheit der 6 Teile ,,vollmacht*.
Die Bezeichnung 2 Drittel ist also urspriinglich sinnlos, da unter
3 GréBen nur eine die letzte, die dritte sein kann. Erst als man
den Stammbruch als eine kleinere Einheit und somit als Anfang
einer neuen Reihe von natiirlichen Zahlen einer kleineren Ord-
nung auffafte, hat sich aus der naturgegebenen Stammbruch-
rechnung, die nur Stammbriiche und Komplementbriiche kannte
und ausdriicken konnte, die umfassendere Rechnung mit all-
gemeinen Briichen entwickelt.

Bei der schriftlichen Wiedergabe der Stammbriiche wird ur-
spriinglich der vollstindige Name in Worten gegeben. 1/100 ist
bei Archimedes® =6 &xazoomov pépoz, 1/200 = Sxrocrostiv pé-
pos, dann auch ohne pégos:1/3 = 7o <pizov, 1/42 = = TEGCAQ-
»0c763vov. Diese umstindliche Schreibung wird durch Verwen-
dung der Buchstabenziffern vereinfacht, denen noch bei Dio-
phant die grammatikalischen Endungen angehiingt werden. So
ist 1/3 = <6 " pépos oder nur 76 ¥*. Am hiufigsten findet sich
aber zur Stammbruchbezeichnung der Strichindex: 1/3=v,
1/4 = & (schon seit Archimedes). Diophant gebraucht auch
das Zeichen 1. Er schreibt:* &Ze. 3¢ &xastov ad=dv (sc. pepdv) 2ri
70 705 6pevipoL dptduch erusiov Ypauuhy 7 StctéNousay 75 eldog.
Also 1/3 =+v7, 1/16 = 1c7.5 Auch die Schreibung mit einem
Doppelindex (" = 1/7, % = 1/9) kommt vor, aber erst seit dem
Auftreten der allgemeinen Briiche. Hier blieb der Gebrauch des
einfachen Index fur die Zihler vorbehalten, wodurch diese als
ganze Zahlen erscheinen, was sie ja auch - allerdings in einem
anderen Bereich - tatsichlich sind. .

Auch sonst sind die Briiche in Gegensatz gestellt zu den ganzen
Zahlen, die é1éxh75028 und Géoz (aptdpds) heien.? Andere Wen-

! Sethe S. g1 ff.

*Thureau-Dangin§S. 27.

3 Archimedes II S. 230.

* Diophant I S. 6.

® Ebenda I S. 300, 164. Auch } =27, 1 = aY7 (15 160, 380).

® Diophant I'S. 306 und Apollonios (Eutokios) II, S. 218.
? Rhabdas S.148.
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. > \ ~ \
dungen sind: #gtduds mhrprs »al woptov, wolonr xal Aewtd,! po-
vadeg zat hemwa.? Dieser Gegensatz kommt auch deutlich bei der
Verwendung der Zahlensymbole zum Ausdruck, z. B.:

A=Y =31/3
Y =31/9
g8 =61/4

Fiir den speziellen Stammbruch 1/2 existiert eine Reihe von
Sigeln; hauptsichlich wird verwendet: £3 und £’% oder ,”3
dann aber auch:

¢’ (halbe Obole?)
¢

Bei Diophant wird 1/2 auch wie die allgemeinen Briiche,
nimlich als &’ dargestellt.

Der allgemeine Bruch.

Unser allgemeiner Bruch m/n wird, wenn wir von der mathe-
matischen Definition (Zahlenpaar, das nach bestimmten Rechen-
regeln verkniipft ist) absehen, in doppelter Weise definiert. Ein-
mal als das m-fache des Stammbruches 1/n und dann als m:n,
141 _Jr_’l\__._ ves

was aus der ersten Erklarung hervorgeht; denn (T -

+ 1 2n=£@+iﬂ+%§+---+$=m-1/n.Soistesauch
1 2

T~

bei den Griechen. Der allgemeine Bruch ist einmal eine Summe
gleicher Stammbriiche (also m - 1/n), wenn es heiBt: 76 &z cuv-

! Archimedes III S. 260. 5 Heron V S. CXXII.

2 Heron IV S. 236. ¢ Hultsch I S.173.

3 Michig.Pap. 621, 5.329. 7 Nesselmann S.112.

4+ Diophant IT S. XLIII; Ar- 8 Rhabdas S.148.
chimedes I, S.242. ® Diophant II S.XLIIL
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ViV 606v37ToTo%v woptwy guyxeiusvov.! An anderer Stelle? wird
das Ergebnis der Subtraktion 2/3 — (1/9 + 1/11) als <&v g 5
G’ (= 1/99 von 46) bezeichnet; hier ist also der allgemeine Bruch
46/99 als das Resultat der Division 46:99 aufgefaBt, was fiir die
Zeit der reinen Stammbruchrechnung noch die Zerlegung in eine
Stammbruchreihe verlangte. Dagegen ist z. B. 3/5 als wpia méun=x
bei Archimedes® bereits der wirkliche allgemeine Bruch, in
dem der ,,Zihler* 3 eine ganze Zahl vorstellt, mit der Objekte
eines anderen Bereiches, die Fiinftel, abgezihlt werden. Wenn
man meist noch die Darstellung in einer abnehmenden Stamm-
bruchreihe verlangte, eben die im Charmidesscholion genannte
Suaipzorg Tév uoplwy, so hat das seinen Grund in dem Wunsche,
sich eine gute Vorstellung von dem Wert des Ergebnisses zu ver-
schaffen. Auch uns sagt die Stammbruchsumme 1/10 + 8/100
+ 7/1000 + 5/10 000 = 0,1875 mehr als der allgemeine Bruch
3/16, fir dessen Vorstellung man auch erst an die Entstehung
aus einer Teilung durch 16 und an die an einem solchen Teil
vorgenommene Multiplikation mit 3 wird denken miissen. Die
hierdurch erreichte Abschitzbarkeit* und Ubersichtlichkeit ist
wohl ein Hauptgrund - neben der naturgemiBen Entwicklung -
dafiir, daB sich die Stammbruchdarstellung so hartnickig erhalten
hat, als langst schon der allgemeine Bruch geschafferf war.

DaB das Vielfache eines Stammbruches identisch ist mit einer
Division, deren Ergebnis der zugehérige allgemeine Bruch (bzw.
eine gemischte Zahl) ist, der seinerseits wieder in eine Stamm-
bruchsumme aufgeldst werden kann, zeigt genau eine Stelle bei
Rhabdas.® Hier steht: »al yivovzar gog (576) E38opa wév £386pewv
(Siebtel von Siebteln) %youv zecoagunosroéwara (49tel) uepifew
olv 7% gog el 7d u¥ (= 576:49) %ol wotolot povadag wx xal A wd*
(11 37/49), dmwva yivovear péoog povadog oy, B xal G’ (= 2/3
1/12 1/196). Dal der allgemeine Bruch nicht erst eine byzanti-

! Barlaam I. Buch, Satz 7.
2 Papyrus Akhmim, Aufg. Nr. 7.
3 Archimedes II S. 192.

4 Z.B.ArchimedesIIIS.236: 1—(}—{-—

5 Siehe Vogel 2, S. 181 ff.
¢ Rhabdas S. 120.
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nische Errungenschaft ist, beweist die Stelle bei Archimedes,.
Auch Pappos, der sonst die Briiche meist mit den Adyor um-
schreibt, driickt 2/5 und 4/5 eines rechten Winkels als allgemeine
Briiche aus. Es heiBt da:! 9 ywvix 3o néurntov dps und Exarépn
76v 0nd ETA EAT zeoodpwv méuntov 6pdis éotiv.

Nach der schon mehrfach genannten Definition von Euklid
wird eine GroBe (bei Nikomachos auch eine Zahl) dann pépy
(Teile) einer anderen genannt, wenn sie in dieser nicht enthalten
ist. Dabei wird im allgemeinen kein Unterschied gemacht zwi-
schen pégn a) als Summe verschieden benannter Stammbriiche,
z. B. 1/3 4+ 1/13, und b) als Summe gleichartiger Stammbriiche,
z. B. 1/5 -+ 1/5 = 2/5. Mépn ist also nach b) Terminus des all-
gemeinen Bruches, in den ja die Stammbruchreihe a) verwandelt
werden kann. In beiden Fillen ist pépn die Mehrzahl eines
Stammbruches pézos. Nur Barlaam unterscheidet genauer.®
Den Fall a) heiBt er ézepdivopa pépr, den Fall b) cuvdvupa péen.
Unsere aus Ganzen und einem allgemeinen Bruch bestehende
gemischte Zahl ist fiir Rhabdas gptducl &yovreg pépn povados
xol whora.d ‘

Sollte ein allgemeiner Bruch korrekt benannt werden, so mufite
man (bevor man sich an die urspriinglich sinnlose, aber als sym-
bolische Abkiirzung mathematisch gut brauchbare Bezeichnung,
z.B. 2/5 = 2 flinfte Teile, gewdhnte) entweder die Entstehung des

" Bruches selbst schildern oder den allgemeinen Bruch durch addi-
tive, subtraktive oder multiplikative Verknlpfung von Stamm-
briichen, zu denen auch 2/3 gehorte, darstellen, wie es sich aus
zahlreichen Problemstellungen der dgyptischen und griechischen
Mathematik ergibt. Im Papyrus Rhind bedeutet der Text der
Aufgabe Nr.28: ,,2/3 hinzu, 1/3 hinweg" = (x + 2/3 - x) —
(x + 2/3.x)-1/3 unser 5%/3 — 5%/9.% Bei Aristarch® wird

1 Pappos I S. 418.

2 Barlaam I. Buch, Def. 8 und 9.

3 Rhabdas S. 124. Auch Aemt% heiBen die Briiche, z. B. Heron V
S.254. Rhabdas 5. 130, Anonymus 2, S. XIV. ¢

¢ Eine Besonderheit der Problemstellung ist, daB bei allen solchen Auf-
gaben der betreffende Stammbruchteil immer von dem ganzen vorhergehen-
den Ausdruck genommen wird. Diese ,,Schachtelung* findet sich auch sonst
in der antiken Mathematik.

5 Aristarch S. 3352.
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29/120 als 1/4 — 1/30 - 1/4 (Eracoov ~ezapTrpopiov T6 705 teTapty-
woplov Tplaoc=d) bezeichnet, und in einer noch ausfithrlicheren
Weise beschreibt Archimedes! den allgemeinen Bruch durch die
Angabe seiner Entstehung. Ein Winkel gréBer als 99/20 ooo
Rechte heiBt hier: peillwv § tag 6pd&s Srupedeicag elg Suoudpra
tobtwy GF pépea oder ein solcher groBer als 1/203: peilwv 2otiv 9
Srrpedeioag Tis dpdds elg 6 xal ¥ 7007wy 2v pégog, wobei auch wie-
der — wie oben bei Diophant - der Stammbruch als allgemeiner
Bruch mitdem Zihler 1 aufgefaBtist. DaB Archimedes schon die
iibertragene Bedeutung des Stammbruches als beliebigen - nicht
mehr nur letzten — Teil der Einheit kennt und daraus eine For-
mulierung fiir den allgemeinen Bruch gewinnt, zeigte das ge-
nannte Beispiel 2/35. Andere Wendungen bei Archimedes: &
dbo mepmzapbprx,? an der gléichen Stelle 7pia wéumra, ferner
10/71 = 3éxax £B33ourrocTowova.® Diese mit Worten umschriebene
umstindliche Bezeichnung findet sich noch bei Rhabdas, ein
Zeichen dafiir, dal er wirklich alte Tradition vermittelt. Er
schreibt fiir 14/42: dexavéscapa teaoxparostédux, fiur 26/5:
nméunca xc.4 Gerade hier zeigt die Darstellung von 26 als x¢, daB
die Zihler ganze Zahlen sind, mit denen die Flinftel abgezdhlt
werden.

Der nichste Schritt zu einer vereinfachten Darstellung ist er-
erreicht, wenn statt der Zahlwérter auch fiir den Nenner die
Zahlensymbole verwendet werden, wobei der Nenner vor oder
nach dem Zihler stehen kann. Beispiele sind:

"2 =64
Wy TN 77 1
ora awhd L = 18342/121
vy =50,23
Pt =18/42°
Nachdem hier die Kasusendung als Index dem Zahlensymbol

des Nenners angehingt ist, ist die Lesung eindeutig; wird da-
gegen nur der Strichindex verwendet, so kénnen leicht Unklar-

1 Archimedes II S. 232.

2 Ebenda II S. 192, Aus méumtx pdstx ist bereits mepntapdprx geworden,
3 Ebenda I S. 236.

4+ Rhabdas S. 120 und 124.

5 Diophant], S. 328; 306; 56; Rhabdas S. 120.
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heiten entstehen. Man kann 8bo pé bei Aristarch! sowohl! als
241/45 wie als 2/45 auffassen; T oa bei Archimedes? soll 10/7;
bedeuten, kénnte aber gerade so gut als 104-1/71 gelesen werden.
DaB 3 ¢’ 4/13 (und nicht 4 1/13) sowie % w’ 9/11 (und nicht
9 1/11) heiflen soll, kann nur der Zusammenhang ergeben. Noch
grofer wird die Verwirrung, wenn die Querstriche und Strich-
indices fiir Ganze und Briiche nicht unterschieden oder falsch
gesetzt werden. So kommt vor 8 = 1/4,218 = 1/14,2 v’y = 31/3,
¥ = 1/13,% X8 = 1/32.% Hier scheint die unklare Schreibung
mit den beiden Strichen von dem Doppelstrich ”” herzuriihren, der
in spaterer Zeit zur Bezeichnung des Nenners verwendet wurde
(s. u.) und der, wie z. B. in dem berithmten Nirnberger Ptole-
maios-Codex aus dem Besitz des Kardinals Bessarion (nach-
malig im Besitz Regiomontans), auch in die Mitte iiber dic
Zahl statt als angehingter Exponent gesetzt wird (z. B. 2B = Ag7).

Diophant vermeidet Unklarheiten, indem er auch manchmal
den Nenner mit den Worten &v popiw oder pogiov einfithrt. So z. B.:

©

47/90 = M uT 2v wopiey woviSos §
3x/(x—3) = 57 &v pople S AM ¥
2x4/(x% —2)3 = AY AR &v pople ©6 dnb A AMB x0Be
8/(x% + x) = M7 woplov A¥a &7

Ebenso hei3t die Gleichung x = 65/12 768% bei Diophant: yi-
vezon 6 5 poplov MY, M ,BUZy, Ze. Wird noch weiter abgekiirzt?, wic
bei 3x/(x— 3) =5y wop. 5% A M, so ist wop geradezu zu einem unsc-
rem Bruchstrich entsprechenden Symbol des Nenners geworden.

Wihrend diese eindeutige aber doch umstindliche Schreibung
hauptsichlich bei zusammengesetzten Nennern vorkommt, findet
sich in dem iltesten Diophant-Codex aus dem 13. Jahrhundcrt

1 Aristarch S. 386.

2 Archimedes I S. 242.

3 Papyrus Ayer S. 30.

4 Berliner Papyrus 11529, Aufg. Nr. 2

5 Michigan Papyrus 621, S. 329.

8 Tebtunis Papyrus 87, S.391; weiteres hierzu siehe Gerstmwcr-
Vogel S. 49.

? Diophant I S. 6o, 286, 442, 246.

8 Diophant I 5.180.

> Ebenda I S. 288.
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eine senkrechte Anordnung des Nenners tiber dem Zihler. Bei-
ved 1878  ymd

v’ 484 ~ ,awon’
schon recht vollkommenen Darstellungsform des allgemeinen
Bruches brauchte man nur Zihler und Nenner zu vertauschen,
um die indische Schreibung zu erhalten, aus der dann unter Hin-
zufligung des Bruchstriches die unsere geworden ist. Tannery,
der in seiner Diophantausgabe konsequent den Bruchstrich
setzt, der seit Leonardo von Pisa im Abendlande nachweis-
bar ist, bemerkt dazu:? De transversa linea inter numeratorem
et denominatorem vix quicquam diiudicari potest. Ad libitum
librarii tum addita tum neglecta videtur, sicut supra numeros
integros. Auch in manchen Aufgaben Herons? findet sich diese
nindische* Bruchschreibung. Da man aber aus den Codices
nichts iiber die im Original tatsichlich angewandte Form des
Bruches schliefen kann, wiirden wir iiber diesen Punkt im un-
klaren bleiben, wenn nicht ein Papyrus aus dem 1. Jahrhundert
n. Chr. weitere Beispiele brichte.* Den Bruchstrich kennt der
Papyrus aber nicht. Woher dieser stammt, ist nicht bekannt. Ich
halte es fir méglich, daB der Strich iiber dem Zihler nichts an-
deres ist als der Querstrich, der die ganzen Zahlen von den Buch-
staben unterscheidet, was genau dem Wesen des Zihlers als einer
natiirlichen Zahl in einem anderen Bereich entsprechen wiirde.
Vielleicht muB man auch die Entstehung der neuen Schreibung
aus der Exponentenschreibung in Betracht ziehen. Sie ist bei dem
Diophant-Codex A nur einmal® nachzuweisen (15/4 = 9), wih-
rend sie in dem erst von Planudes redigierten Codex stindig
verwendet wird. Eine Verschiebung des ,,Exponenten‘‘ iiber den

1

J
spiele: 65/9 = &c, 58/484 =

In dieser

Zihler bewirkt sofort die Form g, die bis auf die Vertauschung

von Nenner und Zahler vollstindig mit unserer Schreibung iiber-

1 Ebenda I S. 272, 306.
2 Ebenda II S. XLV.

3 HeronlIIIS.46,48u.p.; imKenyon- Pap.II, Nr.CCLXV, gosteht fiir
100 puy
128 p

* Papyrus Vindobonensis 19 996 (ed. Gerstinger-Vogel), S.s51f.

8 Diophant I S.78; II S. XLIV.

29

, s. Heath1, I. S. 44.
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einstimmt. Nétig war der Bruchstrich nicht unbedingt, da ja eine
Verwechselung zwischen Zahlen und Buchstaben nicht eintreten
konnte. Die genannte Schreibung wird sogar fiir den Stammbruch

verwendet. So ist bei Diophant 1/512 = (P;B . Die Auffassung

eines Bruches als Darstellung der in einem ar.{deren Bereich ge-
zihlten Ganzen steht im Einklang mit der Ubung, als Zihler
selbst wieder eine gemischte Zahl anzuerkennen. Es wird z. B.

wy .
1834 %/121 als oz wwrdZ’ bezeichnet, was der Rechner dann

noch zu 7338/484 = gz_;?’) erweitert.?
Ein anderes Mittel, die allgemeinen Briiche eindeutig wieder-
zugeben, war die Wiederholung des Nenners:

2fs=¢<B  sfiz=2uwy  6/7=¢LT
oder mit Kasusbezeichnung: 24/7 = {{* %33
Manchmal wird auch der Deutlichkeit halber das Vorhanden-

: A
sein von Briichen im Gegensatz zu den Ganzen durch povddes
— hew=a hervorgehoben:

’ N \ ' n
12 12/13 = povades 18 xod hemrd vy’ vy B4

In spiterer Zeit® wurden die Nenner durch Doppelschreibung
und Doppelindex von den Zihlern unterschieden:

1 7 ’

215 =<’ & uu 4/5 =8¢ "

Derartige Schreibungen finden sich vor allem in byzantinischer
Zeit;® auch Hultsch hat sie in seiner Heronausgabe iibernommen.
Hervorzuheben ist noch das zur Vermeidung von Mifver-
stindnissen gehandhabte Verfahren,” die Briche in Doppel-
schreibung zu geben, einmal als allgemeinen Bruch und dann

Diophant I S. 256.
Ebenda S. 306.
HeronlV, S. 238, 236; Heath 1,1 S.43; RhabdasS. 120.
Heron IV, S. 236. .
Es ist nicht erweisbar, ob diese in den Heronischen Codices schon vor-
kommende Schreibung aus der Zeit Herons selbst stammt.

¢ Heron IV S. XIV

7 Auch fiir die babylonische und spiétigyptische Mathematik sind Dop-
pelformulierungen der Resultate — allerdings in anderer Weise ~ erhalten.

G ke O D
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als Stammbruchsumme. So steht bei Heron! B v 1’ (2 1/3 1/15)
frov B xal € € B (2 2/3); ebenso? 142/3 1/33 = 14 23/33. Bei
Eutokios findet sich® wpla évapra (3/4), Tovréomy fuiov zai <é-
Toprov (1/2 1/4).

Eine besondere Rolle spielte der ,,Stammbruch‘‘ 2/3, der, ob-
wohl er ,,in der Einheit nicht enthalten‘ ist, doch als uégos galt.
Fir diesen ersten Komplementbruch (z& 8%o uépn) gab es zahl-
reiche Symbole, bei denen urspriinglich die Zahl 2 den Haupt-
bestandteil bildete:

gy B B B
Spiter scheint aus B” o’ und #’ dann o), ) und 4, Yy, 3, 2
entstanden zu sein. Die Form Y hat Tannery auch fiir den il-
testen Codex des Diophant nachgewiesen.® Im 4. Jahrhundert

findet sich & und F’®. Die spitere byzantinische Form ist o, o
(= oder £ +¢) «"”, v'.® Eine singuldre Schreibung ist #.7

Allmahlich verschwindet die Sonderstellung von % als Stamm-

bruch. Schon Diophant hat 8%o tpizx und Planudes erklirt
ausdriicklich: 8%o tpiza & #571 Siyorpov.

Ein besonderer Terminus fiir den Zihler des allgemeinen
Bruches ist fiir die dltere Mathematik nicht nachweisbar, wihrend
der Nenner von Diophant mit demselben Namen wie der
Stammbruch (uépiov) bezeichnet wird. Die Darstellung des Bru-
ches 5/8 durch & wopiou 7 (vgl. 0. S. 420) ist nichts anderes als ,,5 mit
dem Nenner 8. Einmal werden einige Zahlen mit demselben
Nenner behandelt.8 Es heit da: 'ilf;'/- M,S7 wosiou 705 ad=ol . .
Ki; - M, 7 posiov 703 adweb .o 3% wépov 1\} My j\?;' Moaond;
also: 17 136 600/163 021 824 und 8 §17 600/163 021 824 sind die
»Zahlen 17 136 600 bzw. 8 517 600 mit dem Nenner (= uégiov)

1 Heron IV S. 322,

2 Archimedes III S. 124.

3 Heron IV S. 256.

4 Diophant II S, XLIIL

5 Pap. Michigan 621, S. 329.
¢ Heron V S. CXXII.

? Heron V S. CXIX-CXX.

8 DiophantIS. 186.

29+
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163 021 824. Eine andere Stelle! besagt: éav HéAyg adtode clvar

évdg poplov: ,,Wenn du willst, daf3 ein gemeinsamer Nenner vor-
"L P 12 ’

handen ist.“ In einer anderen Aufgabe? werden die Briiche
3x/x — 3 und 4x/x — 4 addiert. Es heilt da: of 5 703 pépouc &xi
7o &vadhaE pbpre moMamhactacHcovrae; also ,,die x des Bruches
(wépos ist hier allgemeiner Bruch!), werden mit den Nennern ab-
wechselnd oder wie wir sagen ,,ibers Kreuz“ multipliziert.? Es
heiBt dann weiter: olov 5 ¥ &nl w& 7ol &vépou (sc. pépoug) pdpra Tout-
éonémtoa AM 3.4 Daja pégos und wéplov Synonyma sind, wih-
rend aber hier pfpos den Bruch, pépie den Nenner bedeutet, so
sieht man, da3 die Ausdrucksweise noch recht unentwickelt ist,
zudem auch noch pépog bzw. pépn als Nenner vorkommt:5 14
pépy wpog dAArAx. Meist wird in einem solchen Fall gleich der
spezielle Nenner angegeben: alpew 7a 1y*® = ich beseitige die
Dreizehntel.

Die spiteren Bezeichnungen sind klarer. Hier ist der Nenner
die Zahl, nach der der Bruch benannt ist, z. B.:

aptduds ae’ ob o pépn bvoualeTar,
6 dotduds ag’ of . . . mapovoualeTaL
Gptduds v & uésn mapdvup,’

T6v Guovy podvea T6 woplew dptdudy,

ol dumvuuor dorduol tdv popiwy.8
Wenn Rhabdas?® beim Bruch 2/6 sagt, daB er den 2 Einheiten den
Namen 6 gibt (zal za2& &5 3bo povidag O3 &wd <03 ¢, Exta 3bo),
so erinnert dies nicht nur an die lateinische Bezeichnung als ,,de-
nominator’, sondern auch an die dgytische Ausdrucksweise:

! Ebenda I S. 284.

2 Ebenda I S. 288.

3 Tannery iibersetzt nur dem Sinn nach: numeratores in denominatores
invertendo multiplicabuntur. Chamber (5. 26): yiastinéie.

¢ D. h.: nimlich 3 x mit den Teilen (= dem Nenner) des anderen (Bru-
ches), das ist mit x—4.

5 Heron IV S. XV; ebenso 8i &xfnwv 7% remtx (5. XIV) und & pépy
3 drev (S. XVII). Vgl. auch S. 439.

8 Diophant I S. 206.

? Barlaam I. Buch Satz 7, 2 und 3.

8 Rhabdas S. 150, 124.

® Ebenda S. 102.
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Nijs 2 hnt 7 = ,,benenne 2 nach 7%, die schon in der 2:n-Ta-
belle des Papyrus Rhind sich findet und die auch sonst haupt-
sichlich bei der Teilung des Kleineren durch das Gréflere vor-
kommt, die ja mit einem allgemeinen Bruch identisch ist. Beson-
ders deutlich driickt dies Planudes einmal aus.! Er sagt an

— b
einer Stelle, in der l/a2-{— b als a4 2a berechnet wird, dal3 er

dem Rest b den Namen 2a gibt, (xal 70 évamoreipdiv (b) dvbuale
7@ dvdpast 700 & tol SirAaciacwol Thg wAsvpds (= 2a) <ol ~e-
Tpayovou gotdpel). Eine weitere Umschreibung des Nenners ist
6 ccToLyos dptdubs.?

In spiter Zeit finden sich auch Bezeichnungen fiir den Zahler.
Dieser ist entsprechend der Auffassung des allgemeinen Bruches
als Summe gleicher Stammbriiche: & &pduds <o TAAYous Tav
popiwv.® Dasselbe zeigt eine andere Stelle,® in der nach dem Er-
gebnis der Multiplikation zweler gleicher allgemeiner Briiche

‘gefragt wird (oxédocdor méoov xal fiMxev o7l ©6 yevbuevov). In

der Antwort heiBt es nun, daB die ,,Menge, also der Zihler
ebenso wie der Nenner eine Quadratzahl sein muB3: mA%%0¢ motzl
cuveVipmv uepdv kol loomtAndes tetparaive dptdpd nal mapdvuusy
ard TeTpayvou dprduod.

Einen Spezialfall der allgemeinen Briiche stellen die Sexagesi-
malbriiche dar. Sie sind babylonischen Ursprungs und wurden
von der griechischen Astronomie etwa um —200 iibernommen;
sie fanden auch sonst Verwendung, wie es u. a. ein Quadrat-
wurzelbeispiel bei Theon zeigt.5 Ptolemaios, ferner sein eben-
genannter Kommentator,dannBarlaamund MaximosPlanu-
des sind die Hauptquellen, aus denen wir Niheres erfahren. Es
war schon die Rede davon, daBB die Grade (potpat, tpfinata) ur-
springlich Teile darstellten, die dann zu Einheiten wurden. Pla-
nudes geht bei der Erklarung der diesbeziiglichen Rechen-
operationen von dem Tierkreis (Lepdtaxds wdxhog) aus. Es ist <o
Lopdwov = 30 polpor, der ganze Kreis also 360°. Die weiteren Teile

1 Maximos PlanudesS. 30.

2 Barlaam II. Buch Satz 2 u. 11.

3 Barlaam I. Buch Satz 7.

4 Ebenda II. Buch Satz 14.

5 Theon von Alexandria, S.185f.; Tropfke II3, S. 171ff.
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schreiten nach Sechzigerschritten fort, die alle Aemtd heiflen
1 polpa = 60 Aemra mpdva (erste Teile), 1 Aertov mpditov = 60 8&6:
wepa Aewa (zweite Teile) usw. Die Beispiele 47%2'40" = ®oLpdsv
ul uf'u”, 67°%4's5" = sunudrwv L & ve'’) zeigen, daB die Angabe
des Nenners durch die Indexschreibung ersetzt ist, TpdTo = *
debtepa = ', wolra = "', térapra = """ usw. Die Grade selbs;
wer.den vorerst noch nicht bezeichnet. Barlaam (III, Def 1)
delfmiert folgendermaBen: <75 s poipxs elg Ehnovra ’L'c’oc Sta;ps-
q‘}‘snc'r,f, To‘f TowlTa pbplx, mpdra Aemtd AéyeTar. Seltegoy Ot Aemrdy
70 70 mpazoy 5720070, %ol Tpizov 16 707 Szutdooy, wal &E7¢ duolwg
Eme Fortfiihrung dieses Prinzips nach der anderen Seite héttz
ein vollstindiges Positionssystem geschaffen, da der Ubergan

von'den Ganzen zu den Briichen (das ,,Sexagesimalkomma“g)
sowie der Stellenwert aus den Indizes ersichtlich ist. Die Zu-
sammenfassung von 6o Graden zu einer Sexagena erfolgte
nachweislich erst im 13. Jahrhundert.! So ist 227 o15 = 1" 3" 3
35% Wenn man so auch die Null entbehren konnte, die Uber-
sichtlichkeit wurde doch wesentlich dadurch erleichtez,'t daB3 man
einen Platz frei lieB oder durch das Fehlzeichen ausfﬁll,te. Es ist®

00'2'7"0"'4"" = o0dzuin uoipx, 800 mpdity, Emtd Seltepx, 0Dy
g “éooupa wérapta (sc. éXnxo0td) = wowedv o B L O 8.

Es ist anzunehmen, daB die konsequente Durchfithrung des
sexagesimalen Prinzips, das bei den Babyloniern noch mangel-
hé.lft war,? sowie der Gebrauch des Abakus mit seiner dezimalen
Einteilung unser modernes indisches Positionssystem entschei-
dend vorbereitet hat.

.D.ie Grundlage fiir jedes iiberlegte ~ nicht mechanisch algorith-
mls.lexjte - Rechnen mit Briichen ist das klare Erfassen der Re-
lz.1t1v1tﬁt zwischen Einheit und Vielheit. Sollen Briiche ad-
diert werden, so bringen wir sie durch Erweitern auf einen Haupt-
nenner. Dieser gibt an, in wieviele Teile die bisherige Einheit zer-

21 Tropfke I3 S. 61ff,; Thureau-Dangin S. 74.

Vgl. Heath 1, 18S. 45.

2 Es. fehlten die ,,Indizes”, so daB der Stellenwert nicht eindeutig war
desgleichen in ilterer Zeit das Nullzeichen. Auch die indische Schre?bung:
war nnoch unvollkommen, da hier das Positionssystem auf die Ganzen be-
schrinkt blieb, wie umgekehrt das griechische (astronomische) Sexagesimal-

s‘{stem auf die Briiche. Erst mit der Einfithrung der Dezimalbriiche ist die
héchste Vervollkommnung erreicht.
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legt werden muB. Einc solche Untereinheit ist der Anfang einer
neuen Zahlenreihe, in deren Bereich die Zihler als natiirliche
Zahlen auftreten. Schon oben sahen wir, wie die wotpx (Teil) zu
einer neuen Einheit wurde. Besonders deutlich wird dies von
Rhabdas dargelegt bei der Betrachtung der gemischten Zahl
82/31/4 1/156. Er sagt:1 mawv 6uoiews Gvahbw ®axl T Tob 7 pellova
uéon elg 76 mapaetpevoy adrols Eoyarov ubprov, Brzp dotly pvg”. Ewt
vobv v’ ) uovis. Also 1/156 ist jetzt die neue Einheit; kurz vorher
ist bei 32/3 1/33 1/110 1/330 jetzt 1/330 7 povas, 1/110 1 ToLas,
1/33 % dende, 1/5 <% &2, 2/3 7% oz Auch im Bruch 2/6 bezeichnet
er die 2 als pov4dzs, denen er den Namen Sechstel gibt. Ubrigens
war den Griechen die Relativitit schon von den ganzen Zahlen
her geliufig, wo auf dem Abakus die Eins je nach der Kolumne,
in der sie stand, die verschiedensten absoluten Werte hatte. Bei
Iamblichos?werden ausdriicklich 10, 100, 1000 als die Einheiten:
Sev=comSovudvr, Totwdovpdvy, Terpwdoupévy wovis bezeichnet.
§ @eve, P Hevd) P peveh

Das Verfahren des Erweiterns besteht fur Ganze in einem
Auflésen = dvedbew in die entsprechenden Teile; soll ein Stamm-
bruch auf einen gréBeren Nenner gebracht werden, so ist der
neue Zihler gleich dem Erweiterungsfaktor. In einem Beispiel
bei Rhabdas werden Ganze zu Briichen erweitert. Es heilit
hier:3 dvadde ExacTtov TéY detdudy elg = maporeiyavoy adTd uégos,
P A - 3 4 A \ rr A ’ ’ \ \ -~ ov
Fryouv by € eigmévee Si wb &7, nal yivovral por 7 Shapeta 70U €7,
méumte %g usw. In einem anderen Beispiel® soll 3 1/3 1/14 1/42
in 42tel umgeformt werden. Der Text sagt: dvghucoy ez 7o Eo-
yozoy phorov (1/42) vl w& peilova pépr (1/3 1/14), Hyouy &5 76 <zc-

N b ’ \ A re ., A ’ b} bl N ’
ougaxnGTHduoy 6 Tpizoy zal 70 187 wal yivaTan S0 pev Tpiov dera-
’ ’ [ N4 ’ . \ 1 ’
~toougs Te66upur06768vz 70 3 187, Tpla T xal 70 TEGCAAAOGTO-
Suov, &v © dmee vivovTan bueh 1 szocu0a%06768ux (nun wird zu
) vl b ) v
- vy o~ N B v v . Y S

gekiirzt) ol 7ig vpels wovadug elg LT%, zal yivovrow peta Tov ToLwy
£836uwmv 72 812 {L* %8, Schon bei Heron ist das gleiche Verfahren
bekannt® In dem Beispiel 6 1/4 * 4 1/8 - 2 1/3, das auch in dem

Pariser Codex 3878 angefithrt ist, heiBt cs: 7 ¢ 8" &is <ETUOTY

RhabdasS. 122.
Iamblichos 1 S. 88.
Rhabdas S. 124.
Ebenda S. 120 ff.
Heron V S. 94.
Heron IV S. XVII.

- N TR
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(6%, in Viertel) usw. Im gleichen Codex! wird auch 24 zu Fiinf-
teln erweitert (mevrang 7o %8 * yivovrow px') sowie 31/3, 4 1/4,
51/5, 21/4, 41/5, 6 1/7 und 9 1/8 zu Briichen umgeformt. Im
ersten dieser Beispiele wird das Verfahren als Methode des Dio-
phant bezeichnet.? Wenn dies auch nicht wértlich zu nehmen
ist, so steht doch fest, daB Diophant sie beherrschte. Denn wenn
er es versteht, 3x/x—3 und 4x/x—4 auf den Hauptnenner (x—3)
(x-4) zu erweitern, so ist wohl kein Zweifel, daB er auch die
Stammbriiche oder erst recht die Ganzen erweitern kann. In einer
anderen Aufgabe® werden §7/12, 17/5 und 92/12 zu 60otel gemacht.

/ ‘ﬁ € \ < € \
Es heiBt da: &ora 6 v a” (= =pdros aptduic) vi, 6 8¢ B 1T, 6 32 ¢S

B
Q3 * xal €av 3éhng adrols elvar Evog poplov, mdvra elg £%, Eoton (6 o)
ore, 6 %68, 0 Y uE. In einem anderen Fall4 sollen bei den Brii-

chen 183415/121, 469 %%/121 und 14Y5/121 die Briiche im Zahler -

beseitigt werden, was durch Erweitern mit 4 (auch 2 hitte ge-
nigt) geschieht. Im Text steht: xal &av &v 6hoxdfpors Fehns tva ui
76 L' Empéyy, clg 8% EuBaic. Rhabdas® erweitert 122 15/42 zu
245/84: drxyolv 16 §”, Simhacralo & pxf S, xal yivovrar woe odx-
€Tt TeccapuxoGTOdUXR GAA& Oydonxoatotétapta. Das Erweitern
mit 2 ist also ein Stmhxoialzw von Zihler und Nenner. In dhnlicher
Weise wird zpimhacialewy, retpariucialety, mevranmixcialews ver-
wendet. Auch aus den Ausfithrungen Barlaams? sieht man, wie
er Briiche gleichnamig macht. Dabeli tritt 6 csTotyos detduée als
Name fiir den Hauptnenner auf.® Auch das Rechnen mit Sexa-
gesimalbriichen erfordert die Kenntnis des Erweiterns, wie es z. B.
aus dem Divisionsbeispiel bei Theon ersichtlich war. Planudes?®
spricht davon, daB3 eine aus der hoheren Stufe entlehnte (= davet-
Cew) 1 Sechzig bedeutet (%715 ovpaiver YO = 60).

1 Ebenda IV S. XIV.

2 Vielleicht ist auch die ganze Aufgabe a:B gemeint.

® Diophant I S. 284. ¢

4 Ebenda I S. 306.

® Rhabdas S. 126.

¢ Ebenda S. 150.

? Barlaam I. Buch, Satz 11 ff.; II. Buch, Satz 1 ff. .

8 Siehe S. 425. Bei Barlaam II, 11 bedeutet odotoiyos dptdpés nur
Nenner. In einer anderen Bedeutung (s. unten S. 442) steht es in III; 3
(ravcv éx TrpETEAGEWG).

* Planudes S. 25.
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Auch fir die umgekehrte Operation des Kiirzens, das in der
Division von Zihler und Nenner durch die gleiche Zahl be-
steht, finden sich einige Beispiele. Schon bei Aristarch werden
die Adyor gekiirzt:! 1958:20250 wird zu 979:10125 (xal T fiuloy,
ToutésTty, 979:101235). Diophant? verindert 11007/726 durch
Tyt obv 70 Extov in 1834 V5[121. Ausfiihrlicher ist wieder Rhab-
das? in seinen Erkliarungen. Der Zweck des Kiirzens ist bei ihm
die einfachere und klarere Darstellung (Sux 6 edArmrdrepoy %ol
cagéctepoy). Er kiirzt 18/42 in 3/7, ohne niher anzugeben, wie er
den fraglichen Faktor findet: @A\ émetdh =& 1y pB* tplx morolowy
EB0opa dolnue ta uP* xal xpatd (behalte) t& {T* Gleich darauf
erhilt er fiir 2/3 1/5 1/33 1/110 1/330 den Bruch 300/330, worauf
er fortfiahrt: tabta 3¢ ouond éav Jdvapar tva meptotiow elg peald-
vov poplwv mocénTa xal ebpionw 87t motolor déxa Evdérarx. Hier
figt er noch zum Beweise hinzu: & yap TA% mowlow évdéxatov &y,
Gore amod Tobtov 37hov 65t Ta T worebot T évdéxara. Die Elftel sind
richtig als die ,,gr6Beren’’ Briiche bezeichnet. Im nichsten Ab-
satz kiirzt er 144/156 elg dhywrépav mosdtyrx, nimlich zum Bruch
12/13, in dem die Zahlen kleiner sind.

In dem Charmidesscholion sind als besondere Zweige der Lo-
gistik die Addition und die Zerlegung der Briche (cuyxe-
pahaiwots und Swxipesig) aufgefiihrt. Bei der ersten Operation
handelt es sich ‘darum, eine Stammbruchsumme zusammenzu-
fassen. Zur Erleichterung der Rechnung werden Hilfstabellen
({Fipat) verwendet. In einer Aufgabet soll von 2/3 die Summe 1/4
1/44 subtrahiert werden. Im Text wigd gefragt, in welcher Ta-
belle 1/4 1/44 vorkommt (dv wola Ufpw & pd"”’). Die Tabelle gibt
1/4 1/44 = 3/11 (700 ¥’ =6 w’’). Das Ergebnis der Subtraktion
4—:? wird noch in einer Zerlegung (3wxigestg) zu 1/3 1/22 1/66
umgewandelt, was sich an den tatsichlich erhaltenen Tabellen
verfolgen 14Bt. Aus einer im Papyrus Akhmim erhaltenen Tafel
13
11

entnimmt man 4/11 = 1/3 + 1/33, also st = 1/3 1/33 1/33;

1 Aristarch S. 398. Uber die gekiirzte Form des Myos s. 0. S. 377.
" 2 Diophant I S. 306.

? Rhabdas S. 120,

4 Pap. Akhmim Aufg. Nr. 9.
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aus einer 2:n-Tabelle [z. B. der des Papyrus Rhind) ersieht
man 2/33 = 1/22 + 1/66, so daB dann das Endergebnis entstcht.
Von den erhaltenen Tabellentexten ist die des Papyrus Akh-
mim (etwa 6. Jahrhundert) die umfangreichste.! Sie enthilt dic
Stammbruchentwicklungen fiir die allgemeinen Briiche m. }11
Dabei liuft n von 3 bis 1ofirm =1, 2,3, ...9, 10, 20, 30, . . .
Qo, 100, 200, ... Q00, 1000, 2000 ... 9000, 10 000. Wihrend
n = 2 fehlt, weil wohl die Mediatio leicht im Kopfrechnen durch-
fihrbar war, ist noch eine 2/3-Tabelle vorhanden, die ebenfalls
fir m = 1 bis 10000 die 2/3-Werte enthilt. Von n = 11 bis
n = 20 lauft die Tafel nur von m = 1 bism = n. Eine ganz dhn-
liche Tafel ist im Papyrus Michigan 6212 (4. Jahrhundert) er-
halten. Sie beginnt bei den Siebteln und endigt bei der Uber-
schrift dweaxatdévara, also bei den 19teln. Beide Tafeln zeigen
nur geringe Abweichungen, z. B. 2/3 1/10 1/30 = 1/2 1/4 1/20
u. a., dic meist darauf zuriickzufithren sind, daB in der einen
Fassung das Bestreben zutage tritt, den groBtmoéglichen Teil 2/3
aus dem allgemeinen Bruch berauszuziehen. Der erste Brief des
Rhabdas enthilt ebenfalls dhnliche Tabellen fiir n = 2 bis 10
und m = 1 bis 10 sowie eine 2/3-Tabelle und eine hierzu inverse
3/2-Tabelle, die mit =& duepanodiyorpa yivovzan 82 dvrioTpbows®
iberschrieben ist. Die gleichen Normalzerlegungen wie der Pa-
pyrusAkhmimundder Michigan-Papyrus621 zeigen Bruch-
stiicke einer 7tel- und 11tel-Tabelle etwa aus + 600* sowie solche
fiir 13tel und 16tel ebenfalls aus byzantinischer Zeit.> Dall diese
Tabellen auch noch fiir héhere n bearbeitet waren, zeigen Frag-
mente fiir n = 23, 31 und 49% sowic Aufgaben bei Proklos,
Heron usw., in denen solche Umwandlungen vorkommen. Einc
Aufgabe des Papyrus Akhmim? zeigt, daBl aus einer ¢figos dic
entsetzliche Stammbruchreihe 1/10 & 1/11 + 1/20 + 1/22 + 1/30
" 1 Pap. AkhmimsS. 24 ff.
2 Pap. Michigan 621 S. 330.
3 Rhabdas S. 113 f.
4 London Papyrus 2241 Nr.24-26.
5 Thomson S. 52; hierzu Sethe S. 70. )
& Fiir 25 u. 49 im London Papyrus Nr. 2241 Nr.27; fir 31 in Coptic
Ostraca Nr. 480 (S. 46, 78; hierzu Sethe S. 71).
? Pap. Akhmim, Aufg. Nr. 12,
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+ 1/33 +1/40+1/44 + 1/50 +1/55 + 1/60 + 1/66 + 1/70 + 1/77
+ 1/88 4 1/90 + 1/99 + 1/100 4 1/110 als 1/110 von 60 1/10 1/30
entnommen wurde.™d

Die griechischen Bruchtabellen stammen offensichtlich von
den agyptischen ab, mit denen sie inhaltlich, sogar in den Einzel-
heiten, in hohem Grade iibereinstimmen. Ein solches aus demo-
tischer Zeit stammendes Fragment?! enthilt die Zerlegungen fir
n=7bisn=15und m=1bisn. Die 2:n-TabelledesPapyrus
Rhind, der ausdem17. Jahrh.v.Chr. stammt, enthalt die Stamm-
bruchreihen fiir ungerades n = 3 bis n = 101, allerdings nur .
fir m = 2. AuBerdem existieren in der 4gyptischen Mathematik
auch noch 1/n-Tabellen, wie die ,,Lederrolle’‘ zeigt.? Sie enthilt
die Zerlegungen fiir n = 2 bis 16, dann n = 20, 30, 32, 64 sowie
die triviale Zerlegung 2/3 = 1/3 + 1/3. Die Entstehung einer sol-
chen 1/n-Tabelle 148t sich aus dem Komplementgedanken er-
klaren.® Nimmt man den xten Stammbruch von 1/n, so ist dieser
1/xn, der zugehérende Komplementbruch (x — 1)/xn. Ist ferner
X = n -+ 1, so entsteht die Zerlegung:

(1) tm=1/(n+1)+1/(n+1)-n].

Mit dieser Formel ergibt sich bereits eine groBe Anzahl brauch-
barer m/n-Zerlegungen. So ist 1/2 = 1/3 4 1/6 oder 1/3 = 1/4
+ 1/12, 1/5 = 1/6 4 1/30 oder in griechischer Index-Schreibung:

5 =6 + 30". Hieraus folgt sofort:
2[5 =3 415
3/5 =3 +6 +15 430 =2+ 10
4/35 = 2" +6 +10 + 30 =2/3 + 10 + 30 usw.

Desgleichen ergibt sich in einer anderen Reihe 15" = 18’ 4+ go’
(aus ,,dreimal* 5" = 6" 4- 30") oder auch 15 = 20" -~ 60" (aus fiinf-
mal: 3 =4’ +12"). Bei ungeraden n der Formel (1) entsteht die
n41 n+1)n .
2 + 1/( 5 ) , die auch im Pa-
pyrus Rhind nachgewiesen ist. Die dort vorliegenden Zerlegun-
gen, die auch weiterhin in der griechischen Mathematik erhalten
1 Siehe Revillout S. LXIX ff,
% Siehe Glanville, Vogel 1.
3 Siehe oben S. 408.
¥ L vew W W Mwimg‘ Btrotmdae ‘Q;“"
YWowmddar ~ - jhv. neks ¢ 2™ Adheten W

& a0,

2:n-Zerlegung 2/n = 1f
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blieben),(wurden eingehend untersucht.! Es ergab sich dabei, da
die Wahl des ersten Stammbruches der Reihe ohne ein erkenn-
bares Bildungsgesetz erfolgte, wihrend dann die folgenden Glie-
der einer eindeutigen Methode sich fugen. ,

Alle diese Tabellen waren fir das praktische Bruchrechnen von
groBer Bedeutung, besonders bei der Sixipesis (im Pap. Akhmim:
ywptopds) des allgemeinen Bruches (oder auch eines Stamm-
bruches; hierzu s.u.) in eine Stammbruchreihe. AuBler ihnen
standen aber noch eine Reihe von ,,Formeln’ zur Verfligung,
mit denen man umgekehrt wieder Tabellen berechnen konnte.
AuBer der obengenannten Formel (1) finden sich im Akhmim-
Papyrus noch weitere, die Baillet? untersucht hat.

(2) ist eine Zerlegungsformel, die nach einer subtraktiven Me-
thode arbeitet. Sie heilt:

m m-—n, n,

(2) =

ny n,

ny Ny ny N,

Es soll nach ihr 66/350 entwickelt werden.® Zu diesem Zweck
wird 330 in Faktoren zerlegt (10-.355, "d@Xws’: 11.350) also

66 66 —zt3 1 1
_66—35+55_ 11 55 _ 1,1

66/550 = = -,
/55 1033 10-33 10°55 ' 10.355 50 ' 10
In einer anderen Aufgabe! soll 624690 entwickelt werden. Da

239 _239—76 , 76
8576 8576 8576
6 .
= 103 + —1— Da das Verfahren nur zum Ziel fiihrt, wenn die
© 85:76 83
Differenz m — n, in n;. n, enthalten ist, so wird beim néchsten

Schritt das Produkt 95 . 68 genommen, also:
163 —68 68 1 1 1 1
f + - + a. 2o + - + -
93'68 93'68 83 68 9) 85
oder geordnet 1/68 + 1/85 -+ 1/9;3.

6460 = 85 . 76 ist, wird gerechnet

1 Die Arbeiten bis 1929 wurden aufgefithrt bei Vogel 2 S.132ff.; s. bes.
S. 173 ff. Uber die Bruchzerlegungen bei Heron siehe Tannery, M. sc. I
S. 137 ff.

2 Papyrus Akhmim S. 38 ff.

3 Ebenda Aufgabe Nr. 12.

1 Ebenda Aufgabe Nr. 21.

{ overo
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Die niachste Formel ist

|
m 1 1
) npony n1+n2+ Ny + Ny
nNy* 2’
m .m
1
Beispiel: 2/35 = + = 1/30 + 1/42.!
piel: 2/33 ETANES, /3 4
ST 7
oder 3/110 = e ! =1/70 + 1/77.2
3 o 10+11 o 11 70T MIT:
10 . S S
3 3
Die niachste Formel, in der noch ein Faktor k auftritt, lautet:
m 1 1
4) = +
( n,.n, nl-knl + n, (ng.kn1 + n2) o
m m

In einem Beispiel, dessen erster Teil die subtraktive Zerlegung

verwendet,® wird umgewandelt in:
o

1 12 1 12

11
12-11 + 120 12-11+120—§+;2—-90_£+§6'
L o W et Bt
28 28

Fir solche Zerlegungen, die in zahlreichen weiteren Beispielen
vorkommen, wird das Synonym ywpteuss fiir Sixipeois gebraucht.
Auch die Aufgabe, einen Stammbruch in eine vorgeschriebene
Anzahl von Stammbriichen zu zerlegen, wird so bezeichnet. Es
lauft dies auf die Herstellung einer 1/n-Tabelle hinaus. Eine Auf-
gabet heilt: yopts (= ydotoov) »B elg y{udpra), also: 1/22 = 1/x
+ 1/y + 1/z. Der Rechner erweitert 1/22 zu 5/110. Nach (2)

1 Papyrus Akhmim, Aufgabe Nr.23; vgl. hierzu die 2:35-Zerlegung
im Papyrus Rhind.

2 Ebenda Aufgabe Nr. 38.

3 Ebenda Aufgabe Nr. 18.

4 Ebenda Aufgabe Nr. 10.

X) 1A gumedd | g AW b 13 o T e A A
s Tl wd ln-duv‘ P har 214

t

90y
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wird 5/110 = 22 L, dann nach (3) 3 = !
-110 235§ 110 0.10+ 11
3
1 1 T .
+ ———— = — 4 —; die Gesamtlésung ist deshalb: 5/11¢
L o1t g0 77

3
= 1/35 4+ 1/70 + 1/77. In anderen Aufgaben wird ein Stamm-
bruch in 4,6, ja sogar 8 Stammbriiche zerlegt.

Auch aus anderen Texten ersieht man den Gebrauch von Zer-
legungstabellen.Soist bei Rhabdas 7/13=1/2-+1/26,37/49=2/3
+1/12 +1/196,104/143 = 2/3 +1/18 +1/429 +{1/429) +1/2574}
Bei Eutokios?® wird 15/64 sofort als 1/6 4 1/15 angegeben.

Bei der cuyreoparaiwets, also bei der Addition der Stamm-
briiche, handelt es sich um die umgekehrte Verwendung der Ta-
bellen, wodurch man das auf dem Hauptnenneralgorithmus auf-
gebaute Erweitern (nebst nachfolgender Addition ganzer Zahlen
eines anderen Zihlbereiches) vermeiden konnte. Barlaam? be-
handelt die Vereinigung von Stammbrichen zu einer Summe in
dem Kapitel: 6 3o3dv mA%dos érepwvipwyv pepdv dvadiiout el cuv-
owoux wépr. Hierbei ist fur das Resultat auch wieder ein Stamm-
bruch zuerstreben:? &rav pépos pépet cuvdels oxnénrwuat el yivera
¢€ adtdv uigos. Sollen zwei allgemeine Briiche addiert werden, so
wird am besten jeder von ihnen zuerst in einer Swxigzstis in lauter
Stammbriiche zerlegt, die dann ihrerseits wieder in einer cuyxe-
parxiwcts zusammengefalt werden. In diesem Verfahren wird
aus 2/7 + 3/11 die Reihe1/4 + 1/28 + 1/4 + 1/44 = 1/2 + 1/28
+ 1/44. Das Hauptnennerverfahren gibt dasselbe Ergebnis:

1
2~2—_{r—2—1 =4 _ M . -+ i Der letzte Summmand
77 77 77 2 134
18 18—11 11 1 1

wird noch umgeformt in: = ]
308 28 - 11

Daf3 man aber auch die allgemeinen Briiche direkt addieren
konnte, zeigt das oben schon behandelte Beispiel vor Dioph ant,’

28.11 =44T28

Rhabdas S. 148, 121, 123; bei Tannery 1/2374.
Archimedes III S. 236; 1/960 ist vernachlissigt.
Barlaam II. Buch Satz 1.

Ebenda I. Buch Def. 4.

Diophant I S. 288.

O W o e
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dessen vollstindiger Text folgendermafBen lautet: dzav yap defion
3x

XxX—3

cuvdeivar woorx, olov + 57 wop £& AMY (= ) zalg 28 pop S&

A\ﬁ\§(= 4%
X—4

- ~ - o
Hoovrar, olov 57 &rl & Tob £tépou pbpx zoutéeTiy Enl S& A M 8, xal

), of 270l pépous ¢l T EVIARKE wbpLa TOMMATALGLUG-

7w ol 53 &mi Ta whpix oD Exépou, ERl 5% AMT . oltwg Emolncey 4
ovdeoig AVT A 578 (= 7x%—24%) woplou 7ob O76 =<6v popiwy,
zoutéatt AY & P.;\I'l AST (=x% 4 12 — 7x).

Das Schema beim Addieren von Sexagesimalbrichen ni-
hert sich unserem dezimalen darin, da hier — ganz wie bei den
Potenzen von 10 — die Potenzen von 60 untereinander angeord-
net werden, was beim Rechnen mit den gewdhnlichen Briichen
ohne Vorteil fiir eine raschere Ausfiihrung gewesen wire. Wir
diirfen hier auch Maximos Planudes, den Verkiinder der
neuen indischen Rechenkunst, zu Rate ziehen. Denn in dem Ka-
pitel: ITepl 7ol Lepdranel wdxAov vermittelt er altes Wissen, das mit
dem Buchtitel: Wrpogopia »at’ *Ivdods nichts zu tun hat. Er ver-
langt, daB3 die Zahlen in eine Kolumne geschrieben werden sollen
(Yedoew xard cusoyiav).! Uberschreiten die Einheiten der ein-
zelnen Kolumne die Zahl 60, so werden die gréBeren Einheiten
durch eine Division mit 60 herausgezogen (&vaBt3&Zetv, porodlewv).?

Wie die Additionstabellen?® gleichzeitig als Subtraktions-
tafeln Verwendung fanden, so kénnen auch die Stammbruch-
tafeln in dieser Umkehrung gebraucht werden. Aus 1/2 = 1/3
+ 1/6 ergibt sich sofort: 1/2 —1/3 = 1/6 und 1/2 — 1/6 = 1/3.
Verschiedene Regeln fiir das Subtrahieren von Briichen gibt wie-
der Barlaam.? So spricht er aus, daB zwei Stammbriiche, deren
Nenner (eictoryor dptduct) unter sich prim sind, kein Stamm-
bruchresultat ergeben. Auch weil er, da3 die Differenz zweicr
Stammbriiche, deren Nenner zwei in der Zahlenreihe aufein-
anderfolgende Zahlen (ol ¢ei7s dptduot) bilden - z. B. 1/2 und
1/3 oder 1/3 und 1/4 - als Summe einen Stammbruch ergeben,
dessen Nenner das Produkt der beiden alten Nenner ist, also
1/3 — 1/4 = 1/12. Gerade dics ergibt sich aus der subtraktiven

! PlanudesS. 24.
2 Euklid V, S. 322.

3 Siehe oben S. 380. 4 Barlaam I. Buch Satz 21-27.
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Umkehrung unserer Formel (1): %: ! +(n-{—11)n' Die

n-41
erhaltenen Beispiele aus Heron und Rhabdas bringen sofort
das Endergebnis, ohne dafl man feststellen kénnte, ob es in einer
Kopfrechnung oder unter Verwendung einer Tabelle gefunden
wurde. Beispiele sind:

3112 =2 + 23 + 1/43"
[tog + 1/2 + 1/7 4 1/14 + 1/21] — [21 4 1/2 4+ 1/3 + 1/12]

=82+ 1/2 + 1/3 + 1/84;%

64 — (40 + 4/5 + 4/25) = 23 + 1/25.3

Dagegen ist aus dem Papyrus Akhmim das Verfahren der
Stammbruchsubtraktion ersichtlich in den Aufgaben Nr. 6, 7,
8,0, 12, 14, 15, 23, 29, 30, 31, 32. In Nr. 31 z. B. wird gerechnet:
1/2 + 1/3 + 1/42 — (1/6 + 1/66) = 6/7 — 2/11 = 6677 — 14/77
= 52/77. Das Ergebnis ist also hier: 7év v 76 oJ”. Inder Aufgabe
Nr. 8 wird das Resultat 2'/5/11 noch in 1/6 1/33 1/66 verwandelt
(&g elvar ¢'AY"ES”).

Bei der Multiplikation zweier oder mehrerer Briiche oder
gemischter Zahlen kénnen die beiden im Charmidesscholion ge-
nannten Methoden (die dgyptische und die griechische) verwen-
det werden. Doch ist auch hier wieder, wie bei der Multiplikation
von ganzen Zahlen, kein Beispiel der recht umstindlichen 4gyp-

tischen Methode erhalten. Die Rechnung 2 L —21_8 6n hitte
4 2

folgendermalen ausgesehen:

1 6
2
/2 13
1 1
. 3
1 11
ja 28
1 111
/28 7 1436
zusammen 14l ilf—l—»l oder (da l +_1_ — .1) — 141, li.l
2781436 8 "6 7 241428

1 Rhabdas S. 126. ?® Heron IV S. 372. 3 Heron IV S. 304.
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Dagegen sind fur die griechische Multiplikation von Brii-
chen oder gemischten Zahlen Beispiele bei Heron, Eutokios
und Rhabdas erhalten. Man machte von zwei verschiedenen
Methoden Gebrauch.

Die erste entspricht dem griechischen Multiplikationsver-
fahren fiir ganze Zahlen, wobei wieder von links nach rechts die
Teilprodukte gebildet werden. In der dlteren Zeit wird alles im
Text ohne Anwendung eines Schemas ausfiihrlich beschrieben.
Eine von den zahlreichen Multiplikationen bei Heron (4 33/64

7 62/64) lautet folgendermaBen:' molvmAzstalovzar 8¢ olrws -

.(aus dem 1 X 1:,4.7=28") * xal verpinig 7% EREYEY
QS'ES' (4 - 62/64 = 248/64) * »al Ay £E8'Ed" 7hv énva povadwy
6)\1 EY EY (33/64 -7 = 231/64) * xal Ay &EvxocTetétapTx TRV E5y-
xovtadlo EXEY Buc EYES ~av &8 EY (33/64 - 62/64 = 2046/64

. 1/64)ywbueva xol zab7a £ 8 Ra wal sﬁr/ov-xbuo EY LY o EFEY
(= 31/64 + 62/64 . 1/64) * 6ol wovadeg x7 E5M1067T0TETAETA TTEV-
Taxdore 3Exs wal sgq/owaSuo £Y EY wav ES £d (— 28 + 510/64
+ 62/64 1/64) ywbueva xal tabra wovddes EnTd E57%06TOTETARTX
EB xal EZnroviadio EYEY tdv EFEY Y (=7 + 62/64 + 62/64-1/64)
7oL 7% Eha povades Re EVEY EB vad £R EY'EY ~av E8'EY (= 35 62/64
+ 62/64 - 1/64). Bei dieser umstindlichen Berechnung fillt auf,
daB im Endergebnis die 64tel von 64teln nicht (wie es Heiberg
iibersetzt) zu 4o96teln zusammengefaBt werden, sondern dal3 die
Entstehung der Teile in der gewihlten Form deutlich sichtbar
bleibt; diese Ausdrucksweise ist uns aus der muslimischen und
mittelalterlichen Mathematik geldufig. Andere Beispiele hierfar
gibt Heron: 1/5.1/3 (Heiberg: 1/25) = ¢’ 76 € oder 2/5 . 1/5
(2/25) =P <'e =av e bzw. 3%o € <6 ¢ .2 Dagegen fithrt Rhabdas
die Berechnung des Nenners noch weiter durch.? So ist: éxtaric-
whowx oF &ydunrocrotétapta TéV SydonrocToteTdpTwy, TouTéGTLY
JCve® (70 560/84 - 1/84 d. 1. 7056tel); oder? €33cux Thv ER3GpwY
fyouy Tecoaparocroéwaza. Hier wird auf die Berechnung des
Nenners durch Multiplikation noch besonders aufmerksam ge-
macht: molamdaciale val 70 T 3¢ fautd, xal yivovrar ud®.

Ql O/I

";:| e

1 Heron IV S. 266.
2 Ebenda IV S. 256 u. 258.
3 Rhabdas S. 126.
4 Ebenda S. 120.
30
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—
ol [ A Sy —c
ntiiciieren sche nxaus\.hcn rorm SI'IG iins

Mu ltlphkatloncn gemlschter Zahlen bei Eutokios erhalten. Sie

N\
werden nach der Reihenfolge (a; + bl T+ ¢y T .- (@ + by

4 cy .. ) = (a3, + azby + 210 \blaf, + by by + by,
+ .. .) 4+ (cyap + ¢;by 4+ 100 . L) + ( ..) durchgefiihrt. Das
Beispiel 3013 1/2 1/4. 3013 1/2 1/4! sieht folgendermaBen aus:

1 vy L’ 3

, i ORI

20 zmLey L

D v .

2.\ A[,{} JAD == 0000 0NO-= 30000 -—~GO00 -~ 1 300--730

{== 3000 . 3000 =~ 3000 - 10 +— 3000 - 3
1 1

-+ 3000 - > T 3000 4

1,1
= 30000 + 100+-30 +3+2,(=10- 3000

-~
R
—

H
[

o
P\

1 1
-+ 10.10+10.3 10-27—{—10.1)

- - | 11,0
500 O w L LY =gooo—,—30+9+1%--?2*;{(—3-3000
+3-1o+3'3+3°;_‘:‘3"4’)
_—_ — N — e 1o 1 ,I,L,]L(: — . 2000
6 OREZL Y = 130045 T 1 T T g 23
1 1 L1111
+ 104, 3Ty Ty
— ’ PN - ' ! 1 ;71_ 1 N
7 —!;NSLL?JQLQ/-—730-;-2;T;"}4TT8TI6 = 43000
_1_417' _1__1. __\_1.1 _|_1_.1
Ty T2 g
/R 1
8. 6pol M, 37701 =9082689

Hier muBte bei der Multiplikation der Ganzen wieder die Stel-
lenregel verwendet werden. Ein Untereinandersetzen der Posten
erfolgte nicht; es wire auch nur fiir die Ganzen méglich gewesen.
Man sieht ferner, daB bei den Additionen Kopfrechnungen in
weitgehendem MaBe durchgefiihrt wurden.

1 Archimedes III S. 250.
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Dic zweite cchische Methode, Briiche oder gemischie

Zahlen zu multlphlleren besteht darin, dal3 die beiden Faktoren
zuerst in allgemeine Briiche verwandelt werden, die dann ganz wie
in unserem Verfahren nach der Regel: |, Zihler mit Zihler und
Nenner mit Nenner*‘ behandelt werden. Sie heiBt fur die Nenner:
T wéon w65 AAknAx. !

Rhabdasspricht von ciner ,,wunderbaren Methode, die meist
N

nech unbekannt sei:2 &6 3% 50l dodves SmodziZo Savwrsizy T
;
. N s A
ﬁs;l TLUT) J.EU'J‘/)('/ LA TLLZ // N O ey 3: : Q’.’.v:.’.l',, :/'r"/(L)’TTZ' .

Doch stammut sie sicher nicht von ihm, da sie im Pap. Akhmim
belegt ist und auch an anderer Stelle =k u=rysiraui: Yanudans oly
Toiz ueT anTen rewtoiz genannt wird.® Das Beispiel 31,3414
- 5 1/5 wird folgendermallen beschrieben: »xl révouzy oizws ~dux

\

\ b4 ’ o’
<o dmavodo ui}ruv % 7-,. % O 775!1,:!.; & ErugTov ml uéoos of-

\
Twg Ta Y'Y S so Y yivouTan (sc Drittel), =2 8"8" d1a 76 8" +i-
vov=ar 17yt =4 &2 vivov=gt 22 © el =ohz oot =oms datSinde mads
ran L vt T2 €2 yplvovran nd  elta 7odg ToodTong dpdunds meds

arxfdens (also Regel: Zébler mal Zahler) - dexsg v& L go
(10.17 = 170) * »al wabra énl to %’ yivovsur dux’ (170.26 =
4420). €lzz 3 ey <% demsd (Nenner mal Nenner) v 8 18
(3-4 = 12), xal o7 wevzas & (12. 5 = 60). &Y yoiv ,dux
76 &7 haBow Eyag w6 Lrmobuavoy, nad Zom w0 & oy o (4420/60
= 73 2/3). Ein weiteres Beispiel an der gleichen Stelle ist:
21/4-41/5.61/7-91/8; ferner bei Heron%* 71/7.41/5-21/9 und
61/4-41/8.21/3; diesauch im Pariser Codex 387.5 Rhabdas
fihrt einige z. T. schwierige Aufgaben vollstindig durch. Diese
Multiplikationsmethode (mezl 6y molhamhacracudy 6y vy

£or wovadog val ubory)® wird als eduty avog uéodog bezeichnet.? Dic
Beispiele sind: (3 1/3 1/14 1/42) . (3 1/3 1/14 1/42), dann (5 2/3 1/3
1/33 1/1101/330) - (82/3 1/4 1/136)und (5 1/5-71/7) - (9 1/6 1/18).
Bei der 2. Aufgabe z. B. wird die Stammbruchrethe 2/3 1/35 1/33
1/110 1/330 in den allgemeinen Bruch 300/330 verwandelt, der

’

1 Siehe S. 424; vgl. Rhabdas S. 124.
2 RhabdasS. 120.
3 Heron IV S. XIV.
4 HeronV S. 96, 94.
5 Ebenda IV S. XVII.
¢ Rhabdas S. 124.
? Rhabdas S. 120.
30*
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zu 10/11 gekirzt wird. Aus dem 2. Faktor macht Rhabdas
8 144/156 = 8 12/13. Die weitere Rechnung ist nun: 5 10/11
-812/13 =65/11.116/13 = 7540/11 - 1/13! = 7540/143 = 7340:
143 = 52 104/143 (= V[ zai p§ €xx70670TE66UpAX0GTETRLTA, GTIva
motolat pépn povxdog oy ' vk’ {uxd’) xal ,Beed” . . ) =352 2/3
1/18 1/429 1/429 1/2574. Bei der Multiplikation® 122 %5/42 - 144/42
wird der Doppelbruch beseitigt, indem 122%5/42 zu 245/84 er-
weitert wird. Es heiBt jetzt weiter: &2 dvayx¥Fg(!) olv Sumdacidlew xol
v ppd wB* (144/42) vl yivovtar =3 * 577 (288/84). Wir sehen also,
wie hier beim Multiplizieren Uberflissigerweise ein gemeinsamer
Nenner hergestellt wird, was zudem noch als ,,notwendig*‘ be-
zeichnet. wird.

Auch der Papyrus Akhmim enthilt ein groBeres Beispiel fir
die Multiplikation nach der zweiten Methode, womit nachgewiesen
ist, daB Rhabdas auch in diesem Punkte alte logistische Tech-
nik vermittelt. Es soll hier® 1 2/3 1/11 1/22 1/66 mit 1 1/2 1/29 1/58
multipliziert werden. Zuerst wird fur die Stammbruchreihen das
Aquivalent 9/11 bzw. 16/29 aus Tabellen entnommen. Die wei-
tere Rechnung ist dann: 1 9/11 .1 16/29 = 20/11 - 45/29, worauf
nach der Regel: , Zihler mit Zihler, Nenner mit Nenner' die
Produkte 20 . 45 = goo und 11 . 29 = 319 gebildet werden.

Das Multiplizieren von Sexagesimalbriichen konnte nach der
obenbeschricbenen ersten griechischen Methode vollzogen werden.

Py

So wire 37°4'55" + 37%4'35" = 37°.37° + 37°- 4" + 37°- 55"
43704y F 455 5573704557 -4 4+ 557 - 55
Bei einer solchen Anordnung hitte man sich aber einen Vor-
teil, die Kolumnenschreibung gleicher Potenzen von Sechzig,
entgehen lassen. Es scheint, daf3 schon in dem Originaltext dieses
Beispicles bei Theon eine dhnliche Gruppierung eingehalten
wurde. Zwar werden die Rechnungen immer noch umstandlich
im Text Wort fiir Wort beschrieben, so dal man die schemati-
schen Anordnungen, wie sie Halma (und nach ihm Nessel-
mann und Friedlein) gibt, als Zusitze spiterer Abschreiber
ansehen konnte. Doch gerade bei dem genannten Beispiel wird
im Text (wenigstens in dem zu Rate gezogenen Niirnberger

b &y8éuama 70V ToonaderaTwy $T0L E£2TOGTOTECOAPXXOGTOTRLTX,
2 Rhabdas S. 126.
3 Pap. Akhmim Aufg. Nr. 235.
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Codex)! durch die Wendung &g broyéyparmtar auf ein Schema
hingewiesen, das dann allerdings nur mit Abweichungen dem
von Halma angegebenen entspricht. Es steht dort statt:

37° 4 55"’ auf fol. 72 verso des gen. Codex :2
nur AL & vé
37° 4 55" ALY vE

urr

1369 148 2033 75} pliy Bas 6Ly
148 16 220" el — & %
2035 220" 3023"" SB0E 7

1 rrer

25

’

1375° 4 147 10

Wir sehen die Angabe der Benennungen (Indices) iiber den
Zahlen, vor allem aber fehlt die SchluBaddition (mit Strich), die
nebst den noch nétigen Umwandlungen wieder im Haupttext
vollzogen wird. AuBlerdem stehen die aus den einzelnen Teil-
produkten entstandenen Summen (z. B. 14816"220"") nicht
in jedem Fall in derselben Zeile, sondern man sieht z. B. bei der
4. Zeile an der Summe 14816"220""", daBl der jeweils freie Platz
ausgeniitzt ist. Wenn also auch schon das Bediirfnis nach iber-
sichtlichen Gruppierungen nachweisbar ist, so kann doch von
einer konsequenten Durchfiihrung noch keine Rede® sein. Ein
anderes Beispiel bei Theon zeigt dies ebenfalls. Es soll 103%55
23" mit 48%31'55"" multipliziert werden. Das zur Erginzung der
Rechnung im fortlaufenden Text beigegebene Schema zeigt die
folgende von der anderen ganz verschiedene Form:

PY Y& iy | FHud | Sy :/E, el
an dx ve B | aee Uy | 08E
203 !

Das Ergebnis ist (in unserer Anordnung): .
4944° 3193 5665"
2640 1703 3025
1104” 713" 1263

rrer

50430 35I 15” 39111 15’,”
1 Norimb. cent. 5, 8 app. 2°
2 Richtungspfeile zwischen den zusammengehorenden Briichen sind von
mir erginzt! Theon von Alexandria S. 117.
3 Ebenda S. 254, Cod. Norimb. fol. 82 v.
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Man sieht, es werden die hoheren Einheiten (hier Sechzigstel-
potenzen) herausgezogen, wobei wieder die Kopfrechnung je
nach der Fahigkeit des Rechners Hilfe leistete.

Schwierigkeiten machte bei der sexagesimalen Multiplikation
hochstens die Bestimmung des Stellenwertes (180c). Alle Schrift-
steller, die die Sexagesimalrechnung behandeln (Theon, Maxi-
mos Planudes, Barlaam, der Anonymus des Pariser Co-
dex 4353), geben zur Bestimmung des €ldog des Produkts aus-
fihrliche Regeln, die fiir ganze Zahlen ihre Parallele in der er-
wiahnten Stellenregel des Archimedes haben. Bei Barlaam
ist eine solche in Proportionsform ausgesprochen:! ¢iv =A%90g
rohhamdaciicr, TASos, Eora &g &v 7ol moddamhaciavios (1) mpdg Thv
otpay, 0%7wg &v TGy &v <G ywoubve wpd3 & v TG mOIAXTAXGLAG-
Bévzi, also fir 1/60™ + 1/60" = 1/60* gilt: 1/60°:1 = 1/60%
:1/60™. Da die Produktengleichung bekannt war, folgt: x =m
-+ n. Im nichsten Theorem (76 do%2v =07 %05 Aemrdv éml 75 dody
7R Y05 hemzdy moddarhasiavra (1) exélasdu ot 76 yevéuevov) ergibt
sich als Regel fiir den praktischen Gebrauch, die schon ohne Be-
weis empirisch feststellbar war (xavew ¢z mosamnoficzws), daB man
die Exponenten, die auch wieder als olgzotyon dptSunt bezeichnet
sind (sie stehen ja auch iiber den Zahlen!) addieren muB. In er-
miidend ausfithrlicher Weise werden die Multiplikationsregeln
beim Anonymos des Par. Cod. 453 besprochen. Der Anfang
lautet: @x’ # uév polon &9’ 8 v eldos moMamdlociacdy, o adzd
eldog moret - ¢xl ydp mpdra hemrd modhumhacialowdvy ) wolpx ¥ wolson

o

Te@To dewtd wowolow  val dvimady AemTa wpdTa ml polpay )

wolpag motsl mpdTa Aewd, 7l €575 dpoiws  polpx &ml Sebrepu, Seb-
Tepu motel val Eml vpite, Tplta vol €57 mpdiTx 8% ml mpdita ol
deirepx ©.r 02 ‘

Ahnliche Ausfihrungen stehen bei Theon von Alexandria
und Maximos Planudes.? Die Reihe der verwendeten Sechzig-

stel schlieBt meistens bei den &«ra. Hierliber sagt Planudes:*

1 Barlaam III. Buch Satz 2.

2 Diophant II S. 6.

® PlanudesS.26; Theon (S. 111ff.) bezieht sich hierbei auf Diophant
(s. IT S.35), der (in1S.8ff.) die entsprechenden Regeln fiir 1/x, 1/x2% usw.
ausfiihrlich behandelt hat. Siehe auch das »Opusculum®, ed. C. Henry.

4 Planudes S. 28.
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uéyors dv &z 7o § Umdo tabta meplcpydy Te wal NS TEPLTTOV.
Eine Hilfstafel, die alle diese Einzelregeln zusammenfat und
die auch die Sexagenae enthilt, ist fiir die griechische Mathe-
matik nicht nachweisbar. Eine solche findet sich in der kommen-
tierten lateinischen Ubersetzung der Logistik von Barlaam
durch J. Chamber.! Sie umfaBt die Produkte 60™ - 60" fiir m
und n von 6 bis —8 und sieht (auf 3 bis — 3 verkiirzt) folgender-
mafen aus:

3 6‘;5‘54‘53‘ 2'i 1" ©
25l 3 2o 8l
{4 3 22 1" O 2
o} 3‘;2“1‘:6#1”2’ 3’
vl 1 e 2 34
2l 5.1 23 4
yle vi2 3 4 506

Im ibrigen waren die Multiplikationen auch ohne Tabellen

" leicht ausfithrbar, wenn man bei den uolpxt begann und sorgfal-

tig die Teilprodukte Schritt fiir Schritt weiterriickte, wobei Fler
Wert der Einfihrung des 0382v-Symbols ,,0'* sich deutlich zeigt.

Die Division einer gemischten Zahl oder einer Stammbruch-
reihe durch eine ganze Zahl ist identisch mit einer Multiplikati?n
mit dem zugehdrigen Stammbruch und macht keinerlei .Schme-
rigkeit, besonders wenn Tabellen zur Hand sind. So ist z. B.
(31/8 1/12):7 = 3/7 4+ 1/56 + 1/84 = 1/3 + 1/14 + 1/42 + 1/56
+ 1/84. Wesentlich schwieriger ist dagegen die Division durch
eine gemischte Zahl bzw. eine Stammbruchreihe. Als ein ausfiihr-
liches Beispiel steht bei Rhabdas? die Division 10:(3 1/3 1{14
1/42). Eine Durchfiihrung nach dem dgyptischen Verfahren ware
recht umstindlich, obwohl die idgyptischen Texte zeigen, dal}
man die Methode beherrschte. Hier wird stattdessen ein Haupt-
nenner zu der Bruchreihe des Divisors gesucht und dann (wieder

1 Chamber S. 78 u. 102.
2 Rhabdas S. 124f.
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iberfliissigerweise wie bei der Multiplikation, wenigstens von
unserem Standpunkt aus) der Dividend auf denselben Nenner
gebracht. Es heiBt im Text: dvahdon 7ov Totobrov dpidudy elg 1
ovyrelueva adtd whpra, TALY Gx0md woldy EoTt 7O EAAYIGTOV adTdv
pépog . . . nal dvoddw xal Tov peptldpsvoy dprduov ouolwg elg T
adtd. . . . Es liegt also folgende Rechnung vor: 31/3 1/14 1/42
= 144/42, was zu 24/7 gekiirzt wird. Nachdem der Dividend 10
zu 70/7 erweitert ist, heiBt die Division 70/7:24/7. Damit ist der
Zweck des uns Uberflissig erscheinenden gemeinsamen Haupt-
nenners sichtbar: Man will vergleichen, und zwar die 70 Siebtel
mit 24 Siebtel, hat also nur noch die Messung 70:24 zu erledigen.
Der SchluB der Aufgabe ist dann: 70:24' = 3 —2/24 = 2 2/3 1/4.

Ein weiteres Divisionsbeispiel mit einem Bruch als Divisor
steht in dem schon mehrfach erwihnten Pariser Codex 387,2
wo das verwendete Verfahren als Methode des Diophant be-
zeichnet wird. Um auszurechnen, welcher Teil von 24 der Bruch
4/5 ist (also 24:x = 4/s5), wird 24:4/5 bestimmt, was, ,,da von
Finfteln die Rede ist,’ mit dem Hauptnenner 3 durchgefiihrt
wird. Es ist nun 120 Fiinftel: 4 Finftel = 30. Der Text lautet:
<& téocapx €'’ Tl pépog elol mpods T %d'; dpolucy olv olrws xata

~ 117 e 7 — _" - 1
hv Tob Atogdvron pédodov * Emeldy) wegl €' 6 Myos, wevtantg T
4 ~ ’ o
%8+ yivovrar px’. xal Emendl) 8, MBe uépog & @V ', bmep
rr
¢omt wplavex - xal ot T 8¢ elg va %8 pépogs XV. Am SchluB

. . ol \ o —-’\ »T.- .
folgt dieAnweisung : Obtw wole, xata mavsog Yrpov, 6re henta elev:

. . . . [
»Mache es so in jeder Rechnung, in der Briiche vorkommen!*.

Auch Barlaam beschiftigt sich mit der Division allgemeiner
Ausdriicke: émwo0v map” STty duvxtév ot uepican.® Spiter?
stellt er sich die Aufgabe: <6 30%%v mapd <6 Soddv pepioavex,
onébacYar =l yiverar. Der bei der Division tibrigbleibende Rest

.. c .
(%) mub als neuer Dividend wieder mit dem Divisor (;,) gleich-

namig gemacht werden. Das Resultat ist ein Bruch, aus den

. ad
neuen Zihlern ad u. éc gebildet, also (—b;)

1 Es wird also hier zuerst 24 mit 3 . 24 = 72 verglichen.
2 Heron IV S. X1IV; hiezu S. 429 Fulin. 2.

3 Barlaam II. Buch Satz 28.

4 Ebenda II. Buch Satz 38.

3
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Die Division von Sexagesimalbriichen wird von verschiedenen
Autoren eingehend erklirt. Das Beispiel von Theon war schon
oben (S. 403) behandelt worden, da es lange Zeit {iberhaupt als
einziges Beispiel fiir die Division in der griechischen Logistik
galt. Wihrend Theon erst bei Bedarf die Umwandlung in die
kleineren Einheiten (Potenzen von 60) vornimmt, wird bei Pla-
nudes! bei der Division 3°23'354"":2°34'24"" alles sofort in Sekun-
den verwandelt und dann die Division 12 234”:9264" durch-
gefiihrt. Die Rechnung nimmt folgenden Verlauf:

12 234" also 1mal = 1°
—  9264"
Rest 2 970"

= 178 200" 19
9 264"

Rest 2184

Rest = 131 040 14
9 264,”

1

Das Ergebnis ist 1°19'14”". Es wird dabei der Rest in Sekunden
bzw. Terzen verwandelt, da ,,der Dividend gréBer sein muB als
der Divisor*.?

Auch hier ist es wieder nur die Bestimmung des eldog, die
Schwierigkeiten machen kann. Die diesbeziiglichen Regeln wer-
den mit derselben Breite wie die fiir die Multiplikation bespro-
chen. So von Planudes,® Barlaam, Theon? und dem Ano-
nymos des Pariser Codex 453.% Eine dieser Regeln lautet: 1/60%
:1/60° = 1/60%3, eine andere 1/60%:1/60% = 1/60°3, also all-
gemein®: 1/60™:1/60" = 1/60™™". Derartige Regeln, die sich em-
pirisch aus der Praxis ergaben und an deren Beweis man wohl erst
spater heranging,® sind als Vorldufer der Potenzrechnungen an-
zusehen ebenso wie die Archimedische Stellenregel bei der Multi-
plikation. Barlaam spricht dies folgendermaBen aus:? =av €150z

1 Planudes S. 27f.

2 Ebenda S. 17.

3 Ebenda S. 28 f.

4 Theonv. Alexandria S. 116.
® Diophant II S. 11ff.; a=d v@v & &Ympovptvay 7 xatadreizovrar B (S. 14).
s

Theon S. 112ff, ? Barlaam III. Buch S. 9 (mépiopa Scihtepov).
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dividiert durch eine woipx, ergibt dasselbe e’f&:;; n&v\e’iSoq di\:i-
diert durch mp&~«, gibt das vorhergeher'lde euSog.('ro ‘npo‘chm‘;
mpb adzol); wiv eldog dividiert durch SEU‘repa' ergibt 16 dig mpd
adzol, durch wpiza, 75 7ol mpd a0l usw.! Dam.lt konnte man auch
ohne die sonst recht umstindlich in Proportlonsfor.m gegebene
Regel? die vorkommenden Divisionsaufgaben erledigen.

Die Logoi.

Im Zusammenhang mit der Betrachtu‘r?g der Briiche muf3 auch
auf die 2o eingegangen werden, die .vmlfach da auftreten, wo
wir Briiche erwarten. Ihre Einteilung in 5 HauPtgru}?pen \V.ll‘fl‘
von allen Autoren, die ,zur Einfiihrung in d.le Phllosoph}c
Arithmetikbiicher verfaBten, ausfiihrlich .geschl_ld.ert. Boetius
iibernimmt diese Einteilung, aus der wir die latemxscben Namen

iechischen Termini erfahren.® .
de;ngrsl:icr'}l:: Theorie der Arithmetik betrachtet Nikor'na‘chos
zuerst die Zahlen fiir sich (76 %9 a7d moabv) un’d dan4n in 1hre}r]n
Verhalten zueinander (uesepybucda %ol éxl 70 Tpos TU). Hle'x.‘ gel t
er bei der Behandlung des ungleichen ,,gegensextxgeriVe?haltn'xs-
ses* auf die fiinf verschiedenen Arten (e?Boq)’des Verh.altm‘ss?s c}in.

Ia) Im molamhdcios 2éyos atbist der :po)\o*(.o:, aein V:lel ac c;
des Sméhoyos (= dmaptduds) b. Die einzelnen Gll:tder werden at\x,cé
8oo. genannt. Iamblichos definiert so: o o':oc'v SUSZVZopu(;Cm
Zrzpog Tov Erepov mhsovdug 7 Smad watayussel] TATQ0LYTOS.Y LU
roramhAGLos Myvos gehort als Gegenstiick . .

Ib) der Smomohhamhisiog Ayos. HlCI‘IISt b ein V'1elfac\hes \)\?2::
so daB der Zahlenwert (066773, mnhuwérs)® des dromoIMATAGLOS

1 Also: 60™[60™3 = 6o™ * 3.

2 Barlaam III. Buch Satz 9.

3 Boetius S. 46 ff.

N i . 44f. -

: %;}::;22 Z::ZZ;togSl::og in einer voreuklidi.schen arithmetisc};en S;h;ilf
siehe Tannery, M. sc. ITII S. 244 ff. Die Lf)gOI werden be}.'tande thS(LUdO-
komachos, Theon v. Smyrna, Iamblichos, Domnlrllo;,bei ey
psellos, Boetius, Martianus ;apella; ferner geometrisc
und numerisch in den Euklidscholien.

8 Siehe oben S. 411.
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A6yos immer ein Stammbruch ist, wihrend er fiir den TOMNATAL -
o5 Aéyos die ,,gleichnamige' ganze Zahl war.

ITa) Der émupéprog Aévos ist dann gegeben, wenn a die mit ihr
verglichene Zahl einmal ganz enthilt und noch einen Stamm-

bruchteil von ihr dazu, alsoa =b + 1/n. b = nt1 -b. Es ist
n

die ratio superparticularis von Boetius. Nikomachos defi-
niert: 6 €70y &v ExvTd TOV ouyREWbLEvoY Bhov xal ubptov adtol &y
7;! eine andere Definition, die dasselbe besagt, lautet: Xéyoz,
Srov 7@y ouyravopdvey Sowy § petloy Exn 7OV Aotwdy val 5L v ad-
700 pdptov yevizdiz.?

IIb) Der dmemiudoros Ayos liegt vor, wenn umgekehrt b = a

+ 1/n.aist, oder a =

-b
n-41

IlTa) Die nachste Gruppe umfaBt den émuephs 24vos (super-

partiens). Hier ist a =b + ? = m—:—g -b. Ein émysprs
Aéyos ist z. B. der émdizpivog Myos 5:3. Zu 3 kommen beim wpé-
Aoyog noch 2/3 von 3 dazu (4=t und Sizpizoz), was unter dem Ge-
sichtspunktder Komplementbriicheauch als émdiusprc(eskommen
noch die 2 Teile dazu!) bezeichnet wird (sogar dig éxirpzog!).
IIIb) Im dmemipepig Abyos (subsuperpartiens) ist umgekehrt
n
a= ——._
IVa) Im moMamhaciemipborng Myos (multiplex superparticu-
laris) enthilt der =péroyos den Umbloyoes Ofter als einmal ganz
sowie noch einen Stammbruchteil desselben dazu, also z. B.

16:5; hierist 16 = {3 +;).5.
5

IVb) Die Umkehrung ist der UROTORaTIAGIERLLSEl0g hbyos
(multiplex subsuperparticularis); z. B. 5:16 =1:3 1/5.
Va) Beim wmodlhamhactemyuephs Ayos (multiplex superpartiens)

ist der mpéhoyos ein Vielfaches des Smi2ovos, der noch um ,,uéer

- - . . 2
von ihm vergréBert ist, z. B. 17:5. Es ist 17 = (3 + ;_) . 5.
! Nikomachos 1 S.49. Wir haben also denselben Terminus (cuyxpivey)
wie beim Dividieren! Siehe oben S. 399.
? Iamblichos 1 S. go.
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Vb) Die Umkehrung 5:17 = 5:[(3 + 2/5) - 5] heilt: Smomo-
Aamhaatemipwepns Adyos (multiplex subsuperpartiens).

Einige Beispiele seien noch mit ihren griechischen und latei-
nischen Namen angegeben. Es gehéren zu:

Ia) moMarAdciog = multiplex 2: 1 = 2 Surddotog duplus (nume-
rus); 3:1 = 3 Tp\wA%GLog triplus; 4:1 = 4 TetparmAdsiog
quadruplus; n:1 = n woAumrdGLo5 (boamA%clog) multi-
plus.

Ib) drmodhamhacios = submul‘uple\( 1:2 = 1/2 Smodrhdclog sub-
duplus; 1:3 = 1/3 YmotpimAdalog subtriplus; 1:4 =
1/4 dmozerpanixcios subquatruplus.

I1a) ¢mpdpog = superparticularis 3:2 = 1 1/2 Mudhog! ses-
qualter, superdimidius; 4:3 = 1 1/3 émizpirog ses-
quitertius; 5:4 = 1 1/4 émitétapvos sesquiquartus.

subsuperparticularis 2:3 = 2/3 YgnuLoliog

3/4 Omermitorros subsesquiter-

IIb) dmemudprog =
subsesqualter; 3:4 =

tius; 4:5 = 4/5 dmemiréTaprog subsesquiquartus.
. ’ > !
111a) 2meprc = superpartiens §:3 = 1 2/3 émdiuephs = &mdl-
Tprzo; = SioEmitplrog superbipartiens superbitertius.

7:4 = 1 3/4 &mppepts = émitpriéTaptog == TPLOETL-
<éruprog supertripartiens, supertnquartus 7:5=1 23
disemimeuntos; 8:5 = 1 3/35 Tpioenimeuntos = &miTpl-
TEUTT0G; 91 5 = 1 4/5 EmTeTpapephs = e""':-lco'c,.ey.‘r‘co
superquadripartiens, superquadriquintus.

IIb) Smemiucphs = subsuperpartiens 3:3 = 3/3 Umemudizprrog?;
5:8 = 5/8 OmemireineunTos.

IVa) moddamdaciemudsios = multiplex superparticularis 5:2 =
21,2 8.,.7acv.sq9‘i;;.z.v.cu; duplex sesqualter; 7:3 =2 1/3
Sv,.) acremizprzog duplex sesquitertius; 7:2 = 3 1/2
T*Lﬁlactscp'r,;ucug triplex sesqualter; 16:5=3 1/3 7pt%-
Thxclentneuntos triplex sesquiquintus.

IVb) Smomolamdasiemiuboros = submultiplex superparticularis
2:5 = 2/3 u“o&::)acnscpv’w.v.cug subduplex sesqualter;
3:7 = 3/7 Omodimhacienitprros subduplex sesquiter-
tius.

1§ mtpdg T4 Bhe »al 10 “uiou Exwv.
2 Hierfiir konnte ich keine speziellen Beispiele finden.
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Va) moMamhacteniyeps = multiplex superpartiens 8:3 = 2 2/3
dimdactemdipepns = Simhactemtditpitos duplex super-
bipartiens; 11:4 = 2 3/4 Sirhacreritorpeps = Simha-

cemtpLtétaptog duplex supertripartiens; 19:5 = 3 4/
TELTAAGIETMLTETPOUEPTG = TPLRNAGLEMITETPATEUTTOS tri-
plex superquadripartiens.

Vb) dremolanhucieniuephs = submultiplex superpartiens 3:8
= 3/8 Umodimhaciem.dizpizos subduplex superbiparti-
ens; 4:11 = 4/11 OmodimdxciemizprréTapros; 6:23
= 6/23 UmoTpimhaclemimévientog.

Die Adyo.¢ als Briiche, der Bruch als doiduds.

Es war oben?! davon die Rede, daB die griechische Mathematik
keine Briiche gekannt haben soll, sie habe dafiir immer die Logoi
verwendet. Es ist richtig, daB die wissenschaftliche Mathematik
die Briiche auszuschalten suchte, wenigstens fiir die Zeit ihrer
ersten Bliite. Dal3 aber der beabsichtigte Zweck nur unvollkom-
men erreicht wurde, zum Teil wohl wegen der Unméglichkeit,
sich vollstindig von logistischen Gedanken freizumachen, zeigen
zahlreiche Beispiele von Archimedes bis in die Spitzeit. Ein
Teil der Autoren wollte aber vielleicht den philosophischen
Glaubenssatz von der Vornehmheit der ganzen Zahl? bewuBt
nicht mitunterschreiben.

DaBl man bei der Festsetzung der Terminologie immer an die
Briiche dachte, ist schon daraus zu sehen, daB3 alle Fachworter
mit wéorov und péon gebildet sind. Schon dadurch ist ein enger
Zusammenhang zwischen den Logoi und den Briichen, insbeson-
dere mit dem Komplementbruch (dmemiudpros) hergestellt? Im
émubptog Mvos atb = (n 4 1):n ist der wpéloyos gleichbedeu-

tend mit der gemischten Zahl lrllb' Wenn Archimedes davon

spricht, dal} BA , ,gegeniiber EZ ein Drittel dazu an GréBe ist*
(= émizpiros <85 EZ paxer), so meint er nicht nur BA:EZ = 4:3,
sondern ebenfalls BA = 4/3 EZ3. Des Archimedes Kommentator

1 Siehe oben S. g10ff. *) Dtk aw 2~ Uowmale t v-k "~
2 Siehe oben S. 410, FuB3n. 1. ) .

3 . &gk Yoy dunr 13
Archimedes II S, 3o2. o %MMP':;"’&WM Wt o WL“
som angloy A1 LT mogros, wd . e
ldd  sen  Qp Br vorer M /u;gus
wcha
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Eutokios weist ausdriicklich darauf hin, dal man bei den
Logoi ohne Teilung der Einheit nicht auskommt.!

Auch die Entstehung der beiden Formen (des arithmetischen
Logos sowohl wie des Bruches) aus derselben Operation, dem
Dividieren, zeigt ebenfalls die nahe Verwandtschaft. Wie dem
Berechnen des allgemeinen Bruches ein cuyxpivew vorhergehen
muB, so werden auch beim gegenseitigen Verhiltnis zweier Zah-
len diese miteinander ,,verglichen'’.? Genau wie bei dem Divi-
dieren heilt es auch hier 2giBuog émeiday &v guyrsloe wods €xepov
Yeopfzar. . . oder émerdiy uzilovt cuyxpivytar.® Auch bei den Logoi
kommt, wenn sein Wert untersucht werden soll, wie bei der
Division nach dem guyxpivery das doxipelv des Kleineren von dem
GroBeren (el 8¢ mheovineg % amal douipedels 6 EMdtTov &md Tob
ueiloves. . . .).% Der Logos hat genau wie der Bruch seinen
Zahlenwert, seine Quantitit (mqhéTns; mo66773). So ist die mwnhe-
%65 des furbhiog réyos 1Y% (wovas & wal furev). Von ihr sprechen
Domninos® und Barlaam;8 dieser definiert die mnphdTrg — ge-
nau wie bei der Division den Quotienten — als die Zahl, mit der
man den Ymdroyos; (Divisor) multiplizieren muf3, um den w=péAoyog
(Dividenden) zu erhalten: mrhuders Méyov éo7l dprduss, &5 moh-
Aamixctalduevos &l ov 7o% Abyou Hrbhoyov 6pov, wotsl Tov mpbloyov.
An einer anderen Stelle? wird zur Aufgabe: ejpclv w03 Jo$évzog
Myou A:B <y mphxbTrra angegeben, dall A durch B geteilt
werden muB (pepiedizo & A waox wov B). Dal es sich dabei nicht
um eine spitbyzantinische Auffassung handelt, zeigen die Zeug-
nisse fritherer Zeit. So wird bei Archimedes?® der Xiyoz 6336
12017 1/4 der Zahtl 3 1o/71 in Annaherung gleichgesetzt. Es
heiBt da: avdmahw dpx 4 wepiuerpos 7o ..o)u**owou mohg Ty Oud-
uerpoy ueilova rivoy EyeL fmep, ¢Ths wpbs Bl & (= 6336:2017 1/4)
Gmep =6v BT 87 petlovi Eotiv 7 sormhaciova ?. 3évx o’ (=3 10/71).

1 Siehe u. S. 4335

Siehe o. S. 447.

Nikomachos 1 S. 46, 47.

Domninos 1 S. 420.

Domninos 2 § 3,20 @v Mywv mphxdnzest.
Barlaam V. Buch, Def. 1.

Ebenda V. Buch, Satz 1.

Archimedes I S. 242.

2
3
4
5
6
7
8
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An einer anderen Stellel ist das Verhiltnis 11:1148 ungefahr

der Zahl 1/100 (= 11/1100) gleichgesetzt. Noch eine dritte Stelle
ist dafiir anzugeben. Sie lautet:? el xa & yovia & mepieyopéva Hd
Tav OM, OO0 peilwv N w&s dp9ds Srnpedeicas &g Sopbota TovTWY
QT pépea.

Es wird hier aus der Verhiltnisungleichung OO M:AAE)99
;100 gefolgert, daB OO M Yg99/100 AAE oder,da AAE) 1/200 R,
dal OO M )g9/20 000 R ist. Hieraus ergibt sich wenigstens fir
Archimedes die Identitit von Bruch und Verhiltnis, das ja
auch wie ein Bruch gekiirzt werden kann.® Dasselbe sehen wir
auch bei Pseudo-Psellos* Wenn dieser bei der Behandlung
des regelmiBigen Funfecks sagt, dal 4 7ol isomhedpon #xl icoyw-
viou (yovia) &ximeuntos €ovar 6997, so will er damit das gleiche
sagen wie 7 Seiten spiter, wo es heifit: Der rechte Winkel und ein
Fiinftel (yowvix o9 xal méumsov).

Auch Eutokios spricht in einem Kommentar zu den Kegel-
schnitten des Apollonios® von dem Zahlenwert des Logos:
Wenn man ihn mit dem zweiten Glied des Verhiltnisses multipli-
ziert, erhalt man das erste (87v ad+) 9 mphndTrs moRhamhactalo-
uévn &nl Tov

Emduevoy Gpov 705 Adyou mowel Tov wyoduevey). Niko-
machos,® ein sonst unbekannter Heronas? und Barlaam?
sprechen dasselbe aus.

Sollen, was z. B. fiir die Akustik von Bedeutung ist, Verhilt-
nisse miteinander multipliziert oder dividiert werden, so ent-
wickeln sich Rechnungen, die der Multiplikation und Division
von Briichen entsprechen. Man hieB dies ,,zusammenlegen‘* und
,»wegnehmen der Logoi. So ist bet Domninos zu lesen: ,,Man
sagt, ein Logos ist aus Verhiltnissen zusammengesetzt, wenn die
miteinander multiplizierten Quantititen® der Verhiltnisse ein
solches machen'* (Aéyog 8% &x Mivwv suyxeicdar Aeverar, §vay al &V

1 Ebenda II S. 230.

2 Ebenda II S. 233.

3 Siehe oben S. 377, 429.

4 S.79.

5 Apollonios IT S. 218.

8 Nikomachos 2; nach Eutokios (Archimedes III S. 120).
7 Archimedes III S. 120.

8 Barlaam V. Buch, Def. 1.

* Uber moa4=rg und m=rluitrs siehe auch oben S. 411.
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Moywv Tnhbtntes €@ Sautdg molAamAaclacdelont moldol Tuwa)l,
In der nachtriglich, aber doch vor Theons Redaktion,? ein-
gesetzten fiinften Definition des VI. Buches der ,,Elemente*
steht derselbe Satz; Archimedes,® Eutokios,?* die Scholien zu
Euklid® und Barlaam® beschiftigen sich mit ihm. Man kann
also die Zahlenwerte der Logoi, wobei es sich nicht immer um die
Abmessungen von geometrischen GréBen handelt,” multiplizieren
und dividieren. In einem Beispiel® werden die Logoi 2:40 und
40:8 zu 2:8 ,zusammengesetzt’’, also (2:40) - (40:8) = 2:8 be-
rechnet. Im Text steht: 2:40 = 1/20 (elxoc7év pépos, nicht viel-
leicht Smewooimidotog) und 40:8 = 5; da nun 1/20. 5 = 1/4 ist,
ergibt sich das Resultat 2:8 = 1/4 (s¢7aptov pépog). Dies alles
entspricht genau dem Multiplizieren eines Bruches; man sieht
deutlich, wie der Rechner immer dann, wenn es sich um die wirk-
liche Durchfithrung der Berechnung eines Logos handelte, nicht
von dem Gedanken an die Briiche loskommt. Und dal} dies nicht
etwa nur die Ansicht von Rechenmeistern war, dafiir birgen die
Namen eines Eutokios oder eines Domninos, der in wohl-
tuendem Gegensatz zu den philosophierenden Zahlenmystikern
steht.®

Auch unter einem andern Gesichtspunkt sind die Stellen, die
das Vorhandensein von Briichen neben den Logoi dartun, be-
deutungsvoll. Sie kénnen zum Beweise dienen, daB man nicht
immer nur dic ganze Zahl als ,,Zahl** (dpt9ués) auffalte. Euto-
kios spricht an der genannten Stelle!® von Logoi, deren Quantitit
eine ganze Zahl ist (Suvatdy éomwv dpdudv 6a6xmpov elvan TV
mphbTrea). Also gibt es auch Logoi, deren Quantitat keine gan-
zen Zahlen sind. Zur Beruhigung derer, die an arithmetisch ge-

! Domninos 2 § 3; in den Euklidscholien (V, S. 324) moidot wwva wnit-
whTrTa 2hyou.

2 Euklid I S. 73 FuBn. 2

2 Archimedes I S. 190, statt ovyxsicSau steht hier cuvfirrac.

4 Archimedes III S. 120 ff.

5 Euklid VIS, 321 ff. Die =rhxésns von 6:4 = 11/2 (S. 330).

8 Barlaam V. Buch, Def. 2.

7 Thaer II S. 37 iibersetzt ,,Abmessungen®‘.

8 Domninos 2 § 5.

% Tannery, Mém. sc. II S. 107.

10 Apollonios IT S. 220.
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fiihrten Beweisen fiir Verhiltnisregeln AnstoB nehmen, teilt er
mit, daB die ,,Alten’ solche Beweise verwendet hitten (ph sapaz-
TéTe 88 Tobg EvtuyyavovTag 70 Sk Tév dotdunTuedv Sz8eiy Yo tolvo -
ol 7 yap modaol x€ypervran vals Towbtarg drodelfeat); tiberhaupt
gehorten die Logoi und ihre Quantititen (niuéryres) in den Be-
reich der Zahlenlehre (Advyor ydp %l mqhuedoyreg Abywy . . . Toic
aptuols mpwrTwg mdoyovswy). An anderer Stelle driickt er sich
noch deutlicher aus.! Er sagt: ,,Quantitit des Logos heil3t die
Zahl, nach der der gegebene Logos benannt ist* (. . . mphuedey-
Tog drhovoT Aeyouivng Tob aptduol, ob mapmvuuds ot & Sudbuevog
A6yog). Der Wert des Logos 12:3 wire beispielsweise 4, da ja der
Logos 4:1 (sezpamiacios) vorliegt. Die Erklirung beschrinkt sich
aber nicht auf diese ganzzahligen Logoi. So ist bei ihm die
Quantitidt des Logos 9:12 = 3/4 (f ydp mnhuedmng tob T wodg
v 1§ Aoyou éoti ol tétaprx) oder die des Logos 3:2 = 114
(8v futov).2 Man sieht, daB nach der gegebenen Definition der
Quantitét jetzt auch Briiche zu den ,,Zahlen‘‘ gerechnet werden.

Mit der fortschreitenden Anwendung der fiir ganze Zahlen
gultxgen Rechengesetze auf die Zahlen, ,,die Briiche bei sich
haben", scheinen jetzt auch diese zu den ,,Zahlen‘‘ gerechnet
worden zu sein. Rhabdas3 bezeichnet 3 1/3 1/14 1/42 bzw. das
Quadrat davon als Arithmos. Auch bei Domninos ist dasselbe
zusehen.* Ernennt 124: ,,den 1% (zov & §”'), nimlich Arithmos,
und nicht ,,das* (z6). Besonders klar tritt diese Auffassung bei
Heron hervor. Soll man geometrische Aufgaben praktisch durch-
fihren, nicht nur theoretisch, wic es Euklid macht, so geniigt es
nicht, nur die geometrischen GréBen (ueyé9y) zu betrachten. Man
muB auch die zugehérenden Zahlenwerte heranziehen. Heron
spricht da von ,,Zahlen, die auf den GréBen liegen (¢muzeiuzvor
&ptduot).® Das sind natiirlich meist keine ganzen Zahlen. So wird

! Archimedes III S. 120.

2 Archimedes IIT S. 124, 126. Vgl. S. 452 FuBn. 3

3 Rhabdas S. 120.

¢ Domninosz2, §16. Eine mir wihrend der Drucklegung bekannt gewor-
dene AuBerung Tannerys in einem Brief an Hultsch [Isis25,1936,57—59]
zeigt, daf tatsichlich der Logos als Arithmos angesehen werden konnte, womit
dieser eben nicht mehr auf den Bereich der ganzen Zahlen beschrinkt blieb.

® Heron IV S. 8o: . . . #voL tév peyedav 3) tév Erueiudvey adrols dptdudy.
Schon Euklid (III S. 16) verkniipft im Satz X, § kommensurable GroBen
3t
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tatsichlich z. B. 4 4/5 explizit als ,,Zahl* (&ptdpds) bezeichnet.!
Und wenn ein Bruch als Multiplikator auftritt, der urspriing-
lich nur als ganze Zahl verstanden werden konnte, so ist er eben
auch schon zu einer ,,Zahl* geworden.?

Wie sind diese Gegensitze in der Beurteilung von Zahl und
Bruch bei den Griechen zu erklaren? Sicher war fir Euklid nur
die ganze Zahl ein Arithmos und Briiche aus der strengen Wissen-
schaft ausgeschlossen, vor allem wohl deshalb, weil nur so das
Irrationaleexakt zufassen war. Aber die ,,Alten‘’, vondenen Euto-
kios spricht, waren anderer Meinung. Er nennt sogar Archy-
tas3 als Zeugen dafiir, daB Arithmetik und Geometrie verwandte
Wissenschaften seien. Deshalb dirfe man - das war die Schluf3-
folgerung des Eutokios — die eigentlich in das Gebiet der Geo-
metrie (uadvpace) gehorenden Logoi auch numerisch behandeln,
indem man statt der Logoi ihre Quantititen, ihre Zahlenwerte
(rrddTyTes) setzt.

DaB Eutokios damit die richtige Meinung des Archytas
wiedergibt, 1aBt sich sogar aus einer Stelle bei Archytas selbst
nachweisen.? Er spricht nimlich dariiber, da3 die Logistik vor
den andern Kiinsten, was den wissenschaftlichen Gehalt anlange,
den Vorzug verdiene. So kdnne sie Beweise flihren, wo die Geo-
metrie es nicht fertig brichte, da die logistische Behandlung der
Sitze klarer sei (xal Soxel & Aoyiomixd wotl Tav &AAay Goplay TGV
v GINEY TeyvdY ol mokd Supéocwy, drde %ol TS yewueTpunds Evap-
vl G Eelmer ol & vewpetply,

veoTiow mowypatevecduL & Y ...
val, @modzifiug & AoyioTiea amwehel (1) L),

Es war schon davon die Rede,® daBl die neupythagoreische
Uberlieferung immer wieder den Unterschied zwischen Zahlen
und dem Zihlbaren hervorhebt. So ist die Einheit (novxs), die zu
dem Gedachten (vo7zév) gehért, vom Standpunkt des Philosophen
aus unteilbar, wihrend man die Eins (8v) teilen kann, da sie sich
auf Wahrnehmbares (ais947év) bezieht, mit dem es die Logistik
zu tun hat, die mit benannten Zahlen rechnet oder mit Zahlen,

mit den zugehorigen Zahlen. Bei Iamblichos 2 (z. B. S. 96f.) haben die
Flichenstiicke ihre mosétns.
1 Heron IV S. 256.
2 Siehe o. S. 409.
3 Apollonios II S. 220, 221 FufBin. 1, hiezu Nikomachos1, S. 4u.5.
4 Diels, Vorsokratiker. S. 273 (nach 1. Aufl. zitiert). 5 Siehe S. 366.

Beitrige zur griechischen Logistik 455

die ,,Leiber haben®, wie es bei Platon! hei3t. Diese Auffassung,
die den Gegensatz zwischen theoretischer Arithmetik und prak-
tischer Logistik wiedergibt, stimmt {iberein mit der Beschrinkung
der Briiche auf die Logistik, an deren Stelle in der Arithmetik die
Logoi stehen. Auch in diesem Punkt miissen sich die Ansichten
gedndert haben; denn es wird ausdriicklich betont,?2 daB dieser
Unterschied zwischen ,,Einheit" und ,,Eins‘‘ frither nicht bestand.
Auch hier wird Archytas (und dazu Philolaos) als Zeuge an-
gefithrt. Damals war wohl der Unterschied zwischen Arithmetik
und Logistik noch nicht klar herausgearbeitet.® Spiter scheint
dieser Gegensatz wieder verschwunden oder wenigstens zuriick-
gedringt zu sein, wenigstens wenn man von den neupythagorei-
schen Arithmetikbiichern zur Einfithrung in die Philosophie ab-
sieht. Sonst hitte nicht Diophant bei seinen ,,arithmetischen‘*
Aufgaben den Zahlen, die keine Koeffizienten von x oder x? sind,
immer ausdriicklich den Zusatz ,,Monaden‘‘ gegeben,* auch in
einer Aufgabe, in der er mit benannten Zahlen rechnet.® Des-
gleichen muB} auch Eutokios die Monas teilen, wenn eine Rech-
nung (wie z. B. im Satz des Archimedes tiber Kugelsegmente)
wirklich durchgefithrt werden soll. Er sagt da, dal man eine Tei-
lung der Einheit zulassen miisse; wer es nicht fir die Arithmetik
tun wolle, miisse es wenigstens in der Logistik erlauben (&s7 ¢’
xelvawy Suxtpztéov TV wovadx, 6 el »al wh watd 0 weocTrov T dotd-
prteed) oA T hoyioTixd) Tuyyaver.® Gleichzeitig sieht man, daB
jetzt die Logistik nicht mehr wie friher eine Angelegenheit der
Rechenmeister ist, sondern daB sie jetzt wieder ein wichtiges
Hilfsmittel fir die Betrachtung mathematischer Probleme dar-
stellt,” wie es bel den , ,Alten’’ gewesen war, bei denen Arith-

! Platon, Staat VII, 525 D. Zum Unterschied von povés und év siehe
Theon von Smyrna S. 19 f.

2 Theon von Smyrna$S. 20.

3 Des Archytas Lebenszeit wird von 428 bis 365 angesetzt, Platons
Dialog Gorgias (s. 0. S. 361) vielleicht auf 390.

4+ Z.B. 5x2+13—8xist AYZ M (= povddzc) i7 A 57 (Diophant I S.94).

8 Aufgabe 30 im 5. Buch (Diophant I S. 384).

¢ Archimedes III S. 120.

7 In dem Gorgiasscholion des Olympiodoros (S. 131) heiBit es, daB die
Arithmetik sich mit den Arten der Zahlen beschiftigt (z. B. gerade und un-
gerade), wihrend die Logistik es mit dem Stofflichen (UAn) zu tun hat. Und
31
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metik und Logistik ja auch von denselben Lehrern gelehrt
wurde.!

Aus all dem kann man schlieBen, dal Eutokios unter den
,,Alten** die vor der strengen Fundierung des wissenschaftlichen
. S;/:s-t;ms lebenden Mathematiker versteht. Dann folgt die Zeit
der ausschlieBlichen Verwendung der Logoi in der reinen Mathe-
matik, aus der jetzt die Logistik_ausgeschlossen ist. Spiter aber,
v-"o-rrder Zeit des Archimedes an, der die Logoi schon hin und
wieder durch Briiche, die in der Rechenpraxis nie verschwunden
ware&ersetzm,ungder sich nicht scheute, auch das Irrationale
durch numerische Anniherungen zu erfassen, fielen die aus theo-
retischen Grinden der philosophischen Sauberkeit geschaffenen
Beschriankungen des Arithmos auf die ganze Zahl fort, so daf3
die Briiche wieder zu Ehren kamen und der ausschlieSliche
Gebrauch der Logoi auf die reine Geometrie W.
Nur in den mathematisch wenig hochstehenden, fiir die Philo-
sophiestudierenden bestimmten Arithmetiklehrbiichern der Neu-
pythagoreer lebt die alte Uberlieferung weiter fort. Es scheint
#iberhaupt, daB jetzt (bei Diophant, Eutokios, Domninos
usw.) die Logistik zu einer den andern Teilen der Mathematik
ebenbiirtigen Stellung sich wieder erhoben hat, die sie schon ein-
mal, bei den ,,Alten‘, innegehabt hatte, bei denen neben den
Geometern auch die Logistiker 9moevtivot? waren, Minner, die
der Wahrheit nachjagten.

So glaube ich, daB die Behauptung der Unmdglichkeit, ein
Verhiltnis einem Bruch gleichzusetzen, und damit auch die der
Sonderstellung des Arithmos als ganze Zahl nur mit Einschrin-
kungen giiltig ist. Hierbei geniigt m. E. der Hinweis auf den
Gegensatz zwischen wissenschaftlicher und praktischer Mathe-
mathik nicht, sondern es muB} vor allem der Wandel in der Ein-
schitzung der Logistik im Laufe der Entwicklung von Archytas
bis Eutokios beriicksichtigt werden.

zwar ist bei ihm das Stoffliche in den Zahlen ,,die Menge der Monaden‘.
Also auch hier gehbren die poviSeg nicht mehr zur theoretischen Arithmetik.
! Hippias minor 366-368; hiezu Tannery, M. sc. IV 61.
2 Euthydemos 290B. .
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385, 390, 391, 421, 422, 426, 457, 459
Heiberg 398, 437, 457459, 461, 462
Henry 442, 459

Hermann 461

Herodian 374, 472

Herodot 376, 390, 459

Heron 358, 361363, 366, 367, 371,
380, 383, 389, 390, 404, 411, 416,
421-424, 427, 430, 436, 437, 439,

444, 453, 454, 457, 459
Heronas 451

Hiller 463

Hippias minor s. Platon
Hippokrates 462

Homer 361, 374, 386, 387, 396, 398,
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1 Zum Namen s. Friedlein S. 73.
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Abbrechen = halbieren 396
Abendlindische Mathematik 412
Abfiinfen 374
Abschitzen
bei der Division 404 f.
bel der Stammbruchreihe 408, 417
Addition 367, 369 f., 378-381
Definition 378
Tabellen 380f., 435
Terminologie 378, 381
Addition von Briichen 368, 409, 424
ff., 429 ff.
von Stammbriichen 418, 434
von allgem. Br. 434 f.
von Sexagesimalbr. 433
auf dem Rechenbrett 378
Agyptische Mathematik 360, 364 f.,
367 £., 374, 384 ff., 390, 397, 400 f{,,
406 ff., 414, 418, 422, 424 1., 431,
436, 443
Akustik 451
Algebra 3357, 362, 368 {., 371
algebr. Symbolik 369 '
algebr. oder arithm. Lésung 368
algebr. Regeln 409
Algorithmisches Rechnen 397, 426
Allgemeiner Bruch 407, 409 f., 414,
415-446
Entstehung aus der Division 417,
419
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407, 416 ff., 423
als Summe verschiedener Stamm-
briche 368, 407 fi., 417 f., 422, 439
Definition 409, 416, 418
Terminologie 409, 418 f., 424 f.
seine Darstellung
durch Stammbruchrethe 417 ff.
symbolisch 408 f., 419 ff.
unklar 419 f.
eindeutig 420 f.
durch doppelten Nenner 422

durch Exponenten 421
Nenner iiber Zihler 409, 421
,,indische®* Schreibung 421
im Altertum bekannt? 409
Antike Mathematik 3635, 371, 396,
408, 414, 418
Arithmetik
thr Umfang 360 f.
in geometrischer Form 371, 411
politische Arithmetik 369, 372
s. auch: Logistik, wissenschaftl.
Mathematik
Arithmetische Reihe 363
Astronomie 360, 425 f.
Aufrethen 360
Ausmessen 396, 402

Babylonische Mathematik 365, 377,
386, 397, 400 ff., 415, 422, 425 f.
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406
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bei den Rémern 407

s. auch: erweitern, Hauptnenner,
Kiirzensowiedie einzelnen Rechen-
operationen

Bruchstrich 420 ff.

Byzantinische Mathematik 371, 417
f., 422 f., 430, 450

Dezimalbruch 407, 410, 426, 435
Diophantische Gleichungen 368
Dividend 400, 403 ff., 444
Division 361, 368 f., 395—405, 429
Definition 399, 401
Tabellen 404 f.
Terminologie 393, 397 f., 405
geometrische Vorstellung dabei
401 f., 403
D. als Messung 395 ff., 401, 444
D. als Teilung 396 ff.
D. als Verteilung 380 f., 395, 398
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396, 399, 404
D. als Subtraktion 396 f., 402, 404
D. als Bruchrechnung 397 f., 404 f.
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397, 406, 445
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Bere 397, 399, 406 f., 423
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399
D. nach dem Augenmaf 396
D. nicht aufgehend fithrtzur Bruch-
rechnung 397, 401, 406 f.
agyptisches Verfahren 397, 400 ff,,
405
babylonisches Verfahren 397
griechisches Verfahren 400 ff., 405
indisches Verfahren 372, 402
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Probe 399, 404
Division von Briichen 373,443 f., 451
von Sexagesimalbriichen 445 f.
Divisor 399 f., 403, 403, 443 f.
Doppelformulierung des Ergebnis-
ses 422

Einheit = povis 383, 454 f.

= Grad (uoipx) 413f., 416, 425,
427, 443, 446

relative E. 373, 406 {., 411, 414, 426
Umrechnen von E. 378, 383, 406,
428, 435, 442, 445

teilbar oder unteilbar? 450, 455

Einmaleins 375, 385, 387 ff., 394,
401, 4053

Eins (év) im Gegensatz zur yovig, s.
Logistik

Einsundeins 373, 378, 380 ff.

Elemente der Geometrie 387, 410

Erweitern 422, 426 ff., 434, 440, 444
bei Sexagesimalbriichen 428

Feldmessung 362, 369
Figurierte Zahlen 367 f., 386
Fingerrechnen 372 ff., 378, 380
Flicheninhalt 368

Geodisie 360, 366
Geometrie
G. und Arithmetik 454
G. und Geodisie 361, 364, 411
geometrische GréBe 411, 452 f.
ihr Zahlenwert 453 f.
rechnende Geometrie 368, 371, 453
s. auch: wissenschaftl. Mathem.
geometrische Reihe 392
Gleichungen 368, 420

Halbieren (Mediatio) 396, 405, 430
Harappakultur 373

Hauptnenner 4035, 409, 426, 428, 434,
443

Hauptrechnung 377

Indische Mathematik 371 f, 377,
383, 392, 397, 426, 435
s. auch: allgem. Bruch, Multipli-
kation, Positionssystem
Index zur Zahlbezeichnung 375, 420
beim Bruch 409, 415 f., 420, 431
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Doppelstrichindex beim Bruch 409,
415 ., 420, 422
beim Sexagesimalbruch 426, 441
bei der Tausenderschreibung 375
Punktindex bei den Myriaden 376
Kasusendung 419, 422
Irrational 362, 410 ff., 454, 456

Kennziffer 385

Komplementbruch 408, 414 f., 423,
431 .

seine Rolle im Altertum 414 f.

K. und Logos 447, 449
Kopfrechnen 375 f., 380, 383, 385,
389, 401, 405, 430, 436, 438, 442
Kiirzen der Logoi 377, 429, 451
der Briiche 429, 440, 1451
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Lederrolle 431, 459, 463
Logistik
Fundstellen 364 ff.,, 370 ff.
Name 363 ff.
ihr Umfang 357, 363 ff., 369
Teilgebiete 365 f., 367 ff.
Lehrer der Logistik 456
Arbeiten iiber griechische L. 3571,
394, 463
vorzuziehen gegeniiber der Geo-
metrie 454
die povig in der L. teilbar 455
alte Logistik bei Rhabdas 371f.,
380, 392, 419, 440
Gegensatz Logistik-Arithmetik 360,
363, 366, 455
benannte Zahl — unbenannte Z.
369, 454
Zihlbares — Zahlen 366, 454
Wahrnehmbares — Gedachtes 361
f., 366, 369 f., 454 f.
& ~ povis 454
bei den ,,Alten** nicht vorhanden
360, 455 f
Verwandtschaft zwischen L. und
Arithmetik 363 f.
Verdringung der L. aus der wis-
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senschaftl. Mathematik 361 f., 411,
449, 456
L. bei Platon 361, 363 f.
L. bei Euklid 362
L. bei Archytas 455
L. bei Archimedes u. Eutokios 362,
455 f.
L. bei den ,,Spateren’ wieder in
besserem Ansehen 455 f., 362 f.
s. auch: Briiche
Logos (Zahlenverhiltnis) 363, 377,
411 f., 446-456
Entstehung aus d. Division 450 f.
Definition 411, 446 f.
Terminologie 446 ff.
Die 5 Formen (cl803) 446 ff.
Beispiele dazu 448 f.
Glieder des Verhiltnisses 446, 449 ff.
Logoi und Briche 362, 367f.,
371, 410 ff., 447 ff., 456
werden bevorzugt 410, 449 fi.
gehoren zur Zahlenlehre 453 f.
werden multipliziert 451 f.
werden dividiert 451 f.
werden gekiirzt 377, 429, 451
ihre lateinischen Namen 447 f.
,, Wegnehmen*“ der Logoi 451
,,Zusammensetzen‘ der Logoi 392,
451 f.
Zahlenwert des Logos 392, 411 1.,
446 ff., 450 ff.
seine Berechnung durch Division
412
dazu Teilung der Einheit notwen-
dig 455
wird multipliziert 451 f.

MaBe 373, 386, 396, 406 f., 411
Mathematisches Experiment 412
Mechanik 360

Merkstrich 385, 400
Methodenlehre 412

Minuend 382 ff.

Minuszeichen 383
Mischungsaufgaben 365
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Mittelalterliche Mathematik 363,
413, 437
Multiplikand 385, 388, 394
Multiplikation 381, 368 ff., 384-395
Definition 385
Tabellen 369, 381, 388 f., 391
Terminologie 385 ff., 394 f.
geometrische Vorstellungen dabei
386, 394 f.
agyptisches Verfahren 367 f., 384f,,
387, 394
griechisches Verfahren 367 f., 387,
389, 394
indisches Verfahren 372, 389, 391 f.
Einiiben der M. 387
M. ,,ibers Kreuz‘ 424
M. von Differenzen 383
s. auch: Produkt, Rechenbrett,
Teilprodukt
Multiplikation von Briichen und ge-
mischten Zahlen 391 f., 410, 418,
425, 436 ff., 443, 451 1.
agyptisches Verfahren 436
griechisches Verfahren 437 ff.
von Sexagesimalbriichen 392, 440 ff.
auf dem Rechenbrett 373, 390
Multiplikator 383, 388, 390, 400, 454
Musik 360, 396
Muslimische Mathematik 437
Myriadenrechnung 370, 375 f.

Niherungswerte 362, 406, 412, 450
f., 456

Nebenrechnungen 377, 383, 387,
401, 403

Nenner 411, 413, 419 ff., 428 ., 437,
439 f.

unter sich prim 433
Neupythagoreer 363, 412, 454 ff.
Null als Fehlzeichen 377, 379, 382,
426, 443

als Zahl 377

Optik 360
Osterrechnung 372

Philosophie und Mathematik 339,
361, 363, 371, 410, 412, 449, 452,
454 ff.

Phéoniker 360

Pluszeichen 381

Positionssystem 377, 402, 426

Pythagoreer 361

Potenzlehre 369

Termini fiir hohere Potenzen 394 f.
s. auch unter Unbekannte, Stellen-
regel

Potenzreihe 393

Produkt 386, 388, 392 ff., 400

Quadratzahl 423, 453

Quadrieren 394

Querstrich 21y .vBezeichnung de
Zahlen 375, 14-4. 42v 1 :
als Additionsstrich 377, 379, 391,
441

als Null 379, 382

Quotient 398, 401, 404 f.

Rechenbrett 359, 361, 367, 369, 373
ff., 382 1., 383, 387, 390, 401, 426 f.
Rechenheft 360

Rechenpraxis des tiglichen Lebens
358ff., 369ff., 380, 395 1., 406, 409 ff.,
432, 456

Rest 384, 397

Rinderproblem 367 f., 457
Romisches Rechnen 376, 407

Sandrechnung 370, 376, 392

Schachtelung 418

SchluBrechnung 369, 372

Sexagena 420, 443

Sexagesimalsystem 371, 377, 397,
426, 442 f.

S.-Bruch 425 f., 403, 407, 428
S.-Komma 426

s. auch: Stellenregel und bei den
Rechnungsarten

Stammbruch 397 1., 407 f., 412 ff.,
423
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Terminologie 398, 407, 412 ff.
Grund fiir seine lange Lebensdauer

417

seine Darstellung 413 ff.

symbolisch 408, 415 f.

als allgem. Bruch 416, 419, 422
der Stammbruch 1% 414, 416

der Stammbruch 23 408, 413 f., 423
Stammbruch und Logos 447
Stammbruchreihe 368, 417, 430 ff.
Stellenwert 375, 392 ff., 442
Stellenregel 438

bei Archimedes 392, 442, 445

im Sexagesimalsystem 442, 445

Tafel dazu 443

als Vorliufer der Potenzrechnung

442, 445

in Proportionsform 442, 446
Subtrahend 382 f.
Subtraktion 367, 369 f., 382 ff.
Definition 382

Tabellen 380, 382, 435
Terminologie 382, 384

S. von Briichen 413, 417 f., 429,

435 f.

S. des GroBeren vom Kleineren

383
Sumerer 397
Summand 378 ff.
Summe 378, 381

Tabellen, Tafeln 369, 372
s. auch: Bruchrechnung, Stellen-
regel und bei den einzelnen Rech-
nungsarten
Tafel des Palamedes 380, 382, 388
Taktik 364 f.
Tausenderdarstellung 373
Teilprodukt 383, 400, 403, 405, 441,
443
Reihenfolge der T. 390 f., 394, 437
Teilquotient 403 f.
Terminologie 361, 371, 376, 411
s. auch bei den einzelnen Rech-
nungsarten
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Ubersichtlichkeit der Stammbruch-
rechnung 408, 417

Unbekannte 368, 383, 413, 442
deren Potenzen 395, 413, 415, 442
Untereinandersetzen ~ (Kolumnen-
schreibung 373, 378 f., 382 f., 435,
438, 440 f.

Unterricht 359, 367, 377, 380, 456
agyptisches Vorbild 364 f.

Verdoppelung (Duplatio) 384 f., 400
Vergleichen bei Division und Logos
399, 402 f., 405, 444, 447, 450
Verhiltnislehre 411, 413; s. auch:
Logos
Vermessungsaufgaben 365
Verteilungen 368, 380, 395 ff.
von Apfeln u. Krinzen 365, 367
Vervielfiltigen 386
Vierfaltig 387
Voreuklidische arithmetische Schrift
446
Vorgriechische Mathematik 358,
410
Vorhistorisches Rechnen 374

Wissenschaftliche (theoretische) Ma-
thematik 359 ff., 410 fI., 449, 454 ff.
Wurzel 369, 371 f., 412, 423
Wurzelzahl (mo%u#v) 375, 377, 388,
392 ff.

Multiplikation der W. bei Apollo-

nios 393

Zahl

abstrakte Z. 410

Apfel- u. Schalenzahlen (Melites,
Phialites) 366 ff.

gemischte Z. 372, 417, 422, 427,
437 f., 443, 449

irrationale Z.: s. u. Irrational
natiirliche 406, 409, 415, 456
negative Z. 383

Stufenzahl 373 1., 378
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Eigenschaften 360, 362, 367, 369,
388
gerade ~ ungerade 369, 455
benannt — unbenannt 369, 455
prim — zusammengesetzt 369
Zahlen, ,,die Briiche bei sich ha-
ben‘* 453
ganze Zahl und Bruch 408 f., 4151,
420, 422
s. auch: Bruch, Logos, Logistik
Zahlbegriff 361, 406
Z. unbestimmt 374
Zahlen- und Ziffernsystem 360 f,,
367 ff., 372 ff.
agyptisches Z. 374
babylonisches Z. 407
griechisches Z., Buchstabenziffern
360, 375, 415
Herodianisches System 374 f.
phonikisches Z. 380
Dezimalsystem 371, 373 f., 399, 426
Mpyriadensystem des Apollonios

375 f., 378, 393 f.
Oktadensystem 376
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Vierersystem 373
Zweiersystem 373
s. auch: Positionssystem, Sexagesi-
malsystem
Zahlenmystik 452
Zahlentheorie 360, 363, 368
Zahlenwert 377 f., 411
v. kommensurablen GréBen 453
s. auch unter Logos
Zahlworter
Grammatikalische Form 373
Zahladjektiv 386 f., 395
Zahladverb 386, 395, 401
Zihlen 369, 373
Zihler 411, 419 ff., 425, 429, 439 f.
als gemischte Zahl 422, 440
als ganze Zahl einer neuen GroBen-
ordnung 415, 417, 419, 421, 427,
434 .
Zerlegen der Briiche 368, 429 fi.
Zumessen 398 f.
Zuteilen 399
Zuzihlen 360



