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Vorwort. 
Es war iIruner das Bediirfnis der Physiker (sowie der Philosophen), 

das physikalische Geschehen vom mechanischen Standpunkte aus zu 
begreifen, d. h. auf die Bewegung und Wechselwirkung bestimmter 
unveranderlicher Elementarteilchen zuriickzufiihren. Man hat dabei bis 
1900 geglaubt, daB das Verhalten dieser Teilchen wesentlich nach den­
selben allgemeinen Gesetzen vor sich gehen miisse, die fiir gewohnliche 
makroskopische Korper giiltig sind. Diese Ansicht hat sich als Irrtum 
erwiesen. Die merkwiirdigen Abweichungen der mikro-physikalischen 
Erscheinungen von den makrophysikalischen haben ihren provisorischen 
Ausdruck in der von PLANCK begriindeten und von EINSTEIN und BOHR 
weiter entwickelten Quantentheorie gefunden. Aber erst in der aller­
letzten Zeit ist es gelungen, diese Theorie in einer abgeschlossenen, 
widerspruchslosen Gestalt zu formulieren. Diese F ormulierung bezeichnet 
man augenblicklich entweder als Quantenmechanik (nach HEISENBERG) 
oder als Wellenmechanik (nach DE BROGLIE und SCHRODINGER), je 
nachdem man das Hauptgewicht auf das diskontinuierliche oder auf das 
kontinuierliche Element des mikrophysikalischen Geschehens legt. Es 
handelt sich dabei im wesentlichen um dasselbe, namlich um die Mikro­
physik oder Mikromechanik, d. h. um die Mechanik der elementaren 
physikalischen Prozesse. 

Die Entwicklung der Experimentalphysik, besonders die Verfeinerung 
ihrer Methoden, hat die verschiedenen Elementarprozesse der direkten 
Beobachtung zuganglich gemacht. Die Wellenmechanik ist als die theo­
retische Grundlage zum Verstandnis dieser Prozesse anzusehen - in 
demselben Sinne wie die NEWTON sche Mechanik die Grundlage der 
Astronomie gewesen ist. 

Mit der auBerordentlich raschen Entwicklung der neuen Mechanik 
samt ihren Anwendungen auf die verschiedensten Gebiete der Mikro­
physik (und teilweise auch auf die Makrophysik) konnten die Experi­
mentalphysiker und Chemiker kaum Schritt halten. Dazu hat auch 
die sehr uniibersichtliche Darstellungsweise der meisten theoretischen 
Arbeiten, die manchmal sogar fiir die Fachleute schwer lesbar ·sind, 
beigetragen. Fiir diejenigen, die sich zum erstenmal mit dem Gegenstand 
befassen, ist es praktisch unmoglich, in der gewaltigen Zeitschriften­
literatur einen Weg zum Eindringen in die neuen Gedanken und Me-
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thoden der Mikrophysik zu finden. Auch die bisher erschienenen 
Bucher scheinen dazu nicht vollkommen geeignet zu sein, denn sie sind 
entweder zu speziell oder im Gegenteil zu allgemein gehalten. 

Das vorliegende Buch steht in der Mitte zwischen diesen beiden 
Polen. Es stellt sich die Aufgabe, die sehr einfachen Dinge, die das 
Wesentliche der neuen Mikrophysik bilden, in moglichst einfacher 
Form darzustellen. Fragen, die rein formales Interesse haben, sind 
hier ganz ausgeschlossen. Die physikalisch wesentlichen Fragen sind 
dagegen sehr eingehend und ausfUhrlich auseinandergesetzt, so daB 
sie ohne spezielle mathematische oder physikalische Vorbildung ver­
standen werden konnen. Das Buch ist also nicht speziell fur den Theore­
tiker geschrieben, sondern hauptsachlich fUr den Experimentalphysiker, 
den Chemiker, den wissenschaftlich gebildeten Ingenieur und fUr Stu­
dierende der hoheren Semester. 

1m I. Kapitel habe ich in einer Art Einleitung die Grundgedanken 
der Wellenmechanik ziemlich ausfUhrlich entwicke1t. Hier sind aIle 
prinzipiell wichtigen Fragen erortert und durch Anwendung auf ele­
mentar losbare spezielle Probleme erlautert worden, so daB dieses 
Kapitel schon in sich ein geschlossenes Ganzes bildet. 

Die nachfolgenden drei Kapitel sind der eingehenderen Entwicklung 
der Theorie gewidmet, und zwar nach den folgenden drei Richtungen: 

1. Die Grundgleichungen der Wellenmechanik (Kapitel II); 
2. Die Beziehung zwischen Wellen und Quanten (Kapitel III); 
3. Spezielle Probleme (Kapitel IV). 
1m II. Kapitel wird eine moglichst zwingende Begrundung der 

Grundgleichungen der Wellenmechanik im SCHRODINGERSchen Geiste 
gegeben, d. h. in AnschluB an die klassische Mechanik einerseits und 
die. Wellentheorie des Lichtes andererseits. Diese Linie gipfelt in der 
Aufstellung der wellenmechanischen Gleichungen, die als Verall­
gemeinerung der Gleichungen der elektromagnetischen Lichttheorie 
angesehen werden konnen und mit den DlRAcschen Gleichungen 
aquivalent sind. Durch diese Gleichungen sind bekanntlich die Kreise1-
oder "spin" -effekte dargestellt. 

Das III. Kapitel entwickelt die allgemeine Theorie der verschie­
denen quantenhaften Effekte bei den stetigen Wellenerscheinungen 
mit Hilfe ihrer korpuskular-statistischen Deutung. Hier wird unter 
anderem das Matrizenskelett der Wellenmechanik gegeben, die Sto­
rungstheorie samt Anwendungen auf optische und strahlungslose 
Ubergange aufgebaut, und ferner die Grundzuge der Theorie von 
Systemen mit mehreren Elektronen (Atome, Molekule) im Lichte des 
HEISENBERGSchen Resonanzprinzips und des PAuLIschen Aquivalenz­
verbots betrachtet. 

Das IV. Kapitel gibt schlieBlich die Losung einiger wichtiger spe­
zieller Probleme, z. B. die Theorie der wasserstoffahnlichen Systeme 
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und deren St6rungen durch auBere, konstante oder zeitlich wechselnde 
Krafte, die Theorie der hetero- und hom6opolaren Molekiilbindung 
und die Dynamik zweiatomiger Molekiile. 

lch beabsichtigte urspriinglich, ein weiteres Kapitel iiber die 
Quantelung der Licht- und Materiewellen, sowie iiber die Wellen­
(oder Quanten-) statistik und ihre Anwendung auf die Metalltheorie 
zu schreiben. Zeit- und Raummangel hat dies nicht gestattet; ich 
muB mich damit begniigen, diese Fragen im erst en Kapitel ganz 
kurz zu streifen. Das Buch ist ohnedies schon auf das Doppelte 
des geplanten Umfangs angewachsen. Es ist mir eine besonders an­
genehme Pflicht, der Verlagsbuchhandlung JULIUS SPRINGER fur ihr 
freundliches Entgegenkommen meinen herzlichen Dank auszusprechen. 

Herrn Dr. BOLLNOW, G6ttingen, bin ich fiir die sorgfiiltige Durchsicht 
des Manuskriptes in sprachlicher Hinsicht, sowie Herrn Dr. ROSENKE­
WITSCH, Leningrad, fiir seine Hilfe bei Durchsicht der Korrekturen eben­
falls zu groBem Dank verpflichtet. 

Leningrad, im Juni 1929. J. FRENKEL. 
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Berichtigung. 

S.275, Zeile 6 von unten in der Formel lies: 1pm statt: 1p,.; 

S.275, Zeile 5 von unten lies: tJ~m T;!;,. in (48a) statt: tJ2m T;'m in (48). 



Erstes Kapitel. 

Licht und Materie. 

§ 1. Die Korpuskulartheorie der Materie. 
Die Frage nach dem Wesen der Materie wurde schon seit langer 

Zeit als prinzipiell ge16st betrachtet. Von der Zeit der antiken griechi­
schen Kultur bis zu den letzten Jahren glaubten Philosophen und 
Physiker, daB jeder materielle Korper aus Elementarteilen besteht, 
die durch bestimmte unveranderliche Eigenschaften charakterisiert 
werden konnen. Die wissenschaftliche Untersuchung sollte nur diese 
verborgenen Eigenschaften genauer aufklaren und die unmittelbar be­
obachteten Eigenschaften der gewohnlichen "makroskopischen" Korper 
auf die Lage, Bewegung und Wechselwirkung von deren Elementar­
teilen zuriickfiihren. - Die Griechen stellten sich diese als kleine starre 
Korper vor, die sich von den gewohnlichen starren Korpern nur durch 
ihre Unteilbarkeit unterscheiden; diese Eigenschaft der Elementarteile 
kam schon in ihrer Bezeichnung ("Atome") zum Ausdruck. Viel spater, 
im 18. J ahrhundert, haben LEIBNIZ und BOSKOWITSCH den Gedanken 
entwickelt, daB die Atome keine Ausdehnung im Raume besaBen, 
sondern bloB als Kraftzentra zu betrachten seien, d. h. als Punkte, 
die - ohne eigene raumliche Ausdehnung - nur durch ihre Kraft­
felder in den Raum hineinwirken. Die sichtbare und greifbare Aus­
dehnung der makroskopischen Korper sollte bloBer Schein sein; in 
Wirklichkeit ware jeder solche Korper nur ein einzelne Kraftzentra 
enthaltendes Vakuum, d. h. ein Raumgebiet, das nicht durch Materie­
teilchen selbst, sondern nur durch ihre Kraftfe1der erfiillt ist. 

1m 19. J ahrhundert erhielt die Atomtheorie eine strenge experimen­
telle Begriindung. Zunachst fiihrten chemische Tatsachen zu der Vor­
stellung der verschiedenen Atomarten der einzelnen chemischen Ele­
mente. Spater - zu Beginn des 20. J ahrhunderts - hat die experi­
mentelle Untersuchung der elektrischen Eigenschaften der Materie es 
gestattet, die bunte Mannigfaltigkeit aller chemischen Atome auf das 
Doppelsystem der negativen und positiven Elektronen - oder (nach 
der heutigen Terminologie) Elektronen und Protonen - zuriickzu­
fiihren. 

Die Elektronen und Protonen werden manchmal nicht als Atome 
der Materie, sondern als die der negativen bzw. positiven Elektrizitat 
bezeichnet. Es scheint aber richtiger, die Elektrizitat, d. h. die elek-

Frenkel, Wellenmechanik. 1 



2 Licht und Materie. I, § 2. 

trische Ladung, als eine Grundeigenschaft dieser elementaren Materie­
teilchen zu betrachten, in demselben Sinne wie die Masse, welche ihre 
zweite Grundeigenschaft darstellt. 

Die Elektronen und Protonen stellt man sich gewohnlich als kleine 
starre Kugeln vor, denen man auf Grund der elektromagnetischen 
Theorie der Masse einen Halbmesser von der GroBenordnung 10-13 

bzw. 10-16 cm zuschreibt. Wegen der auBerordentIichen Kleinheit dieser 
Abmessungen spielen sie in der Frage nach dem Aufbau der chemischen 
Atome aus Elektronen und .Protonen praktisch gar keine Rolle. Man 
konnte deshalb in der modernen Atomlehre die Elementarteile der 
Materie als Kraftzentra im Sinne von LEIBNIZ und BOSKOWITSCH behan­
deln, unabhangig von einer prinzipiellen Entscheidung iiber die Richtig­
keit oder Unrichtigkeit dieser Vorstellung. 

Dber die prinzipielle Seite dieser Frage bestand in der letzten 
Zeit keine Dbereinstimmung. Es ist sieher etwas naiv, die gewohn­
lichen starren Korper in Elementarteile von genau derselben Natur 
(d. h. in starre Kiigelchen) zu zerlegen und die Unzerlegbarkeit dieser 
TeilcheIi trotz der AbstoBung der damit verkniipften elektrischen 
Ladung zu verlangen. Diese Unzerlegbarkeit wiirde sieh dagegen nach 
der LEIBNlzschen Auffassung von selbst erklaren. Gegen diese schienen 
aber gewisse Schwierigkeiten der elektromagnetischen Energielehre zu 
sprechen, sowie eine Reihe neu entdeckter Erscheinungen, die sieh 
durch eine Kreiselbewegung der kugelformig gedachten Elektronen er. 
klaren lassen. Die Frage, ob die Elektronen als ausgedehnte oder nieht­
ausgedehnte Korpuskeln aufzufassen sind, blieb also unentschieden­
Aber an der Korpuskularvorstellung iiberhaupt glaubte bis etwa 1925 
niemand zweifeln zu diirfen. 

§ 2. Korpuskular- und Wellentheorie des Lichtes 
(NEWTON-HuYGHENS) • 

1m Gegensatz zur "monotonen" Entwicklung der Atomtheorie in 
der Lehre von der Materie zeigt die Entwieklung unserer Vorstellungen 
iiber die Natur des Liehtes eine merkwiirdige Oszillation, und zwar 
eine Oszillation zwischen der Korpuskularauffassung einerseits und der 
Wellenauffassung andererseits. AlsBegriinder der korpuskularen Theorie 
des Lichtes pflegt man NEWTON, als den der Wellentheorie HUYGHENS 
anzusehen, obwohl tatsachlich beide Theorien viel alter sind. 

Es ist bemerkenswert, daB NEWTON selbst in seinen optischen ·Be­
trachtungen sieh manchmal der Wellentheorie bedient; er hat aber 
immer die Korpuskulartheorie vorgezogen .. 

Infolge der iibergewaltigen wissenschaftlichen Autoritat NEWTONS 
hat die Korpuskulartheorie des Liehtes bis gegen den Anfang des 
19. Jahrhunderts das damals bekannte Feld der optischen Erschei­
nungen beherrscht. Neben den neuen Tatsachen iiber die Beugung des 
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Lichtes, die zur modernen Wellenoptik fiihrten, muB man aber den 
beriihmten Versuch von FIZEAU erwahnen, der den alten Streit zwischen 
Korpuskular- und Wellentheorie des Lichtes innerhalb des engeren 
Gebietes der geometrischen Optik, wo beide bisher als aquivalent er­
schienen, zugunsten der letzteren entschieden hat. 

Wegen ihrer Bedeutung fiir die neue Theorie der Materiewellen 
wollen wir die theoretischen Grundlagen des FIZEAuschen Versuches 
etwas ausfiihrlicher betrachten. 

Nach der NEWToNschen Korpuskulartheorie muB man sich die 
Lichtstrahlen als Bahnen bestimmter Lichtkorpuskeln oder "Licht­
atome" vorstellen. Diese Korpuskeln werden von dem leuchtenden 
Korper nach allen Richtungen ausgesandt und bewegen sich im leeren 
Raum oder in einem homogenen materiellen Medium geradlinig und 
gleichformig, d. h. genau wie gewohnliche Materietellchen beim Fehlen 
irgendwelcher auBeren oder Wechselwirkungskrafte. Die Reflexion und 
Brechung der Lichtstrahlen an der Grenzflache zweier verschiedener 
homogener Korper, z. B. Luft und Wasser, erklaren sich nach der 
Korpuskulartheorie aus der Wirkung bestimmter Krafte, die in der 
Oberfl3:chenschicht wirksam sind. Diese Krafte miissen sich dem Ein­
dringen der Lichtkorpuskeln in das zweite Medium widersetzen und 
einen Tell der Korpuskeln reflektieren; andererseits miissen diejenigen 
Korpuskeln, welche durch die Grenzschicht hindurchgehen, eine ge­
wisse A.nderung der N ormalkomponente ihrer Geschwindigkeit erfahren. 
Die betrachteten "Lichtkrafte" miissen also senkrecht zur Grenz­
flache - oder eher zu den Grenzflachen der diinnen Ubergangsschicht, 
wo sie lokalisiert werden - wirken und keine Auderung in der Tan­
gentialkomponente der Geschwindigkeit hervorrufen. 

Die Geschwindigkeit eines Korpuskels im ersten Medium sei OC = v 
und im zweiten OC' = v' (Abb. I), die gemeinsame Tangentialkom­
ponente OA = OA' und die Normal­
komponenten OB bzw. OB'. 

Dann gilt offenbar 

OA = v sin oc = v' sinoc', 

wo oc und oc' den Einfalls- bzw. den 
Brechungswinkel bedeuten. Daraus folgt 

sin ce v' 
since' = v (1) 

1/ 

Abb.1. 

Diese Formel driickt den bekannten SNELLIUsschen Satz aus, falls 
man die Geschwindigkeit v' als eine von der Einfallsrichtung unab­
hangige GroBe voraussetzen darf, die fiir das zweite Medium ebenso 
charakteristisch ist wie v fUr das erste. Es ist nun leicht einzusehen, 
daB diese Bedingung tatsachlich erfiillt sein muB und als eine un-

1* 
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miUelbare Folge des Energieprinzips betrachtet werden kann. Be­
zeichnet man namlich mit U die von den "Lichtkriiften" beim Durch­
gang eines Korpuskels aus dem ersten nach dem zweiten Medium 
geleistete Arbeit und nimmt ferner an, daB die Bewegung des Korpus­
kels den iiblichen Gesetzen der klassischen (NEWToNschen) Mechanik 
gehorcht, so hat man 

1 1 
"2mv'2 = "2mv2 + U 

(m = Masse eines Korpuskels), d. h. 

11 2U 
v' = V v2 + In = const . 

Die als konstant vorausgesetzte GroBe U stellt die Differenz der 
potentiellen Energie des Lichtkorpuskels im erst en und im zweiten 
Medium dar. 

Bezeichnet man den betreffenden Brechungsindex, d. h. das Ver-

haltnis s~n t);, mit II, so ergibt sich dafiir nach (1) der folgende "dyna-Slnt); r 

mische" Ausdruck: 

fl=l/l+~. 
Y -mv2 

2 

(2) 

Wir wollen uns nun erinnern, wie sich das SNELLIUssche Gesetz 
aus der Wellentheorie des Lichtes erklaren laBt. 

Der Begriff des Lichtstrahls oder besser des Lichtstrahlenbiindels 
wird hier durch den Begriff eines Wellenzuges ersetzt, wobei man ge­
wohnlich die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen mit der Be­
wegungsgeschwindigkeit der Lichtkorpuskeln identifiziert. Wir wollen 

p' 

Abb.2. 

aber keine solche Annahme machen und 
die Wellengeschwindigkeit im ersten und 
zweiten Medium mit neuen Buchstaben 
- namlich w und w' - bezeichnen. In 
Abb. 2 sind diese Geschwindigkeiten durch 
die Strecken PN und MQ, welche die 
Verschiebung der gebrochenen Wellen­
front in der Zeiteinheit charakterisieren, 

dargestellt. Die Brechungslinie (auf der Abbildung durch den Punkt 
Moder Ndargestellt) verschiebt sich dabei langs der Grenzflache mit 
der Geschwindigkeit 

w w' 
MN=-.-=-.-. 

SIllt); slnt);' 
Daraus folgt 

sint); W 

sin t);' = W' = const . (3) 
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Diese Formel driickt dieselbe Tatsache aus wie die Formel (1), namlich 
die Unabhangigkeit des Brechungsindexes von der Einfallsrichtung. 
Sie gibt aber fiir p, einen Ausdruck, der gerade reziprok zu (1) aussieht 
oder vielmehr aussehen wiirde, wenn man die Wellengeschwindigkeiten w 
und w' mit den entsprechenden Korpuskulargeschwindigkeiten v und v' 
identifizieren wollte. 

Beim Ubergang von Lichtstrahlen aus Luft in Wasser hat man be­
kanntlich oc > oc', d. h. P, > 1. Daraus wiirde nach der NEWToNschen 
Korpuskulartheorie folgen, daB v' > v ist. Nun hat FIZEAU die Licht­
geschwindigkeit im Wasser wirklich gemessen und festgestellt, daB sie 
kleiner als die Lichtgeschwindigkeit in der Luft ist. Das Verhaltnis 
der beiden Geschwindigkeiten ergab sich in Ubereinstimmung mit der 
Vorhersage der Wellentheorie, d. h. mit der Auffassung der Licht­
geschwindigkeit als einer Wellengeschwindigkeit, nach der Formel (3). 

Schon durch dieses "experimentum crucis" allein konnte der Streit 
zwischen der Korpuskular- und der Wellentheorie des Lichtes als ge­
lOst betrachtet werden. Hinzu kommt aber eine Reihe von neuentdeckten 
Interferenz- und Beugungserscheinungen, die vom Standpunkte der 
Korpuskulartheorie unverstandlich blieben, wahrend sie sich durch die 
Wellentheorie ganz einfach und bis in die letzten quantitativen Einzel­
heiten erkla.ren lieBen. 

Urn die Mitte des 19. Jahrhunderts erhielt die Wellentheorie des 
Lichtes - hauptsachlich dank der beriihmten Arbeiten von FRESNEL­
eine so schone, geschlossene und das ganze damals bekannte Gebiet 
der makroskopischen optischen Erscheinungen umfassende Gestalt, 
daB die Moglichkeit einer wesentlichen Revision dieser Theorie im 
Sinne einer Riickkehr zu einer Korpuskulartheorie des Lichtes als 
vollkommen ausgeschlossen erscheinen muBte. 

§ 3. Die elektromagnetisehe Liehttheorie und die 
Relativitatstheorie. 

Die von MAXWELL in der zweiten Halfte des vorigen J ahrhunderts 
geschaffene elektromagnetische Lichttheorie hat die formalen Grund­
lagen der FRESNELschen Theorie beibehalten und nur die physikalische 
Bedeutung der betreffenden GroBen, sowie unsere Vorstellungen iiber 
die Natur der Lichtwellen geandert und verscharft. Es ergab sich, 
daB diese Wellen identisch sind mit den MAXWELLschen elektromagne­
tischen Wellen, die spater von HERTZ experimentell verwirklicht und 
untersucht worden sind und neuerdings eine so weitgehende technische 
Anwendung in der drahtlosen Telegraphie und Telephonie gefunden 
haben. Der Unterschied zwischen den Licht- und Radiowellen besteht 
bekanntlich nur in der Wellenlange. 

Bis zum Ende des 19. Jahrhunderts hat man versucht, die elektro­
magnetischen Wellen als mechanische Schwingungen des noch von 
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HUYGHENS eingefiihrten "Lichtathers" zu deuten. Die EINSTEINsche 
Relativitatstheorie zeigte jedoch, daB eine mechanische Deutung der 
elektromagnetischen Wellen weder n6tig noch m6glich ist. So wurden 
die Lichtwellen ihrer materiellen Grundlage beraubt, sie verwandelten 
sich in periodische Schwingungen eines elektromagnetischen Feldes im 
leeren Raurn. Ihre Verkniipfung mit materiellen K6rpern beschrankt 
sich auf die Emissions- und Absorptionsakte, die nach denselben Ge­
setzen erfolgen, wie Sendung und Empfang der Radiowellen, wobei 
als Sendeantenne und Empfangsapparate einzelne Materieteilchen 
- Atome und Molekiile - dienen. 

Nach der Relativitatstheorie pflanzen sich die Lichtwellen immer 

mit derselben wahren Geschwindigkeit c = 3 ,1010 cmk fort. Die davon se 
verschiedene Fortpflanzungsgeschwindigkeit in materiellen K6rpern muB 
als eine scheinbare Geschwindigkeit gedeutet werden und laBt sich folgen­
dermaBen erklaren: 

Ein materieller K6rper ist kein kontinuierliches Medium, sondern 
ein System von praktisch unausgedehnten Teilchen, die sich im leeren 
Raume befinden. Die von jedem Teilchen entsandten elektromagne­
netischen Elementarwellen pflanzen sich mit der wahren Lichtgeschwin­
digkeit c fort, ebenso wie die primaren (einfallenden) Lichtwellen, welche 
die erzwungenen Schwingungen dieser Teilchen hervorrufen. Durch 
Superposition oder Interferenz der Elementarwellen entsteht ein kom­
plexes Wellenbild, das man vom makroskopischen Standpunkt als ein 
System von gew6hnlichen Wellen auffassen kann, die sich mit einer 
von c verschiedenen Geschwindigkeit w fortpflanzen. Je schwacher die 
Elektronen des betrachteten K6rpers gebunden sind, je leichter sie 
sich zum Mitschwingen bringen lassen, desto gr6Ber ist die Amplitude 
der von ihnen ausgesandten sekundaren Lichtwellen und desto starker 
muB sich die scheinbare Geschwindigkeit w von der wahren c unter­
scheiden. - Die Verschiebbarkeit oder Schwingungsfahigkeit der Elek­
tronen in den Atomen irgendeines K6rpers wird in der Elektrizitatslehre 
durch die Elektrizitatskonstante e dieses K6rpers charakterisiert (fiir 
einen K6rper mit starr gebundenen Elektronen wiirde sie - ebenso wie 
fiir den leeren Raum -1 betragen). Daraus folgt, daB das Verhaltnis 

:' welches den Brechungsindex p des K6rpers in bezug auf das Vakuurn 

bestimmt, sich von 1 urn so mehr unterscheiden muB, je gr6Ber die 
Dielektrizitatskonstante ist. In der Tat stehen die heiden Gr6Ben 
miteinander in der folgenden, noch von MAXWELL aufgestellten Be­
ziehung 

Durch Superposition der primaren und sekundaren Elementar­
wellen lassen sich aIle Eigentiimlichkeiten erk1aren, durch die die Licht-
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ausbreitung in einem materiellen Korper sich von der im leeren Raume 
unterscheidet (unter anderem die Absorption). Eine eingehendere Be­
sprechung dieser Frage wiirde aber auBerhalb des Rahmens dieses 
Buches liegen. Wesentlich fiir uns ist allein, daB die Lichtwellen von 
bestimmtem Ursprung (d. h. "Elementarwellen") im makroskopischen 
leeren Raum - zwischen zwei entfemten Stemen - wie im mikrosko­
pischen leeren Raum - zwischen den Atomen oder genauer den Elek­
tronen eines gewohnlichen materiellen Korpers - sich stets mit der­
selben Geschwindigkeit c forlpflanzen. 

Diese wahre Lichtgeschwindigkeit unterscheidet sich nach der 
Relativitatstheorie von allen anderen Geschwindigkeiten dadurch, daB 
ihr Betrag unverandert bleibt, wenn man von dem urspriinglichen 
Koordinatensystem zu irgendeinem anderen, das sich relativ zum ersten 
geradlinig gleichformig bewegt, iibergeht. Diese Eigenschaft kann man 
als eine Erfahrungstatsache betrachten, die durch den MICHELsoNschen 
Versuch und eine Reihe anderer Versuche derselben Art gewonnen ist. 
Man kann sie aber auch als eine direkte Folge des Relativitatsprinzips 
auffassen, d. h. des Prinzips der vollkommenen Aquivalenz verschie­
dener, sich relativ zueinander geradlinig-gleichformig bewegender 
Koordinatensysteme, der prinzipiellen Unmoglichkeit festzustellen, 
welches von diesen Systemen im leeren Raume tatsachlich "ruht". 

Das Prinzip der Relativitat der Geschwindigkeit (im obigen Sinne) 
bildet bekanntlich zusammen mit dem - daraus folgenden - Invarianz­
prinzip der wahren Lichtgeschwindigkeit die theoretische Grundlage 
der EINSTEINschen (speziellen) Relativitatstheorie. 

Der Inhalt dieser Theorie laBt sich am einfachsten zusammen­
fassen als eine gewisse - obwohl nicht vollstandige - Aquivalenz 
zwischen den drei raumlichen Dimensionen und der Zeitdimension, 
eine Aquivalenz, die mathematisch durch die Invarianz des "raum­
zeitlichen Abstandsquadrates" 

S2 = (X2 - X1)2 + (Y2 - Y1)2 + (Z2 - Zl)2 - c2 (t2 - t1)2 (4) 

ausgedriickt wird. Hier bedeuten Xl' Y1' Zl die rechtwinkligen Koordi­
naten des Orles, wo ein bestimmtes Ereignis (1) imAugenblick t1 statt­
gefunden hat; die GroBen X2, Y2' Z2' t2 haben diese1be Bedeutung fiir 
ein zweites Ereignis (2). Die Invarianz gilt fUr zwei Koordinatensysteme, 
die relativ zueinander geradlinig-gleichfOrmig bewegt sind. Man hat 
also fUr zwei solche Systeme s = s', wo entsprechend 

S'2 = (x~ - X~)2 + (Y~ - y~)2 + (z~ - Z~)2 - c2 (t~ - t~)2 

ist, unabhangig von der relativen Geschwindigkeit v. Bei v = 0, d. h. 
bei relativer Ruhe der beiden Systeme, hat man t' = t, wahrend die 
raumlichen Koordinaten x, y, z und x', y', z' miteinander durch lineare 
Beziehungen verkniipft sind, deren Koeffizienten von der relativ~n Orien-
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tierong der betreffenden Koordinatensysteme abhangen. Bei v + 0 
ergeben sich allgemeinere Beziehungen derselben Art zwischen den 
GroBen x, y, z, t und x', y', z', t'. Diese Beziehungen erhalten eine voil­
kommen symmetrische Gestalt (einer linearen orthogonalen Transfor­
mation), wenn man die Zeit t durch die dazu proportionale imaginare 
GroBe 1 = t=l c t und t' durch l' = -y - 1 c t' ersetzt (c' = c I). 
Die Imaginaritat, die durch das negative Vorzeichen des zeitlichen 
Gliedes im Ausdrock (4) bedingt ist, beschrankt die physikalische 
Angleichung von Raum und Zeit. Formal aber lassen sich beide zu 
einem vierdimensionalen Kontinuurn verschmelzen, in dem aile 
"Richtungen" ebenso aquivalent sind, wie die verschiedenen Richtungen 
im gewohnlichen dreidimensionalen Raurn. Einer Drehung der Zeit­
achse urn einen imaginaren Winkel (und der zugehorigen Drehung einer 
oder ailer raumlichen Achsen, unter Beibehaltung ihrer Orthogonalitat) 
entspricht dabei der t)bergang von dem urspriinglichen raumlichen 
Koordinatensystem zu einem anderen, das sich relativ zum ersten mit 
einer dem Drehungswinkel proportionalen Geschwindigkeit v bewegt. 

1m einfachsten Faile, wo die beiden raumlichen Systeme gleich­
orientiert sind und die relative Bewegung in der Richtung der x-Aehse 
erfolgt, nehmen die Beziehungen die folgende bekannte Gestalt (LORENTZ­

Transformation) 1 an: 

y'=y, z'=z, 

xv 
t-2" 

t' _ ___ c_ -R,2' 1--
c2 

(5) 

Aus der Vereinigung von Raum und Zeit folgt eine ahnliche Ver­
einigung aller gewohnlichen dreidimensionalen VektorgroBen mit den 
zugehorigen Skalaren (d. h. solchen GroBen, die von der Orientierong 
des raumlichen Bezugssystems unabhangig sind) zu vierdimensionalen 
Vektoren. Diese vierdimensionalen Vektoren konnen dureh raum-zeit­
liehe Abstandsvektoren mit den Komponenten x, y, z, t (oder 1) "gra­
phiseh" dargesteilt werden. Die dreidimensionalen Vektoren ergeben 
sich dabei als ihre raumlichen und die zugehOrigen Skalare als ihre 
zeitliehen Projektionen. 

1 Man erhiUt diese Formeln aus den gewohnlichen Transformationsformeln 
der analytischen Geometrie x' = x cos IX - 1 sin IX, l' = x sin IX + 1 cos IX fiir eine 

v 
Drehungin der (x.l)-Ebene. Setzt man hier tglX = i c' so wird: x' = cos IX (x - vt) 

und l' = cos IX (1 + :cV) oder t' = cos IX (t _ ::), wobei cos IX = 1 
VI + tg2 1X 

1 . =n, 1st. VB 
1- C2 
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Damit die physikalischen Gesetze fiir Beobachter, die verschie­
denen, relativ zueinander bewegten Bezugssystemen angehoren, identisch 
bleiben, mussen sie mathematisch durch Gleichsetzen der entsprechenden 
Komponenten verschiedenartiger vierdimensionaler VektorgroBen formu­
liert werden. Denn solche Gleichungen mussen, wenn sie fUr ein be­
stimmtes Koordinatensytem gelten, wegen des gleichen Transforma­
tionscharakters alIer Komponenten auch fUr jedes andere Koordinaten­
system bestehen bleiben. 

Wir konnen hier auf die Einzelheiten nicht eingehen. Es sei nur 
bemerkt, daB die Grundgleichungen der elektromagnetischen Licht­
theorie (fiir den leeren Raum) , dieser Invarianz- oder "Kovarianz­
forderung" der Relativitatstheorie genugen, wahrend die Gleichungen 
der NEWToNschen Mechanik und folglich auch der NEWToNschen 
korpuskularen Lichttheorie mit dieser Invarianzforderung in Wider­
spruch stehen. Die Umbildung der klassischen Mechanik im Sinne der 
Relativitatstheorie, die EINSTEIN 1905 vornahm, legte es nahe, auch 
die alte Korpuskulartheorie des Lichtes entsprechend umzubilden. Zu 
dieser Umbildung drangten auBerdem neue Erfahrungen, die vielleicht 
zufaIlig gerade zu derselben Zeit gemacht wurden und die zur Auf­
stellung der Quantentheorie fuhrten (PLANcKsche Strahlungsformel, 
lichtelektrischer Effekt). EINSTEIN hatte den Mut, trotz der glan­
zenden Erfolge der Wellentheorie wahrend des vorhergehenden J ahr­
hunderts eine solche Umbildung vorzunehmen; dies fuhrte ihn be­
kanntlich zur Formulierung der korpuskularen Lichttheorie in einer 
neuen, verfeinerten und vertieften Gestalt. 

§ 4. Die EINSTEINSche Relativitatsmechanik und die 
Lichtquantenhypothese. 

In der EINSTEINschen Mechanik eines (punktformigen) materiellen 
Teilchens werden die Beobachtungszeit sowie die Koordinaten des 
Beobachtungsortes als abhangige Veranderliche behandelt. Die Rolle 
der Zeit als unabhangige Veranderliche ubernimmt die invariante 
Eigenzeit 7:, deren Differential durch die Formel 

ds 1 Y d7: = -;- = ~ dx2 + dy2 + dz2 - c2dt2 
~c ~c 

(6) 

definiert ist. Dieses Differential ist also gleich dem durch ic dividierten 
raumzeitlichen Abstand ds zwischen zwei benachb~rten "Bewegungs­
episoden". Bezeichnet man die Geschwindigkeit des Teilchens 

V e~r + (~~r + (~:r 
mit v, so kann man d7: in die Gestalt 

(6a) 
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umformen. Dadurch kommt die Verwandtschaft der Eigenzeit zur 
gewohnlichen Zeit (bei v ~ c) klar zum Ausdruck. 

Die EINSTEINschen Bewegungsgleichungen lauten dann 

(7) 

wo FrJ)' F y , Fz , FI die Komponenten eines Vierervektors bedeuten, 
den man als die "vierdimensionale Kraft" definieren kann, und wo mo 
der gewohnlichen Masse entspricht. 

Fiihrt man statt der Eigenzeit die gewohnliche Zeit als unabhangige 
Veranderliche ein, so wird nach (6 a): 

und 
d moic dT 
dtl~=Fldt' 

V 1- C2 

Die Gleichungen (7 a) lassen sich in der vektoriellen Form 

d 
dt g = f 

zusammenfassen, wobei der Vektor 

als die BewegungsgrofJe des Teilchens und der Vektor 

f = ~ dT = Cl: VI _ v2_ 
dt u c2 

(7a) 

(7b) 

(8) 

(8a) 

als die gewohnliche dreidimensionale Kraft zu betrachten ist. Daraus 
folgt, daB der Vektor ~ die Bedeutung des Impulses dieser Kraft pro 
Einheit der Eigenzeit hat. . 

Die Gleichung (7b) ist nicht unabhangig von (7 a). Man hat namlich 
nach (6) 

und folglich 

oder gemaB (7) 
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Es gilt also 
. dx dy dz dx dy dz dt 

- tel{ = F re at + F y It + FZat = f re d-c + fy d-c + f. d-c = f· b d-c . 
/..-

Daraus folgt, daB die GroBe -i eFz die Arbeit der Kraft f pro Einheit 
der Eigenzeit bedeutet. Die Gleichung (7b) kann deshalb auch in der 
Gestalt 

d m c2 

d t 1/ 0 v2 = f . b 

V 1- C2 

geschrieben und die GroBe 
m c2 

8 = V 0 v2 
1--

c2 

(9) 

(9a) 

als die Energie des Teilchens gedeutet werden. Diese Energie setzt 

,ich zu,"nnnen au, de, kinelhchen Enffgie >n.,' (Jh-~~ -,). 
die bei kleinen Wert en von ~-die ubliche Gestalt ! mov2 annimmt, 

und der "Ruheenergie" mo e2, welche der "Ruhmasse" mo des Teilchens 
proportional ist. Die GroBe 

pflegt man als die Masse des bewegten Teilchens 
dieser Definition hat man nach (8a) und (9a) 

g = m b , 8 = m e2 • 

(10) 

zu definieren. Mit 

(lOa) 

Das Wesentlichste fUr uns ist einmal, daB in der Relativitatsmechanik 
die BewegungsgroBe oder der "Impuls" g unddie Energie 8 zu einem 
vierdimensionalen "Impulsenergievektor" verschmelzen, dessen raum­
liche und zeitliche Projektion sie bilden (es ware richtiger, die zeit-

liche Projektion durch is = mie zu definieren), sodann die eigenartige, 
c 

durch (10) bestimmte Abhangigkeit dieser GroBen von der Bewegungs­
geschwindigkeit v. 

Aus dieser Gleichung folgt, daB v den kritischen Wert e nicht uber­
schreiten kann. Die Lichtgeschwindigkeit e spielt also in der EINSTEIN­
schen Mechanik die Rolle einer Grenzgesehwindigkeit, die nur fur ein 
Teilchen mit versehwindender Ruhmasse erreichbar ist. Der Fall mo = 0 
hatte in der NEWToNschen Mechanik gar keinen Sinn. In der EINSTEIN­
schen Mechanik stellt er dagegen diejenigen Teilchen dar, die sich mit 
Lichtgeschwindigkeit bewegen - vorausgesetzt selbstverstandlich, 
daB solche Teilchen tatsachlich existieren. 
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Postulierl man die Existenz dieser Teilchen, so muB man sie offen­
bar als Lichtkorpuskeln auffassen und wird auf diese Weise ganz zwanglos 
zur korpuskularen Theorie des Liehtes gefiihrt. Wie schon bemerkt, 
kam diese neueEINsTEINsche korpuskulareLiehttheorie geradezur rechten 
Zeit, urn einige neue Ergebnisse der experimentellen und theoretischen 
Forschung zu erklaren und manche andere "quantenhafte" Erschei­
nungen vorherzusagen. Dagegen blieben die Interferenz und Beugung 
des Liehtes, die durch die Wellentheorie so einfach erklarl wurden, 
von dem neuen Standpunkte aus vollkommen unbegreiflieh. 

Die EINSTEINsche Liehttheorie unterscheidet sieh von der NEWTON­
schen hauptsachlieh dadurch, daB die Geschwindigkeit der Lieht­
korpuskeln nieht nur im leeren Raum, sondern auch in den materiellen 
Korpern (die dabei als punktformige Materieteilchen enthaltendes 
Vakuum anzusehen sind) denselben Wert c hat. Die Brechung des 
Liehts an der Grenzflache zweier verschiedener Korper ist also bei 
EINSTEIN auf eine ganz andere Weise zu erklaren als bei NEWTON, 
und zwar durch Absorption und Remission der Liehtkorpuskeln durch 
die Korperatome - entsprechend der Superposition der primaren und 
sekundaren Elementarwellen in der elektromagnetischen Lichttheorie. 

AuBerdem existieren die EINSTEINschen Liehtkorpuskeln oder 
Lichtquanten nur dann, wenn sie sich mit der Geschwindigkeit c bewegen. 
Da sie keine "materielle" Grundlage, die durch einen von Null verschie­
denen Wert der Ruhmasse charakterisierl werden muBte, besitzen, 
verschwinden sie in dem Augenblick, wo sie zur Ruhe kommen (oder 
schon, wenn ihre Geschwindigkeit kleiner als c wird). Dies geschieht 
z. B. bei der Absorption eines Liehtquantes durch ein materielles Atom. 
Das Lichtquant bleibt dabei im Atom nieht stecken wie ein Lieht­
korpuskel der NEWToNschen Theorie, sondern verschwindet vollkommen. 
Es verschwinden gleiehzeitig die damit verknupfte Energie e und die 
BewegungsgroBe g, die offenbar auf das absorbierende Atom ubertragen 
werden mussen. 

Nach (lOa) hat man 

(U) 

In oem Grenzfall v = c muB also zwischen der BewegungsgroBe und der 
Energie die Beziehung 

bestehen. 

e 
g=­c 

(Ua) 

AuBerhalb dieser Beziehung bleiben die beiden GroBen unbestimmt, 

da sie nach (8 a) und (9 a) bei mo = 0 und v = c die Gestalt ~ annehmen. 

Neben Energie und BewegungsgroBe kann den EINSTEINschen 

Liehtquanten noch die Masse m = ~ = Lzugeschrieben werden. Von c c 
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diesen drei Eigenschaften betrachtet man gewohnlich die Energie 8 

als die sozusagen "primare" und wesentlichste. Man pflegt deshalb die 
Lichtquanten als "Energiequanten" zu bezeichnen. Diese Ausdrucks­
weise l1iBt sich grundsatzlich nicht rechtfertigen, da die BewegungsgroBe 
eine ebenso wesentliche Eigenschaft ist wie die Energie und von dieser 
nicht getrennt werden darf. Die Bevorzugung der Energie auf Kosten 
der BewegungsgroBe HiBt sich aber aus der Entstehungsgeschichte der 
EINSTEINschen Lichtquantenhypothese verstehen. 

Diese Hypothese wurde naInlich nicht nur aus der EINSTEINschen 
Relativitatstheorie entwickelt, sondern' wurde durch die PLANCK­
schen Arbeiten iiber die Theorie der Warmestrahlung vorbereitet. 
Zur Erklarung der beobachteten Intensitatsverteilung im Spektrum 
dieser Strahlung muBte PLANCK bekanntlich annehmen, daB die 
Strahlungsenergie von den Atomen nicht kontinuierlich absorbiert 
oder emittiert wird, sondern sprungweise in ganz bestimmten endlichen 
Mengen oder "Energiequanten". PLANCK wollte diese Energiequanten gar 
nicht mit einer diskontinuiedichen, korpuskularen Struktur der Strahlung 
verkniipfen. Er stelIte sich vor, daB sie in der iiblichen, der elektro­
magnetischen Lichttheorie entsprechenden Form zu- bzw. ausgestrahlt 
wiirden. Das absorbierende und emittierende Atom betrachete er als 
einen harmonischen Oszillator mit einer bestimmten Schwingungs­
frequenz v, die mit der Frequenz der absorbierten oder emittierten 
elektromagnetischen Wellen zusammenfallen sollte. PLANCK fand dabei, 
daB die GroBe seiner Energiequanten mit dieser Frequenz durch die 
Beziehung 

8= hv (12) 

verkniipft ist, wo h = 6,55 .10-27 die nach ihm benannte Konstante 
bedeutet. 

Fiinf Jahre spater versuchte EINSTEIN, durch die Relativitatstheorie 
geleitet, die PLANcKsche Theorie durch die Vorstellung zu versch1i.rfen, 
daB die PLANcKschen Energiequanten nicht als Kugelwellen, sondern 
als quasi-materielle Korpuskeln yom Atom nach einer bestimmten 
Richtung ausgeschleudert werden. Diesen Lichtkorpuskeln oder Licht­
quanten schrieb er neben der Energie noch die nach (lla) bestimmte 
BewegungsgroBe zu; daraus folgte nach dem Satz von der Erhaltung 
der BewegungsgroBe, daB das Atom bei Lichtausstrahlung einen Ruck­
stop erfahren muB - genau wie ein Gewehr beim SchieBen. 

Beim ZusammenstoB mit einem anderen Atom (oder Elektron) 
sollte das Lichtquant entweder reflektiert ("gestreut") oder absorbiert 
werden; im letzten Falle sollte es auf das Atom neben seiner Energie 
auch seine BewegungsgroBe iibertragen, wodurch man den Me.chanis­
mus des Lichtdruckes erklaren konnte. 

Diese kiihnen Gedanken EINSTEINS erhielten bald eine Reihe von 
glanzenden experimentellen Bestatigungen. Es sei hier nur auf den 
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lichtelektrischen Effekt und den Comptoneffekt hingewiesen. Wir 
wollen auf diese bekannten Erscheinungen nicht naher eingehen. Nur 
dieses eine sei hervorgehoben: In der Anwendung der EINSTEINschen 
Lichtquantentheorie auf diese und andere Erscheinungen war von dem 
Mechanismus der Wechselwirkung zwischen den Atomen (oder Elek­
tronen) und den Lichtquanten keine Rede. Man konnte sich keine be­
stimmten V orstellungen machen von dem V organg der Emission und 
der Absorption eines Lichtquantes oder seiner Streuung durch ein freies 
Elektron (beim Comptoneffekt). Urn diese Erscheinungen im ublichen 
mechanischen Sinne zu beschreiben, hatte man bestimmte Wechsel­
wirkungskrafte zwischen Materieteilchen und Lichtquanten einfUhren 
und den Zeitablauf der betrachteten Vorgange gemaB den relativistischen 
Bewegungsgleichungen verfolgen mussen. Dies wurde aber niemals 
durchgefUhrt. Man behandelte vielmehr diese V organge als "momen­
tane" oder hester als "vollendete" Akte (wie z. B. die StoBvorgange der 
gewohnlichen Mechanik) und begnugte sich damit, die Endergebnisse 
nach den Satzen der Erhaltung der Energie und der BewegungsgroBe 
fUr das Gesamtsystem (Atom oder Elektron + Lichtquant) einerseits 
und der PLANcKschen Beziehung (12) zwischen Energie und Frequenz 
andererseits zu bestimmen. 

Diese Beziehung erhielt in der EINSTEINschen Theorie einen ganz 
neuen, rein symbolischen oder "korrespondenzmaBigen" Sinn. Es handelt 
sich nicht urn Energiequanten, die in der Gestalt von Wellen zu- oder 
ausgestrahlt werden, wie bei PLANCK, sondern urn Energie- und Be­
wegungsgroBe einzelner quasi-materieller Korpuskeln. Der Begriff der 
Schwingungsfrequenz schien hier vollkommen unangemessen zu sein. 
Und doch war dieser Begriff unvermeidlich, da man die Energie der 
EINSTEINschen Lichtquanten nur auf Grund von Wellenlangenbestim­
mungen fUr das betreffende Licht durch Interferenz- oder Beugungs­
versuche ermitteln kann. 

§ 5. Die relativistische Formulierung des wellen-korpuskularen 
Parallelism us. 

Wahrend der erst en Etappe des Streites zwischen der Wellen­
und der Korpuskulartheorie des Lichtes - bei NEwToN und HUYGENS­
erschienen beide Gesichtspunkte in der Gestalt einer Alternative; sie 
schlossen sich gegenseitig aus. Die neue Etappe dieses Streites, die mit 
EINSTEINS Name verknupft ist, ist durch eine ganz andere Beziehung 
der beiden Theorien zueinander charakterisiert, und zwar durch eine 
eigenartige gegenseitige Verbindung und Erganzung. Eine Reihe von 
optischen Erscheinungen, wie die Interferenz und Beugung des Lichtes, 
lassen sich nur auf Grund der Wellentheorie erklaren; eine Reihe anderer 
Erscheinungen, wie der lichtelektrisclie und der Comptoneffekt, nur 
auf Grund der Korpuskulartheorie. Dasselbe Licht, das sich in den 
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Vorgangen der erst en Reihe als monochromatische Wellen mit einer 
Frequenz 11 offenbart, erscheint in den Vorgangen der zweiten Gruppe 
als homogene korpuskulare Strahlung, wobei die Energie e jedes Teil­
chens gleich hv ist. 

Die Frequenz der Lichtwellen wird bekanntlich nicht direkt ge­
messen, sondern aus der Interferenz bestimmter Wellenlangen nach 

der Formel 11 = ~ berechnet. Vergleicht man diese Beziehung mit der 

Beziehung e = gc zwischen der Energie und der BewegungsgroBe 
eines Lichtquantes, so erhaIt man neben der PLANcKschen Formel 
e = h 11 noch die folgende 

11 
g=T' (13) 

Die Wellenlange A, die man als raumliche Schwingungsperiode de­

finieren konnte, entspricht der zeitlichen Schwingungsperiode 7: = .!.. 
" Der Schwingungsfrequenz 11, d. h. der Anzahl der Schwingungen in 

der Zeiteinheit entspricht die sogenannte Wellenzahl k = ~, d. h. 

die Anzahl der Wellen in der Langeneinheit (fiir einen gegebenen 
Augenblick t). Da g den Betrag eines (dreidimensionalen) Vektors g 
darstellt, so liegt es nahe, k als den Betrag eines gleichgerichteten 
Vektors f, welcher die Fortpflanzungsrichtung der Lichtwellen be­
stimmt, aufzufassen und die Beziehung (13) durch die vollstandigeren 
Beziehungen 

(13a) 

zu ersetzen. Es wird dabei der Zusammenhang zwischen der Korpus­
kular- und der Wellentheorie des Lichtes in dem Sinne verscharft, daB 
die Bewegungsrichtung der Lichtquanten an jeder Stelle gleich der Fort­
pflanzungsrichtung der Wellen wird. 

Die PLANcKsche Relation e = h 11 erscheint zunachst von prinzi­
piellem Standpunkte aus als vollkommen unbegriindbar. Wenn wir 
auch die dualistische Natur des Lichtes als eine Erfahrungstatsache 
ohne weiteres annehmen, so erhebt sich doch die Frage: Warum muB 
die Energie der Lichtkorpuskeln gerade der Schwingungsfrequenz der 
Wellen proportional sein und nicht z. B. der Wellenlange oder irgend­
einer anderen komplizierteren Funktion von 11 oder A ? 

Diese Frage laBt sich auf Grund der Relativitatstheorie erschOpfend 
beantworten. Man kann leicht zeigen, daB die durch die Formeln (12) 
und (13a) definierte Zuordnung der KorpuskulargroBen und der Wellen­
groBen ~e einzige ist, die der Invarianzforderung der Relativitats­
theorie geniigt. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir die Gleichung eines Systems 
ebener Sinuswellen mit der Lange A, der Frequenz 11 und einer Fort-
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pflanzungsrichtung, die mit den Koordinatenachsen die Winkel oc, fl, y 
bildet. Diese Gleichung hat bekanntlich die Gestalt 

2 ( X cos cc + y cos f1 + z cos Y t) 
"P = "Po cos n A - v , (14) 

wo "P die schwingende GroBe und "Po ihre Amplitude bedeutet. Fiihrt 
man nun den "Wellenvektor" f mit den Komponenten 

III 
klJJ = T cos oc, ky = T cos fl, kz = T cos Y 

ein, so wird 

"P = "Po cos 2 n (klJJ x + ky Y + kz z - v t) . (14a) 

Die Schwingungsphase cp = 2 n (klJJx + ky Y + kz z - v t) muB ihrer 
physikalischen Bedeutung nach eine invariante GrofJe, d. h. einen echten 
vierdiIpensionalen Skalar darstellen. Da aber x, y, z, ict die Kompo­
nenten eines Vierervektors sind, so mussen es auch die GrofJen klJJ , ky, kz' 

~ v sein; denn unter dieser - und nur unter dieser - Bedingung trans­
c 
formiert sich die Summe xklJJ + yky + zkz - tv wie die Summe 

x2 + y2 + Z2 + (ict)2; 

letztere bleibt aber invariant bei einem Ubergang von dem urspriing­
lichen Koordinatensystem zu einem "gestrichenen" (bewegten); in­
folgedessen muB auch die erstere dabei in die gleichartige und gleich­
wertige Summe x' k~, + y' k~, + z' k~, - t'v' iibergehen. 

Ein ebener harmonischer Wellenzug ist also hinsichtlich der Schwin­
gungsphase durch einen Vierervektor 

charakterisiert... 
Wir haben andererseits in § '2 gesehen, daB die GroBen 

. i 
m~c =-8 

c 

einen Vierervektor bilden, der die BewegungsgroBe und die Energie 
eines punktformigen Teilchens bestimmt [vgl. (7 a) und (7b)J. Wenn 
also zwischen diesen korpuskulartheoretischen und den obigen wellen­
theoretischen GroBen iiberhaupt eine Beziehung besteht, so kann sie 
nur die Gestalt 

(15) 

haben. Sonst wiirde die Beziehung von der Wahl des Koordinaten­
systems abhangen, was offenbar unmoglich ist. 

Das in (15) mit h bezeichnete VerhaItnis der mechanischen und 
optischen GroBen konnte noch prinzipiell eine beliebige Funktion der 
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invariant en GroBen 

k~ + k9y + 1.~ _ VC22 d' 9 • 8
2 

~ n;~ un gill + gy + gz - cz 
sein. Es folgt aber aus den Formeln 'jJ = cA. und 8 = ge, daB diese 
beiden Invarianten gleich Null sind. Die GroBe h muB folglich eine 
Konstante sein. Damit ist unser Eindeutigkeitsbeweis erbracht. , 

Hatte also EINSTEIN vor den PLANcKschen Arbeiten zur Quanten­
theorie seine Relativitatstheorie entwickeIt und die damit verknifpfte 
neue Lichtquantentheorie geschaffen, so hatte er die PLANcKsche 
Beziehung zwischen Energie und Frequenz theoretisch vorhersagen 
konnen. 

Die Verkniipfung zwischen den Lichtquanten und den Lichtwellen 
ist in den Beziehungen (15) noch nicht erschOpft. Diese Beziehungen 
enthaIten nur solche GroBen, die nach beiden Vorstellungen allein die 
Qualitiit des Lichtes, nicht aber seine Quantitiit bestimmen. Nach 
der Korpuskulartheorie muB die "Quantitat" oder die "Intensitat" 
des Lichtes durch die Anzahl der Korpuskeln bestimmt werden, die in 
der Zeiteinheit durch eine zu ihrer Bewegungsrichtung (Strahlungs­
richtung) senkrechte Flacheneinheit hindurchgehen. Nach der Wellen­
theorie wird andererseits die Lichtiritensitat durch das Quadrat der 
Schwingungsamplitude an der betreffenden Stelle bestimmt. Die 
Korrespondenz zwischen den beiden Auffassungen hinsichtIich der 
Intensitat laBt sich also folgendermaBen formulieren: 

(Anzahl der Korpuskeln) N '" 1J'~ (Amplitudenquadrat). (16) 

Wir konnen hier unter N die durchschnittIiche Anzahl der Korpuskeln 
in der Volumeinheit (d. h. die" Quantenkonzentration") verstehen. Die 
Anzahl der Korpuskeln, die in der Zeiteinheit durch eine zu ihrer Bewe­
gung senkrechte Flacheneinheit hindurchgehen, ist einfach gleich dem 
Produkte von N mit der Lichtgeschwindigkeit e. Dieses Produkt kann 
man als den Betrag eines Vektors 3 betrachten, den wir als "Strom­
dichte" bezeichnen. Die Produkte seiner Komponenten J"" Ig, Jz 
mit der Energie 8 oder mit den Komponenten der BewegungsgroBe 
gill' gIl' gz einer einzelnen Korpuskel stellen dabei das MaB der Energie 
oder der BewegungsgroBe dar, die von den Lichtstrahlen pro Zeit- und 
Flacheneinheit nach verschiedenen Richtungen iibertragen werden. 

Nach der Relativitatstheorie muB man zu den drei raurnlichen 
Projektionen der Stromdichte noch eine (vierte) zeitIiche Projektion Jt 
hinzufiigen. Diese laBt sich aber, wie leicht einzusehen ist, einfach als 
die oben eingefiihrte Zahl N definieren. Man hat also in quantitativer 
Hinsicht zur vollstandigen Bestimmung des Lichtes nach der Korpus­
kulartheorie 16 GroBen, die sich durch Multiplikation der Komponenten 
von zwei vierdimnesionalen Vektoren J"" JlI' Jz, Jt und gill' gil' gz, 8 
ergeben und die man als einen Tensor (zweiten Ranges) auffaBt. 

Frenkel, WeJIenmecbanlk. 2 
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Diesen 16 GraBen der Korpuskulartheorie entsprechen in der elek­
tromagnetischen Theorie 16 GraBen, die man durch Multiplikation 
der Komponenten der elektrischen und der magnetischen Feldstarke 
(oder genauer deren Amplituden) erhalt und die sich bei einer Koordi­
natentransformation in genau derselben Weise transformieren wie die 
Produkte I", g"" I", gy usw. Die Gesamtheit dieser GraBen bezeichnet 
man als den Energietensor oder den Energiespannungstensor. Die Vo­
lumdichte der elektromagnetischen Energie z. B. wird durch den be­
kannten Ausdruck 

_1_ (E2 -L H2) = _1_ (EO _, E' + E' + H9 + H' + H') 
8n' 8n '" r y z '" y • 

bestimmt, wo Q; die elektrische und S) die magnetische Feldstarke .be­
deuten. Diesem "Wellenausdruck" entspricht in der Korpuskulartheorie 
das Produkt It gt = N e. Die beiden Ausdriicke transformieren sich 
bei einem Dbergange von dem urspriinglichen "ruhenden" Koordinaten­
system zu einem "relativ bewegten" wie das Quadrat der Zeitkoordi­
nate (t 2). Die Korrespondenz zwischen Korpuskular- und Wellentheorie 
des Lichtes hinsichtlich seiner Quantitiit oder Intensitat kann also 
in relativistisch invarianter (oder "kovarianter") Form ausgedriickt 
werden durch die Gleichung 

N e = _1_ (£2 + H2) (16a) 
8n 

und 15 weitere Gleichungen derselben Art zwischen den iibrigen Korpus­
kulargraBen I x g"" I x gy usw. einerseits und den entsprechenden qua­
dratischen GraBen der elektromagnetischen Lichttheorie andererseits. 
Wir wollen hier noch die folgenden drei Gleichungen 

Iz e = 4cn (ExHy - EyHx) 

fUr die Komponenten des (dreidimensionalen) Energiestramungsvektors 
(oder POYNTINGSchen Vektors) anmerken. 

Die oben angefUhrte Formel (16) ist, streng genommen, nicht in­
variant (im Sinne der Relativitatstheorie) und kann deshalb nur eine 
angenaherte Giiltigkeit beanspruchen. 

§ 6. Ubertragung des wellen-korpuskularen Parallelismus auf die 
Materie. 

Vor EINSTEIN war man mit einer reinen Wellentheorie des Lichtes 
und einer rein korpuskularen Theorie der Materie zufrieden. Durch seine 
Lichtquantentheorie hat EINSTEIN die korpuskulare Auffassung der 
Materie auf das Licht iibertragen und einen bisher ungeahnten Dualis­
mus oder "Parallelismus" in die Lichtlehre eingefiihrt. Nach diesem 
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ersten Schritt in der Annaherung der Lehre vom Licht und von der 
Materie oder der Optik und der Mechanik tat zwanzig Jahre spater 
der franzosische Physiker LOUIS DE BROGLIE den zweiten, sozusagen 
"komplementaren" Schritt in der entgegengesetzten Richtung - einer 
Obertragung der Wellenauffass~mg des Lichtes auf die Materie. Auf 
diese Weise entstand im Jahre 1924 - zum erstenmal in der Ge­
schichte der Physik - der Begriff der "Materiewellen", die mit be­
wegten Materieteilchen verknupft sind. 

In seiner Verallgemeinerung des EINSTEINSchen wellen-korpusku­
laren Parallelismus lieB sich DE BROGLIE durch rein formale Betrach­
tungen leiten. Wie wir oben gesehen haben, druckt sich dieser Paralle­
lismus in der EINSTEINSchen Lichttheorie, sofern es sich urn die Qualitiit 
des Lichtes handelt, durch die Beziehungen (15) aus. Diese Beziehungen 
sind von EINSTEIN fUr Korpuskeln mit verschwindender Ruhmasse 
aufgestellt worden. Sie bleiben aber formal, d. h. vom Standpunkte 
der relativistischen Invarianzforderung aus, auch fUr Korpuskeln mit 
nichtverschwindender Ruhmasse richtig. DE BROGLIE versuchte zunachst, 
dementsprechend die Lichtquanten als materielle Teilchen mit einer 
auBerordentlich kleinen, aber doch von Null verschiedenen Ruhmasse 
zu behandeln. Trotz gewisser' methodischer V orteile einer solchen Be­
handlungsweise erwies sie sich als prinzipiell unhaltbar. Dieser Versuch 
fUhrte aber DE BROGLIE in ganz naturlicher Weise zu dem bahnbrechen­
den Gedanken, die EINSTEINSchen Relationen (15) auf gewohnliche 
Materieteilchen, zunachst auf die Elementarteile der Materie, d. h. die 
Elektronen und Protonen, zu ubertragen. Mit dies em klein en Schritt in 
der Richtung, in der bisher keinPhysiker - auch EINSTEIN selbst nicht­
vorzudringen versucht hatte, gelangte DE BROGLIE an die Grenze der 
alten makroskopischen Mechanik und entdeckte das neue, so nahe­
liegende und trotzdem so lange verborgen gebliebene Land der mi­
kroskopischen oder Wellenmechanik. 

DE BROGLIE vermochte aber nicht weit in dieses neue Land einzu­
dringen. Wegen einer irrefUhrenden Vorstellung von der Verknupfung 
zwischen seiner "Materie-" oder "Phasenwellen" und den entsprechen­
den Teilchen muBte er fast an der Schwelle stehen bleiben. Nach seiner 
ursprunglichen Vorstellung sollte jedes einzelne Teilchen, Z. B. ein ein­
ziges sich bewegendes Elektron, mit einem System von "Phasenwellen" 
verknupft sein, derart, daB die Bahn dieses Teilchens mit einem 
Strahl des zugehorigen Wellensystems ubereinstimme. Er dachte sich 
dabei, daB die Wellen das betrachtete Teilchen sozusagen "mitfuhren", 
und daB dementsprechend jedes Teilchen seinen eigenen Wellenzug 
besitzen muBte. 

Der eigentliche Zugangsweg zu dem neu entdeckten Gebiet der 
Wellenmechanik (dieser Ausdruck ruhrt von DE BROGLIE her) lag aber 
in ganz anderer Richtung, und zwar in derjenigen, die durch die oben 

2* 
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angefUhrten Beziehungen (16a, b) fiir die Wellenmechanik der Licht­
quanten angezeigt wird. Diese Beziehungen muBten jetzt, vielleicht 
in etwas verallgemeinerter Form, auf Materieteilchen und Materie­
wellen angewandt werden. 

In der dualistischen Lichttheorie wird einem harmonischen Wellen­
zug nicht ein Quant, sondern eine Menge von Quanten zugeordnet, 
die im Raume mit einer dem Quadrat der Wellenamplitude proportio­
nalen Konzentration verteilt sind. In ahnlicher Weise muBte man einem 
harmonischen System von DE BROGLIEschen Wellen, die sich in einer 
bestimmten Richtung fortpflanzen, einen homogenen Strom von gleich­
artigen materiellen Teilchen mit einer dem Amplitudenquadrate pro­
portionalen Dichte zuordnen. Die auf den ersten Blick einander so 
fremden Begriffe, wie die der Teilchen und der Wellen, werden dabei 
miteinander durch den gemeinsamen Begriff der Strahlen verkniipft. 
Diese Strahlen, die vom korpuskularen Standpunkt aus als die Bahnen 
der Teilchen und vom wellentheoretischen Standpunkt aus als die 
Fortpllanzungsrichtungen der Wellen zu verstehen sind, miissen in der 
Weise gezogen werden, daB die Anzahl der Strahlen, welche durch die 
dazu senkrechte Flacheneinheit hindurchgehen, dem Quadrat der 
Wellenamplitude an der betreffenden Stelle proportional ist. 

Einem Sys.tem ebener sinusformiger DE BROGLIEScher Wellen, die 
im ganzen Raume durch die Formel (14a) dargestellt werden, entspricht 
ein in der Langs- und Querrichtung unbegrenzter homogener Strom 
gleichartiger materieller Teilchen mit derselben BewegungsgroBe g=hf 
und derselben Energie e = hy. Die Konzentration N dieser Teilchen 
muB im ganien Raume denselben der GroBe 1p~ proportionalen Wert 
haben. - Die Wellenfunktion 1p hat im allgemeinen fiir Teilchen mit 
nicht verschwindender Ruhmasse einen ganz anderen physikalischen 
Sinn als fiir Lichtquanten: mit der elektrischen oder magnetischen 
Feldstarke, die das Lichtwellenfeld charakterisieren, hat sie im all­
gemeinen gar nichts zu tun. 

Es sei ferner besonders hervorgehoben, daB die Kenntnis der mitt­
leren Anzahl der Teilchen pro Volumeinheit (nach der Beziehung 
N '" 1/fo) keineswegs erlaubt, den Ort der einzelnen Teilchen genau zu 
bestimmen und sie in ihrer Bewegung zu verfolgen. Eine solche ge­
naue Ortsbestimmung diskreter punktformiger Dinge auf Grund einer 
im Raume kontinuierlich verteilten GroBe (wie z. B. die genaue Bestim­
mung der Lage der zur graphischen Darstellung eines kontinuierlichen 
Kraftfeldes dienenden "Kraftlinien") ist offenbar prinzipiell unmoglich. 

Ist die Lange der DE BROGLIESchen Wellen A = {- und ihre Schwin­

gungsfrequenz 'JI bekannt, so kann man die Ruhmasse der entsprechen­
den Teilchen folgendermaBen bestimmen: 

Durch Elimination der Bewegungsgeschwindigkeit v aus den Aus-
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driicken 
m c2 

B = V 0 v2 
1--

c2 

erhalten wir die Beziehung 

Daraus folgt, wegen g = h k und {; = h'V , 

oder 

Es sei bemerkt, daB die GroBe 
'V 

w="k='VA. 

(17) 

(17a) 

(IS) 

(ISa) 

die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der betrachteten Wellen darstellt. 
Als Funktion der Wellenlange ist diese Geschwindigkeit nach (IS) 
durch die Formel 

(lSb) 

gegeben. Bei DE BROGLIESchen Wellen, die sich mit Lichtgeschwindig­
keit fortpflanzen (w = c), ergib1; sich nach (IS) mo = 0, was dem Falle 
der Lichtquanten entspricht. In diesem Falle kann man die DE BROGLIE­
schen Wellen mit den elektromagnetischen Wellen identifizieren. 

Bei mo > 0 muB die Geschwindigkeit w nach (ISb) groper ~s die 
Lichtgeschwindigkeit werden. Wir stellen uns z. B. ein paralleles homo­
genes Biindel von Kathodenstrahlen vor. Vom korpuskulartheoretischen 
Standpunkt aus lassen sie sich auffassen als ein Strom von Elektronen, 
die vom negativen Pol eines Entladungsrohres ausgehen und sich gerad­
linig gleichformig bewegen. Vom wellentheoretischen Standpunkt aus 
sind diese Strahlen als Fortpflanzungsrichtungen gewisser "Kathoden­
wellen" oder "Elektronenwellen" aufzufassen, wobei die Elektronen 
hier dieselbe Rolle spielen wie die Lichtquanten im Falle der Licht­
wellen. 

Setzt man in (ISa) 'V = : lind A. = ; ein, so wird 

8 
W=-. 

g 

Daraus folgt nach (17) die merkwiirdige Beziehung 

c2 
W=­

v 

zwischen Wel1en- und Korpuskulargeschwindigkeit. 

(19) 

(19a) 
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Da v, die Bewegungsgeschwindigkeit der Elektronen, immer kleiner 
als c ist, muB die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Kathodenwellen, 
wie schon oben bemerkt, stets groBer als die Lichtgeschwindigkeit sein, 
und zwar urn so groBer, je kleiner v ist. Ruhenden Elektronen entspre­
chen Wellen, die sich mit unendlicher Geschwindigkeit fortpflanzen, 
d. h. Schwingungen mit einer unendlich groBen \VellenHinge, die also 
im ganzen Raum dieselbe Phase besitzen. In diesem Fall reduziert sich 
die Wellengleichung auf die einfachste Form 

'IfJ' = 'IfJ~ cos 2 n v' t' , (20) 

wo v' die Schwingungsfrequenz und t' die Zeit in demjenigen Koordi­
natensystem bedeuten, wo die Elektronen ruhen. Betrachtet man die­
selben Elektronen von einem anderen Koordinatensystem, in bezug 
auf welches sie sich in der Richtung der x-Achse mit der Geschwindig­
keit v bewegen, so muB man im obigen Ausdruck gemaB (5) t' durch 

xv 
t ---

V C2 ersetzen. Wir erhalten dabei (das Transformationsgesetz 
v2 

1--
c2 

Wellenamplitude wird nicht berucksichtigt) 

der 

v' ( X) 'IfJ = 'lfJocos2n V~-;: t - ~ , (20a) 

d. h. die Gleichung eines Systems von Wellen mit der Frequenz 

v' 
v = / ' 

1. 1-~ r c2 

2 

die sich mit der Geschwindigkeit w = ~ in die x-Richtung fort­
v 

pflanzen. 

abgeleitet. 

Auf dies em Wege hat DE BROGLIE die Formel (19a) zuerst 
v' 

Die Gleichung v = V entspricht der Relation 
v2 

1 - -c2 

8 = / Co v2 (oder m = V mo v2\ zwischen den Energien oder lVIassen 
11-{;2 1-.~) 

eines Elektrons im "ruhenden" und "mitbewegten" Koordinaten­
system (dabei bedeutet v' = Vo die "Ruhfrequenz" der Kathoden­
wellen). 

Die DE BROGLIESche Relation zwischen Korpuskular- und Wellen­
geschwindigkeit erscheint uns nicht ganz neu und unerwartet. Wir haben 
namlich im § 2 gesehen, daB der Brechungsindex fUr irgendwelche 
Strahlen (die Beschrankung auf Lichtstrahlen ist nicht unbedingt 

notwendig) nach der Korpuskulartheorie gleich ~- und nach der Wellen-
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theorie gleich w, ist. Damit die beiden Werte ubereinstimmen - was 
W 

der Aquivalenz der beiden Standpunkte entspricht - muB man 

v' 
v 

·W 

W' 

setzen. Nimmt man noch an, daB bei v' = c auch w' = c ist, so erhalt 
man die Formel (19a). 

Es konnte zunachst scheinen, daB diese Ableitung der Formel (19a), 
die von der Relativitatstheorie keinen Gebrauch macht, mit dem 
Grundprinzip der Relativitatstheorie, der Invarianz der Lichtgeschwin­
digkeit, in Widerspruch steht. Dies ware aber nur dann richtig, wenn wir 
im FaIle von Lichtstrahlen die scheinbare Fortpflanzungsgeschwindig­
keit mit der wahren identifizierten. Bei Kathodenstrahlen kann es nur 
eine, und zwar die wahre Fortpflanzungsgeschwindigkeit geben, und 
es ist kein Widerspruch zur Relativitatstheorie, wenn sie in verschie­
denen Raumgebieten verschiedene Werte annehmen kann. 

§ 7. Gruppengeschwindigkeit der Wellenvorgange und die 
Unmoglichkeit einer experimentellen Priifung der 

Wellentheorie der Materiestrahlen nach der 
FIZEAuschen Methode. 

Der fruhere Streit zwischen Korpuskular- und Wellentheorie des 
Lichts ist durch den FIZEAuschen Versuch zugunsten der letzteren 
entschieden worden. Da es sich dabei nicht urn die wahre, sondern urn 
die schein bare Lichtgeschwindigkeit handelte, konnte das FIZEAusche 
Resultat nicht als Argument gegen die neue EINSTEINsche Korpuskular­
theorie des Lichtes dienen. Fur diese Theorie bestand daher die Auf­
gabe, die wahre Bewegung der Lichtquanten in einem materiellen 
Kerper in Verbindung mit ihrer Absorption und Remission naher zu 
verfolgen. 

Bei Materiestrahlen liegt die Sache etwas anders. Hier kann von 
einer scheinbaren Wellengeschwindigkeit keine Rede sein. Es ware 
deshalb meglich, durch direkte Mess.ung der Geschwindigkeit der 
Kathodenstrahlen nach der FIZEAuschen Methode und durch Vergleich 
des Geschwindigkeitsverhaltnisses mit dem Brechungsindex die Frage 
zu entscheiden, ob die Kathodenstrahlen als Wellenstrahlen oder als 
Korpuskularstrahlen aufzufassen sind. 

Man muB aber berucksichtigen, daB auch bei der Annahme der 
Wellennatur der Strahlen die nach dem FIZEAuschen Verfahren direkt 
ermittelte Fortpflanzungsgeschwindigkeit von der echten "Phasen­
geschwindigkeit" w der Wellen im allgemeinen verschieden sein muB. 

Dieser Umstand, der zuerst von Lord RAYLEIGH bei der Unter­
suchung von Wasserwellen entdeckt wurde, erklart sich durch die in 



24 Licht und Materie. I, § 7. 

der Wirklichkeit immer vorhandene InJwmogenitlit der Strahlen einer­
seits und durch ihre Dispersion, d. h. die Abhangigkeit der "Phasen­
geschwindigkeit" w vollkommen homogener Strahlen von der Schwin­
gungsfrequenz (oder der Wellenlange) andererseits. 

Die praktisch als "homogen" betrachteten Strahlen sind es tatsach­
lich nicht, sondern lassen sich als eine "Gruppe" streng homogener 
Strahlen behandeln, deren Frequenzen v und Wellenzahlen k in einem 
sehr schmalen Bereich LI v bzw. Llk kontinuierlich verteilt sind. Eine 
solche Strahlen- oder Wellengruppe kann man analytisch durch das 
Integral 

".+!Ll" 
VI(X,t) = r a"cos23t(kx - vt)dv 

7'o-!LJv 
(21) 

darstellen, wo a" eine langsam veranderliche Funktion von v im 
Intervall LI v bedeutet. Dabei ist k als eine bestimmte Funktion von v 
anzusehen. 

Wir wollen das Intervall L1 v so klein annehmen, daB man bei der 
Ausfiihrung der Integration a" = const und 

k = ko + (~: \ (v - vo) 

setzen darf. Es wird dann mit v - Vo = ~ 
t Ll " 

VI = a" S cos 2 3t [(ko x - Vo t) + (( ~~ )0 x - t) ~ ] d ~ , 
-iLl" 

d.h. 

oder schlieBlich 

a" SinnL1v[(~~)ox-tJ 
VI = - cos 2 3t (ko x - 'Pot) • ------=7--'---'-'--

n (11k) x _ t 
. .riv 0 

(2la) 

Den durch diese Formel dargestellten Schwingungsvorgang kann man 
als einen homogenen Wellenzug (Frequenz 'Po, Wellenzahl ko) mit 
einer verlinderlichen Amplitude, die ein starkes Maximum (= a" L1 'P) 

bei (~~)/ -t = 0, d. h. bei x = (::)0 tbesitzt, auffassen. Dieses Am­

plitudenmaximum pflanzt sich also fort mit einer von der Phasen­
geschwindigkeit verschiedenen "Gruppengeschwindigkeit", die unter 
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Weglassung des Index 0 durch die Formel 

dv 
Wg = dk 

gege ben istl. 
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(22) 

v 
Diese und nicht die Phasengeschwindigkeit W = k wird bei dem 

FIZEAuschen Versuche beobachtet. 
Setzt man in (22) 'jI = W k, so erhaIt man 

(22 a) 

Der Differentialkoeffizient ~~ (oder ~i) charakterisiert die Dispersion 
der Wellen im betrachteten Raumgebiet. Fehlt die Dispersion, so faIlt 
die Gruppengeschwindigkeit mit der Phasengeschwindigkeit zusammen; 
sonst aber ist sie von ihr verschieden. 

Fiir Lichtstrahlen ist dieser Unterschied im allgemeinen sehr gering, 
so daB man ihn praktisch vemachlassigen kann (es handelt sich dabei 
selbstverstandlich urn die makroskopische Theorie der Lichtfortp£1an­
zung in materiellen Korpem und urn die scheinbare Phasen- bzw. 
Gruppengeschwindigkeit) . 

Ganz andere Verhaltnisse findet man fiir die DE BROGLIESchen 
Materiewellen. Die Abhangigkeit der (wahren) Phasengeschwindigkeit 
von der Wellenlange druckt sich hier durch die Formel (18b) aus. 
Dabei hat man gemaB (18): 

kdk = 'lid'll 
c2 , 

d. h. 

oder nach (19a) 
Wg = V. (23 a) 

Die Gruppengeschwindigkeit der MaterieweUen tiiUt also mit der Be­
wegungsgeschwindigkeit der entsprechenden Teilchen zusamtnen. 

Dieses Ergebnis kann man noch folgendermaBen erhalten. Wir 
ersetzen in der Formel (22) 'jI und k durch die dazu proportionalen 
GroBen g und e und betrachten ihre Differentiale als infinitesimale 

1 Dies Ergebnis Ill.Bt sich unmittelbar einsehen, wenn man den Umstand 
beachtet, daB bei Fortpfianzung zweier etwas verstimmter Schwingungen nicht 
nur zeitliche, sondern auch raumliche Schwebungen entstehen mussen. Ebenso 
wie die Anzahl der ersteren in der Zeiteinheit gleich dv ist, so ist die Anzahl 
der letzteren in der Langeneinheit gleich d k. Die Fortpflanzungsgeschwindig­
keit dieser raumzeitlichen Schwebungen - d. h. die Gruppengeschwindigkeit-

ist -offenbar gleich dem Verhii.ltnis dVk . 
- d 
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Anderungen wahrend der Zeit dt. Dann wird 

dg 
de = dt wgdt. 

I, § 8. 

dg .. 
Nun muB dt - die Anderung der BewegungsgroBe in der Zeiteinheit-

gleieh der auf das Teilchen wirkenden Kraft I sein. Andererseits muB 
die Anderung der Energie de mit der Arbeit dieser Kraft, d. h. mit dem 
Produkt Iv dt iibereinstimmen. Daraus folgt Wg = v. 

Wir sehen also, daB bei Materiestrahlen, z. B. bei Kathodenstrahlen, 
die DE BROGLIsche Wellentheorie zu derselben beobachtbaren Fortpflan­
zungsgeschwindigkeit fiihrt wie die iibliche Korpuskulartheorie. Der Ver­
such von FIZEAU, auf solche Strahlen angewandt, wiirde also zu einer 
Entscheidung zwischen beiden Theorien untauglich sein. Dieser Versuch 
ist in Wirklichkeit nieht ausgefiihrt worden; doch konnen wir ziemlich 
sieher behaupten, daB sein Ergebnis im Einklang mit der Korpuskular­
theorie stehen wiirde. Ein Widerspruch zur Wellentheorie konnte nur 
bei einer "naiven" Fassung der letzteren bestehen, d. h. wenn man die 
beobachtete Geschwindigkeit mit der "Phasengeschwindigkeit" iden­
tifiziert. Fiihrt man dagegen den Begriff der Gruppengeschwindigkeit 
ein, so wird dieser Widerspruch sofort beseitigt, und beide Theorien er­
geben sieh als "riehtig". 

Die Tatsache, daB beim Lieht der FIZEAusche Versuch als "experi­
mentum crucis" dienen konnte, erklart sich durch die verhaltniBsmaBig 
sehr kleine Dispersion der Liehtwellen und durch die daraus folgende 
Ununterscheidbarkeit der Phasen- und der Gruppengeschwindigkeit. 
Es muB aber daran erinnert werden, daB man es hier mit "schein­
baren" makroskopischen Geschwindigkeiten zu tun hat. Eine konse­
quente Anwendung der EINSTEINschen Lichtquantentheorie auf die 
Lichtfortpflanzung in materiellen Korpern miiBte - wie schon oben 
erwahnt - zu denselben Resultaten fiihren wie die Anwendung der 
elektromagnetischen Lichttheorie. 

§ 8. Interferenz und Beugung der Kathodenstrahlen. 
Der FIZEAusche Versuch war nieht das einzige und auch nieht das 

wesentlichste Argument gegen die NEWToNsche Korpuskulartheorie des 
Liehtes. Die zuerst von NEWTON selbst entdeckten Interferenzerschei­
nungen ("NEWToNsche Ringe") und besonders die von YOUNG und 
FRESNEL entdeckten und untersuchten Beugungserscheinungen haben 
den vollstandigen und (scheinbar) endgiiltigen Sieg der Wellentheorie 
entschieden. Denn vom Standpunkte der Wellentheorie aus lieBen sich 
aIle diese Erscheinungen ganz ungezwungen bis in die feinsten quantita­
tiven Einzelheiten erklaren, wahrend sie vom Standpunkte der korpus­
kularen Liehttheorie aus voIlkommen unverstandlich blieben. 
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Die EinfUhrung der Relativitatsmechanik statt der NEWToNschen 
und die entsprechende Umbildung der NEWToNschen Korpuskular­
theorie des Lichtes durch EINSTEIN anderten an dieser Sachlage 
nur wenig. Die relativistischen Erhaltungssatze der Energie und 
der BewegungsgroBe, in Verbindung mit den wellen-korpuskularen 

h 
Beziehungen g = T' e = h v fUr die Lichtstrahlen, erklarten nur die 

mit der Qualitat des Lichtes verkniipften Erscheinungen (Photoeffekt, 
Comptoneffekt). Zur Erklarung der sich auf die Quantitat des Lichtes 
beziehenden Erscheinungen - namentlich der Interferenz und Beugung 
- und zur Berechnung der damit verkniipften QuantitatsgroBen, z. B. 
der Intensitat der reflektierten und der gebrochenen Strahlen, muBte 
man von den wellentheoretischen Gesetzen der Lichtfortpflanzung 
ausgehen und zur Ubersetzung der Ergebnisse in die korpuskulare 
Sprache die wellen-korpuskulare Beziehung N '" 'I/'~ benutzen. Man 
konnte also sagen, daB Interferenz und Beugung des Lichtes der 
Korpuskularauffassung zwar nicht widersprechen, aber doch nur auf 
Grund der Wellenauffassung quantitativ erklarbar sind. 

Die in § 6 vorgenommene Ubertragung des wellen-korpuskularen Pa­
rallelismus von Licht- auf Materiestrahlen ware unberechtigt, wenn man 
sich auf die "Qualitatserscheinungen" beschranken miiBte, die auch 
schon rein korpuskular gedeutet werden konnen. Zur Rechtfertigung 
dieser weitgehenden Verallgemeinerung muB man versuchen, auch bei 
Materiestrahlen Interferenz- und Beugungserscheinungen, d. h. nur 
wellentheoretisch erklarbare "Quantitatserscheinungen", zu beob­
achten. 

So1che Versuche sind in der letzten Zeit mit Kathodenstrahlen tat­
sachlich ausgefiihrt worden, und zwar mit positivem Erfolg in bezug 
aUf beide Gruppen der wellen-korpuskularen Relationen - d. h. der 

. h 
DE BROGLIESchen "Qualitatsbeziehung" g = T und der "Quantitats-
beziehung" N '" '1/'5. 

Es sei zunachst bemerkt, daB die Moglichkeit einer experimentellen 
Beobachtung der Interferenz von Lichtstrahlen von ihrer Wellenlange 
abhangt, oder genauer von dem Verhaltnis der Wellenlange zu den 
Abstanden der Elementarteile unserer optischen Apparate. Bei einem 
Beugungsgitter z. B. muB zur bequemen Beobachtung der Interferenz 
der Abstand zwischen den elementaren "Beugungsstellen" von derselben 
GroBenordnung wie die Wellenlange der untersuchten Strahlen sein. 

Bevor man also mit Materiestrahlen Interferenzversuche anstellt, 
muBman iiber die GroBenordnung der entsprechenden Wellenlangen 
etwas orientiert sein. 

Setzt man in die DE BROGLIESche Formel A. = ~ etwa m = 1 g, 
mv 

em 
V = 1 sek' so erhalt man A ~ h ~ 6.10- 27 em. Diese Wellenlange liegt 
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auBerhalb des der Beobachtung zuganglichen Gebietes. Um A. mog­
lichst groB zu machen, miissen wir Teilchen mit der kleinstmoglichen 
Masse und der kleinstmoglichen Geschwindigkeit nehmen. Die giinstig­
sten Bedingungen finden wir also bei langsamen Kathodenstrahlen. 

Hier hat man m = 9 . 10-28 und folglich A. ~ ~ cm. Die langsamsten 
v 

Kathodenstrahlen, mit denen man genaue Experimente ausfiihren 
kann, entstehen bei einer Spannungsdifferenz V von der GroBenordnung 

einesVolt.DiesentsprichtnachderFormel! mv2 = ;:0 einer Geschwin-

digkeit v = 108 ~: und einer Wellenlange A. ~ 10-7 cm. Es gilt im all­

gemeinen (fUr nicht zu hohe Spannungsdifferenzen) 

A. = 1O~ cm. 
JV 

Bei gewohnlich gebrauchlichen Spannungen von Ibis etwa 10000 Volt 
haben die Kathodenstrahlen eine Wellenlange von 10-7 bis 10-9 cm, 
d. h. ungefahr dieselbe Wellenlange wie Rontgenstrahlen. Zur Beob­
achtung der Rontgeninterferenzen dienen bekanntlich Kristalle, die 
hierzu als natiirliche dreidimensionale Beugungsgitter betrachtet werden 
konnen. Es ist demnach zu erwarten, daB dieselben Kristalle auch als 
Beugungsgitter fUr Kathodenstrahlen anwendbar sind und daB dabei 
l:i.hnliche Interferenzerscheinungen wie bei Rontgenstrahlen auftreten. 
Besonders geeignet fUr Interferenzversuche mit Kathodenstrahlen h aben 
sich M etallkristalle erwiesen. 

Wir wollen hier ganz kurz die wichtigsten Versuche auf diesem 
neuen Gebiete besprechen. 

1. Die Versuche von DAVISSON und GERMER (1927). Ein Biindel 
von homogenen Kathodenstrahlen1 mit einer DE BROGLIESchen Wellen­
lange von der GroBenordnung 10-8 cm wurde nach der BRAGGschen 
Reflexionsmethode untersucht. Es wurden dabei eine Reihe von Re­
flexionsmaxima beobachtet und zwar fast genau bei denselben Reflexions­
(bzw. Einfalls-) winkeln, wie im Falle von Rontgenstrahlen derselben 
Wellenlange. Die kleinen Abweichungen von der BRAGGschen Formel 

2dsinO = nA. (24) 

(d = Abstand zwischen den Gitterebenen, 0 = Winkel zwischen diesen 
Ebenen und den einfallenden oder reflektierten Stahlen, n = I, 2, 3 ... ) 
lassen sich durch die an der Grenzflache auftretenden Brechungserschei­
nungen in einer sehr befriedigenden Weise erkll:i.ren. Bei Rontgen­
strahlen ist der Brechungsindex ft praktisch gleich 1. Bei Kathoden­
strahlen kann er dagegen von I ziemlich weit verschieden sein. Man 

1 Wir sehen hier von der kleinen InhomogenitM, die fiir die Gruppengeschwin­
digkeit der Strahlen verantwortlich ist, abo 
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muB dabei in der BRAGGschen Formel (24) den Winkel (J durch den 
entsprechenden Winkel (Jf fur die gebrochenen Strahlen und A durch 

A 
A' = - ersetzen. Nun ist 

t.t 
sin (~- 0) 2 cos 0 

II. - ---- - --
f"' - . ( n f) - cos Of , 

sm - - 0 
2 

d.h. 

sin (Jf = VI - cos2 if = VI - :2 cos2 (J • 

Die berichtigte BRAGGsche Formel 

2d V #2 - cos2 (J = nA (24a) 

stimmt mit den experiment ellen Ergebnissen von DAVISSON und 
GERMER vollkommen iiberein. Fur den Brechungsindex /h, der dem 
Ubergang der Kathodenstrahlen aus dem Vakuum in verschiedene 
Metallkristalle entspricht (zunachst ist einkristallisches Nickel unter­
sucht worden), ergeben sich dabei Werte, die groBer als 1 sind und sich 
mit Zunahme der Strahlengeschwindigkeit diesem Grenzwert nahern. 
Dies bedeutet, daB beim Eintritt in das Metall die Elektronen eine 
Beschleunigung erfahren. Beim Austritt aus dem Metall mussen sie 
folglich verlangsamt werden (wir sprechen hier selbstverstandlich von 
der Korpuskular- oder Gruppengeschwindigkeit). Dies Ergebnis steht 
in qualitativer Ubereinstimmung mit der Tatsache, daB die im Metall 
befindlichen sogenannten "freien Elektronen" (welche fUr die elektrische 
Leitfahigkeit verantwortlich sind) unter den gewohnlichen Verhaltnissen 
im Metall gebunden bleiben. Nur bei hohen Temperaturen erhalten sie 
eine genugend groBe kinetische Energie, welche ihnen eriaubt, die in 
der Oberflachenschicht wirkenden Krafte zu iiberwinden. 

Nach der Korpuskulartheorie druckt sich der Brechungsindex fiir 

nicht zu schnelle Kathodenstrahlen dtirch die Formel # = 1/1 + ~ 
y -mv2 

2 
aus [vgl. (2) § 2]. Hier bedeutet U die beim Eintritt in das Metall durch 
die erwahnten Krafte geleistete Arbeit. Wir k6nnen diese nach der Be-

U - e vo· V I dr" k E . d al 't ~ 2 - ~ ziehung - 300 III 0 taus uc en. s Wlr so ml 2 m v - 300 

(24b) 

Diese Formel steht in Einklang mit den Ergebnissen von DAVISSON 
und GERMER und eriaubt, das effektive innere Potential Vo der ver­
schiedenen Metalle zu bestimmen. Man erhalt auf diese Weise Werte 
zwischen etwa 13 und 20 Volt. 
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2. Die Versuche von G. THOMSON (1928). Ein Biindel von schnellen 
Kathodenstrahlen wurde durch eine sehr diinne Metallfolie (AI, Au usw.) 
hindurchgeschickt. Eine solche Folie besteht aus einer Menge von un­
geordnet orientierten Kristallen. Beim Durchgang von Rontgenstrahlen 
erhaIt man das bekannte DEBYE-SCHERRERsche Diffraktionsbild, das 
aus einer Anzahl konzentrischer Ringe besteht. 

Dasselbe Bild erhieIt THOMSON mit Kathodenstrahlen, wobei .die 
aus dem Durchmesser der Interferenzringe bestimmte Wellenlange 

h 
mit der DE BROGLIESchen Wellenlange A. = - genau iibereinstimmte. mv 
Almliche Versuche mit langsameren Kathodenstrahlen sind etwas 
spater von Rupp an einer Reihe von Metallfolien aus verschiedenen 
Metallen (AI, Cu, Au, Pb, Ni u.'a.) ausgefiihrt worden; das Ergebnis 
war dasselbe wie bei den Versuchen von THOMSON. 

3. Seit einigen J ahren ist es bekanntIich gelungen, die Interferenz 
der Rontgenstrahlen an einem gewohnlichen optischen Beugungsgitter 
zu beobachten. Wegen des groBen Abstandes d zwischen den Nachbar­
streifen eines solchen Gitters im Vergleich zu der Wellenlange der 
Rontgenstrahlen konnen die Interferenzerscheinungen nur bei sehr 
schiefer Inzidenz, d. h. sehr kleinen Winkeln (), beobachtet werden. 
Ahnliche Versuche hat Rupp im Sommer 1928 mit langsamen Kathoden­
strahlen ausgefiihrt und dabei genau dieselben Resultate wie mit 
Rontgenstrahlen erhaIten. Durch diese Versuche ist die Realitat der 
Kathodenwellen endgiiltig festgestellt. Die Messung der Wellenlange er-

gab Werte, die mit der theoretischen Formel A. = ~ genau iiberein-mv 
stimmten. 

Die Entdeckung der Wellennatur der Kathodenstrahlen ist eins 
der eindruckvollsten Beispiele fiir die Macht der menschlichen Vernunft 
unddie wunderbare methodische Kraft und Fruchtbarkeit der 
Relativitatstheorie. 

§ 9. Vertiefung der Analogie zwischen Licht- und Materielehre; 
dualistische Natur jeder Strahlung. 

Bei der Entdeckung der Kathodenstrahlen bemerkte man zunachst 
ihre Analogie zu den Lichtstrahlen. Man sah aber bald, daB diese 
Analogie (die schon im Worte "Strahlen" zum Ausdruck kam) sich auf 
die geradlinige Fortpflanzung beider Strahlenarten bei Fehlen auBerer 
Krafte beschrankte. In einem transversalen elektrischen oder magne­
tischen Feld erfahren die Kathodenstrahlen eine Ablenkung, aus deren 
Richtung und GroBe geschlossen wurde, daB sie in Wirklichkeit ein 
Strom negativ geladener Korpuskeln mit einer auBerordentIich kleinen 
Masse sind. 

Die Realitat dieser Korpuskeln - Elektronen - wurde danach 
durch eine Reihe von "Elementarversuchen" bewiesen, d. h. durch 
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Beobachtung solcher "Elementarerscheinungen", die durch einzelne 
Elektronen bedingt werden. So konnte z. B. C. T. R. WILSON nach seiner 
bekannten Nebelmethode die Bahnen der einzelnen Elektronen in 
einem Gas direkt sichtbar machen. 

Ferner hat GEIGER einen Apparat konstruiert, der den Eintritt 
jedes rasch bewegten Elektrons durch eine starke Entladung registriert. 
SchlieBlich haben MILLIKAN und J OFF:E den elementaren lichte1ektrischen 
Effekt an mikroskopischen oder submikroskopischen Teilchen beob­
achtet, d. h. das Austreten einzelner Elektronen unter der Wirkung des 
Lichtes. Dieses Verfahren fiihrte bekanntlich MILLIKAN zur exakten 
Messung der Ladung eines Elektrons, unabhangig von seiner Masse. 

Die Zerspaltung der scheinbar kontinuierlichen Wirkung der Katho­
denstrahlen in diskontinuierliche Elementarakte, die von den einzelnen 
Elektronen herriihren, laBt sich selbstverstandlich nur bei auf3erordent­
lich kleiner I ntensitiit der Strahlen, d. h. bei auf3erordentlich kleiner 
Konzentration der Elektronen beobachten. 

Durch diese diskreten Elementarerscheinungen glaubte man die rein 
korpuskulare Natur der Kathodenstrahlen auBer jeden Zweifel gestellt 
zu haben. Die urspriinglich bemerkte Analogie zwischen ihnen und den 
Lichtstrahlen betrachtete man als eine oberflachliche Ahnlichkeit, die 
man nicht tiefer zu verfolgen brauche; denn es galt als selbstverstand­
lich, daB die Lichtstrahlen im Gegensatz zu den Kathodenstrahlen 
eine rein kontinuierliche Wellenerscheinung darstellen. 

Eine Verfeinerung der Methoden der Experimentalphysik fiihrte 
aber bald zu einer Aufspaltung der scheinbar kontinuierlichen Wirkung 
der Lichtstrahlen in diskrete Elementarakte von derselben Art wie bei 
den Kathodenstrahlen. Es sei zunachst auf die oben erwahnten Ver­
suche iiber den elementaren lichtelektrischen Effekt hingewiesen, die 
gleichzeitig fUr die diskontinuierliche Struktur der Kathodenstrahlen 
und der Lichtstrahlen sprechen. Ferner k6nnen die kurzwelligen Licht­
strahlen, falls sie schwach genug sind, im GEIGERSchen "Elektronen­
zahler" dieselben diskontinuierlichen Entladungen wie sch~ache Ka­
thodenstrahlen hervorrufen, die man offenbar der Wirkung einzelner 
"Lichtkorpuskeln" zuschreiben darf. SchlieBlich lassen sich die R6ntgen­
strahlen beim Durchgang durch eine WILsoNsche Ionisationskammer 
durch Nebeltropfen sichtbar machen. 1m Gegensatz zu den Kathoden­
strahlen bilden sie keine Nebellinien, welche die Bahnen der Korpuskeln 
bezeichnen, sondern einzelne Tropfen. Dies bedeutet, in der Sprache 
der Lichtquantentheorie, daB ein Lichtkorpuskel bei einem Ionisierungs­
akt verschwindet, wobei seine Energie sich in die Energie des ausgeschleu­
derten Photoelektrons verwandelt. Unter gewissen Bedingungen miissen 
aber auch die Lichtstrahlen in der WILsoNschen Kammer lange Nebel­
streifen von derselben Gestalt wie Kathodenstrahlen bilden - und zwar 
unter solchen Bedingungen, die fiir den Comptoneffekt vie1 giinstiger 
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als fiir den photoelektrischen Effekt waren. Man hatte dann eine Reihe 
diskreter Ionisierungsakte, die durch ein bestimmtes Lichtquant her­
vbrgerufen werden, unter allmahlicher Abnahme seiner Energie1 • 

Neben diesen diskontinuierlichen Wirkungen der Lichtstrahlen, die 
trotz der scheinbar sichergestellten Wellennatur des Lichtes fUr ihre 
korpuskulare Struktur sprechen, hat man andererseits bei Kathoden­
strahlen trotz ihrer scheinbar sichergestellten korpuskularen Natur 
Interferenz und Beugungserscheinungen beobachtet, die einer kon­
tinuierlichen Wellenstrahlung entsprechen. 

Man sieht also, unabhiingig von irgendwelchen theoretischen Betrach­
tungen, daB die bei der Entdeckung der Kathodenstrahlen bemerkte 
Analogie zu den Lichtstrahlen sehr tief liegt und sich in beiden ent­
gegengesetzten Richtungen - der diskontinuierlichen Korpuskular­
auffassung und der kontinuierlichen Wellenauffassung - sehr weit 
erstreckt. Man konnte in der Tat die Lichtstrahlen als einen Grenzfall 
von Materiestrahlen - von denen die Kathodenstrahlen einen Spezial­
fall bilden - betrachten. Die Lichtquanten kann man als Elektronen 
mit verschwindender Ruhmasse und Ladung ansehen und die Kathoden­
wellen als eine Art von verallgemeinerten Lichtwellen. 

Man hat bisher geglaubt, daB es zwei verschiedene Arten von Strah­
lungen gibt - namlich korpuskulare und Wellenstrahlungen. Wir 
miissen jetzt die Tatsache anerkennen, daB es in Wirklichkeit nur eine 
Art Strahlung gibt, die gleichzeitig als korpuskulare und als Wellen­
strahlung autzutassen ist. 

Es erhebt sich nun die Frage: Wie konnen zwei so vollkommen ver­
schiedene Vorstellungen - der diskontinuierlichen Korpuskeln und 
der kontinuierlichen Wellen - miteinander vereinigt werden? Wie 
konnen sie derselben Realitat entsprechen? 

Auf diese Frage gibt es nur zwei mogliche Antworten: 
1. Die Vorstellungen der einen Art lassen sich auf die Vorstellungen 

der anderen Art zuriickfiihren. 
2. Beide Vorstellungen lassen sich aufeinander nicht zuriickfiihren; 

sie bilden sozusagen zwei parallele Reihen, die miteinander durch eine 
rein symbolische Korrespondenz (wie z. B. die Korrespondenz zwischen 
den physiologischen Vorgangen in unserem Gehirn und den entsprechen­
den psychologischen Vorgangen) verkniipft sind. 

Wir haben oben bei der Betrachtung der Korrespondenz zwischen 
der Wellentheorie und der Korpuskulartheorie des Lichtes (§ 5) uns fiir 
die zweite Antwort entschieden und diese dann (§ 6) auf Materiestrahlen 
iibertragen. Wir miissen jetzt ihre physikalische Bedeutung genauer 
bestimmen und zunachst die Griinde betrachten, welche die erste -
friiher unbeachtete - Antwort ausschlieBen. 

1 Ein solches Experiment ist bisher noch nicht ausgefiihrt worden. 
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§ 10. Die Theorie der Wellenpakete. 
Wie schon in § 6 erwahnt wurde, glaubte DE BROGLIE selbst ur­

spriinglich, daB die Fortpflanzung eines Systems von "Phasenwellen" 
mit der Bewegung eines bestimmten Teilchens verkniipft sei. In diesem 
Teilchen - Lichtquant oder Elektron - sollte die Energie des ganzen 
Vorgangs konzentrierl sein, wahrend die das Teilchen "mitfiihrenden" 
Wellen gar keine Energie besitzen und nur die "Phase" derjenigen 
Schwingungen bestimmen sollten, die sich in der Interferenz und Beu­
gung auBern. In seinen folgenden Arbeiten schlug DE BROGLIE vor, 
die Teilchen nicht als besondere "Zusatze" zu den davon wesensver­
schiedenen Wellen zu betrachten, sondern als "singulare Punkte" 
dieser Wellen, d. h. als solche Raumpunkte, an denen die Schwin­
gungsamplitude unendlich wird. Es ist ihm z. B. ge1ungen, ein 
System von ebenen harmonischen Phasenwellen mit einer raumlich 
veranderlichen Amplitude derart zu definieren, daB diese Amplitude 
in einem bestimmten Raurnpunkt unendlich wird, und zu zeigen, 

2 

daB dieser Raumpunkt sich mit der Geschwindigkeit v = ~ , wo W 

die Phasengeschwindigkeit der Wellen in groBen Abstanden bedeutet, 
verschiebt. 

Mit ahnlichen Vorstellungen begann E. SCHRODINGER seine bahn­
brechenden Arbeiten zur Wellenmechanik. Ausgehend von der 
DE BROGLIESchen Relation v = Wg zwischen der Bewegungsgeschwindig­
keit eines Teilchens und der Gruppengeschwindigkeit der zugehOrigen 
Wellen schlug SCHRODINGER vor, jedes materielle Teilchen als ein 
Wellenpaket aufzufassen, d. h. als ein sehr kleines - aber nicht ver­
schwindendes - Raumgebiet, wo die Schwingungsamplitude sehr 
groB - doch nicht unendlich groB - wird. 

Ein solches "Wellenpaket" laBt sich konstruieren durch Super­
position einer Menge von raumlich unbegrenzten sinusf6rmigen Wellen­
systemen, deren Frequenzen, Wellenlangen und F ortpllanzungsrichtungen 
innerhalb sehr enger Bereiche kontinuierlich variieren. Ein Wellenpaket 
stellt also niehts anderes dar als eine "Wellengruppe" (im Sinne der 
in § 7 gegebenen Definition), die aber nicht nur hinten und vorn, 
sondern auch nach allen Seiten begrenzt ist. Dadurch erklart sieh, 
daB sich ein solches "Paket" im Raume mit der Gruppengeschwindig­
keit fOrlpflanzt. 

1m Mittelpunkt des Wellenpakets erreieht die Schwingungsampli­
tude einen (endlichen) Maximalwerl; nach allen Seiten hin fallt sie 
allmahlich ab, und zwar urn so rascher, je gr6Ber das Spektralintervall 
und der Offnungswinkel der betrachteten Elementarwellen ist. 

Die SCHRODINGERSchen Wellenpakete entsprechen offenbar der Vor­
stellung einer endlichen raumlichen Ausdehnung der Elementarteile der 
Materie, wahrend die DE BROGLIESchen "singularen Punkte" als 

Frenkel, Wellenmechanik. 3 



34 Licht und Materie. I, § lO. 

"Kraftzentra" im iiblichen Sinne aufgefaBt werden konnen. Einen 
DE BROGLIESchen singularen Punkt kann man als GrenzfaIl eines 
SCHRODINGERSchen Wellenpakets behande1n. Hinsichtlich der Bezie­
hung zwischen Wellen und Korpuskeln sind also beide Vorstellungen 
prinzipiell aquivalent. Sie bestehen in der Zuriickfiihrung jedes ein­
zelnen Teilchens auf ein Wellensystem mit einem mehr oder minder 
scharfen Amplitudenmaximum. 

Gegen die Vorstellung von solchen Wellensystemen kann man 
von vornherein gar nichts einwenden. Aber dazu, wozu sie aus­
gedacht worden sind, namlich zur Erklarung des dualistischen Ver­
haltens der Licht- oder Materiestrahlen, sind sie vollkommen un­
fruchtbar; denn: 

Erstens miissen die Linearabmessungen der Wellenpakete, falls 
diese existenzfahig sein sollen, sich im aIlgemeinen mit der Zeit andem 
(s. § 16), was der Unveranderlichkeit der dadurch dargestellten Teilchen 
widerspricht. 

Zweitens kann die Vorstellung der Wellenpakete den Mechanismus 
der verschiedenen diskontinuierlichen Elementarvorgange gar nicht 
erklaren. Der Versuch, solche Vorgange auf diese Weise verstandlich 
zu machen, erweist sich bei genauerer Betrachtung als vollkommen 
unmoglich. 

Drittens widerspricht die Auffassung der Materie als Wellenpakete 
den Beobachtungstatsachen iiber die Interferenz und Beugung. Bei 
der Reflexion eines durch eine Menge von Wellenpaketen gebildeten 
Strahlenbiindels an einem Beugungsgitter wiirde man nicht die tat­
sachIich beobachteten Interferenzmaxima oder -minima erhalten, son­
dem der EinfluB des Gitters wiirde sich dabei nur in einer VergroBerung 
der Paketdimensionen auBem. In der Tat laBt sich das bei Reflexion 
der Lichtstrahlen an einem Gitter wirklich beobachtete Interferenzbild 
nach der Wellentheorie auf Grund der Voraussetzung erkl1i.ren, daB die 
einfallenden Strahlen einen rein sinusformigen Wellenzug mit einer 
konstanten Amplitude bilden (abgesehen se1bstverstandlich von dem 
endlichen Querschnitt und Offnungswinkel des Strahlenbiindels). Die 
Wirkung des Beugungsgitters besteht gerade darin, daB bei der Super­
position (Interferenz) von Elementarwellen derselben Amplitude, die 
von den einzelnen Gitterstreifen ausgesandt werden, resultierende 
Schwingungen· entstehen, die sich in verschiedenen Richtungen mit 
raumlich konstanter, nur von der Phasendijjerenz abhangiger Ampli­
tude fortpflanzen. 

Die diskontinuierlichen Elementarwirkungen der Licht- oder der 
Materiewellen lassen sich also nicht auf eine korpuskulare Struktur 
des entsprechenden Wellenfeldes zuriickfiihren; sie miissen auch bei 
vollkommen homogener Struktur - oder eher bei vollkommener 
Strukturlosigkeit - dieses Feldes eintreten. 
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§ 11. Der Wahrscheinlichkeitsbegriff und das Kausalitatsprinzip 
im wellen-korpuskularen Parallelism us. 

Durch die angefiihrten Betrachtungen scheint die Frage nach der Ver­
kniipfung zwischen Wellen und Korpuskeln endgiiltig - im Sinne einer 
symbolischen Korrespondenz oder eines Parallelismus - gelost zu sein. 

Der erste, der diese Tatsache - im Falle der DE BROGLIESchen 
Wellen - klar erkannt hat, war M. BORN. BORN hat zunachst die 
oben eingefiihrte "Quantitatsbeziehung" N r-.J 'IJ'~ auf den Fall eines 
beliebigen, nieht harmonischen Wellenvorgangs verallgemeinert, indem 
er das Amplitudenquadrat der Wellenfunktion 'IJ' durch ihre "Norm", 
d. h. das Quadrat ihres Moduls 1 'IJ' 12 = 'IJ' 'IJ' * ersetzte 1. Besonders 
wiehtig aber ist, daB BORN diese Beziehung durch Einfiihrung des 
Wahrscheinlichkeitsbegriffes wesentlich vertieft und zur Grundlage einer 
neuen "wahrscheinlichkeitstheoretischen" oder "nichtkausalen" Auf­
fassung des yom korpuskularen Standpunkt aus betrachteten physika-
lischen Geschehens gemacht hat. . 

Die Zuordnung der diskontinuierlichen (als punktformig gedachten) 
Korpuskeln zum kontinuierlichen Wellenfeld nach der Beziehung 

N r-.J 1 'IJ' 12 
ist mit einer Unbestimmtheit hinsichtlich des Ortes der Korpuskeln ver­
kniipft (ahnliche VerhaItnisse trifft man bei der graphischen Darstellung 
eines Kraftfeldes durCR Kraftlinien). 1st I'IJ' 12 fUr den ganzen Raum 
bekannt, so kann man nur die "durchschnittliche" oder "wahrschein­
liche" Anzahl der in einem gegebenen Volumelement LI V vorhandenen 
Korpuskeln berechnen. Das Produkt I'IJ' 12 . LI V, welches diese wahr­
scheinliche Teilchenzahl charakterisiert, kann man dabei als Wahr­
scheinlichkeitsmafJ fiir das Vorhandensein eines bestimmten Teilchens 
im Volumelement LI V betrachten und dementsprechend die GroBe I'IJ' 12 
als Wahrscheinlichkeitsdichte (fiir das Vor handensein des Teilchens an 
der betreffenden Stelle) definieren. Die Funktion 'IJ' ist dabei derart 
zu normieren, daB das iiber den ganzen Raum erstreckte Integral 
f I'IJ' 12 d V gleieh 1 wird. 

Bei sehr groBen Wert en von 1'IJ'12, d. h. bei sehr intensiven Strahlen, 
braucht man sieh urn den genauen Ort der Teilchen (Liehtquanten, 
Elektronen usw.) nieht zu kiimmern. Hat man dagegen mit sehr schwa­
chen Strahlen zu tun, so wird diese Frage dringend. Sie laBt sich aber 
nur mittels der angefiihrten Wahrscheinliehkeitsdefinition 16sen. 

Die einzelnen Teilchen zeigen sieh in diskreten Elementarakten, 
die unter gewissen Bedingungen zu ihrer "experimentellen" Lokali­
sation dienen konnen (vgl. oben § 9). Die Wellenfunktion 'IJ' erlaubt 
aber nieht, den Ort dieser Elementarvorgange genau zu bestimmen. 

1 Die Funktion 'IJ1 ist hier als eine komplexe GroBe betrachtet (s. unten); 
dabei bedeutet 'IJ1* die dazu komplex konjugierte GroBe. 

3* 
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Theoretisch kann man nur die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen, 
daB ein bestimmter Elementarvorgang (lichtelektrischer Effekt, Comp­
toneffekt, StoBionisation usw.) im Volumelement L1 V = L1 x·L1y·L1z 
eintritt. Diese Wahrscheinlichkeit ist mit I"P 12 L1 V nicht zu verwechseln. 
Die letztere bezieht sich nur auf das Vorhandensein des betrachteten 
Teilchens im Volumelement L1 V, ganz unabhangig von irgendwelchen 
Elementarprozessen, die dort eintreten konnen. J eder solche ProzeB 
laBt sich als ein Vbergang von einem gegebenen Zustand (1) zu einem 
anderen (2) auffassen. Die entsprechende Vbergangswahrscheinlichkeit 
muB demnach von den speziellen Wellenfunktiopen "Pl und "P2' welche 
die beiden "Zustande" charakterisieren, abhangen. Sie muB ferner 
nicht nur auf ein bestimmtes Raumelement L1 V, sondern auch auf ein 
bestimmtes Zeitelement L1 t bezogen werden. Sieht man von dem Ort 
des betrachteten Ubergangsprozesses ab, so kann man von der "Zeit­
dichte" seiner Wahrscheinlichkeit sprechen. Wir werden spater sehen, 
daB die Bestimmung dieser Zeitdichte oder der Ubergangswahrschein­
lichkeit pro Zeiteinheit auf die Berechnung eines Integrals von der 
Gestalt f "Pt H' "P2 d V zuriickgefiihrt werden kann, wo H' eine von 
dem speziellen Charakter des Elementarprozesses unabhangige Funk­
tion bedeutet. 

Es sei darauf hingewiesen, daB die Unentbehrlichkeit des Wahr­
scheinlichkeitsbegriffes fUr die Beschreibung der Elementarprozesse 
zuerst von EINSTEIN erkannt worden ist. In seiner beriihmtenArbeit 
iiber die Wechselwirkung von Materie und Strahlung (1917) hat niimlich 
EINSTEIN zum erstenmal die Ubergangswahrscheinlichkeiten im obigen 
Sinne eingefUhrt, und zwar fUr erzwungene und fiir spontane Elementar­
prozesse (Licht absorption und -emission). Es ist aber nur auf Grund der 
We11enmechanik gelungen, diese Ubergangswahrscheinlichkeiten tat­
siichlich zu berechnen. Diese Berechnung soIl spiiter angefUhrt werden 
(s. § 17, Kap. I, und besonders Kap. III). Wesentlich fiir uns ist jetzt 
nur die Tatsache, daB die Verkniipfung zwischen der wellentheoretischen 
und der korpuskulartheoretischen Betrachtung eines physikalischen 
Vorgangs nur mit Hilfe des Wahrscheinlichkeitsbegriffes konsequent 
formuliert werden kann. Will man - wie es BORN und manche 
andere Forseher tun - den Akzent auf die korpuskulare (diskontinuier­
Hehe) Betrachtung legen, d. h. den eigentlichen Inhalt des physika­
lischen Geschehens in der Bewegung und Wechselwirkung diskreter 
Korpuskeln sehen, so kann man die korrespondierendenWe11en als 
bloBe "Wahrscheinlichkeitswe11en" betraehten, denen keine unmittel­
bare physikalische Realitiit zukommt. Man muB dabei die iibliche 
deterministisehe oder "kausale" Auffassung der meehanischen Prozesse 
durch eine "probabilistische" oder nicht-kausale ersetzen. 

Mir personlich seheint die entgegengesetzte Behandlungsweise des 
wellen-korpuskularen Parallelismus befriedigender zu sein, bei welcher 
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man die Wellen als primar und die Korpuskeln als sekundar ansieht. 
Es ist sicher unberechtigt, die Lichtwellen, d. h. das elektromagnetische 
Feld, bloB als ein Wahrscheinlichkeitsfeld fUr die Lichtquanten zu 
betrachten. Man denke sich z. B. als den einfachsten Spezialfall des 
elektromagnetischen Feldes das elektrostatische Feld, wo die Ein­
fiihrung von zugeordneten Korpuskeln iiberhaupt unmoglich ist. Wegen 
der tiefliegenden Analogie zwischen Licht- und Materiestrahlen scheint 
es notig, auch hier den DE BROGLIESchen Wellen eine unmittelbare phy­
sikalische Realitat zuzuschreiben. 

Wir konnen und miissen dabei das Kausalitatsprinzip fUr die Fort­
p£lanzungsgesetze dieser Wellen beibehalten; . denn sonst ware eine 
genaue Bestimmung der Wellenfunktion 'IfJ (oder des entsprechenden 
Systems von Funktionen, wie bei der elektromagnetischen Licht­
theorie) prinzipiell unmoglich. Die Einfiihrung des Wahrscheinlichkeits­
begriffes geschieht also nur bei der korpuskularen Deutung der Wellen­
vorgange und wiirde dabei etwa dieselbe Bedeutung haben, wie die Ein­
fiihrung des Begriffes der "Willensfreiheit" bei der psychologischen 
Deutung der physiologischen Gehirnsvorgange (die als primar und voll­
kommen determiniert vorausgesetzt werden). Unabhangig davon, ob 
man die Materiewellen bloB als Wahrscheinlichkeitswellen ansieht oder 
ihnen eine physikalische Realitat zuschreibt, muB man das physikalische 
Geschehen, vom korpuskularen Standpunkt betrachtet, als undeter­
miniert behandeln. Die friihere deterministische Mechanik wuBte nur 
die Wahrscheinlichkeiten 1 und O. Sie beschiiftigte sich mit der Be­
stimmung derjenigen Ereignisse, deren Wahrscheinlichkeit gleich 1 
ist, und ZWar durch Integration von gewissen Bewegungsgleichungen 
mit Riicksicht. auf bekannte exakte Anfangsbedingungen. Die neue 
Mechanik kennt keine exakte Anfangsbedingungen. Die klassische 
Alternative - entweder notwendig oder unmoglich - kennt sie iiber­
haupt nicht. FUr sie alles ist als moglich anzusehen. Ereignisse mit der 
Wahrscheinlichkeit 1 oder 0 gibt es fUr sie nicht; nur intermediare 
Wahrscheinlichkeiten - groBer als 0 und kleiner als 1 - kommen in 
Betracht. Dementsprechend beschaftigt sich die neue Mechanik nicht 
mit der Bestimmung gewisser einzelner Ereignisse, die eine angegebene 
Wahrscheinlichkeit haben sollen, sondern mit der Bestimmung der 
Wahrscheinlichkeiten aller denkbaren (d. h. moglichen) Ereignisse. In 
denjenigen Fallen, wo die Wahrscheinlichkeitsfunktion ein sehr scharfes 
Maximum erreicht, bildet das entsprechende Ereignis (sowie die davon 
nur wenig abweichenden Ereignisse) etwas - obwohl nicht vollkommen 
Notwendiges, aber jedenfalls - Hochstwahrscheinliches, das gewohnlich 
beobachtet wird. 

In denjenigen makroskopischen Vorgangen, die wir gewohnlich 
beobachten und wo eine ungeheuer groBe Anzahl von gleichen Elementar­
systemen beteiligt sind, auBert sich dieser "elementare Indeterminis· 
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mus" praktisch gar nicht. Es herrscht hier das "Gesetz der groBen 
Zahlen", welches ebenso wie im Falle der menschlichen Gesellschaft, 
das "Zufallige"; d. h. das Individuelle und Unkontrollierbare, vollkommen 
verwischt und Wahrscheinlichkeitsaussagen zu statistischen Gesetz­
maBigkeiten macht. 

Aus dem scheinbar determinierten Charakter der makroskopischen 
(d. h. statistischen) VOlgange glaubte man schlieBen zu diirfen, daB 
auch die entsprechenden Elementarprozesse streng determiniert sind. 
Dies war aber - worauf EXNER noch vor der Entstehung der Wellen­
mechanik (1919) hingewiesen hatte - ein vollkommen unbegriindetes 
Vorurteil, wovon wir uns nun jetzt zu emanzipieren beginnen. 

§ 12. Prinzipielle Unbeobaehtbarkeit und IlEISENBERGSehe 
Ungenauigkeitsrelationen. 

Die Lichtquanten sind urspriinglich eingefiihrt worden zur Erklarung 
gewisser diskontinuierlicher Wirkungen des Lichtes auf die Materie, die 
der Wellentheorie des Lichtes und der korpuskularen Theorie der Ma­
terie unverstandlich erschienen. Die von Einstein gegebene Erklarung 
war aber nicht vollstandig, da sie nur die "qualitative" Seite dieser 

Wirkungen (im Sinne der Gleichungen e = hv, g = ~) betraf. Zur 

Bestimmung beider Seiten - der "qualitativen" und der "quantita­
tiven", d. h. der Anzahl der Elementarvorgange oder der Wahr­
scheinlichkeit eines Elementarvorganges pro Zeiteinheit - muBte man 
nicht die Wellentheorie des Lichtes durch die Korpuskularlheorie er­
setzen, sondern - merkwiirdigerweise - das Umgekehrte hinsichtlich 
der Theorie iiber die Materie durchfiihren. Die raumlich und zeitlich 
diskontinuierlichen Effekte lassen sich dabei durch die wellen-korpusku-

laren Beziehungen e = hv, g = ~ und den Wahrscheinlichkeitsbegriff 

(der die Stelle der "Quantitatsbeziehung" N "" 1 'If' 12 einnimmt) voll­
standig beschreiben. 

In einem wichtigen Punkte bleibt aber diese Beschreibung unvoll­
standig: die Lage eines bestimmten Teilchens zu einer gegebenen Zeit 
oder der Ort und die Zeit eines bestimmten Elementarprozesses lassen 
sich so nicht exakt bestimmen. Nur die Wahrscheinlichkeit des Vor­
handenseins des Teilchens im Volumelement LI V oder die Wahrschein­
lichkeit des Auftretens des Prozesses im Zeitelement LI t konnen theore­
tisch bestimmt werden. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob diese Unvollkommenheit der 
theoretischen Ergebnisse als ein Mangel der Theorie anzusehen ist 
oder ob sie im Wesen der Sache selbst liegt und aus prinzipiellen 
Griinden nicht beseitigt werden kann. 

HEISENBERG hat (1927) diese Frage durch eine einfache Analyse 
der Bedingungen, bei welchen die verschiedenen Elementarprozesse 
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einer direkten experimentellen Beobachtung zuganglich werden, im 
Sinne der zweiten Moglichkeit entschieden. Dabei ist er von dem Grund­
satz ausgegangen, daB eine Theorie nur diejenigen Verhaltnisse wieder­
geben darf, die man prinzipiell, d. h. mit den denkbar besten Hilfs­
mitteln - unerachtet der Frage nach deren praktischen Realisierbar­
keit - beobachten kann. 

Der art eines Teilchens wird gewohnlich (im Raume oder auf einer 
Ebene) durch Beobachtung der von ihm reflektierten, gestreuten oder 
ausgesandten Lichtstrahlen bestimmt. Eine punktformige Lichtquelle, 
mit dem bloBen Auge oder durch ein Mikroskop beobachtet, erscheint 
dabei als kleiner Ditfraktionskreis, dessen Radius ungefahr gleich der 
Wellenlange A des Lichtes ist. Die Lage des Teilchens wird folglich 
nur mit einer beschrankten Genauigkeit - bis zur GroBenordnung 
von A - festgelegt. 

Nun kann man aber prinzipieU A beliebig klein wahlen, indem 
man das Teilchen nicht in gewohnlichem Licht, sondern mit Gamma­
strahlen beobachtet (die praktische Unmoglichkeit, ein y-Strahl-Mikro­
skop zu konstruieren, spielt hier keine Rolle). Das Teilchen mag z. B. 
ein Elektron sein. Versucht man, den art, wo ein bestimmtes Elektron 
sich befindet, durch Beobachtung der von ihm gestreuten kurzwelligen 
Lichtstrahlen zu bestimmen, so erhaIt man einen elementaren Compton­
effekt, bei' welchem sich die BewegungsgroBe des Elektrons wahrend 
oder besser infolge der Beobachtung um einen Betrag von der GroBen-

It 
ordnung T andert. 

Wollte man also gleichzeitig den art und die BewegungsgroBe (oder 
die Geschwindigkeit) des Elektrons mittels irgendwelcher von ihm 
gestreuter Lichtstrahlen bestimmen, so wiirde man niemals exakte 
Ergebnisse erhalten: eine Verkleinerung der Wellenlange hatte eine 
Verbesserung der Ortsbestimmung, aber gleichzeitig eine Verschlechte­
rung der Geschwindigkeitsbestimmung zur Folge. Das Produkt der 
"Ungenauigkeiten" beider Messungen - der Lage und der Bewegungs­
groBe - ist von der Wellenlange unabhangig und von der GroBen­
ordnung h. 

Dieselben Ergebnisse erhaIt man, wenn man ein Atom nicht in 
gestreutem, sondern in dem von ihm selbst ausgesandten Licht be­
obachtet. Wenn das Licht in der Gestalt eines Quants hv emittiert 

wird, muB das Atom einen RiickstoB vom Betrage ~ erleiden. Je 

genauer der art des Atoms bestimmt werden kann, desto ungenauer 
ergibt sich seine BewegungsgroBe im Moment der Beobachtung; denn 
die letztere entspricht in Wirklichkeit einem diskontinuierlichen Uber­
gang zwischen dem Anfangs- und Endzustand. 

Die angefiihrte Uberlegung beruht auf der dualistischen (wellen­
korpuskularen) Natur des Lichtes. Ahnlich kann man auf Grund der 
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dualistischen Natur der Materiestrahlen den reziproken Satz beweisen, 
daB eine Zunahme der Genauigkeit in der experiment ellen Bestim­
mung der BewegungsgroBe eines Teilchens 1 mit einer Abnahme der 
Genauigkeit seiner Ortsbestimmung verkniipft ist. Dabei ergibt sich 
das Produkt der beiden "Ungenauigkeiten" ebenfalls von der GroBen-. 
ordnung h. 

Man kann ferner leicht zeigen, daB diese Ungenauigkeitsrelation fiir 
jede Komponente der BewegungsgroBe und die entsprechende Ko­
ordinate einzeln besteht, so daB 

LI ga;' Llx £Q h, Llgy • Lly £Q h, Llgz' Liz £Q h (25) 
ist. 

Setzt man hier 9 = mb, so wird, unter der Voraussetzung, daB 
m = const (d. h. v~ c) ist: 

h 
Llv",·Llx£Q-, 

m 
h 

Llvz·Llz\,Q-. -m (25 a) 

Diese Formeln erkHiren sehr anschaulich die Tatsache, daB die Ab­
weichungen von der klassischen oder "makroskopischen" Korpuskular­
mechanik nur fUr die elementaren Materieteilchen - also im Gebiete 
der Mikromechanik - wesentlich werden. Setzt man namlich m = 1 g 

und LI x £Q 10-5 em, so wird nach (25a) LI v'" £Q 6 .10-22 ~:. Die mit 

der Bewegung der makroskopischen Teilchen verkniipfte kinematische 
Ungenauigkeit kann also vollkommen unbeachtet bleiben. Ganz andere 
Verhaltnisse finden wir dagegen bei Protonen und Elektronen. Fiir 
die letzteren gilt speziell wegen m = 9.10-28 : LI va;' LI x £Q 1 usw. Dies 
gibt bei LI x £Q 10-13 ("Radius des Elektrons" in der elektromagne-

tischen Theorie der Masse) LI V", £Q 1013 cmk . 
se 

Bei dem Versuche, die Bewegung eines elementaren Materieteilchens 
experiment ell zu verfolgen, stOBt man also auf die folgende, in der 
makroskopischen Mechanik unbekannte Schwierigkeit: 

Die Bewegung wird durch die Beobachtung gestort, und zwar so, 
daB jeder Beobachtungsakt entweder die Lage oder die Geschwindig­
keit des Teilchens gemaB der Relationen (25) andert. Es ist dabei 
unter LI x (oder LI v"') usw. die MeBgenauigkeit der betreffenden GroBe 
zu verstehen und unter LI Va; (oder LI x) die durch die Messung bedingte 
Anderung der damit kinematisch konjugierten GroBe. Eine Bestim­
mung einer yom Beobachter ungestorten Bewegung erweist sich -
im Gegensatz zu den gewohnlichen Vorstellungen - als prinzipiell 

h 
unmoglich. Die GroBe h oder m erhalt dabei die Bedeutung des kine-

matischen UnbestimmtheitsmaBes. 

1 Durch Interferenzversuche mittels der entsprechenden Materiestrahlen. 
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Will man nun eine theoretische Mikromechanik schaffen, welche 
nur dasjenige beschreibt und vorhersagt, was prinzipiell beobachtbar 
ist, so muB man auf eine streng deterministische Beschreibung der 
Bewegung eines Teilchens, als einer stetigen Anderung seiner Lage, 
verzichten; denn eine solche Beschreibung setzt eine genaue Kenntnis 
der Geschwindigkeit fUr jede Lage voraus. Nach den HEISENBERG­
schen Ungenauigkeitsrelationen ist nur eine "probabilistische" Be­
schreibung der Bewegung moglich, welche nur die Wahrscheinlichkeit 
fUr das Vorhandensein des Teilchens an einem bestimmten Ort und 
zu einer bestimmten Zeit angibt. 

Nach BORN ist diese Wahrscheinlichkeit durch die DE BROGLIE­
SCHRODINGERSche Wellenfunktion '!{J bestimmt. Die wahrscheinlichkeits­
theoretische Mikromechanik laBt sich also als Mechanik dieser Wellen 
oder Wellenmechanik formulieren. 

Die Gleichungen (25) ergeben sich in der Tat (wie von BOHR hin­
gewiesen wurde) als unmittelbare Folge der wellentheoretischen Be­
ziehungen 

L1 kx . L1 x £Q 1, L1 ky . L1 Y £Q 1, L1 kz . L1 z £Q 1 (26) 

mit Rucksicht auf die Beziehung g = h k. 
Die Beziehungen (26) lassen sich folgendermaBen ableiten: 
Wir haben in § 7 gesehen, daB eine Wellengruppe, die man durch 

.Superposition von harmonischen Wellensystemen mit derselben Fort­
pflanzungsrichtung und konstanten Amplituden, aber mit verschiedenen, 
in den Intervallen LI v, LI k stetig veranderlichen Frequenzen und Wellen­
zahlen erhalt, sich wie ein harmonischer Wellenzug mit einer mitt­
leren Frequenz Vo und Wellenzahl ko und mit einer veranderlichen, durch 
den Ausdruck 

A = sinnLl v[( *)0'% - tJ 

Ll v [(~) . % - t l 
dv 0 ~ 

sinn (Ll k.% - Ll v·t) 
Ll k·% - Ll v·t 

bestimmten Amplitude fortpflanzt [vgl. Formel (22)J. 
Bei einem festgehaltenen Wert von t, z. B. t = 0, stellt A 2 eine 

Funktion von x dar, die bei x = 0 ihr Hauptmaximum erreicht. AuBer­
halb der beiden erst en Nullstellen hat A 2 eine Reihe sekundarer Ma­
xima, die man aber praktisch im Vergleich zu dem Hauptmaximum 
vernachlassigen darf. Die effektive Lange LI x des resultierenden Wellen­
zuges, d. h. die Dichte derjenigen Schicht, wo A 2 einen von Null betracht­
lich verschiedenen Wert hat, ist also durch die Beziehung LI X· L1 k £Q 1 
gegeben. Das ist aber nichts anderes als die erste der Relationen (26). 
Ihre korpuskulartheoretische Bedeutung ergibt sich, wenn man A 2 als 
das WahrscheinlichkeitsmaB fUr das Vorhandensein des korrespon­
dierenden Teilchens am betreffenden Ort und hk als seine Bewegungs­
gr6Be deutet. 
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Urn gleichzeitig die beiden anderen Beziehungen zu erhalten, muB 
man die Wellengruppe durch ein Wellenpaket ersetzen, welches durch 
Superposition von harmonischen Wellensystemen mit etwas verschie­
denen, stetig veranderlichen Fortpflanzungsrichtungen gebildet werden 
kann. Ein solches Paket ist dabei nicht mit dem entsprechenden Teil­
chen zu identifizieren - wie dies in § lO versucht worden ist -, sondern 
es muB bloB als "Wahrscheinlichkeitspaket" behandelt werden. 

Betrachtet man den obigen Ausdruck A (oder den entsprechenden 
Ausdruck fUr die effektive Amplitude eines Wellenpakets) als Funk­
tion der Zeit bei festgehaltenem Wert von x (und den beiden anderen 
Koordinaten), so erhalt man noch eine Beziehung 

LI t . LI v f,Q I, (26 a) 

welche die "Dauer" der Gruppe (oder des Pakets) mit seiner in Fre­
quenzeinheiten gemessenen Spektralbreite Ll v verknupft. FUhrt man 
hier statt der Frequenz v die Energie des korrespondierenden Teil­
chens s = hv ein, so ergibt sich die vierte HEISENBERGSche Ungenauig­
keitsrelation 

Lls·Lltf,Qh. (26b) 

Nach dem vorher Gesagten braucht der physikalische Sinn dieser Re­
lation nicht nmer erortert zu werden. 

Bei der Ableitung der Beziehungen (26) und (26a) sind wir von 
der gegebenen Spektralbreite Ll k oder LI v ausgegangen und haben 
die effektive Raum- bzw. Zeitbreite der Wellengruppe (oder des Wellen­
pakets) abgeschatzt. Die vollkommene Symmetrie dieser Relationen 
in bezug auf die zugehorigen GroBenpaare weist darauf hin, daB sie auch 
in der umgekehrten Richtung abgeleitet werden konnen, indem man 
eine Wellengruppe (oder ein Wellenpaket) mit gegebener raumlicher 
und zeitlicher Breite zrigrunde legt und die zugehorigen Spektralbreiten 
in Wellenzahlen und Frequenzen abschatzt. 

In der Tat, betrachtet man einen sich in Richtung der x-Achse 
fortpflanzenden Wellenzug, so kann man ihn nur dann als ein harmo­
nisches Wellensystem behandeln, wenn seine Amplitude im ganzen 
Raum denselben Wert hat. 1st dagegen diese Amplitude nur in einer 
Schicht mit der endlichen Dicke LI x von Nrill verschieden, so hat man, 
streng genommen, keinen harmonischen Wellenzug vor sich, wie groB 
LI x auch sein mag. Nach dem FOURIERschen Integralsatz kann man 
aber einen solchen endlichen Wellenzug als Superposition von unend­
lichen, also streng harmonischen Wellenzugen mit allen moglichen 
Wellenzahlen von k = 0 bis k = 00 darstellen. 

Es gilt namlich fUr jede beschrankte, stuckweise stetige Funk­
tion f (x) die Darstellung: 

f (x) = J Ak e2nikx dk, 
- 00 
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wo der Amplitudenkoeffizient A" als Funktion von k durch die Formel 
<Xl 

Ak = f t (x) e- 2nikx dx 

gegeben ist. 
Wendet man diese Formel auf eine Funktion t(x) an, die gleich 

e2nik." fUr Ixl < Ll2X und gleich Null fiir I x I > L12x ist, so erhalt man 

+i Ax ..Ii 
A - f 2ni(k.-k)"d _ smn (k - kolJl>" 

k - e x - 17, (k - ko) • 
-lAx 

Dieser Ausdruck erreicht sein Hauptmaximum (.1 x) bei k = ko; bei 
(k - ko) . .1 x = ± 1 wird er gleich Null und kann auBerhalb des Inter-

valls I k - ko I = LI\ vernachlassigt w~rden. Die effektive Spektral­

breite .1 k des betrachteten endlichen Wellenzuges ist folglich mit seiner 
Lange .1 x durch dieselbe Relation .1 k· .1 x ~ 1 verkniipft, die wir schon 
oben aufgestellt haben. Die beiden Ableitungen folgen auseinander 
durch eine Vertauschung der GroBen x und k. Yom korpuskularen 
Standpunkt aus entspricht dieser Vertauschung die Vertauschung von 
Lage und Geschwindigkeit als der mit der gegebenen Genauigkeit zu 
messenden GroBen. 

Es sei zum SchluB noch auf folgendes hingewiesen. Wenn man die 
Bewegung eines Teilchens in einem gegebenen Kraftfeld nach der klas­
sischen Mechanik verfolgen will, so geniigt es, ihre 
urspriingliche Lage und Geschwindigkeit anzugeben. 
Dabei kann man die Bahn des Teilchens berechnen Z 

oder auch graphisch konstruieren, indem man von 
seiner jeweiligen Lage eine unendlich kleine Strecke 
zieht, die ihrer Geschwindigkeit parallel und propor­
tional ist. 

In der neuen Mechanik ist ein solches Verfahren 
schon aus dem Grunde prinzipiell unmoglich, daB 
man die urspriingliche Lage des Teilchens nicht exakt 
definieren kann. Man kann lediglich ein kleines (doch 
endliches!) Raumgebiet angeben, wo es sich urspriing- -2 

lich befindet, d. h. ein Wahrscheinlichkeitspaket der 
entsprechenden Dimensionen konstruieren. Dabei aber Abb. 3. 

darf man auch die Geschwindigkeit nur ungenau de-
finieren, und zwar mit einer Ungenauigkeit, die der Ungenauigkeit 
der Ortsbestimmung umgekehrt proportional ist. - Dies ist auf der 
Abb.3 durch den Kreis 0 angedeutet, dessen Radius gleichzeitig die 
beiden Ungenauigkeiten miBt. Die mittlere Geschwindigkeit sei gleich 
der Strecke yom Mittelpunkt dieses Kreises zum Mittelpunkt des 
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Kreises 1. Dann muB sich das betrachtete Teilchen nach einer Zeit­
einheit irgendwo innerhalb dieses Kreises 1 (von doppelt so groBem 
Radius wie 0) befinden. - Will man die Bewegung des Teilchens 
weiter verfolgen, so muB man zunachst die dem Kreise 1 zugeordnete 
Ungenauigkeit der Geschwindigkeit bestimmen. Wegen der groBeren 
Abmessungen von 1 gegeniiber 0 muB in dies em Fall gemaB der Be­
ziehung (25) der punktierte Geschwindigkeitskreis (oder genauer die "Ge­
schwindigkeitskugel") kleiner ausfallen. Dieses Konstruktionsverfahren 
kann man weiter fort set zen - nach vorn, sowie nach hinten - und als 
ein ZerflieBen des Wellenpakets ansehen, das das Verhalten des Teil­
chens charakterisiert. Besonders muB man hervorheben, daB dieses Zer­
flieBen ein vollkommen reversibler Vorgang ist, d. h. sich ebensogut 
beim Fortschreiten in die Zukunft wie in die Vergangenheit ergibt 
(vgl. unten § 16). 

§ 13. BOHRsche Quantentheorie der Atome und stehende 
Kathodenwellen. 

Wir haben bisher die von BOHR 1913 begriindete Quantentheorie 
der Atome ganz auBer acht gelassen. Aber gerade auf diesem Gebiet 
hat die Wellentheorie der Materie ihre erst en Erfolge errungen. Es 
ist namlich DE BROGLIE und insbesondere SCHRODINGER gelungen, 
die BOHRschen "stationaren Zustande" als Eigenschwingungen oder als 
stehende Kathodenwellen zu deuten. 

Es sei daran erinnert, daB der Begriff der stationaren Zustande 
der Atome sowie anderer mechanischen Systeme historisch im Zu­
sammenhang mit der Quantentheorie des Lichtes entstanden ist. Aus 
der Tatsache, daB die Atome die Energie nur in bestimmten Quanten 
von endlicher GroBe durch Ausstrahlung verlieren oder durch Strah­
lungsabsorption gewinnen, hat BOHR den SchluB gezogen, daB die 
V organge der Lichtemission und -absorption diskrete Elementarakte 
sind, die das Atom aus einem strahlungslosen Zustand in einen anderen, 
ebenfalls strahlungslosen Zustand iiberfiihren. Diese strahlungslosen, 
stationaren oder "gequantelten" Bewegungszustande sind durch be­
bestimmte diskrete Werte der Energie WI> W2, W 3, ••• charakterisiert. 
Beim Ubergang yom n-ten zum m-ten Zustand wird die Energiedifferenz 
W n - W m als monochromatisches Licht mit der Frequenz. 

W,.- Wm 
'11= h 

aus- oder zugestrahlt. BOHR lieB dabei die Frage nach der Struktur 
des Lichtes offen. EINSTEIN hat dann spater (1917) gezeigt, daB der 
BOHRsche Mechanismus der Lichtemission und -absorption der iiblichen 
Wellentheorie des Lichtes widerspricht und in vollkommener Harmonie 
mit der korpuskularen Lichtquantentheorie steht. Aus der Betrachtung 
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des Warmegleichgewichtes zwischen Atomen und Strahlung konnte 
EINSTEIN namlich beweisen, daB bei jedem Emissions- oder Absorptions­
akt das Atom neben der Energieanderung W n - W m = h'll einen 

• .. It" It 
"StoB", d. h. emeAnderung der BewegungsgroBe vom Betrage-c- =-X 
erfahrt. 

BOHR hat ferner die einfachste "Quantenbedingung" aufgestellt, 
die im Falle des Wasserstoffatoms die "gequantelten" Zustande be­
stimmt. FaBt man namlich nur die kreisformigen Bahnen des Elektrons 
urn den (als ruhend betrachteten) Kern ins Auge, so lautet die urspriing­
liche BOHRsche Quantenbedingung 

It 
rmv=n 2 :rr;' (27) 

wo r den Bahnradius, mv die BewegungsgroBe des Elektrons und n 
eine positive ganze Zahl bedeutet. 

Diese Quantenbedingung ist spater von SOMMERFELD verallgemei­
nert und auf die Gestalt 

fPldql=nlh, fP2dq2=n2h, "', fp,dqf=nfh (27 a) 

gebracht worden. ql' q2' ... bedeuten hier die sogenannten "sepa­
rierbaren" Koordinaten des betrachteten mechanischen Systems, d. h. 
diejenigen verallgemeinerten Koordinaten, bei welchen jeder der zu­
gehOrigen "Impulse" PI' P2' ... als Funktion der betreffenden Koordi­
nate allein ausgedriickt werden kann. Die Impulse definiert man 

bekanntlich im allgemeinen durch die Formeln Pk = ~!, wo T die 
. uqk 

kinetische Energie des Systems als Funktion der Geschwindigkeiten 

qk = ~~k und der Koordinaten qk bedeutet. Bei Existenz von "Sepa­

rationskoordinaten" lassen. sich die Quantenbedingungen (27 a) nur 
dann formulieren, wenn die Funktionen Pn (qn) periodisch sind oder 
wenn sie nur in gewissen Grenzen liegende Werte der Argumente 
zulassen. Die Intergrationen in (27 a) sind ffir diese Perioden oder 
ffir das Hin- und Herschwanken des Arguments in den betreffenden 
Grenzen auszufiihren. 

Die BOHR-SOMMERFELD schen Quantenbedingungen lieBen vom 
Standpunkte der gewohnlichen korpuskularen Vorstellungen iiber das 
Wesen der Materie keine verniinftige Deutung zu. Vor dem Erscheinen 
der DE BROGLIESchen Theorie waren sie halbempirisch gefundene 
und nur durch ihre tlbereinstimmung mit den Erfahrungstatsachen 
gestiitzte Regeln. EHRENFEST konnte sie spater auf Grund des "Prin­
zips der adiabatischen Invarianz" und BOHR auf Grund des "Kor­
respondenzprinzips" gewissermaBen prinzipiell rechtfertigen. Die Ver­
scharfung des Korrespondenzprinzips erlaubte HEISENBERG 1925, 
die exakte mathematische Theorie der mikromechanischen Vorgange 



46 Licht und Materie. I, § 13. 

aufzustellen, die sich bald darauf mit der fast gleichzeitig und unab­
hangig davon entstandenen DE BROGLIE-SCHRODINGERSchen Wellen­
mechanik als formal aquivalent erwies (s. Kap. III). Aber der 
von HEISENBERG verfolgte Weg ist ein Umweg. Auf den geraden 
Weg zum Verst8.ndnis der Quantengesetze der Atommechanik hat 
DE BROGLIE durch seinen noch sehr unklaren Begriff der Phasen­
wellen hingewiesen. 

Fiihrt man in die BOHRsche Quantenbedingung (27) die der Be­
h 

wegungsgroBe g = mv entsprechende DE BROGLIE sche Wellenlange A. = -mv 
ein, so nimmt diese Bedingung die folgende sehr einfache und an­
schauliche Gestalt an: in den gequantelten Bewegungszustanden des 
Wasserstojjatoms ist die Lange der kreisjormigen Elektronenbahnen (2 n r) 
gleich einem ganzen Vieljachen der zugehOrigen Wellenlange. 

Diese Deutung laBt sich leicht auf geschlossene Bahnen allgemei­
nerer Gestalt, z. B. auf die Ellipsenbahnen, erweitern. Addiert man 
die Gleichungen ;f PI dql = n l h und ;f P2 dq2 = n2 h, die einer perio­
dischen Keplerbewegung des Elektrons urn einen positiven Kern ent­
sprechen, so wird mit Riicksicht auf die Relation PI iII + P2 iI2 = 2 T 
(T = kinetische Energie): 

;f(Pldql + P2dq2) = ;f2Tdt = ;fmv2 dt = ;fmvds, 

wo ds = v dt das Bogenelement der Bahn bedeutet. Ersetzt man hier 
h 

mv durch T' so wird: 

f~s=n (=nl +n2)· (27b) 

In diesem Integral ist die Wellenlange A. als eine veranderliche GroBe 
anzusehen, die von der Lage des Elektrons auf seiner Bahn abhangt. 

Die von DE BROGLIE gegebene Deutung der Quantenbedingungen 
war urspriinglich das erste, sozusagen empirische Argument fiir 
seine Vorstellung der Phasenwellen. Die prinzipielle Moglichkeit, diese 
Vorstellung durch "Obertragung der EINSTEINschen Lichtquanten-

relationen e = hv und g = ~ auf Korpuskeln mit nichtverschwindender 

Ruhmasse durchzufiihren, erschien damals als sehr fragwiirdig, insbeson­
dere bei derjenigen "naiven" Auffassung der Verkniipfung zwischen 
Wellen und Korpuskeln, die von DE BROGLIE vorgeschlagen war. Diese 
Auffassung hatte eine sehr empfindliche Unklarheit in der erwahnten 
Deutung zur Folge. Fiir kreisformige Elektronenbahnen definierte 
DE BROGLIE seine Wellenlange nach der Formel 2nr = nA. nur fiir 
solche Raumpunkte, welche auf diesen Bahnen liegen. Die Frage nach 
der Lange und nach dem allgemeinen Charakter des Wellenvorgangs 
aufJerhalb der von dem Elektron beschriebenen gequantelten Bahn 
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blieb bei DE BROGLIE offen; selbst die Existenz eines solchen Vorgangs 
im umgebenden Raum wurde kaum in Betracht gezogen. 

Zwei Jahre spater erhielten die Grundgedanken der DE BROGLIE­
schen Theorie eine weitgehende Entwicklung und Vertiefung in den 
Arbeiten von E. SCHRODINGER. Dieser lieB' sich zlJ.nachst durch die 
falsche Vorstellung der Wellenpakete leiten. Diese Vorstellung erwies 
sich aber als methodisch sehr fruchtbar, denn sie gab SCHRODINGER 
den AnstoB, die Gesetze der Fortp£lanzung der DE BROGLIESchen Wellen 
als solchen, unabhangig von den damit verkniipften Teilchen, zu unter­
suchen. Das Ergebnis dieser Untersuchungen war die Entdeckung der 
"Wellengleichung", welche die verschiedenen in einem gegebenen 
auBeren Kra,ftfeld zulassigen Schwingungsvorgange bestimmt. 

Bevor wir diese Gleichung aufstellen, wollen wir die Grundgedanken 
der SCHRODINGERSchen Theorie der BOHRschen Quantenzustande 
erlautern. Bei Lichtwellen wie auch bei jedem anderen Wellenvorgang 
in einem kontinuierlichen Medium unterscheidet man zwei Arten von 
Wellen - namlich laufende und stehende Wellen. Ein stehendes Wellen­
system laBt sich immer durch Superposition zweier laU'fender Wellen­
ziige von demselben Typus mit entgegengesetzten Fortp£lanzungs­
richtungen erhalten. Die freien elastischen Schwingungen oder "Eigen­
schwingungen" einer Seite, einer Membran oder Platte, allgemein 
jedes elastischen K6rpers von endlichen Abmessungen entstehen durch 
Re£lexion der einfallenden Wellen an den betreffenden Endpunkten, 
Randern oder Flachen, die als Schwingungsknoten dienen. .Almliche 
Knotenpunkte, -linien oder -£lachen k6nnen sich auch innerhalb des 
K6rpers' bilden. Die verschiedenen Schwingungstypen lassen sich da­
bei durch die Angabe der Knotenzahlen, d. h. der Anzahl der Knoten 
derselben Art, vollstandig charakterisieren . 

.Ahnliche Verhaltnisse findet man bei stehenden Lichtwellen, die 
in einem Hohlraum mit vollkommen re£lektierenden Wanden einge­
schlossen sind. Bei einem wiirfe1£6rmigen Hohlraum sind die Knoten­
flachen aquidistante Ebenen, die die Wiirfelkanten a l , a2 , as in 

gleichen Strecken ~, ~, ~ teilen (nv n2 , ns = ganze Zahlen). Die 
n1 n2 na 

verschiedenen Schwingungstypen oder Eigenschwingungen eines solchen 
Hohlraums k6nnen also durch die Zahlentripel (nl' n2 , na) charakteri­
siert werden. 

Der Abstand zwischen zwei Knotenebenen einer bestimmten Art 
ist bekanntlich gleich dem halben Wert der entsprechenden Wellen­
lange A. Bezeichnet maIi die Winkel der beiden in Betracht kommenden 
Fortp£lanzungsrichtungen mit den Wiirfelkanten als ± (Xl' ± (X2' ± (XS' 

so hat man offenbar 
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und folglich 

Tcos a l = 1 = 2a1 ' Tcos a3 = k2 = 2:2 ' 1 -k 121 1 12 I 
~" COS a3 = k3 = 212:-;;, (28) 

wo kl' k2' k3 die Komponenten des die Wellenlange und zugleich die 
Fortpflanzungsrichtung charakterisierenden Vektors f bedeuten. 

Fiihrt man nun statt f den korrespondierenden korpuskularen 
Vektor, d. h. die BewegungsgrofJe eines Lichtquants g = h f ein und 
bezeichnet seine Komponenten mit gl' g2' g3' so wird nach (28) 

gl·2a1 = nlh, g2· 2a2 = n2h, g3·2aa = nah. (28a) 

Diese Gleichungen sind aber, wie man leicht einsieht, gerade die BOHR­
SOMMERFELD schen Quantenbedingungen (27 a) fiir den betrachteten 
Fall, d. h. fiir den Fall eines "gequantelten Bewegungszustands" des 
im betrachteten wiirfelf6rmigen GefaB eingeschlossenen Lichtquantes 
oder einer beliebigen Anzahl solcher "Quanten". 

Stellt man sich nun statt der Lichtquanten irgendwelche materielle 
Teilchen - z. B. Elektronen - vor, so kann man umgekehrt die 
£iir diese Tei1chen - oder fiir das aus ihnen gebildete ideale Gas­
bestehenden "Quantenbedingungen" (28a) als korpuskulartheoretische 
Aquivalente der Beziehungen (28) fiir die korrespondierenden Kathoden­
wellen (oder im a.llgemeinen DE BROGLIESchen Wellen) deuten. Die 
BOHR-SOMMERFELD schen Quantenzahlen erscheinen dabei als die Knoten­
zahlentripel der betreffenden DE BROGLIESchen "Hohlraumeigenschwin­
gungen". 

Ahnliche "Hohlraumeigenschwingungen" k6nnen nach SCHRO­
DINGER unter gewissen Bedingungen auch im unendlichen Raum statt­
finden. Die von den GefaBwanden dargestellte Begrenzung darf nicht 
als geometrische Flache, sondern muB als dynamische Oberflachen­
schicht aufgefaBt werden. Man kann sich namlich vorstellen, daB beim 
Durchgang durch diese Schicht die potentielle Energie eines Teilchens 
auf einen bestimmten, geniigend groBen (streng genommen unend­
lichen) Betrag wachst. Denkt man sich nun die Schichtdicke alImahlich 
vergroBert, bis man ein im ganzen Raume verteiltes Kraftfeld - wie 
z. B. das COULoMBsche Kraftfeld urn einen positiven Kern - erhaIt, 
so diirfen die betrachteten Eigenschwingungen nicht au/horen, sondern 
miissen bloB ihren Charakter allmahlich andern. 

Die urspriingliche Randflache verschiebt sich dabei ins Unendliche, 
wahrend die anderen Knotenflachen ihre Gestalt stetig andern; die 
Anzahl der Knotenflachen fiir jede Eigenschwingung bleibt dabei 
offenbar konstant. Daraus sieht man, daB die Anzahl verschiedener 
Eigenschwingungen, wo sie iiberhaupt moglich sind, immer, d. h. fiir 
jedes nach auBen bremsende Kraftfeld, unendlich grofJ sein mufJ. 
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§ 14. Die SCHRODINGERSehe Wellengleiehung und die Ergebnisse 
ihrer Anwendung auf das Wasserstoffatom. 

Eine exakte Bestimmung der fUr ein gegebenes Kraftfeld charakte­
ristischen SCHRODINGERSchen Eigenschwingungen HiJ3t sich selbst­
verstandlich nur auf Grund einer Gleichung durchfiihren, die die Fort­
pflanzung der DE BROGLIESchen Wellen in diesem Kraftfeld bestimmt. 
Urn diese SCHRODINGERSche Wellengleichung aufzustellen, wollen wir 
annehmen, daJ3 sie sich in der allgemeinen, fiir beliebige Wellenvor­
gange charakteristischen Gestalt schreiben laBt 

8 2'IjJ 82'IjJ 8 2'IjJ 1 8 2'IjJ 
8x2 + 8y2 + EfZ2 - w2 7ft2 = 0, (29) 

wo 'IjJ die DE BROGLIESchen Schwingungsfunktion und w die Phasen­
geschwindigkeit der DE BROGLIESchen Wellen an der betreffenden 
Stelle (x, y, z) bedeutet. 

Wir wollen uns zunachst auf solche Schwingungsvorgange be­
schranken, die in der Zeit harmonisch sind, fiir die also die Abhangig­
keit de~ Funktion 'IjJ von der Zeit durch den Faktor e-2ni~t dar-

gestellt werden kann 1. Es wird dabei 8;t~ = - 4:n2 p2'IjJ, und folglich 
11 1 

wegen - = k = --
w l' 

8 2'IjJ 82'IjJ 8 2'IjJ 4n2 
8x2 + 8y2 + 7fZ2 + ¥'IjJ = 0, (29a) 

Wir k6nnen hier die DE BROGLIESche Wellenlange durch die Geschwin­
digkeit v ausdriicken, die ein Teilchen der betrachteten Art - z. B. ein 
Elektron - an der betreffenden Stelle haben wiirde, falls es sich mit 
der Gesamtenergie e = hp bewegte. Fur nicht zu groJ3e Werte von v 
kann man die Relativitatskorrektionen vernachlassigen und e in der 
Gestalt 

1 
e = mo c2 + Tmo v2 + U (x, y, z) = mo c2 + W 

darstellen, wo W = ~ mov2 + U der iiblichen nichtrelativistischen De­

finition der Energie (ohne "Ruhenergie") entspricht. Man hat ferner, 
mit derselben Vernachlassigung, gemaB der DE BROGLIESchen Formel, 
1 mov 
T = h' Es wird also 2 

1 Man konnte statt dessen den reellen Faktor cos 2n1l t einfiihren. Es ist aber zweck­
maBiger, 'ljJals einekomplexe GroBe von derForm 'IjJ(x, y, z, t) = 'ljJ0(x, y, z) e-2nipt 
mit einer komplexen Amplitudenfunktion 'ljJ0 zu behandeln; denn in dieser Form 
lassen sich sowohl laufende als auch stehende Wellen darstellen. 

2 In Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen tiber die Interferenz 
von Kathodenstrahlen, welche die theoretische Beziehung zwischen Wellenlange 
und potentieller Energie (Spannungsdifferenz) direkt bestatigen. 

Frenkel, Wellenmechanik. 4 
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und folglich nach (29 a) 

021j! + 021j! + 021j! + 8n2mo (W _ U) - 0 
ox2 oy2 OZ2 h2 1p - . (30) 

Das ist die oben erwahnte, von SCHRODINGER aufgestellte Differential­
gleichung der DE BROGLIESchen Wellen. Das die Forlpflanzung dieser 
Wellen bestimmende Kraftfeld wird durch die Potentialfunk­
tion U (x, y, z), d. h. durch die potentielle Energie eines in diesem 
Kraftfeld befindlichen Teilchens der betrachteten Art charakterisiert. 
Die Schwingungsfrequenz bei gegebenem Wert der Energie Wist durch 
die Formel 

bestimmt. 
Will man die Relativitat (d. h. die Veranderlichkeit der Masse) be-

rucksichtigen, so muJ3 man * = t setzen und die BewegungsgroJ3e g 

durch die Eigenenergie mc2 = 8 - U gemaJ3 der Formel 

( 8 - U)2 
g2 = _ m 2 c2 + '----;0-'-o c2 

ausdrucken. Man erhalt dabei statt (30) die Gleichung 

02 1j! 021j! 021j! 4n2 

Ox2 + oy2 + OZ2-+/t2[(8-U)2_ m5c4]1p=0. (30a) 

Bei der Voraussetzung, daJ3 die "kinetische Energie" des Teilchens 
W - U klein im Vergleich zur Ruhenergie m oc2 ist, hat man in erster 
Naherung 

1 1 
"2 (8 - U)2 - m5 c2 = -2 (mo c2 + W - U)2 - m5 c2 \,Q 2 mo (W - U). c c 

Die Gleichung (30a) reduziert sich dabei auf (30). 
SCHRODINGER hat die Gleichung (30) zunachst auf das Wasser­

stoffatom angewandt. Dazu muJ3 man fur U den ublichen COULOMB-
e2 ---------

schen Wert U = - - einsetzen, wo r = yx2 + y2 + Z2 den Abstand 
r 

von dem als unbewegt gedachten punktformigen positiven Kern be­
deutet. Die vollstandige Losung dieses Problems werden wir in Kap. IV, 
§§ 1 und 2 betrachten. Hier wollen wir nur die Hauptergebnisse 
erwabnen und sie an einem einfachen Beispiel veranschaulichen. 

Es ergibt sich namlich, daJ3 man zwei Falle unterscheiden muJ3, 
je nachdem W > 0 oder W < 0 ist. 1m ersten Fall, der einem ioni­
sierten Atom entspricht, erhalt man fUr jeden Wert von W eine im 
ganzen Raum regulare Losung der Gleichung (30), d. h. eine eindeutige, 
endliche und stetige Schwingungsfunktion 1p = 1p0 (x, y, z) e- 2ni1,t, 

die offenbar der Hyperbelbewegung eines Elektrons entsprechen muJ3. 
1m zweiten Fall dagegen ergeben sich regulare Losungen der Wellen-
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gleichung nur fiir ganz bestimmte Werte von W, die mit den "gequan­
telten" Energiewerten der BOHRschen Theorie 

(n = 1,2,3, •.• ) (31) 

genau iibereinstimmen. 
2ni( • W) 

D · h' E' nf k'" 0 -T m.o + " Ie zuge ongen" Ige un honen 1jJn = 1jJn (x, y, z) e t 

entsprechen den gequantelten BOHR-SOMMERFELD schen Ellipsenbahnen. 
Yom wellentheoretischen Standpunkt aus bestimmen sie die verschie­
denen moglichen Eigenschwingungen. Die BOHRsche "Hauptquanten­
zahl" n bedeutet dabei die Gesamtzahl der Knotenflachen. Diese sind 
zum Teil KugeUlachen (deren eine im Unendlichen liegt) , zum Teil 
Kegelflachen mit einer bestimmten Achse oder durch diese Achse 
gehenden aquidistanten Meridionalebene. Die Schwingungsfrequenz 'JI 

(d. h. die Energie) ist aber fiir die verschiedenen Eigenschwingungen 
mit derselben gesamten Knotenzahl gleich ("Entartung"). 

Bei geniigender Entfernung yom positiven Kern, d. h. yom Mittel­
punkt des Kraftfeldes, fallen alle Eigenfunktionen exponentiell ab; es 
gilt namlich fiir groBe r die asymptotische Formel 

(3la) 

r~~r 
e2 h2 1 

a=2I Wd=4n2 moe2 (3lb) Abb.4. 

den Radius der BOHRschen einquantigen Bahn bedeutet (der Radius 
der n-quantigen Bahn der BOHRschen Theorie ist n2-mal groBer). 

Die Abhangigkeit der Amplitudenfunktion 1jJ~ von der Entfernung r 
ist fiir den Fall n = 4 auf der angefiihrten Figur (Abb. 4) dargestellt. 

Bei dieser Ableitung der SCHRODINGERSchen Gleichung haben wir die 
Geschwindigkeit v und die damit verkniipfte Wellenlange A als reelle Gro-

Ben betrachtet. Dementsprechendsollte die GroBe 4J..~2 = 8 n;2mo (W - U), 

d. h. die Differenz W - U positiv sein. Diese fiir die gewohnliche 
Korpuskulannechanik ganz selbstverstandliche Beschrankung verliert 
in der Wellenmechanik jeden Sinn. Die Funktionen 1jJn bleiben in der 
Tat auch fiir solche Raumpunkte von Null verschieden, wo die "kine­
tischeEnergie", definiert als die Differenz W - U (x, y, z), negative 

Werte annimmt, was nach der Fonnel ! mov2 = W - U imaginaren 

Werten der Geschwindigkeit und der Wellenlange entspricht. 
Darf man also das Amplitudenquadrat von 1jJn als das Wahrschein­

lichkeitsmaB fiir das Vorhandensein des Teilchens an der betreffenden 
Stelle deuten und zugleich W - U als seine kinetische Energie be-

4* 
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trachten, so muB man neben den reellen auch imaginiire Bewegungs­
geschwindigkeiten zulassen. 

Solche imaginare Bewegungsgeschwindigkeiten haben selbstver­
standlich yom korpuskularen Standpunkt aus gar keinen Sinn 1. 

Die ihnen entsprechenden imaginaren Wellenlangen sind dagegen 
etwas ganz Natiirliches, was man bei allen Wellenvorgangen trifft. 
Der einfachste und bekannteste Fall des Auftretens von imaginaren 
Wellenlangen findet sich bei der Totalreflexion des Lichtes. Es laBt 
sich nach der elektromagnetischen Lichttheorie leicht zeigen, daB 
auch bei der Totalreflexion die einfallenden Lichtwellen in das zweite 
Medium eindringen, wobei sich aber ihre Amplitude mit VergroBerung 
des Abstandes x von der Trennungsflache nicht harmonisch andert, 
sondern exponentiell abnimmt. Die durch den Faktor e-'U; dargestellte 
Abnahme IaBt sich aber auf einen imaginaren Wert der Wellenlange 
oder genauer einer zur Grenzflache senkrechten Komponente des Wellen-

vektors kaJ zuriickfiihren, wenn man kg: = i 2~' d. h. e-cca:= e2nik.,a: setzt. 

Man kann also die durch die Formel (31 a) dargestellte Abnahme 
der Schwingungsamplitude als Folge einer Art von Totalreflexion der 
auslaufenden DE BROGLIESchen Wellen auffassen, nicht an einer be­
stimmten Grenzflache, wo W - U negativ wird, sondern in einer 
unscharf begrenzten Kugelschale. Die stehenden Wellen, die man 
innerhalb dieser Schale findet und die die betrachteten Eigenschwin­
gungen bilden, konnen dabei als Folge der Interferenz der auslaufen­
den ("einfallenden") und zuriicklaufenden ("reflektierien") Kugel­
wellen betrachtet werden. 

§ 15. SCHRODINGERSche Wellen bei Potentialspriingen; 
Anwendungen auf die Elektronentheorie der Metalle. 

Zur Erlauterung dieser Uberlegungen wollen wir das schon beriihrte 
Problem der kraftefreien Bewegung eines Teilchens (oder einer Menge 
gleichartiger, nicht aufeinander wirkender Teilchen) innerhalb eines 
wiirfelformigen Kastens etwas naher untersuchen. Damit die Kasten­
wande als KnotenfIachen dienen konnen, muB die potentielle Energie 
auf diesen Wanden sprunghaft unendlich werden. Nimmt man dagegen 
an, daB beim Austritt aus dem Kasten die potentielle Energie nur urn 
einen endlichen Wert LI U = U1 - Uo> 0 springt, so erhalt man als 
Losungen der SCHRODINGERSchen Gleichung gewisse stehende Wellen­
systeme, deren auBere Knotenflachen im Unendlichen liegen. AuBer-

1 Nach den Betrachtungen in § 12 laJ3t sich diese Schwierigkeit folgender­
maJ3en lOsen: Wenn wir das Elektron an einem ganz bestimmten Raumpunkt x, y, z, 
der einem gegebenen Wert der potentiellen Energie U entspricht, betrachten, 
so schlieJ3en wir nach den HEISENBERGSchen Ungenauigkeitsrelationen die Mag­
lichkeit aus, seine Geschwindigkeit a\lch naherungsweise zu bestimmen. 
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1).alb des Kastens fallt die Schwingungsamplitude urn so rascher ab, 
je groBer L1 U ist. 

All dies bezieht sich auf den Fall W - U1 < O. Dieser Fall ent­
spricht nach der iiblichen korpuskularen Mechanik der Bedingung, 
daB das betrachtete Teilchen aus dem Kasten nicht austreten kann, 
denn es wiirde dabei eine negative kinetische Energie haben (seine 
kinetische Energie innerhalb des Kastens W - U 0 setzen wir als positiv 
voraus). Es sei nochmals daran erinnert, daB nach der Wellenmechanik 
das Teilchen auch in diesem "Falle nach auBen dringen kann. 

Wir nehmen der Einfachheit halber die Abmessungen des Kastens 
in die y- und z-Richtung als unendlich an, so daB wir also eine unendliche 
ebene Platte von der Dicke a = 21 haben. Die Gleichungen der beiden 
Grenzf1achen seien x = + 1 und x = - 1. Wir betrachten ferner nur 
solche Losungen der SCHRODINGERschen Gleichung, die allein von der 
x-Koordinate abhangen, die also sich in der positiven oder negativen 
x-Richtung fortpflanzende Wellen oder sich daraus ergebende stehende 
Wellen darstellen. Die Gleichung (30) nimmt dabei die einfache "ein­
dimensionale" Form 

(32) 

an. Fiir I x I <; ist hier U = Uo = konst. und fiir I x I> ; ist 

U = U1 = konst. einzusetzen. Setzt man zur Abkiirzung 

so wird 

8:11;2 mo (W _ U ) _ 2 8:11;2 mo (W _ U ) = _ R2 
h2 0 - IX. , h2 1 P , 

Ixl <1\. 
Ixl >1 

Die allgemeinen Losungen dieser Gleichung lauten 1 

"Pa. = Al eiu + A2 e- iu, "PfJ = Bl efJa; + B2 e- fJa;. 

(32 a) 

(32 b) 

Zur Bestimmung der Koeffizienten A, B hat man erst ens die End­
lichkeitsbedingungen "P = 0 fUr x = ± 00 und zweitens die Stetigkeits­
bedingungen 

fiir x = ± 1. Die letzteren ergeben sich als unmittelbare Folge dessen, 
daB "Pa. und "PfJ dieselbe einer Differentialgleichung zweiter Ordnung (32) 
geniigende Funktion "P in verschiedenen Raumgebieten darstellen. 

1 Den Zeitfaktor e- 2n il't lassen wir im folgenden immer weg; die Funk­
tionen 1jIa. und 1jIfJ sollen also die (komplexen) Amplituden von 1jI bedeuten. 
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Setzt man f3 als positiv voraus, so folgt aus den Endlichkeitsbedin-
gungen 

'Ijlp = B 2 e-Pz fUr x> l 

'Ijlp=BIe+ Pz fUr x< -l. 

Man erhalt ferner aus den Stetigkeitsbedingungen 

AIeiIXI + A 2 e- iIXI = B 2 e- PI _ C2 

Ale- iIXI + A 2 eiIXl = Ble- PI = CI 
und 

i oc (AI eiIXI _ A2 e- iIXI) = - f3 C2 

i oc (AI e- iIXI - A2 eiIX~ = + f3 CI , 

d. h. ein System von vier linearen homogenen Gleichungen mit vier 
Unbekannten AI' A 2 , CI , C2 • Ihre L6sbarkeitsbedingung laBt sich in 
der Form 

eiIXI , e- iIXI , 0 -1 

e- iiXl , e+ iIXI , -1 , 0 

eiIXI _ e- iIXI , 0 fJ =0 , 
iIX 

e- iIXI _ e+ iIXI , fJ 0 , - -:rr;' 

schreiben. Sie bestimmt in Verbindung mit (32b) die zulassigen Werte 

oder die "Eigenwerte" der Energie W, d. h. die Frequenzen v = mo c2
h+ W 

der verschiedenen SCHRODINGERSchen Eigenschwingungen des betrach­
teten plattenformigen "Hohlraumes". 

Diese Determinantengleichung laBt sich leicht vereinfachen. Es ist 
aber vorteilhafter, die Elimination der Unbekannten aus dem vorher­
gehenden Gleichungssystem etwas anders durchzufiihren. Durch Addi­
tion und Subtraktion der beiden ersten und der beiden zweiten Glei­
chungen erhalt man: 

2 (AI + A 2) cos oc l = (CI + C2), 2 i (AI - A 2) sin oc l = C2 - CI 

2 i (AI - A 2) cos oc l = - L (C2 - CI), 
IX 

2 (AI + A 2) sinocl = L (CI + C2). 
IX 

Es wird also entweder 

tgocl = L, Al = A 2 , C1 = C2, C = 2A cos ocl (33) 
IX 

oder 
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Im ersten Faile hat man 

1prx = 2A cosoc x 

1p{J = 2A cosocl· e-{J(z-l) 

1p{J = 2A cosocl· e{J(z-l) 

und im zweiten 

-l<X<lj 
(x>l) , 

(x< -1) 

1prx= 2iAsinocx -l<X<lj 
1p{J = 2iA sinocl·e-{J(z-l) (x> l) . 

1p{J = - 2 iA sin oc 1· #(z-l) (x < l) 
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(34) 

(34a) 

Es liiBt sich leicht zeigen, daB die Formeln (33) und (34) den Eigen­
schwingungen von gerader Ordnung, d. h. mit einer geraden Anzahl 
der Knotenebenen, dagegen die Formeln (33a) und (34a) den Eigen­
schwingungen von ungerader Ordnung entsprechen (s. Abb. 5). Im 

Abb.5. 

Grenzfall (3 = 00, d.h. U2 = 00, was einer voIlkommenen Undurch­
dringlichkeit der Grenzf1iichen x = ± 1 entspricht, reduzieren sich die 
transzendenten Gleichungen 

tgocl = ~ und tgocl = - ~ 
resp. auf 

n n2n n 
oc = 21(2n + 1) und oc = 2T = Tn, 

wo n eine positive ganze Zahl (oder Null) bedeutet. Man findet also 
hier dieselben VerhaItnisse wie bei den Eigenschwingungen einer ge­
spannten Seite. 

Das behandelte Problem ist keine bloBe Fiktion. Es gibt eine sche­
matlsche DarsteIlung des Verhaltens der "freien" Elektronen in einer 
Metallplatte. Die Schematisierung besteht in der Beschriinkung auf 
eine Dimension, in der Annahme einer sprunghaften Anderung der 
potentieIlen Energie beim Austritt aus dem MetaIl (U 1 - U 0 = e Vo, 
wo Vo die entsprechende Potentialdifferenz bedeutet) und schlieB­
lich in der Vernachlassigung des elektrischen Widerstandes. Den letz­
teren kann man vom wellentheoretischen Standpunkt aus auf die 
Streuung der KathodenweIlen zuriickfiihren, eine Streuung, die in der­
selben Weise erfolgt wie die Streuilllg der Lichtwellen in einem kiinstlich 
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oder nahirlich triiben Medium. Sie auBert sich in einer allmahlichen 
Dampfung der Wellen, d. h. einer exponentiellen Abnahme ihrer Inten­
sitat I nach der Formel 1m = 10 e-8X • Dieselbe Formel erhaIt man, 
wenn man die Fortpflanzung eines Strahlenbiindels vom korpuskularen 
Standpunkt aus betrachtet; dabei bedeutet dann der reziproke Wert 
des Dampfungskoeffizienten s die mittlere freie Weglange. Bei einem 
reinen Metall ist die Streuung der Kathodenwellen durch die von der 
Warmebewegung abhangigen Dichteschwankungen bedingt. Bei dem 
absoluten Nullpunkt der Temperatur wird s = 0; das entspricht einem 
Verschwinden des elektrischen Widerstandes. Diese Betrachtungen 
erlauben, den elektrischen Widerstand der Metalle als Funktion der 
Temperatur in Ubereinstimmung mit den experiment ellen Tatsachen 
zu berechnen. 

Doch wollen wir hier auf diese Frage nicht naher eingehen. Wir 
haben bisher angenommen, daB die Differenz W - UI oder die Ener­
gie W - falls man UI = 0 setzt - negativ ist. Wir wollen kurz auch 
den entgegengesetzten Fall W - UI > 0 betrachten. In diesem Fall 
sollten nach der gewohnlichen Mechanik alle Elektronen, die sich im 
Metall senkrecht zu seiner Oberflache - d. h. parallel zur x-Achse -
bewegen, durch diese Oberflache hindurchgehen. Anders wird es nach 
der Wellenmechanik. Es laBt sich namlich leicht zeigen, daB eine sich 
nach auBen fortpflanzende Kathodenwelle bei W - tIo > 0 und 
W - U 1 > 0 nur teilweise hindurchgehen kann, teilweise aber reflek­
tiert werden muB. 

Der Einfachheit halber wollen wir die Metallplatte als unendlich 
dick betrachten, d. h. nur eine Grenzflache, die wir jetzt als Ebene x = 0 
wahlen, in Betracht ziehen. Setzt man 

8 1/:2 mo (W U ) 2 8 1/:2 mo (W U ) 2 
~ - 0 =()(o' -h-2- - I =()(I' 

so erbaIt man statt (32b) die Gleichungen 

d21Jlo 2 
dx2 + ()(o "Po = 0 (x < 0) I 

(x > 0) 

(35) 

(35 a) 

mit den Grenzbedingungell "Po = "PI und dd1Jl; == ~~1 fiir x = 0.' Die 

Endlichkeitsbedingungen sind in dies em Fall von selbst erfiillt; denn 
die allgemeinen Losullgen von (35a) lauten 

Wenn keine Elektronen aus dem AuBenraum (x> 0) nach dem Metall 
zustromen, hat man B2 = 0 und folglich wegen den Stetigkeitsbedin­
gungen 
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d.h. 

Al = ~ (1 + ::) B I , (36) 

Das Verhaltnis 

(36a) 

der Amplitudenquadrate der reflektierten und der einfallenden Welle 
stellt das Reflexionsvermogen des Metalls (fur senkrechte Indizenz) dar. 
Ebenso wie in der Optik bleibt sein Wert bei Umkehrung der Strahlen­
richtung unverandert. 

Die Koeffizienten OCo und OCI sind proportional der Geschwindigkeit 
der Elektronen innerhalb und auBerhalb des Metalls. Da die Ampli­
tudenquadrate Ai und B; die Konzentrationen der Elektronen im ein­
fallenden und hindurchgehenden Strahlenbundel bestimmen, muB man, 
urn die entsprechenden Stromdichten (d. h. die Anzahl der pro Flachen­
und Zeiteinheit einfallenden und ausstr6menden Elektronen) zu er­
halten, diese Amplitudenquadrate noch mit den zugeh6rigen Ge­
schwindigkeitskoeffizienten multiplizieren. Dies gibt fUr den Durch­
lassigkeitskoeffizienten der Metalloberflache den Ausdruck 

(36b) 

Man hat also R + D = 1, was im Einklang mit dem Erhaltungsprinzip 
der Elektronen (Anzahl der einfallenden Elektronen = Anzahl der 
reflektierten + Anzahl der durchgelassenen) steht. 

Wir wollen noch den allgemeinen Fall betrachten, wo zwischen 
zwei Raumgebieten Go und G2 mit reellen Geschwindigkeitskoeffi­
zienten OCo' OC2 ein Gebiet GI eingeschaltet ist, fur welches der Koeffi­
zient OCI einen imaginaren Wert i{J ({J> 0) annimmt (Abb. 6). 
Nach der ublichen Korpuskularmechanik 
sollte man erwarten, daB Kathoden­
strahlen, die von Go aus auf die Grenz­
ebene x = 0 zwischen Go und GI einfallen, 
vollkommen reflektiert werden mussen 
(die Grenzebene darf als Schematisierung 
einer sehr dunnen Ubergangsschicht auf­
gefaBt werden). Nach der Wellenmechanik 
findet dabei keine Totalreflexion statt. 

Abb.6. 

Die Kathodenstrahlen dringen teilweise in das "verbotene" Gebiet 
GI , das einem negativen Wert der kinetischen Energie W - U I 
entspricht, ein, treten durch die Grenzebene x = a auch in das 
folgende Gebiet G2 ein und pflanzen sich dort in derselben Weise 
wie in Go mit einer von der ursprunglichen im allgemeinen verschie­
denen Geschwindigkeit fort. Es ist also nach der Wellenmechanik 
unm6glich, einem Teilchen den Weg durch bremsende Krafte von 
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beliebiger GroBe zu versperren, falls es auBerdem ein zweites, geniigend 
starkes Kraftfeld gibt, wo das Teilchen wieder beschleunigt werden 
kann. Wie hoch und breit auch der Berg der potentiellen Energie sein 
mag, ein bestimmter Bruchteil der Materieteilchen kann ihn immel 
iiberwinden, urn sich auf der anderen Seite in der gewohnlichen Weise 
zu bewegen. Mit anderen Worten: jedes Teilchen hat eine bestimmte 
von Null verschiedene Wahrscheinlichkeit, tiber den Berg zu laufen. 
Diese Wahrscheinlichkeit hangt natiirlich von der Hohe und Breite des 
U-Berges ab und ist gleich seinem DurchHissigkeitskoeffizienten D fiir 
die entsprechenden Materiewellen. 

Die SCHRODINGERSche Wellengleichung (32) zerfillt in dem betrach­
teten Fall in drei Gleichungen: 

d 2 '1Jlo 2 
dx2 + CXo "Po = 0 

d2'1Jll_ f32 1IJ = 0 
dx2 rl 

d2'1Jl2 2 
dx2 + CX2 "P2 = 0 

deren Losungen lauten 

(x < 0) 1 
(0 < x < a)), 
(x > a) 

(37) 

(eine in G2 zuriicklaufende Welle kommt nicht in Betracht). Durch 
Beriicksichtigung der Stetigkeitsbedingungen 

'/fJo = "PI' d'lJlo = d'lJll fur x = 0 . 
dx dx ' 

erhalten wir 

Al + A2 = BI + B2, 
BI ePa + B2 e- pa = C eia,a, 

d'lJl2 dX fUr x = a, 

Hier bedeutet Al die Amplitude der einfallenden und C die der durch­
gehenden Welle. Der DurchHissigkeitskoeffizient des "Sperrgebietes" GI 

driickt sich, wie in dem Spezialfall a = 0, durch die allgemeine Formel 

D _ Q(21 C 12 
- Q(ol Ad 

aus [vgl. (36b)]. Nun findet man leicht aus (37a) 

= ~ C eia,a[(l + ::) (efJ a + e-fJa ) + i (! -1) (efJ a -e-fJa )] 

= ~ Cei"'''[(I+::)~off3a+i(! -p)6inf3a]. 
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Daraus folgt 

I A 12 = ~ lel2 [(1 + oc2)2(i£:Of2,8a + (L_ OC2)26in2,8aJ 
1 4 OCo OCo P 

und 

D = 4oco oc2. • (37b) 
(oco + oca) a @;up p a + (p - ocop OCa r <?bin a p a 

Bei a = 0 geht dieser Ausdruck in den frillier erhaltenen (36b) iiber. 
1m entgegengesetzten Grenzfall sehr groBer Werte von a oder genauer 
von ,8 a kann man n1iherungsweise 

(37c) 

setzen. 
Diese Ergebnisse lassen sich auf emlge wichtige Erscheinungen 

anwenden, die auf Grund der klassischen Korpuskularmechanik sowie 
der BOHRschen Theorie nicht erklart werden konnten. 

MILLIKAN und andere Forscher haben gezeigt, daB sehr starke elek­
trische Felder aus kalten Metallen im vollkommensten Vakuum Elek­
tronen losreiBen. Das Merkwiirdige in dieser Erscheinung ist die Ab­
h§.ngigkeit der Elektronenstromstarken J von der elektrischen Feld-

b 

starke E, die sich mit geniigender Genauigkeit durch die Funktion e- Ii 
darstellen laBt. Diese Abh§.ngigkeit haben FOWLER und NORDHEIM 
auf Grund der Wellenmechanik durch Integration der Gleichungen 

(x < 0), 

unter Beriicksichtigung der Endlichkeits- und Stetigkeitsbedingungen 

theoretisch abgeleitet. Zur angen1iherten U1 ~a",' 
Bestimmung der Funktion J (E) kann 
man den dem Vorhanden des auBeren 
elektrischen Feldes entsprechende U-Berg 
(Abb.7) durch ein Sperrgebiet von der 
oben betrachteten Art ersetzen mit Abb.7. 

,82 = - 8:n;amo W (W < 0) und W \W\ 
a= -eE =--eE' 

Dieser Wert von a ist gleich dem Minimalabstand von der Metallober­
£lache, wo die "kinetische Energie" der austretenden Kathodenstrahlen 
einen positiven Wert anzunehmen beginnt. Da die Funktion J (E) 
dem Durchlassigkeitskoeffizienten des Sperrgebiets proportional sein 
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muB, erhalten wir nach (37 c) 

mit 

b=2n Y2m jWjt. 
ell 

Eine zweite, der soeben betrachteten prinzipiell sehr ahnliche Er­
scheinung ist der Zerfall der radioaktiven Atome unter Emission von 
IX-Strahlen. Hier spielen die im positiven Kern enthaItenen IX-Teilchen 
die Rolle der Metallelektronen, wahrend das COULoMBsche Feld, welches 
vom Kern selbstim umgebenden Raume erzeugt wird, das auBere an 
die Metalloberflache angelegte elektrische Feld ersetzt. Der Durchlassig­
keitskoeffizient des Kernes fur ein IX-Teilchen bestimmt in dies em 
Fall die Wahrscheinlichkeit seiner Emission, d. h. die radioaktive Kon­
stante des betrachteten Elementes. Durch eine einfache Rechnung ist 
es G. GAMOW gelungen, die Abhangigkeit dieser Konstante von der 
Energie der emittierten IX-Teilchen in Ubereinstimmung mit der empi­
rischen Formel von GEIGER und NUTTALL zu ermitteln. 

§ 16. Nichtstationare Vorgange und Fortpflanzung von 
Wellenpaketen. 

Eine der wesentIichsten Eigenschaften der Lichtwellen (sowie aller 
mechanischen Schwingungen bei genugend kleinen Amplituden) ist 
ihre Superpositionsfahigkeit, d. h. die Moglichkeit, zwei verschiedene 
Wellenvorgange additiv zusammenzusetzen. Dieses Superpositionsprinzip 
haben wir stillschweigend auch auf die DE BROGLIESchen Materiewellen 
ubertragen. Das ist gerechtfertigt wegen der experimentell festgestellten 
Interferenzfahigkeit der Kathodenstrahlen, die man als Spezialfall der 
Superpositionsfahigkeit fiir Schwingungen von derselben Frequenz 'V 

ansehen kann. 
Die Interferenzfahigkeit der Materiewellen kommt mathematisch 

zum Ausdruck in dem linearen Charakter der SCHRODINGERSchen 
Wellengleichung in bezug auf die Schwingungsfunktion 1p fur einen 
gegebenen Wert von W, d. h. von 'V. Wenn namlich zwei Funk­
tionen 1pl = 1p~ (x, y, z) . e-2nipt und 1p2 = 1pg (x, y, z) e-2nipt dieser 
Gleichung genugen, so muB ihr auch die Summe 1p = (1p~ + 1p~) 'e-2nivt 

genugen. 
Will man das Superpositionsprinzip auf Schwingungen mit verschie­

denen Frequenzen verallgemeinern, so muB man den Energiepara­
meter W aus der SCHRODINGERSchen Gleichung eliminieren, ohne 
ihren linearen Charakter zu verletzen. Dies laBt sich am einfachsten 
folgendermaBen durchfuhren: Das Produkt W 1p kann man bei 

1p = 1p0 (x, y, z) e-2nipt und W + mo c2 
'V = --'-;-11-'--
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in der Gestalt 

(38) 

darstellen. Dabei verwandelt sich die Gleiehung (30) in die folgende 
lineare Differentialgleiehung 

82 '1jl + 82 '1jl + 82'1jl + 4:rr;imo 8'1jl _ 8:rr;2mo (U+ 2) = 0 (38) 
8x2 oy2 8z2 II, 8t 11,2 moc "P , a 

die man als deren Verallgemeinerung betraehten darfl. Diese Verall­
gemeinerung ist selbstverstandlieh nur moglieh, wenn man "P als kom­
plexe GroBe behandelt. Die dazu komplex konjugierte GroBe (d. h. die 
Funktion "P*, welche sich aus "P ergibt, wenn man i dureh - i ersetzt) 
muB der Differentialgleiehung 

82 * 82 * 82 * 4 . 8 * 8 2 ~+~+_'Ijl __ :rr;mot~_ :rr; mO(U_L 2) *-0 
8);2 8 y2 d Z2 II, 8 t 11,2 ., mo c "P - (38b). 

geniigen. Diese Gleiehung, die offenbar mit (38a) aquivalent ist, kann 
man andererseits aus der letzteren dureh Umkehrung der Zeitriehtung, 
d. h. des Vorzeichens bei t erhalten. Daraus folgt, daB die dureh (38a) 
oder (38b) eharakterisierten Wellenvorgange reversibel sind. Dies ent­
sprieht der Reversibilitat der dureh die "klassisehen" Gleiehungen 

d2 x a U d2 y 8 U d2 z a U 
dt2 ax' dt2 - ay 'dt2 az 

eharakterisierten "makromeehanisehen" Vorgange (denn diese Glei­
ehungen sind gegeniiber dem Vorzeiehenweehsel von t ebenfalls in­
variant). 

1m einfaehsten Falle einer kraftefreien Bewegung (U = konst.) kann 
die Gleiehung (38a) in der Form 

(38 e) 

gesehrieben werden (wenn man dabei U + mo c2 = 0 setzt; ersetzt man 
hier Null dureh eine beliebige Konstante U', so multipliziert sieh "P 

_ 2ni U't) 
mit dem belanglosen Faktor e h • Diese Gleichung ist mit der 
Differentialgleiehung der Diffusion formal identiseh, wenn man die 

GroBe 4i II, als Diffusionskoeffizienten definiert. Bei reellem Werte :rr;m 

des letzteren wiirde sie die Fortpflanzung eines Wellenpakets als 
ein irreversibles ZerflieBen darstellen, wie die Diffusion einer Wolke 
gleiehartiger Teilehen. In Wirkliehkeit folgt aus (38e) eine reversible 
Gestaltsanderung des Wellenpakets, die, wie man leicht einsehen kann, 

1 Man konnte zunachst geneigt sein, die Verallgemeinerung der Gleichung (30) 
in der Form (29) zu suchen. Es lli.Bt sich aber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit w, 
als Funktion der Koordinaten, nur fiir rein harmonische Schwingungen definieren. 
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im Einklang mit den HEISENBERGSchen Ungenauigkeitsrelationen steht 

(es sei daran erinnert, daB die Konstante ~ die Rolle des Ungenauig­m 
keitsmaBes spielt). 

Der Einfachheit halber wollen wir uns wieder auf das eindimen­
sionale Problem beschranken. Die Gleichung (3Sc) vereinfacht sich 
dann zu 

(D= ~!!...). 
4:n:m 

(39) 

Ihre einfachste, aus der Theorie der Diffusion bekannte Lasung lautet 

N _~_a:'_ 
1p = _ ~ 4D(t+,), 

Y4:n:D (t +.) 
(39 a) 

wo N und. zwei beliebige Konstanten sind. Bei reellen Wert en von D, 
'die in der Diffusionstheorie betrachtet werden, entspricht diese Lasung 
der Diffusion von N Teilchen, die urspriinglich (im Augenblick t = - T) 
in der Ebene x = 0 konzentriert wurden, wobei 1p ihre Konzentration 

+'" 
bedeutet, so daB das Integral J 1p dx immer gleich N bleibt. 

-00 

Die obige Lasung laBt sich leicht an das hier betrachtete Problem 
anpassen. Dazu definieren wir das Produkt 2D. als eine reelle positive 
GroBe a 2 und normieren die Funktion 1p gemaB der Formel 

Dies gibt: 

und 

mit 

+00 
J 1p 1p* dx = 1 . 

- 00 

1p (x, t) = V- i h e 
a2 +--t 

2:n: m 

A 

a:' 

2 a +t-----( , . h t ) 
2nm 

a:' 

A2 - "'-I- (2:Ji(Y 
1p 1p* = ~ (h t )2 e 

a a2 + --
2:n:ma 

A2= ~. 
y:n: 

(40) 

(40 a) 

Die Funktion 1p1p* wird also durch eine GAusssche Kurve dargestellt, 
deren Breite im Augenblick t = 0 durch den Parameter a gemessen 
werden kann und zur Zeit t durch den Parameter 

V 2 (h t )2 
at = a + 2:n:m a • 

Die Breite des betrachteten (unscharf begrenzten) Wellenpakets -
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oder der ebenen Wellengruppe - andert sich folglich mit der Zeit wie 
die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Seiten a = konst. 

h 
und --·t. 2nma 

Die Verbreiterung des Pakets verlauft also - im Gegensatz zur 
Diffusion eines Teilchenschwarmes - symmetrisch in bezug auf die Zeit 
(oder genauer auf den urspriinglichen Augenblick t = 0), d. h. ist 
reversibel (vgl. oben S. 43). 

Die Ursache der betrachteten Verbreiterung liegt - yom korpusku­
laren Standpunkt aus - in der ungenauen Bestimmung der Geschwindig­
keit des Teilchens, des sen Lage wahrscheinlichkeitstheoretisch durch 
das Paket bestimmt ist. Die mittlere Geschwindigkeit v ist dabei 
offenbar gleich Null, da das Paket stets an dem N ullpunkt x = 0 haftet. 
Bezeichnet man die Ungenauigkeit in der (urspriinglichen) Geschwindig­
keitsbestimmung mit ± Ll v, so kann man die Zunahme der Breite 
des Pakets in der Zeit t durch das Produkt Ll v . t darstellen. Setzen wir 

It 
dieses Produktes gleich dem oben gefundenen Wert -2-- t, so er­nma 
halten wir 

.h 
Llv·a = -2-' nm 

was wegen a = ± Ll x mit der HEISENBERGSchen Ungenauigkeits­
relation praktisch iibereinstimmt (abgesehen von dem fUr die GroBen­
ordnung belanglosen Faktor 2n). 

Die angefUhrten Ergebnisse lassen sich leicht auf den Fall verall­
gemeinern, daB die mittlere Geschwindigkeit des Wellenpakets Vo (d. h. 
die Gruppengeschwindigkeit der es bildenden sinusfarmigen Wellen) von 
Null verschieden ist. Die urspriingliche Gestalt des Pakets (im Augen­
blick t = 0) laBt sich in diesem Fall durch die Funktion 

(41) 

charakterisieren, die sich aus (40) bei t = 0 durch Hinzufiigung des Fak­

tors e2nikox mit ko = m,;o ergibt. Die entsprechende Lasung der 

Gleichung (39), die die Gestalt des Pakets fUr einen beliebigen (spateren 
oder friiheren) Zeitpunkt t bestimmt, lautet (nach C. G. DARWIN): 

(x - Vo t)' . ( 1 ) A ---,-, -+2;''''0 x-ii vt 
'IjJ (x, t) = e 2a, , 

Va2 +~.!!...t 
2n m 

so daB sich fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der Ausdruck ergibt 

(41 a) 
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Dieser Ausdruck unterscheidet sich von (40a) nur dadurch, daB der 
Mittelpunkt (oder genauer die Mittelebene) des Pakets nicht mehr 
ruhend bleibt, sondern sich mit der Gruppen- oder Korpuskular­
geschwindigkeit Vo verschiebt. Die Ungenauigkeit in der Bestimmung 
dieser Geschwindigkeit A v bleibt dabei dieselbe wie friiher. 

Der Mittelpunkt des Pakets kann offenbar durch die Formel 

+<10 

X = f x1p1p*dx (42) 
-<10 

definiert werden. In dem soeben betrachteten Fall hat man also 
x = vot. Dieses Ergebnis, das dem Tragheitsgesetz der klassischen Kor­
puskularmechanik entspricht, laBt sich nach P. EHRENFEST auf Pakete 
beliebiger Gestalt und auf beliebige Kraftfelder verallgemeinern. 

Das (der x-Achse parallele) Kraftfeld sei durch die Potentialfunk­
tion U (x) + mo c2 = V (x) charakterisiert. Wir setzen ferner zur Ab-

kiirzung 8~:m = p,. Die Gleichungen (38a, b) nehmen dabei die 

Gestalt an 

(42 a) 

Da x und t unabhii.ngige Veranderliche sind, so gilt 

oder nach (42a) 

Durch partielle Integration erhalten wir, mit Riicksicht darauf, daB 
Ausdriicke von der Form 

+<10 

f dfdx =UJ+<1O dx -«1 

-00 

verschwinden, wenn f die Funktion 1p oder ~: usw. als Faktor enthalt: 

+<10 
dJ? = _ ~ f( *dtp _ dtp*) dx 
dt 4:n; m 1p dx 1p dx . (43) 

-<10 
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Durch nochmalige Differentiation nach der Zeit erhalten wir ferner 

-00 

-00 

-00 

-00 

d.h. (43a) 

_ +00 

wo av Sav --=- -'lfJ'lfJ dx ax ax 
-00 

den Mittelwert der auf das betrachtete Teilchen wirkenden Kraft 
bedeutet. Es muB betont werden, daB dieser Mittelwert sich nicht 
auf den Mittelpunkt x bezieht (sonst wiirde sich der letztere genau 
gemaB dem Gesetze der klassischen Mechanik bewegen), sondern auf 
den ganzen Schwarm der mit der Dichte 'IfJ'IfJ* verteilten Exemplare 
des Teilchens. Trotzdem ist der durch die Gleichung (43a) dargestellte 
AnschluB der Wellenmechanik an die klassische Mechanik sehr eng. 

§ 17. A usstrahlung und Ubergangsprozesse in der 
SCHRODINGERSchen Theorie. 

Die klassische Korpuskularmechanik und die daran ankniipfende 
BOHRsche Atomtheorie kennt eine Superposition von zwei ver­
schiedenen Bewegungszustanden nicht. Es ist z. B. unmoglich, sich 
vorzustellen, daB ein Wasserstoffatom sich gleichzeitig in zwei oder 
mehreren verschiedenen "gequantelten" Zustanden befindet. Vom 
Standpunkte der Wellenmechanik ist dies dagegen ganz natiirlich. 
Bezeichnet man mit 'lfJl' 'lfJ2' 'IfJ~, •.• die verschiedenen Eigenschwingungs­
funktionen des Wasserstoffatoms, so kann man gemaB der Differential­
gleichung (38a) beliebige zusammengesetzte Schwingungen nach der 
Formel 

'IfJ = ..2 cn 'lfJn = ..2 cn 'IfJ~ (x, y, z) e-2ni~nt (44) 
" n 

Frenkel, Wellenmechanik. 5 
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definieren, wo c1 , C2 , • • • willkiirliche Amplituden bedeuten. Diese zu­
sammengesetzten SCHRODINGERSchen Schwingungen sind ganz analog 
den zusammengesetzten elastischen Schwingungen einer gespannten 
Saite oder einer Membran usw. 

Bildet man die "Norm" der Funktion 'IjJ, d. h. das Quadrat ihres 
Moduls 1'ljJ12 = 'IjJ'IjJ*, so erhalt man eine Summe von der Gestalt 

'IjJ 'IjJ* = .2 .2Cnm e.:....2""i~ .. "'t = .2 .2 (Cnm + Cmn) cos 2x 'JInm t, (44a) 
n m ni;;m 

WO Cnm- = Cn 'IjJ~ • c! 'IjJ~* und 'JInm = 'JIn - 'JIm bedeutet. Setzt man in 
d 1 F 1 W .. +mocB • 'd er etzten orme 'JIn = h em, so WIT 

W .. -W", 
'JInm = h (44 b) 

Die in (44a) auftretenden Frequenzen fallen also mit den Frequenzen 
des Lichtes zusammen, das nach der BOHRschen Theorie bei den Uber­
gangen zwischen zwei verschiedenen gequantelten Zustanden aus­
gestrahlt wird. 

Diese Tatsache hat SCHRODINGER dazu benutzt, die BOHRsche, der 
Lichtquantentheorie entsprechende Vorstellung von der Lichtaus­
strahlung durch die gewohnliche, der klassischen Elektrodynamik ent­
sprechende wellentheoretische Vorstellung zu ersetzen. Dabei dachte 
er sich das ausstrahlende Elektron nicht als Korpuskel, sondern als 
eine urn den positiven Kern kontinuierlich verteilte elektrische Ladung, 
deren Volurndichte der GroBe 'IjJ'IjJ* proportional ist. 

Wenn dasAtom sich in einem bestimmtengequanteUenZustand (n) be­
findet, so nimmtdiese GroBeeinenzeitlichkonstanten Wert (Cnn = I cn 'IjJ~12) 
an; dabei muB nach SCHRODINGERS Auffassling die "Elektronenwolke" 
ein zeitlich konstantes elektrostatisches Feld erzeugen. Wir erhalten 
auf diese Weise die Erklarung dafiir, daB die BOHRschen gequantelten 
Zustande strahlungslos sip.d. Sind dagegen zwei oder mehrere Ampli­
dutenkoeffizienten in (39), z. B. Cn und Cm, von Null verschieden, so 
treten Schwebungen in der raumlichen Verteilung der Elektronenwolke 
auf, die nach der klassischen Elektrodynamik ein elektromagnetisches 
Wechselfeld hervorrufen, dessen Schwingungsfrequenz mit der Fre­
quenz dieser Schwebungen iibereins'timmt. Die dabei in der Gestalt 
von elektromagnetischen Wellen pro Zeiteinheit ausgestrahlte Energie 
ist proportional dem Quadrate der Schwebungsamplitude, d. h. der 
GroBe Icnm l2 oder ICnm + cmn l2• 

Dieser Mechanismus der Erzeugung von Lichtschwingungen ist ganz 
analog der Erzeugung von Schallschwmgungen durch Schwebungen 
zwischen zwei etwas verstimmten elektrischen Hochfrequenzschwin­
gungen; eine solche elektrische Schallerzeugung wird in der Radio­
technik fiir manche Zwecke benutzt (WHIDDINGTONScher Kondensator, 
THEREMINsche Radiomusik). 
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Gegen diese SCHRODlNGERSche Auffassung erheben sich, so elegant 
und einleuchtend sie ist, dieselben Einwande wie gegen seine urspriing­
liche Auffassung der Wellenpakete; denn die fiir die Ausstrahlung 
des Wasserstoffatoms verantwortliche Elektronenwolke stellt nichts 
anderes dar als ein an dem positiven Kern haftendes Wellenpaket. 
Die SCHRODlNGERSche Ausstrahlungshypothese bedeutet also einen ver­
steckten Versuch, den Korpuskularbegriff auf den Wellenbegriff zuriick­
zufiihren. 

Nach der Theorie des wellen-korpuskularen Parallelismus kann die 
GroBe '1jJ'1jJ* nicht die wahre Ladungsdichte des wolkenformigen Elek­
trons, sondern die statistische Ladungsdichte des punktformigen Elek­
trons, d. h. die Wahrscheinlichkeitsdichte seines Vorhandenseins an der 
betreffenden Stelle bestimmen. 

Nach dieser BORNschen Auffassung konnte man das SCHRODINGER­
sche elektromagnetische Schwebungsfeld als den Zeitmittelwert des 
yom punktformigen Elektron nach den Gesetzen der klassischen Elektro­
dynamik tatsachlich erzeugten Feldes auffassen. Es ist aber konse­
quenter, bei einer korpuskularen Auffassung des Elektrons auch das 
von ihm ausgesandte Licht korpuskular darzustellen. Will man dagegen 
die Lichtausbreitung als einen Wellenvorgang behandeln, so muB man 
als Lichtquelle nicht das korpuskulare, sondern das wellentheoretische 
Elektron benutzen, d. h. die elektromagnetischen Feldgleichungen auf 
die SCHRODlNGERSche schwebende Elektronenwolke anwenden. 

Dieses Verfahren ist freilich nur angenahert und rein provisorisch. 
Von seiner Allgemeingilltigkeit kann keine Rede sein; dies folgt schon 
aus der Betrachtung des einfachsten Beispiels eines unbegrenzten sinus­
formigen Wellenzuges, wo eine auch nur angenaherte Orlsbestimmung 
des Elektrons unmoglich ist. Wie wir im nachsten Paragraphen sehen 
werden, ist hier eine grundsatzliche Umgestaltung der klassischen 
Elektrodynamik und im AnschluB daran der oben dargestellten "klassi­
schen" Wellentheorie der Materie notwendig. 

Die in (44) auftretenden "Eigenfunktionen" '1jJn konnen nach der 
Formel f 1 '1jJn 12 d V = 1 normiert werden. Es gelten ferner zwischen 
den verschiedenen Eigenfunktiorten die folgenden sogenannten Ortho­
gonalitiitsbedingungen f '1jJn'1jJ: d V = o. Diese Beziehungen lassen sich im 
einfachsten Fall eindimensionaler Probleme folgendermaBen ableiten. 

Multipliziert man die Gleichung d; ;2" + 8~: m (W n - U) '1jJn = 0 mit '1jJ~ 
d2 1j1* 8n2 m 

und die Gleichung d x; + J!2" (W m - U) '1jJ! = 0 mit '1jJn' und sub-

trahiert sie auseinander, so erhaIt man: 

d [ *d1j1,. d1j1*] 8n2 m * _ 
dx '1jJma:x-'1jJn"""""jX +h~(Wn-Wm)'1jJn'1jJm-O. 

Bei der Integration iiber den ganzen Raum. (von x = - 00 bis x = + 00 ) 

5* 
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verschwindet das erste Glied und man erhalt unter der Voraussetzung 
W n =F W m die oben angefUhrte Orthogonalitatsbedingung. Der Beweis 
der letzteren fUr den allgemeinen Fall solI spater in Kap. III erbracht 
werden. 

Mit Riicksicht auf die Normalitats- und Orthogonalitatsbedingungen 
fUr die Eigenfunktionen 1pn erhalt man die Formel 

f 1p 1p*dV = ,.2cn c;, 
n 

wo die Integration iiber den ganzen Raum zu erstrecken ist. Diese 
F ormel fiihrt in Verbindung mit der BORN schen Deutung der GroBe 1p 1p* 

zu folgender korpuskularen Deutung der Koeffizienten Cn: die Modul­
quadrate ("Normen") dieser Koeffizienten 1 Cn 12 = Cn c: sind als die 
(relativen) Wahrscheinlichkeiten der entsprechenden gequantelten Zu­
stiinde anzusehen. 

Betrachtet man statteines einzigen Wasserstoffatoms eine Gesamt­
heit von Exemplaren desselben Atoms (die aufeinander keine Wirkung 
ausiiben), so bedeutet 1 Cn 12 die relative Anzahl der sich im n-ten 
stationaren Zustand befindlichen Exemplare. 

Nach der BOHRschen Theorie kann ein Atom aus einem angeregten 
Quantenzustand spantan, d. h. ohne irgendwelche auBere Einwirkung, 
in einen anderen Quantenzustand mit einer kleineren Energie iiber­
gehen, wobei die verlorene Energie als Lichtquant nach der For­
mel W n - W m = h ')J n m ausgestrahlt wird. Diesen sprunghaften Uber­
gangsprozessen der Korpuskulartheorie entspricht nach der Wellen­
theorie eine kontinuierliche Energieausstrahlung in der Form von 
elektromagnetischen Wellen, die von den Schwebungen der Elektronen­
wolke erzeugt werden. 

Die nach der klassischen Elektrodynamik pro Zeiteinheit ausge­
strahlte Energie setzt sich aus Anteilen zusammen, die von verschie­
denen Eigenschwingungspaaren herriihren, also Ubergangsprozessen 
zwischen den verschiedenen gequantelten Zustanden entsprechen. 
Dividiert man die betreffenden Anteile durch die Anzahl der beteiligten 
Atome und durch die GroBe der ausgestrahlten Energiequanten, so 
erhalt man die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen spontanen Uber­
gangsprozesse, auf ein Atom und. auf die Zeiteinheit bezogen. Es laBt 
sich auf diese Weise leicht zeigen, daB die Wahrscheinlichkeit des 
Ubergangsprozesses n ~ m (bei W n > W m ) der Summe 

1 Xnm 12 + 1 Ynm 12 + 1 Znm 12 (45) 

proportional ist, wo die Ausdriicke 

(45 a) 

die sogenannten "Matrixelemente" der Koordinaten des Elektrons in 
bezug auf die den Anfangs- und Endzustand charakterisierenden Eigen­
funktionen bedeuten (s. Kap. III, § 4). 
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Neben den spontanen Ubergangsprozessen betraehtet man in der 
BOHRsehen Theorie erzwungene Ubergangsprozesse, die dureh auBere 
Einwirkungen hervorgerufen werden. Dazu gehoren unter anderem die 
mit Liehtabsorption verkniipften- Ubergange und insbesondere der 
photoelektrisehe Effekt. Wellentheoretiseh handelt es sich bei diesen 
Ubergangsprozessen urn eine verhaItnismaBig langsame Anderung der 
Amplituden Cn der versehiedenen Eigensehwingungen und folglieh aueh 
der zugehorigen Zustandswahrscheinlichkeiten oder Verteilungszahlen 
(bei einer Gesamtheit von Exemplaren des betraehteten Systems) 1 Cn 12. 
Die von den auBeren StOrungskraften hervorgerufene stetige Anderung 
dieser Zahlen wird korpuskulartheoretiseh als Resultat sprunghafter 
Ubergange von den Zustanden, fUr weIche die Zahlen 1 Cn 12 abnehmen, 
zu denjenigen, fUr weIchen sie zunehmen, gedeutet. . 

Die wellentheoretisehe Behandlung der erzwungenen Ubergangs­
prozesse laBt sich auf Grund der allgemeinen Differentialgleiehung (38 a) 
folgendermaBen durchfUhren: Man stellt die Potentialfunktion U als 
Summe der potentiellen Energie der inneren (COULoMBschen) Krafte Uo 
und der potentiellen Energie der auBeren Storungskrafte U' dar. Man 
entwickelt ferner die gesuchte Wellenfunktion 'lfJ in eine Reihe von der 
Gestalt (44) nach den Eigenfunktionen des ungestorten Problems. Setzt 
man diese Reihe in die Differentialgleichung (38a) ein, so zerfallt diese 
in das folgende line are Gleichungssystem fUr die V eranderlichen c~: 

(46) 

wo die Koeffizienten U~n die Matrixelemente der Storungsenergie 
U' in bezug auf die Amplituden der zugehorigen Eigenfunktionen 
bedeuten: 

(46 a) 

Ihre Normen (Modulquadrate) bestimmen die Wahrscheinlichkeiten der 
entsprechenden erzwungenen Ubergangsprozesse. 

Die Wirkung des Lichtes laBt sich dabei als die von einem elektri­
schen Wechselfeld bedingte Storung behandeln. Bei linearen elektrischen 
Schwingungen mit der Amplitude E~ = EO (E y = E z = 0) und mit der 
Frequenz v hat man einfach 

U' = - exEocos2nvt (46 b) 

(e = Elektronenladung). Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind also 
proportional dem Quadrate der Schwingungsamplitude, d. h. der Inten­
sitat des Lichtes und der GroBe IXrnn12, d.h. nach (45) derWahrschein­
lichkeit der entsprechenden spontanen Ausstrahlungsprozesse. 

Eine korpuskulare Struktur des Lichtes kommt dabei selbstverstand­
lich gar nicht in Betracht. 
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§ 18. Mehrkorperproblem und Problem der Weehselwirkung 
in der Wellenmeehanik. 

Die SCHRODINGERSche Wellengleichung (38a) oder (30) bestimmt 
die Bewegung oder besser "das Verhalten" eines Teilchens in einem 
gegebenen auBeren Kraftfeld. 

Wie soIl nun das Verhalten von mehreren voneinander verschiedenen 
und aufeinander wirkenden Teilchen bestimmt werden? 

Nach der "probabilistischen" oder "statistischen" Auffassung des 
physikalischen Geschehens, die im § 11 hinsichtlich eines Teilchens ent­
wickelt worden ist, stellt sich diese Frage folgendermaBen. 

Es seien Xv Yv Zl und x2, Y2' Zz die Koordinaten von zwei verschie­
denen Teilchen. Zu bestimmen ist eine Funktion 'IfJ dieser 6 Koordinaten, 
deren Norm 1'IfJ 12 multipliziert mit dem sechsdimensionalen Volum­
element dV = dV1 ·dV2 = dXldYldzl·dx2dY2dz2 die Wahrscheinlich­
keit der durch dieses Element definierten "Konfiguration" des betrach­
teten Systems angibt. 

Um die Gleichung, der die gesuchte Funktion 'IfJ geniigen muB, auf­
zufinden, betrachten wir zunachst denjenigen Fall, daB die beiden Teil­
chen aufeinander keine Wirkung ausiiben. - Das Vorhanden des erst en 
Teilchens im Volumelement dV 1 und des zweiten im Volumelement dV 2 

stellen in diesem Fall zwei voneinander unabhiingige Ereignisse dar, so 
daB die Wahrscheinlichkeit 1'lfJ1 2dV1 dV2 ihres gleichzeitigen Auftretens 
gleich dem Produkte der entsprechenden Wahrscheinlichkeiten 1'lfJ11 2 d VI 
und 1 'lfJ212 d V 2 der beiden einzeln genommenen Ereignisse sein muB. 
Daraus folgt, daB bei Fehlen von Wechselwirkung die Funktion 'IfJ 
als das Produkt der Funktionen 'lfJl (xv Yv Zl) und 'lfJ2 (x 2, Y2' Z2)' die 
das Verhalten des erst en und des zweiten Teilchens charakterisieren, 
dargestellt werden kann. 

Diese Funktionen m6gen der gew6hnlichen SCHRODINGERSchen 
Gleichung (30) geniigen mit zwei verschiedenen MaBen mv m2, Potential­
funktionen Udxv Yv Zl)' U2(X2, Y2' Z2) und Energiekonstanten Wv W 2· 

Multipliziert man die erste Gleichung mit ~ 'lfJ2' die zweite mit ~ 'lfJl m 1 m 2 

und addiert sie dann, so erhiilt man eine sie zusammenfassende 
Gleichung 

fUr die Produktfunktion 'lfJl 'lfJ2 = 'IfJ. 
Diese Gleichung kann in einer ganz naheliegenden Weise auf den Fall 

verallgemeinert werden, daB die betrachteten Teilchen einer beliebigen 
durch die gegenseitige potentielle Energie U12 (X2 - Xl' Y2 -Yv Z2 - Zl) 
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bestimmten Wechselwirkung unterworfen sind. Zu diesem Zwecke 
muB man zur Summe ihrer potentiellen Energien in bezug auf 
das iiuBere Kraftfeld U 1 + U 2 noch das Glied U 12 hinzufiigen und die 
Summe von zwei Energiekonstanten W 1 + W z durch die unzerlegbare 
Gesamtenergie W des ganzen Systems ersetzen. 

Auf diese Weise erhalt man statt (30) die Gleichung 

[~1 (::~ + :;i + ::1) + ~2 (aa:~ + :;~ + :;~) I 
+ 8h~2 (W - U) ] "p = 0, 

(47) 

wo U die Summe U1 + Uz + Un bedeutet. Bei einem allgemeinen, 
nichtharmonischen Schwingungsvorgang (der einer nichtkonservativen 
Bewegung entspricht) ist hier W durch den Differentialoperator 

- mlcz - macz - 2!i :t zu ersetzen; dabei nimmt (47) die Gestalt 

[~1 (::i + :;1 + ::rJ + ~2 (aa:~ + aa:~ + ::~) I 
4ni a 8n2 ] (47 a) + -h- at - --,;s (U + m1 c2 + ma CZ) "p = 0 

an. 
Diese Gleichungen, die man als Wellengleichungen im mehrdimen­

sionalen Konfiguiationsraum auffassen dad, bestimmen das Verhalten 
einer Gesamtheit von beliebig vielen Exemplaren des betrachteten 
binaren Systems - einer Gesamtheit, die durch Verbindung jedes 
Exemplars des einen Teilchens mit einem beliebigen Exemplar des 
zweiten entsteht. Das Produkt der Norm von "p mit dem sechsdimensio­
nalen Volumelement dXl dYl dZl dXzdyzdzz = dVl dV2 stellt die Wahr­
scheinlichkeit dafiir dar, daB das erste Teilchen sich im Volumelement 
dVl , das' zweite sich gleichzeitig im Volumelement dV2 befindet. 
Bei Anwesenheit von Wechselwirkung laBt sich diese Wahrschein­
lichkeit natiirlich in ein Produkt von zwei den einzelnen Teilchen zu­
gehOrigen Wahrscheinlichkeiten nicht aufspalten. 

Die angefiihrten Ergebnisse, deren strengere Begriindung im 
II. Kapitel gegeben werden solI, lassen sich leicht verallgemeinem 
auf eine beliebige Anzahl von Teilchen, deren Wechselwirkung nach 
der klassischen Mechanik durch eine gewisse Potentialfunktion ihrer 
Koordinaten charakterisiert werden kann. 

Eine soIche Behandlungsweise, bei welcher der Korpuskularbegriff 
in der Wellengleichung ausdriicklich - als die Anzahl der Variablen­
tripel - auftritt, entspricht der BORNschen Auffassung des wellen­
korpuskularen Parallelismus, einer Auffassung, nach der nur die 
Korpuskeln als unmittelbare Realitat angesehen werden, wiihrend 
die "Wellen" bloB die Wahrscheinlichkeit gewisser Korpuskularereig­
nisse bestimmen. 
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Die in Betracht kommenden Teilchen konnen voneinander ganz 
verschieden sein; dabei aber wird durch jedes Teilchen - und durch 
das ganze von ihnen gebildete System - eine unendliche Anzahl von 
gleichen Exemplaren darg~steIIt. 

Neben dieser Behandlungsweise des Mehrkorperproblems gibt es 
noch eine zweite, die besonders von JORDAN, KLEIN und DIRAC 
entwickeIt worden ist, und die als unmittelbare und grundsatzliche 
Realitat gewisse "nichtklassische" oder "gequanteIte" Wellenvor­
gange im gewohnlichen dreidimensionalen Raum betrachtet, ohne 
den Korpuskularbegriff ausdriicklich in die Grundgleichungen einzu­
fiihren. Dieser Begriff bleibt dabei mit dem Wellenbegriff symbolisch­
imSinne der oben angefiihrten Definition des wellen-korpuskularen 
Parallelismus - verkniipft. Auf diese Weise ist es offenbar unmog­
lich, das Verhalten solcher mechanischen Systeme zu erfassen, die 
aus einer beliebigen Anzahl von Teilchen verschiedener Natur be­
stehen. In der Wirklichkeit gibt es aber solche Systeme nicht. Wenn 
die Materie vom "mikroskopischen" Standpunkt aus betrachtet wird, 
so besteht sie aus untereinander gleichen Systemen, die man als 
Wasserstoffatome auffassen kann und die weiter in untereinander 
gleiche Elektronen und untereinander gleiche Protonen zerlegt werden 
konnen. Gerade von dieser Einheitlichkeit oder eher Doppeleinheit­
lichkeit der Materie gibt die JORDANsche Wellentheorie eine natiirliche 
rationelle Erklarung. 

Wir wollen hier auf die anderen Vorziige det JORDANschen Behand­
lung des Mehrkorperproblems gegeniiber der oben angedeuteten nicht 
nliher eingehen. Es sei nur erwlihnt, daB bei einem System von gleich­
artigen Teilchen sich die beiden Behandlungsweisen als praktisch aqui­
valent erweisen. 

Wir werden zunachst die Protonen auBer acht lassen, indem wir 
sie bloB als Kraftzentra behandeln, und allein das wellenmechanische 
Verhalten der Elektronen untersuchen. 

Da die verschiedenen Elektronen einander gleich ·sind, kann man 
sie alS verschiedene Exemplare eines und desselben Elektrons auffassen. 
Beim Fehlen einer Wechselwirkung zwischen ihnen kannman ihr 
VerhaIten in einem gegebenen "auBeren" (von den Protonen herrUh­
renden)· elektromagnetischen Felde durch die gewohnliche dreidimen­
sionale SCHRODINGERSchen. Gleichung, die sich auf die Exemplaren­
gesamtheit eines Elektrons bezieht, charakterisieren. Auf eine ahnliche 
Weise beschreibt man das Verhalten der Lichtquanten; und zwar wird 
ihre Bewegung, da eine Wechselwirkung zwischen ihnen ausgeschlossen 
ist, durch ein System von MAXWELL-LoRENTzschen Gleichungen fiir die 
dreidimensionalen elektromagnetischen Wellen bestimmt. 

Es erhebt sich natiirlich die Frage, ob es nicht moglich ist, das Ver~ 
halten einer beliebigen Anzahl von Elektronen, unter Beriicksichtigung 
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ihrer Wechselwirkung, analog, d. h. mittels dreidimensionaler Kathoden­
wellen, zu beschreiben. 

Diese Frage haben JORDAN und KLEIN im positiven Sinne beant­
wortet. 

Der erste Schritt zur Lasung der betrachteten Aufgabe besteht in 
folgendem: 

Die in der SCHRODlNGERSchen Gleichung auftretende potentielle 
Energie eines Elektrons U wird dargestellt als Summe der Energie U 0 

in bezug auf die auJ3eren Krafte und einer Wechselwirkungsenergie von 
der Form U' = e q;, wo e die Ladung eines Elektrons und q; das elek­
trische Potential bedeutet, das durch eine kontinuierliche Verteilung 
dieser Ladung mit der Volumdichte (! = e "P "P * (J "P "P * dV = 1) erzeugt 
wird. Man behandelt also zunachst das Elektron als eine Punktladung 
und gleichzeitig als eine Ladungswolke (im SCHRODlNGERSchen Sinne), 
wobei die Wechselwirkungsenergie als die gegenseitige Energie dieser 
beiden Gebilde definiert wird. Das "Selbstpotential" q; genugt der 
PorssoNschen Gleichung 

8 2 f{! 82 rp 82 rp - + -- + --- = -4:n:fl = -4:n:e 11l 1l!* (48) 8 x 2 8 y2 8 Z2 c: -r -r , 

die gleichzeitig mit der SCHRODlNGERschen Gleichung 

82 1/) 821j! 82 1j! 4:n: i mo 81j! 8:n:2 mo 2 
8x2+[)y2-+ 8z2 +-h-at-~(moc +Uo+eq;)"P=O (48a) 

zu losen ist. 
Diese Gleichungen bilden ein nichtlineares System, was mit dem 

Superpositionsprinzip unvereinbar ist. Die hierbei eingefiihrte Beschran­
kung dieses Prinzips ist aber unentbehrlich, falls man mit einer drei­
dimensionalen Wellengleichung die Wechselwirkung der verschiedenen 
Exemplare des Elektrons berucksichtigen will. 

Die angenaherte Lasung des obigen Gleichungssystems laJ3t sich 
nach der im vorhergehenden Paragraph en skizzierten Storungsmethode 
durchfUhren. Man betrachtet namlich U' = e q; als Starungsenergie und 
setzt 

"P =.2 i:n (t) "P~ (x, y, z), 
n 

wo die Funktionen "P~ die normierten Eigen16sungsamplituden der 
ungestorten Gleichung (48a) bedeuten (vorausgesetzt, daJ3 Uo die Zeit 
explizite nicht enthalt) und i:n (t) die Produkte cn e- 2ni '·nt. 

Es ergibt sich dabei fUr die Veranderlichen i:n das folgende Glei­
chungssystem 

2:n: i dt 
h de:: 8W 

2:n:i Iii-- = -8{;" (49) 

mit 
W=.2W~i:ni:: + .2 Apqrsi:;i:;i:ri:s, (49 a) 

n P,q,I', s 
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wo W~ die den Eigenfunktionen "P~ entsprechenden Energien sind 
und A p q ,. s konstante Koeffizienten, die wir hier nicht naher zu betrachten 
brauchen. 

Das erste Gleichungssystem (49) entspricht bei 

W =.J: W~'n': +.J: U~.,; ,. 
n. p,r 

dem £riiher angefiihrten linearen Gleichungssystem (46). Das zweite 
folgt daraus durch Dbergang zu den komplex konjugierten GroBen 
mit Riicksicht darauf, daB die "Energiefunktion" W (= W*) real ist. 

Diese beiden Gleichungssysteme (die zuerst von DIRAC eingefiihrt 
worden sind) stimmen formal mit den sogenannten "kanonischen Glei­
chungen" der klassischen Mechanik iiberein. Mit der Aufstellung der 
obigen Gleichungen ist der erste Schritt der betrachteten Theorie 
beendigt. Der zweite Schritt besteht in einer Operation, die von JORDAN 
als eine Quantelung der SCHRODINGERSchen "Pn-Wellen bezeichnet wird. 
Damit ist gemeint eine ganzzahlige Bestimmung der Amplitudenquadrate 
dieser Wellen, d. h. der GroBen 

Nn = c:cn = ':'n' 
die vom korpuskularen Standpunkt aus die Anzahlen der sich in den 
entsprechenden gequantelten Zustanden befindlichen Elektronen be­
deuten, und ferner die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit der verschie­
denen durch diese ganze Zahlen charakterisierten Verteilungen, d. h. die 
Ermittelung einer Wahrscheinlichkeitsfunktion von der Form 

cP (Nl' N 2 , N 3 , "', N n , ••• ). 

Derartige "gequantelte Wellen" werden in der Strahlungstheorie betrach­
tet, und zwar bei Festlegung der Korrespondenz zwischen den elektro­
magnetischen Eigenschwingungen eines Hohlraumes und den zugeho­
rigen Lichtquanten. Sofern es sich urn die" Qualitatsbeziehungen" han­
delt, bleiben die Wellenamplituden willkiirlich. Fiihrt man aber die 
"quantitative" Forderung ein, daB die mit jeder Eigenschwingung ver­
bundene elektromagnetische Energie gleich einem ganzzahligen V ielfachen 
des betretfenden Energiequants h ')In ist (was der Ganzzahligkeit der Licht­
quanten als Korpuskeln entspricht), so erhalt man "gequantelte" Licht­
wellen, d. h. Lichtwellen mit gequantelten Amplituden. 

Die gewohnliche "erststufige" Quantelung der Korpuskularvor­
gange erfolgt in der SCHRODINGERSchen Theorie mit Hilfe einer Wellen­
gleichung, wobei die Norm der Wellenfunktion "P (oder "Pn) die Bedeu­
tung einer Ortswahrscheinlichkeit hat. 

Es liegt deshalb nahe zu versuchen, die "Quantelung zweiter 
Stufe" auf eine "Dberwellengleichung" mit einer Funktion Q zuriick­
zufiihren, deren Norm gleich cler Verteilungswahrscheinlichkeit cP sein 
solI. 
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Wir gehen davon aus, daB die Gleichungen (49) formal mit den so­
genannten "kanonischen Gleichungen" der klassischen Mechanik 

dft" = - %~, ... ; ~~ = ;~, . . . (50) 

iibereinstimmen, die sich aus den gew6hnlichen Bewegungsgleichun-
d 2 x 8 U b al bh'" V .. d gen m dt2 = - ax' ... erge en, wenn man s una angIge eran er-

liche neben den Koordinaten die Impulskomponenten Pro = mvro , ... 
des betrachteten Teilchens einfiihrt und unter H die Gesamtenergie, 
dargestellt als Funktion dieser Veranderlichen 

H = 21m (P'; + P; + P;) + U, (50a) 

versteht. 
In den Gleichungen (49) spielen die Rolle der Koordinaten die Verander-

11. 
lichen C: und die Rolle der Impulse die Veranderlichen 2:n; i C n . 

Bei der Untersuchung von gew6hnlichen St6rungsproblemen, die 
eine quadratische Energiefunktion von der Gestalt 

W =.2 W~CnC: + .2U~rC;Cr 
n pr 

haben, hat DIRAC vorgeschlagen, die "kanonischen" Gleichungen (49) 
durch eine Art von Wellengleichung zu ersetzen, wo die Rolle der Ko­
ordinaten die Veranderlichen C: spielen und welche sich zu diesen 
Gleichungen in derselben Weise verhaIt wie die SCHRODINGERSche 
Gleichung 

iJ2 IjJ 82 IjJ 821jJ 8 :n;2 mo ( 11. 8 ) 
8x2 + 8y2+-8za+-h-2- - 2:n;i8t-mOc2-U "P=O 

zu den Gleichungen (49). Wenn man das in den Klammern stehende 
belanglose Glied moc2 weglaBt (dies entspricht der Unterdriickung des 

-2ni moe2 t 
Faktors e h im Ausdruck von "P), so kann man die letzte Glei-
chung in der Gestalt 

(51) 

schreiben, wo H den Differentialoperator bedeutet, der sich aus (50a) 
ergibt, wenn man die Impulskomponenten Pro, ... durch Elementar­
operatoren nach dem Schema 

P h 8 P -l>-_h_~ 
ro-l>- 2:n;i ax' 1/ 2:n;i 8y' (51 a) 

ersetzt. 
Setzt man dementsprechend 

11. 11. 8 
2:n;i Cn-l>- 2:n;i 8C: ' (52) 
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d. h. ersetzt man in der Energiefunkticin W die Veranderlichen Cn durch 

die Differentialoperatoren a~:' so erhalt man statt der kanonischen 

Gleichungen (49) die entsprechende DIRAcsche Gleichung: 

( h a' 
W+ 2niat)Q=O. (52 a) 

In der DIRAcschen Theorie einer gewohnlichen Storung durch auBere 
Ktafte hat der hier auftretende "Energieoperator" die Bedeutung 

W=~W~C: a~* +.2U~rC: a~*' 
n n p,r ':I,. 

JORDAN und KLEIN haben nun dasselbe Verfahren (oder genauer 
eine damit aquivalente Matrizenmethode) auf den Ausdruck (49a) iiber­
tragen und den Energieoperator durch die Formel 

W=.2W~C:a~* + .2 A 21ars C;C: ac:~c* (52 b) 
n ':.n p, q, r, S ,. s 

definiert. 
Die durch diese Definition bestimmte Funktion Q von den unendlich 

vielen Veranderlichen C: ' C; , ... und der Zeit t kann formal als Analogon 
der SCHRODINGERSchen Wellenfunktion 'IjJ (x, y, z, t) angesehen werden. 
Physikalisch haben die Q-Wellen mit den 'IjJ-Wellen selbstverstandlich 
gar nichts zu tun. Es sei ferner betont, daB die Gleichung (52a) keine 
Folge der SCHRODINGERSchen Gleichung ist, sondern daraus etwa in 
derselben Weise entsteht, wie die letztere aus den Gleichungen der 
kIassischen Mechanik, so daB man sie tatsachlich als eine ,,"Oberwellen­
gleichung" bezeichnen darf. 

In der SCHRODINGERSchen Theorie, wo C: und Cn gewahnliche 
komplexe GraBen bedeuten, kann man die Verteilungszahlen N n bloB 
als Produkte C: Cn definieren. In der DIRACschen Theorie muB man die 

GraBen C: Cn durch die Operatoren C: a~: ersetzen, die mit den ent­

sprechenden Verteilungszahlen nur indirekt verkniipft werden kannen. 
Es handeIt sich also erstens urn eine Definition dieser Zahlen und 
zweitens urn die Transformation der durch (52a) bestimmten GroBe Q 

in eine Funktion der letzteren. 
Nach DIRAC laBt sich diese Aufgabe folgendermaBen 16sen: Wir 

bemerken zunachst die fUr gewahnliche komplexe GraBen C:, Cn gilltige 
Darstellung Cn = ICnlei6 .. , C:= IC!I e-i6", fassen ferner die Ex­
ponentialsaudriicke ei6 .. , e-i9 .. als zwei zueinander inverse OPeratoren 
auf und setzen definitionsweise 

C: = iN:. e- i6" = e- i6" fN n + I I. 
Cn = iN:. + I ei6 .. = ei6" iii:. 

(53) 
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Diese Formeln entsprechen der folgenden Definition des Operators On: 

iOn = 8~ . (53a) .. 
:I:~ 

In der Tat bedingt der Operator e oN .. , auf irgendeine Funktion der 
Veranderlichen Nv N 2 , ••• angewandt, die VergroBerung oder die 
Verkleinerung der betreffenden Veranderlichen (N n) urn 1. Der Ope­
rator C! Cn entspricht dabei wegen e- i6n ei6n = 1 einer Multiplikation 
mit N n' Man hat namlich nach (48) 

C; C n = N n , C n C; = N n + l. (53b) 

Diese Formeln stehen in Einklang mit der Beziehung 

C C* r* r - a r* r* 8 1 n n - "'n "'n = 81;!: "'n - "'n 81;!: = , (530) 

welche sich namentIich aus der Anwendung der betreffenden Opera­
toren auf eine beliebige Funktion f(Ci, C~, ... ) ergibt. 

Die durch die Formeln (53) definierte Transformation der Ver­
anderlichen C: in die Veranderlichen N n ist ein Spezialfall der soge­
nannten "kanonischen" Transformationen. 

Fiihrt man im Ausdruck (52 a) diese Transformation aus, so er­
halt man statt (52a) eine Gleichung von dersel'ben Gestalt, wobei aber 
der Energieoperator W die Form 

W = .2W~Nn +F(N, e:l: ~~) (54) 
n 

annimmt und [J als eine neue Funktion der Zeit t und der Verander­
lichen N i , N 2 , ••• aufzufassen ist. Auf diese Funktion angewandt, 
ergibt der Operator W eine lineare Kombination solcher Funktionen, 
deren Argumente sich teilweise urn 1 oder 2 von N i , N 2 , ••• unter­
scheiden. Die Differentialgleichung (52a) verwandelt sich also in ein 
Gleichungssystem von der Gestalt 

(2!i :t + f W~Nn) [J (Ni' N2 ,···) + .2B [J (Ni, N~, ... ), (54a) 

wo N~ = N n' N n ± 1 oder N n ± 2 und die B gewisse Koeffizienten 
sind, die sich aus den Koeffizienten Apars durch Multiplikation mit 

-y N~ ~ -y N~ -y N~ ergeben. 
Wenn diese Koeffizienten die Zeit nicht explizite enthalten, kann 

man 
_2,,£ Wt 

[J=[J0.e h 

setzen, wo [J0 nur von den Veranderlichen N abhangt. Es wird dabei 

.2B Q (Ni, N~, ... ) = WI Q(Ni' N 2 , ... ), (55) 
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wo die GroBe 
(55a) 

als die durch die Wechselwirkung der Elektronen bedingte Zusatz­
energie anzusehen ist. Was die Funktion Q (NI' N 2 , ••• ) anbetrifft, so 
hat ihre Norm 

(55b) 

nach DIRAC-J ORDAN-KLEIN die Bedeutung der relativen Wahrschein­
lichkeit der durch die Zahlen N l , N 2 , ••• charakterisierten Elektronen­
verteilung nach den verschiedenen, durch die ungestorten SCHRODINGER­
schen Eigenfunktionen 1p~ (x, y, z) definierten gequantelten Zustanden. 

Die Verteilungsvariablen N l , N 2 , ••• sind dabei als beliebige nicht­
negative ganze Zahlen anz~tsehen. 

Diese Ergebnisse stimmen mit denjenigen, die man nach der am 
Anfang dieses Paragraphen dargelegten Methode fUr ein System von 
beliebig vielen Elektronen erhalt, iiberein, falls man sich dabei auf 
so1che mehrdimensionale Wellenfunktionen 1p (Xl' Yl' Zl; X2 , Y2' Z2; ••• ) 

beschrankt, die beziiglich der verschiedenen Elektronen (oder genauer 
ihrer Koordinaten) symmetrisch sind. 

Die Gleichungen (55) bilden ein lineares homogenes Gleichungs­
system, das nur bei gewissen Werten von W' 16sbar ist. Diese Werte 
ergeben sich als die Wurzeln einer Sakulargleichung, die man durch 
Nullsetzen der Determinante von (55) erhalt. Da diese Determinante 
von unendlich hohem Range ist, so ist die Anzahl der moglichen "Eigen­
werte" W' und der entsprechenden "Eigenfunktionen" Q (Nl' N 2 , ••• ) 

unendlich groB. 
Wir konnen hier auf die Einzelheiten dieser Frage nicht eingehen. 

Wichtig fUr uns ist nur die soeben erwahnte Aquivalenz der beiden 
Methoden zur Behandlung des Mehrkorperproblems fiir den Spezialfall 
der 5 ymmetrie der SCHRODINGERSchen Mehrelektronenfunktion. Die 
Beschrankung auf so1che Funktionen entspricht der BOSE-EINSTEIN­
schen Statistik, die auf einer eigentiimlichen, von der iiblichen verschie­
denen Vorschrift fUr die Berechnung der Verteilungswahrscheinlich­
keiten beruht. Diese Statistik ist urspriinglich nicht auf Elektronen, 
sondern auf Lichtquanten angewandt worden. PAULI, FERMI und DIRAC 
haben dann gezeigt, daB die BOSE-EINSTEINsche Statistik nur auf 
elektrisch neutrale Tei1chen (oder allgemeiner auf Tei1chen mit einer 
geraden Anzahl von elektrischen Elementarladungen) anwendbar ist 
und daB sie im FaIle von Elektronen durch eine andere, von der iiblichen 
(BOLTZMANNschen) ebenfalls abweichende Statistik zu ersetzen ist, die 
der Beschrankung auf antisymmetrische SCHRODINGERSche Mehrelek­
tronenfunktionen entspricht. Diese Funktionen 1p (Xl' Yl' Zl; X2, Y2' Z2;···) 

wechseln bei einer Vertauschung zweier Elektronen ihr Vorzeichen. 
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JORDAN hat gezeigt, daB die oben dargelegte "gequantelte Wellen­
theorie" des Mehrelektronenproblems auch der PAULI-FERMI-DIRAcschen 
Statistik angepaBt werden kann, wenn man die Transformations­
formeln (52) durch die folgenden ersetzt: 

1;: = iNn e- i ()" = e- i ()"y1 - N n }. 

1;n = 1'1- N n ei ()" = ei ()" yNn 
(56) 

Dies entspricht einer neuen Definition des Operators ei ()" (und des 
inversen Operators e-i()n). Es wird dabei 

(56a) 

d. h. folglich 
(56b) 

was in Widerspruch zu der Beziehung (53 c) steht, wenn man die ur­
spriingliche Bedeutung von 1;! und 1;n beibehalten will. Wenn man aber 
diese Bedeutung im Einklang mit (56 b) andert, so erhalt man fiir die 
Verteilungszahlen N n nur zwei mogliche Werte, und zwar entweder 0 
oder 1. Dies bedeutet, daB ieder gequantelte Zustand 'IfJ% nur von einem 
Elektron besetzt werden dart. 

Dieses sogenannte P A U LISche Verbot bildet die Grundlage der 
FERMI-DIRACSchen Statistik (bei Aquivalenz zweier Elektronen muB 
die antisymmetrische SCHRODINGERSche Mehrelektronenfunktion ver­
schwinden). 

Wir gehen auf die Weiterentwicklung der JORDANschen Theorie 
nicht ein. Es scheint moglich, sie so zu verallgemeinern, daB sie 
nicht nur die Elektronenmannigfaltigkeit, sondern auch die Protonen­
mannigfaltigkeit wiedergibt, und zwar durch ein Gleichungssystem, das 
dem System der MAXWELL-LoRENTzschen Gleichungen fiir die Mannig­
faltigkeit der Lichtquanten analog gebaut ist und das die endliche 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wechselwir­
kungen im Einklang mit der Relativitatstheorie beriicksichtigt. 

Diese Theorie des Lichtes und der Materie, bei der die Materie­
quanten den Lichtquanten vollkommen analog werden, macht es sehr 
wahrscheinlich, daB die beiden Arten der Korpuskeln unter gewissen 
Bedingungen ineinander iibergehen konnen. Die Notwendigkeit so1cher 
gegenseitigen Umwandlungen der Materie in Licht und umgekehrt ist 
in der letzten Zeit von vielen Forschern (EDDINGTON, JEANS, STERN, 
MILLIKAN) auf Grund verschiedener astrophysikalischer Daten (Energie­
bilanz in den Sternen, kosmische Strahlung) behauptet worden. Die 
Wellentheorie der Materie scheint diese Umwandlungshypothese von 
prinzipieller Seite zu rechtfertigen. 
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Zweites Kapitel. 

Die Grundgleichungen der Wellenmechanik. 

§ 1. Wellenoptik und geometrische Optik. 
Nach der allgemeip.en Ubersicht iiber die Entwicklung und den 

heutigen Stand der Wellenmechanik, die wir im ersten Kapitel gegeben 
haben, wollen wir jetzt zur Frage nach der Gestalt der Grundgleichungen 
der Wellenmechanik zuriickkehren und die Beziehung dieser Glei­
chungen zu den Gleichungen der Optik einerseits und zu den Glei­
chungen der klassischen Mechanik andererseits eingehend untersuchen. 

Vorbereitend wollen wir zunachst die Beziehung der gewohnlichen 
"makroskopischen" Wellenoptik, die der Differentialgleichung 

(1 ) 

geniigt, zur geometrischen oder "Strahlenoptik" betrachten. 
Bei Beschrankung auf monochromatisches Licht, d. h. auf harmo­

nische Schwingungsfunktionen von der Gestalt 

ljJ = ljJo (x, y, z) e- 2;ri v t 

erhalten wir gemaB (1) 

wo 
{)2 a2 iJ2 

Ll =[)X2 + 0 y2 + OZ2 

den LAPLAcEschen Operator und 

.1=~ 
'V 

(la) 

(1 b) 

die Wellenlange bedeutet. Diese ist dabei als eine bekannte Funktion 
der Koordinaten anzusehen. 

Fiihrt man nun den Brechungsindex des betrachteten (als durch­
sichtig vorausgesetzten) Mediums ein 

(2) 

wo .10 = ~ die Wellenlange des Lichtes im leeren Raume bedeutet, 
'V 

so kann man die Gleichung (1 b) in die Gestalt 

4n2 
Ll1p -l-- _fl21p = 0 (2a) , ).8 

umformen. Die Frage nach der Abhangigkeit der Lichtfortpflanzung 
im betrachteten Medium von dessen "optischer Inhomogenitat" redu­
ziert sich also mathematisch auf die nach der Beschaffenheit der Funk­
tion fl (x,)" z). 



Wellenoptik und geometrische Optik. 81 

Den Modul der komplexen GroBe 'I{J konnen wir als die Schwin­
gungsamplitude im betreffenden Punkt und das Argument, d. h. die 
Funktion p (x, y, z, t) in der Formel 

(3) 

als die Phase der Lichtschwingungen betrachten. Man hat offenbar 
nach (la): 

cp = 2n(t(x, y, z) - vt), (3a) 

wo f (x, y, z) eine Funktion der Koordinaten bedeutet, die die Gestalt 
der "Wellenflachen", d. h. der Flachen konstanter Phase (bei gegebe­
nem Wert von t) bestimmt. Bei ebenen Sinuswellen - die nur in 
einem homogenen Medium moglich sind - hat man z. B. : 

f (x, y, z) = ko:x + kll y + kzz = t (x cos IX + ycosp + zcosy), 

wo IX, p, Y die Winkel der Wellennormale (Fortpflanzungsrichtung) mit 
den Koordinatenachsen sind. 

An diesem BeispiellaBt sich leicht erkennen, daB auch bei beliebigen 
Wellen die Funktion f in der Form 

1 
f(x,y,z)= Aos(x,y,z) (3b) 

geschrieben werden kann, wo s (x, y, z) seiner GrofJenordnung nach gleich 
dem Produkte von ,u mit einer der Koordinaten ist. Die letzte Formel 
bestimmt also die Abhangigkeit der Wellenfunktion f von der Vakuum­
wellenliinge (oder "wahren" W ellenlange) des betrachteten Lichtes. Da p; 
gewohnlich von 1 nicht sehr verschieden ist, hat Ao dieselbe GroBen-

ordnung wie die effektive ("scheinbare") Wellenlange A = Ao • 
f1, 

Je kleiner Ao ist, desto schneller andert sich fund folglich auch 'I{J als 
Funktion der Koordinaten. Die durch die Phasenfunktion f (odercp) 
bedingte .Anderung der Schwingungsfunktion 'I{J beim Ubergang von 
einem Raumpunkt zu einem anderen muB folglich bei kleinen Wert en 
von Ao viel groBer sein als diejenige .Anderung, welche durch die Ampli­
tudenfunktion I'I{J I bedingt wird. 

Die letztere stellt also im Vergleich mit cp eine sich verhiiltnismiifJig 
langsam iindernde Funktion der Koordinaten dar, und zwar andert sie 
sich (relativ) desto langsamer, je kleiner die Wellenlange Ao ist. 1m Grenz­
falle sehr kurzer Lichtwellen kann man deshalb bei der Differentiation 
des Ausdruckes (3) die Amplitude I'I{J I als konstant betrachten. 

Die e:l\akte Wellengleichung (2a) laBt sich unter dieser Bedingung 
durch die angenaherte Gleichung 

A' 4n2 2 • 
LJe~'P + ~p; e~'P = 0 

o 
(4) 

ersetzen, woraus man die Phasenfunktion fund folglich die Gestalt 
Frenkel, WeUenmechanik. 6 
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der Wellenflachen unabMngig von der Amplitudenfunktion ermitteln 
kann. 

Beriicksichtigt man die Formeln 

~ ei<p = i ei<p 8rp 
8x 8x' 

so wird 

Ll ei<p = i ei<p Llcp - ei<p [(::r + (:~r + (88~rJ 
oder, nach (3a) und (3b), 

A' 2n,. A • 4n2 [(8S)2 (8S)2 (8S)2J Lle~<P = -ze~<P LIS - e~<P-- --;- + - + - , 
Ao Ag 8x 8y 8z 

Man erhaIt also, nach (4), die folgende Differentialgleichung fiir die 
Funktion s: 

~ Ll S (~)2 (~)2 (~)2 _ II 
2ni + 8x + 8y + 8z - f' . (4 a) 

Da wir zu dieser Gleichung unter der Voraussetzung eines sehr kleinen 
Ao gelangt sind, miissen wir, urn konsequent zu sein, das erste Ao als 
Faktor enthaltende Glied weglassen - urn so mehr, als das Vorhanden­
sein dieses Gliedes mit einem reellen Wert der Phasenfunktion unver­
einbar ist, 

Die gesuchte angenaherte Form der Wellengleichung (2a) fUr den 
Grenzfall Ao" 0 lautet also 

(5) 

Die Funktion s wird gew6hnlich als "Eikonal" und die Gleichung (5) 
als "Eikonalgleichung" bezeichnet. 

Die Gleichung (4 a) wiirde mit der exakten Wellenlgeichung voll:­
kommen aquivalent sein, wenn man die Ftmktion s durch die Formel 

s = Ao t + 2: i log I 'If' I 
definierle, Dies wiirde der Einfiihrung der Amplitude I 'If' I in die Expo­
nentialfunktion, d. h. dem Ersetzen der reellen Phase cp durch eine 
komplexe Phasenfunktion cp' = cp - il'lf'l (gemaB 1'If'lei<P = ei(<p-il'l'i» 

entsprechen. 

D' Abl' 8s 8s 8s k" al d' ht' kl' K le eltungen 8x' BY' 8z onnen s le rec WID 1gen om-
ponenten eines Vektors angesehen werden, und zwar des Gradienten 
der Funktion s, Dieser Vektor (grad s)hat in jedem Punkt eine 
zur entsprechenden Wellenflache s = konst, senkrechte ~chtung 

(wegen ds = :; dx + :; dy + :: dz = 0), Er bestimmt demnach die 

Richtung des durch den betreffenden Punkt hindurchgehenden Licht-
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strahles und kann deshalb als Strahlenvektor bezeichnet werden. Die 
Gleichung (5), die man in der Gestalt 

(grads)2 =!1-2 (5a) 

schreiben kann, besagt, daB der Betrag des Strahlenvektors gleich 
dem Brechungsindex ist. 

Betrachtet man die physikalische Bedeutung der Eikonalfunktion s 
etwas naher, so wird diese Tatsache ganz offensichtlich. Die GroBe 

2n 
cp = roS - 2nvt, 

die die Phase der Lichtschwingungen definiert, muB in der Tat fiir 
jeden Augenblick (t = konst.) auf jeder Wellenflache einen konstanten 
Wert behalten und sich am schnellsten in der Richtung der dazu ortho­
gonalen Linien, d. h. in der Richtung der Lichtstrahlen andem. Eine 
Anderung der Phase urn dcp, die einer infinitesimalen Verschiebung da 
langs eines dieser Strahlen (bei t = konst.) entspricht, muB aber, nach 

der Definition der Wellenliinge A, gleich 2n d; sein. Man hat folglich 

2n 2n 
dcp = Tods = ;:da, (6) 

d. h. 
ds Ao 
da = T =!1-, (6 a) 

was mit der Gleichung (5) gleichbedeutend ist. 
Da aber diese Gleichung nicht streng richtig ist, so muB die an­

gefiihrte Uberlegung einen Fehler enthalten. Dieser Fehler liegt, wie 
man leicht einsehen kann, in der Bestimmung der Phasenanderung 

langs eines Strahles (a) nach der Formel dcp = 2n d;. Diese Formel 

ist nur fiir den Spezialfall, daB As verschwindet, (insbesondere also fUr 
den Fall von ebenen Sinuswellen) gilltig. Sonst ist sie mit der Defini­
tion der.Wellenlange - gemaB der exakten Gleichung (2a) - streng 
genommen unvereinbar. 

Auf den ersten Blick konnte es scheinen, als ob der mit der Ein­
fiihrung der angenaherten "Strahlengleichung" (5) an Stelle der exakten 
"Wellengleichung" (2a) verkniipfte Fehler nicht wesentlich ware. 
DaB das aber nicht so ist, kann man schon daraus erkennen, daB die 
Strahlengleichung im Gegensatz zur Wellengleichung die Wellenliinge Ao 
gar nicht enthiilt. Alle Erscheinungen, die durch die endlichen Wellen­
langen des Lichtes bedingt werden, z. B. ,die Interferenz- und Beugung, 
konnen also durch die Strahlengleichung nicht erfaBt werden. Mit dieser 
Gleichung kann man - naherungsweise - nur soIche optische Erschei­
nungen beschreiben, die allein durch die Beschaffenheit der Brechungs­
indexfunktion!1- (x, y, z) bestimmt sind. Es sind dies die Erscheinungen 
der sogenannten geometrischen Optik, die ausschlieBlich von der Gestalt 

6* 
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der Lichtstrahlen abhangen und sich im einfachsten FaIle von zwei 
oder mehreren aneinandergrenzenden homogenen Medien auf die Gerad­
linigkeit der Strahlen in jedem einzelnen Medium und ihre Brechung 
an der Grenzflache von zwei verschiedenen Medien zuriickfiihren lassen. 

Es kannte ferner scheinen, daB es zur angeniiherten Beschreibung 
der von der Wellenlange abhangigen Interferenz- und Beugungs­
erscheinungen geniigt, von der durch die Naherungsgleichung (5) be­
stimmten Funktion s zur Schwingungsfunktion 

2ni(f- pt) 
1jJ=Ae 0 (7) 

zuriickzukehren, wo A die bisher unbestimmt gebliebene (und nicht 
naher zu bestimmende) langsam veranderliche Amplitudenfunktion !1jJ! 
bedeutet. Dieser Gedanke erweist sich aber in Wirklichkeit als nicht 
durchfiihrbar. Die Interferenzerscheinungen setzen voraus, daB zwei 
verschiedene Wellensysteme in demselben Medium sich ohne gegen­
seitige Starung fortpflanzen kannen, wobei die resultierende Schwin­
gungsfunktion 1jJ sich aus den Schwingungsfunktionen der beiden ein­
zelnen Wellensysteme additiv, d. h. nach der Formel 1jJ = 1jJ1 + 1jJ2' 
zusammensetzt. Diese Additivitat oder "Superpositionsfahigkeit" der 
durch 1jJ charakterisierten GraBen kommt mathematisch in der Li­
nearitat der Wellengleichung zum Ausdruck, welcher die Funktionen 1jJ 

geniigen. 
Setzt man nun gemaB (7) in der Naherungsgleichung (5) 

}·o 1 k s = 2-----; og 1jJ + onst., 
:n;~ 

(7a) 

wobei die Amplitude A wieder als konstant zu behandeln ist, so erhalt 
man statt einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir 1jJ 

die folgende quadratische Differentialgleichung erster Ordnung 

(~)2 + (fhP)2 + (a"IjJ)2 + ~ 2 2 = 0 ax ay az .15 f-l 1jJ , (7b) 

die mit dem Superpositionsprinzip fiir 1jJ unvereinbar ist. 

§ 2. Geometrische Optik und Korpuskularmechanik. 
Der Unterschied zwischen der Wellenoptik und der durch die 

"Strahlengleichung" (5) bestimmten geometrischen Optik laBt sich 
besonders klar erkennen, wenn wir mittels des Strahlenbegriffes von 
der Wellentheorie des Lichtes zur Korpuskulartheorie iiberzugehen 
versuchen. Wir wollen also versuchen, die Lichtstrahlen als die Bahnen 
gewisser Korpuskeln' zu betrachten, die sich nach der klassischen 
(NEWToNschen) Mechanik in einem durch den Brechungsindex f-l be­
stimmten Kraftfeld bewegen. Es ergibt sich dabei, daB die aus der 
Strahlungsgleichung folgenden Ergebnisse mit denen der klassischen 



Geometrische Optik und Korpuskularmechanik. 85 

Mechanik vollkommen ubereinstimmen, wahrend bei der exakten 
Wellengleichung von einer solchen Ubereinstimmung keine Rede ist 
(weil es in der klassischen Mechanik kein Analogon zur Interferenz des 
Lichtes gibt). 

Die Gleichung (5) ist die Verallgemeinerung des SNELLIusschen 
Brechungsgesetzes fUr Wellen von beliebiger Gestalt, die sich in einem 
optisch inhomogenen Medium fortpflanzen. 

Urn dies einzusehen, schreiben wir die Strahlengleichung in der 
Form (6a) 

und betrachten sie als eine Vorschrift fur die geometrische Konstruk­
tion der Wellenflachen s = konst. 1st die Flache s = konst., die durch 
einen gegebenen Punkt hindurchgeht, bekannt, so kann man nach dieser 
Gleichung eine andere, unendlich nahe liegende Flache konstruieren. 
Dazu muB man namlich von jedem Punkte der erst en FHiche in der 
Richtung der Normalen eine infinitesimale Strecke mit einer dem 
betreffenden Wert von f1 umgekehrt proportionalen Lange da abtragen 
(nach ds = f1 da = konst.). Der Ort der Endpunkte dieser Strecken ist 
die gesuchte zweite Wellenflache. Von dieser kann man in der­
selben Weise zur folgenden ubergehen und schlieBlich die Wellen­
flache konstruieren, die durch einen beliebigen Raumpunkt hindurch­
geht. Die Wahl der urspriinglichen Flache bleibt dabei vollkommen will­
kiirlich. 

Die Konstruktion, die wir in Kap. 1 § 2 bei der Ableitung des Bre­
chungsgesetzes vom wellentheoretischen Standpunkt aus angewandt 
haben, ist offenbar ein Spezialfall der eben genannten, bei dem der 
Brechungsindex des zweiten Mediums relativ zum ersten (Vakuum) 
durch den reziproken Wert des Verhaltnisses der Wellengeschwindig­
keiten, d. h. nach der Formel 

bestimmt ist. 

c 
f1 =­w (8) 

Bei der Ableitung des Brechungsgesetzes nach der Korpuskular­
theorie des Lichtes muBten wir erstens den Brechungsindex durch 
das direkte Verhaltnis der Bewegungsgeschwindigkeiten 

v 
f1=-c 

(8a) 

definieren (ffir das Vakuum schreiben wir der Wellen- und der Kor­
puskulargeschwindigkeit denselben Wert c zu) und zweitens eine poten­
tielle Energie der Lichtkorpuskeln einfUhren, die ffir jedes homogene 
Medium durch seinen Brechungsindex (relativ zum Vakuum) bestimmt 
ist. Diese potentielle Energie U eines Lichtkorpuskels muB so defi-
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niert werden, daB ihre Anderung beim Ubergang von einem Medium 
zu einem anderen entgegengesetzt gleich der Anderung der kinetischen 
Energie wird, d. h. daB die Gesamtenergie des Teilchens 

1 
W=~m~+U ~ 

konstant bleibt. 
Durch Vergleich dieser F ormel 

wir fUr die potentielle Energie 
mit der vorhergehenden erhalten 

1 
U = W - ~ c2 m ft2 (W = konst.). (9 a) 

Dies Ergebnis HiBt sich leicht fUr ein beliebiges optisch inhomogenes 
Medium verallgemeinern. Yom Standpunkte der korpuskulare.n Licht­
theorie muB man ein solches Medium als ein statisches Kraftfeld auf­
fassen, das auf jede Korpuskelmit der Kraft 

1 
~ = - grad U = ~ c2 m grad (ft2) (9b) 

oder, in Komponentendarstellung, 
au au 

Fre=-----a;-, FfI=-ay' F=-~ z az 
wirkt. 

Wenn ft eine stetige Ortsfunktion ist, bIeibt diese Kraft endlich; 
cine sprunghafte Anderung von ft an der GrenzfHiche zweier verschie­
denen Medien tritt nur bei einem unendlich starken Kraftfeld von nor­
maIer Richtung in der unendlich dunnen Grenzschicht auf. 

Der Ietzte Fall ist von uns schon in Kap. I untersucht worden. 
Wir wollen hier deshalb nur den ersten Fall betrachten und nachweisen, 
daB die NEWToNschen Bewegungsgleichungen 

d 2x iJU d 2 y au d 2 z au 
md"i2 = - fiX' mfii2 = - ay' md"i2 = - iii (10) 

mit denjenigen iiquivalent sind, die sich durch korpuskulare Deutung 
der Strahiengleichung (5) ergeben. 

Ersetzt man in (5) ft2 durch den aus (9a) folgenden Ausdruck 

2 
ft2 = c2 m (W - U) , 

so erhiilt man die Gieichung 

(~)2 (~)2 (~)2 _ ~ W _ U ax + ay + az - c2 m ( ), (lOa) 

welche zur Bestimmung derFunktions (x, y, z) dient. Die korpuskular­
mechanische Bedeutung dieser Funktion (die vom wellentheoretischen 

Standpunkt aus die Phase bestimmt) IiiBt sich aus den Beziehungen :; = ft 

v 
und ft = c erkennen, wenn man berucksichtigtl daJ3. die Lichtstr9hlen 
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als die Bahnen der Lichtkorpuskeln betrachtet werden mussen. Man 
sieht also, daB der mit c multiplizierte Vektor grad s nach GroBe und 
Richtung mit der Geschwindigkeit v zusammenfallt. Es gilt also 

os os os 
Vre = c ax' V'U = C ay' Vz = c oz. (lOb) 

Die Funktion s, oder genauer - cs, spielt alsofiir den Geschwindigkeits­
vektor v dieselbe Rolle, wie die potentielle Energie fiir den Kraftvektor ~. 

Bevor wir den Beweis der .i\quivalenz der Bewegungsgleichungen (10) 
und der Gleichung (lOa) in Verbindung mit den Beziehungen (lOb) 
erbringen, wollen wir den Grund ihrer auBerlichen Verschiedenheit 
aufklaren. Dieser Grund besteht darin, daB die Gleichungen (10) sich 
auf die Bewegung irgendeines, aber eines bestimmten Teilchens beziehen, 
wahrend die Gleichung (lOa) die Bewegung einer Gesamtheit von unend­
lich vielen gleichartigen Teilchen mit derselben Gesamtenergie W 
bestimmt. Diese Teilchen, die aufeinander keine Wechselwirkung aus­
uben und die man als bloB verschiedene E~emplare desselben Teilchens 
auffassen kann, erfiillen den Raum (oder das betrachtete Raumgebiet) 
kontinuierlich, d. h. derart, daB in jedem Raumpunkt zu einem belie­
bigen Augenblick sich immer irgendein Teilchen befindet, das sich 
dabei mit der durch (lOb) bestimmten Geschwindigkeit bbewegt. 
Da die Funktion s von t unabhangig ist, so muB auch diese Geschwin­
digkeit fUr jeden Raumpunkt (x, y, z) nach Richtung und GroBe kon­
stant bleiben. Wir erhalten also ein Bild, das an die stationare Bewegung 
einer den Raum kontinuierlich erfUllenden Flussigkeit erinnert. Der 
Unterschied besteht nur darin, daB dort neb en den auBeren Kraften 
noch innere Wechselwirkungskrafte, die sich makroskopisch als hydro­
statischer Druck auBero, beriicksichtigt werden mussen, wahrend bei 
der stationaren Bewegung eines "Exemplarenkontinuums" desselben Teil­
chens irgendwelche "innere" Krafte ausgeschlossen sind. 

Wenn man nun in diesem Exemplarenkontinuum die Bewegung 
eines bestimmten Teilchens verfolgt, so erhaIt man auf Grund der Glei­
chung (lOa) und der Beziehungen (lOb) genau die NEWToNschen 
Bewegungsgleichungen (10). 

Urn dies einzusehen, betrachten wir ein Teilchen, das sich im Augen­
blick t in dem Raumpunkte mit den Koordinaten x, y, z befindet. 
1m nachsten Augenblick t + dt ist die Lage desselben Teilchens durch 
die Koordinaten x + dx, y + dy, z + dz bestimmt. Dabei kann man 
in erster Naherung dx=vredt, dy=v'Udt, dz=v.dt setzen, wo 
Vre, v'U' Vz die Komponenten der Geschwindigkeit im ursprunglichen 
Punkt bedeuten. Die Anderung dieser Geschwindigkeitskomponenten 
wahrend der Zeit dt laBt sich in derselben Annaherung durch die Formeln 
dV m = Vir (x + dx, y + dy, z + dz) - Vre (x, y, z) 

. oV"'d +ov"'d oV"'d (ova: o v., oV")d =8i x ay Y+Tz Z= (h,va:+ay,vfI+Tz·v. tusw. 
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bestimmen. Driickt man hier nach den Relationen (lOb) v"" vlI ' V z 

durch die Funktion s aus, so erhaIt man 

dv~ 2(02S oS 02S oS a2s as) c2 a [(as)2 (as)2 (as)2] 
a:e=c ax2ax+Oyaxay+azaxoz =2ox ox + BY + oz 
oder folglich, nach (lOa), 

und ahnliche Gleichungen fiir vll und V z • Diese sind aber gerade die 
NEWToNschen Bewegungsgleichungen (10) . 

. Aus ihrer Aquivalenz mit der "Strahlengleichung" (lOa) kann man 
schlieBen, daB die Korpuskulartheorie des Lichtes aquivalent ist mit 
derjenigen Naherung der Wellentheorie, die auf der Strahlengleichung (5) 
beruht und die geometrische Optik ergibt. 

Solche "feinere" optische Erscheinungen wie die Interferenz und 
Beugung, die durch die endliche Wellenlange der Lichtschwingungen 
und ihre Superpositionsfahigkeit (·"Additivitat") bedingt sind, lassen 
sich im Rahmen dieser Naherung der Wellentheorie ebensowenig 
erklaren, wie im Rahmen der ihr aquivalenten korpuskularen Theorie 
des Lichtes. 

§ 3. Korpuskular- und WeUenmeehanik. 
Man glaubte bisher, daB die in den Gleichungen (10) oder (lOa, b) 

ausgedriickten Gesetze der klassischen Mech<inik, wenn nicht fiir Licht, 
so jedenfalls fiir die gewohnliche Materie streng giiltig seien, falls man 
sich auf kleine Geschwindigkeiten beschrankt und von den relativisti­
schen Korrektionen absieht. Die in der letzten Zeit vorgenomrilene 
Erweiterung und Vertiefung der Analogie zwischen Licht und Materie 
zwingt uns aber, diese klassischen Gleichungen als unrichtig - und 
zwar in genau demselben Sinne fiir beide - anzusehen. 

In Kap. I haben wir aus der Vorstellung der Materiewellen die 
SCHRODINGERSche Grundgleichung der neuen Wellenmechanik hergelei­
tet. Ihre Beziehung zu den klassischen Bewegungsgleichungen eines 
materielleil Teilchens blieb dabei unbeachtet. Die Betrachtungen der 
zwei vorhergehenden Paragraphen erlauben eine neue Ableitung und 
strengere Begriindung der SCHRODINGERSchen Gleichung, die ihre enge 
Beziehung zur Wellenoptik einerseits und zur Korpuskularmechanik 
andererseits klar zutage bringt. 

Man konnte zunachst glauben, daB eine Wellentheorie der Materie 
von der Korpuskulartheorie nicht nur in ihrem Wesen, sondern auch in 
der Gestalt ihrer Grundgleichungen vollkommen verschieden sein miiBte. 
Wir haben aber soeben gesehen, daB die Grundgleichung der korpus­
kularen Optik formal mit der angenaherten Gleichung fUr die Phasen­
funktion der Wellenoptik iibereinstimmt. Einer grundsatzlichen Ande-
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rung in unseren Vorstellungen kann demnach eine scheinbar nur un­
wesentliche Abwandlung in der Farm der Grundgleichungen entsprechen; 
die begriffliche Umwalzung auBert sich dabei nur ill der physika­
lischen Deutung der in diesen Grundgleichungen auftretenden GroBen. 

Die NEWTONsche Korpuskularoptik beruht eillfach darauf, daB man 
die NEWToNsche Korpuskularmechanik auf gewohnliche materielle Teil­
chen anwendet, die als Lichtkorpuskeln bezeichnet werden. Diese Kor­
puskularmechanik muB sich zur SCHRODINGERSchen Wellenmechanik 
genau so verhalten wie die Korpuskularoptik zur Wellenoptik. Die 
Grundgleichung der Wellenmechanik muB sich also aus der Grund­
gleichung der Wellenoptik 

4n2 

Lltp + Y #2 'IJ' = 0 
o 

durch denselben Ansatz 

(11) 

ergeben wie die korpuskularmechanische Gleichung (lOa) aus der 
Strahlengleichung (5). 

Setzt man noch - definitionsgemaB oder gemaB der DE BROGLIE­
schen Relation -

so erhalt man 

me 
Ao=-' It 

Sn2 m 
L1 'IJ' + -It2- (W - U) 'IJ' = o. 

(11 a) 

(12) 

Das ist aber gerade die uns schon bekannte SCHRODINGERSche Wellen­
gleichung [vgl. I (30), § 14J. 

Wir haben friiher die Phasenfunktion s durch die Formel 

2Jri(!!...-,.t) 
'IJ' = konst. e I.. 

eingefiihrt, wobei die Amplitudenfunktion I'IJ' I als eine Konstante be­
handelt wurde. Wir wollen j etzt diese V oraussetzung fallen lassen, 
d. h. die obige Formel als die exakte Definition der Funktion s be­
trachten. Ferner wollen wir statt s die Funktion 

s=mcs-hvt=h(~-vt) (13) 

einfiihren, d. h. 
2niS 

'IJ' = konst. e h 
(13a) 

oder 
It 

S = 2----C 19 'IJ' nz 
(13b) 

setzen. Man erhalt dabei aus (12) die folgende Gleichung fiir die Funk­
tion S [vgl. (4a)]: 

~L1S + (~)2 + (05)2 + (05.)2 + 2m (U _ W) = O. (14) 
2nz ox oy . at 
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Aus dieser exakten Gleichung, der im allgemeinen ein komplexer 
Wert von 5 entspricht, ergibt sich bei h = 0 die Gleichung 

(OS)2 (OS)2 (OS)2 --- + - + - + 2 m (U - 'W) = 0 ax oy OZ ' 
(14a) 

die man auch aus (lOa) mit Riicksicht auf (11 a) und (13) direkt erhalten 
kann. Diese Gleichung ist in Verbindung mit den aus (lOb) folgenden 
Beziehungen 

as 
mvy = 8y' 

as 
mvz = az 

aquivalent den NEWToNschen Bewegungsgleichungen (10). 

(14b) 

Diese Form der NEWToNschen Bewegungsgleichungen ist zuerst 
von HAMILTON und JACOBI aufgestellt und zur Lasung verschiedener 
mechanischer Probleme angewandt worden. Aber niemand - bis 
DE BROGLIE und SCHRODINGER - hat daran gedacht, die formale Analogie 
zwischen Mechanik und geometrischer Optik, die in der Almlichkeit 
der HAMILTON-JAcoBIschen Gleichung (14a) und der Eikonal- oder 
Strahlengleichung (5) zum Ausdruck kommt, als Ausgangspunkt fUr 
eine Umwalzung der Mechanik im Sinne der WeIlEmtheorie zu benutzen. 

Die Tatsache, daB die HinzufUgung des Zusatzgliedes 2 h . L1 5 zur nz 
Gleichung (14a), d. h. der Ubergang von (14a) zur Gleichung (14) 
oder zur aquivalenten Gleichung (12), keine oberflachliche Abwand­
lung, sondern eine grundsatzliche Umbildung der klassischen Mechanik 
bedeutet, laBt sich folgendermaBen einsehen: 

Eine korpuskulare Deutung der durch die Gleichung (12) bestimmten 
Wellenfunktion '1fJ ist unmoglich, wenn man sich das Teilchen, des sen 
Bewegung untersucht wird, in einem einzigen "Exemplar" vorstellt. 
Wie schon erwahnt, entspricht die HAMILTON-JACoBIsche Form 
der NEWTONschen Bewegungsgleichungen einer kontinuierlich ver­
teilten Exemplarengesamtheit des betrachteten Teilchens. Die raum­
Hche Dichte dieses "Exemplarenkontinuums" bleibt dabei ganz will­
kiirlich, denn wir kannen immer ein bestimmtes Exemplar ins Auge 
fassen und seine Bewegung beliebig weit verfolgen, ohne uns urn die 
anderen Exemplare zu kiimmem. Vom Standpunkte der "korrigierten" 
HAMILTON-JACoBIschen Gleichung (14), d. h. vom Standpunkte der 
Wellenmechanik aus, erhalt dagegen die Frage nach der "Exemplaren­
dichte" eine grundsatzliche physikalische Bedeutung; denn in dies em 
FaIle kann man mittels der Beziehungen (14b) zu irgendwelchen Be­
wegungsgleichungen fiir ein bestimmtes Exemplar des betrachteten 
Tei1chens nicht gelangen. Da die Verfolgung eines bestimmten Exem­
plars in Raum und Zeit unmagHch ist, so hat es keinen Sinn, iiberhaupt 
von "bestimmten" Exemplaren zu sprechen; man kann allein die raum­
~eit1iche Anderung der Exemplarendichte untersuchen. 

Beikomplexen Werten der Funktion S (die sich auf Grund der 
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Gleichung (14) ergeben) wird die Bestimmung der Geschwindigkeit 
eines Teilchens aus den Formeln (14b) sinnlos; andererseits muB dann 
die Amplitude 11fJ I, die fur die Exemplarendichte maBgebend ist, nach 
(13a) eine bestimmte Ortsfunktion werden. Wenn man 5 aus der Glei­
chu'ng (14a) bestimmte, so wfude 11fJ I fUr soIche Gebiete, wo 5 reell ist, 
einen konstanten Wert annehmen. Da in der klassischen Mechanik die 
anderen Gebiete ausgeschlossen sind, muBte man ffu sie die Exemplaren­
dichte gleich Null setzen unabhangig von dem entsprechenden Wert 
von 1fJ. 

Die Anzahl der Exemplare kann selbstverstandlich nur in einem 
relativen MaB definiert werden. Am zweckmaBigsten ist es, die Gesamt­
zahl der Exemplare im ganzen Raum gleich 1 zu setzen. Dann kann 
man die Anzahl der in einem V olumelement d V befindlichen Exemplare 
e dv als die Wahrscheinlichkeit ffu das Vorhandensein des betrach­
teten Teilchens in diesem Volumelement und die "Exemplarendichte" e 
als die schon in Rap. I eingefiihrte "Wahrscheinlichkeitsdichte" deuten. 

Diese Exemplaren- oder Wahrscheinlichkeitsdichte definieren wir 
durch die SCHRODINGER-BoRNsche Formel 

mit der Bedingung 
e = 11fJ 12 = 1fJ 1fJ* 

J 1p1fJ* dV = 1. 

(15) 

(15a) 

Wir wollen neben der skalaren GroBe enoch eine VektorgroBe i 
derselben "statistischen" Art einfuhren, die als "Exemplarenstrom­
dichte" oder als "wahrscheinliche Stromdichte" bezeichnet werden 
mag. In der klassischen Mechanik laBt sich diese GroBe als das Pro­
dukt von emit dem Geschwindigkeitsvektor tl definieren, wobei tl 
durch die Formeln (14b) bestimmt wird. Diese Formeln konnen auf 
komplexe Werte von 5 nicht angewandt werden; es liegt aber nahe, 
sie ffir diesen Fall durch den verallgemeinerten Ansatz 

1 
tl = ffi m grad 5 (16) 

zu bestimmen, wo ffi den reellen Teil der betreffenden komplexen GroBe 
bedeutet. Setzt man hier fUr 5 den Ausdruck (13b) ein, so erMlt man 

tl = -4 ~ (~grad1fJ - ~grad1fJ*). 
:n;~m 1p 1p 

(16a) 

Daraus folgt nach dem oben Gesagten 

i = e tl = 4~ (1fJ* grad 1p-1p grad 1p*) = ffi-2 h . 1p* grad 1p. 
:n;~m :n;mz 

(16b) 

Es sei bemerkt, daB dieser Ausdruck im Einklang ist mit dem in Rap. I 
§ 16 gefundenen Ausdruck (43) fur die mittlere Geschwindigkeit eines 
Wellenpakets. Es gilt namlich 

b = Ji dV . 
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§ 4. Wellenmeehanik niehtstationarer Vorgange. 
Nach der Korpuskularmechanik miissen die GroBen (! und i mit­

einander durch die sogenannte Kontinuitatsgleichung 

(17) 

verkniipft sein, die bekanntlich in der Hydrodynamik die Differential­
form des Erhaltungssatzes der Materie darstellt. Auf unser Exem­
plarenkontinuum angewandt, muB diese Gleichung den Erhaltungssatz 
der Exemplarenzahl oder der Wahrscheinlichkeit ausdriicken. 

Wir wollen uns zunachst davon iiberzeugen, daB in dem soeben 
betrachteten Fall einer "stationaren Exemplarenstromung" die Glei­
chung (17) tatsachlich erfiillt ist, Da in diesem Fall (! = "P"P* = "P0"P0* 
von der Zeit unabhangig ist, muB man einfach 

d' . - of. + oiv + oi. 0 
IVl=ox ay az= (17a) 

haben. ' 
Nun gilt nach (16b) 

oj,. h (otp* otp * 02tp otp otp* 02tp*) 
---a;; = 4nim ox ox + "P ox2 - ---a;; fiX - "P ox2 usw., 

d.h. 

div j = -4 ~ ("P* L1 "P - "P L1 "P*) . 
n~m 

(17b) 

Setzt man hier nach der SCHRODINGERSchen Gleichung (12) 

8~m 8~m 
L1 "P = - h2 (W - U) "P und L1 "P* = - h2 (W - U) "P* 

ein, so erhaIt man in der Tat div i = O. 
Dies Ergebnis kann man als eine Rechtfertigung unserer Defini­

tion des Stromve~tors i betrachten. Auf Grund dieser Definition kann 
man ferner in Verbindung mit der Definition von (! und dem Erhal­
tungssatz (17) die Verallgemeinerung der SCHRODINGERSchen Glei­
chung fiir den Fall nichtstationarer Vorgange aufstellen. Es gilt namlich 
in diesem Fall nach (17) und (17b): 

*(4nim otp+L1 )= (_4nim otp*+L1 *) 
"P h ot "P "P hot "P. 

Da der links- und rechtsstehende Ausdruck einander komplex kon­
jugiert sind, so konnen sie beide in der Gestalt 

8n2 m V * 
h2 "P1Jl. 

dargestellt werden, wo V eine reelle Funktion der Koordinaten und 
eventuell der Zeit ist. Folglich mlissen die Funktionen "P und "P* die 
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Gleichungen 

(IS) 

befriedigen. 
In dem Spezialfail, wo die Abhangigkeit der Funktion "p von der 

Zeit durch den Faktor e-2 n:i v t ausgedriickt wird (was den soeben 
betrachteten stationaren Stromungsvorgangen entspricht), reduzieren 
sich diese Gleichungen auf 

LI "p + ~ (h v - V) "p = 0 . (IS a) 8n
2

m I 
LI "p* + 8~2m (h v - V) "p* = 0 

Daraus folgt durch Vergleich mit der Gleichung (12), mit Riicksicht 
auf die Beziehung hv = mc 2 + W: 

V=U+mc2 • (ISb) 

Die Funktion V stellt also die potentielle Energie des betrachteten 
Teilchens dar, vermehrt urn die fUr die Losung von (IS) unwesentliche 
Konstante mc 2 (m bedeutet hier die Ruhmasse des Teilchens). 1m 
Gegensatz zu del' Funktion U, die in der Gleichung (12) auftritt und 
die von derZeit unabhangig ist (was einem statischenKraftfeld entspricht), 
kann V eine beliebige Funktion der Zeit sein, d. h. einem Wechselfeld 
entsprechen. 

Die verallgemeinerten SCHRODINGERSchen Gleichungen (IS) sind 
von uns schon in Kap. I § 16 auf Grund einer sehr einfachen, aber 
nicht strengen Uberlegung abgeleitet worden. Die hier gegebene zweite 
Ableitung kann selbstverstandlich auf Strenge ebenfalls keinen Anspruch 
machen. Es ware richtiger, die ganze Uberlegung urnzukehren und 
unter Zugrundelegung der Gleichungen (IS) und der Ausdriicke (15) 
und (16b) fiir e und i den Erhaltungssatz (17) als eine Folge abzuleiten. 

Wir wollen deshalb noch eine dritte Ableitung del' Gleichungen (IS) 
geben, die eine unmittelbare Verallgemeinerung der in den vorher­
gehenden Paragraphen gegebenen Ableitung der Gleichung (12) ist 
und als eine wellentheoretische Verbesserung der NEWToNschen Be­
wegungsgleichungen angesehen werden kann. 

Die NEWToNschen Gleichungen (10) bleiben auch in dem Faile 
giiltig, wo die potentielle Energie U eine beliebige Funktion der Zeit 
ist. Die entsprechende HAMILTON-JAcoBIsche Gleichung (lOa) oder 
(14a) bedarf aber dann einer Modifikation, die sich aus folgenden 
Betrachtungen ergibt: 

Wenn man statt eines bestimmten Teilchens die Bewegung eines 
Kontinuums seiner Exemplare untersucht, so erhaIt man im allgemeinen 
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keine stationiire 5tromung. Dementsprechend muD man die Geschwindig­
keit b und die sie nach der Formel mb = grad 5 bestimmende GroDe 5 
als eine Funktion nicht nur der Koordinaten sondern auch der Zeit 
auffassen. 

Bei der Berechnung der Beschleunigung :~, die ein bestimmtes Exem­

plar des betrachteten Teilchens im Wechselfeld U eriahrt, muD man 
folglich 

dv", =~+~d% +~~+ 8v", dz 
dt 8t 8x dt 8y dt 8z dt usw. 

setzen, d. h. die friiher benutzten Ausdriicke durch die partiellen Ab­
leitungen von v"" vlI ' V z nach der Zeit erganzen. 

Die erste der NEWToNschen Bewegungsgleichungen (10) nimmt dabei 
die folgende Gestalt an: 

dv", _ (8V", + 8v", + 8v", + 8V",) 8U 
m~=m¥ ~~ ~~ ~~=-~ 

oder nach den Formeln (14b) 

8 {85 1 [(85)2 (85)2 (85)2J} 8U 
8x at + 2m 8x + flY + 8z = - "7ii"' 

Diese Gleichung und die zwei analogen Gleichungen fUr die beiden 
anderen Koordinaten sind also aquivalent der folgenden partiel1en 
Differentialgleichung fUr die Funktion 5 (x, y, z, t): 

(~:r + (~!r + (~~r + 2m (~~ + U) = O. (19) 

Das ist die verallgemeinerte HAMILTON-JACoBIsche Gleichung. Man 
konnte zur rechten Seite noch eine willkiirliche Konstante hinzufUgen. 
Da aber die Ableitung von 5 nach der Zeit in (19) linear auf tritt, so 
kann man sich diese Konstante multipliziert mit t in 5 hineingenommen 

denken. Fiir ein statisches Kraftfeld (~~ = 0) muD die Abhangigkeit 

dieser Funktion von t sich auf ein solches lineares Glied beschranken. 
Setzt man in (19) 

5 (x, y, z, t) = So (x, y, z) - Wt (W = konst.) (19a) 

ein, so erhalt man die uns schon bekannte Gleichung (14a). 
Der Ubergang von der korpuskularen Gleichung (19) zur entspre­

chenden wel1enmechanischen Gleichung kann in genau derselben Weise 
wie in dem friiher behandelten Spezialfall ausgefiihrt werden. 

Wir erganzen namlich die linke Seite der Gleichung (19) durch das 

Zusatzglied 2~ L1 5, setzen also 
71:2 

~; L1 5 + (85)2 + (85)2 + (85)2 + 2m (85 + U) = 0 (20) 
271:2 8x 8y 8z 8t 

2"i~ 
und fUhren ferner statt 5 nach (13a, b) die Funktion '1{J = e II ein. 
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Fiir diese ergibt sich dabei die Gleichung 

f)2'IjJ f)2'IjJ f)2'IjJ 8n2m ( h f)'IjJ ) 
f)x2 + f)y2+aZ2-~ 2niat+ U 'I{J =0, (20 a) 

d. h. die verallgemeinerte SCHRODINGERSche Gleichung (ISa), mit dem 
einzigen Unterschied, daB die Funktion V durch U ersetzt worden ist. 
Dieser Unterschied ist aber belanglos, denn die weggelassene Energie­
konstante m c2 entspricht dem praktisch unwesentlichen Zeitfaktor 
_2ni mC't 

e h in der Funktion "". 
Die Gleichung (20a) kann man in der Gestalt 

D'I{J = 0 (21) 

schreiben, wo D den "Operator" 

D = _1 [(~ ~)2 (~ ~)2 (~ ~)2J ~ ~ U (21 a) 
- 2m 2ni f)x + 2ni f)y + 2ni fJz + 2ni fJt + 

bedeutet. Dieser Hi.Bt sich durch die elementaren Differentialopera­
toren 

hfJ hfJ hfJ 
2n i 7iY = P'II , 2n i fJz = Pz, 2n i 7ft = Pt (22) 

nach der Formel 

D = 2~ (P~ + P~ + P;) + Pt + U (22 a) 

ausdriicken. 
Dieser Ausdruck deckt sich formal mit der linken Seite der klassi­

schen Energiegleichung 

T+U-W=O, 
wenn man die Operatoren prJ» P'II' pz als die Komponenten der Bewe­
gungsgroBe und - Pt als die Gesamtenergie auffaBt, d. h. wenn man 
statt (22) 

p(Jj=mv(Jj' P'II=mv'll' pz=mvz• Pt=-W (23) 
setzt. 

Der Ubergang von der Korpuskularmechanik zur Wellenmechanik 
HiBt sich also formal folgendermaBen ausfiihren: In der "klassischen" 
Gleichung 

2~ (P~ + P~ + P~) + U - W = 0, (23a) 

die die Komponenteh, der BewegungsgroBe und die Gesamtenergie W 
eines Teilchens miteinander verkniipft, muB man diese GroBen durch die 
Elementaroperatoren (22) ersetzen und den erhaltenen SCHRODINGER­
schen Operator D mit der Wellenfunktion 'I{J rechts multiplizieren, 
wobei die "Rechtsmultiplikation" einfach die Anwendung des Ope­
rators auf den rechtsstehenden Ausdruck bedeutet. 
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In einer Hinsicht ist die verallgemeinerte SCHRODINGERSche Glei­
chung von der allgemeinen Wellengleichung (1) 

a21j! a21j! 021j! I 021j! 
ox2 + oy2 + 7fZ2- w2 ox2 = 0, 

von der wir ausgegangen sind, wesentlich verschieden, namlich in 
ihrer Ordnung in bezug auf die Zeitditterentiation. Die Verallgemeine­
rung derjenigen Ergebnisse, die sich durch Vertiefung der Analogie 
zwischen Mechanik und Optik monochromatischer Strahlen auf nicht­
harmonische Schwingungsvorgange (die den nichtkonservativen Be­
wegungen entsprechen) ergaben, st6Bt also auf eine prinzipielle Schwie­
rigkeit, die irgendwie beseitigt werden muB, wenn diese Analogie tat­
sachlich bestehen solI. 

§ 5. Relativistische Umgestaltung unfl Verallgemeinerung der 
SCHRODINGERSchen Gleichung fur ein Elektron. 

Man kann leicht zeigen, daB diese Schwierigkeit daher riihrt, daB 
bei der mathematischen Formulierung der Analogie zwischen Mechanik 
und Wellenoptik die Forderungen der Relativitatstheorie bisher voll­
kommen unbeachtet geblieben sind. 

Nach der Relativitatstheorie und der damit verkniipften elektro­
magnetischen Lichttheorie muB die Fortpflanzung der Lichtwellen in 
einem materiellen Medium, ebenso wie im leeren Raum, nach der 
Gleichung 

021j! a21j! a21j! I a21j! 
ax2 + ay2 + 8i2 - C2 ax2 = 0 (24) 

mit derselben wahren Geschwindigkeit w = c = 3.1010 ~: el folgen. Die 

"makroskopische" Wellengleichung (1) bestimmt die Fortpflanzung eines 
zusammengesetzten Schwingungsvorgangs, der durch die Superposition 
von "primaren" Kraftschwingungen, die mechanische Schwingungen 
der Elektronen im betreffenden K6rper hervorrufen, und von "sekun­
daren" Kraftschwingungen, die ihrerseits von diesen mechanischen 
Schwingungen hervorgerufen werden (vgl. I, § 3). 

Urn jetzt von der relativistischen Wellenoptik mit Riicksicht auf 
die EINSTEINSche Korpuskularmechanik zur relativistischen Wellen­
mechanik iiberzugehen, brauchen wir den ziemlich langen Weg, den 
wir im nichtrelativistischen Fall zuriickzulegen hatten, nicht zu wieder­
holen. Es geniigt vielmehr die Anfangs- und die Endgleichungen zu 
betrachten und dabei die am Ende des letzten Paragraphen gefun­
dene formale Korrespondenz. zwischen ihnen und die Invarianzfor­
derungen der Relativitatstheorie zu beachten. 

Die form ale Korrespondenz zwischen der Impuls-Energieglei­
chung der Korpuskularmechanik und der Grundgleichung der Wellen-
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mechanik fiihrt uns gerade zu derjenigen vierdimensionalen Darstellung 
der physikalischen GroBen zuriick, die den formalen Inhalt der Rela­
tivitatstheorie bildet. Es geniigt also, unsere urspriinglichen Gleichun­
gen so abzuandern, daB sie eine in bezug auf die Komponenten 
der darin auftretenden vierdimensionalen Vektoren symmetrische in­
variante Gestalt erhalten. Zuvor aber miissen wir eine wesentliche 
Liicke ausfiillen, die der Definition (23) des Impulsenergievektors 
anhaftet und die seine Korrespondenz mit dem Operatorvektor (22) 
noch einschrankt. 

In der relativistischen Korpuskularmechanik eines Teilchens mit 
der Ruhmasse mo entspricht den Komponenten der BewegungsgroBe 
oder des Impulses 

als vierte Komponente des betreffenden Vierervektors die "Eigen-
energie" 

( 
d . moic \ 

o er ~me = }h _ ::) . 

Nun stellt aber die GroBe Pt in (23) nieht diese Eigenenergie, son­
dern die Gesamtenergie e = me2 + U, vermindert urn die konstante 
Ruhenergie moe2 , dar. Bei der relativistischen Formulierung der Gesetze 
der Korpuskularmechanik muB man selbstverstandlich diese Kon­
stante zur Energie W hinzufiigen, d. h. 

- Pt = e = W + mo e2 = m e2 + U 

setzen. Man muB ferner die potentielle Energie U als die vierte Kom­
ponente, d. h. die "Zeitprojektion" eines gewissen Vierervektors auf­
fassen und auch seine raumliehe Projektion beriicksichtigen. Diese 
raumliche Projektion Q), die offenbar der BewegungsgroBe entspricht 
und die ebenso wie U eine beliebige Funktion der Koordinaten und der 
Zeit sein kann, wollen wir als "potentiellen Impuls" bezeichnen. In 
dem - bisher ausschlieBlich betrachteten - Spezialfall & = 0 redu­
zieren sich die Komponenten der auf das Teilchen wirkenden Kraft 

f d· ··bl· h A dr·· k a u a u au D· F h d au le u lC en us uc e - ax' - ay' -7ii. le rage nac er 

Natur und dem mathematischen Ausdruck der durch die Vektor­
funktion & bedingten Kraft wollen wir offen lassen. Es interessiert 
uns zunachst nur die Tatsache, daB bei Einfiihrung des "potentiellen 
Impulses" die in den Formeln (23) auftretenden GroBen Pa:, P'U' pz 
als die Komponenten des Gesamtimpulses m I:l + & definiert werden 
mUssen, ebenso wie die ihnen entsprechende GroBe - Pt die Gesamt­
energie m ell + U bedeutet. 

Frenkel, Wellenmechanik. 7 
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Wir erhalten also statt (23) die Formeln 

P'II=mv'II+G'II' 

-Pt= me2 + U. 

II, § 5. 

(25) 

Die Komponenten des "Eigenimpulsenergievektors" sind miteinander, 
ihrer Definition gemaB, durch die Beziehung 

1 
(m V",)2 + (m V'II)2 + (m Vz)2 - C2 (m e2)2 = - m~ e2 (25a) 

(die auch aus der Formel m = V mo folgt) verkniipft. Bei & = 0 
v2 

1--
(;2 

laBt sich diese Beziehung in der Gestalt 
• 1 

(mv",)2 + (mv'II)2 + (mvz)2 - C2 (8 - U)2 = - m~e2 

darsteIlen. In dem Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten (: ~ 1) kann 

man niiherungsweise setzen: 
(m V)2 ~ (mo V)2 

und 
1 1 

2" (8 - U)2 = 2" (mo e2 + W - U)2 ~ m~ e2 + 2 mo (W - U) . 
(; (; 

Dabei vereinfacht sich die Ietzte Gleichung zu 

(mov",)2 + (mov,,) + (movz)2 + 2mo(U - W) = 0, 

d. h. zu der klassischen Impuls-Energiegleichung (23a). Es sei bemerkt, 
daB sie die Bedeutung des "Erhaltungssatzes der Energie" nur dann 
hat, wenn W (oder 8) konstant ist, was nur der Fall sein kann, wenn 
die Funktion U von der Zeit unabMngig ist (statisches Feld). 

Wir sehen also, daB die aus (25) und (25a) folgende, Gleichung 

(P",-G",)2+ {P'II-G'II)2+ (Pz-Gz)2- ;2 (Pt+ U)2+ m~e2 = 0 ,(25b) 

die relativistische Verallgemeinerung und Verscharfung der klassischen 
Energiegleichung (23a) darsteIlt. 

Von dieser korpuskularmechanischen Gleichung, die den oben ge­
steIlten Symmetrie- und Invarianzforderungen geniigt, kann man zur 
entsprechenden Grundgleichung der relativistischen Wellenmechanik 
nach derselben formalen Methode iibergehen, die wir schon auf den 
nichtrelativistischen Fall angewandt haben. 

Wir fassen also die linke Seite von (25b) als einen durch die For­
meln (22) definierten Operator 

D= (~~_G)2 + (~~_G)2 + (_h ~-G)21 - 2n;iox '" 2n;i8y II 2n;ioz z 

1 (h 0 u)2 2 2 (26) 
- (;2 2n;iot + + moe 
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auf und bestimmen die SCHRODINGERSche Wellenfunktion nach der 
Gleichung 

D'IjJ=O. (26a) 

Bei einer "Multiplikation" von Ausdrucken, die neben gewohnlichen 
funktionellen GroBen auch irgendwelche Differentialoperatoren ent­
halten, muB die Reihenfolge der F aktoren unverandert bleiben. So unter-

scheidet sich z. B. das "Produkt" :x Gro'IjJ, wo der Operator :x auf die 

rechtsstehende Funktion Gro'IjJ anzuwenden ist, von dem "Produkte" 

Gro aax 'IjJ durch das Zusatzglied 'IjJ aa~~' 
Wenn wir dies berucksichtigen, erhalten wir 

(~~_G)2 = (~~ -G) (~~-G) -21/:iax ro 'IjJ 21/:iax ro 21/:iax ,,'IjJ-

h2 a2 '1j1 h a h a 
= - 41/:2 ax2 - 21/: i Gro ax 'IjJ -21/:iax Gro'IfJ + G~'IfJ 
= _~a2'1j1_~G a'ljl_~ aGx +G2 

41/:2 aX 2 1/:i roax 21/: i 'IfJax ro'IfJ 

und ahnliche Ausdrucke fUr die anderen Glieder in der Gleichung D 'IfJ = O. 
Ausfiihrlich geschrieben lautet sie also folgendermaBen: 

a2 '1j1 a2'1j1 a2'1j1 _ ~ fJ2'1j1 
ax2 + ay2 + az2 c2 at 2 

41/:i( o'ljl u'IjI o'ljlu O'ljl) 
- h Groax + GyTiy + Gzaz C2 + at 
_ 21/: i (UG x + aGy + uG,_ + ~ a U) 

h ax oy oz c2 ot 'IfJ 

_ 41/:2 (G2 + G2 --l- G2 _ ~ U2 + 2 2) - 0 112 ro Y' Z (2 mo c 'IfJ - • 

1 (27) 

Bei verschwindender Ruhmasse (mo = 0) und beim Fehlen auBerer 
Krafte, d. h. im Falle eines EINSTEINschen Lichtquantes, reduziert sich 
diese Wellengleichung auf die Gleichung (24) der elektromagnetischen 
Wellen. Es laBt sich ferner leicht zeigen, daB bei mo =1= 0 und @ = 0 
die relativistische Wellengleichung (27) fur den Spezialfall harmoni­
scher Schwingungsvorgange mit der im Kap. I aufgestellten relativisti-

schen Gleichung .(30a) ubereinstimmt; denn setzt man ~~ = 0 und 

'IfJ = 'lfJ0 (x, y, z) e-2nivt, so reduziert sich die Gleichung (27) auf die 
Gestalt 

(41/:'112 81/:2 V 41/: 2 41/: 2 ) 
LI 'IjJ +--;;2- - hC2 U + h 2 c2 U2 - "J!2 m~ c2 'IfJ = 0 , 

d . B 
o er mIt v = It: 

41/: 2 

LI 'IjJ + h2 c2 [(8 - U)2 - m~ c4] 'IjJ = 0, (27a) 

was mit (30a) Kap. I identisch ist. 
7* 
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Der Unterschied in bezug auf die Zeitdifferentiation zwischen 
der Wellengleichung der Lichttheorie und der verallgemeinerten Glei­
chung der Wellenmechanik fant also bei relativistischer Formulierung 
der letzteren fort. 

Wir wollen jetzt die Beziehung dieser Gleichung zu den Bewegungs­
gleichungen der relativistischen Korpuskularmechanik untersuchen. Zu 
diesem Zweck setzen wir in (27) 

2ni~ 
'IjJ = konst. e h 

(28) 

ein undlassen die Glieder, die den Faktor 211 . enthalten, weg. Auf diese 
:rez 

Weise erhalten wir die Gleichung 

(as)2 (as)2 (as)2 1 (as)2 2 (G as G as G as u as) a x + a y + a z - Ci Tt - a: a x + 'U a y + z a z + c2 Tt 

+ G2 +G2 + G2 - ~. U2 + m2 c2 = 0 . .. 'U Z c2 0 , 

sie muB offenbar die relativistische Form der HAMILTON-JACoBIschen 
Gleichung sein. Sie HiBt sich kiirzer in der Form 

(as -G )2 + (as _ G )2 + (as _ G )2_~(aS + U)2 +m~c2= 0 (28a) ax a: a y 'U az Z c2 at 
schreiben. Man kann sie aus (26a) auch unmittelbar erhalten, wenn 
man setzt 

as 
Pa:= ax' 

as 
pz = az' (28b) 

Von diesen Gleichungen, die sich auf das Exemplarenkontinuum eines 
Teilchens beziehen, kann man leicht zu den relativistischen Bewegungs­
gleichungen eines bestimmten Exemplars iibergehen, und zwar, ebenso 
wie in der nichtrelativistischen Theorie, durch Differentiation der Glei­
chung (28a) nach den Koordinaten und der Zeit, mit Riicksicht auf 
die aus (25) und (28b) folgenden Relationen 

Differentiiert man (28a) nach x und dividiert durch m, so wird 

a2S_aG~)v (a2s_aGlI )v (a2s_aG.)v· a2s au_ O axax ax a: + axay ax 'U + axaz ax z+ axat+ ax -
oder nach (28b) 

ap~ dx + apa: dy + ap.dz + ap~ =v aG~ + v aG'II +v aG. _ au 
ax dt ay dt az dt at .. ax 'U ax Z ax ax ' 

d.h. 

d%t = aax (b· Q) - U). (29) 

Der sich auf ein bestimmtes Teilchen beziehende Geschwindigkeits-
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vektor \.1 wird hier nicht mehr als eine explizite Funktion der Koordi­
naten und der Zeit betrachtet. Daher durfen seine partiellen Ablei­
tungen nach x, y, z, t gleich Null gesetzt werden. 

Die zu (29) analogen Gleichungen fUr py und pz wollen wir nicht auf­
schreiben. Die vierte Gleichung lautet 

d/ = :t (\.1. ® - U) . 

Wenn die Potentialfunktionen ® und U von der Zeit unabhangig sind 

(statisches Kraftfeld), vereinfacht sich diese Gleichung zu d!tt = 0, 

d. h. -Pt = S = konst. (Erhaltungssatz der Energie). 
Zerlegt manp", in (29) in die Summe von mv", und G"" so wird ferner: 

dP~ = .!!... ( ) + aG~ + aG~ dx + aG~ dy + aGx dz 
dt dt mv", at ax dt ay dt az dt 

d ) aG~ aGx aG~ + aGx 
= Yt (m v'" + at + v"'7iX + Vyay vz7fZ 

und folglich 

.!!...( ) = _ au _ aGx + (aGu _ aGx ) _ (aGx _ aGz) 
dt m v'" ax at V1/ ax ay Vz az ax· (29a) 

Die rechte Seite dieser Gleichung muB offenbar die x-Komponente 
der auf das Teilchen wirkenden Kraft f darstellen [vgl. die EINSTEIN­
schen Bewegungsgleichungen § 4 Kap. IJ. 

Setzt man 

(30) 

ferner 

E ......:- aq; _ aAx E - oq; - aAy E = - aq; - aA. I 
'" ax cat' 1/ a y cat' z az cat 

( lam) (30a) 
G); = - grad rp - cat 

(S) = rot W) , 

H = aAy - aA x I 
z ax ay (30b) 

H = aA. _ aAy 
'" ay az' 

H _ aA x _ aA. 
y az ax' 

so erhalt man 

! = e (E -1- '!.!!·H - ~H ) ro • re I C Z C 'JJ 

oder in vektorieller Schreibweise 

(31) 

und 
d 

d t (m \.1) = f· (31 a) 

Es bedeuten hier rp und m das skalare (elektrische) und das vektorielle 
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(magnetische) Potential, Q; und SJ die elektrische bzw. die magnetische 
Feldstarke, e die elektrische Ladung des Teilchens. Ein punktfOrmiges 
Korpuskel Hi.Bt sich folglich nur durch zwei Konstanten - seine Ruh­
masse und seine Ladung - charakterisieren. 

Der durch (31) definierte Vektor stellt also die auf ein in einem 
beliebigen elektromagnetischen Feld bewegtes Elektron oder Proton 
wirkende auBere Kraft (sogenannte "LoRENtz-Kraft") dar. 

Die zu (31 a) gehOrige zeitliche Projektion der vierdimensionalen 
Bewegungsgleichung hat die Gestalt 

d(mc2) 
-d-t - = e~·b = e (E(/Jv(/J + E'Uv'U + Ezvz)· (31b) 

Wir erhalten also die Beziehung 

d d 
d t (m c2) = f . b = b • d t (m b) , 

woraus sich sofort die bekannte Formel 

ergibt. 
Es bleiben uns noch die der soeben betrachteten relativistischen 

Wellengleichung entsprechenden Ausdriicke der statistischen Quanti­
tatsgroBen e (Exemplarendichte) und i (Strorndichte) aufzufinden . 

. Dies laBt sich am einfachsten folgenderrnaBen erzielen (nach 
W. GORDON). 

Wir fUhren zunachst die Operatoren eip.: 

U =~~-~A U =~~-~A I (/J 2:niax c (/J' 'U 2:niay c 'U 
h a 1 'h a ' (32) 

u----~A (+) z-2:niaz c z' ut =c\2:niat ecp 

mit deren Hilfe die relativistische SCHRODINGER-Gleichung (26a) in der 
Gestalt 

(U~ + u~ + u~ - u~ + m~ c2) 1p = 0 (32a) 

geschrieben werden kann. 

Diese Gleichung multiplizieren wir (links) mit 1p* und subtrahieren 
davon die mit 1p multiplizierte konjugierte Gleichung fUr 1p*. Es ergibt 
sich dabei mit ~iicksicht auf (27) die Formel: 

a (*a", a",* 4:ni G *) + a ( *a", a",* 4:ni G *) 
ax 1p ax-1pTx-T (/J1p1p ay 1p ay-1pay-T 'U1p1p 

a ( * a", a ",* 4:ni *) + az 1p az -1p7fZ - T Gz1p1p 

1 a ( * a", a",* 4:ni *) _ 
- c2 at 1p at - 1p at + T U 1p1p - 0, 
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oder 

a a 
ax (1jJ* uro1jJ + 1jJU;1jJ*) + ay (1jJ* u'II1jJ + 1jJU; 1jJ*) 

a (* + * * a ( * * *) 0 + az 1jJ U z 1jJ 1jJ u. 1jJ ) - Ctii 1jJ U t 1jJ + 1jJ ut 1jJ = 

Diese F ormel kann als die Kontinuitiitsgleichung (17) aufgefaBt werden, 
wenn man die GroBen 

fro = 2~o (1jJ*uz 1jJ +.1jJU; 1jJ*) I 
~ .. ~ ~!. c (~* ~t~ ~ 1jJ'u;'1jJ*') • 

o 

(32b) 

als die Komponenten des Stromvektors und die Exemplarendichte 
definiert. Was den ersten anbetrifft, so ist diese Definition die un­
miUelbare Verallgemeinerung der friiher gegebenen (16b, S. 91). Der Aus­
druck fUr e scheint dagegen von dem bisher benutzten 1jJ1jJ* ganzlich 
verschieden zu sein. Man kann sich aber an dem Beispiel harmonischer 
Schwingungsvorgange leicht iiberzeugen, daB dieser Unterschied prak­
tisch ganz unwesentlich ist. Hat man namlich 

h alP h a"!p* * 
2:n;iTt= -81jJ und 2:n;iTt=81jJ 

so wird 
2 2 

1jJ* u t 1jJ + 1jJut 1jJ* = - -1jJ1jJ* (8 - U) = - -1jJ1jJ* (moc2 + W - U) 
c c 

und folglich 

( w- U) 
e=1jJ1jJ* 1+~, (320) 

d. h. naherungsweise, sofern die kinetische Energie W - U klein gegen­
iiber moc2 ist, e ~ 1jJ1jJ*. 

Was die exakte Bedeutung der GroBe 1jJ1jJ* anbelangt, so kann man 
leicht zeigen, daB sie der Ruhdichte entspricht. Dies laBt sich z. B. aus 

der Beziehung _f!_ = ~ einsehen, die man aus (32 c) erhalt, wenn 
IPIP* mo 

man die Masse m gemaB der iiblichen Forme! W - U = c2 (m - mo) 
einfiihrt. 

§ 6. Die Wellenmechanik als Verallgemeinerung der 
elektromagnetischen Lichttheorie. 

1m vorigen Paragraphen haben wir die EINSTEIN-LoRENTzschen 
Bewegungsgleichungen (31, a, b) aus der relativistischen Wellenglei­
chung (27) in einer Weise abgeleitet, die als Umkehrung der friiher 
gegebenen Ableitung der SCHRODlNGERSchen Wellengleichung aus den 
NEWToNschen Bewegungsgleichungen angesehen werden kann. Dabei 
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sind wir zur relativistischen Wellengleiehung aus der korpuskularen 
Identitiit (25a) rein formal, mit Hilfe der symbolischen Korrespondenz 
zwischen der korpuskularen und der wellentheoretischen Definition 
des Vierervektors Pro, PlI' Pz, Pt gemaB den Formeln (22) und (23) 
gelangt. 

Zu demse1ben Ergebnis kann man aber auch auf einem anderen Wege 
gelangen, und zwar ohne Bezugnahme auf die Korpuskularmechanik 
durch eine unmittelbare Verallgemeinerung der Wellengleiehung (24) ffir 
das Licht. FaBt man namlich die letztere als wellenmechanische Glei­
chung ffir Korpuskeln mit verschwindender Ruhmasse und Ladung auf, 
so liegt es nahe, die entsprechende Gleiehung (32a) ffir Elektronen oder 
Protonen durch deren Verallgemeinerung zu erhalten. Diese Verall­
gemeinerung ergibt sieh, wenn man die in (24) auftretenden Differen-

t · I 0 0 0 1 0 d h di Z l' d 2n i G Ia operatoren "iiX' oy' 8z' c7fi urc e usatzg Ie er - -It- ro, 

2ni 2n i 2n i.. . 
- -'k G lI • - -It-Gz. -It- U erganzt. d. h. dIe Operatoren 

It 0 It 0 It 0 It 1 0 

durch die Operatoren (32) ersetzt und ferner zur linken Seite der 
Gleichung (24) das Zusatzglied 

hinzufiigt. 
Wir mfissen uns nun daran erinnern, daB die Liehtwellen elektro­

magnetische Wellen sind, so daB die Funktion 'IjJ in (24) mit einer der 
vier GroBen Aro. A lI , As, cp (Komponenten des elektromagnetischen 
Potentials) oder der 6 GroBen E ro , ElI , E z• Hro. HlI • Hz (Komponenten 
des elektromagnetischen Feldes) identifiziert werden kann. Wir mfissen 
ferner beachten, daB die Gleiehung (24) - die man als D' ALEMBERTsche 
Gleiehung zu bezeiehnen pflegt - keine vollstiindige Formulierung der 
Gesetze des elektromagnetischen Feldes darstellt. Da dieses Feld durch 
6 GroBen Ero • •.. Hz charakterisiert wird, mfissen die Gesetze seiner 
raumzeitlichen Anderung - und insbesondere die Gesetze der Fort­
pflanzung der elektromagnetischen Wellen - durch 6 Gleiehungen 
bestimmt werden. Dies sind bekanntlich die MAXWELLschen Gleichungen 
(ffir den leeren Raum): 

oH. _ oH" _-.!:.. oE",_O 
oy OZ G ot -

oH", _ oH. _-.!:.. oE,,_O 
OZ ox C ot -

oH" _ oH~ _ -.!:.. oE. = 0 
ox oy G ot 

( 1 0($ ) rot~---=O 
G ot (33) 
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und 
oEz _ oEy + ~ oH", = 0 
oy OZ C ot 

oE", oE. + 1 oHv -0 az--a;- cat-
oE. oE", + 1 oHz _ 0 
fii--BY cat-

die man noch durch die zwei Gleichungen 

d· f'C:_ oE", + oEy + oE._ O IV~= oX BY oz-

div~ = oH., + oHy + oHz =0 
ox oy OZ 

(33 a) 

(34) 

(34 a) 

erganzen muG. Die letzten Gleichungen konnen aber im Faile von 
Schwingungsvorgangen als eine Folge von (33) bzw. (33a) angesehen 
werden. Differentiiert man namlich die Gleichungen (33) nach x, y, z 

und addiert sie, so erhalt man :t div Q; = O. Daraus folgt - sofem 

man also rein statische Felder beiseite Hi.Bt - div Q; = o. In derselben 
Weise kann man (34a) aus (33a) ableiten. 

Differentiiert man die linke Seite der ersten Gleichung (33) nach der 
Zeit t, so erhalt man mit Riicksicht auf (33 a) : 

~~~H -i.~~H _~ oBE", 
oy C ot z OZ C ot II c2 ot2 

= ~(OE., _ OEv) __ ~(OEz _ OE",) _ ~ 02E", 
oy oy ox OZ ox OZ c2 otB 

02E", o2E", 0 (OEv OEz) 1 o2E", 
= ayz + Tz2 - ax BY + az - C2 ---ai2' 

d. h. nach (34) 
02E", +02E ,. + o2E", _ ~ o2E", = 0 (35) 
OX2 oyB 0,82 c2 ot2 . 

.Ahnliche Gleichungen erhalt man in derselben Weise ffir die anderen 
5 Komponenten des elektromagnetischen Feldes. Wir sehen also, daB 
die D' ALEMBERTsche Gleichung als das Ergebnis der Elimination der 
verschiedenen Feldkomponenten aus den MAXWELLschen Gleichungen 
angesehen werden darf. 

Diese Elimination wird gewohnlich mittels der Potentiale A Ill' A II' A z, ffJ 
ausgefiihrt, die man nach den Formeln (30a) und (30b) einfiihrt. Dabei 
verwandeln sich die Gleichungen (33a) und (34a) in Identitaten, wall­
rend die Gleichungen (33) und (34a), bei der Zusatzbedingung 

oAIl) + oAy + aAz + ~ orp = 0 (35 a) 
ax oy az c at ' 

vier D'ALEMBERTsche Gleichungen vom Typus (35) ffir die Kompo­
nenten des Potentials !iefem. 
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Die Beziehung (35a) fUhrt zu einer Vereinfachung der wellenmecha­
nischen Gleichung (27); diese nimmt dabei die folgende Gestalt an: 

a2 1jl a21jl 021jl 1 a21jl 
a x 2 + -ay 2- + 0 Z2 - c2 7ft2-

_ 4n i e (A 01jl + A a1jl + 4~Y + r B 1jl) 
h C '" ax Y ay "z az c at (36) 

_4n2 e2 (A2+A2+A2_ 2+ tn5C4) =0 
h 2 c2 '" Y z q; e2 1jJ 

oder III vektorieller Schreibweise: 

Wenn man in dieser Gleichung unter e die Ladung und unter mo 
die Ruhmasse eines Elektrons versteht, HiBt sie sich als die Grundglei­
chung der Wellentheorie der Kathodenstrahlen auffassen. Sie bildet 
die einfachste Verallgemeinerung der D'ALEMBERTschen Gleichung (35) 
fur die elektromagnetischen FeldgroBen, die die Lichtwellen charak­
terisieren. 

Es erhebt sich nun ganz natiirlich die folgende Frage: Darf man 
nicht die wellenmechanische Gleichung (36) ansehen als die Folge 
(Eliminationsresultat) eines Systems von Gleichungen erster Ordnung, 
die den MAXWELLschen Gleichungen analog sind, fUr eine Reihe von 
verschiedenen 1jJ-GroBen, die den elektromagnetischen Feldkomponenten 
entsprechen? 

Die Moglichkeit, die wellenmechanische Gleichung (36) fUr Elek­
tronen- oder Protonenstrahlen durch ein System von "MAXWELL­

artigen" Gleichungen fUr mehrere "feldartige" 1jJ-GroBen zu ersetzen, 
wurde den AbschluB derjenigen Analogie zwischen Licht und Materie 
bedeuten, die bisher entwickelt und immer weiter verallgemeinert 
worden ist. 

Wir wollen also versuchen, die MAXWELLschen Gleichungen in der­
selben Weise zu verallgemeinern, wie bei dem Dbergange von der 
D'ALEMBERTschen Gleichung (24) oder (35) fur das Licht zur relati­
vistischen Wellengleichung (36) fiir die Materie. Falls wir dabei durch 
Anwendung des oben geschilderten Eliminationsverfahrens wieder zur 
Gleichung (36) gelangen, so bedeutet dies eine neue Bestatigung der 
letzteren. Erhalten wir dagegen verallgemeinerte D'ALEMBERTsche 
Eliminationsgleichungen von abweichender Gestalt, so muB die Wahl 
zwischen ihnen und der Gleichung (36) auf Grund der Erfahrung ent­
schieden werden. 

Wir nehmen also an, daB die Elektronen- (oder Protonen-) wellen 
nicht, wie bisher vorausgesetzt, durch eine skalare GroBe 1jJ, sondern 
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durch zwei VektorgraBen m und ~, die der magnetischen bzw. der 
elektrischen FeldsHirke (~, ~) analog sind, charakterisiert werden 
kannen, und versuchen, die MAXWELLschen Gleichungen durch Ein-

fUhrung der Operatoren (32) statt -2h . UU usw. zu verallgemeinern. Den 
:rr;z x 

zweiten Teil dieser Verallgemeinerung, d. h. die EinfUhung der Ruh­
masse, lassen wir zunachst auBer acht, d. h. wir setzen mo = 0. 

Zuvor muss en wir darauf hinweisen, daB die verallgemeinerten Ope­
ratoren (32), im Gegensatz zu den ursprunglichen, nichtkommutativ 
sind, d. h. bei Anwendung zweier solcher Operatoren auf irgend eine 
Funktion 'IjJ in verschiedener Reihenfolge ergeben sich verschiedene 
Resultate. Bildet man z. B. die Differenz der Ausdru~ke Urouy'IjJ und 
uyUro'IjJ, so erhalt man: 

[(~')2 U21j! -~~(~A )-~A _h u1j! ~A A J_ 
2:rr;i uxuy 2:rr;i ux c y'IjJ c ro2:rr;i uy + c2 ill y'IjJ 

d.h. 

(37) 

falls man den "operierten" Faktor 'IjJ weglaBt. In ahnlicher Weise 
erge ben sich die F ormeln 

ferner die F ormel 

(37 a) 

und zwei analoge Formeln fur die Kombinationen (y, t) und (z, t). 
Well die Operatoren u nicht kommutativ sind, ist ihre Ein-

fUhrung in die mit 2~ multiplizierten MAXWELLschen Gleichungen (33) :rr;z 

bis (34a) an Stelle der Operatoren 2~ i :x usw. nicht ohne weiteres mag­

lich. Man muB dabei die rechte Seite dieser Gleichungen durch Hinzu­
fUgung von Zusatzgliedern von der Gestalt uMo oder uNo erganzen, 
wo Mo undNo zweineue Skalare bedeuten; sonst, d. h. beiMo = No = 0, 
wurden die erhaltenen 8 Gleichungen fUr die 6 GraBen M ro , My, M z, 

N ro' Ny, N z miteinander im allgemeinen unvereinbar sein. 
Der erste Schritt zu unserer Verallgemeinerung der Grundgleichungen 

der elektromagnetischen Lichttheorie, die dem Dbergange von Licht­
quanten zu geladenen, aber ruhmasselosen Teilchen entspricht, fUhrt 
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also zu folgendem System von 8 Gleichungen fUr die 8 unbekannten 
FunktionenM"" My, M z, Mo; N"" Ny, N z, No: 

uyMz - uzIYly - utN", = u",Mo ) 

uzM", - u",M. - utNy = uyMo 

u",My - uyM. - 1ft N. = u.Mo 

uyN. - u. Ny + utM", = u",No 

uzN", - u",Nz + utMy = uyNO I u",Ny - uyN", + utMz = uzNo 

u",N", + uyNy + u.N. = - utMo 

u",M", + uyM 1I + uzMz = + utNo . 

(38) 

(38 a) 

(39) 

(39 a) 

Aus diesen Gleichungen wollen wir nun durch "verallgemeinerte Diffe­
rentiation", d. h. durch nochmalige Anwendung der Operatoren u, 
8 Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die der D'ALEMBERTschen 
Differentialgleichung entsprechen, ermitteln. 

Wendet man die Operatoren u"" u1I ' U z auf die Gleichungen (38) 
und den Operator ut auf die Gleichung (39) an, so erMi.lt man durch 
deren Addition mit Riicksicht auf (37) und (37a): 

he 
- ~2 -. [H",M", + HyMy + HzMz - E",N", - EyNy - EzN%] :n; 2 c 

= (U~ + u; + u; - u;) M 0 ' 

oder, wenn man zur Abkiirzung 

Do = u~ + u; + u; - u; 

setzt und die vektorielle Schreibweise benutzt: 

he 
DoMo= 2:n;ic(-S)·ID1+~·m). 

Analog ergibt sich aus (38a) und (39a) die Gleichung 

he 
DoNo = 2:n;ic(-S)·m-~.ID1). 

(40) 

(40 a) 

(40b) 

Bei e = 0 konnen diese Gleichungen identisch befriedigt werden, wenn 
man M 0 = No = 0 setzt. Im allgemeinen FaIle miissen aber die skalaren 
Funktionen Mo und No von Null verschieden sein. 

Urn die Verallgemeinerung der Gleichung (35), d. h. die entspre­
chende "Eliminationsgleichung" fUr N '" zu ermitteln, wenden wir auf 
die erste Gleichung (38) den Operator U t an und vertauschen die Reihen­
folge der verschiedenen Operatoren u. Dies gibt mit Riicksicht auf 
(37 a) : 

he 
2:n;i c (EyM z - EzMy - E",Mo) + u1jut M. - UzutMy 

- u",utMo-u;N",= O. 
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Wir haben ferner, gemaB (38a) und (39): 

u1I ut M z = u lI uzNo- u lI uz N 1I + u;Na;, 

- u zut M lI = - uzu lI No + u: Na; - uzua;Nz 

- uzutMo = u~Na; + ua;ulI N1I + uzuzNz . 

Durch nochmalige Anwendung der "Vertauschungsrelationen" (37) 
und (37 a) erhalten wir folglich: 

Diese Gleichung und die zwei anderen, die sich daraus durch zyklische 
Vertauschung der Indizes x, y, z ergeben, kann man in die folgende 
vektorielle Gleichung zusammenfassen: 

Do~ + 2h~ [(~X m - ~Mo) + (~X ~- ~Nu)] = o. (41) :n; z c 

Durch Anwendung desselben Verfahrens auf die Gleichungen (38a) 
erhalten wir analog die zweite Vektorgleichung 

he 
Dom + 2:n;i c [(~ X m- ~Mo) - (~X ~- ~No)] = O. (41 a) 

Die Gleichungen (40 a), (40b), (41) und (41a) sind die gesuchten Ver­
allgemeinerungen der D' ALEMBERTschen Gleichung. Sie unterscheiden 
sich aber von der letzteren nicht nur durch die in Do auftretenden 
verallgemeinerten Differentialoperatoren u, sondern auch durch Zusatz­
glieder, die den elektromagnetischen Feldkomponenten proportional 
sind und die fUr jede Gleichung eine besondere Gestalt haben. 

Wenn man diese Zusatzglieder (deren physikalische Bedeutung noch 
aufzuklaren ist) weglassen diirfte, wiirde man fiir aIle 8 Funktio­
nen Ma;, ... , N z , M o' No, die die betrachteten Wellen charakterisieren, 
identische Gleichungen vom D' ALEMBERTschen Typus erhalten, die 
sich von der frUher gefundenen relativistischen Wellengleichung (32a) 
oder (36) nur durch das Fehlen des "Massengliedes" m~ c2 im Operator Do 
unterscheiden. Dies zeigt, daB der zweite Schritt unserer Verallgemeine­
rung der MAXWELLschen Gleichungen - sofern es sich urn die resul­
tierenden verallgemeinerten D' ALEMBERTschen Gleichungen handelt -
darin bestehen muB, daB man den Operator Do durch den schon friiher 
eingefiihrten Operator 

(42) 
ersetzt. 

Die entsprechende Einfiihrung des Parameters mo c in die Glei­
chungen erster Ordnung (38) bis (39a) geschieht am einfachsten fol­
gendermaBen: In den Gleichungen (38) und (39 a), die die zeitlichen 
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Ableitungen der GroBen N re' N fJ' N z' No enthalten, ersetzen wir den 
Operator Ut durch 

(42 a) 

und in den Gleichungen (38a) und (39) durch 

(42 b) 

Man uberzeugt sich leicht, daB aus diesen verallgemeinerten MAXWELL­
schen Gleichungen 

UfJ M z - uzMfJ - u! Noo = uooMo I 
uzM/C-uooMz-utNfJ =ufJMO 

uooMfJ - ufJMoo - u; N z = uzMo 

ufJNz - Uz NfJ + u;' Moo = uooNo I 
Uz Noo - Uoo N z + u;' MfJ = ufJNO 

ureNfJ - ufJNoo + u;' Mz = Uz No 

u/CN/C + ufJNfJ + uzNz = - u~' Mo 

ureMoo + ufJMfJ + uzMz = + u;No 

die verallgemeinerten D'ALEMBERTschen Gleichungen folgen: 

he I DMo + -2 . (5)·m- ~·91) = 0 n zc 

he 
DNo + -2 . (5)·91 + ~·m) = 0 n zc 

(43) 

(43a) 

(44) 

(44 a) 

(45) 

(45 a) 

§ 7. Untersuchung der 0 bigen Gleichungen und Zuriickfiihrung 
auf die DIRAoschen Gleichungen. 

Die Gleichungen (45) und (45a) werden identisch, wenn man ent­
weder 

(46) 
oder 

91=-im, (46 a) 

setzt. Dabei nehmen sie die folgende einfache Gestalt an: 

DMo + 2h~ (5) =f i~) • m = 0, (47) nzc 

Dm + 2~~C [(5) =f i~) X m - (5) =f i~)Mo] = O. (47 a) 
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Diejenige Losung dieser Gleichungen, die dem oberen Vorzeichen ent­
spricht, sei mit M' und die andere mit Mil bezeichnet. Die allgemeine 
Losung der Gleichungen (45) und (45 a) laBt sich dabei offenbar in 
der Form 

m = m' + 9)1" , 

~ = i(m' - mil) , 
Mo=M~+M~ } 
No = i(M~ - M~) 

(47 b) 

darstellen. 
Den Vektorgleichungen (47), (47a) entsprechen vier skalare Glei­

chungen fUr die Funktionen MUJ, My, M fO Mo. Wir sehen also, daB 
die acht verallgemeinerten n' ALEMBERTschen Gleichungen sich auf vier 
Gleichungen mit vier Unbekannten zuriickfiihren lassen. Es miissen 
also auch die acht verallgemeinerten MAXWELLschen Gleichungen (43) 
bis (44a) sich auf ein System von' vier Gleichungen erster Ordnung 
reduzieren. Eine soIche Reduktion kann tatsachlich ausgefiihrt werden, 
und zwar in der folgenden Weise: 

Wir fassen die Gleichungen (43) und (44a) paarweise zusammen, 
z. B. die beiden ersten Gleichungen (43) und die dritte mit (44a). 
Multipliziert man die erste Gleichung des zweiten Paares mit i und 
addiert zu der anderen, so wird 

(uUJ - iuy) MUJ + (iuUJ + uy) My + Uz (Mz - iMo) + ut (- iNz - No) 

= (uUJ - iuy) (MUJ + iMy) + Uz (Mz - iMo) + Ut (- iNz - No) = O. 

Ebenso ergibt sich durch Subtraktion der zweiten Gleichung (43) von 
der mit i multiplizierten ersten Gleichung 

(uUJ + iuy) Mf< + uz(-MUJ- iMy) + ut (-- iNUJ + Ny) - (iuUJ-uy)Mo 

= (uUJ + iUy)(Mz - iMo) - uz(MUJ + iMy) + ut (- iNUJ + Ny) = O. 

Setzt man also 

1fJl=MUJ +iMy , 1fJ2=Mz -iMo } 

1fJs= -iNUJ+Ny, 1fJ4= -iNf<-NO ' 
(48) 

so lassen sich die betrachteten vier Gleichungen zu den folgenden 
zwei zusammenfassen 

(UUJ - ~Uy) 1fJl + Uz 1fJ2 + u~ 1fJ4 = 0 }. 
(uUJ + 'tuy) 1fJ2 -:- Us 1fJl + ut 1fJs = 0 

(48 a) 

In ahnlicher Weise konnen die iibrigbleibenden vier Gleichungen (43a) 
bis (44) zu zwei Gleichungen 

(uUJ - ~Uy) 1fJs + Uz 1fJ4 + Ut:, 1fJ2 = 0 } 

(uUJ + 'tuy) 1fJ4 - Uz 1fJs + Ut 1fJl . 0 

mit denselben vier Unbekannten (48) vereinigt werden. 

(48b) 
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Die Gleichungen (48a, b) sind in einer formal verschiedenen Gestalt 
zuerst von DIRAC auf Grund von Betrachtungen, die mit der Ver­
tiefung der Analogie zwischen Licht- und Materiewellen nichts zu tun 
haben, abgeleitet worden. Bei DIRAC erscheinen sie in der Form 

4 

.2(U",OCkZ + UII ,8kZ + Uz'YkZ + ut <5k Z + moCBkZ) 'lJ'z = 0 (k = 1,2,3,4), (49) 
t=l 

WO OCkZ usw. gewisse Zahlenkoeffizienten bedeuten, die man durch 
Vergleich von (49) mit (48a, b) leicht bestimmen kann. Es ergibt sich 
auf diese Weise, wenn man das durch jene griechischen Buchstaben 
dargestellte Koeffizientenschema als quadratische Matrix auffaBt und 
in der Form 

schreibt: 

~ ~ V' 
'Y=(-~: ~ ~), 

o 0 -1 0 

OC23 OC24 
OC13 OCU ) 

usw. 
OC33 OC34 

OC42 OC44 

(

-i. 
0, 

,8= 
0, 

0, 

(

0 0 

o 0 
<5 = 0 1 

1 0 

o 0 -1) o -1 0 
1 0 O· 

000 

0, 

+i, 
0, 

0, 

~), 
0, +i 

0, 

0, -i, 

~ :), 
o 0 

Die sich aus den Gleichungen (49) ergebenden Gleichungen zweiter 
Ordnung, die den verallgemeinerten n'ALEMBERTschen Gleichungen (45) 
bis (45 a) oder (47) bis (47a) entsprechen, bleiben bei beliebigen Ver­
tauschungen der fiinf Matrizen (49a) untereinander unverandert. Die 
DIRAcschen Gleichungen (49) konnen dementsprechend in 51 = 120 
verschiedenen Formen geschrieben werden. Diese Formen diirfen 
aber nicht als aquivalent angesehen werden, denn sie entsprechen 
verschiedenen aufeinander nicht zuriickfiihrbaren Gleichungen yom 
Typus (48a, b). 
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Durch Multiplikation der einzelnen Gleichungen (48a, b) mit ± 1 
oder ± i kann man eine Reihe von aquivalenten Formen der DlRAC­
schen Gleichung erhalten, speziell solche, bei welchen nicht ure' sondern 
einer der drei anderen Operatoren U oder die GroBe moc mit der "Ein 
heitsmatrix" rx verkniipft ist. Diese 'abweichenden Formen der DlRAC­
schen Gleichung lassen sich aus (49) direkt ableiten durch Komposition 
(Multiplikation) mit einer der Matrizen fl, Y, b, e gemaB den Formeln 

4 

.2flikYkl = (flY)il' 
k=1 

Durch Multiplikation von (49) mit eik und Summation nach k ergibt 
sich z. B. die Gleichung 

4 

.2(Ure r reil + UyrYil + Uzrzi1 + Ut r ti I) "PI + mOc"Pi = 0 
1=1 

mit 
rre = erx = e, ry = efl, r z = ey, r t = eb. 

DIRAC selbst hat die Gestalt 
4 

(49 a) 

Ut"Pi + .2 (UreYreil + UyYyil + UzYzil + mocYod "PI = 0 (49b) 
1=1 

vorgezogen mit Y re = b rx = b, Y y = bfl, Y z = by, Yo = be, die der 
Zeitkoordinate eine ausgezeichnete Rolle zuweist. Dabei laBt er das 
Summenzeichen und die Indizes i, l weg, so daB die vorhergehenden 
Gleichungen in der Gestalt 

(urerre + Uyry + uzrz + Utrt + moe) "P = 0 (50) 
bzw. 

(Ut + ureYre + uyYy + uzYz + mocyo) "P = 0 (50a) 

geschrieben werden. Die Funktion "P wird hier ebenfalls als eine Matrix 
aufgefaBt, die aus vier Zeilen und einer Spalte besteht. 

Diese Matrizengleichungen stehen in einem engen, obwohl rein 
formalen Zusammenhang mit den korpuskularmechanischen Beziehungen 

V~ Vy V z 1 
gre V-=+gy-V-=+gz V-=-meV-=+moc=o v 2 v2 v 2 v2 

C 1-- c 1-- c 1-- 1--
c2 c2 c2 c2 

bzw. 

+ V~ Vy V z 1/--v-2 

-me grec+g'llc+gzc+mocV1-C2"=0, 

die sich aus (25a) ergeben. Aus der ersten dieser Beziehungen kann man 
namlich zum Operator der Gleichung (50) direkt iibergehen, indem 
man die Komponenten des vierdimensionalen Impulsenergievektors 

gre=Pre-Gre"'" -mc= -~(e-U) in der iiblichen Weise durch 
c 

Frenkel, WeIIenmechanik. 8 
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die Differentialoperatoren u"" 'tty, uz, Ut ersetzt und die vom korpus­
kulartheoretischen Standpunkt damit aquivalenten Komponenten des 
durch c dividierten vierdimensionalen Geschwindigkeitsvektors 

v", 1 dx 1 1 de t 
1/ v 2 = C d-c' •• " 1/ v 2 = c---;;;:r 

cV 1 -"C2 V1 -"C2 

durch die Matrizenoperatoren F"" ... Ft. In ahnlicher Weise kann man 
die in (50 a) auftretenden Matrizenoperatoren ,},,,,, '}'y, '}'z, Yo als die 
wellenmechanischen Aquivalente der mit c dividierten dreidimensionalen 

Geschwindigkeitskomponenten (~, ~, ~) und der GroBe VI - ~: 
deuten.' Eine Bestatigung dieser Deutung werden wir unten bei der 
~etrachtung der statistischen QuantitatsgroBen finden. 

Auf die Moglichkeit, die DIRAcschen Gleichungen in ein System 
von quasi-MAXwELLschen Gleichungen aufzuspalten, ist zuerst von 
DARWIN hingewiesen worden. 

Es sei bemerkt, daB auch die gewohnlichen MAXWELLschen Glei­
chungen sich in der DIRAcschen Form schreiben lassen. Setzt man z. B. 
in Analogie mit (48) 

H",+iHv =VJI' HZ=VJ2 
- i E", + Ey = - i(E", + i Ey)= VJa, 

(51) 

so erhalt man statt der acht Gleichungen (33) bis (34a) die folgenden 
VIer Gleichungen: 

( 0.0\ 0 10 
ax -'tTy) VJI + ozVJ2 + c8tVJ4 = 0 

( 0.0\ 0 10 
ax + 'tay) VJ2 - ozVJI + c8tVJa = 0 

( 0.0) 0 10 ax-'tay VJ3+ oz 'IfJ4+ c8t 'IfJ2=O 
(51 a) 

( 0.0) 0 If) ax + 'bay 'lfJ4 -,- oz 'lfJa + c8t'IfJ1 = 0 

Eine andere bekannte Moglichkeit, die acht MAXWELLschen Gleichungen 
in vier zusammenztifassen, besteht in der Vereinigung der elektrischen 
und der magnetischen Feldstarke zu einem komplexen Vektor 

st: = SJ ± i@. 
Man erhalt dabei statt (33) bis (34a) vier Gleichungen von demselben 
Typus wie (33) bis (34) oder wie (33a) bis (34a), namlich 

i 0 
rot st: ± c 8t st: = 0, div st: = O. 

Auf die verallgemeinerten MAXWELLschen Gleichungen (43) bis (44a) 
Hi.Bt sich dieses Verfahren nicht anwenden. 
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Die Formeln (51) und (51 a) entsprechenderVereinigungderVerander­
lichen x und y, sowie der zugehorigen Komponenten von verschiedenen 
reellen Vektoren, zu komplexen GroBen w = x + iy, Hm + iH1I = "PI' 

E 'E' D' 0 a. a d a + . a I '" + ~ 11 = ~"Ps usw. le peratoren a;; - ~ay un a;; ~ay assen 

sich dabei als die der komplexen Veranderlichen w und der komplex 
konjugierten Veranderlichen w* = x - iy entsprechenden Differen-

tialoperatoren (aaw ' bzw. a:*) auffassen. 

Wahrend man die Formeln (51) als eine Zerlegung der komplexen 
Funktionen "PI' ... , "P4 in reelle und imaginate Bestandteile ansehen 
kann, ist das bei den analogen Formeln (48) nicht der Fall. Die Tatsache, 
daB aIle acht GroBen M, N im allgemeinen komplexe Werte annehmen 
mussen, folgt unmittelbar aus dem komplexen Charakter der Opera­
toren u in den sie bestimmenden Gleichungen (43) bis (45a). 

Die Reduktion dieser acht Gleichungen auf die vier Gleichun­
gen (48a, b) bedeutet also eine wirkliche Halbierung der Anzahl der 
Unbekannten, wahrend man es bei den MAXWELLschen Gleichungen 
einfach mit einer Vereinigung von reellen GroBen - wie es die Kom­
ponenten des elektromagnetischen Feldes sind - zu komplexen GroBen 
zu tun hat. 

Der Grund dafiir laBt sich aus den Beziehungen (46) und (46a), 
die zwei verschiedenen partikularen Losungen der Gleichungen (45) und 
(45 a) entsprechen, leicht einsehen. Die erste Partikularlosung gibt 
nach (48a) "Ps = "PI' "P4 = "P2' die zweite "Ps = - "PI' "P4 = - "P2' Die 
acht unabhangigen Funktionen M"" ... , NIP Mo, No entsprechen also 
nur vier unabhangigen Funktionen "PI' .. " "P4' 

Wenn die vier komplexen GroBen "PI" .. , "P4 zur vollkommenen 
Bestimmung der Materiewellen wirklich ausreichen, muB es moglich 
sein, mittels dieser Funktionen die statistischen "QuantitatsgroBen", 
d. h. die Exemplarendichte e und die Komponenten der Exemplaren­
stromdichte im, i1l' iz - die wir fruher mittels des Skalars"P bestimmt 
hatten - auszudrucken. Bei der neuen Bestimmung dieser GroBen 
wollen wir uns zunachst durch dieselbe Analogie leiten lassen, die uns 
zu den verallgemeinerten MAXWELLschen Gleichungen - oder zu den 
ihnen aquivalenten DIRAcschen Gleichungen - gefiihrt hat. Von diesem 
Standpunkt aus mussen die GroBen e und i der elektromagnetischen 
Energiedichte 

P=~(E2+H2) 
8n 

bzw. der Energiestromungsdichte (d. h. dem POYNTlGschen Vektor) 

3= 4:~x~ 
entsprechen [vgl. Kap. I, § 5, Formeln (16a) und (16b)J. 

8* 
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Setzt man hier statt der Komponenten von ~ und ~ die aus (51) 
folgenden Ausdriicke 

Hm= ~ ("1'l+"I'f), Hl/=2Ii("I'1+"I'f), HZ ="I'2="I': 

Em = ~ ("1'3 + "1':), El/ = ~ ("1'3 + "I'n, Ez = i "1'4 = - i "I''t 

ein, SO erhalt man 

p_ 1 ( *+ *+ ~+ *). - 8;71; "1'1 "1'1 "1'2"1'2 "1'3"1'3 "1'4"1'4' 
ferner 

Jm = 8: (El/Hz - EzHl/) = 8:[("1'3 + "1':) "1'2 + "1':("1'1 - "I'f)J = 

- (; ( *+ * + * + *) - 8;71; "1'3"1'2 "1'3 "1'2 "1'4 "1'1 "1'4"1'1 

und iihnliche F ormeln fUr J l/ und J z • 

Diese quadratischen Ausdriicke sind selbstverstandlich reell und 
bleiben auch bei komplexen Werten aller vier GroBen "1'1' ... , "1'4 reell. 
Es liegt deshalb nahe, sie zur Darstellung der GroBen e und i zu benutzen. 

Unterdriickt man den gemeinsamen Faktor 81;71;' so wird 

e = "I'l"1'f+ "1'2"1':+ "1'3"1':+"1'1"1': (52) 

i",= C("I'l"1':+ "I'4"1't+ "1'2"1':+"1'3"1':) 1 
il/= -iC("I'1"1':-"I'4"1't+ "1'2"1':-"1'3"1':) . 

i z = - C ("1'1 "1': + "1'3 "I't + "1'2 "1': + "1'4 "1':) 

(52 a) 

Wenn diese Ausdriicke richtig sind, miissen sie ebenso wie die friiher 
erhaltenen Ausdriicke fiir e und i der "Kontinuitatsgleichung" 

~ + oj., + oj" + oj. = 0 at ON oy OZ 

geniigen. Es laBt sich auf Grund der Gleichungen (48a, b) leicht nach­
weisen, daB dies tatsachlich der Fall ist. 

Es ist aber einfacher und aufschluBreicher, diesen Beweis auf Grund 
der Matrizengleichung (50a) durchzufiihren. 

Wir multiplizieren diese Gleichung (links) mit "1'* und subtrahieren 
davon die mit "I' multiplizierte konjugierte Gleichung fiir "1'*, d. h. bilden 
die Differenz 

"1'* (Ut + u",Ym + ul/Yl/ + uzYz + mocyo) "I' 
- "I'(ut + u:y: + u;y; + u:Y: + mocyt) "1'* = 0, 

oder ausfiihrlich aufgeschrieben: 
4 4 

.2 {"I't [Ut"l'i +.2 (Umy",iZ + Ul/Yl/iZ + uzYzi! + mocyoiZ) "I'z] 
;=1 1=1 
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Dabei erhalten wir mit Riicksicht auf die Bedeutung der Matrizen Y; 

I'll: = (: ~ ~ ~), I'll = ( : : - ~ ~), 
1 0 0 0 -~ 0 0 0 

( 
0 0 -I 0) o 0 0 1 

'Ys = -I 0 0 0 ' 

o 1 0 0 
die zu beweisende Kontinuitatsgleichung in der Gestalt 

~ ;t(1p*1p) + oox (1p*YII:1p) + ;,,(1p*'Y1I1p) + ;z(1p*'Yz1p) = 0 
mit 

e = 1p*'IjJ = ,,21pf1pi I 
ill: = c1p* 'Y1I:1pi = ,,2 ,,21pf 'Y1I:i! 1pz 

. l I' •••••••••• •• 1. ••••••••• 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
(53) 

Die letzten Ausdriicke fiir e und i haben eine sehr anschauliche 
korpuskularmechanische Bedeutung, die die oben angefiihrte Deutung 
der Matrizen C Y 11:' C Y 11' C Y z als dreidimensionaler Geschwindigkeits­
komponenten sehr schon bestatigen. In der Korpuskularmechanik hat 
man namlich [vgl. (16b)] ill: = eVil: usw., was den Formeln (53) voll­
kommen entspricht. 

Die Formel (52) ist die unmittelbare Verallgemeinerung der Formel 
e = 1p1p* der urspriinglichen nichtrelativistischen SCHRODlNGERSchen 
Theorie. Die Ausdriicke (52a) haben dagegen eine von den urspriing­
lichen Ausdriicken fiir die Stromdichte 

. _ k (* otp otp*) 
1 (IJ - 431: mo i 1p ox - 1p "'iiii usw., 

ganz verschiedene Gestalt. 
Eine genauere Untersuchung der Gleichungen (48a, b) zeigt aber, 

daB dieser Unterschied nicht so groB ist, wie er scheint. Bei har­
monisch schwingenden Materiewellen, bei welchen die Abhangigkeit 
der Funktionen 1p1' •.• , 1p4 von der Zeit durch den gemeinsamen Fak-

tor e-2niXt charakterisiert wird, verwandeln sich die Operatoren u; 
und u;' in gewohnliche Faktoren: 

c c u, = - ~ (8 + moc2) = - ~ (W + 2moc2) I 
~=-!~-~~=-~. ~ 
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Da; der erste im allgemeinen ungeheuer groB im Vergleich zum zweiten 
ist, milssen die damit multiplizierten Funktionen ""3 und ""4' ihrer abso­
luten Grope nach, sehr klein im Vergleich zu den Funktionen ""1' ""2 sein. 
Man kann deshalb auch bei allgemeinen, nichtharmonischen Schwin­
gungen die Gleichungen (48a) durch die angenaherten Gleichungen 

2moc ""3 ~ (U.u + ~u,,) ""2 - U.""1 } 

2moc ""4 ~ (U.u - ~u,,) ""1 + u Z ""2 
(54 a) 

ersetzen. Wenn man noch Al = A2 = Aa = 0 setzt - was dem fruher 
betrachteten Fall entspricht -, so wird 

2m c = ~ ihps .!!.-.. 8tps _ ~ 8tpl 
o ""a 2:rd 8x + 2n; 8y 2n;i 8z 

2m c = ~ 8tpl _.!!.-.. 8tpl ~ 8tps 
0""4 2n;i 8x 2n; 8y +2n;i 8z 

und folglich nach (53a) 

- h (* 8tpl 8tpr + * 8tps 8tpr) 
1.u = 4n;moi ""1 8x -""1 ~ ""2 fiX -""2 8x 

h ( * 8tpl 8tpr + * 8tps + 8tpr) 
+ 4n;mo -""1 ay -""lay ""2 ay ""2ay 

h (* 8tps 8tpr * 8tpl 8tpr) + 4n; mo i ""1 Tz - ""1 az - ""2 Tz + ""2 az . 
Dieser Ausdruck laBt sich offenbar als die Verallgemeinerung des friiher 
gefundenen auffassen. 

Wir sehen also, daB durch die vier Funktionen ""1' ... , ""4 (oder in 
erster Naherung schon durch die zwei Funktionen ""1' ""2) die statisti­
schen QuantitatsgraBen e und i wirklich dargestellt werden kannen, 
ohne daB man auf die urspriinglichen acht GraBen M, N zuruckzugreifen 
braucht. 

Druckt man die"" durch M, N nach den Formeln (48) aus, so erhalt 
man fUr e die Formel 

e = .2(M M*+ NN*) = M.uM; + MI/M; + MzM: + MoM: 

+ N.uN! + NI/N; + NzN: + NoN:, 

die der Formel 

p=~~+~=~~+~+~+~+~+~ 
fUr die Raumdichte der elektromagnetischen Energie ganz analog ist. 

Fur die Komponenten des Vektors i ergeben sich aber Ausdrucke, 
die nur bei reellen Werten der GraBen M, N eine einfache, den ent­
sprechenden Ausdrucken fur die Komponenten des Energiestramungs­
vektors analoge Gestalt annehmen. Der Gebrauch der GraBen M, N 
zur Beschreibung der Materiewellen ist also nicht nur unnatig, sondern 
sogar unzweckmaBig. 
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Wir miissen noch betonen, daB die durch (52) und (52a) definierten 
GroBen einen Vierervektor bilden, wahrend die entsprechenden elektro­
magnetischen GroBen ] re, ]11' ] z' P die vierte Zeile (d. h. die zeitliche 
Projektion) einer komplizierteren GroBe, namlich eines(vierdimensio­
nalen) Tensors zweiten Ranges (des sogenannten "Energiespannungs­
tensors"; vgl. I, § 5) darstellen. Es ist ferner zu beachten, daB die 
GroBen Mound No mit den dreidimensionalen Vektoren M und N 
keine vierdimensionalen Vektoren bilden, sondern eigentliche Skalare 
(Invariante) sind, wahrend M und N sich zu einem sogenannten anti­
symmetrischen Tensor zweiten Ranges (Til, = - T ki) ver:einigen lassen. 

Diese Aussage ist iibrigens auch nicht ganz korrekt, denn die ver­
allgemeinerten MAXWELLschen Gleichungen, infolge des unsymmetrischen 
Auftretens der Masse, sind nicht invariant im eigentlichen Sinne. 

Die DIRACSchen Gleichungen konnen dagegen als invariant angesehen 
werden, wenn man das Funktionenquadrupel1jJ als eine GroBe von einer 
besonderen bisher nicht betrachteten Art (Tensor vom Range t, nach 
L. LANDAU) mit eigentiimlichen Transformationseigenschaften auffaBt. 

Zum SchluB sei noch auf folgendes hingewiesen: 
Die oben aufgestellten relativistischen Wellengleichungen sind in­

variant gegeniiber einem V orzeichenwechsel der Ladung e, - in dem 
Sinne, daB dieser Vorzeichenwechsel dem "Obergange zu den komplex­
konjugierten Gleichungen ffir die Funktionen 1jJ* bei unveranderter 
Ladung aquivalent ist. Dies bedeutet, daB die DIRACSchen Gleichungen 
[sowie die Gleichung (32a)] tatsachlich das Verhalten von zwei ver­
schiedenartigen Teilchen charakterisieren, mit derselben Masse 
und mit entgegengesetzten Ladungen. 

Hier liegt eine grundsatzliche Schwierigkeit der bisherigen Theorie 
vor. Diese Schwierigkeit ist wahrscheinlich in der Weise zu beseitigen, 
daB in den Grundgleichungen der endgiiltigen Wellentheorie die ent­
gegengesetzten Ladungen, die offenbar der Dualitat der Elektrizitat 
entsprechen, mit verschiedenen M assen auftreten. Es ist also zu 
hoffen, daB diese noch unbekannten Gleichungen das Verhalten der 
Doppeleinheit der Materie, d. h. des Systems Proton + Elektron, und 
zwar in beliebig vielen Exemplaren (im Sinne der ,,"Oberquantelungs­
theorie" des Kap. I) beschreiben werden. 

§ 8. Die korpuskulare Deutung der "quasi-elektromagnetisehen" 
Theorie der Materiewellen; Theorie des Kreiselelektrons. 

Bei der Deutung der "quasi-elektromagnetischen" Theorie der Ma­
teriewellen mit Hilfe der korpuskularen Vorstellungen, wie sie in den 
vorhergehenden Paragraphen dargelegt worden ist, geht man vorteil­
hafter von den verallgemeinerten D'ALEMBERTschen Gleichungen (45) 
und (45a) als von den DlRACschen aus. 
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Wir set zen dabei in diesen Gleichungen 

2:n;i~ 2ni~ (55) 
M = MO e h, N = N0 e h 

an, wo ! eine fUr alle in Betracht kommenden Funktionen gemeinsame 

Phase bedeutet, und betrachten die Amplituden MO, N° als konstante 
komplexe GroBen (als komplex muB man sie voraussetzen, urn die 
eventuell vorhandenen konstanten Phasendifferenzen zwischen ihnen 
zu beriicksichtigen). Man erhiilt auf diese Weise das folgende Glei­
chungssystem: 

T Mg = ~~: (5). mo - @. in°) 

T N0 = i It e (C'o. • in0 + @. IDeO) ° 2nc °d 

TIDe° = ~~: [(5) X IDeo - 5) IDCg) - (@ X in° - @Ng)] 
(55a) 

Tin0 = Z2" h e [(5) X in0 - 5)Ng) + (@xIDeo-@Mg)] 
nc 

mit 

T= 2~i (~:~ + ~2y~ + ~:; - c~ ~2t;) + (~! - ~A~y I 
(55b) 

+ (as _ ~A )2+ (as _ ~A )2_ 2.. (as + e m )2 + m2c2. aye y a z c Z c2 at 'r ° 
Bei konsequenter DurchfUhrung der der klassischen Korpuskular­

mechanik entsprechenden Naherung miiBte man die mit h multipli­
zierten GHeder auf der linken wie auf der rechten Seite der Glei­
chungen (55 a) weglassen. Dabei willden wir die uns schon bekannte 
relativistische HAMILTON-JACoBIsche Gleichung (28a) erhalten. Urn die 
korpuskulartheoretische Bedeutung der fill die quasi-elektromagne­
tische Theorie charakteristischen Zusatzglieder aufzukliiren, wollen 
wir die rechtsstehenden Glieder beibehalten und nur das mit h multi­
plizierte Glied in T weglassen, also 

T = (a s _ ~ A )2 + (~_ ~ A )2 + (a s _ ~ A )2 ax c ~ ay c Y az c z 

1 (as )2 - - ~ + em + m2 c2 
c2 at 'r ° 

setzen. 
Die Gleichungen (55a) lassen sich dabei als ein lineares homogenes 

Gleichungssystem fUr die acht Ampiituden MO, N° auffassen; durch 
Nullsetzen ihrer Determinante ergibt sich als Losbarkeitsbedingung 
die Differentialgleichung fUr die Funktion S. 

Statt diese allgemeine Losungsmethode anzuwenden, wollen wir 
zur Ermittlung der Bedeutung der betrachteten ZusatzgHeder folgender­
maBen fortfahren: 
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Wir setzen zunachst - ebenso wie bei den Gleichungen (45) und 
(45a) -

N0= ±Mo, 

dividieren die erste und dritte Gleichung (55a) durch 2moM3, die zweite 
und vierte durch 2moNg und fiihren die folgenden Bezeichnungen ein: 

he ,,= 4nmoc ' (56) 

• IDlo . 910 • IDlo • mo (56 ) m = $" MO = $" NO' n = $" NO = - ~"MO • a 
o 0 0 0 

Die Gleichungen (55a) vereinfachen sich dabei mit Riicksicht auf 

n=±im (56 b) 
zu 

_l_T = ~.m + ~·n = (~=f i~)'m, (57) 
2mo ' 

21moTm = i,,~xm + ,,2~ + i,,~xn =f i,,2~ = I 
(57 a) 

= i " (~ =f i ~ X m + ,,2 (~ =f i ~) . 
Differentiiert man die erste Gleichung nach einer der Koordinaten, 

z. B. nach x, so erhaIt man [vgl. die Ableitung d~r Formel (29) aus (28a)J: 

~[dP" -~(~.m-e'P)J = ~(~.m + ~·n) 
mo dt ox c ox ' 

d. h. [vgl. (29a) und (31)J: 

d (b) {l·m+Q;·n 
dt (m b) = e ~ + c X ~ + grad Jh _ v 2 • (58) 

. c2 

Die GroBe 

(58 a) 

kann man demgemaB als die potentielle Zusatzenergie des Teilchens. 
das wir bisher nur durch seine Ladung e und seine Ruhmasse mo cha­
rakterisiert hatten, in dem auBeren elektromagnetischen Feld (~,~} 
betrachten. 

Nun stellt bekanntlich die Formel 

Um=-~·m 

die potentielle Energie eines (ruhenden) Elementarmagneten mit dem 
Moment m dar, w1i.hrend 

U8=-~·n 

die potentielle Energie eines (ruhenden) elementaren Dipols mit dem 
elektrischen Moment n bedeutet. 
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v 2 
De> Fak!m F f. im Au,dcuck (58a) en!'prich! de< ublich," 

1- 72 
Abhangigkeit der Energie von der Bewegungsgeschwindigkeit v. Es 
ergibt sich also vom Standpunkte der (inkonsequenten) korpuskularen 
Deutung der quasi-elektromagnetischen Theorie der Materiewellen, daB 
iedes geladene Materieteilchen ;- insbesondere jedes Elektron oder Pro­
ton - ein magnetisches und ein elektrisches Moment besitzen mufJ. Mit 
anderen Worten: jedes Elektron oder Proton muB nicht blofJ als Punkt­
ladung, sondern zugleich als elementarer Magnet und elementarer elek­
trischer Dipol behandelt werden. 

Setzt man den Ausdruck von -21 Taus (57) in (57a) ein, so erhalt 
mo 

man die Gleichung 

[(SJ =+ i @) • m] m = i" (SJ =+ i @) X m + ,,2 (SJ =+ i @) , (59) 
die zur Bestimmung des Vektors m und folglich auch n, gemaB (56b), 
dienen kann. Beide Vektoren mussen dabei im allgemeinen als kom­
plexe GroBen betrachtet werden. 

In dem Spezialfall ~ = 0 laBt sich die Gleichung (59) durch ein 
reelles m befriedigen. Schreibt man sie in der Form 

(SJ ·m) m - ,,2SJ = i"SJ X m 
und beachtet, daB die linke Seite reell, die rechte imaginar ist, so folgt, 
daB beide Seiten verschwinden mussen. Zu demselben Ergebnis fUhrt 
auch der Vergleich der Richtungen der Vektoren (SJ'm) m - ,,2 SJ 
und SJ xm: waren sie von Null verschieden, so soUte der erste in der 
~, m-Ebene 'und der zweite senkrecht dazu liegen. 

Aus der Gleichung SJ X m = 0 folgt, daB fUr das magnetische Mo­
ment nur zwei Einstellungen moglich sind, und zwar entweder die parallele 
oder die antiparallele. Dabei folgt aus der Gleichung (SJ ·m) m - ,,2SJ = 0 

I m I = " = _h_e -. (59 a) 4:n;moc 

Der Betrag des magnetischen Momentes wird also eindeutig bestimmt. 
Dieser Betrag faUt mit dem sogenannten BOHRschen "Magneton" 
zusammen, wobei unter dem BOHRschen Magneton das magnetische 
Moment einer "einquantigen", d. h. durch die Bedingung 

h 
mvr=2:n; 

bestimmten Bahn verstanden wird. Hier bedeutet mvr das mecha­
nische Drehmoment des betrachteten Teilchens (Elektrons oder Pro­
tons) bei kreisfOrmiger Bahn. Ersetzt man die Masse m (die wir mit 
der Ruhmasse mo identifizieren) durch die durch 2c dividierte Ladung, 
so erhalt man das magnetische Bahnmoment 

e e h he 
Tc vr = 2cm 2"n=4:n;mc' 
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Einem reellen Wert von m entspricht ein rein imaginarer Wert 
des elektrischen Momentes. 1m allgemeinen Fall miissen die beiden 
Momente komplexe Werte haben. Setzt man 

m=m,,+imi , 

so folgt aus n = ± i m 

n",= =j= mi , ni= ±m". (60) 

Vom Standpunkt der Relativitatstheorie aus k6nnen die Betrage dieser 
Vektoren nicht konstant sein. Sie miissen vielmehr von der Geschwin­
digkeit des betreffenden Teilchens (wir denken uns im folgenden ein 
Elektron) in bezug auf das Koordinatensystem, fUr welches sie be­
stimmt werden, in derselben Weise wie die Feldvektoren ~ und ~ 
abhangen. Hat man z. B. im Koordinatensystem 5 nur ein magne­
tisches Feld ~ (~ = 0), so muB in einem anderen System 5', das sich 
relativ zum ersten mit der Geschwindigkeit tJ' = - tJ bewegt, neben 
dem von ~ etwas verschiedenen Magnetfeld ~' noch ein elektrisches 

Feld ~' = - ~ X ~' auftreten und umgekehrt: beim Vorhandensein 
c 

eines rein elektrischen Feldes ~ (~ = 0) im System 5, muB im System 5' 
neben einem etwas davon verschiedenen elektrischen Feld ~' noch ein 

b 
Magnetfeld ~' = + - X (if' entstehen. 

c 
Diese Formeln lassen sich auch auf die Momentvektoren m und n 

anwenden. Wir nehmen dabei an, daB in einem Koordinatensystem 5, 
wo das Elektron ruht, sein magnetisches Moment den reellen Betrag " 
und das elektrische Moment den imaginaren Betrag i" hat. In einem 
Koordinatensystem, wo das Elektron sich mit der Geschwindigkeit tJ 
bewegt, bekommt es ein zusatzliches reelles elektrische~ Moment 

,_b 'cnb n" - exmr = exm" (I mr I = ", I n,,1 = 0) (60 a) 

und ein zusatzliches imaginares magnetisches Moment 

., b. , b. b. ( b) 
~mi = - eX~ni ~ - eX ~ni = - cx~mi· 60 

Diese Formeln stehen in Einklang mit den fUr jedes Koordinaten­
system giiltigen Beziehungen (60). Es geiten ferner die invarianten 
Beziehungen 

m'; - m'; = m; , 

die man auf Grund der vorhergehenden Formeln leicht beweisen kann. 
Ein bewegtes Elektron (oder Proton) besitzt also ein reelles magne­

tisches Moment, das ungeHihr gleich dem konstanten Wert" ist, und 
ein reelles elektrisches Moment, das durch die Formel (60a) bestimmt 
wird. Dieses elektrische Moment hat daher eine zur Bewegungsgeschwin-
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digkeit und zum magnetischen Moment senkrechte Richtung und die 
v 

GroBenordnung u c . 
Wenn man sich auf diese reellen Momente beschranken konnte, 

wiirde die korpuskulare Deutung der quasi-elektromagnetischen Theorie 
der Materiewellen keine prinzipielle Schwierigkeiten bieten. Man konnte 
sich z. B. vorstellen, daB das magnetische Moment des Elektrons durch 
einen Drall ("spin") urn seine Achse erzeugt wird. Wir miiBten dabei 
freilich zur "naiven" Vorstellung des Elektrons, als eines flachen­
oder volumgeladenen Kiigelchens zuriickkehren. Der Gedanke eines 
solchen "Kreiselektrons" ist zuerst von M. ABRAHAM noch vor der 
Entstehung der Relativitatstheorie und der Quantentheorie entwickelt 
worden. Das wesentlichste Ergebnis der ABRAHAMschen Arbeit ist die 
Feststellung, daB der Elektronendrall neben dem magnetischen Moment 
noch ein dazu paralleles und proportionales mechanisches Drehmoment 
erzeugen muB - ebenso wie dies bei der Umlaufsbewegung des Elek­
trons urn einen positiven Kern der Fall ist. 1m letzteren Falle ist das 

Verhaltnis des magnetischen Moments zum mechanischen gleich 2~ . em 
1m Falle des flachengeladenen Kreiselelektrons ergibt sich fUr das 
Verhaltnis der entsprechenden, von der Drallbewegung bedingten Mo-

mente der doppelt so groBe Wert _e_, wenn man dabei die Masse des 
e mo 

4 e2 

Elektrons nach der bekannten Formel mo = -3 -2- bestimmt, wo a 
e a 

den Elektronenradius bedeutet. 
H. COMPTON hat 1921 die ABRAHAMsche Theorie durch den Ge­

danken einer gequantelten Drallbewegung zu erganzen versucht. Er 
nahm an, daB das mechanische Drallmoment des Elektrons mit 
demjenigen zusammenfallt, das einer einquantigen Bahn der BOHR-

schen Theorie entspricht (;n). Ab~r erst Ende 1925 hat der Gedanke 

des gequantelten Kreiselelektrons in einer bahnbrechenden Arbeit von 
UHLENBECK und GOUDSMIT eine fruchtbare Anwendung und eine 
direkte experimentelle Bestatigung auf dem Gebiete der spektrosko­
pischen Erscheinungen gefunden. 

Die experimentelle Analyse der Atomspektren auf Grund der 
BOHRschen Deutung der Frequenzen als Differenzen von Energie­
niveaus und der BOHR-SOMMERFELDschen Quantenvorschriften zur 
Bestimmung dieses Energieniveaus hat eine Reihe von Anomalien 
ergeben, die sich besonders auf die Wirkung eines auBeren Magnetfeldes 
(anomaler Zeemaneffekt) bezogen. Es gelang nun UHLENBECK und 
GOUDSMIT zu zeigen, daB diese Anomalien sich im groBen und ganzen 
durch die Annahme erkHi.ren lassen, daB das Elektron neben seiner 
Ladung noch ein festes magnetisches Moment m besitzt. Von einem 
elektrischen Dipolmoment war dabei keine Rede. UHLENBECK und 
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GOUDSMIT haben aber darauf hingewiesen, daB, wenn das "Magnet­
elektron" sich in einem elektrischen Feld Q; (z. B. im COULoMBschen 
Feld des Atomkernes) mit der Geschwindigkeit v bewegt, dieses Feld 
dieselbe Wirkung austiben muB wie ein magnetisches Zusatzfeld 

S)' = - ~ X Q;, in bezug auf welches das Elektron ruht. Der "Elek-
c 

tronenmagnet" muB also auch in einem elektrischen Feld eine zu­
satzliche "magnetische Energie" U~ = - m . S)' besitzen. Diese Zu­
satzenergie laBt sich aber, wegen der bekannten Vektoridentitat 

m.(~XQ;)=Q;.(mx~) auch in der Gestalt U'm=Ue=-n·Q; 

schreiben, wobei man den Vektor n =! X m als zusatzliches, durch c 
die Bewegung des "Elektronenmagnets" bedingtes elektrisches Dipol­
moment ansehen kann. 

Der Mittelwert der Zusatzenergie des Magnetelektrons 

U = -m'S) -n·Q;, 

berechnet fUr die "ungestorte" Umlaufsbewegung in einem bestimmten 
(d. h. durch bestimmte Quantenzahlen charakterisierten) stationaren 
Zustand, gibt in erster Naherung die durch die zusatzlichen "StOrungs­
krafte" bedingte Anderung der Energie W n dieses Zustandes. - Aus 
dem Vergleich der berechneten Ergebnisse mit spektroskopischen An­
gab en tiber die schon erwahnten Anomalien haben UHLENBECK und 
GOUDSMIT folgende Schltisse gezogen: 

1. Das magnetische Moment des Elektrons ist gleich einem BOHR­
schen Magneton, d. h. der oben eingefUhrten GroBe ?e. 

2. Der Vektor m kann sich nur in zwei entgegengesetzten Rich­
tungen einstellen. Unter dem EinfluB eines starken auBeren Magnet­
feldes sind diese Einstellungsrichtungen dem Felde parallel und anti­
parallel; sonst werden sie in einer komplizierteren Weise bestimmt. 
Dementsprechend spaltet sich jeder Zustand, der durch eine bestimmte 
(ungestorte) Quantenbahn charakterisiert ist, in zwei gequantelte Zu­
stande auf, die sich durch die entgegengesetzten Orientierungen des 
Elektrons und damit auch durch ihre Energie unterscheiden. 

Diese empirischen Schltisse stimmen vollkommen mit denjenigen 
Ergebnissen tiberein, die wir oben durch korpuskulare Deutung der 
,quasi-elektromagnetischen" Theorie der Elektronenwellen gewonnen 

haben. 
3. Das Verhaltnis des magnetischen Momentes des Elektrons (m) 

zum mechanischen (~) ist zweimal groBer als das entsprechende Ver-
e 

haltnis fUr die Elektronenbahnen, also gleich -. Daraus folgt, daB 
emu 

das mechanische Drallmoment einen "halbquantigen" Wert (4hn) 
haben muB. 
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4. Wenn die Zusatzenergie des Elektrons in einem iiuEeren Magnet­
feld nach der iiblichen Formel U m = - m' ~ ausgedriickt wird, so 
ist seine Zusatzenergie in einem elektrischen Feld gleich der Halfte 
des theoretischen Wertes - m'~' = -n'@; (s. oben). 

H. THOMAS und ich haben versucht, den Ursprung dieser Hiilfte 
auf Grund rein korpuskularer Vorstellungen in Verkniipfung mit den 
Prinzipien der Relativitiitstheorie zu erkHiren. Neben der schon oben 
betrachteten Translationsbewegung (58) sind von mir relativistische 
Gleichungen fUr den Elektronendrall von der Form 

~! = m X ~ + n X @ l 
(61) 

dq =nx~-mx@ 
dT 

aufgestellt worden, wo q einen Vektor bedeutet, der sich zum Drall­
moment § eben so verhiilt wie das elektrische Moment n zum magne­
tischen m. Die Ausdriicke m X ~ und n X@; in der ersten Gleichung (61) 
charakterisieren die auf das Elektron ausgeiibten Drehwirkungen. Die 
entsprechenden Ausdriicke in der zweiten Gleichung, die sich auf Grund 
rein formaler relativistischer Betrachtungen ergeben, scheinen dagegen 
keinen unmittelbaren physikalischen Sinn zu haben. 

Die Gleichungen (61) sind analog gebaut wie die wellenmechani­
schen Gleichungen (45a) oder die daraus folgenden Naherungsglei­
chungen (55a). Man konnte deshalb die erwahnten wellenmechanischen 
Gleichungen als wellentheoretisches Aquivalent der korpuskularen 
Drallgleichungen betrachten - etwa in demselben Sinne wie die 
Gleichungen (45) oder (57) das wellentheoretische Aquivalent der korpus­
kularen Translationsgleichung (58) bilden. Die Ubereinstimmung 
zwischen den wellentheoretischen und den korpuskular-theoretischen 
Gleichungen ist aber bei der Drallbewegung nicht so vollstandig 
wie bei der Translationsbewegung; es fehlen namlich auf der rechten 
Seite der Gleichungen (61) Glieder von der Form u~ oder u@;, die in 
der entsprechenden Gleichung (55a) vorhanden sind, und - was noch 

wesentlicher ist - die linke Seite dieser Gleichung -21 Tm laBt sich 
mo 

nicht als die zeitliche Ableitung (oder die nach der Eigenzeit.-) des zu 
m proportionalen Drallvektors § darstellen. 

Bei der Untersuchung der Beziehung zwischen den Vektoren §, m 
einerseits und den Vektoren q, n andererseits bin ich urspriinglich 
von dem Gedanken ausgegangen, daB in einem Koordinatensystem, 
wo das Elektron moment an ruht (abgesehen selbstversHindlich von 
der Drallbewegung), sein elektrisches Moment - und zugleich auch 
der Vektor q - verschwinden muE. Bei dieser Bedingung ist es aber 
notwendig, die rechten Seiten der Gleichungen (61) durch gewisse 
Zusatzglieder zu erganzen. IG. TAMM hat vorgeschlagen" die beiden 
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Gleichungen (61) durch Einfiihrung der Beziehungen n = ± i m und 
q = ± i~ gleichbedeutend zu machen. Die Annahme von imaginaren 
Werten der den Elektronendrall charakterisierenden Vektoren, die yom 
rein formalen Standpunkt so naheliegend und natiirlich erscheint, 
sUiBt aber bei der physikalischen Deutung auf uniiberwindliche 
Schwierigkeiten. 

Diese sowie die anderen Schwierigkeiten sind darauf zuriickzufiihren, 
daB die korpuskularmechanische Deutung der quasi-MAxWELLschen 
Wellentheorie mittels des Begriffes der Drallbewegung eine bloBe Fik­
tion ist; denn es erscheinen in der Wellentheorie gar keine Winkel­
koordinaten, die die Orientierung und die Kreiselbewegung des Elektrons 
bestimmen sollten; die "Lage" des Elektrons wird einfach durch das 
Koordinatentripel xyz charakterisiert, was offenbar nur dann moglich 
ist, wenn man das Elektron als punktformig behandelt. - Ferner beruht, 
wie wir am Anfang dieses Paragraphen gesehen haben, die Ein­
fiihrung der dem Dralleffekte entsprechenden Zusatzglieder in die 
Gleichungen der. Korpuskularmechanik - solange die letztere. als an­
geniiherte Form der Wellenmechanik angesehen wird - auf einem in­
konsequenten Niiherungsverfahren, bei dem nur ein Teil der mit der 
PLANcKschen Konstanten h multiplizierten Glieder der exakten Glei­
chungen weggelassen wird. 

Die oben erwahnten Anomalien in der Struktur der Atomspektren, 
die sich auf Grund der UHLENBEcK-GouDSMITSchen Theorie des Kreis­
elektrons nur ungenau und in einer nicht ganz konsequenten Weise er­
klaren lassen, lassen sich - wie wir unten sehen werden (Kap. IV) -
mit vollkommenster Genauigkeit und in allen Einzelheiten auf 
Grund der ;,quasi-elektromagnetischen" oder der DIRAcschen Theorie 
der Elektronenwellen erklaren, von welcher wir ausgegangen sind. 

§ 9. Die Wellenmeehanik komplizierter Systeme. 
Wir haben bisher allein die Wellentheorie solcher Vorgange unter­

sucht, die der Bewegung einzelner punktformigen Teilchen oder einer 
beliebigen Anzahl gleichartiger Teilchen, die aufeinander nicht wirken, 
entsprechen. Wir wenden uns jeizt zur Wellentheorie komplizierter 
mechanischer Systeme, die yom korpuskularen Standpunkt aus meh­
reren - gleichartigen oder verschiedenartigen -:- Teilchen bestehen, 
welche aufeinander gewisse Wechselwirkungen ausiiben. 

Wie schon im I. Kapitel auseinandergesetzt wurde, gibt es zwei 
verschiedene Wege zur Losung dieser Aufgabe - namlich einmal die. 
Einfiihrung von Materie- oder Wahrscheinlichkeitswellen im mehr­
dimensionalen Koordinatenraum aller in Betracht gezogenen Teilchen, 
sodann die" Quantelung" der gewohnlichen dreidimensionalen Wellen 
mittels einer "Uberwellengleichung" im Eigenschwingungsamplituden­
raum. 
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Obwohl der zweite Weg prinzipiell vorteilhafter erscheint, wollen 
wir hier den ersten Weg einschlagen, der praktisch bequemer ist und 
einen unmittelbaren AnschluB an die klassische Mechanik der Mehr­
teilchensysteme gestattet. Wir wollen dabei von der relativistischen 
Verfeinerung der Theorie, die in den vier letzten Paragraphen dar­
gelegt worden ist, zunachst absehen und die Verallgemeinerung der 
nicht relativistischen skalaren SCHRODINGERSChen Gleichung auf kom­
plizierte Systeme parallel mit der entsprechenden Verallgemeinerung 
der HAMILTON-JACoBIschen Gleichung durchfiihren. 

Die NEWToNschen Bewegungsgleichungen eines Systems von n 
punktformigen Teilchen mit den verschiedenen Massen mv m2 , ••• mn 
lauten: 

d 2xl au 
m1 dtS = - aX1 ' 

d 2 x2 au 
ma dtS = - axs ' 

d2 x au 
mn dtS" = - ax ' .. 

wo die Funktion 

d 2 z1 au 
m1 """Jj2 = - a Zl 

d 2 z2 au 
ma ---;[i2 = - az 

2 

die potentielle Energie des ganzen Systems bedeutet. 

, (62) 

Fiihrt man statt der Koordinaten X k , Yk' Zk die damit proportionalen 
GroBen 

(k = 1,2, ... n) (62 a) 

ein, wo m einen willkiirlichen Parameter von der Dimension der Masse 
bedeutet, so nehmen die friiheren Gleichungen die Gestalt 

(62 b) 

an. 
Diese Gleichungen kann man rein formal behandeln a}s die Be­

wegungsgleichungen eines Teilchens in einem Raum von t = 3n Dimen­
sionen, der durch die Gesamtheit der 3 n Koordinaten ~l' '" en definiert 
wird. 

Betrachtet man aber statt eines bestimmten "Teilchens" (d. h. 
Systems) ein Kontinuum von Exemplaren dieses Teilchens in dem soeben 
definierten mehrdimensionalen Koordinatenraum, so kann man die 
Gleichungen (62b) durch die partielle Differentialgleichung 

n 

.2[(:~y + (::J + (:~YJ + 2m(~; + U) = 0 (63) 
&=1 
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ersetzen, mit den folgenden Verknupfungsformeln fUr die "Wirkungs­
funktion" 5 

d~k 05 d'Y}k 05 dl;k 05 
mTt = O~k' m-;]X = O'Y}k' mat = Ol;k . (63 a) 

Der Aquivalenzbeweis dieser HAMILTON-JAcoBIschen Gleichung 
mit den NEWToNschen Bewegungsgleichungen (62b) ergibt sich genau 
so wie im Spezielfall n = 1 (vgl. § 3). 

Die HAMILTON-JACoBIsche Gleichung ist eine Brucke von der 
Korpuskularmechanik zur Wellenmechanik. 

Urn die entsprechende Wellengleichung zu gewinnen, genugt es, zur 
linken Seite von (63) das Zusatzglied 

h n (025 025 (25) 
2niL) O~% + 0'Y}1c + ol;'fc 

k=l 

hinzuzufugen und statt der Funktion 5 die Funktion 

.2"8 
1fJ = e~h 

einzufuhren. Man erha.lt dabei 

n (02", 02", 02",) 8n2m (h 0", ) 
2.) 0~1c + 0'Y}1c + ol;z - Ji2 2ni 7ft + U 1fJ = o. 
k=l 

(64) 

Diese Gleichung liiBt sich in den ursprunglichen Koordinaten in der 
Gestalt 

Lt 2~J(2~i o~J + (2~i 0~J2 + (2~i O:kYJ 
(64 a) 

h 0 } + 2n i at + U 'If = 0 

schreiben, die formal der "Energiegleichung" der klassischen Mechanik 
n 

2.) 2 ~k (PZw + PZ'!l + PZ.) + U - W = 0 (64b) 
k=l 

entspricht. Die Gleichung (64a) ergibt sich namlich aus (64b), wenn 
man die Impulskomponenten und die Gesamtenergie als Differential­
operatoren 

h 0 h 0 
PkW= 2ni OXk' Pk'!l = 2ni -OYk' 

h 0 W=--~~ 
PkZ = 2ni OZk' 2ni ot 

auffaBt und die linke Seite von (64b) mit der Funktion 1fJ "multi-
pliziert" . 

Wenn die Teilchen aufeinander nicht wirken, muB die Gleichung (64a) 
- wenn sie richtig ist - der Gesamtheit der Gleichungen 

{2~J(2~io~J+(2~i 0~J2+(2~i O:kYJ+ 2~i %t+Uk}'lfk=O 
Frenkel, Wellenmechanik. 9 
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fUr die einzelnen Teilchen aquivalent werden. Hier bedeutet 
Uk (Xk> Yk' Zk> t) die potentielle Energie des k-ten Teilchens in bezug 
auf die als bekannt vorausgesetzten auBeren Krafte. 

Nun setzt sich die Funktion U bei Fehlen innerer Wechselwirkungs­
krafte aus n solchen Summanden zusammen, so daB die Gleichung (64 a) 
in der Gestalt 

(65) 

geschrieben werden kann, wo 

1 [( h a)2 (h a)2 (h a )2l Hk =-2mk 2niaxk + 2niaYk + 2n{azk _1+ Uk (65 a) 

den "Energieoperator" oder den "HAMILToNschen Operator" des k-ten 
Teilchens bedeutet. - Betrachtet man eine Partikularlosung von (65) 
von der Form 

'IjJ = 'ljJ1 (Xl' Yl' Zl' t) ·'ljJ2 (X2' Y2' Z2' t) .... 'IjJ" (Xn' Yn' Z", t), (65 b) 

so erhalt man nach Division durch 'IjJ: 

~(_h_~+H) +~(_h_~+H) + 
'ljJl 2ni at· 1 'ljJ1 'ljJ2 2ni at 2 'ljJ2 

+ ~n (2:i~i+Hn)'ljJn=0. 
Da die verschiedenen Variablentripel x k , Yk, Zk voneinander unab­
hangig sind, so folgt daraus 

~ h a ] l2niat+(Hk +Ck ) 'ljJ1c=0, 

wo CIc willkiirliche Konstanten bedeuten, deren Summe gleich Null ist. 
Da die HinzufUgung der Konstante Ck zum Operator H Ic sich nur in 

- 2ni iJ"- t 
dem praktisch unwesentlichen Zeitfaktor e h bei 'ljJ1c auBert, 
so kann man ohne wesentliche Beschrankung der Allgemeinheit die 
CIc einzeln gleich Null setzen. Dabei reduzieren sich die obigen Glei­
chungen auf die ublichen SCHRODINGERSchen Gleichungen fUr die 
einzelnen Teilchen. 

Bei einem System von n gleichartigen Teilchen, deren Wechsel­
wirkung auBer acht gelassen wird, ist die durch die Formeln (65, a, b) 
dargestellte "multiplikative Zusammensetzung" der Losungen der "in­
dividuellen" SCHRODINGERSchen Gleichungen praktisch aquivalent mit 
deren "additiven Zusammensetzung" oder Superposition. 

Zur Verdeutlichung der allgemeinen SCHRODINGERSchen Gleichung 
(64a) wollen wir sie auf den einfachsten Fall zweier Teilchen bei Fehlen 
auBerer Krafte anwenden. Urn etwas Bestimmtes ins Auge zu fassen, 
sprechen wir von einem Elektron und einem Proton, die zusammen 
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ein Wasserstoffatom bilden. Wir fiihren zunachst die relativen Koordi­
naten des Elektrons in bezug auf das Proton x = x2 - Xv Y = Y2 - Yl' 
Z = Z2 - Zl und die Schwerpunktskoordinaten des Atoms 

~ = mixi + m 2 x 2 

ml +m2 ' 

m i YI + m2 Y2 
'fI = m i + m 2 ' 

em. Es wird dabei: 

ihp _ ihp at; + a'IjJ ax _ m i a'IjJ a'IjJ 
aXI - ii[ aXI ax aXI - m i + m2 at; - ax' 

a2'IjJ a2'IjJ (af;)2 a2'IjJ at; ax a2'IjJ (aX)2 
8xT = ap: aXI + 2 ax at; aXI aXI + ax2 aXI 

( mi )2 a2 'IjJ 2 mi a2'IjJ a2 'IjJ 

= m i + m2 a f;2 - m i + m2 a x at; + a x2-
und 

a2'IjJ ( m 2 \ 2 a2 'IjJ 

ax§ = m i + m2) ap: + 
woraus folgt 

1 a2'IjJ I 1 a2'IjJ 1 a2 'If' (1 1 ) a2 'IjJ 
mi ax~ T m 2 ax~ = mi + m2 af;2 + mi + m2 a"%2' 

Ahnliche Formeln ergeben sich fUr die zwei anderen Achsen. In den 
neuen Koordinaten nimmt also die Gleichung (64a) die folgende Ge­
stalt an: 

dabei ist 

(66a) 

Da die potentielle Energie U nach unserer Voraussetzung nur von 
den relativen Koordinaten abhangt, kann man die Losung von (66) 
in der Form 

(67) 

darstellen - als ob es sich um zwei Tei1chen mit den Massen f.1, und m 
und den Koordinaten (~, 'fI, ~) bzw. (x, Y, z) handelte, die aufeinander 
keine Wirkung ausuben. Man erhalt dabei fur die beiden Faktoren 
in (67) die Gleichungen 

(67 a) 

und 

(67b) 

Die erste von ihnen charakterisiert die "freie Bewegung" des Schwer­
punktes des betrachteten Systems (Wasserstoffatoms), wahrend die 

9* 
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zweite die relative Bewegung des einen Teilchens (Elektrons) in 
bezug auf das andere (Proton) bestimmt. Vom Standpunkt der Wellen­
mechanik aus geschieht diese relative Bewegung genau so, als ob das 
eine Teilchen (Proton) unbeweglich ware, wahrend das andere (Elektron) 

die Masse m = m:2 besitzt. - Dieses Ergebnis stimmt vollkommen m1 m2 

mit demjenigen iiberein, das aus der iiblichen Korpuskularmechanik 
folgt. Es miissen n1imlich die auf beide Teilchen ausgeiibten Wechsel­
wirkungskrafte einander gleich und entgegengesetzt gerichtet sein. 
Man hat also 

Daraus folgt 

d.h. 

im Einklang mit (67b). 
Die Gleichung (64a) kann leicht auf den Fall verallgemeinert wer­

den, daB die Teilchen des betrachteten Systems sich in einem aufJeren 
magnetischen Feld befinden. Bezeichnet man das Vektorpotential dieses 
Feldes mit m: (x, y, z, t) und fUhrt die entsprechenden "potentiellen 
Impulse" der verschiedenen Teilchen 

®k = ~2I(Xk' Yk' Zk' t) (68) c 

ein, so erh1ilt man statt (64a) 

{kt12~J(2~ia:k - GuY + (2~i a:k - GkllY ) 
(68 a) 

+ (2 ~ i a :k - Gk z YJ + 2 ~ i :t + u} 1J! = 0 . 

Die potentielle Energie laBt sich in der Form 
.. 
'" '" ,"' ek el U = ..:::;.; ekCP(xk, Yk' Zk' t) + ..:::;.;..:::;.; -r-

k=l k>Z kl 

(68b) 

darstellen, wo cP das elektrische Potential des auBeren Feldes, ek die 
Ladungen der einzelnen Teilchen und Ykz ihre gegenseitigen Abstande 
bedeuten. 

Die magnetischen Wechselwirkungen der verschiedenen Teilchen 
konnte man durch Hinzufiigung von Gliedern, die den klassischen 
(BIOT-SAVARTschen) Ausdriicken 
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e~tsprechen, zu den "potentiellen Impulsen" (68) berucksichtigen. Man 
muBte dabei den Geschwindigkeitsvektor tJ~ durch einen Vektoroperator 

mit den Komponenten _1_ -2h . -1- usw. ersetzen. Diese Frage ist jedoch 
m l n;~ VXI 

bisher noch nicht vollstandig aufgekHirt worden. Wir wollen sie hier 
nicht in Angriff nehmen. - Wir verzichten ebenfalls auf die Beruck­
sich tigung der rela ti vistischen Korrektionen; denn die klassische Vor­
stellung von Wechselwirkungskraften, die durch eine Funktion U der 
simultanen Koordinaten aller Teilchen dargestellt werden konnen, ent­
spricht der Behandlung der Zeit als einer absoluten GroBe; sie steht 
also in grundsatzlichem Widerspruch zu der Relativitatstheorie. 

Eine konsequente relativistische Theorie des Mehrteilchenproblems 
wurde die EinfUhrung einer individuellen Zeit fUr jedes Teilchen er­
fordern. Dadurch wtirde aber die Moglichkeit ausgeschlossen, die Ge­
samtheit aller Teilchen als ein eigentliches System zu behandeln. Eine 
solche Behandlungsweise ist in der Tat auch in der relativistischen 
Korpuskularmechanik unmoglich. Eine HAMILTON-JAcoBIsche Glei­
chung yom Typus (63) laBt sich in diesem Fall 'nicht aufstellen, man 
muB direkt die EINSTEINschen Bewegungsgleichungen fur die einzelnen 
Teilchen in Verbindung mit den elektrodynamischen Gleichungen fUr 
das von ihnen erzeugte elektromagnetischeFeld losen. Diese Methode 
muBte die endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektromagne­
tischen Wir kungen berucksichtigen; sie laBt sich auf die Wellenmechanik 
nicht ubertragen, denn die klassische Elektrodynamik muBte dabei 
einer grundsatzlichen Umbildung unterworfen werden. Das ist bisher 
noch nicht geschehen. 

Es scheint, daB eine relativistische Theorie des Mehrteilchenpro­
blems auf dem hier eingeschlagenen Wege - der mehrdimensionalen 
SCHRODINGERSchen Wellen - sich uberhaupt nicht entwickeln HiBt. 
Gerade hier liegen groBe prinzipielle Vorzuge des anderen - JORDAN­
schen - Weges gegenuber dem SCHRODINGERSchen. 

Wir konnen aber auf diese Frage hier nicht naher eingehen. 
Es ware schlieBlich moglich, ohne Rucksicht auf die Relativitats­

theorie, die SCHRODINGERSche Gleichung (64a) oder (68a) durch ein 
System von Gleichungen erster Ordnung mit ebenso vie1en unbekannten 
1p-Funktionen zu ersetzen, ungefahr in derselben Weise, wie dies von 
DIRAC fUr den Fall eines Teilchens durchgeftihrt worden ist. Eine solche 
nicht-relativistische Verallgemeinerung der DlRAcschen Theorie ist 
neulich von verschiedenen Verfassern versucht worden; dabei konnen 
die "Kreise1effekte", die wir oben bei den einzelnen Elektronen und 
Protonen aufgestellt und untersucht haben, auch fur komplizierte 
Systeme wellenmechanisch beschrieben werden. Es sei bemerkt, daB die 
von einem iiuBeren Magnetfeld bedingten Kreiseleffekte von derselben 
GroBenordnung sind, wie diejenigen Effekte, welche von der durch die 
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potentiellen Impulse (68) bestimmten Zusatzkrafte abhangen. Die Ve~­
nachlassigung der Kreiseleffekte bei Berucksiehtigung dieser Kriifte 
muB also als ein inkonsequentes Verfahren angesehen werden. 

Wir werden im folgenden diese Komplikationen der SCHRODINGER­
schen Mehrkorpertheorie auBer acht lassen und uns mit der - sieher 
angenaberten und unvollstandigen - urspriinglichen Form dieser 
Theorie begniigen. 

Wir mussen zum SchluB nur noch auf die dieser Theorie entsprechen­
den statistischen GroBen kurz eingehen. 

Bei einem System von unabhangigen Teilchen kann man die Wahr­
scheinlichkeit irgendeines Ereignisses, das sie alle betrifft, einfach als 
Produkt der entsprechenden Wahr.scheinlichkeiten fur die einzelnen 
Teilchen definieren. Bezeiehnet man z. B. mit ek dVk die Wahrschein­
lichkeit des Vorhandenseins des k-ten Teilchens im Volumelement dVk , 

so erhalt man ffir die Wahrscheinlichkeit eines simultanen Vorhanden­
seins des ersten Teilchens im Volumelement dVI , des zweiten im Volum­
element dV2 usw. den Ausdruck 

e dV = eldVI'e2 dV2'" endVn, 

wo d V = d VI d V 2 ••• d V n das Volumelement des 3n-dimensionalen 
Koordinatenraum aller Teilchen (dV = dXI dYI dzl . .. dXn dYn dzn) 
bedeutet und 

e=ele2···en 
ist. 

Setzt man nun nach BORN-SCHRODINGER ek = 1JIk1Jl;, so folgt 
daraus 

e=1JI1JI* (69) 
mit 

1JI = 'ipl1Jl2 ••• 1JIn' 

Dieses Produkt ist aber nach (65, a, b) gerade die Partikularlosung 
der SCHRODINGERSchen Gleiehung ffir das ganze durch die betrachteten 
Teilchen gebildete System. Es liegt deshalb nahe, den Ansatz (69) 
auch auf ein beliebiges System von Teilchen zu iibertragen. 1st also 
1JI (Xl' ... zn; t) eine Losung der allgemeinen Gleiehung (64a) oder 
(68a), die sieh in einzelnen Faktoren nieht zerlegen HiBt, so bedeutet 
das Produkt 

1JI1JI*dVl dV2 • •• dVn 

die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das betrachtete System sieh in der 
durch die Volumelementen dVl , ... dVn charakterisierten (simul­
tanen) Konfiguration befindet. Wenn man das System durch ein Teilchen 
im mehrdimensionalen Koordinatenraum ~l ••• en darstellt, so HiBt sich 
die GroBe (69) in der iiblichen Weise als "Wahrscheinlichkeitsdichte", 
oder "Exemplarendichte" definieren. 
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Die Funktion 'IjJ muB dabei selbstverstiindlich derart normiert 
werden, daB das tiber den ganzen Koordinatenraum erstreckte Integral 
f'IjJ'IjJ*dV gleich 1 wird. 

Dann kann man die GroBe 

(?ldVl = dvlff ... f e dV2 dVS'" dV .. 
als die Wahrscheinlichkeit fUr das Vorhandensein des ersten Teilchens 
im Volumelement dV l bei beliebiger Lage der librigen Teilchen betrach­
ten. Die GroBe 

el=ff.·. f'IjJ'IjJ*dV2 dVs ··• dV.. (69a) 

stellt also die gewohnliche Wahrscheinlichkeits- oder Exemplarendichte 
(im dreidimensionalen Raum) des ersten Teilchens dar. 

Die Ausdrlicke 

ilm = II ... I 43l:~ In! ('IjJ* :::1 - 'IjJ oo~] dV2 dVs ..• dV .. usw. (69 b) 

lassen sich dementsprechend als die Komponenten der sich auf das 
erste Teilchen beziehenden Wahrscheinlichkeits- oder· Exemplaren­
stromdichte deuten - wenigstens wenn kein auBeres Magnetfeld vor­
handen ist, -denn in diesemFall besteht wegen der Differentialgleichung 
(64a) die Beziehung 

oel + oille + oilY + aft. = 0 
at ax] oY1 oZ1 ' 

die den Erhaltungssatz fUr die Exemplare des ersten Teilchens aus­
drlickt. Bei Anwesenheit eines Magnetfeldes muB man die GroBen 

h 0'IjJ und h 0'IjJ* 
23l:i oX1 -23l:i oXl 

durch die Differenzen 

(2~i 0:1 - Gu ) 'IjJ, bzw. (- 2~i 0:1 - Gu ) 'IjJ* 

ersetzen. Die verschiedenen Kontinuitatsgleichungen £iir die einzelnen 
Teilchen lassen sich dabei als eine Folge der Differentialgleichung (68a) 
beweisen. Auf den Beweis, der librigens keine Schwierigkeiten bietet, 
wollen wir nicht eingehen. 

Dri ttes Kapi tel. 

Wellenmechanik und Quantentheorie. 

§ 1. Die stationaren (gequantelten) Zustande. 
Wir haben schon im I. Kap, (§ 14) gesehen, daB die stationaren 

oder die "gequantelten" Zust1i.nde der BOHRschen Quantentheorie der 
Atome (im einfachsten Fall eines Wasserstoffatoms)' sich deuten lassen 
als die verschiedenen "Hohlraumeigenschwingungen" p-er das Ve:rhalten 
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des Elektrons darstellenden DE BROGLIESchen Kathodenwellen. Wir 
wollen die Beziehung der wellenmechanischen Eigenschwingungen zur 
BOHRschen Quantentheorie der stationaren Zustande naher unter­
suchen, um schlieBlich die exakte, von HEISENBERG, BORN und JORDAN 
herriihrende Formulierung der Quantengesetze anzugeben, die un­
abhangig von der wellenmechanischen Theorie aufgefunden wurde und 
sich spater als vollkommen aquivalent mit ihr erwiesen hat. 

Die Beziehung der Wellenmechanik zur BOHRschen Theorie Hi.Bt sich 
in einer besonders ubersichtlichen Weise darstellen, wenn man bei der 
Aufstellung der BOHR-SOMMERFELDschen Quantenbedingungen von 
der HAMILTON-JACoBIschen Form der korpuskularmechanischen Be­
wegungsgleichungen ausgeht. Das betrachtete mechanische System sei 
also durch den folgenden Ausdruck der Gesamtenergie W als Funktion 
der (rechtwinkligen) Koordinaten Xl' Yl' Zl' .• " X"' y", z" und den zu­
gehorigen Impulsen Pl." ... P "" charakterisiert: 

" 
H = .2 2 ~k [(Pk., - GkaJ)2 + (Pk'U - Gk'U)2 + (Ph - Gk,,)2] + U, (I) 

k=l 

wobei die potentielle Energie U und die (auBeren) potentiellen Impulse 
@k als gegebene, die Zeit explizite nicht enthaltende Funktionen der 
Koordinaten vorausgesetzt sind. Der Ausdruck (I) wird gewohnlich 
als die HAMILToNsche Funktion des Systems bezeichnet. Die HAMILTON­
JACoBIsche Gleichung ffir konservative Bewegungen mit der konstanten 
Gesamtenergie W lautet 

H-W=O, (Ia) 

wobei im Ausdruck von H die Impulse pals Ableitungen der "Wirkungs­
funktion" 5 nach den entsprechenden Koordinaten, d. h. gemaB den 
Formeln: 

as 
Pk"= ax,,' 

dargestellt werden mussen. 

(I b) 

Zur Formulierung der Quantenbedingungen ist es im allgemeinen 
notwendig, statt der urspriinglichen rechtwinkligen Koordinaten neue 
Veranderliche (verallgemeinerte Koordinaten) ql' q2"" qf (I = 3n) 
einzufiihren. Wenn es dabei gelingt, diese neuen Veranderlichen so zu 
wahlen, daB 5 die Gestalt 

(2) 

annimmt ("Separationsvariablen"), so lauten die Quantenbedingungen 

4i Pa dqa = f :!: dqa = [5a] = na h (na ganzzahlig) . (2 a) 

Hier bedeuten Prr. = aas die "verallgemeinerten Impulse" und [5J die 
qa 
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sogenannten "Periodizitatsmoduln" der Funktion S (nach K. SCHWARZ­
SCHILD), d. h. diejenigen Anderungen dieser Funktion, welche einer 
"zyklischen" Anderung der entsprechenden Separationskoordinate bei 
festgehaltenen Werten aller iibrigen entsprechen. Unter ewr "zykli­
schen" Anderung der Koordinate qu. wird dabei eine so1che Anderung 
verstanden, bei der das betrachtete mechanische System in die ur­
spriingliche Konfiguration zuriickkehrt - bei der also die rechtwinkligen 
Koordinaten ihre urspriinglichen Werte annehmen. Wenn die Koordi­
nate qu. den Charakter eines Winkels hat, so daB die rechtwinkligen 
Koordinaten periodische Funktionen davon sind, so bedeutet die 
"zyklische Anderung" von qu. einfach den Zuwachs um die betreffende 
Periode L1 qry. (z. B. 2n); sonst bedeutet sie eine Oszillation von qu. inner­
halb gewisser, durch die Beschaffenheit des Systems bestimmter Gren­
zen (hin und her). Die zyklischen Anderungen der einzelnen Separations­
koordinaten finden bei der wirklichen Bewegung des Systems im all­
gemeinen in voneinander verschiedenen Zeitperioden L1 try. statt, so daB 
die Bewegung in bezug auf die Zeit als nicht periodisch oder berlingt 
periodisch erscheint. 

Diese Abhangigkeit der Veranderlichen qu. von der Zeit spielt aber 
fiir die durch die Formeln (2a) definierte "Quantelung" gar keine 
Rolle. . 

Die Periodizitatsmoduln [SJ charakterisieren S nicht als Funktion 
der Zeit, sondern als Ortsfunktion im Koordinatenraum Xl' ••• z .. - und 
zwar als eine mehrdeutige Ortsfunktion -, denn sie stellen gerade die­
jenigen Anderungen dieser Funktion dar, die sich bei der Riickkehr 
zu einem beliebig gew1i.hlten Ausgangspunkt langs einer geschlossenen 
Kurve "vom Typus oc" ergeben; Die Kurven "vom Typus a" sind dabei 
definiert als diejenigen Kurven im Koordinatenraum Xl' ••. z .. , denen 
eine zyklische Anderung der Separationsvariable qu.' bei festgehaltenen 
Werten der anderen Separationsvariablen, entspricht. 

So1che mehrdeutige Funktionen lassen sich sehr anschaulich durch 
das skalare magnetische Potential f/J eines Systems von linearen Strom­
kreisen verdeutlichen. Das skalare magnetische Potential verhaIt sich 
zur magnetischen Feldstarke ~ ebenso wie das skalare elektrische 
Potential zur elektrischen Feldstarke~. Man kann also ~ = - grad f/J 
und folglich 

P P 

f/Jo - f/Jp = f (Hre dx + H'IIdy + Hzdz) = f Ha d(1, 
Po p. 

wo die Integration langs einer beliebigen Kurve ((1) mit dem willkiir­
lichen Ausgangspunkt Po ausgefiihrt wird. Wenn diese Kurve geschlossen 
ist, so ist die Anderung f/Jo - f/Jp = [f/J] entweder gleich Null oder im 
allgemeinen gleich 
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wo 11> 12"" die Stromst§.rken in verschiedenen Stromkreisen be­
deuten, wahrend k1' k2' ... ganze positive oder negative Zahlen sind, 
die die Anzahl und Richtung der "Wicklungen" der betrachteten Kurve 
urn die entsprechenden Stromlinien bestimmen. - Wenn es drei Strom­
kreise gibt, so kann man drei Typen von geschlossenen Kurven defi­
nieren, welche diese Kreise einzeln umschlieBen. Fur die entsprechen­
den "Periodizitatsmoduln" des Potentials fP erhalt man dabei die 
GroBen k1 411:11' k2411:12' ka 411:13' 

Bei der Betrachtung der konservativen Bewegung eines Teilchens 
nach der HAMILTON-JAcoBIschen Methode erhalt man statt des Magnet­
feldes ein stationares "Impulsfeld" .IJ (x, y, z), fiir welches die mit nega­
tivem Vorzeichen genommene Wirkungsfunktion S die Rolle des skala­
ren Potentials spielt. Dieses durch die Bewegung des Exemplaren­
kontinuums des betrachteten Teilchens erzeugte Impulsfeld kann unter 
gewissen Bedingungen denselben Charakter wie das Magnetfeld von drei 
Stromkreisen haben. Die BOHR-SOMMERFELDschen Quantenbedingungen 
sind nur auf solche FaIle anwendbar; sie besagen dann, daB die den 
Stromst§.rken entsprechenden GroBen gleich der (mit 411: dividierten) 
PLANcKschen Konstante h oder einem ganzen Vielfachen davon sein 
mussen. 

Die Gleichungen (2a) kann man, wie man leicht sieht, durch die 
Forderung ersetzen, daB die Anderung der Funktion S ("Impulspoten­
tial") langs einer beliebigen geschlossenen Kurve im Koordinatenraum gleich 
einem ganzen Vielfachen von h ist. Diese Forderung, die gewissermaBen 
die Mehrdeutigkeit der Funktion S beschrankt, ist offenbar aquivalent 

2:n;i§.. 
mit der Eindeutigkeitsforderung fUr die Funktion e k oder allgemeiner 
fiir eine Funktion von der Gestalt 

2ni§.. 
tp=Ae k 

wo A eine beliebige eindeutige Funktion bedeutet. 

(3) 

Das ist die, pragnanteste und allgemeinste Formulierung der BOHR­
SOMMERFELDschen Quantenbedingungen. 

Wenn wir von der Wellenmechanik gar nichts wuBten, so wiirde 

schon diese Formulierung allein genugen, urn die (mit 2: multiplizierte) 

Wirkungsfunktion S als eine Schwingungsphase zu deuten und die 
Losung des "quantenmechanischen Problems" - d. h. des mechanischen 
Problems mit Rucksicht auf die Quantenbedingungen - auf die Be­
stimmung einer "Wellenfunktion" von der Gestalt (3) zuriickzufUhren. 
Die Eindeutigkeitsforderung wiirde dabei die zunachst so befremdend 
aussehenden Quantenbedingungen (2a) implizite schon enthalten. 

Merkwurdigerweise ist aber dieser einfache und natiirliche Gedanke 
erst dann klar geworden, als SCHRODINGER seine Wellengleichung fiir 



Die stationaren (gequantelten) Zustande. 139 

die Funktion 1jJ fand und den Zusammenhang dieser Funktion mit der 
Wirkungsfunktion 5 aufdeckte. 

Die SCHRODlNGERSche Gleichung HiBt sich im betrachteten Fall 
(Bewegung mit konstanter Gesamtenergie) in der Gestalt 

(H-W)1jJ =0 (4) 

schreiben, wo H den sich aus der HAMILToNschen Funktion (1) durch 
die Substitution 

h a h a h a 
Pk~ = 2n[ ax,,' Pkll = 2ni -ay" , PkZ = 2ni az" (4a) 

ergebende Operator ("HAMILToNscher Operator") bedeutet. 
Bei der Losung dieser Gleichung hat SCHRODINGER von der Funktion 1jJ 

neben der Eindeutigkeit noch die Stetigkeit und Endlichkeit ge­
fordert; es hat sich aber spater erwiesen, im Zusammenhang mit der 
statistischen Bedeutung der Funktion 1jJ, daB bei quantisierbaren Vor­
gangen die Endlichkeitsbedingung durch die Konvergenzbedingung des 
tiber den ganzen Raum erstreckten Integrals J 1jJ 1jJ* d V zu ersetzen 
ist. In dieser Bedingung, die wir in der Form 

J1jJ1jJ*dV= endlich (4b) 

schreiben konnen, ist das Verschwinden der Funktion 1jJ in unendlich 
entfernten Punkten von selbst vorausgesetzt. 

Das so gestellte Problem laBt sich nur flir bestimmte diskrete 
"Eigenwerte" der Energie W lOsen. Die diesen Eigenwerten Wl' 
W 2, ••• W'II' . • . zugehorigen Losungen 1jJl' 1jJ2' ... 1jJ'II' ... pflegt man 
als die "Eigenfunktionen" des Operators H zu bezeichnen. 

Die Eigenfunktionen 1jJ'II charakterisieren die verschiedenen statio­
naren oder gequantelten Zustande (im Sinne der BOHRschen Theorie); 
die Eigenwerte W'II stellen die entsprechenden gequantelten "Energie­
niveaus" dar. 

Wie schon im 1. Kap. (§ 14) auseinandergesetzt worden ist, bestimmen 
die Eigenfunktionen die verschiedenen Hohlraumeigenschwingungen, die 
im Koordinatenraum auftreten konnen. Die BOHR-SOMMERFELDSchen 
Quantenzahlen bedeuten dabei der Anzahl von Knotenflachen jeder 
Art. Der Index'll bei W'II oder 1jJ'II vertritt also die Gesamtheit der 
t Indizes nl, n 2 , ••• nf' die den entsprechenden Schwingungszustand 
geometrisch charakterisieren. 

Eine exakte "Obereinstimmung der SCHRODlNGER&chen Eigenwerte 
mit den entsprechenden BOHRschen Energieniveaus ist von vornherein 
nicht zu erwarten; trotzdem tritt sie in manchen Fallen ein; in anderen 
Fallen ergibt sie sich, wenn man ffir die Quantenzahlen no; halbzahlige 
Werte annimmt (s. unten IV. Kap.). 

Man muB ferner beachten, daB die HAMILTON-JACoBIsche Differen­
tialgleichung nur den angeniiherten Ausdruck ftir die wellenmechanische 
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Phasenfunktion liefem kann. Es ist nicht schwierig, auf Grund der 
SCHRODINGERSchen Gleichung (4) ein System von zwei Gleichungen 
ffir die Amplitudenfunktion A = 11jl I und die exakte Phasenfunktion q; 
auf Grund der Definitionsformel1jl = 11jl1 eirp aufzustellen. Dies lohnt 
sich aber kaum; denn es ist viel einfacher, die Funktion 1jl selbst zu 
bestimmen, woraus sich Itpl und q; ohne weiteres ergeben. 

In ganz grober Naherung kann man einfach 

2ni.! 
1jl = konst. e 11 

setzen und den klassischen Ausdruck ffir S benutzen. In denjenigen 
Punkten, wo die Funktion S reell bleibt, behalt sie die Bede~tung der 
Phase; in anderen Gebieten, wo S komplexe oder imaginare Werte 
annimmt, bestimmt sie auch die Amplitude. In der klassischenMechanik 
sind solche Gebiete ausgeschlossen, denn sie entsprechen imaginaren 
Werten der Impulskomponenten. In der Wellenmechanik sind sie da­
gegen mit den reellen Gebieten voIlkommen gleichberechtigt. Sie er­
weisen sich dabei als besonders wichtig fUr den Verlauf der Dichte­
funktion 1jl 1jl*. 

§ 2. Statistisehe Mittelwerte ffir die stationaren Zustande und 
Vergleieh mit den zeitliehen Mittelwerten der klassisehen 

Meehanik. 
Wir fassen eine bestimmte Eigenfunktion 1jln des betrachteten 

Problems ins Auge und normieren sie "auf 1", d. h. durch die Be­
dingung 

(5) 

die sich offenbar (wegen der Linearitat der SCHRODlNGERSchen Glei­
chung) immer erfiillen laBt. 

WenI\ die in den vorigen Kapiteln gegebene Deutung der GroBe 
1jln 1jl! d V aIs der Wahrscheinlichkeit ffir die durch das Volumelement d V 
bestimmte Lage (im FaIle eines Teilchens) oder Konfiguration (im 
FaIle eines komplizierteren Systems) zutreffend ist, so l~egt es nahe, 
durch die F ormel 

Fnn = fF1jln1jl:-dV 

den "statistischen Mittelwert" (oder "wahrscheinlichen Wert" oder 
auch "Erwartungswert") einer beliebigen Ortsfunktion F (Xl' ... Zn) zu 
definieren. Falls F keine Ortsfunktion, sondem ein Operator ist, .kann 
man die vorhergehende Formel durch die allgemeinere 

F n n = f 1jl: F 1jln d V 

ersetzen; dabei wird vcirausgesetzt, daB der Operator F nur auf den 
rechtsstehenden Faktor, d. h. auf die Funktion 1jln wirkt. Dieser Ansatz 
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HiBt sich unter anderem durch die Betrachtung des Spezialfalls F = H 
(HAMILToNscher Operator) rechtfertigen. Und zwar erhalt man dabei 
wegen H'tfln = W n· 'tfln: 

Hnn= Wn J'tfln'tfl;dV = W n· (5b) 

In der klassischen Korpuskularmechanik pflegt man statt solcher statisti­
scher Mittelwerte Zeitmittelwerte zu betrachten, die sich auf die Bewe­
gung eines bestimmten Teilchens oder Systems beziehen und ohne 
EinfUhrung von Exemplarenkontinua definiert werden konnen. Bei 
einer rein periodischen Bewegung mit der Periode T hat man einfach 

to+T 

F = ~ f Fdt 
to 

oder bei den bedingt periodischen (quasi-periodischen) Bewegungen 

+!. 
2 

F = Lim J Fdt. 
T->-oo T 

2 

(6) 

Den Fall vollkommen aperiodischer Bewegungen wollen wir hier auBer 
ach t lassen, und die Bezieh ung der Zeitmi ttelwerte (6) zu den sta tistischen 
Mittelwerten (5a) nur fUr bedingt periodische Bewegungen, die das 
eigentliche Anwendungsgebiet der bisherigen (BoHRschen) Quanten­
theorie bildeten, untersuchen. 

Dazu ist notig, die Abhangigkeit der Koordinaten Xl' .•• zn und der 
Impulse PIX' ... Pnz, die in der Funktion F als Argumente auftreten 
konnen (im Operator F sind die Impulse durch die entsprechenden 
Differentialoperatoren zu ersetzen), von der Zeit t naher zu betrachten. 

Die NEWToNschen Bewegungsgleichungen lauten, in der sogenannten 
kanonischen Form geschrieben (vgl. Kap. I, § 18): ' 

(7) 

Zur Homogenisierung der Schreibweise schreiben wir im folgenden 
statt Xl YlZl'··· xn YnZn Ql' Q2' Q3'··· Q3n-2' Qan-l' Qan (3n =/) 
und statt PIX' ... Pnz PI' ... Pt. Die vorhergehenden Gleichungen 
nehmen dabei die Gestalt 

dPa __ DH 

dt - DQa' 
(7a) 

an. 
Wir fUhren nun neue Koordinaten Q~, ... Q, ein, die durch t Glei­

chungen von deT Form 

Qp = Qp (Q1'··· Q,) oder Qa = Qa (Q~, ... Qf) (a, (3 = 1,2, ... f) (8) 

bestimmt sein mogen. Die neuen Impulse P~, ... P, definieren wir dabei 
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nach den Formeln 
t t I 

P' as ~as aQ", ~P aQ", 
{J = aQ' = L.J aQ", aQ' = L.J "aQ' 

II a=1 II a=1 ,I 

oder P ~P' aQa 
"=L.J PaQ' 

P=1 a 

(8 a) 

die die Kenntnis der Wirkungsfunktion 5 offenbar nicht voraussetzen. 
Es laBt sich dann leicht zeigen, daB diese neuen Koordinaten und Im­
pulse einem Gleichungssystem von derselben Gestalt wie (7 a) 

dP~ = aH' dQ~ = aH' 
dt aQa' dt ap~ ({3=1,2 ... /) (9) 

genugen, wo H' die neue HAMILToNsche Funktion bedeutet, die sich 
ergibt, wenn man in der urspriinglichen Funktion H (Q, P) die alten 
Koordinaten und Impulse durch die neuen nach den Formeln (8) und 
(8a) ausdruckt. Die durch diese Formeln definierte Transformation 
heiBt eine "Punkttransformation". Sie ist ein Spezialfall der so­
genannten "Kontakttransformationen" oder kanonischen Transforma­
tionen, welche dadurch ausgezeichnet sind, daB sie die Gestalt der 
kanonischen Gleichungen invariant lassen. Diese Transformationen 
lassen sich durch die Formeln 

Q' a(/J 
P=ap' 

8 
(9 a) 

definieren, wo (j)(Q, PI) eine ganz beliebige Funktion der ursprunglichen 
Koordinaten und der neuen Impulse bedeutet. Setzt man speziell 

so ergibt sich nach (9a) 

t 
(j) =.2P/J'/p(Ql'·· ·Qf}, 

P 

Q'p = /p (Q1"" Qf), P ~P' aQa 
"=L.J PaQ' P a 

was der Punkttransformation (8), (8a) entspricht. 
DaB die ursprunglichen kanonischen Gleichungen (7a) sich wegen 

(9a) in die Gleichungen (9) transformieren mussen, kann folgender­
maBen bewiesen werden. 

Wir bilden das vollstandige Differential der Funktion (j), das einer 
virtuellen (von der wirklichen Bewegung vollkommen unabhangigen) 
Anderung der Variablen Q, P' entspricht: 

1J(j) = z:~'" IJQ" + Z :~ IJP'p = .2P"IJQ", + .2Q'pIJP'p 

und differenzieren diesen Ausdruck nach der Zeit. Sodann bilden wir 
die Zeitableitung von (j) 

d(/J = ~P dQa + ~Q' dP~ 
dt L.J" dt L.J P dt 

und nehmen die Variation davon. Durch Subtraktion der sich dabei 
ergebenden Ausdrucke voneinander erhalt man mit Rucksicht auf die 
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Man hat also bei 
H(P,Q) =H'(P',Q') 

- flH' = - .2(:~' flQp + ::: flPp) = ~(d:: flQp - dJ: flPp). 
p It It 

Daraus folgen, wegen der Willkiirlichkeit der Variationen flQp und 
flPp, die Gleichungen (9). 

Eine besondere Rolle spieIt diejenige kanonische Transformation, 
bei welcher die transformierte HAMILToNsche Funktion H' nur von den 
Impulsen P', nicht aber von den Koordinaten Q' abhangt. Solche 
Koordinaten pflegt man als zyklisch zu bezeichnen. Die Gleichungen (9) 
reduzieren sich in diesem Fall auf 

Pp = konst., 

d.h. 

dQ' aH' Tt = ap' = £Op = konst., 
a 

Qp = £Op t + !pp. 

Wenn die erzeugende Funktion r:p bekannt ist, ist das mechanische 
Problem als gel6st anzusehen, denn die urspriinglichen Koordinaten 
und Momente driicken sich dabei nach den Gleichungen (9a) als Funk­
tionen der Zeit, die auBer t nur Konstanten - Pp, £Op und !pp - ent­
haIten, aus. 

Es ist nun leicht einzusehen, daB diese ausgezeichnete erzeugende 
Funktion die Wirkungsfunktion S ist, aufgefaBt als Funktion von 
Ql' ... Qf und von irgendwelchen f Konstanten, die bei der Integration 
der HAMILTON-JACoBIschen Gleichung notwendig auftreten. Man kann 
dabei - sofern es sich um bedingt periodische Bewegungen handeIt -
die Integrationskonstanten durch die Periodizitatsmoduln der Wir­
kungsfunktion Jrr. = [Srr.] in bezug auf irgendein System von separier­
baren Koordinaten Ql' ..• ,Qf (die wir nicht naher zu: betrachten 
brauchen) ausdriicken und diese neuen Konstanten als die transfor­
mierten Impulse betrachten (Pp = Jp). Die entsprechenden zyklischen 
Koordinaten heWen die "Winkelvariablen" des betrachteten Problems. 
Wir wollen sie mit wp (= Qp) bezeichnen. 

Man hat also 

Wp = £opt + !Pp. 

aH' 
£Op = aJIt- = konst. (H' = W) 

(10) 

(lOa) 
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as 
wp = aj . 

d 

III, § 2. 

(lOb) 

Die Koordinaten Qa sind periodische Funktionen der Verander­
lichen wp - dies folgt aus dem vorausgesetzten bedingt periodischen 
Charakter der Bewegung. 

Wir fUhren nun fUr einen Augenblick noch die Separationskoordi­
naten qI' ... q, ein. Als Funktion der letzteren ausgedriickt nimmt S 

f 
die Gestalt S =.2 Sa (qa, Jv ... Jf) an. Einer zyklischen Anderung 

a=l 

der Koordinate qa (vgl. § 1) entspricht nach (lOb) eine Anderung 

der Koordinaten Wp urn Lla wp = Llo: ~~;. Es gilt folglich wegen 

Lla Sa = [Sa] = Jo:: 
LI w _ a j a _ {I bei IX. = (3 

0: P - ajp - 0 bei IX. += (3. 

Diese Formeln zeigen, daB bei einem Zuwachs von irgendeiner Winkel­
variable wp urn den Betrag 1 bei konstant gehaltenen Werten der iibrigen 
w die Wirkungsfunktion S gerade den Zuwachs J p erhalt, der der 
zyklischen Anderung der Separationskoordinate qp, d. h. dem Riickkehr 
des betrachteten Systems in die urspriingliche Konfiguration langs 

. (3K " elner " - urve . 
Daraus folgt, daB die Koordinaten Qp und Impulse Po: als Funktionen 

der Winkelkoordinaten in der Gestalt von mehrfachen (im allgemeinen 
j-fachen) FOURIERSchen Reihen mit Perioden, die samtlich gleich 1 
sind, ausgedriickt werden konnen. Dasselbe gilt selbstverstandlich fiir 
jede Funktion F (Q, P). Wir gelangen so zu der folgenden harmonischen 
Reihenentwicklung 

F = .2 Fk" ... k/e 2ni(klWl+k,W,+ ... +k/w/) , 
k" ••• kj 

(11) 

wo kI' ... k, ganze Zahlen sind, die aile Werte von - OC! bis + OC! 

durchlaufen, und F k" ..• kj gewisse fUr die Funktion F charakteristische 
Entwicklungskoeffizienten. Setzt man statt w p ihre Ausdriicke nach 
(lOa) ein, so erhalt man 

F = .2 Ck" ... k, e2ni(k,w, +k,w,+ ... +kjw/)t, 
k" ••• kj 

(11 a) 

wo die C k neue Entwicklungskoeffizienten bedeuten, die man als 
Amplituden von verschiedenen harmonischen Schwingungen auffassen 

kann, wahrend _ k + k + + k (lIb) W - 1 WI 2 W 2 • • • f w, 
die Frequenzen dieser Schwingungen sind. Die GraBen wp, d. h. die der 
Winkelkoordinaten zugehorigen Geschwindigkeiten, stellen also die 
Grundjrequenzen des betrachteten mechanischen Systems dar. 
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Wir konnen nun zu der am Anfang dieses Paragraphen gestellten 
Aufgabe, der Bestimmung des Zeitmittelwertes von F, fibergehen. 
Diese Aufgabe HiBt sich auf Grund der Formel (11a) sofort 1i:isen. Und 
zwar muB der gesuchte Zeitmittelwert offenbar gleich demjenigen 
Amplitudenkoeffizienten in (11 a) sein, ffir welchen die Schwingungs­
frequenz (.() verschwindet - oder der Summe solcher Koeffizienten, 
wenn die Gleichung (.() = 0 fiirmehrere verschiedene Kombinationen 
der Zahlen kl' ... kf erfiillt ist. 

Nun ist es klar, daB dieser Mittelwert nicht nur durch die Formel (5), 
sondern ebensogut durch das mehrfache Integral 

1 1 

F= f.. ·fF dwl ,··. dwf • (12) 
o 0 

das fiber den "Periodenkubus" im Koordinatenraume der Winkel­
variablen zu erstrecken ist, dargestellt werden kann - wobei F als 
Funktion der Winkelvariablen durch die Formel (11) gegeben ist. 

Der Ausdruck (12) hat seiner Gestalt nach die Bedeutung eines 
statistischen Mittelwerts. Er entspricht in der Tat 'einer Mittelung fiber 
die verschiedenen Exemplare des betrachteten Systems, bei einer kon­
stanten Exemplarendichte im Raume der Winkelkoordinaten. Seine 
zahlenmaBige Dbereinstimmung mit dem Zeitmittelwert von F ffir ein 
bestimmtes Exemplar bedeutet, daB die bei der Bewegung eines solchen 
Exemplars beschriebene Kurve diesen Raum gleichmaBig erfiilltl. 

Wir konnen jetzt von den Winkelkoordinaten zu unseren ursprfing­
lichen rechtwinkligen Koordinaten Q zurfickkehren. Nach dem be­
kannten Satz von JACOBI erha,lt man dabei 

F = fF DdV, (12a) 
(fh 

wo 

D= 

aWl aWl 
aQI ' .,., a Qt 

aW, aWl 
aQI' ... , aQt 

ist. Nach (lOb) laBt sich diese Funktionaldeterminante in der Form 

darstellen. 

azs azs 
all aQI • ... , 8jl aQt 

D= 
a2s azs 

alt aQl ' ... , alt aQ, 

(12b) 

I Diese Bedingung ist bei "nicht entarteten" Bewegungen erfiillt. Bei einer 
f'-fachen Entartung reduziert sich das Bewegungsgebiet auf ein Kontinuum von 
t - f'-Dimensionen. 

Frenkel, Wellenmechanik. 10 
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Das Volumelement dV bedeutet bloB das Produkt dQl ... dQ, = 
dV 1 ••. d V n und das Integrationsgebiet (V) entspricht dem "Perioden­
kubus" des w-Raumes. Die Grenzen dieses Gebiets werden von den­
jenigen Punkten gebildet, an denen die Wirkungsfunktion 5 komplex 
oder imaginar wird. Da innerhalb V 5 reell bleibt, so kann man 

D='IjJ'IjJ* 

setzen, mit dem folgenden Naherungsausdruck fill die Funktion 'IjJ: 

(12c) 

VAN VLECK hat durch unmittelbare Losung der SCHRODINGERSchen 
Gleichung (nach einem hier nicht naher zu betrachtenden Naherungs­
verfahren) gezeigt, daB die Formel (12c) wirklich als eine Naherungs­
formel fUr die SCHRODINGERSche Wellenfunktion anzusehen ist, die nicht 
nur im "Realitatsbereiche" der Funktion 5, sondern im ganzen 
Koordinatenraum giiltig bleibtl. 

Damit ist der Beweis erbracht, daB der nach der Wellenmechanik 
bestimmte statistische Mittelwert irgendeiner Funktion fUr einen ge­
gebenen stationaren Zustand mit dem zeitlichen Mittelwert der klassi­
schen Korpuskularmechanik iibereinstimmt. 

Zur Erlauterung dieser Tatsache mag der V irialsatz dienen, der 
durch die bekannte Formel 

- ~ (au au---;cau) 
2 T =.L.J a xk + a y" + a Zk 

k=l %" y" Zk 
(13) 

ausgedriickt wird. T bedeutet hier die kinetische Energie des betrach­
teten Systems, dessen Bewegung dabei als bedingt periodisch voraus­
gesetzt wird. Diese Formel ergibt sich folgendermaBen: wir multipli­
zieren die NEWToNschen Bewegungsgleichungen 2 

d 2 x" au 
mk dt2 = - ax" usw. 

mit den entsprechenden Koordinaten und schreiben 

d 2 x" d ( dXk) (dX,,)2 X/c dt2 = dt x/c([i - ([i . 

Durch Addition der so transformierten Gleichungen erhalten wir 

:t 1) m/c (x/c d;; + ... ) -1)mk [(d;:Y + ... J 
k k 

1 Es sei bemerkt, daB auBerhalb dieses Bereiches die Funktion 1J! im all­
gemeinen sehr rasch abnimmt. 

2 Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB kein auBeres Magnetfeld vor­
handen ist. 
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Daraus folgt, durch Mittelwertsbildung in bezug auf die Zeit mit Ruck­

sicht darauf, daB der Mittelwert von :t.2 mk (Xk ddXt + ... ) ver­

schwindet, die Formel (13). - Ersetzt man die kinetische Energie T 
durch die Differenz W - U und nimmt an, daB die potentielle Energie 
eine homogene Funktion s-ten Grades der Koordinaten ist, so reduziert 

sich die Formel (13) auf die Gestalt 2 (W - U) = s U oder 
- 2 
U=-2 W , s+ 

Dasselbe Ergebnis HiBt sich, und zwar in der Form 
2 

Unn = s+2 Wn 

oder in der allgemeinen Form 

Wn = Unn + ; [.2(~~ x k + .. ·)tn' 

(13a) 

(13b) 

aus der SCHRODINGERSchen Gleichung durch statistische Mittelwerts­
bildung ableiten. Wir betrachten beispielsweise den einfachsten Fall 
eines eindimensionalen wellenmechanischen Problems, das durch die 
Gleichung 

d2 "'" 8n;2 m dX2 + --g:- (Wn - U) '1fJn = 0 

charakterisiert wird. 

Multipliziert man diese Gleichung mit x d:: und die konjugierte 

Gleichung d;:; + 8:2
2 m (W n - U) '1fJ! = 0 mit x dd~" und addiert sie 

zueinander, so erhalt man 

d (d",,,d,,,~) 8n;2 mW d ( * 8n;2m U d ( *) 0 
X dx a:;;-----;rx + --g:- nX dx '1fJn'1fJn) - ~ X dx '1fJn'1fJn = . 

Daraus ergibt sich durch partielle Integration uber x, mit Rucksicht 

auf die Grenzbedingungen ('1fJn = 0 und dd:" = 0 ffir x = ± (0) 
+ao 

_Sd1J!"d",~ d _ 8n2m W S * d + 8n2ms * d(Ux) d = 0 
dx dx X h n '1fJn'1fJn x h2 '1fJn'1fJn dx X 

_00 

oder wegen (5) und (5a) (mit dV = dx) 

+ao 

Sd",,,d"'~dx+8n2m[W _(d(UX)) J=O. 
dx dx. h2 n dx nn 

-ao 

Weiter ergibt sich durch Multiplikation der SCHRODINGERSchen Glei­
chung mit '1fJ! 

+ao 

f *d2"'''d 8n2ms(W U) *d-O '1fJn dx2 X + --g:- - '1fJn'1fJn x - • 

10* 
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Daraus folgt durch partielle Integration 
+ro 

_fdipndip;( d + 8n2 m (W - U ) = ° 
dx dx X h2 n nn . 

Es gilt also 

oder 2 Wn = 2 Unn .+ (x~~)nn' 
Dies ist aber gerade die Formel (13b) fur den von uns betrachteten 
Spezielfall1. 

§ 3. Nicht-quantisierbare stationare Zustande; Orthogonalitats­
und. N ormalitatsbedingungen. 

Die BOHRsche Quantentheorie beschaftigte sich ausschlieBlich mit 
periodischen oder quasi-periodischen Bewegungen, denn fUr nicht­
periodische Bewegungen verlieren die BOHR-SOMMERFELDschen Quanten­
bedingungen jeden Sinn. Fur so1che Bewegungen sollte man dem­
entsprechend aIle Werte der Energie als zulassig ansehen. Man erhielt 
also in dies em Fall statt diskreter "gequantelter" Energieniveaus 
kontinuierliche Encrgiespektra. 

In der Wellenmechanik kommen ebenfalls neben den bisher unter­
suchten diskreten Losungen der SCHRODINGERSchen Gleichung 

(H - W) 1jJ =0, 

die eindeutig, stetig und "quadratisch integrierbar" - im Sinne der 
Konvergenzbedingung (4b) - sind, noch andere Losungen vor, die zwar 
endlich sind, doch der letzten Bedingung nicht genugen und die eine 
kontinuierliche Reihe von W-Werten bilden. Es sei bemerkt, daB in 
diesem Fall die GroBe \1jJ \2 ihre tibliche Bedeutung als Wahrscheinlich­
keitsdichte (fUr die verschiedenen durch das Volumelement d V des 
Koordinatenraumes definierten Konfigurationen) verliert, denn das 
Integral dieser Wahrscheinlichkeitsdichte, erstreckt tiber den ganzen 
Raum, gleich 1 sein sollte. Bei so1che~ Bedingungen kann die GroBe \1jJ \2 

nur als Exemplarendichte behandelt werden (bei unendlicher Gesamt­
zahl der Exemplare). 

Ein und dasselbe Problem, d. h. ein Problem, das durch denselben 
HAMILToNschen Operator H bestimmt ist, kap.n glekhzeitig beide 
Typen von Losungen fUr verschiedene oder sich teilweise tiber­
deckende Intervalle des Energiespektrums besitzen. Beim Wasserstoff­
atom hat man z. B. neben den diskreten Eigenfunktionen 1jJl' 1jJ2' ••. , 

die einer diskreten Reihe von negativen Eigenwerten W n = - ~1:1 
1 Der angefiihrte Beweis riihrt von B. FINKELSTEIN her. 
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angehoren und den elliptischen Bewegungen des Elektrons entsprechen 
(vgl. Kap. I, § 14), noch eine kontinuierliche Reihe von Funktionen 1jl (J), 
die fUr ieden positiven Wert der Energie (von 0 bis (0) existieren und die 
den Hyperbelbewegungen der klassischen Korpuskularmechanik ent­
sprechen. Bei komplizierteren Atomen erstreckt sich das kontinuier­
liche Spektrum der Funktionen 1jl (J) teilweise in das Gebiet des 
diskreten Spektrums der Eigenfunktionen 1jln hinein; so kann z. B. 
ein Heliumatom bei einer teilweisen Ionisation eine kontinuierlich 
veranderliche negative Energie besitzen, die mit der Energie einer dis­
kreten Reihe von angeregten Zustanden des neutralen Atoms tiberein­
stimmt. 

Die Tatsache, daB die "kontinuierlichen Eigenfunktionen" 1jl (J) 
der Konvergenzbedingung (4b) nicht gentigen und daB die letztere 
ffir die diskreten Eigenfunktionen charakteristisch ist, laBt sich in Ver­
bindung mit der schon im Kap. I, § 17 erwahnten Orthogonalitats­
eigenschaft f 1jl~ 1jln d V = 0 ableiten. 

Wir wollen zunachst diese Eigenschaft als Folge der Konvergenz­
bedingung (4 b) und des sogenannten "selbstadjungierten" Charakters 
des HAMILToNschen Operators beweisen. Diese "Selbstadjungiertheit" 
der Gleichung (H - W) 1jl = 0 wird durch die folgende allgemeine 
Beziehung ausgedrtickt 

F H F F H* F atpl atpa atpl ) 
1 2 - 2 1 = aQl + aQa + ... + aQ,' (14 

wo F1 und F2 zwei .beliebige (stetige) Funktionen der rechtwinkligen 
Koordinaten Q1' ... Qf sind. Die rechte Seite von (14) kann man als 
eine f-dimensionale Divergenz auffassen. 

Das tiber einen endlichen Bereich des Koordinatenraums erstreckte 
Integral dieser "Divergenz" laBt sich in ein Integral tiber die entspre­
chende Grenzflache transformieren1. Wenn man nun diese Flache ins 
Unendliche verschiebt, d. h. die Volumintegration tiber den ganzen 
Raum erstreckt, so muB bei der Voraussetzung, daB die Funktionen F1 
und F2 geniigend rasch abnehmen, dieses Flachenintegral gegen Null 
streben. Man erhalt also in diesem Fall 

(14 a) 

Es ist nun leicht einzusehen, daB die Bedingung (14) ffir den 
HAMILToNschen Operator tatsachlich erfUllt ist. 

1 Man hat namlich 

S' ~ atpa dv=Jf···f atpl-dQldQa'" dQI + ... 
£.; aQa aQl 

= r . j(tp;'- tpi) dQa .. · dQI + .. " 
wo tpi und tp'{ die Grenzwerte der Funktion tpl auf der betrachteten Oberflache sind 
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Bei Fehlen auBerer magnetischer Krafte reduziert sich dieser Operator 
auf die Gestalt 

f 1 (h 8)2 
H= 2) 2moc 2ni 8Q" + U. 

oc=l 

Man hat also mit Riicksicht auf H* = H: 

hI f 1 8 (8F 8F ) 
FI HFs-F2HFI= 4nB 2) 2moc 8Q" Fs 8Q: -FI 8Q: . 

oc=l 

Wenn dagegen ein (zeitlich konstantes) Magnetfeld vorhanden ist, 

muB man den Operator 2~i 8~,,' durch die Differenz 2~i 8~" - Goc 
ersetzen. Man erhalt in diesem Fall nach leichter Rechnung: 

F1 HF2-F2H*F1 = 

h2 ~ 8 1 (8F1 8Fa 4n i ) 
4n2~ 8Q" -2moc F28Qoc -FI8Qoc +TFI F2GOC' 

(14b) 
oc=l 

Dadurch ist die "Selbstadjungiertheit" der SCHRODINGERSchen Glei­
chung bewiesen. 

Setzt man nun FI = "P! und F2 = "Pn' so ist die obige Konvergenz­
bedingung [wegen der Voraussetzung (4b)] ebenfalls erfiillt. 

Foiglich gilt 

f("P!H "Pn -"PnH*"P!) dV = 0 

oder wegen (H - Wn) "Pn = 0 und (H* - W m) "P! = 0 (die Eigenwerte 
miissen offen bar reell sein, s. unten § 8) : 

Bei W n =1= W m folgt daraus die Orthogonalitatsbeziehung 

f "P!"Pn dV = O. (15) 

Bei W m = W n ("Entartung") gilt die Orthogonalitatsbeziehung im 
allgemeinen nicht. Man kann aber dann die Funktionen "Pm und "Pn 
durch zwei andere daraus gebildete Funktionen 

ersetzen und die Koeffizienten y so wahlen, daB diese neuen Funktionen 
zueinander orthogonal werden. Wesentlich ist dabei die Tatsache, daB 
"P'm und "P' n ebenfalls Losungen der Gleichung (H - W) "P = 0 -
und zwar fiir denselben (doppelten) Eigenwert W = W m = W n - sind. 

Eine solche "Orthogonalisierung" der Losungen der Gleichung 
(H - W) "p = 0 laBt sich auch bei "mehrfacher Entartung" durchfiihren, 



Nicht-quantisierbare Zustande; Orthogonalitats- und N ormalitatsbedingungen. 151 

d. h. beim Zusammenfallen der Eigenwerte W = WI = W 2 = ... = W,. 
flir beliebig viele verschiedene Funktionen "PI' "P2"" "Pr' Die Ver­
schiedenheit oder genauer die Unabhiingigkeit dieser Funktionen wird 
durch die Forderung bestimmt, daB keine von ihnen als lineare Kom­
bination der anderen dargestellt werden kann, d. h. daB eine identische 
lineare Beziehung von der Gestalt 

YI "PI + Y2"P2 + ... + Yr"Pr = 0 

ftir keine Werte der Koeffizienten Y moglich ist. 
Unter dieser Bedingung kann man leicht ~ und zwar auf unendlich 

viele Weisen - ein System von r neuen unabhangigen Eigenfunktionen 

"PTe = YTcl "PI + Yk2"P2 + ... + Yk,."Pr (15a) 

konstruieren, die zu demselben r-fachen Eigenwert wie die ursprting­
lichen gehoren und die zueinander orthogonal- im Sinne der Formel (14) 

- sind. Die Orthogonalitatsbedingungen liefern ! r (r - 1) Beziehungen 

zwischen den r2 Koeffizienten y. 
Wir konnen also die Orthogonalitatsbeziehungen (15) immer als er­

filllt betrachten - unabhangig davon, ob eine Entartung besteht oder 
nicht. 

Bei m = n erhalten wir statt (15) die Konvergenzbedingung (4b) 
Da die Funktion "Pn wegen der Linearitat der Gleichung (H - W n) "Pn = 0 
nur bis auf einen willktirlichen Proportionalitatsfaktor bestimmt ist, 
konnen wir diese Bedingung in der Form schreiben 

f "P!"Pn dV= 1. (15b) 

Diese Formel wird als Normierungsgleichung bezeichnet; die Funk­
tionen "Pn heiBen dabei "auf 1 normiert". 

Wir gehen jetzt zu den "kontinuierlichen" Funktionen "P (J) tiber. 
Sie lassen sich durch einen oder mehrere stetig veranderliche Parameter 
charakterisieren, die wir im folgenden durch I bezeichnen werden. 
Die Anzahl der durch I vertretenen Parameter 11' 12' . .. (falls nur 
solche vorkommen), ebenso wie die Anzahl der durch n vertretenen 
Indizes, muB mit der Anzahl t der Freiheitsgraden des betrachteten 
Systems iibereinstimmen. Die Energie W muB dabei als stetige Funktion 
aller dieser Parameter W(JI' 12'" .) = W(J) betrachtet werden. 

1m allgemeinen hat man es in der Wellenmechanik mit Funktionen von 
intermediarem oder gemischtem Typus zu tun, die durch einige Indizes 
nl , n2 , ••• ng undeinige stetig veranderlicheParameter IU+l' Ig+2"" If 
charakterisiert werden. Solche Funktionen "Pfl (J) = "P,It, ... fig (111 +1, .. .If) 
entsprechen teilweise quantisierbaren Zustanden, deren Energie in 
der Form Wn(J) dargestellt werden kannl. 

1 Dies sind z. B. die Zustande eines teilweise ionisierten Atoms. 
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Wir werden diesen allgemeinen Fall nicht betrachten und 
neben den diskreten Funktionen nur die rein kontinuierlichen un­
tersuchen. 

Ware die Konvergenzbedingung (4b) auch fUr sie gultig, so muBte 
die Orthogonalitatsbeziehung f "P* (J) "P (J') d V = 0 bestehen, und 
zwar fUr beliebig kleine Werte der Differenz I -!" jedenfalls unter 
der Bedingung w' - W =l= 0 (W' = W (J')). Man Mtte dann eine 
sprunghafte !nderung des Integrals f"P* (J) "P (J/) dVbei J' - I =0, 
was der Stetigkeit von "P (J) als Funktion von I widerspricht. 

Dieses Resultat HiBt sich gewissermaBen schon aus rein physika­
lischen Grunden verstehen. Die im § 12 Kap. I angefuhrlen Betrach­
tungen beztiglich der "prinzipiellen Unbeobachtbarkeit" der exakten 
Werle der Koordinaten und Impulse gelten auch fUr die kontinuierlich 
veriinderlichen Parameter I (die man als verallgemeinerte Impulse 
ansehen darf). Dementsprechend muB man statt der exakten Werle der 
Funktionen "P(J) fUr die einze1nen "I-Punkte" passend normierle 
Mittelwerte dieser Funktionen fUr kleine Bereiche LJ I des I-Raumes 
in Betracht ziehen. Es 1iiBt sich 1eicht beweisen, daB diese gemittelten 
Funktionen, ebenso wie die diskreten Eigenfl1nktionen, quadratisch 
integrierbar sind. FUr die entsprechenden unscharf bestimmten Zustiinde 
kann man in der tiblichen Weise die Konfigurationswahrscheinlich­
keiten definieren und die Orthogona1itiitsbeziehungen aufstellen. Wir 
teilen also den f-dimensionalen I-Raum in sehr kleine Bereiche LJ In 
(n = 1, 2, 3, ... (0) ein und betrachten statt der Funktionen "P (J) ihre 
Integrale tiber diese Bereiche f"P (J) d I = CfJn' Die Funktionen CfJn' die 

(AJ,,) 

die Mittelwerte von"P (J) fUr die betreffenden Bereiche charakterisieren, 
lassen sich ungefiihr in derselben Weise behandeln wie die diskreten 
Eigenfunktionen "Pn' Solange die Bereiche LJ In und LJ I m endlich 
sind und sich nicht tiberdecken, gilt die Orthogonalitatsbeziehung 
f CfJ! CfJm d V = O. Ebenso gilt fUr denselben Bereich die Konvergenz­
bedingung f CfJ! CfJn d V = endlich. Es ist aber leicht zu zeigen, daB bei 
Verkleinerung des Bereiches LJ In dieses Integral gegen Null strebt, 
wobei das VerhiiltnisfCfJ:CfJndV:LJIn endlich und von der Wahl 
von LJ In unabhangig bleibt. FUhrt man statt CfJn die Funktionen 

tpn = 1 CfJn ein, so kann man die Normierungs- und Orthogonalitats-
fLl] .. 

beziehung ffir die Funktionen "P (J) in der Gestalt schreiben: 

lim f-* - dV = {I bei n = m I 
AJ-+O "Pn "Pm 0 bei n =l= m 

"ifn = 1 f"P (J) dI· 
fLl] .. 

(AJ,.) 

(16) 
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Dasselbe Verfahren laBt sich auch auf die Eigenfunktionen von 
gemischtem Typus 1jJn (J) anwenden. Setzt man namlich 

so wird 

_1 f (J)dJ= - I l'Lllk 1jJn 1jJnk' 
(Llh,) 

lim fw* w dV = {1 bei n = m und k = t. 
LI/-+O "l'nk "l'mZ 0 sonst 

(16a) 

Zur Erlauterung der Formeln (16) wollen wir sie auf die Funktionen 
anwenden, die die kraftefreie eindimensionale Bewegung charakteri­
sieren und durch die Gleichung 

(17) 

bestimmt werden. Als Parameter J wahlen wir dabei die GroBe 
f2mW . (1 mv) 
-h- = k, d. h. dIe Wellenzahl T = T . Die Losung von (17) 

schreiben wir in der Form 

(17a) 

Wir beschranken uns also auf Wellen, die sich in der positiven x-Rich-
. _i2", (me. + W)t 

tung fortpflanzen, und lassen den Zeitfaktor e 11 weg (so daB 
1jJ (k) eigentlich nur die Schwingungsamplitude bedeutet). 

Betrachtet man e als eine langsam veranderliche Funktion von k, 
so wird: 

k.+!Llk ko+!Llk 

fPo = J"1jJdk = e(ko)Ie2ltihdk = e (ko) e2"'ikoZsinnLl~. n·x 
ko-!Llk ko-!Llk 

Man hat also 
+ <Xl 

}k II fPol2 dV = Ie (ko) 12 LimLJ k I dx ei:~~ ~ xy 
-<Xl 

+ <Xl 

= Ie (ko) 12 !Iei:~r dg = Ie (ko) 12, 
-<Xl 

d. h. nach (16) 
(17b) 

Es sei bemerkt, daB die Normierungsgleichung (16) nur den Modul 
des Koeffizienten e bestimmt; man kann ibn noch mit einem willkiir­
lichen Faktor von der Gestalt eiy(k) multiplizieren [dasselbe gilt fiir die 
Beziehung (15b)]. 
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Ebenso findet man fUr zwei Intervalle L1 ko und L1 kl urn die verschie­
denen Mittelwerte ko und k l : 

Setzt man der Einfachheit halber L1 kl = L1 ko (kl =l= ko!), so nimmt 

das Integral : k f !Pt!PI d V die Gestalt 

(.; = nL1k ·x) 

an. Da bei L1 k -? 0 klLl~ ko unendlich groB wird, so muB dieses Integral 

im Limes gleich Null sein. 
Neben den Orthogonalitatsbeziehungen (15) und (16) muB man 

im allgemeinen noch Orthogonalitatsbeziehungen von der Form 

J "P;'''P (J) dV = 0 oder J "P* (J) "Pn dV = 0 (18) 

haben. Sie gelten selbstverstandlich nur bei einer geniigend raschen 
Abnahme der Produkte I "Pm II"P (J) I in unendlich entfemten Punkten des 
Koordinatenraumes. 

Wir werden im folgenden zur Vereinfachung und Homogenisierung 
der Schreibweise die stetig veranderlichen Parameter I als Indizes be­
nutzen, d. h. statt "P (J) und W (J), "P J und W J schreiben. Es ist 
femer in manchen Fallen bequem, als Parameter 10der einen der durch 
I dargestellten Parameter II' 12' ... die Energie selbst zu wahlen. 
In solchen Fallen werden wir den Index I bei W fortlassen. 

§ 4. Zusammengesetzte Sehwingungszusmnde; die Matrixelemente 
physikaliseher GroBen und die matrizentheoretisehe Behandlung 

der Quantenmeehanik. 
Die harmonischen Schwingungsvorgange - oder die ihnen ent­

sprechenden quantisierbaren und nicht quantisierbaren stationaren Zu­
stande - die durch die Gleichung (H - W) "P = 0 bestimmt werden, 
k6nnen durch Superposition einen komplizierten oder zusammen­
gesetzten Schwingungsvorgang bilden. Die einen solchen Vorgang cha­
rakterisierende Funktion 

(19) 

geniigt der allgemeinen SCHRODINGERSchen Gleichung 

(H+ 2 : i :t)"P=O, (19a) 
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die sich ergibt, wenn man 

•2n w: _ O(Q) -tli' fit 
1jJ.,.-1jJ.,. e , (19b) 

_i 2", (mlc' +m,c' + ···)t 
setzt; den gemeinsamen Zeitfaktor e h mit der 

konstanten Frequenz ! c2 (ml + m 2 + ... ) - die der Ruhenergie des 

betrachteten Systems entspricht - kann man dabei weglassen. 
]ede Losung der Gleichung (19a) HiBt sich umgekehrt in der Ge­

stalt (19) mit passend gewahlten Amplitudenkoeffizienten c" und cJ 

darsteilen. Es wird dabei vorausgesetzt, daB der Operato.r H die Zeit 
nicht enthiilt, sonst wiirde die Gleichung (19a) Partikularlosungen von 
der Gestalt (19b), die der spezieilen SCIIRODINGERSchen Gleichung 
(H - W) 1jJ = 0 genfigen, nicht zulassen. 

Wir betrachten nun die GroBe 

(20) 

wo die Integration fiber den ganzen Koordinatenraum zu erstrecken 
ist. Diese GroBe setzt sich aus drei Anteilen zusammen - namlich 
aus dem diskreten Anteil 

f dV .2 c~1jJ~.2c.,.1jJ" = .2.2c~c"f 1jJ~'PndV = .2c"c! 
m n m n n 

[nach·(15) und (15b)], dem "gemischten" Anteil 

f dV .2c~ 1jJ~f cJ'PJ d] = .2c~f d]cJf 1jJ~1jJJdV = 0 
m m 

[nach (18)], und dem "kontinuierlichen" Anteil 

f dV f cJ1jJJd] f cJ,1jJ~, dJ'. 

Urn den letzten Anteil zu berechnen, zerlegen wir die Integration 
nach ] und J' in einzelne sehr kleine Bereiche LI] k' LI] k' (vgl. oben). 
Dann nimmt dieser Anteil die Gestalt einer Doppelsumme 

.2.2cJv cJ",J dV q;; q;k' (q;k = f 'PJ d] = 1pk Y LI] k) 
k k' Ah 

an. Wegen der Orthogonalitats- und Normierungsgleichung (16) redu­
ziert sich diese Doppelsumme auf die einfache Summe .,2c;"CJ"LI]k, 

k • 

die wir offenbar durch das Integral f cjcJdJ ersetzen konnen. 
F olglich wird 

N = .2lcn l2 + flcJ l2 d] = konst. (20 a) 
n 

Das Integral f 1jJ 'P* d V ist im ailgemeinen konvergent, obwohl die 
Integrale f 1 'P J 12 d Vaile divergieren. 
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Vom korpuskularen Standpunkt aus kann die Superposition von 
verschiedenen stationaren Zustanden nach der Formel (19) nur einen 
statistischen Sinn haben. Und zwar muB man die verschiedenen Zu­
stande entweder verschiedenen Exemplaren des betrachteten mecha­
nischen Systems zuschreiben oder einem bestimmten Exemplar dieses 
Systems in verschiedenen Zeitpunkten. 

1m ersten Fall kann man die GraBen I cn l 2 und I C J\2 d J als die rela­
tiven A nzahlen der sich in den entsprechenden Zustanden oder Zustands­
bereichen befindlichen Exemplare auffassen oder auch als die relativen 
Wahrscheinlichkeiten dieser Zustande bzw. Zustandsbereiche; im zweiten 
Fall kann man statt der relativen Wahrscheinlichkeiten von relativen 
Haufigkeiten reden. 

Wir werden im folgenden stets an die erste, rein statistische Auf­
fassung ankniipfen, denn die zweite - geschichtliche - Auffassung 
setzt die Moglichkeit einer spontanen Anderung der Energie eines 
bestimmten Systems voraus - was mit der iiblichen korpuskular­
mechanischen Theorie der konservativen Systeme in Widerspruch 
steht. Die Zahl N muD dabei die in willkiirlichen relativen Einheiten 
gemessene Gesamtzahl alter Exemplare des betrachteten Systems bedeuten. 

Setzt man N = 1, so kann man die Zahlen Icn l2 und IcJ I2 dJ als 
absolute Zustandswahrscheinlichkeiten oder als relative Verteilungs­
zahlen betrachten. Dementsprechend definieren wir die GroBe 

(21) 

als den statistischen Mittelwert (oder wahrscheinlichen Wert oder auch 
"Erwartungswert") der durch die Funktion F oder den Operator F 
dargestellten physikalischen GroBe (die von der Zeit nicht explizit 
abhangen solI) fUr die durch die Funktion '1jJ oder die Zahlen c bestimmte 
Exemplarengesamtheit 1/ 

Die durch diese Formel dargestellte Mittelwertsdefinition ist die 
unmittelbare Verallgemeinerung derjenigen, die in § 2 fUr einen bestimm­
ten stationaren Zustand angegeben und untersucht worden ist. 

Setzt man in (21) den Ausdruck (19) fUr '1jJ ein; so erhalt man die 
folgende Formel: 

F= .2.2c:'cn F mn + .2[c:' J cJFmJdJ + Cm J cJ FJmdJ] I 
m n m (21a) 

+ J J cJ cJIFJJI dJ dJ' 

1 Der Operator Feiner GroBe, deren klassischer (korpuskularmechanischer) 
Ausdruck als Funktion der rechtwinkligen Koordinaten Qcx und der entsprechenden 
Impulse Pcx bekannt ist, ergibt sich in den einfachsten Fallen bloB durch Ersetzen 

h 0 
von Pcx mit 2:n; i oQa' So ist der Operator der kinetischen Energie z. B. 

" 1 (h 0 )2 T=.L..;2 ma 2:n;ioQa -Gcx (s.unten). 
ex 
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mit 

Fmn= f 1fJ;' F1fJn dV , 

FJm = f 1fJ; F1fJm dV , 

FmJ =f 1fJ;'F1fJJ dV, } 

FJJI = f 1fJ; F 1fJJldV. 
(21 b) 

Die GraBen (21 b) sind - da F die Zeit nicht explizit enthalt - harmo­
nische Zeitfunktionen von der Gestalt: 

2ni (Wm- W .. )t 2ni(Wm_ WJ)t 
Fmn=F~ne h 'FmJ=~Je h usw. (22) 

Die Amplituden FO ergeben sich aus den Formeln (21 b), wenn man dort 
die Funktionen 1fJ durch ihre Amplituden 1fJo ersetzt. Die GraBen (22) 
heiBen die Matrixelemente (oder Matrixkomponenten) der durch F dar­
gestellten physikalischen GroBe in bezug auf die entsprechenden Zu­
standspaare. Sie befriedigen - sofern F eine reelle physikalische GroBe 
darstellt - die folgenden sogenannten HERMITEschen Relationen: 

Fmn = F;m, FJm = F;'J' FJJI = F;'J' (22 a) 

Wir wollen beispielsweise die Matrixelemente der Energie, d. h. 
des HAMILToNschen Operators H betrachten. Es gilt dabei 

Hmn = f 1fJ;'H1fJn dV =J 1fJ;' Wn1fJn dV = Wn!-'P;'1fJn dV = 0 oder Wn , 
je nachdem m 9= n oder m = n ist; ferner 

HmJ = f 1fJ;'H 1fJJ dV = wJf 1fJ;'1fJJ dV = 0 
und 

Der letzte Ausdruck hat im allgemeinen keinen bestimmten Sinn. 
Integriert man ihn aber nach J und J' innerhalb der sehr kleinen Be­
reiche LI J k und LI J k', so erhaIt man 

f f HJJldJ dJ' = H MkAJTI = W' f dV qJ;: qJk' = 0 oder W'Ll J k' 
Al Alk' 

je nachdem die beiden Intervalle auseinanderliegen oder sich iiber­
decken. 

Es wird folglich gemaB (2la): 

H=.2lcnI2Wn+flcJI2WJdV. (23) 
n 

Diese Formel steht in Einklang mit der oben festgestellten statistischen 
Bedeutung der Zahlen Icnl2 und IcJI2 als Zustandswahrscheinlichkeiten 
(oder Verteilungszahlen). 

Den Mittelwert von H kann man offenbar mit der mittleren Energie W 
des betrachteten Systems in der durch die Funktion 1fJ oder die Ver­
teilungszahlen C bestimmten Exemplarengesamtheit identifizieren. 

Die Konstanz des Mittelwertes der durch den HAMILToNschen 
Operator dargestellten Energie entspricht der Konstanz dieser GroBe 
in der klassischen Korpuskularmechanik. Diese Dbereinstimmung 
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findet nicht nur bei der Energie statt, sondern bei jeder anderen physi­
kalischen GroBe, die nach der klassischen Mechanik bei der Bewegung 
des Systems konstant bleibt. Wellenmechanisch wird diese Konstanz 
durch das Verschwinden aller solchen Matrixelemente des betreffenden 
Operators charakterisiert, die von der Zeit (harmonisch) abhangen. 
Wenn die nichtdiagonalen Matrixelemente eines Operators F ver­
schwinden, kann man seine Diagonalelemente F n., = F." ebenso wie 
im FaIle von H, als die Eigenwerte der Gleichung (F - F.,)1fJ., = 0 
betrachten. Die Funktionen 1fJ., konnen dabei als die Eigenfunktionen 
der beiden Operatoren H und F betrachtet werden. 

Die Gesamtheit der Matrixelemente einer GroBe wird als Matrix 
dieser GroBe oder des sie darstellenden Operators bezeichnet. Eine 
Matrix zerfillt im allgemeinen in drei Matrizen, die aus den diskreten, 
gemischten und kontinuierlichen Elementen bestehen. Die diskrete 
Matrix laBt sich darstellen als ein unendliches quadratisches Schema 

F ll , F 12 , F 1S ' • 

F 2l , F 22 , F 2S ' ••• 

(Pmn) = F S1 ' F S2 ' F ss , ... 

... . .. 

Die Elemente, welche die Hauptdiagonale dieses Schemas bilden, 
heiBen die Diagonalelemente der Matrix. Eine Matrix, bei welcher aile 
anderen Elemente gleich Null sind, bezeichnet man als "Diagonal­
matrix" und speziell als "Einheitsmatrix", wenn die Diagonalelemente 
samtlich gleich 1 sind. Eine ebenso fibersichtliche Darstellungsweise 
ffir die gemischten und die kontinuierlichen Matrizen ist nicht moglich. 

Wir werden uns im folgenden auf die Betrachtung solcher zusammen­
gesetzten Schwingungszustande beschrlinken, die durch Superposition 
diskreter Eigenschwingungen entstehen, die also korpuskularmechanisch 
einer fiber die verschiedenen gequantelten stationaren Zustande ver­
teilten Exemplarengesamtheit entspricht. 

Eine durch die Funktion oder den Operator F dargestellte physi­
kalische GroBe kann dabei - in ihrem Mittelwert - vollkommen 
bestimmt werden durch die entsprechende diskrete Matrix (P mn) und 
die Amplitudenkoeffizienten Cn. Es gilt namlich gemaB (21 a) : 

F = " "c* c F ="" c* c ~ e2ni"mn' (24) £J """ m n 1IIn ..::::..; ~ m n flln , 
m n m n 

wo 

(24 a) 

die ffir das Matrixelement F m~ charakteristische "Schwebungsfrequenz" 
bedeutet. Diese Schwebungsfrequenzen, die durch Superposition von 



Zusammengesetzte Schwingungszustande; matrizentheoretische Behandlung. 159 

zwei harmonischen Schwingungsvorgangen (1Jlm und 1Jln) entstehen, 
lassen sich als die optischen SPektralfrequenzen (im Sinne der BOHR­
schen Theorie) auffassen. 

Eine Diagonalmatrix reprasentiert nach dem oben Gesagten eine 
zeitlich konstante GroBe. Eine so1che GroBe kann aber im allgemeinen 
auch durch eine nichtdiagonale Matrix dargestellt werden, falls die 
Schwebungsfrequenzen der nichtdiagonalen Matrixelemente verschwin­
den ("Entartung"). 

Wir wollen hier auf die Frage nach der physikalischen - genauer 
korpuskularmechanischen - Bedeutung der Matrixelemente nicht ein­
gehen und nur ihre mathematische Bedeutung ffir die Formulierung 
der wellenmechanischen - oder "quantenmechanischen" - Gesetze 
naher untersuchen. 

,Die in der allgemeinen Definition der (diskreten) Matrixelemente 

F mn = J 1Jl; F 1Jln dV 

auftretende GroBe F 1Jln laBt sich, wie man leicht sieht, in eine Reihe 
nach den verschiedenen Eigenfunktionen entwickeln, deren Koeffi­
zienten gerade diese Matrixelemente bilden. Setzt man n1imlich 

F 1Jln = .2 amn 1Jlm' 
m 

wo amn gewisse nur von der Zeit, nicht aber von den Koordinaten 
abhangige Koeffizienten bedeuten, so erh1ilt man durch (linksseitige) 
Multiplikation mit 1Jl; und Integration tiber den ganzen Koordinaten-
raum: 

d. h. a 1, n = F k n oder folglich: 

F1Jln = .2Fmn1Jlm· (25) 
m 

Es sei G ein neuer Operator (speziell eine Funktion der Koordina­
ten Ql' ... , Qf), der ebenso wie F die Zeit nicht explizit enthalten 
soIl, sonst aber ganz willkfirlich sein kann. Durch Anwendung dieses 
Operators auf die beiden Seiten von (25) ergibt sich: 

GF1Jln = .2Fmn G1Jlm = .2Fmn.2Gkm 1Jlk = .2(.2Gkm F mn)'Pk. 
m m k k m 

Andererseits gilt nach derselben Formel (25): 

GF1Jln = .2(GFhn'Pk' 
k 

wo (GFhn die Matrixelemente des zusammengesetzten Operators GF 
sind. Daraus folgt 

(GFhn = .2Gkm Fmn· (25a) 
m 
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Diese Formel zeigt, daB die Elemente der Matrix (GF) aus den 
Elementen der Matrizen G und F ohne Kenntnis der Eigenfunktionen 1{Jn 
berechnet werden kiinnen, und zwar in derselben Weise, wie die Elemente 
der Determinante, die man durch Multiplikation der den Matrizen G 
und F entsprechenden Determinanten erhalten wiirde (d. h. durch 
Kombinierung der Zeilen der ersten und der Spalten der zweiten Ma­
trix). Die Matrix GF wird dementsprechend als Produkt der Matrizen G 
und F bezeichnet. Urn die Verwechslung einer Matrix mit dem ent­
sprechenden Operator zu vermeiden, werden wir die Matrix von F 
mit I bezeichnen. Die durch die Formel (25a) definierte Matrixmulti­
plikation ist im allgemeinen nicht kommutativ. Das entspricht der 
Abhangigkeit eines zusammengesetzten Operators von der Reihen­
folge seiner Faktoren (d. h. von der Reihenfolge, in welcher die durch 
diese Faktoren bestimmten Elementaroperationen ausgefiihrt werden). 

Man hat z. B. bei F = Qle und G = a~k 
a a1p 

(GF - FG) 1{J = agio (Qle1{J) - Qle agk = 1{J, 

wo 1{J eine beliebige Funktion der Koordinaten bedeutet, d. h. 

GF-FG = 1 

oder, wenn man von den Operatoren zu den entsprechenden Matrizen 
iibergeht: 

wo 
1 0 0 ... 

1 0 ... 
1= 0 1 ... 

die Einheitsmatrix bedeutet. 
h a 

Setzt man G = Ple = 2ni ag1<' so findet man die folgenden Ver-

tauschungsre1ationen 

(26) 

ffir die Matrizen, die fUr beliebige (rechtwinklige) Koordinaten und die 
zugehorigen Impulse gelten. 

Die Matrizen einer Koordinate und irgend eines dazu nicht "kon­
jugierten" Impulses sind dagegen vertauschbar: 

(1 =\= k). (26 a) 
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Vertauschbar sind ebenfalls die Matrizen beliebiger Funktionen der 
Koordinaten allein oder der Impulse allein; insbesondere gilt: 

QkQ!-Q!Qk=O, PkP!-P!Pk=O. (26b) 

Die SCHRODINGERSche Gleichung fUr die Eigenfunktionen 

(H - W n) 'Ifln = ° 
HiBt sich nach (25) in der Gestalt 

2Hmn 'lflm - Wn'lfln = 2(Hmn -lmnWn) 'Iflm = 0 
m 

schreiben, wo mit "lmn die Elemente der Einheitsmatrix bezeichnet 
werden (lmn = 1 bei m = n und 0 bei m 1= n). Da die verschiedenen 
Funktionen 'Iflm als unabhangig voneinander vorausgesetzt sind, miissen 
ihre Koeffizienten in der vorhergehenden Summe samtlich verschwinden. 
Wir erhalten auf diese Weise das uns schon bekannte Ergebnis 

Hmn = lmn W n , (27) 
welches besagt, daB die Energiematrix eine Diagonalmatrix ist. 

Wenn die Gleichung (H - W) 'Ifl = 0 schon gelOst ist, d. h. wenn 
die Eigenwerte und die Eigenfunktionen des Operators H ermittelt 
sind, so miissen diese Beziehungen als ziemlich trivial erscheinen. Man 
kann sie aber, in Verbindung mit den Vertauschungsrelationen (26) 
bis (26b), zur Grundlage einer neuen, rein algebraischen Methode der 
Bestimmung beliebiger Matrizen machen, einer Methode, bei der die 
Eigenfunktionen - oder irgendwe1che andere Funktionen der Ko­
ordinaten - gar nicht in Betracht kommen und die nur mit Matrix­
elementen rechnet. 

Diese zuerst von HEISENBERG eingefiihrte und von BORN, HEISEN­
BERG und JORDAN entwickelte "Matrizenmethode" zur L6sung quan­
tenmechanischer Probleme verlangt nur eines: die Kenntnis der Energie­
matrix H als Funktion der Koordinaten- und Impulsmatrizen Q1' ... Qf' 
PI' ... Pf . 1st die Gestalt dieser Matrixfunktion bekannt, so lassen - -
sich die Argumentmatrizen E.., Q eindeutig derart bestimmen, daB 
erstens die Vertauschungsrelatiollen (26) bis (26b) befriedigt werden 
und zweitens die Energiematrix !l. (Q, E..) sich auf eine Diagonal­
matrix W reduziert. Als rechnerischesVerfahren braucht man dabei 
keine Differentiationen oder Integrationen, sondern bloB algebraische 
Operationen, die mit dem durch die Formel (25a) ausgedriickten Multi­
plikationsgesetz verkniipft sind. Dazu gehoren die zur Multiplikation 
inverse Divisionsoperation, ferner die Potenzierung und das Wurzel­
ziehen. AuBerdem muB man die Matrixaddition benutzen, die der 
Addition von zwei Operatoren entspricht und durch die selbstverstand­
liche F ormel 

definiert wird. 
Frenkel, Wellenmechanik. 11 
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Die Energiematrix kann man als Funktion der Koordinaten- und 
Impulsmatrizen in genau derselben Gestalt darstellen wie den 
HAMILToNschen Operator der SCHRODINGERSchen Gleichung, wobei die 

Operatoren 211, . 8Q8 durch die Matrizen PTc zu ersetzen sind. Auf diese 
:n;~ Ii: _ 

Weise ergibt sich ein Ausdruck !1 (E., Q), der mit dem klassischen 
Ausdruck der HAMILToNschen Funktion fiir das betrachtete mecha­
nische System iibereinstimmt, d. h. 

t 

!1. = .2 2~a (pee - Gee )2 + U. 
ee=1 

(27 a) 

Die Elemente der Matrix (Pee - GJ2 driicken sich durch die Elemente 
von Pee und Gee gemaB der Formel 

((Pee - Gee)2)mn = 2}(Peemk - Geemk) (PeeTen - Geekn) 
- - k 

aus. Die Matrizen Gee und U sind hier als Funktionen der Koordinaten­
matrizen allein an~sehen. Da die letzteren vertauschbar sind, so kann 
man ffir Gee und If. dieselben Ausdriicke benutzen wie ffir die gewohn­
lichen Funktionen Gee (Q) und U(Q). FUr das Wasserstoffatom hat 
man z. B. rI.. = - e2 ~-1, wo die Matrix r- 1 durch die Bedingung 

lr-l}2 (~2 + .t + ~2) = ! 
bestimmt ist. 

Sobald die Elemente der Grundmatrizen P, Q ermittelt sind, kann 
man die Matrixelemente beliebiger anderer GroBen ffir das betrachtete 
quantenmechanische Problem berechnen. 

Die Elemente der Grundmatrizen werden zunachst einfach als 
unbekannte komplexe Zahlen, die der HERMITESchen Bedingung 
Fmn = F!m geniigen, gesucht. Ihre AbMngigkeit von der Zeit laBt 
sich erst dann ausdriicklich darstellen, wenn die Energieniveaus, d. h. 
die Elemente der "diagonalisier.ten" Matrix H bestimmt worden sind. 

Diese algebraische Losungsmethode der quantenmechanischen Pro­
bleme beschaftigt sich also nur mit denjenigen GroBen, die bei der 
analytischen (SCHRODINGERSchen) Methode in den statistischen Mitte1-
werten auftreten. Sie verzichtet vollstandig auf die Bestimmung der 
Eigenfunktionen 1jJn (Q) und folglich der Orts- oder Konfigurations­
wahrscheinlichkeiten l1jJn (Q)12. Man kann also sagen, daB die Quanten­
mechanik von HEISENBERG, BORN und JORDAN das statistische Skelett 
der SCHRODINGERSchen Wellenmechanik bildet. 

AuBer dieser Unvollstandigkeit hat die Matrizenmethode noch den 
Nachteil einer auBerordentlichen Umstandlichkeit. Es ist fast immer 
viel einfacher, zunachst die Gleichung (H - W) 1jJ = 0 zu losen, d. h. 
die Eigenfunktionen und die Eigenwerte von H zu bestimmen und 
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erst danach die Matrixelemente irgendwelcher GroBen zu berechnen, 
als diese Matrixelemente ohne Hilfe der sie erzeugenden Funktionen 
zu ermitteln. AuBerdem bereitet eine Ubertragung der Matrizenalgebra 
auf die gemischten und kontinuierlichen Matrizen noch viel groBere 
Schwierigkeiten. 

§ 5. Theorie der Lichtausstrahlung; BOHRsches Korrespondenz­
prinzip; quantenmechanische und wellenmechanische Theorie. 
Die Matrizenmechanik von HEISENBERG, BORN und JORDAN ist in 

Wirklichkeit unabhangig von und etwas vor der SCHRODINGERSchen 
Wellenmechanik entstanden als Ergebnis eines Versuches, das so­
genannte BOHRsche Korrespondenzprinzip zwischen der klassischen und 
der Quantentheorie der Lichtausstrahlung zu verscharfen. 

Nach der klassischen Elektrodynamik muB jede oszillatorische Be­
wegung eines elektrisch geladenen Teilchens - oder eines Systems 
solcher Teilchen - elektromagnetische Wellen - d. h. eine Licht­
ausstrahlung - aussenden. Die elektromagnetischen Schwingungen sind 
in groBer Entfernung durch das resultierende elektrische Moment des 
betrachteten Systems, d. h. durch den Vektor .p mit den Komponenten 

Pu,=2ek xk , Py=2ekYk' pz=2ek zk (28) 
k k k 

bestimmtl. Bei einer bedingt periodischen Bewegung kann man .p dar­
stellen als Summe harmonisch schwingender Anteile, gemaB der Formel 

tJ = 2tJ~e2nioot=221.p~ I cos (2:'1:£Ot+ c5ro) (28 a) 
OJ 00>0 

mit den Frequenzen 

£0 = 7:1 £0 1 + 7:2 £02 + ... + 7:, £0, , (28b) 

die als Kombinationen von f Grundfrequenzen £01 , ..• £OJ erscheinen2• 

Die resultierenden elektromagnetischen Schwingungen sind pro­
portional zur zweiten Ableitung von .p nach t. Sie konnen also durch 
eine Reihe von der Gestalt (28a) dargestellt werden mit denselben Fre­
quenzen £0 und mit zu den Produkten (2:'1:£0)2 \:J~ proportionalen Ampli­
tuden. Die in der Zeiteinheit ausgestrahlte elektromagnetische Energie 
drtickt sich dabei durch die Formel 

(29) 

1 Es sei darauf hingewiesen, daB auch die elektrischen Momente hoherer Ord­
nung (ebenso wie die magnetischen Momente), insbesondere das Quadrupolmoment, 
etwas zur Ausstrahlung eines Systems elektrischer Ladungen beitragen miissen. 
Doch ist dieser Beitrag so gering, daB man ihn nur beim Verschwinden des Dipol­
momentes j:l zu beriicksichtigen braucht. 

2 T 1 , ..• Tf sind ganze positive und negative Zahlen (einschlieBlich Null); 
dabei gilt l'>~'" = l'>&*, d. h.l'>& = IjJ&le1o""l'>~"'= Il'>&; le- 10", (Realitatsbedingung). 

11* 
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aus oder durchschnittlich (wenn man den Zeitmittelwert dieses Aus­
druckes nimmt): 

(29 a) 

Diese Energieausstrahlung geschieht auf Kosten der inneren oder "me­
chanischen" Energie W des betrachteten Systems. Die Energie W 
muB folglich gemaB der Formel 

dW -
-=-1 
dt 

(29b) 

stets abnehmen, im Widerspruch zu dem durch die klassische Mechanik 
konservativer Systeme geforderten Erhaltungssatz. 

Dieser Widerspruch wird bekanntlich durch die Einfiihrung rei­
bungsartiger Zusatzkrafte beseitigt, die die Ruckwirkung der Strahlung 
auf die sie emittierenden Teilchen darstellen und als Strahlungsdamp­
tung bezeichnet werden. 

Die klassische Theorie der Strahlung und der damit verknupften 
Strahlungsdampfung steht in krassem Widerspruch mit der Erfah­
rungstatsache, daB der Normalzustand der Atome strahlungslos und 
stabil ist. 

Das war der entscheidende Grund, weshalb BOHR im Jahre 1913 
die klassische Theorie durch seine Quantentheorie der Atome ersetzt 
hatte. Er muBte dabei neb en dem Normalzustand noch eine diskrete 
Reihe "angeregter" ZusUinde einfiihren, die ebenfalls strahlungslos und 
relativ stabil oder "stationar" sind. Die klassische kontinuierliche Aus­
strahlung der mechanischen Energie ist in der BOHRschen Theorie 
ersetzt worden durch eine sprunghatte Abnahme der letzteren bei 
den spontanen Dbergangen des Atoms von einem angeregten Zustand 
in den Normalzustand oder in einen anderen angeregten Zustand mit 
kleinerer Energie. Die bei einem solchen spontanen Dbergang verlorene 
mechanische Energie W n - W m wird ausgestrahlt in der Gestalt von 
monochromatischem Licht mit der Schwingungsfrequenz 

Wn-Wm 
Vnm = h 

Dieses quantentheoretische Bild ist spater (1917) von EINSTEIN durch 
die Lichtquantenvorstellung einerseits und den Begriff der Ober­
gangswahrscheinlichkeiten andererseits verscharft worden. Ein Atom, 
das sich in einem relativ stabilen angeregten Zustand (n) befindet, 
hat die Tendenz, in die verschiedenen auf der Energieskala tiefer 
liegenden Zustande (m) uberzugehen, und diese "Tendenz" laBt sich 
quantitativ charakterisieren durch die auf die Zeiteinheit bezogene 
Dbergangswahrscheinlichkeit An m' 

Auf diese Weise ist die Quantentheorie der Strahlung zu einem 
gewissen AbschluB gelangt, der die fruhere wellentheoretische Be-



Theorie der Lichtausstrahlung; BOHRsches Korrespondenzprinzip. 165 

schreibung der Lichtausstrahlung als eines stetigen und streng deter­
minierten Vorgangs vollkommen auszuschlieBen schien. 

Es ist aber BOHR im Jahre 1918 gelungen, eine symbolische Korre­
spondenz zwischen den beiden Strahlungstheorien aufzustellen. Eine 
solche Korrespondenz wird durch den Vergleich der quantentheore­
tischen Frequenzen 'Vnm mit den klassischen Frequenzen (28b) im 
Gebiete hoher Quantenzahlen nahegelegt. Dieses Gebiet besteht aus 
denjenigen stationaren Zustanden, die sich hinsichtlich ihrer Energie 
relativ wenig unterscheiden, die sich also in der Nahe der Konvergenz­
stelle der nach wachsenden Werten der Energie geordneten Reihe W 1 , 

W 2 , ••• , W m' ••. , W n' •.• befinden. 
Betrachtet man namlich die Energie W als Funktion der sogenannten 

"Wirkungsvariablen" 11, 12' ... If' die wir im § 2 als die "Periodizi­
tatsmoduln" der Wirkungsfunktion 5 eingefiihrt haben und die nach 
den BOHR-SOMMERFELDschen Quantenbedingungen ganze Vielfache 
von h sein miissen, so kann man eine geringe Differenz W n - W m 

naherungsweise folgendermaBen darstellen: 

aw aw aw· 
W n - W m = all Ll 11 + al2 Ll 12 + ... + aI, LlIt· (30) 

Der Anfangszustand n sei durch die Bedingungen I a = na h und der 
Endzustand m durch die Bedingungen I a = ma h definiert (W n > W m). 
Man erhalt also bei Division.der obigen Gleichung durch h: 

(30 a) 

Bei der Differentiation von W nach Ia kann man W auf den An­
fangs- oder Endzustand oder auf einen beliebigen intermediaren (nicht­
stationaren) Zustand beziehen. Dabei sind gemaB der Formel (lOa) 

§ 2 die Ableitungen ;;: gerade die zu den Winkelkoordinaten wa ge­

horigen Schwingungsfrequenzen illa , d. h. genau, die Gru,nd/requ,enzen, 
die in der klassischen Formel (28b) auftreten. 

Man erhalt also eine angenaherte Ubereinstimmung zwischen der 
klassischen Frequenz ill und der quantentheoretischen 'V nm , wenn man 

(31) 

setzt, d. h. wenn man die klassischen "Oberschwingungszahlen" mit 
den quantentheoretischen Ubergangszahlen (die wegen der BOHRschen 
Quantenbedingungen ebenfalls ganz sind) identifiziert. In diesem Sinne 
kann man die durch die einzelnen Summailden von (28a) dargestellten 
"Oberschwingungen" korrespondenzmaBig mit den durch (31) defi­
nierten Dbergangen verbinden. 

BOHR hat nun den naheliegenden Gedanken ausgesprochen, daB 
man diese Korrespondenz nicht nur fiir die Frequenzen, sondern auch 
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fUr die Intensitiiten des ausgestrahlten Lichtes annehmen darf, daB 
also die durch die einzelnen Glieder der klassischen Formel (29) dar­
gesteIIten Intensitaten mit den quantentheoretischen Intensitaten der 
bei den korrespondierenden Ubergangen ausgestrahlten Spektrallinien 
naherungsweise iibereinstimmen. 

Die in der Zeiteinheit durchschnittlich ausgestrahIte Lichtenergie von 
der Schwingungsfrequenz Vnm ist quantentheoretisch gleich dem Pro­
dukte von hVnm = Wn - W m mit der EINSTEINSchen Ubergangswahr­
scheinlichkeit Anm. Das BOHRsche Korrespondenzprinzip laBt sich 
folglich durch die angenaherte Gleichung 

Anmhvnm~4(~~3(0)4[fl~[2 (31a) 

ausdriicken, in Verbindung mit den Gleichungen (31) (und den Bedin­
gungen (.0 > 0, '/Inm > 0), die die Zuordnung der klassischen Ober­
schwingungen zu gewissen Quanteniibergangen bestimmen. 

Die Beziehung (31a) konnte ihrem Wesen nach nicht verscharft 
werden, solange man auf dem Boden der klassischen Vorstellungen 
blieb, d. h. die Ausstrahlung mit einer bestimmten Bewegung und nicht 
mit einem Obergang zwischen zwei Zustanden verkniipfte. 

Nun hat W. HEISENBERG Ende 1925 den kiihnen Versuch gemacht, 
das BOHRsche Korrespondenzprinzip durch eine grundsatzliche Um-' 
bildung der klassischen Mechanik zu verscharfen. In der neuen" Quan­
tenmechanik" soIIten nur solche GroBen auftreten, die sich auf die 
verschiedenen Quanteniibergange (m, n) beziehen, und zwar in der 
Gestalt von harmonisch schwingenden Elementen Fnm = F~me2"'iPnm'. 
Jede physikalische GroBe F soIIte durch eine aus solchen Elementen 
gebildete Matrix charakterisiert sein. Das einem bestimmten Uber­
gang (n, m) zugeordnete Matrixelement der Summe und des Produktes 
irgendwelcher physikalischen GroBen Fund G muB sich dabei durch 
die Matrixelemente der beiden Summanden oder Faktoren derart aus­
driicken, daB es die zum betrachteten Ubergang gehorige Frequenz 
besitzt. Diese Forderung kann befriedigt werden, wenn man 

(F+G}nm=Fnm+Gnm und (FG)nm=2JFnkGkm 
k 

setzt, denn es ist 
III 

vn k + vkm = II (W n - W k) + II (W k - W m) = II (W n - W m) = v n m • 

Neben dieser fundamentalen Umwandlung der zu bestimmenden 
GroBen und des entsprechenden Rechenverfahrens hat HEISENBERG die 
Form der klassischen Gleichungen vollkommen unverandert gelassen. 
Es gelang ihm dabei, die iiblichen BOHR-SOMMERFELDschen Quanten­
bedingungen auf die Vertauschungsrelationen (26) zuriickzufiihren. 

Auf diese Weise ist die in dem vorhergehenden Paragraphen dar­
gesteIIte Matrizenmethode der Quantenmechanik entstanden. Die 
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SCHRODlNGERSche Wellenmechanik wurde einige Monate spater geboren 
und hat sich zunachst ganz unabhangig von der HEISENBERG-BoRN­
JORDANschen Matrizentheorie entwickelt. Die Tatsache, daB die 
letzte eine unmittelbare Folge der ersten bildet, ist aber bald von 
SCHRODINGER selbst (und unabhangig von W. PAULI) erkannt worden. 

Zur DurchfUhrung der von HEISENBERG beabsichtigten Verscharfung 
der Gleichung (31 a) geniigt es, auf der rechten Seite co durch 11 nm und 
.1J~ durch .).1~m zu ersetzen. Man erhalt dabei fUr die EINSTEINsche 
Ubergangswahrscheinlichkeit den Ausdruck 

A = 4 (231:)4 V~m 1110 12 
nm 3ea h 't'nm' (31 b) 

Wie schon in Kap. I bemerkt wurde, ist der von HEISENBERG 
verfolgte Weg ein - und zwar hochst merkwiirdiger - Umweg in 
dem Aufbau der Quantenmechanik. Der geradlinigste und zugleich 
der aufschluBreichste Weg liegt nicht in der Richtung zum Diskreten, 
sondern umgekehrt in der Richtung zum Kontinuierlichen. Bei der 
Verfolgung dieses Weges ist SCHRODINGER in einer ganz natiirlichen 
Weise zur Wiederherstellung der klassischen kontinuierlichen Vorstel­
lung der Lichtemission gekommen. 

Wie wir im letzten Paragraphen gesehen haben, gehen die BOHR­
schen Ubergangsfrequenzen in den Ausdruck fiir den (statistischen) 
Mittelwert jeder physikalischen GroBe ein, mit AusschluB so1cher GroBen, 
wie die Energie und die anderen "Bewegungskonstanten" des betrach­
teten Systems. 

Es liegt deshalb nahe anzunehmen, daB die Lichtausstrahlung in 
genau derselben Weise erfolgt, wie dies in der klassischen Elektro­
dynamik beschrieben wird, mit dem einzigen Unterschied, daB das 
elektromagnetische Strahlungsfeld nicht durch das elektrische Moment .).1 

selbst, sondern durch seinen (statistischen) Mittelwert 

~ = f 1jJ*.).1 1jJ dV =.2.2 c; Cm .).1~me2"i" .. mt 
n m 

bestimmt wird. Das elektromagnetische Feld muB dementsprechend 
proportional der GroBe 

d 2 • - ~ = -.2.2 c* c (231: 11 )2.).10 e2""'nmt 
dt 2 "=F'" n m nm nm 

sein. Nach der klassischen Elektrodynamik driicken sich die elektrischen 
und magnetischen Feldstarken im Abstande R von irgendeinem Punkte 
des emittierenden Systems durch die Formeln 

1 [ d 2 ,p' (d21.l' )] @ = e2 R -"(fi2 + ffio lRo '"(fi2 , 

aus, wo ffio = ~ der die Richtung der Lichtstrahlen bestimmende 
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Einheitsvektor ist und .»' denjenigen Wert des Vektors .» bedeutet, 

der sich ergibt, wenn t durch t' = t - R ersetzt wird. c 
Das elektromagnetische Strahlungsfeld driickt sich nach der SCHRO­

DINGERSchen Theorie durch die Formeln: 

~=.2.2c!cm~nm' SJ=.2.2c!cmSJnm (32) 
n In n m 

aus mit 

~ = (2:n; v" m)2 [110 _ m. (m. .110 )] e 2ni ""m (t- ~) ) nm c2 R 't'nm '''0 "'0 't' .. m 

c; = (2:n;v"m)2 m. 0 2ni" .. m(t-~) = m. It: • 
Wnm c2 R "'0 X .» .. me "''0 X ~nm 

(32 a) 

Ais Quelle dieses Feldes dient dabei nicht die Exemplarengesamtheit 
des betrachteten korpuskularmechanischen Systems (Atoms, Molekiils), 

-2ni W" t 
sondern das entsprechende, durch die Formel 1jJ = .2 Cn 1jJ~ e 11 

definierte wellenmechanische Eigenschwingungssystem. 1m einfachsten 
FaIle eines Wasserstoffatoms, das schon in Kap. I § 16 besprochen 
worden ist, laSt sich die Lichtquelle als eine "pulsierende" Elektronen­
wolke" oder "Elektronenatmosphare" auffassen; denn der MiUelwert 
von.» entspricht offenbar dem exakten Wert des elektrischen Moments 
fUr eine solche Wolke mit der Ladungsdichte 

e = e 1jJ 1jJ* (Pill = f PI» 1jJ 1jJ* d V = f ex 1jJ 1jJ* d V = f ex d V). 
Ais Schwerpunkt der Elektronenwolke, auf den der Abstand R bezogen 
werden kann, kann man den Punkt mit den Koordinaten 

X=fX1jJ1jJ*dV=.2lcnI2xnn usw. 
wahlen, wo der Doppelstrich die zweifache Mittelwertsbildung tiber 
den Koordinatenraum und tiber die Zeit bedeutetl. 

Wenn man den elektromagnetischen Energiestrom (pro Flachen­
und Zeiteinheit) nach der klassischen Formel 

®="':"'~xSJ =":""PSto="':"'H2Sto 4:n; 4:n; 4:n; 

bestimmt, so erhaIt man fiir die in der Zeiteinheit nach allen Rich­
tungen ausgestrahlte Energie einen Ausdruck, dessen durchschnittlicher 
Wert gleich 

(32b) 

ist. 

1 Es wfu'e richtiger einen solchen Schwerpunkt gar nicht einzufiihren, sondern 
fiir jedes Volumelement der Elektronenwolke den entsprechenden Wert von R 
zu benutzen. Dabei sollte man das elektromagnetische Feld nicht durch die 
Matrixelemente des elektrischen Momentes, sondern durch die GriiBen 

e f x 1fI:i 1fIm e-2ni ,'''''' ~ usw. charakterisieren (vgl. Kap. IV, § 5). 
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Dieser Ausdruck laBt sich nach (31 b) in der Form 

i = ..2..21 Cn 121 Cm 12Anmh'Vnm 
~nm>O 

darstellen. Will man ihn korpuskulartheoretisch (oder quantenmecha­
nisch) deuten, so stoBt man auf die folgende Schwierigkeit: Die In­
tensitat desbei den spontanen Quantenubergangen n -+m ausgestrahlten 
:Lichtes hiingt nicht nur von 1 Cn 12 (Anzahl der Atome im Anfangs­
zustand) ab, sondem in einer ganzsymmetiischen Weise von ICm 12 
(Anzahl der Atome im Endzustand). Nach der Definition der EINSTEIN­
schen trbergangswahrscheinlichkeiten sollte man fiir eine durch die 
Verteilungszahlen 1 cn l 2 definierte Exemplarengesamtheit des betrach­
teten Systems den folgenden Ausdruck fiir i erwarten: 

- 4 
1= ..21 Cn 12 ..2 Ankh'Vnk = 33..21 Cn 12 ..2 (21C'Vnk)41.fJ~k 12 (33) 

1$ k<n C n k<n 

(bei der Voraussetzung W1 < W 2 < Ws ... ). 

Wir mussen daraus schlieBen, daB die oben benutzte klassische 

Formel fiir den Energiestrom 6 = ::n; ~ X ~ falsch ist. Urn den Aus­

druck (33) fur i zu erhalten, mussen wir diese klassische Formel durch 
die quantentheoretische Formel 

ersetzen mit 

(33 a) 

6 nm = -Sc ..2 (~nk X ~km - ~nk X@km)·(33b) 
n k 

Dann wird, wenn wir uns auf die von der Zeit unabhangigen Glieder 
von 6 beschranken, d. h. den Zeitmittelwert von (33a) nehmen: 

6 =..21 Cn 12 6 nn = 4c ..21 Cn 12 • 2 ..2 @nk X~kn' (33c) 
n :n; 1$ k <1$ 

Daraus ergibt sich in der ublichen Weise, d. h. durch Integration 
uber die Oberflache der Kugel mit dem Radius R, der Ausdruck (33) 
fUr die in der Zeiteinheit durchschnittlich ausgestrahlte Energie. Ais 
Energiequelle ist dabei selbstverstandlich nicht die korpuskulare 
Exemplarengesamtheit anzusehen, sondem das durch 1jJ bestimmte 
Eigenschwingungssystem ("schwe bende Materiewolke"). 

Die Formeln (33a, b) lassen eine sehr naturliche Deutung zu und 
konnen gewissermaBen a priori begriindet werden. Wir durfen nam­
lich die elektrische und magnetische Feldstarke (~, ~) nicht als gewohn­
liche Raumzeitfunktionen behandeln, sondem besser als gewisse Orts­
funktionen im mehrdimensionalen Koordinatenraum des betrachteten 
Systems (Ql' ... Qf) oder noch allgemeiner als gewisse Operatoren in 
diesem Raum. Ihr Unterschied von den gewohnlichen Funktionen oder 
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Operatoren dieser Art - speziell von dem elektrischen Moment ~ des 
Systems - besteht nur darin, daB ihre Matrixelemente 

(§;nm = J 1fJ!(§; 1fJm dV , SJnm = J 1fJ! SJ 1fJm dV , 

die durch die Formeln (32a) gegeben sind, neben der Zeit noch die 
gewohnlichen di.umlichen Koordinaten x, y, z (die mit den Koordinaten 
Ql' ... Qf auch bei t = 3 keineswegs zu identifizieren sind!) enthalten. 

Die beobachtbaren Strahlungserscheinungen konnen nun von den 
GroBen ~, t) oder von irgendwelchen Kombinationen dieser GroBen, 

wie z. B. @) = 4~ (§; X SJ, nicht direkt abhang~n, sondern nur von den 

entsprechenden Mittelwerten: 

~ = .2 .2 c! Cm (§;nm' S5 = .2 .2 c! Cm SJnm' @) = .2.2 c! Cm @) .. m usw. 
nm nm nm 

Eine solche GroBe wie :7& ~ X S5", die der klassischen Formel fiir 

den elektromagnetischen Energiestrom entspricht, hat dagegen keinen 
Sinn und kann deshalb gar nicht in Betracht kommen. 

Falls ~ und t) gewohnliche Operatoren (oder Funktionen im 
Q-Raum) waren, so wiirde man, gemaB der allgemeinen Formel der 
Matrizenmultiplikation (25a) (nach Symmetrisierung in bezug auf 
(§; und SJ), 

haben, wo die Summation nach k ohne irgendwelche Beschrankung 
ausgefiihrt werden muB. Zur tieferen Begriindung dieser Formel sind 
aber neue "quantenelektrodynamische" Gesichtspunkte notig, die 
auBerhalb des von uns bisher untersuchten Gebietes der Wellen­
mechanik (im engeren Sinne) liegen. 

Wir konnen hier auf diese (von L. LANDAU untersuchte) Frage 
nicht eingehen und miissen uns mit dem folgenden vorlaufigen Hin­
weis. begniigen. 

Die von dem betrachteten System - z. B. vom Wasserstoffatom­
ausgestrahlten elektromagnetischen Wellen sind nicht als etwas prin­
zipiell Verschiedenes von denjenigen Wellen anzusehen, die das Ver­
halten dieses Atoms - oder genauer der entsprechenden Exemplaren­
gesamtheit - bestimmen. Korpuskulartheoretisch bestimmen die 
Lichtwellen die Exemplarengesamtheit der Lichtquanten, die von den 
einzelnen Atomen emittiert oder auch absorbiert werden konnen. Um 
eine vollstandige Theorie der Lichtemission und -absorption aufzubauen, 
muB man zu denjenigen Teilchen, aus welchen ein Exemplar des be­
trachteten Systems besteht, noch ein weiteres Teilchen - das Licht­
quant - hinzufiigen. Wir erhalten so ein System mit t + 3 Freiheits­
graden, das durch 3 (n + 1) Veranderliche - die Koordinaten Xl' Yl' Zl' 
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••• , X n , Yn' Zn der gewohnlichen Materieteilchen (Elektronen) und die 
Koordinaten x, y, Z des Lichtquants - beschrieben wird. Das Ver­
halten dieses Systems konnte man versuchen durch eine 3 (n + 1)­
dimensionale Wellengleichung D1p = 0 zu bestimmen, wobei der voll­
standige Operator D neben den additiven Anteilen, die dem Atom 
allein und dem Quant allein entsprechen, noch ein Wechselwirkungs­
glied enthalten muB. Wenn man dieses Glied wegHWt, zerfallt die 
vollstandige Wellengleichung in zwei einzelne Wellengleichungen: eine 
3n-dimensionale fUr die Materiewellen (d. h. fUr die nicht strahlende 
Atomgesamtheit) und eine dreidimensionale Gleichung fUr die Licht­
wellen (d. h. die Lichtquantengesamtheit). 

Wie DIRAC gezeigt hat, kann man bei Berlicksichtigung des erwahn­
ten Wechselwirkungsgliedes eine vollstandige Theorie des Gleich­
gewichtes zwischen Materie und Strahlung entwickeln, die zum oben 
angefUhrten Ausdruck (31 b) fUr die spontanen Ubergangswahrschein­
lichkeiten fUhrt; die mit der Energieausstrahlung verknlipfte Damp­
fung laBt sich dabei ebenfalls quantitativ erklaren. 

Diese Ergebnisse konnen aber nicht ohne weiteres aus der voll­
standigen Wellengleichung D1p = 0 abgeleitet werden. Sie erfordern 
vielmehr die DurchfUhrung der in Kap. I § 18 erwahnten Quantelung 
der Lichtwellen. Die Lichtabsorption (und die erzwungene Emission) 
laBt sich dagegen - wenn man von der durch die Strahlungsdampfung 
bedingten Korrektionen absieht - ohne diese neuen Schwierigkeiten 
erklaren. Sofern wir uns dabei allein fUr das Verhalten des mechani­
schen Systems (und nicht des Lichtes) interessieren, kann das Licht 
einfach als ein gegebenes auBeres Kraftfeld behandelt werden, und die 
Aufgabe reduziert sich auf die Bestimmung der durch dieses (als 
schwach vorausgesetztes) Kraftfeld bedingten Storung. 

§ 6. Storungswirkung von Wechselkraften; erzwungene 
Schwingungen und Ubergange; Resonanz~ 

Wenn das betrachtete mechanische System der Wirkung auBerer 
storender Wechselkrafte unterworfen ist, so kann sein Verhalten durch 
harmonisch schwingende Wellen nicht dargestellt werden; denn solchen 
Kraften entsprechen die Zeit explizit enthaltende Glieder im Ausdruck 
des HAMILTON schen Operators H; dann sind aber harmonische Losungen 

h 0 _i2nW t 
der Gleichung (H+ 2:rciot)1p=O von der Gestalt 1p=1p0 e h 

a usgeschlossen. 
Der Begriff der quantisierbaren oder nichtquantisierbaren statio­

naren Zustande und von bestimmten Energieniveaus laBt sich folglich 
streng genommen auf diesen Fall nicht anwenden. 

Man kann trotzdem, wenn die stOrenden Krafte genligend schwach 
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sind, die allgemeine Losung der Gleichung (H + 2~i :t) "P = 0 in der~ 
selben Form darstellen wie bei Fehlen der Storungskrafte, d. h. nach 
der Formel 

"P = 2)cn"Pn + f cw"Pw dW , (34) 
n 

wo "Pn und "Pw die harmonischen Losungen der ungestorten Glei­
chung (HO - W) "P = 0 sind 1. Dabei darf man aber die Entwicklungs­
koeffizienten Cn und Cw nicht als Konstanten, sondern muB sie als gewisse 
Funktionen der Zeit ansehen, die durch Einsetzen von (34) in die 

Gleichung (H + 2~ i :t) "P = 0 mit Riicksicht auf die Gleichungen 

(HO - W n) "Pn = 0 und (HO ~ W) "Pw = 0 ermittelt werden konnen. 
Hier bedeutet HO denjenigen einfachen HAMILToNschen Operator, 

der sich aus H ergibt, wenn man den die storenden Wechselkrafte 
charakterisierenden Operator HI = H - HO weglaBt. 

Der physikalische Sinn dieser 1ntegrationsmethode (die in der 
Analysis als "Methode der Variationen der Konstanten" bezeichnet wird 
und auf den betrachteten Fall zuerst von DIRAC angewandt worden ist) 
besteht also in der Darstellung des gestorten Schwingungsvorgangs als 
Superposition von ungestorten Eigenschwingungen mit zeitlich ver­
anderlichen Amplituden. 

Korpuskular-statistisch bedeutet dies, daB die Anzahl der Exem­
plare des betrachteten Systems, die sich in bestimmten, dem Fehlen 
der Storungskrafte entsprechenden, stationaren Zustanden befinden, 
sich mit der Zeit iindert. Diese Anderung muB offenbar durch Ober­
giinge zwischen verschiedenen stationaren Zustanden bedingt werden. 
1m Gegensatz zu den spontanen Dbergangen, die im vorhergehenden 
Paragraphen untersucht wurden, sind solche Dbergange als "erzwun­
gen" anzusehen. Yom betrachteten Standpunkt aus besteht die 
Wirkung der storenden Krafte gerade in der ,,1nduzierung" dieser 
Dbergange. 

Setzt man den Ausdruck (34) in die SCHRODINGERSche Gleichung 
des gestorten Schwingungsvorgangs 

(Ho + HI + ~ -~-) 111 = 0 (34 a) 2nzot T 

ein, so erhalt man bei Beschrankung auf die diskreten Eigenschwin­
gungen: 

~ cn (Ho + 2~ i :t) "Pn + ~ cn HI"Pn + 2~ i ~ "Pn °0:" = 0 , 
n n n 

1 Wir werden im folgenden statt der Parametergesamtheit J die Energie W 
benutzen. Die erhaltenen Ergebnisse lassen sich durch Beriicksichtigung anderer 
Parameter leicht vervollstandigen. 
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oder wegen 

( 11 a) HO+-.- ." =(HO-W)'" =0 
2n~at Tn n Tn , 

Nun gilt, gemaB der allgemeinen Formel (25), 

H' 'ljJn = .1JH:nn 'ljJm' 
m 

wo die Matrixelemente des Operators H' 

H:n n = J 'IjJ~ H' 'ljJn dV 

gewisse nichtharmonische Zeitfunktionen sind. 
Es wird also 

.1JcnH''ljJn = .1JcmH''ljJm = .1Jcm.1JH~m'IjJn = 2)'ljJn.1JcmH~m 
n m tn 11. 11. m 

und folglich 

Diese Gleichung laBt sich nur dann identisch in den Koordinaten 
Ql' ... Qf erfiillen, wenn die (nur von der Zeit abhangigen) Koeffizienten 
der Eigenfunktionen 'ljJn samtlich verschwinden. Wir erhalten auf diese 
Weise das schon in Kap. I § 17 angegebene System von unendlich 
vielen linearen Differentialgl~ichungen 

11 dCn "H' - 2----: lit = ~ nm Cm , 
n~ m 

(35) 

die zur Bestimmung der Koeffizienten Cn als Funktionen der Zeit 
dienen. 

1m allgemeinen Fall, bei Beriicksichtigung der kontinuierlichen 
Eigenschwingungen, erhalt man in derselben Weise das folgende System 
von Integrodifferentialgleichungen 

11 dCn """H' fH' dW' -2nilit=.L.,; nmCm+ nW'CW' 
m 

- 2~i d;; = 2)H'wmcm + fH:Vw,cw,dW' 

(35a) 

In 

wo H~ W" H'wm und H'ww' die gemischten und kontinuierlichen Matrix­
elemente des Storungsfaktors H' (in bezug auf die Eigenfunktionen 
von HO) bedeuten. 

Die Gleichungen (35) und (35a) k6nnen durch sukzessive Nahe­
rungen gelOst werden, indem man als nullte Naherung die Werte 
der Koeffizienten Cn (t) und Cw (t) ffir einen willkiirlich gewahlten 
Augenblick t = 0 betrachtet (man kann sich vorstellen, daB die Sto-
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rungskrafte gerade in diesem Augenblick zu wirken beginnen). Wenn 
die Matrixelemente von H' als sehr kleine GroBen behandelt werden 
dlirfen, kann man bei der Ermittlung der ersten Naherung ihre An­
fangswerte c~, c'lv in die rechte Seite der Gleichungen (35a) einsetzen 
und nach der Zeit von Null bis dem betrachteten Augenblick t inte­
grieren. Dies gibt 

o 2n i yr 0 It I 2n iI I 0 It, I C n (t) = Cn - h L.J Cm Hnm dt - -h- dW CW' HnW' dt 
moo 

Cw (t) = c\lv - 2~ i 2) c~j Hwm dt - 2~ i I dW' C\lv, J Hwwl dt I 
moo 

(35b) 

Von dieser ersten Naherung kann man leicht in der liblichen Weise 
zur zweiten und hoheren Naherungen libergehen. Gewohnlich aber gibt 
schon die erste Naherung eine praktisch vollkommen geniigende Ge­
nauigkeit (s. unten). 

Multipliziert man die Gleichungen (35) mit c~ und die damit konju­
gierten Gleichungen fUr die Koeffizienten c~ 

+ ~ de:: = YlH' * c* 
2ni dt L.J nm m 

m 
(36) 

mitcn , subtrahiert sie dann voneinander und summiert liber aIle Werte 
von n, so erhalt man 

~ 2) ft (cn c:) = .2;.2 H~*. c:;' en - .2.l) H~m Cm c! , 
n'tn nm nm 

d. h. wegen 

.2 .2 H~*. c:;' cn = .2.2 H:nn C:;' cn = .2.2 H~m c! Cm : 
n m n m m n 

(36a) 

Diese Gleichung drlickt korpuskular-statistisch den Erhaltungssatz der 
Gesamtzahl der Exemptare des betrachteten Systems aus, fUr den Spezial­
fall, daB nur gequantelte Zustande moglich sind. 1m allgemeinen Fall 
erhalt man in derselben Weise aus den Gleichungen (35a): 

:t(.21cnI2+ flcwI 2dW)=0. 
n 

(36b) 

Dieser "Erhaltungssatz" laBt sich wegen 

.21 Cn 12 + f 1 Cw 12 dW = f 1 "P 12 dV 
n 

[vgl. (20) und(20a) §4] in der von derDarstellung (34) unabhangigenForm 

:t f 1 "P 12dV= 0 (36 c) 
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ausdrucken und unmittelbar auf Grund der Gleichungen 

(H + 2!i;t) 1p = 0 und (H*- 2!i;t) 1p* = 0 

beweisen. Durch (linksseitige) Multiplikation der ersten Gleichung 
mit 1p* und der zweiten mit 1p und Subtraktion erhalten wir 

2!i (1p* ~~ + 1p ~~*) = - (1p* H 1p - 1pH* 1p*) . 

Daraus folgt wegen des selbstadjungierten Charakters des Operators H 
und der vorausgesetzten Konvergenz des Integrals J 1p1p * d V die For­
mel (36c). 

Wir wollen etwas eingehender den Fall harmonisch schwingender 
Wechselkrafte untersuchen und setzen dementsprechend (da H' eine 
reelle Funktion der Zeit sein muB) 

H' = T' cos 2 'Jt '11 t = ! T' (e2,dyt + e-2ni"t) , (37) 

wo T' - die Amplitude des Storungsoperators - von der Zeit unab­
hangig ist. Die Matrixelemente dieses Operators drucken sich als Funk­
tionen der Zeit durch die Formeln aus: 

usw., wo 

H~m = ! T~m(e2ni(Y"m+ .. )t+e2ni(Y"m-y)t) 1 
H' = ~ T' (e2ni (Ywm+ y)t+ e2ni (Ywm- y)t) J Wm 2 Wm 

(37 a) 

1 1 
'I1nm = 'I1n -'I1m = 71 (Wn - W m ), 'I1Wm= 7I(W- W m),.·. 

ist, w1ihrend die T,.m usw. die Matrixelemente der Storungsampli­
tude T' in bezug auf die Amplituden der Eigenfunktionen oder die 
"Eigenamplituden" 1p~, 1p'lv bedeuten: 

T~m=J1p~*T'1p~dV, Twm=J1pV;T'1p~dV,... (37b) 

Wir nehmen ferner der Einfachheit halber an, daB ursprunglich 
(bei t = 0) nur eine diskrete Eigenschwingung angeregt ist, d. h. daB 
im Augenblick t = 0 aIle Exemplare des betrachteten Systems sich in 
demselben gequantelten Zustand (k) befinden. Wir setzen also' 

cg = 1, c~ = 0 (n =1= k), c?v = 0 . (38) 

Die FormeIn (35b) nehmen dabei die folgende einfache Gestalt an: 

1 (e2ni(YWi:+Y)t_l e2ni(YWk- .. )t_1) 
C =--T' +------

W -2h WTc VWi: +" VWTc - II 

(n ,. k) 1j' (38 a) 
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Wenn die Starungsfrequenz 'P mit einer der "Schwebungsfrequen­
zen" i'Pnki oder i'PWki zusammenfalit, erha.J.t der entsprechende Koeffi­
zient e oder genauer sein Modul ein stark ausgespragtes Maximum 

(38 b) 

und wachst proportional mit der Zeit an. 
Diese in der allgemeinen Schwingungslehre gelaufige Erschei­

nung wird als Resonanz bezeichnet. Wellentheoretisch besteht die 
Resonanz in der auBerordentlich starken Erregung derjenigen Eigen­
schwingung 'f/Jn (oder 'f/Jw)' die zusammen mit der urspriinglich angeregten 
Eigenschwingung ('f/Jk) eine Sehwebung von derselben Frequenz wie die 
Schwingungsfrequenz der auBeren Kraft hervorruft. Korpuskular­
statistisch bedeutet dies, daB die entsprechenden Ubergange (k ~n 
oder k~ W) viel haufiger "induziert werden" als alle anderen erzwun­
genen Ubergange. 

Es sind dabei zwei Arten von erzwungenen Resonanziibergangen 
zu unterscheiden, je nachdem die Energie des Systems zunimmt (Ab­
sorptionsiibergange) oder abnimmt (Emissionsiibergange). Die Energie­
anderung betragt ± hv (= W n - W k oder W - W k), wie wenn es 
sich urn die Absorption oder Emission eines Lichtquantes von der 
Frequenz 'P handelte (in Wirklichkeit braucht die Starung mit Licht 
gar nichts zu tun zu haben, s. unten). Es muG besonders betont 
werden, daB die Haufigkeit (oder Wahrscheinlichkeit) der Resonanz­
iibergange von ihrer Riehtung unabhangig ist. Hat man z. B. W n > W k' 

d. h. 'P n k = 'P, so wird die Resonanz durch das zweite Glied' im 
Ausdruck (38a) fUr en bestimmt; im umgekehrten Fall ('Pnk = -'P, 
W n < W k) spielt das erste Glied dieselbe Rolle. 

Diese Tatsache laBt sich auf Grund der Formeln (38b) mit Riick­
sicht auf T~k = T~: folgendermaBen formulieren: Befinden sich alle 
Exemplare des betrachteten Systems urspriinglich in einem bestimmten 
Zustand k, so ist die Wahrscheinlichkeit des erzwungenen Resonanz­
iibergangs k~n dieselbe wie die Wahrscheinlichkeit des umgekehrten 
Ubergangs n ~k in dem Fall, daB urspriinglich alle Exemplare des 
Systems sich im Zustand n befinden ("Reziprozitatssatz"). 

Bei einem Resonanziibergang vom Typus k~ W sind auch Ubergange 
in die N aehbarzustande des kontinuierlichen W-Spektrums zu beriick­
sichtigen, fUr die die Resonanzbedingung i vwni = 'P zwar nicht genau, 
aber doch "fast genau" erfiillt ist. 

Die Gesamtzahl der Exemplare, die wahrend der Zeit taus k in die 
verschiedenen bei 

liegenden Zustande iibergehen, driickt sich durch das' Integral 
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Wv+LlW 
2 f 1 cwI 2 dW aus, wo LI W ein praktisch sehr enges Intervall des konti­

wv_llW 
2 

nuierlichen Spektrums bedeutet. Wir brauchen dabei fiir Cw nur das 
zweite "Resonanzglied" von (38a) zu berucksichtigen. Ferner konnen 
wir den sich verhaltnismaBig langsam andernden Faktor T1Vk durch 
seinen Wert bei W = W" ersetzen. SchlieBlich konnen wir bei der 
Auswertung des Integrals, wegen der sehr raschen Abnahme von 1 CW!2 

mit I W - W .. I, die Integrationsgrenzen praktisch ins Unendliche 
verschieben. Dies gibt: 

I T' lif<Xl12n:i(" - .. )t 112 Jlcwl2 dW= w"k e Wk - d(W- W,,). 
2h 'PWk--'P 

FUhrt man statt W die Veranderliche 
231: ; = 2n (VWk - v) t = T (W - W k -hv) t 

ein, so erhalt man mit Rucksicht auf 

1 ei~ - 112 = (e i ; - 1) (e- i ; - 1) = 2 (1 - cos;) = 4 sin2 ! : 
+foo[ 2n:i(v -,,)1 [2 +f"'(Sin~ ~)2 

e ;:_'1'-1 d(W-W,,)=2nht 12 d;=4n2 ht. 
-<Xl 2~ 

Es wird also 

(39 a) 

Den Koeffizient r". To: kann man offenbar als die auf die Zeiteinheit 
bezogene f)bergangswahrscheinlichkeit vom Zustand kin das Resonanz­
gebiet bei W" definieren. 

§ 7. Die durch das Licht bedingten storungen; photoelektrischer 
Ellekt, Warmestrahlung, Dispersion und Streuung. 

Die Ergebnisse des vorhergehenden Paragraphen gelten fUr Sto­
rungskrafte beliebiger Natur. FUr den Fall des Lichtes brauchen wir nur 
die Gestalt des Storungsoperators H' zu spezialisieren. In erster Nabe­
rung kann man die Lichtschwingungen als bloB elektrische Schwin­
gungen, d. h. als ein elektrisches Wechselfeld {f = {fo cos 2nv t be­
trachten und dementsprechend 

H'= -.p.{f= -.p.~cos2nvt, T'= -.p.~ (40) 

setzen, wo .p (Ql' ..• Qf) wie frUher das elektrische Dipolmoment'des 
betrachteten Systems ist. Es bedeutet also H' einfach die potentielle 

Frenkel. WellenmecbaIrlk. 12 
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Energie U', die von dem zusatzlichen elektrischen Felde @: herriihrt. 
Dieses ist streng genommen raumlich inhomogen; wenn aber die 
Wellenlange des Lichtes groB genug im Vergleich mit den Abmessungen 
des betrachteten Systems - z. B. des Wasserstoffatoms - ist, kann 
man es als homogen betrachtel'l. 

Man kann leicht zeigen, daB die raumliche Inhomogenitat des elek­
trischen Feldes von Lichtwellen der GroBenordnung nach .dieselbe Rolle 
spielt wie fur magnetisches Feld. Will man die erstere beriicksichtigen, 
so muB man, urn konsequent zu sein, auch das letztere in Betracht 
ziehen. - Bei Lichtwellen, die sich in einer bestimmten Richtung 
fortpflanzen, ist die magnetische Feldstarke ~·in jedem Punkt gleich 
der elektrischen @: und senkrecht zu @: und zur Fortpflanzungsrichtung. 
Fallt die letztere mit der positiven x-Richtung zusammen und schwingt 
die elektrische Feldstarke parallel zur z-Achse, so hat man 

Hro=Hz=O, H'U=-Ez· 
Ein solches elektromagnetisches Feld laBt sich durch das Vektorpoten­
tial 

Aro=A'U=O, I 
A z = Ao cos 2n (k x - v t) = ~o (e2ni(ka:-pt) + e2ni(ka:- ,.t») (41) 

beschreiben, wo k = ! = ; die Wellenzahl bedeutet. Man kann dabei 

das skalare Potential cp gleich Null setzen. Man hat in der Tat nach 
den Formeln (30a, b) § 5 Kap. II 

Ero = E'U = 0, Ez=-! a~'=_2n; Aosin2n(kx-vt) 

= - 2n kAosin2n (kx - vt), 

Hro=O, H'U=-aa~'=+2nkAosin2n(kx-vt)=-Ez, Hz=O. 

Bei einem Wasserstoffatom oder einem wasserstoffahnlichen System 
das nur ein Elektron entha,lt, kann man den durch das Vektorpotential5l( 
bedingten Storungsoperator als die Differenz der Operatoren 

H=- -----A ----A ----A 1 [( h a e )2 (h a e )2 (h a e )2J 
2m 2niax c., + 2niay c 11 + 2niaz c Z 

und 

HO= _1 [(~~)2 (~_~)2 (~~)2J 
2m 2ni ax + 2ni ay + 2niaz 

definieren. 

Dies gibt mit Riicksicht auf aa~(J) + aa~" + a ~. = 0 (bei cp = 0 oder 

cp = konst.), wenn man die in A quadratischen Glieder weglaBt: 

H ---- A - A - A-I h e (iJ iJ . a) 
- 2nicm roax+ tlay+ ZiJz' (41 a) 
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Dieser Ausdruck ergibt sich auch unmittelbar aus der allgemeinen 
relativistischen Wellengleichung (27) § 5 Kap. II. 

Bei einem System mit beliebig vielen Freiheitsgraden muE man 
die Formel (41 a) durch 

(41 b) 

ersetzen. 
Die storende Wirkung der Lichtwellen ist also streng genommen 

durch die potentiellen Impulse der Teilchen bestimmt, aus welchen das 
betrachtete System besteht, und nicht durch die entsprechende pot en­
tielle Zusatzenergie. 

Die Formel (40) stellt trotzdem eine fiir manche Anwendungen 
vollkommen genugende Naherung dar. Wir werden in diesem Para­
graphen daran anknupfen. 

Die von den Lichtschwingungen "induzierten" Ubergange von 
einem diskreten Zustand k in das kontinuierliche Zustandsgebiet sind 
als optische Dissoziations- oder Ionisationsvorgange anzusehen. 1m 
einfachsten Fall, wenn die Ionisation in der Abspaltung eines Elektrons 
besfeht, hat man es mit dem photoelektrischen Effekt zu tun. Die 
Wahrscheinlichkeit dieses Effektes fUr ein bestimmtes Atom, auf die 
Zeiteinheit bezogen, ist nach (39a) und (40) durch die Formel 

r"lc = ~2 (I PO).W"k 12E50) + 1 P'II.w"kI2E5'11 + 1 PZ.W"k 12E5z) (42) 

gegeben. Sie ist also proportional dem Quadrat der Lichtschwingungs­
amplitude, d. h. der Intensitiit des Lichtes. Diese Formel und die For­
mel (39) fiir die Energie, die den einzelnen Photoelektronen (oder eher 
Atomen) vom Licht zugeftihrt wird, sind in vollkommener Ubereinstim­
mung mit der Erfahrung. 

Das Verhalten des vom Atom abgespaltenen Elektrons - oder 
genauer des Systems, das aus diesem Elektron und dem zuruckbleiben­
den Ion gebildet ist -laBt sich dabei durch die Gestalt der Funktion '/fJw" 
charakterisieren. Die Untersuchung dieser Funktion erlaubt, die Ver­
teilung der Photoelektronen nach den verschiedenen Emissionsrich­
tungen zu ermitteln. DafUr genugt es, die entsprechende Exemplaren-

stromdichte i = -4 h . ('/fJijr grad '/fJw - '/fJw grad '/fJ~ ) in sehr entfern-
:n; fn t" v 'P 'P 

ten Punkten zu bestimmen (s. Kap. IV, § 4). 
Fur die optischen Resonanzubergange zwischen diskreten statio­

naren Zustanden erhalt man, gemaE der ersten Formel (38b), eine der 

Zeit proportionale Wahrscheinlichkeit 1 C; 12 = ~: 1 T~~ 12 • t. Dieses Er­

gebnis ist physikalisch sinnlos; denn die Ubergangswahrscheinlich­
keiten mussen von der Zeit unabhangig sein. Experimentell wird eben-

12* 
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falls kein Unterschied zwischen der ionisierenden und anregenden Wir­
kung des Lichtes beobachtet, sofern es sich urn die "Haufigkeit" der 
entsprechenden Vorgange, d. h. urn die Zahl der ionisierten oder angereg­
ten Atome handelt. 

Diese Schwierigkeit erklart sich daraus, daB man es in der Wirklich­
keit niemals mit vollkommen homogenem, monochromatischem Licht zu 
tun hat. Fur die "unscharfen" Resonanzubergange von dem bisher 
betrachteten Typus ist dies praktisch belanglos; denn eine endliche 
Spektralbreite des Lichtes entspricht hier der endlichen Breite des 
Resonanzgebietes bei W". Fur die Resonanzubergange zwischen diskre­
ten, d. h. scharf definierten Zustanden, hat sie dagegen dieselbe Bedeu­
tung, als ob der eine dieser Zustande (oder die beiden) durch ein konti­
nuierliches Zustandsgebiet ersetzt wrde. Man erhalt deshalb in diesem 
Fall fUr die gesamte (d. h. dem ganzen Spektralbereich des Lichtes 
entsprechende) Dbergangswahrscheinlichkeit einen Ausdruck von der­
selben Form (39a) wie bei der Ionisation. 

Das "natiirliche" Licht mit einem (vielleicht auch sehr engem) 
kontinuierlichen Spektrum kann man also eine Mischung von Schwin­
gungen verschiedener Frequenz mit regellos verteilten Richtungen und 
Phasen betrachten. Bei Superposition solcher "inkoharenter" Schwin­
gungen werden bekanntlich nicht ihre Amplituden, sondern die Ampli­
tudenquadrate, d. h. die "Intensitaten" arithmetisch addiert, wobei 
die Quadratsumme der im unendlich kleinen Bereich zwischen 'I' und 
'I' + dy liegenden Schwingungsamplituden in der Form E5(Y)dY dar­
gestellt werden kann. Die Resonanzwirkung des "naturlichen" Lichtes, 
welches die "SchwebungsfrquenZ"Ynk OderYkn enthalt, wird nach (38a) 
und (40) durch die Formel 

I
p 12--Sle2ni("-lvnkl)t-112 Icnl2 = 2n; cos2 (} V-IVnkl E~(y)dy 

ausgedruckt, wo () den Winkel zwischen dem Vektor tJnk und den sich 
zu E2 ('I') dv zusammensetzenden elektrischen Vektoren bedeutet. So­
fern dabei aIle Richtungen der letzteren gleich oft auftreten, muB der 
Mittelwert von cos 2 () gleich ! sein. Das Integral laBt sich wie fruher 
naherungsweise berechnen, indem man das Argument v in E~ ('I') durch 
seinen Resonanzwert iVnki ersetzt. Man erhalt dabei 

Icn l2=Tnk ,t 

mit (42 a) 

Diese Dbergangswahrscheinlichkeit pflegt man in der Form 

rnk=Bnku(Vnk) (43) 
darzusteIlen, wo 



Die durch das Licht bedingten Storungen; Warmestrahlung. 181 

die auf die Volumeinheit bezogene Spektraldichte der Lichtwellenenergie 
ist. Hier bedeuten E 2 d'll und H 2d'll die zeitlichen Mittelwerte von E 2d'll 

- 1 
und H 2d'll. Man hat also E2 = "2 E~ und mit Riicksicht auf H = E 

( ) _ E8(",..) 
U 'II"k - 8n • (43 a) 

Daraus folgt 

(43b) 

Diese Koeffizienten, die die Wahrscheinlichkeit der vom Licht 
induzierten 'Obergange zwischen den verschiedenen gequantelten Zu­
standen bestimmen, sind neben den spontanen 'Obergangswahrschein­
lichkeiten A"k (n> k) von EINSTEIN (1917) eingefiihrt worden, als 
er das statistische Gleichgewicht zwischen einer Exemplarengesamtheit 
gleicher Atome und der von ihr emittierten und absorbierten Strahlung 
vom Standpunkte der BOHRschen Theorie und der Lichtquanten­
theorie untersuchte. 

Damit ein solches Gleichgewicht bestehen kann, muB die Anzahl 
der Atome, die aus dem "hoheren" Zustand n in den tieferen - spontan 
sowie unter der Wirkung des Lichtes - iibergehen, gleich der Anzahl 
der Atome sein, die den umgekehrten 'Obergang vollziehen. Bezeichnet 
man die relative Anzahl der Atome in einem Zustand m mit leml2• = N m' 

so erhalt man als Gleichgewichtsbedingung die Gleichung: 

N,,(A"k + B"k u('IInk)) = N kB"k U ('II"k)' 
Daraus ergibt sich der folgende Ausdruck ffir die Spektraldichte der 
Strahlungsenergie 

A"l: s· u('II) = _fl_k_ 

N"_l 
N .. 

(44) 

Wir fordern nun, daB die Warmestrahlung sich nicht nur mit den be­
trachteten Atomen, sondern mit Atomen beliebiger Art in Gleichgewicht 
befindet. Diese Forderung laBt sich befriedigen, wenn wir annehmen, 
daB u('II) eine eindeutig bestimmte (d. h. von der Art der Atome un­
abhangige) Funktion der Frequenz 'II ist. Nun hat man gemaB (43 b) 
und (31b) 

(44 a) 

Daraus folgt, daB das Verhaltnis ~l: in einer ganz allgemeinen (d. h. ffir 
fI 

die betrachteten Atome nicht charakteristischen) Weise von der Fre-

quenz 'link = ~fI - ~II abhangen muB. Die Gleichung 

~ .. = f(W,,- Wk) 

" 
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hat nur eine allgemeine Losung, und zwar 

N n = konst. e- cxw .. , 

wo Q(; eine Konstante bedeutet. Setzt man Q(; = k~' so wird 

w .. 
N n = 1 Cn 12 ("oo.J e - kT • 

III, § 7. 

(44b) 

Es laBt sich leicht zeigen, daB die Konstante T die Bedeutung der 
absoluten Temperatur hat. Dies folgt z. B. aus der von EINSTEIN 
abgeleiteten Tatsache, daB die Atome wegen der von ihnen bei Emission 
oder Absorption von Lichtquanten erfahrenen StoBe eine mittlere kine-

tische Energie von dem Betrag 23rx = : k T erhalten - im Einklang 

mit der elementaren gaskinetischen Definition der absoluten Temperatur. 
Die Formel (44b) stellt das bekannte BOLTZMANNsche Verteilungs­

gesetz dar.. " 
Nach (44 a) und (44 b) erhalten wir aus (44) die PLANCKsche 

Strahlungsformel 

(45) 

aus der die Quantentheorie entstanden ist. 
Wenn keine Resonanz zwischen der erregenden Frequenz 11 und 

irgendeiner Schwebungsfrequenz . V nm oder· V Wm besteht, wachsen 
die Koeffizienten Cn und Cw nicht stetig an, sondern schwanken urn 
gewisse verhaltnismaBig sehr kleine Mittelwerte. Dies entspricht vom 
korpuskular-statistischen Standpunkt aus erzwungenen Dbergangen des 
petrachteten Systems aus dem ursprunglichen Zustand (k) nach den 
arideren hin und zuruck ohne regelmaBige Absorption oder Emission 
der Strahlungsenergie (die spontane Ausstrahlung lassen wir hier bei­
seite). Der (statistische) Mittelwert irgendeiner ffir das System cha­
rakteristischen GroBe F, z. B. seines, elektrischen Momentes, muB dabei 
erzwungene Schwingungen von konstanter Amplitude ausfiihren, die 
mit dem storenden Faktor hinsic~tlich der Frequenz wenigstens teil­
weise ubereinstimmen. 

Zur Bestimmung dieser erzwungenen Schwingungen mussen wir in 

die allgemeine Formel F = J "P* F "P d V den Ausdruck 

"P = "P1c + .2cn "Pn + J cw"Pw dW (46) 
n:F k 

einsetzen mit den nach den Formeln (38a) bestimmten Werten der 
Koeffizienten cn und cw. Dabei kann man wegen der Kleinheit dieser 
Koeffizienten in erster Annaherung ihre Produkte mit den konjugierten 
GroBen vernachlassigen. 
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Wir beschranken uns zunachst auf die diskreten Eigenfunktionen, 

lassen also das Integral in (46) beiseite. Dann reduziert sich F auf 

F=Fu + .2 (cnFkn + c:Fnk) =Fkk + 2lR.L, cnF Ton , (46 a) 
n=\=k n =\=k 

wo ~ den reellen Anteil der darauffolgenden komplexen GroBe be­
deutet (es sei daran erinnert, daB F nk = F:n ist). Durch Einsetzen des 
Ausdruckes (3Sa) fur Cn in diese Formel erhalten wir mit Rucksicht 
auf F len = F£n e2ni"knt 

- 1 "\l ( e2ni ,·t e-2niYt) 
F~To=F-Fu= -,lR.L,F2nT~k --+-+ +"', (46b) 

(I Vnk V Vnk-V 
e 

wo die weggelassenen Glieder die "freien" Schwingungen (oder genauer 
die freien Schwebungen) mit den Frequenzen Vn 7c charakterisieren, die 
im Anfangsstadium des Vorgangs erregt werden und infolge der spon­
tanen Ausstrahlung allmahlich gedampft werden mussen. 

Bei F = \J und H' = - \J '@o cos 2nvt, d. h. T' = - \Jo·@o, be­
stimmt diese Formel das durch das Wechselfeld @ induzierte elektrische 
Zttsatzmoment des betrachteten Systems (Atoms oder Molekiils). Die 
GroBe 

F2n T~k= - \J2n (\J2n . @u) 

hat in diesem Falle einen reellen Wert (wegen \JnIc = \J;:n), so daB der 
imaginare Anteil der Summe 

weggelassen werden darf. Es wird also 

2 .J; V hO (hO • ~ ) 
h' = 11 _ h = -cos2nvt. nk1"kn 1"nk o. 
1"7c7c 1" 1"k To h v" _ v2 

n=\=k nk 

(47) 

Diese Formel kann zur Berechnung des Brechungsvermogens tt eines 
materiellen Mediums, das aus Teilchen (Atomen, Molekiilen) der be­
trachteten Art besteht, dienen. Insbesondere bestimmt sie die Disper­
sion dieses Mediums, d. h. die Abhangigkeit des Brechungsvermogens 
von der Frequenz V der Lichtschwingungen 1. In der klassischen Me­
chanik laSt sich eine "Dispersionsformel" von der Gestalt (47) nur 

1 Bei einem gasfortnigen Medium, das in der Volumeinheit N gleichartige 
Atome enthaJt, driickt sich der Brechungsindex durch die Formel fl-2 = 1 + 4n NIX 

aus, wo IX die elektrische Suszeptibilitat eines Atoms bedeutet, d. h. das Ver­
haltnis des Mittelwertes der Projektion des induzierten elektrischen Momentes 
auf die Feldrichtung zur Feldstarke. Wenn die Atome schon bei Fehlen des Lichtes 
auf verschiedene stationare Zustande verteilt sind, hat man 

Wk 

NIX =.2 N k IXk k = N .2[ Ck [2 IXu ",.2 e- loT <Xu. 
k k k 
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bei der Annahme von "quasi-elastisch gebundenen" Elektronen ab­
leiten - einer Annahme, die der gewohnlichen korpuskularmechanischen 
Vorstellung tiber die Bewegung der Elektronen in Atomen widerspricht. 

Der EinfluB des kontinuierlichen Eigenwertsspektrums, d. h. des 

Integrals in der Formel (46), auf die Differenz F~1c = Ii - F kk drtickt 
sich durch eine Formel aus, die man aus (46b) erhalt, wenn man W., 
durch W und die Summation tiber n durch eine Integration tiber W 
ersetzt. Es ergibt sich demenstprechend statt (47) 

h' = ~ cos 2n 'JI t [ '\,Vn k pZ., (P~1c' ~o) + SVW1c pZw(P rlrk' ~o) dW]. (47 a) 
1"'1ck h .L.J v2 _ '1'2 '1'2 _ '1'2 

n =J= k.,1e W Ie 

Diese Formel gilt selbstverstandlich nur bei Fehlen von Resonanz. Die 
letzte erfordert eine besondere Behandlung. 

Diese Ergebnisse lassen sich leicht auf den Fall verallgemeinern, 
daB das betrachtete System sich ursprtinglich (im Augenblick t = 0) 
in einem zusammengesetzten Schwingungszustand befindet, bei welchem 
mehrere Koeffizienten c~, c~, cg, .•• von Null verschieden sind. (Wenn 
die entsprechende korpuskular-statistische Exemplarengesamtheit im 
thermischen Gleichgewicht ist, mtissen ihre Modulquadraten proportional 

Wk 
e -k"T sein.) Man erhalt in diesem Fall, wenn man das kontinuierliche 
Spektrum auBer acht laBt, in erster Annaherung: 

P' = F - po = 2 ro '" >: CO * c' FO e2ni Ykn t ,n..:..;.;..J Ie n kn , 
k=F n 

woc~ = cn - c~istundFO = f '1/'0 * F'I/'°dVdenstatistischenMittelwertvon 
F fUr den Augenblick t = 0 bedeutet ('1/'0 = 2) c~ 'l/'n' 'If' = '1/'0 + ;;:; c~ 'l/'n). 
Setzt man hier die aus (35b) und (38a) folgenden Ausdriicke fUr c~ ein, 
so wird mit Riicksicht auf die Beziehungen 'JI1en + 'JInm = 'JIkm: 

F' = _ ~ro '" '" o*Fo '" 0T' (e 2n ;(Ykm+ V)t e2 'd(1'km -V)t) 
h ilt..:..;..:..;CIe len,,:,,;cm nm + + "', 

1c =J= n m Vnm + V Vnm - v 
(48a) 

wo die weggelassenen Glieder ebenso wie in der speziellen Formel (46b) 
den "freien", die Frequenz 'JI nicht enthaltenden Schwebungen ent­
sprechen. Diese Formel zeigt, daB man im allgemeinen neb en den 
"koharenten" Schwebungen mit der Frequenz 'JI noch "inkoharente" 
erzwungene Schwebungen mit den Frequenzen 'J1 + 'JIkm und 'JI - 'JIkm 
erhalt, deren Amplituden den Produkten cz * c:it proportional sind. Die 
inkoharenten Schwingungen des durch monochromatische Lichtwellen 
induzierten elektrischen Momentes 

-, _ ~ ro '" '" ° * ° '" hO (hO • «. ) (e2ni (Ykm+V)t e2ni (Vkm-,.)t) 
.).J - hilt..:..; ,,:,,;ck cm ..:..; 1"'len 1"'nm ~o + + (48b) 

k=J=m n=J=m 'JInm V vnm-v 

haben keinen EinfluB auf die Dispersion dieser Wellen. Sie miissen 
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aber eine unregelmaBige Streuung der letzteren bedingen und sich un­
mittelbar in der Gestalt von gestreuten Lichtstrahlen mit den "Kom­
binationsfrequenzen" v ± Vkm auBern. 

Eine solche "inkoharente Streustrahlung" ist 1928 von RAMAN und 
gleichzeitig von MANDELSTAMM und LANDSBERG experimentell entdeckt 
worden. Theoretisch ist diese Erscheinung schon im Jahre 1924 von 
SMEKAL auf Grund der Lichtquantentheorie und von KRAMERS und 
HEISENBERG auf Grund des BOHRschen Korrespondenzprinzips vorher­
gesagt und untersucht worden. 

Der von uns unberiicksichtigt gelassene Anteil des induzierten elek­
trischen Moments, der von den Schwebungen zwischen den diskreten 
und kontinuierlichen Zustanden herriihrt, entspricht einer inkoharenten 
Streustrahlung, die im Jahre 1923 von H. COMPTON experimentell ge­
funden und auf Grund der Lichtquantentheorie erklart worden ist. 
Diese COMPToNsche Strahlung werden wir in Kap. IV § 5 naher be­
trachten. 

§ S. Theorie der von der Zeit unabhangigen storungen. 
Die in § 6 entwickelte Storungstheorie laBt sich offenbar auch auf 

von der Zeit unabhangige Storungskrafte anwenden, die von einem 
auBeren, zeitlich konstanten Feld oder von der gegenseitigen Wirkung 
zwischen den Bestandteilen des betrachteten Systems herriihren. Man 
kann sich dabei entweder vorstellen, daB diese Krafte in einem be­
stimmten Augenblick t = 0 auf das System angreifen, wie dies bei der 
Behandlung von zeitlich wechselnden Kraften getan wurde, oder sie 
als immer tatig betrachten. 1m letzten Fall miissen die "Anfangswerte" 
der Koeffizienten Cn (= c~) den Zustand des gestiirten Systems im Augen· 
blick t = 0 bestimmen. Wenn die Storungsfunktion (oder der St6rungs­
operator) H' von der Zeit unabhangig ist, ist es zweckmaBig, die 
allgemeine Methode des § 6 folgendermaBen abzuandern: Die Am­
plitude der Schwingungsfunktion 1fln sei im folgenden mit a~ (statt 1fl~) 
und die Frequenz mit v~ (statt V'll) bezeichnet. Wir set zen also: 

1fln (Q, t) = O'~ (Q) e-2niy~t. (49) 
Ferner fiihren wir statt der Amplitudenkoeffizienten Cn die neuen Ver­
anderlichen 

ein, die die Abhangigkeit der Funktionen 

cn(t)1fln(Q, t) = en(t)~(Q) 
von der Zeit charakterisieren. 

(49 a) 

Setzt man die Ausdriicke Cn = en e2ni,,~t in die Gleichungen (35) 
ein, so erhalten wir 

-~ de .. = hvoe + L;H' e e2"'i(Y~-Y~)1 
2:n: i d tn'll m '11m m 
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oder wegen 

H ' e2 IT i (vo - ,.0) t = J ",0 * H' -fl d V = T' . nm m n Un Uin nmo (49b) 

Jz d 1;,,, h 0 r "T' r 
- 2-----: -dt- = Yn "'II + L..i '11m "m' :n;'t m 

Nun gilt: 

hYn = W~ = H~n = T~n' (m =1= 12). 

F olglich wird 
lz d1;,,, "'T r 

- 2:rd dt = L..i '11m "m, 

'" 
(50) 

wo 

Tnm = T~m + T~m = J a~* H ag.dV (50 a) 

die Matrixelemente des vollsta12dige12 HAMILToNschen Operators 
H = HO+H1 in bezug auf die "Eigenamplituden" a~ des ungestorten 
Operators HO bedeuten 1. 

Diese Gleichungen kann man leicht aus der Grundgleichung 

(H+ 2: i : t )1fJ=0 

direkt ableiten, wenn man ihre Lasung in der Gestalt 

1fJ = zen (t) a~ (Q) (50b) 
n 

sucht (statt, wie frtiher, in der Gestalt 1fJ = ZCn1fJn). Da H keine Ab­
leitungen nach der Zeit enthaIt, so hat man 

H 1fJ = ZenH ~ = ZenZT mnag. 
n n m 

(nach der Definition der GraBen T nm). Andererseits gilt wegen der Unab­

hangigkeit der Funktionen ano von der Zeit, ~ _8_ 111 = y: aO ~ d 1;,,, 2:rr;i8t'/' ......, n2ni dt . 
n 

Durch Vertauschung der Indizes 12 und m in der vorhergehenden Summe 
erhalten wir also 

Wegen der Unabhangigkeit der Eigenfunktionen a~ zerfaIIt diese Glei­
chung in die Gleichungen (50). 

Die letzteren bleiben selbstverstandlich auch dann richtig, wenn 
der Operator H die Zeit explizitenthaIt. Die Matrixelemente Tnm 
mtissen dabei ebenfalls von der Zeit abhangen, so daB die Integration 
der Gleichungen (50) im allgemeinen ziemlich schwierig ist. 

1 Der Index 0 wird also im folgenden zur Bezeichnung derjeuigen GraBen, 
die sich auf das ungestorte System (bei H' = 0) beziehen, dienen und nicht wie 
friiher zur Bezeichnung der Amplituden. 
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Wenn aber H die Zeit explizit nieht enth1ilt und folglich die Koeffi­
zienten T nm konstante Werte besitzen, lassen sieh diese Gleiehungen 
nach der Methode der harmonischen (oder exponentiellen) Partikular­
lOsungen integrieren. 

Wir set zen namlich 

(51) 

w 
WO Yn konstante Amplituden undh" = 11 eine fUr aIle Veranderlichen 

C1 , C2 , ••• gemeinsame Schwingungsfrequenz bedeutet. Die Differential­
gleiehungen (50) reduzieren sieh dabei auf das folgende System gewohn­
licher linearer und homogener Gleiehungen fur die (unendlieh vielen) 
Amplitudenkoeffizienten Yn: 

(51 a) 

Als "Kompatibilitatsbedingung" ergibt sieh die folgende "Sakular­
gleiehung" fUr W 

T ll - W, T 12 , TIs, 
T 21 , T 22 - W, T 23 , 

TSl> T 32 , T S3 - W, =0. (51b) 

Diese Gleiehung ist von unendlieh hohem Grade in bezug auf W und 
muB deshalb unendlieh viele Wurzeln WI' W 2 , ••• , W k' ••• haben. 
J eder dieser Wurzeln W = W k entsprieht eine bestiri:J.mte Losung 
des Gleichungssystems (51 a), d. h. ein bestimmtes System von Ampli­
tudenkoeffizienten Yn = Ykn (n = 1, 2, 3, ... ) und ferner eine be­
stimmte PartikularlOsung der Differentialgleiehungen (50): 

n = 1,2, ... ). 

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichungen kann dargestellt 
werden als die Summe solcher Partikularlosungen, die man dabei' mit 
willkiirlichen konstanten Koeffizienten Yk multiplizieren darf. - Wir 
erhalten auf diese Weise den folgenden Ausdruck fur die Verander-

(52) 

Fur die veranderlichen Amplitudenkoeffizienten en (t) ergibt sieh dem­
entsprechend die Formel 

(52 a) 
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und fiir die Funktion "P die Doppelsumme: 

"P = .2 .2 I'T< I'T< n ~ e2ni¥J: t . 
n k 

III. § 8. 

(52b) 

Ftihrt man nun statt O'~ neue Funktionen der Koordinaten gemaB der 
Formel 

(53) 

ein, so wird 
(53a) 

Diese DarstellJlllg der resultierenden Wellenfunktion fiir das 
gestorte System stimmt formal mit der entsprechenden Darstellung 
"P = .2 c~~ e-2ni¥~t fUr den ungestorten Schwingungszustand fiber-

" ein. Bezeichnet man die Eigenfunktionen des Operators HO mit 
"P~ = ~e-2ni¥~t und des Operators H mit "PT<' so erhalt man 

"PT< = 0'T<e- 2n "'lI: t = .21'T<n<t.!e-2n'¥k t . 
n 

(53b) 

Man fiberzeugt sich leicht, daB die neuen (gestorten) Eigenfunktionen, 
ebenso wie die urspriinglichen, orthogonal zueinander sind. Ihre Nor­
malitat laBt sich durch eine passende Normierung der GroBen Y1<n 
stets erzielen. 

Zum Beweis betrachten wir die Identitaten: 

.2 TnmI'T<m = WT<I'1<n. und .2T:ml'tm = Wtl';:' 
m m 

ffir zwei verschiedene Werte von W (die letzteren kann man als reell 
voraussetzen, s. unten). Multipliziert man die erste Gleichung mit yt,. 
und die zweite mit I'1<n' summiert sie dann fiber n und subtrahiert sie 
voneinander, so erhalt man: 

(WT< - Wz) .21'1<n I'm =.2 .2 Tnml'T<m 1';:' - .2.2 T:m Y1<n 1';:'. 
n n m n m 

Wenn man in der zweiten Doppelsumme die Indizes n und m vertauscht 
und die HERMITESche Relation T,,*m = T mn berficksichtigt, so wird sie 
mit der ersten Doppelsumme identisch. Die rechte Seite der letzten 
Gleichung ist folglich gleich Null. Bei der Voraussetzung W T< - W, = 0 
ergibt sich also die Orthogonalitatsbeziehung 

(54) 

die man auch bei der "Entartung" W T< = W z als gilltig annehmen 
darf. DaB die Eigenwerte W1 , W 2 ••• , d. h. die Wurzeln der Sakular­
gleichung (51 b) samtlich reell sind, folgt mathematisch aus dem 
HERMITEschen Charakter der Matrix (T nm). Ersetzt man namlich in 
der zweiten der oben angeftihrten Identitaten 1 durch k und WI durch 
W: ' so erhalt man in derselben Weise wie frtiher (W T< - W;) .2 I'1<n 1':" = O. 

11 
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Diese Gleichung ist nur unter der Bedingung W k = WZ moglich, denn 
die Summe .2 Ylcn yin = .21 Ykn 12 ist wesentlich positiv. Die Glei-

n 

chungen 
(54a) 

die sich offenbar immer befriedigen lassen, drucken die Normierungs­
bedingungen fUr die Amplitudenkoeffizienten Ykn aus. 

Aus diesen Gleichungen und den Orthogonalitatsbeziehungen (54) 
laBt sich sofort die Orthogonalitat und Normalitat der neuen (gestorten) 
Eigenfunktionen ak (oder '!flk) beweisen. Man hat namlich nach (53) 

J akat d V = .2 .2Ykn ytm J a~a::' * d V = .2Ykn yt;., 
n m n 

gemaB der vorausgesetzten Orthogonalitat und Normalitat der ur­
sprunglichen Eigenfunktionen a~, und folglich 

J * {O bei k 4= l 
aka, dV = 

lbeik=l 
(54b) 

wegen (54) und (54a). 
Man sieht leicht, daB die dargestellte Theorie - sofern sie die 

Bestimmung der nur von der Zeit abhangigen Veranderlichen Cn be­
trifft - mathematisch identisch ist mit der klassischen (d. h. auf den 
Gesetzen der NEWToNschen Mechanik beruhenden) Theorie der freien 
Schwingungen eines Systems elastisch gekoppelter Teilchen oder eines 
Systems von gekoppelten Pendeln oder auch mit der Theorie der elek­
trischen Schwingungen in einem System von elektrostatisch gekop­
pelten Stromkreisen. 

Es seien ;1' ;2' ... die Verschiebungen der betrachteten Teilchen 
(oder Pendel) aus ihrer Ruhelage 1 (oder die elektrischen Ladungen 
der Kondensatoren der entsprechenden Stromkreise). Ihre Abhangig­
keit von der Zeit laBt sich durch ein Gleichungssystem von der Gestalt 

(55) 

bestimmen. Die Koeffizienten (/>nn charakterisieren dabei die Bindung 
der einzelnen Teilchen an ihre Ruhelage, d. h. die freien Schwingungen, 
die sie bei Fehlen irgendwelcher Koppelung mit den anderen Teilchen 
ausfUhren wiirden. Die Koeffizienten (/>n9n = (/>mn (m 4= n) charak­
terisieren dagegen die storenden Koppelungskrafte. 

Setzt man 

(/>nn = (/>~n + (/>~n' (/>nm = (/>~m (n 4= m) , 

so kann man die obigen Gleichungen als die Gleichungen der gestorten 

1 Wir beschranken uns auf den Fall eindimensionaler Schwingungen. 
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Bewegung des betrachteten quasi-elastischen Systems ansehen. Dabei 
sind unter der ungestorten Bewegung die durch die Gleichungen 

d 2 ~ 
- dt2n = q)~n ~n 

bestimmten Schwingungen zu verstehen. In diesem Fall schwingt 
jedes Teilchen (jedes Pendel oder Strom) ganz unabhangig von den 

anderen mit der Frequenz (U~ = 21n -Vq)~n' 
Beim Vorhandensein von storenden Koppelungskraften sind solche 

unabhangigen harmonischen Schwingungen der einzelnen Teilchen 
(oder Pendel) nicht moglich. Sie werden ersetzt durch harmonische 
Schwingungen verschiedener Art - sogenannten "Normalschwin­
gungen" des Systems -, wobei an jeder durch die gemeinsame Fre­
quenz (Uk charakterisierten Schwingungsart alle Teilchen mit bestimmten 
relativen Amplituden und bestimmten konstanten Phasendifferenzen 
teilnehmen. Die reelle Amplitude und Anfangsphase jedes Teil­
chens kann man als den Modul und das Argument einer komplexen 
Amplitude Y n = I Y n I eHn definieren. Diese komplexen Amplituden 
und die entsprechenden Schwingungsfrequenzen lassen sich aus den 
Bewegungsgleichungen ermitteln, wenn man fUr die Veranderlichen ~n 
den Ansatz 

~n = Yn e-2niwt (55a) 

macht. Die Gleichungen (55) reduzieren sich dabei auf die Gestalt 

(55b) 

werden also bei w 2 = W und q)nm = Tnm mit den "wellenmechani­
schen" oder "quantenmechanischen" Gleichungen (51a) identisch. 

Die allgemeine Losung des klassischen Schwingungsproblems (55) ,----­
ebenso wie des entsprechenden "quantenmechanischen" Problems (51)­
laBt sich durch Superposition aller harmonischen Partikular16sungen 
(mit willkiirlichen konstanten Koeffizienten) erhalten. 

Die Zusammenstellung der beiden Aufgaben erlaubt uns, die quan­
tenmechanische Storungstheorie in einer sehr anschaulichen Weise auf 
die klassische Theorie der Schwingungen schwach gekoppelter Teilchen 
oder Pen del zuriickzufiihren. Besonders bequem erweist sich dabei 
das "Pendelmodell" (das ebensogut zur Verdeutlichung der wellen­
mechanischen wie der elektromagnetischen Schwingungen dienen kann). 
Ein solches Modell besteht aus einer unendlichen Reihe von Pendeln, 
die langs einer horizontalen Geraden nach zunehmender Frequenz der 
ungestorten Schwihgungen, d. h. nach abnehmender Lange, aufgehangt 
sind und miteinander paarweise verbunden werden konnen (vgl. Abb. 8). 
Dabei ~ntspricht jedes Pendel einem bestimmten gequantelten Zustand 
des ungestorten Systems (Atoms, Molekiils), d. h. einer bestimmten 
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Eigenfunktion a~ (oder 1fJ~)' Bei "Entartung", d. h. wenn mehrere 
verschiedene Zustlinde dieselbe ungestorte Schwingungsfrequenz Y~ 
haben, kann man den entsprechenden Pendeln dieselbe Llinge (aber 
im allgemeinen eine verschiedene Masse) zuschreiben und sie neben­
einander transversal zur urspriinglichen Aufhiingungsrichtung an­
ordnen. 

Wenn das betrachtete System neben qer diskreten Zustandsreihe 
noch eine kontinuierliche Reihe von stationiiren Zustiinden besitzt, 
muB die diskrete Pendelreihe unseres Modells durch eine kontinuier­
liche Reihe ergiinzt werden, die man sich als ein dichtes, schweres Ge­
webe vorstellen kann. Damit dieses Gewebe nicht "zerreiBt", miissen 
die Schwingungsamplituden und -phasen seiner vertikalen Elemente 
stetige Funktionen der Schwingungsfrequenz oder der Energie kYO = W O 

sein 1. 

Die Einfiihrung des kontinuierlichen Schwingungsspektrums ist mit 
einer groBen Komplikation der Storungstheorie verbunden. Wir werden 
uns deshalb im folgenden auf das " 

di,krete Spektnun bescllliinken. rnTf f)111.-. 
Auf den Boden der Wellen- ~ 1" 1 ~llmmll 

vorstellung ist die Korrespondenz _ .. -
zwischen den Schwingungen un-
seres Pendelmodells und dem Abb. 8. 

Schwingungsvorgang im entspre-
€henden wellenmechanischen System (Atom, Molekill) ganz naheliegend 
und deutlich. Die Rolle der einzelnen Pendel spielen dabei die ver­
schiedenen Arten der stehenden Wellen; in beiden Fiillen bedeuten die 
Koeffizienten cn die (komplexen) Schwingungsamplituden. 

Einen rein symbolischen Charakter erhiilt diese Korrespondenz nur 
dann, wenn wir vom wellentheoretischen Standpunkt zum korpuskular­
statistischen ("quantenmechanischen") iibergehen. Die Amplituden­
koeffizienten erhalten dabei einen ganz anderen physikalischen Sinn, 
denn ihre Normen Cn c~ = / Cn /2 bestimmen jetzt die relative Anzahl 
der sich in den entsprechenden Zustand befindenden Exemplare des 
betrachteten Systems. Der stetigen Anderung dieser Koeffizienten mit 
der Zeit unter der Einwirkung der Storungskriifte entspricht eine 
Reihe von erzwungenen sprunghaften Obergiingen dieser Exemplare 

von einem Zustand zu einem anderen. Die Ableitung :t / Cn 12 bedeutet 

1 Man konnte das Pendelmodell durch ein Seitenmodell ersetzen (unter Be­
schrll.nkung auf die Grundschwingungen jeaer Seite). Es wiirde dabei dem konti­
nuierlicheri Spektrum eine Membran entsprechen. Eine solche Membran miiBte 
aber ganz ungewohnliche Eigenschaften besitzen, die mit den iiblichen Gieichungen 
der Elastizitatstheorie unvereinbar sind (denn diese Gieichungen entsprechen 
einer Koppelung nur zwischen den Nachbarelerilenten des elastischen Konti­
nuums). 
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dabei die auf die Zeiteinheit bezogene Wahrscheinlichkeit dafiir, daB 

irgendein Exemplar des Systems in den Zustand a~ bei d~ 1 Cn 12 > 0 

oder aus diesem Zustand bei d~ 1 Cn 12 < 0 ubergeht. 

Von bestimmten Ubergangen im ublichen Sinne, bei scharf defi­
niertem Anfangs- und Endzustand, kann man im allgemeinen streng 
genommen gar nicht reden. Nur wenn die Summe von irgendwelchen 
zwei GraBen 1 Cn 12, Z. B. 1 Cl l 2 + 1 C2 12, praktisch konstant bleibt, lassen 

sich die Ableitungen d \ ;~ \2 = _ d I;~ 12 als Ubergangswahrscheinlich­

keiten im frillier betrachteten Sinne auffassen. 
Wenn man als storende Krafte nicht auBere Krafte, sondern "innere" 

Wechselwirkungskrafte zwischen den Bestandteilen eines zusammen­
gesetzten Systems betrachtet, ist es richtiger, nicht von erzwungenen, 
sondern von spontanen Ubergangen zu sprechen. Urn diese Ubergange 
von denjenigen spontanen Ubergangen zu unterscheiden, die unter 
Ausstrahlung von Energie stattfinden, p£Iegt man sie als "strahlungs­
lose Ubergange" zu bezeichnen. 

Man kannte von vornherein erwarten, daB Ubergange dieser Art 
nur zwischen ZusUinden mit gleicher Energie maglich sind - da dabei 
keine Energie von auBen gewonnen oder nach auBen abgegeben wird. 
Dies ist aber nicht der Fall, wie man es an unserem Pendeimodell sofort 
einsehen kann. Wir stellen uns z. B. vor, daB im Augenblick t = 0 
nur ein Pendel, das dem (ungestorten) Zustand a~ entspricht, schwingt. 
Dann muB es allmahlich aIle andere Pendel, die damit direkt oder 
indirekt gekoppelt sind, in Mitschwingung setzen, unabhangig davon, 
ob sie Zustiinden derselben oder einer verschiedenen Energie ent­
sprechen. Der Satz von der Erhaltung der Energie ist also fur die ein­
zelnen elementaren Ubergiinge nicht streng giiltig. Man kann aber 
gleichzeitig leicht sehen, daB dieser Satz mit einer praktisch vollkommen 
genugenden Genauigkeit gelten muB. Zustiinde mit derselben Energie 
werden in unserem Modell durch Pendel dargesteIlt, die dieselbe un­
gestorte Schwingungsfrequenz besitzen, die also miteinander in Reso­
nanz sind. Nun ist es klar, daB die Schwingungen irgendeines Pendels 
bei schwacher Koppelung nur solche Pendel stark anregen kann, die 
damit in Resonanz sind. Auf diese Weise laBt sich der in der Wirklich­
keit beobachtete konservative Charakter der verschiedenen physika­
lischen Elementarakte auf einen eigenartigen Resonanzejjekt zuriick­
filliren. - Solche Elementarakte pflegt man dementsprechend als 
Resonanzubergiinge zu bezeichnen. 

Bei gewissen Beziehungen zwischen den komplexen Amplituden Cn 

der verschiedenen Pendel kannen diese Amplituden, wie wir oben 
gesehen haben, konstante Werte behalten. Dies entspricht einer statio­
niiren Verteilung der Exemplare des gestorten Systems nach den ver-
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schiedenen ungestorten gequantelten Zustanden. Fiihrt man fur das 
gestorte System ein Pendelmodell derselben Art wie fiir das ungestorte 
ein, so wird sich jede solche station are Verteilung, d. h. jede Normal­
schwingung des ursprunglichen Modells, durch die Schwingungen eines 
einzigen Pendels des neuen Modells darstellen. Diese neuen, die trans­
formierten Eigenfunktionen fYk darstellenden Pendel mussen selbst­
verstandlich als ungekoppelt betrachtet werden; dementsprechend sind 
strahlungslose spontane Ubergange zwischen den neuen stationaren 
Zustanden des gestorten Systems unmoglich. 

Die oben gefundenen Formeln fur die Eigenfunktionen fYk und die 
Eigenwerte W k des gestorten Systems konnen viel einfacher bestimmt 
werden, als dies in diesem Paragraphen geschehen ist, wenn man den 
Zeitbegriff von vornherein vermeidet und von den Gleichungen 
(H - W k) fYk = 0 ausgeht. Setzt man namlich in diese Gleichungen 
die Ausdrucke fYk = .2 Ykn fY~ ein, so erhalt man mit Rucksicht auf 

m 

HfYk = .2Ykn H rt;. = .2 .2Ykn T mn~ = WkfYk = Wk .2Ykm fY!:., 
n n m m 

woraus sich durch Gleichsetzen der Koeffizienten bei denselben Eigen­
funktionen fY~ (und Vertauschung der Indizes n und m) sofort die 
schon bekannten Gleichungen 

.2 TnmYkm = WkYkn 
m 

ergeben. 
Die oben angegebene Ableitung dieser Gleichungen ist aber all­

gemeiner, denn sie laBt sich ebensogut auf von der Zeit abhangige 
Storungskrafte anwenden und - was noch wichtiger ist - sie bringt 
die Rolle der Zeit auch bei zeitunabhangigen Storungen viel klarer 
zum Ausdruck. 

Zum SchluB sei noch darauf hingewiesen, daB die Gleichungen 
.2T nm Ym = WYn auch aus einem Minimalprinzip abgeleitet werden 
m 

konnen, und zwar bestimmen sie diejenigen Werte der Veranderlichen 
Yl' Y2'· .. , die die quadratische (HERMITEsche) Form 

(55) 
" m 

unter der Nebenbedingung 

zum Minimum machen. 
Urn dies einzusehen, betrachten wir die Veranderlichen y" und Y! 

als unabhangig voneinander (was gestattet ist, da sie komplex sind), 

bilden in der ublichen Weise die Variation von H, subtrahieren davon 
Frenkel, Wellenmechanik. 13 
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die mit einem unbestimmten Parameter I-' multiplizierte Variation 
~ 2) 1': l' n und setzen die Koeffizienten der Variationen aller l' und 1'* 
gleich Null (LAGRANGESche Multiplikatorenmethode). Dabei erhalten 
wir 

und folglich mit Riicksicht auf Tn m = T::;" : 

2) TnmYm - l-'1'n = 0, 2) T;:;nY: - 1-'1';:; = 0, 
m n 

Das sind tatsachlich die Gleichungen (51 a) und die damit konjugierten 
Gleichungen, wobei der Multiplikator I-' die Rolle der Energie W spielt. 

Daraus folgt ferner, daB die zulassigen, durch die Sakularglei­
chung (51 b) bestimmten Werte von W gerade die Extremalwerte der 
GroBe H sind. Denn es gilt 

2)1': (2) TnmYm - I-'Yn) = ii - I-'2)YnY: = H - I-' = O. 
n m 

Durch Betrachtung der zweiten Variation iiberzeugt man sich leicht, 
- -

daB die Extremalwerte von H wirklich Minimalwerte sind (~2 H > 0). 
Dieses Ergebnis kann noch in einer anderen, auBerlich verschiedenen, 

aber im wesentlichen gleichbedeutenden Gestalt ausgesprochen werden. 
Die GroBe H laBt sich nach (24) und (21) § 4 in der Form 

ii=Ja*HadV mit a=.2Yn~ 
n 

schreiben und als statistischer Mittelwert des vollstandigen ("gestor­
ten") Energieoperators in bezug auf die durch die Funktion a oder 
durch die Koeffizienten 1'n definierte Exemplarengesamtheit der un­
gestorten Systeme auffassen. Die Nebenbedingung .21'n 1': = 1 ist 

n 
dabei (wenn die Funktionen a~ als orthogonal und normiert voraus-
gesetzt werden) aquivalent mit der "Konvergenzbedingung" J aa* dV = 1. 
Die Eigenfunktionen des Operators H sind folglich diejenigen quadra-
tisch integrierbaren Funktionen, die das Integral H zum Minimum 
machen und seine Eigenwerte sind die Minimalwerte von Ii. 

Dieses Ergebnis erlaubt es in manchen Fallen, die angeniiherte 
Bestimmung der Eigenfunktionen - und besonders der Eigenwerte -
eines gegebenen Operators H weitgehend zu vereinfachen. Wenn es 
sich z. B. urn eine kleine Storung eines bestimmten Zustandes a~ mit 
der Energie W~ handelt, so kann man die exakte Funktion an in der 
Form a~ (a, b, c, ... ) suchen, wo a, b, c, ... gewisse Parameter bedeuten, 
die in a~ mit gegebenen Zahlenwerten ao, bo, Co auftreten (z. B. die 
Kernladungszahlen,. Kernabstande usw., s. Kap. IV § 7). Diejenigen 
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Zahlenwerte dieser Parameter, die die beste trbereinstimmung der 
angenaherten Losung O'~ (a, b, ... ) mit der exakten an liefem, konnen 
dabei aus den Gleichungen 

8H =0 
8a ' 

8H =0 
8b ' ... mit H=fO'*(a,b, ... )HO'(a,b, ... )dV 

bestimmt werden; in den vorhergehenden Ausdruck eingesetzt, geben 
sie den korrigierten Wert von W n = W~ + W~. 

Das geschilderte Verfahren zur angeniihertenLosung einer Differential-

gleichung (H - W) 0' = 0, das dem Minimalprinzip oH = 0 aquivalent 
ist, ist in die mathematische Physik zuerst von W. RITZ eingefiihrt 

worden. - Das Integral if. = f 0'* Had V kann wegen des selbst-

adjungierten Charakters des Operators H = .1.) 2~a (2:ia~a - Gar + U 
auch in der Form 

H= S[.1.)2~2,,\2:i:;" -Ga O'\2 + UiO'I2JdV 

dargestellt werden. Dieser Ausdruck ergibt sich aus dem Vorhergehenden 
durch partielle Integration mit Riicksicht auf (14a) § 3. 

§ 9. Schwache Storung; Entartung und innere Resonanz. 
1m vorigen Paragraphen haben wir die Kleinheit der StOrungs­

krafte, d. h. die Kleinheit der sie darstellenden GroBen T~n und T~m 
im Vergleich mit den "ungestorten" Elementen der Energiematrix 
T~n = W~ unberiicksichtigt gelassen. Wenn diese Voraussetzung nicht 
erfiillt ist, konnen die allgemeinen Gleichungen (51a) - wegen ihrer 
unendlichenn Anzahl - sowie die Sakulargleichung (51 b) praktisch 
nicht gelost werden. 1st sie aber tatsachlich erfiillt, kann man also 
die Elemente der StOrungsmatrix T~m ("Koppelungskrafte") als kleine 
GroBen ("erster Ordnung") behandeln, so lassen sich die obigen Glei­
chungen durch schrittweise Naherungen beliebig genau 16sen. 

Als Ausgangspunkt kann dabei die "nullte Naherung" dienen, die 
dem Verschwinden der Storungskrafte entspricht. Die Gleichungen (51 a) 
reduzieren sich dabei auf 

oder genauer auf 
T~nYkn=WkYkn' (56) 

Hier ist ~n = W~. Andererseits miissen die Wurzeln der Sakular­
gleichung (51 b) bei T' = 0 mit den in irgendeiner Reihenfolge ge­
nommenen ungestorten Eigenwerten W~ zusammenfallen. Wir konnen 
diese Wurzeln derart numerieren, daB man in nullter Naherung W k= wg 
hat. Dann erhalten wir 

13* 
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(W~ - wg) Ykn = O. 

III, § 9. 

(56 a) 

Daraus folgt, daJ3 bei W~ =l= wg Ykn = 0 ist. Diese Formeln kann man 
auf aIle Koeffizienten Y mit verschiedenen Indizes erweitern und sie 
durch die Formeln Ynn = 1 erganzen. Diese Definition ist in Einklang 
mit den allgemeinen Orthogonalitats- und Normalitatsbedingungen fur 
die Koeffizienten Y, sowie mit den Gleichungen (53). In nullter Nahe­
rung muJ3 man namlich ak = ag haben, was nur dann maglich ist, 
wenn 

{ 
1 bei k = n 

Yk n - ygn = 0 bei k =l= n . 

Urn nun die erste Naherung zu ermitteln, setzen wir 

(56 b) 

W" = wg + W~, Ykn = yg" + y~", (57) 

betrachten die GraJ3en W~ und Y~m als kleine GraJ3en derselben (erst en) 
Ordnung wie die T~m und vernachlassigen dementsprechend ihre Pro­
dukte miteinander (d. h. die GraBen zweiter Ordnung). Die Gleichungen 

2)Tnm Ykm=WkYkn, (57a) 
tn 

die man aus (51 a) durch Hinzufiigung des Index k erhalt, nehmen dabei 
die folgende angenaherte Gestalt an: 

2) T~m ygm + 2) T~m Y~m + 2) T~m ygm = wg yg" + W~ yg" + wg y~". 
tn tn m 

Die in dieser Gleichung auftretenden Glieder nullter Ordnung 2) T~m yg m 
m 

und wg yg" fallen wegen (56a) zusammen. Ferner ist 

2) T~m Y~m = W~ y~" und 2) T~m ygm = T~k ygk = T~k' 
m m 

Es wird also 
(W~ - wg) y~" = W~yg" - T~k' 

Daraus folgt bei n = k 

und bei k =l= n 

falls W~ =l= wg ist. 

(57 b) 

(58) 

(58 a) 

Fiir die gestarten Eigenfunktionen ak erhalten wir demgemaB die 
folgenden Ausdrucke 

(58b) 

Die letzte Formel kann man auch unmittelbar aus der Gleichung 
(H - W k) ak = 0 ableiten, wenn man die Glieder zweiter Ordnung 
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wegUiBt. Sie vereinfacht sich dabei zu 

HO ag + HOa~ + H'ag - Wgag - Wga~- W~ag = 0 
oder 

(HO - wg) a~ = - (H' - W~) ag . 

Setzt man hier a~ = 2 Y~n a~ ein, so wird 
n 

HO a~ = 2 Y~n HOa~ -:- 2 Y~n w~. 
" n 

Daraus ergeben sich mit Rlicksicht auf H'ag = 2 T~k a~ die For­
meln (58) und (58 b) 1. 

Es seien 

F~m = J a~* Fa~dV und Fnm = J a: FamdV 

die Matrixelemente irgendeiner physikalischen GroBe F in bezug auf 
die ungestorten und die gestorten Eigenamplituden. 

Die Differenz F~m = F nm - F~m reduziert sich in erster Niiherung 
auf 

F' = '\' (F~k T~ .. + T~kF£",) nm L..; WO _ Wo Wo_ WO 
k=Fn,m m k n k 

(59) 

Bei m = n erhiilt man speziell 

F' = ,\,F~k T~n + T~kF£n = 2lH '\' F~k T~n (59 a) 
11 n L..; WO _ Wo L..; W o _ Wo 

k=F n n k k=Fn n k 

Setzt man hier F = ~ (elektrisches Moment) und T' = - ~. Q; ein, 
so erhiilt man das vom konstanten elektrischen Feld Q; induzierte 
mittlere elektrische Moment 

h' = 2 '\' 1J~k (1JZn' (i\;) (59b) 
t'nn L..; h'll0 , 

k =F n nk 

was mit der Formel (47) bei 'V = 0 iibereinstimmt. 
Von der gefundenen erst en Niiherung ist es leicht, zu hoheren 

Naherungen iiberzugehen. Setzt man niimlich in den Gleichungen (57 a) 
W k = wg + W~ + W~, Ykn = ygn + Y~n +Y~n und Tnm = T~m + T~m 
ein und nimmt die GroBen zweiter Ordnung zusammen, so wird: 

2(T~mYkm + T~mY~m) = WgYkn + W;'Ykn + Wkygn 
1n 

1 Die Formel (58) kann man noeh einfaeher erhalten. Auf Grund der Selbst­
adjungiertheit desOperatorsHO giltf aZ*Ho a' dV = fa' HOa£*dV= wkJ a£*a~ dV. 

Daraus folgt f a£* (HO - WZ) ak d V = - f a£*(H' - W') aZ d V = 0, d. h. Wk = Th. 
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oder wegen T~m = InmW~ und ygm = lkm: 

(W~ ~ wg) Ykn + .2T~m Ykm - WkYkn = WI: ygn· (60) 
m 

Daraus folgt bei n = k mit Riicksicht auf W~ = T~k und (55b): 

W" _ " T~m T:"k 
k - L.J wo_wo' 

m=l=k k m 

(60 a) 

d. h. die Hiilfte des Ausdruckes (59a) ffir FO = T. 
Bei n =l= k ergibt sich aus (60) die zweite Niiherung ffir die Koeffi­

zienten Ykn' die wir nicht niiher zu betrachten brauchen. 
Diese schrittweise Naherung kann beliebig weit fortgesetzt werden. 
Wir wollen nun zur ersten Niiherung zuriickkehren und den (ffir die 

Anwendungen sehr wichtigen) Fall betrachten, wo das ungestorte 
Problem "entartet" ist, d. h. wo verschiedene stationare Zustande bei 
Fehlen der Storung dieselbe Energie WO besitzen. 

In diesem Falle sind die oben angefiihrten Formeln (58) und (58a) 
im allgemeinen nicht giiltig. Hat man namlich W~ = W~ fUr k 9= n, 
so konnen die Gleichungen (58a) nur dann erfiil1t werden, wenn T~k = 0 
ist. Wenn es also r verschiedene stationare Zustande des ungestorten 
Systl~ms gibt, die durch voneinanderunabhangige Eigenfunktio­
nen a~, ag, ... , a~ charakterisiert werden und die zu demselben 
"r-fachen" Eigenwert W~ = wg = ... = ~ gehOren, so konnen die 
Formeln 

fiir die zusatzliche Energie nur dann giiltig sein, wenn die r (r - 1) 
nichtdiagonalen Matrixelemente T~k' wo i, k = 1, 2, ... r ist, siimtlick 
versckwinden. 

Wie steht es nun, wenn diese Bedingung nickt erfiillt ist? Yom rein 
mathematischen Standpunkt laBt sich diese Frage folgendermaBen 
16sen: 

Wir fiihren statt der urspriinglichen r Eigenfunktionen a~ ... a~ 
r neue zu demselben Wert von WO gehorige Eigenfunktionen 

(oc = 1, 2, ... r) (61) 

ein (das Dberstreichen hat hier und im folgenden mit seiner iiblichen 
Mittelwertsbedeutung nichts zu tun). Die Koeffizienten Y~n wiihlen wir 
derart,'daB diese Funktionen, ebenso wie die urspriinglichen, normal und 
orthogonal zueinander, werden und daB femer die nichtdiagonalen 
Matrixelemente des Storungsoperators H' in bezug auf diese Funk­
tionen 

T' - J(t,!* H':::O dV as - a, Us (oc 9= fJ; oc, fJ = 1, ... r} (61 a) 

sa.mtlich verschwinden. 
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Diese Bedingungen und die Orthogonalitatsbedingungen der Funk­
tionen (10 liefem fUr die r2 Koeffizienten Y~n r (r - 1) Bestimmungs­
gleichungen. Fugt man noch die r Normierungsbedingungen hinzu, so 
erhalt man ein vollstandiges Gleichungssystem fur die betrachteten 
Transforma tionskoeffizien ten y~ n • 

Aus den Orthogonalitats- und Normalitatsbedingungen fUr die Funk­
tionen (10 und (10 folgt, daB diese Koeffizienten ein normales und ortho­
gonales Schema bilden, d. h. den Beziehungen 

und 

genugen. 

r { 1 " *­n~ YanY8n - 0 
bei r/.. = fJ < 

b . fJ (r/.., fJ = 1, 2, .. , r) 
el r/.. =1= 

r {I bei n=m 
2}Yan Y:m = 0 b' =1= a=1 el n m 

Andererseits hat man nach der Definition der GroBen f~fl und T~m: 

._ r r r r 
T I '\f '\f 0* 0 J 0* H' 0 d V '\f '\f 0* 0 T' afl = £.; £.; Yan Yflm (In (1m = £.; £.; Yan Yflm nm· 

n=lm=1 n=lm=l 

Multipliziert man diese Ausdrucke mit Y~l und summiert nach ()(. von 
1 bis r, so erhalt man: 

r r r r 

2}T~flY~1 = 2) 2} T~mYPm 2} Y~IY~; = 2} TimYPm. 
a n=1 m=1 a=1 m=1 

Setzt man nun 

-, { Wp bei fJ = r/.. 
Tafl = o bei fJ =1= r/.. , 

(61 b) 

so ergibt sich das folgende Gleichungssystem fur die Koeffizienten Y~m: 
r 

2} Tim YPm = WPYPI (fJ, 1 = 1, 2, .. , r) . (62) 
m=1 

Diese r2 Gleichungen reduzieren sich auf ein System von r linearen und 
homogenen Gleichungen 

r 

2} Timyi:t = W'yY (l = 1,2, ... r) 
m=1 

und auf die Sakulargleichung 

Til - W', Tl2,'" Tlr 
T Z1 , T22 - W', ... T2r 

T: 1 , T~2' T~3' ... Tir-W' 

=0, 

(62 a) 

(62b) 

die ihre Kompatibilitatsbedingung darstellt und aus der die Werte 
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der durch die Storung bedingten Zusatzenergie unmittelbar, d. h. 
unabhangig von den Koeffizienten yO, berechnet werden konnen. 

Die Gleichungen (61 a) sind analog den exakten Gleichungen (51 a) 
und unterscheiden sich davon nur dadurch, daB die unendliche Ge­
samtenergiematrix (T nm) durch die endliche Storungsenergiematrix 
(T:m) fUr die in Betracht kommende entartete Zustandsgruppe er­
setzt ist. 

Der Sinn dieser Analogie wird uns klarer werden, wenn wir die 
Gleichungen (62a) direkt aus (51a) ableiten mit Hilfe einer die Ent­
artung von vornherein beriicksichtigenden Form des friiher angewand­
ten Naherungsverfahrens. 

Wir setzen nun wie friiher W k = W~ + W k und betrachten die 
Zusatzenergie Wk als eine kleine GroBe (erster Ordnung); die Koeffi­
zienten Ykm werden wir dagegen bei k, m = 1,2, ... r unabhangig 
davon, ob k = m oder k =\= mist, als endliche GroBen behandeln. Alle 
anderen Koeffizienten, fUr die m> r > kist, werden wir, ebenso wie 
beiFehlen der Entartung, als kleine GroBen ersterOrdnung (=Ykm' k<m) 
betrachten. 

Diese Voraussetzungen lassen sich durch die Untersuchung der 
angenaherten Gestalt rechtfertigen, die die exakten Gleichungen (56) 
bei W~ = W~ = ... = W~ (= WO) annehmen. Wir erhalten namlich 
in diesem Fall wegen T~n = W~ = WZ bei n, k < 1, 2, ... r: 

r 

.2 nmYkm+ .2TnmYkm=W~Ykn' 
m=l m>r 

Die zweite Summe in dieser Gleichung stellt eine kleine GroBe zweiter 
Ordnung dar (denn man hat bei m> r und k, n < r Tnm = T~m und 
Yk m = Y~m)' LaBt man sie weg, so erhiilt man das Gleichungssystem (62). 

Wenn die durch die Gleichung (62b) oder durch die damit aquiva­
lenten Formeln (61 b) bestimmten Werte der Zusatzenergie voneinander 
verschieden sind (was im allgemeinen nicht der Fall ist), so sagt man, 
daB das r-fache Energieniveau W~ = ... = W~ des ungestorten Systems 
durch die Storung in r verschiedene (oder teilweise verschiedene) 
Energieniveaus "aufgespalten" wird. - Die sich in erster Annaherung 
ergebenden Werte der Storungsenergie 

W'T-' J -0* H' -0 dV k = kk = Gk Gk 
konnen als die statistischen Mittelwerte der Storungsfunktion H' fur die 
entsprechenden (nicht gekoppelten) ungestorten Zustande definiert werden. 
Dieses Ergebnis stimmt mit dem Ergebnis der korpuskularmechanischen 
Storungstheorie iiberein, wobei im letzten Fall die Zusatzenergie der 
gestorten Bewegung sich als zeitlicher Mittelwert der Storungsfunktion 
fUr die ungestorte Bewegung definieren laBt. 

Bei allen Storungsproblemen der Wellenmechanik, bei denen man 
es mit Entartung zu tun hat, findet man die letztere nicht in einer 
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einzelnen Gruppe von stationaren Zustanden, sondern stets in einer 
unendlichen Anzahl solcher Gruppen. Bei der Bestimmung der Sto­
rungsenergie kann man in erster Naherung jede dieser "entarteten 
Zustandsgruppen" unabhangig von den anderen behandeln. Jede 
Gruppe muB dabei "vollstandig" oder "geschlossen" sein, d. h. alle 
stationaren Zustande, die zum betreffenden Wert der ungestorten Energie 
gehoren, enthalten. 

, Diese Zusammenhange lassen sich sehr anschaulich mit Hille unseres 
Pendelmodells verdeutlichen. Jeder entarteten Zustandsgruppe ent­
spricht hier eine Gruppe von Pendeln, die bei Fehlen der Storung sich 
in Resonanz befinden. 

Die Wirkung der GroBen 4>~n besteht in einer geringen "Verstim­
mung" der in Resonanz befindlichen Pende1 (was auf eine kleine Ande­
rung ihrer Lange zuriickgefiihrt werden kann) , wahrend die Gro­
Ben 4>~m (m + n) die storenden Koppelungskrajte charakterisieren. So­
lange die letzteren schwach sind und keine Resonanz vorhanden ist, 
entspricht der ungestorten Schwingung jedes Pendels eine solche ge­
storte Normalschwingung des ganzen Systems, bei welcher dieses 
Pendel die Hauptrolle spielt, wahrend die anderen es nur schwach "be­
gleiten". 

Gibt es dagegen mehrere Pendel, die dieselbe ungestorte Schwin­
gungsfrequenz besitzen, so treten schon bei der geringsten Koppelung 
Resonanzwirkungen ein, die eine "Dominanz" irgendeines Gliedes 
der betreffenden Gruppe ausschlieBen. 

1m einfachsten Fall von nur zwei in Resonanz befindlichen ge­
koppelten Pendeln erhiilt man bekanntlich das folgende BUd: Wenn 
urspriinglich (im Augenblick t = 0) nur eines der beiden Pendel 
schwingt, so muB seine Schwingungsenergie allmiihlich auf das zweite 
Pendel iibergehen. Wenn beide Pendel vollkommen gleich sind, wird 
dieser ProzeB so lange dauern, bis das erste Pendel zum Stillstand 
kommt und das zweite seine Rolle iibernimmt. .Ahnliche Schwe­
bungen, d. h. verhiiltnismaBig langsame periodische Verstarkungen und 
Schwachungen der Schwingungen des einen Pendels auf Kosten des 
anderen miissen bei allen Beziehungen zwischen ihren Anfangsampli­
tuden und Anfangsphasen stattfinden, mit AusschluB von zwei Fallen: 
der "symmetrischen" Schwingungen mit gleichen (reellen) Ampli­
tuden und Phasen und der "antisymmetrischen" mit gleichen Ampli­
tuden und entgegengesetzten Phasen. In diesen Ausnahmefiillen be­
halten die Schwingungen einen stationaren Charakter, d. h. ihre Ampli­
tuden bleiben konstant. Die symmetrischen und antisymmetrischen 
Schwingungen haben dabei etwas verschiedene Frequenzen, die im 
allgemeinen beide von der' gemeinsamen ungestorten Schwingungs-
frequenz der Pendel abweichen. ' 

Die nichtstation1i.ren Schwingungen lassen sichdurch-Superposition 
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von stationaren Schwingungen der beiden Arten darstellen, wobei die 
Frequenz der resultierenden "Schwebungen" offenbar gleich der Diffe­
renz der entsprechenden Schwingungsfrequenzen sein muD. 

Diese Ergebnisse konnen leicht auch auf beliebig viele gekoppelte 
in Resonanz befindliche Pen del verallgemeinert werden. Wir wollen 
beispielsweise die Gruppe der r Pen del betrachten, die die entartete 
Zustandsgruppe a~, a~, ... , a~ darstellen. In erster Naherung ge­
niigt es, nur ihre gegenseitige Koppelung zu beriicksichtigen, d. h. 
die freien Schwingungen dieser r Pendel ganz unabhangig von den 
iibrigen zu untersuchen. Wir erhalten dabei verschiedene "Normal­
schwingungen" mit den Frequenzen, die durch die Sakulargleichung (62b) 
bestimmt werden, wobei in der k-ten Normalschwingung die Ampli­
tuden und Anfangsphasen (oder die konstanten Phasendifferenzen zwi­
schen den verschiedenen Pendeln) durch die Losungen der Glei­
chungen (62a), d. h. durch die GroDen ygn= Iygnl e-iJZn gegeben sind. 

Die allgemeinen Bewegungsgleichungen der betrachteten Pendel 
lauten bei Vernachlassigung ihrer Koppelung mit den nicht in Reso­
nanz befindlichen Pendeln 

(n=1,2, ... r). 

Dementsprechend erhalten wir flir die zu den Funktionen a~, ... , a~ 
gehOrigen Veranderlichen Cn die r Gleichungen 

(n=1,2, ... r). 

Setzt man hier Tnn = WO + T~n' Tnm = T~m (n =+= m) und 

ein, so kommt man auf die friiheren Gleichungen (62a) zuriick. 
Die allgemeine Losung von (63) ist 

, 
Cn = 2yg yg~ e- 2ni(vO + vDt, 

k=l 

(63) 

wo yg willkiirliche Konstante bedeuten (vo = :0, v~ = :£). Daraus 

ergibt sich 

und folglich 

r 

cn = 2 yg ygn e- 2niv"t 
k=l 

r r 

(63a) 

Icn l2 = cnc; =2 2 yg y?*ygnY?n*e2ni(vf- vk)t. (63b) 
k=l 1=1 

Diese Formel bestimmt die oben erwahnten "Schwebungen". Es gilt 
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ferner wegen der Orthogonalitats- und Normalitatsbeziehungen fUr die 
Koeffizienten r~n 

r r 

2} Icn I2=2} Ir£12= konst. 
k=l k=l 

Wir sehen also, daJ3 fUr jede "Resonanzgruppe" der ungestarten 
stationaren Zustande in erster Niiherung genau dieselben Formeln 
gelten wie fUr die unendliche Gesamtheit aller stationaren Zustande 
des betrachteten mechanischen Systems. 

Wir brauchen deshalb die am Ende des vorhergehenden Paragraphen 
angefUhrten Ergebnisse betreffs der spontanen strahlungslosen Uber­
gange von einem stationaren Zustand zu einem anderen nicht zu 
wiederholen. Nur eins muJ3 betont werden: daJ3 die Ubergange zwischen 
den verschiedenen Zustanden derselben Resonanzgruppe konservativ -
im Sinne des korpuskularmechanischen Satzes der Erhaltung der 
Energie - sind. 

§ 10. Vergleich der inneren und der ii.uBeren Storung bei einem 
zusammengesetzten System; Wechselwirkung gleicher Systeme 

und Austauschresonanz. 
Jede auJ3ere Starung, die auf das betrachtete mechanische Sy­

stem A einwirkt, riihrt immer von irgendeinem anderen System B 
her, dessen Zustand als gegeben und von A unabhangig angesehen 
wird. In Wirklichkeit ist jede Wirkung von B auf A mit einer Riick­
wirkung von A auf B verkniipft. Wenn die beiden Systeme sehr ent­
fernt voneinander sind und die von B ausgeiibte Wirkung von seiner 
Ausstrahlung bedingt wird, kann man die Riickwirkung von A auf B 
vernachlassigen. In anderen Fallen, wo die Ausstrahlung keine Rolle 
spielt, muJ3 man im Gegenteil diese Riickwirkung als genau gleich 
der Wirkung von B auf A behandeln. In solchen Fallen muJ3 man 
statt der einseitigen auJ3eren Wirkung die Wechselwirkung der beiden 
Systeme aufeinander beriicksichtigen. 

Diese Wechselwirkung laJ3t sich durch ein "Storungsglied" H' = HAB 
in der SCHRODINGERSchen Gleichung 

(64) 

fUr das zusammengesetzte System A B charakterisieren. 
Da der HAMILToNsche Operator H = HA + HB + HAB die Zeit 

nicht enthalt, kann man hier 2~i :t = - W = - (W: + W~ + W:f) 
setzen und statt der Eigenfunktion 1p ihre Amplitude C1 betrachten; 
dabei wird 

(HA_ W:+ HB_ W: + HAB_ W::) C1 = o. (64; a) 
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Hier bedeuten W1 und W8 die Energien von zwei gequantelten Zu­
standen (0(. bzw. f3) der beiden einzeln genommenen Systeme, d. h. bei 
Vernachlassigung ihrer Wechselwirkung. 1m letzteren Fall kann man 
die Lasung der Gleichung (64a) als Produkt der Funktionen a: und 
a8, die den Gleichungen (HA - W1) a1 = 0 bzw. (HB - W8) a8 = 0 
geniigen, darstellen. FaBt man also HA B als einen Storungsoperator 
auf, so kann man bei der Lasung der Gleichung (64a) die nullte Nahe­
rung gemaB der F ormel 

(64b) 
definieren. 

Die durch die gegenseitige Starung bedingte Zusatzenergie driickt 
sich dabei in erster Niiherung, falls man die eventuell vorhandene Ent­
artung auBer acht laBt, durch die Formel 

W;1,f= f f a1* a:* HABa;1a~ d VA d VB (65) 

aus, wo dVA und dVB die Volumelemente der den beiden Systemen 
zugeharigen Koordinatenraume bedeuten. 

Wenn HAB keine Differentialoperatoren enthalt, sondern bloB von 
den Koordinaten von A und B abhangt, d. h. also, wenn HAB ihre 
gegenseitige potentielle Energie darstellt, kann man diese Zusatz­
energie in der Gestalt 

W:: = W~A = f a;1* H'A a;1dVA, mit H'A = f a,~B HABa~dVB (65 a) 

oder 

WAB= W'B =f B*H'B-1!dV a8 8 a8 Uii B, mit 

schreiben. 
Der erste dieser Ausdriicke stimmt mit dem Ausdruck fUr die Zu­

satzenergie des Systems A iiberein, die einer einseitigen, durch die 
Starungsfunktion H'A (QA) charakterisierten Wirkung von B auf A 
gemaB der Gleichung 

(HA + H'A- W;1- W~A)aA = 0 

entsprechen wiirde. Ebenso stellt die Formel (65b) die Zusatzenergie 
des Systems B dar, die von einer auBeren, durch die Funktion H'B (QB) 
charakterisierten Starung bedingt wiirde. 

Wir sehen also, daB die Wechselwirkung zwischen A und B 
in erster Annaherung - sofern es sich wenigstens urn die Energie 
handelt - aquivalent ist der einseitigen Wirkung des einen 
Systems auf das andere, wenn die Starungsfunktion als statistischer 
Mittelwert der korpuskularmechanischen gegenseitigen potentiellen 
Energie HAB = U(QA, QB) iiber das Exemplarenkontinuum des staren­
den Systems definiert wird. 

1m einfachsten Fall, wo die beiden Systeme "wasserstoffahnlich" sind, 
d. h. aus je einem Elektron beste1,len (die beireffenden positiven Kerne 
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konnen bloB als Kraftzentra behandelt werden), isf ihre Wechsel­
wirkung dieselbe, als ob die beiden Elektronen keine bewegte Punkt­
ladungen waren, sondern ruhende negative "Ladungswolken" mit 
einer zum Ausdruck 1 ~ 12 oder 1 ~ 12 proportionalen Dichte. 

Dieses Ergebnis (das noch bei Beriicksichtigung der Entartung 
wesentlich korrigiert werden muB - s. unten) HiBt sich - in derselben 
Na.b.erung - auf den Fall verallgemeinern, daB die Systeme A und B 
sich in zusammengesetzten Schwingungszustanden befinden. Hinsicht­
lich ihrer Wechse1wirkung werden sie dabei zwei "pulsierenden" Elektri­
zitatswolken aquivalent. 

In diesem Fall, d. h. bei expliziter Einfiihrung der Zeit in die Be­
schreibung des Verhaltens der einzelnen Systeme, wird aber eine Auf­
spaltung des von ihnen gebildeten Gesamtsystems in die beiden Bestand­
teile, d. h. eine Zerlegung der Funktion 1jJ (~, r?) in zwei Fak­
torerl ~ (~) und 1jJB (r?) im allgemeinen unmoglich. 

Wir stellen uns z. B. vor, daB im Augenblick t = 0 das System A B 
sich in einem durch die (ungestorte) Eigenfunktion 

1jJk = Gk e - 2ni"kt = 1jJt 1jJ: = at a: e - 2n:i(~ + ":)t 

dargestellten Zustand befindet. 
Fiir einen spateren Augenblick t > 0 erhalten wir daher nach der 

allgemeinen Storungstheorie des § 6 eine Zustandsverteilung von der 
Form 

wo die Funktionen 

1/' - 1/'.A. .,,B - G.A. GB e-i2n:(,1+"f)t 
Tn - T" 'fl.. - " ,( 

(66) 

die verschiedenen stationaren Zustande des ungestorten Gesamtsystems 
bedeuten, die durch Kombination eines beliebigen Zustandes von A 
mit einem beliebigen Zustand von B entstehen (mit AusschluB des 
urspriinglichen Zustandes oc, fJ). Die Amplitudenkoeffizienten Cn= C(",l) 

sind dabei durch die Formeln 

(66 a) 

gegeben, die man aus den Formeln (38a) § 7 im Spezialfall'll = 0 
(zeitlich konstante Storung) erh1ilt. Es bedeutet hier 

'link = 'II(",l)(ce,P) = ! [(W~ + wf.) - (W: + WI)] (67) 

und 
,n-oAB II .A.* B* .A.B.A. B V V T Ilk == 1 (;;, ).)(oc,P) = cr,; Gl H Gce Gp d .A dB· (67 a) 

Daraus sieht man sofort, daB eine Darstellung der Funktion (66) in 
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der Form eines Produktes von zwei Funktionen von der Gestalt 

tpA = tp: + .2 c: tp: und tpB = tp! + .2 cf tpf, 
x*a l*P 

die den gestorten Zustand der beiden Teilsysteme charakterisieren, im 
allgemeinen, d. h. ohne einer ganz speziellen Einschriinkung der Gro­
Ben (66a), unmoglich ist. 

Die durch die Formeln (66a) bestimmte Anderung der Amplituden­
koeffizienten Cn = c{x,.t) HiBt sich yom korpuskular-statistischen 
Standpunkt aus zuriickfiihren auf "Obergiinge der Exemplare des Sy­
stems A B zwischen den verschiedenen Kombinationszustanden der 
durch ihre Wechselwirkung nicht gestorten Systeme A und B. Diese 
Ubergiinge sind - yom Standpunkt des Gesamtsystems aus - als 
spontan anzusehen, wiihrend sie yom Standpunkte der beiden Teil­
systeme aus als erzwungen ...:...- durch die betreffenden Wechselwirkungs­
krafte - erscheinen. Sie haben im allgemeinen keinen systematischen 
Charakter. Die Koeffizienten c{'" }.), die urspriinglich gleich Null waren, 
schwanken periodisch mit den "Schwebungsfrequenzen" (67), wobei 
ihre Normen Ic{><, .t)12 verhiiltnismaBig klein bleiben. 

Ganz anders verhalten sich diejenigen Koeffizienten, fiir die diese 
Schwebungsfrequenz verschwindet. In diesem Fall erhaIten wir nach (66 a) 

271: iT' d h 271: i"..AB (68) cn=-T nkt, " C{x,.t)=-T 1 (x.).){a,p)t, 

was einem einseitigen Ubergang der Exemplare von A B aus dem ur­
spriinglichen Zustand (IX, f3) in den Zustand (x, A) - oder in aIle anderen 
Zustande fiir die Bedingung 'Vnk = 0 erfiillt ist - entspricht. 

Diese Bedingung laBt sich in der Gestalt 
AWB A B () Wx + ). = Wa + Wp 68 a 

schreiben und besagt, daB die Zustande (IX, f3) und (x, A) entartet sind 
oder sich miteinander in Resonanz befinden, im Silme der Resonanz 
zwischen den sie darstellenden Pendeln in unserem Pendelmodell. 
Man kann aber diese "innere" Resona.nz zwischen zwei stationaren 
Zustiinden des Gesamtsystems A B als eine "auBere" Resonanz zwischen 
den Schwebungen der beiden Teilsysteme auffassen, die den Uber­
gangen IX ~ X von A und den "Obergangen A ~ f3 von B entsprechen. 
Dabei spielt fiir jedes Teilsystem die Schwebungsfrequenz der anderen 
dieselbe Rolle wie die "auBere" Schwingungsfrequenz in der Theorie 
der erzwungenen Schwingungen. 

Die Formel (67) bleibt nur fUr nicht zu groBe Werte von t giiltig. 
Wenn es nur einen mit (IX, f3) in Resonanz befindlichen Zustand (x, A) 
gibt, so hat man nach der allgemeinen Formel (63a) des vorhergehen­
den Paragraphen: 

(69) 
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wo die arabischen Ziffem 1 und 2 sich auf die Zustande ((X, fJ) und 
(x, A), wiihrend die romischen Ziffem I und II sich auf die ent­
sprechenden zusammengesetzten "N ormalschwingtmgen" 

(TI = Yll 0'1 + Y12 0'2' (Til = Ylll 0'1 + YI12 0'2 

beziehen. Falls der Koeffizient c2 urspriinglich (im Augenblick t = 0) 
gleich Null ist, kann man seine Abhangigkeit von der Zeit fiir geniigend 
kleine Werte von t nach der Naherungsformel 

() ( des (t)) 2 . ( '+' , \ c2 t = ---;It t = 0 • t = - n ~ t YI 1'12 Vr. Yll 1'112 VlIJ 

bestimmen. Wegen 

c2 (0) = 1'11'12 + yir Yll 2 = ,0 
wird weiter: 

c2 (t) = - 2ni YIYI2 (vi- vfl) t. 

Man iiberzeugt sich leicht, daB diese Formel nicht nur ihrer Gestalt 
nach, sondem auch hinsichtlich des Zahlenwertes des Koeffizienten 
bei t (abgesehen von dem willkiirlichen Proportionalitatsfaktor YI) 
mit der Formel (68) iibereinstimmt. - Die exakte Gestalt der Funk­
tion c2 (t) ist 

c2 (t) = 1'1 Y12 (e- 2nit{t - e- 2ni,lnt ). (69 a) 

Es gilt dementsprechend 

1 c2 12 = 1 YrY1212 • 2 [1- cos2n (vi - vn)t]. (69b) 

Daraus sieht man, daB die "Schwebungsfrequenz" von Ic2 12 gleich der 
Frequenzdifferenz (VO + v~) - (V O + v~ der beiden Normalschwin­
gungen ist. 

Der einfachste und wichtigste Fall der inneren Resonanz bei einem 
zusammengesetzten System A B ist der, wo die beiden Bestandteile 
gleich sind. Dann gibt es zu jedem Zustand k = ((X, [J) einen zweiten 
Zustand n = ([J, (X), der sich von dem ersten nur durch die Bezeich­
nung unterscheidet und sich daraus durch bloBe Vertauschung von A 
und B ergibt. Die Resonanz solcher Art (die zuerst von HEISENBERG 
eingefiihrt und untersucht worden ist) wird dementsprechend "Aus­
tauschresonanz" genannt. Die Systeme A = B konnen dabei zwei 
gleiche Atome, die ein binares Molekiil bilden, oder zwei Elektronen 
im Heliumatom usw. sein. 

Die beiden Zustande ((X, [J) und [J, (X) sind nur dann als verschieden 
anzusehen, wenn (X + [J ist. Sonst kann von einer Austauschresonanz 
keine Rede sein. 

Bei der Darstellung des Systems A A (= A B) durch das Pendel­
modell erhalt man also einzelne Pendel vom Typus ((X, (X) und Paare 
vollkommen gleicher Pendel fiir die Zustandspaare ((X, [J) und (fJ, (X). 
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Wenn das System A nicht entartet ist oder wenn die "Koppelung" 
der "Vertauschzustande" miteinander viel starker als die mit den 
anderen in Resonanz befindlichen Zustiinden ist, konnen praktisch 
nur "Obergange von der Form (oc, fJ) ~ (fl, oc) - d. h. Austauschuber­
giinge - in Betracht kommen. 

Diese "Obergange lassen sich durch die gekoppelten Schwingungen 
der betreffenden Pendell = (oc, fJ) und 2 = (fl, oc) charakterisieren. Wie 
schon oben erwiihnt, erhiilt man bei vol1kommener Gleichheit der 
Pendel zwei stationiire Schwingungstypen: der symmetrische (I) und 
der antisymmetrische (II). Das laBt sich leicht auf Grund der allgemeinen 
Schwingungsgleichungen 

mit Riicksicht auf die fiir die Identitat der Pendel charakteristische 
Relation (1)11 = (1)22 und die Symmetrierelation (1)12 = (1)21 beweisen. 
Die entsprechenden Gleichungen fiir die Amplitudenkoeffizienten 1'0 
lauten [vgl. (62) § 9]. 

T' 0+"" o-W' O} 11 rl .L l2 1'2 - rl 

T21 y~ + Turg = W'yg 
mit den Zusatzbedingungen:. 

Til = Tu, 

(70) 

(70a) 

Die Matrixelemente Ti2 und T;l miissen im allgemeinen komplex­
konjugierte Werte haben. 1m betrachteten Fall aber sind sie wegen 
der Aquivalenz der Zustande lund 2 und infolge der Symmetrie der 
Storungsfunktion HAB in bezug auf die Koordinaten von A und B (= A) 
gemaB ihrer Definition 

Ti2 = T~aB)(Ba) = J J <1* a:* HAB qf a: dVA dVB 

T21 = T(Ba) (a B) = J J qf*aIj* HABafa~dVAdVB 
einander gleich und reell. 

Die Siikulargleichung von (70) vereinfacht sich dabei zu' 

(Til - W')2 - Ti~ = 0 , d. h.: W' = Til ± Ta . 
Es wird also mit Riicksicht auf die Normalitatsbedingung: 

1 
rg= ±r~=±(2 

und folglich 

~ = y~(~ + ag) = ~(a1aIj + ata:) I 
GOu = l/~ (~+ ag) = ~ (qfaIj - cr:a:) 

r 2 f2 

(71) 
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mit 

Die GroBe 
L1 '/l = 2Ti2 

h 
(71 b) 

stellt die durch die Storung bedingte "Aufspaltung" der Frequen­
zen (71 b) des betrachteten Zustandes dar und zugleich die "Schwe­
bungsfrequenz", d. h. - yom korpuskularen Standpunkt aus - die 
Anzahl der Vertauschungen zwischen A und B (= A) in der Zeiteinheit. 

Wenn eine der Zusatzenergien (71a) negativ ist, so kopnen sich A 
und Bunter gewissen Bedingungen spontan - unter Energieausstrah­
lung - zu einer mehr oder minder festen Verbindung vereinigen, z. B. 
zu einem Molekiil AA, falls A irgend ein Atom bedeutet. Der Absolut­
wert der entsprechenden (negativen) Zusatzenergie stellt dann die Dis­
soziationsenergie des Molekiils dar. Wenn die beiden Energien WI und 
WII negativ sind, strebt das System A A zu demjenigen Zustand, fUr 
den die Zusatzenergie (algebraisch) kleiner ist. 

§ 11. Resonanziibergange im kontinuierliehen Zustandsgebiet; 
spontane Ionisation und StoBvorgange. 

Wir haben bisher nur solche Zustande des Systems A B betrachtet, 
die sich durch Kombination von zwei diskreten Zustanden von A 
und B ergeben. Bei manchen physikalischen Erscheinungen sind solche 
Kombinationszustande von besonderer Bedeutung, die wenigstens teil­
weise, d. h. fiir eines der Systeme A oder B, dem kontinuierlichen 
SPektrum entsprechen. Dazu gehoren aIle solche Erscheinungen, die 
mit der Dissoziation des Systems A B in die beiden Bestandteile oder 
mit deren Vereinigung verkniipft sind. Es konnen dabei A und B zwei 
Atome bedeuten, oder ein Elektron und ein positives Ion usw. 1m 
einfachsten Fall, wo A und B zwei Elementarteilchen, z. B. ein Elektron 
und ein Proton sind (A B = Wasserstoffatom), erscheint das konti­
nuierliche Spektrum als Fortsetzung des zum Grenzwert W = 0 kon­
vergierenden diskreten Spektrums. Eine Resonanz zwischen einem 
quantisierten und nichtquantisierbaren Zustand ist also in diesem Fall 
ausgeschlossen. 

Diese Moglichkeit ist aber stets vorhanden, wenn A B ein kompli­
zierteres System, z. B. ein Heliumatom, darstellt. Ein Teilchen -
der Heliumkern - kann dabei als bloBes Kraftzentrum behandelt 
werden, so daB das System auch in diesem Fall eigentlich aus zwei 
sich in einem gegebenen iiuf3eren Kraftfeld befindlichen elementaren Teil­
chen besteht. Nun ist es klar, daB ein Heliumatom sich in einem ange­
regten und einem teilweise ionisierten Zustand mit derselben negativen 
Energie W befinden kann. Nach der BOHRschen Theorie bewegen sich 

Frenkel, Wellenmechanik. 14 
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die beiden Elektronen im erst en Fall auf elliptischen Bahnen, die von 
den Normalbahnen mehr oder minder entfernt sind; im zweiten Fall 
Hiuft eines der Elektronen auf einer dem Kern naherliegenden Ellipsen­
bahn, wahrend sich das andere auf einer Hyperbelbahn bewegt. 

Wellenmechanisch entsprechen den Ellipsen- und Hyperbelbahnen 
eines Elektrons A Wellen vom diskreten und kontinuierlichen Typus a~ 
bzw. a~/ Der angeregte und ionisierte Zustand des Heliumatoms -
wenn man es immer als Ganzes auffaBt, unabhangig davon, ob die 
Elektronen mit dem Kern im iiblichen Sinne gebunden sind oder nicht -
laBt sich demnach in nullter Naherung durch "diskrete" Funktio­
nen ag = cr,! at bzw. durch "gemischte" Funktionen a~ = a: a:"" 
oder a~ = 4, at darstellenen. Wenn dabei die Beziehung . 

wt + W~ = W1 + w" (oder = W' + Wf) (72) 

erfiillt ist - was, wie wir soeben gesehen haben, allgemein moglich 
ist -, so sind die beiden Zustande des Heliumatoms in Resonanz. 
Diese Resonanz hat nichts zu tun mit der Austauschresonanz, die aus 
der Identitat der beiden Elektronen folgt und die wir jetzt auBer acht 
lassen werden. Sie laBt sich an unserem Pendelmodell deuten als Reso­
nanz zwischen einem bestimmten Pendel k = (IX, (3) und einem Linien­
element der "Pendelgewebe" n = (;)(, W") (oder m = (W', J.)), das als 
Untergrund fUr den Konvergenzteil der diskreten Pendelreihe dient 
(vgl. Abb. 8). Diese "Pendelgewebe" miissen in unendlicher Anzahl 
vorkommen. 

Die Wechselwirkung zwischen A und B driickt sich modellmaBig 
durch Koppelungskrafte aus, die sich besonders bei Resonanz auBern. 
Die Resonanz der hier betrachteten Art unterscheidet sich von der 
friiher untersuchten Resonanz zwischen zwei diskreten Pendeln durch 
ihre Unschiirfe: auf die Schwingungen des Pendels k reagiert nicht 
nur das in scharfer Resonanz befindliche Gewebeelement, sondern 
auch aIle Nachbarelemente. 

Wir steIlen uns vor, daB urspriinglich (im Augenblick t = 0) allein 
das betrachtete Pendel (mit der Amplitude c~ = 1) schwingt und daB 
diese Schwingungen aIlmahlich einen sehr schmalen Resonanzstreifen 
auf dem betreffenden, damit gekoppelten Gewebe erregen. Korpuskular­
statistisch bedeutet dies, daB die Exemplare des Systems A B aus dem 
gequantelten Zustand (IX, (3), wo sie sich urspriinglich aIle befanden, 
infolge der Wechselwirkung zwischen A und B in die "halb-quanti­
sierbaren" Zustande, die in der Nahe des Zustandes (;)(, W") mit der­
selben Energie liegen, spontan iibergehen. Die auf die Zeiteinheit 
bezogene Wahrscheinlichkeit eines solchen nicht scharf definierten 
spontanen Ubergangs r driickt sich in genau derselben Weise aus 
wie die im § 6 bestimmte Wahrscheinlichkeit der erzwungenen Reso­
nanziibergange dieser Art. Dnd zwar hat man gemaB der dritten For-
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mel (38a) § 6 (wo 'J1 gleich Null zu setzen ist): 

!An' [(WA+WB)_(WA+WB)]t 
11" a 8 1 

TAB e -
e(". wB) = (I<. W B) (a, B) (W1 + WB) _ (Wt + W:) , 

und ferner nach (39a) 

f 1 c(x. wB) 12 d WB = r· t 
mit 

(72 a) 

wo W" durch die "Resonanzrelation" (72) bestimmt wird. Dabei gilt 

T(I< W")(a.Bl = f f a1*a:.tHAB a1a: dVA dVB • (72b) 

Die spontane Ionisation eines Heliumatoms ist bisher experimentell 
noch nicht beobachtet worden. Es ist aber seit einigen Jahren, noch vor 
dem Entstehen der Wellenmechanik, AUGER gelungen, eine ganze 
analoge Erscheinung bei komplizierteren Atomen zu entdecken, die 
durch primiire Rontgenstrahlen von hoher Frequenz zur Emission der 
charakteristischen Rontgenstrahlung angeregt wurden. Bei der syste­
matischen Untersuchung dieses Vorgangs in einer gasformigen Sub­
stanz mittels der WILSoNschen Nebelmethode bemerkte AUGER neben 
den gewohnlichen einzelnen Nebelspuren in manchen Fiillen an dem­
selben Punkt beginnende Spurenpaare, die auf eine doppelte Ionisation 
des betreffenden Atoms hinweisen. Eine dieser Ionisationen ist offenbar 
durch die unmittelbare Wirkung der Rontgenstrahlen (Absorption 
eines Lichtquantes) hervorgerufen. Es wurde dabei angenommen, daB 
diese fast immer in der Tiefe des Atoms stattfindende Ionisation die 
Emission eines Quantes der charakteristischen Rontgenstrahlung her­
vorrufen muB. Der entsprechende Mechanismus reduziert sich bekannt­
lich, vom korpuskulartheoretischen Standpunkt aus, auf den spon­
tanen 'Obergang eines Elektrons aus irgendeiner auBeren Schale auf 
den freigewordenen Platz in der inneren Schale. Da das dabei aus­
gestrahlte Rontgenquant keine Spur hinterlaBt, so kann nur die Spur 
des ausgeschleuderten primiiren Elektrons sichtbar bleiben. 

Die von ihm gefundenen Doppelspuren versuchte AUGER als Hinweis 
auf einen "inneren Photoeffekt" zu deuten, d. h. als Folge der Ab­
sorption des vom Atom emittierten Lichtquants innerhalb einer auBeren 
Schale desselben Atoms. Diese Erscheinung laBt sich aber jetzt viel 
einfacher und natiirlicher als eine spontane strahlungslose Ionisation 
des schon einmal ionisierten und gleichzeitig angeregten Atoms deuten. 

Neben der spontanen Ionisation eines angeregten Atoms ist auch 
der umgekehrte Vorgang - der strahlungslosen Wiedervereinigung 
eines Ions und eines Elektrons - moglich. Die Wahrscheinlichkeit 
einer solchen Wiedervereinigung driickt sich selbstverstandlich durch 

14* 
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dieselbe Formel (72a) aus, unter der Voraussetzung, daB die urspriing­
liche Energie des Elektrons (WB) nicht scharf definiert ist. 

Diese Wiedervereinigung Hi.Bt sich auch als Spezialfall einesZusammen­
stofJes des Elektrons (B) mit-dem Ion oder auch mit einem neutralen 
Atom (A) auffassen. Neben diesem ziemlich seltenen StoBvorgang sind 
noch andere Vorgange derselben Art bekannt, bei welchen das stoBende 
Elektron frei bleibt. Je nachdem seine kinetische Energie nach dem 
ZusammenstoBe gleich, kleiner oder groBer als vor dem Zusammen­
stoBe ist, wird der StoB als "elastisch", "unelastisch erster Art" oder 
"unelastisch zweiter Art" bezeichnet. Ein unelastischer Zusammen­
stoB" erster- Art kann zur Anregung oder zur Ionisation des Atoms 
fiihren. Eine mehrfache Ionisation ist auch moglich, aber fast riiemals 
beobachtet worden. Unelastische StoBe zweiter Art konnen selbstver­
standlich nur bei angeregten Atomen stattfinden. Sie sind deshalb 
ebenfalls verhaltnismaBig selten. 

Die Untersuchung von unelastischen StoBen erster Art hat bekannt­
lich ,den ersten direkten experimentellen Beweis fiir die Realitat der von 
BOHR postulierten stationaren Zustande geliefert. Die BOHRsche Theorie 
war aber nicht imstande, die Einzelheiten des StoBvorgangs aufzu­
klaren. Sie muBte di~sen Vorgang als einen sprunghaften Ubergang 
von derselben Art behandeln wie die Dbergange zwischen verschiedenen 
gequantelten Zustanden, der sich nur durch Angabe seiner Wahrschein­
lichkeit charakterisieren laBt. 

, Wegen der Erhaltung der Energie bei StoBvorgangen konnte man 
andererseits vom Standpunkte der BOHRschen Theorie versuchen, sie 
in derselben Weise zu behandeln, wie diejenigen konservativen Be­
wegungen, welche den stationaren Zustanden entsprechen. 

Bei der Losung dieses Problems nach der klassischen Storungs­
methode der Korpuskularmechanik, an die die BOHRsche Theorie bei der 
Beschteibung der stationaren Zustande ankniipfte, muBte man sich 
aber auf den praktisch unwichtigen Fall einer schwachen Storung be­
schranken, wobei eine Erklarung der quantenhaften nicht elastischen 
Zusammenst6Be von vornherein ausgeschlossen blieb. 

In der ,Wellenmechanik konnen die StoBvorgange, insbesondere 
die eiastischen ZusammenstoBe, ebensogut als Ubergangsprozesse, wie 
als- "stationare Zustande" behandelt werden, je nachdem man sie mittels 

der Gleichung' (HO + H' + 2:i :t) 'ljJ = 0 nach der DlRAcschen Me­

thode der Variation der Konstanten oder mittels der "zeitlosen" 
Gleichung (HO + H' - W) (j = 0 mit einer (nicht-quantisierbaren) 
Energie W beschreibt. Die zweite Methode ist auf diesen Fall von 
M. BORN angewandt worden. Die beiden Methoden sind selbstverstand­
lich vollkommen aquivalent. 

Bei der wellenmechanischen Behandlung des StoBproblems sind 
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die Koordinaten der betrachteten Teilchen nicht als unbekannte Funk­
tionen der Zeit, sondern als unabhangige Veranderliche anzusehen, 
die alle moglichen Werte annehmen konnen. Wenn man also jetzt yom 
Zustande "vor" und "nach" dem StoB spricht, so hat dies mit der 
klassischen Vorstellung der sehr groBen Entfernung zwischen A und B 
und der daraus folgenden praktisch verschwindenden Wechselwirkung 
gar nichts zu tun. Die Kleinheit der Wechselwirkung, die auch in der 
Wellenmechanik Vorbedingung fUr die Anwendung der Storungstheorie 
ist, kommt nur in dem Vergleich der zeitlosen Matrixelemente der 
Storungsfunktion Tkn mit den ungestorten Energieniveaus W~ -:- T~n 
zum Ausdruck. Deshalb gestattet die wellenmechanische Storungs­
theorie, auch solche StoBvorgange zu behandeln, die yom korpuskularen 
Standpunkt aus mit einer starken Wechselwirkung verbunden sind. 
Dnd zwar gibt im allgemeinen schon die erste Naherung Ergebnisse 
von befriedigender Genauigkeit. 

Wir werden uns im folgenden auf die erste der oben geschilderten 
Methoden beschranken, d. h. die StoBvorgange als 'Obergangsprozesse 
auffassen. Die wellenmechanische Storungstheorie vereinfacht sich 
dabei auf die Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen 
moglichen StoBvorgange. Als praktisch allein vorkommend ergeben sich 
solche, die als spontane Resonanzubergange des betrachteten Systems 
A B aus seinem ursprunglichen Zustand nach irgendwelchen anderen 
Zustanden aufgefaBt werden konnen. 

Die entsprechenden 'Obergangswahrscheinlichkeiten bestimmen die 
mittlere Anzahl der ZusammenstoBe der betreffenden Art in der Zeit­
einheit. Sie sind immer proportional dem Modulquadrat der Matrix­
elemente der Storungsenergie (d. h. der wechselseitigen potentiellen 
Energie des stoBenden Elektrons und der Atomelektronen) in bezug 
auf den Anfangs- und Endzustand - ebenso wie in dem oben betrach­
teten Fall der spontanen Ionisation. 

Wir haben bisher die kontinuierlichen Wellenfunktionen, die den 
nichtquantisierbaren Zustanden entsprechen, bloB durch Angabe der 
Energie charakterisiert. Zur vollstandigen Bestimmung dieser Funk­
tionen sind aber im allgemeinen t stetig oder teilweise stetig verander­
liche Konstanten notig, wo t die Anzahl der Freiheitsgrade bedeutet 
(vgl. § 3). Das muB berucksichtigt werden, wenn man eine vollstandige 
Theorie der StoBvorgange entwickeln will. 

Die Funktionen aB, die das Verhalten der stoBenden Elektronen 
bestimmen, mussen insbesondere die Form 

aB = .2c/~~ + fff C(JI' 12' Ia)cJIj,JsJ.(xB,yB,zB)dIl dI2 dIa (73) 
{J 

haben, wo II' 12' Is drei stetig oder wenigstens teilweise stetig 
veranderliche Parameter bedeuten, die von der Beschaffenheit des 
auBeren Kraftfeldes abhangen. Wenn es sich z. B. um Zusammen-
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st5Be mit einem neutralen Atom handelt, so kann man die stoBenden 
Elektronen in nullter Annaherung als freie Kathodenstrahlen behan­
deln und die Parameter 111213 als die Komponenten des die Lange 
und Fortpflanzungsrichtung der entsprechenden Wellen bestimmenden 
"Wellenvektors" f definieren. Es wird dabei, wenn man den Normie­
rungsfaktor mit Yr bezeichnet: 

(73 a) 

Wenn das Atom geladen, d. h. ein Ion ist, ist diese Niiherung unzu­
lassig. Man muB dann als nullte Naherung diejenigen Funktionen a~tJ.J. 
benutzen, die der Hyperbelbewegung der Elektronen im COULoMBschen 
Felde des als Kraftzentrum aufgefaBten Ions entsprechen. Dabei wird 
die Wechselwirkung des stoBenden Elektrons mit den Atomelektronen 
schon in nullter Naherung in einer ganz summarischen Weise beruck­
sichtigtl. Dementsprechend muB man die St5rungsfunktion HI defi­
nieren nicht als die vollstandige potentielle Energie U von B in bezug 
auf das Elektronensystem von A, sondern als die Differenz U - Uo, 
wo UO (QB) denjenigen Wert von U bedeutet, der dem Zusammen­
fallen aller A-Elektronen mit dem positiven Kern (also den Bedin­
gungen der nullten Naherung) entspricht. 

Wir wollen uns im folgenden auf den Fall eines neutralen Atoms 
beschranken und StoBionisationen ausschlieBen, also das Atom durch 
diskrete Eigenfunktionen ~ und das stoBende Elektron durch die 
Funktionen (73a) beschrieben. Diese entsprechen einer geradlinig-gleich-

f5rmigen Bewegung mit der Geschwindigkeit I.J = h t und der (kinetischen) 
m 

Energie 

(73b) 

Die Funktion (73) laBt sich als Produkt von drei Funktionen r", e2nik.,x, 
rye2:rr:ikuY, rz e2nikzz darstellen, die wir schon in § 3 hinsichtlich ihrer 
Normierung untersucht haben. Bei Benutzung der entsprechenden 
Wellenzahlkomponenten k", als Parameter I erhielten wir fUr die Koeffi­
zienten Y", usw. den Zahlenwert 1. Wir k5nnen folglich in (73a) 

rf = 1 

setzen. Fur eine beliebige Funktion von der Gestalt 

aB (x, y,z) = fff c(k""ky,kz)afdk",dkydkz (74) 

muB wegen der Norm alit at und Orthogonalitat der Funktionen (73a) 

1 In diesem Fall sind zwei der Parameter 1 1,12,13 als diskrete Quanten­
zahlen (Indizes) zu behandeln. Flihrt man namlich Polarkoordinaten (r, e, (7) 
ein, so wird (JB = Fw (r) Y 1m (e, (7), wo Y 1m (e, (7) eine Kugelfunktion l-ter Ord­
nung bedeutet (l = 0,1,2; m = 0, ± I, ... ± l}. Ia. KaJ? IV ~ 1. 



Resonanziibergange im kontinuierlichen Zustandsgebiet; StoBvorgange. 215 

die folgende Formel bestehen: 

flaB \2dVB = fjj (JB(JB* dxdy dz I 
-aJ (74a) 

= f f f \ c (kro, ky, kz) 12dkro dkydk z • 

Diese Formel driiekt das bekannte "Vollstiindigkeitstheorem" der 
Theorie der FouRIERsehen Integrale aus. 

Den Zustand des Systems A B (oder genauer der Gesamtheit deren 
Exemplare) wollen wir als die Superposition von ungestorten stationiiren 
Zustiinden vom Typus 

.2"( A B) 
o .A. B .A. _71 -'" W + W t 

"Pa..! = "Pa. "Pf = (Ja.0I e 

d. h. in der Gestalt 

"P = .2fff dk~dk~dk~ca."ftp~.f' 
a.' 

(75) 

darstellen. Zusammenst6Be, bei welchen im Anfangs- oder im End­
zustand das Atom ionisiert oder das Elektron B gebunden ware, sehlieBen 
wir also aus l • 

Bei der V oraussetzung, daB im Augenbliek t = 0 diese Funktion 
sich praktiseh auf "P~,f reduzierl, erhalten wir fiir die Koeffizienten ca.',f' 
in der iibliehen Weise die Niiherungsformel 

i2~""[(W,,'+L')-(W,,+L)]t 1 

ca.',f' = T~~f')(a.,!) e (W", + L') _ (W" + L) (75a) 

(Wa. = W:, L = Wf). In der unmittelbaren Niihe des urspriingliehen 
Zustandes, d. h. bei oc' = oc und bei kleinen Werlen der Differenz \ {' - f \ 
gilt diese Formel selbstverstiindlich nicht. 

Es kommen aueh in dem hier betraehteten Fall nur (unseharfe) 
Resonanziibergiinge in Betraeht. Urn die Gesamtzahl der Zusammen­
st6Be zu ermitteln, die zu einem dureh die Gleichung 

L' = (Wa. + L) - Wex' (75b) 

bestimmten Resonanzgebiet geh6ren, fiihren wir statt der Veriinder-

1· h . k' k' k' d' E . L' h2 k' 2 . d d' Pl' k 1" 0 Ie en rD' 'V' II Ie nergle = 2m un Ie" 0 arwln e , q> 

ein, die die Riehtung der abgelenkten Strahlen (f') in bezug auf die 
einfallenden (f) bestimmen. Man erhiilt dabei fiir das Volumelement 
des l'-Raumes dk~ dk~ dk~ den Ausdruek 

" k'2 dk' sin 0 dO dq> = (2hn;)T L'i dL' dQ , 

1 Dies sind teilweise gerade diejenigen Wiedervereinigungs- oder Selbstionisa­
tionsvorgange, die am Anfang dieses Paragraphen betrachtet worden sind. 
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wo dQ = sin e de dcp den die abgelenkten Strahlen enthaltenden raum­
lichen Winkel bedeutet. 

Die Zahl der ZusammenstoDe der betrachteten Art ist folglich gleich 
[vgl. (72a)]: 

(76) 

Ersetzt man hier ¥ 2m L~ = mv' durch k', so erhalt man fur die Gesamt-
h h 

wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit der Ubergange 0( -+ 0(' den Ausdruck 

8:n 2 m 'II AB 1
2 dQ r",,,,,=~k T("",f') (a,f) • (76a) 

Dabei gilt 

Tt.~l')(a,f) = I I H' ei2 :n:(I'-f) rB a: a:' * dV A dVB . (76b) 

Der Ausdruck (76a) bestimmt den sogenannten Wirkungsquerschnitt 
des Atoms A fUr ZusammenstoDe der betrachteten Art. Wir denken 
uns namlich ein homogenes Kathodenstrahlenbundel mit der Konzen­
tration (Anzahl Elektronen pro Volumeinheit) N und der Geschwin­
digkeit v. Die Anzahl dieser Elektronen, die in der Zeiteinheit auf 
eine zur Bewegungsrichtung senkrechte Flache s aufprallen und infolge­
dessen abgelenkt werden, ist gleich Nvs. 

Die Konzentration N druckt sich wellentheoretisch durch 1 af 12 
aus. Sie ist also in unserem Fall gleich l. Die GroDe 

raa' mraa, 
saa' = -v - = -,;y;- (77) 

laDt sich folglich als der Wirkungsquerschnitt eines Atoms fUr Zusammen­
stoDe yom Typus 0( -+ 0(' definieren. Der vollstandige Wirkungsquer­
schnitt s'" ist gleich der Summe.2 saa' fUr aIle solche Zilsammenst6De, 

a' 

die nach der Resonanz- oder Energiebedingung (75b) moglich sind. 
Es werden dabei StoDe, die zur Ionisation des Atoms fUhren wiirden, 
auDer acht gelassen. 

Bei Fortpflanzung eines homogenen Kathodenstrahlenbundels in 
einem Korper, der n gleichartige Atome (in demselben Zustand O() 
pro Volumeinheit enthalt, vermindert sich die Intensitat des Bundels, 
d. h. die Anzahlder nicht gestreuten Elektronen, gemaD der Formel 
dN = - Nnsa dx (x = Fortpflanzungsrichtung), oder 

mit 
(77 a) 

(77 b) 

Dieser Koeffizient heiDt der Streuungskoejjizient oder der Dampjungs­
koejjizient der betrachteten Strahlen. Er laDt sich leicht experiment ell 
bestimmen undkann zur Priifung der oben entwickelten Theorie 
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dienen 1. Trotz befriedigender Ubereinstimmung mit der Erfahrung 
im groBen und ganzen vermag aber diese Theorie gewisse wichtige 
Einzelheiten nicht erklaren, insbesondere die von RAMSAUER ent­
deckte "anomale" Verminderung des Wirkungsquerschnitts der Edel­
gasatome (und mancher anderen Substanzen) bei langsamen Kathoden­
strahlen. Wie wir unten sehen werden, laBt sich diese Anomalie aus 
der A ustauschresonanz zwischen dem stoBenden Elektron und den 
Atomelektronen, in Verbindung mit dem PAuLlschen Aquivalenz­
verbot, erklaren. 

Bevor wir aber auf diese Frage eingehen, miissen wir die Austausch­
resonanz fiir die Atomelektronen (d. h. fiir kompliziertere Atome in 
gequantelten Zustanden) naher untersuchen. 

§ 12. Austauschresonanz und nichtkombinierende Zustandsreihen 
komplizierter Atome. 

Die stationaren Zustande eines komplizierten, d. h. aus zwei oder 
mehreren Elektronen bestehenden Atoms lassen sich praktisch nur 
naherungsweise bestimmen. Als nullte Naherung konnen dabei die­
jenigen Eigenfunktionen dienen, die man erhalt, wenn man die Wechsel­
wirkung der Elektronen entweder ganz auBer acht laBt oder nur grob 
unter Verzicht auf irgendwelche Resonanzeffekte und insbesondere auf 
die Austauschresonanz beriicksichtigt. Es geniigt z. B., falls man sich 
die Elektronen von vornherein auf bestimmte Schalen verteilt denkt, 
die "Abschirmungszahlen" einzufiihren, die die auf ein Elektron von 
den iibrigen (besonders der zu den inneren Schalen gehorigen) Elek­
tronen ausgeiibte AbstoBung charakterisieren. Mit anderen Worten: 

1 M. BORN hat 1926 eine formal verschiedene "zeitlose" Theorie der StoBvor­
gange entwickelt, die - wie schon oben erwahnt wurde - nicht auf der Gleichung 

(HO + H' + 2:i :t) 1jI = 0, sondern auf der Gleichung (HO + H' - W) (J = 0 

beruht. Die letztere laBt sich fiir nicht-quantisierbare oder halbquantisier­
bare Zustande in derselben Weise na.herungsweise losen wie fiir gequantelte 
Zustande, mit dem einzigen Unterschied, daB man dabei sich um den zusatz­
lichen Wert der Energie W (= WO + W'), wegen ihrer stetigen Veranderlichkeit, 
nicht zu kiimmern braucht. - Setzt man also (J = (J~,f + (J', so erhalt man fiir 
(J' in erster Naherung die Gleichung (HO - WO) (J' = - H' (Jg,f . Diese Gleichung 
wird bei BORN nach einer Methode integriert, die keinen Gebrauch von der iiblichen 

Entwicklung der Funktion H' (Jg, I = .l} f f f rtrl.~ f') (rI., f) (Jg" I' dk~ d k~ d k~ macht. 
a! 

Dadurch werden die mit der Resonanz ("Entartung") verkniipften Schwierig­
keiten vermieden. BORN begniigt sich mit der entsprechenden Entwicklung 

fiir die Funktion (J', die in der Gestalt .l}f ('Y~'. I' (Jg',f' dk~ dk~ dk~) gesucht wird. 
a! 

Die Zahl der ZusammenstoBe verschiedener Art wird mittels des Ausdrucks fiir 
den "gestorten" Anteil der Elektronenstromdichte in unendlich entfernten Punkten 
bestimmt. 
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man kann das Verhalten jedes einzelnen Elektrons (A) durch eine 
"wasserstomihnliche" Eigenfunktion a~ charakterisier~, die der EI­
lipsenbewegung dieses Elektrons urn einen positiven Kern mit der 
effektiven Ladung Zne = (Z - Sn) e bei Fehlen aller iibrigen Elektronen, 
entspricht. Auf die Bestimmung der Abschirmungszahlen Sn' die die 
beste nullte Annaherung liefem konnen, solI hier nicht eingegangen 
werden (vgl. Kap. IV § 7). Wir denken uns diese Aufgabe schon irgend­
wie gelOst und wollen nun die von der Austauschresonanz herriihrende 
Aufspaltung der stationaren Zustande hinsichtlich ihrer Anzahl, Energie 
und Kombinationsmoglichkeiten (d. h. Ubergangswahrscheinlichkeiten) 
untersuchen. 

Die Gesamtzahl der Elektronen im Atom sei N. Es seien davon 
Nl Elektronen in einem (wasserstoffahnlichen) Zustand n1 mit der 
Eigenfunktion an, (x, y, z) und der Energie W n" N2 in einem Zu­
stand n2 mit der Eigenfunktion an, (x, y, z) und der Energie Wn, usw. 
Der entsprechende Zustand des Atoms laBt sich in nullter Annaherung 
durch Funktionen von der Gestalt 

a = an, (1) ... an, (N1) • an, (Nl + 1) ... an, (Nl + N 2) ••• } (78) 

... ani (N - Ni + 1) ... ani (N) 

darstellen, wo zur Abkiirzung an (m) = an (xm' Ym' zm) gesetzt wird. 
Die resultierende Energie 

WO = Nl Wn, + Na Wn, + ... + Ni W n/ (78a) 

bleibt unverandert, wenn die Elektronen, die zu verschiedenen wasser­
stoffahnlichen Zustanden gehoren, untereinander beliebig vertauscht 
werden, was zu einem iiquivalenten, doch aber yom urspriinglichen 
verschiedenen Zustand des ganzen Systems fiihrt [eine Vertauschung 
der Elektronen, die zu demselben Zustand gehoren, ist gleichbedeutend 
mit der Vertauschung der Faktoren in der Funktion (78); sie kann 
folglich zu keinem neuen Zustand fiihrenJ. Man erhalt also bei einer 
gegebenen Einteilung der Zahl N in einzelnen Summanden 

N = Nl + N2 + ... + Ni , 

die die Besetzungszahlen der verschiedenen wasserstoffahnlichen Zu­
stande bedeuten, eine Anzahl 

(78b) 

von aquivalenten ungestorten Zustanden des Atoms, die zu demselben 
Eigenwert (78a) gehOren und durch Funktionen von der Gestalt (78) 
dargestellt werden konnen. Diese P Eigenfunktionen, die aus (78) 
durch Vertauschung der Argumente ("Elektronennummem") von ver­
schiedenartigen Faktoren entstehen, denken wir uns irgendwie nume­
riert (a. = 0, 1,2, ... P - 1) und bilden daraus, gemaB der allgemeinen 
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Storungstheorie der entarteten Zustande, P neue Eigenfunktionen 
P-1 

(Jk = .2 Yka aa (k = 0, 1,2, ... P - 1) , (79) 
a=O 

die den iiblichen Forderungen - Normalitat, Orthogonalitat und Ver­
schwinden der nichtdiagonalen Matrixelemente der Storungsenergie 
T~z = f(J~ H' (Jz d V (k + l) -geniigen. Die Werte der durch die Sto­
rung - d. h. durch die Wechselwirkung der Elektronen - bedingten 
Zusatzenergie driicken sich bekanntlich durch die Formeln 

W~ = T~k 

aus. Die Transformationskoeffizienten Yka. stellen die relativen kom­
plexen Amplituden der den ungestorten Funktionen (78) entsprechen­
den Schwingungen in den verschiedenen harmonischen Normalschwin­
gungen des gestorten Systems dar. lhre Bestimmung aus den Glei­
chungen 

P-l 

.2 T~{3 Yk{3 = WkYkex (79 a) 
{3=0 

wiirde im allgemeinen Fall einer P-fachen Entartung besonders 
bei hohen Werten von P - auBerst verwickelt sein. 1m betrachteten 
Fall aber kann man wegen der Aquivalenz der ungestorten Zustande 
und wegen der Symmetrie der Storungsfunktion H' in bezug auf die 
Elektronen diese Koeffizienten sehr einfach a priori, d. h. unabhangig 
von den Gleichungen (79a) ermitteln. 

Wir fiihren zunachst, nach HEISENBERG, eine willkiirliche Permuta­
tion der Elektronen ein, ersetzen also das erste Elektron durch das 
Pl-te, das zweite durch das P2-te, ... das N-te durch das PN-te. Diese 
Operation sei durch das Symbol 

C' 2, 3, ... N) T= 
- l' P2' Ps, ... PN 

bezeichnet. 
Durch Anwendung dieser Operation auf die Argumente der Eigen­

funktion (78) erhalten wir eine neue Eigenfunktion 

Ta = an, (PI) ... an! (PN,) . an, (PN! +1) ... an, (PNdN,) ... 

ani (PN-NiH) ... ani (PN) , 

die wir als von der urspriinglichen verschieden annehmen diirfen (sonst 
fiihren wir statt der Permutation T irgendeine andere ein). 

Durch nochmalige Anwendung derselben Permutation erhalten wir 
eine Reihe von Eigenfunktionen TTao = T2 aO, TSao usw., bis wir 
schlieBlich zu einer Funktion Tr aO gelangen, die mit der urspriinglichen 
identisch ist. 
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Die r Eigenfunktionen 
a, Ta, T2(j, .. , T'I'-l(j 

bilden den zur Permutation T gehorigen Zyklus. Sie konnen eventuell 
die Gesamtheit aller P Eigenfunktionen erschopfen (bei r = P); im 
allgemeinen aber bilden sie nur einen Teil davon, wobei ihre Anzahl r 
ein Teiler der Gesamtzahl P ist. Das HiBt sich folgendermaBen erkennen: 
Wir wahlen eine Eigenfunktion aet., die in der Reihe Tk (j nicht enthalten 
ist, und bilden damit die analoge Reihe 

(jet., T(jet., T2(jet., ... T'I'-l(jet., 

die offenbar einen neuen Zyklus darstellt. 1st dabei die Gesamtheit 
p 

aller P Eigenfunktionen ersch9pft, so hat man r = "!r' Sonst kann 

man diesen ProzeB wiederholen, bis man aIle Eigenfunktionen in solche 
r-gliedrige Zyklen zerlegt hat. 

Wir wollen den einfachsten Fall betrachten, daB r = P ist, d. h. 
die Gesamtheit aller P Eigenfunktionen einen einzigen Zyklus bildet, 
und denken uns die in (79) auftretenden Funktionen in der zyklischen 
Reihenfolge numeriert, setzten also 

(jet. = Tet.(j (a. = 0, 1, ... P-l). (79b) 

Zur Bestimmung der Koeffizienten Yket. ersetzen wir nun das betrach­
tete Problem durch das aquivalente Problem der gekoppelten Eigen­
schwingungen von P in Resonanz befindlichen Pendeln. Diese Pendel 
miissen nicht nur gleich sein, sondern ihre Koppelung muB eine 
zyklische Symmetrie aufweisen, bei der das Verhiiltnis jedes Pendels 
zu den iibrigen fUr aIle Pendel gleich ist. Diese Bedingung laBt sich 
erfiillen, wenn man sich die Pendel an den Ecken eines (horizon­
talen) regularen Polygons aufgehangt denkt und sie miteinander derart 
verbindet, daB zwischen gleich entfernten Pendeln dieselben Koppe­
lungskrafte wirken. Die Abhangigkeit der Koppelungskoeffizienten tPet., {J 

von den Eckpunktabstanden I a. - fJ I <; bleibt dabei beliebig. 

Ein solches' "zyklisches" System symmetrisch gekoppelter Pendel 
muB offenbar - unabhangig von der speziellen (durch die Funk­
tionen tP a{J (Ia. - fJ D bestimmten Koppelungsart) - dieselben Typen 
von gestorten Eigenschwingungen besitzen, und zwar solche Eigenschwin­
gungstypen, bei denen 

1. die reelle Amplitude aller Pendel dieselbe ist, 
2. die Phasendifferenz zwischen den nachsten Pendeln dieselbe ist. 
Die erste Forderung gibt mit Riicksicht auf die Normalitatsbedin-

gung IYket.1 = ~. Da man beim Umgang des ganzen Pendelpolygons yP 
zur urspriinglichen Phase zuriickkehren muB, so folgt aus der zweiten 
Forderung, daB die Phase des a.-ten Pendels in bezug auf den "nullten" 
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(ex. = 0) (}a nur Werte annehmen kann, die ganze Viel/ache des entspre­

chenden Winkeiabstandes 2;cx sind. Wir konnen also die gestorten Eigen­

schwingungen des k-ten Typus durch die "Anfangsphasen" 

(k = 0,1,2, ... P -1) 

ausdriicken. 
1m "nullten" oder symmetrischen Typus (k = 0) schwingen aIle 

Pendel mit derselben Phase, im ersten (k = 1) ist jedes Pendel gegen-

iiber dem vorhergehenden urn 2; verspatet, im zweiten (k = 2) urn 4; 
usw., schlieBlich im letzten urn (P - 1) 2;. Wenn Peine gerade Zahl 

ist, so findet man bei k = : einen antisymmetrischen Schwingungs­

typus, bei dem die benachbarten Pendel in entgegengesetzten Phasen 
schwingen. 

Die normierten komplexen Amplituden unserer Pendel in den 
(gestorten) Eigenschwingungen yom k-ten Typus driicken sich also 
durch die folgenden einfachen Formeln aus: 

(80) 

Dies sind offenbar gleichzeitig die gesuchten Ausdriicke fUr die Trans­
formationskoeffizienten in den Formeln (79). 

Es ist leicht zu sehen, daB diese Ausdriicke der Orthogonalitats­
P-l 

bedingungen .2 YkrJ. Y~ = 0 bei k =1= 1 geniigen. Setzt man zur Ab-
a=O 

k ·· 2n (/- k) h"l' d T urzung p = f.t, so er a t man m er at: 

P-l * 1 P-l if<a 
.2 Yka YZa = p ..2 e 

a=O a=O 

1 eif' P - 1 

P eifl - 1 

1 ei2n (l-k) - 1 
-- =0 
P if' -1 . 

Da die Koeffizienten Yka schon von vornherein, unabhangig von den 
Gleichungen (79a), bekannt sind, so kann man diese Gleichungen 
(oder genauer je eine Gleichung fUr jeden Wert von k) zur direkten 
ErmiUlung der entsprechenden Werte der Zusatzenergie Wk (ohne 
Auflosung der Sakulargleichung) benutzen. 

Es ist dabei zu beachten, daB die Matrixelemente T~8 sich im 

betrachteten Fall auf P ~ 1 (bei ungeradem P) oder auf ~ + 1 (bei 

geradem P) verschiedene reelle GroBen reduzieren, entsprechend der 
Anzahl der verschiedenen Abstande zwischen den P Eckpunkten des 
regularen Polygons unseres Pendelmodells. Bezeichnet man den Koppe-

2ncx 
lungskoeffizient zwischen zwei sich im Winkelabstand p- [oder 
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2; (P-ot)]befindlichen Pendeln mit @« (@o bedeutet also di~"Selbst­
bindung" aller Pendel), so erhaIt man fiir die Storungsmatrix der be­
trachteten entarteten Zustandsgruppe die folgende Darstellung: 

(
@o, @v @2' @2' (1) 

(T~fJ) = ~1: .. ~o: .. ~1: . :: : . ~~'. ~~ . 
@v @2' @a, '" @v @o 

(80 a) 

Die Gleichungen (79a) fUr ot = 0 nehmen dabei die Gestalt: 

W~l'oo = @ol'oo + @1 (1'01 + 1'0,P-1) + @2(1'02 + 1'0,P-2) + .. . 

W~ 1'10 = @OI'1O + @1 (I'll + 1'1, P-1) + @2 (1'12 + h P-2) + .. . 
usw. an; daraus folgt gem1:iB (80): 

P-1 
, -2- 2nk oc 

Wk =@0+2.2@«cos-p-
«=1 

P-2 

T 2nkoc 
W k =@o+(-I)k@p/2+ 2 ~ @«cos-p-

«=1 

(P = ungerade) I 
. (80b) 

(P ~ gerade) I 
Auf Grund von (80) und (80 a) iiberzeugt man sich leicht, 

daB die Ausdriicke (80b) den diagonalen Elementen der Matrix 
fTcl = .2 .2rtrt. I'lfJ nfJ gleich sind und daB die nicht diagonalen Ele-

rt. fJ 
mente dieser Matrix verschwinden. Wir wollen aber den allgemeinen 
Satz beweisen, daB die Matrixelemente einer beliebigen symmetrischen 
Funktion der Koordinatentripel Xl' Y1' Zl' ••• XN, YN, zN in bezug auf 
zwei verschiedene Funktionen ale (nv . .. n;) und az(n~, n~, ... ni) = at 
bei k 9= l stets verschwinden. Es bedeuten hier n~, n~, ... n~ die Index­
zahlen der verschiedenen wasserstoffiihnlichen Zustande, die von den 
einzelnen Elektronen besetzt werden (d. h. die Indexzahlen ihrer 
"Bahnen"), bei festgehaltenen Werten der Besetzungszahlen N 1> N 2" • • N t • 

Wir bemerken zunachst, daB die Koeffizienten I'ku. nur von diesen 
Besetzungszahlen, nicht aber von den Indexzahlen n1 , n 2 , ••• , ni 
abhiingen. Die Funktion at besitzt deshalb dieselben Symmetrieeigen­
schaften wie die Funktion az. - Bei Anwendung der Permutation T 
auf die Elektronen (d. h. auf die Koordinatennummem) geht die Funk­
tion 

in 
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.2",1 

liber. Dementsprechend gilt auch Tat = e -.p at und folglich 
2", 

T fa: fat d v = / j> (k-I) fa: (Tf) at dV. 
1st nun f (1, 2, ... N) symmetrisch in bezug auf die Elektronen­
nummern, so hat man T f = t. Es muB ferner das Integral fat (a; d V 
seiner physikalischen Bedeutung nach von der Numerierung der Elek­
tronen unabhangig sein und folglich bei irgendeiner Permutation der 
Elektronennummern unverandert bleiben. Es wird also 

( .2"'(k I») 1-/p - fa:tatdV=O 
oder, da 0 < I k -ll < P ist, 

(k 4= l). (81) 

Bei a; = az ergibt sich aus dieser Formel die Orthogonalitatsbedin­
gung der Funktionen ai" wenn man t = 1 setzt, und mit t = H' die 

Bedingung Ticl = O. 
Es folgt ferner aus (81) der von HEISENBERG entdeckte Satz, daB 

das System der stationaren Zustande des "gestarten" Atoms 1, das 
durch eine Funktion (ric bei festgehaltenem Index k und bei beliebig 
veranderlichen Indexzahlen n1 , n2 , ••• ni bestimmt wird ("k-Zustande"), 
mit dem System von stationaren Zustanden, die irgendeiner anderen 
Funktion a; entsprechen ("l-Zustande") nicht kombinieren kann. Es 
wird dabei unter der Kombinationsmaglichkeit eine nicht verschwindende 
Wahrscheinlichkeit des spontanen oder durch Einwirkung einer bezlig­
lich alier Elektronen symmetrischen Starung bedingten Ubergangs 
verstanden. Setzt man z. B. ! = e (t1 + t2 + ... +tN), so folgt aus (81) 
das Verschwinden der nichtdiagonalen Matrixelemente des elektrischen 
Moments des Atoms, die bekanntlich die Wahrscheinlichkeit der 
spontanen oder erzwungenen Lichtemission und -absorption bestimmen. 

Diese Ergebnisse lassen sich leicht auf den Fall veraligemeinern, 
daB die verschiedenen stationaren Zustande des ungestarten Elek­
tronensystems sich auf mehrere "Zyklen" verteilen lassen. Jeder Zyklus 
kann dabei durch ein Pendelpolygon dargestellt werden, das von anderen 
Pendelpolygonen in nullter Annaherung isoliert ist. Es bleiben aber 
Koppelungskrafte zwischen den zusammengesetzten Schwingungszu­
standen, die durch die ahnlichen Normalschwingungen der verschiedenen 
Zyklen dargescellt werden. Es laBt sich z. B. nachweisen, daB aile homo­
logen Zustande yom Typus ak oder (rTe usw. in Resonanz bleiben und 
miteinander kombinieren konnen. 

1 d. h. des Atoms mit Berucksichtigung der Wechselwirkung zwischen den 
Elektronen. 
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Wir wollen hier auf diese allgemeinen Eigenschaften nicht naher 
eingehen und beschranken uns auf die Untersuchung der einfachsten 
Spezialfalle (N = 2 und N = 3), die zur Erganzung der bisherigen 
Ergebnisse dienen konnen. 

1m ersten Fall (N = 2), der einem Heliumatom (oder einem helium­
ahnlichen Ion) entspricht, gibt es zwei "Klassen" von Zustanden. 
Die erste Klasse (N 1 = 2) wird durch die "Aquivalenz" der beiden Elek­
tronen charakterisiert, d. h. durch symmetrische Eigenfunktionen von 
der Gestalt 

(82) 

Die andere entspricht der Verteilung 2 = 1 + 1 (beide Elektronen in 
verschiedenen "Bahnen" n bzw. m) und zerfallt in zwei Typen, den 
symmetrischen mit den Eigenfunktionen 

if I = ~ [an (1) am (2) + an (2) am (1)] 
~2 

und den antisymmetrischen mit den Eigenfunktionen 

[vgl. (71) § 10]. 

an = ~ [am (1) an (2) - am (2) an (1)] 
~2 

(82a) 

(82b) 

Wenn das Heliumatom sich in einem angeregten Zustand vom 
Typus (82) oder (82a) befindet, kann es spontan unter Lichtemission 
in einem andelen symmetrischen Zustand mit kleinerer Energie und 
insbesondere in den N ormalzustand iibergehen, der durch das Minimum 
der Energie und die Aquivalenz beider Elektronen ausgezeichnet ist. 

Von einem antisymmetrischen Zustand kann das Heliumatom 
spontan nur in einen auf der Energieskala tie fer liegenden, ebenfalls 
antisymmetrischen Zustand iibergehen. Der tiefste antisymmetrische 
Zustand muB folglich eine gewisse Stabilitiit besitzen - man bezeichnet 
ihn dementsprechend als "metastabil" - in dem Sinne, daB das Helium­
atom aus dies em Zustand in den noch tiefer liegenden (symmetrischen) 
Normalzustand spontan - oder unter der Wirkung von einfallendem 
Licht - nicht iibergehen kann. Ein solcher Ubergang kann nur beim 
ZusammenstoB mit einem dritten Elektron - oder irgendeinem anderen 
Teilchen - eintreten. Dabei muB man das Ganze, d. h. das Helium­
atom und das stoBende Elektron, als ein zusammengesetztes lithium­
artiges System behandeln. 

Beim Lithiumatom (oder einem lithiumahnlichen Ion) kann man von 
vornherein drei Zustandsklassen, entsprechend den drei Einteilungs­
moglichkeiten der Zahl N: N = 3, N = 2 + 1, N = 1 + 1 + 1, 
erwarten. 

Die erste Klasse besteht aus Zustanden von einem rein symmetri­
s.chen Typus 

(83) 
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3! 
Die zweite zerfiillt in P = 2! I! = 3 Zustandstypen mit den Eigen-

funktionen 

(symmetrischer Typus), 

Gn~ 1~[G.(:).:.(2)am(3) + /; G. (3) a. (1) Gm (2) I 
+ e 30',.. (2) O'n (3) O'm (I)], 

I 
(83b) 

(830) 

( 
.4,,; .2,,; .Sn .2,,; 1 ) 

e'a = e-'a, eta = /3= 2(1 + i -Va). Bei Permutation der 

Elektronen gehen die zwei letzten asymmetrischen Funktionen in 
.2,.. 

einanderiiberunter Multiplikationmit einem Faktor / a P , wo f3 = 0, 1,2 
bedeutet. 

Die dritte Klasse konnte man in 6 Typen einteilen, wovon einer 
(k = 0) symmetrisch und einer (k = 3) antisymmetrisch in bezug auf 
alle Elektronen ist. 

Es ist aber leicht zu sehen, daB hier die 6 Zustande, die man durch 
Permutation der Elektronennummem in einer (ungestorlen) Funktion 
von der Gestalt 

0' = 0',.. (I) O'm (2) 0', (3) 

erhalt, zwei dreigliedrige Zyklen bilden. Die erzeugende Permutation 
ist hier die "zyklische" 

(123) T= 3 12 . 

Sie gibt 

TO' = 0',. (3) O'm (I) 0', (2), T 2 0' = 0',.. (2) O'm (3) 0', (I) , PO' = 0' , 

und auf die in dieser Reihe nicht enthaltene Funktion 

0" = 0',.. (2) O'm {I} 0', (3) 

angewandt: 

TO" = O'n{I} O'm{3} 0',(2), T 2 0" = O',..(3) O'm{2}0',{I} , T 3 0" = 0". 

Die "gestorlen" Eigenfunktionen, a' lassen sich daraus in derselben 
Weise wie im vorhergehenden Falle bilden. 

Frenkel, We1Ienmechanik. 15 
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Man erhalt dabei fiir die "gestorten" Eigenfunktionen al' an' am 
und a~, a~, a~ dieselben Zusatzenergien W~, W~, W~, so daB diese 
sechs Zustande noch paarweise in Resonanz bleiben. Fiihrt man nun 
ein neues Pendelmodell zur Darstellung dieser Zustande ein, so findet 
man, daB die in Resonanz befindlichen Pendelpaare miteinander ge­
koppelt sind (die entsprechenden Matrixelemente der St6rungsfunk­
tion fa: H'a~dV usw. sind von Null verschieden), wahrend zwischen 
den "verstimmten" Pendeln z. B. a1 und an oder a1 und a~ keine 
Koppelung besteht [dies ist ein Spezialfall des durch (81) ausgedriickten 
HEISENBERGSchen Satzes]. 

Auf diese noch in Resonanz befindlichen Pendelpaare angewandt, 
fiihrt die St6rungstheorie in der iiblichen Weise zu Eigenschwingungen 
von symmetrischem und antisymmetrischem Typus. Wir erhalten also 
schlieBlich 6 Eigenfunktionen, die durch 6 vollkommen ungekoppelte 
Pendel dargestellt werden k6nnen (d. h. in bezug auf weIche die 
nichtdiagonalen Elemente der Storungsfunktion samtlich verschwinden) 

a1 = ~ (a1 + ai:), a2 = y~ (a1 - ai:) ; a3 = /2 (an + ail), ) (84) 

a4 = y~ (an - ail), as = f~' (am + aill), a6 = l'~ (am - aill) 

oder ausfiihrlich geschrieben: 

- 1 I (11 = -= [(0" + 0"') + T (0" + 0"') + T2 (0" + 0"')] y6 
1 .2,,; .4,,; 

a3 = -== [(0" + 0"') + e's T (0" + 0"') + /3 T2 (0" + 0"')] 
V6 

(84a) 

usw. Hatten wir es dagegen nur mit einem 6gliedrigen Zyklus zu tun, 
so wiirden wir Funktionen von einer ganz anderen Gestalt erhalten, 
mit Ausnahme der "symmetrischen" Funktion a1 und der antisymme­
trischen a2 • Es sei bemerkt, daB die letztere in der Form einer Deter­
minante 

(84b) 

dargestellt werden kann. 
1m Gegensatz zum Helium geh6rt der Normalzustand des Lithium­

atoms nicht zur ersten Klasse, die der Aquivalenz aller drei Elektronen 
entspricht, sondern zur zweiten (zwei aquivalente Elektronen). Das 
auBert sich empirisch darin, daB Lithium ein einwertiges Element mit 
einein lose geburidenen und zwei fest gebundenen Elektronen ist. Nun 
kann man leicht zeigen, daB das tiefste Energieniveau der Klasse 3=2 + 1, 
d. h. die Energie des N ormalzustandes des Lithiumatoms, viel h6her ist 
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als das absolute Energieminimum, das dem tiefsten Niveau der ersten 
Klasse entspricht. Man konnte den Normalzustand von Lithium als 
einen "metastabilen Zustand" betrachten, falls der tiefer liegende sym­
metrische Zustand nicht vollkommen ausgeschlossen ware. Mit diesem 
Zustand miissen wir auch die hoheren zur zweiten und dritten Klasse 
gehorigen Zustande, die in bezug auf aIle drei Elektronen symmetrisch 
sind, als verboten ausschlieBen; denn diese Zustande sind untereinander 
kombinationsfahig. Aus einem hoheren Zustand dieser Art konnte das 
Atom spontan (unter Emission von Strahlung) in verschiedene tiefer 
liegende und insbesondere in den tiefsten Zustand mit drei aquivalenten 
Elektronen iibergehen. 

§ 13. Beschrinkung der Symmetrie der Mehrelektronensysteme; 
das Aquivalenzverbot von W. PAULI. 

Geht man von Lithium zu komplizierleren Atomen iiber, so trifft 
man eine Reihe von weiteren Beschrankungen fUr die Anzahl der aqui­
valenten (d. h. durch dieselben wasserstoffahnlichen Funktionen (fn 

charakterisierlen oder sich "auf gleichartigen Bahn~n bewegenden ") 
Elektronen. Diese Beschrankungen sind zuerst von BOHR erkannt 
worden bei einem Versuch, den Aufbau der komplizierten Atome 
auf Grund der Vorstellung von gequantelten Elektronenbahnen zu 
deuten. 

Ausgehend von chemischen und spektroskopischen Erfahrungstat­
sachen, hat BOHR gezeigt, daB die Elektronen - oder genauer die 
Elektronenbahnen - sich um den positiven' Kern in bestimmten, 
durch den Wert der "Hauptquantenzahl" n charakterisierlen Schalen 
verteilen, wobei es in jeder Schale eine beschriinkte Anzahl von Platzen, 
namlich 2 'n2 gibt. Bei voller Besetzung besteht also die innerste K -Schale 
aus zwei einquantigen Bahnen, die 'folgende L-Schale aus 8 zweiquan­
tigen Bahnen usw. 

Die Hauptquantenzahl bestimmt bekanntlich nur die groBe Achse 
und in der Hauptsache (bei der ungestorlen Keplerbewegung) die 
Energie der BOHRschen Ellipsenbahnen. Das mechanische Moment dieser 
Bahnen wird bekanntlich durch die azimutale Quantenzahl k nach 

der Formel 2h k bestimmt, wobei das VerhaItnis ~ gleich dem Achsen-n n 
verhaltnis der Ellipse ist. Bei gegebenem n kann k die Werle 1,2, ... n 
annehmen. Dementsprechend kann eine Gruppe von n-quantigen Bahnen 
in n Untergruppen zerfallen. Dies ist aber nicht alles. Die gequantelten 
wasserstoffahnlichen Elektronenbahnen lassen sich im allgemeinen noch 
durch zwei Zahlen charakterisieren - die "magnetische" Quantenzahl, 
die die Neigung, der Bahnebene zu einer bestimmten Symmetrieachse 
(die gewohnlich dllrch ein auBeres Magnetfeld gegeben wird) bestimmt, 
und die von SOMMERFELD eingefiihrte "innere" Quantenzahl i, die 

15* 
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man ursprunglich als MaB des resultierenden mechanischen Momentes 
des betrachteten Elektrons und des "Atomrumpfes" deutete (obwohl 
sie ihre Bedeutung auch beim Wasserstoffatom behielt, wo es gar 
keinen "Rumpf" gibt). Die magnetische Quantenzahl kann alle ganz­
zahligen oder halbzahligen Werte zwischen - j und + j annehmen, 
wiihrend die innere Quantenzahl bei gegebenem k nur die zwei Werte 

k - ~ und k + ~ annimmt. 

STONER, der die BOHRschen Gedanken uber den Aufbau der kom­
plizierten Atome weiter entwickelte, zeigte, daB jede k-Untergruppe 
der n-Gruppe ihrerseits aus einer Reihe noch kleinerer Untergruppen 
besteht, die den verschiedenen Wert en von m entsprechen, wobei die 
Anzahl der Pliitze in jeder von diesen m-Untergruppen gleich 2 ist, 
und zwar je einer fur jeden der zwei moglichen Werte der inneren 
Quantenzahl j. 

Diese GesetzmiiBigkeit hat ihre endgultige Formulierung im Sinne 
der BOHRschen Atomtheorie 1925 bei W. PAULI erhalten, der sie in 
der Gestalt des folgenden allgemeinen Prinzips ausgesprochen hat: 
eine vollstandig - d. h. durch die vier Quantenzahlen n, k, m, j - be­
stimmte Elektronenbahn kann in demselben Atom nur mit einem einzigen 
Elektron besetzt werden. Wenn man die zwei Elektronen, deren Bahnen 
sich voneinander nur in bezug auf den Zahlenwert von i unterscheiden, 
als aquivalent betrachtet, so kann man das PAuLIsche Prinzip auch 
folgendermaBen formulieren: in demselben Atom kann die Zahl der 
aquivalenten Elektronen nicht grofJer als zwei sein. 

Die physikalische Bedeutung dieser doppelten Besetzungsmoglich­
keit ist erst aufgekliirt worden, als UHLENBECK und GOUDSMIT den 
Gedanken des "Kreiselelektrons" einfUhrten und zeigten, daB die 
Achse des Elektrons, infolge des halbquantigen Wertes seines Drall­
momentes, nur zwei entgegengesetzte Orientierungen (z. B. parallel 
und antiparallel zur Symmetrieachse des Atoms) annehmen kann. 

Bei der 'Obersetzung in die "Wellensprache" reduzierte sich das 
PAuLIsche Prinzip zunachst auf das Verbot aller solchen Zustands­
klassen, fUr die die Besetzungszahlen N 1 , N 2 , •• : Ni zwei ubertreffen. 
Es sind also nur solche stationiire Zustiinde eines aus N Elektronen 
bestehenden Atoms als zuliissig anzusehen, die den Einteilungen dieser 
Zahl in Summanden von der Gestalt 

N=2+2+···+1+1+··· 
entsprechen. Von diesen Zustiinden sind aber noch alle solche aus­
zuschliefJen, die mit den unmittelbar verbotenen Zustiinden kombinieren 
konnen. Das P AULIsche Verbot erhiilt also in der Wellenmechanik eine viel 
schiirfere Bedeutung als in der BOHRschen Atomtheorie. Es handelt sich 
hier nicht mehr urn die Anzahl der iiquivalenten, d. h. denselben wasser­
stoffahnlichen Zustiinden (bei Fehlen der gegenseitigen Storung) zu-
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gehorigen Elektronen, sondern urn bestimmte Symmetrieeigenschajten 
der den stationiiren Zustand des wirkliehen ("gestorten") Atoms 
charakterisierenden Eigenfunktionen G in bezug auf die Koordinaten 
der verschiedenen Elektronen. Die Besetzungszahlen N 1 , N 2 , ••• haben 
also selbst keine grundlegende Bedeutung. Sie dienen nur zur Festlegung 
der nullten Naherung. Die exakte Eigenfunktion, die einem bestimmten 
stationiiren Zustand des Atoms entsprieht, kann keine Spur von ihnen 
mehr enthalten. Dabei muB beachtet werden, daB die verschiedenen 
Elektronen in diesen Eigenfunktionen stets als gleiehberechtigt auf­
treten. Ihre Individualitiit ist also vo1lkommen verloren gegangen, und 
es hat keinen Sinn mehr, von "bestimmten" Elektronen zu reden. 

Unter den angenaherten Eigenfunktionen eines aus N Elektronen 
bestehenden Atoms, die aus den wasserstoffahnlichen Funktionen der 
einzelnen Elektronen an (m) gebildet werden konnen, gibt es eine, die 
nur dann vonNuil verschieden ist, wenn aile diese Funktionen a1> a2'" .,aN 
voneinander verschieden sind, d. h. wenn die Besetzungszahlen N 1> N 2' .•• 

samtlich gleieh I sind. Das ist die antisymmetrische Eigenfunktion 

ani (I) ani (2) '" ani (N) 

an, (I) an. (2) .. , an, (N) - 1 
a = ---= 

fN! 

anN(I) anN (2) '" anN(N) 

die wir schon fUr die Spezialfalle N = 2 und N = 3 oben betrachtet 
haben. Bei Vertauschung von zwei beliebigen Elektronen wechselt diese 
Funktion ihr Vorzeiehen (wodurch ihre Bezeiehnung erklart wird). 
Wegen der Symmetrie der Storungsfunktion muB auch diejenige exakte 
Eigenfunktion diese Eigenschaft behalten, die man aus der vorher­
gehenden durch ein beliebig weit fortgesetztes Naherungsverfahren erhalt. 

Von den verschiedenen moglichen Losungen der SCHRODINGERSchen 
Gleiehung (H - W) a = 0 fUr ein System von N Elektronen hat 
DIRAC vorgeschlagen, nur die antisymmetrischen zu beriicksiehtigen 
als diejenigen, die dem PAuLI-Verbot sieher geniigen. Dieses DIRAcsche 
"Antisymmetrieprinzip" konnte man als die verschiirfte weilenmecha­
nische FormuE.erung des PAULl-Verbots nur in dem Fallansehen, wo die 
von den zwei moglichen Orientierungen des Elektrons bedingte Dualitat 
nieht existierte. Bei Beriicksiehtigung dieser Dualitat kann man sieh 
auf solche antisymmetrische Funktionen nicht beschranken. Es ist 
natiirlich anzunehmen, daB sie sieh nur auf solche stationiire Zustande 
beziehen, bei welchen alle Elektronen gleichorientiert sind. Diejenigen Zu­
stande, bei welchen dies nicht der Fall ist, miissen weilenmechanisch 
durch Funktionen dargestellt werden, die einen komplizierteren Sym­
metriecharakter besitzen. 

Das Aufsuchen solcher Funktionen und ihre Zuordnung zu bestimmten 
Orientierungstypen ist im ailgemeinen eine sehr schwierige Aufgabe. 
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Wir konnen auf diese Frage nieht eingehen und mussen uns mit den 
folgenden Bemerkungen begnugen: 

1. Es konnte zun1ichst scheinen, daB man den korpuskularen Begriff 
der "Aquivalenz" zweier Elektronen wellenmechanisch deuten darf 
als die Symmetrie der den betreffenden Zustand charakterisierenden 
Eigenfunktion in bezug auf diese Elektronen. Eine solche Deu­
tung ist aber schon aus dem Grunde als falsch anzusehen, daB die 
verschiedenen Elektronen voneinander prinzipiell ununterscheidbar sind; 
dementsprechend konnen zur Beschreibung der stationaren Zustande 
nur solche Eigenfunktionen in Betracht kommen, die bei irgendwelcher 
Permutation der betreffenden Elektronen eine belanglose Anderung 
erfahren, d. h. entweder sieh mit einem Faktor eiJ multiplizieren oder 
in andere Funktionen derselben Art ubergehen. 

2. 1m einfachsten Falle eines Systems, das nur aus zwei Elektronen 
besteht, kann man sieher sein, daB der "antisymmetrische" Zustand 
derselben und der symmetrische der entgegengesetzten Orientierung der 
beiden Elektronen entspricht. Diese Beziehung zwischen Symmetrie 
und Antiparallelismus oder Antisymmetrie und Parallelismus HiBt 
sieh aber nieht ohne weiteres auf kompliziertere Systeme ausdehnen, 
da die Symmetrie oder Antisymmetrie in bezug auf einzelne (wohl­
definierte) Elektronenpaare keinen Sinn hat. Hat man z. B. ein System 
mit drei Elektronen, so sind nur Eigenfunktionen yom Typus (83b, c) 
und (84 b) zugelassen. Dabei entsprechen die ersteren zwei der ent­
gegengesetzten Orientierung zweier Elektronen und die letztere (anti­
symmetrische) derselben Orientierung alier drei. 

3. Solange die Elektronenwellen durch eine skalare Funktion (J cha­
rakterisiert werden, bleibt der Begriff des magnetischen Moments des 
Elektrons und seiner Orientierung ein korpuskularer Zusatz zur wellen­
theoretischen Behandlung. Wir haben in Kap. II gesehen, in welcher 
Weise diese Begriffe bei einem Elektron aus der Wellentheorie ab­
geleitet werden konnen, wenn man die Elektronenwellen als eine 
Art von verallgemeinerten elektromagnetischen Wellen betrachtet. 
Dieses Verfahren liiBt sieh auch bei mehreren Elektronen anwenden, 
wenn man den mehrdimensionalen Wellenvorgang nicht durch einen 
Skalar 'IjJ, sondern durch eine mit N rasch wachsende Anzahl derartiger 
GroBen charakterisiert 1. 

Es muB schlieBlich betont werden, daB das PAuLIsche "A.quivalenz­
verbot" keineF olge der allgemeinen Prinzipien der Wellenmechanik darstellt. 

1 Nach PAULI und DIRAC fiihrt man zur Beschreibung des Verhaltens jedes 
einzelnen Elektrons (in nullter Naherung) zwei Funktionen 11;; (m) und 11;; (m) 
ein, die derselben Bahn, aber entgegengesetzten Orientierungen entsprechen. Aus 
diesen Funktionen konstruiert man (durch Multiplikation und Addition) zusammen­
gesetzte Funktionen, die alle antisymmetrisch sind in dem Sinne, daB sie ihre Vor­
zeichen umkehren, wenn man die Koordinaten von zwei verschiedenen Elektronen 
und gleichzeitig die entsprechenden Orientierungsindizes vertauscht. 
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Ebenso wichtig aber ist auch, daB es diesen Prinzipien nicht wider­
spricht, also in das System der wellenmechanischen Theorie zwanglos 
eingefiigt werden kann; denn Ubergange zwischen erlaubten und nach dem 
PAuLIschen Prinzip "verbotenen" Zustande erweisen sich aUf Grund der 
Schrodinger schen Gleichung als unmoglich (d. h. die entsprechenden Uber­
gangswahrscheinlichkeiten sind gleich Null). Man kann also sagen: Wenn 
das PAuLI-Verbot in irgendeinem Augenblick t = 0 erfiillt ist, so muB 
es nach den Prinzipien der Wellenmechanik immer giiltig bleiben. 

Dabei muB die Giiltigkeit dieses Verbots nicht nur fUr ein be­
stimmtes Atom, sondern strenggenommen fur die ganze Welt vor­
ausgesetzt werden. Daraus aber folgt, wie wir sofort sehen werden, 
daB es prinzipiell unmoglich ist, aus dem Weltall irgendein System 
zu isolieren. 

Es sei z. B. A ein sich im Normalzustand befindliches Heliumatom 
und B ein "freies" Elektron, das mit. diesem Atom zusammenstoBt. 
In nullter Annaherung sei A durch eine in bezug auf die beiden "gebun­
denen" Elektronen symmetrische Funktion (J (1,2) charakterisiert und 
B durch eine zum kontinuierlichen Spektrum gehorende Funktion cp (3). 

Wir betrachten nun das ganze System A B und behandeln es als 
ein einziges lithiumahnliches Atom in einem teilweise ionisierten Zu­
stand. - Zur Bestimmung der Wechselwirkung zwischen A und B 
muB man zunachst die Austauschresonanz in Betracht ziehen, die hier 
denselben Charakter hat wiebei dem oben untersuchten Lithiumatom 
im Zustand N = 2 + 1. J eder (gestorte) Zustand des Systems A B 
laBt sich infolgedessen darstellen durch eine Summe der drei Funktionen 

ViI = .~ [V' (1, 2) cp (3) + V' (3, 1) cp (2) + V' (2, 3) cp (1)] 
f3 . 
1 2,,;; 4",; 

1pn = -= [V' (1, 2) cp (3) + e 3 V' (3, I) cp (2) + e 3 V' (2,3) cp (1)] y3 
1 4",; 8",; 

Vim = (3" [V' (1, 2) cp (3) + e 3 V' (3, I) cp (2) + e 3 V' (2, 3) cp (I)] , 

die noch mit den entsprechenden Zeitfaktoren zu versehen sind und mit 
willkiirlichen Koeffizienten multipliziert werden konnen. 

Da aber der durch die beziiglich aller drei Elektronen symmetrische 
Funktion V'I dargestellte Zustand verboten ist, muB man den ent­
sprechenden Koeffizient "gleich Null setzen, wenn man die Allgemein­
gilltigkeit des PAULI-Verbots verlangen will. Unter dieser Bedingung 
ist der oben betrachtete "urspriingliche" Zustand V' (I, 2) cp (3) (sowie 
die beiden anderen Zustande, die sich daraus durch Vertauschung der 
"individualisierten" Elektronen ergeben) als verboten anzusehen, denn 
er laBt sich durch Superposition der beiden erlaubten stationaren Zu­
stande ViII und Vim allein nicht darstellen. 
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Wenn wir diesen Zustand zulassen - wie wir es in der StoBtheorie 
des § II getan haben - ki:innten die durch die Wechselwirkung aller drei 
Elektronen bedingten Resonanzubergange (StoBvorgange) zu solchen 
Zustanden fUhren, die im graben Widerspruch mit dem PAuLIschen 
Prinzip stehen [wie z. B. Zustande vom Typus (83) mit drei aquivalenten 
Elektronen] . 

Durch die angefiihrten Betrachtungen lassen sich u. a. diejenigen 
"Anomalien" der StoBvorgange erklaren, die wir in § II schon erwahnt 
haben und die zuerst RAMSAUER bei der Untersuchung des Wirkungs­
querschnittes der Edelgasatome gegenuber langsamen Kathodenstrahlen 
entdeckt hat. Nach OPPENHEIMER muB der RAMSAUER-Ejjekt, d. h. 
ein Minimum des Wirkungsquerschnittes fUr Kathodenstrahlen mit 
einer Energie von der Gri:iBenordnung eines Volts, nicht nur bei 
Edelgasatomen, sondern bei allen Atomen mit symmetrischen Elek­
tronenschalen vorhanden sein. 

Wir wollen dies zunachst an dem einfachsten Beispiel des Wasserstoff­
atoms erHiutern. Der Anfangszustand des Systems A B kann hier als 
eine beliebige Kombination des symmetrischen Zustandes 

?PI = ~ [11' (1) q; (2) + 11' (2) q; (1)] 
V2 

und des antisymmetrischen 

?Pu = ~ [11' (1) q; (2) - 11' (2) q; (1)] y2 
dargestellt werden, d. h. durch eine Wellenfunktion von der Gestalt 

?P=~~+~~ ~ 
mit beliebigen Koeffizienten c1 und cn . Setzt man insbesondere 

cI = clI = y~ , so erhalt man fUr?p den ublichen Ansatz Vi = 11' (1) q; (2), 

der besagt, daB urspriinglich das "erste" Elektron gebunden und das 
"zweite" frei war. Mit c1 = 0 oder cIl = 0 wurde sich das betrachtete 
System vor wie nach dem StoB in einem antisymmetrischen bzw. 
symmetrischen (bezuglich den beiden Elektronen) Zustand befinden, 
denn diese Zustande kombinieren nieht miteinander. 

Bezeiehnet man die sich auf den Endzustand (nach dem StoB) 
beziehenden Funktionen mit einem Strieh, so erhalt man allgemein 

Vi' = cI Vii: + cIIVi!I' 
Fur die entsprechende Ubergangswahrscheinlichkeit - oder, was auf 
dasselbe herauskommt, fur den Wirkungsquerschnitt - ergibt sich 
dabei ein Ausdruck von der Form 

(85 a) 

wo j das Matrixelement der Storungsfunktion H' in bezug auf die Funk-
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tionen 1jJ (1) ({J (2) und 1jJ' (1) ({J' (2) bedeutet, wahrendg dieselbe Bedeutung 
fur die Funktionen 1jJ (1) ({J (2) und 1jJ' (2) ({J' (1) hat. Die GroBe I bezieht 
sich also auf einen "gewohnlichen" ZusammenstoB, bei welchem das 
stoBende Elektron frei bleibt, wiihrend die GroBe g einem "verkehrten" 
ZusammenstoB entspricht, bei dem dieses Elektron eingefangen wird. 
wahrend das ursprunglich gebundene Elektron die Rolle des freien uber­
nimmt (Elektronenaustausch). Bei 

1P = 1jJ (1) ({J (2) (d. h. CI = cu) 
wird 

r", \ CI 12 (\ I [2 + i g \2) . 
Dieser Fall entspricht dem gleich haufigen Vorkommen der gewohn­
lichen und verkehrten StoBe. 

Die beiden GroBen lund g haben als Funktionen der (kinetischen) 
Energie des stoBenden Elektrons ungefiihr denselben Gang. II + gl2 
stellt deshalb eine monotone Funktion dieser Energie dar, die kein 
Maximum oder Minimum besitzt. Die Funktion I I - g 12 besitzt dagegen 
ein ziemlich scharf ausgepragtes Minimum bei einer Energie von der 
GroBenordnung eines Volts. Foiglich konnte man auch beim (ein­
atomigen) Wasserstoff einen RAMSAuER-Effekt erwarten, falls symme­
trische Funktionen ausgeschlossen waren. Dies ist aber nicht der Fall. 
Man kann dagegen leicht zeigen, daB bei gewohnlichen Bedingungen 
das Verhiiltnis I cI 12 : I cII 12 3 betragt. 

Beim Helium sind dagegen symmetrische Zustande des Systems A B 
sowie aIle solche Zustiinde, die sich durch Superposition dieses Zu­
standes auf irgendwelche andere ergeben, nach dem PAuLIschen 
Prinzip verboten. Man erhiilt dementsprechend fur r einen Ausdruck 
von der Gestalt 

2", i 41<i 4",i 8",i 

\ CII i2\ 10 + e3 /1 + e-s- t2\2 + ! Cm 121 10 + e-s-/l + e-S-f2\2, 
der ebenso wie der Ausdruck (85a) bei cI = 0 ein Minimum in demselben 
Geschwindigkeitsgebiet besitzt. Die GroBen 10' 11, 12 bedeuten die 
Matrixelemente derjenigen Ubergange (StoBvorgange), bei welchen das 
stoBende Elektron frei bleibt oder an der Stelle eines der beiden anderen 
gebunden wird. 

§ 14. Das PAULlSche Prinzip und die Austauschresonanz bei 
Molekiilen. 

Das PAULIsche Prinzip in seiner ursprunglichen korpuskularen 
Fassung schlieBt die Moglichkeit von drei oder mehr identisch~n Elek­
tronenbahnen in demselben Atom aus. Es verbietet aber keineswegs 
das Vorhandensein einer beliebig groBen Zahl gleicher Elektronen­
bahnen in verschiedenen Atomen derselben Art, sonst ware ja die Exi-
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stenz gleicher Atome unmoglich. Die· Elektronen, die auf gleichen 
Quantenbahnen urn verschiedene positive Kerne kreisen, sind also 
nicht aquivalent zu behandeln: die "Nummer" des Kerns spielt hier 
sozusagen die Rolle einer neuen Quantenzahl. 

Diese auf den ersten Blick ganz klare Unterscheidung HiBt sich bei 
etwas genauerer Betrachtung nicht ganz aufrecht erhalten. 

Wenn wir von zwei verschiedenen Atomen sprechen, so stellen wir 
uns stillschweigend ihren Kernabstand groB im Vergleich zu den Ab­
messungen der Elektronenbahnen vor. Was geschieht aber in den­
jenigen Fanen, wo diese Bedingung nicht oder nur teilweise erfiillt 
ist, wie dies z. B. bei den auBeren Elektronen in zweiatomigen Mole­
kiilen der Fall ist? 

Korpuskularmechanisch sieht diese Frage ziemlich kasuistisch aus 
und laBt sich nicht einwandfrei losen. Wellentheoretisch scheint sie ihren 
Sinn vollkommen zu verlieren; denn ein Elektron, das auf einen be­
stimmten Kern bezogen wird, kann sich tatsachlich in einem ganz 
beliebigen Raumpunkt befinden, insbesondere in solchen Punkten, die 
einem zweiten Kern viel naher liegen als dem ersten. 

Diese noch verscharfte Schwierigkeit laBt sich aber sofort beseitigen, 
wenn wir· bei der Formulierung des PAuLI-Verbots den korpuskular­
mechanischen Aquivalenzbegriff durch den wellenmechanischen Anti­
symmetriebegriff (im erweiterten Sinne) ersetzen. Die Frage nach der 
Zuordnung der Elektronen zu irgendwelchen (als ruhende Kraftzentra 
behandelten) Kernen verliert dabei jede Bedeutung; es bleibt nur die 
Forderung, sich auf solche Losungen der SCHRODINGERSchen Gleichung 
zu beschranken, die der erwahnten "Antisymmetriebedingung" geniigen. 

Die genauen Losungen dieser Gleichung lassen sich schon im ein­
fachsten Fall des "Zweizentrumproblems" - d. h. bei einem zwei­
atomigen Molekiil":'" nicht ermitteln. Dies ist aber gliicklicherweise auch 
nicht notig. Ebenso wie jedes Molekiil durch Vereinigung von zwei 
zunachst getrennten Atomen entstehen kann, so kann die Eigenfunktion (f 
(I, 2, ... N), die das Verhalten der N Elektronen in einem bestimmten 
Zustand des Molekiils bestimmt, naherungsweise mittels der Eigen­
funktionen ~ (1,2, ... , NA.) und (fB (NA + I, NA + 2, ... , N) be­
stimmt werden, die sich auf die einzeln genommenen Atome A und B 
beziehen (N = N A + N B)' 

Wir stoBen dabei auf eine Austauschresonanz in einer von der bisher 
betrachteten etwas abweichenden Form. Sofern die Funktionen ~ 
und aB als exakt angesehen werden diirfen und die Vertauschungen 
der zu jedem Atom gehorigen Elektronen untereinander belanglos 
sind, sind nur die Vertauschungen der N A Elektronen von A mit 

denN BElektronen vonB zu beriicksichtigen, was N ~~ , in Resonanz 
A· B· 

befindliche Zustande ergibt. 
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So hat man z. B. in einem System, das aus zwei sich im Normal­
zustand befindlichen Wasserstoffatoj:llen besteht (es braucht im all­
gemeinen kein Wasserstoffmolekiil zu sein) , zwei in Resonanz be­
findliche Zustiinde, die in nullter Niiherung durch die Funktionen 
a A (1) aB (2) und aA (2) aB (1) dargestellt werden. Die Funktionell aA 
und aB unterscheiden sich dabei allein durch die Koordinaten der 
betreffenden Kerne, die sie als bestimmte Parameter enthalten. Bei 
Verminderung des Kernabstandes R wird dieser Unterschied immer ge­
ringer und verschwindet im Grenzfall R = 0 vollkommen. Wir erhalten 
so aus zwei Wasserstoffatomen ein Heliumatom in einem einzigen Zu­
stand aA (1) aB (2) = aA (2) aB (1), so daB von einer Austauschresonanz 
keine Rede mehr sein kann. 

Dieses einfache Beispiel zeigt, daB die Zuordnung der Elektronen 
zu einem bestimmten Kern auch fUr die Wellenmechanik eine prinzi­
pielle Schwierigkeit bietet, wenn nicht hinsichtlich derFormulierung 
des PAuLI-Verbots, so jedenfalls bei der Feststellung von verschie­
denen in Resonanz befindlichen Zustiinden. Diese Schwierigkeit driickt 
sich mathematisch in der nicht vollkommenen Orthogonalitiit der solche 
Zustiinde bestimmenden Funktionen aus. 

Die durch die Funktionen an (1) am (2) und an (2) am (1) dargestellten 
Zustiinde eines Heliumatoms sind offenbar nur bei n 9= m als ver­
schieden anzusehen. Dementsprechend erweisen sich diese Funktionen 
als orthogonal zueinander, da das Integral 

verschwindet (sofern die wasserstoffahnlichen Funktionen an und am 
als verschieden vorausgesetzt werden). Bei n = m wird dieses Inte­
gral gleich 1, was die Identitiit der beiden Zustiinde bedeutet. 

1m Fane von zwei Wasserstoffatomen bleibt dagegen das Integral 

(86) 

sowohl bei m = n als auch bei m 9= n von Null verschieden, solange 
der Kernabstand R endlich ist. Bei R -?- 00 strebt es zum Grenzwert 0 ; 
dagegen bei R -?- 0 zum Grenzwert 1, wenn n = mist. 

Diese Nicht-Orthogonalitiit der Funktionen aA (1) aB (2) und 
aA (2) aB (1) hindert selbstverstiindlich die Anwendung der iiblichen 
Methoden der Storungstheorie nicht, denn man kann diese Funktionen 
immer - und zwar auf unendlich viele Weisen- "orthogonalisieren", 
d. h. durch zwei zueinander orthogonale Linearkombinationen ersetzen. 
Man stoBt aber bei diesem Problem auf eine Schwierigkeit ganz anderer 
Art, die mit der besonderen Eigenart der hier betrachteten Austausch­
erscheinungen (Austausch der Elektronen, die zu verschiedenen Kernen 
gehoren) zusamnienhiingt und die sich sofort erkennen liiBt, wenn 
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man die SCHRODINGERSchen Gleichungen fur die Funktionen aA und aB 

(HA - WA) aA = 0, (HB - WB) aB = 0 

mit der exakten Gleichung (H - W) a = 0 fur die Funktion a ver­
gleicht. 

Bezeichnet man den der kinetischen Energie eines Elektrons ent-

sprechenden Operator 2~[(2:i ;"Y + (2:i88y/ + (2:i ;z/J mitT. 
so wird 

_" A B A B - 0 ) H - T1 + T 2+ U1 + U2 + U2 + U1 + U1•2=H + U1•2 , (87 

wo ut usw. die potentielle Energie des ersten oder des zweiten Elek­
trons in bezug auf den betreffenden Kern bedeutet und 

e2 eA eB 
U12=----

• Yl.2 R 

die gegenseitige potentielle Energie der beiden Elektronen, vermindert 
urn die (konstante) potentielle Energie der Kerne (beim Wasserstoff­
atom hat man einfach eA eB = e2). 

Die den Funktionen aA (1), a.4(2) entsprechenden HAMILToNschen 
Operatoren sind 

HA = T1 + Uf bzw. HA = T2 + Uf 

und die HAMILToNschen Operatoren der Funktionen aB (I), aB (2) 

HB = T1 + Uf bzw. HB = T2 + Uf. 

Folglich genugen die zusammengesetzten Funktionen 

a12 = aA (1) aB (2) und a21 = aA (2) aB (1) 

zwei verschiedenen Gleichungen 

(T1 + T2 + Uf + Uf - WO) a12 = 0 } 

(T1 + T2 + Uf + Uf - WO) a21 = 0 
(87a) 

mit dem gemeinsamen Eigenwert WO = WA + WB. Diese Gleichungen 
unterscheiden sich von der exakten Gleichung (H - W) a = 0 durch 
verschiedene Zusatzglieder, namlich 

H'a = Uf + Uf + U12 bzw. H~ = Uf + Uf + U12 ' (87b) 

die die Rolle von zwei verschiedenen Storungsfunktionen spielen. 
Waren also die Funktionen a12 und a 21 orthogonal zueinander, so 

wiirde man trotzdem ein von dem bisher betrachteten Typus wesent­
lich abweichendes Storungsproblem vor sich haben. 

Dieses Problem kann man nach HEITLER und LONDON folgender­
maBen naherungsweise losen: 

Wir versuchen, die Funktion a in der Gestalt 

(88) 
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zu finden, wo die Koeffizienten Yl und Y2 derart zu wahlen sind, daB 
die Funktion aO + a' zu einem bestimmten gestorten Eigenwert 
W = Wo + W' gehOrt. 

Setzt man (88) in die Gleichung 

(H - W) (1 = (H - WO - W') (GO + (1') = 0 

ein und vernachlassigt die Produkte aus je zwei kleinen GroBen erster 
Ordnung, wie es die W', (1' und die beiden "St6rungsfunktionen" Hi2 
und H~1 sind, so erhalten wir mit Riicksicht auf die Gleichungen (87 a) : 

- (HO - WO) (1' = Yl (H~ - W') (112 + Y2 (H~1 - W') (121' (88 a) 

wo unter HO mit gleichem Recht der Operator H - H'a oder H - H~l 
verstanden werden darf. 

Diese Gleichung fUr die Funktion (1' ist eine Verallgemeinerung 
der iiblichen Gleichung 

- (HO - WO) (1' = (H' - W') GO, (a) 

die sich ergibt, wenn man statt der urspriinglichen eventuell 
nicht orthogonalen Eigenfunktionen ~ und (1g (bei zweitacher Ent­
artung) eine zunachst unbestimmte lineare Kombination der letzteren 
aO = Yl (1~ + Y2 (1g einfUhrt und (1 in der Gestalt (1 = aO + (1' sucht. 

Wir wollen zunachst die in § 9 entwickelte Methode zur Bestim­
mung dieser Koeffizienten und der zugehorigen Werte von WI hier 
in einer auBerlich verschiedenen, dem Wesen nach aber gleichbedeu­
tenden Form wiederholen, die sich auf die allgemeinere Gleichung (88a) 
leicht ausdehnen laBt. 

Die Gleichung (a) kann nicht bei beliebigen Werten der Koeffi­
zienten Y gelten, sondern nur bei solchen, die eine Funktion aO + (11 

bestimmen, welche zum exakten Eigenwert WO + WI gehort. Es ist 
ferner leicht zu sehen, daB jede zum angenaherten Eigenwert WO 
gehorige Losung der homogenen Gleichung 

(HO - WO) uO = 0 (b) 
die Beziehung 

J uO* (H' - W') GOdV = 0 (c) 

erfiillen muB, die die Losbarkeitsbedingung der entsprechenden "in­
homogenen" Gleichung (a) darstellt. Diese Beziehung p£legt man als 
die Orthogonalitiit der rechten Seite von (a) zu allen Losungen von 
(b) (bei demselben WO) zu bezeichnen. Sie folgt unmittelbar aus dem 
selbstadjungierten Charaker des Operators HO. Man hat namlich nach 
der Formel (14a) § 3 bei HO = HO*: 

J uO * HO (1' d V = J (1' HO uO* d V = wo J (1' uO* d V , 

also nach (a): 

J uO* (HO- WO) (1' dV = - J uO* (H' - W') aOdV = o. 
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Setzt man insbesondere aO = a~ und aO = ag, so erhiilt man 

und 

Y1J ~* (H' - W') ~ dV + I'2J ~* (H' - W') agdV 

= 1'1 (T~1 - W') + Y2 T~2 = 0 

Y1 J ag* (H' - W') a~ d V + Y2 J ag* (H' - W') ag d V 

= Y1 T;1 + Y2 (T;2 - W') = 0 , 

d. h. die uns schon bekannten Gleichungen fUr 1'1,1'2 und W'. 

III, § 14. 

Wenn man nun in der Gleichung (88a) unter HO den der Funktion a l2 

oder a21 entsprechenden Operator H - H~2 bzw. H - H~1 versteht, 
so erhiilt man in derselben Weise als Losbarkeitsbedingung dieser 
Gleichung die Orthogonalitiitsbeziehungen: 

Y1 J at2 (H~2 - W') a12 d V + Y; J ai2 (H;1 - W') a21 d V = 0 1 ) 
f . (88b 

1'1 J a;1 (H~2 - W') a12 d V + Y2 J a;1 (H;1 - W') a21 dV = 0 

Wegen der Zweideutigkeit des Operators HO sind diese Beziehungen, 
im Gegensatz zu den vorhergehenden, nur naherungsweise giiltig. Doch 
liefem sie im allgemeinen eine vollkommen geniigende Niiherung fiir 
die Koeffizienten I' und die Zusatzenergie W'. 

Setzt man zur Abkiirzung 

J a~a21dV = J a~()'12dV =] 
[vgl. (86)J und femer 

J at2H~2a12dV = T~1' J at2 H;1a21 dV = T~~ } 

J a;1H~2a12 dV = T;1, J 0';1 H;1 a21 dV = T;2 ' 
so nehmen die Gleichungen (88b) die Gestalt 

Y1 (T~1 - W') + Y2 (T~2 - ]W') = 0 } 

Y2 (T;1 - ] W') + 1'2 (T;2 - W') = 0 

an, wobei ihre L6sbarkeitsbedingung lautet 

11 '12 =0. i T' - vV' T' -] W' I 
I T;1 - ]W', T;2 ~ W' 

(89) 

(89 a) 

(89b) 

Es liiBt sich leicht bestatigen, daB auch im betrachteten Fall- eben so 
wie bei der gewohnlichen Austauschresonanz - die Symmetriebeiiehung 

T~2 = T;1 
besteht. Man hat niimlich 

T~2 = J J ()'A* (1) aB*(2) (Vf + Vf + V 12) aA(2) aB (1) dV1 dV2, 

woraus sich durch die offenbar belanglose Vertauschung der Indizes 1 
und 2 der Ausdruck ffu T~l ergibt. 

Wenn die beiden Funktionen aA und aB dieselbe Gestalthaben 
(was selbstverstiindlich nur bei VA = VB moglich ist) , erhalten wir 
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auBerdem T~l = T~2' wobei die obige Gleichung fiir die Energie den 
Ausdruck 

W' = T~l ± T~2 
l±J 

(90) 

liefert. Die entsprechenden Werte der Koeffizienten sind [vgl. die erste 
Gleichung (89 a)] : 

1'1 = ± 1'2' 

Man erhalt also hier ebenso wie bei einem einzigen Kern eine symme­
trische und eine antisymmetrische Eigenfunktion 

_ 1 ( ) 0 0 - 0 0 - V 2 (1 ±]) 12 ± 21 
(90a) 

mit zwei verschiedenen Normierungskoeffizienten. 
Diese Formeln sind zuerst von HEITLER und LONDON abgeleitet 

und auf das aus zwei Wasserstoffatomen (im Normalzustand) gebildete 
System angewandt worden. Es hat sich dabei ergeben, daB die symme­
trische Eigenfunktion einem kleineren Wert von W' als die antisymme­
trische entspricht (T~2 < 0) und daB bei einem gewissen Kernabstand R 
dieser Wert ein negatives Minimum erreicht, das der Vereinigung der 
beiden Atome zu einem Wasserstoffmolekiil entspricht. Wir werden 
diese Frage ausfUhrlicher im folgenden Kapitel betrachten. Hier sei 
nur darauf hingewiesen, daB die erwahnte Beziehung zwischen der 
Zusatzenergie W' des symmetrischen und antisymmetrischen Zustandes 
sich ohne irgendwelche Rechnungen einsehen laBt. Und zwar besitzt 
die antisymmetrische Funktion (10 im Raume des ersten wie im Raume 
des zweiten Elektrons eine "Knotenebene", die zu beiden Kernen 
symmetrisch liegt und die zu den iibrigen, auch bei der symmetrischen 
Eigenfunktion vorhandenen Knotenflachen hinzugefiigt werden muB. 
Da aber allgemein die Eigenwerte mit der Anzahl der Knotenflachen 
zunehmen, muB bei gleichem R der symmetrische Zustand eine kleinere 
Energie als der antisymmetrische besitzen. 

Der Normalzustand jedes Molekiils ist (beim absoluten Nullpunkt 
der Temperatur) der Zustand kleinster Energie. Dieser Zustand wird­
ebenso wie in dem soeben betrachteten einfachsten Fall des Wasser­
stoffmolekiils - gewohnlich durch diejenige Wellenfunktion dar­
gestellt, die die groBte mit dem PAuLIschen Prinzip vertragliche 
Symmetrie besitzt, d. h: bei welcher die betreffenden Elektronen 
sich magnetisch moglichst vollkommen kompensieren. 

Hieraus erklart sieh, daB in den Molekiilen die Elektronen sich im 
allgemeinen zu magnetischen "Ehepaaren" vereinigen lassen. 

Die Bedeutung einer solchen "Elektronenkoppelung" fUr den Mole­
kiilbau ist seit langem von G. LEWIS erkannt worden. Eine theoretische 
Begriindung dieser Tatsache wurde aber erst in der letzten Zeit von 
LONDON auf Grund der HEISENBERGSchen Austauschresonanz und des. 
PAuLIschen Aquivalenzverbots gegeben. 
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Die Gesetze der Molekillbildung pflegt man in der Chemie auf die 
Anzahl der Aflinitiitseinheiten der betreffenden Atome und deren gegen­
seitige "Sattigung" bei ihrer Vereinigung zuriickzufiihren. Nach den 
vorhergehenden Betrachtungen ist die Affinitatseinheit eines Atoms als 
das Vorhandensein eines magnetisch nicht-kompensierten Elektrons auf­
zufassen und die Sattigung als die Vereinigung zweier solcher Elek­
tronen zu einem "Ehepaar". Nach dem exakten Sinn desPAuLI-Verbots 
ist eine solche "Ehe" nur zwischen zwei Elektronen moglich, die von 
entgegengesetztem "Geschlecht" sind, wobei das Geschlecht durch die 
Orientierung der magnetischen Achse des betreffenden Elektrons be­
stimmt wird. Es muB iibrigens beachtet werden, daB in der Wellenmecha­
nik im Faile mehrerer Elektronenpaare die Symmetrieverhrutnisse viel 
komplizierter sind, denn jedes Paar laBt sich nicht einzeln behandeln 
(infolge der Ununterscheidbarkeit der verschiedenen Elektronen). 

In einer exakten Theorie der Molekille diirfen die positiven Kerne 
nicht als ruhende Kraftzentra, sondern miissen ebenso wie die Elek­
tronen als bewegte wellenmechanische Objekte behandelt werden. So­
fern die positiven Kerne ihrerseits aus Elektronen und Protonen be­
stehen, laBt sich die exakte Losung jedes "mikrophysikalischen" Pro­
blems letzten Endes zuriickfiihren auf die Bestimmung einer Funk­
tion 'IjJ (a, b, c, ... ; 1, 2, 3, ... ) der Koordinaten aller in Betracht 
kommenden Protonen und Elektronen. Das PAuLlsche Aquivalenz­
verbot und die Austauschresonanz miissen dabei in bezug auf die 
Protonen ebensogut wie in bezug auf die Elektronen bestehen bleiben. 
Dies muB fiir die Theorie des Aufbaues komplizierter Kerne eine 
besondere Bedeutung haben. 

Zum SchluB sei noch darauf hingewiesen, daB das PAuLIsche Prinzip 
-nur fiir die Elektronen und Protonen gilt, nicht aber fiir die daraus 
gebildeten neutralen Systeme (Atome, Molekille), fallsletztere als Massen­
punkte behandelt werden. Es laBt sich beweisen, daB das Verhalten 
eines Systems gleichartiger neutraler Atome nicht durch antisymme­
trische, sondern durch symm~trische Funktionen zu beschreiben ist 
(vgl. Kap. I § 18). 

Viertes Kapitel. 

Die einfachsten speziellen Pro bleme der 
Wellenmechanik der Atome und Molekiile. 

-§ 1. Die stationaren Zustinde eines wasserstoffahnliehen Atoms. 
Die Wellenmechanik des einfachsten Atomsystems, das aus einem 

positiven Kern mit der Ladung Ze und einem einzigen Elektron (mit 
der Ladung - e) besteht, hat eine besondere Bedeutung nicht nur aus 
prinzipiellen Griinden, sondern auch wegen der Anwendung der wasser-
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stoffahnlichen Funktionen auf die U:isung komplizierterer Probleme 
mit Hilfe der Storungstheorie. 

Die wichtigsten Ergebnisse der Anwendung der SCHRODINGERSchen 
Gleichung auf das Problem des Wasserstoffatoms sind schon in Kap. I 
(§ 14) angefiihrt worden. 

Wir wenden uns nun zur wirklichen Ableitung dieser Ergebnisse, 
d. h. zur Losung der Gleichung 

02?jJ + 02?jJ + 02?jJ + 8n2m (W _ U) = 0 
ox2 oy2 Oz2 h2 "P (1) 

mit 
Ze 2 

U=--r 
(1 a) 

Der Kern wird dabei als Kraftzentrum behandelt. Seine Mitbewegung 
laBt sich in der in Kap. II § 9 beschriebenen Weise beriicksichtigen, 
wobei man fiir die relative Bewegung der beiden Teilchen dieselbe 
Gleichung (1) erhalt, wo statt m - der Elektronenmasse-die effektive 

Masse mm+MM auftritt (M Masse des Kernes). 

Wir wollen zunachst die radialsymmetrischen Losungen der Glei­
chung (1) untersuchen, d. h. Losungen von der Form "P(r), die der 
betrachteten Abhangigkeit der potentiellen Energie U von den Koor­
dinaten entspricht. 

Es wird dabei 

O?jJ d?jJ or d?jJ x 
ox d;:ax dr r' 

und folglich 

02?jJ 02?jJ 02?jJ d2?jJ 2 d?jJ 1 d ( 2 d?jJ) 1 d2 (r?jJ) 
ox2 + oy2 + a'i2 = dr2 + rdr = -;:2 dr r dr = r-;];:2' (1 b) 

Setzt man zur Abkiirzung 

np=/, 8n2 mW =A 
h 2 ' 

8n 2 mZ e2 

h2 = B, (2) 

so laBt sich die Gleichung (1) in der Gestalt 

~:~ + (A + ~) / = 0 (2a) 

schreiben. 
~ei sehr groBen Wert en von r, d. h. bei sehr groBen Abstanden 

vom Kern vereinfacht sie sich praktisch zu der Gleichung 

d 2 f 
'dr2 + A / = 0, (3) 

die das "asymptotische" Verhalten der Funktion / bestimmt. Ihre 
allgemeine Losung lautet 

(3a) 
Frenkel, Wellenmechanik. 16 
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Daraus folgt, daB man zwei Fiille unterscheiden muB, je nachdem 
A < 0 oder A > 0 ist. Vom korpuskularen Standpunkt aus entspricht 
der erste Fall (W < 0) einer Ellipsenbewegung des gebundenen Elek­
trons und der zweite der Hyperbelbewegung eines freien Elektrons. 

Wir betrachten zunachst den erst en Fall und setzen 

V A=IX>O. 

Da die Funktion 'IjJ bei r -+ 00 endlich bleiben muB, so muB man das 
erste Glied in (3a) weglassen. Es wird also 

t = e e- ar• (4) 

In dieser Gestalt kann man nicht nur die asymptotische Lasung der 
Gleichung (2a), sondern auch ihre exakte Lasung darstellen, wenn 
man unter e eine sich verhaltnismaBig langsam andernde Funktion 
von r versteht. Zur Bestimmung dieser Funktion dient die Gleichung 

d 2 e de B 
--21X--+-e=0 
dr 2 dr r ' 

(4a) 

die sich aus (2a) ergibt, wenn man dort t = ee- ar einsetzt. Die Lasung 
dieser Gleichung laBt sich als eine Potenzreihe 

(4b) 

schreiben, mit einem unbestimmten Parameter ft, der das Verhalten 
der Funktion e (r) in der Nahe des Nullpunktes bestimmt. 

Durch Einsetzen dieser Reihe in (4a) und Nullsetzen der Koeffi­
zienten bei verschiedenen Potenzen von r erhalten wir die Rekursions­
formel 

2Cl. (k + p,) - B 
bk+l = (k + p,) (k + p, + 1) b,c' (5) 

Damit die Funktion 'IjJ = e e-a.r im ganzen Raum endlich bleibt, muB 
r 

die Reihe (4b) nach beiden Seiten abbrechen, d. h. sich auf ein Polynom 
reduzieren. Setzt man 

e (r) = b1 r'U + 1 + b2 r," + 2 + ... + bn r,U + n, 

d. h. bo = bn+ 1 = 0, so folgt aus (5), wegen b1 9= 0 und bn 9= 0: 

ft (ft + 1) = 0 , 

21X (n + ft) - B = O. 

(5a) 

(5b) 

Aus den beiden Lasungen von (5a) ist nur ft = 0 mit der Endlichkeits­
bedingung fur 'IjJ vertraglich. Wir erhalten also 

e (r) = en (r) = b1 r + b2 r2 + ... + bn rn (6) 
und 

B 
IX = IXn = 2n' (6 a) 
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Die Tatsache, daB die nichtpolynomialen Losungen von (4a) der End­
lichkeitsbedingung fiir 1Jl widersprechen und folglich nicht in Betracht 
kommen, laBt sich .folgendermaBen einsehen: 1st die Bedingung (5b) 
fiir keinen ganzzahligen Wert von n erfiillt, so erhiilt man fiir c (r) eine 
unendliche Reihe mit dem asymptotischen Koeffizientenverhiiltnis 

bk + 1 201: __ C/} __ 

bk = k + 1 
<Xl 

Sie konvergiert also in derselben Weise wie die Reihe.2 (2;;)k . Dem-

entsprechend muB die Funktion c (r) sich bei r -+ 00 wie e2rx r und 1Jl 
wie e+ rxr verhalten, was offenbar unzulassig ist. 

Wir bekommen also bei A < 0 eine diskrete Reihe von Eigenwerten, 
die durch die Formel 

B2 
A = -oc2 = ---n 4n2 , 

d. h., mit Riicksicht auf (2), durch die Formel 

(n=I.2 •... ) 

gegeben sind. 

(7) 

Diese Eigenwerte fallen genau mit denjenigen zusammen, die sich 
auf Grund der BOHRschen Theorie ergeben, wenn man unter n die 
Hauptquantenzahl versteht. 

Die entsprechenden Eigenfunktionen 1Jln (r) konnen (bei Weglassen 
des Zeitfaktors) in der Form 

1Jln(r) = e-a"rcn(r) = e-ill" (yin) _y~n) en + ... + (_I)n-l y~) e:- 1) (7a) 

dargestellt werden mit 

d (n) - n-k (n) (b en = 2 OCn r un YB 1 - k (k + 1) Yk . 7 ) 

Sie geniigen offenbar der Konvergenzbedingung des Integrals fl1Jl12dV, 
sind also quadratisch integrierbar. Die Normierungsgleichung kann man 

OD 

dabei in der Gestalt f 1Jl24nr2 d r = 1 oder 
o 

OD 

4n f e- rxnr c; (r) dr = 1 (8) 
o 

schreiben. Daraus lassen sich die Absolutwerte der Koeffizienten r be­
stimmen. 

Aus der Orthogonalitatsbedingung 
OD 

f e-i(rxn+am)r cn (r) Cm (r) dr = 0 (n =1= m) (8a) 
o 

folgt, daB das Polynom Cn (r) n reelle Wurzeln (einschlieBlich r = 0) 
besitzt (dies laBt sich leicht durch vollstandige Induktion, d. h. durch 
Vbergang von n zu n + 1 beweisen). Die Eigenfunktion 1Jln(r) stellt 

16* 
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folglich stehende Kugelwellen dar mit n - 1 imEndlichen liegenden 
kugelformigen Knotenmichen und einer unendlichen Knotenmi.che 
(r=oo). 

Der Normalzustand des betrachteten Systems wird durch die (nor­
mierte) Eigenfunktion 

~3 -z~ 
1Jll (r) = -3 e a na 

(9) 

charakterisiert, wo die Konstante 

(9 a) 

mit dem BOHRschen Radius der einquantigen Bahn des Wasserstoff­
atoms (Z = 1) iibereinstimmt. Die Energie einer Ellipsenbahn driickt 
sich nach der klassischen Theorie durch ihre groBe Halbachse a", gemaB 

Z e2 
der Formel W", = - 2""{;- aus. Man hat also nach (6a) und (7a) 

" 
n 

a",=-. 
oc" 

(9 b) 

Wie schon in Kap. I auseinandergesetzt worden ist, kann man die 
exponentielle Abnahme der Funktionen '/fJ", (r) mit wachsendem Abstand 
als Folge einer Totalreflexion der auslaufenden Kugelwellen deuten. 
Das Gebiet, wo die Wellenlange - oder korpuskulartheoretisch die 
Geschwindigkeit des Elektrons - imaginar wird, beginnt bei dem Ab­
stand 2a.". Man iiberzeugt sich leicht, daB der Radius der letzten, im 
En~ichen liegenden Knotenflache, d. h. die groBte Wurzel der Funk­
tion '/fJ", (r) von derselben GroBenordnung ist. 

Bei positiven Werten der Gesamtenergie W erhalten wir fiir '/fJ nach 
(3 a) den asymptotischen Ausdruck 

(A> 0). (10) 

Wenn einer der Koeffizienten c1 und c2 verschwindet, stellt dieser Aus­
druck auslaufende bzw. konvergierende Kugelwellen mit einer kon-

stanten Wellenlange A. = 2n dar. Setzt man hier den Ausdruck (2) fiir 
. fA . 

A ein, so erhalt ma~ A. = l' II • Diese Beziehung stimmt mit der 
2mW 

DE BROGLIESchen Formel A. = ~ iiberein, wenn man den Umstand 
mv 

\bea.chtet, daB bei r = 00 die potentielle Energie verschwindet und W sich 

auf die kinetische Energie ! mv2 reduziert .. Bei I cll = I c21 ergeben sich 

stehende.Wellen, die sich ohne irgendeine "Reflexion" ins Unendliche 
erstrecken. Die Abhangigkeit der Koeffizient¢n C1 und c2 von r wird 
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durch die Gleichung 

dSe ± 2i ,fA de +!!. = 0 (lOa) 
drS r dr r 

bestimmt, diesich aus (4a) ergibt, wenn man oc = y - A durch ± iVA 
ersetzt. Die Funktionen c (r) driicken sich in diesem Fall durch unend­
liche Reihen aus, die in ihrem Konvergenzcharakter den Funktio­
nen e'fi2VAr entsprechen. Da sie ziemlich uniibersichtlich sind, wollen 
wir sie hier nicht naher betrachten. 

Den radialsymmetrischen Losungen der SCHRODINGERSchen Gleichung 
entsprechen korpuskularlheoretisch radiale Bewegungen des Elektrons 
(oder seines Exemplarenkontinuums), d. h. Bewegungen auf gerad­
tinigen Strecken, die man als ausgeartete Ellipsen mit verschwindender 
kleiner Achse betrachten kann. Die BOHRsche Theorie schlieBt solche 
geradlinige Bahnen mit gemeinsamem Ursprung im Kern von vom­
herein aus. Sie laBt nur Ellipsenbahnen mit einem endlichen ganz-

zahligen AchsenverhaItnis ~- zu, wo k, die azimutale Quantenzahl, die 

Werle von 1 bis n annimmt. 
In der Wellenmechanik dagegen gibt es gar keine Griinde fiir das 

AusschlieBen des Werles k = o. Wie wir aber soforl sehen werden, 
wird hier statt dessen der Fall k = n, der einer Kreisbahn entspricht, 
ausgeschlossen. 

Den nicht radialen, mit einer Umdrehung verkniipften Bewegungen 
der Korpuskularmechanik miissen offenbar wellenmechanisch solche 
Funktionen 1p entsprechen, die nicht nur von dem Abstand r, sondem 
auch von den Winkeln () und qJ, die die Richtung des Vektors t bestim­
men, abhangen. Definiert man () als den Winkel zwischen t und der 
z-Achse und qJ als den Winkel zwischen der Ebene (t, z) und der 
Ebene (xz) -(im Sinne einer Drehung von x nach y gerechnet), so hat man 

z=rcos(), x=rsin()cosqJ, y=rsin()SinqJ'} 
(11) 

(x + i y = r sin (lei'P) 

und dementsprechend 

LI _ 8S V! 8S 1jI 8S 1jI _ 1 8s (r 1jI) 1 Q 
1jJ = 8 x2 + 8 y2 + 8 Z2 - Y ----ars + r2 1jJ (lla) 

mit 
1 8 (. 8 1jI) 1 82 1jI 

Q1jJ= sinO ao sm()ao + sin20 8cps· (llb) 

Der Operator Q hat also dieselbe Bedeutung wie der Operator LI 
in bezug auf die Richtungsdifferentiation. 

Wir erhalten dabei statt (2a) die folgende Differentialgleichung fUr 
die Funktion j = r1p : 

~2r~ + (A + ~) f + ;2 .Q f = 0 . (12) 
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Ihre asymptotische Losung ffir groBe Werte von r hat dieselbe Form (3a) 
wie friiher, mit dem Unterschied, daB die Koeffizienten Cv C2 hier ge­
wisse Funktionen der Winkel (), q; sind. 

Wir versuchen dementsprechend, die exakte Losung von (12) in der 
Form 1 = F (r)' Y ((), q;) darzustellen. Setzt man diesen Ausdruck in 
(12) ein und dividiert durch I, so ergibt sich 

~ [da F + (A + ~) FJ = _ ~ .Q Y . 
F d~ p Y 

Da die linke Seite dieser Gleichung unabhangig von (), q; und die rechte 
unabhangig von r ist, so miissen sie beide gleich einer und derselben 
Konstanten Q sein. Die Gleichung (12) zerfallt also in die folgenden zwei 

DY+QY=O. 

d2 F + (A + B _ ~) F = O. 
d p2 P pa 

(12a) 

(12b) 

Man sieht leicht, daB die erste Gleichung eindeutige Losungen nur bei 

Q = 1(1 + 1) (12c) 

besitzt, wo 1 eine willkiirliche ganze Zahl bedeutet (die offenbar 
nicht negativ sein darf). 

Zum Beweis - oder besser zur Erlauterung - dieser Behauptung und 
gleichzeitig zur ErmiUlung der entsprechenden Eigenfunktionen 
Y = Y, ((), q;), kehren wir von der zweidimensionalen Gleichung (12a) 
zur dreidimensionalen Gleichung (12) zuriick und betrachten den 
Spezialfall A = B = 0 [die Konstanten A, B sind offenbar ffir die 
Eigenfunktionen und Eigenwerte der "Winkelgleichung" (12a) be­
langlosJ. 

Hier reduziert sich (12) auf die bekannte LAPLAcEsche Gleichung 
,11p = 0 und die Funktion 1p laBt sich (selbstverstandlich rein fiktiv) 
als das Potential einer bestimmten Elektrizitatsverteilung im Punkte 
r = 0 oder auf der Kugel r = 00 deuten. 

Die einfachste Funktion dieser Art ist das Potential einer Punkt-

ladung !. Differenziert man sie nach den rechtwinkligen Koordi­

naten x, y, Z, so erhaIt man neue Losungen der LAPLAcEschen Glei­
chung, die das Potential von drei, den Koordinatenachsen parallelen 
Dipo1en im Punkte r = 0 entsprechen und die dem Quadrat von r um­
gekehrt proportional sind. Ahnlich ergibt eine beliebige lineare Kom-

bination der I-ten Ableitungen von ~ nach x, y, Z eine weitere Losung 
p 

der Gleichung ,11p = 0 von der Gestalt 'IfJ = pl~' H,((), q;), die man als 

Potential eines elektrischen "Multipols l-ter Ordnung" (d. h. eines 
Quadrupols bei 1 = 2, eines Oktupols bei 1 = 3 usw.) deuten kann. 
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Setzt man diese Losung in die Gleichung 

L1 = ~ 82 (np) +~.Q - 0 
1jJ - r 8r2 r2 1jJ-

ein, so erhiilt man mit Rucksicht auf die Beziehung 

82 (rtp) = 1 (1 + 1) H «() ) 
8r2 rl+2 z ,P 

die folgende Gleichung fUr den "Richtungsfaktor" H: 
.Q Hz + 1 (1 + 1) Hz = O. 

Bei Q = 1 (1 + 1) stimmt sie mit (12a) vollkommen uberein. Wir durfen 
also die Funktion Y = Y z, die die Richtungsabhiingigkeit der 
SCHRODINGERSchen Wellenfunktion 1jJ = F(r) Y z«(), p) charakterisiert, 
mit einer sogenannten Kuge1funktion 1-ter Ordnung H z«(), rp) identi­
fizieren, die dieselbe Bedeutung fur das COULOMB sche Potential eines 
elektrischen }{ultipols l-ter Ordnung hat. Es sei bemerkt, daB dieses 
Ergebnis sich ebensogut auf die diskreten wie auf die kontinuierlichen 
Eigenfunktionen (die dem FaIle A > 0 entsprechen) bezieht. 

Auf den Beweis, daB die Gleichung (12a) keine Eigenfunktionen 
anderer Art besitzt, wollen wir hier nicht eingehen. 

Wir gehen nun zur Losung der Gleichung (12b) uber und schreiben 
F, bei der Voraussetzung A < 0, wie fruher in der Form 

F (r) == c (r) e-or;r (oc = -V A). (13) 

Dabei erhalten wir fur c (r) statt (4a) die Differentialgleichung 

(13a) 

Ihre Losung suchen wir wie friiher in der Form einer Potenzreihe 
c =.2 ble rf.t + le. Dabei ergibt sich fUr die Koeffizienten bk die Rekursions­
gleichung 

[(k + " + 1) (k + ,,) - 1 (1 + 1)] bk +1 - (2 oc (k + ,,) - B) bk = O. (14) 

Diese Reihe HiBt sich auf das s-gliedrige Polynom b1rf.t+ 1 + b2r·u + 2 

+···+bsrf.t+ 8 reduzieren, wenn man bo=O und b8 + 1 =0, d.h. 
(" + 1)" - 1 (1 + 1) = 0 einerseits und 20c (s + ,,) - B = 0 anderer­
seits setzt. Dies gibt " = 1 und 

B 
oc = 2 (s+ 1)· 

Man erhiilt dabei 

mit 

Die Summe 

s 
c(r) = (2ocr)Z .2(_I)k-lYlc(2ocr)k 

k=l 

s-k 

(14a) 

(15) 

(k<s) . (15a) 
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spielt fiir den Parameter oc und folglich auch fiir die Energie dieselbe 
Rolle, wie die oben eingefUhrte "Hauptquantenzahl". Die Zahlen s 
und l entsprechen der "radialen" und der "azimutalen" (friiher mit k 
bezeichneten) Quantenzahl der BOHRschen Theorie. In dieser wurde 
der kleinste Wert von s gleich Null angenommen (kreisfOrmige Bahn) 
und der kleinste Wert von l gleich 1 (Ellipsenbahn mit dem Achsen-

verhaltnis !). In der Wellenmechanik steht es gerade umgekehrt. Der 

kleinste Wert von s ist hier 1 [wobei das Polynom (15) sich auf ein Glied 
reduziert]; dementsprechend ist der gr6Bte zulassige Wert von l gleich 
n - 1, wahrend der kleinste Null wird (s = n). Die Funktion 'IjJ, die 
einem gegebenep Wert von n und l entspricht, driickt sich durch die 
Formel 

aus, mit 

(16a) 

Das durch 'ljJnl dargestellte System von stehenden Wellen hat neben 
der unendlich fernen Knotenflache r = 00 noch s - 1 = n - l - 1 
kugelf6rmigen Knotenflachen und l weitere Knotenflachen, die durch 
die Beschaffenheit der Kugelfunktion Y l ((), cp) bestimmt werden. 1m 
einfachsten Fall bilden sie eine Anzahl von Kegeln () = konst. mit der 
gemeinsamen Achse z und eine Anzahl Meridionalebenen cp = konst., 
die durch diese Achse hindurchgehen. Die Energie W n oder, mit anderen' 
Worten, die Schwingungsjrequenz der durch die Eigenfunktion 'ljJn l dar­
gestellten Wellen hangt nur von der Gesamtzahl naIler Knotenflachen, 
nicht aber von ihrer Einteilung und Gestalt abo 

§ 2. Quantelung des Impulsmomentes und die Auswahlsregeln. 
Wir k6nnen hier die allgemeine Theorie der Kugelfunktionen, die 

in den Eigenfunktionen 'ljJn l auftreten, nicht entwickeln. Dies ist aber 
auch kaum n6tig, wenn wir uns an ihre Bedeutung in der Theorie 
des Potentials von elektrischen Multipolen erinnern. So hat man Z. B. 

bei l = 1 nach dem bekannten Ausdruck 'IjJ = ~ cos (r, 1J) fUr das 

Potential eines Dipols mit dem elektrischen Moment 1J 

Y1 ((), cp) = cos (r, 1J) = ~ sin () cos cp + ~Y sin () sin cp + :z cos (), 

ferner bei l = 2 
I 

Y2 ((), cp) = 2"" [3 cos (r, 1Jl) cos (r, 1J2) - cos (1J11J2)J, 

wo 1Jl und 1J2 zwei beliebige Einheitsvektoren sind, die die Achsen eines 
Quadrupols bestimmen, uSW. 
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1m allgemeinen FalllaBt sich die Funktion Y,(O, q;) als die Summe 
von 21 + I Gliedern von der Gestalt 

Pdcos 0), sinmO P1ml (cos 0) cos mq;, sinmO P1ml (cosO) sin m q; (17) 

darstellen, mit beliebigen Koeffizienten C" Af', Br, wo Pdcos 0) die 
einfachste Kugelfunktion 1-ter Ordnung bedeutet, die nur von dem 
Winkel 0 (oder von dem Kosinus dieses Winkels) abhiingt, wiihrend 
p~ml (cos 0) ihre m-te Ableitung nach dem Argument cos 0 ist. 

P, (cos 0) heiBt die "zonale" Kugelfunktion. Sie bestimmt die Rich­
tungsabhiingigkeit des Potentials eines Multipols mit 1-facher z-Achse. 
Sie kann dementsprechend in Verbindung mit der Beziehung z = r cos 0 
durch die Formel 

(17a) 

ausgedriickt werd-en. Die anderen Funktionen (17) ergeben sich am ein­
fachsten, wenn man die L6sungen der Gleichung Q Y, + 1 (1 + I) Y, = 0 
in der Form des Produktes von cos m q; oder sin m q; mit einer Funk­
tion von 0 sucht. 

Statt der reellen Funktionen ist es besonders in der Wellenmechanik 
zweckmaBig, komplexe Funktionen 

sinmO Plml (cos 0) eimcp, sinmO P1ml (cos 0) e- imcp 

zu benutzen und sie mit komplexen Koeffizienten AI" und B"t zu multi­
plizieren. 

Die Zahl m kann hier alle Werte von Null bis 1 annehmen. Fiihrt 
man neben der positiven auch negative Werte von m im Intervall 

-l<m<l 

ein, so reduzieren sich die betrachteten 21 + I Kugelfunktionen auf 
dieselbe Gestalt 

(17b) 

AIle diese Eigenfunktionen sind voneinander linear unabhangig und 
geniigen der Orthogonalitatsbedingung 

fy l';" Y1m,dro = 0 (m 9= m'), (IS) 

wo dro = sin 0 dO dq; das Element eines raumlichen Winkels (oder 
einer Kugelflache vom Radius I) bedeutet. Diese Relation ergibt sich 
unmittelbar aus der Formel 

2,. 

f ei(m'-m)cpdq; = 0 fur m 9= m'. 
o 

AuBerdem gilt bei 1 9= l' die aus der allgemeinen Theorie der Eigen­
funktionen folgende Orthogonalitatsbeziehung 

fYz't. YI'm' dro = 0 (19= 1'), (ISa) 

unabhangig davon, ob m' 9= m oder m' = mist. 
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Man kann also sagen, daB zu jedem Eigenwert Q = 1 (1 + I) der 
Gleichung Q Y + Q Y = 0 (21 + I) unabhiingige Eigenfunktionen ge­
hOren, wobei (17b) die einfachste orthogonalisierte Form dieser Funk­
tionen darstellt. 

Dementsprechend gehort zu jedem Eigenwert W n der SCHRODINGER­
schen Gleichung (I) fUr den hier betrachteten Fall eines wasserstoff­
ahnlichen Systems eine Gesamtheit von 

n-l 

.2 (21 + I) = n2 (19) 
1=0 

orthogonalen Funktionen 

'Pnzm = FnZ (r) Yzm(O, ffJ), 
die ebensoviel verschiedenestationare Zustande mit derselben Energie W n 

darstellen. 
Da nach dem PAuLlschen Prinzip jeder wasserstoffahnliche Zustand 

in einem komplizierlen Atom hochstens durch zwei (entgegengesetzt 
orientierte) Elektronen vertreten werden kann, erhalten wir soforl die 
Erklarung der Tatsache, daB eine n-quantige Schale bei voller Be­
setzung 2n2 Elektronen enthiilt. 

Diese Tatsache lieB sich auf Grund der BOHRschen Theorie nicht 
einwandfrei erklaren, da hier die Anzahl der entarteten Zustande von n 2 

verschieden war. Neben der azimutalen Quantenzahl 1 benutzte die 
BOHRsche Theorie noch eine dritte, "magnetische" Quantenzahl m, 
die die Neigung {} der Elektronenbahn - oder genauer der Bahn­
achse - zu einer gegebenen ausgezeichneten Richtung nach der Formel 

m 
cos{} = T 

bestimmte und die, ebenso wie die oben eingefiihrte Zahl m, aIle ganz­
zahligen Werle zwischen -1 und + 1 annehmen konnte. Die aus­
gezeichnete Richtung wurde dabei als die Richtung eines schwachen 
auBeren Magnetfeldes aufgefaBt; bei Fehlen eines solchen Feldes 
schien die durch die obige Formel bestimmte "Richtungsquantelung" 
jeden Sinn zu verlieren. 

Da nun in der BOHRschen Theorie die azimutale Quantenzahl 1 
aIle Werte von 1 bis n annehmen konnte, ergab sich hier fUr den Ent­
artungsgrad die Zahl 

n 

.2(21 + I) = n(n + 2) 
1=1 

statt der geforderlen und durch die Wellenmechanik tatsachlich ge­
lieferlen Zahl n 2• 

In der BOHRschen Theorie hatten die Quantenzahlen n, 1, m neben 
einer geometrischen auch eine dynamische Bedeutung. Und zwar be­
stimmten sie vom geometrischen Standpunkt die groBe Halbachse der 
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Bahnellipse (an), ihr Achsenverhaltnis (:J und ihre Neigung en zu 

einer ausgezeichneten Richtung z. Vom dynamischen Standpunkt be­
stimmten sie die drei fundamentalen Bewegungskonstanten: die Ener-

gie W n' das mechanische Moment oder Impulsmoment M = 2hn lund 

die Projektion des letzteren auf die ausgezeichnete Richtung M z = 2hn m. 

In der Wellenmechanik erhalten diese Zahlen einen ganz neuen 
geometrischen Sinn. 1m Falle von stehenden Wellen charakterisieren 
sie, wie schon oben erwahnt wurde, die Anzahl der Knotenflachen 
verschiedener Art. Und zwar bedeutet hier m die Anzahl der meridio­
nalen Knotenebenen q; = konst., l - m die Anzahl der Knoten­
kegeln () = konst. (diedurch die Wurzeln der Gleichung p;mJ (cos ()) =0 
bestimmt werden) und die Differenz n - l - 1 die Anzahl der Knoten­
kugeln (mit AusschluB der unendlich entfernten Kugel). Wenn man 
statt der reellen Kugelfunktionen (17) die komplexen (17b) benutzt, 
so fallen die meridionalen Knotenebenen aus; statt rein stehender 
Wellen erhalten wir dabei Wellen yom gemischten Typus, die in bezug 
auf r und () "stehen" und gleichzeitig um die Z-Achse laufen. Diese 
Wellen entsprechen offenbar der Umlaufsbewegung des Elektrons bei 
einem bestimmten Umlaufssinn. . 

Es laBt sich leicht zeigen, daB dann die Zahl m ebenso wie n in der 
Wellenmechanik dieselbe dynamische Bedeutung behalt wie in der 
BOHRschen Theorie, wahrend die Zahl l das Impulsmoment in einer 
etwas verschiedenen Weise bestimmt. 

Das Impulsmoment muB dabei ebenso wie die Energie zunachst 
als Operator definiert werden. Ein Operator F, der einer Bewegungs­
konstante entspricht, ist bekanntlich (vgl. Kap. III § 4) durch das 
Verschwinden seiner nichtdiagonalen Matrixelemente charakterisiert, 
wahrend die diagonalen Elemente als seine Mittelwerte fUr die ent­
sprechenden stationaren Zustande oder auch als seine "Eigenwerte" (in 
demselben Sinne wie fUr den Energieoperator H) aufgefaBt werden konnen. 

Wenn kein auBeres Magnetfeld vorhanden ist, sind die Impuls-

komponenten des Elektrons durch die Operatoren pllJ = 2~aa , 
n2 z 

Py = -2h 'aa , P. = -2h . aa definiert. Dementsprechend laBt sich der n2 y n2 Z 

dem Impulsmoment entsprechende Operator Wl durch die Formel 
h m = t X .)J = -2 . t X grad 
n2 

definieren oder, in Komponenten, durch 

MIlJ = 2:i (Y :z - z aay) , My = 2:i (z a: - x :z) , 
M z = 2 :i (x aay - Y aaz ) . 

I (20) 
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Mit Riicksicht auf die Transformationsformeln (11) erhalten wir 
a'lp a'lp ax a'lp ay a'lp az 
ar = ax a;: + ay ar + 7fZ ar ' 

d.h. 
a '(J a+ '(J' a+ (Ja rar = rsm cosp ax rsm smp ay rcos az 

a a a 
=x-+y-+z-ax a y az 

und ebenso 

a i (J' a + . (J a a a atp = - r s n sm p ax r sm cos p a y = x a y - y ax . 

Es gilt also: 

Man hat ferner nach (20) 

M2=M;+M~+~ 

(20 a) 

h2 [a2 a2 a ( a) a ( a) ] = - 431:2 y2""8"Z2 + Z2 ay2 - Y az z ay - Z ay Y az + ... 
h2 [ a2 aa a ] = - 431:2 (y2 + Z2) ax2 - 2 yz ay az - 2 x ax - ..• 

= -~[(r2-x2)~-2YZ~-2x~- ... J 431:2 ax2 ayaz ax . ' 

wo die mit ... bezeichneten Glieder sich aus den a:ufgeschriebenen 
durch zyklische Permutation der Koordinaten x, y, z ergeben. Wegen 
der Identitiit 

( a a a )2 aa a a2 
x ax + y ay + z az = X2 ax2 + ... + x ax + ... + 2 yz ay az + ... 

oder 
a2 a2 (a)2 a x2axa+···+2yzayaz+···= rar -rar 

kann man den vorhergehenden Ausdruck in der Gestalt: 

M2 = -.!!:.... [r2 (~ + ~ + ~~) - (r~)2 - r ~J 431:2 ax2 ay2 aza ar ar . . 

schreiben. Daraus folgt 

LI - _ 431:2 ~M2 + ~ (r~)2 ~~ __ 431:2 M2 + ~ + ~~ - h2 r2 r2 ar +rar- h2 ar2 rar' 

oder mit Riicksicht auf 
a2 2 a 1 

LI=-+--+-.Q ar2 rar r2 
[vgl. (lla)]: 

(20 b) 
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Durch Anwendung dieses Operators und des Operators (20a) auf 
die Funktion "PnZm = Fnz(r) YZm(O, gJ) erhalten wir 

h2 

M2"Pnzm = FnZ (r) M2Yzm= - 4n;2Fnz .Q Y zm • 

d. h. gemaB der Gleichung .QYzm + l(l + I)Yzm = 0: 
h2 

M "PnZm = 4n;2l (l + I) "Pnzm, 

und ebenso wegen aarp Y zm = im: 

h 
Mz"Pnzm = 2",m"Pnzm' 

Daraus sieht man, daB die Funktionen "PnZm als die Eigenfunktionen 
nicht nur des Energieoperators H ailein, sondern gleichzeitig der beiden 
Operatoren M2 und M z angesehen werden konnen. Den drei Integralen 
der korpuskularmechanischen Gleichungen: H = konst., M2 = konst. 
und M z = konst. entsprechen in der Wellenmechanik die drei Glei­
chungen 

(H - W) "P = 0 , (M2 - C) "P = 0 , (M: - D) "P = 0 , (21) 

die sich durch dieselben Eigenfunktionen "PnZm befriedigen lassen, wobei 
jede solche Funktion zum Eigenwerttripel 

h2 

C = 4",2l (l + I) , 

gehOrt. 

h 
D=-m 2", (2Ia) 

Es muB beachtet werden, daB die beiden letzten Gleichungen (21) 
keine Folge der erst en sind, sondern zur Beseitigung der mit der Ent­
artung verkniipften Unbestimmtheit in der Gestalt der Funktion "P 
dienen. 

Die Eigenwerte von M2 und Mil kann man freilich einfach als die 
Diagonalelemente der entsprechenden Matrizen auffassen. Es gilt in 
der Tat, wenndie Funktionen "Pn Zm normiert sind, 

M2nzm.nzm = f"P!!mM2 "PnzmdV = 4~2l (l + 1) j. 
(Mz)nzm.nzm = f "P!!mMIl "Pnzm dV = 2: m 

(2Ib) 

Es ware sinnlos, die GroBe 2h", yl (l + I) als den Betrag des Impuls­

momentes zu definieren. Dieser Betrag wiirde dem Operator M = 2 !i fli 
entsprechen, der sich nicht bequem handhaben liiBt und kein prak­
tisches Interesse bietet. 

Die oben angefiihrten Ausdriicke fiir die Funktionen "Pn1c Z erlauben 
es, die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen spontanen oder durch 
Licht induzierten 'Obergiinge (n, l, m) ~ (n', t', m') zu berechnen. Diese 
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Ubergangswahrscheinlichkeiten sind bestimmt durch die entsprechen­
den Matrixelemente der Koordinaten, die m~n gemaB den Transforma­
tionsformeln (11) in der Form 

Znlm,n'l'm' = J dr r3 Fi:lF n'l' fYtm Y1'm' cos 0 dm (22) 
o 

darstellen kann. 
Es sei bemerkt, daB cos 0 und sin 0 u±i<p die einfachsten Kugel­

funktionen vom Typus Yzm sind: man hat nfunlich cos 0 = Y1,o und 
sin 0 e ± i<p = Y 1, ± l' Man kann nun leicht zeigen, daB das Produkt 
von zwei solchen Funktionen Y Z'm" Y Z"m" sich als eine lineare Kombina­
tion der FunktionenYz'+z",m'+m", YZ,+Z"-2, m'+m", Y Z'+Z"-4,m'+m" 
usw. darstellen laBt. Daraus folgt, mit Rucksicht auf die Ortho­
gonalitastbedingungen (IS) und (IS a), daB das Integral 

fYfm Y1'm' cos 0 dm 

nur dann von Null verschieden sein kann, wenn 

l'-l= ± 1, 

ist, wahrend das Integral 

m'-m=O 

fYfm Yl'm' sin 0 e±i<p dm 
nur bei 

l' -l = ± 1, m'-m= ± 1 

von Null verschieden bleibt. 

(23) 

(23 a) 

Die Formeln (23) und (23a) drucken die bekannten "Auswahlsregeln" 
fiir die Quantenzahlen lund m aus. Diese Auswahlsregeln, die die mit­
einander kombinierenden Zustiinde wasserstoffahnlicher Atome be­
stimmen, sind in der BOHRschen Theorie zunachst empirisch auf Grund 
spektroskopischer Daten und spater auf Grund des Korrespondenz­
prinzips aufgesteUt worden. - Da bei der Bedingung (23) die Matrix­
e1emente (22 a) verschwinden und nur die Elemente (22) von Null 
verschieden sind, so muB bei Ubergangen dieser Art (m' = m) linear 
polarisiertes Licht ausgestrahlt werden, genau so, als ob das Elektron 
parallel zur z-Achse schwingen wiirde. Bei Ubergangen vom Typus (23a) 
sind dagegen die ausgestrahlten Lichtschwingungen in der (x, y)-Ebene 
zirkular polarisiert, und zwar in entgegengesetzten Richtungen fur 
m' = m + 1 und m' = m - 1. Diese Ergebnisse stimmen vollkommen 
uberein mit den BeobachtungeIi am (normaIen) ZEEMAN-Effekt, wobei 
die ausgezeichnete z-Richtung fiir aile Atome durch das auBere Magnet­
feld definiert wird (s. unten § 6). 
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Die Hauptquantenzahl n kann sich bei spontanen Ubergangen 
beliebig andern: die Ubergangswahrscheinlichkeiten bleiben dabei stets 
von Null verschieden. Ihre Berechnung ist im allgemeinen ziemlich 
schwierig. 

Nach W. PAULI drucken sich die Intensitiiten, d. h. die mit h'll multi­
plizierten Ubergangswahrscheiniichkeiten, fUr Dbergange in den N or­
malzustand (n' = 1, l' = m' = 0) aus allen damit kombinierenden Zu­
standen n durch die Formel 

(n_I)2n-l 
In,l. konst' n (n+I)2n+l (24) 

aus. Fur' groBe Werte von n nehmen diese Intensitaten ungefahr wie ~ 
ab. Beim Wasserstoff bilden die entsprechenden Spektrallinien die 
(im Ultraviolett liegende) LYMAN-Serie 

'lin! = R U2 - t~2) (R = 2n:;e4 = RYDBERGSche Konstante). 

Fur die Intensitaten der Linien der BALMER-Serie 

'IIn2 = R U2 - :2) , 
die den Ubergangen in die entartete Zustandsgruppe n' = 2, l = 0, 1 
m = 0, ± 1 entsprechen, ergibt sich die Formel 

(n - 2)2 .. -3 
I n,2 = konst, n (n + 2)2,,+3 (3n2 - 4) (5n2 - 4) . (24a) 

Diese Formeln gelten selbstverstandlich nicht nur fUr Wasserstoff, son­
dern auch fUr das ionisierte Helium, zweifach ionisiertes Lithium usw. 

§ 3. Storungstheorie der wasserstoffahnlichen Systeme; 
Aufspaltung der stationaren Zustande. 

Die fUr die wasserstoffabnlichen Systeme charakteristische n 2-fache 
Entartung der zu demselben Wert der Hauptquantenzahl gehorigen 
stationaren Zustande wird durch irgendwelche sich auf das COULOMB­
sche Feld des Kernes superponierende zeitlich konstante Kraftfelder 
teilweise oder vollstandig aufgehoben. Wir wollen hier drei Arten solcher 
Storungsfelder betrachten: 

a) ein inneres radialsymmetrisches Feld, 
b) ein auBeres ~agnetisches Feld (ZEEMAN-Effekt), 
c) ein auBeres elektrisches Feld (STARK-Effekt). 
a) Durch ein radialsymmetrisches elektrisches Feld laBt sich nahe­

rungsweise die Wirkung darstellen, die in einem komplizierten Atom 
die inneren Elektronen auf ein ausgezeichnetes auBeres Elektron aus­
uben. 

WiT fassen z.B. ein Lithiumatom ins Auge. Man kann hier die Ruck­
wirkung des auBeren Elektrons auf die inneren Elektronen vernach-
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lassigen und diese dementsprechend (vgl. Kap. III § 10) durch eine 
stetige radialsymmetrische Ladungsverteilung ersetzen. Das resul­
tierende elektrische Feld des positiven Kernes (Ladung 3e) und der 
ihn umgebenden negativen Wolke (Ladung - 2e) wird dabei ebenfalls 
radialsymmetrisch sein. Fur die potentielle Energie des auBeren Elek­
trons muB sich dementsprechend ein Ausdruck von der Form 

U = - e2 Z(r) (25) 
r 

ergeben, wo Z (r) - die effektive. Kernladungszahl - eine zunachst 
unbekannte Funktion von r bedeutet, die bei groBen Abstanden gleich 1 
und bei kleinen' Abstanden gleich 3 wird. Eine solche Funktion kann 
man am einfachsten in der Form 

'f' 

Z (r) = 1 + 2 e -Ii (25 a) 

darstellen, wo der Parameter a als der "effektive" Radius der negativen 
Wolke definiert werden dad. 

Dieser Ansatz laBt sich leicht rechtfertigen, wenn man die Ladungs­
dichte e naher betrachtet und daraus das Potential q; oder die poten­
tielle Energie - e q; = U' gemaB der POISsoNschen Gleichung 

LI U = 4nee (26) 
bestimmt. 

Bei einem wasserstoffiihnlichen System wird die SCHRODINGERSche 
Eigenfunktion fur den Normalzustand durch die Formel 

'IjJ=~e-fXr 
dargestellt. Die Ladungsdichte der entsprechenden Elektronenwolke ist 
gleich - e'IjJ2. Die Ladungsdichte der durch die beiden inneren Elek­
tronen des Lithiums gebildeten Wolke kann man folglich durch die 
Formel 

ausdriicken mit 

oc3 e = - 2 e - e- 2fXr 
'Jt 

3 
~~-, ao 

(26a) 

wo ao den BOHRschen Radius der einquantigen Kreisbahn im Wasser­
stoffatom bedeutet. 

Wegen der radialen Symmetrie reduziert sich die POISsoNsche 
Gleichung auf 

1 d2 
- - (rU) = 4n e fI = - e2 (2~)3e-2fXr r dr2 t:: . , 

d. h. mit 2~ = fJ und (2~)3e2 = A : 

d2 8 
dr2 (rU) = -Ae-flrr = A 8p e- flr • 
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Daraus folgt 

aSS fJ a e-8r -rU=A7f7f dr dre- r=A ap ---p2+c1 r+c2 

= -Ae-fJr (;3 + ;2) + clr + C2 • 

Die Integrationskonstanten c1 und C2 sind hier aus den Grenzbedin­
gungen r U = - 3e2 fiir r = 0 und r U = - e2 fur r =00 zu bestimmen. 

Dies gibt c1 = 0 und c2 = ~ - 3 e2• Es wird also 

1 (2A ) Ae-8r (2 ) 
U=-:Y\7J3- 3e2 ----ps -:y+P 

oder 

U = - e2 [~+ e-fJr (~+ p)], (27) 

was einer effektiven Kernladung 

Z(r) = 1 + 2e- fJr (1 + ! pr) (27 a) 

entspricht. Diese Formel ist von demselben Typus wie die Formel (25a) 

bei p = ! und unterscheidet sich - nicht sehr wesentlich - nur im 

intermediaren Gebiet r £Q a. 
Die exakte Integration der SCHRODINGERSchen Gleichung fiir das 

auBere Elektron bei einer potentiellen Energie von der Form (25 a) 
oder (27) laBt sich nicht durchfuhren. 

Es ist aber von vornherein klar, daB man in diesem Falle Eigen­
funktionen von der Gestalt 

1jJn Zm = F n Z (r) Y zm (0, cp) 

erhalten muB, die sich von den wasserstoffahnlichen Funktionen nur 
hinsichtlich des Abstandsfaktors F n z (r) unterscheiden und die zu Eigen­
werten W n z' die von den beiden Quantenzahlen n und l abhangig 
sind, gehOren. Die Entartung in bezug auf die azimutale Zahll, die fur 
das COULOMBsche Feld charakteristisch ist und die der Unabhangig­
keit der Energie einer KEPLER-Bahn von dem Achsenverhaltnis ent­
spricht, ist also in diesem Fall aufgehoben. 

Die oben aufgestellten Auswahlsregeln bleiben fur die Zahlen l 
und m, da sie nur mit dem Richtungsfaktor Y zm verknupft sind, auch 
in dem betrachteten Fall exakt giiltig, ebenso wie die Formeln (21 b) 
fiir die Eigenwerte des Quadrates des Impulsmoments und seiner Pro­
jektion auf die z-Achse. 

Bei der angenaherten Losung des betrachteten Problems nach der 
Storungsmethode muG man die Storungsfunktion durch die Formel 

U' = U - (- Zeft"~) = (Zen -1) ~ - e2 e-fJr (~+ p) (27 b) 
Frenkel, Wellenmechanik. 17 
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definieren, wo Zeff eine konstante effektive Kernladungszahl bedeutet, 
die derart zu wahlen ist, daB man die beste nullte Naherung erhalt. 
Dies bedeutet, daB die Matrixelemente der Storungsfunktion fur die 
in Betracht kommenden wasserstoffahnlichen Zustande moglichst klein 
sein mussen. Dementsprechend ist die Zahl Zeff eine gewisse Funk­
tiQn der Hauptquantenzahl n. Bei groBen Wert en von n, die gemaB 
der BOHRschen Theorie entfernten Quantenbahnen entsprechen, kann 
man einfach Zeff = 1 setzen. 

Fur einen gegebenen Wert von n erhalten wir in nullter Naherung 
eine Gesamtheit von n 2 Zustanden mit derselben Energie W;. Urn die 
durch die Stoning bedingte Aufspaltung dieses Energieniveaus zu 
berechnen, mussen wir zunachst prufen, ob die nichtdiagonalen Ele­
mente der Storungsfunktion in bezug auf diese n 2 Zustande verschwinden 
oder nicht. Da U' nur von r abhangt, so hat man: 

00 

U~zm.nz'm' = J u' F:zFnl,r2 dr· JY{mYz'm,dw. (28) 
o 

Wegen der Orthogonalitat der Kugelfunktionen bleibt dieser Ausdruck 
nur bei l' = lund m' = m, d. h. nur fUr die Diagonalelemente von 
Null verschieden. Wenn die Kugelfunktionen Y 1m auf 4n, d. h. gemaB 
der Formel 

normiert sind, so erhalten wir 

U~zm.nlm == W~!= 4n!U'IFnz I2r2dr. 
o 

(2Sb) 

Die Berechnung dieses Integrals ist ziemlich umstandlich, bietet aber 
keine prinzipielle Schwierigkeiten. Fur die Funktion F n z ist hier der 
in (16) bei Yz(O, cp) stehende Faktor einzusetzen: 

b) Wir denken uns jetzt ein wasserstoffahnliches-oder ein lithium­
ahnliches - Atom in einem homogenen auBeren M agnetjeld. Die Rich­
tung dieses Feldes wahlen wir zur Z-Achse und setzen seine Starke S) 
als klein voraus, so daB man seine Wirkung als StOrung behandeln darf. 

Der einem schwachen Magnetfeld mit dem Vektorpotential m ent­
sprechende StOrungsoperator ist [vgl. Kap.III § 7 Formel (42)]: 

H' = + ~. _8_ m . grad (29) 
2n 2 C mo 

(die Ladung des Elektrons ist hier mit - e und nicht, wie fruher, mit 
+ e bezeichnet). Es gilt dabei allgemein 

H = oA z._ BA. 
w oy OZ ' 

H = aAx _ aA z 

11 a Z ax ' 
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1m betracliteten Fall Hro = Hy = 0, Hz = konst. kann man demnach 
setzen 

1 
A ro =·-2 Hz · y , 

und ferner-

(29 a) 

H'=-2e H z ftZ=-2e 5)·m. cmu cmu 
(29 b) 

Diese Formel entspricht dem iiblichen Ausdruck flir die Energie eines 
"Magnetons" mit dem Moment 

. e 
IDlMag= ---m 2cmo 

in einem homogenen Magnetfeld 5). Der Faktor 
e. . 

- -2 - shmmt mIt cmu . 
dem bekannten Verhaltnis zwischen dem magnetischen und mecha­
nischen Moment einer Elektronenbahn iiberein. 

Es ist leicht zu sehen, daB die nicht diagonalen Matrixelemente 
des Storungsoperators H' in bezug auf die 2l + 1 entarteten Zustiinde, 
die zu einem bestimmten Eigenwert W .. , gehoren, oder in bezug auf 
die n 2 Zustande, die dem Eigenwert W~ gehoren (falls die l-Entartung 
nicht aufgehoben ist), verschwinden. 

Folglich ergibt sich flir die magnetische Zusatzenergie die· Formel 

d. h. mit Riicksicht auf (21 b) 

W' W' eH. h 
.. l", = m = 2 c mu • 4n m (-l < m < l). (30) 

Diese Formel ist identisch mit derjenigen, die sich auf Grund der 
BOHRschen Theorie ergibt. 

Da nur solche Dbergange moglich sind, bei denen die "magnetische 
Quantenzahl" m urn 1 springt oder unverandert bleibt, so muB jede 
Spektrallinie unter dem EinfluB des Magnetfeldes sich in drei Linien 
aufspalten - eine unverschobene und zwei neue Linieh, die in entgegen­
gesetzten Richtungen urn den Betrag 

Llv= ~ (30 a) 
4nmo c 

verschoben sind. Die unverschobene Linie mtiB dabei, nach dem vorher 
Gesagten, linear polarisiert - und zwar p~rallel zum Feld - erscheinen, 
wahrend die beiden verschobenen Linien zirkular polarisiert - senk­
recht zum Feld und in entgegengesetztem Siime .:...- sein miissen. 

Diese Ergebnisse entsprechen dem "nonnalen ZEEMAN-Effekt", der 
beim Wasserstoffund in einigen Spektralserien komplizierterer Atome 

17* 
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beobachtet wird. 1m Lithiumspektrum ist die magnetische Aufspaltung 
der Spektrallinien schon viel komplizierter. Wie wir unten sehen werden, 
hangt dies damit zusammen, daB die zwei entgegengesetzten Orientie­
rungen des Elektrons beim Vorhandensein der verhaltnismaBig kraf­
tigen Radialstorung (die von den inneren Elektronen herriihrt) zu einer 
weiteren, komplizierteren Aufspaltung der Linien und Energieniveaus 
fUhren (anomaler ZEEMAN-Effekt). . 

c) Wir wollen nun die Storung betrachten, die ein homogenes 
elektrisches Feld hervorruft. Die Richtung dieses Feldes sei, wie friiher, 
parallel zur Z-Achse und seine Starke E z = E als klein vorausgesetzt. 
Die Storungsfunktion ist: 

H'= U'= eEz. (31) 
Es gilt also 

U~lm."'l'm' = e E z",lm.",l'm' • 

Diese Matrixelemente sind nur bei m' = m und l' = 1 ± 1 von Null 
verschieden. Wenn keine Entartung in bezug auf 1 vorliegt, so daB 
nur die Matrixelemente U~lm,n1m' = U~m' in Betracht kommen, ver­
schwinden also wie die nichtdiagonalen, so auch die diagonalen 
Elemente. Dann muB also auch die elektrische Zusatzenergie in 
erster N iiherung verschwinden. Dies bedeutet, daB in der Reihe 

W' = 1X1 E + ;2 E 2 + ... , die diese Energie als Funktion der F eldstarke 

darstellt, der Koeffizient bei der ersten Potenz von E gleich Null ist. 
Urn die Zusatzenergie in zweiter Naherung zu ermitteln, geniigt 

es, wie man leicht sieht, in die Formel U~lm,n1m = e E Z",lm, ",1m die 
durch 2 dividierte erste Naherung fUr Zn1m, ",1m einzusetzen. Diese erste 
Naherung ergibt sich aus der allgemeinen Formel (59 a) § 7 Kap. III, 
wenn man noch die Indizes n und k durch die lndextripel nlm bzw. 
n'l'm' ersetzt. Es gilt also mit Riicksicht auf Z~lm,nlm = 0: 

u' "0 z = 2 '"' nZm.n'l'ml4n'Z'm',nlm 
",Im,nlm ,L.; Wo _ Wo 

n'l'm' n'l'm' nlm 

u' ° u ° = 2 ,,( nZm;n.',Z'+ 1, m Zn',l + l~_~~_nlm + nlm;n',l-l,m Znl.Z-l,m;nlm) 
,L.; ~ _~ ~ _~ , 

n' 11.,1+ I,m nlm n,l-l,m n1m 

d. h. folglich 

(31 a) 

mit 

(31b) 

(der Index m = m' ist hier weggelassen). Man kann selbstverstandlich 
dasselbe Ergebnis direkt auf Grund der allgemeinen Formel (60 a) 
Kap. III fUr die betrachtete (zweite) Naherung erhalten. 
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Die Formel (31a) entspricht der ublichen Vorstellung von der von 
einem auBeren Feld induzierten elektrischen Polarisation; die Polari­
sation ist dabei proportional zur Feldstarke und dementsprechend die 
Polarisationsenergie proportional zum Quadrat der Feldstarke. 

Andere Verhaltnisse ergeben sich dagegen, wenn das betrachtete. 
System ein eigenes elektrisches Moment von fester mittlerer GroBe 
und Richtung besitzt. Dann muB die Energie in erster Naherung pro­
portional zur ersten Potenz der Feldstarke sein. 

Bei einem Wasserstoffatom (oder einem wasserstoffahnlichen Sy­
stem) trifft man diesen F~l gerade dann, wenn der ungestorte Zustand 
nicht nur in bezug auf m, sondern auch in bezug auf l entartet ist; 
denn einer solchen Entartung entspricht korpuskulartheoretisch eine 
Bewegung des Elektrons in einer fest orientierten Ellipsenbahn ohne 
Prazession in der Bahnebene (diese Prazession ist mit der Aufspaltung 
der l-Niveaus verknupft), wobei der Mittelwert von z im allgemeinen 
von Null verschieden bleibt. 

Bei einer l-Entartung kann man die elektrische Zusatzenergie durch 
die Diagonalelemente der Storungsmatrix U~zm."Z'm' nicht bestim­
men, da dann einige der nichtdiagonalen Elemente - namlich solche, 
fur die m' = m und l' = l ± 1 ist - von Null verschieden sind. Wir 
mussen also in diesem Fall, nach der allgemeinen Storungstheorie der 
entarteten Systeme, statt der urspriinglichen n 2 Eigenfunktionen 

(Jzm = F"z (r) Y zm 

n 2 neue Eigenfunktionen 

(n = konst.) 

(32) 

einfiihren. Die (normierten) Transformationskoeffizienten 'Yk.Zm sind 
dabei aus den Gleichungen 

.2 Uim.I'm' = W' 'Yzm 
I'm' 

und die Werte der Storungsenergie W' = W~, W~, ... , W~. aus der 
Sakulargleichung, die ihre LOsbarkeitsbedingung darstellt, zu bestimmen 
(jedem Wert von W' = W~ entspricht das Koeffizientensystem 'Yk.IJ. 
Setzt man zur Abkiirzung 

• 
Ui,m;Z-l,m=UZ-l.m;I,m==TZm (l=I,2, ... n-l), (32 a) 

so kann man die obigen Gleichungen auch in der Form 

(32b) 

schreiben. 
Bei gegebenem Wert von m kann l die Werte von \ m\ bis n - 1 

annehmen. Mit Rucksicht auf T1m[,m = 0 und T~,m = 0 erhalten 



262 Einfachste spezielle Probleme der Wellenmechanik. IV, § 3. 

wir demnach 

Tlml +1,m Ylml,m 

+ Tlml+1,mYlml+1,m = 0 I 
- W'Ylml+1,m + Tlml+2,mYlml+2,m = 0 

~i.m.1 ~~'~ :~~I ~.1,:n.~.~~ ~I~~ ~2:~~. ~i.m.1 ~~'~ :I.~I ~~'~ = 0 J' 
T~-1,m Yn-1,m - W'Yn,m = 0 

(33) 

Zu diesem m-ten Teilsystem der Gleichungen (32b), das nur die 
n -Iml + 1 Unbekannteny Iml,m, ... Yn.menthhlt, gehOrt die Sakular­
gleichung 

-W' , Tlml +1, ' 0 0 0 

Tlml+1,m, -W' , Timl+ 2,m, 0 0 

0 Timl +2,m, -W' , =0. (33a) 

o o , T~-1,m, - W' 

Die Sakulargleichung des ganzen Systems wird durch eine Determinante 
ausgedriickt, die dem Produkt der vorhergehenden Determinanten fUr 
aIle Werte von m gleich ist. 

Die Gleichungen (33) sind identisch mit den Schwingungsgleichungen 
eines Systems von p = n -I ml + 1 gleichartigen Pendeln, die eine 
nicht geschlossene Reihe bilden, wo jedes Pendel nur mit seinen beiden 
Nachbarn (oder nur mit dem einzigen Nachbar im FaIle der auBersten 
Pendel) gekoppelt ist. 

Bezeichnet man den Koppelungskoeffizient zwischen dem a-ten und 
(a - I)-ten Pendel mit - (prJ. und den Bindungskoeffizient jedes Pen­
dels an seine eigene Ruhelage mit (Po (dieser Koeffizient hat denselben 
Wert fUr aIle Pendel), so lauten die Bewegungsgleichungen: 

d 2 ~" dt2 + (Po~'P= (P'P~'P-I' 
Bei ~('f. ~ eiwt reduzieren sie sich auf das Gleichungssystem 

- W' ~o + (PI ~I = 0, 

(P'P ~'P-I - W' §'P = 0, 

wo W' = (Po - w2 = w~ - w2 die Anderung des Quadrates der Schwin­
gungsfrequenz (bezogen auf die ungekoppelten Schwingungen) bedeutet. 
Dieses Gleichungssystem fallt mit (33) zusammeri, wenn man 

~('f. = Ylml +rJ.,m und (PrJ. = Timl +rJ.,m 
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setzt. Nach SCHRODINGER hat man im Faile des Wasserstoffatoms 

,_ 1 f[n2~l2) (l2 - m 2) 1 
T1m - 6ngy - 4l2 -1 

n E k2 n3 E 1· 
g = (l(~ 4B = 16:n;2moe3 

(34) 

Fur die Wurzel der Gleichung (33a) ergeben sich dabei die folgenden 
Werte 

(34 a) 

wo q eine neue Quantenzahl bedeutet, die die Zahlen 1, m ersetzt und 
die Werte 

q= ±(n-Iml-l), ±(n-lml-3), ±(n-lml-5) ... (34b) 

annimmt. Die letzte Zahl in dieser Reihe ist ± 1 bei geradem und 0 
bei ungeradem Wert von n - I m I. 

Die Formel (34a) stimmt mit derjenigen uberein, die sich auf Grund 
der alten BOHRschen Storungstheorie des STARK-Effektes ergibt. 

Sie laBt sich - in der alten wie in der neuen Theorie - etwas ein­
facher gewinnen, wenn man die Differentialgleichung der ungestorten 
Bewegung (die HAMILTON-JACoBIsche oder die SCHRODlNGERsche) nicht 
in Polarkoordinaten, s.ondern in parabolischen Koordinaten schreibt. 
Denn die nichtdiagonalen Elemente der Storungsmatrix verschwinden 
in diesem Fail samtlich, s.o daB die Diagonalelemente dieser Matrix 
direkt die Werte der Storungsenergie W' liefern. Die parabolischen 
Koordinaten sind also der Behandlung der von einem elektrischen Feld 
bedingten Storung ebenso angepaBt wie die Polarkoordinaten der Be­
handlung des ZEEMAN-Effektes. 

Die parabolischen Koordinaten A1 , A2 , f{J sind mit den rechtwink­
ligen durch die Formeln 

z = ! (A1 - A2), x + iy = Y~1A2ei'P (35) 
verknupft. 

Die Flachen A1 = konst. und A2 = konst. steilen einschalige Rota­
tionsparaboloide dar, die bei A1 -+ 0 oder A2 -+ 0 mit der negativen 
bzw. der positiven z-Achse zusammenfailen. 

Die FHichen f{J = konst. sind, ebenso wie im polaren Koordinaten­
system, Meridionalebenen, die dl,lrch die z-Achse hindurchgehen. In 
jeder solcher Ebene bilden ihre Schnittlinien mit den beiden Paraboloid­
scharen ein orthogonales Netz. Der LAPLAcEsche Operator nimmt in 
diesen Koordinaten die folgende Gestalt an: 

LJ 11' = Ai ~ A2 [ a~i. (A1 ~ ~) + a~2 (A2 : Z) ] + Ail~ ~~~:. (35 a) 

Setzt man diesen Ausdruck in die SCHRODlNGERSche Gleichung des 
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gestOrten Zustandes 

L11J! + 8:rt;2mo (w + e: - e E Z) 1J! = 0 

ein, so erhalt man mit Riicksicht auf die Beziehungen 

1 1 
r = 2 (AI + A2), Z = 2 (AI - A2) ; 

o (01fJ) 0 ( OIJ!) 1(1 1)021fJ 
OAt Al OAt + oA2 A2 oA2 +"4 ;;;:- +;; Ocp2 

+ 2 : 2
mo [ W (AI + A2) + 2 e2 - ! e E (Ar - A~) ] 1J! = O. 

IV, §4. 

I (35b) 

Diese Gleichung besitzt wie im Spezialfall E = 0, so auch bei E + 0 
Partikularlosungen von der Gestalt 

1J! (Al> A2, rp) = Al (AI) A2 (A2) eisrp (s = ganze Zahl) (35c) 

mit "separierten" Koordinaten. Dies ist eben der Grund, warum die 
nichtdiagonalen Elemente der Storungsmatrix fUr jede Gesamtheit 
von in Resonanz befindlichen oder entarteten ZusHinde verschwinden. 

Wir kohIien hier auf die Einzelheiten dieses Problems, das von 
SCHRODINGER ausfUhrlich und in bester Ubereinstimmung mit der Er­
fahrung (hinsichtlich der relativen Intensitaten der "STARK-Kompo­
nenten") behandelt worden ist, nicht eingehen. 

§ 4. Ionisation eines Wasserstoffatoms durch ein elektrisches 
Feld und photoelektrischer Effekt. 

Die oben skizzierte Theorie der Wirkung eines elektrischen Feldes 
beriicksichtigt nur die Entartung im Gebiete der diskreten Zustande. Bei 
Einschaltung eines auBeren elektrischen Feldes muB aber, so/ern dieses 
Feld nicht von vornherein vernachliissigt wird, eine Entartung anderer 
Art auftreten, die man als innere Resonanz zwischen dem gegebenen 
gequantelten Zustand und den nicht quantisierbaren Zustiinden, die 
dem LosreiBen des Elektrons durch das Feld entsprechen, auffassen 
kann. Nach der klassischen Mechanik ist ein solches LosreiBen, d. h. 
die Ionisation des Atoms durch ein statisches Feld, nur dann moglich, 
wenn dieses Feld stark genug ist, d. h. von derselben GroBenordnung 
wie das COULOMBsche Feld in den entfernten Punkten der (ungest6rten) 
Elektronenbahn. In der Wellenmechanik faUt diese Bedingung fort; 
denn das Elektron kann auch in solche Gebiete eindringen, wo seine 
"kinetische Energie", d. h. die Differenz W - U, negativ wird, insbeson­
dere dann, wenn jenseits dieser Gebiete andere Gebiete liegen, wo 
W - U wieder positive Werte annimmt. 

Diese Erscheinung ist von uns an dem einfachen Beispiel eines 
rechteckigen "U-Berges" schon in Kap. I (§ 15) erlautert worden. Wir 
haben auch dort auf das LosreiBen von Elektronen aus einem Metall 
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durch ein auBeres elektrisches Feld hingewiesen. Dieser Effekt, den 
man als "statische Ionisation" des Metalls bezeichnen kann, kann 
prinzipiell durch ein beliebig schwaches Feld hervorgebracht werden, 
mit einer Wahrscheinlichkeit, die naherungsweise durch den Aus-

b 

druck e - Ii dargestellt wird. 
Derselbe Effekt muB offenbar auch in einem Atom - speziell in 

einem Wasserstoffatom - stattfinden. Man kann ihn dabei entweder 
in ahnlicher Weise behandeln, wie dies von FOWLER und NORDHEIM 
fUr Metallelektronen getan wurde, d. h. als Durchgang des Elektrons 
durch einen U-Berg, oder" als einen spontanen Resonanzubergang aus 
dem urspriinglichen gequantelten Zustand in einen ionisierten Zustand, 
wie wir es am Anfang dieses Paragraphen angedeutet haben. 

Die statische Ionisation eines Wasserstoffatoms ist zuerst (1927) 
von OPPENHEIMER - und zwar nach der Methode der Resonanz­
iibergange (die sich selbstverstandlich auch auf Metalle anwenden 
laBt) - untersucht worden. Sie ist vollkommen analog der spontanen 
Ionisation von angeregten Atomen mit zwei oder mehr Elektronen 
(bei Fehlen eines auBeren Feldes), die wir in § 11 Kap. III schon betrach­
tet haben. Die auf die Zeiteinheit bezogene Ubergangswahrscheinlichkeit 
laBt sich folglich durch di; Formel 

ausdriicken, wo 

r - 4:n;2 1 T' 12 
- -h- kWk (36) 

T~Wk = f 'ljJhH' 'ljJ7c dV, (36 a) 

das den betreffenden Ubergang ('ljJ7c -+ 'IjJ (W Ie)) charakterisierende Ma­
trixelement der Storungsfunktion bedeutet (es sei daran erinnert, daB 
es sich hier urn einen unscharfen Resonanziibergang handelt). - Auf 
den erst en Blick besteht eine gewisse Unbestimmtheit hinsichtlich der 
Definition der Storungsfunktion H'. Man kann aber leicht zeigen, daB 
die letztere in erster Naherung mit der friiher benutzten Storungs­
funktion U' = eEz identifiziert werden darf, obwohl hier das auBere 
Feld E schon in nullter Annaherung beriicksichtigt wird. Dabei kann 
man fiir die Funktion 'ljJlc den ungestorten Ausdruck (bei E = 0) ein­
setzen und fiir die Funktion 'ljJWk' die den ionisierten Zustand charak­
terisiert, die Losung der Gleichung 

8:n;2 mo 
A 'IjJ + -h2- (Wlc - e E z) 'IjJ = 0, (36b) 

die sich ergibt, wenn man die Wirkung des Kernes vernachlassigt. Das 
ist gerade diejenige Funktion, die auch in der FOWLER-NoRDHEIMschen 
Theorie der Loslosung von Elektronen aus den Metallen auftritt. Es 
ist deshalb ganz natiirlich, daB die Formeln (36) und (36a) fiir r als 

b 

Funktion der Feldstarke einen Ausdruck von derselben Gestalt e - B 



266 Einfaehste spezielle Probleme der Wellenmeehanik. IV, §4. 

liefem. Das Parameter b ist hier ungefahr gleich a~: 8 :n;::zo e , wo an 

den BOHRschen Radius der n-quantigen Bahn bedeutet. 
b 

Den Proportionalitatsfaktor bei e- E kann man praktisch als eine 
Konstante von der GroBenordnung 1 behandeln. Man sieht leicht, 
daB bei einer Feldstarke Evon der GroBenordnung eines Volt/em die 
Ionisationswahrscheinlichkeit fiir ein Wasserstoffatom im Normal­
zustand (n = 1) auBerordentlich gering, und zwar gleich etwa 1: 1010'. 

ist. Sie wird betrachtlich nur bei Feldstarken von der GroBenord-

nung 107 VOlt, die mit der COULO~Bschen Feldstarke'; in den Punkten 
em r 

der BOHRschen einquantigen Bahn vergleichbar sind. Es ist aber prin­
zipiell sehr wesentlich, daB die statische Ionisation nach der Wellen­
mechanik schon bei beliebig schwachen Feldem - obwohl sehr selten­
auftreten muB, wahrend nach der klassischen Mechanik sie dabei niemals 
auftreten kann 1. 

Wir gehen jetzt zur Betrachtung derjenigen Ionisation iiber, die 
durch ein elektrisches Wechselfeld von geniigend hoher Schwingungs­
frequenzhervorgerufen wird. Solange diese Frequenz 11 kleiner ist als 
die GroBe 

(37) 

die den Abstand des gegebenen Energieniveaus W 10 von der Grenze W = 0 
des kontinuierlichen Spektrums in Frequenzeinheiten miBt, kann das 
Feld nur in der oben beschriebenen "statischen" Weise, d. h. durch 
inn ere Resonanz wirken. Bei 11 > 110 tritt aber eine auf3ere Resonanz 
auf, d. h. eine Resonanz zwischen den Schwingungen des auBeren 
Feldes und den Schwebungen, die dtrrch Interferenz der 1J'k-Schwin­
gungim mit den zum kontinuierlichen Spektrum gehOrigen 1J'(W,,)­
Schwingungen entstehen, wo 

W" = W k + h1l· (37 a) 

bedeutet. Durch diese Resonanz werden die in der Nahe von W,. lie­
genden Eigenschwingungen durch auBerst schwache Felder verhhltnis­
~aBig starkangeregt, was korpuskulartheoretisch den erzwungenen 
unscharfen Resonanziibergangen 1J'k -+ 1J'(W,,) entspricht. Die Uber­
gangswahrscheinlichkeit driickt sich dabei nach der im vorhergehenden 
Kapitel entwickelten allgemeinen Theorie durch die Formel 

:n;2 e2 

r,.,k = -h-lzw) .. kI2.E~ (37 b) 

aus [vgl. die Formel (42) § 7 Kap. III]. 

1, Ein eindrueksvolles Beispiel hierfiir ist der ganz analoge radioaktive Zer­
fall (das Elektron ist hier durch ein lX-Teilchen und das lI.uBere·Feld durch das 
Feld des Kernes selbst ersetzt). Nach der klassischen Auffassung wiirde der radio­
aktive Zerfallent~ederiiberhaupt nicht moglich seinoder augenblieklichstattfinden. 
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Wir wollen nun diese GroBe fiir den Fall eines wasserstoffahnlichen 
Atoms auf Grund der Formeln der §§ 1 und 2 tatsachlich berechnen. 
Der Index k verlritt hier die drei Indizes n, 1, m, die den Anfangs­
zustand charakterisieren, so daB man hat 

"P/c= "Pn!m = P n (r) Y!m (0, q;). 

Die kontinuierlichen Funktionen "P (W), die sich auf den ionisierlen 
Zustand beziehen, haben eine ahnliche -Gestalt 

"P (W) = Pw (r) Yl'm' (0, q;). 
Es gilt also 

ZW,k = lpfv (r) F n (r) r3 dr f Ytm' Y!m cosO dO). (38) 
o 

Daraus sieht man, daB auch fUr Ubergange der hier betrachteten Art 
(Ionisation) die im § 2 fUr diskrete Ubergange aufgestellte "Auswahls­
regel" 

l' = 1 + 1, m'=m 
giiltig bleibt. 

Wir beschranken uns der Einfachheit halber auf Ubergange aus 
dem Normalzustand (n = 1,1 = 0, m = 0) und setzen dementsprechend 
l' = 1, m' = 0, d. h. 

Yl'm' = -va cos 0 (38 a) 

(mit Riicksicht auf die Normierungsbedingung fl Y !ml 2 dO) = 411:). 
Die Formel (38) vereinfacht sich dabei auf 

oc 

ZWk = 411: f Pfv (r) PI (r) r3 dr. 
o 

(38b) 

Hier ist 
1 

F 1 (r) = -== e-a.· 
l'na3 

(oc = -~-) . 

Die Funktion P w (r) konnen wir durch ihren asymptotischen 

eifJr - ( 2 ) Pw(r) =yw-y- {3=211:k= hn-y2mOW 

Wert 

(39) 

ersetzen. Man erhalt dabei Ergebnisse, die sich von den exakten nicht 
wesentlich unterscheiden. 

Die Normierungskoeffizienten Yn sind hier gemaB der Formel 
1 

00 W+"2LfW 

Lim ;/w S 4 11: r2 d r 1 f P W (r) d W 12 = 1 
Lf W-+O 1 

o W-"2LfW 

zu bestimmen [die Energie W - und nicht etwa {3 oder k - muB hier 
deshalb als Parameter ] benutzt werden, denn die Formel (37 b) 
ergibt sich im Resonanzgebiet durch Integration iiber W]. 
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Fiihrt man statt W die Veranderliche k ein, so nimmt die letzte For­
mel mit Riicksicht auf (39) die Gestalt an: 

'" k+~Jk 
4n(~~)YfvLim L1\f drl f ei2nkr dkl2 = l. 

o k-~Jk 
2 

Es wird also [vgl. die Ableitung der Formel (17b) Kap. III]: 

2 1 dk 1 11m 2 m 1 
yw = 2 n d W = 2 n h V 2W = -y;z 7f . (39 a) 

Man hat ferner 
4nyw 00 • 

ZWk = ----=- f e-(IX+tP) r2 d r 
fn0(3 ' 

o 
d. h. wegen 

S :-(IX+iP)rr2 dr = ~ S"'e-<IX+iP)r dr = ~- ( __ 1 -0--) 
80(2 80(2 (O(+tfJ) , 

o 0 

8nyw I 
zWk= Vn0(3 (0(+ifJ)3· (39b) 

Dies gibt schlieBlich 
27 n3 e2 m 1 E2 T- 0 

v - ~- fJv (0(2 + fJ~)2 
oder mit Riicksicht auf die Beziehungen 

2 _ 8 n 2 mo W _ 8 n 2 mo 
IX --~ I--h-'VO 

2 + R2 = 8 n 2 mo (W _ W ) = 8 n 2 mo 
IX I-' h2 v 1 h 'V 

h2 
a=-----

4nmoZ e2 ' 

T" = A Z3 3 ,Eg = B ~ (.!. - 1) --} E~ 1 
v}v - 'Vo ."a 'Vo 

5 J. 5 11 1 - (n)- - B = 4 n"2 e2 
A=22 Ii: 2m 2 e8 , mh 

(40) 

(40 a) 

Bei'V > '1'0 nimmt die Ionisierungswahrscheinlichkeit T" bei wachsen­

der Frequenz umgekehrt proportional zu 'Vt abo Bei Annaherung von 'V 

an die Grenzfrequenz'Vo, die als "Ionisierungsschwelle" bezeichnet wird, 
wachst T" umgekehrt proportional zur Quadratwurzel aus der Diffe­
renz 'V - '1'0' d. h. umgekehrt proportional zur Geschwindigkeit der los­
gerissenen Elektronen. 

Die kinetische Energie der letzteren ist dabei praktisch dieselbe, 
und zwar 1 

2mv2= W,,=h ('V - '1'0). 
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Ihre Richtungsverteilung ist durch die Funktion 'Ifl (W) = cwF W Y l, m' 

bestimmt. Diese Funktion stellt einen in groBen Abstanden radial 
gerichteten Elektronenstrom dar, deren Dichte durch die Formel 

It c2 

j = --~ ('Ifl* grad 'Ifl - 'Ifl grad 'Ifl*) 
4nzmo 

gegeben ist; der Proportionalitatsfaktor civ ist aus der Bedingung 
f j n d 5 = ry zu ermitteln, wo das Integral iiber eine geschlossene 
Flache erstreckt wird. Dies gibt fUr eine sehr entfernte Kugelflache 

. - t c2 2 ~f3_ 3cos2 (J - t ~r cos2 (J (40 b) 
1 - 0 W Yw 2 n m r2 - 0 4 n y r2 , 

wo to einen radialgerichteten Einheitsvektor bedeutet. Daraus sieht 
man, daB die Anzahl der Elektronen, die nach verschiedenen Rich­
tungen (geradlinig) ausgeschleudert werden, proportional ist zum Kosi­
nusquadrat des Winkels, den diese Richtung mit der Schwingungs­
richtung (z) des elektrischen Vektors Q; bildet, oder, mit anderen Worten, 
dem Quadrate der Projektion dieses Vektors auf die Austrittsrichtung. 

Elektrische Schwingungen von einer Frequenz, die iiber der Ioni­
sierungsschwelle '1'0 der Atome (im Normalzustand) liegt, trifft man 
in Wirklichkeit nur bei Lichtwellen, teilweise im sichtbaren Spektral­
gebiet, hauptsachlich aber im Gebiet der ultravioletten und der Rontgen­
strahlen. Die soeben betrachtete Ionisation wird deshalb als photo­
elektrischer Effekt bezeichnet. 

Strenggenommen beziehen sich die angefUhrten Ergebnisse aber 
nicht auf Lichtwellen, denn bei solchen Wellen hat man nicht nur ein 
elektrisches, sondern gleichzeitig ein magnetisches Feld, wobei diese 
Felder harmonische Funktionen der Zeit und der Koordinaten sind. 

Elektromagnetische Wellen, die sich in die x-Richtung fortpflanzen 
und bei welchen der elektrische Vektor in der z-Richtung schwingt, 
lassen sich bekanntlich (vgl. Kap. III, § 7) durch ein Vektorpotential 

A", = Ay = 0, A. = ~ A o[e2"i(qx-yt) + e- 2"i(qx-yt)] (41) 

darstellen 1, wobei der Storungsoperator H' die Gestalt 

H'= ~ _e_ A ~ 
+2nicm 'oz o 

annimmt [vgl. Formel (29)]. 

(41 a) 

Von den beiden Summanden von (41) kommt bei Beriicksichtigung 
. ~-~ der Resonanz zWIschen 'I' und der Schwebungsfrequenz h nur der 

1 q = ~ tritt hier anstatt des friiheren k ein, urn die Verwechslung mit 
c 

k = /n zu vermeiden. 
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eine-undzwar der erste-inBetracht [vgl. die Formeln (3Sa), Kap. III, 
§ 6]. Man hat dabei fiir die Wahrscheinlichkeit r", k den bekannten 
Ansdruck 

(42) 

mit 
T' - ~ _e_ A J * 2n;qx 0'l'k dV 

W •. k - 4ni emo 0 "Pw e az . (42 a) 

Setzt man hier "Pk = "PIOO = 1 e- rzr - wie frillier - und 
. l na3 

. "P W = Y; eip'Yl'm' ((), rp) (11 = 2hn 12mo W) , 
ein, so wird mit Riicksicht auf 

0'l'k ar 7ii' = - "Pk(1.az = - "Pk (1. cos () , x = rsin()cosrp: 

T' h e Ao a. Yw Ja> J 
W, k = - " e-(rz+ ;P), r dr e2n;q,sin/lcos!p Y~ I cos () dO) 

.', 4' l' 3 I,m nzemo na 0 

Wir setzen zunachst im zweiten Integral q = 0, vernachHissigen also 
die Phasenunterschiede der elektromagnetischen Schwingungen in der 
Umgebung 'des Kerns. 

Wir erhalten dann, ebenso wie friiher, nur einen einzigen moglichen 
Ubergang, und zwar in den Zustand l' = 1, m' = 0, wobei sich fiir 
die Ubergangswahrscheinlichkeit statt (40) die Formel 

(43) 

ergibt ((1. = !)'. 
Ersetzt man die Amplitude des Vektorpotentials Ao durch die 

Amplitude der elektrischen Feldstarke gemaB der Beziehung 

E=-~~A =i 2nv A 
c at e' 

so erhaIt man nach leichter Umformung 

mit (43 a) 
]1 1 3 17 

A '= 'J1; 2 2 -2 m2 h - 2 e12, B'- Vn~ - 32 mh' 

Nach diesen Formeln hangt die Wahrscheinlichkeit des photoelek­
trischen Effektes von" und Z (oder "0) etwas starker ab 31s nach der 
Formel (42 a). Der Unterschied ist offenbar der Wirkung der magne­
tischen Feldstarke zuzuschreiben. 

(42 b) 
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Bei V ~ Vo reduzieren sich die Formeln (42b) und (43 a) auf die 
Gestalt 

bzw. 

113 
rv = konst. V :~ E5 

rv = konst. J/~ E5 . , v 

(44) 

(44 a) 

Wir haben uns bisher vorgestellt, daB das betrachtete Atom nur ein 
Elektron besitzt. Sofern aber bei der Wirkung hochfrequenter Licht­
schwingungen auf komplizierte Atome die einzelnen Elektronen mehr 
oder minder unabhangig voneinander angegriffen und ausgeschleudert 
werden (wobei die Wirkung der iibrigbleibenden Elektronen sich auf 
die Abschirmung der Kernladung beschrankt), kann man die obigen 
Ergebnisse auch auf diesen Fall anwenden. 

Wegen des groBen Wertes der Schwellenfrequenz Vo fiir die inneren 
Elektronen solcher Atome konnen diese Elektronen nur durch ver­
haltnismaBig harte Rontgenstrahlen losgerissen werden. Das experi­
mentelle Material iiber die Abhangigkeit der Anzahl der Photoelektronen 
von der Frequenz des Lichtes bezieht sich gerade auf dieses Spektral­
gebiet. Dabei laBt sich besonders einfach und exakt nicht die Anzahl 
der Photoelektronen messen, sondern die mit der Ionisation der Atome 
verkniipfte Absorption der primaren Rontgenstrahlen. 

Vom wellentheoretischen Standpunkt aus wird diese Absorption 
bedingt durch Superposition auf die primaren Lichtwellen der damit 
koharenten sekundaren Wellen, die infolge der erzwungenen Schwe­
bungen der Elektronenwolken in den verschiedenen Atomen ausge­
strahlt werden. Korpuskulartheoretisch handelt es sich urn die Absorp­
tion von einzelnen Lichtquanten mit der Energie e = hv, wobei die 
primaren Rontgenstrahlen als eine homogene Stromung solcher Quanten 
aufzufassen sind. 

Die Anzahl der Lichtquanten, die pro Zeit und Volumeinheit in 
einer bestimmten Weise (z. B. unter LosreiBen der inneren K-Elek­
tronen) absorbiert werden, ist gleich dem Produkt der oben berechneten 
Wahrscheinlichkeit r" mit der Anzahl n der Atome in der Volum­
einheit. Bezeichnet man die Konzentration der Lichtquanten (d. h. 
ihre Anzahl pro Volumeinheit) mit N, so erhalt man fiir den Absorp­
tionskoeffizient der betrachteten Strahlen (fl) den Ausdruck 

(45) 

Das Produkt N c bedeutet hier die Anzahl der Quanten, die pro Zeit­
einheit durch die Einheit einer zur Bewegungsrichtung senkrechten 
Flache hindurchgehen. Von diesen Quanten sind auf der Langen­
einheit rv n absorbiert, so daB die "Stromdichte" N c auf einer Strecke d x 
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um den Betrag r"n dx = ficN dx abnehmen muB. Daraus folgt die 

Gleichung d(Nc) = -ficNdx oder N=Noe-"z, die der iiblichen 
Definition des Absorptionskoeffizienten entspricht. 

Die Zahl N HiBt sich aus dem wellentheoretischen Ausdruck fUr die 

1 k . hE' d' h E2 + H2 e e tromagnehsc e nergle IC te 8 n 
E2 
~ gemaB der Beziehung 8n 

ermitteln. Es wird also 

oder nach (43a) 

E2 
N·hp= ~ 

8n 

8nn 
fi = -E2 r"hp e 0 

. 

(45 a) 

Diese Formel steht hinsichtlich der Abhangigkeit des Absorptions­
koeffizienten von den Frequenzen P und Po, sowie hinsichtlich des 
absoluten Wertes von fi, in sehr befriedigender Ubereinstimmung mit 
den experiment ellen Angaben iiber die Absorption von Rontgenstrahlen, 
sofern diese Absorption praktisch nur in der innersten Elektronenschale 
der betreffenden Atome stattfindetl. Der vollstandige Wert von fi 
setzt sich im allgemeinen additiv zusammen aus den einzelnen An­
teilen, die den verschiedenen Schalen entsprechen. Bezeichnet man 
die Anzahl der Elektronen (pro Atom) mit derselben "Absorptions­
grenze" Pi durch ki' so wird 

= ~e2n ~k.~ 1 
fi 4 meL.: tvaV ' . V 

• -- - 1 
Vi 

(45 b) 

wobei die Summation selbstverstandlich nur auf solche Elektronen zu 
erstrecken ist, fiir die die Bedingung P> Pi erfilllt ist. 

Wenn man den in der Formel (42a) auftretenden Phasenfaktor 
e2niqz nicht vernachlassigen will, so muB man statt einer Funktion 
'lfJw = Fw(r)Yz'm' eine unendliche Reihe solcher Funktionen mit dem­
selben Abstandsfaktor, aber mit verschiedenen Winkelfaktoren ein­
fUhren. Wenn man fUr jede dieser Funktionen die entsprechende Uber­
gangswahrscheinlichkeit r" I'm' ermittelt und diese Wahrscheinlichkeiten 
addiert, so erhalt man die resultierende Ionisierungswahrscheinlichkeit rv. 
Die resultierende Stromdichte laBt sich dementsprechend durch Addi­
tion der Anteile it'm' , die von den einzelnen Funktionen 'lfJWvl'm' 

1 Es ist bemerkenswert, daB die Formel (45a) die PLANcKsche Konstante II 
explizite nicht enth1ilt und infolgedessen ein "klassisches Aussehen" hat. Eine sehr 
1ihnliche Formel fur f1, ist schon vor 20 J ahren von J. J. THOMSON auf Grund 
seiner "pulse-theory" der Rontgenstrahlen abgeleitet worden. 
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herriihren, berechnen. Diese resultierende Stromdichte muB offenbar 
radial gerichtet bleiben und der Summe .2 r" I'm' 1 Y1'm' 12 proportional 
sein. I'm' 

Eine genauere Storungsrechnung, die von G. WENTZEL durchgefiihrt 
worden ist (nach einer Methode, die der BORNschen Methode der Be­
handlung des StoBproblems analog ist), zeigt, daB die raumliche Ver­
teilung der Photoelektronen durch die folgende "gestorte" Funktion 
dargestellt werden kann: 

eifi'r + 2niqr sin e cos 'P , , () 
"Pw = Yw r 'COS (46) 

WO {3' eine durch die Gleichung 

( /3' )2 /3'. ( /3 )2 _ 2 m Wl' 
2 n + 2 2 n q SIll () cos cp + q2 = 2 n = -h-2- (46 a) 

bestimmte Funktion von sin () cos cp = ~ ist. 

Diese Formeln haben einen sehr einfachen physikalischen Sinn. 
Die erste von ihnen zeigt, daB die Geschwindigkeit der Elektronen 
sich aus zwei Anteilen zusammensetzt: aus einer fUr die verschiedenen 

Elektronen verschiedenen radial gerichteten Geschwindigkeit v' = 2h!: 

und einer gemeinsamen Geschwindigkeit v" = h q, die der Fortpflan-
m 

zungsrichtung der Lichtwellen parallel ist. Da die GroBe hq vom kor­
puskulartheoretischen Standpunkt den Impuls der entsprechenden 
Lichtquanten darstellt, so bedeutet dies, daB die letzteren den aus­
geschleuderten Elektronen ihren Impuls mitteilen. 

Gleichzeitig geben sie an diese Elektronen auch ihre Energie hv ab, 
wovon der Anteil h (v - vo) = W" als kinetische Energie erscheinen 
muB. Die Gleichung (46 a) besagt, daB diese Energie 

1 1 
2mv2 = 2m [(v~ + V~)2 + V~2 + V;2] 

fUr alle Elektronen denselben Wert W" hat. 

Die GroBe v~ = v" = h~ kann als die durch den Lichtdruck be­

dingte mittlere Geschwindigkeit der Photoelektronen aufgefaBt werden. 

Das Verhiiltnis v:' kann man dabei als Kosinus des Winkels X definieren, 

den die mittlere Austrittsrichtung der Elektronen mit der Lichtstrahlen­
richtung bildet. Man hat also, bei Vernachlassigung der Relativitats­
korrektionen, 

hv 
cos X = . 

cY2mh(v-vo) 
(46 b) 

Mit VergroBerung der Schwingungsfrequenz wird X immer kleiner, d. h. 
die Photoelektronen werden hauptsachlich in der Richtung der Licht-

Frenkel, Wellenmechanik. 18 
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strahlen ausgeschleudert. Dieser Effekt steht (ebenso wie die oben fest­
gestellte symmetrische Verteilung der Austrittsrichtungen urn die 
Schwingungsrichtung des elektrischen Vektors bei linear polarisierten 
Rontgenstrahlen kleiner Frequenz) in Einklang mit den Ergebnissen 
der Experimentaluntersuchung dieser Frage mit Hilfe der WILSON­
schen Nebelmethode. 

§ 5. Theorie des COMPTON-Effektes. 
Eine andere Erscheinung, die besonders durch harte Rontgen­

strahlen und durch y-Strahlen bedingt wird, ist der COMPToN-Etlekt. 
Dieser Effekt HiBt sich yom korpuskularen Standpunkt aus deuten 
als ZusammenstoB eines Lichtquantes mit einem freien oder schwach 
gebundenem Elektron, wobei auf dieses nur ein Teil der Energie und 
BewegungsgroBe des Quantes ubertragen wird, wahrend das ge­
schwachte Quant als inkoharent gestreutes Licht erscheint. 

DerCOMPTON-Effekt kann als das exakte Analogon zum RAMAN -Effekt 
im Gebiet des kontinuierlichen Spektrums aufgefaBt werden (Kap. III 
§ 7). Er verhalt sich zum photoelektrischen Effekt genau so wie der 
RAMAN-Effekt, d. h. die inkoharente Lichtstreuung unterVeranderung 
der Wellenlange, zum optischen Resonanzeffekt, d. h. zur Anregung 
der Atome durch Licht, dessen Frequenz mit der entsprechep.den Uber­
gangsfrequenz zusammenfallt; denn der photoelektrische Effekt, d. h. 
die optische Ionisation der Atome, ist das exakteAnalogon zur optischen 
Anregung fiir das Gebiet der kontinuierlichen, nichtquantisi~rbaren 
Zustande. 

Der COMPToN-Etlekt laBt sich also yom Standpunkte der Wellen­
mechanik ebenso behandeln wie der RAMAN-Effekt (vgl. Ende des § 7 
Kap. III). Es spielen dabei eine wesentliche Rolle die raumlichen 
Phasenunterschiede der einfallenden (primaren) und der gestreuten 
(sekundaren) Wellen, die wir fruher bei Beschrankung auf lange Welle 
vernachlassigt haben. Die charakteristischen Eigenschaften der 
COMPToNschen Streustrahlung kommen nur dann zutage, wenn man 
diese Phasenunterschiede, die durch Faktoren von der Gestalt e2n:iq.t 

bzw. e2n:iq'.t dargestellt werden, berucksichtigt. AuBerdem muB man 
die auBere Schwingungsfrequenz 'V als grof3 im Vergleich mit den 

in Betracht kommenden Schwingungsfrequenzen 'IIWk = W ~ Wk vor­

aussetzen, d. h. eine A nnaherung an die Bedingungen der auf3eren 
Resonanz ausschlis{3en (bei Resonanz erhalt man nicht den COMPTON schen 
sondern den photoelektrischen Effekt). 

Wir denken uns nach G. WENTZEL das kontinuierliche Energie­
spektrum in sehr kleine Intervalle L1 Wn mit den Mittelpunkten Wn(> 0) 
eingeteilt und ersetzen die kontinuierlichen Eigenfunktionen "Pw durch 
die diskrete Reihe der "gemittelten" Funktionen 
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Wn+!Ll W" 

VJn= 1 -SV'w dW , 
¥ LI W" 

(47) 

Wn-!Ll w" 

die den Orthogonalitats- und Normierungsbedingungen in demselben 
Sinne wie die diskreten Eigenfunktionen geniigen. Man kann sie dem­
entsprechend als gewohnliche diskrete Eigenfunktionen behandeln. Bei 
AusschluB der Resonanz ist dieses Verfahren sehr bequem und vorteil­
haft. 

Bei Einfillirung des StOrungsoperators 

H' = _e_m:.~ grad 
mo c 2nz 

statt der Storungsfunktion U' = et·(;! erha.1t man statt (48b) § 8 
Kap. III die Formel 

(48) 

mit 

1 }; (T- e2"'i("kn+ w)t T+ e2ni("kn- W)t) b .):10 mn I mn 
k n = h k m Pm n + P -r- -""'-"-p-m-,,---p , 

m 

(48 a) 

T± = _e __ ~fVi* e±2;dq.r~{ .gradVi dV 
mn 2cmo 2n1 1'm 0 1'n 

(48 b) 

und 

.):1£m = - e J r V't VJ m d V . 

Das durch diese Formeln bestimmte induzierte elektrische Moment ~' 
Feldes kann zur Berechnung des ausgestrahlten elektromagnetischen 
streng genommen nicht dienen; denn bei der in Kap. III § 7 aus­
gefiihrten Berechnung ist die endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der elektromagnetischen Wellen auBer acht geblieben. Urn diesen Fehler 
zu berichtigen, denken wir uns ~', wie frillier, als das resultierende 
elektrische Moment einer pulsierenden Elektronenwolke und fiihren 
dementsprechend bei der Berechnung von.):1 km den "Retardierungs­
faktor" ein, der sich ergibt, wenn man die Zeit t durch die "effektive 

Zeit" t' = t - R ersetzt, wo R den Abstand des Volumelementes dV c 
yon dem betrachteten Aufpunkt P bedeutet. Dementsprechend wird 

h± = _eJre±i2
c"'(W±Wn k)R lIl*Vi dV (v = -v ) 

1""km 1'k 1'1Oi: nlc kn , 

wobei die Produkte .):1gm T(mdn (4~ durch .):1rm T~ .. zu ersetzen sind. 
Da nur der zentrale (dichte) Teil der Elektronenwolke einen wesent­

lichen Beitrag zu diesem Integralliefert, so kann man den Beobach­
tungsabstand R als sehr groB im Vergleich mit r (Abstand des V olum­
elementes d V vom N ullpunkt) betrachten. Es gilt dabei mit geniigender 

18* 
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Genauigkeit 

R = Ro - Y cos (ffio , r) = ffio - ( r· ~:) , 

wo der Vektor ffio = 0 P die Richtung der in Betracht kommenden 
Strahlen bestimmt. 

Fiihrt man den entsprechenden Wellenvektor" gemaB der Formel 

± 1 ±ffio ± ± q = -'I' - 'I' = 'I' 'jJnk 
C Ro' 

(49) 

ein und laBt den belanglosen konstanten Phasenfaktor weg, so erhalt man 

(49 a) 

Wir beschranken uns auf solche Glieder in der Summe (48a), fUr 
die die Schwebungsfrequenz Ivmnl klein im Vergleich zu der erzwun­
genen Frequenz 'I' ist (d. h. gerade solche Glieder, die fiir den photo­
elektrischen Effekt keine Rolle spielen) und vernachlassigen 'jJmn in 
den Nennern der Summanden (nicht aber in den Exponentialfunk­
tionen!). Dies gibt 

e 2niv-t e2niv+t 
;.. - -- "11- T- - "11+ T+ (50) 
iJ kn - hv ..:;,; 't'km mn hv ":;';'t'km mn' 

m m 

Nach der in § 4 Kap. III aufgestellten Regel der Matrizenmulti­
plikation sind die Summen 

Orn = .2-1Jrm T;'n (50 a) 
m 

gleich den Matrixkomponenten des zusammengesetzten Operators 

O± = l1 e'f2niq±.r ·e±2niq.r H' = - ~ ~e±2ni(q-q±).tt (I[( • p'rad). 
't' 2 cmo 2:n;z 0 ,., 

Es wird also 

O± =-~~fm*e±21li(q-q±).rr(l[(ograd)w dV. (50b) 
kn 2cmo 2:n;z Tk Tn 

Wir setzen nun in dieses Integral 

'l{Jk = e- akt .2as y8 Y zm (8, lfJ) (0 < s < k) 
und s 

( 2:n;-
f3 = h y2mW; s' < 0) 

ein, wobei die Integration des letzten Ausdrucks nach W (im Inter­
vall Ll W n ) erst nach der Volumintegration ausgefUhrt werden dart. 
Das Volumintegral, das man erhaIt, wenn 1pn durch 'l{Jw ersetzt wird, 
muB in der Tat wegen des Auftretens des Exponentialfaktors e-rJ./r,r 

unbedingt konvergieren (was im allgemeinen nicht der Fall ist). 
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Dieses VolumintegrallaBt sich in der Form 
2n n co 

J dqJ J t «(), qJ) d() J dr .L: c~ r~ e[-CXk+i<p± 2nlq-q± I cos 6)]' (51) 
000 

schreiben, wobei· die Achse des Koordinatensystems (r, (), qJ) parallel 
zum Vektor q - q± gelegt ist, so daB man (q - q±).); = I q - q± I r cos () 
hat. 

Die Integration iiber () und r liefert eine Summe von Ausdriicken 
von der Form 

1 
(51 a) 

die, als Funktionen von fJ = 21'&k betrachtet, ein scharfes Maximum.bei 

k = I q - q± I (52) 
besitzen. 

Diese Gleichung HiBt sich mit II, multipliziert korpuskulartheoretisch 
als Erhaltungssatz des Impulses deuten. Die Vektordifferenz hq - hq± 
stellt namlich die Anderung des Impulses des Lichtquants bei seiner 
Streuung durch das Elektron dar, wahrend hk den von dem letzteren 
infolge des RiickstoBes erhaltenen Impuls bedeutet. Wellentheoretisch 
handelt es sich urn eine bestimmte Anderung der Wellenlange der in 
einer gegebenen Richtung ffio gestreuten Strahlen. 

Bezeichnet man den Streuungswinkel, d. h. den Winkel zwischen q 
und q± mit {}, so erhaIt man 

q2 + q± 2 _ 2 q q± cos {} = k2. 

Diese Gleichung allein geniigt nicht, die beiden unbekannten GroBen k 
und q± zu bestimmen. Dazu tritt aber noch die "Energiegleichung" 

h'P± = h'P ± (W - Wk ), (52 a) 

die wellentheoretisch einfach aus der Definition von 'P± folgt. Mit Riick­
sicht auf die Relationen 

(Wk < 0) 

lassen sich die Gleichungen (52) und (52a) leicht losen. Dabei ist in 
unserem Fall nur das untere (minus) Vorzeichen beizubehalten. Der 
andere Fall konnte nur dann eintreten, wenn die Funktion 1jJw (oder 
1p") den ursprunglichen Zustand des Atoms charakterisierte, wobei die 
Streuung des Lichtes dem Ubergange 1jJw ~ 1jJk entsprache. Sofern 
nur die entgegengesetzten Ubergange in Betracht kommen, kann 
man das zweite Glied in (50) von vornherein weglassen. 

Das Modulquadrat des mit (21'& '1'-)2 multiplizierten ersten Gliedes 
bestimmt die I ntensitat des gestreuten Lichtes. Auf die Berechnung 
dieser Intensitat (die mit 11,'1' dividiert die Wahrscheinlichkeit des ent­
sprechenden Ubergangs miBt) gehen wir nicht ein. Es sei nur bemerkt, 
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daB man dabei die Integration iiber das Intervall LI W n praktisch 
durch eine Integration iiber das ganze Spektrum ersetzen kann, da nur 
ein sehr enger Bereich des letzteren in der Nahe von W n einen wesent­
lichen Beitrag zum Integral liefert. Die Breite dieses Bereiches, d. h. 
folglich die Spektralbreite der gestreuten "COMPToNschen Linie" driickt 
sich, wie man aus den Gleichungen (51 a) und (52a) leicht ersehen kann, 
durch die F ormel 

Llv- ~ (v - v-)· P = (v - 11-) V 1 ::1 
aus, oder wenn man mit Vo = 1 ~kl die Schwellenfrequenz der Ioni­

sation (d. h. des photoelektrischen Effektes) bezeichnet, durch 

(52b) 

Man sieht also, daB die COMPTONSche Linie urn so schmaler ist, je 
schwacher das Elektron gebunden ist. 

Diese von G. WENTZEL herriihrende Theorie laBt sich leicht auf 
den gewohnlich betrachteten Fall eines vollkommen freien Elektrons 
anwenden. Es geniigt dabei, statt der Funktionen "Pk und 1Pn Funktionen 
von der Gestalt 

einzufiihren, die der kraftefreien Bewegung entsprechen. 
Das Integral (50 b) bleibt dabei von Null nur dann verschieden, 

wenn die Vektoren fund f:l:, die den Impuls des Elektrons vor und 
nach dem Streuungsakt bestimmen, der Bedingung 

(f - f:l:) + (q - q:l:) = 0 

geniigen, die vom korpuskularen Standpunkt aus die Erhaltung des 
Impulses bei dem ZusammenstoB zwischen Elektron und Lichtquant 
ausdriickt. Diese Gleichung laBt sich mit der vollkommen symmetrischen 
Energiegleichung (52a) in die vierdimensionale Form 

hki + hqi = konst., i = 1, 2, 3, 4 

zusammenfassen. 

§ 6. Exakte (relativistisehe) Theorie des wasserstoffahnliehen 
Atoms. 

Wenn keine- auBeren Storungskrafte vorhanden sind, driickt sich 
die Energie der stationaren (gequantelten) Zustande eines wasserstoff­
ahnlichen Atoms nach der SCHRODINGERSchen sowie nach der BOHR-
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schen Theorie durch dieselbe (angenaherte) Formel 
2:n2 m e2 Z2 e - m c2 - W - _ 0 n 0 - n - h2n2 

aus (R = 2:n:so ~ = RYDBERG-Konstante ) . 

RZ2 

Durch Anwendung der relativistischen Mechanik auf die statio­
naren Zustande der BOHRschen Theorie hat SOMMERFELD 1915 die 
exaktere Formel abgeleitet, die die folgende Gestalt hat 

_l. 

[ y2 Z2 l 2 

en 7, = mo c2 1 + (s + k')2J . 

Hier bedeeutet r eine dimensionslose Konstante 

2:n e2 

Y = -- = 7·10- 3 
he' 

s ist die radiale Quantenzahl und 

k' = [k2.- y2 Z2 . 

(53) 

(53a) 

(53 b) 

wo k = n - s die der friiheren Auffassung entsprechende azimutale 
Quantenzahl ist (k = 1,2, ... , n). 

Die Konstante y bestimmt die "relativistische Aufspaltung" des 
zu demselben Wert der Hauptquantenzahl n geh6rigen Energieniveaus 
und die damit verkniipfte "Feinstruktur" des Spektrums. Bei (yZ) 2 ~ 1 
kann man die Formel (53) durch die angenaherte 

_ Rh 2Z<l(n 3) en 7, - en - t!4 Y k - -;[ (53c) 

ersetzen. 
Diese SOMMERFELDsche Feinstrukturformel hat sich glanzend be­

statigt hinsichtlich der Lage (Frequenz) der von ihr bestimmten Spek­
trallinien, wie bei Wasserstoff oder bei ionisiertem Helium, so auch 
im Gebiete der R6ntgenspektren bei den schwersten Atomen. Es hat 
sich aber gleichzeitig ergeben, daB im letzten Fall die durch sie gegebene 
Anzahl der Linien (bei Beriicksichtigung der Auswahlsregel fiir k) 
oder der Energieniveaus (die im Absorptionsspektrum der R6ntgen­
strahlen unmittelbar erscheinen) zu klein ist. So hat man z. B. bei 
n = 2 (L-Gruppe) drei Energieniveaus, wahrend die SOMMERFELDsche 
F ormel nur zwei (fiir k = 1 und k = 2) liefert, bei n = 3 fiinf N iveaus usw. 

Diese Schwierigkeit ist in der Hauptsache durch die UHLENBECK­
GOUDSMITSche Theorie des Kreiselelektrons beseitigt worden. Bei jeder 
durch die Zahlen n, k charakterisierten Bahn sind namlich zwei ent­
gegengesetzte Orientierungen der Drallachse des Elektrons m6glich, 
die eine parallel und die andere antiparallel zur Bahnachse. Diesen 
zwei Orientierungen miissen zwei verschiedene zusatzliche Energien 
entsprechen, was eine Verdoppelung aller Energieniveaus en 7, bedingt. 
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Es blieben aber dabei einige sekundare Schwierigkeiten unerklart: 
Erstens sollte eines der zur Hauptquantenzahl n gehorigen Niveaus 
unaufgespaltet bleiben. Dies laBt sich sofort erklaren, wenn man der 
azimutalen Quantenzahl die Werte 0, 1, ... , n - 1 statt 1, 2, ... , n 
zuschreibt, also geradlinige Bahnen statt der Kreisbahnen einfiihrt; 
denn fur solche geradlinigen Bahnen sind offenbar aIle zur Bewegungs­
richtung senkrechten Orientierungen aquivalent. Es ist aber zu beachten, 
daB die angenaherte Formel (53c) ebenso wie die exakte (53) auf den 
Fall k = ° nicht angewandt werden kann. 

Zweitens bleiben die durch die SOMMERFELDsche Formel (53) be­
stimmten n Niveaus, die den Werten k = I, 2, ... , n, oder 0, 1, ... , n-l 
entsprechen, beim Wasserstoff oder beim ionisierten Helium - kurz 
bei Atomsystemen mit einem einzigen Elektron - in der Wirklichkeit 
aIle unaufgespaltet. 

Auch diese Schwierigkeit konnte durch eine genauere Analyse der 
"Drallaufspaltung" und ihren Vergleich mit der Relativitatsaufspal­
tung beseitigt werden. Es sei daran erinnert, daB die Zusatzenergie eines 
UHLENBEcK-GouDsMITschen Magnetelektrons, das senkrecht zur Bahn­
ebene orientiert ist, sich durch die Formel 

U = ±" -x@ = ±~-------, Ib I uZelbxrl 
c c ~ 

(54) 

ausdrilckt, wo " das magnetische Moment und Sj' = ~ X @ die von 

der relativen Bewegung des Kernes herriihrende magnetische Feld­
starke bedeutet. 

Bei Vernachlassigung der Relativitatskorrektionen stellt der V ek­
tor r x mo b das Impulsmoment der Bahnbewegung dar. Da dieses Impuls­

h 
moment gleich 2n k sein muB, erhalt man nach (54) 

U'- ±huZek~ 
- 2ncmo~· 

(54a) 

Die entsprechende Anderung der Gesamtenergie des Elektrons ist nach 
der klassischen Mechanik in erster Naherung gleich dem zeitlichen 
Mittelwert dieses Ausdruckes fur die ungestorte Bewegung. Man kann 

nun leicht zeigen, daB der Mittelwert von ~ fUr die ungestorte KEPLER-r 

Bewegung gleich :3 ist, wo b die kleine Halbachse bedeutet. Fur eine 

Ell~psenbahn yom Typus (n, k) ist sie gleich ~ an = 4n~2~::2 Z . Setzt 

man noch " = 2h -2 e (BOHRsches Magneton), so findet man fiir die 
n moc 

"magnetische Zusatzenergie" den Ausdruck 

- AZ4 ,,, -- U' ± c;mag= = n3k2 (55) 
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mit 

(55a) 

Dieser Ausdruck ist ganz analog dem durch die angen1iherte Formel (53 c) 
gegebenen Ausdruck fur die "Relativitatskorrektion", d. h. fur die 
Zusatzenergie, die von der Veranderlichkeit der Elektronenmasse her­
riihrt, oder genauer: fiir denjenigen Antell dieser Energie, der von k 
abhiingt. Mit Riicksicht auf die Bedeutung der Konstanten R und y 
erhalten wir namlich fUr diesen Antell den Ausdruck 

, AZ' 
ereI = - n3 k ' (55 b) 

der sich von (55) nur dadurch unterscheidet, daB im Nenner die erste 
Potenz von k statt der zweiten auftritt. 

Die beiden Ausdriicke sind fur k = 0 nicht giiltig. 1m allgemeinen 
sind sie um so genauer, je groBer kist. In diesem Grenzfall hat man aber 

und folglich 

1 1 1 
k=f2ks~--1 

k±-2 

, 1, _ I (J) A Z' 
erel+ 2 emag =e =- ( I)" 

n3 k±2 
(56) 

Wir erhalten also fiir die Summe der relativistischen und der halbierten 
magnetischen Korrektion einen Ausdruck von genau derselben Form 

wie fur die Relativitatskorrektion nur mit einem um ~ groBeren oder 

kleineren Wert von k. 
Um zu erklaren, warum die Energieniveaus eines wasserstoffiihn­

lichen Atoms magnetisch unaufgespaltet erscheinen, muB man erstens 
annehmen, daB die azimutale Quantenzahl k nicht ganzzahlige, sondem 
halbzahlige Werte annimmt, zweitens, daB die magnetische Zusatzenergie 
durch die Halite von (53) und folglich von (55) gegeben ist (vgl. Kap. II 
§ 9), und drittens, daB in der exakten Theorie die relativistische und die 
magnetische Korrektion sich nach der Formel 

en lc±e' = moC2[1+ "SZ2 2]--1 (56 a) 

(5 +V(k ± ! f- y2 Z 2) 
zusammensetzen. 

Die Aufspaltung der Energieniveaus komplizierterer Atome laBt 
sich ganz zwanglos dadurch erklaren, daB fiir Elektronenbahnen, die 
den verschiedenen k-Untergruppen derselben n-Gruppe angehoren, die 
effektive, d. h. die durch die Abschirmungskonstante verminderte Kem­
ladungszahl verschieden ist. In der Tat, je kleiner kist (bei gleichem n), 



282 Einfachste spezielle Probleme der Wellenmechanik. IV, §6. 

d. h. je groBer die Exzentrizitat der Bahnellipse (bei gegebener groBen 
Achse), desto tiefer taucht das Elektron in das Atominnere ein und desto 
kleiner muB die Abschirmung durch die anderen Elektronen sein. 

Betrachtet man dementsprechend die effektive Kernladungszahl Z 
in der Formel (56a) als eine bestimmte (abnehmende) Funktion von k, 

so erhalt man bei k = ~, : ' ... , n - ~ statt n gerade 2n + 1 verschie­

dene Energieniveaus1 (sogenannte Abschirmungsdubletts). Zur Beschrei­
bung dieser Energieniveaus ist es bequem, neben k noch die (ganze) Zahl 

I 
l=k± "2 

einzufuhren, die fur die resultierende relativistisch-magnetische Korrek­
tion maBgebend ist. Bei Unabhangigkeit der Zahl Z von k kann man 
statt Sn k ± s' einfach Sn L schreiben. 1m entgegengesetzten Fall hat 
man fur die Komponenten eines Abschirmungsdubletts die Energie-

werte Sn L k mit k = l ± ~ , die sich naherungsweise folgendermaBen 

darstellen : 

wo Sl und 5 1- 1 die der Zahlen k = l + ~ und k = l- ~ entspre­

chen den Abschirmungskonstanten sind. 
Nach dieser korpuskularmechanischen Einleitung konnen wir zur 

wellenmechanischen Theorie der betrachteten Effekte ubergehen. 
Wir wollen zunachst die relativistische Wellengleichung in der ein­

fachen Form, schon im Kap. I aufgestellt worden ist, benutzen. 
Wir konnen dabei selbstverstandlich keine magnetische Aufspaltung 
erhalten, sondern nur eine relativistische Aufspaltung, die mit der 
SOMMERFELD schen zu vergleichen ist. 

Die relativistische SCHRODINGER-Gleichung lautet in unserem Fall 
[vgl. Kap. I (30a) oder Kap. II (27a)]: 

Ll1p + ~2~: [(s - U)2 - s5] 1p = 0 

Wenn man fur die Funktion 1p denselben Ansatz wie in § 1 

1p = F (r) Y L (0 cp) 

macht, so erhalt man fur den Abstandsfaktor F (r) die Gleichung 

d2 f + 4n2 [(s _ U)2 _ S2 _ h2 c2 1 (1 + l)J t = 0 
dr 2 h2c2 0 4n2 r2 , 

I 
1 Bei k = 2" ist in (56a) nur das obere Vorzeichen zu nehmen. 

(57) 
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Ze 2 
wo I wie frtiher das Produkt r F bedeutet. Setzt man hier U = - r' so 

wird mit den Abkiirzungen 

I (57a) 

d 2 f + (A + B _ iL) f = 0 . 
dr 2 r y2 

(57b) 

Diese Gleicbung hat genau dieselbe Gestalt wie die Gleichung (12b) 
§ 1. Ihre Losung konnen wir also in der Form 

8 

f = e- aT 2}bn rf,+n 
n=l 

darstellen mit der Rekursionsbeziehung 

bn + 1 [(n + f,l) (n + f,l + 1) - QJ = bn [2 a. (n + f,l) - BJ 

und den "Randbedingungen" (bo = 0, bS+1 = 0) 

f,l (f,l + 1) - Q = 0, 

Daraus folgt 

2 a. (s + f,l) - B = o. 

und nach der Definition von a. und fJ: 
h2 [2 B2 

8 2 - 82 = - -- -C-~-~ o 4n24(s+p)2 

d. h. folglich 

(58) 

(58 a) 

(58b) 

Diese Formel ist der SOMMERFELDschen Formel (53) sehr ahnlich, 
aber in einem wichtigen Punkte davon verschieden: es kommen 
namlich in (58b) statt der ganzen Zahlen lund s "halbzahlige" 

Werte s - ! und l + ! vor. Dies steht in grobem Widerspruch mit 

der Erfahrung, denn die SOMMERFELDsche Formel - in der korri­
gierten Form (56a) - stimmt mit den experimentellen Ergebnissen 
glanzend iiberein. 

Die Differentialgleichung (57) ist folglich nicht nur unvollstandig -
in dem Sinne, daB sie den magnetischen Dubletteffekt nicht wieder­
gibt - sondern lalsch. 

Die richtige und vollstandige Feinstrukturformel (56a) ergibt sich 
zwanglos aus den DIRAcschen Gleichungen - oder aus der qamit 
aquivalenten verallgemeinerten MAXWELLschen Gleichungen. Dies hat 
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DIRAC selbst (Anfang 1928) mittels einer symbolischen Operatoren­
methode bewiesen. Wir werden im fOlgenden die ubersichtlichere Ab­
leitung von DARWIN kurz angeben. 

Die DIRACschen Gleichungen lauten in unserem Fall: 

( .!!...- i~) _!!... ,2ni e- U+eo - 0 
ox+ Oy"Pl oz"P2+ h c "P4-' I 

(:x- i ooJ"P2+ :z"Pl+2:ie-~+e°"P3=0, r (U __ Ze2 ) (59) 

(:x+iOOy)"P3-:z"P4+2:ie-~-e0"P2=0, - 1'. 

(~ _ i~) + ~ + 2 n i e - U - eo _ 0 
ox 0 y "P 4 0 Z "P3 h c "PI - , 

Diese Gleichungen lassen sich durch den Ansatz: 

"PI = alF (r) Y km (0, cp), 

"Pa = iaaG (r) Yk±1.m (0, cp), 

befriedigen. Bei passend gewahlten Beziehungen zwischen den Koeffi­
zienten (ai' a2) einerseits und (aa, a4) andererseits 1 erhalt man fur die 
Funktionen F, G im FaIle des oberen Vorzeichens in den Ausdrucken 
(60) fUr "P3 und "P4 das Gleichungssystem 

dF _~F+2ne-U+eoG=0 I 
dr r h c ' 

dG + k+ 1 G _ 2n e- U -eo F = 0 
dr r h c 

(60a) 

und .im FaIle des unteren 

dF +k+I F +2ne-U+eoG =0 I 
dr r h c ' 

dG _k-I G _2ne-U-eoF =0 . 
dr r h c 

(60b) 

Bei groBen Werten von r, d. h. fUr groBe Abstande kann man in 
den Gleichungen (60a, b) die zweiten Glieder vernachlassigen und 
U = 0 setzen. Sie reduzieren sich dabei auf 

wo 

I'I..2F+ dG =O. dr . 

2n 
1'J..2 = -(e -e) 

h co' 

f32G+ dF =0 dr ' (61) 

2n 
f32 = he (eo + e) (61 a) 

1 Diese Koeffizienten hangen von der Normierung der Kugelfunktionen Y 1m 

abo Wenn die letzteren aIle in derselben Weise normiert sind, so miissen die Koeffi­
zienten aa, a4 sehr klein im Vergleich mit aI' a2 sein, und zwar von der GroBen-

. e-eo W W 
ordnting -+ (Q 2- (Q -2 2· 

8 eo 80 moc 
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ist, und lassen sich durch die folgenden (asymptotischen) AusdrUcke 
befriedigen : 

F = A e-rr.{3r, G = B e-rr.{3r (A ex = B fJ). (61b) 

Ersetzt man A und B durch s-gliedrige Polynome 

A = A1 y,u+l+A2 y.u+ 2+ ... +A.y.u+ 8 

B=B1 y.u+ 1 +B2 y,u+2 + ... + Bs y,u+8 

so erhiilt man in der iiblichen Weise die Randbedingungen: 

a) f-t = V(k + 1)2 - r2Z~7c (k + 1 = l), } 
b) f-t = l/k2 - y2Z~7c (k = l) 

(62) 

(Znk-effektive Kernladungszahl ffir die beiden zu n7c gehorigen Zu­
stiinde) und 

(J2_«2 
2 «(J r Znk = f-t + s. (62 a) 

Die letzte Bedingung gibt fiir die Energie eden Ausdruck 

[ y2Z2 J-1 
e=eo 1+ {,u+:)2 , (62b) 

der sich von (56a) nur dadurch unterscheidet, daB die durch die Formel 
(60) eingefiihrte Zahl k nicht halbzahlig, sondern ganzzahlig ist, ebenso 
wie die urspriingliche azimutale Quantenzahl. Die Zahlen l, die prak­
tisch die Rolle der azimutalen Quantenzahlen der friiheren Theorie 
spielen, pflegt man auch in der ailgemeinen Theorie mit demselben 
Namen zu bezeichnen. Die Zahl k heiBt dabei die "innere" Quantenzahl 
(gewohnlich bezeichnet man damit die Zahl i = k + 1. s. unten). 

Fur den Normalzustand des Wasserstoffatoms (n = 1, s = 1, l = 0; 
k = 1,0, i = ± !) erhalten wir die Energie 

e = eo -VI 1'2, (63) 

wobei die entsprechenden Funktionen "P die folgende Gestalt haben: 

1/1 - e-~YVI-Y'-1 111 - 0 Tl- 'T2 - , 

"P3 = - -_!] r ~ yV1- y' -1 cos () , 
1+ ~1-y2 

"P4 = - iy e-; yVl-y'J-l sin () ei 9' 

1+ fl- y 2 

bei k = 0, oder bei k = 1 

"PI = 0, "P2 = - e-~ yVl-y'-I, 

I (63 a) 

"Pa = 1 +;; _ 1'2 e-~ yVl-y'-1 sin () e- i 9', (63b) 

iy r_ 
"P4 = - --=e-ayVl-y'-lcos(). 

1 + fl- y 2 
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a = 4 2h2 2 bedeutet hier den BOHRschen Radius des Wasserstoff-
n moe 

atoms. 
Diese Eigenfunktionen werden im Nullpunkt (r = 0) ~tnendlich, 

im Gegensatz zur ublichen F ormulierung ihrer Eigenschaften. Sie bleiben 
aber quadratisch integrierbar, und das ist alles, was man von ihnen 
in Wirklichkeit verlangen darf (Endlichkeit der relativen Exemplaren­
zahl f e dV). 

Die Exemplaren- oder Wahrscheinlichkeitsdichte e druckt sich in 
der DIRACSchen Theorie durch die Formel 

(64) 

aus. Fiir die Matrixelemente irgendeiner physikalischen GroBe, die 
durch die Funktion oder den Operator t dargestellt wird, erhalt man 
demenstprechend den Ausdruck 

tnm = f .21fJ:..t1fJin dV , (64a) 
i 

wo n und m die Gesamtheit der die betreffenden Zustande kennzeich­
nenden Indizes vertreten. 

Setzt man hier insbesondere 

t = z = r cos () oder t = x + i Y = r sin ()ei<P 

ein, so erhalt man, gemaB den Formeln (60), die ublichen Auswahls­
regeln 

l'-l=±l, m-m' = ± 1,0 

mit der Zusatzbedingung fUr die "innere" Quantenzahl 

1'-1 = ± 1,0 

(vgl. § 2). Diese Auswahlsregeln bleiben (ebenso wie in der nicht rela­
tivistischen Theorie) nicht nur fur ein COULoMBsches Feld, sondern 
fiir ein beliebiges radialsymmetrisches Feld gultig, denn sie ergeben 
sich als eine Folge der Orthogonalitatseigenschaften der Kugelfunk­
tionen Y Zm ' unabhangig von der Gestalt der Abstandsfaktoren F(r), 
G (r) in den Ausdriicken (60) fUr die 1fJ • 

Bei t = M z = 2h . aa erhalt man fur die diagonalen Matrixelemente 
nz 'IjJ 

h 
der z-Projektion des Impulsmoments statt des ublichen Wertes 2n m 

den Wert 

(M.)ntim.num= 2hn(m± ~) = :nm', (65) 

h 
je nachdem 1 = k + 1 oder 1 = kist. Daszusatzliche Impulsmoment ± 4n 

riihrt - korpuskulartheoretisch - von den zwei entgegengesetzten 
Orientierungen der Drallachse her (parallel und antiparallel zur z-Achse). 
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Ebenso findet man beil = - (:nY [J = M2 diefolgenden"Eigenwerte" 

des Quadrates des gesamten (resultierenden) Impulsmoments 

(M2)nlkm,nlkm = :;2 (k + ~) (k + :) = 4k;2 i (j + 1). (65a) 

Es spielen also die Quantenzahlen 

m' = m ± ~, i = k + ~ I 
-i<m'<i 

(65b) 

in der DIRAcschen "magneto-relativistischen" Theorie des Elektrons 
dieselbe Rolle wie in der nichtrelativistischen Theorie des nichtmagne­
tischen Elektrons die Quantenzahlen m und l. 

Aus der Formel (65) solI nicht geschlossen werden, daB auch die 
z-Projektion des magnetischen Moments infolge des DraHeffektes urn 
die Halite des BOHRsche:p. Magnetons verandert wird. Wir haben in 
der Tat bei der korpuskularen Deutung der DIRAcschen (oder der 
quasi-MAxWELLschen) Gleichungen gesehen, daB das eigene magne­
tische Moment des Elektrons nicht einem halben, sondern einem ganzen 
Magneton gleich ist. Wir konnten deshalb erwarten, daB bei der Orien­
tierung des Elektrons parallel oder antiparallel zur Z-Achse die ent­
sprechende Projektion des resultierenden magnetischen Momentes sich 
durch die Formel 

e k m e k ek m --·-±-·----(m±l) 
1$ - 2moc 2n 2moc 2n - 4nmoc 

ausdriicken muB, mit anderen Worten, daB das Verhaltnis des magne­

tischen Moments des Dralles zum entsprechenden Impulsmoment 4kn 

nicht -2 e ,wie bei der Bahnbewegung, sondern doppelt so groB ist. 
moc 

Diese Erwartung wird durch die exakte wellenmechanische Theorie 
nicht ganz bestatigt. Die wirklichen VerhaItnisse erweisen sich im all­
gemeinen als viel komplizierter und hangen von der Starke des in die 
z-Richtung wirkenden magnetischen Feldes abo Ohne dieses Feld hat 
es iiberhaupt keinen Sinn, von einem magnetischen Moment zu reden, 
denn dieses laBt sich nicht unmittelbar definieren. Erst nachdem die 
Energie e als Funktion der magnetischen Feldstarke ~ bestimmt ist, 
kann man die entsprechende Komponente des magnetischen Momentes 
nach der Formel 

ae 
ml$ = aSJ. (66) 

berechnen. Einen einfachen Zusammenhang zwischen magnetischem 
Moment und Impulsmoment gibt es also im allgemeinen nicht. 
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Zur Bestimmung der Abhangigkeit des Energieniveaus e von der 
magnetischen Feldstarke ~z mtissen wir in den DIRACSchen Glei-

chungen (59) den Oper,ator aax ± i aay durch den verallgemeinerten 

Operator 

(aax + i2'~Ce A",) ± i (aay + i2;ce A'll) (-e = Ladung des Elektrons) 

mit A", = - ~ S)zy und A'll = + -}S)zx ersetzen. Wir erhalten also 

auf der linken Seite der Gleichungen (59) magnetische Zusatzglieder 
von der Gestalt 

nec; ( .) nec; . () . 
±""~e'z x±~y 'IfJ= ±-h ~e'zsln e''P'IfJ. 

,I C C 
(67) 

Wenn das Magnetfeld nicht zu stark ist, so daB man es als eine 
Storung behandeln kann, laBt sich die Zusatzenergie nach der iiblichen 
Storungstheorie (in einer etwas abgewandelten Form) leicht bestimmen. 

Bei einem wasserstoffahnlichen Atom mit einer konstanten, von k 
unabhangigen Kernladungszahl Z hat man eine zweifache Entartung 
in bezug auf die beiden Werte von k- bei gegebenem Wert der "azi­
mutalen" Quantenzahl l (k = lund k = l - 1) - (die Entartung in 
bezug auf m spielt hier, ebenso wie in der nicht relativistischen Theorie, 
keine Rolle). 

Dementsprechend erhalt man - tiir ieden Wert von l - eine Auf­
spaltung des urspriinglichen Energieniveaus e~l in zwei verschiedene 
Niveaus. Diese Aufspaltung, d. h. die beiden Werte der magnetischen 
Zusatzenergie e' = en Z - e~l werden in der iiblichen Weise, d. h. durch 
eine Sakulargleichung zweiten Grades 

I T~l - e', T~2 I = 0 
T;l, T;2 - e' 

bestimmt, mit den Storungskoeffizienten 

wo 

1 (2m+ 1) 
w~--, 

T' _ (1 + m) (1- m - 1) 
21- W 21+1 ' 

T' 1 I 12=w 21 _ 1 

T' _ (1- 1) (2m + 1) , 
22- 21-1 

h h e~z 
W= 0= --

4nmoc 

(68) 

(68a) 

(68b) 

die fUr den normalen ZEEMAN-Effekt charakteristische Aufspaltungs­
einheit bedeutet. Korpuskulartheoretisch stellt 0 die Frequenz der 
durch das Feld S)Z bedingten Prazession der Bahnebene (Larmorprazes­
sion) dar. 

Die Gleichung (68) reduziert sich auf 

e'2 + OJ (2m + 1) e' + w2 m (m + 1) = 0 ; 
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daraus folgt 
e' = - wm, - w (m + 1) . (68c) 

Wir erhalten also in der betrachteten Niiherung genau dieselbe 
Aufspaltung, wie frillier (bei Fehlen des Dralleffektes), mit dem einzigen 
Unterschied, daB die aufgespaltenen Niveaus als doppelt anzusehen 
sind (ekm = ek+1, m-l)· 

Dasselbe Verfahren liiBt sich auch dann anwenden, wenn die bei­
den Energieniveaus e~/k (k = l, 1 - 1) verschieden sind, d. h. ein 
"Abschirmungsdublett" bilden. Da der Unterschied zwischen den beiden 
Komponenten eines solchen Dubletts nur von der Verschiedenheit der 
effektiven Kemladungszahl herriihrt - bei vollkommener Gleichheit 
aller anderen Bedingungen -, so verhalten sich die entsprechenden 
Zustiinde iihnlich wie bei der k-Entartung, d. h. wie etwas verstimmte, 
aber stark gekoppelte Pendel. Man erhiilt dabei fUr die Anderung ihrer 
Energie e~ und eg eine quadratische Gleichung der friiheren Gestalt (68), 
wobei aber e' in der ersten Zeile durch e - e~ und in der zweiten durch 
e - eg zu ersetzen ist. Dies gibt 

\ 
T~1 - (e - e~), T~21 = o. 
T;1 , T;2 - (e - eID 

(69) 

Die verschobenen Energieniveaus e1 und e2 pflegt man auf den so­
genannten "Schwerpunkt" des Dubletts zu beziehen, d. h. auf die 
durch die Formeln 

e2 = eo - (l - 1).{J 

bestimmte Energie eo (es bedeutet hier <5 = (2l - 1) {J = e~ - c~ 
den Dublettabstand). Setzt man wieder e - eo = e', so erhiilt man 
aus (69) die folgende Gleichung fiir e': 

e'2 + {Je' -1 (l- 1) tJ2 + w (2m + 1) (e' + {J) + w2 m (m + 1) = o. 
Deren Losung lautet 

e'2 = ~ - w ( m + !) ± l 
± V[ w (m + ;) - ~ r + {J2l (l - 1) - w2 m (m + 1) . 

(69 a) 

Wenn das magnetische Feld so stark ist, daB der Dublettabstand <5 
klein ist im Vergleich zu der durch das Feld allein (bei <5 = 0) bedingten 
Aufspaltung, reduziert sich diese Formel auf 

e' = - w ( m + !) ± ! w , 

d. h. auf die friihere Formel (68c), die den normalen ZEEMAN-Effekt 
bestimmt. - 1m entgegengesetzten Grenzfall (w ~ <5) erhalten wir in 

Frenkel, Wellenmechanik. 19 
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d.h. 

,; ~ P l - ru ,_' ~ (m + !) 1 
, 1-1( 1))' e2 = - f1 (l - 1) - 00 1 _ i m + "2 

(69b) 

Diese Formeln bestimmen die "anomale" ZEEMAN-Aufspaltung der 
Dubletterme in schwa,chen Magnetfeldern. Das von ~£ abhangige Glied 
IaBt sich dabei in .der Gestalt 

L1e=-goo(m+ !) 
schreiben. Der Abstand zwischen den aufgespalteten Energieniveaus 
ist folglich gmal gr6.(3er als bei dem normalen ZEEMAN-Effekt. Der 
"Aufspaltungsfaktor" gist zuerst (1922) von A. LANDE eingefiihrt 
worden. Korpuskularmechanisch laBt sich das Produkt goo als MaB 
der "anomalen Frequenz" go deuten, mit welcher das resultierende 

Impulsmoment des Elektrons (:n i ) urn die Richtung des Magnet­

feldes prazessiert. 
Bei Fehlen des Elektronendralls wiirde das Impulsmoment der Um-

laufsbewegung (d. h. der zur Bahnebene senkrechte Vektor :nl) urn 

die Feldrichtung mit der normalen Frequenz 0 prazessieren. Die Drall­
achse wiirde dagegen bei Fehlen der Umlaufsbewegung urn die Feld­
richtung mit der doppelten Frequenz prazessieren (wegen des doppelten 

Verhaltnisses _6_ zwischen magnetischem Moment und Impulsmoment). 
cmo 

Beim Vorhandensein der beiden Bewegungen prazessieren die Bahn­

Abb.9. 

achse und die Drallachse nicht unmittelbar urn das 
Feld - sofern das letztere schwach genug ist -, 
sondern urn die Richtung des resultierenden Impuls­
moments, und zwar mit der durch die Dublettauf-

spaltung definierten Frequenz ~. Das resultierende 

Impulsmoment dreht sich dabei verhaltnismaBig lang­
sam urn die Feldrichtung mit einer Frequenz go, die 

als eine Art von "KomproniiB" zwischen den freien Prazessions­
frequenzen 0 und 2 0 der Bahnachse .und der Drallachse aufgefaBt 
werden bnn (Abb.9). 1st dagegen das Magnetfeld so stark, daB 
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man 0 ~ ~ hat, so prazessieren die beiden Achsen um die Feldrich­

tung mit ihren eigentiimlichen Frequenzen 0 und 20 ganz unabhangig 
voneinander, wobei die resultierende magnetische Energie die iibliche 
"normale" Gestalt annimmt. 

Diese Betrachtungen lassen sich auch auf das intermediare Ge­
biet OJ £Q b anwenden, wobei man nach SOMMERFELD und PAULI fUr 
die Zusatzenergie s' eine Formel von derselben Art wie (69a) erhalt!. 

§ 7. Systeme mit zwei Elektronen (Heliumatom und 
W asserstoffmolekiil). 

Wir wollen nun zu der nicht-relativistischen Wellenmechanik zuriick­
kehren und den neben den wasserstoffahnlichen Systemen einfachsten 
Fall von Systemen mit zwei Elektronen untersuchen. Dazu gehoren 
heliumartige Atome (Ionen) und wasserstoffahnliche Molekille. Dabei 
werden wir von der in § 1 gegebenen exakten Losung des Problems 
des Wasserstoffatoms ausgehen und uns auf die Berechnung der Sto­
rungsenergie beschranken, die von der Wechselwirkung der beiden 
Elektronen in einem Atom oder der beiden Atome in einem Molekill 
herriihrt. 

Wir betrachten zunachst ein heliumahnliches System, das aus einem 
unbewegten Kraftzentrum (Kern) mit der Ladung Z e und aus zwei 
Elektronen besteht. 

Der Normalzustand dieses Systems laBt sich in nullter Naherung 
als Kombination der N ormalzustande der beiden Elektronen bestimmen 
und durch die Funktion 

(70) 
beschreiben mit 

(70 a) 

Wir wollen dabei schon in nullter Naherung die Wechselwirkung der 
Elektronen grob beriicksichtigen durch Einfiihrung einer zunachst 
unbestimmten Abschirmungskonstante s. Die effektive Kernladungszahl 
bezeichnen wir mit Z' = Z - s und setzen dementsprechend 

0( = ~ = Z', (an = 4- ~t2 2 = Wasserstoffradius). (70 b) 
a ~ n me 

Die Storungsfunktion H' muB sich dann ausdriicken als Differenz 
. e2 

der gegenseitigen potentiellen Energie der beiden Elektronen - und 
Y12 

der GroBe s e2 (~ + ~) , die diese potentielle Energie in nullter An-
Yl Y2 

"naherung darstellt. 

1 HEISENBERG und JORDAN haben die exakte Formel (69 a) auf Grund der 
nicht-relativistischen Quantenmechanik durch Quantelung des "Elektronen<iraHs" 
abgeleitet. 

19* 
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Die Gesamtenergie des betrachteten Systems ist in nullter Naherung 
einfach gleich der Summe der Energien der beiden Bestandteile, d. h. 
wie leicht zu sehen ist, der GroBe 

(71) 

Da wegen der Symmetrie der Funktion (70) Austauschresonanz aus­
geschlossen ist, driickt sich die Zusatzenergie WI in erster Naherung 
durch den (statistischen) Mittelwert der Stfuungsfunktion 

aus, d. h. durch 

Nun gilt 
I 1 
~=-;;=OC, 

1 5 
rl2 = Soc, 

(71a) 

(71 b) 

(72) 

(wo f wie hier so auch im folgenden den statistischen Mittelwert der 
GroBe f fUr den Koordinatenraum der beiden Elektronen bedeutet 1). 
Folglich wird 

W' = e2 0c (~ - 2S) = :: (Z - s) (~ - 2S) . (72 a) 

Die Abschirmungskonstante s kann man daraus bestimmen, daB die' 
Energie jedes mechanischen Systems, das sich im Normalzustand be­
findet, den kleinstmoglichen Wert haben mufJ (Satz des Energiemini­
mums, s. § 8 Kap. III). 

Wir betrachten also den in erster Naherung bestimmten Wert der 
Energie W = wo + W' als Funktion von s und setzen 

aa: = o. (73) 

Dies gibt nach (71) und (72a): 
5 

2 (Z - s) - S - 2 (Z - 2s) = 0, 

d.h. (73 a) 

1 Die Berechnung der Integrale vom Typus rs 1jJ~ 1jJ~ d V 1 d V 2 geschieht am ein-J, 112 

fachsten in der folgenden Weise: Wir fassen dieses Integral auf als die gegenseitige 
COULoMBsche Energie zweier Ladungsverteilungen mit den Dichten el = 1jJ~ 

und e2 = 1jJ; und stellen es in der FormS 'Pl h) e2 (r2) dV2 = 4n J 'Pl (r) e2 (r) r2 dr, 
o 

wo 'Pl (r) das Potential der ersten Ladungsverteilung im Abstand r vom Nul1-
punkt bedeutet. Dieses Potential setzt sich aus zwei Anteilen zusammen 

1 r . 00 

'PUr) = - Sel4n ri drl und 'P~(r) = Sel4nrl drl,diemanimbetrachtetenFall 
rO r 

leicht berechnen kann. 
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Zum Vergleich sei bemerkt, daB bei symmetrischer Lage der beiden 
(als punktformig gedachten) Elektronen in bezug auf den Kern die 

Abschirmungskonstante ! = :6 betragen wiirde. 

Durch Einsetzen des gefundenen Wertes von s in W erhalten Wir 
W' = ° und folglich 

W = wo = - (z - 156Y :: . (73b) 

Man konnte also das Prinzip des Energieminimums durch die Forde­
rung des Verschwindens der erst en Naherung der Storungsenergie W' 
ersetzen. Beide Bedingungen sind offensichtlich aquivalent. Fur Helium 
(Z = 2) erhalten wir 

0 2 
W He = -2,85-. 

ao 

Urn diesen Wert mit der Erfahrung zu vergleichen, subtrahieren 
wir ihn von der Energie eines Heliumions im N ormalzustand 

Z2 e2 e2 e2 

W He + = - -2- = - 2 -. Die Differenz 0,85 - ist offenbar die ao ao ao 

Ionisationsenergie eines Heliumatoms. Da andererseits 2e2 die Ionisa-
. ~ 

tionsenergie des Wasserstoffatoms ist, die experiment ell wie theoretisch 
bekannt ist und in Volt 13,54 betragt, so muB sie fiir Helium gleich 
13,54·2·0,85 = 23,02 sein. Der experimentell gefundene Wert ist et­
was groBer, namlich gleich 24,46. Der Unterschied erklart sich aus dem 
angenaherten Charakter unserer Berechnung. Genauere Rechnungen 
(von KELLNER, HYLLERAAS u. a.) haben fur das Ionisationspotential 
von Helium den Wert 24,35 ergeben, der sich vom experiment ellen 
nur um 0,5% unterscheidet. 

Dieses Verfahren laBt sich auf einen beliebigen Zustand des helium­
ahnlichenAtoms verailgemeinern. Wenn man es dabei in nullter Nahe­
rung mit einer Kombination von zwei verschiedenen Zustanden der 
beiden Elektronen "PI (1) und "Pz (2) zu tun hat, so muB man die Aus­
tauschresonanz berucksichtigen. Dabei erhalt man nach den For­
meln (71a) § 10 Kap. III zwel verschiedene Werte fiir die Storungs­
energie, namlich 

W~ = T~I + T~2 fUr den symmetrischen Zustand ~ ["Pl (1) "Pz (2) + "PI (2) "Pz (1)] 
~2 

und 

W~l = T~i - T~2 fur den antisymmetrischen " 
1 
t2 ["Pi (1) "P2 (2) - "Pl (2) "P2 (1)], 

mit 
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Bei der Definition der wasserstoffahnlichen Funktionen "PI' "P2 kana 
man von vornherein die Wechselwirkung der Elektronen durch Ein­
fiihrung von zwei verschiedenen Abschirmungszahlen SI und S2 beriick­
sichtigen. Diese Zahlen sind nachtraglich so zu bestimmen, daB die 
Energie W = wo + W' des betreffenden Zustandes moglichst klein 

wird, d. h. die Bedingungen ~W = 0, ~w ~ 0 erfiillt. Man muB 
, us! US2 

dabei im allgemeinen fiir den symmetrischen und den antisymme­
trischen Zustand des gestorten Systems verschiedene Werte von s 
(sl1' sI2; SIIl> sII2) erhalten. Doch wollen wir auf die praktische Durch­
fUhrung dieser ziemlich komplizierten Rechnungen nicht eingehen. Es 
sei nur darauf hingewiesen, daB in diesem Fall im allgemeinen nicht 
der symmetrische, sondern der antisymmetrische Zustand die kleinere 
Energie besitzt. Dies bedeutet, daB aus den beiden Einstellungsmoglich­
keiten der Elektronenachsen im allgemeinen die parallele und nicht 
die antiparallele bevorzugt wird. 

Auf diese Weise HiBt sich die Tatsache erkliiren, daB in manchen 
komplizierteren Atomen die iiuBeren Elektronen sich nicht paarweise 
mit entgegengesetzten Orientierungen auf iiquivalente Bahnen bewegen, 
sondern teilweise auf hohere Qmmtenbahnen iibergehen, urn dieselbe 
Orientierung anzunehmen. (Diese Tatsache auBert sich in der Multi­
plizitiit der Spektralterme, die unmittelbar die Anzahl der nicht-k<;>m­
pensierten, d. h. gleich orientierten, Elektronen miBt.) Einesolche Gleich­
orientierung der Elektronen ist nur dann moglich, wenn der mit der Ver­
groBerung der Quantenzahlen verkniipfte Energiezuwachs kleiner ist 
als die Energieabnahme, die durch die VergroBerung des resultierenden 
Elektronendrallmoments bedingt wird. Diese "Orientierungsenergie" 
der Elektronen ist selbstverstiindlich nicht als magnetische En~rgie zu 
deuten, sondern als elektrische Austauschenergie, die dem Unterschied 
zwischen dem symmetrischen und antisymmetrischen Zustand ent­
spricht (und die im einfachsten Falle eines Elektronenpaares durch 
die oben definierte GroBe T:2 bestimmt wird). 

Die angefiihrten Ergebnisse bleiben auch fUr Molekiile giiltig und er­
kliiren die merkwiirdige Tatsache, daB einige scheinbar vollkommen 
symmetrisch aufgebaute Molekiile, wie z. B. °2, ein magnetisches Moment 
besitzen. In derselben Weise liiBt sich nach HEISENBERG die "spontane 
Magnetisierung" erkliiren, die bei den ferromagnetischenMetaHen statt­
findet. 

Es darf aber nicht vergessen werden, daB die,obigen Betrachtungen, 
die nur symmetrische und antisymmetrische Funktionen voraussetzen, 
nicht ohne weiteres auf Mehrelektronensysteme iibertragen werden 
konnen. Hier muB man allgemeinere Funktionen in Betracht ziehen, die 
in einer komplizierteren Weise mit der Orientierung der Elektronen ver­
kniipft sind. 
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Wir wollen nun zum einfachen Fall von zwei Elektronen zuriickkehren 
und das Zweizentrumproblem, d. h. 'das Problem des einfachsten wasser­
stoffahnlichen Molekiils etwas eingehender untersuchen. 

Die Storungsenergie der beiden in Betracht kommenden wasser­
stoffahnlichen Atome driickt sich dabei, mit Riicksicht auf die Aus­
tauschresonanz, durch die. Formel 

aus [vgl. (90) Kap. III]. 

W'= Th±T~9 
l±J 

(74: a) 

Die Storungskoeffizienten T~l und T~2 lassen sich durch die For­
meln (74:) definieren, wenn man mit dem Index 1 oder 2 bei "P die Zu­
ordnung des betreffenden Elektrons zum ersten oder zum zweiten 
Kern bezeichnet und die Storungsfunktion durch die Formel 

F=~~+~W+~ ~~ 
definiert. Der Deutlichkeit halber wollen wir die Kerne wie friiher 
mit den Buchstaben A und B bezeichnen. 

Wir beschranken uns zunachst auf den Fall zweier Wasserstoff­
atome im Normalzustand, setzen also 

~l _ rAl 

"PI (1) = "PAl = -3 e a I 
:n;a . 

und ferner 

Man erhalt dabei nach ziemlich umstandlichen Rechnungen: 

(75) 

(75 a) 

0 2 e2 

W'= R + 1±J{J3±J,-2(Jl±J2)} (R=rAB) (76) 
mit 

211 

211 -- . Sf 1 2 2 1 e II [a 11 3 R 1 (R)2] 
J3= -"PAl"PB2 dVl dV2=---- -+-+--+--r12 R a R 8 4 a 6 a 

(76b) 
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Diese Integrale lassen sich am einfachsten durch EinfUhrung von spha­
roidalen (elliptischen) Koordinaten: 

I I 
A = R (r A + ri3), fl = Ii (r A - rB), qJ. 

auswerten. Es bedeutet hier qJ den Winkel zwischen einer bestimmten, 
die beiden Keme enthaltenden Ebene und der Ebene, die durch 
diese Keme und durch den betrachteten Punkt P hindurchgeht; 
rA = AP, rB = BP. Die Flachen Ie = konst. (1 < ,1.< (0) sind kon­
fokale . Rotationsellipsoide mit den Brennpunkten in A und B; die 
Flachen fl = konst. (- 1 <fl < 1) sind dazu orthogonale, konfokale 
zweischalige Rotationshyperboloide 1 . Das Volumelement driickt sich in 
diesen Koordinaten durch die Formel 

aus. 
Ein Integral von der Gestalt f t (r A + r B) d V reduziert sich dabei 

",+1 TA+TB' 

auf 2n R3 f f t (AR) (/.2 - fl2) dA dfl. Bei t (r A + rp) = e--a - erhalt 
1-1 

man auf diese Weise 
00+1 2Rl 

f t d V = 2n R3 f f e --a- (,1.2 ~ fl2) dA dfl 
1-1 

R 

[ R I (R\2] --
= - 4n a3 1 + -;: + 3 -;:) ea. 

Ahnlich kann man die Integrale ]1 und ]2 berechnen [da r A2 = R (A2+fl2) 
ist J. Etwas umstandlicher ist die Berechnung von] 3 und ]4' Die spha­
roidalen Koordinaten sind mit den rechtwinkligen Koordinaten, deren 
Ursprung im Mittelpunkt zwischen A und B liegt, und deren z-Achse 
durch diese Punkte hindurchgeht, durch die Formeln 

z = R Afl, x + iy = R iA2 - 1 il jJ eip 

verkniipft. Man erhalt also fUr den Abstand 

r 12 = i(x2 - X1)2 + (Y2 - Yl)2 + (Z2 - Zl)2 

einen ziemlich komplizierten Ausdruck als Funktion von AI, fll' qJl' 

')'2 , fl2' qJ2' 

Doch konnen wir uns hier bei diesen rechnerischen Einzelheiten 
nicht langer aufhalten. 

I I 
1 Es bedeutet dabei T die Exzentrizitat der Ellipsen und Ii die Exzentrizitat 

der Hyperbeln, die sich als Schnittlinien der Flachen A = konst. bzw. p..= konst. 
mit' einer Ebene qJ = konst. ergeben. 
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Die Abhangigkeit der dureh (76) bestimmten Zusatzenergien Wf 
und. W~ des symmetrisehen und des antisymmetrischen Zustandes 
von dem Kernabstand R ist graphiseh dargestellt in der (aus der 
Arbeit von HEITLER und LONDON entnommenen) Abb. lO. Daraus 
sieht man, daB zwei Wasserstoffatome, die sieh im antisymmetrisehen 
Zustand befinden, sich gegenseitig abstoBen 
mlissen (denn ihre gegenseitige Energie W 

nimmtmit Verkleinerung des Abstandes 
R stets zu). Dann konnen sie sieh selbst­
verstandlieh nieht zu einem Molekiil ver- Ot--+---'!'<:~==---~ 
einigen. 1m symmetrisehen Zustand da­
gegen ist eine solche Vereinigung mog­
lieh; hier hat man eine AbstoBung bei 

Abb. 10. 

kleinen Abstanden (R < ~ a), wahrend bei Abstanden, die groBer als 
3 oW 

etwa 2"a sind, die Wechselwirkungskraft F= - oRI eine Anziehung 
oW 3 

ergibtl. Bei oR! = 0, d. h. im Abstand R £Q 2"a, erreieht die 

Energie W~ ihr Minimum, das in Volt ausgedrliekt ungefahr 
- 2,5 betragt. Diese Zahl, ebenso wie der Gleiehgewiehtsabstand 

; a £Q 0,8.10- 8 em, sind im Einklang mit den experimentellen 

(ehemisehen und spektroskopisehen) Angaben liber die pissoziations­
energie des Wasserstoffmolekiils und ihr Tragheitsmoment. 

Die obige Theorie liber den Aufbau des Wasserstoffmolekiils besagt 
freilieh niehts liber seine wirkliehe Entstehung. Die soeben betraehtete 
Anderung des Abstandes R ist als ein "adiabatiseher", d. h. unendlich 
langsamer V organg anzusehen, bei welchem die Kerne nieht als bewegte 
Objekte, sondern als ruhende Kraftzentra behandelt werden. Die Frage 
naeh der Bildung von H2 aus zwei H-Atomen, d. h. naeh der Kinetik 
der Reaktion H + H = H 2 , erfordert eine ganz andere Behandlung, 
die der in § 11 Kap. III entwiekelten Storungstheorie der StoBvorgange 
analog ist. 

§ 8. Homoopolare und heteropolare Molektile. 
Die dargelegte Theorie laBt sich auf Verbindungen beliebiger 

einwertiger Atome erweitern, insbesondere auf die Molekiile vom 
Typus Hel oder NaCl. Solche Molekiile pflegt man den Molekiilen H 2, 

1 Nach einer Bemerkung von W. KaSSEL konnte man die beiden Wasser­
stoffatome mit zwei in Resonanz befindlichen elektrischen Schwingungskreisen 
vergleichen. Bei entgegengesetzten Schwingungsphasen (antisymmetrischer Zustand) 
miiBten sich die beiden Kreise gegenseitig abstoBen, dagegen bei derselben Phase 
- sich gegenseitig anziehen. Diese Analogie ist offenbar unvollkommen, schon 
aus: dem Grunde, weil man bei kleinen Abstanden zwischen den Atamen in den 
beiden Fallen eine AbstoBung erhalt. 
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O2 , NO usw. als "heteropolare" oder kurz polare gegeniiberzustellen und 
sie als Verbindungen zwischen den entgegengesetzt geladenen Ionen 

+ + 
(H oder Na einerseits und Cl andererseits) und nicht zwischen den neu-
tralen Atomen - wie im Fall der "homoopolaren" Molekiile - zu 
betrachten. Es wird dabei vorausgesetzt, daB die chemische Bindungs­
kraft im Molekiil vom Typus NaCl auf die elektrostatische Anziehung 
zwischen den beiden Ionen zuriickgefiihrt werden darf. Diese 

e2 
COULoMBsche Anziehung R2 muB selbstverstandlich in einer bestimmten 

Entfernung Ro durch eine AbstoBungskraft anderen Ursprungs kom­
pensiert werden, die sich mit R schneller als die Anziehungskraft andert, 
urn bei Abstanden, die kleiner als Ro sind, die letztere zu iiberwiegen. 
Nimmt man an, das diese AbstoBungskraft umgekehrt proportional 
der (n + I)-ten Potenz des Abstandes ist, so erhaIt man fUr die gegen­
seitige Energie der beiden Ionen den Ausdruck 

(b > 0, n> 1), (77) 

den zuerst BORN (1918) in seiner bekannten Theorie der heteropolaren 
KristaIIe eingefiihrt hat. Die Frage nach der Natur der AbstoBungs­
krafte blieb in der BORNschen Theorie offen. BORN versuchte sie auf 
eine rein elektrostatische Wechselwirkung der Elektronen in den beiden 
Ionen zuriickzufiihren unter Verzicht auf die bekannte Tatsache, daB 
die elektrostatischen Krafte fUr sich allein keinen Gleichgewichts­
zustand bilden k5nnen und daB dazu noch Krafte irgendwelcher anderen 
Art n5tig sind. 

Man kann zeigen, daB vom korpuskularen Standpunkt aus diese 
AbstoBungskrafte nichts anderes sind als die Inertialkriifte, die nicht 
mit der Lage, sondern mit der Umlaufsbewegung der Elektronen ver­
kniipft sind!. Mit anderen Worten: das Gleichgewicht zwischen zwei 
Atomen oder Ionen, die ein Molkeiil bilden, kann keinen statischen, 
sondern muB einen dynamischen Charakter haben. Dementsprechend 
kann die durch die Formel (77) dargesteIIte Energie nicht als potentielle 
Energie aufgefaBt werden, sondern als die zusatzliche potentielle und 
kinetische Energie, die durch die Wechselwirkung der beiden Atome 
oder Ionen bedingt ist. Die Verwechslung dieser Zusatzenergie mit 
der potentiellen Energie liegt deshalb nahe, weil sie sich nach der 
klassischen Mechanik in erster Naherung definieren laBt als der zeit-

1 Zur ErHi.uterung der Rolle der Inertialkrafte als AbstoBungskrafte sei auf 
die "Festigkeit" oder "Harte" hingewiesen, die die Fliissigkeiten bei Stromung 
(Wasserstrahl) oder bei Wirbelbewegung erhalten. Di€} wechselseitige Undurch­
dringlichkeit der Atome, d. h. ihre "Festigkeit", folgt nicht aus der elektro­
statischen AbstoBung zwischen den Elektronen - wie vielfach angenommen 
wurde - sondern< aus ihrer raschen Umlaufsbewegung urn die betreffenden Atom­
kerne (die man als eine Art von Wirbelbewegung auffassen kann). 
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liche Mittelwert der gegenseitigen potentiellen Energie allein, die die 
Wechselwirkung der beiden Teilchen charakterisiert. 

Auf die "homoopolaren" Molekiile yom Typus H2 lieB sich die elektro­
statische Theorie nicht anwenden, da hier nicht nur die AbstoBungs­
krafte, sonderri auch die Anziehungskrafte unbekannt blieben. Nur 
bei gleichen At6men (wie z. B. die Kohlenstoffatome in einem Dia­
mantenkristall), konnte man versuchen, die Anziehungskrafte auf be­
stimmte, von der Zeit unabhangige Phasenbeziehungen in der Umlaufs­
bewegung der Elektronen in verschiedenen Atomen zuriickzufiihren. 
Auf homoopolare Systeme (Molekiile, Kristalle), die aus neutralen Ato­
men verschiedener Art bestehen, konnte man aber diese Theorie nicht 
anwenden. 

Wir haben oben an dem Beispiel des Wasserstoffmolekiils gesehen, 
in welcher Weise die Frage nach der N atur der chemischen Krafte sich 
auf Grund der Wellenmechanik lOs en laBt. Die Rolle der COULOMB­
schen Anziehungsenergie spielt hier, ebenso wie in der soeben erwahnten 
"Phasenverschiebungstheorie", die mit einer bestimmten Phasen­
beziehung zwischen den Schwingungen 1fJ A (1) 1fJB (2) und 1fJ A (2) 1fJB (1) 
verkniipfte Zusatzenergie. 

Die Analogie dieser wellenmechanischen "Phasenverschiebungs­
theorie" zu der korpuskularmechanischen ist aber ganz oberflachlich; 
denn es handelt sich nicht urn den Vergleich der Bewegungen der beiden 
Elektronen, sondern urn den Vergleich derselben Bewegung des ganzen 
Systems bei Vertauschung der Elektronen untereinander. Die zusatz­
lichen Austausch- oder Resonanzenergien, die sich bei der Superposi­
tion der "vertauschten" Schwingungszustande mit derselben oder mit 
der entgegengesetzten Phase ergeben, haben offenbar kein Analogon 
im Gebiete der Korpuskularmechanik 1• 

Es ist nun leicht zu sehen, daB diese Behandlungsweise ebensogut 
auf alle anderen binaren Molekiile angewandt werden kann - und 
speziell auf die "heteropolaren" Molekiile wie z. B. das NaCl-Molekiil. 
Es ist namlich ganz natiirlich, sich das letztere in nullter Annaherung 
als ein System von zwei neutralen Atomen vorzustellen. Zur Verein­
fachung ersetzen wir die beiden Atome Na und Cl durch zwei wasser­
stoffahnliche Atome mit bestimmten effektiven Kernladungen Z A e 
und ZBe. 

Dabei ist nur folgendes zu beachten: Erstens muB der Normal­
zustand der beiden durch unsere Schematisierung erhaltenen wasser­
stoWihnlichen Atome durch Eigenfunktionen dargestellt werden, die 
hoheren Werten der Hauptquantenzahl als beim Wasserstoff entspre­
chen - je nach der Schale, zu der das betrachtete auBere Elektron 

1 AuBer der rein symbolischen Analogie mit den Schwingungen eines Systems 
von gekoppelten Pendeln oder elastisch gebundenen Teilchen. 
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gehOrt. So hat man z. B. fUr Natrium (A): n =3,.l = 0 und folglich 

IV~ "PA (1) = 3 4; e- a , [(2 ()I; r .. o) 2 - 6 (2 ()I;rA1) + 6], (78) 

mit 

Beim Chlor (B) (n = 3, l = 2) hat man eine Funktion von der Gestalt 

(78 a) 

Zweitens muB man d.ie gegenseitige potentielle Energie der Kerne nicht 
durch ihre effektiven Ladungen (die nur in bezug auf die Elektronen 
einen Sinn haben) bestimmen, sondern ebenso wie beim Wasserstoff-

e2 

molekiil gleich If (R = r A B) setzen. 

Man erhiilt dementsprechend den folgenden Ausdruck fur die St6-
rungsfunktion [stitt (75a)]: 

(78b) 

Wenn die Parameter ()I; und {3, die die effektiven Radien der betreffenden 
Atome bestimmen, verschieden sind, wird die Berechnung der Energie W~ 
nach den Formeln (74) und (74a) sehr kompliziert und uniibersichtlich. 
Sie liiBt sich verhiiltnismiiBig einfach nur in dem Fall ausfUhren, wo 
die beiden Parameter ungefiihr gleich sind. 

Dann erhiilt man fUr die Bindungsenergie der beiden Atome einen 
Ausdruck von der Form 

f e2 ZA + ZB - 2 e2 e-e F (e) ( 2 R ) ( 
W1=-If l+e-e!(e) +If l+e-e!(e) e=-;;-=2R()I;=2R{3,' 79) 

wo f(e) und F (e) zwei Polynome bedeuten, deren Grad von den Haupt­
quantenzahlen (Knotenzahlen) der Funktionen "P A und "PB abhangt. 

Beim Wasserstoffmolekiil verschwindet das erste Glied in (79); 
sonst ist es von Null verschieden. Dabei entspricht es dem erst en 
("COULOMB schen") Glied der BORN schen Energieforme1 (77). Das zweite 
Glied von (79) stellt bei kleinen Abstanden erne AbstoBung, bei groBen 
Abstanden dagegen eine zusiitzliche Anziehung dar. 

Die angefuhrte Formel laBt sich ebensogut auf "hom6opolare" 
w:ie auf "heteropolare" Molekule anwenden. 1m letzten Fall kann man 
aber bei der theoretischen Konstruktion des Molekills nicht von den 
neutralen Atomen, sondern auch von Ionen ausgehen. Dabei wird die 
"Verheiratung" der beiden Valenzelektronen schon in nullter Niihe­
rung vorausgesetzt und ihre "Residenz" in das negative Atom verlegt. 

+ 
Das positive Ion (Na) kann man wegen seiner verhiiltnismaBig 

sehr kleinen Abmessungen einfach als Punktladung- (+ e) behandeln. 
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Beim negativen Ion ist es nicht notwendig - und sogar nicht zweck­
maBig -, es als ein heliumahnliches System mit nur zwei Elektronen 
aufzufassen. So sind z. B. beim Chlorion aile vier auBeren Elektronen­
paare zu berucksichtigen. 

Die StCirungsfunktion reduziert sich auf das Produkt der Ladung 
des positiven Ions emit dem COULoMBschen Potential rp des negativen 
und die StCirungsenergie auf den statistischen Mitte1wert dieses Pro-

duktes U/ = e rp (W:on = U/). Da die Mittelwertsbildung in bezug auf 
jedes Elektron unabhangig von den anderen geschieht, so erhalt man 
fUr W/ einfach die Summe W~ + W~ + W~ + ... + W~ der StCirungs­
energien fur den Ionkern und jedes der betrachteten Elektronen. Dabei 
ist die statistische Mittelwertsbildung aquivalent dem Ersetzen des 
betreffenden Elektrons durch die entsprechende negative Ladungs­
wolke mit der Dichte 

(i= 1, ... 8). 

Diese Frage ist von uns schon in § 3 fur den Spezialfall eines Lithium­
ions, d. h. eines Systems von zwei Elektronen mit den Eigenfunktionen 

Vat3 "Pi = n e- ar untersucht worden [s. Formel (27)]. Dort handelte es 

sich aber urn die Wechselwirkung der beiden Elektronen mit einer 
negativen Ladung - e. Ersetzt man die letztere durch die entgegen­
gesetzte Ladung + e, so erhalt man fUr den Beitrag der beiden Elek­
tronen (ohne Kern) zur Wechselwirkungsenergie den Ausdruck 

2 e2 

- IF [1 - e- 2aR (1 + IXR)J. 

Ratte man also mit der Wechselwirkung eines positiven und eines 
negativen Wasserstoffions zu tun, so wurde man eine Energie 

e2 2 e2 -~ R W~ = - - + -. e a (1 +-) 
JOn R R a (80) 

erhalten. 
Fur das positive Wasserstoffion oder das Natriumion - sofern das 

letztere als Punktladung betrachtet wird - und ein negatives Chlorion 
erhalt man in derselben Weise einen komplizierten Ausdruck von der 
Gestalt 

(80a) 

wo Ii bestimmte Polynome bedeuten, die man ohne Schwierigkeit 
berechnen kann, sobald die Quantenzahlen der betreffenden Elektronen­
paare und die entsprechenden effektiven Kernladungszahlen Zi bekannt 
sind. Man hat dabei 

(ao = Wasserstoffradius). (80b) 
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Es ist leicht zu zeigen, daB der Grad des Polynoms Ii gleich 2ni ist 
wo ni die Hauptquantenzahl der betreffenden Elektronen bedeutet. 
Flir das Chlorion sind also die Polynome Ii samtlich vom 6. Grad. 

Die Formel (80a) ist ungefahr von demselben Typus wie (79). Sie 
unterscheidet sich davon hauptsachlich durch das Fehlen der Expo­
nentialfunktion im Nenner (was da(iurch erklart wird, daB wir das 
positive Ion als Punktladung behandeln). Vergleicht man sie mit der 
BORNschen Formel (77), so findet man genau dieselbe Anziehungs­
energie, aber eine AbtsoBungsenergie ganz anderer Art, die durch das 

Glied ;n nur in gewissen, ziemlich engen Grenzen angenahert werden 

kann. 
Auf Grund der Elektronenwolkenvorstellung kann man die For­

mel (80) oder (80a) sehr einfach und anschaulich deuten: Sofern die 
negative Wolke eine nur von dem Abstand R abhangige Dichte besitzt, 
d. h. kugelsymmetrisch ist, muB sie in jedem Punkt P gtmau so wirken, 
als ob die Ladung der ganzen·Kugel, auf deren Oberflache P liegt, im 
Mittelpunkt 0 konzentriert ware, wahrend der auBere Teil vollkommen 
fehlte. Die Kernladung Z e wird also durch die umgebende negative 
Atmosphare urn so starker abgeschirmt, je graBer der Abstand 0 P = R 
ist. Bei R ~ a ist diese Abschirmung fast vollkommen; der Kern wirkt 
mit seiner Wolke als eine negative Ladung - e, wobei das positive 
Ion angezogen wird. Bei Verkleinerung des Abstandes R nimmt die 
Anziehungskraft zunachst zu, dann wird sie wieder kleiner, urn in einem 
Abstand Ro, der der Neutralisation des Kernes durch den inneren 
Teil der Elektronenatmosphare entspricht, gleich Null zu werden. Hier 
erreicht die. gegenseitige Energie W' ihr Minimum. Bei weiterem Ein­
dringen in diese Atmosphlino erfahrt das Ion eine AbstoBung und 
schlieBlich, bei R ---l- 0, wirkt der Kern allein mit seiner vollen La­
dung Z e. Daraus sieht man u. a., daB die in (80a) auftretenden Poly­
nome Ii mit dem konstanten Glied 1-ebenso wie im Spezialfall (80) -
beginnen mussen. 

Ein ahnliches Bild wlirde man auch nach den klassischen -'- kor:­
puskularmechanischen - Vorstellungen erhalten, wenn man" dabei 
annehmen durfte, daB das Eindringen des punktfarmigen positiven 
Ions in das Innere des negativen ohne wesentliche Starung der ~lek~ 
tronenbewegung geschehen kann. Diese Annahme ist aber nur in der 
Wellenmechanik - und hier liegt eines ihrer chaiakteristischen Merk­
male - berechtigt. Ein weiterer, ebenso charakterischer Unters~hied 
besteht darin, daB die wellenmechanische Elektronenatmosphare -
obwohl mit einer praktisch verschwindenden Dichte - sich ins Un,;. 
endliche erstreckt, wahrend die Ausdehnu~g der klassischen Elektronen­
bahnen durch die Bedingung beschrankt ist, daB die kinetische Energie; 
d. h. die Differenz W ~ U, positiv bleibt. 
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Sobald die gegenseitige Energie des Natrium- und Chlorions als 
Funktion ihres Abstandes bekannt ist, kann man leicht die Energie 
des NaCI-Kristalls sowie die anderen Eigenschaften - Gitterabstand 
(Dichte), Kompressibilitat, Sublimationswarme usw. - ebenso wie in 
der BORN schen Theorie berechnen. Solche Rechnungen, die zuerst von 
UNSOLD (fur die Wassersto£fhalogeniden), von PAULING und von BROCK 
ausgefiihrt worden sind, haben die Richtigkeit der wellenmechanischen 
Wechselwirkungstheorie im groBen und ganzen bestatigt. Die noch 
vorhandenen Unstimmigkeiten zwischen den theoretischen und experi­
mentellen Ergebnissen sind wegen der Beschrankung auf die erste 
Naherung ganz natiirlich und unvermeidlich. 

Die wellenmechanische Theorie der heteropolaren Kristalle braucht 
(im Gegensatz zur BORNschen) gar keine empirischen Konstanten 
einzufiihren, auBer effektiven Kernladungen, die sich theoretisch -
aus rein rechnerischen Griinden - schwer bestimmen lassen. 

Zum SchluB mochten wir noch die prinzipiell wichtige' Frage nach 
dem VerhaItnis zwischen der homoopolaren und der heteropolaren 
Bindung kurz erlautem. 

Wie wir soeben gesehen haben, kann man das Molekiil NaCl, das 
gewohnlich als ein heteropolares, aus Ionen aufgebautes System be­
trachtet wird, ebensogut auch als homoopolare chemische Verbindung be­
handeln. Die Identifizierung der beiden Molekiilmodelle - yom hetero­
und yom homoopolaren Typus. - ist selbstverstandlich nur fiir den 
N ormalzustand moglich, der sich als Energieminimum bestimmen 
HiBt. Die Energien w~ und W;on' die die Wechselwirkung zwischen 
den beiden Bestandteilen des Molekiils - den neutralen Atomen 
im ersten Fall und den Ionen im zweiten - charakterisieren, miissen 
dabei selbstverstandlich verschieden sein [vgl. die FormeIn (79) und 
(80a)], obwohl ihre Abhiingigkeit von dem Kemabstand R mehr 
oder minder ahnlich ist. Auch die minimalen Werte dieser Energien, 
die sich fUr denselben, fiir den Normalzustand charakteristischen 
Wert von R(= Ro) ergeben, sind im allgemeinen verschieden. Ihre 
Differenz muB dabei gleich der Differenz zwischen der Ionisations­
energie des positiven Atoms und der Elektronenaffinitat des nega­
tiven sein. 

Eine exakte Ubereinstimmung der beiden aus neutralen Atomen 
und aus Ionen konstruierten Molekiile im Normalzustand ist selbst­
verstandlich nur bei exakter Rechnung zu erwarten. Die symmetrische 

Eigenfunktion "P~ = V~ ["P A (1) "PB (2) + "P A (2) "PB (1), die den N ormal­

zustand des Molekiils· A B in nullter Naherung beschreibt, kann 
offenbar von der entsprechenden Funktion "P~on sehr verschieden sein. 
Das einzige, was sie gemeinsam haben, ist ihre Symmetrie in bezug 
aUf die beiden Valenzelektronen. Und das ist gerade ihte wichtigste 
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Eigenschaft, die schon in nullter Naherung vorhanden sein muB, damit 
inan iiberhaupt von einer chemischen Bindung sprechen kann. 

Geht man nun zur ersten Naherung iiber, so muB man statt 1JI~ 

und 1JI~on korrigierte Funktionen 1JII = 1JI~ + 1JI~ und 1JIlon = 1JI~on + 1JI~on 
erhalten, welche die durch die Wechselwirkung bedingte "Deformation" 
des Systems A B oder A + B- charakterisieren. Diese Deformationen 
haben in beiden Fallen die entgegengesetzte Richtung: im ersten Fall 
verschiebt sich die Elektronenwolke von A nach B, wobei das Molekiil A B 
polar wird, d. h. ein elektrisches Moment in der Richtung BA erhalt. 
1m zweiten Fall dagegen verschiebt sich die zunachst urn B gravitie­
rende Elektronenwolke nach A, so daB das urspriinglich vorhandene 
elektrische Moment des Systems A + B- sich etwas vermindert. Diese 
"Annaherung" der Funktionen 1JII und 1JIion aneinander muB bei den 
weiteren Naherungen immer enger werden, so daB man bei passend 
gewahltem Abstand R = Ro schlieBlich 1JII = 1JIion erhalt. 

Wir sehen also, daB eine Gegeniiberstellung der Begriffe von homoo­
polarer und heteropolarer chemischer Bindung unberechtigt ist und 
durch eine Synthese der beiden Begriffe ersetzt werden muB. Jedes 
Molekiil, sofern seine Bildung mit der Vereinigung der beiden Valenz­
elektronen zu einem symmetrischen Paar verknupft ist, muB man als 
"homoopolar" ansehen; gleichzeitig aber muB man diesem Molekiil 
einen gewissen Grad von Polaritat zuschreiben, der durch sein elektri­
sches Moment gemessen werden kann 1. 

Dieses Ergebnis ist im wesentlichen schon auf Grund der Vorstel­
lungen der BOHRschen Theorie im Jahre 1916 von W. KOSSEL -
mittels etwas primitiver Molekiilmodelle - gefunden worden. 

Aber erst die Wellenmechanik hat es erlaubt, die Natur der che­
mischen Krafte zu verstehen und ihre 1dentitat in polaren und nicht­
polaren Molekiilen zu erkennen. 

§ 9. Die Dynamik zweiatomiger Molekiile. 
Wir haben bisher die Kerne der Atome, aus welchen ein Molekiil 

besteht, als ruhende Kraftzentra behandelt und nur die Elektronen­
bewegung berucksichtigt. Urn ein vollstandiges Bild des Verhaltens 
eines Molekiils zu gewinnen, muB man die Kerne in derselben Weise 
wie die Elektronen behandeln. Bezeichnet man die Koordinaten der 
letzteren wie friiher mit 1 (Xl:' YI' ZI)' 2 (X2' Y2' Z2) usw. und die Ko-

1 Es muB nochmals betont werden, daB diese einfachen Verhaltnisse nur fur 
den (fiktiven) Fall eines einzigen Elek:tronenpaares gelten. Bei Vorhandensein 
mehrerer Elektronen ist ihre Einteilung in einzelne Paare streng genommen un­
moglich. Ihr Verhalten wird durch Funktionen charakterisiert, wo sie (durch ihre 
Koordinaten) als vollkommen gleichberechtigt ,!-uftreten. Nur die Anzahl der Paare, 
d. h. die Anzahl der sich magnetisch kompensi;rrenden Elektronen, und nicht ihre 
IndividualitiU, kann in den endgultigen FormeIn zum Ausdruck kommen. 
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ordinaten der Kerne mit A (XA' YA' zA) und B (iB, YB' zB), so muG 
man zur vollsUindigen Losung des Problems der Molekiilbau die Funk­
tionen '1jJ (a, b; 1,2, ... ) ermitteln, die die Gleichung 

(81) 

befriedigen sowie die zugehorigen Eigenwerte von W. 
Da die Kernmassen M A' M B sehr groG im Vergleich zu den Elek­

tronenmassen m sind, so kann man in nullter Niiherung M A = M B = 00 

setzen, d. h. die Kerne als unbewegt betrachten, wie wir es bisher ge­
tan haben. 

Die exakte Losung des so gestellten Problems - in bezug auf die 
Elektronen - sei durch die Eigenfunktionen '1jJ~ (1, 2, ... ) und die 
Eigenwerte W~ dargestellt. Beide mussen dabei als Parameter die 
Koordinaten der Kerne enthalten, und zwar W~ nur in der Kombi­
nation y(XA - XB)2 + (YA - YB)2 + (ZA -ZB)2 = R (Kernabstand). Urn 
die beste nullte Niiherung zu erhalten, muB man dabei diesen Ab-

stand fur jeden Zustand q aus der Bedingung 88 ~g = 0 bestimmen, 

die dem Minimum von W~ entspricht. 
Wenn wir den in nullter Niiherung weggelassenen Operator 

~A LlA + ~B LIB als Storungsoperator einfiihren, d. h. die korrigierte 

Losung des betrachteten Problems in der iiblichen Weise suchen, so 
gelangen wir nicht zum Ziele. Auf eine iihnliche Schwierigkeit stoBt man, 
wenn man versucht, im einfachsten Problem der Wellenmechanik eines 
Teilchens den Operator der kinetischen Energie als Storungsglied zu 
behandeln. Urn ein konvergentes Niiherungsverfahren im betrachteten 
Fall zu erhalten, muB man (nach BORN und OPPENHEIMER) die Funk-

tion'1jJ in der Gestalt einer nach Potenzen der Parameter c;t' fort­

schreitenden Reihe aufsuchen. 
Es gibt aber eine andere, direktere Niiherungsmethode zur Bestim­

mung des Verhaltens der Kerne. Sie besteht darin, daB man die von 
den Elektronen auf die Kerne ausgeiibte Wirkung als eine iiuBere 
Wirkung auffaBt und durch ihren Mittelwert ersetzt, der einer gegebenen 
festen Lage der Kerne entspricht. 

Vom korpuskularmechanischen Standpunkt aus liiBt sich dieses 
Verfahren dadurch rechtfertigen, daB die Elektronen infolge ihrer kleinen 
Masse sich im Vergleich zu den Kernen auBerordentlich rasch be­
wegen, so daB die Bewegung der Kerne praktisch so geschieht, als ob 
ihre Wechselwirkung miteinander durch eine potentielle Energie, die 
gleich der Gesamtenergie W~ in nullter Niiherung ist, bestimmt wiirde. 
Von dem Ausdruck fur W~ braucht man dabei nur denjenigen An­
teil Uq(R) zu berucksichtigen, der von dem relativen Abstand der 

Frenkel, Wellenmechanik. 20 
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beiden Kerne abhangt und der gerade die im vorigen Paragraphen 
betrachtete gegenseitige Energie der entsprechenden Atome darstellt. 

Wir erhalten auf diese Weise zur Bestimmung der Kernbewegung 
eme Gleichung von der Form 

[ 1 1 8j7;2"" 
M,d LlA + M;LlB + --yz2 (W - Uq (R))] 1p (A, B) = 0, 

die man durch die Gleichung der "relativen Bewegung" 

8n2 

Ll1p + h2 M(W - Uq ) 1p = 0 (Sla) 

ersetzen kann. 
Die Funktion 1p ist hier, ebenso wie bei einem wasserstoffahnlichen 

Atom in der Gestalt 

(S2) 

zu suchen; dabei erhalt man fur den mit R multiplizierten Abstands­
faktor f = R F (R) die Gleichung 

(S2a) 

mit 

(S2b) 

WO fh2 das Quadrat des Impulsmomentes des Molekiils bedeutet. 
Wenn man den Abstand R als fest betrachten konnte, so wiirde 

das Molekiil einen "starren Rotator" darstellen mit dem Tragheits­
moment J = M R2 und der kinetischen Energie 

W _ U = L = ~ = h2 1 (1 + 1) 
q 2J 8n2 J 

Nach der BOHRschen Theorie sollte fh gleich 2: lund folglichL gleich 

h 2 l2 . 
8nJ sem. 

Wir nehmen nun, in AnschluB auf die klassischen Vorstellungen, an, 
daB R in der Nahe des Gleichgewichtswerts R q , das dem Minimum 
der "potentiellen" Energie Uq (= U~) entspricht, bleibtl. Dann kann 

A 
man die in (S2a) auftretende GroBe W - Uq - R2 in eine TAYLORSche 

Reihe nach Potenzen der als klein vorausgesetzten "Verschiebung" 

1 d. h. daB auBerhalb einer dunnen Kugelschale 'um die Kugel R = R. die 
Funktion '1J! praktisch verschwindet. 
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R - Rq = ~ entwickeln. Dies gibt bei Beschrankung auf Glieder zweiter 
Ordnung in ~: 

mit 

und 

A I 
W - U (R) - - = E - a t - - b t2 q R2 <; 2 <; 

E - TXT UO A _ E A 
- vr - q - R" - 'q - R" 

q q 

6A 
b = bq + R4' 

q 

(83) 

(83a) 

(83b) 

wo aq und bq die Werte der Koeffizienten a und b bei 1=0 (d. h. bei 
Fehlen der Rotation) bedeuten. 

Der Koeffizient b muE dabei wesentlich positiv sein. Den Koeffi­
zienten a kann man leicht eliminieren. Flihrt man namlich statt ~ 
die Veranderliche 

(84) 

ein, so wird 

(84a) 

mit 
a 2 

E' =E+ 2/)' (84b) 

Diese Wellengleichung entspricht der klassischen Gleichung flir die 
freien Schwingungen eines quasi-elastisch gebundenen TeiIchens 

d2~' , 
Mdj2=-b~. 

Ein soIches TeiIchen pflegt man als (linearen) harmonischen Oszillator 
zu bezeichnen. Die Schwingungsfrequenz drlickt sich dabei (kl'assisch) 
durch die Formel 

(85} 

aus. 
N ach der BOHR schen Theorie kann die Energiekonstante E' nur 

soIche Werte annehmen, die ganze Vielfache des "Elementarquan­
turns" hv sind. 

Urn die Eigenwerte dieser Energie nach der Gleichung (84a) zu 
bestimmen, schreiben wir sie in der dimensionslosen Gestalt 

d2 f 
d1)2 = ('f)2 - 1 - y) t , 

wo 17 = V4n:~b .~' 
die neue Veranderliche und y einen durch die Formel 

1 + = 4n 1 fM E' = 2 E' 
Y h Vb hv 

definierten Parameter bedeutet. 

(86) 

(86a) 

(86b) 

20* 
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Bei y = 0 lautet die Losung von (86) einfach 
1/' 

1= c e -"2 (c = Konstante). (87) 

Diese Formel kann man als den asymptotischen Ausdruck der Funk­
tion I ffir groBe Werte von 11'} I betrachten. FaBt man nun c als eine 
gewisse, aus der exakten Gleichung (86) zu bestimmende Funktion 
von 1'} auf, so erhalt man dafUr die Differentialgleichung 

d 2 e de 
d'Y}2 - 21'}d1j + Y1'} = 0 (87a) 

Diese Gleichung laBt sich durch den Ansatz 

c(1'}) = 2 ak1'}f.'H 

losen, wobei man die Rekursionsbeziehung 

2 (k + It) - Y 
ak+2 = (k + It + 2) (k + It + 1) ak 

erhalt. 
Die Funktion c (1'}) kann also auf einen Polynom 

c=ao1'}·u+a21'}f.'+2 + ... +a2n1'}II+2n 

reduziert werden, wenn man 
entweder: fl = 0, y = 4n, 

oder: fl = 1, Y = 2 (2 n + 1) 

setzt. 1m ersten Fall erhalt man fiir c einen Polynom vom Grade 2n und 
im zweiten vom Grade 2n + 1. Bezeichnet man diesen Grad mit s, 
so wird. 

Cs (1'}) = as 1'}s + as_ 2 1'}S-2 + ... } . 
y= 2.s 

(87b) 

Die Eigenwerte von E' sind folglich nach (86b) 

E'=(s+ ~)hv (s=0,1,2 ... ) (88) 

Dieses Ergebnis ist zuerst von HEISENBERG in seiner grundlegenden 
Arbeit zur Quantenmechanik (Matrizenmechanik) und etwas spater in 
der oben dargelegten Weise von SCHRODINGER gefunden worden. 

Der Unterschied der neuen Formel fUr die Energieniveaus eines 
harmonischen Oszillators gegeniiber der BOHRschen (E' = n hv) be-

steht also nur in der Einfiihrung des Zusatzgliedes ~ hv, das iibrigens 

der alten PLANcKschen Darstellung von der "Nullpunktsenergie" 
entspricht. 

Die zu den Eigenwerten (88) der Gleichung (86) gehOrigen Eigenfunk­
tionen 
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haben denselben Charakter wie die radialsymmetrischen Wasserstoff­
eigenfunktionen. 

Die Eigenfunktionen der urspriinglichen Gleichung (82a) lauten 

(88 a) 

Es muB betont werden, daB sie einen Sinn nur in einer sehr dUnnen 
Schale urn die Kugel R = Rq haben. Die Zahl s bedeutet dabei die 
Anzahl der kugelformigen Knotenmichen in diesem Bereich; sie spielt 
also die Rolle der radialen Quantenzahl in der Theorie der wasserstoff­
ahnlichen Atome. 1m Gegensatz zum letzteren Fall kann sie auch den 
Wert Null annehmen, der offenbar dem Normalzustand des Molekiils 
entspricht. Doch darf man diesen Zustand nicht als Rube auffassen, 
sondem als einen Schwingungsvorgang mit der "halbquantigen" Ener-

gie ! h'/l. Die azimutale Quantenzahll, die die Rotation des Molekiils 

bestimmt, muB im Normalzustand gleich Null sein; wobei gleichzeitig 
auch der Rotationsanteil der Energie verschwindet. 

Die Gesamtenergie des Molekiils im Zustand s,l driickt sich gemaB 
(83a), (84b) und (88) durch die Formel 

Wqsz = (s + -!-) h'/l- ;~ + U~ + :: 
oder 

(88b) 

aus. Das letzte Glied l1iBt man gewohnlich weg und betrachtet die drei 
anderen als die Bestandteile, die von der Elektronenbewegung, von 
der Schwingungsbewegung und von der Rotationsbewegung herrUhren. 

In Wirklichkeit gibt es strenggenommen eine solche Additivitat 
der Beitrage der verschiedenen Bewegungen nicht, denn die 
Schwingungsfrequenz '/I hangt von den Quantenzahlen q und lund 
das Tragheitsmoment von der Zahl q abo Bei gegebenem Wert der 
letzteren findet man nach (83b) und (85) 

1 J0-( 6A)! ( 3A) '/I = -2 - 1 + b R4 ~ '/Ill 1 + b R4 • :It P. _ q _ q 

Man hat also, wenn man das letzte Glied in (88b) weglaBt, 

W (IS Z = U~ + (s + i-) h '/Iq [1 + IXql (l + 1)] + {3q 1 (l + 1). (88 e) 

Diese Formel unterscheidet sich von derjenigen, die sich auf Grund 

der BOHRschen Theorie ergibt, nur dadureh, daB s dureh s + ! und 12 

durch 1 (1 + 1) = (1 + ! r -~- ersetzt werden. 
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Die Spektrallinien, die von einem Molekiil ausgestrahlt oder absor­
biert werden, bilden bei q = konst. ein im Ultrarot liegendes Rotations­
schwingungsspektrum, sonst ein Bandenspektntm {im sichtbaren und 
ultravioletten Gebiet). Das erstgenannte Spektrum wird nur bei polaren 
MolekUlen beobachtet. Diese Tatsache laJ3t sich schon auf Grund des 
BOHR schen Korrespondenzprinzips erkHiren; denn ein nichtpolares 
Molekiil, das kein elektrisches Moment besitzt, oder genauer ein solches 
Moment, das bei Mittelung iiber die Elektronenbewegung verschwindet, 
kann auch bei Rotation oder Schwingung der Kerne kein Licht emit­
tieren oder absorbieren (jedenfalls in erster Naherung, d. h. sofern 
man das elektri~che Quadrupolmoment und das magnetische Moment 
auBer acht laBt). Nach dem Korrespondenzprinzip bedeutet dies, 
daB bei solchen Molekulen spontane Ubergange vom Typus s, I-+ s', I' 
(bei q = q') unmoglich (oder genauer sehr unwahrscheinlich) sind 1. 

Man konnte ferner aus dem Korrespondenzprinzip schlieBen, daB 
ein polares Molekiil nur Ubergange ausfiihren kann, bei welchen die 
Zahlen s und l urn 1 springen. Diese "Auswahlsregel" laBt sich 
leicht auf Grund der obigen Formeln ableiten, wobei man gleichzeitig 
auch die relative Wahrscheinlichkeit der verschiedenen erlaubten Uber­
gange bestimmen kann. 

Dazu muB man ebenso wie in der Theorie des Wasserstoffatoms die 
Matrixelemente der relativen Koordinaten der beiden Kerne - oder 
Ionen -

z = R cos 6 und x + i Y = R sin 6 ei <p 

berechnen. Die Auswahlsregel in bezug auf die azimutale Quanten­
zahl (l' = I ± 1) und die "magnetische" (m' - m = ± 1,0) ergibt sich 
dabei.in genau derselben Weise wie friiher, da sie von der Gestalt des 
Abstandsfaktors F (r) ganz unabhangig ist. Fiir die radiale oder die 
"Schwingungsquantenzahl" s sind die Matrixkomponenten von R fiir 
die Ubergangswahrscheinlichkeiten maBgebend. Wir betrachten also 
das Integral 

Rss' = f R FsF., 4nR2 dR = 4n f R /s/s,dR, 

1 1m Falle des Wasserstoffmolekiils ist infolge der Einfachheit der Kerne 
und ihrer Identitat noch der folgende (zuerst von HUND bemerkte) Umstand 
zu beriicksichtigen. Man muB namlich in diesem Fall zwei Zustandstypen unter­
scheiden, je nachdem die beiden Kerne (Protonen) dieselbe oder die entgegen· 
gesetzte Orientierung haben, d. h. je nachdem die Funktion 'IjJ (a, b; 1, 2) anti­
symmetrisch oder symmetrisch in bezug auf die Kerne ist. Zustande des ersten 
Typus entsprechen ungeraden und des zweiten geraden Werten von 1. Sie konnen 
schon aus diesem Grunde miteinander praktisch nicht komibnieren; dement­
sprechend verhalt sich ein gewohnliches Wasserstoffgas als eine Mischung von 
zwei verschiedenen Gasen, die aus symmetrischen und antisymmetrischen (in 
bezug auf die beiden Protonen) Molekiilen bestehen. Versuche von BONHOFFER 

uud HARTECK haben die Realitat dieser beiden Wasserstoffarten ("Parawasser­
stoff" und "Orthowasserstoff") sehr schon bestatigt. 



Die Dynamik zweiatomiger Molekiile. 311 

das iiber die sehr diinne Kugelschale urn R £Q Rq zu erstrecken ist. 
Wegen der sehr raschen Abnahme der Funktionen I mit Zunahme 
von IR - Rql kann man ohne wesentlichen Fehler die Integration 
uber die Differenz R - Rq = ~ von - 00 bis + 00 erstrecken. Dies 
gibt bei s =F s' (mit Riicksicht auf die Orthogonalitatseigenschaft der 
Funktionen Is und I.,) 

+00 
R8 ., = ~ss' = 4n f I. I., ~ d~ 

-<Xl 

oder 
+00 

rJ •• ' = f e- 1J' c.(rJ) cs'(rJ) rJ drJ (89) 
-<Xl 

+00 
bei der Normierungsbedingung f e- 1J' c~ drJ = 1. 

- 00 
Es ist leicht, zu zeigen, daB das Produkt c.' (rJ)·rJ als Summe von 

Polynomen C.'+1 (rJ)' cs'-1' cs'_3 usw.mit passend gewahltenKoeffi­
zienten dargestellt werden kann1. Daraus folgt, daB das Integral (89) 
nur dann von Null verschieden sein kann, wenn 

s'= s± 1 

ist. Die Berechnung der GroBen 

rJs,s-1 = rJ.-1,s= rJs (89a) 

nach der Formel (89) erfordert eine genauere Kenntnis der Funk­
tionen cs(rJ) und ist ziemlich mUhsam. Man kann sie aber ohne Kenntnis 
dieser Funktionen nach der HEISENBERGSchen Matrizenmethode sehr 
einfach bestimmen. 

Zu diesem Zweck fiihren wir zunachst den Operator 1;; = ~ aa ein 
Z TJ 

und bemerken, daB auch fur ihn nur die Matrixelemente vom Typus 1;;8,. ± 1 

von Null verschieden sind, wobei die Beziehung 

1;; ••• -1 = -1;;.-1. s = 1;;8 
gilt. Man hat in der Tat 

+ <Xl + <Xl 

1;; •• , = ~ SlsaaTJls,drJ = -;-S[aaTJ (fsls') - Is' :~J drJ 
-ex> -<Xl 

und ferner 
+ ex> 

1;;.8' = ~ S e-1J' c. (rJ) [d c~' ~TJ) - cs' (rJ) rJJ d rJ • 
-<Xl 

1 Denn es gilt nach (87b): c.{-rJ) =(-l)·c.{TJ). 

(89b) 
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Dieses Integral ist offenbar unter denselben Bedingungen wie (89) 
von Null verschieden. 

Die Differentialgleichung (86) ist nun der folgenden Matrizenglei­
chung aquivalent: 

f2 + "12 = (1 + y) ! , 
die wir noch durch die Vertauschungsrelation 

"1f-f'!1 = i! 
erganzen konnen (s. Kap. III § 4). 

Bildet man das Diagonalelement (ss) von (90a), so wird: 

('fJC)88 = .2'fJss,Cs's = 'fJs+1Cs+1 - 'fJsCs 
-- " 

d.h. 

(90) 

(90a) 

i 
'fJ'+1 CS+ 1 - 'fJs C. = "2' (91) 

Ebenso erhaIt man aus (90) 

("12 + f2)., .-2 = 'fJs 'fJ.-1 + C. C.-1 = 0, (9la) 

("12 + f2)., 8 = ('fJ: + 'fJ:+1) - (C: + C:+1) = 1 + y. (91 b) 

Aus (91 a) folgt 
C. = i'fJs. (92) 

Dabei wird nach (91) 
2 2 1 

'IJ.+l-'lJs ="2 
oder 

(92 a) 

denn 'lJo muB offenbar gleich Null sein. 
Durch diese Formel ist unsereFrage gelost: Die Wahrscheinlichkeit 

eines 'Oberganges zwischen den Zustanden s und s - 1 ist proportional 
zu s. Die Frage nach dem Proportionalitatsfaktor spielt wegen der 
Konstanz von '1'.,8-1 = 'I' keine Rolle. Es sei nochmals erinnert, daB er 
nur dann von Null verschieden ist, wenn das Molekiil ein festes Dipol­
moment besitzt. Bei symmetrischen Molekiilen, wie z. R H 2, finden die 
betrachteten "Obergange nur in Verkniipfung mit Elektroneniibergangen 
oder infolge von StoBeri statt. - Die Gleichung (91 b) Hefert gerade 
die Eigenwerte der Gleichung (86), denn es folgt daraus 

y + 1 = s + (s + 1), 

d. h. Y = 2s, in 'Obereinstimmung mit (87b). 
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