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Vorwort.

Es war immer das Bediirfnis der Physiker (sowie der Philosophen),
das physikalische Geschehen vom mechanischen Standpunkte aus zu
begreifen, d.h. auf die Bewegung und Wechselwirkung bestimmter
unverdnderlicher Elementarteilchen zuriickzufiihren. Man hat dabei bis
1900 geglaubt, daB das Verhalten dieser Teilchen wesentlich nach den-
selben allgemeinen Gesetzen vor sich gehen miisse, die fiir gewdhnliche
makroskopische Korper giiltig sind. Diese Ansicht hat sich als Irrtum
erwiesen. Die merkwiirdigen Abweichungen der mikro-physikalischen
Erscheinungen von den makrophysikalischen haben ihren provisorischen
Ausdruck in der von PLANCK begriindeten und von EINSTEIN und BoHR
weiter entwickelten Quantentheorie gefunden. Aber erst in der aller-
letzten Zeit ist es gelungen, diese Theorie in einer abgeschlossenen,
widerspruchslosen Gestalt zu formulieren. Diese Formulierung bezeichnet
man augenblicklich entweder als Quantenmechanik (nach HEISENBERG)
oder als Wellenmechanik (nach DE BROGLIE und SCHRODINGER), je
nachdem man das Hauptgewicht auf das diskontinuierliche oder auf das
kontinuierliche Element des mikrophysikalischen Geschehens legt. Es
handelt sich dabei im wesentlichen um dasselbe, nidmlich um die Mikro-
physik oder Mikromechanik, d. h. um die Mechanik der elementaren
physikalischen Prozesse.

Die Entwicklung der Experimentalphysik, besonders die Verfeinerung
ihrer Methoden, hat die verschiedenen Elementarprozesse der direkten
Beobachtung zuginglich gemacht. Die Wellenmechanik ist als die theo-
retische Grundlage zum Verstindnis dieser Prozesse anzusehen — in
demselben Sinne wie die NEwroNsche Mechanik die Grundlage der
Astronomie gewesen ist.

Mit der auBerordentlich raschen Entwicklung der neuen Mechanik
samt ihren Anwendungen auf die verschiedensten Gebiete der Mikro-
physik (und teilweise auch auf die Makrophysik) konnten die Experi-
mentalphysiker und Chemiker kaum Schritt halten. Dazu hat auch
die sehr uniibersichtliche Darstellungsweise der meisten theoretischen
Arbeiten, die manchmal sogar fiir die Fachleute schwer lesbar -sind,
beigetragen. Fiir diejenigen, die sich zum erstenmal mit dem Gegenstand
befassen, ist es praktisch unméglich, in der gewaltigen Zeitschriften-
literatur einen Weg zum Eindringen in die neuen Gedanken und Me-
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thoden der Mikrophysik zu finden. Auch die bisher erschienenen
Biicher scheinen dazu nicht vollkommen geeignet zu sein, denn sie sind
entweder zu speziell oder im Gegenteil zu allgemein gehalten.

Das vorliegende Buch steht in der Mitte zwischen diesen beiden
Polen. Es stellt sich die Aufgabe, die sehr einfachen Dinge, die das
Wesentliche der neuen Mikrophysik bilden, in moglichst einfacher
Form darzustellen. Fragen, die rein formales Interesse haben, sind
hier ganz ausgeschlossen. Die physikalisch wesentlichen Fragen sind
dagegen sehr eingehend und ausfiihrlich auseinandergesetzt, so daB
sie ohne spezielle mathematische oder physikalische Vorbildung ver-
standen werden konnen. Das Buch ist also nicht speziell fiir den Theore-
tiker geschrieben, sondern hauptsichlich fiir den Experimentalphysiker,
den Chemiker, den wissenschaftlich gebildeten Ingenieur und fiir Stu-
dierende der hoheren Semester.

Im I. Kapitel habe ich in einer Art Einleitung die Grundgedanken
der Wellenmechanik ziemlich ausfithrlich entwickelt. Hier sind alle
prinzipiell wichtigen Fragen erértert und durch Anwendung auf ele-
mentar l6sbare spezielle Probleme erldutert worden, so daB dieses
Kapitel schon in sich ein geschlossenes Ganzes bildet.

Die nachfolgenden drei Kapitel sind der eingehenderen Entwicklung
der Theorie gewidmet, und zwar nach den folgenden drei Richtungen:

1. Die Grundgleichungen der Wellenmechanik (Kapitel II);

2. Die Beziehung zwischen Wellen und Quanten (Kapitel III);

3. Spezielle Probleme (Kapitel IV).

Im II. Kapitel wird eine méglichst zwingende Begriindung der
Grundgleichungen der Wellenmechanik im SCHRODINGERschen Geiste
gegeben, d. h. in AnschluB an die klassische Mechanik einerseits und
die. Wellentheorie des Lichtes andererseits. Diese Linie gipfelt in der
Aufstellung der wellenmechanischen Gleichungen, die als Verall-
gemeinerung der Gleichungen der elektromagnetischen Lichttheorie
angesehen werden konnen und mit den DirAcschen Gleichungen
dquivalent sind. Durch diese Gleichungen sind bekanntlich die Kreisel-
oder ,,spin‘‘-effekte dargestellt.

Das III. Kapitel entwickelt die allgemeine Theorie der verschie-
denen quantenhaften Effekte bei den stetigen Wellenerscheinungen
mit Hilfe ihrer korpuskular-statistischen Deutung. Hier wird unter
anderem das Matrizenskelett der Wellenmechanik gegeben, die Sto-
rungstheorie samt Anwendungen auf optische und strahlungslose
Ubergiinge aufgebaut, und ferner die Grundziige der Theorie von
Systemen mit mehreren Elektronen (Atome, Molekiile) im Lichte des
HEISENBERGSchen Resonanzprinzips und des PAULIschen Aquivalenz-
verbots betrachtet.

Das 1IV. Kapitel gibt schlieflich die Losung einiger wichtiger spe-
zieller Probleme, z. B. die Theorie der wasserstoffihnlichen Systeme
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und deren Stérungen durch duBlere, konstante oder zeitlich wechselnde
Krifte, die Theorie der hetero- und homdopolaren Molekiilbindung
und die Dynamik zweiatomiger Molekiile.

Ich beabsichtigte urspriinglich, ein weiteres Kapitel iiber die
Quantelung der Licht- und Materiewellen, sowie tiber die Wellen-
(oder Quanten-) statistik und ihre Anwendung auf die Metalltheorie
zu schreiben. Zeit- und Raummangel hat dies nicht gestattet; ich
muBl mich damit begniigen, diese Fragen im ersten Kapitel ganz
kurz zu streifen. Das Buch ist ohnedies schon auf das Doppelte
des geplanten Umfangs angewachsen. Es ist mir eine besonders an-
genehme Pflicht, der Verlagsbuchhandlung Jurius SPRINGER fiir ihr
freundliches Entgegenkommen meinen herzlichen Dank auszusprechen.

Herrn Dr. BoLLNow, Géttingen, bin ich fiir die sorgfiltige Durchsicht
des Manuskriptes in sprachlicher Hinsicht, sowie Herrn Dr. ROSENKE-
WITSCH, Leningrad, fiir seine Hilfe bei Durchsicht der Korrekturen eben-
falls zu groBem Dank verpilichtet.

Leningrad, im Juni 1929. J. FRENKEL.
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Berichtigung.

S. 275, Zeile 6 von unten in der Formel lies: 7y, statt: y,;

S. 275, Zeile 5 von unten lies: pg,, TE, in (48a) statt: P2, Ti, in (48).



Erstes Kapitel.

Licht und Materie.

§ 1. Die Korpuskulartheorie der Materie.

Die Frage nach dem Wesen der Materie wurde schon seit langer
Zeit als prinzipiell gelost betrachtet. Von der Zeit der antiken griechi-
schen Kultur bis zu den letzten Jahren glaubten Philosophen und
Physiker, daB jeder materielle Koérper aus Elementarteilen besteht,
die durch bestimmte unverinderliche Eigenschaften charakterisiert
werden konnen. Die wissenschaftliche Untersuchung sollte nur diese
verborgenen Eigenschaften genauer aufkliren und die unmittelbar be-
obachteten Eigenschaften der gewdhnlichen ,,makroskopischen® Korper
auf die Lage, Bewegung und Wechselwirkung von deren Elementar-
teilen zuriickfiihren. — Die Griechen stellten sich diese als kleine starre
Korper vor, die sich von den gewdhnlichen starren Kérpern nur durch
ihre Unteilbarkeit unterscheiden; diese Eigenschaft der Elementarteile
kam schon in ihrer Bezeichnung (,,Atome‘‘) zum Ausdruck. Viel spdter,
im 18. Jahrhundert, haben LEiBNiz und BoskowITscH den Gedanken
entwickelt, daB die Atome keine Ausdehnung im Raume besiBen,
sondern bloB als Kraftzentra zu betrachten seien, d.h. als Punkte,
die — ohne eigene raumliche Ausdehnung — nur durch ihre Kraft-
felder in den Raum hineinwirken. Die sichtbare und greifbare Aus-
dehnung der makroskopischen Kérper sollte bloBer Schein sein; in
Wirklichkeit wire jeder solche Korper nur ein einzelne Kraftzentra
enthaltendes Vakuum, d. h. ein Raumgebiet, das nicht durch Materie-
teilchen selbst, sondern nur durch ihre Kraftfelder erfiillt ist.

Im 19. Jahrhundert erhielt die Atomtheorie eine strenge experimen-
telle Begriindung. Zunichst fiihrten chemische Tatsachen zu der Vor-
stellung der verschiedenen Atomarten der einzelnen chemischen Ele-
mente. Spiter — zu Beginn des 20. Jahrhunderts — hat die experi-
mentelle Untersuchung der elektrischen Eigenschaften der Materie es
gestattet, die bunte Mannigfaltigkeit aller chemischen Atome auf das
Doppelsystem der negativen und positiven Elektronen — oder (nach
der heutigen Terminologie) Elektronen und Protonen — zuriickzu-
fiithren.

Die Elektronen und Protonen werden manchmal nicht als Atome
der Materie, sondern als die der negativen bzw. positiven Elektrizitét
bezeichnet. Es scheint aber richtiger, die Elektrizitat, d. h. die elek-

Frenkel, Wellenmechanik. 1



2 Licht und Materie. I, §2.

trische Ladung, als emme Grundeigenschaft dieser elementaren Materie-
teilchen zu betrachten, in demselben Sinne wie die Masse, welche ihre
zweite Grundeigenschaft darstellt.

Die Elektronen und Protonen stellt man sich gewshnlich als kleine
starre Kugeln vor, denen man auf Grund der elektromagnetischen
Theorie der Masse einen Halbmesser von der Grofenordnung 10-13
bzw. 1018 cm zuschreibt. Wegen der auBerordentlichen Kleinheit dieser
Abmessungen spielen sie in der Frage nach dem Aufbau der chemischen
Atome aus Elektronen und Protonen prakiisch gar keine Rolle. Man
konnte deshalb in der modernen Atomlehre die Elementarteile der
Materie als Kraftzentra im Sinne von Le1BN1z und BoskowiTscH behan-
deln, unabhingig von einer prinzipiellen Entscheidung iiber die Richtig-
keit oder Unrichtigkeit dieser Vorstellung.

Uber die prinzipielle Seite dieser Frage bestand in der letzten
Zeit keine Ubereinstimmung. Es ist sicher etwas naiv, die gewdhn-
lichen starren Korper in Elementarteile von genau derselben Natur
(d. h. in starre Kiigelchen) zu zerlegen und die Unzerlegbarkeit dieser
Teilchen trotz der Abstofung der damit verkniipften elektrischen
Ladung zu verlangen. Diese Unzerlegbarkeit wiirde sich dagegen nach
der LersN1zschen Auffassung von selbst erkliren. Gegen diese schienen
aber gewisse Schwierigkeiten der elektromagnetischen Energielehre zu
sprechen, sowie eine Reihe neu entdeckter Erscheinungen, die sich
durch eine Kreiselbewegung der kugelformig gedachten Elektronen er.
klaren lassen. Die Frage, ob die Elektronen als ausgedehnte oder nicht-
ausgedehnte Korpuskeln aufzufassen sind, blieb also unentschieden-
Aber an der Korpuskularvorstellung tiberhaupt glaubte bis etwa 1925
niemand zweifeln zu diirfen.

§ 2. Korpuskular- und Wellentheorie des Lichtes
(NEwTON-HUYGHENS).

Im Gegensatz zur ,,monotonen‘’ Entwicklung der Atomtheorie in
der Lehre von der Materie zeigt die Entwicklung unserer Vorstellungen
iiber die Natur des Lichtes eine merkwiirdige Oszillation, und zwar
eine Oszillation zwischen der Korpuskularauffassung einerseits und der
Wellenauffassung andererseits. Als Begriinder der korpuskularen Theorie
des Lichtes pflegt man NEwTON, als den der Wellentheorie HUYGHENS
anzusehen, obwohl tatsichlich beide Theorien viel ilter sind.

Es ist bemerkenswert, daB NEwToN selbst in seinen optischen Be-
trachtungen sich manchmal der Wellentheorie bedient; er hat aber
immer die Korpuskulartheorie vorgezogen.

Infolge der {ibergewaltigen wissenschaftlichen Autoritit NEWTONS
hat die Korpuskulartheorie des Lichtes bis gegen den Anfang des
19. Jahrhunderts das damals bekannte Feld der optischen Erschei-
nungen beherrscht. Neben den neuen Tatsachen tiber die Beugung des
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Lichtes, die zur modernen Wellenoptik fithrten, mufl man aber den
berithmten Versuch von FiZEAU erwdhnen, der den alten Streit zwischen
Korpuskular- und Wellentheorie des Lichtes innerhalb des engeren
Gebietes der geometrischen Optik, wo beide bisher als dquivalent er-
schienen, zugunsten der letzteren entschieden hat.

Wegen ihrer Bedeutung fiir die neue Theorie der Materiewellen
wollen wir die theoretischen Grundlagen des Fizeauschen Versuches
etwas ausfithrlicher betrachten.

Nach der Newronschen Korpuskulartheorie muB man sich die
Lichtstrahlen als Bahnen bestimmter Lichtkorpuskeln oder ,,Licht-
atome’* vorstellen. Diese Korpuskeln werden von dem leuchtenden
Korper nach allen Richtungen ausgesandt und bewegen sich im leeren
Raum oder in einem homogenen materiellen Medium geradlinig und
gleichférmig, d. h. genau wie gewthnliche Materieteilchen beim Fehlen
irgendwelcher duBeren oder Wechselwirkungskrifte. Die Reflexion und
Brechung der Lichtstrahlen an der Grenzfliche zweier verschiedener
homogener Koérper, z.B. Luft und Wasser, erkliren sich nach der
Korpuskulartheorie aus der Wirkung bestimmter Krifte, die in der
Oberflichenschicht wirksam sind. Diese Krifte miissen sich dem FEin-
dringen der Lichtkorpuskeln in das zweite Medium widersetzen und
einen Teil der Korpuskeln reflektieren; andererseits miissen diejenigen
Korpuskeln, welche durch die Grenzschicht hindurchgehen, eine ge-
wisse Anderung der Normalkomponente ihrer Geschwindigkeit erfahren.
Die betrachteten , Lichtkrifte’* miissen also senkrecht zur Grenz-
fliche — oder eher zu den Grenzflichen der diinnen Ubergangsschicht,
wo sie lokalisiert werden — wirken und keine Anderung in der Tan-
gentialkomponente der Geschwindigkeit hervorrufen.

Die Geschwindigkeit eines Korpuskels im ersten Medium sei 0C = v
und im zweiten OC’ = v’ (Abb. I), die gemeinsame Tangentialkom-
ponente 04 = 0A’ und die Normal-
komponenten OB bzw. OB’.

Dann gilt offenbar

0 A
OA =vwsing =9 sing’,
wo o und o« den Einfalls- bzw. den 8 “N\N
Brechungswinkel bedeuten. Daraus folgt .
. , 8’ Jod
=2 (1) Abb. 1.
Sin oL v

Diese Formel driickt den bekannten S~ELLIUsschen Satz aus, falls

man die Geschwindigkeit v" als eine von der Einfallsrichtung unab-

hingige GroBe voraussetzen darf, die fiir das zweite Medium ebenso

charakteristisch ist wie v fiir das erste. Es ist nun leicht einzusehen,

daB diese Bedingung tatsichlich erfilllt sein muB und als eine un-
1*
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mittelbare Folge des Energieprinzips betrachtet werden kann. Be-
zeichnet man ndmlich mit U die von den , Lichtkriften‘ beim Durch-
gang eines Korpuskels aus dem ersten nach dem zweiten Medium
geleistete Arbeit und nimmt ferner an, daB die Bewegung des Korpus-
kels den iiblichen Gesetzen der klassischen (NEwrtonschen) Mechanik
gehorcht, so hat man

1 '2_1 2
5 MUt =5 my + U

(m = Masse eines Korpuskels), d. h.
r 20
v = l/vz—l— = const .

Die als konstant vorausgesetzte GréBe U stellt die Differenz der
potentiellen Energie des Lichtkorpuskels im ersten und im zweiten
Medium dar.

Bezeichnet man den betreffenden Brechungsindex, d.h. das Ver-

haltnis 20— mit 4, so ergibt sich dafiir nach (1) der folgende ,,dyna-
sinao”,
mische” Ausdruck:
p= Vl +—. @)
—2amv2

Wir wollen uns nun erinnern, wie sich das SNELLIUSsche Gesetz
aus der Wellentheorie des Lichtes erkliren 14Bt.

Der Begriff des Lichtstrahis oder besser des Lichtstrahlenbiindels
wird hier durch den Begriff eines Wellenzuges ersetzt, wobei man ge-
wohnlich die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen mit der Be-
wegungsgeschwindigkeit der Lichtkorpuskeln identifiziert. Wir wollen
aber keine solche Annahme machen und
die Wellengeschwindigkeit im ersten und
zweiten Medium mit neuen Buchstaben
— némlich w und @' — bezeichnen. In
Abb. 2 sind diese Geschwindigkeiten durch
die Strecken PN und MQ, welche die

Abb, 2, Verschiebung der gebrochenen Wellen-

front in der Zeiteinheit charakterisieren,

dargestellt. Die Brechungslinie (auf der Abbildung durch den Punkt

M oder N dargestellt) verschiebt sich dabei lings der Grenzfliche mit
der Geschwindigkeit

w w’
MN = sino | smo
Daraus folgt
bkl > = const, (3)
Sin o
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Diese Formel driickt dieselbe Tatsache aus wie die Formel (1), nimlich
die Unabhingigkeit des Brechungsindexes von der Einfallsrichtung.
Sie gibt aber fiir y einen Ausdruck, der gerade reziprok zu (1) aussieht
oder vielmehr aussehen wiirde, wenn man die Wellengeschwindigkeiten w
und »’ mit den entsprechenden Korpuskulargeschwindigkeiten v und v’
identifizieren wollte.

Beim Ubergang von Lichtstrahlen aus Luft in Wasser hat man be-
kanntlich « > «’, d. h. 4 > 1. Daraus wiirde nach der NEwroNschen
Korpuskulartheorie folgen, daB ' > v ist. Nun hat Fizeau die Licht-
geschwindigkeit im Wasser wirklich gemessen und festgestellt, daB sie
kletner als die Lichtgeschwindigkeit in der Luft ist. Das Verhiltnis
der beiden Geschwindigkeiten ergab sich in Ubereinstimmung mit der
Vorhersage der Wellentheorie, d.h. mit der Auffassung der Licht-
geschwindigkeit als einer Wellengeschwindigkeit, nach der Formel (3).

Schon durch dieses ,,experimentum crucis‘ allein kénnte der Streit
zwischen der Korpuskular- und der Wellentheorie des Lichtes als ge-
16st betrachtet werden. Hinzu kommt aber eine Reihe von neuentdeckten
Interferenz- und Beugungserscheinungen, die vom Standpunkte der
Korpuskulartheorie unverstindlich blieben, wihrend sie sich durch die
Wellentheorie ganz einfach und bis in die letzten quantitativen Einzel-
heiten erklaren lieBen.

Um die Mitte des 19. Jahrhunderts erhielt die Wellentheorie des
Lichtes — hauptsichlich dank der berithmten Arbeiten von FRESNEL —
eine so schone, geschlossene und das ganze damals bekannte Gebiet
der makroskopischen optischen Erscheinungen umfassende Gestalt,
daB die Méglichkeit einer wesentlichen Revision dieser Theorie im
Sinne einer Riickkehr zu einer Korpuskulartheorie des Lichtes als
vollkommen ausgeschlossen erscheinen mubBte.

§ 3. Die elektromagnetische Lichttheorie und die
Relativitiatstheorie.

Die von MaXwEeLL in der zweiten Hilfte des vorigen Jahrhunderts
geschaffene elektromagnetische Lichttheorie hat die formalen Grund-
lagen der FrEsNELschen Theorie beibehalten und nur die physikalische
Bedeutung der betreffenden GroBen, sowie unsere Vorstellungen iiber
die Natur der Lichtwellen geindert und verschirft. Es ergab sich,
daB diese Wellen identisch sind mit den MAXWELLschen elektromagne-
tischen Wellen, die spiter von HERTZ experimentell verwirklicht und
untersucht worden sind und neuerdings eine so weitgehende technische
Anwendung in der drahtlosen Telegraphie und Telephonie gefunden
haben. Der Unterschied zwischen den Licht- und Radiowellen besteht
bekanntlich nur in der Wellenlinge.

Bis zum Ende des 19. Jahrhunderts hat man versucht, die elektro-
magnetischen Wellen als mechanische Schwingungen des noch von
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HuveHENS eingefiihrten ,,Lichtithers™ zu deuten. Die EINsTEINsche
Relativititstheorie zeigte jedoch, daf eine mechanische Deutung der
elektromagnetischen Wellen weder nétig noch méglich ist. So wurden
die Lichtwellen ihrer materiellen Grundlage beraubt, sie verwandelten
sich in periodische Schwingungen eines elektromagnetischen Feldes im
leeren Raum. Ihre Verkniipfung mit materiellen Korpern beschrinkt
sich auf die Emissions- und Absorptionsakte, die nach denselben Ge-
setzen erfolgen, wie Sendung und Empfang der Radiowellen, wobei
als Sendeantenne und Empfangsapparate einzelne Materieteilchen
— Atome und Molekiile — dienen.

Nach der Relativitidtstheorie pflanzen sich die Lichtwellen immer

mit derselben wahren Geschwindigkeit ¢ = 3-101052% fort. Die davon

verschiedene Fortpflanzungsgeschwindigkeit in materiellen Kérpern muf3
als eine scheinbare Geschwindigkeit gedeutet werden und 148t sich folgen-
dermaflen erkldren:

Ein materieller Kérper ist kein kontinuierliches Medium, sondern
ein System von praktisch unausgedehnten Teilchen, die sich im leeren
Raume befinden. Die von jedem Teilchen entsandten elektromagne-
netischen Elementarwellen pflanzen sich mit der wahren Lichtgeschwin-
digkeit ¢ fort, ebenso wie die priméiren (einfallenden) Lichtwellen, welche
die erzwungenen Schwingungen dieser Teilchen hervorrufen. Durch
Superposition oder Interferenz der Elementarwellen entsteht ein kom-
plexes Wellenbild, das man vom makroskopischen Standpunkt als ein
System von gewdhnlichen Wellen auffassen kann, die sich mit einer
von ¢ verschiedenen Geschwindigkeit w fortpflanzen. Je schwicher die
Elektronen des betrachteten Kérpers gebunden sind, je leichter sie
sich zum Mitschwingen bringen lassen, desto grofer ist die Amplitude
der von ihnen ausgesandten sekundiren Lichtwellen und desto stirker
muf sich die scheinbare Geschwindigkeit w von der wahren ¢ unter-
scheiden. — Die Verschiebbarkeit oder Schwingungsfihigkeit der Elek-
tronen in den Atomen irgendeines Korpers wird in der Elektrizitdtslehre
durch die Elektrizitdtskonstante ¢ dieses Korpers charakterisiert (fiir
einen Kérper mit starr gebundenen Elektronen wiirde sie —ebenso wie
fiir den leeren Raum — 1 betragen). Daraus folgt, daf das Verhiltnis

—:;}—, welches den Brechungsindex y des Korpers in bezug auf das Vakuum

bestimmt, sich von 1 um so mehr unterscheiden muB, je gréBer die
Dielektrizititskonstante ist. In der Tat stehen die beiden GréBen
miteinander in der folgenden, noch von MAXWELL aufgestellten Be-

ziehung
p="Te.

Durch Superposition der primiren und sekundiren Elementar-
wellen lassen sich alle Eigentiimlichkeiten erkliren, durch die die Licht-
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ausbreitung in einem materiellen Kérper sich von der im leeren Raume
unterscheidet (unter anderem die Absorption). Eine eingehendere Be-
sprechung dieser Frage wiirde aber aufBerhalb des Rahmens dieses
Buches liegen. Wesentlich fiir uns ist allein, dall die Lichtwellen von
bestimmtem Ursprung (d. h. ,,Elementarwellen) im makroskopischen
leeren Raum — zwischen zwei entfernten Sternen — wie im mikrosko-
pischen leeren Raum — zwischen den Atomen oder genauer den Elek-
tronen eines gewShnlichen materiellen Kérpers — sich stets mit der-
selben Geschwindigkeit ¢ fortpflanzen.

Diese wahre Lichtgeschwindigkeit unterscheidet sich nach der
Relativitatstheorie von allen anderen Geschwindigkeiten dadurch, dafB
ihr Betrag unverindert bleibt, wenn man von dem urspriinglichen
Koordinatensystem zu irgendeinem anderen, das sich relativ zum ersten
geradlinig gleichformig bewegt, tibergeht. Diese Eigenschaft kann man
als eine Erfahrungstatsache betrachten, die durch den MicHELSONschen
Versuch und eine Reihe anderer Versuche derselben Art gewonnen ist.
Man kann sie aber auch als eine direkte Folge des Relativititsprinzips
auffassen, d.h. des Prinzips der vollkommenen Aquivalenz verschie-
dener, sich relativ zueinander geradlinig-gleichitrmig bewegender
Koordinatensysteme, der prinzipiellen Unmoglichkeit festzustellen,
welches von diesen Systemen im leeren Raume tatsichlich ,,ruht®.

Das Prinzip der Relativitdt der Geschwindigkeit (im obigen Sinne)
bildet bekanntlich zusammen mit dem — daraus folgenden — Invarianz-
prinzip der wahren Lichtgeschwindigkeit die theoretische Grundlage
der EinsTEINschen (speziellen) Relativititstheorie.

Der Inhalt dieser Theorie 14Bt sich am einfachsten zusammen-
fassen als eine gewisse — obwohl nicht vollstindige — Aquivalenz
zwischen den drei riumlichen Dimensionen und der Zeitdimension,
eine Aquivalenz, die mathematisch durch die Invarianz des ,,raum-
zeitlichen Abstandsquadrates™

2= (% — %1)® + (Yo — V1)* + (22 — 22 — 2 (L, — 4,)? 4)

ausgedriickt wird. Hier bedeuten x,, y,, 2, die rechtwinkligen Koordi-
naten des Ortes, wo ein bestimmtes Ereignis (1) im Augenblick #; statt-
gefunden hat; die GroBen x,, v,, 25, £, haben dieselbe Bedeutung fiir
ein zweites Ereignis (2). Die Invarianz gilt fiir zwei Koordinatensysteme,
die relativ zueinander geradlinig-gleichférmig bewegt sind. Man hat
also fiir zwei solche Systeme s = s’, wo entsprechend

S = (0 — 22+ (s — VP (2 — 2 — B — 4
ist, unabhingig von der relativen Geschwindigkeit v. Bei » =0, d. h.
bei relativer Ruhe der beiden Systeme, hat man ¢ = ¢, wihrend die

rdumlichen Koordinaten x, y, z und %', 3’, 2’ miteinander durch lineare
Beziehungen verkniipft sind, deren Koeffizienten von der relativen Orien-
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tierung der betreffenden Koordinatensysteme abhingen. Bei v == 0
ergeben sich allgemeinere Beziehungen derselben Art zwischen den
GréBen %, v, z, ¢ und x', ¥', #/, ¢'. Diese Beziehungen erhalten eine voll-
kommen symmetrische Gestalt (einer linearen orthogonalen Transfor-
mation), wenn man die Zeit ¢ durch die dazu proportionale imaginire
GroBe =7 —1lct und # durch ' =17 —1c# ersetat (¢’ =cl).
Die Imaginaritit, die durch das negative Vorzeichen des zeitlichen
Gliedes im Ausdruck (4) bedingt ist, beschrinkt die physikalische
Angleichung von Raum und Zeit. Formal aber lassen sich beide zu
einem vierdimensionalen Xontinuum verschmelzen, in dem alle
,,Richtungen‘‘ ebenso d4quivalent sind, wie die verschiedenen Richtungen
im gewShnlichen dreidimensionalen Raum. Einer Drehung der Zeit-
achse um einen imagindren Winkel (und der zugehérigen Drehung einer
oder aller riumlichen Achsen, unter Beibehaltung ihrer Orthogonalitit)
entspricht dabei der Ubergang von dem urspriinglichen riumlichen
Koordinatensystem zu einem anderen, das sich relativ zum ersten mit
einer dem Drehungswinkel proportionalen Geschwindigkeit v bewegt.

Im einfachsten Falle, wo die beiden rdumlichen Systeme gleich-
orientiert sind und die relative Bewegung in der Richtung der x-Achse
erfolgt, nehmen die Beziehungen die folgende bekannte Gestalt (LORENTZ-
Transformation)?® an:

. P
x'=~__:, y’:y, Z/‘—_Z, o=, (5)

Aus der Vereinigung von Raum und Zeit folgt eine dhnliche Ver-
einigung aller gewohnlichen dreidimensionalen Vektorgr6Ben mit den
zugehorigen Skalaren (d. h. solchen GréB8en, die von der Orientierung
des riumlichen Bezugssystems unabhingig sind) zu vierdimensionalen
Vektoren. Diese vierdimensionalen Vektoren kénnen durch raum-zeit-
liche Abstandsvektoren mit den Komponenten %, vy, z, ¢ (oder /) ,,gra-
phisch’‘ dargestellt werden. Die dreidimensionalen Vektoren ergeben
sich dabei als ihre rdumlichen und die zugehérigen Skalare als ihre
zeitlichen Projektionen.

1 Man erhilt diese Formeln aus den gewdhnlichen Transformationsformeln
der analytischen Geometrie ¥’ = x# coso. — Isine, I = xsin e« -} / cos a fiir eine

v
Drehung in der (#, /)-Ebene. Setzt man hier tgoa = 75180 wird: 2’ = cos o (¥ — v?)
1

xv v
und l’=cosoc<l—[—.—> odert’:cosa(t-%), wobel coso = —————— =
x4 c V1+tg20(
1 .
= ist.
v
l_zE
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Damit die physikalischen Gesetze fiir Beobachter, die verschie-
denen, relativ zueinander bewegten Bezugssystemen angehéren, identisch
bleiben, miissen sie mathematisch durch Gleichsetzen der entsprechenden
Komponenten verschiedenartiger vierdimensionaler Vektorgréfen formu-
liert werden. Denn solche Gleichungen miissen, wenn sie fiir ein be-
stimmtes Koordinatensytem gelten, wegen des gleichen Transforma-
tionscharakters aller Komponenten auch fiir jedes andere Koordinaten-
system bestehen bleiben.

Wir konnen hier auf die Einzelheiten nicht eingehen. Es sei nur
bemerkt, daB die Grundgleichungen der elektromagnetischen Licht-
theorie (fiir den leeren Raum) dieser Invarianz- oder ,,Kovarianz-
forderung’‘ der Relativititstheorie geniigen, wihrend die Gleichungen
der NrwtoNschen Mechanik und folglich auch der NewTONschen
korpuskularen Lichttheorie mit dieser Invarianzforderung in Wider-
spruch stehen. Die Umbildung der klassischen Mechanik im Sinne der
Relativititstheorie, die EINSTEIN 1905 vornahm, legte es nahe, auch
die alte Korpuskulartheorie des Lichtes entsprechend umzubilden. Zu
dieser Umbildung dringten auBerdem neue Erfahrungen, die vielleicht
zufillig gerade zu derselben Zeit gemacht wurden und die zur Auf-
stellung der Quantentheorie fithrten (Prancksche Strahlungsformel,
lichtelektrischer Effekt). EinsteIiN hatte den Mut, trotz der glin-
zenden Erfolge der Wellentheorie wihrend des vorhergehenden Jahr-
hunderts eine solche Umbildung vorzunehmen; dies fithrte ihn be-
kanntlich zur Formulierung der korpuskularen Lichttheorie in einer
neuen, verfeinerten und vertieften Gestalt.

§ 4. Die EmnsTEINsche Relativititsmechanik und die
Lichtquantenhypothese.

In der EinsTEINschen Mechanik eines (punktférmigen) materiellen
Teilchens werden die Beobachtungszeit sowie die Koordinaten des
Beobachtungsortes als abhingige Verdnderliche behandelt. Die Rolle
der Zeit als unabhingige Verinderliche itibernimmt die invariante
Eigenzeit T, deren Differential durch die Formel

dt = (?—Sz»z.l; Vdx? + dy? + d22 — cd (6)

zc

definiert ist. Dieses Differential ist also gleich dem durch ¢ dividierten
raumzeitlichen Abstand ds zwischen zwei benachbarten ,,Bewegungs-
episoden. Bezeichnet man die Geschwindigkeit des Teilchens

V@) + @)+ ()
mit », so kann man 47 in die Gestalt

dr:dtl/l—,Z—Z (6a)
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umformen. Dadurch kommt die Verwandtschaft der Eigenzeit zur
gewohnlichen Zeit (bei v <€ ¢) klar zum Ausdruck.

Die EinsteiNschen Bewegungsgleichungen lauten dann
azx a2y a2z azl
My s =Ly, Myzz3="F,, myzm=F, mzgz=I, (7
wo F,, F,, F,, F, die Komponenten eines Vierervektors bedeuten,

den man als die ,,vierdimensionale Kraft*“ definieren kann, und wo m,
der gewohnlichen Masse entspricht.

Fiihrt man statt der Eigenzeit die gewshnliche Zeit als unabhingige
Verianderliche ein, so wird nach (6a):

d myv, ar d  myv, dx a  myv, dz

d ey gt a—a=ta (79
15 1—— 1——

und

Die Gleichungen (7a) lassen sich in der vektoriellen Form

d
78=1 (8)
zusammenfassen, wobei der Vektor
g= (82)
v
1-=

als die Bewegungsgrifie des Teilchens und der Vektor
dz / v?
f=8—= V 1— 5

als die gewohnliche dreidimensionale Kraft zu betrachten ist. Daraus

folgt, daB der Vektor § die Bedeutung des Impulses dieser Kraft pro
Einheit der Eigenzeit hat.

Die Gleichung (7b) ist nicht unabhingig von (7a). Man hat namlich
nach (6)
dx\? a y\?2 dz\? AN
@ + @) + @) + (&) =2

dx d?x dyd2y+dz d*z dl d%l -0
dr d7® " dt dv¢ ' drv d7® | d7 de¢

oder gemi8 (7)

und folglich

al

dx dy dz
Fode+ F, 5L 4+ P22+ Fio =0,
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Es gilt also
dt
—WF Fwdt+Fﬂdt+det_fzdr+fy +fzd,r“f'b2?'

Daraus folgt, daB die GroBe —icF, die Arbeit der Kraft { pro Einheit
der Eigenzeit bedeutet. Die Gleichung (7b) kann deshalb auch in der
Gestalt

2
My c

4
'l == f-o 9)
Jr-%
geschrieben und die GréBe
2
e =20 - (9a)
-

als die Energie des Teilchens gedeutet werden. Diese Energie setzt

. o e . 1
sich zusammen aus der kinetischen Energie c2< = — 1),
v

1-%

die bei kleinen Werten von ldle tibliche Gestalt 5 #,v® annimmt,

und der ,,Ruheenergie’ m, c2, welche der ,,Ruhmasse My des Teilchens
proportional ist. Die GroBe

"y

m= —]/1~:~?v: (10)

pflegt man als die Masse des bewegten Teilchens zu definieren. Mit
dieser Definition hat man nach (8a) und (9a)

g=mb, &= mc2. (10a)

Das Wesentlichste fiir uns ist einmal, daB in der Relativititsmechanik
die BewegungsgréBe oder der ,, Impuls” g und die Energie ¢ zu einem
vierdimensionalen ,,Impulsenergievektor verschmelzen, dessen rdum-
liche und zeitliche Projektion sie bilden (es wire richtiger, die zeit-
liche Projektion durch % = mic zu definieren), sodann die eigenartige,
durch (10) bestimmte Abhingigkeit dieser GréBen von der Bewegungs-
geschwindigkeit v.

Aus dieser Gleichung folgt, daB v den kritischen Wert ¢ nicht iiber-
schreiten kann. Die Lichtgeschwindigkeit ¢ spielt also in der EINSTEIN-
schen Mechanik die Rolle einer Grenzgeschwindigkeit, die nur fiir ein
Teilchen mit verschwindender Ruhmasse erreichbar ist. Der Fall my =0
hitte in der NEwToNschen Mechanik gar keinen Sinn. In der EINSTEIN-
schen Mechanik stelit er dagegen diejenigen Teilchen dar, die sich mit

Lichtgeschwindigkeit bewegen -— vorausgesetzt selbstverstindlich,
daB solche Teilchen tatsichlich existieren.
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Postuliert man die Existenz dieser Teilchen, so muB3 man sie offen-
bar als Lichtkorpuskeln auffassen und wird auf diese Weise ganz zwanglos
zur korpuskularen Theorie des Lichtes gefithrt. Wie schon bemerkt,
kam diese neue EINSTEINsche korpuskulare Lichttheorie gerade zur rechten
Zeit, um einige neue Ergebnisse der experimentellen und theoretischen
Forschung zu erkliren und manche andere ,,quantenhafte’ Erschei-
nungen vorherzusagen. Dagegen blieben die Interferenz und Beugung
des Lichtes, die durch die Wellentheorie so einfach erklirt wurden,
von dem neuen Standpunkte aus vollkommen unbegreiflich.

Die EinstEINsche Lichttheorie unterscheidet sich von der NEwWTON-
schen hauptsidchlich dadurch, daB die Geschwindigkeit der Licht-
korpuskeln nicht nur im leeren Raum, sondern auch in den materiellen
Koérpern (die dabei als punktférmige Materieteilchen enthaltendes
Vakuum anzusehen sind) denselben Wert ¢ hat. Die Brechung des
Lichts an der Grenzfliche zweier verschiedener Korper ist also bei
EINSTEIN auf eine ganz andere Weise zu erkliren als bei NEWTON,
und zwar durch Absorption und Remission der Lichtkorpuskeln durch
die Korperatome — entsprechend der Superposition der primiren und
sekundidren Elementarwellen in der elektromagnetischen Lichttheorie.

AuBlerdem existieren die EinsTEInschen Lichtkorpuskeln oder
Lichtquanten nur dann, wenn sie sich mit der Geschwindigkeit ¢ bewegen.
Da sie keine ,,materielle’ Grundlage, die durch einen von Null verschie-
denen Wert der Ruhmasse charakterisiert werden miite, besitzen,
verschwinden sie in dem Augenblick, wo sie zur Ruhe kommen (oder
schon, wenn ihre Geschwindigkeit kleiner als ¢ wird). Dies geschieht
z. B. bei der Absorption eines Lichtquantes durch ein materielles Atom.
Das Lichtquant bleibt dabei im Atom nicht stecken wie ein Licht-
korpuskel der NEwToNschen Theorie, sondern verschwindet vollkommen.
Es verschwinden gleichzeitig die damit verkniipfte Energie ¢ und die
Bewegungsgrofe g, die offenbar auf das absorbierende Atom tibertragen
werden miissen.

Nach (10a) hat man

g=ctc—. (11)
In dem Grenzfall v = ¢ muB also zwischen der BewegungsgroBe und der
Energie die Beziehung

§= (11a)

bestehen.
AuBerhalb dieser Beziehung bleiben die beiden GréBen unbestimmt,

da sie nach (8a) und (9a) bei my = 0 und v = ¢ die Gestalt % annehmen.
Neben Energie und BewegungsgroBe kann den EINSTEINschen

Lichtquanten noch die Masse m = ;2 = ;i zugeschrieben werden. Von
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diesen drei Eigenschaften betrachtet man gewohnlich die Energie e
als die sozusagen ,,primére’‘ und wesentlichste. Man pflegt deshalb die
Lichtquanten als ,,Energiequanten” zu bezeichnen. Diese Ausdrucks-
weise 148t sich grundsitzlich nicht rechtfertigen, da die Bewegungsgrofie
eine ebenso wesentliche Eigenschaft ist wie die Energie und von dieser
nicht getrennt werden darf. Die Bevorzugung der Energie auf Kosten
der BewegungsgroBe 148t sich aber aus der Entstehungsgeschichte der
EinsteiNschen Lichtquantenhypothese verstehen.

Diese Hypothese wurde nidmlich nicht nur aus der EINsTEINschen
Relativititstheorie entwickelt, sondern wurde durch die Pranck-
schen Arbeiten iber die Theorie der Wirmestrahlung vorbereitet.
Zur Erklirung der beobachteten Intensititsverteilung im Spektrum
dieser Strahlung mufite Pranck bekanntlich annehmen, daB die
Strahlungsenergie von den Atomen nicht kontinuierlich absorbiert
oder emittiert wird, sondern sprungwesse-in ganz bestimmten endlichen
Mengen oder ,,Energiequanten’’. PLANCK wollte diese Energiequanten gar
nicht mit einer diskontinuierlichen, korpuskularen Struktur der Strahlung
verkniipfen. Er stellte sich vor, daB sie in der iblichen, der elektro-
magnetischen Lichttheorie entsprechenden Form zu- bzw. ausgestrahlt
wiirden. Das absorbierende und emittierende Atom betrachete er als
einen harmonischen Oszillator mit einer bestimmten Schwingungs-
frequenz v, die mit der Frequenz der absorbierten oder emittierten
elektromagnetischen Wellen zusammenfallen sollte. PLaNCK fand dabei,
dal die GroBe seiner Energiequanten mit dieser Frequenz durch die
Beziehung

7 e=hv (12)
verkniipft ist, wo % = 6,55-10-27 die nach ihm benannte Konstante
bedeutet.

Fiinf Jahre spiter versuchte EINsTEIN, durch die Relativitdtstheorie
geleitet, die PLaNcksche Theorie durch die Vorstellung zu verschirfen,
daBl die PrANckschen Energiequanten nicht als Kugelwellen, sondern
als quasi-materielle Korpuskeln vom Atom nach einer bestimmten
Richtung ausgeschleudert werden. Diesen Lichtkorpuskeln oder Licht-
quanten schrieb er neben der Energie noch die nach (11la) bestimmte
BewegungsgroBe zu; daraus folgte nach dem Satz von der Erhaltung
der BewegungsgroBe, daB das Atom bei Lichtausstrahlung einen Riick-
stof erfahren muBl — genau wie ein Gewehr beim SchieBen.

Beim ZusammenstoB mit einem anderen Atom (oder Elektron)
sollte das Lichtquant entweder reflektiert (,,gestreut”) oder absorbiert
werden; im letzten Falle sollte es auf das Atom neben seiner Energie
auch seine BewegungsgroBe {ibertragen, wodurch man den Mechanis-
mus des Lichtdruckes erkliren konnte.

Diese kithnen Gedanken EINSTEINs erhielten bald eine Reihe von
glinzenden experimentellen Bestitigungen. Es sei hier nur auf den



14 Licht und Materie. I, §5.

lichtelektrischen Effekt und den Comptoneffekt hingewiesen. Wir
wollen auf diese bekannten Erscheinungen nicht niher eingehen. Nur
dieses eine sei hervorgehoben: In der Anwendung der EINsTEINschen
Lichtquantentheorie auf diese und andere Erscheinungen war von dem
Mechanismus der Wechselwirkung zwischen den Atomen (oder Elek-
tronen) und den Lichtquanten keine Rede. Man konnte sich keine be-
stimmten Vorstellungen machen von dem Vorgang der Emission und
der Absorption eines Lichtquantes oder seiner Streuung durch ein freies
Elektron (beim Comptoneffekt). Um diese Erscheinungen im iiblichen
mechanischen Sinne zu beschreiben, hitte man bestimmte Wechsel-
wirkungskrafte zwischen Materieteilchen und Lichtquanten einfiihren
und den Zeitablauf der betrachteten Vorginge gemif den relativistischen
Bewegungsgleichungen verfolgen miissen. Dies wurde aber niemals
durchgefiihrt. Man behandelte vielmehr diese Vorginge als ,,momen-
tane'* oder bester als,,vollendete“ Akte (wie z. B. die StoBvorginge der
gewohnlichen Mechanik) und begniigte sich damit, die Endergebnisse
nach den Sitzen der Erhaltung der Energie und der BewegungsgroBe
fiir das Gesamtsystem (Atom oder Elektron + Lichtquant) einerseits
und der Pranckschen Beziehung (12) zwischen Energie und Frequenz
andererseits zu bestimmen.

Diese Beziehung erhielt in der Einsteinschen Theorie einen ganz
neuen, rein symbolischen oder ,,korrespondenzmiBigen* Sinn. Es handelt
sich nicht um Energiequanten, die in der Gestalt von Wellen zu- oder
ausgestrahlt werden, wie bei Pranck, sondern um Energie- und Be-
wegungsgroBe einzelner quasi-materieller Korpuskeln. Der Begriff der
Schwingungsfrequenz schien hier vollkommen unangemessen zu sein.
Und doch war dieser Begriff unvermeidlich, da man die Energie der
EmvstEINschen Lichtquanten nur auf Grund von Wellenldngenbestim-
mungen fir das betreffende Licht durch Interferenz- oder Beugungs-
versuche ermitteln kann.

§ 5. Die relativistische Formulierung des wellen-korpuskularen
Parallelismus.

Wihrend der ersten Etappe des Streites zwischen der Wellen-
und der Korpuskulartheorie des Lichtes — bei NEwTON und HUYGENS —
erschienen beide Gesichtspunkte in der Gestalt einer Alternative; sie
schlossen sich gegenseitig aus. Die neue Etappe dieses Streites, die mit
EinsTEINs Name verkniipft ist, ist durch eine ganz andere Beziehung
der beiden Theorien zueinander charakterisiert, und zwar durch eine
eigenartige gegenseitige Verbindung und Erginzung. Eine Reihe von
optischen Erscheinungen, wie die Interferenz und Beugung des Lichtes,
lassen sich #ur auf Grund der Wellentheorie erkliren ; eine Reihe anderer
Erscheinungen, wie der lichtelektrische und der Comptoneffekt, nur
auf Grund der Korpuskulartheorie. Dasselbe Licht, das sich in den
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Vorgiangen der ersten Reihe als monochromatische Wellen mit einer
Frequenz » offenbart, erscheint in den Vorgingen der zweiten Gruppe
als homogene korpuskulare Strahlung, wobei die Energie ¢ jedes Teil-
chens gleich Av ist.

Die Frequenz der Lichtwellen wird bekanntlich nicht direkt ge-
messen, sondern aus der Interferenz bestimmter Wellenlingen nach

der Formel v = % berechnet. Vergleicht man diese Beziechung mit der

Beziehung ¢ = gc zwischen der Energie und der Bewegungsgrofe
eines Lichtquantes, so erhdlt man neben der PrLanckschen Formel
¢ = hv noch die folgende

g=7 - (13)
Die Wellenlinge 4, die man als rdumliche Schwingungsperiode de-
finieren konnte, entspricht der zeitlichen Schwingungsperiode 7 = —11;
Der Schwingungsfrequenz », d. h. der Anzahl der Schwingungen in

der Zeiteinheit entspricht die sogenannte Wellenzahl k = %—, d. h.

die Anzahl der Wellen in der Lingeneinheit (fiir einen gegebenen
Augenblick #). Da g den Betrag eines (dreidimensionalen) Vektors g
darstellt, so liegt es nahe, & als den Betrag eines gleichgerichteten
Vektors ¥, welcher die Fortpflanzungsrichtung der Lichtwellen be-
stimmt, aufzufassen und die Beziehung (13) durch die vollstindigeren
Beziechungen

gn="hky, g,=hk,, g =nhnk, (13a)

zu ersetzen. Es wird dabei der Zusammenhang zwischen der Korpus-
kular- und der Wellentheorie des Lichtes in dem Sinne verschirft, daf3
die Bewegungsrichtung der Lichtquanten an jeder Stelle gleich der Fort-
pflanzungsrichtung der Wellen wird.

Die Prancksche Relation ¢ = kv erscheint zunichst von prinzi-
piellem Standpunkte aus als vollkommen unbegriindbar. Wenn wir
auch die dualistische Natur des Lichtes als eine Erfahrungstatsache
ohne weiteres annehmen, so erhebt sich doch die Frage: Warum muf
die Energie der Lichtkorpuskeln gerade der Schwingungsfrequenz der
Wellen proportional sein und nicht z. B. der Wellenlinge oder irgend-
einer anderen komplizierteren Funktion von » oder 4?

Diese Frage 148t sich auf Grund der Relativititstheorie erschépfend
beantworten. Man kann leicht zeigen, daB die durch die Formeln (12)
und (13a) definierte Zuordnung der KorpuskulargroBen und der Wellen-
groBen die eimzige ist, die der Invarianzforderung der Relativitits-
theorie geniigt.

Zu diesem Zwecke betrachten wir die Gleichung eines Systems
ebener Sinuswellen mit der Linge A, der Frequenz v» und einer Fort-
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pflanzungsrichtung, die mit den Koordinatenachsen die Winkel «, 8, ¥
bildet. Diese Gleichung hat bekanntlich die Gestalt

p = ppcos2a (FBEET B 0y gy
wo 1 die schwingende GréBe und y, ihre Amplitude bedeutet. Fiihrt
man nun den ,,Wellenvektor* f mit den Komponenten

1 1 1

ky= T cosa, k,= cosp, k= - cosy

ein, so wird
Y= yoco82m (kyx + k,y + b,z — vi). (14a)

Die Schwingungsphase @ =2z (k% + kyy + k,z — v#) muB ihrer
physikalischen Bedeutung nach eine snvariante Grife, d. h. einen echten
vierdimensionalen Skalar darstellen. Da aber x, ¥, z, ict die Kompo-
nenten eines Vierervektors sind, so miissen es auch die Grifen k,, k,, k,,

~:~ v sein; denn unter dieser — und #ur unter dieser — Bedingung trans-
formiert sich die Summe x%, + y&, + 2k, — ¢v wie die Summe
2% 4 2 b 22+ (fch)?;

letztere bleibt aber invariant bei einem Ubergang von dem urspriing-
lichen Koordinatensystem zu einem ,,gestrichenen® (bewegten); in-
folgedessen muf} auch die erstere dabei in die gleichartige und gleich-
wertige Summe x’kjy -+ v’ ki - 2’ By — '’ iibergehen.

Ein ebener harmonischer Wellenzug ist also hinsichtlich der Schwin-
gungsphase durch einen Vierervektor

Z
ke by, oy — v
charakterisiert. 2

Wir haben andererseits in § 2 gesehen, daB die GréBen

. i
MUy = Ly, MUVy=gy, MUV,=4g,, mz(::?a

einen Vierervektor bilden, der die BewegungsgréBe und die Energie
eines punktformigen Teilchens bestimmt [vgl. (7a) und (7b)]. Wenn
also zwischen diesen korpuskulartheoretischen und den obigen wellen-
theoretischen GréBen tiberhaupt eine Beziehung besteht, so kann sie
nur die Gestalt

8z 8y 8 €

TR TR Ty )
haben. Sonst wiirde die Beziehung von der Wahl des Koordinaten-
systems abhingen, was offenbar unmoglich ist.

Das in (15) mit % bezeichnete Verhiltnis der mechanischen und

optischen GréBen konnte noch prinzipiell eine beliebige Funktion der
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invarianten GréBen

2 2
BA+E+E—" wd g+gtg—
sein. Es folgt aber aus den Formeln » —cA und & = gc, daB diese
beiden Invarianten gleich Null sind. Die GroBe # mul folglich eine
Konstante sein. Damit ist unser Eindeutigkeitsbeweis erbracht. .

Hitte also EINSTEIN vor den PLANCKschen Arbeiten zur Quanten-
theorie seine Relativitidtstheorie entwickelt und die damit verkniipfte
neue Lichtquantentheorie geschaffen, so hitte er die PrLancksche
Beziehung zwischen Energie und Frequenz theoretisch vorhersagen
konnen.

Die Verkniipfung zwischen den Lichtquanten und den Lichtwellen
ist in den Beziehungen (15) noch nicht erschopft. Diese Beziehungen
enthalten nur solche GréBen, die nach beiden Vorstellungen allein die
Qualitdt des Lichtes, nicht aber seine Quantitdt bestimmen. Nach
der Korpuskulartheorie muB die ,,Quantitit” oder die ,Intensitit‘
des Lichtes durch die 4A#nzahl der Korpuskeln bestimmt werden, die in
der Zeiteinheit durch eine zu ihrer Bewegungsrichtung (Strahlungs-
richtung) senkrechte Flicheneinheit hindurchgehen. Nach der Wellen-
theorie wird andererseits die Lichtintensitit durch das Quadrat der
Schwingungsamplitude an der betreffenden Stelle bestimmt. Die
Korrespondenz zwischen den beiden Auffassungen hinsichtlich der
Intensitdt 14Bt sich also folgendermafen formulieren:

(Anzahl der Korpuskeln) N ~ 92 (Amplitudenquadrat). (16)

Wir kénnen hier unter N die durchschnittliche Anzahl der Korpuskeln
in der Volumeinheit (d. h. die ,,Quantenkonzentration‘’) verstehen. Die
Anzahl der Korpuskeln, die in der Zeiteinheit durch eine zu ihrer Bewe-
gung senkrechte Flicheneinheit hindurchgehen, ist einfach gleich dem
Produkte von N mit der Lichtgeschwindigkeit ¢. Dieses Produkt kann
man als den Betrag eines Vektors & betrachten, den wir als ,,Strom-
dichte bezeichnen. Die Produkte seiner Komponenten [,, J,, /[,
mit der Energie & oder mit den Komponenten der BewegungsgréBe
8z &y, &, einer einzelnen Korpuskel stellen dabei das Mall der Energie
oder der BewegungsgroBe dar, die von den Lichtstrahlen pro Zeit- und
Flacheneinheit nach verschiedenen Richtungen iibertragen werden.

Nach der Relativitdtstheorie muB man zu den drei rdumlichen
Projektionen der Stromdichte noch eine (vierte) zeitliche Projektion [,
hinzufiigen. Diese 148t sich aber, wie leicht einzusehen ist, einfach als
die oben eingefiihrte Zahl N definieren., Man hat also in quantitativer
Hinsicht zur vollstindigen Bestimmung des Lichtes nach der Korpus-
kulartheorie 16 Grofen, die sich durch Multiplikation der Komponenten
von zwei vierdimnesionalen Vektoren [, J,, J,, J: und g, g, 8. €

ergeben und die man als einen Tensor (zweiten Ranges) auffaBt.
Frenkel, Wellenmechanik. 2
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Diesen 16 GréBen der Korpuskulartheorie entsprechen in der elek-
tromagnetischen Theorie 16 Gréfen, die man durch Multiplikation
der Komponenten der elektrischen und der magnetischen Feldstdrke
(oder genauer deren Amplituden) erhdlt und die sich bei einer Koordi-
natentransformation in genau derselben Weise transformieren wie die
Produkte J,g., J» g, usw. Die Gesamtheit dieser GroBen bezeichnet
man als den Energietensor oder den Energiespannungstensor. Die Vo-
lumdichte der elektromagnetischen Energie z. B. wird durch den be-
kannten Ausdruck

1 1 ; : ;
(B HY) = (B3 + By + B2 Hi+ HY + HY)

bestimmt, wo € die elektrische und § die magnetische Feldstiarke be-
deuten. Diesem ,,Wellenausdruck entspricht in der Korpuskulartheorie
das Produkt [, g, = Ne&. Die beiden Ausdriicke transformieren sich
bei einem Ubergange von dem urspriinglichen ,,ruhenden’ Koordinaten-
system zu einem ,relativ bewegten* wie das Quadrat der Zeitkoordi-
nate (2). Die Korrespondenz zwischen Korpuskular- und Wellentheorie
des Lichtes hinsichtlich seiner Quantitit oder Intensitit kann also
in relativistisch invarianter (oder ,kovarianter’) Form ausgedriickt
werden durch die Gleichung

Ne= g (B2 H?) (162)

und 15 weitere Gleichungen derselben Art zwischen den tibrigen Korpus-
kulargréBen [, g,, J» g, usw. einerseits und den entsprechenden qua-
dratischen GroBen der elektromagnetischen Lichttheorie andererseits.
Wir wollen hier noch die folgenden drei Gleichungen

]zb‘:z%(Esz_EzHy): ]y‘g:::—n(Eszt—E%HZ)’
E (16D)
]z &= ”E(EmHy_ Ewa)

fiir die Komponenten des (dreidimensionalen) Energiestrémungsvektors
(oder PovnTiNGschen Vektors) anmerken.

Die oben angefiihrte Formel (16) ist, streng genommen, nicht in-
variant (im Sinne der Relativitdtstheorie) und kann deshalb nur eine
angeniherte Giltigkeit beanspruchen.

§ 6. Ubertragung des wellen-korpuskularen Parallelismus auf die
Materie.

Vor EINSTEIN war man mit einer reinen Wellentheorie des Lichtes
und einer rein korpuskularen Theorie der Materie zufrieden. Durch seine
Lichtquantentheorie hat EINSTEIN die korpuskulare Auffassung der
Materie auf das Licht {ibertragen und einen bisher ungeahnten Dualis-
mus oder ,,Parallelismus in die Lichtlehre eingefiihrt. Nach diesem
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ersten Schritt in der Anniherung der Lehre vom Licht und von der
Materie oder der Op#tk und der Mechanik tat zwanzig Jahre spiter
der franzosische Physiker Louls bE BROGLIE den zweiten, sozusagen
. komplementiren Schritt in der entgegengesetzten Richtung — einer
Ubertragung der Wellenauffassung des Lichtes auf die Materie. Auf
diese Weise entstand im Jahre 1924 — zum erstenmal in der Ge-
schichte der Physik — der Begriff der ,,Materiewellen*’, die mit be-
wegten Materieteilchen verkniipft sind.

In seiner Verallgemeinerung des EinsTEINschen wellen-korpusku-
laren Parallelismus lie sich DE BROGLIE durch rein formale Betrach-
tungen leiten. Wie wir oben gesehen haben, driickt sich dieser Paralle-
lismus in der EinsTEINschen Lichttheorie, sofern es sich um die Qualitdit
des Lichtes handelt, durch die Beziehungen (15) aus. Diese Beziehungen
sind von EINSTEIN fir Korpuskeln mit verschwindender Ruhmasse
aufgestellt worden. Sie bleiben aber formal, d.h. vom Standpunkte
der relativistischen Invarianzforderung aus, auch fiir Korpuskeln mit
nichtverschwindender Ruhmasse richtig. DE BROGLIE versuchte zunichst,
dementsprechend die Lichtquanten als materielle Teilchen mit einer
auBerordentlich kleinen, aber doch von Null verschiedenen Ruhmasse
zu behandeln. Trotz gewisser methodischer Vorteile einer solchen Be-
handlungsweise erwies sie sich als prinzipiell unhaltbar. Dieser Versuch
fithrte aber DE BROGLIE in ganz natiirlicher Weise zu dem bahnbrechen-
den Gedanken, die Einsteinschen Relationen (15) auf gewdhnliche
Materieterlchen, zunichst auf die Elementarteile der Materie, d. h. die
Elektronen und Protonen, zu tibertragen. Mit diesem kleinen Schritt in
der Richtung, in der bisher kein Physiker — auch EINSTEIN selbst nicht—
vorzudringen versucht hatte, gelangte DE BROGLIE an die Grenze der
alten makroskopischen Mechanik und entdeckte das neue, so nahe-
liegende und trotzdem so lange verborgen gebliebene Land der wmq-
kroskopischen oder Wellenmechanik.

DE BrOGLIE vermochte aber nicht weit in dieses neue Land einzu-
dringen. Wegen einer irrefithrenden Vorstellung von der Verkniipfung
zwischen seiner ,,Materie-*“ oder ,,Phasenwellen und den entsprechen-
den Teilchen muBte er fast an der Schwelle stehen bleiben. Nach seiner
urspriinglichen Vorstellung sollte jedes einzelne Teilchen, z. B. ein ein-
ziges sich bewegendes Elektron, mit einem System von ,,Phasenwellen‘
verkniipft sein, derart, daB die Bahn dieses Teilchens mit einem
Strahl des zugehorigen Wellensystems iibereinstimme. Er dachte sich
dabei, daB die Wellen das betrachtete Teilchen sozusagen ,,mitfithren,
und dall dementsprechend jedes Teilchen seinen eigenen Wellenzug
besitzen miiBite,

Der eigentliche Zugangsweg zu dem neu entdeckten Gebiet der
Wellenmechanik (dieser Ausdruck rithrt von pE BROGLIE her) lag aber
in ganz anderer Richtung, und zwar in derjenigen, die durch die oben

%
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angefiithrten Beziehungen {16a, b) fiir die Wellenmechanik der Licht-
quanten angezeigt wird. Diese Beziehungen muBten jetzt, vielleicht
in etwas verallgemeinerter Form, auf Materieteilchen und Materie-
wellen angewandt werden.

In der dualistischen Lichttheorie wird einem harmonischen Wellen-
zug nicht esn Quant, sondern eine Menge von Quanten zugeordnet,
die im Raume mit einer dem Quadrat der Wellenamplitude proportio-
nalen Konzentration verteilt sind. In dhnlicher Weise muBte man einem
harmonischen System von DE BrocLiEschen Wellen, die sich in einer
bestimmten Richtung fortpflanzen, einen homogenen Strom von gleich-
artigen materiellen Teilchen mit einer dem Amplitudenquadrate pro-
portionalen Dichte zuordnen. Die auf den ersten Blick einander so
fremden Begriffe, wie die der Teilchen und der Wellen, werden dabei
miteinander durch den gemeinsamen Begriff der Strahlen verknipft.
Diese Strahlen, die vom korpuskularen Standpunkt aus als die Baknen
der Teilchen und vom wellentheoretischen Standpunkt aus als die
Fortpflanzungsrichiungen der Wellen zu verstehen sind, miissen in der
Weise gezogen werden, dal die Anzahl der Strahlen, welche durch die
dazu senkrechte Flicheneinheit hindurchgehen, dem Quadrat der
Wellenamplitude an der betreffenden Stelle proportional ist.

Einem System ebener sinusformiger DE BroGLiEscher Wellen, die
im ganzen Raume durch die Formel (14a) dargestellt werden, entspricht
ein in der Lings- und Querrichtung unbegrenzter homogener Strom
gleichartiger materieller Teilchen mit derselben BewegungsgroBe q=~5%
und derselben Energie ¢ = A». Die Konzentration N dieser Teilchen
muB im ganzen Raume denselben der GréBe i proportionalen Wert
haben. — Die Wellenfunktion y hat im allgemeinen fiir Teilchen mit
nicht verschwindender Ruhmasse einen ganz anderen physikalischen
Sinn als fiir Lichtquanten: mit der elektrischen oder magnetischen
Feldstirke, die das Lichtwellenfeld charakterisieren, hat sie im all-
gemeinen gar nichts zu tun.

Es sei ferner besonders hervorgehoben, dafl die Kenntnis der misi-
leren Anzahl der Teilchen pro Volumeinheit (nach der Bezichung
N ~ y3) keineswegs erlaubt, den Ort der einzelnen Teilchen genau zu
bestimmen und sie in ihrer Bewegung zu verfolgen. Eine solche ge-
naue Ortsbestimmung diskreter punktférmiger Dinge auf Grund einer
im Raume kontinuierlich verteilten GroBe (wie z. B. die genaue Bestim-
mung der Lage der zur graphischen Darstellung eines kontinuierlichen
Kraftfeldes dienenden , Kraftlinien) ist offenbar prinzipiell unmdoglich.

Ist die Linge der DE BroGLIEschen Wellen 4 = 712— und ihre Schwin-

gungsfrequenz » bekannt, so kann man die Ruhmasse der entsprechen-
den Teilchen folgendermaflen bestimmen:

Durch Elimination der Bewegungsgeschwindigkeit v aus den Aus-
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2
driicken g= 0¥ und g= % 17
v? v2
=R
erhalten wir die Beziehung
2
Qo= —mic, (17a)
Daraus folgt, wegen g=»Ak und e= by,
»2 m2 c2
= (18)
oder
h Vv2 1
My="7Vz= 7"
Es sei bemerkt, daB die GréBe
W= =] (18a)

die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der betrachteten Wellen darstellt.
Als Funktion der Wellenlinge ist diese Geschwindigkeit nach (18)

durch die Formel
w=c]/1+ ey (18D)

gegeben. Bei DE BroGiieschen Wellen, die sich mit Lichtgeschwindig-
keit fortpflanzen (w = c), ergibt sich nach (18) m, = 0, was dem Falle
der Lichtquanten entspricht. In diesem Falle kann man die DE BROGLIE-
schen Wellen mit den elektromagnetischen Wellen identifizieren.

Bei my, > 0 muB die Geschwindigkeit w nach (18b) grifer als die
Lichtgeschwindigkeit werden. Wir stellen uns z. B. ein paralleles homo-
genes Biindel von Kathodenstrahlen vor. Vom korpuskulartheoretischen
Standpunkt aus lassen sie sich auffassen als ein Strom von Elektronen,
die vom negativen Pol eines Entladungsrohres ausgehen und sich gerad-
linig gleichférmig bewegen. Vom wellentheoretischen Standpunkt aus
sind diese Strahlen als Fortpflanzungsrichtungen gewisser ,,Kathoden-
wellen®* oder ,,Elektronenwellen’” aufzufassen, wobei die Elektronen
hier dieselbe Rolle spielen wie die Lichtquanten im Falle der Licht-
wellen.

Setzt man in (18a) » = 7:3— und 4 = % ein, so wird

€

Daraus folgt nach (17) die merkwiirdige Bezichung
w="2 (19a)

v

zwischen Wellen- und Korpuskulargeschwindigkeit.
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Da v, die Bewegungsgeschwindigkeit der Elektronen, immer kleiner
als ¢ ist, muB die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Kathodenwellen,
wie schon oben bemerkt, stets gréfer als die Lichtgeschwindigkeit sein,
und zwar um so groBer, je kleiner v ist. Ruhenden Elektronen entspre-
chen Wellen, die sich mit unendlicher Geschwindigkeit fortpflanzen,
d. h. Schwingungen mit einer unendlich groBen Wellenldnge, die also
im ganzen Raum dieselbe Phase besitzen. In diesem Fall reduziert sich
die Wellengleichung auf die einfachste Form

v =y cos2mv' ¢, (20)
wo v" die Schwingungsfrequenz und ¢ die Zeit in demjenigen Koordi-
natensystem bedeuten, wo die Elektronen ruhen. Betrachtet man die-
selben Elektronen von einem anderen Koordinatensystem, in bezug

auf welches sie sich in der Richtung der x-Achse mit der Geschwindig-

keit v bewegen, so muB3 man im obigen Ausdruck gemiB (5) # durch
XU

———= ersetzen. Wir erhalten dabei (das Transformationsgesetz der

Wellenamplitude wird nicht beriicksichtigt)

W = 1Pp OS2 n—:—z,,,,,bé ¢ — —:’; , (20a)
Vl — v

d. h. die Gleichung eines Systems von Wellen mit der Frequenz

'V,

Yy = V—;j B

c2

2
die sich mit der Geschwindigkeit w = %in die x-Richtung fort-

pflanzen. Auf diesem Wege hat DE Brocrie die Formel (19a) zuerst

’

abgeleitet. Die Gleichung » = —_1}—_;—2 entspricht der Relation

o —\ zwischen den Energien oder Massen

b=

c
eines Elektrons im ,ruhenden’ und ,mitbewegten* Koordinaten-
system (dabei bedeutet » = », die ,,Ruhfrequenz’ der Kathoden-
wellen).

Die pE BroGLiEsche Relation zwischen Korpuskular- und Wellen-
geschwindigkeit erscheint uns nicht ganz neu und unerwartet. Wir haben
ndmlich im §2 gesehen, daB der Brechungsindex fiir irgendwelche
Strahlen (die Beschrinkung auf Lichtstrahlen ist nicht unbedingt

notwendig) nach der Korpuskulartheorie gleich % und nach der Wellen-



Gruppengeschwindigkeit der Wellenvorgange. 23

theorie gleich —37 ist. Damit die beiden Werte @ibereinstimmen — was

der Aquivalenz der beiden Standpunkte entspricht — mufl man

v Tw

v w

setzen. Nimmt man noch an, daB bei ' =¢ auch @’ = ¢ ist, so erhilt
man die Formel (19a).

Es kénnte zunichst scheinen, dafl diese Ableitung der Formel (19a),
die von der Relativititstheorie keinen Gebrauch macht, mit dem
Grundprinzip der Relativititstheorie, der Invarianz der Lichtgeschwin-
digkeit, in Widerspruch steht. Dies wire aber nur dann richtig, wenn wir
im Falle von Lichtstrahlen die scheinbare Fortpflanzungsgeschwindig-
keit mit der wahren identifizierten. Bei Kathodenstrahlen kann es nur
eine, und zwar die wahre Fortpflanzungsgeschwindigkeit geben, und
es ist kein Widerspruch zur Relativitdtstheorie, wenn sie in verschie-
denen Raumgebieten verschiedene Werte annehmen kann.

§ 7. Gruppengeschwindigkeit der Wellenvorginge und die
Unmaoglichkeit einer experimentellen Priifung der
Wellentheorie der Materiestrahlen nach der
Fizeauschen Methode.

Der frithere Streit zwischen Korpuskular- und Wellentheorie des
Lichts ist durch den Fizeauschen Versuch zugunsten der letzteren
entschieden worden. Da es sich dabei nicht um die wakre, sondern um
die scheinbare Lichtgeschwindigkeit handelte, konnte das Fizeausche
Resultat nicht als Argument gegen die neue EINsTEINsche Korpuskular-
theorie des Lichtes dienen. Fiir diese Theorie bestand daher die Auf-
gabe, die wahre Bewegung der Lichtquanten in einem materiellen
Korper in Verbindung mit ihrer Absorption und Remission niher zu
verfolgen.

Bei Materiestrahlen liegt die Sache etwas anders. Hier kann von
einer scheinbaren Wellengeschwindigkeit keine Rede sein. Es wire
deshalb méglich, durch direkte Messung der Geschwindigkeit der
Kathodenstrahlen nach der Fizeauschen Methode und durch Vergleich
des Geschwindigkeitsverhiltnisses mit dem Brechungsindex die Frage
zu entscheiden, ob die Kathodenstrahlen als Wellenstrahlen oder als
Korpuskularstrahlen aufzufassen sind.

Man muf aber beriicksichtigen, daf auch bei der Annahme der
Wellennatur der Strahlen die nach dem Fizeauschen Verfahren direkt
ermittelte Fortpflanzungsgeschwindigkeit von der echten ,,Phasen-
geschwindigkeit w der Wellen im allgemeinen verschieden sein muB.

Dieser Umstand, der zuerst von Lord RavrricH bei der Unter-
suchung von Wasserwellen entdeckt wurde, erklirt sich durch die in
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der Wirklichkeit immer vorhandene Inkomogenitit der Strahlen einer-
seits und durch ihre Dispersion, d.h. die Abhingigkeit der ,,Phasen-
geschwindigkeit” w vollkommen homogener Strahlen von der Schwin-
gungsfrequenz (oder der Wellenlidnge) andererseits.

Die praktisch als ,,homogen‘* betrachteten Strahlen sind es tatsich-
lich nicht, sondern lassen sich als eine ,,Gruppe‘ streng homogener
Strahlen behandeln, deren Frequenzen » und Wellenzahlen £ in einem
sehr schmalen Bereich A bzw. A% kontinuierlich verteilt sind. Eine

solche Strahlen- oder Wellengruppe kann man analytisch durch das
Integral

vo—l-%Av
v, t)= [a,cos2m(kx — vi)dy (©@1)
1/0-—%411'
darstellen, wo a, eine langsam verdnderliche Funktion von v im

Intervall Av bedeutet. Dabei ist % als eine bestimmte Funktion von »
anzusehen.

Wir wollen das Intervall A» so klein annehmen, daB man bei der
Ausfithrung der Integration a, = const und

k=l + (55), 00— %)

setzen darf. Es wird dann mit v — py = &

L4y
p= a,j'cos2n[(kox — vyt) + <(%)ox— If) E}df,
d. h. e
sin 27 [(kox— vot) -+ %Av ((—Z—i) ¥ — tﬂ
Y=3n ak :
(@)
3 sin2n[(k0x — Ppt) — %AV ((%)0’5 - tﬂ
B
v /o
oder schlieBlich
i ak .
1/):%cos2n(k0x—vot)-smndv[(?;)ox j (21a)

(dk>x—i
\d»/,

Den durch diese Formel dargestellten Schwingungsvorgang kann man
als einen homogenen Wellenzug (Frequenz wv,, Wellenzahl %,) mit
einer verdnderlichen Amplitude, die ein starkes Maximum (= a, 4%)

. (dk . . .
bei <E>ox—t =0, d.h. bei x = (%)(]tbesfczt, auffassen. Dieses Am-

plitudenmaximum pflanzt sich also fort mit einer von der Phasen-
geschwindigkeit verschiedenen ,,Gruppengeschwindigkeit”, die unter
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Weglassung des Index 0 durch die Formel

dy
w, = 77 (22)

gegeben istl.
Diese und nicht die Phasengeschwindigkeit w = 2 wird bei dem

k
F1zeauschen Versuche beobachtet.
Setzt man in (22) ¥ = wk, so erhilt man

w,=w+ ko =w— 25" (222)
. . .. dw dw .. . . ,
Der Differentialkoeffizient — <0der 7}—) charakterisiert die Dispersion

der Wellen im betrachteten Raumgebiet. Fehlt die Dispersion, so fillt
die Gruppengeschwindigkeit mit der Phasengeschwindigkeit zusammen;
sonst aber ist sie von ihr verschieden.

Fir Lichtstrahlen ist dieser Unterschied im allgemeinen sehr gering,
so daB man ihn praktisch vernachlissigen kann (es handelt sich dabei
selbstverstdndlich um die makroskopische Theorie der Lichtfortpflan-
zung in materiellen Kérpern und um die scheinbare Phasen- bzw.
Gruppengeschwindigkeit).

Ganz andere Verhiltnisse findet man fiir die pE BroGLIEschen
Materiewellen. Die Abhingigkeit der (wahren) Phasengeschwindigkeit
von der Wellenlinge driickt sich hier durch die Formel (18b) aus.
Dabei hat man gemiB (18):

kdk="2,
c
d. h.
W _ ek
ak » w
oder nach (19a)
W, = V. (23a)

Die Gruppengeschwindigkeit der Materiewellen fdllt also mit der Be-
wegungsgeschwindigkeit der entsprechenden Teilchen zusammen.

Dieses Ergebnis kann man noch folgendermafen erhalten. Wir
ersetzen in der Formel (22) » und % durch die dazu proportionalen
GroBen g und & und betrachten ihre Differentiale als infinitesimale

1 Dies Ergebnis 148t sich unmittelbar einsehen, wenn man den Umstand
beachtet, daB bei Fortpflanzung zweier etwas verstimmter Schwingungen nicht
nur zeitliche, sondern auch rdgumliche Schwebungen entstehen miissen. Ebenso
wie die Anzahl der ersteren in der Zeiteinheit gleich dv ist, so ist die Anzahl
der letzteren in der Langeneinheit gleich dk. Die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit dieser raumzeitlichen Schwebungen — d. h. die Gruppengeschwindigkeit —

ist offenbar gleich dem Verhaltnis %
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Anderungen wihrend der Zeit d¢. Dann wird

_ 4
de = ﬂwgdt.

Nun muB d—i — die Anderung der BewegungsgroBe in der Zeiteinheit —

gleich der auf das Teilchen wirkenden Kraft f sein. Andererseits muf}
die Anderung der Energie de mit der Arbeit dieser Kraft, d. h. mit dem
Produkt fv dt iibereinstimmen. Daraus folgt w, = v.

Wir sehen also, daB3 bei Materiestrahlen, z. B. bei Kathodenstrahlen,
die pE BroGLrische Wellentheorie zu derselben beobachtbaren Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit fiihrt wie die {ibliche Korpuskulartheorie. Der Ver-
such von Fizeau, auf solche Strahlen angewandt, wiirde also zu einer
Entscheidung zwischen beiden Theorien untauglich sein. Dieser Versuch
ist in Wirklichkeit nicht ausgefithrt worden; doch kénnen wir ziemlich
sicher behaupten, daB sein Ergebnis im Einklang mit der Korpuskular-
theorie stehen wiirde. Ein Widerspruch zur Wellentheorie kénnte nur
bei einer ,,naiven‘ Fassung der letzteren bestehen, d. h. wenn man die
beobachtete Geschwindigkeit mit der ,,Phasengeschwindigkeit™ iden-
tifiziert. Fihrt man dagegen den Begriff der Gruppengeschwindigkeit
ein, so wird dieser Widerspruch sofort beseitigt, und beide Theorien er-
geben sich als ,,richtig.

Die Tatsache, daBl beim Licht der Fizeausche Versuch als ,,experi-
mentum crucis’ dienen konnte, erklirt sich durch die verhdltniBsmiBig
sehr kleine Dispersion der Lichtwellen und durch die daraus folgende
Ununterscheidbarkeit der Phasen- und der Gruppengeschwindigkeit.
Es muB aber daran erinnert werden, dal man es hier mit ,,schein-
baren‘ makroskopischen Geschwindigkeiten zu tun hat. Eine konse-
quente Anwendung der EinsTeinschen Lichtquantentheorie auf die
Lichtfortpflanzung in materiellen Kérpern miite — wie schon oben
erwihnt — zu denselben Resultaten fiihren wie die Anwendung der
elektromagnetischen Lichttheorie.

§ 8. Interferenz und Beugung der Kathodenstrahlen.

Der Fizeausche Versuch war nicht das einzige und auch nicht das
wesentlichste Argument gegen die NEwTonsche Korpuskulartheorie des
Lichtes. Die zuerst von NEwToN selbst entdeckten Interferenzerschei-
nungen (,NEwTONsche Ringe®) und besonders die von YounNG und
FrESNEL entdeckten und untersuchten Beugungserscheinungen haben
den vollstindigen und (scheinbar) endgiiltigen Sieg der Wellentheorie
entschieden. Denn vom Standpunkte der Wellentheorie aus lieBen sich
alle diese Erscheinungen ganz ungezwungen bis in die feinsten quantita-
tiven Einzelheiten erkliren, wihrend sie vom Standpunkte der korpus-
kularen Lichttheorie aus vollkommen unverstdndlich blieben.
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Die Einfithrung der Relativitdtsmechanik statt der NEwTonschen
und die entsprechende Umbildung der NEwWTONschen Korpuskular-
theorie des Lichtes durch EINSTEIN 4dnderten an dieser Sachlage
nur wenig. Die relativistischen Erhaltungssitze der Energie und
der BewegungsgroBe, in Verbindung mit den wellen-korpuskularen

Beziehungen g = T E= hy fur die Lichtstrahlen, erklirten nur die

mit der Qualitit des Lichtes verkniipften Erscheinungen (Photoeffekt,
Comptoneffekt). Zur Erklirung der sich auf die Quantitit des Lichtes
beziehenden Erscheinungen — namentlich der Interferenz und Beugung
— und zur Berechnung der damit verkniipften Quantititsgréflen, z. B.
der Intensitit der reflektierten und der gebrochenen Strahlen, muBte
man von den wellentheoretischen Gesetzen der Lichtfortpflanzung
ausgehen und zur Ubersetzung der Ergebnisse in die korpuskulare
Sprache die wellen-korpuskulare Beziehung N ~ v} benutzen. Man
konnte also sagen, daB Interferenz und Beugung des Lichtes der
Korpuskularauffassung zwar nicht widersprechen, aber doch nur auf
Grund der Wellenauffassung quantitativ erklirbar sind.

Die in § 6 vorgenommene Ubertragung des wellen-korpuskularen Pa-
rallelismus von Licht- auf Materiestrahlen wére unberechtigt, wenn man
sich auf die ,,Qualitdtserscheinungen’ beschrinken miiBte, die auch
schon rein korpuskular gedeutet werden konnen. Zur Rechtfertigung
dieser weitgehenden Verallgemeinerung muBl man versuchen, auch bei
Materiestrahlen Interferenz- und Beugungserscheinungen, d.h. nur
wellentheoretisch erklirbare ,,Quantititserscheinungen, zu beob-
achten.

Solche Versuche sind in der letzten Zeit mit Kathodenstrahlen tat-
sichlich ausgefithrt worden, und zwar mit positivem Evfolg tn bezug
auf beide Gruppen der wellen-korpuskularen Relationen — d. h. der

DE Brocrigschen ,,Qualititsbezichung g = % und der ,,Quantitits-
beziehung“ N ~ 2.

Es sei zundchst bemerkt, dal die Moglichkeit einer experimentellen
Beobachtung der Interferenz von Lichtstrahlen von ihrer Wellenlinge
abhingt, oder genauer von dem Verhiltnis der Wellenlinge zu den
Abstinden der Elementarteile unserer optischen Apparate. Bei einem
Beugungsgitter z. B. muBl zur bequemen Beobachtung der Interferenz
der Abstand zwischen den elementaren ,,Beugungsstellen* von derselben
GroBenordnung wie die Wellenlinge der untersuchten Strahlen sein.

Bevor man also mit Materiestrahlen Interferenzversuche anstellt,
muBl man iiber die GroBenordnung der entsprechenden Wellenlingen
etwas orientiert sein.

. . Y/
Setzt man in die pE BrocLiEsche Formel A = ﬁ% etwa m = 1g,

v=1 %, so erhilt man A« & « 6-10-27 cm. Diese Wellenlinge liegt
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auBerhalb des der Beobachtung zugﬁngiichen Gebietes. Um A moég-
lichst groB zu machen, miissen wir Teilchen mit der kleinstméglichen
Masse und der kleinstméglichen Geschwindigkeit nehmen. Die giinstig-
sten Bedingungen finden wir also bei langsamen Kathodenstrahlen.
Hier hat man m = 9-10-28 und folglich 12 7—1’)3 cm. Die langsamsten
Kathodenstrahlen, mit denen man genaue Experimente ausfilthren
kann, entstehen bei einer Spannungsdifferenz V von der GréBenordnung

. . . 1 Vo, .
eines Volt. Diesentspricht nach der Formel 5 M V% = % einer Geschwin-

digkeit v = 108 und einer Wellenlinge 4 2 10~7 cm. Es gilt im all-
gemeinen (fiir nicht zu hohe Spannungsdifferenzen)
10-7
A==
114

Bei gewohnlich gebriuchlichen Spannungen von 1 bis etwa 10000 Volt
haben die Kathodenstrahlen eine Wellenlinge von 10~7 bis 10-° cm,
d. h. ungefihr dieselbe Wellenlinge wie Rdnigenstrahlen. Zur Beob-
achtung der Rontgeninterferenzen dienen bekanntlich Kristalle, die
hierzu als natiirliche dreidimensionale Beugungsgitter betrachtet werden
konnen. Es ist demnach zu erwarten, daB dieselben Kristalle auch als
Beugungsgitter fiir Kathodenstrahlen anwendbar sind und daB dabei
dhnliche Interferenzerscheinungen wie bei Réntgenstrahlen auftreten.
Besonders geeignet fiir Interferenzversuche mit Kathodenstrahlen haben
sich Metallkristalle erwiesen.

Wir wollen hier ganz kurz die wichtigsten Versuche auf diesem
neuen Gebiete besprechen.

1. Die Versuche von DAVISSON und GERMER (1927). Ein Biindel
von homogenen Kathodenstrahlen® mit einer DE BroGLiEschen Wellen-
linge von der GréBenordnung 10~8 cm wurde nach der BraGeschen
Reflexionsmethode untersucht. Es wurden dabei eine Reihe von Re-
flexionsmaxima beobachtet und zwar fast genau bei denselben Reflexions-
(bzw. Einfalls-) winkeln, wie im Falle von Réntgenstrahlen derselben
Wellenlidnge. Die kleinen Abweichungen von der BraGeschen Formel

2dsin0 =mnl (24)

(4 = Abstand zwischen den Gitterebenen, 6= Winkel zwischen diesen
Ebenen und den einfallenden oder reflektierten Stahlen, #» =1, 2, 3...)
lassen sich durch die an der Grenzfliche auftretenden Brechungserschei-
nungen in einer sehr befriedigenden Weise erkliren. Bei Rontgen-
strahlen ist der Brechungsindex p praktisch gleich 1. Bei Kathoden-
strahlen kann er dagegen von 1 ziemlich weit verschieden sein. Man

1 Wir sehen hier von der kleinen Inhomogenitat, die fiir die Gruppengeschwin-
digkeit der Strahlen verantwortlich ist, ab,
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muB dabei in der BragGschen Formel (24) den Winkel 6 durch den
entsprechenden Winkel 6’ fiir die gebrochenen Strahlen und A durch

;2 .
N = “ ersetzen. Nun ist

(7.
- s (?we) . cos f
b= <1~9,> T cos 6’

sin

d. h.
sin@ = Y1 — cos? @ = V—l——f%cos2 6.
Die berichtigte Bracasche Formel
2d Y u* — cos20 = n A (242)

stimmt mit den experimentellen Ergebnissen von DavissoN und
GERMER vollkommen iiberein. Fiir den Brechungsindex u, der dem
Ubergang der Kathodenstrahlen aus dem Vakuum in verschiedene
Metallkristalle entspricht (zunichst ist einkristallisches Nickel unter-
sucht worden), ergeben sich dabei Werte, die gré8er als 1 sind und sich
mit Zunahme der Strahlengeschwindigkeit diesem Grenzwert nidhern.
Dies bedeutet, daB beim Eintritt in das Metall die Elektronen eine
Beschleunigung erfahren. Beim Austritt aus dem Metall miissen sie
folglich verlangsamt werden (wir sprechen hier selbstverstindlich von
der Korpuskular- oder Gruppengeschwindigkeit). Dies Ergebnis steht
in qualitativer Ubereinstimmung mit der Tatsache, daB die im Metall
befindlichen sogenannten ,,freien Elektronen* (welche fiir die elektrische
Leitfahigkeit verantwortlich sind) unter den gewhnlichen Verhaltnissen
im Metall gebunden bleiben. Nur bei hohen Temperaturen erhalten sie
cine geniigend groBe kinetische Energie, welche ihnen erlaubt, die in
der Oberflichenschicht wirkenden Krifte zu iberwinden.

Nach der Korpuskulartheorie driickt sich der Brechungsindex fiir

nicht zu schnelle Kathodenstrahlen durch die Formel y = Vl + el

-;— m v?
aus [vgl. (2) § 2]. Hier bedeutet U die beim Eintritt in das Metall durch

die erwihnten Krifte geleistete Arbeit. Wir konnen diese nach der Be-

. Ve . . L1 14
ziehung U =—;0—5’1n Volt ausdriicken. Es wird also mit 71%1)2 = g_o_o
VU

Diese Formel steht in Einklang mit den Ergebnissen von DAVISSON
und GERMER und erlaubt, das effektive innere Potential V der ver-
schiedenen Metalle zu bestimmen. Man erhilt auf diese Weise Werte
zwischen etwa 13 und 20 Volt.
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2. Die Versuche von G. THoMSON (1928). Ein Biindel von schnellen
Kathodenstrahlen wurde durch eine sehr diinne Metallfolie (Al, Au usw.)
hindurchgeschickt. Eine solche Folie besteht aus einer Menge von un-
geordnet orientierten Kristallen. Beim Durchgang von Réntgenstrahlen
erhilt man das bekannte DEBYE-SCHERRERsche Diffraktionsbild, das
aus einer Anzahl konzentrischer Ringe besteht.

Dasselbe Bild erhielt Tnomson mit Kathodenstrahlen, wobei .die
aus dem Durchmesser der Interferenzringe bestimmte Wellenldinge

. I " .
mit der pE BroGLIEschen Wellenlidnge 4 = %% genau iibereinstimmte.

Ahnliche Versuche mit langsameren Kathodenstrahlen sind etwas
spiter von RuPP an einer Reihe von Metallfolien aus verschiedenen
Metallen (Al, Cu, Au, Pb, Ni u.-a.) ausgefithrt worden; das Ergebnis
war dasselbe wie bei den Versuchen von THOMSON.

3. Seit einigen Jahren ist es bekanntlich gelungen, die Interferenz
der Rontgenstrahlen an einem gewthnlichen optischen Beugungsgitter
zu beobachten. Wegen des groBen Abstandes 4 zwischen den Nachbar-
streifen eines solchen Gitters im Vergleich zu der Wellenlinge der
Réntgenstrahlen koénnen die Interferenzerscheinungen nur bei sehr
schiefer Inzidenz, d. h. sehr kleinen Winkeln 0, beobachtet werden.
Ahnliche Versuche hat Rupp im Sommer 1928 mit langsamen Kathoden-
strahlen ausgefithrt und dabei genau dieselben Resultate wie mit
Rontgenstrahlen erhalten. Durch diese Versuche ist die Realitéit der
Kathodenwellen endgiiltig festgestellt. Die Messung der Wellenldnge er-

gab Werte, die mit der theoretischen Formel 1 = —% genau {iberein-
stimmten.

Die Entdeckung der Wellennatur der Kathodenstrahlen ist eins
der eindruckvollsten Beispiele fiir die Macht der menschlichen Vernunft
und ‘die wunderbare methodische Kraft und Fruchtbarkeit der
Relativititstheorie.

§ 9. Vertiefung der Analogie zwischen Licht- und Materielehre;
dualistische Natur jeder Strahlung.

Bei der Entdeckung der Kathodenstrahlen bemerkte man zunichst
ihre Analogie zu den Lichtstrahlen. Man sah aber bald, daB diese
Analogie (die schon im Worte ,,Strahlen’ zum Ausdruck kam) sich auf
die geradlinige Fortpflanzung beider Strahlenarten bei Fehlen duBerer
Krifte beschrinkte. In einem transversalen elektrischen oder magne-
tischen Feld erfahren die Kathodenstrahlen eine Ablenkung, aus deren
Richtung und GroBe geschlossen wurde, daB sie in Wirklichkeit ein
Strom negativ geladener Korpuskeln mit einer auBerordentlich kieinen
Masse sind.

Die Realitdt dieser Korpuskeln — Elektronen — wurde danach
durch eine Reihe von ,,Elementarversuchen‘ bewiesen, d.h. durch
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Beobachtung solcher ,,Elementarerscheinungen®, die durch einzelne
Elektronen bedingt werden. So konnte z. B. C. T. R. WiLsoN nach seiner
bekannten Nebelmethode die Bahnen der einzelnen Elektronen in
einem Gas direkt sichtbar machen.

Ferner hat GEIGER einen Apparat konstruiert, der den Eintritt
jedes rasch bewegten Elektrons durch eine starke Entladung registriert.
SchlieBlich haben MILLIKAN und JoFFE den elementaren lichtelektrischen
Effekt an mikroskopischen oder submikroskopischen Teilchen beob-
achtet, d. h. das Austreten einzelner Elektronen unter der Wirkung des
Lichtes. Dieses Verfahren fiihrte bekanntlich MiLLIKAN zur exakten
Messung der Ladung eines Elektrons, unabhingig von seiner Masse.

Die Zerspaltung der scheinbar kontinuierlichen Wirkung der Katho-
denstrahlen in diskontinuierliche Elementarakte, die von den einzelnen
Elektronen herrithren, 14Bt sich selbstverstindlich nur bei auferordent-
lich Kleiner Intemsitdt der Strahlen, d.h. bei auferordentlich Eleiner
Konzentration der Elekirvonen beobachten.

Durch diese diskreten Elementarerscheinungen glaubte man die rein
korpuskulare Natur der Kathodenstrahlen auBer jeden Zweifel gestelit
zu haben. Die urspriinglich bemerkte Analogie zwischen ihnen und den
Lichtstrahlen betrachtete man als eine oberflichliche Ahnlichkeit, die
man nicht tiefer zu verfolgen brauche; denn es galt als selbstverstdnd-
lich, daB die Lichtstrahlen im Gegensatz zu den Kathodenstrahlen
eine rein kontinuierliche Wellenerscheinung darstellen.

Eine Verfeinerung der Methoden der Experimentalphysik fiihrte
aber bald zu einer Aufspaltung der scheinbar kontinuierlichen Wirkung
der Lichtstrahlen in diskrete Elementarakte von derselben Art wie bei
den Kathodenstrahlen. Es sei zunichst auf die oben erwihnten Ver-
suche iiber den elementaren lichtelektrischen Effekt hingewiesen, die
gleichzeitig fiir die diskontinuierliche Struktur der Kathodenstrahlen
und der Lichtstrahlen sprechen. Ferner konnen die kurzwelligen Licht-
strahlen, falls sie schwach gemug sind, im GEIGERschen ,,Elektronen-
zdhler* dieselben diskontinuierlichen Entladungen wie schwache Ka-
thodenstrahlen hervorrufen, die man offenbar der Wirkung einzelner
,,Lichtkorpuskeln zuschreiben darf. SchlieBlich lassen sich die Rontgen-
strahlen beim Durchgang durch eine WiLsoNsche lonisationskammer
durch Nebeltropfen sichtbar machen. Im Gegensatz zu den Kathoden-
strahlen bilden sie keine Nebellinien, welche die Bahnen der Korpuskeln
bezeichnen, sondern einzelne Tropfen. Dies bedeutet, in der Sprache
der Lichtquantentheorie, daB ein Lichtkorpuskel bei einem Ionisierungs-
akt verschwindet, wobei seine Energie sich in die Energie des ausgeschleu-
derten Photoelektrons verwandelt. Unter gewissen Bedingungen miissen
aber auch die Lichtstrahlen in der WiLsonschen Kammer lange Nebel-
streifen von derselben Gestalt wie Kathodenstrahlen bilden — und zwar
unter solchen Bedingungen, die fiir den Comptoneffekt viel giinstiger
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als fiir den photoelektrischen Effekt wiren. Man hitte dann eine Reihe
diskreter Ionisierungsakte, die durch ein bestimmtes Lichtquant her-
vorgerufen werden, unter allmahlicher Abnahme seiner Energiel.

Neben diesen diskontinuierlichen Wirkungen der Lichtstrahlen, die
trotz der scheinbar sichergestellten Wellennatur des Lichtes fiir ihre
korpuskulare Struktur sprechen, hat man andererseits bei Kathoden-
strahlen trotz ihrer scheinbar sichergestellten korpuskularen Natur
Interferenz und Beugungserscheinungen beobachtet, die einer kon-
tinuierlichen Wellenstrahlung entsprechen.

Man sieht also, unabhingsg von irgendwelchen theoretischen Betrach-
tungen, daB die bei der Entdeckung der Kathodenstrahlen bemerkte
Analogie zu den Lichtstrahlen sehr tief liegt und sich in beiden ent-
gegengesetzten Richtungen — der diskontinuierlichen Korpuskular-
auffassung und der kontinuierlichen Wellenauffassung — sehr weit
erstreckt. Man kénnte in der Tat die Lichtstrahlen als einen Grenzfall
von Materiestrahlen — von denen die Kathodenstrahlen einen Spezial-
fall bilden — betrachten. Die Lichtquanten kann man als Elektronen
mit verschwindender Ruhmasse und Ladung ansehen und die Kathoden-
wellen als eine Art von verallgemeinerten Lichtwellen.

Man hat bisher geglaubt, daB es zwei verschiedene Arten von Strah-
lungen gibt — namlich korpuskulare und Wellenstrahlungen. Wir
miissen jetzt die Tatsache anerkennen, daB es in Wirklichkeit nur eine
Art Strahlung gibt, die gleichzeitig als korpuskulare und als Wellen-
strahlung aufzufassen ist.

Es erhebt sich nun die Frage: Wie kénnen zwei so vollkommen ver-
schiedene Vorstellungen — der diskontinujerlichen Korpuskeln und
der kontinuierlichen Wellen — miteinander vereinigt werden? Wie
konnen sie derselben Realitdt entsprechen ?

Auf diese Frage gibt es nur zwei mogliche Antworten:

1. Die Vorstellungen der einen Art lassen sich auf die Vorstellungen
der anderen Art zuriickfiihren.

2. Beide Vorstellungen lassen sich aufeinander #nickt zuriickfiihren;
sie bilden sozusagen zwei parallele Reihen, die miteinander durch eine
rein symbolische Korrespondenz (wie z. B. die Korrespondenz zwischen
den physiologischen Vorgingen in unserem Gehirn und den entsprechen-
den psychologischen Vorgingen) verkniipft sind.

Wir haben oben bei der Betrachtung der Korrespondenz zwischen
der Wellentheorie und der Korpuskulartheorie des Lichtes (§ 5) uns fiir
die zweite Antwort entschieden und diese dann (§ 6) auf Materiestrahlen
iibertragen. Wir miissen jetzt ihre physikalische Bedeutung genauer
bestimmen und zunichst die Griinde betrachten, welche die erste —
frither unbeachtete — Antwort ausschlieBen.

1 Ein solches Experiment ist bisher noch nicht ausgefithrt worden.
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§ 10. Die Theorie der Wellenpakete.

Wie schon in §6 erwihnt wurde, glaubte DE BROGLIE selbst ur-
spriinglich, daB die Fortpflanzung eines Systems von ,,Phasenwellen*
mit der Bewegung esnes bestimmten Teilchens verkniipft sei. In diesem
Teilchen — Lichtquant oder Elektron — sollte die Energie des ganzen
Vorgangs konzentriert sein, wihrend die das Teilchen ,,mitfithrenden®
Wellen gar keine Energie besitzen und nur die ,,Phase” derjenigen
Schwingungen bestimmen sollten, die sich in der Interferenz und Beu-
gung duBern. In seinen folgenden Arbeiten schlug DE BROGLIE vor,
die Teilchen nicht als besondere ,,Zusitze’ zu den davon wesensver-
schiedenen Wellen zu betrachten, sondern als ,,singulire Punkte‘
dieser Wellen, d.h. als solche Raumpunkte, an denen die Schwin-
gungsamplitude unendlich wird. Es ist ihm z. B. gelungen, ein
System von ebenen harmonischen Phasenwellen mit einer rdumlich
verdnderlichen Amplitude derart zu definieren, daB diese Amplitude
in einem bestimmten Raumpunkt unendlich wird, und zu zeigen,

2
daB dieser Raumpunkt sich mit der Geschwindigkeit v = %, WO w

die Phasengeschwindigkeit der Wellen in groBen Abstinden bedeutet,
verschiebt.

Mit 4hnlichen Vorstellungen begann E. SCHRODINGER seine bahn-
brechenden Arbeiten zur Wellenmechanik. Ausgehend von der
DE BROGLIEschen Relation v = w, zwischen der Bewegungsgeschwindig-
keit eines Teilchens und der Gruppengeschwindigkeit der zugehérigen
Wellen schlug SCHRODINGER vor, jedes materielle Teilchen als ein
Wellenpaket aufzufassen, d. h. als ein sehr kleines — aber nicht ver-
schwindendes — Raumgebiet, wo die Schwingungsamplitude sehr
groB — doch nicht unendlich groB — wird.

Ein solches ,,Wellenpaket 1iaBt sich konstruieren durch Super-
position einer Menge von rdumlich unbegrenzten sinusférmigen Wellen-
systemen, deren Frequenzen, Wellenldngen und Fortpflanzungsrichiungen
innerhalb sehr enger Bereiche kontinuierlich variieren. Ein Wellenpaket
stellt also nichts anderes dar als eine ,,Wellengruppe* (im Sinne der
in § 7 gegebenen Definition), die aber nicht nur hinten und vorn,
sondern auch nach allen Seiten begrenzt ist. Dadurch erklirt sich,
daB sich ein solches ,,Paket im Raume mit der Gruppengeschwindig-
keit fortpflanzt.

Im Mittelpunkt des Wellenpakets erreicht die Schwingungsampli-
tude einen (endlichen) Maximalwert; nach allen Seiten hin fillt sie
allméhlich ab, und zwar um so rascher, je groBer das Spektralintervall
und der Offnungswinkel der betrachteten Elementarwellen ist.

Die ScHRODINGERschen Wellenpakete entsprechen offenbar der Vor-
stellung einer endlichen riumlichen Ausdehnung der Elementarteile der
Materie, wdhrend die DE BRoGLIEschen ,singuliren Punkte® als

Frenkel, Wellenmechanik. 3
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»Kraftzentra® im iiblichen Sinne aufgefaBt werden koénnen. Einen
DE BRoOGLIEschen singuliren Punkt kann man als Grenzfall eines
SCHRODINGERschen Wellenpakets behandeln. Hinsichtlich der Bezie-
hung zwischen Wellen und Korpuskeln sind also beide Vorstellungen
prinzipiell d4quivalent. Sie bestehen in der Zuriickfithrung jedes ein-
zelnen Teilchens auf ein Wellensystem mit einem mehr oder minder
scharfen Amplitudenmaximum.

Gegen die Vorstellung von solchen Wellensystemen kann man
von vornherein gar nichts einwenden. Aber dazu, wozu sie aus-
gedacht worden sind, nimlich zur Erklirung des dualistischen Ver-
haltens der Licht- oder Materiestrahlen, sind sie vollkommen un-
fruchtbar; denn:

Erstens missen die Linearabmessungen der Wellenpakete, falls
diese existenzfihig sein sollen, sich im allgemeinen mit der Zeit dndern
(s. §16), was der Unverinderlichkeit der dadurch dargestellten Teilchen
widerspricht.

Zweitens kann die Vorstellung der Wellenpakete den Mechanismus
der verschiedenen diskontinuierlichen Elementarvorginge gar nicht
erkldren. Der Versuch, solche Vorginge auf diese Weise verstindlich
zu machen, erweist sich bei genauerer Betrachtung als vollkommen
unmdglich.

Drittens widerspricht die Auffassung der Materie als Wellenpakete
den Beobachtungstatsachen iiber die Interferenz und Beugung. Bei
der Reflexion eines durch eine Menge von Wellenpaketen gebildeten
Strahlenbiindels an einem Beugungsgitter wiirde man nicht die tat-
siachlich beobachteten Interferenzmaxima oder -minima erhalten, son-
dern der EinfluB des Gitters wiirde sich dabei nur in einer VergréBerung
der Paketdimensionen duBern. In der Tat laB8t sich das bei Reflexion
der Lichtstrahlen an einem Gitter wirklich beobachtete Interferenzbild
nach der Wellentheorie auf Grund der Voraussetzung erkliren, daB die
einfallenden Strahlen einen rein sinusférmigen Wellenzug mit einer
konstanten Amplitude bilden (abgesehen selbstverstindlich von dem
endlichen Querschnitt und Offnungswinkel des Strahlenbiindels). Die
Wirkung des Beugungsgitters besteht gerade darin, daB bei der Super-
position (Interferenz) von Elementarwellen derselbern Amplitude, die
von den einzelnen Gitterstreifen ausgesandt werden, resultierende
Schwingungen entstehen, die sich in verschiedenen Richtungen mit
rdumlich konstanter, nur von der Phasendifferenz abhingiger Ampli-
tude fortpflanzen.

Die diskontinuierlichen Elementarwirkungen der Licht- oder der
Materiewellen lassen sich also nicht auf eine korpuskulare Struktur
des entsprechenden Wellenfeldes zuriickfithren; sie miissen auch bei
vollkommen homogener Struktur — oder eher bei vollkommener
Strukturlosigkeit — dieses Feldes eintreten.
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§ 11. Der Wahrscheinlichkeitsbegriff und das Kausalitdtsprinzip
im wellen-korpuskularen Parallelismus.

Durch die angefithrten Betrachtungen scheint die Frage nach der Ver-
kniipfung zwischen Wellen und Korpuskeln endgiiltig — im Sinne einer
symbolischen Korrespondenz oder eines Parallelismus — geldst zu sein.

Der erste, der diese Tatsache — im Falle der DE BROGLIEschen
Wellen — klar erkannt hat, war M. Born. BorN hat zunichst die
oben eingefithrte ,,Quantititsbeziehung N ~ 2 auf den Fall eines
beliebigen, nicht harmonischen Wellenvorgangs verallgemeinert, indem
er das Amplitudenquadrat der Wellenfunktion ¢ durch ihre ,,Norm®,
d.h. das Quadrat ihres Moduls |yp|2 = pyp™* ersetztel. Besonders
wichtig aber ist, daB BorN diese Beziehung durch Einfiihrung des
Wahyscheinlichkeitsbegriffes wesentlich vertieft und zur Grundlage einer
neuen ,,wahrscheinlichkeitstheoretischen® oder ,,wichtkausalen’ Auf-
fassung des vom korpuskularen Standpunkt aus betrachteten physika-
lischen Geschehens gemacht hat. ‘

Die Zuordnung der diskontinuierlichen (als punktférmig gedachten)
Korpuskeln zum kontinuierlichen Wellenfeld nach der Beziehung

N~Jypl

ist mit einer Unbestimmiheit hinsichtlich des Ories der Korpuskeln ver-
kniipft (Zhnliche Verhiltnisse trifft man bei der graphischen Darstellung
eines Kraftfeldes durch Kraftlinien). Ist || fiir den ganzen Raum
bekannt, so kann man nur die ,,durchschnittliche’ oder ,,wahrschein-
liche* Anzahl der in einem gegebenen Volumelement AV vorhandenen
Korpuskeln berechnen. Das Produkt |'¢|2-A V, welches diese wahr-
scheinliche Teilchenzahl charakterisiert, kann man dabei als Wahr-
scheinlichkeitsmaf fiir das Vorhandensein eines bestimmten Teilchens
im Volumelement 4V betrachten und dementsprechend die GroBe |y |2
als Wahrscheinlichkeitsdichte (fir das Vorhandensein des Teilchens an
der betreffenden Stelle) definieren. Die Funktion o ist dabei derart
zu normieren, daB das iiber den ganzen Raum erstreckte Integral
flw|2dV gleich 1 wird.

Bei sehr groBen Werten von |y |2, d. h. bei sehr intensiven Strahlen,
braucht man sich um den genauen Ort der Teilchen (Lichtquanten,
Elektronen usw.) nicht zu kiimmern. Hat man dagegen mit sehr schwa-
chen Strahlen zu tun, so wird diese Frage dringend. Sie 14Bt sich aber
nur mittels der angefithrten Wahrscheinlichkeitsdefinition 16sen.

Die einzelnen Teilchen zeigen sich in diskreten Elementarakten,
die unter gewissen Bedingungen zu ihrer ,experimentellen’ Lokali-
sation dienen konnen (vgl. oben § 9). Die Wellenfunktion ¢ erlaubt
aber nicht, den Ort dieser Elementarvorginge genau zu bestimmen.

1 Die Funktion ¥ ist hier als eine komplexe GroBe betrachtet (s. unten);
dabei bedeutet p* die dazu komplex konjugierte GréBe.

g*
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Theoretisch kann man nur die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen,
daB ein bestimmter Elementarvorgang (lichtelektrischer Effekt, Comp-
toneffekt, StoBionisation usw.) im Volumelement AV = Ax-Ay-Az
eintritt. Diese Wahrscheinlichkeit ist mit |y |2 AV nicht zu verwechseln.
Die letztere bezieht sich nur auf das Vorhandensein des betrachteten
Teilchens im Volumelement AV, ganz unabhingig von irgendwelchen
Elementarprozessen, die dort eintreten kénnen. Jeder solche ProzeB
148t sich als ein Ubergang von einem gegebenen Zustand (1) zu einem
anderen (2) auffassen. Die entsprechende Ubergangswahrscheinlichkest
muf demnach von den speziellen Wellenfunktionen o, und y,, welche
die beiden ,,Zustinde’ charakterisieren, abhingen. Sie muB ferner
nicht nur auf ein bestimmtes Raumelement 4V, sondern auch auf ein
bestimmtes Zeitelement A#¢ bezogen werden. Sieht man von dem Ort
des betrachteten Ubergangsprozesses ab, so kann man von der ,,Zeit-
dichte* seiner Wahrscheinlichkeit sprechen. Wir werden spiter sehen,
daB die Bestimmung dieser Zeitdichte oder der Ubergangswahrschein-
lichkeit pro Zeiteinheit auf die Berechnung eines Integrals von der
Gestalt f iy H' w, dV zuriickgefilhrt werden kann, wo H' eine von
dem speziellen Charakter des Elementarprozesses unabhingige Funk-
tion bedeutet.

Es sei darauf hingewiesen, daB die Unentbehrlichkeit des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffes fiir die Beschreibung der FElementarprozesse
zuerst von EINSTEIN erkannt worden ist. In seiner berithmten Arbeit
iiber die Wechselwirkung von Materie und Strahlung (1917) hat ndmlich
EINSTEIN zum erstenmal die Ubergangswahrscheinlichkeiten im obigen
Sinne eingefiihrt, und zwar fiir erzwungene und fiir spontane Elementar-
prozesse (Lichtabsorption und -emission). Es ist aber nur auf Grund der
Wellenmechanik gelungen, diese Ubergangswahrscheinlichkeiten tat-
sdchlich zu berechnen. Diese Berechnung soll spéter angefithrt werden
(s. §17, Kap. I, und besonders Kap. ITI). Wesentlich fiir uns ist jetzt
nur die Tatsache, daB die Verkniipfung zwischen der wellentheoretischen
und der korpuskulartheoretischen Betrachtung eines physikalischen
Vorgangs nur mit Hilfe des Wahrscheinlichkeitsbegriffes konsequent
formuliert werden kann. Will man — wie es BorN und manche
andere Forscher tun — den Akzent auf die korpuskulare (diskontinuier-
liche) Betrachtung legen, d. h. den eigentlichen Inhalt des physika-
lischen Geschehens in der Bewegung und Wechselwirkung diskreter
Korpuskeln sehen, so kann man die korrespondierenden Wellen als
bloBe ,,Wahrscheinlichkeitswellen“ betrachten, denen keine unmittel-
bare physikalische Realitit zukommt. Man muB dabei die {ibliche
deterministische oder ,kausale’” Auffassung der mechanischen Prozesse
durch eine ,,probabilistische’ oder nicht-kausale ersetzen.

Mir persénlich scheint die entgegengesetzte Behandlungsweise des
wellen-korpuskularen Parallelismus befriedigender zu sein, bei welcher
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man die Wellen als primir und die Korpuskeln als sekundir ansieht.
Es ist sicher unberechtigt, die Lichtwellen, d. h. das elektromagnetische
Feld, bloB als ein Wahrscheinlichkeitsfeld fiir die Lichtquanten zu
betrachten. Man denke sich z. B. als den einfachsten Spezialfall des
elektromagnetischen Feldes das elektrostatische Feld, wo die Ein-
fithrung von zugeordneten Korpuskeln iiberhaupt unméglich ist. Wegen
der tiefliegenden Analogie zwischen Licht- und Materiestrahlen scheint
es notig, auch hier den DE BROGLIE schen Wellen eine unmittelbare phy-
sikalische Realitdt zuzuschreiben.

Wir kénnen und miissen dabei das Kausalitdtsprinzip fiir die Fort-
pflanzungsgesetze dieser Wellen beibehalten; denn sonst wire eine
genaue Bestimmung der Wellenfunktion g (oder des entsprechenden
Systems wvon Funktionen, wie bei der elektromagnetischen Licht-
theorie) prinzipiell unmoéglich. Die Einfithrung des Wahrscheinlichkeits-
begriffes geschieht also nur bei der korpuskularen Deutung der Wellen-
vorgdnge und wiirde dabei etwa dieselbe Bedeutung haben, wie die Ein-
fihrung des Begriffes der ,,Willensfreiheit” bei der psychologischen
Deutung der physiologischen Gehirnsvorgange (die als primdr und voll-
kommen determiniert vorausgesetzt werden). Unabhingig davon, ob
man die Materiewellen blo8 als Wahrscheinlichkeitswellen ansieht oder
ihnen eine physikalische Realitit zuschreibt, mu8 man das physikalische
Geschehen, vom korpuskularen Standpunkt betrachtet, als undeter-
miniert behandeln. Die frithere deterministische Mechanik wuBte nur
die Wahrscheinlichkeiten 1 und 0. Sie beschiftigte sich mit der Be-
stimmung derjenigen Ereignisse, deren Wahrscheinlichkeit gleich 1
ist, und zwar durch Integration von gewissen Bewegungsgleichungen
mit Riicksicht auf bekannte exakte Anfangsbedingungen. Die neue
Mechanik kennt keine exakte Anfangsbedingungen. Die klassische
Alternative — entweder notwendig oder unméglich — kennt sie {iber-
haupt nicht. Fir sie alles ist als mdglich anzusehen. Ereignisse mit der
Wahrscheinlichkeit 1 oder 0 gibt es flir sie nicht; nur intermedidre
Wabhrscheinlichkeiten — grofer als 0 und kleiner als 1 — kommen in
Betracht. Dementsprechend beschiftigt sich die neue Mechanik nicht
mit der Bestimmung gewisser einzelner Ereignisse, die eine angegebene
Wabhrscheinlichkeit haben sollen, sondern mit der Bestimmung der
Wahrscheinlichkeiten aller denkbaren (d. h. méglichen) Ereignisse. In
denjenigen Fillen, wo die Wahrscheinlichkeitsfunktion ein sehr scharfes
Maximum erreicht, bildet das entsprechende Ereignis (sowie die davon
nur wenig abweichenden Ereignisse) etwas — obwohl nicht vollkommen
Notwendiges, aber jedenfalls — Hoéchstwahrscheinliches, das gew6hnlich
beobachtet wird.

In denjenigen makroskopischen Vorgingen, die wir gewdhnlich
beobachten und wo eine ungeheuer groBe Anzahl von gleichen Elementar-
systemen beteiligt sind, duBert sich dieser ,,elementare Indeterminis-
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mus* praktisch gar nicht. Es herrscht hier das ,,Gesetz der grolBen
Zahlen®, welches ebenso wie im Falle der menschlichen Gesellschaft,
das,,Zufillige”, d.h. das Individuelle und Unkontrollierbare, vollkommen
verwischt und Wahrscheinlichkeitsaussagen zu statistischen Gesetz-
maBigkeiten macht.

Aus dem scheinbar determinierten Charakter der makroskopischen
(d. h. statistischen) Vorginge glaubte man schliefen zu diirfen, daB
auch die entsprechenden Elementarprozesse streng determiniert sind.
Dies war aber — worauf EXNER noch vor der Entstehung der Wellen-
mechanik (1919) hingewiesen hatte — ein vollkommen unbegriindetes
Vorurteil, wovon wir uns nun jetzt zu emanzipieren beginnen.

§ 12. Prinzipielle Unbeobachtbarkeit und HEISENBERGSche
Ungenauigkeitsrelationen.

Die Lichtquanten sind urspriinglich eingefiihrt worden zur Erklirung
gewisser diskontinuierlicher Wirkungen des Lichtes auf die Materie, die
der Wellentheorie des Lichtes und der korpuskularen Theorie der Ma-
terie unverstdndlich erschienen. Die von Einstein gegebene Erklirung

war aber nicht vollstindig, da sie nur die ,,qualitative” Seite dieser

h

Wirkungen (im Sinne der Gleichungen ¢ = kv, g =7> betraf. Zur

Bestimmung beider Seiten — der ,,qualitativen® und der ,,quantita-
tiven”, d. h. der Anzahl der Elementarvorginge oder der Wahy-
scheinlichkeit eines Elementarvorganges pro Zeiteinheit — muBte man
nicht die Wellentheorie des Lichtes durch die Korpuskulartheorie er-
setzen, sondern — merkwiirdigerweise — das Umgekehrte hinsichtlich
der Theorie iiber die Materie durchfithren. Die rdumlich und zeitlich
diskontinuierlichen Effekte lassen sich dabei durch die wellen-korpusku-

laren Beziehungen & = hv, g = % und den Wahrscheinlichkeitsbegriff

(der die Stelle der ,,Quantitidtsbeziehung” N ~ |¢|* einnimmt) voll-
stdndig beschreiben.

In einem wichtigen Punkte bleibt aber diese Beschreibung unvoll-
standig: die Lage eines bestimmten Teilchens zu einer gegebenen Zeit
oder der Ort und die Zeit eines bestimmten Elementarprozesses lassen
sich so nicht exakt bestimmen. Nur die Wahrscheinlichkeit des Vor-
handenseins des Teilchens im Volumelement AV oder die Wahrschein-
lichkeit des Auftretens des Prozesses im Zeitelement A¢ koénnen theore-
tisch bestimmt werden.

Es erhebt sich nun die Frage, ob diese Unvollkommenheit der
theoretischen Ergebnisse als ein Mangel der Theorie anzusehen ist
oder ob sie im Wesen der Sache selbst liegt und aus prinzipiellen
Griinden nicht beseitigt werden kann.

HEISENBERG hat (1927) diese Frage durch eine einfache Analyse
der Bedingungen, bei welchen die verschiedenen Elementarprozesse
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einer direkten experimentellen Beobachtung zuginglich werden, im
Sinne der zweiten Moglichkeit entschieden. Dabei ist er von dem Grund-
satz ausgegangen, daf} eine Theorie nur diejenigen Verhiltnisse wieder-
geben darf, die man prinzipiell, d. h. mit den denkbar besten Hilfs-
mitteln — unerachtet der Frage nach deren praktischen Realisierbar-
keit — beobachten kann. :

Der Ort eines Teilchens wird gewShnlich (im Raume oder auf einer
Ebene) durch Beobachtung der von ihm reflektierten, gestreuten oder
ausgesandten Lichtstrahlen bestimmt. Eine punktférmige Lichtquelle,
mit dem bloBen Auge oder durch ein Mikroskop beobachtet, erscheint
dabei als kleiner Diffraktionskreis, dessen Radius ungefahr gleich der
Wellenldnge A des Lichtes ist. Die Lage des Teilchens wird folglich
nur mit einer beschrinkten Genauigkeit — bis zur GroBenordnung
von A — festgelegt.

Nun kann man aber prinzipiell 4 beliebig klein widhlen, indem
man das Teilchen nicht in gew6hnlichem Licht, sondern mit Gamma-
strahlen beobachtet (die praktische Unmoglichkeit, ein y-Strahl-Mikro-
skop zu konstruieren, spielt hier keine Rolle). Das Teilchen mag z. B.
ein Elektron sein. Versucht man, den Ort, wo ein bestimmtes Elektron
sich befindet, durch Beobachtung der von ihm gestreuten kurzwelligen
Lichtstrahlen zu bestimmen, so erhilt man einen elementaren Compton-
effekt, bei welchem sich die Bewegungsgrofe des Elektrons wihrend
oder besser infolge der Beobachtung um einen Betrag von der GrofBen-

h
ordnung 2 dndert,.

Wollte man also gleichzeitig den Ort #nd die BewegungsgroBe (oder
die Geschwindigkeit) des Elektrons mittels irgendwelcher von ihm
gestreuter Lichtstrahlen bestimmen, so wiirde man w#iemals exakie
Ergebnisse erhalten: eine Verkleinerung der Wellenlinge hitte eine
Verbesserung der Ortsbestimmung, aber gleichzeitig eine Verschlechte-
rung der Geschwindigkeitsbestimmung zur Folge. Das Produkt der
,»,Ungenauigkeiten‘‘ beider Messungen — der Lage und der Bewegungs-
grofle — ist von der Wellenlinge unabhingig und von der GroBen-
ordnung 5.

Dieselben Ergebnisse erhilt man, wenn man ein Atom nicht in
gestreutem, sondern in dem von ihm selbst ausgesandten Licht be-
obachtet. Wenn das Licht in der Gestalt eines Quants A» emittiert

wird, muB das Atom einen Riickstol vom Betrage T erleiden. Je

genauer der Ort des Atoms bestimmt werden kann, desto ungenauer
ergibt sich seine Bewegungsgrofe im Moment der Beobachtung; denn
die letztere entspricht in Wirklichkeit einem diskontinuierlichen Uber-
gang zwischen dem Anfangs- und Endzustand.

Die angefiithrte Uberlegung beruht auf der dualistischen (wellen-
korpuskularen) Natur des Lichtes. Ahnlich kann man auf Grund der
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dualistischen Natur der Materiestrahlen den reziproken Satz beweisen,
daB eine Zunahme der Genauigkeit in der experimentellen Bestim-
mung der BewegungsgroBe eines Teilchens! mit einer Abnahme der
Genauigkeit seiner Ortsbestimmung verkniipft ist. Dabei ergibt sich
das Produkt der beiden ,,Ungenauigkeiten’ ebenfalls von der GréBen-.
ordnung 4.

Man kann ferner leicht zeigen, daB3 diese Ungenauigkeitsrelation fiir

jede Komponente der BewegungsgroBe und die entsprechende Ko-
ordinate einzeln besteht, so daB

Ag,-Axwh, Ag,-Ayoh, Ag, -Azeh (25)
ist.
Setzt man hier § = mb, so wird, unter der Voraussetzung, daB
m = const (d. h. v <L) ist:

Avg-Axal, Av,-dyo’, Av. Azo’.  (259)
m m m

Diese Formeln erkliren sehr anschaulich die Tatsache, daB die Ab-
weichungen von der klassischen oder ,,makroskopischen‘ Korpuskular-
mechanik nur fiir die elementaren Materieteilchen — also im Gebiete
der Mikromechanik — wesentlich werden. Setzt man ndmlich m = 1g

und Ax « 10~% cm, so wird nach (25a) dv, 2 6-10-22 ;Cf—li Die mit
der Bewegung der makroskopischen Teilchen verkniipfte kinematische
Ungenauigkest kann also vollkommen unbeachtet bleiben. Ganz andere
Verhiltnisse finden wir dagegen bei Protonen und Elektronen. Fiir
die letzteren gilt speziell wegen m = 9-10-28: Ay, -Ax £ 1 usw. Dies
gibt bei Ax £ 10-13 (, Radius des Elektrons in der elektromagne-

tischen Theorie der Masse) Av, & 1018 —:eﬂk‘

Bei dem Versuche, die Bewegung eines elementaren Materieteilchens
experimentell zu verfolgen, st68t man also auf die folgende, in der
makroskopischen Mechanik unbekannte Schwierigkeit:

. Die Bewegung wird durch die Beobachtung gestért, und zwar so,
daB jeder Beobachtungsakt entweder die Lage oder die Geschwindig-
keit des Teilchens gemdB der Relationen (25) dndert. Es ist dabei
unter Ax (oder Av,) usw. die MeBgenauigkeit der betreffenden GroBe
zu verstehen und unter Av, (oder 4x) die durch die Messung bedingte
Anderung der damit kinematisch konjugierten GroBe. Eine Bestim-
mung einer vom Beobachter ungestérten Bewegung erweist sich —
im Gegensatz zu den gewdhnlichen Vorstellungen — als prinzipiell

unmoglich. Die Gréfle % oder ~, €rhilt dabei die Bedeutung des kine-
matischen UnbestimmtheitsmalBes.

1 Durch Interferenzversuche mittels der entsprechenden Materiestrahlen.
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Will man nun eine theoretische Mikromechanik schaffen, welche
nur dasjenige beschreibt und vorhersagt, was prinzipiell beobachtbar
ist, so muB man auf eine streng deterministische Beschreibung der
Bewegung eines Teilchens, als einer stetigen Anderung seiner Lage,
verzichten; denn eine solche Beschreibung setzt eine gernaue Kenntnis
der Geschwindigkeit fiir jede Lage voraus. Nach den HEISENBERG-
schen Ungenauigkeitsrelationen ist nur eine ,,probabilistische” Be-
schreibung der Bewegung moglich, welche nur die Wahrscheinlichkeit
fiir das Vorhandensein des Teilchens an einem bestimmten Ort und
zu einer bestimmten Zeit angibt.

Nach Born ist diese Wahrscheinlichkeit durch die DE BROGLIE-
ScHRODINGERsche Wellenfunktion ¢ bestimmt. Die wahrscheinlichkeits-
theoretische Mikromechanik 148t sich also als Mechanik dieser Wellen
oder Wellenmechanik formulieren.

Die Gleichungen (25) ergeben sich in der Tat (wie von BOHR hin-
gewiesen wurde) als unmittelbare Folge der wellentheoretischen Be-
ziehungen

Ak, -Axxwl, Ak, -Adyxl, Ak-Azel (26)
mit Riicksicht auf die Beziehung g = A k.

Die Beziehungen (26) lassen sich folgendermaBen ableiten:

Wir haben in §7 gesehen, daB eine Wellengruppe, die man durch
-Superposition von harmonischen Wellensystemen mit derselben Fort-
pflanzungsrichtung und konstanten Amplituden, aber mit verschiedenen,
in den Intervallen Av, Ak stetig verdnderlichen Frequenzen und Wellen-
zahlen erhilt, sich wie ein harmonischer Wellenzug mit einer mitt-

leren Frequenz v, und Wellenzahl , und mit einer verinderlichen, durch
den Ausdruck

inmA ak t :
A_S 7 v[(?l;)o.x_ }_sinn(Ak-x——Ag-'t_)

Av[(%f)o.x_t] T Akx—Avet

bestimmten Amplitude fortpflanzt [vgl. Formel (22)].

Bei einem festgehaltenen Wert von ¢, z. B. £ =0, stellt 42 eine
Funktion von x dar, die bei = 0 ihr Hauptmaximum erreicht. AuBer-
halb der beiden ersten Nullstellen hat A2 eine Reihe sekundirer Ma-
xima, die man aber praktisch im Vergleich zu dem Hauptmaximum
vernachlissigen darf. Die effektive Linge A x des resultierenden Wellen-
zuges, d. h. die Dichte derjenigen Schicht, wo 42 einen von Null betrécht-
lich verschiedenen Wert hat, ist also durch die Bezichung Ax-Ak 2 1
gegeben. Das ist aber nichts anderes als die erste der Relationen (26).
Thre korpuskulartheoretische Bedeutung ergibt sich, wenn man 4?2 als
das Wahrscheinlichkeitsmall fiir das Vorhandensein des korrespon-
dierenden Teilchens am betreffenden Ort und %k als seine Bewegungs-
grofe deutet.
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Um gleichzeitig die beiden anderen Beziehungen zu erhalten, muf
man die Wellengruppe durch ein Wellenpaket ersetzen, welches durch
Superposition von harmonischen Wellensystemen mit etwas verschie-
denen, stetig veranderlichen Fortpflanzungsrichtungen gebildet werden
kann. Ein solches Paket ist dabei nicht mit dem entsprechenden Teil-
chen zu identifizieren — wie dies in § 10 versucht worden ist —, sondern
es mufl bloB als , Wahrscheinlichkeitspaket behandelt werden.

Betrachtet man den obigen Ausdruck 4 (oder den entsprechenden
Ausdruck fiir die effektive Amplitude eines Wellenpakets) als Funk-
tion der Zest bei festgehaltenem Wert von x (und den beiden anderen
Koordinaten), so erhilt man noch eine Beziehung

At-Ayal, (264)

welche die ,,Dauer’ der Gruppe (oder des Pakets) mit seiner in Fre-
quenzeinheiten gemessenen Spektralbreite A» verkniipft. Fithrt man
hier statt der Frequenz » die Energie des korrespondierenden Teil-
chens & = v ein, so ergibt sich die vierte HEISENBERGsche Ungenauig-
keitsrelation

Ae-Atwh. (26Db)

Nach dem vorher Gesagten braucht der physikalische Sinn dieser Re-
lation nicht niher erértert zu werden. ,

Bei der Ableitung der Beziehungen (26) und (26a) sind wir von
der gegebenen Spektralbreite A% oder Ay ausgegangen und haben
die effektive Raum- bzw. Zeitbreite der Wellengruppe (oder des Wellen-
pakets) abgeschitzt. Die vollkommene Symmetrie dieser Relationen
in bezug auf die zugehérigen GroBenpaare weist darauf hin, daB sie auch
in der umgekehrten Richtung abgeleitet werden kénnen, indem man
eine Wellengruppe (oder ein Wellenpaket) mit gegebener riumlicher
und zeitlicher Breite zugrunde legt und die zugehérigen Spektralbreiten
in Wellenzahlen und Frequenzen abschitzt.

In der Tat, betrachtet man einen sich in Richtung der x-Achse
fortpflanzenden Wellenzug, so kann man ihn nur dann als ein harmo-
nisches Wellensystem behandeln, wenn seine Amplitude im ganzen
Raum denselben Wert hat. Ist dagegen diese Amplitude nur in einer
Schicht mit der endlichen Dicke A% von Null verschieden, so hat man,
streng genommen, keinen harmonischen Wellenzug vor sich, wie groB
Ax auch sein mag. Nach dem FouriERschen Integralsatz kann man
aber einen solchen endlichen Wellenzug als Superposition von unend-
lichen, also streng harmonischen Wellenziigen mit allen moglichen
Wellenzahlen von %= 0 bis £ = oo darstellen.

Es gilt namlich fiir jede beschrinkte, stiickweise stetige Funk-
tion f(x) die Darstellung:

[y = [ Ayer=it=dk,
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wo der Amplitudenkoeffizient 4, als Funktion von % durch die Formel

A= [fx)e—2nitrdy

gegeben ist.

Wendet man diese Formel auf eine Funktion f(x) an, die gleich
e27ike® fiir x| < ATx und gleich Null fiir |x| > %ﬁ ist, so erhilt man

+1ax
Ak _ j'gflﬂi(ku-k)xdx _ sinz (B — ko)ax
—fas 7w (k — k)

Dieser Ausdruck erreicht sein Hauptmaximum (4x) bei & = k;; bei
(B — ky)-Ax = = 1 wird er gleich Null und kann auBerhalb des Inter-

valls |k — k| = Zl; vernachlissigt werden. Die effektive Spektral-

breite Ak des betrachteten endlichen Wellenzuges ist folglich mit seiner
Linge Ax durch dieselbe Relation A%-Ax 2 1 verkniipft, die wir schon
oben aufgestellt haben. Die beiden Ableitungen folgen auseinander
durch eine Vertauschung der GréBen x und k.. Vom korpuskularen
Standpunkt aus entspricht dieser Vertauschung die Vertauschung von
Lage und Geschwindigkeit als der mit der gegebenen Genauigkeit zu
messenden GroSen.

Es sei zum SchluB noch auf folgendes hingewiesen. Wenn man die
Bewegung eines Teilchens in einem gegebenen Kraftfeld nach der klas-
sischen Mechanik verfolgen will, so geniigt es, ihre

urspriingliche Lage und Geschwindigkeit anzugeben.
Dabei kann man die Bahn des Teilchens berechnen
oder auch graphisch konstruieren, indem man von N\
seiner jeweiligen Lage eine unendlich kleine Strecke 1
zieht, die ihrer Geschwindigkeit parallel und propor-
0
-7

tional ist. O
In der neuen Mechanik ist ein solches Verfahren

schon aus dem Grunde prinzipiell unmdglich, da8
man die urspriingliche Lage des Teilchens nicht exakt

2
definieren kann. Man kann lediglich ein kleines (doch e~
endliches!) Raumgebiet angeben, wo es sich urspriing- -2
lich befindet, d. h. ein Wahrscheinlichkeitspaket der
entsprechenden Dimensionen konstruieren. Dabei aber Abb. 3.

darf man auch die Geschwindigkeit nur ungenau de-

finieren, und zwar mit einer Ungenauigkeit, die der Ungenauigkeit
der Ortsbestimmung umgekehrt proportional ist. — Dies ist auf der
Abb. 3 durch den Kreis 0 angedeutet, dessen Radius gleichzeitig die

beiden Ungenauigkeiten miBt. Die mittlere Geschwindigkeit sei gleich
der Strecke vom Mittelpunkt dieses Kreises zum Mittelpunkt des
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Kreises 1. Dann mulB sich das betrachtete Teilchen nach einer Zeit-
einheit irgendwo innerhalb dieses Kreises 1 (von doppelt so groBem
Radius wie 0) befinden. — Will man die Bewegung des Teilchens
weiter verfolgen, so mul man zunichst die dem Kreise I zugeordnete
Ungenauigkeit der Geschwindigkeit bestimmen. Wegen der gréBeren
Abmessungen von 1 gegeniiber ¢ muf in diesem Fall gem48 der Be-
ziehung (25) der punktierte Geschwindigkeitskreis (oder genauer die ,,Ge-
schwindigkeitskugel) kleiner ausfallen. Dieses Konstruktionsverfahren
kann man weiter fortsetzen — nach vorn, sowie nach hinten — und als
ein ZerflieBen des Wellenpakets ansehen, das das Verhalten des Teil-
chens charakterisiert. Besonders muB3 man hervorheben, daB dieses Zer-
flieBen ein vollkommen reversibler Vorgang ist, d. h. sich ebensogut
beim Fortschreiten in die Zukunft wie in die Vergangenheit ergibt
(vgl. unten § 16).

§ 13. BoHrseche Quantentheorie der Atome und stehende
Kathodenwellen.

Wir haben bisher die von BoHR 1913 begriindete Quantentheorie
der Atome ganz auBer acht gelassen. Aber gerade auf diesem Gebiet
hat die Wellentheorie der Materie ihre ersten Erfolge errungen. Es
ist ndmlich DE BROGLIE und insbesondere SCHRODINGER gelungen,
die BoHrschen ,stationdren Zustinde® als Eigenschwingungen oder als
stehende Kathodenwellen zu deuten.

Es sei daran erinnert, dal der Begriff der stationiren Zustinde
der Atome sowie anderer mechanischen Systeme historisch im Zu-
sammenhang mit der Quantentheorie des Lichtes entstanden ist. Aus
der Tatsache, daB3 die Atome die Energie nur in bestimmten Quanten
von endlicher GréBe durch Ausstrahlung verlieren oder durch Strah-
lungsabsorption gewinnen, hat Bonr den SchluB gezogen, daB die
Vorgange der Lichtemission und -absorption diskrete Elementarakte
sind, die das Atom aus einem strahlungslosen Zustand in einen anderen,
ebenfalls strahlungslosen Zustand iiberfithren. Diese strahlungslosen,
stationdren oder ,,gequantelten’ Bewegungszustinde sind durch be-
bestimmte diskrete Werte der Energie W,, W,, W,, . .. charakterisiert.
Beim Ubergang vom #-ten zum m-ten Zustand wird die Energiedifferenz
W, —W,, als monochromatisches Licht mit der Frequenz.

Wn - Wm

=t
aus- oder zugestrahlt. BoHR lieB dabei die Frage nach der Struktur
des Lichtes offen. EINSTEIN hat dann spiter (1917) gezeigt, daB der
Bonrsche Mechanismus der Lichtemission und -absorption der iiblichen
Wellentheorie des Lichtes widerspricht und in vollkommener Harmonie
mit der korpuskularen Lichtquantentheorie steht. Aus der Betrachtung
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des Wirmegleichgewichtes zwischen Atomen und Strahlung konnte
EINSTEIN ndmlich beweisen, daB bei jedem Emissions- oder Absorptions-

akt das Atom neben der Energieinderung W, — W, = kv einen

,»Sto8*, d. h. eine Anderung der BewegungsgroBe vom Betrage —: = ~h~

i
erfahrt.

Bour hat ferner die einfachste ,,Quantenbedingung‘ auifgestellt,
die im Falle des Wasserstoffatoms die ,,gequantelten* Zustinde be-
stimmt. FaBt man nidmlich nur die kreisférmigen Bahnen des Elektrons
um den (als ruhend betrachteten) Kern ins Auge, so lautet die urspriing-
liche BoHRsche Quantenbedingung

h
ymv=mng_, (27)
wo 7 den Bahnradius, mv die BewegungsgroBe des Elektrons und #
eine positive ganze Zahl bedeutet.
Diese Quantenbedingung ist spiter von SOMMERFELD verallgemei-

nert und auf die Gestalt
$h1dqy=mh, $pdg,=mh, ..., $p,dq,=mn.h (27a)

gebracht worden. g¢,,¢q,, ... bedeuten hier die sogenannten ,sepa-
rierbaren Koordinaten des betrachteten mechanischen Systems, d. h.
diejenigen verallgemeinerten Koordinaten, bei welchen jeder der zu-
gehorigen ,, Impulse’ p,, b5, . . . als Funktion der betreffenden Koordi-

nate allein ausgedriickt werden kann. Die Impulse definiert man
oT
En
kinetische Energie des Systems als Funktion der Geschwindigkeiten
§p = % und der Koordinaten ¢, bedeutet. Bei Existenz von ,,Sepa-
rationskoordinaten® lassen.sich die Quantenbedingungen (27a) nur
dann formulieren, wenn die Funktionen $,(g,) periodisch sind oder
wenn sie nur in gewissen Grenzen liegende Werte der Argumente
zulassen. Die Intergrationen in (27a) sind fiir diese Perioden oder
fir das Hin- und Herschwanken des Arguments in den betreffenden
Grenzen auszufiihren.

Die BoHR-SOMMERFELDschen Quantenbedingungen lieBen vom
Standpunkte der gewohnlichen korpuskularen Vorstellungen iiber das
Wesen der Materie keine verniinftige Deutung zu. Vor dem Erscheinen
der DE BroGLiEschen Theorie waren sie halbempirisch gefundene
und nur durch ihre Ubereinstimmung mit den Erfahrungstatsachen
gestiitzte Regeln. EHRENFEST konnte sie spiter auf Grund des ,,Prin-
zips der adiabatischen Invarianz’ und BoHR auf Grund des ,,Kor-
respondenzprinzips gewissermafBen prinzipiell rechtfertigen. Die Ver-
schirfung des Korrespondenzprinzips erlaubte HEISENBERG 1925,
die exakte mathematische Theorie der mikromechanischen Vorginge

bekanntlich im allgemeinen durch die Formeln p, = , wo T die



46 Licht und Materie. I, §13.

aufzustellen, die sich bald darauf mit der fast gleichzeitig und unab-
hingig davon entstandenen DE BROGLIE-SCHRODINGERschen Wellen-
mechanik als formal &4quivalent erwies (s. Kap. III). Aber der
von HEISENBERG verfolgte Weg ist ein Umweg. Auf den geraden
Weg zum Verstdndnis der Quantengesetze der Atommechanik hat
DE BROGLIE durch seinen noch sehr unklaren Begriff der Phasen-
wellen hingewiesen.

Fibrt man in die BorrRsche Quantenbedingung (27) die der Be-

wegungsgroBe g = mv entsprechende DE BROGLIE sche Wellenlinge 4 = él—;

ein, so nimmt diese Bedingung die folgende sehr einfache und an-
schauliche Gestalt an: in den gequantelien Bewegungszustinden des
Wasserstoffatoms ist die Linge der kreisformigen Elektronenbahnen (27 7)
gleich einem ganzen Vielfachen der zugehirigen Wellenlinge.

Diese Deutung 1aBt sich leicht auf geschlossene Bahnen allgemei-
nerer Gestalt, z. B. auf die Ellipsenbahnen, erweitern. Addiert man
die Gleichungen §p;dq; =n,% und §p,dg, = n,k, die einer perio-
dischen Keplerbewegung des Elektrons um einen positiven Kern ent-
sprechen, so wird mit Ricksicht auf die Relation ,¢; + ps¢e = 27T
(T = kinetische Energie):

$(P1dq, + padqy) = $2T dt = § mv2dt = $muvds,

wo ds = v dt das Bogenelement der Bahn bedeutet. Ersetzt man hier

k .
my durch 7 SO wird:

é;%szn (= ny + n,). (27b)

In diesem Integral ist die Wellenlinge A als eine verdnderliche GroBe
anzusehen, die von der Lage des Elektrons auf seiner Bahn abhingt.

Die von pE BROGLIE gegebene Deutung der Quantenbedingungen
war urspriinglich das erste, sozusagen empirische Argument fir
seine Vorstellung der Phasenwellen. Die prinzipielle Méglichkeit, diese
Vorstellung durch Ubertragung der EinstEinschen Lichtquanten-

relationen ¢ = 4» und g = % auf Korpuskeln mit nichtverschwindender

Ruhmasse durchzufithren, erschien damals als sehr fragwiirdig, insbeson-
dere bei derjenigen ,,naiven’ Auffassung der Verkniipfung zwischen
Wellen und Korpuskeln, die von DE BROGLIE vorgeschlagen war. Diese
Auffassung hatte eine sehr empfindliche Unklarheit in der erwidhnten
Deutung zur Folge. Fiir kreisférmige Elektronenbahnen definierte
DE BROGLIE seine Wellenlinge nach der Formel 277 = %4 nur fir
solche Raumpunkte, welche auf diesen Bahnen liegen. Die Frage nach
der Linge und nach dem allgemeinen Charakter des Wellenvorgangs
auferhalb der von dem Elektron beschriebenen gequantelten Bahn
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blieb bei bDE BROGLIE offen; selbst die Existenz eines solchen Vorgangs
im umgebenden Raum wurde kaum in Betracht gezogen.

Zwei Jahre spiter erhielten die Grundgedanken der DE BROGLIE-
schen Theorie eine weitgehende Entwicklung und Vertiefung in den
Arbeiten von E. SCHRODINGER. Dieser lie sich zunichst durch die
falsche Vorstellung der Wellenpakete leiten. Diese Vorstellung erwies
sich aber als methodisch sehr fruchtbar, denn sie gab SCHRODINGER
den AnstoB, die Gesetze der Fortpflanzung der DE BROGLIE schen Wellen
als solchen, unabhingig von den damit verkniipften Teilchen, zu unter-
suchen. Das Ergebnis dieser Untersuchungen war die Entdeckung der
,»Wellengleichung*, welche die verschiedenen in einem gegebenen
duBeren Kraftfeld zuldssigen Schwingungsvorgiange bestimmt.

Bevor wir diese Gleichung aufstellen, wollen wir die Grundgedanken
der ScHRODINGERschen Theorie der BoHRschen Quantenzustinde
erliutern. Bei Lichtwellen wie auch bei jedem anderen Wellenvorgang
in einem kontinuierlichen Medium unterscheidet man zwei Arten von
Wellen — namlich laufende und stehende Wellen. Ein stehendes Wellen-
system 148t sich immer durch Superposition zweier laufender Wellen-
ziige von demselben Typus mit entgegengesetzten Fortpflanzungs-
richtungen erhalten. Die freien elastischen Schwingungen oder ,,Eigen-
schwingungen* einer Seite, einer Membran oder Platte, allgemein
jedes elastischen Ké&rpers von endlichen Abmessungen entstehen durch
Reflexion der einfallenden Wellen an den betreffenden Endpunkten,
Rindern oder Flichen, die als Schwingungsknoten dienen. Ahnliche
Knotenpunkte, -linien oder -flichen koénnen sich auch innerhalb des
Koérpers bilden. Die verschiedenen Schwingungstypen lassen sich da-
bei durch die Angabe der Kwuotenzahlen, d.h. der Anzahl der Knoten
derselben Art, vollstdndig charakterisieren.

Ahnliche Verhiltnisse findet man bei stehenden Lichtwellen, die
in einem Hohlraum mit vollkommen reflektierenden Wanden einge-
schlossen sind. Bei einem wiirfelformigen Hohlraum sind die Knoten-
flichen &4quidistante Ebenen, die die Wiirfelkanten a,, a,, a; in
gleichen Strecken Z—;, —Zf, —ZZ— teilen (n,, #,, 7, = ganze Zahlen). Die
verschiedenen Schwingungstypen oder Eigenschwingungen eines solchen
Hohlraums konnen also durch die Zahlentripel (#,, #,, ;) charakteri-
siert werden.

Der Abstand zwischen zwei Knotenebenen einer bestimmten Art
ist bekanntlich gleich dem halben Wert der entsprechenden Wellen-
lange A. Bezeichnet man die Winkel der beiden in Betracht kommenden
Fortpflanzungsrichtungen mit den Wiirfelkanten als - oy, 4 oy, -+ o5,
so hat man offenbar

1 a a a.
5 A= —cosa; = -2 cCosa, = —>COS 0y
2 7y Ny g
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und folglich

1 . 7y 1 .
TCosaIZkl——é_ﬂT’ 7COSO{3:k2~

2a,

(28)

. %cosaszk@:-
wo ky, kg, ky die Komponenten des die Wellenlinge und zugleich die
Fortpflanzungsrichtung charakterisierenden Vektors f bedeuten.
Fiihrt man nun statt f den korrespondierenden korpuskularen
Vektor, d. h. die Bewegungsgrife eines Lichtquants ¢ = 4¥ ein und
bezeichnet seine Komponenten mit g,, g,, g3, s0 wird nach (28)

’
2ay

g1°2a;, =mnh, go2a,=mnh, gg:-2a3=rmngh. (28a)
Diese Gleichungen sind aber, wie man leicht einsieht, gerade die BoHR-
SoMMERFELDschen Quantenbedingungen (27a) fiir den betrachteten
Fall, d. h. fiir den Fall eines ,,gequantelten Bewegungszustands® des
im betrachteten wiirfelférmigen GefiB eingeschlossenen Lichtquantes
oder einer beliebigen Anzahl solcher ,,Quanten®.

Stellt man sich nun statt der Lichtquanten irgendwelche materielle
Teilchen — z. B. Elektronen — vor, so kann man umgekehrt die
fiir diese Teilchen — oder fiir das aus ihnen gebildete ideale Gas —
bestehenden ,,Quantenbedingungen’* (28a) als korpuskulartheoretische
Aquivalente der Beziehungen (28) fiir die korrespondierenden Kathoden-
wellen (oder im allgemeinen DE BRroGLIEschen Wellen) deuten. Die
BoHR-SOMMERFELD schen Quantenzahlen erscheinen dabei als die Knoten-
zahlentripel der betreffenden DE BROGLIE schen ,,Hohlraumeigenschwin-
gungen®.

Ahnliche ,,Hohlraumeigenschwingungen® konnen nach ScHRO-
DINGER unter gewissen Bedingungen auch im unendlichen Raum statt-
finden. Die von den GefiBwinden dargestellte Begrenzung darf nicht
als geometrische Fliche, sondern mufB als dynamische Oberflichen-
schicht aufgefaBt werden. Man kann sich ndmlich vorstellen, daB beim
Durchgang durch diese Schicht die potentielle Energie eines Teilchens
auf einen bestimmten, geniigend groBen (streng genommen unend-
lichen) Betrag wichst. Denkt man sich nun die Schichtdicke allméhlich
vergréBert, bis man ein im ganzen Raume verteiltes Kraftfeld — wie
z. B. das CouromBsche Kraftfeld um einen positiven Kern — erhilt,
so diirfen die betrachteten Eigenschwingungen #icht aufhiren, sondern
miissen bloB ihren Charakter allmihlich &ndern.

Die urspriingliche Randfliche verschiebt sich dabei ins Unendliche,
wihrend die anderen Knotenflichen ihre Gestalt stetig dndern; die
Anzahl der Knotenflichen fiir jede Eigenschwingung bleibt dabei
offenbar konstant. Daraus sieht man, daB die Awnzahl verschiedener
Eigenschwingungen, wo sie iiberhaupt moglich sind, smmer, d. h. fiir
jedes nach auBen bremsende Kraftfeld, unendlich grof sein muf.
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§ 14. Die ScHrRODINGERsche Wellengleichung und die Ergebnisse
ihrer Anwendung auf das Wasserstoffatom.

Eine exakte Bestimmung der fiir ein gegebenes Kraftfeld charakte-
ristischen ScHRODINGERschen Eigenschwingungen laBt sich selbst-
verstindlich nur auf Grund einer Gleichung durchfithren, die die Fort-
pflanzung der DE BroGLiEschen Wellen in diesem Kraftfeld bestimmt.
Um diese ScHrRGDINGERsche Wellengleichung aufzustellen, wollen wir
annehmen, dafB sie sich in der allgemeinen, fiir beliebige Wellenvor-
ginge charakteristischen Gestalt schreiben 148t

02 02 02 1 02

28 T 3yt T g s ow = 0 (29)
wo y die DE BroGLIEschen Schwingungsfunktion und w» die Phasen-
geschwindigkeit der DE BroGLIEschen Wellen an der betreffenden
Stelle (x, y, 5) bedeutet.

Wir wollen uns zunichst auf solche Schwingungsvorginge be-
schrinken, die in der Zeit harmonisch sind, fiir die also die Abhingig-
keit der Funktion u von der Zeit durch den Faktor e-27i*¢ dar-

. . 0% .
gestellt werden kann'. Es wird dabei ﬁt_f = — 4m2y2y, und folglich
v 1
wegen - = k= 5
0%y 0%y 47

62w 2
5x—2+6_yf+~6—+—171’0=0' (29a)

Wir konnen hier die bE BrRoGLIEsche Wellenlinge durch die Geschwin-
digkeit v ausdriicken, die ein Teilchen der betrachteten Art — z. B. ein
Elektron — an der betreffenden Stelle haben wiirde, falls es sich mit
der Gesamtenergie & = ky bewegte. Fiir nicht zu groBe Werte von v

kann man die Relativititskorrektionen vernachlidssigen und ¢ in der
Gestalt

s=moc2+im0v2—l— Ux,y,2)=moc®+ W
b} Y

darstellen, wo W = —% mqyv2 4 U der iiblichen nichtrelativistischen De-

finition der Energie (ohne ,,Ruhenergie’) entspricht. Man hat ferner,
mit derselben Vernachldssigung, gemiB der DE BROGLIEschen Formel,
1 my v .
- = Es wird also?

1 2my (W — U)

2= e

1 Man kénntestatt dessen den reellen Faktor cos 2nv ¢ einfithren. Esist aber zweck-
maBiger, y als eine komplexe GroBevon der Form y(x, ¥, 2, £) = (%, ¥, ) e~ 27i7¢
mit einer komplexen Amplitudenfunktion ° zu behandeln; denn in dieser Form
lassen sich sowohl laufende als auch stehende Wellen darstellen.

2 In Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen iiber die Interferenz
von Kathodenstrahlen, welche die theoretische Beziechung zwischen Wellenldnge
und potentieller Energie (Spannungsdifferenz) direkt bestatigen.

Frenkel, Wellenmechanik. 4
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und folglich nach (29a)

021p
0x2 LR 4 397 + +

S:n mo

(W—U)p=0. (30)

Das ist die oben erwihnte, von SCHRODINGER auifgestellte Differential-
gleichung der pE BrocLIEschen Wellen. Das die Fortpflanzung dieser
Wellen Dbestimmende XKraftfeld wird durch die Potentialfunk-
tion U (%, y,2), d.h. durch die potentielle Energie eines in diesem
Kraftfeld befindlichen Teilchens der betrachteten Art charakterisiert.

Die Schwingungsirequenz bei gegebenem Wert der Energie W ist durch
die Formel
my c* W
= )
bestimmt.

Will man die Relativitit (d. h. die Verinderlichkeit der Masse) be-

. . . 1 .
riicksichtigen, so muf3 man 7= % setzen und die BewegungsgroBe g

durch die Eigenenergie mc2 = ¢ — U gemilB der Formel

g2=—'mg()2+(8 5 U)Z

ausdriicken. Man erhilt dabei statt (30) die Gleichung
6%2—'—6312_!_622—}— h2 [( ) —mgc4}q)20' (303“)

Bei der Voraussetzung, daB die ,kinetische Energie” des Teilchens
W — U klein im Vergleich zur Ruhenergie myc? ist, hat man in erster
Néaherung

;15(8— Uy —m2c? = ;2(144002 + W —UR—mic22m, (W — U).
Die Gleichung (30a) reduziert sich dabei auf (30).

ScHRODINGER hat die Gleichung (30) zunichst auf das Wasser-
stoffatom angewandt. Dazu muB man fiir U den iiblichen CouLoMB-

2 e
schen Wert U = — -ey— einsetzen, wo # = 2 + 4% + 22 den Abstand

von dem als unbewegt gedachten punktférmigen positiven Kern be-
deutet. Die vollstandige Losung dieses Problems werden wir in Kap. IV,
§§ 1 und 2 betrachten. Hier wollen wir nur die Hauptergebnisse
erwidhnen und sie an einem einfachen Beispiel veranschaulichen.

Es ergibt sich ndmlich, daB man zwei Fille unterscheiden mu,
je nachdem W > 0 oder W < 0 ist. Im ersten Fall, der einem zoni-
sierfen Atom entspricht, erhdlt man fiir jeden Wert von W eine im
ganzen Raum regulire Losung der Gleichung (30), d. h. eine eindeutige,
endliche und stetige Schwingungsfunktion % = ¢° (%, v, 2) e=27"%,
die offenbar der Hyperbelbewegung eines Elektrons entsprechen muf.
Im zweiten Fall dagegen ergeben sich regulire Losungen der Wellen-
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gleichung nur fiir ganz bestimmte Werte von W, die mit den ,,gequan-
telten Energiewerten der BouRrschen Theorie

Wn:_gzl;z_ﬁ%ﬁ (n=123...) (31)

genau iibereinstimmen.

271
. . . . ™ —=—(myc* -+ Wn)
Die zugehérigen , Eigenfunktionen® y, = v (x,y,2)e * e

entsprechen den gequantelten BoHR-SOMMERFELD schen Ellipsenbahnen.
Vom wellentheoretischen Standpunkt aus bestimmen sie die verschie-
denen moglichen Eigenschwingungen. Die BoHRsche ,,Hauptquanten-
zahl # bedeutet dabei die Gesamtzahl der Knotenflichen. Diese sind
zum Teil Kugelflichen (deren eine im Unendlichen liegt), zum Teil
Kegelflichen mit einer bestimmten Achse oder durch diese Achse
gehenden Aquidistanten Meridionalebene. Die Schwingungsfrequenz v
(d.h. die Energie) ist aber fiir die verschiedenen Eigenschwingungen
mit derselben gesamten Knotenzahl gleich (,,Entartung’).

Bei geniigender Entfernung vom positiven Kern, d. h. vom Mittel-
punkt des Kraftfeldes, fallen alle Eigenfunktionen exponentiell ab; es
gilt ndmlich fiir groBe 7 die asymptotische Formel

r
o b g i N
wo ¢ nur von der Richtung des - o~ Py

Radiusvektors t abhingt und N\ N\ 4
=2 (a1b
a—2[W1|—_47z2m032 ( ) Abb. 4,

den Radius der BorRschen einquantigen Bahn bedeutet (der Radius
der n-quantigen Bahn der BoHRschen Theorie ist #2-mal gréBer).
Die Abhangigkeit der Amplitudenfunktion 99 von der Entfernung »
ist fiir den Fall n=4 auf der angefithrten Figur (Abb. 4) dargestellt.
Bei dieser Ableitung der SCHRODINGERschen Gleichung haben wir die
Geschwindigkeit v und die damit verkniipfte Wellenlinge 4 als reelle Gro-

47  8mm,

Benbetrachtet. Dementsprechend sollte die GroBe —5— = —— (W — U),

d.h. die Differenz W — U positiv sein. Diese fiir die gewdthnliche
Korpuskularmechanik ganz selbstverstindliche Beschrinkung verliert
in der Wellenmechanik jeden Sinn. Die Funktionen v, bleiben in der
Tat auch fiir solche Raumpunkte von Null verschieden, wo die ,,kine-
tische Energie, definiert als die Differenz W — U (%, ¥, 2), negative

. 1 . s
Werte annimmt, was nach der Formel 5 Mev® =W — U imagindren

Werten der Geschwindigkeit und der Wellenlinge entspricht.

Darf man also das Amplitudenquadrat von v, als das Wahrschein-
lichkeitsmal fiir das Vorhandensein des Teilchens an der betreffenden
Stelle deuten und zugleich W — U als seine kinetische Energie be-

4%
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trachten, so muB man neben den reellen auch imagindre Bewegungs-
geschwindigkeiten zulassen.

Solche imaginire Bewegungsgeschwindigkeiten haben selbstver-
standlich vom korpuskularen Standpunkt aus gar keinen Sinn?.

Die ihnen entsprechenden imaginiren Wellenlingen sind dagegen
etwas ganz Natiirliches, was man bei allen Wellenvorgingen trifft.
Der einfachste und bekannteste Fall des Auftretens von imaginidren
Wellenldngen findet sich bei der Totalreflexion des Lichtes. Es 148t
sich nach der elektromagnetischen Lichttheorie leicht zeigen, daB
auch bei der Totalreflexion die einfallenden Lichtwellen in das zweite
Medium eindringen, wobei sich aber ihre Amplitude mit VergréBerung
des Abstandes x von der Trennungsfliche nicht harmonisch #ndert,
sondern exponentiell abnimmt. Die durch den Faktor e—%¢ dargestellte
Abnahme l4Bt sich aber auf einen imaginiren Wert der Wellenldnge
oder genauer einer zur Grenzfliche senkrechten Komponente des Wellen-

o -
5. d.hemH= €27 k2% gotgt,

Man kann also die durch die Formel (31a) dargestellte Abnahme
der Schwingungsamplitude als Folge einer Art von Tofalreflexion der
auslaufenden DE BRroGLIEschen Wellen auffassen, nicht an einer be-
stimmten Grenzfliche, wo W — U negativ wird, sondern in einer
unscharf begrenzten Kugelschale. Die stehenden Wellen, die man
innerhalb dieser Schale findet und die die betrachteten Eigenschwin-
gungen bilden, konnen dabei als Folge der Interferenz der auslaufen-
den (,einfallenden) und zuriicklaufenden (, reflektierten”) Kugel-
wellen betrachtet werden.

vektors &, zuriickfiihren, wenn mank, = ¢

§ 15. ScHRODINGERsche Wellen bei Potentialspriingen;
Anwendungen auf die Elekironentheorie der Metalle.

Zur Erlauterung dieser Uberlegungen wollen wir das schon beriihrte
Problem der kriftefreien Bewegung eines Teilchens (oder einer Menge
gleichartiger, nicht aufeinander wirkender Teilchen) innerhalb eines
wiirfelférmigen Kastens etwas nidher untersuchen. Damit die Kasten-
winde als Knotenflichen dienen kénnen, muBl die potentielle Energie
auf diesen Wanden sprunghaft unendlich werden. Nimmt man dagegen
an, daB beim Austritt aus dem Kasten die potentielle Energie nur um
einen endlichen Wert AU = U, — U, > 0 springt, so erhilt man als
Losungen der ScHRODINGERschen Gleichung gewisse stehende Wellen-
systeme, deren duBlere Knotenflichen im Unendlichen liegen. AuBer-

1 Nach den Betrachtungen in § 12 laBt sich diese Schwierigkeit folgender-
maBen 16sen: Wenn wir das Elektron an einem ganz bestimmten Raumpunkt #,y, 2,
der einem gegebenen Wert der potentiellen Energie U entspricht, betrachten,
so schlieBen wir nach den HeisENBERGschen Ungenauigkeitsrelationen die Mog-
lichkeit aus, seine Geschwindigkeit auch niherungsweise zu bestimmen.
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halb des Kastens fallt die Schwingungsamplitude um so rascher ab,
je grofer AU ist.

All dies bezieht sich auf den Fall W — U, < 0. Dieser Fall ent-
spricht nach der iiblichen korpuskularen Mechanik der Bedingung,
daB das betrachtete Teilchen aus dem Kasten nicht austreten kann,
denn es wiirde dabei eine negative kinetische Energie haben (seine
kinetische Energie innerhalb des Kastens W — U, setzen wir als positiv
voraus). Es sei nochmals daran erinnert, daB nach der Wellenmechanik
das Teilchen auch in diesem Falle nach auBlen dringen kann.

Wir nehmen der Einfachheit halber die Abmessungen des Kastens
in die y-und z-Richtung als unendlich an, so daf wir also eine unendliche
ebene Platte von der Dicke a = 27 haben. Die Gleichungen der beiden
Grenzflichen seien ¥ = -+ und x = — [. Wir betrachten ferner nur
solche Losungen der SCHROGDINGERschen Gleichung, die allein von der
x-Koordinate abhingen, die also sich in der positiven oder negativen
x-Richtung fortpflanzende Wellen oder sich daraus ergebende stehende
Wellen darstellen. Die Gleichung (30) nimmt dabei die einfache ,,ein-
dimensionale’ Form

8n mo

d ax% + WwW~—U)y (32)

an. Fir |x|<% ist hier U = U, = konst. und fiir ]x}>% ist
U = U, = konst. einzusetzen. Setzt man zur Abkiirzung

ST W —U) =a2, ETOW—U)=—p, (323)
so wird
Lty x| <1
dxz
i (32D)
dxz—ﬂ2w=0 [x[>l

Die allgemeinen Losungen dieser Gleichung lauten?

Yo = A, 6%% + Aye~%%, g =B, # + Bye— P2,
Zur Bestimmung der Koeffizienten 4, B hat man erstens die End-
lichkeitsbedingungen o = 0 fir x = 4- 00 und zweitens die Stetigkerts-
bedingungen

dye _ dy;
Yo =¥8. G5 = Tax

fiir x = 4 I. Die letzteren ergeben sich als unmittelbare Folge dessen,
daB3 y, und g dieselbe einer Differentialgleichung zweiter Ordnung (32)
geniigende Funktion ¢ in verschiedenen Raumgebieten darstellen.

1 Den Zeitfaktor ¢~27i7t lassen wir im folgenden immer weg; die Funk-
tionen yy und g sollen also die (komplexen) Amplituden von v bedeuten.
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Setzt man § als positiv voraus, so folgt aus den Endlichkeitsbedin-
gungen
Yg=DBye—F2 fir x>1

yg=DB,etFr fir x< —1.
Man erhilt ferner aus den Stetigkeitsbedingungen

Ayl Aye=ivl= Bye—Pl= C,
Ajemi 4 4,64 =B e Fl=C,

und
to (A, et —Aye— i) = — BC,
to(de—ie — 4,64 = + BC,,

d.h. ein System von vier linearen homogenen Gleichungen mit vier
Unbekannten 4,, 4,, C;, C,. Thre Losbarkeitsbedingung 148t sich in
der Form

eial , e—ial} 0 , —1
et etwel 1 0

ewl s —_ e—wl’ 0 , o =0
etel, —gtial o 0

schreiben. Sie bestimmt in Verbindung mit (32b) die zulissigen Werte

. . . . 24w
oder die ,,Eigenwerte der Energie W, d. h. die Frequenzeny = %

der verschiedenen SCHRODINGERschen Eigenschwingungen des betrach-
teten plattenférmigen ,,Hohlraumes*.

Diese Determinantengleichung 148t sich leicht vereinfachen. Es ist
aber vorteilhafter, die Elimination der Unbekannten aus dem vorher-
gehenden Gleichungssystem etwas anders durchzufithren. Durch Addi-

tion und Subtraktion der beiden ersten und der beiden zweiten Glei-
chungen erhilt man:

2(4,+ A4y)cosal = (C,+ Cy), 2¢(4;—Ay)sinal = Cy— C,
24 (4y— Ay cosal=— L (¢, ¢y,

2(4;+ 4,)sinal =

] |

(Ci+Cy).
Es wird also entweder
tgal=L, 4,=4, C,=C, C=24cosal  (33)

oder

o

tgal=—, dy=—4, C;=—C, C=H2idsinal. (332)
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Im ersten Falle hat man

Y,=2Acosax —I1Zx<
yg=2Acosal e~ Fl=D (x>1) , (34)
yp =2Acosal-f@—D (x<z—1)

und im zweiten
o= 2¢dsinax —1£xL1
wg= 2iAsinal-¢—BE—D (x>10 ¢. (34a)
pp= —2iAsingl.Ffle-D (x<<l)

Es 148t sich leicht zeigen, daB die Formeln (33) und (34) den Eigen-
schwingungen von gerader Ordnung, d.h. mit einer geraden Anzahl
der Knotenebenen, dagegen die Formeln (33a) und (34a) den Eigen-
schwingungen von ungerader Ordnung entsprechen (s. Abb. 5). Im

A

VARVERRY Ve

Grenzfall f = oo, d.h. U, = 0, was einer vollkommenen Undurch-
dringlichkeit der Grenzflichen x = 4 ! entspricht, reduzieren sich die
transzendenten Gleichungen

tgal = g und tgal= —%

>

resp. auf

o= —;7(2%4— 1) und «= nzzln = —711%,
wo n eine positive ganze Zahl (oder Null) bedeutet. Man findet also
hier dieselben Verhiltnisse wie bei den Eigenschwingungen einer ge-
spannten Seite.

Das behandelte Problem ist keine bloBe Fiktion. Es gibt eine sche-
matische Darstellung des Verhaltens der ,freien” Elektronen in einer
Metallplatte. Die Schematisierung besteht in der Beschrinkung auf
eine Dimension, in der Annahme einer sprunghaften Anderung der
potentiellen Energie beim Austritt aus dem Metall (U; — U, = eV,
wo V, die entsprechende Potentialdifferenz bedeutet) und schlieB-
lich in der Vernachldssigung des elektrischen Widerstandes. Den letz-
teren kann man vom wellentheoretischen Standpunkt aus auf die
Strewung der Kathodenwellen zuriickfithren, eine Streuung, die in der-
selben Weise erfolgt wie die Streuung der Lichtwellen in einem kiinstlich
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oder natiirlich triiben Medium. Sie duBert sich in einer allmihlichen
Dimpfung der Wellen, d. h. einer exponentiellen Abnahme ihrer Inten-
sitdit J nach der Formel J, = J,e~%%. Dieselbe Formel erhilt man,
wenn man die Fortpflanzung eines Strahlenbiindels vom korpuskularen
Standpunkt aus betrachtet; dabei bedeutet dann der reziproke Wert
des Dampfungskoeffizienten s die mittlere freie Weglinge. Bei einem
reinen Metall ist die Streuung der Kathodenwellen durch die von der
Wirmebewegung abhingigen Dichteschwankungen bedingt. Bei dem
absoluten Nullpunkt der Temperatur wird s = 0; das entspricht einem
Verschwinden des elektrischen Widerstandes. Diese Betrachtungen
erlauben, den elektrischen Widerstand der Metalle als Funktion der
Temperatur in Ubereinstimmung mit den experimentellen Tatsachen
zu berechnen.

Doch wollen wir hier auf diese Frage nicht niher eingehen. Wir
haben bisher angenommen, dafl die Differenz W — U, oder die Ener-
gie W — falls man U, = 0 setzt — negativ ist. Wir wollen kurz auch
den entgegengesetzten Fall W — U; > 0 betrachten. In diesem Fall
sollten nach der gewohnlichen Mechanik alle Elektronen, die sich im
Metall senkrecht zu seiner Oberfliche — d. h. parallel zur x-Achse —
bewegen, durch diese Oberfliche hindurchgehen. Anders wird es nach
der Wellenmechanik. Es 148t sich ndmlich leicht zeigen, daB eine sich
nach auBen fortpflanzende Kathodenwelle bei W — U,> 0 und
W — U, > 0 nur feilweise hindurchgehen kann, feilweise aber reflek-
tiert werden muf.

Der Einfachheit halber wollen wir die Metallplatte als unendlich
dick betrachten, d. h. nur eine Grenzfliche, die wir jetzt als Ebene x =0
wihlen, in Betracht zichen. Setzt man

2 2
ST —U)=od, ST W—U)—al, ()
so erhdlt man statt (32b) die Gleichungen
a2
T taly,=0  (x<0)
dry, (35a)

by, =0 (x>0

. . d a t e
mit den Grenzbedingungen y, =y, und % == 7%—1 fiir ¥ = 0. Die

Endlichkeitsbedingungen sind in diesem Fall von selbst erfiillt; denn
die allgemeinen Ldsungen von (35a) lauten

Po=A,6i%% 4 4, e—i%z 9, = B, ein? | B, e—i%e,

Wenn keine Elektronen aus dem AuBenraum (x > 0) nach dem Metall
zustrémen, hat man B, = 0 und folglich wegen den Stetigkeitsbedin-
gungen

4,+4,=B, tog(dy —dg) =1, By,
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d. h.
1 oy 1 oy
A1_5(1+a)31, A2~?( “‘?«Z>Bl' (36)
Das Verhiltnis
=45 _ (% )
R=%3= (%Hl) (362)

der Amplitudenquadrate der reflektierten und der einfallenden Welle
stellt das Reflexionsvermigen des Metalls (fiir senkrechte Indizenz) dar.
Ebenso wie in der Optik bleibt sein Wert bei Umkehrung der Strahlen-
richtung unverdndert.

Die Koeffizienten «, und «, sind proportional der Geschwindighkest
der Elektronen innerhalb und auBerhalb des Metalls. Da die Ampli-
tudenquadrate A% und B% die Konzentrationen der Elektronen im ein-
fallenden und hindurchgehenden Strahlenbiindel bestimmen, muB man,
um die entsprechenden Stromdichten (d. h. die Anzahl der pro Flichen-
und Zeiteinheit einfallenden und ausstromenden Elektronen) zu er-
halten, diese Amplitudenquadrate noch mit den zugehérigen Ge-
schwindigkeitskoeffizienten multiplizieren. Dies gibt fiir den Durch-
lassigkeitskoeffizienten der Metalloberfliche den Ausdruck
o, B2 4oy 0
g A (% +oa)?’ (36D)
Man hat also R 4+ D =1, was im Einklang mit dem Evhaltungsprinzip
der Elektronen (Anzahl der einfallenden Elektronen = Anzahl der
reflektierten -+ Anzahl der durchgelassenen) steht.

Wir wollen noch den allgemeinen Fall betrachten, wo zwischen
zwei Raumgebieten G, und G, mit reellen Geschwindigkeitskoeffi-
zienten o, o ein Gebiet G, eingeschaltet ist, fiir welches der Koeffi-
zient o, einen imaginiren Wert 48 (8> 0) annimmt (Abb. 6).
Nach der iiblichen Korpuskularmechanik y
sollte man erwarten, daB Kathoden- Y
strahlen, die von G, aus auf die Grenz- G, G4 G,
ebene x = 0 zwischen G,und G, einfallen,
vollkommen reflektiert werden miissen
(die Grenzebene darf als Schematisierung =0 Y
einer sehr diinnen Ubergangsschicht auf-
gefaBt werden). Nach der Wellenmechanik Abb. 6.
findet dabei keine Totalreflexion statt.

Die Kathodenstrahlen dringen teilweise in das ,,verbotene” Gebiet
G,, das einem negativen Wert der kinetischen Energie W — U,
entspricht, ein, treten durch die Grenzebene x¥ =a auch in das
folgende Gebiet G, ein und pflanzen sich dort in derselben Weise
wie in G, mit einer von der urspriinglichen im allgemeinen verschie-
denen Geschwindigkeit fort. Es ist also nach der Wellenmechanik
unmoglich, einem Teilchen den Weg durch bremsende Kréfte von

-<—§ b
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beliebiger GroBe zu versperren, falls es auBerdem ein zweites, geniigend
starkes Kraftfeld gibt, wo das Teilchen wieder beschleunigt werden
kann. Wie hoch und breit auch der Berg der potentiellen Energie sein
mag, ein bestimmter Bruchteil der Materieteilchen kann ihn immer
iiberwinden, um sich auf der anderen Seite in der gew&hnlichen Weise
zu bewegen. Mit anderen Worten: jedes Teilchen hat eine bestimmte
von Null verschiedene Wahrscheinlichkeit, iiber den Berg zu laufen.
Diese Wahrscheinlichkeit hdngt natiirlich von der Hohe und Breite des
U-Berges ab und ist gleich seinem Durchlissigkeitskoetfizienten D fiir
die entsprechenden Materiewellen.

Die ScurODINGERsche Wellengleichung (32) zerfillt in dem betrach-
teten Fall in drei Gleichungen:

a2
Rt oy =0  (x<0)

Ty =0 (0 3
N pp—0  (0<z<a)l, (37)

d2
d—;p§+oc§1p2=0 (x > a)

deren Losungen lauten
TPozAleia"m‘f‘Azg_wM: wlzBleﬂx_l_Bze——ﬂx’ Py = Ceiocgz’

(eine in G, zurlicklaufende Welle kommt nicht in Betracht). Durch
Beriicksichtigung der Stetigkeitsbedingungen

d, ay, .. . dy, APy .
Po=v1, L= i firx=0; p=y, L=-p2 firs=a,

erhalten wir

Ay+ Ay =B,+ B,, tag(dy— 4,) = f(By— By) (37a)
B, 6P 4 Bye=Bo = Ceime, B(B,efs — Bye—Fo) = {a, C eine|’
Hier bedeutet 4, die Amplitude der einfallenden und C die der durch-

gehenden Welle. Der Durchlissigkeitskoeffizient des ,,Sperrgebietes™ G,
driickt sich, wie in dem Spezialfall ¢ = 0, durch die allgemeine Formel

. ‘leclz
w| 4, ]?

aus [vgl. (36b)]. Nun findet man leicht aus (37a)
t= ool ) o ) (- £) 1= )

4 10
= Tlf C eiocm[(]_ - %) (eﬁa + e—ﬁa) 43 (&ﬂ; - %) (eﬂa _6—.311):]
:}Z—Cei“f“[(l%—g:—)@ofﬂa—i—i(%——%—) Sinpal.
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Daraus folgt
1 o?\2 B %5 \2 ~:
4, =g CP[(1+ ) Coppat (£ —%) @inpa]

Og

und

D= o o, . (37b)

(et @i+ (5 - o) Gins o

Bei a == 0 geht dieser Ausdruck in den friiher erhaltenen (36b) iiber.
Im entgegengesetzten Grenzfall sehr groBer Werte von a oder genauer
von ffa kann man niherungsweise

D — 16 ot crp — _e—26a (87¢)
(o0 + 07 + (8 — 272)
setzen.

Diese Ergebnisse lassen sich auf einige wichtige Erscheinungen
anwenden, die auf Grund der klassischen Korpuskularmechanik sowie
der BoHRrschen Theorie nicht erklirt werden konnten.

MirLikaN und andere Forscher haben gezeigt, daBl sehr starke elek-
trische Felder aus kalten Metallen im vollkommensten Vakuum Elek-
tronen losreiBen. Das Merkwiirdige in dieser Erscheinung ist die Ab-

hingigkeit der Elektronenstromstirken J von der elektrischen Feld-
b
stirke E, die sich mit geniigender Genauigkeit durch die Funktion ¢

darstellen laBt. Diese Abhingigkeit haben Fowrkr und NORDHEIM
auf Grund der Wellenmechanik durch Integration der Gleichungen

a2 872 '
L mg (W — U py=0 (x<0),

de 8n2
T BT (W 4 cEx)p, =0 (x> 0)

unter Berticksichtigung der Endlichkeits- und Stetigkeitsbedingungen
theoretisch abgeleitet. Zur angeniherten U, ‘

Bestimmung der Funktion J(E) kann
man den dem Vorhanden des &duBeren

a
elektrischen Feldes entsprechende U-Berg \
(Abb. 7) durch ein Sperrgebiet von der
oben betrachteten Art ersetzen mit APb. 7.

82 m, w w
p——"ry w<o) wd a=——te=1"L

Dieser Wert von « ist gleich dem Minimalabstand von der Metallober-
fliche, wo die ,kinetische Energie® der austretenden Kathodenstrahlen
einen positiven Wert anzunehmen beginnt. Da die Funktion J(E)
dem Durchlissigkeitskoeffizienten des Sperrgebiets proportional sein
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muB, erhalten wir nach (37¢)
b
Je o E
mit
— 3
b=22Yam|w |t
Eine zweite, der soeben betrachteten prinzipiell sehr dhnliche Er-
scheinung ist der Zerfall der radioaktiven Atome unter Emission von
a-Strahlen. Hier spielen die im positiven Kern enthaltenen o-Teilchen
die Rolle der Metallelektronen, wihrend das CourLomBsche Feld, welches
vom Kern selbst im umgebenden Raume erzeugt wird, das duBere an
die Metalloberfliche angelegte elektrische Feld ersetzt. Der Durchlissig-
keitskoeffizient des Kernes fiir ein «-Teilchen bestimmt in diesem
Fall die Wahrscheinlichkeit seiner Emission, d. h. die radioaktive Kon-
stante des betrachteten Elementes. Durch eine einfache Rechnung ist
es G. GAMOW gelungen, die Abhingigkeit dieser Konstante von der
Energie der emittierten a-Teilchen in Ubereinstimmung mit der empi-
rischen Formel von GEIGER und NUTTALL zu ermitteln.

§ 16. Nichtstationdre Vorgdnge und Fortpflanzung von
Wellenpaketen.

Eine der wesentlichsten Eigenschaften der Lichtwellen (sowie aller
mechanischen Schwingungen bei gentigend kleinen Amplituden) ist
ihre Superpositionsfihigkest, d.h. die Moglichkeit, zwei verschiedene
Wellenvorginge additiv zusammenzusetzen. Dieses Superpositionsprinzip
haben wir stillschweigend auch auf die DE BroGLIEschen Materiewellen
tibertragen. Das ist gerechtfertigt wegen der experimentell festgestellten
Interferenzfihigkeit der Kathodenstrahlen, die man als Spezialfall der
Superpositionsfahigkeit fiir Schwingungen von derselben Frequenz v
ansehen kann.

Die Interferenzfihigkeit der Materiewellen kommt mathematisch
zum Ausdruck in dem linearen Charakter der SCHRODINGERschen
Wellengleichung in bezug auf die Schwingungsfunktion y fiir einen
gegebenen Wert von W, d.h. von ». Wenn nimlich zwei Funk-
tionen y; = ¥ (x,y,2)-e—271¢ und y, = Y3 (x,v,2) e—27i*t dieser
Gleichung geniigen, so muB ihr auch die Summe y = (y? + ¢3)-¢-27i¢
geniigen.

Will man das Superpositionsprinzip auf Schwingungen mit verschie-
denen Frequenzen verallgemeinern, so muB man den Energiepara-
meter W aus der ScHRODINGERschen Gleichung eliminieren, ohne
ihren linearen Charakter zu verletzen. Dies 148t sich am einfachsten
folgendermaBen durchfiihren: Das Produkt W kann man bei
W+ mg %

p=9x,y,2)e" 2% und »= %
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in der Gestalt
h_oy
2n1 0t

Wy =—mycty— (38)

darstellen. Dabei verwandelt sich die Gleichung (30) in die folgende
lineare Differentialgleichung

2y dmimydy 8n2m0

ax2+ay2+a +=—— % (U+ myc®)p =0, (38a)

die man als deren Verallgemeinerung betrachten darf!. Diese Verall-
gemeinerung ist selbstverstindlich nur méglich, wenn man y als kom-
plexe GroBe behandelt. Die dazu komplex konjugierte GroBe (d. h. die
Funktion y*, welche sich aus y ergibt, wenn man ¢ durch — ¢ ersetzt)
muB der Differentialgleichung

Pyk  dry* | Py Adamgi dypF 87z mo

ox? ay? Jd22 h at

(U -+ myc?) y* =0 (38b).

geniigen. Diese Gleichung, die offenbar mit (38a) dquivalent ist, kann
man andererseits aus der letzteren durch Umkehrung der Zeitrichtung,
d. h. des Vorzeichens bei ¢ erhalten. Daraus folgt, daB die durch (38a)
oder (38b) charakterisierten Wellenvorginge reversibel sind. Dies ent-
spricht der Reversibilitit der durch die ,klassischen® Gleichungen

a*x ouU aty oU d?z ouU

T T ex ar T T 9y @~ T oz
charakterisierten ,,makromechanischen* Vorginge (denn diese Glei-
chungen sind gegeniiber dem Vorzeichenwechsel von ¢ ebenfalls in-
variant).

Im einfachsten Falle einer kriftefreien Bewegung (U = konst.) kann
die Gleichung (38a) in der Form
dyp i 0%y 2y
ot = __<6x2 T 0z2> (38¢)

47 m

geschrieben werden (wenn man dabei U -+ mg c2 = 0 setzt; ersetzt man

hier Null durch eine beliebige Konstante U’, so multipliziert sich ¢
2=,

mit dem belanglosen Faktor ¢ % ) Diese Gleichung ist mit der

Differentialgleichung der Diffusion formal identisch, wenn man die

h
GroBe 41 -
T m
des letzteren wiirde sie die Fortpflanzung eines Wellenpakets als
ein irreversibles ZerflieBen darstellen, wie die Diffusion einer Wolke

gleichartiger Teilchen. In Wirklichkeit folgt aus (38c) eine reversible
Gestaltsinderung des Wellenpakets, die, wie man leicht einsehen kann,

als Diffusionskoeffizienten definiert. Bei reellem Werte

1 Man koénnte zunichst geneigt sein, die Verallgemeinerung der Gleichung (30)
in der Form (29) zu suchen. Es 148t sich aber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit w,
als Funktion der Koordinaten, nur fiir rein harmonische Schwingungen definieren.
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im Einklang mit den HE1SENBERGschen Ungenauigkeitsrelationen steht

(es sei daran erinnert, daB die Konstante , die Rolle des Ungenauig-

keitsmaBes spielt).

Der Einfachheit halber wollen wir uns wieder auf das eindimen-
sionale Problem beschrinken. Die Gleichung (38c) vereinfacht sich
dann zu

oy 0%y ik
| 7=Das  (D=f) (39)
Thre einfachste, aus der Theorie der Diffusion bekannte Losung lautet
xa
A =) 02)
/47D (i + 1)

wo N und v zwei beliebige Konstanten sind. Bei reellen Werten von D,
die in der Diffusionstheorie betrachtet werden, entspricht diese Losung
der Diffusion von N Teilchen, die urspriinglich (im Augenblick ¢= — 1)
in der Ebene x = 0 konzentriert wurden, wobei y ihre Konzentration

+ o
bedeutet, so daB3 das Integral f v dx immer gleich N bleibt.

Die obige Losung 148t sich leicht an das hier betrachtete Problem
anpassen. Dazu definieren wir das Produkt 2D als eine reelle positive
GroBe a® und normieren die Funktion yp gemdB der Formel

+

Jypyrds=
Dies gibt:
xZ
T
Y1) = = < A 2(“ e m> (40)
7
Vaz_i_%Wt
und
— sz— —
X Rt \2
Pyt = — 4z “*(m;) (402)
ht 2
aVa2—1— <2nma)
mit
Az =2
V=

Die Funktion py* wird also durch eine Gausssche Kurve dargestellt,
deren Breite im Augenblick ¢ =0 durch den Parameter a gemessen
werden kann und zur Zeit ¢ durch den Parameter

o=Vt + (gaea) -

Die Breite des betrachteten (unscharf begrenzten) Wellenpakets —
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oder der ebenen Wellengruppe — 4ndert sich folglich mit der Zeit wie
die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Seiten @ = konst.

und Smmat

Die Verbreiterung des Pakets verlduft also — im Gegensatz zur
Diffusion eines Teilchenschwarmes — symmetrisch in bezug auf die Zeit
(oder genauer auf den urspriinglichen Augenblick #=0), d. h. ist
reversibel (vgl. oben S. 43).

Die Ursache der betrachteten Verbreiterung liegt — vom korpusku-
laren Standpunkt aus — in der ungenauen Bestimmung der Geschwindig-
keit des Teilchens, dessen Lage wahrscheinlichkeitstheoretisch durch
das Paket bestimmt ist. Die mittlere Geschwindigkeit » ist dabei
offenbar gleich Null, da das Paket stets an dem Nullpunkt x = 0 haftet.
Bezeichnet man die Ungenauigkeit in der (urspriinglichen) Geschwindig-
keitsbestimmung mit 4 Av, so kann man die Zunahme der Breite
des Pakets in der Zeit ¢ durch das Produkt Awv-¢ darstellen. Setzen wir

dieses Produktes gleich dem oben gefundenen Wert
halten wir

Samals SO O

ok
27 m

Av.a = s
was wegen a = 4 Ax mit der HErISENBERGschen Ungenauigkeits-
relation praktisch iibereinstimmt (abgesehen von dem fiir die GroBen-
ordnung belanglosen Faktor 2s).

Die angefithrten Ergebnisse lassen sich leicht auf den Fall verall-
gemeinern, daB die mittlere Geschwindigkeit des Wellenpakets v, (d. h.
die Gruppengeschwindigkeit der es bildenden sinusférmigen Wellen) von
Null verschieden ist. Die urspriingliche Gestalt des Pakets (im Augen-
blick # = 0) 148t sich in diesem Fall durch die Funktion

—£+2nik0x
P (%,0) = %e 2t (41)

charakterisieren, die sich aus (40) bei# = 0 durch Hinzufiigung des Fak-
tors 27tk mit k= % ergibt. Die entsprechende Losung der

Gleichung (39), die die Gestalt des Pakets fiir einen beliebigen (spiteren
oder fritheren) Zeitpunkt # bestimmt, lautet (nach C. G. DARWIN):

——M+2nikq(:¢—-§vt)
'(/)(x, t) = —m———0¢ 2a;

ik ’
lﬂ‘z toam’
so daB sich fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der Ausdruck ergibt

. (& — v,2)*

pyp¥=-_—¢ A (41a)
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Dieser Ausdruck unterscheidet sich von (40a) nur dadurch, daB der
Mittelpunkt (oder genauer die Mittelebene) des Pakets nicht mehr
ruhend bleibt, sondern sich mit der Gruppen- oder Korpuskular-
geschwindigkeit v, verschiebt. Die Ungenauigkeit in der Bestimmung
dieser Geschwindigkeit Av bleibt dabei dieselbe wie friiher.

Der Mittelpunkt des Pakets kann offenbar durch die Formel

+
z=[xpyrix (42)
definiert werden. In dem soeben betrachteten Fall hat man also
% = vyt. Dieses Ergebnis, das dem Trigheitsgesetz der klassischen Kor-
puskularmechanik entspricht, 148t sich nach P. EHRENFEST auf Pakete
beliebiger Gestalt und auf beliebige Kraftfelder verallgemeinern.
Das (der x-Achse parallele) Kraftfeld sei durch die Potentialfunk-

tion U (x) 4+ mgy c? = V (%) charakterisiert. Wir setzen ferner zur Ab-
2m

kiirzung % = p. Die Gleichungen (38a, b) nehmen dabei die
Gestalt an

dt 4x m \0x2
dp*x i h Py (42a)
ot —~ZEW<0x2 ——‘uVQP>

Da x und # unabhingige Ver#dnderliche sind, so gilt

[y [l S v o

oder nach (42a)
aF ih e o 92
ex __ _h *xCY YT
dt ~ dmm x(’zp ox2 ¥ ox?

—®

)dx.

Durch partielle Integration erhalten wir, mit Riicksicht darauf, daB
Ausdriicke von der Form

J'df dx — U]+w

verschwinden, wenn f die Funktion ¢ oder % usw. als Faktor enthilt:

-+ o

az __ ih dy ayp*
Ei—"_zmml(‘/’*ﬁ_w]ﬁ)dx‘ (43)

—®
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Durch nochmalige Differentiation nach der Zeit erhalten wir ferner
4w
a2z ne a2y dy a [dzy
7w = 15w | U (o — 0V ) v (G —n7v)
azy dy* a (d?p*
+ (d,,z MV"P> — Y dx( 7 A )]

e T ) S (B ) 2

—®

+w
— — ) Lo () — w7 o (p yhyda

—0

2 T
_ Ry rdv *
= T gami) ax VY%
—0
arx ov
d.h. md—;:—7, (43a)
I -]
8V“ oV d
wo —W——IEEW .
—_—®

den Mittelwert der auf das betrachtete Teilchen wirkenden Kraft
bedeutet. Es mufBl betont werden, daB dieser Mittelwert sich nicht
auf den Mittelpunkt x bezieht (sonst wiirde sich der letztere genau
gemdB dem Gesetze der klassischen Mechanik bewegen), sondern auf
den ganzen Schwarm der mit der Dichte py* verteilten Exemplare
des Teilchens. Trotzdem ist der durch die Gleichung (43a) dargestellte
Anschlufl der Wellenmechanik an die klassische Mechanik sehr eng.

§ 17. Ausstrahlung und Ubergangsprozesse in der
ScHRODINGERSschen Theorie.

Die klassische Korpuskularmechanik und die daran ankniipfende
BouRrsche Atomtheorie kennt eine Superposition von zwei ver-
schiedenen Bewegungszustinden nicht. Es ist z. B. unmdglich, sich
vorzustellen, daf3 ein Wasserstoffatom sich gleichzeitig in zwei oder
mehreren verschiedenen ,,gequantelten Zustinden befindet. Vom
Standpunkte der Wellenmechanik ist dies dagegen ganz natiirlich.
Bezeichnet man mit g, , 5, 95, . . . die verschiedenen Eigenschwingungs-
funktionen des Wasserstoffatoms, so kann man gemiB der Differential-

gleichung (38a) beliebige zusammengesetzte Schwingungen nach der
Formel

Y= Yo Pp = 3¢, Ya(x,y,2) e~ 2rimt (44)

Frenkel, Wellenmechanik, 5
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definieren, wo ¢y, ¢y, . . . willkiirliche Amplituden bedeuten. Diese zu-
sammengesetzten SCHRODINGERschen Schwingungen sind ganz analog
den zusammengesetzten elastischen Schwingungen einer gespannten
Saite oder einer Membran usw.

Bildet man die , Norm‘ der Funktion o, d. h. das Quadrat ihres
Moduls |y |? = py*, so erhdlt man eine Summe von der Gestalt

py* = 3 3C,pe2%mnt = 3 (C,. + Cppp) OS2V, t,  (44a)

nZm
WO Cpm = Cuypo - cpyd* und w,,, = v, — ¥, bedeutet. Setzt man in
W, 4+ myc® .
der letzten Formel v, = —*——— ein, so wird
w,—-W,
Vom = __lh__"‘_ (44:b)

Die in (44a) auftretenden Frequenzen fallen also mit den Frequenzen
des Lichtes zusammen, das nach der Borrschen Theorie bei den Uber-
gingen zwischen zwei verschiedenen gequantelten Zustinden aus-
gestrahlt wird. .

Diese Tatsache hat SCHRODINGER dazu benutzt, die BouRrsche, der
Lichtquantentheorie entsprechende Vorstellung von der Lichtaus-
strahlung durch die gewohnliche, der klassischen Elektrodynamik ent-
sprechende wellentheoretische Vorstellung zu ersetzen. Dabei dachte
er sich das ausstrahlende Elektron nicht als Korpuskel, sondern als
eine um den positiven Kern kontinuierlich verteilte elektrische Ladung,
deren Volumdichte der GréBe yy* proportional ist.

Wenn dasAtom sich in einembestimmten gequantelten Zustand (») be-
findet, so nimmt diese GroBeeinenzeitlichkonstantenWert (C,, , = | ¢, 3|%)
an; dabei muB3 nach SCHRODINGERS Auffassung die ,,Elektronenwolke
ein zeitlich konstantes elektrostatisches Feld erzeugen. Wir erhalten
auf diese Weise die Erklirung dafiir, daB die Bourschen gequantelten
Zustinde strahlungslos sind. Sind dagegen zwei oder mehrere Ampli-
dutenkoeffizienten in (39), z. B. ¢, und ¢,,, von Null verschieden, so
treten Schwebungen in der ridumlichen Verteilung der Elektronenwolke
auf, die nach der klassischen Elektrodynamik ein elektromagnetisches
Wechselfeld hervorrufen, dessen Schwingungsfrequenz mit der Fre-
quenz dieser Schwebungen iibereinstimmt. Die dabei in der Gestalt
von elektromagnetischen Wellen pro Zeiteinheit ausgestrahlte Energie
ist proportional dem Quadrate der Schwebungsamplitude, d.h. der
GroBe [cppm|? oder [cpm + Cpal®

Dieser Mechanismus der Erzeugung von Lichtschwingungen ist ganz
analog der Erzeugung von Schallschwingungen durch Schwebungen
zwischen zwei etwas verstimmten elektrischen Hochfrequenzschwin-
gungen; eine solche elektrische Schallerzeugung wird in der Radio-
technik fiir manche Zwecke benutzt (WHIDDINGTONScher Kondensator,
TuereEMINsche Radiomusik).
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Gegen diese SCHRODINGERsche Auffassung erheben sich, so elegant
und einleuchtend sie ist, dieselben Einwinde wie gegen seine urspriing-
liche Auffassung der Wellenpakete; denn die fiir die Ausstrahlung
des Wasserstoffatoms verantwortliche Elektronenwolke stellt. nichts
anderes dar als ein an dem positiven Kern haftendes Wellenpaket.
Die ScHRODINGERsche Ausstrahlungshypothese bedeutet also einen ver-
steckten Versuch, den Korpuskularbegriff auf den Wellenbegriff zurtick-
zufiihren.

Nach der Theorie des wellen-korpuskularen Parallelismus kann die
GréBe wy* nicht die wahre Ladungsdichte des wolkenférmigen Elek-
trons, sondern die statistische Ladungsdichte des punktformigen Elek-
trons, d. h. die Wahrscheinlichkeitsdichte seines Vorhandenseins an der
betreffenden Stelle bestimmen.

Nach dieser Bornschen Auffassung kénnte man das SCHRODINGER-
sche elektromagnetische Schwebungsfeld als den Zeitmittelwert des
vom punktférmigen Elektron nach den Gesetzen der klassischen Elektro-
dynamik tatsichlich erzeugten Feldes auffassen. Es ist aber konse-
quenter, bei einer korpuskularen Auffassung des Elektrons auch das
von ihm ausgesandte Licht korpuskular darzustellen. Will man dagegen
die Lichtausbreitung als einen Wellenvorgang behandeln, so muB8 man
als Lichtquelle nicht das korpuskulare, sondern das wellentheoretische
Elektron benutzen, d.h. die elektromagnetischen Feldgleichungen auf
die ScuHrODINGERsche schwebende Elektronenwolke anwenden.

Dieses Verfahren ist freilich nur angendhert und rein provisorisch.
Von seiner Allgemeingiiltigkeit kann keine Rede sein; dies folgt schon
aus der Betrachtung des einfachsten Beispiels eines unbegrenzten sinus-
formigen Wellenzuges, wo eine auch nur angeniherte Ortsbestimmung
des Elektrons unmoglich ist. Wie wir im nichsten Paragraphen sehen
werden, ist hier eine grundsitzliche Umgestaltung der klassischen
Elektrodynamik und im AnschluB daran der oben dargestellten , klassi-
schen“ Wellentheorie der Materie notwendig.

Die in (44) auftretenden ,,Eigenfunktionen® g, konnen nach der
Formel f |9.]|2dV =1 normiert werden. Es gelten ferner zwischen
den verschiedenen Eigenfunktionen die folgenden sogenannten Ortho-
gonalititsbedingungen fzpn yrdV = 0. Diese Beziechungen lassen sich im
einfachsten Fall e1nd1men51ona1er Probleme folgendermaBen ableiten.

Multipliziert man die Glelchung d szzm (W,— U) p, = 0 mit y,
und die G1e1chung 8atm (Wm— U) pt =0 mit y,, und sub-

d xz h2
trahiert sie auseinander, so erhilt man:

a1 d,, dyp* 8 n?
A Tl ) B (W — W)yl = 0.

Bei der Integration iiber den ganzen Raum (von x = — 00 bis ¥ = - @)
5¥*
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verschwindet das erste Glied und man erhdlt unter der Voraussetzung
W, 4= W,, die oben angefiihrte Orthogonalititsbedingung. Der Beweis
der letzteren fiir den allgemeinen Fall soll spiter in Kap. III erbracht
werden.

Mit Riicksicht auf die Normalitits- und Orthogonalitidtsbedingungen
fiir die Eigenfunktionen ¢, erhilt man die Formel

Sov*av = Sc,ck,

wo die Integration iber den ganzen Raum zu erstrecken ist. Diese
Formel fithrt in Verbindung mit der BorNschen Deutung der GroBe y p*
zu folgender korpuskularen Deutung der Koeffizienten ¢, : die Modul-
quadrate (,Normen®) dieser Koeffizienten |¢, | = ¢, c, sind als die
(relativen) Wahrscheinlichkeiten der entsprechenden gequantelien Zu-
stinde anzusehen.

Betrachtet man statt eines einzigen Wasserstoffatoms eine Gesamt-
heit von Exemplaren desselben Atoms (die aufeinander keine Wirkung
ausiiben), so bedeutet |c,|? die relative Anzahl der sich im #-ten
stationdren Zustand befindlichen Exemplare.

Nach der Borrschen Theorie kann ein Atom aus einem angeregten
Quantenzustand sponfan, d. h. ohne irgendwelche duBere Einwirkung,
in einen anderen Quantenzustand mit einer kleineren Energie iiber-
gehen, wobei die verlorene Energie als Lichtquant nach der For-
mel W, — W,, = hv,,, ausgestrahlt wird. Diesen sprunghaften Uber-
gangsprozessen der Korpuskulartheorie entspricht nach der Wellen-
theorie eine kontinuierliche Energieausstrahlung in der Form von
elektromagnetischen Wellen, die von den Schwebungen der Elektronen-
wolke erzeugt werden.

Die nach der klassischen Elektrodynamlk pro Zeiteinheit ausge-
strahlte Energie setzt sich aus Anteilen zusammen, die von verschie-
denen Eigenschwingungspaaren herrithren, also Ubergangsprozessen
zwischen den verschiedenen gequantelten Zustinden entsprechen.
Dividiert man die betreffenden Anteile durch die Anzahl der beteiligten
Atome und durch die GroéBe der ausgestrahlten Energiequanten, so
erhilt man die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen spontanen Uber-
gangsprozesse, auf ein Atom und auf die Zeiteinheit bezogen. Es 146t
sich auf diese Weise leicht zeigen, daB die Wahrscheinlichkeit des
Ubergangsprozesses # —>m (bei W,, > W,, ) der Summe

| %nm 24 | Yo P+ | Zm 2 (45)
proportional ist, wo die Ausdriicke
Yum = Jx0E 9, dV usw. - (45a)

die sogenannten ,,Matrixelemente’ der Koordinaten des Elektrons in
bezug auf die den Anfangs- und Endzustand charakterisierenden Eigen-
funktionen bedeuten (s. Kap. I1I, §4).
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Neben den spontanen Ubergangsprozessen betrachtet man in der
Bonrschen Theorie erzwungene Ubergangsprozesse, die durch #uBere
Einwirkungen hervorgerufen werden. Dazu gehéren unter anderem die
mit Lichtabsorption verknupften Uberginge und insbesondere der
photoelektrische Effekt. Wellentheoretisch handelt es sich bei diesen
Ubergangsprozessen um eine verhiltnismaBig langsame Anderung der
Amplituden ¢, der verschiedenen Eigenschwingungen und folglich auch
der zugehorigen Zustandswahrscheinlichkeiten oder Verteilungszahlen
(bei einer Gesamtheit von Exemplaren des betrachteten Systems) | ¢, |2.
Die von den duBeren Stérungskriften hervorgerufene stetige Anderung
dieser Zahlen wird korpuskulartheoretisch als Resultat sprunghafter
Uberginge von den Zustinden, fiir welche die Zahlen |c, |2 abnehmen,
zu denjenigen, fiir welchen sie zunehmen, gedeutet.

Die wellentheoretische Behandlung der erzwungenen Ubergangs-
prozesse 1406t sich auf Grund der allgemeinen Differentialgleichung (38a)
folgendermaBen durchfilhren: Man stellt die Potentialfunktion U als
Summe der potentiellen Energie der inneren (CouLomBschen) Krifte U,
und der potentiellen Energie der duBeren Stérungskrifte U’ dar. Man
entwickelt ferner die gesuchte Wellenfunktion g in eine Reihe von der
Gestalt (44) nach den Eigenfunktionen des ungestirien Problems. Setzt
man diese Reihe in die Differentialgleichung (38a) ein, so zerfillt diese
in das folgende lineare Gleichungssystem fiir die Verinderlichen c,,:

dc, 2:”

= = — S UnnCm, (46)

wo die Koeffizienten U, die Matrixelemente der Stdrungsenergie
U’ in bezug auf die Amplituden der zugehérigen Eigenfunktionen
bedeuten :

Upn = U pE v, dV. (462)

Ihre Normen (Modulquadrate) bestimmen die Wahrscheinlichkeiten der
entsprechenden erzwungenen Ubergangsprozesse.

Die Wirkung des Lichtes 148t sich dabei als die von einem elektri-
schen Wechselfeld bedingte Stérung behandeln. Bei linearen elektrischen
Schwingungen mit der Amplitude EY = E° (E, = E, = 0) und mit der
Frequenz » hat man einfach

U'=—e¢xE%o0s2mvt (46Db)

(e = Elektronenladung). Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind also
proportional dem Quadrate der Schwingungsamplitude, d. h. der Inten-
sitdt des Lichtes und der GroBe |x,,,|?, d.h. nach (45) der Wahrschein-
lichkeit der entsprechenden spontanen Ausstrahlungsprozesse.

Eine korpuskulare Struktur des Lichtes kommt dabel selbstverstand-
lich gar nicht in Betracht.
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§ 18. Mehrkorperproblem und Problem der Weehselwirkung
in der Wellenmechanik.

Die ScHRODINGERsche Wellengleichung (38a) oder (30) bestimmt
die Bewegung oder besser ,,das Verhalten* eimes Teilchens in einem
gegebenen duBeren Kraftfeld.

Wie soll nun das Verhalten von mehreren voneinander verschiedenen
und aufeinander wirkenden Teilchen bestimmt werden ?

Nach der ,,probabilistischen” oder ,,statistischen® Auffassung des
physikalischen Geschehens, die im § 11 hinsichtlich eines Teilchens ent-
wickelt worden ist, stellt sich diese Frage folgendermaBen.

Es seien %, y4, 2; und x,, y,, 2, die Koordinaten von zwei verschie-
denen Teilchen. Zu bestimmen ist eine Funktion y dieser 6 Koordinaten,
deren Norm |y|? multipliziert mit dem sechsdimensionalen Volum-
element dV =dV,-dV, = dx,dy,dz, dx,dy,dz, dic Wahrscheinlich-
keit der durch dieses Element definierten ,,Konfiguration® des betrach-
teten Systems angibt.

Um die Gleichung, der die gesuchte Funktion ¢ geniigen muB, auf-
zufinden, betrachten wir zunichst denjenigen Fall, daB die beiden Teil-
chen aufeinander keine Wirkung ausiiben. — Das Vorhanden des ersten
Teilchens im Volumelement ¢ ¥, und des zweiten im Volumelement 4V,
stellen in diesem Fall zwei voneinander unabhingige Ereignisse dar, so
daB die Wahrscheinlichkeit ||2dV,dV, ihres gleichzeitigen Auftretens
gleich dem Produkte der entsprechenden Wahrscheinlichkeiten lwy]2dV,
und |9,|2dV, der beiden einzeln genommenen Ereignisse sein muB.
Daraus folgt, daB bei Fehlen von Wechselwirkung die Funktion o
als das Produkt der Funktionen u, (%4, ¥y, ;) und 9, (%,, ¥,, 2,), die
das Verhalten des ersten und des zweiten Teilchens charakterisieren,
dargestellt werden kann.

Diese Funktionen mogen der gewohnlichen SCHRODINGERschen
Gleichung (30) gentigen mit zwei verschiedenen MaBen ., m,, Potential-
funktionen U, (%y, ¥4, 21), Uy (%5, ¥, 2;) und Energiekonstanten W,, W,.

T . . L1 . . ., 1
Multipliziert man die erste Gleichung mit ;Yo die zweite mit my V1

und addiert sie dann, so erhilt man eine sie zusammenfassende
Gleichung

1 /02 02 02 1 /02 02 02
@t ot o) + 3 G o + o)
8 2
+ %[(Wl—l_ Wy) — (Uy + Uz)]}‘/’ﬂl’zz 0

fir die Produktfunktion' ¢, p, = .

Diese Gleichung kann in einer ganz naheliegenden Weise auf den Fall
verallgemeinert werden, daB die betrachteten Teilchen einer beliebigen
durch die gegenseitige potentielle Energie Uy, (%, — %4, V3 — V1, %3 — 21)
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bestimmten Wechselwirkung unterworfen sind. Zu diesem Zwecke
muB man zur Summe ihrer potentiellen Energien in bezug auf
das dullere Kraftfeld U, + U, noch das Glied U,, hinzufiigen und die
Summe von zwei Energiekonstanten W, + W, durch die unzerlegbare
Gesamtenergie W des ganzen Systems ersetzen.

Auf diese Weise erhilt man statt (30) die Gleichung

1 1 /0% 0% 02
oy <6x2+8y1+ azl) e R

+ S =)=

wo U die Summe U, -+ U, + U,, bedeutet. Bei einem allgemeinen,
nichtharmonischen Schwingungsvorgang (der einer nichtkonservativen
Bewegung entspricht) ist hier W durch den Differentialoperator

(47)

o0 s . .
— My 0% — My0? — 5—— =7 zu ersetzen; dabei nimmt (47) die Gestalt

1 92 1 02 02 02
[t ot a8 + o Gat ot o5)

dmi 0 8
+ 2 S — S U me o) p =0

(47a)
an.

Diese Gleichungen, die man als Wellengleichungen im mehrdimen-
sionalen Konfigurationsraum auffassen darf, bestimmen das Verhalten
einer Gesamtheit von beliebig vielen Exemplaren des betrachteten
bindren Systems — einer Gesamtheit, die durch Verbindung jedes
Exemplars des einen Teilchens mit einem beliebigen Exemplar des
zweiten entsteht. Das Produkt der Norm von y mit dem sechsdimensio-
nalen Volumelement dx,dy, d2; d%,dy,d2, = dV, AV, stellt die Wahr-
scheinlichkeit dafiir dar, daB das erste Teilchen sich im Volumelement
dV,, das zweite sich gleichzeitig im Volumelement dV, befindet.
Bei Anwesenheit von Wechselwirkung 148t sich diese Wahrschein-
lichkeit natiirlich in ein Produkt von zwei den einzelnen Teilchen zu-
gehorigen Wahrscheinlichkeiten nicht aufspalten.

Die angefithrten Ergebnisse, deren strengere Begriindung im
I1. Kapitel gegeben werden soll, lassen sich leicht verallgemeinern
auf eine beliebige Anzahl von Teilchen, deren Wechselwirkung nach
der klassischen Mechanik durch eine gewisse Potentialfunktion ihrer
Koordinaten charakterisiert werden kann.

Eine solche Behandlungsweise, bei welcher der Korpuskularbegriff
in der Wellengleichung ausdriicklich — als die Anzahl der Variablen-
tripel — auftritt, entspricht der Bornschen Auffassung des wellen-
korpuskularen Parallelismus, einer Auffassung, nach der nur die
Korpuskeln als unmittelbare Realitit angesehen werden, wihrend
die ,,Wellen” bloB die Wahrscheinlichkeit gewisser Korpuskularerelg-
nisse bestimmen,
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Die in Betracht kommenden Teilchen kénnen voneinander ganz
verschieden sein; dabei aber wird durch jedes Teilchen — und durch
das ganze von ihnen gebildete System — eine unendliche Anzahl von
gleichen Exemplaren dargestellt.

Neben dieser Behandlungsweise des Mehrkorperproblems gibt es
noch eine zweite, die besonders von JorDAN, KLEIN und DIRAC
entwickelt worden ist, und die als unmittelbare und grundsitzliche
Realitit gewisse ,,nichtklassische oder ,,gequantelte’ Wellenvor-
ginge im gewdohnlichen dreidimensionalen Raum betrachtet, ohne
den Korpuskularbegriff ausdriicklich in die Grundgleichungen einzu-
fithren. Dieser Begriff bleibt dabei mit dem Wellenbegriff symbolisch —
im Sinne der oben angeflihrten Definition des wellen-korpuskularen
Parallelismus — verkniipft. Auf diese Weise ist es offenbar unmog-
lich, das Verhalten solcher mechanischen Systeme zu erfassen, die
aus einer beliebigen Anzahl von Teilchen wverschiedener Natur be-
stehen. In der Wirklichkeit gibt es aber solche Systeme nicki. Wenn
die Materie vom ,,mikroskopischen* Standpunkt aus betrachtet wird,
so besteht sie aus wuntereinander gleichen Systemen, die man als
Wasserstoffatome auffassen kann und die weiter in untereinander
gleiche Elektronen und untereinander gleiche Protonen zerlegt werden
konnen. Gerade von dieser Einheitlichkeit oder eher Doppeleinhert-
lichkeit der Materie gibt die JorDANsche Wellentheorie eine natiirliche
rationelle Erklirung.

Wir wollen hier auf die anderen Vorziige der JorDANschen Behand-
lung des Mehrkorperproblems gegeniiber der oben angedeuteten nicht
niher eingehen. Es sei nur erwihnt, dafBl bei einem System von gleich-
artigen Teilchen sich die beiden Behandlungsweisen als prakiisch dqui-
valent erweisen.

Wir werden zunichst die Protonen auBer acht lassen, indem wir
sie bloB als Kraftzentra behandeln, und allein das wellenmechanische
Verhalten der Elektronen untersuchen.

Da die verschiedenen Elektronen einander gleich sind, kann man
sie als verschiedene Exemplare eines und desselben Elektrons auffassen.
Beim Fehlen einer Wechselwirkung zwischen ihnen kann man ihr
Verhalten in einem gegebenen ,,4uBeren’ (von den Protonen herriih-
renden) ' elektromagnetischen Felde durch die gewéhnliche dreidimen-
sionale SCHRODINGERschen Gleichung, die sich auf die Exemplaren-
gesamtheit eines Elektrons bezieht, charakterisieren. Auf eine dhnliche
Weise beschreibt man das Verhalten der Lichiguanten; und zwar wird
ihre Bewegung, da eine Wechselwirkung zwischen ihnen ausgeschlossen
ist, durch ein System von MAXWELL-LORENTZschen Gleichungen fiir die
dreidimensionalen elektromagnetischen Wellen bestimmt.

Es erhebt sich natiirlich die Frage, ob es nicht moglich ist, das Ver-
halten einer beliebigen Anzahl von Elektronen, unier Beriicksichtigung
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ihrey Wechselwirkung, analog, d. h. mittels dreidimensionaler Kathoden-
wellen, zu beschreiben.

Diese Frage haben JorDAN und KLEIN im positiven Sinne beant-
wortet.

Der erste Schritt zur Lésung der betrachteten Aufgabe besteht in
folgendem:

Die in der ScHRGDINGERschen Gleichung auftretende potentielle
Energie eines Elektrons U wird dargestellt als Summe der Energie U,
in bezug auf die 4uBeren Krifte und einer Wechselwirkungsenergie von
der Form U’ = ¢ ¢, wo ¢ die Ladung eines Elektrons und ¢ das elek-
trische Potential bedeutet, das durch eine kontinuierliche Verteilung
dieser Ladung mit der Volumdichteg = e 9 9™ ( f py*dV = 1) erzeugt
wird. Man behandelt also zunédchst das Elektron als eine Punktladung
und gleichzeitig als eine Ladungswolke (im SCHRODINGERschen Sinne),
wobei die Wechselwirkungsenergie als die gegenseitige Energie dieser
beiden Gebilde definiert wird. Das ,,Selbstpotential“ ¢ geniigt der
Porssonschen Gleichung

62
axz + ayg + 822 —'—4:7'5Q:‘—4:7T61/)1p*, (4:8)

die gleichze1t1g mit der SCHRODINGERschen Gleichung

dnimy Oy 8atmy

ax2+ay2+az2+ W ot s Mg+ Up+ep)y =0 (482)
zu losen ist.

Diese Gleichungen bilden ein #ichilineares System, was mit dem
Superpositionsprinzip unvereinbar ist. Die hierbei eingefithrte Beschrin-
kung dieses Prinzips ist aber unentbehrlich, falls man mit einer drei-
dimensionalen Wellengleichung die Wechselwirkung der verschiedenen
Exemplare des Elektrons beriicksichtigen will.

Die angendherte Losung des obigen Gleichungssystems 148t sich
nach der im vorhergehenden Paragraphen skizzierten Stérungsmethode

durchfiihren. Man betrachtet namlich U’ = ¢ ¢ als Stérungsenergie und
setzt

w=§én(t) Yn (%, 9, 2),

wo die Funktionen ¢° die normierten Eigenldsungsamplituden der
ungestorten Gleichung (48a) bedeuten (vorausgesetzt, daBl U, die Zeit
explizite nicht enthilt) und ¢, () die Produkte ¢,e-27i"»¢,

Es ergibt sich dabei fiir die Verdnderlichen £, das folgende Glei-
chungssystem

hodg, ow oAty 0w
Smi dt  9CF’ 2mi dt 0L, (49)
mit
W= ZW"C Cn + 2 AparsC5 65 8 Css (492)

D078
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wo W die den Eigenfunktionen u? entsprechenden Energien sind
und 4,,, konstante Koeffizienten, die wir hier nicht niher zu betrachten
brauchen.

Das erste Gleichungssystem (49) entspricht bei

W=3Wit,ln +PZ Upels &s

dem frither angefiihrten linearen Gleichungssystem (46). Das zweite
folgt daraus durch Ubergang zu den komplex konjugierten GréBen
mit Riicksicht darauf, daB die , Energiefunktion W (= W*) real ist.

Diese beiden Gleichungssysteme (die zuerst von DIRAC eingefiihrt
worden sind) stimmen formal mit den sogenannten ,,kanonischen Glei-
chungen’’ der klassischen Mechanik iiberein. Mit der Aufstellung der
obigen Gleichungen ist der erste Schritt der betrachteten Theorie
beendigt. Der zweite Schritt besteht in einer Operation, die von JORDAN
als eine Quantelung der ScHRODINGERSChem w,-Wellen bezeichnet wird.
Damit ist gemeint eine ganzzahlige Bestimmung der Amplitudenquadyate
dieser Wellen, d. h. der GréBen

Nn=ca;*cn=c7fcn:

die vom korpuskularen Standpunkt aus die Anzahlen der sich in den
entsprechenden gequantelten Zustinden befindlichen Elektronen be-
deuten, und ferner die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit der verschie-
denen durch diese ganze Zahlen charvakterisierten Verteilungen, d.h. die
Ermittelung einer Wahrscheinlichkeitsfunktion von der Form

& (N,, Ny, Ny, ..., N,, ...).

Derartige ,,gequantelte Wellen werden in der Strahlungstheorie betrach-
tet, und zwar bei Festlegung der Korrespondenz zwischen den elektro-
magnetischen Eigenschwingungen eines Hohlraumes und den zugeho-
rigen Lichtquanten. Sofern es sich um die ,, Qualititsbeziehungen‘‘ han-
delt, bleiben die Wellenamplituden willkiirlich. Fithrt man aber die
,,quantitative Forderung ein, da die mit jeder Eigenschwingung ver-
bundene elektromagnetische Energie gleich einem ganzzahligen Vielfachen
des betreffenden Energiequants hv, ist (was der Ganzzahligkeit der Licht-
quanten als Korpuskeln entspricht), so erhilt man ,,gequantelte’ Licht-
wellen, d. h. Lichtwellen mit gequantelten Amplituden.

Die gewohnliche ,erststufige’* Quantelung der Korpuskularvor-
ginge erfolgt in der SCHRODINGERschen Theorie mit Hilfe einer Wellen-
gleichung, wobei die Norm der Wellenfunktion ¢ (oder y,) die Bedeu-
tung einer Ortswahrscheinlichkeit hat.

Es liegt deshalb nahe zu versuchen, die ,,Quantelung zweiter
Stufe‘ auf eine ,,Uberwellengleichung“ mit einer Funktion £ zuriick-

zufithren, deren Norm gleich der Verteilungswahrscheinlichkeit @ sein
soll.
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Wir gehen davon aus, daB die Gleichungen (49) formal mit den so-
genannten ,,kanonischen Gleichungen‘‘ der klassischen Mechanik

dp,  0H dx _ 9H
at — ex’ dr T 9p, (60)
iibereinstimmen, die sich aus den gewohnlichen Bewegungsgleichun-
azx oU P "
gen m—5 = — ——, ... ergeben, wenn man als unabhéngige Verander-

liche neben den Koordinaten die Impulskomponenten ¢, = muv,, ..
des betrachteten Teilchens einfithrt und unter H die Gesamtenergie,
dargestellt als Funktion dieser Verinderlichen

1
H= 2+ + 99+, (50)
versteht.
In den Gleichungen (49) spielen die Rolle der Koordinaten die Verdnder-

lichen ¥ und die Rolle der Impulse die Verinderlichen ?%Cn.

Bei der Untersuchung von gewdhnlichen Stérungsproblemen, die
eine quadratische Energiefunktion von der Gestalt

W=X3W,t3 +¢’2 Uprlp &

haben, hat DirRAC vorgeschlagen, die ,kanonischen” Gleichungen (49)
durch eine Art von Wellengleichung zu ersetzen, wo die Rolle der Ko-
ordinaten die Verinderlichen {; spielen und welche sich zu diesen
Gleichungen in derselben Weise verhidlt wie die SCHRODINGERsche
Gleichung

2y 0%y 0%y 8 712 my h 0
7+ e+ g

zu den Gleichungen (49). Wenn man das in den Klammern stehende

belanglose Glied myc? wegliBt (dies entspricht der Unterdriickung des
ol

Faktors e T im Ausdruck von ), so kann man die letzte Glei-

chung in der Gestalt

ho 0
<E+2m‘5?>”’=0 (51)
schreiben, wo H den Differentialoperator bedeutet, der sich aus (50a)
ergibt, wenn man die Impulskomponenten #,,... durch Elementar-
operatoren nach dem Schema
k0 ho0 k0
Pe>5mi T Py Eaiay P gaias (612)
ersetzt.
Setzt man dementsprechend
h h 0

TR L Py T o (52)
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d. h. ersetzt man in der Energiefunktion W die Verinderlichen {,, durch
die Differentialoperatoren 7?;;, so erhilt man statt der kanonischen
Gleichungen (49) die entsprechende DiraCsche Gleichung:

5
57 a;)Q:O' (52a)

In der Diracschen Theorie einer gewthnlichen Stérung durch 4duBere
Krifte hat der hier auftretende ,,Energieoperator“ die Bedeutung

(W + 52

a
K:%W%C ac* +2 pr p 65*'

Jorpan und KiEIN haben nun dasselbe Verfahren (oder genauer
eine damit dquivalente Matrizenmethode) auf den Ausdruck (49a) iiber-
tragen und den Energieoperator durch die Formel

4 *
E :f? VV%CZ‘ E‘C}F + 2 quvsé‘

b g7 s

82
¢ geEaex - (62b)

definiert.

Die durch diese Definition bestimmte Funktion £ von den unendlich
vielen Veranderlichen Y, {5, . . . und der Zeit ¢ kann formal als Analogon
der ScHRODINGERschen Wellenfunktion o (%, ¥, 2, ) angesehen werden.
Physikalisch haben die £2-Wellen mit den y-Wellen selbstverstindlich
gar nichts zu tun. Es sei ferner betont, daB die Gleichung (52a) keine
Folge der ScHRODINGERschen Gleichung ist, sondern daraus etwa in
derselben Weise entsteht, wie die letztere aus den Gleichungen der
klassischen Mechanik, so daBl man sie tatsichlich als eine ,,Uberwellen-
gleichung’’ bezeichnen darf.

In der ScHRODINGERschen Theorie, wo {F und ¢, gewdhnliche
komplexe GréBen bedeuten, kann man die Verteilungszahlen N, blo§
als Produkte ¢, definieren. In der DIRACSChen Theorie muB man die

GréBen £, ¢, durch die Operatoren Cf; < ersetzen, die mit den ent-

sprechenden Verteilungszahlen nur 1nd1rekt verkniipft werden kénnen.
Es handelt sich also erstens um eine Definition dieser Zahlen und
zweitens um die Transformation der durch (52a) bestimmten GroBe Q
in eine Funktion der letzteren.

Nach Dirac 148t sich diese Aufgabe folgendermaBen losen: Wir
bemerken zunichst die fiir gewdhnliche komplexe GréBen £, , ¢, giiltige
Darstellung £, = |{,|ef%, (= |C%| e 0», fassen ferner die Ex-
ponentialsaudriicke ¢i® ¢~%6» als zwei zueinander inverse Operatoren
auf und setzen definitionsweise

— me—iﬂn = g—i0n }[‘Nm

R . (63)
o= YN, > 160 = éion /N
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Diese Formeln entsprechen der folgenden Definition des Operators 6,,:
0

i0, = 53+ (53a)

:I:.i
In der Tat bedingt der Operator ¢” 2%¥» auf irgendeine Funktion der
Verdnderlichen N;, N,,... angewandt, die VergroBerung oder die

Verkleinerung der betreffenden Verinderlichen (N,) um 1. Der Ope-
rator {*(, entspricht dabei wegen e~ ¢i0» = 1 einer Multiplikation
mit N,. Man hat nidmlich nach (48)

lola=N,, {5 =N,+1. (63b)

Diese Formeln stehen in Einklang mit der Beziehung
a
Cnly — Ll =px & — énﬁ—l, (53¢)

welche sich namentlich aus der Anwendung der betreffenden Opera-
toren auf eine beliebige Funktion f(¥, {F,...) ergibt.

Die durch die Formeln (53) definierte Transformation der Ver-
dnderlichen {, in die Verinderlichen N, ist ein Spezialfall der soge-
nannten , kanonischen‘ Transformationen.

Fiithrt man im Ausdruck (52a) diese Transformation aus, so er-
halt man statt (52a) eine Gleichung von derselben Gestalt, wobei aber
der Energieoperator W die Form

a
w=swon, + £, ) (54)
n

annimmt und Q2 als eine newe Funktion der Zeit ¢ und der Veridnder-
lichen Ny, N,,... aufzufassen ist. Auf diese Funktion angewandt,
ergibt der Operator ¥ eine lineare Kombination solcher Funktionen,
deren Argumente sich teilweise um 1 oder 2 von Ny, N,,... unter-
scheiden. Die Differentialgleichung (52a) verwandelt sich also in ein
Gleichungssystem von der Gestalt

(amidy + SWAN) QM Ny )+ SBOQ(O, Ny..),  (Bka)

wo N, = N,, N, + 1 oder N, 42 und die B gewisse Koeffizienten
sind, die sich aus den Koeffizienten 4,,,, durch Multiplikation mit
]/N; VN, YN? YN? ergeben.

Wenn diese Koeffizienten die Zeit nicht explizite enthalten, kann

man
2:11

Q=0%¢ we
setzen, wo 29 nur von den Verinderlichen N abhingt. Es wird dabei
22BN, Ny,..) =W Q(N,,N,,..), (65)
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wo die GroéBe
W =W-— 3N, W2 (55a)

als die durch die Wechselwirkung der Elektronen bedingte Zusatz-
energie anzusehen ist. Was die Funktion 2 (N,, N,, . . .) anbetrifft, so
hat ihre Norm

|Q(N1’N2:"')12: (55b)

nach DiraC-JorRDAN-KiEIN die Bedeutung der relativen Wahrschein-
lichkeit der durch die Zahlen N,, N,, ... charakterisierten Elektronen-
verteilung nach den verschiedenen, durch die ungestérten SCHRODINGER-
schen Eigenfunktionen ¢? (w, v, z) definierten gequantelten Zust4nden.

Die Verteilungsvariablen N;, N,, ... sind dabei als beliebige nichi-
negative ganze Zahlen anzusehen.

Diese Ergebnisse stimmen mit denjenigen, die man nach der am
Anfang dieses Paragraphen dargelegten Methode fiir ein System von
beliebig vielen Elektronen erhilt, iiberein, falls man sich dabei auf
solche mehrdimensionale Wellenfunktionen v (%, ¥, 215 %z, ¥, %2; - - -)
beschrinkt, die beziiglich der verschiedenen Elektronen (oder genauer
ihrer Koordinaten) symmetrisch sind.

Die Gleichungen (55) bilden ein lineares homogenes Gleichungs-
system, das nur bei gewissen Werten von W’ losbar ist. Diese Werte
ergeben sich als die Wurzeln einer Sikulargleichung, die man durch
Nullsetzen der Determinante von (55) erhélt. Da diese Determinante
von unendlich hohem Range ist, so ist die Anzahl der méglichen ,,Eigen-
werte” W’ und der entsprechenden ,,Eigenfunktionen 2 (N;, N,, .. .)
unendlich gro8.

Wir kénnen hier auf die Einzelheiten dieser Frage nicht eingehen.
Wichtig fiir uns ist nur die soeben erwihnte Aquivalenz der beiden
Methoden zur Behandlung des Mehrkérperproblems fiir den Spezialfall
der Symumetrie der SCHRODINGERschen Mehrelektronenfunktion. Die
Beschrinkung auf solche Funktionen entspricht der BoSE-EINSTEIN-
schen Statistik, die auf einer eigentiimlichen, von der {iblichen verschie-
denen Vorschrift fiir die Berechnung der Verteilungswahrscheinlich-
keiten beruht. Diese Statistik ist urspriinglich nicht auf Elektronen,
sondern auf Lichtquanten angewandt worden. Paurl, FERMI und DIRAC
haben dann gezeigt, daB die Bose-EiNsTEINsche Statistik #ur auf
elektrisch neutrale Teilchen (oder allgemeiner auf Teilchen mit einer
geraden Anzahl von elektrischen Elementarladungen) anwendbar ist
und daB sie im Falle von Elektronen durch eine andere, von der iiblichen
(BorrzmaNNschen) ebenfalls abweichende Statistik zu ersetzen ist, die
der Beschrinkung auf amtisymmetrische SCHRODINGERsche Mehrelek-
tronenfunktionen entspricht. Diese Funktionen v (%, 91, #1; %a, V2, Z25-- -)
wechseln bei einer Vertauschung zweier Elektronen ihr Vorzeichen.
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Jorpan hat gezeigt, daBl die oben dargelegte ,,gequantelte Wellen-
theorie” des Mehrelektronenproblems auch der PAuLi-FErMI-DIrACschen
Statistik angepaBt werden kann, wenn man die Transformations-
formeln (52) durch die folgenden ersetzt:

£ = e = TR | o0
C" — V]- ___Nng’benz e’ben -‘/Nn

Dies entspricht einer neuen Definition des Operators ¢'®» (und des
inversen Operators ¢~%%%). Es wird dabei

by Cn=N,, li =1—N,, (86a)
d. h. folglich
Cnla +i la=1, (56 b)

was in Widerspruch zu der Bezichung (53c) steht, wenn man die ur-
spriingliche Bedeutung von ¥ und ¢, beibehalten will. Wenn man aber
diese Bedeutung im Einklang mit (56b) andert, so erhilt man fiir die
Verteilungszahlen N, nur zwei mégliche Werte, und zwar entweder 0
oder 1. Dies bedeutet, daB jeder gequantelte Zustand y5, nur von einem
Elektron besetzt wevden darf.

Dieses sogenannte PAULIsche Verbot bildet die Grundlage der
FErRMI-DIRACschen Statistik (bei Aquivalenz zweier Elektronen muf8
die antisymmetrische SCHRODINGERsche Mehrelektronenfunktion ver-
schwinden).

Wir gehen auf die Weiterentwicklung der Jorpawnschen Theorie
nicht ein. Es scheint méglich, sie so zu verallgemeinern, daB sie
nicht nur die Elektronenmannigfaltigkeit, sondern auch die Protonen-
mannigfaltigkeit wiedergibt, und zwar durch ein Gleichungssystem, das
dem System der MaAXWELL-LoRENTZschen Gleichungen fiir die Mannig-
faltigkeit der Lichtquanten analog gebaut ist und das die endliche
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wechselwir-
kungen im Einklang mit der Relativititstheorie beriicksichtigt.

Diese Theorie des Lichtes und der Materie, bei der die Materie-
quanten den Lichtquanten vollkommen analog werden, macht es sehr
wahrscheinlich, daB8 die beiden Arten der Korpuskeln unter gewissen
Bedingungen ineinander {ibergehen kénnen. Die Notwendigkeit solcher
gegenseitigen Umwandlungen der Materie in Licht und wumgekehrt ist
in der letzten Zeit von vielen Forschern (EDDINGTON, JEANS, STERN,
MiLLigAN) auf Grund verschiedener astrophysikalischer Daten (Energie-
bilanz in den Sternen, kosmische Strahlung) behauptet worden. Die
Wellentheorie der Materie scheint diese Umwandlungshypothese von
prinzipieller Seite zu rechtfertigen.
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Zweites Kapitel.
Die Grundgleichungen der Wellenmechanik,

§1. Wellenoptik und geometrische Optik.

Nach der allgemeinen Ubersicht iiber die Entwicklung und den
heutigen Stand der Wellenmechanik, die wir im ersten Kapitel gegeben
haben, wollen wir jetzt zur Frage nach der Gestalt der Grundgleichungen
der Wellenmechanik zuriickkehren und die Bezichung dieser Glei-
chungen zu den Gleichungen der Optik einerseits und zu den Gles-
chungen der klassischen Mechanik andererseits eingehend untersuchen.

Vorbereitend wollen wir zunichst die Beziehung der gewshnlichen
,,makroskopischen’ Wellenoptik, die der Differentialgleichung

2y |, 0y 0
7w Tayr T
geniigt, zur geometrischen oder ,,Strahlenoptik‘‘ betrachten.
Bei Beschriankung auf monochromatisches Licht, d.h. auf harmo-
nische Schwingungsfunktionen von der Gestalt
Y =90, y, z)em BTt (1a)
erhalten wir gemifB (1)

2
4
T (1)

4 72

Ay +=Fp=0, (1b)
wo
02 02 0%
A=jutoptos
den Lapracischen Operator und

w
227

die Wellenlinge bedeutet. Diese ist dabei als eine bekannte Funktion
der Koordinaten anzusehen.

Fihrt man nun den Brechungsindex des betrachteten (als durch-
sichtig vorausgesetzten) Mediums ein

2
== )
wo Ay = —;« die Wellenlinge des Lichtes im leeren Raume bedeutet,
so kann man die Gleichung (1b) in die Gestalt

2
Ay + Sy =0 (2a)

umformen. Die Frage nach der Abhingigkeit der Lichtfortpflanzung
im betrachteten Medium von dessen ,,optischer Inhomogenitit® redu-
ziert sich also mathematisch auf die nach der Beschaffenheit der Funk-
tion u (%, v, 2).



‘Wellenoptik und geometrische Optik. 81

Den Modul der komplexen Grofe y konnen wir als die Schwin-
gungsamplitude im betreffenden Punkt und das Argument, d.h. die
Funktion ¢ (x,y, 2, £) in der Formel

y=|[yp|eiv, (3)
als die Phase der Lichtschwingungen betrachten. Man hat offenbar
nach (1a):

¢ =2a(f(x,y,2)—v?), (3a)

wo f(x, y,%) eine Funktion der Koordinaten bedeutet, die die Gestalt
der ,,Wellenflichen®, d. h. der Flichen konstanter Phase (bei gegebe-
nem Wert von f) bestimmt. Bei ebenen Sinuswellen — die nur in
einem homogenen Medium méglich sind — hat man z. B.:

f@,v,2)=k,x+Ek,y+ k2= *(xcosoc—l—ycosﬂ—i—zcosy)

wo «, 3,y die Winkel der Wellennormale (Fortpflanzungsrichtung) mit
den Koordinatenachsen sind.

An diesem Beispiel 148t sich leicht erkennen, dafl auch bei beliebigen
Wellen die Funktion f in der Form

f(5.9,2) =50, 9,2) (3b)

geschrieben werden kann, wo s (x, ¥, 2) seiner Gréfenordnung nach gleich
dem Produkte von g mit einer der Koordinaten ist. Die letzte Formel
bestimmt also die Abhingigkeit der Wellenfunktion f von der Vakuum-
wellenlinge (oder ,,wahren Wellenldnge) des betrachteten Lichtes. Da p
gewdhnlich von 1 nicht sehr verschieden ist, hat 4, dieselbe GréBen-

ordnung wie die effektive (,,scheinbare’) Wellenlinge 4 = %

Je kleiner A, ist, desto schnellet dndert sich f und folglich auch p als
Funktion der Koordinaten. Die durch die Phasenfunktion ; (oderg)
bedingte Anderung der Schwingungsfunktion g beim Ubergang von
einem Raumpunkt zu einem anderen muB folglich bei kleinen Werten
von A, viel gréBer sein als diejenige Anderung, welche durch die Ampli-
tudenfunktion |y| bedingt wird.

Die letztere stellt also im Vergleich mit ¢ eine sich verhdlinismifig
langsam dndernde Funktion der Koordinaten dar, und zwar 4ndert sie
sich (relativ) desto langsamer, je kleiner die Wellenlinge 4, ist. Im Grenz-
falle sehr kurzer Lichiwellen kann man deshalb bei der Differentiation
des Ausdruckes (3) die Amplitude |y| als konstant betrachten.

Die exakte Wellengleichung (2a) 148t sich unter dieser Bedingung
durch die angeniherte Gleichung

Aei'i”+%‘u2eiw=0 (4)
0

ersetzen, woraus man die Phasenfunktion f und folglich die Gestalt
Frenkel, Wellenmechanik. 6
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der Wellenflichen unabhingig von der Amplitudenfunktion ermitteln
kann.
Beriicksichtigt man die Formeln

2 . . o0 02 dp
[/ 1@ 1@ — ’up 2 st
axe =17€ 9%’ axze ie + e <0 >,

so wird

dsiv = isiv dp—oiv[ (G2 + (57)+ (%"5)1
oder, nach (3a) und (3b),
Aeie — %iewm i 4%2 [(g%)z—{- (g—Dz—{- (%)1 )

Man erhilt also, nach (4), die folgende Differentialgleichung fiir die
Funktion s:

A J0s\2 ds\2 ds
dact (L (@G0
Da wir zu dieser Gleichung unter der Voraussetzung eines sehr kleinen
Ao gelangt sind, missen wir, um konsequent zu sein, das erste A, als
Faktor enthaltende Glied weglassen — um so mehr, als das Vorhanden-
sein dieses Gliedes mit einem reellen Wert der Phasenfunktion unver-
einbar ist.

Die gesuchte angendherte Form der Wellengleichung (2a) fiir den
Grenzfall 4,— 0 lautet also

ds\2 s \% 0s\2
() + (55) + (52) = - ©)
Die Funktion s wird gewdhnlich als ,,Eikonal und die Gleichung (5)
s ,,Eikonalgleichung’’ bezeichnet.

Die Gleichung (4a) wiirde mit der exakten Wellenlgeichung voll-
kommen 4quivalent sein, wenn man die Funktion s durch die Formel

s=Iof + 5% %o 1og |9 |

definierte. Dies wiirde der Einfithrung der Amplitude || in die Expo-
nentialfunktion, d.h. dem Ersetzen der reellen Phase ¢ durch eine
komplexe Phasenfunktion ¢’ = ¢ —i|yp| (gemdB |p|e'? = @~ ””’D)

entsprechen.

Die Ableitungen g%, g—; , g konnen als die rechtwinkligen Kom-
ponenten eines Vektors angesehen werden, und zwar des Gradienten
der Funktion s. Dieser Vektor (grad s) hat in jedem Punkt eine

zur entsprechenden Wellenﬂache s = konst. senkrechte Richtung
(Wegen ds = ax S dx -+ *d + —dz = 0) Er bestimmt demnach die
Richtung des durch den betreffenden Punkt hindurchgehenden Licht-
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strahles und kann deshalb als Strahlenvektor bezeichnet werden. Die
Gleichung (5), die man in der Gestalt

(grad 5)? = 2 (5a)
schreiben kann, besagt, daB der Betrag des Strahlenvektors gleich
dem Brechungsindex ist.

Betrachtet man die physikalische Bedeutung der Eikonalfunktion s
etwas niher, so wird diese Tatsache ganz offensichtlich. Die GréBe

Q= 2%: s—2mvi,
die die Phase der Lichtschwingungen definiert, muBl in der Tat fir
jeden Augenblick (f = konst.) auf jeder Wellenfliche einen konstanten
Wert behalten und sich am schnellsten in der Richtung der dazu ortho-
gonalen Linien, d. h. in der Richtung der Lichtstrahlen #ndern. Eine
Anderung der Phase um dg, die einer infinitesimalen Verschiebung do
langs eines dieser Strahlen (bei ¢ = konst.) entspricht, muB aber, nach

der Definition der Wellenlinge A, gleich 27z%? sein. Man hat folglich

27 27
d = — —_ —
=7 ds 3 do, (6)
d. h.
d A
L-hu 03

was mit der Gleichung (5) gleichbedeutend ist.

Da aber diese Gleichung nicht streng richtig ist, so muB die an-
gefithrte Uberlegung einen Fehler enthalten. Dieser Fehler liegt, wie
man leicht einsehen kann, in der Bestimmung der Phasendnderung

a .
langs eines Strahles (¢) nach der Formel dop = 2xn Ta‘ Diese Formel

ist nur fiir den Spezialfall, daB As verschwindet, (insbesondere also fiir
den Fall von ebenen Sinuswellen) giltig. Sonst ist sie mit der Defini-
tion der Wellenlinge — gemiB der exakten Gleichung (2a) — streng
genommen unvereinbar.

Auf den ersten Blick kénnte es scheinen, als ob der mit der Ein-
fithrung der angen#herten ,,Strahlengleichung® (5) an Stelle der exakten
,,Wellengleichung“ (2a) verkniipfte Fehler nicht wesentlich wire.
DaB das aber nicht so ist, kann man schon daraus erkennen, dal} die
Strahlengleichung im Gegensatz zur Wellengleichung die Wellenlinge 2,
gar wicht enthdlt. Alle Erscheinungen, die durch die endlichen Wellen-
laingen des Lichtes bedingt werden, z. B. die Inferferenz- und Beugung,
koénnen also durch die Strahlengleichung nicht erfafit werden. Mit dieser
Gleichung kann man — niherungsweise — nur solche optische Erschei-
nungen beschreiben, die allein durch die Beschaffenheit der Brechungs-
indexfunktion p (¥, ¥, 2z) bestimmt sind. Es sind dies die Erscheinungen
der sogenannten geometrischen Optik, die ausschlieBlich von der Gestalt

6*
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der Lichtstrahlen abhingen und sich im einfachsten Falle von zwei
oder mehreren aneinandergrenzenden homogenen Medien auf die Gerad-
linigkeit der Strahlen in jedem einzelnen Medium und ihre Brechung
an der Grenzfliche von zwei verschiedenen Medien zuriickfiihren lassen.
Es konnte ferner scheinen, dal es zur angenidherten Beschreibung
der von der Wellenlinge abhingigen Interferenz- und Beugungs-
erscheinungen geniigt, von der durch die Néaherungsgleichung (5) be-
stimmten Funktion s zur Schwingungsfunktion
2n¢(i—vz)

A

py=Ae (N

zuriickzukehren, wo 4 die bisher unbestimmt gebliebene (und nicht
naher zu bestimmende) langsam verinderliche Amplitudenfunktion ||
bedeutet. Dieser Gedanke erweist sich aber in Wirklichkeit als nicht
durchfithrbar. Die Interferenzerscheinungen setzen voraus, daB zwei
verschiedene Wellensysteme in demselben Medium sich ohne gegen-
seitige Stérung fortpflanzen konnen, wobei die resultierende Schwin-
gungsfunktion y sich aus den Schwingungsfunktionen der beiden ein-
zelnen Wellensysteme additiv, d.h. nach der Formel = y; + v,,
zusammensetzt. Diese Additivitat oder ,,Superpositionsfihigkeit der
durch y charakterisierten GréBen kommt mathematisch in der Li-
nearitit der Wellengleichung zum Ausdruck, welcher die Funktionen
gentigen.
Setzt man nun gemiB (7) in der Niherungsgleichung (5)
A

S == -
271

log y + konst. , (7a)

wobei die Amplitude 4 wieder als konstant zu behandeln ist, so erhilt
man statt einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir ¢
die folgende quadratische Differentialgleichung erster Ordnung

(' G5 (2 Fwwme

die mit dem Superpositionsprinzip fiir y unvereinbar ist.

§ 2. Geometrische Optik und Korpuskularmechanik.

Der Unterschied zwischen der Wellenoptik und der durch die
,»Strahlengleichung’ (5) bestimmten geometrischen Optik 14Bt sich
besonders klar erkennen, wenn wir mittels des Strahlenbegriffes von
der Wellentheorie des Lichtes zur Korpuskulartheorie iiberzugehen
versuchen. Wir wollen also versuchen, die Lichtstrahlen als die Bahnen
gewisser Korpuskeln "zu betrachten, die sich nach der klassischen
(NewtoNschen) Mechanik in einem durch den Brechungsindex u be-
stimmten Kraftfeld bewegen. Es ergibt sich dabei, daB die aus der
Strahlungsgleichung folgenden Ergebnisse mit denen der klassischen
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Mechanik vollkommen iibereinstimmen, wihrend bei der exakten
Wellengleichung von einer solchen Ubereinstimmung keine Rede ist
(weil es in der klassischen Mechanik kein Analogon zur Interferenz des
Lichtes gibt).

Die Gleichung (5) ist die Verallgemeinerung des SNELLIUSschen
Brechungsgesetzes fiir Wellen von beliebiger Gestalt, die sich in einem
optisch inhomogenen Medium fortpflanzen.

Um dies einzusehen, schreiben wir die Strahlengleichung in der
Form (6a)

ds
do

und betrachten sie als eine Vorschrift fiir die geometrische Konstruk-
tion der Wellenflichen s = konst. Ist die Fliche s = konst., die durch
einen gegebenen Punkt hindurchgeht, bekannt, so kann man nach dieser
Gleichung eine andere, unendlich nahe liegende Fliche konstruieren.
Dazu muB man nidmlich von jedem Punkte der ersten Fliche in der
Richtung der Normalen eine infinitesimale Strecke mit einer dem
betreffenden Wert von u umgekehvt proportionalen Linge do abtragen
(nach ds = y do = konst.). Der Ort der Endpunkte dieser Strecken ist
die gesuchte zweite Wellenfliche. Von dieser kann man in der-
selben Weise zur folgenden tibergehen und schlieBlich die Wellen-
fliche konstruieren, die durch einen beliebigen Raumpunkt hindurch-
geht. Die Wahl der urspriinglichen Fliche bleibt dabei vollkommen will-
kiirlich.

Die Konstruktion, die wir in Kap. I § 2 bei der Ableitung des Bre-
chungsgesetzes vom wellentheoretischen Standpunkt aus angewandt
haben, ist offenbar ein Spezialfall der eben genannten, bei dem der
Brechungsindex des zweiten Mediums relativ zum ersten (Vakuum)
durch den reziproken Wert des Verhiltnisses der Wellengeschwindig-
keiten, d. h. nach der Formel

p=- (8)
bestimmt ist.
Bei der Ableitung des Brechungsgesetzes nach der Korpuskular-
theorie des Lichtes muBten wir erstens den Brechungsindex durch
das direkte Verhiltnis der Bewegungsgeschwindigkeiten

v

b=— (8a)

definieren (fiir das Vakuum schreiben wir der Wellen- und der Kor-
puskulargeschwindigkeit denselben Wert ¢ zu) und zweitens eine pofen-
tielle Energie der Lichtkorpuskeln einfiihren, die fiir jedes homogene
Medium durch seinen Brechungsindex (relativ zum Vakuum) bestimmt
ist, Diese potentielle Energie U eines Lichtkorpuskels muB so defi-
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niert werden, daB ihre Anderung beim Ubergang von einem Medium
zu einem anderen entgegengesetzt gleich der Anderung der kinetischen
Energie wird, d.h. daBl die Gesamtenergie des Teilchens

W= gmvtU )
konstant bleibt.

Durch Vergleich dieser Formel mit der vorhergehenden erhalten
wir fiir die potentielle Energie

UsW— 5 mp? (W = konst.). (92)

Dies Ergebnis 148t sich leicht fiir ein beliebiges optisch snkomogenes
Medium verallgemeinern. Vom Standpunkte der korpuskularen Licht-
theorie muB man ein solches Medium als ein statisches Kraftfeld auf-
fassen, das auf jede Korpuskel mit der Kraft

¥ = —grad U=, mgrad (u?) (9b)
oder, in Komponentendarstellung, '
oU oU ou
Fo=—% Fv=—5, F=—7F

wirkt,

Wenn y eine stetige Ortsfunktion ist, bleibt diese Kraft endlich;
cine sprunghafte Anderung von u an der Grenzfliche zweier verschie-
denen Medien tritt nur bei einem unendlich starken Kraftfeld von nor-
maler Richtung in der unendlich diinnen Grenzschicht auf.

Der letzte Fall ist von uns schon in Kap.I untersucht worden.
Wir wollen hier deshalb nur den ersten Fall betrachten und nachweisen,
dafl die NEWTONschen Bewegungsgleichungen

a2z U dty auU atz ouU

Mim = "5 Maga="15 Mzga=—"g7;  (10)
mit denjenigen dquivalent sind, die sich durch korpuskulare Deutung
der Strahlengleichung (5) ergeben.

Ersetzt man in (5) 42 durch den aus (9a) folgenden Ausdruck
2
/u2 = 2m (W - U) B

so erhdlt man die Gleichung
G+ (G) + G =am -0, (10a)

welche zur Bestimmung der Funktion s (x, y, z) dient. Die korpuskular-
mechanische Bedeutung dieser Funktion (die vom wellentheoretischen

Standpunkt aus die Phase bestimmt) 148t sich aus den Bezichungen 5?: =

und gy = % erkennen, wenn man beriicksichtigt, daf die Lichtstrahlen
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als die Bahnen der Lichtkorpuskeln betrachtet werden miissen. Man
sieht also, daB der mit ¢ multiplizierte Vektor grad s nach GréBe und
Richtung mit der Geschwindigkeit v zusammenfillt. Es gilt also
—cg%, v”:cg—;, v, —c% (10b)
Die Funktion s, oder genauer — cs, spielt also fiir den Geschwindigkeits-
vektor v dieselbe Rolle, wie die potentielle Energie fiir den Kraftvektor &.

Bevor wir den Beweis der Aquivalenz der Bewegungsgleichungen (10)
und der Gleichung (10a) in Verbindung mit den Beziehungen (10b)
erbringen, wollen wir den Grund ihrer &uflerlichen Verschiedenheit
aufkliren. Dieser Grund besteht darin, daB die Gleichungen (10) sich
auf die Bewegung 1rgende1nes aber eines bestimmien Teilchens beziehen,
wihrend die Gleichung (10a) die Bewegung einer Gesamtheit von unend-
lich vielen gleichartigen Teilchen mit derselben Gesamtenergie W
bestimmt. Diese Teilchen, die aufeinander keine Wechselwivkung awus-
tibern und die man als bloB verschiedene Exemplare desselben Teilchens
auffassen kann, erfiillen den Raum (oder das betrachtete Raumgeblet)
kontinuserlich, d. h. derart, daB in jedem Raumpunkt zu einem belie-
bigen Augenblick sich immer irgendein Teilchen befindet, das sich
dabei mit der durch (10b) bestimmten Geschwindigkeit b bewegt.
Da die Funktion s von ¢ unabhingig ist, so muB} auch diese Geschwin-
digkeit fiir jeden Raumpunkt (x, ¥, 2) nach Richtung und GréBe kon-
stant bleiben. Wir erhalten also ein Bild, das an die stationire Bewegung
einer den Raum kontinuierlich erfiillenden Fliissigkeit erinnert. Der
Unterschied besteht nur darin, daB dort neben den #duBeren Kriften
noch innere Wechselwirkungskrifte, die sich makroskopisch als hydro-
statischer Druck &uBlern, berficksichtigt werden miissen, wihrend bei
der stationdren Bewegung eines ,,.Exemplarenkontinuums’ desselben Teil-
chens irgendwelche ,,innere’* Krifte ausgeschlossen sind.

Wenn man nun in diesem Exemplarenkontinuum die Bewegung
eines bestimmien Teilchens verfolgt, so erhdlt man auf Grund der Glei-
chung (10a) und der Beziehungen (10b) genau die NEwTONschen
Bewegungsgleichungen (10).

Um dies einzusehen, betrachten wir ein Teilchen, das sich im Augen-
blick ¢ in dem Raumpunkte mit den Koordinaten z,y, 2z befindet.
Im nichsten Augenblick ¢ - 4¢ ist die Lage desselben Teilchens durch
die Koordinaten x 4 dx, v 4+ dy, z 4 dz bestimmt. Dabei kann man
in erster Naherung dx = v,d¢, dy =v,d{, dz=v,dt setzen, wo
Uy, Uy, v, die Komponenten der Geschwindigkeit im wurspriinglichen
Punkt bedeuten. Die Anderung dieser Geschwindigkeitskomponenten
wahrend der Zeit d¢ 148t sich in derselben Anniherung durch die Formeln

Avy =0, (x +dx,y+ dy,z+ dz) — v, (%, 9, 2)

0% v, 6%

d +8vzd +6vwd __(__ ¢+ dvy

vt 5,

v,)dt usw.
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bestimmen. Driickt man hier nach den Relationen (10b) v,, v,, v,
durch die Funktion s aus, so erhilt man

dv 0%s Os 0%s 0ds 0%s 0s c% 9 ds\2 Js\2 0s\2
@« __ (07808 , 0°S OS5 , 0°S OSy ¢~ 0 \(0S s s
a ¢ <8x2 ox + 0yox 0y + 0z 0x 6z) 2 ox [(8::) +<(')y> +<8z)]

oder folglich, nach (10a),

dve 10U

at m Ox

und dhnliche Gleichungen fiir v, und v,. Diese sind aber gerade die
Newrtonschen Bewegungsgleichungen (10).

Aus ihrer Aquivalenz mit der ,,Strahlengleichung’ (10a) kann man
schlieBen, daf die Korpuskulartheorie des Lichtes dquivalent ist mit
derjenigen Niherung der Wellentheorie, die auf der Strahlengleichung (5)
beruht und die geometrische Optik ergibt.

Solche ,,feinere’” optische Erscheinungen wie die Interferenz und
Beugung, die durch die endliche Wellenlinge der Lichtschwingungen
und ihre Superpositionsfihigkeit (,,Additivitit‘) bedingt sind, lassen
sich im Rahmen dieser Niherung der Wellentheorie ebensowenig

erkliren, wie im Rahmen der ihr dquivalenten korpuskularen Theorie
des Lichtes.

§3. Korpuskular- und Wellenmechanik.

Man glaubte bisher, daB8 die in den Gleichungen (10) oder (10a,b)
ausgedriickten Gesetze der klassischen Mechanik, wenn nicht fiir Licht,
so jedenfalls fiir die gewshnliche Materie streng giiltig seien, falls man
sich auf kleine Geschwindigkeiten beschrinkt und von den relativisti-
schen Korrektionen absieht. Die in der letzten Zeit vorgenommene
Erweiterung und Vertiefung der Analogie zwischen Licht und Materie
zwingt uns aber, diese klassischen Gleichungen als unrichtig — und
zwar in genau demselben Sinne fiir beide — anzusehen.

In Kap.I haben wir aus der Vorstellung der Materiewellen die
ScHRODINGERsche Grundgleichung der neuen Wellenmechanik hergelei-
tet. Ihre Beziehung zu den klassischen Bewegungsgleichungen eines
materiellen Teilchens blieb dabei unbeachtet. Die Betrachtungen der
zwel vorhergehenden Paragraphen erlauben eine neue Ableitung und
strengere Begriindung der SCHRODINGERschen Gleichung, die ihre enge
Beziehung zur Wellenoptik einerseits und zur Korpuskularmechanik
andererseits klar zutage bringt.

Man kénnte zunichst glauben, daf eine Wellentheorie der Materie
von der Korpuskulartheorie nicht nur in ihrem Wesen, sondern auch in
der Gestalt ihrer Grundgleichungen vollkommen verschieden sein miite.
Wir haben aber soeben gesehen, daB die Grundgleichung der korpus-
kularen Optik formal mit der angeniherten Gleichung fiir die Phasen-
funktion der Wellenoptik fibereinstimmt. Einer grundsitzlichen Ande-
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rung in unseren Vorstellungen kann demnach eine scheinbar nur un-
wesentliche Abwandlung in der Form der Grundgleichungen entsprechen;
die begriffliche Umwalzung duBert sich dabei nur in der physika-
lischen Deutung der in diesen Grundgleichungen auftretenden GroBen.

Die NEwTonsche Korpuskularoptik beruht einfach darauf, da man
die NEwtoNsche Korpuskularmechanik auf gewdhnliche materielle Teil-
chen anwendet, die als Lichtkorpuskeln bezeichnet werden. Diese Kor-
puskularmechanik mufB sich zur SCHRODINGERschen Wellenmechanik
genau so verhalten wie die Korpuskularoptik zur Wellenoptik. Die
Grundgleichung der Wellenmechanik muf sich also aus der Grund-
gleichung der Wellenoptik

4: 2
Ay + gty =0
durch denselben Ansatz

=2 (W —U) (11)

ergeben wie die korpuskularmechanische Gleichung (10a) aus der
Strahlengleichung (5).

Setzt man noch — definitionsgemaB oder gemd8 der DE BROGLIE-
schen Relation —

Ao= ", (11a)

so erhilt man
Sn m

Ap+ 222 W —U)yy =o0. (12)
Das ist aber gerade die uns schon bekannte SCHRODINGERsche Wellen-
gleichung [vgl. I (30), §14].

Wir haben frither die Phasenfunktion s durch die Formel

@ = konst. e (ﬂ_1t>

eingefiihrt, wobei die Amplitudenfunktion |y| als eine Konstante be-
handelt wurde. Wir wollen jetzt diese Voraussetzung fallen lassen,
d.h. die obige Formel als die exakte Definition der Funktion s be-
trachten. Ferner wollen wir statt s die Funktion

S:mcs—-hvt=h<~;———vt> (13)
0

. 2mi
einfithren, d. h. = konst. e b (13a)
oder S = 27” s——lgy (13b)

setzen. Man erhilt dabei aus (12) die folgende Gleichung fiir die Funk-
tion S [Vgl (4a)]: '

greAS + (35) + (~38—‘;)2+ (%)H 2im(U—W)=0. (14)
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Aus dieser exakten Gleichung, der im allgemeinen ein komplexer
Wert von S entspricht, ergibt sich bei 2 = 0 die Gleichung

B+ (G2 + G+ amw—m=0, s

die man auch aus (10a) mit Riicksicht auf (11a) und (13) direkt erhalten
kann. Diese Gleichung ist in Verbindung mit den aus (10b) folgenden
Beziehungen 7

mvac:%;, mvyz—g—;, mvz———%; (14D)
iquivalent den NEwToNschen Bewegungsgleichungen (10).

Diese Form der NEwTONschen Bewegungsgleichungen ist zuerst
von Hamirton und JAcosr aufgestellt und zur Losung verschiedener
mechanischer Probleme angewandt worden. Aber niemand — bis
DE BROGLIE und SCHRODINGER — hat daran gedacht, die formale Analogie
zwischen Mechanik und geometrischer Optik, die in der Ahnlichkeit
der HaMiLTON-JacoBischen Gleichung (14a) und der Eikonal- oder
Strahlengleichung (5) zum Ausdruck kommt, als Ausgangspunkt fiir
eine Umwilzung der Mechanik im Sinne der Wellentheorie zu benutzen.

Die Tatsache, daB die Hinzufiigung des Zusatzgliedes —27};—2.415 zZur
Gleichung (14a), d.h. der Ubergang von (l14a) zur Gleichung (14)
oder zur dquivalenten Gleichung (12), keine oberflichliche Abwand-
lung, sondern eine grundsdizliche Umbildung der klassischen Mechanik
bedeutet, 148t sich folgendermaBen einsehen:

Eine korpuskulare Deutung der durch die Gleichung (12) bestimmten
Wellenfunktion v ist ummoglich, wenn man sich das Teilchen, dessen
Bewegung untersucht wird, in einem einzigen ,,Exemplar’ vorstellt.
Wie schon erwidhnt, entspricht die HAaAMILTON-JAcoBische Form
der NEwTONschen Bewegungsgleichungen einer kontinuierlich ver-
teilten Exemplarengesamtheit des betrachteten Teilchens. Die raum-
liche Dichte dieses ,,Exemplarenkontinumms' bleibt dabei ganz will-
kiirlich, denn wir konnen immer ein bestimmtes Exemplar ins Auge
fassen und seine Bewegung beliebig weit verfolgen, ohne uns um die
anderen Exemplare zu kiimmern. Vom Standpunkte der ,korrigierten
Hamirton-JacoBischen Gleichung (14), d.h. vom Standpunkte der
Wellenmechanik aus, erhdlt dagegen die Frage nach der ,,Exemplaren-
dichte* eine grundsitzliche physikalische Bedeutung; denn in diesem
Falle kann man mittels der Beziehungen (14b) zu irgendwelchen Be-
wegungsgleichungen fiir ein bestimmtes Exemplar des betrachteten
Teilchens nicht gelangen. Da die Verfolgung eines bestimmten Exem-
plars in Raum und Zeit unméglich ist, so hat es keinen Sinn, {iberhaupt
von ,,bestimmten’’ Exemplaren zu sprechen ; man kann allein die raum-
zeitliche Anderung der Exemplarendichte untersuchen.

Bei komplexen Werten der Funktion S (die sich auf Grund der
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Gleichung (14) ergeben) wird die Bestimmung der Geschwindigkeit
eines Teilchens aus den Formeln (14b) sinnlos; andererseits mufl dann
die Amplitude ||, die fiir die Exemplarendichte maBgebend ist, nach
(13a) eine bestimmte Ortsfunktion werden. Wenn man S aus der Glei-
chung (14a) bestimmte, so wiirde |y| fiir solche Gebiete, wo S reell ist,
einen konstanten Wert annehmen. Da in der klassischen Mechanik die
anderen Gebiete ausgeschlossen sind, mufte man fiir sie die Exemplaren-
dichte gleich Null setzen unabhingig von dem entsprechenden Wert
von .

Die Anzahl der Exemplare kann selbstverstindlich nur in einem
relativen MafB definiert werden. Am zweckmiBigsten ist es, die Gesamt-
zahl der Exemplare im ganzen Raum gleich 1 zu setzen. Dann kann
man die Anzahl der in einem Volumelement 4 7 befindlichen Exemplare
odv als die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorhandensein des betrach-
teten Teilchens in diesem Volumelement und die ,,Exemplarendichte’ o
als die schon in Kap. I eingefiihrte ,,Wahrscheinlichkeitsdichte* deuten.

Diese Exemplaren- oder Wahrscheinlichkeitsdichte definieren wir
durch die SCHRODINGER-BoRNsche Formel

o=y =1ypy* (15)
mit der Bedingung
fyup*dV:l. (15a)

Wir wollen neben der skalaren Gréfle o noch eine VektorgroBe |
derselben ,,statistischen” Art einfithren, die als ,,Exemplarenstrom-
dichte* oder als ,,wahrscheinliche Stromdichte’* bezeichnet werden
mag. In der klassischen Mechanik 148t sich diese Gréfle als das Pro-
dukt von p mit dem Geschwindigkeitsvektor v definieren, wobei b
durch die Formeln (14b) bestimmt wird. Diese Formeln kénnen auf
komplexe Werte von S nicht angewandt werden; es liegt aber nahe,
sie fiir diesen Fall durch den verallgemeinerten A#nsatz

1
b= 2}{% grad S (16)

zu bestimmen, wo R den reellen Teil der betreffenden komplexen Grifle
bedeutet. Setzt man hier fiir S den Ausdruck (138b) ein, so erhdlt man

V3 1 1
b= Imim <$ grad P — —wfk grad ’l/)*> . (163.)
Daraus folgt nach dem oben Gesagten

, h h
j=0b =g (v*gradp —ygrad y*) = Ry——y*gradyp. (16b)

Es sei bemerkt, daB dieser Ausdruck im Einklang ist mit dem in Kap.I
§ 16 gefundenen Ausdruck (43) fiir die mittlere Geschwindigkeit eines
Wellenpakets. Es gilt ndmlich

p=[jaV.
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§ 4. Wellenmechanik nichtstationdrer Vorginge.

Nach der Korpuskularmechanik miissen die GréBen ¢ und { mit-
einander durch die sogenannte Kontinuititsgleichung

6775 97z

g O (17)

0Q+

verkniipft sein, die bekanntlich in der Hydrodynamik die Differential-
form des Erhaltungssatzes der Materie darstellt. Auf unser Exem-
plarenkontinuum angewandt, muBl diese Gleichung den Erhaltungssaiz
der Exemplavenzahl oder der Wahyscheinlichkeit ausdriicken.

Wir wollen uns zunichst davon iberzeugen, dafB3 in dem soeben
betrachteten Fall einer ,,stationiren Exemplarenstromung die Glei-
chung (17) tatsdchlich erfiillt ist. Da in diesem Fall p = py* = ypOyp®*
von der Zeit unabhingig ist, muB man einfach

divi= 87”_ 61,, + 67z - (17a)
haben.
Nun gilt nach (16b)
?91: = 4n}:'m (a;;* at;i + %15 - % %)U; —Y a;;”:) usw-.,
d. h.
divj= ;— - (y* Ay —p dy¥). (17b)

Setzt man hier nach der ScHRODINGERschen Gleichung (12)

Syzm

Ay = — "~ (W—U)yp und Adyp* -—Bn—m(W U) p*
ein, so erhilt man in der Tat divj=0.

Dies Ergebnis kann man als eine Rechtfertigung unserer Defini-
tion des Stromvektors j betrachten. Auf Grund dieser Definition kann
man ferner in Verbindung mit der Definition von ¢ und dem Erhal-
tungssatz (17) die Verallgemeinerung der ScHRODINGERschen Glei-
chung fiir den Fall nichtstationdrer Vorginge aufstellen. Es gilt ndmlich
in diesem Fall nach (17) und (17Db):

" <4n;m dw+Aw>_w(_4ﬂz_m_‘ZW_*+A )

Da der links- und rechtsstehende Ausdruck einander komplex kon-
jugiert sind, so kénnen sie beide in der Gestalt

Snm

—5 Vyy*

dargestellt werden, wo V eine reelle Funktion der Koordinaten und
eventuell der Zeit ist. Folglich miissen die Funktionen y und y* die
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Gleichungen
, 2
4:nljm %y; ‘{‘Aw 8722me —0
) (18)
dmim dy* 8n2m _
— =5 ar TAV' — =g Vyr=0
befriedigen.

In dem Spezialfall, wo die Abhingigkeit der Funktion v von der
Zeit durch den Faktor e~27%"t ausgedriickt wird (was den soeben
betrachteten stationiren Strémungsvorgingen entspricht), reduzieren
sich diese Gleichungen auf

8w2m

Ay + =5~ (hv—V)yp =0

8n%m

Ayp* + e (ky —V)yp* =0

(18a)

Daraus folgt durch Vergleich mit der Gleichung (12), mit Riicksicht
auf die Beziehung Ay = mc2 + W:

V="U-+ me. (18b)

Die Funktion ¥ stellt also die potentielle Energie des betrachteten
Teilchens dar, vermehrt um die fiir die Losung von (18) unwesentliche
Konstante mc? (m bedeutet hier die Ruhmasse des Teilchens). Im
Gegensatz zu der Funktion U, die in der Gleichung (12) auftritt und
dievon der Zeit unabhingig ist (was einem sta#ischen Kraftfeld entspricht),
kann V eine beliebige Funktion der Zeit sein, d.h. einem Wechselfeld
entsprechen.

Die verallgemeinerten SCHRODINGERschen Gleichungen (18) sind
von uns schon in Kap.I §16 auf Grund einer sehr einfachen, aber
nicht strengen Uberlegung abgeleitet worden. Die hier gegebene zweite
Ableitung kann selbstverstdndlich auf Strenge ebenfalls keinen Anspruch
machen. Es wire richtiger, die ganze Uberlegung umazukehren und
unter Zugrundelegung der Gleichungen (18) und der Ausdriicke (15)
und (16D) fiir ¢ und j den Erhaltungssatz (17) als eine Folge abzuleiten.

Wir wollen deshalb noch eine dritte Ableitung der Gleichungen (18)
geben, die eine unmittelbare Verallgemeinerung der in den vorher-
gehenden Paragraphen gegebenen Ableitung der Gleichung (12) ist
und als eine wellentheoretische Verbesserung der NEwToONschen Be-
wegungsgleichungen angesehen werden kann.

Die NewroNschen Gleichungen (10) bleiben auch in dem Falle
giiltig, wo die potentielle Energie U eine beliebige Funktion der Zeit
ist. Die entsprechende HamirTon-JacoBische Gleichung (10a) oder
(14a) bedarf aber dann einer Modifikation, die sich aus folgenden
Betrachtungen ergibt:

Wenn man statt eines bestimmten Teilchens die Bewegung eines
Kontinuums seiner Exemplare untersucht, so erhilt man im allgemeinen
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keine stationdre Stromung. Dementsprechend muB man die Geschwindig-
keit b und die sie nach der Formel mp = grad S bestimmende GroBe S
als eine Funktion nicht nur der Koordinaten sondern auch der Zeit
auffassen.

. . a s . .
Bei der Berechnung der Beschleunigung %, die ein bestimmites Exem-

plar des betrachteten Teilchens im Wechselfeld U erfihrt, muB man
folglich

‘ dv, 0v, v, dx dv, dy dv, dz

@t = ot T ox at T oy ar T s ar WV

setzen, d. h. die frither benutzten Ausdriicke durch die partiellen Ab-
leitungen von v,, v,, v, nach der Zeit erginzen.

Die erste der NEwToN schen Bewegungsgleichungen (10) nimmt dabei
die folgende Gestalt an:

Av, __ du, 0v, dv, dv, _ oU
2t 2m(8t t 5%t ”v+7f;”z)—“5;

oder nach den Formeln (14b)
d (0S 1 r/9S\2 05\2 05\2 ou
a—;{Wz—m[(a‘;) +(5) + &) }}= — ox

Diese Gleichung und die zwei analogen Gleichungen fiir die beiden

anderen Koordinaten sind also #quivalent der folgenden partiellen
Differentialgleichung fiir die Funktion S(x, y, z, #):

dS5\2 dS\2 a5\2 aS

@)+ (55) + (&) +2m (5 +0) =0 19)
Das ist die verallgemeinerte HaMILTON-JAcoBische Gleichung. Man
konnte zur rechten Seite noch eine willkiirliche Konstante hinzufiigen.

Da aber die Ableitung von S nach der Zeit in (19) linear auftritt, so
kann man sich diese Konstante multipliziert mit ¢ in S hineingenommen

denken. Fiir ein statisches Kraftfeld (%— = 0) mub die Abhingigkeit
dieser Funktion von ¢ sich auf ein solches lineares Glied beschrinken.
Setzt man in (19)

S, 9,28 =Sy(x,9,2) — Wi (W = konst.) (19a)

ein, so erhilt man die uns schon bekannte Gleichung (14a).

Der Ubergang von der korpuskularen Gleichung (19) zur entspre-
chenden wellenmechanischen Gleichung kann in genau derselben Weise
wie in dem frilher behandelten Spezialfall ausgefiihrt werden.

Wir erginzen namlich die linke Seite der Gleichung (19) durch das

Zusatzglied 2—:;—41 S, setzen also

i
s+ G+ G+ (v em(e v -0

m

2t
und fiihren ferner statt S nach (13a, b) die Funktion p = ¢ b ein.
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Fiir diese ergibt sich dabei die Gleichung

2 2m/ h O

gxf + y2 + 5;27 - 8722 <2rm 61): + Uw> =0, (20a)
d. h. die verallgemeinerte SCHRODINGERsche Gleichung (18a), mit dem
einzigen Unterschied, daB die Funktion V durch U ersetzt worden ist.
Dieser Unterschied ist aber belanglos, denn die weggelassene Energie-
konstante #c¢? entspricht dem praktisch unwesentlichen Zeitfaktor

—2m3 mhc t .

e in der Funktion .

Die Gleichung (20a) kann man in der Gestalt
Dy=0 (21)
schreiben, wo D den ,,Operator‘’

D—‘_KZ:}:Z 68x>2+ <% ;7)2'}— <2Zz 35) :\ +5— 27” a, +U (21a)

bedeutet. Dieser 148t sich durch die elementaren Differentialopera-
toren

h 0
%a_xzpw:

a9 _ h 0 __ .
iy =P amiai =0 agior=b (22
nach der Formel

D=5 (B34 05+80) +b+U (222)
ausdriicken.

Dieser Ausdruck deckt sich formal mit der linken Seite der klassi-
schen Energiegleichung

T+U—-W=0,

wenn man die Operatoren ., p,, . als die Komponenten der Bewe-
gungsgroBe und — ¢, als die Gesamtenergie auffafit, d. h. wenn man
statt (22)

j)w:mvms ?y:mvy: Pz:mvzs Pt‘—‘-W (23)
setzt.
Der Ubergang von der Korpuskularmechanik zur Wellenmechanik
148t sich also formal folgendermafBen ausfithren: In der ,klassischen
Gleichung

2—17;(p2+ﬁ.+?§)+U~W=0, (23a)

die die Komponenten der BewegungsgroSe und die Gesamtenergie W
eines Teilchens miteinander verkniipft, mufl man diese Gré8en durch die
Elementaroperatoren (22) ersetzen und den erhaltenen SCHRODINGER-
schen Operator D mit der Wellenfunktion y rechts multiplizieren,
wobei die ,,Rechtsmultiplikation einfach die Anwendung des Ope-
rators auf den rechtsstehenden Ausdruck bedeutet.
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In einer Hinsicht ist die verallgemeinerte SCHRODINGERsche Glei-

chung von der allgemeinen Wellengleichung (1)

02 02 1 o2

82:5 +ayy; W_Jé aTZJ:O’
von der wir ausgegangen sind, wesentlich verschieden, ndmlich in
ihrer Ordnung in bezug auf die Zeitdifferentiation. Die Verallgemeine-
rung derjenigen Ergebnisse, die sich durch Vertiefung der Analogie
zwischen Mechanik und Optik monochromatischer Strahlen auf nicht-
harmonische Schwingungsvorginge (die den nichtkonservativen Be-
wegungen entsprechen) ergaben, sté8t also auf eine prinzipielle Schwie-
rigkeit, die irgendwie beseitigt werden muB, wenn diese Analogie tat-
sachlich bestehen soll.

§ 5. Relativistische Umgestaltung und Verallgemeinerung der
ScHRrODINGERSchen Gleichung fiir ein Elektron.

Man kann leicht zeigen, daB diese Schwierigkeit daher rithrt, dafl
bei der mathematischen Formulierung der Analogie zwischen Mechanik
und Wellenoptik die Forderungen der Relativititstheorie bisher voll-
kommen unbeachtet geblieben sind.

Nach der Relativititstheorie und der damit verkniipften elektro-
magnetischen Lichttheorie muB die Fortpflanzung der Lichtwellen in
einem materiellen Medium, ebenso wie im leeren Raum, nach der
Gleichung

9%y 192
ax2+a +a—;§_ﬁm:0 (24)

2%

mit derselben wahren Geschwindigkeit w = ¢ = 3-101° -;-:-e% erfolgen. Die

,;makroskopische’ Wellengleichung (1) bestimmt die Fortpflanzung eines
zusammengesetzten Schwingungsvorgangs, der durch die Superposition
von ,,primiren® Kraftschwingungen, die mechanische Schwingungen
der Elektronen im betreffenden Kérper hervorrufen, und von ,,sekun-
déren Kraftschwingungen, die ihrerseits von diesen mechanischen
Schwingungen hervorgerufen werden (vgl. I, §3).

Um jetzt von der relativistischen Wellenoptik mit Riicksicht auf
die EinsteiNsche Korpuskularmechanik zur relativistischen Wellen-
mechanik tiberzugehen, brauchen wir den ziemlich langen Weg, den
wir im nichtrelativistischen Fall zuriickzulegen hatten, nicht zu wieder-
holen. Es geniigt vielmehr die Anfangs- und die Endgleichungen zu
betrachten und dabei die am Ende des letzten Paragraphen gefun-
dene formale Korrespondenz zwischen ihnen und die Invarianzfor-
derungen der Relativititstheorie zu beachten.

Die formale Korrespondenz zwischen der Impuls-Energieglei-
chung der Korpuskularmechanik und der Grundgleichung der Wellen-
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mechanik fiihrt uns gerade zu derjenigen vierdimensionalen Darstellung
der physikalischen GroBen zuriick, die den formalen Inhalt der Rela-
tivitdtstheorie bildet. Es gentigt also, unsere urspriinglichen Gleichun-
gen so abzuindern, daB sie eine in bezug auf die Komponenten
der darin auftretenden vierdimensionalen Vektoren symmetrische in-
variante Gestalt erhalten. Zuvor aber miissen wir eine wesentliche
Liicke ausfiilllen, die der Definition (23) des Impulsenergievektors
anhaftet und die seine Korrespondenz mit dem Operatorvektor (22)
noch einschrinkt.

In der relativistischen Korpuskularmechanik eines Teilchens mit
der Ruhmasse m, entspricht den Komponenten der BewegungsgréBe
oder des Impulses

my v %) My U,
0 Vs my, — 0 Yy — 0¥z

T M T N T
V“ﬁ Vl‘z? Vl—ﬁ

als vierte Komponente des betreffenden Vierervektors die ,,Eigen-

energie*’
. .
m et = m"c—z oder imc = m°”~2 .
v v
[ 14

Nun stellt aber die GréBe p; in (23) nichi diese Eigenenergie, son-
dern die Gesamienergie ¢ = mc? + U, vermindert um die konstante
Ruhenergie m,c2, dar. Bei der relativistischen Formulierung der Gesetze
der Korpuskularmechanik muBl man selbstverstindlich diese Kon-
stante zur Energie W hinzufiigen, d. h.

—pp=e=W+mye2=mce2 U

setzen. Man mubB ferner die potentielle Energie U als die vierte Kom-
ponente, d.h. die ,,Zeitprojektion* eines gewissen Vierervektors auf-
fassen und auch seine rdwmliche Projektion beriicksichtigen. Diese
raumliche Projektion &, die offenbar der BewegungsgroBe entspricht
und die ebenso wie U eine beliebige Funktion der Koordinaten und der
Zeit sein kann, wollen wir als ,,pofentiellen Impuls' bezeichnen. In
dem — bisher ausschlieBlich betrachteten — Spezialfall & = 0 redu-

zieren sich die Komponenten der auf das Teilchen wirkenden Kraft

auf die iiblichen Ausdriicke — %-U— , — ou , — ou . Die Frage nach der
x ay 0z

Natur und dem mathematischen Ausdruck der durch die Vektor-
funktion @ bedingten Kraft wollen wir offen lassen. Es interessiert
uns zundchst nur die Tatsache, dafl bei Einfithrung des ,,potentiellen
Impuises” die in den Formeln (23) auftretenden GroBen p,, p,, 9.
als die Komponenten des Gesamtimpulses mv -+ & definiert werden
miissen, ebenso wie die ihnen entsprechende Grofle — p, die Gesamt-
energie mc? + U bedeutet.
Frenkel, Wellenmechanik. 7

MV, =
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Wir erhalten also statt (23) die Formeln

Po=mVy+ Gy, Py=mv,+ Gy, p,=mv,+G,,
—py=ma U, } 2

Die Komponenten des ,,Eigenimpulsenergievektors® sind miteinander,
ihrer Definition gemiB, durch die Beziehung

(m05)* + (M) + (m0,)* — 0_12 (m ) = — mc? (252)

(die auch aus der Formel m = o folgt) verkniipft. Bei & = 0

7)2
V“ZE

148t sich diese Beziehung in der Gestalt
(m)? + (m9,)? + (mv,) — 5 (e — UYr = — miEc?

darstellen. In dem Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten (—Z— < 1) kann
man ndherungsweise setzen:

(mv)2 2 (1, )2
und

e — UP = 2 (myc® + W —UP 2 mde? + 2my(W—U).

Dabei vereinfacht sich die letzte Gleichung zu

(14 05)% 4 (19 0y) 4 (19 0,)% 4= 2y (U—W) = 0,
d. h. zu der klassischen Impuls-Energiegleichung (23a). Es sei bemerkt,
daB sie die Bedeutung des ,,Erhaltungssatzes der Energie’ nur dann
hat, wenn W (oder &) konstant ist, was nur der Fall sein kann, wenn

die Funktion U von der Zeit unabhingig ist (statisches Feld).
Wir sehen also, daB die aus (25) und (25a) folgende Gleichung

(bo—Go)* + (by—G)* + (b, — G — 6_12 (Pe+UP+-mic?=0 (25D)

die relativistische Verallgemeinerung und Verschirfung der klassischen
Energiegleichung (23a) darstellt.

Von dieser korpuskularmechanischen Gleichung, die den oben ge-
stellten Symmetrie- und Invarianzforderungen geniigt, kann man zur
entsprechenden Grundgleichung der relativistischen Wellenmechanik
nach derselben formalen Methode {ibergehen, die wir schon auf den
nichtrelativistischen Fall angewandt haben.

Wir fassen also die linke Seite von (25b) als einen durch die For-
meln (22) definierten Operator

D=(gize — Ge) + (amiay — 6] + (g — )

(26)
1/ nr 0 2

c2
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auf und bestimmen die ScHRODINGERsche Wellenfunktion nach der
Gleichung

Dy=0. (26a)

Bei einer ,,Multiplikation’ von Ausdriicken, die neben gewShnlichen
funktionellen GroéBen auch irgendwelche Differentialoperatoren ent-
halten, muB die Reshenfolge der F aktonm unverindert bleiben. So unter-

scheidet sich z. B. das ,,Produkt“ Gwzp, wo der Operator 6}( auf die

rechtsstehende Funktion G,y anzuwenden ist, von dem ,,Produkte‘

Gwa—a,; y durch das Zusatzglied waai’

Wenn wir dies berticksichtigen, erhalten wir

k0 2 B 0 k0
(ias —Go) v =(gai5s —Ce) (s — Co) ¥ =
_ m ey b L9 hod ,
= gmion 3miCeax ¥ T Emion eV T Oa¥
__ Py ooy K .
= T iwor  wiCegx 8mi¥ax T Uk
und dhnliche Ausdriicke fiir die anderen Glieder in der Gleichung Dy =0.
Ausfiihrlich geschrieben lautet sie also folgendermaBen:
Ry | 0%y 0%y 1 0%y
ax2 ' 9y2 T 922 o o
471 oy U dy
TR ( wax+G”dy+szzcz+W>

_ 2mi G, . 19U
Gt et e T w )

(G4 G+ G — U+ miet)y = 0.

27

Bei verschwindender Ruhmasse (7, = 0) und beim Fehlen &uBerer
Krifte, d. h. im Falle eines EinstEINschen Licktquantes, reduziert sich
diese Wellengleichung auf die Gleichung (24) der elektromagnetischen
Wellen. Es 1aBt sich ferner leicht zeigen, daB beimy 4= 0 und @ =0
die relativistische Wellengleichung (27) fir den Spezialfall harmoni-
scher Schwingungsvorginge mit der im Kap. I aufgestellten relativisti-

. o s ou
schen Gleichung (30a) tbereinstimmt; denn setzt man —; = 0 und

p = P (x, v, 2) e~ 271 50 reduziert sich die Gleichung (27) auf die
Gestalt

n'p 87z v 472
Ay +( hozU+h2 2——h2m002)zp=0,
oder mit’u:%:
A 472 2 2 4
Y+ 55 (e—U) —micly =0, (27a)

was mit (30a) Kap. I identisch ist.
T*
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Der Unterschied in bezug auf die Zeitdifferentiation zwischen
der Wellengleichung der Lichttheorie und der verallgemeinerten Glei-
chung der Wellenmechanik fallt also bei relativistischer Formulierung
der letzteren fort.

Wir wollen jetzt die Beziehung dieser Gleichung zu den Bewegungs-
gleichungen der relativistischen Korpuskularmechanik untersuchen. Zu
diesem Zweck setzen wir in (27)

8
y = konst. ezmZ (28)

ein undlassen die Glieder, die den Faktor 5:% enthalten, weg. Auf diese

Weise erhalten wir die Gleichung

0S\2 0S\2 0S5\2 1 /05\2 aS aS N U 38

G+ &)+ @) @) 2emrantantag)
FCEAGE A GE— LU micr =0

sie muf} offenbar die relativistische Form der HAMILTON- JACOBIschen
Gleichung sein. Sie 148t sich kiirzer in der Form

aS 2 as 2 N 2 1798 2 2 o
(52 —Gm) + (5‘; — Gy> + (52— Gz> —;;(—87+ U) +mict=0 (282)
schreiben. Man kann sie aus (26a) auch unmittelbar erhalten, wenn
man setzt
oS N aS aS
?w:%: ?y:”g;: pzzﬁg! pt:W (28b)

Von diesen Gleichungen, die sich auf das Exemplarenkontinuum eines
Teilchens beziehen, kann man leicht zu den relativistischen Bewegungs-
gleichungen eines bestimmten Exemplars iibergehen, und zwar, ebenso
wie in der nichtrelativistischen Theorie, durch Differentiation der Glei-
chung (28a) nach den Koordinaten und der Zeit, mit Riicksicht auf
die aus (25) und (28b) folgenden Relationen
3 _ S | . .
37— Ca=mvy, ..., G +U=—mc.
Differentijiert man (28a) nach x und dividiert durch m, so wird
02S oG, 02S oG, 02S aG, - 0%S ou
6x8x——7x_>v”” + <6x6y— ax)v” + <6x6z —_67> v+ 8x8t+W =0
oder nach (28b)
dp, dx | 0p, dy | Op,dz | p, G, aG, G, U
ox @7 T oy ar Tazai T ot " Vegx T Uax Ty T Gx
d. h.

dp, @
dt "‘5}'(

Der sich auf ein bestimmies Teilchen beziehende Geschwindigkeits-

b-& — U). (29)
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vektor v wird hier nicht mehr als eine explizite Funktion der Koordi-
naten und der Zeit betrachtet. Daher diirfen seine partiellen Ablei-
tungen nach x, v, z, ¢t gleich Null gesetzt werden.

Die zu (29) analogen Gleichungen fiir p, und , wollen wir nicht auf-
schreiben. Die vierte Gleichung lautet

a 7
% == '8—t (b . (‘5 - U) .
Wenn die Potentialfunktionen & und U von der Zeit unabhingig sind

Pt

(statisches Kraftfeld), vereinfacht sich diese Gleichung zu

d.h. —p, = ¢ = konst. (Erhaltungssatz der Energie).
Zerlegt man p,in (29) in die Summe von #mv,, und G,, so wird ferner:

=0,

dpz 4 0G, dx 0G, dy 0G, dz
it = ar(mv) t at+ax wta vt a
4G, 3G, 3G,

= 0mva) + “ar“ + vy, T g, Ty,
und folglich

d U G, - (3G, 0G, 3G, 0G,

E(m”w):_ﬁ_’¢9_t+7’V<ax 8y> v(t’)z_ 8x>' (29&)
Die rechte Seite dieser Gleichung muB offenbar die x-Komponente
der auf das Teilchen wirkenden Kraft { darstellen [vgl. die EINSTEIN-
schen Bewegungsgleichungen §4 Kap. I].

Setzt man
U=ep, ©=2=4, (30)
ferner
. 9p 94, _ dp 04, _ dp a4,
Ey=—35, cdt’ Y By  ¢ot’ E,=—%,— ot (302)
a
<C£— — grad 1 ?_%)
- g ' c 0t
94, 094, 94, 44, 94, 04,
Hy,= dy 9z’ H, dz  ox ’ Hz_a—x_W (30b)
(H =rot Ay,
so erhilt man
fo=re(E,+2H,— “H,)
oder in vektorieller Schreibweise
]
f=e(6+ 2 x9) (31)
und
L my 31a)
2 m) =1. (81a

Es bedeuten hier ¢ und ¥ das skalare (elektrische) und das vekiorielle
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(magnetische) Potential, € und § die elektrische bzw. die magnetische
Feldstirke, e die elektrische Ladung des Teilchens. Ein punktférmiges
Korpuskel 148t sich folglich nur durch zwei Konstanten — seine Ruh-
masse und seine Ladung — charakterisieren.

Der durch (31) definierte Vektor stellt also die auf ein in einem
beliebigen elektromagnetischen Feld bewegtes Elektron oder Proton
wirkende duBere Kraft (sogenannte ,,LorRENTZ-Kraft*) dar.

Die zu (3la) gehorige zeitliche Projektion der vierdimensionalen
Bewegungsgleichung hat die Gestalt

d(?;) eC-v=¢(E v, + E, v, + E,v,). (81Db)

Wir erhalten also die Beziehung

Lmed) =f-v=0-2(mv),

woraus sich sofort die bekannte Formel

_
iz
ergibt.

Es bleiben uns noch die der soeben betrachteten relativistischen
Wellengleichung entsprechenden Ausdriicke der statistischen Quanti-
tatsgroBen o (Exemplarendichte) und j (Stromdichte) aufzufinden.

. Dies 14Bt sich am einfachsten folgendermaflen erzielen ({(nach
W. GORDON).
Wir fithren zundchst die Operatoren ein:

h 0 e h 0 e
Mo =giax o e M T35, 4 (32)
r 9 e ‘ ’
Ue=gaios o e e —szaﬁrw)

mit deren Hilfe die relativistische SCHRODINGER-Gleichung (26a) in der
Gestalt

(U3 + U+ 02 — o + mE )y = 0 (32a)
geschrieben werden kann.
Diese Gleichung multiplizieren wir (links) mit ¢* und subtrahieren

davon die mit ¢ multiplizierte konjugierte Gleichung fiir p*. Es ergibt
sich dabei mit Riicksicht auf (27) die Formel:

d oy oy* 4mi oy oy*  4mi
ﬂ('lj*a-x*'/) EP TGM/”/J*>+M<1P 7y wgy——“h—GyTP?P*>
ad 471
1 0

ot

- = (w aa‘f W Uyt ) =0
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oder

0 a N
a7 W ey TP ugy®) - o (W uyp + puy 97

7] 7}
+ 5y @y Fpuf ) — - Wy oy p¥) =0

Diese Formel kann als die Kontinuititsgleichung (17) aufgefaBt werden,
wenn man die GréBen

. 1 *
Je = 2—%)(1/)*”.1:1/) +1/)Mw ?P*) l
e e e e e (32b)

1
0= —Moc(w*utwrw?w*)[

als die Komponenten des Stromvektors und die Exemplarendichte
definiert. Was den ersten anbetrifft, so ist diese Definition die un-
mittelbare Verallgemeinerung der frither gegebenen (16b, S. 91). Der Aus-
druck fiir ¢ scheint dagegen von dem bisher benutzten yy* ginzlich
verschieden zu sein. Man kann sich aber an dem Beispiel harmonischer
Schwingungsvorgénge leicht iiberzeugen, daB dieser Unterschied prak-
tisch ganz unwesentlich ist. Hat man nimlich

h 81/1_ h dy*
Smiar — &V und E?i“aT—MP*,
so wird
2 2
V0up typul = — Spyp*(e—U)= — —pyp* (mec* + W — V)
und folglich
wW_—-U
o=y {14+ 7). (32¢)

d. h. ndherungsweise, sofern die kinetische Energie W — U klein gegen-

iber myc? ist, o & pyp*. v
Was die exakte Bedeutung der GréBe py* anbelangt, so kann man

leicht zeigen, daB sie der Ruhdichic entspricht. Dies 148t sich z. B. aus

der Beziehung ;;5)-* = g— einsehen, die man aus (32c) erhilt, wenn

0
man die Masse m gemif der iblichen Formel W — U = c2(m — my)
einfiihrt.

§ 6. Die Wellenmeehanik als Verallgemeinerung der
elektromagnetisechen Lichttheorie.

Im vorigen Paragraphen haben wir die EINSTEIN-LORENTZschen
Bewegungsgleichungen (31, a, b) aus der relativistischen Wellenglei-
chung (27) in einer Weise abgeleitet, die als Umkehrung der frither
gegebenen Ableitung der SCHRODINGERschen Wellengleichung aus den
NEwToNschen Bewegungsgleichungen angesehen werden kann. Dabei
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sind wir zur relativistischen Wellengleichung aus der korpuskularen
Identitdt (25a) rein formal, mit Hilfe der symbolischen Korrespondenz
zwischen der korpuskularen und der wellentheoretischen Definition
des Vierervektors p,,, py, ., P; gemil den Formeln (22) und (23)
gelangt.

Zu demselben Ergebnis kann man aber auch auf einem anderen Wege
gelangen, und zwar ohne Bezugnahme auf die Korpuskularmechanik
durch eine unmittelbare Verallgemeinerung der Wellengleichung (24) fiir
das Licht. FaBt man namlich die letztere als wellenmechanische Glei-
chung fiir Korpuskeln mit verschwindender Ruhmasse und Ladung auf,
so liegt es nahe, die entsprechende Gleichung (32a) fiir Elektronen oder
Protonen durch deren Verallgemeinerung zu erhalten. Diese Verall-

gemeinerung ergibt sich, wenn man die in (24) auftretenden Differen-
d 17} 19 27t

. a . .

tialoperatoren 9% 3y’ 9z’ o 9% durch die Zusatzglieder — 7 G,,
2m1 2n 1 271 .

— —422 G,, — —Z—ZGZ, % U erginzt, d. h. die Operatoren

B9 ro9 o8 h1 9
97i 0%’ 2@i 0y’ 2mi 0z’ 2mi ¢ Ot

durch die Operatoren (32) ersetzt und ferner zur linken Seite der
Gleichung (24) das Zusatzglied

4 n?
—_— 2 r2
mo ey

hinzuftigt.

Wir miissen uns nun daran erinnern, daB die Lichtwellen elektro-
magnetische Wellen sind, so daB die Funktion 9 in (24) mit einer der
vier GroBen A4,,A4,,A,, ¢ (Komponenten des elektromagnetischen
Potentials) oder der 6 GroBen E,, E,, E,, H,, H,, H, (Komponenten
des elektromagnetischen Feldes) identifiziert werden kann. Wir miissen
ferner beachten, daB die Gleichung (24) — die man als D’ALEMBERTsche
Gleichung zu bezeichnen pflegt — keine vollstindige Formulierung der
Gesetze des elektromagnetischen Feldes darstelit. Da dieses Feld durch
6 GroBen E,, ... H, charakterisiert wird, mtissen die Gesetze seiner
raumzeitlichen Anderung — und insbesondere die Gesetze der Fort-
pflanzung der elektromagnetischen Wellen — durch 6 Gleichungen
bestimmt werden. Dies sind bekanntlich die MAXxwELLschen Gleichungen
(ftir den leeren Raum):

9H, 9H, 1 9E, _
9y 0z © ot
0H, OH, 1 9E,

0z ox

(rot H— % %—(f = 0) (33)
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und

0E, 0E 1 0H,
dy __621—{_ ¢ 9t =0
0E, c’)E 1 9H,
dz Era [
0E, E)E 1 9H,
ox ay ¢ 0t

=0 {(rot6 -+ =0),  (3a)

=0

die man noch durch die zwei Gleichungen

OE, JE,
0H, | 0H, _
dive =2 ax + 5+ =0 (342)

erginzen mufBl. Die letzten Gleichungen kénnen aber im Falle von
Schwingungsvorgidngen als eine Folge von (33) bzw. (33a) angeschen
werden. Differentiiert man nimlich die Gleichungen (33) nach x, vy, 2
und addiert sie, so erhilt man %div E&=0. Daraus folgt — sofern
man also rein statische Felder beiseite 148t — div € = 0. In derselben
Weise kann man (34a) aus (33a) ableiten.
Differentiiert man die linke Seite der ersten Gleichung (33) nach der
Zeit £, so erhilt man mit Riicksicht auf (33a):
9 19 919 1 RE,
Gy ¢ 0t % Bz c ai Y 2 9
0 (OE, 0E, (9 0E, E)E 1 92E,
0

9y ax' ox 9z ) & 0

0E, @ aE,, : 1 9%E,
=% T om ~a—x<ay T az>”‘7'?)72—’
d.h. nach (34)
0®E, , 0*E, , 0°E, 1 §%E,
g2 T o v —aae =0 (35)

Ahnliche Gleichungen erhilt man in derselben Weise fiir die anderen
5 Komponenten des elektromagnetischen Feldes. Wir sehen also, daf3
die D’ALEMBERTsche Gleichung als das Ergebnis der Elimination der
verschiedenen Feldkomponenten aus den MaXwELLschen Gleichungen
angesehen werden darf.

Diese Elimination wird gewthnlich mittels der Potentiale 4, 4,4 ,, ¢
ausgefiihrt, die man nach den Formeln (30a) und (30b) einfithrt. Dabei
verwandeln sich die Gleichungen (33a) und (34a) in Identititen, wih-
rend die Gleichungen (33) und (34a) bei der Zusatzbedingung

04, E)A” 10
s Y R ) (352)

vier D’ALEMBERTSsche Glelchungen vom Typus (35) fir die Kompo-
nenten des Potentials liefern.
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Die Beziehung (35a) fithrt zu einer Vereinfachung der wellenmecha-
nischen Gleichung (27); diese nimmt dabei die folgende Gestalt an:

0%y %y 2y 1 0%y
0x2 9y? dz2 . c2 02
dmie

@ oy
T The < w6x+Ayay+ 4. az+ c 6t> (36)

4722

— e <A2+A2+A2————(p2+ moc >'l,0=0

oder in vektorieller Schreibweise:

1 0%y 4mie
A’/’_'FW_ (- gfadw+‘?az)

)y =o.

Wenn man in dieser Gleichung unter ¢ die Ladung und unter .
die Ruhmasse eines Elektrons versteht, 148t sie sich als die Grundglei-
chung der Wellentheorie der Kathodenstrahlen auffassen. Sie bildet
die esnfachste Verallgemeinerung der D’ALEMBERTschen Gleichung (35)
fiir die elektromagnetischen FeldgréBen, die die Lichtwellen charak-
terisieren.

Es erhebt sich nun ganz nattirlich die folgende Frage: Darf man
nicht die wellenmechanische Gleichung (36) ansehen als die Folge
(Eliminationsresultat) eines Systems von Gleichungen erster Ordnung,
die den MaxwgiLschen Gleichungen analog sind, fiir eine Reihe von
verschiedenen y-Gréfien, die den elektromagnetischen Feldkomponenten
entsprechen?

Die Maoglichkeit, die wellenmechanische Gleichung (36) fiir Elek-
tronen- oder Protonenstrahlen durch ein System von , MAxwELL-
artigen Gleichungen fiir mehrere ,feldartige® y-GroéBen zu ersetzen,
wiirde den AbschluB3 derjenigen Analogie zwischen Licht und Materie
bedeuten, die bisher entwickelt und immer weiter verallgemeinert
worden ist.

Wir wollen also versuchen, die MAXWELLschen Gleichungen in der-
selben Weise zu verallgemeinern, wie bei dem Ubergange von der
D’ArEMBERTschen Gleichung (24) oder (35) fiir das Licht zur relati-
vistischen Wellengleichung (36) fiir die Materie. Falls wir dabei durch
Anwendung des oben geschilderten Eliminationsverfahrens wieder zur
Gleichung (36) gelangen, so bedeutet dies eine neue Bestdtigung der
letzteren. Erhalten wir dagegen verallgemeinerte D’ALEMBERTSche
Eliminationsgleichungen von abweichender Gestalt, so muB die Wahl
zwischen ihnen und der Gleichung (36) auf Grund der Erfahrung ent-
schieden werden.

Wir nehmen also an, daB die Elektronen- (oder Protonen-) wellen
nicht, wie bisher vorausgesetzt, durch eine skalare GréBe o, sondern

(36a)

4
moc

— A (Az_q,z_}_
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durch zwei VektorgroBen 9t und 9, die der magnetischen bzw. der
elektrischen Feldstirke ($, €) analog sind, charakterisiert werden
koénnen, und versuchen, die MaxwsLLschen Gleichungen durch Ein-

2 .
fithrung der Operatoren (32) statt 5— % usw. zu verallgemeinern. Den

zweiten Teil dieser Verallgemeinerung, d.h. die Einfithung der Ruh-
masse, lassen wir zunichst auBer acht, d. h. wir setzen m, = 0.

Zuvor miissen wir darauf hinweisen, daB3 die verallgemeinerten Ope-
ratoren (32), im Gegensatz zu den urspriinglichen, #nichtkommutativ
sind, d.h. bei Anwendung zweier solcher Operatoren auf irgend eine
Funktion % in verschiedener Reihenfolge ergeben sich verschiedene
Resultate. Bildet man z. B. die Differenz der Ausdriicke #,u,y und
%y, %Y, o erhdlt man:

hoN\2 0%y h 0 (e e h Oy o2
[(m) axay—m:ﬁ(?Aw’/’)“?Awm5;+ﬁAwAv‘P] -

h\2 0%y h 0 (e e h Oy %
—(z3) %%‘mw(ﬂﬂl’>—?“10m5ﬁﬁAwAwﬂa
d.h.

ke (94, 04,
(M”M'”“M'”M’”)w - 27m'c< dy - 6x>w
oder nach (30b)

he
Mwuy-—%yuw:—mHz: 37)

falls man den ,,operierten” Faktor y weglaBt. In &hnlicher Weise
ergeben sich die Formeln

he he
Uy Uy — Uty = — g Ha Ul — Uotly = " gn 3o
ferner die Formel
he
Ugty — Uty = — 5 ——F, (37a)

und zwei analoge Formeln fiir die Kombinationen (y, ¢) und (z, f).
Weil die Operatoren # nicht kommutativ sind, ist ihre Ein-

fithrung in die mit 2-:;—; multiplizierten MAXWELLschen Gleichungen (33)
bis (34a) an Stelle der Operatoren 2—};; % usw. nicht ohne weiteres még-
lich. Man muB dabei die rechte Seite dieser Gleichungen durch Hinzu-
fiigung von Zusatzgliedern von der Gestalt wM, oder #N, ergénzen,
wo M,und N, zweineue Skalare bedeuten; sonst, d. h. bei My = N, = 0,
wiirden die erhaltenen 8 Gleichungen fiir die 6 Gréfen M,, M,, M,
N,.,N,, N, miteinander im allgemeinen unveresnbar sein.

Der erste Schritt zu unserer Verallgemeinerung der Grundgleichungen
der elektromagnetischen Lichttheorie, die dem Ubergange von Licht-
quanten zu geladenen, aber ruhmasselosen Teilchen entspricht, fijhrt
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also zu folgendem System von 8 Gleichungen fiir die 8 unbekannten
Funktionen M, M,, M,, My; N,,N,, N,, N,:

Uy M, — uw,M, —u,N, = u, M,
, My, —u,M,— u,N, = u,M, (38)
Uy M, — u, M, —u,N, = u, M,

Uy N, — 4, N, + uw, M, = u, N,

U, Ny — N, + ;M = u, N, (38a)
y Ny — u, Ny + u, M, = u,N,

4Ny + w4, N, + w,N, = — u, M, (39)
UMy +u, M, +u,M, =+ u,N,. (39a)

Aus diesen Gleichungen wollen wir nun durch »verallgemeinerte Diffe-
rentiation, d.h. durch nochmalige Anwendung der Operatoren u,
8 Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die der D’ALEMBERTschen
Differentialgleichung entsprechen, ermitteln.

Wendet man die Operatoren u,, u,, #, auf die Gleichungen (38)
und den Operator #; auf die Gleichung (39) an, so erhilt man durch
deren Addition mit Riicksicht auf (37) und (37a):

h
“Q%E[Hme =+ HyMy =+ HzMz —EwNw—EyNy—EzNz]
= (g + uj + uf — uf) M,

oder, wenn man zur Abkiirzung

Dy = uZ + u? + u2 — u? (40)
setzt und die vektorielle Schreibweise benutzt:
DyMy= oo (— §-M+ G- N). (402)
Analog ergibt sich aus (38a) und (89a) die Gleichung
DyNy= gt (— §-R— G- (40D)

Bei ¢ = 0 konnen diese Gleichungen identisch befriedigt werden, wenn
man M, = N, =0 setzt. Im allgemeinen Falle miissen aber die skalaren
Funktionen M, und N, von Null verschieden sein.

Um die Verallgemeinerung der Gleichung (35), d.h. die entspre-
chende ,,Eliminationsgleichung* fiir N, zu ermitteln, wenden wir auf
die erste Gleichung (38) den Operator #, an und vertauschen die Reihen-
folge der verschiedenen Operatoren #. Dies gibt mit Riicksicht auf
(87a):

he
2mic

(EyMz "_EzMy - Ea:Mo) + ”y“th - ”z”tMﬂ

2 —
— Ut My—uf N, =0,
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Wir haben ferner, gemif (38a) und (39):
wyug M, = w,u,Ng— u,u,N,+ uZN,,
—w,u, M, = —u,u,Ny+ 2N, —u,u,N,
— g My=uZ N, + wyu, N, + u,u,N,.

Durch nochmalige Anwendung der ,,Vertauschungsrelationen‘ (37)
und (37a) erhalten wir folglich:

(ug + iy + u; — u) N,
(E,M,—E,M,—E,M,+H,N,—H,N,—H,N,) =0.

27t ic

Diese Gleichung und die zwei anderen, die sich daraus durch zyklische

Vertauschung der Indizes x, y, z ergeben, kann man in die folgende
vektorielle Gleichung zusammenfassen :

DR+ 5> [(@xém EM)+ (HOXR—HN)]=0. (41)

Durch Anwendung desselben Verfahrens auf die Gleichungen (38a)
erhalten wir analog die zweite Vektorgleichung

Dy + oo [(HXM—HM,) — EXR—EN)]=0. (41a)

2nzc

Die Gleichungen (40a), (40b), (41) und (41a) sind die gesuchten Ver-
allgemeinerungen der D’ALEMBERTschen Gleichung. Sie unterscheiden
sich aber von der letzteren nicht nur durch die in D, auftretenden
verallgemeinerten Differentialoperatoren #, sondern auch durch Zusatz-
glieder, die den elektromagnetischen Feldkomponenten proportional
sind und die fiir jede Gleichung eine besondere Gestalt haben.

Wenn man diese Zusatzglieder (deren physikalische Bedeutung noch
aufzukliren ist) weglassen diirfte, wiirde man fiir alle 8 Funktio-
nen M,,...,N,, M, N,, die die betrachteten Wellen charakterisieren,
identische Gleichungen vom D’ALEMBERTschen Typus erhalten, die
sich von der frither gefundenen relativistischen Wellengleichung (32a)
oder (36) nur durch das Fehlen des ,,Massengliedes** mZ ¢2 im Operator D,
unterscheiden. Dies zeigt, daB der zweite Schritt unserer Verallgemeine-
rung der MAXWELLschen Gleichungen — sofern es sich um die resul-
tierenden verallgemeinerten D’ALEMBERTschen Gleichungen handelt —
darin bestehen muB, daB man den Operator Dy durch den schon frither
eingefiihrten Operator

D =D, + mfc? (42)
ersetzt,

Die entsprechende Einfilhrung des Parameters myc in die Glei-
chungen erster Ordnung (38) bis (39a) geschieht am einfachsten fol-
gendermaBen: In den Gleichungen (38) und (39a), die die zeitlichen
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Ableitungen der GréBen N,, N,, N,, N, enthalten, ersetzen wir den
Operator #, durch
Uy = Uy — My C (42a)

und in den Gleichungen (38a) und (39) durch
Uy = uy + myc. (42Db)

Man iiberzeugt sich leicht, da8 aus diesen verallgemeinerten MAXWELL-
schen Gleichungen

ty M, —u, M, — u; Ny = uy M,

w, My —u, M, —uy N, = u,M, (43)

My — u, My, — u; N, = u, M, J

uyN, —u, Ny + u M, = u,N,

ty Ny — 1ty N, + 1y M, = u, N, (43a)
UgNy, —uy, Ny uf M, = u, N,

gNy +u,N, +u,N, = —u; M, (44)
o My + 10, My + 4, M, = + 4N, (44a)

die verallgemeinerten D’ALEMBERTschen Gleichungen folgen:

DM, +2 w@ M—EC-N=0

(45)
DNO-I-m(@'??—I—@-Sﬁ):O
DSJ&+2nw(5§>><§JJt OSM) —EXNR—ENHI=0

(45a)

[E X M—CMy) + (H X NR—HNy)] =0

§'7. Untersuchung der obigen Gleichungen und Zuriiekfiithrung
auf die Diracsehen Gleichungen.

Die Gleichungen (45) und (45a) werden identisch, wenn man ent-
weder

N =M, Ny=1M, (48)
oder
N=—1iM, Ny=—1iM, (46a)
setzt. Dabei nehmen sie die folgende einfache Gestalt an:
DMy + 5 — (@ + 16)- - (47)

DM+

[®F i) xM— (D Fi€)M,]=0. (47a)

27t0
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Diejenige Losung dieser Gleichungen, die dem oberen Vorzeichen ent-
spricht, sei mit M’ und die andere mit M" bezeichnet. Die allgemeine
Losung der Gleichungen (45) und (45a) laBt sich dabei offenbar in
der Form
M= -+ M, M,= My+ My }
R (W — W),  No=i(My— M) (47%)
darstellen.

Den Vektorgleichungen (47), (47a) entsprechen vier skalare Glei-
chungen fiir die Funktionen M,, M,, M,, M,. Wir schen also, daB
die acht verallgemeinerten D’ALEMBERTschen Gleichungen sich auf vier
Gleichungen mit vier Unbekannten zurtickfithren lassen. Es miissen
also auch die acht verallgemeinerten MaxwerLschen Gleichungen (43)
bis (44a) sich auf ein System von vier Gleichungen erster Ordnung
reduzieren. Eine solche Reduktion kann tatsichlich ausgefiihrt werden,
und zwar in der folgenden Weise:

Wir fassen die Gleichungen (43) und (44a) paarweise zusammen,
z. B. die beiden ersten Gleichungen (43) und die dritte mit (44a).
Multipliziert man die erste Gleichung des zweiten Paares mit ¢ und
addiert zu der anderen, so wird

(4, — 110,) M, + (it -+ ) M, + 00, (M, — iM,) + 1 (— iN, — Ny)
= (o, —tu,) (Mo + tM,) + u, (M, — iM,) + u; (—iN, — Ny) = 0.
Ebenso ergibt sich durch Subtraktion der zweiten Gleichung (43) von
der mit ¢ multiplizierten ersten Gleichung
(Ma: + ’LM”) Mz_l—uz(_Mw"—zMy) _[_ M; ("— zN:u_}_Ny) —(zuw_uﬂ)MO
= (g, + 0, ) (M, — M) —u, (M, + iM,) + u;(—iN,+ N,)=0.
Setzt man also
W1:Mm+7:My) 1/"2:Mz—iM0 }
Yy = —1N,+ N,, Y= —iN,— N, |’

so lassen sich die betrachteten vier Gleichungen zu den folgenden
zwei zusammenfassen

(“m‘—i“w)'/ﬁ_"“z%”z“}‘“;’h:()}
(g + T%y) Yo — uy Py + ;=0 )"

In ahnlicher Weise konnen die iibrigbleibenden vier Gleichungen (43a)
bis (44) zu zwei Gleichungen

(48)

(48a)

(Mm—_iuu) Y3 - “z%+ ”2'% :Ol
(s + ) Py — 10, 95 + 5 p, =0 |

mit denselben vier Unbekannten (48) vereinigt werden.

(48b)
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Die Gleichungen (48a, b) sind in einer formal verschiedenen Gestalt
zuerst von DIRAC auf Grund von Betrachtungen, die mit der Ver-
tiefung der Analogie zwischen Licht- und Materiewellen nichts zu tun
haben, abgeleitet worden. Bei DIRAC erscheinen sie in der Form

4
l%l(”m“kz"{‘“wﬂkz‘]““z)’m + sy +mocer) ;=0 (k=1,2,3,4), (49)

WO o usw. gewisse Zahlenkoeffizienten bedeuten, die man durch
Vergleich von (49) mit (48a, b) leicht bestimmen kann. Es ergibt sich
auf diese Weise, wenn man das durch jene griechischen Buchstaben
dargestellte Koeffizientenschema als quadratische Mafrix auffaBt und
in der Form

%11 G123 %14
Xgy Xgg  Xpg  Olpg

usw.
gy Oz (Xgg *K3q

schreibt :
]. 0 0 0 ’_‘7': 0; 0: 0
01 0 O 0o, +z, o0, O
o= , p= . ,
0 01 0 0, 0, —z, O
0 0 0 1 0, 0, 0, +¢z
01 0 0 0 0 0 1
—1 0 0 0 0 01 0
y = , 0= ,
0 0 0 1 01 0 O
0 0 —1 o/ 1 0 0 0
0 0 0 —1
0 0 —1 0
=lo1 o o
1 0 0 0

Die sich aus den Gleichungen (49) ergebenden Gleichungen zweiter
Ordnung, die den verallgemeinerten D’ ALEMBERTschen Gleichungen (45)
bis (45a) oder (47) bis (47a) entsprechen, bleiben bei beliebigen Ver-
tauschungen der fiinf Matrizen (49a) untereinander unverindert. Die
Diracschen Gleichungen (49) konnen dementsprechend in 5! = 120
verschiedenen Formen geschrieben werden. Diese Formen diirfen
aber micht als dquivalent angesehen werden, denn sie entsprechen
verschiedenen aufeinander nicht zuriickfithrbaren Gleichungen vom
Typus (48a, b).
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Durch Multiplikation der einzelnen Gleichungen (48a, b) mit -1
oder =+ ¢ kann man eine Reihe von dquivalenten Formen der Dirac-
schen Gleichung erhalten, speziell solche, bei welchen nicht #,, sondern
einer der drei anderen Operatoren # oder die GroSe #mgc mit der , Ein
heitsmatrix® « verkniipft ist. Diése abweichenden Formen der Dirac-
schen Gleichung lassen sich aus (49) direkt ableiten durch Komposition
(Multiplikation) mit einer der Matrizen §, y, 6, ¢ gemil den Formeln

kélﬂikykl = (B9)i1-

Durch Multiplikation von (49) mit ¢;, und Summation nach % ergibt
sich z. B. die Gleichung

4
lg;’l("m[’mil F oy Lyyy+ v, Iy + u Ty py -+ mecyp, =0 (492)

mit
I'n=¢ca=¢, I'ny=¢B, I',=2¢y, I'j=¢0.
DiIRAC selbst hat die Gestalt

4
ugP; + 1;17 (Mo Vair + tyVysy + Uz Vasr 1 MoC Yoi) ¥y =10 (49b)

vorgezogen mit y,=da=434, y,=0f, y,=0y, y,=190¢ die der
Zeitkoordinate eine ausgezeichnete Rolle zuweist. Dabei 148t er das
Summenzeichen und die Indizes 7, ! weg, so daB die vorhergehenden
Gleichungen in der Gestalt

(o I'y + uy Iy + 0w, Iy + e Iy + mo0) p = 0 (50)
bzw.

(s + gV + ty Yy + w7, + Mocye) p =0 (50a)

geschrieben werden. Die Funktion y wird hier ebenfalls als eine Matrix
aufgefaBt, die aus vier Zeilen und einer Spalte besteht.

Diese Matrizengleichungen stehen in einem engen, obwoh! rein
formalen Zusammenhang mit den korpuskularmechanischen Beziehungen

U, v 1
i L + g, e mec __2+moc=0
v

8 —F v2+gal o2 vz_
¢ 1—;5 c‘/l~;§ 0V1~ZE l/l—c—2

g
—mot g% % g+ moe)1- 5 =0,
die sich aus (25a) ergeben. Aus der ersten dieser Beziehungen kann man

nimlich zum Operator der Gleichung (50) direkt iibergehen, indem
man die Komponenten des vierdimensionalen Impulsenergievektors

=Dy —Gp,v oo, —mc= —%(s —U) in der iiblichen Weise durch

Frenkel, Wellenmechanik. 8
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die Differentialoperatoren u,, u,, #,, 4, ersetzt und die vom korpus-
kulartheoretischen Standpunkt damit dquivalenten Komponenten des
durch ¢ dividierten vierdimensionalen Geschwindigkeitsvektors

Vg 1ladx 1 _ldet

vzh—?};""’ vz_?d_':
1—; VI—TZ

durch die Matrizenoperatoren I',, ... I;. In dhnlicher Weise kann man
die in (50a) auftretenden Matrizenoperatoren y,, y,, ¥,, ¥, als die
wellenmechanischen Aquivalente der mit ¢ dividierten dreidimensionalen

Geschvﬁndigkeitskomponenten <?f, v—o”, 1%) und der GroBe Vl —?U;
deuten.” Eine Bestitigung dieser Deutung werden wir unten bei der
Betrachtung der statistischen QuantititsgroBen finden.

Auf die Moglichkeit, die Diracschen Gleichungen in ein System
von quasi-MAXWELLschen Gleichungen aufzuspalten, ist zuerst von
Darwin hingewiesen worden.

Es sei bemerkt, daB auch die gewdshnlichen MaXwEgLLschen Glei-
chungen sich in der DirACschen Form schreiben lassen. Setzt man z. B.
in Analogie mit (48)

Hm+7;H14='/’11 ng’/"z }
_1Ew+Ey=_/L(Ew+1’Ey)=w3J *iEzZW:

so erhdlt man statt der acht Gleichungen (33) bis (34a) die folgenden
vier Gleichungen:

(51)

7] 0\ a 10
(W_"’ay)'/’1+az"/)2+7”(§_tw4=0
a . 0\ 7] 1 0
<5;+¢3_y)%_@%+7§%=0 o
o .0 2 10, & (51a)
<57_1§;>%+37?/’4+7m%—

1 90
(3;\7 +1’ay>1p4 321/)3+_;_671/J1:0

Eine andere bekannte Moglichkeit, die acht MAxweLLschen Gleichungen
in vier zusammenzufassen, besteht in der Vereinigung der elektrischen
und der magnetischen Feldstirke zu einem komplexen Vektor

R=9416.
Man erhilt dabei statt (33) bis (34a) vier Gleichungen von demselben
Typus wie (33) bis (34) oder wie (33a) bis (34a), ndmlich

rot@:{: . =0, div® = 0.

Auf die verallgemeinerten MAXWELLschen Glelchungen (43) bis (44a)
1Bt sich dieses Verfahren nicht anwenden.
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Die Formeln (51) und (51a) entsprechen der Vereinigung der Verédnder-
lichen x und y, sowie der zugehérigen Komponenten von verschiedenen

reellen Vektoren, zu komplexen Grolen w = x 41y, H, + 1 H, = y,,
E,+1E, =1yzusw. Die Operatoren 798;- — i% und % + z% lassen
sich dabei als die der komplexen Verdnderlichen » und der komplex
konjugierten Verdnderlichen w* = x — ¢y entsprechenden Differen-

. 7} 2
tialoperatoren (%-, bzw. W) auffassen.

Wihrend man die Formeln (51) als eine Zerlegung der komplexen
Funktionen #,, ..., y, in reelle und imaginire Bestandteile ansehen
kann, ist das bei den analogen Formeln (48) nicht der Fall. Die Tatsache,
daB alle acht Gréflen M, N im allgemeinen komplexe Werte annehmen
miissen, folgt unmittelbar aus dem komplexen Charakter der Opera-
toren # in den sie bestimmenden Gleichungen (43) bis (45a).

Die Reduktion dieser acht Gleichungen auf die vier Gleichun-
gen (48a, b) bedeutet also eine wirkliche Halbierung der Anzahl der
Unbekannten, wihrend man es bei den MaxweLLschen Gleichungen
einfach mit einer Vereinigung von reellen GroBen — wie es die Kom-
ponenten des elektromagnetischen Feldes sind — zu komplexen GroBen
zu tun hat.

Der Grund dafiir 148t sich aus den Beziehungen (46) und (46a),
die zwei verschiedenen partikuliren Losungen der Gleichungen (45) und
(45a) entsprechen, leicht einsehen. Die erste Partikularlésung gibt
nach (48a) y; = vy, w, = y,, die zweite p; = — Py, Y, = — p,. Die
acht unabhingigen Funktionen M,, ..., N,, M,, N, entsprechen also
nur vier unabhingigen Funktionen ¢, ..., y,.

Wenn die vier komplexen GréBSen v, ..., 9y zur vollkommenen
Bestimmung der Materiewellen wirklich ausreichen, muB es méglich
sein, mittels dieser Funktionen die statistischen ,,QuantitdtsgroBen‘,
d.h. die Exemplarendichte p und die Komponenten der Exemplaren-
stromdichte §,, 7,7, — die wir frither mittels des Skalars @ bestimmt
hatten — auszudriicken. Bei der neuen Bestimmung dieser GréBen
wollen wir uns zunichst durch dieselbe Analogie leiten lassen, die uns
zu den verallgemeinerten MAXWELLschen Gleichungen — oder zu den
ihnen dquivalenten Diracschen Gleichungen — gefithrt hat. Von diesem
Standpunkt aus miissen die GréBen p und j der elektromagnetischen
Energiedichte

1
— L@ m
bzw. der Energiestromungsdichte (d.h. dem PovNTiGschen Vektor)
§==6x9

entsprechen [vgl. Kap. I, §5, Formeln (16a) und (16b)].
8*
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Setzt man hier statt der Komponenten von € und § die aus (51)
folgenden Ausdriicke

1 1
Hy=5 @+ vf), Hy=g5; w1+ y7), Hi=yp;=yz

i 1 . .
Ew=?(%+w§°), Ey=§(wa+w§‘), E,=ip,=—1iyf
ein, so erhilt man

1 ‘ ‘
P= o (p197 + 292 + vs¥5 + vai);
ferner

Jo= gz (EyH,— E.Hy) = o [(wo + v5) vo + 95 (1 — 97)] =

= o (W93 + v o + 95 vy + vav])

und dhnliche Formeln fiir J, und J,.

Diese quadratischen Ausdriicke sind selbstverstindlich reell und
bleiben auch bei komplexen Werten aller vier GréBen v, . . ., y, reell.
Esliegt deshalb nahe, sie zur Darstellung der GréBen g und { zu benutzen.

Unterdriickt man den gemeinsamen Faktor 81 , so wird
0 =197 + Y2 + Va3 Yy (52)
fo=C (@195 + Pl + P25 + Ya95)
fy=—3¢ @19 — papi + Va3 — P393) |- (52a)

fa= —¢ (Y15 + vl + v + Yav2)
Wenn diese Ausdriicke richtig sind, miissen sie ebenso wie die frither
erhaltenen Ausdriicke fiir o und j der ,,Kontinuitétsgleichung*
07, 07y a7,
+ an + 7 7 —

geniigen. Es 146t 51ch auf Grund der Glelchungen (48a, b) leicht nach-
weisen, dafl dies tatsidchlich der Fall ist.

Es ist aber einfacher und aufschluBreicher, diesen Beweis auf Grund
der Matrizengleichung (50a) durchzufiihren.

Wir multiplizieren diese Gleichung (links) mit y* und subtrahieren

davon die mit multlphzlerte konjugierte Gleichung fiir ¢*, d. h. bilden
die Differenz

vy (”’t + ey + L moCVoW
— (g + ugys +ouyyy +ug vl + mecyy)p* =0,

oder ausfiihrlich aufgeschrieben:

4 4
él{w;[“t'/)i +2 (UaVaer+ UyPyir T U Voir T My CYoi1) 1/’l]

—Y; [Mt Q/)a' +2um y:ml + u )’;u‘f' %, sz‘f“ mo"?ou) Y ] .
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Dabei erhalten wir mit Riicksicht auf die Bedeutung der Matrizen y;

00 0 1 00 0 i
0010 0 0—% O
2=10 1 0 o) WY 0 i 0 o)
1000 —5 0 0 0
/0 0 —1 0 10 0 O
00 01 01 0 0
2=l 10 oo YTloo—-1 o
01 0 0 00 0—1

die zu beweisende Kontinuitiitsgleichung in der Gestalt

- at(w v) + 55 (w ve¥) + ay(w o) +az(w 7.9) =0
mit
o=y*p= %Zwi‘wi l
. * _ * . 1
7«:_‘0"/) 70:1)0_ ;’%’% ymzZWZ (53)

.....................

Die letzten Ausdriicke fiir ¢ und j haben eine sehr anschauliche
korpuskularmechanische Bedeutung, die die oben angefiihrte Deutung
der Matrizen cy,, cy,, ¢y, als dreidimensionaler Geschwindigkeits-
komponenten sehr schén bestitigen. In der Korpuskularmechanik hat
man ndmlich [vgl. (16b)] §, = ov, usw., was den Formeln (53) voll-
kommen entspricht.

Die Formel (52) ist die unmittelbare Verallgemeinerung der Formel
¢ = py* der urspriinglichen nichtrelativistischen SCHRODINGERschen
Theorie. Die Ausdriicke (52a) haben dagegen eine von den urspriing-
lichen Ausdriicken fiir die Stromdichte

. h %0 oyp*
7":4nmoi( 83 ’*"alx
ganz verschiedene Gestalt.

Eine genauere Untersuchung der Gleichungen (48a, b) zeigt aber,
daB dieser Unterschied nicht so groB ist, wie er scheint. Bei har-
monisch schwingenden Materiewellen, bei welchen die Abhanglgkelt
der Funktionen v,, . .., 9, von der Zeit durch den gemeinsamen Fak-

&
—-2ni—t . . . .
tor e charakterisiert wird, verwandeln sich die Operatoren u;

und #; in gewshnliche Faktoren:

", = —%(e + myc?) = —-i—(W+ 2y ¢?)

” 1 w
Mt='——c"(8—m002):‘—‘—c.

) usw.,

(54)
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Da der erste im allgemeinen ungeheuer groB im Vergleich zum zweiten
ist, miissen die damit multiplizierten Funktionen vy, und vy, threr abso-
luten Grofe nach, sehr klein im Vergleich zu den Funkitonen v, , p, sein.
Man kann deshalb auch bei allgemeinen, nichtharmonischen Schwin-
gungen die Gleichungen (48a) durch die angeniherten Gleichungen

2myc Py @ (g + T10y) Py — U, Yy
2m00"1”4 =2 (“a: - i”u)‘lh + U, Yo
ersetzen. Wenn man noch 4; = 4, = 4; = 0 setzt — was dem frither

betrachteten Fall entspricht —, so wird

h 61,02 h Oy, ko Oy,
2myCYs =5 = 5y T 3n 0y  2mi 0

_ h oy, ROy h 81p2
2M0C Vs =525 55 2% 9y T 3mi 9z
und folglich nach (53a)

(54a)

. h dy op¥ 81/} op¥
1w=4nmoi(wf—‘—w LfoyF o — vy, a;)
h ap apF azp op¥
+4—n‘m—< VT 5y — Vi, T2 5, T Ve 2)
h % 09y oy¥ 0% oy
+4n'm0i<1 Vi, Y 5, T 28z>'

Dieser Ausdruck 4Bt sich offenbar als die Verallgememerung des frither
gefundenen auffassen.

Wir sehen also, daB durch die vier Funktionen 1y, ..., ¥, (oder in
erster Niaherung schon durch die zwei Funktionen v, p,) die statisti-
schen QuantititsgroBen ¢ und j wirklich dargestellt werden kénnen,
ohne daB man auf die urspriinglichen acht GréBen M, N zuriickzugreifen
braucht.

Driickt man die 9 durch M, N nach den Formeln (48) aus, so erhilt
man fiir ¢ die Formel

=3(MM*+4 NN¥=M, M} +M,M;+ M, M} + MM
+N,N:+N, N} +N,N¥ +N,N§,
die der Formel

P= (B4 H?) = - (HE+ H:+ H? 4+ E2 -+ E3 + E3

fiir die Raumdichte der elektromagnetischen Energie ganz analog ist.

Fir die Komponenten des Vektors j ergeben sich aber Ausdriicke,
die nur bei reellen Werten der Gréfen M, N eine einfache, den ent-
sprechenden Ausdriicken fiir die Komponenten des Energiestrémungs-
vektors analoge Gestalt annehmen. Der Gebrauch der Groflen M, N
zur Beschreibung der Materiewellen ist also mcht nur unnétig, sondern
sogar unzweckmaBig.
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Wir miissen noch betonen, daBl die durch (52) und (52a) definierten
GroBen einen Vierervektor bilden, wihrend die entsprechenden elektro-
magnetischen GréBen [, J,, [, P die vierte Zeile (d.h. die zeitliche
Projektion) einer komplizierteren Gréfle, namlich eines -(vierdimensio-
nalen) Tensors zweiten Ranges (des sogenannten ,,Energiespannungs-
tensors*; vgl. I, § 5) darstellen. Es ist ferner zu beachten, daB die
Gréfen My und N, mit den dreidimensionalen Vektoren M und N
keine vierdimensionalen Vektoren bilden, sondern eigentliche Skalare
(Invariante) sind, wihrend M und N sich zu einem sogenannten anti-
symmetrischen Tensor zweiten Ranges (7;;, = — T;) vereinigen lassen.

Diese Aussage ist iibrigens auch nicht ganz korrekt, denn die ver-
allgemeinerten MAXwELLschen Gleichungen, infolge des unsymmetrischen
Auftretens der Masse, sind nicht invariant im eigentlichen Sinne.

Die Diracschen Gleichungen konnen dagegen als invariant angesehen
werden, wenn man das Funktionenquadrupel y als eine Grée von einer
besonderen bisher nicht betrachteten Art (Tensor vom Range ¥, nach
L. LaNDAU) mit eigentiimlichen Transformationseigenschaften auffaBt.

Zum SchluB sei noch auf folgendes hingewiesen:

Die oben aufgestellten relativistischen Wellengleichungen sind in-
variant gegeniiber einem Vorzeichenwechsel der Ladung ¢, — in dem
Sinne, daf} dieser Vorzeichenwechsel dem Ubergange zu den komplex-
konjugierten Gleichungen fiir die Funktionen y* bei unverinderter
Ladung dquivalent ist. Dies bedeutet, dafl die DirAacschen Gleichungen
[sowie die Gleichung (32a)] tatsichlich das Verhalten von zwei ver-
schiedenartigen Teilchen charakterisieren, mit derselben Masse
und mit entgegengesetzten Ladungen.

Hier liegt eine grundsitzliche Schwierigkeit der bisherigen Theorie
vor. Diese Schwierigkeit ist wahrscheinlich in der Weise zu beseitigen,
daB in den Grundgleichungen der endgiiltigen Wellentheorie die ent-
gegengesetzten Ladungen, die offenbar der Dualitit der Elektrizitat
entsprechen, mit wverschiedenen Massen auftreten. Es ist also zu
hoffen, daB diese noch unbekannten Gleichungen das Verhalten der
Doppeleinheit der Materie, d. h. des Systems Proton -+ Elektron, und
zwar in beliebig vielen Exemplaren (im Sinne der ,,Uberquantelungs-
theorie” des Kap. I) beschreiben werden.

§ 8. Die korpuskulare Deutung der ,,quasi-elektromagnetischen*
Theorie der Materiewellen; Theorie des Kreiselelektrons.

Bei der Deutung der ,,quasi-elektromagnetischen’* Theorie der Ma-
teriewellen mit Hilfe der korpuskularen Vorstellungen, wie sie in den
vorhergehenden Paragraphen dargelegt worden ist, geht man vorteil-
hafter von den verallgemeinerten D’ALEMBERTschen Gleichungen (45)
und (45a) als von den DIRACschen aus.
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Wir setzen dabei in diesen Gleichungen

.8 .S
i

M — Mo 62:: 5 N — No 62:11,—’7 (65)

an, wo —- eine fiir alle in Betracht kommenden Funktionen gemeinsame

Phase bedeutet, und betrachten die Amplituden M9, N als konstante
komplexe Gréfen (als komplex muB man sie voraussetzen, um die
eventuell vorhandenen konstanten Phasendifferenzen zwischen ihnen
zu berticksichtigen). Man erhilt auf diese Weise das folgende Glei-
chungssystem:

TMg=;;:”t_i(@.mo_@.mo)
TNg =11 (.90 4 6. 0)
] (55a)
T = S22 (X M — HIY) — (EX I — ENY)]
TR = ;12 [( X 30— HNY + (6 X I — G MY)]
mit
k 102S 02S 02S 1 a2S aS e 2
T=si(Gm Tt sa—mam) + (52— 2 :) 55D
as e aS e ( )

2 2 2
+(5y — oA+ (G A= 5 (G eo) + mien

Bei konsequenter Durchfithrung der der klassischen Korpuskular-
mechanik entsprechenden Niherung miite man die mit 4 multipli-
zierten Glieder auf der linken wie auf der rechten Seite der Glei-
chungen (55a) weglassen. Dabei wiirden wir die uns schon bekannte
relativistische HAMILTON- JAcoBIsche Gleichung (28a) erhalten. Um die
korpuskulartheoretische Bedeutung der fiir die quasi-elektromagne-
tische Theorie charakteristischen Zusatzglieder aufzukliren, wollen
wir die rechtsstehenden Glieder beibehalten und nur das mit » multi-
plizierte Glied in T weglassen, also

aS e 2 as e 2 0S e 2
T= (G + (G — A+ (Z—t4))
2
—%(%?—i—e(p) + mic?
setzen.

Die Gleichungen (55a) lassen sich dabei als ein lineares homogenes
Gleichungssystem fiir die acht Amplituden M?°, N auffassen; durch
Nullsetzen ihrer Determinante ergibt sich als Losbarkeitsbedingung
die Differentialgleichung fiir die Funktion S.

Statt diese allgemeine Lésungsmethode anzuwenden, wollen wir

zur Ermittlung der Bedeutung der betrachteten Zusatzglieder folgender-
mafBen fortfahren:
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Wir setzen zunichst — ebenso wie bei den Gleichungen (45) und
(45a) —
NO = |- Mo,
dividieren die erste und dritte Gleichung (55a) durch 2m,M}, die zweite
und vierte durch 2myNJ und fithren die folgenden Bezeichnungen ein:
ke

o = Armye , (56)
. Mo . R . AR .M

M=%y = 1% M=%y = % (66a)

Die Gleichungen (55a) vereinfachen sich dabei mit Riicksicht auf
n=41im (56b)

zu
T =9-m+GCn=(OTi6-m, (57)
0

T = i X+ 22D + inExn T intC=
0
=12 (QF1E)Xm+ 22 (HF16).
Differentiiert man die erste Gleichung nach einer der Koordinaten,

z. B. nach %, so erhélt man [vgl. die Ableitung der Formel (29) aus (282)]:

m [dp, d /eb _ 9

7}4—0[ s (B A—ep)| =5 © m+ Cem),
d. h. [vgl. (29a) und (31)]:

%(mn)=e(@+%x§g>+grad—@—'m—i(&"—n. (58)

'1)2
Vl—?

} (57 a)

Die Grofle
U— S-m+E€-n

v2
=
kann man demgemiB als die potentielle Zusatzenergie des Teilchens,

das wir bisher nur durch seine Ladung ¢ und seine Ruhmasse m, cha-

rakterisiert hatten, in dem #uBeren elektromagnetischen Feld (€, ©)
betrachten.

Nun stellt bekanntlich die Formel
Uyp=—5%m

die potentielle Energie eines (ruhenden) Elementarmagneten mit dem
Moment m dar, wihrend

(568a)

U,=—€-n

die potentielle Energie eines (ruhenden) elementaren Dipols mit dem
elektrischen Moment 11 bedeutet.



122 Die Grundgleichungen der Wellenmechanik. 11, §8.

Der Faktor —w—l—? im Ausdruck (58a) entspricht der iiblichen
-7

Abhingigkeit der Energie von der Bewegungsgeschwindigkeit ». Es
ergibt sich also vom Standpunkte der (inkonsequenten) korpuskularen
Deutung der quasi-elektromagnetischen Theorie der Materiewellen, da3
jedes geladene Materieteilchen — insbesondere jedes Elektron oder Pro-
ton — ein magnetisches und ein elektvisches Moment besitzen muf. Mit
anderen Worten: jedes Elektron oder Proton muf} nicht blo8 als Punki-
ladung, sondern zugleich als elementarer M agnet und elementarer elek-
trischer Dipol behandelt werden.

Setzt man den Ausdruck von 21 T aus (57) in (57a) ein, so erhilt

man die Gleichung

[(©FiC)-mlm=in(FiC)xm+x2(HFiC), (59)
die zur Bestimmung des Vektors m und folglich auch 1, gemaB (56b),
dienen kann. Beide Vektoren miissen dabei im allgemeinen als kom-
plexe GroBen betrachtet werden.

In dem Spezialfall € = 0 148t sich die Gleichung (59) durch ein
reelles m befriedigen. Schreibt man sie in der Form

O-mm—2H =i2xHXMm
und beachtet, daf} die linke Seite reell, die rechte imaginar ist, so folgt,
daB beide Seiten verschwinden miissen. Zu demselben Ergebnis fithrt
auch der Vergleich der Richtungen der Vektoren (§-m) m — %2 9
und HXm: wiren sie von Null verschieden, so sollte der erste in der
9, m-Ebene und der zweite senkrecht dazu liegen.

Aus der Gleichung $ X m = 0 folgt, daB fiir das magnetische Mo-
ment nur zwes Einstellungen moglich sind, und zwar entweder die parallele
oder die antiparallele. Dabei folgt aus der Gleichung (H-m) m — %29 =0

he
drmyc ’ (592)
Der Betrag des magnetischen Momentes wird also eindeutig bestimmt.
Dieser Betrag fillt mit dem sogenannten BoHRschen ,,Magneton‘
zusammen, wobei unter dem BoHRschen Magneton das magnetische
Moment einer ,,einquantigen®, d. h. durch die Bedingung

= e =

mur =z
bestimmten Bahn verstanden wird. Hier bedeutet mvr das mecha-
nische Drehmoment des betrachteten Teilchens (Elektrons oder Pro-
tons) bei kreisférmiger Bahn. Ersetzt man die Masse m (die wir mit
der Ruhmasse m, identifizieren) durch die durch 2¢ dividierte Ladung,
so erhdlt man das magnetische Bahnmoment

e e h he

S wmes  dame:
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Einem reellen Wert von m entspricht ein rein imaginidrer Wert
des elektrischen Momentes. Im allgemeinen Fall miissen die beiden
Momente komplexe Werte haben. Setzt man

m=m, + sy, n=u,+n,,
so folgt aus n=41tm
n, = Fm,, = 4L m,. (60)

Vom Standpunkt der Relativitdtstheorie aus kénnen die Betrige dieser
Vektoren nicht konstant sein. Sie miissen vielmehr von der Geschwin-
digkeit des betreffenden Teilchens (wir denken uns im folgenden ein
Elektron) in bezug auf das Koordinatensystem, fiir welches sie be-
stimmt werden, in derselben Weise wie die Feldvektoren $ und €
abhingen. Hat man z. B. im Koordinatensystem S nur ein magne-
tisches Feld $ (€ = 0), so muB} in einem anderen System S’, das sich
relativ zum ersten mit der Geschwindigkeit »” = — v bewegt, neben
dem von $ etwas verschiedenen Magnetfeld § noch ein elektrisches

Feld € = — % X §’ auftreten und umgekehrt: beim Vorhandensein

eines rein elektrischen Feldes € ($ = 0) im System S, muB im System S’
neben einem etwas davon verschiedenen elektrischen Feld @ noch ein

Magnetfeld §" = - %X € entstehen.

Diese Formeln lassen sich auch auf die Momentvektoren m und n
anwenden. Wir nehmen dabei an, daB in einem Koordinatensystem S,
wo das Elektron ruht, sein magnetisches Moment den reellen Betrag »
und das elektrische Moment den imagindren Betrag ¢ » hat. In einem
Koordinatensystem, wo das Elektron sich mit der Geschwindigkeit v
bewegt, bekommt es ein zusitzliches reelles elektrisches Moment

=X @ oxm, (| =z, [n]=0)  (60a)
und ein zusitzliches imaginires magnetisches Moment
imp= —Lxine —2xin=—2xim.  (60b)

Diese Formeln stehen in Einklang mit- den fiir jedes Koordinaten-
system giiltigen Beziehungen (60). Es gelten ferner die invarianten
Beziehungen

w2 —mi=m?, m.em; =0,

die man auf Grund der vorhergehenden Formeln leicht beweisen kann.

Ein bewegtes Elektron (oder Proton) besitzt also ein reelles magne-
tisches Moment, das ungefahr gleich dem konstanten Wert # ist, und
ein reelles elektrisches Moment, das durch die Formel (60a) bestimmt
wird. Dieses elektrische Moment hat daher eine zur Bewegungsgeschwin-



124 Die Grundgleichungen der Wellenmechanik. 11, § 8.

digkeit und zum magnetischen Moment senkrechte Richtung und die
GroBenordnung # —1:—

Wenn man sich auf diese reellen Momente beschrinken kénnte,
wiirde die korpuskulare Deutung der quasi-elektromagnetischen Theorie
der Materiewellen keine prinzipielle Schwierigkeiten bieten. Man kénnte
sich z. B. vorstellen, daB das magnetische Moment des Elektrons durch
einen Drall (,,spin“) um seine Achse erzeugt wird. Wir miiBten dabei
freilich zur ,naiven‘* Vorstellung des Elektrons, als eines flichen-
oder volumgeladenen Kiigelchens zuriickkehren. Der Gedanke eines
solchen ,,Kreiselektrons ist zuerst von M. ABRAHAM noch vor der
Entstehung der Relativititstheorie und der Quantentheorie entwickelt
worden. Das wesentlichste Ergebnis der ABrRAHAMSschen Arbeit ist die
Feststellung, daB der Elektronendrall neben dem magnetischen Moment
noch ein dazu paralleles und proportionales mechanisches Drehmoment
erzeugen mull — ebenso wie dies bei der Umlaufsbewegung des Elek-
trons um einen positiven Kern der Fall ist. Im letzteren Falle ist das

Im Falle des flichengeladenen Kreiselelektrons ergibt sich fiir das
Verhiltnis der entsprechenden, von der Drallbewegung bedingten Mo-

mente der doppelt so groBe Wert —_ Wenn man dabe1 die Masse des
g

Elektrons nach der bekannten Formel m =
den Elektronenradius bedeutet.

H. Compron hat 1921 die ABRAHAMsche Theorie durch den Ge-
danken einer gequanielten Drallbewegung zu erginzen versucht. Er
nahm an, daB das mechanische Drallmoment des Elektrons mit
demjenigen zusammenfallt, das einer einquantigen Bahn der BoHR-

schen Theorie entspricht ( ) Aber erst Ende 1925 hat der Gedanke

des gequantelten Kreiselelektrons in einer bahnbrechenden Arbeit von
UHLENBECK und GouDSMIT eine fruchtbare Anwendung und eine
direkte experimentelle Bestitigung auf dem Gebiete der spektrosko-
pischen Erscheinungen gefunden.

Die experimentelle Analyse der Atomspektren auf Grund der
Bonrschen Deutung der Frequenzen als Differenzen von Energie-
niveaus und der BOHR-SOMMERFELDschen Quantenvorschriften zur
Bestimmung dieses Energieniveaus hat eine Reihe von Anomalien
ergeben, die sich besonders auf die Wirkung eines duBeren Magnetfeldes
(anomaler Zeemaneffekt) bezogen. Es gelang nun UHLENBECK und
GOUDSMIT zu zeigen, daB diese Anomalien sich im groBen und ganzen
durch die Annahme erkliren lassen, daB das Elektron neben seiner
Ladung noch ein festes magnetisches Moment m besitzt. Von einem
elektrischen Dipolmoment war dabei keine Rede. UHLENBECK und

4 .
- 2— bestlmmt, wo a
3 c%a
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GoupsMIT haben aber darauf hingewiesen, daB, wenn das ,,Magnet-
elektron* sich in einem elektrischen Feld € (z. B. im CouromBschen
Feld des Atomkernes) mit der Geschwindigkeit v bewegt, dieses Feld
dieselbe Wirkung ausiiben mufl wie ein magnetisches Zusatzfeld

H' = — % X €, in bezug auf welches das Elektron ruht. Der , Elek-

tronenmagnet muB also auch in einem elekirischen Feld eine zu-
sitzliche ,,magnetische Energie” U,, = —m - 9’ besitzen. Diese Zu-
satzenergie 14Bt sich aber, wegen der bekannten Vektoridentitit

m-(%x(&):(&-(mx%) auch in der Gestalt U/, =U,= —1n-€

. . 4] .
schreiben, wobei man den Vektor 1 = - X als zusitzliches, durch

die Bewegung des ,,Elektronenmagnets bedingtes elektrisches Dipol-
moment ansehen kann.

Der Mittelwert der Zusatzenergie des Magnetelektrons

U= —m9—n-E,

berechnet fiir die ,,ungestérte” Umlaufsbewegung in einem bestimmten
(d. h. durch bestimmte Quantenzahlen charakterisierten) stationiren
Zustand, gibt in erster Niherung die durch die zusitzlichen ,,Stérungs-
krafte bedingte Anderung der Energie W, dieses Zustandes. — Aus
dem Vergleich der berechneten Ergebnisse mit spektroskopischen An-
gaben fiiber die schon erwihnten Anomalien haben UHLENBECK und
GoupsMIT folgende Schliisse gezogen:

1. Das magnetische Moment des Elektrons ist gleich einem BoHR-
schen Magneton, d. h. der oben eingefithrten GroBe .

2. Der Vektor m kann sich nur in zwe: entgegengesetzten Rich-
tungen einstellen. Unter dem EinfluB eines starken duBeren Magnet-
feldes sind diese Einstellungsrichtungen dem Felde parallel und anti-
parallel; sonst werden sie in einer komplizierteren Weise bestimmt.
Dementsprechend spaltet sich jeder Zustand, der durch eine bestimmte
(ungestorte) Quantenbahn charakterisiert ist, in zwei gequantelte Zu-
stinde auf, die sich durch die entgegengesetzten Orientierungen des
Elektrons und damit auch durch ihre Energie unterscheiden.

Diese empirischen Schliisse stimmen vollkommen mit denjenigen
Ergebnissen iiberein, die wir oben durch korpuskulare Deutung der
,quasi-elektromagnetischen* Theorie der Elektronenwellen gewonnen
haben.

3. Das Verhdltnis des magnetischen Momentes des Elektrons (m)
zum mechanischen (8) ist zweimal gréBer als das entsprechende Ver-

hiltnis fiir die Elektronenbahnen, also gleich % Daraus folgt, daB
0

das mechanische Drallmoment einen ,halbquantigen Wert (4%‘,)
haben muB.
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4. Wenn die Zusatzenergie des Elektrons in einem #uBeren Magnet-

feld nach der iiblichen Formel U,, = — m-§ ausgedriickt wird, so
ist seine Zusatzenergie in einem elektrischen Feld gleich der Hilfte
des theoretischen Wertes — m-" = —n-€ (s. oben).

H. Tuomas und ich haben versucht, den Ursprung dieser Hilfte
auf Grund rein korpuskularer Vorstellungen in Verkniipfung mit den
Prinzipien der Relativitdtstheorie zu erklidren. Neben der schon oben
betrachteten Translationsbewegung (58) sind von mir relativistische
Gleichungen fiir den Elektronendrall von der Form

ag

g—_E:mX@'i‘nX@
- (o)
;l-;:nx.i)—-—mx@'

aufgestellt worden, wo q einen Vektor bedeutet, der sich zum Drall-
moment 3 ebenso verhilt wie das elektrische Moment n zum magne-
tischen m. Die Ausdriicke m X und n X € in der ersten Gleichung (61)
charakterisieren die auf das Elektron ausgeiibten Drehwirkungen. Die
entsprechenden Ausdriicke in der zweiten Gleichung, die sich auf Grund
rein formaler relativistischer Betrachtungen ergeben, scheinen dagegen
keinen unmittelbaren physikalischen Sinn zu haben.

Die Gleichungen (61) sind analog gebaut wie die wellenmechani-
schen Gleichungen (45a) oder die daraus folgenden Niherungsglei-
chungen (55a). Man kénnte deshalb die erwihnten wellenmechanischen
Gleichungen als wellentheoretisches Aquivalent der korpuskularen
Drallgleichungen betrachten — etwa in demselben Sinne wie die
Gleichungen (45) oder (57) das wellentheoretische Aquivalent der korpus-
kularen Translationsgleichung (58) bilden. Die Ubereinstimmung
zwischen den wellentheoretischen und den korpuskular-theoretischen
Gleichungen ist aber bei der Drallbewegung nicht so vollstindig
wie bei der Translationsbewegung; es fehlen nidmlich auf der rechten
Seite der Gleichungen (61) Glieder von der Form »§ oder x €, die in
der entsprechenden Gleichung (55a) vorhanden sind, und — was noch

wesentlicher ist — die linke Seite dieser Gleichung zime 1aBt sich
0

nicht als die zeitliche Ableitung (oder die nach der Eigenzeit 1) des zu
m proportionalen Drallvektors 8 darstellen.

Bei der Untersuchung der Beziehung zwischen den Vektoren 8, m
einerseits und den Vektoren ¢, n andererseits bin ich urspriinglich
von dem Gedanken ausgegangen, daB in einem Koordinatensystem,
wo das Elektron momentan ruht (abgesehen selbstverstdndlich von
der Drallbewegung), sein elektrisches Moment — und zugleich auch
der Vektor ¢ — verschwinden muB. Bei dieser Bedingung ist es aber
notwendig, die rechten Seiten der Gleichungen (61) durch gewisse
Zusatzglieder zu erganzen. IG. TAMM hat vorgeschlagen, die beiden
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Gleichungen (61) durch Einfithrung der Beziehungen 1 = 4 7 m und
g = -4 ¢8 gleichbedeutend zu machen. Die Annahme von imaginiren
Werten der den Elektronendrall charakterisierenden Vektoren, die vom
rein formalen Standpunkt so naheliegend und natiirlich erscheint,
stoBt aber bei der physikalischen Deutung auf uniiberwindliche
Schwierigkeiten.

Diese sowie die anderen Schwierigkeiten sind darauf zuriickzufiihren,
daB die korpuskularmechanische Deutung der quasi-MAXWELLschen
Wellentheorie mittels des Begriffes der Drallbewegung eine blo8e Fik-
tion ist; denn es erscheinen in der Wellentheorie gar keine Winkel-
koordinaten, die die Orientierung und die Kreiselbewegung des Elektrons
bestimmen sollten; die ,,Lage” des Elektrons wird einfach durch das
Koordinatentripel xyz charakterisiert, was offenbar nur dann méglich
ist, wenn man das Elektron als punktformig behandelt. — Ferner beruht,
wie wir am Anfang dieses Paragraphen gesehen haben, die Ein-
filhrung der dem Dralleffekte entsprechenden Zusatzglieder in die
Gleichungen der. Korpuskularmechanik — solange die letztere. als an-
gendherte Form der Wellenmechanik angesehen wird — auf einem in-
konsequenten Naherungsverfahren, bei dem nur ein Teil der mit der
Pranckschen Konstanten % multiplizierten Glieder der exakten Glei-
chungen weggelassen wird.

Die oben erwahnten Anomalien in der Struktur der Atomspektren,
die sich auf Grund der UHLENBECK-GoUDsMITschen Theorie des Kreis-
elektrons nur ungenau und in einer nicht ganz konsequenten Weise er-
klaren lassen, lassen sich — wie wir unten sehen werden (Kap. IV) —
mit vollkommenster Genauigkeit und in allen Einzelheiten auf
Grund der ,,quasi-elektromagnetischen® oder der Diracschen Theorie
der Elektronenwellen erkliren, von welcher wir ausgegangen sind.

§ 9. Die Wellenmechanik komplizierter Systeme.

Wir haben bisher allein die Wellentheorie solcher Vorginge unter-
sucht, die der Bewegung einzelner punktférmigen Teilchen oder einer
beliebigen Anzahl gleichartiger Teilchen, die aufeinander nicht wirken,
entsprechen. Wir wenden uns jetzt zur Wellentheorie komplizierter
mechanischer Systeme, die vom korpuskularen Standpunkt aus meh-
reren — gleichartigen oder verschiedenartigen —— Teilchen bestehen,
welche aufeinander gewisse Wechselwirkungen ausiiben.

Wie schon im I. Kapitel auseinandergesetzt wurde, gibt es zwei
verschiedene Wege zur Losung dieser Aufgabe — nédmlich einmal die
Einfithrung von Materie- oder Wahrscheinlichkeitswellen im mehr-
dimensionalen Koordinatenraum aller in Betracht gezogenen Teilchen,
sodann die ,,Quantelung’* der gewéhnlichen dreidimensionalen Wellen
mittels einer ,,Uberwellengleichung® im Eigenschwingungsamplituden-
raum.
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Obwohl der zweite Weg prinzipiell vorteilhafter erscheint, wollen
wir hier den ersten Weg einschlagen, der praktisch bequemer ist und
einen unmittelbaren AnschluB an die klassische Mechanik der Mehr-
teilchensysteme gestattet. Wir wollen dabei von der relativistischen
Verfeinerung der Theorie, die in den vier letzten Paragraphen dar-
gelegt worden ist, zunidchst absehen und die Verallgemeinerung der
nicht relativistischen skalaren SCHRODINGERschen Gleichung auf kom-
plizierte Systeme parallel mit der entsprechenden Verallgemeinerung
der HaM1LTON- JACOBIschen Gleichung durchfiihren.

Die NewToNnschen Bewegungsgleichungen eines Systems von #

punktférmigen Teilchen mit den verschiedenen Massen m,, m,, ... 7,
lauten:

d?xy oU d¥y, ouU d?z oU

g = 0x’ "Mge = 9y, "’ Mg = 0z

dixy oU m d¥y, ou d?zy oU

2 4 0%y’ 241 dvy’ Mo e = 0z |+ (62)

@x, | oU ity, U i,  oU l

Mo gie = " Gx.c Mgp T T gy "egp = T 5

wo die Funktion

U %y, Y15 215 %g, Yos %25 -+ o3 Xns Vs Zns D)
die potentielle Energie des ganzen Systems bedeutet.

Fiihrt man statt der Koordinaten x;, v;, #; die damit proportionalen
GroBen

5,6:1/1””7%,0, nk=V%yk, Ck=l/%zk k=12...m (62a)

ein, wo m einen willkiirlichen Parameter von der Dimension der Masse
bedeutet, so nehmen die fritheren Gleichungen die Gestalt
@& U @ AU 1

iz = o5 Mam = am Mar — —ag  (62D)

an.

Diese Gleichungen kann man rein formal behandeln als die Be-
wegungsgleichungen eines Teilchens in einem Raum von f = 3# Dimen-
sionen, der durch die Gesamtheit der 3 #» Koordinaten &, ... {, definiert
wird.

Betrachtet man aber statt eimes bestimmien ,, Teilchens (d. h.
Systems) ein Kontinuum von Exemplaren dieses Teilchens in dem soeben
definierten mehrdimensionalen Koordinatenraum, so kann man die
Gleichungen (62b) durch die partielle Differentialgleichung

”

S+ G+ G+ omGrv)=0 o
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ersetzen, mit den folgenden Verkniipfungsformeln fiir die ,,Wirkungs-
funktion* S
d& _ 08S dn, _ 9S at, 9S

it =35 ™a Tan, ™at — o (632)

Der Aquivalenzbeweis dieser HAMILTON-JacoBischen Gleichung
mit den NEwToNschen Bewegungsgleichungen (62b) ergibt sich genau
so wie im Spezielfall » =1 (vgl. § 3).

Die HawmiLToN-JAcoBische Gleichung ist eine Briicke von der
Korpuskularmechanik zur Wellenmechanik.

Um die entsprechende Wellengleichung zu gewinnen, geniigt es, zur
linken Seite von (63) das Zusatzglied

h 028 625 02S
2752( a5 T o T oE)

k=1
hinzuzuftigen und statt der Funktion S die Funktion
2n
p=cn’
einzufiihren. Man erhalt dabei
n
0%y 8afm  h dy
SGE+ Gt T G T Uy = (64)
E=1

Diese Gleichung 148t sich in den urspriinglichen Koordinaten in der

Gestalt
| Solhe s+ ) i
t gy gt Uy =

schreiben, die formal der ,,Energiegleichung’ der klassischen Mechanik

(642)

k=1

entspricht. Die Gleichung (64a) ergibt sich nidmlich aus (64b), wenn
man die Impulskomponenten und die Gesamtenergie als Differential-
operatoren

h 0 h 0 h 7} h 0

Peo= 507 dm P =470y Pre=omi o V= " oai ot

auffaBt und die linke Seite von (64b) mit der Funktion ¢ ,multi-
pliziert®.

Wenn die Teilchen aufeinander nicht wirken, muB die Gleichung (64a)
— wenn sie richtig ist — der Gesamtheit der Gleichungen

{E}ﬁ;[(ﬁ%%y_i_ (-2:;—1-0%>2+ (éft—zaiz;c)z}_l‘ 2m 1 8t+ U }Wk:()

Frenkel, Wellenmechanik. 9



130 Die Grundgleichungen der Wellenmechanik. II. §9.

fiir die einzelnen Teilchen #dquivalent werden. Hier bedeutet
Uy (%%, Vi 23, 8) die potentielle Energie des k-ten Teilchens in bezug
auf die als bekannt vorausgesetzten dulleren Krifte.

Nun setzt sich die Funktion U bei Fehlen innerer Wechselwirkungs-

krifte aus # solchen Summanden zusammen, so dafl die Gleichung (64 a)
in der Gestalt

h
<2n1, 6t+2H>w:0 (65)
geschrieben werden kann, wo

1 B 0 \2 h 0 \2 h
=gy ((aram) + (g5 + (s m) |+ U 059
den ,,Energieoperator* oder den ,,HamirtoNschen Operator® des k-ten
Teilchens bedeutet. — Betrachtet man eine Partikularlosung von (65)
von der Form
"/J = 1/’1 (x]_, y1: Zl’ t) 'Wz (x2r y2’ 22! t) e wn (xn! yn! znr t): (65b)
so erhilt man nach Division durch :

; <2fm 6t+H1> Vit <2fw aﬂLH)%JF T

1 3
+y)—(2nz ot +H"‘>w"ﬁ0

Da die verschiedenen Variablentripel x;, ¥, %, voneinander unab-
hingig sind, so folgt daraus

r k0
L2ni 9t + (Hp + Ck):‘wk: 0,

wo ¢, willkiirliche Konstanten bedeuten, deren Summe gleich Null ist.
Da die Hinzufiigung der Konstante ¢; zum Operator H;, sich nur in

—2ai Ly
dem praktisch unwesentlichen Zeitfaktor e T pei i dulert,

so kann man ohne wesentliche Beschrinkung der Aligemeinheit die
¢y einzeln gleich Null setzen. Dabei reduzieren sich die obigen Glei-
chungen auf die {iiblichen SCHRODINGERschen Gleichungen fiir die
einzelnen Teilchen.

Bei einem System von # gleichartigen Teilchen, deren Wechsel-
wirkung auBer acht gelassen wird, ist die durch die Formeln (65, a, b)
dargestellte ,,multiplikative Zusammensetzung® der Losungen der ,,in-
dividuellen“ SCHRGDINGERschen Gleichungen praktisch dquivalent mit
deren ,,additiven Zusammensetzung‘‘ oder Superposition.

Zur Verdeutlichung der allgemeinen SCHRODINGERschen Gleichung
(64a) wollen wir sie auf den einfachsten Fall zweier Teilchen bei Fehlen
duBerer Krifte anwenden. Um etwas Bestimmtes ins Auge zu fassen,
sprechen wir von einem Elektron und einem Proton, die zusammen
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ein Wasserstoffatom bilden. Wir fithren zunichst die relativen Koordi-
naten des Elektrons in bezug auf das Proton x = %, — %y, ¥y = 9, — ¥4,
2z = 2, — % und die Schwerpunktskoordinaten des Atoms
£ = My ¥y | My Xy =m1y1+mzyg £ = My 2y + My 2y
my+ my my + my my + my
ein. Es wird dabei:
Oy _ 0y 0& 0y ox _ _m_ Oy Oy
0%, 0E Ox 0x 0xy my+my 0E ox’
0%y 0& 92 & ox 0% 0x\2
75 = 98 (o) * 2aac w7t ms on)
_( my >2821p 2my 0%y 0%y

DE mg,tom, 0xIE | Ox?
und

Py _ (L PPy, Em Py oty
0x2 0&2 my+ my 0x0E  Ox%’
woraus folgt
1oy, 1 %y 1 821/J+ 1 + Py
my 0% | m, 0x3  mg+ my, OE2 (m—l >6x2
Ahnliche Formeln ergeben sich fiir die zwei anderen Achsen. In den

neuen Koordinaten nimmt also die Gleichung (64a) die folgende Ge-
stalt an:

: (?92;2) + 021,; + ac2> + %(a;—;pé + gzyf + 022>

; (66)
8n k Oy
Rt <2:m 9t +U )
dabei ist
1 1
- (662)

1
B= My + My, o my T
Da die potentielle Energie U nach unserer Voraussetzung nur von
den relativen Koordinaten abhingt, kann man die Losung von (66)
in der Form
1112%(5, W:C)'Tl’m(x, 3’:2) (67)

darstellen — als ob es sich um zwei Teilchen mit den Massen ¢ und m
und den Koordinaten (§, 7, &) bzw. (%, y, 2) handelte, die aufeinander
keine Wirkung ausiiben. Man erhilt dabei fiir die beiden Faktoren
in (67) die Gleichungen

Py + 6 w Py,  8a*u b Oyu
age ace W 2mé 0t

=0 (67a)
und

Py, | Pyn | Py,  8aim .
o T T am T e (s + U)vm=0. (@67H)
Die erste von ihnen charakterisiert die ,freie Bewegung’* des Schwer-
punktes des betrachteten Systems (Wasserstoffatoms), wihrend die
o%
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zweite die relative Bewegung des einen Teilchens (Elektrons) in
bezug auf das andere (Proton) bestimmt. Vom Standpunkt der Wellen-
mechanik aus geschieht diese relative Bewegung genau so, als ob das
eine Teilchen (Proton) unbeweglich wire, wihrend das andere (Elektron)

die Masse m = besitzt. — Dieses Ergebnis stimmt vollkommen

Wy Wy
my 4 m
mit demjenigen uberem das aus der iiblichen Korpuskularmechanik
folgt. Es miissen ndmlich die auf beide Teilchen ausgetibten Wechsel-
wirkungskrifte einander gleich und entgegengesetzt gerichtet sein.
Man hat also

ax, 1 Coatw 1
T = te o Gp = Fe
Daraus folgt
az 1 1
W( xl):<ml+m2>Fm’ s
d. h.
a?x oU
mogm =Fe=—7%7. .-

im Einklang mit (67b).

Die Gleichung (64a) kann leicht auf den Fall verallgemeinert wer-
den, daB die Teilchen des betrachteten Systems sich in einem duferen
magnetischen Feld befinden. Bezeichnet man das Vektorpotential dieses
Feldes mit ¥ (x, ¥, 2, #) und fiihrt die entsprechenden ,,potentiellen
Impulse’* der verschiedenen Teilchen

ein, so erhilt man statt (64a)

"
| S (' (e o)

(68a)
k0 2 ho 0
+ (ﬁ;é?k—sz) ] +toaiar T U}V’ =
Die potentielle Energie 146t sich in der Form
-
U= Zektp (s Vs 2 )+ ) D) B (68D)

k>l
darstellen, wo @ das elektrische Potential des duBeren Feldes, ¢; die
Ladungen der einzelnen Teilchen und 7,; ihre gegenseitigen Absténde
bedeuten.

Die magnetischen Wechselwirkungen der verschiedenen Teilchen
konnte man durch Hinzufiigung von Gliedern, die den klassischen
(BroT-SavARTschen) Ausdriicken

e & by

®kl — T T

C g1
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entsprechen, zu den ,,potentiellen Impulsen® (68) berticksichtigen. Man
miiBite dabei den Geschwindigkeitsvektor b; durch einen Vektoroperator

mit den Komponenten milz—hn—zg% usw. ersetzen. Diese Frage ist jedoch
bisher noch nicht vollstindig aufgekldrt worden. Wir wollen sie hier
nicht in Angriff nehmen. — Wir verzichten ebenfalls auf die Bertick-
sichtigung der relativistischen Korrektionen; denn die klassische Vor-
stellung von Wechselwirkungskriften, die durch eine Funktion U der
stmultanen Koordinaten aller Teilchen dargestellt werden konnen, ent-
spricht der Behandlung der Zeit als einer absoluten Grofe; sie steht
also in grundsitzlichem Widerspruch zu der Relativititstheorie.

Eine konsequente relativistische Theorie des Mehrteilchenproblems
wiirde die Einfithrung einer individuellen Zeit fiir jedes Teilchen er-
fordern. Dadurch wiirde aber die Moglichkeit ausgeschlossen, die Ge-
samtheit aller Teilchen als ein eigentliches System zu behandeln. Eine
solche Behandlungsweise ist in der Tat auch in der relativistischen
Korpuskularmechanik unméglich. Eine HAMILTON-JACOBIsche Glei-
chung vom Typus (63) 148t sich in diesem Fall micht aufstellen, man
muB direkt die EInsTEINschen Bewegungsgleichungen fiir die einzelnen
Teilchen in Verbindung mit den elektrodynamischen Gleichungen fiir
das von ihnen erzeugte elektromagnetische Feld 16sen. Diese Methode
miite die endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektromagne-
tischen Wirkungen berticksichtigen ; sie 148t sich auf die Wellenmechanik
nicht tibertragen, denn die klassische Elektrodynamik miite dabei
einer grundsitzlichen Umbildung unterworfen werden. Das ist bisher
noch nicht geschehen.

Es scheint, daf3 eine relativistische Theorie des Mehrteilchenpro-
blems auf dem hier eingeschlagenen Wege — der mehrdimensionalen
SCHRODINGERschen Wellen — sich iiberhaupt nicht entwickeln 148t.
Gerade hier liegen grofe prinzipielle Vorziige des anderen -— JORDAN-
schen — Weges gegeniiber dem SCHRODINGERschen.

Wir kénnen aber auf diese Frage hier nicht niher eingehen.

Es wire schlieBlich méglich, ohne Riicksicht auf die Relativitits-
theorie, die ScHRODINGERsche Gleichung (64a) oder (68a) durch ein
System von Gleichungen erster Ordnung mit ebenso vielen unbekannten
y-Funktionen zu ersetzen, ungefihr in derselben Weise, wie dies von
Dirac fiir den Fall esnes Teilchens durchgefithrt worden ist. Eine solche
nicht-relativistische Verallgemeinerung der Diracschen Theorie ist
neulich von verschiedenen Verfassern versucht worden:; dabei kénnen
die ,,Kreiseleffekte, die wir oben bei den einzelnen Elektronen und
Protonen aufgestellt und untersucht haben, auch fiir komplizierte
Systeme wellenmechanisch beschrieben werden. Es sei bemerkt, dal die
von einem duBeren Magnetfeld bedingten Kreiseleffekte von derselben
GréBenordnung sind, wie diejenigen Effekte, welche von der durch die
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potentiellen Impulse (68) bestimmten Zusatzkrifte abhdngen. Die Ver-
nachlassigung der Kreiseleffekte bei Beriicksichtigung dieser Kréfte
muB also als ein inkonsequentes Verfahren angesehen werden.

Wir werden im folgenden diese Komplikationen der SCHRODINGER-
schen Mehrkorpertheorie auBler acht lassen und uns mit der — sicher
angendherten und unvollstindigen — urspriinglichen Form dieser
Theorie begniigen.

Wir miissen zum SchluB nur noch auf die dieser Theorie entsprechen-
den statistischen GroBen kurz eingehen.

Bei einem System von unabhingigen Teilchen kann man die Wahr-
scheinlichkeit irgendeines Ereignisses, das sie alle betrifft, einfach als
Produkt der entsprechenden Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen
Teilchen definieren. Bezeichnet man z. B. mit g, 4V, die Wahrschein-
lichkeit des Vorhandenseins des k-ten Teilchens im Volumelement 4V,
so erhilt man fiir die Wahrscheinlichkeit eines simultanen Vorhanden-
seins des ersten Teilchens im Volumelement 4V, des zweiten im Volum-
element 4V, usw. den Ausdruck

AV = 0,4V, 0,dV 5+ 0,4V,

wo dV =dV dV,..-dV, das Volumelement des 3n-dimensionalen
Koordinatenraum aller Teilchen (@V =dx,dy,dz,...dx, dy, dz,)
bedeutet und

. @ =0102-:-0n
1st.

Setzt man nun nach BORN-SCHRODINGER @ = .y}, so folgt
daraus
: e=yy* (69)
mit
1/’:1}011/’2---%-

Dieses Produkt ist aber nach (65, a, b) gerade die Partikularlésung
der SCHRODINGERschen Gleichung fiir das ganze durch die betrachteten
Teilchen gebildete System. Es liegt deshalb nahe, den Ansatz (69)
auch auf ein beliebiges System von Teilchen zu iibertragen. Ist also
P (%, .. 2, 8) eine Losung der allgemeinen Gleichung (64a) oder
(68a), die sich in einzelnen Faktoren nicht zerlegen 14B8t, so bedeutet
das Produkt
pyp*dV,dV,...dV,

die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das betrachtete System sich in der
durch die Volumelementen dV,,...dV, charakterisierten (simul-
tanen) Konfiguration befindet. Wenn man das System durch ein Teilchen
im mehrdimensionalen Koordinatenraum &, . . . {, darstellt, so 148t sich
die GroBe (69) in der tiblichen Weise als ,,Wahrscheinlichkeitsdichte®,
oder ,,Exemplarendichte* definieren.
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Die Funktion 4 mufl dabei selbstverstdndlich derart normiert
werden, daf3 das tiber den ganzen Koordinatenraum erstreckte Integral
f’lp'lp* dV gleich 1 wird.

Dann kann man die GroBe

o dVy=av, [[ ... [odV,av,.. . av,

als die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorhandensein des ersten Teilchens
im Volumelement 4V bei beliebiger Lage der iibrigen Teilchen betrach-
ten. Die GroBe

oo=J[... [pyp*av,av,...av, (69a)
stellt also die gewohnliche Wahrscheinlichkeits- oder Exemplarendichte
(im dreidimensionalen Raum) des ersten Teilchens dar.
Die Ausdriicke

o =[] - [ e (0F S — L) av, av, ... v, usw. (69b)

lassen sich dementsprechend als die Komponenten der sich auf das
erste Teilchen beziehenden Wahrscheinlichkeits- oder Exemplaren-
stromdichte deuten — wenigstens wenn kein duBeres Magnetfeld vor-
handen ist, —denn in diesem FFall besteht wegen der Differentialgleichung
(64a) die Beziehung

0 e | 001w | Of1s

“a%+ a;, a;l + 6211 =0,
die den Erhaltungssatz fir die Exemplare des ersten Teilchens aus-
driickt. Bei Anwesenheit eines Magnetfeldes muBl man die GréSen

ko0 ho op*

2mi a‘z)l uwd  — 575 79'%

durch die Differenzen

h d h 7]

(5576_5— Gm)’P: bzw. <— TR Gw) p*
ersetzen. Die verschiedenen Kontinuititsgleichungen fiir die einzelnen
Teilchen lassen sich dabei als eine Folge der Differentialgleichung (68a)
beweisen. Auf den Beweis, der iibrigens keine Schwierigkeiten bietet,
wollen wir nicht eingehen.

Drittes Kapitel.
Wellenmechanik und Quantentheorie.

§ 1. Die stationfiren (gequantelten) Zusténde.

Wir haben schon im I. Kap, (§ 14) gesehen, daB die stationdren
oder die ,,gequantelten’ Zustinde der Borrschen Quantentheorie der
Atome (im einfachsten Fall eines Wasserstoffatoms) sich deuten lassen
als die verschiedenen ,,Hohlraumeigenschwingungen‘* der das Verhalten
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des Elektrons darstellenden DE BrogLiEschen Kathodenwellen. Wir
wollen die Beziehung der wellenmechanischen Eigenschwingungen zur
Boarschen Quantentheorie der stationdren Zustinde niher unter-
suchen, um schlieBlich die exakte, von HEISENBERG, BORN und JORDAN
herrithrende Formulierung der Quantengesetze anzugeben, die un-
abhingig von der wellenmechanischen Theorie aufgefunden wurde und
sich spiter als vollkommen dquivalent mit ihr erwiesen hat.

Die Beziehung der Wellenmechanik zur Borgrschen Theorie 148t sich
in einer besonders iibersichtlichen Weise darstellen, wenn man bei der
Aufstellung der BOHR-SOMMERFELDschen Quantenbedingungen von
der HamirToN-JAcoBischen Form der korpuskularmechanischen Be-
wegungsgleichungen ausgeht. Das betrachtete mechanische System sei
also durch den folgenden Ausdruck der Gesamtenergie W als Funktion
der (rechtwinkligen) Koordinaten %;, 41, %, . . ., %5, ¥, 2, und den zu-
gehorigen Impulsen $,,, ... p,, charakterisiert:

H= N5l — Gl + (bry— Gu® + (bes — Ged+ U, (1)
k=1

wobei die potentielle Energie U und die (duBleren) potentiellen Impulse
& als gegebene, die Zeit explizite nicht enthaltende Funktionen der
Koordinaten vorausgesetzt sind. Der Ausdruck (1) wird gewdhnlich
als die HaMILTONsche Funktion des Systems bezeichnet. Die HAMILTON-
Jacosische Gleichung fiir konservative Bewegungen mit der konstanten
Gesamtenergie W lautet

H—W=0, (La)

wobei im Ausdruck von H die Impulse p als Ableitungen der ,,Wirkungs-
funktion‘* S nach den entsprechenden Koordinaten, d. h. gemdf} den
Formeln:

ﬁlcng—xskl ?lcyzﬁ: sz:g% (1b)
dargestellt werden miissen.

Zur Formulierung der Quantenbedingungen ist es im allgemeinen
notwendig, statt der urspriinglichen rechtwinkligen Koordinaten neue
Veranderliche (verallgemeinerte Koordinaten) gy, ¢,,... ¢ (f = 3%)
einzufithren. Wenn es dabei gelingt, diese neuen Verdnderlichen so zu
wihlen, daf3 S die Gestalt

/ .
S = g; Se (ga) (2)
annimmt (,,Separationsvariablen), so lauten die Quantenbedingungen

$Padge = gﬁ%’-dqa =[S.d=mn.k (n, ganzzahlig).  (2a)

. S . . .
Hier bedeuten p, = gf die ,,verallgemeinerten Impulse und [S,] die
a
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sogenannten ,,Periodizititsmoduln der Funktion S (nach K. ScHwARz-
scHILD), d.h. diejenigen Anderungen dieser Funktion, welche einer
,,zyklischen’ Anderung der entsprechenden Separationskoordinate bei
festgehaltenen Werten aller iibrigen entsprechen. Unter einer ,,zykli-
schen‘ Anderung der Koordinate g, wird dabei eine solche Anderung
verstanden, bei der das betrachtete mechanische System in die ur-
spriingliche Konfiguration zurtickkehrt — bei der also die rechtwinkligen
Koordinaten ihre urspriinglichen Werte annehmen. Wenn die Koordi-
nate g, den Charakter eines Winkels hat, so daB die rechtwinkligen
Koordinaten periodische Funktionen davon sind, so bedeutet die
,,zyklische Anderung‘‘ von ¢, einfach den Zuwachs um die betreffende
Periode Ag, (z. B. 27); sonst bedeutet sie eine Oszillation von g, inner-
halb gewisser, durch die Beschaffenheit des Systems bestimmter Gren-
zen (hin und her). Die zyklischen Anderungen der einzelnen Separations-
koordinaten finden bei der wirklichen Bewegung des Systems im all-
gemeinen in voneinander verschiedenen Zeitperioden A#, statt, so daB
die Bewegung in bezug auf die Zeit als nicht periodisch oder bedingt
periodisch erscheint.

Diese Abhingigkeit der Verdnderlichen g, von der Zeit spielt aber
fir die durch die Formeln (2a) definierte ,,Quantelung® gar keine
Rolle. ‘

Die Periodizitdtsmoduln [S.] charakterisieren S nicht als Funktion
der Zeit, sondern als Orisfunktion im Koordinatenraum #,, ... 2, — und
zwar als eine mehrdeutige Orisfunktion —, denn sie stellen gerade die-
jenigen Anderungen dieser Funktion dar, die sich bei der Riickkehr
zu einem beliebig gewihlten Ausgangspunkt lings einer geschlossenen
Kurve ,,vom Typus a“ ergeben. Die Kurven ,,vom Typus o' sind dabei
definiert als diejenigen Kurven im Koordinatenraum #;, ... z,, denen
eine zyklische Anderung der Separationsvariable ¢,, bei festgehaltenen
Werten der anderen Separationsvariablen, entspricht.

Solche mehrdeutige Funktionen lassen sich sehr anschaulich durch
das skalare magnetische Potential @ eines Systems von linearen Strom-
kreisen verdeutlichen. Das skalare magnetische Potential verhilt sich
zur magnetischen Feldstirke § ebenso wie das skalare elektrische
Potential zur elektrischen Feldstirke €. Man kann also § = — grad @
und folglich

P P
Dy — Djp :Pf (H,dx + H,dy -+ H,dz) :PfH,,da,
wo die Integration lings einer beliebigen Kurve (¢) mit dem willkiir-
lichen Ausgangspunkt P, ausgefiihrt wird. Wenn diese Kurve geschlossen
ist, so ist die Anderung @, — ®@p = [D] entweder gleich Null oder im
allgemeinen gleich

4y i+l Jot+-00),



138 Wellenmechanik und Quantentheorie. IIT, § 1.

wo Ji, Js,... die Stromstdrken in verschiedenen Stromkreisen be-
deuten, wahrend &, &,, ... ganze positive oder negative Zahlen sind,
die die Anzahl und Richtung der ,,Wicklungen* der betrachteten Kurve
um die entsprechenden Stromlinien bestimmen. — Wenn es dre; Strom-
kreise gibt, so kann man drei Typen von geschlossenen Kurven defi-
nieren, welche diese Kreise einzeln umschlieBen. Fiir die entsprechen-
den ,,Periodizititsmoduln‘* des Potentials @ erhidlt man dabei die
GroBen kydm [y, Rodmw],, Rydm ],

Bei der Betrachtung der konservativen Bewegung eines Teilchens
nach der HAMILTON- JacoBIschen Methode erhélt man statt des Magnet-
feldes ein stationidres ,,Impulsfeld” p (x, v, 2), fiir welches die mit nega-
tivem Vorzeichen genommene Wirkungsfunktion S die Rolle des skala-
ren Potentials spielt. Dieses durch die Bewegung des Exemplaren-
kontinuums des betrachteten Teilchens erzeugte Impulsfeld kann unter
gewissen Bedingungen denselben Charakter wie das Magnetfeld von drei
Stromkreisen haben. Die BOHR-SOMMERFELDschen Quantenbedingungen
sind nur auf solche Fille anwendbar; sie besagen dann, daB die den
Stromstdrken entsprechenden GréBen gleich der (mit 4z dividierten)
Pranckschen Konstante % oder einem ganzen Vielfachen davon sein
miissen.

Die Gleichungen (2a) kann man, wie man leicht sieht, durch die
Forderung ersetzen, daB die Anderung der Funktion S (,,Impulspoten-
tial*) langs einer beliebigen geschlossenen Kurve im Koordinatenyawm gleich
einem ganzen Vielfachen von h ist. Diese Forderung, die gewissermafBen
die Mehrdeutigkeit der Funktion S beschrinkt, ist offenbar dquivalent

.8
mit der Eindeutigkeitsforderung fir die Funktion 627”7 oder allgemeiner
fiir eine Funktion von der Gestalt

2ati§
p=4de kb, (3)
wo A eine beliebige eindeutige Funktion bedeutet.
Das ist die prignanteste und allgemeinste Formulierung der BOHR-
SoMMERFELDschen Quantenbedingungen.

Wenn wir von der Wellenmechanik gar nichts wiiliten, so wiirde
schon diese Formulierung allein geniigen, um die (mlt Tn mu1t1p11z1erte)

Wirkungsfunktion S als eine Schwingungsphase zu deuten und die
Losung des ,,quantenmechanischen Problems‘* — d. h. des mechanischen
Problems mit Riicksicht auf die Quantenbedingungen — auf die Be-
stimmung einer ,,Wellenfunktion von der Gestalt (3) zuriickzufithren.
Die Eindeutigkeitsforderung wiirde dabei die zunéichst so befremdend
aussehenden Quantenbedingungen (2a) smplizite schon enthalten.
Merkwiirdigerweise ist aber dieser einfache und natiirliche Gedanke
erst dann klar geworden, als SCHRODINGER seine Wellengleichung fiir
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die Funktion ¢ fand und den Zusammenhang dieser Funktion mit der
Wirkungsfunktion S aufdeckte.

Die ScHRODINGERsche Gleichung ldBt sich im betrachteten Fall
(Bewegung mit konstanter Gesamtenergie) in der Gestalt

(H—=W)p=0 (4)
schreiben, wo H den sich aus der HamiLToNschen Funktion (1) durch
die Substitution

0 h a h 17}
?kx=ﬁ;5x—k: brv =35, Gy Pre= 35573, (4a)

ergebende Operator (,, HamirTonscher Operator”) bedeutet.

Bei der Lsung dieser Gleichung hat SCHRODINGER von der Funktion ¢
neben der Eindeutigkeit noch die Stetigkeit und Endlichkeit ge-
fordert; es hat sich aber spdter erwiesen, im Zusammenhang mit der
statistischen Bedeutung der Funktion y, daB8 bei quantisierbaren Vor-
gingen die Endlichkeitsbedingung durch die Konvergenzbedingung des
tiber den ganzen Raum erstreckten Integrals f wy* dV zu ersetzen
ist. In dieser Bedingung, die wir in der Form

[ww*dV = endlich (4D)
schreiben kénnen, ist das Verschwinden der Funktion g in unendlich
entfernten Punkten von selbst vorausgesetzt.

Das so gestellte Problem lift sich nur fiir bestimmte diskrete
. Eigenwerte” der Energie W lésen. Die diesen Eigenwerten Wy,
Wy, ... W,, ... zugehtrigen Losungen y;, ¥, ... ¥p, ... pflegt man
als die ,,Eigenfunktionen‘* des Operators H zu bezeichnen.

Die Eigenfunktionen g, charakterisieren die verschiedenen statio-
niren oder gequantelten Zustinde (im Sinne der BorRschen Theorie);
die Eigenwerte W, stellen die entsprechenden gequantelten , Energie-
niveaus‘ dar.

Wie schon im I. Kap. (§ 14) auseinandergesetzt worden ist, bestimmen
die Eigenfunktionen die verschiedenen Hohlraumeigenschwingungen, die
im Koordinatenraum auftreten koénnen. Die BOHR-SOMMERFELDschen
Quantenzahlen bedeuten dabei der Anzahl von Knotenflichen jeder
Art. Der Index , bei W, oder y, vertritt also die Gesamtheit der
f Indizes #,, #,, ...#%; die den entsprechenden Schwingungszustand
geometrisch charakterisieren.

Eine exakte Ubereinstimmung der SCHRODINGERschen Eigenwerte
mit den entsprechenden BorRschen Energieniveaus ist von vornherein
nicht zu erwarten; trotzdem tritt sie in manchen Fillen ein; in anderen
Fillen ergibt sie sich, wenn man fiir die Quantenzahlen #, halbzahlige
Werte annimmt (s. unten IV. Kap.).

Man muB ferner beachten, daB3 die HamMiLTON- Jacosische Differen-
tialgleichung nur den angendherten Ausdruck fiir die wellenmechanische
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Phasenfunktion liefern kann. Es ist nicht schwierig, auf Grund der
SCHRODINGERschen Gleichung (4) ein System von zwei Gleichungen
fiir die Amplitudenfunktion 4 = || und die exakte Phasenfunktion ¢
auf Grund der Definitionsformel » = || ¢/? aufzustellen. Dies lohnt
sich aber kaum; denn es ist viel einfacher, die Funktion ¢ selbst zu
bestimmen, woraus sich || und ¢ ohne weiteres ergeben.

In ganz grober Niherung kann man einfach

2io—
p = konst. e “h

setzen und den klassischen Ausdruck fir S benutzen. In denjenigen
Punkten, wo die Funktion S reell bleibt, behilt sie die Bedeutung der
Phase; in anderen Gebieten, wo S komplexe oder imaginire Werte
annimmt, bestimmt sie auch die Amplitude. In der klassischen Mechanik
sind solche Gebiete ausgeschlossen, denn sie entsprechen imaginiren
Werten der Impulskomponenten. In der Wellenmechanik sind sie da-
gegen mit den reellen Gebieten vollkommen gleichberechtigt. Sie er-
weisen sich dabei als besonders wichtig fiir den Verlauf der Dichte-
funktion o p*.

§ 2. Statistische Mittelwerte fiir die stationidren Zustinde und
Vergleich mit den zeitlichen Mittelwerten der klassisechen
Mechanik.

Wir fassen eine bestimmte Eigenfunktion g, des betrachteten
Problems ins Auge und normieren sie ,,auf 1%, d. h. durch die Be-
dingung

Jvaprav=1, (5)

die sich offenbar (wegen der Linearitit der SCHRODINGERschen Glei-
chung) immer erfiillen 148t.

Wenn, die in den vorigen Kapiteln gegebene Deutung der GréfBe
Y prdV \éls der Wahrscheinlichkeit fiir die durch das Volumelement 4V
bestimmte Lage (im Falle eines Teilchens) oder Konfiguration (im
Falle eines komplizierteren Systems) zutreffend ist, so liegt es nahe,
durch die Formel

Fon=[FyykaVv
den ,statistischen Mittelwert (oder ,,wahrscheinlichen Wert” oder
auch , Erwartungswert) einer beliebigen Ortsfunktion I (%, . . . 2,) zu
definieren. Falls F keine Ortsfunktion, sondern ein Operator ist, kann
man die vorhergehende Formel durch die allgemeinere

Fon=Jy}Fy,av (52)
ersetzen; dabei wird vorausgesetzt, daB der Operator F nur auf den
rechtsstehenden Faktor, d. h. auf die Funktion y, wirkt. Dieser Ansatz
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1aBt sich unter anderem durch die Betrachtung des Spezialfalls F = H
(HamrirtoNscher Operator) rechtfertigen. Und zwar erhilt man dabei
wegen Hy, = W, -y,:

H,,=W, [y, pdV=W,. (5Db)
In der klassischen Korpuskularmechanik pflegt man statt solcher statisti-
scher Mittelwerte Zeitmittelwerte zu betrachten, die sich auf die Bewe-
gung eines bestimmten Teilchens oder Systems beziehen und ohne
Einfiihrung von Exemplarenkontinua definiert werden kénnen. Bei
einer rein periodischen Bewegung mit der Periode T hat man einfach
ltg+T
F—[Fat
to

oder bei den bedingt periodischen (quasi-periodischen) Bewegungen

F=Lim [ Fd:. (6)

T—>w T

2

Den Fall vollkommen aperiodischer Bewegungen wollen wir hier auBler
acht lassen, und die Beziehung der Zeitmittelwerte (6) zu den statistischen
Mittelwerten (5a) nur fiir bedingt periodische Bewegungen, die das
eigentliche Anwendungsgebiet der bisherigen (BoHRschen) Quanten-
theorie bildeten, untersuchen.

Dazu ist nétig, die Abhingigkeit der Koordinaten %, . .. z, und der
Impulse $;,,...2,,, die in der Funktion F als Argumente auftreten
konnen (im Operator F sind die Impulse durch die entsprechenden
Differentialoperatoren zu ersetzen), von der Zeit ¢ niher zu betrachten.

Die NEwToNschen Bewegungsgleichungen lauten, in der sogenannten
kanonischen Form geschrieben (vgl. Kap. I, §18):

dbrs OH Cdx,  0H
i = T @ T ap (7)

Zur Homogenisierung der Schreibweise schreiben wir im folgenden
statt X1Y1%15 -+« Xp Yp 2y er Q2: Qs: cre Q3n—2’ Q?m—-l’ an (3"‘ =f)
und statt p,,,...p,, Py,... P, Die vorhergehenden Gleichungen
nehmen dabei die Gestalt

) iQ. 0H
at T 90g° it 9b, (7a)
an.
Wir fiihren nun neue Koordinaten Q7, . .. Q} ein, die durch f Glei-

chungen von der Form

Op=08Q1,...0) oder Q. =0Qu(Q1,-..0) (f=12,.../) (8

bestimmt sein mégen. Die neuen Impulse P}, ... P;definieren wir dabei
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nach den Formeln
/
Py 39S 9Q, 004 , 00
95 — 9% P, sy
= o 2 50 00, = 2 Pagg, oder Z Frag. @)

die die Kenntnis der Wirkungsfunktion S offenbar nlcht voraussetzen.
Es 146t sich dann leicht zeigen, daB diese neuen Koordinaten und Im-
pulse einem Gleichungssystem von derselben Gestalt wie (7a)

Y aQ, oH’ _

it = T G = a7 B=12...0) (9)
geniigen, wo H’ die neue HamirToNsche Funktion bedeutet, die sich
ergibt, wenn man in der urspriinglichen Funktion H (Q, P) die alten
Koordinaten und Impulse durch die neuen nach den Formeln (8) und
(8a) ausdrtickt. Die durch diese Formeln definierte Transformation
heiBt eine ,,Punkttransformation. Sie ist ein Spezialfall der so-
genannten ,,Kontakttransformationen oder kamonmischen Transforma-
tionen, welche dadurch ausgezeichnet sind, daf sie die Gestalt der
kanonischen Gleichungen invariant lassen. Diese Transformationen
lassen sich durch die Formeln

99 , 0D
Pe=50." 0= 5p; (9a)

definieren, wo @(Q, P’) eine ganz beliebige Funktion der urspriinglichen
Koordinaten und der neuen Impulse bedeutet. Setzt man speziell

t
Z%Pé'fﬁ(Qp---Qf):

so ergibt sich nach (9a)
’ 7 a 3
Oh=1fsQu-Q)s  Pu=DPhgs,
B

was der Punkttransformation (8), (8a) entspricht.

DaB die urspriinglichen kanonischen Gleichungen (7a) sich wegen
(9a) in die Gleichungen (9) transformieren miissen, kann folgender-
malen bewiesen werden.

Wir bilden das vollstindige Differential der Funktion @, das einer
virtuellen (von der wirklichen Bewegung vollkommen unabhingigen)
Anderung der Variablen Q, P entspricht:

6@., + o2 o7, 0Ph = 3 Pu0Qu + 3050 P

und differenzieren dlesen Ausdruck nach der Zeit. Sodann bilden wir
die Zeitableitung von @

ad aQu , AP}

dar _ZP“ di +2Qﬁd—t
und nehmen die Variation davon. Durch Subtraktion der sich dabei
ergebenden Ausdriicke voneinander erhilt man mit Riicksicht auf die




Statistische Mittelwerte und Zeitmittelwerte fiir die stationiren Zustinde. 143

Vertauschbarkeit von ¢ und %
(G o0, —op,) = S(Tho0s— T opy).
Nun ist na“ch (7a): ﬁ
(00— Fr0pe) = = (35,600 + G5 0Ps) = —8H.
Man hat also bei

H(P,Q=H(P.Q)
—0H = —Zﬁ’(%a% +5m0ms) =3 (ha0s— % omy).

Daraus folgen, wegen der Willkiirlichkeit der Variationen 6Qp und
0 Pg, die Gleichungen (9).

Eine besondere Rolle spielt diejenige kanonische Transformation,
bei welcher die transformierte HamirtoNsche Funktion H' nur von den
Impulsen P’, nicht aber von den Koordinaten @’ abhingt. Solche
Koordinaten pflegt man als zyklisch zu bezeichnen. Die Gleichungen (9)
reduzieren sich in diesem Fall auf

;o aQ _0H"
Pj = konst., it = op V= konst.,
d.h.
Op = wgt + ¢4

Wenn die erzeugende Funktion @ bekannt ist, ist das mechanische
Problem als gelost anzusehen, denn die urspriinglichen Koordinaten
und Momente driicken sich dabei nach den Gleichungen (9a) als Funk-
tionen der Zeit, die auBBer ¢ nur Xonstanten — P:g, wg und g — ent-
halten, aus.

Es ist nun leicht einzusehen, daB diese ausgezeichnete erzeugende
Funktion die Wirkungsfunktion S ist, aufgefaBt als Funktion von
Q1. . .. Q; und von irgendwelchen f Konstanten, die bei der Integration
der HAMILTON- JacOBIschen Gleichung notwendig auftreten. Man kann
dabei — sofern es sich um bedingt periodische Bewegungen handelt —
die Integrationskonstanten durch die Periodizitdtsmoduln der Wiy-
kungsfunktion J, = [S,] in bezug auf irgendein System von separier-
baren Koordinaten ¢,, ..., g, (die wir nicht ndher zu betrachten
brauchen) ausdriicken und diese neuen Konstanten als die transfor-
mierten Impulse betrachten (P = Jj). Die entsprechenden zyklischen
Koordinaten heilen die ,,Winkelvariablen® des betrachteten Problems.
Wir wollen sie mit w, (= Qp) bezeichnen.

Man hat also

0H’

wp =57~ = konst. (H' =W) (10a)
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R) 0S
Pa

= @;, wﬂzéj;. (].Ob)

Die Koordinaten ¢, sind periodische Funktionen der Verinder-
lichen wg — dies folgt aus dem vorausgesetzten bedingt periodischen
Charakter der Bewegung.

Wir fithren nun fiir einen Augenblick noch die Separationskoordi-
naten gy, ... ¢y ein. Als Funktion der letzteren ausgedriickt nimmt S

/

die Gestalt S= 3'S, (¢u, J1, ... J;) an. Einer zyklischen Anderung
a=1

der Koordinate ¢, (vgl. §1) entspricht nach (10b) eine Anderung

o

der Koordinaten wg um 4,wg= Aagﬁ .

Aasa = [Sa] = ]0(:

Es gilt folglich wegen

Aaw‘g:%lﬁz 1 be% a=2p

Js 0 bei a+4.

Diese Formeln zeigen, daB bei einem Zuwachs von irgendeiner Winkel-
variable wg um den Betrag 1 bei konstant gehaltenen Werten der iibrigen
w die Wirkungsfunktion S gerade den Zuwachs Jg erhdlt, der der
zyklischen Anderung der Separationskoordinate gg, d. h. dem Riickkehr
des betrachteten Systems in die urspriingliche Konfiguration lings
einer ,,f-Kurve*,

Daraus folgt, daB die Koordinaten Qg und Impulse P, als Funktionen
der Winkelkoordinaten in der Gestalt von mehrfachen (im allgemeinen
f-fachen) FouriErschen Reihen mit Perioden, die simtlich gleich 1
sind, ausgedriickt werden kénnen. Dasselbe gilt selbstverstindlich fiir
jede Funktion F(Q, P). Wir gelangen so zu der folgenden harmonischen
Reihenentwicklung

F= YF; “‘kfgzni(klwl‘l"kzwz"}'""*'kfwf) , (11)
Riye Ry
wo Ky, ...R; ganze Zahlen sind, die alle Werte von — oo bis + o0

durchlaufen, und Fy, 4 gewisse fiir die Funktion F charakteristische
Entwicklungskoeffizienten. Setzt man statt w, ihre Ausdriicke nach
(10a) ein, so erhilt man

F =k2 gkl,...k,62”“’“‘”‘+"’w2+"'+’”“”)‘, (lla)
15000 Rt

wo die Cj neue Entwicklungskoeffizienten bedeuten, die man als
Amplituden von verschiedenen harmonischen Schwingungen auffassen
kann, wabhrend -, } o 4 By 4 oe + By o, (11b)

die Frequenzen dieser Schwingungen sind. Die GréBen wg, d. h. die der
Winkelkoordinaten zugehérigen Geschwindigkeiten, stellen also die
Grundfrequenzen des betrachteten mechanischen Systems dar.
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Wir kénnen nun zu der am Anfang dieses Paragraphen gestellten
Aufgabe, der Bestimmung des Zeitmittelwertes von F, iibergehen.
Diese Aufgabe 148t sich auf Grund der Formel (11a) sofort 16sen. Und
zwar mulBl der gesuchte Zeitmittelwert offenbar gleich demjenigen
Amplitudenkoeffizienten in (1la) sein, fiir welchen die Schwingungs-
frequenz @ verschwindet — oder der Summe solcher Koeffizienten,
wenn die Gleichung @ = 0 fiir mehrere verschiedene Kombinationen
der Zahlen k,, ... &, erfiillt ist.

Nun ist es klar, daB dieser Mittelwert nicht nur durch die Formel (5),
sondern ebensogut durch das mehrfache Integral

1 1
F=[... [Faw,...dw,, (12)
0 0

das iiber den ,,Periodenkubus im Koordinatenraume der Winkel-
variablen zu erstrecken ist, dargestellt werden kann — wobei I als
Funktion der Winkelvariablen durch die Formel (11) gegeben ist.

Der Ausdruck (12) hat seiner Gestalt nach die Bedeutung eines
statistischen Mittelwerts. Er entspricht in der Tat einer Mittelung iiber
die verschiedenen Exemplare des betrachteten Systems, bei einer kon-~
stanten Exemplavendichte im Raume der Winkelkoordinaten. Seine
zahlenmiBige Ubereinstimmung mit dem Zeitmittelwert von F fiir ein
bestimmtes Exemplar bedeutet, daBB die bei der Bewegung eines solchen
Exemplars beschriebene Kurve diesen Raum gleichmiBig erfilltt.

Wir koénnen jetzt von den Winkelkoordinaten zu unseren urspriing-
lichen rechtwinkligen Koordinaten @ zuriickkehren. Nach dem be-
kannten Satz von JACOBI erhilt man dabei

F=[FDav, (12a)
)
wo
Owy duy
00,7 77 00y
D i L.
Oy 9wy
99, 777 00y
ist. Nach (10Db) 148t sich diese Funktionaldeterminante in der Form
02S 02S
0J,0Q,° "7 0], 00,
D= (12b)
02S 0%S
0J;0Qy° "7 0]y 00,
darstellen.

1 Diese Bedingung ist bei ,,nicht entarteten’* Bewegungen erfiillt. Bei einer
r-fachen Entartung reduziert sich das Bewegungsgebiet auf ein Kontinuum von
f — r-Dimensionen.

Frenkel, Wellenmechanik, 10
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Das Volumelement 4V bedeutet bloB das Produkt 4Q, ...dQ, =
aVy...dV, und das Integrationsgebiet (V) entspricht dem ,,Perioden-
kubus* des w-Raumes. Die Grenzen dieses Gebiets werden von den-
jenigen Punkten gebildet, an denen die Wirkungsfunktion S komplex
oder imagindr wird. Da innerhalb ¥V S reell bleibt, so kann man

D=yy*
setzen, mit dem folgenden Naherungsausdruck fiir die Funktion y:
w—1D eg%t“z s (12¢)

VAN VLECK hat durch unmittelbare Losung der SCHRODINGERschen
Gleichung (nach einem hier nicht niher zu betrachtenden Naherungs-
verfahren) gezeigt, daB die Formel (12c) wirklich als eine Ndherungs-
formel fiir die SCHRODINGERsche Wellenfunktion anzusehen ist, die nicht
nur im ,,Realitdtsbereiche” der Funktion S, sondern im ganzen
Koordinatenraum gililtig bleibt®.

Damit ist der Beweis erbracht, daB der nach der Wellenmechanik
bestimmte statistische Mittelwert irgendeiner Funktion fiir einen ge-
gebenen stationdren Zustand mit dem zeitlichen Mittelwert der klassi-
schen Korpuskularmechanik iibereinstimmt.

Zur Erlduterung dieser Tatsache mag der Virialsatz dienen, der
durch die bekannte Formel

2T = 2 ( ay yk + g%%) (13)

ausgedriickt wird. T bedeutet hier die kinetische Energie des betrach-
teten Systems, dessen Bewegung dabei als bedingt periodisch voraus-
gesetzt wird. Diese Formel ergibt sich folgendermaBen: wir multipli-
zieren die NEwToNschen Bewegungsgleichungen 2

a2 x,

mit den entsprechenden Koordinaten und schreiben
Aa,  d dxy dxp\2
ST —d—;(xk—,z?)“(“;ﬁ) :
Durch Addition der so transformierten Gleichungen erhalten wir
a dxy dxy\2
72 2 (0 )= 2m[(E) ]
aU
- S )

! Es sei bemerkt, daB auBerhalb dieses Bereiches die Funktion  im all-
gemeinen sehr rasch abnimmt.
~ 2 Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB kein #uBeres Magnetfeld vor-
handen ist.

usw.
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Daraus folgt, durch Mittelwertsbildung in bezug auf die Zeit mit Riick-

. . a dx
sicht darauf, daB der Mittelwert von T 2 My (xkd—t”—l— .. ) ver-

schwindet, die Formel (13). — Ersetzt man die kinetische Energie T
durch die Differenz W — U und nimmt an, daB die potentielle Energie
eine homogene Funktion s-ten Grades der Koordinaten ist, so reduziert

sich die Formel (13) auf die Gestalt 2(W — U) = sU oder

7 2
U=3W.

Dasselbe Ergebnis 148t sich, und zwar in der Form
2
U,,= 3 W, (13a)

oder in der allgemeinen Form

Wo=Uut 3 [ DGamt )] (13h)

aus der SCHRODINGERschen Gleichung durch statistische Mittelwerts-
bildung ableiten. Wir betrachten beispielsweise den einfachsten Fall
eines eindimensionalen wellenmechanischen Problems, das durch die
Gleichung

d w,, nzm

charakterisiert wird.

*
Multipliziert man diese Gleichung mit x% und die konjugierte

Sn m * . ay,
5 W, —U)yp, =0 mit x—=
zueinander, so erhalt man

d (dy,dyp¥ 8n2m 8n2m d
x;i;(—dw? :pr>+ h2 W"d,,(‘l’n%) Tz Ux('i;(wn"p:se):()

Daraus ergibt sich durch partielle Integratlon tiber %, mit Ricksicht

und addiert sie

auf die Grenzbedingungen (y, =0 und —0 fiir x = -+ o)
+ ®
Ay, dpy 8 2m a(Ux
— d”; ;pxd WJ‘zpnw,, dx + 272 [y, pk ( )dx——O

—

oder wegen (5) und (5a) (mit 4V = dx)

[ A C BT

-0

Weiter ergibt sich durch Multiplikation der SCHRODINGERschen Glei-
chung mit zp,’f

Pyng 8
f«p:: Pran + S (W — Uy, dx=0.

10*
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Daraus folgt durch partielle Integration

+ o

Ay, dyp¥ 8nrm .
—J‘Wﬂ*dx + = W,—U,,)=0.
Es gilt also
oder 2W,L=2Unn-}—<x%g> .

Dies ist aber gerade die Formel (13b) fiir den von uns betrachteten
Spezielfalll.

§ 3. Nicht-quantisierbare stationdre Zustéinde; Orthogonalitits-
und Normalititsbedingungen.

Die Bomrsche Quantentheorie beschiftigte sich ausschlieflich mit
periodischen oder quasi-periodischen Bewegungen, denn fiir nicht-
periodische Bewegungen verlieren die BOHR-SOMMERFELDschen Quanten-
bedingungen jeden Sinn. Fiir solche Bewegungen sollte man dem-
entsprechend alle Werte der Energie als zuldssig ansehen. Man erhielt
also in diesem Fall statt diskreter ,,gequantelter’ Energieniveaus
kontinuierliche Energiespektra.

In der Wellenmechanik kommen ebenfalls neben den bisher unter-
suchten diskreten Losungen der SCHRODINGERschen Gleichung

(H —W)p=0,

die eindeutig, stetig und ,,quadratisch integrierbar — im Sinne der
Konvergenzbedingung (4b) — sind, noch andere Losungen vor, die zwar
endlich sind, doch der letzten Bedingung #ick geniigen und die eine
kontinuierliche Reihe von W-Werten bilden. Es sei bemerkt, daB in
diesem Fall die GréBe |y|? ihre iibliche Bedeutung als Wahyscheinlich-
keitsdichte (fiir die verschiedenen durch das Volumelement 4V des
Koordinatenraumes definierten Konfigurationen) verliert, denn das
Integral dieser Wahrscheinlichkeitsdichte, erstreckt iiber den ganzen
Raum, gleich 1 sein sollte. Bei solchen Bedingungen kann die GréBe |y |2
nur als Exemplarendichte behandelt werden (bei unendlicher Gesamt-
zahl der Exemplare).

Ein und dasselbe Problem, d. h. ein Problem, das durch denselben
Hawmirtonschen Operator H bestimmt ist, kann gleichzeitig beide
Typen von Losungen {fiir verschiedene oder sich teilweise iiber-
deckende Intervalle des Energiespektrums besitzen. Beim Wasserstoff-
atom hat man z. B. neben den diskreten Eigenfunktionen vy, v,, . .

*
die einer diskreten Reihe von negativen Eigenwerten W, = —- &

1 Der angefithrte Beweis riihrt von B. FINKELSTEIN her.
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angehoéren und den elliptischen Bewegungen des Elektrons entsprechen
(vgl. Kap. I, § 14), noch eine kontinuierliche Reihe von Funktionen y (J),
die fiir jeden positiven Wert der Energie (von 0 bis o) existieren und die
den Hyperbelbewegungen der klassischen Korpuskularmechanik ent-
sprechen. Bei komplizierteren Atomen erstreckt sich das kontinuier-
liche Spektrum der Funktionen o (J) teilweise in das Gebiet des
diskreten Spektrums der Eigenfunktionen 4, hinein; so kann z. B.
ein Heliumatom bei einer teilweisen Ionisation eine kontinuierlich
verdnderliche negative Energie besitzen, die mit der Energie einer dis-
kreten Reihe von angeregten Zustidnden des neutralen Atoms {iberein-
stimmt.

Die Tatsache, daB die ,kontinuierlichen Eigenfunktionen® w (J)
der Konvergenzbedingung (4b) nicht geniigen und dafB die letztere
fiir die diskreten Eigenfunktionen charakteristisch ist, 148t sich in Ver-
bindung mit der schon im Kap.I, §17 erwihnten Orthogonalitiits-
eigenschaft f Yo Wn AV = 0 ableiten.

Wir wollen zunéichst diese Eigenschaft als Folge der Konvergenz-
bedingung (4b) und des sogenannten ,,selbstadjungierten Charakters
des HamirToNschen Operators beweisen. Diese ,,Selbstadjungiertheit
der Gleichung (H ~— W)y =0 wird durch die folgende allgemeine
Beziehung ausgedriickt

F,HF,— F,H*F, —?"’1+a%+ +%g—’, (14)

f
wo F; und F, zwei beliebige (stetlge) Funktionen der rechtwinkligen
Koordinaten @, ... Q; sind. Die rechte Seite von (14) kann man als

eine f-dimensionale Divergenz auffassen.

Das iiber einen endlichen Bereich des Koordinatenraums erstreckte
Integral dieser ,Divergenz‘‘ 1aBt sich in ein Integral iiber die entspre-
chende Grenzfliche transformieren’. Wenn man nun diese Fliche ins
Unendliche verschiebt, d.h. die Volumintegration iiber den ganzen
Raum erstreckt, so mufl bei der Voraussetzung, daBl die Funktionen F,
und F, geniigend rasch abnehmen, dieses Flichenintegral gegen Null
streben. Man erhilt also in diesem Fall

[(FLHF, — F,H*F)dV =0. (14a)

Es ist nun leicht einzusehen, daB die Bedingung (14) fiir den
Hawmrrronschen Operator tatsdchlich erfiillt ist.

1 Man hat namlich
O@e ‘9%
.fZaQa av—= “‘ fa 4Q,dQ, - .. dQ, +

= -f(qa;'—««p;)dgz...dQ,Jr e

wo @) und ¢y die Grenzwerte der Funktion @, auf der betrachteten Oberflache sind
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Bei Fehlen duBlerer magnetischer Krifte reduziert sich dieser Operator

auf die Gestalt
f
1 h 0 \2
H =2 2y (2ni 5‘9_;) +U.

a=1

Man hat also mit Riicksicht auf H* = H:

9F,
F,HF,—F,HF,= W 2‘2% aga (F2 o Fl—@>.

Wenn dagegen ein (ZeltllCh konstantes) Magnetfeld vorhanden ist,

mufl man den Operator 5— Q durch die Differenz —%7873: — G,

ersetzen. Man erhilt in dlesem Fall nach leichter Rechnung:

F,HF,— F,H*F, =

d OF, dmi
i Ds o (gt = Frge + 7 FaFuGa). (14D)

a=1

Dadurch ist die ,,Selbstadjungiertheit” der ScHRODINGERschen Glei-
chung bewiesen.

Setzt man nun F; = g, und F, = vy, so ist die obige Konvergenz-
bedingung [wegen der Voraussetzung (4b)] ebenfalls erfiillt.

Folglich gilt

Sk H 9 — vy, HE ) av =0
oder wegen (H — W,) ¢, = 0 und (H* — W,,) ¢} = 0 (die Eigenwerte
miissen offenbar reell sein, s. unten § 8):
(W — W) [ pky,dV=0.
Bei W, &= W, folgt daraus die Orthogonalititsbezichung

[vXyp,av=o. (15)

Bei W,, = W, (,,Entartung®) gilt die Orthogonalitdtsbeziehung im
allgemeinen nicht. Man kann aber dann die Funktionen ¢, und v,
durch zwei andere daraus gebildete Funktionen

Y= P11 ¥m T Y12 Vr> Yo = Y1 ¥m + V22 ¥n

ersetzen und die Koeffizienten ¢ so wihlen, daB diese neuen Funktionen
zueinander orthogonal werden. Wesentlich ist dabei die Tatsache, daB
¥, und o', ebenfalls Losungen der Gleichung (H —W)yp =0 —
und zwar fiir denselben (doppelten) Eigenwert W = W,, = W, — sind.

Eine solche ,,Orthogonalisierung’ der Losungen der Gleichung
(H — W)y = 01aBt sich auch bei ,,mehrfacher Entartung* durchfithren,
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d. h. beim Zusammenfallen der Eigenwerte W = W, =W, = ... =W,
fiir beliebig viele verschiedene Funktionen w,;, w,,...%,. Die Ver-
schiedenheit oder genauer die Unabhingigkeit dieser Funktionen wird
durch die Forderung bestimmt, daB keine von ihnen als lineare Kom-
bination der anderen dargestellt werden kann, d. h. daB eine identische
lineare Beziehung von der Gestalt

Vit Yeet -+ V=0

fiir keine Werte der Koeffizienten y moglich ist.
Unter dieser Bedingung kann man leicht — und zwar auf unendlich
viele Weisen — ein System von » neuen unabhéingigen Eigenfunktionen

Y= Ve1¥1 T+ VYea¥Pat * *  + Vir ¥y (152)

konstruieren, die zu demselben r-fachen Eigenwert wie die urspriing-
lichen gehoéren und die zueinander orthogonal — im Sinne der Formel (14)

— sind. Die Orthogonalititsbedingungen liefern %7 (» — 1) Beziehungen

zwischen den 72 Koeffizienten .

Wir kénnen also die Orthogonalititsbeziehungen (15) immer als er-
fillt betrachten — unabhingig davon, ob eine Entartung besteht oder
nicht.

Bei m = n erhalten wir statt (15) die Konvergenzbedingung (4b)
Da die Funktion ¢, wegen der Linearitit der Gleichung (H —W,) y, =0
nur bis auf einen willkiirlichen Proportionalitdtsfaktor bestimmt ist,
konnen wir diese Bedingung in der Form schreiben

JvEp,dv=1. (15b)

Diese Formel wird als Normierungsgleichung bezeichnet; die Funk-
tionen %, heiBen dabei ,,auf 1 normiert®.

Wir gehen jetzt zu den ,kontinuierlichen” Funktionen y (J) iiber.
Sie lassen sich durch einen oder mehrere stetig verdnderliche Parameter
charakterisieren, die wir im folgenden durch [ bezeichnen werden.
Die Anzahl der durch J vertretenen Parameter J,, J,, ... (falls nur
solche vorkommen), ebenso wie die Anzahl der durch # vertretenen
Indizes, muB mit der Anzahl f der Freiheitsgraden des betrachteten
Systems iibereinstimmen. Die Energie W muf} dabei als stetige Funktion
aller dieser Parameter W(J,, J,, - . .) = W (J) betrachtet werden.

Im allgemeinen hat man es in der Wellenmechanik mit Funktionen von
intermedidrem oder gemischiemn Typus zu tun, die durch einige Indizes
%y, fy,. .. g und einige stetig verdnderliche Parameter J, 1, Jy49,--- J
charakterisiert werden. Solche Funktionen v, (J) = 9y, ...n, Jg+1, ...J7)
entsprechen teilweise quantisierbaren Zustinden, deren Energie in
der Form W, (J) dargestellt werden kann?.

1 Dies sind z. B. die Zustande eines teilweise ionisierten Atoms.
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Wir werden diesen allgemeinen Fall nicht betrachten und
neben den diskreten Funktionen nur die rein kontinuierlichen un-
tersuchen.

Wire die Konvergenzbedingung (4b) auch fir sie giiltig, so miilte
die Orthogonalitdtsbeziehung f':p* (J)w(J)dV =0 Dbestehen, und
zwar fiir beliebig kleine Werte der Differenz J — J’, jedenfalls unter
der Bedingung W' — W &0 (W' = W (J’)). Man hitte dann eine
sprunghafte Anderung des Integrals fw* (Nw(J)dVhbei J'— J=0,
was der Stetigkeit von y(J) als Funktion von J widerspricht.

Dieses Resultat 146t sich gewissermafBen schon aus rein physika-
lischen Griinden verstehen. Die im §12 Kap.I angefiihrten Betrach-
tungen beziiglich der ,,prinzipiellen Unbeobachtbarkeit” der exakten
Werte der Koordinaten und Impulse gelten auch fiir die kontinuierlich
veranderlichen Parameter J (die man als verallgemeinerte Impulse
ansehen darf). Dementsprechend muBl man statt der exakten Werte der
Funktionen ¢ (/) fiir die einzelnen ,,J/-Punkte” passend normierte
Mittelwerte dieser Funktionen fir kleine Bereiche 4 J des J-Raumes
in Betracht ziehen. Es 148t sich leicht beweisen, daf diese gemittelten
Funktionen, ebenso wie die diskreten Eigenfunktionen, quadratisch
integrierbar sind. Fiir die entsprechenden unscharf bestimmten Zusténde
kann man in der iiblichen Weise die Konfigurationswahrscheinlich-
keiten definieren und die Orthogonalititsbeziehungen aufstellen. Wir
teilen also den f-dimensionalen j-Raum in sehr kleine Bereiche 4 J,
(n=1,2,3,...00) ein und betrachten statt der Funktionen y (/) ihre
Integrale iiber diese Bereiche f w(J) 4] = ¢,. Die Funktionen g¢,, die

AJn)

die Mittelwerte von y (J) fiir die betreffenden Bereiche charakterisieren,
lassen sich ungefdhr in derselben Weise behandeln wie die diskreten
Eigenfunktionen ,. Solange die Bereiche A4, und 4], endlich
sind und sich nicht iiberdecken, gilt die Orthogonalititsbezichung
f @) 9ndV =0. Ebenso gilt fiir denselben Bereich die Konvergenz-
bedingung f @ @, dV =-endlich. Es ist aber leicht zu zeigen, da8 bei
Verkleinerung des Bereiches 4 J, dieses Integral gegen Null strebt,
wobei das Verhéltnis [@¥g,dV:A], endlich und von der Wahl
von 4 J, unabhingig bleibt. Fijhrt man statt ¢, die Funktionen

Yp = 1 @, €in, so kann man die Normierungs- und Orthogonalitats-

YaJ.
beziehung fiir die Funktionen v (J) in der Gestalt schreiben:

: % — _ |1 beli n=m ]
Aljlr—r:o”r%' wde—{O bei #n == m l
— 1
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Dasselbe Verfahren 148t sich auch auf die Eigenfunktionen von
gemischtem Typus vy, (J) anwenden. Setzt man nimlich

1 .
—— v, (NA] =V,
Vﬂﬁgjf’(]) T =¥
so wird * (16a)
: —% — _ lbeln—mundk—l
Al;_rfof Vi Y14V = {0 sonst

Zur Erlauterung der Formeln (16) wollen wir sie auf die Funktionen
anwenden, die die kriftefreie eindimensionale Bewegung charakteri-
sieren und durch die Gleichung

daz Sm2m W 1
LAy =0 (W=gme>0) (17)

bestimmt werden. Als Parameter J wihlen wir dabei die GroéBe

Vz”; w_ &, d.h. die Wellenzahl (—}1? = ﬁ;) Die Losung von (17)
schreiben wir in der Form
p = c (k) e27ike, (17a)
Wir beschrdnken uns also auf Wellen, die 51ch 1n der positiven x-Rich-
t LW
tung fortpflanzen, und lassen den Zeitfaktor ¢ et weg (so daB

(k) eigentlich nur die Schwingungsamplitude bedeutet).
Betrachtet man ¢ als eine langsam verdnderliche Funktion von £,
so wird:

kn+24k I’o+’2‘Ak
J’(pdk = c o)je2mka:dk . c(k)gzmk f‘:sm;zl}f: x.
k—ldk L4k

Man hat also

T f a2V = e )2 leAkfd ety

-

— lethole L (280 = lotrg,

—_ 0

d.h. nach (16)
le (k)2 =1. (17D)

Es sei bemerkt, daB die Normierungsgleichung (16) nur den Modul
des Koeffizienten ¢ bestimmt; man kann ihn noch mit einem willkiir-
lichen Faktor von der Gestalt /7™ multiplizieren [dasselbe gilt fiir die
Beziehung (15Db)].
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Ebenso findet man fiir zwei Intervalle A%, und A%, um die verschie-
denen Mittelwerte %, und %,:

) eiz::(k,—h)zSinnA kox sinmAkyx

* *
= Cy C
¢0¢1 0 X X

Setzt man der Einfachheit halber A%, = Ak, (kB == &,!), so nimmt
das Integral ﬁ J. @s 9.4V die Gestalt

4o

2 )
fezmc"“‘ ""’5<51§5>2d§ E=ndk-x)

-—

an. Da bei A& —0 22 A_;a %o unendlich groB wird, so muB dieses Integral

im Limes gleich Null sein.
Neben den Orthogonalitdtsbeziehungen (15) und (16) muB man
im allgemeinen noch Orthogonalititsbezichungen von der Form

Svip(DdV=0 oder [y*(])p,dV=0 (18)

haben. Sie gelten selbstverstindlich nur bei einer geniigend raschen
Abnahme der Produkte |y,,| | (/)| in unendlich entfernten Punkten des
Koordinatenraumes.

Wir werden im folgenden zur Vereinfachung und Homogenisierung
der Schreibweise die stetig verdnderlichen Parameter J als Indizes be-
nutzen, d.h. statt o (J) und W (J), y, und W, schreiben. Es ist
ferner in manchen Fillen bequem, als Parameter J oder einen der durch
J dargestellten Parameter [y, J,,... die Energie selbst zu wihlen.
In solchen Fillen werden wir den Index J bei W fortlassen.

§ 4. Zusammengesetzte Schwingungszustinde; die Matrixelemente
physikalischer Groflen und die matrizentheoretische Behandlung
der Quantenmeechanik.

Die harmonischen Schwingungsvorginge — oder die ihnen ent-
sprechenden quantisierbaren und nicht quantisierbaren stationiren Zu-
stinde — die durch die Gleichung (H — W) ¢ = 0 bestimmt werden,
konnen durch Superposition einen komplizierten oder zusammen-

gesetzten Schwingungsvorgang bilden. Die einen solchen Vorgang cha-
rakterisierende Funktion

(@8 =e.put [esvsd] (19)

geniigt der allgemeinen SCHRODINGERschen Gleichung

<H+2:}:i (%>1/)=0, (19a)
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die sich ergibt, wenn man

27 27
— i Wat —i W,
va=va@e * Yr=93Qe * 7 (19b)
R . —izj(‘mxc”+mzc”+---)t .
setzt ; den gemeinsamen Zeitfaktor e % mit der
konstanten Frequenz %02 (my+my++--) — die der Ruhenergie des

betrachteten Systems entspricht — kann man dabei weglassen.

Jede Losung der Gleichung (19a) 1aBt sich umgekehrt in der Ge-
stalt (19) mit passend gewihlten Amplitudenkoeffizienten ¢, und c;
darstellen. Es wird dabei vorausgesetzt, daB der Operator H die Zeit
wicht enthdlf, sonst wiirde die Gleichung (19a) Partikuldrlésungen von
der Gestalt (19b), die der speziellen SCEHRODINGERschen Gleichung
(H — W) v = 0 geniigen, nicht zulassen.

Wir betrachten nun die Groéfie

N=[yy*dV, (20)
wo die Integration {iber den ganzen Koordinatenraum zu erstrecken
ist. Diese GroBe setzt sich aus drei Anteilen zusammen — nimlich

aus dem diskreten Anteil

JavSctot Sie,p, =33 cke, [vivp,dV = Sc,cf

m n n

[nach+(15) und (15b)], dem ,,gemischten Anteil
Jav Scivifesvsay = Sei faf e fvipsav =0
[nach (18)], und dem ,kontinuierlichen® Anteil

favfespiaifepnay .
Um den letzten Anteil zu berechnen, zerlegen wir die Integration
nach J und J' in einzelne sehr kleine Bereiche A [, 4 [ (vgl. oben).
Dann nimmt dieser Anteil die Gestalt einer Doppelsumme

I3 Voo (pe=[v,a] =0 7AT)
ATy
an. Wegen der Orthogonalitits- und Normierungsgleichung (16) redu-
ziert sich diese Doppelsumme auf die einfache Summe 3¢, ¢;, 4],
k -

die wir offenbar durch das Integral f cicydf ersetzen konnen.
Folglich wird

N=) ]cn|2—|~f|cJ]2d]= konst. (20a)

Das Integral f py*dV ist im allgemeinen konvergent, obwohl die
Integrale f | 9|24V alle divergieren.
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Vom korpuskularen Standpunkt aus kann die Superposition von
verschiedenen stationdren Zustinden nach der Formel (19) nur einen
statistischen Sinn haben. Und zwar muB man die verschiedenen Zu-
stinde entweder wverschiedenen Exemplaren des betrachteten mecha-
nischen Systems zuschreiben oder einem bestimmten Exemplar dieses
Systems in verschiedenen Zeitpunkten.

Im ersten Fall kann man die GréBen |c,|2 und |c,|2d] als die rela-
tiven Anzahlen der sich in den entsprechenden Zustinden oder Zustands-
bereichen befindlichen Exemplare auffassen oder auch als die relativen
Wahyscheinlichkesten dieser Zustinde bzw. Zustandsbereiche ; im zweiten
Fall kann man statt der relativen Wahrscheinlichkeiten von relativen
Haufigkeiten reden.

Wir werden im folgenden stets an die erste, rein statistische Auf-

fassung ankniipfen, denn die zweite — geschichtliche — Auffassung
setzt die Moglichkeit einer spontanen Anderung der Energie eines
bestimmten Systems voraus — was mit der iiblichen korpuskular-

mechanischen Theorie der konservativen Systeme in Widerspruch
steht. Die Zahl N muf8 dabei die in willkiirlichen relativen Einheiten
gemessene Gesamizahl aller E xemplare des betrachteten Systems bedeuten.

Setzt man N = 1, so kann man die Zahlen |c,|2 und |c)|2 d] als
absolute  Zustandswahyscheinlichkeiten oder als velative Verteilungs-
zahlen betrachten. Dementsprechend definieren wir die GroBe

F=[y*FypdV (21)
als den statistischen Mittelwert (oder wahrscheinlichen Wert oder auch
. Erwartungswert”) der durch die Funktion F oder den Operator F
dargestellten physikalischen GréBe (die von der Zeit nicht explizit
abhingen soll) fiir die durch die Funktion ¢ oder die Zahlen ¢ bestimmte
Exemplarengesamtheit *.-

Die durch diese Formel dargestellte Mittelwertsdefinition ist die
unmittelbare Verallgemeinerung derjenigen, die in § 2 fiir einen bestimm-
ten stationdren Zustand angegeben und untersucht worden ist.

Setzt man in (21) den Ausdruck (19) fiir ¢ ein; so erhdlt man die
folgende Formel:

F=33ctc, Fpy+ Slck [c;Fpyd] +cp [ cf Fynd]l

+[[et ey Frpdyay

1 Der Operator F einer GroBe, deren klassischer (korpuskularmechanischer)
Ausdruck als Funktion der rechtwinkligen Koordinaten Q4 und der entsprechenden
Impulse P, bekannt ist, ergibt sich in den einfachsten Fiallen bloB durch Ersetzen

(21a)

von Py mit 5;— z=—. So ist der Operator der kinetischen Energie z. B.
2713 0Qq

1 h 0 2
T = —
; Tomg (27” 90a Ga> (s. unten).
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mit
Frn=[v8Fy,dV,  Fny=[yiFy,av,
Frm =0} FyndV, Fg=[y3Fy,av.
Die GréBen (21b) sind — da F die Zeit nicht explizit enthélt — harmo-
nische Zeitfunktionen von der Gestalt:

2z 274
e (W — W)t —=—(Wm— Wt
Frp=F%,e® """  F.,=F,eh " usw.  (22)

Die Amplituden F° ergeben sich aus den Formeln (21b), wenn man dort
die Funktionen 9 durch ihre Amplituden y° ersetzt. Die GroBen (22)
heiBen die Matrixelemente (oder Matrixkomponenten) der durch F dar-
gestellten physikalischen GréBe in bezug auf die entsprechenden Zu-
standspaare. Sie befriedigen — sofern F eine reelle physikalische Gréfe
darstellt — die folgenden sogenannten HERMITEschen Relationen:
Frn=Fgn, Fip="Fpn;, Frp=1Fj;. (22a)
Wir wollen beispielsweise die Matrixelemente der Energie, d.h.
des HamiLToNschen Operators H betrachten. Es gilt dabei

H,,=[viHy,dV = [v W, p,dV = W, [pXv,dV =0 oder W,,,

je nachdem m = % oder m = % ist; ferner

HmJ:fw;;LHdeV = Wwa::L"/’JdV‘:O

(21b)

und

Hyy = f‘/’§ Hy;dV = W'fwff Yy dV (W =W,).
Der letzte Ausdruck hat im allgemeinen keinen bestimmten Sinn.
Integriert man ihn aber nach J und J’ innerhalb der sehr kleinen Be-
reiche 4 J, und 4 J,., so erhdlt man

A]fA{ Hypd] a]' = Haggagw = W' de(p?f g =0 oder WAJ,,
Y

je nachdem die beiden Intervalle auseinanderliegen oder sich iiber-
decken.
Es wird folglich gem#8 (21a):

H=3c,PW,+ [|c,pW,av. (23)

Diese Formel steht in Einklang mit der oben festgestellten statistischen
Bedeutung der Zahlen |c,|2 und |c,|? als Zustandswahrscheinlichkeiten
(oder Verteilungszahlen).

Den Mittelwert von H kann man offenbar mit der mittleren Energie W
des betrachteten Systems in der durch die Funktion g oder die Ver-
teilungszahlen ¢ bestimmten Exemplarengesamtheit identifizieren.

Die Konstanz des Mittelwertes der durch den HAMILTONschen
Operator dargestellten Energie entspricht der Konstanz dieser GroBe
in der klassischen Korpuskularmechanik. Diese Ubereinstimmung
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findet nicht nur bei der Energie statt, sondern bei jeder anderen physi-
kalischen GréBe, die nach der Kklassischen Mechanik bei der Bewegung
des Systems konstant bleibt. Wellenmechanisch wird diese Konstanz
durch das Verschwinden aller solchen Matrixelemente des betreffenden
Operators charakterisiert, die von der Zeit (harmonisch) abhingen,
Wenn die nichtdiagonalen Matrixelemente eines Operators F ver-
schwinden, kann man seine Diagonalelemente F,, =F,, ebenso wie
im Falle von H, als die Eigenwerfe der Gleichung (F —F,)y, =0
betrachten. Die Funktionen v, kénnen dabei als die Eigenfunktionen
der beiden Operatoren H und F betrachtet werden.

Die Gesamtheit der Matrixelemente einer Grofe wird als Matrix
dieser GroBe oder des sie darstellenden Operators bezeichnet. Eine
Matrix zerfillt im allgemeinen in drei Matrizen, die aus den diskreten,
gemischten und kontinuierlichen Elementen bestehen. Die diskrete
Matrix 14Bt sich darstellen als ein unendliches quadratisches Schema

Fll’ Fm: F13!'
F21, F22: Fzs:-

(Fmn) =\ Fy, Faa, Fag,...

Die Elemente, welche die Hauptdiagonale dieses Schemas bilden,
heiBen die Diagonalelemente der Matrix. Eine Matrix, bei welcher alle
anderen Elemente gleich Null sind, bezeichnet man als ,,Diagonal-
matrix® und speziell als ,,Einheitsmatrix”, wenn die Diagonalelemente
simtlich gleich 1 sind. Eine ebenso iibersichtliche Darstellungsweise
fiir die gemischten und die kontinuierlichen Matrizen ist nicht méglich.

Wir werden uns im folgenden auf die Betrachtung solcher zusammen-
gesetzten Schwingungszustdnde beschrinken, die durch Superposition
diskreter Eigenschwingungen entstehen, die also korpuskularmechanisch
einer {iber die verschiedenen gequantelten stationidren Zustinde ver-
teilten Exemplarengesamtheit entspricht.

Eine durch die Funktion oder den Operator F dargestellte physi-
kalische GroéBe kann dabei — in ihrem Mitielwert — vollkommen
bestimmt werden durch die entsprechende diskrete Matrix (F,,,) und
die Amplitudenkoeffizienten ¢,. Es gilt nimlich gemiB (21a):

F=330c,Fpy=330cnc, Fhyedirmnt, (24)
m n m n
wo
W — W,
Vmn =" 3 (24a)

die fiir das Matrixelement F,, , charakteristische ,,Schwebungsfrequenz‘
bedeutet. Diese Schwebungsfrequenzen, die durch Superposition von
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zwel harmonischen Schwingungsvorgidngen (w,, und %,) entstehen,
lassen sich als die optischen Spekiralfrequenzen (im Sinne der BoHR-
schen Theorie) auffassen.

Eine Diagonalmatrix reprisentiert nach dem oben Gesagten eine
zeitlich konstante GroBe. Eine solche GréBe kann aber im allgemeinen
auch durch eine nichtdiagonale Matrix dargestellt werden, falls die
Schwebungsfrequenzen der nichtdiagonalen Matrixelemente verschwin-
den (,,Entartung®).

Wir wollen hier auf die Frage nach der physikalischen -— genauer
korpuskularmechanischen — Bedeutung der Matrixelemente nicht ein-
gehen und nur ihre mathematische Bedeutung fiir die Formulierung
der wellenmechanischen — oder ,,quantenmechanischen’ — Gesetze
ndher untersuchen.

‘Die in der allgemeinen Definition der (diskreten) Matrixelemente

Fro=[viFy,dv

auftretende GréBe Fy, 1aBt sich, wie man leicht sieht, in eine Reihe
nach den verschiedenen Eigenfunktionen entwickeln, deren Koeffi-
zienten gerade diese Matrixelemente bilden. Setzt man n#mlich

F‘/’n:%}“mn"/’m,

WO @, gewisse nur von der Zeit, nicht aber von den Koordinaten
abhingige Koeffizienten bedeuten, so erhilt man durch (linksseitige)

Multiplikation mit ¢y und Integration tiber den ganzen Koordinaten-
raum:

JYEFp,aV = Sap, [vivndV = a,,,
d.h. a3, = F;, oder folglich:

Es sei G ein neuer Operator (speziell eine Funktion der Koordina-
ten Q;,...,Qy), der ebenso wie F die Zeit nicht explizit enthalten
soll, sonst aber ganz willkiirlich sein kann. Durch Anwendung dieses
Operators auf die beiden Seiten von (25) ergibt sich:

GFy, = %'anG"l)m = 2Fpnn Zk;ka Ve = %(%kaan) Vi -
Andererseits gilt nach derselben Formel (25):

wo (GF),, die Matrixelemente des zusammengesetzten Operators GF
sind. Daraus folgt
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Diese Formel zeigt, daB die Elemente der Matrix (GF) aus den
Elementen der Matrizen G und F ohne Kenninis der Eigenfunktionen v,
berechnet werden konnen, und zwar in derselben Weise, wie die Elemente
der Determinante, die man durch Multiplikation der den Matrizen G
und F entsprechenden Determinanten erhalten wiirde (d.h. durch
Kombinierung der Zeilen der ersten und der Spalten der zweiten Ma-
trix). Die Matrix GF wird dementsprechend als Produkt der Matrizen G
und I’ bezeichnet. Um die Verwechslung einer Matrix mit dem ent-
sprechenden Operator zu vermeiden, werden wir die Matrix von F
mit F bezeichnen. Die durch die Formel (25a) definierte Matrixmulti-
plikation ist im allgemeinen niché kommutativ. Das entspricht der
Abhingigkeit eines zusammengesetzten Operators won der Reihen-
folge seiner Faktoren (d. h. von der Reihenfolge, in welcher die durch
diese Faktoren bestimmten Elementaroperationen ausgefithrt werden).

Man hat z. B. bei F — 0 und G — -2~
00y
GF —FG)p = 50- (Qu) — Qu il =
l/)———an kw kagk_w’
wo o eine beliebige Funktion der Koordinaten bedeutet, d. h.
GF —FG=1

oder, wenn man von den Operatoren zu den entsprechenden Matrizen
iibergeht :

WO

1 0 O0...
01 0...
1=10 0 1...

die Einheitsmatrix bedeutet.

Setzt man G = Py = %ﬁ(%" so findet man die folgenden Ver-
k
tauschungsrelationen
h
P30 — 0w Py = 571 (26)

fiir die Matrizen, die fiir beliebige (rechtwinklige) Koordinaten und die
zugehorigen Impulse gelten.

Die Matrizen einer Koordinate und irgend eines dazu nicht ,kon-
jugierten’ Impulses sind dagegen vertauschbar:

PyQi— QP =0 ¢ +k. (26a)
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Vertauschbar sind ebenfalls die Matrizen beliebiger Funktionen der
Koordinaten allein oder der Impulse allein; insbesondere gilt:

Q% —@Qu=0,  PP—PP=0. (26b)
Die SCHRODINGERsche Gleichung fiir die Eigenfunktionen
(H—=W,)p,=0
14Bt sich nach (25) in der Gestalt
%,Hmn Yoo — W = %’(Hmn — LnaW,) ¥ =0

schreiben, wo mit 1,,, die Elemente der Einheitsmatrix bezeichnet
werden (1,,, =1 bei m = # und 0 bei m == #). Da die verschiedenen
Funktionen v, als unabhéngig voneinander vorausgesetzt sind, miissen
ihre Koeffizienten in der vorhergehenden Summe sdmtlich verschwinden.
Wir erhalten auf diese Weise das uns schon bekannte Ergebnis
welches besagt, daB die Energiematrix eine Diagonalmatrix ist.

Wenn die Gleichung (H — W) p = 0 schon gelost ist, d. h. wenn
die Eigenwerte und die Eigenfunktionen des Operators H ermittelt
sind, so miissen diese Beziehungen als ziemlich trivial erscheinen. Man
kann sie aber, in Verbindung mit den Vertauschungsrelationen (26)
bis (26b), zur Grundlage einer neuen, rein algebraischen Methode der
Bestimmung beliebiger Matrizen machen, einer Methode, bei der die
Eigenfunktionen — oder irgendwelche andere Funktionen der Ko-
ordinaten — gar nicht in Betracht kommen und die nur mit Matrix-
elementen rechnet.

Diese zuerst von HEISENBERG eingefiihrte und von BorN, HEISEN-
BERG und JORDAN entwickelte ,,Matrizenmethode* zur Losung quan-
tenmechanischer Probleme verlangt nur eines: die Kenntnis der Energie-
matrix H als Funktion der Koordinaten- und Impulsmatrizen Q,, ... Q,,

P;,... P;. Ist die Gestalt dieser Matrixfunktion bekannt, so lassen

sich die Argumentmatrizen P, ( eindeutig derart bestimmen, daB
erstens die Vertauschungsrelationen (26) bis (26b) befriedigt werden
und zweitens die Energiematrix H (Q, P) sich auf eine Diagonal-
matrix W reduziert. Als rechnerisches Verfahren braucht man dabei
keine Differentiationen oder Integrationen, sondern bloB algebraische
Operationen, die mit dem durch die Formel (25a) ausgedriickten Multi-
plikationsgesetz verkniipft sind. Dazu gehoren die zur Multiplikation
inverse Divisionsoperation, ferner die Potenzierung und das Wurzel-
ziehen. AuBerdem muB man die Matrixaddition benutzen, die der
Addition von zwei Operatoren entspricht und durch die selbstverstand-
liche Formel

definiert wird.

Frenkel, Wellenmechanik, 11
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Die Energiematrix kann man als Funktion der Koordinaten- und
Impulsmatrizen in genau derselben Gestalt darstellen wie den
HawmirToNschen Operator der SCHRODINGERschen Gleichung, wobei die

h
Operatoren S30- Q durch die Matrizen Pk zu ersetzen sind. Auf diese

Weise erglbt 31ch ein Ausdruck H (P, Q) der mit dem klassischen
Ausdruck der HamirtoNschen Funktion fiir das betrachtete mecha-
nische System fibereinstimmt, d. h.

22 —Go)* +U. (27a)

Die Elemente der Matrix (P, — G,)? driicken sich durch die Elemente
von P, und G, gemil der Formel

((& - %)2)mn = AI‘J(Pamk - Gamk) (Pockn _ Gukn)

aus. Die Matrizen G, und U sind hier als Funktionen der Koordinaten-

matrizen allein anzusehen. Da die letzteren vertauschbar sind, so kann
man fiir G, und U dieselben Ausdriicke benutzen wie fiir die gewshn-

lichen Funktionen G, (Q) und U(Q). Fir das Wasserstoffatom hat
man z. B. U = —e27~1, wo die Matrix #—* durch die Bedingung

R+ A =1
bestimmt ist.

Sobald die Elemente der Grundmatrizen P, Q ermittelt sind, kann
man die Matrixelemente beliebiger anderer Grofen fiir das betrachtete
quantenmechanische Problem berechnen.

Die Elemente der Grundmatrizen werden zunichst einfach als
unbekannte komplexe Zahlen, die der HERrRMITEschen Bedingung
F,.. = F}, gentigen, gesucht. Thre Abhéngigkeit von der Zeit 148t
sich erst dann ausdriicklich darstellen, wenn die Energieniveaus, d. h.
die Elemente der ,,diagonalisierten Matrix H bestimmt worden sind.

Diese algebraische Losungsmethode der quantenmechanischen Pro-
bleme beschiftigt sich also nur mit denjenigen GréBen, die bei der
analytischen (SCHRODINGERschen) Methode in den statistischen Mittel-
werten auftreten. Sie verzichtet vollstindig auf die Bestimmung der
Eigenfunktionen v, (Q) und folglich der Orts- oder Konfigurations-
wahrscheinlichkeiten |y, (Q)|2. Man kann also sagen, da8 die Quanten-
mechanik von HEISENBERG, BORN und JOoRDAN das statistische Skelett
der SCHRODINGERschen Wellenmechanik bildet.

AuBer dieser Unvollstindigkeit hat die Matrizenmethode noch den
Nachteil einer auBerordentlichen Umstidndlichkeit. Es ist fast immer
viel einfacher, zunichst die Gleichung (H — W) 9 = 0 zu l6sen, d. h.
die Eigenfunktionen und die Eigenwerte von H zu bestimmen und
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erst danach die Matrixelemente irgendwelcher GréBen zu berechnen,
als diese Matrixelemente ohne Hilfe der sie erzeugenden Funktionen
zu ermitteln. AuBerdem bereitet eine Ubertragung der Matrizenalgebra

auf die gemischten und kontinuierlichen Matrizen noch viel groBere
Schwierigkeiten.

§ 5. Theorie der Lichtaussirahlung; Borrsehes Korrespondenz-
prinzip; quantenmechaniseche und wellenmechanische Theorie.

Die Matrizenmechanik von HEISENBERG, BORN und JORDAN ist in
Wirklichkeit unabhingig von und etwas vor der SCHRODINGERschen
Wellenmechanik entstanden als Ergebnis eines Versuches, das so-
genannte Boursche Korrespondenzprinzip zwischen der klassischen und
der Quantentheorie der Lichtausstrahlung zu verschérfen.

Nach der klassischen Elektrodynamik muB jede oszillatorische Be-
wegung eines elektrisch geladenen Teilchens — oder eines Systems
solcher Teilchen — elektromagnetische Wellen — d. h. eine Licht-
ausstrahlung — aussenden. Die elektromagnetischen Schwingungen sind
in groBer Entfernung durch das resultierende elektrische Moment des
betrachteten Systems, d. h. durch den Vektor p mit den Komponenten

pa::%’ekxk’ Pﬂzgekyk’ b, = 2};%% (28)

bestimmt®. Bei einer bedingt periodischen Bewegung kann man jp dar-
stellen als Summe harmonisch schwingender Anteile, gem48 der Formel

p= ple2iot=32|p., | cos (2mwt+ 0.) (284a)
w w>0
mit den Frequenzen
O=T,0; F T,y + -+ + 7,0, (281b)
die als Kombinationen von f Grundfrequenzen o, . . . w; erscheinen?

Die resultierenden elektromagnetischen Schwingungen sind pro-
portional zur zweiten Ableitung von p nach ¢. Sie konnen also durch
eine Reihe von der Gestalt (28a) dargestellt werden mit denselben Fre-
quenzen o und mit zu den Produkten (27 w)? p?, proportionalen Ampli-
tuden. Die in der Zeiteinheit ausgestrahlte elektromagnetische Energie
driickt sich dabei durch die Formel

2
33

2y
ar

I= 2

(29)

1 Es sei darauf hingewiesen, daB auch die elektrischen Momente hoherer Ord-
nung (ebenso wie die magnetischen Momente), insbesondere das Quadrupolmoment,
etwas zur Ausstrahlung eines Systems elektrischer Ladungen beitragen miissen.
Doch ist dieser Beitrag so gering, dai man ihn nur beim Verschwinden des Dipol-
momentes P zu beriicksichtigen braucht.

2 7,,... 7, sind ganze positive und negative Zahlen (einschlieflich Null);
dabei gilt p2 o, = p&*, d. h. pd = [ ph[ed o, poy=|ph|e~ I w (Realitatsbedingung).

11*
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aus oder durchschnittlich (wenn man den Zeitmittelwert dieses Aus-
druckes nimmt):

I=. S enor|pp. : (292)
w>0

Diese Energieausstrahlung geschieht auf Kosten der inneren oder ,,me-
chanischen‘ Energie W des betrachteten Systems. Die Energie W
mub folglich gem4l der Formel

aw =
stets abnehmen, im Widerspruch zu dem durch die klassische Mechanik
konservativer Systeme geforderten Erhaltungssatz.

Dieser Widerspruch wird bekanntlich durch die Einfiihrung rei-
bungsartiger Zusatzkrifte beseitigt, die die Riickwirkung der Strahlung
auf die sie emittierenden Teilchen darstellen und als Strahlungsdémp-
fung bezeichnet werden.

Die klassische Theorie der Strahlung und der damit verkniipften
Strahlungsddmpfung steht in krassem Widerspruch mit der Erfah-
rungstatsache, daB der Normalzustand der Atome strahlungslos und
stabil ist.

Das war der entscheidende Grund, weshalb BoHR im Jahre 1913
die klassische Theorie durch seine Quantentheorie der Atome ersetzt
hatte. Er muBite dabei neben dem Normalzustand noch eine diskrete
Reihe ,,angeregter Zustinde einfiihren, die ebenfalls strahlungslos und
velativ stabil oder ,;stationdr* sind. Die klassische kontinuierliche Aus-
strahlung der mechanischen Energie ist in der Borrschen Theorie
ersetzt worden durch eine sprumghafte Abnahme der letzteren bei
den spontanen Ubergingen des Atoms von einem angeregten Zustand
in den Normalzustand oder in einen anderen angeregten Zustand mit
kleinerer Energie. Die bei einem solchen spontanen Ubergang verlorene
mechanische Energie W, — W,, wird ausgestrahlt in der Gestalt von
monochromatischem Licht mit der Schwingungsfrequenz

 W,—W,

vnm h

Dieses quantentheoretische Bild ist spéter (1917) von EINSTEIN durch
die Lichtquantenvorstellung einerseits und den Begriff der Uber-
gangswahyscheinlichkeiten andererseits verschirft worden. Ein Atom,
das sich in einem relativ stabilen angeregten Zustand () befindet,
hat die Tendenz, in die verschiedenen auf der Energieskala tiefer
liegenden Zustinde (m) iiberzugehen, und diese ,,Tendenz‘ 1iBt sich
quantitativ charakterisieren durch die auf die Zeiteinheit bezogene
Ubergangswahrscheinlichkeit 4.,,,,.

Auf diese Weise ist die Quantentheorie der Strahlung zu einem
gewissen AbschluB gelangt, der die frithere wellentheoretische Be-
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schreibung der Lichtausstrahlung als eines stetigen und streng deter-
minierten Vorgangs vollkommen auszuschlieSen schien.

Es ist aber BoHR im Jahre 1918 gelungen, eine symbolische Korre-
spondenz zwischen den beiden Strahlungstheorien aufzustellen. Eine
solche Korrespondenz wird durch den Vergleich der quantentheore-
tischen Frequenzen »,, mit den klassischen Frequenzen (28b) im
Gebiete hoher Quantenzahlen nahegelegt. Dieses Gebiet besteht aus.
denjenigen stationdren Zustidnden, die sich hinsichtlich ihrer Energie
relativ wenig unterscheiden, die sich also in der Nihe der Konvergenz-
stelle der nach wachsenden Werten der Energie geordneten Reihe Wy,
Woyooow Wy oo o, Wy, ... befinden.

Betrachtet man namlich die Energie W als Funktion der sogenannten
,, Wirkungsvariablen Jy, J,,... J;, die wir im § 2 als die ,,Periodizi-
tiatsmoduln“ der Wirkungsfunktion S eingefithrt haben und die nach
den BoHR-SOMMERFELDschen Quantenbedingungen ganze Vielfache
von % sein miissen, so kann man eine geringe Differenz W, — W,,
niherungsweise folgendermaBen darstellen:

Wy Wn= g AL+ 5 AL+ 4574, (80)
Der Anfangszustand # sei durch die Bedingungen J, = #n,#4 und der
Endzustand s durch die Bedingungen [, = m,h definiert (W, > W,,).
Man erhélt also bei Division. der obigen Gleichung durch 4:

/
ow
vnm=2 éﬁ'k“, k“"-:na—"ma. (303)
a=1

Bei der Differentiation von W nach [, kann man W auf den An-
fangs- oder Endzustand oder auf einen beliebigen intermedidren (nicht-
stationdren) Zustand beziehen. Dabei sind gemiB der Formel (10a)

§2 die Ableitungen L%[V gerade die zu den Winkelkoordinaten w, ge-
4

hérigen Schwingungsfrequenzen w,, d. h. genau die Grundfrequenzen,

die in der Rlassischen Formel (28Db) aufireten.

Man erhilt also eine angensherte Ubereinstimmung zwischen der
klassischen Frequenz e und der quantentheoretischen »,,,, wenn man
Ty = Ny — Wy, (31)
setzt, d.h. wenn man die klassischen ,,Oberschwingungszahlen mit
den quantentheoretischen Ubergangszahlen (die wegen der BoHRschen
Quantenbedingungen ebenfalls ganz sind) identifiziert. In diesem Sinne
kann man die durch die einzelnen Summanden von (28a) dargestellten
,,Oberschwingungen®* korrespondenzmiBig mit den durch (31) defi-
nierten Ubergingen verbinden.
Bonr hat nun den naheliegenden Gedanken ausgesprochen, daf3
man diese Korrespondenz nicht nur fiir die Frequenzen; sondern auch
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fiir die Imfensititen des ausgestrahlten Lichtes annehmen darf, daB
also die durch die einzelnen Glieder der klassischen Formel (29) dar-
gestellten Intensititen mit den quantentheoretischen Intensitdten der
bei den korrespondierenden Ubergingen ausgestrahlten Spektrallinien
ndherungsweise iibereinstimmen.

Die in der Zeiteinheit durchschnittlich ausgestrahlte Lichtenergie von
der Schwingungsfrequenz v, ,, ist quantentheoretisch gleich dem Pro-
dukte von 4v,,,, = W, — W,, mit der EinsTEINschen Ubergangswahr-
scheinlichkeit 4,,. Das Borrsche Korrespondenzprinzip 148t sich
folglich durch die angeniherte Gleichung

Ay 19 2 2 g0 (315)
ausdriicken, in Verbindung mit den Gleichungen (31) (und den Bedin-
gungen @ > 0, v,,, > 0), die die Zuordnung der klassischen Ober-
schwingungen zu gewissen Quanteniibergingen bestimmen,

Die Bezichung (31a) konnte ihrem Wesen nach nicht verscharft
werden, solange man auf dem Boden der klassischen Vorstellungen
blieb, d. h. die Ausstrahlung mit einer bestimmten Bewegung und nicht
mit einem Ubergang zwischen zwei Zustinden verkniipfte.

Nun hat W. HEISENBERG Ende 1925 den kiithnen Versuch gemacht,
das Bonrsche Korrespondenzprinzip durch eine grundsitzliche Um-
bildung der klassischen Mechanik zu verschérfen. In der neuen ,,Quan-
tenmechanik‘ sollten nur solche GriBen auftreten, die sich auf die
verschiedenen Quanteniibergédnge (m, n) beziehen, und zwar in der
Gestalt von harmonisch schwingenden Elementen F,, ,, = F3, 2@ ivume,
Jede physikalische GréBe F sollte durch eine aus solchen Elementen
gebildete Matrix charakterisiert sein. Das einem bestimmien Uber-
gang (n, m) zugeordnete Matrixelement der Swumme und des Produkies
irgendwelcher physikalischen Gré8en F und G muB sich dabei durch
die Matrixelemente der beiden Summanden oder Faktoren derart aus-
driicken, daB es die zum betrachteten Ubergang gehéorige Frequenz
besitzt. Diese Forderung kann befriedigt werden, wenn man

k

setzt, denn es ist

Y Vm = o (W Wi A+ o (W — W) = = (W, — W) = ¥
Neben dieser fundamentalen Umwandlung der zu bestimmenden
GroBen und des entsprechenden Rechenverfahrens hat HEISENBERG die
Form der klassischen Gleichungen vollkommen unverindert gelassen.
Es gelang ihm dabei, die iiblichen BOHR-SOMMERFELDschen Quanten-
bedingungen auf die Vertauschungsrelationen (26) zuriickzufithren.
Auf diese Weise ist die in dem vorhergehenden Paragraphen dar-
gestellte Matrizenmethode der Quantenmechanik entstanden. Die
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ScHRODINGER sche Wellenmechanik wurde einige Monate spater geboren
und hat sich zunichst ganz unabhingig von der HEISENBERG-BORN-
JorpaNschen Matrizentheorie entwickelt. Die Tatsache, daB die
letzte eine unmittelbare Folge der ersten bildet, ist aber bald von
SCHRODINGER selbst (und unabhingig von W. PAuLI) erkannt worden.
Zur Durchfithrung der von HEISENBERG beabsichtigten Verschirfung
der Gleichung (31a) geniigt es, auf der rechten Seite w durch »,,,, und
9% durch p9,, zu ersetzen. Man erhilt dabei fiir die EINSTEINsche
Ubergangswahrscheinlichkeit den Ausdruck

4 (27) 45,
Anm= (303 Wh \‘pgm‘z (31b)

Wie schon in Kap.I bemerkt wurde, ist der von HEISENBERG
verfolgte Weg ein — und zwar hochst merkwiirdiger — Umweg in
dem Aufbau der Quantenmechanik. Der geradlinigste und zugleich
der aufschluBreichste Weg liegt nicht in der Richtung zum Diskreten,
sondern umgekehrt in der Richtung zum Kontinuierlichen. Bei der
Verfolgung dieses Weges ist SCHRODINGER in einer ganz natiirlichen
Weise zur Wiederherstellung der klassischen kontinuierlichen Vorstel-
lung der Lichtemission gekommen.

Wie wir im letzten Paragraphen gesehen haben, gehen die BoHr-
schen Ubergangsfrequenzen in den Ausdruck fiir den (statistischen)
Mittélwert jeder physikalischen GréBe ein, mit AusschluB solcher GréBen,
wie die Energie und die anderen ,,Bewegungskonstanten® des betrach-
teten Systems.

Es liegt deshalb nahe anzunehmen, daB die Lichtausstrabhlung in
genau derselben Weise erfolgt, wie dies in der klassischen Elektro-
dynamik beschrieben wird, mit dem einzigen Unterschied, daB das
elektromagnetische Strahlungsfeld wicht durch das elektrische Moment p
selbst, sondern durch seinen (statistischen) Mittelwert

5 = fw*pdeIZZ (;;:gm‘pgngnivnmt

bestimmit wird. Das elektromagnetische Feld muB dementsprechend
proportional der GréBe

az o o i

EP= _“2/3:2/ O Con (270 Vyym)® P €27°° ok

ntm

sein. Nach der klassischen Elektrodynamik driicken sich die elektrischen
und magnetischen Feldstdrken im Abstande R von irgendeinem Punkte
des emittierenden Systems durch die Formeln

O an[— S 1 (- SE)], 6= apPox Tr

aus, wo Ry= % der die Richtung der Lichtstrahlen bestimmende
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Einheitsvektor ist und p’ denjenigen Wert des Vektors p bedeutet,
. . R .
der sich ergibt, wenn ¢ durch # = ¢ — — ersetzt wird.

Das elektromagnetische Strahlungsfeld driickt sich nach der Scar6-
DINGERschen Theorie durch die Formeln:

@=220;’: cm@nm: ®=chfcm@nm (32)
aus mit
. R
@nm - (27! Vnn_»)__ ['pnm 0 (mo"pgm)] 623”“”” (t c)

» (32a)
Dm = 2ol 6 40, 2 () g6,

Als Quelle dieses Feldes dient dabeinicht die Exemplarengesamtheit
des betrachteten korpuskularmechanischen Systems (Atoms, Molekiils),

. Wa
sondern das entsprechende, durch die Formel o = Y ¢, 1/)25_27”7‘

definierte wellenmechanische Eigenschwingungssystem. Im einfachsten
Falle eines Wasserstoffatoms, das schon in Kap.I §16 besprochen
worden ist, 148t sich die Lichtquelle als eine ,,pulsierende* Elektronen-
wolke oder , Elektronenatmosphire* auffassen; denn der Mittelwert
von p entspricht offenbar dem exakten Wert des elektrischen Moments
fiir eine solche Wolke mit der Ladungsdichte

o=eypy*  (o=Jpayy*aV=[exypy*av=[oxav).
Als Schwerpunkt der Elektronenwolke, auf den der Abstand R bezogen
werden kann, kann man den Punkt mit den Koordinaten

F=[xpyp*dV=3c,[2x,, usw.
wihlen, wo der Doppelstrich die zweifache Mittelwertsbildung {iber
den Koordinatenraum und {iber die Zeit bedeutet?
Wenn man den elektromagnetischen Energiestrom (pro Flichen-
und Zeiteinheit) nach der klassischen Formel

c c c

bestimmt, so erhidlt man fiir die in der Zeiteinheit nach allen Rich-

tungen ausgestrahlte Energie einen Ausdruck, dessen durchschnittlicher
Wert gleich

36322lvnl [om[? @7 vam)t | Pom [® (32b)

Vnm >

ist.

1 Es wire richtiger einen solchen Schwerpunkt gar nicht einzufithren, sondern
fiir jedes Volumelement der Elektronenwolke den entsprechenden Wert von R
zu benutzen. Dabei sollte man das elektromagnetische Feld nicht durch die
Matrixelemente des elektrischen Momentes, sondern durch die GrofBen

—27% T —

e f r Xy, e ¢ usw. charakterisieren (vgl. Kap. IV, § 5).
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Dieser Ausdruck 1a8t sich nach (31b) in der Form
I= Zglcnizlcmlz‘qnmhvnm

darstellen. Will man ihn korpuskulartheoretisch (oder quantenmecha-
nisch) deuten, so st68t man auf die folgende Schwierigkeit: Die In-
tensitdt des bei den spontanen Quanteniibergéngen # —m ausgestrahlten
Lichtes hdngt nicht nur von |c,|% (Anzahl der Atome im Anfangs-
zustand) ab, sondern in einer ganzsymmetrischen Weise von |c,, |2
(Anzahl der Atome im Endzustand). Nach der Definition der EINSTEIN-
schen Ubergangswahrscheinlichkeiten sollte man fiir eine durch die
Verteilungszahlen |c,|2 definierte Exemplarengesamtheit des betrach-

teten Systems den folgenden Ausdruck fiir I erwarten:
I_‘ZIC"’ Ank}”}nk 3¢ 3Zlcn|2 2nvnk !pnklz (33)
(bei der Voraussetzung Wy < Wy <Ws...).
Wir miissen daraus schlielen, daBl die oben benutzte klassische

Formel fiir den Energiestrom & = z%@ X 9 falsch ist. Um den Aus-

druck (33) fiir I zu erhalten, miissen wir diese klassische Formel durch
die quantentheoretische Formel

€= 3ckcuGum (332)
ersetzen mit
Gpm = _80—712,; (€ X Dt — Das X Cp) - (33Db)

Dann wird, wenn wir uns auf die von der Zeit unabhingigen Glieder
von @& beschranken, d. h. den Zeitmittelwert von (33a) nehmen:

@z%’lcnlzgnnzﬁglcnlz'2k%@nkx®kn' (330)

Daraus ergibt sich in der {iiblichen Weise, d. h. durch Integration
tiber die Oberfliche der Kugel mit dem Radius R, der Ausdruck (33)
fir die in der Zeiteinheit durchschnittlich ausgestrahlte Energie. Als
Energiequelle ist dabei selbstverstindlich nicht die korpuskulare
Exemplarengesamtheit anzusehen, sondern das durch g bestimmte
Eigenschwingungssystem (,,schwebende Materiewolke).

Die Formeln (33a, b) lassen eine sehr natiirliche Deutung zu und
kénnen gewissermaBen a priori begriindet werden. Wir diirfen nim-
lich die elektrische und magnetische Feldstdrke (€, ) nicht als gewShn-
liche Raumzeitfunktionen behandeln, sondern besser als gewisse Orts-
funktionen im mehrdimensionalen Koordinatenraum des betrachteten
‘Systems (Qy, ... Q;) oder noch allgemeiner als gewisse Operatoren in
diesem Raum. Ihr Unterschied von den gewdhnlichen Funktionen oder
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Operatoren dieser Art — speziell von dem elektrischen Moment p des
Systems — besteht nur darin, daBl ihre Matrixelemente

@nm:f‘/’:@Wde: Qnm=f1l’ff®'/’de,
die durch die Formeln (32a) gegeben sind, neben der Zeit noch die
gewshnlichen raumlichen Koordinaten x, y, z (die mit den Koordinaten
Q1. ...Q; auch bei f = 3 keineswegs zu identifizieren sind!) enthalten.
Die beobachtbaren Strahlungserscheinungen konnen nun von den
GriBen €, § oder von irgendwelchen Kombinationen dieser Gréfen,

wie z.B. © = Z%@ X O, nicht direkt abhﬁngén, sondern nur von den
entsprechenden Mittelwerten :

(‘2=22050m@nm’ @”—‘Z’Zcfcm@nm, @:ZZC:Cm@nm usw.
n m n m n m

Eine solche GroBe wie ;—%@X.‘g, die der klassischen Formel fiir

den elektromagnetischen Energiestrom entspricht, hat dagegen keinen
Sinn und kann deshalb gar nicht in Betracht kommen.

Falls € und 9 gewdhnliche Operatoren (oder Funktionen im
Q-Raum) wiren, so wiirde man, gemiB der allgemeinen Formel der
Matrizenmultiplikation (25a) (nach Symmetrisierung in bezug auf

€ und 9),
@nm = g{z%’(@ﬂk X @km - @nk X @Icm)

haben, wo die Summation nach % ohne irgendwelche Beschrinkung
ausgefiihrt werden muB. Zur tieferen Begriindung dieser Formel sind
aber neue ,,quantenelektrodynamische’ Gesichtspunkte nétig, die
auBerhalb des von uns bisher untersuchten Gebietes der Wellen-
mechanik (im engeren Sinne) liegen.

Wir konnen hier auf diese (von L. LANDAU untersuchte) Frage
nicht eingehen und miissen uns mit dem folgenden vorliufigen Hin-
weis begniigen.

Die von dem betrachteten System — z. B. vom Wasserstoffatom —
ausgestrahlten elektromagnetischen Wellen sind nicht als etwas prin-
zipiell Verschiedenes von denjenigen Wellen anzusehen, die das Ver-
halten dieses Atoms — oder genauer der entsprechenden Exemplaren-
gesamtheit — bestimmen. Korpuskulartheoretisch bestimmen die
Lichtwellen die Exemplarengesamtheit der Lichiguanten, die von den
einzelnen Atomen emittiert oder auch absorbiert werden kénnen. Um
eine vollstindige Theorie der Lichtemission und -absorption aufzubauen,
muB man zu denjenigen Teilchen, aus welchen ein Exemplar des be-
trachteten Systems besteht, noch ein weiteres Teilchen — das Lichki-
guant — hinzufiigen. Wir erhalten so ein System mit 7 4 3 Freiheits-
graden, das durch 3 (» + 1) Verdnderliche — die Koordinaten x;, ¥;, 2,
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vevs Xy Yy 2, der gewdhnlichen Materieteilchen (Elektronen) und die
Koordinaten x, 9, 2 des Lichtquants — beschrieben wird. Das Ver-
halten dieses Systems kénnte man versuchen durch eine 3 (# 4 1)-
dimensionale Wellengleichung Dy = 0 zu bestimmen, wobei der voll-
stindige Operator D neben den additiven Anteilen, die dem Atom
allein und dem Quant allein entsprechen, noch ein Wechselwirkungs-
glied enthalten mufB. Wenn man dieses Glied wegldBt, zerfallt die
vollstindige Wellengleichung in zwei einzelne Wellengleichungen: eine
3#n-dimensionale fiir die Materiewellen (d. h. fiir die nicht strahlende
Atomgesamtheit) und eine dreidimensionale Gleichung fiir die Licht-
wellen (d.h. die Lichtquantengesamtheit).

Wie DIrAC gezeigt hat, kann man bei Beriicksichtigung des erwihn-
ten Wechselwirkungsgliedes eine vollstindige Theorie des Gleich-
gewichtes zwischen Materie und Strahlung entwickeln, die zum oben
angefithrten Ausdruck (31b) fiir die spontanen Ubergangswahrschein-
lichkeiten fithrt; die mit der Energieausstrahlung verkniipfte Dimp-
fung 148t sich dabei ebenfalls quantitativ erklaren.

Diese Ergebnisse kénnen aber nicht ohne weiteres aus der voll-
stindigen Wellengleichung Dy = 0 abgeleitet werden. Sie erfordern
vielmehr die Durchfithrung der in Kap. I § 18 erwdhnten Quantelung
der Lichtwellen. Die Lichtabsorption (und die erzwungene Emission)
148t sich dagegen — wenn man von der durch die Strahlungsdimpfung
bedingten Korrektionen absieht — ohne diese neuen Schwierigkeiten
erkliren. Sofern wir uns dabei allein fiir das Verhalten des mechani-
schen Systems (und nicht des Lichtes) interessieren, kann das Licht
einfach als ein gegebenes duBeres Kraftfeld behandelt werden, und die
Aufgabe reduziert sich auf die Bestimmung der durch dieses (als
schwach vorausgesetztes) Kraftfeld bedingten Stirung.

§ 6. Storungswirkung von _Weehselkréiften; erzwungene
Sehwingungen und Ubergange; Resonanz.

Wenn das betrachtete mechanische System der Wirkung auBerer
storender Wechselkrifte unterworfen ist, so kann sein Verhalten durch
harmonisch schwingende Wellen nicht dargestellt werden; denn solchen
Kriften entsprechen die Zeit explizit enthaltende Glieder im Ausdruck
des HamirToNschen Operators H ; dann sind aber harmonische Losungen

2x W
der Gleichung (H + 5%7 (%) =0 von der Gestalt p =y°¢ T
ausgeschlossen.

Der Begriff der quantisierbaren oder nichtquantisierbaren statio-
nidren Zustinde und von bestimmten Energieniveaus 148t sich folglich
streng genommen auf diesen Fall nicht anwenden.

Man kann trotzdem, wenn die stérenden Krifte geniigend schwach

¢
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sind, die allgemeine Losung der Gleichung (H + 5.3 W) v =0 in der-

selben Form darstellen wie bei Fehlen der Stérungskrifte, d. h. nach
der Formel

P =%'Cn"l’n+fcw1l’de: (34)

wo o, und gy, die harmonischen Losungen der ungestdrten Glei-
chung (H® — W) p = 0 sind ™. Dabei darf man aber die Entwicklungs-
koeffizienten ¢, und ¢, nicht als Konstanten, sondern mul sie als gewisse
Funktionen der Zeit ansehem, die durch Einsetzen von (34) in die
Gleichung <H + —2—:—;7 é%) p =0 mit Riicksicht auf die Gleichungen
(H® —W,) v, = 0 und (H® — W) y,, = 0 ermittelt werden kénnen.

Hier bedeutet H° denjenigen einfachen HamirToNschen Operator,
der sich aus H ergibt, wenn man den die stérenden Wechselkrifte
charakterisierenden Operator H' = H — H° weglift.

Der physikalische Sinn dieser Integrationsmethode (die in der
Analysis als ,,Methode der Variationen der Konstanten‘‘ bezeichnet wird
und auf den betrachteten Fall zuerst von DIrRAC angewandt worden ist)
besteht also in der Darstellung des gestérten Schwingungsvorgangs als
Superposition von ungestérten Eigenschwingungen mit zeitlich ver-
anderlichen Amplituden.

Korpuskular-statistisch bedeutet dies, daB8 die Anzahl der Exem-
plare des betrachteten Systems, die sich in bestimmten, dem Fehlen
der Stérungskrifte entsprechenden, stationiren Zustéinden befinden,
sich mit der Zeit dndert. Diese Anderung muB offenbar durch Uber-
ginge zwischen verschiedenen stationiren Zustinden bedingt werden.
Im Gegensatz zu den spontanen Ubergingen, die im vorhergehenden
Paragraphen untersucht wurden, sind solche Uberginge als ,.erzwun-
gen‘* anzusehen. Vom betrachteten Standpunkt aus besteht die
Wirkung der stérenden Krifte gerade in der ,,Induzierung® dieser
Uberginge.

Setzt man den Ausdruck (34) in die SCHRODINGERsche Gleichung
des gestdrten Schwingungsvorgangs

(H0+H'+2—7%a%)zp=o (34a)

ein, so erhdlt man bei Beschrinkung auf die diskreten Eigenschwin-
gungen:

(3

1 Wir werden im folgenden statt der Parametergesamtheit J die Energie W
benutzen. Die erhaltenen Ergebnisse lassen sich durch Beriicksichtigung anderer
Parameter leicht vervollstindigen.
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oder wegen
(H + 5o ) 9 = (HO— W) 9, =0
27.”3,;)1/) = ( - n)"/"n—‘ s
h (4
527 O Vgt 20 Hy,=0.
#w
Nun gilt, gemi8 der allgememen Formel (25),
= 2 Hpn s

wo die Matrixelemente des Operators H’

Hpo=J it H 9, dV
gewisse wichtharmonische Zeitfunktionen sind.
Es wird also

chH’V)nzgcmHlW'rn ZC 2 am ¥Pn = ZTPnZCmH;zm
und folglich
h 66,,, t
nz‘,<nzat+2Hnm > =

Diese Gleichung 148t sich nur dann identisch in den Koordinaten
Q1, . .. Q erfiillen, wenn die (nur von der Zeit abhangigen) Koeffizienten
der Eigenfunktionen y,, simtlich verschwinden. Wir erhalten auf diese
Weise das schon in Kap.I §17 angegebene System von unendlich
vielen linearen Differentialgleichungen

h dc,
T %74 dt— = 2 (35)

die zur Bestimmung der Koeffizienten ¢, als Funktionen der Zeit
dienen.

Im allgemeinen Fall, bei Beriicksichtigung der kontinuierlichen
Eigenschwingungen, erhilt man in derselben Weise das folgende System
von Integrodifferentialgleichungen

ko dc, ,
~ i a = 2 Bam O + [ By, o AW

E od 3 (3534)
¢ , ! ’
T 27 dtW = ZHWm Cm +fHWWI -

wo Hly, Hy,, und Hiy e die gemischten und kontinuierlichen Matrix-
elemente des Stérungsfaktors H’ (in bezug auf die Eigenfunktionen
von H?Y bedeuten.

Die Gleichungen (35) und (35a) konnen durch sukzessive Nahe-
rungen gelost werden, indem man als nullte Niherung die Werte
der Koeffizienten c,(f) und ¢, (f) fiir einen willkiirlich gew&hlten
Augenblick £ = 0 betrachtet (man kann sich vorstellen, daB die Sté-
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rungskréfte gerade in diesem Augenblick zu wirken beginnen). Wenn
die Matrixelemente von H’ als sehr kleine Grofen behandelt werden
diirfen, kann man bei der Ermittlung der ersten N&herung ihre An-
fangswerte cJ, ¢% in die rechte Seite der Gleichungen (35a) einsetzen
und nach der Zeit von Null bis dem betrachteten Augenblick ¢ inte-
grieren. Dies gibt

. [2
,,(t)—co—?i’_’ j dt—z%%de’c%y,jH;W,dt ‘
(35b)
cw () = 2n$ZCOIH;det—@de’CW'J‘HWW'dt

Von dieser ersten Naherung kann man leicht in der iiblichen Weise
zur zweiten und héheren Ndherungen iibergehen. Gewdhnlich aber gibt
schon die erste Naherung eine praktisch vollkommen geniigende Ge-
nauigkeit (s. unten).

Multipliziert man die Gleichungen (35) mit ¢ und die damit konju-
gierten Gleichungen fiir die Koeffizienten c*

ko odc¥ ,
2n1 dt ZH m m (36)

mit-c,, subtrahiert sie dann voneinander und summiert iiber alle Werte
von #, so erhilt man

omi 41 605 = 3 JHch ¢y — IS

n M

d. h. wegen
S XHen ey =3 SHy,cp = 3 SHyucp
n o m n m m n
o (Seacy) =0. (36a)

Diese Gleichung driickt korpuskular-statistisch den Evhaltungssaiz der
Gesamizahl der Exemplare des betrachteten Systems aus, fiir den Spezial-
fall, daB nur gequantelte Zustinde méglich sind. Im allgemeinen Fall
erhalt man in derselben Weise aus den Gleichungen (35a):

%(%’]cn|2+f[cw|2dW)=0. (361)
Dieser ,,Erhaltungssatz’ 148t sich wegen
Sleulr+ [lopisaw =]y pav
[vgl. (20) und (20a) §4] in der von der Darstellung (34) unabhéingigen Form
Ellypav=0 (36¢)
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ausdriicken und unmittelbar auf Grund der Gleichungen
h 0 h
beweisen. Durch (linksseitige) Multiplikation der ersten Gleichung
mit ¢* und der zweiten mit ¢ und Subtraktion erhalten wir
h dy oyp*
s (VP vy )= — W Hy — pH*yY).
Daraus folgt wegen des selbstadjungierten Charakters des Operators H

und der vorausgesetzten Konvergenz des Integrals f py*dV die For-
mel (36¢).
Wir wollen etwas eingehender den Fall harmonisch schwingender

Wechselkrifte untersuchen und setzen dementsprechend (da H' eine
reelle Funktion der Zeit sein mul)

H = T cos2mvi = % T (62nivt + e—znivt) , (37)

wo T7 — die Amplitude des Stérungsoperators — von der Zeit unab-
hingig ist. Die Matrixelemente dieses Operators driicken sich als Funk-

tionen der Zeit durch die Formeln aus:
H,,, = _;_ T} (27 Onm+ )t | g2 Gmm— 1) l
1 (87a)
;Vm —_ ? T{Vm (e2ni(vwm+r)i _{__ eZni(va—-v)t) I

usw., wo
1 1
) Vnm="’n—'vm=7(Wn—'Wm)’ WW'mz“j[(W'—Wm)""

ist, wahrend die T, usw. dic Matrixelemente der Stérungsampli-
tude 77 in bezug auf die Amplituden der Eigenfunktionen oder die
,,Eigenamplituden 93, % bedeuten:

Ton=[v2* T'98aV, Tyu=[vWTypaV,...  (37b)
Wir nehmen ferner der Einfachheit halber an, daB urspriinglich
(bei ¢ = 0) nur esme diskrete Eigenschwingung angeregt ist, d. h. daB
im Augenblick # == 0 alle Exemplare des betrachteten Systems sich in
demselben gequantelten Zustand (%) befinden. Wir setzen also
=1, =0 (nk), &=0. (38)
Die Formeln (35b) nehmen dabei die folgende einfache Gestalt an:
¢, 2 ¢ = konst. l
1 e2”i("nh+"')t-—1 e2ni(vnk—v)t_ 1
(TS T el e
T (e2ni(7Wk+1f)t_ 1 eZni(ka-v)t__l>
‘w= T2p Wk VYwe + v Ywr — 7V
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Wenn die Stérungsfrequenz » mit einer der ,,Schwebungsfrequen-
zen* |v,;| oder |vy,| zusammenfillt, erhilt der entsprechende Koeffi-
zient ¢ oder genauer sein Modul ein stark ausgesprigtes Maximum

icn]'“"h’ e 8, baw. op|= ‘TWk! -t (38D)

und wichst proportional mit der Zeit an.

Diese in der allgemeinen Schwingungslehre geldufige Erschei-
nung wird als Resomanz bezeichnet. Wellentheoretisch besteht die
Resonanz in der auBerordentlich starken Erregung derjenigen Eigen-
schwingung y,, (oder yy,), die zusammen mit der urspriinglich angeregten
Eigenschwingung (y;) eine Schwebung von derselben Frequenz wie die
Schwingungsirequenz der &duBeren Kraft hervorruft. Korpuskular-
statistisch bedeutet dies, daB die entsprechenden Uberginge (k—>n
oder kW) viel hidufiger ,,induziert werden* als alle anderen erzwun-
genen Uberginge.

Es sind dabei zwei Arten von erzwungenen Resonanziibergdngen
zu unterscheiden, je nachdem die Energie des Systems zunimmt (Ab-
sorptionsiibergiinge) oder abnimmt (Emissionsiiberginge). Die Energie-
dnderung betrigt 4 hv (=W, — W, oder W — W), wie wenn es
sich um die Absorption oder Emission eines Lichtquantes von der
Frequenz » handelte (in Wirklichkeit braucht die Stérung mit Licht
gar nichts zu tun zu haben, s.unten). Es muf} besonders betont
werden, dall die Haufigkeit (oder Wahrscheinlichkeit) der Resonanz-
iberginge von ihrer Richfung unabhingig ist. Hat man z. B. W, > Wy,
d.h.v,,=v so wird die Resonanz durch das zweite Glied im
Ausdruck (38a) fiir ¢, bestimmt; im umgekehrten Fall (v, = — 7,
W, < W,) spielt das erste Glied dieselbe Rolle.

Diese Tatsache 1dfit sich auf Grund der Formeln (38b) mit Riick-
sicht auf T, = T}* folgendermaBen formulieren: Befinden sich alle
Exemplare des betrachteten Systems urspriinglich in einem bestimmten
Zustand %, so ist die Wahrscheinlichkeit des erzwungenen Resonanz-
ibergangs k-># dieselbe wie die Wahrscheinlichkeit des umgekehrten
Ubergangs #—sk in dem Fall, daB urspriinglich alle Exemplare des
Systems sich im Zustand # befinden (,,Reziprozititssatz‘).

Bei einem Resonanziibergang vom Typus %> W sind auch Ubergénge
in die Nachbarzustinde des kontinuierlichen W-Spektrums zu beriick-
sichtigen, fiir die die Resonanzbedingung |vy,| = » zwar nicht genau,
aber doch ,,fast genau‘ erfiillt ist.

Die Gesamtzahl der Exemplare, die wihrend der Zeit ¢ aus k& in die
verschiedenen bei

W,=W,+hy (39)
liegenden Zustinde iibergehen, driickt sich durch das Integral
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Wv+4—vz

|ew|2d W aus, wo AW ein praktisch sehr enges Intervall des konti-
AW

nuierlichen Spektrums bedeutet. Wir brauchen dabei fiir ¢y nur das
zweite ,,Resonanzglied” von (38a) zu berticksichtigen. Ferner konnen
wir den sich verhiltnismiBig langsam 4ndernden Faktor Ty, durch
seinen Wert bei W = W, ersetzen. SchlieBlich konnen wir bei der
Auswertung des Integrals, wegen der sehr raschen Abnahme von |cp|?
mit |W — W,|, die Integrationsgrenzen praktisch ins Unendliche
verschieben. Dies gibt:

w
5 (3 p—v {
TW: 2 |22"”(’ch NE__ql2

‘“cW~ AW =

ey | A=),

Fithrt man statt W die Verdnderliche
E= 2 (vypy— 9) £ = o (W — Wy, — k) 8
ein, so erhilt man mit Riicksicht auf

|6t — 112 = (¢t —1) (=% — 1) = 2 (1 — cos §) =4sin2§
+ o

+ ® 1 2
2~m(ka~a)t 2 sin— &
f aW—W,)=2mht A& =4mn2hi.
ka—w 1
o ?E '
Es wird also -
[lew2dW ="2(T4 2t =T, 2. (39a)

Den Koeffizient I, ; kann man offenbar als die auf die Zeiteinheit
bezogene Ubergangswahrschemlwhkmt vom Zustand % in das Resonanz-
gebiet bei W, definieren.

§ 7. Die durch das Licht bedingten Stérungen; photoelektriseher
Effekt, Wiarmestrahlung, Dispersion und Streuung.

Die Ergebnisse des vorhergehenden Paragraphen gelten fiir Sto-
rungskrifte beliebiger Natur. Fiir den Fall des Lichtes brauchen wir nur
die Gestalt des Stérungsoperators H’ zu spezialisieren. In erster Nahe-
rung kann man die Lichtschwingungen als bloB elektrische Schwin-
gungen, d.h. als ein elektrisches Wechselfeld € = E;cos 2nv¢ be-
trachten und dementsprechend

H=—p.C=—p-Gcos2mri, T'=—p-& (40)
setzen, wo p (Qq, ... Q,) wie frither das elektrische Dipolmoment des

betrachteten Systems ist. Es bedeutet also H’ einfach die potentielle
Frenkel, Wellenmechanik. 12
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Energie U’, die von dem zusitzlichen elektrischen Felde € herriihrt.
Dieses ist streng genommen riumlich inhomogen; wenn aber die
Wellenldnge des Lichtes groB genug im Vergleich mit den Abmessungen
des betrachteten Systems — z. B. des Wasserstoffatoms — ist, kann
man es als homogen betrachten.

Man kann leicht zeigen, daB die rdumliche Inhomogemtat des elek-
trischen Feldes von Lichtwellen der GréBenordnung nach dieselbe Rolle
spielt wie ihr magnetisches Feld. Will man die erstere berticksichtigen,
so muB man, um konsequent zu sein, auch das letztere in Betracht
ziehen. — Bei Lichtwellen, die sich in einer bestimmten Richtung
fortpflanzen, ist die magnetische Feldstirke $-in jedem Punkt gleich
der elektrischen € und senkrecht zu € und zur Fortpflanzungsrichtung.
Fallt die letztere mit der positiven x-Richtung zusammen und schwingt
die elektrische Feldstarke parallel zur z-Achse, so hat man

H,=H,=0, H,=—E

Ein solches elektromagnetisches Feld 148t sich durch das Vektorpoten-
tial

z*

Ay=A,=0,

(41)
A,=Agcos2xm (kx— v 1)

— %) (2milia—re) | p2aritha—re))

beschreiben, wo & = % = % die Wellenzahl bedeutet. Man kann dabei

das skalare Potential ¢ gleich Null setzen. Man hat in der Tat nach
den Formeln (30a,b) §5 Kap. II
104

E,=E,=0, E,=——%f=—21" dysin2n (kx— )

=—2nkAysin2n (kx — vi),
04

Hy=0, Hy=——"=+2nkdsin2z (kx —vt)=—E, H,=0.

Bei einem Wasserstoffatom oder einem wasserstofféihnlichén System
das nur ein Elektron enthélt, kann man den durch das Vektorpotential 9
bedingten Stérungsoperator als die Differenz der Operatoren

= | (557 — o e) + (amrgy — o) + g =7 4|

und
1= 5| (g %>2+ (%Ez :%)2+ (w235 |
definieren.

Dies gibt mit Riicksicht auf 2

=0 (bei ¢ =0 oder

@ =konst.), wenn man die in 4 quadrat1schen Glieder weglaBt:

e

Hl:_2rmcm< ”‘8x+A"6y+Aza> (41a)
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Dieser Ausdruck ergibt sich auch unmittelbar aus der allgemeinen
relativistischen Wellengleichung (27) § 5 Kap. I1.
Bei einem System mit beliebig vielen Freiheitsgraden mull man
die Formel (41a) durch
f
r_ A 1 G
H ——ﬁZTaG“a_Q; (41b)

o=1
ersetzen.

Die stérende Wirkung der Lichtwellen ist also streng genommen
durch die potentiellen Impulse der Teilchen bestimmt, aus welchen das
betrachtete System besteht, und nicht durch die entsprechende poten-
tielle Zusatzenergie.

Die Formel (40) stellt trotzdem eine fiir manche Anwendungen
vollkommen geniigende Niherung dar. Wir werden in diesem Para-
graphen daran ankniipfen.

Die von den Lichtschwingungen ,,induzierten* Uberginge von
einem diskreten Zustand % in das kontinuierliche Zustandsgebiet sind
als optische Dissoziations- oder Ionisationsvorginge anzusehen. Im
einfachsten Fall, wenn die Ionisation in der Abspaltung eines Elektrons
besteht, hat man es mit dem photoelektrischen Effekt zu tun. Die
Wahrscheinlichkeit dieses Effektes fiir ein bestimmtes Atom, auf die
Zeiteinheit bezogen, ist nach (39a) und (40) durch die Formel

2 .
o= (paw, P B+ | puw, o PEy + [Pow,s PES)  (42)

gegeben. Sie ist also proportional dem Quadrat der Lichtschwingungs-
amplitude, d. h. der Intensitit des Lichtes. Diese Formel und die For-
mel (39) fiir die Energie, die den einzelnen Photoelektronen (oder eher
Atomen) vom Licht zugefiihrt wird, sind in vollkommener Ubereinstim-
mung mit der Erfahrung.

Das Verhalten des vom Atom abgespaltenen Elektrons — oder
genauer des Systems, das aus diesem Elektron und dem zuriickbleiben-
den Ton gebildet ist — 148t sich dabei durch die Gestalt der Funktion vy,
charakterisieren. Die Untersuchung dieser Funktion erlaubt, die Ver-
teilung der Photoelektronen nach den verschiedenen Emissionsrich-
tungen zu ermitteln. Dafiir gentigt es, die entsprechende Exemplaren-

stromdichte | = z—- (yy, grad vy, — yp, grad ¥w,) in sehr entfern-
ten Punkten zu bestimmen (s. Kap. IV, §4).

Fir die optischen Resonanziiberginge zwischen diskreten statio-
niren Zustinden erhilt man, gemiB der ersten Formel (38b), eine der

2 2
eal’ — % T[4 Dieses Er-
gebnis ist physikalisch sinnlos; denn die Ubergangswahrscheinlich-
keiten miissen von der Zeit unabhingig sein. Experimentell wird eben-

12%

Zeit proportionale Wahrscheinlichkeit
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falls kein Unterschied zwischen der ionisierenden und anregenden Wir-
kung des Lichtes beobachtet, sofern es sich um die ,,Hiufigkeit” der
entsprechenden Vorginge, d. h. um die Zahl der ionisierten oder angereg-
ten Atome handelt.

Diese Schwierigkeit erklart sich daraus, daB man es in der Wirklich-
keit niemals mit vollkommen homogenem, monochromatischem Licht zu
tun hat. Fir die ,,unscharfen’ Resonanziiberginge von dem bisher
betrachteten Typus ist dies praktisch belanglos; denn eine endliche
Spektralbreite des Lichtes entspricht hier der endlichen Breite des
Resonanzgebietes bei W,. Fiir die Resonanziiberginge zwischen diskre-
ten, d. h. scharf definierten Zustdnden, hat sie dagegen dieselbe Bedeu-
tung, als ob der eine dieser Zustinde (oder die beiden) durch ein konti-
nuierliches Zustandsgebiet ersetzt wiirde. Man erhilt deshalb in diesem
Fall fiir die gesamte (d.h. dem ganzen Spektralbereich des Lichtes
entsprechende) Ubergangswahrscheinlichkeit einen Ausdruck von der-
selben Form (39a) wie bei der Ionisation.

Das , natiirliche” Licht mit einem (vielleicht auch sehr engem)
kontinuierlichen Spektrum kann man als. eine Mischung von Schwin-
gungen verschiedener Frequenz mit regellos verteilten Richtungen und
Phasen betrachten. Bei Superposition solcher ,,inkohirenter Schwin-
gungen werden bekanntlich nicht ihre Amplituden, sondern die Ampli-
tudenguadrate, d. h. die ,,Intensititen’ arithmetisch addiert, wobei
die Quadratsumme der im unendlich kleinen Bereich zwischen ¥ und
v + dv liegenden Schwingungsamplituden in der Form E2(»)d» dar-
gestellt werden kann. Die Resonanzwirkung des ,,natiirlichen* Lichtes,
welches die ,,Schwebungsfrquenz‘‘v,, , oderv;, enthilt, wird nach (38a)
und (40) durch die Formel

“ 2"’0("—1%17:1)1._1
G| eos T, | B0

ausgedriickt, wo § den Winkel zwischen dem Vektor p,; und den sich
zu E2(y) dv zusammensetzenden elektrischen Vektoren bedeutet. So-
fern dabei alle Richtungen der letzteren gleich oft auftreten, muf} der
Mittelwert von cos? @ gleich % sein. Das Integral 148t sich wie frither
niherungsweise berechnen, indem man das Argument » in EZ (») durch
seinen Resonanzwert |,;| ersetzt. Man erhilt dabei

|Cn‘2=

[Cal? = T'py-?
mit Top= oo | BusP B3 () - (422)
Diese Ubergangswahrscheinlichkeit pflegt man in der Form
Typ= Byt (vnr) (43)

darzustellen, wo

U (Vog) = e ;—nHZM



Die durch das Licht bedingten Stérungen; Warmestrahlung. 181

die auf die Volumeinheit bezogene Spektraldichte der Lichtwellenenergie
ist. Hier bedeuten E2dy und H2dv die zeitlichen Mittelwerte von E2d»

und H2dv. Man hat also E2? = %E% und mit Riicksicht auf H = E

2
(o) = et (432)
Daraus folgt
8n?
Bnk=Bkn=§ﬁu’nk|2- (43b)

Diese Koeffizienten, die die Wahrscheinlichkeit der vom Licht
induzierten Ubergénge zwischen den verschiedenen gequantelten Zu-
stinden bestimmen, sind neben den spontanen Ubergangswahrschein-
lichkeiten A, (# > &) von EINSTEIN (1917) eingefiihrt worden, als
er das statistische Gleichgewicht zwischen einer Exemplarengesamtheit
gleicher Atome und der von ihr emittierten und absorbierten Strahlung
vom Standpunkte der BoHrschen Theorie und der Lichtquanten-
theorie untersuchte.

Damit ein solches Gleichgewicht bestehen kann, muBl die Anzahl
der Atome, die aus dem ,hoheren* Zustand # in den tieferen — spontan
sowie unter der Wirkung des Lichtes — iibergehen, gleich der Anzahl
der Atome sein, die den umgekehrten Ubergang vollziehen. Bezeichnet
man die relative Anzahl der Atome in einem Zustand # mit |c,,|2 = N,,,
so erhilt man als Gleichgewichtsbedingung die Gleichung:

Daraus ergibt sich der folgende Ausdruck fiir die Spektraldichte der

Strahlungsenergie 4
nk

— B i

Nk

Nﬂ
Wir fordern nun, daB die Warmestrahlung sich nicht nur mit den be-
trachteten Atomen, sondern mit Atomen beliebiger Art in Gleichgewicht
befindet. Diese Forderung 148t sich befriedigen, wenn wir annehmen,
daB u(v) eine eindeutig bestimmte (d. h. von der Art der Atome un-
abhingige) Funktion der Frequenz » ist. Nun hat man gemiB (43b)
und (31b)

u(v) (44)

4, 8x
B“: = }?h/'ygk . (4:4:3.)

Daraus folgt, dal das Verhiltnis %r—" in einer ganz allgemeinen (d. h. fiir

die betrachteten Atome nicht charakteristischen) Weise von der Fre-
w, W, . .
quenz v, = T" ——Tk abhingen muB. Die Gleichung
Ne

n
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hat nur eine allgemeine Losung, und zwar

N, = konst. e~¢Wn,

. 1 .
wo o eine Konstante bedeutet. Setzt man o« = 7T SO wird
W
N, = [cnlz ~e KT, (44b)

Es 1aBt sich leicht zeigen, daB die Konstante 1" die Bedeutung der
absoluten Temperatur hat. Dies folgt z. B. aus der von EINSTEIN
abgeleiteten Tatsache, dafl die Atome wegen der von ihnen bei Emission
oder Absorption von Lichtquanten erfahrenen St6Be eine mittlere kine-

tische Energie von dem Betrag % = %k T erhalten — im Einklang

mit der elementaren gaskinetischen Definition der absoluten Temperatur.
Die Formel (44b) stellt das bekannte BortzmanNsche Verteilungs-
gesetz dar.
Nach (44a) und (44b) erhalten wir aus (44) die PranNcKsche
Strahlungsformel

u(v)dvz%vzdv ,”M , (45)

BT _ g

aus der die Quantentheorie entstanden ist.

Wenn keine Resonanz zwischen der erregenden Frequenz v und
irgendeiner Schwebungsfrequenz -V ,,, oder - Vi, besteht, wachsen
die Koeffizienten ¢, und ¢y nicht stetig an, sondern schwanken um
gewisse verhiltnismaBig sehr kleine Mittelwerte. Dies entspricht vom
korpuskular-statistischen Standpunkt aus erzwungenen Ubergingen des
betrachteten Systems aus dem urspriinglichen Zustand (%) nach den
anderen hin und zuriick ohne regelmiBige Absorption oder Emission
der Strahlungsenergie (die spontane Ausstrahlung lassen wir hier bei-
seite). Der (statistische) Mittelwert irgendeiner fiir das System cha-
rakteristischen GroBe F, z. B. seines elektrischen Momentes, muf3 dabei
erzwungene Schwingungen von konstanter Amplitude ausfithren, die
mit dem stérenden Faktor hinsichtlich der Frequenz wenigstens teil-
weise {ibereinstimmen.

Zur Bestimmung dieser erzwungenen Schwingungen miissen wir in

die allgemeine Formel F — f v*FydV den Ausdruck
Q/JZWk”—iV./;Can'[—ch’deW ‘ (46)

einsetzen mit den nach den Formeln (38a) bestimmten Werten der
Koeffizienten ¢, und ¢p. Dabei kann man wegen der Kleinheit dieser
Koeffizienten in erster Anniherung ihre Produkte mit den konjugierten
GroBen vernachlissigen.
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Wir beschrinken uns zunichst auf die diskreten Eigenfunktionen,
Jassen also das Integral in (46) beiseite. Dann reduziert sich F auf

Fszk + 3 CaFrnt cq Fur) =Frr+ 2R3 c,Fyy, (462)
n==k n=fk

wo R den reellen Anteil der darauffolgenden komplexen GroBe be-
deutet (es sei daran erinnert, daB F,, = F ., ist). Durch Einsetzen des
Ausdruckes (38a) fiir ¢, in diese Formel erhalten wir mit Riicksicht
auf Fy, = F}, ¢27ivnt

, . 1 , 2aivi o —2mivE
Fkk=F—FM=—-];mZF2nTM(6 4 )+ (46D)
e

vnk+v Vo —V

wo die weggelassenen Glieder die ,,freien Schwingungen (oder genauer
die freien Schwebungen) mit den Frequenzen v, charakterisieren, die
im Anfangsstadium des Vorgangs erregt werden und infolge der spon-
tanen Ausstrahlung allmihlich gedimpft werden miissen.

Bei F=p und H = —p-C cos2znvt, d. h. T" = —p°Cy, be-
stimmt diese Formel das durch das Wechselfeld € induzierte elektrische
Zusatzmoment des betrachteten Systems (Atoms oder Molekiils). Die
Grobe

hat in diesem Falle einen reellen Wert (wegen p,; = p3,), so daB der
imagindre Anteil der Summe

eZn'Lvt e——-2:‘t’ivt

Vnk‘l“'” Var — ¥

weggelassen werden darf. Es wird also

:p;c,cz5—pkk=%coszmt-Z”——#—”"ﬁf"(_pgﬁg fl, (47)
nh nk

Diese Formel kann zur Berechnung des Brechungsvermogens u eines
materiellen Mediums, das aus Teilchen (Atomen, Molekiilen) der be-
trachteten Art besteht, dienen. Insbesondere bestimmt sie die Disper-
ston dieses Mediums, d. h. die Abhingigkeit des Brechungsvermdgens
von der Frequenz » der Lichtschwingungen®. In der klassischen Me-
chanik 14Bt sich eine ,,Dispersionsformel‘ von der Gestalt (47) nur

1 Bei einem gasformigen Medium, das in der Volumeinheit N gleichartige
Atome enthalt, driickt sich der Brechungsindex durch die Formel u2 = 1 4 45 No
aus, wo o die elektrische Suszeptibilitat eines Atoms bedeutet, d.h. das Ver-
haltnis des Mittelwertes der Projektion des induzierten elektrischen Momentes
auf die Feldrichtung zur Feldstiarke. Wenn die Atome schon bei Fehlen des Lichtes
auf verschiedene stationire Zustinde verteilt sind, hat man

Wk
Na zl%’Nk“kk: N%’|”k|2“kk~%’e BT
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bei der Annahme von ,,quasi-elastisch gebundenen’ Elektronen ab-
leiten — einer Annahme, die der gewohnlichen korpuskularmechanischen
Vorstellung tiber die Bewegung der Elektronen in Atomen widerspricht.

Der EinfluBl des kontinuierlichen Eigenwertsspektrums, d.h. des

Integrals in der Formel (46), auf die Differenz Fy, = F—F re driickt
sich durch eine Formel aus, die man aus (46b) erhilt, wenn man W,
durch W und die Summation iiber # durch eine Integration iiber W
ersetzt. Es ergibt sich demenstprechend statt (47)

Pia—— cos2nvt[ ﬁvnkb:;; 'pnk &) +J‘1’Wk pkW(pwzk @")dWJ (47a)
wekh nk Bl

Diese Formel gilt selbstverstandlich nur bei Fehlen von Resonanz. Die

letzte erfordert eine besondere Behandlung.

Diese Ergebnisse lassen sich leicht auf den Fall verallgemeinern,
daB das betrachtete System sich urspriinglich (im Augenblick ¢ = 0)
in einem zusammengesetzten Schwingungszustand befindet, bei welchem
mehrere Koeffizienten c{, ¢, ¢3, ... von Null verschieden sind. (Wenn
die entsprechende korpuskular-statistische Exemplarengesamtheit im

thermischen Gleichgewicht ist, miissen ihre Modulquadraten proportional

Wk
¢ *T sein.) Man erhilt in diesem Fall, wenn man das kontinuierliche
Spektrum auBer acht 148t, in erster Annidherung:

F —F — Fo — 2R 3 S Q* ¢ FY, e2mivknt
kd=n

woc, = ¢, — Qistund F° = f y° *F 904V denstatistischen Mittelwert von
F fiir den Augenblick ¢ =0 bedeutet (9° = 3 clv,, w = 9°+ Y, v,).
Setzt man hier die aus (35b) und (38a) folgenden Ausdriicke fiir ¢/, ein,
so wird mit Riicksicht auf die Beziehungen vy, + vm = Yim:

kEn

<e2ni(vkm+v)l ani(o'km—v)l

Vm ¥ Vom — ¥ e

(48a)
wo die weggelassenen Glieder ebenso wie in der speziellen Formel (46b)
den ,.freien”, die Frequenz v nicht enthaltenden Schwebungen ent-
sprechen. Diese Formel zeigt, daB man im allgemeinen neben den
,,kohdrenten* Schwebungen mit der Frequenz » noch ,,inkohirente*
erzwungene Schwebungen mit den Frequenzen # + v, und » — v,
erhdlt, deren Amplituden den Produkten ¢} * ¢ proportional sind. Die
inkohdrenten Schwingungen des durch monochromatische Lichtwellen
induzierten elektrischen Momentes

7t (VEm + ) e T (Vem—7)
ORI It el 3 ph (ph G (I AT g,
v

Vam + v Vam —

haben keinen EinfluB auf die Dispersion dieser Wellen. Sie miissen
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aber eine unregelmiBige Strewung der letzteren bedingen und sich un-
mittelbar in der Gestalt von gestreuten Lichtstrahlen mit den ,,Kom-
binationsfrequenzen‘‘ » 4 »y,, duBern.

Eine solche ,,inkohirente Streustrahlung’* ist 1928 von RAMAN und
gleichzeitig von MANDELSTAMM und LANDSBERG experimentell entdeckt
worden. Theoretisch ist diese Erscheinung schon im Jahre 1924 von
SMEKAL auf Grund der Lichtquantentheorie und von KraMERs und
HEISENBERG auf Grund des Borrschen Korrespondenzprinzips vorher-
gesagt und untersucht worden.

Der von uns unberiicksichtigt gelassene Anteil des induzierten elek-
trischen Moments, der von den Schwebungen zwischen den diskreten
und kontinuierlichen Zustinden herriihrt, entspricht einer inkohdrenten
Streustrahlung, die im Jahre 1923 von H. CoMPTON experimentell ge-
funden und auf Grund der Lichtquantentheorie erkldrt worden ist.
Diese ComproNsche Strahlung werden wir in Kap. IV §5 niher be-
trachten.

§ 8. Theorie der von der Zeit unabhingigen Storungen.

Die in § 6 entwickelte Stérungstheorie 148t sich offenbar auch auf
von der Zeit unabhingige Storungskrifte anwenden, die von einem
dufleren, zeitlich konstanten Feld oder von der gegenseitigen Wirkung
zwischen den Bestandteilen des betrachteten Systems herriihren. Man
kann sich dabei entweder vorstellen, daB diese Krifte in einem be-
stimmten Augenblick ¢ = 0 auf das System angreifen, wie dies bei der
Behandlung von zeitlich wechselnden Kriften getan wurde, oder sie
als immer tétig betrachten. Im letzten Fall miissen die ,,Anfangswerte
der Koeffizienten ¢, (= ¢3) den Zustand des gestirien Systems im Augen -
blick £ =0 bestimmen. Wenn die Stérungsfunktion (oder der Stérungs-
operator) H’ von der Zeit unabhingig ist, ist es zweckmiBig, die
allgemeine Methode des § 6 folgendermaBen abzuindern: Die Am-
plitude der Schwingungsfunktion 4, sei im folgenden mit o3 (statt yJ)
und die Frequenz mit »? (statt »,) bezeichnet. Wir setzen also:

Pa(Q, 1) = 03(Q) e=2miote. (49)
Ferner fithren wir statt der Amplitudenkoeffizienten ¢, die neuen Ver-
dnderlichen
£, ==cC,e—2ain)t (492)
ein, die die Abhingigkeit der Funktionen
o () ¥n(Q, ) =L, (2) 0‘,2 Q)
von der Zeit charakterisieren.

Setzt man die Ausdriicke ¢, = £, e27i*2¢ in die Gleichungen (35)

ein, so erhalten wir

nodt )
— gt gy = WLt S Hyp Ly crmi¢h =D
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oder wegen

H,, e2mith—t—= [oO%H' 6% dV = T} - (49b)
Rodl, ., ,
_ﬂ; 7{ — hvné.n + %’Tnmé.m'
Nun gilt:
Folglich wird
Bodl., @
T 3miat = = LomCm (50)
wo
Tyn=Tom+ Ton=[obFHolaV (502)

die Matrixelemente des wvollstdndigen HamirtoNschen Operators
H = H°++H' in bezug auf die , Eigenamplituden ¢} des ungestérten
Operators H? bedeuten®.

Diese Gleichungen kann man leicht aus der Grundgleichung

o0
(H + i) =0
direkt ableiten, wenn man ihre L8sung in der Gestalt

Y= 2000 (Q) (50b)

sucht (statt, wie frither, in der Gestalt y = 3¢, y,). Da H keine Ab-
leitungen nach der Zeit enthilt, so hat man

Hy=J3{,Hoy= 3, STy,0p

(nach der Definition der GréBen T, ,,). Andererseits gilt wegen der Unab-

. ) ) nodeg,
hanglgkelt( der Funktionen 6% von der Zeit, 3V = < 022—“7 TR
Durch Vertauschung der Indizes # und m in der vorhergehenden Summe
erhalten wir also

”Zag (5o 2o+ ST mtn) = 0.

Wegen der Unabhingigkeit der Eigenfunktionen ¢° zerfillt diese Glei-
chung in die Gleichungen (50).

Die letzteren bleiben selbstverstindlich auch dann richtig, wenn
der Operator H die Zeit explizit .enthilt. Die Matrixelemente T,
miissen dabei ebenfalls von der Zeit abhingen, so daB3 die Integration
der Gleichungen (50) im allgemeinen ziemlich schwierig ist.

1 Der Index ° wird also im folgenden zur Bezeichnung derjenigen GroBen,
die sich auf das ungestérte System (bei H’ = 0) beziehen, dienen und nicht wie
frither zur Bezeichnung der Amplituden.
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Wenn aber H die Zeit explizit nicht enthilt und folglich die Koeffi-
zienten T,,, konstante Werte besitzen, lassen sich diese Gleichungen
nach der Methode der harmonischen (oder exponentiellen) Partikular-
1ssungen integrieren.

Wir setzen nidmlich

i,

Cu=rue " (51)

. w . .
wo y, konstante Amplituden und - = » eine fiir alle Verdnderlichen

{1, s, . . . gemeinsame Schwingungsfrequenz bedeutet. Die Differential-
gleichungen (50) reduzieren sich dabei auf das folgende System gewdhn-
licher linearer und homogener Gleichungen fiir die (unendlich vielen)
Amplitudenkoeffizienten y,,:

Als , Kompatibilititsbedingung® ergibt sich die folgende ,,Sikular-
gleichung** fiir W

T11 - W: T12: Tls:
T21: T22 — W: T237 s
Tor Ty, To— W, ... |=0. (51b)

Diese Gleichung ist von unendlich hohem Grade in bezug auf W und
muBl deshalb unendlich viele Wurzeln W,, W,, ..., W;, ... haben.
Jeder dieser Wurzeln W = W, entspricht eine bestimmte Losung
des Gleichungssystems (51a), d. h. ein bestimmtes System von Ampli-
tudenkoeffizienten v, =y, #=1,2,3,...) und ferner eine be-
stimmte Partikularlosung der Differentialgleichungen (50):
S R M )

Die allgemeine Lsung dieser Differentialgleichungen kann dargestellt
werden als die Summe solcher Partikularlgsungen, die man dabei mit
willkiirlichen konstanten Koeffizienten y, multiplizieren darf., — Wir
erhalten auf diese Weise den folgenden Ausdruck fiir die Verdnder-
lichen ,: '

Cn = Zk/’Vk ykne—zni%t' (52)

Fiir die veranderlichen Amplitudenkoeffizienten ¢, (f) ergibt sich dem-
entsprechend die Formel

o =2 ViV o2 R  (52a)
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und fiir die Funktion ¢ die Doppelsumme:
Y= 22]; Vi Vien On 6277 (52b)

Fithrt man nun statt 62 neue Funktionen der Koordinaten gem#f der
Formel

Oy = ”Zykna'g (53)
ein, so wird
Y= 27k% g 2mivRE, (53a)

Diese Darstellung der resultierenden Wellenfunktion fiir das
gestorte System stimmt formal mit der entsprechenden Darstellung

=72 @60~ 27"¢ fiir den ungestdrten Schwingungszustand iiber-

n
ein. Bezeichnet man die Eigenfunktionen des Operators H® mit
9? = 69 ¢=27"2¢ und des Operators H mit p;, so erhdlt man

Yy = 0 e 270 = Sy, 00 67 27URE (53b)
n

Man iiberzeugt sich leicht, daB die neuen (gestérten) Eigenfunktionen,
ebenso wie die urspriinglichen, orthogonal zueinander sind. Ihre Nor-
malitdt 1Bt sich durch eine passende Normierung der GréBen yg,
stets erzielen.

Zum Beweis betrachten wir die Identititen:

DT onVem= WiVin. und S To v =W i

fir zwei verschiedene Werte von W (die letzteren kann man als reell
voraussetzen, s. unten). Multipliziert man die erste Gleichung mit y;;,
und die zweite mit y;,,, summiert sie dann iiber # und subtrahiert sie
voneinander, so erhilt man:

(W, — W) %’nm’; = %’ZJ Tom Vim Vin— %’%’T;‘mnnyﬁ.-

Wenn man in der zweiten Doppelsumme die Indizes # und m vertauscht
und die HerMITESChe Relation T, = T',,, beriicksichtigt, so wird sie
mit der ersten Doppelsumme identisch. Die rechte Seite der letzten
Gleichung ist folglich gleich Null. Bei der Voraussetzung W, — W; =0
ergibt sich also die Orthogonalititsbeziehung

2VenVin=0 (k+10), (54)
die man auch bei der ,Entartung” W, = W, als giiltig annehmen
darf. DaB die Eigenwerte W,, W, ..., d. h. die Wurzeln der Sikular-
gleichung (51b) sidmtlich reell sind, folgt mathematisch aus dem
HerMiTEschen Charakter der Matrix (T, ,,). Ersetzt man namlich in
der zweiten der oben angefiihrten Identititen ! durch £ und W, durch
W3, so erhilt man in derselben Weise wie frither (W, — W5) 3 V0 Vi =0-

n
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Diese Gleichung ist nur unter der Bedingung W, = W} méglich, denn
die Summe X ¥in ¥, = 3| ¥ia[? ist wesentlich positiv. Die Glei-

chungen
2VenVin =1, (542)

die sich offenbar immer befriedigen lassen, driicken die Normierungs-
bedingungen fiir die Amplitudenkoeffizienten y;,, aus.

Aus diesen Gleichungen und den Orthogonalititsbeziehungen (54)
148t sich sofort die Orthogonalitdt und Normalitdt der neuen (gestorten)
Eigenfunktionen ¢, (oder v,) beweisen. Man hat ndmlich nach (53)

Jororav = 3 Syuuyin [ Ron*aV = Sparh,

wom

gemidB der vorausgesetzten Orthogonalitit und Normalitit der ur-
spriinglichen Eigenfunktionen ¢%, und folglich

0 bei k<1
faka,*dV={ oL &

1 bei k=1
wegen (54) und (54a).

Man sieht leicht, daB die dargestellte Theorie — sofern sie die
Bestimmung der nur von der Zeit abhidngigen Verdnderlichen £, be-
trifft — mathematisch identisch ist mit der klassischen (d.h. auf den
Gesetzen der NEwToNschen Mechanik beruhenden) Theorie der freien
Schwingungen eines Systems elastisch gekoppelter Teilchen oder eines
Systems von gekoppelten Pendeln oder auch mit der Theorie der elek-
trischen Schwingungen in einem System von elektrostatisch gekop-
pelten Stromkreisen.

Es seien &, &,,... die Verschiebungen der betrachteten Teilchen
(oder Pendel) aus ihrer Ruhelage® (oder die elektrischen Ladungen
der Kondensatoren der entsprechenden Stromkreise). Thre Abhingig-
keit von der Zeit 148t sich durch ein Gleichungssystem von der Gestalt

g, .
— = 30, (55)

(54b)

bestimmen. Die Koeffizienten @,,,, charakterisieren dabei die Bindung
der einzelnen Teilchen an ihre Ruhelage, d. h. die freien Schwingungen,
die sie bei Fehlen irgendwelcher Koppelung mit den anderen Teilchen
ausfithren wiirden. Die Koeffizienten @,,, = @,,, (m == n) charak-
terisieren dagegen die storenden Koppelungskrifte.

Setzt man

an = @?Ln + @;m’ ¢nm = @;‘m (” ={='WL) ’

so kann man die obigen Gleichungen als die Gleichungen der gestirien

1 Wir beschranken uns auf den Fall eindimensionaler Schwingungen.
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Bewegung des betrachteten quasi-elastischen Systems ansehen. Dabei
sind unter der ungestérten Bewegung die durch die Gleichungen

d2 g
— L 0,8,

bestimmten Schwingungen zu verstehen. In diesem Fall schwingt
jedes Teilchen (jedes Pendel oder Strom) ganz unabhingig von den

. 1
anderen mit der Frequenz wd = o VDL, .

Beim Vorhandensein von stérenden Koppelungskriften sind solche
unabhingigen harmonischen Schwingungen der einzelnen Teilchen
(oder Pendel) nicht mdéglich. Sie werden ersetzt durch harmonische
Schwingungen verschiedener Art -— sogenannten ,Normalschwin-
gungen‘ des Systems —, wobei an jeder durch die gemeinsame Fre-
quenz oy, charakterisierten Schwingungsart alle Teilchen mit bestimmten
relativen Amplituden und bestimmten konstanten Phasendifferenzen
teilnehmen. Die reelle Amplitude und Anfangsphase jedes Teil-
chens kann man als den Modul und das Argument einer komplexen
Amplitude y, = |y,| ¢! definieren. Diese komplexen Amplituden
und die entsprechenden Schwingungsfrequenzen lassen sich aus den
Bewegungsgleichungen ermitteln, wenn man fiir die Verinderlichen &,
den Ansatz

§n =9, e— 2miwt (55&)
macht. Die Gleichungen (55) reduzieren sich dabei auf die Gestalt
Zénm?’m = wz'}}n: (55b)

m

werden also bei w?= W und @,,,, = T,, mit den ,,wellenmechani-
schen® oder ,,quantenmechanischen‘ Gleichungen (51a) identisch.

Die allgemeine Losung des klassischen Schwingungsproblems (55) —
ebenso wie des entsprechenden ,,quantenmechanischen‘ Problems (51) —
1aBt sich durch Superposition aller harmonischen Partikularldsungen
(mit willkiirlichen konstanten Koeffizienten) erhalten.

Die Zusammenstellung der beiden Aufgaben erlaubt uns, die quan-
tenmechanische Stérungstheorie in einer sehr anschaulichen Weise auf
die klassische Theorie der Schwingungen schwach gekoppelter Teilchen
oder Pendel zuriickzufithren. Besonders bequem erweist sich dabei
das ,,Pendelmodell” (das ebensogut zur Verdeutlichung der wellen-
mechanischen wie der elektromagnetischen Schwingungen dienen kann).
Ein solches Modell besteht aus einer unendlichen Reihe von Pendeln,
die lings einer horizontalen Geraden nach zunehmender Frequenz der
ungestérten Schwingungen, d. h. nach abnehmender Linge, aufgehingt
sind und miteinander paarweise verbunden werden kénnen (vgl. Abb. 8).
Dabei entspricht jedes Pendel einem bestimmten gequantelten Zustand
des ungestorten Systems (Atoms, Molekiils), d.h. einer bestimmten
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Eigenfunktion of (oder 9). Bei ,,Entartung, d.h. wenn mehrere
verschiedene Zustinde dieselbe ungestérte Schwingungsfrequenz »9
haben, kann man den entsprechenden Pendeln dieselbe Linge (aber
im allgemeinen eine verschiedene Masse) zuschreiben und sie neben-
einander transversal zur wurspriinglichen Aufhdngungsrichtung an-
ordnen.

Wenn das betrachtete System neben der diskreten Zustandsreihe
noch eine kontinuierliche Reihe von stationdren Zustinden besitzt,
muB die diskrete Pendelreihe unseres Modells durch eine kontinuier-
liche Reihe erginzt werden, die man sich als ein dichtes, schweres Ge-
webe vorstellen kann. Damit dieses Gewebe nicht ,,zerreiBt, miissen
die Schwingungsamplituden und -phasen seiner vertikalen Elemente
stetige Funktionen der Schwingungsfrequenz oder der Energie A»° = W?°
sein?,

Die Einfithrung des kontinuierlichen Schwingungsspektrums ist mit
einer groBen Komplikation der Stérungstheorie verbunden. Wir werden
uns deshalb im folgenden auf das
diskrete Spektrum beschrinken.

' : [T T
Auf den Boden der Wellen- | “ i l“ “ll LLLHMM
vorstellung ist die Korrespondenz
zwischen den Schwingungen un-
seres Pendelmodells und dem Abb. 8.

Schwingungsvorgang im entspre- -

chenden wellenmechanischen System (Atom, Molekiil) ganz naheliegend
und deutlich. Die Rolle der einzelnen Pendel spielen dabei die ver-
schiedenen Arten der stehenden Wellen; in beiden Fillen bedeuten die
Koeffizienten ¢, die (komplexen) Schwingungsamplituden.

Einen rein symbolischen Charakter erhélt diese Korrespondenz nur
dann, wenn wir vom wellentheoretischen Standpunkt zum korpuskular-
statistischen (,,quantenmechanischen®) {ibergehen. Die Amplituden-
koeffizienten erhalten dabei einen ganz anderen physikalischen Sinn,
denn ihre Normen ¢, cn = | ¢, |? bestimmen jetzt die relative Anzahl
der sich in den entsprechenden Zustand befindenden Exemplare des
betrachteten Systems. Der stetigen Anderung dieser Koeffizienten mit
der Zeit unter der Einwirkung der Stérungskrifte entspricht eine
Reihe von erzwungenen sprunghaften Ubergingen dieser Exemplare

. . . . a
von einem Zustand zu einem anderen. Die Ableitung 7| cn|? bedeutet

! Man kénnte das Pendelmodell durch ein Seifenmodell ersetzen (unter Be-
schrinkung auf die Grundschwingungen jeder Seite). Es wiirde dabei dem konti-
nuierlichen. Spektrum eine Membran entsprechen. Eine solche Membran miifite
aber ganz ungewéhnliche Eigenschaften besitzen, die mit den iiblichen Gleichungen
der Elastizitatstheorie unvereinbar sind (denn diese Gleichungen entsprechen

einer Koppelung nur zwischen den Nachbarelermenten des elastischen Konti-
nuums).
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dabei die auf die Zeiteinheit bezogene Wahrscheinlichkeit dafiir, daB

irgendein Exemplar des Systems 7 den Zustand o3 bei %!cn |2>0

. . d .
oder aus diesem Zustand bei - |c, |* < 0 iibergeht.

Von bestimmten Ubergingen im iiblichen Sinne, bei scharf defi-
niertem Anfangs- und Endzustand, kann man im allgemeinen streng
genommen gar nicht reden. Nur wenn die Summe von irgendwelchen
zwei GroBen |c,|? z. B. |¢;|2 + | c;|?, praktisch konstant bleibt, lassen

6|2 dlcy |2
dtl - !dztl
keiten im frither betrachteten Sinne auffassen.

Wenn man als stérende Krifte nicht duBere Krifte, sondern ,,innere*
Wechselwirkungskrifte zwischen den Bestandteilen eines zusammen-
gesetzten Systems betrachtet, ist es richtiger, nicht von erzwungenen,
sondern von sponfanen Ubergingen zu sprechen. Um diese Uberginge
von denjenigen spontanen Ubergéngen zu unterscheiden, die unter
Ausstrahlung von Energie stattfinden, pflegt man sie als ,,strahlungs-
lose Uberginge* zu bezeichnen.

Man konnte von vornherein erwarten, daB Uberginge dieser Art
nur zwischen Zustinden mit gleicher Energie moglich sind — da dabei
keine Energie von auBen gewonnen oder nach auBen abgegeben wird.
Dies ist aber #nicht der Fall, wie man es an unserem Pendelmodell sofort
einsehen kann. Wir stellen uns z.B. vor, daB im Augenblick ¢ =0
nur ein Pendel, das dem (ungestérten) Zustand o) entspricht, schwingt.
Dann muB es allmahlich alle andere Pendel, die damit direkt oder
indirekt gekoppelt sind, in Mitschwingung setzen, unabhéngig davon,
ob sie Zustinden derselben oder einer verschiedenen Energie ent-
sprechen. Der Satz von der Erhaltung der Energie ist also fiir die ein-
zelnen elementaren Uberginge #icht streng giiltig. Man kann aber
gleichzeitig leicht sehen, daB dieser Satz mit einer praktisch vollkommen
geniigenden Genauigkeit gelten muB. Zustinde mit derselben Energie
werden in unserem Modell durch Pendel dargestellt, die dieselbe un-
gestorte Schwingungsfrequenz besitzen, die also miteinander in Reso-
nanz sind. Nun ist es klar, daB die Schwingungen irgendeines Pendels
bei schwacher Koppelung nur solche Pendel stark anregen kann, die
damit in Resonanz sind. Auf diese Weise 148t sich der in der Wirklich-
keit beobachtete konservative Charakter der verschiedenen physika-
lischen Elementarakte auf einen eigenartigen Resonanzeffekt zuriick-
fithren. — Solche Elementarakte pflegt man dementsprechend als
Resonanzitberginge zu bezeichnen.

Bei gewissen Beziehungen zwischen den komplexen Amplituden ¢,
der verschiedenen Pendel konnen diese Amplituden, wie wir oben
gesehen haben, konstante Werte behalten. Dies entspricht einer statio-
ndren Verteilung der Exemplare des gestorten Systems nach den ver-

sich die Ableitungen

als Ubergangswahrscheinlich-
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schiedenen ungestérten gequantelten Zustinden. Fihrt man fiir das
gestérte System ein Pendelmodell derselben Art wie fiir das ungestérte
ein, so wird sich jede solche stationire Verteilung, d. h. jede Normal-
schwingung des urspriinglichen Modells, durch die Schwingungen eines
einzigen Pendels des neuen Modells darstellen. Diese neuen, die trans-
formierten Eigenfunktionen o, darstellenden Pendel miissen selbst-
verstindlich als ungekoppelt betrachtet werden; dementsprechend sind
strahlungslose spontane Uberginge zwischen den neuen stationiren
Zustinden des gestorten Systems unmoglich.

Die oben gefundenen Formeln fiir die Eigenfunktionen ¢ und die
Eigenwerte W, des gestérten Systems kénnen viel einfacher bestimmt
werden, als dies in diesem Paragraphen geschehen ist, wenn man den
Zeitbegriff von vornherein vermeidet und von den Gleichungen
(H — W,) o, =0 ausgeht. Setzt man nidmlich in diese Gleichungen
die Ausdriicke o} = > Y3, 0% ein, so erhdlt man mit Riicksicht auf

n

Hod = 3T, ,0%:
m
Hoy = JdypnHop = 3 Sy Ty,op=Wyo,= Wk%’?kmo'?n,

woraus sich durch Gleichsetzen der Koeffizienten bei denselben Eigen-
funktionen 69, (und Vertauschung der Indizes »# und m) sofort die
schon bekannten Gleichungen

ergeben.

Die oben angegebene Ableitung dieser Gleichungen ist aber all-
gemeiner, denn sie 14Bt sich ebensogut auf von der Zeit abhéngige
Stérungskrifte anwenden und — was noch wichtiger ist — sie bringt
die Rolle der Zeit auch bei zeitunabhingigen Stérungen viel klarer
zum Ausdruck.

Zum SchluB sei noch darauf hingewiesen, daB die Gleichungen
ST ywm¥Ym = Wy, auch aus einem Minimalprinzip abgeleitet werden
m

kénnen, und zwar bestimmen sie diejenigen Werte der Verdnderlichen
V1> Vas - - -, die die quadratische (HERMITEsche) Form

H= 22 Tom ?’: Ym (55)
% m
unter der Nebenbedingung
2 7:: Yo =1
zum Minimum machen.

Um dies einzusehen, betrachten wir die Verdnderlichen y, und y},
als unabhéngig voneinander (was gestattet ist, da sie komplex sind),

bilden in der iiblichen Weise die Variation von H, subtrahieren davon
Frenkel, Wellenmechanik. 13
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die mit einem unbestimmten Parameter p multiplizierte Variation
6 3 y¥y, und setzen die Koeffizienten der Variationen aller y und y*
gleich Null (L.aAcranGEsche Multiplikatorenmethode). Dabei erhalten
wir

0H = 22 Tym¥n 0Vm+ %’%’Tnmyméy: ;
0 yn¥n =2 7a0¥n + 2 ym Oym
und folglich mit Riicksicht auf T, = Tpn:
2 Tamym—pya=0,  ZTnuyg —pyn=0,

Das sind tatséchlich die Gleichungen (51a) und die damit konjugierten
Gleichungen, wobei der Multiplikator g die Rolle der Energie W spielt.

Daraus folgt ferner, daB die zuldssigen, durch die Sakularglei-
chung (51b) bestimmten Werte von W gerade die Exiremalwerte der
GroBe H sind. Denn es gilt

%’ﬁ(%’ﬂwm—ﬂn)=fl—p62ywi =H—u=0.

Durch Betrachtung der zweiten Variation iberzeugt man sich leicht,
daB die Extremalwerte von H wirklich Minimalwerte sind (62ﬁ > 0).

Dieses Ergebnis kann noch in einer anderen, auBerlich verschiedenen,
aber im wesentlichen gleichbedeutenden Gestalt ausgesprochen werden.
Die GroBe H liBt sich nach (24) und (21) § 4 in der Form

H=[¢*HodV mit o= 3y,0?

schreiben und als statistischer Mittelwert des vollstindigen (,,gest6r-

ten) Energieoperators in bezug auf die durch die Funktion ¢ oder

durch die Koeffizienten y, definierte Exemplarengesamtheit der un-

gestorten Systeme auffassen. Die Nebenbedingung Xy, yF =1 ist
n

dabei (wenn die Funktionen 60 als orthogonal und normiert voraus-
gesetzt werden) dquivalent mit der ,, Konvergenzbedingung* f oo*dV=1.
Die Eigenfunktionen des Operators H sind folglich diejenigen quadra-
tisch integrierbaren Funktionen, die das Integral H zum Minimum
machen und seine Eigenwerte sind die Minimalwerte von H.

Dieses Ergebnis erlaubt es in manchen Fallen, die angendherte
Bestimmung der Eigenfunktionen — und besonders der Eigenwerte —
eines gegebenen Operators H weitgehend zu vereinfachen. Wenn es
sich z. B. um eine kleine Stérung eines bestimmten Zustandes o) mit
der Energie W) handelt, so kann man die exakte Funktion o, in der
Form o) (2, b, ¢, . . .) suchen, wo a, b, ¢, . . . gewisse Parameter bedeuten,
die in o) mit gegebenen Zahlenwerten ay, by, ¢, auftreten (z. B. die
Kernladungszahlen, Kernabstinde usw., s. Kap.IV §7). Diejenigen
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Zahlenwerte dieser Parameter, die die beste Ubereinstimmung der
angeniherten Losung o3 (4, b, . . .) mit der exakten o, liefern, kénnen
dabei aus den Gleichungen
0H 0H
Ba 9
bestimmt werden; in den vorhergehenden Ausdruck eingesetzt, geben
sie den korrigierten Wert von W, = W% 4 W,,.
Das geschilderteVerfahren zur angendherten Losung einer Differential-

0, 0,... mit H=[o*(a,b,..)Ho(a,b,..)dV

gleichung (H— W) ¢ =0, das dem Minimalprinzip 8H = 0 #quivalent
ist, ist in die mathematische Physik zuerst von W.Rirz eingefiihrt

worden. — Das Integral H= f o* HodV kann wegen des selbst-
djungierten Charakters des Operators H= gt (o2 0 — G, )'+ U
adjungierten Charakters des Operators H = > 50~ {575 55~ ,,

auch in der Form
h Oc

o 1

T =[| X5 |20,
dargestellt werden. Dieser Ausdruck ergibt sich aus dem Vorhergehenden
durch partielle Integration mit Riicksicht auf (14a) § 3.

_Gaal2+ Ulop]av

§ 9. Schwaehe Storung; Entartung und innere Resonanz.

Im vorigen Paragraphen haben wir die Kleinheit der Stérungs-
krifte, d. h. die Kleinheit der sie darstellenden GréBen T, und Ty,
im Vergleich mit den ,,ungestérten’ Elementen der Energiematrix
79, = W9 unberiicksichtigt gelassen. Wenn diese Voraussetzung nicht
erfiillt ist, kénnen die allgemeinen Gleichungen (5la) — wegen ihrer
unendlichenn Anzahl — sowie die Sikulargleichung (51b) praktisch
nicht gelést werden. Ist sie aber tatsichlich erfiillt, kann man also
die Elemente der Stérungsmatrix 77, (,,Koppelungskriite) als kleine
GréBen (,,erster Ordnung‘‘) behandeln, so lassen sich die obigen Glei-
chungen durch schrittweise Ndherungen beliebig genau 16sen.

Als Ausgangspunkt kann dabei die ,,nullte Ndherung® dienen, die
dem Verschwinden der Stérungskrifte entspricht. Die Gleichungen (51a)
reduzieren sich dabei auf

o Yu=Wyn
oder genauer auf
Hier ist 70, = WJ. Andererseits miissen die Wurzeln der Sédkular-
gleichung (51b) bei 77 =0 mit den in irgendeiner Reihenfolge ge-
nommenen ungestérten Eigenwerten W9 zusammenfallen. Wir kénnen
diese Wurzeln derart numerieren, daB man in nullter Ndherung W, =W}
hat. Dann erhalten wir

Wg YVien ™= Wg Yins
13%*
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d. h.

(We — Wi Yia=0. (662)
Daraus folgt, daB bei W3 &= W2 y;, = 0 ist. Diese Formeln kann man
auf alle Koeffizienten y mit verschiedenen Indizes erweitern und sie
durch die Formeln y,, = 1 erginzen. Diese Definition ist in Einklang
mit den allgemeinen Orthogonalitits- und Normalitdtsbedingungen fiir
die Koeffizienten yp, sowie mit den Gleichungen (53). In nuliter Nahe-
rung muB man nimlich ¢, = ¢} haben, was nur dann méglich ist,

wenn
1 beikb=mn

. 56b
0 bei 2 4=n (56b)

770%572” =

Um nun die erste Ndherung zu ermitteln, setzen wir
Wk=Wg+Wllc: 'ykn=ygn+y;cn: (87)
betrachten die GroBen Wy, und vy, als kleine GréBen derselben (ersten)

Ordnung wie die T, und vernachldssigen dementsprechend ihre Pro-
dukte miteinander (d.h. die GréBen zweiter Ordnung). Die Gleichungen

2T mVim=WiVin (57a)

die man aus (51a) durch Hinzufiigung des Index % erhilt, nehmen dabei
die folgende angeniherte Gestalt an:

S Tonvim+ S anvim + 3 TamVim = Wi vha + Wirkn + Wi¥in.
Die in dieser Gleichung auftretenden Glieder nullter Ordnung 379, 9% .
und W92, fallen wegen (56a) zusammen. Ferner ist "

%’ TomVem= W3 VYka und %,T;Lm Vem= Tnr¥ix = To-

Es wird also

(Wo — W2 Vin=Wi¥in— Tnr: (57b)
Daraus folgt bei n =k
Wi, = Tip (58)
und bei & 4= #
/ I T
Vkn = T _kW,g = h‘aﬁ’ (682)

falls W9 < W} ist.
Fiir die gestérten Eigenfunktionen o erhalten wir demgemiB die
folgenden Ausdriicke

’ 0
Go=+ap, = — > It (58D)

Die letzte Formel kann man auch unmittelbar aus der Gleichung
(H — W,) 6, =0 ableiten, wenn man die Glieder zweiter Ordnung
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weglidBt. Sie vereinfacht sich dabei zu

H° ¢ + H}, + H'o) —Wio) — Who,— Wiaf =0
oder
(HO — W) o, = — (H' — W}) of.-

0
Setzt man hier o, = 3 ¥}, o ein, so wird
n

H° U;c :2 7;anOG?L :2 ’)’;an3 .

Daraus ergeben sich mit Riicksicht auf H'o} = 3 T, 05 die For-
meln (58) und (58b)L.
Es seien
Fo, = [o%*Fa4dV und F,,= [o}Fe,dV
die Matrixelemente irgendeiner physikalischen GroBe F in bezug auf
die ungestérten und die gestérten Eigenamplituden.

Die Differenz F,,,, = F,m — Fan reduziert sich in erster Ndherung
auf

Fym =[(3*Foy, + 0;*Fab) AV
oder geméiB (65Db)

__ZWOTW [ Fotav — Z’Wo b ot P av,

Fr?k T;‘.m T:lkFl?m
Fon= 3 (5~ m=w) (59)

d. h.

ken,m
Bei m = n erhilt man speziell

R L 25)%2 Tl (599)
kEn
Setzt man hier F =y (elektrisches Moment) und T = —p-€ ein,

so erhilt man das vom konstanten elektrischen Feld € induzierte
mittlere elektrische Moment

pnn —_ 2 Z‘pnk ’pkn (‘s) (59b)
kEtn

was mit der Formel (47) bei » = 0 iibereinstimmt.

Von der gefundenen ersten Néaherung ist es leicht, zu hoheren
Niherungen iiberzugehen. Setzt man ndmlich in den Gleichungen (57a)
W= W+ Wi, + Wy, Yin = Vou + Vin +%n 004 T =10, + Ty
ein und mmmt d1e GroBen zweiter Ordnung zusammen, so W1rd

. 2( m7km+ Tnmykm) - Igy;c’n_l—kakn_}_kakn

m

1 Die Formel (58) kann man noch einfacher erhalten. Auf Grund der Selbst-
adjungiertheit des Operators H° glltfo',‘g* HO ¢’ aV = [0’ HOod*dV=TW, fo%*oydV.
Daraus folgt [ o0* (H® — W) o, dV = — [ o (H W) a',‘ng-—O d.h. Wi=Tjy.
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oder wegen T0, = 1,, W2 und 9, = L;,:

Wa =W vin+ ZTonVim — WiVien = Wi Viu- (60)
Daraus folgt bei # = & mit Riicksicht auf W}, = Ty, und (55b):
" T,m T;n
Wy =D gimnt, (602)
m#k k m

d. h. die Hilfte des Ausdruckes (5§9a) fiir F° = TI".

Bei # == & ergibt sich aus (60) die zweite Naherung fiir die Koeffi-
zienten 9y,, die wir nicht niher zu betrachten brauchen.

Diese schrittweise Niherung kann beliebig weit fortgesetzt werden.

Wir wollen nun zur ersten Naherung zuriickkehren und den (fiir die
Anwendungen sehr wichtigen) Fall betrachten, wo das ungestérte
Problem ,,entartet* ist, d. h. wo verschiedene stationire Zustinde bei
Fehlen der Stoérung dieselbe Energie W0 besitzen.

In diesem Falle sind die oben angefithrten Formeln (58) und (58a)
im allgemeinen nicht giiltig. Hat man ndmlich W$ = W} fiir & &+ #,
so kénnen die Gleichungen (58a) nur dann erfiillt werden, wenn T, =
ist. Wenn es also 7 verschiedene stationdre Zustinde des ungestorten
Systems gibt, die durch voneinander .unabhingige Eigenfunktio-

nen o%,09,...,0% charakterisiert werden und die zu demselben
,v-fachen’ Eigenwert W9 = W9 = .-+ = W? gehoren, so kénnen die
Formeln

Wi=Ty, Wo=Tg,... W, =T,
fiir die zusftzliche Energie nur dann giiltig sein, wenn die # (» — 1)
nichtdiagonalen Matrixelemente T, wo 4,k =1,2,...7 ist, similich
verschwinden.

Wie steht es nun, wenn diese Bedingung nicht erfiillt ist? Vom rein
mathematischen Standpunkt 1Bt sich diese Frage folgendermafBen
16sen: .

Wir fiihren statt der urspriinglichen # Eigenfunktionen o¢? ... o%
7 neue zu demselben Wert von W0 gehérige Eigenfunktionen

T
0% = Z,’lygno?, (e=1,2,...7) (61)
n= N

ein (das Uberstreichen hat hier und im folgenden mit seiner iiblichen
Mittelwertsbedeutung nichts zu tun). Die Koeffizienten %, wihlen wir
derart, daB diese Funktionen, ebenso wie die urspriinglichen, normal und
orthogonal zueinander werden und daB ferner die nichtdiagonalen

Matrixelemente des Storungsoperators H’ in bezug auf diese Funk-
tionen

Ty, = [G*HRAV (w+f:a,f=1,...7)  (6la)
simtlich verschwinden.
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Diese Bedingungen und die Orthogonalitdtsbedingungen der Funk-
tionen o° liefern fiir die »2 Koeffizienten 9%, 7 (# —1) Bestimmungs-
gleichungen. Fiigt man noch die » Normierungsbedingungen hinzu, so
erhilt man ein vollstindiges Gleichungssystem fiir die betrachteten
Transformationskoeffizienten 9%,,.

Aus den Orthogonalitits- und Normalitatsbedingungen fiir die Funk-
tionen ¢ und o° folgt, daB diese Koeffizienten ein normales und ortho-
gonales Schema bilden, d.h. den Beziehungen

1 beia=4 .
nfw“"”*"’“ 0 beiagp @P=LBo
und
r 1 bei n=m
¥ ==
mglymy“m {0 bei n +m
geniigen.

Andererseits hat man nach der Definition der GréBen T, und T, :

roor
T&ﬁ = _Z' 2: yg;g }/gmfo'%* H'opdV = 2 Zyom Vﬁm Tom -

n=1m=

Multipliziert man diese Ausdriicke mit 93, und summiert nach o von
1 bis 7, so erhidlt man:

ZTMB%:Z = 2 2 Tnm}’ﬁm 2 ')’ml)’an = 2 TZm}’ﬁm

n=1m=1

Setzt man nun

_ W bei § =
T&ﬁ={0ﬂ bl.ﬁ * (61D)
ei f+a,

so ergibt sich das folgende Gleichungssystem fiir die Koeffizienten y§,,:
7

Z’lemy,‘ém =Wsyh (B1=12,...7). (62)
m=

Diese 72 Gleichungen reduzieren sich auf ein System von 7 linearen und
homogenen Gleichungen

D Timym =Wl (=12,...7) (62a)
m=1
und auf die Sikulargleichung
Ty —W, Ti, ... T :
Ty, To—W, ... Ts =0, (62D)

..................

’ T 4 T — W
71> 72> 735 ot rr
die ihre Kompatibilititsbedingung darstellt und aus der die Werte
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der durch die Stérung bedingten Zusatzenergie unmittelbar, d.h.
unabhidngig von den Koeffizienten 9°, berechnet werden kénnen.

Die Gleichungen (61a) sind analog den exakten Gleichungen (51a)
und unterscheiden sich davon nur dadurch, daB die unendliche Ge-
samtenergiematrix (T,,,) durch die endliche Stérungsenergiematrix
(T,,) fir die in Betracht kommende entartete Zustandsgruppe er-
setzt ist.

Der Sinn dieser Analogie wird uns klarer werden, wenn wir die
Gleichungen (62a) direkt aus (51a) ableiten mit Hilfe einer die Ent-
artung von vornherein beriicksichtigenden Form des frither angewand-
ten Niherungsverfahrens.

Wir setzen nun wie frilher Wy, = W} 4 W}, und betrachten die
Zusatzenergie Wy als eine kleine GréBe (erster Ordnung); die Koeffi-
zienten Yy, werden wir dagegen bei k,m =1,2,...7 unabhingig
davon, ob 2 = m oder % < m ist, als endliche GroBen behandeln. Alle
anderen Koeffizienten, fiir die m > » = k ist, werden wir, ebenso wie
beiFehlen der Entartung, als kleine GréBen erster Ordnung (=9}, £<<#)
betrachten.

Diese Voraussetzungen lassen sich durch die Untersuchung der
angendherten Gestalt rechtfertigen, die die exakten Gleichungen (56)
bei Wi =W3 = ... =W, (= W°) annehmen. Wir erhalten nimlich
in diesem Fall wegen T3, = Wy = W§ bei n,k<1,2,...r:

,.
2 Tﬁm’}’km + 2 Tnm}’km = W;cj’lc'n-
m=1 m>r

Die zweite Summe in dieser Gleichung stellt eine kleine GroBe zweiter
Ordnung dar (denn man hat bei m > r und k,» < # T, = T}, und
Vim = Vim). LABt man sie weg, so erhilt man das Gleichungssystem (62).

Wenn die durch die Gleichung (62b) oder durch die damit dquiva-
lenten Formeln (61b) bestimmten Werte der Zusatzenergie voneinander
verschieden sind (was im allgemeinen nicht der Fall ist), so sagt man,

daB das 7-fache Energieniveau W = . - . = W9 des ungestérten Systems
durch die Stérung in 7 verschiedene (oder teilweise verschiedene)
Energieniveaus ,,aufgespalten” wird. — Die sich in erster Anniherung

ergebenden Werte der Stérungsenergie
Wh = Th = [oy* H'GlaV

kénnen als die statistischen Mittelwerte der Stérumgsfunktion H' fiir die
entsprechenden (nicht gekoppelten) ungestirten Zustinde definiert werden.
Dieses Ergebnis stimmt mit dem Ergebnis der korpuskularmechanischen
Stérungstheorie iiberein, wobei im letzten Fall die Zusatzenergie der
gestorten Bewegung sich als zestlicher Mittelwert der Storungsfunktion
fiir die ungestérte Bewegung definieren 148t.

Bei allen Stérungsproblemen der Wellenmechanik, bei denen man
es mit Entartung zu tun hat, findet man die letztere nicht in einer
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einzelnen Gruppe von stationdren Zustinden, sondern stets in einer
unendlichen Anzahl solcher Gruppen. Bei der Bestimmung der Sto-
rungsenergie kann man in erster Ndherung jede dieser ,,entarteten
Zustandsgruppen‘ unabhingig von den anderen behandeln. Jede
Gruppe mull dabei ,,vollstindig” oder ,,geschlossen* sein, d.h. alle
stationiren Zustinde, die zum betreffenden Wert der ungest6rten Energie
gehoren, enthalten. .

. Diese Zusammenhinge lassen sich sehr anschaulich mit Hilfe unseres
Pendelmodells verdeutlichen. Jeder entarteten Zustandsgruppe ent-
spricht hier eine Gruppe von Pendeln, die bei Fehlen der Stérung sich
in Resonanz befinden.

Die Wirkung der GréBen @, besteht in einer geringen ,,Verstim-
mung’ der in Resonanz befindlichen Pendel (was auf eine kleine Ande-
rung ihrer Linge zuriickgefilhrt werden kann), wihrend die Gré-
Ben @}, (m = n) die stérenden Koppelungskrifte charakterisieren. So-
lange die letzteren schwach sind und keine Resonanz vorhanden ist,
entspricht der ungestorten Schwingung jedes Pendels eine solche ge-
stérte Normalschwingung des ganzen Systems, bei welcher dieses
Pendel die Hauptrolle spielt, wihrend die anderen es nur schwach ,,be-
gleiten®.

Gibt es dagegen mehrere Pendel, die dieselbe ungestdrte Schwin-
gungsfrequenz besitzen, so treten schon bei der geringsien Koppelung
Resonanzwirkungen ein, die eine ,,Dominanz‘‘ irgendeines Gliedes
der betreffenden Gruppe ausschlieSen.

Im einfachsten Fall von nur zwei in Resonanz befindlichen ge-
koppelten Pendeln erhdlt man bekanntlich das folgende Bild: Wenn
urspriinglich (im Augenblick ¢ = 0) nur eines der beiden Pendel
schwingt, so mul} seine Schwingungsenergie allméhlich auf das zweite
Pendel iibergehen. Wenn beide Pendel vollkommen gleich sind, wird
dieser ProzeB so lange dauern, bis das erste Pendel zum Stillstand
kommt und das zweite seine Rolle iibernimmt. Ahnliche Schwe-
bungen, d. h. verhiltnismédBig langsame periodische Verstirkungen und
Schwichungen der Schwingungen des einen Pendels auf Kosten des
anderen miissen bei allen Beziehungen zwischen ihren Anfangsampli-
tuden und Anfangsphasen stattfinden, mit Ausschlul von zwe:i Fillen:
der ,,symmetrischen Schwingungen mit gleichen (reellen) Ampli-
tuden und Phasen und der ,,antisymmetrischen® mit gleichen Ampli-
tuden und entgegengesetzten Phasen. In diesen Ausnahmeféllen be-
halten die Schwingungen einen stationdren Charakter, d. h. ihre Ampli-
tuden bleiben konstant. Die symmetrischen und antisymmetrischen
Schwingungen haben dabei etwas verschiedene Frequenzen, die im
allgemeinen beide von der gemeinsamen ungestérten Schwingungs-
frequenz der Pendel abweichen.

Die nichtstationdren Schwingungen lassen sich durch.Superposition
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von stationiren Schwingungen der beiden Arten darstellen, wobei die
Frequenz der resultierenden ,,Schwebungen‘* offenbar gleich der Diffe-
renz der entsprechenden Schwingungsfrequenzen sein muB.

Diese Ergebnisse konnen leicht auch auf beliebig viele gekoppelte
in Resonanz befindliche Pendel verallgemeinert werden. Wir wollen
beispielsweise die Gruppe der » Pendel betrachten, die die entartete
Zustandsgruppe o}, 03, . . ., o) darstellen. In erster Ndherung ge-
niigt es, nur ihre gegenseitige Koppelung zu beriicksichtigen, d.h.
die freien Schwingungen dieser » Pendel ganz unabhingig von den
ibrigen zu untersuchen. Wir erhalten dabei verschiedene ,,Normal-
schwingungen® mit den Frequenzen, die durch die Sdkulargleichung (62b)
bestimmt werden, wobei in der %-ten Normalschwingung die Ampli-
tuden und Anfangsphasen (oder die konstanten Phasendifferenzen zwi-
schen den verschiedenen Pendeln) durch die Lésungen der Glei-
chungen (62a), d. h. durch die GroBen 59, = |y9,| e~ %% gegeben sind.

Die allgemeinen Bewegungsgleichungen der betrachteten Pendel
lauten bei Vernachlissigung ihrer Koppelung mit den nicht in Reso-
nanz befindlichen Pendeln

azé, 4
——E—tT:Z@nmEm (%:1,2,...7).
m=1
Dementsprechend erhalten wir fiir die zu den Funktionen o9, ..., ¢?
gehorigen Verdnderlichen £, die  Gleichungen
hodle _ i
—gw3 @7 =3 Tunln n=1,2,...7). (63)

Setzt man hier T, =W+ T,,, T,pn= T, (#==m) und
2nq
— (W - Wt
Ln=10me " *

ein, so kommt man auf die fritheren Gleichungen (62a) zuriick.
Die allgemeine Losung von (63) ist

1 4
— 0.,0" ,—2xi(°+vf)t
Cn ‘—kzlyk Vien € ¢ £ ’

e 1 we ., W
wo y9 willkiirliche Konstante bedeuten (,,o = V= 7) . Daraus
ergibt sich
Cr =2 Vi Vin 673k (63a)
F=1

und folglich

(onf? = caoq =3 3 oR pI* playhat e2mivi=vr . (63D)

r=11=1 :

Diese Formel bestimmt die oben erwihnten ,,Schwebungen®. Es gilt
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ferner wegen der Orthogonalitdts- und Normalititsbeziechungen fiir die
Koeffizienten 7%,

e, |2=2 |7%[*> = konst.
k=1 k=1

Wir schen also, daB fiir jede ,,Resonanzgruppe der ungestérten
stationiren Zustinde n erster Niherung genau dieselben Formeln
gelten wie fiir die unendliche Gesamtheit aller stationiren Zustinde
des betrachteten mechanischen Systems.

Wir brauchen deshalb die am Ende des vorhergehenden Paragraphen
angefithrten Ergebnisse betreffs der spontanen strahlungslosen Uber-
ginge von einem stationéren Zustand zu einem anderen nicht zu
wicderholen. Nur eins muB betont werden: daB die Uberginge zwischen
den verschiedenen Zustinden derselben Resonanzgruppe konservativ —
im Sinne des korpuskularmechanischen Satzes der Erhaltung der
Energie — sind.

§ 10. Vergleich der inneren und der duBeren Stérung bei einem
zusammengesetzten System; Wechselwirkung gleicher Systeme
und Austauschresonanz.

Jede #uBere Storung, die auf das betrachtete mechanische Sy-
stem A einwirkt, rithrt immer von irgendeinem anderen System B
her, dessen Zustand als gegeben und von 4 unabhingig angesehen
wird. In Wirklichkeit ist jede Wirkung von B auf A mit einer Riick-
wirkung von 4 auf B verkniipft. Wenn die beiden Systeme sehr ent-
fernt voneinander sind und die von B ausgeiibte Wirkung von seiner
Ausstrahlung bedingt wird, kann man die Riickwirkung von 4 auf B
vernachldssigen. In anderen Féllen, wo die Ausstrahlung keine Rolle
spielt, muB man im Gegenteil diese Riickwirkung als genau gleich
der Wirkung von B auf A behandeln. In solchen Fallen mufl man
statt der einseitigen duBeren Wirkung die Wechselwirkung der beiden
Systeme aufeinander beriicksichtigen.

Diese Wechselwirkung 148t sich durch ein ,,Storungsglied H' = H4®
in der ScHRGDINGERschen Gleichung

(B4 + B2 L HAB Y 2y =0 (64)
' 2mi 0t
fiir das zusammengesetzte System A B charakterisieren.
Da der Hamrrronsche Operator H = H# + H® + H4? die Zeit

nicht enthilt, kann man hier E:% -g—t =—W=— Wi+ W§+ WaE)

setzen und statt der Eigenfunktion u ihre Amplitude ¢ betrachten;
dabei wird

(HA— W4+ HE —WE 4 HA® W48 6 =0, (642)
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Hier bedeuten WZ und W die Energien von zwei gequantelten Zu-
stinden (x bzw. f) der beiden einzeln genommenen Systeme, d. h. bei
Vernachldssigung ihrer Wechselwirkung. Im letzteren Fall kann man
die Losung der Gleichung (64a) als Produkt der Funktionen ¢4 und
of, die den Gleichungen (H*—W) 02=0 bzw. (H®—W5) of=0
gentigen, darstellen. Faft man also H4%® als einen Stérungsoperator
auf, so kann man bei der Lésung der Gleichung (64a) die nullte Nihe-
rung gemilB der Formel
oo 8= og Uf (64Db)

definieren.

Die durch die gegenseitige Stérung bedingte Zusatzenergie driickt
sich dabei in erster Néiherung, falls man die eventuell vorhandene Ent-
artung auller acht 148t, durch die Formel

WiB=[[o* oB* HABoA6BdV,dVy (65)
aus, wo @V, und dV; die Volumelemente der den beiden Systemen
zugehorigen Koordinatenriume bedeuten.

Wenn H4%® keine Differentialoperatoren enthilt, sondern bloB von
den Koordinaten von A4 und B abhingt, d.h. also, wenn H4Z ihre

gegenseitige potentielle Energie darstellt, kann man diese Zusatz-
energie in der Gestalt

WaB=WA= [cA*H'462dV,, mit H4= [c*BH4BsEdV, (65a)
oder

Wii=W = [oB*H'B6BdVs, mit H'B= [o*HABgAdV, (65b)
schreiben.

Der erste dieser Ausdriicke stimmt mit dem Ausdruck fiir die Zu-
satzenergie des Systems A {iiberein, die einer esmsestigen, durch die
Stérungsfunktion H’# (Q4) charakterisierten Wirkung von B auf 4
gemidB der Gleichung

(HA+HA—WE—W Aot =0
entsprechen wiirde. Ebenso stellt die Formel (65b) die Zusatzenergie
des Systems B dar, die von einer duBeren, durch die Funktion H'2 (Q?)
charakterisierten Stérung bedingt wiirde.

Wir sehen also, daB die Wechselwirkung zwischen 4 und B
in erster Anndherung — sofern es sich wenigstens um die Energie
handelt — 4quivalent - ist der einseitigen Wirkung des einen
Systems auf das andere, wenn die Stérungsfunktion als statistischer
Mittelwert der korpuskularmechanischen gegenseitigen potentiellen
Energie H42 = U(Q4, QF) iiber das Exemplarenkontinuum des stéren-
den Systems definiert wird.

Im einfachsten Fall, wo die beiden Systeme ,,wasserstoffahnlich*‘ sind,
d. h. aus je einem Elektron bestehen (die betreffenden positiven Kerne
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kénnen bloB als Kraftzentra behandelt werden), ist ihre Wechsel-
wirkung dieselbe, als ob die beiden Elektronen keine bewegte Punkt-
ladungen wiren, sondern ruhende negative ,Ladungswolken' mit
einer zum Ausdruck |o% |2 oder | o} |? proportionalen Dichte.

Dieses Ergebnis (das noch bei Beriicksichtigung der Entartung
wesentlich korrigiert werden muB — s. unten) 148t sich — in derselben
Naherung — auf den Fall verallgemeinern, daf die Systeme 4 und B
sich in zusammengesetzten Schwingungszustdnden befinden. Hinsicht-
lich ihrer Wechselwirkung werden sie dabei zwei ,,pulsierenden’’ Elektri-
zitdtswolken &dquivalent.

In diesem Fall, d. h. bei expliziter Einfthrung der Zeit in die Be-
schreibung des Verhaltens der einzelnen Systeme, wird aber eine Auf-
spaltung des von ihnen gebildeten Gesamtsystems in die beiden Bestand-
teile, d. h. eine Zerlegung der Funktion v (Q4, Q%) in zwei Fak-
torent p% (Q4) und o® (Q®) im allgemeinen unmdiglich.

Wir stellen uns z. B. vor, daB im Augenblick ¢ = 0 das System 4 B
sich in einem durch die (ungestorte) Eigenfunktion

. — ; 18
P = 0y e~ 2%t = pd B — oA B e~ 2T0G D!

dargestellten Zustand befindet.

Fiir einen spiteren Augenblick ¢ > 0 erhalten wir daher nach der
allgemeinen Storungstheorie des § 6 eine Zustandsverteilung von der
Form

n=tk

wo die Funktionen

__ A, B __ -4 .B,—i2x(d+»B)¢
Wn—"(/)xw;,'“ghal_e % 1

die verschiedenen stationiren Zustinde des ungestérten Gesamtsystems
bedeuten, die durch Kombination eines beliebigen Zustandes von A4
mit einem beliebigen Zustand von B entstehen (mit AusschluB des
urspriinglichen Zustandes «, §). Die Amplitudenkoeffizienten c,= c(, 3
sind dabei durch die Formeln

1 27Uy 3t 1
L (662)

Yk

gegeben, die man aus den Formeln (38a) §7 im Spezialfall v =0
(zeitlich konstante Stérung) erhilt. Es bedeutet hier

Vak = Vix, 1) (e, B) = 7 (W2 + WP) — (Wi + W3] (67)

und
T;,kETé,Bl)(a’ﬂ)=ff A% B*HABO'OCG';; dVAdVB (673)

Daraus sieht man sofort, daB eine Darstellung der Funktion (66) in
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der Form eines Produktes von zwei Funktionen von der Gestalt
pt =i+ Jeiypd und p¥=vyf+ 3yl
w0 25
die den gestérten Zustand der beiden Teilsysteme charakterisieren, im
allgemeinen, d.h. ohne einer ganz speziellen Einschrinkung der Gro-
Ben (66a), unmdglich ist.

Die durch die Formeln (66a) bestimmte Anderung der Amplituden-
koeffizienten ¢, = ¢,z 148t sich vom korpuskular-statistischen
Standpunkt aus zuriickfithren auf Uberginge der Exemplare des Sy-
stems A4 B zwischen den verschiedenen Kombinationszustinden der
durch ihre Wechselwirkung nicht gestoérten Systeme A und B. Diese
Uberginge sind — vom Standpunkt des Gesamtsystems aus — als
spontan anzusehen, wihrend sie vom Standpunkte der beiden Teil-
systeme aus als erzwungen — durch die betreffenden Wechselwirkungs-
kriafte — erscheinen. Sie haben im allgemeinen keinen systematischen
Charakter. Die Koeffizienten ¢, ,), die urspriinglich gleich Null waren,
schwanken periodisch mit den ,,Schwebungsfrequenzen® (67), wobei
ihre Normen |c,, 5|* verhaltnisméBig klein bleiben.

Ganz anders verhalten sich diejenigen Koeffizienten, fiir die diese
Schwebungsfrequenz verschwindet. In diesem Fall erhalten wir nach (66a)

Cp = — % Thrt, d.h. Cie 1) = — ? Té,i)(“’ﬁ)t, (68)
was einem einseitigen Ubergang der Exemplare von 4 B aus dem ur-
spriinglichen Zustand (a, ) in den Zustand (%, 1) — oder in alle anderen
Zustande fiir die Bedingung v,; = 0 erfiillt ist — entspricht.

Diese Bedingung 148t sich in der Gestalt

Wi+ WE=wi+w§ (68a)
schreiben und besagt, da die Zustinde («, §) und (%, A) entartet sind
oder sich miteinander in Resonanz befinden, im Sinne der Resonanz
zwischen den sie darstellenden Pendeln in unserem Pendelmodell.
Man kann aber diese ,,innere’ Resonanz zwischen zwei stationiren
Zustidnden des Gesamtsystems 4 B als eine ,,dAuBBere’ Resonanz zwischen
den Schwebungen der beiden Teilsysteme auffassen, die den Uber-
gingen « % von A und den Ubergingen 12 f von B entsprechen.
Dabei spielt fiir jedes Teilsystem die Schwebungsfrequenz der anderen
dieselbe Rolle wie die ,,AuBere’ Schwingungsfrequenz in der Theorie
der erzwungenen Schwingungen.

Die Formel (67) bleibt nur fiir nicht zu groBe Werte von ¢ giiltig.
Wenn es nur esmen mit («, 8) in Resonanz befindlichen Zustand (x, 4)
gibt, so hat man nach der allgemeinen Formel (63a) des vorhergehen-
den Paragraphen:

— —2nivit —2mivict
G=Vivne Y+ ynyme I 69
— -2nivit 4+ —_ ( )
Co = Y17V12¢ Yo Ymeé

sl
2mivygt ’
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wo die arabischen Ziffern 1 und 2 sich auf die Zustinde (e, ) und
(s, &), wihrend die rémischen Ziffern I und IT sich auf die ent-
sprechenden zusammengesetzten ,,Normalschwingungen‘

O =7y1101+ 1202, O = Ym101 + Y202
beziehen. Falls der Koeffizient ¢, urspriinglich (im Augenblick ¢ = 0)
gleich Null ist, kann man seine Abhangigkeit von der Zeit fiir geniigend
kleine Werte von ¢ nach der Niherungsformel

¢ . ' . ’
Gy (t) = (_c};('ll:o't =—2n 3t (Y1711 + Y Yz V)

bestimmen. Wegen

02(0) = p1yr2 + Yuyma=0
wird weiter:

7 ¢y (f) = — 27w i yry1s (V1 — ) ¢
Man iiberzeugt sich leicht, daB diese Formel nicht nur ihrer Gestalt
nach, sondern auch hinsichtlich des Zahlenwertes des Koeffizienten
bei ¢ (abgesehen von dem willkiirlichen Proportionalititsfaktor yry)
mit der Formel (68) iibereinstimmt. — Die exakte Gestalt der Funk-
tion ¢, (¢} ist
6o (1) = pryas (277 — P, (69a)
Es gilt dementsprechend
o 2= |yry122-2[1 — cos 2a (v — vy) £]. (69Db)

Daraus sieht man, daB die ,,Schwebungsfrequenz‘‘ von |¢,|? gleich der
Frequenzdifferenz (»° 4- ;) — (#° +»p) der beiden Normalschwin-
gungen ist.

Der einfachste und wichtigste Fall der inneren Resonanz bei einem
zusammengesetzten System A B ist der, wo die beiden Bestandteile
gleich sind. Dann gibt es zu jedem Zustand & = («, ) einen zweiten
Zustand # = (f, «), der sich von dem ersten nur durch die Bezeich-
nung unterscheidet und sich daraus durch bloBe Verfauschung von A
und B ergibt. Die Resonanz solcher Art (die zuerst von HEISENBERG
eingefiihrt und untersucht worden ist) wird dementsprechend ,,Awus-
tauschresonanz'‘ genannt. Die Systeme A = B koénnen dabei zwei
gleiche Atome, die ein binares Molekiil bilden, oder zwei Elektronen
im Heliumatom usw. sein.

Die beiden Zustinde («, f) und B, «) sind nur dann als verschieden
anzusehen, wenn « == f ist. Sonst kann von einer Austauschresonanz
keine Rede sein.

Bei der Darstellung des Systems A A (= A B) durch das Pendel-
modell erhilt man also einzelne Pendel vom Typus («, o) und Paare
vollkommen gleicher Pendel fiir die Zustandspaare («, ) und (8, «).
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Wenn das System A nicht entartet ist oder wenn die ,,Koppelung
der ,,Vertauschzustinde’‘ miteinander viel stirker als die mit den
anderen in Resonanz befindlichen Zustinden ist, konnen praktisch
nur Uberginge von der Form (x, 8) = (8, «) — d.h. Austauschiiber-
gdnge — in Betracht kommen.

Diese Ubergiinge lassen sich durch die gekoppelten Schwingungen
der betreffenden Pendel 1 = («, f) und 2 = (B, &) charakterisieren. Wie
schon oben erwihnt, erhdlt man bei vollkommener Gleichheit der
Pendel zwei stationdre Schwingungstypen: der symmetrische (I} und
der antisymmetrische (IT). Das 148t sich leicht auf Grund der allgemeinen
Schwingungsgleichungen

azé,

a2
—W=¢1151+®1252’ —%:@21514‘@2252

mit Riicksicht auf die fiir die Identitdt der Pendel charakteristische
Relation @yy = @,, und die Symmetrierelation @,, = P,; beweisen.
Die entsprechenden Gleichungen fiir die Amplitudenkoeffizienten 3°
lauten [vgl. (62) §9].

uyl+ Ty =Wy

4 ‘4 ’ (70)
Tyt + Ty =Wyl
mit den Zusatzbedingungen:.
T = Th, Tie=Ty. (70a)

Die Matrixelemente T3, und T35 miissen im allgemeinen komplex-
konjugierte Werte haben. Im betrachteten Fall aber sind sie wegen
der Aquivalenz der Zustinde 1 und 2 und infolge der Symmetrie der
Stérungsfunktion H4® in bezug auf die Koordinaten von 4 und B (= 4)
gemiB ihrer Definition

Tio= Tiap oy = J [ 02*oB* HABGAGB AV, dVy
To =Tigay @y = J [ 02 B* HABgA 6B AV 1V,
einander gleich und reell.
Die Sikulargleichung von (70) vereinfacht sich dabei zu
(TH—Wr—T2=0, dh:W=T3,4+T%.
Es wird also mit Riicksicht auf die Normalititsbedingung:

1
v=dn==L5
und folglich

& = = (0 + o) = = (oo} + of o)
12 V2 [ (71)
=50+ o) = = (ot o} — ol

/2

—~
[
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mit
Wy=Ty+ Ty, und Wy=T1y—T5,. (71a)
Die GroBe

stellt die durch die Stérung bedingte ,,Aufspaltung” der Frequen-
zen (71b) des betrachteten Zustandes dar und zugleich die ,,Schwe-
bungsfrequenz, d. h. — vom korpuskularen Standpunkt aus — die
Anzahl der Vertauschungen zwischen 4 und B (= A4) in der Zeiteinheit.

Wenn eine der Zusatzenergien (71a) negativ ist, so kénnen sich 4
und B unter gewissen Bedingungen spontan — unter Energieausstrah-
lung — zu einer mehr oder minder festen Verbindung vereinigen, z. B.
zu einem Molekiil 4 4, falls 4 irgend ein Atom bedeutet. Der Absolut-
wert der entsprechenden (negativen) Zusatzenergie stellt dann die Dis-
soziationsenergie des Molekiils dar. Wenn die beiden Energien Wy und
W1 negativ sind, strebt das System 44 zu demjenigen Zustand, fiir
den die Zusatzenergie (algebraisch) kleiner ist.

§ 11. Resonanziiberginge im kontinuierlichen Zustandsgebiet;
spontane Ionisation und StoBvorginge.

Wir haben bisher nur solche Zustinde des Systems A B betrachtet,
die sich durch Kombination von zwei diskreten Zustidnden von 4
und B ergeben. Bei manchen physikalischen Erscheinungen sind solche
Kombinationszustinde von besonderer Bedeutung, die wenigstens teil-
weise, d.h. fiir esnes der Systeme A oder B, dem kontinuierlichen
Spektrum entsprechen. Dazu gehéren alle solche Erscheinungen, die
mit der Dissoziation des Systems A B in die beiden Bestandteile oder
mit deren Vereinigung verkniipft sind. Es kénnen dabei 4 und B zwei
Atome bedeuten, oder ein Elektron und ein positives Ion usw. Im
einfachsten Fall, wo 4 und B zwei Elementarteilchen, z. B. ein Elektron
und ein Proton sind (4 B = Wasserstoffatom), erscheint das konti-
nuierliche Spektrum als Fortsetzung des zum Grenzwert W= 0 kon-
vergierenden diskreten Spektrums. Eine Resonanz zwischen einem
quantisierten und nichtquantisierbaren Zustand ist also in diesem Fall
ausgeschlossen.

Diese Moglichkeit ist aber stets vorhanden, wenn 4 B ein kompli-
zierteres System, z.B. ein Heliumatom, darstellt. Ein Teilchen —
der Heliumkern — kann dabei als bloBes Kraftzentrum behandelt
werden, so da das System auch in diesem Fall eigentlich aus zwe:
sich in einem gegebenen duferen Krafifeld befindlichen elementaren Teil-
chen besteht. Nun ist es klar, daB ein Heliumatom sich in einem ange-
regten und einem feilweise tonisierien Zustand mit derselben negativen
Energie W befinden kann. Nach der Borrschen Theorie bewegen sich

Frenkel, Wellenmechanik. 14
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die beiden Elektronen im ersten Fall auf elliptischen Bahnen, die von
den Normalbahnen mehr oder minder entfernt sind; im zweiten Fall
lauft eines der Elektronen auf einer dem Kern nédherliegenden Ellipsen-
bahn, wihrend sich das andere auf einer Hyperbelbahn bewegt.

Wellenmechanisch entsprechen den Ellipsen- und Hyperbelbahnen
eines Elektrons 4 Wellen vom diskreten und kontinuierlichen Typus o4
bzw. o#,. Der angeregte und ionisierte Zustand des Heliumatoms —
wenn man es immer als Ganzes auffaBt, unabhingig davon, ob die
Elektronen mit dem Kern im iiblichen Sinne gebunden sind oder nicht —
14Bt sich demnach in nullter Nidherung durch ,diskrete” Funktio-
nen o) =ofof bzw. durch ,gemischte Funktionen of = oy op.
oder 63, = o1, of darstellenen. Wenn dabei die Beziehung

Wh -+ WE=W2+W"  (oder =W’ + W) (72)

erfilllt ist — was, wie wir soeben gesehen haben, allgemein mdglich
ist —, so sind die beiden Zustinde des Heliumatoms in Resonanz.
Diese Resonanz hat nichts zu tun mit der Austauschresonanz, die aus
der Identitit der beiden Elektronen folgt und die wir jetzt auBler acht
lassen werden. Sie 148t sich an unserem Pendelmodell deuten als Reso-
nanz zwischen einem bestimmten Pendel % = («, #) und einem Linien-
element der ,,Pendelgewebe’” #n = (x, W) (oder m = (W’, 1)), das als
Untergrund fiir den Konvergenzteil der diskreten Pendelreihe dient
(vgl. Abb. 8). Diese ,,Pendelgewebe’ miissen in unendlicher Anzahl
vorkommen. ]

Die Wechselwirkung zwischen 4 und B driickt sich modellmaBig
durch Koppelungskrifte aus, die sich besonders bei Resonanz duBern.
Die Resonanz der hier betrachteten Art unterscheidet sich von der
frither untersuchten Resonanz zwischen zwei diskreten Pendeln durch
ihre Unschérfe: auf die Schwingungen des Pendels % reagiert nicht
nur das in scharfer Resonanz befindliche Gewebeelement, sondern
auch alle Nachbarelemente.

Wir stellen uns vor, daBl urspriinglich (im Augenblick ¢ = 0) allein
das betrachtete Pendel (mit der Amplitude ¢ = 1) schwingt und daB
diese Schwingungen allmihlich einen sehr schmalen Resonanzstreifen
auf dem betreffenden, damit gekoppelten Gewebe erregen. Korpuskular-
statistisch bedeutet dies, daB die Exemplare des Systems 4 B aus dem
gequantelten Zustand («, §), wo sie sich urspriinglich alle befanden,
infolge der Wechselwirkung zwischen 4 und B in die ,halb-quanti-
sierbaren‘‘ Zustinde, die in der Niahe des Zustandes (»¢, W) mit der-
selben Energie liegen, spontan iibergehen. Die auf die Zeiteinheit
bezogene Wahrscheinlichkeit eines solchen mnicht scharf definierten
spontanen Ubergangs I' driickt sich in genau derselben Weise aus
wie die im §6 bestimmte Wahrscheinlichkeit der erzwumgenen Reso-
nanziiberginge dieser Art. Und zwar hat man gemiB der dritten For-
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mel (38a) §6 (wo v gleich Null zu setzen ist):

27t [(wg + wP) — (Wi + wi)]?
e -1

(We+We)—(Wg+Wp)  °

—. T4B
o, w8 = T w8 @, p
und ferner nach (39a)

flC(K'WB)IdeBZF't
mit

4 2 H
I'= -;?‘l Towm el (72a)
wo W’ durch die ,,Resonanzrelation (72) bestimmt wird. Dabei gilt

]‘(x Wy (e, 3) = ffaf* W’f; HABﬂ'gO‘I?dVA dVB . (72b)

Die spontane Ionisation eines Heliumatoms ist bisher experimentell
noch nicht beobachtet worden. Es ist aber seit einigen Jahren, noch vor
dem Entstehen der Wellenmechanik, AUGER gelungen, eine ganze
analoge Erscheinung bei komplizierteren Atomen zu entdecken, die
durch primdre Rontgenstrahlen von hoher Frequenz zur Emission der
charakteristischen Réntgenstrahlung angeregt wurden. Bei der syste-
matischen Untersuchung dieses Vorgangs in einer gasférmigen Sub-
stanz mittels der WiLsoNschen Nebelmethode bemerkte AUGER neben
den gewthnlichen einzelnen Nebelspuren in manchen Féllen an dem-
selben Punkt beginnende Spurenpaare, die auf eine doppelte Ionisation
des betreffenden Atoms hinweisen. Eine dieser Ionisationen ist offenbar
durch die unmittelbare Wirkung der Rontgenstrahlen (Absorption
eines Lichtquantes) hervorgerufen. Es wurde dabei angenommen, da
diese fast immer in der Tiefe des Atoms stattfindende Ionisation die
Emission eines Quantes der charakteristischen Réntgenstrahlung her-
vorrufen muB. Der entsprechende Mechanismus reduziert sich bekannt-
lich, vom korpuskulartheoretischen Standpunkt aus, auf den spon-
tanen Ubergang eines Elektrons aus irgendeiner duBeren Schale auf
den freigewordenen Platz in der inneren Schale. Da das dabei aus-
gestrahlte Réntgenquant keine Spur hinterldBt, so kann nur die Spur
des ausgeschleuderten primiren Elektrons sichtbar bleiben.

Die von ihm gefundenen Doppelspuren versuchte AUGER als Hinweis
auf einen ,inneren Photoeffekt“ zu deuten, d.h. als Folge der Ab-
sorption des vom Atom emittierten Lichtquants innerhalb einer duBeren
Schale desselben Atoms. Diese Erscheinung 1aBt sich aber jetzt viel
einfacher und natiirlicher als eine spontane strahlungslose Ionisation
des schon einmal ionisierten und gleichzeitig angeregten Atoms deuten.

Neben der spontanen Ionisation eines angeregten Atoms ist auch
der umgekehrte Vorgang — der strahlungslosen Wiedervereinigung
eines Tons und eines Elektrons — mdglich. Die Wahrscheinlichkeit
einer solchen Wiedervereinigung driickt sich selbstverstdndlich durch

14*
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dieselbe Formel (72a) aus, unter der Voraussetzung, dall die urspriing-
liche Energie des Elektrons (W2) nicht scharf definiert ist.

Diese Wiedervereinigung 148t sich auch als Spezialfall eines Zusammen-
stofes des Elektrons (B) mit.dem Ion oder auch mit einem neutralen
Atom (4) auifassen. Neben diesem ziemlich seltenen StoBvorgang sind
noch andere Vorginge derselben Art bekannt, bei welchen das stoBende
Elektron frei bleibt. Je nachdem seine kinetische Energie nach dem
ZusammenstoBe gleich, kleiner oder gréBer als vor dem Zusammen-
stoBe ist, wird der StoB als ,,elastisch®, ,unelastisch erster Art oder
,unelastisch zweiter Art‘ bezeichnet. Ein unelastischer Zusammen-
stoB erster. Art kann zur Anregung oder zur Ionisation des Atoms
fithren. Eine mehrfache Ionisation ist auch méglich, aber fast niemals
beobachtet worden. Unelastische Sto8e zweiter Art konnen selbstver-
stindlich nur bei angeregten Atomen stattfinden. Sie sind deshalb
ebenfalls verhiltnismaBig selten.

Die Untersuchung von unelastischen StoBen erster Art hat bekannt-
lich den ersten direkten experimentellen Beweis fiir die Realitdt der von
BoHRr postulierten stationiren Zustinde geliefert. Die Borrsche Theorie
war aber nicht imstande, die Einzelheiten des StoBvorgangs aufzu-
kliren. Sie muBte diesen Vorgang als einen sprunghaften Ubergang
von derselben Art behandeln wie die Uberginge zwischen verschiedenen
gequantelten Zustdnden, der sich nur durch Angabe seiner Wahrschein-
lichkeit charakterisieren 1a03t.

‘Wegen der Erhaltung der Energie bei StoSvorgingen kénnte man
andererseits vom Standpunkte der BoHRschen Theorie versuchen, sie
in derselben Weise zu behandeln, wie diejenigen konservativen Be-
wegungen, welche den stationdren Zustinden entsprechen.

Bei der Lgsung dieses Problems nach der klassischen Stérungs-
methode der Korpuskularmechanik, an die die Boursche Theorie bei der
Beschreibung der stationdren Zustdnde ankniipfte, mufBite man sich
aber auf den praktisch unwichtigen Fall einer schwachen Stérung be-
schrinken, wobei eine Erklirung der quantenhaften nicht elastischen
Zusammenst6Be von vornherein ausgeschlossen blieb.

In der Wellenmechanik koénnen die StoBvorginge, insbesondere
die elastischen ZusammenstoBe, ebensogut als Ubergangsprozesse, wie

als-,,stationére Zust'e'mde“ behandelt werden, je nachdem man sie mittels

. V;
der Gleichung <H ° - H' 4 g% "gg) w =0 nach der Diracschen Me-

thode der Variation der Konstanten oder mittels der ,,zeitlosen®
Gleichung (H® 4+ H' — W) o =0 mit einer (nicht-quantisierbaren)
Energie W beschreibt. Die zweite Methode ist auf diesen Fall von
M. BorN angewandt worden. Die beiden Methoden sind selbstverstand-
lich vollkommen &dquivalent.

Bei der wellenmechanischen Behandlung des StoBproblems sind
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die Koordinaten der betrachteten Teilchen nicht als unbekannte Funk-
tionen der Zeit, sondern als unabhingige Verdnderliche anzusehen,
die alle moglichen Werte annehmen koénnen. Wenn man also jetzt vom
Zustande ,,vor’ und ,,nach dem StoB spricht, so hat dies mit der
klassischen Vorstellung der sehr groflien Entfernung zwischen 4 und B
und der daraus folgenden praktisch verschwindenden Wechselwirkung
gar nichts zu tun. Die Kleinheit der Wechselwirkung, die auch in der
Wellenmechanik Vorbedingung fiir die Anwendung der Stérungstheorie
ist, kommt nur in dem Vergleich der zeitlosen Matrixelemente der
Storungsfunktion 77, mit den ungestérten Energieniveaus W3 = T3,
zum Ausdruck. Deshalb gestattet die wellenmechanische Storungs-
theorie, auch solche Stoffvorginge zu behandeln, die vom korpuskularen
Standpunkt aus mit einer starken Wechselwirkung verbunden sind.
Und zwar gibt im allgemeinen schon die erste Ndherung Ergebnlsse
von befriedigender Genauigkeit.

Wir werden uns im folgenden auf die erste der oben geschilderten
Methoden beschrinken, d. h. die StoBvorginge als Ubergangsprozesse
auffassen. Die wellenmechanische Storungstheorie vereinfacht sich
dabei auf die Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen
méglichen StoBvorgdnge. Als praktisch allein vorkommend ergeben sich
solche, die als spontane Resonanziiberginge des betrachteten Systems
A B aus seinem urspriinglichen Zustand nach irgendwelchen anderen
Zustinden aufgefalit werden konnen.

Die entsprechenden Ubergangswahrscheinlichkeiten bestimmen die
mittlere Anzahl der Zusammenst68e der betreffenden Art in der Zeit-
einheit. Sie sind immer proportional dem Modulquadrat der Matrix-
elemente der Stérungsenergie (d.h. der wechselseitigen potentiellen
Energie des stoflenden Elektrons und der Atomelektronen) in bezug
auf den Anfangs- und Endzustand — ebenso wie in dem oben betrach-
teten Fall der spontanen Jonisation.

Wir haben bisher die kontinuierlichen Wellenfunktionen, die den
nichtquantisierbaren Zustidnden entsprechen, bloB durch Angabe der
Energie charakterisiert. Zur vollstindigen Bestimmung dieser Funk-
tionen sind aber im allgemeinen f stetig oder teilweise stetig verdnder-
liche Konstanten nétig, wo f die Anzahl der Freiheitsgrade bedeutet
(vgl. §3). Das muB beriicksichtigt werden, wenn man eine vollstindige
Theorie der StoBvorgange entwickeln will.

Die Funktionen ¢F, die das Verhalten der stoBSenden Elektronen
bestimmen, miissen insbesondere die Form

o = 3,0 o+ [[f e o T 0B as, (07, 9%, 25V ] A5 d]s  (73)

haben, wo [, J,, J; drei stetig oder wenigstens teilweise stetig
verdnderliche Parameter bedeuten, die von der Beschaffenheit des
duBeren Kraftfeldes abhingen. Wenn es sich z. B. um Zusammen-
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stoBe mit einem newtralen Atom handelt, so kann man die stoBenden
Elektronen in nullter Anndherung als frefe Kathodenstrahlen behan-
deln und die Parameter [, J, J; als die Komponenten des die Lénge
und Fortpflanzungsrichtung der entsprechenden Wellen bestimmenden
., Wellenvektors“ ¥ definieren. Es wird dabei, wenn man den Normie-
rungsfaktor mit 9; bezeichnet:

.¢ B . B B B
o8 = pp 2T = oy 2i(hes® + by y® 4 hpes®) (13a)

Wenn das Atom geladen, d.h. ein ITon ist, ist diese Ndherung unzu-
lassig. Man muB dann als nullte Niherung diejenigen Funktionen o3 ; ;
benutzen, die der Hyperbelbewegung der Elektronen im CouLoMBschen
Felde des als Kraftzentrum aufgefaBten Ions entsprechen. Dabei wird
die Wechselwirkung des stoBenden Elektrons mit den Atomelektronen
schon in nullter Ndherung in einer ganz summarischen Weise beriick-
sichtigt!. Dementsprechend muB man die Stérungsfunktion H’ defi-
nieren nicht als die vollstindige potentielle Energie U von B in bezug
auf das Elektronensystem von A4, sondern als die Differenz U — U,,
wo U, (QP) denjenigen Wert von U bedeutet, der dem Zusammen-
fallen aller A-Elektronen mit dem positiven Kern (also den Bedin-
gungen der nullten Niherung) entspricht.

Wir wollen uns im folgenden auf den Fall eines neutralen Atoms
beschrinken und StoBionisationen ausschlieBen, also das Atom durch
diskrete Eigenfunktionen o4 und das stoBende Elektron durch die
Funktionen (73a) beschrieben. Diese entsprechen einer geradlinig-gleich-

férmigen Bewegung mit der Geschwindigkeit b = };; und der (kinetischen)
Energie

WE=L=_"p. (73b)

Die Funktion (78) 148t sich als Produkt von drei Funktionen y,, ¢2%*#*,
vy, 6279y g27ik* darstellen, die wir schon in § 3 hinsichtlich ihrer
Normierung untersucht haben. Bei Benutzung der entsprechenden
Wellenzahlkomponenten %, als Parameter [ erhielten wir fiir die Koeffi-
zienten 9, usw. den Zahlenwert 1. Wir kénnen folglich in (73a)

=1
setzen. Fiir eine beliebige Funktion von der Gestalt
o (x,9,2) = [[[ c (ko by, k) 0P dbydR,dE, (74)

muBl wegen der Normalitit und Orthogonahtat der Funktionen (73a)

1 In diesem Fall sind zwei der Parameter [,, [, Js als disktete Quanten-
zahlen (Indizes) zu behandeln. Fiihrt man nimlich Polarkoordinaten (r, 6, ¢)
ein, so wird o® = Fy (¥} Y, ,, (6, ¢), wo Y, (0, ¢) eine Kugelfunktion I-ter Ord-
nung bedeutet (! =0,1,2; m =0,4+1, ...47); s. Kap. IV § 1.
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die folgende Formel bestehen:
+ ®
[lo®Ravy=[[[ocPoP*dxdydz

=[S ¢ (bg, by, k) Pk, ARy dE, .

Diese Formel driickt das bekannte ,,Vollstindigkeitstheorem® der
Theorie der Fourierschen Integrale aus.
Den Zustand des Systems 4 B (oder genauer der Gesamtheit deren

Exemplare) wollen wir als die Superposition von ungestérten stationiren
Zustinden vom Typus

(74a)

2w
—i25 (W wE)
Yor=viyf = ojofe " ,
d. h. in der Gestalt
p=3[[[dr,dk,dk]crp vir (75)
p

darstellen. ZusammensttBe, bei welchen im Anfangs- oder im End-
zustand das Atom ionisiert oder das Elektron B gebunden wire, schlieBen
wir also aus?.

Bei der Voraussetzung, daf im Augenblick ¢ = 0 diese Funktion
sich praktisch auf 99 ; reduziert, erhalten wir fiir die Koeffizienten c,, ¢
in der iiblichen Weise die Naherungsformel

izT:t[(Wa: +L’)—- (Wa+ L)]t

Cog',f’ = T(%L;l:;f')(ot,f) (Wa, + L/) _ (Wa + L) (753)

(W, = W2 L =W§). In der unmittelbaren Nihe des urspriinglichen
Zustandes, d.h. bei o’ = o und bei kleinen Werten der Differenz | ¥ —¥|
gilt diese Formel selbstverstdndlich nicht.

Es kommen auch in dem hier betrachteten Fall nur (unscharfe)
Resonanziiberginge in Betracht. Um die Gesamtzahl der Zusammen-
stoBe zu ermitteln, die zu einem durch die Gleichung

L'=(Wi+ L)y—Wey (75b)
bestimmten Resonanzgebiet gehéren, filhren wir statt der Verdnder-
lichen' %, &, k; die Energie L' = 2122 %2 und die ,,Polarwinkel” 6, ¢
ein, die die Richtung der abgelenkten Strahlen (f') in bezug auf die

einfallenden (f) bestimmen. Man erhilt dabei fiir das Volumelement
des ¥'-Raumes dk, dk, dk, den Ausdruck

Frak sm0dfdp = Col 1P aQ,

1 Dies sind teilweise gerade diejenigen Wiedervereinigungs- oder Selbstionisa-
tionsvorginge, die am Anfang dieses Paragraphen betrachtet worden sind.
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wo 40 = sin 0 d0 dg den die abgelenkten Strahlen enthaltenden rdum-
lichen Winkel bedeutet.

Die Zahl der Zusammenst6Be der betrachteten Art ist folglich gleich
[vgl. (72a)]:

[ [ e, v|2ak,dk;, ak="" 2m) VILF [T by 2R, (T6)

V2mL

Ersetzt man hier = T durch %’, so erhilt man fiir die Gesamt-

h
wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit der Uberginge a —> o’ den Ausdruck
8ntm
I’aa' = v Tfi'l’;f') (O] ]2d9 . (76&)
Dabei gilt
TePvy @y =J [ H ei22®=0 o d*qy aV,.  (76b)

Der Ausdruck (76a) bestimmt den sogenannten Wirkungsquerschnitt
des Atoms 4 fiir ZusammenstdBe der betrachteten Art. Wir denken
uns ndmlich ein homogenes Kathodenstrahlenbiindel mit der Konzen-
tration (Anzahl Elektronen pro Volumeinheit) N und der Geschwin-
digkeit v. Die Anzahl dieser Elektronen, die in der Zeiteinheit auf
eine zur Bewegungsrichtung senkrechte Fliche s aufprallen und infolge-
dessen abgelenkt werden, ist gleich Nus.

Die Konzentration N driickt sich wellentheoretisch durch |of |2
aus. Sie ist also in unserem Fall gleich 1. Die GréBe

Loy _m Loor
=T T ThR (77)
148t sich folglich als der Wirkungsquerschnitt eines Atoms fiir Zusammen-
stoBe vom Typus o — o definieren. Der vollstindige Wirkungsquer-
schnitt s, ist gleich der Summe 2 Sqe fiir alle solche ZusammenstsBe,

Saa’

die nach der Resonanz- oder Energlebedlngung (75b) moglich sind.
Es werden dabei St68e, die zur Ionisation des Atoms fiihren wiirden,
auller acht gelassen.

Bei Fortpflanzung eines homogenen Kathodenstrahlenbiindels in
einem Korper, der n gleichartige Atome (in demselben Zustand «)
pro Volumeinheit enthilt, vermindert sich die Intensitit des Biindels,
d.h. die Anzahl der nicht gestreuten Elektronen, gemiB der Formel

dN = — Nus, dx (x = Fortpflanzungsrichtung), oder
N = Nye=#ta® (774a)
mit
fo = TS, (77h)

Dieser Koeffizient heilt der Strewungskoeffizient oder der Déimpfungs-
koeffizient der betrachteten Strahlen. Er 148t sich leicht experimentell
bestimmen und kann zur Priifung der oben entwickelten Theorie
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dienen!. Trotz befriedigender Ubereinstimmung mit der Erfahrung
im groBen und ganzen vermag aber diese Theorie gewisse wichtige
Einzelheiten nicht erkliren, insbesondere die von RAMSAUER ent-
deckte ,,anomale’* Verminderung des Wirkungsquerschnitts der Edel-
gasatome (und mancher anderen Substanzen) bei langsamen Kathoden-
strahlen. Wie wir unten sehen werden, 148t sich diese Anomalie aus
der Austauschresonanz zwischen dem stoBenden Elektron und den
Atomelektronen, in Verbindung mit dem PaAuLischen Aquivalenz-
verbot, erkldren.

Bevor wir aber auf diese Frage eingehen, miissen wir die Austausch-
resonanz fiir die Atomelektronen (d.h. fiir kompliziertere Atome in
gequantelten Zustinden) ndher untersuchen.

§ 12. Austauschresonanz und nichtkombinierende Zustandsreihen
komplizierter Atome.

Die stationiren Zustinde eines komplizierten, d.h. aus zwei oder
mehreren Elektronen bestehenden Atoms lassen sich praktisch nur
niherungsweise bestimmen. Als nullté Niaherung konnen dabei die-
jenigen Eigenfunktionen dienen, die man erhdlt, wenn man die Wechsel-
wirkung der Elektronen entweder ganz auBer acht 146t oder nur grob
unter Verzicht auf irgendwelche Resonanzeffekte und insbesondere auf
die Austauschresonanz beriicksichtigt. Es geniigt z. B., falls man sich
die Elektronen von vornherein auf bestimmte Schalen verteilt denkt,
die ,,Abschirmungszahlen® einzufiihren, die die auf ein Elektron von
den iibrigen (besonders der zu den inneren Schalen gehérigen) Elek-
tronen ausgeiibte AbstoBung charakterisieren. Mit anderen Worten:

1 M. Born hat 1926 eine formal verschiedene ,,zeitlose* Theorie der StoBvor-
ginge entwickelt, die -— wie schon oben erwahnt wurde — nicht auf der Gleichung
h
<H° -+ H + E—-—%) w = 0, sondern auf der Gleichung (H° + H' — W)o =0
T
beruht. Die letztere 1aBt sich fiir nicht-quantisierbare oder halbquantisier-
bare Zustéinde in derselben Weise ndherungsweise lésen wie fiir gequantelte
Zustinde, mit dem einzigen Unterschied, da man dabei sich um den zusitz-
lichen Wert der Energie W (== W° -+ W’), wegen ihrer stetigen Ver#énderlichkeit,
nicht zu kiimmern braucht. — Setzt man also ¢ = o'ao’f -+ ¢, so erhalt man fiir
¢’ in erster Naherung die Gleichung (H® — W) ¢/ = — H’o'g,f . Diese Gleichung
wird bei BorN nach einer Methode integriert, die keinen Gebrauch von der iiblichen
Entwicklung der Funktion H'oj s = 3 f f f Tfaf ¥y, ) Oo, ¥ @Ry ARy dk;, macht.
pr

Dadurch werden die mit der Resonanz (,,Entartung) verkniipften Schwierig-
keiten vermieden. BORN begniigt sich mit der entsprechenden Entwicklung

fiir die Funktion ¢/, die in der Gestalt Zf('y&,’ ¥ ag,’f, dky dky dk;) gesucht wird.
=

Die Zahl der Zusammenst6B8e verschiedener Art wird mittels des Ausdrucks fiir
den ,,gestorten’ Anteil der Elektronenstromdichte in unendlich entfernten Punkten
bestimmt.
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man kann das Verhalten jedes einzelnen Elektrons (4) durch eine
,,wasserstoffihnliche Eigenfunktion o2 charakterisierén, dic der El-
lipsenbewegung dieses Elektrons um einen positiven Kern mit der
effektiven Ladung Z,e = (Z — S,) e bei Fehlen aller iibrigen Elektronen,
entspricht. Auf die Bestimmung der Abschirmungszahlen S,, die die
beste nullte Anndherung liefern kénnen, soll hier nicht eingegangen
werden (vgl. Kap. IV § 7). Wir denken uns diese Aufgabe schon irgend-
wie gel6st und wollen nun die von der Austauschresonanz herriihrende
Aufspaltung der stationiren Zustadnde hinsichtlich ihrer Anzahl, Energie
und Kombinationsmdglichkeiten (d. h. Ubergangswahrscheinlichkeiten)
untersuchen.

Die Gesamtzahl der Elektronen im Atom sei N. Es seien davon
N, Elektronen in einem (wasserstoffahnlichen) Zustand #, mit der
Eigenfunktion o, (¥, y,2) und der Energie W, , N, in einem Zu-
stand 7, mit der Eigenfunktion o, (¥, y, 2) und der Energie W, usw.
Der entsprechende Zustand des Atoms 148t sich in nullter Annidherung
durch Funktionen von der Gestalt

=0y (1) ...05 (Ny) c03,(N;+ 1) ... 0, (N, + Ny ...
co i Oy (N —N; 4+ 1) ... 0n; (V)

darstellen, wo zur Abkirzung o, (m) = 0, (%, Vm, Zm) gesetzt wird,
Die resultierende Energie

WO =N, Wy, + Ny Wa, + -+ + N; W, (78a)

bleibt unverindert, wenn die Elektronen, die zu verschiedenen wasser-
stoffahnlichen Zustidnden gehoren, untereinander beliebig vertauscht
werden, was zu einem dguivalenten, doch aber vom urspriinglichen
verschiedenen Zustand des ganzen Systems fiihrt [eine Vertauschung
der Elektronen, die zu demselben Zustand gehéren, ist gleichbedeutend
mit der Vertauschung der Faktoren in der Funktion (78); sie kann
folglich zu keinem neuen Zustand fithren]. Man erhilt also bei einer
gegebenen Einteilung der Zahl N in einzelnen Summanden

N =N+ N,+ -+ N,

die die Besetzungszahlen der verschiedenen wasserstoffahnlichen Zu-
stinde bedeuten, eine Anzahl

(78)

N!

L AT A A (78b)

von dquivalenten ungestérten Zustdnden des Atoms, die zu demselben
Eigenwert (78a) gehéren und durch Funktionen von der Gestalt (78)
dargestellt werden konnen. Diese P Eigenfunktionen, die aus (78)
durch Vertauschung der Argumente (,,Elektronennummern‘‘) von ver-
schiedenartigen Faktoren entstehen, denken wir uns irgendwie nume-
riert (@ =0,1,2,... P — 1) und bilden daraus, gemiB der allgemeinen
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Storungstheorie der entarteten Zustinde, P neue Eigenfunktionen

P—1

G = Y yrale (k=0,1,2,... P—1), (79)
a=0

die den iiblichen Forderungen — Normalitdt, Orthogonalitdt und Ver-
schwinden der nichtdiagonalen Matrixelemente der Stérungsenergie
Ty, = [of H' &,dV (k 4 1) —geniigen. Die Werte der durch die Sto-
rung — d. h. durch die Wechselwirkung der Elektronen — bedingten
Zusatzenergie driicken sich bekanntlich durch die Formeln

W= Tllck
aus. Die Transformationskoeffizienten y,, stellen die relativen kom-
plexen Amplituden der den ungestorten Funktionen (78) entsprechen-
den Schwingungen in den verschiedenen harmonischen Normalschwin-

gungen des gestorten Systems dar. Ihre Bestimmung aus den Glei-
chungen

P—1
ﬁg,; Togves = WiVia (79a)

wiirde im allgemeinen Fall einer P-fachen Entartung — besonders
bei hohen Werten von P — duBerst verwickelt sein. Im betrachteten
Fall aber kann man wegen der Aquivalenz der ungestorten Zustinde
und wegen der Symmetrie der Storungsfunktion H’ in bezug auf die
Elektronen diese Koeffizienten sehr einfach a priori, d. h. unabhingig
von den Gleichungen (79a) ermitteln.

Wir fithren zunichst, nach HEISENBERG, eine willkiirliche Permuta-
tion der Elekironen ein, ersetzen also das erste Elektron durch das
py-te, das zweite durch das p,-te, . . . das N-te durch das py-te. Diese
Operation sei durch das Symbol

(1, 2, 3, N)
T=

) pl: Ibz: P3: pN
bezeichnet.

Durch Anwendung dieser Operation auf die Argumente der Eigen-
funktion (78) erhalten wir eine neue Eigenfunktion

To= Op, (p1> ce. Oy, (le) * Oy, (PNl +1) <o Op, @N1+N2) R
Ong (PN —Ns+1) - - - Ong (Pw)

die wir als von der urspriinglichen verschieden annehmen diirfen (sonst
fiihren wir statt der Permutation T irgendeine andere ein).

Durch nochmalige Anwendung derselben Permutation erhalten wir
eine Reihe von Eigenfunktionen 7'7T¢®= T%¢% 73¢° usw., bis wir
schlieBlich zu einer Funktion 77¢? gelangen, die mit der urspriinglichen
identisch ist.
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Die » Eigenfunktionen
o,To,T?c,... T 1¢

bilden den zur Permutation 7 gehorigen Zyklus. Sie konnen eventuell
die Gesamtheit aller P Eigenfunktionen erschépfen (bei » = P); im
allgemeinen aber bilden sie nur einen Teil davon, wobei ihre Anzahl #»
ein Teiler der Gesamtzahl P ist. Das 148t sich folgendermaBen erkennen:
Wir wihlen eine Eigenfunktion g,, die in der Reihe T% ¢ nicht enthalten
ist, und bilden damit die analoge Reihe

o,, To,, T%0,, ... T 10,
die offenbar einen neuen Zyklus darstellt. Ist dabei die Gesamtheit

p
aller P Eigenfunktionen erschopft, so hat man r =5. Sonst kann

man diesen Proze3 wiederholen, bis man alle Eigenfunktionen in solche
r-gliedrige Zyklen zerlegt hat.

Wir wollen den einfachsten Fall betrachten, daB » = P ist, d. h.
die Gesamtheit aller P Eigenfunktionen einen einzigen Zyklus bildet,
und denken uns die in (79) auftretenden Funktionen in der zyklischen
Reihenfolge numeriert, setzten also

o,=T% (x=0,1,... P—1). (79b)

Zur Bestimmung der Koeffizienten y,, ersetzen wir nun das betrach-
tete Problem durch das dquivalente Problem der gekoppelten Eigen-
schwingungen von P in Resonanz befindlichen Pendeln. Diese Pendel
miissen nicht nur gleich sein, sondern ihre Koppelung mul eine
zyklische Symmetrie aufweisen, bei der das Verhéltnis jedes Pendels
zu den {ibrigen fiir alle Pendel gleich ist. Diese Bedingung laBt sich
erfilllen, wenn man sich die Pendel an den Ecken eines (horizon-
talen) reguliren Polygons aufgehingt denkt und sie miteinander derart
verbindet, dafBl zwischen gleich entfernten Pendeln dieselben Koppe-
lungskrifte wirken. Die Abhdngigkeit der Koppelungskoeffizienten @, g

von den Eckpunktabstinden |o — | < 153 bleibt dabei beliebig.

Ein solches ,,zyklisches’ System symmetrisch gekoppelter Pendel
mull offenbar — unabhidngig von der speziellen (durch die Funk-
tionen @5 (| — B|) bestimmten Koppelungsart) — dieselben Typen
von gestirien Eigenschwingungen besitzen, und zwar solche Eigenschwin-
gungstypen, bei denen

1. die reelle Amplitude aller Pendel dieselbe ist,

2. die Phasendifferenz zwischen den nichsten Pendeln dieselbe ist.

Die erste Forderung gibt mit Riicksicht auf die Normalitatsbedin-

gung |vie| = % Da man beim Umgang des ganzen Pendelpolygons

zur urspriinglichen Phase zuriickkehren muB, so folgt aus der zweiten
Forderung, daB die Phase des a-ten Pendels in bezug auf den ,,nullten*
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(0 = 0) §, nur Werte annehmen kann, die ganze Vielfache des entspre-
chenden Winkelabstandes 2—7}“ sind. Wir konnen also die gestérten Eigen-

schwingungen des k-ten Typus durch die ,,Anfangsphasen®

27
P

0, = Opo = k& (k=0,1,2, ... P—1)

ausdriicken.
Im ,nullten” oder symmetrischen Typus (k= 0) schwingen alle
Pendel mit derselben Phase, im ersten (& = 1) ist jedes Pendel gegen-

. 2 - . . 4
iiber dem vorhergehenden um %z verspétet, im zweiten (8 = 2) um ?iz

usw., schlieBlich im letzten um (P — 1) 2731 . Wenn P eine gerade Zahl

ist, so findet man bei k= —212 einen antisymmetrischen Schwingungs-
typus, bei dem die benachbarten Pendel in entgegengesetzten Phasen
schwingen.

Die normierten komplexen Amplituden unserer Pendel in den
(gestorten) Eigenschwingungen vom k-ten Typus driicken sich also
durch die folgenden einfachen Formeln aus:

1 2ako
=S i,}—;e——z P (80)

Yia

Dies sind offenbar gleichzeitig die gesuchten Ausdriicke fiir die Trans-
formationskoeffizienten in den Formeln (79).

Es ist leicht zu sehen, dafl diese Ausdriicke der Orthogonalitéts-

P—1
bedingungen 3 yra ¥l =0 bel k <=1 gentigen. Setzt man zur Ab-
=0

I —k
kiirzung zl(P——) = @, so erhdlt man in der Tat:

PZ—,I x lPél ina lgi,uP__ 1 _ 1 6i2n(l—k) _1 -0
oz=0yka Ve = Poz=06 - p 8z"u_~1 - L,i,u_l - v

ol

Da die Koeffizienten y,, schon von vornherein, unabhingig von den
Gleichungen (79a), bekannt sind, so kann man diese Gleichungen
(oder genauer je eime Gleichung fiir jeden Wert von k) zur direkten
Ermittlung der entsprechenden Werte der Zusatzenergie Wj (ohne
Auflésung der Sikulargleichung) benutzen.

Es ist dabei zu beachten, daB die Matrixelemente T, , sich im

betrachteten Fall auf 5_2‘_—1 (bei ungeradem P) oder auf g + 1 (bei

geradem P) verschiedene reelle GréBen reduzieren, entsprechend der
Anzahl der verschiedenen Abstinde zwischen den P Eckpunkten des
reguldren Polygons unseres Pendelmodells. Bezeichnet man den Koppe-

Zma [oder

lungskoeffizient zwischen zwei sich im Winkelabstand g
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2?75 (P — )] befindlichen Pendeln mit @, (D, bedeutet also die ,,Selbst-

bindung‘‘ aller Pendel), so erhdlt man fiir die Stérungsmatrix der be-
trachteten entarteten Zustandsgruppe die folgende Darstellung:

o, O, P, ... D, O,
(o) =| @1 Por By o By, By | (802)
@, 0, P, ... D, D,

Die Gleichungen (79a) fiir « = 0 nehmen dabei die Gestalt:

Woveo = DoYeo + P1 (o1 + Yo, p—1) + Py (Yoo + Vo, p—2) + -
Wov1o = Pov1o+ P1(yiu + Vi, p-1) + Colyia + y1,p-0) + -
usw. an; daraus folgt gemalB (80):

P-1
T2
Wi =@y + 2 3 ®ycos 2”; % (P = ungerade) l
. . (80Db)
P
2
Wy=@y+ (— 1)¢ Dpjg + 2 3 D,cos 2”; * (P = gerade) ]
a=1

Auf Grund von (80) und (80a) iiberzeugt man sich leicht,
daB die Ausdriicke (80b) den diagonalen Elementen der Matrix

Ty = S SykavipTop gleich sind und daB die nicht diagonalen Ele-
@ B

mente dieser Matrix verschwinden. Wir wollen aber den allgemeinen
Satz beweisen, dafBl die Matrixelemente einer beliebigen symmetrischen
Funktion der Koordinatentripel %, ¥4, 21, . . . ¥y, ¥y, 2y in bezug auf
zwei verschiedene Funktionen oy (n4,...#,) und (%}, n,, ... %) = o}
bei & = I stets verschwinden. Es bedeuten hier #7, 13, . . . #; die Index-
zahlen der verschiedenen wasserstoffihnlichen Zustinde, die von den
einzelnen Elektronen besetzt werden (d. h. die Indexzahlen ihrer
,,Bahnen®), bei fesigehalienen Werien der Besetzungszahlen Ny, No,...N,.

Wir bemerken zunédchst, dal die Koeffizienten y;, nur von diesen
Besetzungszahlen, nicht aber von den Indexzahlen #q,#,,...,%;
abhdngen. Die Funktion o) besitzt deshalb dieselben Symmetrieeigen-
schaften wie die Funktion ¢;. — Bei Anwendung der Permutation T

auf die Elektronen (d. h. auf die Koordinatennummern) geht die Funk-

tion
. P—1 P—1 ;27ha
GkZZVmUa:*”’ 2 e P Teo
a=0 VJPs=0

in

b —1 i2nk(tx+1) _i2nk
=e¢ P - N P Tetlg=¢ P g,
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2ml
iiber. Dementsprechend gilt auch 73, =¢ P &, und folglich

. 2n
T [orjadV=¢ P """ [ (T))e;av.

Ist nun f(1,2,...N) symmetrisch in bezug auf die Elektronen-
nummern, so hat man Tf = f. Es muB} ferner das Integral f ol fo;dV
seiner physikalischen Bedeutung nach von der Numerierung der Elek-
tronen unabhingig sein und folglich bei irgendeiner Permutation der
Elektronennummern unverdndert bleiben. Es wird also

.27
<1—£ ¢ ")fa:fa;dvzo
oder, da 0 < |k — 1| < P ist,
[erfedv=0 (k=1D). (81)

Bei 6] = 0, ergibt sich aus dieser Formel die Orthogonalitatsbedin-
gung der Funktionen ¢,, wenn man f =1 setzt, und mit f = H’ die
Bedingung Ty; = 0.

Es folgt ferner aus (81) der von HEISENBERG entdeckte Satz, dal3
das System der stationidren Zustinde des ,,gestorten Atoms?, das
durch eine Funktion o, bei festgehaltenem Index % und bei beliebig
verdnderlichen Indexzahlen #,, #,, . . . #; bestimmt wird (,,k-Zusténde),
mit dem System von stationiren Zustinden, die irgendeiner anderen
Funktion o; entsprechen (,,/-Zustinde) wnicht kombinieren kann. Es
wird dabeiunter der Kombinationsméglichkeit eine nicht verschwindende
Wabhrscheinlichkeit des spontanen oder durch Einwirkung einer beziig-
lich aller Elektronen symmetrischen Stérung bedingten Ubergangs
verstanden. Setzt man z.B. f=e (t; + 1, +- - - 1), so folgt aus (81)
das Verschwinden der nichtdiagonalen Matrixelemente des elektrischen
Moments des Atoms, die bekanntlich die Wahrscheinlichkeit der
spontanen oder erzwungenen Lichtemission und -absorption bestimmen.

Diese Ergebnisse lassen sich leicht auf den Fall verallgemeinern,
daBl die verschiedenen stationiren Zustinde des ungestérten Elek-
tronensystems sich auf mehrere ,,Zyklen* verteilen lassen. Jeder Zyklus
kann dabei durch ein Pendelpolygon dargestellt werden, das von anderen
Pendelpolygonen in nullter Anndherung isoliert ist. Es bleiben aber
Koppelungskrafte zwischen den zusammengesetzten Schwingungszu-
stdnden, die durch die dhnlichen Normalschwingungen der verschiedenen
Zyklen dargescellt werden. Es 148t sich z. B. nachweisen, daB alle homo-

logen Zustinde vom Typus ¢; oder o} usw. in Resonanz bleiben und
miteinander kombinieren konnen.

1 d.h. des Atoms mit Beriicksichtigung der Wechselwirkung zwischen den
Elektronen.
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Wir wollen hier auf diese allgemeinen Eigenschaften nicht naher
eingehen und beschrinken uns auf die Untersuchung der einfachsten
Spezialfille (N =2 und N = 3), die zur Erginzung der bisherigen
Ergebnisse dienen kénnen.

Im ersten Fall (N = 2), der einem Heliumatom (oder einem helium-
dhnlichen Ion) entspricht, gibt es zwei ,,Klassen von Zustdnden.
Die erste Klasse (N, = 2) wird durch die ,, Aquivalenz' der beiden Elek-
tronen charakterisiert, d.h. durch symmetrische Eigenfunktionen von
der Gestalt

6=0,1)0,(2). (82)
Die andere entspricht der Verteilung 2 = 1 + 1 (beide Elektronen in
verschiedenen ,,Bahnen’ # bzw. m) und zerfillt in zwei Typen, den
symmetrischen mit den Eigenfunktionen

G, = L

1= 50,0 (2) 10, (2) 5 (1] (s22)
und den antisymmetrischen mit den Eigenfunktionen

- 1

b= 5 [om(1)5,(2) —6,(2) 0 (D) (82b)

[vgl. (71) §10].

Wenn das Heliumatom sich in einem angeregten Zustand vom
Typus (82) oder (82a) befindet, kann es spontan unter Lichtemission
in einem anderen symmetrischen Zustand mit kleinerer Energie und
insbesondere in den Normalzustand {ibergehen, der durch das Minimum
der Energie und die Aquivalenz beider Elektronen ausgezeichnet ist.

Von einem antisymmetrischen Zustand kann das Heliumatom
spontan nur in einen auf der Energieskala tiefer liegenden, ebenfalls
antisymmetrischen Zustand iibergehen. Der tiefste antisymmetrische
Zustand muB folglich eine gewisse Stabilitit besitzen — man bezeichnet
ihn dementsprechend als ,,metastabil’* — in dem Sinne, daB das Helium-
atom aus diesem Zustand in den noch tiefer liegenden (symmetrischen)
Normalzustand spontan — oder unter der Wirkung von ecinfallendem
Licht — nicht iibergehen kann. Ein solcher Ubergang kann nur beim
ZusammenstoB mit einem dritten Elektron — oder irgendeinem anderen
Teilchen — eintreten. Dabei muBl man das Ganze, d.h. das Helium-
atom und das stoBende Elektron, als ein zusammengesetztes lithium-
artiges System behandeln.

Beim Lithiumatom (oder einem lithiumahnlichen Ion) kann man von
vornherein drei Zustandsklassen, entsprechend den drei Einteilungs-
moglichkeiten der Zahl N: N =8, N=24+1, N=1+1+41,
erwarten.

Die erste Klasse besteht aus Zustinden von einem rein symmetri-
schen Typus

0= 0,(1)0,(2)0,(3). (83)
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3!

Die zweite zerfillt in P= o1 =9 Zustandstypen mit den Eigen-

funktionen
o= % [0,,(1) 0, (2) 0 (3) + 0,,(8) 0, (1) 0,1 (2) + 7, (2)0,(3) 0. (1)] (832)

(symmetrischer Typus),

o= Vi_3[an(1) 0,(2) 0, (3) + ei%non 3)o,(1)on(2)
. (83b)
+ ¢ 30,(2)0,0) 0, (D],
1 = 5,10, 2) 0 ) + £ 0,3)0, (00w (@)
. (83¢)

(Ei-?; _ e_i?, e 8 — F 3 — % 1+ ]/§)> . Bei Permutation der

Elektronen gehen die zwei letzten asymmetrischen Funktionen in
L2

einander iiberunter Multiplikationmiteinem Faktor g8 # ,wof=0,1,2

bedeutet.

Die dritte Klasse kénnte man in 6 Typen einteilen, wovon einer

(k = 0) symmetrisch und einer (k = 3) antisymmetrisch in bezug auf
alle Elektronen ist.

Es ist aber leicht zu sehen, daB hier die 6 Zustinde, die man durch

Permutation der Elektronennummern in einer (ungestérten) Funktion
von der Gestalt

0 =0,(1) 0, (2)0,(3)
erhilt, zwei dreigliedrige Zyklen bilden. Die erzeugende Permutation

ist hier die ,,zyklische®
(123
T= (3 1 2)‘
Sie gibt

To=0,08)0,(1)0,2), T?¢=0,02)0,08)0(), Tc=o,
und auf die in dieser Reihe nicht enthaltene Funktion
o' =0,(2)0,(1)0:(3)
angewandt:
To =‘an(1) 0,(3)0,2), T20=0,8)0,2)0 (), T3¢'=0d"

Die ,gestorten* Eigenfunktionen, o’ lassen sich daraus in derselben
Weise wie im vorhergehenden Falle bilden.
Frenkel, Wellenmechanik. 15
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Man erhélt dabei fiir die ,,gestorten” Eigenfunktionen o}, oy, 0
und o}, 0y, Oy dieselben Zusatzenergien Wi, Wi, Wiy, so dal diese
sechs Zustinde noch paarweise in Resonanz bleiben. Fithrt man nun
ein neues Pendelmodell zur Darstellung dieser Zustinde ein, so findet
man, daB die in Resonanz befindlichen Pendelpaare miteinander ge-
koppelt sind (die entsprechenden Matrixelemente der Stérungsfunk-
tion f of H' 0 dV usw. sind von Null verschieden), wahrend zwischen
den ,,verstimmten” Pendeln z.B. o; und oy oder ¢; und of keine
Koppelung besteht [dies ist ein Spezialfall des durch (81) ausgedriickten
HEeIisENBERGschen Satzes].

Auf diese noch in Resonanz befindlichen Pendelpaare angewandt,
fiihrt die Stérungstheorie in der iiblichen Weise zu Eigenschwingungen
von symmetrischem und antisymmetrischem Typus. Wir erhalten also
schlieBlich 6 Eigenfunktionen, die durch 6 vollkommen ungekoppelte
Pendel dargestellt werden koénnen (d. h. in bezug auf welche die
nichtdiagonalen Elemente der Stérungsfunktion simtlich verschwinden)

= 1 -7 = 1 - =\ . = 1 - o
01:ﬁ(61+0'1)a 02#5(01—01), 03 = — (0g + 01

e A 7
Gy = ﬁ(an‘("h)a 05 = ﬁ((am‘i‘ Om)s Op = ﬁ(am—o'hl)
oder ausfiihrlich geschrieben:
5 = i%[(ajt o)+ T (6 + &) + T2(c + o)]
) . 2 e . (84a)
Ty = V—g[(a+a') +e3T(o+0)+e 3To+ o)

usw. Hitten wir es dagegen nur mit einem 6gliedrigen Zyklus zu tun,
so wiirden wir Funktionen von einer ganz anderen Gestalt erhalten,
mit Ausnahme der ,,symmetrischen‘ Funktion ¢, und der antisymme-

trischen G,. Es.sei bemerkt, daB die letztere in der Form einer Deter-
minante

. 0,(1), 0,(2), 0,(3) |
3'2 = V_E O (1) s Om (2) > Om (3) | (84b)
0;(1), 0,(2), 0,(3) \

dargestellt werden kann.

Im Gegensatz zum Helium gehort der Normalzustand des Lithium-
atoms nicht zur ersten Klasse, die der Aquivalenz aller drei Elektronen
entspricht, sondern zur zweiten (zwei dquivalente Elektronen). Das
duBert sich empirisch darin, daB Lithium ein einwertiges Element mit
einein lose geburidenen und zwei fest gebundenen Elektronen ist. Nun
kann man leicht zeigen, daB das tiefste Energieniveau der Klasse3=2-1,
d. h. die Energie des Normalzustandes des Lithiumatoms, viel héher ist
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als das absolute Energieminimum, das dem tiefsten Niveau der ersten
Klasse entspricht. Man koénnte den Normalzustand von Lithium als
einen ,,metastabilen Zustand‘‘ betrachten, falls der tiefer liegende sym-
metrische Zustand nicht vollkommen ausgeschlossen wire. Mit diesem
Zustand miissen wir auch die hoheren zur zweiten und dritten Klasse
gehorigen Zustinde, die in bezug auf alle drei Elektronen symmetrisch
sind, als verboten ausschlieBen; denn diese Zustinde sind untereinander
kombinationsfihig. Aus einem héheren Zustand dieser Art kénnte das
Atom spontan (unter Emission von Strahlung) in verschiedene tiefer
liegende und insbesondere in den tiefsten Zustand mit drei 4quivalenten
Elektronen iibergehen.

§ 13. Beschrinkung der Symmetrie der Mehrelektronensysteme;
das Aquivalenzverbot von W. PAuULI.

Geht man von Lithium zu komplizierteren Atomen {iber, so trifft
man eine Reihe von weiteren Beschrankungen fiir die Anzahl der dqui-
valenten (d.h. durch dieselben wasserstoffihnlichen Funktionen o,
charakterisierten oder sich ,,auf gleichartigen Bahnen bewegenden‘)
Elektronen. Diese Beschrinkungen sind zuerst von BomR erkannt
worden bei einem Versuch, den Aufbau der komplizierten Atome
auf Grund der Vorstellung von gequantelten Elektronenbahnen zu
deuten.

Ausgehend von chemischen und spektroskopischen Erfahrungstat-
sachen, hat BouR gezeigt, daB die Elektronen — oder genauer die
Elektronenbahnen — sich um den positiven Kern in bestimmten,
durch den Wert der ,,Hauptquantenzahl® # charakterisierten Schalen
verteilen, wobei es in jeder Schale eine beschrinkte Anzahl von Plitzen,
namlich 2-#2 gibt. Bei voller Besetzung besteht also die innerste K-Schale
aus zwei einquantigen Bahnen, die folgende L-Schale aus 8 zweiquan-
tigen Bahnen usw.

Die Hauptquantenzahl bestimmt bekanntlich nur die groBe Achse
und in der Hauptsache (bei der ungestérten Keplerbewegung) die
Energie der BouRschen Ellipsenbahnen. Das mechanische Moment dieser
Bahnen wird bekanntlich durch die azimutale Quantenzahl % nach

der Formel 2]—;]3 bestimmt, wobei das Verhéiltnis;lz— gleich dem Achsen-

verhiltnis der Ellipse ist. Bei gegebenem # kann & die Werte 1,2,...#%
annehmen. Dementsprechend kann eine Gruppe von #-quantigen Bahnen
in # Untergruppen zerfallen. Dies ist aber nicht alles. Die gequantelten
wasserstoffahnlichen Elektronenbahnen lassen sich im allgemeinen noch
durch zwei Zahlen charakterisieren — die ,,magnetische’ Quantenzahl,
die die Neigung der Bahnebene zu einer bestimmten Symmetrieachse
(die gewshnlich durch ein duBeres Magnetfeld gegeben wird) bestimmt,
und die von SOMMERFELD eingefilhrte ,innere Quantenzahl §, die
15%
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man urspriinglich als MaB des resultierenden mechanischen Momentes
des betrachteten Elektrons und des ,,Atomrumpfes’‘ deutete (obwohl
sie ihre Bedeutung auch beim Wasserstoffatom behielt, wo esgar
keinen ,,Rumpf’ gibt). Die magnetische Quantenzahl kann alle ganz-
zahligen oder halbzahligen Werte zwischen — § und - § annehmen,
wihrend die innere Quantenzahl bei gegebenem % nur die zwei Werte

1 .
k— %— und 2 -+ 5 annimmt.

STONER, der die Bourschen Gedanken iber den Aufbau der kom-
plizierten Atome weiter entwickelte, zeigte, daB jede A-Untergruppe
der n-Gruppe ihrerseits aus einer Reihe noch kleinerer Untergruppen
besteht, die den verschiedenen Werten von # entsprechen, wobei die
Anzahl der Plitze in jeder von diesen m-Untergruppen gleich 2 ist,
und zwar je einer fiir jeden der zwei moglichen Werte der inneren
Quantenzahl j.

Diese GesetzmiaBigkeit hat ihre endgiiltige Formulierung im Sinne
der Bourschen Atomtheorie 1925 bei W. PAuLrr erhalten, der sie in
der Gestalt des folgenden allgemeinen Prinzips ausgesprochen hat:
eine vollstindig — d. h. durch die vier Quantenzahlen n,k, m,j — be-
stimmie Elektronenbahn kann in demselben Atom nur mit einem eimzigen
Elekivon besetzt werden. Wenn man die zwei Elektronen, deren Bahnen
sich voneinander nur in bezug auf den Zahlenwert von 7 unterscheiden,
als dquivalent betrachtet, so kann man das Paurische Prinzip auch
folgendermaBlen formulieren: in demselben Atom kann die Zahl der
dquivalenten Elektronen nicht grofer als zwei sein.

Die physikalische Bedeutung dieser doppelten Besetzungsmoglich-
keit ist erst aufgeklirt worden, als UnrENBECK und GoupsMiT den
Gedanken des , Kreiselelektrons einfithrten und zeigten, daBl die
Achse des Elektrons, infolge des halbquantigen Wertes seines Drall-
momentes, nur zwei entgegengesetzte Orientierungen (z.B. parallel
und antiparallel zur Symmetrieachse des Atoms) annehmen kann.

Bei der Ubersetzu.ng in die ,,Wellensprache** reduzierte sich das
Paurische Prinzip sunmdchst auf das Verbot aller solchen Zustands-
klassen, fiir die die Besetzungszahlen N, N,, ... N, zwei iibertreffen.
Es sind also nur solche stationire Zustinde eines aus N Elektronen
bestehenden Atoms als zuldssig anzusehen, die den Einteilungen dieser
Zahl in Summanden von der Gestalt

N=2+4+24+ .- 4+14+14---
entsprechen. Von diesen Zustinden sind aber noch alle solche aus-
zuschliefen, die mit den unwmitielbar verbotemen Zustinden kombinieren
kinmnen. Das PauLische Verbot erhilt also in der Wellenmechanik eine viel
schirfere Bedeutung als in der BoHrschen Atomtheorie. Es handelt sich
hier nicht mehr um die Anzahl der d4quivalenten, d.h. denselben wasser-
stoffihnlichen Zustinden (bei Fehlen der gegenseitigen Stérung) zu-
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gehorigen Elektronen, sondern um bestimmte Symumetrieeigenschaften
der den stationdren Zustand des wirklichen (,,gestérten’) Atoms
charakterisierenden Eigenfunktionen ¢ in bezug auf die Koordinaten
der verschiedenen Elektronen. Die Besetzungszahlen Ny, N,, .. . haben
also selbst keine grundlegende Bedeutung. Sie dienen nur zur Festlegung
der nullten Niherung. Die exakte Eigenfunktion, die einem bestimmten
stationdren Zustand des Atoms entspricht, kann keine Spur von ihnen
mehr enthalten. Dabei muB beachtet werden, daB die verschiedenen
Elektronen in diesen Eigenfunktionen stets als gleichberechtigt auf-
treten. Ihre Individualitit ist also vollkommen verloren gegangen, und
es hat keinen Sinn mehr, von ,bestimmten‘ Elektronen zu reden.
Unter den angendherten Eigenfunktionen eines aus N Elektronen
bestehenden Atoms, die aus den wasserstoffihnlichen Funktionen der
einzelnen Elektronen o, (m) gebildet werden kénn