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Yorwort.

In den Lehrbiichern der Differential- und Integralrechnung,
die fiir die Zwecke der Ingenieure gedacht sind, finden auch die
Differentialgleichungen Beriicksichtigung. Zumeist gehen jedoch
diese Lehrbiicher iiber eine Anfangseinfithrung in die Theorie
der Differentialgleichungen nicht hinaus, so dall der Lernende
nur einen fliichtigen Uberblick iiber das Gebiet erhalt.

Ferner werden die numerischen, graphischen und mechani-
schen Verfahren zur Lisung von Differentialgleichungen in der
vorhandenen Lehrbuchliteratur fast gar nicht beriicksichtigt.

Hiervon ausgehend habe ich versucht, die Lehre von den
Differentialgleichungen, soweit sie fiir den Ingenieur von Be-
deutung ist, im Zusammenhang an wichtigen technischen und
physikalischen Beispielen darzustellen.

Urspriinglich hatte ich die Absicht, die Differential- und
Integralrechnung iiberall in dem Werke als bekannt voraus-
zusetzen. Bald zeigte es sich jedoch als zweckmiBig, eine kurze
Darlegung zur Verstdndigung vorauszuschicken, die als Ab-
schnitt I erscheint. Hier habe ich den Versuch gemacht, zuerst
den Integralbegriff zu erértern und dann erst zum Differential-
quotienten iiberzugehen, da mich die Ankniipfung an den Flichen-
inhalt und an den Summenbegriff anschaulicher diinkt als die
Ankniipfung an die Kurventangente, iiber deren inneren Zweck
der Lernende zunichst im unklaren bleibt.

Abgesehen von den so gewonnenen Grundtatsachen der
Differential- und Integralrechnung werden im Verlaufe des
Buches eine Reihe von Formeln benutzt, deren Ableitung mit
Riicksicht auf den verfiigharen Raum nicht gegeben werden
konnte. Diese der Differential- und Integralrechnung entnommenen
Ansétze habe ich als rechnerisches jedem zur Verfiigung stehendes
Handwerkszeug betrachtet, zu welchem Standpunkt ich mich
berechtigt glaube, da es sich fast ausschliefilich um Tatsachen
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bhandelt, die im Taschenbuch Hiutte nachgeschlagen werden
konnen. In den Anmerkungen habe ich die betreffenden Stellen
der Hiitte zitiert. Ich méchte hier nicht verfehlen, die mathe-
matische Formelsammlung der Hiitte als nach meinen Erfahrungen
recht geschickt ausgewdhlt zu bezeichnen. Ansitze. die die
Hiitte nicht gibt, sind ebenfalls in den Anmerkungen nach
ihren Quellen namhaft gemacht.

Bei der Behandlung des eigentlichen Themas des Buches
habe ich mich zunichst der iiblichen Einteilung der Differential-
gleichungen in gewdhnliche und partielle angeschlossen. Inner-
halb dieser Einteilung werden die exakten Transformations- und
Substitutionsmethoden dargelegt und auf zahlreiche Beispiele
der Technik und Physik angewendet.

Da ich moglichst alle fiir Aufgaben des Ingenieurwesens
wichtigen Methoden bringen wollte, habe ich mich veranlafit
gesehen, die Reihenentwickelungen nach Frobenius nebst der
damit in Zusammenhang stehenden Ermittlung der logarithmen-
behafteten Integrale linearer Differentialgleichungen zu be-
handeln. Bekanntlich werden diese Verfahren in der Behilter-
theorie gebraucht. Daneben werden einige Fragen, die mit der
Technik nicht in unmittelbarem Zusammenhang stehen, wie
z. B. die Integration der Differentialgleichungen der Planeten-
bewegung, ihres allgemeinen Interesses halber erortert.

Einen ausgedehnten Raum nimmt die Besprechung der
Instrumente zur Ausfilhrung von Integrationen sowie die Er-
orterung graphischer und rechnerischer Annaherungsverfahren ein.
Es ist wohl das erste Mal, daB diese Stoffe in einem Lehrbuch
der Differentialgleichungen umfangreichere Behandlung finden.

Im Interesse der Anwendungen sind auch die Differenzen-
gleichungen wenigstens in einem kurzen Abri} aufgenommen
worden.

Die partiellen Differentialgleichungen habe ich von einem
etwas anderen Gesichtspunkt aus behandelt. Einerseits gibt es
hier noch verhaltnismiBig wenig Anndherungsverfahren, anderer-
seits berithrt die eigentliche Theorie der partiellen Differential-
gleichungen den Ingenieur fast gar nicht. Es handelt sich stets
um das Stoffgebiet der Differentialgleichungen der mathematischen
Physik. Der zweite Teil des Buches hat infolgedessen ein etwas
mehr theoretisches Geprige als der erste. Ich hoffe aber, dall
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eine Darstellung der mannigfachen Operationen, die man mit
den partiellen Differentialgleichungen der Physik vornehmen
kann, auch Ingenieuren willkommen sein wird. Die Gleichungen
der Elastizitat, Hydrodynamik und ZElektrodynamik sind ja
neuerdings zur Bewiltigung verwickelter praktischer Aufgaben
unentbehrlich geworden. Ich erinnere nur an die Lorenzsche
Turbinentheorie und an die Ausgleichsvorgéange auf
elektrischen Leitungen.

Sach- und Namenregister, Anmerkungen und Angaben der
benutzten und weiterer Literatur nebst Formelverzeichnis werden,
wie ich glaube, den Gebrauch des Buches erleichtern.

Beim Abschlull des Druckes ersehe ich aus Nr. 20 der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure, dafl der deutsche
Ausschull fiir technisches Schulwesen in seinem fiinften Bericht
den gleichen Anschauungen Ausdruck gibt, die mir den Anstof}
zur Abfassung dieses Buches gegeben haben, weshalb ich zu hoffen
wage, dal mein Werk als erster Versuch, die Lehre von den
Differentialgleichungen in engeren Zusammenhang mit den An-
wendungen zu bringen, wenigstens dem Grunde nach die Billigung
der Fachgenossen findet.

Ich gestatte mir auch an dieser Stelle, Herrn Dr. Lichten-
stein fiur Beratung zu § 44 sowie Herrn Dr. K. W. Wagner
fir Namhaftmachung von Literatur zu § 97 bestens zu danken.

Mein Kollege, Herr Dipl.-Ing. Feise, hat mich in dankens-
werter Weise bei der Revision unterstiitzt.

Die Bildstocke fiir die beschriebenen mathematischen In-
strumente hat die Firma G. Coradi-Zirich zur Verfiigung ge-
stellt.

Und schliellich gebiihrt dem Herrn Verleger fiir die sorg-
faltige Herstellung der Figuren und die Ausstattung des Buches
besondere Anerkennung.

Berlin-Siemensstadt, im September 1914.
Dr. W. Hort.
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Erster Teil

Gewdohnliche Differentialgleichungen.

I. Einleitung.

§ 1. Allgemeine Festsetzungen iiber Koordinaten und Funktionen.

Es gibt Lehrbiicher der Differential- und Integralrechnung
wie auch der Differentialgleichungen, in denen keine Figuren

vorkommen. Dies ist mog.-

*T

lich, weil geometrische Vor- v
stellungen fir den Aufbau = -
der genannten Disziplinen A ‘r 9P
nicht unbedingt erforder.
lich sind. Y A 5 +y
Zweifellos erleichtert __ Ny
jedoch der Gebrauch geo- 7
metrischer Vorstellungen
das Eindringen in unsere v Z z 7
Aufgabe ungemein?).
Der  Verstandigung o —x T P
iilber diese Vorstellungen
sollen die folgenden Vor- -y
bemerkungen dienen. Fig. 1. Die vier Quadranten des
I. Im rechtwink. Koordinatensystems.

ligen Koordinaten.
system gibt es folgende Richtungen (Fig. 1):
O + X = Richtung der positiven z-Achse.

0—X = ,, ,, hegativen z-Achse.
O+Y = ) » positiven y-Achse.
0—Y = ' ,» negativen y-Achse.

sowie die Quadranten I, II, III, IV.

Hort, Differentialgleichungen. 1
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Die Vorzeichen der Koordinaten eines Punktes sind im
I. Quadranten: + 4

11 ”» - +
TIL ., S
1V. 2 + -

Der Pfeil 1—2 bezeichnet den positiven Umlaufsinn
oder die positive Drehrichtung in der zy-Ebene.
II. Die Gleichung
y = @) (1)
wird gelesen: Die Ordinate y ist eine Funktion der
Abszisse x oder kiirzer: y = Funktion x. Die GroBen «
und y heiBen die Variabeln. =« ist die unabhéingige,
y die abhingige Variabele. Die unabhingige Variabele
nennt man auch das Argument der Funktion.
.y Die Funktion y =
f(x) wird in der zy-
#, Ebene dargestellt durch
S [\ die Kurve CC (Fig.2).
T Man sagt auch: Die
N T’ ¢ Kurvey = f(x). Ande-
5, l Tl 5;/ .z rerseits definiert jeder
J s graphisch gegebene
¢ | -z Z 1 &Y  Linienzug C€C eine
A Funktion y von z, die
man auch analytisch
festlegen kann.
Besondere Punkte
Fig. 2. Graphische Darstellung einer der Kurve bzw. Werte
Funktion und ihrer Nullpunkte. der Funktion sind:
f(o) ist derjenige
Funktionswert, der sich ergibt, wenn in der Funktion f(x) das
Argument x = o gesetzt wird. Graphisch ergibt sich der Schnitt-
punkt der Kurve mit der y-Achse. Ergibt ferner die Auflosung
der Gleichung

f@) = o (2)
nach « einen oder mehrere Werte # = x;, , ...... , so sind
diese die Nullpunkte oder Nullstellen der Funktion. Gra-



§ 1. Allgemeine Festsetzungen iiber Koordinaten und Funktionen. §

phisch erhélt man die Schnittpunkte der Kurve mit der 2-Achse.
Diejenigen Werte z, fiir die der Funktionswert y unendlich wird,
heiflen die Pole der Funktion (Fig. 3). Die entsprechende Kurve
hat in den Polen Asymptoten, die der y-Achse parallel sind.

Die Punkte M; und M,, in
denen die Kurve horizontale
Tangenten hat, nennt man
Extremalpunkte. Die zu-
gehorigen Funktionswerte heifen
Extreme der Funktion.

Es gibt zwei verschiedene
Arten der Extreme: Maxima
(M;) und Minima (,), deren
Kennzeichen spéter besprochen
werden.

III. Die Funktionen f(x)
gliedert man in:

%
< &L, —>

Fig. 3. Pol einer Funktion.

a) algebraische, b) transzendente.
a) Die ersteren sind solche Funktionen f(z), die aus # durch
eine ,,begrenzte Anzahl von Anwendungen der 4 Spezies und von

Waurzelziehungen gewonnen werden.

Unterabteilungen :

1. Rationale ganze Funktionen, z. B.
ay + 4, & 4 a, 2% 4 az a3
2. Rationale gebrochene Funktionen, z. B.

ay + a, x + a, 2% + aga®

by + by + bya? + bga®
3. Irrationale Funktionen, z. B.

1/% + oy ¢ + ay 2?

oder
1

1

ag + a, 2™ 4 by 1

oder
1

.
Yoo + by 4 b, 22

b) Zu den transzendenten Funktionen gehéren als einfachste

Reprisentanten der Logarithmus lgz, die Exponential-

Sie zerfallen in mehrere

3)

4)

(3)

(6)

(7)

1*
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funktion e? die Winkelfunktionen sin z, cos z, tg z, cot z,
die Kreisfunktionen arcsin z, arccos x, arctg z, arccot z, die
Hyperbelfunktionen sinhx, cosh z, tgh z, cothz, die auch
mit Sinz, Cojz, gz, Cot x bezeichnet werden.

Diesen reiht sich noch eine unbegrenzt grofle Zahl weiterer
Formen an. Das gemeinsame Kennzeichen der transzendenten
Funktionen kann zunichst nur negativ gegeben werden: Alle
Funktionen, die weder rational noch irrational sind, sind trans-
zendent.

IV. Besondere Arten der Darstellung von Funktionen f(x) sind
nun die unendlichen Summen und Produkte. Erstere
schreibt man in der Form

y =f“ﬂfﬂ =), (8)
letztere

Yy = ]Za,.fﬂ (x) . (9)

Sowohl fiir die , Koeffizienten* a, wie fiir die f, (x) miissen
,»Bildungsgesetze‘‘ vorgeschrieben sein. Beide Arten von Dar-
stellungen, sowohl die Summen- wie die Produktdarstellung,
sind wichtige Hilfsmittel zur numerischen Berechnung von Funk-
tionen, besonders von transzendenten Funktionen.

V. a) Eine GroBe y wird als Funktion von z auch definiert
durch die Gleichung

f,y) = o (10)
auch wenn diese nicht nach y auflosbar ist. Dies ist die nicht
explizite oder unentwickelte Art der Darstellung der
Funktion y von =z.

b) Hierher gehért weiter die Parameterdarstellung
einer funktionalen Abhéngigkeit

z = @)
v = v0) ay

In diesen beiden Gleichungen braucht ¢ nicht eliminierbar
Zu sein.

§ 2. Die graphische Summierung der Geraden y = a.

In der Figur 4 sei eine Gerade 4 im Abstande 4 a von der
Abszissenachse gezeichnet. Ihre Gleichung schreibt man

y = a. (1)



§ 2. Die graphische Summierung der Geraden. 5

Bei der Abszisse x zichen wir eine Ordinate und berechnen
den Inhalt des durch die Koordinatenachsen, die Gerade A4 und
die Ordinate begrenzten Rechtecks:

F = ax (2)

]

Fig. 4. Graphische Summierung der Geraden y = a.

Der Rechtecksinhalt verschwindet fiir £ = o und wichst mit
z ins Unendliche. Fiir jeden Wert von « gibt es einen Wert des
Rechtecksinhaltes. Der Rechtecksinhaltist eine Funktion von z.

Diese Funktion soll durch eine Kurve y = aa dargestellt
werden in der Weise, dafl die Zahlenwerte der Kurvenordinaten
gleich den durch sie abgeschnittenen Rechtecksinhalten sind.

Wir bestimmen diese Kurve punktweise. HEs werden fiir
die Abszissen:

1
.’E—O,"z—', 1, 2,3. .o

die zugehorigen Rechtecksinhalte und damit die Ordinaten der
gesuchten Kurve:
@

—, a, 2a, 3a....
2 2) s ,3

y=o
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Durch Auftragung dieser Werte ergibt sich die Gerade OB,
die man sich auch entstanden denken kann durch fortgesetzte
Addition der Ordinatenwerte der Geraden A

y=a
auf den Ordinaten durch die x-Achsenpunkte
z =12 3,4 ......

Die Gerade OB ist also das Ergebnis einer graphischen
Summation. Wir nennen OB die Inhaltskurve.

Mit Hilfe der Geraden OB ergibt sich auch sofort der Inhalt
des Rechtecks, welcher von zwei verschiedenen Ordinaten z,
z. B.  und «;, begrenzt wird:

F, ,=F,—F, = arx—az, = a (x—2z) (3)
Als Regel gilt: Man findet den Inhalt des Rechtecks, indem
man von dem oberen Ordinatenwert der Inhaltskurve den untern

subtrahiert.

) O+

]

A

T ) < Ly

L

Fig. 5. Positiver und negativer Umlaufssinn.

Das bisher Entwickelte gilt auch bei Fortsetzung der Geraden
A und OB in das Gebiet der Negativen z. Es handelt sich darum,
den Inhalt des iiber der Abszisse Ox, = — x, stehenden Recht-
ecks graphisch aufzutragen. Dieses Rechteck unterscheidet sich,
wie wir festsetzen, von dem inhaltlich gleich groBen Rechteck
itber + x, durch das Vorzeichen.

Dies ergibt sich daraus, daf man verschiedene Umlaufs-
richtungen erhdlt, wenn man die Umféinge durchlduft, von O
beginnend und zuerst das Abszissenachsenstiick des Umfanges
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zuriicklegend. Der Umfang des Rechtecks iiber -+ z; wird demnach
entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne durchlaufen, der Umfang
des Rechtecks iiber + x, im Sinne des Uhrzeigers. Wir setzen fest,
dafl Rechtecke der ersten Art positiv, der zweiten Art negativ ge-
rechnet werden sollen (Fig. 5).

Hiermit ergibt sich, dal die Addition der links von der
Ordinatenachse liegenden Ordinaten im Sinne der negativen
y-Achse zu erfolgen hat. Die obigen Formeln lassen sich dann direkt
ibertragen. Es wird der Inhalt des Rechtecks zwischen den Ordi-
naten x; und z,:

Fa:,—xz = F:cl'—sz = axl—(~ aw2) = a(xl + xz) (4)

Es ergibt sich also 4
eine positive Grofle, was
mit dem obigen nicht in
Widerspruchsteht. Denn
mit der oben ange-
schriebenen Formel (4)
haben wir den Inhalt s * + 3
des Rechtecks, von dem = =z >
Abszissenpunkt ¥ = —
z, beginnend und nach
Richtung der positiven
x fortschreitend, be-
stimmt. Die oben fest-
gesetzte Regel der Be- Fig. 6. Vorzeichenfestlegung des
stimmung des  Vor- Flicheninhaltes.
zeichens mittels des
Umlaufsinnes ergibt das positive Vorzeichen (Fig. 6).

Als oberer Wert gilt stets derjenige, dessen Ordinate das
Rechteck nach der Richtung der positiven z hin begrenszt.

Oben wurde die graphische Addition im Anfangspunkte der
Koordinaten begonnen. Man kann sie jedoch ebenso gut im Punkte

y =1> (5)
beginnen lassen. Die Rechteckinhalte werden hierbei
F, = b+ ax, (6)
d. h. sie werden von der Ordinate durch
b
Lo = — (M

a



8 Einleitung.

an gezihlt. Der oben ausgesprochene Satz &ndert sich hierbei
nicht.
Denn es ist

Fz—-F%: (b+ax)_(b+axl)=a(x_x1)> (8)

.
R
N
SRR

Fig. 7. Summierung mit verschiedenen Ausgangspunkten.

§ 3. Graphische Summierung der Geraden y = a -+ b .

Als weitere Aufgabe soll der Inhalt der von der Geraden AA,
der Abszissenachse und zwei Ordinaten y und ¥, begrenzten Tra-
peze bestimmt werden. Man bestimmt (Fig. 8) auf der Abszissen-
achse eine Anzahl von Punkten, die untereinander gleiche Ab-
stinde etwa = 1 haben. Dann trigt man die mittlere Hohe des
Trapezes iiber 01 auf der Ordinate 1 ab; die Summe der mittleren
Hohen der Trapeze itber 01 und 12 auf der Ordinate 2 usw.
Die Trapeze zwischen den Punkten O und C, sind negativ zu
rechnen, die Trapeze zwischen 0, und — co wieder positiv, wie sich
aus der oben geschaffenen Festsetzung des Umlaufsinnes ergibt. Die
mittlere Hohe des Trapezesiiber0 — 1 ist also auf der Ordinate —1 in
Richtung der negativen y-Achse abzutragen; ebenso die Summe
der mittleren Hohen des Trapezes itber 0 — 1 und des Dreiecks
tiber — 1 — 2 auf der Ordinate — 2. Der Inhalt des nun folgenden
Dreiecks iitber — 2 —3 ist positiv zu rechnen und muB nach
Richtung der positiven y-Achse aufgetragen werden. Auf diese
Weise ergibt sich die Kurve O'C, die Inhaltskurve der
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Geraden AA4. Auch hier gilt die Gleichung:
Jz~x, = Fa;—“Fa:l
Auch hier ist es nicht erforderlich, den Anfangspunkt der
Summation im Koordinaten-Nullpunkt zu wihlen, jeder andere
Punkt der y-Achse, z. B. y = -+ b, ist ebenso geeignet und liefert
eine andere Kurve, die CC kongruent und in Richtung der posi-
tiven y-Achse um die Strecke -+ b verschoben ist.

4 ’

.

Fig. 8. Summierung der Geraden y =a + b z.

§ 4. Graphische Summierung einer beliebigen Kurve.

In der geschilderten Weise kann man die Bestimmung der
Inhaltskurve fiir jeden graphisch gegebenen Linienzug vor-
nehmen. Den gegebene Linienzug nennen wir die Grundkurve.

Man teilt wieder (Fig. 9) die zwischen der Kurve A A und der
2-Achse befindliche Fliche durch Ordinaten gleichen Abstands in
Trapeze bzw. Dreiecke. Zur Erreichung groflerer Genauigkeit ist
hier der Ordinatenabstand eventuell kleiner zu wihlen als 1.
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Natiirlich sind dann die auf den Ordinaten abzutragenden mittleren
Trapezhohen auf die Basis 1 zu reduzieren. Man nennt dies

7"?\_0

H

.

\
5
}
)
7o

7ad

N

'

)

Wi
1

1
1
!
|
|
|
i
|
!

G
Fig. 9. Quadratur einer beliebigen graphisch

gegebenen Kurve. Maximum und Minimum.

Verfahren auch eine
Quadratur.

Es gibt unendlich
viele Inhaltskurven, die
unter sich kongruent
sind und auseinander
durch Verschiebung pa-
rallel zur y-Achse ent-
stehen.

Auch hier gilt:
Jb—a :Fb_Fa, 1)

Besondere Betrach-
tung  verdienen die
Punkte B; und B,, in
denen die Kurve 44
die xz-Achse schneidet.
Wie sich aus der Ent-

stehung der Kurve CC ohne weijteres ergibt, haben die zu-
gehorigen Punkte C) und C, die Eigenschaft, daf hier die Kurve

*y 22
T\ s
Grundkurve Grundhurve
+ —_— + +
*X >

Fig. 10. Kennzeichen des
Maximums.

Fig. 11. Kennzeichen
des Minimums.

CC umkehrt, daB sie hier eine horizontale Tangente hat. In den
Punkten liegt insofern eine Verschiedenheit vor, als in C; die
Tangente unterhalb der Kurve, in C, oberhalb liegt.

a
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Man bezeichnet Punkte der ersten Art als Minima, der
zweiten Art als Maxima. Ganz allgemein kennzeichnen sich
Minima und Maxima dadurch, daf die Grundkurve hier die
Abszissenachse schneidet und zwar in der Weise, daB sie beim
Minimum (Fig. 11) von negativen Ordinatenwerten zu positiven
itbergeht, wenn man in Richtung wachsender Abszissen fort-
schreitet, und beim Maximum (Fig. 10) umgekehrt.

§ 5. Der Begriff des Integrals.

Wir haben oben in verschiedenen Fillen den Inhalt eines
Fliachenstiickes berechnet, welches begrenzt war durch
1. ein Stiick einer gegebenen Kurve
y = f(@) 1)
2. zwei Ordinaten @ und b (b > a),
3. die Abszissenachse.

4

Fig. 12. Analytische Summation Fig. 13. Der Summationsfehler.
unendlich vieler Flichenelemente.

Wir berechneten dies Flachenstiick J,_, als Differenz zwischen
den Ordinaten F, und ¥, der Kurve C'C, die aus 4 4 durch den
,,Summationsprozef** gefunden war
Jy—o = Fpy—F, (@)

Dieser Prozel3 bestand in einer Zerlegung der Flichenstiicke
in trapezférmige Streifen, deren mittlere Hohen graphisch addiert
wurden. ‘

Um nun den Summationsprozel auch rechnerisch verfolgen

zu konnen, wollen wir die Streifen nicht als Trapeze, sondern als



12 Einleitung.

Rechtecke betrachten. Wir verfahren so etwas ungenauer, um-
gehen aber die Berechnung der mittleren Trapezhohen. Der be-
gangene Fehler besteht (s. Fig. 12) in der Vernachléssigung der
schraffierten Dreiecke, wenn wir ansetzen:

By = f0)0+[()8+ 1 (288 + ... fp—18)8
pod = b (3)
F, = f(0)0 +f()0+ ........ flg—16)d
g6 = a

Hier bedeutet § den gewihlten Ordinatenabstand; die ein-
zelnen Glieder obiger Summen sind die Inhalte der kleinen Ele-
mentarrechtecke.

Wir wiirden diesen Fehler in entgegengesetzter Richtung be-
gehen, wenn wir ansetzen:

F, = f(0)0 +7(2d)0+ ........ f(pd)d
und (4)
F, = {(0)0+{(20)0+ ..o + 1(gd)d
womit offenbar Fy, und F, um die in Figur 13 schraffierten Dreiecke
zu groB} gefunden sind.

Wir bleiben aber bei den Formeln (3), da wir finden werden,
daB der begangene Fehler itberhaupt herausfallt.

Es folgt

Jo—o = Fy—F, =
=[fgd)+ g+ 18+ ....f{lg+p—g—118}]6

=lf@+fla+do+....flat+(—1)810 (5)
b—a
p—~q=n,6= n
oder
p=n—1 z=a-+nm—1)7¢ r=>b
Fy—F,= X 8f(a+0d)= 36/@@) =3 d{@). (6
p=0 rz=a z=a

Da ¢ hier die Differenz von zwei benachbarten Werten von 2
bedeutet, kann man auch schreiben:

0 = Ax
und
z=2"0
Fb*Fa:Zf(x)Ax- (7)

z=a
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Diese Summationsformel geht iiber in die Integrationsformel
b

Fy—F,=[f@)d=, (8)
a

indem man den Ordinatenabstand § = Az sehr (unendlich) klein
werden laf3t, also das Flachenstiick J; _ , aus sehr (unendlich) vielen
sehr (unendlich) schmalen Rechtecksstreifen zusammensetzt, d. h.
n sehr groB werden liBt und zur Kennzeichnung dieses Uber-
ganges das Differenzenzeichen A mit dem Differen-
tialzeichen d und das Summenzeichen X mit dem
Integralzeichen [ vertauscht.
Man nennt den Ausdruck:

b
[f(z)dz

das bestimmte Integral der Funktion f(x) genommen zwischen
den Grenzen a und b, oder iber das Intervall von a
bis b. Das Integral ist ein Symbol fiir den oben ausgefiihrten
Summationsprozel, dessen Ausfithrung im speziellen Fall nicht
notig ist, weil, wie im folgenden entwickelt wird, das Symbol sich
bei speziellen Funktionen f(z) in eine Rechenvorschrift ver-
wandelt. Setzt man die obere Grenze b = =z, so erhilt man

J

z
o—a = Flo) —Fla) = [[(x)dz (9)
a
F(z) — F(a) ist aber der Inhalt des Flachenstiicks zwischen
den Ordinaten @ und z, d. h. bei festgewdhltem e und verénder-
lichem z eine Funktion von . Ersetzt manin dieser Gleichung — F(a)
durch den Buchstaben C, der eine Konstante bedeuten soll, so
liBt man es dahingestellt, bei welcher Ordinate die Summation
beginnen soll und man nennt den entstandenen Ausdruck ¢ + F(x)
das unbestimmte Integral der Funktion f(z). Man ver-
zichtet in diesem Falle tiberhaupt auf die Angabe der Grenzen
und schreibt

[ Hx)dz = C + F(x).
Hiermit begriindet das Symbol [ einen Zusammenhang

zwischen den Funktionen f(z) und F (), der im folgenden weiter
erortert wird.
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§ 6. Berechnung eines bestimmten und eines unbestimmten
Integrals.

Es soll im folgenden zunichst das bestimmte Integral der
Funktion y = f(x) = 0,752 berechnet werden, und zwar zwischen
den Grenzen a und b.

Wir haben auf Grund der Gleichung

FO—F@ = {f@+fa+8+ ... fa+n—18}5Q)

im vorliegenden Falle zu schreiben :

F()—F(a) = {0,750 + 0,75(a + 8) + ... 0,75(a + n—16)}8
= n+0,75a0 + 0,75(1 +2 +3 + ... n—1)62(2)

= 05{nad+1+2+3+ ....... n—1)62}.
Hier ist die Summe der arithmetischen Reihe
S, =14+2434...... tn—1
zu berechnen. Man findet
_nr—1)?
Zn = 9 (3)
und mithin wird
F(b)—F(a) =0,75{na5 + _"_("_2:ﬂ 62}. )
Da aber
s — b—a
n

ist, so entsteht nunmehr die Gleichung

F(b)—F(a) = 0,75{a(b——a)—{—%(b—a)2 (1-%@—)} (5)

LaBt man in dieser Formel nach Vorschrift des vorigen Para-
graphen n unendlich grof, d. h'% = Null werden, so geht sie

in die Formel des bestimmten Integrals tiber:

F(b) —F(a) = 0,75{a(b —a) —i—%(b —a)z}

b2 — g2 b2 a2
= 0,75 5 = 0,75-?—— 0,75 5 (6)
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Ersetzt man hier die obere Grenze durch den Buchstaben z
0,75a2
2

tiert die Formel des unbestimmten Integrals:

und die Glieder F(a) — durch die Constante C, so resul-

2
F)= [0752dz = C+ 0,75 %

Hiermit haben wir fir die spezielle Funktion 0,75  die Rechen-
vorschrift gefunden, die der Gebrauch des Symbols [dz ein-
schlieft. Auf analoge Weise kann man fiir jede Funktion die
Rechenvorschrift ermitteln. Die angegebene Methode ist aber
bei komplizierteren Funktionen viel zu umstindlich, weshalb
zunéchst ein scheinbarer Umweg eingeschlagen wird, der aber
die Bedeutung des Integrals in viel hellerem Lichte zeigen wird.

§ 7. Der Differenzen- und der Differentialquotient.
Wir wollen jetzt die erste Formel des § 6 fiir das Intervall von
¢ =zhbisb =246
anschreiben. Hierdurch erhalten wir folgende Formel
Fx + 6)—F(x) = f(x)- 0.
Hier vertauschen wir jetzt das

Zeichen ¢ mit dem Zeichen Az
und schreiben nach Division mit Az

F Ax)—F
Crda—FE)

Diese Formel ist der analytische
Ausdruck der Umkehrung des oben
auseinandergesetzten Summations-
prozesses, durch den die Integral- 55
kurve F (x) aus der gegebenen Kurve Fig. 14. Differentiation
f(x) entwickelt wurde. Mit Hilfe einer Kurve.
dieser Formel kann man die Kurve
f(x) finden, wenn die Kurve F(z) gegeben ist (Fig. 14).

Hat man es nun mit einer nicht graphisch oder tabellarisch,
sondern in allgemeinen Zahlzeichen gegebenen Funktion F ()
zu tun, so steht zwar nichts im Wege, zunichst F(zx) graphisch
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oder tabellarisch auszuwerten und dann f(z) mit Hilfe der Formel

Axy—F
flo) = F(x+ A92 (x)

graphisch oder tabellarisch zu ermitteln®). Hierdurch wiirde
es aber nicht méglich sein, f(z) in allgemeinen Zahlzeichen zu
erhalten, was fir weitere Operationen mit dieser Funktion er-

forderlich ist. Um nun die Ableitung der Funktion aus F(z)
allgemein durchzufiihren, rechnet man den Ausdruck

Fx+ Az)—F (2)
Ax

tatsdchlich aus. Dies ist fiir jede Funktion méglich. Z. B.
wihlen wir

F(x) = ax™
Es wird

Fi+dz)=a(@x+ da)* =
az™ + <71n>xm—1Ax+ (Zb>xm—‘2ﬁx2+ )
F) =aam
F+ dx) — F(x) = a<mxm“‘1Aw+ <7_;)xm—2dz2—l— e )

F(x+AA?2"‘F(x) = a<mx”'_1+ (Z)w’"—2dx+ )

f () =a(mx’”“1+<7;)xm‘—241x + )

In dieser Gestalt erinnert die Formel immer noch an das graphische
oder tabellarische Verfahren, welches, wie wir gesehen haben,
nur eine Anndherung darstellt, die um so grofler wird, je kleiner
Az (bzw. oben §) gewdhlt wurde.

Bei der Rechnung mit allgemeinen Zahlzeichen kommt
es nun auf genaue Rechnung an, d. h. man muBl hier A4z so
klein als moglich wahlen. Dieser Forderung werden wir sehr
einfach gerecht, indem wir 4z = 0 wahlen. Hiermit geht aber
die Formel iiber in

f@) =ama™ 1.

da alle mit Ax behafteten Glieder Null werden (verschwinden).
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Wir haben somit aus der Funktion F(x) = aa™ die Funktion
f(x) = amam™1 abgeleitet. Man nennt f(x) geradezu die Ab-
leitung von F(x)und meint dabei stets die oben auseinander-
gesetzte Methode der Ableitung, mit der es moglich ist, zu jeder
Funktion F(x) die Ableitung f(x) zu finden.

Um nun auch in der allgemeinen Formel

F Axy—F
PRV

einen Ausdruck fir die Methode der Ableitung zu haben, die
darin besteht, daB man die Differenz Ax unendlich klein
werden 148t, schreibt man wie folgt:

. F+A42)—F (@)
f@)—ﬁgo P

und liest: f(z) ist gleich dem Grenzwert (limes = Grenze) des
Quotienten
F@+ Adx)—F (x)
Az ’

den man fiir unendlich klein werdendes Az erhilt. Oben
haben wir bereits Az als Differenz bezeichnet; nunmehr
bemerken wir, daB auch

F(x + Ax) —F (x)
eine Differenz ist, so daBl wir schreiben kénnen
Fx + Ax) —F(z) = AF(z).
Hiermit erhalten wir aber

. AF(x)
f(x) _Alirilo Az

und erkennen die Funktion f(x) als den OGrenzwert des
Differenzenquotienten

AF (x)
Ax

fiur unendlich abnehmendes Ax. Zur Vereinfachung der Aus-
drucksweise wird nun stets der besondere Hinweis darauf, dafB
ein Grenziibergang vorliegt, fortgelassen und hierfiir statt des

Hort, Differentiaigleichungen. 2
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Differenzzeichens A das Differentialzeichen d ein-
gefithrt. Man schreibt also kurz
_dF@)

und liest: f(x) ist der Differentialquotient von F ().

§ 8. Der Zusammenhang zwischen den Formeln des unbestimmten
Integrals und des Differentialquotienten.

Das unbestimmte Integral der Funktion f(z) lautete (§ 5)
Jt@ds=F@+cC (1)
Hier war die unbestimmte Konstante C beliebig wihlbar; sie

kann also auch = Null gesetzt werden.
Dagegen lautete der Differentialquotient der Funktion F(r)

fay =271 (@)

dx
Diese beiden Formeln stehen zueinander in der Beziehung der
Umkehrung. Man erkennt dies, wenn man an der Formel (2)
die durch Formel (1) angedeuteten Operationen vornimmt.
Zunichst folgt noch Multiplikation mit dz

f(x)dx=-d1;%-dx=dﬁ'(x) (3)

Nunmehr ergibt die Integration

[t@de = [dF @) = F @)+ C )
nach Formel (1). Das Integralzeichen [ und das Differential-
zeichen d heben also einander auf.

Ebenso gilt der Satz: Ist f(x) der Differential-
quotient einer Funktion F(z), so ist F(z)+ C das
unbestimmte Integral der Funktion f(z).

Auf Grund dieses Satzes kann man indirekt unbestimmte
Integrale

F@)+C
ermitteln, indem man zundchst die Differentialquotienten ge-
gebener Funktionen F (z) bestimmt. Der im § 7 an der Funktion
ax™ geschilderte Grenziibergang zwecks Gewinnung des Diffe-
rentialquotienten ist nédmlich stets leichter auszufithren als
die Summation in § 6 zwecks Gewinnung des Integrals.
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§ 9. Geometrische Betrachtungen iiber das Wesen des Differential-
quotienten und Anwendungen.

1. Wir greifen zuriick auf die Definition des Differenzen-

quotienten A_y_ P+ Az)—F (@)
Az Az
und betrachten neben-
stehende Figur 15, in
welcher die Funktion F(x)
als Kurve
y = F)
aufgezeichnet ist.  Der
Punkt (z/y) ist mit 1 mar-
kiert, wihrend der Punkt
(x + Awxfy + Ay) mit der
Ziffer 2 bezeichnet ist. Un-

>

Fig. 15. Der Differenzenquotient ist gleich

mittelbar aus der Figur er-  dem Richtungstangens der Sekante.
gibt sich, daB der Diffe-

renzenquotient —Z‘—Zgleichist demTangensdes Neigungs-
winkels der die Punkte 1 und 2 verbindenden Sekante
gegen die x-Achse j—z = tg ¢. Wir driicken uns kiirzer

aus, wenn wir sagen: Der Differenzenquotient ist gleich dem
Richtungstangens der Sekante.
Fithren wir nun den Grenziibergang

Ay

lim ——

dz=0 Az
aus, so heiBt dies am Bilde der Kurve verfolgt nichts anderes,
als daB der Punkt 2 mit abnehmendem Ax immer mehr zum
Punkte 1 hinwandert. Die Sekante 1—2 fithrt hierbei eine
Drehung um den Punkt 1 aus, bis sie schlieBlich beim Zusammen-
fallen der Punkte 1—2 zur Tangente wird (s. Fig. 16). In diesem
Augenblick ist aber auch der Grenziibergang vollendet, der
Differenzenquotient ist in den Differentialquotienten itber-
gegangen und dy Ay
29 = lim =%

x dz—04%

2‘
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geworden. Hieraus aber ergibt sich sofort, daf der Differential-
quotient auch dem Tangens des Neigungswinkels der Tangente
sein muf dy

%=tg'5

Wir sagen: Der Differentialquotient ist gleich dem
Richtungstangens der Kurve. Hierbei liegt die Auf-
fassung zugrunde, daf Kurve und Tangente im Berithrungs-

punkte die gleiche Richtung
V_ haben.

Ly

Fig. 16. Beim Ubergang des Differenzen- Fig. 17. Wenn der Differential-
quotienten in den Differentialquotienten quotient mit wachsendem = von
geht die Sekante in die Tangente negativen Werten durch Null zu
iiber. positiven Werten iibergeht, liegt

ein Minimum vor.

Wir benutzen die soeben festgestellte geometrische Deutung
des Differentialquotienten zur erneuten Behandlung des schon
frither gewonnenen Satzes iiber die Maxima und Minima. Die
inder Figur 15 gezeichnete Kurve F(x) ist gleichbedeutend mit
der Summationskurve CC Fig. 9, wihrend die dort gezeichnete
Grundkurve 44 nichts anderes ist als die graphische Auftragung
des Differentialquotienten. ~Wir sehen, daB iiberall, wo der
Differentialquotient = Null wird, die Kurve y — F () eine ho-
rizontale Tangente haben muB, da bei horizontalen Tangenten
der Richtungstangens = Null wird.

Ferner erkennen wir auch die Bedingung dafiir, daB ein
Minimum oder Maximum vorliegt. In der Fig. 17 gehen wir
mit wachsender Abszisse z von dem Kurvenpunkte 1 zu 2 und 3.
In 1 ist der Richtungstangens negativ, weil 7 groBer als 7/2 ist;
in 3 haben wir dagegen einen positiven Richtungstangens.
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Liegt dagegen ein Maximum vor, dann geht der Richtungs-
tangens der Kurve und damit der Differentialquotient von
positiven Werten durch Null zu negativen Werten iiber (Fig. 18).

¥

N
i .

Fig. 18. Wenn der Differentialquotient mit wachsendem « von positiven zu
negativen Werten iibergeht, liegt ein Maximum vor.

g

=f1Z)

N
X\ s .

Za\

Fig. 19. Zwischen zwei Nullpunkten der Funktion F(z) liegt mindestens ein
Nullpunkt des Differentialquotienten F’(x) (Satz v. Rolle).

Fallit man die beiden letzten Figuren gemeinsam ins Auge,
so ergibt sich: Mit wachsendem z nimmt F(x) zu (die
Kurve steigt), solange der Differentialquotient
dy ..

%posnuv ist.
Mit wachsendemanimmt F(x)ab(dieKurve fallt),

d
solange der Differentialquotient?l%nega.tiv ist.
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2. Wir betrachten jetzt eine Kurve y = F(z), die die Ab-
szissenachse in den beiden Punkten 4 und B schneidet. Aus
der Figur 19 ergibt sich ohne weiteres, dal zwischen diesen
beiden Punkten die Kurve mindestens einmal horizontale Richtung
dF(x)

dx
verschwindet, so ergibt sich der Satz: Zwischen zwei Null-
punkten einer Funktion F(x) liegt mindestens ein
dF (x)

de °

Dieser Satz dient bei der Auflésung von Gleichungen dazu,
deren Wurzeln zu trennen.

haben mufl. Da in diesen Punkten der Differentialquotient

Nullpunkt des Differentialquotienten

Ist z. B. die Gleichung dritten Grades

¥
y = —x% + 6,6 22—13,2 x + 7,6 = 0
gegeben, so findet man nach Differen-
tiation aus der Gleichung
d
Y 3424 1322—132 =0
dz
k4
.7 o
¥
D
N
A
e
>
I[«—a. A
' 2
| b o
Fig. 20. Anwendung des Fig. 21. Der Mittelwertsatz.
Satzes von Rolle.
zwei Werte 2, = 1,53
und x, = 2,87,

welche ein Minimum und ein Maximum bestimmen. Die Null-
punkte der Funktion y selbst sind

z = 1,0; 2,3; 3,3;
x, liegt also zwischen den Werten 2,3 und 3,3 (Fig. 20).
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3. Wir betrachten jetzt zwei Funktionswerte F(b) und F(a),
die wir durch die entsprechenden Kurvenpunkte 4, B repriisentiert
denken (Fig. 21). Zieht man die Sekante 4B, so gilt
_FH)—F(a)

B b—a '

Nun ist aus der Figur offensichtlich, da8 man an das Kurven-

stiick 4 B mindestens eine zur Sekante parallele Tangente legen

kann, und zwar im Punkte [#,/F (z;)]. In diesem Punkte gilt:
flan = F g = -0 =700

Setzt man hierb —a = hundx; = a + %h, wo 0 < & <1, so

folgt:

tgo

Fla + h)y—F(a) = hF'(a + Sh).

Diese Formel heiBt der Mittelwertsatz, der fiir Inter- und
Extrapolationen mit Vorteil benutzt wird.

§ 10. Geometrische Betrachtungen iiber das Wesen
der Integralkurve.

Wir entschlieBen uns, die Kurve CC,C,C der Figur 9 die
Integralkurve zur Kurve der Funktion ¥ = f(z) zu nennen.
Abgesehen von der un-

. k4
bestimmten Integra- 1
tionskonstanten ist dann N\¢
die Gleichung der Inte-
gralkurve

c 4L
y = F) = [[(z)dx. ~ ]
(Fig. 22). I
Ziehen wir an die &
Integralkurve CC in T —7
. . T b7
einem Punkte A die

Tangente AT, so gilt fiir Tig. 22. Geometrische Eigenschaft der
den Richtungstangens: Integralkurve.

dF (x)
== =@,
Trigt man andererseits von dem zu A gehorigen Abszissen-
achsenpunkte P die Langeneinheit = PT,, ab, so ist die Ver-
bindungslinie 7',4, parallel zu T A4.

A/ Jpz

BN
8

tg a
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Aus diesen geometrischen Tatsachen ergibt sich ein einfaches
Verfahren, aus der gegebenen Differentialkurve

y=1@
die Integralkurve
y = F(x)
angendhert herzustellen:
)T
¢ ¢"/i}? 5’”{,
3" 5!” ”
2 {M
7 \(pw
7
3
i
A Ay 6 [ gler g 1
sV 2 3 z
7
& %
Fig. 23. Konstruktion der Integralkurve.
g
¢ 5
AT 1T

N

\l\\ g

Fig. 24. Die Integralkurve als Seileck.

Man teilt das Integrationsintervall AB (Fig. 23) in eine
Anzahl am besten gleicher Teile (hier 9). Die durch die Teil-

punkte 1..... 10 gezogenen Ordinaten bestimmen auf der Kurve
y = f(x) die Punkte 1’
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Von den Punkten 1—10 trigt man die Léngenheit auf der
2-Achse wie gezeichnet ab, wodurch die Punkte 1'—10" erhalten
werden.

Zieht man jetzt zu den Verbindungslinien 1’ 1'...... 10" 10’
Parallele 1'"'—10"", so, dafl die aufeinanderfolgenden Parallelen
sich auf den Mittellinien der Trapeze 12—23.......... 910
schneiden, so ist der Linienzug 1...... 10" niherungsweise
die Integralkurve y = F(x)
zu y = f@

Dieser Linienzug ist nichts anderes als ein mit dem Polabstand
1 gezeichnetes Seileck, dessen Kréfteplan erhalten wird, indem
man die Differentiallinie auf die y-Achse projiziert. Vgl. Fig. 24.

A
¥ J

{ 4 _AZ:&“’“ A
NT
7 \Ay
/|

A

L <7
/D

BN

—

4
B
Y

Fig. 25. Prinzip des Integraphen. Fig.26. Die Rolle als wesentliches Element
des Integraphen.

§ 11. Die mechanische Herstellung der Integralkurve mittels
des Integraphen von Abdank-Abakanowicz.

Den in § 10 behandelten Zusammenhang zwischen der Integral-
kurve und der Differenzialkurve hat Abdank-Abakanowicz
1882 zur Grundlage fiir die Konstruktion eines Instrumentes zum
Aufzeichnen der Integralkurve gemacht.

Es handelt sich darum, eine kinematische Vorrichtung zu
finden, vermoge deren ein Punkt 4 mit einem Punkte A4,, der eine
Kurve D durchlduft, derart verkniipft ist, daB er eine Kurve J
so beschreibt, dall deren Tangente in A parallel zur Richtlinie
AT, ist (Fig. 25).
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Das wichtigste Element dieser Vorrichtung ist die scharf-
kantige Rolle (Fig.26), deren auf der Zeichenebene senkrechte
Ebene stets parallel der
mmi Richtlinie 7,4, gehalten
r : wird. Sie beschreibt dann
die Integralkurve.
= Nach vielen Zwischen-
I konstruktionennach diesem
| Prinzip, die durchdie Firma
: Coradi in Ziirich geschaffen
| worden sind, liegt heute der
| Integraph in der nach-
I
|
|
|

stehend beschriebenenForm
vor (Fig. 27)3).
Die Differentialkurve
o z D wird von dem Fahrpunkt
K% A4, durchlaufen.  Dieser
4 . ist angebracht an dem
J Wagen W, der auf einer
! Stange L des Instrument-
Z A rahmens in Richtung der
Ordinatenachse verschieb-
lich ist. Der Rahmen kann
sich vermoge der Tragrollen
R Rin Richtung der z-Achse
bewegen. Jeder Punkt des
Wagens W durchliuft die
m » Differentialkurve, wenn A,
sie durchléuft.
Fig. 27. Der Integraph von Um eine, hier aber
. Abakanowicz-Coradi. nicht notwendig durch 4,
gehende, zur Zeichenebene
senkrechte Achse ist das Richtlineal M drehbar angeordnet.
Dieses Lineal gleitet in einer Fithrungshiilse ¢, die sich
um eine ebenfalls zur Zeichenebene senkrechte Achse 7',
dreht. Der horizontal gemessene Abstand der Punkte 7' und A4, ist
gleich der Einheit des Zeichenmalistabes und kann an den aus-
gefithrten Instrumenten durch Einstellung verindert werden
Dieser Abstand heit die Basis des Apparates.
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Die Richtung des Richtlineals wird nun von der auf diesem

verschiebbaren Hiilse W,
(in Wirklichkeit als Wagen
ausgebildet, der auf dem
Richtlineal rollt) mittels
des Parallelogramms pp
der Integrierrolle 4 mitge-
teilt, deren Ebene sich um
eine von dem Integrier-
wagen W, getragene senk-
rechte Achse drehen kann.

Der Berithrungspunkt
von A mit der Zeichenebene
beschreibt die Integral-
kurve J.

Bei den ausgefithrten
Instrumenten ist mit dem
Wagen W ein Fahrstift
A,’ und mit dem Integrier-
wagen eine Ziehfeder A4’
verbunden, deren Schreib-
richtung der Rollenrich-
tung stets parallel ge-
halten wird.

§ 12. Instrumente zur
mechanischen Herstellung
spezieller bestimmter Inte-

grale: Flichen- und

Momentenplanimeter4).

In der Technik sind
besonders diesjenigen be-
stimmten Integrale von

Wichtigkeit, welche
Flacheninhalte oder Mo-
mente darstellen.

I. Der Flacheninhalt
eines gegebenen Kurven-

Fig. 28. Der Integraph von Abakanowicz-Coradi.
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zuges y = f(x) findet sich als bestimmtes Integral

wenn die Figur durch ein
Kurvenstiick, die x-Achse
und die Ordinaten durch A
und C begrenzt ist (Fig. 29).
Eine Befahrung der Kurve
A BC mit dem Integraphen
liefert die Integralkurve A’
B’ (', deren Endordinate
b = O’ C,’' gleich dem Flichen-
inhalt

a

F=[fw)dz (1)

0

ist.

II. Die Elemente dy, von
C' O, entsprechen den Ele-
menten ydx von F. Durch
Multiplikation der Elemente
dy; mit @ — z erhalt man die
Elemente

; (@—2x)dy, = (@ —2x)ydx
Fig. 29. Ermittlung von Flicheninhalten
und statischen Momenten.

der Fliche F;, die als Integral
gefunden wird:

b a
Fy = [la—2)dy, =[(a—2)y da. @)
0 0

Dies letztere ist aber nichts anderes als das statische Mo-
ment der Fliche F in bezug auf die C-Achse. Uberfahrt man die
Kurve A’ B’ (" mit dem Integraphen, so so wird 4" B” C"
die zweite Integralkurve zu A4 B C und ihre Endordinate
¢ = (" 0" liefert das statische Moment von F in bezug auf die
C-Achse.
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In analoger Weise wird:

b

a
F,=|xdy, =|zyda (3)

0 0

das statische Moment von F in bezug auf die 4Y-Achse. Soll
das statische Moment in bezug auf eine beliebige zwischen 4 Y
und O; 0" gelegene Achse E E bestimmt werden, so hat man

nur die Differenz der

beiden schraffierten
Flachen 1 und II zu
bilden.

III. Fir das Fol-
gende ist zunichst eine
Zwischenbetrachtung

erforderlich.

In der Figur 30
sei 4, B, C, die Integral-
kurve zu 4 BC. Dann
ist, wie wir wissen, die
Endordinate €, O
gleich dem Flachenin-
bhalt von A B C D.
Jeder Elementarstreifen
ydx von A BCD ent-
spricht einem Strecken-
element dy, von C, Cy,
welches gefunden wird,
indem man dx zun#chst
rechtwinklig auf die In-
tegralkurve und von da
auf die C-Achse proji-
ziert.

Cr

X
2y,

*
dy;

RN

AR

Q)
ay

YR

A

A z

a —

Fig. 30. Ermittlung der Tragheits-
momente.

Nun kann man aber die Fliche A4 B C D, statt aus verti-
kalen Elementen y dz, auch aus horizontalen Elementen (a — x) dy
zusammengesetzt denken. Welches sind nun die Streckenelemente
von O, 0y, welche den Streifen (¢ —x) dy entsprechen?

Wir werden beweisen, daf man die Streckenelemente di,
erhalt durch rechtwinklige Projektion von dy auf die Integral-
kurve (siehe Figur) und Herstellung der beiden Tangenten in
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den Endpunkten des so erhaltenen Integralkurvenelementes ds .
Die Tangenten schneiden die C-Achse in D; und E,; die Strecke
D, E, ist das gesuchte Element dys,.

Zum Beweise betrachten wir das Dreieck B, D, E,, in welchem
wir zuniichst die beiden Winkel do und » bestimmen. Aus der
geometrischen Eigenschaft der Integralkurve (§ 10) ergibt sich:

do = arccot y — arccot (y + dy)

d arccot 1
== W=y @
und
v = arccot y. (5)
Ferner findet man die Seite B, E, des Dreiecks B, D, E,:
BE =_""% |
sin arccot y

"Fir das Dreieck gilt jetzt die Proportion:
B, E, :dy, = sinv : sindo
oder nach dy, aufgelost:
o—2x 1

= . dy.
sinZarccoty 1 4 y?2 Y ()

dy,
Nach einer bekannten Formel®) ist aber

(7)

arccot y = arcsin

Y1492
Mithin
. _
sin? arccot y 1¥
und
dy, = (a —=) dy. (8)

Hiermit ist bewiesen, daB das nach der obigen Vorschrift
gefundene dy, gleich dem horizontalen Flichenelement (@ — x) dy
ist.

IV. Kehren wir jetzt zur Figur 29 zuriick, so finden wir,
daB sich die Fliache A" B C" C)” der zweiten Integralkurve
aus dreieckigen Elementen zusammensetzt, deren einzelnes den

Wert hat:

1
53 (a—=z)dy, =
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Die gesamte Flache wird demnach

%f(a—x)zydx.
0

1
Dies ist aber nichts anderes als das halbe Tragheitsmoment g J

der Fliche 4 B C C, in bezug auf die C-Achse.

]

1 N
oo

2l g L

Fig. 31. Eigenschaft der gleitenden Rolle.

|
|

Das Tragheitsmoment in bezug auf die Achse 4 Y ergibt sich
analog als doppelter Inhalt der Flache A" C"" T', wo C'' T Tangente
an die Kurve 4" B (" in C" ist. Fiir eine beliebige Achse £ E
innerhalb @ wird das Trigheitsmoment gleich dem doppelten
Inhalt der horizontal schraffierten Fliche; fiir Achsen auBlerhalb a
kommen die punktierten Stiicke zu A" B C" (,” bzw. zu
A" B C" T hinzu.

V. Neben dem Integraphen gibt es noch einfachere Instru-
mente, welche gestatten, die Fliche, das statische Moment und
das Tragheitsmoment einer gegebenen Figur zu bestimmen: die
Planimeter.

Die Flachenplanimeter beruhen auf den Eigen-
schaften der gleitenden Rolle.

Wird eine Rolle R (Fig. 31) mit glattem Rand auf einer Kurve C,
lings des kleinen Elementes ds, die Unterlage in P beriihrend,
so gefithrt, dafl ihre Achse 4 A mit C den Winkel ¢ bildet, so
kann man diese Bewegung offenbar auch dadurch hervorbringen,
dal man zunichst die Rolle in Richtung ihrer Achse um das
Element d# und dann senkrecht zur Achse um das Element dg
bewegt. Offenbar hat nur die letztere Bewegung eine Drehung
der Rolle zur Folge, und zwar dreht sich die Rolle um den Winkel
dy. Es ist (siehe Figur)

rdy = dssina. (10)



32 Einleitung.

Ein Planimeter, welchesidie gleitende Rolle benutzt, besteht
aus einer Stange 4 B von der Lingel, die in der Entfernung a auf
der Verlingerung iiber B hinaus die Rolle R trigt (Fig. 32).

Fig. 32. Planimeter mit Fig. 33. Ableitung der Plani-
gleitender Rolle. metergrundformel.

Dieses Instrument wird so benutzt, dal man den als Fahr-
stift ausgebildeten Punkt A4 die zu planimetrierende Kurve C
durchlaufen 1aft, wihrend B gezwungen ist, auf einer gegebenen,
zunichst beliebigen ,,Leit“-Kurve ¢’ zu bleiben. Man sieht an
der Figur, daBl 4 B eine Fliache beschreibt, die doppelt iiberdeckt
ist, soweit nicht das von C umschlossene Areal in Frage kommt.
Der doppelt iiberdeckte Teil ist aber gleich Null zu setzen, weil
jedes Element desselben positiv und negativ beschrieben wird.
Die von A B beschriebene Flache ist also nichts anderes als der
Inhalt der Kurve C.

Wir betrachten nun eine Elementarverschiebung von 4 B R
nach 4’ B’ B’ und berechnen das hierbei von 4 B beschriebene
Flachenelement 4 A’ B'B = dF. Es ist (Fig. 33)

2
dF =ldssina —i——l2~d(p (11)
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d. h. gleich dem Parallelogramm 4 A4, B’ B + Dreieck 4; A" B'.
Inzwischen hat die Rolle R das Wegelement do beschrieben,
welches mit ds durch die Beziehung zusammenhéngt:

dssina = dosina’ + a de. (12)
Dies fiihrt man in die Gleichung fiir d¥ ein und erhalt:

2
dF:ldo'sina’—}—(a,l—}—l?)d(p. (13)
Hier ist aber do sina’ nichts c
anderes als die zugehorige Be- A

wegung eines Randpunktes der
Rolle = rdy, so dal sich ergibt

dF:lrdx—l—(al—k%)dqo. (14) o

Beginnt man nun die Um-
fahrung mit den Anfangswerten
%o und o, so wird man im allge-
meinen nach Beendigung der Um- Fig. 34. Ganz umschlossene
fahrung der Figur an der Rolle den Leitkurve.
Winkel y, ablesen, wahrend die
Anfangslage ¢, der Stange A B wieder dieselbe ist.  Der
Flacheninhalt ist dann

F = 1Ir (s — x0)- (15)
UmschlieBt jedoch die umfahrene Kurve C die Leitkurve ¢’
ganz (Fig. 34), so wird ¢; = ¢y + 277 und

l2
F=lr<xl~xo>+(a1+7)zn (16)

welche GréBe gleich dem zwischen € und ¢’ enthaltenen Areal
ist. Soll der Inhalt F, von C selbst gefunden werden, so ist noch
F,' hinzuzuzéhlen:

12
nglr(xl—-xo)—i—(al—{—?>2n—[—Fcr. (17)

Die am meisten verwendete ausgefiihrte Planimeterform ist das
Polarplanimeter (Fig. 35), bei welchem die Leit-Kurve ¢ ein Kreis
ist. Der Kreis wird hergestellt, indem man B durch den Polararm
P B an den auf der Zeichenebene festliegenden Pol P heftet.

Hort, Differentialgleichungen. 3
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Die Figur 36 gibt das Kompensationsplanimeter der Firma
Coradi-Ziirich wieder.

V1. Planimeter, die als Leitkurve die gerade Linie benutzen,
heilen Linearplanimeter.

Fig. 35. Polarplanimeter.

Die geradlinige Bewegung von B wird hergestellt, indem B
auf dem Gestell eines Wagens angebracht wird, der mit breiten
geriffelten Rédern L L parallel mit sich selbst und geradlinig
auf der Zeichenebene rollt (Fig. 37).

Vielfach verzichtet man darauf, die Rolle R die Zeichenebene
berithren zu lassen. In diesem Falle ordnet man besondere Flichen
an, in Beriihrung mit denen die Zshlrolle ihre Bewegung ausfiihrt.
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Typisch fiir diese Art von Instrumenten ist das Kugelroll-
planimeter von Coradi (Fig. 38).

Fig. 37. Linearplanimeter.

a
:‘T)dx%-/?—f

B N

Fig. 38. Kugelrollplanimeter von Coradi.

Die Grundform Fig. 37 ist beibehalten. Das Wagengestell

B B rollt vermittels der geriffelten Riader R’ R’ auf der Zeichen-

ebene. Durchlauft der Fahrstift das Kurvenelement ds’, so roll

der Wagen um das MaB ds vorwirts. Dabei drehen sich die Réder
3%
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(die durch eine in Spitzen gelagerte Achse verbunden sind) um den

ds
Winkel d§ = T Auf der Achse sitzt ein gezahntes Rad R,

welches seine Drehung d9 durch den Trieb P auf das Kugel-
segment K vom Radius a iibertrigt. Dieses durchlauft infolge-

R
dessen den Winkel dy = Td{}. Mit K in Kontakt steht der Zy-

linder ¢ des MeBapparates, auf den sich die Drehung von K
iibertrigt nach MafBgabe des Winkels a, den der Fahrarm
mit der Fahrtrichtung des Wagens bildet. Bezeichnet dy den
Drehwinkel des Zylinders ¢, so hat man nach der Figur 38:

asina R

dp=—p 7% (18)
ds
und nach Einfiihrung von d& = A
. R a
dy =sin ads ®or
Aus dieser Gleichung leitet man ab
. Ror
sin ads = Ra 0% (19)

welchen Ausdruck man in die allgemeine Planimeterformel (11)

einfiihrt: asina

Rorl

oF = Ra

12
dy + ?dfp (20)
woraus sich nach Integration und bei Riickkehr zu der anfing-
lichen Lage des Fahrarmes ergibt

Rorl
F‘= Ra (X1 — %o)- (21)

s e r
Ra
die Ablesung des Mefridchens. Fig. 39 gibt eine Ansicht des
ausgefiithrten Instrumentes.

VII. Zur Ermittlung von statischen und Tragheitsmomenten
geht man von folgender Betrachtung aus.

Hier ist

eine Instrument - Konstante und y; — ¥,
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Es gilt (Fig. 40) fir das statische Moment in bezug auf die

x-Achse:
1 1 .
Mzz—gfwdx:?fl%m?adx (22)

Fig. 40. Grundlage der Integratoren.

und fiir das Tragheitsmoment ®)

1 1
J¢=?f?/3dx :gfl3sin3adx (23)
Setzt man in (22)
sinza——l——isin i 2
B T (24)

so wird f \
M dx —sin (———2a> da:J'- (25)
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Betrachtet man hier I als Fahrarm eines Planimeters mit
gleitender Rolle, so wird f dx nach Umfahrung der Figur (Riick-

kehr zur Anfangslage des Armes) = Null, wahrend in dem iibrig
bleibenden Ausdruck

M= —2 [ (®
7 = 7 | sin ?—2a dx (26)

das Integral die Winkelbewegung einer Rolle darstellt, deren

Drehachse dauernd um das MaB % — 2 o zur x-Achse geneigt ist.

Fig. 41. Momenten-Integrator.

Bringt man mit dem Fahrarm B A = [ eine gleitende Rolle,
r
etwa durch ein Zahnriderpaar der Radien r und > nach der

Figur 42 in Verbindung, so registriert die Rolle das Integral

fsin <% —2a> de = 7," — %", (27)

wo y,” — x,” die MeBradchen-Ablesung ist, und liefert somit
nach Formel (26) abgesehen vom Vorzeichen das statische Moment.
Das Trigheitsmoment

3
Jy = %fsinsadx (28)
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entwickeln wir in:

3 3 . sin 3 a
Jx——?f<-4—81na——4—)dx
A . .
:T2—<3 sin g dx — sm3adx>.

fsin adr =y, —y,
die Ablesung einer Mefirolle, deren Drehachse mit dem Fahrarm
parallel bleibt (¥ig. 42) (daher dem Flacheninhalt proportional),
wahrend

Hier ist

fsin Sadr =" — 5"

Fig. 42. Flichen- und Momenten- Fig. 43. Kugelroll-Integrator.
Integrator.

die Ablesung einer Mefirolle ist, deren Achse standig den Winkel 3 a
mit dem Fahrarm einschliet. Einen derartigen Zusammenhang
zwischen Fahrarm und MeBrollenbewegung kann man durch

1
ein Zahnrader-Paar Z, Z, der Radien r und 57 nach Fig. 42

herstellen. Natiirlich mufl ebenso wie bei Fig. 41 dafiir gesorgt
werden, daf3 die Achsen der Zahnrider, die senkrecht zur Zeichen-
ebene stehen, wihrend der Integration in einer zur x-Achse
senkrechten Ebene verbleiben.
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Statt nun die Mefirollen auf dem Papier gleiten zu lassen,

hat Hele-Shaw sie auf einer Kugel K gleitend angeordnet
(Fig. 43).

piiq
—==
II\ Vo) v
ii\ “““li?
7

727

/A !
N |
A o ./:‘7>_2(x, ‘
‘/I!I;IT 4 1) Z_L_..
\\% | & | ¢
Ne
/./-/ .\‘\ —_
) —
Y N
| T } [t
; Viges < st A7 A e
\‘ 11: ! - /,/ﬁreﬁ”” g ,’0501{'//0/7
\ \qre / sin %
AN /,/' T —
T
S
TzarAlt /jﬂ -
1
2,
%,
e
WG,

Fig. 44. Integrator fir Flichen, statische und Trigheitsmomente
nach Hele-Shaw.

Die Fortschreitung da des Fahrstiftes wird durch die Rolle B
auf die Kugel K iibertragen und liefert eine Drehung dieser:
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Fig. 45. Ausfiihrung des Hele-Shaw Integrators durch Coradi.
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dax
d¥ = —
% R,
und damit eine Mefirollendrehung

dz
dy =—— R si
2 R, sin a
= dzsina
bzw. nach Integration:

21— %o =fdxsina
Fiir die Integrale

fsin3ad:v und fsin (%—2(1) dx

148t sich das Prinzip der Rollkugel in der gleichen Weise anwenden.
Zur Gewinnung der Integrale

fsinadx

fsin (i;—-2a>dx
fsin3adm

wiirden also 3 Planimeter erforderlich sein, die man in einem ein
zigen Instrument vereinigen kann.

Ein solches Instrument, welches aus einer einzigen Um-
fahrung den Flicheninhalt, das statische Moment und das Trig-
heitsmoment liefert, kann sowohl mit Rollen, die auf der Zeichen-
ebene direkt gleiten, wie auch nach dem Rollkugelprinzip ausge-
filhrt sein.

Fig. 44 zeigt Grund und AufriB des Integrators nach H. S.
Hele-Shaw. Das Instrument wird nach Fig. 45 von Coradi,
Ziirich ausgefiihrt.

§ 13. Allgemeine Regeln fiir die Durchfiihrung von Differentia-
_ tionen.

1. Wie gestaltet sich der Grenziibergang :

dy _ dF (@) _ lim F(x+ Ax) —F (x)
dx dx Az =0 Az :
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wenn F(z) einer Konstanten C gleich ist? Wir erhalten:
dy AC c—

c
dy 426 ., Y70 g
dz Az apep Az A;:n=l(?
= 0.

Ergebnis: Der Differentialquotient einer Kon-
stanten ist Null
2. F(z) sei eine Summe von zwei Funktionen:
F@) = p@) +y@)
Bildung des Differenzenquotienten:

dy AF(@) _gt+do)+y@+ da)— @ @) —y ()

Az~ Az Az
_petdn—e@) | yetdn)—y@)
o Az Ax '
Ubergang zum Differentialquotienten :
dy _ dlp@) +v @) _
dx dx
e [Pt A0 —9@)  y@E+dr)—y (@)
- jfﬂo [ A2 + Az
_do(@ | dy ()
= Tde 7 dw

jﬁlrgebnis: Der Differentialquotient einer Summe
von Funktionen ist gleich der Summe der Differential-
quotienten der einzelnen Funktionen.
3. F(z) sei ein Produkt von zwei Funktionen:
y = F@) = o@)  yp
Bildung des Differenzen-Quotienten :
Ay AF@) _ ge@+de)yp@+ da)—¢(2)-y (@)
Az Az Az '
Wir subtrahieren und addieren im Zihler
p@)y( + A2)

und erhalten:
Ag_ww+A@~¢mww+Am+
Ax Az
@ (2)[y (x + Adx) —vy ()]
Ax '
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Fithren wir jetzt den Grenziibergang lim aus, so ergibt sich:

dz =o0

i Pt Adz)—pz  de (@)

dz=0 Ax dx

lim (e + Az) =y (2)

dx=0

i YA v Ay

dz =0 Az dz
und als Gesamtresultat:

dy do () dyp ()

Gr V@) g T e@) —5

d. h. der Differentialquotient des Produktes zweier
Funktionen wird erhalten, indem man jede Funktion
mit dem Differentialquotienten der anderen multi-
pliziert und die erhaltenen beiden Produkte addiert.

4. F(x) sei der Quotient zweier Funktionen
_ 9@

¥ (@)
Nach Bildung des Differenzenquotienten:

P+ Adz) @ (z)
dy _AF@) _ ye+dy) @)

Ax Az Az
und kreuzweiser Multiplikation findet sich:
@+ dz) v __w(x—}—Ax)

y=F(z)

AF (%) Ax (@) Az (@)
Ax y@+ dz)-p (x + Ax)
Nach Subtraktion und Addition von:
@ (2)y (2)
Az

im Zahler kommt:

¢ (x4 dz)— g (2) Y@+ dz) —y (2)
AF () _ Ax ¥ @) — Ax ¢ ()

Ax W@+ Adx)y (v)
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Beim Grenziibergang erhilt man dann:

@ (x) do (2) dy (x)
de ~ dx P2 (2)

In Worten: Der Differentialquotient des Quotienten
zweier Funktionen wird erhalten durch die Operation:
Nenner mal Diff.-Qu. des Zihlers minus Zihler mal
Diff.-Qu. des Nenners, das Ganze dividiert durch das
Quadrat des Nenners.

5. F(x) sei die Funktion einer Funktion ¢(x)
y = Fle).
Nach Bildung des Differenzenquotienten:
Ay _ Flp @+ Az)—Fp @]
Az Ax )
Folgt Multiplikation mit:
¢ @+ 42) —¢ (@)
¢+ de)—g¢ (@)

und ergibt:
Ay  Flo@E+ Az —Flp@)] ¢ @+ dz)—¢ (@)
Az @@+ dr)— g (2) Az '

Setzen wir jetzt im ersten Quotienten:
p@) = 2
so wird:
P+ Az) = z+ Adz; p(z + Az) — @) = Az
Flp(x + A2)) = Flz + 4z]; Flp)] = Flz]
und
A_y: Flz + Az]—F (2) ) @+ Adz) — @ (2)
Az Az Az
und nach Vornahme des Grenziiberganges ergibt sich
dy  dF(z) dz
de  dz dwx
Auf eine Einkleidung der Regel in Worte verzichten wir, da

die Ausdrucksweise zu umstindlich wiirde und geben lieber einige
Beispiele.
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a) y = Flo@)] = [a+ ba"P
y = Fi) =2%2= ¢ = a4 ba™
dFd:z) =322 = 3[a+ bamp
dz
— = —1
e = mbam

dy_dF(z) dz_ .
G5 = dr de — 3mbletbanpean—i,

b) y = Flp@)] = Ja+p=
1

y = F@) = Iz = 2’52 = @) = a+ px

dF (z) h,l_z—%: 1 dz _p
dz 2 2]/?{_{_ Bz ' dx
dy dF(z) dz B

de  dz dz S TEN
6. Differentiation der inversen Funktion. Aus y = F(x)
folge durch Auflésung
z = Dy
Die Differenzenquotienten sind:
Ay AF(x) F@x+ Adx)—F (x)

Az Az Ax
und
de  ADy) Py+ A4y —D )
Ay Ay Ay ’
Durch Multiplikation der beiden Gleichungen folgt:
Ay A4z F@etdn—F@) O+ 4y + Py)
Az Ay Ax Ay

und nach Ubergang zur Grenze
_ dF(x) dD(y)

1 dx dy
oder
dF(z) 1
dr  dD(y)’

dy
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In Worten: Das Produkt der Differenzialquotienten
zweler zu einander inversen Funktionen ist = 1.

§ 14. Bestimmung des Differentialquotienten der einfachen
Funktionen.

1. Differentiation der Sinusfunktion y = sinx.

ﬂ: dsin x " lim sin (x + Az) —sinw _
dx dx dz—o Az
. sinzcos Az + cosxsin Ax —sinx (1)
= lim
dz=o0 Az
Hier wird mit abnehmendem Az lim cos Az = 1, mithin
ist lim (sin # cos Az —sinz) = 0. Es bleibt tibrig:
ﬂ: lim cosxSinAx
dx  4z—»0 Az

Hier wird jedoch mit abnehmendem Ax der Quotient
sin Ax

T = 1, so daB sich das endgiiltize Resultat ergibt:
dy dsin
ELI_I = -El-a‘:—‘ = + COos &.

2. In analoger Weise fithrt man die Differentiation der
Cosinusfunktion

Yy = Cos % (2)
durch. Es resultiert:
dy dcos .
de = d. = sinz
3. Differentiation der Tangensfunktion
y = tga. ()
Wir erhalten:
dy dtgz 1
de  dr ' costz’

4. Die Arcussinusfunktion
y = arcsinz. (4)
hat zum Differenzenquotienten
Ay aresin (x 4+ Ax) —arcsinz
Az Ax
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Nun folgt aus (4):
x = siny
sin(y +4dy) = « + Ax
Az = sin(y + Ay) —siny;

also ist Ay Ay
Az~ sin(y + Ay) —siny
. 1
sin(y + dy) —siny °
Ay
Die Ausfithrung des Grenziibergangs liefert
dy 1
dx ~ cosy
und wegen
cosy = J1 —sinty = J1 — a2
wird
dy  darcsinx 1
dx dx . V1 —22

5. Die Arcuscosinusfunktion

Y = arccos x. (5)
Da

7T .
arccos r = 5 arcsin &

ist, haben wir

dy d arcsin 1
dz T dz | ==
6. Die Arcustangensfunktion
y = arctg x. (6)
Wir bilden die inverse Funktion
= tgy
und differenzieren: nach (3)
dx 1
dy  costy
sin®y 1 1
cos*y = tg?y = 14 tg%y - 1+ a2
dx
——=1+2%

dy
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also
dy  darctgz 1
de = dr  14a2’
7. Die logarithmische Funktion
y =lg= Y

Nach Bildung der Differenzen-Quotienten
Ay lg@+ dz)—Igz
Az Az
und folgender Umformung

P Ig<1 +ﬂ>

X

Az Ax

Az
kann man mit —— multiplizieren, wenn man zugleich den
x

Ax x
Klammerausdruck (1 + T) Zur 1z ten Potenz erhebt:

z

o (1 Az\ 4=
_&_Axg +7

Ax Tz Ax

z

1 Az\ 4z

Beim Grenziibergang haben wir

dy dlga . 1 Ax\ 4=
e~ da _Al,}’fo?lg<1+7) ‘

Der Grenzwert

Az\ 4z
lim (1 + _x)
dz=0 T

ist aber = e, der Basis der natiirlichen Logarithmen 7), und wir

erhalten:
dlgz 1
o =z Ige.

Hort, Differentialgleichungen.
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Verstehen wir auch hier unter lg x den natiirlichen Log-
arithmus, so wird lge = 1 und

dlgz 1
de =z’
8. Die Exponentialfunktion
y = ¢ (8
lautet nach Inversion:
z = lgy.
Hieraus folgt:
dz. 1 1
dy y e
und
dy  der o
dxe  dx 7’

d. h. die Differentiation der Exponentialfunktion
liefert wieder die Exponentialfunktion.

§ 15. Zusammenstellung der Grundformeln der Differential-
rechnung.

1. Differentiation der Konstanten:

a0
iz = 0.
2. Diff. der Summe:
d d d
[qv(x)d:w(x)] _ q; y(;c) n 15 ;x) — ¢ @)+ ().
3. Diff. des Produkts:
d .
EOYOL _ 4@y @) + ¢ @ @

4. Diff. des Quotienten :

d( ¢ (2) )
YE) ) _y@)e @) —y
d ¥2 ()

’

@9 @)
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5. Diff. der Funktion einer Funktion :
dF@) . _4dF@) do@) _ ., ,
P [z—(P(x)]——dz— W—F(z)"l’(x)-

6. Die Differentialquotienten zu einander inverser Funk-
tionen ¢ (x) und f (x): liefern miteinander multipliziert

die Einheit:
¢ @) = 1.
7. Diff. der Potenz:
daam
=amam—1,
dx
8. Diff. der Sinusfunktion:
dsinz
Qg CosZ.
9. Diff. der Cosinusfunktion:
dcosz )
iz = sz
10. Diff. der Tangensfunktion:
dtgx 1
de  cos*z
11. Diff. der Cotangensfunktion:
dcot 1
dz  sintz
12. Diff. der Arcussinusfunktion:
d arcsin 1
&= e
13. Diff. der Arcuscosinusfunktion:
darccos 1
e " qil—=
14. Diff. der Arcustangensfunktion:
darctgz 1
dz 1+ a2’
15. Diff. der Arcuscotangensfunktion:
d arccot = 1
dx - 14 2«2

4%
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16. Diff. der Logarithmusfunktion:

dlige 1

dx xz
17. Diff. der Exponentialfunktion:

der

dx

II. Differentialgleichungen erster Ordnung.

§ 16. Differentialquotient und Differentialgleichung.

Allgemein heif}t eine Gleichung zwischen Variabeln und ihren
ersten Differentialquotienten Differentialgleichung erster

d
Ordnung. Sind die Variabeln z, y, die Differentialquotienten d

ax
so lautet die Form der Differentialgleichung allgemein
dy
F<z, Y, E'x—> = 0. . (1)

Sehr einfache Differentialgleichungen dieser Art haben wir
bereits kennen gelernt. Jede unserer Differentiationsformeln in
§ 15 ist eine Differentialgleichung. Man erkennt dies sofort, wenn
man z. B. Formel (7) in § 15 folgendermaBen schreibt:

—J_ —1 :
- am ™ 0. (2)

Die ,,Losung* dieser Differentialgleichung verlangt diejenige
Funktion y von z anzugeben, deren erster Differentialquotient
= am x™-1 ist. Wir wissen, wie wir zu verfahren haben. Wir
schreiben

dy = am x™ldx
und integrieren:
y = C+ [amam1dy
y = C+ ax™

Hier ist die Integrationskonstante C' (die wir mit Riicksicht
auf die Lehren vom unbestimmten Integral hinzugefiigt haben)
bemerkenswert. Unbestimmte Integrationskonstanten
spielen bei der Losung von Differentialgleichungen eine wichtige
Rolle, wie wir noch sehen werden.

(3)
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Vorldufig merken wir an, da eine ,Integralgleichung*
y = C + aa™, die eine Integrationskonstante C enthilt, das
allgemeine Integral der Differentialgleichung heiBt. Jede
spezielle Wertfestsetzung fiir C liefertein partikulédres Integral.
Insbesondere ist also mit ¢ = 0 y = aa™ ein partikulires Integral
der Differentialgleichung (2).

Die Losung der angeschriebenen Differentialgleichung war
sehr einfach, und zwar in erster Linie deshalb, weil abgesehen von
der Variabeln « nur der erste Differentialquotient der unbekannten
Funktion y vorkam, mit anderen Worten, weil die Differential-
gleichung von der ersten Ordnung war. Wir stellen fest,
dafl bei Differentialgleichungen folgender Form

dy
S
wo f () eine beliebige Funktion von z sei, sich ohne weiteres durch
eine ,,Quadratur® das allgemeine Integral
y =0+ [f@)ds (5) g
finden laft. A

Ebenso einfach ist die
Losung  von  Differential-
gleichungen der Form

d
Z—p@w)=0.

(x) =0, 4

C=r2
C=+7

@«

C=0
Wir schreiben >
d C=-7
___EL* =dx (7) -
?©) ==z
und finden das allgemeine Fig. 46. Integralkurvenschar.
Integral: d
s= 0 [0 ®)
P ()

wo @(y) in y ebenfalls beliebig sein kann.
Dieses allgemeine Integral

y = O+ [f()da (©)

schreiben wir mit

wie folgt:
y = O+ F(z). (10)
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Deuten wir diese Gleichung geometrisch in einem rechtwink-
ligen Koordinatensystem, so erhalten wir eine Mehrzahl von Kurven,
und zwar fiir jede spezielle Auswahl von C eine Kurve.

Es entsteht so, wenn wir C alle Werte von — oo bis + oo
durchlaufen lassen, eine Mannigfaltigkeit von XKurven
(Fig. 46), die einander kongruent und gegeneinander in Richtung
der y-Achse verschoben sind. Jedes Individuum der Mannig-
faltigkeit oder Kurvenschar stelll ein partikuléres
Integral der gegebenen Differentialgleichung dar.

§ 17. Anwendungsbeispiel: Die Spiegelkur ve eines flieBenden
Gewiissers. Angeniherte Integration einer Differential-
gleichung.

Ein technisches Beispiel fiir Differentialgleichungen der letzt-
genannten Art bietet die Untersuchungder Staukurven, beider
eine Differentialgleichung

dy y3—k3

dx B —m 7 @)
fiir die Gestalt des Spiegels eines stationir ungleichformig
flieBenden Gewissers resultiert.

Zur Aufstellung dieser Gleichung geht man aus von der Be-
wegung eines gleichformig fliefenden Gewissers 8).

Bezeichnet (Fig. 47) x den auf der G e rinneachse gemessenen
Abstand eines Gerinniequerschnittes 4 B von einem Anfangsquer-
schnitte 0 Y, dann ist klar, daf bei der gleichformigen Bewegung
die Arbeit des fallenden Wassers zur Uberwindung der Bewegungs-
widerstinde dient. Bezeichnet F den Gerinnequerschnitt, U den
Gerinneumfang, r den Profilradius, gegeben durch

F
7‘=7, (2)

V die mittlere Wassergeschwindigkeit, y das spezif. Gewicht, dann
ist

A=yrUVdz 3)
die Geféllarbeit bei Durchstromung des Abschnitts dz. Die
Reibungsarbeit R ist empirisch proportional dem benetzten
Umfang U und dem Geschwindigkeitsquadrat V2. Sie findet sich
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mit der Proportionalitiatskonstante 2i
g
A
= ——UV2.Vda.
R 29 x 4)

Durch Gleichsetzung der beiden Arbeitsausdriicke (3) und
(4) und Streichen der Grole VU ergibt sich, wenn nach ge-
eigneter Wahl des Mafsystems y = 1 gesetzt wird,

dz yl
22 L pe
rm 2gV' (5)

re———— >~ dx e———

Fig. 47. Betrachtung einer gleichformigen Wasserbewegung.

d
Bei gleichformiger Bewegung wird nun V, r und d_:; lings
der Gerinneachse konstant, und man kann mit

az
r7iakd (®)

schreiben

yi
= — 2
rJ 2gV, (7

wo J das ,,Gefille des Gerinnes bedeutet. Hier wollen wir stets
fﬁrg% den Eytelwein’schen Wert 0,00037 benutzen, wobei wir
bemerken, daf es noch andere kompliziertere empirische Ausdriicke
dafir gibt. Hierbei ist 7 in m, V in [msec—1] einzusetzen; ;g— hat

demnach die Dimension [m~!-sec?], also einer reziproken Be-
schleunigung.
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Die Formel (7) wird z. B. bei der Berechnung vou Kanilen
benutzt. Meistens ist die vom Kanal fortzufithrende Wassermenge
@ und das zur Verfiigung stehende Gefélle J durch die Naturver-
haltnisse gegeben, die Breite b des Kanals durch den Bodenpreis
nach oben begrenzt. Aus diesen Daten kann man mit (7) den er-
forderlichen Profil-Radius und damit die Gestalt des Gerinne-Quer-
schnittes bestimmen. Hat man z. B. einen sehr breiten Kanal der
Breite b, dann kann man den Profilradius gleich der Wassertiefe &
und den Umfang statt der Breite setzen und es wird:

_ @
b
und
hJ_L_QL
29 b2hp?
oder
Q2

h ist also in diesem Falle die Wassertiefe.

Bei der gleichférmigen Bewegung ist J ein Mal sowohl des
Spiegelgefalles wie des Sohlengefédlles, da beide einander
gleich sind. Wird nun eine gleichférmige Wasserbewegung dadurch
gestort, dafl man in das Gerinne ein Hindernis, etwa ein Wehr, ein-
baut, dann weichen Spiegelgefille und Sohlengefille der abge-
anderten Wasserbewegung voneinander ab. Betrachten wir
wieder zwei Gerinnequerschnitte 4 B und A’'B’ im Abstande dz,
dann haben wir die Spiegelkurve

z = f(2)
von der Sohlenkurve

s = @)
zu unterscheiden (Fig.48). s = @ (r)ist eineim allgemeinen gegebene
Funktion. Gesucht wird die Gleichung des Spiegels, und zwar be-
zogen auf die Sohle, d. h.

y=z2—s8 = [@@)—o@)
also die Wassertiefe in Abhéngigkeit von der Gerinneléinge z.

Hierbei muBl der Anfangspunkt fiir die Zahlung der Lénge x aus
den besonderen Bedingungen der Aufgabe noch bestimmt werden.
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Das nachfolgende Verfahren wird y direkt liefern, ohne vor-
herige Aufsuchung von f(z).

Zur Gewinnung einer Gleichung fiir y gehen wir wieder von
dem Satz ans, daB innerhalb des Intervalles dz die zur Verfiigung
stehende Gefillearbeit die Widerstandsverluste decken mB.

ER

& B
Fig. 48. Betrachtung einer ungleichférmigen Wasserbewegung.

2y

—>

Zur Verfuigung steht die Arbeit @dz, wo @ die sekundliche
Wassermenge bedeutet. Diese Arbeit wird aber nicht ganz auf
die Deckung des Widerstandsverlustes verwendet, da ein Teil
dieser zwischen 4 B und A'B’ zur Verdnderung der kinetischen
Energie des stromenden Wasserquantums verbraucht wird. Das
stromende Wasserquantum ¢ hat im Querschnitte A B die
kinetische Energie

1
= Q.Ve:
5g Q- vz
im Querschnitte 4’'B’ dagegen
1
——Q(V +dV)2,
2g Q(V +av)

Die Anderung betrigt demnach
av

+rov. 2 4

g dx

Setzen wir nun einen breiten Kanal rechteckigen Querschnittes
voraus, dann gilt die Beziehung

Q="V-by,
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d. h. die sekundliche Wassermenge ist gleich: Geschwindigkeit V
mal Breite b mal Tiefe y und hieraus folgend:

_ @
=%y
Es wird also:
av Q dy
de by dw
und die Anderung der kinetischen Energie
1 @ dy
g b2y® dax
Zur Deckung des Reibungsverlustes
L UVsdx
29
oder, da bei breiten Kanilen der Umfang U annihernd gleich
der Breite b gesetzt werden kann,

L @ da-
2 g b2 _7/3 4
bleibt also von der Gefallearbeit @dz nur iibrig:
3
de——%Q VdV=de+%bTst——g%dx. ©)
Es entsteht also mit
dz ds dy
dz  dz  dw

die Differentialgleichung:
ds dy 1 @3 dy A @3
Naz " as) T 7 B do =20 B0
x  dz g b2yd dw 2g b2y
oder nach beiderseitiger Hebung von @ und mit dem constanten
Sohlengefille

(10)

@ =
dy i@ 1 @ dy
STl T By T g B aw MY
Setzt man hier zur Abkiirzung die Konstanten
i@ 33

29 b2J



§ 17. Die Spiegelkurve eines flieBenden Gewdssers. 59

und
1 @2
2 =3
g b ",
ein, so entsteht einfacher
d
e — k%) =T (g — ) (12)
oder,
dy y*—k :
G gp—m — T (13)

d. h. die im Anfang des Paragraphen angeschriebene Gleichung.

Hier ist zunéchst k mit der bereits oben festgestellten Wasser-

tiefe bei gleichformiger Stromung der Wassermenge ¢ auf dem

Gefdlle J identisch. % dagegen ist identisch mit der Wassertiefe
der gleichformigen Stromung in einem Kanal, fiir welchen
yl

57 =

gilt, d. h. fiir welchen das Geféille J den Wert hat:

1

A
J =5 = 10,0036 = ~ 1:280.

Zwischen » und % besteht die Beziehung:
357

2J

i

A

Wir gehen nun iiber zur Integration der gefundenen Diffe-
rentialgleichung. Es ergibt sich

‘y3_k3
Jx=0+jmdy. (14)

Dies ist die endliche Gleichung der Spiegelkurve. Um die
unbestimmte Konstante C fortzuschaffen, muB3 man die Wasser-

tiefe an irgendeiner Stelle kennen, z. B. H dicht an dem Einbau.
Ist an dieser Stelle x = A, dann ergibt sich fiir ¢

y3_k3 _
=T

und als Spiegelgleichung:

. 3__ 3 3 __Js
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Ehe wir an die genaue Auswertung und Untersuchung dieses
Integrals herangehen, wollen wir die gefundene Differentialgleichung
d 3 __}3
dy g B
dx y3 — k3
zur angendherten Bestimmung der Spiegelkurve benutzen.

Dies geschieht in der Weise, indem wir einen Punkt der
Spiegelkurve z. B. dicht am Wehr festlegen durch Auswahl

y = H.
Hiermit ist bei y = H der Differentialquotient
dy H3 —p3
(#)en =7 =5 o

festgelegt, und da die Spiegelkurve nur schwach gekriimmt ist,
konnen wir annehmen, daf} derselbe Wert des Differentialquotienten
noch ein endliches Stiick Az stromauf gilt. Am Endpunkte dieses
Stiickes wird dann

H3 13

Ay =t ded g

(17)
d. h. Ay ist die Anderung der Wassertiefe an dieser Stelle.

Ein Beispiel wird das Verfahren verdeutlichen. Es liege ein
Kanal des Gefélles J = 0,00037 vor mit einer Wassergeschwindig-
keit V = 1,2m. Dann betréigt die Wassertiefe der gleichférmigen
Stromung
| £ 1,44

Y}
h:?g—'

wahrend man

3 3
2J /1
IC = h — = —_—
7 1,44 10,03 0,670
findet.

Stauen wir jetzt die gleichférmig dahinflieBende Stromung
an irgend einer Stelle auf H = 1,8 m auf, so ergibt sich folgende
Gleichung fiir die Abnahme Ay der Wassertiefe in der Entfernung
Az vom Stau:

5,832 — 2,986 2.846

9,092 77 4,990 4 Ag- Nt

5.832—0301 1 4% 000037 "0y
= 4+ Az-0,00019

Ay = + Az-0,00037
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d. h. in der Entfernung Az = — 500 m oberhalb hat sich die Stau-
tiefe um Ay = — 0,095 m = — 9,5 cm geéndert, d. h. sieist kieiner
geworden ; sie betragt H = 1,705. Berechnet man mit diesem H
von neuem die obige Formel, so entsteht

4,913 — 2,986
Ay—= + Az- BSOSO 4 Ag-
y= + Az-0,00037 4,913 —0.301 + 4z-0,000155
womit man wieder mit A2 = — 500 m stromauf die Tiefenab-

nae hm
Ay = 0,077Tm = 7,7cm

findet. So rechnet man fort und gelangt zu immer geringeren
Wassertiefen, ohne indessen die urspriingliche Tiefe 1,44 m zu
erreichen: der Stauspiegel schmiegt sich asymptotisch dem
urspriinglichen Spiegel an. Vgl. Fig. 48.

Einen allgemeinen Uberblick iiber die durch die Differential-
gleichung in definierten Staukurven liefert die Durchfithrung der
Integration und die genaue Diskussion der entstehenden Gleichung.

Es handelt sich also um die Auswertung des Integrals

3__ 3 3 ___ k3
J@— Ay = — U;_,ﬁ dy]y_ +5y 74y (18)

Zunachst ist identisch

y3 — k3 h3 — k3
y3 —h3 =1+ y3 — h8

Macht man jetzt die Substitutionen

H
y:hn’ dy:hdv, Tznﬂy

so folgt
J(
_ka hs_ka
—h\ dy— d d
j Uj 5 1 77+§ y+§ dn (19)
s H
2 )

und nach Einfithrung der Abkiirzung:

k
=
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J@e—A4)=
==W—H%—ML—P)~/2L_1 (20)
v £
h h

Hier ist eine Vereinfachung zu erzielen, wenn man den Punkt
z = A, y = H so wahlt, dafl er in den Anfangspunkt des Koordi-
natensystems fallt. Es resultiert dann als Gleichung:

d d
se=y—na—&(= [575)~(~ [:"5)] e
=0

=Y
)

z [T

a
)
- =42
0% 06 07 08 09 70 17 72 73 7% 15 76 17 1519 307
Fig. 49. Verlauf der Bresseschen Funktion f (7).

In dieser letzten Formel bleibt noch die Berechnung des

Integrals
Sy

ibrig, welches man mit Hilfe der Partialbruchzerlegung?)

. dn __l 1 742 d
7P—1 =1 pn 1)

_ nwtn+1 2n+1
=5 {lgn — 1 2]/3arccot V3 } (22)

findet
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Diese Funktion, die kurz mit f(#) bezeichnet werde, hat
Bressel?) tabellarisch berechnet.
Den ungefihren Verlauf der Funktion gibt von
n = 0,5 bis 5 = 2,0
Fig. 49 wieder.
Die Funktion f (y) hat folgende ausgezeichnete Werte

F(0) = — 0,605, f(1) = oo, f(c0) = 0.
Es ist also
——f$ = — 0,605
7t —1 ’
7=0
wonach die Formel (21) tibergeht in:

Jx:y—h(1—§3)[f(’7)+0,605]0:£. (23)

%

Diese Gleichung wird durch # = 0, y = 0, = 0 befriedigt,
also geht die durch sie dargestellte Kurve durch den Anfangspunkt
des Koordinatensystems, wie soeben festgesetzt.

Ferner wird fir y = b die Gerinnelinge x = oo, da f(5)
fir y =1 oo wird, d. h. die Kurve berithrt asymptotisch die
zur Kanalsohle im Abstande y = h Parallele, d. h. den Spiegel
der ungestérten Stromung.

Weiterhin folgt nach Differentiation der Gleichung ) (13):

dz y3 — k3 h3 — k3
Jﬁg" B — I3 —1+y3—~h3 (13)
A2 BB — ks
— 2
J i 3 7 — )2 Y2, (24)
a2
Das Vorzeichen des zweiten Differentialquotienten TZ?Z— ist
drxt?
maflgebend fir Krimmung der Kurve. Ist g negativ, dann

ist die Staukurve in Richtung des positiven z, also stromab,
konvex. Das ist offenbar dann der Fall, wenn
B—E>0
oder
h3 — 43R >0
oder
1> 73,
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In diesem Falle ist die Kurve iiberall konvex in Richtung der
Stromung (Fig. 50).

Wasserldufe, bei denen die Bedingung A3 > 1 erfiillt ist, nennt
man nach de Saint-Venants Vorgang Fliisse. Im Anfangs-
punkt 4 beginnt die Kurve mit unendlich schwacher Kriimmung

a2
(% = -O) und mit wachsendem y nimmt x zu. Mit
y=21h =k
wird
dx y3 — k3

Gy T

d. h. die Kurve hat hier eine zur Kanalsohle senkrechte Tangente;

Fig. 50. Gestalt der Staukurve bei einem FluB » > k.

dies findet im Punkte B statt. Hier kehrt die Kurve in Richtung
des Oberlaufes um und néhert sich asymptotisch (wie oben nach-
gewiesen) der Spiegelkurve C'D der ungestorten Stromung, der im
Punkte y = h, x = — oo erreicht wird.

Fir weiter wachsende y >k, n > 1 wird = wieder endlich;
j—z wird positiv und wéchst bis zum Werte d_:; = %beiy = 4 oo,
Der entstehende Kurvenzug CE geht asymptotisch von der Ge-
raden CD aus und nahert sich ebenfalls asymptotisch der Geraden
FE, die die Gleichung besitzt:

Jr = y 4 0,605 (13 —1)h.

Soweit der Verlauf der Kurve oberhalb der Gerinnesohle.
Ein Stiick der Kurve liegt noch unterhalb der Gerinnesohle und ist
in der Fig. 50 punktiert gezeichnet; es kommt fur die Spiegelgestalt
nicht in Betracht.
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Ist dagegen die Bedingung
B —Ek* <0
oder B>1
erfilllt, dann bezeichnet man den Wasserlauf mit de Saint-
Venant als Wildbach. Dann ist der zweite Differentialquotient
2r 3 R —k

T T e !
iiberall positiv, die Staukurve also iiberall konkav in Richtung der
Strémung. Es ergibt sich folgendes Kurvenbild (Fig. 51):

Fig. 51. Staukurvenverlauf bei einem Wildbach A < k.

Wieder beginnt die Kurve im Anfangspunkte 4 mit unendlich

dz
schwacher Krimmung (ﬁ = 0; Wendetangente | und néhert sich

x
mit positivem ay asymptotisch dem Spiegel der ungestorten
dx

Stromung, der mit x = 4 oo, y = &, @ = oo erreicht wird.

d
Mit weiter wachsendem y wird E_g negativ endlich, um bei y = 1k
zu verschwinden. Dies tritt ein im Punkte D, in welchem die Kurve
eine zur Kanalsohle senkrechte Tangente hat. Gleichzeitig ist D

d
ein Umkehrpunkt fir die Kurve; mit y > 1A wird ?i—; positiv, um
sich mit z = oo, y = oo (welches Wertepaar die Kurve befriedigt)
1
dem Werte 7 niahern. Dieser Kurvenzweig (D ¥ in der Figur)

hat also ebenfalls eine Asymptote, deren Gleichung ist:
Jx = y + 0,605 (13— 1)h.

Hort, Differentialgleichungen. J
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Im Falle 23 = 1, wenn also weder ein FluB noch ein Wildbach
vorliegt, wird da 1
Ay J
d. h. der Spiegel ist iiberall eine horizontale Gerade, und zwar ist
es die durch die Gleichung
Jr =y
gegebene.

§ 18. Integration bei allgemeineren Formen der Differential-
gleichung. Trennung der Variabeln. Anwendungsbeispiel: Grund-
wasserspiegel.

Eine etwas kompliziertere Form der Differentialgleichung

dy
F (x, y, %) - O
ist folgende Gleichung:
P (x) dy
1
) W
Auch hier findet sich leicht eine Gestalt der Gleichung, von
der aus die Integration sofort vorgenommen werden kann. Man
schreibt firr (2) nach Multiplikation mit y(y) - dx
p)dz +y(y)dy = 0 (2)
Man nennt diese Umformung ,,Trennung der Variabeln*
und hat sofort als allgemeines Integral von (3) die Gleichung:
Jo@)de + [y(y)dy + 0 = (3)
Die Integration einer Dlﬁerentlalglelchung gelingt immer,
wenn sich die Trennung der Variabeln durchfithren 1a8t. Hierher
gehort auch die noch allgemeinere Form:
p@)ypy)de + @ @)y (y)dy = 0 4
Hier gelangt man durch Division mit y (y) * ¢, (x) zur Trennung
der Variabeln:

¢ @) g,y 10O
P1 (%) v ()
und zum allgemeinen Integral:

dy = 0 (5)
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§ 19. Apnwendungsheispiel: Spiegelkurve des Grundwasser-
stromes in der Umgebung eines Brunnens.

Ein Beispiel moge das Verfahren der Trennung der Variabeln
erldutern.

Es handele sich um die Ermittlung der Spiegelkurve des
Grundwasserstromes in der Umgebung eines Brunnens.

54
A
’ / Y / 770177, Jg
CULLLLd | ridlegpsisilp
~~aa- X\( - 6/) 0’.:_‘”14:\9\\\\ :::‘\‘M" ‘0.""
u—\ \ (2 - D 79 4 4 S“ :.‘-\:’: S "‘:J\ (~\l\~v
N Sy (\CJJ ~p\ﬂs ‘i AN “A\’M‘/ot.—‘"“
N \,\f._ SRS 2 X K SIESE A Ao RYEQN
YIC [ N 3 A ConAtt A
;7-k 4—") ’7\ \\ 7 /-' S/c_ :‘/VL:-'V'l (iv(|M\Jlj K "[‘
el i 2
L ——>
Fig. 52. Ungestorter Grund- Fig. 53. Brunnen im Grund-
wasserstrom. wasserstrom.

In der Figur 52 sei AB die Erdoberfliche, C'D der Grund-
wasserspiegel vor Anlegung des Brunnens, EF eine den Grund-
wasserstrom nach unten begrenzende undurchléssige Schicht,
etwa aus Ton bestehend.

Wird nun an irgendeiner Stelle ein Brunnenschacht etwa bis
auf die undurchlissige Schicht EF getriecben und in diesem
Schacht der Wasserspiegel durch Wasserentnahme auf dem
Niveau GH gehalten, so senkt sich der Grundwasserspiegel
in der Umgebung des Brunnens (Fig. 53). Die urspriinglich
geradlinige Spiegelkurve CD geht in zwei gekriimmte Zweige
('@ und D’ Hiiber, die sich an den Wasserstand G'H anschlieBen.
Der Spiegel selbst ist eine Rotationsfliche um die Achse OY
mit GO’ oder HD' als erzeugender Meridianlinie.

Zur Ermittlung der Kurve H'D benutzt man den durch
die Erfahrung hinreichend gesicherten Satz, daB die Stromungs-
geschwindigkeit » des Wassers in einem Punkte P des durchlissigen

d
Sandkorpers dem Gefille d_?:: der Spiegelkurve in dem senkrecht

iiber P liegenden Punkte M’ proportional ist. Bezeichnet man

5*
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die Proportionalitdtskonstante mit %, so ist anzusetzen
. dy
= k _
v iz (1)
Nunmehr ergibt sich das durch den Mantel des Zylinders
N'NMM

radial nach innen stromende Wasserquantum
dy
.Q—2nxyv_2nxykﬂ, (2)

und da @ fir alle Zylinder des Radius x denselben Wert haben
muf}, der der Entnahme aus dem Brunnen gleich ist, so gibt
(2) sofort die Differentialgleichung des Problems.
Diese geht nach Trennung der Variabeln iiber in

ﬂ_.?nk

2 — g Y (3)
und nach Integration in
k
gx=0+%7w. (4)

Die unbekannte Integrationskonstante ermittelt man leicht
aus der Bedingung, daB die Spiegelkurve D'H in den Brunnen-
spiegel G'H iibergehen mufl. Wenn némlich der Brunnendurch-

messer = 27 und die Wassertiefe im Brunnen = A ist, dann
muf} fir x = r y = h werden, d. h. es muB} sein
k
lgr = C + % B (5)

oder durch Auflésung nach ¢
nk
C=Ilgr——*h2,
g
Fithrt man diesen Wert in die urspriingliche Integralgleichung

(4) ein, so ergibt sich

A
lg =" W—H) (6)

womit wir in die Lage gesetzt sind, die Spiegelkurve zu berechnen 3).
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§ ?0. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung.
Bernoullis Substitutionsmethode.

Lineare Differentialgleichungen der Form
dy
—= X, = »
Z 4 Xy+ X, =0, (1)

wo X und X, Funktionen von « allein bezeichnen, kommen
sehr hiufig vor. Eine Methode zu ihrer Losung stammt von
Bernouilli. Sie besteht darin, dal man y als Produkt zweier
Funktionen » und v von x zu erhalten sucht. Aus

y = wo )
findet sich durch Differentiation
d_y = U d’U vﬂ B 3
de ~  dx dx * (3)

Setzt man die Formeln (2) und (3) in (1) ein, so folgt die neue
Differentialgleichung

du dv
<%+Xu)v+(uE+X0> =0 4)
Diese Differentialgleichung wird offenbar befriedigt, indem man
die Klammerausdriicke einzeln = Null setzt, d. h. indem man
die einfachgren Differentialgleichungen
du
S+ Xu=0 (5)
und
dv
e X, =0 (6)
16st. Von diesen ist die erste (5) sehr einfach. Man hat
du
— = —Xd
. z ™

und nach Integration mit Hinzufiigung einer Konstanten C,

lguzCo—dex )
oder
w=C e—Jde (9)

1
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wenn
C;, = €%
gesetzt wird.
Aus (6) ergibt sich aber

dv X,
W T 10
oder mit (9)
1 {Xde
dv=——+X,e -dx (11)
01
oder nach Integration (mit einer neuen Integrationskonstanten C,)
1 {xdz
v=02——[XOe da. (12)
0

Kehren wir nun zum Ansatz (2) zuriick, so findet sich durch
Einsetzen von (9) und (12)

—[xa xd
y=uv=e ! z((}’—one'f z-dx) (13)
wenn C,C, = C gesetzt wird, oder
Jxdz [xda
fXOe de +ye =C (14)

§ 21. Anwendungsheispiel: Entstehung eines Wechselstromes.

Eine Differentialgleichung der Form
d
Xy X, =0 (1)

tritt auf bei der Ermittlung des Wechselstromes, der in einem mit
Selbstinduktion behafteten Leiter nach Anlegung einer Wechsel-
stromspannung E = E, sin w¢ entsteht. Diese Differential-
gleichung erhalten wir, indem wir £ gleich der Summe des Ohm-
schen Spannungsabfalles WJ und des induktiven Spannungs-
aJ

abfalles L ar setzen :

E=WJ+ L% (2)

Schreiben wir dies in der Form:

o W, E_ 5
T AR ®)
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so finden wir die Gestalt von (1), wenn wir setzen
W E

J=y; t=u; 7

H

w
allerdings ist — = X hier eine Konstante. Unter Anwendung

L
von Formel (13) § 20 ergibt sich sofort

- Eoo gt S

W
e z (0+ Lf v sinwtdt)(4)
w1

Hier ist das Integral nach einer Integraltafel . .
" . ig. 54. Stromkreis
(z. B. Hiitte 1908. I. S.78.) zu bestimmen. i Widerstand

Wir erhalten undSelbstinduktion.
14
—1 E
J=Ce I 4+ —% — .sin(wt— 5
1+ o I ( 7) (5)
wo fiir den Winkel y gilt:
wL

Die unbestimmte Konstante C bestimmt sich aus den ,,Anfangs-
bedingungen‘‘. Soll z.B. im Beginn des Einschaltens, zur Zeit ¢ = 0,

der Strom J = 0 sein, so hat man
0=0C+ — Eysiny
VWe 4 w2 L 2

oder N

: _ EyelL )

T We4 wrle .
folglich
E A E
J = o L ' 0 sin{wt—y) (8)

W2 4+ w2 L2 "¢ + YWz = w2 L2
Die Stromstirke. setzt sich also aus einem mit der Zeit ,,ab-
klingenden‘* Téil

BoL -
W2 + w? Iz ¢
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und einem rein ,,periodischen‘ Teil
=L in(wt—7y)
VW2 4 w2 L2 v
zusammen.
Zunichst interessiert die Geschwindigkeit des Abklingens
des ersten Teiles. Diese ist gegeben durch die Abnahme der
Exponentialfunktion

e

Ly
L' o—bt
mit wachsender Zeit.
w

Firt{—=0iste L = 1. Von diesem Wert nimmt ! fort,
gesetzt ab. Die Geschwindigkeit der Abnahme ist um so grofler-
je groBer b ist, je groBer also der Widerstand W im Verhéltnis
zur Selbstinduktion ist. Mit & = 1 (Widerstand = Selbstinduktion)
haben wir die gewohnliche reziproke Exponentialfunktion e~
deren Werte in nachfolgender Tabelle bis ¢ = 5 sec zusammen-
gestellt sind.

b e—t .t e—t
n sec In sec

0,0 0,0 3,5 0,0302
0,5 0,6065 4,0 0,0183
1,0 0,3679 4,5 0,0110
1,5 0,2232 5,0 0,0067
2,0 0,1353 5,5 0,0041
2,5 0,0818 6,0 0,0025
3,0 0,0498

Diese kleine Tabelle ist mit dem Rechenschieber berechnet
unter Benutzung der Reihenentwicklung

g B # B
| M T TR TRV TR T
Zuerst berechnet man ¢=%% auf 4 Dezimalen wie folgt
1,0 = 1,0000; — ¢ = —0,5000
2 8
— = 0,1250; — — = — 0,0208
! 3!
4 5 .

+ 1,1276 —0,5211
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mithin :

e %5 = 0,6065;

ferner findet sich
1

—1

T 27182

womit die beiden ersten Tabellen-
werte festliegen. Alle iibrigen
finden sich aus diesen durch Mul-
tiplikation. Z.B. e2 = (0,3679)2
= 0,1353 und e2° = 0,1353 X
0,6065 = 0,0818.

Fir b — 2und b — % findet
man die Werte e~2¢ und e-El
durch Quadrieren bzw. Radizieren
der e—t-Werte.

In Fig. 55 sind die errech-
neten Werte als Kurven zu-
sammen getragen. Man erkennt,

wie schon nach wenigen Sekunden
w

die Funktion ¢ Z = auf wenige

4

= 0,3679,

10

="

as

ot

7=q | =
=q~‘/
3 %’/Q

N\

BRE

N

¢ \*’\

1

a9 7 2 7

L3

5  65ek

Prozente ihres Anfangswertes Fig.55. Die Exponentialfunktion
e — b fiirverschiedeneWerte von b.

»abgeklungen® ist, womit ihr
Beitrag zum Momentanwert des

Wechselstromes praktisch als verschwunden betrachtet werden

kann.

Es bleibt also jetzt noch iibrig, den Wechselstrom

E

—sin (@ —p) = J sin (0t — p)

_ 0
YWe w2 L2

zu betrachten. Die Konstanten, die hier auftreten, tragen folgende

Benennungen :

E, = der groBite Momentanwert der Spannung,

E

0

J R —
0 VW2 L w22

= der grofite Momentanwert des Stromes,

YWz + w2L® = die Impedanz oder der scheinbare
Widerstand des Wechselstromkreises,
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oL = die Reaktanz,
w = 2v 1t = die Kreisfrequenz,
v = die Frequenz,

L
y = arctg _wW_ = die Phasenverschiebung.

Wichtig ist vor allem der Vergleich der beiden Funktionen
¢ = sinwt und ¢ = sin (wi—y), die fiir den Verlauf von Spannung
und Strom mafBgebend sind. Die beiden Funktionen entsprechen-
den Kurven sind in Fig. 56 aufgetragen. Es ergibt sich, daB
die Funktionswerte sind fiir

t=0:e=0;¢t=—siny
und fir
B A N
t—-w.e—sm'y,z_(},
29
70 :;;l:r — '-5/'/7/wt-?/}

N

=

70 ' T i
1§ // 2NN /
r
e=sﬁ%><t/

g0 Sek QorSek Qo025ek
Fig. 56, Die Stromnacheilung.

woraus erhellt, daff die Stromsinuskurve ¢ der der Spannungs-
sinuskurve e nacheilt, und zwar im Kreismall um den Winkel

ol
y = arctg W

im ZeitmafB um die Zeit
f— v

w

Man nennt y die Phasenverschiebung.
Berechnung eines Beispiels:
Es sei die Spannung E, = 500 Volt.
Es sei die Selbstinduktion L = 0,0858 Henry.
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Es sei der Widerstand W = 3,43 Ohm.

also b = —40,0.
Es sei die Frequenz v = 50/sec,
also die Kreisfrequenz w = 2nv = 314.

Es ergibt sich die Reaktanz wL = 26,9.
Mithin w2L? + W2 = 723 + 12
und die Impedanz

W2+ w?L? = 27,11,
also

E
J =ﬁ = 18,44 Amp,

oy 0L _ 269
I7="W T~ 343

=17,82

)
|
9,7 Seh— q7Sek |

. . Fig. 57. Entstehung eines Wechsel-
oder die Phasenverschie- stromes.

bung y == 82043
Infolge des hohen Wertes b = — 40,0 klingt das Glied

E,o Le—0t

W2 4+ L2p2’

welches zurzeit ¢ = 0 den Wert 18,44 Amp hat, sehr schnell ab;
bereits nach 0,1 sec ist es auf 0,018, nach 0,15 sec auf 0,0025
seines Anfangswertes gesunken, womit die volle Ausbildung des
Wechselstromes beendet ist.

Es vergehen also nur wenige Stromwechsel, bis der Strom
seinen reguliren Wert J, erreicht hat. Die Fig. 57 stellt den
Anfangsverlauf der Strombildung dar.

§ 22. Das singuliire Integral.

Im § 16 betrachteten wir eine Mannigfaltigkeit von Integralen
einer gegebenen Differentialgleichung, die durch eine Kurven-
schar graphisch dargestellt wurde.

Wir wollen die vorgelegte Differentialgleichung

dy .
F(zy d—;’) =0 (1)
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nun in der speziellen Form
dy\2 dy
(75) T29@ )5 —v(vny)=0 (2)
. [dy :
also in P quadratisch annehmen.

d
Durch Auflésung nach Eg ergibt sich

dy .
dr = TP@N V@ Y Fy (e y
und ®)
dy
o= @Y — @ ) v y)

In jedem Punkt der z- y-Ebene gibt es also zwei verschiedene

Tangentenrichtungen (Fig. 58), mithin auch zwei verschiedene

Kurven, die der gegebenen ,

Differentialgleichung geniigen.
Bezeichnen wir diese Kurven

mit 1 bzw. 2 und sei

D, y,C) =0 (4)

TN

>
Fig. 58. Zwei getrennte Fig 59  Aufeinanderfolgende
Integralkurven. Integralkurven.

das allgemeine Integral von (1), so ist
Dx,y, C)) = 0. (5)
die Gleichung der Kurve 1 und
@(:L‘, Y, 02) =0 (6)
die Gleichung der Kurve 2. Die Werte C; und C, werden um

einen endlichen Betrag voneinander verschieden sein, wenn die
beiden Kurven 1 und 2 ,,weit* auseinander liegen.
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Betrachten wir jedoch zwei solche Kurven, die unmittelbar
aufeinander folgen, so werden die Betrige von C; und C, nicht
mehr erheblich verschieden sein, so dafll wir als Gleichungen
der beiden konsekutiven Kurven 1 und 2 anschreiben kénnen

D(x,y,C) = 0
und

Dz, y,C +dC) = 0.

Aus der Figur 59 ergibt sich ferner, dafl auch die beiden Tan-
gentenrichtungen in dem Schnittpunkte zweier ,konsekutiven‘
Kurven nicht mehr sehr voneinander verschieden sind. Der
Ort der Schnittpunkte der , konsekutiven* Kurven geniigt dem-
nach ebenfalls der Differentialgleichung (1).

Aus der analytischen Geometrie ist aber bekannt, daB
der geometrische Ort der Schnittpunkte ,konsekutiver Indi-
viduen einer Kurvenschar die einhiillende Kurve der Schar
ist. Bekanntlich'?) erhdlt man die Gleichung der Einhiillenden
durch Elimination des ,,Parameters C' aus

D(x,y,0)=0 b/
und ) -
3D (z,y,C") —0 j
aC” :}\ r

Hieraus ergibt sich, daf ein Integral h}
von (1) existieren kann welches keine o T
willkiirliche Konstante C enthilt. >
Diese besondere Art des Integrals nennt l

man das singuldre. Ein solches /h/zz?
existiert aber nur dann, wenn die Fig. 60. Eigenschaft der
gegebene  Differentialgleichung (1) Astroide.

T

mindestens vom zweiten Grade in iz ist.

Man kann die Differentialgleichung einer Geraden aufstellen,
die so liegt, dafi die Koordinatenachsen auf ihr ein Stiick von
gegebener Lange a abschneiden (Fig. 60). Dies gelingt wie folgt:

Es ist

P dy

T BT T
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oder
dy
p = Ll
Ferner ist
. dy
¢§=Yy—p= y——x%—
und
7 My
Yaz —¢2 dx *

Aus der letzten Gleichung folgt
a 4y
dx

=)

und hieraus durch Einsetzen in die vorletzte Gleichung

q:———ﬁ_

ay

11+y2 ®

Y —zy) =

oder
a 4
y=oy + L 9
T4y
Dies ist die Differentialgleichung einer Geraden, welche der
oben gestellten Forderung geniigt.
Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ist

aC

o 10

y=z0C+

wie sich durch Einsetzen von
y =0
in (9) ohne weiteres ergibt.|
Differenziert man (10) nach Vorschrift (7) nach C, so folgt
V14 C—[C.0:1T+ 07
1+
1
(1 40271 + Cz

O=z+4a

O0=z-+a

(11)
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Setzt man (11) in (10) ein (zwecks Elimination von 0), so findet sich
3

y = — 12
11 + C2)s 12)
wihrend aus (11) durch Auflosung nach C folgt
2 kS
3 2
o[ -1
x
und (13)
L L2
]/(1 + O a
?

Fig. 61. Gestalt der Astroide.

Nach Einfithrung der Ergebnisse (13) in (12) folgt

2 3
[ 2\3 ]—
y== <7> —1 (14)
woraus sich endgiiltig findet

(15)

als Gleichung der Einhiillenden und damit des singuldren In-
tegrales zu (g). Die so entstehende Kurve ist die Astroide.
(Fig. 61.)
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§ 23. Die Methode des integrierenden Faktors. 15)

. 1. Die Differentialgleichung (4) des § 18 kann man in der
Form schreiben

f, y)de + g(x, y)dy = 0. ey

Dieser Ausdruck hat die Form des totalen Differentials

einer Funktion F(x,y)
oF oF
dF = or dx + o dy (2)

oF
da sowohl oz wie e zwei verschiedene Funktionen von z und y
sind. .
Nun ist der Ausdruck (1) ohne Zweifel mit (2) identisch, wenn

oF oF
f(@y) = und g(x,y)=ﬁ (3)

gilt. Die Bedingungen (3) bestehen aber dann, wenn
of @F  oF ag

(4)

oy  owdy  dydx  ow
ist. Haben f und g die Eigenschaft (4), d. h.
0 0
of -9 (42)
oy ox
so ist dieIntegrabilitdtsbedingung fir (1) erfillt, und
es existiert ein allgemeines Integral der Form
F(z,y) = C (5)
wo C die willkiirliche Integrationskonstante ist.
Zur Auffindung von F kniipfen wir an die Gleichung (3)

oF

oz f(@9)
an, die wir partiell in bezug auf x bei konstantem y integrieren
konnen

F=[j@y)de+ 6@ (6)
Hier ist G die unbestimmte Integrationskonstante, die y, aber
nicht x enthalten kann.
An der Gleichung (6) untersuchen wir, ob sie die Eigenschaft
oF

W=g(x>y)
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hat und finden

oF of oG (y)
b f”a?d” ) — @ (1)

welche Gleichung zur Ermittlung von G(y) fithrt

G (y) f wydy—fdyf*dw— (8)

Hier muf C eine erkllche Konstante, d. h. frei von z und y sein,
weil sonst die Gleichung (7) nicht bestiinde.
Durch Einsetzen von (8) in (6) ergibt sich

F(x, ) ffxy)dw—{—f xydy—fdyf—»dw—

und mit bezug auf (5) das allgemeine Integral

ff(x, y) dw +f9(w, y)dy~fdy :—?’;dnga )
z Yy Y z

Als Beispiel behandeln wir die Differentialgleichung
1 1
(wm + 2xy? + 7)6106 + (y"—f— 2x2y+?> dy =0 (10)

bei der die Integrabilititsbedingung erfillt ist, denn es ist
of _ 2?9
By T ew ATV
Nunmehr fithren wir die in (9) vorgeschriebenen Integrationen aus

xm+1

ff(w, y) dje =f(xm+2xy2+%>dx=m+l+x2y2+lgx

x

]_ m+1
fg(x, y)dy=f(y"+2x2y2+ y)dy— Y +aty? gy

7+ 1
Y
of
dy —@—dx :fdyf4xydx=x2y2;
Yy z Y z

wonach sich das allgemeine Integral zusammensetzt
am+1 yn+1

m+1 T wrl

Hort, Differentialgleichungen. 6

+ 222+ lgxy =C (11)
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II. Ist die Integrabilititsbedingung nicht erfiillt, so besteht
immer die Moglichkeit, eine Funktion J(x, y) derart zu be-
stimmen, daB

f(x7 y)J(x; ?/)dx + g(x: y)J(x: ?/)d?/ =0

ein totales Differential wird.
Es mufl dann gelten
o(f-J) _ 2(9-J)

oy - o (12)

d. h. wir erhalten zur Bestimmung von J die partielle Differential-
gleichung
o) 2J of ag
[ — —_— —_——— J f—
f oy gax +<ay ax> 0 (13)
Die Integration dieser Gleichung verursacht meistens be-
sondere Schwierigkeiten. Oft fithrt aber ein Weg zum Ziel, der
von besonderen Voraussetzungen iiber die Gestalt der Funktion
J (x, y) ausgeht.
Nimmt man zunéchst einmal an, dafl J eine Funktion von z

3 ?2J
allein sei, so wird W = 0, und or kann mit totalen Differen-

tiationszeichen geschrieben werden. Gleichung (13) geht sodann
itber in

1 dJ 1/[5%f ag
7%*7(@7“%) 1)
oder
digJ 1 (3f dg
dx “7(@—5) (15)

Unsere Annahme, daf J nur z enthalte, ist demnach richtig,

wenn der Ausdruck
1 (3f g
g \oy or

nur die Variabele  enthélt. Dann kann man ohne weiteres (15)

integrieren
1{93 9y
/5 (aT, - 67) 42

J=c¢ (15a)
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Dieser Fall liegt vor bei der Differentialgleichung des § 20,
die wir jetzt in der Form schreiben
(Xy + Xo)dz 4-dy =0 (16)
fdo + gdy =
d. h. es ist ’
f= Xy+X,
g =1
und der integrierende Faktor wird
' 19/ ¥4
S ef?(ﬁ—a_z) dz _ efxmc
Demnach ist
Xy + X ¥ da + JXa, o
ein totales Differential, und wir konnen nach Vorschrift (9)

verfahren :

[xdz [xas

[¢hydz =y X" Ve + [Xyo " T da

gJ)dy . efXdz'y

fof o

woraus sich das allgemeine Integral ergibt
onefdechac-}—yefXd:D = (17)

in Ubereinstimmung mit GI (14) § 20.
Auf analoge Weise erhilt man einen von x freien Faktor J,
der nur y enthilt, wenn

1 [ag of
-3

von y frei ist. Dann lautet der integrierende Faktor
Sl
J = F\oz oy

Es gibt noch einen dritten Fall, in welchem J = X . Y. d. h. gleich
dem Produkt zweier Funktionen ist, die nur z bzw. y enthalten.
Wir verweisen hierfiir auf die ausfithrlicheren Lehrbiicher der
Differentialgleichungen 16).

6*
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I1I. Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

§ %4. Hohere Differentialquotienten. Lineare Differential-
gleichungen zweiter Ordnung. Verschiedene Formen.

Ein Blick auf die in § 15 zusammengestellten Differential-
formeln zeigt, dal der Differentialquotient der Funktionen f(z)
wieder eine Funktion von z ist, die allgemein mit /' (z) bezeichnet.
wird. Aus

y = f@ (1)
folgt also
dy _ . :
Je =l @=y (2)
Diese neue Funktion f'(z) kann man natiirlich nochmals diffe-
renzieren, wodurch man den zweiten Differentialquotienten
von f(x) erhilt.

Man driickt diesen Vorgang des nochmaligen Differenzierens

an der Formel (2) wie folgt aus

e 4 (@)
de| df () de  dy’
de ~ de  dx = dz 3)

oder
ddy _ df @  ddf@) ., . dy
deds — de “—dzdr — ! @ =735 (4}

oder mit der Abkiirzung dd = d?

Ey _df @ _ Ef@ _ L,
dor = dw — dwr T @)=Y ®)

Wiederholt man die Differentiation n-mal, so erhélt man analog
By _ BfE) _

=g =@ =y (6)
und

danr ar f (x :

DY IO _ o @y =y @)

Diese hoheren Differentialquotienten sind mit den Variabeln
x und y die Bausteine, aus denen sich die Differentialgleichungen,
die wir nun betrachten wollen, zusammensetzen.
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Analog § 10 schreiben wir nunmehr die Differentialgleichung
zweiter Ordnung in allgemeiner Form an:

dy d2y

Es ist dies also eine Gleichung, in welcher auBler den Variablen
2 und y auch der erste und zweite Differentialquotient vorkommen.
Die Integration von Gleichungen dieser Art ist wiederum mit
einem beliebigen Grad von Annédherung moglich, wenn es gelingt,

d2y
sie nach — aufzulosen. Es sei also

dx?
dy? dy
Q= (x Y, W) - ®)

dz
Durch diese Gleichung ist Ei:% nach Festsetzung bestimmter

d
Werte fiir z, y, Eg gegeben. 4

Denkt man sich die ge-
suchte Funktion y = ¢ ()
als Kurve aufgetragen, so
kann man nach Auswahl
eines Punktes xz,y, und
nach Festlegung der Tan-
gente durch diesen mit
Y, den Radius des
Krimmungskreises
in x,y, berechnen

_ Ya+up

Q= —"" -
Yo
Wird der Kreis mit dem Fig. 62. Nih 5 .

. . ig. 62. Niherungslosung einer
Mittelpunkt M, gezelc}'met, Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
so kann man auf seinem Hilfe des Kriimmungskreises.
Umfang dicht neben 2.y,
einen neuen Punkt z,y,; aussuchen, dessen Richtungstangens
y," aus der Figur bestimmt wird. Mit Hilfe der Gleichung
9 berechnet man den zweiten Differentialquotienten in z,y,

(10)

v = @, YY)
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und damit den Kriimmungsradius

_Ja P

%"
des Kreises mit dem Mittelpunkte M,. Fihrt man in dieser
Weise fort, so erhdlt man punktweise eine Kurve, fiir die in allen
Punkten die Differentialgleichung 8 erfillt ist.

Wie man sofort bemerkt, liefert nach Auswahl von z,y,
jede Tangente durch diesen Punkt eine Kurve. Es gehen also
durch z,y, unendlich viele Kurven, die der Differentialgleichung
geniigen.

Und ferner liefert jede Auswah! eines Punktes z,¥, ein solches
Kurvenbiischel.

Jede der so bestimmten Kurven stellt ein partikuldres
Integral der gesuchten Differentialgleichung dar. Wahlt man
zwei beliebige partikulire Integrale

Y = @)

1

und
Yo = ()
aus, aber so, dal sie verschiedenen Kurvenbiischeln angehéren,

dann ist
y = C1p1(@) + Cap,(x)

das allgemeine Integral.

Durch geeignete Auswahl von () und C, kann man jede der
oben erhaltenen Kurven darstellen.17)

Unter den unendlich vielen Differentialgleichungen, die nach
Formel (1) moglich sind, interessieren uns nun in der theoretischen
Naturbetrachtung zundchst gewisse speziellere Klassen. Zu-
nichst sind vor allem wichtig wegen ihrer Anwendung die
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
im weiteren Sinne. Sie sind so benannt, weil die Differential-
quotienten in ihnen nur linear vorkommen, wihrend ihre Koeffi-
zienten Funktionen der beiden Variablen sind.

d2 d
Py@y) g + Pr @) 5 + P @ 9)y + Py(5,9) =0 (11)

wo im dritten Gliede y als ,,nullter* Differentialquotient zu be-
trachten ist.
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Ein weiterer Schritt fuhrt zu den linearen Differential-
gleichungen im engeren Sinne, bei denen in den Funktionen
P, P,, P,, P, nur noch die abhéngige Variable # vorkommt.
dzy
da?

Die linearen Differentialgleichungen im engeren Sinne sind
in besonders hohem Mafe Gegenstand der Forschung gewesen
und wir werden ihnen bei einer groen Menge von Aufgaben der
Mechanik begegnen.

Aller einfachster Natur und ebenfalls wegen der Anwendungen
wichtig sind die linearen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten, die aus Formel (12) hervorgehen, wenn man die
Funktionen P mit Konstanten a entsprechend gleichsetzt:

d2y dy
Uyt a4,y + 1y = 0. (13)

d
Py @) + Py@) 5o+ Py @)y + Py@) = 0. (12)

Diese Differentialgleichungen treten besonders in dem wich-
tigen Kapitel von den kleinen Schwingungen auf.

Wir gehen in den nichsten Paragraphen dazu iiber, einfachere
Beispiele fiir die linearen Differentialgleichungen zu besprechen.

§ 256. Die Differentialgleichung der Seilkurve.

I. In Fig. 63 ist das Grundsétzliche einer Drahtseilhdnge-
bricke gezeichnet. Zwei Drahtseile I und II sind iiber die Auf-

A 8

Fig. 63. Die Drahtseilhingebriicke.

lager 4 und B gespannt und bei 4" und B’ verankert. Anihnen sind
eine Anzahl Héngesdulen 1234........ in gleichen Absténden be-
festigt, an deren unterem Ende die Fahrbahn F F aufgehangt wird.
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Das Gewicht der Fahrbahn und der auf dieser befindlichen Briicken-
nutzbelastung (Fahrzeuge, Menschen usw.) wird durch die Hange-
siulen auf die Drahtseile und damit auf die Auflager A B und die
Verankerungen A'B’ iibertragen.

Fiir einen gegebene Spannweite s und Briickenbreite b wird
das Gewicht der Fahrbahn f sowie die Nutzbelastung v als be-
kannt angenommen. Z. B. kann man fiir schwere stidtische
Strafenbriicken mit Pflasterung f = 1300 kg/qm fiir die Fahrbahn
und v = 400 kg/qm fiir die Verkehrslast wéhlen. Beide Arten von
Belastung werden iiber die Spannweite s gleichmaflig verteilt an-
genommen. Setzt man die Zahl der Héngesdulen einer Briicken-
seite gleich N, so wird durch jede dieser die Belastung P =
(f +v)s-b

2N

auf jedes der beiden Drahtseile itbertragen. Es ent-

steht jetzt die Aufgabe, zwecke Berechnung der Starke der Draht-
seile, der Auflagerstiitzen 4 B sowie der Ver-
ankerungen A'B’ den Kraftverlauf in dem

ganzen System zu ermitteln. 7

z

A 7l 2 3 4 s 6 s
o

&

700 650 ¢

00 i

00 7700 7

Fig. 64. System von parallelen Kriften. Fig. 65. Krafteplan.

Zur Vorbereitung der Losung untersuchen wir eine Anzahl
in einer Ebene gegebener paralleler Krafte (Fig. 64)

P, = 1100 kg P, = 1100 kg
P, = 650 P, = 1100 ,,
P, = 900 ,, P, = 850 ,
P, = 1700 ,,

und versuchen eine Seilverbindung zwischen ihnen zu finden, die
mit den Kriften ein Gleichgewichtssystem bildet.

Man trage die Krifte der Grofe (1 mm = 100 kg) und dem
Sinne nach auf einer der gegebenen Kraftrichtung parallelen
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Geraden auf (Fig. 45), wodurch man auf dieser die Punkte

Von einem beliebig gewéhlten Pole O ziehe man Gerade nach
den Punkten 0—7, wodurch der Krafteplan O—7—O entsteht.

Zu den 8 Geraden O—0 bis O—7 ziehe man 8 Parallele (Fig. 64),
so dafl sich stets zwei aufeinanderfolgende dieser auf einer der
Kraftlinien Py.......... P, schneiden, wodurch das Seil-
polygon 0—1—2—3—4—5—6—T entsteht.

Fig. 66. Seilpolygon.

o re
Fig. 67. Krifteparallelogramm an einem Seileckpunkt.

Wir betrachten jetzt die Seiten des Seilpolygons als aus realen
Seilstiicken bestehend, deren erstes (0) und letztes (7) an zwei
festen Punkten A und B angekniipft sei (Fig. 66). In den Knoten-
punkten denken wir uns die parallelen Krifte P, ....... bis P,
angebracht, z. B. als angehéingte Gewichte. Bekanntlich ist dann
das System, d. h. die Spannungen zweier aneinanderstoflenden
Seilstiicke, mit der dazugehorigen Kraft im Gleichgewicht.

Die Spannungen der einzelnen Seilstiicke konnen aus dem
Krifteplan entnommen werden ; sie sind den Strahlen 0—0 bis 0—7
gleich, wenn diese in demselben Mafistab gemessen werden wie

die Krafte Py.......... P.. Man erhilt:

Spannung 0,0 = 4500 kg 0,4 = 3200 kg
0,1 = 3800 ,, 0,5 = 3400 ,,
0,2 = 3450 ,, 0,6 = 3900 ,,

0,3 = 3200 ,, 0,7 — 4450 ,,
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Fir den Polygonpunkt 5 ist das Krifteparallelogramm
0'4'5"0" gezeichnet Es ist die Seilspannung 0’5" = 04 und
0’5" = 05. (Fig. 66 und 67.)

Alle Seilspannungen haben die Eigenschaft, daf sie bei Zer-
legung in vertikaler und horizontaler Richtung sdmtlich gleiche
Horizontalkomponenten H, in vorliegendem Falle 3150 kg, ergeben.
Man nennt die GroBe H den Horizontalzug des Seilpolygons.
Diese Tatsache ergibt sich ohne weiteres aus Fig. 64 durch Zer-
legung der Seilspannungen O—0 bis O—7 in eine Vertikal- und eine
Horizontalkomponente H.

A

Fig. 68. Seilpolygon durch vorgeschriebene Auflagerpunkte.

Man nennt 4B = s die Spannweite des Seilpolygons.

Das Seilpolygon ist eindeutig bestimmt, wenn das Krifte-
system, die Auflager 4 und B und der Horizontalzug gegeben
sind.

Je groBer bei gegebenem Kriftesystem der Horizontalzug an-
genommen wird, desto flacher wird das Seilpolygon und desto
grofler die Spannungen in den einzelnen Seilstiicken. Der Horizon-
talzug wird bestimmt durch den Abstand des Poles O von der Kraft-
linie 0—7, Fig. 65.

Im iibrigen ist die Wahl des Poles willkiirlich und beeinfluft
in erster Linie die Lage der Auflagerpunkte. Da diese aber ge-
geben sind, mufl man die aus der Wahl des Poles sich ergebenden
Auflagerpunkte den gegebenen anpassen. Ist z. B. verlangt, dafl
bei im tibrigen ungeéinderten Verhéltnissen die Auflagerpunkte
A und B die in Fig. 68 gegebene gegenseitige Lage haben, dann
braucht man nur die vertikalen Absténde der Seilknotenpunkte
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von der Geraden 4B Fig. 66 von der Geraden 4 B Fig. 68 nach
unten abzutragen, um die verlangte Gestalt des Seilecks zu finden.

II. Wir kehren jetzt zur Hingebriicke Fig. 63 zuriick. Die ganze
Linge sei 40, die Breite 20 m. Wir nehmen N = 20 Héngesiulen
an, so daf auf eine dieser die Belastung

P 1,7-20-40t
2-20
=1,7-20t = 341

entfallt.

¢ 723#5573.9?%
i

#om

Fig. 69. Xonstruktion der Gestalt des Drahtseils.

Diese 20 Belastungen P werden im Kréifteplan von 0 bis 20
aneinander getragen. Nach Wahl eines Poles O (mit einem Hori-
zontalzug H, dessen Ermittelung weiter unten besprochen wird)
zeichnet man, wie oben geschildert, das Seileck 0123......... 20,
welches sofort die gesuchte Gestalt des Briickenseiles ergibt, wenn
man den Pol O symmetrisch zum Krifteeck 0—20 gewahlt hatte.
Fig. 69.

Ein Blick auf die Figur zeigt, daB im vorliegenden Fall, infolge
der groflen Zahl zu beriicksichtigender Kréfte P, das Seileck als
Kurve erscheint. Dies wiirde noch mehr der Fall sein, wenn wir
(was uns durchaus freisteht) eine noch gréBiere Zahl von Héange-
siulen angeordnet hétten; dann wire die Verteilung der Briicken-
last auf das Seil noch gleichméBiger geworden : wir hitten die Seil-
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kurve aus einer noch groBeren Anzahl kleinerer Stiicke zusammen-
gesetzt.

IIT. Auf diese Weise gelangt man durch fortgesetzte Unter-
teilung der Belastung zum Begriff der stetigen Ubertragung
der Last auf das Seil.

= | “

Y %Tw

:
\

Yy
5 V%
4
L TE
d Y
s Z = 57
Vedy

Fig 70. Seilkurve mit stetiger Belastung.

Hierbei kann man die Voraussetzung einer iitber die ganze
Spannweite ! gleichméBigen Lastverteilung fallen lassen und eine be-
liebige ungleichmé&Bige Verteilung voraussetzen, die als Funktion
q = [(x) des Abstandes von einem Auflager gegeben sei, und zwar
graphisch als sogenannte Belastungsfliche ABED (Fig. 70).
Auch in diesem Falle kann man einen Krifteplan zeichnen, indem

l
man die ganze Last @ = j'f(x) dx als Vertikale ON auftrigt.
o

Die Spannung in einem Punkte P des Seiles findet man, indem
man in P eine Tangente und zu dieser eine Parallele durch den Pol
des Krifteplanes zieht. Diese Polwahl ist gleich der Seilspannung.
Auch hier ergibt sich wieder, daf} alle Seilspannungen dieselbe
Horizontalkomponente haben.

Zur Gestalt der Seilkurve kann man auf rechnerischem Wege
‘gelangen durch Einfithrung eines Koordinatensystems xy mit dem
Auflagerpunkt A als Anfangspunkt; die Ordinaten y werden
positiv nach unten gerechnet, die Abszissen x positiv nach rechts.

Wir betrachten ein unendlich kleines Stiick ds der Seilkurve
im Punkte, welches wir aus dem Seil herausgeschnitten denken.
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Damit das Gleichgewicht des Stiickchens weiterbesteht, miissen
wir uns die von den fortgelassenen Seilstiicken auf ds ibertragenen
Seilspannungen S nach links und S, nach rechts hinzudenken, neben
der von der Belastungsfliche herrithrenden kleinen vertikalen
Belastung gdx. Zerlegt man die Spannungen § und 8, in ihre
horizontalen und vertikalen Komponenten, so kann man die
Bedingungen fiir das Gleichgewicht des kleinen Seilstiickes ds
anschreiben. In horizontaler Richtung gilt:
H = H,,
welche Gleichung wegen des iiberall gleichen Horizontalzuges
erfiillt ist.
In vertikaler Richtung gilt:
V = qdax + V, (1)
Da hier aber V; = V 4- dV gesetzt werden kann, so folgt,
nach beiderseitiger Weglassung von V:
dV = — qdx (2)
Da nun, wie wir oben sahen, die Spannungen S tangential
zur Seilkurve sind, so gilt

Vo tgp =Y 3
oder d
_ y
=75 @
Hier kann man wegen der Konstanten H sofort differenzieren
dy d2y
I —— ) =
A Hd(dx) H EP (5)
Setzt man das Ergebnis in Gl. (2) ein, so folgt:
d2y
H = —
P gdx
oder nach Division mit dx:
d2y
dzz q. ) (6)

Dies ist die Differentialgleichung der Seilkurve.
Diese Differentialgleichung ist von der zweiten Ordnung

d2
wegen des darin vorkommenden Differentialquotienten d_.n?:’ der

von der zweiten Ordnung ist.
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Jede Differentialgleichung hat ein allgemeines Integral,
welches sich aus partikuldren Integralen mit Hilfe unbe-
stimmter Konstanten zusammensetzt. Jede Differential-
gleichung hat unendlich viele partikulire Integrale.

Im vorliegenden Fall einer Differentialgleichung zweiter
Ordnung sind zwei voneinander unabhingige partikulire
Integrale erforderlich, um das allgemeine Integral aufzubauen.
Setzen wir in (6) zundchst allgemein:

q = f(@) (7)

s0 folgt durch eine erstmalige Integration der Differentialgleichung
d2y
Ht = —f @) ®)
zunéchst
dy
=0 i@ dy 9)
und durch nochmalige Integration
Hy = C, + [Cyde — [do [}(z)dw (10)
oder
Hy = 02+01x—fdxff(x)dx (11)

Hier sind C; und C, die beiden unbestimmten Integrations-
konstanten ; jedes Wertpaar C,C, liefert ein partikulidres Integral.

Sonach giébe es unendlich viele Seilkurven, die die Aufgabe
16sen. Aus dieser Schar von Kurven hat man nun diejenige heraus-
zusuchen, die sich den weiteren Bedingungen der Kurve anpaft.
Derartige Bedingungen kénnen in erster Linie die Punkte fest-
setzen, durch welche die Seilkurve hindurchgehen soll. Wir wollen
solche Bedingungen an einer besonderen Kurve studieren, die
dem Fall entspricht, da die Belastung ¢ gleichmaBig iiber die

Spannweite [ verteilt ist. Es ist dann f(x) = ¢ = Const und

damit nimmt das allgemeine Integral Gleichung (12) die Form an:
x? '

Hy:C’z—[—le—q?. (12)

Da y eine quadratische Funktion von =z ist, so wird die
Seilkurve eine Parabel. Unsere weiteren Bedingungen sollen nun
darin bestehen, 1) daB die Kurve durch den Anfangspunkt
z = y = 0, d. h. durch den linken Auflagerpunkt gehen soll, und
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2) daB der rechte Auflagerpunkt um die Strecke g tiefer als der linke
liegen soll, d. h. die Kurve soll durch den Punkt z = I, y = a
gehen.

Aus der ersten Bedingung findet man:

0 =0, (13)
aus der zweiten:
12
Ha:Cllmq? (14)
und hieraus:
2H 12

Jetzt kann man das partikulire Integral, welches den ge-
gebenen Bedingungen geniigt, schreiben wie folgt:

__2Ha4-q? q

H
¥y="791 "3

(16)

In dieser Gleichung tritt noch der Horizontalzug H auf, iiber
den wir ebenfalls mit verfiigen miissen. Wie wir oben sahen, hiingt
von dem Horizontalzug der Durchhang der Kurve ab. Dies kann
man rechnerisch erkennen, wenn man in Gleichung (16) beide Auf-
lager A und B in gleicher Hohe annimmt, d. h. @ = 0 setzt. Dann
ergibt sich:

2
Hy=91%_1®
2 2

i

(17)

Der Durchhang der Seilkurve findet sich aus dieser Gleichung

fir x = — zu

2
L, gl gl __qlg
y_f“H<4 8 )~ 8H (18)

Diese Gleichung dient dazu, bei gegebenem Durchhang f
den erforderlichen Horizontalzug H zu berechnen.

IV. Das oben angegebene Verfahren der Konstruktion der Seil-
kurve kann man zur graphischen Integration der Differential-
gleichung

d2
H=Y — f) (19)
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anwenden. In der Figur 71 sei die Funktion f(z) graphisch durch
die Kurve abc gegeben; es werden alle diejenigen Kurven
verlangt, die der obengenannten Differentialgleichung geniigen.

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung lautete:

Hy = Cz—i—C’lx—}—fdxff(x)dx (20)
k4
A,
:;I 714
{ !
JRRE i
!l'| '93
NERRR "
|
PP e nin AV ?
L2 N |I 52' 77
1 N 'Ilb 70
A IR N ) ME
(eINA N
a :Hll )
IN, | \Zo%

” : LA o Y

“ou Lo
| V.3 2
& 759
27
%4 0
7 79
78y

Fig, 71.  Graphische Ermittlung der Seilkurven fiir eine gegebene
Lastverteilung.

Wir nehmen jetzt einen festen Punkt a, 9o an und suchen die
Gleichung aller Kurven, die durch diesen Punkt gehen und der
Differentialgleichung geniigen. Durch Einsetzen von z, und y,
in (20) ergibt sich

Hy, = C, + Cyx + A (), (1)
wo A (x,) der Wert des in (20) rechtsstehenden Integrals ist, den
man nach Einsetzen von z, erhilt. Lost man (21) nach C, auf, so

ergibt sich: ¢, = Hyy — A(z,) — C, (22)
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Setzt man dies in Gl. (20) ein, so erhilt man eine neue Integral-
gleichung, die nur noch eine Integrationskonstante C, enthélt,
némlich:

Hy = Hy,— A@@y) + Cy(@—20) + [d [{(@)do.  (28)

Diese Gleichung ergibt fir jeden Wert von C, eine Kurve,
die durch z, y, geht und der Differentialgleichung geniigt; sie
reprasentiert, wie man zu sagen pflegt, ein ,,Biischel* von Seil-
kurven, dessen Mittelpunkt .y, ist.

Um eine Anzahl von Individuen dieses Biischels zu kon-
struieren, zerlegen wir die von der Kurve y = f(z) und der 2-Achse
begrenzte Fliche durch Ordinaten des gleichen Abstandes , Eins®
in eine Anzahl von ,,Elementarstreifen*, deren Schwerpunkte man
ermittelt. Die Streifen sind von 1 bis 22 gezahlt. Dann trigt man
die mittleren Ordinaten der Streifen auf der y-Achse (oder auf einer
zu dieser Parallelen) von 0 beginnend auf, wobei negative Ordinaten
in Richtung der positiven y-Achse aufgetragen werden. Nach An-
nahme eines Poles P, im Abstande H von der y-Achse konstruiert
man punktweise die Seilkurve in der oben beschriebenen Weise,
indem man beim Punkte z,y, beginnt und die Kurve nach rechts
und links fortsetzt. So entstehe die Kurve 4,B,C, D, E,.

Jede Auswahl eines Poles oder, was dasselbe heilit, jede
Festlegung der Tangente der Kurve im Punkte x,y, liefert eine
Seilkurve. Die einzelnen Kurven verlaufen immer steiler, je steiler
man diese Anfangstangente wihlt; schlieBilich arten die Seilkurven
in eine Gerade aus, die durch zyy, parallel zur y-Achse verlduft;
dieser Fall entspricht dem Wert:

C, = oo

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten fiir die anderen
Individuen des Biischels greifen wir auf das erste Integral der ge-
gebenen Differentialgleichung

d
Hd_z=01 +[f @) dw (24)
zuriick. Die Kurve
n = 0+ [t@)de, (25)

die dieses Integral reprisentiert und die Abhangigkeit der Tangenten-
neigungen derSeilkurven von den Werten der Abszissen wiedergibt,
kann ebenfalls graphisch aus der Kurve abc gefunden werden.

Hort, Differentialgleichungen. 7
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Das Integral
i) do

bedeutet, wie in § 5 dargelegt, den zwischen der Kruve abc
und der z-Achse eingeschlossenen Fliacheninhalt, der begrenzt ist
durch irgendeine Anfangsordinate und die Ordinate der Abszisse .
Wir wahlen die Anfangsordinate bei der Abszisse = 0, d. h. wir
lassen die Kurve

n = 0 +ff(x)dx

durch den Anfangspunkt des Koordinatensystems gehen. Die
Konstante C; muf} gleich O gesetzt werden, wie sich aus folgendem
ergibt.

Die graphisch gegebene Kurve abc wiirde, wenn man sie
analytisch darstellen wollte, eine Gestalt folgender Art haben

y = fx) =a,+ax+ ....... ,
da sich jede Funktion im allgemeinen in eine Potenzreihe ent-
wickeln 1a6t18).
Das Integral dieser Funktion, wenn man von der Konstanten
absieht, lautet dann:

2
fydx:ff(x)dx =dow+ay ot (26)
und mit der Integrationskonstanten
2
= C’I—I—aox—{—al?—{— .....

Da wir aber unsere Kurvenfliche von = 0 an zidhlen wollen,
also fiir # = 0 das Integral [y dx verschwinden soll, muB auch
C; = 0 sein.

Zur graphischen Ermittlung der Kurve

n = [f@)de
aus der Kurve abc addieren wir die mittleren Hohen der schon
oben benutzten Elementarstreifen auf den jeweiligen Endordinaten
der Streifen. Es entsteht so die Kurve ABCDE.

Bei der Ausfithrung der beschriebenen graphischen Summation
ergibt sich wieder wie frither, dafl die Kurve

n = [i@)d
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da Kulminationspunkte haben muB, wo die Kurve

y = [
Nullpunkte hat. Nullpunkte der Kurve abc liegen vor in den
Punkten b; entsprechend hat die Kurve ABCDE ihre Kul-
minationspunkte in B und D.
Durch Hinzufiigung der Integrationskonstanten C, erhilt man
die Gesamtheit der ersten Integralkurven der Differentialgleichung

¢y

namlich
d
n =Hd_Z=C’1+ff(x)dx.

Zu jedem Individuum dieser Kurvenschar, die durch Parallel-
verschiebung in Richtung der y-Achse aus ABCDE entsteht,
gehoren einfach unendlich viele Individuen der Schar der zweiten
Integrale, aber nur ein Individuum, welches durch x,y, geht.
Alle diese Kurven, die die ersten Integrale zu ABCDE sind,
entstehen auseinander durch Parallelverschiebung. Um eine dieser
Kurven zu bestimmen, z. B. 3—3—3-—3, die die y-Achse mit
horizontaler Tangente schneidet, legt man den Pol P, fest,
indem man den einer horizontalen Tangente parallelen Polstrahl
10—P, zieht. Aus 3—3—3—3 wird die Kurve 4,B,0,D,E,
gewonnen durch Parallelverschiebung in Richtung der y-Achse;
A4,B,0,D,E, ist das durch den Nullpunkt mit horizontaler
Tangente gehende Individuum und hat die Gleichung

Yy = fdxff(x)dx
Die Konstruktion der Seilkurve zu f(x) ist also gleichbe-
deutend mit der Herstellung der zweiten Integralkurve zu
dieser Funktion??).

§ 26. Differentialgleichung der elastischen Linie.

Von derselben Form wie die Differentialgleichung der Seil-
kurve ist die technisch sehr wichtige Differentialgleichung der
elastischen Linie.

T*
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Man versteht hierunter die Gestalt, die ein elastischer (im
allgemeinen prismatischer) Stab unter Einflufl dulerer Krifte an-
nimms.

Wir wollen nur ebene elastische Linien betrachten und setzen
zundchst einen Balken der Lidnge ! voraus, der an einem Ende ein-
gespannt und am andern durch eine Kraft P auf Biegung bean-
sprucht ist. Fig. 72.

% AN
6
2 3-
L ———
P
Fig. 72. Einseitig eingespannter Fig. 73. Normalspannungen und
Balken. Schulspannungen.

Wir untersuchen die Spannungsverhéltnisse an einem Quer-
schnitt in der Entfernung x vom eingespannten Ende.

Es treten, wenn wir uns das vordere Ende entfernt denken,
die Normalspannungen ¢ tber den Querschnitt auf, deren

______ 5 Resultierende
\\ \ fodf =0 @)
& verschwinden und  deren
r“ Moment
8
I g fZO’df = P(l—2) (2
ot &, sein muf}, wenn Gleichgewicht
Fig. 74. Lineare Verteilung der zwischen der beanspruchenden

Normalspannungen. Kraft und den inneren
Spannungen herrschen soll.
Streng genommen kommt noch die Gleichgewichtsbedingung
gegen Verschiebung quer zur Balkenachse: [7df = P hinzuy,
doch wollen wir die Schubspannungen < nicht betrachten
(Fig. 73).
Nunmehr miissen Annahmen iiber die Verteilung der Span-
nungen ither den Querschnitt gemacht werden. Die einfachste
Annahme ist die einer linearen Verteilung (Fig. 74)

0 = 0, -+ za,
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womit sich auf Grund von Gleichung (1) eine Faserschicht im
Gu . . . .
Balken 2z =z, = — e ergibt, die spannungslos ist. Diese Faser-

schicht enthilt die Balkenachse, welche die Schwerpunkte der
Balkenquerschnitte verbindet. Die Spannung wird dann Druck-

spannung 2
0= —0,— (3a)
zu
auf der unteren Hilfte der Balkenquerschnitte, Zugspannung
2

6= +g, (3b)

(]

auf der oberen Hilfte der Querschnitte.

Fig. 75. Forminderung des einseitig eingespannten Balkens.
Gleichung (2) geht hiermit aber iiber in

O

;"— 22df = P.(l —u)

oder, wenn [22df, das Tragheitsmoment des Balkenquer-
schnitts, mit J bezeichnet wird:
G, P(l—ux)
T I et
. . @)
Wir betrachten jetzt die Forméanderung des Balkens
(Fig. 75). An der Stelle x liegt eine Kriimmung der Mittellinie
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vor und wir nehmen an, daB die Balkenquerschnitte auch nach der
Krimmung eben und zur Mittellinie senkrecht seien. Dann gilt
nach der Figur, wenn

odx

Adz = 7

die Verlingerung einer im Abstand 2z von der Balkenachse liegenden
Fager der Linge dz ist

Adz . d_x
)
oder
E
= )
z e
und nach (4)
Ez P-(l—u) ©)
0 J

Ist nun y die durch die Beanspruchung erfolgte Senkung der
Balkenachse unter die urspriingliche horizontale Lage an der
Stelle z, so ist der Ausdruck fiir den Kriitmmungsradius nach den

Lehren der analytischen Geometrie 20)
3

dy\212

1 (&)

Q= dty (6a)
dx?

Weil aber die Biegungen innerhalb des Bereiches der elastischen
Forménderungen nur klein ausfallen, kann man die Neigungen der

d
Balkenachse gegen die z-Achse als klein voraussetzen und also EZ—
vernachlissigen. Gleichung (6) wird dann angenihert:
d2y 1
Froi o A ek ™

Diese Gleichung geht in diejenige der Seilkurve iiber,
wenn E-J = H und P(l—zx) = f(x) gesetzt wird.

Handelt es sich um einen Balken auf zwei Stiitzen, der eine
beliebig verteilte Last f(x) trigt (Fig.76), so kann man eben-
falls die Gl. (7) benutzen, indem man das Biegungsmoment an
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der Stelle x = M, setzt

dzy
E.J i M, (8)
wo das Minuszeichen —
deshalb steht, weil das / -
positive Moment M, N
einenegativeKriitmmung | 1
hervorbringt. i
A ! V.
M, ermittelt sich i i !
hier als das erste Seil- 'r<———x—>—ldx'r<——
polygon zur Belastungs- Fig. 76. Stetige Lastverteilung iiber
flache: einem Balken.
M, = — [dv [f(x) da (9)

Die Losung der Differentialgleichung der elastischen Linie
verlangt also die Konstruktion der vierten Integralkurve zur
Kurve f(z) oder die Kon-
struktion des zweiten Seil-
polygons entsprechend dem
Ansatz: \

(TN

AN
[SY

dty
EISh =i@  (10) | aitde

Den Zusammenhang
zwischen den verschiede-
nen Integralkurven zu f(x)

liefert  folgende  durch 4
Figur 77 erlduterte Auf-
stellung. Fie 77 Bel aoke, Q
. . ig. 77. Belastungsfliche, Quer-
¢ = f(x) ist die Be- kraftfliche, Momentenfliche.

lastungsfléache,

x

Q = A— f g dz, das erste Integral zu ¢, ist die Querkraft-
o
flache,

T
M = f Q dx, das zweite Integral zu ¢, ist die Momentenfliche.
o .
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Es gelten also die Beziehungen:

aQ odarM
de L gy T T
Will man in dem Ausdruck fiir ¢ (6a) E% nicht vernachlissigen,
so lautet die Differentialgleichung der elastischen Linie:
3
2y dy \2]*
2y .[1 +(W> ] — /@ (1)

Diese Differentialgleichung gehort zum nicht linearen Typus,
sondern hat die allgemeine Form
2y  dy)
v ) = 2
o 44) = 1@ (12)
und wird im Anschlufl an § 28 behandelt werden.

§ 27. Die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten.

Eine duflerst wichtige Rolle spielt in der Technik die Diffe-
rentialgleichung:

a2y

*da?

wo abc konstante GroBen sind. Bekanntlich werden alle freien

Schwingungsvorgénge, in erster Linie die eines Massenpunktes,

durch diese Gleichung beschrieben. Esist ndmlich a = m die Masse

des Punktes, b die Dampfungskonstante der Bewegung, c¢ die

Kraft, die den Punkt an die Mittelachse seiner Bewegung fesselt,

y die Entfernung des Punktes von seiner Mittellage und x = ¢ die

Zeit.
Zur Integration der Gleichung (1) substituieren wir zunéichst

d
+b—t foy =0 (1)

dy

dx ]

@y dp _ dp dy  dp J (2)
dez  dw  dy dz  dy P

und erhalten

d
ap7f—+bp+cy=0 @)
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In dieser Gleichung substituieren wir
o dp v dv 5
P=vy o=t (5)

wo wir uns v als eine zu ermittelnde Funktion von y denken.
Wir erhalten nach Division mit y

v dv bv+c=0 6
a v—}_y_c—l? +o0v+4c= (6)
oder anders geordnet
av? +bv+c — @ d_v ‘ 7
Hier ist die Trennung der Variabeln mdoglich:
dy avdv
e ®)
Y av?+bv+c

oder nach Division mit ¢ im Nenner und Zihler der rechten
Seite:
dy vdv
T b . 9
y c
e
a o

Setzen wir hier:

b c
[+ gt 5) = e—m—p (10)
a (]//
wo
b c
—(@+f) = udaf=—
sind, so kann man die rechte Seite von (9) in zwei Partialbriiche

zerlegen und schreiben:

dy 1 a B
= e
woraus man durch Integration erhilt
lgy*—7 =lg(v—py —lg(v—a) +1g0 (12)
oder nach Beseitigung der Logarithmen
— By
ya—ﬁ — CI (U 18) . (13)

(v—a)*
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Macht man in dieser Gleichung nach (5) die Restitution

Ny
y
so ergibt sich allgemeines Integral von Gl. (4)
— I
| — ¢ L=F9" (14)
(P—0y)
Diese Gleichung kann ersetzt werden durch die beiden anderen
p—ay = A'}
; , 15
p—py=25 (%)
wenn man 4’ und B’ so bestimmt, daB
B8
C = 1 (15a)
dy

wird. Setzt man in (15) fiir p seinen Wert aus Gl. (2) p = i

ein, so findet man aus

dy 4’
Az (-'/+a)

a
dy s, B (16)
dx B
die Integrale
lg<y+ " ): ax +1gd
) (17)

lg(y+g>=ﬂx+lg3

die unter Benutzung der Exponentialfunktion iibergehen in:

AI
bh=—7, + Ades®
18)
B (
y2:_ ﬁ +Beﬁzl

Da man nun 4’ und B’ gleichzeitig = Null werden lassen kann,
ohne die Gleichung (15a) zu verletzen, so stellen

y, = A ez
yl_B@@z} (19)
y =
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die beiden gesuchten partikuliren Integrale von (1) dar, so da@
das allgemeine Integral lautet:

y = Ae*s+ Be™” (20)
Hier miissen a und f Wurzeln der Gleichung

[ ot U (1)
sein.
Die Wurzeln der Gleichung lauten:
P O i
R P 40  a
22
RS s I
b=te=—%a | 1@ o
haben also die Form
o= — 10
9+.} (23)
f=—p—i0
. b c be
mit = e - —
¢ 2a°’ ¢ 1/05 4 a?

wo 7 die imaginére Einheit bedeutet.
Das allgemeine Integral (20) nimmt nun die verschiedensten
Formen an, je nach den Werten, die den Konstanten abc bzw.

b
den Quotienten —- und 7:— beigelegt werden.

Wir setzen a zunichst stets als positiv voraus, was durch
Zeichenwechsel jedenfalls erreicht werden kann. Dann ergibt
sich, daB y im Falle eines negativen b mit x unendlich zu-
nimmt. Ist b positiv, so kann y mit zunehmendem =z nicht
ins Unendliche wachsen, wenn nicht etwa ¢ negativ wird.
Negatives ¢ 148t y ebenfalls unendlich groB werden.

1. Zunschst untersuchen wir niher den Fall

b =0
Dann wird das allgemeine Integral (20)
y:Ae+iax +Be~iax (24)

Negatives ¢ 148t y unendlich zunehmen (Fig.78.), positives ¢
verwandelt die Exponentialfunktion in die zyklometrische Funktion
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und (24) nimmt die Gestalt an (mit 4, = 4 + B, B, = (4 — B)1)

y = Agsin ox 4+ B, cos oz (25)
oder
y = A,;sino(x — ;) (26)
wo gilt
A4, = A,cos o2y, By = — A4, sin oz,
1% &
> Lppee
JANAL
4 3L
X 2z ,
4 z 72X
Fig 78. TUneigentlicher Fig 79. Reine Sinusschwingungen.,
Schwingungsvorgang.

Wir erhalten also eine rein periodische Funktion;
A, heiit die Amplitude,
x, die Phasenverschiebung,

T = _2;72 die Periode,

n = _26_n die Frequenz der Schwingung.
¢ die Kreisfrequenz.
Die hiermit gegebene Bewegungsform ist in Fig. 79 dar-
gestells.
ITa. Ist die GroBe b <0, die Schwingung also mit Dimpfung
behaftet, so bietet sich zunichst der Unterfall

c b2

a 4 a2

>0 (27)

dar. Es stellt sich dann (20) in die Form:
y = Ay e ?% sin o(x — x,) (28)
mit
—A,sinxy = A+ B
A,cosxy, = (A — B)1.



§ 27. Die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. 109

Setzt man, ohne die Allgemeinheit zu beschrinken, x, = 0,
so kann man die Maxima und Minima von y aufsuchen mittelst
des Ansatzes:

dy

= 0 =eP3(Gcoscx—Qsinoxr) =0 (29)

Diese Gleichung hat unendlich viele positive Wurzeln:

ka:i;__(p+(k_1)n’k:1,2,3 ..... (30)
wo
- @
gy =

ist. Die zugehorigen Maximal- bzw. Minimalwerte von y sind:
y, = 4,6 "% cos g,
woraus sich firr die Differenz der Logarithmen zweier aufeinander-
folgender y ergibt:
g, ) —lg @) = — k17

R
=—y (31)
Die logarithmische Diffe- &
renz zweier aufeinanderfolgender \

Schwingungsweiten ist also kon- [<—%w7

stant, man nennt die GroBe +—‘Zk—>|| E
b ot
La——2 (32 '

o V4ac—02 ! . x

das logarithmische Dekre-
ment der Schwingung.

Fig. 80 gibt ein Bild einer [~/
geddmpften Schwingung. )

j

|
|
Fote 7>

oyl

= ist wieder die Schwin- Fig. 80. Gedampfte Schwingung.

gungsdauer, sie ist groBer als bei nicht vorhandener Dimpfung.

c b2
I S —
IIb. Ist » 1ot

<0,
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dann wird das allgemeine Integral
y=e "(AeT 7" 4 Be %) (33)
d
in welcher Formel ¢ < ¢ ist. Jetzt kann weder y noch ?Zg ver-

schwinden, so lange 4 und B gleiche Vorzeichen haben. Es kénnen
also weder Nullpunkte noch Extreme vorkommen; y nahert sich
mit wachsendem ¢ asymptotisch dem Werte Null. (Fig. 81.)

A

/AN

x3—>

Fig. 81. Fig. 82.

ar,?ﬂ\

u—
Fig. 83.
Fig. 81—83. Verschiedene Formen der aperiodischen Bewegung.

Haben jedoch 4 und B verschiedene Vorzeichen, so gibt es
einen Nullpunkt: 1 B

der aber nur dann wirklich auftritt, wenn die Bewegung zur Zeit
z = 0 nach dem Schwingungsmittelpunkt hin gerichtet war
(Fig. 82).
Das Extrem liegt bei
_ 1, toB
x, =—lg —7—
207 (p—o0)4d
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und ist unter allen Umstanden vorhanden. Nach Uberschreitung
des Extrems fithrt die Bewegung zur Mittellage zuriick.

Diese Bewegungsform ist
die aperiodische, von der
in Fig. 81, 82, 83 die wich-
tigsten Formen dargestellt
sind.

II1. Der Fall ¢ = 0 bzw.

b2 = 4 ac
liefert zwei gleiche Wurzeln
o und § und mithin das all-
gemeine Integral:

y = (A4 4+ Bx)e™*?,

Diese Bewegung  hat
ebenfalls den Charakter IIb,
je nachdem die Anfangs-
bedingungen bzw. die Werte
A und B gewshlt werden.
Wir geben die moglichen
Fille in den nebenstehenden
Figuren wieder.

4>0
B—p4d <0
B>0

4>0
Fig. 85: B—pAd <0
B <0
4>0
B—pAd>0
B>0

Fig. 84:

Fig. 86:

Uber die Anwendung der
Differentialgleichung

/

\

Y

tga=8-04

'<——J>——->-

Fig. 84—86.

=804
=5

Fig. 86.

Spezielle aperiodische
Bewegungsformen.

ay”’ + by +cy =20
auf technische Probleme siehe W. Hort, Techn. Schwingungs-

lehre, Springer 1910.
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§ 28. Nichtlineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
Kettenlinie.

Unter den nicht linearen Differentialgleichungen II. O. gestatten
zundchst diejenigen eine allgemeine Behandlung, in welchen nur
der zweite und der erste Differentialquotient vorkommen, welche
sich also an der Form erweisen

d?y dy
F( dx ’%)—0 )

dz
Gelingt es, diese Gleichung nach a—;‘z aufzulosen, so dal also

eine Gleichung der Form

2
=) @)
entsteht, so wird eine erste Integration moglich, wenn man
dy _
dx
substituiert. Es folgt dann statt (2)
2w 3)

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung in welcher
man nach Trennung der Variabeln schreiben kann

dp
= 4
1 (P) @
und nach erstmaliger Integration
dp
z=0C, + f —— =0, + 5
1 ) 1+ @ (P) (5)
Gelingt es, diese Gleichung nach p aufzulésen, wodurch
p = y(@—0C) (6)

resultiere, so ist die zweite Integration moglich.
Man schreibt statt (6)

d
=y e—0y (1)



§ 29. Die Kettenlinie. 113

und nach Trennung der Variabeln
dy = yp@—Cy)dz,
woraus sich das allgemeine Integral findet:

y = 02+f1p(x—01)dx.

Ein Beispiel fiir diese Art von Differentialgleichungen bietet
die Kettenlinie.

§ 29. Die Kettenlinie.

Diese Kurve gehort zu den ,,Seilkurven‘.

Sie ist identisch mit der Gestalt eines an zwei Punkten
aufgehdngten Seiles, welches nur unter seinem Eigengewicht
steht und welches keine Biegungssteifigkeit aufweist (annihernd
bei einer Kette erfullt). Fig. 87.

Wir betrachten wie bei der Seilkurve das Gleichgewicht
eines Kurvenelementes ds und gelangen zu der Formel

V=yds+V, =dV + V,, (1)
in welcher yds das Eigen- 4, v
gewicht des Kettenstiick- . B8
chens ds bedeutet. W
Da ferner auch hier @ £ ¥z
das Verhiltnis zwischen % — ‘7; N T
der Vertikalkomponente V T—a /y 1
der Kettenspannung und 7‘
dem Horizontalzug H gleich yds
dem Tangens des Neigungs- &
winkels oder
y—n¥ @) h =
= dr Ap ~>-

. Fig. 87. Die Kettenlinie.
sein  mull, so folgt als

Differentialgleichung der Kettenlinie:

d2y
H e =7 ds. (3)
Schreibt man hier
dy
Hd_* = +yds (4)

Hort, Differentialgleichungen. 8
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so kann man sofort einmal integrieren

dy
H dr C+ys, (5)
d. h. der Richtungstangens der Kurve ist der Bogen-
lange proportional
Zur Gewinnung des allgemeinen Integrals kehren wir zur
Gleichung de
Yy _
H i = + yds
zuriick, in welcher wir fiir
ds = Vda? + dy22l)
setzen. Nach Division mit d« folgt dann

d2y / dy\2
HW=+7 1+<d_Z)' (6)

Nach Substitution von

dy
dw P
ergibt sich hier
H dp —
7 2
Ay il LR (7)
. . H
und nach Trennung der Variabeln mit — = a
a0 _ s (8)
1+ pe
Nach erstmaliger Integration folgt :
d
a T—?i—z_ =0+ 9)
oder 1+p
alg(p+ V149 = O+ (10)
Diese Gleichung 188t sich nach p auflssen. Es folgen aufeinander
die Ansétze: Ci+a
P+ pi=0c
2 Ci+2 C+z
1+p2=e * —2pe * 4 p2 (11)

P=‘2“ —e

[ _01+¢
1 (e—a T )
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Nach Restitution des fiir p giiltigen Wertes kommt dann

C+2x _01+z
dy_~1<eu_ a). (12)

dz 2 ¢

Wir nehmen jetzt eine Transformation des Koordinaten-
systems vor, indem wir das Achsenkreuz um die Strecke - o
in Richtung der positiven x-Achse parallel mit sich verschieben,
Der Anfangspunkt A, riickt dadurch nach 4,. Die Koordinaten
der Kurvenpunkte in bezug auf das neue System bezeichnen
wir mit &, und #,, und es gelten zwischen den alten und neuen
Koordinaten die Beziehungen

r=0+&
y=1m
und zwischen den Differentialquotienten gilt:
dy _ dn,
de  d§;’
hiermit geht aber die Formel (12) iber in
Cit+ro+é Cit+o+ 6
dn, _ 1 a - a )
T2 <e —e . (13)
Wir wollen nun festsetzen, daf die #,-Achse die Kurve in einem
d
Punkte mit horizontaler Tangente schneide, d. h. daB E—Z—l =0
1
werde fir & = 0. Dann muB sein
C'1 + 1Y + 51 == 0)
d. h.
Ci+e =0,
womit Formel (13) tibergeht in:
& 2
dyy, _ (W
d_é'; =3 (e —e . (14)

Nunmehr kann man nochmals integrieren und erhdlt mit einer
neuen unbestimmten Konstante C,

o [ B &
171=02+—2—<e“+e ").
8*
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Wir transformieren jetzt von neuem das Koordinatensystem,
indem wir das Achsenkreuz um das Stiick ¢ in Richtung der
negativen #,-Achse verschieben. Der Anfangspunkt riickt dadurch
nach A. Die Koordinaten der Kurvenpunkte in bezug auf das
neue System bezeichnen wir mit & und 7, und es gelten die Be-
ziehungen :

f = 51
N = o+
Zwischen den Differentialquotienten gilt
dc _ dey
dn  dm,
Die Formel (14) geht nun iiber in
£ e
7;=6—}—02—{—%(ea+e “). (15)
Bestimmen wir jetzt, daf fir
E=0
sein soll:
n=a
dann muBl gelten:
c+ 0, = 0,
mithin gilt als endgiiltige Gleichung der Kettenlinie
£ £
n:i(eue ) (16)
2
und fiir den Differentialquotienten
§ §
dnp 1 (7 —7> 17
W = ? e —e€ . ( )

Fiir die beiden letzten Funktionen von & hat man kiirzere Zeichen
eingefithrt. Es gilt

£ £
l(‘ea +e a)=@0f%

£ _£
L e

a

(18)
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Man iiberzeugt sich leicht von der Giltigkeit des Satzes

Cof? £ Sin? £ 1. (19)
a a
Um einige weitere Beziehungen abzuleiten, schreiben wir
das Argument vorldufig kiirzer = .
Mittels der Identitéten

v = z+y n x—Yy

2 2
— r+y x—Yy
2 2

findet sich leicht

@inx+6iny=2@inx—;y@oix;y
ojx + Cofy = 2 Cof 2 Cof 2
_ (20)
Sine — Giny = 2 Gof ”’2“’ Gin = y
Cojx — Cofy = 2Gin x—;y Sin x—2—y .
Setzt man
w+y_§ rT—y
R
so wird

T = ‘§+77’y = 5_7]:

und die Formeln lauten (nach Vertauschung von & mit z und 5
mit y):

6inx@iny=%@0[(x + y)—%@of(mmy) )
1
Gof 2 Gofy = 5 Cof @ + 9) + 5 Cof @—)
. 1 1 (21)
@1nxC&ofy=?@m(x+y) —[—;@in(x———y)
CojrSiny = %@in(w-ky)—%@in(x—y)




118 Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Durch geeignetes Addieren und Subtrahieren je zweier

dieser Formeln entsteht dann
Gin(z +y) = Ginz Cofy + Cojz Giny } (22)
Cof (x + y) = Cofx Cojy & Ginz Giny.

Der Aufbau dieser Formeln erinnert an die Kreisfunktionen sin
und cos; wir schreiben fiir das letzte Formelsystem analog an:
sin (x 4~ y) = sinz cos y 4 cosz siny
cos (x 4 y) = cosx cosy - sin z sin y.

Man nennt die Funktionen Sin und €of den ,hyperbolischen
Sinus® bzw. ,,Cosinus®. Diese Bezeichnung hat ihren Grund in

folgendem geometrischen Zusammenhang:

In der Figur 88 sei
eine gleichseitige Hyperbel
der Gleichung z2—y2% =1
gezeichnet. Dann ist die
halbe Scheiteldistanz 0 A4
= 1. Wir berechnen nun-
mehr den Flacheninhalt F
des Hyperbelsektors OPA P,
(PP, | OX) in Abhingig-
keit von der Abszisse z
oder der Ordinate y des
Punktes P. Aus der Figur
liest man sofort ab:

Fig. 88. Definition der Hyperbel-
funktionen. F
2

z
=2 [ydz. (23)
1

2
Nach der Hyperbelgleichung ist aber
Yy = 'l/xZ_]_’
mithin
2 2 f ’
1

Der Wert des Integrals steht in jeder Formelsammlung, z. B.
Hitte 20. A., 8. 75. Es ist

f]/xz——ldngl/xz——l‘—%lg(x—l-]/x?—l).
1
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also wird
F = lg (x + Va>—1). (24)
Diese Gleichung ist nach z aufldsbar.

erx—l—]/:;?_:——l

F 2 e + 22 = x2—1
2F
e +1 1|7 —F
2e
Fihrt man die Rechnung analog fiir Y

y durch, so erhdlt man
1
y=—(F —cF). (25a)

Durch diese beiden Formeln wird die
Abhéngigkeit der Abszisse x und der
Ordinate y vom Hyperbelflicheninhalt

statuiert. /7
Eine analoge Betrachtung fiihren <2
wir am Kreise Fig. 89 aus Fig. 89. Definition der
2t 4yt = L Kreisfunktionen.

Es ist der halbe Flicheninhalt des Kreissektors
1
F xy
= % d
=5+ [vis (26)
x

1
—_—2 JE—
=xﬂ2x —I—f]/l——x2dx.
z

Der Wert des Integrals findet sich in der Hiitte an derselben Stelle
y 1 S
fl/lv—— 22dr = 5 (arcsin 1 — x Y1 — 2 — arcsin x)
T

Hiermit wird aber
F = arcsin 1 — aresin z = arccos z (27)

und nach z aufgelost
x = cos F. (28)
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Entsprechend ergibt sich fiir die Ordinate
y = sin F. (28a)
Diese beiden Formeln sind die Analoga zu den oben bei der

Hyperbel abgeleiteten, und es bedarf keiner weiteren Begriindung
fiir die Abkirzung fiir (25) und (25a)

x = Cof F *
und
y = Gin F.
‘ 174
ot J
A 4
\ 2! /]
\.JJ Vo Yy
o
-F:J'ZTLFZ-—TJ 2 3 45 4 7
ZRV
[74=]

Fig. 90. Die drei Hyperbelfunktionen.

Wir kehren nunmehr zur Schreibweise Cofz bzw. ina
zuriick und bemerken, dafi aus der Beziehung zur Exponential-
funktion e sofort eine Reihenwicklung fiir die beiden Funktionen
folgt. Es ist

2 x4

z a8
w%ﬂ+a+z+a+m-]
22

, 23 b x? ) (29)
Aus diesen Entwicklungen ergibt sich ohne weiteres
Cof (—a) = Cojz
S = — Gina, | (30)

d. h. Gojf ist eine gerade Funktion, Sin eine ungerade.
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Ferner wird
Gind = 0; Ginoo = } 31)

Coj0 = 1; Cof co = co.

Den weiteren Verlauf entnimmt man am besten aus der Figur,
die nach einer der Tafeln fiir diese Funktionen, der ge-
zeichnet ist 28),

Die Figur enthilt noch die Funktion hyperbolischer Tangens,
die definiert wird durch den Ansatz

Ginx a8 248 17 27

gz = Gofz T3 + 15 315 + —.... (32)

Fir die Yg-Funktion gelten analoge Additionsformeln wie
fir ©in und Cof, die wir nicht besonders anschreiben.

Wir kehren nun zur Kettenlinie zuriick. Fir die Ordinate
hatten wir gefunden

7 = aCof %
fiir den Richtungstangens
dn . &,
d—S = Gin 7{
Ferner leiten wir aus der Formel (4)
dr
Had qE yds 3
fur die Bogenlinge S die Be-
ziehung ab Fig. 91. Berechnung des
Durchhangs einer gegebenen
dn & g
S=ag—-~L =aCin—. Kette.
d& a

Nunmehr kénnen wir die Verhaltnisse einer Kette der Lange 28
untersuchen, die zwischen zwei Punkten aufgehingt wird, die die
Horizontalentfernung L, + L, = 2L und die Vertikalentfernung
H, — H, = 2H haben.

Nach der Figur 91 schreiben wir an:

L
Sl = a@infl,
a

Ly
g = 0 G —
a
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und
L L
28 =8,+8,= “(@inTl‘*‘ @inTz) .

Hier sind L; und L, mit ihren absoluten Werten einzusetzen.
Nach Formel (20) folgt

Li+L,  L—1I

28 = 2aGin 5a Cof 5a
_ . L L,—L,
S = a@nl‘a—(‘SDFT. (33)
Ferner gilt
L L
h1=a@o[71, hy = aGof —*
und durch Subtraktion
QH =h, —bh, =al@ Ly 0 Ly
A i AR
= 2aGin I+ L, - Bin L+ I
2a 2a
L
H=agint.gnlitl (34)
a 2a

Quadriert man jetzt Formel (33) und (34) und subtrahiert (34)
von (33), folgt

82— H? — q2Gin2 _P.(@:sz Li—L, Sin2 M) .
o 2a 2a
Der Klammerausdruck ist jedoch = 1, und so ergibt sich
L ——
aGin— = V8 —He. (35)
Schreibt man das Ergebnis in der Form
. L
@m; _ V3: — 7 "
a

L
so kann man bei gegebenem S, H, L diese Gleichung nach vy

auflosen, was mit Hilfe der Tafeln oder der Kurven sehr leicht ist 24).
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Es sei z. B. die Kettenlinge 28 = 100 m, die Entfernung
2L = 50 m, die Hohendifferenz 2H = 20 m. Dann ist

VS:—Hz 2500 —100 48,99

L 25 25
= 1,96.
Die Beziehung
Cintx — 1,96
x
. L .
findet aber statt fir x = — = 2,15, d. h. es ist
a
L 25
“=3515 ~ 15~ LEm-

Wiegt die Kette nun y = 20 kg/lfd. m, so wird der Horizontalzug H
H=ay = 232kg.

§ 30. Genaue Form der Differentialgleichung der elastischen
Linie. )
Die Gleichung (11) des § 26 kann ebenfalls nach der Methode
des § 28 gelost werden mittels der Substitution

dy

dz p. (1)
Wir erhalten hiermit
dp 2
N 212 —
Lo+ p9° =10) (2)
und nach Trennung der Variabeln p und z
dp
5 = Hw) de, 3)
1+
Durch Integration folgt hieraus
L = [fwdz+C,. ()

11 + 2
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Diese Gleichung kann man nach p auflosen

_av_[fwas o .
dx -
Y1—1[1 (@) da + C,F

und nach nochmaliger Integration
Hx)dz + C
y:fVl / ! dx + C,. (6)

—[f@) de + ¢,
Im Falle des Ansatzes (7) § 26 mit

findet man

P x2 \2 x? ®)
- 2
]/1 [Esz(lx 2)—}—2EJ(lx 2)01—{—01]
aus der sich wegen der Bedingung
dy "
p=—g-= 0 firx =0
findet
¢,
= ]/1—012 (9)
oder
¢, =0
Mithin wird
P Lo - a2
dy BT\ T2
- = (10)
dx ]/1 P2 ; z2 \2
BE ( T >
und
ZAGY
x
BJ 2 dv + C, (11)
2
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Dieses Integral kann man durch die Substitutionen

P x2
W(”—‘z‘)zf

x_l—{—]/ 2EJ

11
Gom T pae e
2Va——/3§
2EJ
‘B___~
iiberfithren in
pEdé
= — 12
Y f2V1—§2Va— 0 (12)

welches ein elliptisches Integral ist. Die Benutzung des
genauen Wertes fiir die Kriimmung der elastischen Linie fithrt
also schon im einfachen Falle des einseitig eingespannten Balkens
zu Verwickelungen, deren eingehendere Untersuchung uns bhier
zu weit fithren wiirde.

§ 31. Eindimensionale Differentialgleichungen.
Beispiel: Formiinderung eines dickwandigen Rohres nach Foppl.

Gibt man den Variabeln x und y bestimmte Dimensionen,
die dann auch den Differentialen dx und dy zukommen, so kann
man auch fiir jedes Glied einer Differentialgleichung eine be-
stimmte Dimension angeben.

Seien z. B. die Dimensionen von x und y = 1, so sind folgende
weitere Dimensionen festzustellen :

Y1 _ . ni (YN _ o
Dlm[dx] 0; Dlm[mx (W =2;
Dim[gz] —1; Dlm[ mﬂ(dy> —l—yZ]-l
wobei augenommen ist, daB m eine Zahl bedeutet. Unter-
sucht man in dieser Weise alle Glieder einer gegebenen

Differentialgleichung, und finden sich diese dabei simtlich von
gleicher Dimension, dann heifit die Differentialgleichung ,,ein-
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dimensional®‘, wobei es vorkommen kann, dafl man z und y
verschiedene Dimensionen zuteilen mufBl, um Eindimensionalitit
zu erreichen.

Zunichst betrachten wir den Fall, in welchem sowohl x
wie y von der ersten Dimension sind. Hier gelangt man zu einer
Erniedrigung der Ordnung der vorgelegten Differentialgleichung,
wenn man sowohl fiir 2 wie fiir y neue Variable & und 2z einfiihrt
mit Hilfe der Substitutionsgleichungen

x=2¢; y=2.¢. 1)

Hier folgt durch Differentiation

%:%%i—=<g—;-el’+ze">%i—. (2)
Da aber
% =¢ (3)
und mithin
B e (4)
ist, so ergibt sich
Fig. 92. Dickwandiges Rohr % = g—; +z. (5)

mit innerem Uberdruck.

Analog ergibt sich

d?y d2z dz\ 4
da? (d&z +ﬂ>e ‘ (©)

Mittels der Formeln (1), (5) und (6) kann man die Substitution
bei eindimensionalen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
durchfiihren.

Wir Dbetrachten die Differentialgleichung der Form-
ianderung eines dickwandigen Rohres unter innerem Uber-
druck.

In der Figur 92 sei der Querschnitt des Rohres gezeichnet,
wobei die Linge des Rohres = 1 gesetzt wird; Forménderungen
in Richtung der Rohrachse bleiben von der Betrachtung aus-
geschlossen.
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Zur Grundlage der Untersuchung wird diejenige Verldngerung
u gemacht, welche ein nach einem Punkte der Rohrwand gezogener
Radius 2 unter EinfluB des Innendruckes p erfihrt. Ist diese
Verlingerung % als Funktion von « gefunden, dann ist es moglich,
die spezifische Radialdehnung ¢, und die Tangentialdehnung e,
zu berechnen. Letztere findet sich durch den Quotienten

Verlangerung des Kreisumfangs

Urspriinglicher Kreisumfang
2mu U

- (7)

= & = —
¢ 2mx T

Die Radialdehnung ergibt sich durch Betrachtung der Léngen-
dnderung, die eine radial gerichtete Elementarstrecke AB = dx
(siehe Figur 93) erfahrt. Der Endpunkt 4 des Radius x = M A
verschob sich, wie oben festgesetzt, um die Strecke u. Dem-
entsprechend verschiebt sich der Endpunkt B des Radius
z+de = MB
um die Strecke u -+ du.

M,
| SE— ZIPRLa

Fig. 93. Berechnung der Fig. 94. Gleichgewicht der
Radialdehnung des Rohres. Spannungen an einem Element der

Rohrwand.

Folglich verldngert sich das Element do um den Betrag du,

mithin ist die spezifische Radialdehnung an der betreffenden Stelle
du

= (8)

Zur Gewinnung eines weiteren Ansatzes betrachten wir
nunmehr die gegenseitige Wirkung der Spannungen an einem
Elemen. der Rohrwand, welches, wie in der Figur 94 gezeichnet,
herausgeschnitten sei.

&r
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Die in tangentialer Richtung angreifenden Spannungen g,
sind auf beiden Seiten des Elementes gleich; die sich aus ihnen
ergebenden Gesamtkrifte sind o,-dz und ihre Resultierende
CD = dOC‘O't‘ dzx.

Die radial nach innen angreifende Spannung sei ¢,; die am
EFlement angreifende entsprechende Gesamtkraft = zda«- o,
Auf der AuBenseite des Elementes greift nun die Spannung
o, + do, an; die ihr entsprechende Gesamtkraft ist

(0, + dg,) (x + dz) - da.
Multipliziert man diesen Ausdruck aus, so findet sich

(6, + zdo, + 6, dz + do,* dz)da.

Hier wird das letzte Glied do, - dz als klein gegen die iibrigen
vernachlédssigt, und das zweite und dritte werden in

d(zo,)
zZusammengezogen.
Nach diesen Festsetzungen ergibt sich als Resultierende der
beiden Radialkréfte
d(za,) - da.

Zwischen dieser und der Resultierenden der Tangentialkréfte
mul} jedoch Gleichgewicht bestehen, woraus folgt

da-o,-de = d(zxo,) da.
Nach Hebung von da und nach Division mit dz folgt

d(x o)

0= gz (9)
Die Verbindung dieser Formel mit den oben entwickelten Deh-
nungen ¢, und ¢, verlangt die Heranziehung eines Elastizitéts-
gesetzes. Unter einem Elastizitdtsgesetz verstehen wir eben
eine Beziehung zwischen Spannungen und Dehnungen. Wir
legen hier das Hoolkesche Gesetz zugrunde, welches in seiner
allgemeineren Form fiir longitudinale und transversale Spannungen
(Tangential- und Radialspannungen) lautet :

1 1 1 1
et:E<6t—‘EUr>; er:E“(Ur—EUt)’ (10)

wo F den Elastizitdtsmodul und m das Verhdltnis der
Lingsdehnung zur Querkontraktion bedeutet.
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Diese beiden Gleichungen 19st man nach ¢, und o, auf:

m mE
O= o (met8); o= —(mete) (1)
und nun ist man in der Lage, die Dehnungen
u du
=— und & = — 12
fi=— und & = o= (12)

einzufiihren. Es ergibt sich
_ mE v o du) _ mkE du u 13
I\ e T @) T w1\ a ) Y

Diese Werte fiir ¢, und o, setzt man in Gleichung (9) ein, wodurch
sich ergibt

mkE m du . d mE du U 14
m—i\" 7 T3 T w1\ T )| 49

E
1 und fithrt die Differentiation auf der

Dividiert man mit

rechten Seite aus, so resultiert die Differentialgleichung zweiter
Ordnung %)

dzu 1 du u '
FZRr I P 1)

x2
Diese Differentialgleichung ist ,,eindimensional“ in dem
eingangs angegebenen Sinne.
Fithren wir mit » = y die Substitutionen (1), (5) und (6)
aus, so vereinfacht sich die Gleichung zu

d?z dz
757 +2 a5 = 0 (16)
welche sich mit
dz
5 =P an

vom ersten Grade erweist.

Wir haben also nur die Gleichung
dp
a9

zu integrieren, welche das allgemeine Integral

+2p=0 (18)

1
$=0,—5lgp (19)

Hort, Differentialgleichungen. 9
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oder

p = 0" (20)
ergibt.

Zur Ermittlung von z greifen wir jetzt auf Gleichung (17)
zuriick, indem wir den soeben ermittelten Wert von p einfithren.

Die Integration von

dz =29 (21)
liefert mit einer zweiten Integrationskonstanten
2= Oy L 2O (22)
2
Aus (22) leiten wir nun das gesuchte Integral 4 ab wie folgt:
U=z = x<02 — ;’—62(01— 0)> (23)
Fiihren wir hier nun die Substitutionsgleichung (1) wieder ein mit
=z (24)
so ergibt sich als allgemeines Integral
1 &4
u:x(C’Z—? ma) (25)
und wenn man hier setzt
1 2¢
02 = A > _— ? e == B
so wird
B
u=Ax+ - (26)

wo A und B die erforderlichen beiden Integrationskonstanten sind.
Zur Ermittlung dieser gehen wir auf die Gleichung (13) fur
o, zuriick, in welche wir (26) einfithren. Wir erhalten:

mE B B
o 2752—:1“{’"(‘4_?) 4 +;?}

mE

mE 4 mE B
m—1" m—}—T a2



§ 32. Einfithrung der Stérungsfunktion. Kreisiormige Platte. 1383

und mit
mE mHE
T 4 = _ B —
m——lA Pom+1 B
B
OTZAl_w—;' (27

Zur Bestimmung von A4; und B, filhrt jetzt die Bemerkung,
daBl fir x = 7, d. h. im Innern des Rohres, die Radialspannung
gleich dem Uberdruck p sein muB, der mit negativem Vorzeichen
zu versehen ist, weil es sich um Druckspannung handelt.
Ferner mul} fiir + = R, also auBlerhalb, die Radialspannung
= Null sein. Wir erhalten also die Bedingungsgleichungen

fire =r:—p= Al—%
firr=R: 0= Al——%
aus denen durch Auflssung nach A4; bzw. B, folgt
4, = Rzzp_r2 r2

wodurch sich dann die Formé#nderung u endgiltig findet zu

U =7

. R
W;——W {(m—— Dz + (m+ 1)72} (28)

§ 32. Einfiihrung der Storungsfunktion. Kreistormige Platte.

Die genauere Theorie der kreisfsrmigen gleichmaBig belasteten
Platte fithrt (vgl. Foppl, Vorlesungen iiber technische Mechanik
IIT) auf folgende Differentialgleichung

a2 14d 6(m2—1
e 1(7»2Eh3)px 1)
wo bedeuten
¢ die Winkel, die die Normalen der Plattenelemente
nach der Biegung mit der Mittellinie bilden;
x der Abstand eines Plattenelementes von der Mitte;
g%
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1
P, die Poissonsche Konstante;

E den Elastizitdtsmodul;
h die Plattendicke;
p den Druck, der auf die eine Plattenseite ausgeiibt wird.

Setzen wir in (1) die rechte Seite vorldufig = Null, so
erhalten wir
e 1 do @
dor T T de T 0 &)

Diese Differentialgleichung ist
aber identisch mit Gleichung
(15) des § 31 und hat dem-
nach das allgemeine Integral

B
p=dzst— (3

Fig. 95. Forminderung der kreis- Um nun von hier aus zum
formigen Platte. allgemeinen  Integral  der
Gleichung (1) zu gelangen,
setzt man voraus, dafl dieses dieselbe Form -habe wie (3), nur
mit dem Unterschied, daBl 4 und B jetzt Funktionen von « sind,
die man bestimmen muB.
Den durchzufithrenden ProzeB nehmen wir sogleich an
einer ziemlich allgemeinen Differentialgleichung zweiter Ordnung
vor, namlich ’

az d
L+ P@ L+ P@y = P 4
(vgl. § 24), zu der
dz d
Tt P@ L+ P@y =0 (5)

das Analogon zu (2) bildet.

Man nennt die Gleichung (5) die gegeniiber (4) reduzierte
Gleichung. Die auf der rechten Seite von (4) auftretende
Funktion Py(x) heilt Stérungsfunktion.

Es seien nun y,; und y, zwei auf irgendeine Weise gefundene
voneinander unabhéngige partikuldre Lésungen von (5),
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mit deren Hilfe wir das allgemeine Integral von (4) in der Form
ansetzen :

. Yy = @)y, + (@)Y, (6)
Die Differentiation dieses Ansatzes liefert
d
Y Q'Y+ @y + @y, + @y, (7)

dx
Da @, und @, unbekannt sind, kénnen wir fiir sie eine Bedingung
willkiirlich vorschreiben. Wir wihlen als Bedingung den Ansatz

Qi+ @'y =0, (8)
wodurch sich (7) vereinfacht zu
d
=+ (9)
Eine abermalige Differentiation liefert hier
d2
i en QY HGr . (0
dy d?y

Nunmehr fithren wir die Ausdriicke fiir ¥, iz a2 [Gleichung (6),

(9), (10)] in Gleichung (4) ein und erhalten nach gehériger Ordnung

Q" + Prys + Poyy) + @u(” + Py’ + Pays) + 9,/ @
+ 9 @ = P (1)
Da aber, wie vorausgesetzt, y, und y, der Gleichung (5) geniigen,
8o bleibt von (11) nur ibrig
'@ +9,'Q = P (12)
Diese Gleichung reicht im Verein mit Gleichung (8) aus zur
Bestimmung von @, und @,’. Man erhilt durch gewohnliche
Aufldsung dieser Gleichungen nach ¢;’ und @,’

Qll — P3 y2
r__ ¥ ’
Yo — U1 Y, (13)
Q r PS % .
2 Y19 — %Y’
@, und @, selber finden sich durch einfache Integration
%= =g 4]
2J1 1J2 (1 4)

@y = —‘ill‘lisj‘xf“-i—B[
YWY — U Y.
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so daf das allgemeine Integral von (4) lautet:

Yy = @y + Qy, + 4y, + By, (15)

Nunmehr wenden wir die durch (14) gegebene Vorschrift .
der Abkiirzung auf die Differentialgleichung (1) an. Es ist mit

6 (m2—1)
g PN
P3:—Nx|
el (16)
9’2:}‘ l
—g;xdx
__x —
x a2
=———%fxdx+A
- — Nfz + 4 17)
zxdx
Q2=~—Nf L+
x____._
x2 x
= —l—%x‘l—i—B (18)

Aus (17) und (18) setzt sich dann nach Vorschrift von (15) das
allgemeine Integral zusammen

N g3 N 28 B
v=——g tg tdzt o
oder :
N a3 B
Q= 8 + Az + = (19)

In der gleichen Weise behandelt man die ebenfalls bei Foppl
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vorkommende Differentialgleichung der Platte fiir eine in der
Mitte angreifende Last P:
2 1 dy @ P

dx? x dx 2  z (20)

Man findet
P 1
G=—y [ iat4

P
Q2=+T[xdx+3
und

P P B
@ = —Txlgx+(A+T>x+7

P B

§ 33. Runges Methode zur angeniherten Integration von
Differentialgleichungen.

I. Im § 5 haben wir den Inhalt eines Flichenstiickes bzw.
den Wert eines bestimmten Integrals als die Summe der Inhalte
der Elementarrechtecke angendhert dargestellt.

Wir hatten fiir den Flacheninhalt (Fig. 96) bzw. fir das
bestimmte Integral den Ausdruck

Ji@) dz
gefunden, und es war (angenshert)
p=n—1
y—-ff x)dx——Zé fla+ 096); nd=z—a (1)
p=0

Wenn man nun bedenkt, daBl der Integralbeziehung

die Differentialbeziehung
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zugrunde liegt, aus der man die Differentialgleichung erster Ordnung

d
= =@ @
ableiten kann, so sieht man, daBl man in dem Ansatz (1)
p=n—1
y=D'd-fla+ed) (5)
p=0
eine Vorschrift fiir die angenéherte Integration der Differential-
gleichung (4)
Y _ s
dr f (x) (6) 7
besitzt.
7
50
L
8
2 7 >
N
I z 47
-z, HJ < dex * L g
Fig. 96. Summierung einer

Fig. 97. Darstellung der Funktion
Funktion. X

X
sin x und J' sin z dz.
0

Wir wollen die Genauigkeit des Verfahrens an dem Beispiel
der Differentialgleichung

dy

T sin (7)
prifen. Da wir das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung
y = C—cosx (8)
kennen, wird ein Vergleich moglich sein
Wir tragen zundchst die Kurve

n = d—x = 8SInx
graphisch auf (Fig. 97).
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Zugleich fertigen wir uns eine kleine, von 10° zu 10° fort-
schreitende Tabelle an, wobei wir das Argument x in Bogen-
lingen des Kreises vom Radius 1 umrechnen.

Tabelle 2.
1 | 2 3 4 5 | 8 7 8
x T
sin Y sin @ y

Winkel | Bogen Winkel| Bogen

0 0,000 0,000 0 100 1,745 0,985 1,259
10 0,175 0,174 0,030 110 1,920 0,940 1,423
20 0,349 0,342 0,090 120 2,094 0,866 1,574
30 0,524 0,500 0,178 130 2,269 0,766 1,708
40 0,698 0,643 0,291 140 2,448 0,643 1,821
50 0,873 0,766 0,425 150 2,618 0,500 1,909
60 1,047 0,866 0,576 160 2,793 0,342 1,969
70 1,222 0,940 0,740 170 2,967 0,174 1,999
.80 1,396 0,985 0,912 180 3,142 0,000 1,999
90 1,571 1,000 1,087

Wir bestimmen jetzt, da8 fir ¢ = x = 0 y = 0 sein soll.
Dann wird, da unsere Grofie 8, d. h. das Argumentintervall,
10

360
Integration itber die ersten beiden Intervalle:

nach welchem wir fortschreiten, = 2 n = 0,175 ist, fir die

2
9

2 pe1

y :fsinxdx: S 5singd = 6sin0 - &sind
0

p=0

= 0,174 x 0,175 = 0,030,

und fiir die Integration iiber das Intervall -721

T s
y:fsinxdx:stingé (10)
0 p=0

=8-8sin0+ dsind 4 8sin28 - 6sin 36 + dsin4d + §sin 56
+0sin6d +Jsin7 6+ dsin 84.
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Wir tragen die einzelnen sich fiir p = 0 bis p = 8 ergeben-
den Summen mit 6 = 0,175 in der Tabelle ein und gelangen
bis zum Wert

us

2 p=8
y = fsinxdw = Dosingd = 0,912 (12)
p=0
0

Wir stellen fest, daf dieses Resultat um — 8,89, falsch ist,
denn der genaue Wert des Integrals

T
2

T
y:fsinxdx:’l—-cosx (13)
0

0
ist = 1.
Dies Ergebnis ist eine
Folge der Tatsache, daB
| jedes der addierten kleinen
i Rechtecke etwas kleiner ist als
5 das entsprechende Flichen-
| element. Aus der neben-
i ’ | stehenden Figur 98 ist der
z-Z Zo Sachve.rhali.; klar ersie}.ltlich.
Fig. 98. Fehler der Néaherungs- Natirlich 181_-’ jeder zwischen
Integration. Ound 0,912 liegende Wert von
y entsprechend fehlerhaft.

Setzen wir die Summation iiber x = 3 hinaus bis 2 = =

fort, so findet sich das Resultat
T p =17
y = [sinzdz = Z‘ dsinpd = 1,999 (14)

0 p=0

Dieser Wert kommt dem tatséichlichen y = 2,0 sehr nahe, was
darin begriindet ist, dall wir auf dem absteigenden Ast der
Sinuskurve groBlere Rechtecke hinzufiigen als die Flichen-
elementarstreifen sind, so daf die auf dem aufsteigenden Ast
begangenen Fehler nahezu ausgeglichen werden. Die Figur 98
gibt hiervon ein Bild.
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Trotz dieses Mangels hat Euler ein analoges Verfahren
fir die numerische Integration der allgemeinen Differential-
gleichung

d
=iy (15)

angewendet. Er geht von einem Anfangswertepaar x4y, welches
den Anfangsbedingungen entsprechend zu wihlen ist, aus

und berechnet dann die zu einer kleinen Anderung Ax gehorige
Anderung

Ay = f(xo, yo) A= (16)
7
“ﬁu
Loy L}
=
NG —
“l\ =
x = —
e— & —>d e
Fig.99. Eulers niherungsweises Fig. 100. Abschitzung der Fehler
Integrations-Verfahren. des Eulerschen Verfahrens.
Dann ist
2, = x,+ Az
%= Y%+ dy
ein neues Wertepaar. Auf diese Weise erhéilt man ins Graphische
ibertragen eine Reihe Punkte 4,4, ...., die anngdhernd auf der

durch 24y, gehenden partikuliren Integralkurve der Differential-
gleichung Liegen. Fig. 99.

Die Bedeutung dieses Verfahrens wird sofort klar, wenn
wir zunéchst f (x,, ¥,) von y unabhingig annehmen. Dann erhalten
wir statt (16) die Gleichung

Ay = f@)dw (16a)
Wir setzen also unter Vernachldssigung des kleinen senkrecht
schraffierten Dreiecks (Fig. 100) Ay gleich dem horizontal
schraffierten Rechteck, ganz analog wie bei der oben durch-
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gefithrten Naherungsintegration

7

Y = f sinx dx

0
Aus der hierbei vorgenommenen Abschitzung ergibt sich, dafB
das Resultat des Verfahrens mit Fehlern behaftet ist, die groBen-
ordnungsgleich mit den Werten der Intervalle sind, die man
zugrunde legt.

II. Um zu einem genaueren Verfahren zu gelangen, suchen
wir zunichst den genauen Wert der Anderung Ay zu ermitteln,
der sich ergibt nach Annahme einer Anderung Ax bei der
vorgelegten Differentialgleichung

d
L =f@ (18)

Wir denken uns zunéchst die Differentialgleichung exakt integriert
und die Integralgleichung in der Form geschrieben
y = F(2) (19)
was immer. méglich ist.
Aus (19) entwickelt man nun die Anderung Ay nach dem
Satze von Maclaurin 26):

FII(

Ay = F' (z) dx + 1 @

x)
Ao+ 7573

-2
Hier ist aber nach (19) und (18)

Fe=2 @y

=— =
ferner ist
., _dF'(x d _of of dy
F (x)—*—‘a‘;——ﬁ;]‘(%y)—a—l—gy—-% (21)
af of
—’a?"i‘ﬁ' (x) y)

=f1+f2f’

wenn bedeutet
f=1(y)
f = of (x, y)
1™
, — 3 (@ y)

9y
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und schlieBlich wird
e _ dF"(x) d
F (=) ——Jw———"d‘;(h-l-fgf) (22)
= fii + f12f + f(f12 + fzzf) + fz(f1 + 121
= f11 + 2f12f + f22f2 + fz(f1 + fzf)

Auf die hoheren Glieder der Maclaurinsehen Entwicklung
verzichten wir.
Sonach resultiert fir Ay die Entwicklung

Ax?
Ay = fAx + (f; + faf)ﬁ + {fu + 2[1,f + 1ol

Ax?

153 T (23)

+ fy(fy + 1)

Von Runge stammt ein Verfahren, welches gestattet,
bei gegebenem Ax die Anderung Ay so genau zu berechnen,
daB die Abweichungen vom wahren Wert (23) von der GroBen-
ordnung A%z werden.

Nach diesem Verfahren berechnet man zunichst (nach
angenommenen %oy, und mit gegebenen Ax) folgende vorldufigen
Naherungswerte von Ay:

Ay = [ 4z

Ayy = f(@o + A, yo + fAz) A (24)

Ay = f{wo + Az, yo + f(2o + Az, y, + fo)Ax}Ax

und hieraus als neuen Naherungswert

Ay:A_lﬁ"g_Aﬂ (25)

Wir wollen uns jetzt einen Uberblick verschaffen, was diese
Operation bedeutet. Zu diesem Zwecke nehmen wir f von y
unabhiingig an und finden

Ay = [(x, + A=) A=

und

f(ag) + oy + Ax)Ax
2
Zeichnen wir uns hiernach die zu Fig. 100 analoge Fig. 101,

so finden wir, daB wir jetzt nur das kleine Kurvensegment 4, 4,
vernachlissigt haben, wihrend nach dem Verfahren (16a) das

Ay = (27)
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ganze Dreieck A4, A4,B vernachldssigt worden wire. Es wird also
das Differential Ay als Sehnentrapez ermittelt.

Zur Prifung der Genauigkeit ziehen wir wieder unsere
Tabelle 2 heran; indem wir von je zwei aufeinander folgenden
Werten der Kolumne 3 (welche ja die Funktionswerte

f(@o), fao + Aw), [l + 247) ...
W« enthdlt) das arithmetische Mittel
nehmen und in Kolumne 4 ein-
tragen. Kolumne 5 gibt dann die

A, ﬁ Differenzen
= s Ay — 5.1 1w+ A0

g HiL @ 2
| l ‘% usw., Kolumne 6 deren Summe,
Xz~ d. h. y, wahrend Kolumne 7 den
Fig. 101. Sehnentrapez- wirklichen Wert von y = 1—cos
Naherung. z auf 5 Dezimalen gibt.
Tabelle 3.
1] 2 3 4 5 6 7
z f(-a;) f(x)+/;a:+ 4z) dy y y =
Winkel| Bogen |=SB¥ = 1@ =fHx)de | = 2dy |1 —cosx
0 0,0 0,000 0,000 0,00000
10 0,175 0,174 8’(2)2; g’gig 0,015 0,01519
20 0,349 0,342 O’ 491 0’07 4 0,060 0,06031
30 0,524 0,500 0’ 572 0’100 0,134 0,13397
40 0,698 0,643 0’705 0’124 0,234 0,23396
50 0,873 0,766 0,816 0’143 0,358 0,35721
60 1,047 0,866 0’903 0’ 158 0,501 0,50000
70 1,222 0,940 0’9 63 0’1 68 0,659 0,65798
80 1,396 0,985 0’993 0’173 0,827 0,82635
90 1,571 1,000 ’ ’ 1,000 1,00000

Die Ubereinstimmung der Naherungswerte Kol. 6 und der
wirklichen Werte Kol. 7 ist ausgezeichnet, wenn man die drei-
stellige Rechnung, die Abrundungen und die Benutzung eines
Rechenschiebers von 13 em Linge betrachtet. Die hierbei be-
gangenen Ablesungsfehler sind schon so groB als die systema-
tischen Fehler des Verfahrens, denn sie haben (zufillig) die

letzteren beim Wert fir z = g gerade ungefdhr ausgeglichen.
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Um nun auch den Genauigkeitsgrad der Formel (25), welche
nach Runge ??) das Sehnentrapezverfahren auf den allgemeineren
Fall iibertrigt, in welchem f auller von  auch von y abhingt,
entwickeln wir die Formeln (24) nach dem Taylorschen Lehrsatze
fiir zwei Variabeln und erhalten unter Fortlassung aller hoheren
Potenzen als Ax3

dy=1f Adx (unverdndert)
1
4,y =[f—}— (fLdz+f,4,9) +?{fuzlxz+ 2f,dxd,y

+f22A1y2}]Aw+ .....

Zfo+f1sz"r-fzfoz"'%{flle3+2f12f'Aw3
T fulr d?) (242
= [ Azt Gy 1) A5+ 5 {for + 2Fhas + F ) 42°

1
Ay = [f+ (i A2+ fy dgy) + 5 (I 42 + 211, A Ay
)| 40

=F Azt (y+ 1) AZ + g {fia+ 2hal + oo

+2f(fi+ 1)} 4%
und schlieBlich statt Formel (25)
A4 A4 Aa?
Ay =282~ fa b (o fof) T+ (s + 2
A%

+ P+ 21 (Hh + 120 (25a)

4

welche mit der genauen Entwicklung (23) in den beiden ersten
Gliedern iibereinstimmst. Diese Genauigkeit reicht fiirr viele
Zwecke aus. Um aber ein genihertes Ay zu finden, welches
mit dem wirklichen auch in dem Gliede dritter Ordnung iiber-
einstimms$, verfahrt man wie folgt:

Man kann nidmlich statt

Ay = f(xy) - A« (Eulersche Niherung)
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oder statt:
ay= It A
fiir den elementaren Flichenstreifen auch einfithren

(Sehnentrapez-Naherung)

Ay =i+ 42)- Az (28)

d. h. das in der Fig.102 schraffierte Rechteck. Dreht man dessen
Seite 4,4, um den Punkt P, so geht das Rechteck in ein inhalts-
gleiches Trapez iiber, welches gegebenenfalls ein Tangenten-
trapez wird, wenn ndmlich die Gerade durch P die Kurve
berithrt. Man spricht dann von
einem Naherungswert von 4 y ent-
sprechend dem Tangententrapez.

F
£

4 l -

7 U <7 }
8 /

8§

§\§ A.r—>-

LS L

Fig. 102. Fig. 103.

N

<—f[z‘a f'%‘z ) ——m
~fiz,)
% /W
Z
Q
<—f/.2:a +4x/

Y

!
§
ﬁ
%

Auf zweivariabliges f ibertragen gelangt man dann zu dem
Ausdruck:

Ay:f(xo—}—%zlx,yo—l——;—fz]x)ﬁx (29)
der nach Taylor entwickelt liefert
A° a°
Ay=f Az +(h+ ) + (G + 2haf + hrof?) —5— (30)

Dieser Naherungswert stimmt mit dem genauen (23) ebenso wie
(25a) in den ersten beiden Gliedern fiiberein, im dritten aber
nicht. Jedoch kann man durch Kombination von (30) und (25a)
einen neuen Naherungswert Ay herstellen, der auch im dritten
Gliede mit (23) iibereinstimmt. Dies geschieht durch folgende
Betrachtung:
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In der Fig. 103 sei der von der gestrichelten Kurve DPC
nach oben abgeschlossene Flichenstreifen die anzunéhernde
Grofie Ay. Den durch das Sehnentrapez gegebenen N&herungs-
wert Gleichung (27) ABCD bezeichnen wir mit Ng, den durch
das Tangententrapez Gleichung (28) gegebenen ABF'E’' be-
zeichnen wir mit N,. Nunmehr ersetzen wir das Kurvenstiick
DPC durch einen durch dieselben Punkte gehenden Parabel-
bogen derart, daf3 die Parabeltangente in P der Sehne DC parallel
ist und wir setzen das Parabelsegment DPC mit dem Kurven-
segment DPC ndherungsweise flichengleich. Da nun das Par-
allelogramm DCFE mit dem Trapez DCF'E’' flichengleich

ist und aullerdem das Parabelsegment —123— des Parallelogramms

DCFE betragt, so gilt offenbar
1
Ay =Np+ 5 Ns—Np) 31)

mit einer Genauigkeit, entsprechend der Abweichung des Parabel-
segmentes DPC von dem Kurvensegment DPC. Formel (31)
ist die bekannte Simpson’sche Regel, welche aus der Sehnen-
trapez- und der Tangententrapeznaherung einen Ansatz hoherer
Genauigkeit herleitet.

Fihren wir jetzt, in dem wir uns nach Runge die
Simpson’sche Regel auf das zweivariablige Gebiet iiber-
tragen in (31) ein
Ad®

8

Np=f. A»"+(f1+f2f) +(f11+2f12f+f12f)

. 2
= fdz+ G, + z;f)i;— (it 2hral + sl

3
T2y D)

so wird
dy=1dz+ G+ )20 + {fu+2f“f+f22f2

- hy G+ oD (32)

also mit dem genauen Wert (23) auch im Gliede dritter Ordnung
noch iibereinstimmend.

Hort, Differentialgleichungen. 10
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Es ergibt sich demnach als ein bis auf Grofen vierter
Ordnung genauer Wert von A4y

1 1

[%[f[mo-}— Az, yy + @y + Az, yy + fAx) Ax] + f A )

|

oo ~—

—1ro+ A+ 1 2) el 33)

III. Zur Priifung der Genauigkeit und zur Eintibung der prak-
tischen Ausfithrung des Verfahrens wenden wir dasselbe auf die
Differential-Gleichung

e — (34)
an. Wir wollen den Verlauf einer Integral-Kurve durch den Punkt
2y = 1,0, yo = 0,2
von diesem Punkte beginnend in Richtung der positiven x ver-

folgen, wobei wir die Schritte 4 x = 0,2 wihlen.

Wir berechnen nach (24)

2:0,2

Ayy = [(xgyp) - Ao = 1o .0,2 = 0,08
A,y =[x, + Az, .7/0+fo)/]93:———2'1(?’228 -0,2 = 0,0935
A3y=f{x0+Ax,y0—{—]‘(x0+Ax,yo—i—fo)A‘x}Ax
=__2'01’,22935 L0,2 = 0,008
AyszO,OSQO:NS.

Dies ist der dem Sehnentrapez entsprechende Naherungs-
wert. Dem Tangententrapez entspricht nach (29)

Ay:f(xo + %Ax,yo%—%fdm)zlx:w‘i_.o,z

1,1
= 0,0875 = Ny.
Bilden wir % (Ng— N ) = 0,0005, so wird der dem Runge-

schen Verfahren entsprechende Naherungswert
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Ay=Np+ % (Ng— Ny) = 0,0875 -+ 0,0005 = 0,088

und das neue Wertpaar wird
z, =12, y; = 0,288,

Mit diesen Werten rechnen wir in der gleichen Weise von
neuem:

2.0,288
Ay = =502 = 0,0965
.0,384
A,y =2—f—’28—-0,2 = 0,110
8
Aayzz-%?’z—-o,z = 0,1135
1

Ng (4,y + 4,y) = 0,1050

T2

0,336
Np =2 = 0,1030

st

é_ (Ng— Nyp) = 0,0007
Ay = 0,1037
z, = 14, y, = 0,392
2.
Ay = __(1)’292 .0,2 = 0,112
Ay = 3'2’2’04 .02 = 0,126
2.0,51
Ay = —g’g—s-o,z = 0,129
Ng = 0,1215
448
Np= 2-0’—15~ = 0,1190

%- (Ng— Np) = 0,0008

Ay = 0,1198
2, = 1,6, y, = 0,512

10*
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2.0,612
Aly z—lb—— '0,2 = 0,128
2.0,640
Ay = 502 =042
2.0,654
Ay = =502 =045
Ng = 0,1365
2.0,576
Np=-"-"""".02=0,1350
1,7
1
Ay = 0,1355
2, = 1,8, y, = 0,647
PR
A,y ____2'.20’—(’)732_-0,2 = 0,158
2.0,805
A3y = —"—2"’6—*“—'0,2 = 0,161
Ng = 0,153
2.0,719

% (Ng— Np) = 0,0007

Ay = 0,152

2y = 2,0, ys = 0,799
Ay = —%-0,2 = 0,159
Ay = —2’—2’29&.0,2 = 0,174
Ayy = —24%’&-0,2 = 0,177

Ny = 0,168
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_2.0879

Ny = 10,2 = 7
T 2,1 5 0,164

% (Ng— Nj) = 0,0003 vernachlissigt

Ay = 0,167
zg = 2,2, y; = 0,966.

Wir haben jetzt auller z, y, sechs weitere Punkte der In-
tegralkurve gefunden. Diese lassen sich auch durch direkte
Integration finden. Das allgemeine Integral von (34) ist, wie
man sich leicht iiberzeugt,

y = Ca? (35)

Da fir x = 1,0 die Ordinate ¥y = 0,2 werden soll, so muf}
fur die durch z, = 1,0 y, = 0,2 gehende Integralkurve

0 =02 (36)
sein. Also wird die Gleichung der Integralkurve
y = 0222 (37)

Nach dieser Formel kann man aber fiir alle Werte 2 = 1,2,
14, 1,6, 1,8, 2,0, 2,2 die zugehorigen y-Werte genau berechnen.
Tabelle 4 enthélt die genauen Werte mit den oben genihert
berechneten zusammengestellt.

Tabelle 4.
£ y Differenz
a genau |bgendhert a—b

1,0 0,200 0,200 -+ 0,000
1,2 0,288 0,288 -+ 0,000
14 0,392 0,392 -+ 0,000
1,6 0,515 0,512 -+ 0,003

1,8 0,644 0,647 — 0,003
2,0 0,800 0,799 + 0,001
2,2 0,964 0,966 — 0,002

Die Genauigkeit ist eine vorziigliche; die Fehler sind po-
sitiv und negativ von gleicher GroBe. Bei der Naherungsrechnung
wurde ein Rechenschieber von 13 cm Linge angewendet.
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§ 34. Anwendung der Rungeschen Methode auf die Untersuchung

des Bewegungsverlaufes einer EinzylinderdampImaschine.

Es ist bekannt, daB die Bewegung der Dampfmaschine auch
im Beharrungszustande eine ungleichférmige ist.

Die Winkelgeschwindigkeit der Dampfmaschinenwelle ist
periodisch verénderlich, und zwar ist die Periode der Verdnder-
lichkeit die Umdrehungsdauer der Maschine.

70
i

99
2 vl
/

a7 v

93 7
0z
g7
=70 72 74 76 78 2,0 22
y-do

Fig. 104. Ergebnis einer Integration nach Runges Verfahren.

Fig. 105. Getriebe einer Einzylinder-Dampfmaschine.

Wenn es sich nun darum handelt, den Bewegungsverlauf
der Maschine zu untersuchen, so handelt es sich darum, 1. die
Verinderlichkeit der Winkelgeschwindigkeit der Welle innerhalb
einer Umdrehung in Abhingigkeit vom Kurbelwinkel darzu-
stellen und 2. die Abhéngigkeit des Kurbelwinkels von der Zeit
zu ermitteln.
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Sehen wir vom Vorhandensein eines Regulators ab, so ist
die Gestalt der Dampfmaschine durch Angabe des Kurbel-
winkels § bestimmt.

In der Figur 105 ist das Getriebe einer Einzylinder-Maschine
gezeichnet. A B ist die Pleuelstange. Im Kreuzkopf 4 denken
wir uns die Gesamtmasse M aller nur hin- und hergehenden
Teile vereinigt (Kolben, Kolbenstange, Kreuzkopf), wihrend alle
nur rotierenden Teile (Schwungrad, Welle, Kurbelarm) im Trag-
heitsmoment @ zusammengefal3t werden. Die Pleuelstange voll-
fithrt eine sowohl hin- und hergehende wie auch drehende Be-
wegung und mul} getrennt von den iibrigen Teilen behandelt
werden. .

Zur Aufstellung der Differentialgleichung der Bewegung der
Maschine gibt es ein einfaches Verfahren, welches in wenigen
Schritten zum Ziele fithrt, wenn man sich die Mithe nimmt, einen
Begriff und eine Formel der analytischen Mechanik anzuwenden.

Der Begriff ist die kinetische Energie eines Massensystems,
die wir mit L bezeichnen wollen. Fir einen einzelnen Massen-
punkt m, der sich mit der Geschwindigkeit v bewegt, ist bekannt-
lich:

1
—_ 2
L_2mv. (1)

Ferner ist die kinetische Energie eines Massensystems die
Summe der kinetischen Energien der einzelnen Massen.

Wir wollen nun das L fiir das gegebene Getriebe der Dampi-
maschine bestimmen.

Zundchst ist fur den Kreuzkopf und die in ihm vereinigt
gedachten Massen

1 dx\?
- (5] @
de . T
wo — die momentane Kreuzkopfgeschwindigkeit ist.
Ferner ist fiir die nur rotierenden Teile
1 1 a9\z
L = — 2 = —_—
9 0w 3 o ( T, ) (3)
WO = die Winkelgeschwindigkeit der Dampfmaschine be-

deutet.



152 Die Ditferentialgleichungen zweiter Ordnung.

Es bleibt jetzt noch ibrig, die kinetische Energie der Pleuel-
stange zu suchen.

Alle Punkte dieser haben verschiedene Geschwindigkeiten v.
Wir denken uns die Stange durch zu ihrer Liangsachse senkrechte
Schnitte in Massenelemente dm zerlegt. Die kinetische Energie
eines Elementes ist

dL = —é-dm 02, 4)

Das betrachtete Element habe die Entfernung 1 vom Kreuz-
kopf; dann sind seine Koordinaten in bezug auf die linke Tot-
lage k; des Kreuzkopfes

%, = x4+ 4 cos ,8
Y1 = Asin B (5)
Hieraus ergibt sich aber

. da; \2 dy, dx B
=V ) = () ()
——2/'Ls1n/3(f; flf

Durch Einsetzen von (6) in (4) und Integration findet man

L=?fv2dm_—l~( )fdm sin f Zf dﬂfﬂd
?(W>f12dm. (7)

In dieser Formel nennen wir
f dm =M, die Masse der Pleuelstange,

f Adm = I, das statische Moment der Pleuelstange be-
zogen auf den Kreuzkopf,

(6)

A*dm = @, das Trigheitsmoment der Pleuelstange eben-

falls bezogen auf den Kreuzkopf.
Die kinetische Energie des ganzen Getriebes wird nunmehr

1 dx dx df apg\2
'“TM+MMW> m“%wdt+?96ﬂ

1 ad
+?0@ﬁ» e
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Fithrt man noch die Beziehungen
z = r(l—'cos%) + 1 (1 —cosp)
dx dﬁ
= sin «‘} + Isin ar (9
Isin ﬁ = rsin &

lcosﬁfiﬁ—rcos%@—

dt dt
ein, so verwandelt sich L in einen Ausdruck folgender Form:
1 a9\2
L f—1 ——E _
5 (%)( dt) (10)

wo E(9) nur den Winkel & als unabhingige Variable und im

ibrigen als Konstante die Massen und Trigheitsmomente der

Systemteile enthilt. Wir nennen E (9) die Getriebefunk tion.
Ausfiihrlich geschrieben lautet E(9)

r cos ¥ \2
= M 2 gin2 -
E(®) =0+ (M + M,)rsin «‘}(l—l—l cosﬁ)
r cosd\ cos ¥
— 1
29ﬁll sin? «9(1-1—1 cmﬂ)cosﬁ (10)
2 cosz &
T @1_72_ cos? 8
wo natiirlich noch sinf = ~;— sin ¥ einzusetzen wére.

Jetzt wenden wir auf L die oben in Aussicht gestellte Formel
der analytischen Mechanik an, indem wir L in Zusammenhang
mit den auf das Getriebe der Dampfmaschine wirkenden Kréften
bringen. Diese Kréfte finden sich als Resultierende 7 (7 — W)
des Tangentialmomentes -7 der Kolbenkraft und des Tan-
gentialmomentes - W des von der Dampfmaschine zu iiber-
windenden Widerstandes, der als konstant vorausgesetzt wird,
wahrend T eine bekannte Funktion von & ist. r (T'— W) findet
gich leicht, wenn das Indikatordiagramm der Maschine gegeben
ist. Es wird dann auch r (T — W) eine bekannte Funktion von §:

r (T — W) = F (9).
Der Zusammenhang zwischen L und 7 (T — W) wird nun
gegeben durch die Lagrangesche Differentialgleichung zweiter
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Art. Diese ist der Ausdruck fiir folgenden ganz allgemein giil-
tigen Satz:

Wenn L die kinetische Energie eines Massensystems ist,
dessen Gestalt nur von einer Grofe & abhéngt, und erfolgt die
Bewegung des Systems unter EinfluBl einer Kraft » (T — W), die
ebenfalls eine Funktion von & sein soll, so gilt als Differential-
gleichung fiir die Veréinderlichkeit von &

d oL oL

@ ay ag —TO (12)
o
dt
In unserem Fall war aber
1 a9 \?
Hiermit wird
oL ay
549 =B®) 5
dt
d oL , a9 \2 dz9
P Pl
dt
oL 1 . [d9\2
7% 2 ) (7?)
Die Formeln (14) in (12) eingesetzt liefern
az 9 1 a9 \2
E®) Tty B0 () = F® (15)

Dies ist die Bewegungsgleichung der Dampfmaschine.
Wir untersuchen nunmehr eine Einzylinder-Dampfmaschine
mit folgenden Daten 28):

Kurbelradius » = 0,3 m
Pleuelstange I = 1,5m
Gewicht aller rotierenden Teile 2780 kg
Trigheitsmoment aller rotierenden Teile @ = 485 kgm?
Gewicht der hin- und hergehenden Teile 165 kg
Masse der hin- und hergehenden Teile M = 17,0 kg
Gewicht der Pleuelstange 65 kg
Masse der Pleuelstange M; = ~ 7kg
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Tréagheitsmoment der Pleuelstange in bezug auf den Kreuz-
kopf
1 65

1 =3 98l + 2,25 = ~ 5kgm?

Statisches Moment der Pleuelstange in bezug auf den
Kreuzkopf
1 65

Wy = 2 981

+ 15 = ~ 5kgm

Hiermit geht E(9) iber in

E(9) = 485 +215sm29<1 102 0083>

s B
cos%) cos &

cosf3 / cosf§ (16)

—0,12sin2%< + 0,2
cos? &
cos? 3

+ 0,2

In diesem Ausdruck kénnen wir die beiden letzten Glieder
unbedenklich fortlassen, da ihre Werte gegeniiber 485 zu klein
sind.

Dagegen behalten wir das zweite Glied bei, ersetzen aber

2
(1 + 0,2 008 z ) durch 1 + 0,4 cos 9, d. h. wir vernachléssigen
cos
cos & \? . .
0,04( ; gegen 1. Der Fehler betrdgt nicht mehr als etwa
cos

0,08 gegeniiber 485.
Wir erhalten also (fir K (9) endgiltig

E(9) = 485 + 2,155in29 (1 + 0,4 cos 9) (17)

Hieraus ergibt sich dann die weitere in Gleichung (15) auf-
tretende Grofle

—;~E’ (9) = 1,07 { sin 2 & 4 0,4 (sin 2 9 cos & — sin3 «‘})} (18)

Die Berechnung dieser beiden Funktionen von & ist fiir 36
Kurbelstellungen auf 3 Dezimalen in den nachfolgenden Tabellen
5 und 6 wiedergegeben. Die Tabelle setzt sich in leicht er-
kennbarer Weise tiber & = 180° bis & = .360° fort.
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Tabelle 5. E (§) = 485 {1+ 0,00445 sin? & (1 + 0,4 cos )}
1 2 3 4 5 6 7 8 9
sin2 ¢ X
$ |sind|sin?8| cosd [0dcosd |y, T g L+ 0;?0#_‘5 E @
’ 0,4 cos §)

0 0,000 | 0,000 | + 1,000 | + 0,400 | + 1,400 0,000 | 0,00000 | 485
10 0,174 | 0,030 | + 0,985 0,394 1,394 | + 0,042 | 0,00019 | 485
20 0,342 | 0,117 | + 0,940 0,376 1,376 0,160 | 0,00071 | 485
30 0,500 | 0,250 } + 0,866 0,346 1,346 0,336 | 0,00149 | 486
40 0,643 | 0,415} + 0,766 0,306 1,306 0,640 | 6,00240 | 486
50 0,766 | 0,687 | + 0,643 0,258 1,258 0,737 | 0,00328 | 486
60 0,866 | 0,750 | -~ 0,500 0,200 1,200 0,900 | 0,00400 | 487
70 0,940 | 0,885 | + 0,342 0,137 1,137 0,005 | 0,00449 | 487
80 0,985+ 0,970 | + 0,174 | + 0,070 1,070 1,040 | G,00465 | 487
90 1,000 | 1,000 0,000 0,000 1,000 1,000 | 0,00445 | 487

100 0,985 0,970 | — 0,174 | — 0,070 0,930 0,901 | 0,00401 | 487
110 0,940 | 0,885 | — 0,342 0,137 0,863 0,763 | 0,00341 | 487
120 0,866 | 0,750 | — 0,500 0,200 0,800 0,600 | 0,00267 | 486
130 0,766 | 0,587 | — 0,643 0,258 0,742 0,436 | 0,00193 | 486
140 0,643 | 0,415 | — 0,766 0,306 0,694 0,288 | 0,00128 | 486
150 0,500 | 0,250 | — 0,866 0,346 0,654 0,164 | 0,00073 | 485
160 0,342 | 0,117 | — 0,940 0,376 0,624 0,037 | 0,00032 | 485
170 0,174 | 0,030 | — 0,985 0,394 0,606 0,018 | 0,00008 | 485
180 0,000 | 0,000.{ — 1,000 | — 0,400 | + 0,600 0,000 | 0,00000 | 485

f

Zur besseren Ubersicht gibt Fig. 106 die Funktion E(9)
graphisch wieder:

\[/\,(L/

490

\

——/

— |

480

90
Tig. 106. Die Getriebefunktion E ().

780

270

—;—E’(«‘}) ist in Fig. 107 graphisch dargestellt:

Die zur Berechnung des Tangentialkraftmoments F (%)

360

r(T — W) erforderlichen Daten gibt Tabelle 7, von der gleichfalls
eine graphische Darstellung beigefiigt wird.
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1
Tabelle 6. ?E’ (& = 1,07 {sin 28+ 0,4 (sin 2 § cos & — sin? 3)}

2 3 4 5 6 7 8

sin 2 9 ;incfs‘i) sin®§ | [3—4] [03’2] 2+6] | 1,07[7]

0,0 0,000 | 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
+ 0,342 | 4+ 0,336 |+0,005 | + 0,331 | + 0,132 | + 0,474 | + 0,506
0,643 0,605 | 0,040 | + 0,565 | + 0,226 | + 0,869 | + 0,927
0,866 0,749 | 0,125 | + 0,624 | 4 0,250 | + 1,116 | 4 1,190
0,985 0,753 | 0,267 | + 0,486 | 4+ 0,194 | + 1,179 | 4 1,259
0,985 0,633 | 0,449 | + 0,184 | 4 0,074 | + 1,059 | + 7,130
0,866 0,433 | 0,649 | + 0,216 | 4 0,086 | + 0,780 | 4 0,832
0,643 0,220 | 0,831 | — 0,611 | — 0,244 | + 0,399 | 4 0,426
0,342 0,059 | 0,954 | —0,895 | — 0,358 | + 0,016 | 4 0,017

0,000 0,000 | 1,000 | —1,000 | — 0,400 | — 0,400 | — 0,428
—0,342 | 40,059 | 0,954 | — 0,895 | — 0,358 | — 0,700 | — 0,749
— 0,643 0,220 | 0,831 | —0,611 | —0,244 | — 0,887 | — 0,946

— 0,866 0,433 | 0,649 | —0,216 | — 0,086 | — 0,952 | — 1,019
— 0,985 0,633 | 0,449 | 4 0,184 | + 0,074 | — 0,911 | — 0,977
— 0,985 0,753 | 0,267 | + 0,486 | + 0,194 | — 0,791 | — 0,843
— 0,866 0,749 | 0,125 | 4 0,624 | + 0,250 | — 0,616 | — 0,657
— 0,643 0,605 | 0,040 | + 0,565 | + 0,226 | — 0,417 | — 0,445
— 0,342 0,330 | 0,005 | + 0,331 | + 0,132 | — 0,210 | — 0,224

0,000 0,000 | 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

|

Der halbe Differentialquotient

E’ (%) der Getriebefunktion.
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Tabelle 7.
Dampf-Tangentialkraft 7', Effektive Tangentialkraft 7'— W, Tangential-

kraftmoment F (:9) = r (T — W), W = 1056 kg., r = 0,3 m.

Nr. 9 T r(T'— W)| Nr. ) T r(T— W)
0 0 0 — 316 18 180 0 — 325
1 10 610 — 142 19 190 400 — 205
2 20 1180 + 29 20 200 800 — 85
3 30 1810 + 218 21 210 1210 + 38
4 40 2300 + 365 22 220 1620 + 161
Max 48 2600 + 455 23 230 2040 + 287
5 50 2530 + 434 | Max 235 2220 + 341
6 60 2170 + 326 24 240 2040 + 287
7 70 1830 + 224 25 250 1780 + 209
8 80 1520 + 131 26 260 1570 + 146
9 90 1270 + 56 27 270 1390 + 92
10 100 1070 — 4 28 280 1220 + 41
11 110 860 — 67 29 290 1060 —_ 7
12 120 710 — 112 30 300 900 — b5
13 130 570 — 166 31 310 750 — 100
14 140 440 — 193 32 320 600 — 145
15 150 320 — 229 33 330 460 — 187
16 160 200 — 265 34 340 290 — 248
17 170 100 — 295 35 350 150 — 280
18 180 0 — 325 36 360 0 — 325
FCH)=r(T-W)
V.
A
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Fig. 108. Tangentialdruckdiagramm der Einzylinderdampfmaschine.
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Zur Anwendung des Rungeschen Verfahrens auf die Glei-
chung (15)

a2y 1 a9 \2
Bo S+ g E (5] =T O 19)

setzen wir
ad @2y dw

R T R T

wodurch an Stelle der einen Gleichung (19) die beiden Gleichungen
(20) treten.

Tt 2E (9)
a9 l

do  2F(9) —E' (9) 02 l
(20)

at
Hier dividieren wir die erste Gleichung durch die zweite
und bilden den reziproken Wert der zweiten, wodurch sich findet:

dow 2F (%) —E' (%) w? ]

ay 20 E (9)
a1 (21)
a3 " o

Wir haben also ein System von zwei simultanen 2¢*) Differential -
gleichungen erster Ordnung, auf die Runge sein Verfahren be-
sonders zugeschnitten hat. Bei Runge lauten die Gleichungen:

d
g =) (21)
dz

—d7: gz, z)]

Aus diesen Gleichungen werden die Néherungen A4,y und
Az nach dem Tangententrapez gebildet wie folgt:

[ 1
Apy = ]‘(:c—}— %Ax,y + -é—fo,z + 59 Ax) Ax
1 1 1 (22)
Apz =g e+ —Az,y+—=fAz,z+ 59 dx)dx
2 2 2
Unsere. zur (21) analogen Gleichungen werden einfacher, da

1(9, w, t) die Variabele ¢ nicht enthilt und da in ¢ (%, w, ¢) sogar
9 und ¢ fehlen. Wir erhalten also:



160 Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

ATwzf(«’}—i——;-A{}, w—{—%fﬁl«‘} A9

P e

Des weiteren bilden wir die Naherungen Ag w und Ag ¢ nack
dem Sehnentrapez durch folgende Wertreihen

Aiw=1f4% d,0 =B+ 49, 0 + 4,0)
A0 =f(9+ 48,0+ 4,w)

Ao = @+ 4s0
2 Ns (2¢)
49 4% 4%
hi=—— A= T o fe
AstzAltJ;A3t

bis auf die dritten Potenzen von A49.

Und schlieflich findet man die genauen Néherungen Ayw
und Ayt durch Kombination der in (23) und (24) ermittelten
Werte nach den Formeln:

Ayow = dpw —]—%(Asw——ATw)l
. (25)
ANtZATt—{'—?(Ast-——‘ATt) ]

Die praktische Durchfithrung des Verfahrens macht erst die
Aufstellung von Tabellen fiir

F («9—;—%—113), E(«‘}—f—%dq‘}) und E’(ﬁ—]—%d%)

erforderlich, die leicht durch Abgreifen aus den Schaubildern
far
F (%), E(®) und E’(9)

gewonnen werden konnen.
Zur Rechnung legt man sich eine Tabelle an, die fiir die
ersten 4 Schnitte im folgenden mitgeteilt ist:
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Tabelle 8.
— — —
A R =~ )
= & Ry = =
§ ml | o R 551—'1“ ES |y~ do w | dt
"*— N + o + +
o % > o
Sa—" S S—"
0 — 633 970 0,000 6,4300
132
5 — 455 970 + 0,520 — 0,0132 0,0271
10 — 267 970 + 1,012 6,4168
44
15 — 97 970 + 1,460| — 0,0044 0,0272
20 + 75 971 + 1,854 6,4122
48
25 + 257 971 + 2,160, + 0,0048 0,0272
30 + 453 971 + 2,380 6,4270
135
35 + 583 971 + 2,500, + 0,0135 0,0271
40 + 730 972 + 2,518 6,4305
. . S 27
Der einzelne Schritt der Integration ist 100 = A& = 360 —

0,175 gewahlt werden.

Zur Einleitung der Rechnung nimmt man w nahe der mitt-
leren Winkelgeschwindigkeit w,, der Maschine, die durch die
Konstruktion festgelegt ist.

Hier sei w,, = 6,430.

Fiir jeden Rechnungsschritt gelten die Formeln:

_ 2F(9)—E' () w?
4o = waEm 4° I
Eulersche Naherung
4%
At =—
)
ATC()=
2F «‘}+—1—A3—E'3+l43 w—}—idwz Tangenten-
2 2 2 71 Trapez-
1 1 49 Niherung
o+ S aw)2n(os L a3)
Apt — 48
w1—Aw
w -+ 3

Hort, Differentiaigleichungen. 11
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2F (B +A49)—E (% 4+ 49) (0 + 4,0)?
d,0 = AP | w
2 (0 + 4,0)-2E(8+ 4%9) g
_ 2F(3+ A9 —E O+ 49) (0 + A,0)? )
Ay = @+ d,0)-2B (5 + 4 9) 4% §
1 1
Aswzy(dlw-{—Asw) %
49 49 =
A= e Mo F A0 5
1 =
Ast=—2—(A1t—|—A3t) @
o} —
P /T N
4 N
646 / N
124 // \\ =<
G44 //
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Fig. 109. Winkelgeschwindigkeit der Einzylinderdampfmaschine.

Ayow = Adro + KL(ASW*—ATCU) l

Ayt = Apt + %—(Ast——ATt) ]

3

Der erste Schritt liefert:

— 633
Ay = oz 0175 — — 00176
Apw = ——25—22 o 1os 00133

970-6,43

Simpsonsche Naherung
nach Runge
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267 —42 '
Azw’\’A3w=—*—9‘7—6'.~6-,4—3*-—*'0,110——‘0,0086
Agw = —0,0181; Ayow = — 0,0132

Die fiir die einzelnen Schritte berechneten Agw und w sind in
der Tabelle 8 eingetragen.

Das Ergebnis der gesamten Integration ist in Fig. 109 graphisch
verzeichnet.

Es eriibrigt jetzt nur noch, die mittlere Hohe dieser Kurve
zu ermitteln und die so gewonnene Linie 4.4 mit der mittleren
Winkelgeschwindigkeit o,, = 6,430 zusammenfallen zu lassen.

Streng genommen miiite man jetzt die ganze Rechnung
mit dem genannten Wert w, = 6,40 wiederholen. Bei der Gering-
figigkeit der Differenz w, —w, = 0,03 betriigt der Fehler,
den wir mit der Beibehaltung der gefundenen Kurven begehen,
nur etwa % v. H. Jedenfalls konnen wir (bis auf diesen Fehler)
die grofite Winkelgeschwindigkeit der Maschine mit

Omax = 6,477
und die kleinste mit
WOpin — 6,382

bestimmen.

§ 35, Mechanische Integration linearer Differentialgleichungen.

Die linearen Differentialgleichungen erster und zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten und Stérungsfunktion lassen
sich mechanisch integrieren.

I. Betrachten wir zunichst etwa die Gleichung (2) § 21

L dJ E
LAr s *

L E :
s0 hat man mit 7= a und W= f (¢) die Form der Gleichung

mit Stérungsfunktion

aJ
aw‘l'z]:f(t) (2)

Diese Gleichung wird nach folgendem Prinzip mechanisch
integriert:
11%*
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Eine scharfkantige Rolle R (Fig. 110) ist so mit einem Fahrstift ¥
verbunden, daf 1. die Rollenebene stets durch F geht und 2. der in
Richtung der Abcissenaxe gemessene Abstand von ¥ und dem
Beriithrungspunkt 4 der Rolle = g ist, wihrend F die im Koordi-
natensystem J, ¢ gezeichnete Kurve f (f) durchlduft. Wie sich
aus der Figur ergibt, durchliuft 4 dann eine Kurve, fiir deren
Ordinaten J die Beziehung gilt:

f—J  dJ
a T odt

dJ
f(t) =J+a7.

Dies ist aber unsere gegebene Differentialgleichung.

J

) \J

Fig. 110. Mechanische Integration einer linearen Differentialgleichung
erster Ordnung.

Um im tbrigen den Verlauf von J zu dem von f (f) in die
richtige zeitliche Beziehung zu setzen, muB die J-Kurve parallel
mit sich um die Strecke a in der Richtung der positiven ¢ ver-
schoben werden 2).

Die Ausfithrung des Verfahrens besorgt ein integraphen-
ahnliches Instrument (Fig. 111):

Auf den Wangen eines parallel zur i-Achse verschieblichen
Lauf-Rahmens L L bewegen sich zwei Wagen W und W,, die
den Punkt F bzw. die Rolle R tragen. Die gewiinschte Fithrung
von B wird bewirkt durch das Lineal p, welches, in der Fithrung s
gleitend, den um die vertikale Achse 4 A drehbaren Rollenrahmen
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rr in der verlangten Richtung erhilt. Die Kurve f (¢) wird von
dem Fahrstift F' durchlaufen, die Kurve J durch die Schreib-
feder 8’ beschrieben, die ihre zur Rollenebene parallele Fithrung
durch das Parallelogramm 7 r #' # erhilt.

|

’ [m-

Fig. 111. Mechanischer Integrator fiir lineare Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten.

II. Um zur Integration der nicht homogenen linearen Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
zu gelangen, itben wir das beschriebene Verfahren nochmals auf
die Kurve J (Fig. 110) aus, aber mit einer anderen Instrument-
konstanten a. Diese sei jetzt . Es resultiert eine neue Kurve,
deren Ordinaten z seien und welche die Differentialgleichung hat

z+b——=J (3)

Differentiert man diese Formel:
dz a2z dJ
o TV T ar )
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und setzt (3) und ( ) in (2) ein, so kommt:

+ bdt2+z+b = 1) (5)
oder anders geordnet:
d?z dz
abot @+ btz =10 (6)

Man sieht, die Kurve z geniigt einer linearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten und
Storungsfunktion.

Ist andererseits eine solche Differentialgleichung etwa in der
Form

m OB e =10) )

gegeben, so hat man zunéichst die quadratische Gleichung:

R Y ®)

zu losen, deren Wurzeln y, und y, seien. Dann fithrt man das oben
beschriebene Verfahren zunichst mit der Instrumentkonstante

1
a = — an der Kurve f (f) aus, welchen Proze3 man mit der
Y1
1
Instrumentkonstante b :7 an der so erhaltenen Zwischen-
2

kurve wiederholt.

Zu bemerken ist hierbei, dal das Verfahren nur bei reellen u,
und p, ausfithrbar ist, also im wesentlichen nur bei aperiodisch
geddmpften Schwingungsvorgéngen.

III. Zur mechanischen Integration der homogenen Differen-
tialgleichung mit nicht konstanten Koeffizienten

d2u

4P Qu=0 ©)

hat Lord Kelvin das Prinzip eines Apparates angegeben®).
Zunichst multipliziert man (9) mit:

J.Pda:
e
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und kann dann statt (9) schreiben:

d dezdu dez
%le %}—Qe u=20 (10)

Fithrt man hier eine neue unabhéngige Variabele z ein durch
die Substitution:

dez
dz = Qe dx (11)
so gebt (10) iber in:

- —_ 2
P lQe (12)
Hier ist Qe 2[Pdz oine Funktion von 2 und vermoge (11)
1

auch von z. Als solche bezeichnen wir sie mit -ﬁ:
1 2 f Pdz s
T Qe . (13)

wonach wir einfach erhalten:
d [1 du

s (? d—z) = (19

An diese Gleichung kniipft Lord Kelvin an und konstruiert
einen Integrator nach folgendem Prinzip (Fig.112). Auf zwei
gleichen Scheiben 8; und 8,, die sich um vertikale Achsen drehen
konnen, rollen lings einem Durchmesser = a; a, bzw. a,a, je
eine Kugel K, bzw. K,. Die Durchmesser a, a; und a,a, sind
parallel.

Zu den Durchmessern parallel ist iiber jeder Scheibe, diese
nicht beriihrend, ein Zylinder C,; bzw. C, angeordnet, der mit
der zugehérigen Kugel K, bzw. K, in Kontakt steht.

Die Kugeln sind in Kéafige eingeschlossen, durch deren Be-
wegung sie lings der Durchmesser verschoben werden kénnen.
Die Kugeln stiitzen sich gegen die Kifige durch kleine Rollen
ab, die moglichst reibungslos laufen.

Es ist ersichtlich, daB etwaige Drehungen der Scheiben
sich vermoge der Kugeln auf die Zylinder iibertragen, nach MaB-
gabe des Abstandes der Kugeln von den Scheibenmittelpunkten.
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Die Ubertragung wird vermittelt durch die Reibung zwischen
den Kugeln und Scheiben bzw. Zylindern.

Jetzt verbindet man den Kiafig der Kugel K, mit der Achse
des Zylinders €, durch eine Schnuriibertragung so, dafl die Ver-
schiebung der Kugel K, der Verschiebung eines Punktes des
Zylinderumfangs gleich sein muB. Dieselbe Verbindung fiihrt
man aus zwischen der Kugel K, und dem Zylinder C,.

~—
L

a, 2
Dretumg o "0,0/0/‘)‘/'0/717/ dz Dretung proportional Udz

Fig.112. Lord Kelvins Integrator fiir lineare Differentialgleichungen.

Dreht man jetzt die Scheibe S; proportional d z, die Scheibe
8, proportional U dz, so wird die Verschiebung « der Kugel K,
aus ihrer Mittellage in Abhéngigkeit von z der Differentialgleichung

LRI .
dz |U dz |
ganiigen.

Beweis: Es seien in einem beliebigen Augenblicke u, bzw. u,
die Abweichnungen der beiden Kugeln von ihrer Mittellage. Dreht
man jetzt die Scheibe S; proportional d z, so durchliuft jeder
Punkt des Zylinders C; den Bogen u, d z. Analog durchlauft C,,
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wenn die Achse von S, um U d z gedreht wird, den Bogen u, U d z.
Durch die Schnurverbindungen werden aber dauernd die Be-
ziehungen aufrecht erhalten:

wdz=du, und u,Udz=du, (16)
Eliminiert man hier u,, so kommt:
d [1 du,
7—;(7 ﬁ;) =" 17

d. h. die mechanisch zu integrierende Differentialgleichung.

Es bleibt nur noch {iibrig, die Bewegung u, der Kugel K,
in Abhingigkeit von 2z automatisch aufzuzeichnen, woriiber
wir uns hier nicht verbreiten wollen.

Bemerkenswert ist, dal man die mechanische Losung der
Differentialgleichung (15) den Anfangsbedingungen anpassen
kann. Seien u, und u, die fiir z = z; eingestellten Kugelabstinde,
so hat man fiir z = z;:

du
w=1u, und — = u, U

dz ’
d. h. durch die Auswahl von u, und %, kann man die Losung den
du
fir = = 2, gegebenen Werten u, und .| anpassen.

Alle vorstehend geschilderten Operationen von der Trans-
formation der Gleichung (9) an bis zur Operation mit dem Kelvin-
schen Integrator lassen sich zumindest graphisch durchfiihren.
Er ergibt sich also die Moglichkeit, der Differentialgleichung (9)
auf mechanischem Wege beizukommen, wihrend ihre analytische
Integration auf elementarem Wege gar nicht moglich ist. Nur
durch die Hilfsmittel der Funktionentheorie kann man sich im
allgemeinen Falle einen Uberblick iiber die Eigenschaften ihres
Integrals verschaffen.

§ 36. Die Pendelgleichung. Elliptische Funktionen.

Die Bewegung des mathematischen Pendels, d.h. eines
schweren Punktes, der mittels eines starren, masselos gedachten
Stabes aufgehéingt ist, in einer Vertikalebene, ist wichtig als Grund-
lage der Betrachtung komplizierterer Schwingungsvorgéinge und
zur Einfithrung in die Lehre von den elliptischen Funktionen,
die eine weitgehende naturwissenschaftliche Bedeutung haben.
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1. Zur Bewegungsgleichung gelangt man leicht wie folgt: Der
Massenpunkt m am Stab der Lénge ! (Fig. 113) steht unter
dem Einflu zweier Krifte:

1. der eigenen Massentrigheit,

2. derjenigen Komponente der Schwerkraft mg, welche eine
Anderung der durch den Winkel « gegebenen Lage des Pendels
herbeifithren kann. Alle anderen Krafte, wie die zur Bahn normale
Komponente der Schwerkraft und die Zentrifugalkraft, kommen
fiir die Bewegung nicht in Frage, da ihre Summe durch die Stab-

spannung aufgehoben wird. Fir die Massentrigheit haben wir
2

a .
e
Tangentialkomponente der Schwerkraft gilt: mg sina. Beide
Krifte werden durch die Newtonsche
Gleichung: die bewegende Kraft ist gleich
der Massentrigheit, miteinander ver-
bunden, wobei noch zu beriicksichtigen
ist, daB mg sin a den Winkel a zu ver-
Kkleinern sucht und deshalb negativ ein-
zufithren ist. Wir schreiben also:

d2a

mld—tzz——mgsina 1)

den Ansatz: Masse mal Beschleunigung = m-1- fur die

Fig. 113. Das mathe-

matische Pendel. und nach Division mit Im und Um-

stellung der rechten Seite
d2a g

a5 + Tsina = 0. (2)

Fiir gewohnlich integriert man nicht diese Differential-
gleichung, sondern eine andere, die aus jener folgt durch die
Annahme, daBl es sich um eine Schwingung mit nur kleinen
Ausschligen handele, fir die man den Sinus mit dem Bogen
vertauschen kann, fir die also gilt:

a = sin a.
Unter dieser Annahme erhidlt man die Differentialgleichung:
d?a . I 0 n
a2 g 4= (

Diese Differentialgleichung ist ein Spezialfall der in § 27 be-
handelten Schwingungsgleichung und hat das allgemeine Integral:
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a:Asin]/—‘(l]«t-—}—Bcosﬁ-t, )

woraus sich fiir die Anfangs- und Grenzbedingungen

t=0 a=20
da . (6)
W =0 a = Qg

d. h. fiir eine Schwingung mit dem gréBten Ausschlag oder der
Amplitude g, findet: B=0, 4 = q,

a=a0sin]/~—gl~-t. (M)

Aus dieser Gleichung erkennt man, dal der Ausschlag immer

wieder = ¢ wird, wenn man das Argument (1/%) - t der Sinus-

funktion um ganze Vielfache von 27 vermehrt, also fiir:

V%J+2n, V%¢+4n””, V%d+nﬂn““(&

Mathematisch driickt man diese Tatsache durch die Aus-

sage aus: die Sinusfunktion hat die Periode 27. Statt V—g—t

l
um 25 zu vermehren, kann man auch t um T =25 l/-—~ ver-
g

mehren, wodurch wir den Begriff der Schwingungsdauer und
den Satz gewinnen, dafl die Winkel a sich nach Verlauf der Zeit

T:ZnVL 9)
g

reproduzieren, unabhingig von der GréfBe der Amplitude o.

II. Dieser letzte Satz gilt aber nur unter der Voraus-
setzung kleiner Ausschlige, die wir anfangs machten. Wollen
wir auf diese Voraussetzung verzichten und die genaue Be-
wegung untersuchen fiir beliebige Amplituden a, so miissen
wir auf die Gleichung

d?a

I .
W—}—;sma=0 (10}
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zuriickgreifen. Um diese Differentialgleichung zu losen, multi-
plizieren wir zunéchst mit

da
g
und finden
d [da\?  2¢ da .
7@7(‘%) T g sine="0 (a1
Hieraus ergibt sich nach Division mit d¢
da \2 29
<—d-t—> = C + TCOS a. (12)

Die Integrationskonstante C bestimmen wir durch die
Festsetzung, daf die Amplitude gleich q, sei, daB also fiir

d
a=q, d—? =0
sein soll, d.h. es mul} sein:
2
C = —Tgeos a, (13)

Hieraus findet sich
da 29
rr VT Yeos a — cos a,, (14)

oder nach Trennung der Variabeln:

dt:VL. _ e (15)
2g ]/eosa—cosao

Hier kénnen wir sofort integrieren

{ = ]/Lf _ o (16)
29 ]/eos a— COS @,

und wenn wir das Integral von O bis « nehmen, so haben wir der
weiteren Bedingung

t=l/~l—f _ da . (17)
290 Jcos a — cos g,

geniigt:
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In dieser Formel ersetzt man jetzt

cos ¢ durch 1 —2 sinZ%
und
cos a, , 1—2 sin? 29,
2
wodurch sich findet:
da

P = ll/lf
2 g / a a
in2g —% __gin2 ——
0 Vs1n2 sm2

Setzt man hier ein:

— gin %o
k = sin )
a a a ————
G Y R N ey Ty
sin ksin &, cos 5 ]/1 sin® — J1—k2 sin2 &
und, aus der letzteren Formel durch Differentiation folgend,
do— 2k cos & 19— 2kcos{}'d«‘}
08 % ]/1 — k2 sin2 &

so resultiert:

W
Vz a9
t:"— - e ————
9 ) yl—Isin2%
0

Denkt man sich das Integral ausgefithrt und
sin —
¥ = aresin

i

sin
2
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(18)

(19)

(20)

@

(22)

eingesetzt, so hat man offenbar die Zeit ¢ als Funktion des Aus-
schlagwinkels a gefunden und kann umgekehrt durch Auflésung

nach a den Ausschlagwinkel als Funktion der Zeit finden.

Nun ist weder das Integral
¢

a9
T—fesin &

0

(23)
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durch die bekannten elementaren Funktionen ausdriickbar,
noch viel weniger kann man die Gleichung

"
! ad
I = l/— ———— (24)
g ) Y1 —Rsinzd
0
nach 9 auflésen.

Man hat deshalb fiir das Integral ein besonderes Funktions-
zeichen eingefiithrt:

= F(k, 9) (25)

4
a9y
y1—k2sin2 &
0

und man nennt diese neue Funktion F(k,9) elliptisches
Integral erster Gattung des Argumentes & und des
Moduls %.

Des weiteren hat man die Werte dieses Integrals, die offen-
bar von der Grofie £ und dem Winkel 9 abhéingen, berechnet und
in Tafeln zusammengetragen. Diese Tafeln haben zwei Eingéinge:
einen fir den Winkel & und einen zweiten fiir den Modul %.
Fiur gewohnlich geht man nicht direkt von den Werten des Moduls
k aus, sondern man erinnert sich, daB

.
k = sin -5 (26)
ist. Man laBt aiso das Argument des zweiten Eingangs ebenfalls
nach Winkelintervallen fortschreiten.

Solche Tafeln des elliptischen Integrals erster Gattung ent-
hilt z. B. das Werk: Jahnke & Emde, Funktionentafeln,
Teubner, 1908.

Unter Benutzung dieser Tafeln gestaltet sich die genauere
Untersuchung eines Pendelvorganges wie folgt.

Es handelt sich darum, fiir jeden Zeitpunkt ¢ die Lage des
Pendelpunktes m anzugeben.

Die groBte Ausweichung a, sei = 30°, die Pendelldnge so

gewihlt, dall
l
fi-
g

ist.
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Zunichst liefern die Gleichungen (24) und (25) einen Zu-
sammenhang zwischen der gesuchten Zeit { und dem Winkel 9 :

t = F(k, 9). (26)
Der Modul % ist hier gleich sin %’ = sin 159, der Winkel & aber

hingt mit dem Ausschlagwinkel o durch die Gleichung zusammen :

.
Sln—2-
¥ = arcsin , 27

. q
sin—
2

wo sin % = 0,2588 ist. Mittels dieser Gleichung findet man

zu jedem Werte von o den zugehoérigen Wert & und mittels
dieses Winkels 9 findet man aus der Tafel den zugehorigen Wert
des elliptischen Integrals F(k, &) und damit die Zeit ¢, die ver-
streicht, bis das Pendel aus seiner Mittelstellung den Ausschlag-
winkel a erreicht hat.

Wir tragen den Rechnungsgang in einer kleinen Tafel zu-
sammen.

Tabelle 9.
1 2 3 4 | 5 | s 7
a a a [/ =

al 5 sin ) sin -5 sin T" a,rclgsin @) F (k& t

20 10 0,0175 0,0675 40 0,0698 0,07 sec

4 2 0,0349 0,1345 7° 0,1222 0,12

6 3 0,0523 0,2020 110 0,1924 0,19

8 4 0,0698 0,7700 150 0,2620 0,26
10 5 0,0872 0,3370 190 0,3320 0,33
12 6 0,1045 0,4040 23° 0,4021 0,40
14 7 0,1219 0,4680 | 27° 0,4724 0,47
16 8 0,1392 0,5400 33° 0,5780 0,58
18 9 0,1564 0,6100 370 0,6486 0,65
20 10 0,1737 0,6700 420 0,7370 0,74
22 11 0,1908 0,7370 47,50 0,8347 0,83
24 12 0,2079 0,8050 530 0,9326 0,93
26 13 0,2250 0,8700 60,5° 1,0067 0,07
28 14 0,2419 0,9350 69° 1,2193 1,22
30 15 0,2588 1,0000 90° 1,5981 1,60
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Trigt man in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die
Werte ¢ der Kolumne 7 als Abszissen auf, dieWerte o der Kolumne 1
als Ordinaten, so erhélt man den Verlauf der Bewegung wihrend
des ersten Viertels der Schwingungsdauer.

29
|
30 £ 7= 707
So——T 750°
40 /// \3\ \% 3 =70°
/ e — L 9 [

)/ R ' o
70 PENSURAN S 00
I 300
0 Z S'b: ™~ }\6 \ " + | 90

i} L7 | N /l

3 /1

S
IR
L I\
¢ L]

e

W
X
®
Y

|
|
{
/= 7445ek- !
o 7 z 3 4 5 6 7 8 g 1w 717 72 73¢
Fig. 114. Bewegung des Pendels 1= 1 fiir Amplituden o, von

g
0 bis 7 bei verschiedenen maximalen Bahngeschwindigkeiten.

V, = 19,6 m/sec. V; = 18,9 m/sec. V, = 13,8 m/sec. V, = 8,1 m/sec.

Die erhaltene Kurve unterscheidet sich nicht wesentlich
von derjenigen, die man erhalten hétte, wenn man das angenéherte
Resultat (Gleichung 7) mit

a = 300%sin ¢
graphisch aufgetragen hitte.

Die Verschiedenheit ist nur daran erkennbar, dafl der
vierte Teil der Schwingungsdauer im genauen Fall gleich 1,60 sec,
im angendherten = 1,57 sec ist, entsprechend ganzen Schwin-
gungsdauern von 6,40 sec bzw. 6,28 sec.

Die Unterschiede werden umso merklicher, je grofler die
Amplituden a, gewihlt werden. Die Schwingungsdauern wachsen
immer mehr und fir o, = 180° entnimmt man aus der Tafel
bei Jahnke und Emde mit % = 90%und & = 90° (k = 1)
den Wert F(k,9) = oo, d. h. die Viertelschwingungsdauer ist
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unendlich. Das Pendel, welches den tiefsten Punkt seiner
Bahn mit einer solchen Geschwindigkeit durchlauft, da8 der
groBte Ausschlagwinkel 1800 betragen wiirde, erreicht diesen Aus-
schlagwinkel nie (vgl. Fig. 115 und Fig. 114, Nr. 4).

III. Den durch das elliptische Inte-
gral Gleichung (25)

1/-——14—— (k, 9)

gegebenen Zusammenhang zwischen % und
9 kann man sich auch so vorstellen, dafl
man 9 als Funktion von u betrachtet. Es

wire also die zu w = F (k, 9) inverse .

. . . Fig. 115. Bewegung
Funktion zu bilden. Wie schon bemerkt, gines Pendels mit der
sind die elementaren Funktionen hierfiir Amplitude 7.

nicht verwendbar, und wir miissen zu
einem weiteren Funktionszeichen ,,am‘ greifen, welches wir
Amplitude lesen. Wir haben also:

Q> = am (u, k) = am (t]/%,k) . (28)

Aus der Definition des elliptischen Integrals v = F (k, &)
folgt
0 = F(k, 0)
Es wird also:
0 = am (0, k)

Das bis & = % ausgedehnte elliptische Integral bezeichnet

man mit K

3
}/1 — k2 sin? & 2
0
Wir haben also:
K = F(k, 1)
2

= am (K, k).

und umgekehrt:

Hort, Differentialgleichungen. 12
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Weiter gilt:
2K = F (k,x),™)
n=am (2K, k)

und:
3% _ am (3K, k),
2
27 = am (4 K, k).
Greifen wir jetzt auf die Gleichungen (20) zuriick, laut welchen
gilt

a = 2 arosin (k sin %),
so hat man sofort mit (28)

a = 2 arcsin [k sin am (u, k)] (29)

= 2 arcsin [lc sin am (t @, lc)] . (30)

In dieser Formel betrachtet man ,,sin am* als neues einheit-
liches Funktionszeichen und liest sin am % mit Sinusampli-
tude w.

Mit der Funktion Sinusamplitude haben wir die eigent-
lichen elliptischen Funktionen eingefithrt, wie sie zuerst
von Legendre betrachtet wurden.

Fiir unsere Zwecke merken wir zunichst an, da man die
Funktion ,,sin am u* als Reihe darstellen kann, wie folgt:

14 k2 1414k - k2 -
_—gﬁus + ilwt__wﬁ_ +3 ... (31)

Hiermit geht unsere zweite Fomel (30) fir den Pendel-
ausschlag o iiber in:

N Y e e )
a—2a,rcs1n{sm 2<t ] -6-—15 T

14+ 14%2 4 k2 V§5
T (t T) _+"")}

Betrachtet man jetzt nur kleine Ausschlige, so kann man
in der Reihenentwicklung die Potenzen von % vernachlissigen,
und die Reihe geht iiber in:

g 1 g\ 1 V?)“" 5
T“W(tl/;)+m5"<t )T

sinamuw = % —
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.
s1nt]/l .

Entwickelt man jetzt in

d. h. in:

a = 2 arcsin sm —smtV g

die Funktion aresin in eine Relhe, so folgt:

.0 \®
" J s1n—2 7\
o in —0 i R N T e i
a—2sm2smtl/l+ 373 (mnt'/l) + ...

d. h. mit Vernachlidssigung der hoheren Glieder und mit der Be-

33) ‘

merkung, daB man fiir kleine Winkel 923 den Sinus mit dem Bogen

a = qsint |/%

somit der Nachweis gefiihrt ist, daB das angenéherte Resultat (7)
aus dem genauen Resultat (30) durch die Substitution

vertauschen kann:

sin P % kleine Grofle
2 2

abgeleitet werden kann.

IV. Fiir endliche Winkel a, <% gestaltet sich der Verlauf der

Bewegung

a = 2 arcsin sinﬂsinam ¢ /i Icl

2 V 17/

wie folgt:
t =0, am(0,k) =0, smam(Ok)_O a=20
t-K'/g am (K, k) = —, sinam (K, k) =1, a=q,
t_2K]/—— m2K, k) =xn, sinam2K,k)=0, a=0
¢ -—3K'/ ,am (3 K, k) ,smam(3K ky=—l,a=—aq,

12%
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t:4K‘|/%, am (4 K, k) =27, sinam (4K, k) =0, a=0.

Mithin ist eine Schwingung nach Verlauf der Zeit

t=T=4K l/ l—
vollendet. g

Es interessiert jetzt noch, diejenige Winkelgeschwindigkeit
da
dt
um den Ausschlagwinkel g, zu erreichen. Diese Winkelgeschwin-
digkeit kann man aus (30) ableiten, wenn man sich die Differen-
tiationsformel der Funktion Sinusamplitude wie folgt an-
merkt: d sinam u

du

Hier sind cosam % und dam u zwei neue elliptische Funk-

tionen Cosinusamplitude » und Deltaamplitude u,
die mit sinam % wie folgt zusammenhingen:

zu wissen, mit der das Pendel die Mittellage passieren muf,

= cosam % - Aam u3%) (32)

cosam? % = 1 —sinam? u } (33)

Aam? u = 1 — k2 sinam? »

Fithren wir jetzt an (30) die Differentiation nach der Zeit
aus, so wird

k-cosam (t 9, k>Aa,m <t ;({_, k>
da 2 l l /i
l

R e A

=2 kV—cosam ( 1/%, k> (34)

Fiir t = 0 ist hier zu setzen:

sinam ¢ ]/% =0
cosam ¢ ]/i =
l
Aam ¢ 1/% ==

vgl. Formel (33)
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wodurch wird:
firt = 0: d_a = 21/——3111—— = 2kV 7

Dies Ergebnis kann man auch unmittelbar aus der Arbeits-
gleichung der Pendelbewegung ableiten (Fig. 116):

1 d
mgh = mg2 (1 —cosay) = —ml [d(;]

woraus folgt:

0] _y 7T
dt |, I 2

0 a,
= 2 1/% sin?0
Qo

oder nach Einfithrung von £ = sin -

[d_a] — lkl/i. (36) Fig. 116. Bewegung
dt ] ! eines Pendels mit

Nach Multiplikation mit I erhalten Amplituden < 7.
wir die maximale Bahngeschwindigkeit:

V = 2kygl

d
Mit & = 1 wird [d—?] zu derjenigen Anfangswinkelgeschwin-
0

—
digkeit 21/%, welche gerade hinreicht, um den Massenpunkt m

bis zum hochsten Punkte seiner Bahn zu bringen, den er aller-
dings asymptotisch erreicht.

Um nun die Bewegung zu untersuchen, die das Pendel voll-
fithrt, wenn die Bahngeschwindigkeit des Punktes m im tiefsten
Punkte der Bahn

da
V= l[ 7 }

/
217 L= yagl
V7="1490

grofer wird als
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kniipfen wir wieder an Gleichung (12) an
da\? 2¢
YeN o2
( dt) + j cosa (37)

Wir multiplizieren hier mit 2 und erhalten

2
2 (Z—?) =Cl24 2glcosa

Hier bestimmen wir die Konstante C so, daBl fir a = o,
d.h. im tiefsten Punkte der Bahn die Bahngeschwindigkeit

() -

O = v:— ,2}_1
12
Die Gleichung (38) geht hiermit iiber in:

2
l2<@) = V2 —2¢gl+ 2glcosa. (39)

wird. Es findet sich

dt
Hier wird fiir cos ¢ = 7, d. h. im héchsten Punkte der Bahn das
Bahngeschwindigkeitsquadrat

2
12 <“;—‘t‘> = Vi—4gl (40)

d
Damit ! -% reell wird, mufl
V>y4gl : (41)
gewdhlt werden, welche Voraussetzung im folgenden stets gelten

soll. Die Bedingung (41) kann man auch in die mechanisch
anschaulichere Form kleiden,

2
{5>21, (42)

2
d. h. die Geschwindigkeitshohe 2L soll grofler sein als der Durch-
g

messer des vom Pendel beschriebenen Kreises.
Die Differentialgleichung (39) formen wir jetzt um in
da

/ 291
— =— 2 -
1 =P =21+

cos a,
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aus der durch Umstellung und Integration folgt:

(43)
Ve_2g1
COS Q.
l
]
Hier substituieren wir
cosa = 1 — 2sin? &
Ve
und dividieren unter der Wurzel mit ——, womit folgt:
V:—2gl
» d
gt S (44)
4 [ 4gl a

Vl——— 1n2?

Setzen wir hier nooh
a 4¢l -
? = ’9‘ und W = kz, (47))

wo k2 zufolge (41) <C 1 ist, so kommt:

(46)

_ 2t 8
V] y1—kesinz9°
[

#
a9
]/1 — k2gin2
0

wieder unser elliptisches Integral erster Gattung. Es folgt durch
Auflésung von (46) nach 9

Hier ist

14
Y= amﬁt
und nach (45)
a=2 amé[/l—t 47)

Im vorliegenden Fall ergibt sich der Pendelwinkel a un-
mittelbar als Amplitudenfunktion. Diese soll hier noch etwas
eingehender betrachtet werden.
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Zunichst schreiben wir mit (45)
L./g
a—2am<7]/7t, k) (48)
Die Tafel bei Jahnke und Emde, S.54—59, liefert

1 I

wieder fiir jedes £ den Zusammenhang zwischen & und T ‘/il ¢
1./g . .

und damit auch zwischen « und—k— ~‘(l]— t. Zujedemin Sekunden

1./
gegebenen ¢ berechnet man s —gl]—t und sucht zu dem gefundenen

Wert in der durch a = arcsin £ gegebenen Kolumne den Winkel
o auf, der bei uns a heiBt.

Fiir unser Beispiel ]/ % =1 erhalten wir mit & = 0,2588,

a = 15% eine Kurve, die mit { = 0, ¢ = 0 beginnt und mit
t = k+1,5981 = 0,415, a = w endet.

Hiermit wire erst die Halfte eines ganzen Umschwungs er-
ledigt. Die Werte fiir die zweite Halfte liefert die Tafel nicht
direkt; um sie zu finden, stellen wir folgende Betrachtungen an.

Zunichst dehnen wir im elliptischen Integral

¥
a9
V 1—k2sin® &
0

7T

die Integration bis & = 5 aus, so wird das entstehende Integral
z 3
]/1 — k2sin? &
0

als vollstdndiges elliptisches Integral bezeichnet. Zufolge
der Definition der Amplitudenfunktion ergibt sich hieraus

9 — % — am (K, k) (50)

oder
a=mn = 2am (K, k).
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In unserem Fall steht die GroBe K zu der Zeit ¢, die er-
forderlich ist zur Zuriicklegung des Pendelwinkels ¢ ==, in der

Beziehung

21
:*————'K:k'
= K, (51)

wie sich aus Gleichung (46) ergibt. Es wiirde also k- K

die halbe Schwingungsdauer sein im Fall ‘/Zi = 1. Imall-

gemeinen Falle wird die halbe Schwingungsdauer

bEY-
g

Zur Untersuchung des Bewegungsverlaufes iiber o = 7,
t = K & hinaus greifen wir auf die Funktion ,,Sinusamplitude u*
zuriick ’
x = sinam (u, k). (52)
Von dieser Funktion wissen wir bis jetzt folgende Werte
=0, am (0,k) =0, x = sinam (0, k) = 0
(53)

u =K, am (K, k) = T

o z = sinam (K, k) = 1

Ferner notieren wir uns folgende Eigenschaft der Funktion:

cos am (u, k) 3%)

sinam (» + K, k) = am (@, k) (54)

sowie
cosam (u, k) = cosam (— u, k) .
A am (u, k) = A4 am (— u, k). } (55)

Jetzt folgt sofort:
sinam (v + K, k) = sinam (—» + K, k). (56)
Wir bezeichnen den Winkel:

am (u + K, k) mit % 16, (57)
und 10, — 0y] < % :

Z s, (58)

am (—u -+ K, k) mit 3
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Da aber aus

Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

sin <% + 61> = sin (% — 62>

folgt:
61 = 627
so ist:
am (w + K, k) +am(—u+ K, k) == (59)
oder
am (u + K, k) = n—am (—u + K, k). (60)

Mittels dieser Formel kann man in der Tafel bei J. u. E.
die Amplitudenfunktion auch fir Argumentwerte

iiber K ableiten.

Insbesondere ergibt sich:
am 2K, k) =,

woraus sich fir die Pendelbewegung findet

1./g9
a=2n = 2am<71/T-T,k>

7 /2 / £
LT
RN
//

7/‘7/

o0 7 2 3 ¥ 5

6 tinSek
Fig. 117. Bewegung des Pendels.
T
[
J e
schiedene maximale Bahngeschwindigkeiten.

V, = 76 m/sec. V.
V, = 28 m/sec. v,

= 1 bei ganzen Umldufen fiir ver-

20 m/sec.
19,6 m/sec.

I

wo T die ganze
Schwingungsdauer

T=2ch}/i
g

bedeutet. Hiermit geht
aber unsere Formel (48)
iber in:

2K
= -tk
a 2am< T t, >,

welche fiur alle Werte
von ¢ gilt.

In der TFig. 117,
Kurve 1 ist die Vervoll-
standigung des Kurven-
verlaufes von ¢ = =
bis « = 2 hiernach
gezeichnet.

Zeichnet man den
Bewegungsverlauf  fir
groere Werte von k&
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entsprechend  kleineren maximalen Bahngeschwindigkeiten

21
V = 5 %0 wird die Schwingungsdauer 7' grofler. Siehe Fig. 117.

Fir k£ = 1 tritt eine ausgeartete Bewegung ein.
Das elliptische Integral

&
a9
w =
]/ 1 — k2sin2 9
0
4

[ as
Y= s &

0

geht iiber in

und
9 = am (u, k) in am (u, 1) = 2 arctg (et‘)—i.

Fiir diese letztere Funktion hat man eine besondere Be-
nennung und ein besonderes Zeichen eingefithrt. Sie heift
Hyperbelamplitude u = Amp (u).

9 = Amp (u).

Im Falle unseres Pendels haben wir

Rl

Diese Bewegung wird auch erhalten, wenn man in Gleichung
(30) k& in den Wert 1 iibergehen laft. Es folgt:

o = 2 arcsin sinam (t l/ ;L, 1)

und durch Vergleich von Formel (31) dieses § mit (32) § (29)

a = 2 arcsin ¥ g (t ]/gT) .

Hier ist die Funktion ¥g die hyperbolische Tangenten-
funktion. Wir kénnen also die Beziehung anschreiben
Amp (u) = arcsin Tg (u).
Auch fiir die Funktion %mp (u) gibt es Tafeln, vgl. J. u. E.,
S. 16 ff.
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Fiur den Verlauf der Winkelgeschwindigkeit haben wir im
Falle V' < 2 ]/gl schon unter Nr. (34)

do _V [g )_1 4K
W_Tcosa,m (t T’k = ~7 cosam Tt’k

gefunden.
Im Falle V > 2 ]/gl ist zu setzen:

da d 1. /g
W = 27&—&11’1(7]/—%]0,)
. g 2K
=2. —]/l Aam( V tk> Aam(—T—t,k>

da fir die Amplitudenfunktion die Differentiationsformel

o Am (u, k) == A am (u, k)
gilt. .
Fur die beiden Funktionen cosam (%, k) und 4 am (u, k)

gelten folgende Wertsysteme:

Tabelle 10.
% cosam (u, k) ’ dam (u, k) ' sinam (u, k)
0 1 1 0
K 0 Y1—k* 1
2 K —1 1 0
3K 0 Y= —1
4 K 1 1 0

die sich aus den fiir sinam (u, k) gegebenen Werten finden, wenn
man die Beziehungen beriicksichtigt:

cosam (u, k) = J1 — sin2 am (u, k);
Aam (u, k) = J1 —k2sin2am (u, k).

Wir konnen jetzt fiir jedes % die drei Funktionen
sinam (u, k), cosam (u, k), Aam (u, k) aufzeichnen: (Fig. 118).
Die GroBe K berechnet sich

-Efeo{ayee (e e )
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Mit abnehmendem £ nahert sich
sinam (u, k) der Funktion sin u,

cosam (u, k) , v cos U,
Aa}m (u’ k) 2 bl 1'

simam (k)

cos am (k)

damfuk

&

—

¢ f

Fig. 118. Die 3 elliptischen Funktionen.

Mit wachsendem k% (bis k¥ = 1) nihert sich
sinam (u, k) der Funktion Tg (u),

cosam (u, k) .
g g B 00

IV. Differentialgleichungen hiherer Ordnung.
Simultane Differentialgleichungen.

§ 37. Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Die allgemeine Form der Differentialgleichung #-ter Ord-
nung lautet analog § 24:
dy dy dn—1ly dry
F(“’—dZTWW =0 o

Es gibt keine Methoden, durch die man eine solche
Differentialgleichung in jedem Fall integrieren kénnte; nur
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fir bestimmte besondere Formen von (1) sind Integrations-
methoden bekannt.
I. Der einfachste Fall ist der, wenn (1) sich in der Form
darstellt
dry
dan

X =0, )

in welcher X nur die Variable x enthilt. Hier kann man ohne
weiteres einmal integrieren

dn—ly
dxn—1

~= 4, + [X da. (3)

Eine nochmalige Integration liefert

dn—2y
g = Ayt Ayt [do[ X da

Mit jeder Integration erniedrigt sich die Ordnung des Diffe-
rentialquotienten auf der linken Seite um eine Einheit, bis man
schlieBflich zur Funktion y selber gelangt:

-4 A A x2 A an—2 4 an—1
Yy = n+ n——lx‘l" n——2'l—?++ 2(%—2)!+ 1(n__1)!
+fdxfdx....fde. 4)

Dies ist das allgemeine Integral von (2).

II. Sehr einfach ist auch die Differentialgleichung
B ¢ ®
dan ’

wenn y nur die Variable y enthdlt. Diese Gleichung kann aber
nur fir n = 1 und » = 2 integriert werden.

Zu
dy
ik
lautet das allgemeine Integral:
d_;’ —x+ 4. (6)
Im Falle
d2y

da? ¥ ™
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setzt man
dy
dr P
und hat
dp -
=
oder
dp dy
dy dx (8)
Hier sind die Variabeln getrennt und man kann integrieren
1 B
o= .
s =5 +[Ydy )
Nach Ausziehung der Quadratwurzel ergibt sich
d .
% — VB¥2[Ydy (10)

und das allgemeine Integral:

x=4+ (11)

dy
VB+2[Ydx
III. Die nichst einfachen Félle umfassen die Formen von (1),
in denen nur der hochste Differentialquotient und der um 1 oder
2 Einheiten niedrigere vorkommen, d. h. um die Formen:

dn—2y d'n_ly dny
den—2" dan—1" dan =0

T

n—1 n
F(i_?/ M>=0

dan—1’ dan

Diese Typen lassen sich durch die Substitution

dn—2y dn—1y
e = RYSP T =2 (12a)

auf die Differentialgleichungen zweiter bzw. erster Ordnung
zurlickzufithren:
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dz  d
FG@?@§>=°

d2z
F (z , W) =0 (13)

' dz
Bei den Gleichungen 13a und 13b fithrt die weitere Substitu-

tion
dz

dz P (14)

zu einer Erniedrigung der Ordnung um einen Grad. Es folgt
aus (14)
dz dp de  dp

et de de P

und somit als Differentialgleichung :
dp
Fappgt) =0 15

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung, die inte-
griert werden kann. Man erhalte als erstes Integral

p = [(z Cy), (16)
wo (), eine Integrationskonstante ist. Schreibt man jetzt firr p

d
wieder d—z » 80 entsteht aus (16) die Differentialgleichung:
dz

e = 1&0) (17)

zwischen z und 2, welche nach Trennung der Variabeln mit
einer neuen Konstanten C, liefert

=0, 18
+fﬂZQ) s
Fithrt man jetzt das Differential
dz
de = ———— 19
XA o)
in die Gleichung (12) ein, so folgt
dn—Zy
=z:[f(z CYIr—2 (20)

dzn—2
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Diese Differentialgleichung ist durch » Quadraturen losbar,
und man findet

=Cn ot Cosrt 57 3),zn—3+fdz Jdz [z da:[f(z, O)P—2

Durch Elimination von z aus den Gleichungen (18) und (21)
wiirde man zum allgemeinen Integral gelangen, welches die
Konstanten C, C,....... C,, d. h. n willkiirliche Parameter ent-
halten wiirde, wie es sein mull. Statt der oft umstindlichen
Elimination ist es vorzuziehen, die Parameterdarstellung
der Kurve, wie sie durch die Gleichung (18) und (21) gegeben
ist, beizubehalten und aus ihr die erforderlichen Schliisse auf
die Eigenschaften der Integralkurven zu ziehen.

§ 38. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Eine besonders wichtige Klasse von Differentialgleichungen
n-ter Ordnung, fir welche allgemeinere Integrationsmethoden
bekannt sind, wird gebildet von den linearen Differential-
gleichungen :

dn—1 Y d
Vdan— —lda

Hier sollen die Funktionen X nur die unabhingige Verinder-
liche « enthalten.

I. Ist y, ein partikulires Integral von (1) und Y eine noch
zu bestimmende Funktion von z, so liefert der Ansatz

dn
Xod—xZJrX 4+ X, X,y=X ()

y=4+7 (2)
in (1) eingesetzt:
k=n
dk
ZXn—k yl Z n—k 7.1 d % :X (3)
k=0

Hiervon bleibt aber nur der zwelte Teil ibrig, weil y, Gleichung

(1) erfallt:
k=n
ary
2 X =0

¥=0
d. h. die Funktion Y hat der Differentialgleichung:
ary dr—1Y aY
Xodx" +X1dxn“1+....Xn_1*&7+.XnY=O (4)

Hort, Differentialgleichungen. 13

(21)
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zu geniigen, wenn Gleichung (2) die Differentialgleichung (1)
befriedigen soll.

Y ist daher das allgemeine Integrval von (4), enthilt also =»
willkiirliche Konstante. Mithin enthalt auch (2) » willkiirliche
Konstante und ist daher das allgemeine Integral von (1). Man hat
also den Satz: ‘

Das allgemeine Integral der linearen Differen-
tialgleichung erster Ordnung (1) setzt sich zu-
sammen aus einem beliebigen partikulédren Inte -
gral dieser Differentialgleichung und dem allge -
meinen Integral der Differentialgleichung (4).
Letzter nennt man die reduzierte lineare Diffe -
rentialgleichung, wahrend (1) die vollstdndige
lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung
genannt wird.

I1. Zur Aufsuchung des allgemeinen Integrals von (1) hat
man zunichst das allgemeine Integral von (4) zu suchen. Hierbei
kann oft mit Vorteil der Satz benutzt werden: Xennt man ein
oder mehrere partikuldre Integrale von (4), so 18t sich die Ord-
nung dieser Differentialgleichung um soviel Einheiten erniedrigen,
als Integrale bekannt sind.

Es sei zunichst y, ein partikuldres Integral von (4). Wir
versuchen weitere Integrale in der Form

y=uy )
zu gewinnen, bei welcher die unbekannte Funktion u nur die

Variable z enthalte. Wir differenzieren (5) #» mal und erhalten
die Differentialquotienten :

, , du
Yy =uy +W?/1

1 X 2 du ’ dzu
y'=uy 2o Y
dry du nn—1) d*u
= (n) — qyln—D —_— 7 yn—2)
g MWW T T g T
dr—1lu dru

’

-+n7xn—;—1“y1 + dan I

(6)
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Setzen wir diese Werte sowie (5) in (4) ein und fassen einerseits
die Glieder zusammen, welche die Differentialquotienten von
enthalten und ordnen wir nach diesen Differentialquotienten,
wiahrend wir andererseits ein Glied mit « selbst bilden, so
kommt:

- d"u - d"lu L E du 7

By + B o e B (7)
) dry, dn—1y dy,
Tu<X0W+X1W+ ..... Xﬂ—lW—f—Xny]_ =O.

Hier setzen sich die Funktionen Z'aus den Differentialquotienten
von y;und den X zusammen, sind also bekannte Funktionen von z.
Z. B. ist:

E=uiX
=5 X +ny' X, (8)

[

1= Xn1+ 2y Xy 2+ ..... +ny"—V X,
Von (7) bleibt aber nur die erste Zeile iibrig, weil die zweite

d
vermoge (4) verschwindet, und wir erhalten mit 7?:—:— = v tat-
sachlich eine neue Differentialgleichung, deren Ordnung um 1
erniedrigt ist:

- dr—ly  _ dr—2yp d
=

— v o
o g1 + & dan—2 4+ + 2 + Zpqv=0. (8)

dx

Durch Integration findet sich mit » — 1 partikuliren Inte-
gralen v, ...... Vy—1

v:O]vl—}—OZ’Uz—{—....On*lvn_l (9)
und mit
Y — du
T dx

durch nochmalige Integration
u:Olfvl dx + C,[v,da + Oy [v,_yda + C,,

und schlieflich, wenn man auf (5) zuriickgreift:
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y = Clylfvldx + Czylfvzdx 4+ ... 4 Cn_lylfvn_ldx
+ On g (10)
Dies ist das allgemeine Integral zur Gleichung (4).

ITI. Als Beispiel zur Eintibung des Verfahrens diene die Diffe-
rentialgleichung:

ddy dzy dy

(@2 —22 + 25 —a —+2 e 2y=0 (11

Hier sieht man sofort, dafl , = « ein partikulires Integral ist.
Nach Vorschrift von (5) fithren wir jetzt den Ansatz

Yy=uzx (12)
in die Differenzialgleichung (11) ein.
Durch successive Differentiation gewinnen wir:
Y =u-+xu
y'=2u +xu”’ (13)
Yy =3u" +xu'"|
Nach Einfithrung dieser Werte in (11) entsteht:
w' e @2—2x4 2) 4w [3@?—2x + 2) —2%] = 0, (14)
welche Differentialgleichung mit

W = (14)
und nach Division mit z (22 — 2 2 + 2) tibergeht in:
dv 3 22
%+v(7_x2—2x—}—2)—0' (15)
Die Integration liefert
2 dx
=lgv=1gC,—31 st

Das Integral rechter Hand berechnet sich nach Ausfithrung der
Substitution

r—1=¢&
zu:

g1

oder nach Riickgang zu x:

f(f +1)2dé lg (£2 + 1) + & + arctg & + aretg—g{:—

arctg + arctg (¢ — 1)

lg@2—2x -+ 2) +1ger—1 f Ige
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Das letzte Glied rechts erweist sich als Konstante, die mit —lIg e
in lg C; einzurechnen ist, so daf nach Beseitigung des Logarithmus
wird :

(2 —2x 4 2) ez
v=0, T2 )
Zur Gewinnung von % hat man zu setzen
, e (x —1)
u =C’2—i—fvdx=02+03 P (18)

und
T R T
'u=01+02x+03fg%§ﬁ dx=01+02x+03% (19)

Demnach wird das allgemeine Integral von (11)
y=uy =ux =0+ 0,22+ C,e (20)

§ 39. Die Variation der Konstanten.

I. Hat man auf irgend eine Weise das allgemeine Integral
der reduzierten Differentialgleichung gefunden, so ist
das allgemeine Integral der vollstindigen Differentialgleichung
nach dem Verfahren der Variation der Konstanten zu ermitteln.

Es liege also das allgemeine Integral der Differentialgleichung
(4) § 38 in folgender Form vor

t=n
y= D Ciy: . (1)
i=1

In diesem Ansatz wollen wir die Konstanten C; jetzt als
Funktionen von 2 ansehen und untersuchen, ob und unter welchen
Umsténden der so modifizierte Ansatz das allgemeine Integral
der Differentialgleichung (1) in § 38 wird.

Zur Ausfithrung dieses Vorhabens ist Gleichung (1) (n —1)
mal zu differenzieren

y = i' Ciyi' + 2 G’y 2
T 1

wobei wir bei jeder Differentiation den Teil, der die Differential-
quotienten der C; enthilt, gleich Null setzen, was erlaubt ist,
weil wir iiber die C; verfiigen diirfen. So entsteht
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n
y =D Ciy/ (3
1
und
D0y =0 (3a)
1
und so fort:
n
y' =0y (4)
1
ZO,,;’ y,,;’ =0 (43‘)
1
Yy = > Cyyn—b (5)
1
D0 yn—=0. (5a)
1

Entwickeln wir nun noch den n-ten Differentialquotienten

n n
Y™ = 201: ¥ + Zoi’ Y, (6}
1 T

ohne den zweiten Teil zu annullieren, so gewinnen wir durch
Einfithrung der Gleichungen (3), (4) und (5) in (1) eine neue
Gleichung

fonky(n—k)+Z‘0 yin—D = X, (7)
t=1 k=0

Da aber alle y; der Gleichung

k=n
ZXk yin—h =0,
f=o

d. h. der reduzierten Differentialgleichung geniigen, so bleibt von

(7) nur dbrig:
D0y yir—1 = X, (8)
1 .
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welche mit den (n— 1)-Gleichungen 3a, 4a und 5a zur Ermittlung
der n GroBen Cy', d. h. der ersten Differentialquotienten der unbe-
kannten Funktionen C; dienen kann. Die C; ermitteln sich
als Funktionen von z, die wir mit &, (x) bezeichnen:

G, = 9; (%), t=1....... n; 9)
durch deren Integration wird C; selbst erhalten:
C; = A;+[% @) dx. (10)

Nach Einfithrung in (1) ergibt sich s.mit das allgemeine
Integral der vollstéindigen Differentialgleichung:

y =jA¢ v +Zn’y¢f8¢ (@) dy. (11)
1 1

Hiermit wird auch die Angabe von § 38 bestiitigt, nach welcher
das allgemeine Integral der vollstandigen Gleichung sich findet,
als Summe des allgemeinen Integrals der reduzierten Gleichung
und eines partikuliren Integrals der vollstindigen Gleichung.

Zﬂyi [94(2) do
1

ist dieses partikuldre Integral.
II. Sei jetzt die vollsténdige Gleichung

diy d?y dy
2 __ Loy a2 Y - =
(% 2:6—1—2)(1 2 x da? + 2 P 2y =f(x), (12)

so lautet das Gleichungssystem zur Bestimmung der C;’:

Cl’x—|—02’x2—{—03’e’”:01

C/ +2C 2 +C/ e =0 (13)
20, + 05 ¢ = | (a), J
aus welchem sich findet
,_iw B
¢ = a2 —2zx + 2(5,;2 22)

. f (x)

0, = F_2r 12 (1 —2) (14)
0 ’ — f(x) x2

3T 22+ 2 e
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und somit das allgemeine Integral:
y=A, x4 A, + a2 4, s

fx)(x2—2x dw f(x l—n dz
. fx)xze—zdx 15
SR B gy (15)

Die Summe der drei Integrale

h=af+arf+ e (16)

ist ein partikuléres Integral von (12).

§ 40. Die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten.

Die Differentialgleichung

dry dr—1ly dy
R "1y

spielt bei wichtigen Aufgaben der wissenschaftlichen Technik
eine Rolle, besonders in dem Falle, wenn die Koeffizienten X,. . . X n

als konstant angesehen werden konnen. Wir schrelben dann
statt (1):

X

fo 4 X + X=X (1)

I
3

1

a;yn—d=X. (2)

i
=)

:
Firden Falln = 2ist diese Gleichung bereits in § 27 behandelt
worden.  Es ergaben sich partikulire Integrale der Form:
y = e, (3)
die wir auch hier zugrunde legen wollen.
I. Wir bilden = Differentialquotienten von (3):

Yn—D = yn—ierz § = 0. . ... n, 4)
die wir in die zu (2) gehorige reduzierte Differentialgleichung

t=n

D a4 yn—9 =0 (5)

=)
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einsetzen mit dem Ergebnis:
t=n

e}”ﬂz aur— = 0. (6)

t=0
Nach Division mit e** erweist sich (6) als eine Gleichung
n-ten Grades zur Bestimmung der Exponenten u:

agutr+a .o ayu+a,=0. (7)
Diese Gleichung liefere n verschiedene Wurzeln 4, . . ..u, (die

auch zum Teil complex sein konnen). Mit ihnen baut sich das all-
meine Integral von (5) auf in der Form:

y= 20 ¢ )
1

II. Ist eine von den Wurzeln etwa y, komplex,

p = o+,
so mufl es noch eine zweite zu ihr konjugierte Wurzel, etwa u,
geben:

Us = a—f.
Das allgemeine Integral lautet dann:

n
y=C ea+ iz | C,er—Fdz 4 E C; "i®, 9)
3

Hier entwickelt man:
ee+B802= 27 (cos fx + 4 sin S x)
ga—FAN2 = ¢2% (cos S — i sin f x)

und erhélt durch Einsetzen in (9):
y=[(C; + C))cos B + i (0} —C,)sin fx]e*® | Z C;- "% (10)
3

oder mit den neuen Integrationskonstanten:

¢,+0, =4
i(C,—C,) =B
y=(Acosﬂx—}—Bsinﬁx)e”ﬁ—ZCw“iz (11)
3

III. Sind ferner mehrere Wurzeln y, einander gleich, etwa ug
= u, = Hy, 50 gewinnt man das allgemeine Integral durch einen
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Grenziibergang. Zundchst sieht man won der Gleichheit ab und
setzt:

po =t + 95 pg =g+ h

wo ¢ und £ als kleine Grofien zu denken sind.
Die zugehorigen Exponentialgrofien entwickelt man in Reihen
wie folgt:

e#zxze(ﬂl'f'g)’ﬁ:d*l”-(l+gx—|~T;E—{— ..... )

h? a2
ets® = etz :eﬂw(l—{—hgg-}- 1—E+ .....>,
wonit das allgemeine Integral (8) wird:

y=(C;+C,+ Cenr+ (Cog+ Cyh)z e (12)

-+ —;— (920, + h2C,;) a2 ez + (g3 C, 4 h3 C,) a3 e

1.2.3

i=n
+ o + Z‘Cie"”
t=4

Hier muBl man g und % gegen Null konvergieren lassen,
um die Gleichheit der drei Wurzeln u,, u,, u; zu gewinnen. Damit
nun die mit €, und C; behafteten Glieder nicht verschwinden,
so mufl man diese GroBlen C, und C; so unendlich werden lassen,
daBl Cog + C,h sowohl wie g2C, + h%C; endlich bleiben, wahrend O,
so mit C, und C; entgegengesetzt unendlich werden muB3, dafl auch
C; + C, + O, endlich bleibt. Diese drei Bedingungen beziiglich
0y, C,, O, sind erfiillbar, weil dies willkiirliche GroBen sind. Die
Glieder mit ¢3C, usw. verschwinden dann mit konvergierendem g
und % als klein von héherer Ordnung, und wir erhalten mit neuen
Konstanten :

4y =0+ C,+ (5 4, =lim (C, 9+ Csh),

1
Ay = 5 lim (C, g2 + C5 A?),
den Ansatz

t=mn

y= (4, + A,z + 4,22 en® 4+ ZCie”i” (13)

1=4
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IV. Liegen mehrere gleiche komplexe Wurzeln vor:

P = py = a+ fr,

Us = pg = a— i,
so sind die beiden Verfahren, die zu Gleichung (11) und (13)
fithren, zu kombinieren. Man erhélt in diesem Falle:

t=n

y = {(4,+ B, 2) cos o + (4,4 B, «) sin fa} e*= + ZC’iel‘ﬂ (14)

i=5

Sind noch mehr gleiche bzw. komplex gleiche Wurzeln vor-

handen, so sind die entwickelten Verfahren entsprechend anzu-
wenden 36).

§ 41. Anwendungsheispiele: Foppls Differentialgleichung der Form-
inderung einer Eisenbahnschwelle auf nachgiebiger Unterlage;
Formiinderung der Wandung eines Wasserbehiilterss?).

Die Biegung einer Eisenbahnschwelle und die Verteilung des
Druckes zwischen Schwellenunterfliche und Bettung kann be-
stimmt werden, wenn man eine Annahme @iber den Zusammenhang

(i i

Fig. 119. Eisenbahnschwelle auf nachgiebiger Unterlage.

zwischen der Senkung eines Schwellenpunktes und dem Druck
an der betreffenden Stelle macht. Die Unterkante der urspriing-
lich geraden Schwelle 4 B werde unter Einflufl der (Fig. 119.)
Raddrucke R Rin die Kurve 4, B; deformiert und in die Bettung
eingedriickt. Die Eindriickung habe an der Stelle x den Wert y.

Man nimmt nun an, dafl infolge der Einsenkung bei x ein
Druck p zwischen Schwelle und Bettung entsteht, der propor-
tional y ist. Man setzt

p=Fky
und nennt die Konstante t die Bettungsziffer.
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Nach dieser Festsetzung wollen wir die Schwelle etwas all-
gemeiner durch eine stetig verteilte Last ¢ = f(x)belastet denken.
(Fig. 120). Unter deren Einflull entsteht eine Kurve der Ein-
senkung y, deren Abhéingigkeit von & zu bestimmen ist. Die Ein-
senkungen y liefern eine zu ¢ entgegengesetzte Belastungs-
fliche — k y, fir welche zunéchst gilt:

1 l
ff(x)dx:—kfydx. (1)
0 0
R
NS
| &
1
7 ik i
DU P |
- adx

Fig. 120. Eisenbahnschwelle mit kontinuierlich verteilter Belastung
auf nachgiebiger Unterlage.

Ferner liefert die elastische Differentialgleichung (8) in § 26
nach zweimaliger Differentiation noch folgenden Ansatz:

dty 2M,

E’de—;‘—'=———de=q—-ky=:f(x)——-ky (2)
.oder
dty .
BEI-L 4 by = (@). (3)

Dies ist eine nicht reduzierte Differentialgleichung vierter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten. Zunéchst betrachten wir die
reduzierte Gleichung

diy k

T T ErY = @
Der nach Vorschrift von Gleichung (7) § 40 gebildete Ansatz

k
H4+TJ—:0 (5)
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liefert vier Wurzeln:

4 4
7 7 k T .. 7 k
Uy = (cos——l—zsm > T ; Uy = (cosZ——zsm 4)1/7}7

__( 3n>i/w_k_ _( 3n n>4 Tk
Uy == €08 —— +zsm EJ’M“W cos;——zsm—yT

bzw.
Yk 2k
w= 0 g7 = 0—0) 57 ]

Ak Ak
M3:(_1+’)]/m M4:(“1_l)]/m

Va7 -
inJ

ergibt sich jetzt das allgemeine Integral
y = (4, cos ax + B sin az) e*® + (4, cos ax + B, sinaz) e—** (7)

Zur Behandlung der vollstindigen Gleichung (3) greift man
auf die Variation der Konstanten zuriick.

Zur Bestimmung der 4 Konstanten 4,, B, und 4,, B, dient die
Bemerkung, daf3 aus den Enden der Schwelle sowohl das Moment

(6)

Mit

2
M= _ns2Y

dx?
wie auch die Querkraft
dM d3y
e e

verschwinden muf. Wir haben also 4 Gleichungen zur Bestimmung
von A,, By, 4, B,:

2y . “d2y .
[WLO =0, [WL:, =0

By . a3y o
[%LO*O’ [WL =0

welche hinreichend sind.
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I1. Dieselbe Differentialgleichung (3.), jedoch mit einer ein-
facheren Storungsfunktion tritt auf bei der Forménderung der
Wandung eines Wasserbehélters, falls der Wandungsquerschnitt
ein Rechteck ist 38).

Unter der Voraussetzung, dall die Wanddicke D klein im
Verhiltnis zum mittleren Radius R sei, untersuchen wir die
Forméinderung der dem Radius
R entsprechenden Zylinder-
fliche, deren einzelne Punkte
durch die Koordinaten « und
@ bestimmt werden. Die
diesen  Koordinaten  ent-
sprechenden elastischen Ver-
schiebungen seien & und o,
wihrend # die radiale Ver-
schiebung der Punkte =z, ¢
aus der spannungsfreien Lage
bezeichnet.

Fiir unsere Zwecke wollen
wir von den Verschiebungen
& absehen, da sie als klein
betrachtet werden konnen,
und wir wollen nur die
Krifte, die das Wandelement
in horizontaler Richtung be-

Fig. 121. Zur Forménderung der . .
Wandung eines Wasserbehilters. einflussen, betrachten. Diese

Krifte sind (Fig. 121):

1. die resultierende Querkraft d@,
2. die Resultierende der Ringspannungen @ D dz dg,
3. der Wasserdruck y x B dx de.

Fir die Krafte gilt die Gleichgewichtsbeziehung:
d@Q =yxRdxdyp —® Ddxdyp (8)
Hier bedeutet y das Gewicht der Raumeinheit Wasser, wahrend

E
D = % ist. <Pr0dukt aus dem Elastizitatsmodul in die spe-

zifische Dehnung % )
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Beachtet man nun die bekannte Beziehung zwischen Quer-
kraft @ und Biegungsmoment M

aM
Q=7 ©)

und die Beziehung zwischen Biegungsmoment M und der Kriim-
2

d
mung /] des Meridianschnittes der Behilterwand:

dax?
EDs d2y
M= By g (10
so ergibt sich neuerlich (nach Division mit R dg):
E D¢ diy DnE
2 det TR (11
oder:
din 12 12y
ot TR D (12)

Diese Gleichung formt man noch zweckméBig durch die Sub-
stitutionen
x=hua
n=2Dmn
in:
din, 12t 129H°
dzp T DRk — TR Ds

(13)

woraus noch die Abkiirzungen
12 h4
DzR: ~
12 k5 y o
E D3

4

liefern:
dtn,
Fry + kin, = la, (15)
Das allgemeine Integral der zu (15) gehorigen reduzierten
Gleichung
d*y
dat

+ kg = 0 (15a)
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lautet, wenn man in GIl. (7) statt der Exponentialfunktionen

k
die hyperbolischen einfithrt und a = — setzt:

ﬁ

7, = O, cos;/%wc1 Cof—==z, + C,sin—

k Gof k .
— X —
H v e
2,4 Cysin—« @mix (16)
l/*‘ 1 ]/2 1 ﬁ 1

Um nun das allgemeine Integral von (15) zu finden, haben
wir zu (16) ein beliebiges partikulares Integral dieser Gleichung
zu addieren. Der blofle Augenschein lehrt, daB

Ia

M= 74"

k
+ O, cos — 72 z,&in—

ein solches Integral ist, wie sich durch Einsetzen in (15) sofort
ergibt. Also ist
[z k k
=T xl—}—Ocos]/»xl@o ‘/_xl—{—OZsml/‘xl@D "3
+ Cjcos — + @m xl + C,sin — ]/_ x, Gin —= ]/_

das gesuchte a.llgememe Integral.
Wenn man will, kann man auch auf (15) die Substitution:
14

-

17)

171=-k—4x1+u (17a)
anwenden, wodurch die homogene Differentialgleichung

B =0 (18)

daxt

entsteht, welche das allgemeine Integral (16) hat. Nach Sub-
stitution von (17 a) kcmmt man dann wieder auf (17)39).

§ 42. Integration durch Reihen.
I. Vorbemerkung.

Ist es nicht moglich, auf einem der bisher geschilderten
Wege das allgemeine Integral einer Differentialgleichung

dy dry\
F<x Yragr oo di")_o (1)
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zu gewinnen, so bleibt noch die Methode der Reihenent-
wickelung.
Man geht hierzu von dem Satz aus, dall, wenn

y=1() (2)
ein Integral von (1) ist, dieses sich nach den Satzen von Taylor

oder Maclaurin?’) in eine Potenzreihe entwickeln lassen muf.
Entweder hat man nach Taylor

v =1+ ) ST ) S
=2 Q
oder nach Maclaurin mit x, = 0:
y=10)+ O 5 +1" )15+ ..
i k
:g;f(k) (0) %T (4)

Es handelt sich jetzt darum, die GroBen f% (x,) bzw. f®) (0)
aus der gegebenen Differentialgleichung (1) zu finden.

Lost man die Gleichung (1) nach dem héchsten vorkommen-
dar
den Differentialquotienten y

dar auf:
dn
dxz =@ 4y,....y"D) (8)
s0 kann man mit:
dk
= 0@ k=n (6)

die hoheren Koeffizienten in (3) oder (4) mittels sukzessiv‘er
Differentation durch die » niedrigsten Koeffizienten f*! (o) bzw.
f® (0) (k < n) ausdriicken. Die letzteren bleiben unbestimmt und
man erhilt mit

O (x)y=C, k=0]1,......n—1
im Falle (3) das allgemeine Integral:

Hort, Differentialgleichungen. 14



210 Ditferentialgleichungen hiherer Ordnung.

_ X% (x—z,)? (x—xpn?
y—00+01 1 "}'02 1.2 +-~‘+0n~1(T_T)!—
—x )
+ @ (x,C,, C,, ...0,,*1)@”'—0)+ ...... (7)
Ist z. B. die Differentialgleichung
dz
-+ 2y=0 (8)

gegeben, so liefert, wenn man festsetzt, dal fir z =0 y = C,

und E% = (; sein soll, die sukzessive Differentiation folgende

Werte:

d2y

dx? =—vy=0

By ,

P I —y=—10,

YV =—2y —xy’'= —20,

y(5) —_— __3yu___xy/u — 0

y(ﬂ) — _4y”’_xy(4) — + 1.4.00
y(7) = —5y(4)_.;1;y(5):—_— + 2501
y(s) = __Gy(5)_xy(6) =0

y(9) = —7y(6)__;1;y(7) = — 1.4700
y(lO): — 8y(7)_xy(3) — .._.2.5.8.01

mit denen der Maclaurinsche Ansatz ergibt:

1 2 1 4 5
y:00+01x““00§ @ —C— 41
0 1-4.7 © 2-5-8x10+'“

°oT9r ¥ T Y10

oder nach Zusammenfassung der mit €, bzw. C; multiplizierten
Teile
1 1 4 1.4.7

x9+...}

2 . 2.5.8 l

(9)
+0”I{I‘Zx3+T””G” or © T
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welcher Ausdruck das allgemeine Integral von (9) darstells, falls
die eingeklammerten Reihen konvergent sind.

II. Das unter I beschriebene Verfahren, welches bei linearen
Differentialgleichungen immer anwendbar ist, ist insofern un-
giinstig, als es das Bildungsgesetz der Reihenentwicklung
nicht immer leicht erkennen laft.

Die Bildung der Koeffizienten iibersieht man leichter, wenn
man von einem allgemeinen Reihenansatz ausgeht, mit dem
man die gegebene Differentialgleichung zu befriedigen versucht.
Diese Methode gestattet zugleich, auch lineare Differential-
gleichungen mit allgemeinen Koeffizienten der Form:

dny dn—ly dy
Pn(x)W_l’Pn——l(m)%m + .. .Pl(x)%—i—Po(x)y =0 (10)
zu behandeln, die wir in Summenform, schreiben:
n d(k)y
Pr(@) g = (11a)
=0

Von den Koeffizienten P, (x) setzen wir voraus, dal sie sich
in Taylorsche Reihen entwickeln lassen:

_ Pro Pr1
Py (z) = & —ayy + @ a)ii +.o (12)
oder in Summenform :
o0
Py(w) = — kL (12a)

TS (w—a)r

wo der Exponent der Anfangspotenz u; eine endliche ganze Zahl
sein soll.

Unter Zusammenfassung von (11 a) und (12 a) schreibt sich
unsere Differentialgleichung jetazt:

2 2 Ple—a) " = 0 (11b)

Diesen Ausdruck multiplizieren wir mit einer solchen Potenz
(x — a)t, daB die Gliederkoeffizienten P, (x) die Form annehmen:

Py(2) = (¢ — a)t {pro + P11 (& —a) + pro(@—a) + ... J-
Dies ist immer moglich. Es kann indessen bei einigen Gliedern

vorkommen, daf die Entwicklung der {} Klammer mit einer
14*
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Potenz von z — a beginnt; jedoch soll dies nicht bei allen Gliedern
der Differentialgleichung vorkommen.

Statt (11 b) haben wir dann folgende Gestalt der gegebenen
Differentialgleichung:

n o0

&
> > a—ay il

k=0 =0 dak

=0 (11c)

Die Gleichungsgestalt heift die Frobenius’sche Normal-
form 41).

Wir versuchen nun, dieser Differentialgleichung durch eine
Potenzreihe:

y=(x—a)y ;(;a,(x—a)" (13)

zu geniigen, die mit einem noch zu bestimmenden Anfangs-
exponenten ¢ beginnt und in welcher das Bildungsgesetz des
Koeffizienten @, zu ermitteln ist.

Wir berechnen aus (13) die successiven Differentialquotienten
yy'.o.... y® ¢y wie folgt:

y' =22+ 0)a (@ —ayte?
y' =2 +0)(+o—1)a,(z—ay+r—2

YO =2 v +o)(v+eoe—1)...0 +o—k+1)a,(z —ap*ts—F,

i i
Mg L

die wir in (11 ¢) eintragen, unter Benutzung der Abkiirzung:

v+ +e—1)..... (v+e—k+1)=[”.*k‘9]

wobei wir beachten daf:
v+ o . Y40 .
[ 1 }~v+g und [ 0 ]_1
ist.
Durch die Eintragung schreibt sich jetzt (11c)

n (.9}

Z Z Zpka (x — a)* [V _]l; Q]a, (x — a)yt+e =

k=0 A=0 v=0
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oder anders geordnet:

n 00 00
2 2w ay[”*,;@](x~a)“+ﬂ+>~= 0 (14)
=0 2=0 v=0

Hier kann man (z — a)’ vor die Summe setzen und anderer-
geits » + 4 = sund 1 = s — v substituieren. Durch diese letztere
MaBnahme wird festgesetzt, dafl » nie groBer als s werden kann,
weil sonst Koeffizienten p,; mit negativen Indizes vorkommen
wiirden, was nach Ansatz (12) ausgeschlossen ist. Somit wird
die Summe (14):

x~a)f’222m s_y[ ]ay(%a)s:o (15)

8=0 v=

Diese nach Potenzen von (x — a) fortschreitende Reihe
kann aber nur dann fiir jedes x verschwinden, wenn die Koeffi-

zienten der einzelnen Potenzen sidmtlich = Null sind, d. h.
wenn
gilt ZOZm M[ ]ay=o (16)

Diese Doppelsumme ist anzusetzen fir alle Werte s =1¢
=0,1,2,3,........ Die einzelnen Glieder sind Produkte des
unbestimmten Koeffizienten a, mit Faktoren:

o [” * 9] )

Po,i—v + Pri—v(V+0)+ Do, v W +O)¥+o—1)+ ...
----- + P+ o)y +e—1)..... +o—n+ 1)

Setzen wir jetzt:

Poi+ P1:0 + p2sle— 1)+ ...
+ Paio(@e—1)...(e—n+1)=fi(0)
so ergeben sich folgende Spezialausdriicke:

furﬁ:ofo(@) = Poo + P10 F Proole—1)+ ...
L e "I'pnO@(Q_ 1) """ (Q——’I’L + 1)
i=1:f1(0) = Po1 + P110 + Pp10(e— 1)+ ... 17a)
..... + puiole—1).....(0—n+1)

t=2:1,(0) = Pop + P120 + Ppp0(@—1) +.....
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Die Summe (17) schreibt sich aber hiernach:

+
o [” Q] — il +) (18)
und, die Gleichung (16):
v=14
fi—v(@ +v)a,= 0, (19)
v=10
welche anzuschreiben ist fir i =10, 1, 2, 3....... Somit ent-
springen folgende Gleichungen:
fol@)a, =10
fi(e a0+'fo(@+ )a, =0
f2 a,+fe+1Da, +fle+2)a,=0 (20)

f ao—l—f(,_,)g—l— )a —I— ..... —I—fog—l—va,_O
Dieses Gleichungssystem dient zur rekurrierenden Berech-
nung der Koeffizienten a, in der folgenden Weise.
Zunichst liefert die Bedingung:
f 0 (Q) Ay = 0)
da a, nicht verschwinden darf, soll anders die Entwicklung (13)
mit der Potenz (z — a)’ anfangen, die Gleichung

fo(@) = Poo + P00 + Pypole— 1)+ .....

+ Proele—1)..... (e—n+1) (21)
fiir o, welche vom nten Grade ist.
Liefert diese n verschiedene Wurzeln o, ..... Qn» 50 ent-

sprechen diesen 7 verschiedene Potenzreihenentwicklungen (13),
deren Koeffizienten a, sich mit unbestimmt bleibenden a, aus (20)
berechnen lassen. Die Formel (21), die somit fiir die Integration
der vorgelegten Differentialgleichung von grundlegender Be-
deutung ist, heiBt nach Fuchs ,determinierende Funda-
mentalgleichung?). Hatsien verschiedene Wurzeln, dann erhalt
man nach Berechnung der Koeffizienten a, aus (20) n partikulire
Integrale in Gestalt von Potenzreihenentwicklungen. Diese
n Integrale sind, wie man beweisen kann, voneinander linear
unabhingig und liefern daher mit unbestimmten Faktoren
multipliziert und addiert das allgemeine Integral der Differential-
gleichung (10). Die Gesamtheit dieser Integrale heilt deshalb
ein Fundamentalsystem*3) der Differentialgleichung.
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§ 43. Anwendung der Integration durch Reihen auf ein Beispiel.

Hat die Wand des Behilters in § 41 keinen rechteckigen
Querschnitt, sondern ist die Wanddicke D eine Funktion des
Abstandes x vom oberen Rande des Behilters, (Fig. 122) so bleiben
zunichst die Formeln (8), (9), (10) des § 41 dieselben. Bei der

Fig.122. Wasserbehilter Fig. 123. Wasserbe-
mit parabolischem Wand- hélter mit trapez-
querschnitt. formigemWandquerschnitt.

Ausfithrung der Differentiation nach  (in Gl. (11)) hat man in-
dessen zu beachten, dal D von z abhingt, und mufl man schreiben :

E d2 d2y Dn E
_ 3 ! | — J—
12 da? (D > re (1)

da? R2
Setzen wir hier speziell trapezformigen Querschnitt voraus
(Fig. 123):
. € _ D, — D,
D=Dy(1+ a); 5—7,0——h—
so geht (1) tber in:

a2
h2d g2

h? dg?

129Dy (1+ad) 12yhé
+ R —T &

[D03(1 +agp ]

0 (2)
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oder mit
12 h4
Dj2Re ¥
12yh5_l
ED3
in:
dz dzy 5
aE|0te® g tentad)—iE=0 (3

Dies ist eine nicht homogen lineare Differentialgleichung,
die wir homogen machen durch den Ansatz

LE=0.
Durch Ausfithrung der Differentia.tionen erhalten wir jetat:

(1 + af) ng“a( +a§)d—§3+6 23€2~+my=0 4

Diese Gleichung bringen wir durch Multiplikation mit &4 auf die
Frobenius’sche Normalform (11 ¢) des § 42:

B+ 208 + a2y Tl +53(6a5+6a252)j§’3

+ £2.6q2&2 5’7+x§4n—0 (5)

Aus dieser Form schreiben wir zunichst die Koeffizienten
Py hin:

Poo=1 Pu=20a pp=0> Pp=0 .......

P30 =0 P33 =60 pg=206a% p;3=0 ....... ]
D=0 Py =0 Pp="06a% pyy=0 ....... (6)
Pro=0 p;=0 pp,=0 p;=0 ....... I
Poo=0 Py=0 D=0 py3=0 pyy=1x

Mit diesen Werten finden sich die GroBen f; (9):

fole) =e(e—1) (e —2) (0 — 3)
i) =6ag-(e—1)(e—2) +2ap(e—1)(0—2) (0 — 3)
=2a0%(@@—1)(0—2)

f2(0) =0a?[6o(0—1)+60(0—1)(0—2)
+ole—1)(e—2) (e —38)]=a%e?(e—1) (e + 1)

fs(Q):O

fa (o) =

fs(g)—-O fo@ =0 ...,
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Mit diesen Grofen wird das rekurrierende Gleichungssystem (20)
§ 42 aufgestellt und aus diesem die Koeffizienten aga; ... ..
berechnet. '

Man erhdlt mit unbestimmt bleibenden a,:

a1=——a0-2a9—5_—1—- a2=+ao3azgi2
a3=-—ao'4a3gi3
) P
= 5 ot —

“ +“°(°‘e+4 (9+1)(@+2)(9+3)(@+4))
a5=——d0<6a5 ¢ drale +2) )

o+56 (e+D+2)e+3)e+ 4o+ 5)
a6=+a0<7a695_6

- 4 a2(p?+ 11p + 15) )usw
e+ De+2)e+3)e+4)(+5)(+6) '

Setzt man hier ¢ der Reihe nach gleich den sich aus der
determinierenden Gleichung ergebenden Werten 0, 1, 2, 3, so
finden sich nach Ansatz (13) § 42 vier verschiedene Reihen fiir #,
die 4 voneinander unabhéngige partikuldre Integrale (ein Funda-
mentalsystem) der Differentialgleichung (5) darstellen. Das all-
gemeine Integral wird damit:

n:A{l_________% E4 .l }

1.2.3-4

—{—BE{I———af + a2&%—ad 83 | (a4_ﬁ>f4
12%a
*(“5“m>55+ """ }

+ 052{1—§a£+ T

10 P
+ (T‘”“W) o }

+D§3{1“%a5+ %a2§2—%a3§3—1—--”},
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wo A, B, C, D die unbestimmten Konstanten sind, die aus den
Grenzbedingungen zu berechnen sind.

§ 4. Aufsuchung des Fundamentalsystems, falls die Wurzeln
der determinierenden Gleichung nicht sidmtlich verschieden sind.

I. Das Verfahren des §42 ist nicht in vollem Umfange an-
wendbar, wenn die determinierende Gleichung mehrfache Wurzeln
hat, oder wenn die Differenzen einiger Wurzeln ganze Zahlen
sind. '

Der Fall mehrfacher Wurzeln reduziert offenbar die Zahl
der unabhingigen partikuldren Integrale, wahrend im Falle
ganzzahliger Wurzeldifferenzen die Koeffizienten a, teilweise
unendlich werden, wie gich aus folgendem Ansatz fiir diese Koeffi-
zienten ergibt:

@ — a, A, (o)
T fole F 1) -fole +2)ee fole + )

Gibt es ganzzahlige Wurzeldifferenzen, so konnen offenbar
im Nenner von (1) GroBen f, (o + m) auftreten, die den Nenner
zum Verschwinden bringen und a, also unendlich machen.

Die GroBe A, (o) ist gegeben durch folgende Determinante:

file+v—1flot+v)—2..... fi—1(e + 1) £ (0)
folo+v—1flo+v)—2..... fo—slo+ 1) f,—1(0)
= (—1y 0 folo+v)—2..... fi—s(@ + 1) f,—2(0)

(1)

0 o ... fule+1)  fi(0)
Die Richtigkeit dieses Ansatzes kann man leicht an dem

niedrigsten Koeffizienten a, der rekurrierenden Entwicklung (20)
§ 42 verifizieren. Es ist z. B.:

a4 — 2,4, () — —ua f1(0)
Yhie+ D) ‘hle+1)
— 4,(e) _h@file+1)—fle + 1))
2T e+ Dhe+2) ° fole + Dfelo + 2)
usw.

Die im Absatz 1 gedachten Moglichkeiten betr. die Wurzeln,
lassen sich in einer gemeinsamen Ausdrucksweise fassen, wenn man

(3)
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sagt, daB unter den Wurzeln solche vorkommen, deren Differenz
entweder ganzzahlig oder Null ist. Alle Wurzeln, die diese Eigen-
schaft haben, fassen wir in einer Wurzelgruppe4t) zusammen. Es
sel g, die grofite Wurzel der Gruppe. Die weiteren Wurzeln seien
0109 «vvvrnnn 0, 80 dall u + 1 Wurzeln zur Gruppe gehoren.
Diese Wurzeln seien nach ihrer GroBe geordnet, so daB gilt:

QuZ Qa1
Zunichst findet man ohne weiteres ein partikulares Integral
durch den Ansatz (13) §42, wenn die a, dem Gleichungssystem (20)
§ 42 geniigen und p = p, gesetzt wird:

o0
Yo) = (& —a)? Z (x —a) (4)

Aus diesem partikuliren Integral leitet man das zur Wurzel p,
der Gruppe gehorige ab durch den Ansataz:

7l

Yooy = 50" [x—a Za, T —a) ] (5)

p=py
Wir sehen davon ab, fir diesen Ansatz einen Beweis zu geben,
und verweisen dieserhalb auf die Literatur.

Die Formel (5) kann man durch Ausfiihrung der x-fachen
Differentation noch etwas ausgestalten:

o a, 8"—10&,
o= —ap 3| G e e —a)

% (x—1)(x—2)0*3a,
1-2.3 op*—8

Ig3(x—a)+.....

+ a,lg* (x — a)] @ (6)
p=py
Es treten also im Falle mehrfacher oder sich durch ganze
Zahlen unterscheidender Wurzeln der determinierenden Gleichung
die partikuliren Integrale als logarithmenbehaftete auf.
Die Bedingung dafiir, daBl das zur Wurzel p = g, gehoérende
Integral nicht logarithmenbehaftet ist, liegt in dem Erfiilltsein
der Gleichungen:
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A,(0) =0ftrv =0, _1—0,; 0 =0«
o4, .
T@)=0furV=@x~z—gx; 0 = 0x
24, .
Tz(g)':Ofur'VzQx—:S_Qx; 0 =0, (6a)
14, (o) .
001 =0fliry =0,—0x; ©=0«

Ist eine einzige dieser Gleichungen nicht erfiillt, dann ist
das zu p = g, gehorige Integral logarithmenbehaftet.
II. Um ein Beispiel zu geben, greifen wir zuriick auf Fig. 122,
§ 43 und setzen jetzt den Querschnitt der Behilterwand als
Dreieck voraus (Fig. 124). Dann geht
die Differentialgleichung fiir die Ver-
schiebungen # iber in:

d§2[§2d§2]+ xné—Ai&=0 (7)

mit:
12 A2
¥=DrRe
u
1= 12 k% y
- D3E
Fig. 124. Wasserbehilter . ) w .
mit dreieckigem Wand- Die Gleichung (7) bringt man
querschnitt. durch die Substitution:
Ca
n=ut
auf die Form:
dz d?u
= 0.
= [s & 2]+%u5 (8)

Durch Ausfithrung der Differentiation entsteht die Differential-
gleichung: ‘

£ d§4+65 d§3+65d§2+x5u~0 (9)

Bringen wir die Gleichung (9) nach Gleichung (11 ¢) §42
auf die Frobeniussche Normalform, so entsteht:
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dtu

3 2, 29 —
£ JE + & d§3 +§ d§2 +x&2u=0 (10
Hiernach schreiben sich die Koeffizienten p,; der Normalform an
wie folgt:

Pao =1; P =05 Pgp =05 pgs = 05 pyy =0
P30 = 6; Py = 05 Py =0; Pg3=10; p3 =0
Pao = 65 Doy = 05 Pay = 05 Pyg = 0; Py =0 (11)
Pro="0; Py =0; P =10; pg=0; p, =0
Doo = 0; Por = 05 Pog = %, Doz = 0; pog = 0
Nach Vorschrift von (17a) § 42 finden sich hieraus folgende
Ausdriicke fiir die Groflen f; (o), die fiir die Koeffizienten @, der
Reihenentwickelung bestimmend sind:
fol@ =60 —1)+6(—1)(e—2) +eo(e—1)(e—2(e—3)| (12)
=e(e—D(e+1) '

h@=0; f@=x f@="Fhe=....=0.
Die determinierende Gleichung
fold =0"(e—1)(e+1)=0 (13)
liefert jetzt folgendes Wurzelsystem.
0o =1 ‘
0.=0
- (14
0 =0 ] 14
0s=—1
d. h. alle Wurzeln bilden im Sinne unserer Definition eine Wurzel-
gruppe.

Zunichst liefert ¢ = g, = 1 eine logarithmenfreie Entwicke-
lung

vt a (15)
y=10

in welcher sich die Koeffizienten a, durch die Ansitze (1) und (2)
§44 bestimmen. g, ist eine willkiirliche Konstante, tiber die
wir verfiigen konnen. Ohne die Verfiigungsmoglichkeit vorldufig
zu beschrinken, setzen wir

ay=C-fole+Dfole+2).... .fole + e (16)
WO Wir &= gy— g, = 0o— 03 = 2 im vorliegenden Falle zu
nehmen haben. Dann wird



AV(Q)

299 Ditferentialgleichungen hoherer Ordnung.

04, ()
fole+3)fole+4)....fole +7)
Der Zweck des Ansatzes (16) wird jetzt klar: kein a, kann fiir
irgend ein ¢ = g, (u = 0, 1, 2, 3) unendlich werden, was vorher
der Fall war.

Nunmehr richten wir unser Augenmerk auf die Determinanten
4, (g). Wir schreiben ausfiihrlich [mit Beachtung der f; (g)-
Werte) unter (12)

a, =

(17)

= (—1) 0 » 0
folo +v—1) 0 %
0 folo +v»—2) 0 ceela8)
0 0 fle+v—3)....

In der ersten Zeile steht nur das eine Element s; es liegt
nahe, dieses vor die Determinante zu setzen, und es findet sich
nach einem sehr bekannten Satze der Determinantenlehre (z. B.
Hiitte, 1908. I, S. 49):

A@) = (—1F (—Vx|fole+r—1) %  0...
0 0 X

0 folo+»—3)0....1 (19)

Hier kann man offenbar wieder das alleinige Element der ersten
Kolonne f, (0 + v —1) heraussetzen, und man erhélt:

= (—1y(—N1xf (o +»—1) | 0 py 0....
olo+v—3 0 .
e+ 2 —4)0 |20

Jetzt hat die Determinante wieder die Gestalt (1 ) und man
sieht sofort, dal der bisherige ProzeB fortgefiihrt werden kann:
durch Heraussetzen von — % - fy [0 + v — (2% + 1)];¢ = 0,1,2, ..
wird die tbrigbleibende Determinante der beiden obersten Zeilen
und der beiden linken Kolonnen beraubt. Wie sich aus (2) § 44
ergibt, hat die Determinante A, (9) » Zeilen und » Kolonnen.
Offenbar kommt es jetzt darauf an, ob v gerade oder ungerade
ist. Setzen wir im ersten Fall » = 2 u, so kann man den Prozef}
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des Heraussetzens von — f, [o0 4+ v — (24 + 1)]zundchst (4 —1)-
mal ausfithren, so daf sich ergibt

A,() = (— 1P (=D twt =1 folo +v—1)-fole +7—3) ...

y=2pn
folo +2u—(2u—3)) 0 (1)
fole+1)0
%
DaB wir in tatséichlich die Restdeterminante
fole +1) 0‘

vor uns haben, ergibt sich aus der Betrachtung von (2) §44.
Die Restdeterminante hat aber den Wert

—xfole+1)
so daf} sich fir 4, (p) endgiiltig findet

ANo) = (—1y#tfole+ 1)-+-fole +2u—1)  (22)

v=2pn
Ist dagegen » ungerade, so wird die Restdeterminante:
0 % 0
fole+2) 0 x| = —x fo(Q(—)l-2)7(; =0.
0 folo+1)0

Mithin ist A,(p) fiir alle ungeraden » Null. Jetzt koénnen wir
Naheres iiber die Koeffizienten a, in (15) aussagen. Man hat

o Chle+1)(—1pw 23)

u:vzﬂ fo(@+4)-~--fo(0+21u')

und wegen
ag = Cfole+1)fo(e + 2) [vgl (16)]
als Reihenentwickelung:

w=Cfy(o+1)& {(e+ 1) (o + 2 (¢ + 3)—x &

%2 54
)
ki + .1 e
(0 +3)(0+42(+52(+ 62+ 1) }
Fiir den Wert in der Klammer schreiben wir
G (& 0)
und es gilt demnach fir g = p, = 1 die Reihe
u=C-f(0+1)EG(,1) (25)

p=p=1
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als partikuldres Integral, welches die Gestalt
23 £2 232 &4 2 3 £6
"(90)25{1_ 3141 5161 7181 T }45)(26)
annimmt, sobald man (¢ 4 1) (¢ + 2)2 (¢ + 3) aus der Klammer
heraussetzt und zur willkiirlichen Integrationskonstanten
C f, (o + 1) hinzufigs.

Die Frage nach drei anderen partikuliren Integralen er-
fordert zunichst die Diskussion der Bedingungen (6a) der
Logarithmenfreiheit. Ist das Integral u (p,) logarithmenbehaftet ?
Wir bilden (vgl. 6a):

v=g—0 =1 (27)
und setzen:
4,(0) = 41 (¢) = (— 1) /(o)
f1 (o) ist aber 0 (vgl. 12); also kommen in dem zu g, = 0 gehorigen
partikuldren Integral keine Logarithmen vor.
Gehen wir dazu iber, das Integral = (g,) in der gleichen
Weise zu untersuchen

Wir bilden:
v=10,—0, =0
1 Y=g, 0, =1
und setzen
Ay(@) = (—1p0-1 (28)
8d,(0) _ _ @fi(e)
op op

Hier verschwindet A, (¢) nicht fir ¢ = g,, also ist u (p,) sicher
ein logarithmenbehaftetes Integral.

SchlieBlich ergeben sich fiir « (p;) die analogen Ansitze:
vV=0,—0;=1
v=0—g=1
v =0y 05 = 2

und mit diesen die Determinanten

4,(0) = —1,(0)

049 __ eh(e (29)
oy - do
P,(0) _ 2 |0 x| _
50t & |fo+ 10| agrlethele+2

= —x (12 2 + 24 ¢ + 10).
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Hier verschwinden fiir 9 = g, = — 1 nur
7
Al (Q) und *6—Q°‘A1 (Q)
dagegen wird
24, (e)

002
fiir p = —1 gleich 2x; es verschwindet nicht, folglich ist auch
% (g5) logarithmenbehaftet. Zur Entwickelung der 3 Integrale
% (01), % (0g) und wu (g;) selbst greifen wir zuriick auf den Ansatz
fur u

u=0Cf(0+1) &G o) (30)
Von hier aus bilden wir

0
u (o) = 06—9[f0(9+ EGE 0l=pn=0

oG
= 0|+ Ve {lse+ G 0G0

,+3ﬁ@iiLyG@wﬂ

—

31)

ge
p=0
Da fo (0 + 1) fiir p =0 verschwindet und
e+ _,
20 -

wird, so bleibt iibrig (nicht mit Logarithmen behaftet, wie vor-
ausgesagt):
(o) =2C[G (& 0] =0 (32)
d. h. unter Fortlassung der Konstanten 2 C' die Reihe und Ab-
sonderung eines Faktors 1-2-2-3
k&2 f2 &4 I3 £6
wlo)=1— 2!53! 4!§! . 6!5! tee " 69

Zur Gewinnung von u (g,) hat man zu bilden:

0
uwa=0a;mw+ny0@mbﬂ
—colree ol Z e+ + 25620+ 1)
== 791692 09 g ag OQ

+@%nm+n}

Hort, Differentialgleichungen. 15
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0G (¢, 0)
oo

G (¢, 0)
—ng——fo(é’ + 1)]

28 et 1) +1geite + )

+ &

p=0

Mit
tYj
[f0(9+1)]p=0v=0; [Wfo(e-l-l)] = 2;
z = 10
[ngf"(@ + 1)L L

erhilt man:

0
w(e) = O {10 +4188) OE ol -0 + i|gpoe0| Lo

p=0
Zur Ansetzung von u (g;) schreiben wir

83
wle) = 0| fhle + D& )

p=—1
und finden:

2G (¢,
w (o) = —605‘1{[——% 9)]

weil

+ [G(f, e)] lgs} (35)

p=—1 p=—1

of (0 +1) Bfle+1)
oo ’ 00°
fir p = — 1 verschwinden und

[621’0(@—!—1)] .,
002 =1

fo(@ + 1)’

wird.
Fiir das allgemeine Integral findet sich

u(é) =AE[G (0l -1+ B[G(E 0 -0

o
+01§[G§, ] +[———G(§, ] }
{g (Q)p:o g0 9),,:0 (36)

+osfesloco] |5 0e0|
l p=—1 Y p=—1

Die Gestalt der durch die eckigen Klammern dargestellten
Reihen kann, soweit sie oben nicht schon angegeben sind, leicht
berechnet werden.
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§ 45. Simultane gewdhnliche Differentialgleichungen im allge-
meinen. Systeme erster Ordnung.

I. Wir haben bisher nur solche gewéhnliche Differential-
gleichungen betrachtet, bei denen eine abhéngige und eine
unabhéngige Variable vorkamen.

Kommen mehr als eine abhingige Variable, z. B. z;, und =,
und deren Differentialquotienten, in einer Differentialgleichung vor:

dx dz
F(xl, ,, —zi-;—, ﬁ ..... ): (1)
s0 ist diese Gleichung zur Bestimmung weder von x; noch von z,
hinreichend. Es muB noch eine zweite Gleichung hinzukommen,

etwa
dx dz
G(xl, a G T ): @)
Zwei in dieser Weise zusammengehorige Gleichungen nennt man
ein System von simultanen Differentialgleichungen.
Die Zahl der Gleichungen eines Systems muB stets gleich
der Zahl der abhingigen Variablen sein.
IT. Zunschst betrachten wir ein simultanes System von =
Differentialgleichungen erster Ordnung in der Form: :

dzx; .
Ej:f”(xl’ Tpy vvens Ty y); +=1,2 ....n (3)
Durch Differentiation dieser Gleichungen nach y ergibt sich:
dgxi < 8]‘1,,/ dxx . .
iy _; T i=12...n (4)
Of 14

Hier sind die Gy, BUS (3) ermittelbare Funktionen von z,, z,,...
x

Z,, ¥, mithin sind die rechten Seiten von (4) ebensolche

Az,
Funktionen, daf man die Differentialquotienten % aus (3)

eingetzen kann.
Wir schreiben
dzx@-
Ay
Fahren wir in derselben Weise fort, so erhalten wir simtliche

i in der Gestalt
dy,

fas(@y, Ty - ovnn an, %,¥); 1 =1,2,3...n (5)

Differentialquotienten
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d*x; 1=1,2, 3..... n
d—y):zfxi(xl, Loy eeoee Zus Y); x=1,2,3..... n (6)
Aus jedem System von n-Gleichungen:
d*x;
—dy—lzfxi(xl,xl,.....xn, ¥); x=1,2,3..... n o (7)
X

kann man nun folgende n — 1-Variabeln eliminieren:
Lyy Loy oo oee Lj 15595 ¢ 0aes Xy,
wodurch eine Gleichung entsteht, die nur noch enthilt: z; ¥,
und die n ersten Differentialquotienten von z; nach y:
d"xi
dy*

Es ist dies also eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen
z; und y:

2, n g
F(y i, ‘Z ‘fi; : %}) =0 (8)

In analoger Weise kann man auch fiir die iibrigen abhingigen
Variabeln

Ty oo By By g evns Xy

Differentialgleichungen nter Ordnung aufstellen, aus denen die
Variabeln nach den frither angegebenen Methoden bestimmt
werden konnen.

Es handelt sich also um einen EliminationsprozeB, der die
Herstellung einer Differentialgleichung hoherer Ordnung mit
nur einer abhingigen Variabeln zum Ziel hat.

IIT. Einfaches Beispiel.

Das simultane System laute:

1’;—1+8x1+9x2=0 ]

: (9)
dz,
iy — 7%, +32,=0 ]

Differentiert man die erste Gleichung nach y, so kommt:
d2z, dx dx
— 1 g% g2 (10
dy? dy dy )

d d
Setzt man hier fir diyl und ng ihre Werte aus (9) ein, so kommt:
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d2z,
iy =8(8x, +97,) —9(T2;, —3x,)
oder
f—ﬁ: r, + 99z, (11)
Eliminiert man aus (11) und (9a) die Variable ,, so kommt:
%-{—11%—{—87%:0 (12)

Diese Differentialgleichung wird aber allgemein integriert
durch den Ansatz:

x, = Aehv 4 Behv (13)
wo A, und 2, die Wurzeln der Gleichung zweiten Grades sind:

224+1114+87=0 (14)
Fiir x, erhdlt man auf analogem Wege

r, = A eV 4 Beh? (15)
-wo u; und u, als Wurzeln von

Tp2+467Tu+529 =0 (16)

zu bestimmen sind.

IV. Ist das gegebene simultane System nicht erster, sondern
"héherer (etwa m-ter) Ordnung in bezug auf die Differential-
quotienten, so kann man es auf ein System erster Ordnung
zuriickfithren. Das System sei gegeben durch:

dx:.” ! !
dy =f; (2, L7YRRARN Tpy Xy, Xy, Ty ’
ZmH) pim oL adm D ) i=1,2... n (1)
Setzt man hier:
da:i , dx,;' ' dxim —2 (m—1),
dy = i dy =y, vt T = X; y 1= ]- n
(m—1) (2)
dx; (m—1) (m—1)
_Ey-_ = ,fl (xi ..... Ly Xy veees Tpyovrer Xy e n s y),

so haben wir fir die m mal n abhéngigen Variabeln:

Z;, xi" ..... xgm_l); i=1:ese. n
die m mal n Gleichungen (2) des Systems erster Ordnung, welches
wie unter II behandelt wird.
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§ 46. Ein Beispiel simultaner Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten: Dampfmaschine mit Regulator ).

I. Die simultanen Differentialgleichungen spielen in der
Dynamik eine wichtige Rolle, wenn, was duBerst haufig der Fall
ist, die Bewegung des untersuchten Systems durch mehrere
Variabeln bestimmt ist. Dann verlangt die Losung der dyna-
mischen Aufgabe, dafl simtliche Variabeln in ihrer Abhingigkeit
von der Zeit ¢ bestimmt werden. Es wird sich also um die Auf-
stellung von soviel Differentialgleichungen handeln, als ab-
hiéngige Variabele vorhanden sind. Und da in jeder Gleichung
im allgemeinen mehrere Variabeln vorkommen werden, so wird
es_sich um ein simultanes System handeln.

II. Ein oft behandeltes wund
technisch wichtiges Beispiel ist das
Zusammenwirken einer Dampfma-
schine mit ihrem Regulator.

Zuvorderststellen wirdiekinetische
Energie L des ganzen aus Dampf-
maschine und Regulator bestehenden
Systemes auf. Den von der Dampf-
maschine herrithrenden Teil fanden-
wir bereits in § 34:

(1

1 ag\2

Ly = 5 E9) <ﬁ)
Fur den Regulator leiten wir die
Energie Lz im folgenden ab. Es
handele sich um einen gewohnlichen
Federgewichtsregulator nach Fig. 125.
Ly setzt sich zusammen aus den kinetischen Energien

der Schwungkugeln und des Muffengewichts. Die Wirkungen der
Gestingemassen denken wir uns durch geeignete Zuschlige zu
den Massen der Kugeln bzw. des Muffengewichtes beriicksichtigt.

Fig. 125. Regulator.

d
Ferner denken wir uns die von T herrithrende Rotationsenergie

des Muffengewichtes bei dem rotierenden Teil der Dampfmaschine
beriicksichtigt.
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Ein Schwungkugelmittelpunkt hat die Koordinaten:
z =1 (1—cos 1)
y = (a + Usin 7) cos & (2)
z = (a + 1sin 7) sin &
Der Mittelpunkt der Muffe hat die Kordinate
x = 21(l—-cos 1), (3)
wobei  gerechnet ist von der bei 7 =0 eintretenden System-
lage. Durch Differentiation nach der Zeit, Quadieren und
Addieren findet man das Geschwindigkeitsquadrat fiir die
Schwungkugeln:

dx\? dy\? dz\? dr \? . d9\2
e R

und fiir die Muffe:

dx\? . dz\?
2 — — 2 2 —_—
4v (dt) 4 2 sin 1<dt> (5)

Nunmehr findet sich:

Lp= %[{lz&%)ﬁ (@ + Isin z)2<‘il_‘(;>2} M, +412sint (%)21\41](6)
Die Gesamtenergie des Systems: Dampfmaschine-Regulator
ist jetat
L=Lp+ Lg (7)
Zur Gewinnung der Bewegungsgleichungen fithrt man die
im § 34 unter (12) angegebenen Differentiationen an L sowohl
fiir die Variabele 9 wie fir 7 aus und erhilt als linke Seiten
der Bewegungsgleichungen
d 0L oL

dt 5 4% Ty (®)
dt
bzw.
d oL oL
@ dv o ®
dt

Die rechten Seiten der Gleichungen werden wieder durch
die Krifte gebildet, die die Koordinaten & bzw. 7 beeinflussen,
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Beziiglich & ist uns bereits
F(O)=r(T—W) (10)
als beeinflussende Kraft bekannt.

Fir das Weitere ist zunédchst tber die Abhingigkeit der
Kraft F(9) vom Regulatorausschlag z Verfiigung zu treffen.
Der Regulator wirkt ein auf das Dampfdruckmoment r 7', dessen
mittleren Wert 77, er #ndert. Mit steigendem Regulator
nimmt T,, ab und umgekehrt. Diese Abhingigkeit fixiert man
durch die Gleichung:

rTy, =rTy—kt)

Um den Wert 7T, oszilliert das Dampfdruckmoment

entsprechend
rT =r(Ty—k1)+rTH)

Fiir das Weitere sehen wir jedoch vom Einflufl der Oszilla-
tionen ab und schreiben

r(T—W)=r(Ty—kz—W)

Fir 1 ermitteln wir die Kréfte, die auf das Schwungkugel-
system nebst Muffe einwirken.

Zunichst haben wir den EinfluB der Momente der Gewichte
M, und M, mit

(M, +2M,)glsin ¢ (11)
und desjenigen der Feder mit
fl(l—cos 7)sin 7 (12)

zu beriicksichtigen. Hierzu kommt noch die Wirkung der O1-
bremse, deren an der Muffe angreifende Bremskraft wir pro-
portional der Bewegungsgeschwindigkeit

2lsint%§—

der Muffe mit
dz
Rsint —
sint T (13)
ansetzen.
Auf die Schwungkugeln reduziert, ergibt sich das Moment
der Bremskraft:

. dr
2y —
21 Bsin%t T (14)
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Alle am Regulatorsystem angreifenden Krifte sind negativ
auf der rechten Seite anzusetzen, weil sie dem Wachsen von 1

entgegenwirken.
Aus Vorstehendem resultieren die Bewegungsgleichungen :
a2y 1, a9 \2
und
., a3 . dr\?
12 (M, + 4M, sin27) ¥l + 412 M, sintcost (W)

2
—IM,(a + IsinT) cosr(%) = —(M,+ 2 M,)glsiny

——fl(l——cosr)sint—-2lBsin2rZ—:‘ (16)

Dies ist ein simultanes Differentialgleichungssystem mit
2 abhingigen Variabeln % und 7 und einer unabhingigen Vari-
abeln ¢.

Die Natur der Aufgabe gestattet einige weitere Verein-
fachungen, deren Berechtigung man durch zahlenmiBige Ab-
schitzung nachweisen kann, worauf wir hier allerdings nicht
eingehen. Zunichst vernachlissigen wir in L (%) alle Glieder
die nicht das Schwungrad der Maschine als Faktor enthalten,
womit Gleichung (15) iibergeht in

a2y

¢ di?

=rTy—kr—W) (17)
Weiter formen wir Gleichung (16) auf kleine Schwin-
gungen um, d. h. wir setzen:

T=7+7

a9 _ (18)
E

und vernachléissigen alle Glieder, welche Produkte von % und o
bzw. ihrer Differentialquotienten enthalten. Wir behandeln
also nur kleine Ausschlége 7 des Regulators von einer Anfangs-
lage 7, aus gerechnet und ebenso nur kleine Schwankungen
o einer Anfangswinkelgeschwindigkeit w, der Maschine.
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Ferner lesen wir aus (16) fir einen Beharrungszustand
7, = cons}: -3—;:0, fZ—::O
die Beziehung ab:
LM, (a+ Isinty)costyw,? = (M, + 2 M,)glsinz,
+ f1(1 —costy)sinz, (19)
Mit diesen Festsetzungen und nach Einfithrung der Ab-
kiirzungen:

m = 12 (M, + 4 M, sin? 7;) l
— in 2
b = 2Blsin? 1 . (20)
¢ = fI[(1 — cos 7y) cos 7y + sin? 7;) ]
+ (My+ 2 M) glcos to— 12 M, cos tow,?
% =21M,(a+ lsin 74w
erhalten wir statt der Gleichungen (16) und (17):
k] dn
a) mdt2 +bw-{—cn_—xw
0 do @1
b) 7W=——kn—[—To——kro~W

Aus diesen beiden Gleichungen eliminieren wir @, indem
wir 2la differentiieren:

3 2

At x a dt? dt
welchen Wert wir in 21b einfithren:
ddy dzy dn krx —  (Tog—kry— W)
mgs Tl ey T 1= @ (22)

Aus dem simultanen System haben wir jetzt eine einzige
lineare Gleichung 3. Ordnung mit konstanten Koeffizienten er-
halten, die nach § 40 weiter behandelt wird.

§ 47. Die Zentralbewegung als Beispiel eines Systems nicht-
linearer simultaner Differentialgleichungen.

Unter Zentralbewegungen im allgemeinen versteht man alle
diejenigen Bewegungsvorginge, bei denen ein Korper dem Ein-
fluB einer nach einem bestimmten Punkte (der nicht fest zu
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sein braucht) gerichteten Kraft unterworfen ist, deren GroBe
eine Funktion der Entfernung des Kérpers vom Punkte ist.

Speziell versteht man unter Zentralbewegungen die Vorgénge,
die unter Einflufl des Gravitations- z

gesetzes erfolgen.
Zwei Himmelskorper der Massen
M (Sonne) und m (Planet) (Fig. 126) ” m
ziehen sich mit einer Kraft /{/ ¢
¢
Mm
— L2
K k 7'2 (1) g’ y

7 g
gegenseitig an, deren Richtung mit _ / 7

dem Radiusvektor r zusammenfallt. Fig.126. Zur Anziehung zweier
k ist die GauBsche Attraktions- Himmelskorper.
konstante *7).

Die nach den Koordinatenachsen genommenen Komponenten
dieser Kraft beziiglich der Sonne sind:

m M m M mM
e, B, B

k? €—129, (2)

r3 r3

so daB sich fir M die drei Bewegungsgleichungen ergeben:

M ‘f;;' — mrfl (& — &)
B e ) 3)
IR S N2

Analog ergeben sich fir m die Gleichungen:
R e
mlh — ™ ) @)
me =Lt

Dividiert man die Gleichungen (3) durch M, (4) durch m
und zieht (3) von (4) ab, so kommt:
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dz _Er k2
_J%glzmﬁm+Mm—&

a2(n—n' k
%—n(mn_)z—r—:(m—l-M)(n 7’) (5)
d2(¢ —¢’ k

LD e —0)

Will man nur die Relativbewegung von m in bezug auf M
betrachten, so kann man setzen:

§—¥ =2
n—n =y
(—( =2
und erhilt:
d2x k2
W‘I‘F(m‘{‘M)x =0
d2y kz
dt2+73'm+M)y:0 (6)
d2z k2
WO

r = yx? + y? + 22 (7)
zu setzen ist.
Das simultane System (6) behandeln wir nun wie folgt.
Aus den beiden ersten Gleichungen eliminiert man je das
zweite Glied durch Multiplikation der Gleichungen mit —y
bzw. + z und Addition, so daB sich findet:

d2y d2z

> g Yam = ®)
Die linke Seite ist aber gleich mit
d dy de
'ﬁ@??_%%)_o ®
woraus sich mit einer Integrationskonstanten k, ergibt:
dy dx
Yy = 1
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Analog ergeben sich fir y und 2z bzw. z und x die Ansétze
dz dy

TR T
dx dz (10)
zm—xﬁ =k,

Multipliziert man die Gleichungen (10) der Reihe nach

mit z, z, y und addiert, so findet man:
kyz+kyx+kyy =0 (11)
d. h. der Planet m be-
wegt sich so um die
Sonne M, daB er stets
in der durch den
Sonnenmittelpunkt ge-
henden Bahnebene E

kyz+ ko + gy =0
bleibt. Die Lage der

Ebene ist nur von 2 £
Konstanten abhingig, Fig. 127. Lage der Bahnebene eines
wie sich durch Division Planeten.
mit &, sofort ergibt:
k, k,
22 Bay=0 12
z+ b C + kY (12)
Setzt man z = 0, so erhilt man '
Cizx+Chy =0 (13)
als Gleichung der Schnittlinie von E mit der x y-Ebene. Hier ist:
y C,
AN ] 14
=T (14)

die Tangente des ,,aufsteigenden Knotens*  der Planetenbahn.
S. Fig. 127.

Des weiteren ist der Kosinus des Neigungswinkels ¢ der
Planetenbahn gegen die z y-Ebene nach einem Satze der ana-
lytischen Geometrie 45)

COS@. = ——*—““l——i
107 + 0 41
und mithin:

tgi = Y02+ C,2 (15)
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Durch Angabe von Q und ¢ wird die Lage der Bahnebene
im Raum bestimmt. Diese beiden GréBen beziehen sich auf
die Ebene des Himmelséquators (oben die z y-Ebene), in welcher
der aufsteigende Knoten Q von der Richtung des Frithlings-
punktes aus (oben die Richtung o x) in positivem Sinne gemessen
wird.

Lassen wir nun fir die Weiterbetrachtung die Bahnebene
mit der zy-Ebene zusammenfallen, wobei die x-Achse mit der
Knotenlinie der Planetenbahn identisch sein soll, so bleiben als
Gleichungen zur Bestimmung der Bahngestalt und der Planeten-
bewegung in der Bahn noch iibrig:

d2x k2

(16)
dzy k2 .
W‘FF(M‘{‘”&)Z{—O

Wenden wir hier dieselbe Elimination an, die oben zur
Gleichung (8) fiihrte, so erhalten wir wieder

d2y d2x d [ dy dx -
xd—tz—yﬁ—ﬂwm—ym)” (a7

oder nach Integration:

dy dx
—_— Y — = 2
L P T A (18)
y Diese Gleichung
formen wir auf Polar-
koordinaten
m x = rcosv } 19
o T y = rsinv (19)
Iy (r = Radiusvektor,
e ;,/: * v = Amplitude des

Planeten (Fig. 128)

Fig. 128. Zum zweiten Keplerschen Gesetz. um, wodurch wir statt
(18) erhalten:

22 _ 94 (20)

re =
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Hier ist nun 2 dv der doppelte Inhalt des Dreiecks F m m/,
d. h. gleich der doppelten vom Radiusvektor r in dem Zeit-
element dt¢ beschriebenen Fliche. Dies ist der Ausdruck des
2. Keplerschen Gesetzes: Der Radiusvektor eines Planeten
beschreibt in gleichen Zeiten gleiche Zwischen-
raume.

Des weiteren transformieren wir nun auch die Gleichungen (16)
auf Polarkoordinaten und erhalten die Ansitze:

dzr dv\2 ; d dv dr dv .
e ") 1w \Ta) oA |

2
+r—2(M—}—m)cosv=0

dzr dv\?2 <in v d dv dr dv (21)
2z —"\ar) |t ") T A ar |0
L2

+ — pe (M + m)sinv =0

die nach Multiplikation mit cos v bzw. sin v und nach Addition
liefern:

dzr dv\?2 k2 (M + m)
R e
. . . a?r .

Die Radialbeschleunigung D formt man nun wie folgt um:
B (dr dv\_dr (do\r (dr\: & do
gt~ ar \aw at ) T aw \ar) T\aw) awar

_d¥r [dv)\? dr\? d [dv\ dv
= (u) +<W) 'W(W)'Tu— (23)

Aus Gleichung (20) ist jetzt zu entnehmen:
dv 24 <dv)2_4A2‘ d (dv)__ 44

w e \w) T wr \w < 24

und in (23) einzusetzen:

d2r 442 1 d2r 2 [dr\?
W“T[?W_”?(%—)] &%)
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Der in der eckigen Klammer stehende Ausdruck ist aber

“(5)
nichts anderes als — y : , womit (22) sich in die Form stellt:
v

@ (%) 1 k2 (M + m)
Taew T T 44 (26)

Wir haben demnach eine Differentialgleichung 2. Ordnung
fur %, deren allgemeines Integral lautet:
1 k(M4 m)
r 4 42
Dies ist die Brennpunktsgleichung eines Kegel-

schnittes, (erstes Keplersches Gesetz), dessen Brenn-
punktsordinate (Parameter)

4
P= %0 +m

+ Beosv 4 Csinv 27

y
(28)

ist.

7w Setzen wir den Kegelschnitt
als Ellipse der Halbachse ¢ und b
voraus, 8o kénnen wir zunichst
iiber die Integrationskonstante 4
Verfiigung treffen.

Fig. 129. Zur Definition der Diese Konstante A hat die
wahren Anomalie und des Perihel- Bedeutung des Flicheninhaltes

4 | be | Perikel
P
as

‘%‘.,‘9

winkels eines Planeten. der Planetenbahn =« ab dividiert
durch die Umlaufszeit 7'
tab
4 = T (29)

wie sich ohne weiteres durch Integration der Gleichung (20) ergibt.
Fiir gewohnlich fithrt man noch die Exzentrizitit ¢ ein

durch die Beziehung
CF = ac (Fig. 129) (30)

womit sich die halbe kleine Achse ergibt
b=ajl—e? (31)
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und mithin
na2V 1—e?
=t = 32
A 7 (32)
wird.
Andererseits hat man aber auch als Eigenschaft der Ellipse
p=a(l—e’)?¥) (33)

womit sich die Beziehung findet:

_4mtat (1 —e?)

) = o T AT
a(l—e?) T ¥ m) (34)
Hieraus leitet man die Beziehung ab:
2 4 72
T 7 (35)

@ k2(M + m)

d. h. den Ausdruck des dritten Keplerschen Gesetzes,
nach welchem sich die Quadrate der Umlaufszeiten
zweier Planeten wie die dritten Potenzen der groflen
Achsen verhalten, indem man die Planetmassen m gegen-
iiber der Sonnenmasse M als verschwindend ansieht.

Die Kegelschnittsgleichung (27) vereinfacht man noch,
indem man statt des Winkels v, der von der x-Achse bzw. der
Knotenlinie ausgerechnet wird, einen anderen Winkel ¢ ein-
fithrt, den man vom kiirzesten Radiusvektor der Ellipse zu
zdhlen anfingt.

Der Bahnpunkt mit kiirzestem Radiusvektor heifit Perihel
und der Winkel ¢ wird eingefithrt durch v = 7 + ¢, wo It. Fig. 129
7t der Winkel zwischen dem kiirzesten Radiusvektor und der
Knotenlinie ist. )

Wir schreiben jetzt Gl. 27 fiir das Perihel an, in welchem
gilt:

r=a(l—¢); v=um

() 7)
r =0
dv
aus welchen Bedingungen zwei Gleichungen erwachsen:
1 1

a(l_a)za(l___az)—[—Bcosn—l—Osinn (38)

0= —Bsinsx + Ccos 7w

Hort, Differentialgleichungen. 16
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Diese beiden Gleichungen dienen zur Bestimmung der
Integrationskonstanten B und C':

€ £ .
Bzmcosn,ozmslnn (39)
womit sich jetzt (27) in folgender Gestalt schreibt:
g2 —— g2
a(l — &2 a (1 -— 2 (40)

r= 14 ccos(w—m) 1l-4ecosg

Der Winkel ¢ heilt die wahre Anomalie des Planeten.

Somit haben wir fir die 3 Integrationskonstanten 4, B, C

drei andere Konstanten eingefithrt, nimlich die halbe grofe

Achse a, die Exzentrizitit ¢ und den Winkelabstand s des Perihels

von der Knotenlinie. Der Zusammenhang der Konstanten
4, B, C mit a, &, w wird gegeben durch die Gleichungen :

A=

& 41
B_a(l_ez)cosn (41)

sin 7z

T a (1 —&?)
Zur Bestimmung des Ortes des Planeten in der Bahn ist nun

noch erforderlich, dafl wir einen Zusammenhang zwischen dem
Ort und der Zeit ermitteln. Wir greifen zuriick auf Gleichung (22),

. <d v\2 442
indem wir —) = setzen:
dt
d2r 442  k2(M 4+ m)
deg ~ 8 r2 =1 42)

Diese Differentialgleichung hat das allgemeine Integral (vgl.
§ 37 (11))

(43)

dr
= oz+f-.—
Ve, + 2ff () dr

woraus sich ableitet
) 442 k(M + m)
(mu‘ flr)= I S —
rdr

=0, 44
! 2+,[]/2k2r(M+m)+01r2—4A2 )
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Hier liegt es nahe, den Ausdruck unter der Wurzel nach

k(M
Absonderung vonul quadratisch zu machen, d. h. ihn
@

in die Form zu bringen 7
2
IS TR
a
wo pund v zu bestimmen sind.

Man hat:
k2£2_—m(,u,———v2)=——4A2:——a(1~——82)k2(M—]—m)
k2W1ﬂ:2k2(ﬁ[+m)r
k2 MHrm r2 = C,r
woraus sich findet:
v:aw:mz’.q:kzM#

Damit wird aber (

rdr
= C, -+ (45)
kaz (M + m) 232-—(a ——U)Z}

C, ist also keine neue Konstante,
sie ist bereits durch die Gestalt des
Kegelschnittes bestimmt.

Zur weiteren Vereinfachung fithrt
man nun einen Winkel ¢ ein, der die
exzentrische Anomaliedes Planeten
heift und It. Fig. 130 definiert ist.
Aus der Figur liest man die Be-
ziehung ab

Fig. 130. Zusammenhang
zwischen der wahren und

r2 = (@ e—acosy)? -+ a® (1 —¢?) siny

oder nach einiger Umformung: exzentrischen Anomalie eines
r=a(l—ccosy)  (46) Planeten.
Das Integral (45) wird hiermit:
t =0,
+fl/k2 T T m —ecos ) dy (47)

16%*
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oder wenn man den Winkel y zur Zeit ¢ = £, den Wert y,
besitzen 18t

t—t=Ymar +m){<w—esmw>—< o esinyo)| (49

Zwischen der wahren Anomalie ¢ und der exzentrischen
Anomalie p besteht aber bei der Ellipse die Gleichung:
b Lo — Vl +e ., 1
o P =71 '83Y
oder (49)

1 1/1_8 1

Die angefithrten Formeln reichen hin, um die Elemente
einer Planetenbahn zu bestimmen, wenn € und ¢ bekannt sind.
Dann geniigt es, wenn in der Bahnebene zwei Planetenorte ; v,
und 7, v, nebst den Beobachtungszeiten ¢, und #, gegeben sind.

Zu bestimmen sind: halbe groBe Achse @, Exzentrizitit e,
Perihelwinkel sz und Zeit des Periheldurchgangs #,. Man hat
folgende Gleichungen:

a(l —e2)
"1 = 1+ gcos (v, — )
o a(l—e2)
2 7 14 ¢cos (v,—m)
. k2(M +m
Y —esmy, = (tl’—to)l/”(aa—)
50
. h? (M + m) ©0
Yo —esiny, = (4, —14) T

v — T = 2a.rctg{ 1+8tg 1/)}

1
1)2-—n=2a.rctg{ iiz > }

Fir die Auflosung dieser 6 Gleichungen nach den 6 Un-
bekannten: a, &, £, 7, ¥;, 9, haben GauB und Andere Methoden
angegeben.

i, £, a, &, 7, t, sind die sechs Bahnelemente, die die Be-
wegung des Planeten vollstindig bestimmen.
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V. Die Differenzengleichungen.

§ 48. Definition linearer Differenzengleichungen.

In § 5 ist der Begriff der Differenz A F (x) einer Funktion

F (x) eingefithrt worden durch den Ansatz
AF () =F (x + Ax) — F (z) (1)

Dem Zwecke des § 5 entsprechend war die Differenz Az
mit der Eigenschaft der Variabilitit ausgestattet, was notwendig
war, weil wir damals vom Begriff der Differenz zum Differential
gelangen wollen.

In den nichsten Betrachtungen wollen wir aber mit unver-
anderlichen Differenzen operieren, weshalb wir das Zeichen Az
mit dem Buchstaben kb vertauschen.

Wir schreiben also die Differenz einer Funktion F (x):

AF () = F (x 4+ h) — F (x) (2)
Natirlich ist A F (x) eine Funktion von (x)
f@)=F(x+h)—F (z) 3)

Meistens erteilt man % den speziellen Wert 1. Finr diesen Fall
hat man z. B. bei der Funktion F (x) = x*:
F(0)=0, F(1)=1, F(2) =16, F(3)= 81, F(4) =256, F(5) = 625,
AF(©0)=1, AF(1) =15, AF(2) = 65, AF(3) = 175, AF(4) = 369.
Man nennt AF (x) die erste Differenz von F (x). Analog
nennt man
AF (x + k) — AF () = A,F (z) die zweite Differenz.
A, F (x4 ) — A, F (x) = A,F (x) die dritte Differenz )
usf.
In dem Beispiel ist:

AF(0)= 14 AF(0) =36 AF(0)=24 AF(0)=0

AF(ly= 50 AF(1)=60 AF(1)=24

AF(2) =110 A,F(2) = 84

AF(3) = 194

Es ist nun moglich, eine unbekannte Funktion F () durch eine
Differenzengleichung zu bestimmen. Eine solche Gleichung

enthilt die unbekannte Funktion, deren Differenzen bis zu einer
gewissen Ordnung und auBerdem die unabhingige Variable z.
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Die Ordnung der héchsten vorkommenden Differenz bestimmt
die Ordnung der Differenzengleichung. Die allgemeine Form
einer solchen wiirde also sein:

D (z, F (x), AF (x), A,F (x) ... A4, F (x)) =0 (5)
Setzt man hier fir A, F (x) seinen aus (3) und (4) folgenden
Wert fir =1 ein:

A =F(@-+1) —F ()
Ay=F(x+2)—2F(x+ 1)+ F (x)
Ay=F(@+3) —3F(z+2) +3F(@x—1)—F ()

usw., und, setzt man
F (x + ]c) =Yz 4+ &
so geht (5) tiber in
W, Yoy Yo 415 Yoo Yz+0) =0, (6)

in welcher Gestalt Differenzen gar nicht mehr erkennbar sind;
trotzdem nennt man auch (6) eine Differenzengleichung.

Die Gleichungen (6) teilt man nun ganz analog den Differential-
- gleichungen ein. Besonders wichtig sind die linearen Differenzen-
gleichungen
waQ(x) + yx+1P1 (x) + ya;+2P2 (x) +"'ya;+nPn (.’I?) = Q(.’E), (7)
welche vollstandig heiBen, falls @ (z) nicht identisch ver-
schwindet. Ist dieses der Fall, so heiflen sie homogen. Die
Differenzengleichungen haben partikulire Losungen und allge-
meine Losungen, iiber welche analoge Sétze wie bei den Differential-
gleichungen existieren. Kennt man die allgemeine Losung einer
homogenen Gleichung, so 158t sich die Losung der vollstandigen
Gleichung durch ein der Methode der Variation der Konstanten
ahnliches Verfahren entwickeln.

Als Beispiel betrachteten wir die homogene Differenzen-
gleichung :

yx+1+(“+bx)yw=0- (8)
Die allgemeine Losung ist:
k=z—p
Yo=(—1p—7 [[ [a+b@—k)] (9)
k=1

Hier ist p+ 1 << 2 zu wihlen, p ist die willkiirliche Integrations-
konstante. Aus (9) folgt:
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k=x—p
Y1 =(—1p7?* [[ [o+b@—k+ 1] (10
E=1
Multipliziert man (9) mit (@ -+ b «) und addiert zu (10), so resultiert
identisch Null, womit (9) als allgemeine Ldsung von (8) er-
wiesen ist%0).

§ 49. Die linearen Differenzengleichungen mit konstanten
Koetfizienten.

Technisch wichtig sind die linearen Differenzengleichungen
mit konstanten Koeffizienten, d. h. solche Differenzengleichungen,
bei denen die P, (x) [siehe Gleichung (7) § 48] Konstante sind.
Es ist also:

Yo @+ Ypp1Qy + oo v v F Ypgnty =0 (1)
die allgemeine Form einer homogenen linearen Differenzengleichung
mit konstanten Koeffizienten.

Ohne Beweis schreiben wir als Haupttatsache an: Die all-
gemeine Losung von (1) lautet:

Yo = C1 4% + Cod® + ... .. O ln®; (2)
wenn 1 .... 4, die Wurzeln der Gleichung =-ten Grades sind:
AMa, v la, 4 ..... la; + ay=0. (3)

Der Ansatz (2) modifiziert sich etwas, wenn die Wurzeln zum
Teil gleich oder komplex sind. Werden z. B. & Wurzeln einander
gleich
h=1ly=13= ... X

wahrend die n — k& iibrigen voneinander und von 2, verschieden
sind, so ist

Yo =C W + O wlg— 1+ Cla(w—1)A2~2 4 ... ..

L0z —1)(2—2)..... (@ —Fk 4 2)AF—k+1
+ g+ + C, 72, (4)
die allgemeine Losung.
Sind % Paare gleicher komplexer Wurzeln vorhanden:
M=2lg=15....... lop 1 =1 (cos a -+ i sin a)
=2 =12=....0gp =7 (cosa— isina)
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8o ist
Yp= () +C)lx+..... + Cp' ¥V cosza
+(C,"+C x4 ... + Cp7ak—)r*sinza
+ Ok p1 g1+ + 0y hn® (5)

die allgemeine Losung.

Jedenfalls sind #» willkiirliche Konstanten C vorhanden,
die sich bestimmen lassen, wenn n Werte y, gegeben sind fiir
bestimmte Werte der Variabeln x; z. B. yg, ¥, -... y, firz =0,
x=1,.... 2= n. Dann liefert sowohl (3) wie (4) und (5) ein
System, von = Gleichungen zur Bestimmung der Konstanten C

§ 50. Anwendung der linearen Differenzengleichungen mit
konstanten Koeffizienten.

I. Eine einfache Anwendung liefert zunéchst die Theorie
des kontinuierlichen Balkens. Bekanntlich gilt fiir die
Stiitzenmomente M eines kontinuierlichen Trigers, der in jedem
Feld gleichmaBig belastet ist, die Clapeyronsche Gleichung5?):

6EJ ?/k+1*?/k+?/k+1~yk+2 =Myl +2My 1 (e + 1)
lk lk+1

F Myl Y @Gl G ) (1)
My,

—

—n

,*—ya——ﬁ&

Fig. 131. Kontinuierlicher Balken auf mehreren Stiitzen.

Sind die Stiitzen alle gleich hoch, die Stitzenentfernungen
alle gleich grof =1 und die Belastungen g, ebenfalls in allen
Feldern gleich ¢, so wird aus (1):

1
Mk+4Mk+l+Mk+2=__2‘ql2 (2)
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Die zu dieser Gleichung gehorige hom o gene Differenzen-
gleichung

My+4Mppy + Myyo=0 (3)
liefert, vermdge der charakteristischen Gleichung
24+4241=0 4)
die allgemeine Losung
My = C Ak + O, 2.k (5)

wo 4; und 4, die Wurzeln von (4) sind.
Offenbar ist nun :
12

My = Oy + Cyat— o (6)
die allgemeine Losung von (2), wie sich durch Verifikation ergibs.
Die Konstanten C; und C, bestimmen sich aus den Bedin-
gungen, dafl an den Enden des Balkens die Stiitzenmomente null
sein miissen, d. h. aus

ql?

M0=01+02——1§—=0
M,=C A"+ 0 —=—— =0 l
12
Aus diesen Gleichungen berechnen sich
_ __q_l2 At —1
0= 12 /11"——12"[
2 12 2,»— A"
und hiermit :
__ar Bl "1y
R R e <=t B

Nach dieser Formel konnen die Stiitzenmomente des durch-
laufenden Tragers auf S. 470, Bd. I der Hiitte (1908) berechnet
werden.

II. Ebenfalls auf eine lineare Differenzengleichung mit kon-
stanten Koeffizienten fithrt die Untersuchung der Schwingungs-
bewegung einer Kette von Massenpunkten.

n Punkte der Masse m seien durch unausdehnbare Faden
der Lange ! miteinander verbunden; die ganze Kette sei dann mit
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gleichfalls unausdehnbaren Stiicken von der Linge ! an den
Punkten 4 und B festgemacht und stehe unter der Spannung 7'.
Nun werde die Kette aus ihrer in Fig. 132 gezeichneten Mittellage
herausgebracht, indem den einzelnen Massenpunkten die Ordi-
naten gy ........ y, erteilt werden. So entstehe die Gestalt
Fig. 133.

Es wird vorausgesetzt, dafl die Verschiebungen y, klein seien
gegen die Fadenlinge /.

Zur Zeit t = 0 werde die deformierte Kette (ohne AnstoBen
der Massenpunkte) sich selbst iiberlassen, und es soll die nun be-
ginnende Bewegung untersucht werden.

Gy %7 o anet
Fig. 132. Kette von Massenpunkten in der Ruhelage.

NN &
B e i s P 8
[}

£ f - ——r {
Fig. 133. Bewegungsform der Kette von Massenpunkten.

Offenbar ist die Bewegung festgelegt, wenn wir fir jeden
Massenpunkt seine Entfernung y;, von der Gleichgewichtslage in
Abhingigkeit von der Zeit # kennen. Wir stellen die Differential-
gleichung fiir die Bewegung des kten Massenpunktes auf (Fig. 134):

Py Ye+1— Y Y — Yr—1

dez T 1 —T 1 (1)
Weil die y klein sind, gegen [/, kann die Fadenspannung T als

konstant angesehen und ihre Vertikalkompenenten den Ordinaten-

differenzen zweier benachbarter Punkte proportional gesetat

werden.

m

T
Unter Absonderung von —- = ¢? schreibt sich (1)

l
dz
d;k =2 (Yr+1— 2% + Yo—1). 2)
Wir versuchen, ob eine periodische Losung
e = 2 Lipsin(2pmt + o) (3)

der Differentialgleichung geniigt, wo wir iiber die Wahl von
p spiter Entscheidung zu treffen haben.
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Wir erhalten zunéchst:
a2 .
dtik = —4 p2n? Z Lyysin(2npt 4 w,), (4)

was in (2) eingesetzt folgendes System von Differenzengleichungen
liefert:

Lyssr— 2Ly + Ly g1 = ¥
4 p2r?
- c? Lp,k (5)
e (o] "ﬁ? §3 ;';Q!
k=1 ... n. N l
denen die L,; zu geniigen ! A 7
haben. . .
Fig. 134.  Zur Bewegungsgleichun,
Man kann die Differenzen- g eines Kettenpﬁnk%eg_ &
gleichungen in der Form
4 p? 72
Lp,k+<—cr*—2>Lp,k+1+Lp,k+2=0 (6)
p=0.......... oo
E=0.......... n—1
schreiben, deren allgemeine Losung nach § 49 (2) ist:
Ly = Cp1lg1 + Cpo A, (7)
wenn 1, und 1, die Wurzeln der quadratischen Gleichung
5 4 p% 2
1p+1p<—62~——2 +1=0 (8)

sind.
Durch Auflésung dieser Gleichung erhilt man:
2p2m%  2pm _[p?a?
Pt 2P ]/p B

Apy=1—
P c? c c?

die man mit
7 .
P - =sin S
schreiben kann
lpy=00829 + isin2 9 (9)
wobei vorausgesetzt wird, dafl an < | 1] bleibt. DaB das der Fall

ist, wird weiter unten bewiesen.
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Zunéchst bemerken wir, daB sich mit (7) die allgemeine Losung
schreibt:
Ye = D {Cpi 2y + Cpp 2k} sin @ pt + wy), (10)
- g
in welcher Formel auch die beiden festen Punkte 4 und B ent-
halten sind, wenn man £ =0 und kt = n 4 1 sowie y, = 0
und ¥, _,_'1 = 0 setzt. Diese ,Randbedingungen liefern die
Ansitze:

Op1 4+ Cpo=0 (10a)
Cor M+ Cpatid =0 (10b)
it =18 (10¢)

Die letzte Gleichung wird aber nur erfillt fir p = 0 und

P =+ % , wie sich aus Gleichung (8) sofort ergibt.

Zwischen diesen Werten mull p stets enthalten sein, d. h. es
mull gelten
JT R
womit die Zulassigkeit von (9) erwiesen ist.
Fihrt man nun (9) in (10¢) ein, so folgt:
(c0s29 +48in29)+1 = (cos 29 — fsin2 H)n +1!

und hieraus
sin2(n 4 1)9 = 0,

d. h.
2(n+ 1) =rvm
oder
L.
T 2m 417

Fir vy = 0 haben wir hier wieder & =0 und p = 0.
c
Fir v =n 4+ 1 haben wir hier wieder & = % und p = p=
d. h. die Punkte 4 und B. Wenn wir daher v die ganzen Zahlen
von 1 bis #n durch laufenlassen, so erhalten wir gerade alle Massen-
puukte. Nun fithren wir (9) in (10) ein und erhalten, unter
Beriicksichtigung von (10a) mit C, = ¢ (C,; — C}y):

Yo = D Cpsin2k Y -sin(2pmi + wp) (11)
v
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oder nach Einsetzung von
c . VY L 441

2= )™ Tt

i’{A sm k sin(26tsin2(+—tl))
+ Bysin'):—iz%-cos (2ctsin %)} {12)

Zur Bestimmung der 2 Koeffizienten 4, und B, haben
wir die 2 n Gleichungen:

vk
?/k ZB smn+1
und k=1...n (13)
Ay o . VIt . vkn
W_O—uﬂA, 2cs1112(n+l)-smn_l_1

d. h. den Ausdruck der Anfangsbedingungen der Bewegung3?).



Zweiter Teil.
Partielle Differentialgleichungen.

1. Einleitung.
§ 51. Die Funktionen mehrerer Variabeln.

In den bisherigen Untersuchungen handelte es sich lediglich
um die funktionale Abhéngigkeit einer oder mehrerer abhingiger
Variabeln von einer unabhingigen Variabeln.

Nun sind aber auch funktionale Beziehungen moglich, bei
denen eine Variable z von zwei unabhingig voneinander ver-
dnderlichen Groflen « und y abhéngt. Das Symbol fir eine solche
Abhéngigkeit ist die Gleichung:

z=[(,9) (1)

Die Anderung Az einer derartig bestimmten GroBe z hingt
nun, ebenso wie die GroBe selbst, von x und y, von den beiden
Anderungen Az und Ay der unabhiingigen Variabeln gleich-
zeitig ab.

Andert man also, von einem Anfangswertpaar x, y, ausgehend,
die unabhéngigen Variabeln um Az und Ay ab, so erhdlt man in

f(xy + Az, yo + Ay) — f (%o, Yo)

die totale Anderung Az von z:

Az = f(xo + Ax> Yo + Ay) _f (9"07 .7/0)' : (2)

Wiirde man dagegen nur die eine Variable x dndern, wihrend
y konstant = gy, bleibt, so wiirde man in

f (x5 + A=, yo) — | (Zo» Yo)-

die partielle Anderung von z nach x erhalten

Az(x) = [ (% + 4=, yo) — [ (%o, Yo)- 3)
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Analog heil3t
Azgy = [ (o, Yo + Ay) — [ (0, 9p) 4)
die partielle Anderung von z nach y.
Ein Beispiel fir eine derartige Abhéngigkeit bietet die
Zustandsgleichung der vollkommenen Gase:
10000p V = GRT.

Diese Gleichung gilt fiir eine der Gewichtseinheit gleiche
Menge G eines Gases in kg, wenn p in kg/qem, V in c¢bm, 7 in
absoluten Celsiusgraden gemessen wird; die Gaskonstante R
hat fir Luft den Wert 29,26.

Diese Gleichung ist z. B. erfiillt bei der Gew1chtsmenge
G = 1,188 kg fiir:

p = 1 kg/qm,
V =1 c¢bm,
T = 288 entspr. 159C.

Wir wollen nun die Anderung des Druckes p verfolgen,
wenn wir das Volumen V und die Temperatur T &ndern.
Zuniachst schreiben wir:
_1,188.2926.T
10000 V
T

= 0,00 348 —-
0,00 3 7

Nun éndern wir ¥V um AV = 0,1 cbm, d. h. wir gestatten
dem Gas, den Raum 1,1 chbm einzunehmen, sorgen aber dafiir,
daBl die Temperatur 7' konstant = 288 bleibt. Dann wird

288 288
Apy, = 0,00 348 i1 — 0,00 348 o0
= 0,91 —1,0
= — 0,09 kg/om

Andern wir aber nun die Temperatur 7', indem wir das Gas
um 500 erwérmen, wobei wir das Volumen 1 ¢bm beibehalten,
dann wird

8 8
AP(T>—0003483LO 000348?0
=1,18 —1,0

= - 0,18 kg/em
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Werden beide Anderungen gleichzeitig vorgenommen, so wird
die totale Anderung von p

338 288
Ap = 0,00348 11 0,00 348 o

=1,07—1,0
= -+ 0,07 kg/em
Samtliche Druckénderungen sind verschieden, es soll nun ein
Zusammenhang zwischen ihnen gefunden werden.
II. Wir greifen zuriick auf die Definition der totalen Anderung

Az = f(xy+ Az, y, + Ay) — [ (2o, o).

Diese schreiben wir in der Form

Az=f(x°+Ax’y°+AAyl—f(x°’y°+Ay)Ax

f @0, 4o + Ay) — {0, 90) , y
4y
uud untersuchen, was aus dieser Formel wird, wenn wir 4z und
Ay gegen Null abnehmen lassen.
Offenbar ist zundchst

f (@, + Az, y, + Ay) — f (% Yo + 4y)
Az
ein Differenzenquotient, der so gebildet ist, als ob wir bei der
Funktion f (z,y) bei konstantem y = y,+ 4y von z = =z,
zu ¢ = x, + Az ibergehen.
Nun haben wir in § 9 den Mittelwertsatz abgeleitet:
F(a+h—F(a) = hF (a+ 9h).
Wenden wir diesen Satz mit: F =1, ¢ =z, b = Adx
auf unseren Differenzenquotienten an, so findet man

f (o + Az, Yo + Ay) — f (s Yo + Ay)
Az
= fu(xy + O Az, y, 4 Ay)

+

Analog wird
1 (@, Yo + Ay) — f (@0, Y0)
Ay
= [y (@, Yo + 9 Ay).
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Bei nun folgender Ausfithrung aber des Grenziiberganges,
der von A4z auf dz fihrt, wird:
lim Az = dx, lim Ay = dy,
so dall entspringt:

limAdz = dz = limf,’ (z, + 9 Az, y, + Ay) Az
-+ lim fy (zg, yo + & Ay) Ay
oder:

0 0
dz = f,'dx + f,dy = a—id.’c—i—a};dy

ox
quotienten der Funktion f(z,y) nach = bzw. y.
Beispiel: Es sei:

0
Hierheiﬁen—undg?!;— die ersten partiellen Differential-

z=1(x,y) = axsiny + by sin z.

Dann ist:

0 0
_z:_f: a siny + by cosx
ox ox

0 0
E o =axcosy -+ bsinz.
oy dy

III. Zur geometrischen z

Veranschaulichung der Be-
deutung der ersten par-
tiellen Differentialquotien-

\I\f)

Y\
R\
LR

N\,'\

ten diene folgendes. /,’-JF

Eine Gleichung z =
f(x,y) stellt, wenn man { 42| Z
zusammengehorige Werte I| [
z y 2 als Koordinaten eines | Z]Eij B 4
Punktes in einem Koordi- dsA | A
natensystem X Y Z deutet, 4, A

eine Fliche dar. In der

Fig. 135 sei P ein zu den Fig. 135. Geometrische Veranschau-
Koordinatenwerten x, y, 2, lichung der partiellen Differenzen-
gehoriger Punkt. Legen wir quotienten.

durch diesen zwei zur z-

bzw. y-Achse senkrechte Ebenen E, bzw. E,, so wird die Flache

2 = f(.’l,', Z/):
Hort, Differentialgleichungen. 17
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von diesen in Kurven:

z = f(xy,y), bzw.

z = [ (x, Yo)
geschnitten, in welchen Gleichungen z, bzw. y, Konstanten sind.

Erteilt man jetzt den Koordinaten z, und y, Zuwiichse Az

bzw. Ay, so gelangt man auf den Kurven zu weiteren Flichen-
punkten P; bzw. P,. Die Ordinaten dieser Punkte z, und z,
werden von den Tangenten der Kurven ¢, und ¢, in den Punkten
T, bzw. T, geschnitten, so dal gilt:

of
AITI :Zo—l——a—;

0
A?T2=z0+a—fAy

Zo Yo

Ax

ZoYo

wo die angeschriebenen Zeiger z, y, bedeuten sollen, dafl die
partiellen Differentialquotienten im Punkte P zu bilden sind.
Die Ebene der drei Punkte 7', P T, (die Tangentialebene
der Fliche im Punkte P) schneidet nun die Ordinate 2, so

daBl gilt:
of of

A4, T, =z =zo—{—%Ax+—a—

ox Ay

Zo Yo

Lo Yo
Diese Beziehung ist der geometrische Ausdruck fiir den oben
gefundenen Satz:

_of of
dz = '—a‘;dx—]—"@dy.

IV. Wie oben ausgefiihrt, sind die ersten partiellen Differential-
quotienten von f (x, y) wieder Funktionen von z und y. Man
kann sie also weiter differenzieren und gelangt so zu den zweiten
partiellen Differentialquotienten:

af  af  f  &f

ox?’ dxdy oy dyox

Es ist nun ein wichtiger Satz, den wir ohne Beweis anfithren,
daB} stets

af o
dxrdy  odyox
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ist. Die Reihenfolge der Differentiationen ist also
gleichgiiltig. Bei dem obigen Beispiel hat man:

oz f .
'aﬁ:_by sin
o2f o2f
e —— b ==
G50y @ cosy + b cosx By 0%
o2
—fz———bx siny .
o0y

In analoger Weise gelangt man weiter zum Begriff der
dritten Differentialquotienten

o f o f 8 f o3 f
ox3’ ox20y’ oxoy?’ oy’
Beispiel:
B3 f . 03f .
Froi —by cosx; m— —b sinx
& f . Bf .
5?75 = —bx cosy; Gudy = —b siny

§ 52. Die partiellen Differentialgleichungen im allgemeinen.

I. Die unabhéingigen Variabeln z, y, die abhéngige Variable z
und die partiellen Differentialquotienten
gz 0z 0%z Q%2 0%z
ox’ oy’ ox®’ dwoy’ 0y
usw. sind nebst Konstanten die Bausteine, aus denen sich die
partielle Differentialgleichung aufbaut, in Gestalt einer Gleichung
zwischen diesen GréBen:
0z 0z 0%z
F ey e be...}) =0.
(x,y,z, oz By oat’ a,b,c ) 0
Das wesentliche Kennzeichen der partiellen Differential-
gleichung ist nun, daB stets mehr als eine unabhéngige Variabele
vorhanden ist, gegeniiber den gewshnlichen Differentialgleichungen,
bei denen nur eine unabhiingige Variabele vorhanden war. Bei
den partiellen Differentialgleichungen kann die Zahl der unab-

héngigen Variabeln beliebig sein.
17*
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II. Sind mehr als eine abhéingige Variabele,z. B.z, und z,, vor-
handen, so muB fiir jede eine Gleichung der obigen Form vorhanden
sein, etwa

0z, 0Oz, 0z, 0z
F 2, 9,22 2y ey oo =0
1(”“1 0% ox by oy )
F,(x,y,2/29,..... ) =

Man gelangt so zu dem Begriff der simultanen partiellen
Differentialgleichungen.

ITI. Die partiellen Differentialgleichungen teilt man ein nach
den Ordnungen der in ihnen vorkommenden héchsten partiellen
Differentialquotienten, z. B. die partielle Differentialgleichung

o0z 0z
2 2y 2 2 g2y = =0
@+ ) g, g

ist von der ersten Ordnung, dagegen

2z

ox 0y
von der zweiten Ordnung.

Ferner teilt man sie ein nach dem Grade, den die von Wurzeln

und Briichen befreite Gleichung hinsichtlich der Produkte der
abhéngigen Variabeln und der Differentialquotienten annimmt.

Die beiden oben angeschriebenen Gleichungen sind vom
ersten Grade oder linear, dagegen ist

%z 0z \? oz \?
eyt (a) *(5) =0
quadratisch oder vom zweiten Grade (auBlerdem von der zweiten

Ordnung).
VI. Fir das folgende fithren wir noch die Abkiirzungen ein.

+2=0

oz oz 0%z 02z 02z

A A A T T

Die Integration einer gegebenen partiellen Differential-
gleichung
F(%%%P,yﬂ,syt) =0
verlangt die Aufsuchung einer Gleichung

J(@y,2) =0
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derart, dal etwa nach Auflssung dieser Gleichung nach

z =9y
0
durch Einsetzen von g, %, 7y usw. in F' dies zu einer Identitit
wird.
Wir wollen z. B. die Gleichung
sin 2 sin y
) . =0 = )
< sin z sin z ) P (v) @
wo @ eine beliebige Funktion von
U = s%nx und v = *_S?ny
sin z sin z

sein soll, als ein Integral der partiellen Differentialgleichung
oz 0z
—_ —t =
oz 8% T 5, 8y = te2 )

identifizieren.
Zunichst bilden wir das totale Differential als Summe der

partiellen Differentiale
og o9 og
G “Tox + - dy.
do 8zdz+3x x—l—aydy
Da ¢ = 0ist, muB auch dp = 0 sein; wir haben also

op
oz

Jetzt bilden wir:
29 _ (ﬁz.ﬁ " LM&) a2

og 0P g —

oz \ou oz ov 0z

op , Op cos 2
= — (Wmnx i Wsmy) itz dz
op dp OJu O 0OV __ Opcosz
Tx_‘(W.ax ov Oz dm~% sinz dx
op (0p ou  Op Ov dy — o cosy .
oy \ow oy ' ov oy "~ Ov sinz
Nun ist zu beriicksichtigen, dal vermoge

@ =0

1)




262 Einleitung.
die Variabele z von z und y abhéngt; es ist also:
0z 0z
= —dx+ —
dz 7 + 2y dy (5)

Setzen wir jetzt (4) und (5) in (3) ein, so ergibt sich:
[%cosx (890 cos 2z az]

. oy .
ou sinz 5;““x+z%ﬁmy>mm25;

dp cosy Jp op cosz 02 .
+ [W sin z (%smx—{— oo oY sinzz% dy=0

In dieser Gleichung sind aber die beiden Differentiale dz
und dy beliebig wahlbar, da x und y die unabhingigen Variabeln
sind. Damit trotzdem die Gleichung erfillt wird, muBl jeder der
Ausdriicke in den eckigen Klammern fiir sich verschwinden.
Es muf} also sein:

Op cosx op . op . cosz 0z
Wsinz._(—c’ﬁ—usmx_}— ao sinzzﬁmO 6
(6)
Jp cosy op . op . cosz 0z
Wm*@mﬁwmamaﬂ
. . . oz 0z
Diese Gleichungen dienen zur Berechnung von PP und 7y
namlich:
op
or Tu cosx tgz
o 0 B
v —% sin x 4 a—f sin y
o
on Woosy tgz
oy o . op .
%smx - Wsmy

Setzt man diese Werte in die Differentialgleichung (2) ein,
s0 geht deren linke Seite iiber in tg 2z, und die Gleichung ist also
identisch erfiillt. Gleichung (1) ist demnach in der Tat ein Inte-
gral von (2).
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§ 53. Die Arten der Integrale partieller Differentialgleichungen
im allgemeinen.

I. Bei den gewohnlichen Differentialgleichungen hatten

wir als Formen, in denen Integrale auftreten kénnen, erkannt:
das partikuldre Integral,
das allgemeine Integral,
das singuldre Integral.

Es war ein wichtiger Satz der, daf sich das allgemeine Integral
einer Differentialgleichung nter Ordnung aus n voneinander unab-
hingigen partikuliren Integralen mit » unbestimmten Konstanten
zusammensetzt. Das singuldre Integral war geometrisch als
einhiillende Kurve oder Fliche siamtlicher Individuen der durch
das allgemeine Integral definierten Mannigfaltigkeit erkannt.

II. Zunichst wollen wir nun untersuchen, welche Bedeutung
ein mit unbestimmten Koeffizienten behaftetes Integral im Ge-
biete der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung hat.
Das Integral laute:

F(u,z,y,2 C,C,Cs,Cp....)=0. 1)

Es sei u die abhingige, x y 2 die unabhingigen Variabeln,
C,0,C,0,... die unbestimmten Konstanten, iiber deren Zahl
wir zundchst keine Voraussetzung machen.

Jetzt differentileren wir F nach zyz und erhalten die
Gleichung:

dF:(aF ou +8F>dx+<£3£8_u+6F)dy

ou ox | om ou 0y oy
oF ou or
+<W'“az_+¥)dz @)

welche wegen der Willkiirlichkeit von dx, dy, dz in die drei
Gleichungen zerfallt:

oF ouw oF

ou 8w ' ox

oF ou or

ww oy Ty =0 3)
ou 0y oy

oF ou or —~0
ou 0z oz
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Die 4 Gleichungen (1) und (3) sind hinreichend, um drei von
den willkiirlichen Konstanten C, etwa C,, C,, C;, zu eliminieren
Wir nehmen nun an, daBl nur diese drei vorkommen, und erhalten
als Resultat der Elimination eine Gleichung:

. zau ou ou’
P\O2P5 %0 oy o

d.h. eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung. Die
Gleichung (1) geniigt ihr und ist deshalb eine Loésung, wenn
nur die drei Constanten C;, 5, C;, vorkommen. Wir nennen
(1) das vollstdndige Integral von (4) und definieren:
Ein vollstindiges Integral einer Differentialgleichung
erster Ordnung ist eine solche die Differential-
gleichung befriedigende Beziehung zwischen den
Variabeln, die ebensoviel willkiirliche Konstante
enthélt, als unabhédngige Variabele vorhanden sind.

III. Beispiel: Es ist zu verifizieren, dafl das vollstindige
Integral von

=0 (4)

0z 0z
@ (‘é‘x‘ + EJ) = ®)
lautet:
y J—
2 — 01 e~d~+ Cy(z —y)

Durch Differentiation von (6) findet man:

oz Lice—y

'5;2 0102(’,“ = 02Z
0z 1 Li@—y 1
=0l —a)e =la = %)~

woraus sich (5) ergibt.
IV. Wir wollen jetzt in der Integralbeziehung (1)

Fu, , 9y, 2, Cp, Cy, Cg) =0
die willkiirlichen GroBen C; C, C; nicht mehr von @y z unab-
lidngig annehmen. Der unter IT durchgefithrte Eliminationsproze3
hefert dann dasselbe Resultat, ndmlich die Differentialgleichung (4),
wenn die drei Gleichungen (3) formal dieselben bleiben, trotzdem
C, O, U; Funktionen von % y z sind. Die Bedingung hierfiir leiten
wir ab.
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Offenbar schreibt sich das Differential dF, wenn C, C, C,
die Variabeln x y z enthalten, wie folgt:

oF ou or oF oC;
dF:(EEEE %z T 2 30, Ba %i+
oF du _ oF oF 80,
<9u ay Ty oC; 9y>d @
oF ou oF oF o0y
Tu 6z T 6 T4 3C 52 ) 7
1=1,2,3

Ohne die hieraus sich ergebenden Gleichungen (3) besonders
hinzuzuschreiben, iibersehen wir sofort, daf3 diese Formeln unge-
andert bleiben, sobald die Gleichungen erfiillt sind:

.I__

oF o0, oF o0,
oC, ox ~ 00, ox
oF 601 n E@O
80 oy =~ 00, dy
oF 00, oF 00,

aC, oz T a0, oz

oF 80,

ox =0
oF oC,
ac, oy ~° ®)
or 80
80 "oz

Dieses Gleichungssystem ist offensichtlich erfiillt durch

oF
ac,
oF

oc,

oF
aC,

=0

=0

0

9)

vorausgesetzt, dal die Koeffizientendeterminante

ac,
ox
oc,
oy
ac,
oz

von Null verschieden ist.

oC,

ox
o0,
oy
00,
0z

ac,
ox
ac,
oy
eC,
0z

(10)
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Die Gleichungen (9) bieten jetzt Gelegenheit, C; C, C,
durch gewohnliche Auflosung zu bestimmen, wodurch wir
diese Groflen in u, z, y, 2 ausgedriickt erhalten, so daB nach
Einsetzen in (1) das vollstindige Integral tibergeht in eine
Ausdruck, der keine willkiirlichen Konstanten mehr enthilt.
Dieser neue Ausdruck, der der Differentialgleichung (4) ebenfalls
geniigt, heilt das singuldre Integral.

Wir definieren: das singuldre Integral ist eine
solche Beziehung zwischen den Verdnderlichen,
die keine willkiirlichen Konstanten enthélt und
den gegebenen Differentialgleichungen genitigt.
Das Integral kann aber nicht durch spezielle Aus-
wahl der willkiirlichen Konstanten des vollstan-
digen Integrals erhalten werden.

V. Beispiel: Gegeben ist die Differentialgleichung

0z 0z o0z oz oz 0z
T = = —_— ez = 11
(D(x,y,[z 6x’6y) e Y T o oy z=0 (D

Man verifiziert leicht:

F=ax+by+ab—z=20 (12)
als das vollstindige Integral mit:
ox oy

Bilden wir jetzt analog (9)
or

G =z +b=0 (13)
oF
5 Yy ta=0
woraus sich ¢ = —y, b = — x ermitteln, so findet sich nach
Einsetzen in (12):
xy+2=20 (14)

als das singuldre Integral, welches keine willkiirlichen Konstanten
enthilt. Die Gleichungen (13) sind zuléssig, weil die Determinante
A (vgl. 10), die sich hier auf:
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0

Ga 0 —1

cx o 1
Ga By

oy oy

zusammengzieht, von Null verschieden ist.

VI. Das Gleichungssystem (8) wird noch auf eine andere
Weise erfiillt, abgesehen von dem Ansatz (9). Lost man nimlich
die in

oF oF oF
80,” 80, 40,

3
linearen Gleichungen (8) nach diesen GroBen auf, so erhilt man:

0 20 20,
Jox Oz
oF oC, o0,

A.aol_ OWW =0

0 90 2,

Jdz 0z

2, o o0,
ox ox

oF | o0 0C, _ 15)
o0, 00,

ot oz
00, oC.
ox 0%
oF oC; 00,
4. ac, = —85 6_y 0 |=0
20, 20, |
Jdz 0Oz

die erfilllt werden durch
4 =0. (16)
Nach einem bekannten Satz ist dies aber die Bedingung dafiir,
da C,; C, C; als Funktionen von 2 yz nicht unabhingig von-
einander sind, daB} eine Funktion

@ (Cy, Cy, 0y)
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existiert, die nach Einsetzen der Funktionsausdriicke fiir C; C, C;
identisch verschwindet:

@ (C1, Cy, Cy) = 0 %) (7

Setzen wir etwa
O3 = 2(C1, Cy) (18)
willkiirlich an, so wird (17) erfiillt. Differentiieren wir jetzt (1)
und (18) nach den willkiirlichen Konstanten so kommt:
oF

8 ac, dO + dC’ —{— dO =0

und (19)
4 oy
40, = 540 + 5540,

3780

aus deren Verein sich ergibt:
dF  eF oy oF oF oy
ar 97 9%\ q0. =
<aol ac, ac)‘w +< ao3aoz>d : =0 (20

woraus wiederum, wegen der unabhéngigenWé;hlbarkeit von dC,
und dC, folgt:

oF | oF ox _
80, " 8C,eC; l o1
oF | oF oy _ b
&C, " 80,0,

Wir haben jetzt drei Gleichungen: (18) und (21), die zur
Berechnung von O, 0, C; als Funktionen von xyz hinreichen.
Durch Einfithrung der gefundenen‘ GroBen in (1) wird in das Inte-
gral eine willkiirliche Funktion y zweier voneinander unab-
hingiger Funktionen hineingebracht. Man nennt die solcher-
gestalt entstehende Losung das allgemeine Integral. Es
enthialt keine willkiirlichen Konstanten, sondern
eine oder mehrere willkiirliche Funktionen der
unabhingigen Variabeln.

VII. Beispiel. Man verifiziert leicht, da8 z

F=2Cloga+(1—0C))logy+ Cy—logz =0 (22)
das vollstindige Integral von
o0z 0z
z=w—+yY En (23)

ist.
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Nach Vorschrift von (18) setzen wir willkiirlich an
Oy = 1 (Cy) (24)
(das vollstéindige Integral enthélt hier nur 2 willkiirliche Konstante,
da wir nur 2 unabhéngige Variabele x und y haben) und nach Vor-
schrift von (21) bilden wir:
oF oF o«
a—Ol*f—a—nga:lOgW—logy—f—%(Cﬂ:O (25)
woraus sich findet
Y
01:=3<;> (26)

Ebenso wird C, eine willkiirliche Funktinn von Y und
x

nach Einsetzen in (22) und nach Beseitigung der Logarithmen
ergibt sich:

y .
—_f — — 2’-
yp () —z =0 @)
als das allgemeine Integral von (23). Denn es ist:
0z . ¥ [y
v == (Y)

oz ¥ (Y y
Ygy =T 5V <;>+yw<;>
also nach Addition:
0z oz v\
W'a-;—f—yw—?ﬂ/)(‘x’) =2z
w. z. b. w.

VIIL. Es gibt eine weit entwickelte Theorie, die gestattet,
fiir eine gegebene partielle Differentialgleichung das vollstédndige,
das allgemeine und das singulére Integral aufzufinden. Am voll-
kommensten sind die Integrationsverfahren ausgebildet fiir die
allgemeinen Differentialgleichungen erster Ordnung und die
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Bei den partiellen Differentialgleichungen, die bei physi-
kalischen Aufgaben auftreten, liegt nun der Schwerpunkt nicht
in der Bestimmung dieser Integrale, sondern in der Ermittlung

der Grenzbedingungen, den die Integralfunktionen zu geniigen
haben.
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Die Wege, die man hierzu einschlégt, sind bis zu einem ge-
wissen Grade allgemein angegeben; vor allem aber tritt die Auf-
suchung der der oben angefithrten Integrale sehr in den Hinter-
grund, weshalb wir auf die allgemeinen Integrationstheorien
partieller Differentialgleichungen nicht weiter eingehen. Wir
werden vielmehr im folgenden die verschiedenen Gruppen par-
tieller ,,physikalischer’ Differentialgleichungen, mit den ein-
fachsten beginnend, behandeln und dabei an geeigneten Stellen
allgemeinere Betrachtungen iiber die Methoden einflechten5?).

1I. Einfache partielle Differentialgleichungen
aus verschiedenen Gebieten.

§ 54. Differentialgleichung der schwingenden Saite.

I. Eine Saite von der Lange I (Fig. 136) sei mit ihren End-
punkten in zwei Punkten A4 B der z-Achse befestigt. In der Ruhe-
lage fillt sie dann mit der z-Achse zusammen; ihre Anfangs-
spannung sei P, und wir betrachten nur solche Auslenkungen y
der Saite aus der Ruhelage, daBl die Spannung
stets = P bleibt. AuBlerdem seien die Aus-
lenkungen eben und erfolgen nur in der zy-Ebene.

Y2y
am
y eiX] —
E_‘x_)l”:zk_ z J R/
Fig. 136. Schwingende Saite. Fig. 136a. Krifte an

einem Saitenelement.

Nun betrachten wir ein Saitenelement dm. In seinen End-
punkten z und z 4 dx ziehen wir Tangenten an die Saite, deren
Neigungswinkel a bzw. o’ seien, welche Winkel wegen der Kleinheit
der Auslenkungen y ebenfalls klein sind. Dann ist die y-Kom-
ponente der Spannung P im Punkte x

Y = —Psinaq,
im Punkte 2 + ox
Y+ 0Y = + Psinda'.
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Nun ist aber:

. oy
sma——a—;
,_ %y %y
e P

Mit diesen Formeln ergibt sich als resultierende auf das
Saitenelement dm wirkende Transversalkraft

oy

die nach dem Grundgesetz der Mechanik mit der am Massen-

o2
element angreifenden Trigheitskraft dm T‘Z gleich zu setzen

0
ist, wenn die Bewegungsgleichung gesucht wird:
82 y 62 y
dm—— =P >4 1
" ot a2 " 1)
Bezeichnet jetzt p das Gewicht der ganzen Saite, dann ist
die Masse
dm = 2. 9%
g !
wo g die Beschleunigung der Schwere bedeutet.
Die Gleichung (1) geht hiermit iiber in:
9%y  Pg? oy

Fr p Ox? @)
und mit
Pyge g
P
in
oy 0%y
—d g2l
ot - @ ox? 3)

Dies ist die Gleichung der ebenen Transversalschwingungen
einer gespannten Saite, die durch die Namen d’Alembert,
Euler, Daniell Bernoulli beriihmt geworden ist 5).

Die Aufgabe, die sich uns bietet, ist nun folgende:

Es ist eine Funktion ¥ von x und ¢

y = F(x,1)
zu suchen, die
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1. die obige Gleichung (3) befriedigt,
2. die Eigenschaft hat, dafl fir x =0 und 2 =1 y =0
wird,
0= F(0,1),
0= F (1,
3. zur Zeit ¢ = 0 eine gegebene Gestalt f () annimmt
f (@) = F (,0),

4. deren Differentialquotient zur Zeit ¢ = 0 eine gegebene Ge-
stalt annimmt:
oF (x,0)
g() =—Fp,
Die Bedingung 2. heifit die Grenzbedingung und bedeutet
das Festliegen der Saitenendpunkte.
3.und 4. heiflen die Anfangsbedingungen, und 3. bedeutet,
daB im Anfang, d. h. zur Zeit ¢ = 0 die Saite eine gegebene Gestalt
haben soll, z. B. durch einen

Stift § zur Seite gezogen sei
(Fig. 137).  Der Stift wird zur

S Zeit t = 0 fortgenommen, wo-

rauf die Schwingung beginnt.

! z . 4. bedeutet, dall zur Zeit
Fig. 137. Spezielle Anfangsgestalt ¢ = 0 alle Punkte der Saite
einer Saite. eine gegebene Geschwindigkeit

haben sollen. Z.B. konnen
alle Punkte zur Zeit t = 0 in Ruhe sein, wie in dem eben ange-
fiihrten Beispiel der seitlichen Anfangsauslenkung mittels des
Stiftes.

Zunichst suchen wir eine Funktion nach Vorsehrift von 1) und
wir setzen eine solche als partikuldres Integral zunichst in der
Form an

y=X-T (4)
wo X bzw. T Funktionen von z ¢ bzw. ¢ allein bedeuten.

Durch Differentiation ergibt sich

o2y a7
ot2 =X de?
2 2

oty Td X

ox2 T da2
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und nach dem Einsetzen in (3)
1 &7 a® 42X

T ar X dat ®)
Diese Gleichung wird erfiillt, wenn wir beide Seiten einer
und derselben Konstanten, z. B. — k% gleich setzen, wodurch
folgende beiden Ansitze resultieren:
a2 T
& ke
|
& X 2 J (6)
= — X
dx? a?

Partikulidre Integrale dieser beiden gewohnlichen Differential-
gleichungen sind

T =coskt, sinkt

X = cos—k—x, sin —a (7)
a a

wovon man sich durch Einsetzen in 6) ohne weiteres iiberzeugt.
Von diesen Funktionen scheidet cos 2 x aus, weil dieser Ausdruck
fur x = 0 nicht Null wird, wie unter 2. vorgeschrieben. Damit
aber sin —g— x fir x = 1 verschwindet, muB k! = anm sein

wo n eine ganze Zahl ist. Die Gleichung k! = a n 7 heiflet die
Periodengleichung; sie ergibt sich stets aus den Grenz-
bedingungen.

Wir haben jetzt zwei partikulire Losungen fiir (3), nimlich:

. T an’it
SIHTZ cos I

und (8)

. N7 . anm
sme Sin 1

l

14

Beide Losungen fassen wir mit zwei unbestimmten Konstanten
A, und B, zusammen in

y=sin$x<Ancos t”lbnt—{—aninL”;n t) 9

Hort, Differentialgleichungen. 18
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oder, wenn wir setzen
an

4, = C, cos Ty

. anm
Bn = On sin _T Tn

y=20C, sinilgE x-cos a_r;z (t—1n) (10)
Wir erhalten also einen Schwingungsvorgang, d.h.

einen in Bezug auf die Zeit periodischen Vorgang. Die

Schwingungsdauer ist:

21

T~ — (11)

=7 Grundion
die Schwingungszahl:

an
Ly = —
n=2 Oftave Die Saite ist fahig, jede

durch eine ganze Zahl n gekenn-
zeichnete Bewegung auszufiihren.

Ist » = 1, so schwingt die

-3 oo Saite im Grundton, bei n = 2

Fig. 138. Verschiedene in der Oktave des Grundtons,

Schwingungsformen. bei » = 3 mit der Quinte der
Oktave.  Welche Schwingung
die Saite wirklich ausfiithrt, hangt von den Anfangsbedingungen ab.

Z.B. wird sie nur im Grundton schwingen, wenn sie zur
Zeit t = o die erste in Fig. 138 gezeichnete Gestalt hatte und
ihre Punkte samtlich in Ruhe waren.

II. Ist aber die Anfangsgestalt eine andere, so werden auBer dem
Grundton auch die Obertdne auftreten, d. h. die Gesamtschwin-
gung wird sich durch Ubereinanderlagerung der Einzelschwin-
gungenr ausdriicken :

¢ 7
Y = Z(Ancosn n;zt —}—aninnzlob—) sinnjl—x— (13)

n

\/

Hier entspringt nun die Aufgabe, die unbestimmten Koeffizien-
ten 4, B, aus den Anfangsbedingungen (3) und (4) zu
bestimmen.
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Aus (3) ergibt sich fir t = o

nma
Yoo = ZA sin—— = f (a) (14)
n=20
wahrend aus (4) resultiert:
nma o N
Wt_o*gB Se=gl (1)

Hier sind g(x) und f(z) im Intervall von 0 bis I willkiirlich
vorgegebene Funktionen und (14) und (15) verlangen, diese Funk-
tionen in Reihen von Winkelfunktionen zu entwickeln, die nach

x
fortschreiten.

7
Vielfachen von ]

Bekanntlich hat Fourier diese Aufgabe gelost. Er multi-
plizierte die Gleichung (14) mit sin m—j-tli dr und integrierte

zwischen 0 und /. Dann findet sich:

1
f,cm in " gy = 3 fAnsmﬁ’;_x i " 4s (o)

n=0
0
Auf der rechten Seite dieser Gleichung wird aber
1
fsin nyltx sin m:;wc de =0 (17)

0
bei allen Gliedern, bei denen n = m ist. Wird aber n = m,

so findet sich: !

l
fsin Y sin 2T gy — (18)

0
Der Beweis fiir die beiden Behauptungen (17) und (18)
findet sich wie folgt:
Zunachst ist

l

. MTE . MIAX
sin 7 sin 7 dr

!

_f ”‘“m)’”’" x——é—fcos(n—{—m)%dx (19)
0

18*
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Das zweite Integral rechts stellt aber die Flache dar, die von

der Kurve

y=cos(n—l—m)—7zl—w—

und den Ordinaten * = 0 und 2 = [ eingeschlossen wird.
Ist » + m gerade, so hat die Kurve den in Fig. 139 gezeichneten
Verlauf.

¢ e

!
Fig. 139. [ cos(n +m) %dx. n -+ m gerade.
0

7

' 2 .

14
Fig. 140. j cos (n + m) %dm. n -+ m ungerade.
0

Man erkennt ohne weiteres, daB3 die Fliche der Kurve =
Null ist.

Ist aber » -+ m ungerade, so hat die Kurve das Aussehen
Fig. 140. ’

Der Flacheninhalt verschwindet gleichfalls.

Das Integral
l

fcos (n—m)%xdx,

0
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welches fiir 7 = m nach dem Vorhergehenden gleichfalls ver-
schwindet, reduziert sich fiir n = m auf
l

[ dr
! I
d. h. auf den Wert I. Es bleibt also in der Tat nur 5 als Integral-

wert fir (18) tbrig.
Hiermit findet sich also aus (16)

I
A,,:»?—ff(w)sinn?x dx (20)
0

und analog aus (15):
!

B, = 2 fg(x)sinny;xdx

ann
0
Hiermit ist die Reihe (13) und damit die Bewegung der
Saite festgelegt.

§ 55. Rechnerische Ermittlung der Fourierschen Koeffizienten.

Wir wollen jetzt, etwas verallgemeinernd, die Funktion
f (x) der Periode 27 in eine sowohl nach Cosinus- wie nach Sinus-
funktionen fortschreitende Reihe entwickeln:

fx) = ay + i‘ (Aycosnz + B,sinnx) (1)
n=1

Wiederum schlagen wir das Verfahren der Multiplikation
mit cos m x dx resp. sin m « do ein und erhalten nach Integration
zwischen 0 und 27:

+27

An=%ff(x)cosnxdx
Son 2)
aniff(x)sinnxdx

JT
0
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welche Formeln auch noch fiir » = o gelten, falls man

setzt.

Damit ist.die Reihenentwicklung (1) festgelegt.

Es handelt sich jetzt um die Bestimmung der Koeffizienten
4, und B,.  Man nennt diese Aufgabe: Harmonische
Analyse der Funktion f(x). (Fig. 141).

/\ //—u{, (z)

\/ | /

g 7 2 3 %

e 2T
Fig. 141. Funktion der Fig. 142. Zur rechnerischen
Periode 2 7. harmonischen Analyse.

Zunichst geben wir ein rechnerisches Verfahren an.
Das Intervall 0 bis 27z = 0 bis 360° wird in 2 m = 24 gleiche
Teile geteilt.
Die den Abszissen
2n 27
T=—— ... —

entsprechenden Funktionswerte von f(z) werden mit f,(x) be-
zeichnet: y = 1,2 ... 2 m. Ferner bilden wir alle Kurven:

cos nx und sinn x

und berechnen ebenfalls deren Werte fir die Abszissen

27 2m 27
S am 2 I
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d. h.
2n
C0S, NE = COS N5V
und v=12..... 2m
. . 2=
sin, B = Slnn2—mv

Diese Werte sind einer trigonometrischen Tafel zu entnehmen.
Fiir 2 m = 24 haben wir folgende Tabellen:

2n
COST—— v

24
Tabelle 11.

i 1 2 3 4 ’ 5

v

0 +1,000 | +1,000 | +1,000 | +1,000 | +1,000

1 +0,966 | +0866 | +0707 | 40500 | -+ 0,259

2 4+ 0,866 | + 0,500 0,000 | —0500 | — 0,866

3 + 0,707 0,000 | —0,707 | —1,000 | — 0,707

4 140500 | —0500 | —1,000 | —0,500 | -+ 0,500

5 10259 | —0866 | —0707 | +0500 | -+ 0,966

6 0,000 | — 1,000 0,000 | -+ 1,000 0,000

7 — 0259 | —0.866 | +0707 | -+ 0500 | — 0,966

8 — 0500 | —0500 | +1000 | —0500 | — 0,500

9 — 7,700 0,000 | +0707 | —1,000 | - 0,707
10 — 0,866 | - 0,500 0,000 | —0500 | -+ 0866
11 —0.966 | -+0866 | —0707 | +0500 | — 0,259
12 — 1000 | 41,000 | —1,000 | +1,000 | — 1,000
13 — 0966 | -+0866 | —0707 | + 0500 | — 0,259
14 — 0,866 | -~ 0,500 0,000 | —0,500 | -+ 0,866
15 — 0,707 0,000 | +0707 | —1,000 | -+ 0,707
16 —0500 | —0500 | + 1,000 | —0500 | — 0,500
17 —0259 | —0866 | 0707 | 0500 | — 0,966
18 0,000 | — 1,000 0,000 | - 1,000 0,000
19 40259 | —0,866 | —0707 | 40500 | - 0,966
20 40500 | —0500 | —1,000 | —0500 | - 0,500
21 + 0,707 0,000 | —07707 | —1,000 | —0,707
22 40,866 | + 0,500 0,000 | —0,500 | — 0,866
23 40966 | +0860 | +0707 | 40500 | -+ 0259
24 41,000 | 41,000 | 41,000 | 1,000 | - 1,000
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. 27
sin n 24 v
Tabelle 12.

= 1 2 3 4 5

y

0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

1 + 0,259 + 0,500 + 0,707 + 0,866 -+ 0,966

2 -+ 0,500 -+ 0,866 -+ 1,000 -+ 0,866 -+ 0,500

3 4+ 0,707 + 1,000 + 0,707 0,000 . —0,707

4 -+ 0,866 + 0,866 0,000 — 0,866 — 0,866

5 -+ 0,966 + 0,500 — 0,707 — 0,866 + 0,259

6 + 1,000 0,000 — 1,000 0,000 + 1,000

7 + 0,966 — 0,500 — 0,707 -+ 0,866 -+ 0,259

8 -+ 0,866 — 0,866 0,000 -+ 0,866 — 0,866

9 -+ 0,707 — 1,000 + 0,707 0,000 — 0,707
10 -+ 0,500 — 0,866 -+ 1,000 — 0,866 -+ 0,500
11 -+ 0,259 — 0,500 -+ 0,707 — 0,866 + 0,966
12 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
13 — 0,259 -+ 0,500 —- 0,707 + 0,866 — 0,966
14 — 0,500 + 0,866 — 1,000 + 0,866 — 0,500
15 — 0,707 + 1,000 — 0,707 0,000 -+ 0,707
16 — 0,866 -+ 0,866 0,000 — 0,866 + 0,866
17 — 0,966 -+ 0,500 + 0,707 — 0,866 — 0,259
18 — 1,000 0,000 + 1,000 0,000 — 1,000
19 — 0,966 — 0,500 =+ 0,707 + 0,866 — 0,259
20 — 0,866 — 0,866 0,000 4+ 0,866 -+ 0,866
21 — 0,707 — 1,000 — 0,707 0,000 -+ 0,707
22 — 0,600 — 0,866 — 1,000 — 0,866 — 0,500
23 — 0,259 — 0,500 — 0,707 — 0,866 — 0,966
24 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Mit diesen cos- resp. sin-Werten sind die f, (x)-Werte zu
multiplizieren und man erhilt:
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§ 56. Mechanisches Verfahren zur Bestimmung der Fouriers chen
Koetfizienten.

Ist eine Funktion f(x) iiber einer Basis 2 ¢, Fig. 143, gegeben:
so lauten die Fourierschen Koeffizienten

1 2¢
7
=Tff(x)cos nTxdx
0
2¢
1 . 14
anjff(x)smn—cxdx
0

die fiir ¢ = 7t wieder in die Formeln (2) § 55 iibergehen.

(1)

N

2c >

Fig. 143. Funktion der Periode 2 c.

Diese Integrale kann man mittels des Henrici-Cora-
dischen Analysators bestimmen.

Zunichst werden beide Integrale durch partielle Integration
umgeformt56):

oder, da der Wert der eckigen Klammern verschwindet:
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1 2¢
. M7
4, = ——E;/‘sm—c—xdf(x)
0
und analog: (2)

2¢
B, = + ——l—fcos ﬁzxd]‘(:)c)
n It c
0

Fir die Ausfithrung dieser Integrationen ist der genannte
Analysator eingerichtet.

S nond gl
AR Dreorﬂ-o%y
WL P
» & 2 /\QTTx o s 4 »
1
= i&r —_ ___/_.._ PR £] |

e
I DOrehung

i . proportional
| y Prop A

GleagZ

Sl

Fig. 144. Konstruktion des Henrici-Coradischen Analysators.

Ein Rahmen R R (Fig. 144) wird von drei Rollen E E und
D getragen und so auf die Ebene x y gesetzt, dafl die Achse E K
parallel zur z-Achse steht. Der Rahmen kann dann nur parallel
der y-Achse verschoben werden.

Auf dem Rahmen sitzt, parallel zur x-Achse verschieblich
der Wagen W, der denFahrstift F tragt. Wird der Fahrstift an
einer zu analysierenden Kurve entlang gefiihrt, so verschiebt sich
der Wagen W proportional dx, der Rahmen R proportional dy.
Die Bewegung des Wagens, die durch Anschlige auf einen Bereich
2 ¢ beschriankt ist, wird mittels eines Silberdrahtes durch Rollen-
iibertragung zur Scheibe H geleitet. Die Ubertragung ist so ein-
gerichtet, daB sich H » mal mit seiner senkrechten Spindel § dreht,
wenn der Wagen einmal die Basis 2 ¢ durchlauft.
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Fest mit der Spindel S verbunden ist der Integrierapparat

KL MN, der durch
einen etwa quadra-
tischen Rahmen ge-
bildet wird, in welchem
zwei MeBradchen R, R,
zueinander achsensenk-
recht gelagert sind. Der
Integrierapparat dreht
sich also um den Winkel

43 .
d=mn 5 *oum die

Achse S.

Die Bewegung des
Rahmens tibertragt sich
proportional dy = df(x)
auf eine zylindrische
Scheibe C, die auf der
Achse E E befestigt ist,
und wird von hier durch
eine Glaskugel ¢ weiter-
geleitet, die sich auf C
stiitzt und innerhalb
des Integrierapparates
so gelagert ist, dal} sie
die beiden MeBriadchen
B, und R, in zwei
Punkten ihres grofiten
Horizontalkreises  be-
rithrt.

Die Kugel G dreht
sich vermoge der Rei-
bung mit C stets um
ihren zur z-Achse pa-
rallelen  Durchmesser,
und zwar proportional
dy. Diese Bewegung
ibertragt sich auf die
beiden Mefradchen R,

Tig. 145. Ansicht des Henrici-Coradischen Analysators.
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und R,, und zwar nach MafBgabe der Drehung & des Integrier-
apparates. Wie aus der Figur unmittelbar ersichtlich, dreht sich R,

T nITL
- dy und R, proportional cos

-dy.

. n
proportional sin

Durchliauft der Fahrstift die ganze Kurve, so sind die Merddchen-
Ablesungen a, und a, proportional mit:

2¢
fsin "TE g
c
0
bezw.
2¢
fcosnﬂx dy,
c
0
d. h.
2¢
. NTX
alzplfsm d
¢
0
2¢
nITE
azzpzfcos p; dy,

wo p; und p, von den Abmessungen des Instrumentes abhingige
Konstante sind.
Wir haben also:

An:___nl_ﬂ
nI Py
1 «

B, = + — =2,

n +n7z s

Da nun am Instrument p; und p, so gewéhlt sind, dafl

pr=—1
P =+ 1,
so hat man unmittelbar:
4, =2
n
B, = —2
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Triagt das Instrument fiir » = 1,2, 3 mehrere Integrierappa-
rate so kann man mit einer einzigen Umfahrung der Figur simt-
Ay
2
des der Kurvenflache inhaltgleichen Rechteckes durch ein Plani-
meter bestimmt wird. Einen Apparat dieser Art zeigt Fig. 145.56%)

liche Koeffizienten A B bestimmen bis auf , welches als Héhe

§ 57 Die Differentialgleichung der Stabschwingungen.
Biegungsschwingungen.
Ein Stab kann drei Arten von Schwingungen ausfithren:
Langsschwingungen, Drehungsschwingungen, Biegungsschwin-
gungen.

| JITT I
AR ARL ARV A 0 A 0 S

=Yz Schwinqungsdauer

N T g I A

Fig. 146. Langsschwingungen.

I. Bei der Ldngsschwingung bewegen sich alle Stabteile
parallel zur Stabachse. Zusammendriickungen und Dehnungen
des Stabmateriales folgen raumlich und zeitlich aufeinander
Fig. 146.

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung gehen wir aus
von einem horizontal eingespannten Stab und betrachten ein Ele-
ment ab der kleinen axialen Abmessung dx Fig. 147.

Die beiden Begrenzungs-
ebenen a und b bewegen sich
periodisch und es sei w die i
Grofle der Verschiebung. u T —>dre-
wird im allgemeinen eine Fig. 147. Zur Differentialgleichung
Funktion der Stabkoordinate x der Langsschwingungen.
und der Zeit ¢ sein:

7 a ¥ z

w = f(x,1) (1)

Wire « in f nicht enthalten, so wiirde sich der Stab als starres
Ganzes bewegen. Gleichung (1) setzt aber (elastische) Verschie-
bungen der e¢inzelnen Stabquerschnitte ¢ gegeneinander voraus.
Verschiebt sich @ um %, b um % -+ 0 w, so ist 0« die Anderung des
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Abstandes von @ und b, d.h. von & x. Mithin ist die von @ auf den
Stabteil I tibertragene Spannung:
ou
ox’
wo E der Elastizitdtsmodul ist.
Von Querschnitt b wird hingegen auf den Stabteil II die
Spannung iibertragen:

ou o [ou
EWJFE?;(%)”

Beide Spannungen sind, am Element a b angreifend, ein-
ander entgegengesetzt und ihre Resultierende muBl dem kineti-
schen Widerstand (Trigheitswiderstand) des Elements gleich
sein. Letzterer lautet, bei einer Stabmasse M und Linge L:

M o2u
——d
L "™
womit sich als Bewegungsgleichung ergibt:

ou M o2u

Gt L oB )

Setzt man hier noch:

M
Tg = ¢ = Dichte des Stabmaterials
so wird einfacher :
o2u o2u
FroRr T (3)

die Bewegungsgleichung, die besonders deshalb bemerkenswert
ist, weil der Bewegungsvorgang von den Stababmessungen un-
abhéingig ist.
. @
Mit f
gleichung der Seite, zu deren Behandlung auf 54 verwiesen sei.
II. Bei den Drehungsschwingungen, z. B. eines zylindrischen
Stabes wird die Bewegung am besten durch die Aufzeichnung einer
Mantellinie auf der Abwicklung des Stabes charakterisiert.

= a2 ergibt sich wieder die Form der Schwingungs-
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Ist der Querschnitt x um den Winkel & aus seiner Mittellage
o9
verdreht (Fig. 148), der Querschnitt x + 0o um & + 09, so ist 7z

die mittlere Verdrehung des Elements & x. Die Torsionsspannungs-
momente sind, wenn @ das Querschnittstragheitsmoment des
Stabes und ¢ den Schubmodul bedeuten,

—G@——und-}—G@( +“d>

AN AN\
\'/ N 2r

X —_>[):Z‘

Fig. 148. Torsionsschwingungen.

deren Resultierende sich mit dem Moment der kinetischen Trig-
heit o 0 dm des Elements x zur Gleichung

¢ol dx—g@d “’

zusammensetzt, die sich
nach Forthebung von P

O d x auf . ;
G0 e e oy
- x

gt~ %o (4 —
reduziert. Mit z 0 xle—

Fig. 149. Zur Differentialgleichung der
ergibt sich wieder die Biegungsschwingungen.
Saitengleichung:

02y 282«‘}

gar " G (5)

III. Biegungsschwingungen eines geraden Stabes.
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Der Stab sei an einem Ende im Nullpunkt des Koordinaten-
systems so eingespannt, daf} seine Achse mit der z-Achse in der
Ruhelage zusammenfillt Fig. 149.

An den Enden eines Langenelementes wirken quer zur Lings-

oS
achse die Schubkrifte — S und 4 S + Fr dz,derenResultierende

sich mit einer etwa vorhandenen Massenkraft ¥ da zu

_6§ dx -+ Ydzx

ox
zusammensetzt; ¥ sei der Betrag der Massenkraft fiir die Langen-
einheit des Stabes. Diese Querkraft ist dem Tragheitswiderstand
des Elementes gleichzusetzen:

oty o8
0q Y iz = <%+Y)dx, ™)

wo p dieMasse der Volumeneinheit, ¢ den Stabquerschnitt bedeutet.
Diese Gleichung, die sich

"‘”%d‘” durch Division mit d 2 auf
02y a8

0y =7, T 1 (8
)/Vf-g—-z dx . .
_ ,y< vereinfacht, beherrscht die
reine  Translationsbewegung
der Stabelemente quer in

Richtung der y-Achse.
-5 Aufler der Translations-
ox bewegung fithrt aber jedes
Fig. 150. Krifte und Momente am Element dz noch eine Dreh-
Stabelement. bewegung in der zy-Ebene

aus unter Wirkung der Schub-

und Normalspannungsmomente sowie etwaiger duflerer Massen-
kraftmomente.

Das Moment der Schubspannung ist + Sdx. Die an den

beiden Enden angreifenden Momente der Normalspannungen

sind

——Nund—f—N—I—ﬁd:p;
ox

ein etwaiges duleres Moment, dessen Betrag fiir die Léngseinheit
M sei, liefert den Anteil
+ Mdex.
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Die Resultierende samtlicher Momente ist:
oN
(S + — + M)dx.
ox

Diese Resultierende ist dem rotatorischen Trigheitswider-
stand des Elementes gleich zu setzen, der sich als Produkt der
Winkelbeschleunigung und des Tragheitsmomentes des Elementes

0
dz ergibt. Der Winkel der Elementachse mit der z-Achse ist %,
mithin die Winkelbeschleuni- |

gung 6@ (gz> %1 d]“df

Das Tragheitsmoment ist 1t.

Figur 151:
O =|n2dm
dm =dxdf-g Tox
. Fig. 151. Zum Trigheitsmoment
0 =dx Qf 7 df eines Stabquerschnittes.
= pdx-J,

wo J das Trigheitsmoment des Stabquerschnittes bedeutet.
Demnach ergibt sich als Drehungsgleichung (nach Weg-
heben von d x)

o [0y oN
JT;Z(W)“<S+%+M>' ®)
Nach den Lehren der Elastizitatstheorie ist aber fiir kleine
Biegungsbetrige (und nur um solche handelt es sich hier) das
Moment der Normalspannungen N stets gleich dem Produkt aus

Elastizitatsmodul, Querschnittstrigheitsmoment, Kriimmung,
also

N:E.J.a_y (10)

wodurch (9) iibergeht in

* [y 2y
Jat2<—> S+ E J——(m)—i—M. (11)

Hort, Differentialgleichungen. 19
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Nach nochmaliger Differentiation nach « kann man schreiben:

dy 08 oy oM
o) e ~ o T gt (12)
Setzt man hier aus (1)
o8 a2y

D el v
oz 2op

ein, S0 kommt'
8 oty J Mty oM

LB Tt = Tmen TV %2

e (13)

Sind weder Massenkrafte noch Massenmomente vorhanden,
und vernachlidssigt man die rotatorische Tragheit gegeniiber der
translatorischen, so resultiert mit

84y
8t2 + 69&4 =0 (14)
die Gleichung firr die freien Schwingungen des Stabes.
Nach Ansetzung eines partikuliren Integrales in der Form
y=XT, (15)
wo X und 7 Funktion von z bzw. ¢ allein sind, ergibt sich durch
Differentiation

XaT e X .
L e g =0 (16)

und nach Division mit X 7'
a7 1 EBEJd*X 17
e T T T X dad (0
Setzt man beide Seiten dieser Gleichung einer und derselben
negativen Konstanten — g ¢ k2 gleich, so erscheinen folgende

gewohnlichen Differentialgleichungen :
aT
BT =
ae T 0 18
#BX _ eqk (18)
det  EJ T

Gleichung 18 a hat die beiden partikuliren Integrale
cos k¢t und sin k¢,



§ 57. Die Ditlerentialgleichung der Stabschwingungen. 291

aus denen sich das allgemeine Integral

T=acoskt+bsinkt (19)
findet. Gleichung 18 b dagegen hat 4 partikulire Losungen, die
sich mit

quz . mi
EJ B
finden:
ma mae tma tme

Mit 4 unbestimmten Konstanten 4, 4, 4; 4, ergibt sich das
allgemeine Integral:

mz ma Tmz tmx

X=de | +4,¢ I +d,6 | +de
welches unter Benutzung zyklometrischer und hyperbolischer
Kosinus- und Sinusfunktionen ﬁbergeht in:

X — Acos ¥ +Bs1n g ocs,y +D@n—“’. (20)

Das Produkt in (19) und (20) ist also eine Losung von (14)

y = (acos kt + bsin ki) (Acosm—lx —{—Bsinml—x

+0cs,oi —|—D@n—-) (21)

Die Art der Einspa.nnung des Stabes ist maBgebend fiir die
GroBe m.
IV. Im Falle des einseitig eingespannten Stabes mul fir

oy
r=0 y=0 und%—O

sein, d. h.
4A+C=0
B+ D=0,

womit zu schreiben ist:

y = {acoskt + bsin kt) [A <coszniE — Gof -W_Ll—x)

+B (sm".”i— — Gin mfﬂ . (22)
S 9%
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Am freien Ende x =1 miissen ferner die Bedingungen erfiillt

sein:

Es ist kein Normalspannungsmoment vorhanden:
o2
5}2 =0

Es ist keine Schubkraft vorhanden:
%y
od

Beide Bedingungen ergeben auf Hand von (21):

A (4 cosm + Gof m) + B (+ sinm -+ Sinm) = 0

und .
A (—sinm 4 Ginm) + B (cosm + Cojm) = 0
Diese Gleichungen sind erfiillt, sobald gilt:
sinm+Ginm _ cosm -+ Cojm
cosm + Cojm  —sinm 4 Ginm
oder nach Multiplikation

—sin2m + Sin2m = cos2m + 2 cos m Cojm + Cof2m
oder
2cosm@oim +1+1=0

cosm@ojm 4+ 1 = 0, (23)
Diese Gleichung heifit die Periodengleichung. Alle
Werte m, die die Gleichung befriedigen, liefern vermége
oqke ma
EJ ~ &
eine Reihe von Werten &, ¢ =1, 2, 3..... , von denen jeder

ein partikulires Integral:
Yr; = (az; cos kt + by sin kt) [(sin m; + Sinmy)

m;x

7 )—— (cos m; + Coj m;)

<sin ml”’ —Gin m;xﬂ

(cos mli x — Gof

ergibt, welches die Gleichung (6) befriedigt und den Bedingungen
an den Enden des Stabes geniigt. Natiirlich ist auch die unendliche

Reihe
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Yy = Z?/ki
7

eine Losung der Differentialgleichung (14), die man wieder den
Anfangsbedingungen zur Zeit t = 0

= f (@)
oy
W_g(x)

mit Hilfe Fourierscher Entwicklungen anpassen kann.
V. Ist der Stab an beiden Enden eingespannt, so gilt sowohl
fir o =0 wie v =1

oy
y_Ound%——O,

woraus sich dieselbe Periodengleichung
cosm@oim+1=0
und die Gleichung fiir y findet.

y = (@ cos kt 4 bsin kt) [(sinm — Ginm) (cos? — Gof Z'_;_’f)

— (cos m — Gof m) <sin %ﬁ — Gin 7_'?)] )

VI. Fur den Fall, dafl beide Stabenden frei sind, gilt sowohl

fir z = 0 wie fuir x =1
o2 o3
S =0 und 25 =0,

woraus sich die Periodengleichung cos m. Cos m =1 ergibt.

Der Ausdruck fir y, der leicht zu finden ist, ist weiter unten
angegeben.

Die Auflésung der Periodengleichung nach m erfolgt am
besten durch graphische Auftragung der Produkte cos m o m
in Abhéngigkeit von m. Indessen hat bereits Lord Rayleigh 57)
die Werte von m fiir die tiefsten Tone berechnet:

m, = 1,875 m; = 9,730

fiir den einseitig | m, = 4,695 fiir den beider- | ™2 = 7,853

eingeklemmten {m, = 7,855 seitigfreien Stab |m3 = 10,996
m

Stab my = 10,996 4 = 14,137
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mittelst deren sich die Schwingungszahlen
1 ki miz ]/ ﬁ
ni_Ti_%_ 272 _@
berechnen lassen.

VII. Mit dieser Formel
kann man die Eigenschwin-
gungen von hohen Tiirmen
(z. B. Leuchttiirmen) he-
rechnen, die sich etwa wie
Stabe eines eingespannten
und eines freien Endes ver-
halten.

Die Turmhéhe sei 50
m, der dullere Durchmesser
7,5, der innere 4,0. Dann
ist der Querschnitt ¢ = 31,4
[m?], das aquatoriale Trig-
heitsmoment 142 [m?4].
Nimmt man weiter den
Elastizitatsmodul des Mau-
erwerks = 36 0000 [kg cm~—?]
= 344000000(g sec—2cm—1}
i=7 und die Dichte o = 2,3

Fig. 152—154. Einfache Schwingungs- [g-cm™3] so ergibt sich
formen eines Stabes. —

<—0,22¢->]

: [<—76%5—
%0

N
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l/? , die Schallgeschwin-

digkeit im Mauerwerk, — 3870 [m sec—1].
Mit ‘diesen Werten ergibt sich lingste mégliche Schwingungs-
dauer der Turmes

27l
T = m,2 VE J
27502 1 l/31,?
T 1.8752 38,70 | 142
= 0,55 [sec]

Messungen der Schwingungsdauer des franzésischen Leucht-
turmes Planier (54 m Hohe) ergaben eine Schwingungsdauer
von 0,55 sec, was eine gute Ubereinstimmung mit der theoretischen
Voraussagung bedeutet 58).
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VIII. Die Gestalt des schwingendenStabes hat besonderes In-
teressemit Riicksicht.auf die Anwendung im folgenden Paragraphen,
vor allem, fiir den Fall, da beide Enden frei sind.

Es handelt sich um die Aufzeichnung der Funktion:

y = (cos m — Goj m) (cosﬁ—;E + €of ”—fo)
+ (sinm + €inm) (sinzni—? + G _n—zl—m_>

tir die verschiedenen Werte m;. .. Wir entnehmen die Gestalten
fiir m; m, m, aus Rayleigh. Aus diesen drei Werten entspringen
Stabschwingungsformen mit 2, 3 und 4 Knotenpunkten, deren
Lage nebst den Verhiltnissen der maximalen Stabausschlige in
den Figuren 152—154 fiir die Stablange I = 1 angegeben sind.

§ 58. Sechiftsschwingungen.

Die Erfahrung hat gezeigt, dall ein Schiff elastische Schwin-
gungen ausfilhren kann, die mit denen eines elastischen Stabes
groBe Anlichkeit haben.

Betrachten wir ein

Schiff als elastischen { 2
Stab, so mufl man vor

allem von der Prismen-
form absehen und die
Contanz von J und
0 ¢ (x) langs der Schiffs- 7rdglersmoments

) L

verterlung
achse auigeben. Es
muf} vielmehr das Schiff
als ein Stab betrachtet
werden, der zwar eine Mossenverteilung
gerade die Schwerpunkte
der Quersehnitte ver- z
bindende Achse hat, bei Z
dem aber sowohl das Fig. 155. Schiffskorper als schwingungs-
Tragheitsmoment J wie fihiges System.
die Masse pro Langen-
einheit ¢ ¢ (z) langs der Achse variieren. Schematisch stellen sich
die Verhaltnisse in der Figur 155 dar, bei der die in der Massenver-

~P71%)
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teilung auffallenden UnregelméBigkeiten vom vorderen Laderaum,
Kesseln, Maschinen herriihren.

Wie nun auch die Verteilung der Tragheltsmomente und der
Massen sein moge, stets 1aBt sich die Differentialgleichung fiir
den nicht prismatischen Stab in der gleichen Weise ableiten, wie
in § 57 geschehen.

Kniipfen wir an Gl. (2) an und vernachlissigen wir wie vorhin
die rotatorische Tragheit

o [0y
T o (a?)

und setzen wir dullere Momente M nicht voraus, so schreibt sich
diese Gleichung nach Differentiation nach z:

o8 02N

T M
Hier setzen wir aus (8) ein

o8 2y

a“@ﬂx)m

(bei nicht vorhandenen dulleren Kriaften Y)

und aus (10)
02N 02 o2y
B ZJ
o2 0x? <J(x) ox2>’
womit die Differentialgleichung
02 y 02 02 Y .
0a@ Y+ By (T @54) =0 @
entspringt.

Versuchen wir hier wieder wie iiblich eine partikulire Losung
der Form

y=XT
so findet sich nach Division mit X T
1 d27T 1 d2 dz X\ -
1@ T xE = 7m< ‘””)—dzz) ®)

Diese Differentialgleichung zerfallt in zwei Gleichungen,
die nur ¢ resp. x enthalten, wenn wir beide Seiten der Grofle

—koq (@)
gleichsetzen. Dann entsteht fiir ¢:
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a:T
g TET=0 (4a)
und fiir x:
dz 2 X k2gq(x)
m("m dx2> =5 © )

die nach Division mit dem mittleren Tragheitsmoment
J, und nach Einfithrung der mittleren Dichte g, und des mittleren
Querschnitts ¢, tibergeht in:

¢ (J(x) d*y\ _ K 00q[0q(®) ]y -
il -2} = X
dx2? < J, da? EJy | 009 (40)
Die Gleichung 4 ¢ miiite nun ebenso behandelt werden wie
Gl (18b) § 57; es wire das allgemeine Integral und die Be-
stimmung der Periodenkoeffizienten % erforderlich. Da das all-
gemeine Integral in geschlossener Form nicht angebbar ist, muf
man die Losung der Aufgabe auf anderem Wege versuchen. Hierzu
schreiben wir zunéchst:
J(x) 2 X
J, da?

=p (5)
0
und

d2p k20,9 [Qq(x)]X

dat EJ, Qo0 90

Hier wiirde p als Funktion von x sich sofert als Seilkurve zu

LX) [9 q (x)] X
EJ, Qo %o

finden lassen, wenn X als Funktion von z und die GroBe & bekannt

wiren, und dann kénnte man nach

d2X P

dar J(x):J,

(6)

X als Seilpolygon zu P bestimmen. Der Proze8 der beiden
J(x): Jy

Seilkurven muf} also von X wieder auf X fithren. Dies bietet einen
Fingerzeig fiir das Losungsverfahren nach Fig. 156. Man hat
zunéchst fir X eine der Schwingungsformen des prismatischen
Stabes, z. B. die mit 2 Knotenpunkten des Rayleighschen Wertes
my, anzunehmen (Kurve I), wobei jedoch die Mittellage des Stabes
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A A so zu legen ist, dal in bezug auf diese Linie

IQ\N e
]
T
L, ’”ﬂe |
of8
N
w
¥
v 7
sq\ L
(- 3
n Al
(>

Fig. 156. Naherungsweise Bestimmung der
Schwingungsgestalt eines Stabes.

1
%0 90

wird.

Zu dieser Kurve IT
als Belastungsflichekon-
struiere man mit dem
Polabstand 1 die Seil-
kurve p. (III).

p

2y,
(IV)als Belastungsfliche
konstruiert man mit
demselben Polabstand,
die Seilkurve X’ (V), fiir
die man wieder die
Nuli-Linie so zu legen
hat, daB

1

fﬁq—(ﬁX'dxzo

Kurve

€0 %
0

wird (Kurve VI).
Kurve IT und VI
werden nun nicht iden-
tisch werden konnen,
man kann aber ver-
langen, daBl  beide
Kurven einander dhnlich,

werden, und man hat das Verfahren so lange fortzusetzen, bis
durch die zweimalige Seilkurvenoperation die Kurve X in die
ordinatenproportionale Kurve X’ verwandelt ist, was nach einigen
Schritten erreicht sein wird. Ist dann m das Verhiltnis der

14

Ordinaten ——, so hat man fiir die Bestimmung von % die

X
Gleichung: k2000 1

EJ, m
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welche besagt, da X’ und X identisch werden, wenn man einen
der beiden Polabstinde k2 00 o

- EJ,
macht. Hiermit wird aber
_ 4 By
]" m 0o 9o
So ergibt sich schlieBlich die Schwingungszahl
k
27
Dies Verfahren liefert bei der Untersuchung von Stiben mit
wohldefinierter Elastizitit geniigende Resultate; es zeitigt aber
bei der Anwendung auf Schiffe nicht immer richtige Ergebnisse,
weil ein Schiff keinen Elastizitatsmodul hat, der als reine Material-
grofle bestimmbar ist. Bei einem Schiff ist vielmehr die Grofe B
eine nicht zu ermittelnde Funktion der technischen Ausfithrung
des Systems ).

n =

§ 59. Differentialgleichung der Membranschwingungen.

Eine Membran sei in der zy-Ebene lings einer Randkurve C,
mit einer iiberall konstanten Zugspannung P ausgespannt (Fig. 157).
Ausweichungen der Membran aus der xy-Ebene werden mit z be-
zeichnet. Dann ist die translatorischeTragheit eines Membran-
elementes df bei einer iiberall konstanten Massendichte g

edf aﬁ ‘ ¢

Diese Tragheit mufl der Summe der am Element angreifenden
Zugkrifte gleich sein.

Da die Zugspannung P auf die Léngeneinheit entfillt, so
greifen an den 4 Seiten des Flachenelementes df = daxdy die
Krifte + P dy bzw. + P dzx an Fig. 158. Die Resultierende der
beiden Krifte 4 P dy ist aber:

= +P—olydx 2)
und von + de
= —}-P——dxdy (3)

aus denselben Griinden, die in § 54 auseinandergesetzt sind.
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Es ergibt sich hieraus die Differentialgleichung:
02z 02z 0%z
—_— =2 — - 4
ote (69&2 + 6y2> )

mit P
0% = —,
Y
xZ

Fig. 158. Krifte am Membranelement.

Die Methode des partikuliren Integralansatzes

z2=2ZT (5)
liefert

1 d2T 1 [2Z 027

il —qg2 2

T dae " Z (69&2 8y2> ©)
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Diese Differentialgleichung spaltet sich durch Gleichsetzung
beider Seiten mit — (k,2 -+ k,2) @® in zwei einfachere Differential-
gleichungen

aT

gtk kBHerT =0 (7)
und
02Z 02Z
o T TR ARNE=0 (®)

wo k, und k, zunichst unbestimmt sind.

Die Differentialgleichung (8)
kann weiter gespalten werden
durch den Ansatz

Z=XY {_
in N
2
@X 1 E2X =0 (9 L
dxz |
1
und Fig. 159. Rechteckige Membran.
Y
dy? +£2Y =0 (10)

Fir (9) haben wir die partikuliren Losungen sin k; # und
cos k, z fir (10) bzw.

sin k, y und cos ky y.

Fiir die weitere Behandlung sind spezielle Berandungen der
Membran zugrunde zu legen.

a) Ist die Basisfigur erstlich ein Rechteck der Seiten p und g,
welches, wie Fig. 159 gezeichnet, in der «y-Ebene liegt, dann
kann fiir Z nur das Produkt

Z =sink,x-sink,y

in Betracht kommen, weil z und damit Z sowohl langs der z-Achse
wie der y-Achse verschwinden miissen.

Damit aber auch z und also Z fir = p und y = g,
also lings der beiden nicht in die Achsen fallenden Rechteck-
seiten verschwinden, so muf}
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)/ —

1 =

k:

mar
Ty
nIT

e

gesetzt werden, wo m und n ganze Zahlen sind.
Wir haben also fir Z die Losung

maxr . nwy

sin 11
7 (11)

Z = sin

wo m und n an die Bedingung

2 2
kﬂznl/mq +—g?=k12+k22 (12)

2

gebunden sind.
Da aber das allgemeine Integral von (7) lautet

T = Acosakt + Bsinakt, (13)
so wird

z = (4 cos akt + B sin akt) sin %n_x sin 2 7*Y. (14)
eine Losung von (4).
2
Hier ist wieder _a% eine Schwingungsdauer, die fiir jedes
Paar ganzer Zahlen m, n einen bestimmten Wert 7', hat. Die
Auswahl m = 1, n = 1 ergibt den Grundton der Membran.
Die allgemeine Bewegung dieser kennzeichnet sich demnach als

Ubereinanderlagerung der Grund- und Oberschwingungen, welche
Tatsache durch den Reihenansatz ausgesprochen wird.

1,0
3 27t . 2mt maTx nmTYy
2z = E A, 008 —— + B, ,sin )sin sin 15

Die Anfangsbedingungen sind dann wieder in der Form
gegeben

& =f(l‘:y)
0z fiirt =0
ﬁ: y(x,y)

mittels welcher Bedingungen sich die Koeffizienten 4,,, und
B, , als Fouriersche Doppelintegrale darstellen
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P g
4 . T Tty

— x,y)sinm —sinn —— dxd
qfff( y » p y

2T n y
Bun = npgffg(xy s1nm—sn dxdy

Somit gestaltet sich die Untersuchung ganz analog der Bewegung
der gespannten Saite. Den Knotenpunkten dieser ent-
sprechen die Knotenlinien der Membran; wenn aber bei
jeder Saite Knotenpunkte vorkommen, so gibt es bei den recht-
eckigen Membranen nur dann Knotenlinien, wenn sich die rezi-
proken Seitenquadrate wie zwei ganze Zahlen verhalten.

1 1 1 1

? e a B
b) Die einfachste rechteckige Membran, die diese Bedingung
erfiillt, ist das Quadrat.
Die einzelne Schwingung ist hier
maxr . nTY

27 27t
z2=1[4,,,c08 — + B, , sin sin . sin
( " Toin + mr Tmn) P q

welcher Ausdruck mit dem Ansatz
Apn = MypnSinOpp; Byn = Mpypn cosdpy
itbergeht in:

. 2wt . mmxr . MITQ
z._an(sm T —i—ém,,)sm - - 8in »
Man sieht, daB alle Geraden
P -4
= und y = p"

dauvernd in Ruhe sind, sobald die Membran nur die eine m, n-
Schwingung ausfiihrt.

Sollen aber bei gleichzeitiger Anwesenheit mehrerer ein-
facher Schwingungen Knotenlinien vorkommen, so ist dies nur
moglich, wenn alle diese so beschaffen sind, daf man den Faktor

sin <;7” + 5mn>

mn

absondern kann;
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d. h. es muB
2pq
a l/ q>m2 + p? n2
fir alle Unterschwingungen denselben Wert haben, und alle
Schwingungen miissen dieselbe Phase d,,, haben. Die erstere

Bedingung ist beim Quadrat erfiillt, wenn wir die m und n so
wahlen, daf die Quadrat-

Tm,n =

74 A summe m? 4 n? eine ganze
’/ Zahl wird. Die Phasen-
gleichheit ist Sache der
2 Anfangsbedingungen und
L=ty muB durch diese als erfiillt
, =0 angesehen werden.
Zunichst liefert

&4 T m =1 n =1
Fig. 160. Quadratische Membran; eine  Schwingung  mit
Knotenlinien. Knotenlinien; die Knoten-

linien sind aber der Rand
des Quadrates, was selbstverstandlich ist.

Ferner liefert m?2 -+ n2 = 5:

m=1 n = 2
m =2 m =1
zwei Schwingungen, die beim Quadrate p = ¢ = st die Membran-
form liefern
Mpsinxsin2y + My, sin2xsiny,
deren Knotenlinien die Gleichung haben
Mygsinzsin2y + My sin2zsiny = 0.

Entwickelt man sin 2 y und sin 2 2, so kann man sin  sin y

absondern, und es bleibt als Knotenliniengleichung iiberig
Mypco8y + My co8x = 0.

M, und M,; werden durch die Anfangsbedingungen fest-
gelegt; ihr Verhaltnis — 1 bestimmt den Charakter der Knoten-
linie

cosy = Acosz
bzw.
y = arc cos (4 cos z).
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Es geniigt, 2 von 1 bis 0 variieren zu lassen, um alle mog-
lichen Knotenlinien zu erhalten (Fig.160). Fir 2 = 0 entsteht die
Parallele zur x-Achse

y:—z"

fir 1 = 1 die Diagonale des Quadrats
Yy =2,

tir dazwischenliegende Werte entstehen Kurven vom Charakter
1,2 in der Figur 160.
Verwickeltere Knotenlinien ergibt:

m? + n? = 10,

woriilber Riemann: Die partiellen Differentialgleichungen
der mathematischen Physik, Bd. II, S.259 nachzulesen ist.

§ 60. "Runde Membran. Besselsche Funktionen.

Ist die Basisfigur ein Kreis vom Radius P, so hat man die
Differentialgleichung (8) § 59 auf

Polarkoordinaten. zu  transfor- y
mieren, d.h. statt der rechtwink-
ligen Koordinaten , y die Polar-
koordinaten r, ¢ einzufithren rdridy=af
Fig. 161.
Zwischen z, y und r, ¢ be- P =3
stehen  bekanntlich folgende P
Gleichungen

r=r C_OS P Fig. 161. Runde Membran.
y = rsing.
Durch Differentiation erhialt man
dx = or cos @ — rsin pdgp } partielle Anderung von z
0 = or sin ¢ + r cos @iy bei konstantem g,
woraus sich berechnet:

or op sin ¢
% T @

Hort, Differentialgleichungen. 20
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Diese Formeln dienen zur Ermittlung der ersten partiellen

oZ
Ableitung 57 von Z nach y in Abhingigkeit von den Differential-

quotienten

Es ist zundchst
0Z 97 or 0Z ogp
ox  or o 5(; ox
0Z o7 0Z sing .
Cos @ — —
ox  or op r

Eine zweite Differentiation nach x liefert

*Z 0 8Zc < 0Z sing\ or
ox2  or \ or O‘p_a_q? r | ox
o [0Z 0Z sing\ o
+a—(W°°S T e v )%
oder nach Ausfithrung der Operationen
0 0
ar " e
und unter Beriicksichtigung von (1):
027 02z singpcosp 927 sin2g 027
dar O PG 2 r orogp r2 og?
sin? 07 singpcos o 07
-7z it chubutidh el )
+ r or +2 r2 op @
Auf analoge Weise findet man:
or _ sin
- 3
dp  cosg J ®)
oy  r
und
27 singpcosgp 27 cos2e 07
i 2 2
6y2_81n(p82+ r 8r8<p+ r2 8(p2| .
cos2qp 0Z zsinq?cosq)@_Z ] @
r o or r2 op
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Die Addition der beiden Gleichungen (3)u.(4) zu k2% Z liefert

2z o0z 2z 1eZ 1 0Z
4,22 0 — —— 4 — =
6x2+8y2+k or? +r2 8(p2+ r or

Die Polarkoordinaten-Form der Differentialgleichung (8) lautet

demnach :
ez 1 eZ 1 oz
T T T e TRESD (5)
Hier wird wieder ein partikulares Integral der Form
Z=R-0, (6)
wo R nur r, @ nur ¢ enthilt, angesetzt. Dann geht (5) iber in die
Differentialgleichung :

1 &R 1 dR-l—kz 1 1 @20
‘R drr " rR adr T2 @ dg?
2
die sich durch Gleichsetzung der beiden Seiten mit .:%_ in die

beiden Gleichungen spaltet:

2

id—g+m2@ =O

" ™
2R 1 dR m2
—_— — —_ 2 —
dr? r T ar (k r2>R“0]

Wenden wir uns zunéchst der zweiten Gleichung zu, so wollen
wir gleich vorausschicken, daf sie sich nicht durch einfache Funktio-
nen von z (ganze oder gebrochene, oder elementare transscendente)
losen laBt. Deshalb versuchen wir sofort, durch die Methode
der Potenzreihenentwicklung ein partikulires Integral R, zu
finden und setzen an:

By = > Ay (br) ®)
i=1
Dann wird:
aBR, 2 1
A = ;Aili (kr)k 9)
und:
2R3 T

20%
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Durch Einfithrung von (8), (9) und (10) in die aus (7) durch
Multiplikation mit k%72 abgeleitete Gleichung:
@R dR
2p2_ ky) ———
e T 0 Tan

erhalten wir:

+(2rr—m)R=0 (11)

DA% 3 —1) + X — m] (ko) (Rryit2 =0 (12)
1

Damit diese Gleichung befriedigt werden kann, miissen die
Exponenten A; so gewidhlt werden, dal die Differenz zwei auf-
einanderfolgender -+ 2 wird. Ist also 1, der niedrigste Exponent,
so wird

A= +2(G—1).
Damit wird aber die Reihe (12)
0= A, (4 —m?) (br)h + 4, {(2, + 2)2 —m2} (kr)h+2
+ A, (er)ht2 4 L.
...... + Ai{l + 26 — DE— me} (k) t26-0 4
+ Ay (kr)h+20—1)

Jetzt ist die Vergleichung der Glieder mit gleich hohen Po-
tenzen moglich und wir erhalten als Bedingung fiir das Ver-
schwinden der Entwicklung:

22 = m?
Ay 4+ A {4 + 22— m) =0 (14)
A + Al + 20 —1)P—m2) =0
wo 1, = -+ m oder — m gefunden wird und wobei 4, unbe-
stimmt bleibt. A4, ist die unbestimmte Integrationskonstante,
aus der sich die hoheren Koeffizienten rekurrierend berechnen

(13)

Al

4y =— 2.2.1(4 + 1)
‘A2

Ay =— 2.2.2(4 +2) (15)
4;

Ait1=— 2-2-1 (A + 1)

Jeder der Werte 1, = 4 m liefert eine Reihenentwicklung,
von denen diejenige fir 1, = + m lautet
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R (kr) =
m (kr)? (k2)*
A, (kr) [1_‘ 22 (m + 1) (2-2)2:2! (m + 1) (m + 2)
(k) 16
TES D nmis ] "

Gibt man der unbestimmten Konstanten den speziellen Wert:
1
4, = ——

T oo9m.am!

so nennt man die entstehende Funktion eine Besselsche Funk-
tion erster Art, die in mathematischen Schriften mit J,, (kr)
bezeichnet wird. Setzen wir fiir den Augenblick

kr = z,
so hat man demnach die Definitionsgleichung:

I () = (17)

xm x2 xt
2m-m![1_ 22 (m + 1) +(2-2)2-2!(m+1)(m+2)_ """ ]
fir die Besselsche Funktion mter Ordnung.

Die Zahl m wird hier positiv, ganz oder nicht ganz voraus-
gesetzt.

Die Reihe konvergiert fiir endliche Werte von «; der Wert der
Reihe ist = 0 fir x = 0, mit Annahme der Funktion Jg(z),
welche fiir £ = 0 den Wert 1 annimmt.

Besonders wichtig ist der Fall, daB m eine ganze Zahl ist;
doch soll hieriiber erst spiter Weiteres auseinandergesetzt werden.

Vorerst ist der zweite Fall zu behandeln, dafl nimlich

= —m,

d. h. gleich einer negativen Zahl wird, die wir zunichst als nicht
ganz voraussetzen. In diesem Fall andert sich in der Entwicklung
(16) nur das Vorzeichen der Zahl m und wir erhalten als zweites
die gegebene Differentialgleichung befriedigendes partikuldres
Integral:

R, (kr) = (18)

(kr)® (k)

2.2(—m+1) 2-2)2-2t (—m+ 1) (—m+ 2)

B, (kr)—m [1 —

)
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Dementsprechend fir (17)
T (@)= (19)

x—m 1 xZ x4
m[ T 2.2(—m+1) + (2-2)2-21(—m + 1) (—m—i—2)—]

und man hat als allgemeines Integral fiir (7b)
R = R, (kr) 4+ R, (kr)
= A, J,, (kr) + B, J _,, (kr) (20)

bzw. fiir die aus (11) durch die Substitution « = kr hervorgehende
Besselsche Differentialgleichung:

B
iz " 4w

das allgemeine Integral
! J=4,J, (x+ B J_, @) (22)

Das Integral J_,, () konvergiert gleichfalls, wird aber fir
z = 0 unendlich. J,, () und J_,, (z) sind aber nur dann von-
einanderunabhéngig, und J ist nur dann das allgemeine Integral,
wenn m nicht ganz ist.

Ist dagegen m eine ganze positive Zahl, so schreiben wir
zunichst (17) bzw. (19) in den Formen

+@—m3)J =0 (1)

& (— 1) x \m+ 26
Ton® = 257 (7) =
L (p [a\mmee
RCED ey (24
Inder Formel (24) werden aberalle Ausdriicke (“—“m;“f‘@)' =0,

so lange ¢ < m — 1 ist, d. h. in (24) verschwinden, die ersten m-
Glieder und wir erhalten

Jw = (=" (i)“_;—_l>m_<ﬁ>m+2
—m m ! 2 (m+ D111\ 2

(_l)m x \m+4
T e (?) (%)
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oder in Summenform

m+2¢
T z_lmZ@!m+z (_> ’ (26)

d. h. nach Vergleichung mit (23):
J_ @) =(—1mJ, (@)

m
d. h. im Falle m eine ganze Zahl ist, sind J_ (x) und J_, (x)
nicht mehr voneinander unabhéngig und (22) ist demnach nicht
mehr das allgemeine Integral von (21).
Wir unterlassen es hier, das zweite partikulire Integral
im Falle eines ganzen m zu ermitteln, da dieses Integral, weil es
far z = 0 unendlich wird, bei der kreisformigen Membran aufler
Ansatz bleiben mufB}, weil in diesem Falle nur eine Funktion,
die fiir x = 0 verschwindet, gebraucht werden kann. Daf ibrigens
bei der runden Membran m ganz sein muf, ergibt sich aus der
ersten Differentialgleichung (7), deren allgemeines Integral ist:
D = Acosmep + Bsinmg. (27)
Diese Funktion mufl die Periode 2 7 haben, was nur mdéglich
ist, wenn m als ganze Zahl angenommen wird.
Wir erhalten also als Losung der Differentialgleichung (5)
das Produkt R @, d. h. den Ausdruck
Z = (Aycos m @ + Bysinm @) J,, (kr) (28)
und als partikulires Integral fiir
2z 1 o2z 1 oz 1 o2z
T e T T e T @ ar @9)
welches die aus (4) § 59 folgende Form der Differentialgleichung
der runden Membran ist
z = TRO
= (4, cos akt + B, sin akt) (4, cos me -+ B, sinmg) J,, (kr). (30)

Dieser Ausdruck soll am Rande der Membran fir r = P
verschwinden, d. h. es muf} sein

J,, (kP) = 0. (31)
Um die Wurzeln dieser Gleichung tibersehen zu konnen,
mull der Gesamtverlauf der Funktion J,, (x) néher betrachtet
werden.
Hierzu ziehen wir die Reihenentwicklung heran und finden
fiir die niedrigsten Werte von m:
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22 s a8
Jo (@) = 1*ﬂ+2,4.2.4_2.4.6.2.4.6
8
T 34682468
x 22 24 a8
Jl(w)=7{1—‘2,—44‘2.4.4.6“2.4.6.4-6-8
a8
+

2.4.6-8-4.6.8-10

Hieraus ergibt sich:

Jo(0) = 1,
J; (0) = 0.
Ferner ist

wie sich aus der allgemeinen Reihenentwicklung ergibt.

Mit Hilfe der Reihenentwickelungen sind Tafeln fiir die
Funktionen J,, (x) berechnet worden, von denen im nachstehenden
ein Auszug gegeben ist.

Tabelle 13. Besselsche Funktionen.

Jo(x) J, () Jy(x) J () J () J5(x) J 1o (@)

0 + 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 | 4 0,00 | -+ 0,00

1 + 0,77 | 4+ 0,44 | 4+ 0,11 | + 0,02 0,00 | 4 0,00 | + 0,00

2 +022| +058 | +0,35| +0,13 | + 0,03 | + 0,00 | + 0,00

3 —0,26 | 0,34 | +0,49 | +0,31 | 0,13 | 4 0,04 | + 0,00

4 —0,40 | —0,07 | 0,36 | + 0,43 | + 0,28 | + 0,13 | + 0,00

5 —0,18 | —0,33 | +0,05 | +0,36 | +0,39 | + 0,26 | + 0,00

6 +0,15| —0,28 | —0,24 | 0,11 | + 0,36 | + 0,36 | + 0,01

7 + 0,30 0,00 | —0,30 | —0,17 | + 0,16 | - 0,35 | + 0,02

8 +0,17| 40,23 | —0,11 | —0,29 | —0,10 | +0,19 | + 0,06

0,27

9 —0,09 +0,25| 40,14 | —0,18 | —0,27 | —0,06 | + 0,12

10 —0,25 | +0,04 | +0,25 | + 0,06 | —0,22 | —0,23 | + 0,21
11 —0,17 | —0,18 | + 0,14 | + 0,23 | —0,02 —0,24 | —2,08
12 +0,05 | —0,22 | —0,08] +0,20 | + 0,18 | —0,07 | + 0,30
13 + 0,21 | — 0,07 f0,22 + 0,00 | +0,22 | + 0,13 | + 0,23
14 40,17} 40,14 | +0,15 | —0,18 | +-0,08 | + 0,22 | + 0,09
15 —0,01 | +020| 4+ 0,04 | —0,19 | —0,12 | +0,13 | — 0,09
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In Fig. 162 und 163 sind die Gestalten der Besselschen Funk-
tionen der Ordnungen 0 und 1 resp. 3 und 4 dargestellt.

70
99
g8 \Lo/=/
g7
96
s [ N\
- ] \
” 70
92 NA \ [ y
aoSENL LA AT / \ [/ \[ 1/
SAUARVANA | \LA VAL
\NR W \ / \ \[/
Y V)i A a
V' / \_/\-‘
22622 ~
\
\/

~73-72-1/-10-9 -8 -7 -6 ~5-4-3 -2 -7 723¢% 56789077273
Fig. 162. Gestalt der Besselschen Funktionen J, (x) uud J, (z).

*+ 45 I
Z; N\ /4 /)\\ J5 1,
277N 77 [
_']/ o i \\\ /,/,x

A7
A AN R N\NVAVA
N T/

737277709 8§ 7 6 5 4 3 27 7 23¢%56789 W
Fig. 163. Gestalt der Besselschen Funktionen J,(x) und J; (z).

Die Funkiienen J,, (z) haben simtlich unendlich viele Null-
stellen, d. h. die Gleichung
gibt unendlich viele Losungen. Bezeichnet man diese Losun-
gen mit

kmi’ 1= 1, 2. ... oQ,
so hat man nach Gleichung (31) fiir £ unendlich viele Werte:
k:k"“’ i =1,2,3....00,

P bl
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und wenn man die beiden Klammern in (30) ausmultipliziert,
so ist

kﬂl 3

P

ky,
at cosm @ + B, cos —— P

z2=24,,; cos * at smmqp‘

Jm< i r> (32)
m i . P
at smm @

—2% 4t cosm @ + D, s sin 5

P
fiir jede Wertkombination, bei der m und ¢ ganze positive Zahlen
sind und wo m auch = O sein kann, ein Integral von (29). Die
allgemeine Bewegung der Membran wird dann als Ubereinander-
lagerung der Bewegungen (32) in Form der Summe erhalten:

-+ Cmi sin

2 =

kmi
o o boor lAmicos P at cosm @ -+
S35 (B 4,
m=0 =1 IBmicos —%at sinm @ +

Cppi Sin kgz atcosm @ + l

(33)

D, ;sin

l’ﬁi atsinm ‘

Die unbestimmten Konstanten sind wieder aus den Anfangs-
bedingungen zu bestimmen. Es sei fir ¢ = 0

und 2 =1(p.r) (34)
oz
= =g (35)

Fihren wir die Bedingung (34) in (33) ein, so wird fiir
t=20

fU,¢)==j§7j§u%z(k
m=01=1

Multipliziert man diese Gleichung zuniichst mit cos mede
und integriert von 0 bis 2 7z, so bleibt nur noch iibrig:

k,,
M‘/‘f (r,p) cosmq;dq;_ZAm,Jm( 2 r) (37)

t=1

! ) (Aypic0S m @ + By sinm ), (36)
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und nach Multiplikation mit sinmedep und Integration in
derselben Weise:

27
1 nmpdp = S By (Fni 8
| 10-g)sinme «p—; midn () (39)
: =
Zur weiteren Berechnung multiplizieren wir Gleichung (37)

bzw. (38) mit
kpor
Jm( "3) >dr

und integrieren von 0 bis P. Benutzen wir hierbei die beiden
Satze:

P

kp it kpjir _
0

wenn & von j verschieden ist, und

P
f [Jm < k’;j r—)]zrdr — % [Jmﬂ (km,.)]z, (40)

0
die in den Lehrbiichern der Besselschen Funktionen bewiesen
werden, so erhalten wir das Resultat ®):

Api = n[Jm+1 S fffw
P2

B, ;= I

me n[Jm+1 kpi) P fffr(p)

Firr die Konstanten C,,; und D,,; folgt in analoger Weise:

)cosmzprdr de (41)

)smm<prdrd<p (42)

P 2
aky; T[Jpg1 Emo)P

Cm'é =

P 2r

ffg(r,tp)Jm(k”;r)cosm(prdrdqo (43)
00




316 Einfache partielle Differentialgleichungen aus verschiedenen Gehieten.

P ‘ 2

Dy =
aky; n[‘]m-i-l(kmi)]z

P 27

.[];(n¢)Jm<k@f’)mnmwrmdw, (44)
00 .

wodurch die Gestalt der Membran fiir jede beliebige Zeit ¢ be-
stimmt ist. Auf die Untersuchung der Knotenlinien gehen wir
hier nicht nsher ein, sondern verweisen auf Riemann,
Partielle Differential-Gleichungen, Braunschweig, 1900.

§ 61. Wirmeleitung.

Aus der Erfahrung wissen wir, daB sich die Temperatur 7'
einer Platte der Dicke 8, deren beide Seiten auf den konstanten
Temperaturen T, und T), gehalten werden, nach geniigend langer
Zeit langs der Plattendicke linear abnehmend einstellt. Es gilt
dann (siehe Fig. 164): T,—T, Ta— T

é - x

T=T,——

il

R

Fig. 164. Stationdire Wirme- TFig. 165. Zur Differentialgleichung der
strémung durch eine Platte. Wirmeleitung in einem Korper.

Ferner wissen wir, daB in diesem Falle von dem Medium,
welches die héhere Temperatur T, aufrecht erhilt, Warme
durch die Platte an das Medium der niedrigeren Temperatur 7%,
iibergeht. Die Menge der Wirme @ ist proportional der Zeit ¢,
der Temperaturdifferenz 7',—17, der Oberfliche w, an der der
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Eintritt bzw. Austritt erfolgt, und umgekehrt proportional der
Plattendicke §:

T,—T,
=kt

Der Proportionalitatsfaktor k heilt die Warmeleitfahig-
kéit des Plattenmaterials, den wir im folgenden stets als
konstant voraussetzen. Man nennt den geschilderten Vorgang:
stationare Wiarmeleitung.

Die Formel (2) wenden wir nun an auf ein kleines Raum-
element im Innern eines Koérpers. Das Raumelement sei ein
kleiner Zylinder der Grundfliche dw, der zwischen den Schichten
1,2 des Abstandes o7 liegt (Fig. 165). An den Grundflichen mégen
die Temperaturen 7' + 67 und T herrschen. Dann wird fiir ein
Zettelement dt der Wirmedurchgang durch die Schicht 1—2
in Richtung der Zylinderachse:

8T
1Q = —k-—do dt (3)

wt (2)

wo das Minuszeichen andeutet, daf der Wirmedurchgang in
Richtung der abnehmenden 7' erfolgt.

Wir sehen jetzt davon ab, die Temperatur 7 in einem Raum-
punkte als konstant zu betrachten; sie sei eine Funktion der
Zeit.

Andert sich nun 7 an einem Punkte um -+ 7, so muB
erfahrungsmifig das Raumelement an der betreffenden Stelle,
welches dt heilen moge und dessen Masse od 7 sei (o = Massen-
dichtigkeit), eine Wirmeinhaltsvermehrung d ¢ erfahren haben,
die sich fiir die Zeiteinheit wie folgt berechnet:

d@Q = cp dt 0T %), (4)

Dieser Ansatz gilt unabhingig davon, auf
welche Weise der Wirmezuwachs in dr ent-
steht. Z g

Wir setzen nun voraus, daB der Warme- Fig. 165a. Raum-
zuwachs dadurch entsteht, daB mehr Wirme element dz dy dz.
in ein Raumelement einstrémt als ausstrémt,
wie dies bei der nichtstationidren Wirmeleitung der Fall ist.

Ist das Raumelement ein Wiirfel (Fig. 165 a)

dtr =dxdydz
so sind die 3 Warmestromungen in Richtung der z, y, z-Achse

Uz

}
L

———Fx—
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zu unterscheiden :

orT

4Q, = ——-k—ax dydzot
oT
or

Die Differentiale dieser 3 GroBen, genommen nach den
Achsen, stellen die durch Leitung im Raumelement sich an-
hgufenden oder aus ihm verschwindenden Warmebetrage dar,
falls der Vorgang nicht stationdr ist. Diese Betrige sind:

2T
o2

049, = k- dzdzot (6)
2T

0dQ, = k- dudydt

deren Summe mit der Vermehrung des Wirmeinhalts nach
(4) gleichzusetzen ist:

T o7 02T
Ox? T o0y? T 072

cgdr@T:k( )dxdydzat (7

aus welcher Formel, nach Hebung mit dr = dx dy dz und nach
Division mit 0¢, hervorgeht:

L, 0T _ (eT el | er
e =\ T T am

(8)

k
oder mit der Abkiirzung oo =a?

oT  (eT T | ofT 0
ot " 8x2+8y2+6z2/ ®)

Dies ist die allgemeine Differentialgleichung fiir die nicht -
T
stationdre Warmeleitung Mit %t_ = 0 erhalten wir

fir die stationdre Leitung
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pr T 2T "
fat T dy? T T (

welche Gleichung uns spéter sehr eingehend beschéaftigen wird;
vorderhand befassen wir uns mit Gleichung (9).

§ 62. Wirmeleitung in einem Stab mit Anfangstemperatur-
verteilung.
Fiir einen Stab der Liange ! lings der x-Achse, dessen Ober-

fliche wiarmeundurchlissig sei, kann, wenn die Stabquerschnitts-
dimengsion klein im Verhaltnis

gur Lange ist, die Tempe- 17
ratur als unabhingig von y
und z angesehen werden, so v
daf} gilt:

orT 2T

o =g 1

o Y N x

Die Integration dieser < ? :

Gleichung verlangt, die Tem- Fig. 166. Zur Wirmeleitung in
peratur als Funktion von ¢ einem Stabe.

und z so zu bestimmen, daf
T (t,x) der Gleichung (I) geniigt, und daB die Neben-
bedingungen erfiillt werden:

fir ¢ =0, T(0,z) = f(x) (2a)
» £=0, T(0) =0 (2b)
s x=1,T¢lH =T (2¢)

Es soll also zur Zeit ¢ = 0 im Stab eine bestimmte Temperatur-
verteilung f(x) vorhanden sein, und es sollen auf die Stabenden
die Temperaturen 0 und T einwirken. Man nennt die Bedingung
2a ,,Anfangsbedingung®, 2b und 2c¢ ,,Oberflichenbedingungen®.

Diese Aufgabe zerlegen wir in 2 einfachere, indem wir 7' als
Summe von 2 Funktionen 7', + T, betrachten, die simtlich der
Differentialgleichung (1) geniigen, aber verschiedene Neben-
bedingungen erfiillen, welche lauten:

L fir T,: T,(0,2) = f(x), T,(£,0) = 0, T,(t,1)=0 (4)
IL fir T,: Ty(0,2) =0, T,(10) =0, Tyl =T (5)
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I. Der Differentialgleichung (1) geniigt als partikulire Losung

T,=eMatginjx (6)
Diese Losung befriedigt die zweite Bedingung (4):
T,¢,00=0
ohne weiteres, die dritte Bedingung (4):
.0 =0

jedoch mit 1 = nr

7> won eine ganze Zahl ist. T, erhilt also
die Gestalt:

—ﬂa’t 44
T,=e © sin ;Y (7)
Ebenso wie (7) geniigt auch die Summe
<~ , —2let  nzm
T, = ZAne v sin Y (8)

n=1
der Differentialgleichung (1), wo die 4, unbestimmte Konstante
sind.
Nunmebhr ist die Losung (8) der Bedingung
7,(0,%) = f(x) 9
anzupassen. Aus (8) und (9) ergibt sich

Z‘A sin 2% — f(x) (10)

n=1
Es handelt sich also wieder um die schon in §54 geldste
Aufgabe der Entwickelung einer Funktion f(z) in eine Fouriersche
Reihe. Wir entnehmen diesem Paragraph Formel (20) (indem
wir x mit a vertauschen):

i
4, = %ff(a)sin "7“ d
0

2
——att . NITX

und finden:

(11)

f(a)sin nyl-ca d

Um hiernach ein Beispiel zu berechnen, sei ein Kupferstab
von [ = 100 cm Lange gegeben. Zurzeit { = 0 sei die Temperatur-
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verteilung
T

l

gegeben (Fig. 167). Die Temperatur ist also lings der Stabachse
sinusformig verteilt. Fiir Kupfer haben wir nun folgende Konstanten :
K = 0,9[cal cm~! sect1]
¢ = 0,094 [cal g~1]
¢ =89[gem3

f(x)= Tosin2 mit ') = 5000

50°

f ‘L“ﬁ\
VAT ERN -
) 1 |
—t @ \/l
[
= L=1000m '
Fig. 167. Sinusformige Temperaturverteilung lings eines Stabes.

Hiernach ergibt sich
K
c-Q
Fiir das Integral in Formel (11) finden wir
!

Tofsin 27;“ .sin 27;“ da:Toé—.

a? =

o~ 1,1 [em2sec—1!]

b
da » nur = 2 genommen zu werden braucht, weil fir alle nS$ 2
der Integralwert verschwindet.
Die Temperatur selbst wird damit:

S Ly 2
T,=Tye 1000 gin ]

2nx

= 500. ¢— 0,004 tgin

Hiernach sinkt die Maximaltemperatur der Stabachse nach
ca. 500 Sekunden auf 0,135 ihres Anfangswertes 50° herab, weil
0004500 — ¢—2 — (,135 ish

Hort, Differentialgleichungen, 21



322 Einfache partielle Differentialgleichungen aus verschiedenen Gebieten.

Die sinusférmige Verteilung lings des Stabes wird durch
die Abkiihlung nicht gestort.

§ 63. Beriicksichtigung der Oberflichenbedingung.

Gab §62 ein Beispiel fiir das Verschwinden der Anfangs-
bedingung mit der Zeit, so wollen wir nunmehr das Eindringen
einer Oberflichenbedingung in das Innere eines Stabes untersuchen.
Wirwollendie Anderung
der Temperatur eines
Stabes (Fig. 168) unter-
suchen, der zurzeit ¢ = 0
iiberall die Temperatur
T = 0 hatte. Plétzlich
wird an seinem Ende
x =1 die Temperatur
Fig. 168. Eindringen der Temperatur vom T, d. h. die Ober-

Ende des Stabes her. flachenbedingung 7' (¢,1)

=T hergestellt. Wie

verteilt sich nun die Temperatur lings des Stabes? Offenbar
dringt die Temperatur 7' allméhlich in den Stab ein gem#B den
Kurven 1, 2, 3, bis sich nach unendlich langer Zeit die Verteilung

x
=T (1)
einstellt.
Diese Verteilung geniigt in der Tat der Differentialgleichung
oT T '
2 —gr
ot " oan @
und auflerdem den Bedingungen:
x=0,7T@0)=0 ‘ (2a)
x=1 Tl =T (2b)
Sie geniigt aber nicht der Bedingung
t=0,T(0,z) =0 (2¢)

Dieser Bedingung muBl aber nach der Aufgabestellung auch
geniigt werden. Wir erreichen dies, indem wir zu (1) eine Funktion
von tund x: T, (t,#) hinzufiigen, die die Differentialgleichung (2)
befriedigt und
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fiir £ =0 den Wert 7,(0,%) = —-T—:;—
fir x = 1 den Wert T,(t,1) =0
annimmt. Dann werden wir sicher haben:
fir ¢t =0, 7T(0,2) = T,(0,x) + T,(0,2) =0
d. h. die fehlende Bedingung ist erfiillt.
Die gesuchte Funktion 7, (f,2) hat demnach denselben
Bedingungen zu geniigen wie die Funktion 7', in § 62, wenn

wir die zu erfiillende Anfangstemperaturverteilung lings des
Stabes

f(x) = —TT

getzen. Wir schreiben ohne weiteres nach Formel (11) des § 62 an

!
2 X MR et nmw Ta . nna
— ? n—m—}f ——sin ———
7 §= sin — f 7 sin — da (3)

0

oder nach Vorziehung der Konstanten aus dem Integral:
!

"””" tig, MY % 4
T,¢ )= — l2 Ze @ n—l— asin— da (4)

0

Die Ausfiihrung des Integrals geschieht mittels der teilweisen
Integration (Hiitte S. 72) und liefert zunichst mit

ada:dv

l
al nIao 2 | nma
fudv:uv— vdu = ———cos + sin
nIe

a = u, sin

l n2 72 l

und nach Einfiihrung der Grenzen 0 und ! endgiiltig:
!

12 2
fudv:— cosn = (— 1)n+1 (4a)
n 7

n
(]

womit die Formel (4) {ibergeht in:
2T 2, (—1ye —2Za0 nma
j— 1A
T, x)= 2 ” l sin 7 (8)

n=1

21%
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woraus sich zusammen mit

xr

o0
ergibt:
Tu@:]Wum+ﬂmm
LA nIT X

( p 23D gy ) ®)

'n—~1

Fiir £ =2 oo verschwindet die Summe in der Klammer, so daf3

T(o,2)=T % ibrig bleibt. Fiir endliche Werte von ¢, z. B.

¢t = 1000 Sec wird, wenn nur das erste Glied (n = 1) der Summe
beibehalten wird, mit den Konstanten des Beispiels in §62

JT

T@@:%%~3rwm%$ N

d. h. eine Temperaturverteilung, die tatsichlich ihrem Charakter
nach der inFig.168 durch den Linienzug 3 angedeuteten Gestalt
entspricht. Die héheren Glieder andern nichts an dem Charakter
der Verteilung.

Fiir ¢ = 0 geht aber die unendliche Summe iiber in gz_x und

damit wird die Temperatur
T(0,2) =0
entsprechend Bedingung (2¢). DaB aber

Tx (=1 . nmx
Y 2 n T
n=1
ist, beweist man, indem man — T nach §54 in eine Fouriersche
Reihe entwickelt. Es wird
flz) = Z 4, sin nry
n=20

wenn
4

sin nTa 7T . nTma
f da=—l7—fasm ] do

0
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ist. Der Integralwert ist aber nach (4a) dieses Paragraphen

(=1t e

T —

mithin wird:
P Vi
n

und demnach:

o n

— ZT =Z (_—nl) sin n,;ca: -w.z. b.w.

n=1

§ 64, Wiirmeleitung in einem Stabe bei veriinderlicher Stab-
endtemperatur.

Wir unterziehen nunmehr den Verlauf der Funktion:

(—1)” —"ilfiazt, nIE
S (z,8) l—— — pra sin — (1)
n*l
S(x,t)
+*7 A
) A
v o
JBI IR 3@ X
A’_l’___,l ?-=Z
a7V
A
[

Fig. 169. Temperaturverteilung in einem Stabe bei constanter
Endtemperatur.

in Formel (6) des § 63 einer genaueren Betrachtung. Wir haben:
fir x =0 wird 8 (0,8) =0
z=1 , 9t =1wennit>0 (1a)
x=1 , 9(t) =0 wenn ¢ <0
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Bei ¢ = 0 macht also die Funktion 9 (/,¢) einen Sprung vom
Wert 0 auf den Wert 1.
Fig. 169 gibt ein ungefihres Bild des Funktionsverlaufes.
Wir benutzen nun & (z,f), um zundchst Wirmeleitungs-
vorgiinge darzustellen, bei denen die Temperatur T, im Stab-
punkte x = I nur wahrend eines kurzen Zeitintervalles A¢ konstant

~Hx,E-Ly)- It -t,)
+7
x=l X

/]

/ 4
/ g
yd LV
ya —N et
i

o

Fig. 170. Temperaturverteilung bei diskontinuierlich verinderlicher
Endtemperatur.

ist. Es werde also zur Zeit = ¢, am Stabende die Temperatur 7'
hergestellt, die zur Zeit ¢, wieder Null werde (Fig.170). Esistdann

ty—t, = At

und wir haben als Temperatur an einer beliebigen Stelle z des
Stabes
Ty t) =T [9 (2, t —t) — B (x, 8 — )] (2)

Nach (la) gilt:
fir t=t wird & (l,t—1¢) =0und S, t—1t)=0

mithin 7,08 =0
firt, >t > wird&(l,t—¢) =1lund & (,t—4¢,) =0 (2a)
mithin T ,¢t)="T

fiir t>t,wird 3, t—¢) =lund 9@, t—4¢) =1
mithin T, =0
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Also ist tatsichlich 7' (I, ¢) =T, von ¢ = ¢, bis ¢ = ¢,, d. h.
wihrend des Zeitintervalles A¢.

Lassen wir jetzt auf die Periode &, —#, = A¢ eine gleich-
lange Periode At = ¢, — ¢, folgen, wihrend welcher die konstante
Temperatur 7, am Stabende herrsche, dann stellt sich im Stabe
eine Temperaturverteilung

Ty (w, 1) =Ty [0 (28 —1y) — B (2, t—15)] (3)

ein, die sich iber T, (z,t) iiberlagert.
In analoger Weise kann man n Zeitintervalle aufeinander
folgen lassen, und man hat als Temperatur (Ubereinanderlagerung

aller n Zustinde T, (z,¢), v =1,2,3 .... n) die Summe
=D Y@ i—t)—%@t—b)] 4
v=1

Hier schreiben wir nun mit ¢, =4, , ; — A¢ und nach Multi-
At
plikation der einzelnen Glieder der Summe mit YTk
Tty = > T, Mot —tp1 +A)—S (@, t—1b,41) At (5)
v=1 A ¢
Der Bruch ist aber nach §51 A

nichts anderes als der partielle
Differentialquotient
3«9(x,t—tv+1)
T,
ot
14

wenn wir zur Grenze fir ab- (— ¢ Jdeidt
nehmende A¢ iibergehen. ,‘:—’tzmt N o

Gleichzeitig  betrachtet L PRSI
man dle' Wlert(.% T, nunmehr Fig. 171. Kontinuierlich verdnderliche
als stetig ineinander iiber- Temperatur.

gehend (Fig. 171), indem man
ihnen eine zeitliche stetige Verénderlichkeit durch den Ansatz

T, =¢() (6)
zuteilt.
Wir erhalten dann die Formel
& 09 (x,t—1t,
= X puy 2Bty gy )
y=1

Wegen des verschwindenden A¢ kann man nunmehr statt des
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Zeigers v + 1 den Zeiger v setzen und die Summe als Integral
der Intergrationsvariabelen ¢, (4¢ = dt,) auffassen, welches von
0 bis ¢ zu nehmen ist. Es wird also

i
T, = f plo) I g ®)

0
Dies ist also die Temperaturverteilung im Stab, wenn sich die
Endtemperatur nach der Zeitfunktion ¢ (¢,) indert. Die Funktion
& (=, t) ist dabei durch Formel (1) definiert 63).

§ 65. Anwendung auf die Wﬁrmebewegung in den
Wandungen des Dampfmaschinenzylinders.

Ein Stab der Lénge ! ohne Warmeabgabe in radialer Richtung
ist nur denkbar als Teil einer Wand der Dicke /, wenn die Tempera-
turen auf beiden Seiten der Wand
in groBeren Bereichen konstant
=0 =l sind. Ein solcher Fall liegt vor
7=0 T2, z. B. beim Deckel eines Dampf-
maschinenzylinders, der genau
genug als Platte der Dicke 7 be-
trachtet werden kann (Fig. 172).

T =g (t,) sei die durch die
varilerende = Dampftemperatur
gegebene, mit der Maschinenum-
] ) laufzeit gleichperiodische Tempe-

:E;E%;nl?a% tGr?xZ?ﬁ]mgu;g ;;r ratur der Innenwand ; die Auen-
Wan dfnga’e;les Dainplzia,schinen- temperatur. (Luft des Maschinen-
zylinders. hauses) sei dauernd == 0. Der
Einfachheit halber nehmen wir

Aefsenraumn
Jnnenraun

2
) = cos t, an, wo @ die Maschinenperiode bedeutet. Kom-

o
pliziertere Ausdriicke fiir ¢ (¢,) bieten nichts prinzipiell Neues.
Fir die Temperaturverteilung in der Wand haben wir jetzt

nach Formel (8) und (1) des vorigen Paragraphen:
t

2mar" S g [ TGy, 2gn
T (x,t) = — Z(-l)"nsm ] e cosvt,dt, (1
n=

0
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Gebraucht man hier vorldufig die Abktrzungen:

n2 712 a? 27
R =% 7’—‘!‘3 (la)
so wird:
¢
g =
T(x,t) = 2:m Z — 1) nsi nylrx —“tfeat“cosﬁt,dt,@)

0
Das hier vorkommende Integral ermittelt sich leicht nach
Hiitte, S.78:
t

at, _ acosfi+Bsinfi . a
fe cosfit, dt,= oy e o (3)

0

Setzen wir dies in Formel (2) ein und beschréinken wir uns
auf die Untersuchung des nach sehr langer Zeit eintretenden
rein periodischen Zustandes, so wird:

oo

2 . t . p
T(x,¢) = —27‘6%—7;11(_ l)nnSInn:’;x aCOSIZZ_—::gzslnﬂ @

Setzt man hier den Wert fiir ¢ aus (1a) wieder ein, so hat man

2 J4
mit einigen leicht zu iibersehenden Umformungen <§ = ha 4> :

T(x,t) = cosﬁt.%z ((—1)"-;-1> sin n:rltx
n=1 n 1+_

n4
B < — 1)y +1 . MTITX
+sm/3tﬂ3a22 ( )5 sin ——.
n=1 n3<1+m)

Setzen wir hier kurz fiir die Faktoren von cos f¢ bzw. sin ¢,
welche Funktionen von z sind, () bzw. » (), so kann man
kiirzer schreiben:

T(x,8) =pu(x)ycos Bt 4 v (x)sinf¢
oder auch

= Yu? (%) + ? (2) - cos (Bt —q)

v (2)
(@)

wo zu setzen ist
@ = arctg
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Es wird fiir

z=10:pu@=1 v =0 T(xt)=cosft, =0
r=0:pu(@ =0 v =0 T(t =0
T Die Wandtemperatur
Z nimmt also von innen nach
47 aullen nach dem Gesetze
Yi(x)+vix) T L 3Ty
8 ; —— |/,u )+ 2 (x) vonx =1
qP 4 555 [ 7 bis x =0 ab, wihrend die
Z e /_’7/ 4/:/99 o Phasennacheilung ¢ der
Y dl //;//,;; //,/ VA / Temperaturschwankung
AL 2 hinter der Schwankung
KA S cos ft von innen nach
I /- £ auBen zunimmt.
\\// Fig. 173 gibt ein un-
gefdhres Bild der Tempe-
z

Fig. 173. Temperaturverteilung in der

Wandung eines Dampfmaschinenzylinders.

~ x
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v T T T

& ~ g
dy £~
o4
It n*d)zl
A% b “
/
/™
. -

Fig. 174. Gleichgewicht eines
Fliissigkeitselementes.

4 = (=,

raturverteilung 64).

§ 66. Stationiire ebene Be-
wegung einer in-
kompressibelen Fliissigkeit.

I. Aufstellung der Be-
wegungsgleichungen.

Wir betrachten eine
auf einer Ebene sich be-
wegendeFliissigkeitsschicht
der Dicke 1 (Fig. 174).

Zunéchst untersuchen
wir den Gleichgewichts-
zustand eines am Orte

y) befindlichen Fliissigkeitselementes Az Ay der Dichte g,

welches unter EinfluB des Flissigkeitsdruckes p und der am

Element
PoAxAy steht.
XoAdxAy und YodxAy.

angreifenden #ufleren massenproportionalen Kraft
Letztere zerlegen wir in ihre Komponenten

Folgende Krifte kommen in Ansatz, die wegen des Gleich-
gewichts fiir sich verschwinden miissen:
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Parallel der z-Achse:
op
pAdy — p+—5;Ax Ay 4+ XoAdxdy =0
Parallel der y-Achse:

pAw—(p+—%§—Ay>Ax+ Yodaxdy=0

oder kiirzer:

1 0
29 _
o Ox (1)
1 op I
-———«—:O
o 9y

Ist die Fliissigkeit nicht im Gleichgewicht, sondern in Be-
wegung, so dullert sich dies durch Beschleunigungen der einzelnen
Flissigkeitselemente, denen Massenkrifte entsprechen. Sind

dx dy

= und v = o die am Orte (x,y) vorhandenen Geschwindig-
: .o du dv . : .
keiten, so sind "N und ¥ die Beschleunigungen, aus denen sich

die Massenkrafte :
du dv
gAxAy—Lit—und QAwAy——aT

ergeben. Diese miissen wieder mit den Kraften (1) zwei Gleichungen
ergeben:
TR T

du Y 1 _3_10]
(2)
dv y 1 3p|

dat o 0y

Da % und v im allgemeinen Funktionen von z, y, ¢ sein
werden, 80 hat man:

ou ou ou

ov ov ov

di
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und nach Division mit d¢, unter Einsetzung von

dz dy

T TE
du ou ou ou
W Ty T
dv ov ov ov

T " Ty e
Hiermit schreibt sich dann das Gleichungssystem (2):

ou ou ou 1 op
“5;+”3;+7W—X*'"—ﬁ

o o
(3)
ov ov ov 1 op
GV, Yy L
“ox Ty T o g@yl

Neben « und v ist hier auch p zu bestimmen; es muB noch
eine Gleichung hinzukommen. Diese fehlende Gleichung hat

0
auszusagen, daf die Dichtenénderung 7‘;‘)— dtim Elemente Az Ay

entsprechen mufl der durch das Zu- bzw. Abstrémen hervor-
gerufenen Anderung der in 4« Ay befindlichen Fliissigkeitsmenge.

0
Der Dichtensnderung 6—§dt entspricht die ,,Fiillungsinderung*

0
a—é; dtAxAy des Elementes AxAy.

Zustromung und Abstrémung in Richtung der z- bzw.
y-Achse regeln sich nach den Betrigen:

Aygudt—Ay(gu—[— 3(60:) Ax)dt

bzw.

Axgvdt——Ax(@v—{— a(aQ—yv)Ay>dt

so daB sich die Mengensnderung

(o u) 9o v)
—( 7 + 2y )AxAydt

ergibt. Diese mufl gleich der ,Fiillungsinderung* sein:

%Axé]ydi: __(6(911,) + a(Qv))AxAydt

ox oy
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woraus sich die Kontinuitdtsgleichung

9 (o)
oy

9(ow)
ox

0
2 + =0 (4)

findet.

Die Frage der Verschiebung des Fliissigkeitselementes Ax Ay
ist mit Vorstehendem erledigt. Wir forschen nunmehr etwaigen
Drehungen nach.

Die Eckpunkte BCD |7 w2 2y
des Elementes verschieben ; ﬂc’
sich nach Fig. 175 relativ 2 E{ =/
zu 4 in die Lage B'C'D' Vet Yo | v Sl
wahrend des Zeitelementes 4 __>ZZ g dy
dt, wvermoge der Ver-
schiedenheit der Geschwin- x
digkeiten, die in gegen- Fig. 175. Drehung eines Fliissigkeits-

tiberliegenden Seiten des elementes.
Rechtecks ABCD statt-
finden. Aus der Figur lesen wir diese Verschiebungen ab:

BB = oy =—§Z~Axdt]
o (5)
DD = (Sx=—a—y~Aydtl

Entsprechend drehen sich die Seiten 4B bzw. AD um A4
durch die Winkel:

Oy dox
Durch den Ansatz (5) findet man:
ov ou

Die mittlere positive Drehung des Elementes wird dann
_v—u 1[0 ou
W="5=3 <3x a;,)dt

oder hieraus die Winkelgeschwindigkeit der Drehung:

dx 1 /ov ou
_—— 8
=4 T 2 (Bx 6y) (8)
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IT. Ansatz fiir die ebene stationire Bewegung einer in-
kompressibelen wirbelfreien Fliissigkeit.

a) Stationdr heilt eine Bewegung, wenn an einem ge-
gebenen Orte der Bewegungszustand von der Zeit unabhéngig

0 0
ist. Die Gleichungen (3) schreiben wir also (weil —a—;—b und _8% ver-
schwinden):
ou ou 1 op
“oz T ”@‘—X*‘@'Wl "
u ov v ov y 1 op
oz T oy =~ o oy

b) Inkompressibel heifit eine Fliissigkeit, wenn die
Dichte g konstant ist. Dann reduziert sich Gleichung (4) auf
ou ov
Bx Ty
¢) Wirbelfrei heiBt die Bewegung, wenn keine Drehungen
stattfinden, d. h. wenn nach Gleichung (8) gilt:
ov ou

T = 10
ox oy 0 (10)

=0 (9)

Die beiden simultanen partiellen Differentialgleichungen (9)
und (10) werden nun gelést durch den Ansatz:

_ _0D(z,y) _ 0D (=% y)
Y= T ey (1)
wo @ (z,y) der aus (9) resultierenden Differentialgleichung
20 2P
et = 0 (12)

zu geniigen hat. Dafl hiermit auch (10) erfiillt ist, ergibt sich
sofort aus:
v b2 0] ou oo

ox oyox :W= ox oy
weil
2o 2P
oy ox = oo oy
eine Grundtatsache der Differentialrechnung ist.
Die Funktion @ (x,y) wird das Geschwindigkeits-
potential der Fliissigkeitsbewegung genannt.
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Die Gleichung
D(z,y) =C (13)
stellt fiir jeden Wert von C eine Kurve dar, lings deren das

Potential konstant ist. Zieht man an die Kurve im Punkte 4
eine Tangente (Fig. 176), so wird deren Richtungstangens:

oD
dy ox
oy

Andererseits ist aber die Richtung der durch (11) gegebenen
Strémungsgeschwindigkeit

oD
v _ 8y e
u=y =% ® 3
3 o/z3) L]

Aus (14) und (15) re-

sultiert aber
tgr-tgr, +1=0. (16)
Mithin steht die Stromge-
schwindigkeit auf der Kurve Fig. 176. Stromlinien und Potentiallinien.

D(x,y)=C
senkrecht. Demnach wird das System der orthogonalen Trajek-
torien 62) zu der Schar der Niveaulinien

O(xy) =0 (17)

die Stromlinien liefern. Stellt man die Schar der Stromlinien
durch

Y(ey) =0 (18)
dar, so liefert (16) eine Differentialgleichung fiir ¥':
o0 o¥ 00 0¥
ox Ox oy oy
d. h. die bekannte Bedingung des orthogonalen Schnittes zwischen
@ und Y.

Statt der einen Gleichung (19) kann man auch die beiden
anschreiben :

(19)
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0D o

ox W
00 oW (20)

oy Ox
aus denen sich durch Differentiation nach z bzw. y und Addition
ergibt: Y . o1
T ah)

Demnach haben @ und ¥ derselben partiellen Differentialgleichung
zu geniigen.

ITI. Aufsuchung von Losungen der Gleichungen (12) und (21).

Wir definieren eine Funktion

Z = f(z)
der komplexen Variabeln
2=+ ty.
Z = f(z) laBt sich nun unter Trennung des reellen und des
imagindren Bestandteils in der Form schreiben:
Z = f(z) = F(a,y) + ¢G(z,y).
Differentieren wir partiell nach x:

0Z df (= oF .04

e R (22)
und nach y:

8%  df(z) . OF _ . oG

Ty T dz ey oy
oder nach Division mit ¢:

P i (23)
Der Vergleich von (22) und (23) liefert jetzt:
or . oa .o0F 0@
e Ve T ey Tay

welche Gleichung nur dann erfiillt ist, wenn die beiden Relationen

gelten:
oF oG

oz oy
26 oF
ox 0y

(24)
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oder 62F or 0
ozt | oyr ]
re e (25)
ox? + oy:

Der Vergleich von (25) mit (12)—(21) lehrt, da @ und ¥
dann diese letzteren Gleichungen erfiillen, wenn sie reeller bzw.
imaginiarer Bestandteil einer beliebigen Funktion einer kom-
plexen Variabeln

Z =fx+iy) =@ +i¥ (26)
sind.

Jede beliebige Auswahl von f liefert also ein System von
Niveaukurven @ (z,y) = C nebst den dazu gehérigen Stromungs-
linien ¥ (z,y) = C. Man &
kann aber auch die Kur-
ven@alsStromlinienund
die Kurven ¥ als Aquipo-
tentiallinien auffassen.

P=x=C,

Jede Auswahl von y-y=Cz x
f(z) liefert also zwei
theoretisch ~ m&gliche
Stromungsvorginge. Fig. 177. Ebene Parallelstromung.
IV. Beispiele.
a) Die Auswahl fz) =2+ 1y (27)
liefert das Niveaukurvensystem
D =zx=0C,
und das Stromliniensystem
YV=y=0C,
also nach Fig. 177 eine zur z-Achse parallele Strémung.
b) Mit R2
fe) = V<z + 7) (28)
erhilt man die Niveaukurven
R2
="V (m -4 1) =0,
und die Stromlinien (29)

R2

Hort, Differentialgleichungen, 22
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Fiir 0, = 0 erhalten wir als Stromlinie den Kreis

x? + y? = R2
und die z-Achse
y=0.
Die Stromgeschwindigkeiten werden:
oD y2— a2
= — = 2~
U o V{l +R (@ F g }
(30)
R L
oy (a2 + y?)?
&4
f”"” u=y
1 [l ] ] ]
— & |2 »

Fig. 178. Ebene Stromung um einen Zylinder.

Im Unendlichen ergeben sich die Geschwindigkeiten
u="V,v=0

d. h. eine zur z-Achse parallele Stromung der Geschwindigkeit V.

Der Vorgang, der dem Ansatz (28) entspricht, wird realisiert,
wenn man in einen breiten gleichférmigen Strom einen Zylinder
vom Radius R senkrecht zur Stromrichtung hineinbringt. Fig. 178
gibt den genauen Verlauf der Niveau- und Stromlinien. 85)
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III. Die Diﬁ'ei'entialgleichung des Potentials.

§ 67. Die allgemeine Massenanziehung, das Coulombsehe Gesetz
und die Laplace-Poissonsche Differentialgleichung.
I. Das Grundgesetz der Gravitation oder der allgemeinen

Massenanziehung lautet: Zwischen zwei Punkten der Massen M
und m wirkt, wenn sie sich von

einander in der Entfernung r x
befinden, die Kraft
Mm
K=—h et (1)
wo h die Gravitationskonstante m,,
heit und das — -Zeichen an- 7z
deutet, daBl K die Entfernung r M
zu verkleinern sucht (Fig. 179). &
Denkt man sich nun M im g
Anfangspunkt eines Koordinaten-
systems zyz befindlich, so kann 4
man mit Fig. 179. Zur Anziehung zweier
2= a? 4 y? | 22 Massenpunkte.
: M
setzen: K — m @)

= — hm .

Mit diesem Ansatz wird K eine Funktion des Ortes des
Massenpunktes m; die Formel verliert ihre Giiltigkeit, wenn m
mit M zusammenfallt, weil dann K = — oo wird, was keinen
physikalischen Sinn hat.

Wir bilden nun die Komponenten der Kraft K nach den
Koordinatenachsen mit

hMm x hMm-.x

K, —— e = — — ;
MR EE (@2 4 g2 4 29)%
hMm-y
By =— 5 3)
(22 + y2 + 2%) 2
K, —— hMm-z i

(22 + 2 + 292

(S
(8
*
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Schon Lagrange wullite, daB es eine Funktion F (z, y, z)
gibt, die die Eigenschaft hat, daf gilt:

_oF

© ox

oF
V=5 @

_oF

2T 9z

Diese Funktion lautet
7— hMm - hMm 5)
1 r
(@2 + 92 4 2%)®

und wird die Kraftfunktion genannt. Von der oben mit (4)
angegebenen Kigenschaft dieser Funktion iiberzeugt man sich

leicht durch Ausfithrung der entsprechenden partiellen Differentia-
tionen an (5)

or hMm or AMm 1 1

—_— ——— = L — Qx
ox 2 dx 2 2 Va2 +y2 + 22

hMmzx
== ————-————é— = Kz_
(22 4+ g2 + 22)2
usw.
Den negativen Wert von F bezeichnen wir jetzt mit V = — F,

und wir nennen V das Potential des Punktes M auf den Punktm.
Es war nun Laplace, der fand, da diese Funktion

V— — hMm

1
(22 4 g2 + 22)2
der partiellen Differentialgleichung geniigt:
2V 2V >RV
=0, 6
ox? oy? * 0z% ©)
Man tiberzeugt sich hiervon ebenfalls leicht durch Auswertung
der partiellen Differentialquotienten.

II. Ganz analoge Betrachtungen sind anzustellen, wenn es sich
um zwei punktuelle Elektrizititsmengen M und p handelt. Be-
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tragt deren Enifernung r, so ist die zwischen beiden wirkende
Kraft
M

r2

K=c¢

, (7)

wo ¢ eine Konstante bedeutet, die = 1 wird, sofern wir alle vor-
kommenden Grofen in C. G. S.-Einheiten messen. Das durch diese
Gleichung ausgesprochene physikalische Gesetz wurde von
Coulomb entdeckt.

\-
6‘7
> s 4

%

»
[
/1151‘ aizz =
e

<7

Fig. 180. Zum Potential mehrerer Massenpunkte.

Die Kraft K wirkt abstoB8end (auf r vergroBernd), wenn
M und u gleiches Vorzeichen haben, anziehend, wenn die Vor-
zeichen verschieden sind.

Handelt es sich um mehrere elektrische Punkte in endlicher
Zahl, M,....M;, der Koordinaten a, b, c,....a; b, ¢, deren
Wirkung auf einen Punkt y der Koordinaten xyz zu bestimmen
ist, so kann man natiirlich die Kraft K als Resultante der
Krifte

Mip _ M;p
2 (r—a)? + (y—b)? + (2 —c)

bestimmen. Es sind dann die Komponenten von K

'Ki’:

Si=123.k (8)
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Zum Potential mehrerer geladener Punkte M; (6 = 1. .. k)
auf einen Punkt u
’ 1=k
M,
Kx:M 311'(x“‘ai)
g
i=k
M,
K, =p (Y —b) 9)
= h
i=k
M, .
K, =p T‘; (2 —cy).
i=1 't
Andererseits kann man aber auch eine Kraftfunktion
i=Fk M'
- ?
F= 'MZ i o)
t=1
aufstellen, fir welche der Ansatz gilt:
or 1o
—_——— — ri
L= =—r 2 oz
i=1
oF ol
—_— e Ti
K=y =—u 5 (11)
i=1
oF igh o
— e r”:
K. = oz M 2 oz
i=1
Statt F fiihren wir wieder das Potential ¥V = — F ein und
erhalten die Kraftkomponenten
ov
Ho=—Z
ov
A (12)
eV
KZ _ _a? .

Wieder konnen wir uns iiberzeugen, daB die Laplacesche

Differentialgleichung gilt:
RV eV eV 0
da2 o2 2

(13)
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III. Handelt es sich jetzt um eine kontinuierlich iiber ein ge-
wisses Raumgebiet R verbreitete Elektrizititsmenge, so kann der
Satz vom Potential einer endlichen Zahl elektrischer Punkte M,
auch hier angewendet werden, indem man den einzelnen Punkt M,
als Raumelement dt = da-db.dc betrachtet, in welchem die
Elektrizitit eine gewisse Dichte p besitzt, so daB gilt

M; = odadbdec.

/ gy

vl

Fig. 181. Zum Potential einer kontinuierlichen Massenverteilung.

Hierbei kann sich g von Ort zu Ort &ndern, also eine Funktion
von a, b, ¢ sein. Eine derartige Elektrizitatsverteilung ist denk-
bar in einem Raum R Fig. 181, der von einem vollkommenen Die-
lektrikum erfiillt ist, so dafB die dem einzelnen Raumelement dt
auf irgendeine Weise mitgeteilte Elektrizitatsmenge odv dauernd
an dem betreffenden Orte erhalten bleibt.

Das Potential des einzelnen Raumelementes dv auf den Punkt

p wird nun: podadbde
Yo—a + (y—b + —o)
Das Potential des ganzen Raumgebietes B auf u ergibt sich

durch Summation der Einzel-Potentiale iiber alle Raumelemente,
d.h. durch Integration iiber R:

dadbde
V= ¢ . (5
Mj:[ J&—a)2+ (y—b)2 + (z—c)? (15)

(14)
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Nehmen wir jetzt die Ladung des Punktes 4 = der Einheit
an, so wird:

v — pdadbde (16)
Yle—a)e + (y—02 + (z—e
R

Dies ist der Ausdruck, den man gewdhnlich unter dem Be-
griff des Potentials eines elektrisch geladenen Raumes versteht.

Die Formel gibt fiir alle Punkte « y z auBlerhalb des Raumes R
das Potential V,.

IV. Wichtig ist zunéchst die Bestimmung von V, fiir Kugeln
mit homogener Elektrizitatsverteilung. Handelt es sich um
eine diinne Hohlkugel aus isolierendem Material des Radius R
um den Anfangspunkt, der iiberall gleichmiBig die elektrische
Dichte ¢ mitgeteilt ist, so wird das Potential ¢ V der Kugelzone
AB auf den Punkt der Ladung 1

__2Rsing-m-Rdg-

y av
r
a4V — 2R2mosinpdey .
) T
£y %% r Das Potential der ganzen
v 7, Kugelfliche ergibt sich hieraus,
sinpde
5 4 V=2Rmpg —
¥ z 0
Fig. 182. Zum Potential einer welcher Ausdruck sich sehr ver-
diinnen Kugelschale. einfacht, wenn man in dem

Dreieck 041 ansetzt

r? = R2+2*—2Rxcosgp
und differenziert
rdr = Rzsing d,

dann wird
z+ R

V=Mfdr
X
z—R

wo die Integrationsgrenzen sich wie angeschrieben ergeben,
weil fiir
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p=0 r=ux— R,
Q= r=xz-+R
wird. .
Die Auswertung des Inte-
grals ergibt:
R
29Rx («—/T
v, = xg(x—l-R——x—}—R) Iy
2 .
_ABme gy,
v z
Dies gilt fiir einen duBleren —
Punkt z > R. N
Fiir einen inneren Punkt

(Fig.183) = << R wird aber bei &

p =20 r =R —ux, Fig. 183. Potential einer diinnen
Kugelschale auf eineninneren Punkt.

(p = JT ¥ = _R —I* x
und demnach das Potential

__ 2z Ry
oz

V; (R+2—R -+ 1)

=4mnRop.

Fig. 184. Potentialverteilung bei einer diinnen Hohlkugel.

Im Innern der Hohlkugel ist also das Potential unabhingig
vom Orte des Aufpunktes. In graphischer Darstellung ergibt
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sich die Abhangigkeit des Potentials von der Aufpunkt-Ent-
fernung x nach Fig.184. In dieser ist auch der Verlauf der Kraft

oV 4mRg

ox x?

K, =

eingetragen. Im Innern ist K, = 0, in der Kugelflache = 4 7 o,
um mit wachsendem « stetig abzunehmen.

V. Aus dem Potential der Hohlkugel leitet sich das Potential
der Vollkugel wie folgt ab. Wir zerlegen die Vollkugel in kon-
zentrische Hohlkugeln des Radius » und der Dicke dr. Jede dieser
Hohlkugeln hat in bezug auf P das Potential

4r2modr
qv,=—Tet z
z
o
RUA £ x
0
4 x
Fig. 185. Zum Potential einer Voll- Fig. 186. Potential einer Vollkugel
kugel auf einen #uBeren Punkt. auf einen inneren Punkt.

und nach Integration von 0 bis R

R
Vu = 4%erz dr
x
0
3
_4in o (18)
3 x
Hieraus leitet man die Kraftwirkung ab:
ov 47t R3g
.K _ ——— e = —_—
va ox 3 a2

VI. Liegt der Punkt P im Innern der Vollkugel, so zerlegen
wir das Potential in zwei Teile:
V7 herrithrend von der Vollkugel des Radius x.
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Vyr herrithrend von der Hohlkugel des Innenradius « und
Auflenradius R. '

V= ?nx?-g

R
VH=47zgfrdr=2nQ(R——x2) (19)
z

Also ist das Gesamtpotential der Vollkugel fiir einen innen
liegenden Punkt

2
V;= %nﬁg + 27w (B2 —a?) = 27'59R2———3~ngx2. (20)

Die auf den Punkt ausgeiibte Kraftwirkung ist

—aVi :—S—nxg—l—fhrgx

Kai = ox 3

= ?ngx.

Die graphische Auf-
tragung fur ¥V, und V;
sowie Kz, und K, ergibt
das nebenstehende Bild Fig.
187. Fiar den Anfangs-
punkt 0 (x = 0) als Auf-
punkt hat das Potential
sein Maximum, die Kraft-
wirkung ist gleich Null.
Fir x =R ist V, =V,
= % 7 o B2 Die Kraft-

wirkung nimmt  von
Z = 0 bis z = R linear zu Fig- 187. Potentialverteilung bei einer
Vollkugel.

und hat ihr Maximum
4 :
S5 e R in der Kugeloberfliche; von da nehmen Potential und
Kraft asymptotisch ab; die Kraft ist immer abstoBend.

VII. Liegt der Punkt 2 y 2 innerhalb des Raumes R, dann
wird das Potential



348 Die Differentialgleichung des Potentials.

f f f odadbdc
(x—a)? + (y —b)2 + (2 —c)? @1)

scheinbar unendlich, da man die Integrationsvariabeln a, b, ¢
iber die Stelle xyz hinweg-
schieben muB.

Diese Schwierigkeit wird
hebbar, wenn wir eine kleine
Kugel =zeichnen, die den
Punkt P einschlieft. Dann
kann man V, in zwei Teile
zerlegen,

von denen V; sich auf den
von der &uBeren Raumbe-
grenzung und der Kugelfliche

¥
chlossenen Raum, V auf
Fig. 188. Zur Differentialgleichung des ggsKugel bezieht. Fiir ;
N 1

Potentials in einem Punkte einer | o
kontinuierlichen Massenverteilung. 186 aber P ein dufBlerer Punkt,
also ist

fff edadbdc
Yo —ap + (y— b + —op

jedenfalls endlich, und von V haben wir dies eben bewiesen;
also ist auch

V’L‘ - Vl + V
endlich.
VIII. Aus der letzten Gleichung ergibt sich sofort eine wichtige
Folgerung, wenn wir sie auf die Beziehung des Potentials
Vi=Vi+V (23)
zur Laplaceschen Differentialgleichung untersuchen. Wir
bilden:
eV, oV, oV,
Ox? oy 022
eV, v, &V, &V eV eV
T e a0 G | oy | 022

(24)
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Hier ergeben die ersten drei Glieder auf der rechten Seite
Null, da V; Potential ,duBerer* Massen ist. Dagegen ergibt

V=2nR——% TP

als Potential einer Vollkugel auf einen innen gelegenen Punkt:

eV i:/z

ox 3 e

a2V 4

oy =—37e (25)
3 4

022 3 o

wie sich durch Ausfithrung der Differentiationen an V ergibt.
Demnach ist
eV eV eV
ox? oy? 022

= —4mp (26)

und mithin
v, eV, oV,
o0 x? oy 022
Wir haben also den Satz: Fiir das Potential auf
einem innerhalb des masse- oder elektrizitéats-
belegten Gebietes gilt nicht die Laplacesche Diffe-
rentialgleichung (6),sondern die Poissonsche Diffe-
rentialgleichung (27). Bezeichnet man die Grofle
eV eV v
Av= ox? T oy? 0z2

= —4mo. (27)

als den zweiten Differentialparameter der Funktion V,
so kann man die Laplacesche und die Poissonsche Gleichung
zusammenfassen. Erstere gilt an Orten der Massebelegung Null,
letztere an Orten der Massebelegung 9. Man kann dann sagen:
Der zweite Differentialparameter des Potentials
einer beliebigen rdumlichen Masse- oder Elektri-
zitdtsverteilung ist gleich dem — 4x fachen der
Verteilungsdichte. %)
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§ 68. Allgemeine Eigenschaften des Potentials

fir unendlich ferne Aufpunkte und beim Durchgang des
Aufpunktes durch Flachenbelegungen.
I. Der Ausdruck fiir das Potential auf einen dufleren Punkt

pdadbdc
Ve _ffwa~a2+ (y— )2+ (z—o)

° %

://
f/)
x

¥y

Fig. 189. Zur Untersuchung des Verhaltens des Potentials im
Unendlichen.

formt sich mit den Substitutionen (vgl. Fig. 189).

o, I,

a? 4 b2 ¢ = 72
um in:

V. :ff‘[gdadbdc(R2—~2chosy + 2y 2

1
1 r r\2] 2
:fffgdadbdc?Kl—Zfeosy—]—f>] .

Setzt man nun

r\2 r
<§> —ZWCOS}/ =0,
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1
. :fffgda;lgbdc 148

Da aber 6 mit wachsendem R, d. h. wenn der Aufpunkt
immer mehr ins Unendliche riickt, immer kleiner wird, so kann
man die Reihenentwicklung

-1 1 .
wrortors(F)os (Foe.n

anwenden und angenshert schreiben
1

~1 1
2 —= 1 —
(L+8 2 =1—7334,

so wird

worauf angenshert wird:

_ edadbdc r 1 /r z}
Va —fff———R 1+—Ecosy—? =) [
Hier kann man die Integration ausfiihren:
1
Vaszffgdadbd.c
—}—%fffg(xa—l—yb—}—zc)dadbdc—}—....
1 1

=§fffgdadbdc+E—;{x[ffagdadbdc

—]—yfffb@dadbdc—}—szfcgdadbdc}—i—..

Setzt man hier:
[[fedadbdc = m,

d. h. gleich der Gesamtmenge der im Integrationsraume ent-
haltenen Menge (Masse oder Elektrizitat), so wird:

M M
Va:7+—ﬁ3—{x5+yn+zc}+....

w

(]
fff“@d“dbdc fffbgdadbdc fffcgdadbdc
T u e M b= i :

die Schwerpunktskoordinaten der raumerfiillenden Menge sind.




352 Die Differentialgleichung des Potentials.

Bezeichnet man jetzt die Kosinus der Richtung, auf welcher
P ins Unendliche riickt mit

cosl:%
cosy:%
C08Y = —,
so wird

Mx

Va-x———Mcosl—}—F(xf—l—ynﬁ-zC)—}— .....
M

Vory= Mcosu + Rf(w§+yn—|—z§')+ .....
M

Veo-2=Mcosv + RZZ (@é+yn+20+.....

Da nun mit lim R = oo die zweiten und hoheren Glieder
auf den rechten Seiten verschwinden, so ist bewiesen, daBl V -
V -y, V-zfir im R = oo endlich bleiben.

Mittels der Formel

oV, oV, 9B M w M

b0 ~ R ox B R I
findet man, daf
x2aV“:——Mcos3Z,
ox

ist, und daB demzufolge auch

lim 22 —2
R =00 €

endlich bleibt
Natitrlich gilt das auch fiir

ov,

lim 2
R =00
und
limz2 —2.
R=00 0%
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II. Wir haben bereits im vorigen § den Fall gehabt, dal beim
Durchgang des Aufpunktes durch die belegte Flache einer Hohl-

ov
kugel der Diﬁerentia,lquotient—a? einen endlichen Sprung erlitt.

ov
Im Innern der Hohlkugel war —— = 0;hart an der dufleren Fliche

ox
ov . . .
war Fraiai 4 7t 6. Bezeichnet man die erstere Grole mit einem
— -Zeichen, die letztere mit einem - -Zeichen, so gilt:
ov ov
i 4o z
z r_

Diesen Satz wollen wir fir
eine beliebige Flachenbelegung

beweisen. o P x
Zuniichst sei das Potential 5 =l

einer Kreisscheibe der Belegung ¢ o {

vom Radius B, dieinder y z-Ebene T

liegt, auf den Punkt P, auf der &
z-Achse liegend, zu bestimmen.

Jeder Ring vom Radius r
und der Breite d r liefert das
Potential (Fig. 190):

Fig. 190. Potential einer
Kreisscheibe.

2rordr
e
Nach Integration iiber die Kreisscheibe wird dann

R
v =f2n0rdr.
e
0

und mit ¢ = 2 - 22

%

R

_ [2ne_t9"_
V2 - 22
0
= 2750(]/122 + a2 —a).

Durch Differentiation nach x erhilt man hieraus fiir positivez:
6—V_'|: =2mo wa —1
ox }/Rz + a2

Hort, Differentialgleichungen.

[N
<5}
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und fir x = 0
oV,
ox

Dies wire also die erste Ableitung des Potentials genommen
nach positivem x in unmittelbarer Nahe der belegten Fliche.
Nimmt man den Differentialquotienten nach negativem z (also
auf der anderen Seite der Fliche), so wird

=—2mo.
=0

0
~——V; = + 2xo0.
ox
z =0
Durch Subtraktion wird
oV, ovV_
ox  ox dzo.

ITI. Hat man eine beliebig belegte auch gekriimmte Fliche F
der Flachendichtigkeit ¢, so fragen wir nach der Anderung, die

ov
der Differentialquotient T des Potentials

v — odf
fFfV(w—a)ur (y—b)2+ (z—cp2

beim Durchgang durch die Fliche

erleidet, wobei wir mit » die

7 Normale auf der Fliche im
Durchgangspunkte bezeichnen.
F Dieser Differentialquotient ist die
in die Richtung der Normalen
7 z fallende Kraftkomponente. Wir
4 beschreiben nun um den Durch-
/ z gangspunkt einen kleinen Kreis
) K (Fig. 191) und setzen das
Fig. 191. Verhalten des Potentials Potential ’ der Fliche zusammen

beim Durchgang durch eine Fliche. 818 dem Potential Vg des
Kreises und dem Potential V,

Y X

Y

des restlichen Flichenstiickes:

V=Vg+ 7V,
Hiernach ist

Vi _ Ve  Wry Ve | @V OV,

on on on on on on
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oV
Da aber —L als Potential entfernter Massen stetig ist, so

on
bleibt nur tbrig: z
ov 4 ov_
on  on =—4no

IV. Des weiteren be-
stimmen wir noch das Potential
einer Doppelflache. Zwei
Flachen F und F, seien in

der kleinen Normalentfernung —
dn einander parallel und v
tragen in einander gegen- '
tiberliegenden Punkten die ‘7
Belegungen — ¢ und + ¢;. Fig. 192. Verhalten des Potentials
Das Potential eines Punktes beim Durchgang durch eine Doppel-
P (xyz) wird dann flache.

y_ [adF, _ [edF
r r
¥

F,

Hier ist

r=Ye—ap+y—b+kE—02
r=y@E—ae) + (y—0b) + (z —c,)°

Wenn aber r und der kleine Abstand d n gegeben sind, dann
ist 7, bestimmbar nach dem Satze von Taylor:%7)

1
o—

LI IR
7 7 on

Mithin wird, wenn wir noch voraussetzen, daB auf einander
gegeniiberliegenden Flichenelementen d F und d F,; diesen umge-
kehrt proportionale Belegungen liegen, dal also

edF =¢dF,
ist,

ol

r
dndF.
on "

V= £

23 %
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Hier kann man ¢dn die Dichtigkeit der Doppel-
belegung nennen und mit % bezeichnen; es ist dann:

0 1
V= —_ ar
fpf" o oY(x —a) + (y —b)2 4 (z — o)

das Potential der Doppelfliche auf den Punkt z y z.

V. Wir berechnen nunmehr das Potential einer kreisfsrmigen
Doppelfliche Fig. 193.

Das Potential der Flache I bezw. II auf P ist

V= ——2n8[!/R2—i— (x—%)z——x—{— %ﬁ]

VII = 27’68 I}’/Rz + ((E —{——(iz—n)Z-———x_ dzn]'

Also wird das Gesamtpotential

V=V;+Vnu
2 2
]/Rz_l_ <7¢ _*_ﬁ) ___]/Rz_{_ <m_ﬂ>
2 2
—2medn —1
dn
= 2medn 7 —11.
VR? + a2
z Setzt man hier wie oben
edn =, so wird
a _r
&2 Vy =2nn|:]/m 1].

Dies Potential gilt fiir
\ einen auf dem positiven Ast
- ~ der z-Achse liegenden Punkt,

weshalb das - -Zeichen an-
geschrieben ist. Liegt P auf
dem negativen Ast, so wird
—c analog

2 R
~;++++++++l
{

Ay

Fig. 193. Potential einer kreis- vV — —_—x —1
férmigen Doppelfliche. - '

Nghert man sich nun von beiden Seiten der Doppelfische,
so wird, wiahrend man R kleiner und kleiner werden la8t, V, —
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V_ =4mny, d. h. das Potential V erleidet beim Durchgang des
Aufpunktes durch eine Doppelfliche einen endlichen Sprung =
47 7, wo 1) die Belegungsdichte an der Durchgangsstelle ist.

§ 69. Zusammenfassung und Ubersicht iiber die Aufgaben der
Potentialtheorie.

Wir haben nunmehr folgende Arten von Newtonschen
Potentialen kennen gelernt:

1. Raumpotentiale Vg,

2. Flachenpotentiale Vp,

3. Doppelflichenpotentiale ¥V,

I. Setzt sich aus diesen ein Potential zusammen V = V,
+ Vp -+ Vp,s0 geniigt dies der La placeschen Differentialgleichung
AV = 0 in allen Raumpunkten, die weder dem masseerfiillten
Raum R noch den Flichen F und D angehéren. Fallt der Auf-
punkt in den Raum R, so lautet die Differentialgleichung

AV=—4mp,

wo g die Massendichte am Orte des Aufpunktes bedeutet.

I1. Die Differentialgleichung fiir Aufpunkte, die auf den
Flichen D oder F selbst liegen, ist von der Kriimmung der
Fliachen abhangig und soll hier nicht angegeben werden.

Dagegen ist V an der Fliche F' in der Weise unstetig, daB

ov.  ov_

— = —4q
on on o

wird, wahrend an der Doppelfliche D fiir die Unstetigkeit gilt:
Vpy —Vp_=4ay
¢ und 7 sind wie frither die Belegungen der Flachen F und D.
Abgesehen von den Flichen F und D ist V und seine ersten Ab-
leitungen
ov ov oV
ox’ 9y 0z
iberall stetig. '
II1. Ritckt der Aufpunkt z,y,z ins Unendliche, so wird

V=0,
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aber

Va,Vy, Vz und —i%x% %gﬂ, —?Kzz
bleiben endlich.

IV. Die Potentialtheorie beschiftigt sich nun einerseits mit
der Berechnung der Potentiale gegebener Massenanordnungen, d. h.
mit der Berechnung bestimmter Raum- oder Flichen-Integrale
(Kugel, Hohlkugel, Kreisscheibe, Doppelfliche), die wir in ein-
fachen Fillen in den vorigen Paragraphen durchgefithrt haben.
Zu der Bestimmung dieser Integrale fiir allgemeinere Massen-
anordnungen zieht man mit Vorteil die Differentialgleichung
AV =0 heran, der ja jene geniigen miissen, um Reihenent-
wicklungen fiir die Integrale zu gewinnen. Hiermit beschéftigen
gich die §§ 72 und 73.

Die hier gegebenen Entwicklungen gelten als Vorbereitung
fiir die andere Aufgabe der Potentialtheorie, namlich die Integration
der partiellen Differentialgleichung

eV v o2V

ox? oy? 022
bezw. der Anwendung dieser Integration zur Losung von tech-
nischen Aufgaben.

V. Eine wichtige Rolle spielt zunichst die Integration der
Differentialgleichung

= 0 bezw. = —47p

AV = —4mp

inderElektrostatik. Wieschondies Wort sagt, handelt es sich
hier um die Bestimmung des Gleichgewichtes elektrischer La-
dungen. Bekanntlich unterscheidet man zwischen Isolatoren
und Leitern. Auf den ersteren bleibt eine anfinglich vorhandene
Elektrizitdtsverteilung unveréndert, bei den letzteren ist die
Elektrizitat beweglich und sie verteilt sich stets so, daBl sie ge-
wissen Gleichgewichtsbedingungen Geniige leistet.

Wir wissen schon, dafl auf einer leitenden Kugel von Radius
R die mitgeteilte Elektrizitatsmenge M sich gleichm#Big iiber
die Kugeloberfliche verbreitet, so dal iiberall die Dichte

o=
4 v R?
herrscht (wenn auBler der Kugel andere Leiter oder geladene
Isolatoren nicht vorhanden sind).
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Ist jedoch auBler der Kugel C, der die Elektrizitdtsmenge M
mitgeteilt wird, noch ein Isolator J mit fester gegebener Elektrizi-
tatsverteilung vorhanden, so verteilt sich M nicht mehr gleich-
mifig auf der Kugel C.

Die Elektrizititsverteilung ist unbekannt und soll bestimmt
werden. Ihr Potential

Vo= [odo
C

geniigt der Differentialgleichung
A4V =0.

Da diese Differentialgleichung zur eindeutigen Bestimmung
von V nicht geniigt, ist eine weitere Tatsache heranzuziehen. Hierzu
benutzen wir den Satz, dafl im Innern eines leitenden Koérpers und
auf seiner Oberfliche das Potential aller vorliegenden Elektrizitéts-
mengen itberall einen und denselben Wert haben mufl. Das
Potential V aller Elektrizitdtsmengen besteht hier aber aus V,
und aus dem Potential des Isolators V;:

M
V:VC+ VJ:a:f.
Da 7, als bekannt anzusehen ist, gilt fiir die Kugel:
M
VCZ(I—-V‘]: _E——VJ

Auf Grund dieser Gleichung werden die Werte von V, auf der
Kugeloberfliche vorgeschrieben, und es zeigt sich, daBl V, damit
eindeutig bestimmt ist.

Man nennt eine derartige Aufgabestellung, 1t. welcher eine
Funktion V innerhalb eines Gebietes einer gegebenen partiellen
Differentialgleichung geniigen muB}, wihrend an der Begrenzung
die Werte der Funktion vorgeschrieben sind, eine Randwert-
aufgabe.

VI. Wir wollen gleich hier anmerken, dafl die Randbe-
dingung: V ist auf der Begrenzung gegeben, auch
anders lauten kann.

Bei den Aufgaben der stationsiren Bewegung eines Korpers
in einer inkompressibelen Fliissigkeit handelt es sich ebenfalls
um die Integration der Differentialgleichung

A4V =0,



360 Die Differentialgleichung des Potentials.

die Randbedingung lautet hier aber:
ov
—,‘6_7;5
d. h. der Differentialquotient nach der Normale der Oberfliche
des eingetauchten Korpers (hierdurch eine Strémungsgeschwindig-
keit) ist gegeben.
Bei den Aufgaben der stationiren Wirmeleitung hat man
an der Grenze des betrachteten Korpers die Randbedingung:
ov
V+h o
Man bezeichnet die Randwertaufgabe in den drei angefiihrten
Fillen als erste, zweite und dritte Randwertaufgabe. 68)
VII. Zur Losung der Randwertaufgaben gibt es im allge-
meinen zwei Wege.
Auf dem einen Wege hat man zundchst die Differential-
gleichung

ist vorgeschrieben.

AV =0 bezw. —4mp

auf ein solches orthogonales Koordinatensystem zu transformieren,
daB die Flache, langs deren V vorgeschrieben ist, die Gleichung
u = Const
erhilt.
Dann sucht man die transformierte Differentialgleichung
AV (u,v,w) =0 resp. —4mp
durch einen Ansatz

V:Z'A,,-Un-V,,-W,,
n

zu befriedigen, wo 4, unbestimmte Konstante, U,, V,,, W, Funk-
tionen nur von  resp. v oder w sind.

Durch geeignete spezielle Wahl von einer oder zwei der
Funktionen gelingt es sehr héufig, fiir die iibrig bleibenden eine
einfachere Differentialgleichung zu finden.

Im allgemeinen existiert fiir jeden Index # eine solche Differen-
tialgleichung, so daf} schliellich sich das Potential ¥V aus einer
unendlichen Reihe von Funktionen aufbaut, die man oft Funk-
tionen der betreffenden Fliache u = Const nennt.

Der Anschlull von ¥ an die Randwerte V (v, w) auf der Fliche
u = Const wird im allgemeinen erreicht durch gliedweise
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Integration und Vergleichung der Reihen
[V (@ w) Vy Wy dvdw = fZ'An’U’,L Vo Wy Vi Wy dv dw
U

U

wo die Integrale sich tiber die Fliche % = Const zu erstrecken

haben, und U den Wert der Funktion U auf dieser Fliche bedeutet.
Bei den praktisch vorkommenden Fillen ergeben sich fiir
die Auswertung der rechten Seite die Sitze:

fV,, WoVp Wydvdw = 0wenn nZm
U

und
[V W2 dvdw = f (n).

In diesen Fillen finden sich dann die Konstanten

1
An :mfv(v’w) V” Wndvdw

U

womit die Randwertaufgabe formell gelost ist.®?)

Aufler dieser Reihenmethode hat man noch die Methode
der Greenschen Funktion.™)

Zur Aufstellung dieser Funktion
sind einige Bemerkungen iiber die
Darstellung von Raum-Integralen
durch Oberflichen-Integrale erforder-
lich.

z

¥
I. Unter einem Raumintegral

versteht man allgemein ein dreifaches
Integral Fig. 194. Zur riumlichen

Integration.
J =fffF(x, y,2)dadydz (1)

bei dem die Integration sich iiber alle Raumelemente dr = dx
dy dz eines Bereiches v Fig. 194 zu erstrecken hat.

Wir betrachten nun F (z, y, z) als ersten partiellen Differen-
tialquotienten einer Funktion X (z, y, 2)

§ 70. Der Integralsatz von Gaub. /————>
a
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0X
rr 2)

und versuchen das Raumintegral (1) in ein Oberflichenintegral
umzuformen. Zur Durchfithrung dieser Operation stellen wir eine
genauere Betrachtung iiber das Wesen der riumlichen Integration
an.

F(z,y,2) =

Zunichst fithren wir die Integration fiir die x-Koordinate
aus, d. h. wir ermitteln den Wert des Integrals bei konstant
gedachtem y und z fiir allein verinderliches . Das Integral
schreibt sich dann:

oX

Za, day
[
N/
/ s 12 x
4
<—.Z‘7—%
L2

4 :
Fig. 195. Zum Integralsatz von GauB.

Die Grenzen des Integrals

f—dx

sind die Werte 2, und a,, die nach Auswahl von y und z auf der
Umgrenzungsfliche bestimmt sind Fig. 195. Es wird also:

o X
:fj[dydz %dx:ffdydz(Xz—Xl) (3)

wo X, und X, die in den zu 2, und 2, gehorenden Oberﬂachen-
punkten stattﬁndenden Funktionswerte sind.
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Beachtet man nun, daBl dy dz die Projektion der beiden zu
@, resp. ¥, gehorenden Oberflichenelemente do, resp. do, ist, so
kann man nach Einfithrung der nach innen gerichteten Ober-
flichennormalen 7n; und =, schreiben:

dy dz = do, - cos (ny ) = — do, cos (0, X).

Hiermit wird aber

(X, — X,) dy dz = — X cos (ny @) do; — X, cos (n, ¥) do,
und das Integral wird

J = '“ff(X1 cos (n, x) do; + X, cos (n, x) do,).

Fithrt man jetzt noch die Integrationen nach y und z aus, so
heiBt dies nichts anderes als die eben erliuterte Operation fiir alle
mit der Umrandung des Raumes vertriglichen Parallelepipede
nach Figur 195 durchzufithren. Hierbei werden aber alle End-
flichen do dieser Parallelepipede in dem Integral vorkommen,
d. h. man kann schreiben:

fff‘dxdydz——fchos(nx)da (4a)

Hiermit ist aber tatsdchlich das Raumintegral in ein Ober-
flichenintegral iibergefiihrt.

Diese Formel (4) schreiben wir noch fiir zwei andere Funk-
tionen, Y (z, y, z) und Z (x, y, ), und die Koordinatenrichtungen
y und 2z an:

Jy=f[f%dxdydz:—ffYcos(ny)da (4b)
Jzszfg—zzdxdydz:—fchos(nz)do (4¢)

nach deren Addition der Integralsatz von Gaulf} folgt:

[ e

= —ff[Xoos (nx) + Ycos(ny) + Zcos(nz)ds] (5)
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Dieser Satz gewinnt eine sehr einfache Gestalt, wenn wir,
was immer moglich ist, X ¥ Z als Komponenten eines Vektors 9
auffassen, dessen Divergenz dann

0X 0Y  0Z
+

ox ' 9y | o9z
ist:
. 0X oY oz
D = e Yo T e @
Auch fiir X cos (n ) 4+ Y cos (ny) + Z cos (n z) kann ein ein-
facher Ausdruck eingefithrt werden, namlich die Komponente
4, von U in Richtung der Normalen n. Dann lautet der
Integralsatz von GauB:

fDiv%I dt = ——fAn do (7)

Das Minuszeichen wird iibrigens zum Pluszeichen, wenn die
Normale » nach auBen gerichtet ist.

II. Sind jetzt innerhalb eines riumlichen Bereiches 7 zwei
Funktionen U (z,y,2) und V (z, y, 2) gegeben, so kann man die aus
diesen gebildeten Funktionen

oV oU
X=UZ-—Vo5,

oV oU
Y:Ua—y—V—a—y— (8)

oV oU
Z=U7 -~V

als Vektorkomponenten ansehen und die Divergenz

oX oY  0Z
=+ 5+

oy ' o0z
berechnen. Es findet sich hierfir der Ausdruck:
UAV -7V AU.

Ferner ergibt sich als n-Komponente des durch X ¥ Z be-
stimmten Vektors der Ausdruck:

0
v VU

N=Ugr—V%,
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so daB der Integralsatz nunmehr lautet:

f(UAV VAU)dr = fU———Vﬂ) s (10)

T

§ 71. Einfiihrung der Green’schen Funktion.

Von dieser Formel geht die Greensche Betrachtung aus,
die den Zweck hat, eine Funktion ¥V zu bestimmen, die im Innern
eines raumlichen Bereiches v der Gleichung

eV eV eV
AV = 5 -+ o + Py —47o (2, 9,2)
geniigh und an der Oberfliche ¢ von 7 gegebene Werte V, an-
nimmt, d.h. die erste Randwertaufgabe zu
I6sen.

Der Gedankengang ist folgender:
Innerhalb von ¢ wird ein fester Punkt P,
(z, y, ) und in der Entfernung r davon
ein variabler Punkt P, (a, b, ¢) ange-
nommen. Wir schreiben nun die Formel
(10) § 70, indem wir die Funktion U

spezialisieren wie folgt: Fig. 196. Zur Mothodo

V? geyebm

U = i von Green.

r

und die Integration iiber 7 uns in der Weise ausgefiihrt denken,
daB wir P, alle innerhalb 7 moglichen Lagen annebmen lassen,
wobei wir aber eine kleine Kugel » mit dem Radius 6 um P, aus-

. . . 1
schlieBen, weil, wenn P, mit P, zusammenfiele, L= werden

1
wiirde, was nicht zulissig ist. Da nun A4 > = 0ist,s0 schreibt

sich Formel (10):

1

0 —

1 1 oV T
FAVa ==\ Ta )W

e by
T—x c—0*w

wo die Zeichen — » und — &% andeuten, dal die kleine Kugel
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(sowohl ihr Raum x wie ihre Oberfliche §2w) vom Integrations-
prozeB ausgeschlossen ist und wo sowohl V, AV, Vg, wie dz
do in den Variabeln a, b, ¢ auszudriicken sind.

Diese ausgeschlossenen Bestandteile notieren wir besonders,
indem wir fiir das Oberflichenelement der kleinen Kugel 62 do, fiir
ihr Raumelement 62dd dw setzen:

5 1
1 oV Kl

=—f +de (2)

wo o und do sich auf eine Kugel vom Radius 1 beziehen.
Addieren wir jetzt (1) und (2)

f%A de—l—fA Védidw

X

3 1
ov 1 oV r

o— Do
und lassen § unendlich klein werden, so wird, wihrend das aus-
geschlossene Kugelgebiet verschwindet:

fA Védddw = 0

f&ﬂzo Jwegenhmé =0
or

dew =47V, wegen fdw =4,

In der letzten Formel bedeutet V; den Wert von V im
Punkte P,.
In anderer Anordnung schreiben wir jetzt:

51
4nV=—f AVd-c—f LV y " i @)
r on  on
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Diese Formel lost schon die erste Randwertaufgabe, setzt

ov
aber voraus, dal am Rande die Werte —— gegeben sind, was

on
nicht der Fall ist.
Subtrahieren wir jetzt Formel (10) § 70 von (3),s0 ergibt sich:

47V, :f(U——%) A Vd'c—fVA Udr

1
8<U——~>
L (U__L>ﬁ_v__’ do (4)

r /| on on

Hier ist der Wert von ¥ im Punkte P; demnach gegeben,
wenn man kennt: 1) 4 V im ganzen Gebiete 7; 2) V selbst im
ov

ganzen Gebiete 7 und an seiner Begrenzungsfliche ¢; 3) .
n

an der Begrenzung 0, und 4) eine willkiirliche, jedoch nebst
ihren ersten Ableitungen iiberall stetige Funktion U. Uber letztere
diirfen wir Festsetzungen machen. Dies tun wir so, dafl wir zur Be-
rechnung von V; die Werte von V innerhalb r nicht zu kennen
brauchen (wir wollen sie ja eben bestimmen) und daf auch

die Kenntnil von Z—V nicht notig ist. Die beiden mittleren
n

Integrale sollen also fortfallen, was wir erreichen, indem wir
von U die Eigenschaften verlangen: a) 4 U = 0 im Gebiete 7;

b) U — 1_ 0 an der Grenze .
r
Fihren wir hier fir U — 1 die Abkiirzung G ein so wird die
r

Eigenschaft a) fiir U erreicht, wenn im ganzen Bereiche 4 G = 0
1
gilt, da ja 4 - = 0 ist. Die Eigenschaft b) fiir U wird dagegen

erreicht, wenn an der Grenze ¢ iiberall G = 0 ist. Mithin
erhalten wir:
oG

Hier ist G die ,,Greensche Funktion*, nach deren Bestim-
mung firr einen gegebenen Bereich 7 und einen gegebenen Punks
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P, die erste Randwertaufgabe gelost ist. Die Funktion G enthalt
dabei die Variabeln «, y, z ebenso wie die Variabeln @, b, c;
letztere sind nach dem voraufgehenden die Coordinaten des
beweglichen Punktes P,, dessen Hinwegschicbung iiber alle
Punkte von 7 und ¢ die Integrationen der Formel (5) liefert.
V, bleibt dann als Funktion von x, y, z iibrig, wie es sein
mufl. Als Beispiel werden wir spiter G fiir die Kugel bestimmen.

§ 72. Das Potential einfachster Massenanordnungen und die
Legendre’schen Kugelfunktionen.

I. Fiir die weiteren Betrachtungen ist es zunéchst erforderlich,

statt der rechtwinkligen Koordinaten #,y,2 Polarkoordinaten
z r, ¥, @ einzufithren.

Ein Punkt P der
Koordinaten =z, y, z,
(Fig. 197) hat vom An-
fo fangspunkt die Ent-
7 fernung

K =gty 22 (1)
Der Radiusvektor r
¥y schlieft mit der posi-
tiven z- Achse denWinkel
9 ein; es gilt:
x=rcosd. (2)
Ist ferner o die
Projektion von r auf die Y Z-Ebene, so gilt:

x
Fig. 197. Einfiihrung der Polarkoordinaten.

o =rsind. (3)

Bezeichnet man den Winkel von p mit der positivenY-Achse
mit ¢, so hat man
y#gcosqo:rsin&cosq)} @
z = psin @ = rsin ¥sin @
Durch die Gleichungen (2) und (4) wird der Ubergang von
rechtwinkligen Koordinaten zu Polarkoordinaten vermittelt.
Will man umgekehrt von diesen zu jenen itbergehen, so hat man
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neben dem aus (1) folgenden Ansatz

r:]/x2+y2—|—22 (1)

noch
2 2
¥ = arctg M (5)
x

und

— arctg — (6)

P g ”

Die Koordinaten r, %, sind nicht unbeschrinkt verdnder-
lich. Um alle Punkte des Raumes zu erhalten geniigt es, >0,
72920, 2t > ¢ <0 zu nehmen.

II. Denkt man sich mit dem Radius r eine Kugel um den An-
fangspunkt O beschrieben und bezeichnet man den Schnittpunkt
der positiven z-Achse mit dieser Kugel als ,,Nordpol*, so kann
man, in Anlehnung an die Verhiltnisse auf der Erde, den Winkeln
¥ und ¢ folgende Bezeichnungen beilegen:

% = Poldistanz [0>H>7 ]
¢ = Lénge [02¢227]

wobei die positive Y-Achse als Anfangsachse fiir die Zahlung der
Linge gilt.

Des weiteren schneidet
die Kugel die Y Z-Ebene im
»Aquator®, wihrend der ge-
rade Kreiskegel, dessen Achse
die X-Achse ist und der den
Offnungswinkel 2 9 hat, die Farallelhreis
Kugel in einem ,,Parallelkreis‘
schneidet. SchlieBlich schnei-
det die durch die X-Achse
und den Punkt P bestimmte o
Ebene die Kugel in einen
,,Meridian‘‘.

III. Kugel, Kreiskegel und Meridianebene schneiden sich in P
rechtwinklig. In Polarkoordinaten sind die Gleichungen dieser
drei Flachen:

z

£ Meridian

Fig. 198. Geographische Bezugnahme.

r=C, =0, p=0,.

Hort, Differentialgleichungen. 24
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Nimmt man 3 weitere nahe benachbarte Flichen:
r+dr=0/,94+dy=0y, ¢ + dp = C,

hinzu, so begrenzen die 6 Flichen ein Raumelement dz, welches
sich in Polarkoordinaten findet

dt = r?sin & dr d9 dp (7)
wihrend das Flichenelement auf der Kugel r = C, sich schreibt
do = r2sin & d9 do (8)

Liegen im Polarkoordinatensystem zwei Punkte P und P,
(Fig. 199)
x=rcosd y=rsindcosp, z=rsindsing
und
xy =ry008 Yy, gy, =7 sind cos @, 2 =r sind,sing,
vor, so kann man nach dem von den Radienvektoren gebildeten
Winkel o fragen.
Zunichst findet man das Quadrat der Verbindungslinie
der Punkte
2
PP =(x—a)+ (y —y)? + (2 — 2)?
=ri4r?2—2rr cosm.

P Nach Entwicklung der
Quadrate links folgt mit
7 2 2 2 2
” (% ¢ -yt 2=
o B3P {\ Pty 42’ =rt
/ P 7 der Ansata:
xx,+ Yy, 22, =rrcosw
& mithin wird:
Fig. 199. Polarkoordinaten zweier .
Punkte. COS — }_ ﬂ lﬂ _z.z_l

i rr, orr o orm
d. h. nach (2) und (4) wird: cos w =
= ¢08 & cos ¥, - sin & cos @ sin B, cos ¢, — sin Y sin @ sin $, sinp,
= cos & cos &, + sin & sin H, (cos @ cos ¢, — sin g sin @,)

und schlieBlich:

€08 W = cos & cos ¥, + sin & sin &, cos (p — @,) 9)
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IV. Auf die so definierten Polarkoordinaten wollen wir
jetzt die Differentialgleichung des Potentials
o2V v oV
o0x? T o0y? + 022

0 (10)

umformen.
Zunéchst benutzen wir die Beziehungen

Y = 0COS @ z=psing (11)
2
e*=y* + 2 v %Y (11a)

und denken uns V auf die Variabeln ¢ und ¢ umgeformt.
Wollten wir jetzt V (o, ) nach y und z differenzieren, so
wirden wir anzuschreiben haben:

8V_8V8_g 8V6_<p

By~ o0 oy  9g oy (12)
und

oV oV o oV o

0z dp Oz op Oz

- s 90 9¢ . .

Um in diesen Formeln zunichst % und Tyzu bestimmen, diffe-
renzieren wir die Gleichung (11 a)
resp.

z
0 =7y + 22 und ¢ =arctg—y—

partiell nach y:

oo 1 2y y
—_— = = J = cos
op y2 z  psingp sin @
R T
Sind jetzt
20 o¢
B 5

zu bestimmen, so differenziert man (11 a) partiell nach z:
24%
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do 2 — 2% _un
oz V2 +22 0 ?
op Y2 1  cosg

oz Aty 0
Jetzt werden die Formeln (12) und (13):

ov ov oV sing
oy = a0 %7 T Be o (12a)
ov ov . oV cosg
T o0 PTG e (13a)

Wird jetzt die zweite Differentiation ausgefithrt, so entsteht:
o2V o2V 0p o2V o¢
oyt oy-de oy | oyop oy

ove oV op o2V op

022 0z00 0z ' 020¢ o0z (13b)

Fithrt man die so angedeuteten Rechnungen aus, so erhilt
man:
o2V eV o2V o:V oV 1 o2V 1 0V
= - ———(14)
Oox? oy? 0z2 o0x? dp? 02 Op? o 0o
Somit ist A V zunichst von , y, 2z auf z, g, ¢ transformiert.
Soll jetzt weiter auf r, &, ¢ transformiert werden, so sind statt
x und g einzufithren » und % nach den Beziehungen:

(12b)

x=rcosd; p=rsind
resp. umgekehrt:

4

xr

r = Y2 -+ p2, ¥ = arctg
Hiermit erh#lt man sofort:
oV 02V o2V 1 o2V 1 0V
== — 4
0x? 0p? or? + r2 992 ° r or (15)
und ferner wird:
ov ov oV cos &
—=——ind - 16
G0~ or VT Gy (16)
Nach einigen Zwischenrechnungen haben wir dann endgiiltig:
o2 (Vr) 1 0 < 3V) 1 o2V

e T sme v Yy sinz9 d¢2

AV =r =0 (17)
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oder nach Einfithrung der Abkiirzung

cos & =u

o2 r V) 0 ov 1 oV
Al 5;{(1-—M2)3l;}+—-1_m S =0 09
V. Wir werden zunéichst z
die Differentialgleichung
(18) auf ein sehr einfaches
Potential anwenden. Es
handele sich um das Po- e
tential 7' des Nordpols N - s 4
der Kugel mit dem Radius ~ 48]
1 auf einen Punkt P (Fig. vVl
200). Beide Punkte haben —
die Belegung 1. Ist das

9 X
Entfernungsquadrat N P Fig. 200. Zum Potential eines Punktes
= R, so hat man das auf der Einheitskugel.

Potential zu formulieren:
1

+ 1R
Die Polarkoordinaten von Psind 7, &, ¢, die von N:r, =1, §, =0,
@y =0. Dann wird

+JR= + 7l +r2—2rcosw.

cos @ = ¢os & cos &; - sin B sin B, cos (p —¢,) = cos B

also

R =+ ]/1 —27rcosd | r2
und
1 1
= = r) = _R 2
—{—]/1——2rcos%+r2 1)
Das Potential 7' des Punktes 1, 0, 0 auf den Punkt r, &, ¢ ist
also nur von 7 und der Poldistanz 9 abhingig.

Ist zunichst r < 1, so kann man (19) in eine nach Potenzen
von r fortschreitende Maclaurinsche Reihe entwickeln:

I )
e " T133."

(19)

T=fr=70)+710)r+ + o (20)
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1
Wir fithren hier an f(r) = ]/1 5 g die vorgeschrie-
— 21 cos r

benen Differentiationen der Reihe nach aus. Zunichst ist

f(O)=1.
Ferner wird:
3
f'(ry=R 2 (cos®—r) und
f'(0) = cos &
3 _35
f'ry=—R 2 +3R 2(cosd—r)2und

' (0) = 3cos2 ¥ —1
-5 7
f''(r)=—9R 2(cost™—r)+ 15R 2 (cosH —r)3 und
' (0) = 15 cos® & — 9 cos &
Somit entspringt der Anfang der Entwicklung:

29 39
T=1+rcos«‘}—l—r23cos2% 1 +r35cos «‘}2 3cos«9+”“(21)

Denkt man sich die Entwicklung weiter gefithrt, so be-
zeichnet man den Koeffizienten der n-ten Potenz von 7, da er
nur von cos & abhdngt, mit P, (cos &) und man hat

T = Py(cosd) + r P, (cos ) 4+ r2P,(cos &) 4 ....
=Zr" P, (cos 9) (22)
0

oder, wenn man cos % = u setzt:

T =Zr” P, (w) (23)
0

Das allgemeine Bildungsgesetz fir P, (u) lautet:
@) nn—1) n(n—1)(n—2)(n—3)
Pn(l‘)-znn!n.’l:’u _2(2n—1)M 2+2-4-(2n——1) (2n—3)
nin—1)n—2)(n—3)(n—4)(n—>5)
T 2.4.6-2n—1)(2n—3)(2n—b)

n—4

Man nennt die so definierten Funktionen P, (u)einfache (Legen-
dresche) Kugelfunktionen n-ter Ordnung, welche ganz und
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rational sind. Die Funktionen der 4 niedrigsten Ordnungen
lauten.

PO(M) =1
P, — cos % =

1 1
Py(p) = 5 (Beos?® —1) = 5 (Bp2—1)

] . (25)
P, (u) = 7(50053%——30084‘}) =3 bur—3u
P,(p) = —;—(3500548—30 cos?d43)= % (35ut—30u243)

VI. Ist im Potential (19) aber r > 1, so bilde man:

= 1 1 1\2

1
und entwickle dies nach Potenzen von (7> Es entspricht dann:

/1\*n
rT = <—> P, (cos B)
=\
oder

r

T = S’(Ly-“Pn (cos 3); r>1
0

1 1 1
= TP" (cos 3) + FPl (cos 9) + ;;Pz (cosIF) + ... (27)

womit dieser Fall auf dieselben Kugelfunktionen zuriickgefiihrt
worden ist.

VII. Nunmehr erinnern wir uns wieder daran, dafl 7 ein
Potential ist und als solches die Differentialgleichung (18) erfiillen
muB. Diese vereinfacht sich, da 7' von ¢ unabhingig ist, zu:

o (rV) 0 a4
P g gl =0 28)
Versucht man hier den Ausdruck (23) fir 7' einzusetzen, so
entspringt:

3 2 4P,
S [(n 1) 0Py () 5 (L — ) %] 0 @9

0
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Diese Gleichung kann aber nur dann erfiillt sein, wenn die Koeffi-
zienten von #* Null sind, d. h. wenn gilt:
d d.P, (u)
1 — ) N

R R 7 B
Dies ist aber eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ord-
nung in w, wie wir durch Ubergang vom Zeichen 0 zu d bereits
angedeutet haben, und P, (u) ist ein partikulires Integral von

d

ihr. Man kann (30) nach Ausfithrung der Operation rm noch
schreiben:

a2 P, (u) dP, (1)
() =g —2p =2 B+ D Py =0 3)

Wie wir aus der Theorie der Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung wissen, baut sich das allgemeine Integral aus zwei von-
einander unabhingigen partikuliren Integralen y, und y, mittels
zweier willkirlicher Konstanten auf:

y=0Cry + Coye.

Wir wollen nun Differentialgleichung (30) direkt inte-
grieren, um die beiden voneinander unabhéngigen partikuliren
Integrale zu finden.

Es werde ein Integral y, als Potenzreihe mit unbestimmten
Koeffizienten und Exponenten angeschrieben wie folgt:

oo
yp= D Ay (33)
k=1
Dann wird
dy, —
Vi _ A mp—1
du ch=; |y U
und

d d
W[(Mz*l) yl] [ZAkmkak“—ZAkmkﬂm’c ]

= ZAk my, (my, + 1) _Z’ Aymy (my, — 1) pme—2 (34

Fithren wir nun (33) und (34) in die Differentialgleichung (30)
ein, so muB gelten: ‘
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o o0
n(n + 1) D Agume = D7 Aymy (my, + 1) e
k=1 k=1

o0
—Z Ay my (mg — 1) pme—2
k=1
oder

43 {10 (0 4 1) — g (mg + 1)) i g (mg — 1) 2= 0 (35)
k=1

Diese Reihe ist identisch mit folgender:
o0
Z{Ak my, (my — 1) pme—2
F=0
+ Agpaln(n 4 1) —mg g (Mg 41 4-1) w41} (36)

wenn A, = 0 gesetzt wird, wie man sich leicht tiberzeugt. Diese
Reie muB nun identisch Null ergeben, was zunschst nur moglich ist,
wenn my — 2 =my,, ist, d. h. wenn die Exponenten zweier
aufeinanderfolgender Glieder die Differenz 2 in absteigendem
Sinne haben:

m; — 2 =my

my — 2 =mg=my — 4

mg—2=m, =m; —6

(37)
;nk. oy :mk +.1 - ;nl._. -
my = m; — 2k + 2.
Dann geht die Summe iiber in:
i'[Ak(ml-—2k+ 2) (m,—2k + 1) + A 1[n(n 4 1)
2k my— 2k 1)k 38)
A, =0
Diese Potenzreihe hat als erstes Glied:
Ay[n (4 1) —my (my + 1™, (38 a)

welches nur verschwinden kann, wenn
m, entweder
= n oder (38 Db)
= — (n + 1) ist
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Ferner gilt fur die folgenden Glieder als Verschwindungsbe-
dingung:

4 (m,— 2k + 2) (m, — 2k 4+ 1)

Skl kn(n+1)—«(m1—2k)(ml——2k+l)‘
g (m—2k 42 (m—2k+ 1) (39)
T i m, 2k (n+m, — 2k + 1) J

Dies ist eine Rekursionsformel zur Berechnung des Koeffizienten

n
A, sobald wir uns fiir einen der Wert = "
> Sobald wir uns fiir einen der Werte vonm, =< (n+ 1) en
schieden haben.
Wihlen wir zunichst m; = n, so entsteht folgende Wertreihe:
n(n—1)
Ay =—4 2@2n—1
(n—2) (n—3) n—3)(n—2)(n—1)n
= — “—_-'A
4 A22-2-(2n——3) 12.4.2n—3)2n—1)
(40)
e g =2kt m—2k+ 1)
B+l = TS 2k@2n—2k+ 1)
(n—2k+1)(n—2k+2)....n—1)n
— (— 1}k
Ap= (= 1f 4, %k/2n—2k+1)....2n—1)
womit das gesuchte partikulire Integral gefunden ist:
oo
Y= A1<M”+Z(——1)"
=1
(n—2k—l—1)(n—2lc—|—2)(nl——2k—}—3)....(n——1)n[un_2k . @)
2k... kI (2n—2k+ 1)... 2n—1
Diese Reihe hort, wenn n eine positive ganze gerade Zahl ist,
bei k = % oder, wenn » ungerade ist bei k = L von selbst

auf. Die Formel (41) liefert ein erstes partikulires Integral der

Differentialgleichung (30), und wir erkennen, daB, abgesehen von

dessen Faktor A, der unbestimmt bleibt, nach Multiplikation mit
2n)!

é% Y, lbergeht in unsere Legendresche Kugelfunktion P, (u),

die wir ,,érster Art‘“ nennen wollen.
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Wihlen wir nun firr die Gleichung (38 a) die Losung
m =—(n+41)
so erhalten wir statt (39) fiir die Koeffizienten 4 die Rekursions-
formel
m+2k—1)(n+2k)
2k2n+ 2k + 1)

App1=4y (42)

und mit

my=—(m+1) —2k+2

die unendliche Reihenentwickelung:

¥, = 4, (/F(”*” + >

k=1

M+ 1) (n+2)....0+2k—1)(n+2k)
%EI(2n+3)2n+5)....2n+ 2k 1 1)

Dies ist das zweite von uns gesuchte partikulire Integral. Wir
multiplizieren noch mit

lu,—(n—i-l)——Zk)_ (42a)

onplnl!

@n+1)!

2nnln! n! 4
Gl =Gy 7" T35, @niD Y W
die Legendresche Kugelfunktion zweiter Art.
Fir die niedrigsten Grade » erhalt man aus (43) und (42a)
die Entwicklungen:
1 1

und nennen:

11 1

G =+ g gttt
S e EVERS)
Qull) = g7+ o T T
R et S EVERS

Allgemein gilt:
1

2n—35 —9
3(n— 1) n—31u'+~’—_( 2)

P'n—llu

,u—{—l 2n—1
,u,——l l.n

Rﬁw~+nn%—42u>+1»
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Mittels dieser Formel kénnen die Funktionen @, aus den P, und
der logarithmischen Funktion berechnet werden. Fiir u =
£ 1 werden simtliche @ logarithmisch unendlich. Graphisch
werden ¢, und @; etwa nach Fig. 201 dargestellt.

4

/2 ’ %’ K
N

.
; |
C
' |

[ |
B
o
|
| [
|

Fig. 201. Niedrigste Legendresche Kugelfunktionen zweiter Art.

Die beiden Funktionen P, (u) und @, (1) zeigen nun folgendes
verschiedenartige Verhalten:

P,(p) = (= )" Py (u); Qu(—p)=(—1""1Q, (n) (44)

P, (u) ist endlich fiir alle £ und wird unendlich fiiru = co (45)

Q,, (u)ist endlich fiir alle ¢ > 1 und u << — 1 und verschwindet
fiir y = co. Fir u == + 1 wird @, (u) ebenfalls co.

Setzt man g = cos &, so wird die Variable u auf das Inter-
vall — 1 <u < 4 1 eingeschrinkt und man kann sagen:

P, (u) = P, (cos ¥) ist als Funktion von & endlich 48
Q, (1) = @, (cos B) ist als Funktion von & unendlich (46)

Wir beschiftigen uns fortan nur noch mit der Funktion
P, (u).
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Tabelle 14.

o | Pylp) | Po(p) | Paln) | Pon) | Ps(n) | Pele) | Po(n)
0 0 — 0,50 0,00 | +-0,38} + 0,00 | —0,31 0,00
0,05 0,05 | —0,49 | —0,07 | +0,37 | + 0,09 | —0,30 | — 0,11
0,10 0,10 | —048 | —0,15 | + 0,3¢ | + 0,18 | — 0,25 | — 0,20
0,15 0,15 | —047 | —0,22 | + 0,29 | + 0,25 | — 0,17 | — 0,26
0,20 020 | —044 | —0,28! +0,23 | +0,31 | — 0,08 | — 0,29
0,25 025 | —041 | —0,3¢ | + 0,16 | + 0,34 | + 0,02 | — 0,28
030 | 030 | —036|—038| +0,07| +034 | +0,13 | —0,22
0,35 | 0,35 | —0,32| —042 | —0,02 | +032| ~0,22| —0,13
0,40 040 | —0,26 | — 0,44  —O,11 | + 0,27 | + 0,29 | — 0,01
045 | 045 | —0,20 | —045 | —0,21 | +0,19 | -~ 0,33 | + 0,11
0,50 | 0,50 | —0,12 [ —044 | —0,29 | + 0,09 | + 0,32 | + 0,22
055 | 055 | —0,05| —041 | —0,36 | —0,03 | + 0,27 | -+ 0,30
060 | 060 | +005| —036| —041 | —0,15 | + 0,17 | + 0,32
0,65 065 | +013¢{ —0,29 | —0,43 | —0,27 | + 0,03 | + 0,27
0,70 0,70 | +023| —0,19| —041 | —0,36 | — 0,12, + 0,15
075 | 0,75 | +034| —0,07 | —0,35 | —042 | —0,28 | —0,03
0,80 0,80 | +046 +0,08 | —0,23 | —0,40 | —0,39 | — 0,24
0,85 0,85 { +0,58| +0,26 | —0,06 | —0,29 | — 0,40 | — 0,39
0,90 090 | +0,71 | 40,47 | + 0,20 | —0,08 | —0,74 | — 0,38
0,95 095 | +08 | +0,72 | 4-0,55 | + 0,37 | + 0,19 | + 0,01
1,00 1,00 | +1,00 | 41,00 | + 1,00 | + 1,00 | + 1,00 | + 1,00

Tabelle. 15.
§  |P,(cos )| P, (cos#)|P; (cos#)| P, (cos §)| Py (cos )| Pg (cos )| P, (cosd)
00 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

5 0,996 0,989 0,977 0,962 0,944 0,922 0,896
10 0,985 0,955 0,911 0,853 0,784 0,705 0,616
15 0,966 0,900 0,804 0,685 0,547 0,398 0,245
20 0,940 0,825 0,615 0,476 0,272 0,072 |— 0,107
25 0,906 0,732 0,502 0,247 0,001 |— 0,205 |— 0,346
30 0,866 0,625 0,325 0,023 \— 0,223 |— 0,374 |— 0,410
35 0,819 0,507 0,145 \— 0,171 |— 0,369 |— 0,412 |— 0,310
40 0,766 | 0,380 |—0,025 | — 0,319 |— 0,420 |— 0,313 |— 0,100
45 |. 0,707 0,250 |— 0,177 |— 0,406 — 0,376 |— 0,149 |+ 0,127
50 0,643 0,120 |— 0,300 |— 0,428 |— 0,255 |+ 0,056 |+ 0,285
55 0,574 |— 0,007 |— 0,389 — 0,385 |— 0,087 |+ 0,230 |+.0,319
60 0,500 |— 0,125 |— 0,438 |— 0,289 |+ 0,090 |+ 0,323 |+ 0,223
65 0,423 \— 0,232 |— 0,445 |— 0,155 |+ 0,238 |+ 0,314 |+ 0,042
70 0,342 |— 0,325 |— 0,413 |— 0,004 {-+ 0,328 |+ 0,209 |— 0,49
75 0,259 {— 0,400 |— 0,345 |4 0,143 |+ 0,343 |+ 0,043 |— 0,273
80 0,174 \— 0,453 |— 0,247 |+ 0,266 |+ 0,281 |— 0,132 |— 0,284
85 0,087 |— 0,489 |— 0,129 |4 0,347 |+ 0,158 |— 0,264 |— 0,178
90 0,000 |— 0,500 |— 0,000 |+ 0,375 |+ 0,000 {— 0,313 |+ 0,000
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VIII. Zunichst ergibt sich, da fiir cos & = 1
1
Y1 —2rcos 9 + r2

T — +

1 1
= ]/h1~27‘—l—7‘2 =1_r=1—]—r+r2—]—r3+....

wird, daf P, (cos ¥) fiir cos & = 1 den Wert annimmt
P, (1) = 1.
Ferner ergibt sich aus
Pp(=1)=(=1*P, (1) = (=1
daBl P, (— 1) = + 1 ist wenn n gerade
=—1, , n ungerade.
Weiter ist P, (0) = 0, wenn n ungerade, aber

1.3.5....(n—1)
2:4.6....n

n
P,(0) = (—1)2 , wenn n gerade ist.

Fur die Werte P, (u) fiir beliebiges u resp. von P, (cos 9)
fir beliebige & gibt es Tafeln™), deren Eingang entweder nach
Bruchteilen von 1 (u) oder nach Winkelgraden fortschreitet.
Eine auf zwei Dezimalen abgekiirzte Tafel von P, (u) (n = 1 bis 7)
ist vorstehend als Tabelle 14 ah-
gedruckt, wihrend Tabellel5 die
Funktion P, (cos &) von 8° zu 59
auf drei Dezimalen gibt.

Mit Hilfe dieser Tafeln sind
die graphischen Darstellungen
einiger Legendrescher K. F.
Fig. 202—205 gewonnen.

Die Funktionen der nie-
dersten Ordnung erweisen sich
als identisch mit bekannten
elementaren Funktionen:

Py (u) =1

Fig. 202. Legendresche Kugel- P, (u) = gerade Linie,
funktionen erster Art der ! °

Ordnung 1 und 2. P, (u) = Parabel
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Fig. 203.

Die Funktionen P, (cos #) und P, (cos &).

P, (cos &) = Cosinusfunktion der Periode 2 7.
P, (cos 9) = Cosinusfunktion der Periode 7.

Die Funktionen
P, (u) hoherer Ordnung
sind, wie schon oben
bemerkt, ganz und
rational von n-tem Gra-
de und ihre » Null-
punkte liegen simtlich
im Intervall — 1 <u
<+1L
Betrachtet man zwei
aufeinanderfolgende
Funktionen P, _; (u)
und P, (u), z.B. Py und
P, 50 schlielen zwei be-
nachbarte Nullpunkte
der einen einen Null-
punkt der andern ein.
Diesen Satz wollen
wir nicht beweisen.

!
Fig. 204. Legendresche Kugelfunktionen
erster Art der Ordnung 4 und 5.

Fig. 205. Die Funktionen P, (cos §) und P; (cos ).
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Ebenso wollen wir ohne Beweis die folgenden Sitze an-
schreiben, die oft gebraucht werden:

1 dn (u2 — 1)

Pall) = gy i
d. h. die Funktion P, (u) findet sich durch n-malige Differentiation
2__ 1)
der Funktion (—Mznn/_)

Ferner gelten fiir 3 Kugelfunktionen aufeinander folgender
Ordnungen die Recursionsformeln:

(0 + 1) Pyy () — @0+ 1) Po () + 0Py (1) = O
und:

d Py (u) —@n+ I)Pn(M)_M =90.

du du
IX. Nach diesen Legendre schen Kugelfunktionen 148t sich
eine im Intervall — 1 <u < + 1 gegebene willkiirliche eindeutige
Funktion f (u) in eine Reihe entwickeln wie folgt:

f(u) = Cy,Py(u) +C, P, () + ...
o
= Z Oy Py (1)
E=0
wo die Koeffizienten O sich bestimmen aus

+1
2k 1
Oy = ——;—fﬂm P, (1) du.
21

Hiernach lassen sich z. B. die niedrigsten Potenzen von u
durch Reihen der Legendre schen Funktionen wie folgt dar-
stellen:

p = Py (u)

2 1
/‘2:?})1(;“) +?P0(M)
2 3
M3 = FP3(IM)+FP1(M)

8 4 1
My = ¥P4(M)+7P2(M)+?P0(H)

usw. usw.
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§ 73. Die allgemeinen Kugeliunktionen.

I. Handelt es sich jetzt um das Potential 7', eines beliebigen
Punktes P; Fig. 206 der Polarkoordinaten 1, 9, ¢,, auf der Ein-
heitskugel, auf einen Punkt P (r, 9, ¢), so wird, wenn beide
Punkte mit der Masse 1 belegt sind,

1 z
V1—2rcosw+r2 ()
wenn @ der Winkel P, O P ‘
ist. Dies Potential ent-
wickelt man falls » > 1, [~ 1o = | z
analog (22) § 72 in eine N 7
Reihe: \

T

1

o0
T, = D rmP,(cosw). (2) %
n=0 Fig. 206. Zur Einfuhrung der

Nach Formel (9) § 72 allgemeinen Kugelfunktionen.
war aber
cosw = cos 9 cos &; -+ sin & sin &, cos @ cos @y
— sin 9 sin 9, sin @ sin g, (3)
womit die Funktion P, (cosw) eine Funktion von
& =cos®, 7 =sindcosp, { =sindsing 4)
wird, die in &, 7, { ganz und rational vom n-ten Grade ist, wobei
man 9y, ¢, als konstant betrachtet.
Die Funktionen P, (&, 7, {) niedrigster Ordnung lauten:
Py =a, &+ ayn+agd
P,=a, 824 2a,5n + 20,80+ ayn* + 2ay,nt
+ g 02 4 ayy.

Hier sind die Koeffizienten a von cos 9y, sin 9, cos ¢, sin &,
sin ¢, abhingig.

Will man die Abhiéingigkeit dieser Funktionen von & und @
ausdriicken, so bezeichnet man sie mit X, (9, ¢) und man hat
fir die Entwickelung des Potentials:

o0
T, =D X, (9,9). (5)
n=0

LaBt man in den Gleichungen (4) ¥ inz — 9, ¢ inp 4=
iibergehen, so gehen &, %, { iber in — §, —n, — { und gleich-

Hort, Differentialgleichungen. 25
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zeitig geht X, (9, ) tber in:
die geraden Funktionen X behalten also ihr Vorzeichen, die un-

geraden wechseln das Vorzeichen.
Als Potential mufl ferner 7, (r,%,¢p) der Laplaceschen

Differentialgleichung geniigen: .
82 (rT,) 1 o [, . oT, 1 oeT
= g9 _ 1.
"rr T Ems os \"Ven) T ey g 0O

Fiihrt man an dem Ausdrucke (5) fiir 7'; die angegebenen
Operationen aus, so entspringt:

1 o [, 0%,

1 o2 X

.—ﬁ—"l =0. (7)
sin?2d o¢? |
Diese Summe kann aber nur verschwinden, wenn jeder
Koeffizient von r* verschwindet, d. h. die Funktion X, (9, ¢)

mufl der partiellen Differentialglsichung
1 & [, . @eX, 1 #2X,
nn+ DXt G5 on <Sm3 59 ) T sintd e

=0 (8

geniigen.
Jede diese Differentialgleichung befriedigende Funktion,

die in
E=cos9, n =sindcosp, { =sindsing
ganz und rational ist, heilt eine Kugelfunktion.
Wir schreiben die Kugelfunktionen X, niedrigster Ord-
nungen an:
Xy = Py(cosw) =1
X, = P, (cosw) = cosw = cos ¥, cos & - sin, cos ¢, sin & cosg
— sin & sing, sin® sing
= cos &; & + sin & cos ¢, 9 — sin §; sing, {
=aé+bn+cl

X, = P, (cos w) = —;— (3 coszw —1)

— S [3(a28 o 2ab 4 byt 4 2acL + 2benf + 20y —1]
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5
+3a2bé2y +3ab2&n2+ b3nB +3a2csel + 6abeénl 4 3b2¢n2l
+3ac2él2+3be2nl24 c303) —3af—3bnp—3cl]
usw. usw.

II. Die Funktionen X, sindin & # { nicht homogen; die Grade
der einzelnen Glieder stufen sich nach ganzen Vielfachen von 2
ab. Man kann Homogenitédt herbeifithren, indem man jedes
Glied vom Grade n — 2k mit dem Faktor (&2 4 92 4 L2)F
multipliziert. Da &2+ 9%+ (% = 1 ist, wird der Wert der
Funktion X, (&, n,7) durch diese Multiplikation nicht geindert.

Fragen wir nun nach der Differentialgleichung, der die Funk-
tion X, (§ 5 {), die in dieser Weise homogen gemacht ist, geniigt,
so stellen wir zun#chst fest, dafB3

z=ré y=rny z=r{
die rechtwinkligen Koordinaten des Punktes r, 3, ¢ sind. Dem-
nach ist

X, = P,(cosw) = 5cosdw — 3 cosw) = —;-[5 (a8 &3

V,=r"X,

eine ganze rationale homogene Funktion der Raumkoor-
dinaten wx, y, z des Punktes P.

Wir schliefen nun so: Da die Funktion V,, (x y ?) durch die
Substitution:

x=ré& y=rny z=rf
iibergeht in 7" X, (£, v, ) und dieses durch
E=rcos®, n =sindcosg, { =sindsing in " X, (9, p),
so ist
Vo, 9,¢) =rmX, (% ¢),;
und da andererseits der Ausdruck:
2 X 1 02X

™ (n (n+1)X,(®,¢) + ;ﬂ% (sin& a%”> + w5 aa(p2"> 9

identisch ist der Operation:

o2 (rV,) 1 o (. 9V, 1 ev,
" e sing 99 \ Y oY sinzd 0?2 (10)
und da dies das Resultat der Operation
2 2 2
v, oV, o2V, 1

Ox? \0y? 072
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ist, wenn man hier
x=rcosd, y=rsindcosp, z=rsinsing
substitutiert, so mufl (11) verschwinden, wenn (9) verschwindet.
Das letztere aber haben wir unter (8) bewiesen. Mithin geniigt
V, (x,y, 2) der Differentialgleichung
02V, o2V, . 02V, _

ox? oy? 0z2 0 (12)

und X, (&, %, ) geniigt der Differentialgleichung
02X, o:X, 02X,
0&2 on? oc2 -

Die Bezeichnung Kugelfunktion riithrt nun daher, daB
wegen &2+ 52472 =1 die Werte &5 { als Koordinaten der
Punkte eine Kugelfliche von Radius 1 aufgefallt werden konnen.
Noch deutlicher wird der innere Grund der Benennung Kugel-
funktion, wenn man bemerkt, daf die Winkel &, ¢ zur Bestimmung
eines Punktes auf dieser Kugelfliche hinreichen. Demnach wird
X, (9, ¢) eine Funktion der Punkte der Kugelfliche, analog,
wie etwa f(z,y) eine Funktion der Punkte der Koordinaten-
ebene ist.

III. Fir die Funktionen X, (%, @) existieren eine Reihe von
Satzen, die bei den Anwendungen gebraucht werden.

Zunschst ist X, (9, ¢) ein partikulires Integral der Diffe-
rentialgleichung (8). Dieser Differentialgleichung gentigen aber
noch andere partikulire Integrale X¥, die ebenfalls Kugel-
funktionen sind. Man iiberzeugt sich nun leicht, dal jede Summe
von Kugelfunktionen X% wieder eine Kugelfunktion ist:

K =1

0 (13)

Ferner findet man, daB die allgemeinste Kugelfunktion
X,, (9, @) sich aus 2 » + 1 partikuliren von einander unabhéngigen
Kugelfunktionen X® (9, ¢) zusammensetzt. Jede Funktion
X, (9, @) = sink @ - P (cos H) (15)
oder
X5 (9, p) = cos k- P,® (cos J) (16)

ist solch ein partikuldres Integral.
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Durch Einsetzen von (15) oder (16) in (8) findet man, dafB die
neue Funktion P® (cos 9) der Differentialgleichung geniigen muB:
d2 P,(® (u) dP,® (u)

—2n
du? adu

+ () — ) B 0 = 0 )

(1 — p?)

Setzt man in dieser Differentialgleichung

Y ¢ 4% Py (1)
P"(k)”—1.3....(2n—1)(“‘2”1} T duk (18)

dk Py (u)

— -1 = (k)
der kte Differentialquotient der Legendre schen Kugelfunktion
n-ter Ordnung ist, so haben wir fir Dp (u) die Differential-

gleichung

WO

42D, (y) dD,® (1)
(L) = =2+ 1) =g
+nn A+ 1) —k(k+1)]DP p =0 (19)

Fiir k¥ = 0 geht diese Differentialgleichung in die bekannte
Differentialgleichung der Legendre schen Kugelfunktionen itber:
d2 Py, (u) dP, (1)
— 2 L — n
R
Hiermit sind die allgemeinen Kugelfunktionen X, (2, ¢) aunf
eine Summe von Produkten der Kreisfunktionen in abgeleitete
der Legendreschen Kugelfunktionen zurtickgefiihrt:
X, (9, @) = D) (Aroosk ¢ + Bysink ¢) P, cos & (21)
E=0 '
Die Koeffizienten 4, und Bj; bleiben unbestimmt und sind
im gegebenen Fall aus den Bedingungen des speziellen Problems
zu berechnen.
IV. Liegen jetzt zwei Kugelfunktionen verschiedener Ordnun-
gen vor,

tnm4 1P () =0 (20)

X, 8, ¢) und X, (9, ¢),

so fragen wir nach dem Wert des iiber die ganze Kugelfliche



390 Die Differentialgleichung des Potentials.

integrierten Produktes der beiden Funktionen

T2

= [[X, (9, ¢) Xp (9, ¢)sin 9 d9 dg (22)
00

Ohne Beweis schreiben wir an:
II=0,wenn m=n
d. h. das iber die ganze Kugelfliche integrierte Produkt zweier
Kugelfunktionen verschiedener Ordnungen ist identisch = Null.
Im Fille m = n setzen wir fiir die eine Kugelfunktion
speziell:
X, (9, @) = P, (cosw) (14)
im Sinne des Ansatzes (1) dieses §, fiir den galt

cosw = cos 9 cos ¥ -+ sin § sin P, cos @ cos @,
— sin & sin 9, cos ¢ cos ¢,

Integrieren wir jetzt:

T2
= = [[Xn(9, ) P (9, ¢)sin 9d9 dg (25)
00
so resultiert:
47
=~ Snil Xy (99, ), (26)

d. h. durch die Integration reproduziert sich der Wert der Funktion
X, (9, @) fiir denjenigen Kugelflichenpunkt 9y, ¢, auf den sich
P, (cos w) bezog.

V. Nach Kugelfunktionen X, (&,¢) 1Bt sich eine auf der Kugel-
fliche willkiirlich gewahlte Funktion f (¥, ¢) entwickeln:

13 9) ZXk(9 ) (27)

Multiplizieren wir die Reihe mit P, (cosw), mit &, ¢, als
festem Bezugspunkt, so ergibt sich nach beiderseitiger Integration
itber die ganze Kugelfliche

72T T2

fff (%, @) Py (cosw) sin & d9 dq)_ffX (9, @) Py (cos w) sin¥dSde

47

= m X, (“917 ®1) (28)
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woraus folgt:

2 1
X (O 1) = ‘ni—— f B, @) Py (cosw)sinddddo=

womit die Bestimmung der Funktionen X,, (%, @) der Entwick-
lung (27), geleistet ist, da wir die Zeiger 1 jetzt fortlassen
koénnen.

§ 74. Anwendung der Kugelfunktionen auf Elektrostatik.

Das allgemeine Problem der Elektrostatik besteht in fol-
gender Aufgabe: Gegeben sind Isolatoren J und Leiter
(Ko nduktoren) C (Fig. 207). Auf den Isolatoren liege
eine bestimmte unver-
anderliche  Elektrizitats-
verteilung o = f (r, ¥, ¢) vor;
den  Leitern seien Dbe-
stimmte Elektrizitdtsmen-
gen M mitgeteilt. Es soll
bestimmt werden, inwelcher
Weise sich die Elektrizitat
auf den einzelnen Leitern
infolge der Influenzwirkung
verteilt. Fig. 207. Zum Potential von

Zunschst gelten folgende Isolatoren und Leitern.
allgemeine Bemerkungen:

I. Das Potential V auf einen beliebigen Raumpunkt, der
weder auf einem J noch auf einem C liegt, setzt sich aus zwei
Teilen zusammen, namlich aus dem Potential V;, welches herriihrt
von den auf den Isolatoren lagernden Elektrisierungen, und Vg,
dem Potential der auf den Konduktoren influenzierten KElek-
trisierungen:

AN

V="V;+7Ve (1)
1I. Im Innern der Konduktoren gilt:
ov ov oV
oz =9 oy =0, oz 0,

d. h. Potential ist hier iiberall konstant.
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ITI. Im Innern eines Isolators gilt

2V 2V n a2V

ox? oy*? 022

IV. Influenzierte Elektrizitit findet sich nur an der Ober-
flaiche der Konduktoren vor.

V. An der Oberfliche der Konduktoren ist der erste

Differentialquotient des Potentials nach der Normalen unstetig;

es gilt

= —4mp

ov . . oV _ — _4no,
on on
2 wo ¢ die influenzierte
7 Elektrisierungsdichte an
V4 der betrachteten Kon-
@

% duktorstelle bedeutet.

L
2

1 J ¢ ZEinfaches Beispiel.

Gegeben ein Isolator

J der Belegung o =

f (ry By, @,) und ein

s kugelférmiger Konduk-

Fig. 208. Influenzwirkuug eines geladenen tOI_‘ ¢ vom Radius R

Leiters auf eine Kugel. (Fig. 208). Das Poten-

tial auf einen inneren
Punkt P von C (r << R) wird nach dem oben gesagten

Zunéchst wird V; ermittelt.
dr
vy = : @)
Jr?*—2rr,cos w + 7,2
J

Da 7, > r ist entwickeln wir

V. — odr
d r r\2
’“2]/1 —2—cosw - (—)
7'2 7‘2
J
”

nach Potenzen von Pt
2
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oo

,/Zr2"+1 rr P, (cos )

J n=0

< odt
= Zr"fw P, (cos w) 3)

n=0 J

Das Integral
ff(rz{}chz)rz sin &, dr, dd, de, P,

aT 1 (cos w)

ist iiber den ganzen Isolator zu erstrecken, indem den Inte-
grationsvariabeln r,, 9,, @, alle mit der Begrenzung des Isolators
vertraglichen Werte erteilt werden. Hiermit wird aber das Inte-
gral eine Kugelfunktion n-ter Ordnung in 4 und ¢, da ja auch
P, (cos w) vermoge

cos w = ¢o0s & cos ¥, + sin & cos ¢ sin ¥, sin @,
— sin ¥ sin ¢ cos &, sin g,

eine Kugelfunktion erster Ordnung in & und ¢ ist. Wir schreiben
also das Potential (3)

Vy=2mX, (9 ) (4)
n=0

worin die X, (9,¢) gegebene bzw. durch eine Integration
gewinnbare Funktionen darstellen.

Die auf der Kugel durch Influenz hergestellte vorliufig unbe-
kannte Elektrisierung nennen wir in Funktion der Punkte P,
der Kugelfliche &, ¢,

0 =[(31¢1)-
Das Potential dieser Elektrisierung auf den Punkt P wird:

f (O @) - R2sin &y A9, dog, 5)
VR? —2r Rcos w; 4 r?
cosw , = COS «‘.} cos ¥, + sin & sin &, cos @ cos ¢,
— sin 9 sin &, sin @ sin @,.
Wiederum entwickeln wir, da » << R, nach Potenzen von %

und erhalten:
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7 \" P, (cos w,)

Vc sz (31, (pl) R2sin 31 d‘(}l d(p12<_ﬁ—> T (6)

C n =0

T2
[e o]
re .
ZZWfff (94> @1) Py (cos ;) R?sin & dd, dp,  (7)
n=0 00

Das Intgeral ist iiber die ganze Kugelfliche zu erstrecken.
Jetzt denken wir uns f (%, ;) in eine Reihe von Kugelfunk-
tionen entwickelt

f (91 ¢q) ZZYM(31¢1)’ (8)
0

welche Reihe wir in (7) eintragen. Nach den beiden Integral-
siatzen iber die Kugelfunktionen wird das Integral

T 27

o
. 4 ;v R?
E Y, (¥, ¢1) Py (cosw,) R2sin 3 d ¥ doy = —— Y, (9, ¢) (9)
JJ S 2n41

und mithin:

R+l 2q 41

Demnach wird das Gesamtpotential

s n P2
Vc=47'62 m B Y, (9 ¢) (10)
0

& 47 Y, (9,
V=V.,+Vc=2rn[xn<w)+ﬁ%] (11)

0

Das Potential V mufl aber fiir alle Punkte im Inneren des

Leiters ¢ konstant, also von r unabhingig sein (vgl. oben II),

so daB die einzelnen Faktoren der Potenzen r* der Summe ver-

schwinden miissen, wodurch zur Bestimmung von Y, (3,¢)

gewonnen sind:

n—1 1

Y, (9, 0) = __R—f;t_) X, (%) firalle n>1 (12)

Es eriibrigt jetzt noch die Bestimmung der Konstante

47 Y, (9, @) der Reihe (11). Greifen wir zuriick auf die Kombina-
tion der Gleichungen (8) und (9)

T 27

. 4t R?
fff (%1 @1) Py (cos @;) R?sind,; ddy d%:‘myn(&v%)(m)
0 0
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so wird speziell fir n = 0
T 27

f f £ (9 @p) R2sin 9, d9, dp, = 4 R2 Y (9, ). (14)
00

Der Ausdruck links ist nun nichts anderes als die der Kugel ¢'
mitgeteilte Elektrizititsmenge M, so daB gilt

Yo(Bp @) = 4R
Hiermit ist aber die Elektrizititsverteilung auf der Kugel-
flache ermittelt wie folgt:

M 1
9, ) = 47 R T

Rr—12n+1) X, (9, ¢).

iMz

§ 75. Bestimmung der Greenschen Funktion fiir die Kugel
und Losung der ersten Randwertaufgabe fiir den
Kugelinnenraum.

I. Die Greensche Funktion ¢ zweier Punkte P, (z, y, z) und
P, (a, b, ¢) soll nach §71 folgende Bedingungen erfiillen:

1. Innerhalb der Kugel vom Radius R soll die Differential-
gleichung

2G 2q 26
+

daz T e = M

erfiilllt sein.
2. Ander Oberfliche der Kugel, d.h. fiir }a? + b2 + =R,
soll
G(x,9,2; a,b,¢c) =0 (2)
sein.
3. Die Funktion

G+ !

Y@—ap + (y —b)p + (z—c)?
soll nebst ihren ersten Derivierten iiberall innerhalb der Kugel
und auf deren Oberfliche stetig sein.
Bei den beiden Punkten P, und P, fuhren wir jetzt Polar-
koordinaten ein. Es werde -

z=rcosd y=rsindcosp, z=rsindsing
a=gcos ¥, b=psind cosg’, ¢ = psind’ sing’

(3)
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Auf dem Fahrstrahl von P; bestimmen wir jetzt einen Punkt P’
Fig. 209 durch die Beziehung
rr = R? 4)
Hiermit erhalt P,’ die Koordinaten
2 R2 R2

7

y:ﬂ%cos{}; y':Tsin«‘}cosqp; ¢ = ——sindsing (5)

Wir wollen nun beweisen, daf3 die Funktion
R 1

TRty 2 @ — et (f — b+ (2 —op

1
— (6)

Y@ —ap + (y—bp + (z—cp
die Greensche Funktion fiir das Innere der Kugel ist.
Ad. 1. Jede der beiden reziproken Wurzeln erfillt fiir sich
die Differentialgleichung (1) nach §67.
Ad. 2. Durch Einfithrung der Polarkoordinaten fiir , y, 2;
2, y, z’; a, b, c erhé’mlt man

1
— (7)

Vr2—2rgcosw -+ o2

]/ —2——Qcosw—|—92
wo

cos @ = cos & cos &' + sin & sin &’ cos (p —¢’) (8)

ist. L#aBt man hier ¢ = ]/a2 -- b2 4 ¢ = R werden, so wird
tatsichlich
G=0 (9
Ad. 3. Diese Bedingung
ergibt sich ohne weiteres,
weil niemals der Punkt a, b,
¢ mit Y/, # zusammen-
fallen kann, weil letzterer
auBlerhalb der Kugel liegt.
S~ II. Um nun die Rand-
\ wertaufgabe fiir die Kugel zu
Z, \ Iosen, d. h. eine Funktion
V(r, %, p) zu finden, die im

Fig. 209. Zur Greenschen Funktion 1nnern der Kugel die Diffe-
fiir eine Kugel. rentialgleichung
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AV =1 (o, %, ¢) (10)
befriedigt und auf der Kugel (r = R) die Werte einer auf der
Kugelfliche gegebenen Funktion

Vr =R—O0 (’3'7 <P)
annimmt, haben wir auf Formel (16) § 71 zuriickzugreifen,
nach welcher

Vir,d, ) _fGt(g,%’ dt——f (p) do (12)

war. Hier bez1ehen sich die Integratlonen auf p, 9, ¢’, in denen
natiirlich auch dr und do auszudriicken sind.

Zur Vereinfachung der Rechnung (da wir nur das Prin-
zipielle des Verfahrens zeigen wollen) nehmen wir nun (g, 9, ¢')
iiberall gleich Null an, d. h. ¥ soll der Laplaceschen Differential-

gleichung
AV =0 (13)

geniigen. Damit bleibt von (12) nur ibrig, wenn man das nach
innen gerichtete Normalendifferential én durch — d¢ ersetzt:

PLe:
Vir, 9, ) :fa(«‘}’,(p’)-a—e-stin 9 d9 de’ (14)

0
Fihrt man die Operation 70 an dem Ausdruck (7) fir G aus,

so erhalt man

[86?} . R2— y2 (15)
9¢),_r R[YR2—2Rrcosw+ ]

und fiir die Funktion V selbst

Vi, o, )= Rfa(«‘}’,qp’)

o

(R2—r2)sin§' dd'do’

; 16
[VRZ———Qchosw—}—rZJ3 (1%

Hiermit ist die Berechnung von V formal durchgefiithrt, und
wir brauchen nur darauf hinzuweisen, daB V (r, &, ¢) nach
Formel (16) nichts zu tun hat mit dem Potential.V, einer kugel-
formigen Flichenbelegung, Formel (5) in § 74. Fur V, gilt an
der Flache:

oV, + ovV,—

— = —4
on on 7o
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wahrend. fiir V (r, &, ¢) an der Flache
V(R, 9, @) =0(,9)
gilt.
Im iibrigen gelingt die Bestimmung der Greenschen
Funktion nur in besonderen Fillen.

§ 76. Die Zylinderfunktionen.

Handelt es sich um das Potential kreiszylinderformig ange-
ordneter Massen, so formt man zweckméaflig die Laplace-Poisson-
sche Differentialgleichung
a4 a4 eV

ox? T oy o2 0 (1)

auf Zylinderkoordinaten =z, r, ¢ um
durch deren Beziehungen zu den
rechtwinkligen Koordinaten z, y, z
(Fig. 210):

x =2, y=rcos®, z=rsing (2)

Fig. 210. Zur Einfithrung Der Umrechnungsprozefl gestaltet
der Zylinderkoordinaten. sich ganz #hnlich wie in § 60, und wir
schreiben als Resultat an:
>V eV 1 oV 1 v
g T e T g 0 ®)
Suchen wir ein partikulares Integral dieser Differential-
gleichung in der Form

V=XRO 4)
zu bestimmen, wo X, R, @ je die Variabeln z, r, p allein enthalten,
so liefert die Substitution dieses Ansatzes in (3):

XI/ RH 1 RI 1 (Dlr
XTEt Ty R TR = ©)
Diese Gleichung kann man nach Einfithrung einer Kon-
stanten k2 (siche § 60) in folgende beide Gleichungen zerlegen:
X'"+kB»X=0 (6)

rle’ Rl @7’
St g —Er =0 @
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Gleichung (7) zerfillt aber mit einer Konstanten m? in die
beiden Ansatze

I 1 _, .  m?
R +7R+(—k ——72~)R=0 (8)
und
Q" +m® = 0. 9
Die Differentialgleichungen (6) und (9) liefern sehr bekannte
Losungen :
fur (6):
X =coskx oder =sinkzx (10)
far (9):
® = cosmp oder = sinme (11)

Gleichung (8) nimmt mit
— k% = (i k)?
wo ¢ die imagindre Einheit bedeutet, die Gestalt an:
1 2
R B 61— | =0 (12)

Dies ist aber die Differentialgleichung der Besselschen
Funktionen, die wir bereits § 60 kennen gelernt haben, nur mit
dem Unterschied, dafl dort statt (¢ k)% die GroBe k2 in der eckigen
Klammer stand. Zum Aufbau der Losung von (3) dienen die
beiden partikuldren Integrale von (12). Ein partikulares Integral
dieser Differentialgleichung haben wir schon im § 60 als Bessel-
sche Funktion erster Art kennen gelernt, wenn auch zunéchst
nurfiir reelles Argument. Als zweites partikuldres Integral kommt
hier die Besselsche Funktion zweiter Art hinzu. Wir
schreiben, indem wirsogleich dasimaginire Argument benutzen, als
Losungen von (12) an:

R=J,Gkr)und K, G k) (13)
Wollten wir hier Funktionen reellen Argumentes haben:
R=4J,(kr)und K,, (kr) (14)
so wiirde GI. (6) lauten miissen:
X' — X (15)

Hierzu wiirden aber die partikuliren Lgsungen
X =e¢ % und X = e+
gehoren.
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EntschlieBen wir uns nunmehr fiir die weitere Benutzung der
Funktionen imagindren Argumentes, so haben wir erstlich die
Reihenentwicklung fiir J, (¢ k r) aus derjenigen fiir J, (kr) abzu-
leiten. Wir erhalten aus Formel (16) § 60 durch Einsetzen von s k&
statt k:

ke 11 kit
Tk = [1 TReD B Dt
6 6
3125(n + 1) (n + 2)(n + 3) +] o

Hier ergibt sich zunéachst, daB J,, (i k& r) fiir r = oo unendlich
wird, und zweitens, daB J, (! £ ) und die Funktionen gerader
Ordnung reell, diejenigen ungerader Ordnung imagingr sind.

Zur Ermittlung von K,, (¢ k r) bzw. K, (k r) ziehen wir nach
Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, I. Teil S. 245, zunichst
fiir die Funktion nullter Ordnung reellen Argumentes die Defi-
nition heran:

2 1
KO(]CT) = Jo(kr) lgm———.?{Jz(kr)—?J‘l(kr)

—}—%Js(lcr)——....} (16}

wo die J-Funktionen aus Formel 16 § 60 zu entnehmen sind.
Fir imaginires Argument gilt ebenfalls nach Heine (a.a. O.)

. . 24 . 1 .
K (ikr)= Jo(zkr)lg})“zr—Q{Jz(zkr)—-z-J4(tkr)
1 .
+§J6(Hcr)——....} (17)

mit den J-Funktionen nach Formel 15 dieses Paragraphen.
Aus Heine, I. Teil S. 237 entnehmen wir noch die Definition
d"K,(ikr)
[d (i k"
Es ist nun wichtig, das Verhalten von K, (i kr) fiir sehr

kleine und sehr grofie Werte von r zu kennen.
Fir kleine r erkennt man unmittelbar, daf samtliche K, (zkr),

K,(kr)=(—2ikr) (18)

2
weil sie Ig S enthalten, unendlich werden.
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Fiir sehr grofie r gilt nach Heine die Formel:

. . T an g JT :
hn:fgo(zkr) ——'lln;o( 1) e l/ 5 or (19)

d. h. im Unendlichen verschwinden siamtliche K, (¢ k7).
Nunmehr sind wir geniigend geriistet, um die Losung fir V
aufzubauen.
Fassen wir zunichst die beiden partikuldren Integrale (10)
fiir X mit einer unbestimmten Konstanten a in eins zusammen:

X =cosk(x—a) (20)
so lautet die allgemeine Form von V
V = 2cosk(x—a) {Jm (G kr)(A,cosme + B, sinme)
4+ K, (tkr)Cpcosme + D, sinm(p} (21)

Dieser Ausdruck wiirde die Differentialgleichung (3) befriedigen.
AuBerdem muB V aber noch die Randbedingung erfiillen,
die darin besteht, daB V auf der Zylinderfliche, d. h. fiir r = R,
in eine gegebene Funktion F (x, ¢) iibergehen soll.
Wir entwickeln F (z, @) in eine Fouriersche Reihe:

F(x, ) = 2(g,, () cosm@ + hy, (x) sinm p) (22)
welche Entwicklung wir mit dem Ansatz (21) vergleichen, nachdem
wir in diesem r = R gesetzt haben. Dabei machen wir einen
Unterschied zwischen dem AuBen- und Innenraum des Zylinders.
Hierzu sehen wir uns veranlafB3t durch das Verhalten der Funktionen
J,, und K,, beim Nullpunkt und im Unendlichen. Da V nirgends
unendlich werden darf (weil dies physikalisch keinen Sinn hat),
50 kénnen wir die Funktionen K,, in der Nihe des Nullpunktes
und die Funktionen J,, im Unendlichen nicht gebrauchen. Wir
entschlieBen uns, den Verwendbarkeitsbereich der J,, auf den
ganzen Innenraum des Zylinders, den Bereich der K, auf den
ganzen AuBlenraum auszudehnen. Die Entwicklung von ¥ zerfallt
also in zwei Ansitze:

Vi=2cosk(x—a)J,@kr)(d,cosmep + B,sinme) (23a)
Vo= 2cosk(x—a)K,(tkr)(Cycosme + D,sinme) (23b)
in denen wir die Konstanten 4, B, C, D so zu bestimmen haben,

daB fiir r = R sowohl V; wie V, = F (z, ) werden. Dadurch
ist die Randwertaufgabe gelost, die beiden Ansitze (23) gehen

Hort, Differentialgleichungen. 26
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auf der Zylinderfliche ineinander tiber, wobei sie auch die richtigen
Werte annehmen. Die Vergleichung von (22) mit (23a) liefert
in einer Ebene parallel zur ¥ Z-Ebene (x—a) mit:

9, (@) P (@)

EA T 73 s

4, =
Jn(ikR)

womit entspringt:

Vi=2cosk(zx—a) [%)—gm(a) cos m @

Analog ergibt sich:

Vo= 2cosk(x—a) [M)—

K, (i R) g, (a)cosm e

K,(ikr) .
e 2

-+ K, kR hw(a)sinm e (25b)

Um die Tatsache zu beweisen, daf fiir » = R sowohl V, wie

V, in F (z, ¢) tibergehen, benutzen wir den Fourierschen Satz

iber die Darstellung einer beliebigen Funktion als bestimmtes

Doppelintegral. Der Satz lautet: 72)

+ 00 4+

f(x) = %fdkff(a)cosk(a*x)da

—_—00 — 00

Wenden wir dies auf (25a) an, so wird:

+ooJ k "
N m(ikr) _
V.= ancosm(PfTIm(ikR) dkfgm(a)cosk(a z)da
— 00 — 00
+ oo + oo
1 . I (P kT)
+ ﬁZSlnmwa]mdkfkm(a)cosk(a—x)da
— 00 -— 00

Setzt man hier » = R, so hat man ohne weiteres
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+ o0 4 00

Vir—r 2 cosm(pfdkfgm a)cosk(a —z)da

— 00 — 00

+ 00 + 00

—[—smm(pfdkfhm a)cos k(o —z)da

— o — o0
d. h. nach (22):

Vip_g=2[cosmeg (2)+sinmeh,(z)] =F(z, ).
Fiir V, 1aBt sich der Beweis analog fithren.

IV. Die Differentialgleichungen der Bewegungen
elastischer Korper.

§ 77. Aufstellung der Grundgleichungen.

Die Untersuchung des Gleichgewichts oder der Bewegung
eines elastischen Kérpers kniipft an an die Krifte, die an einem
aus dem elastisch deformierten Korper herausgeschnittenen
kleinen Parallelflichner dx dy dz auftreten.

Ist dieser mit seinen Kanten nach den Achsen X Y Z eines
rechtwinkligen Koordinatensystems orientiert, und liegt einer
seiner Eckpunkte im Anfangspunkt des Systems, so treten
an jeder in einer Koordinatenebene liegenden Begrenzungsfliche
drei Spannungskrifte auf: eine Normalkraft ¢ und zwei Schub-
krifter, die wiein der Figur 211 bezeichnet werden. Anden Flichen,
die nicht in den Koordinatenebenen liegen, greifen dieselben Krifte
an, jedoch um Betrige gedndert, die den Fortschreitungen
dx dy dz entsprechen. Es sind dies die Normalspannungen:

00,
ox

o, + dx

Jo
Gy+a—;dy (1)




404 Die Differentialgleichungen der Bewegungen elastischer Kérper.

und die Schubspannungspaare:

Tzz da

0
Toy + Txy dr, 1tz

Tyx+ o dy’ (2)

atzz zz

' Yy

T - dZ T + dz
zx Tl P 5 zy P

Wir haben 18 Krifte, die, da.
Gleichgewicht  herrschen soll, den
Gleichgewichtsbedingungen der an
einem starren Korper angreifenden
Krifte unterworfen sind, d. h. die
Fig. 211. Spannungen an Komponenten nach den drei Achsen

einem Korperelement. und die Drehmomente nach den drei
Achsen miissen verschwinden.

Fiigen wir noch die Komponenten [X, Y, Z] dx dy dz einer
Massenkraft P (Gewicht oder Beschleunigung des Elements
dx dy dz hinzu) so haben wir:

Komponenten in der X -Richtung

Xdzdydz—}—( )dydz

0T,
+ (rm—}— gz dz—r”> dzdy

-+ (ryx—}— Lz dy— ryx> drdz =0

oder

30‘95 Oty 0T, N
X 4 G g =0 (3a)

Analog folgt fir die Y- und Z-Richtung:

7 0ty o1,

Yol G =0 (3b)

6az 0Ty, 0Ty,
oy Gyt =0 (3¢)

Zu dem Drehmoment um die X-Achse tragen bei die Krifte
7y, dxdz und 1,,dxdy
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mit den Hebelarmen
dy bzw. dz.
Die entsprechenden Momente
7y, dxdydz und 7,,dxdydz
sollen einander aufheben, d. h. es muB} sein

Tyz = Tay (4a)
Analog gelten fiir die Y- und Z-Achse
Ty = Tpz UNA Ty = Ty, (4D, 4c)

Durch die Beziehungen 4a, b, ¢ werden die den Spannungs-
zustand bestimmenden GréBen auf 6 zuriickgefiihrt:
Oy, Oy, O
Tyz = Tzy — 2: Tez — Tzx :Iﬂ’ Toy = Tyg = Ez_
fiir die wir die Gleichungen 3a, b, ¢ nochmals anschreiben ;

00, T, 0ty

doy | 0Ot 01, _
Ty T 8x+6z+y——0 (5b)
do, = Oty 01, _
B2 T ox Ty TZ=0 (Be)

Zwischen den 6 Spannungskomponenten
Tes Ty, Tz, Oz, Oy, O

bestehen also die drei Gleichungen
5a, b, ¢. Zur vollstindigen ein-
deutigen Bestimmung der Kom-
ponenten ist erforderlich, daBl wir
sie auf drei Gréfen zuriickfithren.
Nach Einsetzen in die drei Diffe-
rentialgleichungen 5a, b, ¢ treten in
diesen dann nur noch dreiabhingige
Variabele auf, deren Bestimmung
dann eindfautig l?lﬁglich ist. . Fig. 212. Definition der ela-
II. Die drei Grofen, auf die stischen Verschiebungen &, 7, £.
wir die Spannungskomponenten
zuriickfiihren, sind die elastischen Verschiebungeu§,,¢
eines Korperpunktes x y z.
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Es soll also der Punkt x y z durch die elastische Deformation
itbergehen in

e+ & y+m 2+ L
Daneben betrachten wir noch einen Punkt
x4+ dx, y, z
der durch die elastische Verschiebung iibergeht in

0 0 °
x—}—dz—}—f—]——a—i—dx, .7/+77+-agd$, z—f—f—i—a—id?&

Wir haben hier also die kleinen Anderungen der Verschie-
bungen &, %, { beriicksichtigt, die der Verschiedenheit der Punkte
z, ¥, z und x + dx, y, z entsprechen.

Wir erkennen: durch die Deformation ist die Strecke dx

0
iibergegangen in dz -+ % dz; d. h. die spezifische Dehnung in
der z-Richtung findet sich zu
; oy —>
Im [ T e L ST
dz] | Zy 0x  urspriingliche Lange
:;)_3’« { Analog ergeben sich:
Z
— - oy =g (6b)
c gy ax A Y
Px g 6
Fig. 213. Zusammenhang =27 (6¢)
zwischen Schiebung und
Schubspannung Hier fiigen wir noch den Aus-
druck fur die spezifische kubische
Dehnung
o0& on ot
6-——8;—[—8:,/—}—82 55‘}‘-85“1“‘8“2‘
ein.

Neben den spezifischen Dehnungen ¢, die von den Normal-
spannungen ¢ herriithren, haben wir noch die Anderungen y der
Kantenwinkel des Parallelepipeds da dy dz zu ermitteln,
die von den Schubspannungen 7 herrithren.

Um z. B. die Anderung des rechten Winkels B C 4 (siehe
Fig. 213) zwischen dx und dz zu finden, bemerken wir, dafl sich
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die Punkte 4 bzw. B in der Richtung dz bzw. dx verschieben um:
ot of

—a—x‘ dx beZW. a—z dz

Die gesamte Winkeldnderung (Schiebung) ist demnach

s
Vo= - + P (7a)
Analog findet man
L on
Vay = oy + 5, (7b)
0 0
14 L (7c)

e =T T ey

II1. Die bisherigen Betrachtungensind rein geometrischerNatur
und von irgendwelchen Festsetzungen iiber die physikalische
Beschaffenheit des Korpers unabhingig. Setzen wir nun voraus,
daB derKorper dem Hookeschen Elastizitdtsges etz gehorcht,
so haben wir zunichst, wenn der Schubelastizititsmodul des Kér-
perstoffes G ist, als Zusammenhang zwischen den Schubspannungen
7 und den Winkeléinderungen y die Proportionalitit dieser Grofien

auszusprechen:
ot 1 [eE oy
V=G =g (aﬁa—x
T 1 [0q ol
—ﬁ—ﬁ<‘a7+ﬁ

_ty_l o o0&

Vyz (8a, b, c)

ox o0z )

Fir die Normalspannungen ¢ und die spezifischen Deh-
nungen ¢ liefert das Hookesche Gesetz die Zusammenhinge:

_ mE e
i —" Y

_ mE e
sy g Ky

mE
m 4+ 1

0, =

[
(e 55

73)

(9a, b, ¢)
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wo E den Elastizitatsmodul und El die Poissonsche

Konstante
Querdehnung

Langsdehnung

bedeuten. Beachtet man noch die Beziehung zwischen Schub-

und Elastizitdtsmodul:

mE ,

50 resultieren mit (6 a, b, c)

ax_2(¥<a—§—{——e—)
ox m —
_a¢(? ¢ 1la, b
0y = W’}‘_j (11la, b, c)
- og e
%_2GG;+m—@>

Fithren wir jetzt, wie angekiindigt, die Gleichungen (7) und (11)
in die Gleichungen (5) ein, so entspringt nach einigen Umformungen
und nach Einfithrung des Laplaceschen Operators

o o2 o2

ox? - oy? 022

der Ansatz:

As 4 =0 (12a, b, )
An+m—ﬁ§§;~+%:0

R %+%:0’ €=§§+§—Z+§§

Dies sind die partiellen Differentialgleichungen der Elastizi-
tatslehre. Sie sind linear mit konstanten Koeffizienten und von
der zweiten Ordnung.

§ ¥8. Ermittlung des rdumlichen Spannungszustandes und der
Oberfliichenbedingungen elastischer Probleme.

In § 77 war das Raumelement d7 = dz dy dz aus einem

Korper herausgegrenzt, dessen elastisches Verhalten zu unter-
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suchen war. Uber diesen Korper haben wir bisher nur die eine
Voraussetzung gemacht, daBl der Stoff, aus dem er bestand, dem
Hookeschen Gesetze gehorcht, und wir haben, im Zusammen-
hang hiermit, die drei elastischen Konstanten E, G, m eingefiihrt,

die untereinander durch die P
Gleichung
mE
= Swmrn W

verkniipft waren.

Uber die Gestalt des Korpers
haben wir bisher nichts voraus-
gesetzt. Auch haben wir bisher
die Krifte aufler Betracht ge- Fig. 214. Oberflichenkrifte an
lassen, die an seiner dufleren Be- einem Korper.
grenzung auftreten, und die offen-
bar ebenso als Ursachen der elastischen Deformation auftreten
wie die GréBen X, Y, Z der Gleichung (12) § 77. Wir wollen
nunmehr Anssitze finden, die einen Zusammenhang zwischen
den dufBleren Kraften und den 6 inneren Spannungen g,,
Oyy Oy Ty Ty T, liefern. Zunichst seien die dulleren Krifte fiir
jedes Oberflichenelement dw durch das Zeichen P in kg/qem
gegeben (Fig. 214). Unter diese auBleren Krafte rechnen wir auch
die sogenannten Auflagerreaktionen P’, die durch die P her-
vorgerufen werden. Alle Krafte P und P’ miissen miteinander
im Gleichgewicht sein, d. h. es muf} gelten:

f(de + X'dw') =0
f(de +Ydo)=0
[(Zdo + 7' do) =
und (3)
[l@eZ —#Y)do + (42" —2,'¥") do’) =0
f{(zOX —x,Z)do + (2) X' — ) Z') do’ } 0
f{(xoY———po) do + (@'Y —y,' XY do'} = 0

wo XY Z bzw. X'Y'Z' die Komponenten von P bzw. P’ be-
deuten, wahrend x, y, 2, und z,’ y,’ 2, die Koordinaten der zuge-
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horigen auf der Oberfliche gelegenen Angriffspunkte sind. Die
Integrationen beziehen sich auf die ganze Oberfliche.
Geniigen diese Gleichungen, um alle X’ Y’ Z' zu ermitteln,
so nennt man das Problem duBerlich statisch bestimmt.
Jedenfalls setzen wir nunmehr vor-
aus, daB wir die P und P’ bzw. deren
Komponenten fiir die ganze Oberfliche
kennen; wir benutzen im folgenden dann
nur noch die Buchstaben P und X, Y, Z,
.indem wir keinen Unterschied zwischen
P und P’ mehr machen.
Nunmehr kehren wir zu unserem
rdumlichen Spannungszustand zuriick,
indem wir von dem Raumelement = d <t
dxdydz nur das in Fig. 215 gezeichnete
Tetraeder O A B C betrachten. Die an
den Seitendreiecken O BC, 0 C A, O A B wirkenden
Spannungen sind uns bekannt, so daf wir die am Tetraeder
in den Achsenrichtungen wirkenden Kréfte ermitteln kénnen:

Fig. 215. Spannungen
am Elementartetraeder.

X-Richtung: —;— (dydzo, + dzdat, + dedyt)) = ks
Y-Richtung: —;— (dzdx o, + dedyt, + dydzt,) =k (4)
1

Z-Richtung: > (dxdyo, 4 dydzt, + dzdxt,) =k,

Diesen drei Kriften hilt an der Tetraederseite 4 B C eine
Kraft K das Gleichgewicht, die wir uns von einer gleichge-
richteten itber 4 B C gleichmiBig verteilten Spannung p hervor-
gerufen denken. Wir haben nach dieser Vorstellung:

K=p-44BC. (5)

Die Komponenten dieser Kraft nach den Koordinatenachsen

miissen, da Gleichgewicht herrschen soll, die Werte haben:
K-.cos(kz) =k,
K .cos(ky) =k, (6)
K-.cos(kz) =k,

Ferner gilt aber, wenn n die nach auflen gerichtete Normale
des Dreiecks 4 B C bedeutet:
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dydz = cos (nx)4 ABC

dzdx = cos (ny) 4 ABC (7)

po| = o= bo|—

dxdy = cos (nz) 4 ABC

Setzt man jetzt (5) in (6) und (6) und (7) in (4) ein, so ent-
springt, wenn man noch die Richtung von K mit der Richtung
von p gleichsetzt:

pcos (px) = 05 -cos (nx) + 7,-cos (ny) + t,-cos (nz)
pcos (py) y* €08 (RY) + 75+ €08 (n2) + T,-c08 (nX) ¢ (8)
pcos (pz) = 0,-c08 (n2) + 7, cos (nx) -+ 7,-cos (ny)

Dieses Gleichungssystem dient als Ausgangspunkt fiir die
im Innern des Korpers zu definierenden Hauptspannungen,
des Spannungsellipsoides usw., worauf wir hier nicht
weiter eingehen.

Geht man aber mit dem Tetraeder an die Oberfliche des
Korpers, so daBl das 4 A BC in diese hineinfallt, so miissen,
damit auch hier Gleichgewicht herrscht, die Komponenten
pcos (px), pcos (py), pcos (pz) mit den an der betreffenden
Stelle vorgegebenen Komponenten der #uBeren Kraft X Y Z
iibereinstimmen :

X = g, cos (nx) + 7,08 (NY) + T, CO8 (N2)
Y = g,cos (ny) + 1,c08 (n2) 4 7,C08 (RX) (9)
Z = 0,08 (n2) + 1, CO8 (NT) + T, COS (NY)

wo die Kosinus durch die Richtung der oértlichen Oberflihcen-
normale gegen die Koordinatenachsen gegeben sind.

Es sind also bei der Betrachtung elastischer Probleme stets
die Gleichungen (12a, b, ¢) § 77 mit den Gleichungen (9) § 78
im Verein zu behandeln.

Die Oberflichenbedingungen kommen sowohl bei
elastischen Bewegungsaufgaben wie auch bei Gleichgewichts-
aufgaben vor. Den Bewegungsaufgaben allein sind die An-
fangsbedingungen eigentiimlich, die im allgemeinen die Ver-
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schiebungen &, 7, { und die Verschiebungsgeschwindigkeiten

ok oy 9

R
zur Zeit ¢ = 0 als Ortsfunktionen (nur z, y, z enthaltend) gegeben
voraussetzen.

§ 79. Schallbewegungen in einem unbegrenzt ausgedehnten
elastischen Medium. Longitudinale und transversale Wellen.
Sehen wir vom EinfluB der Schwere oder anderer an der
Masse haftender Krifte, mit Ausnahme der Massenbeschleunigungs-
kraft, ab, so haben wir in den Gleichungen (12) § 77 in X, Y, Z
nur die Komponenten der letzteren:
d2& d277 dzf;
Hae e T
zu beriicksichtigen, wodurch die Differentialgleichungen ent-
springen :

m Qe w 0%
A§+m—2¥_7iat2

m 86_/18%7
At 5 = @ (1)

m Oe u 0%
S Ty 2T

Da der Korper unbegrenzt ist, brauchen wir auf die Ober-
flichenbedingungen keine Riicksicht zu nehmen.

I. Zunachst priifen wir, ob eine ebene Bewegung in der x-
Richtung méglich ist, die gekennzeichnet ist durch den Ansatz:

= F (z, 1), =0, {=0 (2)
Die Gleichungen (1) reduzieren sich dann auf:
2 m P& u P&

o2 T m—2 022 @ o

bzw.
_2(m__1)?i§__ﬁ€2,§_ (3)
m—2 ox? G o

Versucht man hier & als Produkt einer Funktion von z in einer
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Funktion ¢ darzustellen:

§=§X-T
so ergeben sich mit einer unbestimmt bleibenden Konstanten k2
folgende gewohnliche Differentialgleichungen fir X und 7':

i(mﬁj) X'+ X =0
y 4)
K 7 2 —
G T'+ BT =0
deren partikuldre Losungen sind:
X = cos _Ex_ oder sin—k—x—_(
2 (m—1) 2 (m — 1)
V m—2 m— 2
” (5)
T = cos —— oder sin
,u
14 e
Mithin hat man in dem Ansatz:
5 XT = §ocosk (6)

2(m—1) 2(m—1) ‘/_
m—2
eine Losung, die zwei Paare moghcher partikularer Ausdriicke

von (5) umfallt, womit wir uns hier begniigen. Fiithren wir jetzt
im Ansatz (6) die Abkiirzungen ein:

k 27 k 27
e—— T; —_—— = (7)
/2 (m—1) 0 3 To
V m— 2 VG
so wird: x ¢
E—Eocos2n<-———> : (8)
A T

Die beiden neuen Konstanten 1, und 7z, unterliegen der Be-
dingung: _Zg  Am=1)@
T (m—2)u

wie sich durch Division der beiden Gleichungen (7) ergibt. Setzt
man (9) in (8) ein, so handelt es sich um den Verlauf der Funktion

=V (9)
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Die Werte dieser Funktion reproduzieren sich offenbar dann,

wenn — — ¢ ein ganzzahliges Vielfaches von 7, wird:

vV

%—t:nto (10)

woraus sich ergibt:
x=nt,V+tV=nl+tV (11)

d.h. zu einer gegebenen Zeit ¢ befinden sich alle Punkte, die von-
einander um die Strecke 1, abstehen, in demselben Schwingungs-
zustand. Man nennt 4, die Wellenldnge.

Man kann aber (10) auch nach ¢ auflosen:

x
t:"ff_"to. (12)

d. h. in einem gegebenen Punkte x treten nach Verlauf ganzer
Zeitraume 7, dieselben Schwingungszustinde ein. Man nennt 7,

Yl
die Schwingungsdauer. Das Verhiltnis V = T—O heiBt die

Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle, ngl gewisser-
maflen ein zur Zeit ¢ an der Stelle x eingetretener Zustand
wahrend der Zeit 7, bis zur Stelle x + 1, weiter lauft.

Der bisher von uns untersuchte Ansatz & = F (x, ¢), der
sich als mogliche Losung herausgestellt hat, wird als longitudi-
naleWellenbewegung bezeichnet, weil die Schwingungsrichtung
& mit der Fortpflanzungsrichtung x zusammenféllt.

II. Wir erértern jetzt noch den Ansatz

§=0, n=F(xt); =0 (13)

Dieser unterscheidet sich von dem vorigen Ansatz (2) dadurch,
dafl wir nur Schwingungen # senkrecht zur Fortpflanzungs-
richtung voraussetzen. Setzt man (13) in die Differential-
gleichungen (1) ein, so ergibt sich erstlich

_o& oy of
T o oy = 0z
und mithin als Differentialgleichung fiir #
2 2
o _ p o : (15)

ox: G op

(14)
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Dieser Gleichung geniigt der zu (6) analoge partikuldre Ansatz

n:nffr=nocosk[x——t;| (16)
a2

der wiederum zur Definition einer Schwingungsdauer z, und einer
Wellenldnge 4, fithrt. Das Verhiltnis dieser

©h V:]/% (17)

To

wird aber kleiner als im Falle der longitudinalen Bewegung-
Man nennt den Ansatz (16) eine transversale Wellenbe-
wegung. Wir merken noch an, dafl die Longitudinalwellen mit
Verdichtungen und Verdiinnungen des schwingenden Mediums
verbunden sind, entsprechend dem Ausdruck fiir die Volumen-
anderung

ok on 0L 27mé, . x t
6-5;—}_6'1/_!—%"—— z sin 2 7t }"O—Z (18)
wihrend die transversalen Bewegungen entsprechend
0 0 o
AL L (19)

kompressionslos vor sich gehen.

ITI. Will man einen der behandelten Bewegungsvorgénge
(z. B. eine Transversalbewegung) einem gegebenen Anfangszu-
stand anpassen, so hat man # als Reihe wie folgt anzusetzen:

n = ZAkcosk[x———t:-—tp; (20)

BE

und hat die GréBen A4, cos ¢, und 4, sin ¢, analog § 54 durch die
Gleichungen:

0
(1], —o = 9 (@) bﬂ,;=mm (21)
t=0

als Fouriersche Koeffizienten zu bestimmen.

Eine andere Form der Lésung fiir die Differentialgleichung
einer ebenen Welle wird spiter bei Gelegenheit der elektromagneti-
schen Wellenbewegungen im § 93 gegeben werden.
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§ 80. Radiale Formiénderungen und Schwingungen einer Kugel.

Setzen wir bei einer Kugel nur solche Krifte an den einzelnen
Masseelementen angreifend voraus, deren Richtung durch den
Kugelmittelpunkt geht und deren GroBe nur abhingig ist von dem
Abstand des von ihr erfafiten Elementes vom Kugelmittelpunkt,
so konnen die Kugelpunkte sichnur auf ihren Radien
verschieben, und die Verschiebungen kénnennur
von r abhiangen. TUnter diesen Umsténden bleibt ein Raum-
element der Kugel dz dy dz bei der Formanderung sich selbst
ahnlich und ahnlich liegend, und die Verschiebungen & # € sind
den Koordinaten x y z proportional:

§ = eu, n=2=a8y. {=¢z (1)

Bezeichnet man die Verschiebung eines Punktes auf seinem
Radins mit p, so ist

o=18+ 1+ =)+ + & =1 (2)

Man erkennt also

-2
e =2 (3)
als die spezifische radiale Dehnung. 74)
Wir suchen jetzt die Ansitze (1), (2), (3) in die Gleichungen
(12) § 77 einzufiithren.
Erstlich bilden wir die Grofien:

0& +x8€8r_ a2® O¢
ox Proz T T or
ﬁ_f_xasﬁ_xy Oe
oy T~ oroy r or
85_, de or xz o¢

oz “erez r or

und analog:

on _ yr %e Oy _ .y %e  Om _ yz e

ox  r or’ oy r or’ oz r or

o zx Q¢ o 2y O¢ o 2 O¢
— e, _ e =+ =

ox  r or’ oy r or’ 0z r or



§ 80. Radiale Forminderungen und Schwingungen einer Kugel. 417

aus denen sich die spezifische Voluménderung

o0& on ol a2 4y 22 D¢
P
de
:38'{"7?

ergibt.
Ferner ergibt die Bildung der zweiten Differentialquotienten
die Ansitze:

dx O¢ 0% de

A = —— e =

¢ r or +x67‘2 ox
4y 0o¢ 0% de

A _ —— —_— = —

K r or +y8r2 oy (4)
42 0O¢ e de

= T~

Die Gleichungen (12) § 77 nehmen mit den Resultaten (4) nun-
mehr die Gestalt an:

4x ¢ Pe 1 m X 0
r 6r+x3r2 +m~—2_v+7_
4y Oe % m Y
(TWJ”’W)(“FWL_Z)JFF_O 5)
4z O¢ O%¢ m Z
<73; + z?}ﬁ) (1 + —m_z') =0
Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit
¥y 2
r’ r’ or

und addiert, so erhilt man eine einzige Gleichung
Oe e\ 2(m—1) K
(45;+”5;2‘)7r;'z—+?—° (®)

wo
K:%(Xx—]—Yy—]—Zz)

die radial wirkende Kraft bedeutet, die wir jetzt als aus einer

die Masse angreifenden Kraft £ und einer von der Beschleuni-
2

gung herrithrenden Kraft — 7 % zusammengesetzt betrachten.

Hort, Differentialgleichungen. 27
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O¢ 0% —1 Pe
ZG< -+ 37‘2>WT2+]C:M7.3—I§2 (7)
Zu dieser Gleichung fiir ¢ kommt noch die Oberflichenbedingung
hinzu, die aus der Gleichung (9) § 78 zu entwickeln ist.

Zu diesem Zweck gehen wir auf die Ansitze (11) § 77 fir
0, 0, 0, und (8) fir 7,, 7,, 7, zuriick. Wir finden:

2 [ z*| o¢
Oy = ™0 {(m—[— 1)8—]— Lr—]—(m—2)-7- 3—7‘}
24 i Y] o¢
Oy = p— {(m—[—l)e—]— L1'—]—(m~—2)7~ W}
24 i 22 oe
o = m_z{(m+1>8+ e m—2 2 W}
yz de - ®)
T, = 20 >— %
zx Oeg
Ty=2G r W
o =265 zy O
r or

Mit diesen Ausdriicken geht man in die Gleichungen (9) § 78
ein und hat jetzt zu beriicksichtigen, dafl die in den Formeln
vorkommenden Winkel (nz), (ny), (»2z) mit den Winkeln des
Radius r gegen die Koordinatenachsen identisch sind. Wir
kénnen also schreiben:

cos(nx):j;—; cos(ny):%; cos(nz):% 9)

Da aber nach unseren Voraussetzungen die Richtung der
suBeren Kraft, deren Komponenten X, Y, Z sind, in den Radius
fallt, so kann man die Gleichungen (9) § 78 der Reihe nach
mit %, %,; multiplizieren und addieren, wodurch eine einzige
Gleichung entspringt:

P29 {(m+ >e+<m—1>raj}“ (10)

rT="n

Hier bedeutet P die #uBere auf die Kugeloberfliche wirkende
Normalkraft, und der Ansatz verlangt, daBl ¢, wenn es als Funktion
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von 7 und ¢ vermoge (7) gefunden ist, an der Oberfliche (d. h.

fir »r = r; und r = r,) die Gleichung (10) zu erfiillen hat.
Beispiel 1. Die Kugel sei eine Vollkugel: r; = 0. Auf der

duBeren Oberfliche laste der Druck — p (kg/qem); an Massen

haftende Krafte kommen nicht vor (k¢ = 0), und es werde der
2

7
Gleichgewichtszustand betrachtet (—8 = 0) . Dann liefert (7)

ot
den Ansatz:
4%% + r% =0 (11)
mit dem allgemeinen Integral
e=0C, + % (12)

Hier muB muB €, = 0 sein, weil sonst fiir » = 0 (im Kugel-
mittelpunkt) ¢ = co wiirde.
Setzt man dann

e =0,
in (10) ein, so folgt
24
und
17 2(m 4+ 1)@
also
_ —p(m—2)
T 2m 4+ 1)@ (13)

Die Forménderung besteht also in diesem Fall in einer langs
des Radius konstanten spezifischen Verkiirzung des Abstandes
der einzelnen Punkte vom Kugelmittelpunkt. Und zwar ist die
Verkirzung nur von den elastischen Konstanten des Materiales
und vom Druck p abhéngig.

Beispiel 2. Ist die Kugel eine Hohlkugel nach Fig. 216,
so ist der allgemeine Ansatz

02
3 (14

in Gleichung (10) einzufithren, wodurch 2 Gleichungen zur Be-
27

8:01+
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stimmung von C; und C, erhalten werden. Die Berechnung der

Konstanten ist leicht und soll daher nicht ausgefiihrt werden.

Beispiel 3. Freie Schwingungen der Kugel. Die Schwin-

gungen der Kugel sind frei, wenn die Kraft k£ in Gleichung (7)

und die sullere Kraft P in Gleichung (10) nicht vorhanden sind.

Es gilt dann fiir ¢ die partielle Differentialgleichung :
e Gm—l (328 4 88)

(15)

Poor =" m—2\err T 7 or

Eine hieraus etwa gefundene Loésung muBl an der Oberfliche
der Kugel bei » = r, und r = r, die Gleichung erfiillen:

0
(m + )s+(m—1)r5i_=0 (16)
4 In Gleichung (15) schreiben wir zu-
nichst abkiirzend .
2G —_
™ s W
% pmo m—2
und versuchen, ob ¢ durch einen partiku-
liren Ansatz der Form
Fig. 216. Radiale Be- e=E-T (18)
anspruchung einer gefunden werden kann, bei welchem B nur
Kugel. r und 7' nur ¢ enthilt. Durch Einsetzen
n (15) erhilt man:
RT" = a? (R”T—[-%R’T) (19)
woraus sich nach Division mit R 7' zwei Ans#tze
"4+ BT=0 (20a)
2
R”+ R+ k—R_O (20D)

darbieten wo k eine noch zu bestimmende Konstante ist.
Das allgemeine Integral von (20a) findet sich leicht mit

T = Acoskt+ Bsinkt (21)

Fiur (20b), welches eine lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung ist, bilden wir die Frobeniussche Normalform 743) indem
wir statt 4 allgemeiner A setzen:
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2
r2R" 4 r hR + rZ%R =0
aus der wir das Koeffizientensystem

p20=1 p21=0....
D=4 p;=0....
k2

Do =0 D5 =0 p(,z:?

notieren.
Als determinierende Gleichung ergibt sich:

fol@) =0+ho+po(e—1) =p(@+h—1) =0,

k
wihrend sonst noch £, (o) =0, f, (¢) = 2 von Wichtigkeit sind;

alle hoheren f; (o) sind Null. Die Koeffizienten der Reihenent-
wicklung, die wir fiir R suchen, werden nun

— (k% : a?
G 4 =03 4=y (e+2)((9+1)+h); % =03
a, =@ (" : a2y ; o, =0....
ol et D+t 1t +3 R 7
mit denen der allgemeine Reihenansatz:
R=rZar
fir ¢ =0 und p = —h + 1 (Losungen der determinierenden
Gleichung) zwei Reihen liefert:
1 k2 :a2) 2 k? : q2)? r4
k=R 2“"(1" (2(h+)1) 2-4<(h+ 1;(h+ 3)
(k% : a2)3 16
TEA GG DT GFE) )

und

B— RO, h+1_ %r~h+1 (1 . (k2 : a?) 2

2(—h + 3)
(k% : @) rd
T A —h T 3)(—h D)
(k?:a?)3r8

TEA G (—AF R (—AFB(—hEN
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Jedenfalls kann man fiir R eine allgemeine Losung
k D k
(1) )]
R=CR (ar)+r3R ( ) (22)

ansetzen.

Das Produkt von (21) und (22) liefert jetzt einen partikuliren
Ansatz fiir ¢, in welchem nur noch iber die Zahl % und die unbe-
stimmten Konstanten 4 B C' D Entscheidung zu treffen ist.

Da es méglicherweise mehrere Werte von % geben kann,
die zulassig sind, so hingen wir den Index n an und setzen
eine allgemeinere Losung fiir £ an durch die Summe:

g= ;‘ {4ncosky ¢ + By sink, 1) {0,, RY (’% r) + %R@’(% r)} (23)

Hier ist zunichst die Bemerkung zu machen, daBB im Falle
der Vollkugel alle D, = 0 zu setzen sind, weil sonst firr r = 0
die spezifische Dehnung im Mittelpunkt der Kugel co werden
wiirde; ist hingegen die Hohlkugel zu betrachten, dann muB der
ganze Ansatz (23) weiter behandelt werden. Da das Prinzipielle
der weiteren Entwicklung an der Vollkugel gezeigt werden kann,
beschranken wir uns auf diese und suchen nun mit der Entwick-
lung (23) der Oberflichenbedingung.

0
(m+1)s+(m—~1)ra—f (24)
zu geniigen, d. h. wir suchen die Gleichung zu erfiillen
k 0 k
ayf o . Y p) [ Fn —
[(m—|— 1)R (a r) + (m—1)r 8rR (a r)Jmn 0 (24a)

Fiuhrt man die vorgeschriebenen Operationen aus, so erhalt
man die Gleichung mit unendlicher Gliederzahl:

()
a m—1
1— 2(h+ 1) (1 +2 m—|—1)

7y kn \2
a

(1 +4 m_l)
G+ D+ 3) mt1

+ 2-4

vy ky \6
a

T 2:4.6-(h+ 1)(h+3)(h+ 5) =0 (24D)

<1+6m—1
m—+1
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ry ky

die nach z, = aufzuldsen ist, womit die Oberflichenbedin-

gung erfilllt wird. Die Auflosung liefert unendlich viele positive
Wurzeln z, und damit unendlich viele Werte

Ty @

r

by —
2

womit dann Ansatz (23) ibergeht in:

”:“ t+ B,C, sith)Rm (xn i) (25)

2 Ty L

£ = Z(AnC’n cos

Nunmehr sind lediglich noch die Konstanten (4, C,) und (B, C,)
zu bestimmen mit Hilfe der Anfangsbedingungen. Es handelt
sich darum, den Bewegungszustand (25) dem zur Zeit ¢ = 0
gegebenen Zustand anzupassen. Der Anfangszustand ist bestimmt,
wenn fiir jeden Kugelpunkt die elastische Verschiebung r ¢ und
oe

T zur Zeit ¢ = 0 als Funk-

die Verschiebungsgeschwindigkeit r

tionen g (r) und A (r) gegeben sind.
Dann flieBen aus (25) die beiden Gleichungen

g(r) = r- X (4,C,) B (x —[—)

2
und (26)

h(r)=7r-2(B,Cp)z, iRm (xn L)
Ty r

2
Multipliziert man beide Gleichungen mit dem Differential:

r
r3 R (xm —r—> dr und integriert von 0 bis 7,, so hat man auf den

rechten Seiten die Integrale

J = f rRY <x L) .RY (xm i) dr (27)
7y 7y

0

von denen man beweisen kann, daf sie fiir m 2 n verschwinden.
Sonach kann man gliedweise in (26) die Konstanten berechnen
wie folgt:
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Ty

fr3 g(r) RY (wn L) dr
7'2

(4,Cp) = . e

fr‘l[Rm <xn L)]zdr

7'2
0
r (28)
fr%(r) RY (xn ;-) dr
2

(Bn Cn) = 2

@ fr4 [R(l) (xn L)]Z dr
Ty Ty

0

Hiermit ist aber ¢ vollstindig in seiner Abhingigkeit von r und ¢
ermittelt; es geniigt den Oberflichen- und den Anfangsbedin-
gungen. ‘
Die physikalische Bedeutung des Ansatzes (25) ist dabei die,
daBl die Bewegung aus einer Ubereinanderlagerung
von harmonischen Schwingungen oder Ténen be-
steht. Der einzelneTon ist charakterisiert durch die
GroBe k,, welche der Periode 7', der Schwingung umge-
kehrt proportional ist:
ky, 1
=T (29)
Die Gleichung (24) oder (24a) bzaw. (24b) heift deshalb die
Periodengleichung. Die Schwingungszahl Z, des
Tones wird geliefert durch die Beziehung:
k, 1

ané—;:ﬁ (30)

§ 81. Das Ritz-Lorenzsche Verfahren der niherungsweisen
Losung von Elastizititsaufgaben.

I. Bei allen Elastizititsaufgaben, auch bei solchen, bei denen
nur das Gleichgewicht zu untersuchen ist, handelt es sich um die
Aufsuchung von Ansitzen fir &, #, {, die 1, die Differential-
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gleichungen der Elastizitatstheorie befriedigen und 2. die Ober
flachen- oder Randbedingungen erfiillen.

In vielen Fillen gehort schon eine betrichtliche mathematische
Gewandtheit dazu, Ausdriicke zu finden, die diese beiden An-
forderungen genau erfillen.

II. Die besondere Natur der elastischen Aufgabestellung hat
es nun mit sich gebracht, daB wir ein Niherungsverfahren ) be-
sitzen, welches gestattet, auch verwickeltere Aufgaben danach
zu behandeln.

Die besondere Natur der elastischen Aufgabestellung (wir
sprechen im folgenden nur von Gleichgewichtsaufgaben) ist darin
begriindet, daf} sich die oben entwickelten Differentialgleichungen
der Elastizitit auch finden lassen aus der Forderung, daB die
Forminderungsarbeit eines elastischen Systems ein Minimum
sein muB. Wir betrachten hier die Forménderungsarbeit als die
Summe der Forminderungsarbeiten der inneren und  der
duBeren Krifte.

Die inneren Krifte ergeben sich aus unseren Spannungs-
komponenten o,, 6,, 0;, T; 7, T, nhebst den zugehdrigen spe-
zifischen Forménderungen &,, &,, &, Vs Yy V2

Der Spannung ¢, entspricht am Volumelement dx dy dz
die Kraft g, - dy dz. Die Rechtecksseite dy dz verschiebt sich

0
durch die Forménderung um den Betrag % dx, mithin wird
die Arbeit geleistet

% Oy %dx dydz = %— 0y AT,
da wir uns die Spannung ¢, als von Null zum Betrage o, an-
wachsend denken miissen.
In entsprechender Weise ermittelt man die den iibrigen
fiinf Spannungskomponenten entsprechenden Arbeiten und erhalt
als Formanderungsarbeit der inneren Krifte am Raumelement d 7:

1
dAi:?(0x3x+6y8y+Uzsz‘f‘ra;?/a:‘*‘fyyy"}‘rz?/z)dt (1)

Hierzu hat man die Arbeit der duBeren Krifte hinzuzu-
filgen, deren Komponenten X dz, Y dv, Z dv sind. Die von
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diesen geleistete Arbeit ist:
dd,— —(XE+ Y+ 20)dr (@)
Als Gesamtarbeit ergibt sich demnach nach Integration iiber
alle Volumelemente:

1
=f§ (Opes + Oyey + 028, + ToYe + Tyyy + Ty, — XE—Yn—2Z0)dr

Diese Gesamtarbeit soll ein Minimum werden.
Durch Einfithrung der uns bekannten Ausdriicke, durch welche
die Spannungen und Dehnungen als Funktionen der Differential-
quotienten von &, #, { nach w, y, z dargestellt werden, geht 4
in eine Gestalt tiber, in welcher nur noch &, %, {, bzw. deren
Differentialquotienten vorkommen. Dann ist ein Minimum von
A vorhanden, wenn die erste Variation d4 von A verschwindet.
Wir wollen die Entwickelung der ersten Variation nicht durch-
fithren, sondern lieber sofort das Resultat anschreiben : 78)

A=—fdz{<4|g+_ﬁ__+ )6§+< 7+ mﬁ2%+%>5’

de
+(c+ 2az+zﬂw}=o 4

Bei der Willkiirlichkeit. der Variationen d6&, d#, 6¢ kann
dieser Ansatz aber nur erfiillt werden, wenn die Klammeraus-
driicke unter dem Integral einzeln verschwinden, d. h. wenn gilt:

oe X

E—I— 28x+b@«:0
de Y

A’?‘I‘ 23y+?=0 (5)
oe Z

A+ o—s 2a Tg =0

Wir haben mithin unsere bekannten Gleichungen der Elasti-
zitdtstheorie erhalten.

ITI. Das nun zu beschreibende Naherungsverfahren kniipft
ebenfalls an den Ansatz (3) an, nachdem darin fiir die Spannungen
und Dehnungen deren Ausdriicke in &, %, { eingefithrt sind.

Dann setzt man fiir letztere GroBen folgende Summen an
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&= Z,;a'ifi(x: Y, 2
= Z bigi (, ¥, 2) (6)

C—Zc@ (x, 9, 2

in welchen die a;, b;, ¢; unbestimmte Konstanten sind, wihrend
von den Funktionen f;, ¢;, # nur verlangt wird, daB sie die
Grenzbedingungen befriedigen.

Nach Einfihrung von (6) in (3) kann man die dreifache
Integration ausfithren, worauf die Konstanten a; b; ¢; so zu
bestimmen sind, daB 4 ein Minimum wird. Man hat also das
Gleichungssystem aufzulosen:

0A 04 0A
— — =0; r=1,2,3.....
oa, 0, o, 0, 7ei ; t=1,2,3 (7

was immer méglich ist, da diese Gleichungen in den a;, b, ¢;
stets linear sind.

IV. Nach Lorenz, Technische Elastizitétslehre 1913, geben
wir ein einfaches Beispiel.

In §26 kann man aus den Gleichungen 3b, 4, 5, 7, 8 den
Ansatz fir die Normalspannung ableiten:

LM

0 =25
Die zugehorige Dehnung ist

s O

=5
die Dehnungsarbeit wird
o 1 , M
=g =3"g3m

Multipliziert man hier mit dv =dx df und integriert iiber den
ganzen Balken, so erhalt man die Biegungsarbeit der inneren
Krifte. Es bleibt mit

J = [22df
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iibrig .
1 [ M?
di=5 g7
0
Mit d2
—_pgJ%y¥
M=—EJ P

findet sich hieraus

l
EJ (| d*y\?
A, =—1|- .
¢ 2 (dm2> dx
0
Ferner wird die Arbeit der duBeren Kraft
Aw =P Yo

wo eine Integration nicht mehr erforderlich ist. Demnach hat
man die Gesamtarbeit

, .
EJ [ d?y\2
A = *‘2—‘/(3?) dx—Pyo e e e e (8)

0
Wir setzen jetzt y als Funktion von x an wie folgt
Y = a; % - ay 3. 9)
Der Ansatz geniigt den Grenzbedingungen
y=20
P fiir « = 0, d. h. im Ein-
% =0 spannungsquerschnitt.
Fiithren wir nun (9) in (8) ein, so wird
!
EJ
= (2a, 4+ 6a,x)*de — P (a, 8 + a,1%).
]

4

Die Ausfithrung der Integration liefert folgenden Ausdruck
fur die Arbeit:

A=EJ(2a2l+6a,a,0>+6a,20%)—Pa, I>—Pa, 5.

(10)
Damit dieser Ausdruck ein Minimum wird, muB} sein??)
04

—— =EJ(4a,1+46a,®) —PI =0

da,

04 (11)
— =EJ(6a, P+ 120,13 — PP =0

da, -
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Die Auflosung von (11) nach a, und a, ergibt:

__PL P
“W=9gg T T 6ERJ
womit wird
P . z3
y—m<x ’“?)’ 12)

welches Resultat sich auch durch direkte Integration der
Gleichung (7) §26 ergeben wiirde.

Zufallig hat hier die Ritzsche Methode ein ,,genaues
Resultat geliefert. Im allgemeinen ist dies nicht der Fall. Man
erhilt ein Naherungsresultat, welches gegebenenfalls durch Hinzu-
nahme von weiteren Funktionen f;, ¢;, h; zu verbessern ist.

V. Die Differentialgleichungen der Hydrodynamik.

§ 82. Aufstellung der Eulerschen Grundgleichungen fiir
Fliissigkeiten mit und ohne Reibung.

I. Zur Betrachtung von Fliissigkeitsbewegungen bieten sich
von vornherein zwei Methoden dar.

Man kann entweder einen bestimmten Punkt z, y, z des von
der Tlissigkeit erfilllten Raumes
ins Auge fassen und die zeitliche
Anderung der Stromungsgeschwin-
digkeit an dieser Stelle verfolgen,
oder man kann ein bestimmtes
Flussigkeitsteilchen mit den Koordi-
naten «,y, z herausgreifen und dessen
Bahn bestimmen.

Die erstere Betrachtungsweise
fithrt zu den hydrodynamischen Diffe-
rentialgleichungen von Euler und Fig. 217. Ges?hwil}digk.eits-
liefert die Komponenten (Fig. 217) komﬁg;xgiréiégleﬁgﬁmhen
der Geschwindigkeit

I

f1 (x’ Y, 2, t)

fz (x, Y, 2, t) (1)
= f3(x, ¥, 2, 1)

als Funktionen des Ortes z, y, z und der Zeit ¢.

Il

1)1
Uy
vz
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Die zweite Methode liefert die hydrodynamischen Differential-
gleichungen nach Lagrange und bestimmt den jeweiligen Ort
z,4y,z eines Flissigkeitselementes

=g, (a,b,c,t)
Yy=@,(a,b,c,1) (2)
z=g,(a,b,c,t)

als Funktion des Ortes a, b, ¢ des Elementes zur Zeit { = 0 und
der Zeit &.

Die Aufstellung der Eulerschen Gleichungen, die sich zunéchst
auf Fliissigkeiten ohne Reibung beziehen, kniipft zweckmiBig
an das Gleichgewicht der Krifte an einem Elementarparallelepiped
dx dy dz der Fliissigkeit an.

Die an einem Fliissigkeitselement angreifenden Krifte sind
folgende:

1. Die Massentrigheit des Elementes von der Form

dv
podxdydz g

d. h. das Produkt seiner Masse in die Beschleunigung.

2. Die am Volumen haftende dullere Kraft P dx dy dz.

3. Die von der Flissigkeit auf das Element ausgeiibten
Krifte.

Bei der Bestimmung der letzteren haben wir zunéchst
Gelegenheit, zwischen reibungsfreien und reibungsbehafteten
Fliussigkeiten zu unterscheiden. Zieht
man in einer Fliissigkeit durch einen Punkt
4 eine Trennungsfliche Fig. 218, so daf
zwei Flissigkeitsteile @ und b entstehen, so

) . besteht die gegenseitige Einwirkung der

Fig. 218. Gegenseitige  po;9.n Teile zuniichst in der Ubertragung
Einwirkung zweier <

Fliissigkeitsteile. des Druckes pnormal zur Trennungsfliche.

Ist der Druck p unabhéngig von der Rich-

tung der Flachennormalen, dann ist die Fliissigkeit reibungsfrei.

In diesem Falle findet keine Einwirkung zwischen ¢ und b in

Richtung der Trennungsfliche statt, auch wenn e und b in der

Flache aneinander gleiten.

Andererseits hat das Vorhandensein einer Wirkung zwischen

a und b in Richtung ihrer Trennungsfliche zur Folge, dafl man
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nicht mehr von einem nach allen Richtungen gleichen Drucke p
sprechen kann. In diesem Falle liegt eine mit Reibung behaftete
Flissigkeit vor. Uber die Art der Reibungswirkung werden wir
uns unten weiter verbreiten.

Bei reibungsfreien Fliissigkeiten bleibt also nur der Druck p
zur Betrachtung iibrig, der natiirlich von Ort zu Ort innerhalb der
Flissigkeit verschieden gefunden wird.

. o)
Nach der Fig. 219 andert sich der Druck 5 J/%y + 55’5 a4
beim Fortschreiten um 9 « in der Rich- 2
tung der x-Achse um o,
T Teats *dx
319 op
N 7
——dx P dxdy dz 7
. . . a” "r
ist also die vom Druck in der x-Rich- Fig. 219. Abhiingigkeit
tung auf das Element ausgeiibte Kraft, des Druckes vom Ort.

die sich mit der X-Komponente der
Volumkraft P dx dy dz zusammensetzt zu:

<X——Z—)dxdydz (3)

Diese resultierende Kraft ist mit der in die xz-Richtung
fallenden Komponente der Massentriagheit gleichzusetzen :

dxdydz_g%—dxdydz_(X—%—> dxdydz 4)

dv, op
ar —< 895) ®)
Hier ist der totale Differentialquotient noch durch seine
partiellen auszudriicken:

dv, o, v, Ox dv, 0y 0v, 02

dt ~ ot ' ow ot ' oy ot ' oz ot

&2
Sy

woraus sich ergibt:

avz 0V, 0, Ov,

Ty TG T, (6)

womit sich dann, wenn wir die beiden anderen Koordinaten-
richtungen entsprechend behandeln, das System ergibt:
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0V, 0V, 0V, ap
Q(at+” TGy +’az> =%

oy 81),, 8vy 3vy _ op
Q(—aT + vy + v, =%y (7)

ov, avz avz ov,\ op

( + £ + Yy a ‘I‘ Z > - ——E

II. Zu diesen drei Gleichungen kommt noch die sogenannte
Kontinuitéatsgleichung hinzu, die ebenfalls bereits von Euler
aufgestellt worden ist. Diese Gleichung sagt aus, daf bei jedem
Raumelement dx dy dz die Differenz zwischen zustrémender
und abstromender Fliissigkeitsmenge sich durch eine Anderung
der im Element enthaltenen Menge bemerkbar machen muB.
In Richtung der z-Achse stromt wihrend der Zeit d¢ ein:

pvdydzdl
Er stromt ab

_ 90w,
<sz—{— e dx)dydzdt

In Richtung der x-Achse verliert also das Element die Fliissig-
keitsmenge:

8(9”’”) dzdy dzdt

Analoge Stromungen finden statt parallel zur y- und zur z-Achse.
Die Summe der abstromenden Mengen mull der Mengendnderung
im Element gleich sein. Letztere ist:

99
n didzdydz.
0
Da es sich um eine Abnahme der Menge handelt, muf3 6_Qt negativ

sein. Wir haben also

0p (0 vy) d(ovy) o(ov,)
—dxdyd = —

T xdydzdt (895 -+ oy -+ % drdydzdt
oder

a0 9(0 vy)- o(pvy) |, 9(ov) _
ot e oy T 0 (8)
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Diese Form der Kontinuititsgleichung gilt fir kompressible
Flissigkeiten, bei denen p variabel ist. Ist g unverénderlich,
die Flissigkeit also inkompressibel, so lautet die Kontinuitéts-
gleichung einfacher:

v, avy, v,

ox +~87+6z =0 ®)

Die Gleichungen (7) und (9) lésen im Falle des konstanten p
die hydrodynamische Bewegungsaufgabe vollstindig, im Verein
mit den noch spater zu erérternden Oberflichen- und Anfangs-
bedingungen. Im Falle eines verdnderlichen p fehlt noch eine
Gleichung zur Bestimmung dieser fiinften abhéngigen Veridnder-
lichen, die wir in der sogenannten Zustandsgleichung

gewinnen. Durch diese wird die Dichte g mit dem Druck p
und der absoluten Temperatur 7T an der betrachteten Stelle
in Verbindung gebracht, womit die Bewegung der elastischen
Flissigkeiten in das Gebiet der Thermodynamik ver-
wiesen wird. Dann tritt die Temperatur 7' als sechste Variable
auf, deren Verlauf streng genommen unter Zuhilfenahme der
Wirmeleitung in Gasen untersucht werden muB. Die da-
durch gegebene Verwicklung der Aufgaben fallt fort, wenn man
so rasche Bewegungen betrachtet, daBl die Wiarmeabgabe eines
Raumelementes aufler Ansatz bleiben kann.

Dann kann man nicht nur von der Warmeleitung absehen,
sondern man ist auch berechtigt, die Umgrenzung des Raum-
elementes als widrmeundurchléssig anzusehen, d. h. es
tritt dann die Zustandsgleichung in der speziellen Form der
Adiabate auf, die fir elastische Flissigkeiten, also fiir Gase
lautet :

L2_5 (11)
0" Q0"

c
WO x = —c’i das Verhaltnis der beiden spezifischen War-

m en bedeutet ).

III. Es eriibrigt jetzt noch, zu untersuchen, ob neben den
Verschiebungen des Elementes dxdydz auch Drehungen
moglich sind.

Hort, Differentialgleichungen. 28
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In § 66 hatten wir bereits die Winkelgeschwindigkeit
der Drehung um die z-Achse ermittelt:

1 [(ov, O,
w —?(W“ 6y> (12)

der sich die Drehungsgeschwindigkeiten um die anderen Achsen
anschliefen
o — l(@vx . avz)
YT 2\ oz ox

1/0v, vy
omifen )

Da nun weder die Volumkraft P noch der Druck p ein Mo-
ment ausiibt, so gelten die Gleichungen:

(12)

dw, do, dw,
d¢ ~ dt ~ dt

Demnach bleiben die GroBen w, w, w, selbst konstant, und sie

bleiben Null, wenn sie es zu Anfang der Bewegung waren.

Man nennt die Gréflen w, w, w, die Wirbelkomponen-
ten. Thre Unverénderlichkeit ist eine Folge des Nichtsvorhanden-
seins von Schubkréiften in den Begrenzungsebenen des Elementes
dx dy dz, d.h. sie tritt ein bei reibungsfreien Flissigkeiten.
In letzteren konnen also Wirbel von selbst weder entstehen noch
von selbst verschwinden.

Sind w, w, w, Null, so heilt die Bewegung wirbelfrei. In
diesem Falle gilt:

=0 (13)

%:6%. avx:avz_@,,__avz (14)
oy oz 0oz ox’ 0oz  dy

Diesen Ansitzen wird man nach Helmholtz gerecht durch Ein-
fithrung eines Geschwindigkeitspotentials

D=0 (x,9,21) (15)

derart, dafl gilt:

oD

oz

oD

oy
oD

Y= 5

Vyp =

(16)
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womit ersichtlich die Gleichungen (14) erfiillt sind. Setzt man

die Ausdriicke (16) in die Kontinuitétsgleichung (9) ein, so ent-

springt: 2d 2 2o
ox? oy? o2

durch deren Gestalt sich die Einfithrung des Ausdrucks Ge-
schwindigkeitspotential aus der Ubereinstimmung mit Gl. (6)
§ 67 erklart.

IV. Wir verzichten nunmehr auf die Voraussetzung der
Reibungsfreiheit und definieren zunichst, welche physikalische
Wirkung mit dem Vorhandensein von Reibung unmittelbar ver-
bunden ist.

Stromen zwei Flissigkeitsschichten mit verschiedenen Ge-
schwindigkeiten v; und v, Fig. 220 aneinander hin, so wird bei Vor-
handensein von Reibung zwischen den Schichten die schneller
flieBende eine beschleunigende Kraft
auf dielangsamer flieBende ausiiben. “z
Die GroéBe dieser Kraft, berechnet ———————————
auf ein Quadratzentimeter der Tren- —— ¥ _—-——"————
nungsfliche, muB nun in Zusammen-
hang gebracht werden mit den
hydrodynamischen ZustandsgréBen :
Druck p und Geschwindigkeit ». Dieser Zusammenhang kann nur
experimentell bestimmt werden. Man hat gefunden, daB innerhalb
gewisser Bereiche von p und v die Kraft vom Druck p unabhingig,
dagegen der Geschwindigkeitsdifferenz v, — v, proportional ist.
Handelt es sich um sehr kleine Geschwindigkeitsunterschiede dv,
dann ist die Fliissigkeitsreibung proportional dem Quergefalle

0 (17)

Fig. 220. Zur Definition der
Fliissigkeitshewegung.

0
der Geschwindigkeit % Man fiihrt als Zahigkeitskoetfizienten

den Buchstaben x ein und hat als Reibungskraft:

ov

Wendet man diesen in seiner Urform R = x (v,— v,) auf Newton
zuriickgehenden Ansatz auf das Elementarparallelepiped dz dy dz
an, so hat man fiir jedes seiner 6 Begrenzungsrechtecke Reibungs-
krafte anzunehmen.

Von diesen Reibungskriften hingen die an dem Element

dx dy dz angreifenden Spannungskomponenten o,, o, 0, T,
28*
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T,, T, ab, in einer Weise, iiber die verschiedene mit (18) vertrig-
liche Hypothesen moglich sind. Die durch Versuchsresultate
hinreichend gesicherte Hypothese der Abhiingigkeit ist folgende:

B 2 . v, 0wy | v,
0y = _p——~3—xd1Vv+ 2% o’ BT 2”(@“{_ oy |
9 o, '3/0 ow. .
o — —p— 2 i oYy, I, Y G g 19
o, p—g* ivo 4 2% Gy’ Ty 2"(3% + 6z> (19)
2 o0 (v, ov,);
—_ — 2 xd _z._ = Z 4 g —2)

Hier ist zur Abkirzung
0w, dv, o,
ox ‘5; 0z
gesetzt, wihrend p den hydraulischen Druck im Flissigkeits-
element bedeutet, der durch
o 6, + Oy + o,
3

divoy =

(20)

definiert ist.

Dieses Resultat findet sich durch Addition der drei Gleichungen
fiir die 5. Die Normalspannungen in den Grenzen des Flissig-
keitselementes sind also bei zihen Fliissigkeiten nicht mehr
mit dem Druck p identisch, und die Schubspannungen ver-
schwinden nicht.

Die Gewinnung der Bewegungsgleichungen ist nunmehr
sehr leicht, Wir haben die Spannungskompopenten (19) nur
einzusetzen in die Gleichgewichtsgleichungen § 77 eines Ele-
mentarparallelepipeds, wodurch wir unter Aussonderung der

d
Massentragheiten o —(% aus den Kraften P fiir inkompressible
Flissigkeiten (divv = 0) erhalten:
dv, op
=X —— 4
e dt X ox & xd,
dv 0
0 dt”:Y——%—f—xAvy (21)
dv, op
gy =Z— 5, trdn

wo A das Zeichen des Differentialparameters (vgl. § 67) ist.
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Hierzu tritt noch die Kontinuitétsgleichung im Falle inkom-
pressibler Flissigkeiten :

0, ovy v,

ox oy 0z

sowie im Falle kompressibler Flissigkeiten aufBler der diesen
entsprechenden Kontinuitatsgleichung noch die Zustandsgleichung.

=0

§ 83. Die Grenzbedingungen bei hydrodynamischen Aufgaben.

Bei Fliissigkeitsbewegungen kommen der Natur der Sache
nach zwei Arten von Grenzflichen vor:

a) Freie Oberflachen.

b) Flichen, die Teile fester Korper sind.

Bewegungen, bei denen nur freje Oberflichen vorkommen,
sind sehr bekannt. Z.B. ein fallender Tropfen oder ein Welt-
korper sind unter diesem Gesichtspunkt zu betrachten.

Fiir ideale Fliissigkeiten lautet die Grenzbedingung an der
freien Oberflache

p=PF (1)
d. h. an der freien Oberfliche muf der Fliissigkeitsdruck p dem
Druck P der Umgebung gleich sein. Im Weltraum wiirde P = 0,
in der Erdatmosphare dagegen P = 1 zu setzen sein.

Fir zahe Flussigkeiten muB an der freien Oberfliche die
Resultierende der Spannungen a,, 6,, 6,, 7, 7,, 7, mit der Re-
sultierenden des Druckes der Umgebung iibereinstimmen, d. h.
es gelten Gleichungen wie bei den elastischen Korpern:

X = o,cos (nz) + 7,008 (ny) + 7,008 (n2)
Y = g, cos(ny) + 75008 (n2) + 7, Cos (n ) (2)
Z = o0,c08 (nz) + 1,008 (R T) 4 7,08 (N Y)
wo fiir 6,, 6,5 6, Ty T, T, die durch (19) § 82 gegebenen Werte
einzusetzen sind.
Jede Oberflache (freie und nicht freie) hat eine Gleichung

f@ y 21t =0 (3)

in der im allgemeinen die Zeit vorkommt.
Im Falle der freien Oberfliche gibt (3) die mit der Zeit
verinderliche Gestalt des Spiegels, Die Form von f liegt zu-
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néchst in keinem Augenblick fest und sie muB aus dem ganzen
Komplex der Pramissen (insbesondere unter Zuhilfenahme
der hydrodynamischen Differentialgleichungen) bestimmt werden,
auflerdem aber auch folgendem Ansatz geniigen:

of o . of o

W‘{‘vx_"}'vy—a;"{‘vzéz—“ (4)

ox

Diese Gleichung sagt aus, dafl an der Oberfliche keine Ge-
schwindigkeit relativ und normal zur Fliche existiert, es kénnen
nur relative Strémungen in der Fliche stattfinden.

Ist f eine nicht freie Oberfliche, die durch Teile eines starren
Korpers gebildet wird, so kann ihre Gleichung ebenfalls die Zeit
enthalten. Man hat dann die unfreien Oberflichen als Teile von sich
bewegenden starren Korpern zu betrachten. Hierher wiirden z. B.
die Schaufelbegrenzungen in Kreiselridern gehoren oder auch die
Begrenzungsflichen von Kérpern, die sich in der Fliissigkeit ganz
oder teilweise eingetaucht bewegen.

Ist f Teil eines unbeweglichen starren Kérpers, dann ver-
schwindet in (4) der Differentialquotient %’ und man erhilt
als Oberflichenbedingung

0 0 0
vz‘a‘g;“"vy%‘l"vz”a_;‘:

0 (5)
Bis auf den Einflul der Zeit hat bei starren Kérpern f eine
gegebene Form:

f(x,y,2,8) =0

und es ist im Falle beweglicher Kérper der Einflufl der Zeit auf
die Konstanten der Flachengleichung zu bestimmen.
Man kann iibrigens die Grenzbedingung (4) noch umformen.
Differenziert man nidmlich (3) nach der Zeit, so erhilt man
of  dxof dyof dzo
ot ares T aey T e =0
oder wenn man die Geschwindigkeiten %, v, w eines Punktes
der sich bewegenden starren Fliche einfithrt:

of of of o _

st gy fug = (6)
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Durch Vergleich von (6) und (4) findet man, daB die in Rich-
tung der Normalen 7 der Fléche f genommene absolute Strémungs-
geschwindigkeit

vy = ¥, 008 (n ) 4 v, cos (ny) + v,cos (n2)
der nach derselben Normalen genommenen Geschwindigkeit
des Koérperpunktes

N = ucos (nz) + veos (ny) + weos (n2)

gleich sein muB:
v, =N (7)
Handelt es sich um die Bewegung von unbegrenzt ausge-
dehnten Flissigkeitsmassen, so mufl man sich auch das Verhalten
der Strémung im Unendlichen klarmachen. Soll im Unendlichen
Ruhe herrschen, so heif3t dies, dafl tiber eine geniigend grof8 ge-
nommene geschlossene Oberfliche hinaus weder im Ganzen
noch in einzelnen beliebig kleinen Teilen der
Oberflache o Fliissigkeit gelangen soll. Fir
diese Bedingung kann man die Formel an-
schreiben :

n

foado =0 (8)
Fig. 221. Zur Defini-
wo das Integral iiber jedes im Unendlichen ge-  tion eines volum-
legene Flichenstiick genommen werden kann. bestindigen Korpers.
Es bedeutet v, do das in der Zeiteinheit durch
das Flachenelement do hindurchtretende Flissigkeitsvolumen.
Die Bedingung (8) ist nicht erfillbar, wenn sich in der Fliissig-
keit ein volumunbestindiger Koérper bewegt. Wir betrachten
aber nur starre Korper, fiir welche gilt:

‘ dt[Ndo=0 (9)
Der Integralwert, mit d¢ multipliziert, bedeutet das vom
Korper wihrend des Zeitraumes d¢ bestrichene Volumen, ver-

mindert um das freigewordene Volumen; vgl. Fig. 221. Diese
Differenz muB3 aber bei starren Korpern Null sein.

§ 84. Integration der Eulerschen Gleichungen im Falle einer
idealen wirbelireien inkompressibelen Fliissigkeit.

Wir kniipfen an an die Gleichungen (14) bis (17) §82 und fithren
die Komponenten von v ein in die Eulerschen Gleichungen (7).
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Man erhilt folgende Ansitze:
ead 1 9 [[oD\: [oD\: [0D\ op
%ﬁ%+§i;f%>+@ﬁ>+ﬁﬁﬂ—x“a'
ed 1 8 [([ad\: [2D\2 [3D\]| dp
Q{ayat +797_(—a;) +<”a?> * (a_> ]} =Ty (W
1
El

o [(8@\e , (8P\2 (8D\) _ ,  op
5zja‘+?ﬂ+"a %*"“5

Hier ist aber

oD\? oD\? oD \?
(e

zu setzen, so daB folgende Gleichungen entstehen:

0 (00 1,

Q%Gﬁ El +) X
o [0 1

055 (5t +22+ﬁ=Y )
a a@ 1

Es erweisen sich also die Volumkrafte X Y Z als Ableitungen
nach den Koordinatenachsen von einer einzigen Funktion

<@+i ? 4 ):——V(x,y,z,t) (4)

Die Volumkrafte besitzen also ein Potential.

Fithren wir das Kraftepotential in die Gleichungen (3) ein,
so erhalten wir im Falle der stationidren Bewegung, bei
welcher die Geschwindigkeit v von der Zeit unabhéngig ist,
TR also verschwindet, als ein erstes Integral der Gleichungen,
den Ansatz

1
V+p+5ef=C (5)

welchen wir als Energiegleichung der stationiren Bewegung
ansprechen. Nach ihr ist die Summe des Kriftepotentials, des
Flissigkeitsdruckes und der kinetischen Energie an einer Raum-
stelle von Ort und Zeit unabhéngig.
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Schreibt man die Gleichungen (3) in der Form

D o0v, o (1 1
mm=m—"ﬂﬂ—w+m+7ﬂ

eo v, 8 (1 1)
’@ﬁ_ﬁ“”ﬂﬂ?w+m+?ﬁ (6)
FO v, 81 1,
7&%*3?—“afﬁ7+m+§”}

so sieht man, daB die zeitlichen Anderungen der Geschwindigkeits-
komponenten in irgendeinem Zeitpunkte von einem Potential

1 1
{?V+m+7W}

ableitbar sind, wenn die Volumkrifte das Potential — V und die
Geschwindigkeitskomponenten in dem Zeitpunkte das Potential @
haben. Damit ist aber folgender wichtiger Satz gewonnen: Ist
eine ideale inkompressible Fliissigkeit in irgendeinem
Zeitpunkt wirbelfrei, so bleibt sie dies dauernd, wenn
sie unter Einflufl von Potentialkraften steht.

§ 85. Dirichlets Untersuchung der Bewegung einer reibungs-
freien Fliissigkeit um eine Kugel™).

Eine Kugel vom Radius R befinde sich im Anfangspunkt
eines Koordinatensystemes x, y, z, innerhalb einer reibungsfreien
Flissigkeit der Dichte p. Die Kugel sei fest. Die Elemente der
Flissigkeit unterliegen massenproportionalen Kréaften P, die vom
Ort unabhéngig sind, also z, y, z nicht enthalten. Dagegen soll
in P und seinen Komponenten X, Y, Z die Zeit vorkommen
konnen. Die Krifte geniigen also dem Potential

V=Xx+ Yy+Z2z),
denn wir haben hieraus:

ov

-K te = — =
%-Komponente = —

y-Komponente = Z_V =Y

0
z-Komponente = 8—: =7.
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Die Bewegung wird, wenn sie zu irgend einer Zeit als wirbel-
frei angenommen wird, dauernd wirbelfrei sein. AuBerdem wird
sie in grofler Entfernung vom Anfangspunkt so stattfinden, also
ob die Kugel nicht vorhanden wire, d. h. die Bewegung ist im
Unendlichen in allen Punkten dieselbe. Infolgedessen sind die
Differentialquotienten des Fliissigkeitsdruckes p:

op oOp Op
ox’ oy’ oz
im Unendlichen nicht vorhanden, und die Eulerschen Gleichun-
gen reduzieren sich auf:
0V,
® 5t
0vy
o T
ov,
ot
Hieraus ergeben sich die Geschwindigkeitskomponenten im

Unendlichen :

11 14 11
o= (xdt, vy=L[vat, v =L1{zat (2
0 0 0
0 0 0

=a =f =y
Das Nichtvorhandensein von Wirbeln und die Existenz
eines Kriftepotentials ergibt nach dem Fritheren die Existenz
eines Geschwindigkeitspotentials @, welche im ganzen Fliissig-
keitsgebiete die Geschwindigkeitskomponenten wie folgt liefert:

Vy = @
ox

Yy = Lk (3)
oy

vy 22

z 0z

Im Unendlichen hat man speziell aus (2):
o0 D . 0D

B TG oy TP G =7 )
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Uberall bat @ der Differentialgleichung zu geniigen:
b0 o*D 20
ox* T oy® T 022 =0 (5)

Diese Differentialgleichung formen wir auf Polarkoordinaten
r, &, @ um nach den Ansétzen:

x=rcosd; y =rsincosg; z=rsindsing.
Im AnschluB an die Entwicklung des § 72 erhalten wir in
Polarkoordinaten die Differentialgleichung des Potentials @:

6<sin9—@>
o*P oD 1 oy 1 D
2 =
PE T2 Ty T ey Tams a0 O
Dieser Gleichung suchen wir zu gentigen durch den Ansatz
O®=RX )

in welchem R nur die Variabele r, X dagegen & und ¢ enthalten
soll. Die Ausfilhrung der nach (6) erforderlichen Operationen
an (7) und Einfithrung der Ergebnisse in (6) liefert den Ansatz:

0 sin{}g
2R+ 2rR’ n 1y 1 29 1 @Xr o
R X |sin & % T Snts op?) ®)

Diese Gleichung zerfallt mit einer Konstanten n (n + 1), in
welcher n eine ganze Zahl ist, in zwei Gleichungen, némlich:

R’ +2rR—n{n+1)R=0 (9a)
und
. . 0X
0 <s1n %ﬁ*) + 1 32X
sin & oV sin?§ o¢?
Die Differentialgleichung (9a) hat, wie man leicht verifiziert,

wahrend (9b) die be-

Xnm+41) +

=0 (9b)

zwei partikulare Integrale #* und prER

kannte Differentialgleichung der Kugelfunktionen ist.

Sind X, und Y, zwei Kugelfunktionen von & und ¢, welche
(9b) befriedigen, so ist

o B
D — Z(Am X, + —erlYn> (10)
n=0 r
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ein Ansatz, der die Differentialgleichung (6) des Potentials @
befriedigt.

Nunmehr betrachten wir unsere in die Fluss1gke1t getauchte
Kugel vom Radius R. Sie gibt Anlal zur Einfiihrung einer Ober-
flachenbedingung nach § 83 (7). Nach diesem Ansatz

v, =N (11)
soll die nach der Flachennormale n genommene Geschwindigkeits-
komponente v, der Fliissigkeit gleich der flichennormal ge-
nommenen Bewegungsgeschwindigkeit N des betrachteten Ober-
flichenpunktes sein. Da die Kugel in Ruhe ist, ist N = 0. Die
Komponente v, ist aber identisch mit der nach » genommenen

oD
Geschwindigkeit der Flissigkeit, d. h. mit - Wir haben also

an der Oberfliche der eingetauchten Kugel (r = R) die Be-
dingung oD
= (12)

Wendet man diese Bedingung an auf Ansatz (10), so findet
sich als Oberflichenbedingung:

Z(nA B1X, —(—n——t—)——Y,,>=0 (13)

Rn+2

und hieraus, da jedes Glied einzeln verschwinden muf3:
Ay

Y, = B, n+ Rn+1 X, (14)
Hiermit wird aber das Potential @:
n R2n+1
D= ZAX( e rn+1> (15)

Dieser Ansatz mufl im Unendlichen die Bedingungen (4)
befriedigen, darf also zunichst im Unendlichen nicht unendliche

oD
Geschwindigkeiten liefern, d. h. Wdarf nicht unendlich werden.

Dies ist aber nur dann méglich, wenn n =0 oder =1 ist;
oD

n = 2 wiirde bereits T unendlich wachsen lassen. Es verein-

facht sich also (15) auf:

D =A4,X,+ 4, Xl(r—i— lR3> (16)
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Nach § 73 ist

Xy, =1 und X, =acos & + bsin $cosg + csin & sin g.
A, 148t man als Konstante fort, weil sie wegen der Differentiation
zu den Geschwindigkeitskomponenten doch nichts beitrigt, und
X, multipliziert man mit r und erhilt unter Einrechnung von
4, in die Konstanten a, b, ¢

Xyr=azx+by+tcz

oder
1 R®
— @z +by+er) |1+ 5 (17)
Hieraus ergeben sich im Unendlichen die Komponenten

L
ox
oD
—_— b =
9y s (19
o . —
0z =7

wo a, f, y nach (2) gegeben sind. Mithin wird das Potential
endgiiltig :

R3
— (1455 )@e+Fy+72) (19)

Fir die Geschwindigkeitskomponenten in einem beliebigen
Raumpunkte , y, z findet man aus (19):

1 R3 3z R

vx—a<l—|— 5 ) ;5 (ax + By +7r2)
1 B3 3y R

"’1/:.3(1‘}"?7)— 2y (ax + By +v2) (21)
1 RS 32 R?

‘Uz-—-y<1+ 9 ,_3)—— 225 ax—}—ﬂy—{—yz

Greifen wir jetzt auf die Gleichungen (3) § 82 zuriick, so
liefern diese ein erstes Integral:

5?+%(vz2+vy2+vzz)+§r—2—[0 +f(de+ Ydy+Zdz]

= (C+) (22)
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Hier ist V das Kraftepotential X x + Y y + Z z und C eine
od
nur die Zeit enthaltende Integrationskonstante. —6t_ﬁndet sich

jetzt aus (19) im Verein mit (2) zu:

oD 1 1l BB\ X2+ X-y+2Z-z
Tty 2

ot
womit sich der Druck p ergibt:

c 1 R® 1
ﬁz__ﬁ—F(Xx+ Yy—{—ZZ)—?('Uzz'i‘vyz—l"vzz) (24)

(23)

e e 2
An der Oberfliche der Kugel findet sich
P c 1 1
= ( X2+ Yy + Zz2)——? 25
=g y+ 29— (25)

Multipliziert man p mit dem Oberflichenelement der Kugel
R2sin & d9 dp sowie bzw, mit cos 9, sin & - cos ¢, sin § sin p und
integriert iiber die Kugel, so erhilt man die Achsenkomponenten
P, P, P,der seitens der Kugel auf die Flussigkeit ausgeiibten

Gesamtkraft. Zu dieser kann aber € und % nichts beitragen,

weil diese Groflen in diametral gegeniiberliegenden Punkten der
Kugelfliche entgegengesetzt gleiche Anteile liefern. Fur C er-

kennt man dies ohne weiteres, fiir 2 aus dem Ansatz:
9 (ax +By+re)
Uz:z‘[az—FﬂZ‘F?’z— R?

der sich aus (21) ergibt.
Es bleiben also nur folgende Ansitze iibrig:

2r 7w
R2
Px:—?f/(Xx+ Yy+4 Zz)cossin 9 ddde
& 0
2r 7
R?
P,,:————z—f/(Xx—]— Yy+ Zz)sin?Ycospddde
0 0

27 7
RZ
Pz:——?ff(Xx—f—Yy—l—Zz)sinZ«‘}sin(pd«‘)d(p
0 0
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Wir fithren die P, betreffende Integration aus, indem wir
einsetzen :

#=Rcos®, y=RsinYcosp, z=Rsindsing

Dann liefert X x zum Werte P, den Beitrag:

27w

3
szffeoszﬁsin«‘}d&d(p
00

Um die auf § beziigliche Integration

fcos295in Sdd
0

zu bewerkstelligen, greifen wir auf die Formel Hiitte 1908, S. 78
zuriick:

. sin? + lxcos? — 1z —1 (.
f sin? z cos? x dx = 9 sin?x cos? 2z dx

P+4q P+4q

welche mit
z=% p=1¢g=2
liefert :
s
fsin{}cosz%dﬁ = ﬂlﬁ;—ﬁ—i—%fsinﬁd%
. sin? & cos & cos &
3 3

Die Integration zwischen 0 und 7t ergibt

T

sin? 9 cos & cos 9 1 2
—_ =0—0——(—1— = —
3 3 3( 1—1) 3

Es eriibrigt jetzt noch, die Integration nach ¢ auszufithren,
welche liefert
27
2 4
Zde = —
j; =37
0

2
Also wird —g 7 X R?® der von X x herrithrende Anteil zu P,

Die Berechnung des Anteils von Y y an P, fithrt auf das
Integral

34

T T

sin? ¥ cos Fcos pdY de

O{_S
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Hier ist zunéchst das innere Integral

T

f sin? 9 cos & A9
0

zu bilden, fiir welches man auf Grund der gleichen Formel aus
der Hitte den Wert:

sin & cos? O sin &
3 3

T

=0

0

erhélt. Yy liefert also zu P, keinen Beitrag, ebensowenig Z .
Es wird also endgiiltig:

Px= ———%nXR:*

Entsprechend findet man:
2

Py='—~'?ﬂ YR3
und
P, = 2 Z R?
z ——‘?ﬂ

Hier erkennt man aus den negativen Vorzeichen, da8 wir
die seitens der Kugel auf die Fliissigkeit ausgeiibte Kraft
gefunden haben (wie schon oben vorausgesagt), welche der Rich-
tung der Komponenten X, Y, Z naturgemiB entgegengesetzt ist.

Die mit positivem Vorzeichen versehene Resultante von
P,, P, P, liefert dagegen die auf die Kugel ausgeiibte Kraft.

2
3

Handelt es sich um eine stationsre Flissigkeitsbewegung,
bei welcher X, ¥, Z Null sind, so wird die auf die Kugel aus-
getibte Kraft ebenfalls Null. Einer stationéren, wirbelfreien
Bewegung einer reibungsfreien Fliissigkeit setzt dem-
nach eine eingetauchte Kugel keinen Widerstand ent-
gegen.

nRYX* Y2+ 7%
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§ 86. Die Differentialgleichungen der Bewegung inkompressibler
Fliissigkeiten von Lagrange.

I. Die Gleichungen von Euler

dv, 1 op
at o Ox
dvy, 1 op
2 rarm (1)
v, 1 0p
dt o 0z

enthalten aufler der Zeit ¢ als unabhingige Verinderliche die
Koordinaten z, y, z eines Raumpunktes der Fliissigkeit und
liefern die Geschwindigkeitskomponenten v,, v,, v, als Funktionen
der Zeit und des Ortes. Sind v,, v,, v, gefunden, so liefert das
Differentialgleichungssystem

ViU v, =dx:dy:dz
die Stromlinien.
Fihrt man jetzt in (1) sowie in die Kontinuitétsgleichung

o0vy 0vy o0v,

oz Tay T =0 (2)

statt der Koordinaten eines Raumpunktes z, y, z die Koordinaten
a, b, ¢ eines bestimmten Fliissigkeitsteilchens zur Zeit ¢ = 0 ein,
so erhalt man die Differentialgleichungen von Lagrange.

Die Umformung geschieht an Hand der Ansatze:

op Jp Ox op oy , 0p 0z

da  O0x 0a = 0y da ' 0z Oa

op  0p ox dp oy . Op 02
56~ ox b oy 86 ' 6z a6 (3)
9p _ Op Ox op 0y  O0p Oz
b0 — 9z 30 T by 8¢ T bz 0

und liefert:
Hort, Differentialgleichungen. 29
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o%*x ox Py oy Pz 0z
o da ' Off da ' 88 da
ox oy 0z 1 op

= X— 7z - - &
X8a+Y6a+

o*x ox | &y Oy n 0%z 0z
8 ob ' of* ab ' o ob

(4)
ox oy 0z 1 op
=Xt Yt i
Dz Ox o'y oy 0%2 0z
& 0 T of b T ol dc
ox ay 0z 1 op
=X et e T 25 5 e

Die Umrechnung der Kontinuititsgleichung auf die ab-
héngigen Variabeln a, b, ¢, die wir im einzelnen nicht durch-
fithren wollen, liefert
ox 0y 0z

oa da 0a
ox 0y 0z
ob 0b ob
ox 0y 0z

dc dc Oc

Durch das Gleichungssystem (4) und (5) wird die Bahn
eines Fliissigkeitsteilchens, welches zur Zeit ¢ = 0 sich am Orte
a, b, ¢ befand, durch die Gleichungen

x=e@,(a,b,c,t)
Y = py(a, b, ¢, ¥) (6)
z2=g@z(a, b, ¢, t)
bestimmt, wozu noch eine weitere Gleichung fiir den Druck
kommt:

P=@4 (@, b, ¢, ) (7)
II. Die Gleichungen (4) konnen im Falle der Existenz eines
Kréftepotentials

ov ov ov
_— — _— 8
X e Y g Z . (8)
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auf eine einfachere Form gebracht werden, indem man zugleich

die linken Seiten umformt.

Es ist
ox &®x  Ox dvy O v ox v o*x _ 9 v ox
da 012  oa 0t  0t\ "~ da T oadt  ot\° oa

Entsprechend z. B.
oy oy ﬁ oy 1 ovt
ob ot* Vob ) 2 ab
Die Gleichungen (4) werden jetzt:
0 ox 7 oy 0 0z
W(”’EJ>+ o1 (” >+ 51 (”zsa*)

oV 1 op 1 o0°

da 0 da ' 2 da

1 00,2
2 Oa

(9)

nebst zwei analogen Ansiitzen. Hier kann man nach ¢ integrieren
zwischen den Grenzen t =0 und { =¢. Zur Zeit { = 0 sei die
Geschwindigkeit v, im Punkte @, b, ¢, der zur Zeit { = 0 mit

2, y, 2z identisch ist. Dann gilt:

0 0
oa =0 oa i—0 da 0
ox oy 0z
ob ‘o ob t—0 ob t—o0
L 0; Gy _ 0; oz
oc |,_o dc |,_o ac |, _o

Die Integration liefert, wenn wir

i
_ P, 1

0

setzen:
+ ”aa + v —— =’Uxo+%
LN wagg vyo + -
TR

(10)
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Durch diese Gleichungen werden die Geschwindigkeits-
komponenten eines Flissigkeitsteilchens zur Zeit ¢ mit den Kom-
ponenten zur Zeit { = 0 verbunden.

ok

ds

Fig. 222. Zur Definition des
Linienintegrals.
z

z

R

N

34
e
*%/xz&z ) ’
u P

el
Fig. 223. Integration iiber den

Rand eines Rechtecks.

Fig. 224. Integration iiber eine
geschlossene Kurve in einer
Koordinatenebene.

§ 87. Der Integralsatz von

Stokes.

Der Satz von Stokes be-
schaftigt sich mit der Untersuch-
ung von Linienintegralen, d. h.
von Integralen einer Grife P,
genommen iiber eine offene oder
geschlossene Kurve s (Fig. 222).

Ein solches Integral lautet:

[P.as (1)
und stellt die Arbeit dar, welche
die tangential zur Kurve s ge-
richtete Kraft P, bei Umfahrung
der Kurve leistet.

Betrachten wir jetzt P, als
diejenige Komponente eines Vek-
tors P, die in die Richtung von
ds fallt, so kann man das Linien-

integral durch die Komponenten
X, Y, Z von P ausdriicken:
f Pyds =
i (2)
fde+ Ydy + Zdz
8

Wir berechnen nun das Li-
nienintegral fir den Fall, daB
die Kurve s ein kleines achsen-

paralleles Rechteck in einer der Koordinatenebenen, z. B. der
2-2-Ebene, ist. Dann haben wir nach der Fig. 223 als Integralwert :

Zdz—[—(X+%dz>dx—(Z+2—fdx>dz——de

_ (92X
T\ oz

0z
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Ist das Flichenelement in der z-2-Ebene jetzt kein Recht-
eck dzdz, sondern eine beliebig berandete kleine Figur dF,
(Fig. 224), so kann man diese in Rechtecke dz dz auflésen und
fir jedes dieser Rechtecke das Linienintegral aufstellen. Bildet
man die Summe aller dieser Linienintegrale:

8X 6Z

so ergibt sich das Linienintegral iiber die Berandung von dF,,

namlich
0X oz
<a_ )Zd dz (aX aZ)dF (3)
2 oz

weil bei der Summation die Seiten der Rechtecke dx dy je zweimal
in entgegengesetztem Sinne durchlaufen werden, so daB die auf
die Rechteckseiten entfallenden Teile der Linienintegrale sich
aufheben und nur die auf die Umgrenzung von d F, entfallenden
Anteile ibrig bleiben.

Entsprechend sind nun noch die Linienintegrale fiir kleine
Figuren dF, und dF, in der y-z- bzw. z-y-Ebene

mit <iZ— — —8—Ii> ar,
(3)

oy oz

oY 7.4
bZW. (—a? ——'——a—y—> sz
anzuschreiben.

Gehen wir jetzt dazu iiber,
das Linienintegral fiir ein kleines
Dreieck dF = A B C zu bilden,
welches nach Fig. 225 orientiert  Fig.225. Linienintegral itber den
ist, so kann man die Integration Rand eines Dreiecks.
itber den Umfang 4 B C ersetzen
durch die Summe der Integrationen iiber die drei Dreiecke
dF,=0ABO, dF,=0BCO, dF, =0C A0, wobei sich
die Integrationsanteile lings O 4, O B, O C aufheben und nur
der Anteil langs 4 B C tbrig bleibt. Als Linienintegral lings
A B C haben wir demnach:

o0z oY oX 20Z oY X

e e A s 6
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oder mit Einfiihrung der Achsenwinkel der Normale n des Drei-

ecks 4 BC
0Z oY oX 0%
{(-a—i — —52—> cos (nx) -+ (W — %> cos (ny)

+<%§~—%—> cos (nz)}dF (4)
Da aber die oben entwickelten Ansitze (3) fiir beliebig

gestaltete dF,, dF,, dF, galten, so gilt auch (4) fiir ein beliebig

gestaltetes Element dF.

Haben wir nunmehr eine
endliche Fliache F, so kann man
diese durch ein Liniensystem
nach Fig. 226 in Elemente dF
zerlegen. Integrieren wir nun
den Ausdruck (4) tiber die ganze
Fig. 226. Linienintegral iiber eine Fliche, so resultiert augenschein-

beliebige Randkurve. lich als Summe das Randintegral

(1) bzw. (2), weil die Integra-

tionsanteile lings der Linien im Innern von F verschwinden.
Wir haben dann endgiiltig als Ausdruck des Satzes von Stokes:

0Z oY
(Xde+ Ydy + Zdz) = {<8——6—>cos(nx)
f -2

8

o0X oz oY oX
+ (W_W> cos (ny) + (-6;———6—y>cos (nz)} adF (5)

womit das Linienintegral (2) in ein Flachenintegral iiberge-
fuhrt ist.

Der Satz (5) gestattet noch eine einfachere Schreibungsart,
wenn man beachtet, dal die Ausdriicke

0Z oY oX 9z Y 0X
oy 9z 9z ox’ oz  dy

aus den Komponenten X, ¥, Z bis auf den Faktor % ebenso

gebildet sind wie die Wirbelkomponenten w,, w,, ®, in § 82 aus
den Geschwindigkeitskomponenten v,, v,, v, Demnach kann
man die erstgenannten GroBen als Komponenten des Wirbels ¢
von P bezeichnen. Man schreibt:
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C = Wirbel von P
oder unter Benutzung des englischen Wortes fiir Wirbel:
€ =curl P

und wiirde haben:
ff{C,, cos (nx) -+ Cycos (ny) + C,cos (n z)} dr
F

:f(de+ Ydy + Zdz) (6)
S

In der Klammer{ }steht nun nichts anderesals C,, die zur Fliche F
normale Komponente von €.
Es ergibt sich also als einfachste Form des Satzes von

Stokes:
ffC’ndF:fP,gds (7
F S

Durch diesen Ansatz wird ein Linienintegral in Flichen-
integral und umgekehrt umgeformt.

§ 88. Die Sitze von Helmholtz iiber die Wirbelbewegungenso),

I. Wir nehmen jetzt an, daf die Wirbelkomponenten w,,
w,, 0, zum mindesten in einem Teile der Flissigkeit nicht ver-
schwinden.
Durch Differentiation an den Ausdriicken (12) § 52 stellen
wir fest, dafl der Ansatz gilt
Owy dwy dw,
bz T oy T es
Entsprechend § 70 bezeichnen wir die linke Seite des An-
satzes als Divergenz des Wirbelvektors w, welche demnach
iberall verschwindet:

=0 (1)

Divew = 0. (2)

Andererseits kann man auch die Gleichungen (12) § 82 in
Vektorform schreiben. Diese Gleichungen sagen nichts anderes
aus, als daf} der Vektor w der Wirbel des Vektors v sei. Unter
Benutzung des Wortes curl fiir Wirbel schreibt man demnach:

o = curl v 3)
Ansatz (2) kann hiernach auch in die Form gebracht werden:
Div curl v = 0. 4)
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Diese Gleichung spricht den wichtigen Satz der Vektor-
analysis aus: Die Divergenz des Curles eines Vektors
ist immer gleich Null.

II. Wir haben also die Bewegung der Fliissigkeitsteilchen
durch zwei Vektoren v und w gekennzeichnet.

In jedem Punkte der Fliissigkeit sind dadurch zwei Richtungen
festgelegt: die Richtung des Geschwindigkeitsvektors und des
Wirbelvektors.

Geht man von einem Flissigkeitspunkt in Richtung eines
der Vektoren zum benachbarten Punkt, so erhalten wir zwei
Liniensysteme: die Stromlinien und die Wirbellinien.

An ersteren ist in jedem Punkt der Geschwindigkeitsvektor
Tangente, an letzteren der Wirbelvektor.

Beide Liniensysteme werden durch die Differentialgleichungs-
systeme bzw.

dx:dy:dz = v,:v,:v, (Stromlinien)
und

dr:dy:dz = w, 0, 0, (Wirbellinien)
bestimmyt.

Bringt man an einer Stromlinie §
in zwei Punkten P, und P,, Fig. 227,
senkrecht zu ihr zwei Flichenelemente
f, und f, an, so kann man sich durch
die Berandung von f, alle Stromlinien
gelegt und f, so gewihlt denken, da8
Fig. 227. Zur Definition seine Berandung von denselben Strom-

des Stromfadens. linien gebildet wird.

Den von allen diesen Stromlinien
gebildeten rohrenformigen Bereich nennt man einen Strom-
faden, dessen Querschnitt an beliebiger Stelle f sei.

Wenden wir jetzt auf das zwischen P; und P, liegende Stiick
des Stromfadens den Satz von GauB (s. §70) an:

[divode =fP:iivvfds =—fowdo  (5)
P,

wo do das Oberflichenelement des Stromfadenteiles ist, so redu-
ziert sich das Integral f vy do auf die von den Endflichen f,
und f, herrithrenden Anteile — v, f, + v, f,. Hiermit ergibt sich
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aber:
P,
[divofds = v, f,—o f; (6)
P

Liegt mit dive = 0 eine inkompressible Fliissigkeit vor,

so wird hiernach

v, fo = v, f; = Const, (7
d. h. alle Querschnitte eines Stromfadens werden in
gleichen Zeiten von gleichen Flissigkeitsmengen vf
durchstromt.

Bildet man in analoger Weise zu einer gegebenen Wirbellinie
einen Wirbelfaden, so gelangt man, da divew stets Null ist,
zu dem Satz:

0, fo = w, f; = Const, (8)
d.h.das Wirbelmomentw f ist 1&ngs des ganzen Wirbel-
fadens konstant.

ITI. Ziehen wir jetzt in der Fliissigkeit zur Zeit ¢ = 0 eine
geschlossene Linie S, so werden wir zur Zeit ¢ die Flissigkeits-
elemente aufsuchen kénnen, die zur Zeit { = 0 die Linie S, er-
filllten. Sie werden eine Linie § erfilllen. Durch die Linien 8,
und S legen wir Flachen Fy und F, die zu den Zeiten 0 und ¢
von denselben Flissigkeitsteilchen erfiillt seien. Bilden wir
jetzt das Linienintegral der Geschwindigkeit zur Zeit 0, zu welcher
das einzelne Flissigkeitselement die Koordinaten a, b, ¢, habe:

f”xu da + v, db -+ v, de

So
so liefern die Gleichungen (11) § 86 einen Zusammenhang mit
dem Linienintegral der Geschwindigkeit itber dieselben Fliissig-
keitselemente zur Zeit ¢. Beide Integrale sind gleich, da

fau
S,
verschwindet.
Nach dem Satz von Stokes folgt aber aus der Glelchhelt
der Linienintegrale
f”o dsy = f’vds (9)
S S
die Gleichheit der zugehérigen Flichenintegrale

wan,dF0=f1[wndF (10)
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wo
o = curlv
gilt.

Fiir ein unendlich kleines Flichenelement f hatten wir das
Produkt wf als Wirbelmoment eines Wirbelfadens be-
zeichnet.

Wir nennen jetzt

[fondF (1)
7
das Wirbelmoment der endlichen Fliche F, dessen Konstanz
im Verlauf der Bewegung, sofern F' immer von denselben Fliissig-
keitsteilchen gebildet wird, durch den Ansatz (10) fiir eine unter
EinfluB von Potentialkraften erfolgende Flissigkeitsbewegung
ausgesprochen wird.

IV. Nehmen wir jetzt an, daf3
die Flache F nach Fig. 228 von
Wirbellinien gebildet sei, so gibt es
keine Wirbelkomponenten w,, nor-
mal zur Fliche, d. h. das Wirbel-
moment der Fliche

ffwndﬁ’=0
ra

Fig. 228. Von Wirbellinien Diese Eigenschaft des Wirbel-
erfiillte Fliche. momentes einer von Wirbellinien
erfilllten Flache bleibt dauernd er-
halten; es kann also niemals eine normal zur Fliche gerichtete
Wirbelkomponente entstehen. Dieser Satz gilt fiir jede irgend
wie geartete Fliche F, also auch fiir einen schmalen Streifen
langs einer Wirbellinie. Aus der dauernden Abwesenheit von
normalen Wirbelkomponenten zu einem solchen Streifen folgt
das dauernde Verbleiben aller Fliissigkeitsteilchen
auf der Wirbellinie, sofern sie sich zu irgend einer
Zeit auf derselben befanden.

§ 89. Umformung der Eulerschen Differentialgleichungen auf
Zylinderkoordinaten.

I. Die in der Technik verwendeten Flissigkeitsstromungen
verlaufen mehr oder weniger symmetrisch um eine Achse.
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Fir solche Bewegungen sind die Zylinderkoordinaten r, ¢, 2z
statt der Cartesischen Koordinaten x, y, z zweckméBig. Gegen-
stand der Untersuchung sind wieder
die Stromungsgeschwindigkeiten (Fig.
229) bzw. deren Komponenten:

= Radialgeschwindigkeit. vy
v, = Tangentialgeschwindigkeit.

z

b,

v, = Axialgeschwindigkeit. 0 4

Fiir die ersten beiden besteht fol-
gender Zusammenhang mit v, und v,:

¥y = ¥, COS Q — v Sin @ )
vy = v,8in @ 4 vcos @ (1)

x

Fig. 229. Die Stromungs-
geschwindigkeiten in
Zylinderkoordinaten.

wihrend v, ungedndert bleibt.

Durch Differentiation der Formeln
(1) nach der Zeit gewinnt man die Be-
schleunigungen :

dv,  dv, . v sin de dy 2COS d(p
ar g (S P Tusing gy — rsing —ycos g

bzw. mit den Beschleunigungen:

do dr
w=r_r- und v, = 9
dvg (Ao o g LA
di ~ \dt e
und entsprechend: (2)
dv, [dv,  vf\ | 1 d(ver)
*d?—(dt B A TR

In gleicher Weise formen wir die in den Eulerschen
Gleichungen vorkommenden Komponenten X und Y der dufleren
Massenkraft auf eine Radial- und eine Tangentialkomponente R
bzw. T um:

X = Reosp —Tsing
} (3)

Y = Rsinq>+Tcos<p

SchlieBlich sind die Grofen 22 und 22 noch durch P und
ox oy cp
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auszudriicken:
op _ 0p Or op Ogp
dx  or oz ' Q¢ 6xl .
op op or op 8<pJ (4)
dy or oy ' 0¢p Oy
Aus diesen Ansitzen folgen vermége der Definition der
Zylinderkoordinaten :

=2+ ¢, tgqv———%

or = cos or = sin

oz %P oy ‘4 (5)
op snp dp cosg

ox  r dy  r

die Transformationsgleichungen:

Px  or P bp
op _ 0p . op cosq;‘
By " or RP Ty

op _ 0p s op sm(p]
(6)

Die Gleichungssysteme (2), (3), (6) sind nun in die Euler-
schen Gleichungen § 82 einzufithren. Es finden sich zunichst
die Ansitze:

dv,  vf 1d(vr) . }_ .
g{( T, —-—r—)cosq)—7 T sin ¢ = Rcosp —T'sing
op op sing

_ﬁ—E;—COS(p-}"W ’ (7)
2

R N e
op . op cos g

—Wsm(p———% ’

Nach Multiplikation mit cosg und sing und Addition

erhalt man:
dv, v op
) =R — = 8

9<dt r> R or (8)
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Nach Subtraktion:

1d(vr) 10p
S T T )
Hierzu kommt als dritte Gleichung:
dv, op
% =7 % (10)

Die Kontinuitatsgleichung endlich nimmt die Form an:
ov, | 9y 9v, 8(v,r)+ ovy | O(v,r)
ox oy 9z  or o 0z

Wir schreiben noch die Wirbelkomponenten fir Zylinder-

koordinaten an:
o — 1 o(vr) ov,
T 0z op

+

=0 (11)

o, vy

o= 7(5‘5) (1%)

1 [ov d(ver)
@2 =9y op - or

Die Herleitung der Ansitze
(12) geht aus von den Wirbel- z
komponenten in Cartesischen
Koordinaten § 82 (12), unter Be- &3’2 /
nutzung der Transformationsfor- | o
meln (5) dieses Paragraphen. O y
Die Wirbelkomponenten (12) V

tragen folgende Benennungen: »
x

w, = Radiaiwirbel,
w; = Tangential- oder Ring- Fig. 230. Die Wirbelkomponenten
wirbel, in Zylinderkoordinaten.

w, = Axialwirbel,
die in positivem Sinn in Fig. 230 gezeichnet sind.

I1. Auch in Zylinderkoordinaten lassen sich die Satze iber
wirbelfreie und nicht wirbelfreie Bewegungen (vgl. § 84 und 88)
aufstellen.

Insbesondere existiert im Falle der wirbelfreien Bewegung
ein Geschwindigkeitspotential @, welches der Differentialgleichung:
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o[ o0 1 2D *D
ar<’w)+7a7,2 "o = (13)
geniigb. Aus @ leiten sich die drei Geschwindigkeitskompo-
nenten wie folgt ab:
oD 1 0@ oD
YT T e T e (14

Der den Gleichungen (3) § 82 analoge Ansatz lautet:

e%(aa—q? I > =k
T (15)
¢ 662 <66(f tg ¥t >

woraus sich wiederum ein Kriftepotential
(§+§v2+%>=—w,cp,z,t) (16)

ergibt.

ITT. Besonders einfach werden die Differentialgleichungen
in Zylinderkoordinaten, wenn es sich um eine achsensym-
metrische Fliussigkeitsbewegung handelt.  Diese Be-
wegungsart ist dadurch charakterisiert, daB3 die Geschwindigkeit
und der Druck von der Koordinate ¢ unabhéngig sind, d. h.
dadurch, daB

—a-v—'=0, %:0, @=0 (11)
o o
gilt. Damit nehmen die Gleichungen (8), (9), (10), (11) die
Form an:

ov, 87), ov, vd ap

S

(a”‘ +u ,a”‘ +o za”‘ +¥> ~7 (9a)

ov, 302 B op

( + ‘I‘ z >_Z——_6_z“ (10&)
8(rvr) +6(rv,) 0 (11a)

or 0z
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Aus diesen Gleichungen ist die Koordinate ¢ vollstandig
verschwunden, nur r und 2z sind als unabhéngige Variabele ibrig
geblieben. Offenbar geniigt es, wenn man v, v, v, p fir die
Punkte einer beliebigen durch die Z-Achse gelegten Meridian-
ebene bestimmt. Durch Rotation dieser Meridianebene um die
Z-Achse erbalt man die Geschwindigkeit und den Druck in allen
anderen Raumpunkten.

In jeder Meridianebene bestimmen nun v, und v, die Bahn-
elemente von Kurven C (Fig. 231), durch deren Rotation um die
Z-Achse Flichen entstehen, auf denen die Flissigkeitsbahnen
liegen. Letztere sind einander kongruent.

Die Wirbelkomponenten (12) neh-
men im Falle der achsensymmetrischen
Bewegung die Form an:

® _ 1 a(rey
T 2r o2
1 [ov, %
Y= 9 \er ez (12a)
1 o(rvy) z/
_— ¥
Wz 2r or

Fig. 231. Stromlinie in der
Fragen wir nach einer achsen- Meridianebene.

symmetrischen stationdren wirbelfreien
Stromung, so sind zunichst die Gleichungen (12a) zu erfilllen
durch die Ansitze:

o — c ov, o,

YT or 0z
welche die Wirbelkomponenten w,, w;, w, zum Verschwinden
bringen. ¢ bedeutet eine Konstante.

Der Gleichung

=0

ov, 0v,
or oz
geniigt man durch den Ansatz:
=22 -2
0z or
wo @ eine Funktion von r und z ist. Diese hat noch der Konti-
nuitatsgleichung (1la) zu geniigen, d. h. dem Ansatz

=0 an

(18)
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oD oD
o) ra)
or 4 0z — 0 (19)

or oz

woraus sich die partielle Differentialgleichung ergibt:
*0 oD *D
"o T T =0 (20)
Wichtiger als dies Geschwindigkeitspotential @ ist
die sogenannte Stromfunktion ¥, die wie folgt gewonnen
wird. Es ist ersichtlich, daBl die Kontinuitétsgleichung (11a)
durch den Ansatz befriedigt wird:

rv, :—az—; rv, = % (21).

Hiernach ist ¥ in Gleichung (17) einzufiihren, wodurch sich
fir ¥ die partielle Differentialgleichung findet:

¥ 10V &V
o v T " (22)

Jede Funktion ¥ von r und 2, welche diese Differential-
gleichung Dbefriedigt, ist geeignet, eine achsensymmetrische
stationire wirbelfreie Bewegung darzustellen.

Bildet man das Differential von ¥':

4
or

so findet sich unter Einfithrung von (21):

oY

—v,dr +v,dz=0

v, dz
v, dr
Hieraus ergibt sich, dalBl iiberall die in die Meridianebene
fallende Komponente der Stromungsgeschwindigkeit mit dem
Kurvenelement der Kurve
(Pre)=20C

zusammenfillt. Die Stromung findet also in der Meridianebene
langs der Kurve C statt. Aus diesem Grunde heifit ¥ die Strom-
funktion.
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§ 90. Grundlegung der Turbinentheorie von H. Lorenz.

Das durch eine Turbinenzelle stromende Wasser iibt auf
die Zellenwénde 1 und 2, lings deren es stromt, Drucke p; und p,
aus (Fig. 232). Zerlegt man diese Drucke,
die bei reibungsfreier Bewegung auf den
Zellenwinden senkrecht stehen, in eine
radiale und eine tangentiale Komponente,
80 beruht die Drehung der Turbine unter
Uberwindung eines Momentes M auf dem
endlichen Unterschiede der Tangential-
komponenten p;, und p,. Ist n die Zellen-
zahl, so wird das Drehmoment:

= n [r(p, —m) df (1)
< Das 'Integ;aillst ub((eir die erz:ugelilde Fig. 232.  Angrif der
urve einer Zellenwand zu erstrecken, b oiisste in einer
wenn es sich um eine reine Radialturbine Radialturbine.
handelt. Aus dem endlichen Unterschiede
zwischen p, und p, ergibt sich nun schon, daBl diese Wasser-

0
bewegung keine symmetrische ist, da ja %nicht gleich Null

sein kann, wenn endliche Druckdifferenzen lings des Turbinen-
umfangs vorkommen.

Um diesem Ubelstand abzuhelfen, hat Prof. H. Lorenz
in Danzig zwei Schritte getan.

1. Er hat die endliche Druckdifferenz p, — p, als duflere
am Flissigkeitselement angreifende Volumkraft P angesehen
und in die Differentialgleichungen eingefithrt, indem er

2. die Volumkraft P unter unendlicher Vermehrung der
Zellenzahl gleichméfBig lings des Turbinenumfangs verteilte.

Das Ergebnis dieser Vorstellung ist, daf jetzt die Flussigkeit
die Turbine durch unendlich viele Zellen durchstromt, deren
unendlich diinne Trennwinde der Sitz jener als Zwangskréfte
zu bezeichnenden Volumkrafte sind. —:% kann dann =0 ge-
setzt werden.

Sind nun R, 7T, Z die Komponenten von P, so gelten die
Gleichungen (8), (9), (10) § 89 ohne weiteres fiir die Turbinen-

Hort, Differentialgleichungen. 30
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bewegung, wenn man in der Gleichung (10) noch g g als von der
Schwerkraft herrithrenden Beitrag zur Volumkraft einfithrt:

op dv, v?
B=r = 9(71?“7
_ 1 d(’l)ﬂ')
T=er—g @
0 dv,
Ztge—g =eg

Um jetzt das Drehmoment zu berechnen, haben wir das
Moment der Tangentialkomponente » 7' iiber das ganze Volumen
der Turbine zu integrieren:

M =fffrTrdrd<pdz

=27tgffrd—g};—rldrdz (3)

wo die Integration sich iiber einen Meridianschnitt der Turbine
zu erstrecken hat.
Schreibt man in (3) statt

d(’UtT) 6(vtr)ﬂ 6(1},7’) 6_z 6(1),1‘)

it~ or ot ezt ar T

o(vr
(a;)””

80 kann man noch die Wirbelkomponenten (12a) § 89 einfithren,
womit man findet:

M = 4n9ffr2(v,w,——v,wz)drdz (4)

Hieraus ergibt sich schon, daf auf Grund der Lorenzschen
Theorie die Turbinenstrémung keine wirbelfreie sein kann, weil
sich sonst kein Drehmoment ergeben kénnte. Die Ursache hierfiir
ist die Einfithrung der nicht von einem Potential ableitbaren
Zwangskrifte R, T, Z.

Wegen der Verwendung dieser Theorie zur Berechnung von
Turbinen verwiesen wir auf die Lorenzschen Originalarbeiten 81).
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VL. Die Differentialgleichungen der Elektrodynamik.
§ 91. Die Grundgleichungen der Elektrodynamik.

I. Verstindigung iiber die MaBeinheiten. Die Grund-
einheiten des absoluten MaBsystems sind:

die Langeneinheit: das Zentimeter . . . 1[cm]

die Zeiteinheit: die Sekunde . . . . 1[sec]

die MaBeinheit: die MaBe eines ccm
Wassers bei 4°C . 1{g]

Aus diesen drei Einheiten leiten sich alle iibrigen physikalischen
GroBen ab.
Wir bendtigen noch:
die Krafteinheit: das Dyn ....... 1{g cm sec~?
welche definiert ist durch das Newtonsche Bewegungsgesetz: Kraft
gleich Masse mal Beschleunigung. Sie ist diejenige Kraft, die
der Masse 1[g] die Beschleunigung 1 [cm sec—2?] erteilt.

Die Differentialgleichungen der Elektrodynamik regeln die
Verénderlichkeit der elektrischen und magnetischen Krifte.
Die Definition dieser Krifte greift zuriick auf die Grunderschei-
nungen der Elektrostatik und Magnetostatik, die an elektrischen
Mengen e bzw. magnetischen Mengen m, die sich im Gleich-
gewichtszustand befinden, wahrgenommen werden und die
darin bestehen, daB zwischen zwei elektrischen Mengen e und e,
gesetzmifige Kraftwirkungen gemessen werden konnen ebenso
wie zwischen zwei magnetischen Mengen m und m,. Die Kraft-
gesetze lauten:

K, — K, =™ (1)

r2

wenn K, und K,, die Krifte, r den Abstand der aufeinander wir-
kenden Mengen bedeuten.
Ist nun e = e, und m = my, und ist weiter K, wie K,, =

1Dyn, r = 1em, so wird
e = der elektrostatischen Einheit der Elektrizititsmenge

= 1{g"” cm’:sec1] ](2)
m = der elektrostatischen Einheit der magnetischen Mengel

= 1[g'" cm™ sec—1]

30*
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Wir filhren nun den Begriff des elektrischen und magneti-
schen Kraftfeldes ein. Ein elektrisches Kraftfeld wird definiert
als die Umgebung elektrischer Mengen, ein magnetisches
analog als die Umgebung magnetischer Mengen. Bringt man
in die Felder eine einzelne elektrische bezw. magnetische Menge
e bezw. m, so werden diese laut obigem gewissen Kraftwirkungen
ausgesetzt sein, die wir proportional der Menge selbst und einer
gewissen Eigenschaft des Feldes an der betreffenden Stelle setzen.
Die Eigenschaft ist die elektrische bezw. magnetische
Feldstarke E bezw. M. Die Einheit dieser soll da vorhanden
sein, wo das Feld auf die statische elektrische bzw. magnetische
Mengeneinheit = 1 [gy, em”: sec~1] die Krafteinheit = 1 Dyn =
1[g cm sec™?] ausiibt. Die Dimensionsgleichungen fiir £ bezw. M
lauten also:

E.1{glcm’gec1] = 1 [gemsec2]

3
M -1[g/em*:sec—1] = 1 [gemsec—2] )
aus denen sich ergibt:
statische Einheit der elektrischen Feldstarke
E = 1[g"cm~"/ sec1] 1(4)

statische Einheit der magnetischen Feldstirke
M = 1[g/em sec1]

Befinden sich die elektrischen und magnetischen Mengen
nicht im Gleichgewicht, sondern in Bewegung, so treten neue
Erscheinungen auf: die elektromagnetischen. Die
wichtigste dieser ist durch die Tatsache gegeben, daf eine be-
wegte Elektrizititsmenge auf eine in Ruhe befindliche magne-
tische Menge Kraftwirkungen ausiibt, die den Wirkungen eines
magnetischen Feldes dquivalent sind.

Eine bewegte Elektrizitatsmenge nennen wir einen
elektrischen Strom. Es gilt die Beziehung:

e=J-t (5)
d. h. flieBt ein Strom J ¢ Sekunden lang, so ist die Elektrizitats-
menge e bewegt worden.

Eine Elektrizititsbewegung, an der die Aquivalenz der
Wirkungen mit einem magnetischen Felde leicht konstatiert
werden kann, ist gegeben durch einen elektrischen Kreis-
strom.
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Unter den Verhiltnissen der Figur 233 wird auf die magne-
tische Menge + m die Kraft K ausgeiibt:

Jl-m

r2

K:

(6)

von einem Stiick des Kreisstromes, welches die Lange I besitzt.
Diese Formel benutzt man zur Definition der Einheit der Strom-
starke

K.r2 cm g sec™2 cm?

J e - - cml/z 1/: Sec'l .
[-m cm em’: g'/2sec! [ & ]

Nach Ansatz (5) ergibt sich hiernach die Elektrizitdtsmenge:
e=4J -t = [em'’g']

Wir erkennen, daf sich diese Dimension der
elektromagnetisch gemessenen Elektri-
zititsmenge von der Dimension der elek-
trostatisch gemessenen durch den bei
ihr fehlenden Faktor [cm sec—1] unterscheidet.
Die Definition der Elektrizitatsmenge
benutzen wir nun an Hand von Ansatz (3)
zur Definition der elektromagnetisch aus-
gedriickten elektrischen Feldstiarke:
E .[em': g'2] = [em gsec™2]

Fig. 233. Einwirkung

eines Kreisstromes auf
(8) einen Magnetpol.

E = [em'/» g/ gec—2]
die sich von der elektrostatisch gemessenen durch den zu dieser
hinzukommenden Faktor [cm sec—!] unterscheidet.

II. Grundbegriffe der Vektorenanalysis. Die elektrische
Feldstirke F und die magnetische Feldstarke M sind
die physikalischen Gréfen, mit denen sich die elektromagnetische
Dynamik beschaftigt. Dabei handelt es sich stets um die Ver-
teilung dieser beiden Gréfien im Raum und um ihre Verander-
lichkeit mit der Zeit. Des weiteren hat jede der GroBen in einem
bestimmten Raumpunkt aufler ihrem Zahlwert E bzw. M
eine Richtung, die bestimmt wird durch die Richtung der
Kraft, die das Feld an der betrachteten Stelle auf die positive
elektrische bzw. magnetische Mengeneinheit ausiibt. Kiirzer
ausgedriickt sind die elektrische und die magnetische Feldstirke
Vektoren, fir die wir das Zeichen € bzw. It wihlen. Diese
Vektoren haben Komponenten nach den Koordinatenachsen,
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die bezeichnet werden fiir
¢ mit E,, E,, B,
m o, M, M, M, 9
Die Zahlenwerte oder Tensoren der Vektoren sind dann
E=1E,+ B, + B2
M=VM,?+ M2+ M2
Neben den Vektoren & und I werden wir noch die Vektoren
curl € und curl M benétigen, die sich mit Hilfe der Kom-

ponenten von & und I wie folgt bestimmen:
Der Vektor curl € hat die Komponenten:

(10)

0B, 8B, 0B, 0, 08, 2B,
oy oz ’ oz ox ’ ox oy

Der Vektor curl M hat die Komponenten:
oM, oM, oM, oM, oM, oM,
oy oz ’ 0z ox ’ ox oy

SchlieBlich wird noch die Divergenz der Vektoren € und It
vorkommen:
oE, ok, oF,

. § — z Y z
dive o + oy + 52 (13)

o oM, oM, oM,
divik = 77 -+ 5y + e (15)

Die Ausdriicke div € und div I sind keine Vektoren, sondern
Skalare, d. h. FeldgréBen, die nur einen Zahlwert, jedoch
keine Richtung besitzen.

Bildet man unter Heranziehung der Komponenten (11)
und (12) die Divergenz der Vektoren curl € und curl I, so er-
gibt sich:

div curl & = 0; div cur! it = 0 (15)

III. Elektrische und magnetische Polarisation des Di-
elektrikums. '

Seit Faraday und Maxwell betrachtet man nicht mehr
die metallischen Kérper (die Leiter) als den Sitz der elektromagne-
tischen Energie, sondern die nicht leitende Umgebung der Korper,
das Dielektrikum.

Uber dieses hat man sich eine Vorstellung zu machen, welche
die Eigenschaften des nichtelektromagnetischen Zustandes eben-
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so erkldrt wie die des elektromagnetischen Zustandes. Wir er-
ortern die Vorstellungen iiber die unelektrische und die magne-
tische Konstitution des Dielektrikums gesondert.

Man denkt sich das Dielektrikum als aus Volumelementen
bestehend, in denen positive und negative Elektrizitat iberall
in gleicher relativer Menge vorhanden ist (Fig. 234).

Die Wirkungen der beiden entgegengesetzten Elektrizititen
heben sich auf; das Dielektrikum £

ist unelektrisch. I -
) Flod- -4 - -4+
-+ -+
+l+ |+ |+ ]+
B i N -+ -+
+
- -+ -+
* -+ -+
+ -+ -+
[ Il J
Fig. 234. Spannungsloses Fig.235. Gespanntes Dielektrikum.

Dielektrikum.

Erzeugt man nun im Dielektrikum ein elektrisches Feld, etwa
indem man nach Fig. 235 zwei Platten aufstellt, zwischen denen
die elektrische Spannung X herrscht, so werden die Elektrizitéts-
mengen in den einzelnen Volumelementen verschoben, jedes
Volumelement wird elektrisch polarisiert. Der Zustand der
Polarisation ist einem Spannungszustand analog; er
verschwindet wieder, wenn die spannende Ursache, die Ladung
der Platten, verschwindet.

Zur Gewinnung einer formelmafBigen Fixierung dieser Vor-
stellung greifen wir auf die Beobachtungen an einem Konden-
sator zuriick, der ja durch Fig. 235 dargestellt wird.

Verbindet man n#mlich die beiden Platten miteinander
durch einen leitenden Draht, so flieBt durch diesen eine Elektri-
zitdtsmenge ¢, die gemessen werden kann. Ks ist:

e E
U=ias
Der Kondensator ist damit entladen, der Spannungszustand des
Dielektrikums ist verschwunden. Legt man andererseits an den
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spannungslosen Kondensator eine Spannungsdifferenz E, so
verschiebt sich zwischen den Platten die positive Menge @
in der Richtung von der ---Platte zur —-Platte. Es ist:
e E
=2 ..F

=413 (16)
wie oben. Der hier vorkommende Faktor ¢ ist die sogenannte
Dielektrizitdtskonstante.

Die Formel (16) stellt man nun um wie folgt:

Q@ ¢ E
F i s 1D
und man nennt
b= = (18)
die dielektrische Verschiebung,
E
@—F (19)

die elektrische Feldstarke oder elektrische Kraft, von welch
letzterer wir unter I ausgegangen waren. Setzen wir fiir @ das
elektromagnetische Mafsystem voraus, so ergibt sich als Dimen-
sion der dielektrischen Verschiebung:

[b] = [em—" g¥] (20)
und, wenn man dies in (17) einsetzt, mit
[€] = [em': g'/28ec2] (21)
als Dimension der Dielektrizititskonstante
[e] = [em—2sec?] (22)
Die sich aus (17) (18) (19) ergebende Formel
& .
b, = —
e =7 ¢ (23)
kann man nach der Zeit differenzieren.
ob, g 06
o ~dm ol (24)

.., b . Y. .
Hier ist —ati von der Dimension [cm~": g/ sec~1], also eine

Stromdichte, d.h. eine Stromstiarke dividiert durch eine
Fliche. Bezeichnet man diese mit i, so gibt
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& 0K
"Tana
die Abhéngigkeit der Stromdichte der dielektrischen Verschiebung
von der zeitlichen Anderung der Feldstirke.
Bisher haben wir vorausgesetzt, daB das Dielektrikum keine
Leitfahigkeit besitzt. Ist diese = A vorhanden, so tritt neben
den Verschiebungsstrom

iF:iQ—— e 0€

(25)

o = dm ot (26)
auch noch der Leitungsstrom
“F =2AGCF (27)
so dall die Gesamtstromdichte wird:
.., & o€

Fir die magnetischen Eigenschaften des Dielektrikums
stellen wir analoge Betrachtungen an. Wir definieren die mag-
netische Verschiebung

.
b =M (29)

und erkennen in 4 7™ die GroBe B, welche man die magnetische
Induktion nennt, die in einem Medium der Permeabilitit H
durch die magnetische Feldstarke I induziert wird. Magne-
tische Verschiebung, Induktion und Feldstirke haben dieselbe
Dimension: [em=": g+ sec']; die Permeabilitiat u ist eine Zahl.
Analog (25) bildet man noch die Stromdichte der magne-
tischen Verschiebung
. 0b, uo oM
Tt 4m ot

Ein Analogon zu Formel (27) aufzustellen ist nicht nétig, da die
magnetische Leitfahigkeit der bekannten Stoffe so klein ist,
dafl magnetische Leitungsstrome gegeniiber den Verschiebungs-
stromen unter allen Umsténden vernachlissigt werden kénnen.

IV. Die Grundgleichungen.

Zwischen den Feldstirken & und I und den Stromdichten
¢ und § bestehen zwei Gleichungen, die fiir Stromleiter schon vor
Maxwell bekannt waren.

(30)
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a) Nach der Figur 236 hat man in dem durch einen Strom der
Dichte 7 hervorgerufenen magnetischen Felde eine den Strom
umschlieBende Kurve s zu ziehen. Die Kurve begrenze den
Flacheninhalt w. Dann gilt die Gleichung

47io = [Meos @, ds)ds (31)
i J / }
-1 | w 1T
d S
M cos (Mds)
Fig. 236. Magneto- Fig. 237. Elektromotorisches
motorisches Grundgesetz. Grundgesetz.

Das Integral bedeutet die Summe der Tangentialkomponenten
der Feldstarke lings der Kurve s.

b) Wird in entsprechender Weise ein magnetischer Strom der
Dichte j von einer Kurve s umschlossen, so gilt (s. Fig. 237).

47 jo =— [ Gcos (G, ds)ds (32)

§ 92. Aufstellung der Maxwellschen Gleichungen.

Es ist das Verdienst von Maxwell, die Gleichungen (31)
und (32) des vorigen Paragraphen auf die Vorginge im Dielek-
trikum angewendet zu haben.

Wir betrachten ein Volumelement A4, A4, A4, Fig. 238. Im
Punkte A herrsche die elektrische Feldstirke & und die magne-
tische Feldstirke 9% mit den Komponenten bezw. E, E E , und
M, M, M, .

Die Komponente £, der Feldstirke ergibt nach Gleichung (25)
eine Verschiebungsstromdichte in Richtung der z-Achse

. e O,
s = 7ot M
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und den Leitungsstrom
iy = A B, (2)

Hiermit ergibt sich fiir die linke Seite der Gleichung (31), wenn
o = 4, 4, (= Rechtecksseite 4 B C D) ist:

(8 o1, 447 Ex)AyAz

ot
Z
&
Mz
0 c
I3
4, 4z~ -
z A Ad: My Ey
M, 1Y
£y |
0 ! y
s
/J‘
S
X Y

Fig. 238. Zur Aufstellung der Maxwellschen (leichungen.

Die rechte Seite der Gleichung (31) erfordert die Aufstellung
der Komponenten von %, die lings der Berandung von 4 BC D

wirken. Diese sind in:

AB.. .M,
oM,
BC... . M,+ 5y Ay
oM,
CD..... —M,— 72 Az
DA..... —M,.

Es wird hiermit

(oM, oM,
fi’ﬁcos(im,ds)ds__< oy ———6—2>A,,Az.

d. h. an Stelle von Gleichung (31) kommt
0 oM, oM,

E,
e TAIE = —
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und analog fiir die anderen Achsenrichtungen

oE, oM, oM,
f TATAE ==
oF oM oM “
2 _ ¥y _ z
Ty tanil, = ox oy
Die Gleichungen (3) und (4) bilden das erste Maxwellsche
Gleichungssystem.

Das zweite erhdlt man aus Gleichung (32), indem man die
Stromdichte der magnetischen Verschiebung in Richtung der
z-Achse anschreibt:

_ oM
e = 4w o (5)
Die Ermittelung des Integrals in Gleichung (32) liefert dann
oE, oE,
_f@cos(@,ds)——(ay — 62) (6)

und mithin:

(7)

oM, (0B, 0B,
ot oy oz

Analog fiir die beiden anderen Koordinatenrichtungen:

oM, 0E, 0,
2t :~( oz a::)l
' (8)
oM, 0B, 0K,
ot ( ox oy ) J

(7) und (8) stellen das zweite Maxwellsche Gleichungssystem dar.
Vergleicht man die rechten Seiten der Maxwellschen Systeme
mit den Definitionen (11) und (12) des § 91, so erkennt man
die Ausdriicke der curl-Komponenten wieder. Man kann also
die beiden Gleichungssysteme in Vektorform schreiben:
Vektorform des ersten Maxwellschen Gleichungssystems:

82—?—{—475/’1@:0111‘193? (9)

Vektorform des zweiten Maxwellschen Gleichungssystems:
oM

T —curl & (10)
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Die Dimensionen von €, I, ¢, u sind hier die des elektro-
magnetischen MaBsystems.

§ 93. Untersuchung ebener elektromagnetischer Wellen.

I. Aus den Gleichungen (3) und (4) § 92 folgt, wenn man
sie der Reihe nach nach z, y, z different iert und dann addiert:

“or

o (6B, 0E, OF, 0B, | 0B, , 0H,\
(ax t oy T >+4”’1( 5w T oy T e ) =00
oder nach Gleichung (13) § 91
E%div@:—}—élnldiv@:O (2)
Aus dieser Gleichung folgt, dafl dauernd
divE =0 (3)

gilt, wenn diese Gleichung zu irgend einer Zeit galt. Die Be-
deutung des Satzes (3) kann man sich wie folgt niher veran-
schaulichen. Aus Gleichung (23) § 91

. €
b, = — 4
=€ (@
folgt nach beiderseitiger Bildung der Divergenz
. ob, 6b e .
divd, = o + _Edlv@ (5)

5 1

Hier hat divd, die Dimension [em 2% sec 2], d. h. die Di-
mension der Raumdichte der Elektrizitdtsmenge:

1 1
[em 2 sec 2]: [em3].

In der Tat bedeutet divbd, eine elektrische Raumdichte, und
zwar diejenige im Raumelemente dx dy dz. Wir benutzen nun-
mehr, wie frither § 67, das Zeichen p fiir diese:

divb, = —:—ndiv@‘; =0 (6)

Hieraus folgt, daB die Gleichung (3) stets dann gilt, wenn
iiberall die Dichte o der ,freien” Elektrizitit gleich Null ist.
Durch Gleichung (6) kann man iibrigens noch eine von
frither her (§67) bekannte Beziehung ableiten, wenn wir an-
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nehmen, daBl € ein Potentialvektor ist, dessen Komponenten
sich als erste partielle Derivierte einer Raumfunktion ¥V be-
stimmen wie folgt:
ov ov ov
E,=—— B, =——— B, = —
* ox Y oy’
Dann wird der Ausdruck

€ (an oV 32V>
=

€ .
@ T\ T e (®)

eine Gleichung, welche mit ¢ = 1 mit der Laplace-Poissonschen
Gleichung

0? 02 a2V
(el e w

i T e T om

§ 67, identisch ist. Diese Gleichung regelt, wie wir in Kapitel 11T
des zweiten Teils gesehen haben, die elektrischen Gleichge-
wichtszustdnde.

In der gleichen Weise wie oben lifit sich auch die Giiltig-
keit der Gleichung

div M =0 (3a)

im ganzen Felde nachweisen.

Nunmehr eliminieren wir aus Gleichung (9) und (10) § 92
den Vektor I, indem wir (9) nach der Zeit differentieren:

omMm 02¢ o¢

Curl*g:Sth‘l—‘l?ﬂW (10)
und von Gleichung (10) den curl bilden:
ucurl%: — curl curl € (11)
Durch Gleichsetzung von (10) und (11) folgt:
ue%—{—t&n;ﬂ»%:—-curlcurl(@ (12)

Rechnet man die Komponenten des Vektors
B = curl curl &

aus, so ergibt sich z. B. fiir die x-Komponente:

odiv ( 2K, RE, 2K, )

Be=—% Gt T o 022

+



§ 93. Untersuchung ebener elektromagnetischer Wellen. 479

(wovon man sich durch Ausfithrung der Operationen leicht
iiberzeugt), so daf man infolge (3) folgendes Gleichungssystem
tir E, E, E, erhilt:

»E, ®E, &K, »E, 0L,
— 4
b T o T a2 M Tae TATAT
@B, &E, &K, QE, oE,
i T ap T e e TATMTZ (9
@B, | ®E ®E &, 0,
o T g T am — M e AT

Ein analoges Gleichungssystem existiert fir M, M, M,.

I1. Mit Hilfe der beiden Systeme sollen € und I bzw. deren
Komponenten in ihrer Abhéngigkeit von Raum und Zeit gefunden
werden. Dabei miissen die Komponenten als Funktionen von
z, y, 2 zur Zeit { = 0 gegeben sein, wonach sich die ersten Ab-
leitungen der Komponenten nach der Zeit, ebenfalls fiir ¢ = 0,
aus den Gleichungen (9) und (10) § 92 bestimmen lassen.

Es handelt sich also um die Bestimmung einer Funktion
U (z, y, 2, t), die der Differentialgleichung:

otU oU
o 1
P +4mul T (15)

geniigen und dabei nebst ihrer ersten zeitlichen Ableitung fiir
¢t = 0 in gegebene Ortsfunktionen iihergehen soll
Ut:() = f(x’ Y, z)
oU (16)

AU =¢ep

Wir untersuchen nun einen Vorgang, bei welchem die elektro-
magnetische GroBe U (eine elektrische oder magnetische Kraft)
abgesehen von der Zeit, nur von der Variabeln z abhingt.
Es handele sich also um die Fortpflanzung einer ebenen Welle,
und zwar wollen wir zuvérderst voraussetzen, dafl mit 1 =0
der Vorgang ohne Dampfung (in einem nicht leitenden Dielek-
trikum) erfolge. Die Gleichung (15) wird dann einfach

2U 02U
oar M on

(16)

Ferner wollen wir die GroBe U und die Dielektrizitatskonstante ¢
elekirostatisch messen.
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Nach §92 haben wir, wenn die elektrostatischen GrofSen
fir den Augenblick mit U, und e, bezeichnet werden, die
Dimensionsbeziehungen

U = [em/sec] U,,
¢ = [em/sec]~2¢,.
Hiermit geht die Gleichung (16) iiber in
e U,
ox? oL
oder nach Riickkehr zu U und ¢ (die aber nun als elektrostatische
Groflen zu gelten haben)

[em/sec] = [em/sec] [cm/sec] 2 &, u

U

2l
o2 M on (17)

[em/sec]?

Auf der linken Seite ist also ein Faktor von der Dimension
eines Geschwindigkeitsquadrats hinzugekommen, den wir mit

V2 bezeichnen.

2 2
pol _ 20

ox? AT (18)

III. Diese Differentialgleichung ist identisch mit der in § 54
betrachteten Gleichung der Saitenschwingung, wenn wir

a? = __I].i
Eu
einsetzen. Die zu erfilllenden Anfangsbedingungen lauten fiir
U=f(@)
t=0q0U0 _
5 = 9@

- Die Losung kann auch hier durch Fouriersche Reihen er-
folgen; wir wollen jedoch eine andere Losung benutzen, die uns
einige Haupteigenschaften der elektromagnetischen Wellen zeigen
soll.

Wir schreiben als die Losung an:
z+at

1 1
U= glEtonti@—at+gq [s@dz (9

z—at

die fir £ = 0 tatschlich U = f (x) ergibt. Ferner ist
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oU
X Lt a— e —a)

1
+ _Q-J[ag(x—{-at) +ag(®x—at)]

welcher Ausdruck liefert fiir u
oU

Andererseits kann man < lz . :;%_,,]‘ rz
durch direkte Ausrechnung
nachweisen, daf (19) der Diffe-
rentialgleichung (18) gentigt.

Wir betrachten nun einen Fig. 239. Antfinglich elektro-
Anfangszustand, fiir welchen magnetisches Storungsgebiet.

iiberall langs der z-Achse g (x)

=0 ist. Die anfingliche elektrische oder magnetische

Storung f(x) soll aber nur innerhalb eines Intervalles
—i<z<+1

endliche Werte besitzen, im #ibrigen aber Null sein (Fig. 239).

Die Funktion f (x + at) ist hiernach nur dann von Null
verschieden, wenn gilt

—l<ztat<<+! (20
u
. %jf.r»‘at) ‘ % flc-at)
= 77277) 777277+
iy P ai

Fig. 240. Fortpflanzung einer elektromagnetischen Stérung
ohne Démpfung.

und f (x — a¢) ist von Null verschieden wenn gilt:
—l<z—at<+1 (1)
Die Bedingungen (20) und (21) kann man auch schreiben:
—l—at<z<<—at+1
—ltat<zx<at+l
woraus sich ergibt, dafl nach Verlauf der Zeit ¢ die GroBe U
nur in den Fig. 240 gezeichneten Bereichen von Null verschieden
Hort, Differentialgleichungen. 31
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sein kann. Hierbei ist aber rechts von der U-Achse f (x + at) = 0,
links davon f(x—at) =0, so daB sich U auf % f(x —at)
oder 1 f (x - at) reduziert, d. h. auf die Halfte des zur Zeit 0
existierenden Wertes. Wir deuten dies Ergebnis dahin, da@ sich
das anfinglich vorhandene Storungsgebiet f (z)
mit halber Intensitdt der Stérung nach beiden
Seiten in urspriinglicher Breite fortpflanzt mit
der Geschwindigkeit a.

Es war aber v

@ = ——
Yeu
Y72

X7

| 8 |

- c—- — *x
& -, 20 t-0 i, &

Fig. 241. Fortpflanzung einer elektromagnetischen Stoérung
mit Dampfung.

Hiermit findet sich die GroBe V als Fortpflanzungsgeschwindig-
keit der elektromagnetischen Storung im freien Ather, in welchem
¢=pu=1ist

IV. Nehmen wir nun noch den Vorgang als mit Dampfung
behaftet an, so findet man (wofir wir den Beweis nicht geben
wollen), daB sich die Grenzen des Storungs- oder Erregungs-

A%

—==fortpflanzen, dal3
el
aber die Gebietsbreite dauernd wichst, wihrend die Intensitét
der Erregung dauernd abnimmt. Fig. 241 gibt das Grundsétz-

liche des Vorganges.

gebietes ebenfalls mit der Geschwindigkeit

§ 94. Elektromagnetische Eigenschaften von Gleichstromen
in linear ausgestreckten Leitern.

1. Wir betrachten einen sehr langen Draht O 4, der lings
der positiven z-Achse ausgestreckt ist (Fig. 242). D ist eine
Dynamomaschine, deren Pol B zundchst frei sei, wihrend der
andere ¢ mit irgend einem Koérper K von qualitativ denselben
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elektrischen Eigenschaften wie der Draht verbunden sein soll
Im ibrigen sei K so weit entfernt, dafl sein Einflul auf die
Vorgiinge im Draht verschwindet. Ein Voltmeter V¥ verbindet
K mit dem entfernten Leitungsende A. Das Voltmeter wird
nichts anzeigen. Zur Zeit z

t = 0 verbinden wir B mit Y

O, worauf das Voltmeter
anzuzeigen beginnt. Nach
Verlauf einer Zeit T wird
die Anzeige konstant ge-
worden sein. Wir wollen
den Vorgang von £ = 0 bis

t =T den Ausgleichs-
g1 Fig. 242. Zur Umformung der

vorgang nennen und von Maxwellschen Gleichungen auf Zylinder-
dem Beharrungszustand, koordinaten.

der fiir ¢ > T eintritt, ge-
trennt untersuchen. Beide Vorgénge werden von den Max-
wellschen Gleichungen beherrscht, die wir zundchst auf den
Beharrungszustand anwenden wollen. '

Zu diesem Zweck transformieren wir die Maxwellschen
Gleichungen des § 92 auf Zylinderkoordinaten z, &, » durch die
Gleichungen

y=rsind, z=rcos Y (1)
Das Feldgrofensystem
E, E, E,
M, M, M,
geht dann iiber in das System
E, E, Ey
Mzr Mr’ M#

Die Gleichungssysteme (3) und (4) bzw. (7) und (8) §92
gehen dann itber in

1 (oM, oM\  0E
T( oy o )=t T
oM, oM,\ 0y
< ar  ow )"“8 ar T AT (2)
1 (oM oM\ _oE,
r( 9z ”69)’“8 g AT

31*



484 Die Differentialgleichungen der Elektrodynamik.

bzw.
1 (0B, o(rEy) oM,
T( 29 _—37'—) T
0B, OF oMy
( or aJ)‘"‘”W 3)
1 (9(rBy) OF, oM,
T( ox 09 ) AT

Hier kommt dann noch Gleichung (3) und (3a) § 93 hinzu,
die ebenfalls auf z, 9, r umzuformen sind:

o(r £,) n oy n o(r E,)

oz 29 o 0 (4)
o(rM,) | OMy | O(rM,)
7 Tos T o 0 ()

Die Durchfithrung der zu dieser Transformation erforderlichen
Rechnung, welche in partiellen Differentiationen der Gleichung (1)
besteht, verfolgen wir hier nicht weiter.

Das Feld um den linear ausgestreckten Leiter nehmen wir
nunmehr achsensymmetrisch an, d. h. wir setzen fest, dal} simt-
liche Komponenten M und E von 9 unabhingig sind.

Ferner gehort zur Achsensymmetrie, daff quer zur Achse
des linearen Leiters keine elektrischen Krifte wirken, d. h. die
Komponente Ey ist nicht vorhanden, also gleich Null zu setzen.
Ebenso folgt aus unserer Annahme, dafBl das magnetische Feld
nur eine Querkomponente hat, also M, und M, sind Null.

Die Gleichungen (2) und (3) reduzieren sich danach auf
folgende:

_lorMy _ oE

x
r or ot +4xAE, @
a)
1 o(rMy) _ OF,
+7 EP =&, +4nlE,
9E, 0K\ oMy ]
or oz | " H - (3a)

wahrend (4) und (5) ergeben:
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0B, 1 8(rE,)

ox r ar 0 (4a)
oMy
7y = 0 (5a)

Hier ist Gleichung (5a) bereits oben aus der Eigenschaft
der Achsensymmetrie hervorgegangen.

IT. Wir kehren nun zur Fig.242 zuriick und setzen die Dynamo
als Gleichstrommaschine der Klemmspannung E voraus. Ist
nach Anschalten des Poles B der Beharrungszustand eingetreten,
dann herrscht am anderen Drahtende ebenfalls die Spannung E.
Damit wird aber

E,= B T B =0
Ebenso wird
E =0
und
My=0

Dies Beispiel der unter Gleichstromspannung stehenden
Leitung bietet also nichts Besonderes.
Wird dagegen das freie Drahtende auf der Spannung 0 ge-

halten, so wird

E
E, = T (6)
von der Zeit unabhingig. Dieser Ansatz befriedigt neben
E, =0 (7)

die Gleichung (4a) und liefert aus (3a) und der zweiten Gleichung
(2a) das Ergebnis, daB My von x und ¢ unabhéngig ist. Jetzt
bleibt noch iibrig, aus der ersten Gleichung (2a) die erforder-
lichen Schliisse zu ziehen. Sie hat mit

oE,
ot =0

das Ergebnis:
8 (r My)
or

Sie ist zu integrieren innerhalb des Drahtes (r << R) sowie
auBlerhalb (r > R). AuBerhalb des Drahtes ist 1 = 0, weil wir

=—4nlrE, (8)
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uns hier im Dielektrikum befinden; die Gleichung (8) lautet

dann: P (7. M;)
T =0 r > R (8 a)
und liefert nach Integration:
c

wo C eine zunichst unbekannte Konstante bedeutet.
Innerhalb des Drahtes lautet die Gleichung (8):
o(r My)

. =—4nlirE, r<R (8¢)
woraus nach Integration folgt:
rMy=C,—2m ArE, (8d)

Hier mufl aber C; =0 sein, weil fir r = 0 beide Seiten der
Gleichung (8d) verschwinden miissen. Es bleibt also iibrig:
My=—2nirE, r<R. (8e)
Fir r = R, d. h. an der Drahtoberfliche miissen die Werte von
My aus Gleichung (8b) und (8e) ineinander iibergehen, d. h.

z es mul} sein:
’?/&‘,5)‘ C
Wl — = —271RE,
%%{r R
Mo [‘\ z Womit sich die Konstante C' findet:
\2/ C=—2niR2E,

Fig. 243. Magnetisches Feld

; a8 so daB fiir das magnetische Feld
eines gradlinigen Stromes.

auBlerhalb des Drahtes sich
27l R2

My=—""""E, r>R (©)

ergibt. Setzt man hier Gleichung (6) ein, so wird
27iR: E

My=———"7

L
d. h., da w = 55— den Leitungswiderstand des Drahtes be-
R27 )

B
deutet, mit dem Strom ¢ = - (elektromagnetisch gemessen)
21

My=—""
;



§ 95. Elektromagnetische Vorgiinge bei Wechselstrémen usw. 487

Dies ist die bekannte Formel des magnetischen Feldes eines
geradlinigen Stromes ¢. Das negative Zeichen gibt an, daB die
Feldstirke entgegengesetzt der Richtung wachsender &, d. h.
nach Fig. 243 orientiert ist.

§ 95. Elektromagnetische Vorginge bei Wechselstromen in
geradlinigen Leitern. Ferrantiphinomen 82),

I.. Wir legen wieder Fig. 242 § 94 zugrunde, nur mit dem
Unterschied, dafl die Dynamomaschine Wechselstrom der Maximal-
spannung F liefere.

Unter den Komponenten E,, E, und M, interessiert uns
in erster Linie E, d. h. die elektrische Kraft parallel zur Richtung
des ausgespannten Drahtes. Wir gewinnen eine Differential-
gleichung fiir £,, indem wir E, und My aus den Gleichungen (2a)
bis (4a) § 94 eliminieren. Dies geschieht wie folgt.

Zunichst wird (3a) mit » multipliziert und darauf partiell
nach r differentiiert. Resultat:

0 0E, 2(rk,)) o2 (rMy) 1

{W or owor | M arot M
Weiter wird (4a) nach 2 differentiiert:
2K, o2 (r B,)

"o T~ owmor @)

SchlieBlich wird die erste Gleichung (2a) mit w4 multipliziert
und nach ¢ differentiiert. Resultat:

rE, 0K, N o(r My
r{’” o T AT }_ K orat (3)

Substituiert man (2) und (3) in (1), so entsteht:

2
b (5 ) + ] e G + i g @

r or ox? ot2 ot

In diese Gleichung fithren wir die Stirke J des im Drahte
flieBenden Stromes ein.
Zunichst gilt fiir die Dichte des im Querschnittsdifferential
r dr flieBenden Stromes
t=1E,



488 Die Differentialgleichungen der Elektrodynamik.

Multipliziert man beide Seiten mit 27 rdr, und setzt man
2 ir-dr =dJ, so wird
dJ =2x ArE, dr

die Stromstidrke im Querschnittsdifferential 2 7z r dr. Integriert
man von 0 bis R, so ergibt sich der Gesamtstrom im Draht

R
J=2nl|rE,dr ' (5)
0
Dies wird in Gleichung (4) eingefithrt durch Multiplikation
mit r dr und Integration von O bis R. Wir erhalten:

R R
oE, »PE, , 25,
SR L
0 0

R
+4nylfr OBx 4, (6)

<

ot
0

wihrend durch geeignete Differentiationen aus (5) die Be-
ziehungen folgen:

R R
eJ g,  oJ *2E,
T2t __2nlfr e dr; Pr _2n1fra—t26r,
R (7)
04 o,
57 = 2 nlfr T, dr
0
Substituiert man (7) in (6), so kommt:
ok, 1 eJ pne 2d - odJ
R[ar:L:R+'2nz aet ~ 2mi oe T2t B

Das erste Glied auf der linken Seite vergleichen wir jetzt
mit dem letzten Glied auf der rechten Seite, indem wir

J=nR2)-E, = f‘;x

(9)

setzen, wo w den Ohmschen Widerstand der Léngeneinheit des
Drahtes bedeutet. Dann vergleichen wir

oF, . H,
w'R[—ar—]r=let 2/U, 71 .
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Hier reprisentiert w - B den Widerstand eines Drahtstiickes von
der Lénge R (der halben Drahtdicke), also einen sehr kleinen
Wert, wéhrendéaETx, die Anderungsgeschwindigkeit eines Wechsel-
stromes, eine sehr groBe. Zahl ist. Wir vernachlissigen also
R [?#Ei]rlzgegen 2 p.% und schreiben fiir (8)

or
o2J o2J J

0
g Mg T (10)

nach welcher Gleichung sich die Leitungsstromstirke J im Draht
regelt.

I1. Es ist nun bemerkenswert, daf} eine Differentialgleichung
fir J auch gewonnen wird, wenn man die Vorstellungen iber
elektromagnetische Vorginge benutzt, die vor Maxwell iiblich
waren. Diese Vorstellungen operieren an Stelle der in den Maxwell-
schen Gleichungen vorkommenden elektrischen Feldstdrke mit
,»Spannungen* und ,elektromotorischen Kraften* (p) und auler-
dem mit der Stromstérke in einem Leiter, die wir soeben mit J
bezeichnet haben.

Die Verkniipfung von Spannungen p und Stromstérken J
geschieht auf Grund des zweiten Induktionsgesetzes Gl. (32)
§ 91.

4 jw =—f@c()s (G, ds) ds
welches auf Grund von Gleichung (5) § 92 die Form annimmt

M@(w—M)z ——f@cos (€, ds)ds
ot

ke
- 4l g 18 x
i e
K Sl
9 | |

A7 777777 7

Fig. 244. Zur Ableitung der Heavisideschen Gleichung.

Dies Induktionsgesetz wird unmittelbar auf einen in Fig. 244
mit A B bezeichneten Abschnitt des stromfithrenden Leiters an-
gewendet. w M ist der ganze magnetische Kraftflul, der das
Rechteck der Basis 4 B durchsetzt, wihrend das Integral durch
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die Summe der im Linienzuge des Rechtecks wirkenden
Spannungen

94

gegeben ist. Als Besonderheit tritt hier nun auf, daBl die Per-
meabilitdt 4 = 1 zu setzen ist und der Kraftflul M o durch den
Strom J selbst hervorgerufen ist. In diesem Fall hat man be-
kanntlich die Stromstidrke mit deren Kraftflul durch den Koeffi-
zienten der Selbstinduktion zu verkniipfen. Die entsprechende

Formel lautet hier:
Mw=LJdx

wo L den Selbstinduktionskoeffizienten der Léngeneinheit des
geradlinig ausgestreckten Drahtes bedeutet. Es ergibt sich dem-
nach der Ansatz:

oJ 0P,
oder '
0P, oJ
— ey 18 (11)

Zur Gewinnung einer zweiten Gleichung zwischen den
Groflen p, und J betrachtet die vormaxwellsche Anschauungs-
weise das Leiterelement dz als einen Kondensator, dessen Lade-
strom durch

op,
OCdx =2
Y
gegeben ist, wenn C die Kapazitat der Langeneinheit des aus-
gestreckten Drahtes bedeutet. Der Ladestrom kombiniert sich
mit dem zuflieBenden Leitungsstrom J und dem abflieBenden

oJ
Strom J + Er dx durch eine Gleichung, welche die Kontinuitét

der elektrischen Stromung ausspricht:

oJ
J=J+de+0dx%€—

welche sich vereinfacht auf:
oJ

— % =

ap '
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Aus den Gleichungen (11) und (11a) kann man in einfacher
Weise die Variabele p, eliminieren, wodurch man fir J die
nach Heaviside benannte partielle Differentialgleichung:

oxJ oxJ oJ

R T Ta (11b)
erhalt. Fir p wirrde durch Elimination von J entstehen

op 02 P*p

i LcC ¥ + w C’ (11c)

Man kann auch eine Funktion W von x und ¢ einfithren, welche

der Gleichung

a4 02 W ow

52 =LC —{—wa (114d)
geniigh, und aus welcher sich p und J dann durch die Ansitze
ableiten:

p= ]
oz - (11e)
J=—02"
at

Man iiberzeugt sich leicht, daB die Ansétze (11d) und (1le)
mit (11) und (11a) gleichbedeutend sind.

Hiermit wire erwiesen, dafl die dltere Theorie fiir die tech-
nischen GréBen p und J (Spannung und Stromstéirke) ganz dhn-
liche Differentialgleichungen liefert wie die Maxwellsche Theorie
z. B. fiir die elektrische Feldstérke. Selbstverstdndlich muB es
moglich sein von den Maxwellschen Ansitzen (z. B. den Gleichungen
(2a), (3a), (4a) § 94) zu den Gleichungen (11b) und (1l¢) zu ge-
langen, wobei sich die Abhéngigkeit der Konstanten w, C, L von
den Daten des Problems ergeben miiite. Hierzu sind weiter gehende
mathematische Untersuchungen erforderlich, deren Durchfithrung
bereits von der Wissenschaft in Angriff genommen worden ist.
Eine kurze Darstellung des hierher gehérigen Gedankenganges
gibt §98.

III. Es handelt sich nun fiir uns um die Weiteruntersuchung
der Gleichungen (11b) und (ll¢). Wir wenden uns zunichst

der zweiten zu, die wir nochmals anschreiben:
02 02 0
Po _L0%Ps 4o “Ps (12)
ox? ot? ot?
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Dieser Gleichung suchen wir durch einen Ansatz fir p,
p=XT (13)
zu geniigen, in welchem X nur die Variabele 2, T nur die Variabele ¢
enthalte. Setzen wir (13) nach Ausfithrung der vorgeschriebenen
Differentiationen in (12) ein, so erhalten wir die Differential-
gleichung:
X'"T=LCXT'+wCXT
oder nach Division mit X T':
X// /i T,
x =0 Tl
Hier kommen auf beiden Seiten nur Ausdriicke je einer Variabelen
vor, so dall wir der Gleichung (14) durch die beiden gewohn-
lichen Differentialgleichungen

(14)

X!I . .
I ] (15)
T/I Tl
il =2
LC T +wC T a J

geniigen konnen. a ist hier eine wihlbare Konstante, tiber die
wir noch Verfiigung treffen werden.

Die beiden Differentialgleichungen (15) bringen wir auf uns
geldufige Formen:

X
2 X —
dx2 +a2X =0 l 16)
T w dT a?
IS A TR A l

von denen uns partikulire Integrale bekannt sind. Wir haben
fir X die Losung: e'%* (17)
tir 7' die Losung: e®#¢

wenn f aus der Gleichung bestimmt wird:

L, W a?
2 —_ =
p—ibp—zc =" (1%)
Letztere Gleichung schreiben wir
a=+yYBLC—ifwC (19)

und wir erkennen, dal § durch die Wahl von a bestimmt ist
und umgekehrt. Wir entscheiden uns dafiir, fiir § einen positiven
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und einen negativen reellen Wert (beide absolut gleich) anzu-
nehmen, wodurch sich 4 Werte von a ergeben. Ziehen wir die
Wurzel in der Gleichung (19) tatséchlich aus, so erhalten wir

=4 (@+1eb) -+ f negativ,
ay =+ (—a-+412b) - - - f positiv,
wo fiir die GréBen e und b gilt:

o= ]/%{702/32@2/32-}— w2)+L0ﬁ2}

b— }/_;_ {Voz,sz L2F + wh) —Lcﬁz}
Es ergeben sich jetzt fir
Pe=XT = eileats (21)

folgende 4 partikuliren Ansitze
e—(b—l—ia)z.eiﬂt; et &+ ia)z.eiﬂt; e—(b—ia)a:.e~iﬂt; etb—ia)w, g—ift

aus denen wir mit 4 unbestimmten Integrationskonstanten
A, B, C, D das Integral
p = Ae—bt+iazgift | Bet b+injzeift | (e—0—ialze—ift
z
+ Detb—inzeg—ift (22)
zusammenstellen. Hier bestimmen sich die beiden Konstanten B
und D ohne weiteres = 0, da fiir x = oo das Unendlichwerden
von p, ausgeschlossen sein mull. Der Ansatz vereinfacht sich
also zu
p, = Ae—btios gifty Qo—0—inze—ift  (22a)
= (4 + C)e—b2cos (ft—ax) + i(4—C)e—bdzsin{ft—ax) (22b)
Diesen Ausdruck haben wir in Zusammenhang zu bringen mit
der fir =0 (am Anfang der Leitung) gegebenen Spannung
der Dynamomaschine (Fig. 244)
€ = ¢,Cosw i (28)
Die Konstanten 4 und C in Geichung (22b) sind so zu
bestimmen, daf3 wird
Py = €gcosw it fiir x = 0.
Unter Ausfithrung dieser Bedingung erhalt man
t(4—Cy=0
(44 C) =¢
p=ow
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und hat demnach zu schreiben:

Py = €€ % (coswt—ax) (23)
Fiir den Strom J gilt die Beziehung:
0
LR ——Ch (24)
ox ot

Setzen wir hier fir p, den Wert aus Gleichung (23) ein,

so folgt:
oJ .
——=—Cweje—t?sin(wt—axz) (25)
ox

Durch Integration nach 2 ergibt sich hieraus mit einer

unbestimmten Integrationskonstanten B:

Cwe,

J=B4+ ———
]/az + b2
Da J fiir # = oo verschwinden muBl (wegen des offenen Leitungs-
. endes), so mull B verschwinden, und es wird,

Cow
¢ Yar + b2
Setzt man hier fiir & und b die durch (20) gegebenen Werte ein,
so wird:

e~ b%cos (wt—ax+ @) (26)

J =c¢

e v%cos (wt—ax+ @) (27)

1/ C2 w2
]/az + b2 TV e wn
und (28)
b ]/L2 0+ uw—Lo
gy = a w

Nunmehr kann eine Diskussion der Gleichungen (27) und (23)
an Hand eines Beispieles gegeben werden.
Bei der Leitung sei der Drahtradius » = 0,2 cm. Dann ist:
1. der Widerstand pro Kilometer
w = 1,36 Ohm - km—1,
2. die Selbstinduktion

2000

2 0,0026 Henry km—l,
3. die Kapazitit
C = 0,0030 Mikrofarad - km-1,

—05)
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Mit diesen Daten berechnen sich die in den Formeln fir
o und b vorkommenden Konstanten:

Lo =0,0026 - 5027 = 0,82 [sec1]
Cw = 0,0030 - 10650 - 27v = 0,94 - 10-®[sec km~2]
W= = 1,36 [sec™1]

wahrend fiir ¢ und b selbst sich findet:
a=117-10—3{km—1!}; b =0,36-10—3[km—1]
Yoz + % = 1,22.10—3 [km—]

und

tgp = % — 0,308

p =177
Liefert nun die Dynamomaschine eine Wechselspannung
der maximalen Momentanstirke e, = 10000 Volt, so wird die

maximale Momentanstérke des von der Leitung aufgenommenen
Stromes

0,94.10—8
JD= W' 10000 = 7,7 Ampere.
Dieser Strom hat gegen die Spannung eine Voreilung
¢ =177

Liangs der Leitung variiert nun die Spannung e so, daB ihr
Maximalwert nach dem Gesetze ¢?® abnimmt. Die Abnahme
ist eine sehr langsame. Der Halbwert ergibt sich aus der Gleichung

1
—bzr —
¢ 2
fir
lgn2 0,693
z = b w‘W-IOOOkm—l&‘ZOkm

d. h. erst in einer Entfernung von 1920 km vom Anfangspunkt
sinkt die Spannung auf den Halbwert.

Ferner erscheint die Spannung in ihrer Phase gegen den
Anfangspunkt immer mehr verzogert, je weiter man sich von
diesem entfernt. In der Entfernung
n 3,14

r = —

.1 =
a 0.36 000 = 2680 km
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ist die Verzdgerung — 7z geworden, d. h. in diesem Punkte ist
die Spannung der Anfangsspannung gerade entgegengesetzt.
Die Spannungsverteilung fiir die ganze Leitung ergibt sich in
einem gegebenen Zeitpunkt, z. B. ¢ = 0, zu

e=ey e b%cos(—ax)=e¢ et cosax
Da man die Kurve

70‘//00} N T ¢?% leicht aufzeichnen
N § 4 ! kann, wenn man viel-
N\ [ L 1¥ i leicht noch den Sech-
i %f .7/-:~ e | 4m| stelwert
%“;Ef?i/ /§~E{§‘§ e—bxzi
NV
N - lg;)‘ﬁ = 5000 km

bestimmt, so ergibt sich
eo €% cos a ¢ ebenfalls
in einfacher Weise, da
wir oben die Periode von cos a x bereits mit 5360 km festgestellt
haben. In der Figur 213 gibt
Kurve I die Funktion e, -e??
I ,, ys €,CO8 @& X
I, ' € eP%cosax

Fig. 245. Verteilung einer Wechselstrom-
spannung lénglicher unbegrenzter Leitung.

IV. Eine besonders wichtige Erscheinung zeigt sich, wenn
die betrachtete Leitung von endlicher Lange I ist. Sie soll

[x-a x=l x

7 7

Fig. 246. Dynamomaschine an einer begrenzten Leitung.

auch jetzt an ihrem freien Ende offen sein. Da die Gleichungen

sich vereinfachen, nehmen wir die Dynamomaschine am Ende
x=1

an, Fig. 246, verlegen also das offene Leitungsende in den Anfangs-

punkt x = 0, fiir welchen dann gilt:
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Spannung e = e, cosw ¢
Strom J =0

Zur Behandlung der Aufgabe steht uns wieder unsere
Gleichung (22) zur Verfiigung, die fiir # = 0 als erste Bedingung
fur die Integrationskonstanten A, B, C, D den Ansatz liefert:

(A 4 B)etist 4 (O 4 Dye—int = o, St E

2
Hieraus findet sich zunichst
f=ow
und
=%
A4+ B = 5
; (29)
C4+D=-2

2

Zwei weitere Gleichungen fiir 4, B, C, D liefert die Be-
dingung, daB fir = 0 der Strom J = 0 sein soll.

oJ
Wir haben erstlich fir —

ox
oJ op
ox ‘—OW

— Cwietivt[4 e b+iaz 4 Betb+iaa)
—Cwie twt[Ce—b—iaz | Detb—isa]
Nach Integration nach x findet sich
y o+ 1wl
J = + Cw”_l [Ae—B+inz __ Betb+iae)
b+ia
et
gﬂe__L_ [C e—0—itz __ D e+ b—iaz]
b—ia

Fithrt man nun die Bedingung fiir

xr=0 J=0
ein, so entsteht:
==
Aus (29) und (30) ergibt sich
A=B=C=D=2

Hort, Differentialgleichungen.
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und
Py = %"[e*bm cos (wi—ax) 4 et®s cos(wt + ax)] (31)

Diesen Ausdruck wollen wir auf die Form
€

Pz = Meos (@t +y) 32))

bringen. Nach Entwicklung der Kosinus in der eckigen Klammer
bieten sich die Ansétze dar:
Mcoswtcosy = (etd= —l—e—’”‘)cosaxcoswt} (33)
M sin wtsiny = (etd% + e~ %) sinaxsinwt
Addiert man beide Gleichungen, nachdem man sie zum Qua-
drat erhoben hat, so kommt

M2 = ¢+2b2 | ¢—2b2 | 2cos2ax (34)
Dividiert man die erste in die zweite, so entsteht:
etbz ___ o—bz
gy =————tgax (35)

etbz + e—bz
Von besonderem Interesse ist hier die GroBe M, nach welcher
sich die Anderung der Spannung vom offenen Leitungsende gegen

das Generatorende hin regelt.
Fir z = 0 ist M2 = 4.

Da ferner
2
UACL . 2b(et2be—e—207) _4gsin2ax
dx
fiir « = 0 den Wert Null annimmt, so hat die Kurve
y= M?
fir x =0 ein Extrem.
Da
dz (M?)

F PR 4 b2 (et+2b7 - ¢—2b2)— 8 q2cos 2 ax
fir x =0 den Wert 852 — 8 a2 annimmt, so ist das Extrem
ein Maximum fir b < a, ein Minimum fiir b > a.

Ist b = a, so gibt es bei x = 0 weder ein Maximum noch
ein Minimum, sondern die Kurve y = M2 hat eine horizontale
Wendetangente.

In unserem oben behandelten Beispiel war @ > b, mithin
ergibt dieses Beispiel eine vom freien Ende nach dem Dymnamo-
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ende hin abfallende Spannungsverteilung. In der Fig. 247
ist der mit @ = 1,17-10-3 und b = 0,36 - 10-3 sich ergebende
Verlauf von y = M?* gezeichnet. Demnach wiirde eine Frei-
leitung von 672km Lénge, mit diesen Konstanten angeschlossen

/ 77
AN

9

72

\O\\N‘_

——
N*\
.Y

2bx | ~25z
*e

4{/ A 3
2
\\ / / \\/2 cos 2ax / \\
\ // \\ / \ s
\ \/ \ AR i
& € 1345 2690 4035 / $360 km
\ / \ / \
v/ \ \
N \. / \
N N ~

Fig. 247. Verteilung einer Wechselstromspannung lings einer
begrenzten Leitung.

an eine Dynamo von e; = 10000 Volt Maximalspannung, am

2
offenen Ende eine Spannung von 10000 V_2-1 = 13800 Volt,

also eine betrichtliche Spannungssteigerung ergeben. Diese
Erscheinung der Spannungszunahme von der Dynamomaschine
nach dem offenen Leitungsende hin ist unter dem Namen
Ferrantiphdnomen seit 1890 bekannt.
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§ 96. Ausgleichsvorgiinge in linearen Leitern.

I. In § 94 haben wir den Vorgang, der sich nach Anderung
der elektrischen Zustandsbedingungen einer Leitung bis zum
Eintreten eines neuen Beharrungszustandes vollzieht, als Aus-
gleichsvorgang bezeichnet.

Eine Anderung der elektrischen Zustandsbedingungen tritt
u. a. ein in folgenden Féllen:

1. Anderung der GroBe der auf die Leitung aufgedriickten
Spannung. Hierher gehort als wichtigstes Beispiel das
Anschalten einer spannungslosen am Ende offenen Leitung
an einen (enerator.

2. Anderung der GroBe des aus der Leitung entnommenen
Stromes, z. B. beim Einschalten eines Stromverbrauchers
(Transformator, Motor usw.) oder beim Durchbrennen
einer Sicherung oder beim Auftreten eines Kurzschlusses.

3. Ubertritt von atmospharischer Elektrizitit auf den
Leiter.

II. Zur weiteren Untersuchung ziehen wir wieder die

Gleichung (11d) § 95 heran:

*D >0 oD

Bt —LC g Tl (1)
und wir behalten uns vor, je nach Bedarf entweder die Spannung p
oder den Strom J aus @ vermége der Ansitze:

oD o
P ox ’ 7 ¢ ot (2)

abzuleiten.
Fiir die Differentialgleichung (1) hatten wir in § 95 bereits
eine Losung

D — gites+ 5 (3)
mit reellem § und mit einem von f abhéngigen a:
o=+ yPLOC—ifwC (4)

aufgestellt. Diese Losung ist hier aber unbrauchbar, denn sie ist
in ¢ rein periodisch (weil ¢!#? = cos B¢ + i sin f¢ ist). Jetzt er-
kennen wir, warum wir damals § reell genommen haben. Wir
hatten den Beharrungszustand zu untersuchen, der bei
imaginirem B (etwa = - ¢ f3,) niemals vorhanden sein konnte,
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weil dann @ = ¢**% - ¢+ At mit der Zeit entweder bis Null ab-
nehmen oder unendlich zunehmen wiirde. Dies kann aber niemals
die Eigenschaft des Beharrungszustandes sein.

Anders liegt jedoch die Sache im vorliegenden Fall, wo
ein Ausgleichsvorgang zu untersuchen ist. Der Ausgleichs-
vorgang verbindet zwei stationire Zustinde miteinander, er
fithrt sie ineinander iiber. Dieser Ubergang kann nur in endlicher
Zeit erfolgen, da Zustandsinderungen nie in der Zeit Null er-
folgen konnen.

Bezeichnet man die Zustandsgréfe vom Augenblick ¢ = 0 des
Eintritts der Anderung der Zustandsbedingungen mit @, so
kann man sich den Ausgleich vollzogen denken durch Hinzufiigung
der Ausgleichsgrofle @,, wodurch man die ZustandsgréBe @y,
die nach Herstellung des neuen Beharrungszustandes gelten
soll, von ¢ = 0 an erhalten wiirde:

Oy =0+ P (5)

Hier sind alle @ Zeitfunktionen und konnen auch die Variable
z enthalten.

@ stellen wir jetzt durch @y (0) + @y; (2) dar:

Oy = P (0) + D (¥) (6)
wo @Dy (0) den dem Zeitpunkt ¢ = 0 entsprechenden Wert be-

deutet und @y (£) demnach fir ¢ = 0 verschwinden muB3. Analog
stellen wir @, wie folgt dar:

D)= D;(0) + P4 () (7
Der Ubergang findet dann
statt, wenn T !
a) @ und @, der Differen- ) &
tialgleichung (1) gentigen, I ; l .
b) @;(0) = D (0) — D (0) =0 i
ist (8) Fig. 248. Ubergang von einem
¢) @, fiir ¢ = oo verschwin- Beharrungszustand in einen neuen.

det. Esgilt dann Fig. 248.

Die Funktion @;; muB als BeharrungszustandsgrofBe
eine rein periodische Funktion sein, deren Ermittlung mit
reellem f sich auf den Ansatz (3) aufbaut.

Die Funktion @, muB als Ausgleichszustandsgrofie die
Exponentialfunktion enthalten, und zwar mit negativem
Exponenten, weil @, mit wachsendem ¢ verschwinden muB. Dieser
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Anforderung wird man in der Gleichung (4) gerecht, wenn man «
reell wihlt. Denn dann hat man:

BLC—ifwC = a (9)
oder
LW a? w?
ﬁz’zLiVLO_zLLz (10)
=1ia +b (11)

Als allgemeinen Ansatz erhalten wir dann fir @:
djzeiaxe(—aiib)t (12)
Da wir hier statt + a auch — o wihlen diirfen, so ergeben

sich folgende vier partikulare Losungen firr @:

iaze(—u+ib)t_ e

) —a—1ib)t
,ezaxe( tb) ;

e iaxe(~a+ib)t; e——iaz e(—a—z'b)t

Aus diesen setzen wir mit 4 willkiirlichen Konstanten eine
allgemeine Lésung zusammen:

D — e—at (A’ e-{-ia:c "l“ B’ e—iaz) (O' e+ ibt "l“ D’ e—ibt) (13)
oder nach Einfithrung der zyklometrischen Funktionen
@ =¢ *“"(Adcosax + Bsinaz) (Ccosbt -+ Dsinbt) (14)

Jede Wahl von « liefert eine Losung, wenn

w
“=3I
und & ot (15)
b:‘l/?:“a—m

genommen wird.
Aus (14) leiten wir die Spannung p ab:

oo
P="2z

=¢ “a(—Asinaz + Beosaz)(Ccosbt+ Dsinbt) (16)

sowie den Strom J:
oD

J:M—OW

_Ce_‘”(Acoscwc—}—stnax){(bD—aC)COSbt—(“D+b0)smbt}
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Der Méoglichkeit, daB mehrere Werte von o zu beriick-
sichtigen sind, werden wir nun durch einen Reihenansatz gerecht,
indem wir ¢ mit einem Zeiger k£ versehen, iiber den wir noch Ver-
figung treffen werden. Jedenfalls aber bilden wir die Reihe
aus der Gesamtheit aller der Werte von (16) bzw. (17), die durch
Beriicksichtigung aller geeigneten Werte von g sich darbieten,
d. h. die Summen:

P = P Zak (Bpeosapx— Agsinag x) (Cpcos byt + Dy sinbg ¢) (18)
%

J = ———Ce_“Z(Akcosakx—{— By sin a;, )
%

{(bk Dk —a Ok-) cos bk ! — (a Dk + bk Ok) sin bk t} (19)

in welchen Entwicklungen gilt:

b = ]/ 4L2 (20)

Die Reihenentwicklungen (18) und (19) sind geniigend all-
gemein, um alle durch eine spezielle Aufgabe gegebenen Bedin-
gungen berticksichtigen zu koénnen.

III. Es handele sich um den Ausgleichsvorgang, der ein-
tritt, wenn man eine am Ende offene Leitung der Linge ! zur
Zeit t = 0 an eine Gleichstromspannung £ anlegt. Hiernach
haben wir als anfingliche Zustandsgréfie @ (0)

die Spannung

p(0)=0
und den Strom
J(0)y=0
einzufiihren.

Wir wissen auch ohne weiteres, wie die nach vollzogenem
Ausgleich vorhandenen Zustandsgréfien @ = @y (0) + Dy ()
aussehen. Die Spannung ist:

P (0) =E; py(H) =0
der Strom
J(0)=0;J,(¢)=0
g (8) ergibt sich
2,(0) = p; (0) —p(0) = E}
J(0) = J; (0)—J (0) =0

Nach Gleichun,

(21)
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Die Ausgleichsgroflen, die wir zu bestimmen haben, sind
p, (¢) und J, (), fiir deren Anfangswerte zur Zeit ¢ = 0 die Ansitze
(21) mafBigebend sind. Diese Ansétze fithren wir in die Reihen (18)
und (19) ein:

E :ZakOk(Bkcosakx—Aksinak x)
* (22)
0= ——OZ(kak_'a'Ck) (AkCOS(lkZ' +Bk sinakx)

Mit Ansetzung der beiden Gleichungen (22) haben wir die
sogenannten Anfangsbedingungen (21) beriicksichtigt, und es gilt
jetzt, aus (22) die unbekannten Konstanten 4,, B,, C,, D, zu
ermitteln. Zwei Gleichungen sind hierzu nicht hinreichend;
es fehlen noch die Grenzbedingungen, welche festsetzen, wie
die ZustandsgréBen p und J wéhrend des Ausgleichs am Anfang
und am Ende der Leitung beschaffen sind. Am Anfang der
Leitung gilt dauernd

p=p,—p=E—E=0firz=0 (23a)
wenn wir annehmen kénnen, daf3 die Stromquelle durch den Aus-
gleichsvorgang nicht beeinfluBt werde. Am Ende der Leitung

gilt, da dort kein Strom flieen kann, weil sie offen ist,
=0 fire=1 (23b)

Wir setzen (23a) in (18) ein und erhalten:
e Z ay By (Crcos byt + Dy sin by ¢) = 0
%
welchem Ansatz offensichtlich nur durch

B, =0 (24)
geniigt werden kann. Beriicksichtigt man dies Resultat sofort

bei Gleichung (19), in welche wir die Bedingung (23b) einzutragen
haben, so mul} gelten:

—Ce ™ Z A, cos a, l{(bk D, —aC)ycosb t— (@D, +b, C )sinbd, t} =
Dieser Gleichung kann geniigt werden durch:
cos gzl = 0 (25)
Das Verschwinden des Kosinus tritt ein fiir alle ungeraden

Vielfachen von %, d. h. fiir

akl:(zk—I—l)%; kF=0,1,2,.... (26)
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womit die bisher noch unbekannten Grofen a; festgelegt sind:
ap = (2 k —[— 1)

woraus noch folgt:
b — V(2k+1)2n2 o
g 4RLC 412
Wenden wir nun das Ergebnis (24) auf die noch nicht beriick-
sichtigten Gleichungen (22) an, so gewinnt man:

B = —Z akC’kAksinakx
%
und (27)
0= Z (kakAk—wakOkAk)cosakx
in denen man noch abkiirzend

JT

‘2—l; k=0, ].,2,.... (26)

CrAr = M,
D, Ay, = Ny
mit dem Resultat:
E:_ZakMksinakx
%
28
0= Z(kak—aMk)COS(lkx ( )

%
setzen kann.
In der ersten dieser Gleichungen multiplizieren wir nach
Fourier (siche § 54) links und rechts mit sin a;  dx und inte-
grieren von 0 bis /. Dann bleibt nur {ibrig:

!
Efsinakxdx
My=—— " = 4B (29)
Py 2k + 1) may
fsinzakxdx
0
Aus der zweiten Gleichung findet sich:
kak—aMk:0
oder
a 4a F
=— M= — 0
Nk bk Mk (2k—l——l)nakbk (3 )

Hiermit lassen sich die AusgleichsgréBen p; und J;, bzw.
der tatsichliche Verlauf der Spannung und des Stromes auf der
Leitung
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Py—p,= E—- —at 4B Z 2701_]_ i smakx(cosbkt—l———smbkt> (31)
Ce * 4E
Jyg—J;= L0 2270—!—1 T b cos ay xsin byt (32)

aus den Gleichungen (18) bzw. (19) ermitteln, womit die Aufgabe
als gelost zu betrachten ist. In diesen Formeln haben die Gré8en E
und a folgende physikalische Benennungen:

E = aufgedriickte Spannung

w .
0= = Dampfungskonstante.

Uber q; stellen wir folgende Betrachtung an:

sing;x = sin(2 k 4 1)—2%—lx

hat fiir £ = 0 die rdumliche Periode 47, d.h. in allen Punkten der
Leitung, die um die Strecke 4 ! auseinanderliegen, hat die Funktion

sin ——— 1 l x gleiche Werte; 4! heilit die Wellenlinge. Fiir héhere
Ordnungszablen £ = 1, 2, 3... sind die Wellenlingen kiirzer
41
Y (33)

Die Funktion

cos byt = cos 7y (Ty-bp = 2 7)

Ty
liefert die zeitlichen Perioden T, denen die Schwingungszahlen
be
oder Frequenzen T % entsprechen.

Die AusgleichsgréBen stellen sich also dar als rdumliche und
zeitliche Ubereinanderlagerungen von Schwingungen ungerader
Ordnung, deren Wellenléingen sich wie die ungeraden Zahlen ver-
halten.

IV. Wir berechnen jetzt mit den Zahlenwerten von § 95
an einer [ = 1 km langen Leitung ein Beispiel. Es ergeben sich
die Konstanten
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w 1,36

[ S A -1
@= 5L = 00052 — 200 e
a2k 1pm 2k 179,8
LC ~  4PLC ~ 4-1-0,0026-0,0030-10-°

= 0,314(2k + 1)2. 1012] sec™2].
Demnach ist schon fiir die Schwingungen niedrigster Ord-
2
nung % = 0,314 - 10*2 so groB, daB daneben a® = 6,8 104

vernachlassigt werden kann. Hiermit ergibt sich das ange-
naherte Resultat:

0y
by = —— 34
]/_# hat die Dimension [km/sec~1], ist also eine Geschwindig-

keit, die wir abgekiirzt mit V bezeichnen Wollen womit wir das
Ergebnis

b—k =V. (35)
(477
erhalten oder mit
E; = ?7? und bk = —T;-
l—k =V (36)
Ty

Angendhert ist also das Verhdltnis zwischen
Wellenliange und Schwingungsdauer fiir Schwin-
gungen aller Ordnungen konstant.

Unter diesen Umstanden vereinfachen sich die Gleichungen
(31) und (32) wie folgt:

. _ag4E 27'5 27
p=FE— Z 2k+1 == xcos Tkt (37)
e " 4E 1 2n 27

= Y
J 7 Z 2k+1 V }»k z sin T, (38)

Die Produkte der Winkelfunktionen schreiben wir jetzt
wie folgt:
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27 27 1 2n 27 1 27 2x
smfxco Tkt_ sm( % +7;t>+ sm( }% _ﬂt>

cosznzsinznt 1sm 27 —|—2nt lsin an 2”1:
1 T e T 2 i T )

1 ¢
Hier stellt 3 sin 7t < 7 + ) eine nach Richtung der nega-
e T

)
tiven x mit der Geschwindigkeit V = T_k fortschreitende Welle
%

2 }“k T k
fortschreitet. (Vgl.§79.) Aus derartigen Paaren von Wellenziigen
setzen sich nun auch p und J zusammen, so daf3 beide Zustands-
groBen durch 2 in entgegengesetzter Richtung sich langs der
x-Achse mit der Geschwindigkeit ¥ verschiebende Wellen dar-
gestellt werden, von denen jede die Summe unendlich vieler
harmonischer (sinusférmiger) Wellen ungerader Ordnung ist.
Die Form der Wellen bleibt, wenn wir vorldufig von dem EinfluB
des Faktors e~?! absehen, mit der Zeit unveriinderlich, so daB
es genligt, wenn wir ihre Gestalt zur Zeit ¢ = 0 bestimmen.
Dann haben wir fiir p die beiden Wellen

1 ¢
dar, wihrend —sin 2n< ———) in Richtung der positiven x

1 . T E 1 . z .
—?;stlnznz und —?;ZWSIHZW—Z; (39‘
zu untersuchen. Sie sind offenbar identisch.
Mit
41
=53 1
wird die Summe
- 1 . 27 T
Z—_2k+1 s1n(2k+1)-Tl—x_Z (39a)

fiir 0 < <21
Um dies zu beweisen, entwickeln wir die Funktion flx) = %

in eine Fouriersche Sinusreihe:

f(x) = %: D a,sinna
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zundchst im Intervall 0 < a <m. Die Fouriersche Vorschrift
ergibt:

T T

A .
Z‘/‘51nnocd:r, = anfsmznxdx.

0 0
Die Auswertung der Integrale liefert:

s

7T
in2 de — —
fsm nxdr 5

0
T

1 —(—1)
fsinnxdx:——(cosnn—l)zi(l—cosnn)zu)——
7 7 n
0
womit sich findet:
W 1=y
"T T 2w
Also wird:
7 —sinx+isin3x+ 1 sinb5x +
= 3 5
oo 1 ]
:stm@k—]—l)x (40)
0
im Intervall 0 <z < .
Setzt jetzt statt 7
etzt man jetzt sta 2 LA m/z;fﬂ)%

zein: %—:;—’ so entsteht aus  ,__,,
(40) =120

< 1 . ' '
24 m"fsm 2k 1)—27 Fig. 249. Zur Darstellung der Funktion

- % (41)

% durch eine Fouriersche Reihe.

im Intervall 0 <z < 21, welche Funktion in Fig. 249 dar-
gestellt ist.

DaB die Summe (41) im Intervall — 2 I < 2 << 0 den Wert — %

ergibt, wollen wir nicht besonders beweisen, und auch nicht, dafl
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sich der gezeichnete Linienzug fiir # > 2/ und z << — 21 in kon-
gruenter Weise wiederholt.

Demnach gestattet (39) die Darstellung Fig. 250 als recht-

eckige Wellen, bei denen die Pfeile das Fortschreiten mit der

Zeit ¢t nach der positiven und

T negativen z-Richtung charak-

L4517 2z

-2/ * "k 6‘//7/2:::‘-7)'% % terisieren sollen. Mit diesen
= il F— z DPeiden Wellen kombiniert sich
h nach Formel (37) der kon-
- *—7_‘7’_[ " stant iiber die ganze Leitungs-
Fig. 250. Zur Darstellung eines recht- linge  ausgebreitete Span-
eckigen Wellenzuges nungswert & zu der tatsich-

durch Fouriersche Reihen. lichen Spannung p.

Dielingste vorkommende
Schwingungsdauer ist die der Schwingung der Ordnung % = 0

41
Te= 537 1E0

T=41YLC = 4-2,8-10~6 = 1,12 10-5 [sec]

bei einer Leitungslange I = 1 km. Wir versuchen, uns den Vor-
gang auf der Leitung wahrend dieser Zeit durch Fig. 251 zu ver-
bildlichen.

R
7
£) / T et ¢
ML LA
T 7
I/
Z

| #
£ z

[

Fig. 251. Spannungsverteilung bei einem Ausgleichsvorgang.

Wahrend der ersten Viertelperiode ladet sich die Leitung
auf die Spannung F auf, wobei eine scharfe Grenze zwischen
dem geladenen und dem noch nicht geladenen Teil der Leitung
besteht. Diese Grenze schreitet mit der Geschwindigkeit V = JL C



§ 96. Ausgleichsvorgiinge in linearen Leitern. 511

vorwarts. Die ganze Leitung ist aufgeladen nach Verlauf der
1
Zeit ¢t = ZT' Von jetzt ab addieren sich, vom Leitungsende !
anfangend, die beiden gegenléufigen Wellenziige zur Spannung E,
so daB eine Ladewelle der Spannung 2 E in Richtung auf den
Anfangspunkt der Leitung fortschreitet. Man bezeichnet diesen
Vorgang als Reflexion der Welle am Leitungsende. Nach Ver-
T
lauf der Zeit ¢t = 5 (wenn die Ladewelle 2 E am Anfang der
Leitung angekommen ist) beginnt sich die Leitung zu entladen,
bis zur Zeit t = T der Anfangszustand wieder erreicht wird.

Fig. 252. Stromverteilung bei einem Ausgleichsvorgang.

Wihrend dieser Zeit hat aber die Amplitude E der Welle nach
MaBgabe des Faktors

—aT —0,26.1,11. 10~2
e =e

auf , also um ca. 4 v.T. abgenommen. Nach der Zeit

1057 = 1,12 sec ist jedoch der Einflufl der beiden gegenliufigen
Wellenziige praktisch auf Null abgeklungen, so da8 als Endzustand
die Ladung der ganzen Leitung mit der konstanten Spannung E
itbrig bleibt.

Der Ladestrom J, dessen Verlauf wir im einzelnen nicht ver-
folgen, klingt gleichzeitig mit p auf den Dauerwert Null ab.

Tig. 252 gibt bildlich den Verlauf von J ohne Beriicksichtigung
der Dampfung.

V. Handelt es sich um schwierigere Fille, z. B. plétzliche
Erhohung der Wechselstromspannung am Anfang einer am Ende
offenen Leitung von

Py (0)sin[w ¢ + ¢, (0]
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auf
Pyy (0) sin [@ £ 4 ¢, (0)]
so hat man folgende Schritte zu tun.
a) Der Beharrungszustand vor Eintritt des Schaltvorganges
muf bekannt sein nach Strom und Spannung:

Py = Py () sin[ot 4 ¢, ()]
J,=J;(@)sin[wt 4 p, (2)]
b) Der neue Beharrungszustand nach Abklingen des Schalt-
vorganges mull ebenfalls bekannt sein:
Py = PII (.’17) sin [wt+ 2 (x)]
Jy = J @) sin[wi + y, (z)]
¢) Die AusgleichsgroBen p; und J; stehen zu den Beharrungs-
zustandsgroBen in folgender Beziehung:
Pu=7"P + pf
J o= J+J /
wo p und J die Zustandsgrofen wihrend des Ausgleichs be-
deuten.
d) Setzen wir hier fir p, und J, die Reihenentwicklungen

ein, die formal die Differentialgleichungen (1) und (2) befriedigen,
so liefert der Ausdruck der Anfangsbedingungen:

p/ (0) = pH (0) - pI (0)1 _

J (0) = J (0)—J (0) *
zwei QGleichungen fiir die 4 wunbekannten Konstanten 4,
By, O, D;. Um zwei weitere Bedingungen, die zur restlosen
Bestimmung sémtlicher Konstanten noch erforderlich sind, zu
gewinnen, fithren wir die Grenzbedingungen ein:

0

py=pu—p =0 fiur x =0,
weil am Anfang der Leitung dauernd
pn = p = Py (0)sinw 4 ¢, (0)]
ist,
Jy=0fire =1
weil die Leitung am Ende offen ist.
Die Grenzbedingungen liefern eine Wertreihe g, (die Pe-

B
rioden) sowiedas Verhaltnis Ik , wiahrend die Anfangsbedin-
k
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gungen die Werte 0, und D, und hiermit Amplitude und Phase
der einzelnen Schwingungen zu berechnen gestatten. Wir haben
hier formal dasselbe Ergebnis wie bei den radialen Schwingungen
der Kugel. Die Oberflachenbedingung lieferte die Pe-
riodengleichung zur Bestimmung der Perioden, die An-
fangsbedingung lieferte Amplituden und Phasen?),

§ 97. Der Skineffekt.

Wir verzichten jetzt auf die Vernachlissigung, die wir
o8,
7 r=R
haben, und gehen auf die Gleichungen des zylindrischen Feldes in
§ 94 zuriick:

1 o(r My) oF

in §95 durch Fortlassen des Gliedes R eingefiihrt

F e =t g TEnlE
LoeMy By
0E, 0K, oM, ()
or oz M oe
om, 1 0¢rE) _
ox r or

Von Hertz stammt die Bemerkung, dafl es eine potential-
artige Funktion I7 (x, r, t) gibt, von der man E,, E,, M, wie folgt
ableitet :

1 oll 21l
T or or?
oIl
By =— oxor (2)
2l oll
M‘y::——-s arot _4751—67

Es 148t sich leicht verifizieren, daB die ersten beiden Gleichun-
gen und die vierte Gleichung (1) durch den Ansatz (2) befriedigt
werden, wihrend die dritte Gleichung (1) die Funktion II der
partiellen Differentialgleichung:

Hort, Differentialgleichungen. 33
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I ofl @I | @I 1l

thgg thapl =t t oG, (3)

unterwirft.
Versucht man, dieser Gleichung durch einen partikuldren

Ansatz

I =XPT 4)
gerecht zu werden, so findet sich, wie wir ohne weitere Rechnung
angeben wollen:

X — eiax

T — &Pt
wihrend P als Funktion von r der gewohnlichen Differential-
gleichung zu geniigeu hat:

(5)

a*P 1dP

_ 2 ; 2 P luilt
(—euft+dmpifitad)P="0 0 @)
Setzen wir hier abkiirzungshalber
—eup +4mulfit = —a? (7)
so erkennen wir in
dat P 1 dP .
T Ty e ter =0 (®)

die Differentialgleichung der Besselschen Funktionen der Ordnung
Naull.

Die Differentialgleichung hat zwei voneinander unabhéngige
partikuldre Integrale: J,(ar) und K, (ar), in welchen das
Argument a r wegen (7) auch komplex sein kann.

Aus diesen Integralen wiirde sich die allgemeine Losung von
(8) mit den beiden Integrationskonstanten 4 und B schreibea:

P=A4J,(ar)+ BK,(ar) 9)
Weil aber K, (ar) fir r = 0 (logarithmisch) unendlich wird,
mul} sich (9) auf
P=A4J,(ar) (10)
reduzieren (vgl. § 76).

Vermoge (2) und (4) finden wir jetzt unter Einrechnung des

negativen Vorzeichens in die Konstante
E,=A4XTa*J,(ar) (11)

Im folgenden wollen wir zuvorderst von der Abhingigkeit

von K, von z absehen, d. h. wir setzen in (7) a = 0 und in (11)
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X =1 und finden
E,=Aa*J (ar)e'"’ (12)
wo B = o die Kreisfrequenz eines in der Leitung flieBenden
Wechselstromes bedeutet.
Der elektrischen Feldstirke K, entspricht eine Dichte des
Leitungsstromes

ix:/'.E'x:AlazJo(ar)eiwt (13)
Den Verschiebungsstrom vernachlissigen wir, indem wir
¢ = 0 und demnach a* = — 47wy Lo setzen.

Infolge der Symmetrie um die
Achse des Leiters (vgl. Fig. 253) ist
2nxri, dr die Stromstirke im ring-
formigen Querschnittselement 27 r dr

und mithin Fig. 253. Zur Verteilung
R der Stromdichte in einem
27 f rizdr Leiterquerschnitt.
0

die Gesamtstromstirke im Draht, die effektiv = I sei. Dann
hat man den Ansatz:

2nAZafrJ (arydre ' =T1y2 " (14)
aus welchem sich die Konstante bestimmt:
172
A = V— (15)
2nlaRJ, (aR)

Hier haben wir folgende wichtige Eigenschaft der Besselschen

Funktionen benutzt:
drJ,(ar)]
———dl—r— =arJy(ar)

oder allgemeiner
dlrJ,(ar)]
dr

welche zwei aufeinander folgende Besselsche Funktionen mit-
einander verkniipft.
Fiihrt man (15) in (13) ein, so findet sich:
1y aIﬁJO(ar)eiwt

Be=7= P27 RJ, (aR) (16)

=ard,_,(ar)

99
30%



516 Die Differentialgleichungen der Elektrodynamik.

woraus sich fiir r = R nach Multiplikation mit ! die Spannungs-
differenz in der Oberfliche an den Enden eines Leiterstiickes [
ergibt:

! aly2J,(aR)e "
7 2aRJ (aR)

Dieselbe Spannungsdifferenz muf sich aber ergeben, wenn
man den Wechselstrom 772 ¢'“* mit dem vektoriell ge-
schriebenen Wechselstromwiderstand des Leiterstiickes [ multipli-
ziert. Bekanntlich setzt sich der Wechselstromwiderstand zu-
sammen aus dem Ohmschen Teile w und dem induktiven Teile
oL zu w4+ 1w L, wo L die Selbstinduktivitit des Leiter-
stiickes der Lange ! bedeutet. Es muB also

(w+ it L) I12 !
mit £ nach Phase und Amplitude iibereinstimmen, d. h. es
muB sein: )

B =

(17)

. I aJ,(aR)
(w—{—@wL):"{m (18)

iz Aus (16) hat sich bereits ergeben, daB

die Stromdichte ungleichmaBig iiber den
] Querschnitt verteilt ist, und zwar nimmt
die effektive Stromdichte von der Leiter-
achse nach auflen hin zu (vgl. Fig. 254).
AR Hieraus folgt, daB das w in Gleichung (18)
groBer sein muf als der Widerstand w), eines
Fig. 254. Darstellung Leiterstiickes der Lange I, wenn Gleichstrom

des Skineffekts. darin flieBt:

l
Y= R (19)
Dividieren wir mit Gleichung (19) in (18), so kommt
w twlL aR J,(aR)
w, T w, 2 J,(aR) (20)

Da hier sowohl a wie J, und J; komplex sind, so ist auch die
ganze rechte Seite von (20) komplex; sie ermoglicht also durch

Vergleich der reellen und der imaginiren Teile die Bestimmung

von w iy

— und
Wy Wy
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Wie man sieht, sind beide GroBen nur von |a| R abhéngig,
und wir konnen sie demnach in Fig. 255 als Funktion von |a| B
auftragen.

&
7

7
/5
Z@am

‘<§§
T
"N\

A ,
P

AN

|| #

P-4 # 6 & w722 7% % 7B 20

Fig. 255. Effektiver Widerstand und Selbstinduktion eines
geradlinigen Leiters ).

§ 98. Herleitung der Konstanten der Heavisideschen Gleichung
aus den Maxwellschen Gleichungen des axialsymmetrischen Feldes.

Wir greifen jetzt auf Gleichung (9) §97 zuriick
P=A4Jy(@er)+BK,(ar) (1)

2
und spalten zuniichst aus B K, (ar) das Glied B J, (ar)lg oy

ab, welches wir zu A J, (@ r) hinzufiigen. Von K, (ar) bleibt
ibrig (vgl. § 76)

1 1
—Y,(ar) = —J(ar)lg(r)—2 Jz——?J4 —1—?J6—...> (2)

so daB wir unter Beibehaltung der Konstanten als allgemeines
Integral auch schreiben kénnen:
P=A4Jyar)+BY,(ar) (3)
Nunmehr haben wir das Gebiet I innerhalb des Drahtes von
dem AuBenraum IT zu unterscheiden. Beide Gebiete sind durch
Verschiedenheit der elektrischen Konstanten &, 4,,u, bzw.
&9, Ao, hs charakterisiert, denen die Werte
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a? = e ft—dmp Lpi—a?
bzw.

a2 = ety 2 — 4y 1y 1 —a®
entsprechen.

Demgeméf3 haben wir auch das Potential II=PXT fur
beide Gebiete getrennt anzuschreiben:

II, = (4,Jy(a,r)+ B, Yo(alr)TX} @
I, = (4,J,(a,r)+B, Y (a,r)TX

Aus den Eigenschaften der Funktionen J, und ¥, folgt, daB
B, und 4, verschwinden miissen, weil sonst I, (wegen Y) fiir
r = 0 unendlich und [T, (wegen J,) fiir ¥ = oo ebenfalls unendlich
werden wiirde.

Nunmehr schreiben wir an Hand der Gleichungen (2) § 97
die elektrische und die magnetische Feldstarke fiir beide Ge-
biete hin:

Exl———a A, J(a, 1), By = —a,2 B, Y (a,r)

My =T +ﬁ“AJ< vy, My, = “2+,3“BY< " [

Es gilt jetzt, die Bedingung zu erfiillen, daB £, und My,
an der Drahtoberfliche (fir » = R) in E,, und M, tibergehen.
Dies wird durch die Gleichungen ausgedriickt:

—a*4,J,(a, BR) = —a,? B, Y,(a, R)
a® -+ a? , ay® + a? , (6)
-————ilulﬁ 4,Jy (a, B) = i, B B,Y' (a, R)

Nun machen wir ither die Konstanten ¢, u, 1 folgende néhere
Angaben:

1. y, und y, sind dberall = 1.

2. Im Dielektrikum des AuBenraumes ist die Leitfahigkeit

1y = 0.

3. Im Leiter ist die Dielektrizitdtskonstante & = 0,
und wir setzen voraus, daf

4. der Drahtradius R so klein ist, dafl wir von folgenden
Niaherungen Gebrauch machen konnen:

Jy (@, R) =1; J (a, R) = — a?

Yo(a’zR) = ]g (R), Yol (a’z R) =
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Setzt man (7) in (6) ein und dividiert die Ansitze (6) durch
einander, so daf3 die Konstanten A und B herausfallen, so entsteht
folgende Gleichung:

a,? 1 e IR
al+ao® , R al+a® 1:R (8)
o' 5
die mit
a2+ a0 = —4m i B, 0,2 = &, > —a?

und einigen Umstellungen itibergeht in:
2 ) o
Ly ey -y @)
Dies ist die Bedingungsgleichung fiir die Gréfe a bei gegebenem g
und umgekehrt.
Einen ganz analogen Ansatz hatten wir bei der Heaviside-
schen Gleichung zu erfiillen, ndmlich
BPLO—wCfi—a?2 =0 (10)
Beim Vergleich von (10) und (9) konstatieren wir zunichst
den Widerstand der Langeneinheit des Drahtes
1
}, 7w R?
Hieraus ergibt sich aber sofort die Kapazitit der Lingen-
einheit

w = (11)

&

O=— 21g R

(12)

und die Selbstinduktion
L=—2IgR (13)

welche Ansitze, abgesehen vom Vorzeichen, auch auf anderem
Wege fir Kapazitat und Selbstinduktion gefunden werden
kénnen.

Durch die Formeln (11), (12), (13) werden demnach die
Grofen w, C, L, die nach Heaviside ohne eingehendere Be-
griindung eingefiithrt werden, als Ergebnisse der genaueren Unter-
suchung des elektromagnetischen Feldes im Grenzfalle B =
kleine Grofe gewonnen %).
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Zahlenmaterial und graphische Darstellungen zu den verschiedenen Funk-
tionen und wird von uns noch mehrfach zitiert werden unter der Ab-
kiirzung: J. und E.

24y Hierfiir geniligt die Tafel Hiitte 1098. I. S. 30.
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Wirme in den Zylinderwandungen der Dampfmaschine. Leipzig 1886.
b) Lorenz, H., Lehrbuch der technischen Physik. II. Miinchen 1904.

%) Lehrbuch-Literatur zur ebenen Fliissigkeitsstromung: Féppl, A.
Vorlesungen iiber technische Mechanik. IV. VI. Leipzig 1901/1910.
b) Lorenz, H., Lehrbuch der technischen Physik. III. Miinchen 1910.
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¢) Riemann-Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der mathe-
matischen Physik. II. Braunschweig 1901.

66) Lehrbuch-Literatur zur Differentialgleichung des Potentials:
a) Heine, Handbuch der Kugelfunktionen. II. Berlin 1881. b) Rie-
mann-Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der mathemart.
Physik. II. 1901. c¢) Neumann, F., Vorlesungen iiber die Theorie des
Potentials und der Kugelfunktionen. Leipzig 1887.

67) Hiitte 1908. I. 8.68. Die hoheren Glieder der Entwicklung sind
fortgelassen.

%) Ein Beispiel fiir die zweite Randwertaufgabe wird im § 85 ge-
geben. Fiir die dritte Rand wertaufgabe sind Beispiele u. a. bei Riemann-
Weber zu finden, auf die wir hier der Raumbeschrinkung halber nicht
eingehen.

69) Abgesehen von den spiter zu behandelnden Beispielen zur Reihen-
methode, sei auf Riemann, Ges. Werke, Nr. XXIV, Uber das Potential
eines Ringes, verwiesen.

79) Ein Unterfall der Methode der Greenschen Funktion ist die von
Riemann zur Loésung von Differentialgleichungen elastischer Schwin-
gungen angewendete Methode. Man sehe iiber diese das mehrfach an-
gefiihrte Werk von Riemann-Weber, 2. Bd., wo auch die Riemannsche
Originalarbeit angefiihrt ist. Anwendung hat die Riemannsche Methode
dann noch gefunden durch Radakovic, Wiener Berichte, Bd. 108,
S. 577, auf die Bewegung einer Saite unter der Einwirkung einer Kraft
mit wanderndem Angriffspunkt. Diese Aufgabe ist wichtig fiir die
Frage nach den Erschiitterungen einer Briicke infolge eines dariiber-
fahrenden Eisenbahnzuges oder nach den Querschwingungen eines Ge-
schiitzes beim Schusse.

") Z. B. die schon angefiihrte Tafel von Jahnke und Emde.

72) Den Beweis des Satzes siehe z. B. bei Riemann-Weber, Bd. I.

73) Néheres iiber die Beziehungen des Hookeschen Gesetzes zum
Spannungszustand siehe in den Lehrbiichern der technischen Mechanik, z. B.
Foppl, Bd. III, und Lorenz, Bd.IV.

74) Fiir das Folgende verweisen wir auf Clebsch, A., Theorie der
Elastizitdt. 1862.

74a) Vgl. hierzu § 42 dieses Buches.

) Vgl. zum Folgenden: Ritz, Uber eine neue Methode zur Lisung
gewisser Variationsprobleme der mathematischen Physik. Crelles Journal
1908. Lorenz, H., Technische Physik, Bd.IV. 1913.

") Die Ausrechnung der Variation findet man z B. bei Foppl,
Technische Mechanik, Bd. ITI.

") Die Minimalbedingung fiir Funktionen zweier Variabeln siehe
Hiitte 1908. I. S.70.

78) Vgl. hierzu die Fortpflanzung des Schalles in Gasen, z. B. bei
Lorenz, H., Technische Wirmelehre. Miinchen und Berlin 1904.

") Die Originalarbeit von Dirichlet ist zu finden in den Berichten
der Berliner Akademie 1852.

8) H. Helmholtz, Uber Integrale der hydrodynamischen Glei-
chungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen. J.f. Math. 1858.
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Die Helmholtzsche Theorie ist mehr oder weniger ausfiihrlich
wiedergegeben u. a. bei:

Foppl, A., Technische Mechanik VI., 1910.

Lorenz, H., Technische Hydromechanik, 1910.

Riemann-Weber, Partielle Differentialgleichungen II, 1901.

81) Neue Theorie und Berechnung der Kreiselrdder Miinchen 1906.

82) Technische Einzelheiten zum folgenden und wertvolles Kon-
stantenmaterial findet man bei Rossler, Die Fernleitung von Wechsel-
stromen. Springer, Berlin 1905.

83) Fiir ausfiihilicheres Studium sei hierzu verwiesen auf: Wagner,
K. W., Elektromagnetische Ausgleichsvorgéinge in Freileitungen und
Kabeln. Teubner, Leipzig 1908.

84) Fig. 255 ist gezeichnet nach Tabelle XXI des mehrfach zitierten
Buches von Jahnke und Emde.

85) Vgl. zu § 98: Mie, Ann. d. Phys., Bd II, 1900, S. 201. Poincaré,
Eclairage elektr. Bd. 40, 1904. Sommerfeld, Wied. Ann. 67, (1899), S. 233.



Verzeichnis
der behandelten Differentialgleichungen.
I. Gewdhnliche Differentialgleichungen.

a) Erste Ordnung.
Allgemeine Form:

F<x " ﬂ) —o. S. 52
dx
Einfachste Formen, l6sbar durch unmittelbare Integration:
dy
kA = S. 53
dx /(=) 0
dy
aa el =0 8. 53
Formen, losbar durch Trennung der Variabeln:
dy p(x)
W+¢’(x)~0 S. 66
d
#(2) ¢ () + ¢1(2) ¢ (9) 5 = 0. S. 66

Losbar durch die Bernoullische Substitutionsmethode:
Y L xyix, o S. 69
dx

Losbar als totales Differential:

Hz y)dz + g (2, y)dy = 0 S. 80
unter der Bedingung

of ag
oy oz
Lésbar durch die Methode des integrierenden Faktors J (=, y):
Hz,y)de + g (2, y)dy = 0; S. 82
nach Integration der partiellen Differentialgleichung

oJ aJ af oy
Foy—0ar + (3y ~8) 7 =0
die sich in besonderen Fillen auf eine gewohnliche Differential-
gleichung vereinfacht.
b) Zweite Ordnung.
Allgemeine Form:
dy d*y

F(%.’/,d—x, sz“)zo S.85
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Graphisch oder rechnerisch lésbar, wenn die Auflésung:

d? d
y =f<x, y,d—Z) S. 85, 135

moglich ist.
Lineare Differentialgleichungen im weiteren Sinne:

P, (2, 4) 1Y dy _
0 w,y)W—{—Pl(x,y)W+P2(x,y)y+P3(x,y) =0. S.86

Lineare Differentialgleichungen im engeren Sinne:

Py dy
P, (=) v + Py (2) 7 + P, (z) y + P; (z) = 0. S. 87, 211, 218
Lineare Diﬂerentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten:
aodx~+ ld +a2y+a3~0 S. 87, 104
Differentialgleichung der Seilkurve:
Py _ 8. 04
— =—1 @) )
Differentialgleichung der elastischen Linie:
?y
T = M, S. 103
(Nichtlineare) Differentialgleichung der Ketten-Linie:
H—— _7V1+(WI S. 114
Eindimensionale Differentialgleichungen: S. 125
d*u 1 du “ _ 9
da? 'z dx  a®
a2 1 de ¢
72t +?—Ex——-?_—aa). S. 131

Differentialgleichung der Pendelbewegung, losbar durch elliptische
Funktionen:

d?a 9 .

a7 -+ S sina = 0. S. 170

Differentialgleichung der Besselschen (Zylinder-) Funktionen:

d*J dJ
2 ~ Y Y 2 a2 —
o + @ e + (22 —m?) J = 0. S. 310
Differentialgleichung der Legendreschen (einfachen Kugel- )Funktionen:
@ P, (1) ap, (n)
2 n _ n —

(1—p?) 12 2p i +n(n+1)P, (n)=0. S.376

Differentialgleichung des k-ten Differentialquotienten der Legendre-
schen Kugelfunktionen:

a2 D (1) ot 1) a DB (1)

BT L

+[n(n 4 1)—k (k 4+ 1)] DB (1) = 0. S. 389

(1 —p?)
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¢) n-ter Ordnung.
Allgemeine Form:

F Ty Yy —> cee g T 1T :0 QI89
< Y do da? da" 1 dat :
Einfachste Formen:
dty
P —X =0; 8. 190
x
dn
; . S. 190
€xr

Durch Substitution auf Differentialgleichungen erster bzw. zweiter
Ordnung zuriickfithrbar:

» dn—zy d"mly d"y o
dx"*z, da:"il’ da"
dn—zy d"y
Fl——> =0 S. 191
(da:"‘z da"
dn——ly dny
F{—m—, —— =0
<dw”i1 daz"

Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung:

7 n—1
X, ”;:; +X1%7:3/T—|—....+Xn_1%+X”y=X. S. 193
Erniedrigung der Ordnungszahl S. 193
Variation der Konstanten S. 197
Methode der Reihenentwicklung S. 208
Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten:

t=n .
Dlay" V=X S. 200
i =0

d) Simultane Differentialgleichungen.

Allgemeine Form bei zwei abhangigen Variabeln:

F(%‘l,xm%ﬂ, %: ) =0
p o y S. 227
& X,
G(acl,xy—d;l, d; ,....):0
Allgemeine Form eines Systems erster Ordnung bei n abhingigen
Variabeln:
dx;
_—_f”(xl,xz,....x”,y);i:1,2,....n S. 227

dy
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Allgemeine Form eines Systems m-ter Ordnung bei n abhingigen

Variabeln:
a” =z, )
FID = fy (1 By By B T Ty xgm‘ ),w(szl),..‘.x;m_l), y);
1=1,2,....m S. 229
Differentialgleichungen der Dampfmaschinenregulierung:
2 d .
md.’7 —}—b-l—}—cy:[l(u
d? dt <. 234
# do o
Palr el —ky+Ty—kty—w
Differentialgleichungen der ungestorten Planetenbewegung:
d*x k2
e + e (m+ M)z =0
d? Y k2 {
= = S. 236
g T mtMy=0
d?z k?
e + s (m+ M)z =0
e) Differenzengleichungen.
Allgemeine Form:
¥ (x, Yo Y 10 - ..yz+n)=0. S. 246
Lineare Differenzengleichungen:
nyo(w) -+ Y1 Pi(z)+....+ yx+nPn(a) = —Q(x). S. 246
Mit konstanten Koeffizienten:
yxaoﬁ—yz_}_lal—}—...‘%—yz+nan:0. S. 247
Differenzengleichung fiir die Biegungsmomente des durchlaufenden
Balkens:
1
My 44 My + My, o= — 54l S. 248

Differenzengleichung fiir die Amplituden der Bewegung einer Kette
von Massenpunkten:

4 p? 72
Lp’k+< - —2)Lﬂ’k+1+LP,k+2:0. S. 251

I1. Partielle Differentialgleichungen.

a) Allgemeine Form bei einer abhingigen und zwei unab-
héngigen Variabeln:

9z 9z 0%z
F [ —_— —
(x,y,z, dx " oy’ da?
2/

Hort, Differentialgleichungen. 34

,....a,b,c,.‘..):(}. S. 259
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b) Saitenschwingung, Schallschwingung, Stabtorsionsschwin-
gung, ebene elektrische Wellen:
Py Py
27 =~ 5 S. 271, 287, 412
c) Stabbiegungsschwingung:

2y B oty

Ay o =0; S. 290
a2y 92 azy
pq(x) o —[—EW<J(:$)W)—O. S. 296
d) Membranschwingungen:
%z , [ 0%z %z
o =@ (8x2 + 6y2>’ S. 300
0%z 0%t 1 922 1 2z
N — . .
o8 (8r2 r? 0g? r Br) 8. 307
e) Warmeleitung:
oT &7 T T
T (ax o) 5. 318
oT aZT
— 2——. .
o7 =% 5 S. 319
f) Ebene Stromung:
ou ov du 1 2
35 Foy t o~ X ar
5 5 5 ';’ 5 S. 332
v v v P
“Bw T Poy T o T, oy
g) Stationdre ebene Stromung (Geschwindigkeitspotential):
a0 20
5 T T = S. 334
h) Newtonsches Potential:
a2V a2V [
e e o —47p. S. 349
in Zylinderkoordinaten:
@V eV 1 &V 19V '
2a° 3 T % gt |y or —47p 5. 398
in Polarkoordinaten:
2 (Vr) 1 @ oV 1 &V (
i g og (om0 aa)+mwz=‘4m 5 872

Differentialgleichung der allgemeinen Kugelfunktionen:

Ix, 1 a< aXn>+ 1 ®X, ‘
nn+ D)X, + g 5 S0P 5y sy o O B8
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i) Differentialgleichungen der Elastizitit:

N
J”+m722:_;+%=0' S. 408

NI

_oe o ne
Radiale Kugelschwingungen:

<4% + r%) 2(m—1) i:b”:;) +%=O. S. 417

k) Hydrodynamische Differentialgleichungen:

Eulersche Gleichungen fiir reibungsfreie Fliissigkeiten in recht-
winkligen Koordinaten:

v ov v v, P
x x x z | P
P( to g Ty T >—X—’—

ot dz ox
o v v o, ) Py
Yy y y 4 P
Y v v V)£
”( 0t T on Ty T e oy S. 439
(avz ov, ov, avz> ap
£ 2 )=z
P\ar F e Ty T e 82
dp 9(pv,) 9(pv,) 0(pv,) 0
Py ox Ty 9z
Bewegungsgleichungen fiir zéhe inkompressible Flissigkeiten:
dv 3
z P
Par X T g THA%
av 9
v P
T P
S. 436
av, op i
e P
ov v ov
z Y z
ox + dy T 3z =0
Gleichungen von Lagrange:
Rz dx *y 0y 3%z 0z dx dy 3z 1 ap
et AT A % _x vy L g F
0?2 oa 08 da ot da da + da + da p oa
Pz Oz 2y dy 2%z 0z dx oy 0z 1 ap
e er 2999 2o xf2 vy lL 2=
oz db o2 0b o2 db 9b + b +Z 0b p 0b,
Pz Az *y 0y %z 9z dx oy 9z 1 ap
Bl Yy, 9% xZ2, v L o= _- 9P
o7 de | 0@ dc T 0 oo oc T Y36 T%%: 7 oo

S. 450
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ox 0Oy 0z
9a 0a 0a
ox 0dy 0z
o Bb o | S. 450
9z 3y 0z
d¢ 9c oc
Eulersche Gleichungen in Zylinderkoordinaten:
( dv, v ) » op
P\ae — )T or
p alyr) 1 op
roodt r o S. 460 £.
dv, _ ap
PTar T 0z
B('vr r) avt B(vz r)
or | dg oz
Differentialgleichung der Stromfunktion in Zylinderkoordinaten:
kY 1 ¥ Y
o 7 e T T 5. 464
Differentialgleichungen der Lorenzschen Turbinentheorie:
dv v? b
p(Zr t_) _r_2F
dat r or
d(v,r
P 8. 642, 466
r dt
dv, ap
Pae T Z+gr— 0z
o(rv,) 9 (rvy)
or 52 = S. 462
1) Elektro-dynamische Differentialgleichungen.
Maxwellsche Gleichungen in Vektorform:
0
e ¢ +472€C =curl M
ot S. 476
M ’
rar = —curl €
Maxwellsche Gleichungen in rechtwinkligen Koordinaten:
oF oM oM
x — 2 i Y
¢ ot tanid , oy 0z
0F oM oM
_ v = = r____z S. 476
S TATAE = 0w
0FE oM oM
2z Y xz
— T AH, = —
o TATAE = oy
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oM, o ( °E, 0E, >
Sy a oy 9z
oM oK oK
o v = _( r__* > S. 476
at 0z ox
oM, __(aEy__aEz>
273 t - oz oy
Die erste Gleichung Maxwells nach Elimination von IM:
®E, dE,
dE, =cep—5— +47'/l,u.— 8. 478
Differentialgleichung einer ebenen elektrischen Welle:
82
AU =cep— e —{—4-:1// S. 479

Erstes Maxwelleches Gleichungssystem in Zylinderkoordina,ten:

1 /oM o(r My) OFE
< ! }> e i —}—47:/1E'x

I

Vo T ar
oM oM. E’¢
( z_ ’) —e— ! S. 483
or ox
1 (8(7 M) aMx) BET
7 dw —_ Y] =& ot -}—4TIXET
Maxwellsche Gleichungen des axialsymmetrischen Feldes:
1 3(r My) OE
T e
oK OE oM,
<___z _*_’> =—pn # S. 484
or dx at
1 d(rMy) 2E,
T es ST TARAE
Heavisidesche Gleichung:
2J oJ
s =1LC a;z I wC . S. 491

Differentialgleichung der Potentialfunktion des axialsymmetrischen
Feldes:

2] n et 92l 1 ol .
=% Ter Ty ey SO

—}—4-: la

CrTE
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(Die groBgedruckten Zahlen beziehen sich auf die Seiten, die kleingedruckten auf das
Verzeichnis der Anmerkungen und Literaturangaben.)

Abdank-Abakanowicz 257, Anm. 3),
29
).
Ableitung 17 f£.
Abszisse 2.
d’Alembert 271.
Amplitude 108, 171, 177.
Amplitudenfunktion 183 f., 186 f.
Analysator Henrici-Coradi 278.
Analyse, harmonische 278.
Anderung, partielle 252.
—, totale 252.
Anfangsbedingungen 253, 272, 274,
411, 504.
Anfangstemperaturverteilung 319.
Anomalie, wahre 240, 244.
—, exzentrische 243 f.
Aperiodisch 111.
Aquator 369.
Aquipotentiallinie 337.
Argument 2 f.
Argumentintervall 137.
Argumentwerte 186.
Astroide 79.
Asymptote 3, 61, 110.
Attraktionskonstante 235.
Ausgleichsvorgang 483, 500 tf.
Axialgeschwindigkeit 459.
Axialwirbel 461.

Bahnebene 237.

Bahngeschwindigkeit 181 {., 186 f.

Bahngestalt 238.

Belastungsfliche 92, 103.

Balken, kontinuierlicher 248.

Bernoulli 69, 271.

Besselsche Funktionen 305, 398,
515 ff.

Bettungsziffer 203.

Bewegung, asymptotische 110.

Bewegungsform, aperiodische 111.

Bewegungsgleichung der Dampf-
maschine 154.

Bewegungsgleichungen 231, 233.

Bewegung, stationdre, réumliche,
einer Fliissigkeit 440 f.

—, stationére, ebene, einer Fliissig-
keit 330.

Biegungsschwingungen 285.

Bildungsgesetz 4, 211.

Bitterli 4, 211, Anm. 3).

Brennpunktsgleichung 240.

Bresse 62, Anm. '°).

Burkhardt, Anm. 3%3).

Clapeyronsche Gleichung 248.
Clebsch, Anm. 7).
Coradi-Ziirich 26, 282.
Cosinusamplitude 180.
Coulomb 339, 341.

Curl 455 {., 470, 478.

Dampfdruckmoment 232.
Dampfmaschine 150.
Dampfmaschinenzylinder 328.
Dampf-Tangentialkraft 158.
Diampfung einer Schwingung 108.
—, elektromagnetische 482.
Dampfungskonstante 104.
Darstellung, explicite 4.

—, Parameter-, 4.

Dekrement, logarithmisches 109.
Deltaamplitude 180.
Determinante 222.

Dichte 433.

Dielektrikum 470 £f.
Dielektrizitdtskonstante 472.
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Differentialgleichung, eindimen-
sionale 125.
—, lineare 86.
, nichtlineare 112.
—, reduzierte, lineare 194.
, simultane 227, 234.
, simultane, partielle 260.
—, vollstindige, lineare 194.
Differentialkurve 24.

Differentialparameter, zweiter 349.

Differentialquotient 15 f.

Differentialquotienten-Tabelle 47 f.
Differentialquotient, partieller 257.

Differential, totales 80.
Differentiation 42 ff.
Differenz 13 if.
Differenzengleichungen 245.
Differenzenquotient 15 ff.
Differenz, logarithmische 109.
Dirichlet 441, Anm. ).
Divergenz 436, 455, 470.
Doppelfliche 355.
Doppelflichenpotentiale 357.

Doppelintegrale, Fouriersche 302,

402.
Drahtseilhdngebriicke 87.
Druck 253.
—, hydraulischer 436.
Durchhang einer Kette 121.
Dwelshauvers-Dery, Anm. %),
Dynamik 230.

Eisenbahnschwelle 203.
Elastizitdatsmodul 128, 206, 408.
Elektrizitdtsverteilung 344.
Elektrodynamik 467 ff.
Elektrostatik 358, 391.

Emde, F. (s. Jahnke).
Energiegleichung 440 f.

Energie, kinetische 151, 230.
Entwicklung, rekurrierende 218.

Euler 139, 271, 429, 439, 449, 458.

Eulersche Naherung 143, 161.
Exponentialfunktion 3, 72, 208.
Exponentialgrofe 202.
Extremalpunkt 3.

Exzentrizitit 240, 244.
Eytelwein 55.

535

Faktor, integrierender 80, 83.

Feldstirke, elektrische, magnetische
468 1.

Ferranti 487 £., 499.

Flachenplanimeter 27 f.

Flachenpotentiale 357.

FluB 64.

Fliissigkeit, ideale 437.

—, ideale, wirbeltreie 439 ff.

—, inkompressibele 330.

—, zdhe 437.

Flissigkeitshewegung, achsensym-
metrische 462 f.

Foppl 203, Anm. 8), %), 37), &),
78), 6), 80),

Forménderung 101, 125.

Forménderungsarbeit 425 f.

Forsyth, Anm. 1), 5), 54),

Fortpflanzungsgeschwindigkeit 414.

Fourier 275, 401, 508 f.,, Anm. 93),

Frequenz 74, 108.

Fricke, Anm. 1).

Friesendorff, Anm. ).

Frobenius 216, Anm. %)

Frobeniussche Normalform 212.

Friiblingspunkt 238.

Fuchs 214.

Fundamentalgleichung, deter-
minierende 214.

Fundamentalsystem 214, 218.

Funktion 1 f.

—-, algebraische 3.

—-, Besselsche 305, 312, 399.

—, Bressesche 62.

—, elliptische 169 ff.

Funktionen mehrerer Variabeln
252,

Funktionentafeln 174.

Funktion, ganze 3.

—, Greensche 361, 365.

—, hyperbolische 116 ff.

—, inverse 177.

—, irrationale 3.

—, periodische 118.

—, rationale 3.

—, transzendente 3.

—, zyklometrische 107.
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Gauss 244, 361.

—, Attraktionskonstante 235.

—, Integralsatz von 361 ff., 456.

Gefillarbeit 54.

Gerinne 54 ff.

Gesamtarbeit 426.

Geschwindigkeitshohe 182.

Geschwindigkeitspotential 334, 434,
464.

Gesetz, Hookesches 128.

Getriebefunktion 153.

Gleichstrom 483 f., 516.

Gleichung, reduzierte 132.

Gleichungssystem, rekurrierendes
217.

Grashof, Anm. 8).

Gravitationsgesetz 235.

Grenzbedingung (s. auch Randbe-
dingung) 131,249, 272, 291 £.,504.

Grenzbedingungen, hydrodyna-
mische 437, 440.

Grenze 13.

Grenziibergang 257.

Grundkurve 9 ff.

Grundton 274, 302.

Grundwasserspiegel 66.

Grundwasserstrom 67.

Guldberg, Anm. ).

Giimbel, Anm. %?).

Hauptspannungen 411.
Heaviside 491 f£., 517.

Heine 400 f., Anm. 63), 6¢),
Hele-Shaw 40 f.

Helmholtz 434, 455, Anm. ).
Henrici-Coradischer Analysator 281.
Hertz 513.

Himmelsédquator 238.
Himmelskorper 235.
Hohlkugel 345.

Hooke 407, 409.

Hookesches Gesetz 128.
Horizontalzug 90, 113.

Horn, Anm. ).

Hort, W. 111, Anm. 3¢), 4¢),
Hillkurve 77.
Hyperbelamplitude 187.
Hyperbelfunktion 4.

Sach- und Namen-Register.

Impedanz 73.

Induktionsgesetze 474.

Influenzwirkung 391 f.

Inhaltskurve 6 £f.

Inkompressibel 334.

Integrabilititsbedingung 80.

Integral 11 ff.

—, allgemeines 53, 94, 268.

—, bestimmtes 13.

—, elliptisches 125, 174.

Integralkurve 23 f., 149.

Integral, logarithmenbehaftetes 219.

—, partikulires 54, 86, 94.

—, singulires 75, 266.

—, unbestimmtes 13.

—, vollstindiges 264.

—, vollstdndiges, elliptisches 184.

Integralsatz von Gauss 361 ff., 456.

— von Stokes 452 f.

Integration, angeniherte 54, 135.

—, mechanische 163.

Integrationskonstante, unbestimmte
52, 80, 236.

Integrator von Hele-Shaw 40 f.

Intervall 13.

Isolator 358, 391.

Jahnke, E., und Emde 174, 184,
Anm. 23)’ 34), 35)’ 71)’ 84)‘
Jakobsthal, Anm. ),

Kapazitat 490, 519.

Kegelschnitt 240.

Kelvin, Integrator 168.

—, Lord 166 {.

Keplersches Gesetz 238 f., 240 f.
Kettenlinie 112, 113 ff.

Kette von Massenpunkten 249.
Knoten, aufsteigender 237.
Knotenlinie 303 f.

Koeffizient, Fourierscher 277, 281.
—, konstanter 165 f., 200.
Koestler, Anm. 1).

Kolben 151.
Kompensationsplanimeter 34.
Kondensator 471.

Konduktor 391.

Konstante, Poissonsche 132, 408.
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Konstante, unbestimmte 94.

Kontinuitdtsgleichung 432 f., 449 f.

Koordinaten, rechtwinklige 1 f.

Koordinatensystem 1 ff., 176.

Korper, elastischer 403.

—, starrer 438 f.

Krifteplan 89.

Kraftfunktion 340.

Kraftepotential 440, 450.

Krause, Anm. 3%).

Kreisfrequenz 74, 108.

Kreisfunktion 4, 119.

Kreisscheibe 353.

Kreisstrom 468.

Kreuzkopf 151.

Kreuzkopfgeschwindigkeit 151.

Kriloff, Anm. 9).

Kriimmung 63.

Kriimmungskreis 85.

Kugel 416.

Kugelfunktionen 443 f.

Kugelfunktion, Legendresche 368,
374, 384, 389.

Kugel in einer Fliissigkeit 441 ff.

Kugelrollplanimeter 35.

Kurbelarm 151.

Kurve 2 f.

—, einhiillende 77.

—, konsekutive 77.

Kurvenbiischel 86.

Kurvenschar 54, 75.

Ladestrom 490.

Lagrange 340, 449.

Lagrangesche Differentialgleichung
153.

Lingsdehnung 128.

Langsschwingungen 285.

Laplace 339, 342, 348, 386.

Legendre 178, 374, 384.

Leitkurve 32.

Leiter 358, 391.

Leuchttiirme 294.

Limes 17.

Linearplanimeter 34.

Linie, elastische 99, 123.

Linienintegral 452 f.

Logarithmenfreiheit 224.
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Logarithmus 3 1.
Lorenz, H. 424, 465, Anm. 1), 8),
38)’ 65), 79), 73)’ 80)’ 81)_

Losungen, partikulire 132.

Maclaurin 140 f., 209.
Mader Anm. 562),
Mannigfaltigkeit 54.
Markoff, Anm. %°).
Maser, Anm. 19).
Masse 104.
Massenanziehung 339.
Massenverteilung, kontinuierliche
343, 348.
Maximum 3, 11, 20 f.
Maxwellsche Gleichungen 474 f.
Meifiner Anm. 7).
Membran 305.
Membranschwingungen 299.
Meridian 369.
Michelson, Anm. 562),
Mie, Anm. 8).
Minimum 3, 11, 20, 426.
Mittelwertsatz 22, 256.
Modul 174.
Momentenfliche 103.
Momentenintegrator 38 f.
Momentenplanimeter 28 f.
Moment, statisches 152.
Morin, H. de, Anm. %),
Muffengewicht 230.

Neigungswinkel einer Planetenbahn
237.

Neumann, F., Anm. ).

Newton 435.

Niveaulinie 335.

Nordpol 369.

Normalform 212.

Normalspannung 100, 403.

Nullpunkt 2.

Nullstelle 2.

Oberflichenbedingung 322,408,411.
Oberflichen, freie 437 f.
Oberflichenkrifte 409.
Oberflichen, unfreie 437 f.
Obertone 274.
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Oktave 274.
Ohm 70.
Olbremse 232.
Ordinate 2 f.

Parallelkreis 369.

Parameter 240.

Parameterdarstellung 4, 193.

Pendelgleichung 169.

Pendelwinkel 185. -

Perihel 241 ff.

Periheldurchgang 244.

Perihelwinkel 240, 244.

Periode 108, 424.

Periodengleichung 273, 292, 424,
513.

Permeabilitit 473.

Phasenverschiebung 74, 108.

Planet 235, 237.

Planimeter 27 ff.

Platte, kreisférmige 131.

Pleuelstange 151.

Poincaré, Anm. 55).

Poisson 339.

Poissonsche Konstante 132.

Pol einer Funktion 3.

Pol eines Seilecks 89.

Polarisation 470 f.

Polarkoordinaten 238,
370 1.

Polarplanimeter 33 f.

Poldistanz 369.

Poschl und v. Terzaghi, Anm. 3%).

Potential 340, 345 ff., 440.

—, elektromagnetisches 513{.

Potentialverteilung 347.

Potenzreihenentwicklung 307.

Produkt, unendliches 4.

Profilradius 54 f.

Primm, Anm. ®).

305, 368,

Quadrant 1.
Quadratur 10.
Querkontraktion 128.
Querkraftfliche 103.

Radakovic, Anm. 7).
Radialbeschleunigung 239.
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Radialgeschwindigkeit 459.
Radialdehnung 127.
Radialspannung 131.
Radialturbine 465.
Radialwirbel 461.
Radiusvektor 238 f., 241.
Randbedingung (s. auch Grenz-
bedingung) 311, 359 t.
Randwertaufgabe 359, 395.
Raumpotentiale 357.
Rayleigh 293, Anm. 57).
Reaktanz 74.
Reflexion 511.
Regulator 230 £.
Reibung 435.
Reibungsarbeit 54.
Reihe 208.
Reihenentwicklung 72, 209, 221.
Reihenmethode 361.
ReiBner, Anm. ).
Relativbewegung 236.
Ribiére, Anm. %8).
Richtungstangens 20, 114.
Riemann 305, Anm. ), ).
Riemann-Weber, Anm. ), ), 66)
68), 70), 72} 89),
Ringspannung 206.
Ringwirbel 461.
Ritz 424, Anm. 75).
Réssler, Anm. 82).
Robr, dickwandiges 126.
Rolle, gleitende 31 {.
—, Satz von 22.
—, scharfkantige 25 f., 164.
Routh, Anm. 32).
Runge 135 ff., Anm. ).

Saint-Venant 64 f.

Saite, schwingende 270.
Satz, Fourierscher 402.
Schafheitlin, Anm. $°).
Schallbewegung 412.
Schepp, Anm. 5%).
Schiffsschwingungen 294.
Schlomilch, Anm. !).
Schubmodul 408.
Schubspannung 100.
Schubspannungspaar 404.
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Schwingung 420.

—, harmonische 424.

—, kleine 87, 233.

Schwingungsdauer 414, 507.

Schwingungsvorgang 274.

Schwingungszah] 424.

Schwungkugeln 230 f.

Schwungrad 151.

Sehnentrapez 142, 145.

Seileck 91.

Seilkurve 87.

Seilkurvenoperation 298.

Seilpolygon 89.

Selbstinduktion 70f., 490f., 517,
519.

Simpsonsche Néherung 162.

— Regel 145 £.

Sinusamplitude 178, 180, 185.

Skalar 470.

Skineffekt 513.

Slaby, R. Anm. 22),

Sohlengefille 56.

Sommerfeld, Anm. 8).

Sonne 235.

Spannung, elektrische 489.

Spannungsellipsoid 411.

Spannungszustand 408.

Spiegelgetille 56

Spiegelkurve 54, 59 f

Stab-Endtemperatur 325.

Stabschwingungen 285.

Stationir 334.

Staukurve 54, 61.

Stegemann-Kiepert, Anm. !).

Stokes, Integralsatz von, 452 f.

Storungsgebiet, elektrisches, 481 f.

Storungsfunktion 131, 163.

Stratton, Anm. 562),

Stromfaden 456.

Stromfunktion 464.

Stromlinie 355, 337, 456.

Stromstirke 489.

Substitution 126, 129 ff., 191, 208,
220.

Substitutionsmethode 69.

Summe, unendliche 4.

Summierung, graphische 4 ff.

System, simultanes 227 f.
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Tangens, hyperbolischer 121.

Tangente 19.

Tangentenfunktion, hyperbolische
187.

Tangententrapez 144 f., 146, 159.

Tangententrapezniherung 161.

Tangentialdehnung 127.

Tangentialdruckdiagramm 158.

Tangentialgeschwindigkeit 459.

Tangentialkraft, effektive 158.

Tangentialkraftmoment 156.

Taylor 209.

Taylorscher Lehrsatz 143.

Temperatur 253, 316.

Tensor 470.

Terzaghi, v. (s. Poschl).

Thermodynamik 433.

Thiem, Anm. 13).

Ton 424.

Torsionsschwingungen 287.

Trigheitsmoment 101, 151.

Trigheitsmomentplanimeter 29 f.

Tramer Anm. 1).

Transformation des Koordinaten-
systems 115.

Turbinentheorie von H. Lorenz
465 f.

Umlaufsinn 2.
Umlaufzeit 241.

Variabele 2 f., 254.

Variabeln, Trennung der 66.
Variation 426.

— der Konstanten 197.

Vektor 364, 455, 469.
Verschiebung, elastische 405.

—, dielektrische, magnetische 472f.
Verschiebungsstrom 473 f.
Vollkugel 346, 419.

Wirmeleitfahigkeit 317.
Warmeleitung 316, 319, 433.
—, nichtstationire 317f.
—, stationdre 317.

Wirme, spezifische 433.
Wagner, K. W., Anm. 8),
Wallenberg, Anm. 50).
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Wasserbehilter 203 f.

Weber, E. v., Anm. %).
Wechselstrom 70, 487 {., 511.
Welle, elektromagnetische 477 ft.
—, longitadinale, transversale 412.
Wellenlinge 414, 507.
Widerstand, Ohmscher 71.

—, scheinbarer 73.

—, elektrischer 486.

Wildbach 65.

Winkelfunktion 4.
Winkelgeschwindigkeit 434.
Wirbel 455 f., 461, 463.
Wirbelfaden 457.

Wirbelfliche 458.

Wirbelfreiheit 334, 434.
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Wirbelkomponenten 434, 454 {.,461,
463.

Wirbellinien 456.

Wirbelmoment 457,

Wirbelvektor 455.

Wurzelgruppe 218, 221.

Waurzel, konjugierte 201.

Wurzeln, mehrfache 218.

Zshigkeitskoeffizient 435.

Zeit 104.

Zentralbewegung 234.

Zustandsgleichung 433.

Zylinderfunktion 398.

Zylinderkoordinaten 398,
483.
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