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Yorwort.

Umfassende Versuche haben die wichtigsten theoretischen Grundlagen der
Grundwasserbewegung weitgehend geklért. -Als wesentliches Ergebnis steht fest,
daB das Darcysche Gesetz einen groBen Giiltigkeitsbereich besitzt und daB
auf dieser Grundlage mit den Verfahren der Behandlung komplexér Funktionen
und mit der Entwicklung der geeigneten. Randbedingungen (freie Oberfliche,
Sickerstrecke) ebene Grundwasserstromungen mit befriedigender Genauigkeit
untersucht werden koénnen. '

Im I. Teil der vorliegenden Arbeit sind die theoretischen Grundlagen der
Stromungslehre, soweit sie die Grundwasserbewegung betreffen, unter kritischer
Angabe des vielfiltigen Schrifttums zusammengestellt. Eine von Prof. Dr. WrINIG,
Berlin, in- der Zeitschrift ,,Wasserkraft und Wasserwirtschaft Jg. 31 (1936)
H.13 unter dem Titel ,,Graphisches Verfahren zur Ermittlung der Sickerstrs-
mung durch Staudimme*‘ angedeutete Methode zur Untersuchung von Potential-
strémungen wird ausfiihrlich ausgearbeitet und begriindet. Da das heutige Schrift-
tum nur wenige, dem Bauingenieur zusagende Abhandlungen iiber eine rechneri-
sche oder graphische Losung von schwierigeren, praktisch interessierenden Poten-
tialstromungen bis zum Endergebnis aufweist, wurde den entwickelten Verfahren
ein verhiltnismiBig umfangreicher Platz eingeriumt. Diese Verfahren sind im
allgemeinen nicht nur bei der Untersuchung von Grundwasserstromungen an-
zuwenden, sondern auch bei der Betrachtung von Potentialstrémungen, die bei
Uberfallproblemen, in offenen Gerinnen und bei Stauerscheinungen an Pfeilern
in Gerinnen mit gewissen Einschrinkungen als vorhanden angesehen werden
koénnen. Das erwihnte WENIGsche Verfahren ist insbesondere dann sehr wertvoll,
wenn die Randbedingungen nicht in analytischer Form festgelegt werden kénnen.
Es ist dies meist und in ausgeprigtem Mafe dann der Fall, wenn die Strémungen
nicht den Forderungen der klassischen Hydrodynamik entsprechen, sondern durch
Formwiderstinde, Reibungseinfliisse, Stofverluste usw. beeinflufit werden und
den Gesetzen der Potentialtheorie nicht mehr innerhalb der technisch festgelegten
Riénder gehorchen, sondern unter Bildung von Ablosungsgebieten neue Rander
erhalten, die in der Fliissigkeit selbst gebildet werden.

Der II. Teil der Arbeit befaBt sich mit: verschiedénen Grundwasserstrémun-
gen. Jede einzelne wurde als besonderes Problem ausgesucht und behandelt. Die
Lésung der den jeweiligen Randbedingungen entsprechenden LaAPLAcEschen
Differentialgleichung erfolgte mathematisch und graphisch oder, wo eine rein
mathematische Behandlung schwierig oder unmdglich wurde, rein graphisch. Als
Hauptbeispiele wurden Fille der Praxis ausgesucht, fiir die auch Lésungen durch
einfachere Ndherungen aufgestellt wurden. Die graphisch erhaltenen Ergebnisse
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sind in den einzelnen Beispielen mit der dritten Dezimale angegeben, der aber
keine Genauigkeit zuzumessen ist. Die graphischen Integrationen wurden mit
den bekannten Verfahren durchgefiibrt.

Der IIT. Teil bringt die Beschreibung einiger Versuche, mit denen die Brauch-
barkeit der Verfahren tiberpriift wird.

Die Abfassung der Arbeit wire mir nicht ohne das Entgegenkommen von
Herrn Prof. Dr.-Ing. H. WrrtMmaNN, Direktor des FluBbaulaboratoriums der
Technischen Hochschule Karlsruhe, mdéglich gewesen, dem ich dafiir danke.
Herrn Prof. Dr.-Ing. P. Boss, Betriebsleiter des FluBbaulaboratoriums, schulde
ich besonderen Dank fiir die Unterstiitzung durch seinen wertvollen Rat.

Karlsruhe, im September 1942,
MAX BREITENODER.
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Zeichenerklirung.
Bezeichnung der Geschwindigkeit in den verschiedenen Abschnitten der Abhandlung.

Die resultierende Geschwindigkeit wird stets als Vektor bezeichnet (v, b),
wenn diese Eigenschaft nicht durch den komplexen Ausdruck w = u -+ ¢v ohne
weiteres klargestellt ist. Bei der letzteren Darstellung bedeutet aber v die Ge-
schwindigkeitskomponente in der Ordinatenrichtung. Bei den Isoklinen-Iso-
tachen-Verfahren tritt die Geschwindigkeit als die skalare Geschwindigkeitsgrofe
eines Stromungspunktes auf in dem Awusdruck Inw.



I. Theoretische Grundlagen der Stromungslehre,
unter besonderer Beriicksichtigung der
Grundwasserbewegung.

A. Die Grundgleichungen.

Eine Bewegung in einer Ebene 148t sich zweckmiBig in die zwei Komponenten
parallel zu den beiden Koordinatenachsen zerlegen. Bei stationdrer Grundwasser-
bewegung besteht nach der Erfahrung ein linearer Zusammenhang zwischen
dem Standrohrspiegelgefille und der Filtergeschwindigkeit und auch deren
Komponenten. Die Filtergeschwindigkeit ist bei den uns interessierenden Grund-
wasserstromungen von Punkt zu Punkt verschieden. Sie ist eine von den Rand-
bedingungen abhingige Ortsfunktion.

Wenn s die Richtung der Filtergeschwindigkeit in einem Punkt ist, dann
ist ds ein Element der Stromlinie. .

‘Die Standrohrspiegelhdhe  setzt sich zusammen aus der geoditischen Hohe z
und der Druckhéhe p/y 1. Das Standrohrspiegelgefalle J einer Stromlinie ist
gleich dem negativen (aus rechnerischen Griinden) Differentialquotienten von %
in der Richtung s:

Die Stromung durch das Porengefiige ist im grofiten Teil des Bereichs laminar,
wobei es sich meist um sehr feinkorniges Material handelt. Wir legen daher den
gesamten Untersuchungen das von Darcy auf versuchstechnischem Wege er-
mittelte Gesetz

v==FkJ
zugrunde.

L ist der Bodenbeiwert oder die Durchlissigkeitszahl des Bodens. Ihre
Dimension ist cm/sec oder m/sec. Wir nehmen bewuBt dabei Abweichungen
zwischen gerechneten und tatsichlichen Stromlinien an einigen ausgezeichneten
Stellen in Kauf. Bei Anwendung eines versuchsmifBig aufzustellenden Wider-
standsgesetzes in Potenzform

J =av 4 b2 oder v = xJf

wiirden die Berechnungen unendlich erschwert. Nach unseren Ausfiihrungen ist:
v=—kg.

1 Die kinetische Energiehthe v%/2¢ kann im allgemeinen wegen der Kleinheit der Ge-
schwindigkeit vernachlissigt werden. Die Vernachlassigung wird in einigen besonderen
Punkten unendlich groBe Geschwindigkeit in der Rechnung ergeben.

Breitendder, Grundwasserstromungen. 1



2 Allgemeine Moglichkeiten zur Losung der LapracEschen Gleichung.

Die = Geschwindigkeitskomponenten in den Richtungen der Koordinaten-
achsen x und y sind % und ». Es ist

Wie wir spiter sehen werden, entsprechen diese Gleichungen im Aufbau den
Grundgleichungen der Potentialfunktionen.

Auf die nidheren Zusammenhinge zwischen Grundwasserbewegung und der
Potentialbewegung einer idealen Fliissigkeit soll hier nicht eingegangen werden.
Wichtig - ist das Vorhandensein einer formalen Ubereinstimmung der beiden
Bewegungserscheihungen.' Wir erhalten dadurch die Mdglichkeit, die Potential-
theorie zur Liosung von Grundwasseraufgaben zu verwenden.

Die Bestimmung der Strémungsformen einer Grundwasserbewegung in fein-
porigem Material besteht demnach in der Integration der Differentialgleichung
von LAPLACE

%L %R

iy Ep 0. .
Wir ‘miissen jene Losung dieser Gleichung aufsuchen, die den besonderen Rand-
bedingungen der jeweiligen Aufgabe entspricht.

Schrifttum. ForcHEEIMER, PH.: Hydraulik. Leipzig: Teubner 1930. — DAcHLER, R.:

Grundwasserstréomung. Berlin: Springer 1936 (mit weiteren Quellen). — EHRENBERGER, E.:
Z. ost. Ing.- u. Archit.-Ver. 1928 H. 9/10 insbes. S. 74.

B. Allgemeine Moglichkeiten zur Losung der Larraceschen
Gleichung.

1. Die mathematischen Verfahren.

Wir verwenden zur Losung der Differentialgleichung von LapLace die Hilts-
mittel, die uns die Funktionentheorie zur Verfiigung stellt. Doch sind die Ver-
fahren der angewandten Mathematik noch nicht so weit durchgebildet, dafl alle
in der vorliegenden Abhandlung durchzufithrenden Beispiele exakt mathematisch
gelost werden konnten. Nicht allein, dal die erforderlichen Transformationen
oft mittels elliptischer und &hnlicher Modulfunktionen unter grofien Schwierig-
keiten (schon rein zeitlich) erfolgen miissen, sondern es stehen fast uniiberwindliche
Hemmnisse entgegen, die nur mit Hilfe des KoeBEschen Schmiegungsverfahrens
beseitigt werden kénnten. _

Unter einfachen Verhdlinissen aber lassen sich bei Grundwasserstromungen mit
freser Oberfliche Mittel und Wege zur unmittelbaren (mathematischen) Liosung der
Lapracuschen Gleichung finden.

Das wertvollste Hilfsmittel der Funktionentheorie fiir unsere Aufgaben ist
die Theorie der konformen Abbildung. Die konformen Abbildungen werden her-
gestellt durch komplexe Funktionen.. Zwischen diesen komplexen Funktionen
und den Potentialfunktionen bestehen eigentiimliche Beziehungen. Diese Be-
ziehungen fuBen letzten Endes darin, daB in beiden Klassen von Funktionen
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1. die Differentialgleichungen von CavcEY-RIEMANN

9p _ v 99 _ _ Ov
dz.~ dy’ oy~ 0z’
0z _ 0y Oz __ 9y
dop Oy’ dy ~  d¢

und 2. die schon erwihnte und aus den Cavcmy-Riemannschen Gleichungen
herzuleitende LarracEsche Differentialgleichung einerseits auf Grund rein
mathematischer Uberlegungen, andererseits auf Grund rein physikalischer Uber-
legungen gewonnen werden konnen.

Das wesentliche Merkmal konformer Abbildungen ist, dal durch eine analytische
Funktion die Gebilde einer Ebene auf die andere Ebene so abgebildet werden,
dal einander entsprechende Winkel gleich sind. Eine solche Abbildung heifit
winkeltreu oder konform, weil in den beiden Abbildungsebenen einander ent-
sprechende, unendlich kleine Gebilde infolge der Winkeltreue geometrisch dhnlich
sind.

Wir betrachten nun die fir die konforme Abbildung besonders geeignete Art
von Funktionen.

Komplexe Funktionen.

Die allgemeine komplexe GréBle- wird dargestellt durch

z=x -+ 1y
und ist durch Festlegung der reellen Zahlen x und y bestimmt. Trigt man den
Wert x auf der z-Achse, den Wert y auf der y-Achse eines rechtwinkligen Systems
auf, so ist durch einen Punkt P der z, y- oder z-Ebene eine komplexe Zahl dar-
gestellt. Die Darstellung bedient sich also-durchaus der vom reellen Zahlengebiet
her geldufigen Methode. Im reellen Zahlengebiet wird allerdings eine Zahl durch
einen Punkt auf einer Linie von 0 aus aufgetragen. Im komplexen Zahlengebiet
wird eine Zahl durch einen Punkt in der komplexen Ebene dargestellt. Oder
umgekehrt stellt ein Punkt in der Ebene einen ganz bestimmten komplexen
Wert dar.

Die Darstellung der komplexen Grofien durch Punkte in der Ebene, welche
durch die reellen Werte # und y festgelegt werden, gestattet, mit komplexen
GroBen Rechnungsoperationen vorzunehmen, deren Durchfithrung graphisch ver-
folgt werden kann.

Man kann eine komplexe Zahl zu einer anderen Komplexen addieren oder
die beiden voneinander subtrahieren, die beiden miteinander multiplizieren oder
durcheinander dividieren.

Wenn die Summanden usw. in einer Ebene z, y als Punkte dargestellt waren,
kann die Summe usw. in einer neuen Ebene ¢, v als Punkt aufgetragen werden.

Man kann von einer komplexen Zahl den reziproken Wert bilden, man kann
sie potenzieren; logarithmieren, den sin, €of usw. von ihr bilden. Der von dem
Punkt der z, y-Ebene neugebildete Wert wird als Zahl in der ¢, p-Ebene auf-
getragen. Ist in der x, y-Ebene an Stelle des einzelnen Punktes eine auf einer
beliebigen Geraden oder Kurve liegende Punktfolge durch eine entsprechende
Folge komplexer Zahlen, oder sind mehrere Geraden oder Kurven gegeben, so
kann man obige Rechenprozesse durchfithren und erhilt in der ¢, y-Ebene eine

1*



4 Allgemeine Mdglichkeiten zur Losung der LarLaceschen Gleichung.

oder mehrere neue Punktfolgen, deren entsprechende Verbindungen neue Kurven
darstellen. Die Kurven in beiden Ebenen stehen in dem Zusammenhang der-
jenigen Funktion, mit der eben die Transformation von der z, y-Ebene auf die
@, p-Ebene vollzogen wurde. Die verwendeten Funktionen miissen in- dem
betrachteten Bereich analytisch sein, d. h. stetig sein und fiir alle Punkte stetige
Ableitungen besitzen: .

Es sei ¢ +ip = f(x + 1y),
wobei ¢ und y reelle Groé8en sind. Dann bedeutet ¢ den reellen, 49 den imaginéiren
Teil von f(x 4 4y). Fiir den weiteren Teil unserer Untersuchungen wollen wir
festlegen, daB in der z, y-Ebene nur Orthogonal-Trajektorien auftreten sollen.
An und fiir sich kénnten alle méglichen Linien in der x, y-Ebene vorhanden sein.
Aus mathematischem Interesse kénnte man sie auch mit der Funktion f in die
@, p-Ebene transformieren. Aber fiir die weiter zu verfolgenden physikalischen
Betrachtungen der Potentialbewegung kommen eben nur die Orthogonal-Trajek-
torien in Frage, was spéter ohne weiteres ersichtlich wird. Wir verfolgen jetzt
einen rein mathematischen Prozef:

Durch partielle Differentiation erhélt man:

aus =9 +ip=1{((k)=[@=+1iy),
O +1iy) __dlp+iy) d@+iy)  dip-+iy)
Oz T d(z + y) Oz T d(x +iy)°
da 6(x(;|—zy) 1 ist,
x
Slp + 1) _ dlp +iy) I + iy) _ Mo+ iy
oy T d(xr 4 iy) dy d(x + 1y)
da d(x + 1y) _
oy

ist. Demnach ist:
Ol +iy) _ .olp +iv)

(9y - e
;909 4 00y _ .d¢ Oy
+ 03: + rre Y9x T O

Da die reellen Teile hnks den reellen rechts, die imaginéren links den imaginiren
rechts gleich sein miissen, ist

o9 iy Gp_ oy

dx ~ Oy’ oy = =z’
Das sind die CavcHY-RIEMANNsSchen Differentialgleichungen. Partielle Diffe-
rentiation der beiden Gleichungen nach z bzw. y liefert:

Jy dy L0y
62_1;0_6?95 4 6%};__6%_ ca—y—
dar oz MY G T T TEy T T Tax

hieraus 0:2 q; Qi?; o »
ox dy

Das ist die LaprLAacEsche Di]‘]‘erentialgleichung Entsprechend gilt:
0x~ +

Diese Ergebnisse sind durch rein mafohematlsche Uberlegungen abgeleitet.
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Ubertragen wir also die festliegenden Orthogonal-Trajektorien der z-Ebene
durch eine Funktion auf die £&-Ebene, so erhalten wir in der konformen Abbildung
wieder Linien, und zwar wieder Orthogonal-Trajektorien, wegen der winkel-
treuen Abbildung. Ein Beweis, daB die Winkel unveréndert iibertragen werden,
kann in diesem Rahmen nicht gegeben werden.

Die Trajektorien stehen in den beiden Abbildungsebenen zueinander im
Verhiltnis:

@+ iy = f(x + 1y).

Insbesondere muB es eine ganz bestimmte Funktion geben, die die Orthogonal-
Trajektorien der z-Ebene auf die &-Ebene als exakte Rechtecke abbildet, so daB
dort die einzelnen Linien achsparallele Gerdde geben. Das Aufsuchen dieser
Funktion bedeutet nichts anderes, als die LapLacEsche Differentialgleichung so
zu losen; daB die integrierte Gleichung zerlegt werden kann in:

=@, y), py=p(,y),
1p =0; @ =0;
r=2z(p,p), y=ylp,¥),
iy =0; z=0,

@ = @(z, y) heiBt: ¢ gleich Funktion von z und y. Man kann dann aus der
&-Ebene den Wert ¢ einer bestimmten betrachteten Linie der Schar als konstant
herausgreifen, weil die Linie als Achsparallele immer einen konstanten Abszissen-
wert hat. Der Koordinatenwert ist dabei immer = 0. Diesen konstanten Wert
fithrt man in die Gleichung ein und hat damit eine Gleichung, in der « und ¥
als Verdnderliche vorkommen. D.h. diese Gleichung legt die Kurve, die das
Bild der ¢-Linie ist, in der z-Ebene fest. Das gleiche gilt fiir den Wert . Die
beiden unteren Gleichungen legen achsparallele Gerade der z-Ebene als Kurven
in der £-Ebene fest. Der Fall interessiert uns im besonderen weniger. ¢ und o
durchwandern nun alle die konstanten Werte des Netzes der &-Ebene. Mit
der Funktion, die aus der Integration der Lapraceschen Gleichung gewonnen
wurde, wird dann das Netz der z-Ebene gewonnen. Der Gang einer solchen
Integration der Differentialgleichung von Larrac iiber den Weg einer konformen
Abbildung wird spiter an Beispielen gezeigt.

Potentialfunktionen.

Wir betrachten eine Strémung in einer z, y-Ebene. In einem bestimmten
Punkt der Strombahn s sei die Geschwindigkeit b. Die achsparallelen Geschwindig-
keitskomponenten seien % und »v. Wenn es sich um eine Potentialstromung
(verlustlose Stromung) handelt, muf} '

de
b=
_ 99
U = EP)
0 .
v _(,‘0 Sein.
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@ ist nach HermuoLTz das Geschwindigkeitspotential der Stromung an der
betrachteten Stelle. In der Grundwasserstromung wird der abstrakte Begriff
des Geschwindigkeitspotentials durch den negativen k-fachen Wert der Stand-.
rohrspiegelhdhe fiir den betrachteten Punkt dargestellt.

Die beiden Grundlagen der Potentialstrémung sind

1. die Konfinuitit der Strémung,

2. die wirbelfreie Stromung.

Zu I. Wir betrachten ein FIﬁSsigkeitsteilchen von den Abmessungen dx,dy
und der Tiefe 1 normal zur Ebene (Abb. 1). Strémungen sind nur in der Ebene
vorausgesetzt. v

Bei 04 und OB stromt die Flusmgkeﬂ; in das Element und tritt bei 4C und
BC wieder heraus. Die Geschmndlgkelten des Elnbrltts sind % und v, sie dndern

“sich beim Austritt m % + dx und » + ~—dy

Es stréomt in das Element die Fluss1gke1tsmenge

dev -+ dyu,
4 wahrend die ausstrémende Fliiséigkeitsmenge
dx <v 4+ 3y dg/) -+ dy(u -+ ——dx)
betragt.
v+l‘,3~”-aj;/ Soll die Kontinuitit gewahrt sein, mufl der Unter-
Y schied zwischen eintretender und austretender Flﬁssigkeits-
4 ¢ menge Null ‘sein. ,
i ;dx_l_, “"“*“df Also dx dg/ + dyﬁdx =0,
0 v b X
Abb. 1. B?“”a_g:()

Diese Gleichung stellt die Kontinuitidtsbedingung fiir die ebene Potentialstromung
dar. '

Zu 2. Wir betrachten wieder ein Fliissigkeitsteilchen von den Abmessungen

dxz,dy und der Tiefe 1 senkrecht zur Ebene (Abb. 2). Die Geschwindigkeiten

in der z-Richtung seien u, in der y-Richtung v. Wir nehmen an, das

Y Element erfahre eine Drehbewegung Dann wire die Zunahme der Ge-

schwindigkeit » lings der a-Achse als Zentrifugalbeschleunigung de

Diese bewirkt ein Drehmoment gegen den Uhrzeigersinn. Ebenso bewirkt
der Geschwindigkeitszuwachs von u langs der y-Richtung ein Drehmoment
im Uhrzeigersinn. Da ja in einer Potentialstromung keine Wirbel entstehen
konnen, was vorausgesetzt wurde, miissen die Winkelgeschwindig-
dy keiten der angenommenen Drehbewegung einander gleich sein.

X
. T R ou ov

Nk gu 9 q
:T‘—d’;?’T%l% 3?/dy_a ‘

1S dy  —  dz
T b2 Y
Abb. 2, gﬁ—gi:()
y x

Diese Gleichung nennt man die Glelchung der Wirbelfreiheit fiir die ebene Poten-
tialstrémung.
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~

Es muB nun sein:

da beim Einsetzen dieser Werte in die Gleichung der Wirbelfreiheit diese erfiillt
wird. Das ergibt durch Einsetzen. die Kontinuitdtsgleichung zu:

e ey 0

G2t oyt T
Das entspricht im Aufbau der schon erwihnten LaPLAcEschen (leichung. Die
Gleichung selbst ist aus rein physikalischen Uberlegungen gewonnen. Aus der
Larraceschen Gleichung kénnen riickwirts die Cavcry-Riemannschen Differen-

tialgleichungen erhalten werden.
Wir erinnern uns, daB bei den komplexen Funktionen war

¢ =g y).

Demnach ist das Potential eine Funktion der Ortskoordinaten x und y des be-
trachteten Stromungspunktes. Wenn ¢ konstant ist, erhalten wir aus der Funk-
tien @ = @(x, y) die Gleichung einer Kurve in der z-Ebene. Auf dieser Kurve
ist das Geschwindigkeitspotential konstant. Man nennt solche Kurven Aqui-
potentialkurven, Potentialkurven oder Niveaukurven.

LaBt man ¢ in der £-Ebene eine Reihe (insbesondere mit gleichen wertméBigen
und streckenmiBigen Intervallen) von Werten annehmen, so stellt

9=y
eine Schar (insbesondere mit gleichen wertmaBigen, nicht streckenméBigen Inter-
vallen) solcher Aquipotentiallinien in der z-Ebene dar.

Der oben erliuterte Begriff des Potentials und der von ihm erzeugten Ge-
schwindigkeiten 148t darauf schlieBen, dafl die Geschwindigkeit der Fliissigkeits-
teilchen in Richtung der Tangente an die Potentiallinie = Null ist, weil ja dort

d
p==2=0
wird, da dp = 0 auf der Potentiallinie ist. Es ist dort ¢ = const und d dem-
nach als Zuwachs oder Abnahme Null.

In allen anderen Richtungen ist die Geschwindigkeit nicht = 0. Die Richtung
der resultierenden (Geschwindigkeit muBl senkrecht zur Potentiallinie gerichtet
sein, weil die Orthogonale den kiirzesten Weg zur nichstwertigen Potentiallinie
darstellt und damit auf dem relativ kiirzesten Weg das Potential um d¢ ver-
mindert wird. (Analogie: an einer schiefen Ebene fhier Strémungsbereich] ist
die gréBte Geschwindigkeit [hier Potentialabfall nach Weg] senkrecht zu den
Héhenlinien [hier Potentiallinien]; diese Richtung ist die Fallinie [hier Strom-
linie]. Der Weg eines Fliissigkeitsteilchens ist also durch die Linie gegeben, die
die Potentiallinien senkrecht schneidet. Man nennt diese Linie Stromlinie. Ihr
kommt der Wert y = const zu, weil sie die konstante Groéfe des links oder rechts
von ihr im Bereich flieBenden Stromes wertmafig angibt. Laft man den Wert v
eine Reihe [insbesondere mit gleichen wertméifBigen und streckenméfigen Inter-
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vallen] von Werten der &-Ebene annehmen, so erhalten wir eine Schar [insbesondere
von wertméBigen, nicht streckenméfigen Intervallen] solcher Stromlinien in der
z-Ebene.

Es wurde hier schon stillschweigend der Begriff einer Transformation von
einer £-Ebene auf eine z-Ebene erwihnt, wie dies bei der konformen Abbildung
durch komplexe Funktionen vorkommt. Eine ndhere Erklarung folgt noch,
aber das beidermalige Auftreten der LapLacEschen Gleichung 148t diese Analogie
fast ohne Erklirung zu.

Man hat also in der z-Ebene eine Kurvenschar

=@, Y ;
(p Ortsfunktion der Punktkoordinaten einer Potentiallinie), hierauf senkrecht

stehend ebenfalls eine Kurvenschar. Nach den Ergebnissen bei den komplexen
Funktionen kann diese nur dargestellt werden durch die Funktion

Y= 9);
(p Ortsfunktion der Punktkoordinaten einer Stromlinie).
Damit sind @ und y eindeutig zu erkléiren als die reellen Teile einer komplexen
GroBe £=g+ip.
Die Kurvenscharen bilden miteinander krummlinige Rechtecke; bei gleichen
wertméaBigen Intervallen sind es in der &-Ebene mit seinen exakten Rechtecken
und gleichen Ordinaten- wie AbszissenmaBstiben streckenméfiic Quadrate.
Infolge der konformen Abbildung mit der komplexen Funktion sind es damit in

der z-Ebene krummlinige Quadrate. In der £-Ebene miissen es deshalb exakte
Rechtecke bzw. Quadrate sein, weil die Funktionen

o=@,y y =y, y)

auf Grund rein physikalischer Uberlegungen gewonnen wurden, ihr Aufbau
aber den besonderen Losungen der LapLacEschen Differentialgleichung entspricht,
bei der die Funktion ermittelt worden war, die ein exaktes Rechteck auf krumm-
linige Rechtecke abbildet.

Mit anderen Worten ausgedriickt: Betrachten wir die (@, y)- oder &£-Ebene.
Die dort auftretenden Orthogonal-Trajektorien sind exakte achsparallele Recht-
ecke, da ja @ und p eine Reihe konstanter Werte durchlaufen sollen. Die
Gleichungen der Trajektorien lauten fiur die &-Ebene

@ = const, p = const.

Wiahlen wir die Intervalle wertmaBig und hier auch streckenméflig gleich, dann
erhalten wir an Stelle der Rechtecke Quadrate.

@ nimmt im allgemeinen Werte an von Null bis 4 Unendlich oder einem
endlichen Wert und wird bei der Grundwasserstrémung durch den k-fachen
Wert der Standrohrspiegelhéhen dargestellt. Alle Punkte gleichen Potentials
haben gleiche Standrohrspiegelhéhe.

» nimmt Werte an zwischen Null und einem endlichen Wert und gibt die
GroBe des Stromes an. ’

Wir verschaffen uns durch Messungen das Quadratgebilde der Grundwasser-
stromung (Messen der Standrohrspiegelhéhen und Farben der Stromlinien gleichen
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Wertes). Dann muf} eine bestimmte komplexe Funktion

@+ iy =f(x -+ ty)

bestehen, die das Quadratgebilde der z-Ebene auf das exakte Quadratgebilde
der &-Ebene iibertragt.

Da wir aber im allgemeinen ‘das Quadratgebilde der Grundwasserstromung
eben nicht kennen, sondern im Gegenteil, ohne Versuche anzustellen, erst suchen,
miissen wir noch den Hauptsatz der Funktionentheorie von Cavcry heranziehen,
der besagt: g

,,Eine analytische Funktion im Innern eines Bereichs ist vollstindig bestimmt
durch die Randbegrenzung des Bereichs.

Wenn uns also die analytischen Randbegrenzungen des Grundwasserstrémungs-
bereichs bekannt sind, ist es uns méglich — ohne Kenntnis der Strom- und
Potentiallinien im Innern des Bereichs, d. h. ohne Versuch —, diesen Rand
mittels funktionentheoretischer Untersuchungen auf ein rechteckiges -Gebiet
abzubilden. Mit der gleichen Funktion, die den Rand iibertrigt, werden ja
auch alle iibrigen Linien tibertragen.

Dieses Ubertragen des Randes braucht nicht unmittelbar auf den Recht-
ecksrand erfolgen. Man kann des ofteren diesen Rand zuerst auf einen andern,
nicht rechteckigen Rand und nach verschiedenen Zwischeniibertragungen erst
auf den Rechtecksrand abbilden, wenn diese einzelnen Schritte leicht erfolgen
koénnen. Bei diesem Vorgehen wird die Funktion gewonnen, die Strom- und
Potentialfunktionsebene (Rechtecksebene, (¢, y)- oder £-Ebene) mit der Grund-
wasserstromungsebene (z, y- oder z-Ebene) verbindet.

Das Nihere wird bei den einzelnen Beispielen erliutert. Als Ergebnis ist
festzuhalten :

Komplexe Funktionen und Potentialfunktionen entsprechen sich im Aufbaw
vollstindig. Dadurch konnen wir die in der Funktionentheorie entwickelien Ver-
fahren zur Lisung der LapLacEschen Gleichung auf dem Weg diber die durch kom-
plexe Funktionen hergestellten konformen Abbildungen fir die Potentialfunktionen
verwenden.

Schrifttum. Kavemany, W.: Angewandte Hydromechanik. Berlin 1931. — RorHE-
OLLENDORF-POHLHAUSEN: Funktionentheorie und ihre Anwendung in der Technik. Berlin:
Springer 1931. — Oscoop, W. F.: Funktionentheorie Bd. 1, 2. Aufl. Berlin u. Leipzig 1912. —
HorLzMiULLER, G.: Einfithrung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften und der kon-
formen Abbildungen. Leipzig 1882. — Rieman~-WEBER: Die Differentialgleichungen und
Integralgleichungen der Mechanik und Physik. Braunschweig 1930 u. 1935. — KLEIN-
Fricke: Gesammelte mathematische Abhandlungen Bd.3. Berlin: Springer 1923. —
Theoretische und praktische Beispiele: Hamer, G.: Uber Grundwasserstromung.
Z.angew. Math. Mech. Bd. 14 (1934) H.3. — Hamer, G., u. E. Go~THER: Numerische
Durchrechnungen hierzu. Z.angew. Math. Mech. Bd. 15 (1935) H.5. — RosspacH, H. F.:

Uber Grundwasserstrémungen. Ing.-Arch. Bd. 7 (1936) H. 1 u. 5 — Uber eine ebene Poten-
tialstromung. Mh. Math. Phys. Bd. 45.

2. Die graphischen oder Netzverfahren.
Wenn die Randbedingungen der Grundwasserstromung bekannt sind, kann mit
Hilfe des Netzverfahrens eine allerdings nichtexakte, aber doch einfache Lisung
gefunden werden.
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Das Verfahren muB angewendet werden, wenn die Randbedingungen ana-
lytisch nicht darstellbar sind. Das Grundsétzliche des Netzverfahrens besteht
in der zweckméaBigen Auswertung der geometrischen Beziehungen, die das
Strémungsbild jeder Potentialstrémung auszeichnen. '

Mit anderen Worten, es ist in das Gebiet das Quadratnetz der Strom- und
Potentiallinien durch Probieren einzuzeichnen.

Schrifttum. Prasiv, Fr.: Technische Hydrodynamik, S. 56ff. Berlin: Springer 1926. —
DacHLER, R.: Grundwasserstrémung, S.125. Berlin: Springer 1936.

3. Die versuchstechnischen Verfahren.

Es kommen hier vor allem der Filterversuch im Modell oder das elektrische
Verfahren in Frage.

Wenn die Randbedingungen fir die Stromlimen bekannte. (feste) sind, sind
beide Verfahren mit gutem Erfoly anzuwenden.

Wenn aber eine Randstromlinie zugleich freie Oberfliche ist, gibt das erste
Verfahren an der freien Oberfliche schwer mefbare Bilder und verursacht fiir
brauchbare Ergebnisse einen verhaltnismaBig groBen Aufwand an Betriebs-
einrichtungen. Die -Auswertung der MeBergebnisse bedarf meist noch ver-
schiedener Verbesserungen, damit man ein Strémungsbild nach der Potential-
theorie erhilt.

Das zweite Verfahren ist bei Strémungen mit freier Oberfliche unmittelbar
iiberhaupt nicht anzuwenden, mittelbar meist nur ndherungsweise (Sickerstrecke).

Schrifttum. DaceLER, R.: Grundwasserstromung. Berlin: Springer 1936. — Horr-
MANN, R.: Grundwasserstrémung unter Wehren. Diss. Techn. Hochschule Karlsruhe. —
CASAGRANDE, L.: Niherungsverfahren zur Ermittlung der Sickerung in geschiitteten Ddmmen
anf undurchlissiger Sohle. Bautechn. 1934 H. 15. — EHRENBERGER, R.: Versuche iiber

die Ergiebigkeit von Brunnen und Bestimmung der Durchlissigkeit des Sandes. Z. dst.
Ing.- u. Archit.-Ver. 1928 H. 9/14.

C. Besondere Moglichkeiten zur Losung der Larraceschen
Gleichung.

Bei der Ermittlung der Potentialstrémung nach den Verfahren B 1,2, 3
erhilt man Stromungsbilder, aus denen man die Geschwindigkeitsverteilung im
Stromungsbild durch umstédndliche und meist nur wenig genaue Differentiation
ermitteln muB.

Diese Geschwindigkeitsermittlung erfolgt dort folgendermallen: Es verhilt
sich zahlenmifBig im Quadratnetz der Stréomung:

de dy
ds dn
(Ableitung aus Cavcry-RiemManNscher Gleichung);

ds = Abstand zweier Potentiallinien in Richtung der Stromlinie eines Qua-
drates. (Gemessen in der Lingeneinheit.)

dn = Abstand zweier Stromlinien in Richtung der Potentiallinie. (Gemessen
in der Léingeneinheit.)

Der Differentialquotient des Potentials in der Stromlinienrichtung ist aber

leich v, also
8 dy =2 in = dn,
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d.i. gleich dem DurchfluBl zwischen den beiden Stromlinien. Andererseits ist

p= 1 o 4v
U= dn N dn -
Wenn alse aus einem Quadrat Ay als Durchflufl und A= als Strecke entnommen
wird, so kann man fiir das entsprechende Quadratfeld der Stromungsebene
— a4
Uy == ZTZ}
errechnen, das um so genauer wird, je feiner das Quadratnetz eingeteilt ist. Die
relative GroBe des Quadrates gibt einen Anhaltspunkt fiir die GréBe der Ge-
schwindigkeiten. Kennt man in irgendeinem Punkt des Netzes die tatsidchliche
Geschwindigkeit, so kann man durch die verschiedenen Grofien der Quadrate
an anderen Punkten die dortige Geschwindigkeit ermitteln. Ist.an einem' Punkt
des Quadrates mit der Seitenlinge dn, die Geschwindigkeit v, bekannt, so ist
sie im Mittel an den Punkten des Quadrates mit der Seitenlinge dn,

(Kontinuitét).

Die Grofle ist skalar, die Richtung wird durch die Richtung der Stromlinie an
dem betreffenden Punkt gegeben. )

Je grofler ein Quadrat ist, um so linger ist der Weg, auf dem das Potential
um.seine konstante Wertdifferenz abnimmt. Es erzeugt damit eine kleinere
Geschwindigkeit als bei kleineren Weglingen.

In singuldren Punkten ist die Abbildung nicht mehr winkeltreu. Man erhilt
dort keine rechten Winkel mehr. Aus dem Verschwinden der Winkeltreue an
einer Stelle eines Stromungsgebietes kann immer auf ein besonderes Verhalten,
Null- oder Unendlichwerden der Geschwindigkeit geschlossen werden.

Es wird nun im folgenden ein Verfahren entwickelt, das diese Geschwindig-
keitsverteilung im Stromungsfeld ergibt, bevor das Strom- und Potentiallinien-
netz endgiiltig bekannt ist. Vorhanden sein miissen nur simtliche Randbegren-
zungen. Diese brauchen keine analytisch festgelegten Linien zu sein.

Das Verfahren kann zwischen das rein mathematische und rein graphische
Verfahren eingereiht werden.

Der groBe Vorteil dieses Verfahrens besteht aber nicht allein in der raschen
und priméren Geschwindigkeitsermittlung, sondern darin, daff mit. sehr groGer
Genauigkeit Strom- und Potentialliniennetze aufgestellt werden kénnen, wenn
fiir deren Bestimmung alle iibrigen Verfahren versagen.

1. Der Hodograph.

(Die Theorie der Methode, ohne Verwendung des fiir dieses Verfahren erst
spater aus der Kinematik iibernommenen Begriffs ,,Hodograph®, wurde von
KircmrOFF entwickelt.)

Vorbemerkung. Die im Schrifttum oft iiblichen Darstellungen von Problemen
aus der Potential- und Strémungslehre stammen vielfach von stark mathematisch
eingestellten Verfassern, wodurch den meisten Ingénieuren das Verstindnis
erschwert wird. Es werden dabei oft in abstrakter Weise Funktionen aufgestellt,
deren Bedeutung der Ingenieur nicht geniigend einschétzen kann, weil er keine



12 Besondere Moglichkeiten zur Lésung der Larraceschen Gleichung.

Stromlinien, d. h. keine praktische Anwendung dabei sieht. Im Hodographen-
verfahren dagegen treten Strom- und Potentiallinien in konkreter Form in
Erscheinung, wobei dieses sich aber grundsitzlich von der abstrakten Methode
in nichts unterscheidet. Da nun der Hodograph wieder als Strémungsfeld auf-
gefalBt werden kann, kann die dortige Stromung mit den sonst hierfiir geeigneten
Methoden und Verfahren weiter behandelt werden (Quell-Senken-Methode,
elektrisches Verfahren oder das in der Folge zu entwickelnde Verfahren). Es
erhebt sich hier die Frage, warum man nicht mit diesen Methoden in der Grund-
wasserstrémung die urspriingliche Strémungsebene selbst untersucht; die Ant-
wort hierauf ist die, dal Randbedingungen, die in der urspriinglichen Ebene
noch unbekannt sind, auf Grund physikalischer Gesetze im Hodograph bekannt
sind.

Als Ergebnis halten wir fest:

Infolge der Verwendung mancher uniibersichtlicher Zwischenumformungen bleibt
das Hodographenverfahren anschaulicher und dem Ingenieur zusagender.

Erlduterung des Begriffs ,,Hodograph®.
Die Potentialstromung kann durch die komplexe Potentialfunktion

E=op+iy (1)
in Abhéngigkeit von der komplexen Koordinate
2=+ 1y (2)

dargestellt werden:

@+ iy = f(x + 1y),
= &(2)

(¢ = Potential-, Niveaufunktion; p = Stromfunktion)

(z und y Koordinaten in der Stromungsebene).
Wenn % und v die Geschwindigkeitskomponenten in Richtung der x- bzw. y-Achse
im Punkte z sind, so ist

. 7
w:u-w:a——i. (3)

Jede Funktion & = &(z) oder z = z(&), die eine winkeltreue Abbildung aller
Gebilde in der &-Ebene auf die z-Ebene oder umgekehrt vermittelt, mufl als
differenzierbar vorausgesetzt werden. Bildet man die erste Ableitung von &

nach z, also

L —w=1,

dann ist auch w eine Funktion von z und vermittelt eine winkeltreue Abbildung
zwischen der w-Ebene und der z-Ebene. Nach den Regeln iiber das Differenzieren
zusammengesetzter Funktionen ist aber

0t d& 0z oz

9% "4z 9z " wegen G =1,

_dE 08 dlp+iy) dp | .0y

U= e T s = s —ds T lan (4)
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Betrachtet man @ als die Niveaufunktion und ¢ als die Stromfunktion einer

ebenen Potentialbewegung in der z-Ebene, dann ist g—f =, d.h. gleich der

Geschwindigkeitskomponenten in der z-Richtung und gf =—v=— g—g , d.h.
gleich dem negativen Wert der Geschwindigkeit in der y-Richtung und daher
, 0 -

wzu—zvzgé. 6]

Dies ist aber eine analytische Funktion von 2z, da ja £ eine solche ist. Wenn wir
daher in einer neuen Abbildung, der w-Ebene, zu jedem Punkt z der z-Ebene
einen Punkt w eintragen, so gehen Linienziige der z-Ebene in Linienziige der
w-Ebene iiber und sind wegen des analytischen Charakters der Abbildungs-
funktion konform zueinander.

Wenn wir also z. B.. ¢in Netz von Strom- und Potentiallinien (i = const;
@ = const) der z-Ebene (Strémungsebene) in dieser Weise auf die w-Ebene
iibertragen, so erhalten wir eine konforme Abbildung derselben. Man nennt
diese spezielle Abbildung mittels des Geschwindigkeitsvektors w den ,,Hodo-
graph®.

Der Geschwindigkeitsvektor der Strémung ist eigentlich

w = u + 1o, (6)

w ist also der zur Geschwindigkeit konjugierte Vektor oder, mit anderen Worten,
w entsteht aus w’ durch Spiegelung an der x-Achse. Man bezeichnet sowohl die
Abbildung der Strémung durch ihr Geschwindigkeitsfeld w’ == u + iv als auch
die dazu spiegelbildliche durch w = % — v als Hodograph. Im Interesse einer
eindeutigen Ausdrucksweise bei der mathematischen Behandlung wollen wir
in der vorliegenden Abhandlung die Bezeichnung ,,Hodograph® auf die Ab-
bildung w beschrinken und die Abbildung ' als ,,gespiegelten Hodographen®
bezeichnen, der bildlich die Geschwindigkeitsrichtungen richtig ergibt. Bei der
rein graphischen Behandlung wird als Hodograph die Abbildung w’ benutzt,
was aber bei der Integration entsprechend zu beriicksichtigen ist.

Durch eine konforme Abbildung geht eine Potentialstrémung stets wieder
in eine (symbolische) Potentialstrémung iiber, die unter Umstédnden physikalisch
nicht realisierbar bzw. denkbar zu sein braucht. Wir konnen daher das Linien-
netz, das wir in der w-Ebene erhalten, selbst wieder als Strom- und Potentiallinien
einer neuen (symbolischen) Stromung auffassen. Wenn es nun gelingt, diese
neue Strémung theoretisch zu erfassen, d. h. £ als Funktion von w zu entwickeln,
so kann man auch die Losung fiir die z-Ebene, d.i. &(z), finden.

Nach GL (5) ist o0&
w = a—z“ 3
daraus folgt
g 2= / Lae. (1)

Wenn & als Funktion von w und damit w als Funktion von & bekannt ist, so 146t
sich das Integral ausfithren, und man erhilt

z=2(¢) (8)

und daraus durch Umkehrun,
§  t=¢0. (9)
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Die nachstehenden- Ausfithrungen sollen den Begriff des Hodographen noch-
mals in etwas anderer Form erldutern, und zwar zum besseren Versténdnis der
rein graphischen Behandlung. Hierbei wird nun an Stelle des Begriffs , gespiegelter
Hodograph® nur noch der Begriff ,,Hodograph* -verwendet.

Ist der Punkt 4, (Abb.3) die Abbildung des Punktes 4 der z-Ebene auf
die w-Ebene und ist 4] das Spiegelbild des Punktes 4; gegen die u-Achse, dann
sind die Koordinaten von 4] auch der Richtung nach gleich den Geschwindig-
keitskomponenten im Punkte A der z-Ebene und die Strecke OA47 ist gleich dem
Geschwindigkeitsvektor w, im Punkte 4. Bewegt sich der Punkt 4 der z-Ebene
langs der Stromlinie u; nach B, dann bewegt sich der entsprechende Punkt 4,

&-£bene z-Ebene w-Ebene
v
¥ Y (

i B2
%

I : 4

e 4
|
¥ SIS

IR

Az

Hodograpl zor
Stromlinie ¥

B

W \

Abb. 32, -y

in der w-Ebene lings einer Linie nach By, deren Spiegelbild gegen die u-Achse
dadurch ausgezeichnet ist, daB die vom Ursprung gezogerien Fahrstrahlen 04},
OB usw. die bildlich richtigen Geschwindigkeitsvektoren fiir die Bewegung lings
der Stromlinie in der z-Ebene bilden. Eine Linie mit dieser Eigenschaft wird
in der Kinematik als der ,,Hodograph‘‘ der betreffenden Bahnkurve bzw. Strom-
linie bezeichnet. 4

Da Strom- und Potentiallinien in ihrer Bedeutung miteinander vertauscht
werden konnen, kann man auch entsprechend den Hodograph einer Potentiallinie
bestimmen.

Die GI. (2) lautet: 2= (x + iy).

Um die funktionelle Abhingigkeit der einzelnen Abbildungen voneinander zum
Ausdruck zu bringen, schreiben wir GL (9) folgendermafien:

£R) =@, y) + iy, y), (10)
@(x,y) Potentialfunktion; w(x,y) Stromfunktion, - '
LCC) — —u@) +ivly) = —w(a). Sy
Aus o w(@), () E(w)
Ew)=g@u@), vy) + ip(u@), v©). (12)

&(w) stellt die Stromung in der Hodographenebene dar. Wie oben nachgewiesen
wurde, sind die Abbildungen der w- (Hodographen-) Ebene konform zu denen

! Entnommen aus: DACHLER: Grundwasserstromung, S.53. Berlin: Springer 1936.
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der z-Ebene, was auch aus der Méglichkeit der Elimination von & aus £(z) und
&(w) sich ergibt.

In der Hodographenebene bilden die. Abbildungen der Linien gleicher Ge-
schwindigkeit der z-Ebene konzentrische Kreise um den Ursprung und die Ab-
bildungen der Linien gleicher Geschwindigkeitsrichtung der z-Ebene sind Strahlen
durch den Ursprung. Eine Schar konzentrischer Kreise und das Strahlenbiindel
durch deren Mittelpunkt stellen aber zwei zueinander rechtwinklige Linien-
systeme dar und entsprechen immer einem Funktionenpaar, das die Differential-
gleichungen von CavucHY-RiEmaNN und die Differentialgleichung vou LAPLACE
befriedigt. Da nach unseren Voraussetzungen die w-Ebene und die z-Ebene
zueinander konform abgebildet sind, miissen auch in der z-Ebene die Linien
gleicher Geschwindigkeit (Isotachen) und die Linien gleicher Geschwindigkeits-
richtung (Isoklinen) ein rechtwinkliges Netz bilden., Dabei ist zu beachten —
was spiter bewiesen wird —, dafl die Isotachen als Logarithmus ihrer Gréfie
als Inv auftreten, die Isoklinen als Arkus ihrer GroBe als arcy®.

Oben wurde bewiesen, dafl die Abbildung der Strému’ng der z-Ebene auf
die konforme w-Ebene wieder als (symbolische) Strémung aufgefait werden kann
und dargestellt wird durch die komplexe Funktion:

§(w) = p(u@), v(¥) + 1p(u@), vy).
Aus Grunden der Einfachheit und Ubersichtlichkeit wollen wir G1. (12) wie folgt

anschreiben:
P=p+io0. (13)

Es seien © und 5 die Stromungsgeschwindigkeitskomponenten der Bildstrémung
in der w- (Hodographen-) Ebene, v die absolute GriBe, » die der resultierenden
Richtungsgeschwindigkeit.

Genau wie wir fiir die Stromung in der z-Ebene

0¢

— W = g
ermitteln, finden wir :
.  OoP

Um den funktionellen Zusammenhang wieder zum Ausdruck zu bringen, schrei-.
ben wir Gl. (14) ‘
—B(w) = Bo) — in(o). (15)

Wenn wir also die Strémung in der w- (Hodographen-) Ebene als urspriingliche,
tatsdohliche Stromung betrachten, stellt das an der $-Achse in der konformen
b-Ebene gespiegelte Bild irgendeiner Stromlinie der w-Ebene den Hodographen
dieser Stromlinie dar. Die b-Ebene ist die Hodographenebene zur w-Ebene.
Die Abbildungen der Linien gleicher Geschwindigkeit der w-Ebene in der p-Ebene
sind wieder konzentrische Kreise, und die Abbildungen der Linien gleicher Ge-
schwindigkeitsrichtung der w-Ebene werden in der b-Ebene durch Strahlen
durch den Ursprung dargestellt.

Es folgt nun eine Zwischenbetrachtung, die uns die Funktion zwischen ‘den
Isotachen und Isoklinen der Stromung in der w-Ebene und ihren Abbildungen
in der zugehérigen Rechtecksebene geben soll.
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Wenn wir die Darstellung von komplexen GréBen durch Punkte in der Ebene,
welche durch den absoluten Betrag | r| und die Amplitude ¢ festgelegt werden,
(Polarkoordinaten) durchfiihren, so erhalten wir fiir den Fall des natiirlichen
Logarithmus folgende Ergebnisse:

(Die Buchstabenbezeichnung der Zwischenbetrachtung hat mit der der
allgemeinen Abhandlung unmittelbar nichts gemeinsam.)

Wir untersuchen nun die Abbildung

z=16¢%=r(cosp + ising), (16)
logarithmiert: :
Inz =Inref? = Inr -+ Inei® = Inr + ig. (17)
Der Modul ist:
r= ]/x2 + y?,
tgep = %
Dann ist
Inz = Inya? + y® + iarc tg%. (18)

Wir untersuchen nun die Abbildung:

w=Inz=wu—+1v. (19)
Entsprechend Gl. (18) ist:

Inz = ln]/yc2 + y? + tarc tg%,

u:ln]/xz—i—yzzlnr, (20)
v=arctg%=<p, (21)
w=Ilnr+igp. (22)

Denkt man sich in der z(x, y)-EBene einen Kreis gezeichnet, also r = const,
so entspricht diesem Kreis wegen # = Inr = const in dem Koordinatensystem #,
v der w-Ebene eine zur v-Achse parallele Gerade (Abb. 4).

- -Ebene Beim Durchlaufen des Kreises
z -Ebene w-E r = const nimmt @ alle Werte von
‘y\ 1{ Null bis < 27 an, also

Wegen v = @ entspricht demnach

dem Kreis der z-Ebene ein Ab-

schnitt auf der zur v-Achse par-

allelen Geraden von der GroBe

—>U v=0 bis v=2mx,
wobei v im BogenmalBe zu mes-
sen ist.

Uber die GroBe von 7 ist noch nichts angenommen. Wihlt man den Radius
des Kreises der z-Ebene r = "7, dann wird

Q/’

‘b’xIan:.V

ts—u=Inr:

Abb. 4.

u=Inr= +nmx.
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Der Kreisschar

r=e=1,¢ 5,¢ 8,6 8,...¢ 8 er. z-Ebene
entsprechen Geraden
27 3 8
=0, :l:%, :J:—g, i%, :,‘:?@ der w-Ebene.

Die Léange aller dieser Geraden war v = 27, Wird nun in der z-Ebene ¢ = const
angenommen, so bedeutet dies eine durch den Nullpunkt gehende, unter ¢ zur
positiven z-Achse geneigte Gerade. Wegen v = ¢ entspricht dieser Geraden
der z-Ebene ebenfalls eine Gerade der w-Ebene, die jedoch im Abstand ».= ¢
parallel ist zur u-Achse.

Dem Geradenbiischel

2n

. 7 3 47 . 8z
(PZZIZO: :’:g: i?) :i:?y j:?y ce :tfsg der Z'Ebene
entsprechen die Geraden

v=0, :}:%, 12—873, ;{:%’53 i%z, :}:%ﬁ der w-Ebene.

Die Schar konzentrischer Kreise und das Strahlenbiindel durch den Nullpunkt
der z-Ebene gehen durch die konforme Abbildung w = Inz in ein Quadratnetz
der w-Ebene iiber, wobei die Quadratseiten parallel sind zur u- bzw. v-Achse.
Mit anderen Worten: Mittels der Funktion des natiirlichen Logarithmus bildet
man das Orthogonalnetz von Ursprungsstrahlen und konzentrischen Kreisen
auf das exakte Orthogonalnetz der anderen Ebene ab.

Daher Isoklinen- und Isotachen auch symbolische Potentialstrémung.

Fur unsere vorliegende Untersuchung erhalten wir:

%=~5:~ﬂ+ioy.
Durch Logarithmieren ergibt sich:
ln%:g:r—f—is:ln[—ﬁ(w) = Inv - i(x — ), (23)

da
In—b= anﬁz—W — iarctg%,
In 1/’m = Inw,
—arctg% = (T —19).

Die Gl. (23) ist aber eine Funktion der Gl. (15), damit der Gl. (13) und, wegen
der Identitit von Gl. (13) und (12), der Gl. (12), d. h. eine Funktion der kom-
plexen Veridnderlichen w.

Die funktionellen Zusammenhinge sind folgende: In der ¢-Ebene ist ein
exaktes rechtwinkliges achsparalleles Netz. Die zur -Achse parallelen Linien
haben die Werte Inv und die zur s-Achse parallelen Geraden haben die Werte
arc(mw —v).

Dieses Netz wird durch die Funktion des natiirlichen Logarithmus aus dem
Orthogonalnetz aus Ursprungstrahlen und konzentrischen Kreisen der (—b)-Ebene

Breitenoder, Grundwasserstromungen. -2
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itbertragen. Dieses letztere Netz stellt aber bekanntlich das aus der w-Ebene
durch die Funktion —b = 6 P/6w in die (—b)-Ebene transformierte Isotachen-
Isoklinen-Netz dar. Damit ist die Kette des Zusammenhangs geschlossen.

In den verschiedenen Abbildungsebenen aus der w-Ebene sind die Isoklinen
wertmaBig gleich arc(z — v)%; die Isotachen wertméifBig gleich Inv. Dies 148t
sich auch durch folgende Uberlegung nachweisen: In der (—b)-Ebene muf das
transformierte Isotachen-Isoklinen-Netz, also das Netz aus Kreisschar und
Strahlenbiischel je Quadrate bilden. Dies ist nur méglich, wenn das Strahlen-
biischel den Kreisumfang in gleiche Teile teilt. Wertméfig hat jeder Strahl die
GroBe arc(v)®. Die Halbmesser 7 der zugehorigen- Kreisschar miissen zur Er-
fiillung der Netzbedingung wachsen, nicht im linearen Verhiltnis arcs?, sondern
im Exponentialverhiltnis e2? = v,

Man kann die Uberlegung auch umgekehrt anstellen: Wir haben ein exaktes
Quadratnetz in der ¢-Ebene. Dabei setzen wir voraus, dalB

g ==1Inv -+ i(wr —») (24)
ist, d. h. die Parallelen zur Ordinate haben den Wert

Inv = const,

die Parallelen zur Abszisse
t(w — v) = const.

Bilden wir dieses Netz auf eine Ebene ab, in der das Quadratnetz aus konzentri-
schen Kreisen und den Polstrahlen besteht (polares Netz) — dies soll ja in der

(—b)-Ebene so sein —, dann kann dies erfolgen mit der Funktion:
(+5) = et
b=10 + in = elnr+ita—r) = gmogila—» (25)

= e"? (cos(mr — ») + isin(w — v)) .
Reeller Teil gleichgesetzt:

& = elm?(cos(m — ¥)) = veos(mw — ).
Imagindrer Teil gleichgesetzt:

7= e (sin(mw — v)) = vsin(z — ).
v eliminiert:

_ by
v= cos(m — )’
n = dtglm —v). (26)

Mit verénderlichem Parameter » stellt diese Gleichung das Polstrahlenbiischel dar.

v eliminiert:
(r—») =9,

B
»;, = arccos —,
v

n=v <sin (are cos %)) s

.n 4
arc sin — = arccos —.
. v v
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# und 7 sind die Koordinaten des gleichen Punktes, also ist
P2 - 92 = 02, (27)

Mit verinderlichem » als Halbmesser stellt die Gl. (27) die konzentrische Kreis-
schar dar.

Bei den vorstehenden Betrachtungen wurde von der Stromung im Hodo-
graphen als Ursprungsstromung ausgegangen. Dies geschah im Hinblick auf
gewisse Erfordernisse, die die weiteren Ausfiihrungen mit sich bringen. Zu dem
w-Hodographen als Stromungsebene war ja dann nochmals der zugehorige
p-Hodograph erforderlich.

Dazu ist folgendes zu sagen: Bei Strémungen, deren Rénder als bekannt
festliegen, tritt dann die z-Ebene sofort als Stromungsebene an die Stelle der
w-Ebene und die w-Ebene an die Stelle der p-Ebene. Grundsétzlich aber bleibt
sich alles gleich.

Schrifttum. DacarEr: Grundwasserstromung. Berlin: Springer 1936. — Brtz, A.,

u. E. PETERSOEN: Anwendung der Theorie der freien Strahlen. Ing.-Arch. Bd.2 (1931)
H. 2.

2. Das Isoklinen-Isotachen-Verfahren.

a) Die Ermittlung des Netzes.

Die bisherigen Ausfilhrungen ergaben: Das Netz der Isoklinen » = const
und Isotachen Inv = const der Potentialstromung bildet in der Strémungsebene
ein Orthogonalnetz. Dieses Ergebnis benutzen wir fiir die Anwendung eines
Netzverfahrens. ’

Wenn die Randbegrenzungen des Stromungsgebietes gegeben sind, kann
man nach dem allgemeinen Netzverfahren das Stromlinien- und Potentiallinien-
netz durch Probieren und Verbessern unmittelbar einzeichnen. Unter einfachen
Umstédnden ergibt dies annehmbare Losungen. Bei schwierigeren Verhéltnissen,
insbesondere bei Grundwasserstrémung mit freier Oberfliche und Sickerstrecke
fithrt dieser Weg zu keinem Ergebnis, da man von vornherein das Verhalten der
Strom- und Potentiallinien auf gewissen Réndern nicht sicher beurteilen kann.

Wir gehen darauf hinaus, das Netz der Isotachen und Isoklinen in den
Stromungsbereich einzuzeichnen. Dies erfolgt durch Probieren und Verbessern
so lange, bis ein einwandfreies Netz vorliegt. Ein wertvolles Hilfsmittel dabei ist,
daB uns die Isoklinenwerte auf den Réndern bekannt sind.

Gang der Aufgabe: Der Strémungsbereich wird in einem Koordinatennetz
beliebig, aber moglichst zweckméaBig orientiert. Im Strémungsbereich werden
die Rénder, die Stromlinien sind und die, die Potentiallinien sind, fiir sich unter-
sucht. Durch haufiges Tangentenziehen an die Stromlinien werden die Richtungen
der Strombahn und damit der Geschwindigkeiten in bezug auf das Koordinaten-
netz festgelegt. In zweckmiBiger und gentigender Weise beschrinkt man sich
dabei auf Intervalle von arc 5°. Dann zeichnet man rein dem Gefiihl nach in
das Innere des Bereiches weitere Stromlinien, ohne diesen irgendwelche Werte
beizulegen. An diesen Stromlinien bestimmt man wieder die Bahnrichtungen
im Intervall von arc5°. ‘

Auf den Potentiallinien stehen die Strombahnen senkrecht. Man bestimmt
auf ersteren durch Tangentenziehen die Neigungswinkel im Intervall arc5°®
zum Koordinatennetz und zieht von diesen Winkeln 77/2 ab, dann erhilt man die

2%
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Geschwindigkeitsrichtungen der Strémung in den entsprechenden Punkten. Sind
die Riander keine Strém- und Potentiallinien, sondern z. B. Sickerlinien, so sind
auf ihnen im Hodograph die Geschwindigkeitsrichtungen trotzdem festzustellen.
Dariiber siehe ein spateres Kapitel.

Nun verbindet man alle Punkte gleichen (arcv)-Wertes miteinander. Man
erhilt eine Kurvenschar, die um so regelméfBiger ist, je genauer man die Strom-
linienschar in den Bereich einzeichnen konnte. Man gleicht-aus und zieht durch
Probieren die Orthogonalschar der Isotachen Inv. Jetzt wird das Netz so lange
unter Beachtung der Randbedingungen verbessert, bis es als einwandfreies
Quadratnetz vorliegt. Das Ergebnis ist das symbohsche Strémungsnetz der
Isotachen-Isoklinen im tatsichlichen Stromungsfeld. Ist der Strémungsbereich
durch Strom- und Potentiallinien begrenzt, so brauchen diese Linien im all-
gemeinen keine Isotachen oder Isoklinen zu sein. Mit anderen Worten: Das
symbolische Netz der Isoklinen-Isotachen hat am Rand nicht unbedingt volle
und abgeschlossene Quadrate. Diese kann man sich zum besseren Uberblick
durch Fortsetzen iiber den Rand hinaus einzeichnen. :

Im Innern des Bereiches ist das Aufstellen des Isotachen-Isoklinen-Netzes
nicht schwierig. Trotzdem kann es vorkommen, dafl mehrere Gruppen von
gleichen Isoklinenwerten im Innern des Bereiches auftreten. Wollte man alle
durch zusammenhéngende Linien verbinden, wiirden sich die Isoklinen unter
sich selbst schneiden, was der Theorie widerspricht. Es gibt aber einen oder
mehrere eindeutig festliegende singulire Punkte, in dem sich nur zwei gleich-
namige Isoklinen unter /2 (in den meisten hier in Betracht kommenden Fillen)
schneiden; im gleichen singuldren Punkt schneiden sich zwei gleichnamige Iso-
tachen unter /2. Isoklinen und Isotachen schneiden sich unter /4 im singuléren
Punkt. Der singulire Punkt heilt Verzweigungspunkt (mehrblitterige Rim-
MaNNsche Flachen). Er bildet gewissermaflen die Verkehrsinsel, von der aus die
Stromung in ihre Bahnen gelenkt wird. In einem Verzweigungspunkt der Iso-
tachen und Isoklinen hat die Stromlinie und Potentiallinie der Strémung je
einen Wendepunkt. Weitere Schwierigkeiten bilden singulire Punkte auf dem
Gebietsrand. Entweder ist dieser singulire Punkt ein Bruchpunkt des Strom-
linienrandes oder Potentiallinienrandes oder ein Ubergang des Stromlinienrandes
in einem Punkt zur Potentiallinie, sei dies auf einer Geraden oder durch einen
Knick. Auf jeden Fall indert sich das Isoklinenfeld sprungartig in diesem Punkt
von dem Wert, der beim Eintritt in den Punkt vorhanden war, auf den Wert,
der beim Austritt aus dem Punkt maBgebend ist. Alle dazwischenliegenden
Werte fallen dem Punkt zu. Die Isoklinen haben in diesem Punkt das Aussehen
der Stromlinien von Quellen oder Senken. Die bisher durchgefithrten Unter-
suchungen iiber Quell-Senken-Strémung ergaben, daB das Potential im Quell-
punkt co und im Senkungspunkt —oo ist. Da bei der symbolischen Strémung
hier Inv' die Stelle des Potentials vertritt, muB die Geschwindigkeit in einem
Isoklinen-Quellpunkt co und in einem Isoklinen-Senkenpunkt 0 sein. Man mufl
nur beurteilen kénnen, welche Punkte Quell- und welche Senkenpunkte sind, was
sehr einfach ist.

In der Gegend dieser Punkte und auch in der Gegend sonstiger Eckpunkte
des Stromungsrandes, die nicht Quell- oder Senkenpunkte sind, bereitet die noch
zu beschreibende Ermittlung der Strom- und Potentiallinien aus den Isotachen-
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Isoklinen einige Schwierigkeiten. Dort ist das Isotachen-Isoklinen-Netz so eng,
daB man die genaue Ubersicht verliert. Ein brauchbares Ergebnis ist demnach
dort nicht abzuleiten. Da hilft man sich nun mit der aus genauen Untersuchungen
gewonnenen Erkenntnis, da8 in der nichsten Umgebung dieser Punkte die de-
formierte Stromung geniigend genau ersetzt werden kann durch diejenige Stro-
mung, die an solchen Punkten ohne Einschrinkung durch die iibrigen Rénder,
also im undeformierten Zustand, auftritt. Diese einfachen Sonderfille kénnen
exakt ohne weiteres behandelt werden.

In einiger Entfernung von diesen singulidren Punkten werden diese idealisierten
Netze durch die Rander deformiert. In einem besonderen Abschnitt -wird eine
Auswahl dieser Sonderfille dargestellt.

b) Die Auswertung des Netzes (s. Tabelle S. 98).

Der bisherige Weg fithrte zur Einzeichnung des Isotachen-Isoklinen-Netzes.
Die Isoklinen haben alle ihre Wertbezeichnung arc5°, arc2.5°, arc 3.5° usw. Die
Isotachen haben noch keinen zahlenméifiigen Wert. Thre allgemeine Bezeichnung
ist Inv,, Inv, usw. Das Vorhandensein des Quadrainetzes stellt von vornherein
die Forderung auf, dal die Intervalle beider Scharen wertmdfig gleich sind.
Also muf} Inv; um arc5° kleiner sein als Inw, usw. '

Inv, = Inw, + arc5°,

T
Inv, — Inv, = arc5° = 36°

Uay _ T
In <v1) = 36>
vy = vl_e% =v,-1,091,
2

36

vg =v,e° =v, 1,191 usw.
oder ‘
?,
v =2 =1v,0916,
e36
(2
v = 5o = v3-0,839
36
usw.

Man mufl nur eine beliebige, aber zweckmiBige Isotache mit dem Wert
v; = 1 versehen, dann sind alle Isotachen mit Werten belegt. Diese willkiirliche
Festlegung bedingt am Ende der Untersuchung das Feststellen eines sich ohne
weiteres ergebenden Vergleichsfaktors,

Wir gingen bei der Erklirung der Potentialstrémung aus von der Formel:

_ i .
b= (ZZZ; ( = Richtung der Strom(y)-Linien).

Daraus ergibt sich riickwirts

¢ =/odf,
wo b die resultierende Geschwindigkeit, | den resultierenden Weg in der Strom-
linienbahn bezeichnet.
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Betrachtung eines Stromungsfeldes.

Zwischen den festen Randstromlinien y, und ¢, geht der Strom 3 durch
(Abb. 5). '

Den Querschnitt, gebildet ¥on einer Potentiallinie, die von den Stromlinien
senkrecht geschnitten wird, durchstromt der Strom.

Es ist v
P = f bds,,
¥
wo p die verinderliche Stromgeschwindigkeit lings der Potentiallinie von der
Lénge s, ist.
Wenn wir einen beliebigen nicht durch eine Potentiallinie gebildeten  Quer-

A

\ Abb. 5.

schnitt von der Richtung v, betrachten, ergibt sich fiir die senkrecht zum Quer-
schnitt stehenden Geschwindigkeitskomponenten von b:

b, = |b|sin(r — »,),
o] =w.
Die Summe des Stromes ist = der Summe des Produktes aus senkrecht
zum Querschnitt stehenden Geschwindigkeitskomponenten mal Wegelementen

. Yq
v =fvsin(v — v ds.
Yo
Der Weg kann beliebig gekriimmt sein, seine Kriimmung wird durch das die
Neigungen anzeigende v, beriicksichtigt. .
Die Kriimmung der Stromlinien wird durch ¥ angezeigt. ZahlenmiBig gleich
bleibt das Ergebnis bei Integration in entgegengesetzter Richtung:

Yq
Y :f’usin(vs —v)ds.
Yo

Das grofite Potentialgefille liegt in Richtung der Stromlinien. Zwischen
zwei Potentiallinien ¢, und ¢, ist der Unterschied:

7
@ — o= ¢ = [0dj,
Pa
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wo di das Wegelement auf einer Stromlinie ist. Verfolgen wir einen anderen
Weg, z. B. den Weg s mit der Richtung » , so mul} zwischen ¢; und ¢, der Unter-
schied wieder ¢ sein. Hier kann aber nur die in die Richtung s fallende Kom-
ponente b, von b das Potential vermindern.

b, = |B] cos (v — 7,) ,

27
(pb—%:(p———fvcos(v—vs)ds,
Pa
oder

Ty
@ =f1)cos(vs —v)ds.

Pa

Zusammenstellung des Ergebnisses.
s= s{@-Ende) ’
@ :fvcos(vs —v)ds,
s ==0(p-Anfang)
s=s(y=1g)

p=[vsin(y; —v)ds,

s=0(yp=0)
wobei @ das Potentialgefille und y den Stromdurchflu zwischen zwei Punkten
des Bereiches gibt, wenn iiber eine beliebige Verbindungslinie s zwischen den
beiden Punkten das Integral ausgedehnt wird. In kurzen Worten ausgedriickt
ist diese Feststellung der Hauptsatz der Funktionentheoriel.

Ist £= ¢ + iy =f(v,y) = f(w) in dem einfach zusammenhingenden Be-
reich des Hodograph iiberall analytisch und eindeutig, dann ist das bestimmte
§=§
Integral f {(v, v)ds unabhingig vom Verlauf des Weges s, wenn nur s sich irgend-
§=0

wie von ¢ = 0 bis s = s erstreckt. Mit diesen Formeln ist die graphische Aus-

wertung des Isotachen-Isoklinen-Netzes leicht méglich.

Ermittlung von g, (Abb. 6).

Man legt zwischen die beiden Randstromlinien, die jeder Bereich haben muf,
moglichst giinstige Integrationswege und ermittelt graphisch die Integrale, die
jedesmal den gleichen Zahlenwert fiir ¢ ergeben miissen. Diese Probe muf
unbedingt erfiillt werden. Andernfalls ist das Isotachen-Isoklinen-Netz zu iiber-
priifen und zu verbessern. Der Integrationsweg wird in einem Koordinaten-
system auf der Abszisse abgewickelt, und zwar in einem zu wihlenden MaB-
stabsverhiltnis zwischen Auftragung und Natur bzw. entsprechend der Linge
der Zeichnung. Dann iibertrigt man als Ordinaten die lings des Integrationswegs
im Netz angetroffenen Isotachen mit ihren Zahlenwerten. Gleicherweise iiber-
trigt man als Ordinaten die Werte sin(v, — ), die man sich lings des Weges
herstellen muB aus der jeweiligen Neigung des Integrationsweges und den im
gleichen Punkt angetroffenen Isoklinen. Das Produkt aus vsin(y, — v) wird auf
der jeweiligen Ordinate wieder aufgetragen. Dann wird die Fliche zwischen
Ordinate, Abszisse, Schlufordinate und Linie vsin(y, —») in Intervallen vom
Nullpunkt aus als Integralkurve (graphisch oder nach der Smpsonschen Regel)

1 RoTHE-OLLENDORF-POHLHAUSEN: Berlin: Springer-Verlag 1931, S. 18, 3.
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aufgetragen. Die Endordinate dieser Integralkurve stellt den Gesamtstrom g
zwischen 4, und v, dar. v ist ein Zahlenwert, hergestellt aus den Zahlenwerten
fiir v, sin(r, — ») und der Linge s. Nun bestimmt man, wieviele. Unterteilungen
des Gesamtstromes man haben will. Entsprechend diesem Verhiltnis teilt man
die Endordinate ein und ftibertrigt diese Ordinate auf die p-Kurve. Zu den
gewonnenen Punkten sucht man die Abszissen auf. Diese Abszissenpunkte
werden auf den Weg s im Stromungsfeld iibertragen. Diese Punkte geben die
Durchgangspunkte derjenigen Stromlinien an, die den Bereich in die gewiinschten

[N

S

[

89

5 % i

pY ¢ ¥

U 7

IS ju 3

]y N X

9 ? 4

N

IL 8

Ny Se 4

3 Eg 7

€ S,

N ¥

|" "\Qg:

0\2 &lb'% 3

N Y ‘ 7

D IR

RNENEIN i ] ¥

tt | | ,

. 5 | ¥
Dorch ke 2l S 1, )
Y, Durchgsngsomte ad Stir Y ¥ _g v }’Z, @'f//w/))

4 2
S (MaBstsb des Weges in der Natur)

X ader Strecken/snge d Zefchnung
—>Abgewickelfes 5 it bestimmter Eintert

Abb. 6.

Teile unterteilen. Das Verfahren wird fiir alle Integrationswege wiederholt. Die
Verbindungslinien der Durchgangspunkte sind die Stromlinien.

Bis jetzt hat fiir die graphische Behandlung die willkiirliche Wahl von v; = 1
im Isotachen-Isoklinen-Feld keinen Einflufl gehabt. Wenn Zweifel vorhanden
waren, nach welcher Seite der Isotachenschar v zunimmt, von v, = 1 aus be-
trachtet, so ist nach der richtigen Losung ein fiir allemal festgestellt: » nimmt in
der Richtung zu, aus der der Strom kommt oder entspringt. Damit kann » aber
nach der anderen Richtung hin nur abnehmen. Bei genauer Beachtung dieses
Grundsatzes gibt es auch bei einem Verzweigungspunkt keine Schwierigkeiten.

Ermittlung von ¢, (Abb. 7).

Im Strémungsbereich mufl im allgemeinen eine Randpotentiallinie da sein,
durch die der Stromflul am Ende seiner Bahn begrenzt wird. Diese Rand-
potentiallinie kann zu einem Punkt zusammenschrumpfen, dann ist sie eine
Senke. Sie kann unter Umstéinden im Unendlichen liegen, dann ist sie auf dem
Zeichenbogen nicht mehr darstellbar. Auf jeden Fall kann man ihr irgend-
einen Zahlenwert zuweisen zwischen 0 und irgendeiner positiven oder nega-
tiven Zahl. Im Fall der Senke wird der Wert zu — oo, was sich aus exakten
Untersuchungen ergibt. Im normalen Fall gibt man ihr aber den Wert ¢ = 0.
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Diese Wahl eines Wertes fiir ¢ entspricht der Wahl der Nullebene beim
Aufstellen der BerwouLLischen Energiegleichung. :

Die andere Randpotentiallinie des Bereiches liegt dort, wo der Strom in den
Bereich eintritt oder iiberhaupt seinen Anfang nimmt. Im letzteren Fall liegt
die Potentiallinie im Unendlichen oder sie schrumpft zu einem Punkt zusammen
und wird damit zur Quelle mit ¢ = +oco. Die Werte der ersteren Linien liegen
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zwischen 0 und einer positiven oder negativen Zahl, sind aber mit der Wahl
von ¢ fiir die Endpotentiallinie abhéngig von dieser.

Es werden nun zwischen die beiden Randpotentiallinien verschiedene zweck-
miBige Integrationswege gelegt.

1. Fall. Die beiden Randpotentiallinien liegen im Endlichen, d.h. sie sind
auf dem Zeichenbogen darstellbar. Man wickelt den Integrationsweg‘ s auf
der Abszisse eines Koordinatensystems ab, und zwar beginnt man an der End-
potentiallinie. Der MaBstab ist der gleiche wie bei der w-Ermittlung. Als Ordi-
naten werden wieder die lings des Integrationsweges ermittelten » und cos (v, —¥)
aufgetragen . und deren Produkt gebildet. Dann wird die Integralkurve
¢ = f veos (v, —»)ds ermittelt. War bei der Endpotentiallinie ¢ = irgendeiner
Zahl gewihlt, so wird diese Zahl auf der Ursprungsordinate im MalBstab der
Integralordinate aufgetragen und von diesem Punkt aus beginnt die Integral-
kurve. Im allgemeinen war aber ¢ = 0 gewéhlt, dann beginng die Kurve im
Ursprung. Die Endordinate der Integralkurve stellt

§=8 (‘pAnfang)

@anfang — PEna = @ — fu cos (v, — v)ds
SZO(‘PEnd=0)

dar.
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Ist @gng nicht 0, so kommt dazu noch sein Wert. Da man mit denselben
Zahlen und MaBstiben wie bei 9 gearbeitet hat, verwendet man ohne weiteres
die dortigen Uberlegungen. Man hatte sich fiir eine bestimmte Unterteilung
von 7 entschlossen. Da bei einem Quadratnetz der Strom- und Potentiallinien
zahlenméfBig ¢ und 4 gleich wachsen miissen, so trigt man die Teilstrecke
fiir (/4 oder dhnliches) auf der Endordinate von ¢, zweckméiBigerweise in
der Ordinatenhthe des Beginns der Integralkurve anfangend, ab. Diese Teilung
braucht nicht aufzugehen. Dann tibertrigt man iiber die Integralkurve auf die
Abszisse die Teilpunkte und von dort auf den Weg s im Stromungsfeld. Auf
den verschiedenen Integrationswegen bilden die so ermittelten Punkte gleichen
@-Wertes die Durchgangspunkte fiir die Potentiallinien, die dann leicht ein-
zutragen sind. Falls die Teilung auf der Ordinate nicht aufgegangen ist, treten
an der Restseite auch keine Quadrate auf.

Die bisher ermittelten Zahlenwerte fiir v und ¢ hingen, wenn der Mafistab
bei s beriicksichtigt ist, nur von der willkiirlichen Wahl von »; = 1 ab. Die bild-
liche Darstellung des Quadratnetzes hingt von der Wahl der Unterteilung des
Stromes ab, iiber die Gro8e des Stromes und Potentials sagt es noch gar nichts aus.

Praktisch gibt es nun verschiedene Fille:

Gegeben der Strom in ZahlengréBe, z. B. ¢ cbm/sec. Gesucht seine Ge-
schwindigkeitsverteilung in der Stromungsebene. Dann wird die Endordinate

v=q
w:fvsin(vs—v)ds =a
=0
gesetzt. '
Daraus ergibt sich ein Verhiltniswert v, = %, und alle iibrigen » werden dann

in diesem Verhiltnis gedndert. Da nun die wertméBigen Intervalle von 3 be-
kannt sind, sind diese auch fiir ¢ gegeben. In der Grundwasserstrémung oder
irgendeiner Potentialstromung, deren Geschwindigkeit folgendem Gesetz ge-
horcht:

v =FkJ,

ist dann der Zahlenwert fiir das Potential noch mit % zu multiplizieren.

2. Fall. Die eine Randpotentiallinie liegt in einer Senke oder Quelle oder
unendlieh fern.

Dann beginnt man eben mit der.anderen. Sofern die andere eine am Strom-
anfang gelegene Potentiallinie ist, sind die iibrigen Potentiale kleiner, d. h. man
tragt in dem Koordinatensystem die Ordinaten nach der negativen Richtung ab.

Im Falle der Endlinie als Senkenlinie oder der Anfangslinie als Quellenlinie
wird die entsprechende End- oder Anfangsordinate 7 oo. Die Integralkurve
nihert sich dieser Ordinate asymptotisch. Man fingt mit der Ordinateneinteilung
an der bekannten Seite an. Im Fall der unendlich fernen Potentiallinie wird die
Abszisse unendlich lang. Die Einteilung wird an der bekannten Ordinate voll-
zogen.

3. Fall. Einige Uberlegungen erfordern die Fille, wenn beide Randpotential-
linien unendlich fern liegen, eine reine Quell-Senken-Stromung vorliegt oder
Stréomungen ,,Quelle ins Unendliche® oder ,,vom Unendlichen in Senke‘‘ gegeben
sind.
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Man muB} sich dann einen festen Punkt verschaffen, von dem aus man die
Ermittlungen durchfiihrt. )

Man wihlt gegebenenfalls symmetrisch gelegene Punkte oder Linien oder
sonst einen markanten Punkt und weist dem Punkt bzw. der Linie ein Poten-
tial ¢ = 0 oder einer endlichen Zahl zu. Siamtliche Integrationswege gehen von
diesem Punkt aus. Diese werden dann auf der positiven (Weg zur Quelle) und
negativen (Weg zur Senke) x-Achse aufgetragen, die entsprechenden Isotachen-
Isoklinen-Werte auf der positiven und negativen Ordinate.

Ergebnis. Die Stromlinienschar und die Potentiallinienschar wird aus dem
Isotachen-Isoklinen-Netz durch graphische Integration gewonnen. Das ent-
standene Netz muf} ein krummliniges Quadratnetz sein.

Das Beispiel 1 der Anwendungen ist mit allen Einzelheiten durchgefiihrt.

Schrifttum. Weinie, F.: Die ebene Potentialstrémung in gewdhnlichen Kriimmern
und in Kriimmern mit Umlenkschaufeln. Wasserkr. u. Wasserwirtsch. Jg. 29 (1934) H. 17. —

Wrinig, F., u. A. SHIELDS: Graphisches Verfahren zur Ermittlung der Sickerstrémung durch
Stauddmme. Wasserkr. u. Wasserwirtsch. Jg. 31 (1936) H. 13.

D. Randbedingungen.

Um die Lésungen von Grundwasseraufgaben durchfiihren zu konnen, ist
die "Kenntnis der Randbedingungen notwendig. Die Form des Gebietsrandes
und die Bedingungen, die lings des Randes erfiillt sein miissen, sind von ent-
scheidender Bedeutung, da ein Potential in einem Felde bestimmt wird durch
sein Verhalten auf dem Rande (CAvcHY), soweit nicht im Innern des Feldes selbst
Singularitdten (Quellen, Senken) auftreten.

Die Randbedingungen konnen sehr verschiedener Art sein. Die Form des
Gebietsrandes kann von vornherein gegeben sein, wie etwa eine feste, geradlinige
Begrenzung eines Grundwassertrigers. Ist sie eine freie Oberfliche, so muB
sie aus den Randbedingungen ermittelt werden.

Wir wollen fiir den vorliegenden Fall vier verschiedene Moglichkeiten unter-
scheiden:

1. Begrenzung durch eine undurchlissige Sohle.

2. Begrenzung durch freies, ruhendes oder langsam bewegtes Wasser.

3. Begrenzung durch freie Oberfliche.

4. Begrenzung durch Hangquelle (Aussickern).

1. Die undurchlissige Schicht stellt immer eine Stromlinie dar, weil die
Filtergeschwindigkeit dort nur parallel zum festen Rand sein kann. Der feste
Rand kann analytisch einfach oder abschnittsweise darstellbar sein oder nicht
und ermdglicht dementsprechend eine rechnerisch genaue Losung oder schlieit
eine solche von vornherein aus.

Die Potentiallinien stehen senkrecht auf der undurchlissigen Schicht.

Ist die undurchlissige Grenze in der z-Ebene analytisch festgelegt durch
x(s), y(s), s ihre Bogenlinge, dann ist der Winkel gegeniiber den Achsen gegeben
durch

dx dy .
ds = oSt g, = Sino.

Die Bedingung fiir die Stromlinie lautet:
p(x,y) = y, = const.
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Die Bedingung fiir das Senkrechtstehen der Niveaulinien lautet, wenn » die
Richtung der Niveaulinie bedeutet:

% .

on
Ferner sind die Geschwindigkeitskomponenten parallel zur z- und y-Achse:

o dp .
= Zoo0sx, V= -gosing.

Ist die undurchlissige Grenze geradlinig, so ist

v sinox

u cosq’

d. h. in der w- (Hodographen-) Ebene wird die Stromlinie durch einen Abschnitt
des zu dieser Linie in der z-Ebene parallelen Polstrahles dargestellt.

2. In diesem Falle handelt es sich um Boschungen von Kanal-, Flufl-, Ab-
zugsgribenddmmen und von Stauddmmen, die eine fast ruhende Wasserschicht
abschlieBen oder um die Stellen eines Grundwassertrigers, die sehr weit von der
Senke (Abzugsgraben) entfernt sind, und zwar in einem lotrechten zur Strémungs-
ebene senkrechten Schnitt.

In jedem Punkte eines solchen Randes ist die Standrohrspiegelhéhe % die
gleiche.

k=yo+§,

yo = geoddt. Hohe der freien Wasserspiegeloberfliache, d.h. es ist ¢ = —kh = const.

Die Begrenzung durch das freie Wasser ist eine Potentiallinie.

Die Stromlinien und damit die Geschwindigkeitsrichtung der zugehérigen
Grundwasserbewegung stehen senkrecht auf diesen Grenzen.

Ist die Grenze geradlinig, so ist diese Potentiallinie der z-Ebene eine Gerade
in der w- (Hodographen-) Ebene, und zwar senkrecht zu der Potentiallinie der
z-Ebene durch den Nullpunkt der w-Ebene. Unter Vernachlissigung der Trig-
heitskrifte (Darcy-Gesetz) konnen wir unter Umsténden fiir die Geschwindig-
keiten senkrecht zu diesen Niveaulinien unendliche Werte erhalten. Es kann
nachgewiesen werden, dafl bei Voraussetzung eines strengen Widerstandsgesetzes
unter Beriicksichtigung der Trigheitskrifte und unter Voraussetzung der kineti-
(w® + v?)

29

3. Die freie Oberfliche oder der Grundwasserspiegel stellt unter AuBleracht-
lassung der Kapillarwasserzone (Unterdruckzone) die Grenze der wasserfithrenden
Schicht an eine lufthaltige Schicht des Grundwassertrigers unter Atmosphéren-
druck dar. Sie ist im stationiren Zustand immer eine Stromlinie bzw. -fldche,
aber im Gegensatz zur gegebenen festen Randstromfldche urspriinglich nicht
bekannt. Es ist also: p = const. Fiir die freie Oberfliche gilt

schen Energiehtihe‘ das Unendlichwerden ausgeschlossen ist.

P = Pygm = const.

P

:7+y0:h.l
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Da der Druck lings einér freien Oberfliche Null ist, ist

p=0,

b=y,
dh = dy,,
Ah = Ay,

¢ =—kh,

d. h. Niveaulinien, die ja auf der freien Oberfliche senkrecht stehen, schneiden,
falls sie vom Standrohrspiegelunterschied 44 sind, die freie Oberfliche in Punkten
vom lotrechten Abstand Ay,.

Wenn s die Stromungsrichtung des Grundwasserspiegels ist, dann ist die
Obertlichengeschwindigkeit. v,,:

ST

wenn « die Neigung des freien Grundwasserspiegels gegen die Waagrechte ist.

Auf Grund dieser Zusammenhinge kann die Oberflichengeschwindigkeit leicht
ermittelt werden, wenn die Form des Grundwasserspiegels und der Durchléssig-
keitsbeiwert bekannt sind, oder die E'rmittlurig eines der Werte ist moglich,
wenn die beiden anderen gegeben sind oder gemessen werden konnen.

Die groBBtmogliche Oberflichengeschwindigkeit erfolgt bei lotrechter Ober-
flache, sie ist

T

Vopmax = — k sin 5 = —k,

d. h. gleich der Durchlissigkeit.

Die waagrechte Komponente der Oberflichengeschwindigkeit ist am groBten
bei einer Spiegelneigung von 45°, sie ist

Upp = ksinx cosx = ]csin:iZ eosy—i— = % s
d. h. gleich der. halben Durchléssigkeit.
Fiir die freie Oberfliche gilt:
k m
__(p:kh:kyo__‘_ f;:&t ,
kh+9=0.
Diese Gleichung, differentiert nach s, gibt:
dkh | dp
s T O

multipliziert mit d¢@/¢s gibt

wegen

heifit die Gleichung
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wegen
By = ksina und 5 = Esinar,
vy Sinx = v = Geschwindigkeitskomponente parallel zur y-Achse der z-Ebene,
Ip\2_
kv + ('a—s) =0 s

a ‘ 3
;9‘%):?7017= u? - %,

% = Geschwindigkeitskomponente parallel zur z-Achse der z-Ebene.
kv +u?-4-02=0,
u2 42 kv=90,

-

Diese Gleichung stellt einen Kreis dar mit dem Mittelpunkt » = 0, » = —k/2,
Radius == k/2. Der Kreis ist der geometrische Ort der Endpunkte der Ge-
schwindigkeitsvektoren. v

Da die Geschwindigkeitsvektoren, vom Nullpunkt der w- (Hodographen-)
Ebene aus aufgetragen, in ihren Endpunkten die Bilder der Hodographenpunkte
der entsprechenden Punkte der Stromlinie, also auch der freien Oberfliche in
der z-Ebene ergeben, haben wir in der Verbindungslinie dieser Endpunkte das
Bild der Stromlinie in der w-Ebene. Diese Verbindungslinie ist fiir die freie Ober-
fliche der Kreis, wie oben beschrieben wurde.

Das bedeutet fiir uns, dafl wir die in der z-Ebene urspriinglich unbekannte
Form der freien Oberflidche in der w- (Hodographen-) Ebene in Form eines Kreises
mit dem Mittelpunkt v = —k&/2 und dem Halbmesser » = k/2 oder eines Teil-
stiickes dieses Kreises fiir unsere Untersuchungen von vornherein als bekannt
annehmen kénnen.

4. Die Hangquelle oder die Sickerfliche ist das Austreten am luftseitigen
Hang und bildet dort die Grenze des von der Stromung.erfiillten Grundwasser-
trégers gegen die atmosphirische Luft. Dieser Rand kann im allgemeinen weder
Strom- noch Niveaufldche sein, d.h. y 3= 0; ¢ == 0. Das Gtundwasser tritt durch
die Sickerfliche in Form einer Hangquelle frei aus, verdunstet dort oder es flieBt
in dimner Schicht iiber die Sickerfliche ab.

Die Form des Randes ist urspriinglich bekannt; er kann analytisch erfaBbar
sein oder nicht. Der Druck lings der Sickerfliche ist Null.

p = const = 0,
damit wird

h= Yo,
d. h. Potentiallinien, zwischen denen ein Standrohrspiegelunterschied A% -be-
steht, schneiden die Sickerfliche in Punkten, deren lotrechter Abstand Ay, = 4%
ist. Es ist bei p=0: ¢ = —kh und 9% _ —7.459£ = —k% = —ksinf.

ds, EN dsy

s; bedeutet die Richtung der Sickerfliche und schlieBt mit der Waagrechten
den Winkel g ein.
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Oip[0ds, ist nicht die volle Geschwindigkeit, sondern nur die Komponente
in der Richtung der Sickerfliche, sofern der Grenzfall Sickerfliche = Stromfliche
nicht auftritt. D.h. die oben begriindete Randbedingung der Sickerstrecke
erzwingt, daB der Geschwindigkeitsvektor b der durch die Sickerstrecke aus-
tretenden Stromlinie so groB wird, daBl seine Projektion auf die Sickerstrecke

dp .
—6?1 = —k smﬁ
wird. Es ist dann leicht abzuleiten:
99 _ weosf + vsing,
a8

wobei % = z-Komponente und v = y-Komponente von p ist. Folglich gilt fiir
die Sickerflache
ksinf + ucosf + vsinf = 0.

Lings einer lotrechten Sickerfliche ist die auf diese entfallende Komponente
von v: v, = —k

ksin%—l—ucos%—{—vsin%: 0,
v=—k.

Die die Sickerfliche unter irgendeinem Winkel p schneidende Stromlinien-
geschwindigkeit b ist dann selbst = —Fk, falls dieser Winkel 0° betrigt; sie wichst
theoretisch bei den zugrunde gelegten Vereinfachungen beziiglich des Darcy-
Gesetzes und der kinetischen EnergiehShe bis unendlich, wenn der Winkel 90°
betrigt. Bei lotrechter Sickerfliche ist b = —ktgy.

Ist die Sickerlinie geradlinig, so ist ihr Bild in der w- (Hodographen-) Ebene
auch eine Gerade: )

ksinf -+ uwcosf + vsinf = 0.

Dies ist eine Gerade senkrecht zur Sickerlinie der z-Ebene, sie geht immer durch
den Punkt v = —k, das ist der tiefste Punkt des unter 3 beschriebenen Hodo-
graphen-(Kreises). Da v, = ksinf} ist, ist durch die GroBe des zu irgendeinem
Punkt der Sickerstrecke im Hodographen gezogenen Polstrahles die Grundwasser-
geschwindigkeit b im zugehorigen Abbildungspunkt der z-Ebene gegeben.

Die Abbildungen sind konform, also miissen in der z-Ebene und w-Ebene
entsprechende Strom- und Potentiallinien die Sickerstrecke unter gleichen
Winkeln schneiden (infolge der Spiegelung des Hodographen mit entgegen-
gesetzten Vorzeichen-antikoform), d. h. wenn wir einen Polstrahl auf die Sicker-
strecke ziehen, so ist er der Geschwindigkeitsvektor der zugehérigen Grund-
wasserstromung. Da aber die Sickerstrecke im Hodographen um - 7/2 gedreht
und noch gespiegelt ist, mufl die zugehdrige Stromlinie die Sickerstrecke im
Hodographen im Schnittpunkt des betrachteten Geschwindigkeitsvektors unter

einem Winkel schneiden, der zwischen ihr und Stromlinie’ (% + oc) ist (zwischen b
o . 7T
und Stromlinie (E — Qa).)
Die im gleichen Punkt auftreffende Potentiallinie steht senkrecht dazu.

Graphisch wird das Verfahren so durchgefithrt, dafl der Hodographenursprung
iiber den tiefsten Punkt der freien Oberfliche im Hodographen gespiegelt wird.
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Vom neuen' Pol werden Strahlen auf die Sickerstrecke gezogen. Diese Strahlen
sind Tangenten an die Potentiallinien auf der Sickerstrecke. Die Stromlinien
sind senkrecht dazu. Mit .diesem Verfahren sind die Isoklinenwerte auf der
Sickerstrecke im Hodograph genau und einfach zu ermitteln.

Schrifttum. Hamer, G.: Uber Grundwasserstromung. Z.angew. Math. Mech. Bd. 14
(1934) H. 3. — Wx1Inic, F., u. A. SHIELDS: Graphisches Verfahren zur Ermittlung der Sicker-
stromung durch Staudimme. Wasserkr. u. Wasserwirtsch. Jg: 31 (1936) H. 13.

E. Die Transformation des Hodographen in die
Grundwasserstromungsebene.

1. Das allgemeine Verfahren.
Nach den fritheren Ableitungen wird die Stromungsebene oder z-Ebene auf
die Hodographenebene oder w-Ebene abgebildet durch die Funktion

aé
dz’

z=x+iy=jd§:fd£:/’ dg

w -+ tv’

w=u-tiv=27 =

Umgekehrt ist: -

Ist ds die Lange des Bahnelementes in irgendeinem Punkte des Strémungsgebietes
und’ unter dem Winkel o gegen die z-Achse geneigt, so ist

_dy _Jdyp

w—ds—@smzx,

da bei, gleichem Potentialabfall und kiirzerem Weg dy (Kathete) gegeniiber ds

(Hypothenuse) ohne sina ein groBeres w (Geschwindigkeit) erzeugt wiirde.
Ebenso gilt

Hieraus durch Umbkehrung

do sinx
y:/ lpw T

" .
T-——/ <pcosoc.
w

Es ist der Stromdurchfluf durch ein auf der Potentiallinie liegendes Léngen-
element dn:

— _wdy
dy =wdn = cosx
und
: wdx
Ay = wdn = Pl

Hieraus durch Umkehrung
. "dy coso
¥y= j Cw ’

dysina
L
J o
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Zusammenstellung :

WP,
OOS (X sina
x = = dy,

W1

& Y2
s (X cosx
y= —ay
w
L2

Hat man 9m Hodographen das Strom- und Potentwlliniennetz, 80 kann es graphisch
integriert werden, und damit wird das Strom- und Polentialliniennetz der Grund-
wasserstromung ‘erhalten.

Integration des Stromlinien- und Potentialliniennetzes.
Die Stromlinienschar im Hodographen hat ihre Zahlenwerte, z. B.

o

v=0; yi=4 wi=% wy=% vp=10.

Die Potentiallinienschar wichst um die gleichen Werte

s =1 ea=4 ps=1 ww
Das Netz kann auf Grund der fritheren Integrationen noch viel enger unterteilt
werden. Man verfolgt die Bahn der zu intergrierenden Stromlinie im Hodo-
graphen. Dann trigt man auf die Abszisse eines Koordinatensystems mit
@ana = 0 im Ursprung in einem beliebig gewihlten MaBstab die Zahlenwerte
fir ¢,, @, usw. mit gleichen Abstinden vom Ursprung aus auf, d. h. man wickelt
die auf der Strombahn auftretenden Potentialwerte zahlenméBig (nicht strecken-
laingenmiBig) auf die Abszisse ab. Diese Abwicklung sollte mit moglichst feinen
Unterteilungen erfolgen. Hierzu ist die Aufstellung der Verteilung von ¢ lings
einer Stromlinie sehr niitzlich, die bei der Ermittlung von ¢ aus dem Isoklinen-
Isotachen-Netz schon hergestellt werden kann. '

Nun greift-man in méglichst engen Abstinden Punkte auf der Stromlinie
im Hodographen heraus und zieht zu diesen Punkten den Polstrahl w. Der Pol-
strahl w bildet mit der Waagrechten den Winkel «. Man bildet fiir die be-
trachteten Punkte coso/w und sinjox. Diese Werte werden als Ordinaten auf-
getragen iiber den Abszissen @, deren zugehorige Punkte auf der Stromlinie
mit den gerade betrachteten Punkten zusammenfallen. Da der Vektor ,,k* im
Hodographen vorlaufig gleich 1 gesetzt wird, ist der MafBstab fiir die iibrigen
Vektoren w gegeben. Zu den Kurven cos o/w und sinajw werden die Integral-
kurven graphisch gebildet, man erhilt

v = / cosx d
w
sino
y:fwtw-
Zwei aufeinanderliegende Ordinatenwerte x und y der beiden Integralkurven
sind die Koordinaten der Stromlinie in der Grundwasserstrémung.
Die Ermittlung der Koordinaten der Potentiallinien erfolgt analog. Betrachtet

wird dabei die Bahn einer Potentiallinie im Hodograph. Auf ihr ist die Verteilung
von p maBgebend. Man kann sich aber diese Integration ersparen, wenn man

l
ro

@End = 0; (P1:O+%§ (/2

Breitentder, Grundwasserstromungen. 3
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die Schnittpunkte der Potentiallinien mit den Stromlinien im Hodograph auf-
sucht. Die Koordinaten = und y des transformierten Punktes sind in der Strom-
linienintegration leicht aufzufinden. Die Verbindungslinien der entsprechend
transformierten gleichwertigen Schnittpunkte ergeben die Potentiallinien der
Grundwasserstromung.

Im allgemeinen ist die ganz genaue Verteilung der Strom- und Potentiallinien
in der Grundwasserstromungsebene nicht so wissenswert wie die genaue Ver-
teilung der Strom- und Potentiallinien auf dem Rand (Grabenein- und: -austritt,
Sickerstrecke, Randstromlinien usw.). Wenn man die Randwerte mit gréBter
Genauigkeit ermittelt hat, kann man durch Fortsetzung der Linien im Feld
und unter Beachtung ihrer Quadrateigenschaft die Stromung geniigend genau
darstellen. Ein in der Grundwasserstromungsebene entworfenes Isoklinen-
Isotachen-Netz erginzt diese Bilder.

Als Koordinatenursprung fiir die einzelnen Linien im Grundwasserstrémungs-
bereich gilt immer derjenige transformierte Punkt der entsprechenden Hodo-
graphenlinie, bei dem die Integration begonnen wurde.

Die einzelnen Linien unter sich stehen noch in keinem Zusammenhang.

Dieser Zusammenhang wird durch eine weitere Integration hergestellt.

Man zieht dazu

«) eine Randpotentiallinie oder

p) die Sickerstrecke heran.

Zu ) Durch die Randpotentiallinie geht der Strom ¢ durch. Bekannt ist
auf ihr im Hodograph die Verteilung von o, dazu die Geschwindigkeiten der
einzelnen Stromelemente fiir die Grundwasserstromung (Geschwindigkeitsvek-
toren). Nun ist fiir die Grundwasserstrémung die Linge S, der Endpotential-

lini
inie 48w = dy,
1P=d'!/_
— | ¥
Sy, = (2.
p=0

(Integration tiber die Lange S7, der Endpotentiallinie im Hodograph.)

Man trigt auf der Abszisse eines Koordinatensystems in irgendeiner Ein-
heit y = 1 auf und unterteilt die Strecke in y/n. Diese y/n sucht man im Hodo-
graph auf ¢ = 0 auf und stellt den Geschwindigkeitsvektor w, d. h. die Lénge

des Polstrahles bis zu den entsprechenden Punkten p/n fest.
w=y
dy

1w wird als Ordinate iiber den zugehdrigen Punkten aufgetragen und [—=

=0

gebildet. Die Endordinate der Integralkurve stellt die Streckenléingz von
@ = 0(S,,) im Grundwasserstromungsbild dar. Aus der Integralkurve kann
man auch Teillingen und ibren zugehérigen Durchfluf entnehmen.

Zu ) Die Sickerstrecke kann allein oder in Verbindung mit einer End-
potentiallinie auftreten. -Die letztere wird wie unter «) behandelt.

Die Stromlinien treffen auf der Sickerstrecke in der Grundwasserstrémung
unter einem Winkel & auf. Im Hodographen wird dieser Winkel &« durch den
Winkel zwischen Polstrahl w zum Abbildungspunkt und der Waagrechten an-

gegeben.



Beriicksichtigung des k-Beiwertes. 35

Die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Sickerstrecke in der Grund-
wasserstromung ist bei lotrechten Sickerstrecken (z-Ebene)

W COS .
Die Liange der Sickerstrecke S, ermittelt sich aus

dSs,weosoe = dy,

Im allgemeinen ist
w=wp

dy
So _fwcosmsinﬂ ’

P =y

wo f# der Winkel zwischen Sickerstrecke und der Waagrechten der z-Ebene ist.

Das weitere Verfahren ist analog dem unter «) beschriebenen. Aus dem
Hodograph mufl man noch den auf die Sickerstrecke entfallenden Anteil von o
und den auf die Endpotentiallinie entfallenden Anteil von g entnehmen, was
aus dem Stromliniennetz bzw. seiner Ermittlung sich ergibt. Diese Anteile von
werden in einer zu wihlenden Einheit mit Unterteilungen p/n als Abszissenldngen
fiir die Integrationen aufgetragen.

Auf den so ermittelten Sickerstrecken und Endpotentiallinien der Grund-
wasserstromung sucht man die Punkte aus der Integralkurve auf, durch die die
Strom- bzw. Potentiallinien gehen. Damit hat man die Koordinatennullpunkte
und den Zusammenhang des Stromungsnetzes festgelegt.

Das Strémungsnetz mufy wieder aus krummlinigen Quadraten bestehen.

2. Beriicksichtigung des k-Beiwertes.

‘Man hat zweckmiBigerweise dem Gesamtstrom des Hodographen den Wert
w =1 zugeteilt. Die Durchlissigkeit ¥ wurde dort auch mit 1 angenommen.
Mit diesen Werten ergaben sich Koordinaten x und y als ZahlengréBen. Man
muB sich nun fiir das CGS-System oder fiir das technische MaBsystem entscheiden.
Im ersten Fall sind die Koordinaten in ¢m, die Wassermenge als 1 em3/sec und
die Schichtdicke als 1 cm gegeben; im zweiten Fall  und y in m, ¢ als 1 m3/sec
und die Schichtdicke als 1 m.

Die Modelldhnlichkeit ist linear.

Ist beim gleichen geometrischen Stromungsbild ¢ nicht gleich 1, sondern
gleich ¢,, so mufl sich % entsprechend geindert haben, oder die Koordinaten
werden bei gleichbleibendem % zu zg¢, und ygq,. Ist k£ nicht gleich 1, sondern
gleich k,, so muB} sich g entsprechend geindert haben, oder die Koordinaten
werden zu x/k, und y/k, bei gleichbleibendem ¢, was leicht einzusehen ist.

Andern sich ¢ =1 und k=1 in g, und k,, dann werden die Koordinaten
(aus ¢ =1; k= 1) zu

qa - ' qa
g und y k"
gk stellt also den Mafistab des Stromungshildes dar.
3*
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3. Kritik des Isotachen-Isoklinen-Verfahrens einschlieflich der
Hodographen-Integration.

Grundbedingung fiir das Gelingen der Aufgabe ist der Entwurf eines einwand-
freien Isotachen-Isoklinen-Netzes. Fiir die Netzteilung muB man noch eine
zulidssige Grenze nach oben und eine noch geniigende Grenze nach unten finden.
Nach den durchgearbeiteten Vergleichsuntersuchungen geniigt dafiir der Netz-
abstand im Wert von arc 5°. Nun gibt es aber Netze mit mehreren singuliren
Punkten. Diese singuldren Punkte sind von den Randbedingungen abhingig.
Ihr Wert liegt eindeutig fest. D. h. der Ort braucht nicht auf einer Isoklinen
mit- runden 5° zu liegen. DaB die Singularitit vorhanden ist, wei man, und
8o ist man unbewullt bestrebt, den singuliéren Punkt in das arc5°-Netz einzu-
beziehen. Derartige und #hnliche Uberlegungen bringen in das Netz haufig
kleine Abweichungen hinein. Die erste Kontrolle ist das gleiche Zahlenergebnis
der y-Ermittlung auf den verschiedenen Integrationswegen. Die zweite Kontrolle
ist das Entstehen eines krummlinigen Quadratnetzes nach Ermittlung der
g-Linien. Gegebenenfalls kénnen hier kleinere Abweichungen — entstanden
zum Teil durch nicht fein genug unterteilte graphische Integration — ausge-
glichen werden, damit ein einwandfreies Netz entsteht. Aus einem einwand-
freien Hodographennetz 1aBt sich bei gentigend feiner graphischer Integration
das Grundwasserstrémungsnetz ohne in der Zeichnung erkennbaren Fehler
gewinnen.

Fiir das Beispiel Nr. 7, das durch eine funktionentheoretische Untersuchung
exakt iiberpriift wurde, wurde absichtlich ein nicht ganz genaues Netz entworfen.
Bei einem Punkt, der etwa 10 cm von der Senke entfernt auf der freien Ober-
fliche liegt (¢/k = 1 cm), trat eine Abweichung von 2 mm als Héchstfehler auf.
Die Abweichung konvergiert aber sofort wieder zur exakten Losung, was aus einem
Vergleich der Integralkurven zu ersehen ist. In Prozenten auf die exakte Ordinate
umgerechnet, betrigt der Hochstfehler 2,7%. Man mufl dabei bedenken, daf
sich eine freie Oberfliche derartiger Stromungen an der Kapillarzone héufig
auf eine derartige Genauigkeit gar nicht einmessen 148t, da sie ihre Lage bei
den geringsten physikalischen Zustandsinderungen um #hnliche Betrige dndern
kann.

Auch eine mathematische Kontrolle sieht sich theoretisch sehr einfach an,
wenn die Abbildungsfunktion abgeleitet ist. Bei der numerischen Durchrechnung
hat man aber hiufig unzéihlige Gleichungen 4. und hoheren Grades zu ldsen,
und da ist man wieder auf graphische Verfahren mit gréberen oder feineren Er-
gebnissen angewiesen, je nach der zur Verfiigung stehenden Zeit.

Uber die aufzuwendende Zeit seien noch einige Ausfithrungen gestattet.
Bei einfachen Strombildern mit gegebenen Réndern kann man in wenigen Stunden
ein Ergebnis erhalten.

Bei schwierigen Grundwasserstromungsaufgaben mit freier Oberfliche und
Sickerstrecken mufl man bei einiger Ubung schon mit 100 und mehr Arbeits-
stunden rechnen. Eine mathematische Ermittlung, sofern iitberhaupt noch mog-
lich, benétigt dann aber Wochen und Monate Arbeitszeit.
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F. Beispiele fiir Quell-Senkenstromungen, Eckstromungen und
dhnliche (Abb. 8—17).

In néchster Nahe von singuliren Punkten und Eckpunkten des Isotachen-
Isoklinen-Netzes kénnen folgende exakt ermittelte Grundbeispiele geniigend
genau iibernommen werden.

Dabei ist bei den Strémungen in oder um
Ecken zu beachten: Wenn « der Winkel der
Ecke ist, in dem die Stromung stattfindet,
und zwar in Teilen von 7 ausgedriickt,

o 7T
_11,’

dann ist die Abbildungsfunktion der betref-
fenden Stréomung

& = 2",

Fiir -« und y Polarkoordinaten r, § einge-
fuhrt, gibt:

@+ iy = r"(cosd + isind)”
= 1"cosnd + 17" sinnd,

hieraus
p = 1" cosn J;

p=1r"sinnd.
Die Winkelhalbierende stellt eine Potential-
linie dar, die beiden Schenkel des Winkels «

sind Randstromlinien (auch symbolisch zu *
verstehen). Abb. 8 u. 9.

Langs der Winkelhalbierenden & = 7/2% als Potentiallinie ist
i BT a.
p=r'sing- = ™,
langs des einen Schenkels mit « = 0 ist
@ =1"cosn-0 = 1"

D. h. auf der Winkelhalbierenden geht in der Entfernung r die Stromlinie % —
durch. Ahnlich bei ¢. Fir alle Winkel x < 7 ist die Geschwindigkeit der Str-
mung in der Ecke = Null. Diese Ecken stoflen die Stromlinien ab. Fir o« >z
ist die Geschwindigkeit im Endpunkt unendlich groB. Diese Ecken ziehen die
Stromlinien an.

Schrifttum. PRASIL, Fr.: Technische Hydrodynamik, 8. 170ff. Berlin: Springer 1926.
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Beispiele fiir Quell-Senkenstromungen, Eckstromungen und ahnliche.
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-5

g ,?‘g

z+a

Abb.17. £=In

z—a’

II. Anwendungen der Theorie.

Im vorliegenden Teil werden verschiedene Beispiele mit dem Isotachen-
Isoklinen-Verfahren behandelt. Weitere Beispiele werden mathematisch durch-
gerechnet, soweit dabei einfachere Funktionen in Frage kommen.

1. Grundwasserstrom iiber waagrechter Sohle mit Sehlitz in der
Sohle (Abb. 18); ferner Abb. 47—68, S. 98—105.

) a) Aufstellung des Hodographenrandes.

Hier sind die Grundsétze von I, D zu beriicksichtigen. Grundbedingung bei
jeder konformen Abbildung ist, daf der Bereich' beim Umfahren in gleicher
Reihenfolge bei beiden Abbildungen immer entweder nur zur Rechten bzw.
nur zur Linken bleibt. Der Hodograph muf8 sich genau wie der Grundwasser-
stromungsbereich schlieBen. Da der Hodograph nach einer friiheren Festlegung
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die gespiegelte konforme Abbildung {st, entspricht sich hier und nur hier der
Umfabrungssinn rechts-links.

Man entwirft sich ein unge- yosetee
fahres Bild der Grundwasserstré- z -£bene
mung. Im Hodograph (Abb. 19) g GnM-Stromong
zeichnet man den Halbkreis vom So== s
Durchmesser £ = 1 ein, der das N
Bild der freien Oberfliche ist. Der co <— A
Punkt 4 fillt damit in den Pol,
denn bei A als unendlich fernem
Punkt der z-Ebene ist » = 0. Die o2 S, —~
waagrechte Randstromlinie .BC R A

. : Abb. 18.
wird zum waagrechten Geschwin-

digkeitsvektor OC. Da Punkt B in der z-Ebene im oo wie 4 liegt, und dort
v =0 ist, fallt' er in der w-Ebene mit v = 0 in den Pol. Bei C ist v =o0, da

die Stromlinie um —/2 abbiegt. Damit jiee

fallt C in den unendlich fernem Punkt ¢ w -Ebene

der w-Ebene. CD ist Potentiallinie. Auf '
Hodograph.

ihr stehen die Stromlinien senkrecht.
Also sind die Geschwindigkeitsvektoren
der Punkte zwischen €' und D Lotrechte.
Die Geschwindigkeitsvektoren gehen in
der w-Ebene vom Pol aus, also fallen
sie in ihrer Lage alle mit der negativen
Ordinate zusammen. Bei D tritt die
freie Oberfliche ein, sie ist dort lotrecht
geneigt. Damit wird v = ksin90° = k.
Somit fillt D im Hodograph mit dem é. A e Achse
tiefsten Punkt des Halbkreises zusam- !°°
men. -Der Punkt € ist im Hodograph als unendlich ferner Punkt festgelegt.
Beim Umfabr n im Sinn 4ABCDA liegt das Gebiet in der z-Ebene dauernd zur
Linken, im Hodograph dauernd zur Rechten. z-Bereich und w-Bereich schliefen
sich entsprechend.

0A 5 Sz —>C *u-Achse

b) Ableitung der Abbildungsfunktion.

Wir miissen nun suchen, den bekannten Bereich der w-Ebene (Hodograph)
auf den Rechtecksbereich der &-Ebene (Strom- und Potentialfunktionsebene)
(Abb. 20) abzubilden. Der Rand des
Rechtecks in der &-Ebene wird aufge-
stellt: A liegt in der z-Ebene im oo,
also mufl es ein oo grofles Potential
haben, da ja die freie Oberfliche

¥ ~-Achse é‘ =Fpene
Strom -und Potentialfyunktions -Fbene

i g =8 zl =0 5 Achse
dauernd steigt und ¢ = —k#h ist. Dann F-0pZ ()
muB aber auch B ein co grofies Poten- <=4 7| Tyg=-i-7 A—oo
tial haben, ¢ und D liegen auf ¢ =0. Abb. 20

Alle Strom- und Potentiallinien sind
gerade in der £-Ebene. Der Umfahrungssinn von z-Ebene und £-Ebene ist der
entsprechende. Wenn der Rand abgebildet ist, ist ja nach CavcHY auch das
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Innere festgelegt. Man probiert alle méglichen Funktionen durch, bis eine pas-
sende gefunden ist. (Im. mathematischen Schrifttum bieten sich viele solche
Untersuchungen als Beispiele.) Man setzt

w=sing; cos&; Ging, Inf& usw.

Eine einfache Funktion ist beispielsweise

1 1

Sie soll naher untersucht werden.
z-Ebene w-Ebene £-Ebene
Punkt 4 0 +-oc

’ B 0 iw

. 1 . . 1 .
9y D (0+$'1):m:Z'1 (O—Z'l)z’(a_—i:i.l):—’b"l
» O (koo i-00) 0

Punkt D bestimmt eindeutig die Abbildung.

Die Punkte stimmen.

Linie AB Punkt wird (4 oco) Punkt
Linie BC
enthilt die Punkte . 1 1 1 ) .
von den Koordinaten (w+i-0) = (+¢ +1¢-0) (w+i-0)  w (Fo+i-0)
Linie CD:
ihre Punkte haben . 1 3 1 1

die Koordinaten (0 +dv) = 0—ip) u ©<iv)y v 0 —iy)

Linie DA : In der £&-Ebene liegen auf ihr die Punkte mit den Koordinaten: (¢ —¢- 1).
Nun ist

. 1 '
E= i) =y =
oder:
1=up —su L+ ipo -+ o.
Nach der Theorie miissen reelle und imaginire Glieder rechts und links der

Gleichung sich je entsprechen bzw. die Summe der reellen und die Summe der
imagindren Glieder fiir sich je = 0 sein.

up +v—1=0, (1)
w—~@v =0 (2)
Aus (2) (p:%,
. u: -

w242 —0v=0.

Diese Gleichung enthilt die Punkte in der w-Ebene, die auf der Geraden DA
in der &-Ebene liegen.
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Die Gleichung 148t sich umformen zu
w4 (v — )P =1.
Das ist die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunktskoordinaten
u=0; v=+1%,
Halbmesser = 4.
Damit ist der Rand des Bereichs der &-Ebene auf den Rand des Bereichs der
w-Ebene abgebildet, damit auch das Bereichsinnere mit der Funktion

1
w10

S—(p-i-zt,u—1

¢) Integration des Hodographen.
Diese erfolgt mit der bekannten Formel:

23 d(p + i)
=e iy == [
1
z=f~17§, da wzg,
2= [EdE =L &2,

Diese Funktion bildet die Strom- und Potentialfunktionsebene auf die Grund-
wasserstromungsebene ab.

d) Aufstellung der Gleichungen fiir Strom- und Potentiallinien.
Es ist: z=x 4+ 1y = $(&)2 = $(p + ty)?,
vtiy=3@* +igy — 1y,
¢ =3¢ E Yt iy —ey) =0.

Reell = 0. Imaginir = 0.
© — 4?4 dy =0, (1)
y — gy =0, (2)
aus (2) Yy = %,
1 1 42
1 — 5+ =0,
in (1) LA L A
P*r — 3¢t +3y? =0,
y? =—2q%x + ¢,
v = ¢2(g* — 22)
Gleichung der Potentiallinien
2 =Y,
aus (2) . @ ”
in (1) x—~y2—{— =0,
2xp? — y® + =0,

y? = WR(° + 2a) .

Gleichung der Stromlinien.
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Setzen wir nun einzelne konstante Werte der &-Ebene ein: .
@ zwischen 0 und + oo,
y zwischen 0 und —1,

dann erhalten wir die Gleichungen der in die z2-Ebene transformierten Potential-
und Stromlinien mit der entsprechenden Wertigkeit.

Diskussion der Gleichungen (s. Abb. 48, S.98).
Die Gleichungen sind vom Aufbau

y?=2px + p*.
Das sind zwei Parabelscharen (Orthogonaltrajektorien), deren gemeinsamer

Brennpunkt im Ursprung liegt und deren Achse mit der x-Achse zusammenfallt.
Die Gleichung der freien Oberfliche (p = —1; k= 1) ist:

y2 =2z + 1.

Bei einem anderen Verhiltnis von g¢/k wird die Ordinate

y="V2¢+1
Vil
y2:%(2x+%).

Diese Formel entspricht im Aufbau der von Dupurr auf Grund praktischer Uber-
legungen erhaltenen Formel fiir Zustrémung iiber waagrechter Sohle zu einem
lotrechten Graben. Die Dupurrsche Formel ist nicht einwandirei abgeleitet, da
die Randbedingungen der Grabenwand nicht beachtet sind. Wie sich in den
spateren Untersuchungen herausstellt, ist sie unter Umsténden eine gute Néhe-
rungsformel. Dupuir hatte die Geschwindigkeiten in einer Lotrechten in den
einzelnen Punkten als gleich gro8 vorausgesetzt und kam damit mit anderen
(falschen) Bedingungen zum gleichen Ergebnis wie oben.

Um die Geschwindigkeiten in Richtung der Stromlinien zu erhalten, differen-
ziert man die Potentialfunktion ¢ nach z und y.

y?: = p¥(p? — 22),
ot —2¢%x —y2 =0,

zu

hieraus

(P2:$:E:]/902—}—y2,
g = Vo+ ya2 4 .

Die Geschwindigkeitskomponenten sind:

_ 99, _99
M—E, 1}—@,
W e )EE
- ———— )
2fet o Yo+ Va4 g
Y

Vo= —.
2V + - Vo + Vot + o2
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Setzt man Polarkoordinaten ein, r und 9, so ist die resultierende Geschwindigkeit
in Richtung der Stromlinien

6] = Vuf + o2 =

/12 4 72 cos?y + 272 cosy + 72 sin%y
472(r cosy + 1)

=1L — VI

5=} 5 i A TER
d.h. der geometrische Ort der Punkte gleicher Geschwindigkeitsgréfie (Iso-
tachen) ist eine konzentrische Kreisschar. Als zweites suchen wir die Punkte

gleicher Geschwindigkeitsrichtung (Isoklinen) auf:
Dazu stellen wir die Gleichung der Tangentenrichtung an die Stromhnlen auf.

2

y? = p%(y? + 2x), Gleichung der Stromlinien,
y =y Yy*+ 2z,

dy _ __ 2y* .
dv ~ ayyprt 2a° ‘Tangenter.lmchtung,
% = tgv. y = Winkel mit der z-Achse.
Fiir eine Isokline ist '
dy y
Lty = N S
Tn gV . cons T
v v _ i1
o emam e v el @)
Aus der Stromliniengleichung ergibt sich
W+ 2y —yt =0,
e R
p=T oty + . (b)

(b) in (a) eingesetzt:
xz—%[—'lyv— 1] (x—-]/xz—}—yz),

tg
hieraus
422 422
Y= x——z + 2+ 5 r .
1) )

y2letg?y — 172 = 42%(1 4 [etg?y — 1)),

) y= (ctg v —1) ctgy.
Gleichung der Isoklinen.

Fiir eine bestimmte Isokline ist » = const also stellt die Gleichung eine

Ursprungsgerade dar. 2tgy
=T = tgh)’
da
. 2tgy
82V = T ggn,)

ist, ist der Winkel, den die Isokline mit dem Wert arcy® mit der x-Achse bildet,
gleich 2v.
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Die Isotachen und Isoklinen der Grundwasserstrémung in der z-Ebene sind
Ursprungsgerade und konzentrische Kreisscharen fiir den vorliegenden Fall.
Ihre Transformation in den Hodographen mit der Funktion
d& 1-2 1
W= G- = —— = ——
dz  2y2z Y2z
ergibt wieder Isotachen und Isoklinen als Ursprungsgerade und konzentrische
Kreisscharen, allerdings in anderer Anordnung.

" 2-Ebene w-Ebene
Isotache fiir v = 0 Kreis; r = o0 Kreis; r =0
5 5y V=00 5, =20 5y T =00
" ,, v=1 ,, =34 ,, r=1

Die Isoklinen treten im Wert arcv® auf, die Isotachen, wie frither nachgewiesen,
im Wert Inv. Thre wertméiBige Zunahme mufl bei Quadratnetzen gleich sein.

Ist g/k nicht gleich 1, so ist fiir v am geometrisch dhnlichen Punkt zu setzen vk
und fiir den Halbmesser im Hodographen r = rk, fiir den Halbmesser in der
Grundwasserstromung r = rq/k, das » wird am geometrisch &hnlichen Punkt
zu vk.

Eine weitere Besonderheit der vorliegenden Abbildungsfunktion ist, dafi die
Isotachen und Isoklinen der transformierten Bildstromung im Hodographen, als
Ursprungsstromung betrachtet, wieder konzentrische Kreise und Ursprungs-
gerade und deren Abbildung durch d&/dw usw. wieder solche sind, allerdings

edesmal anders angeordnet.

¢) Ermittlung der Hodographenstromung mit dem Isotachen-Isoklinen-Verfahren,
Aus dem aufgestellten Hodographen sind die beiden Randstromlinien §; = trans-
formierter freier Oberfliche mit y = 1, S, = transformierter Strémung entlang
der undurchlissigen Schicht mit i = 0, die beiden Randpotentiallinien P,
= transformiertem Schlitz mit ¢ = 0, P, = transformierter unendlich ferner
Potentiallinie mit ¢ = oo zu ersehen. P, ist Quellpotentiallinie ¢ = co. Man
zeichnet von dort ausgehend ungefihr den Stromungsverlauf zwischen §, und S,
ein; alle Stromlinien stehen auf P, senkrecht. Man bestimmt auf den Linien
die Punkte gleicher Tangentenrichtung tg»°, verbindet sie als Isoklinen arc»®
und zieht die Orthogonalschar der Isotachen dazu. Nach geniigender Verbesserung
liegt das Quadratnetz der Isotachen-Isoklinen fiir die Strémung in der w-Ebene
vor. Besondere Schwierigkeiten treten keine auf. Der Isotache, die durch den
untersten Punkt des Halbkreises geht, legen wir den Wert v, = 1 bei. Zum
Quellpunkt zu steigt v beim Netzabstand arc5° im Verhiltnis v, = v,ed°5",
Vom Quellpunkt weg fillt » im Verhéltnis

V_y == vy 37057,
Zur Ermittlung von ¢ werden verschiedene Integrationswege s mit Richtungs-
winkel v, festgelegt, die aus Abb.49 8. 99 zu ersehen sind. Mit £ = 1 als Lingen-
einheit wird die Integration durchgefiihrt. In Zahlen ergibt sich daraus ¢ = 0,99.
Bei den einzelnen graphischen Integrationen wurden die Ordinaten der - (Inte-
gral-) Kurven doppelt so gro wie die Ordinaten der verschiedenen Integranden-
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kurven gewahlt (s. Abb. 50—56, S. 100—101). Die Ordinate -y, jetzt als Einheit
3 = 1 betrachtet, wurde jeweils in 4 (n) gleiche Teile geteilt. Damit werden die (1/n)-

Punkte auf der Integralkurve ermittelt. Die Abszissenpunkte der %(%)-Punk’ce

wurden auf die Integrationswege iibertragen und gleichwertige Punkte mit-
einander als Stromlinien verbunden.

Als Integrationsweg fiir die Ermittlung von ¢ wihlt man jetzt die Strom-
linien selbst. Selbstverstindlich kénnte man die Verteilung von ¢ auf beliebig
festgelegten Integrationswegen s bestimmen, dhnlich wie die Verteilung von
ermittelt wurde. ‘Vor allem ist dies zur Uberpriifung des Feldes zu empfehlen.
Wenn das Isotachen-Isoklinen-Netz genau stimmt, muf auf den Stromlinien
cos(v, —¥) = cos0 = 1 sein, da ja Integrationswegrichtung und Richtung der
Stromlinie in jedem Punkt zusammenfallen, gleich grof sind und ihr Unterschied 0
wird. Damit erhélt man zugleich die spater erforderliche Kenntnis der Ver-
teilung von ¢ ldngs .

Mit genau der gleichen Langeneinheit £ = 1 wird ¢ als Zahl ermittelt. ¢ wird
auf den Stromlinien gegen den Quellpunkt zu co. Als Ausgangswert dient ¢ = 0.
@ wird im gleichen oder anderen OrdinatenmaBstab wie y aufgetragen. Man
sucht die Ordinate ¢ heraus, die zahlenméBig 9 = 0,99 ist. (Bei den einzelnen
graphischen Integrationen wurde fiir die Ordinaten der - [Integral-] Kurven
der 0,2fache MaBstab wie fiir die verschiedenen Integrandenkurven verwendet
[s. Abb.57—61, 8.101—103].) Diesem Ordinatenwert weist man den Wert: zahlen-
méiBig = p zu. Damit hat man auch die Einheit fiir ¢. Die Ordinate wird,

von 0 beginnend, in gleiche Teile ¥(¥) ein eteilt, die Teilpunkte auf die Integral-
g g i\m g punk g

kurve und auf die Abszisse iibertragen. Damit gewinnt man die Ortspunkte
auf 9, durch die die p-Kurven durchgehen. Punkte mit gleichem ¢-Wert ergeben
in ihren Verbindungslinien die Potentiallinien.

Das Strom- und Potentialliniennetz des Hodographen ist aus Abb. 62, S. 103
zu ersehen.

f) Integration der Stromlinien und der Potentiallinien des Hodographen, kurz:
Hodographenintegration.

Stromlinien. Auf der Abszisse wird @ mit einer zweckmiBig gewéhlten Ein-
heit 1 aufgetragen. Aus den Integralkurven ¢, die lings ¢ aufgestellt sind
(s. Abb. 57—61, S. 101—103), kann man beliebige ¢-Punkte (Ordinaten) lings
(d. h.in den graphischen Integrationen lings der Abszisse s) herausnehmen und sie
auf die Abszisse ¢ (in der vorliegenden Integration Abb.63—67, S. 104—105) mit
ihren Werten (zahlenmaBig = y/4; 9/2 usw.) iibertragen. Andererseits kann man
diese beliebigen @-Punkte als Ortspunkte auf » im Hodographen aufsuchen und
cosx/w, sinx/w bilden. (Im Hodographen sind dann diese ¢-Punkte nicht mehr
mit  ,,zahlenmiBig = p/4, /2 usw.”“ bezeichnet, sondern wegen des gleichen
Wertverhiltnisses unmittelbar mit @/4; @/2 usw. ZweckmifBigerweise wihlt man
als ,,beliebige @-Punkte* solche, die der Netzeinteilung des Hodographen ent-
sprechen oder leicht herstellbare Unterteilungen davon.) Diese Zahlenwerte
sind die Ordinaten zu den entsprechenden g-Punkten. Die Integralkurve wird
im vorliegenden Beispiel eine Gerade, da sinx/w = 1 ist lings v (Kreise im

Breitendder, Grundwasserstrémungen. 4
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Hodograph). Bei der Abszisse ¢ = 1 mul y = 1/n sein, da

sin o 1
: y_J w d(p”?'l.
0
cosa ird hier zur Ursprungsgeraden; bei ¢ =1 erd cos o g;OZ 1.

coso

Die Integralkurve z wird hier zur Parabel, da z= / d@ = Dreiecks-
inhalt ist.

Mit den angegebenen je iibereinandergelagerten Ordinatenzahlenwerten fiir
die Integralkurven z und y (MaBstab fir ¢/k = 1em: y bei ¢ =1 ist 1 cm; bei
anderem g/k #ndern sich die Koordinaten des Grundwasserstrémungsfeldes im
Verhiltnis dieses anderen ¢/k) kann man die Stromlinien in em maBstéblich
auftragen. Das gezeichnete Ergebnis wurde maBstiblich fiir das Verhaltnis g/k
= 1 cm aufgetragen.

Potentiallinien. Will man genaue Kontrollen haben, dann wird fiir die
@-Linien das entsprechende Verfahren durchgefiihrt.

Man kann aber auch die Integralkurven x und y fiir die Stromlinienkoordi-
naten in den Abszissenpunkten betrachten, wo ¢ = %; 4; £ usw. in der Einheit ist.
Im Grundwasserstromungsfeld gehen durch diese Punkte (x, y) der Stromlinien
ja auch die gewiinschten Potentiallinien ¢ =}, ¢ = } usw. durch.

Im Grundwasserstromungsfeld ist 9 nicht mehr eine reine Zahl, sondern es
2

2
stellt den Wasserstrom y = q{(ﬂc oder 7) mal der Tiefe der entsprechenden

Einheit senkrecht zur StromungsebeneJ also -—c oder —e— dar.

@ ist ebenfalls keine reine Zahl mehr, sondern der abstrakte Begriff des
Potentials wird ausgedriickt durch ¢ = —khk, da —d@/dh = der Durchlissigkeit &
ist (s. 1. Teil). Hierbei bedeutet 7 die Standrohrspiegethshe, d. h. die Hohe der
Wassersdule in einem in den Grundwassertriger eingefiihrten Glasrohr fiir den
Punkt der Stromungsebene, der mit dem unteren Ende des Standrohrs zusammen-
fallt. Bezogen werden die allgemeinen Standrohrspiegelhthen auf eine horizontale
Grundlinie, praktisch auf die Standrohrspiegelhéhe der Punkte auf ¢ = 0. Im
Grundwasserstrémungsfeld hat nun —¢ an einem beliebigen Punkte des Feldes
den Wert der k-fachen Standrohrspiegelhthe des Punktes. An einem Punkte 4
der freien Oberfliche ist der Standrohrspiegel gleich der freien Oberfliche.
Dort ist — @, = k x (Differenz: Standrohrspiegel , — Standrohrspiegel ,_). Dieser
Wert ¢ gilt fiir die durch 4 gehende Potentiallinie. Ist die Potentiallinie ¢ = 0
nicht waagrecht oder geknickt usw., dann gilt als Bezugspunkt der geoditisch
am héchsten liegende Punkt H von ¢ =0. Also —@, =k(y, —yy), wobei y die
Ordinaten des Stromungsfeldes sind.

Auf der freien Oberfliche sind die Ordinatenunterschiede von Potentiallinien
mit gleichbleibendem Potentialunterschied gleichbleibend.

Zusammenhang des Netzes.

Fiir die einzelnen Stromlinien ergab sich z und y im Ausgangspunkt zu 0
und 0. Um den Zusammenhang zu erhalten, wird ¢ = 0 aus dem Hodographen
in die z-Ebene durch Integration transformiert. Im Hodographen kennt man
ortsmiBig die Punkte auf ¢ =0, wo p =0, y=14, p=4, p=%, p=1
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durchgehen. Zweckm&Big hat man iiberhaupt die Verteilung von ¢ auf ¢ =0
festgestellt. Man wahlt auf einer Abszisse (s. Abb. 68, S.105) ¥ = 1. Dann stellt
man fiir die einzelnen y-Punkte auf ¢ = 0 die GroBfe des Polstrahles. w fest,
mit £ = 1als Einheit. Man bildet 1/w und trigt diese Zahlen iiber den zugehorigen
p-Punkten der Abszisse auf. Die Linie 1/w ist hier die 1. Meridiane. Die Integral-

kurve 8§, = f 5‘_le wird zur Parabel mit der Endordinate
8, =21 _ Dreiecksinhalt.
¢ = —5— = Dreiecksin alt.

S, =0,5

=

allgemein.

Fiir die einzelnen Stromlinien findet man die Abstinde in der z-Ebene, indem
man die Teilpunkte auf der Abszisse /4, v/2 usw. auf die Integralkurve und auf
die Endordinate iibertrigt. Diese Teilordinaten, ins Verhaltnis gesetzt zur Ge-
samtordinate 0,5 g/k, ergeben dann die Abstinde der einzelnen Stromlinien auf
dem Schlitz in der Sohle ¢ = 0, gemessen von p = 1,0¢ aus.

2. Grundwasserstrom iiber waagrechter Sohle in einen Graben mit
lotrechten Boschungen und der Wassertiefe £ =0.
Bosehung = reine Sickerstrecke. 8. Abb. 69—74, S. 105—107.
Vorbemerkung. Dupvulr hatte fiir die freie Oberfliche eines Grundwasser-
stromes in einen Graben mit lotrechten Boschungen eine Gleichung aufgestellt,
die identisch ist mit der Gleichung

2_ 94 ay
=20+ (G)

des 1. Beispiels. Er ging dabei von der gleichbleibenden Geschwindigkeit der
Strémung in einer Lotrechten aus. Die Randbedingung der Grabenwand war
dabei leicht zu berticksichtigen.

Wie nun tatsichlich die Geschwindigkeitsverteilung ist, zeigen die Isotachen
der Abb.73, S.106. Andere Forscher stellten auf anderen Wegen, wie im 1. Bei-
spiel gezeigt, das Bild der Strémung mit Schlitz in der Sohle auf. Sie setzten
dann auf die Stelle der Ordinate = 0 die Grabenwand und lieBen rechts der
Ordinate den Stromungsbereich, der ein ganzes ¢ = 1 als Potentialverlust be-
inhaltet, wegfallen?. Aber den Randbedingungen wird die Aufgabe nicht
gerecht.

Die Randbedingung einer Sickerstrecke wurde frither schon abgeleitet. Durch
folgende Uberlegung kann man sich die Notwendigkeit einer Sickerstrecke noch-
mals klarmachen. Das Grundwasser stromt einem Graben zu, aus dem es sofort
wegflieBen oder verdunsten kann; also mit der Wassertiefe ¢ = 0. Der Grund-
wasserstrom kénnte in der untersten Grabenecke einstrémen, und zwar in einem
Punkt. Bei einer endlichen Wassermenge mufl dann » = oo sein. Das kann fir
die gesamte Wassermenge theoretisch und praktisch nicht der Fall sein. Also
muf ein endlicher Eintrittsquerschnitt da sein, und der ist die Sickerstrecke.

1 Kozeny, J.: Theorie und Berechnung der Brunnen. Wasserkr. u. Wasserwirtsch.
Jg. 28 (1933) H. 8 S. 88if.

4%
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a) Aufstellung des Hodographenrandes.
(Siehe hierzu Abb.70 und 71, S. 105—106.)

Die freie Oberfliche wird zum Halbkreis. Da sie in die Sickerstrecke tangential
und damit lotrecht einmiindet, ist der letzte Geschwindigkeitsvektor lotrecht,
der Halbkreis vollstindig. Die unendlich ferne Potentiallinie der z-Ebene wird
zum Pol der w-Ebene, da v = 0 ist. Die Randstromlinie entlang der undurch-
lissigen Sohle wird zum waagrechten Polstrahl. Das Bild der Sickerstrecke in
der w-Ebene geht durch den untersten Punkt des Halbkreises und steht senkrecht
auf derjenigen der z-Ebene. Der w-Bereich schliefit sich im antikonformen Sinne
zum 2-Bereich. Wo Sickerstrecke und waagrechte Stromhnle zusammentreffen,
wird v (theoretisch) unendlich.

b) Isotachen-Isoklinen-Netz. (S. Abb. 69, S.105.)

Die Isoklinen liegen durch Tangentenziehen auf dem Halbkreis eindeutig
fest. Die waagrechte Stromlinie ist » = 0°. Auf die Sickerstrecke zieht man
vom gespiegelten Pol die Strahlen und errichtet in den Schnittpunkten der
Strahlen mit der Sickerstrecke die Senkrechten zu den Strahlen. Die Winkel
zwischen diesen Senkrechten und der Sickerstrecke geben die Isoklinenwerte
an. Einfacher trigt man auf der Sickerstrecke vom Halbkreis aus die tg-Werte
der Winkel zwischen 0 und 90° in der Einheit k ab. Die Endpunkte der tg-Werte
sind die Punkte der zugehérigen Winkel. (Letzteres gilt nur bei lotrechter Sicker-
strecke in der z-Ebene.)

Zwischen die Randstromlinien probiert man den Strémungsverlauf ein und
ermittelt die Isoklinenwerte. Senkrecht zu den ermittelten Isoklinen kommen
die Isotachen zu liegen.

Im Feld liegt ein Verzweigungspunkt. Die hier durchgehenden Isotachen
werden willkiirlich »; = 1 genannt.

Die Isoklinen quellen aus dem Halbkreis heraus und strémen zum Teil ins
Unendliche, anderenteils in den unteren Halbkreispunkt als Senke. Dort macht
die freie Oberfliche von —180° auf --0° einen Sprung, damit sie mit dem
Winkel 0° in die Sickerstrecke einstrémt. Alle Isoklinen zwischen 0 und —180°
strémen in diese Senke ein.

Das gleiche gilt fiir die Sickerstrecke. Der Verzweigungspunkt teilt den Iso-
klinenstrom. In der Gegend des Verzweigungspunktes ist das Bild das einer
deformierten vierbliattrigen Hyperbel. Im oberen Blatt geht v - oo im oberen
Halbkreispunkt, symmetrisch dazu wire bei Fortsetzung des Bereichs das gleiche
der Fall. In den beiden anderen Blittern gegen die Senke und das Unendliche zu
nimmt v — 0 ab.

¢) Ermittlung der Hodographenstromung.

Auf zweckmiBig gelegten Integrationswegen wird i ermittelt. Erforderlich
ist, lings der Sickerstrecke als Integrationsweg die Verteilung von 4 zu be-
stimmen. Damit kann man auf der Sickerstrecke die Ortspunkte /4, y/2, §y
einzeichnen. Die Schnittwinkel kennt man ja bereits mittels der tg-Werte.

Ebenso bestimmt man lings der Sickerstrecke und sdmtlicher Stromlinien
die Verteilung von ¢. Als Ausgangspunkt nennt man das ¢ beim Schnitt Halb-
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kreis-Sickerstrecke Null und bezieht die anderen mit -~ oder — darauf. Zum
Quellpunkt zu nimmt ¢ zu, von ihm weg ab. Im Verzweigungspunkt wenden die
Strom- und Potentiallinien von der Konkaven zur Konvexen.

d) Hodographenintegration.

Sie kann ohne besondere Schwierigkeiten durchgefiihrt werden. Den Zu-
sammenhang in der z-Ebene ergibt eine Hodographenintegration lings der Sicker-

strecke
Sy, :/ a¢

wcosa

Die Schnittwinkel der Strom- und Potentiallinien mit der Sickerstrecke in der
z-Ebene werden ohne weiteres aus dem Hodographen iibernommen.

Die Linge der Sickerstrecke ergibt sich zu dem festen Wert 0,744 g/k.

Nachbemerkung. Eine mathematische Ableitung der Abbildungsfunktion
fiir Beispiel 2 wurde von G. Hamrr! allgemein gegeben. Zur Transformation
miissen elliptische Modulfunktionen herangezogen werden. Die Anleitung fiir
eine numerische Durchrechnung fiir ein Beispiel hierzu gibt E. GinTEER2. Die
den Ingenieur letzten Endes interessierenden Ergebnisse sind darin nicht geniigend
herausgestellt. ’

In der Abhandlung spricht HaMeL von Bereitstellung besonderer Mittel der
Hochschulvereinigung zur Moglichkeit der Durchrechnung und in der numerischen
Durchrechnung von der ,,mithsamen Arbeit”, die notigen numerischen Rech-
nungen auszufithren. Und das nur fiir 1 Beispiel.

Es ist deshalb erforderlich, fiir Naherungsergebnisse den Wert der einfachen
Durpurrschen Formel zu kritisieren. Fiir das gleiche ¢/l wurden beide freie
Oberflichen auf Abb. 74, 8. 107 eingezeichnet. ‘

Die Dururrsche Formel ergibt den Austritt der freien Oberfliche an der

Grabenwand zu 1-¢/k, da y = V% (2x + %) fir x =0 zu g/t wird.

Die vorstehend ermittelte Austrittshohe ist 0,744 q/k. In ziemlich kurzer
Entfernung von der Grabenwand fallen beide Oberflichen dauernd aufeinander,
was aus dem Isotachen-Isoklinen-Netz bzw. dem Strom- und Potentialliniennetz
der beiden Hodographen zu ersehen ist. Bei ¢/k = 1 cm ist die Neigung der
freien Oberflichen in einer Entfernung von 20 cm vom Grabenrand 3°. Kommt
nun der Strom nicht vom Unendlichen, sondern in sekr grofler Entfernung aus
einer lotrechten Potentiallinie (lotrechte Grabenwand des Speisungsgrabens),
also mit waagrechter Stromlinie heraustretend, dann kann man mit einiger
Niherung die Dupurrsche Parabel verwenden, da die Neigungen fast gleich sind
und die Geschwindigkeit ziemlich dhnlich verteilt ist.

In der Praxis gibt es nun zwei Fille:

1. k ist bekannt, ¢ ist bekannt. Gesucht der Verlauf der freien Oberflache.

Die Antwort darauf gibt das Verfahren der Aufgabe 2.

2. k ist bekannt. Verschiedene Punkte der freien Oberflache sind bekannt.
Gesucht ¢.

1 Z.angew. Math. Mech. Bd. 14 (1934) H. 3.
2 Z. angew. Math. Mech. Bd. 15 (1935) H. 5.
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Man zeichnet fiir g/k = 1 das Bild nach Aufgabe 1 und 2. Sind die Punkte
in weiteren Entfernungen vom Grabenrand bekannt, so sucht man mit ihnen die
Dupurzsche Gleichung zu erfiillen und erhilt daraus ¢/k und g.

Sind die Oberflichenpunkte in nichster Entfernung vom Grabenrand be-
kannt, so sucht man die Oberfliche nach Aufgabe 2 mit ¢/k =1 cm oder 1 m
so zu vergroBern oder zu verkleinern, daB sie mit den Punkten zur Deckung
kommen. Aus dem AnderungsmaBstab ergibt sich ¢/t und gq.

Letzten Endes konnte auch % ermittelt werden, wenn ¢ und der Verlauf
der freien Oberfliche bekannt wére.

Zwischen den einzelnen Strémungsbildern ist der Unterschied im Verlauf
der Stromlinien nicht so auffallend wie bei den Geschwindigkeitsverhéltnissen.
Es werden daher fiir alle Beispiele im Hodographen das transformierte Isoklinen-
Isotachen-System der Grundwasserstromungsebene eingetragen. Es besteht in
dieser Transformation aus Ursprungsstrahlen und konzentrischen Kreisen. Unter
Benutzung der Strom- und Potentiallinienintegration wird das Geschwindigkeits-
netz ebenfalls tbertragen und unter Beachtung der Randbedingungen iiber-
priift.

3. Grundwasserstrom iiher waagrechter Sohle in einen Graben mit
lotrechten Boschungen und einer gewissen Wassertiefe.

Vorbemerkung. (Gegeniiber 2 ist somit ein Teil der Béschung Sicker-
strecke bzw. Potentiallinie.) In Beispiel 2 war angenommen worden, daB} der
Graben so breit ist, daB er das zudringende Grundwasser so rasch abfiihren
kann, dafl die Wassertiefe praktisch = 0 ist. Im Fall einer groBen Baugrube
als Graben kénnte dies auch zutreffen. Nun ist diese rasche Wasserabfiihrung
aber haufig nicht moglich, und so stellt sich im Graben eine bestimmte Wassertiefe
ein. Ein Teil der benetzten Grabenwand bildet eine Potentiallinie. Man kénnte
nun annehmen, dafl in diese Potentiallinie der gesamte Strom einflielen wiirde,
was jedoch nicht der Fall ist. Selbst wenn der Wasserstand relativ sehr hoch
ist, verbleibt iiber ihm bis zur freien Oberfliche eine auch noch so kleine Sicker-
strecke ibrig. Bei gegebenem g/k ist fiir einen aus dem Unendlichen kommenden
Strom bei einer gegebenen (aus hydraul. oder sonstigen Griinden) Wassertiefe ¢
im Graben die Linge der Sickerstrecke eindeutig bestimmt. Oder bei einem aus
dem Unendlichen kommenden Grundwasserstrom iiber waagrechter Sohle bildet
die Wassertiefé im Graben den eindeutigen Parameter fiir die Lénge der Sicker-
strecke und die Lage und Form der freien Oberfliche.

a) Aufstellung des Hodographenrandes.
Siehe hierzu Abb.75—S81, S.107—109.

Die Aufgabe wird nun nicht so gelst, dafl man die Wassertiefe im Graben
in em oder m festlegt, um die unbekannte Sickerstrecke usw. zu finden; nicht
einmal so, daf} vielleicht Potentiallinienlinge und Sickerstreckenlinge zueinander
ins Verhiltnis gesetzt werden kénnten, um die freie Oberfliche zu finden. Der
Parameter kann nur im Hodographen als Linge der dortigen waagrechten Strom-
linie % = 1 angenommen werden. Es ist dann abzuwarten, was als Ergebnis
herauskommt. Um alle Moglichkeiten zu beriicksichtigen, miiite der Parameter
im Hodographen abschnittsweise gedndert werden, die Aufgabe dafiir jedesmal
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durchgefithrt werden und die Ergebnisse graphisch verbunden werden, um
Zwischeneinschaltungen zu ermdglichen.

Die freie Oberfliche wird im Hodographen zum ganzen Halbkreis, die Sicker-
strecke setzt sich als Waagrechte daran im unteren Halbkreispunkt. In der
z-Ebene folgt an die Sickerstrecke in gleicher Richtung die Potentiallinie mit
dem niedersten Potential ¢ = 0. Diese Linie wird in der w-Ebene senkrecht
zur z-Linie und durch den Pol gehend aufgetragen. Die Geschwindigkeit an dem
untersten Punkt der Sickerstrecke ist oo, also mufl das Bild des obersten Poten-
tiallinienpunktes der z-Ebene in der w-Ebene im oo beginnen. Die Potential-
linie ¢ =0 zieht sich dann vom oo zum Pol waagrecht hin. Die Punkte auf ihr
sind die Endpunkte der Geschwindigkeitsvektoren der senkrecht zu ihr auf-
treffenden Stromlinien der z-Ebene. Nun miissen wir noch die waagrechte
Randstromlinie y = 1 im Hodographen unterbringen. Sie wird durch den waag-
rechten Polstrahl dargestellt. Jetzt fallen =1 und ¢ = 0 zusammen. Das
kann nicht der Fall sein. Deshalb muf} es einen Grenzpunkt zwischen beiden
geben. 9 = 1 geht vom Pol bis zum Grenzpunkt, wo @ = 0 beginnt. Die Linge
der Linie p = 1 ist der erwéhnte Parameter, der das z-Bild eindeutig bestimmt.
Die Linge w = 1 gibt die Geschwindigkeit der waagrechten z-Stromlinie beim
Eintritt in das Grabenpotential und die kleinste Geschwindigkeit auf der Linie
@ =0 in der z-Ebene an. Fiir den vorliegenden Fall wurde sie zu 1% gewahlt.

Grenzpunkt und unendlich ferner Punkt sind singulire Randpunkte, bei
denen die winkeltreue Abbildung nicht gegeben ist. Der w-Bereich schlieBt sich
im antikonformen Sinn zum z-Bereich.

b) Isotachen-Isoklinen-Netz. (S. Abb. 75, S.107.)

Auf dem Halbkreis ¢ = 0 und der Sickerstrecke liegen die Isoklinenpunkte,
wie bekannt, fest. y = 1 ist Isokline 0°, ¢ = 0 ist Isokline +90°, da die Strom-
linien senkrecht nach oben auf ¢ = 0 auftreffen. Die Feldstrémung mu8 nun
gefiihlsmaBig eingezeichnet werden. Teilweise trifft sie auf ¢ = 0 auf, teilweise
auf der Sickerstrecke. Das Isoklinen-Isotachen-Bild wird &hnlich wie bei
Beispiel 2. Doch geht vom Grenzpunkt auf dem waagrechten Polstrahl ein neuer
Einfluf aus. Die Isoklinen miissen dort von 0 auf 90° springen. Alle zwischen-
liegenden quellen aus dem Punkt heraus. In der Gegend des Punktes gleicht
das Bild einer Quelle, die durch den Parallelstrom verdringt wird. Isokline 0°
bildet die Diskontinuititslinie mit einem Staupunkt.

Im oberen Halbkreispunkt und im eben genannten Quellpunkt ist v = co.
Im unteren Halbkreispunkt und im unendlich fernen Punkt ist » = 0. Der
Verzweigungspunkt im Feld teilt den Isoklinenstrom.

¢) Ermittlung der Hodographenstromung.
Neben den normalen Integrationen zwischen den beiden Randstromlinien
untersucht man die Verteilung von o auf ¢ = 0 und der Sickerstrecke. Die
Summe beider mul} ja das gesamte i ergeben.

d) Hodographenintegration.
Sie ist nach Beispiel 2 durchzufiihren. Die Potentiale werden auf das Graben-
potential ¢ = 0 bezogen. Erforderlich ist die Bestimmung der Linge der Sicker-
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strecke und der Randpotentiallinie ¢ = 0, mit den Integralen

#’=’P§ p=1
< "dw
8, = L4 und S, ={—.
st w COS & P ) w
p=0 Y=y

Wenn die Eintrittsgeschwindigkeit von v = 1,0¢ in den Graben =k ist, ist
eindeutig die Wassertiefe im Graben ¢ =S, = 0,411 ¢/t und die Léinge der
Sickerstrecke S;, = 0,469 q/k.

Nachbemerkung. Die Dupvirsche Formel wurde bisher immer so an-
gewendet, daBl eine Sickerstrecke nicht beriicksichtigt wurde. Die freie Ober-
flache ging unmittelbar in den Grabenwasserstand iiber, der bis zum Schnittpunkt
von Oberfliche mit Grabenwand heraufreichte. DaB dies nach der Theorie
unmoglich ist, ist nachgewiesen. Richtig angestellte Versuche ergeben ebenfalls
klar die Sickerstrecke (SCHAFFERNAK, ScHOKLITSCH, K0ZENY, EHRENBERGER,
CasaGRANDE). Dem aufmerksamen Betrachter einer Grabenbdschung im Grund-
wasserkessel entgeht der stark feuchte Streifen, die Sickerstrecke, gegeniiber
der Kapillarzone nicht.

Fiir das vorliegende Verhéltnis von Wassertiefe und Sickerstrecke wurde
die Dupurrsche Stromung zum Vergleich herangezogen (s. Abb. 80, S. 109).

Das Ergebnis ist: Wenn Wasserstand und Sickerstrecke fast gleich lang sind,
kann die Strémung mit gréBter Anniherung mit der Dupurrschen Formel unter-
sucht werden. Mafigeblich ist die Eintrittshthe der freien Oberfliche in den
Graben.

Die Frage der niherungsweisen Giiltigkeit der Duprurrschen Parabel kann
erschopfend beantwortet werden, wenn fiir die verschiedenen GréfBen des Para-
meters vgg, im Hodographen die GréBen und Verhéltnisse von Wassertiefe zu
Sickerstrecke in der z-Ebene errechnet werden.

Auf Grund einer allgemeinen Betrachtung der Verhiltnisse bei Verinderung des
Parameters vg;;,;, zwischen 0 und oo und unter Verwendung der beiden durchgerech-
neten Félle mit v = 1% und » = oo werden die davon abhéngigen Werte: Sicker-
streckenlinge S, und Linge der Endpotentiallinie S, schitzungsweise in Abb. 81,
S. 109 aufgetragen. Hiernach gilt die DupvrTsche Niherung bis zum Verhiltnis

Sepo
S

=(2+3).

4. Grundwasserstrom dureh einéen Damm mit lotrechten Boschungen.
Wassertiefe im Abzugsgraben ¢ =0. Vordere Béschung = reine Sickerstrecke.
Siehe Abb. 82—87, S. 109—111.

Vorbemerkung. Die Dupurrsche Parabel gilt nur fiir die Stromung aus
dem Unendlichen zu einem Schlitz in der Sohle. Fir die Stromung aus dem
Unendlichen zu einem Graben mit lotrechten Béschungen kann in einer gewissen
Grenze die Dupurtsche Parabel naherungsweise verwendet werden, was fiir
anndhernd zutreffende Verhiltnisse durch praktische- Versuche bestitigt wurde.

Wenn aber die Stromung praktisch nicht mehr als aus dem Unendlichen
kommend betrachtet werden kann, wenn also das Entnahmebecken sehr nahe
an den Abzugsgraben heranriickt, dann dndern sich die Verhéiltnisse. Der durch-
stromte Bereich wird zum Damm.
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a) Aufstellung des Hodographenrandes.

Fiir den vorliegenden Fall, daB im Abzugsgraben kein Wasser steht, ist die
Aufgabe bestimmt durch einen einzigen Parameter. Es ist die Gréfe der Sohlen-
geschwindigkeit am Wassereintritt in den Damm.

Durch diese Gréfe wird die geometrische Form des Grundwasserstrémungs-
bildes eindeutig festgelegt. Wie bei den fritheren Beispielen kann die geometrische
Form im voraus nicht festgelegt werden. Man kann nur fiir verschiedene Werte
des Parameters die Aufgabe durchrechnen, die Ergebnisse zusammenstellen und
durch Zwischeneinschaltung entsprechend verwerten.

Es sind lotrechte Dammbéschungen gegeben. Deshalb wird die freie Ober-
fliche im Hodographen zum ganzen Halbkreis. Die Sickerstrecke setzt sich als
Waagrechte im unteren Halbkreispunkt daran. In der z-Ebene folgt an die
Sickerstrecke die waagrechte Stromlinie. Sie wird durch den parallelen Polstrahi
im Hodographen dargestellt. Thr Schnittpunkt mit der Sickerstrecke liegt im
Unendlichen. An die waagrechte Sohle schlieft sich in der z-Ebene die lotrechte
Endpotentiallinie, die eine praktisch in Ruhe befindliche Wassermasse abschlieft.
Diese Potentiallinie wird im Hodographen durch den dazu lotrechten Polstrahl
dargestellt. Hier wiirden nun Potentiallinie und Stromlinie aufeinanderfallen,
was . nicht méglich ist. Um die Voraussetzung der konformen Abbildung zu
erfiillen, muB ein Trennungspunkt zwischen beiden Linien vorhanden sein. Vom
Unendlichen bis zu diesem singuliren: Punkt geht die Stromlinie, von hier bis
zum Pol die Potentiallinie. Die letztere Strecke stellt den Parameter dar. Fiir
den vorliegenden Fall wurde sie zu 1% gewahlt.

Der w-Bereich schliefit sich im antikonformen Sinne zum z-Bereich.

b) Isotachen-Isoklinen-Netz. (S. Abb. 82, S.109.)

Auf dem Halbkreis und auf der Sickerstrecke liegen die Isoklinenpunkte,
wie bekannt, fest. Die Stromlinien quellen nicht wie bei Aufgabe 2 aus dem Pol
(z-Ebene aus dem Unendlichen mit v = 0) hervor, sondern aus der Anfangs-
potentiallinie mit der dem Parameter der Aufgabe entsprechenden GréBtgeschwin-
digkeit. Bei Aufgabe 2 war v,00 = endlicher Wassermenge, hier muf fiir einen
endlichen Eintrittsquerschnitt die Geschwindigkeit einen endlichen Wert haben.
Im Hodographen ist diese Anfangspotentiallinie gleich der Isokline (—90°). Die
anschliefende Stromlinie ist Isokline (0°). Der singuldre Punkt ist Quellpunkt
der Isoklinen zwischen (—90°) und (0°). Der Pol ist ebenfalls Quellpunkt fiir
die Isoklinen zwischen (—90°) und (0°). Der untere Halbkreispunkt ist wie
iiblich Quellpunkt fiir die Isoklinen zwischen (—180°) und 0°. Im Feld treten
zwei Verzweigungspunkte auf. Héilt man fest, dall im Unendlichen » = 0 ist,
dann sind die iibrigen Isotachenwerte auf Grund der fritheren Angaben fast
mechanisch abzuleiten. Das ganze Bild gleicht einer durch verschiedene Dis-
kontinuitdtslinien zerlegten komplizierten Quell-Senken-Strémung.

¢) Ermittlung der Hodographenstromung.
Neben den normalen Integrationen zwischen den beiden Randstromlinien
und auf der Sickerstrecke untersucht man die Verteilung von ¢ auf der Anfangs-
potentiallinie.  Der Wert 9 auf ¢ = 0 stellt auch den Gesamtstrom dar.
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d) Hodographenintegration.
Sie bietet grundsitzlich nichts Neues. Als SchluBkontrolle gilt:

Ssi + YFreie Oberfliche — SAnfangspotentia]linie .

Die Dammbreite wird durch Xpee oberfiiche Z62€ben. Man kann dazu noch die
Lénge der waagrechten Stromlinie durch Integratlon aus dem Hodographen er-
mitteln.

Mit dem angenommenen Para.meter = 1k wird

S, = 0,74:% i Sg = 1,49; Yob, mliche = 0,75+ Xop. Friche = 1,08 Z .

’ k 7

Nachbemerkung. Erst in neuester Zeit! wird im Schrifttum der Versuch
gemacht, die freie Oberfliche nach Beispiel 4 mit Hilfe der DupUITschen Parabel
zu untersuchen. Durch die Auswertung von Versuchen entsprechender Grund-
wasserstromungen wurde festgestellt, da Anfangs- und Endpunkt der freien
Oberfliche auf der Parabel

Yo = —L+1fL2—{—h2
liegen. Fiir die Berechnung der Ergiebigkeit soll diese Gleichung sehr brauchbar
sein. Die Parabel selbst soll der Form der freien Oberflache nicht entsprechen.
In der Gleichung stellt y, die Austrittshéhe der freien Oberfliche an der lot-

rechten Grabenboschung, % die Eintrittshéhe und L die Breite des Dammes dar
Betrachten wir aus Beispiel 1 die Dupurrsche Parabel:

P = %(% +4)
fiir

z=0 wird y==

avj»a

also
¥ =yo(22 + yy),
nach y, aufgeldst:
' Yo+ 2ay, —y2 =0
vo= -+ et A,

setzen wir x = L und y = k, dann ergibt sich
yo=4=—L+ VI +i.

Also die erwihnte Gleichung ist die Durvirsche Parabel.

Merkwiirdigerweise pafit die Gleichung fast anndhernd fiir die Lingenver-
haltnisse der vorliegenden Aufgabe (s. Abb.87, S.111). Wenn man nun aber die
Ergiebigkeit mit der Formel nachpriifen will, wird das Ergebnis falsch. Das
Belsplel 4 erglbt eine Austrittshche der freien Oberfliche von 0,74 ¢/k. Es ist

L Neue Untersuchungen zur Berechnung von Grundwasserstromungen. Versffentlicht von
Prof. Dr. Zunkser, Breslau, fiir Dipl.-Ing. KoNrap Cuwarra T, Oppeln. Bautechn. 1938
H.8 u. 12.
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g=1 und k=1 im Beispiel. Dann muf} y,=1/1 werden, es ist aber 0,74 oder
umgekehrt miiBte '
g = Yok = 0,74 -1 sein, es ist aber. 1,0,

was wieder nicht stimmt.
Eine nidherungsweise Verwendung der Dupurrschen Parabel ist also bei
Dammdurchstrémung nicht statthaft.

5. Grundwasserstrom durch einen Damm mit lotrechten Boschungen.
Wasserstand im Abzugsgraben. Vordere Bioschung: Sickerstrecke und
Potentiallinie. S. Abb. 88, 89, 114, S. 111, 112, 125.

Vorbemerkung. Die mathematische Behandlung von Grundwasser-
stromungen mit Sickerstrecke ist im allgemeinen schon sehr schwierig, wenn
die Strémung aus dem Unendlichen kommt. Die Transformation des Hodographen
auf die obere Halbebene muB bei den bisher durchgefiihrten Beispielen mit ellipti-
schen Modulfunktionen

q= elat
erfolgen.

Hat das Anfangs- und Endpotential einen endlichen Wert (Damm), dann
mub die obere Halbebene auf ein im Endlichen geschlossenes Rechteck der Strom-
und Potentialfunktionsebene mit Hilfe des ScEwARz-CHRISTOFFELSchen Integrals
iibertragen werden. Dies fithrt auf ein elliptisches Integral erster Gattung
(doppeltperiodische elliptische Funktionen).

Die numerische Durchrechnung wird durch das Fehlen von tabulierten
Werten erschwert, und man muf} hiufig doch noch graphisch integrieren. Der Ge-
nauigkeitsgrad in der dritten Dezimalstelle wiegt die aufgewandte Miihe nicht auf.

Aufstellung des Hodographenrandes. Die Aufgabe verwertet die
Erkenntnis von Beispiel 3 und 4, d.h. die Geschwindigkeit der waagrechten
Stromlinie kann beim Eintritt in den Abzugsgraben nicht co werden, falls dort
Wasser steht. Im Hodographen schlieBt sich an das Bild der waagrechten Strom-
linie das der vorderen Randpotentiallinie an, die sich im Unendlichen mit dem
Bild der Sickerstrecke schneidet.

Es sind jetzt 2 Parameter fiir das geometrische Bild der Grundwasserstromung
bestimmend. Die groBte Eintritts- und die grofBte Austrittsgeschwindigkeit, wobei
die letztere die gréfiere von beiden sein muB.

Die Aufgabe selbst wurde im einzelnen nicht durchgefiihrt.

Nachbemerkung. Aus der schon erwidhnten Veréffentlichung von Hamzr
und GUNTHER iber Grundwasserstromung! wurde das durchgerechnete Beispiel
iibernommen. Leider sind die willkiirlichen Annahmen der Parameter nicht im
Hodographen vorgenommen worden, sondern in der oberen Halbebene, so daf
iber -die zugrunde gelegten Geschwindigkeiten unmittelbar (ohne schwierige
Riickrechnung) nichts bekannt ist.

Fir das in Abb. 88, S. 111 dargestellte Bild ist g/ nicht bekannt. Zeichnet
nman mit Hilfe des Netzverfahrens die Stromlinien /4, 9/2, $¢ ungefdhr ent-
sprechend ein und die dazugehérigen Potentiallinien, dann erkennt man, daf

1 Z. angew. Math. Mech. Bd. 15 (1935) H. 5.
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man zu den 4 Stromintervallen etwa 3,3 Potentialintervalle erhélt. Der gesamte
Potentialabfall ist aber ¢ == kh fiir freie Oberfliche und Sickerstrecke. o = ¢
= 1 cm?/sec angenommen, gibt

@ =331 = k(0,124 + 0,116) 4,

33:025 1
k= 02407 — 71 3,44 cm/sec,
damit
qg 1.2
T 344 0,2911,
2.
Su + Svora.p.r. = (0,124 + 0,081) 1 = 0,225 1 = oo 24— o771

Dieses ungefihr richtige Ergebnis stimmt mit den Untersuchungen fiir Beispiel 2,
3 und 4 sehr gut iiberein. Die Berechnung der Austrittshohe der freien Oberfliche
nach DuruIr ergibt

yo = —L + JL* + h* = —0,1585 + 70,1585% - 0,3212 ,
Yo = 07200>

tatsdchlich ist y, = 0,205.
Also auch hier merkwiirdige Ubereinstimmung, obgleich die Ergiebigkeits-
berechnung wieder falsch ist mit

Yo =

S

Hier heiBt es
-
Yo 0,77 5.

Die Form der freien Oberfliche stimmt dhnlich wie bei Beispiel 4 mit der Dupurr-
schen Parabel nicht iiberein. Zu einer vélligen Erschopfung des Problems miiBiten
wieder fiir die verschiedensten Werte der beiden Parameter im Hodographen die
Aufgaben gelst werden und ookt

die Ergebnisse in einem rium-
lichen Koordinatensystem aui-
getragen werden. In der
Abb. 89, S. 112 wurden diese
Verhiltnisse nach allgemeiner
Betrachtung schematisch ein-
getragen.

z -LEbene

o g

6. Grundwasserstrom iiber eine lotrechte
Wand, aus dem Unendlichen ins
Unendliche (Abb. 21).

S. Abb. 90—94, S. 113—116.

a) Aufstellung des Hodographenrandes
(Abb. 22).

Der freien Oberfliche entspricht der
vollstindige Halbkreis, da die freie Ober-
fliche in unendlicher Tiefe lotrecht wird.

Abb. 22,



Grundwasserstrom tiber eine lotrechte Wand, aus dem Unendlichen ins Unendliche. 61

A,, B, fallen in den Pol, in der w-Ebene, da v, =wv,; =0 ist. Bei Punkt D, und
E, nimmt die Geschwindigkeit die Gré8e & an (lotrechte Sickerstrémung). Also
liegen D, und E, auf dem lotrechten Polstrahl im Abstand £ vom Ursprung,
d. h. auf dem unteren Halbkreispunkt. Die Stromlinie BC wird zum Polstrahl
in der Richtung B, — C,. C, fallt ins Unendliche, da die Stromlinie um -—m/2
ihre Richtung dndert. Die Stromlinie ¢, — D, wird zum vom unendlich fernen
Punkt C, nach D,, gerichteten Polstrahl. Die Geschwindigkeit v, ist oo, v, = k.
Der Hodograph ist antikonform geschlossen.

b) Ableitung der Abbildangsfunktion.

Der Bereich der w-Ebene muBl auf das Rechteck der &-Ebene (Abb. 23)
abgebildet werden. Diese Abbildung 148t sich nicht unmittelbar durchfiihren,
sondern nur schrittweise.

Y
&~-£bene

—co<—E S, (Feieberi)|fT  V=IiTl A—>rco0
7z

Z S
-co<—p ol¢ +$
Bro0

Abb. 23.

I. Sehritt. Der w-Bereich (Abb. 24) wird mit dem Kreisdurchmesser & so
vergroBert, daf k/2 = 1 wird

2w
= — Abb. 25). . 2
wr k ( ) ur f oo 1. Schritt
Koordinaten wj-EbeZi
von w-KEbene Wr=-
A und B (0 +20) ArBry +uy
E und D (0 —ik)
C (0 4-700)
EoooLk e
F (E -t 2)
Koordinaten
von w;-Ebenc £.0,
A und B (0 4+ <0)
E und D 0 —142)
C (0 + 72 00)

Abb. 24. F (1 - 7’1) Abb. 25.
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IL. Sehritt (Abb. 26). Die w;-Ebene wird um +:1 verschoben.

- +i o0 . 2 N o1
IV I Sehritt wi = (4 = (5 +4).
A : !
’ wg—Ebene Koordinaten
=(Wr+i) von w;-Ebene wr-Ebene
4 und B (0 + :0) (0 4 41)
o Uy E und D (0 —12) (0 —z1)
] e (0 -+ 2 00) (0 4+ 2 00)
/ Abb. 26. F (1 —731) (1 +10)

£y

Yr g Schritt

1. Schritt (Abb. 27).
Der w;;-Bereich wird um C--coAn By
+7/2 gedreht i

. . . 2 2
wyp = twy = ¢(wy + 1) = (% - 1> Abb. 27.
Koordinaten von wi-Ebene wir-Ebene
A und B (0 + ¢1) (—1 + 40)
E und D (0 — 1) (+1 + 30)
c (0 - io) (+ 00 + §0)
F (1 4 20) (0 4+ 21)
IV. Schritt (Abb. 28). Der w;;-Bereich wird am Einheitskreis gespiegelt.
Uy \ V. Schritt wIV:’L:-—_l—:~ 1 I 1 3
wy—£L£bene Wiy X7 (wr + 1) (3_2_@3 . l)
7 - .  k
iz = 37 Koordinaten
/g
von wir-Ebene wiv-Ebene
A und B (—1 + 20) (=1 4 20)
E und D (+1+420) (+1 + 20)
c (F o0 +40) (0 + 20)
F (0 +31) (0 —21)

V. Schritt. (Abb. 29). Der wy,-Bereich
wird auf die obere Halbebene geklappt

1 1
v T T T e T ey
1 1
T iw, i) _(32L"~ 1).
Koordinaten k

von wy-Ebene wy-Ebene
A und B (—1 +120) (+1 —170)
E und D (+1 + 390)° (—1 —10)

C (0 + 20) (0 —<0)

Abb. 29. r (0 —1l) (0 4-¢1)

1 Hiitte 25. Aufl. Bd. 18.144 ¢, 1. 2 Hiitte Bd.1S.144¢,2. ? Hiutte Bd.1S.144 ¢, 3.
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Bis zum V. Schritt waren die Transformationen linear, die das Bild als solches
nicht dnderten.

VI. Schritt (Abb. 30). Der wy-Bereich wird auf die rechte obere Viertels-
ebene abgebildet. Das erfolgt mit der linear gebrochenen Transformation:

L
Wy = 1+ wV) _ (1 - wzv) _ . Wiy
v (1 — wy, 1+ wpy L1 Uy

YI. Schritt
by Wy -Ebene

I*Wr
W = 7wy

T ow v
_.]E, + 1 uﬂ
Wpr = |~ 5
1= 2w
T
Koordinaten von wy-Ebene wyr-Ebene
A4 und B (41 —20) (4 o0 + 20)
und ( 0+ to0)
Dund E (—1 —140) ( 0-+1:0)
¢ - ( 0—10) ( 14140)
¥ ( 04 1el) ( 04141

Der Halbkreis geht in uy; == 0 iiber.

VIL Sehritt (Abb. 31). Die rechte obere Viertelsebene wird auf die obere

Halbebene abgebildet. O
= I Schritt
14 2;,_;'_~ 2 wgr—£bene
kN Wz Wiz ) £
_ 2 _ k 2
wyp = (wyr)® = ;
1- w o .
T
Abb. 81.
Koordinaten von wyr-Ebene wy-Ebene
A und B (+ 00 + 20) ( oo+ t0)
und ( 0 -4+4o0) und (—oo0 4 40)
D und E ( 0-+10) (+ 04 140)
¢ ( 1+410) ( 1+4:0)
F ( O0-+1il) (— 1+ 140)

Der Winkel bei D, E wird verdoppelt. Dort ist damit die Abbildung nicht
mehr winkeltreu.

1 Hitte Bd. 1 S. 144 ¢, 4. 2 Hiitte Bd.1 S. 145 ¢, 5.
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Nun bleibt die Aufgabe iibrig, den Bereich der &- oder ¢, y-Ebene (Strom-
und Potentialfunktionsebene), (Rechtecksebene) aufzustellen und auf wy,;, ab-
zubilden (s. Abb. 23).

Wir wissen dabei nur, daB sich ein Parallelstrom vom pos. Unendlichen
(4 = @p = -+ o) zum neg. Unendlichen (¢, = @z = — o0), liber die Punkte C
und F mit unbekannten Koordinaten, ergiet.

Konforme Abbildung eines konvexen Polygons (§-Bereich [Abb. 23})
auf eine Halbebene (wViI;Bereich)l.

Die Abbildungsfunktion wird mit Hilfe des ScHWARzZ-CHRISTOFFELschen
Integrals abgeleitet. Es ist

wvil
& = fwym) 2_/
Wyl

Uypp, = (0 + 100) = By, Dy,
Upyp, = (F 00+ 90) = Ayyp, By

Upyp > Uypp, » Oy 6y = reelle Werte,

dwyy

(W — Wpr) % (Wypy — pyp)%e

Uyrr, = U1, »
o+ &y =2,
0<oy=1,
0<a,=1.
£ ist eine in der oberen Halbebene (1wy;; == 0) eindeutige und analytische
Funktion, denn sie hat die Ableitung:
a¢ dwy,,

dwyyr — (Wpzr — ) (Wygy — Ry}
f'(wyy) heiBt das Verzerrungsverhéltnis der Abbildung, wobei |f'(wy;;)| die
Léngendnderung, arcf'(wy;;) die Drehung mift. In den kleinsten Teilen sind
sich ja die entsprechenden Linienelemente dhnlich.
Es ist:

arc(f’ (wy;)) = —oyarc(wp; — Uppy,) — G ALC(Wpy — Upyr) -

= { (wyrg) -

Diese Ableitung existiert fiir jeden Wert

Wy = Uyyy, und  upp,.
Gerade auch fiir den unendlich fernen Punkt 4,;; = By, wy;; = Uy, existiert
die Ableitung. .

Wenn der Integrationsweg in der wy;,-Ebene von — oo bis + oo die beiden
singuldren Punkte Uy, und %y, durch einen kleinen Halbkreis umgeht, bleibt
arc(f' (wyp)) -

stetig.
Jeder der einzelnen Strecken A,;; — Ey;; und By, — Dy der ugp-Achse
entspricht auf der {-Ebene ein Stiick einer Geraden und wegen der Stetigkeit

! Hierzu RoTHE-OLLENDORFF-PoHLHAUSEN: Funkentheorie, S. 70, 16. Berlin: Springer
1931.
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von f(wyy) ergibt die Abbildung dieser Geradenstiicke in der £-Ebene einén
Polygonzug (unendlich langer Streifen), wenn wy;; die uy;-Achse von — oo
bis -+ oo durchliuft. In der Umgebung von uy;; nimmt der Arkus von (wyy; — %y,
von 7 auf 0 ab, also ist die Anderung von

arc(f (wyr) gleich (—oy) (—7) = &, 7.

In der Umgebung von wuy;;, nimmt der Arkus von (wy; — %ypyy,) von O auf +x
ab, also ist die Anderung von

arc(f' (wyy)) gleich (—&,) (—7) = xy 70.
o, 7 ist der AuBenwinkel des Polygonzuges (Streifens) der &-Ebene in der Ecke
—oo(#, D).
x,7 ist der AuBenwinkel des Streifens der £-Ebene in der Ecke +-co(4, B).
Die Summe dieser AuBenwinkel betrigt:

KT 4 xyw = 27,
' 6, =1,
&g =1.

& ist auch bei wy;; = oo regulir; der co-ferne Punkt wird aus dem Integral
weggelassen, da wir arc (f'(wyy;)) schon kennen und |f (wy;;)| = const ist. Somit
enthélt der Streifen der £-Ebene genau die 2 Ecken uy;; und uyy; , er ist konvex
und geschlossen. Die Abbildung ist an den Ecken nicht winkeltreu, die beiden
Exponenten &, und &, sind = 1. Die X' «, = 2 enthilt keine gebrochenen Werte,
deren Auswirkung einen Ausdruck ]/ f(x), f(x) = ganze Funktion 3. oder
4. Grades, ergeben wiirde. Daher kann hier ein elliptisches Integral I. oder
II. Gattung oder gar ein ABELsches Integral vermieden werden.

&= f(wVIdeII _ /dwwl = Inwyy; .

7 '“7111 Wyy

wyp in w ausgedriickt ergibt die Abbildungsfunktion fir die w-Ebene auf die
&-Ebene.

Es ist
ik
2w + 1k __2w—l—ik—|-ik_w+'ik
1— ik T 2w+tik—ik w
2w + 1k
Damit

£ = 1n(w+zk>_2ln(w+ik‘).

Jetzt muB noch der Punkt C in der 5 Ebene festgelegt werden.
Es ist:

w-Ebene wyiz-Ebene
C (0 4 700) 1+17-0)
wy-Wert eingesetzt . _
£ = ¢+ iy =In(wyy) = Iy, +ivpy),
@ 4+ ity =Inl=0.
Also hat C die Koordinaten: ¢ =0, $=0.

Breitendder, Grundwasserstromungen., 5
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Festlegung des Punktes F'.

wnI-Ebene

F (—=1+¢-0)
@ +ipy=In(—1)=+in,
g=0,
p=um.1

Also hat ¥ die Koordinaten: ¢ =0, p=ax.
Da aber F irgendwo auf der freien Oberfliche der z-Ebene liegt, liegt es
damit auf der Linie, der der Gesamtstromwert ¢ zukommt.
Also
Pp=7.
Die Abbildungsfunktion ist demnach

o (wt k)
f—2lnT.

Wenn nun ¢ nicht gleich 7 ist, sondern gleich ¢, muf & sich vergréBern im Ver-

hiltnis gq/k.
£ =20y, 0T k)
TT w

Wenn man die Regelfille von Quell-Senken-Stromungen nidher untersucht,
kann man oft enge Ubereinstimmung mit den Hodographenstromungen finden.

In PrASIL?, 2. Aufl., S.184 finden wir das Netz der subtraktiven Uberlagerung
zweier gleich starker polarer Netze bzw. einer Quelle und einer gleich starken
Senke (s. auch Teil I, Kap. F).

Die Abbildungsfunktion lautet mit unseren Bezeichnungen:

k
f=mfo-+ ) —ifo— £ = [

Es ist das Netz der apolonischen Kreise. Wir betrachten das Netz auBerhalb
des strichpunktierten Einheitskreises und nehmen die Quell-Senken-Punkte auf
der Imagindrachse an. Ferner verschieben wir die Quelle in den Ursprung, die
Senke in den Punkt (0 — ¢k). Das ergibt die Abbildungsfunktion

. w -+ ik
¢ =In(*5H).
Aus den eingeschriebenen Funktionswerten entnehmen wir, daB zwischen Achse

und Einheitskreis der Strom p = % 7= -;5 flieft. Haben wir nun ¢ als Strom,

so #ndert sich & im Verhiltnis:

2q
T
Also
_2¢. (w+ ik
f= 2 (21,

1 Hitte Bd.1 S.67, 13. .
2 PrASi, Fr.: Technische Hydrodynamik. Berlin: Springer 1926.
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Auf Grund dieser Uberlegungen gibt DACHLER in seiner ,,Grundwasserstromung‘
8. 98 die betrachtete Strémung, allerdings mit anderen Vorzeichen!.

¢) Integration des Hodographen.

Es ist:
_2q w+ ik
= m("00),
hieraus
nE
w4+ 1k = we2?
ik
w= ¥ s
2q 1
. &
z—/ /(24—1)d§,
&
_2¢ 5, &
=R T

Diese Funktion bildet die (Rechtecks-) Ebene auf die Grundwasserstromungs-
ebene ab.

d) Aufstellung der Gleichungen der Strom- und Potentiallinien.

_ 20 5, &
B AR TR
i 2q “P+W) (g +iy)
’““H-’/“mk IR ¢
5T aT ., .
= 20 2?2t @ty
T ink ik’
2¢ 5 ip _p
— 29 2,7 2 L
Py <cos -+ 7 sin 2q1p)+ T 7>
x—}—i :ﬂezq cos— + 2q ¢sin§q'w+ig_w,
y ik ¥ k-
Reeller Teil = 0 gesetzt
2q e
=29,2¢ gin™¥ __ ¥
&= _—re“!sin 2q R (1)

Imagindrer Teil = 0 gesetzt

@@
T

21 cos 2 1
2¢

w24
Y= "%

@)

8

1 Die dort angedeutete Losung stammt laut FuBnote von A. Baranorr: Uber die Lésung
von Grundwasseraufgaben mit freier Oberfliche. University Research Institute. Shanghai
1935. In englischer Sprache.

h*
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Aus (1) e x4+ ¥
29 5y .k
€ - 3
nk sinﬂ
2¢
v
2q. |nk w,_l_,k
p=—"In|7—1- s
7 2q . Y
Sim-———
2q
in (2)  eos =Y : hid
_ +'i cos 2q 2q In nk w+k
y= x k ,ntp+7rk 2q . ay ||’
Sin—=— sin -—
‘ 2q 2q
Gleichung der Stromlinien.
aus (2 e
e
- 2q k] 2q
. TP
_ 24 2 nk g
P = ;arccos{(k —y)2qe :
in (1) 29 =2 r —=Z
= 29 2q g L _NElT2
r=_oe 2 sin arccos[(k y) 3q e ‘1]
ng
-2 @ ak —5o
== ¥ yli—=e 27
- — arccos{(k )2q¢ },

Gleichung der Potentiallinien.

Die y-Werte und ¢-Werte schreiten bei der exakten Behandlung in Einheiten
von gt vorwarts.

p = q gesetzt.
q
xr+ 5
. q 7w 2q nk J
s —
2
ctg%———O, sin%:l,

_2q., (7k 4 .q
y= ﬂh‘(ﬁw +§)-(w +E), ,
Gleichung der freten Oberfliche

oder fiir die freie Oberfliche ¢ = ky gesetzt
xky

2 ' kb~
x:;%éu sinla,rccos[(y Y5 e 2‘1”,

2q nk ~Thy
22 — ) = 2q
ﬂkarccos[(y y)2qe J,

T
arc cos( = 3 sin 5 = 1,
nhky
2q -5 q
= —_— L S
x nke 13

GQleichung der freien Oberfliche. ,
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Diskussion der Kurven.

Die freie Oberfliche hat die Form einer im MaSstab 2¢/zk vergroBerten
logarithmischen ‘Linie.

Die iibrigen Stromlinien sind “ebenfalls logarithmische Linien, iberlagert:
durch eine Gerade.

Die Potentiallinien sind franszendente Kurven ven der Form

x = ¢;sinfarccosc,y] — €3arcCosCyy .

Die Qleichungen der Isotachen wnd Isoklinen der Grundwasserstromung werden
so verwickelt, daB sich eine exakte Behandlung nicht lohnt. Man entwirft sie
am besten mit dem Isotachen-Isoklinen-Netzverfahren.

Der theoretische Gang ist: Aufstellung der Differentialgleichungen von Strom-
und Potentiallinien.

Ein anderer Weg,-das Isotachen-Isoklinen-Netz zu finden, ist folgender:

Das in die Hodographen: (w-)Ebene transformierte Isotachen-Isoklinen-Netz
ist bekanntlich das Netz aus konzentrischer Kreisschar und Polstrahlen.

Dieses Netz bildet sich auf das Rechtecks- (¢ = r -+ is-)Netz ab mit der
Funktion:

t=Inw
und invers
w = et — er+is

fiir die Werte
, r entspricht Inv,

s 8 3 Y.

Die Linien des Hodographen bilden sich aber auf die z-Ebene ab mit der
Funktion: ‘

z = f(w).
Es ist
£= 2__q1n(w+ik),
7T w
ok
w = n; (s. Abs. c).
o0
29 %— &
= ¢ — =
FE kT Tk
& in w ausgedriickt: ‘
x 2q w1k .
2 :_.2_(18517]“( w ) — 2_q]n w+7’k)_
ik ik w
w = ¢ eingesetzt:
‘ et +ik .
s:—.%q—em(_—' - )_TZ_q]n(e‘—l—zk
ink imk”\ e )’

2 q eln (et -+ 4 k)
et

— In(et + 2k) + t} .
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Diese Funktion bildet das Isotachen-Isoklinen-Netz der Grundwasser-
stromung ab. _

Wenn die Strémung mit graphischen Methoden ermittelt wird, kann man das
Isotachen-Isoklinen-Netz der Grundwasserstromung aufler durch unmittelbares
Einprobieren einfacher auf folgende Weise erhalten:

Das in die w-Ebene transformierte Netz besteht immer aus einer Kreisschar
und aus Polstrahlen.

Der durch den Ordinatenpunkt —i% gehende Kreis hat als Isotache den Wert
In%. Den Isoklinen-Polstrabhlen mufl man die arcy-Werte der z-Ebene zuweisen.
Zum Pol hin geht v~ 0 zuriick, vom Pol weg gegen oo.

Man sucht auf den zu transformierenden Strom- und Potentiallinien der
w-Ebene die entsprechenden Schnittpunkte mit den Kreisen-Isotachen und
Geraden-Isoklinen auf. Diese Punkte iibertrigt man mittels der - und y-Integral-
kurven auf die z-Ebene; aus der entsprechenden Verbindung der Punkte gleichen
Wertes erhdlt man das Isotachen-Isoklinen-Netz der z-Ebene.

e) Ermittlung der Hodographenstrémung mit dem Isotachen-Isoklinen-Verfahren.
Siehe Abb.91—92, S.113—114. _
Das Netz ist ohne singulire Punkte im Bereich und daher leicht aufzustellen.

f) Hodographenintegration.
Sie bietet keine besonderen Schwierigkeiten. Der Zusammenhang wird her-
gestellt durch Integration lings der Potentiallinie ¢ = 0.
Da die lotrechten Stromlinien rechts der Wand » = % haben, ist die Breite
der Gesamtstromung im Unendlichen b = ¢/k. Diesem Wert ndhert sich die
Strombreite asymptotisch.

7. Grundwasserstrom iiber eine lotrechte Wand, aus dem Unendlichen
kommend, in einen waagrechten Schlitz flieBend (Abb. 32).
Siehe Abb. 95—99, S. 116—119.

Wie bei der Grundwasserstrémung
iiber einer waagrechten Sohle, bei der
der Strom in einen waagrechten
Schlitz fliet (Aufgabe 1), soll hier
A5 bei der Stromung iiber eine lotrechte
Wand ein waagrechter Schlitz, an-
grenzend an das obere Ende der
Wand, angenommen werden.

z -Ebene w-£bene
O« 4

Sy

~u

a) Aufstellung des Hodographenrandes
(Abb. 33).

Der freien Oberfliche entspricht
der vollstindige Halbkreis, da die
freie Oberfliche in die waagrechte
Sickerstrecke senkrecht einmiindet.
A,, B, fallen in den Pol des w-Be-
reiches, da v, =9y, =10 ist. Bei

o0
G

8

Abb. 82,

ot
=
s
<
@
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Punkt B, hat die Geschwindigkeit den Wert k. Also liegt £, auf dem lot-
rechten Polstrahl im Abstand £ vom Ursprung, d.h. auf dem unteren Halb-
kreispunkt: Die Stromlinie BC wird zum Polstrahl in der Richtung B, — G,.
C,, fallt ins Unendliche, da die Stromlinie um (—/2) ihre Richtung éndert. Die
Potentiallinie C,E, setzt sich aus den Endpunkten der lotrecht einmiindenden
Stromlinien zusammen. Demnach stellen in der w-Ebene die Endpunkte der
lotrechten Geschwindigkeitsvektoren die Potentiallinie dar. Der Hodograph ist
antikonform geschlossen.

b) Ableitung der Abbildungsfunktion.
Der Bereich der w-Ebene (Abb.34) muBl auf den Rechtecksbereich der
&-Ebene abgebildet werden. Diese Abbildung 148t sich nicht unmittelbar durch-
fithren, sondern nur schrittweise.

w=w(£).

Um die Form des Potential- und
Stromliniennetzes in der w-Ebene ohne
Beriicksichtigung des Durchléssigkeits-
beiwertes & und der Wassermenge gq,
also rein mathematisch, zu finden,
wurden hier verschiedene lineare Trans- : Abb. 34.
formationen weggelassen. Diese Trans-
formationen werden erst bei der Hodographentransformation (Integration)
durchgefiihrt.

Der Halbkreis wird als Einheitskreis angenommen. ‘Der Bereich w wird von
vornherein in die obere Halbebene, §mw = 0, als w; (Abb. 35) gelegt.

wy -Ebene

Abb. 85.

Nach den Ergebnissen der Aufgabe 6 wird w; abgebildet auf die obere Halb-
ebene wy; durch die linear gebrochene Transformation

wy - Ebene
1\2
1- ;) v
Wy — 11 3 (Abb. 36).
(1 + z;) -4 g 4.8—~co
Q1 —IC g,
Abb. 36.

Koordinaten von wr-Ebene wi-Ebene
A und B (— 1+410) (£ o0 4 20)
C (£ 00 + i0) (+ 1+0)

E (+ 1 4 40) (04140
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Wir stellen nun-das Rechteck in der &-Ebene auf (Abb. 37).

Dabei wissen wir, da sich ein Parallelstrom vom Unendlichen ¢, = ¢p = F oo
zum Potential ¢,z = 0 bewegt. Wir erhalten vermutlich eine transzendente
Funktion und weisen daher dem Strom
den reellen Wert 7w zu.

Die Halbebene w,; wird auf den
&-Bereich abgebildet mittels des Ansatzes

oo g von ScEWARz-CHRISTOFFEL. Wir folgen

O dabei dem entsprechenden Gang bei Auf-
7+ P g
cow4 Vo0 S Groe a2 &2be 6.
Abb. 87. Es ist
wirr d
Wi
= f{w = ;
£ j( 1) / (wrr — Wyg ) (W — W) (g — Upy)¥s °

Wil
g, = (04 ¢0) =F,
U, = (++1+140) = C,
up, = (oo +440) =4, B,
Gy oy + x3=2,
Upr, s Upty, UIL,> %1, Oy, &g = reelle Werte,
Upg, > Upr, > Ui,
0<wx, =1,
0<ay=1,
0<ay=1.
In der Umgebung von uy;, nimmt der Arkus von (wy; — ;) von 0 auf --7/2
ab, also ist die Anderung von arc(f (w;;)) gleich

(——cxl)(— g-) =oclg.

In der Umgebung von u;;, nimmt der Arkus von (w;; —wuy,) von +7/2 auf
+m ab, also ist die Anderung von arc(f (wy;) gleich

(—Dcz)(—g) = 0‘2%-

In der Umgebung von u;; nimmt der Arkus von (w;; — u;;,) von -+x auf 0
ab, also ist die Anderung von arc(f’(wy)) gleich

(—oeg) (—m) = 7.
oclg ist der AuBenwinkel des Polygonzuges (Streifens) der &-Ebene in der
Ecke (0 4+ i) = E.
062‘275 ist der AuBenwinkel des Polygonzuges (Streifens) der &-Ebene in der
Ecke (0 4 40) = C.

oy ist der AuBenwinkel des Polygonzuges in der Ecke (—oo 4 40) = 4
und B. '
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Die Summe dieser AuBenwinkel betrigt:

T T
%5+ a5t Gy = 27,

also 0q =%,
Ky = % ’
xg=1.
Es ist

wir

/‘ dwy; )
(wyy — O)2 (wyy — 12~

wIIo
Der oco-ferne Punkt wird aus dem Integral weggelassen, da arc(f (w;;)) bekannt
ist und |f (wy;)| = const ist.

£— / dwy, dwy,
b
un (wy; — 1) VW?I — Wi

& = Y Coj —Zi"if—’ = arr@of(l—zw,,) =In(1 — 2y + V1 F dwf— dwy — 1) *,

£=n(1— 2wy + V4wl — 4wy).
Wir verifizieren das Ergebnis:

Koordinaten von wy-Ebene £-Ebene

4 und B (400 + ¢0) — 00,

c (+1+10) (0 +1m),
also stimmt die Annanhme

B (0 4 20) (0 4+ 20).

Die gleiche Umfahrung des &-Bereichs und w,,-Bereichs 1i8t das Gebiet zur
gleichen Seite liegen.
Inverse Funktion:

¢ =1~ 2w + Y4u; — 4wy,
—defwy =1 — 265 I 28,

(t+a)

=i—265+625,

Wiy =

gesetzt, gibt

ausmultipliziert:
—4defw? 4 8fw;, — 4ef = w? — 2efu? + 2iud
+ 2w, — 4fw; + 2625w,
41 — 26f 4 2%,

* Nach Hitte Bd. 1 S. 75ff.
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Man kann diese Funktion auch ohne das ScAwWARz-CHRISTOFFELsche Integral
erhalten, durch schrittweises Weiterabbilden der w;;-Ebene auf das' Rechteck.
Diese Methode ist immer méglich, wenn das ScEWARz-CHRISTOFFELsche Integral
kein elliptisches Integral wird.

" Das Rechteck der &-Ebene wird auf das Innere des in der oberen Halbebene
¥ Sm=§&, gelegenen Halbeinheitskreises abge-
& -Ebene  bildet durch

& = ¢ (Abb. 38).

Koordinaten von £-Ebene &,-Ebene

4 und B — o0 (0 +<0)

o AE o (O +iz)  (—1+i0)
Abb. 88. B (0 4+ 20) (+1+1i0)

&, wird auf die obere Halbebene Jm = &, abgebildet durch

g — (1 + 51)2: (i * Z:) (Abb. 39).

1-&

Abb. 39.
Koordinaten von & -Ebene & -Ebene
A4 und B ( 0-+4120) ( 14+0)
C. (—1 4 20) ( 0+4120)
E (+1 +40) (£00 +40)

Bei der gleichen Umfahrung bleibt der Bereich zur gleichen Seite.

* &y muf} nun auf die obere Halbebene Jm = &; so abgebildet werden, daB &,
% identisch ist mit w;;. Diese

&,-Ebene Abbildung erfolgt durch die
Funktion:
1 1
53—1_52— 1+ ¢5\?
-co—A 05K AL~ 1-— 1 &
= P % €
Abb. 40. (Abb. 40).

Koordinaten von & -Ebene &;-Ebene
A und B ( 1+4+120) (o0 + 70)
C ( 0+1:0) ( 1+410)

E (- 00 + 30) ( 0-+140)
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Die Abbildung ist konform mit der &,-Ebene und mit der w;,-Ebene identisch.

Also ist:

&3 = wy

oder (1 _ i)z
1 wy,

L (1 + e§>2 (1 N l)2
1—é Wz
ausmultipliziert gibt dies:
—4efwi + 8efw, — 4ef = wi — 265w + e2fwlk
+2w; — defw; + 2e2fw,
+1 — 26f 4 €25,

was zu beweisen war.
Inverse Funktion:
nach w; geordnet:

wi + wi 2ef + wiet + 2w, — 12w, ef + 2w, e2f + 1  2¢F - €28 = 0,
hieraus:  wj(L 4 2¢f 4 €2%) + 2w, (1 — 6¢° 4 €2%) + (1 + 2¢° + ¢25) =0,
(1 — 6¢f + ¢29)

24+ 2 1=0.
wi + 2wy TENGE -+
wr = — (1 — 6e* + 2%) (1 —6¢f +¢2%)%
! (14 &2 (1 + &)

Fir die Folge wird an Stelle w; der Einfachheit halber nur w geschrieben.
w=1u -+ v,
E=g¢+ay.
Wir gehen von der impliziten Gleichung aus und ordnen diese um:
w2[e2f 1 2ef + 1] 4+ w[2e2° — 126F - 2] + e + 25 +1=0
(w + 1)2(ef + 1)2 = 16wef;
komplex zerlegt in reell und imaginér:
(w + tv 4 1)2(e¥(cosy + i siny) 4+ 1)2 = 16(u -+ ©v) (eP(cosy + ¢ sinp)
ausmultipliziert: (yp zur Abkirzung weggelassen)
[u? + 2¢uv — v* + 24 + 29v + 1][e2%(cos? 4 24 sincos — sin?) |
+ 2e%(cos + ¢sin) + 1] =
+[16ue? (cos + 2sin) + 164ve®(cos + ¢sin)],
reell = 0 = imagindr = O gesetzt:
e2?[(u? + 2u + 1 — v?) (cos? — sin?) — 2(2uv + 2v) sin cos]
+e?[2(u? 4- 24 + 1 — v?) cos — 2(2uv + 2v) sin — 16ucos 4 16vsin]
(w2 +2u +1 —2%) =0 =
1e2?[(2uv + 2v) (cos? — sin?) + 2(u? + 2% + 1 — v?) sincos
+ie?[2(2uv + 2v) cos + 2(u? + 2% + 1 — v?) sin — 16w sin — 16 cos
+[2uv + 29]. ‘
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Substitutionen:

I
e2®[(u? + 2u + 1 — v2) cos? — 2(2uv + 2v) sincos — (u? + 2u 4 1 — v?) sini?]
+eﬂ”[{2(u2 + 2% 4+ 1 — v2) — 16u} cos — {22uv + 2v) — 160} sin]
Fu2+2u+1—0]=0=e%x+4 e+ p.

1I.
e2?[(2uv 4+ 2v) cos? -+ 2(u? + 2u + 1 — v?) sincos — (2uv + 2v) sin?]
+e?[{2(2uv + 2v) — 169} cos + {2(w? + 2w + 1 — v2) — 16u} sin]
+[2uv 4 2v] = 0 = e2%q + e*b + ¢,

in I.
& == pcos? — 2dsincos — y sin? =4,
B =2y — 16u) cos — (20 — 16v) sin = B,
| !
in IL
a = dcos? + 2ysincos — Jsin? =4d,,,
b= (26 —16%) cos -+ (2y — 16u) sin = B,,
!
wenn
y=u>42u+1 —? =,
0= 2uv + 2v = C,,

e=2u%2 — 124 + 2 — 202
 =4duv — 120.
Aus GL I und II nach e? aufgelost und gleichgesetzt:

BV —day _ b VB —4dac
20 2a ’

VB — 4oy = VBi— 44,0, =W,,
Vb2 — dac = VB2 — 44,0, = W,

wenn

gesetzt wird, so ist:
—By A, + Wy A, — —B, 4, + W, 4,
—A,By + A, By = — A, W, + AW,
A2B? —24,4,B,B, + A2B: = A,W? — 2 A, A, W, W, + A2W?
A;(B‘f - W‘I)) —24,4,B,B, +'A?(B§ - Wg) =—24,4,W,W,
‘ “W?:_B?+4A1015 ~W;=—B§—{—4A202
44,420, —2 A A, BB, + 4 A% 4,0, = —2 4, 4, W, W,
24,0y — By By + 24,0,) = (=W, W,)* = (Bf —44,0) (B; —44,0,)
443C7 —4A4,B,B,C, + 84,4,0,0, + BB — 44,B,B,C, + 4 A2C%
~ BB — 44, B30, — 44,B2C, + 16 4,4,0,0, = 0
B} = {2cos? + 2¢{ sincos + £2sin?
B, B, = gl cos? -+ (62 — {?)sin cos + &{ sin?
B? — e2c0s? — 2¢{ sin cos + £2sin?.
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A3C3—24,4,0,0,+ 4301 + 4, B;C, — 4, B, ByC, — 4, B, B,Cy+ 4, BiC, = 0.

costy siny cos®y sin®vy costy ‘ sin®y cosy ’ sintyp
4303 =& [+9 | —4yd +2y% +4ys |
—24,4,0,0,=—2y8-| [+yd +292 —y0 + 262 . +y6
& —28 —4p0 —2p%
—y0 1
+ A0 = 9 [+6% +4948 —28° —496 -+ 62
.  4g? ]
4+ A,BIC, =y [y +2yel +ype? —208 — gt
—2642 " —46¢ —2yel
—y® ]
—A4,B;B,Cy=—6-] fyel | +y(e8— 1% —yel +20el +yel
—206C | —20(e* — {B)| —y2(2 — (Y o
—yel - . 1
—A,B,B,C; =—y -] [6el | +6(e2 — P —del — 2y¢&l
F2yel | +2p( — B —6(82 — %) | +del
—det . . 1
+4,BiC, = ¢ - [Se? —26eC A :
+2yp¢? —4yel +29L° :
=0 —de? [ +20¢el —488% =0

Diese (leichung zusammengefallt (y weggelassen):
cost[p2l2? — 29del + 62¢?]
4 sin2 cos?[49% + 89262 + 464 + y2L% —y2e? —dydel + 0% — 622
—sin#[y2e? + 2y0el + 6202] =0

oder:

cos?[(p2L — dg)?cos® + (y{ ~ de)*sin?]
—sin?[( ye+ 08)%sin? + (ye + 8)%cos?|
+4 sin? cos?[(y% + §2)2] = 0

oder:

cos?[(y{ — 6&)?] + 4 sin? cos?[(p? + 62)2] + sin?[—(ye -+ 60)21 =0
(yE — d¢)* = 42
(y? + 8%)2 = B2

: —(ye+ 00)? = —C?
Allgemeine Form der Gleichung

A?cos? 4 4 B?sin?cos? — (?%sin? = 0.

Substitution :
y=(u+1)2 — 2 =12 —p?
d=2(u -+ v = 2tv
e=2(y — 8u)

£ =2(0 — 8v)
gilt: cos?p[160°® -+ 1602 — 32v¢]2 + 4sin?y cosé'qr)[v4 -+ 20282 4 4]
—sin2y[29% 4 40282 4 244 — 1642 — 1602t + 162 — 16072 = 0.

= 2(f2 — v2) — 161 + 16

=4ty — 16v
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Das ist die Gleichung fiir die g-Linien (Stromlinien) in einem ¢ — »-Koordinaten-

system (f = u -+ 1) 0=yp=a

Firy =0 und y == sin?p =0  cosZp =1

wird die Gleichung zu 93 1 v — 20t =0

v=20 (Gerade, Ordinate)
und
v? + 12 — 2¢ = 0. (Kreis durch Pol und ¢ = 2, mit Halbmesser = 1)

Durch Einsetzen verschiedener Werte von o in die Gleichung, moglichst mit
gleichen Wertunterschieden zwischen 0 und 7, erhélt man die Schar der Strom-
linien im Hodograph.

Aus der komplexen Abbildungsfunktion kann man nun durch Eliminieren
von ¥ eine Funktion ¢ = f(u, v) herstellen. Damit hat man die Gleichung der
@-Linien, Potentiallinien im Hodograph.

Man kann aber auch in die komplexe Funktion y mit einem festen Wert
einfithren (z. B. 9 = z/4). Dann 143t man ¢ verschiedene Werte mit den gleichen
Unterschieden wie bei 9 annehmen und ermittelt die zugehérigen Koordinaten.
Fithrt man das Verfahren fiir verschiedene Werte von g durch, so erhilt man
das Potentialliniennetz.

Gibt man in dem Netz dem Halbkreisdurchmesser den Wert £ und dem
Gesamtstrom den Wert = 1, so hat man bei gleichbleibenden geometrischen
Verhiltnissen den Hodograph fiir ¢/k = 1.

¢) Integration des Hodograph.

Beim Aufsuchen der Abbildungsfunktion des Hodograph wurde die w;-Ebene
als Hodograph angenommen, um durch Transformationen und Beiwerte keine
unnétige Belastung fiir das Aufzeichnen des Strom- und Potentialliniennetzes
des Hodograph zu erfahren. '

Zum Zwecke der Hodographenintegration mufl zwischen w;-Ebene und
w-Ebene die Beziehung hergestellt werden.

Dabei vertauschen wir die Koordinaten der Ebene, so daBl die waagrechten
Achsen » und y, die lotrechten # und z sind. D. h. wir drehen dadurch ohne
Transformation.

I. Schritt. Die w-Ebene wird auf die w,-Ebene so abgebildet, daBl /2 = 1
wird. 2w
Wy = 7

II. Schritt. Die w,-Ebene wird so verschoben, daff der Kreismittelpunkt
in den Ursprung fillt. .

2
wy = (w, + 1) = — 1
oder w = w,,k2+ k_ g (wp 4 1).
Die w;-Ebene ist identisch mit der w;-Ebene, also

w:%(wl—}—l).



Grundwasserstrom iiber eine lotrechte Wand, aus ‘dem Unendlichen kommend.

Gemil Aufgabe 6 ist:
— {4
Auf Grund der Ermittlungen zu Beginn der vorliegenden Aufgabe ist:
— 8 28 At £\2
w=k<1_(1 6e+e )l (1 6e +e2)—1)3

79

2 a+ér (1+ &)*
w_ﬁ((l+2e§+e2‘5~—1+6e§——625;
2 (1_|_e§)2
1 28 | 4E__ 19,8 2 1085 14,28 AE_aE _o2F a3k
+(1+e§)2V1+36e7+e 1265+ 2625 — 12635 —1— 4625 — 48 —4F— 2625 463F)
£ & 1) ek
w:2k(2e +(e 1)21/ € .
y (14 €
Also:
_ 1 (14 &5)2az
2= 3%

26 4 (£ T1Y—&

Nun miissen wir noch den Zusammenhang zwischen ¢ und y = x herstellen.

Hs ‘ist mathematisch:

§ = f(w).
Es ist physikalisch:
=41
f=Lia).
D. h. wir setzen
7T
= 7 &
Damit wird
7 if 2
_ 1/ (1 +e? ) d§
T T, LR E2N
J 26t :t(ieQ’? 1)1/_641*
Substitution:
—e? —1¢ ﬂ:i_ln_ei_zit’
dw ER 2q
2Ve? ¢
= .
—el =12 dwzz—th,
nt
_ g [E+1p
2= ;70 ) dt

gibt
z k[ t+21nt+t].

Zwischenrechnung :

Int—:lnl/—(;& E=p+ip.
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Hauptwert des Logarithmus?!:

E7 ’ E3 d
—4§ 5P . . 247
1111’ Y zlnl»e“wsm%gu + 562! cosn—w]

2q
= ]/ el "’ 4 jarc tg[—.cfgg—;’p} .

g 1 ]/— Ze Y Ze
= 2| — g / —p4 —p4
2=z 7 it—{—2]11 ed |- e

/'___eq5
oder

a[. -5 nE 5.

_ 4 |. "3, . nE .3
z 7tk[ze + 27 p -+ e }

Das ist die Abbildungsfunktion zwischen Strom- und Potentialfunktions-
(&-) Ebene und Grundwasserstrémungs- (z-) Ebene.

d) Aufstellung der Gleichungen der Strom- und Potentiallinien.
Die komplexe Funktion

T Ep
2=-L ——% -+ QInV —et -+ ]/——eq ;
nk T
i
wird zerlegt in reelle und imagindre Glieder.

_Z%® _Ze
x+iy=i;g];e 24005%—}—%6 2qsm%+

2¢q /itp . q Y
-+ ﬁln]/ el — 2"% arc tg lctg?q] -+
T T

. P
4 30 0s T 4 2q i ¥
—|—nkze coszq nke sm2q.

Reelle Glieder = 0.

T a@
=L T gin ™ L P L ey 7Y
T =_ze szg + Py s1n2q . 1)
Imagindre Glieder = 0.
T 2¢ [o?¥] . 9 5,
=4 o 20 oY 24 TV 4 L 024 gog 2¥
Y= _z¢ OS5y Tk arc tg [ctg2q] + e cos 5. - (II)
In IT ¢y = 0 und kx = @ gesetzt
¢ —5% q Y ¢ 50
= 2¢ . =2 o 2_e2¢
Y 7 arc tg [ctg 2(1] -+ A
oder _zk k.
v ),

—_— Qleichung der freien Oberfléiche.
1 Hiitte Bd. 1 S. 67. ’
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Ermittlung der Stromlinien. Elimination von ¢ aus Reell und Imaginér:

TP TG (L‘—-%
(A7) B (I
R
nk 2q
2q TY
_ae 7w Yy + ﬂarc tg ctg?q
e 24 4 e2¢ p . (I1)
icos—w
k 2q
aus (II) ap agly + :% arc tg [ctg 7;—11;]
1 el =— g24 s
o 9 o Z¥
nk 2¢q
geordnet:
TP T Y + e arc tg [Ctg 72}_‘!)}
el — ¢24 i 1=0,
icosﬂ
nk 2q
g Y / 29
Ed — t = tg ——
e‘ﬂ_l y + 7 81¢ g[ctg2 } l//l y+ﬂkarctg{cg2 } .
BE e ¥ 4 TAINET" ’
k8 2 A 2
29 1Y —i— — arctg ctg2 / y + A]—carctg [Otgﬁg] W
p="In|5 1)
2 —q—cosl A o5 T¥
nk 2q L nk 2q i
aus (I 12
@ y+2ial'ctg ctgﬂ ] / y+2iarctg ctgﬂp
m—2—qln nk 2q :i:/l nk 2q)| 4
Q@ ST nk ?—q—- cos JI:(/! 4 q cos Z’lp
] — et —e2¢ nk 2q ak 2q J
2"
S 29

z—
nk l 2q Y q 27
:274111 B B -IEOOS2q nkcos2—q )
¥ 7 2q , ny
ﬁsm—g
29 ay 2q aplE ||
29 Y+ oF arc tg {ctg ﬂ} /1 Yy + o arc tg {ctg?q
BT S | T T bl [ v |
21 cos =* —%- €08 ;—
+ 1 nk 2q nk 2q +1
4 q Yy

Breitenoder, Grundwasserstromungen.
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82
Pay = Qun gesetzt;
gibt: p =1 y).
[y 1+ 22 v 2¢ ﬂ] T
y+ﬁarctg[ctg2—q] n 1 g+ﬂkarctg[ctg Y .
29 ¥ 4 L s 2¥
L nk 2q nk 2q J
2 zy 2q [ ﬁﬂ]
29 y+ﬂkarctg [ctg2q1 1 y+ﬂkarctg ctg g
z— —In —| - -1
7 ﬁcosﬂ 4 E—COSH
k 2q nk 2q _
= 2q . wy
;‘]ESH’I?
2¢ 7y [ Ty 42 7y *
2¢ y—]—jﬁarctg[ctg 2[1} 1 y—l—;tkarctg ctg2
z— —1In B 1
wk %ZCOSn—w 4 —q—-COSﬂ—w
+ 1 nk 2q nk 2q +1
4 2 inT¥
nk 2q
Das ist die allgemeine Gleichung der Stromlinien.
Ermittlung der Potentiallinien. Elimination von y aus Reell und Ima
gindr. Aus (I):
@
z— 2
n™_ .k
sin g TR [11, (a)
,1,( 2¢ _ 62(1)
ak -
aus (I1):
Y+ —2—[‘13,1‘0 tg [ctgﬂ
cos T¥ — .7k 291 _ 9] (b)
" 2g T A
i(e 20 ez”)
nk

nach Umordnung
arcsin[l] = arccos[2]

[2] = cos(arcsin[1]).

NPT TE 2 I
i) QIR - 2q 2q nl — _ i
arc tg {ctg 2q} e + e cos Jarc sin T e Y 2¢°
A\, 20 __ 424
nk
ok A 2 2q 2q ¢ si =y ==
2 arc ctg| tg| = \e -+ e=?)cos larcsin TR Yi3q|
9 e 20 _ p2¢
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in (I) eingesetzt:

¢ = f(x> .7/)
-2
in (a) eingesetzt: arcsin | ————————
. ( _z% ﬂ_qa)
9 29 _ ,2¢q
T\ e
g (_Q 1@) "_% nk
_ 1 2¢q 2¢q 1 —_—  — o
= arc ctg | tg S\ + e=%/coslarcsin BT Y 2q|
44, 2¢q _eZq)
wk

Das ist die allgemeine Gleichung der Potentiallinien.

Die Gleichung der freien Oberfliche lautete:
¢ Gur g —yrr g
y=a5e" tape M T
Fiir das Beispiel 6 lautete die Gleichung der freien Oberfliche (bei vertauschten
Koordinaten)
24 ﬂw
| G
Die Entfernung der freien Oberfliche von der lotrechten Wand am Schlitz
betragt:
x =0 gesetzt,

y=22—a),
y=—0363~ .

Die Uberstrémungshéhe a iiber der lotrechten Wand ist:
nk wk

=x T
y =0 gesetzt: 0 =e27 4 ¢ 20 — g,
2q, (@ | q/a*
$~ﬂln<—2“ﬁ:,/z“ >,
v =0,652 L.

Die beiden Gleichungen fiir die freien Oberflichen nach Beispiel 6 und 7
haben einen sehr verwandten Aufbau.

Man muB beriicksichtigen, daBl der Koordinatennullpunkt bei der Aufgabe 7
mit dem oberen Ende der lotrechten Wand zusammenfillt, bei Nr. 6 aber um
2q/nk iiber diesem Punkt liegt.

Beide Gleichungen auf Wandende als Koordinatennullpunkt bezogen, lauten:

7k wk
Tz ———g . .
y = 5-?708“ _{_ﬁe 20 % (Beispiel 7)
und
7k
gy 22,257 _ 4 (Beispiel 6)
y=_ 7 P

6*
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k
Fiir groBe x wird der Wert des Gliedes ;qk—e 2¢° 0. Dann lautet mit
anndhernder Giiltigkeit:
ok
y=2 2"~ 1 (Beispiel 7)
und ok
2q ——x—1 q .
Y= 2q — - (Beispiel 6)

Die Stromung iiber die gleiche Wand nach Beispiel 6 hat eine hoher gelegene
freie Oberfliche (um rund 0,4 g/k) bei gleichem g¢/k als die Stromung nach Bei-
spiel 7.

e) Ermittlung der Hodographenstromung mit dem Isotachen-Isoklinen-Verfahren.
Siehe Abb. 97, S.117.

Das Netz ist ohne singulire Punkte im Bereich und daher leicht aufzustellen.

Um die Genauigkeit des Verfahrens iiberpriifen zu kénnen, wurde das Netz
mit nicht ganz reinen Quadraten eingezeichnet. Nach Durchfithrung der ver-
schiedenen Integrationen ergab sich eine groBte Abweichung von 2,7% der
Ordinatenwerte an einem Punkt der freien Oberfliche zwischen mathematisch
und graphisch erhaltenen GroBen. Die beiden Linien konvergieren sehr rasch
wieder, was aus einem Vergleich der Integralkurven zu entnehmen ist.

f) Hodographen-Integration.

Sie bietet keine besonderen Schwierigkeiten. Der Zusammenhang wird her-
gestellt durch Integration lings der Potentiallinie ¢ = 0. Der graphisch er-
mittelte Wert ist fiir S, = 0,366 ¢/k, der mathematisch ermittelte Wert
S, = 0,363 g/k.

8. Grundwasserstrom aus dem Unendlichen zu einem Graben mit durchlissiger
Sohle und lotrechten Bosechungen. Boschung ist reine Sickerstrecke.

Siehe Abb. 100—106, S.119—121.

Vorbemerkung. Der Fall, daf der Graben bis auf die undurchléssige Sohle
herabreicht, ist eigentlich in der Praxis sehr selten. Meist liegt die als praktisch
undurchlissig anzusehende Sohle tiefer als die Grabensohle. Der allgemeinste
Fall hierfiiv ist der, daB die undurchlissige Sohle unendlich tief ist.

Es lassen sich nun viele Moglichkeiten fir die Grundwasserstromungsbilder
aufstellen. Der vorliegende wird von einem Parameter (Sohlenbreite) bestimmt.
Wenn im Abzugsgraben Wasser steht, bestimmen zwei Parameter (Sohlenbreite
und Wassertiefe) die Aufgabe.

Ist die undurchlissige Sohle nicht unendlich tief, so sind drei Parameter
(Sohlenbreite, Wassertiefe und Tiefe der undurchléssigen Schicht) mafigebend.
Die gleiche Zahl Parameter ergeben ein eindeutig festgelegtes Strémungsbild,
wenn der Entnahmegraben dazu noch in endliche Entfernung heranriickt.
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a) Aufstellung des Hodographenrandes.

Im Grundwasserstromungsbild kann die lotrechte Stromlinie als Symmetrie-
achse betrachtet werden. Dies bestitigt ein spiter noch zu schildernder Grund-
wasserstromungsversuch. Die freie Oberfliche wird durch den Halbkreis dar-
gestellt. Da die Stréomung aus dem Unendlichen kommt und die Grabenbdschung
lotrecht ist, ist sie der ganze Halbkreis. Die Sickerstrecke ist die bekannte Parallele
zur Waagrechten durch den unteren Halbkreispunkt. Die Niveaulinie der Graben-
sohle ist der aus dem Unendlichen kommende lotrechte Polstrahl im Hodograph.
Andererseits ist die lotrechte Stromlinie der z-Ebene ein lotrechter Polstrahl.
Aus Griinden der Konformitdt muB die Stromlinje der untere Teil des lotrechten
Polstrahls sein, und zwar in seiner Lénge als Parameter der Aufgabe.

b) Isotachen-Isoklinen-Netz.

Die Isoklinenpunkte liegen auf Halbkreis und Sickerstrecke fest. Die lot-
rechte Stromlinie ist ¥ = +90°, die lotrechte Potentiallinie ist » = +180°. Im
Feld tritt ein Verzweigungspunkt auf. Der Pol ist Quellpunkt fiir die Isoklinen
von 490 bis 0°. Der untere Halbkreispunkt ist Senkenpunkt fir —180 bis 0°.
Der Endpunkt der lotrechten Stromlinie ist singuldrer Punkt und Quellpunkt
fiir die Isoklinen zwischen 4180 und +490°. Auf der lotrechten Stromlinie liegt
ein singuldrer Punkt (Verzweigungspunkt), der Staupunkt ist. Das ganze Bild
stellt komplizierte, sich gegenseitig verdringende Quell-Senken-Strémungen dar.

¢) Ermittlung der Hodographenstromung
und
d) Hodographenintegration
bieten keine neuen Probleme.

Der Parameter der Aufgabe beeinfluit die Linge der Sickerstrecke und die
Lange der Sohle. Bei Parameter = 1k wird Sy = 0,26 ¢/k und Sy, = 0,43 ¢/k.

Nachbemerkung. Die mathematisch einfach darstellbaren Gleichungen
der freien Oberflichen nach Beispiel 6 und 7 und eine gewisse Verwandtschaft
zwischen den einzelnen Randbedingungen geben Veranlassung, deren ndherungs-
weise Verwendung zu untersuchen.

Die GroBe der Uberstromungshéhe in Beispiel 6 ist a = 0,923 q/k. Tragt
man diesen Wert (g/k = g/k der vorliegenden Aufgabe) von Sohlenmitte, ab-
gewickelt iiber halbe Sohle und Sickerstrecke ab, so kann man durch den ge-
fundenen Endpunkt die dem Grundwert g/k entsprechende logarithmische Linie
legen und einen Vergleich iber den &hnlichen Verlauf der beiden freien Ober-
flichen anstellen. Fiir den hier gewihlten Parameter stimmt der Vergleich
annehmbar, vielleicht wire die Ubereinstimmung mit der freien Oberfliche nach
Beispiel 7 noch besser. Gibt man dem Parameter verinderliche Werte, so ergibt
sich nach allgemeiner Betrachtung schematisch das Bild der Abb. 106, S. 121.

Der Giiltigkeitsbereich fiir die Uberlagerung mit der logarithmischen Kurve

kann als zutreffend auf das Verhéltnis
}ﬂbe Sohlenbﬂait_e =5
Sickerstrecke =
geschitzt werden.
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9. Grundwasserstrom aus dem Unendlichen zu einem Graben mit durchlissiger
Sohle, lotrechten Bischungen und Wasserstand im Graben. Bosehung ist
Siekerstrecke und Potentiallinie.

Siehe Abb. 107—113, S. 122—125.

Vorbemerkung. Durch das Vorhandensein eines Wasserstandes im Graben
wird ein weiterer Parameter in die Aufgabe eingefithrt. Wie spéter ersichtlich
wird, wird die lotrechte Graben-Potential-Linie der z-Ebene im Hodograph
durch einen vom Unendlichen in das Gebiet hereinragenden Schlitz dargestellt.

Dadiurch wird die Aufgabe fir die mathematische Behandlung praktisch
unlgsbar. Bei allen Transformationen wird dieser Schlitz mitgeschleppt und
konnte theoretisch mit dem KorBEschen Schmiegungsverfahren dem Rand
angeschmiegt werden.

a) Aufstellung des Hodographenrandes.

Freie Oberfliche und Sickerstrecke, lotrechte Stromlinie und Sohle (Potential-
linie) des Grabens der z-Ebene werden wie bei Beispiel 8 im Hodograph dar-
gestellt. Zwischen Grabensohle und Sickerstrecke kommt die lotrechte Graben-
potentiallinie. Im Hodograph muf ihr der dazu senkrechte Polstrahl entsprechern.
Sie trifft die Sickerstrecke im Unendlichen. Wenn diese Potentiallinie bis zum
Pol hereingeht, ist der Bereich in zwei Teile durch diesen Schlitz geteilt. Das
ist ein Grenzfall. Der Bereich muf} aber zusammenhangend bleiben. Die Poten-
tiallinie kommt vom Unendlichen (Schnittpunkt mit der Sickerstrecke) herein
und wendet wieder zum Unendlichen, wo sie die lotrechte Potentiallinie des
Hodograph schneidet. Sie besteht gewissermaflen aus zwei Linien. Der Punkt
mit dem geringsten Polabstand entspricht in der z-Ebene irgendeinem von
vornherein nicht bekannten Punkt der lotrechten Graben-Potential-Linie, wo die
Geschwindigkeit ihren Geringstwert annimmt. Diese Geschwindigkeit wurde im
vorliegenden Fall zu 1k gewihlt.

Die beiden Abbildungen entsprechen sich im antikonformen Sinn.

b) Isotachen-Isoklinen-Netz.

Die Isoklinen-Werte liegen auf der Berandung im Hodograph fest: Halbkreis,
Sickerstrecke, waagrechte Potentiallinie auf der unteren Seite mit +90°, da
die Stromlinien nach oben senkrecht einmiinden; auf der oberen Seite mit —90°,
da die Stromlinien nach unten senkrecht einmiinden. Am Umkehrpunkt gehen
alle Isoklinen zwischen 4-90 und —90° durch, es besteht also dort eine Quelle.
Die lotrechte Potentiallinie ist Isokline -~ 180°, die lotrechte Stromlinie ist
Isokline + 90°. Der singulire Punkt zwischen beiden ist Quellpunkt fiir die
Isoklinen von -+180 bis 4-90°. Der Pol ist Quellpunkt fiir die Isoklinen von
+90 bis 0°. Der untere Halbkreispunkt ist Senkenpunkt fiir die Isoklinen von
180 bis 0°.

Im Unendlichen (Senke) ist v = 0, in den Quellpunkten v = oo und in der
Senke v = 0.

Die waagrechte Potentiallinie wirkt wie eine Trennwand fir die auf ihrem
Ende sitzende Quelle, -
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Im Felde befinden sich zwei Verzweigungspunkte, wobei der obere ein typischer
Staupunkt ist, der Verzweigungspunkt auf der lotrechten Stromlinie ist ebenfalls
Staupunkt.

Es sind drei eigentliche Quellen vorhanden, die sich gegenseitig verdringen
und eine ausgebildete Senke.

¢} Ermittlung der Hodographenstromung.

Grundbedingung ist wieder, lings der gesamten Berandung die entsprechenden
Werte und ihre Verteilung zu ermitteln und auBerdem geniigend Feldintegrationen
durchzufiihren. Eine wichtige Kontrolle ist die Integration von der einen Poten-
tiallinie zur anderen, deren Summe Null sein muB.

d) Hodographenintegration.

Wenn man einige Ubung hat, geniigt es, nur die Randwerte zu integrieren.
Das Grundwasserstromungsfeld wird dazu entworfen und die Netzpunkte werden
durch Differentiation iiberpriift.

Die beiden Aufgabenparameter werden je zu 1£ gewahlt. Es ergibt sich dabei:

Sso = 0,2085 8, =0387L;  Sy=00821.

Nachbemerkung. Die Summe der eben erwihnten drei Langen betrigt
0,767 g/k. Die Uberstromungshohe a = 0,923 g/k der Aufgabe 6 mit der logarith-
mischen Kurve wurde auf dem Rand abgewickelt und die freien Oberflichen
miteinander verglichen.

Man sieht daraus, da8 fiir Uberschlagsberechnungen die Néherung brauchbar
ist. Wenn dhnliche geometrische Bilder eines Graben- oder Baugrubenquerschnitts
vorliegen, dann miflt man von Sohlenmitte bis zum Eintritt der freien Oberfliche
die Berandungslinge a. Der k-Wert als Bodenkonstante kann ermittelt werden.
Dann ist ¢ = 1/0,923a% m3/sec und lfdm. Uberschligig kénnte man aus ¢ und @
auch % ermitteln.

Diese Naherung gilt aber nur in einem gewissen Bereich, der durch die Para-
meter bestimmt wird.

Es wurde versucht, in Abb. 113, S. 125 diese Verhiltnisse nach allgemeiner
Betrachtung schematisch darzustellen.

10. Einige Grundwasserstromungen mit verwickelteren Randbedingungen.
Der nichste Fall einer Grundwasserstromung zu einem Graben mit lotrechten
Boschungen und Wasserstand im Graben ist der bei tiefliegender undurchlissiger
Sohle. Es tritt ein weiterer Parameter auf, und zwar die waagrechte Stromlinie.
Der Hodograph wird durch sie vom Pol aus geschlitzt (s. Abb. 114, S. 125). Die
beiden Schlitze kénnen sich im Grenzfall berithren. Im iibrigen muB der Strom-
linienvektor kleiner als der Potentiallinienvektor sein. Der GroBtwert des Strom-
linienvektors gibt die grofite auftretende Sohlengeschwindigkeit in einem von
vornherein nicht bekannten Sohlenpunkt an. Diese Stromlinie kehrt im Hodo-
graph wieder zum Nullpunkt hin um. MaBgeblich sind drei Parameter.
Kommt die Strémung iiber der undurchléssigen Sohle nicht mehr aus dem
Unendlichen, sondern von einem in der Nihe gelegenen Speisungsgraben mit
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lotrechter Boschung, dann tritt ein 4. Parameter hinzu. Diese lotrechte Potential-
linie kann im Hodograph nur durch einen waagrechten Polstrahl abgebildet
werden; dort ist aber die waagrechte Stromlinie auch unterzubringen. Aus
Griinden der Konformitdt miissen beide zusammenfallen. Auf der unteren Seite
liegt die Potentiallinie, auf der oberen die Stromlinie.

Eine weitere Grundwasserstrémung ist die Durchsickerung eines Kanaldammes
diber undurchidssiger Sohle (s. Abb. 115, S.126).

Es gibt hier drei wesentlich verschiedene Klassen des Hodograph, die ihr
hauptsédchlichstes Merkmal in den unterschiedlichen Sohlengeschwindigkeiten
haben:

1. Summe der beiden Bdschungswinkel <90°.

2' ER] ”” LR} 3 — 900.
3' b2} 23 23 39 > 900.

Es wire interessant, diese Fragen durch geniigend Untersuchungen so zu
16sen, daB eine liickenlose graphische Ubersicht iiber die Verhaltnisse gewonnen
werden kénnte. Man konnte dadurch manchen Zweifel, der in neuester Zeit
im Schrifttum iiber dieses Problem bekanntgeworden ist, beseitigen.

In Abb. 116, S. 126 werden die Verhiltnisse der Zustrémung zu einem Polder-
gebiet diber tiefliegender wundurchlassiger Sohle allgemein dargestellt. Die vor-
liegende Aufgabe wird durch 5 Parameter bestimmt.

SchluBbetrachtung. In Fillen, in denen die Grundwasserstrémung selbst
nicht im einzelnen untersucht werden soll, leistet der Hodograph wertvolle
Dienste. Nach einem Satz der Funktionentheorie treten die GroBtwerte einer
Funktion immer auf dem Rand auf. In unserem Fall interessieren die Groft-
werte der Geschwindigkeiten, iiber die man sich durch Aufstellen des Hodo-
graphenrandes ein gutes Bild verschaffen kann. Wesentlich dafiir ist aber, daf
die bekannten Riander aus Geraden bestehen. Ist das nicht der Fall, so mull
durch Ersatz der gekriimmten Rander mittels Polygonen eine Naherungsmdoglich-
keit geschaffen werden. An den Polygonpunkten treten dann GréBt- und Kleinst-
werte auf, die bei den gekriimmten Réndern nicht vorkommen.

II1. Versuche.

A. Grundwasserstromungsversuche.

Zu Beginn der vorliegenden Arbeit wurde das Darcysche Gesetz ohne Ein-
schrinkung den Untersuchungen zugrunde gelegt. Nach neueren Untersuchungen
wird dem Darcyschen Gesetz ein groBler Giiltigkeitsbereich fiir praktische Auf-
gaben zugewiesen. Dabei wird erwdhnt, daB der lineare Zusammenhang, den
Darcy zwischen dem Standrohrspiegelgefille und der Filtergeschwindigkeit fest-
stellen konnte, nicht in aller Strenge besteht!.

Diese Tatsache ist sehr wichtig fiir die Beurteilung der durchgefithrten Ver-
suche.

Der Schwerpunkt der Untersuchungen wurde auf die Ermittlung der Stré-
mungsbilder gelegt und nicht auf die Feststellung der DurchfluBgréBen. Diese

1 DacHLER: Grundwasserstromung, S. 6.
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Feststellung héngt von sehr schwierigen k-Wertbestimmungen! ab, die den
Umfang der vorliegenden Arbeit iiberschreiten wiirden. Fiir ein und denselben
Sand konnen zwei Grenzwerte fiir die Durchlissigkeit? gefunden werden:

a) bei loser Schiittung,
b) fest zusammengeriittelt.

Der zweite Wert kann unter Umstdnden nur die Hélfte des ersten betragen.
Schwierig ist es, den Lagerungszustand in der Versuchsrinne richtig zu erfassen.

Die Versuche wurden in einer rd. 3m langen, 0,75.m hohen und 0,25 m
breiten Rinne durchgefiihrt. Auf der Vorderseite der Rinne war eine 1,20 m
lange Spiegelglasscheibe angebracht?.

Mittels Glasdiisen wurde an geeigneten Stellen unter leichtem Uberdruck
eine Farblosung in die Sickerstrémung eingebracht. Die durch die Strémung
mitgefithrte Farbe gibt in ihrem Verlauf die ungefihre Form einer Stromlinie
an. An Punkten mit geringer Geschwindigkeit hat die spezifisch schwerere Farb-
I6sung bei waagrechter Stromung die Moglichkeit, abzusinken. Dadurch entsteht
der Eindruck, als ob die Stromlinien dort nach unten durchgebogen sind, was
tatsdchlich nicht der Fall ist.

Es sind also zwei Umstinde da, die keine volle Ubereinstimmung zwischen
dem Versuchsbild und dem Rechnungsbild zulassen. Die Abweichungen vom
Darcyschen Gesetz und die Unterschiede zwischen der spezifisch schwereren
Farblosung und dem Wasser.

Hinzu kommt bei der freien Oberflache der oft nicht unbetréchtliche Kapillar-
saum, dessen Wasser vermutlich auch in langsamer Bewegung ist und das Er-
gebnis beeinfluf3t.

Es warden fiir zwei Beispiele des Teiles II die Stromungsbilder untersucht.

1. Grundwasserstrom iiber eine lotrechte Wand, aus dem Unendlichen ins
Unendliche.

(Beispiel 6, Teil I1.)

Die Verhaltnisse des Unendlichen konnten natiirlich nicht dargestellt werden.
In der Gegend der Uberstromungsstelle an der lotrechten Wand ist aber der
Einfluf der verhiltnisméfBig weit entfernten endlichen Berandung nicht iiber-
méBig groB. Abweichungen werden aber entstehen. Die Versuche wurden in
zwei Anordnungen durchgefiihrt.

a) In 1,50 m Entfernung links von der lotrechten Messingblechwand wird
der Grundwassertriger durch ein lotrechtes Sieb vom Wasserspeisungsgraben,
der gleichbleibenden Wasserspiegel hat, getrennt. Rechts von der lotrechten
Wand wird der Grundwassertriger in einiger Entfernung ebenfalls durch ein
lotrechtes Sieb abgeschlossen. Dort wird der Wasserspiegel tiefstméglich ab-
gesenkt.

Diese Berandung koénnte im Hodograph nach langwierigen Berechnungen
natiirlich auch erfafit werden.

1 DacHLER: Grundwasserstrémung, S. 15.
2 Z. 6st. Ing.- u. Archit.-Ver. 1928 H. 9/10.
3 Z. ost. Ing.- u. Archit.-Ver. 1928 H. 9/10 (Methodik der Versuchsdurchfithrung).
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Abb. 41 zeigt die etwaige Form der Stromlinien. Als Grundwassertriger
diente Rheinsand (Huttenheim) von 0,5—3,0 mm Durchmesser. Der Sand wurde
vor dem Versuch mehrmals gewaschen.

Das zum Versuch benutzte Wasser wurde abgekocht. Am Ubereich und den
Riicklaufen wurde ein freies Einlaufen des Wassers vermieden. Diese MaB-
nahmen dienten dazu, das Wasser von der gelosten Luft zu befreien bzw. Luft-
aufnahme zu verhindern. Die Luft schligt sich sonst wihrend des Versuchs
in den Poren nieder und verdndert die Durchlissigkeit des Sandes.

Die freie Oberfliche wurde mittels in den Sand eingesteckter Drahtnetz-

Abb. 41. Grundwasserstrémung iiber eine lotrechte Wand.

rohrchen eingemessen. Uber dem sich darin eingestellten Wasserspiegel befand
sich ein rd. 3 cm starker Kapillarsaum. »

Der Versuch dauerte 6 Stunden, um gleichbleibende Verbéltnisse zu be-
kommen. Wihrend dieser Zeit werden alle Temperaturen auf gleicher Hdohe
gehalten. In Abb. 117, S. 127 ist die freie Oberfliche eingetragen, wie sie der
Versuch ergab. Die Uberstrémungshohe iiber der Wand betrug 4,97 cm.

Aus Aufgabe 6 entnehmen wir, dall diese Hohe

a = 0,923¢/k

betrigt. Die Gleichung der freien Oberfliche lautet:

Mit dem gemessenen Wert ist
q/k = 1,083 . 4,97 = 5,38 cm.

Damit kann man die Form der freien Oberfliche rechnen,
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2
Ergebnisse (h = Hohe der Punkte iber lotrechter Wand. h =y + 7?%0) . Werte in cm.

h
® Versuch ! Rnggflsnsl}ng R%i{gb‘;ng
0 4,97 497 | 4,25
15 10,12 8,61 ' 9,12
30 11,60 10,23 11,19
15 12,56 | 1126 | 1246
60 1342 | 12,03 | 13,38

Die errechneten Punkte liegen tiefer als die durch den Versuch ermittelten.
Dies 148t sich daraus erkliren, daB in der Gegend der Uberstromungsstelle das
Darcysche Gesetz nicht mehr gilt und an seine Stelle ein Potenzgesetz der Form
v = kJ* trittl.

EHRENBERGER gibt v == 0,3 em/sec bei einem Korngemisch mit d,,,, = 3,0 mm
als Giltigkeitsbereich fiir das Darcysche Gesetz an. Es ist zu beriicksichtigen,
daBl der Durchlissigkeitsbeiwert meist durch einen solchen Versuch ermittelt
wird, wo v tiber dieser Grenze liegt. Im vorliegenden Versuch wurde % in zu-
sammengeriitteltem Zustand zu 0,7 cm/sec ermittelt. Die Geschwindigkeiten
an der Uberstrémungsstelle liegen also weit iiber dem Grenzpunkt der Giiltigkeit
des Darcyschen Gesetzes. -

DacrLER gibt an Stelle des Darcyschen Gesetzes fiir grobporiges Material
die Potenzformel

v=oJF.

Die Beiwerte sind, wie sich aus einem angegebenen Schaubild ergibt, so gestaltet,
daf sich im Bereich der groBeren Geschwindigkeiten bei gleichem J nach dem
Potenzgesetz eine geringere Geschwindigkeit ergibt als nach dem Darcyschen
Gesetz.

Da das Potenzgesetz fiir den vorliegenden Versuch an der Uberstrémungs-
stelle in Betracht kommt, ergibt sich folgende Feststellung:

Wird die Uberstrémungshdhe a nach dem Versuch zu 4,97 cm ermittelt
und gilt dabei ein Potenzgesetz, dann ist die Wassermenge, die durchfliefit,
geringer, als sie bei gleichen geometrischen Verhiltnissen das Darcysche Gesetz
ergeben wiirde. Wird nun eine Gleichung zur Berechnung verwendet, die das
Darcysche Gesetz als Grundlage hat, dann ist bei a = 4,97 cm und gleichem %
(d. h. wenn %k = «x ist)

ey = 1,083 - 4,97 k.

Das tatséchlich durchflieBende ¢ ist kleiner. Damit wird das Verhiltnis ¢/k
rechnungsmaflig gréBer, als es sein darf, wenn an Stellen, wo das Darcysche
Gesetz gilt (flacher Teil der freien Oberfliche), Rechnung und Versuch iiberein-
stimmen sollen.

Deshalb wurde fiir ein kleineres g/k = 4,6 cm die freie Oberfliche iberpriift
(s. Tabelle S.91). An dem flachen Teil ist die ﬁbereinstimmung besser als mit
g/k = 5,38 m.

! Siehe EHRENBERGER: Z. ost. Ing.- u. Archit.-Ver. 1928 H. 9/10.
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b) Um die Berandung etwas mehr den Verhéltnissen anzugleichen, die dem
theoretischen Fall der Stromung aus dem Unendlichen entsprechen, wurde ein
kreisférmig gebogenes Drahtsieb als Behalter fiir den Grundwassertriger vor-
gesehen. An das Sieb grenzt das praktisch in Ruhe befindliche Wasserbecken
an. Die Form des Siebes entspricht etwa der an dieser Stelle vorhandenen
Potentiallinie der Grundwasserstrémung.

Die Stromlinien wurden an einzelnen Stellen sichtbar gemacht, und zwar
der Reihe nach. Wegen der erforderlichen Sichtbarkeit wurde die Farbkonzentra-

Abb. 42. Grundwasserstromung iiber eine lotrechte Wand. (Anpassung an die Verhiltnisse der Strémung aus
dem Unendlichen ins Unendliche.)

tion sehr stark gewdhlt. Dadurch wirkt sich das gréBere spezifische Gewicht
sehr ungiinstig aus, indem die gefirbten Linien an einigen Stellen nach unten
durchgebogen sind (s. Abb. 42 u. 43).

Der verwendete Grundwassertrager war sorgfiltig gewaschener Sand zwischen
0,5 bis 2,0 mm Durchmesser (Rheinsand, Huttenheim). Die gefiirbte freie Ober-
flache war durch den Kapillarsaum (stellenweise bis 12 cm) ungiinstig beeinfluBt.
Die Unterkante Kapillarsaum lag beim Firbungsversuch um @ = 10,5 cm iiber
der Oberkante der lotrechten Wand. Die Durchlissigkeit des Sandes wurde in
einem Versuch mit 12 zeitlich weit auseinanderliegenden Abstinden in einem
MeBgerdt zur Bestimmung des k-Wertes nach Terzacmr im Mittel zu %
== 0,26 cm/sec bei 20° C ermittelt. Der Wasserdurchflu wurde beim Farbungs-
versuch in der 25 cm breiten Rinne zu rd. 81 cm3/sec im Mittel gemessen (£ = 20°).

Es ist rechnungsmiBig ¢ = 1,083 - 10,5 - 0,26 - 25 = 73,8 cm?/sec.

Es wurde dabei angestrebt, die Lagerung bei beiden Versuchen durch gleichen
Einfillungsvorgang éhnlich zu machen. Ob die Ubereinstimmung tatsichlich
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vorhanden war, konnte nicht beurteilt werden. Bei der Gegeniiberstellung
zwischen freier Oberfliche nach Rechnung und Versuch gilt das gleiche wie bei

Versuch a.
Fiir einen weiteren Versuch wurden einige Punkte der freien Oberfliche in

Drahtnetzrohrehen eingemessen. Dabei war die Uberstrémungshéhe a = 3,77 em.

Hieraus erhilt man:
g/k = 1,083 - 3,77 = 4,09 cm.

Wird der eingemessene Punkt mit # = 51,5 cm und Hohe iiber lotrechter Wand

Abb. 43. Grundwasserstrdmung iiber eine lotrechte Wand. {Anpassung an die Verhiiltnisse der Stromung aus
dem Unendlichen ins Unendliche.) Teilweise Sichtbarmachung der Stromlinien.

h=18,2cm in die Gleichung der freien Oberfliche:

o= 24o20 ——%

nk
eingefithrt, so ergibt sich g/k zu 3,20 cm.

] 2
Ergebnisse (k = Hohe der Punkte tiber lotrechter Wand. % =y + 7qu> . Werte in cm.

z Versuch ‘ Rs(:zh&;;ng | R?gfgg;ng

0 3,77 l 3,77 ‘ 2,95
15 12,08 10,22 12,79
50 15,46 12,84° 15,72
31,5 18,26 14,36 18,20

Das Ergebnis zeigt uns wieder, daB es zweckméBiger ist, irgendeinen Punkt
der eingemessenen freien Oberfliche an ihrer flacheren Stelle mit den Koordinaten
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in die Gleichung einzufiihren, um dann annehmbare Ubereinstimmung zwischen
Rechnung und Natur zu erhalten, als die Uberstrémungshohe zugrunde zu legen
(s. Abb. 118, 8. 127).

Nach Durchfithrung gentigender Versuche koénnte man vielleicht zu dem
allgemeinen Ergebnis kommen, geometrische Grofen in der Gegend grofler
Geschwindigkeiten nicht mit ihrem vollen Wert in die auf dem Darcyschen
Gesetz beruhenden Gleichungen einzufiihren, um die Form der freien Oberfliche
oder k£ oder g zu ermitteln. Dies wiirde auch dem Potenzgesetz = xJ# ent-
sprechen, wenn das Gesetz dem in DacHLERs ,,Grundwasserstromung S. 14
gegebenen Schaubild dhnlich wére.

2. Grundwasserstromung zu einem Graben mit lotrechten Bosehungen und
Wasserstand, tiefliegende undurchlissige Sohle und Speisungsgraben in
endlicher Entfernung.

Dieser Fall entspricht dem in Teil IT, 10 erwihnten Beispiel.
Das Grundsétzliche dieses Versuches sollte sich darauf beschrinken, zu zeigen,

Abb. 44, Zustrémung zu einem Graben bei tiefliegender undurchlissiger Sohle.

daB duBerlich symmetrisch angeordnete Versuche sich tatsichlich in der Strémung
symmetrisch verhalten.

In den Grundwassertriger war ein rechteckiger Graben aus Drahtnetz ein-
gelassen. Rechts und links war am Ende der Versuchsrinne je ein Wasserspeisungs-
graben angelegt, vom Sand durch eine Drahtnetzwand abgetrennt.

Im Graben wurde das Wasser durch einen Heber auf gleichbleibender Héhe
gehalten, ebenso in den Wasserspeisungsgriaben. An nichtsymmetrischen Punkten
wird, nach dem erwihnten Verfahren, Farblosung eingebracht.

Als wesentliches Ergebnis wird festgehalten, dal der an der Sohle von rechts
her entlang wandernde Farbfaden in der Achse des Grabens lotrecht empor-
steigt (s. Abb. 44).
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B. Versuche mit dem elektrischen Gleichstromverfahren.

Versuchstechnik siche WrtTmMan~N-Boss: Wasser- und Geschiebebewegung in gekriimmten
FluBstrecken, S. 32ff. Springer 1938.

Unmittelbar lassen sich diese Versuche nicht anstellen, da die eine Rand-
stromlinie, die freie Oberfliche, nicht bekannt ist. Man kénnte allerdings die
freie Oberfliche annehmen, mit deren Verfahren das Stromliniennetz bestimmen
(bei Vorhandensein einer Sickerstrecke Verfahren unmdoglich). Daraus bestimmt
man das Isotachen-Isoklinen-Netz und priift nach, ob die Bedingung v = ksino
fiir die Isotachen- und Isoklinenwerte auf der freien Oberfliche erfiillt ist. Andern-
falls sind Verbesserungen erforderlich. Das Verfahren ist sehr umsténdlich.

Abb. 45. Ermittlung der Stromlinien im Hodograph mit dem elektrischen Gleichstromverfahren.
(Beispiel 11, 7.)

Besser ist es, die Erkenntnisse des Teils I zu verwerten und die symbolische
Stromung im Hodograph zu untersuchen. Das geht aber auch nur an, wenn
keine Sickerstrecke vorkommt.

Man legt an den Halbkreis den einen Pol und an die andere Randstromlinie
den anderen Pol einer Akkumulatorenbatterie und untersucht auf dem méglichst
groBen Neusilberblech die Linien mit gewihltem gleichbleibendem Potential-
unterschied. .Jm vorliegenden Fall sind diese Linien mit gleichbieibendem elek-
trischem Potentialunterschied die Stromlinien von gleichem Wertunterschied
in der Hodographenstrémung. Je gréfler das Neusilberblech ist an den Stellen,
wo der Hodograph sich ins Unendliche erstreckt, desto dhnlicher werden die
Stromlinien dem theoretischen Fall. Das Ergebnis muBl in die Grundwasser-
stromungsebene mittels Integration transformiert werden (s. Abb. 45). Tritt
in der Aufgabe eine Sickerstrecke auf, dann wird dieses Verfahren nur fiir eine
Naherungslosung giiltig. Denn die Randbedingung der Sickerstrecke kann mit
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der elektrischen Methode nicht erfaBt werden. Naherungsweise kann man das
Feld iiber die Sickerstrecke hinaus fortsetzen, wenn man an den Halbkreis im
unteren Punkt beriihrend einen Viertelkreis als Pol gleichen Wertes anschliefit
und durch dessen unteren Punkt das Neusilberblech parallel zur Sickerstrecke

Abb. 46. Ermittlung der Stromlinien im Hodograph mit dem elektrischen Gleichstromverfahren.
(Beispiel II, 2.)

abschneidet. In der Gegend des unteren Halbkreispunktes wirkt sich diese
Berandung so aus, da auf der Sickerstrecke die Stromlinien ihrer theoretischen
Lage nahekommen. Die so ermittelten Stromlinien sollten aber nur dazu dienen,
eine Erleichterung fiir den Entwurf des Isotachen-Isoklinen-Feldes, insbesondere
bei einer verwickelten Hodographenberandung, darzustellen. Giinstig wirkt es
sich bei diesem Verfahren aus, wenn alle AusmaBe moglichst grof gewahlt werden
(s. Abb. 46).



Bildanhang

mit den Abb. 47 bis 118.

Breitendder, Grundwasserstromungen,
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Abb. 47 u. 48.

Tabelle der ev-Werte
zur Auswertung der Isoklinen-Isotachen-Netze.

el o [ Pele] o« |~
1{.011 1 2t ]|100]| 5728/ 0,175
2 5 | 1,001 | 0,916 § 22 | 105 | 6,250 | 0,160
3|10} 1,191 | 0839 ] 23 | 110 | 6,821 | 0,147
4| 15 | 1,209 0,769 § 24 | 115 | 7,441 | 0,134
5| 2 | 1,417 | 0,708 | 25 | 120 | 8,120 | 0,123
6 | 25 | 1,647 | 0646 | 26 | 125 | 8,862 | 0,113
7|30 | 1,688 | 0,502 § 27 | 130 | 9,670 | 0,103
8 | 35| 1,842 | 0,542 | 28 | 135 | 10,551 | 0,095
9| 40 | 2,009 | 0,497 § 29 | 140 | 11,513 | 0,087
10 | 45 | 2,193 | 0,456 § 30 | 145 | 12,566 | 0,080
‘11 | 50 | 2,394 | 0,418 | 31 | 150 | 13,708 | -0,073
12 | 55 | 2,611 | 0,383 | 32 | i55 | 14,958 | 0,067
13 | 60 | 2,849 | 0,351 | 33 | 160 | 18,321 | 0,061
14 | 65 | 3,110 | 0,322 | 34 | 165 | 17,814 | 0,056
15 | 70 | 3,394 | 0,205 § 35 | 190 | 19,433 | 0,051
16 | 75 | 3,702 | 0,270 | 36 | 175 | 21,221 | 0,047
17 | 80 | 4,040 | 0,248 § 37 | 180 | 23,141 | 0,043
18 | 85 | 4,408 | 0,227 | 38 | 185 | 25,257 | 0,040
19 | 90 | 4,810 | 0,208 ¥ 39 | 190 | 27,655 | 0,036
20 | 95 | 5249 | 0,190 § 40 | 195 | 30,066 | 0,033

Abb. 47. Strom- und Potentiallinien der Grundwasserstromung.

undurchlassige Sohle/

undurchidssige Sohle-/

Abb. 48. Strom- und Potential-
linien der Grundwasserstrémung.
Isotachen und Isoklinen der Grundwasserstrémung.
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Abb. 49.
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Abb. 55—58.
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Abb. 6062,
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Abb. 61. Ermittlung von ¢ auf ¢ = 1.

Abb. 60. Ermittlung von ¢ auf = 3/,

Abb. 62. Strom- und Potentiallinien im Hodograph.
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Abb. 67—-170.
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Abb. 71. Strom- und Potentia}linien der Grundwasserstrdmung.
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Abb. 72. Strom- und Potentiallinien im Hodograph.
Isoklinen- und Isotachen-Netz der Grundwasserstromung (z-Ebene), abgebildet im
Hodograph' (w-Ebene). Netzabstand = arc 60.
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Isoklinen und Isotachen der Grundwasserstromung. Netzabstand = arc 150.
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Abb. 78. Strom- und Potentiallinien im Hodograph.
Isoklinen- und Isotachen-Netz der Grundwasserstromung (z-Ebene), abgebildet im
Hodograph (w-Ebene). Netzabstand = arc 50.
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Abb. 79. Strom- und Potentiallinien der Grundwasserstrémung.
Isotachen und Isoklinen der Grundwasserstrémung. Netzabstand = arc 150,
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Abb. 80. Strom- und Potentiallinien der Grundwasserstromung.
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abgebildet im Hodograph (w-Ebene). Netzabstand = are 50.
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Abb. 86. Strom- und Potentiallinien der Grundwasserstromung.
Isoklinen und Isotachen der Grundwasserstromung. Netzabstand = arc 159,
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Abb. 90. Strom- und Potentiallinien
der Grundwasserstrémung..
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Abb, 91. Isoklinen und Isotachen
der Bildstromung im Hodograph.
Netzabstand = arc 69.
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114 Abb. 92.

Abb. 92. Strom- und Potentiallinien im Hodograph.
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Abb. 93. Strom- und Potentiallinien im Hodograph.

Isoklinen- und Isotachen-Netz der Grundwasserstrémung (z-Ebene)
abgebildet im Hodograph (w-Ebene). Netzabstand = arc 50.
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Abb. 94. Strom- und Potentiallinien der Grundwasserstrdmung.
Isotachen und Isoklinen der Grundwasserstromung.
Netzabstand = arc 150.
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Abb. 96 u. 97.

Abb. 97. Isoklinen und Isotachen
der Bildstromung im Hodograph.
Netzabstand = arc 59.
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Abb. 96. Strom- und Potential-
linien im Hodograph:
(Exakt ermittelt.)
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Abb. 98. Strom- und Potentiallinien im Hodograph. (Exakt ermittelt.)
Isoklinen- und Isotachen-Netz der Grundwasserstromung (z-Ebene)
abgebildet im Hodograph (w-Ebene). Netzabstand = arc 159.
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Vertauf des Wassereintritts.

Abb. 102. Strom- und Potential-
linien der Grundwasserstromung.

Abb. 101.

Sickerstrecke

Strom- und Potentiallinien im Hodograph.

\
/ \
R W
45" - <Jskdine ¥ -arc (459
—————— Ys ————=:Jsofache in -Vs), mo

2 - 050 Iyt
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Isoklinen- und Isotachen-Netz der
Grundwasserstromung (z-Ebene)
abgebildet im Hodograph
(w-Ebene). Netzabstand =: arc 59,
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Abb. 104. Strom- und Potential-

N 3 - linien der Grundwasserstromung.
_ skl Voare €159 S > Isoklinen und Isotachen der
B — ml;';’ﬁ/” Sso — Grundwasserstrémung.
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Abb. 106. Darstellung der etwaigen Langen von Sickerstrecke und halber
Sohlenbreite bei Zustromung aus dem Unendlichen zu einem lotrechten
Graben mit durchléssiger Sohle.
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Abb. 109 u. 110.
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Abb. 110, Strom- und Potentiallinien im Hodograph.
Ieoklinen- und Isotachen-Netz der Grundwasserstromung (z-Ebene)
abgebildet im Hodograph (w-Ebene). Netzabstand = arc 5.
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Netzabstand = arc 15".
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Graben mit durchlissiger Sohle.
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