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V orwort znr dritten Anflage. 
Die zweite Auflage ist schon seit mehr als 2 Jahren vergriffen. Wenn 

ich im Vorwort der ersten Auflage (1921) schreiben muBte, daB die 
Gesetze der Warmeubertragung in der Literatur recht stiefmutterlich 
behandelt wurden, so hat sich dies in den letzten Jahren voHauf ge­
andert. Die Literatur ist so umfangreich und vieJseitig geworden, daB 
auch der Fachmann Muhe hat sich in den immer neuen Formeln zurecht 
zu finden und zu den oft widersprechenden Versuchsergebnissen SteHung 
zu nehmen. 

Viele Zuschriften haben mir gezeigt, daB das Buch sich (trotz ver­
schiedener Mangel) in praktischen Kreisen gut eingefuhit hat. Bei der 
Neubearbeitung war deshalb der gleiche Grundgedanke leitend wie bisher, 
denn der in der Praxis stehende Ingenieur benotigt noch mehr als frUber 
einen Leitfaden, der ihm zuverlassige Zahlenwerte fUr die Berechnung 
der Warmeaustauschapparate gibt. 

Entsprechend dem praktischen Zweck des Buches sind aHe theo­
retischen "Oberlegungen, deren SchluBfolgerungen nicht mit der Er­
fahrung in "Obereinstimmung stehen (z. B. die Potentialtheorie, Warme­
ubergang bei Laminarstromung) weggelassen. Verzichtet wurde auch 
auf die Wiedergabe von Untersuchungen, deren praktische Bedeutung 
gering ist. lch denke hier z. B. an die verschiedenen Arbeiten uber die 
Strahlung von durch Luft getrennte Korper, die bei den technischen 
Feuerungen infolge der Gasstrahlung an Bedeutung verloren haben. Auch 
die Untersuchungsmethoden wurden nicht aufgenommen; es ist zu 
hoffen, daB dieses interessante Kapitel der Experimentalphysik einmal 
von berufener Seite eine zusammenfassende Bearbeitung erfahrt. Aus 
wirtschaftlichen Grunden muBten auch die praktischen Anwendungen 
der Warmeubertragung stark gekiirzt werden. 

Ein ausfUhrliches Verzeichnis, das besonders die technische Literatur 
berucksichtigt, muB uber solche und andere Lucken hinwegheJfen; es 
ermoglicht auch die Vertiefung in einzelne Teilgebiete. 

Gegenuber der zweiten Auflage sind die theoretischen Grundlagen 
der Strahlung etwas erweitert worden, um die groBen Schwierigkeiten 
zu zeigen, die bei der g e n a ri e n Festlegung der Strahlungszahlen bestehen. 
Die theoretischen Untersuchungen uber die Gasstrahlung von A. Schack 
haben sich als praktische Grundlage fUr die Berechnung von technischen 
Feuerungen bewahrt. Ihre Anwendung hat Hottel durch EinfUbrung 
des "wirksamen" Strahlungsweges noch vereinfacht. 

Bei der Warmeleitung wurde die Berechnung der Rippenflachen 
entsprechend ihrer erhohten praktischen Bedeutung erweitert und fur 
den Gebrauch vereinfacht. 

Der dritte Abschnitt ist, noch mehr wie bei der zweiten Auflage, 
gekennzeichnet durch die Bevorzugung der Reynolds-Prandtlschen 



IV Vorwort zur dritten Auflage. 

Theorie des Warmeuberganges bei turbulenter Stromung. Die einfachen 
und sehr anschaulichen physikalischen Grundlagen dieser Theorie bieten 
so groBe Vorzuge.zum Verstandnis des Mechanismus des Warmeuber­
ganges, daB ihre bisherige Zurucksetzung in der Literatur fast unbe­
greiflich erscheint. Die meist bevorzugte Potenzformel kann durch 
entsprechende Wahl der Exponenten ein begrenztes Versuchsgebiet sicher 
mit sehr guter Annaherung darstellen. Sie versagt aber, sobald versucht 
wird, ein allgemein gultiges Gesetz aufzustellen und gibt gar keinen 
Einblick in die interessanten physikalischen Vorgange des Warmeuber­
ganges. Auf Grund der N achrechnung von allen bisher vorliegenden 
Versuchsergebnissen, die zum groBten Teil von meinem Assistenten 
Dipl.-Ing. L. Weber durchgefiihrt wurden; kann ich feststellen, daB die 
erweiterte Theorie von Reynolds-Prandtl mit allen Versuchsergeb­
nissen in sehr guter Vbereinstimmung steht. Die Abweichungen liegen 
innerhalb der erreichten Versuchsgenauigkeit. Dort wo vereinzelt groBere 
Abweichungen bestehen, z. B. bei den Versuchen von Burbach oder bei 
einer der beiden MeBmethoden von Hahn, mussen sie durch ungenaue 
Messungen erklart werden. 

Die erweiterte Theorie von Reynolds-Prandtl fuhrt zu einer 
ziemlich verwickelten Gleichung, mit welcher der lngenieur nur ungern 
rechnet. lch habe diesen Nachteil durch Verwendung von einfachen 
Nomogrammen fur die Berechnung der Warmeubergangszahlen zu uber­
winden versucht. Auch fur die Stromung langs einer Platte, quer zur 
Rohrachse (Rohrbiindel) und fur die freie StrolI).ung sind Nomogramme 
aufgestellt, wodurch die Berechnung so vereinfacht ist, daB ihre allgemeine 
Verw'endung erwartet werden darf. 

Auch der in der Praxis stehende Ingenieur wird sich daran gewohnen 
mussen, mit den KenngroBen, Re, Pr, Nu, Or usw. zu rechnen; sie sind 
fiir die Aufstellung von allgemeinen Gleichungen unbedingt notwendig. 
Fur Einzelfalle, z. B. fur ein bestimmtes Medium, konnen leicht noch 
einfachere Nomogramme entworfen werden, die nur noch die Tempe­
raturen, Geschwindigkeiten, Rohrdurchmesser usw. enthalten. 

Recht unbefriedigend ist noch unsere Kenntnis uber den Warmeuber­
gang bei Laminarstromung in Rohren. Hier wiirde es schon einen 
erheblichen Fortschritt bedeuten, wenn es gelingen wiirde, den Druck­
verlust bei nichtisothermischer Laminarstromung theoretisch zu be­
rechnen. 

Zurich, Februar 1936. 

ten Bosch. 
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Buchstabenbezeichnungen. 
Tern pera turen. 

{} = Temperatur in 0 C. {}2 = Austrittstemperatur. 
T = absolute Temperatur = Tempe- {}x = f(x, r) = Temperatur an der 

ratur in 0 K. Stelle x. 
e = Temperaturunterschied. {}mx = Mittelwert an der Stelle x. 

{}o = Temperatur in der Rohrachse. {}'" = unveranderliche Temperatur der 
{}1 = Eintrittstemperatur. Umgebung. 

Der Zeiger (Index) w wird fiir die Wand temperatur verwendet. In Abschnitt IV 
beim Warmeaustausch zweier Fliissigkeiten auch urn die warme Fliissigkeit zu 
kennzeichnen; Index k = kalte Fliissigkeit. 

Warmemenge. 
Q =JqxdF = totale Warmemenge 

F [kcal/h]. 
q.T = Warme je Flacheneinheit an der 

Stelle x [kcal/m2, h]. 
q = mittlere Warme je Flacheneinheit 

= } J qxdF [kcal/m2, h]. 
]I' 

q = Heizflachenbelastung. 
F = Oberflache. 
f = Querschnittsflache. 

Geschwindigkei ten. 
u = Geschwindigkeit an irgendeiner 

Stelle oder 
= X-Komponente der Geschwindig­

keit. 
v = Y-Komponente der Geschwindig-

keit. -
w = Z-Komponente der Geschwindig­

keit oder mittlere Geschwin­
digkeit. 

U o = maximale Geschwindigkeit, z. B. 
in der Rohrachse. 

u' = Geschwindigkeit an der Grenze 
der Laminarschicht. 

u* = Schubspannungsgeschwindigkeit. 

Dicke. 
r) = Wanddicke, oft auch mit 8 be­

zeichnet. 
= totale Dicke der Prand tlschen 

Grenzschicht = <5' + <5" + !J"'. 
i)' = Dicke der Laminarschicht. 

!J" = Dicke des Ubergangsgebietes. 
!J'" = Dicke der turbulenten Reibungs­

schicht mit dem 1/7-Potenzge­
setz als Geschwindigkeitsver­
teilung. 

ten Bosch, Warmeiibertragung. 3. Auf!, 

A = Warmeleitzahl. 
p= Druck. 
}' = spezifisches Gewicht. 
v = spezifisches V olumen. 
g = Erdbeschleunigung. 

(! = .}' = Dichte. 
g 

'YJ = Zahigkeitszahl. 

v = 1} = kin. Zahigkeit. 
(! 

h = Stunden. 
c, Cp = spezifische Warme. 

a = Temperaturleitfahigkeit = 
A/Cp }'. 

0 1, 0 0 = Konstanten (Strahlungszahl). 
rL = War~~iibergangszahl 

(W.U.Z.). 
k = Warmedurchgangszahl. 
fJ = Ausdehnungszahl. 

I, L = Lange. 
d = Rohrdurchmesser. 

x, y, z = Koordinaten. 
t = Zeit. 



Einleitnng. 
Die Warmeubertragung umfaBt die Gesamtheit aller Erschei­

nungen, die durch die Uberfuhrung einer Warmemenge von einer Stelle 
des Raumes nach einer anderen Stelle gekennzeichnet ist. Sobald zwei 
Stellen aus irgendwelchen Ursachen verschiedene Temperaturen haben, 
ist von selbst das Bestreben vorhanden, die Temperaturdifferenzen 
auszugleichen. -Dieser Ausgleich kann auf folgende Weise vermittelt 
werden: 

1. Es konnen von einem warmeren MolekUl Schwingungen ausgesandt 
und von den kalteren Molekulen absorbiert werden. Diesen Vorgang 
nennt man Warmestrahlung. Die Warme kann dabei auf weit ent­
fernten Korpern ubertragen werden, ohne das dazwischen liegende 
Medium zu erwarmen. 

2. Die zweite Moglichkeit der Warmeubertragung findet statt von 
MolekUl zu MolekUl bei Korpern aller Aggregatzustande. N ach der 
mechanischen Warmetheorie hat man sich die MolekUle eines Korpers 
nicht in Ruhe, sondern in bestandiger, regelloser Bewegung zu denken. 
Die kinetische Energie der MolekUle ist urn so groBer, je hoher die Tem­
peratur ist. Bei dieser Molekularbewegung finden nun fortwahrend im 
Innern des Korpers ZusammenstoBe der MolekUle statt, und so wird die 
kinetische Energie von dem einen MolekUl dem anderen mitgeteilt. Diesen 
direkten Ubergang der Warme von MolekUl zu MolekUl nennt man 
W armelei tung. 

Sind die MolekUle des Korpers gegeneinander verschiebbar, wie bei 
Flussigkeiten (tropfbare oder elastische), so werden die warmeren, 
spezifisch leichteren Teile einen Auftrieb erleiden, wahrend die kalteren 
unter dem EinfluB der Schwere sich abwarts bewegen. Diesen Vorgang 
nennt man Konvektion oder "freie" Stromung in Gegenuberstellung 
zur "erzwungenen" Stromung der Flussigkeit, die durch auBere Krafte un­
abhangig von Temperaturunterschieden verursacht wird. Eine Trennung 
derWarmeubertragung in Leitung und Konvektion ist bei Flussigkeiten 
nicht moglich. 

An der Grenzflache eines Korpers kann die Warme sowohl durch 
Leitung als auch durch Strahlung auf einen zweiten ubergehen. Beide 
Arten des Warmeuberganges folgen aber grundverschiedenen Gesetzen 
und mussen bei der Berechnung getrennt behandelt werden. Bei Ande­
rung des Aggregatzustandes (Verdunsten, Sieden, Kondensieren, Auf­
tauen, Gefrieren) andern sich auch die Gesetze der Warmeubertragung. 

ten Bosch, Wiirmeiibertragung. 3. Auf!. I 



I. Wiirmestrahlnng. 
1. Allgemeine Deftnitionen. 

Warmestrahlen bilden einen Teil der von einem Korper ausgesandten 
elektromagnetischen Strahlen. Nur ein kleiner Bruchteil davon wirddurch 
das Auge als Lichtempfindung wahrgenommen (vgl. Abb. 5), namlich 
das Gebiet zwischen den Wellenlangen A = 0,365 f1 bis 0,75 f11. Das ganze 
Gebiet der elektromagnetischen Strahlen hat etwa folgende Einteilung: 

A. = 0,1 bis 10.10-8 em 1 Hohen- und Gammastrahlen 
= 10 bis 200· 10-8 em Rontgenstrahlen 
~ 0,02!.l bis 0,35!.l ehemisehe (ultraviolette) Strahlen 
= 0,365 bis 0,75!.l siehtbare (Lieht-) Strahlen 
= 0,75 bis 4oo!.l Warme- (ultrarote) Strahlen 
= 0,4 mm bis x kID elektrisehe Wellen. 

Aus der Analogie der Licht- und Warmestrahlen folgt, daB die aus 
der Optik bekannten geometrischen Erfahrungssatze auch auf die Warme­
strahlung angewandt werden diirfen; vor aHem die der geradlinigen Fort­
pflanzung, der Spiegelung (Reflexion) und der Brechung (Refraktion). 
Die Warmestrahlen konnen demnach durch Linsen gesammelt oder 
durch Hohlspiegel gerichtet werden, wie es z. B. bei einzelnen elektrischen 
Heizkorpern geschieht. 

Die Entstehnng eines Warmestrahles wird als "Emission" 
bezeichnet. Da die Warmestrahlung eine besondere Energieform ist, so 
muB - nach dem Prinzip der Erhaltung der Energie - die Emission 
stets auf Kosten anderweitiger Energie erfolgen (Korperwarme, chemische 
oder elektrische Energie). Daraus folgt, daB nur substantieHe Partikel 
Warmestrahlen emittieren konnen, nicht aber geometrische Flachen. 

Ein Volumenelement d V im Innern einer strahlenden, homogenen und 
isotropen 2 Substanz wird in der Zeiteinheit eine Energiemenge aus­
senden, die mit dem Volumen proportional ist. Da die Energiestrahlung 
sich mit der endlichen Geschwindigkeit c (rd. 300000 kmjs im Vakuum) 
fortpflanzt, so befindet sich in einem endlichen Raumteile des Stoffes 
ein endlicher Betrag von Energie. FUr mathematische Betrachtunge:p. ist 
es zweckmaBiger mit der Frequenz 11, d. i. mit der Anzahl Schwingungen 
pro Sekunde als mit der Wellenlange A zu rechnen: 

11 = cjA. (1) 
Die Wellenlange andert sich namlich beim "Obergang von einem Medium 
zum andern, wahrend die Frequenz der Strahlung unverandert bleibt. 
Die Strahlungsgeschwindigkeit c ist also vom Medium abhangig. Die 
raumliche Strahlungsdichte u -:- dUjdV sei nur von der Temperatur 
abhangig, d. h. wir setzen voraus, daB keine chemischen Xnderungen im 

1 1!.l = 0,001 mm = 104 em; 1 Angstromeinheit = lQ-8 em. 
S In einem isotropen Stoff sind alle physikalisehen Eigensehaften unabhii.ngig 

von der Riehtung. 
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Medium auftreten und einereine Temperaturstrahlung vorli~gt. Auch 
bei der Verbrennung ist die Strahlung infolge der chemischen Anderung 
der MolekUle unbedeutend gegenuber der Temperaturstrahlung. 

Well im homogenen und isotropen Medium keine Richtung irgendwie 
bevorzugt ist, so strahlt das V olumenelement nach allen Richtungen 
gleichmiWig Strahlen aus. Die in der Richtung fJ (Abb. 1) ausgestrahlte 
Energie ist demnach der Offnung d Q des Einheitskegels proportional. 
Die emittierte Energie wird im allgemeinen eine ganz beliebige spektrale 
Verteilung besitzen, d. h. die verschiedenen Wellenlangen von 0 bis <Xl 

konnen mit ganz verschiedener Intensitat 1 darin vertreten sein. Wenn 
die Emission nur fur ein beschranktes Spektralgebiet von Null ver­
schieden ist, wie z. B. bei Gasen, wo nur einzelne 
Spektralstreifen vorhanden sind (vgl. Abb. 10, 
S.27), so besitzt das Medium selektive (aus­
wahlende) Emission. 

Nennt man E;. die Emissionszahl des Stoffes 
fur die Wellenlange A. so strahlt das Volumen­
element in der Zeiteinheit und in der Richtung fJ 
die Energiemenge: 

ro 

dEp=dVdQjE;.d')., 
u 

wobei nach unserer Voraussetzung die Emissions­
zahl E;. auBer von der Wellenlange nur von der Abb.1. Strahlung eines Volu-

I bh menelementes dV in der Ein-Temperatur des V 0 umenelementes a angt. heitskugel. 'I' = Azimut. 
Durch Integration von dQ uber alle Rich-

tungen erhalt man die Oberflache der Einheitskugel 4n, so daB die 
gesamte yom Volumenelement in der Zeiteinheit ausgestrahlte Energie 

ro 

dE=4ndV JEAd'). ist. 
u 

Die Fortpflanzung der Strahl en im Innern des homogenen, isotropen 
und ruhend angenommenen Mediums erfolgt geradlinig und nach allen 
Richtungen mit der gleichen Geschwindigkeit. Jeder Strahl erleidet 
dabei im allgemeinen eine Schwachung dadurch, daB bestandig ein 
gewisser Teil seiner Energie aus seiner Richtung abgelenkt und nach allen 

1 Unter Intensitat versteht man ganz allgemein die Starke der Wirkung, 
hier der StraWung, also die Energiemenge, die in der Zeiteinheit ausgestraWt wird 
Watt oder kcaIJh)_ Man muB dabei unterscheiden: 

a) Die Intensitat bei einer bestimmten Wellenlange (J A)' oft "relative" Intensitat 
genannt. A, 

b) Die Intensitat in einem engen Wellenbereich von ,11 bis ,12: E J A = J J;. d A-
ro Al 

c) Die Intensitat der GesamtstraWung: E = J J;. d) .. 
o 

Man kann die verschiedenen Intensitaten auf das Volumen des straWenden Korpers 
oder auf die Einheit der Oberflache beziehen. Die auf die Flacheneinheit bezogene 
Intensitat wird "spezifische Intensitat" oder Helligkeit (Flachenhelle) genannt. 
Der Begriff der Helligkeit ist also (wie auch der Begriff der Farbe) nicht auf das 
sichtbare Bereich (photometrische Helligkeit) beschrankt. 

Weiter kann man die Intensitat in einer bestimmten Richtung oder auch in 
einem bestimmten Raumwinkel betrachten. 

1* 
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Richtungen des Raumes zerstreut wird. Die blaue Farbe des Himmels 
ist ein typisches Beispiel der Zerstreuung, die fiir kurze Wellenlangen 
betrachtlich groBer als fiir lange ist. 

Refiexion. Wenn der Strahl an die Grenze des Mediums gelangt und 
dort auf die Oberflache eines anderen, ebenfalls homogenen und isotropen 
Stoffes trifft, so spaltet er sich in zwei ungleiche Teile: Ein Teil (R) wird 
zuriickgeworfen ein anderer Teil (D) dringt mit plOtzlich geanderter 
Richtung in das zweite Medium ein, er wird gebrochen. 

Man spricht haufig - der Kiirze halber - davon, daB die Ober­
flache eines Korpers Warme nach auBen strahlt, aber die Oberflache 
emittiert niemals im eigentlichen Sinne. Je nachdem der hindurchgehende 
Teil groBer oder kleiner ist, s c h e i n t die 0 berflache starker oder schwacher 
zu strahlen (vgl. S. 10). 

Die durch die Grenzflache des Mediums reflektierte und damit auch 
die hindurchgehende Strahlungsenergie ist von der Beschaffenheit der 
lVff!eldierle. SftrJN Oberflache und von der Wellen-

I" einffJ/Iem/W'SlmN lange des auffallenden Strahles 
i-EinffJlIswinlre/ abhangig. Die Riickstrahlung 

(Reflexion) ist regelmaBig (r e g u -
lar), wenn die Unebenheiten der 

~~~~~~~~~~~rlde(Jl'I!nzlltlche Oberflache klein sind im Ver­
~ . haltnis zur Wellenlange. Solche 

Abb. 2. Reflexion und Brechung des Strahles. 

Oberflachen nennt man glatt. 
Dabei tritt nur ein einziger 
gebrochener und ein einziger 
reflektierter Strahl auf (Abb. 2). 
Errichtet man in dem Einfalls­
punkt. auf der Trennungsflache 

das Lot, so liegen einfallender Strahl, Lot und reflektierter Strahl in 
einer Ebene, der sog. Einfalls- (Inzidenz-) Ebene. Fiir regelmaBige Riick­
strahlung gilt das Reflexionsgesetz: Einfallwinkel = Reflexions­
winkel. Die Richtungen des einfallenden und des gebrochenen Strahles 
sind durch das Brechungsgesetz von Snellius verbunden: 

n1 sin i = n2 sin r. (2) 

Das Verhaltnis s~n~ = ~ = n heiBt Brechungsindex (auch Quotient, 
sm~ n1 

Exponent, Koeffizient genannt) des Mediums I gegen das Medium 2. Es 
ist von der Natur der beiden Medien und von der Wellenlange der Strah­
lung abhangig, aber unabhangig von der GroBe des Einfallswinkel i. Der 
Brechungsindex von Luft ist 1,00029, also praktisch = 1, gleich dem 
Brechungsindex gegeniiber dem leeren Raum. 

Je kleiner die Wellenlange, um so glatter muB die Oberflache fiir die 
regelmaBige Riickstrahlung sein. Die kurzwelligen X-Strahlen werden 
auch von der glattesten Metallflache diffus zuriickgestrahlt, d. h. der 
auffallende Strahl wird nach allen Richtungen gleich reflektiert. Die 
Oberflache heiBt dann rauh. Die Definitionen glatt und rauh beziehen 
sich also auf Strahlen einer bestimmten Wellenlange. Eine Flache, die 
fiir eine gewisse Strahlungsgattung rauh ist, kann fiir Strahlen mit 
groBerer Wellenlange, z. B. fiir Warmestrahlen, glatt sein. Polierte 
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Metallflachen sind fur Warmestrahlen glatt; Backstein ist sowohl fUr 
Warme- als auch fur Lichtstrahlen rauh. 

Eine glatte Flache, die alle auffallenden Strahlen reflektiert, nennt 
man "spiegelnd"; glatte Flachen, die alle Strahlen durchlassen, gibt 
es nicht. 

Wahrend fur die Optik die regulare Strahlung, d. i. die Strahlung von 
Lichtpunkten die gr6Bte Bedeutung hat, sind bei der Warmeuber­
tragung die diffusen, von Flachen ausgehenden Strahlen die praktisch 
wichtigsten. 

Ein K6rper heiBt grau, wenn die Strahlen alier Wellenlangen gleich 
stark, far big, wenn gewisse Wellenlangen erheblich starker als andere 
reflektiert werden. Wenn eine rauhe Flache alle auf sie fallende Strahlen 
vollstandig reflektiert, nennt man sie weiB. Eine rauhe Flache, die alle 
auffallenden Strahlen durchlaBt und keine reflektiert, heiBt schwarz. 

Eine unendlich kleine Flache dF im 
Innern eines beliebig durchstrahlten 
Mediums wird nach den verschieden­
sten Richtungen von Strahlen durch­
kreuzt. Die in der Zeiteinheit in einer 
bestimmten Richtung hindurchgestrahlte 
Energie ist proportional dem Kosinus 
des Winkels fJ, welchen die Normale von 
dF mit der Richtung der Strahlung 

NOf'PlO/e 

Abb.3. 

bildet (Abb. 3). Da dF sehr klein ist, werden alle Punkte der Flache in 
vollkommen gleicher Weise getroffen, so daB die hindurchgestrahlte 
Energie der "gesehenen" Flache dF cos fJ proportional ist: 

H{3 = Hn cos fJ. (3) 
Das Lambertsche Kosinusgesetz gilt streng fUr schwarze Flachen, 

angenahert auch fur die meisten technischen, diffus strahlenden. Fur 
polierte Metallflachen gilt das Gesetz aber nicht (vgl. S. 17). Der 
Winkel fJ heiBt Ausstrahl-, Emissions- oder auch Emanationswinkel. 

Die Energie, die in der Zeiteinheit in der Richtung fJ des Einheits­
kegels d Q hindurchgestrahlt wird, ist 

Hn cos fJ· dQ . dF. (3a) 
Das Produkt HdF wird Lichtstarke (Strahlungsstarke) genannt. 

Zwischen der raumlichen Strahlungsdichte U = :~ und der spezifi-

schen Intensitat (oder Flachenhelle) H = :; besteht die Beziehung1 

4nH 
u=-c-' 

worin c die Strahlungsgeschwindigkeit ist. 
Ais ganze von der Flache ausgestrahlte Warme ist jene Warmemenge 

zu betrachten, die nach einer Seite des Raumes ausgestrahlt wird. Denken 
wir uns um die Flache dF eine Halbkugel mit dem Radius 1 und schneiden 
daraus eine Zone von der Breite dfJ aus, deren MantelfHlche = 2nsinfJdfJ 
ist (Abb.4), so ist die in der Zeiteinheit darauf gestrahlte Warme: 

d2 QfJ = 2 n HndF sin fJ cos fJ dfJ. 
1 L. 10.3, S. 21/23. 
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Auf die Kugelhaube mit dem Spitzenwinkel 2 (3 fallt daher die Warme­
menge: 

fJ 

dQfJ = nHndF jSin2(3d(3= ;Hnd!(1-cos2{3) (4) 
o 

und auf die ganze Halbkugel: 
1 dQ 

dQ=nHndF, so daB Hn=-;r· dff[kcal/m2, h] (5) 

ist. 
Die Intensitat der von einer Flache in senkrechter Richtung 
ausgestrahlten Warme ist gleich der ganzen je Flacheneinheit 

ausgestrahlten Warme ge-
rffz teil t d urch n. 

Einstrahlzahl. Von allen aus­
gesandten Strahlen trifft im all­
gemeinen nur ein Teil (ein 
Strahlungskegel) einen zweiten 
K6rper. Dieser Teil wird Win­
kel ver hal tnis T oder eindeu­
tiger Einstrahlzahl genannt, 

Abb. 4. Strahlung eines ;lachenelementes naeb und gibt den mittleren Winkel 
versehiedenen Riebtungen. an von welchem der eine K6rper 

vom zweiten "gesehen" wird. 
Fur eine senkrecht uber dF liegende Kugelhaube ist die Einstrahlzahl 

11, 

2HndF(1-cos2f3) l-cos2fJ 
T=---nHndlf--= 2 (6) 

Fur eine andere, ebenso groBe Kugelhaube, deren Achse nicht mit der 
senkrechten Richtung zusammenfallt, sondern damit den Winkel {31 
einschlieBt, ist: 

1 - cos 2 fJ 
T = ----2- - cos (31· (7) 

Die Warmemenge, die ein Flachenelement dF I (Abb.4) nach eine 
irgendwo im Raum liegende zweite kleine Flache dF 2 strahlt, kann wie 
folgt berechnet werden. Der Strahls, der die beiden unendlich kleinen 
Flachen verbindet, schlieBe mit den beiden Flachennormalen die Winkel {31 
und {32 ein. Denken wir uns das Flachenelement dF 2 zunachst so gedreht, 
daB es auf s senkrecht steht, dann ware die zugestrahlte Warmemenge 

Hn~Fl cos {31 dF2• Da es aber gegen diese Lage urn den Winkel {32 geneigt 
8 

ist, so empfangt er nur die Warmemenge 

dQ=H:dFldF2COS{3ICOS{32. (8) 
8 

Die gesamte Warme, die die Oberflacheneinheit eines K6rpers von 
der absoluten 1 Temperatur T gegen einen diesen ganz umschlieBen­
den Korper von der absoluten Temperatur Null (-273° 0) ausstrahlt, 

1 10 C absolut = 10 K (Kelvin). 
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bezeichnet man als das Emissionsvermogen E des Korpers bei der 
Temperatur T [kcal/m2, h]. 

Ein Korper A von 100° C emittiert gegen einen ihm gegenuber 
befindlichen Korper B von 0° C genau dieselbe Warmestrahlung, wie 
gegen einen gleich groBen und gleich gelegenen Korper B' von 1000° C. 
Wenn der Korper A von dem Korper B abgekuhlt und von dem 
Korper B' erwarmt wird, so ist dies nur eine Folge des Umstandes, daB 
B schwacher, B' aber starker emittiert als A. 

Endlich ist bei einem Strahl von bestimmter Richtung, Intensitat 
und Frequenz noch die Art der Polarisation charakteristisch. N ach der 
Maxwellschen Strahlungstheorie (S. 16) besteht die Strahlung in elek­
trischen und magnetischen Schwingungen, und zwar erfolgen diese 
Schwingungen immer in Ebenen senkrecht zur Strahlrichtung. In einem 
homogenen, isotropen Korper ist keine Schwingungsrichtung bevorzugt, 
die Schwingungen sind nach allen Richtungen gleich. 

Gehen die Schwingungen standig in einer Ebene vor sich, so heiBt 
die Strahlung linear polarisiert; dabei erfolgen die magnetischen Schwin­
gungen in der Polarisationsebene und senkrecht zu ihr die elektrischen. 

Zerlegt man nun einen in bestimmter Richtung fortschreitenden 
unpolarisierten oder beliebig polarisierten Strahl von bestimmter Schwin­
gungszahl v in zwei geradlinig polarisierte Komponenten, deren Schwin­
gungsebenen senkrecht zueinander stehen, im ubrigen aber beliebig sind, 
so ist die Summe der Intensitaten der beiden Komponenten stets gleich 
der Intensitat des ganzen Strahles. Die GroBe der beiden Komponenten 
kann stets durch zwei Ausdrucke von der Form 

Hv cos21p + H~ sin21p und Hv sin21p + H~ cos21p (9) 
dargestellt werden, wobei 1p das Azimut der Schwingungsebene einer 
Komponente bedeutet. Die GroBen Hv und H~ sind unabhangig von 1p. 
Die Summe der beiden Ausdrucke, welche Komponenten der spezifischen 
Schwingungsintensitat von der Schwingungszahl v genannt werden, ergibt 
in der Tat die Intensitat des ganzen Strahles Hv + H~, unabhangig von 1p. 

Fur die absolut schwarze Strahlung ist keine Richtung bevorzugt, 
also Hv = H~, d. h. die Intensitat der schwarzen Strahlung ist 
doppelt so groB wie die der geradlinig polarisierten. 

Absorption ist die Vernichtung eines Warmestrahles. Der Vorgang 
auBert sich darin, daB jeder Warmestrahl auf einer Strecke ds seiner 
Bahn urn einen Bruchteil dJ seiner Intensitat J geschwacht wird, und 
zwar ist dieser Bruchteil proportional der kleinen Strecke ds. 

dJx=-!X)J).ds. (10) 
Den Beiwert!Xx [11m] nennt man die Absorptionszahl des Mediums 
fur die Wellenlange A. In den physikalischen Handbiichern wird (ab­
geleitet aus der elektromagnetischen Theorie der Strahlung), !Xx = 4n k)./A 
gesetzt und k). als Absorptionsindex bezeichnet. Fur Silber z. B. ist 

fUr die Wellenlange A = 5,89 . 10-5 em, k). = 3,67 und !Xx = :;9·.3i~76 
= 0,77 . 106 em-I. 

Medien, die keine Warmestrahlen absorbieren, sie also ohne Er­
warmung durchlassen, nennt man diatherman. Fur trockene Luft z. B. 
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ist IX" fur aIle Wellenlangen gleich Null. Wenn die AbsorptionszahllX.< nur 
fur ein beschranktes Spektralgebiet von Null verschieden ist, wie z. B. bei 
Kohlensaure oder Wasserdampf (Abb. 10), so besitzt das Medium 
selektive (auswahlende) Absorption und gibt im Wellenspektrum 
einzelne A bsorptionsstreifen. 

Wenn J 1 die Intensitat des eintretenden und J 2 die des aus dem 
Medium austretenden Strahles ist, so ist die absorbierte Intensitat J l -J2 • 

Das Verhaltnis 
A - J 1 - Jz _ 1 J 2 --7;-- - -7; (U) 

wird Absorptionsverhaltnis genanntl. Fur eine bestimmte Wellenlange 
ist IX" konstant, so daB die Intensitat des austretenden Strahles aus der 
einfachen Integration der Gleichung (10) zwischen den Grenzen ° und 8 

berechnet werden kann. 
J 2 = J l e-O<'<'s. 

Fur den Strahl von der Wellenlange A ist also das Absorptionsverhaltnis: 

A.< = l_e-O<"'s, (12) 

Um die auffallenden Strahlen vollstandig zu absorbieren muB der Korper 
also eine gewisse Dicke 8 haben. Je kraftiger der Stoff absorbiert, um so 
kleiner kann die Dicke 8 sein. Da e- 4, 6 = 0,01 ist, so genugt eine 
Schichtstarke 8 = 4,6jlX" um 99% der senkrecht auffallenden Strahlen 
zu absorbieren. Fiir Silber mit IX.< = 0,77· 106 cm-l wird 8 = 6 ' 10-6 cm, 
also etwa 0,1 der Wellenlange. Die Absorption von Metallen ist im 
allgemeinen so stark, daB die Amplitude schon nach dem Weg einer 
Wellenlange gleich Null wird. 

Die Gleichung (12) darf nicht zur Berechnung des Absorptions­
verhaltnisses eines durchlassigen Korpers verwendet werden, weil bei der 
Integration der Gleichung (10) beachtet werden muB, daB 

1. die Intensitat der Strahlung J" von der Strahlungsrichtung ab­
hangt (Lam bertsches Kosinusgesetz, S. 5), 

2, die Wege 8 je nach der Form des Korpers fUr die einzelnen Strahlen 
verschieden lang sind, und 

3. die AbsorptionszahllX.< sehr stark von der Wellenlange abhangt. 
Das Absorptionsverhaltnis A eines durchlassigen Korpers ist also 

sowohl von der Korperform als auch von der Wellenlange und von der 
Temperatur abhangig. 

Die Energiemenge von der Wellenlange A, die ein Flachenelement dF l 

nach einem zweiten Flachenelement dF 2 strahlen wiirde, wenn kein 
absorbierendes Medium vorhanden ware, ist nach Gleichung (8): 

dQ J dFldF2 fJ fJ ,,=}. 82 cos lCOS 2' 

Auf dem Wege 8 von dFl nach dF2 wird diese Energie auf das e-o<,<,sfache 
geschwacht, so daB der Betrag 

(13) 

1 In den physikalischen Handbiichern meist noch als Absorptionsvermogen 
bezeichnet. 
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absorbiert wird. Durch Integration uber die Flache F 1 erhalt man dei 
absorbierte Energie des ganzen durch die Flache F 1 begrenzten Korpers. 
Die Energie, welche die ganze OberflacheF1 nach dF2 aussenden wurde, 
wenn kein absorbierendes Medium vorhanden ware, folgt aus der Inte­
gration der Gleichung (8), so daB das Absorptionsverhaltnis 

00 

! !(l-e-"-,lS)J;. cosfJ~~OSfJ2 dF1 

A =A~O_li',- co (14) 

! ! J,l cos fJ~:os fJ2 dF 1 

,l~OF, 

ist. Die Integration dieser Gleichung ist fur einfache Korperformen 
(Kugel, Zylinder, ebene Platte) unter der Voraussetzung einer konstanten, 
von der Wellenlange unabhangigen Absorptionszahl 1X,l durchfUhrbar. 
Sie ist von Nusselt fUr die KugeF und fur den Zylinder 2 und von 
Jakob fUr die ebene Platte 3 durchgefUhrt worden. 

E. Schmidt 4 hat, ebenfalls unter der Annahme 1X,l = const, die 
Strahlung eines Gasvolumens. von der Gestalt eines Kreiszylinders 
beliebiger Hohe und beliebigen Durchmessers auf ein Flachenelement 
in der Mitte seiner Grundflache nur durch eine einfache Integration 
bestimmt. Mit Hille dieser Losung kann dann die Strahlung eines recht­
eckigen Gasvolumens auf ein beliebiges Flachenelement seiner Begrenzung 
in einfacher Weise berechnet werden. 

Die Annahme einer konstanten AbsorptionszahllX,l ist aber unzulassig, 
weil sie tatsachlich sehr stark von der Wellenlange und auch von der 
Temperatur abhangt. Die aus der Integration der Gleichung (14) ab­
geleiteten Absorptionsverhaltnisse gelten demnach nur fUr eine bestimmte 
Wellenlange und fUr eine bestimmte Temperatur. Sie durfen nicht ohne 
weiteres fUr praktische FaIle, z. B. bei der Gasstrahlung (vgl. S. 27) 
verwendet werden. 

E. Schmidt umgeht diese Schwierigkeit, indem er fUr einen nicht 
aIlzugroBen Bereich der Schichtstarke einen mittleren konstanten 
Wert fXm fUr die Absorptionszahl annimmt, der aus den Messungen der 
Gesamtstrahlung des betreffenden Karpers bestimmt werden muB. Diese 
mittlere Absorptionszahl ist also abhangig von Schichtstarke und 
Temperatur. 

Man nennt einen Karper schwarz, wenn er alle auf seine Oberflache 
fallenden Strahlen ohne jede Reflexion aufnimmt und keinen derselben 
wieder herauslaBt. 

Absolut schwarze Korper existieren in der Natur nicht. Man kann 
aber einen solchen Karper dadurch herstellen, daB ein Hohlkarper, 
dessen Innenflache eine gleichmaBige Temperatur hat, mit einem kleinen 
Loch versehen wird. Die Strahlen, welche durch das Loch ins Innere 
des Hohlkarpers fallen, k6nnen erst nach so vielfachen Reflexionen an 
den Innenwanden des Hohlraumes wieder nach auBen gelangen, daB ihre 
Intensitat durch die mit jeder Reflexion verbundene Absorption so gut 

1 L.13.2, S.41. - 2 L. 13.14, S.763. - 3 Der Chemie.lngenieur S.301. -
4 L. 13.19. 
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wie Null geworden ist. Es gelangt daher von der einfallenden Strahlung 
so gut wie nichts nach auBen zuriick, d. h. das Loch wirkt als ein absolut 
schwarzer Korper. 

Wenn der reflektierte Tell der auffallenden Strahlen mit R (Reflexions­
verhaltnis) bezeichnet wird, so ist fiir warmenichtdurchlassende Korper: 

A + R = 1. (15) 
Das Absorptionsverhaltnis A darf nicht verwechselt werden mit 

der Absorptionszahl ct. Fiir polierte Metalle, die fast aIle Strahlen 
reflektieren, ist nach Gleichung (15) A klein, trotzdem ot fiir aIle Metalle 
sehr groB ist. Das Absorptionsverhaltnis kann durch Oberflachen­
behandlung geandert werden, die Absorptionszahl nicht. 

Fiir warmedurchlassende (diathermane) Korper ist 

A + R + D = 1, (16) 
worin D das Durchlassigkeitsverhaltnis ist. 

Die Emission eines Korpers und die Absorption stehen nun in einem 
engen Zusammenhang. Kirchhoffl hat namlich nachgewiesen, daB das 
Verhaltnis des Emissionsvermogens E zur Absorption A bei derselben 
Temperatur konstant und unabhangig von der Natur des Korpers ist 

E 
A= Es· (17) 

Fiir A = 1, d. i. fiir den absolut schwarzen Korper ist E = Es' 
Der Kirchhoff sche Satz gilt sowohl fiir die Gesamtstrahlung als auch 

fiir jede Wellenlange, jede Richtung und jeden Polarisationszustand. Es 
kann also in keinem Wellen bereich in irgendeiner Richtung 
die Strahlung des schwarzen Korpers iiberschritten werden. 

Da fiir die Absorption der Strahlen in festen Korpern sehr kleine 
Schichtdicken ausreichen (S. 8), so nehmen nach dem Kirchhoffschen 
Gesetz auch nur diese diinnen Schichten an der Emission der Strahlen 
tell. Die als Abkiirzung gebrauchliche Bezeichnung, daB die Oberflache 
der Korper strahlen ist demnach fiir feste Korper wohl gerechtfertigt. 

Da auch fiir homogene und isotrope Korper sowohl die Emissionszahl 
als die Absorptionszahl von der Wellenlange, von der Temperatur und 
von der Art des Korpers abhangen, ist die Warmestrahlung ein recht 
verwickeltes physikalisches Problem. Das vollstandige Gesetz der aus­
gestrahlten Energie eines Korpers bezeichnet man als das Strahlungs­
gesetz des Korpers: 

E =/(;., T), 
welche Funktion theoretisch oder experimentell bestimmt werden muB. 

1 Der Beweis deB KirchhoffBchen Satzes folgt unmittelbar aus demzweiten 
Rauptsatz der Thermodynamik durch Betrachtung des Temperaturgleichgewichtes 
in einem geschlosscnen Raum. Fur zwei unendlich groBe, ebene Platten z. B. ist 
in Gleichung (67), S.23, Fl = F2 und rp = 1. Raben beide Korper urspriinglich 
gleiche Temperaturen, so muB die Temperaturgleichheit dauernd bestehen bleiben, 
d. h. Q1 wird gleich Null und damit 

ASql = Al q2' 
Wahlen wir Korper II alB absolut schwarz, so ist A2 = 1 und q2 = Es, also: 

ql_ EA11 =E8 ( d) A~- q.e .. , 
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2. Strahlung des absolut schwarzen Korpers. 
Das Stefan-Boltzmannsehe Gesetz. Wir denken uns einen voll­

standig evakuierten Hohlzylinder mit einem dicht abschlieBenden, 
ohne Reibung frei beweglichen Kolben. Ein Teil der Wandung, z. B. der 
feste Boden bestehe aus einem absolut schwarzen Korper und ha,be die 
Temperatur T oK. Die iibrige Wand und auch die innere Kolbenflache 
reflektiere vollstandig. Bei ruhenden Kolben und bei konstant gehaltener 
Temperatur T ist die Strahlung nach allen Richtungen gleichmaBig. 

N ach der elektromagnetischen Theorie der Strahlung ist der 
Strahlungsdruck p gleich der in der V olumeneinheit vorhandenen elektro­
magnetischen Energie. Boltzmann nimmt ;nun an, daB - wie in der 
Gastheorie - die Strahlung nach jeder der drei Koordinatenachsen mit 
1/3 ihres Wertes driickt, also p = u/3. 

Fiihrt man durch den Bodenkorper eine unendlich kleine Warme­
menge dQ zu, so wird sich der Kolben verschieben, also Arbeit leisten. 
Nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik ist: 

dQ =dU +pdV, 
und die Anderung der Entropie dS, mit p = u/3 und U = u V: 

dS=~~=~(uV)+pdV =I--~~dT+~-!ldV (18) 
T T TdT 3T 

muB ein totales Differential sein. Allgemein ist: 

dS = (as) dT+ Ii'S) dV 
oT.v -,OV']' 

so daB 

(OS') V du 
aT v = -if" dT und 

sein muB. Differenziert man die erste dieser Gleichungen partiell nach 
V und die zweite partiell nach T, so erhalt man: 

oder 

und 

02 S 1 du 4 (I du u ) 
oT'or=-t-',l'P=3 ,TdT- T2 

du =4u 
dT T 

u = (J T4, (19) 

d. i. das Stefan-Boltzmannsche Gesetzl, das aussagt, daB die Gesamt­
strahlung des absolut schwarzen Korpers proportional der vierten Potenz 
der absoluten Temperatur ist. 

Das Wiensehe Gesetz ist ebenfalls eine Folgeiung aus der klassischen 
Thermodynamik und sdne Giiltigkeit deshalb unabhangig von den 
Anschauungen iiber die Entstehung der Strahlung. 

Wande und Boden des Hohlzylinders seien jetzt weiB, d. h. sie re­
flektieren aIle Strahlen. Wenn der absolut spiegelnde Kolben mit einer 
sehr kleinen Geschwindigkeit bewegt wird (adiabatische Kompression), 

1 Von Stefan 1879 experimentell gefunden und 1884 von Boltzmann ab­
geleitet. 
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so behalt die Strahlung stets den Charakter der schwarzen Strahlung. 
N ach dem Dopplerprinzip werden die auf den Kolben treffenden 
Strahlen bei derReflexion eine Anderung ihrer Frequenz erfahren. 
Aus der Energieanderung, die der bewegte Kolben der auffallenden 
Strahlu,ng erteilt, kann dann die Anderung der raumlichen Energiedichte 
irgendeiner bestimmten Schwingung berechnet werden. Es folgt daraus 

I 
E (A, T) =).SF (A. T), (20) 

worin F eine universelle, zunachst noch unbekannte Funktion ist. Aus 
dieser Gleichung folgt das sog. Wiensche Verschie bungsgesetz flir 
die Wellenlange Am des Energiemaximums: 

Am· T = const = b. (21) 

Bei Zunahme der Temperatur verschiebt osich das Energie­
maximum nach klirzeren Wellen. 

Das Plancksche Strahlungsgesetz bestimmt die unbekannte Funk­
tion F in Gleichung (20) und gibt somit die Energieverteilung, also 
die Abhangigkeit der Intensitaten der einzelnen Strahlen von der Wellen­
lange flir den absolut schwarzen Korper. 

Die Grundlagen flir die Erklarung des ultraroten Spektrums liefert 
die Quan ten theorie. Ein Grundprinzip dieser Theorie ist die sog. 
"Bohrsche Frequenzbedingung", die aussagt, daB Strahlung nur dann 
ausgesandt wird, wenn das Molekel seinen Energiezustand andert. Es ist 

h . v = E(1) - E(2) = LI E (22) 

worin h das Plancksche Wirkungsquantum, 
v die Frequenz der Schwingung = ciA und 
c die Strahlungsgeschwindigkeit ist. 

Die Energien E(1) und E(2) der Zustande (1) und (2) sind Funktionen von 
ganzen Zahlen (Quantenzahlen). 

Beim absolut schwarzen Korper kommen Schwingungen von allen 
Frequenzen vor. Die Haufigkeit (Wahrscheinlichkeit), daB Schwingungen 
mit einer bestimmten Frequenz vorkommen, ist nach dem Maxwell­
Boltzmannschen Verteilungsgesetz (wie bei der kin. Gastheorie) be­
kannt. Neben diesen "freien" Schwingungen konnen "erzwungene" 
auftreten, indem andere Strahlen auf den Strahler fallen oder von diesem 
angeregt werden. Aus dem Gleichgewicht zwischen diesen drei Elementar­
prozessen kann die raumliche Strahlungsdichte und damit auch die 
Energieverteilung bestimmt werden 1. 

Flir die senkrecht zur Flache ausgestrahlte Energie eines unpolari­
sierten Strahles, die doppelt so groB ist als die Energie der geradlinig 
polarisierten Strahlung (vgl. S. 7), ist: 

1 Die Plancksche Ableitung geht von der Strahlung von Oszillatoren aus. 
A. Einstein [Physik. Z. Bd.18 (1917) S. 121] hat gezeigt, daB eine solche spezi­
alisierte Vorstellung nicht notwendig ist. Er nimmt nur an, daB die der Strahlung 
zugrunde liegenden Elementarprozesse nach Zufallsgesetzen erfolgen und daB die 
Energieubertragung in endlichen Betragen erfolgt. 
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C1 = 5,04. 10-13 keal· em2jh = 5,89 . 10-13 Watt em2, 

C2 = 1,430 em· oK und A. = Wellenlange in em. 

13 

(23) 1 

Diese Gleiehung ist in Abb. 5 dargestellt; sie zeigt wie klein das Gebiet 
der siehtbaren Liehtstrahlung (A. = 0,35 bis 0,75 fh) ist. Aueh bei den 
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Abb. 5. Strahluug des absolut schwarzen Kiirpers. 

hoehsten in der Technik vorkommenden Temperaturen betragt die Lieht­
strahlung nur einen kleinen Teil der gesamten Strahlungsenergie. Erst 
bei der Sonnentemperatur von etwa 56000 C bildet die ausgestrahlte 
Lichtenergie einen Hauptteil der Gesamtstrahlung. 

1 Die Konstanten 01 = c2 • h und O2 = c' h· k konnen aus den universalen 
physikalischen Konstanten bestimmt werden: 

c = Lichtgeschwindigkeit = 2,9985 . 10 10 cm/s 
h = Plancksches Wirkungsquantum = 6,55 . 10-27 erg· sec 
k = Boltzmannsche Konstante = 1,372 .10-16 erg· grad; 1 mkg = 0,981'108 erg. 

Aus Gleichung (23) laBt sich der Anteil der Strahlung berechnen, der auf einen 
bestimmten Wellenbereich entfallt. Fiir das sichtbare Gebiet bestehen ausfiihrliche 
Zahlentafeln und Kurven (Miscellaneous Publ. Bur. of Standard Nr.56). 1m 
Handbuch der Physik, Bd. 21, S. 201, Abb.9 und 10 ist der Strahlungsanteil, der 
im Wellenbereich von 0 bis A liegt, iiber der Wellenlange eingetragen. Durch 
Differenzbildung kann man aus diesen Kurven den Strahlungsanteil fiir jeden 
Wellenintervall entnehmen. 
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Die gesamte vom schwarzen Korper ausgestrahlte Energie erhalt man 
durch Integration der Gleichung (23) iiber aIle WeIlenlangen und Multi­
plikation mit n (S. 6). 

Qs = 3,17 10-12 j).5 (eC'~~ -I) kcaljcm2 h. 
o 

(24) 

Die Integration 1 dieser Gleichung gibt das Stefan-Boltzmannsche 
Gesetz: 

(19) 
Wei! a = 5 76 10-12 Watt/em2 0 K4 = 4 95 10-8 keal/m2 h 0 K4 sehr , " , , 

klein und T4 sehr groB ist, sehreibt man die Stefan-Boltzmannsche 
Gleiehung bei praktischen Anwendungen meist in der Form: 

_ (T)4 2 Qs-Gs 100 kealjm h (25) 

und nennt Gs = 108 a, die Strahlungszahl des absolut sehwarzen 
Korpers. 

Aus dem Planckschen Gesetz laBt sieh die Konstante b des Wien­
schen Versehiebungsgesetzes berechnen. Die WeIlenlange Am fUr das 
Energiemaximum jeder Isotherme folgt aus der Gleichung 

-~-- - 0 - .---------.-. -.-(
dJ)',T) __ (eC,!).T_1)5Jc4_Jc5eC2/J,T·02/TJc2 

d Jc ). ~ ).m ),10 (eC,!)' T - IP 
oder aus 

1_e-cW. T _ G2/5A T = O. 

Jc~2T = 4,9651 

oder 
AmT= b = 0,288 em OK . (26) 

1m siehtbaren Gebiet der Strahlung, wenn das Produkt A T klein ist, 
kann der Faktor 1 gegeniiber eC'/). T vernaehlassigt werden, so daB das 
vereinfachte (W i e n sehe) Strahlungsgesetz lautet: 

E - 201 -C,/).T (27) ).,T-)Te . 

Der Fehler ist im siehtbaren Gebiet und unterhalb T = 2900 0 K nieht 
groBer als 1 %0' 
---- 0 O2 , 0 dx 

1 Setzt man Jc. 2T = x, also Jc = T. x so 1St d Jc = - ~rl' x'2~ und 

co 

M'tj 3 -xd -ll(3) = I 2 3' j 3 -2xd =j(2X)3 e- 2X d(2X) _ 1 X e x - , . , x e x 24 ' USW. 

o 0 

"d, Q_201T4 6{1 (1)4 (1)4 (1')4 }_20164938T4 T4 
WIT, - Ot ' +.lr +"3, + '4 + .. , - 0; . , = (J , 
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3. Strablung nicbtschwarzer Korper. 
Der Warmestrahlung nichtschwarzer Korper liegt nur ein allgemeines 

Gesetz zugrunde, namlich das Kirchhoffsche 
E=A·Es, (17) 

das nicht nur fiir die Gesamtstrahlung, sondern auch fiir die Strahlung 
jeder Wellenlange gilt. Man nennt das Verhaltnis A = EjEs auch das 
Emissionsverhaltnis oder den Schwarzegrad des betreffenden 
Korpers.ZahlenmaBig sind also Schwarzegrad T und Absorptions­
verhaltnis gleich groB. C = A . Cs wird Strahlungszahl des Korpers 
genannt. 

Die "graue" Strahlung ist charakterisiert durch eine von der Wellen­
lange unabhangige Strahlungszahl C. Fiir solche Korper gilt auch das 
Stefan-Boltzmannsche ~Gesetz. Idealgraue Korper gibt es ebenso­
wenig wie absolut schwarze. 

Die GesetzmaBigkeit der Strahlung nichtschwarzer Korper ist noch 
wenig systematisch untersucht worden und jedenfalls sehr verwickelt. 
Die Energien E(l) und E(2) (vgl. S. 12) setzen sich zusammen aus der 
Energie der Elektronenbewegung (Eel) und aus der Energie der Schwin­
gung (Es) und der Rotation (Er) der Atome, also: 

E = Eel + Es + E r , (28) 
nnd 

(29) 

Von diesen drei Gliedern ist die Freqnenz der Elektronenschwingnng 
infolge ihrer starker Bindung an das Atom die groBte. Die Elektronen­
schwingungen bilden das sichtbare und das ultraviolette Spektrum, 
wahrend die Atomschwingungen das ultrarote Spektrum bilden. Dabei 
bestimmt die wesentlich groBere Schwingungsenergie Ll Es die Lage der 
Schwingung im Spektrum, wahrend die Rotationsenergie Ll Er die 
positiven oder negativen Abweichungen davon kennzeichnen. Da die 
Energie sich nur um endliche Betrage andert, bilden die Frequenzen der 
Rotationsenergie einzelne getrennte Linien, deren Lage durch die 
jeweiligen Betriige von L1 Er gegeben ist; sie bilden eine sog. "Bande". 
Die Intensitaten der einzelnen Schwingungen sind im wesentlichen durch 
die Maxwellsche Verteilung gegeben. 

Die Warmestrahlungen sind also von der Struktur der Materie ab­
hangig. Schon bei der relativ einfachen Molekularstruktur eines zwei­
atomigen Gases, entsteht ein recht verwickeltes Schwingungsspektrum, 
das aus einzelnen getrennten Banden besteht, die wieder aus vielen 
einzelnen Linien zusammengesetzt sind (vgl. auch S. '27, Gasstrahlung). 
Bei dem verwickelten Aufbau der festen Korper treten Schwingungen 
von fast allen Wellenlangen auf. Es entsteht ein kontinuierliches Spek­
trum, wobei allerdings nicht aIle Schwingungen die gleiche Intensitat 
haben, so daB die Strahlung fast immer selektiv ist. Die spektrale 
Energieverteilung verlauft also nicht so gleichmaBig wie fUr den abso­
lutschwarzen Korper (Abb.5), sondern kann sehr verwickelte Formen 
annehmen. Die Quantentheorie ist aber nicht in der Lage, iiber die 
Energieverteilung bei der Strahlung nichtschwarzer Korper positive Aus­
sagen zu machen. 
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Die elektromagnetische Strahlungstheorie zeigt am deutlichsten, wie 
verwickelt das .Strahlungsproblem fiir nichtschwarze Korper ist. Die 
allgemeinen Maxwellschen Gleichungen iiber den Zusammenhang 
zwischen elektrischen und magnetischen Kraften lauten in der abge­
kiirzten Bezeichnung der Vektorrechnung: 

o~ 
Bat + 4 n a Q; = e rot ~ , (31) 

fl, ~~ = - e rot Q; (Induktionsgesetz). (32) 

Hierin ist Q; die Intensitat des elektrischen Feldes, 
fl, ~ die Intensitat des magnetischen Feldes, 

fl, die magnetische Permaebilitat; sie kann fiir die iiber­
wiegende Mehrzahl der Stoffe = 1 gesetzt werden, 

B die Dielektrizitatskonstante, immer groBer als 1, 

rY = ~- die spezifische elektrische Leitfahigkeit. Fiir Glas ist B = 

6 - 10, fiir Kristalle ist e > 100, 
e die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum, d. i. das Verhaltnis 

des elektrischen zum magnetischen MaBsystem. 

In rechtwinkligen Koordinaten geschrieben, lauten diese Gleichungen 

B °o~x + 4 n a Q;x = e (Oo~" - °o~Y) (31a) 

(entsprechend fiir Q;y und It,,) 
und 

oSjx _ (O~y 0 ~,,) 
fl,Tt- e e-z-ay 

(entsprechend fiir ~y und ~z). 

Die magnetischen Kraftfelder sind dadurch gekennzeichnet, daB 

div ~ = 0 = oSjx + oSjj! + oSj" 
ox By oz 

(32a) 

(33) 

ist. Ebenso ist fiir das elektrische Kraftfeld, solange die Raumladung = 0 
ist: 

d· rc: = 0 = 0 ~x + 0 ~y + 0 ~" 
IV \i!,. ox oy OZ· (34) 

1m leeren Raum ist a = 0 und B = 1. Die einfachste Losung der ersten 
drei Gleichungen (31a) ist dann gegeben durch den Ansatz: 

ItX=AIsin2n(t-~), Q;y=O und 1t,,=O (35) 

und stellt eine mit der Geschwindigkeit e in der Richtung der Z-Achse 
fortschreitende Schwingung dar, der ausschlieBlich durch zur X-Achse 
parallel wirkende Krafte charakterisiert ist. 

Aus den drei weiteren Gleichungen (32a) folgt 

~x = 0, ~y = Al sin 2 n (t = ;) und ~,,= 0, (36) 
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d. h. es wirken gleichzeitig magnetische Krafte lange der Y-Achse. Die 
elektrischen und magnetischen Krafte stehen senkrecht zueinander und 
zur Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle. Diese Losung stellt also 
eine geradlinig polarisierte ebene Welle dar (S.7). 

Fiir die Strahlung in einem beliebigen Medium, das durch die 
Dielektrizitatskonstante 8 und durch die Leitfahigkeit (J charakterisiert 
ist, lautet die Losung fur die geradlinig polarisierte Welle: 

~x=Ae-qZsin2n(t-~), ~y=Ound~z=O. (37) 

Die Amplitude der Welle im Medium nimmt im Laufe des Fortschreitens 
mit dem Faktor e-qz abo Fur die magnetische Welle folgt aus den Grund­
gleichungen: 

.\Jx = 0, .\Jy = A . n VI + tg2 b e-qz sin {2n (t- ~) -b} und .\Jz = 0, 

worin n = c/c' der Berechnungsindex ist. Die magnetische Welle schwingt 
also mit der elektrischen Welle nicht mehr in gleicher Phase, sondern ist 
um b gegen sie verzogert. 

1m allgemeinen ist also die Materie in optischer Beziehung durch die 
zwei Konstanten n und x = tg b charakterisiert, die mit den tllektrischen 
Konstanten und mit der Wellenlange der Schwingung durch die Glei­
chungen verbunden sind: 

n 2 = ~ (1 + 1+ 4a2~) und 
2 C2 c2 

2aA 
x = --'(---/==40.2 A2) 

cc\l+ Vl+~ 
(39/40) 

Diese Gleichungen mussen nun auf den Ubergang zwischen zwei 
Medien angewandt werden. Man muB dabei vollkommen glatte Ober­
flachen voraussetzen und zerlegt den in beliebiger Richtung i zur Ober­
flache einfallenden (unpolarisierten) Strahl in zwei geradlinig polarisierte 
Komponenten (vgl. S. 7). Die Richtung der Schwingungsebenen werden 
so gewahlt, daB das elektrische Feld der einen Komponente senkrecht zur 
Einfallsebene und der andere Komponente parallel zu dieser Ebene 
schwingt. Die Rechnung fuhrt, namentlich fiir die Schwingung parallel 
zur Einfallsebene zu sehr verwickelten Gleichungen 1. 

Man kann nun zwei Grenzmlle betrachten: 
4a2A2 

a) metallische Leiter. 1st (J sehr gr9B, so daB 1 gegenuber C2 c2 

vernachlassigt werden kann, so wird 

n2 = ~ und x = 1, 
C 

b) lsolatoren, d. h. (J = O. Dann ist 

(41) 

x=Oundn2 =8. (42) 
Glatte, polierte Metalle. Zunachst folgt aus der allgemeinen Theorie, 

daB beim Ubertritt des Strahles aus einem isolierenden in ein gu t leitendes 
Medium, wie Gold, Silber, Kupfer, der Brechungsindex mit dem Einfalls­
winkel veranderlich ist, so daB das Brechungsgesetz von Snelli us (S. 4) 
nicht mehr giiltig ist. Fur nicht so gut leitende Metalle wie Eisen und 
Platin bleibt dagegen das Gesetz von Snelli us gultig. 

1 L. 10.1. Ed. 20, Kap.6, Gleichung (116) und (122). 

ten Bosch, Warmeiibertragung. 3. Auf!. 2 

(38) 
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Die Unhandlichkeit der strengen Formel gab Veranlassung ver­
einfachte Naherungs16sungen zu suchen. Wird sin2 i gegenuber n2 ver­
nachlassigt (Naherung von Cauchy, die fur langere Wellen erlaubt ist), 
so erhalt man fUr senkrecht zur Einfallsebene polarisierte Strahlung: 

R = 1 _ A = 2 n2 + C082 i - 2 n cos i (43) 
n s 2 n2 + cos2 i + 2 n cos i 

und fur die parallel zur Einfallsebene polarisierte Komponente: 

o 

R _ 1 _ A _ 2 n2 cos2 i + 1 - 2 n cos i 
p - p - 2 n2 cos2 i + 1 --l- 2 n cos i ' (44) 

woraus folgt, daB das Lam bertsche 
Kosinusgesetz fur glatte Metalle 
nicht mehr gultig ist (da A nicht 
mehr proportional mit cos i ist). Das 
Emissionsverhaltnis nimmt bei groBen 
Winkeln gegen die Flachennormale 
stark zu und sinkt in der Nahe der 
streifendenEmission wieder ab (Abb.6). 

Fiir senkrecht auffallende Strahlen 
80" gehen beide Gleichungen uber in: 

I A = 1- ~-,----c:-~ 
f 2 n2 + 1 + 2 n (45) 1 

~ 4n 

'I' 2n2 + 1 - 2n I 
e,~ 

Abb. 6. Polardiagramm der Richtungs- 2 n2 + 2 n + 1 . 
verteilung von Metallen. (Messungen von Entwickelt man diese Gleichung in 

eine Reihe nach steigenden Potenzen 
von lin und setzt in Gleichung (41) den spezifischen Widerstand (! in 
Ohm fiir 1 m Lange und 1 mm2 Querschnitt2, also den Reziprokwert der 
elektrischen Leitfahigkeit a ein, so erhalt man, wenn A in fl gem essen wird: 

Eckert). 

A" = 0,365 -V i - 0,06671-. (46) 

Aus dieser Gleichung folgt, daB A mit zunehmender Wellenlange ab­
nimmt. Schlecht leitende Metalle (wie Eisen) sind also bei niedrigen 
Temperaturen auch schlechte Warmestrahler, wahrend gute Leiter, wie 
Kupfer und Aluminium auch bei hoheren Temperaturen fast alle Warme­
strahlen reflektieren. 

1 E. Schmidt [L. 11.2] vernachlassigt weiter in Gl. (43) cos i gegeniiber 2n und 
in Gleichung (44) 1 gegeniiber 2n cos i. Er erMlt dann die einfachen Gleichungen: 

A 2. d A 2. 
s=ncos~ un P=ncos~. 

Fiir sen1rrecht auffallende Strahlen gehen beide Gleichungen iiber in A = 2jn, 
d. i. die schon von Drude gefundene Beziehung. 

Die vereinfachte Gleichung von As ist umso genauer erfiillt, je groBer i ist; 
die Gleichung fiir As gilt dagegen nur solange 2jn cos i < 1 bleibt (Gesetz von 
Kirchhoff). E. Schmidt integriert nun die Strahlung iiber aile Richtungen des 
Halbraumes und findet, daB die Intensitat in senkrechter Richtung gleich der ganzen 
gestrahlten Energie geteilt durch 1,33 n ist. H. Schmidt und E. Furthmann 
haben darauf hingewiesen, daB die Vereinfachungen von E. Schmidt nicht zulassig 
sind und daB der Faktor 1,33 n viel zu groB ist. Der Faktor liegt fiir glatte Metalle 
zwischen 1 und 1,3. 

2 Zahlentafel fiir e im Taschenbuch "Hiitte", 26. Auf I. Bd. 2 S. 961. 
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Die Messungen von E. Hagen und H. Rubens zeigen, daB fUr 
A. > 10 fl die vereinfachte Theorie mit den Messungen gut iibereinstimmt, 
daB aber fUr kleine Wellenlangen Gleichung (46) viel zu kleine Werte gibt. 

Nach den Gesetzen von Kirchhoff und von Planck erhalt man 
mit A;. aus Gleichung (46) die Footesche Gleichung: 

0,365 -V -i- -0,0667 ~ 
E;..n=Ol~~(eC'I)'T_l~)-' (47) 

Dabei ist zu beachten, daB die Strahlungszahl aus Gleichung (46) nur fUr 
die senkrecht zur Flache gerichtete Strahlung gilt, so daB Gleichung (47) 
auch die Strahlung in ver- D,M 
tikaler Richtung fUr die i 
Wellenlange A. gibt. Die Ge- A qfJ6 

samtstrahlung in vertikaler qfJ7 
Richtung ist 

CD 

En= jE;.,nd,}.,. 
o 

Das Absorptionsverhaltnis 

A = EEn ergibt sich dann 

qfJo 

/ 
I 

s,n 
zu: f I 

Zn 

Al /~ ~ 

I" / 

/:A; 
/~~ 

-

.-1-::;:::=' ~-
~ ~ ~ ... -- foote 

--- ./ 

~ 
_ ... 

10 

l/ ~ 

4fJ1fJ qtl1t qfJ1'1 qfJ10 qflf6 qfJ20 qll22 qfJ2 
t?I---

Abb.7. Gesamtabsorptionsver-
hilltnis A der Metalle senkrecht 
znr Flache, nach Messungen von 
H. Schmidt nnd E. Furth-A = 0,00577 V e T - } (48) 

- 0,00179 e T, o qOfJZ q(J(JII qOfJ. q(l(J8 mann. 

also abhangig von der Temperatur. FUr blanke Metalle gilt deshalb das 
Stefan-Boltzmannsche Gesetz nicht mehr. Vernachlassigt man in 
Gleichung (48) das zweite Glied, so ist die ausgestrahlte Warme Q pro­
portional mit Ve T4. 5 und da bei reinen Metallen e proportional mit T 
wachst, wird Q proportional V eo To. 

Wie gut die -obereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung, trotz 
den gemachten Vereinfachungen ist, zeigt Abb. 7, worin die Versuchs­
resultate von H. Schmidt und E. Furthmann mit der Gleichung von 
Foote verglichen ist. Wesentlich ist bei diesem Vergleich, daB die 
Metalloberflache eben, poliert und frei von Oxydschichten bleibt, weil 
Rauhigkeiten und nichtmetallische Oberflachenschichten die Strahlungs­
zahl bedeutend erhohen. Die untersuchten Metallscheiben wurden bei 
den Versuchen von Schmidt und Furthmann mit Aluminiumoxyd 
auf der Polierscheibe so gut wie irgend moglich war auf Hochglanz 
poliert. Bei der Bleischeibe gelang es, durch vorsichtiges Abdrehen eine 
blanke Oberflache herzustellen. Das Einsetzen der Oxydation machte 
sich stets durch eine Erhohung der Strahlungszahl bemerkbar. Das 
Verhaltnis der Strahlungszahl der Gesamtstrahlung zu derjenigen der 
Flachennormalen liegt bei Metallen (nach Messungen von E. Eckert) 
zwischen 1 und 1,3. Eine aus Messungen in Richtung der Flachen­
normalen durch Vergleich mit dem schwarzen Korper bestimmte rela­
tive Strahlungszahl darf nicht ohne weiteres auf die Gesamtstrahlung 
nach allen Richtungen iibertragen werden. 

2* 
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Vollkommene Isolatoren, die vollstandig warmeundurchlassig sind, 
gibt es wieder nicht. Schlechte Elektrizitatsleiter absorbieren stark 
meist nur in einem bestimmten Wellenbereich; sie strahlen selektiv. 
So sind z. B. die festen Korper FluBspat, Steinsalz, Sylvin in einem 
bestimmten Wellenbereich fUr Warmestrahlen durchlassig. Die Warme­
durchlassigkeit steht in keiner Beziehung zur optischen Durchsichtigkeit. 
Glas z. B. laBt die kurzwelligen Lichtstrahlen fast ungeschwacht durch, 
wahrend es die Warmestrahlen bei niedriger Temperatur stark absorbiert. 
Auf diese bekannte Eigenschaft des Glases beruht seine Verwendung 
beim Wohnungsbau. Die selektive Absorption von Stoffen fUr Licht­
wellen von einer bestimmten Farbe ist die Ursache der Korperfarbe. 
Diinnes, rotes Papier z. B. laBt rotes Licht durch und reflektiert es diffus. 
Die durchgehende Farbe wird verursacht durch die Absorption der Er­
ganzungsfarbe von weiBem Licht. Durch weiBe Farbe (auch weiBe 
Kleidung) werden Sonnenstrahlen stark reflektiert (also schwach ab­
sorbiert) wahrend die Warmestrahlen bei niedrigen Temperaturen 
(Korperwarme) stark absorbiert, also auch stark ausgestrahlt werden. 
Auf diesen Eigenschaft beruht die Verwendung von weiBen Anstrichen 
bei Kiihlwagen, Kiihlhausern, Dachern, usw. und auch die angenehme 
KUhle von weiBer Kleidung im Sommer. 

Wahrend die Absorption bei Metallen in Schichten von der Dicke einer 
Wellenlange erfolgt (vgl. S.8), ist sie bei Isolatoren viel schwacher 
und erst nach einer groBeren Anzahl Wellenlangen erreicht die Ab­
sorption einen erheblichen Betrag. So muBten z. B. auf eine Oberflache 
16 Firnisschichten von zusammen 0,0435 mm aufgetragen werden, bis 
die ausgestrahlte Warme konstant wurde. Bei den in der Technik vor­
kommenden groBen Schichtdicken wird keine merkliche Energie mehr 
durchgelassen, so daB auch hier die Emission aus der Gleichung A = 1-R 
berechnet werden kann .. 

Quarz z. B. reflektiert im wesentlichen Strahlen von der Wellenlange 
8,8 fl und wird deshalb verwendet um monochromatische Strahlung von 
dieser Wellenlange zu erhalten. 

Auch fiir dielektrische Korper ist das Reflektionsverhaltnis nur vom 
Brechungsindex n, von der Wellenlange und von der Strahlungsrichtung 
abhangig. Der Brechungsindex ist nur fiir wenige Stoffe genauer unter­
sucht. Er hangt jedenfalls von der Wellenlange und auch von der 
Temperatur abo Soweit Versuche vorliegen, liegt er fUr die meisten 
Nichtleiter etwa zwischen 1,4 und 1,7. Die theoretische Berechnung der 
reflektierten Energie fiihrt zu der Fresnelschen Gleichung: 

J =-!.{Sin2(i-r) + t g2 (i-r)} (49) 
r 2 sin2 (i+r) tg2 (i+r)· 

Das erste Glied in der Klammer gibt die Intensitat des reflektierten 
Strahles, wenn die Schwingungsebene senkrecht zur Ebene des ein­
fallenden Strahles steht, das zweite Glied, wenn beide Ebenen zusammen­
fallen. Fiir i = r, d. i. fiir senkrecht auffallende Strahlung istl: 

1 sin(i-r) 
sin (i + r) 

sin i cos r - cos i sin r 
sin i cos r + cos i sin r 

sini . 
-.- cos r - cos ~ 
8m r 
sin i . 
Rill r cos r + cos ~ 

ncosr-cosi 
ncosr+cosi· 
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und A = 1_(11,-1)2 11,+2 
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(50) 

Die Gesamtemission aIler Richtungen folgt aus der Integration der 
Gleichung 

A = J Ai cos i d .Q 

iiber aIle Raumwinkelelemente d.Q der Halbkugel. Die Kurven in 
Abbildung 8 geben die Helligkeitsverteilung der Strahlung in den ver­
schiedenen Richtungen. Der Kreis Brp = 1 entspricht der konstanten 
Helligkeitsverteilung des absolut schwarzen Korpers. Aus dem Verlauf 
der Kurven folgt in Ubereinstimmung mit der Theorie, daB mit An­
naherung des Winkels i an 90° die Emission stark abnimmt, um bei 
streifender Ausstrahlung null zu werden. 

Bei rauhen Oberflachen (wie sie in der Praxis meist vorkommen) 
fallt die Emission weniger rasch abo Fiir die meisten Nichtleiter (n = 1,4 

Abb.8. Poiardiagramm der Strahlung von Nichtleitern, nach Messungen von Eckert. a feuchtes 
Eis, b Hoiz, c Gias, d Papier, e Ton, t Kupferoxyd, g Korund, rauh. 

bis 1,7) ist deshalb das Lam bertsche Gesetz annahernd (bis i = etwa 750) 
erfiillt; sie strahlen grau. Wenn der Brechungsindex unabhangig von der 
WeIlenlange ware, miiBten aIle Nichtleiter "grau" strahlen. Diese An­
nahme gilt annahernd bei niedrigen Temperaturen. Es ist aber noch 
ziemlich unsicher, ob Z. B. feuerfeste Steine bei den hohen Temperaturen 
im Feuerraum noch als Graustrahler betrachtet werden diirfen. Diese 
Frage muB durch Versuche geklart werden, die zur Zeit noch nicht 
vorliegen. 

Man p£legt fiir feste Korper bei den technischen Anwendungen 
das Stefan-Boltzmannsche Gesetz beizubehalten. Die Abweichungen 
von diesem Gesetz kommen dadurch zum Ausdruck, daB die Strahlungs­
zahl C einen mit der Temperatur veranderlichen Wert hat, der fiir jede 
Temperatur durch Versuche bestimmt werden sollte. Solche Messungen 
liegen zur Zeit nur wenig vor, was bei Verwendung der Werte in Zahlen­
tafe128/30, S.242 zu beachten ist. Versuche von Wamsler1 hahen aher 
gezeigt, daB fiir viele technisch wichtige Stoffe das Stefan-Boltz­
mannsche Gesetz in weiten Grenzen mit praktisch geniigender Genauig­
keit zutrifft, d. h. daB sie grau strahlen. 

1 L.35.41. 
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4. Die gegenseitige Strahlung zwei~r Korper. 
Zwei sich vollstiindig umschlie8ende Korper i und II mit den Ober­

flachen F1 und F2 werden durch ein vollkommen diathermanes Medium 
getrennt (Abb.9). Sie sollen keine einspringenden Ecken haben und 
"grau" strahlen. 

Die Strahlungszahlen der Flachen F 1, F2 und F3 seien 0 1, O2 und 0 3, 
dann sind die Absorptionsverhaltnisse (Schwarzegrade): 

Al = ~~-, A2 =~:-, und A3 = ~; 
und die Reflexionsverhaltnisse: 

RI = 1 - AI' R2 = 1 - A2 und Ra = 1 - As. 
Nach dem Stefan-Boltzmannschen Gesetz sind die je Zeit- und 

Flacheneinheit ausgestrahlten Energien: 

_ 0 ( Tl )4 -0 ( T2 )4 _ (Ta)4 qi - I 100-' q2 - 2 ,Too- und q3 - Os 100 . (51) 

Die durch die Flachen F I , F2 und Fa in der Zeiteinheit hindurch­
gehenden Energien lassen sich mit den Bezeichnungen in Abb.9 aus 

dem Gesetz der Erhaltung der 
Energie durch folgende Gleichungen 
berechnen: 

F 1q1 = Q~ - RIQ~, (52) 
well der Teil R1 der Strahlung Q~ 
reflektiert wird. 

Nur ein Bruchteil qJ (Einstrahl­
zahl, S. 6) der Strahlung Q~ wird 
die Flache F 1 treffen: 

Abb.9. Gegenseitige Strahlung zweier Kiirper. Q~ = qJ Q;, (53) 
wobei wir zunachst annehmen wollen, 

daB qJ bekannt sei. Der iibrige Teil der Strahlung Q;, also (1- qJ) Q; 
trifft wieder den Korper II, so daB 

Q~ = Q~ + Q; (1-qJ) (54) 
ist. Da der Teil R2 der Strahlung Q~ reflektiert wird, ist: 

~~=~-~~. ~ 
Wird vorausgesetzt, daB keine Warme von der Umgebungzugestrahlt 

wird, daB also die Flache Fa alle Strahlen spiegelnd reflektiert, so ist: 
Q'; = 0 (56) 

und 
Q~ = qaFa. (57) 

Die durch die Flachen F1 bzw. F2 hindurchgehende resultierende 
Energie ist: 

(58) 
bzw. 

Q2 = Q; -Q~ + Q;. (59) 
Mit den Werten von Q~ und Q~ aus den Gleichungen (52 und (53) wird: 

Q1 = F l q1 + RIQ~ -qJQ; =F1q1-qJQ; (I-R1) 
=F1q1-qJA1Q; (60) 
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Aus Gleichung (55) folgt mit den Werten von Q~ und Q~ aus den 
Gleichungen (54) und (52): 

Q~ = F 2q2 + R2 {F IqI + RI P Q~ + (1 - p) Q~} 
= F 2q2 + R 2F l qI + R2Q~ (1- pAl)' (61) 

Den hieraus folgenden Wert von Q~ in Gleichung (60) eingesetzt, gibt: 

Q F A q2F2+ R2FIqI 
I = I qi - P I 1 - R2 (1 - tp AI) 

oder 

und 
Q2 =Faqa-Ql' 

Durch Auflosen nach p folgt aus Gleichung (62) die Einstrahlzahl 

A2 FIql - QI P =-.------
Al F 2q2+ R2QI' 

(62) 

(63) 

(64) 

Setzt man Ql = 0, also Tl = T 2, dann ist unter Berucksichtigung des 
Kirchhoffschen Gesetzes: 

FIql 
P = Al = FI (65) 

F2q2 F2 . 
A;--

Es ist nun gebrauchlich die Einstrahlzahl p = Fl /F2, die von der 
gegenseitigen Lage der Flachen FI und F 2 abhangt fur jede beliebige Lage 
der beiden- Korper I und II anzunehmen. M. P. Clausing hat zuerst 
darauf hingewiesen, daB diese Annahme sicher nicht genauzutrifft und 
nur fiir die konzentrische Lage von zwei Kugeln oder Zylindern gilt. Das 
Winkelverhaltnis p kann experimentell aus Gleichung (64) durch Messung 
der Energie QI bestimmt werden. Die genaue Berechnung von q; ist sehr 
umstandlich und auch bei einfachen Korperformen, wie Zylinder und 
Kugel, bei nichtkonzentrischer Lage so umstandlich, daB die aufgewandte 
Miihe in keinem Verhaltnis zur praktischen Bedeutung steht. 

Setzt man q; =~;, ql = Al Cs ( ~~_)4 und q2 = A 2Cs ( too) 4 

in Gleichung (62) ein, so erhalt man 

_FI{(fo~-r-(~r}_ {(TI)4 (T2)'4} (66) QI - ~ + FI (_1 __ ~) - CFl 100 - 100 kcal/h. 
C1 F2 O2 Os 

C = 1 FI ( 1 1 ) 
0 1 + F2 O2 - Os 

1 
(67) 

heiBt Strahlungsfaktor der beiden Korper. Bei konzentrischen 
spiegelnd reflektierten Flachen fallt der Faktor FlfF2 in Gleichung (67) 
weg. Hottel sagt, daB 0 in diesem Fall zwischen den Werten der 
Gleichungen (67) und (70) liegt. 
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1st F 1 sem klein in bezug auf F 2' so wird 

Ql = OIFI {( 1~~ r -(l~~ t}kcal/h. (68) 

Fur parallele Flachen, mit F 1 = F 2 ist: 

Q1 = OF1 {( 1~ r -(1~ t} (69) 

mit 
1 1 1 1 -=-+--- ~ o 0 1 O2 Os· 

Strahlungsschutz. Wird zwischen den Flachen Fl und F2 eine Platte 
eingeschaltet, so ist die zwischen F 1 und der Mittelplatte ausgetauschte 
Warme je Flacheneinheit: 

Q1 = Oa{( 1~-r -(~ rJ 
mit 

1 1 1 1 
Oa = 0 1 + Ox - Os ' 

worin T x die noch unbekannte Temperatur und Ox die Strahlungszahl 
der Mittelplatte ist. 

Zwischen der Mittel- und der zweiten Platte ist die ausgetauschte 
Warme, wenn 0 1 = O2 ist 

Q2 = Oa{(io~r- (1~)l 
1m Beharrungszustand muB Ql = Q2 sein, so daB 

( Tx )4 = 1{( T1)4 + ( T2 )4} 
100 2 100 100 

ist, und 

Q = 0 {( T1 )4_~ (T1 )4_ ~ (T2 ')4} = Oa {(_T.~)' 4_ (T2 )4} 
1 a 100 2 100 2 100 2 100 100 

oder 

(71) 

wenn mit Qo die zwischen den beiden Platten, ohne Schirm,.ausgetauschte 
Warme bezeichnet wird. Sind aIle drei Platten aus dem gleichen Material, 
dann ist Oa = 0 und Q1 = 1/2Q. In der Praxis wird bei den Feuer- und 
Rauchtiiren von Dampfkesseln davon Gebrauch gemacht, um die 
Strahlungsverluste zu vermindern. 

Wird zwischen zwei oxydierten Eisenplatten (01 = O2 = 4,5) eine 
polierte Kupferplatte eingeschaltet mit Ox = 0,8, dann ist 

1 1 1 1 
Oa = 4,5 + 0,8 - 4,93 = 1,269 oder Oa = 0,79, 

und 
1 1 1 1 

-0- = 4,5 + 4,5 - 4,93 = 0,241 oder 0 = 1,16, 

so daB Q1 = 2 ~'~~6 Qo = 0,095 Qo 
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wird. Fur eine hochglanzpolierte Kupferplatte mit 0 1 = 0,2 ist Q1 

= 0,024 Qo' Durch eine einzige Zwischenwand wird die ausgestrahlte 
Warme also auf den 40. Teil vermindert. 

Hiervon wird bei genauen Temperaturmessungen Gebrauch gemacht, 
urn MeBfehler durch zugestrahlte Warme zu vermeiden (S. 37). 

Wenn zwischen den beiden strahlenden Platten zwei andere aus dem 
gleichen Material eingeschaltet werden, dann ist im Beharrungszustand 

(I~r-(i;~r= (i;~r-(i;~r= (i;6r-(~6r 
oder 

und 

woraus 

T~, = ! (2 T1 + T~) 
und 

Q _ 0 {( Tl)4 2 ( Tl)4 1 ( T2 )4} _ 1 {( Tl)4 ( T2 )4} _ 1 Q 
- 100 - 3 100 - 3 106 - :3 0 100 - 100 - 3 0 • 

Wenn n Platten aus dem gleichen Material dazwischengestellt werden, 
dann ist allgemein: 

(72) 

Durch eine vielfache Unterteilung kann also die durch Strahlung 
ubertragene Warme beliebig verkleinert werden (Alfol-Isolierung, S. 180, 
porose Korper). 

Zwei beliebig im Raum angeordnete Korper. Von der Warmemenge, 
die eine unendlich kleine Flache dF I des einen Korpers (Abb.4) nach 
der ebenfalls unendlich kleinen Flache dF2 des zweiten Korpers strahlt 

dQ J dF1 dF2 R R 
1 = 1 2 cos Pl cos P2 

8 
(8) 

wird der Teil A 2dQl absorbiert, der Rest reflektiert. Ein Bruchteil davon 
'{J (1 - A 2 ) dQl trifft wieder die Flache dF 1 und wird wieder teilweise 
absorbiert und reflektiert, usw. In ahnlicher Weise muB die Strahlung 
von dF 2 nach dF 1 verfolgt werden. Aus dieser Betrachtung ist zu 
erkennen, daB die exakte Rechnung der von den Flachen dF 1 und dF 2 

ausgetauschten Warme sehr umstandlich und schwierig zu berechnen ist. 
Wenn wir uns auf stark absorbierende Korper beschranken und dann 

ohne zu groBe Ungenauigkeit die Untersuchung der Strahlung nach der 
ersten Absorption abbrechen, so ist die von den Flachen dF 1 und dF 2 

ausgetauschte Warme praktisch genugend genau durch 

d Q - 01 Od( Tl)4_ (!2)4} dFI dF2 R R 
- n Os I 100 100 82 cos PI cos P2 

bestimmt. 
Die gesamte zwischen den Flachen F 1 und F 2 mit den konstanten 

Temperaturen T 1 und T 2 ausgetauschte Warme ist . 

Q = 01 02{( Tl )4_ (T2_)4}JJ dFl dF2 R R 
nOs 100 100 82 cos PI cos P2 

F,F, 
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und kann in der allgemeinen Form 

Q = G·F· CP{(1~)4- (1~)4} (73) 

geschrieben werden. In dieser Gleichung ist der Strahlungsfaktor, 

G _ 0 1 0 2 

- as ' 
abhangig von den Strahlungszahlen der beiden Korper, F, die Ober­
Wiche eines der beiden Korper, und 

1 II dF1 dF2 f3 f3 cp = nF -8-2 -cos 1 cos 2 (74) 

F.F, 

die Einstrahlzahl dieser FHiche (S. 6). Fiir Korper von beliebiger Form 
und Anordnung wird cp am besten graphisch ermittelt (L. 12.6, 11, 12) ; 
sie kann fUr Rechtecke und Kreisscheiben bei verschiedener gegen­
seitiger Lage berechnet werden (L. 12.4, 6). 

Oft ist es moglich, durch einfache "Oberlegungen die Rechnung zu 
umgehen und eine wenigstens angenahert richtige Losung zu erhalten. 
Praktisch wichtig ist z. B. die Warmeabgabe durch Strahlung von Well­
blechen (Transformatoren) oder von Rippenrohren. Diese konnen als 
eine Artunvollstandige Hohlraume aufgefaBt werden, die mit einer mehr 
oder weniger groBen Offnung strahlen. Die Strahlung solcher Korper ist 
dann nicht mehr der abgewickelten Oberflache proportional, sondern das 
Rippenrohr verhalt sich wie ein glattes Rohr, dessen AuBendurchmesser 
gleich dem Rippendurchmesser ist und das Wellblech als ein glattes 
Blech, dessen Oberflache dem kurzesten, z. B. durch eine Schnur um­
spannten Umfang entspricht. Die Strahlungszahlen konnen in beiden 
Fallen etwas groBer eingesetzt werden als eigentlich zum Material ge­
horend. Der Spielraum, welcher hier zur Verfugung steht, ist allerdings 
nicht groB, weil Go = 4,9 und Geisen (gestrichen oder oxydiert) = 4,5 ist. 

Diese "Oberlegungen gelten nur, wenn beide Korper durch trockene 
Luft getrennt sind, also z. B. fiir Heizkorper, fiir elektrisch geheizte 
Gluh- oder HarteOfen, fUr Sende- und Verstarkerrohre und auch fur 
diffus strahlende Lichtquellen. Sie diirfen aber nicht bei industriellen 
Feuerungen. (Dampfkessel, Siemens-Martin-Ofen) angewandt werden, 
wegen der Eigenstrahlung der Rauchgase. 

Bei Rohrenapparaten strahlen gekrummte Flachen. 1st die Ent­
fernung der strahlenden Flachen groB, so kann die Rohroberflache als 
eben betrachtet werden. Das Rohr strahlt aber nach allen Richtungen 
in einer Ebene senkrecht zur Rohrachse gleich viel Warme aus, wahrend 
die Intensitat der Strahlung einer ebenen Flache sich nach dem Lam bert­
schen Kosinusgesetz andert. In einem Winkelraum von f3I bis f32 wird 
also je Flacheneinheit 

P. 
J f cos f3 d f3 = J (sin f32 - sin f3I) 

P. 
ausgestrahlt. Mankann demnach die Strahlung eines Rohres durch die 
Strahlung einer ebenen Flache von der Breite 

b = _fJ2-fJ1_d (75) 
sin fJ2 - sin fJ1 
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ersetzen, worin d der Rohrdurchmesser ist. Kossler weist nun nach, 
daB diese Beziehung mit guter Annaherung auch fUr die Strahlung nach 
beliebigen Richtungen gilt, so daB die Strahlung von Rohrflachen mit 
Hille der Gleichung (73) wie die Strahlung ebener Flachen berechnet 
werden kann. 

Wesentlich schwieriger wird die Abschatzung des Strahlungsfak­
tors C, wenn glatte Metallflachen konkav geformt sind (z. B. Rohre 
mit Kupferrippen. . 

5. Gasstrahlung. 
Das Absorptionsspektrum von Gasen ist selektiv; es besteht aus 

einzelnen Streifen. Nach dem Kirschhoffschen Gesetz muB ein Gas 
in dem Wellenbereich, in dem es Strahlen 
absorbiert, auch Warmestrahlen aussenden. 
Wenn es in dem Wellenbereich samtliche 
Strahlen absorbierte, wiirde seine Strahlung 
dem Wellenbereich des absolut schwarzen 
Korpers entsprechen. In diesem Fall spricht 

t tOO 

% " (\f \. f ~ II :: 
II 80,1----1Hf-t--f-t-tr--i11+-!i I --t~- --- -r- / 

~'~~~-+~~J~-+--~--*IV~~~~--+--+~ 
IIbslJl'pfionsverhiillnis I A ~~~~~ 

ifof--IH-t+-\r-++--I---+--+--I--f\--c[---+- bei 127°C vntl S ~ 1,Om -t---l 

I ~ I~V I 
Mf-~++-+~~-~-~~-+-~~-~-+--+--I---+-~-~ 

I~', I I 
o t 8 to 12 1if 18 to zz 

Abb. 10. Gasstrahlung. 

man von der schwarzen Gasstrahlung (Abb 10). Ihre Werte konnen 
aus dem Planckschen Strahlungsgesetz 

)., 

f di. 
Es,)"1 = 1.:1 }." (e c,l). T _ 1) (76) 

Al 

berechnet werden, unter der Voraussetzung, daB die Breite der Ab­
sorptionsstreifen unabhangig von der Temperatur ist. Diese Voraus­
setzung trifft in Wirklichkeit nicht zu. Aus den Messungen von 
F. Paschen, H. Schmidt und E. von Bahr folgt, daB im allge­
meinen die Banden bei Erhohung der Temperatur nach langeren Wellen 
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verbreitet werden und daB auch das Maximum sich nach langeren Wellen 
verschiebt. 

Bei den technischen Anwendungen kommen hauptsachlich die 
Strahlung von Kohlensaure und von Wasserdampf in Frage, auch 
Schwefeldioxyde (S02)' Ammoniak (NH3) und HOI zeigen nennenswerte 
Absorptionsbanden. Nach den Messungen Paschens sind die drei 
wichtigsten Absorptionsstreifen fur 

Kohlensa ure: Streifen I von Al = 2,36,u bis 3,02,u, also Ll A = 0,66,u 
0,79,u 
4,0 ,u 

II = 4,01,u " 4,80,u, 
III = 12,5 ,u ,,16,5 ,u 

W asserdam pf: Streifen I = 2,24,u " 3,27,u " 
II = 4,8 ,u " 8,0,u 

III = 12,0 ,u ,,25 ,u 

1,03,u 
3,7 ,U 

=13 ,u 

AuBer diesen Streifen bestehen noch kleine, schwache Absorptions­
streifen bei 1,8,u, die vernachlassigt werden, weil sie noch nicht genau 
gemessen sind; sie werden nur bei groBen Schichtdicken und wegen der 
kurzen Wellen bei hohen Temperaturen starker bemerkbar. Ihre Ver­
nachlassigung laBt die berechnete Strahlung etwas zu klein erscheinen. 

Die spateren Untersuchungen von E. von Bahr und G. Herz 
ergaben fur Kohlensaure wesentlich kleinere Breiten fur die Streifen I 
und II. 

Kohlensaure: Streifen I von A = 2,64,u bis 2,84,u, alsoLlA = 0,2 ,u 
II 4,13,u " 4,47,u, = 0,34,u 

III 13,0,u ,,17,0,u " = 4,0 ,u 

Die Abweichungen lassen sich dadurch erklaren, daB die Absorptions­
streifen flache Grenzgebiete haben, in denen nur eine sehr schwache 
Absorption stattfindet. Es liegt im Interesse der Sicherheit der Rechnung, 
wenn die "wirksame" Streifenbreite nicht zu hoch eingesetzt wird, da 
"unendlichdicke" Schichten bei den technischen Anwendungen doch 
nicht vorkommen. Die fur die schwarze Strahlung von 002 in Abbil­
dung 11 eingetragenen Werte sind von A. Schack mit den kleineren, 
konstanten Streifenbreiten berechnet und liefern deshalb fur hohe 
Temperaturen und groBe Schichtdicken sicher zu kleine Werte. 

Fur die wirksamen Streifenbreiten des Wasserdampfs kommen als 
neuere Messungen hauptsachlich die von G. Hettner und E. von Bahr 
in Frage, aus welchen folgt, daB die Absorptionsstreifen des Wasser­
dampfes aus vielen immer starker werdenden Einzelmaxima zusammen­
gesetzt sind, die durch Taler von ahnlicher Breite getrennt sind. Der 
zweite Streifen enthalt Stellen so geringer Absorption, daB die "wirksame" 
Streifenbreite nicht mehr als l,u betragt. Die ebenfalls von A. Schack 
berechneten Werte der schwarzen Strahlung von Wasserdampf sind in 
Abh. 11, bezogen auf die Gesamtstrahlung des absolut schwarzen Korpers, 
durch eine stetige Kurve ausgeglichen. 

Auffallend ist das groBe Absorptionsverhiiltnis von Wasserdampfbei 
niedrigen Temperaturen (Nebel, Wolken). Sie stehen aber in Uber­
einstimmung mit folgenden Beobachtungen im Tiefland der Schweiz. 
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Ta~sstra.hlung filr Mittel 
in cal/m' horiz. Flilche April I Mai Juni Juli Aug. Sept. I Okt. 

bei wolkenlosem Himmel . 4720 15960 6485 6240 5260 3820 12410 
bei mittlere'r Bewolkung 2300 2800 3200 3400 3160 2180 1300 

Die Sonnenenergie, die je Zeit- und Flacheneinheit senkrecht zur Erd­
oberflache fallen wiirde, wenn die Erde keine Atmosphare hatte (Solar­
konstante genannt), wird in den physikalischen Biicher:p. verschieden 
angegeben. Der wahrscheinlichste Wert scheint etwa 1150 kcalJm2h zu 
sein. Auf Meereshohe erreichen bei klarem Himmel davon hochstens 
70% (im Mittel 66%) die % 

Erde. t 60 
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trenzeigenistdieAbsorptions- p50 
zahl etA von Kohlensaure und 50 

Wasserdampf auBerordentlich 
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andere Schichtdicken wieder 30 

andere Mittelwerte ergeben. 2.f 

Die verwickelte Ahhangigkeit 
von etA mit der Wellenlange 20 

muB bei der Integration der 15 

Gleichung (8) beriicksichtigt 
werden. Diese Gleichung gilt 10 

iiberdies nur fiir homogene 
Korper. FUr Gasgemische, wie 5 

sie z. B. bei technischen Feue­
rungen vorkommen, ist o zoo '100 6t/(J 6t/(J ftlIl(J fZfl(J fII(J(J fIJOO t600 l1fJI/OOC 

dJA =- etA pJA dAA , (77) 
Abb.11. Strahiung von unendlich dicken.Gasschichten. 

worin p der Partialdruck des Gases = GasdruckJGesamtdruck ist. Nach 
den Versuchen von E. von Bahr und G. Hertz nimmt die Absorptions­
zahl mit steigendem Gesamtdruck zu, aber bei konstantem Gesamtdruck 
von etwa 760 mm Hg ist der Partialdruck p und der Strahlungsweg 
beliebig vertauschbar, wobei es gleichgiiltig ist, durch welches neutrales 
Gas der Gesamtdruck konstant gehalten wird. 

Schack iiberwindet die groBen Schwierigkeiten der Integration, 
indem er unter Annahme einer mittleren konstanten Strahlungs­
intensitat fiir die ganze Streifenbreite 

A. 

- 1 f J. EA= ),2-),1 JAG. 
A. 

folgenden Satz aufstellt und beweist: 

1 Schweiz. Bauzeitung 1918 II, S. 90. Fiir die Berechnung der einem Freiluft­
eisfeld zugestrahlten Warme s. W. Koeniger, Z. ges. Kalteind. Bd. 41 (1934) S. 109. 
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"Die Absorption eines schmalen Streifens mit beliebig vielen Ab· 
sorptionslinien von beliebig verschiedener Breite und Intensitat andert 
sich nicht, wenn man die Linien oder ihre Teile so ordnet, daB ihre 
Absorptionszahlen nach einem moglichst einfachen Gesetz von der 
Wellenlange abhangen." 

Da genaue Messungen uber den wahren Verlauf von ex nicht vorliegen, 
nimmt Schack als erste Annaherung eine lineare Abhangigkeit an: 

ex;. = ex - 0 J.., (7S) 
(Abb. 12a) worin ex die groBte Absorptionszahl im betreffenden Streifen 
ist. Mit diesem Wert von ex;. folgt aus der Integration der Gleichung 

A = J(l - ea.;. P·8) as, 
wenn ps = const angenommen, das Absorptionsverhaltnis bei einer 

bestimmten Temperatur: 
I 
I 
1 
1 
I 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
I 
1 

l_e-a.Ps 
AT=l-. . (79) 

rxps 
FUr Kohlensaure und 
Streifen 

I ist ex = 16 [11m] 
II = lSOO " 

III = SO " 
FUr Wasserdampf ist 

;'6 )/. im zweiten Streifen die 
Abhangigkeit der Absorp­
tionszahl mit der Wellen­

lange so verwickelt, daB als bessere Annaherung der Verlauf durch zwei 
Geraden dargestellt werden muB (Abb.12b). Die Integration ergibt dann: 

«0 ' 
At ..to)/. Ita k-~- Xz 

Abb. 12 a u. b. Zur Berecbnung der Gasst.rahlung. 

AT=l- Xl {e-a.,ps_e-a.·PS}_ I 
(rx1- rxo) p·s 

X2 { -a..ps -a.'PS} - e-e 
(rx2 - rx1)P·s 

(SO) 

worin CXo die Absorptionszahl am Anfang der ersten Gerade 

exl " " " Ende " " " 
CXs " " " " "zweiten " 

und Xl + X 2 = 1 ist. 
Schack leitet aus den bisher bekannten Versuchen fiir Wasserdampf ab: 

Streifen I: ex = Slim 
II: Xl = 0,66, CXo = 0, exl = 5 11m; x2 = 0,34, ex2 = 27 

III: ex = 45 11m. 

Bei der Integration ist die Weglange s und auch die Intensitat J des 
Strahles als konstant angenommen, wahrend in Wirklichkeit s und J 
von der Strahlungsrichtung, also von der Korperform abhangen. Die 
Gleichung (79) bzw. (SO) gibt also die Gasstrahlung in dem Wellenbereich 
einer Absorptionsbande nur fiir den Fall der Strahlung einer Halbkugel 
auf die Flacheneinheit im Mittelpunkt. 

Man muB also fiir die verschiedenen Korperformen die Absorptions­
verhaItnisse A fiir jeden Streifen einzeln und weiter fur die verschiedenen 



Gasstrahlung. 31 

Temperaturen berechnen. Die Abhangigkeit der Absorptionszahl IX von 
der Temperatur ist noch wenig erforscht; man weiB, daB sie mit steigender 
Temperatur zunimmt. Die von A. Schack angenommenen Absorptions­
zahlen stutzen sich auf Messungen bei 1270 C. Wenn diese Werte auch 
fUr hohere Temperaturen eingesetzt werden, so erscheint die berechnete 
Strahlung zu klein, was im Interesse der Sicherheit der Rechnungen liegt. 

Die Energie, die in der Zeiteinheit von einem Oberflachenelement in 
der Richtung des Einheitskegels d Q ausgestrahlt wird, ist 

Hn cos{J dF· dQ. 

Auf der Strecke x wird durch das Gas absorbiert: 

( 1 e-rt.PX) 
HndFcos{JdQ 1- - . 

rx.px 

Die Gesamtabsorption erhalt man durch Integration uber alle Richtungen 
des Halbraumes oberhalb dF 

Hn dF JdQcos{J (1_ 1- e-rt. PX). 
rx.px 

Wenn die Strecke x konstant = 8 ware, konnte der Klammerausdruck 
auBerhalb des Integralzeichens genommen werden; die Integration gibt 
dann: 

Das Verhijltnis 

f ( 1 e-rt.PX) 
dQcos{J 1------

(/J= rx.px ) 

( l_e-rt. PS) (81 
:n 1-----

rx.ps 

wird "Formfaktor" genannt, und ist fur jeden Absorptionsstreifen ver­
schieden. Ihre Werte liegen je nach der Korperform zwischen 0,7 und 1,l. 

H. C. Hottel hat eine Vereinfachung der Rechnung vorgeschlagen, 
indem er nachweist, daB durch die geeignete Wahl eines "mittleren" 
Strahlungsweges 8 der Formfaktor mit einer Genauigkeit von 5 bis 10% 
gleich 1 wird, so daB dadurch der EinfluB der Form des Gaskorpers auf 
das AbsorptionsverhaltnisA eliminiertwerden kann. Die von H. C. Hottel 
berechneten "mittleren" Strahlungswege fUr die Gesamtstrahlung des 
Gaskorpers auf die Umhiillungsflache konstanter Temperatur, sind in 
Zahlentafel 1 fur verschiedene Korperformen zusammengestellt. 

Zahlentafel 1. Mittlerer Strahlungsweg fur verschiedene K6rper-
formen (nach H. C. Hottel). 

1. Kugel s = 2/3 des Kugeldurchmessers. 
2. Unendlich langer Zylinder s = Zylinderdurchmesser. 
3. Gas zwischen zwei unendlich groBen parallelen Platten, s = 1,8 X Platten­

abstand. 
4. Gas zwischen Rohren, versetzt, Durchmesser d = lichte Entfernung e, s = 2,8 e 

d = 0,5 Xes = 3,3 e 
5. Parallelepiped: mit dem Seitenverhaltnis 1 : 2 : 6 

Strahlung nach der Breitseite s = 1,3 X kleinste Abmessung. 
6_ Kubus: s = 2fax Seitenlange. 



Abb.13. Strablung von Wasserdampf. 
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Mit diesen Werten ist es m6glich die Strahlung irgendwelcher Gas­
schichten durch einfache Addition der Strahlung der einzelnen Streifen 
zu berechnen. Die berechneten Werte sind in den Abb. 13 und 14 ein­
getragen. Sie gelten fUr einen Gesamtdruck von etwa 760 mm Hg. 
Solange Versuche bei h6heren Drucken nicht vorliegen, k6nnen sie auch 
als untere Grenzwerte fur solche Fane, also z. B. im Zylinder einer Ver­
brennungskraftmaschine benutzt werden. 

Da diese Abbildungen mit einer zu kleinen "wirksamen" Streifen­
breite berechnet wurden, geben sie fur hohe Temperaturen und groBe 

% 
tM~~~~--~~~~--~~ 

l' 0 //erst/c/J I'M lSc/Jmitff ' 

~«I ?/}(/ .lfJ() '1«1 5«1 000 7«1 000 g(J(J m«lOC 
[}(lm,of/empef'(l/t/r t --;.. 

Abb.15. Verg!eich der nach Abb. 13 berechneten Strahlung von Wasserdampf mit den Versuchen 
von E. Schmidt. 

Schicktdicken sicher zu kleine Werte fur die Gasstrahlung. Abb. 15, in 
welcher die aus Abb. 14 berechneten Strahlungszahlen fur Wasserdampf 
mit den Messungen von E. Schmidt verglichen sind, zeigt dies deutlich. 
Auch die neuesten Messungen von H. C. Hottel und V. S. Smith mit 
Kohlensaure zwischen Temperaturen von 1450 und 2050° C und Werte 
von p' 8 zwischen 0,016 und 0,17 m liegen h6her als die aus Abb. 13 
berechneten Werte. 

Dennoch seien die in den Abb.13 und 14 enthaltenen Werte un­
verandert fur die Berechnung der Gasstrahlung empfohlen. Infolge der 
niedrigeren Temperaturen der Gasschicht in der unmittelbaren Nahe der 
kalten Begrenzungswande, muB die Gasstrahlung bei technischen Feue­
rungen oder in den Zylindern von Verbrennungskraftmaschinen kleiner 

ten Bosch, Wltrmeiibertragung. 3. Auf!. 3 
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sein, als wenn die Gasschichten eine vollstandig gleichmaBige Tempera­
tur batte. 

Wenn ein Gas sowohl Kohlensaure als Wasserdampf enthalt, wie es 
bei den Rauchgasen von technischen Feuerungen fast immer der Fall 
ist, so durfen die Strahlungsanteile der beiden Gase im allgemeinen nicht 
einfach addiert werden. Wie die Zusammenstellung der Absorptions­
zahlen auf S. 28 zeigt, fallen die Absorptionsstreifen I und III fur Wasser­
dampf und Kohlensaure teilweise zusammen. Diese Streifen konnen aber 
zusammen niemals mehr absorbieren als die schwarze Gasstrahlung, 
wahrend die Addition bei dicken Gasschichten hohere Werte geben kann. 
Der Fehler, der durch die Addition entsteht ist um so groBer, je dicker 
die Gasschichten und je hOher die Partialdrucke der Gase sind . 

. Der Korrekturfaktor, der das gleichzeitige Auftreten der beiden Gase 
berucksichtigen konnte, ist eine sehr verwickelte Funktion der Tem­
peratur, der Partialdrucke, der Schichtdicke, der Absorptionszahlen, der 
Form, usw. Er kann aber fUr gegebene Verhaltnisse leicht berechnet 
werden. Fiir die bei technischen Feuerungen vorliegenden Verhaltnisse 
ist die Gesamtstrahlung meist gleich der Summe der Teilstrahlungen 
der Bestandteile. 

Leuchtende Flammen. Fast aIle Brennstoffe enthalten sowohl Wasser­
stoff als Kohlenstoff. Bei der Verbrennung verbindet sich zuerst der 
Wasserstoff mit Sauerstoff; dabei scheidet sich der Kohlenstoff aus 
der Verbindung aus. Findet er, infolge mangelhafter Mischung mit Luft 
nicht sofort genugendSauerstoff zur Verbrennung, so schwebt er gliihend 
in der Flamme und verbrennt bei genugend hoher Temperatur ohne 
Flammenbildung. So entsteht die "leuchtende" Flamme, die neben der 
Strahlung der Kohlensaure und des Wasserdampfes auch Warme durch 
Strahlung der festen Kohlenstoffteilchen abgibt. Bei guter Mischung 
von Brennstoff und Luft (die aber bei technischen Feuerungen kaum 
vorkommt) geben auch die kohlenstoffreichsten Gase immer eine durch­
sichtige, nichtleuchtende Flamme. 

Zur Berechnung der Strahlung leuchtender Flammen muB wieder 
das Absorptionsverhaltnis A berechnet werden. Wenn die Gesamtdicke 
der einzelnen Kohlenstoffteilchen, durch welche der Strahl hindurchgeht, 
mit .I 8 bezeichnet wird, ist 

A;. = 1- e-cx;.ES. 

Nach den Messungen von Angstrom hat ein einzelnes RuBteilchen eine 
Dicke 8 von der GroBenordnung 0,3 ft. Fur die Absorptionszahl IX;., die 
von der Wellenlange abbangt, setzt A. Schack: 

!Xl 570000 
IX;. = .1°,9 = -;:M [11m], 

worin IXI = 5,7 105 die Absorptionszahl fur A = 1 ft ist. Kohlenstoff 
absorbiert also die kurzen Lichtwellen viel intensiver als die langen 
Warmestrahlen. Die "sichtbare" Schatzung des Schwarzegrades ist also 
nicht moglich, denn die undurchsichtige leuchtende Flamme kann die 
Warmestrahlen noch zu einem groBen Teil durchlassen. 
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Da Kohlenstoff Strahlen aller Wellenlangen absorbiert und das 
Absorptionsverhaltnis A definiert ist als das Verhaltnis der absorbierten 
Energie zu der insgesamt auffallenden Energie, so ist 

J"'~A_-_5_ (1- e - ~~~9S) d A 
e1,43/T_I 

A=~o ________________ _ (82) 
co J A-5 dA 

e 1,43/" T 1 
o 

Dieses IntegrallaBt sich nicht geschlossen losen. Die Ergebnisse der von 
A. Schack durchgefiihrten graphischen Integration sind in Abb. 16 dar­
gestellt. Die praktische Verwertung dieser Abbildung ist nur moglich, 
wenn ,I 8 bekannt ware, welche GroBe je nach dem Brennstoff, der 
Mischung, der Luftzufiihrung und der Form des Feuerraumes ver­
schieden ist. 

2 J 

Abb. 16. Schwarzegrad A der Gesamtstrahlung der RnB· 
snspension lenchtender Flammen, in Abhangigkeit von 

der Absorptionsstiirke IX L s nnd ihrer Temperatur. 
(Berechnet von A. Schack.) 

Fiir ein einzelnes RuBteilchen ist iX" 8 = 570000· 0,3 . 10-6 = 0,17, 
so daB, wenn der Strahl nur 10 hintereinander liegende Staubteilchen 
treffen wiirde, das Absorptionsverhaltnis nach Abb. 16 schon iiber 50% 
betragen wiirde. Zu diesem Wert ist noch die Strahlung der nicht· 
leuchtenden Gasschichten zu addieren, so daB in den groBen technischen 
Feuerungen (Dampfkessel) der Schwarzegrad der leuchtenden Flammen 
bei gasreichen Brennstoffen 75 und mehr % betragtl. 

Bei der Verbrennung von Gas mit der Zusammensetzung: 
CO2 C2H 4 H2 CO CH4 O2 N2 
2,2 4,2 48 9,4 22 1,2 13,0% 

1 A. Schack gibt auch eine Methode an die Strahlung leuchtender Flammen 
durch Temperaturmessungen experinlentell zu bestinlmen. Leider ist die Methode 
fiir die praktische Auswertung recht ungiinstig, da zu ungenau (L. 13.17). 

3* 
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das also relativ arm an Kohlenstoff ist, zeigten die Messungen von 
Hottel und Smith, daB die Strahlung der "leuchtenden" Gasflamme 
nur gleich der Summe der nichtleuchtenden Strahlungen von CO2- und 
H 20-Gas nach Abb. 13 und 14 war. 

Die Kohlenstaubflamme unterscheidet sich von der leuchtenden Gas­
flamme im wesentlichen nur durch die GroBe der gluhenden Teilchen. 
Nusselt sowie Wohlenberg und seinen Mitarbeitern haben aus theo­
retischen Uberlegungen den Schwarzegrad der Kohlenstaubflamme be­
rechnet. Man kann das Resultat dieser sehr interessanten Unter­
suchungen kurz so zusammenfassen, daB eine Kohlenstaubflamme min­
destens so stark strahlt wie die leuchtende Flamme bei Rostfeuerungen. 

6. Anwendungen. 
Fur praktische Anwendungen wird Gleichung (66) etwa umgeformt, 

indem ein Temperaturfaktor i,~ nach der Gleichung: 

(l~~r- u~r = If} (T1 - T 2 ) = If} e 
gebildet und 

(Xs = C if} [kcal/m2, h, 0 C] (83) 

als Warmeubergangszahl fUr Strahlung eingefUhrt wird. Die durch 
Strahlung ausgetauschte Warme ist dann: 

Qs = (XsF . e kcal/h. (84) 
Die Werte von if} konnen aus den Abb. 17 und 18 fUr verschiedene 

Temperaturen abgelesen werden. 
TemperaturmeBfehler 1. Sobald groBe Temperaturunterschiede zwi­

schen Gasen und Wandungen vorhanden sind, ist es - infolge der 
Warmeabgabe des MeBinstrumentes durch Strahlung und Leitung -
sehr schwierig die Gastemperatur genau zu messen. 
Sei {}y bzw. Ty die Temperatur der Gase, welche gemessen werden soIl, 

{} " T " welche das Thermometer anzeigt, 
{}w " T w " " der Wandung, 
lund d Lange und Durchmesser des Thermometers, 

dann nimmt im Beharrungszustand das Thermometer von dem Gasstrom 
ebensoviel Warme auf, als es an die Wandungen ausstrahlt, so daB 

(Xndl (By -{}) = Cndl{(l~r- (i~r} 
oder 

(85) 

Die Differenz {}u - {} gibt den Fehler an, den man bei der Temperatur­
messung begeht. Dieser Fehler ist urn so kleiner, je kleiner C und je groBer 
(X ist; das Thermometer soIl z. B. in ein diinnes hochglanzpoliertes Kupfer­
rohr satt eingelegt werden. 

Die Strahlungszahl C (vgl. S.24) und auch die Warmeubergangs­
zahl (X (vgl. Abschnitt III) sind von einer groBen Anzahl Faktoren 

1 L.14. 
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abhangig, die alle die MeBgenauigkeit beeinflussen. Die GroBe des MeB­
fehlers konnte nur dann im voraus geschatzt werden, wenn alle diese 
Faktoren genau bekannt waren. Die Form des Thermometers bzw. die 
Konstruktion des Thermoelementes, das Material, die Beschaffenheit der 
strahlenden Oberflache, die Art des Einbaues, Gasart und Geschwindig­
keit der Gasstromung usw. miiBten dabei beriicksichtigt werden. Es 
kann sich also niemals darum handeln allgemein giiltige Angaben iiber 
die GroBe des MeBfehlers zu machen. 

Wie groB der Fehler werden kann, zeigen folgende Beobachtungen von 
M. Wenzl und E. S ch ulze, die die Gastemperatur in einem Flammrohr 
({}w = 1800 C) mit einem un-
geschiitzten Thermoelement MeBfehler CIa. berechnet 

00 aus GJ. (a) 
Gastemperatur 00 

gemessen haben, das gegen _be.;..o_b_a_ch.....;t..;.et+w.;..I;;;·r;;;;kl;;;;ic;.;;h4 ___ -+ ____ _ 
Ableitung von Warme isoliert 
war. 

Mit Hilfe der Gleichung(85) 
kann aus diesen Beobachtun­
gen der Faktor Cjrx berechnet 

400 
500 
600 
700 

500 
647 
793 
945 

100 
147 
193 
245 

werden (Spalte 4). Da weder die Gasgeschwindigkeit noch die Beschaffen­
heit der Lotstelle bekannt sind, konnen weitere SchluBfolgerungen nicht 
gezogen werden. 

Der MeBfehler kann durch Anbringen eines Strahlungsschutzes 
verkleinert werden. Legt man koaxial urn das Thermometer eine zylin­
drische HUlse, so nimmt diese eine zwischen {}g und {}w liegende Temperatur 
T x an. Dann folgt sofort: 

{} _ {} = Os{(~)4_ ( Tx)4} 
g 0( 100 100' (86) 

und da auch fUr die HUlse im Beharrungszustand die abgegebene Warme 
gleich der aufgenommenen sein muB, ist 

Cndl{ (~r-(~ y}+ (!Xi + rxa) ndxlx ({)g-{}x) = Cndxlx{(~ r-(?o'& y}. 
Vom Thermometer 
an die SchutzhiilIe 

abgegeben 

aus dem Gasstrom 
aufgenommene 

Warme 

vou der SchutzhiilIe 
an die Wandung 

abgegeben 

Wenn Cndl{(~r- (I~~r} = rxndl ({}g-f}) 

gegeniiber dem viel groBeren Wert von (!Xi + rxa) dxlx ({}g-{}x) vernach­
lassigt wird, ist 

{}g-f}x= O(i~O(J(I~r- (~~)l 
Wenn Tw bekannt oder berechnet ist, kann damit f}x bestimmt 

werden, und der MeBfehler folgt dann aus der Gleichung (86). Die Losung 
dieser Gleichungen erfolgt am besten graphisch. 

Die in Abb. 19 eingetragenen Messungen von Wenzl und S ch ulze 
zeigen, daB auch bei Verwendung eines Schutzrohres die gemessene 
Temperatur erst dann gleich der wahren Gastemperatur wird, wenn 
durch das Schutzrohr eine Gasmenge mit sehr groBer Geschwindigkeit 
gesaugt wird (DurchfluBpyrometer) 1. 

1 Fiir die durch Warmeleitung entstehendenMeBfehlervgl. S. 59, Gleichung (27b). 
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40 Warmestrahlung. 
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Zahlen beispiel 1. Wie groB 
ist die Warmeubergangszahl fur 
Strahlung in einem Rauchrohr von 
45 mm Durchmesser bei verschie­
denen Rauchgastemperaturen,wenn 
die Wandtemperatur 1600 C be­
tragt und die Rauchgase im Mittel 
14,5 % Kohlensaure und 4 % Wasser­
dampf enthalten? 
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Die durch Strahlung ausge. 
tauschte Warme ist allgemein: 

Q = C jf}e = ase kcaljm2, h, 

worin, wenn der eine Korper em 
Gas ist, 

_~ = _1_ + _1 ___ 1_. 
o 'P00 O2 0 0 

Fur Eisenrohre ist C2 = 4,5, so daB 
mit Co = 4,96, C ~ Co'IjJ ist. Das 
Rauchrohr ist praktisch als unend­
lich langer Zylinder zu betrachten, 
so daB 8 = D wird (Zahlentafel1). 
Mit p = 0,145 ist fUr Kohlensaure 
p8 = 0,007 m und fur Wasserdampf 
mit p = 0,04, p8 = 0,0018 m. 

Die Berechnungder Warmeiiber-
//0 '10 @mmfh gangszahlen ist in der untenstehen-

otJl'ChgeSlltJ;ie 6'1J.smenge~ den Zahlentafel durchgefiihrt. Die 
(00, 78Onzmll;) Strahlung der gliihenden Flugasche 

Abb.19. Versuche von Wenzl und Schulze hI . 
mit Durchflul3pyrometer. ist dabei vernac asslgt. 

Warmeiibergangszahlen fiir Strahlung in einem Rauchrohr. 

Aus Aus Summe% Aus rT.=tf}·O 
f} ·0 Abb.14 Abb.13 0=",0. Abb.17 kcal 

lJ!00,% lJ!H,O% lJ!OO,+lJ!H,O if} m',h,oC 

400 5,80 0,9 6,70 0,332 7,2 2,39 
600 5,56 0,8 6,36 0,315 12,5 3,94 
800 4,87 0,7 5,57 0,276 20,2 5,58 

lOOO 4,15 0,6 4,75 0,236 30,9 7,30 
1200 3,45 0,5 3,95 0,196 44,8 8,78 
1400 I 2,78 0,4 3,18 0,158 I 63,0 9,95 

Zahlenbeispiel 2. Wie groB ist die Warmeiibergangszahl fur 
Strahlung in einem Flammrohr von 1 m Durchmesser, wenn die Rauch­
gase die gleiche Zusammensetzung haben wie in Beispiel I? Die Rohr­
temperatur sei 2000 C entsprechend 15 at Kesseldruck. 

Das Absorptionsverhaltnis der Rauchgase in dem Flammrohr liegt 
zwischen dem Absorptionsverhaltnis eines lmendlich langen Zylinders 
und einer Kugel. 
Fur Zylinder mit 8= D ist fUr CO2 p8= 0,145 und fur H 20 p8= 0,04. 
Fur Kugel mit 8= 2j3D istfUr CO2 p8=0,0965undfUrH20 p8=0,0267. 
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Warmeiibergangszahlen fiir Strahlung in einem Flammrohr. I Aus Abb.14 Aus Abb.15 

i} • C s ~ D 8 ~ 'I,D V'CO, E",m.% ",. CO 
Ii} 

"-8 

V'co. I V'CO, I mittel 
8 ~ D I·~~'I.D I V'H.O Abb.20 
V'H,O V' ,0 mittel 

I 

11,10 113,00 
I 

400 10,63 10,20 10,42 14,90 23,42 1,16 7,7 8,9 
600 10,04 9,50 9,77 12,08 9,00 10,54 20,31 1,01 13,2 13,2 
800 9,37 8,80 9,09 10,14 7,30 8,77 17,86 0,89 21,1 18,7 

1000 8,39 7,70 8,05 8,42 6,10 7,26 15,31 0,76 32,2 24,4 
1200 7,43 6,70 7,07 7,46 5,30 6,38 13,45 0,67 46,5 31,0 
1400 6,39. 5,70 6,05 6,32 4,40 5,36 11,41 0,57 I 65,0 36,8 

Berechnung der mittleren Feuerraumtemperatur. Verbrennt 1 kg 
Brennstoff von der Temperatur fh mit L kg Luft von der Temperatur 
fh zu G kg Gas mit der Verbrennungstemperatur {}'l' dann folgt aus der 
Warmebilanz fur B kg Brennstoff pro Stunde im Beharrungszustand: 

B· H + BCpb{}b + BLcpl{}l BGcpg{}g + Q 
erzeugte 
Warme 

im Brennstoff 
vorhandene 

Warme 

In dieser Gleichung ist: 

durch die Luft 
zugefiihrte 

Warme 

Gesamtwarme 
der Rauchgase 

H = der untere Heizwert des Brennstoffs, 
cpb = die spezifische Warme des Brennstoffes, 
Cpl = " " "der Luft, 
Cpg = " " "der Rauchgase. 

abgegebene 
Warme 

Fur Brennstoffe, welche nicht vorgewarmt werden, kann Cpb {}b gegen­
uber H vernachlassigt werden, denn fUr {}b = 200 C und cpb = 0,2 ist 
cpb {}b = 4 kcal/kg. Wenn die Verbrennungsluft nicht vorgewarmt wird, 
kann auch das dritte Glied der Gleichung vernachlassigt werden. Zur 
Verbrennung von 1 kg Brennstoff sind rd. 13 kg Luft erforderlich, die bei 

.200 C Temperatur 13·0,25·20 = 65 kcal/kg enthalten, deren Vernach­
lassigung gegenuber H = 7000 kcal/kg einen Fehler von etwa 1 % bedeutet. 

Die Rauchgasmenge G laBt sich am einfachsten aus folgender Glei­
chung berechnen 1 : 

o 9h'+w 
G = 1,866 k + p + --80,4 rim3 , --------trockene Gase -------­Wasserdampf 

worin C = der Kohlenstoffgehalt des Brennstoffes in Gewichtsprozenten, 
h' = der freie Wasserstoffgehalt des Brennstoffes in Gewichts-

prozenten, 
w = der Wassergehalt des Brennstoffes in Gewichtsprozenten, 
k = der Kohlensauregehalt der Rauchgase in Volumenprozenten, 
p = der Kohlenoxydgehalt der Rauchgase in Volumenprozenten. 

Der Warmeinhalt der Rauchgase WIg fUr die Verbrennung von 1 kg 
Brennstoff ist dann 

( 0 9h' + w ) 
GCpg{}g = 1,866 k+pcpg +-80,4 cpw {}gkcal/kg = WIg, 

1 Vgl. z. B. F. Seufert: Verbrennungslehre, S.61. Berlin: Julius Springer. 
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welcher direkt aus Abb. 21entnommen werden kann. Die Feuchtigkeit 
F in kg auf 1 nm3 trockenes Gas ist: 

F - 9'h+w kj 3 - 0 gnm. 
186,6 k+p 

Der Heizwert des Brennstoffes wird bei der Verbrennung auf einem 
Rost niemals vollkommen frei. Wenn nur Asche und Schlacke durch die 
Rostspalten herunterfallen wiirden, so hatte man nur mit dem kleinen 
Verlust zu rechnen, welcher durch die hohere Temperatur dieser Teile 
entsteht, und auch diese Warme dient noch zur V orwarmung der Ver­
brennungsluft. Aber oft fallen Staub und Gruskohle unverbrannt durch 
d.en Rost, und durch die direkte Beriihrung mit den kalten Roststaben 
kiihlt sich die Brennstoffschicht an der Beriihrungsstelle unter die Ver­
brennungstemperatur ab, so daB immer unverbrannte Koksteile in die 
Asche gelangen. Bei guten Feuerungen sollte dieser Verlust kleiner als 
2-3 % sein, aber in praktischen Betrieben ist er oft groBer. 

Auch durch unvollkommene Verbrennung, Flugasche und RuBbildung 
geht ein Teil des Heizwertes verloren. Gar be 1 gibt fiir Dampflokomotiven 
den Verlust durch Loschen und unvollkommene Verbrennung zu 7 % des 
Heizwertes an. Diese Kohlenstoffverluste beeinflussen natiirlich die Ver­
brennungstemperatur; sie konnen beriicksichtigt werden, indem an 
Stelle der verfeuerten Brennstoffmenge, B, die wirklich verbrannte 
Menge, die um 2-7% kleiner ist, in der Rechnung eingesetzt wird. 
Bei sehr hohen Feuerraumtemperaturen, iiber 15000 C entsteht ein 
weiterer Verlust durch die Dissioziation der Kohlensaure; er kann bei 
Dampfkesselfeuerungen vernachlassigt werden. Aile diese Verluste faBt 
man durch den Verbrennungswirkungsgrad 'Y}v zusammen. Die Warme­
bilanz geht dann mit den erwahnten Vereinfachungen iiber in 

'Y}vH - WIg =QjB-0,24Lfh. 
Die Berechnung der Feuerraumtemperatur setzt also, auBer der Be­

stimmung des Kohlenf?aure- und Kohlenoxydgehaltes der Rauchgase aus 
der Gasanalyse, auch die chemische Analyse des Brennstoffes (0- und 
h'-Gehalt) voraus. Die fiir fast alle feste Brennstoffe ahnliche Entstehung 
aus vorgeschichtlichen Waldern ermoglicht, aus dem kalorimetrisch fest­
gestellten Heizwert mit praktisch geniigender Annaherung den Kohlen­
stoffgehalt zu bestimmen. In Abb.20 sind aus einer groBen Anzahl 
Versuche 2 die Heizwerte in Funktion des O-Gehaltes aufgetragen. Aus 
der gleichen Abbildung. kann dann sofort die trockene Rauchgasmenge 
abgelesen werden, wenn k und p aus der Rauchgasanalyse bekannt sind. 

Zur Berechnung des Warmeinhaltes der Rauchgase aus Abb. 21 kann 
fiir Steinkohle der h'-Gehalt zu 3,5-4% angenommen werden. 

Die im Feuerraum abgegebene Wiirme Q ist in hohem MaBe von der 
Art der Feuerung abhangig (Innen- oder Unterfeuerung, Rost- oder 
Staubfeuerung). Es wird also niemals moglich sein allgemein giiltige 
Formeln fiir die Berechnung der Feuerraumtemperatur aufzustellen. Bei 
der Innenfeuerung ist die Rostflache Bm,) vollstandig von Heiz­
flachen (Hmt) von der gleichen Temperatur Th umgeben. Ohne die 
----~~-

1 Garbe: Die zeitgemaBe HeiBdampflokomotive. Berlin: Julius Springer. 
2 Z. VDI. 1900, S. 670; 1909, S. 1842 u. 1882. 
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trennende Gasschicht ware die zwischen der Brennstoffschicht und der 
Heizflache durch Strahlung ubertragene Warme 

Q = C. R{( Tr)4 _ (_~,!)4} 
100 100' 

worin .~ = ~1 +;- (~2 -~~) 
ist. Das Verhaltnis HIR ist je nach Art des Kesseis (Flammrohr oder 
Lokomotivkessel) und je nach der Form des Rostes stark verschieden 

HIR = nl2 3,3 bis 6 
Flammrohr breite schmale 

Feuerbuchsen 

Die Strahlungszahl C1 der Brennstoffschicht kann zu 4,6 bis 4,7 
angenommen werden; die Strahlungszahl der Heizflache C2 ist vom 
Material abhangig und kann fur eiserne Flammrohre zu 4,4 und fur 
kupferne Feuerbuchsen zu etwa 4 gesetzt werden. Der StrahlungsfaktorC 
kann also nur von Fall zu Fall genauer berechnet werden, und ist im 
folgenden Zahlenbeispiel zu 4,1 angenommen. 

Die Brennstoffschicht strahlt nicht nur nach oben, sondern auch durch 
die Rostspalten (freie Rostflache) hindurch nach unten Warme aus. Das 
V h ·· It· freie Rostflache h·· t d R tk t kt· d d· er a rus totale Rostflache ang von er os ons ru lOn, un Ie 

Wahl des Rostes wieder vom Brennstoff und auch davon ab, ob naturlicher 
oder kunstlicher Zug vorgesehen ist. Hatte die Brennstoffschicht unten 
die gleiche Temperatur wie oben, so kame es einfach auf eine VergroBerung 
der strahlenden Flache durch die freie Rostflache hinaus. Nun ist aber 
durch die Beruhrung mit den Roststaben, und weil Asche und Schlacke 
sich dort ablagern, die Temperatur un ten viel kleiner. Da die strahlende 
Warme mit der vierten Potenz der absoluten Temperatur steigt, wird 
nach unten pro Flacheneinheit weniger Warme ausgestrahlt als nach 
oben. Man kann aber dennoch die nach unten ausgestrahlte Warme durch 
eine prozentuale VergroBerung ~ der Rostflache berucksichtigen und fur 
weitere Rostspalten etwa 4-5 % zuschlagen. 

Da die Rauchgase ein Teil (Ag) der Strahlung der Brennstoffschicht 
absorbieren, erreicht nur der Teil (l- Ag) die Heizflache, so daB die von 
der Brennstoffschicht direkt an die Heizflache ubertragene Warme 

QRost = C R (l- Ag) {({oijr- (fo~r} 
ist. Das Absorptionsverhaltnis der Rauchgase ist von der Schichtdicke 
des Gases, also von den Abmessungen des Feuerraumes abhangig. Wird 
der mittlere Strahlungsweg zwischen Rost und Heizflache zu 8 = 0,8 m 
angenommen und bestehen die Rauchgase aus 14% 002 und 4% H 20, 
so kann das Absorptionsverhaltnis der nichtleuchtenden Flamme mit 
Hilfe der Abb. 13 und 14 berechnet werden: 

Fur 14% 0°2, d. h. p8 = 0,112, ist bei 10000 0 'IjJ = 7,95] 
12000 0 = 7,0 Mittel 6,95 
14000 0 = 5,95 

FUr 4% H 20, d. h. p8 = 0,024, ist bei 10000 0 'IjJ = 5,5] 
12000 0 =~ 6,8 Mittel 6,9 
14000 0 = 8,3 

1m Mittel zusammen also 14%. 
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DIe Brennstoffe brennen aber mit leuehtender Flamme, abhangig vom 
Gasgehalt und von der Zusammenstellung, von der Luftzufiihrung und 
von der Form des Feuerraumes. Wenn bei dem mittleren Strahlungsweg 
von 0,8 m nur 10 hintereinander liegende gliihende RuBteilehen ge­
troffen werden, so ist das AbsorptionsverhaItnis dieser RuBteilehen schon 
0,5 (vgl. S. 36), so daB als Kleinstwert fUr Au sieher 0,14 + 0,50 = 0,64 
eingesetzt werden darf. 

Die Oberflaehentemperatur der gliihenden Brennstoffschicht ist im 
allgemeinen nicht gleich der Temperatur der Rauchgase. Nehmen wir 
aber, wei! genauere Versuche dariiber fehlen und zur Vereinfachung der 
Rechnung diese Gleichheit an, so ist die von der Brennstoffschicht der 
Heizflache direkt zugestrahlte Warme, zuziiglich der durch die Rost­
spalten abgestrahlten Warme, mit l + ~ - 0,64 = 0,4: 

QRost = 0,4 CIR {(1~6r- (~)l 
Dazu kommt nun die Eigenstrahlung der Gase, deren mittlerer 

Strahlungsweg von Fall zu Fall, je nach der Form des Feuerraumes, 
nach den Angaben in Zahlentafell ge s c ha tz t werden muB. Die praktisch 
zur Wirkung kommende Strahlung ist wegen den an der Heizflache 
liegenden abgekiihlten Schichten kleiner als die mit einer unveranderlichen 
Gastemperatur berechneten. Die kalten Randschichten sind aber relativ 
diinn; die darin absorbierte Warme wird kompensiert, indem Abb. 13 
und 14 mit den kleineren "wirksamen" Streifenbreiten berechnet wurden 
(vgl. S. 31). 

Schatzen wir unter Beriicksichtigung aller dieser Faktoren den 
mittleren wirksamen Strahlungsweg wieder zu 0,8 m, so ist die von den 
Gasen der Heizflache zugestrahlte Warme 

Qgas = 0,64 CsH {(~r- (to~)l 
Da die Heizflache H vielfach groBer als die Rostflache R ist, wird der 
EinfluB der Eigenstrahlung der Gase im gleichen Verhaltnis vergroBert; 
sie iiberwiegt mehrfach gegeniiber der direkten Roststrahlung. AIle 
Untersuchungen iiber die Warmeaufnahme von Kesselheizflachen, welche 
die Gasstrahlung vernachlassigen, miissen also praktisch unbrauchbare 
Resultate ergeben. 

Die gesamte durch Strahlung im Feuerraum abgegebene Warme 
ist nun: 

( 01 H) {(Tr)4 (Th)4} Qs = 0,4 Os +0,64 jf R· Cs 100 - 100 • 

Die Warmeabgabedurch Beriihrung der Rauchgase mit den Wan­
dungen ist bei der unregelmaBigen Stromung wohl nle genau zu be­
rechnen. Durch folgende Uberlegung kann die GroBenordnung der 
Warmeiibergangszahl geschatzt werden. Sie ist jedenfalls groBer als 
die Warmeiibergangszahl fUr reine Konvektion bei der gleichen Tempe­
raturdifferenz [Gleiehung (131), S. 163], d. h. fUr 10000 C Temperatur­
unterschied groBer als 14. Die zu erwartende Warmeiibergangszahl ist 
etwa zu vergleichen mit der Warmeiibergangszahl von ebenen Platten; 
die Rauchgasgeschwindigkeit hangt auBer von den GroBenabmessungen 
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des Feuerraumes auch von der verbrannten Brennstoffmenge abo Bis 
genauere Messungen vorliegen, kann fUr die Berechnung der Feuerraum­
temperatur (f..b = 20 fur kleine und 40 fur groBe Brenngeschwindigkeiten 
B/ R gesetzt werden. 

Die Brenngeschwindigkeit (Rostbeanspruchung) B/ R ist bei natiir­
lichem Zug 75-100 kg/m2, h; gr6Bere Rostbelastungen werden mit 
kiinstlichem Zug (Unterwindfeuerungen, Blasrohr bei Lokomotivkesseln) 
erreicht. 

Die allgemeine Gleichung zur Berechnung der Feuerraumtemperatur 
lautet nun: 

fJllH- WIg = (0,4g; + 0,64 ~) R· GS{(I~~)~ (~r}+ I 
+ (f..bJj (Tg - T h ) -0,24Llh 

und laBt sich in einfacher und ubersichtlicher Weise graphisch lOsen. 
Zur leichteren DurchfUhrung der Rechnung sind in der Zahlentafel 3 

die Werte von ! {( io~ r -(~5rl fUr verschiedene Werte von !. und 

T g eingetragen, wobei fur eine reine Heizflache (~~) = 500 gesetzt ist. 

Zahlentafel 2. 

Dg 'c (T)' IR 1 1 

I 
1 

I 
1 

I 
1 

I 
1 

I 
1 

10~ - 500 B ~ 15 -

25 30 40 50 60 20 

800 12700 850 635 510 425 315 254 210 
1000 25700 1720 1285 1030 860 645 514 430 
1100 34800 2320 1740 1400 1160 870 700 580 
1200 46600 3100 2330 1860 1550 1165 930 775 
1300 67500 4500 3375 2700 2250 1685 1350 1125 
1400 77000 5135 3850 3080 2570 1925 1540 1285 
1500 98000 6535 4900 3920 3270 2450 1960 1635 
1600 122000 8135 6100 4880 4070 3050 2440 2035 
1700 151000 - 7550 6040 5030 3775 3020 2515 

Ist die Heizflache durch Asche oder Schlacken stark verunreinigt, 
so steigt die Temperatur T h , was bei der Berechnung der Feuerraum­
temperatur berucksichtigt werden kann. 

Zahlenbeispiel3. Die Feuerraumtemperatur in einem Lokomotiv­
kessel ist bei verschiedenen Brenngeschwindigkeiten zu bestimmen, wenn 
Steinkohle mit einem oberen Heizwert von 7920 kcal/kg verbranntwird. 
Der untere Heizwert Hu = Ho - 541~' - 6 w = 7700 kcal/kg, wenn h' 
= 3,5 und w = 4% angenommen \fird. Der Verbrennungswirkungs­
grad fJll sei 89%und H/R = 4. 

Aus Abb.20 (Gtrocken in Funktion von H) fur verschiedene Kohlen­
sauregehalte die trockene Gasmenge entnehmen. 

Das Gewicht des Wasserdampfes ist 9 h' - w = 0,355 kg/kg Brenn­
stoff; Fist das Wasserdampfgewicht je nm3 trockenes Gas. 

k = 10 12 14 16 % CO. 
Gt = 15 12,5 10,7 9,35 nm3 -

F = 0,355/Gt = 0,023 0,029 0,033 0,038 kg/nm3 
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Aus Abb. 21 die Gesamtwarme der Rauchgase berechnen: 

i kcal/nm' trock. Gas i H,O kcal/nm' i kcal/nm' Rauchgas i kcal/kg Kohle 
k% 

1000' 11500' 1 1000' I 1500' 500' 11000' I 1500' 500' 11000' 

10 
12 
14 
16 

500' "00' 1500' 

169 350 540 6,5 12 19 175,5 362 559 262515430 8380 
170,5 352,5 545,5 8,0 14 23 178,5 366,5 568,5 2230 4590 7230 
172 355 551 9,1 16 26 181 371 577 1935 I 3970 6170 
173,5 357,5 556,5 9,9 19 30,5 184,5 376,5 587 1725 I 3502 5490 

Aus der Konstruktion der Feuerbiichstemperatur, welche in Abb. 22 
durchgefiihrt ist, folgt auch sofort der Teil der erzeugten Warme, welcher 
in der Feuerbiichse zur Dampfbildung dient. FUr eine Brenngeschwindig-

-ff 
~'r----'----'---~----'----'~---r----~---, 

lIu -77()(J7fj"" 
I I 

I----+---~ '1j.,-B8()(J 
W//Kommene #l'orennlJllfI 

WUl'Dleinno/f 
r---+-~~~~~--+---~~I'HO~[~ 

~-g'IfJkg/ml 
r---+--~~~~~~~-~--~~'@~#M 

g~~ '1~~ Bfl~ 

HtU'Mmnq. 
'P/~ 

Abb. 22. Berechnung der Fenerraumtemperatur in einem Lokomotivkessel bei reiner Heizflache 
o = 80%, h' = 3,5%, HIB = 4. 

keit BjR = 420 und k = 14% sind es :: . 100 = 29,4% der erzeugten 

Warme, was bei 75% Kesselwirkungsgrad 39% der Nutzwarme ausmacht. 
Abgesehen davon, daB die genauen Temperaturmessungenmit 

ziemIichen Schwierigkeiten verbunden sind, andert sich im praktischen 
Betrieb meist sowohl die Brenngeschwindigkeit als auch die Rauchgas­
zusammensetzung fortwahrend. Aus der Konstruktion folgt, daB dann 
auch die Feuerraumtemperatur schwanken muB. Ein Vergleich zwischen 
Theorie und Beobachtung ist nur an Hand von Durchschnittswerten 
langerer Versuchszeiten mogIich, wobei gleichzeitig fortwahrend genaue 
Rauchgasanalysen durchzufiihren sind. 



II. Warmeleitung. 
A. stationiire Wiirmestromungen. 

1. Die allgemeine Diiferentialgleichung. 
Die Warmeleitung ist durch den direkten Austausch von kinetischer 

Energie der Molekiile unter sich zu erklaren, welche' Energie teils aus 
Schwingungen, Drehungen und aus fortschreitender Bewegung in gerad­
liniger oder krummliniger Richtung besteht. Nur fiir den gasfOrmigen 
Zustand ist es bisher gelungen, die Erscheinungen der Warmeleitung 
aus der Molekulartheorie quantitativ und qualitativ genau zu erklaren. 
Fiir feste Stoffe hat P. De byeI, fiir Fliissigkeiten A. Kardos 2 die ersten 
Ansatze zur Erlauterung der Warmeleitzahl gemacht. 

Man kann aber auch, ohne molekulartheoretische Betrachtungen 
anzustellen, die Gesetze der Warmeleitung rein der Erfahrung entnehmen; 
dieses ist zuerst von Fourier in seiner beriihmten "Theorie ana­
lytique de la chaleur" (1882) geschehen. In jedem Korper, in dem nicht 
volliges Temperaturgleichgewicht herrscht, konnen die Punkte gleicher 
Temperaturen durch einen Linienzug verbunden werden; diese Linien 
nennt man Isothermen. Die senkrecht zu den Isothermen gerichteten 
Linien nennt man Stromlinien, da sie die Richtung des Warmestromes 
angeben. 

Die Erfahrung lehrt nun, daB die d~rch eine Flache dl in der Zeit dt 
durchgehende Warme of} 

dQ = -.Adt~dt on (1) 

ist. Das ist die Fouriersche Grundgleichung. In dieser Gleichung 

ist;' die Warmeleitzahl [kcaIJm, h, 00], und- ~~ das Temperatur­

gefalle in der Richtung der Warmestromung. Das negative Vorzeichen 

ist dadurch begriindet, daB allgemein ~.~ in der Richtung der zunehmenden 

Temperatur als positiv bezeichnet wird und die Warme in der Richtung 
der abnehmenden Temperatur stromt. 

Durch eine beliebig gerichtete Flache d/l (Abb. 23), die mit der 

Isotherme den Winkel IX einschlieBt, wird die Warmemenge -;. ~~ d/l 

cos IX dt durchgehen. Nennen wir dx die senkrecht zur Flache d/l gerich­
tete Komponente von dn, so ist dx = dn· cos IX, und die Warmemenge 

gleich -;. ~! d/l dt, worin - ~~ das Temperaturgefalle senkrecht zur 

Fliiche d/l ist. 

1 Debye, P., Vortrageiiber die kinematische Theorie der Materie. Leipzig: 
B. G. Teubner 1914. 

2 Kardos, A., Theorie der Warmeleitung von Fliissigkeiten. Forschung Bd. 5 
(1934) S. 14/24. 

ten Bosch, Warmeiibertragung. 3. Anfl. 4 
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Betrachten wir in einem ungleich temperierten, homogenen und iso­
tropen K6rper ein kleines Parallelepiped mit den Seitenlangen d x, d Y 
und dz, so haben die Seitenflachen im allgemeinen verschiedene Tem­
peraturen. J ede der sechs Flachen laBt in der Zeit d t eine gewisse 
Warmemenge (positiv oder negativ) durch. Nach der Fourierschen 
Grundgleichung ist die in der Richtung der Z-Achse durch die Flache 1 

eintretende Warme=- A. dxdy ~: dt, die durch die auf der Entfernung dz 

Abb. 23. Isothermen und Stromlinien. 

davon gelegene parallele Flache 2 aus­
tretende Warme 

= - A. dxdy :z (19 + :: dZ) dt 

und die Warmezunahme: 

A. d x d ydt [ - :: + :z (19 + :: d z ) } = 
. 02f} 

= A. dxdydzdt OZ2 . 

Ahnliche Gleichungen bestehen auch 
fiir die X- und Y-Richtung. Die ge­
samte aufgenommene Warme: 

( 02f) 02f} 02f} ) , 
dQ=A. OX2 +oy2+ 0Z2 dxdydzdt 

of} 
andert die Temperatur des Volumenelementes um den Betrag Ft d t . 

Wenn c die unveranderliche spezifische Warme und y das spezifische 
Gewicht des K6rpers ist, so ist die aufgenommene Warme auch gleich: 

of} 
dQ = dxdydzycFtdt. 

Durch Gleichsetzung erhalt man mit ~ = a die Differentialgleichung: 
Cp l' 

a f} (02f) 02f} 02f} ) 
Ft19 = a ax:! + oy2 + 0 Z2 (2) 

oder mit dem Symbol LI fiir den Laplaceschen Differentialoperator 
a2 82 02 

LI = ax2+ oy2 + OZ2 

of} 
Ft = aLM. (2a)1 

Zwei verschiedene K6rper von gleicher Form und unter gleichen 
Anfangstemperaturen und Randbedingungen werden sich an entsprechen­
den Stellen gleich mit der Zeit verandern, wenn der Faktor a fiir beide 
K6rper gleich ist. Aus diesem Grunde wird a die Temperaturleitzahl 
(Leitfahigkeit) desK6rpers genannt. 

Die Gleichung (2) kann noch verallgemeinert werden, indem an­
genommen wird, daB im Volumenelement dx· dy· dz selbst Warme 
erzeugt wird, wobei es gleichgiiltig ist aus welchen anderen Energie­
arten diese Warme entsteht (chemische, elektrische Energie, Reibung, 
usw.). Man nennt die Ursache dieses Vorganges Warmequellen und 

1 Man findet in der Literatur dafiir auch das Zeichen.12 oder V (sprich Nabla) 
oder auch V2• 
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nimmt im allgemeinen an, daB die erzeugte Warmemenge dem Volumen 
des Elementes proportional ist. Wenn q die in der Zeit- und in Volumen­
einheit erzeugte Warme ist (Ergie bigkeit der Quelle genannt), so 
lautet die Differentialgleichung: 

8f} q 
fit = aLl-& + y.c' (3) 

1m stationaren Zustand, wenn die Temperaturen sich nicht mehr 

mit der Zeit andern, ist 88~ = 0 und 

aLl-&+-q-=O. (4) 
yc 

Sind keine Warmequellen vorhanden (q = 0), so vereinfacht sich 
diese Gleichung (da a =!= 0 ist) zu der Differentialgleichung von Laplace: 

LI-&=o. (5) 

Diese Gleichung ist von mathematischer Seite ausfiihrlich untersucht 
worden 1. Sie hat eine groBe Anzahl von Losungen. Die Wahl der fUr 
einen bestimmten Fall am besten geeigneten Losung hangt von den 
Grenzbedingungen abo Die Funktionen, welche dieser Gleichung geniigen, 
geben Scharen von isothermen Flachen, die bei den stationaren Warme­
stromungen ihre Lage dauernd beibehalten. Bei jeder Losung der 
Gleichung konnen irgend zwei isotherme Flachen als Oberflachen eines 
zwischen ihnen liegenden Korpers gedacht werden, fiir welchen die 
unveranderlichen Oberflachentemperaturen vorgeschrieben sind. 

Am einfachsten werden die Losungen fiir eindimensionale Warme­
stromungen, Z. B. : 

a) bei der unendlich groBen planparallelen Platte, quer zur Platte 
(ebenes Koordinatensystem), 

b) bei dem unendlich langen Zylinder in radialer Richtung (Zylinder­
koordinaten) und 

c) bei der Kugel. 

2. Die planparallele Platte. 
Wenn bei einer unendlich groBen Platte die Oberflachentemperaturen 

konstant sind, so kann die Warme nur in einer Richtung, quer zur 
Plattenebene, stromen. Die Differentialgleichung (2a) vereinfacht sich 
dann zu: 

82 f} 
8x2- = O. (6) 

Die Integration ergibt: 
(7) 

d. h.: 1m Beharrungszustand ist der Temperaturverlauf geradlinig. Die 
Integrationskonstanten Aund B sind aus den Anfangs- und Grenz­
bedingungen (Randbedingungen) zu berechnen. 

Randbedingung 1. Die Temperaturen der beiden Grenzfliichen sind 
gegeben, und zwar ist fUr x = 0, 

-& = B =-&w, 

1 Vgl. z. B. Frank-von Mises, Differentialgleichungen der Physik Bd. 1,2. 
Braunschweig: F. Vieweg & Sohn 1935. 

4* 
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und fur x = <5, 

oder 
A {} = {}w, - {}w,. (8) 

Die in der Zeiteinheit durch die Flache df hindurchgehende Warme dQ 
folgt aus der Fourierschen Grundgleichung zu 

A 
dQ = T df ({}w, - {}w,). (9) 

1st die Platte aus mehreren Teilen zusammengesetzt, so werden die 
Grenzflachen nur dann gleiche Temperaturen haben, wenn sie sich uber 
die ganze Flache innig beruhren. Das ist z. B. der Fall bei einer Lotung, 
bei einem Anstrich oder auch zwischen Kesselstein und Wandung. Unter 
dieser Voraussetzung folgt aus der Kontinuitatsgleichung fur die Warme­
stromung 

dQ =~~ df ({}w, -{}) oder dQ t ({}w. - {}) df, 

dQ = ;2 df ({) - {}') oder dQ 4~ = ({) - {}') df, 
2 2 

dQ = ~~ df ({)' - {}w.) oder dQ 4~ = ({)' - {}w.) df· 
a a 

Durch Addition erhalt man 

dQ (~: + ~: + ~) = ({}w. - {}w,) df, 

oder allgemein 

dQ= ~2-i-w. df· 

Schreiben wir diese Gleichung in der Form 
Am 

dQ =-;;r df ({}w. - {}w.) , 

(10) 

(ll) 

worin Ll die totale Dicke und Am die mittlere Warmeleitzahl der Platte 
ist, so wird: 

Ll 

Am=2~ . (12) 

Fiir die Warmestromung parallel zur Lage der Schichten kann die 
mittlere Warmeleitzahl 

(13) 

in ahnlicher Weise berechnet werden. 
Zahlenbeispiel4. Wie groG sind die mittleren Warmeleitzahlen in 

einem Blechpaket, bestehend aus 8 Blechen von 0,5 mm Dicke (A. = 54), 
je beklebt mit 0,05 mm Papier (A. = 0,1) 1 

Nach Gleichung (12) ist die mittlere Warmeleitzahl 

, - 0,00055· 8 _ 18k 1/ h 0C 
Am - ( 0,0005 0,00005) - ,0 ca m, . 

8 ~+ 0,1 
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Die Versuche von Ott (L. 32.10) ergaben mit rauhen Blechen bei einer 
mittleren Flachenpressung: 

p = 0,16 0,79 1,43 2,2 und 3,25 at 
J. = 0,378 0,443 0,449 0,460 0,464 kcaljm, h °C 

also eine viel kleinere mittlere Warmeleitzahl, abhangig von der Flachen­
pressung. Diese Abweichung von der Berechnung ist dadurch zu erklaren, 
daB die beiden rauhen Blechoberflachen sich nur teilweise beruhren 
(Abb. 24). Die Warmeleitzahl der eingeschlossenen Luft (A. = 0,02) ist 
so klein, daB nur ein Teil der Beruhrungsflache fUr die ungehinderte 
Warmestromung wirksam istl. 

Die Versuche mit glatten Blechen gaben A.m zu 0,8 und 1,0, so daB sich 
die mittlere Warmeleitzahl dem theoretischen Grenzwert 1,08 fiir satte 
Beruhrung nahert. 

Fur die Warmestromung parallel zur Lage der Schichten ist 

A.' = 0,0005·54 + 0,00005·0,1 = 49 k Ij h 0C 
m 0,00055 ca m" . 

In beiden Richtungen sind also die mittleren Warmeleitzahien 
stark verschieden. Die Warme stromt fast ausschlieBlich in der 
Richtung parallel zur Lage der Schichten. 

Randbedingung 2. Die Temperaturen der Umgebung der 
Platten sind gegeben. Wenn ein Korper an eine Flussigkeit von Abb.24. 

niederer Temperatur grenzt, so wird die Flussigkeit durch die 
aufgenommene Warme in ihren einzelnen Teilchen in Bewegung kommen. 
Ihre Temperatur wird aber, da die erwarmten Teilchen sich von dem 
Korper entfernen und abkuhIen, in einiger Entfernung von dem warmen 
Korper einen Wert haben, der unabhangig ist von der Anwesenheit 
des warmen Korpers. Diese Temperatur nennt man die Temperatur 
der Umgebung. 

Fur diesen Warmeaustausch oder Warmeubergang ist es ge­
brauchlich, vom N ewtonschen Abkuhlungsgesetz auszugehen. Dieses 
besteht in der Annahme, daB die Warmemenge dQ, die ein Oberflachen­
element F von der gleichmaBigen Temperatur {}w in der Zeit dt an die 
Umgebung von der Temperatur {} abgibt, dem Temperaturunterschiede 
{}w-{} = (9, der GroBe F der Oberflache und der Zeit dt direkt pro­
portional ist, also 

dQ = rx.(9Fdt. (14) 

Der Proportionalitatsfaktor r:t. heiBt die Warmeubergangszahl 
(W.U.Z.) und muB durch die Erfahrung bestimmt werden 2. 

Die Warmeubergangszahl ist also die Warmemenge, welche in der 
Zeiteinheit durch die Flacheneinheit bei 10 C Temperaturunterschied 
ubergeht (kcaIjm2, h, °C). Durch diese Definition sind die gesamten Er­
scheinungen der Warmestrahlung, der Konvektion und der Warmeleitung 
in den Warmeubergangszahlen enthalten. 

1 Die Wiirmeleitung bei nicht satter Beriihrung ist auf S. 182 behandelt. 
2 In physikalischen Handbiichern findet man dafiir den weniger zutreffenden 

Ausdruck "iiuBere Wiirmeleitfiihigkeit". 
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Eine planparallele Platte von der Dicke Ll, die im allgemeinen aus 
mehreren Schichten· zusammengestellt ist (Abb. 25) trenne zwei Flussig­
keiten von den gegebenen, unveranderlichen Temperaturen {}1 und {}2' 
Aus der Kontinuitatsgleichung der Warmestromung folgen dann die 
Gleichungen: 

1 
dQ - = ({}1 - {}w,) dF, 

0:1 

dQ ~: = ({}tC, - {}') dF, 

dQ {!- = ({)' - {}") dF, 

dQ .~~ = ({)" -{}"') dF, 

dQ .(j4.. = (1?'" -{} ) dF 
A4 w" 

1 
dQ -;- = ({}tC, -{}2) dF. 

1 

Abb. 25. Temperaturverlauf in einer ebenen Abb.26. Konstruktion des TemperaturverIanfes. 
Platte. 

Durch Addition erhalt man die Beziehung 

dQ (2.. + ~ ~ + 2..) = ({}1 - {}2) dF = e dF 
\Cll ~ A OC2 

oder q = :~ = ke [kcal/m2,h] (15) 

mit (16) 1 

Man nennt k die Warmedurchgangszahl, d. i. die auf die Flachen­
einheit bei 10 C Temperaturunterschied zwischen beiden Flussigkeiten 
stiindlich durchgehende Warmemenge [kcaljm2, h, °C]. 

Die Wandtemperaturen {}w, und {}w" die fur die Berechnung der 
Warmeubergangszahlen von Bedeutung sind, folgen aus den oben­
stehenden Gleichungen zu: 

{}w, = {}1 -~e 1 0:1 

{}w, = {}2 + ~e 
"'2 

(17) 

1 Man bezeichnet I/o: auch als lJbergangswiderstand, (j/A als Warme­
leitungswiderstand und l/k als Warmedurchgangswiderstand, so daB 
(analog dem Ohmschen Gesetz) der Gesamtwiderstand fiir die Warmestriimung 
gleich der Summe der Einzelwiderstande ist. (M. Jakob, Z. ges. Kalteind. 1926.) 
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Wenn die Temperaturdifferenz 8 bekannt ist, kann fUr eine gegebene 
Wandung der Temperaturverlauf und damit die Wandtemperaturen sehr 
leicht konstruiert werden (Abb.26). Fiir den Fall, daB die Wandung 
aus einem homogenen Material besteht, ist: 

}-=~+-~+~ 
k CXI CX2 A. 

oder ~=~+~+~=AO. 
k CXI CX2 

Auf beiden Seiten der Wandung werden ~ bzw. ~ als Strecken auf-
getragen, und zwar im gleichen CX I CXI 

MaBstabe wie ~ gezeichnet ist. Die 
Punkte A und B werden durch eine 
Gerade verbunden, dann geben die 
Schnittpunkte E und F mit der Wan-
dung sofort die gesuchten Wand- ccr f5 

temperaturen. Der Beweis folgt 
direkt aus der Abbildung, weil die 
Dreiecke ABO und AD E ahnlich 
sind. 

DE:OB =AD:AO, 
.Q_A..A. 

DE.I7--'/i' k CXI _. 

, DE = -8 (q.e.d.). 
CXI 

I 

"IS' 
I 
'It 
I 
~ 

Aber auch wenn die Wandung 
aus mehreren Schichten zusammen­
gesetzt ist, fiihrt die Konstruktion 
leicht zum Ziel. Man trage an beiden 
Seiten, im gleichen MaBstabe wie 
die Wandung gezeichnet ist, die 

Strecken ~. ~~ bzw. ~. _Ll_, 
CXI ~ ~ CX2 2: ~ Abb. 27. Konstruktion der Wandtemperaturen. 

auf und verbinde die Punkte A und B wieder durch eine Gerade; 
dann folgt aus der Abb. 27, daB die Schnittpunkte E und F die Wand­
temperaturen geben. Denn es ist 

~=-~+~+ ~~ 
k CXI CX2 ..::;.; A. 

LI LI LI 
---15 =-~b+--t5 +LI=AO. 
k ~ T cxI~T CX2~}.-

oder 

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke AD E und A 0 B folgt : 
AO:AD =DE:OB, 

~.-~~.~.~~ - DE'8 
k ~~'CXI ~_~_- ., 

k DE = - 8 (q.e.d.). 
CXl 
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Der weitere Temperaturverlauf wird meist genauer gerechnet aus: 

k <5 .<1" = .<1' _ k ;.<522 F.l, usw. f}Wl = f}l - - e, f}' = f}Wl - k ,~e, 'U' 'U' 17 
~ ~ 

Randbedingung 3. Die hindurchgehende Warme Q ist gegeben. 
Da die allgemeine Losung (7) zwei Integrationskonstanten enthalt, ist 
das Problem durch diese eine Bedingung noch nicht eindeutig bestimmt. 

1lC' Irgendeine zweite Bedingung, z. B. 
+ f/lOO eine Wandtemperatur oder eine 1 

I Temperatur der Umgebung soUte 
'" 1'100 noch bekannt sein. Der Tempera­

~51 t{-'IO(J(J keu/lm; h 

~ 'yf=!?fOOkeu//m~h 
fZOO / 

V ./'" i-11S1'C 
I 

/ /966 V " 
/ fj V t{-1ZtfJ keo/lm; h 

/ 

II / 
/600 

V// 
V I 

1(J(J0 

/l00 

/l00 

'l()0 

zoo 
I 

o q10 fJZfl q.;r; q'IQ q.w qllll 470 fI,IlIl 
x---­

Abb. 28. Temperaturverlauf bei verauderlicher 
Warmeleitzahl. 

turverlauf ist dann aus den Glei­
chungen (15)/(16) und (17) zu be­
rechnen 1 . 

Wiirmeleitzahl mit der Tempe­
ratur veranderlich. Die Annahme 
einer von der Temperatur unab­
hangigen Warmeleitzahl ist fUr viele 
Stoffe und namentlich bei groBen 
Temperaturunterschieden nicht zu­
lassig. Da die durch die Platte in der 
Zeiteinheit hindurchgehende Warme 
im Beharrungszustand konstant ist : 

Q/t=-A~-~= ±qkcal/m2 h, (18) 

folgt aus der Integration dieser Gleichung zwischen 0 und x, bzw. 
zwischen f}lund f}z: 

&, 

jAdf}=±qx. (19) 

Das +- bzw. --Zeichen hangt von der Richtung der Warmestromung 
in bezug auf die gewahlte X-Richtung abo FUr feuerfeste Steine andert 
sich z. B. die Warmeleitzahl geradlinig mit der Temperatur: 

A& = Ao + fJ f}, (20) 
80 daB dann 

(21) 

ist, worin die Integrationskonstante A aus den Randbedingungen be­
stimmt werden muB. 

Zahlenbeispiel 5. Der Temperaturverlauf in einer Wand aus 
Silikastein (Ao = 0,32, A500 = 6,5 kcal/m, h, OC) solI fUr den Beharrungs­
zustand berechnet werden, wenn q = 1200, 2500 bzw. 4000 kcal/h und 
die eine Wandtemperatur (fur x = 0) 100, 150 bzw. 2000 C ist. 

Aus A& = Ao + fJ f} folgt fJ = 0,0008 und aus Gleichung (21) fur x = 0, 
mit den gegebenen Wandtemperaturen: 

1 J. Geiger: Temperaturverlauf in geheizten Wandungen von beliebiger Form. 
Z.VDI Bd.67 (1923) S.905/908. - O. Lu tz: Graphische Ermittlung der Wand­
temperaturen beim Warmedurchgang durch Wande von beliebiger Form. Z.VDI 
Bd. 79 (1935) S. 1041 und Forschung Bd. 6 (1935) S. 240. 



Warmeleitung in der Langsrichtung eines Stabes. 57 

0,32 f} + 0,0004 f}2 = A 
A = 36, 57 bzw. 80. Die Losung der quadratischen Gleichung 

0,32 f} + 0,0004f}2 = qx - A 
fiir verschiedene Werte von q und x in Abb.28 dargestellt. Fiir die 
Berechnung der durchgehenden Warme kann meistens mit einer kon­
stanten mittleren Warmeleitzahl gerechnet werden bei der Temperatur 

f}1 ~ f}2 ; z. B. fur f}1 = 100, f}2 = 1180o C ist Am = 0,83 und 

A 083 
q = (f e = 0:75 ·1080 = 1200 kcal/m2, h. 

3. Warmeleitung in der Langsrichtung eines Stabes. 
Prismatischer Stab. Durch den Querschnitt an der Stelle x (Abb. 29) 

stromt in Beharrungszustand pro Zeiteinheit die Warmemenge: 
df} 

dQ =-Af--
1 dx 

und durch den Schnitt x + d x: 
d 

dQ2 = -Af dx (f}-df}) 

Die Warmeabgabe des Oberflachenelementes U· dx (U = 
Umfang des Stabes) an die Umgebung mit der unverander­
lichen Temperatur f}o ist: 

dQ3 = (l U (f}-f}o) dx. 
1m Beharrungszustand ist dQ1 - dQ2 - dQ3 = 0, also 

d2 f) 
Af dxi = (l U (f) -f}o)· 

.r 

Abb.29. 

Fuhrt man die Ubertemperatur e = f} - f}o ein und setzt zur Abkurzung 

1/--;0 V TT = f3 [11m], (22) 

so erhalt man die Differentialgleichung: 

d2e=f32 @ 
dx2 • 

(23) 

Wenn (l unabhangig von x, also f3 = const ist, lautet die allgemeine 
Losung dieser Gleichung: 

e = Ae Px + Be- Px, (24) 
worin die lntegrationskonstanten A und B aus den Randbedingungen zu 
bestimmen sind. 1st fUr x = 0, e = e1 = const, dann ist 

A + B = e1• (25) 
Die zweite Randbedingung sagt aus, daB die Stirnflache die durch den 
Querschnitt x = h zugefuhrte Warme an die Umgebung abgibt: 

fQ = -J. (~d~) = (l@x=h 
x x=h , 

wenn fur die Stirnflache die gleiche Warmeubergangszahl wie fUr die 
Mantelflache angenommen wird. Setzt man den Wert von e aus 

Gleichung (24) und (ddf)) = (dde) = A f3 e P 11. - B f3 e- P 11. in di~ser 
x x=h x x=h 

Gleichung ein, so erhalt man: 

- -~- (Ae Ph + Be- Ph) = A f3 e Ph - B f3 e- Ph , (26) 
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Durch die Gleichungen. (25) und (26) sind die Integrationskonstanten 
eindeutig bestimmt. 

(I-i\1X )e-- flh 
A = el-~----L_~_-­

eflh+e- flh + i\lXfJ(eflh-e- flh) 

( I+i\IX)e flh 
B = e1 '-----'fJ-'----__ 

eflh + e - flh + -'=- (e flh _ e- flh) 
i\fJ 

Die nbertemperatur am Stabende ist: 
2 I e2 = e1 ~---- .. = e1 • (27) 1 

eflh + e- flh + -'=- (e flh _ e- r3 h) (fof fJ h + -~ @lin (J h 
i\fJ i\{J 

Die gesamte yom Stab abgegebene Warme Q muG durch den Querschnitt 
x = 0 zugefUhrt werden: 

Q =-Af(ddf}) =-Af(AfJe!3 x -BfJe-flX)x=o, 
x x=o 

Q = -Af fJ (A - B). (28) 

Durch Einsetzen der Werte A und B erhalt man: 

i\lXfJ + '1:g fJ h 
Q = AlfJ e 1 -------- kcaljh 

I + ~-'1:gfJh ). fJ 

(29) 

In manchen Fallen lassen sich die Gleichungen etwas vereinfachen: 
1. Fiir h = 00 wird e 2 = 0, also Ae'" + Be- '" = 0, was nur fUr 

A = 0 moglich ist. Dann wird 
e = e1e- flx (24a) 

und da %g 00 = 1 ist (mit Gleichung 29) 

Q = Af fJ 8 1 kcaljh. (29a) 
2. Wird die Warmeabgabe an der Stirnseite des Stabes vernachlassigt: 

QX=h=O=(dd··~) =Aeflh-Be-flh=O, 
x x=h 

so folgen daraus mit Gleichung (25) die Konstanten 

und der Temperaturverlauf 
e e = 1 [efl(x-h) + e-fl(x-h)] 

eflh+e- flh 

_ e (for {J (x-h) 
- 1 (fof fJ h (24b) 

1 Das Taschenbuch "Hiitte" 26. Auf I., Bd. I, S. 38/41, enthalt Zahlentafeln fiir 
die Hyperbelfunktionen, so daB die zahlenmaBige Ausrechnung der Formeln keine 
Schwierigkeiten bietet. 
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Fur x = h wird, da ~of 0 = 1 ist: 

e el 
~ 2 = ~of fJ It . (27b) 1 

Die ubertragene Warme folgt aus Gleichung (28) zu 
efJh_e-fJ h 

Q =-AffJ(A-B) = AffJe1 fJh -fJh 
e +e 

r:t.U 8 = Af fJ 8 1 ':tg fJ h = - ~ 1 ':tg fJ h 
fJ 

(29b) 

Diese vereinfachten Gleichungen werden in der Literatur meistens ver­
wendet. 

Zahlenbeispiel6. Durch Lagerreibung wird dem einen Ende einer 
60 mm starken Welle soviel Warme zugefUhrt, daB dort im Beharrungs­
zustand eine Ubertemperatur von 600 0 herrscht. Wieviel Warme wird im 
gunstigsten FaIle langs der Welle abgegeben, wenn oe = 6 kcaljqm, h, 00 
ist und wie ist der Temperaturverlauf. 

Die groBte Warmemenge fUr l = ex:> folgt aus Gleichung (29) 
Q = 8 1Af fJ· 

Mit f = ~ - 0,062 = 0,0028 m 2 1 
u = n '0,06 = 0,189 m J wird fJ = -. /~; = 2,85 [ljm] 
A = 50 kcaljm, h, 00 V 
oe = 6 kcaljm2, h, 00 

und 
Qmax = 50 . 0,0028 . 2,85 . 60 = 24 kealjh. 

Der Temperaturverlauf folgt aus Gleiehung (24a) zu e = 60 e - 2,85 x. 

Fur x = 0,01 0,05 0,10 0,2 0,5 m, 
ist e = 58,5 52,2 43,5 35 11,80 O. 

Fur ebene Rippenflachen bleiben die Gleiehungen(27) bis (29) gUltig. 
Mit h = Hohe, 15 = Dieke und l = Lange der Rippe, wird f = l . 15 und 
U VJ 2 l, also U If = 2/15 und 

fJ = V~ ~ [11m] - (30) 

Zahlenbeispiel 7. Wie groB ist die dureh eine guBeiserne (15 
= 0,5 em) bzw. sehmiedeeiserne (15 = 0,2 em) Rippe je Meter Rippen­
lange iibertragene Warme und wie hoeh sind die Temperaturen an der 
Stirnseite der Rippen, wenn die Rippenhohe h = 5 em, die W.n.z. 
oe = 10 kealjm2, h, 00 (Warmeaustauseh mit Luft) und e1 = 8000 ist? 

1. Unter Vernaehlassigung der Warmeabgabe an der Stirnseite. 
2. Mit Berueksiehtigung der Warmeabgabe an der Stirnseite: 
3. Unter Vernaehlassigung der Warmeabgabe an der Stirnseite (wie 

bei 1), wenn die RippenhOhe urn die halbe Rippendieke verlangert 
gedaeht wird. 

1 Diese Gleichung gibt sofort den MeBfehler eines in einer Metallhiilse ein­
gebauten Thermometers durch Warmeleitung an die Wand. Die Schwierigkeit 
bei der Anwendung liegt wieder in der richtigen Schatzung der Warmeubergangs­
zahlen. 
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I Gu/3eisen 1 SC~m.ied-1 
i I 

elsen 

I 
l.h 0,05 0,05 m 

{l nach Gleichung (30) 8,944 14,142 
{lh 0,4472 0,7071 
O2 nach Gleichung (27b) 72,6 63,5 °C 
Q1 nach Gleichung (29b) 75,06 68,9 kcal/h 

2. O2 nach Gleichung (27). 71,9 62,9 °C 
Q1 nach Gleichung (29b) 78,3 69,9 kcal/h 

3. h . 0,0525 0,051 m 
{lh 0,4696 0,7212 
O2 nach Gleichung (27b) 71,9 62,9 °C 
Q1 nach Gleichung (29b) 78,3 69,9 kcal/h 

Aus dem Zahlenbeispiel folgt, daB es durchaus zulassig ist, mit den 
einfacheren Gleichungen (27b) und (29b) zu rechnen, wenn die Rippen­
hohe h um die halbe Rippendicke verlangert wird. 

Rippen mit verjiingtem Querschnitt. Der Unterschied der Warme­
mengen, die fur die Breiteneinheit der Rippe durch die Schnitte x und 

Abb.30. 

x + dx stromt, wird an den Seitenflachen abge­
geben. Es ist also 

~(A/~) =rx.ue dx dx (31) 

oder mit d{} = d e und Ujl = 2jb 

b!!~-+~. d0 -~e=o 
dx dx dx A ' 

worin b die veranderliche Rippendicke ist. Wird 
der Nullpunkt in die Spitze des Dreiecks verlegt (Abb.30), dann ist 
fUr die geradlinig verjungte Rippe: 

b = 2xtgq;. 
Gleichung (31) lautet dann: 

d2 0 1 d0 oc0 
dX + x'--;rx-1xtgq> =0 

und erhalt mit der neuen Veranderlichen z = At~q> x die einfachere 

Form: 
d2 0 +~. d0 _ 0 =0 
dz2 Z dz z • (32) 

Die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet: 

e = AJo (2i VZ) - BNo (2i vz), (33) 1 

J o ist die Besselsche Funktion nullter Ordnung mit imaginarem Argu­
ment und ist positiv reell fill positiv reelle Werte von z ; No, die N e u­
mannsche Funktion nullter Ordnung mit imaginarem Argument ist 
dagegen fUr positiv reelle Werte von z imaginar. Da e immer positiv 
reell sein muB, vereinfacht sich die Losung zu: 

1 Die Zahlenwerte dieser Funktionen sind aus Jahnke und Emde, Funktionen­
tafeln (2. Auflage, Teubner 1933) zu entnehmen. Da diese Tafeln in praktischen 
Kreisen kaum vorhanden sind, sind die Funktionen in Abb. 33, S. 69 dargestellt. 
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(9 = A H J o (2i -yz) 
und mit der Grenzbedingung (9 = (91 fur x = Xl> ergibt sich: 

(9=(91 J o(2iyz) • (33a) 
J o (2 i 11 Zl) 

Die je Meter Rippenlange abgegebene Warme ist 

(34)1 

Fjir die dreieckformige Rippe ist z = ° und 

Q1 =- @lt7) VX.iJl(2iVz~). (34a) 
J o 2 ~ Zl 

Zahlenbeispie18. Fur eine guBeiserne Rippe (A=50 kcalJm, h, °C) 
mit <51 = 7 mm, <52 = 3 mm und h = 50 mm ist tg cp = IJ25. 

Nehmen wir IX = 10 kcalJm2, hOC, so wird fur 
(j 

x = -- 0,0875 0,0375m 
2tgtp 

Vx 0,296 0,194 
ax 

0,4375 0,1875 Z=--
Hgtp 

2iVz 1,323i 0,866i 

J o (2 i yz) Abb. 33 1,488 1,20 

- J 1 (2 i Vz) Abb.33 -0,816 -0,475 

Die Temperatur an der Rippenspitze; wenn (91 = 80° C ist, nach 
Gleichung (33a): 

(9 = 80 1,20 = 64 350C 
2 1,49 ' 

und die ubergehende Warme Ql fUr die Breiteneinheit, nach G1. (34a) 

80 1 /10, 50 
V 25 Q1 = 1,488 {0,296 (- 0,816) - 0,194 (- 0,475)) = 71,9 kcalJm, h. 

Verjiingter Stab. In den letzten Jahren kommen auch Warme­
austauschflachen mit sog. Nadeln vor, deren kreis- oder tropfenformige 
Querschnitte verjungt sind. Wenn fur einen kegelformigen Stab der 
Nullpunkt in die Kegelspitze verlegt wird, so ist mit dem Spitzenwinkel 
2 cp, der Radius r des kreisformigen Querschnittes: 

r = x tg cp und dr = tg cp dx 
u _ 2:n:r = ~ = _2_ und ~ df = 2:n:xtg2 fPdx = ~ 
f :n:r2 r xtgfP fdx :n:X2 tg2 fPdx x· 

----
1 Die Integration folgt aus der Beziehung: f xJo (x) d x = xJ1 (x). 
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Setzt man diese Werte in die Differentialgleichung (31) ein, so erhalt man 

mit k = -,- 2 or. die neue Gleichung: 
/I. tg tp 

d2 (9 +~.d(9 -k(9=O 
dx 2 x dx ' 

deren Losung lautet: 

e = v~{ AJ1 (2 i Vkx) + BNl (2 i V kX)}. (35) 

J1 ist die Besselsche Funktion erster Ordnung mit imaginarem Ar­
gument und ist reell fur positiv reelle Werte von x' N 1 , die N eumann­
sche Funktion erster Ordnung mit imaginarem Argument ist fur positiv 
reelle Werte von x imaginar. Da (9 immer reell sein muB, vereinfacht 
sich die Losung zu: 

(35a) 

Die Rippe kleinsten Baustoffaufwandes. E. Schmidt stellt auf Grund 
einer Analogie mit Kanalstromungen den Satz auf, daB fiir Rippen 
kleinsten Baustoffaufwandes die Dichte des Warmestromes dQ/dj 
an allen Stellen gleich groB sein muB. Bei konstanter Warmestromdichte 

muB nach der Fourierschen Grundgleichung (~ ~ = - It -~!) das 

Temperaturgefalle konstant sein, solange die Warmeleitzahl des Bau­
stoffes unverandert bleibt, also ist: 

(9=(91- 0X. 

Die von der Rippenflache ausgetauschte Warme wird am groBten, wenn 
das Temperaturgefalle am groBten ist, d. h. wenn fUr x = h, (9 = 0 wird. 
Dann ist 

und 

(91 = Ok oder 0- (91 
- h 

(9 = .(91 ( 1 - ~) . 
Setzt man diesen Wert in die Differentialgleichung fiir gerade Rippen 

mit verjungtem Querschnitt ein (Gleichung 31), so erhalt man: 

:~ = _ 2 ~h (1- ~) (36) 

Aus der Integration folgt mit der Randbedingung, daB fiir x = k, 
~ = 0 wird, die Gleichung der parabelformigen Begrenzungskurve der 
Rippe 

mit 

~ = ~ (k- X)2 
A 

~o = -i k 2 • 

Der Baustoffaufwand fiir 1 m Rippenlange ist: 
h 

11 = J ~ d x = f. ;3. 
U 

(37) 

(38) 

(39) 
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Aus der je Langeneinheit der Rippe ubertragene Warme 
h 

folgt 

f (f.e h Q1 =1X 8dx= __ 1-
2 

U 

h = 2 !I 
(f. e1 

(40) 

Setzt man diesen Wert in den Gleichungen (38) und (39) ein, so wird: 

(38a) 

und 
8 ( Ql)3 11 = 3 (f.2,1.· -0;. . (39a) 

Die scharfe, durch Beruhrung zweier Parabeln erzeugte Rippe kleinsten 
Baustoffaufwandes ist fUr die Herstellung unbequem und oft auch un­
zweckmaBig. So wird z. B. fUr Ql/81 = 0,5 und IX = 10 kcal/m2, h, °c 

h = 0,1 m = 100 mm 

und die FuBbreite 150 fUr GuBeisen (A = 50) bzw. Aluminium (A = 

150 kcal/m, h, 0c) 
150 = 2 mm bzw. 2/3 mm! 

Vernachlassigt man bei der Rechteckrippe fUr eine Dberschlags­
rechnung die an der Rippenspitze ubertragene Warme und setzt fUr 
kleine Werte von fJ h « 0,4) Xg fJ h = fJ h, so wird die Hohe der Rech t­
eckrippe nach Gleichung (29b). 

h -~. Q1 (41) 
r- (f. e1 • 

also nur halb so groB wie bei der Rippe mit kleinstem Baustoffaufwand. 
FUhrt man die Rechteckrippe mit der Rippendicke 150 bach Gleichung (38) 
aus, so ist der Baustoffaufwand: 

11 = h 150 = (f.:,1. (~:), (42) 

also bei gleicher Warmeleistung Ql/81 rd.50% groBer als bei der 
gunstigsten Rippenform. Dort wo das Gewicht eine wesentliche Rolle 
spielt, z. B. bei der KUhlung von Flugzeugmotoren, sind dreieck­
formige Rippen aus Aluminium zu wahlen, fur welche E. Schmidt 
als gunstigste Hohe gefunden hat 

htJ = 3,37 ( Ql) . (43) 
(f. e1 

Die Dbertemperatur an der Rippenspitze ist dann: 

8 2 = 0,27781 (44) 
und der Baustoffaufwand nur 4,5% groBer als bei der gunstigsten Rippen­
form. 

E. Schmidt hat fUr die Rechteckrippe bei gegebenem Baustoff­
aufwand das gunstigste Verhaltnis f5/h berechnet und findet 

o _ 0,08 Ql (4 ) 
-';-T e1 5 
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4. Das Rohr. 

(46) 

(47) 

Glatte Rohre. Durch die Innenflache eines ringformigen Volumen­
elementes eines unendlich Iangen Zylinders stromt nach der Fourier­
schen Grundgieichung die Warmemenge 

of} 
dQl =-J..2nrdz Tr dt, 

und durch die AuBenfiache: 

dQ2=-J..2n(r+dr)dz oor ('!?+ ~! dr)dt 

( of} tJ2f} ) (Of} o2f} ) = -A2nrdzdt Tr + or2 dr -A2ndrdzdt· Tr + or2 dr . 

1m Beharrungszustand ist 

( o2f} of} o2f} ) 
dQl -dQ2 = J.. 2 n r or2 dr + drTr + or2 dr2 dz dt = 0, 

wobei ~2r~ dr2 gegenuber den anderen Gliedern zu vernachiassigen, also 

d2 f} + ~~ = 0 (48) 
dr2 r dr 

. M·t df} . d du 
1st. 1 Tr- = U WIT u 

dr, 
und lnu = -lnr + InA 

r 

oder 
df} 

u·r=A=rTr· 

Die nochmalige Integration gibt: 

{}=Alnr+B. 

(49) 

(50) 

1m Beharrungszustand ist der Temperaturverlauf in einem 
Zylinder eine Iogarithmische Linie. 

Die Integrationskonstanten A und B sind wieder aus den Grenz­
bedingungen zu bestimmen. 

a) Wenn die beiden Wandtemperaturen gegeben sind, ist 

fur r = ri: '!? = '!?i = A In ri + B 
fur r = ra: '!? = '!?a = A In ra + B 

woraus folgt: 
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Mit· diesen Werten von A und B ist der Temperaturverlauf nach Glei­
chung (50) 

{} {} fh-f}a (1 1) {} f}i-f}a (1 1) (51) 
= a + lnra-Inri nra - nr = i- lnra-Inri nr- nri . 

Die durch eine Ringflache vom Radius r und von der Lange l durch­
gehende Warme 

Q = -A. 2 n r·l ~ = A. 2 n A ·l = A. 2 n·l f}i-f}a kcal/h. (52) 
dr In ra 

ri 

Um das Rechnen mit dem naturlichen Logarithmus zu vermeiden hat 
M. J ako b diese Gleichung etwas umgeformt. Er schreibt: 

Q = AF . f}i-f}a (53) 
cp (j , 

worin F = n (ra + ri) l, die "mittlere" Flache und q; = 21 . ra-r~ In r~ 
ra-r, r, 

ein "Formfaktor" ist, der aus Zahlentafel 4 entnommen werden kann 1. 

Zahlentafel3. 

ra 
1,0 11,1 I 1,2 

I 

ri 
1,3 1,4 I 1,5 1,6 1,7 1,8 

~~I~ _______ 1 _________ _ ._--

cp 1 1,00l 1,003 1,006 1,010 1,014 1,0l8 1,023 1,029 

ra 
1,9 2,0 2,2 _ 2,4_1-",,--""-1-""'- 3,5 

4,0 
ri 

--------- ---

cp 1,034 1,040 1,051 1,063 I 1,075 1,087 I 1,099 1,128 1,155 

b) Wenn die Temperaturen {}/ und {}A des Innen- und AuBenraumes 
gegeben sind. 

Nach der Definition der Warmeubergangszahl ist: fur r = ri 

(Xi ({}I - {}i) = - A. (~) .. , 
dr fur r=r,: 

und fur r = ra 

(Xa ({}a -{} A) = - A. ( ddf}) .. . 
r furr=ra 

Nach einigen Zwischenrechnungen erhalt man daraus 

und 

A =_ f}I-f}A 

~+_A_+ln ra 
CXiri CXara ri 

(54a) 

1 Dieser Formfaktor ist z. B. in die vom VDI aufgestellten Regeln fiir die 
Priifung von Warme und Kalteschutzanlagen (Berlin 1930) aufgenommen worden. 

ten Bosch, Warmeiibertragung. 3. Auf!. 5 
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In vielen Fallen ist eine Vereinfachung dieser Gleichung zulassig. Fiir 
die Platte fanden wir 

F·e 
Q = 1 1 0 = kF· e 

-+-+~~ 
CXi CXa A 

(15/16) 

und fiir das Rohr: 

Q = 2:nl·e 
_1_ + _1_ + ~ In Ta' 
CXiTi CXaTa A Ti 

mit 

-~=~+~+~ln~. 
kx CXiTi CXaTa A Ti 

Beide Gleichungen (55) und (15/16) werden identisch, wenn wir eine 
Flache F x so bestimmen, daB k = kx wird, d. h. der Radius r x muB 
so gewahit werden, daB 

~+~+~=2+~+ TXln Ta. 
~ ~ A ~~ ~~ A ~ 

Nun 1st In - =In 1 +- =--- +- + ... . Ta ( 0 ) 0 02 03 

Ti Ti Ti 2 Ti2 3 Tia 

Wenn nun ~ klein ist, also fiir diinnwandige Rohre, ist In ~'1:= ~. 
Ti Ti Ti 

Dann wird: 

oder 

~+~+~ ( _0 ) ~ CXa A CXaTa Ti 0 
r x = ri I . 0 = ri 1 + 1 . . 0' = ri + 0 . 

--+~+- -+~+- Ta~~+Ti'1~TaCXa-
~ ~~ A ~ ~~ A ~ A 

Beschranken wir uns weiter nur auf solche FaIle, wo cx;!5 gegeniiber 

CXa + Ti zu vernachlassigen ist. Dabei kann CXa aIle Werte zwischen 0 
~ CXi CXi 

und co annehmen, wahrend Ti P:; 1 oder kleiner ist. 
Ta 

Wenn wir weiter Metallrohre voraussetzen, wird A. = 50 bis 300 und 
!5 < 5 mm = 0,005 m. 

CXa ~ CXa b' CXa 
TV = 200.50 IS 200.300' 

d. h. bei groBen Werten von (Xa ist (Xa ~ gegeniiber :: zu vernachlassigen, 

und bei kleinen Werten von (Xa ist (Xa -~~ gegeniiber Ti zu vernachlassigen. 
1\ Ta· 

Die Vernachlassigung dieses Gliedes ist also in fast allen Fallen durchaus 
zulassig. Damit vereinfacht sich die Beziehung zu: 

o Ti 
rx=Ti +-----. 

Ta CXa + Ti 
CXi 
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rt. t5 ri t5 
1. Fur rt.:R::1, rX=ri+ra+riR::ri+2=rm' 

2 Fur rt.a . (;i = co , r x = ri' 

3. FUr ~ = 0, rx = ri + b = ra' 
rt.i 
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Die Berechnung des Warmedurchganges in Rohrenapparaten kann 
also mit den einfacheren Gleichungen der planparallelen Platte durch­
gefuhrt werden, wenn die Wandstarke klein ist im Verhaltnis zum Radius, 
d. h. fur dunnwandige Rohre, und wenn das Rohrmaterial gut 
leitend ist. Dabei ist jedoch folgendes zu beachten: 

a) Weichen die Warmeubergangszahlen innen und auBen nicht stark 
voneinander ab, so ist bei der Berechnung der Flache ein mittlerer 
Radius rm = 0,5 (ra + ri) einzusetzen. 

b) Sind die beiden Warmeubergangszahlen stark verschieden, so ist 
stets der Radius zu nehmen, wo die kleinere Warmeubergangszahlliegt. 

Von diesen schon von Mollier gemachten Vereinfachungen wird in 
der Praxis ausgedehnter Gebrauch gemacht. Die bei der Behandlung 
der Platte abgeleiteten Gleichungen erhalten dadurch erhohte Bedeutung. 

Die durch das Rohr hindurchgehende Warme vereinfacht sich in 
diesen Fallen zu 

~ = kn dx (9 kcal/m, h. (55a) 

Fur starkwandige und fur isolierte Rohre muB immer mit 
der genauen Gleichung (55) gerechnet werden. 

Zahlenbeispiel 9. Eine Dampfleitung von 70/76 mm Durchmesser 
wird isoliert mit lO mm Asbestmasse (A. = 0,175), dann 15 mm Seiden­
polster (A. = 0,047) und schlieBlich 15 mm Wellpappe mit Nesseltuch 
umwunden (A. = 0,09). Der auBere Durchmesser des isolierten Rohres 
ist 156 mm 1. Wie groB ist die Warmeersparnis, wenn td = 1600 und die 
Temperatur der Umgebung 200 0 ist? 

Fur das nicht isolierte Rohr ist: 

~ = _1_ + _1_ + ~ In ra . 
k rt.iri· rt.ara A.i ri 

Mit 0Ci = lOOOO, lXa = 15,1 (Abb. 147a, Nomogramm 5) und Aeisen = 50 
wird: 
1 _ __ 1 1 1 38 . _ 0 
k - 10000.0,035 + 15,1. 0,038 + 50 In 35 und /" - 0,575 kcal/m, h, O. 

Fur das isolierte Rohr: 
Mit lXa = 7, kleiner, da niedrigere Oberflachentemperatur und groBerer 

Durchmesser und weil der EinfluB der Strahlung etwas geringer· ist, ist 

1 = _1_ + _1_ + _1_ln~ + _1_ln~ + _1_ln~ 
k rt.iri rt.ara 0,175 38 0,047 48 0,09 63 

= 0,003 + 1,83 + 1,34 + 5,8 + 2,38 = 11,35, 
und kisoliert = 0,088 kcal/m2, h, 00, 

0,575 - 0,085 also eine Ersparnis durch die Isolierung von = 85 % . 
0,575 

1 Eberle, Z. VDI 1908 S.544. 
5* 
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Die Oberflachentemperatur (Abb. 31) wird berechnet aus: 

t{J-70~3tE-10 ___ 15 ___ 15-. f} -f} - 0,003 . 140 - Co 
Eisen I I I I I Seidenpolsfer 1 wi - 11,35- , 

Asbesf Wel/pappe f} - f}' - ~! . 140 - 1660 
w, 1 - 11,35 -" 

Nesselfuch 
f}' -f}' -~ ·140 - 7150 

1 2 -1135 -" , 

f} -f} - 2,38 . 140 - 29 0 
2 wa - 11 35 -,4 , , 

f} -f} - ~3 . 140 - 22 0 wa 2 - 11,38 -,5 , 

also f}wa = 20 + 22,5 = 42,50 C, was 
mit dem Versuch gut iibereinstimmt. 

,,-,-_"'--,2,-,-20or: Erhalt nun diese Isolierung an 
Abb. 31. Zum Zahlenbeispiel 9. Stelle der Nesseltuchumkleidung 

einen polierten Blechmantel, dann 
ist 01:2 noch kleiner, da der Strahlungsanteil in diesem Fall viel geringer 
wird. Mit 01: = 4 ist fiir das isolierte Rohr: a 

1 
-k- = 0,002 + 3,2 + 1,34 + 5,8 + 2,38 = 12,72, 

also 
k = 0,0785 kcaljm2, h, °C, 

. . 0575-0785 65°/ . h was eIner Erspafllls von ' 0,575' = 8 , /0 entsprlC t. 

Die Oberflachentemperatur ist zu rechnen aus: 

f}wa -f}2 = 1::~2 . 140 = 35,20 , also f}wa = 55,20 C. 

Trotz hoherer Oberflachentemperatur ist der Warmeverlust hier also 
geringer. Eine solche Glanzblechverkleidung wird man allerdings der 
Kosten halber bei Dampfleitungen kaum verwenden; dagegen sind solche 
mit Recht bei Warmespeichern in Gebrauch. 

MuB die Veranderlichkeit der Warmeleitzahl mit der Temperatur 
beriicksichtigt werden, so folgt aus der Integration der Gleichung (18) 

Q dfJ 
± 2nr.l =-Aa:,.- (56) 

und 

Fiir 

wird: 

(57) 
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Rippenrohre. Beim Rippenrohr muB noch die Warmeabgabe dQa 
der Oberflache 2· 2 n r d r des Ringelementes beriicksichtigt werden. 

dQa = rJ.' 4n r d r ({) -{}o), 

wenn {}u die unveranderliche Temperatur der Umgebung ist. 1m Be­
harrungszustand ist dQl - dQ2 - dQ3 = 0, woraus mit 
() = Rippendicke folgt: 

2 a d2 f} 1 df} ;-n: ({) - {}u) = dr2 + -r- dr . 

Setzt man V~r = (3 r = x und {} -{}u = (9, so wird: 

d 2 @ 1 d@ --+- ---(9-0 dx2 x dx -. (58) Abb.32. 

Die Losung dieser Differentialgleichung sind Zylinderfunktionen mit 
imaginarem Argument 

(9 = A . J o (i . x) + B . i . Ho (i . x) (59) 

J o bzw. Ho ist die Besselsche bzw. Hankelsche Funktion nullter 
Ordnung. J o (i . x) und i . Ho (i . x) sind beide positiv reell fUr positiv 
reelle Argumente x (vgl. Abb. 33). 

II I 1 / -f \ T , 1--
I 

I I 

\ ! i 7 
/ 

1\"1(l"x) / 17 
'\ 7 

\ / / 
\ 1\ 17 

I \ ,JO(~1 l-- i1- i .ft(lX) l--l--

1\ / 
\ '\ / f7 

1\ \ / I 

"" 
V 

~(lX) "- i"-- -J...-- 17 

i!fo(ixf---- 1'--- 17 
r-.. t--- 1\ 1/ -r-- X i"--, 

- l-V ............ ::::::-r--..... I--
I-J!!!fl-~f..--- ilfo(ix-=;:' 

-!j[lX) 

WI q.f 

Abb.33. Werte der BesseIschen nnd HankeIschen Fnnktionen. 

Iimi ·H,(i· x)=.! . In..!. und lim Hdi. x) = __ 2_. 
x=O "rx x=O "'x 
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Die Integrationskonstanten A und B folgen aus den Grenzbedingungen 

1. fUr r = ro ist 8 = 8 1 = AJo 4i fJ ro) + BiHo (i fJ ro), 

2. fUr r = R ist Q = 0, also (dd~) = 0, d. h. die Warmeabgabe r r~R 
an der Stirnseite der Rippe wird vernachlassigt. 

N ach den Eigenschaften der Be sse I schen Funktionen ist 

d JoJaj = _ J (x) und ~Ii~) = - H (x) also 
dx 1 dx l' 

(~~)r~R= -AiJdifJ R) + BHl (ifJ R). 

Mit diesen Randbedingungen wird: 

8 = 8 J o (i{3r) Hdi (3 R) + iHo (i{3r)· iJdi{3 R) (60) 
1 J o (i{3ro) HI (i{3 R) + iHo (i{3ro)· iJI (i{3R) , 

worin J 1 bzw. HI die Besselsche bzw. Hankelsche Funktion erster 
Ordnung ist; -i· J 1 (i· x) und -HI (i . x) sind fur positive x-Werte 
wieder positiv reell (Abb. 33). 

Die Warmeabgabe bzw. -aufnahme der beidseitigen Rippenflache ist: 
R 

Qr = 2 J IX • 2 'Jl r dr . 8. 
lu 

Die Integration gibt nach einigen Umformungen, so daB die einzelnen 
Glieder reell werden: 

Q ~4 8 1"0 [-HI(i{3ro))[-iJ1 (i{3R)]-[-iJ1 (i{3ro))[-HI(i{3R)] k ljh 
r 'Jl llX{3 [iHo(i{3ro)][-iJdi{3R)]+[Jo(i{3ro)][-Hdi{3R)] ca . 

Setzt man aus Gleichung (30) IX = fJ2 0 Aj2 darin ein, so wird 

Qr = 2 'Jl ro oJ.. 8 1 fJ tp =io J.. 8 1 fJ tp. (61a) 

Die tp-Werte ktinnen direkt aus Abb. 34 abgelesen werden. 

Zahlen beispiel 10. Die Temperatur an der Rippenspitze und die 
ausgetauschte Warme ist zu berechnen: 

a) Fur ein GuBrohr von 70 mm 1. W. und 10 mm Wandstarke mit 
Rippen nach Abb. 35a. 

fJ = 8,944 [11m] 
R = 0,095m 
ro = 0,045m 

fJ R = 0,8497 
fJ ro = 0,4025 

J o (i fJ R) = 1,1888 
- iJI (i fJ R) = 0,4642 

J o (i fJ ro) = 1,0409 
- iJI (i fJ ro) = 0,2053 

fJ (R - ro) = fJh = 0.4472 

und nach Gleichung (60): 

HI (i fJ R) = - 0,4997 
iHo (i fJ R) = 0,3338 
iHo (i fJ ro) = 0,7061 
HI (i fJ ro) = - 1,381 

8 = 80 !~88·_0,~~7 + 0~~~~642 = 80 0,7490 = 70 670 C 
2 1 ·0409·0,4997 + 0,7061 ·0,4642 0,8479 ' . 

gegenuber 72,60 C, berechnet mit der Gleichung fur die ebene Rippe 
(Zahlenbeispiel7, S. 60). 

(61) 
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Die iibertragene Warme ist nach Gleichung (61): 

Q _ 4 . 80 . 10 0,045. 1· 381 ·0,4642 - 0,2053 . 0,4997 = 32 12 kcalJRi e. 
r- :n 8,944 0,7061·0,4642 + 1,0409.0,4997' pp 
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Abb.34. tp,Werte zur Berechnung der beim Rippenrohr iibergehenden Wlirme. 

Da nach Zahlenbeispiel 7 die Rippe je Meter 75,06 kcalJh iibertragt, ist 
fUr die mittlere Rippenlange :n (0,095 + 0,045) 

Qr = 75,06:n (0,095 + 0,045) = 33,01 kcalJRippe. 
Die Abweichung von der genauen Formel ist rd. 3 % . 
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b) Fur ein nahtloses Rohr von 50 mm AuBendurchmesser mit Rippen 
nach Abbildung 35 h. 

fJ = 14,142 
R = 0,075 
ro = 0,025 

fJ R = 1,0607 
fJ ro = 0,3536 
Bh = 0,707 

J o (i fJ R) = 1,3017 
- iJ1 (i fJ R) = 0,6084 

J o (i fJ ro) = 1,0315 
- iJ1 (i fJ ro) = 0,1795 

HI (i fJ R) = - 0,3461 
iHo (i fJ R) = - 0,2460 
iHo (i fJ ro) = 0,7790 
HI (i fJ ro) = - 1,6110 

8 = 80 1,3017·0,3461 + 0,2460' 0,6084 = 57,780 C 
2 1,0315.0,3461 + 0,7790.0,6084 

gegenuber 63,50 C nach Zahlenbeispiel 7, S. 60 

Q 4 80 10 0,025 1,611· 0,6084 - 0,1794 . 0,3461 19 63 k II R' 
r = n' . 14,142' 0,779.0,6084 + 1,0315.0,3461 = , ca Ippe. 

Die Gleichung fUr die gerade Rippe gibt (Zahlenbeispiel 7) : 
Qr = 69,9 n (0,025 + 0,075) = 21,8 kcal/Rippe, 

also einen etwa 10% zu groBen Wert. 

~"" 
~ --+---

Abb. 35 au. b. Rippenrobre. 

c) Fur ein nahtloses Rohr von 38 mm AuBendurchmesser mit Rippen 
von 1 mm Dicke und 50 mm Rohe. 

f3 = V;~ = 20 J o (i fJ R) = 1,5359 

R = 0,069 - iJ1 (i fJ R) = 0,8678 
ro = 0,019 J o (i fJ ro) = 1,0364 

f3 R = 1,38 - iJ1 (i fJ ro) = 0,1935 
fJ ro = 0,38 
fJh=I,O 

HI (i f3 R) = - 0,2104 

iHo (i fJ R) = 0,1593 
iHo (i fJ ro) = 0,7382 
HI (i f3 ro) = - 1,479 

8 = 80 1,5~~· 0,2104 + 0,159~.:J>,8678 = 430 0 C 
2 1,0364.0,2104 + 0,7382·0,8678 ' 

80 80 80 
gegenuber 8 2 = lEof f3 (R-ro) = lEof. 1 = L543 = 51,85 

berechnet nach der Gleichung fUr die ebene Rippe 
0,019 1,479·0,8678 - 0,1935·0,2104 . 

Qr = 4 n . 80 . 10 ~ . 0,7382 . 0,8678 + 1,0364. 0,2104 = 13,82 kcalJRlppe. 

Fur die ebene Rippe ist 

Q1 = 2f3ri. 8 1 %g fJ h = 80 . 0,7616 = 60,93 kcaIJm, h 

und Qr = 60,93 n (0,019 + 0,069) = 16,84 kcaljRippe, h. 
Rier sind die einfachen Gleichungen nicht mehr brauchbar. 
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Die Berechnung der Temperatur und der ubertragenen Warme mit 
den Gleichungen (60) und (61) ist etwas umstandlich. Wie Zahlen­
beispiel 10 zeigt, ist es fur praktische Anwendungen oft (solange 
fJ h < 0,5) zulassig mit den viel einfacheren Formeln fUr die ebene Rippe 
(S. 59) zu rechnen, wenn fUr die Rippenlange 1 der Mittelwert der 
Kreisrippe n (R + ro) eingesetzt wird. Auf diese einfache Weise kann 
auch die an der Rippenspitze ubertragene Warme berucksichtigt werden, 
die bei der Ableitung der Gleichungen (60) und (61) vernachlassigt wurde. 
Die Vereinfachung ist um so eher zulassig als die V oraussetzung einer 
konstanten Warmeubergangszahl fUr die gauze Rippenflache in Wirklich­
keit nicht vorhanden ist und weil man den Mittelwert nur selten genau 
kenntl (L.21.1). 

Der Temperaturverlauf und die Warmeabgabe von Rippenrohren mit 
verjiingtem Querschnitt k6nnen durch Zerlegung in kleinen Einzelteilen 
ebenfalls mit den Gleichungen (60) und (16) berechnet werden. 

Zahlenbeispiel II. 
Teill: (X = 50kcaljm2,h,o C; 
A. = 50 kcaljm, h, °C. 

l/~~ 
fJ = V 50.0,0037 = 23,25. 

ro = 0,038 fJ ro = 0,8835 
R = 0,043 fJl R = 0,9997 

Jo{ifJR) = Jo(i ·0,9997) = 1,2656 Jo{ifJro) = J o (i ·0,8835) = 1,2049 
iJ1 {ifJR) = iJ1 {i·O,9997) =-0,5650 iHo{ifJro)=iHo{i·0,8835)= 0,3176 
H 1 {ifJR)= H 1 {i·O,9997)=-0,3834 iJ1 {ifJ ro) = iJ1 {i·O,8835) =-0,4863 

iHo{ifJR)=iHo{i·0,9997)= 0,2681 H 1 {ifJro)= H 1 {i·O,8835)=-0,4699 

e = e . (1,2656) (-0,3834) + (0,2681) (-0,5650) = 0993. e 
a 1 (1,2049) (-0,3834) + (0,3176) (-0,5650) , 1 

Q' = 4 e 50. O,03~. O,~699 . 0,565 - 0,4863 . 0,3834 = Q' = ° 1266 e ~~ 
r n 1 23,25 0,3176.0,565 + 1,2049.0,3834 r , 1 Rippe· 
Teil 2. 

(3 = 1 /~~~!a~ = 25,4 ro = 0,043 (3 ro = 1,0922 V R = 0,048 (3 R = 1,2192 

Jo(ifJR)= Jo{i·l,2192)= 1,4076 Jo{ifJro) = J o{i·l,0922)= 1,3212 
iJI (ifJR) = iJl (i ·1,2192) = -0,7302 iHo(ifJro) = iHo{i ·1,0922) = 0,2353 
HdifJR)= H 1 {i·l,2192)=-0,2685 iJ1 {i(3ro) = iJ1 {i·l,0922) =-0,6317 

iHo{ifJR)=iHo(i·l,2192)= 0,1975 H 1 {ifJro)= Hdi.l,0922)=-0,3287 
(1,4076). (-0,2685) + (0,1975) (- 0,7302) 

eb = ea· (1,3212). (-0,2685) + (0,2353) (-0,7302) = 0,9847 e1 

Q" =4 .e ·50°,043.0,3287.0,7302-0,6317.0,2685 =0 14123 e ~~ 
rna 25,4 0,2353.0,7302 _ 1,3212.0,2685' 1 Rippe . 

1 Das Rippenrohr wird z. B. oft aus Flacheisen gebildet, das warm auf ein 
nahtloses Stahlrohr schraubenformig gewickelt wird. Die Rohre werden verzinnt 
um eine gute metallische Verbindung zwischen RippenfuB und Kernrohr zu erhalten. 
(Mannesmamrrohrenwerke, Diisseldorf). Das Band verlauft auf etwa 2/3 bis 3/4 der 
Bandbreite gewellt. Die GIeichungen fiir die ebene Wandflache k6nnen hier nur 
als Anhaltspunkt fiir die Schatzung der Warmeiibergangszahl dienen. 
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In gleicher Weise findet man fur die Teile 3, 4 und 5: 

e = e .1,6458. 0,1768 + 0,13627·0,9808 = 0 9764 e 
c b l.5167. 0,1768 + 0,1640 '0,9808 ' 1 

Q'''=4 ·e .50 0,048 ~.0,2175·0,9808-0,8477.0,1768= Q"'=015514.e 
r n b 28,2843 0,1640.0,9808 + 1,5167.0,1768 r, 1 • 

e = e 2,1015·0,10414 + 0,0839 . 1,4236 = 0 9632 e 
a c 1,8824.0,10414 + 0,1028. 1,4236 ' 1 

QIV = 4 . e .50. 0,05~. 0,12976· 1,4236 - 1,2191 ·0,10414 = 0 16885 e kc~ 
r n c 32,444 0,10280' 1,4236 + 1,8824.0,10414' 1 Rippe . 

3,267 ·0,04759 +0,04014·2,496 
ee = ea' 2,778.0,04759 + 0,05192-: 2,496 ee = 0,941 e1 

Qv = 4 .09632 e . 50·0,058 . 0,06242·2,496 -2,0505·0,04759 = 019683 e 
r n, 1 39.223 0,05192.2,496 + 2,778 .0,04759 1 • 

Die total abgegebene Warme ist dann: 

Qtot = (0,12664 + 0,14123 + 0,15514 + 0,16865 + 0,19683) e1 = 0,78849 e1 • 

5. Die Kugel. 
Kugelformige Apparate werden wenig verwendet, und wo solche vor­

kommen (Lufterhitzer der Hochofen, groBe KochgefaBe), darf, aus ahn­
lichen Grunden wie beim Rohr, meist mit den einfacheren Gleichungen 
der Platte gerechnet werden. 

Setzt man in der allgemeinen Gleichung (3) x2 + y2 + Z2 = r2, so ist: 
or or or 

r 8x = x, r 0 y = y, r 8z = Z, 

~~ = ~ ~ . :: = : . ~~ und~2~ = ~2r~' ;: + ~~ (_~ _ ;22) . 

.. . .. d2 f} o2f} 
Ahnhch fur d y2 und BZ2' so daB die Differentialgleichung nun lautet: 

L1 D = d2 f} + ~. d {} = O. (62) 
dr2 r dr 

Zur Losung der Gleichung setzten wir:~ = u, also 

du u du dr 
d r + 2 r = 0 oder U = - 2 r' 

Die Integration gibt 
Inu=-2Inr+lnA 

oder 
ur2 = A = df} r2 bzw. dD= A d2r 

dr r 

und nochmals integriert: 
1 

D=--A +B. 
r 

(63) 

Im Beharrungszustand ist die Temp~raturkurve in einer Kugel 
eine gleichseitige Hyperbel. 
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Die durchgehende Warme ist allgemein: 
dD. dD A 

Q = - A F -d ,worm F = 4 n r2 und -d- = U = 2' 
T T T 

Q Q = - 4 n A . A und {} = 4 nAT + B. (64) 

1. Sind die Oberflachentemperaturen bekannt, so ist fiir r = r a' 

und fur r = ri, 

so daB 

oder 

A 
{} ={}a =-~ + B, 

Ta 

A 
{} = {}i = - ~ + B, 

Ti 

{} - {}. = - A (~-~) = - A ~!C!_ 
a' Ta Ti Ti~Ta 

A = ({) -{}.) TcJ~Ti und B = ~~a~DiTi. 
a 'Tira ra~ri 

Aus Gleichung (63) folgt nach einigen Umformungen: 

{} ={}._({}-_{}) Ta. r~ri ={} + ({}._{j) r;. ra~r (65) 
, , a T Ta ~ Ti a , a r Ta ~ ri 

und aus Gleichung (64) die Warmemenge: 

Q=4nA({} -{}.) TiTa_. (66) 
a 'l ra-ri 

Fur sem kleine Innenradien, wenn ri -+ 0 wird, ist 
Ta 

Q = 4nA ({}a-{}.;)· ri = (X. 4nr~ ({}a-{),) 
und 

A d ad 0) 
(X = Ti 0 er A = -. (67) 

2. Sind die Temperaturen {jA und {}J der Umgebung gegeben, 80 

findet man in ahnlicher Weise fur den Temperaturverlauf: 

{} = {}A - DA ~DJ • ('~_ I + --!-- ) (68a) 
~A~+Ta~Ti-l-_I'_ r r" r(faa 

r·I (Xi r a T1 ' r~ fXa 

oder 

und fUr die Warmemenge 

Q=4n), DA~f}J __ 
A + Ta~ ri 1 }. 

T~ a. . rr. -c- r" a 
'l t Cf, 'l a a 

(69) 

3. 1st die Warmemenge Q gegeben und nimmt man an, daB fur 
r = <Xl, {} = 0 wird, so ist 
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Diese Losung entspricht dem Falle, daB im Kugelmittelpunkt eine punkt­
fOrmige Warmequelle von der Ergiebigkeit Q, positiv (Quelle) oder negativ 
(Senke) vorhanden ist, die radial nach allen Seiten einen Warmestrom 

Q=-A~ or 
schickt. Die Stromlinien sind die Radien. 

Die allgemeine Gleichung 
f) __ 1 ~Qa 
-4nA~ ra' 

a 

(70) 

worin r a = V (x - xa)2 + (y - Ya)2 + (z - za)2 zeigt, daB in den 
Punkten (xa, Ya' za) Warmequellen von der Ergiebigkeit Qa vorhanden 
sind 1. 

6. Allgemeine Losungen der DHferentialgleichung. 
AIle linearen Funktionen der Koordinaten sind Losungen der Diffe­

rentialgleichung, weil deren zweite Ableitungen einzeln verschwinden. 
Die Losung 

f) = Ax + By + Cz + D 
zeigt einen Warmestrom in einer zu den Koordinatenachsen schrage 
Richtung. Eine andere Losung, die besonders fur zylindrische Korper 
geeignet ist, lautet: 

f) = m (r2 - 2 Z2) + f)o, 

worin r = V X2 + y2 und m eine beliebige Konstante ist. Durch Ein­
setzen des Wertes von f) in Gleichung (2a) iiberzeugt man sich leicht von 
der Richtigkeit der Losung. Mit Hille dieser Gleichung kann man z. B. 
den Temperaturverlauf in den Kolbenboden einer Verbrennungskraft­
maschine abschatzen. Wenn man von den kleinen Temperaturschwan­
kungen absieht, die durch die periodischen Anderungen der Gastemperatur 
entstehen, wird der Kolbenboden einseitig durch eine konstante Warme­
menge q geheizt. Die andere durch Luft gekiihlte Kolbenseite gibt in 
Vergleich zur Mantelflache so wenig Warme ab, daB diese in erster 
Annaherung vernachlassigt werden darf. 

Aus diesen Grenzbedingungen folgt: fUr z = 0 ~! = 0, 

und fUr z =8 (~{j) = __ !_=",O (r2 -2z2)z=s= -4m8, 
uZ Z=S II. uZ 

also q = 4 A m 8, m = 4 ~!5 und damit 

f) -f}o = 4 h (r2 - 2 Z2) • 

Die Temperaturverteilung der Mantelflache (fur r = ro) 

f)-f)o = rh (ro2 - 2 Z2) 

stimmt mit der wirklichen Randbedingung nicht genau uberein. Dennoch 
gibt diese Losung fiir nicht zu dicke Zylinder mit den Beobachtungen gut 
iibereinstimmende Werte. 

1 Wilson, H. A.: Proc. Cambridge. Phil. Soc. Bd. 12 (1904) S.406. 
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Einige Warmeleitungsprobleme lassen sich angenahert als ebene 
Stromungen betrachten; die Differentialgleichung lautet dann 

82 f} 82 f} 
8xil + 82y = 0 

und laBt sich mathematisch leichter losen, weil sowohl der reelle als auch 
der imaginare Teil einer belie bigen Funktion einer komplexen Variablen 
(z = x + i . y) Losungen dieser Differentialgleichung sind. 

-& = f (z) = ffJ (x, y) + i 1p (x, y). 
Betrachtet man die Kurven ffJ = const als Isothermen, so stellen 
die Kurven ffJ = const (wegen der Orthogonalitatbedingung) 

8IP • 81p + 8IP • 81p = 0 
8x 8x 8y 8y 

die Stromlinien dar, und umgekehrtl. 

B. Nichtstationare Warmestromungen. 
1. Die planparallele Platte 2. 

Analytische Losung. Die Differentialgleichung (12) vereinfacht sich 
fUr die Platte zu: 

8f} 82 f} 
Ift=a 8x2 · (71) 

Sie ist linear und homogen; es lassen sich also allgemeine Integrale 
durch Summierung von partiellen bilden. Zur Auffindung einer parti­
kiilaren Losung setzt man (versuchsweise) die Temperatur gleich dem 
Produkt zweier Funktionen, von denen die eine nur von x und die andere 
nur von der Zeit t abhangt, also: 

-& = X (x) . T (t) . (72) 
Dann ist: 

82 f} d2 X 
-=T--
8x2 8x2 

und 

so daB die Differentialgleichung (71) nun lautet: 
1 d2 X 1 dT 

(73) 

Weil X nur von x und T nur von t abhangt, ist diese Gleichung nur dann 
fiir jedes x und t erfiillt, wenn beide Seiten gleich einer beliebigen Zahl 
± n2 werden. Dadurch erhalten wir folgende gewohnliche Differential­
gleichungen: 

und 

1 dT 
-.-= ±n2 
aT T (74) 

(75) 

1 Schaeffer: EinfiihrungindietheoretischePhysik. Bd.2 S.27/35. Berlin 1932. 
2Fiir Platten, die aus Schichten von verschiedenen Substanzen aufgebaut 

sind, vgl. E. F. M. van der Held: Physika II (1935) S.943/951. Fiir Zylinder 
und Kugel vgl. H. Grober u. S. Erk: Grundgesetze der Warmeiibertragung. 
2. Auf I. Berlin: Julius Springer 1933. 
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worin n2 aHe Werte von 0 bis ex> haben kann. Die Integration der 
Gleichung (74) gibt: 

In T = ± n2at + In 0 
oder 

T = Oe±n·at. (76) 

Das positive Vorzeichen von n2 gibt keine praktisch brauchbare Losung, 
weil T und damit die Temperatur {} mit wachsender Zeit unendlich groB 
wiirde; es bleibt also die Losung: 

T = 0 e- n• at . (76a) 

Die bekannte Losung der Bedingungsgleichung (75) lautet fiir n =F 0: 

X = 0 1 cos n x + O2 sin n x, (77) 
so daB 

{} = (0 cos n x + D sin n x) e- n' at 

eine Losung der Differentialgleichung (71) ist. In dieser Gleichung 
konnen 0, D und n aIle Werte von Obis ex> stetig durchlaufen. FUr 
n = 0 erhalt man die Losung A + Bx (vgl. S. 51); das allgemeine 
Integral lautet also: 

(Xl 

{} = A + B· x + .I (Ok cos nk x + Dk sin nk x) e- 11.: at . (78) 
k=O 

Die Gleichung (78) muB nun der aHgemeinen Bedingung geniigen, 
daB zu allen Zeit en die in den Oberflachen der Platte durch Leitung 
zu- bzw. abgefiihrte Warme gleich der von der Umgebung aufgenommerum 
bzw. abgegebenen Warme ist. Fiir die Flacheneinheit muB also fiir x = 0 

qo = -;,.(;:t=o = <Xl ({}I -(}w,) (79) 

'4 und fiir x = 8 

q8 = -;,. (; :) III = 8= <X2 ({}2 - (}w,) (SO) 

sein, worin die Wandtemperaturen 

und 

(Xl 

{}w, = A +.I Ok e- 11.: at 
o 

(Xl 

(81) 

Abb.37. {}w.=A +B8+.I(OkCOSnk8+Dksinnk8)e-n~at, (82) 
o 

sind. Dabei ist noch zu beriicksichtigen, ob in den Oberflachen Warme 
aufgenommen oder abgegeben wird. Die in der positiven X-Richtung bei 
abnehmender Temperatur stromende Warmemenge wird als positiv be­
zeichnet. Man beriicksichtigt dies am einfachsten so, daB in den 
Gleichungen (79) und (80) je nach der gewahlten X-Richtung<x positiv 
oder negativ eingesetzt wird. 

Die noch unbekannten Integrationskonstanten A, B und Ok miissen 
aus den Randbedingungen bestimmt werden. 1m Grenzfall der Be­
harrung, also fiir ·t = ex> , geht Gleichung (78) iiber in: 

{}t= co = A + B·x. (83) 
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Aus der geradlinigen Temperaturverteilung sind die Konstanten A und B 
festgelegt. A ist demnach immer die Temperatur im Beharrungs­
zustand fur x = O. Aus der Differentiation der allgemeinen Losung (78): 

00 

of} B ~ O· D -n' at ox = + ~ (- nk k sm nk X + nk k cos nk x) e k 

u 
folgt mit den Randbedingungen (80), (81) und den Wandtemperaturen 
nach den Gleichungen (82) und (83): 

00 00 

( 0 f}) _ OC1 {{} A ~ 0 -n~ at} _ B + """ D -nk at o X x ~ 0 - -r 1 - - ~ k e - ~ nk k e 
o 0 

und 
00 

(:~t~~= i{-02-A - Bs- :2(OkCOSnkS+DkSinnkS)e-n~at} 
o 

(84) 

co. _n2 at 
= B +.J: (-nk Ok sm nk S +nkDk cos nk S) e k (85) 

o 
Die Gleichungen (84) und (85) mussen nun fUr aIle Werte von nk 

identisch erfullt sein, was nur dann moglich ist, wenn die Koeffizienten 
der entsprechenden Glieder gleich sind. 

Aus Gleichung (84) folgt also: 

i ({}l- A I = B 
und 

(86) 

Und aus Gleichung (85) 

f({}2-A-Bs) B (87) 

und 

- nkOk sin nk s + nkDk cos nk S - - -? (Ok cos nk S + Dk sin nk S). 

Dividiert man beiderseits durch cos nk 15, so wird 

- nkOktg nk S + nkDk =- ;~Ok- i Dk tg nk s, 

tg nk s (i Dk - nkOk) = - -;. Ok-nkDk· 

Den Wert von nk Dk aus Gleichung (86) darin eingesetzt: 

t ( OC1 OC2 ) OC2 OC1 
gnk s -}T-nk =-T + T' 

t 1 OC2 - OC1 
gnk s =nkA212~+ . 

nk " OC1 OC2 
(88) 

Durch die Oberflachenbedingungen sind also die bisher stetig von 
Obis (Xl veranderlichen Werte von nk auf Losungen der Gleichungen (88) 
beschrankt. Diese transzendente Gleichung laSt sich auf graphischem 
Wege losen, indem die beiden Kurven 

f t f: OC2±OC1 
1 = g nk S und 2 = ± nk S 212-±~~ 

nk " OC1 OC2 
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aufgezeichnet werden. Die Kurve 11 bestehtaus den unendlich vielen 
Zweigen der Tangenskurve, wahrend 12 aIlgemein eine Kurve dritten 
Grades ist, welche die Tangenskurve in unendlich vielen Punkten 
schneidet. Die Konstanten Ck und Dk sind durch die Gleichung (86) 
verbunden, so daB nur noch die Bestimmung von Ck iibrig bleibt, wozu 
die urspriingliche Temperaturverteilung, zur Zeit t = 0 fiir aIle Werte 
von x, bekannt sein muB. Mit OCI/). = b wird: 

co b 
{h~ 0 = A + Bx +.I Ck (cos nkx ± - sin nkx) = Do (x), (89) o nk 

und die bekannte Funktion Fo (x) = {}o (x) - A - Bx muB nun in eine 
Reihe mit Sinus- und Kosinusgliedern zerlegt werden. Urn diese mathe­
matische Aufgabe zu losen, bilden wir dUJ-:ch lineare Kombination aus 
den bekannten Gliedern: 

Ik (x) = cosnk x + ~sinnk x 
nk 

neue Funktionen q;k (x) so, daB 
s s 

J q;k q; A d x = 0 und J q;k d x = 1 
o 0 

wird1. Schreiben wir zur Abkiirzung die Losung der bestimmten Integrale 
s Jik (x) j;. (x) dx = K kA , 

o 
so ist 

8 

Kk A = K}.k = J ( cos nk x + :k sin nk x) ( cos n A x + :;. sin n;. x) d x. 

o 
Aus der Integration folgt: 

k nk n;. 2 (nk - n;.) nk n). 2 (nk + n;.) (90) 
K = (1 + __ b_) sin(nk-n;.)s + (1 __ b_) sin(nk + n;.)s + I 

b. . 

und 

+ -- SIn nk 8 sIn n;.8 
nkn;. 

K kk = (1 +~).-~+ (1-~) sinnks +~ sin2 nk 8. nt 2 nk 4nk nt (91) 

Durch Einsetzen der Werte 8, b, nk und n A erhalt man aile Zahlenwerte 
K k ).. Die Funktionen sind dann [nach Frank-von Mises, Differential­
gleichungen, 2. Aufl, Bd. 1 (1930) S. 377] : 

I Kn K 22 \ 
q; _ 11 (x). q;2 = I 1112 Kn/2 (x) - Kn/l (x) . 

1 - Ku ' 11\ Kn K u \. Ku -V (Ku Ku - K12 Kn) . Ku ' 
V Kn K22 

I 
Kn Kn K311 
K12 K22 K32 

q;3 = - I 11 12 fa _ , usw. 

1 /1 ~~~ ~~: ~~: 1·\ ~u ~u\ V Kal K32 K3a 12 22 

(92) 

1 Diese allgemeine Losung verdanke ich meinem Sohn, Dipl.el.Ing.M. ten Bosch. 
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Da die Funktionen CPl •• • CPk • • . cpn orthogonal und normiert sind, 
kann die Anfangstemperaturverteilung Fo (x) nach diesen Funktionen 
entwickelt werden: 

Fo (x) = C1 CP1 + C2 CP2 + ... Ck CPk + ... (93) 
Nach Multiplikation mit CPk erhiilt man durch Integration: 

8 

Ck = fFo (x) CPk (x) dx. (94) 
o 

1st die Temperaturverteilung zur Zeit t = 0 const = (}o, so ist 

Fo(x)={}o-A-Bx=at+[3x (95) 
8 

und Ck = f(at + [3 x) CPk (x) dx, (94a) 
o 

also mit den Gleichungen (90) und (91): 
8 

Cl=~/(at+[3x)fl(x)dx= :/' C2= KnJ2-K21Jl , j 
Kn 0 n V (Kn K22 - K12 K 21 ) Kll (96) 

c - (Kll K22 - K21 K 12) J 3 + (KS1 K12 - Kll K 32) J 2 + (K21 KS2 - K22 K 33 ) J 3 

3 - V(Kll K22-K12 K 21) K 3s+ (K21KlS-Kll K 2S) KS2 + (K12 K2S-K22 K 1S ) KSI 

usw., worin 
8 

h = /(at + [3 x) (cos nkx + ~sin nk x) dx 
nk 

o 
ist. Aus der Integration folgt: 

h = (~H~8 + bfl ) sin nk 8 + fJ-b(r:t. + fJ 8) cosnk 8 + br:t.-:-:1!. 
nk nk ni ni (97) 

Zahlenbeispiel12. Eine ebene Wand von 200 mm Dicke hat eine 
gleichmiiBige Anfangstemperatur von 200 C und wird einseitig durch 
Gase von 4200 C erwiirmt. Es solI der Temperaturverlauf nach 8 Stunden 
berechnet werden. Aus den physikalischen Tabellen ist zu entnehmen: 

y = 1800 kg/cm3 , 
kcal 

c = 0,22 kg/OC ' 
woraus 

Angenommen sei 

.Ie 
a = - = 00015 m2/h . c· y , 

atl = 6 und at2 = 10 kcal/m2, h, °C . 

1m vorliegenden Fall wird fiir x = 0 Wiirme abgegeben (Abb. 38) 
und fUr x = 8 Wiirme aufgenommen. In Gleichung (79) ist also at1 = 
negativ und in Gleichung (80) at2 = positiv einzusetzen. Gleichung (88) 
lautet dann: 

oder 

ten Bosch, Warmeiibertragung. 3. Auf!. 6 
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Die graphische Losung dieser Gleichunggibt folgende Werte von nk: 

9,2 21,2 35,15 49,7 I 64,7 80,3 

I 
n/" 8 im BogenmaJ3. 
nk 8 im GradmaJ31. 

1,84 
105°30' 
0,964 

-0,267 
2110 

-0,515 

4,24 
243° 

-0,891 

7,03 
43° 

0,628 
0,731 
86° 

9,94 
210° 

-0,500 

12,94 I 16,06 
21°50' 200°40' 

sin nk8 
cos nk8 
2nk8 .. 
sin 2 nk8 
Ok~{}a . 4sinnk8 . 

smnk8 +2nk8 
(fiir{}a = 1) 

Dk = Ok ,rL.1 • 
Ank 

n'k a . 

1,210 

2,20 

0,126 

Aus Gleichung (16) folgt 

-0,454 
126° 

0,809 0,998 

-0,864 
60° 

0,690 

-0,.384 +0,167 -0,092 

-0,302 + 0,0795 -0,031 

0,74 1,85 3,7 

0,372 -0,353 
0,927 -0,936 
43°40' I 41°20' 
0,690 0,660 

! 
+ 0,056 1-0,044 

+ 0,01441-0,0046 

6,3 i -

1 1 1 0,2 
k = 6 + 10 +0,6- = 0,6 und k = 1,67. 

1m Beharrungszustand sind die Wandtemperaturen durch Gleichung (17) 
gegeben. Fur x = 0 ist die Wandtemperatur 

k 
#w =A=#I+-@ 

l rL.l 

also mit 
#1 = 20 und @ = 4000 C, A = 1310 C. 

Aus Gleichung (86) folgt 

B = - 0~6 (20 -131) = HlOo C/m. 

Die allgemeine Gleichung fur den Temperaturverlauf lautetalso mit 
~1/). = b = 10: 

# = 131 + IHO x + 2; Ck (cos nk x + ~sinnkx)e-nkat 
nk 

und fUr t = 0: 

#0 = 20 = 131 + IHO x + 2; Ck (cosnkx + 10-sinnkx). 
nk 

Die Konstanten ~ und {J in Gleichung (94) sind also 
~ = -IHo C und {J = -HIO° C/m. 

Die Koeffizienten K k ;. fUr die drei ersten Glieder der Reihe folgen aus 
den Gleichungen (90) und (91) zu: 

Kll = 0,3308 K22 = 0,1473 K33 = 0,H78 
K12 = K21 = - 0,00306 K 23 = 0,00018 
K 13 = K31 = 0,0009 

Aus Gleichung (97) folgt: 
J 1 = - 55,64 J 2 = 12,79 J 3 = -7,423 

und aus den Gleichungen (96): 
C1 = - 168,15 C2 = 29,27 C3 = - 21,23l. 

Der Temperaturverlauf nach 8 Stunden 

#t ~ 8 = 131 + IHO x + C1 CPl (x) + C2 CP2 (x) + C3 CP3 (x) + 
-_._--

1 Umrechnungstabellen im Taschenbuch Hutte, Bd.l S.38/42. 
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ist in Abb.38 eingezeichnet. Der stationare Zustand ist praktisch 
erreicht, wenn fur den kleinsten Wert von nk n'k at> 5 ist, also nach 

5 
0,126 = 40 Stunden. 

Die Abkuhlung der Platte laBt sich mit den gleichen Formeln unter­
suchen, wobei aber zu beachten ist, daB bei Speicherofen nur die Warme­
abgabe an der Seite der niedrigen Oberflachentemperaturen Nutzwarme 
fur die Raumheizung gibt. 

Wenn man mit den drei Gliedern der Reihe den Temperaturverlauf 
fur t = 0 aufzeichnet, so erhalt man, da plotzlich eine sehr starke Tem­

Abb. 38. Zum Zahlenbeispiel 12. 

peraturanderung auf tritt, eine wel­
lenformige Linie (Abb. 39), die von 
der konstanten Anfangstemperatur 
bedeutend abweicht auch wenn 6, 7 
und mehr Glieder der Reihe berech­
net werden. Da aber diese Glieder 

2 
mit dem Faktor e-nk at zu multi-

Abb.39. 

plizieren sind, verschwinden die Abweichungen mit der Zeit sehr rasch. 
Fur t = 8 Stunden reichen die drei Glieder vollstandig aus. 

Spezialfall I: Symmetrische Platte. 1st die Temperaturver­
teilung von Anfang an symmetrisch in bezug auf die Mittelebene der 
Platte und sind die Grenzbedingungen so, daB sie auch immer symmetrisch 
bleiben muB, so ist es vorteilhaft den Nullpunkt in die Symmetrieebene 
zu verlegen. Der Kosinus behalt beim Dbergang von positivem zu gleich 
groBem negativen Argument seinen Wert bei, wahrend der Sinus das 
Vorzeichen andert. Beieiner symmetrischen Temperaturverteilung 
konnen demnach in der allgemeinen Losung (78) keine Sinusglieder 
auftreten. AuBerdem muB B = 0 werden, wei! fur gleich groBe positive 
und ne~ative Werte von x, f} den gleichen Wert erhalten muB. 

Wird in einer der beiden Grenzebenen keine Warme ausgetauscht, 
so kann die Platte immer als eine halbe symmetrische aufgefaBt 
werden, weil dort df}/d x = 0, d. h. die Tangente horizontal verlauft. 

Fur die symmetrische Platte ist also: 

f}t~ '" = A = const 
und die Dbertemperatur: 

e =f}-A = iCkcoSnkX'e-n%at. 
o 
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Gleichung (88) lautet nun, wenn 8 dic 'hal be Plattendicke ist, mit 
1X2 = 0 und 1X1 = ± IX : 

A 
ctg nk8 = ± -nk' (98) 

01: 

Die urspriingliche, bekannte Temperaturverteilung (fUr t = 0) 
CD 

et = 0 = .I Ok cos nk x = eo (x) 

° in eine Reihe mit Kosinusgliedern zu zerlegen, ist unter der Voraussetzung, 
daB einige besondere Bedingungen (die sog. Dirichletschen) erfiillt 
sind, durch die Theorie der Fourierschen Reihen ge16st, und zwar ist: 

8 8 

r eo (x) cosnk xd x 4 nk J eo (x) cosnkxd x 
Ok = _0 ________ ---:-o--;:-_---,----=-_ 

8 ~n2~8+2~8 J cos2 nkxdx 

(99) 

° Fur die symmetrische Platte kommt praktisch nur eine konstante 
Anfangstemperatur in Frage. Die Integration gibt dann: 

o = e 4sinnk8 
kOsin 2 nk 8 + 2 nk 8 ' 

womit die Temperaturverteilung in der Platte vollstandig bestimmt ist 
CD 

Q _ Q ~ 4 sinnk 8 -nj,at 
CI - ClO . 2 ' 2 e cos nk X. sm nk8 i nk8 

(100) 

° Da die Tangente an der Temperaturkurve in der Mitte (fUr x = 0) 
horizontal verlauft und die Tangente an der Oberflache nach den Angaben 
auf S. 54 leicht konstruiert werden kann, genugt fur viele Aufgaben der 
Technik die Kenntnis dieser beiden Temperaturen. 

Ein Raumelement dF· dx der Platte hat innerhalb der Zeit von 
Obis t sich urn den Betrag e erwarmt bzw. abgekuhlt, und dadurch die 
Warmemenge eye dF d x ausgetauscht. Die Gesamtwarme ist also: 

8 S ( '" ) 4 sin nk 8 --n' at 
Q=2cy!edFdx=2cyFeo ! """.2 +2 e k cosnk x dx ~ sm nk8 nk8 

o 0 ° 
(

01:8 at) = 2 c y F eo "P T' 82- • (101)1 

Spezialfall II. Die in einer Grenzflache (z. B. fUr x = 0) uber-
gehende Warme q = QfF kcaljm2, h ist fur aIle Zeiten konstant. 

Aus der allgemeinen Gleichung (78) folgt mit q = - A :~ 
8 {) B ~ ( O· D ) - nt at q 8 x = + ... - nk k sm nk x + nk k cos nk X . e . = - T 

und fUr x = 0 
q B ~ D -n'at - T = - ... nk k e k • 

1 Graphische Darstellung der Gleichungen (100) und (101) in H. Grii ber und 
S. Erk: Die Grundgesetze der Warmeubertragung. 2. Aufl., S.48. Berlin: Julius 
Springer 1933. Vgl. auch G. Poschl: Forschung Bd.3 (1932) S.280. 
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Diese Gleichung ist nur dann fur aile Zeiten erfUlit, wenn 

B=-~ (102) 

und wenn 
nk Dk e- n1 at = 0, 

d. h. Dk = 0 ist. Die Gleichung fiir den Temperaturverlauf lautet also: 

{} A q x " 0 -n' at = - T +.. k cos nk X . e k 

Gleichung (88) vereinfacht sich wieder zu: 
A 

ctg nk 8 = +-nk' 
0(2 

Die ursprungliche Temperaturverteilung fur t = 0 ist: 

{}t=o = A + Bx + .I Ok cos nk X= {}o (X). 

(88) 

Fur den Beharrungszustand (t == CXl) ist {} = A + B X eine aus den Rand­
bedingungen bekannte Gerade, so daB A und B bekannt sind. In der 
Gleichung 

.I Ok cos nkx ={}o(x)-A-Bx =F(x), 

sind die Werte von Ok aus der ailgemeinen Gleichung (99) zu berechnen. 
Fur F(x) = cx + fJ x folgt aus der Integration: 

4 (0( + t3 8) sin nk 8 + it (cos nk 8 - I) o _ nk 
k - sin2nk8 + 2nk (103) 

Zahlenbeispiell3. Wie ist der Temperaturverlauf beim Anheizen 
in einer Backsteinmauer von 0,5 m Dicke, wenn mit einer unverander­
lichen Warmemenge q = 40 kcaljm2, h geheizt wird und anfanglich der 
Beharrungszustand bei 00 C Innentemperatur und - 200 C AuBentem­
peratur vorhanden war? 

Angenommen sei CXI = 7,5 kcaljm2, h, °C, CX2 = 15 kcaljm2, h, °C, 
A = 0,6 kcaljm, h, °C, Y = 1500 kgjm3 und c = 0,2 kcaljkg, °C. 

Der ursprungliche Temperaturverlauf (fiir t = 0) 

{}o (x) = Ao + Box 
ist dadurch gegeben, daB im Beharrungszustand die Temperaturen der 
Umgebung {}l = 0 und {}2 = - 200 C sind. Aus Gleichung (16) 

I _ 1 --l- I + 0,5 
k - 7,5 '15 D,6 

folgt k = 0,968. Die Wandtemperaturen (fUr t = 0) folgen aus Glei­
chung (17) zu: 

und 

so daB 

{}w, = 0- 0~:8 . 20 = - 2,580 C = Ao , 

{} = - 20 + 0,968,20 = -18 810 C 
w, 15 " 

B - {}w, -{}w, 
0- o/m 

2,58 + 18,81 = _ 32,46 
0,5 
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ist. Aus Gleichung (87) folgt mit Gleichung (102) und q = 40 kcaljm2, h 

A = 40(~:~ + l~) -20 = 160 C und B = -{=-~,~ =-66,670 C/m, 

so daB: 

F (x) = Ao + Bo x - A - B x = - 18,58 - 34,2 x = ex + (3 x 

also 
ex = - 18,58 und (3 = - 34,2 

ist. Die Werte nk werden aus Gleichung (98) 

ctg 0,5 nk = 0,08 nk 

graphisch bestimmt, als Schnittpunkte der einzelnen Aste der ctg-Kurve 
mit der Geraden 0,08 nk' Die Ck-Werte sind [nach Gleichung (103)] in 
der Zahlentafel 4 berechnet. 

rc 16 

7J. 1'1 

12 

10 

8 -?'<P~ 
8 

C{j 'I 

+-

-12 

-1'1 
~---~ 

-18 

-18 

-wL---------~--------~--------~---------L--------~----~ 
Abb. 40. Zum Zahienbeispiei 13. 

Fur die Berechnung des Temperaturverlaufes nach 10 Stunden ge­
nugen drei Glieder der Gleichung, wahrend fur t = Odie geradlinigc 
Temperaturverteilung noch nicht durch acht. Glieder der Reihe voll­
standig genau wiedergegeben wird (Abb. 40). 
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Zahlenta£eI4. 
92 . 136,8 136,8 -5, 8m nkS + -- cos nkS ---

Berechnung der Koeffizenten Ok = nk nk 
sin 2 nk S + 2 nk S 

I II III IV 

nk . S in Graden 83,40 70,75+180 59,7+360 50,5+540 
nk. S (BogenmaB) 1,4556 4,376 7,325 10,306 

nk 2,912 8,732 14,650 20,612 
nk2 8,480 76,248 214,623 424,855 

sin (nk s) 0,9933 -0,9441 0,8634 -0,7716 
cos (nk s) 0,1149 -0,3297 0,5045 -0,6361 

cos (nks)-l -0,8851 -1,3297 -0,4955 -1,6361 
136,8 

46,978 15,667 9,338 6,637 
nk 

Zahler -47,460 -15,243 -9,738 -6,291 
sin 2 nks 0,2276 0,6225 0,8712 0,9816 
Nenner 3,1396 9,3545 15,5212 21,5936 

Ok -15,117 -1,629 -0,627 -0,291 

Spezialfall III. Die beiden Grenzflachen werden auf unveranderliche 
Temperaturen {}1 und {}2 gehalten. Dann muB [nach Gleichungen (81) 
und (82)] fiir alle Zeiten 
fiirx=O: 

d. h. ZOk = 0 

und fiir x = 8: 

{}w, = {}2 A + B . 8 + i Dk sin nk 8 e-n% at sein. 
o 

Diese Bedingung ist nur dann erfullt, wenn Dk sin nk 8 = 0 ist. Da 
Dk 9= 0, muB sin nk 8 = 0 sein, oder 

nk8 = 0, n, 2n, usw. 
Die allgemeine Gleichung fur den Temperaturverlauf lautet nun: 

{} = A + Bx + i Dk sin nk X· e- n% at. 
o 

Die Konstanten Dk sind in ahnlicher Weise zu berechnen, wie vorher die 
Ok-Werte. 

Fur den Fall einer konstanten Anfangstemperatur fur alle 
Werte von x ist 

4 cos nk S ( 2 n 4 4 4 ) 
Dk =-81 - 2---. = --4' + 4--'-6-" . '2-- 8 a , nkS n n nn 

worin n alle positiven ganze Zahlen sind. Damit wird 
n 2 .7l2 

a:> --at 
4 ~ e s' . nn 

{} = A + Bx + - ± ---- Sill - X. 
n 2n S (104) 

o 
Zahlenbeispiel 14. In welcher Zeit ist praktisch der stationare 

Zustand erreicht in einer Luftschicht von 2 bzw. 1 em Dicke, wenn die 
Grenzflachen auf konstanten Temperaturen gehalten werden? 
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Losung: Der stationare Zustand ist praktisch erreicht, wenn e- nl, at 

sehr klein, z. B. 0,01 wird, das ist fUr n'icat = 5. Aus Zahlentafel38, S. 257 
folgt fiir Luft von 200 C, a = l!t3,1 m2jh. Mit dem kleinsten Wert von 
nk8 =n, ist: 
fiir 8 = 0,02 m, nk = 157 und t = 0,94 sec taus n'icat = 5 . 3600 und 
fUr <5 = 0,0l m, nk = 314 und t = 0,235 sec ist. 

In der allgemeinen Losung (104) ist auch die Vereinfachung ein­
geschlossen, daB {}l ={}2' also die Temperaturanderung symmetrisch ist. In 
manchen Fallen geniigt die Kenntnis der Temperatur in der Plattenmitte; 
der gauze Temperaturverlauf kann aus der Tangente an der Oberflache 
zeichnerisch leicht ermittelt werden (vgl. S.54). E. D. Williamson 
und L. H. Adams l haben fUr verschiedene Korper die Temperatur im 
Kern berechnet. 

. Graphische Losung. Die analytische Losung fiihrt zu einer Reihe, 
die umstandlich in der Rechnung und auch uniibersichtlich ist.Darum 

'l9> 

Abb. 41. 

--L-~~--L-~~--~~--~X 

k---n . .:Jx~.:Jxk-

Abb.42. 

ist die Methode der Differenzenrechnung, als iibersichtlich und rasch 
zum Ziel fiihrend oft besonders zu empfehlen 2. 

Die allgemeine Differentialgleichung fiir das ebene Problem (71) kann 
auch als Differenzengleichung geschrieben werden 

Ll t 11 Ll~11 
---::It = a Ll x2 , (105) 

wobei dem LI der betreffende Index zur Kennzeichnung des partiellen 
Charakters der Differenzenbildung beigefiigt ist (Abb.41). Wird mit {}n,k 
die Temperatur an der Stelle n . LI x und zur Zeit k . LI t bezeichnet, so ist 

Lit {} = {}n,k+l--{}n,k 
Llx{} = {}n+ l,k -- {}n,k, 
LI~ {} = ({}n + 1, k -- {}n, k) -- ({}n, k -- {}n - 1, k) 

__ .__ = {)n+l,k + {)n-l,k-- 2 {)n,k. 
1 Temperature Distribution in Solids during Heating or Cooling. Phys. Rev. 

Bd. 14 s. II (1919) S.99/114. Eine Zahlentafel mit gerundeten Werten ist auch in 
Grober, Einfiihrung S.44 zu finden. 

2 Schmidt, Dr.-lng. E.: A. Foppls Festschrift. S.179. Berlin: Julius Springer 
1925. 
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Durch Eint;letzen dieser Werte geht die Differenzengleichung (101) uber 
in die Rekursionsformel: 

LIt 
f}n, k+ 1 - f}n, k = a LI Xl (f}n+ 1, k + f}n-1,k - 2 f}n,k)' (106) 

1st nun die Temperaturverteilung zur Zeit k· LI t durch die Reihe der 
Werte 

f}1, k, f}2, k, . .. {)n, k k . . . 

fur jeweils um LI x auseinanderliegende Punkte gegeben, so folgt die 
Temperaturverteilung 

f}1, k + 1, f}2, k + 2 ••• f}n, k + 1 .•. 

zu der um LI t spateren Zeit aus Gleichung (106). Diese Gleichung laBt 
sich. sehr anschaulich geometrisch deuten: Verbindet man die Punkte 
n-l und n + 1 durch eine 
Gerade (Abb. 42), welche die t 
Senkrechte durch n . LI x in n' 17 
schneidet, so ist die Strecke 

nn' = -}(f}n + 1, k + I (107) 

+ f}n -1, k- 2 f}n, k)' 

Den Zuwachs an der Stelle 
n . LI x in der Zeit LI t erhalt 
man durch die Multiplikation 
dieser Strecke mit dem kon-

LIt 
stanten Faktor a LJX2-' So 

laBt sich der ganze Tempera- 1.9, 
turverlauf leicht konstruieren, 
undzwaramzweckmaBigsten, Abb.43. 

wenn man die belie bigen 

Werte LI t und LI x so wahlt, daB a :;2 = ~ wird. Man kann dann mit 

Hilfe eines Lineals aus einer gegebenen Anfangstemperaturverteilung 
schrittweise den ganzen zeitlichen Verlauf der Temperaturkurven ermitteln. 
Wird mit fortschreitendem Ausgleich das Liniengewirr zu groB, so braucht 
man nur die LI x-Teilung zu vergraBern, also z. B. jeden zweiten Punkt 

wegzulassen; wenn a : ;2 = ! beibehalten wird, so muB LI t vervier­

facht werden. 

Fur die Randbedingung an freien Oberflachen folgt aus 

A (~D) =(1. (f}1-f}w,), 
,vX X~O 

daB die Tangente an die Temperaturkurve durch einen Punkt R gehen 

muB, dessen Abstand 8 =.~ von der Oberflache ist (Abb. 43). 
'" 

Graphische Lasung von Zahlenbeispiel13. Mit 81 =~= °7'56 
"'1 , 

=O,08m und 82 = ~ = O,04m (S. 54) folgt sofort der geradlinige Verlauf 
"'2 
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der Wandtemperatur beim Anfang der Heizung, und aus -k~ = ~= ~ + 
~ ~ ~ 

-X = 1,034,mitk = 0,965 ein Warmeverlust von 20'0,965 = 19,3kcal/m2,h. 

Wenn mit einer unveranderlichen Warmemenge geheizt wird, dann 

ist fUr aIle Zeiten und fur x = 0, q = - A. ~! = 40. Da A. konstant, muG 

auch !~ unveranderlich = - i = - ~~ = 66,7°/m sein; d. h. die Tern· 

peraturkurven haben dort diese unveranderliche Neigung. 

Fur Ll x = 0,1 m folgt aus a ~ t2 = 21 , mit a = ~ = 0,002 m2jh 
.aX cy 

als Zeitintervall Ll t = 2,5 h. 

+21J Q(! 

-zoot! 
Abb.44. Graphlsche Llisung von Zahlenbeispiei 13. 
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In Abb. 44 ist nun viermal fiir je 2,5 h Zeitintervall der Temperatur­
verlauf nach der Differenzenmethode eingezeichnet. Man sieht, daB auch 
nach 10 Stunden der Beharrungszustand noch lange nicht erreicht ist, 
und daB im Raum erst eine Temperatur von etwa 9° C herrscht. Soll der 
Raum in so kurzer Zeit geniigend geheizt werden, dann muB mit etwa 
3 bis 4mal gr6Berer Warmemenge angeheizt werden. 

In ahnlicher Weise laBt sich auch leicht der Temperaturverlauf in 
Warmespeichern (Lufterhitzer fiir Hoch6fen) verfolgen. Da bei kurzen 
Heizperioden die Warme nur wenig tief in die Steinmassen eindringt, 
so daB nur das Steinmaterial an der Oberflache fiir die Speicherung 
niitzlich ist, soUten diinnwandige Steine verwendet werden. 

Mit Hilfe der Losung fUr die unendlich dicke Platte. Wenn eine 
Plattenoberflache unendlich weit entfernt ist, so wird dort weder Warme 
aufgenommen noch abgegeben. Wegen dieser Grenzbedingung: 

(~:t = ro = 0 = B . 00 +.I Ok cos 00 

versagt die L6sung (7S). Die Differentialgleichung hat jedoch noch eine 
andere L6sung, namlich 

n= CD 

{} = A + B x + J (Ok cos n x + Dk sin n x) e- n ' at dn. 
n=l 

x 
T/=Y4at 

{} =A + Bx + ~~!e-T/'d17' 
o 

T/ 

(lOS) 1 

Die Funktion G = ~~ !e- TJ' 17 d ist als das GauBsche Fehlerintegral 

o 
bekannt, zu dessenBerechnung ausfiihrliche TabelIen vorhanden sind 2. 

Diese L6sung liefert fiir alle Zeiten und fiir x = 0 immer den gleichen 
Wert {}x= 0= A. Sie versagt also sobald eine andere Grenzbedingung 
vorliegt als die, daB zu allen Zeiten die Oberflachentemperatur unver­
andert bleibt. Da fur t = 0, 17 = 00 und G = 1 ist, wird 
{}t=o = A + Bx + 0 (giiltigfiir aIle Werte von x + 0; fiir x = 0 , 0 = 0). 
Fur t = 00 ist 17 = ° und G = 0, also 

{}t=ro=A + Bx. 
Daraus folgt, daB die L6sung (lOS) nur dann anwendbar ist, wenn der 
Temperaturverlauf im Beharrungszustand parallel zur ursprunglichen ist. 
Das praktische Anwendungsgebiet dieser L6sung beschrankt sich also auf 
eine konstante Anfangs- und Endtemperatur (d. h. fur B = 0). 

Die Konstante 0 folgt aus der Bedingung, daB fiir aIle Zeiten und 
fur x = 00, {} = 0, also A + 0 = 0 wird. Die L6sung lautet dann: 

A-ff (X) 
-A-=G V4at ' (IOSa) 

1 Ausfiihrung der Integration in Frank-von Mises Bd.2. 
2 Jahnke, E. und F. Emde: Funktionentafeln. 2. Auflage. B. G. Teubner 

1933. Hiitte,.26. Auf!., Bd. 1, 173. 
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Die zur Zeit t durch die Einheit der OberfHi.che ms Innere em­
dringende Warme ist 

af} AA-~ 
qt = - A. ~ = -= e 4at kcaljm2, h. (109) 

ox l/nat 

Sie nimmt mit zunehmender Entfernung x sehr rasch abo Die gesamte 
in der Zeit von 0 bis t eingedrungene Warme 

t J dt AA-
q = A A. -= = -=== ,It kcaljm2 h. 

V'nat van V ' 
(llO) 

o 
Zahlenbeispiell5. Wie tief muB ein Behalter fUr feuergefahrliche 

Fliissigkeiten mit der Oberkante. unter der Erde gelagert werden, damit 
bei einem 24 Stunden dauernden Brande mit Do = 12000 C dort hochstens 
eine Temperaturerhohung von 100 C erreicht wird? 

Aus 
{}o - {} = 1200 -10 = 0 9917 = G (_X_) 

{}o 1200' V4 at 

folgt mit der Zahlentafel (J ahnke und Emde, S. 98) 

x = 1,87. 
V4at 

FUr trockenes Erdreich ist a = C~y = 0,20:;~OO = 0,003 m 2jh, 

so daB 
x2 = 1,872 • 4 . 0,003 . 24 

und 
x = 1,08 m 

ist. 
1m allgemeinen wird die Erde feucht sein, dann ist A. und damit a 

groBer. Das Wasser muB aber verdampft werden, so daB die Temperatur 
eine gewisse Zeit auf dem Siedepunkt stehen bleiben wird. Schon ver­
haltnismaBig dtinne und feuchte Erdschichten wirken also stark isolierend. 

Wande von endlicher Starke verhalten sich gegeniiber kurzzeitigen 
Temperaturanderungen der Oberflache ahnlich wie unendlich dicke 
Wande, solange die Storung der Warmestromung durch die zweite Be­
grenzungsflache noch nicht merkbar wird. Der Temperaturanstieg in der 

Stelle x = 8 ist so lange vernachlassigbar klein, wie G ( v: at) nahe list 

d. h. fUr 
8 

,/_ > 1,8. 
v4 at 

In solchen Fallen gibt Gleichung (108) in einfachster Weise den Tem­
peraturverlauf auch fUr endliche Wandstarke und Gleichung (llO) die 
darin aufgespeicherte Warme. Die Losung ist auf konstante Anfangs­
temperatur beschrankt; sie kann .aber leicht fUr eine beIiebige Anfangs­
verteilung der Temperatur erweitert werden (G. Kirchhoff: Vor­
lesungen tiber die Theorie der Warme, Leipzig Bd. 4 [1894] S.21/24). 
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c. Warmequellen. 
Wenn ein elektrischer Strom J (in Ampere) in einer Leitung die 

elektrische Spannungsdifferenz V (in Volt) verbraucht, so ist die in der 
Zeit t (in Stunden) entwickelte Warme 

Q = 0,86 J Vt kcal. (111) 

Ist an Stelle von V der Widerstand R (in Ohm) gegeben, so ist mit J = ~ 
Q = 0,86 J2 Rt kcal. 

l 
Der Widerstand der Leitung R = (! T' 
worin l = Lange in m, 

f = Querschnitt in mm 2, und 
(! = spezifischer Widerstand 1 in Ohm pro m und mm2 ist, ab­

hangig vom Stoff und von der Temperatur, 
R = Ro (1 + pe). 

Die Warmemenge q, welche in der Zeiteinheit (h) und Volumeneinheit 
(cm3) entwickelt wird, ist 

Q 0,86 J2 e -7 t 0,86 J2 e 
q = r:z:t = fl· t = -/2- [kcaljcm3, h]. (112) 

Allgemein wird also die U msetzung elektrischer Energie durch einen 
Widerstand vermittelt. Dieser Widerstand kann fest, fliissig oder gas­
fOrmig sein; im letzteren Fall bildet sich ein Lichtbogen. Wie aus der 
Gleichung (111) folgt, hat man es durch die .Anderung des Stromes oder 
des Widerstandes vollstandig in der Rand, in einem gegebenen Leiter in 
kiirzester Zeit jede beliebige Warmemenge zu konzentrieren. Aber das 
geniigt praktisch noch nicht, weil fast immereine bestimmte Temperatur 
erreicht werden muB (z. B. fUr Dampferzeugung) oder nicht iiberschritten 
werden darf (z. B. fUr Trockenapparate). 

Raben wir nun irgendeinen Korper, dessen Anfangstemperatur {)l 
auch die Temperatur der Umgebung ist, so ist die in der Zeit dt darin 
erzeugte Warme 

dQ = 0,86 J2 Rdt. 
Diese Warme wird teilweise zur Erwarmung des Korpers gebraucht, 
wahrend ein anderer Teil an die Umgebung abgegeben wird. Sei nun 
{) - {)l = e = Ubertemperatur des Korpers zur Zeit t, 

so ist 

c = die als unveranderlich angenommene spezifische Warme 
des Korpers [kcalJkg 00] 

F = seine Oberflache r m2J 
G = Gewicht des Korpers [kg] 
IX = Warmeiibergangszahl [kcalJm2, h 00], 

Gcd{} = 0,86 J2 Rdt -IX 0 (e) dt 

und mit Gleichung (112) 

Gcd{} = 0,86 J2 Rodt - (IX 0 - 0,86 . P J2 Ro) edt. 
----

I Zahlentafel fUr e im Taschenbuch Hiitte 26. Aufl. Bd. 2 S. 961. 
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Der Ausdruck 0,86 . fJ J2 Ro ist nun meist sehrkIein und darf gegeniiber 
('J.. 0 vernachlassigt werden. 

Wird zur Abkiirzung 

0,86:: Ra = A und ~~ = B (113) 

gesetzt, so ist 
d19 = (A-B(e)}dt 

oder integriert 

Fiir t = 0 ist 19 = 19a, 
1 

also C = - B In A und 

A e = B (1 - e- Bt). 

Wird der stationare Zustand abgewartet, dann ist 

oder 

A 
e- Bt = 0 und 19-19a = B 

J2R 
19-19a = 0,86 aO = e. 

(114) 

(115) 

Durch entsprechende Wahl von J, R, 0 und ('J.. kann jede gewiinschte 
Temperatur erzielt werden. Gerade in dem Umstand, daB die elektrische 
Erwarmung es ermoglicht, jede gewiinschte Temperatur und Warmemenge 
zu jeder Zeit und fast ohne Verluste an jeder beliebigen Stelle zu er­
zeugen, liegt der groBe Vorteil qer elektrischen Heizung. 

Fiihrt man in GIeichung (115) den spezifischen Widerstand in Ohm/m, 
mm2 ein, so wird 

e = 0,86 . 10-6 :207' 
Fiir runde Drahte ist f =~- d2, 0 = 'It dl, 0 . f = : d3 l, 

so daB 

worin d in m, oder 

mit d in mm. 

(116) 

Die Schwierigkeit der praktischen Verwendung dieser Gleichung liegt 
in der Vorausbestimmung der Warmeiibergangszahl ('J.., die von einer 
Reihe von Faktoren abhangt und nicht einfach als unveranderlich an­
genommen werden darf. Der Konvektionsanteil kann z. B. fiir die freie 
Stromung aus Abb. 148b, Nomogramm 5 entnommen werden. Der 
Strahlungsanteil (('J..8) dagegen hangt so stark vom Material (dessen Legie­
rungen nur ungenau bekannt sind), von der Oberflachenbeschaffenheit 
und von der eventuellen Oxydation ab, daB zuverlassige Angaben nicht 
gemacht werden konnen. Die Strahlungszahlen miissen von Fall zu Fall 
durch Versuche bestimmt werden. 
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Die Gleichung (115) ist unter der stillschweigenden Voraussetzung 
abgeleitet, daB die Temperatur der Umgebung unveranderlich ist; das 
trifft fast immer zu, wenn der Widerstand in der freien Luft aufgestellt 
ist, darf aber nicht mehr angenommen, wenn der Widerstand irgendwie 
isoliert ist, oder wenn es sich um die Erwarmung einer eingeschlossenen 
Flussigkeit handelt. In solchen Fallen ist es wichtiger, die veranderliche 
Flussigkeitstemperatur {}1 zu berechnen. 

Wenn angenommen wird, daB die im Widerstand erzeugte Warme zur 
gleichmaBigen Erwarmung der Flussigkeit dient, so folgt aus der 
WarmebilanzfUr die Zeit dt: 

G1 c1 d {}1 = (ex 0 ({) - {}1) - k F ({}1 - {}a)) dt, 

da die Flussigkeit die Warmemenge kF ({}1 - {}a) dt wieder an die Um­
gebung abgibt. 

Nach Gleichung (114) ist 

{} = {} ~:~f}-,,":!l (1 _ e- B t) 
1 rJ.O ' 

und 
G1 c1 d {}l = (0,86 J2 R (1 - e- Bt) - kF ({}1 - {}a)} dt. 

1m Vergleich mit der Flussigkeitsmenge, die erwarmt wird, hat der 
Widerstand meist geringes Gewicht und auch kleinere spezifische Warme, 
und da e-7 = 0,001 ist, kann in vielen Fallen 

rJ.O 

e- Bt = e - G c < 0,001 

vernachlassigt werden. Dadurch vereinfacht sich die Differentialglei­
chung zu 

G1 c1 d {}1 = (0,86 J2 R - kF ({}1 - {}a)} dt, 

dt Glcld{}l 
= 0,86 J2 R - kF({}~I--;C{}a--c)--:-t ' 

woraus durch Integration folgt: 

t=-~;lln(0,86J2R-kF({}1-{}a)} +0, 
Die Konstante 0 folgt aus der Bedingung, daB fur t = 0, {}1 - {}a ist, 
so daB 

oder 

t Gicli 0,86J2R 
=kF- n 0,86J2R-kF ({}-;~n.a) 

086J2R ( - kF t) 
{}1 - {}a = ~kF- 1- e G,e, 

wird. Fur den stationaren Zustand (t = co) ist: 

0,86J2R 
({}l-{}a)max = kF . 

(116) 

(117) 

Bei der Erwarmung isolierter Drahte darf keine gleichmaBige 
Erwarmung der Isolation mehr angenommen werden. Man interessiert 
sich dabei meistens nur fUr die hochste Temperatur im Beharrungs-
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zustand. Da die im Leiter erzeugte Warme dann vollstandig an die 
Umgebung abgegeben wird, kann aus der Warmebilanz 

2nra<J.({}2-{}a)=~= 0,86~2f3 (118) 
e 1I:r 

die Temperatur der auBeren Oberflache {}2 berechnet werden. Die hochste 
Teinperatur an der inneren Oberflache der Isolierung folgt dann aus 
Gleichung (51). 

Viel verwickelter ist die Berechnung der Erwarmung von Draht­
spulen. Da die elektrische Isolierstoffe auch schlechte Warme­
leiter sind ,konnen im Innern der Spule sehr hohe Temperaturen 
auftreten. Organischen, elektrischen Isolierstoffen verleiht man durch 
Zusatz von kristallinen Pulvern aus Quarz, Asbest usw. ein erhohtes 
Warmeleitvermogen und verbessert dadurch die Warmeableitung bei 
elektrischen Apparaten [Elektrotechn. Z. Bd. 55 (1934) S. 1193 u. 1218 
und Z. VDI Bd. 78 (1934) S. 1518]. 

Die Spulenoberflachen haben im allgemeinen verschiedene Warme­
iibergangszahlen, denn die eine Seite kann mit ruhender oder be­
wegter Luft in Beriihrung sein, wahrend die andere Seite satt an einem 
Eisenkern anliegt. 1m ersten Fall ist die Warmeiibergangszahl von der 
GroBenordnung 10, wahrend sie im zweiten Fall fast unendlich groB wird, 
wenn der Eisenkern selbst seine Warme an andere Eisenteile mit groBer 
gekiihlter Oberflache abgeben kann. Allgemeine Regeln lassen sich 
kaum aufstellen. Die Warmestromungen sind raumlich und die Be­
rechnung deshalb sehr umstandlich 1. 

Vernachlassigen wir fUr eine Uberschlagsrechnung die Warmestro­
mung in der Achsrichtung, so lautet die Differentialgleichung (48) fUr 
eine zylindrisch gewickelte Spule, wenn die je Volumeneinheit entwickelte 
Warme q beriicksichtigt wird: 

d2~~~=_1£ 
dr2 + r dr A' 

(119) 

Die zweimalige Integration gibt: 

{} = -lA . r2 + 0lln r + O2, 

Wenn die hochste Temperatur {}max an der Stelle r = ro vorhanden ist, 
wird: 

und 
oQ _ oQ q . ( 2 2) 0 1 r 
U - 'Umax - 41: r - ro + 1 n r~ . 

Die Integrationskonstante 01 folgt aus der Bedingung, daB 

f ·· df} q 01 • t 0 qr5 d B ur r=ro'a:r=-TI'r+r1S zu 1=2",f' so a 

oQ oQ q (2 2) qr3 1 r 
'U = 'Umax - TI' r - ro + TI n 1-0 (120) 

1 Buchholz, H.: Besondere Probleme der Erwarmung elektrischer Leiter 
Z. M. M. Bd.9 (1929) S.280. 
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ist. Fur r = r l bzw. r2 folgen daraus die Wandtemperaturen {}w, und {}w,' 
Aus den an den Grenzflachen ubergehenden Warmen folgt weiter: 

fiir r=rl : QI =:n(ro-rt)q = (XI,2r({}w,-{}0) und 
fUr r = r 2: QI = :n (r2 - rg) q = (X2 ' 2 r ({}w, - {}o), also 

{} _{} = (r~-rg) q und 
w, 0 2 OGl r l 

{} _{} = (r~-rij) q 
w, ~ 2OG2 r 2 

(121) 

und mit den Wandtemperaturen aus Gleichung (120): 

(122a) 

und 

{} _{} = qri [(r5 -1) (~-1) _ 2r5 In !l]. (122b) 
max 0 4,l. ri OGlrl ri ro 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt ro als einzige Unbekannte und aus 
Gleiehung (120) dann die hoehste fibertemperatur. 

Wenn nur fP % vom Querschnitt durch die Drahte eingenommen 
wird ist 

J2 
q = 0,86 fPj2e. (123) 

Zahlenbeispiel 16. Welche Hoehsttemperatur entsteht in emer 
zylindrisehen Drahtspule, wenn die Stromdiehte r a = 12, ri = 8 em, 
J 7 = 2 Ajmm2, e = 0,02 Qjmm2, m und (Xl = (X2 = 20kealjm2, h, °C und 

fP '" 0,6 und ), = 0,4 kealjm, h, °C ist? 
Aus Gleichung (123) folgt q = 0,0413 kealjem2 = 41300 kealjm2, und 

aus der Gleichsetzung von (122a) und (122b) 

ro = 9,87 em und {}max - {}o = 62,20 C. 

Die Wandtemperaturen nach Gleichung (121) sind 

{}w, - {}o = 44,30 C und {}w, - {}o = 41,50 C. 

ten Bosch, Warmeiibertragung. 3. Auf!. 7 



III. Warmenbergang. 
Nach der Definition (S. 53) enthalt die Warmeubergangszahl die 

Gesamtheit der Warme, die durch Strahlung, Leitung und Konvektion 
ubertragen wird. Da diese drei Arten der Warmeubertragung ganz ver­
schiedenen Gesetzen folgen, muB eine einigermaBen extrapolationsfahige 
Formel fUr den Warmeubergang die drei Summanden enthalten. 

Der Warmeubergang fUr die strahlende Warme ist im Abschnitt I 
behandelt. Die Warmeubertragung durch Leitung und Konvektion sind, 
wie schon in der Einleitung hervorgehoben, bei Flussigkeiten im allge­
meinen nicht zu trennen und mussen in einer Zahl r:t. zusammengefaBt 
werden, die oft als Warmeubergangszahl bezeichnet wird, wahrend die 
Gesamt-Warmeubergangszahl richtiger r:t.t = r:t.s + r:t. ist. 

Bringt man zwei verschieden temperierte Korper in innige Be­
ruhrung, so findet beim Ubergang der Warme von einem Korper zum 
andern kein Temperatursprung statt (S.52). Ersetzt man den einen 
Korper durch eine Flussigkeit und sorgt dafUr, daB keine Konvektions­
strome auftreten konnen, so kann an der Trennungsflache auch hier kein 
Temperatursprung entstehen. Stromt nun die Flussigkeit langs der 
festen Wand, so wird grundsatzlich nichts geandert, denn infolge der 
Wirkung der molekularen Krafte eines festen Korpers auf die Flussigkeit 
in der unmittelbaren NiLhe der Grenzflache, ist ein LoslOsen der FlUssig­
keitsschicht von dem festen Korper nur bei hohem Vakuum moglich. 
Auch bei der Stromung haftet die Flussigkeit an der Grenzflache. 
Daraus folgt, daB 

Warmeubergang = Warmeleitung in Flussigkeiten, 
ein hydrodynamisches Problem ist. 

Diese grundlegenden Uberlegungen stammen von W. N ussel t (1910); 
sie bilden den Ausgangspunkt fur die Entwicklung der Theorie des 
Warmeuberganges. Vorher war man immer bestrebt gewesen Er­
fahrungswerte fUr die Warmedurchgangszahlen zu sammeln. Aus 
einem einfachen Beispiel (S.214) geht hervor, wie aussichtslos die Be­
muhungen sein muBten, Warmedurchgangszahlen in eine Formel oder 
Zahlentafel zusammenzufassen. Eine Einsicht in die verwickelten Ver­
haltnisse ist nur moglich, wenn die Warmedurchgangszahlen in ihre, 
ubrigens schon lange vorher bekannten Einzelteile [Gleichung (16), 
S.54 zerlegt werden. 

Erst die groBen Fortschritte der Hydrodynamik in den letzten 
20 Jahren legten die Grundlagen fur eine praktisch brauchbare Theorie 
des Warmeuberganges. 

A. Kennzablen des Warmeiiberganges. 
Alle physikalischen Flussigkeiten (tropfbare und elastische) besitzen 

die Eigenschaft der Zahigkeit. Diese au Bert sich darin, daB in der 
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stromenden Fliissigkeit Schubspannungen auftreten, die nach der Hypo­
these von Newton, dem Geschwindigkeitsgefalle proportional sind: 

dx 
i='YJ dy [kg/m2J. (1) 

Der Proportionalitatsfaktor 'YJ [kg· s/m2], Zahigkeitszahl genannt, ist je 
nach Art und Temperatur der Fliissigkeit stark verschieden. Seit den 
Versuchen von Hagen und von Poiseulle ist bekannt, daB die aus der 
N ewtonschen Hypothese folgende Laminarstromung nach Uberschreiten 
einer bestimmten Grenze in eine (turbulente) Wirbelstromung iibergeht. 

Die Untersuchungen haben weiter gezeigt, daB es durch besondere 
Sorgfalt in der Versuchsanordnung (z. B. durch gut abgerundete Miin­
dungen beim Einstromen, durch Beruhigungsstrecken und bei Vermeidung 
jeglicher Erschiitterung) moglich ist, die kritische Grenze bedeutend hi:iher 
zu legen. Daraus geht hervor, daB die Hypothese von Newton wohl 
richtig zu sein scheint; die daraus folgende 
Stromung wird bei der kritischen Grenze labil 
und lOst sich in eine Wirbelstromung auf, 
bei der die Geschwindigkeiten fortwahrend 
Schwankungen nach GroBe und Richtung 
unterworfen sind. 

Bei der turbulenten Stromung versteht 
man unter der Geschwindigkeit in einem 
Punkt den zeitlichen Mittelwert der Ge-
schwindigkeiten in diesem Punkt. Die tat- Abb.45. 

sachliche Geschwindigkeit, die in j edem Punkt 
verschieden ist und um diesen Mittelwert schwankt, ergibt sich durch 
Uberlagerung des zeitlichen Mittelwertes mit der fUr die Turbulenz 
charakteristischen Schwankung, die etwa von der GroBenordnung ± 5 % 
der mittleren Geschwindigkeit ist. 

In cler Praxis interessiert man sich fUr diese Einzelgeschwindigkeiten 
und Bahnen meist weniger und betrachtet in erster Linie die Haupt­
bewegung der Fliissigkeit, fUr welche die Theorie nur bis zur kritischen 
Grenze giiltig ist. Der Ingenieur war und ist auch heute noch vollstandig 
auf Versuche angewiesen um, Grundlagen fiir ahnliche Verhaltnisse zu 
gewinnen. 

Das Prinzip der Ahnlichkeit gestattet nun aus dem theoretischen 
Ansatz Folgerungen von grundlegender Bedeutung abzuleiten. 

Wenden wir die Grundgleichung der Mechanik (Kraft = Masse X Be­
schleunigung) auf ein Volumenelement dx· dy . 1 (Abb. 45) der ein­
dimensionalen Fliissigkeitsstromung an, so jst bei Vernachlassigung 
der Schwerkraft und wenn (} = y/g gesetzt wird: 

dp . dy - d i· dx = (} dx· dy· dw/dt 
oder mit (1), wenn 1] unabhangig vom t ist (isothermische Stromung): 

dp d2 w dw 
dx -1] dy2 =(} (IT. 

Da die Geschwindigkeit w im allgemeinen sowohl von der Zeit t als auch 
vom Ort x abhangt, ist 

dw ow dx ow 
dt =O-X·(IT + at· 

7* 
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Fiir station are Stromungen ist ~~ = 0 und da dx/dt = wist, lautet 

die Bewegungsgieichung, wenn die kinematische Zahigkeit y = 'YJ/e 
eingefUhrt wird: 

1 dp d2w dw ---·--y--w·-
(] dx d y2- dx· (2) 

Zwei Stromungen nennt man in ihrer ganzen Ausdehnung ahnlich, 
wenn die entsprechenden Langen, Drucke, Geschwindigkeiten, Dichten 
und Zahigkeiten der zweiten Stromung durch Multiplikation mit kon­
stanten Faktoren aus der ersten Stromung abgeleitet werden konnen, 
also wenn: 

l x y P w (] v. 
-l = - = -- =lz, -~ =lp, - =lw, -- =le und - =lv 1st. 

1 Xl Yl Pi Wi (]l Vi 

Das ist immer der Fall, wenn 
1. die Differentialgleichungen fUr beide Stromungen identisch und 
2. die Anfangs- und Grenzbedingungen ahnlich sind. 
Setzt man die Proportionalitatsfaktoren 1 in die Differentialgleichung 

der zweiten Stromung ein: 

1 Ip 1 dp /w d2w 1(" dw 
Ie . -I; . (i d X - Iv· fl . Y dy2 = f~ . w . d x' 

so sind beide Gleichungen (2) und (3) identisch, wenn 

Ip Iv· /w 1(" 
le·/IT 7z 

ist. Aus dieser Doppelgleichung folgt: 

fWf~fl = 1 und Ip 1 
Ie· f(" = 

oder nach Eliminierung der Proportionalitatsfaktoren: 
w·l - = const = Be (Reynoldssche Zahl) 

v 
und 

(3) 

(4) 

~ = const = Eu (Eulersche Zahl). (4a) 
(]W 

Aus der Ableitung folgt, daB die beiden Kennzahlen Be und Eu nicht 
unabhangig voneinander sind, sondern daB Eu = F (Be) ist. 

Zwei Flussigkeitsstromungen sind also ahnlich, wenn 
bei ahnlichen Anfangs- und Grenzbedingungen, die Rey­
noldsschen Zahlen in beiden Fallen gleich sind. 

In Gleichung (4) ist l irgendeine als AusgangsmaB gewahlte Ab­
messung. Da "ahnliche" Begrenzungsflachen vorausgesetzt werden, kann 
eine beliebige Abmessung dafiir gewahlt werden. Fur Kreisrohre wahlt. 
man am zweckmiiBigsten den Rohrdurchmesser d. 

Aus Gleichung (4a) folgt, daB die Drucke und somit z. B. auch der 
Druckverlust in einem geraden Kreisrohr 

l w2 w 2 w2 
Ll p = ~ d· 2(jY = Eu 2g Y =1 (Be) 2(jY 
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ist, also, =f(Re) sein muB. Blasius fand durch die Auswertung der 
sorgfiiltig durchgefiihrten Versuche der amerikanischen Ingenieure Saph 
und S choder fiir gla tte Rohre, giiltig bis Re < 105 : 

~ = 0,3164 . Re- 0,25. (5) 

Beim Warmeiibergang, d. h. bei der Warmeleitung in stromenden 
Fliissigkeiten tritt in der Bewegungsgleichung (2) als neue Veranderliche 
die Temperatur der Fliissigkeit hinzu, die sowohl vom Ort als auch von 
der Zeit abhangig ist. Aus dem Geset~. der Erhaltung der Energie folgt, 
daB fiir jedes Fliissigkeitselement die Anderung der kinetischen Energie 
+ der Anderung der illlleren Energie gleich der zugefiihrten Warme + ge­
leistete Arbeit sein muB. Beschranken wir uns auf solche Falle, bei denen 
die Anderung der kinetischen Energie (Geschwindigkeitsanderung) und 
die geleistete Arbeit (Druckanderungen und Reibungsarbeit) gegeniiber 
der zugefiihrten Warme vernachlassigt werden konnen, so vereinfacht 
sich die Energiegleichung zu der einfachen Bedingung: 

Zugefiihrte Warme = Anderung der illlleren Energie. 

Diese Einschrankung ist fiir die meisten Probleme des Warmeiiberganges 
zulassig, doch scheiden dadurch z. B. die Vorgange im Zylinder von Ver­
brellllungskraftmaschinen und Kompressoren aus. Schalten wir weiter 
eine Anderung im Aggregatzustand und chemische Anderungen aus, so 
daB die gesamte zugefiihrte Warme nur zur Temperaturerhohung der 
Fliissigkeit verwendet wird, so kallll das Fouriersche Grundgesetz der 
Warmeleitung auf ein Volumenelement dx· dy· 1 der stromenden 
Fliissigkeit angewandt werden. Die Warmeaufnahme in der X-Richtung 
ist: 

a2 f} 
Adx·dy­ax2 

und im Beharrungszustand die Temperaturerhohung in der gleichen 
Richtung: 

so daB die Differentialgleichung fiir die Warmeleitung in stromenden 

Fliissigkeiten lautet, mit a = ~--
Cpy 

(6)1 

N ach Einfiihrung der Proportionalitatsfaktoren erhalt man, wie leicht 
ersichtlich, die neue Bedingungsgleichung fiir ahnliche Warmestromungen: 

Iw' In = ~:k oder 11fw = 1 
11 Ii la 

1 Fur raumliche Striimungen erhalt man ahnliche Gleichungen fUr die Y - und 
Z-Richtung, und damit die allgemeine Gleichung fUr die Warmeleitung in striimenden 
Fltissigkeiten: 

Df} 
dT=aLlf}. 

Die Bedeutung des Symbols L1 ist auf S. 50 erklart. 

(6a) 
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und 

Warmeubergang. 

w ·1 - = const = Pe (Pecletsche Kennzahl). 
a (7) 

Zwei Warmestromungen in Flussigkeiten sind also ahnlich, wenn bei 
ahnlichen Anfangs- und Grenzbedingungen die Reynoldsschen und 
Pecletschen Kennzahlen in beiden Fallen gleich sind. 

Nach dem Fourierschen Grundgesetz fUr stationare Warmestro­
mungen ist die durch Leitung an die Wand ubergehende Warme: 

of) 
dQ=-Aos·dF. 

Nach der Definition der Warmeubergangszahl ist auch: 

dQ = oc (f}m -f}w) dF, 

worin f}m die (mittlere) Temperatur der Flussigkeit ist. Durch Gleich­
setzen beider Werte erhalt man: 

IX of) 1 IX1 of) 1 
-. oder-T - - os f)m-f)w T - os . f)m-f)w· 

Da das Temperaturfeld nur von Be und Pe abhangt, muB auch oc{ 
nur eine Funktion der beiden Kennzahlen sein. 

1 ocT = Nu = ifJ (Be, Pel (8) 

oc ~ wird die Nusseltsche Kennzahl genannt. 

Die Beziehung (8) gilt der Ableitung gemaB, bei Vernach­
lassigung der Schwerkraft, sowohl fur elastische als fur tropf­
bare Flussigkeiten und fur aIle Korperformen. 

Treten bei der Flussigkeitsstromung groBe Temperaturunterschiede 
auf, so darf die Wirkung der Schwerkraft nicht mehr vernachlassigt 
werden. Die allgemeine Bewegungsgleichung von Navier-Stokes, die 
diesen EinfluB berucksichtigt, lautet fUr die X-Richtungl: 

Du 0 p ( 1 0 cP ) e--=--+1] --+Llu +X. dt ox 30x 
(9) 

ifJ = 0 u + b v + ow 
ox 0 y OZ 

die raumliche Dehnung ist fur inkompressible Flussigkeiten gleich Null; 
u, v und w sind die Geschwindigkeitskomponenten in der X-, Y- und Z­
Richtung. 

Du_ou+ ou+ ou+ ou 
dt - fit u 0 x v 0 y w OZ 

gibt die Geschwindigkeitsanderung eines festgehaltenen Flussigkeits­
teilchens und wird das substantielle Differentialquotient genannt 
(gesprochen u substantiell nach t). 

1 FUr die Ableitung vgl. z. B. Prandtl-Tietjens Hydro- und Aeromechanik 
Bd. 2 S. 60. Bei VernachlaBsigung der Schwerkraft und der Zahigkeit entstehen 
die EulerBchen Gleichungen der klassischen Hydrodynamik: 

Du lop 
dt -eox' 



Kennzahlen des Warmeuberganges. 103 

Die einzelnen Glieder der Gleichung (9) haben die Bedeutung von 
Krafte auf die Raumeinheit. 

e ~: ist die d'Alem bertsche Tragheitskraft 

- :~ das Druckgefalle 

1J(! .~: +L1U) die Wirkung der Reibung (Zahigkeit). 

Fiir die freie Stromung in der vertikalen X-Richtung ist der Auftrieb 
X = Y - Y co = (e - eco) g, wobei y co das spezifische Gewicht der Flussig­
keit bei der Raumtemperatur {}'" ist. Mit der raumlichen Ausdehnungs-

zahl {J und dem Temperaturunterschied 8 = {}-{}o, wird e = (1 !'Pe) 
und 

{- = g. (1-ef) = g {J8. 

Fiir Gase ist {J = 1/273, bezogen auf das Volumen bei 00 Coder aIlgemein 
{J = liT co, bezogen auf das Volumen bei der Temperatur der Umgebung. 
Aus Gleichung (9) kann nun in ahnlicher Weise wie bei der erzwungenen 
Stromung eine neue KenngroBe abgeleitet werden. 

Man kann aber das Ahnlichkeitsprinzip auch auf eine ganz andere 
Weise formulieren, indem man von der selbstverstandlichen Tatsache 
ausgeht, daB aIle physikalischen Vorgange unabhangig vom MaBsystem 
sein mussen, das wir Menschen (willkiirlich) eingefiihrt haben (metrisches, 
englisches, technisches, physikalisches, elektrostatisches, elektrodyna­
misches MaBsystem)l. 

Sie mussen also durch Gleichungen formuliert werden konnen, deren 
Glieder dimensionslose GroBen sind . 

. Jedes MaBsystem beruht auf wenigen, willkiirlich gewahlten Grund­
einheiten (z. B. L, m, t, ... ) aus denen die Einheiten der ubrigen GroBen 
abgeleitet werden. Die Funktionen, die diese Abhangigkeit von den 
Grundeinheiten darsteIlen, mussen so beschaffen sein, daB das Verhaltnis 
zweier GroBen (das vom MaBsystem unabhangig ist) unabhangig von 
der GroBe der Grundeinheiten, immer unverandert bleibt. Es muB also 

oder 

11 (L, m, t, ... ) _ 11 (k1 L, k2 m, ka t, ... ) 
12 (L, m, t, :-:-:) J;(k1 L, k2 m, k2T. : . ) 

f (kl L, k2 m, k3 t, ... ) = f (kv k2' k3' ... ) . f (L, m, t, . .. ) 
sein. Die einzige Funktion, die dieser Funktionalgleichung genugt, ist 
eine Potenzfunktion: 

f (L, m, t, ... ) = const· La, mb, tC ••• 

Die Faktoren, welche die Warmeleitung in Flussigkeiten unter aus­
schlieBlicher Wirkung der Schwerkraft (freie Stromung) beeinflussen, sind 
mit den zum Teil willkurlich gewahlten Grundeinheiten in der folgenden 
Zusammenstellung enthalten: 

1 B rid g man n, P. W.: Theorie der physikalischen Dimensionen. Deutsche 
Ausgabe von H. HoI I. J. B. Teubner 1932. 
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Grundeinheiten 

Faktoren L1Inge 

I 
Zeit ratur arme Symbol Tempe· I W" I 

l t e Q 

Lange 1 0 0 0 l 
Temperaturunterschied . 0 0 1 0 e 
Warmeleitzahl -1 -1 -1 1 A 
Spezifische WarmefV olumeneinheit -3 0 0 1 c 
Kinetische Zahigkeit. +2 -1 0 0 

I 

v 
Ausdehnungszahl . . 0 0 -1 0 fJ 
Erdbeschleunigung. . 1 -2 0 0 g 
Warmeiibergangszahl. -2 I -1 -1 1 ! IX 

Die dimensionslose Gleichung fUr die freie Stromung muB also Glieder 
von der Form 

lx. gy . AZ ' cP '/Iq (fJ • g)T • (XS 

haben. Fiihren wir darin die Grundeinheiten ein: 
lxgY . QZ l-z t-z€)-z. QP l-3p €)-p . l2q-q . g-r lr t-2r . QS e-s l-2s t-S 

~.---- ---A C • (J.g IX 

so muB - wenn die Funktion unabhangig vom MaBsystem sein solI -
l x - z - 3 p + 2 q + r + 2 s = 0 (a) 
g y - z - p - r + s = 0 (b) 
t -z-q-2r+s=O (c) 
Q z + p - s = 0 (d) 

sein. Durch die 4 Gleichungen sind die 7 Exponenten nicht eindeutig 
bestimmt. Man kann daraus z. B. x, y, Z, q und s in p und r ausdriicken. 
Aus (d) folgt: z=s-p und aus (b) y=r. 
Aus (c): z + q + 2 r = s und aus (a): x - 2 P + 2 q = - s 

q=s-z-2r x=2p-2p+4r-r-s 
q = p-2r und x = 3r-s. 

Die Werte fUr x, y und z eingesetzt, gibt: 
Z3 r-s. gr. AS-P . cP . '/Ip-2r . (fJ g)T (XS. 

-aber die Werte r, p und s kann man frei verfiigen. Setzt man abo 
wechslungsweise je zwei davon gleich Null und den dritten gleich 1, so 
erhalt man die folgende drei dimensionslose Glieder: 

und 

l 
(XT=Nu, 

l2&fJ·g =Gr (Grashofsche Kennzahl) 
v2 

(10) 

c:v = ~ = Pr (Prandtlsche Kennzahl) (II) 
/I. a 

Die allgemeine Gleichung fUr den Warmeiibergang bei freier Stromung 
muB also die Form haben: 

(/J (Gr, Pr, Nu) = 0 
oder nach Nu aufgelost 

Nu = F (Gr, Pr). (12) 
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Die Bedeutung solcher Dimensionsbetrachtungen darf nicht uber­
schatzt werden, denn ihre nutzliche Verwertung setzt voraus, daB man 
sich durch Uberlegungen (Hypothesen) oder durch Versuche daruber 
Klarheit geschaffen hat, welche Faktoren dabei uberhaupt eine Rolle 
spielen konnen. Man muB also im Grunde vorher ahnliche Betrachtungen 
anstellen, wie sie zur Formulierung der Differentialgleichung fUhren. 

Wenn die spez. Gewichte bzw. spez. Volumen aus Zahlentafeln ent­
nommen werden konnen, ist es fUr die Berechnung der Grashofschen 
Zahlen oft zweckmaBiger 

(};- = ~{[ (1- yoo) 
v2 Yw 

(lOa) 

zu schreiben. Fur Gase ist 

(};- =!!JL (Tw -1). 
v2 Too (lOb) 

Die freie Stromung verlauft nun meist mit so geringer Geschwindig­

keit, daB das Beschleunigungsglied e ~~ gegenuber dem Auftrieb und der 

Wirkung der Zahigkeit vernachlassigt werden kann. L. Prandtl nennt 
solche Bewegungen "schleichend". Die vereinfachte Differentialgleichung 
dafUr lautet: 

----+v --+L1u +g{Je=o. 1 op (1 0 (f) ) 
e ox 3 ox (13) 

Da die Symbole r[J und L1 fur ahnliche Stromungen sich verhalten wie 
fwlfl bzw. fw/fi, erhalt man als Ahnlichkeitsbedingung: 

Ivlw I' I' f 
T=JgJP e· 

AuBerdem ist fiir ahnliche Warmestromungen I,:z = 1. Eliminiert man 

f w, so erhalt man die Bedingung: 

IUglple = 1 
Iv·la 

und damit die KenngroBe fur eine "schleichende" Bewegung: 
l3 gfJ e l3gfJ e v 
---=---·-=Gr· Pro 

v· a v2 a (14) 

Aus der Vereinfachung der Differentialgleichung folgt also, daB die Kenn­
funktion fiir den Warmeubergang bei freier Stromung nur von einer 
einzigen Veranderlichen (Gr· Prj abhangt. 

Nu = F (Gr· Prj. (15) 
Wird bei der erzwungenen Stromung auch der EinfluB der Schwer­

kraft berucksichtigt, so muB 

Nu = F (Re, Pr, (};-) (16) 

~~in. Uber die Gestalt der Kennfunktionen (8), (15) und (16) kann das 
Ahnlichkeitsprinzip nichts aussagen. Sie muBte durch Integration der 
pifferentialgleichungen oder durch Versuche bestimmt werden. Aus den 
Ahnlichkeitsbetrachtungen folgt aber, daB die acht Faktoren (w, cP' l, 
e, y, 7J, (J, ).), die im allgemeinen Fall den Warmeubergang beeinflussen, 
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auf drei Veranderlichen (Re, Pr, G1-) zuriickgefiihrt werden konnen, was 
immerhin eine wesentliche Vereinfachung des Problems ist. 

Die rein experimentelle Bestimmung der Form der allgemeinen 
Gleichung (16) als Funktion von drei unabhangigen Veranderlichen ist 
nicht moglich. Auch die Integration der Differentialgleichung fur die 
Flussigkeitsstromung liefert - soweit sie fiir einfache Begrenzungsflachen 
uberhaupt durchfiihrbar ist - bei turbulenter Stromung keine Losung, 
die mit der Erfahrung ubereinstimmt. 

Die Losungen der Differentialgleichungen fiir die Warmeleitung sind 
oft das Produkt von Einzelfunktionen, die je nur von einer Verander­
lichen abhangen (vgl. S. 77). Es hat deshalb sicher eine gewisse Be­
rechtigung die allgemeine Funktion (16) versuchsweise in der Form 

Nu =F1 (Re) ·F 2 (Pr) ·F3 (Gr) 

zu schreiben. Da jede Funktion durch Reihenentwicklung in Gliedern 
von der Potenzform zerlegt werden kann, schreibt man weiter: 

Nu = C RenPrm Grr, 

welche Gleichung als die N ussel tsche Gleichung fiir den Warmeubergang 
bezeichnet wird. Sie bietet den groBen V orteil, daB es durch entsprechende 
Wahl der Exponenten und des Beiwertes immer gelingt ein begrenztes 
Versuchsgebiet durch die Potenzformel mit sehr guter Annaherung darzu­
stellen. Wie wenig die Potenzformel allgemein befriedigt, ist auf S. 134 
und 186 fur die erzwungene Stromung in Rohren gezeigt. Die Expo­
nenten und der Beiwert sind keinesfalls konstant, sondern hangen von 
der Art der Flussigkeit ab und sind verwickelte Funktionen der Flussig­
keitstemperaturen, der Temperaturunterschiede, der Richtung der Warme­
stromung usw. 

In vielen Fallen laBt sich das allgemeine Problem vereinfachen, indem 
der Warmeubergang fiir solche Stromungen untersucht wird, bei welchen 
hochstens zwei unabhangige Veranderlichen vorkommen. 

1. Erzwungene Strom ung, unter Vernachlassigung der Schwer­
kraft 

Nu = F (Re, Prj. 

Diese Vereinfachung ist wohl immer bei turbulenter Stromung 
zulassig, da dann die Eigengeschwindigkeit groB im Verhaltnis zu den 
Geschwindigkeiten der freien Stromung ist. 1st dagegen die Geschwindig­
keit der erzwungenen Stromung sehr klein (wie oft bei Laminarstromung), 
so konnen bei groBen Temperaturunterschieden zwischen Wand und 
Flussigkeit die Geschwindigkeiten der freien Stromung mehrfach groBer 
werden. In solchen Fallen darf die freie Stromung natiirlich nicht mehr 
vernachlassigt werden. So ist es auch erklarlich, daB gerade der scheinbar 
einfachere Fall der Laminarstromung in Rohren, da abhangig von drei 
Veranderlichen, theoretisch die groBten Schwierigkeiten bietet. 

Nach der kinetischen Gastheorie, die sowohl die Warmeleitung 
als auch die Zahigkeit aus Bewegungen der Molekiile ableitet, ist fur 
Gase Pr = v/a eine von der Temperatur und vom Druck unabhangige 
Zahl, die nur von der Atomzahl abhangt. 
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Atomzahl 1 2 3 1 

Pr 0,27 0,73 0,S3 
Fur Gase gilt demnach die einfache Beziehung: 

4 und mehr 
etwa 1 
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Nu = F (Re). (Sa) 
Die Flussigkeitsstromung ist durch die Reynoldssche, die Wiirme­

stromung durch die Pecletsche Zahl gekennzeichnet. Fur Gase unter­
scheiden sich beide KenngroBen nur durch den konstanten Faktor Pr, 
so daB fur Gase bei gleichen Randbedingungen, Temperatur- und 
Geschwindigkeitsfeld iihnlich sein mussen. 

FUr tropfbare Flussigkeiten ist Pr mit der Temperatur stark ver­
iinderlich; Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld konnen also niemals 
iihnlich sein, wie Versuche von W oolfenden mit Wasser bestiitigen. 

2. Freie Stro mung, unter Vernachliissigung der Eigengeschwindig-
keit Nu = F (Gr· Pr). (14) 

In den beiden Fallen (Sa) und (14) hangt die Warmeubergangszahl 
nur von einer einzigen KenngroBe ab (Re bzw. Gr· Pr), so daB die 
experimentelle Bestimmung der Kennfunktion aus wenige!.l Versuchen 
moglich ist. Hierin liegt die groBe praktische Bedeutung der Ahnlichkeits­
betrachtungen fUr die experimentelle Forschung. Der so gefundene 
Zusammenhang hat naturlich rein experiment ellen Charakter und 
darf ebensowenig wie irgendein anderes empirisches Resultat uber die 
Versuchsgrenze hinaus ausgedehnt werden. 

Eine wesentliche Einschriinkung in der Giiltigkeit dieser .Ahnlich­
keitsbetrachtungen liegt darin, daB bei ihrer Ableitung die Stoffwerte A, v,fJ 
und a als unabhiingig von der Temperatur vorausgesetzt sind 2, eine 
Annahnie die nur bei kleinen Temperaturunterschieden genugend genau 
erfiillt ist. Nach einem Vorschlag von W. Nusselt sind bei groBen 
Temperaturunterschieden "mittlere" Stoffwerte zu wahlen: 

~ ~ 

Am = n/ {}2 fAd {}, }'m = -{}~ 1 {}; f v d {}, usw. (17) 
{}, {}, 

FUr die meisten technischen Anwendungen genugt es, die Stoffwerte fur 
die mittlere Temperatur 

{} _{}d--"!-2 
m- 2 

einzusetzen. Nach dem Nusseltschen Vorschlag hatte die Vertauschung 
der Integrationsgrenzen, also der Wand- und der Flussigkeitstemperatur, 
keinen EinfluB auf die "mittleren" Stoffwerte und demnach auch keinen 
EinfluB auf die Warmeiibergangszahl. Unter sonst gleichen Bedingungen 
muBte also die Warmeubergangszahl unabhangig von der Richtung der 
Warmestromung sein. Fur einzelne Fiille, die genauer untersucht worden 
sind, zeigen die Versuche, daB diese SchluBfolgerung nicht mit der 
Erfahrung ubereinstimmt. 

So fanden z. B. Morris und Whitman aus ihren Versuchen uber den 
Warmeubergang von in Rohren stromendem 01, daB fUr die gleiche 
Reynoldssche Zahl Abweichungen bis 270% zwischen Kuhlen und 

1 Wasserdampf mit Pr = 1,08 (vgl. S.260) scheint eine Ausnahme zu machen. 
2 A. Bus e man n: Die Temperatur im Rahmen der AhnIichkeitsbetrachtungen_ 

Z. techno Physik Bd. 14 (1933) S. 131. 
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Erwarmen vorhanden ist, wenn die mittlere Temperatur eingesetzt wird. 
Furnas fand fur Gase ebenfalls eine Abhangigkeit der Warmeubergangs­
zahl von der Richtung der Warmestromung, aber in umgekehrter Richtung 
als bei tropfbaren Flussigkeiten; die Warmeubergangszahl war bei 
Kuhlen groBer als bei Erwarmen. 

Die Versuche von Schmidt und Beckmann bei der freien Stromung 
langs einer vertikalen Platte, zeigten im Temperatur und Geschw. Feld 
bessere Ubereinstimmung, wenn die Stoffwerte bei der Wand temperatur 
eingesetzt wurden; ebenso die Versuche von H. Lorenz bei der freien 
Stromung von (Jl. 

Auch die sehr genauen MeSsungen von R. Hilpert uber die Warme­
abgabe von geheizten Drahten und Rohren im Luftstrom zeigten, daB 
die Kurven fur verschiedene Oberflachentemperaturen durch Einfuhrung 
der mittleren Stoffwerte nach Gleichung (17) oder auch durch Einsetzen 
anders gebildeter Mittelwerte nicht zur Deckung zu bringen sind (S. 153). 
Die Einfiihrung von "mittleren" Stoffwerten ist als Naherungslosung 
nur solange zu verwenden, als die Veranderlichkeit der Stoffwerte mit der 
Temperatur nicht genauer berucksichtigt werden kann. 

W. Nusselt hat fur Gase die Ahnlichkeitsbetrachtungen erweitert, 
indem er fur die Veranderlichkeit der Stoffwerte Potenzgesetze annimmt: 

V=VI(~t, a=al(~r· 
Fiir tropfbare Flussigkeiten konnen die Stoffwerte a und v innerhalb 

den Versuchsgrenzen meistens mit guter Annaherung durch die Potenz-
gleichungen _ ({}l)m d _ ({})n V - VI F un a - al Sl 

1 VI 

dargestellt werden. Die Dimensionsbetrachtungen liefern dann die neue 
KenngroBe: 

TTl fur Gase bzw. :1 fur tropfbare Flussigkeiten. (15) 
2 2 

Fur die freie Stromung z. B. erhalten wir dann die Beziehung: 

Nu = F (Or' Pr, ~~ bzw. !:). (18) 

Es ist dabei gleichgultig ob man den Wert von v bei Tw oder T <Xl einsetzt. 
Eine weitere Einschrankung fiir die praktische Brauchbarkeit der 

Ahnlichkeitsformeln liegt in der Voraussetzung ahnlicher Randbedin­
gungen, also z. B. ahnliche Wandbeschaffenheit (Rauheit), ahnliche Ge­
schwindigkeits- und Temperaturverhaltnisse beim Eintritt (Wirbelung) 
usw. Diese Bedingung ist in der Praxis sehr schwer genau zu erfiillen 
und hier muB d.~e Erfahrung zeigen, welchen EinfluB Abweichungen von 
der "genauen" Ahnlichkeit der Randbedingungen haben. 

Da der Versuchsbereich meist sehr weit ausgedehnt wird, ist es ge­
brauchlich, die Resultate im logarithmischen Koordinatensystem dar­
zustellen. A. Schack hat nun mit Recht darauf hingewiesen, dati diese 
Darstellungsweise uber die Genauigkeit der empirischen Gleichung tauscht. 

Beim Nachweis der Ubereinstimmung zwischen Theorie und Versuch 
sollte deshalb immer die theoretischen Warmeiibergangszahlen mit den 
Versuchswerten direkt verglichen werden. 
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B. Erzwnngene Stromnng nnter Vernachlassignng 
der Schwerkraft. 

1. Zusammenhang zwischen Wiirmeiibergang 
und Stromungswiderstand bei turbulenter Stromung, 

ohne Grenzschichtablosung. 
Ohne Integration der Differentialgleichungen und auch ohne Durch­

fUhrung von Versuchen kann auf Grund des Zusammenhanges zwischen 
Druckverlust und Warmeiibergang bei turbulenter Stromung eine 
allgemeine Gleichung fUr die Warmeiibergangszahl abgeleitet werden. 

Von der turbulenten Stromung einer Fliissigkeit kann man sich 
folgendes Bild machen: In ahnlicher Weise wie die Reibung zwischen 
festen Korpern durch kleine, fortgesetzte Erschiitterungen unwirksam 
gemacht werden kann, werden durch die Pulsationen der turbulenten 
Stromung die Schubspannungen stark vermindert. Dabei ist zu beachten, 
daB die Erschiitterungen erst recht mit groBem Energieaufwand ver­
bunden sind. Die Hauptbewegung einer turbulenten Stromung kann 
demnach annahernd als reibungslos betrachtet werden (Potential­
stromung). Weil dabei aber die Randbedingung, daB die Fliissigkeit an 
der Wand haftet, nicht zu erfiillen ist, versagt diese klassische Theorie 
der Hydrodynamik vollstandig in der Nahe der Begrenzungsflachen von 
Fliissigkeiten und festen Korpern, also gerade in dem fUr den Warme­
iibergang interessanten Gebiet. 

Die Prandtlsche Grenzschicht. L. Prand tl hat die klassische Theotie 
wesentlich erweitert durch die Annahme, daB die reibungsfreie Stro­
mung nur bis auf eine an der Wandung grenzenden Schicht giiltig 
bleibt, wahrend in dieser Schicht die Geschwindigkeit sich andert von 
Null an der Wand bis zum Wert der gleichmaBigen Geschwindigkeit der 
reibungsfreien Stromung. 

Am gut abgerundeten Einlauf eines Rohres z. B. tritt die Fliissigkeit 
mit einer iiber dem Querschnitt nahezu konstanten Geschwindigkeit ein. 
Infolge des Haftens an der Rohrwandung wird dort die Stromung ver­
zogert, so daB in einer diinnen Schicht ein fast plotzlicher Geschwindig­
keitsabfall stattfindet. Mit wachsender Entfernung vom Einlauf werden 
unter dem EinfluB der Zahigkeit immer weitere Fliissigkeitsschichten 
gebremst. Da die Fliissigkeitsmenge dieselbe bleibt, muB wegen Ver­
langsamung der Randschichten die Stromung in der Rohrachse be­
schleunigt werden. So stellt sich allmahlich und asymptotisch ein Gleich­
gewichtszustand ein, der bei Laminarstromung durch die parabolische 
Geschwindigkeitsverteilung gekennzeichnet ist (Abb. 46). Von dieser 
Stelle an ist die Stromung als hydrodynamisch ausge bildet zu 
betrachten und der Druckverlust konstant. 

Nach Messungen von Nikuradse ist die hydrodynamische Anlauf­
strecke fur lam in are Stromung: 

lo/d > 0,060 Re. 

Fur ein Rohr von 2 cm Durchmesser ist bei einer Reynoldsschen Zahl 
von 2000 eine Anlaufstrecke von mindestens2,4 m Lange erfordedich 
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bis das Geschwindigkeitsprofilden parabolischen Verlauf praktisch 
erreicht hat. 1st die Zustromgeschwindigkeit groBer als die "kritische", 
so wird die anfanglich in der Grenzschicht vorhandene Laminarstromung 
zum Teil in eine turbulente iibergehen; in der wandnahen Schicht bleibt 
die Stromung aber laminar. Das turbulente Gebiet dehnt sich in einem 
Rohr bald iiber den ganzen Querschnitt aus und bildet den turbulenten 
Kern, in dem sich allmahlich ein unveranderliches Geschwindigkeits­
profil einstellt (Abb. 47b). Die Anlaufstrecke ist bei turbulenter Stromung 

x tJ 
Jf? 

I 
Abb. 46 (link,). Lnminiirc Go-dl\\ ind!gkritsver' 
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_\ hh. {-;. Ge'eh" in(\i~kclt. ,. rtr!l\\\\~ hei der turhulenten 
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wesentlich kiirzer und im Gegensatz zur Laminarstromung fast un­
abhangig von der Reynoldsschen Zahl. Die Messungen von Nikuradse 
gaben ein praktisch konstantes Geschwindigkeitsprofil bei 

lo/d > 25-40. 

Die Versuche von L. Schiller und von Herrman iiber den Druck­
verlust, die auch bei 1 old > 200 noch einen EinfluB der Rohrlange nach­
wiesen, zeigen, daB die Anlaufstrecke groBer ist, als Nikuradse durch 
Messnng des Geschwindigkeitsprofils hat nachweisen konnen. 

Bei der Stromung langs einer Platte grenzt das turbulente Gebiet 
dauernd an die unbeeinfluBte (reibungsfreie) Stromung (Abb. 47a). Man 
spricht dann von einer "turbulenten" Grenzschicht. Die Prandtlsche 
Grenzschicht setzt sich sowohl aus dem laminaren als auch aus dem 
turbulenten Teil zusammen. 
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Uberlegungen von Osborne-Reynolds. Ein Fliissigkeitsteilchen des 
turbulenten Gebietes mit der Temperatur f} und der Geschwindigkeit u 
kommt gelegentlich in die Laminarschicht und nimmt die dort herrschende 
Temperatur f}' und Geschwindigkeit u' an. Spater bewegt sich das Teil­
chen wieder nach dem turbulenten Gebiet zuriick und diese Bewegung 
wird immer wiederholt. Auf diese Weise wird sowohl die Warme als 
auch die BewegungsgroBe, die den Stromungswiderstand verursacht, 
yom Innern der Fliissigkeit nach der Grenzschicht iibertragen. 

Von der Grenze der laminaren Schicht bis zur Wand wird die Ge­
schwindigkeit durch Dberwindung der Schubspannungen vernichtet. Die 
Fliissigkeitsteilchen, die in die Grenzschicht gelangen, erreichen die Wand 
nicht und konnen deshalb auch nicht die Geschwindigkeit Null annehmen, 
sondern nur die Geschwindigkeit u' an der Grenze der Laminarschicht. 
Der durch Reibung in der laminaren Schicht verursachte Stromungs­
widerstand kann aber gegeniiber dem vielfach groBeren Verlust an 
BewegungsgroBe des turbulenten Gebietes vernachlassigt werden. 

Die Warme muB durch Leitung durch die Laminarschicht hindurch 
an die Wand gelangen und dieser Widerstand fiir die Warmestromung 
darf nich t vernachlassigt werden. 

Da nicht alle Fliissigkeitsteilchen, die ihre BewegungsgroBe und 
Warme an die Grenzschicht abgeben, die gleiche Geschwindigkeit u und 
die gleiche Temperatur f} haben, miissen "Mittelwerte" eingefiihrt werden. 
Wenn G' die Fliissigkeitsmenge ist, die in der Zeiteinheit in die Grenz­
schicht gelangt, so ist der Stromungswiderstand nach dem Impulssatz: 

G' , 
W = (um - U ) kg (19) 

(J 

und die an der Grenzschicht iibertragene Warme: 
Q= G' cpm (f}m - f}') kcaljZeiteinheit, (20) 

worin um , f}m und cpm die Mittelwerte derjenigen Teilchen sind, die in die 
Grenzschicht gelangen und wobei sofort zu bemerken ist, daB es keine 
Methode gibt, diese Mittelwerte zu messen. 

Mit dem Wert von G' aus Gleichung (19) wird 

Q = W Cpm g (f) _ f}'). (20a) 
um-Ul m 

Nennt man 

IX' =-_Q_-- = WCpm(J (21) 
(f}m-f}')F F (Um-U') 

die Warmeiibergangszahl an der Grenze der Laminarschicht, worin F die 
GroBe der BeriihrungsfHiche ist, so folgt die mittlere Warmeiiber­
gangszahl an der Wand IX~ aus der Kontinuitatsgleichung fUr die Warme­
stromung (vgl. S. 55) 

1 1 0' x = --; + - , (22) 
IX" IX Au 

worin (j' die mittlere Dicke der ruhend angenommenen Laminarschicht 
fUr die Strecke von 0 bis x, und Au die mittlere Warmeleitzahl darin ist. 
Die Gleichungen (21) und (22) gelten allgemein fiir die turbulente Stro­
mung von Fliissigkeiten und bleiben giiltig, solange die Grenzschicht sich 
nicht yom K6rper ab16st, also fiir aIle K6rper mit Stromlinienform. 
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Die Werte W, F, cpm, Ag , y und (j sind aber je nach der Art der Fhissigkeit 
und je nach der Form des Korpers verschieden. 

Diese Uberlegungen gelten fur Gase auch unterhalb der kri­
tischen Geschwindigkeit. Die kinetische Gastheorie erkHirt namlich 
die Zahigkeit und die Warmeleitung durch molekulareBewegungen, die 
der bei der turbulenten Stromung angenommenen Bewegung der Flussig­
keitsteilchen vollkommen ahnlich sind. Der Unterschied liegt nur in der 
GroBe der Teilchen, die BewegungsgroBe und Warme transportieren. 
Unterhalb der kritischen Geschwindigkeit bleibt die molekulare Be­
wegung fast unverandert bis zur Wand gultig (genau fUr Pr = 1), so daB 
die Warmeubergangszahl fUr Gase dann aus der Gleichung 

_ Wcpg 
(J.Pr=l- Fum (21a) 

folgt. 
2. Stromung in Kreisrohren. 

Die Dicke d' der Laminarschicht kann aus der Schubspannung To be­
rechnet werden. Wenn man in der dunnen Schicht die Parabel durch die 

Anfangstangente ersetzt, folgt mit der bekannten Beziehung1 To = _~_W2 e 

(dU) u' 
To='Y) dy v=o='Y}ljl =C w2 e/8 , (23) 

worin u' die Geschwindigkeit an der Grenze der Laminarschicht ist, die 
nur einen Bruchteil rp der mittleren Geschwindigkeit w sein kann. Mit 
w d el'Y} = Re wird die relative Dicke der Laminarschicht: 

<5' 8rp ,8rpv 
d = ,Re oder (j = ,. w' (24) 

L. Prand tl hat aus dem 1/7-Potenzgesetz der Geschwindigkeitsver­
teilung 

U' cp = - = A . Re-O,125 
w 

abgeleitet. In einer neuen Fassung seiner Ideen geht Prand tl nicht 
mehr von einer Potenzformel, sondern ausschlieBlich davon aus, daB 
die Geschwindigkeitsverteilung nur von To und 'V abhangt. Nikuradse 

bildet mit der Schubspannungsgeschwindigkeit v* = V~ eine dimensions­

lose Geschwindigkeit ulv*, die nach seinen Versuchen eine eindeutige 

Funktion von Re* = v*y ist, namlich: 
v 

~ = 5,84 + 5,52 log Re* . (25) 
v* 

Nimmt man an, daB der Ubergang zwischen laminarer und turbulenter 
Stromung bei einem bestimmten Wert von Re* erfolgt, dann ist 

u' 
~ = const. 
v* 

Fur y = r ist u = U o und mit To aus Gleichung (23) 

1 Vgl. z. B. ten Bosch: Vorlesungen Maschinenelemente Heft 5, S. 61. 



also 

Stromung in Kreisrohren. 

v.r = wr,/C =01 Re O,875 
" "V S' , 

'Ito = 0,52 + 4,82 log Re. v. 
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Mit den ebenfalls experimentell bestimmten Werten uolio kannlP = F (.Be) 
berechnet werden, welche Funktion in sehr guter Annaherung durch die 
einfache Gleichung . 

IP = A . Re-O,l (26) 
dargestellt werden kann. 

Mit A = 1,4 (vgl. S. 119), Re = 30000 und C aus Gleichung (5), wird 
~'Id = 0,003. Fiir ein Rohr von 100 mm Durchmesser ist die Dicke der 
Laminarschicht nur 0,3 mm, also so klein, daB die Konvektionsstrome 
vernachlassigt werden diirfen (vgl. S. 178). Die bei der Ableitung der 
GleichUlli (22) gemachten Voraussetzung einer ruhenden Laminar­
schicht isb also durchaus zulassig. 

Setzt man oc' ausGleichung (21), ~' aus Gleichung (25) nnd 
nAn W - --d2 LJp - -Cldw2n -4 -S <;: 

(27) 

in Gleichung (22) ein, so erhalt man mit F = n d l: 

1 S [Um- 'It' cp'TJ g] IX.; = C W Y Cp --w- + IP;:;- • 

Nun besteht (wie schon erwahnt) keine Moglichkeit, den Mittelwert Um 
zu bestimmen; er ist wahrscheinlich verschieden von der mittleren 
Stromungsgeschwindigkeit w im RohrqJlerschnitt (w = G rl/). Man sollte 
eigentlich U m = 1p w setzen, wobei 1p =F 1 nicht konstant ist, sondern von 
vielen Faktoren abhangig sein kann, wie z. B. vom Temperaturunter­
schied im Rohrquerschnitt. Setzt man aber dennoch Um = w, so ist 

I _ S (1 + CP'TJg)' 
«Z - Cwycp -IP IP;:;-' 
° Vernachlassigt man die Abhangigkeit der Stoffwerte von der Tempe-

ratur und setzt nach Gleichung (11) cp'f/ glA. = 'II/a = Pr, so erhalt man 
Cw'''Cp 

oc; = S (1 _ q;> .+ q;> Pr) (28) 

oder mit w d Cp riA. = Pe: 

Nu = ocx~ = C PelS (29) 
0A, I-q;>+q;>'Pr 

die Prandtlsche Gleichung fiir den Warmeiibergang von in Rohren stromen­
den Fliissigkeiten (1910). 

Die Annahme, daB die Stofiwerte tmabhangig von der Temperatur 
sind, ist nicht zulassig. Die physikalischen O'berlegungen, auf welchen die 
Prand tlsche Gleichung beruht, fiihren zur Wahl von zwei mittleren 
Fliissigkeitstemperaturen, {}m im turbulenten Gebiet und {}g in der 
Laminarschicht. Die so erweiterte Prandtlsche Gleichung lautet dann 
mit Um =1pw 

CIS 
NulPe = '1'+ q;> (Prg-I) • 

ten Bosch, Wirmeilbertragung. 3. Aufl. 

(30) 

S 
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Der Ausdruck Nu/Pe hat eine einfache physikalische Bedeutung. 
Aus der Definitionsgleichung 

Q = Cl~ ·'Ted (~w-~m) = ~ d2WYCp(~2-~1) 

worln ~m die mittlere Fliissigkeitstemperatur fiir die ganze Rohrstrecke 
ist, folgt namlich: 

(1.l 
o Nu 

wopy = Pe =em ·4l' 
(31) 

welche Gleichung nur die unmittelbar durch den Versuch zu messenden 
Temperaturen L1~ = ~l -~2 und em = ~w-~m enthalt und deshalb 
fUr die Darstellung der Versuchsergebnisse besonders geeignet ist!. 

Die Warmeiibergangszahl Cl ist also: 
Cl l = Cwopmy/8 

o V'+q>(Prg-l)" 
(28a) 

. Die Temperatur ~' an der Grenze der Laminarschicht folgt aus der 
Kontinuitatsgleichung der Warmestromung: 

(~m -~w) Cl = ~~ (~' - ~w) 
durch Einsetzen der Werte von Cl und <5' aus den Gleichungen (28a) und 
(25) . . em C W Opm y/8 _ Ag W' -f}w) C W 

V' + 11' (Prg-l) - 811' 'Pg 
Mit der wohl immer zulassigen Vereinfachung cpm = Cpg wird: 

~' - ~w = _em (32) 
1+'1'-11' 

11' Prg 
und die mittlere Temperatur der Grenzschicht: 

~ = f}w + f}' _ ~ _ f}w-f}m (33) 
g 2 - w 2(1_1-11')· 

11' Prg 
Aus diesen Gleichungen folgt mit cp = 0,35 und 1p = 1 

fiir Pr = 0,725 (Luft): e' = 0,28 em 
Pr = 5 (Wasser): e' = 0,73 em 

und Pr = 100 (61): e' = 0,98 em. 
Fiir Gase und Fliissigkeiten ist also der Temperaturverlauf im Rohr­
querschnitt sehr verschieden; je groBer die Prandtlsche Kennzahl, um 
so flacher ist der Temperaturverlauf im Rohrkern (Abb. 48). 

Aus Gleichung (22) folgt, daB der Widerstand der Warmestromung 
sich aus zwei Teilen zusammensetzt, namlich aus dem Widerstand im 
turbulenten Gebiet (proportional mit 1p - cp) und aus dem Widerstand 
der Warmeleitung durch die Laminarschicht (proportional mit Pr· cp). 

Fiir Luft mit Pr = 0,725 und mit cp = 0,45 ist der erste Faktor 0,55 
und der zweite 0,33; beide Widerstande sind also von der gleichen GroBen­
ordnung. Fiir sehr zahe Fliissigkeiten dagegen (Pr> 100) iiberwiegt 
der zweite Teil so stark, daB der Warmeiibergang als Warmeleitung durch 
die Laminarschicht aufgefaBt werden kann. Man kann hierin eine Be­
statigung finden der alten Auffassung einer adharierenden Schicht, die 

1 W. Stender hat schon 1924 diese Darstellung gewahlt. 
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man durch Biirsten und andere mechanische Mittel zu beseitigen ver­
suchte. In diesem Fall ist [vgl. Gleichung (22)] Nu = d/~' eine an­
schauliche KenngroBe; sie gibt das Verhiiltnis des Rohrdurchmessers zur 
Dicke der ruhend gedachten Laminarschicht. 

ol../'omiflol'scl7ichf 

--- ~ .4-100 I 
1,0 

o,g ~?iJ 10 -
~ ~ '"@. f 

~ -- ~-(~) 0,8 

:f~ 0,7 --c--

0,6 0,'1 0" 0,8 0,7 0,8 o,g ~o 

0" -- ~-.- .;.-

4'1 tf---~--~--
0,.1 rf --~--

o,z I Abb. 48. Temperaturverlauf bei turbulenter Stromung 
I in einem Kreisrohr. 41 
I 

o o,z 43 

Die Temperatur {}m als Mittelwert der Temperaturen der Fliissigkeits­
teilchen die ihre Warme an der Grenzschicht abgeben, ist nicht zu 
bestimmen. 

Eine "mittlere" FIiissigkeitstemperatur kann man messen: 
a) Durch einen Widerstandsthermometer, dessen Draht gleichmaBig 

iiber den ganzen Querschnitt verteilt ist. Man miSt auf diese Weise, 
analog der mittleren Stromungsgeschwindigkeit w, die mittlere Tem­
peratur im Querschnitt der MeBstelle: 

{}q = ~ J {} df· (34) 

b) Durch Einbau einer Mischvorrichtung, bei der samtliche Fliissig­
keitsteilchen die gleiche Temperatur erhalten: 

fOwd! 1 J 
{}'I) = j·wdj = V {} wdf, (35) 

worin V das V olumen der stromenden Fliissigkeit in der Zeiteinheit ist. 
Wenn groBe Temperaturunterschiede im Rohrquerschnitt vorhanden sind, 
miiBten auch die Dichteunterschiede noch beriicksichtigt werden. Mit 
dem konstanten Fliissigkeitsgewicht G, das in der Zeiteinheit stromt, ist 
dann die mittlere Fliissigkeitstemperatur, die bei der vollkommenen 
Mischung erreicht wird: 

fOwydf 1 f 
{}g= fwydf =(J {}wydf· (36) 

Keine der MeBmethoden gibt den beirn Warmeaustausch wirksamen 
Mittelwert {}m. Seit Grober darauf hingewiesen hat, wie verschieden die 
Mittelwerte {}q und {}'I) sein konnen, ist es gebrauchlich {}" als den 

8* 
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"richtigen" Mittelwert anzusehen. Er ist leicht zu messen und auch not­
wendig fiir die Berechnung der iibertragenen Warme aus den beobachteten 
Temperaturen nach der Gleichung 

Q = Gcpm ({}v, - {}v,). 

Ais Ersatz fiir die nicht meBbare GroBe {}m scheint der Wert {}q eher den 
V orzug zu verdienen analog dem Mittelwert w an Stelle von Um . 

Fur Gase sind Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld ahnlich (vgl. 
S. 107), so daB die Mittelwerte {}q und {}v berechnet werden konnen, wenn 
die Geschwindigkeitsverteilung bekannt und die Stromung hydrodyna­
misch und thermisch vollstandig ausgebildet ist. 

Fiir turbulente Stromung in geraden Kreisrohren ist die Geschwindig­
keitsverteilung durch das Ij7-Potenzgesetz festgelegt. Die Temperatur­
verteilung muB deshalb fur Gase einem ahnlichen Gesetz folgenl, 
namlich: 

({) - {}w) =_ ({}o - {}w) ( ~ ) 1/7 ( e )1/7 oder e = eo· r . 
In dieser Gleichung ist: 

{}w die Wandtemperatur, 
{} die Temperatur in der Entfernung e von der Wand, 
{fo die Fliissigkeitstemperatur in der Rohrachse, 

(37) 

e bzw. eo der Temperaturunterschied zwischen Wand und Flussigkeit. 

Fiir die Bestimmung der Warmeiibergangszahl als die je Zeit- und 
Flacheneinlleit bei 10 Temperaturunterschied zwischen Wand und Flussig­
keit iibergehende Warme, kommt nicht die Temperatur der Fliissigkeit {J, 
sondern der mittlere Temperaturunterschied em zwischen Fliissigkeit und 
Wand in Betracht. Die Gleichung (37) gestattet nun den EinfluB beider 
Temperaturmessungen auf die Warmeubergangszahl fur Gase zu be­
rechnen. 

Mit (! = r - e und d (! = - de wird: 
r r 

J e U 2 n (! d (! = eo U o 2 n J ( ~ r/7 (r - e) de = I: . 2 n eo U o r 
o 0 

und j U 2 n (! d (! = 2 n U o j (~t7 (r - e) de = 2 n U o I~ r2, 

o 0 

also nach Gleichung (35) 
120 5 ev = 144 eo = (; eo (38) 

und 
{} _ Q + {} _ 5 {}o + {}w 

v - \7v W - 6 • (39) 2 

1 Die von Pannell916 gemessene Temperatur- und Geschwindigkeitsverteilung 
in einem Luftstrom, der durch ein elektrisch geheiztes vertikales Rohr von 49 mm 
Durchmesser stromte, bestatigt diese SchluBfolgerung in vollem Umfang. Sowohl 
der Geschwindigkeits- als auch der Temperaturverlauf folgt trotz der Warme· 
iibertragung dem 1/7 -Potenzgesetz. 

{ ( f )211/7 8 {}o + f}w 
2 Schack setzt u = Uo 1- r J und findet {}" = --9-~-· 
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Nach Gleichung (34) wird 

(40) 

und (41) 

und damit das Verhii.ltnis 
0 v 50 
0 q = 49 = 1,02. 

Fiir tropfbare Fliissigkeiten ist die Temperaturverteilung iiber den 
Rohrquerschnitt sowohl bei laminarer als auch bei turbulenter Stromung 
(vgl. Abb. 48) viel gleichmaBiger, und 8 v/8q nahert sich fUr sehr zahe 
Fliissigkeiten dem Wert 1, so daB allgemein bei turbulenter Stromung 
der EinfluB der beiden MeBmethoden fiir die mittlere Fliissig­
keitstemperatur auf die Warmeiibergangszahl nicht groBer 
als 2% sein kann, also vernachlassigt werden darf. 

Unterhalb der kritischen Geschwindigkeit ist die Geschwindigkeits­
verteilung: 

, 2 ) 
'u=uo(l- ~2 

und die fUr Gase ahnliche Temperaturverteilung: 

8 = 8 0 (1- ;: ) . 
Mit diesen Werten wird 

(42) 

und 

(43) 

0 v . 
so daB L> = 1,33 1st. Bei vollstandig ausgebildetem Temperatur- und 

I!Yq 

Geschwindigkeitsfeld ergeben bei Laminarstromung von Gasen 
beide MeBmethoden Unterschiede in der Warmeiibergangszahl 
von 33%. 

Bei Laminarstrom ung ist die Warmeiibergangszahl in hohem 
MaBe von der willkiirlichen Definition der "mittleren" Fliissigkeits­
·temperatur abhangig. In diesem Falle ist es viel zweckmaBiger, da ein­
deutig, die Warmeiibergangszahl durch die Gleichung 

Q 
rJ.=F0 (44) 

1 

zu definieren, worin 8 1 der Temperaturunterschied am Rohranfang ist. 
Zur Berechnung der iibertragenen Warme muB am Ende des Rohres 
die mittlere Temperatur {}v, durch Einbau einer Mischvorrichtung ge­
messen werden. 
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Die Berechnung der Warmeiibergangszahl aus Gleichung (28a) ist 
nur moglich, wenn die Faktoren l;, 'IjJ und q; bekannt waren. Zur Zeit 
liegen keine Versuche im turbulenten Gebiet vor, bei denen der Stromungs­
widerstand bei verschiedener Wand- und Fliissigkeitstemperatur gemessen 
wurde. Man muB deshalb die bekannte Gleichung von Blasius fiir diese 
Verhaltnisse (mehr oder weniger willkiirlich) extrapolieren1 • Da der 
Stromungswiderstand im turbulenten Gebiet iiberwiegt und weil Ver­
suche gezeigt haben, daB der Dbergang von laminarer zur turbulenten 
Stromung eindeutig durch die gleiche kritische Reynoldssche Zahl der 
isothermischen Stromung gekennzeichnet ist, wenn darin 'jI bei der 
mittleren Temperatur im turbulenten Gebiet eingesetzt wird 2, ist es sicher 
zweckmaBig, 

l; = 0,3164 ~ Re- 0,25 (45) 
zu setzen. Der noch unbekannte Faktor ~ deutet auf eine Anderung 
der Turbulenz durch den Temperaturunterschied zwischen {} und der 
Temperatur an der Grenze der Laminarschicht {}' hin und hangt sichel' 
auch von der kinematischen Zahigkeit der Fliissigkeit abo Er ist noch 
wenig bekannt. In der systematischen experimentellen Untersuchung 
des Druckverlustes bei nichtisothermischer Stromung liegt noch ein 
weites und fiir den Warmeiibergang sehr wichtiges Forschungsgebiet. 
Er ist aber sicher fiir A bkiihl ung der Fliissigkeit groBer und fUr die 
Erwarmung kleiner als 1. In Dbereinstimmung mit der Erfahrung 
(vgl. S. 107/108) folgt daraus, daB - entgegen der friiher iiblichen An­
nahme - die Warmeiibergangszahl auch dann abhangig von der Richtung 
del' Warmestromung ist, wenn Wand- und Fliissigkeitstemperatur ver­
tauscht werden 3. 

Der Faktor 'IjJ = um/w kann nach Gleichung (28a) am genauesten aus 
Versuchen mit kleinen Temperaturunterschieden bestimmt werden, wenn 
Prg = 1 ist, also fiir iiberhitzten Wasserdampf. Aus den Versuchen von 
R. Poensgen, die ziemlich streuen, scheint hervorzugehen, daB 'IjJ = 1 
ist und daB fUr Pr = 1 auch ~ = 1 wird. (Vgl. Zahlentafel 9, S. 131.) 

Wiederholt ist versucht worden, den Faktor q; aus den vorliegenden 
umfangreichen Versuchen zu bestimmen 4• Es geht daraus hervor, daB 

q; = F (Re, Pr) 
und nicht konstant ist. Fiir die Bestimmung von rp eignen sich in erster 
Linie genaue Versuche mit sehr kleinen Temperaturunterschieden 
zwischen Wand und Fliissigkeit. Die Veranderlichkeit der Stoffwerte mit 
der Temperatur kann dann vernachlassigt werden und die Wahl einer 
bestimmten Fliissigkeitstemperatur fiir die Stoffwerte faUt weg. 

1 W. Nusselt (L.31,45) hat durch Einfiihrung eines turbulenten Zahigkeits­
beiwertes den Druckverlust bei nichtisothermischer Stromung von Gasen zu be­
rechnen versucht. Sein Ansatz liefert aber eine Geschwindigkeitsverteilung, die von 
der gemessenen stark abweicht und auf den Warmeiibergang angewandt gibt seine 
Gleichung fiir den Druckverlust keine mit den Versuchen iibereinstimmenden Werte. 

2 L.31.29. 
3 Die Beobachtung von W. G. Noack [Z. VDr 76 (1932) S. 1034], daB beim 

Veloxkessel viel groBere Warmeiibergangszahlen auftreten als die Nusseltsche 
Formel ergibt, ist zum TeiI dadurch zu erklaren, daB die Nusseltsche Gleichung 
die Zunahme der Warmeiibergangszahl bei Abkiihlung der Gase nicht beriick­
sichtigt. Auch treten im Velox-Kessel noch Wirbelfaktoren X auf (vgl. S. 122). 

4 L. 3.1.3, 6, 33. 
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Eagle und Ferguson stellen ihre Versuchsergebnisse fiir die Er­
warmung von Wasser bei sehr kleinen Temperaturunterschieden durch 
die empirische Gleichung: 

PefNu = A' + B' (Pr - 1) - C' (Pr - 1)3 
dar und geben die Abhangigkeit der Koeffizienten A', B' und C' von der 
Reynoldsschen Zahl in Tabellenform. 

Aus den Gleichungen (30) und (45) folgt fiir sehr kleine Temperatur­
unterschiede (~ = 1): 

PefNu = 25 [ReO,25 + A . ReO,l5 (Prg - 1)]. 
Der einzige Unbekannte A in dieser Gleichung kann aus den Ver­

suchen von Eagle und Ferguson fiir die Erwarmung von Wasser zu 
A = 1,4 Pr- 0,185 (46) 

berechnet werden. Der gleiche Wert folgt auch aus den Versuchen von 
F. H. Morris und W. G. Withman fiir die Erwarmungvon 61. 

Fiir die Abkiihlung von Fliissigkeiten folgt aus den vorliegenden 
Versuchen A = 1,12 Pr- O,185. (46a) 
so daB cp = B· PrO,185. Re- 0,1 (47) 1 

ist mit B = 1,4 fiir die Erwarmung und B = 1,12 fiir Abkiihlung der 
Fliissigkeit. 

Die allgemeine Gleiehnng (28a) ist mit den empirischen Werten cp, 
1p und ~ im Grunde auch eine empirische Gleichung. Sie hat aber gegen­
iiber'den vielen anderen empirischen Formeln den groBen Vorzug, auf 
einfache physikalische Anschaunngen aufgebaut zu sein, die gestatten, 
den EinfluB von Abweichungen der Voraussetzungen richtig abzuschatzen. 

Zu beachten ist noch, daB die Gleichung in der Nahe des Siedepunktes 
der Fliissigkeiten, infolge Ausscheidens von gelOsten Gasen, unbrauchbar 
wird; sie liefert dann zu groBe Warmeiibergangszahlen. 

EinfiuB der Liinge. Die allgemeine Gleichung (28a) fiir den Warme­
iibergang von in Rohren stromenden Fliissigkeiten ist aus Versuchen iiber 
den Druckverlust abgeleitet, die mit vorgeschalteter Beruhigungsstrecke 
durchgefiihrt wurden. Sie gilt deshalb auch unter den gleichen Voraus­
setzungen. Aus diesen Versuchen ist auch bekannt, wie stark der 
Reibungsverlust durch die vorgeschaltete Strecke beeinfluBt wird (vg1. 
S.127). Die Theorie muB deshalb noch erganzt werden durch Unter­
suchungen iiber den Warmeiibergang im Anfang des Rohres. 

Wie wir gesehen haben, ist eine hydrodynamische Anlaufstrecke 
erforderlich bis in einem Rohr das stationare Geschwindigkeitsprofil 
erreicht ist. Genau so braucht auch die urspriinglich gleichmaBige 
Temperaturverteilung im Anfang des Rohres eine bestimmte "thermo­
dynamische" Anlaufstrecke bis das Temperaturfeld stationar geworden 
ist. Erst von der Stelle an, wo Geschwindigkeits- und Temperaturfeld 
sich vollstandig ausgebildet haben, ist auch die Wiirmeiibergangszahl 
unabhangig von der Rohrlange. 

Aus dem Ahnlichkeitsprinzip folgt, daB nicht die absolute Anlauf­
strecke lo, sondem das Verhaltnis lofd dafiir maBgebend ist. 

1 Die IP-Werte konnen direkt aus Nomogramm labgelesen werden. 
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Zur Integration der allgemeinen Gleichung (6a) fUr die stationare 
Warmeleitung in stromenden Flussigkeiten muB die Geschwindigkeits­
verteilung uber den Rohrquerschnitt bekannt sein. Bei der Integration 
wird angenommen, daB a unabhangig von x, y und z ist, welche Annahme 
fUr tropfbare Flussigkeiten mit genugender Annaherung zutrifft; fUr Gase 
dagegen nicht. 

FUr die Stromung in einem Kreisrohr ist es zweckmaBig Zylinder­
koordinaten zu verwenden. Die Umformung der Gleichung (6a) gibt bei 
konstanter Wandtemperatur {}w, wenn e = {}w - {} gesetzt wird: 

80 80 80 [82 0 1 80 1 82 0 82 0] 
Wrar+Wtp~+wxax=a ~+rar+ r2 8tp2 + 8x2 . (48) 

Wenn der EinfluB der Schwerkraft vernachlassigt wird, ist aus 

S t ··· d L"l bh'" 1 82 0 0 ymme negrun en 0 una anglg von cp, a so f)(p2 = . 
Unter der nicht zutreffenden Voraussetzung, daB die turbulente 

Stromung bis zur Wand vorhanden ist, hat H. Latzko die Differential­
gleichung (48) fur zwei Faile gelost. Seine Lasungen gelten demnach nur 
bis zur Grenze der Laminarschicht (vgl. S. Ill) und geben die Warme­
ubergangszahlen ("I.' statt ("I.. Sie sind nur fur Pr = 1 streng gultig und 
konnen mit einer Genauigkeit von rd. 10% fUr Luft verwendet werden. 

Unter Voraussetzung einer gleichformigen Temperatur im Anfangs­
querschnitt und konstanter Wandtemperatur lautet die Lasung von 
Latzko fur hydrodynamisch ausgebildete Zustrtimung nach der 
Gleichung: 

U = U o (1 - y2)117 mit y = r/ro 
fur die Warmeubergangszahl 

0,0346wcp y 1,078 e-k•x + 0,134e- k,x + 0,980 e-k• x 
("I. = . --'----.-:--=--:'-""""'-,,-----'---'--

ReO,25 0,97e k.x+ 0,024e-k,x+0,006e-k•x ' 

worin 
k = 0,151 k = 2,844 k = 29,42 

1 d.Reo,25 ' 2 d.Re o,25 ' 3 d.Re o,25 ' 

e = Basis der naturlichen Logarithmen, 
und x = die Entfernung vom Rohranfang ist. 
Nach Ausfuhrung der Division erhalt man: 

{ 
2,7 x } 

= 0,0384wCp}' 1 + 01 - a·Reo,." + 
("I. 025 ' e ... 

Re ' 
(49) 

Die Warmeubergangszahl ist also fur x = 0 unendlich groB, nimmt dann 
rasch ab (Abb. 49) und nahert sich einem Minimalwert 

("I.min = 0,0384 wC~~5' (50) 
Re ' 

Diese Losung von Latzko stimmt mit cp = 1 (turbulente Strtimung bis 
zur Wand) mit der auf ganz anderem Weg abgeleiteten Gleichung (28) 
uberein 1 . Die Lage der Stelle Zo, wo die Warmeubergangszahl fur 

1 Der kleine Unterschied in dem Zahlenfaktor (0,0384 statt 0,0395) riihrt daher, 
daB La t z k 0 nicht vom 1/7 -Potenzgesetz ausgegangen ist. Er nimmt zur Berechnung 
von ex die mittlere Temperatur {}q und nicht {}v, was bei turbulenter Str6mung das 
Rechnungsresultat nur unbedeutend beeinfluBt (S. 117). 
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Gase unveranderlich ist, hangt von der gewunschten Genauigkeit abo 
Bei einer Genauigkeit von 1 % wird 

2,7 IX: 

e - a:-ReO,.5 = 0,1 d 2 7 x 1 2 3 o er , -d-· ~ = , 
Re' " 

und lo = 0,85d VRe. (51) 

Fur Reynoldssche Zahlen von 10000 bis 500000 ist VRe = 10 
bis 26, und lo = 8,5 bis 22,5 d, im Mittel 15 d. In einem Rohr von 22 mm 
1. W. ist demnach schon bei etwa 330 mm die Stelle erreicht, wo fur 
Gase die Warmeubergangszahl von der Lange unabhangig wird. 

Fur tropfbare Flussigkeiten uberwiegt die Warmeleitung in der 
Laminarschicht, und zwar urn so mehr je groBer Pr ist. Da die Laminar­

1,8 
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schicht schon nach wenigen Rohrdurchmessern voll 
ausgebildet ist, erreicht bei turbulenter Stromung 
die Warmeubergangszahl von tropfbaren Flus sig-
keiten viel rascher den Minimalwert als fUr G ase, 
und zwar urn so rascher je groBer Pr ist. 

Versuche von H. Grober, R. Poensgen 
Rietschel zeigen bei relativ groBen Rohrlangen 
in Ubereinstimmung mit Gleichung (49) eine kl 

und 
und 
eine 

Abnahme der Warmeubergangszahl mit zunehm en­
ob­

ber­
den 

der Lange. Die von Burbach bei Wasser be 
achtete sehr starke Abhangigkeit der Warmeu 
gangszahl von x/d steht in Widerspruch mit 

t-.. t-- I I I I I I -+-- r-- I I I I I I 
0,2 0,3 0,5 0,5 0,7 0,8 

Abb.49. Abhangigkeit der Warmeiibergangszahl von der RohrIange. (Nach Latzko.) 1 Bel 
hydrodynamisch ausgebiJdeter Striimung. 2 Zustriimung nicht hydrodynamisch ausgebiJdet. 

physikalischen Anschauungen des Warmeuberganges; sie wurde durch 
Versuche von Hahn nicht bestatigt. 

Aus Gleichung (49) folgt, daB die Abhangigkeit der Warmeubergangs­
zahl von der Rohrlange durch einen einfachen Potenz von x (nach dem 
Nusseltschen Vorschlag) nicht zu erfassen istl. 

Einflu8 der Wirbelung. Es ist allgemein bekannt, daB der Stromungs­
widerstand und damit auch der Warmeubergang durch Erzeugung von 
Wirbeln bei der Stromung bedeutend gesteigert werden kann. Die all­
gemeine Gleichung (28a) gilt fUr beruhigte Stromung und gibt Mindest­
werte fUr den Warmeubergang. 

Bei den Versuchen von W. Nusselt wurde durch Weglassung der 
Beruhigungsstrecke von 2 m Lange = 90 d die Warmeubergangszahl urn 
rd. 15% vergroBert (Abb.53, S. 133). Ohne Anlaufstrecke erfolgte die 
erste Messung 15 cm = 7 d hinter dem Lufteintritt. 

1 Die Gleichung von McAdams und Frost (L.31.1, S. 181): Nu = G (1 + 
50 djl) (r]) Re, Pr) gibt fur kleine Werte von lid viel zu groBe Warmiibergangszahlen. 
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In Gleichung (28a) ist an Stelle des Mittelwertes U m der Teilchen, die 
in die Laminarschicht gelangen, die mittlere axiale Geschwindigkeit der 
Fliissigkeit gesetzt. Bei der Wirbelung ist nun die totale Geschwindigkeit 
der Fliissigkeitsteilchen jedenfalls groBer als die axiale, z. B. x . w, wodurch 
auch die groBere Wiirmeiibertragung zu erkliiren ist. 

IX = A (xw)n = Axn wn = A . Xwn. (52) 
Aus dieser Ableitung wiirde folgen, daB der Einbau von Wirbelstreifen 

auf den Exponenten keinen EinfluB hat, sondern daB dieser durch einen 
Wirbelfaktor X beriicksichtigt werden kann. Das wird auch durch die 
Versuche von Rietschel (Abb.50) bestiitigt. 

x ~ 1,0 

X 1,25 

~"---70!f---'" 
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Abb. 50. Wirbelfaktoren X. (Versuche von Rie tschel.) 
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Infolge der scharfen Umlenkung der Luft urn 900 beim Eintritt traten 
beim Versuchsapparat von Jordan Wirbelfaktoren X = 1,3 bis 1,4 auf. 

Allgemein kannman sagen, daB eine kiinstlich erzeugte Wirbelung 
urn so wirksamer ist, je intensiver der vorhandene Stromungszustand 
gestort wird, d. h. namentlich in kurzen und weiten Rohren kann diese 
einen groBen EinfluB haben. Je ziiher die Fliissigkeit ist, urn so rascher 
gleicht sich die Wirbelung aus und urn so weniger wirksam ist sie. 

Insbesondere sind Liingswirbel (Wirbelachse parallel zur Stromungs­
richtung) geeignet, die Wirbelung mit besonderer Ziihigkeit zu erhalten. 
B. Eck1 hat systematische Untersuchungen iiber den zweckmiiBigenBau 

1 E. Eck: Einbau von Wirbelerzeugem zur Erhohung des Warmeiiberganges. 
Arch. Warmewirtsch. 1934 S. 105. 
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der Wirbelerzeuger durchgefiihrt und gefunden, daB sich der Stromungs­
widerstand gegeniiber der wirbelfreien Stromung bis zu dem 2,5fachen 
Wert erhohen kann1• 

Der VergroBernng des Warmeiiberganges durch Wirbelbildnng sind 
durch die Erhohnng des Stromnngswiderstandes Grenzen gesetzt. 1m 
Dampfkesselbau nimmt z. B. mit der Verbessernng des Warmeiiberganges 
die Temperatur der Rauchgase am Ende des Kessels ab und damit die 
Zugstarke des Schornsteins und die Geschwindigkeit der Rauchgase. 

EinfluB der Rauheit der OberfUiche. Die allgemeine Gleichung fiir 
den Warmeiibergang (28) gilt - wegen der Verwendung der Gleichnng 
von Blasius fUr den Drnckverlnst - nur fUr glatte Rohre nnd fiir nicht 
zn groBe Reynoldsschen Zahlen (Re < 100000). Eine Oberflache gilt 
als glatt, solange die mittlere Rohe k der Unebenheiten kleiner als die 
Dicke b' der Laminarschicht ist, also nach Gleichung (25) fiir 

k 16 cp 
-;:< ?;Re' (53) 

Aus dieser Gleichung folgt, daB ein Rohr mit znnehmender Ge­
schwindigkeit immer rauher wird. In diesem Bereich der glatten Rohre, 
das die ganze Laminarstromung und ein Teil der turbnlenten nmfaBt, 
hat die Rauheit keinen EinfluB auf dem Drnckverlust und anch nicht 
auf dem Warmeiibergang. Aus den Versuchen von Brabbee iiber den 
Drnckverlust von kaltem und warmem Wasser in Gasrohren von 14,6 
bis 50,1 mm Durchmesser nnd in nahtlosen Eisenrohren von 56,2 bis 
130,7 mm Durchmesser leitete Bradtke 2 folgende Beziehung fiir ab: 

Z; = Z; gla.tt + bid, mit b = 0,29 . 10-4 • ReO,IOS. 

Die b-Werte sind fiir nicht sehr groBe Reynoldssche Zahlen so klein, 
daB fiir diese am meisten verwendeten technischen Rohre die 
Warmeiibergangszahl nur sehr wenig durch die Rauheit be­
einfluBt wird. Diese SchluBfolgernng steht anch in Ubereinstimmung 
mit den VersuchsresuItaten von Soennecken und von Stender. 

Bei zunehmender Reynoldsscher Zahl werden die mittleren Ranheits­
erhebungen k von der gleichen GroBenordnung W ~ k). Einzelne Er­
hebungen ragen aus derLaminarschicht hervor; an diesen findet eine 
Wirbelung statt, die mit einem zusatzlichen und mit der Reynoldsschen 
Zahl steigenden Energieverbranch verbunden ist. Mit weiter wachsender 
Reynoldsscher Zahl ragen aIle Rauhigkeitserhebungen aus der Laminar­
schicht heraus, der durch Wirbelung verursachte Energieverlnst hat jetzt 
einen konstanten Wert erreicht, so daB bei Steigerung der Reynolds­
schen Zahl keine WiderstandserhOhung mehr auftritt (C unabhangig von 
Re). In diesem letzten Gebiet ist 

C = 1- (1,74 + 2 log rjk)2. 

Aus den anschaulichen physikalischen Grundlagen der Prand tlschen 
Gleichung, die zur Aufstellung der Gleichung (21) fUhrten, konnen auch 
allgemeine SchlnBfolgernngen iiber den EinflnB groBerer Ranheit anf die 
Warmeiibergangszahl gezogen werden. 

1 K. Aschof: Rauchgaswirbler. Warme 1935 S.270. 
2 Gesundh.-Ing. Sonderh. vom 4. Juni 1930 S. 1. 
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Infolge der groBeren Wirbelung wird auch !X', das ist die Warme­
iibergangszahl am Rande der Laminarschicht mit der Rauheit zunehmen. 
Aber auch die Dickeb' der Laminarschicht wird mit zunehmender Rauheit 
groBer. Das erste Glied del' Gleichung (21) wird also kleiner, das zweite 
dagegen groBer als bei glatten Rohren. Da bei zahen Fliissigkeiten der 
EinfluB des zweiten Gliedes iiberwiegt (S. 114) ist dort eine Abnahme 
der Warmeiibergangszahl mit zunehmender Rauheit zu erwarten, welche 
SchluBfolgerung fiir .Wasser durch die Versuche von W. Pohl mit ver­
schieden rauhen Rohren bestatigt wiirde. Fiir Luft dagegen liegt der 
groBere Widerstand fiir den Warmeiibergang im turbulenten Gebiet, also 
im ersten Glied der Gleichung (21). Fiir Luft ist also eine Zunahme der 
Warmeiibergangszahl mit der Rauheit zu erwarten, in Ubereinstimmung 
mit den Versuchen von W .• Jiirges iiber die Kiihlung einer ebenen 
Wand durch einen Luftstrom (vgl. auch L. 31.2). 

Gekriimmte Rohre (Rohrschlangen). Stromt eine Fliissigkeit 
durch ein gekriimmtes Rohr, so werden die einzelnen Fliissigkeitsteilchen 
durch die Massenkrafte von ihren geradlinigen Bahnen nach auBen ab­
gelenkt. 1m Querschnitt des Kriimmers miissen also zusatzliche Stro­
mungen entstehen, welche die Hauptgeschwindigkeit iiberlagern. Solange 
bei der Richtungsanderung keine Ablosung der Stromung von den 
Rohrwanden eintritt, kann der Warmeiibergang aus dem Druckverlust 
berechnet werden. Bei starkerer Kriimmung (etwa Did < 5) 1 gilt die 
Analogie zwischen Warmeiibergang und Stromungswiderstand nicht mehr. 

H. Jeschke 2 hat sowohl den Warmeiibergang als auch den Druck­
verlust von Luft in zwei Rohrschlangen aus F/4zo11igen nahtlosem Gas­
rohr bestimmt. Die eine Schlange hatte 2 Windungen von 630 mm 
Durchmesser (diD = 0,055), die anderen 6 Windungen von 210 mm Durch­
messer (diD = 0,165). Aus diesen Versuchen folgte, daB der Warme­
iibergang in den Rohrschlangen aus der Gleichung fiir gerade Rohre durch 
Multiplikation mit einem von der Reynoldsschen Zahl unabhangigen 
Faktor X berechnet werden kann, und zwar war 

fiir diD = 0,165, X = 1,58 und fiir diD = 0,055, X = 1,2, 

also abhangig vom Kriimmungsverhaltnis diD. Innerhalb der Versuchs­
grenzen kann auch der Druckverlust in diesen Rohrschlangen durch 
Multiplikation mit den gleichen Faktoren X aus dem Druckverlust von 
geraden Rohren berechnet werden. Die Analogie zwischen Warmeiiber­
gang und Stromungswiderstand wird also durch diese Versuche bestatigt._ 

Die Gesetze fiir den Druckverlust in gekriimmten Rohren erhalten 
somit auch fiir den Warmeiibergang erhohte Bedeutung, denn die experi­
mentell gefundenen X -Werte gelten nur fiir die Versuchsschlangen von 
Jeschke und konnen nicht auf andere Verhaltnisse iibertragen werden. 
Setzt man fiir den Druckverlust in einem Kriimmer 

1 D/2 = Kriimmungsradius der Mittellinie des Rohres. 
2 H. Jeschke: Warmeiibergang und Druckverlust in Rohrschlangen. Diss. 

Miinchen 1924. Auszug: Techn. Mech. Thermodyn., Sonderheft Z. VDr 1925. 
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so folgte aus den Versuchen von H. Rich ter 1 im turbulenten Gebiet, daB 
~k = 0,2075 a . a' RefJ (54) 

ist, mit a = 0,241 Did fur Did> 6 (genauer aus Abb.51) 
und innerhalb den Versuchsgrenzen cp = Obis cp = n 

a' = 2,9 cp1,108 (cp in BogenmaB) 
ist. Vergleicht man den Druckverlust in dem Krummer mit dem Verlust 
in einem geraden RQhr zwecks Berechnung des Faktors X und ver­
nachlassigt dabei, daB die Exponenten fJ fiir Krummer und Gerade 
nicht genau gleich sind, so ist 

~k = X ~ ioder mit l = cpDI2 = 

X= ;2d (55) 
I;,rpD 'I 

Fur Did> 6 wird 
X = 0,93 CPO,108 (55a) 

una bhangig yom Krumm ungs - J 

verhaltnis Dldl 
Bei den Versuchen von Jeschke 

war Did gleich 6 bzw. 18. Setzt man 
dafur die a-Werte aus Abb. 51 ein 
(1,2 bzw. 4,3), so ist das Verhiilt­
nis der X -Werte fUr die beiden 
Rohrschlangen 
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X O,165_ = 4,3 . 0,055. 3°,108 = I 
X O,055 1,2 0,165 Abb. 51. Druckverlust in gekriimmten Rohren. 

= 1,2 . 1,12 = 1,34 
d. h. genau gleich groB, wie aus den Versuchen folgte. Etwa 12% des 
gemessenen Unterschiedes zwischen den beiden Schlangen wird durch die 
gr6Bere Windungszahl (6 gegen 2) und 20% durch die starkere Krummung 
verursacht. 

Andere Querschnittsformen. Die Analogie zwischen Warmeubergang 
und Druckverlust bei der turbulenten Stromung gestattet auch die 
in der Hydraulik gebrauchliche Einfiihrung des "hydraulischen Radius" 
bei der Warmeubertragung zu verwenden2, indem fiir andere Quer­
schnittsformen der gleichwertige (aquivalente) Rohrdurchmesser dae = 
4tlU eingefuhrtwird (f=Querschnitt in m2, U = benetzten Umfangin m). 

Unterhalb der kritischen Geschwindigkeit ist, wie Theorie und Er­
fahrung zeigt 3, die Umrechnung dae = 4.fIU zur Berechnung des Druck­
verlustes (und desWarmeuberganges) nicht zulassig. 

Aus den Versuchen von Becker folgt, daB in bezug auf die 
kritische Geschwindigkeit ein Ringspalt sich ungefahr so verhalt, wie ein 
Rohr mit vollem Kreisquerschnitt yom Durchmesser der Spaltbreite 8: 

Wkrit = 2000 '1'18. 
1 H. Richter: Der Druckabfall in gekriimmten glatten Rohrleitungen. For­

schungsheft Bd. 320 (1929). 
2 A. Koenig: Untersuchungen uber die Warmeubertragung im Rohr runden 

und segmentformigen Querschnittes. Diss. T. H. Darmstadt. 
3 Becker: Z. VDI Bd. 51 [1907) S. 1133 und Mitt. Forsch. H. 44. -R. Winkel: 

Z. MM. Bd. 3 (1923) S. 251. 
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Die Berechnung des gleichwertigen Durchmessers gilt zunachst unter 
der Voraussetzung, daB die Wand am Umfang iiberall die gleiche 
Temperatur hat. 1st ein Teil des Umfanges isoliert oder haben im 
allgemeinen verschiedene Teile verschiedene Temperaturen, wie es bei 
einem ringformigen Querschnitt leicht vorkommen kann, so wird die 
Warmeiibergangszahl dadurch nicht beeinfiuBt, denn aus dem Zu­
sammenhang zwischen Stromungswiderstand und Warmeiibergang folgt, 
daB Gleichung (28) auch fiir jedes Teilstiick der Wand giiltig bleibt. Nach 
diesen "Oberlegungen ist es demnach nicht richtig, wenn in solchen 
Fallen (nach Jordan) fUr den aquivalenten Durchmesser nur derjenige 
Teil des Umfanges eingesetzt wird, durch den die Warme stromtl. In 
Rohren mit inneren Rippen (Serve-Rohre) tritt eine ganz andere Ge­
schwindigkeitsverteilung auf; die Einfiihrung eines gleichwertigen Durch-
messers ist dabei unzulassig. . 

Die aquivalenten Durchmesser der gebrauchlichen Rauchrohriiber­
hitzer sind in Zahlenta£el 5 berechnet. 

Zahlentafel5. Rauchrohriiberhitzer fiir Lokomotive. 

Dberhitzer 

Rauchrohrdurchmesser 
Uberhitzerrohrdurch -

messer ....... . 
Freier Gasquerschnitt f m2 
Rauchrohroberflache 

Kleinrohr 

8 
70/76 

2·19124 4·28/36 
0,00293 0,00821 

.. m2/m . . . . . . . . 0,2199 0,3927 
Uberhitzerrohroberflache 

m2/m . . . . . . . . 0,1508 0,4524 
Vmfang U m . . . . . . 0,3707 0,8451 
Aquivalente Durchmesser 

4/ dae = -- 0,0315 0,039 
u 

UO,75 dae . . . . 0,0150 0,0282 

Grollrohr 

@ 00 

125/133 

4·30/38 
0,00774 

0,3927 

0,4775 
0,8702 

0,0355 

0,0319 

4·32/40 
0,00722 

0,3927 

0,5026 
0,8953 

0,032 

0,0359 

127/136,5 

4 . 44,5/50,8 
0,00456 

0,3990 

0,7984 
1,1974 

0,0153 

0,0174 

Berechnung der Warmeiibergangszahlen. Die allgemeine Gleichung 
1 
-Cw'CpmY 

(Xl = 8 = CWCpmY (28a) 
o 'P+tp(Prg-l) 8N 

mit N = "p + rp (Prg - 1) (56) 
u' rp = W = B . Pr-O,185 Re-O.1 (48) 

B = 1,4 fUr der Erwarmung der Fliissigkeit 
B = 1,12" " Abkiihlung 

"p = Urn = 1 (vgl. S. U3) und 
W 

C = 0,3164 ~ Re-O.25 (45) 

1 Auch Nusselt (Z. VDI 1913 S.199), Grober (Grundgesetze der Warme­
leitung), Hirsch (Verdampfen), Merkel (Hiitte, 25. Auf!.) haben diese An­
schauung von Jordan iibernommen. 
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kann durch Einsetzen dieser Werte in die dimensionslose Form 

NujPe = 0,03955~ = a (57) 
N • ReO,25 

geschrieben werden. Sie gilt fUr die turbulente Stromung von allen 
Fliissigkeiten in geraden glatten Rohren, bei vorgeschalteter Beruhigungs­
strecke. 

Die a-Werte konnen mit Hilfe von Nomogramm 1 leicht berechnet 
werden. Dann ist: 

Nu = a· ~. Pe = a· ~. Re· Pr, 

(J. = 3600 a ~ w cp y kcal/m2, h, °c (w in m/s) 

und 

(58) 

(59) 

(60) 

In der Praxis besteht der berechtigte Wunsch nach einfachen Glei­
chungen fiir die Berechnung der Warmeiibergangszahlen. Dieser Wunsch 
kann nur dann erfiillt werden, wenn auf die allgemeine Giiltigkeit der 
Gleichungen verzichtet wird. Fiir ein bestimmtes Gas z. B. lassen sich 
sehr einfache Naherungsgleichungen ableiten, die fiir den praktischen 
Zweck vollauf geniigen. 

Fiir Luft trocken ist Pr = 0,725, mit Wasserdampf gesattigt bei 
200 C ist Pr = 0,73 und bei 400 C Pr = 0,75. Fiir mittelfeuchte Luft 
kann Pr = 0,733 gewahlt werden. 

Zwischen den praktisch am haufigsten vorkommenden Reynolds­
schen Zahlen von 104 bis 105 ist der Mittelwert von N aus Gleichung (56) 
fUr die Erwarmung der Luft, N = 0,865 und fUr die Abkiihlung 
N = 0,885. 

Mit einem Fehler von etwa 1 % kann als Mittelwert N = 0,875 ein­
gesetzt werden. Dann ist sowohl fiir Erwarmung als fiir Abkiihlung 
der Luft 

und 
Nu/Pe = 0,0452 ~ Re-O,25 

Nu = 0,042 ~ PeQ,75. (61)1 

W. Nusselt fand aus seinen Versuchen, ohne Beruhigungstrecke, fUr 
Erwarm ung der Luft: 

Nu = 0,0291 PeO,786, (62) 
welche um rd. 15% hoher liegen als die Versuchswerte mit vorgeschal­
teter Anlaufstrecke (Abb. 52) und fiir welche die Gleichung gilt: 

Nu = 0,0255 PeO,786. (63) 

1 Merkel empfiehlt in der "Hiitte" (26. Auf!.) fiir Erwarmung und Abkiihlung: 

Nu = 0,04 PeO,75 vernachlassigt also den Faktor ~. 
Aus der zahlenmaBigen Ausrechnung der Gleichung (45) folgt genauer: 

fiir die Erwarmung der Luft: Nu = 0,0396 ~ ReO,735 (61a) 
und fiir die Abkiihlung: Nu = 0,0365 ~ ReO,738. (62b) 
Streng genommen ist also der Exponent von Re nicht unabhangig von der 
Richtung der Warmestromung. 
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Grober leitete aus seinen Versuchen fUr die Abkiihlung der Luft 
in einem Rohr von 62 mm Durchmesser die empirische Gleichung ab: 

at = (381 + 8,28 _ (273 _-D-w)2 ) (w y)O,81 . (64) 
, -D-L 29100 til,19 

Innerhalb der Versuchsgrenzen {}w = 75 bis 2000 0 und {}L = 100 bis 
3250 0 folgt daraus 

_ (wy)O,81 
at - 3,3 til,1!! (65) 

und 
3,3 (3600Wd y cp )0,81 

N - ad - l _ 00254 po 81 
U - l - 3600o,81 lo,19 Cp0,81 -, e·. (66) 

Aus dem Vergleich der Versuchswerte von Nusselt und Grober 
mit Gleichung (61) kann der Faktor ~ berechnet werden. Der Verlauf 
von ~ ist in Abb.145 (auf Nomogramml) skizziert; die ~-Werte streuen 
ziemlich stark. 

Sowohl Nusselt als auch Grober fanden einen hoheren Exponenten 
fUr Pe, 0,786 bzw. 0,81 statt 0,75. Die kurzen Beruhigungsstrecken bei 
heiden Versuchseinrichtungengabenwahrscheinlich beigroBen R e yn 0 I d s­
schen Zahlen keine vollstandig beruhigte Stromung mehr, so daB Wirbel­
faktoren X hinzukommen, die bei Gro ber (d = 0,062 m) groBer waren 
als bei Nusselt (d = 0,02 m). 

Gleichung (61) liiBt sich durch Aufl6sen der dimensionslosen Kenn­
gr6Ben fiir den praktischen Gebrauch noch weiter vereinfachen: 

cO.75 lo,25 
at = 19,5 ~. p dO,25 (w 1')0,75 kcal/m2, h, 00. (67) 

worin w in mis, A in kcal/m, h, 00, d in m und Cp in kcal/kg, 00 einzusetzen 
ist. FUr p kleiner als 50 ata ist C~,75 • AO,25 fast unabhangig von Tem­
peratur und Druck, so daB mit einem konstanten Mittelwert (0,135 bei 
500 0) gerechnet werden darf. FUr Luft erhalten wir dann die einfache 
Gleichung 

262 
at = -' - I: (w 1')0,75 kcal/m2 h 00 dO,25 s- " • (68) 

Aus dieser Gleichung folgt, daB die Warmeiibergangszahl mit zu­
nehmendem Durchmesser abnimmt, welche SchluBfolgerung mit fast 
allen Versuchen in tJbereinstimmung steht. Nur Ser fand umgekehrt 
eine Zunahme der Warmeiibergangszahl mit dem Rohrdurchmesser. Er 
machte seine Versuche mit Rohren von 10-50 mm 0 und nur 314 mm 
Lange. Bei dieser relativ kurzen Lange muB der EinfluB der Lange auf 
die Warmeiibergangszahl beriicksichtigt werden, und dadurch (Abb. 52) 
laBt sich die Abweichung zwanglos erklaren. 

Aus Gleichung (68) folgt weiter, daB die Warmeiibergangszahl fUr 
Luft praktisch unabhangig von der Temperatur ist und nur vom Tem­
peraturunterschied e zwischen Luft und Wand abhangt (Faktor ~). 

Wahrend W. Nusselt aus theoretischen "Oberlegungen einen erheb­
lichen EinfluB der Gastemperatur auf den Warmeiibergang vermutet, 
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haben Versuche von E. Schulze gezeigt, daB die Warmeubergangszahl 
fast unabhangig von der Gastemperatur und auch vom Temperatur-

i I 
fX 

Abb.52. Erklarung des abweichenden 
Versuchsergebnisses von Ser. 
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unterschied e war. Die Versuche von E. Schulze stehen aber wieder 
mit der Nusseltschen Theorie noch mit Gleichung (68) in Widerspruch. 
Die Formel von Schulze-Schack lautet: 

(X = Y (Wo 1'0)°,8, (69) 

worin Y unabhangig von der Gastemperatur ist. Nach der Formel Von 
W. Nusselt muB 

(70) 

sein. Wie aus Zahlentafel 6 folgt, andert sich bei den Versuchen von 
Schulze sowohl die Wand- als auch die Gastemperatur. Infolge 
der gleichzeitigen Anderung beider 
Temperaturen ist innerhalb des 
Versuchsbereichs von Schulze die 
Warmeubergangszahlauchnach der 
N ussel tschen Theorie praktisch 
unabhangig von Gas- und Wand­
temperatur. Nach Abb. 145 (auf 
N omogramm 1) ist fur e = 60 bis 
1200 C, ~ = const, so daB bei den 

383°C 
305 
340 
370 
238 

Zahlentafe16. 

3200 C 
263 
268 
255 
176 

y 

0,0109 
0,0106 
0,0107 
0,01l0 
0,0103 

63 
42 
72 

1I5 
62 

Versuchen von Schulze auch keine Abhangigkeit der Warmeubergangs­
zahl von e nachweisbar war. 

Es ist oft zweckmaBig an Stelle der Geschwindigkeit das konstante 
Gasgewicht G in der Rechnung einzufuhren. Fur ein Kreisrohr mit 

G = ~ d2 wI' kg/s erhalt man dann: 
GO,75 

(X = 3,28 ~ -1 -5 kcal/m2, h, °C. d ,I 
(71) 

Fur andere Querschnittsformen, mit G = Fw y und dae = 4 II U ist 
in Gleichung (69) d1,75 dureh dae UO,75 zu ersetzen und der Zahlenfaktor 
mit :n;O,75 = 2,38 zu multiplizieren. 

ten Bosch, Warmeiibertragung. 3. Auf!. 9 
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GO,75 
IX = 7,8 ~ 0,75 kcal/m2, h, °c. 

daeU 
(72) 

Rauchgase. Die Verbrennungsgase sind eine Mischung von Stick­
stoff, Sauerstoff, Kohlensaure und Wasserdampf. Sowohl das spezifische 
Gewicht als die spezifische Warme hangen von der Zusammensetzung 
der Gase, namentlich vom Kohlensauregehalt ab, und sind etwas groBer 
als die entsprechenden Werte fiir Lnft. Fiir die Berechnung der Warme­
ubergangszahlen genugt es, Mittelwerte einzufUhren, und zwar ist: 

YRauchgas = 1,04 und cpRauchgas = 1,13. 
YLuft cp Luft 

Die Zahigkeit der Rauchgase kann annahernd gleich der Zahigkeit 
der Luft bei der gleichen Temperatur genommen werden. Die R e y n 0 Ids -
sche Kennzahl fUr Rauchgase ist also 4 % groBer als fiir Luft bei gleichem 
Druck und gleicher Temperatur. Der EinfluB der verschiedenen Warme­
leitzahlen ist zu vernachlassigen, well die Warmeubergangszahl fiir die 
turbulente Stromung in Rohren, proportional mit AO,25, dadurch nur 
unwesentlich beeinfluBt wird. 

Die Prand tlsche Kennzahl 

Pr = ~ = 'YJ g . Cp Y = 'YJ g . c 
a Y A A p 

ist proportional mit cp und kann also fUr Rauchgase gleich 1,13 ·0,725 
= 0,82 gesetzt werden. 

Da die Rauchgase immer stark abgekuhlt werden, ist in der all­
gemeinen Gleichung (28a) N = 0,92 und ~ = 1,15 zu setzen, so daB aus 
Gleichung (56) folgt: 

Nu = 0,04·1,15 Pe = 0,048 PeO,75 (73) 
0,92 ReO,25 

Fuhren wir das konstante Rauchgasgewicht und Mittelwerte fur A. 

und cp ein, so ist fur Rauchgase: 

d= 

d1,75 

11.= 

11.= 

GO,75 
IX = 4,15 d1,75 kcal/m2, h, °c. (74) 

Zahlentafel 7. Warmeiibergangszahlen fiir Rauchgase 
nach Gleichung (74). 

Fiir Rohrdurchmesser 

0,025 m I 0,0445 m I 0,070 m I 0,125 m 

0,0016 I 
0,0043 0,0097 0,0263 

2640GQ,75 I 965GQ,75 436Go,75 158Go,75 I wenn G in kg/s 
5,7 GO,75 2,24Go,75 O,94Go,75 O,34Go,75 wenn G in kg/h 

Fur andere Querschnittsformen als Kreisrohr ist 
GQ,75 

IX = 9,9 . 075 kcal/m2, h, °c (75) 
dae U ' 
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mit Gin kg/s, dae und U in m. Hierzu kommt noch ein Wirbelfaktor X, 
der fUr Lokomotivkessel ungefahr 1,2 bis 1,3 und fUr Lokomobilkessel 
gleich 1 bis 1,1 gesetzt werden kann. 

Zahlentafe18. Warmeiibergangszahlen fiir Rauchrohriiberhitzer. 

8 
I 

I ® 
I I 

I 

Rauchrohr 70/76 125/133 

I 
125/133 125/133 

I 

127/136,5 
Dampfrohr 2 ·19/24 

! 
4·28/36 4·30/38 I 4·32/40 4·44,5/50,8 

Kleinrohr GroJ3rohriiberhitzer 

Aquival. Durchm. 0,0315 0,039 

I 

0,0355 

I 

0,032 0,0153 
Umfangum 0,3707 0,8451 0,8702 0,8953 1,1974 
due· UO,75 0,0150 0,0282 0,0319 1,0359 0,0174 

Gkgjh (Gkg/s)0,75 rt.g = 12,5 GO,75jdae uO,75 [aus Gleichung (75) mit X = 1,26] 

30 0,0275 24 12 II 9,5 19,5 
60 0,046 38 20 18 16 33 

100 0,068 56,5 30 26,5 24 48,5 
150 0,0925 86 41 36,5 32 65,5 
200 0,115 95 51 45,5 40 82 
250 0,135 III 59 53 47,5 96,5 
300 0,160 132 70 63 55,5 115 

Dkg/h (Dkg/s)0,75 rt.d = 7,4 DO,75/d1,75 [G1. (71) fiir 30 ata, 3000 C und X = I] 

60 0,046 346 176 157 140 78 
100 0,068 510 260 241 206 126 
200 0,115 660 440 391 348 196 
300 0,160 610 545 486 270 
400 i 0,195 795 660 590 330 

Dampfrohr d1, 7 5 0,000972 0,00192 0,00216 0,00242 0,00431 

Rauchrohr dl,75 0,00953 I 
I 

- I 0,0263 I - I 0,027 

F~r iiberhitzten Wasserdampf ist N = 1 + 0,08 q;; fUr die Berechnung 
von Uberhitz~rn, also fUr die Erwarmung des Dampfes ist Nm = 1,035 
mit einem gr6Bten Fehler kleiner als 1 %. Dann ist 

Nu = 0,03955t;;~75 . Pr = 0,041 ReO,75 . (76) 

Fuhrt man das Dampfgewicht D in kg/s ein, so wird 
DO,75 

(1. = 215AQ,25 c0,7L--kcal/m2 h 00 
, p d1,75 ' , 

in welcher Gleichung A in kcal/m, h, °0, cp in kcal/kg, °0, und d in m 
einzusetzen ist. Die i-Werte der Gleichung 

DO,75 
(1. = i d1,75 kcal/m2, h, °0 (77) 

k6nnen aus Abb. 53 abgelesen werden. 
FUr HeiBdampf von 30 ata und 300 °0 (i = 7,4, Abb.53) sind die 

Warmeubergangszahlen fUr die Dampfseite der gebrauchlichen Loko­
motiv-Rauchrohruberhitzer in Zahlentafel 8 zusammengestellt. 

9* 
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Abb.53. Werte i zur Berechnung der Warmeiihergangszahl fiir HeiLldampf nach Gieichung (77) '. 

Zahlenbeispiell7. Wie groB ist die Warmeiibergangszahl in einem 
Rohr von 39,4 mm Durchmesser, wenn Dampf von 13 ata und 2650 C 
dadurch mit einer Geschwindigkeit von 12,5 m/s stromt? 

1 Auch fiir Wasser iiber 150 oCistPr-l,so daB dieselbe Gleichungverwendet 
werden darf. Prof. Dr. F. K. Th. van Iterson hat zuerst diese fiir den Kessel­
bau wichtige einfache und einheitliche Gleichung fiir Wasser und Damp£ aufgestellt 

GO,75 
und die i-Werte aus der Gleichung ex = i· dO,25 durch eine Kurvenschar dar-

gestellt (L. 31.21). 
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Aus Abb. 132 folgt 'jI = 0,044 cm/s2, also Re = 1250 . 3,94/0,044 = 
no 000 ; ReO,75 = 6000. Aus Abb. 133 A = 0,042 kcal/m, h, °C 

- 0,041 . 0,042 . 6000 - 272 k 1/ 2 h 0C 
IX - 00394 - ca m" . , 

Die empirische Formel von Poensgen gibt IX = 269,3 (nach dem Zahlen­
beispiel auf S. 75 in L.31.52). 

Zahlentafe19 Vergleich der Theorie mit den Versuchen von Poensgen 1 • 

Ver- d °D 
Walmeiibergangszah} 

such p w ---
I 

I m/s cO aus I Versuch Poensgen Nr. at em Nomogramm empiriseh 

I 
I 

127 I 3,94 8,25 183,4 25,2 I 19,3 21,4 I 

129 I 3,94 10,14 178,9 30,3 ! 27,3 25,0 
139 3 3,94 2,57 249,9 23,3 20,3 19,2 
138 3 3,94 3,91 247,8 31,8 I 29,3 28,0 
152 5 3,94 4,75 249,9 57,6 I 59,8 57,0 
181 5 3,94 7,71 284,7 77,8 79,5 76,0 
175 7 3,94 8,10 230,4 117,0 126,2 133,0 
170 9 3,94 8,13 215,9 158,0 149,7 180,0 

73 1 9,57 8,79 141,4 22,6 29,4 20,5 
50 1 9,57 11,82 177,7 27,2 , 29,4 25,2 
27 3 9,57 

I 
2,13 172,6 

I 
18,0 17,0 18,2 

12 3 9,57 6,66 180,6 43,6 44,15 47,1 
59 5 9,57 6,07 177,9 59,0 53,0 I 73,8 
32 5 9,57 7,7 181,1 69,8 67,5 I 90,0 I 

Auch fUr die Kiiltemittel (NHa, CO2, S02' CHaCl, usw.) konnen ahnlich 
vereinfachte Gleichungen aufgestellt werden, und zwar ist fiir alle Medien 
mit fiir die Praxis ausreichender Genauigkeit 

GO,75 GO,75 
IX = 220 AO,25 cO,75 -- = l --kcal/m2 h °C. (78) 

, p d1,75 d 1,75 ' , 

Mit den A- und cp-Werten auf S. 265/269 konnen die Faktoren i be­
rechnet werden. 

Fiir tropfbare Fliissigkeiten ist keine wesentliche Vereinfachung all­
gemeinen Gleichung moglich, ohne die Genauigkeit erheblich zu be­
einflussen. Durch Verwendung der N omogramme 1 und 2 ist die Be­
rechnung der Warmeiibergangszahl auch so einfach geworden, daB kein 
Bediirfnis nach einer einfacheren Gleichung mehr vorliegt. 

Man kann natiirlich fiir eine bestimmte Fliissigkeit (01, Sole, Alkohol, 
usw.) Kurvenscharen oder Nomogramme fiir die Warmeiibergangszahlen 
aufzeichnen, die z. B. nur noch die Temperaturen und Temperatur­
unterschiede enthalten und deshalb fUr die praktische Verwendung be­
quemer sind. 

Fiir sehr kleine Temperaturunterschiede e, wenn Pry ~ Pr gesetzt 
werden darf, folgt durch Einsetzen von Zahlenwerten, daB Gleichung (57) 
wohl mit sehr guter Annaherung durch eine einfache Potenzgleichung 

Nu = C· Ren Prm 

1 Die Versuche mit 7 und 9 at und 9,57 em Rohrdurchmesser weichen stark 
von der Theone und auch von der empirischen Formel von Poensgen abo 
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ersetzt werden kann, da aber m und n nicht konstant sind, sondern von 
der Prandtlschen Kennzahl abhangen. 

Fiir sehr zahe Fliissigkeiten kann in erster Annaherung der 
Faktor 1 in N = 1 + q; (Pr (J - 1) vernachlassigt werden, so daB 

Nu = 0,04 Pe = 0,04 . ReO,75 ~ (79) 
fP·ReO,25 (Prg-I) fP Prg-I 

wird. Fur Erwarmung der Fliissigkeit ist q; im Mittel = 0,2 wid fur Ab­

kuhlung gleich 0,16 zu setzen. Da Pr = Prl (:J'" geschrieben werden 

kann (vgl. S. 256), so ist es moglich, auch Pr/(Prg - 1) annahernd durch 
eine Potenz von Pr darzustellen, deren Exponent aber fiir jede Fliissigkeit 
sich mit r andert. Aus diesen "Uberlegungen folgt (in tTbereinstimmung 
mit der Erfahrung), daB in der Potenzfunktion der Zahlenfaktor von der 
Richtung der Warmestromung und der Exponent von Pr von der Art 
der Fliissigkeit abhangen muB. Die Bemuhungen, samtliche Versuche 
durch eine einzige Potenzgleichung darzustellen, sind also aussichtslos. 
Wiederholt ist versucht worden Mittelwerte fUr einen groBen Versuchs­
bereich zu bilden. So fand Rice l : 

C = 1/60, n = 0,82, m = 0,5, 

wenn die Stoffwerte bei der mittleren Temperatur {}m = 0 ~ Ow eingesetzt 

werden. Dittus und Boelter 2 schlagen fiir 

Erwarmung der Fliissigkeit C = 0,024, n = 0,8, m = 0,4 
und Abkjihlung" " C = 0,0265, n = 0,8, m = 0,3 

vor, wenn die Stoffwerte bei der mittleren Temperatur der Flussigkeit 
eingesetzt werden. 

Mc Adams 3 empfiehlt als genaueste Werte fur Erwarmung und Ab­
kiihlung fUr Re > 104 

C = 0,0225, n = 0,8, m = 0,4 

und die Stoffwerte bei der mittleren Flussigkeitstemperatur einzusetzten. 
Kraussold 4 empfiehlt wieder 

fiir Erwarmung C = 0,024, n = 0,8, m = 0,37 
fiir Abkiihlung C = 0,024, n = 0,8, m = 0,3 

und die Stoffwerte bei der mittleren Temperatur nach dem Nus s e I t schen 
Vorschlag. 

Fur Wasser hat W. Stender aus seinen umfangreichen Versuchen 
eine empirische Gleichung aufgestellt, die von Merkel vereinfacht, im 
Taschenbuch "Hiitte" aufgenommen wurde: 

IX = 1755 (I + 0,015 {}m) WO,87 kcal/m2, h, °0 (80) 

mit {}m = 0,9 {}f + 0,1 {}w· 

1 C. W., Rice: Int. Critical Tables Bd. 5 S. 234. McGraw-Hill Book Company 
Inc, New York 1929. 2 L. 31.10. 3 L. 31.1, S. 184. 4 L. 31.31. 
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In der dimensionslosen Form 

Nu/Pe = 1755 . 1+0,015Dm • ~~ 
36000,87 PeO,13 (Op y)0,87 

AO,13 
gesehrieben, zeigt es sieh, daB --ff7 innerhalb den Temperaturgrenzen 

((Jp y) , 
von 20 bis 700 0 praktiseh konstant = 2,3 gesetzt werden kann, so daB 

Nu/Pe = 3,25 (1 + 0,015 {}m)/PeO,13 

wird. Der Vergleieh mit der allgemeinen, theoretisehen Gleiehung (56) 
zeigt, daB beide Gleiehungen identiseh werden, wenn 

3,25 (1 + 0,015 Dm) _ 0,03955 ; 
PrO,13 - [1 + f{! (Pry-I)] ReO,12 

ist, welehe Beziehung (mit ~ "" 1, also bei kleinen Temperaturunter­
sehieden) nur fur Re> 2 . 105 erfullt ist. FUr kleinere Reynoldssehe 
Zahlen ist die von Merkel eingefuhrte Vereinfaehung der Stendersehen 
Gleiehung (Exponent von w eonst = 0,87) nieht mehr zulassig. 

Fiir Temperaturen uber 1400 C ist Pr fiir Wasser annahernd gleieh 1, 
so daB dann die fiir HeiBdampf gefundene, einfaehe Gleiehung mit reeht 
guter Annaherung aueh fur Wasser verwendet werden kann, namlieh: 

Nu = 0,04 Re0,75. (76) 

Zahlenbeispiel 18. Wie groB ist die Warmeubergangszahl von 
Wasser, das bei einer mittleren Temperatur von 500 emit einer Ge­
sehwindigkeit von 1 m/s dureh ein Rohr von 30 mm 1. W. flieBt, wenn die 
Wandtemperatur 1000 0 ist? 

Aus Zahlentafel 40, S. 260 folgt fiir {} = 500 0, cp = 0,998, Y = 
988 kg/m3, 'V = 0,00562 em2/s, Pr = 3,58. 

Re = 100 . 3/0,00562 = 53400. 

Aus Nomogramm 1, q;Erw = 0,375. Aus Nomogramm 2, Pry =2,2 
N = 1 + q; (Pry-I) = 1,45; aus Nomogramm 1, C = 0,00217. Fiir 
Erwarmung und e - 500 0 ist ~ = 1 - 0,007 . 50 = 0,65. Die Warme­
ubergangszahl, wenn X = 1 gesetzt wird, ist 

1X=3600~·C·w·cp 
IX = 3600 . 0,65 . 0,00217 . 1 . 0,998 . 988 = 5000 keal/m2, h, 00. 

Zahlenbeispiel 19. Wie groB ist die Warmeubergangszahl fur Sole 
in einem Verdampfer mit Rohren von 50/58 mm Durehmesser, dureh 
welehe 30% OaOl2-Sole bei - 200 0 mit einer Gesehwindigkeit von 1 m/s 
flieBt, wenn die Wandtemperatur -250 0 ist? 

Die Warmeleitzahl der Kaltelosungen ist abhangig von der Kon­
zentration (vg1. Abb. 126, S. 254); sie kann zu rd. 90% der Warmeleitzahl 
von Wasser, also zu 0,9 X 0,48 = 0,43 keal/kg QO und unabhangig von der 
Temperatur angenommen werden. 

Die spez. Gewiehte, die spez. Warmen und die Zahigkeiten der 
Losungen sind aus den auf S.265 u. 268 angegebenen Quellen ent­
nommen. 
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Die mittlere Temperatur der Laminarschicht ist 

{}g = _ 20 t 25 = - 22,50 

30% CaOl, 
Temp. 1/·10' 

I 
v J a 

'C kg·s/m' cm'/s I cm'/s 

y = 1,28 -20 15 
I 

0,115 
I 0,00145 A =0,43 -22,5 17,5 0,130 

I Pr 

I 
80 
90 

Fiir den kleinen Temperaturunterschied zwischen Wand und Fiussig­
keit kann in Gleichung (57) ~ = 1 gesetzt werden. 

Aus Nomogramm 1 folgt fur Re = 100 . 5/0,1l5 = 4350, Pr = 80 
und Abkuhlung der Sole folgt (Verbindung Pr und Re) q; = 0,217. 

N = 1 + q; (Prg - 1) = 1 + 19,2 = 20,2. 
Aus Nomogramm 1 (Verbindung N mit Re) folgt weiter C = 0,0024, so daB 

Nu = 0,00024'4350'80 = 83,5, 
und ex. = 83,5 ·0,43/0,05 = 720 kcal/m2, h, °C ist 1• 

3. Stromung Hings einer Platte. 
Impulssatz. Unter Impuls oder BewegungsgroBe J versteht man das 

Produkt aus Masse m und Geschwindigkeit w (J = m' w). Die N ewton­
sche Gleichung fur die Bewegung eines Massenpunktes (Kraft = Masse 
X Beschleunigung) : 

dw 
P=mdj 

kann auch geschrieben werden: 
d dJ 

P = dj (m· w) = dj' (81) 

Sie gilt sowohl fur ein abgegrenztes System diskreter Massenpunkte 
d dJ 

~ P=-~(m ·w) =_.-
dt dt 

als auch fur eine stetige Flussigkeitsmenge 

~P -~J ·d _dJ .- -dt w m- dt , (81a) 
F 

wenn dabei beachtet wird, daB die betrachtete Flussigkeitsmenge dauernd 
aus den gleichen Teilchen besteht. Sie soUte also durch eine bewegliche 
(flussige) Flache begrenzt werden, so daB wahrend der Untersuchung 
(zeitliche Differentiation) keine Fliissigkeit durch die einmal gezogene 
Grenze ein- oder austreten kann. 

Die Anderung des Impulses in der Zeiteinheit eines von einer fliissigen 
Flache eingeschlossenen Gebietes ist gleich der Resultierenden der auBeren 
Krafte. 

1 VgI. auch K. Linge: Warmeiibergangszahlen waJ3riger Losungen von NaCI, 
CaCI2, MgCl2 und Reinhartin bei turbulenter Stromung im Rohr. Z. ges. Kii,lteind. 
Bd. 37 (1930) S. 194/196. 
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FUr die Berechnung der Impulsanderung ist es aber zweckmaBiger, 
eine raumfeste Kontrollflache zu wahlen. Der Impulssatz hat 
namlich nur fUr stationare Bewegungen praktische Bedeutung, bei 
denen jedes Flussigkeitsteilchen an einem festgehaltenen Ort in der 
Zeit dt durch ein anderes Teilchen von gleicher Geschwindigkeit ersetzt 
wird. Die Impulsanderung ist dann gleich dem durch die Kontrollflache 
stromenden Impuls (ImpulsfluB), also ImpulsfluB = Resultierende 
der auBeren Krafte. 

Der besondere Wert des Impulssatzes liegt darin, daB er - allein aus 
der Kenntnis des Zustandes an der Begrenzungsflache - uber physi­
kalische Vorgange aussagt, ohne diese im Innern im einzelnen zu kennen. 

Die Dicke der Grenzschicht. Fur die stationareStromung langs einer 
Platte sei die Kontrollflache (Abb.54) begrenzt durch die Wand, durch 
eine Stromlinie, die im Punkt x, 
von der vorderen Kante der Platte II 
gerechnet, gerade die Entfernung 15 
von der Wand = Grenzschicht­
dicke besitzt und durch die bei­
den Geradenstucke senkrecht zur 
Wand. 

p 

(JrenzklJl'l'e 

I R u 
~IE~------dx------~~ 

Weder durch die Stromlinie Abb.54. Zur Berechnung der Grenzschichtdicke 
Gestrichelte Linie = Kontrollinie, 

noch durch die Wand stromt Flus- austretender Impuls = positiv. 

sigkeit in die Kontrollflache, so 
daB die durch die beiden senkrechten Teilec der Kontrollflache sekundlich 
hindurchstromende Flussigkeitsmenge gleich ist, und zwar ist die-Masse 

6 

gleich J e udy fur die Breite 1. Vor der Platte hat jedes Flussigkeits­
o 

teilchen die Geschwindigkeit uo' an der Stelle x ist sie auf u verkleinert, 
so daB die Impulsanderung 

6 

J e u (uo - u) dy 
o 

ist. Da bei der stationaren Stromung langs der Platte dpjdx = 0 ist, 
x 

wirkt als auBere Kraft nur die Reibung J To d x, so daB die Impuls­
o 

gleichung fur ein unendlich kleines Stuck dx lautet: 
6 

d~J eu(uo-U)dY=To· 
o 

Nehmen wir bei Laminarstromung eine parabolische Geschwindig-
keitsverteilung in der Grenzschicht an, also 

y2 
u = uo~, 

so ist To='fJ(~U) =21/uo1y j =o=~·?13!·o (82) 
dy V= 6 152 I V 15 
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Wir erhalten also folgende Gleichung zur Berechnung der Grenz­
schichtdicke: 

2 2 do _ 2uo 
15 (] Uo dx - T rJ 

und durch Integration: 
02 1511 X 

2 U o 
oder mit U o x/v = ReI 

b = V'30 11 x = f!,477 . x. (83) 
Uo VEe;, 

Die Schubspannung an der Wand folgt aus der parabolischen Ge­
schwindigkeitsverteilung zu 

_ 2 Uo 1) _ 0 365 , he ug (84) 
10 - 0' -, V x 

und der Stromungswiderstand fur die Breiteneinheit der Platte einseitig 

oder 

x 

WI = J iod x = 0,730 VrJ (] wg x = Of x ;; y. 
o 

Of = 1460'/ 11 = 1460· Re -0,5. (85) , V uoX' I 

Blasius fand durch die exakte Losung der Differentialgleichung fur 
die Grenzschicht 

o _ 1,328 
f - ReO,5 ' 

1 

(85a) 

also einen etwas kleineren Wert. Der Unterschied erklart sich dadurch, 
daB die exakte Losung keine parabolische Geschwindigkeitsverteilung in 

der laminaren Grenzschicht ergibt, son­
dern der lJbergang der Geschwindigkeit 
vollzieht sich nach auBen hin asympto­
tisch, nach einem Exponentialgesetz. 
Dadurch andert sich auch die Tangente 
an der Wand. 

Infolge des asymptotischen lJber­
ganges der Geschwindigkeit laBt sich eine 
gewisse Willkur in der Definition der 
Grenzschichtdicke nicht vermeiden. So 
kann man die Grenzschichtdicke als die­

!/~ jenige Entfernung von der Wand defi­
~. 55. Grenzschichtdicke bei Laminar- nieren, wo die Geschwindigkeit sich um 

stromung l1ings einer Platte. 1 % von dem Wert Uo unterscheidet. Eine 
kleinere Grenzschichtdicke ergibt sich, 

wenn man (wie Blasi us) den Schnittpunkt der Asymptote mit der Tan­
gente an der Wand als Grenze der Schichtdicke wahlt (Abb. 55), namlich: 

b = 3,4x (83a) 
VRel' 

Zahlenbeispiel 20. Stromt Wasser von 200 C (11 = 0,01 cm2/s) mit 
einer Geschwindigkeit von 100 cm/s langs der Platte von 50 cm Lange, 
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so ist Re = Wo l = 100 . 100 . 50 = 5 . 105. Die Grenzsehiehtdieke naeh 
I' 

der Definition von Blasius ist naeh Gleiehung (83a): 

b = :~~ = 0,24 em = 2,4 mm. 
vRe 

Stromt dagegen zahes bl (v = 0,4 em2/s) mit einer Gesehwindigkeit von 
12 em/s langs der gleiehen Platte, so ist Re = 1500 und die Dicke der 
L' h' ht . d b 3,4·50 45 I h h B ammarse Ie WIT = V1500 "" , em, a so se on ree t gro . 

Nimmt man bei turbulenter Stromung langs der Platte an, daB 
innerhalb der ganzen Reibungssehieht das 1/7-Potenzgesetz der Ge-

sehwindigkeitsverteilung u = U o ( ~ ) 1/7 erfiillt ist, so wird: 

(! J u (uo - u) dy = (! u~ [J ( ~ t7 dY-/( ~ t7 dY] = 7; (! u5y· 

° ° ° Der Impulssatz liefert dann mit 

To = 0,0225 u5 (! ( u:r5 t 26 (86) 1 

die Gleiehung: 
~. !~_ = ° 0225 (_1'_)0,25 
72 dx ' uor5 ' 

woraus dureh Integration 

lis 0,37X(I-Xo ) 
bx = 0,37 (x - xo)4/5 (-"'--) = 02 x --

U o ReI' 

folgt mit Xo als Integrationskonstante. Fiir wirbeligen Zustrom oder 
Wirbelbildung an der Vorderkante der Platte ist die Grenzsehieht von 
Anfang an turbulent, also Xo = 0. Wir erhalten dann die von Karman­
sehe Gleiehung: 

x 
bx = 0,37 Re2.0' 

I 

(87a) 

Bei zugeseharfter Kante und st6rungsfreier Zustromung tritt der tur­
bulente Zustand immer erst naeh einer gewissen Anlauflange Xo ein, die 

aus der Gleiehung Xo Uo = Rek bereehnet werden kann. Die kritisehe 
I' . 

Reynold ssehe Zahl ist von der Anfangsstorung abhangig und nimmt mit 
zunehmender Storung abo Unter Voraussetzung groBer Storungsfreiheit 
ist Relk = 5 .105. Mit dem Wert 

wird 

Xo = Re _1'_ = Rek 
x k uo ' x Re 

bx = 0,37 x ( 1 - .z::) 4/5 Re-1/5 • (87b) 

Bei turbulenter Stromung ist (wie im Rohr) aueh bei der Platte 
em Dbergangsgebiet zwischen Laminarstromung und der turbulenten 

1 Vgl. Z. B. v. Karman (Z. ang. Math. Mech. Bd. 1, S.242). 
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Geschwindigkeitsverteilung nach dem 1/7 -Potenzgesetz vorhanden. Die 
Prandtlsche Reibungsschicht besteht also aus drei Teile (Abb. 56/57): 

(j' = Laminarschicht, 
(j" = turbulentes -obergangsgebiet und 1/7 

(j'" = turbulente Reibungsschicht mit u = U o ( ~ ) . 

Der Stromungswiderstand fur die Breiteneinheit 

WI = Jro dx = 0,0225 (! u~ J C':oxt25 dx 
o 0 

wird mit (jx aus Gleichung (87 a): 
W - 0,036 2 

1 - -02 (! U o x. 
ReI' 

Setzt man allgemein W = Of F u~/2 g, so ist: 
OJ =0,072 ReI o,2. (88) 

Wie gut die -obereinstimmung dieser Rechnung mit den gemessenen 
Werten ist fur Re > 5 . 105 zeigen die Gottinger Versuche mit Wirhel­
bildung an der Vorderkante der Platte l • Bei einer glatten und vorn 
zugescharften Platte wird die Stromung erst nach einer gewissen Anlauf­
lange turbulent, fur U o x/v> Re1 k' 

L. Prandtl hat durch Abschatzen des Verhaltnisses der laminaren 
Anlaufstrecke zur Plattenlange gefunden, daB das -obergangsgebiet der 
turbulenten Reibungsstromung mit laminarem Anlauf (ReI = 5 . 105 bis 
2.107) gut wiedergegeben wird durch den Ausdruck 

Of = 0,074 ReI o. 2 - 1700 ReI 1 • (88a) 
Dabei ist der Wert 1700 noch abhangig von der groBeren oder kleineren 
Turbulenz der anstromenden Flussigkeit, die eine kleinere oder groBere 
"kritische" R e y n old s sche Zahl bedingt. . 

Fur die praktischen Anwendungen des Maschinenbaues ist gerade das 
-obergangsgebiet das wichtigste. Man wird, da im allgemeinen keine 
beruhigte Stromung vorhanden ist, dann fUr ReI> 105 immer mit 
Gleichung (88) fur turbulente Stromung rechnen konnen. Bei zu­
gescharfter Kante und beruhigter Zustromung (z. B. in Saugleitungen) 
kann fur das -obergangsgebiet (ReI = 105 bis 2.107) mit hinreichender 
Genauigkeit 

Of = const = 0,003 (88b) 
gesetzt werden 1. 

Die Dicke der Laminarschicht auf der Stelle x folgt aus der Be-

ziehung ~- = ~~ [Gleichung (23)] mit ro aus Gleichung (86) zu: 

u' Setzt man - = cp, so 
Uo 

0' = vu' . 

x 0,0225 u~ (u: b) 1/4 • 

wird mit () aus Gleichung 

34,2 x (1- ReIk)I/5 
0' - ReI 

x - cp Re~,8 

I VgI. L. 31.59, Bd.2, S. 155, Abb.86. 

(87b) : 

(89} 
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U' 
Berechnet man rp = ~ wieder aus der Annahme, daB an der Grenze 

der Laminarschicht Re. Uo v.t5~ = const ist (vgl. S. 112), und setzt bei der 
v 

Platte die gleiche allgemeine Geschwindigkeitsverteilung nach Glei. 
chung (25), wie im Rohr an, so ist: 

U' 
~ = const. v. 

Mit 7:0 aus Gleichung (86) und <5 aus Gleichung (87 a) wird 

_,/To _ . (Uo t5)-0.125 _ 17 R -0.1 v. - V e - 0,15 Uo P - 0, U o e1 • 

Die ungestorte Geschwindigkeit Uo an der Grenze der turbulenten 
Reibungsschicht ist nach Gleichung (25) fiir y = <5: 

Uo = 5,84 + 5,32 log !.~. 
v. v 

Mit dem Wert von <5 aus Gleichung (87a) wird 

und 

v. t5 = 0,17 Uo • 0,37 x = 0 0629 ReM 
v v Re~·l Re~'s' 1 

Uo = 3,724 log Rei - 0,55. 
v. 

Aus der Zahlenrechnung folgt, daB mit sehr guter Annaherung 
u' K rp = ~ = = A . Re - 0,075 
Uo 3,724 log Rei - 0,55 1 

(90) 

II 
Aw)u~1 /, I--

p: 
8fIO 

.; 
~ 

/1/ 
V 

-rJ~ngs;eOie / ~ 1 /!fJ(J 

/ I I i 

Neigungf:1 III I 
tOO 

ltdi': 11. 80 1/ 
fJ/tlSpltJlle 'l(Jcm IJPeif t 

IJ() 

r--r---~I .1 '5Ocm~ V 'l(Jr-t . k--"67,Scm 

1----' 
I I 

/' I 

;,/ ! I 2f) /: I j I I .- wmilltl~icl!t 
I I i I 

IlIr1Ju/enfe A'e,")ngSSMicl!t 

1a I I I I I I : I r II 
71,01 fl,OZ WI 48 q8 1 Z '1881tJ 2f)TIZlTt 

IJi.s1rJnz Y Y(Jfl tie!' PloIte ___ 
Abb.56. Isothermisohe stromung la.ngs einer Platte. Yersuehe von van der Hegge Zynen . . 
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gesetzt werden kann, so daB in Gleichung (89) 

b' = 342 A (1- Re l k )O ,2 Re- 0 ,875 
x 'x ReI I 

(89a) 

wird. Van der Hegge Zynen hat die Geschwindigkeitsverteilung in 
einem Luftstrom langs einer horizontalen Glasplatte mit zugescharfter 
Anstromkante mit einem geeichten Hitzdrahtanemometer (mit 0,05 mm 
Drahtdurchmesser) bis zu 0,02 mm Entfernung von der Wand gemessen. 
Das Resultat ist in Abb. 56 dargestellt und zeigt sehr deutlich die drei 

IvrlJu/enl 

it1!1!illt1l' 

II II 
I 

Teile der Prand tlschen Reibungs­
schicht. 

Die Dicke der turbulenten Grenz­
schicht folgt aus Gleichung (87b) mit 
x = 150 em, Uo = 1200 cm/s und v = 
0,15 cm2Js, also ReI = 1,2 . 106 mit 
ReI k = 5 . 105 zu 

0,37 ·150 (1-;2)'/5 

b= 1O'v'12 =2,2cm. 

Mit der beobachteten Dicke der La­
minarschicht von 0,03 em wird nach 
Gleichung (89a): 

34,2 A ·150 (:2t 5 

<5' = (12 . 106)0,875 = 0,031 A, 
also 

A = 1,03. 
Abb.57. PrandtIsche Grenzschicht bei F R 5 h b I f 

der Strtimung Ilings einer Platte. ur el > 5· 10 a en wir a so ur 
die Stromung langs einer zugespitz­

ten Platte den in Abb.57 skizzierten Verlauf der Grenzschichtdicke. 
Warmeiibergang bei turbulenter Stromung. Wenden wir Gleichung (21) 

auf die Platte an, so wird mit 
1 

W = 2 Cf Fu5e = ToF, 

worin To nun die mittlere Schubspannung fur die ganze Plattenlange 
. t 1 
IS : 20jCpmYU5 

(1,,' = Um-u' (91) 

Die mittlere Dicke der Laminarschicht fUr die ganze Platte folgt aus 
u' 

1]g -;v 
zu 5:' _ 2vgu' _ 2vg 

u - 0, U5 - f{J 0, Un • (92) 
Mit diesen Werten von (1,,' und <5' wird die mittlere Warmeubergangszahl 
fUr die Platte [aus Gleichung (22)]: 

1 
20,cpmuoY 

~ = - - - ,- -,-- . 
Um-u U ---+ - Prg 

Uo Uo 
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Diese Gleichung gilt wieder allgemein sowohl fur elastische als auch fUr 
tropfbare FlUssigkeiten. Bei ihrer Anwendung ist zu beachten, daB der 
Mittelwert U m der Flussigkeitsteilchen, die den Impulstransport besorgen, 
nicht zu bestimmen ist. Setzt man U m gleich einen Bruchteil 1p der 
ungestorten, maximalen Geschwindigkeit u o, so ist: 

1 
2 C/cpmUo Y 

0Cm=--~-----c;~ 
. 1f1-<p(l-Pry)' (93) 

Wird der EinfluB der Laminarschicht vernachlassigt (Pr = 1) und 
auBerdem 1p = 1 gesetzt, so erhalt man die Gleichung von Latzko­
v. Karman: 

(93a) 
U' 

Der Faktor rp = - ist aus Gleichung (70), mit A = 1,03 fUr 
Uo 

isothermische Stromung von Luft bekannt; er wird sicher auch (wie bei 
der Stromung im Rohr) von Pr abhangen. Nehmen wir, bis genauere 
Versuche vorliegen, die gleiche Abhangigkeit an, so ist (vgl. S. 119): 

rp = 1,1 Pr- 0,185 ReI 0,075 , (94) 

worin der Zahlenfaktor fUr Erwarmung und Abkuhlung verschieden sein 
sollte. 

In dem Widerstandsbeiwert Of muB auch die Anderung der Turbulenz 
durch Temperaturunterschiede bei der nicht-isothermischen Stromung 
berucksichtigt also nach Gleichung (88), wenn turbulente Stromung langs 
der ganzen Platte vorhanden ist: 

Of = 0,072 ~ ReI 0,2 (88c) 

gesetzt werden. Der noch unbekannte Faktor 1p in Gleichung (93) kann 
aus den Versuchen fUr die Erwarm ung von Luft mit Pr = 0,725 und 
A = 1,03 also aus: 

_ 0,036; cpm Uo Y . Rel o,2 k 11 2oC 
CXm - '" _ 0 284 Re- 0,075 ca m , s, 

T , 1 

zu 1p = 0,89 berechnet werden. 
Fur ReI = 5 . 105 ist rp = 0,385, so daB N = 1p - rp + rp Pr = 0,78 

wird. Die Gleichung von Latzko (93a) gibt also fUr Luft rd. 22% 
zu groBe Werte; fur tropfbare Flussigkeiten ist sie uberhaupt nicht zu 
verwenden. 

Aus Gleichung (93) folgt mit rp aus Gleichung (94), Of aus Glei­
chung (88c) und mit dem empirischen Wert 1p = 0,89 allgemein fUr die 
turbulente Stromung langs der ganzen Platte: 

0,036 ; 
NUll Pel = Re~'2 [0,89 _ <p (1- Pry)) (95) 

CpUoY 

Die Warmeubergangszahlen konnen aus dieser Gleichung mit Hilfe 
der Angaben auf Nomogramm 3leicht berechnet werden. Gleichung (95) 
gilt nicht bei zugescharfter Kante, da die Stromung dann erst nach einer 
gewissen Anlaufslange turbulent wird. 

Warmeiibergang bei Laminarstromnng. Der Zusammenhang zwischen 
Stromungswiderstand gilt fur Pr = 1 auch unterhalb der kritischen 
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Geschwindigkeit. Setzt man in Gleichung (21 a) Um = 1p Uo und fur 0, 
den Wert fur Laminarstromung [Gleichung (85a)], so wird: 

x 1,327 ~L 0,664 E= Pr '/-R 
oc~ = -------:-rv::- U o cpm y = -- <oL - V e1 • 

2"" VKel "" x 
(96) 

Diese Dberlegungen diirfen mit guter Annaherung fur Gase aber keines­
falls fur tropfbare Flussigkeiten verwendet werden. 

Theoretische Losung von E. Pohlhausen1• Fur die zwei­
dimensionale Stromung langs einer sehr breiten Platte lautet die Konti. 
nuitatsgleichung fur volumenbestandige Flussigkeiten (vgl. S. 102): 

ou+~=o ax oy , (97) 

woraus durch Einfuhrung der Stromfunktionen <P folgt: 
alP alP u=- und v= --. oy ax (98) 

Bei der stationaren Stromung langs der Platte ist kein Druckgefalle 
vorhanden (dp = 0); auch die Schwerkraft wird vernachlassigt. Die 
Bewegungsgleichungen (9) lauten mit diesen Vereinfachungen: 

AU au (OSU OSU) 
uax+voy=v OXS +oyS (99) 

und 
ov ov (OSV OSV) 

u ax + v ay = v a XS + a Ys (100) 

und die Gleichung fur die Warmeleitung (6a) mit e = fJw - {jro: 

o€) a€)_ (OS€) OS€)) 
uax+vFij-a oxs + oyS . (101) 

Unter der Voraussetzung einer dunnen, laminaren Reibungsschicht 
(innerhalb welcher der Temperaturunterschied e und die Geschwindig­
keitsabnahme merkliche Werte annehmen), die klein gegenuber der 

... OSU .. OSU OS€) OZ€) . 
Plattenhohe x 1st, kann 0 x2 gegenuber a yS und a x2 gegen a y2' SOWle 

v gegen u vernachlassigt werden. Dies entspricht einer Stromung, die in 
der Y-Richtung reibungsfrei ist, d. h. Gleichung (100) faUt fort und es 
bleiben die vereinfachten Gleichungen: 

( OU) (OU) 02U U ox +v Fij =voy2 (99a) 

und 
o€) o€) OZ€) 

uax+vFij=a oys . (lOla) 

Durch Einfuhrung neuer Veranderlichen (; und C) konnen die partieUen 
Differentialgleichungen in totalen iibergefiihrt werden: 

;=;-Vv~ox und C=<Py'vuox. (102) 

1 Die Losung von Pohlhausen ist genauer als die in der Literatur oft verwen­
dete Naherungslosung von M. A. Leveque (L. 31.37), der eine geradlinige Ge· 
schwindigkeitsverteilung in der Randzone voraussetzt. 



Stromung langs einer Platte. 145 

Dann folgt mit d C/d ~ = 1;' aus Gleichung (98): 

U = U o C'/2 und v = ~ -Vv;o (~C' -C). (103) 

Fiihrt man weiter eine dimensionslose Dbertemperatur 

{}w-{} = 0 = T (~) (104) 
{}W-{}1 0 1 

ein, so lauten die Differentialgleichungen nun mit Pr = 'II/a 

C'" + C C" = ° } 
T" + C Pr . T' = ° (105) 

Die Randbedingungen lauten: 
1. Da die Fliissigkeit an der Plattenoberflache haftet: fUr y = 0, 

U =0 und v = 0. 
2. FUr y = co, U = U o = ungestorte Zustromgeschwindigkeit. 
3. Fiir x = 0, 0. = 0.1 bzw. T = 1. 
4. Fiir y = 0, 0. = o.w unabhangig von x. 

Oder mit den neuen Veranderlichen ~ und C 
a) fiir ~ = 0, T = 0, C' = ° und C = 0, 
b) fUr ~ = co, T = 1 und 1;' = 2. 

Mit der Funktion C (~), die von H. Blasius berechnet worden ist 
(Abb. 58), ergibt sich als Losung der Differentialgleichung fiir die Tempe­
ratur: 

~ ~ J -Prj"{~)d; T = p (Pr) e 0 d ~. (106) 
o 

Aus der Grenzbedingung (b) folgt 
1 

P (Pr) = <Xl ~ 

J -Pr j"{~)dr; 
e 0 d; 

o 
Blasius hat auch die Werte der Funktion T (~) berechnet (Abb.59). 
Da 

ist, folgt weiter 

p (Pr) = (~~)~=y=o' 
Nach den von E. Pohlhausen berechneten Werten kann (giiltig bei 
Pr = 1000), 

p (Pr) ~ 0,664VPr (107) 

gesetzt werden. Die in der Zeiteinheit von der Breiteneinheit der 
Platte einseitig iibertragene Warme an der Stelle x ist 

qx=-il(00) =-il(O~) .ti=01 Ap(Pr),{i; (108) ° y y = 0 0; y = 0 d y 2 V VX 
ten Bosch, Warmeiibertragung. 3. Auf!. 10 
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Abb. 58. Funktion C zur Berechnung der Laminarstromung langs einer Platte. (Berechnet von 
H. Blasius.) 
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und die totale Warmemenge fUr die Breiteneinheit, einseitig: 

'" 
Ql = J f}", dx = @l p (Pr) A. liu: x 

o 
oder mit Gleichung (107) und ReI = uox/v 
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Ql = 0,664 @1A. VPr V ReI kcal/m2, h, °C. (109) 
Die mittlere Warmeubergangszahl ist IXm = QI/@m, also: 

ex; = 0,6~A.. :: VPr VRel' (110) 

Fur die Stromung langs einer vollstandig freistehenden Platte kann 
e l = em gesetzt werden. Fur Gase (Pr,,-, 1) ist diese Gleichung 
identisch mit der viel einfacher abgeleiteten Gleichung (96), wenn 1p = 1 
gesetzt wird. 

Die Theorie setzt von der Temperatur unabhangige Stoffwerte vor­
aus. Versuche, aus welchen der EinfluB dieser Abhangigkeit abgeleitet 
werden konnte, liegen fur die erzwungene Laminarstromung langs der 
Platte zur Zeit nicht vor. Bei der freien Stromung (vgl. S. 162) gibt 
die Einfuhrung der Stoffwerte bei der Wand temperatur die beste "Ober­
einstimmung zwischen Theorie und Versuch. Es ist zu erwarten, daB 
dies auch bei der erzwungenen Stromung der Fall sein wird. 

Die Warmeubergangszahlen fUr Laminarstromung nach Gleichung 
(110) konnen ebenfalls mit Hilfe von Nomogramm 3 leicht berechnet 
werden. 

Bei zugescharfter Anstromkante und beruhigter Zustromung wird 
die Stromung nach einer gewissen AnIaufstrecke turbulent. Die 
kritische "Obergangsstelle hangt von den AnfangsstOrungen ab und muB 
von Fall zu Fall geschatzt werden. Nehmen wir Relk = 105 an, so kann 
die Warmeubergangszahl in solchen Fallen durch eine Teilung der Platte 
berechnet werden, namlich 

von x = 0 bis x = Xl = 105 v Laminarstromung nach Gleichung (110), 
Uo 

·von x = Xl bis X = l, turbulente Stromung nach Gleichung (95). 
Fur Gase darf mit guter Annaherung (genau fur Pr = 1) die Warme­

ubergangszahl auch bei Laminarstromung aus dem Stromungswiderstand 
berechnet werden. 1m "Obergangsgebiet von ReI = 105 bis 2· 107 kann 
dann nach Gleichung (88 b) Of = 0,003 gesetzt werden. Aus Gleichung (93) 
folgt dann mit 1p = 0,89 fur Luft (Pr = 0,725): 

und 

1 
2CfPel 

rtX _ Nu __________ . ____ _ 
A. - 1 - 1p-rp (I-Pry) 

0,0015 rt 
N'ul / Pel = 0;89='-0,275;'; - Cp 11,0 Y . 

lnnerhalb den Grenzen ReI = 105 bis 107 andert sich 0,89 bis 0,275 qJ 
nur von 0,770 bis 0,805. Fuhren wir zur Vereinfachung der Rechnung 
den Mittelwert 0,788 ein, so wird mit einem groBten Fehler von etwa 2%: 

0,0015 rt (111) 
NUl/Pel = 0787 = 0,0019 = ---

. cpuoy 
10* 
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und 
ex. = 0,0019 cpuo Yo (u in m/h) 

oder 
ex. = 6,84 cp U o Y (kcal/m2, h, 00) (uo in m/s). (IUa) 

In dem Ubergangsge biet zwischen ReI = 105 bis 107 ist also die Warme­
ubergangszahl fUr Gase unabhangig von der Plattenlange. 

Warmeaustauschflachen mit Stromlinienform mussen nach den 
Messungen der Arodynamischen Versuchsanstalt in Gottingen sehr 
schlanke Formen erhalten. Erst bei der in Abb. 60 skizzierten weicht 
der gesamte Stromungswiderstand nur wenig von dem reinen Reibungs­
widerstand abo Solche schlanke Formen werden im Apparatebau bis 
jetzt nicht verwendet. Sie sind z. B. fUr die Kuhlung von Flugmotoren 
zu empfehlen, da der Stromungswiderstand dabei einen Kleinstwert 

6'f}{} '" I erreicht. Die Warmeubergangszahlen konnen 
wie fUr ebene Platten berechnet werden. 

Zahlen beispiel 21. Die alten Rohrschlan­

Abb.60. 

genverdampfer der Eiserzeugungsanlagen lagen 
in verschiedene Winndungsarten in einem recht­
eckigen Behalter. Die Sole stromte in der 

Langsrichtung um die Rohre herum. Wie groB sind die Warmeuber­
gangszahlen bei einer Rohrlange von 5 m ? 

Die verschiedenen Kuhlsolen werden je nach ihren physikalischen 
Eigenschaften verschiedene Warmeubergangszahlen geben. Nehmen wir 
z. B. OaOI2-Losung, so folgt aus den St6ffwerten im Anhang: 

Zahlentafel 10. 

I Temp. 'J' 10' • a 

I Pr ReI fiir 
"C kg· slm' em'ls em'ls w=0,15m/s 

24% CaCl2 0 4,1 0,032 0,00140 22,8 
- 5 4,8 0,0385 28 

Y= 1,22 -10 6 0,048 0,00141 32 1,55.105 

-15 7,5 0,060 42,5 
;'=0,43 -20 9,5 0,076 0,00142 54 1.105 

I 

30% CaCl2 -20 15 1 0,115 0,00145 80 6,5· 10,4 Y= 1,28 
;'=0,43 -25 19 ,0,145 0,00146 100 I 5,4.104 

Fur die Stromung um die Langsachse der Rohre kann die Gleichung 
fur die Stromung langs einer Platte verwendet werden. Es ist also 
zunachst zu entscheiden, ob die Stromung laminar oder turbulent ist. 
Die Stromungsgeschwindigkeit der Sole ist etwa 0,15 m/s, nur selten 
groBer. Fur eine Rohrlange von 5 mist ReI = 500 w/v. 

Die Stromung ist turbulent, wie aus der letzten Spalte der Zahlen­
tafel 10 hervorgeht. Da das Ruhrwerk die Sole durch den Verdampfer 
hindurchdruckt (nicht saugt), entsteht eine Wirbelung, die durch den 
Wirbelfaktor X = 1,2 berucksichtigt ist. Der unbekannte Faktor ~ wird 
gleich 1 angenommen. 

Zuerst werden aus Nomogramm 3 die Nu-Werte fur Luft abgelesen: 
diese Werte. sind fUr Sole mit dem Faktor y nach Gleichung (a), 
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Nomogramm 3 zu multiplizieren. Die mittlere Grenzschichttemperatur 
{}g = 0,5 ({}w + {}m) wird jeweilen 2,50 C niedriger als die Soletemperatur 
gewahlt. Die Warmeubergangszahlen fUr Sole 

A 
IX = d y (NU1)Luft 

sind in Zahlentafel 11 zusammengestellt. 

Zahlentafel II. 

24 % CaC]' 30 % CaC)' 

- 10°C I - 20°C - 20°C - 25"C 

(NU1)Luft . . . 500 
! 

370 270 230 
oc kcaljm2, h, °C 185 155 120 100 

4. Korper ohne Stromlinienform. 
Stromung senkrecht ~ur Achse eines Kreiszylinders. 

Die gesamte Stromung um den Korper kann wieder zerlegt werden 
in eine Stromung innerhalb der Grenzschicht, in der die Reibung zur 
Wirkung kommt und in eine auBere (reibungsfreie) Potentialstromung. 

Die Druckverteilung der Potentialstromung um einen senkrecht zur 
Stromung gestellten Zylinder ist bekanntlich so, daB vom vorderen 
Staupunkt aus (bei 00 , Abb. 61) entlang der kreisfOrmigen Querschnitts­
kontur ein Druckabfall stattfindet, entsprechend der zunehmenden Ge­
schwindigkeit der Flussigkeitsteilchen bis auf dem doppelten Wert der 
Anstromgeschwindigkeit. Von da ab tritt eine Verzogerung ein, ver­
bunden mit einer entsprechenden Drucksteigerung. 

Innerhalb der Grenzschicht werden die einzelnen Flussigkeitsteilchen 
verzogert. 1m Gebiet des Druckanstieges kann es nun vorkommen, daB 
die kinetische Energie dieser Teilchen nicht mehr ausreicht gegen den 
Druckanstieg vorzudringen. Sie kommen zur Ruhe, beginnen unter der 
Wirkung der Drucksteigerung sich .nach ruckwarts zu bewegen 1 und 
lOsen sich in Wirbel auf. Bis zur Ablosestelle verlauft die Stromung 
genau wie bei einem Stromlinienkorper. Blasius hat diese Stelle aus 
der Integration der Grenzschichtgleichung bestimmt. Als Kennzeichen 
fur die Grenze zwischen dem Gebiet ohne und mit Ruckstromung gilt, 
daB dort d u/d y = 0 fur y = 0 ist. Die Berechnung der Stromung und 
damit auch des Warmeuberganges im Wirbelgebiet ist trotz den groBen 
Fortschritten in der Stromungslehre zur Zeit noch nicht moglich. 

Da die Stromung sich hier vom Korper 10slOst, gelten auch die 
Betrachtungen uber den Zusammenhang zwischen Stromungswiderstand 

1 Ein sehr anschauliches Bild der Stromung liings solchen Korpem liefem uns 
die photographischen Aufnahmen von O. Tietj ens im Kaiser Wilhelm-Institut fiir 
Stromungsforschung. Gottingen, (L. 31.59, Bd. 2). Sie zeigen, daB bei allen Rey­
noldsschen Zahlen, die Stromung vom gleichmaBig (ohne Wirbel) ist. Die Wirbel­
bildung beginnt bei der AblOsestelle der Grenzschicht und ist urn so kraftiger, 
je groBer die Reynoldssche Zahl ist. 
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und Warmeubergang nicht mehr. Ein Teil des Widerstandes wird durch 
Druckunterschiede vorn und hinter dem Korper verursacht und hat 
auf dem Warmeubergang keinen direkten EinfluB. 

Die einzige theoretische Grundlage bildet hier das Ahnlichkeits­
prinzip. 

Aus den Untersuchungen uber den Warmeubergang bei Stromlinien­
korper (Platten) konnen wir uns doch ein Bild uber den VerI auf des 
Warmeuberganges machen, die bis zur AblOsestelle, ahnlich wie bei 
einer Platte verlaufen muB. 1m Staupunkt bei 00 (Abb. 61) wird 
deshalb die Warmeubergangszahl recht groB (theoretisch unendlich groB) 

wdtJ_500tJfl werden und bis zur AblOsestelle stetig ab-
" nehmen. Von dieser Stelle an hangt der 

Abb.61. Veriinderlichkeit der Wiir­
meiibergangszahl am Umfang eines 

Kreisrohres. (Messungen von 
Lorisch.) 

Warmeubergang hauptsachlich von der Wir­
belbildung ab und steigt also mit zuneh­
mender Reynoldsscher Zahl 1 . 

Die bei konstanter Wandtemperatur ge­
messenen Warmeubergangszahlen zeigen den 
oben skizzierten Verlauf uber den Umfang 
des Rohres (Abb. 61). Bei diesen Versuchen 
war der Rohrumfang in 12 gleiche Teile 
gf'teilt und die fur jedes Teilstuck gemessene 
mittlere Warmeubergangszahl ist in der Ab­
bildung eingetragen. Bei einer feineren Ein­
teilung ware die Warmeubergangszahl im 
Staupunkt sicher wesentlich groBer ausge­
fallen. AIle Kurven zeigen vier ausgezeich­
nete Punkte: zwei Maxima bei 00 und 1800 

und zwei Minima bei der AblOsestelle (bei 
etwa 1050). Bei kleinen Reynoldsschen 
Zahlen 2 ist die V orderhalfte des Rohres 
fur den Warmeubergang wesentlich wirk­
samer als die Ruckseite. Bei zunehmender 
Geschwindigkeit wird der Warmeaustausch 

auf der hinteren Rohrhalfte immer groBer und kann sogar wirksamer 
wie die V orderseite des Kreisrohres werden 2. 

Fur praktische Anwendungen ist es zweckmaBiger mit einer "mitt­
leren" Warmeubergangszahl fUr den ganzen Umfang zu rechnen, die bei 
den Versuchen auch einfacher zu bestimmen ist. 

Beim Vergleich rler Versuchsresultate ist zu beachten, daB das 
Ahnlichkeitsprinzip nur fUr ahnliche Versuchsbedingungen gilt. 

Die Versuche von H. Reiher haben z. B. gezeigt, daB die Voraus­
setzung einer konstanten Wandtemperatur nicht immer erfullt ist. In 
einem Rohr, durch welches Wasser stromte, wahrend heiBe Luft senk­
recht zur Rohrachse geblasen wurde, zeigten sich Temperaturunterschiede 
an der Rohroberflache bis zu 400 C, wahrend das im Rohr stromende 

1 Siehe FuBnote S. 149. 
2 Nach der Potentialtheorie miiBten die Maxima des Warmeiibergangs bei 9oo 

und 2700, die Minima bei 00 und 1800 liegen (L. 33, 5); sie gibt also ein etwa um 
900 verdrehtes, absolut falsches Bild des Warmeiibergangs. 
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Wasser hochstens 30 C Temperaturunterschied aufwies (Abb. 62). Bei 
vertikalen Rohren ist die Temperaturverteilung symmetrisch zur Stro­
mungsrichtung der Luft, bei horizontalen Rohren dagegen sind Maximum 
und Minimum der Oberflachentemperatur um fast 900 gegen der Stro-

't" mungsrichtung verschoben. Diese Er-
Gil scheinung kann durch den Auftrieb 

/ r-..II 
60 des ungleichmaBig erwarmten Wassers '\ 
5G im horizontalen Rohr erklart werden. / 13 '\ 
52 Bei Rohren, durch die kondensieren-.,-I--.. 

l0 \ '18 der Dampf stromt, war auch bei den J/ f-..... 
17;,: V ~ '\ / '1'1 groBten Luftgeschwindigkeiten die 
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Abb.62. TemperaturverteiJung am Umfang eines Rohres, durch welches Wasser stromt, wiihrend 
heiGe Luft dagegen geblasen wird. (Nach Messungen von Reiher.) Luftgeschwindigkeit 3 bis 6 mis, 

. Wassergeschwindigkeit 0,065 mis, Lufttemperatur etwa 200' C. 

Da nach diesen Beobachtungen die Temperatur am Rohrumfang 
von vielen Umstanden abhangt, so ist eine strenge Erfullung des Ahn­
lichkeitsprinzips hier nicht zu erwarten. Wie groG die Abweichungen 
sind, kann nur durch die Versuche festgestellt werden. 

Besonders wichtig ist auch, daB GdO~--,,---""'----r-----' 
bei allen Versuchen eine mogIichst 
g lei c h m a Big e Geschwindigkeit 

+ 

Abb.63. Vorgeschaltetes Rohrbiindel ergab 50% 
hohere Wiirmeiibergangszahlen. (Versuche von 

H. Reiher.) 

o 12 18 311ZoI/ 

Abb. 64. GeschwindigkeitsverteiJung im Luft­
kanal bei den Versuchen von Griffiths und 

Awbery. 

vorhanden war. Wie bedeutend der EinfluB der Wirbelung ist, zeigen 
z. B. die Versuche von H. Reiher, bei welchen dem Versuchsrohr ein 
Bundel aus zwei Rohrreihen vorgeschaltet wurde (Abb. 63); sie ergaben 
eine Erhohung der Warmeubergangszahl um 50 % , also einen Wirbelfaktor 
X = 1,5. Auch in einem Windkanal wird nicht immer die erwiinschte 
beruhigte Stromung erreicht. Die Messungen von E. Griffiths und 
J. H. Awbery zeigen, daB trotz Einbau von Fuhrungsschaufeln immer 
noch eine gewisse Turbulenz vorhanden war (Abb. 64), die das Versuchs­
resultat beeinfluBt. 
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Die Festlegung der Geschwindigkeit W in der Reynoldsschen Kenn­
zahl ist bei den verschiedenen Untersuchungen auch nicht immer 
einheitlich durchgefUhrt worden, indem die Versuche zum Teil im 
freien Luftstrahl einer Diise, zum Teil im geschlossenen Windkanal 
durchgefUhrt wurden. 1m letzteren Fall andert sich die Zustrom­
geschwindigkeit Wo allmahlich bis zum Hochstwert Wmax im engsten 
Querschnitt. Das Verhaltnis wmaxlwo = bl(b - d) ist vom Rohrdurch­
messer abhangig (Abb.65). Bei den Versuchen von Reiher war z. B. 
b = 16 cm, dmax = 2,8 und dmin = 0,46 cm, so daB wmaxlwo zwischen den 
Grenzen 1,03 und 1,22 liegt. Die Stromungen sind bei verschiedenen 
Durchmessern nicht mehr ahnlich. Reiher fiihrte bei der Auswertung 
seiner Versuche deshal b eine mittlere Geschwindigkeit Wm zwischen Wo 

und Wmax ein. 
Wenn man den EinfluB der freien Konvektion vernachlassigt, der 

bei kleinen Geschwindigkeiten. sicher vorhanden ist, so muB nach dem 
Ahnlichkeitsprinzip fUr glatte Oberfachen: 

Nu = F (Re, Pr, lid, TwlTo bzw. 1Jwl1Jo) (U2) 
sein. Auf Luft als Medium beschrankt, vereinfacht 
sich diese Gleichung zu: 

Nu = F (Re, lid, Tw/To). (U3) 
Abb. 65. Anderung der Versuche mit Luft haben verschiedene For-
Geschwindigkeit im ge-
schlossenen Windkanal. scher in groBer Zahl durchgefiihrt. Die Versuchs-

bedingungen waren aber hinsichtlich der Tem­
peraturen des Korpers und der Luft sowie des Turbulenzgrades oft sehr 
verschieden. Die Zusammenstellungen der Versuchsergebnisse durch 
J. Ulsamer und durch M. Fishenden und O. A. Saunders!, die Nu in 
Abhangigkeit einer einzelnen Veranderlichen (Re bzw. Pel darstellten, 
weisen aus diesen Grunden noch verschiedene Streuungen auf. 

R. Hilpert hat die Warmeabgabe von geheizten Drahten und 
glatten Rohren im freien Luftstrahl einer Diise und in einem weiten 
Gebiet (vgl. ZahlentafeI12), unter genau gleichen Versuchsbedingungen 
(TwITro=const, vollstandig beruhigter Zustromung) mit der groBtmog­
lichen Genauigkeit nochmals untersucht (die Ungenauigkeit wird kleiner 
als 1 % geschatzt), wobei allerdings lid nicht konstant war. Die Rohre 
erhielten aber als Schutzheizung auf beide Enden kurze Rohrstiicke 
von gleichem Durchmesser, die mit Dampf beheizt wurden, so daB 
die Stromung in der eigentlichen Versuchsstrecke nicht stark von der 
Stromung um einen sehr langen Zylinder abweichen kann. 

Die kleinste Luftgeschwindigkeit, etwa 2 m/s bei 1000 C und etwa 
10 m/s bei 10000 C Wandtemperatur ist noch so groB, daB vom EinfluB 
der freien Stromung abgesehen werden kann. 

Das Resultat ist in Abb. 66 mit den Mittelwerten von A und v nach 
Gleichung (17) dargestellt und zeigt, daB die Kurve aus einzelnen geraden 
Stiicken besteht, fUr welche ein einfaches Potenzgesetz gilt, solange 
TwiT ro konstant bleibt, namlich: 

Nu = C· Rem. (114) 

1 L. 31.13. 



Korper ohne Stromlinienform. 153 

Zahlentafel 12. Versuchsbereich von R. Hilpert. 

d I Re d I Re 

mm d von bis mm d von bis 

0,0198 5100 2- 23 2,99 167 500- 3750 
0,0245 6500 4 --- 7 25 20 2400- 36500 

~ 0,050 3170 7- 67 OJ 44 11,3 6000- 56000 ... .... ..c: 
0,099 1610 17- 150 ..c: 90 5,5 15000-132000 ,eO 0 .... 
0,298 715 55- 190 0:: 150 1 0,95 31000 - 231000 A 
0,50 

, 
1080 68- 740 I 1,00 539 190 -1550 
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Abb. 66. Kennfunktion flir die 
erzwungene Strornung urn kreis­
funde Drahte und Rohre bei einer 
Oberfiachentemperatur 6w von 
ctwa 100'e. -----Abweichung 
bei hiiheren Temperaturen 6w 

und w ~ 11,45 m/s. (Nach 
Messungen von R. Hilpert.) 

Die EinfUhrung von "mittleren" Stoffwerten fiir Korper mit Grenz­
schichtablosung ist dadurch begriindet, daB die Riickseite (das Wirbel­
gebiet) hauptsachlich von den losgelosten Grenzschichtteilchen herriihrt, 
so daB der mittlere Tempera­
turunterschied dort kleiner 
als auf der V orderseite ist. 

Das Auftreten der Knicke 
laBt auf eine Anderung der 
Stromung bei den betreffen­
den Reynoldsschen Zahlen 
schlieBen. 

Versuche mit anderen 
Oberflachentemperaturen als 
1000 C zeigten, daB die War­

Zahlentafel13. Werte 0, 01 und m 
in den G 1. (114/15). 

Re 
von 

0,4 
4 

40 
4000 

40000 

4 
40 

4000 
40000 

400000 

0,891 
0,821 
0,615 
0,174 
0,0239 

m 

0,330 
0,385 
0,466 
0,618 
0,805 

c, 

0,872 
0,802 
0,600 
0,1675 

meiibergangszahl mit steigender Oberflachentemperatur etwas zunimmt 
und daB die Kurven fUr verschiedene Oberflachentemperaturen durch 
Einfiihrung der mittleren Stoffwerte nach S. 107 oder auch durch Ein­
setzen anders ge bildeter Mittel n i c h t zur Deckung zu bringen sind. 
Aus seinen bis zu 10500 C Oberflachentemperatur durchgefiihrten Ver­
suchen leitet Hilpert fiir die Erwarmung von Luft bei sehr groBen 
Geschwindigkeiten die allgemeinere Gleichung ab: 
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Nu = C1 Rem ( ~: t/4 (115) 

ab, giiltig fiir Tw/To von 1 bis 4,5 und fiir Re < 4000. Es ist zur Zeit 
noch nicht erwiesen, ob sie auch fiir groBere Werte von Re giiltig bleibt, 
da Versuche in diesem Gebiet auf groBe Schwierigkeiten stoBen, weil 
man die bei groBen Geschwindigkeiten erforderlichen Heizleistungen in 
einem Rohr kaum unterbringen kann. 

Der EinfluB der Wandtemperatur auf die Warmeiibergangszahl fiir 
Luft ist also nicht sehr groB; sie nimmt mit steigendem Temperatur­
unterschied etwas zu und ist bei lOOOo C Drahttemperatur etwa 6 % 
groBer als bei lOOo C. 

Die Versuche von H. Reiher und von L. V ornehm zeigten bei 
Abkiihlung der Luft etwas groBere Warmeiibergangszahlen als bei 

Abb.67. Vergleich der Versuchs- t ¥ 0 
werte fiir die Striimuug senkrecht ~ /-' 
zur Rohrachse mit der aus den ~ l4: Widerstandszahlen berechneten 
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Erwarmung, also ahnlich wie bei Korper mit Stromlinienform gefunden 
(vgl. S. 126). Bis genauere Versuche vorliegen, kann Gleichung (115) 

auch fiir Abkiihlung verwendet werden, wenn statt ~w der umge-
o 

kehrte Wert -~: eingesetzt wird, so daB bei Vertauschung von Wand-

und Lufttemperatur die Warmeiibergangszahl gleich bleibt. 
Wenn die Stromung sich nicht vom Zylinder ab16ste, konnte die 

Warmeiibergangszahl aus dem Stromungswiderstand 

W=Cj Fu2L 
o 2g 

mit den fiir Kreiszylinder aus den Gottinger Versuchen genau bekannten 
C-Werten berechnet werden. Dabei ist zu beachten, daB die Oberflache 

des Rohres:n; Fist. Aus Gleichung (21 a) folgt mit U o d cp ~ = Re . Pr 

und Pr = 0,725: 
d OJ 

Nu = rx T = 2n Pr' Re = 0,115 Cj Re. (116) 

Diese Werte von Nu sind in Abb. 67 mit den Versuchswerten ver­
glichen. Die Abbildung zeigt, welcher Bruchteil des Gesamtwiderstandes 
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bei der Stromung um runde Rohren fiir den Warmeiibergang niitzlich 
verwertet wird. Dieser Bruchteil ist aber nicht konstant, sondern nimmt 
mit zunehmender Reynoldsschen ZahP abo 

Diese Werte gelten fiir unendlich lange Zylinder. Die Messungen der 
Aerodynamischen Versuchsanstalt zu Gottingen haben gezeigt, daB fUr 
Zylinder von endlicher Lange, bei welchen auch die beiden Stirnflachen 
von der Stromung umflossen werden, die Widerstandszahl Of wohl einen 
ahnlichen Verlauf hat, aber kleiner ist. Die Versuche von Hughes mit 
kurzen Zylindern zeigen dagegen hohere Warmeiibergangszahlen. Man 
kann dies dadurch erklaren, daB bei der nunmehr raumlichen Stromung 
die Druckverteilung um den Zylinder sich mehr ausgleicht. 

A. H. Davis hat Versuche mit tropfbaren Fliissigkeiten, Wasser 
(Pry = 5,7), Paraffinol (Pry = 25 bis 40) und drei verschiedene Trans­
formerole (Pry = 210 bis 
1250) durchgefiihrt, und 
zwar mit 50 C und 50 bis 
600 C Temperaturunter­
schied zwischen Wand und 
Fliissigkeit. Die Geschwin­
digkeiten lagen zwischen 
0,1 und 0,7 m/s also nicht 
immer sicher oberhalb der 
Grenze, bei welcher die 
freie Stromung vernach­
lassigt werden darf. Die 
Auswertung dieser Ver­

Querschnitt 

-7 I I 

-7 <> 

Zahlentafel 14. 

Re 
von 

I e bei 
bis ilw = 100' C 

5000 100000 

5000 100000 

5000 100000 

5000 19500 
19500 100000 

0,0921 

0,222 

0,138 

0,144 
0,0347 

m 

0,675 

0,588 

0,638 

0,638 
0,782 

suche durch J. Uisamer ergab, daB sie recht gut durch die Gleichung 

Nu = K . Prn Rem (117) 

dargestellt werden konnen, wobei der Exponent n = 0,31 unabhangig 
von der Reynoldsschen Kennzahl ist. 

Andere Querschnittsformen (Profilrohre). R. Hilpert nimmt als 
Bezugslange in den KenngroBen Nu und Re den Durchmesser eines 
Kreisrohres von glei chem U m­
fang und findet, daB auch fUr 
Profilrohre die Potenzgleichung gilt 
mit den Werten von 0 und m aus 
Zahlentafel 14. 

Die Versuche zeigen, daB bei 

: U-ZJ7mm -r-E;~-~~ 
I I 
IE: -NO ;.1 

A bb. 68. Stromlinienkorper bei den Versuchen 
von Hughes. 

dieser Wahl der KenngroBen die Warmeiibergangszahlen von Profil­
rohren nur wenig von denen der kreisrunden Rohren abweichen. 

Man darf dieses Resultat allerdings nicht auf "beliebige" Querschnitts­
formen erweitern. So zeigen Z. B. die Versuche von Hughes mit einer 
dem Stromlinienkorper nachgebildeten Querschnittsform (Abb. 68), daB 
der Warmeiibergang nicht unabhangig von der Stromungsrichtung ist. 

1 van Iterson, Prof. lng. F. K. Th.: (De lngenieur 1926, Nr. 17) setzt diesen 
Bruchteil gleich 0,785 Re- O,24, doch ist diese Beziehung nur in engen Grenzen 
giiltig. 
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Stromrichtung (1) bestatigt recht gut die von Hil pert gefundene Regel, 
wahrend Stromrichtung (2) fast 50% hOhere Warmeiibergangszahlen gibt. 

Mit dieser Regel konnen auch die Warmeiibergangszahlen fUr be­
liebig zur Zylinderachse gerichtete Stromung geschatzt werden, 
indem die Schnittflache der Stromungsebene mit dem Zylinder als Rohr­
profil angenommen wird. Stromt die Luft dem Rohr unter dem Winkel q; 
mit der Rohrachse zu, so ist die Schnittflache eine Ellipse mit den 
Achsen 2a und d. Der Umfang der Ellipse 

U = 4 aE (; ,s), (118) 

worin E das vollstandige elliptische Integral zweiter Ordnung und 

s = ! -V a2 - ~- = sin IX = sin (90 - q;) ist, kann aus der Zahlentafel 

Hiitte Bd. 1, S. 50 entnommen werden. Der Durchmesser dae eines 
Kreisrohres mit gleichem Umfang kann aus Abb. 146 (auf Nomogramm 4) 
abgelesen werden. 

Rohrbiindel. Die vielen Versuche, die iiber den Warmeiibergang in 
Rohrbiindeln vorliegen, sind unter sich nicht direkt vergleichbar. 
Erstens sind die verschiedenen Versuchsapparate nicht genau geometrisch 
ahnlich, da die relativen Rohrabstande 81/d und 821d nicht gleich sind 
[82 = Rohrabstand in der Richtung der Stromung (Abb.69), 81 = Rohr­
abstand senkrecht zur Stromrichtung]. Dann ist die Festlegung der kenn­
zeiehnenden Luftgeschwindigkeit bei den verschiedenen Untersuchungen 
nicht einheitlich durchgefiihrt worden, indem einzelne Forscher dafUr die 
ungestorte Zustromgeschwindigkeit wahlen, wahrend andere die groBte 
Geschwindigkeit im engsten Querschnitt dafiir einsetzen. Auch der 
Temperaturunterschied wird nicht einheitlich gewahlt; so nimmt z. B. 
Rietschel an Stelle der "mittleren" Lufttemperatur die einfacher zu 
messenden Temperaturen der zustromenden Luft zur Berechnung der 
Warmeiibergangszahl. SchlieBlich war auch der Wirbelzustand der zu­
stromenden Luft, der einen erheblichen EinfluB auf die GroBe der Warme­
iibergangszahl hat, nicht bei allen Versuchsanordnungen gleich. Aus 
allen diesen Griinden streuen die Versuchsergebnisse zum Teil bedeutend. 
Man kann aber das Resultat der verschiedenen Untersuchungen kurz 
wie folgt zusammenfassen: 

l. Die erste Rohrreihe im Biindel iibertragt etwas mehr als ein frei­
stehendes Rohr. 

2. Die Versuche von Reiher, der den Warmeiibergang von jeder 
Rohrreihe einzeln untersucht hat, zeigen, daB fUr jede Reihe der 
Exponent m in der allgemeinen Gleichung 

Nu = C . Rem (114) 

gleich bleibt und sich nur der Faktor C andert. Die Anderung von C ist 
eine Folge der verandertenWirbelzustande der Luft in den folgenden 
Reihen und kann durch Einfiihrung eines Wirbelfaktors X beriicksichtigt 
werden. 

3. Bei Rohrenapparaten mit geradlinig hintereinander angeordneten 
Rohren iibertragt die zweite Rohrreihe weniger, jede folgende Reihe fast 
gleich viel wie die erste (Abb.69). 
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4. Rohrbundel mit versetzten Rohren ubertragen mehr Warme als 
die geradlinig angeQrdneten Rohre, da die zweite und jede folgende 
Rohrreihe, infolge der erhohten Wirbelbildung wirksamer als die erste 
Reihe ist (Abb. 69). 

5. Innerhalb den Versuchsgrenzen 8l ld = 1,5 bis 3 und 821d = 1,5 
bis 5 fur geradlinig und 8l ld = 1,5 bis 5, 821d = 1,15 bis 2,5 fur versetzt 
angeordnete Rohre ist die Kennfunktion 

Nu =F (Re) 
praktisch unabhangig von den relativen Rohrabstanden. 
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Abb.69. Versuche von H. Reiher mit Rohrbiindelu. 

6. Bis genauere Versuche vorliegen, konnen die Warmeubergangs_ 
zahlen von Rohrbundeln mit geradlinig hintereinander angeordneten 
Rohren aus der allgemeinen Gleichung (116) fUr ein Einzelrohr berechnet 
werden. Fur Rohrbundel mit versetzten Rohren kommen Wirbel­
faktoren X dazu. 

Fur 
ist X 

2 
1,1 

3 
1,2 

4 5 und mehr Rohrreihen 
1,3 1,35. 

7. Apparate mit anderen Querschnittsformen als Kreisrohre konnen 
durch Einfuhrung eines gleichwertigen Durchmessers mit gleichem Um­
fang wie ein Kreisrohrbundel berechnet werden. 

Die Warmeubergangszahlen konnen aus Nomogramm 4 abge­
lesen werden. 

Zahlenbeispiel22. Wie groB ist die Warmeubergangszahl in dem 
Zwischenkuhler eines Luftkompressors, bestehend aus mehreren Rohr­
reihen von 25 mm AuBendurchmesser, durch welche Luft (von 800 C) 
mit einer Geschwindigkeit von 6 m/s gefUhrt wird, wenn die Rohr­
temperatur 200 C betragt und der Druck in dem Kuhler 5 at abs. ist? 
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Bei einer mittleren Temperatur von ~ (80 + 20) = 500 C ist die kine. 

matische Zahigkeit der Luft bei lata nach Zahlentafel 38, S. 257 11 = 

O 185 2/ B' 5 t . t - 0,185 d R - w . d - 600·2,5·5 - 4 05 .104 , em s. eI a a IS 11 - -5- un e - -v- - 0,185 -, . 

Mit ~~ = ::: = 1,12 folgt aus Nomogramm 4 fur ein einzelnes 

Rohr: Nu = 130. Fur mehrreihige versetzte Rohrbundel ist der Wirbel­
faktor X = 1,35, und 

IX = 130 ·1,35· ~~:: ~167kcal/m2,h, °C. 

Dieser Wert gilt fUr vollstandig beruhigten Zustrom der Luft; je nach 
dem Einbau kann dieser Wert noch urn 10 bis 20% erhoht werden. 

Zahlenbeispiel 23. Wie groB sind die Warmeubergangszahlen fur 
Rauchgase in einem Wasserrohrkessel fur 15 at Dberdruck, bestehend 
aus versetzten Rohren von 83 mm AuBendurchmesser, wenn die maxi­
male Rauchgasgeschwindigkeit 6 m/s ist? 

Die Wandtemperatur kann gleich der Temperatur des siedenden 
Wassers fUr 15 atu = 16 at zu 2000 C angenommen werden. Bei der 

mittleren Temperatur -} (800 - 200) = 5000 C ist fUr Luft (Zahlen­

tafel 38, S. 257) ist A. = 0,0464 und 11 = 0,81 cm2/s, so daB Re = w. d 

= 600· ~:l = 6100 ist. Fur Rauchgase ist Re rd. 4% groBer (vgl. s. 130), 
, . TL 1073 d 

also 6345. MIt Tw = 473 = 2,28 folgt aus Nomogramm 4 Nu = IX T 

= 43,5 und IX = 43,50~~~4~= 24,5 kcal/m2, h, 0C fur ein einzelnes Rohr. 

Fur ein Rohrbundel mit mehreren versetzt angeordneten Reihen 
ist dieser Wert mit 1,35 zu multiplizieren, sq daB IX = 1,35 . 24,5 = 
33 kcal/m2, h, °C ist. . 

Stromen die Rauchgase unter einem anderen Winkel als 900 zur Rohr-

achse, so sind diese Werte durch (!!;~ Y-O.618 zu dividieren, welche 

Faktoren aus Abb. 146 auf Nomogramm 4 abgelesen werden konnen. 

Fur f{J = 800 600 450 300 200 

ist der Faktor 1 1,03 1,07 1,18 1,32 

Zu diesem konvektiven Warmeubergang kommt noch die durch 
Strahlung ubertragene Warme hinzu. 

Fur den "mittleren" Strahlungsweg seines Gases zwischen versetzten 
Rohren sind (nach Zahlentafel 1, Pos.2, S.31) zwei Werte bekannt, 
namlich fur e/d = 1, s/e = 2,8 und fUr e/d = 2, s/e = 3,8. Durch diese 
Werte ist in Abb. 147 auf Nomogramm 4 eine Kurve gezogen; mit 
d = 83 mm = 0,083 mist der mittlere Strahlungsweg fur alle Werte von 
e/d bekannt. Die in der Abbildung eingezeichneten Strahlungszahlen IXs 

sind in gleicher Weise berechnet, wie in Zahlenbeispiel 2, S. 40. 
Sie zeigen, daB z. B. in einem Steilrohrkessel mit weitem Rohrabstand 

und bei hohen Temperaturen der Rauchgase die durch Strahlung und 
durch Konvektion ubertragenen Warmen von der gleichen GroBen­
ordnung werden k6nnen. Die so berechneten Warmeubergangszahlen 
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OCt = OCs + oc konnen nur bei reiner Oberflache erreicht werden. Bei dem 
in praktischen Betrieben unvermeidlichen Ansatz von RuB und Schlacken, 
wird die durch Strahlung ubertragene Warme stark vermindert (vgl. 
S. 217/218). 

Zahlenbeispie124. Wie groB ist die Warmeubergangszahl in einem 
Solekuhler, bestehend aus einem Rohrbundel mit vielen versetzt liegenden 
Rohrreihen von 40 mm AuBendurchmesser, wenn die Sole mit 1 bzw. 
0,5 mJs senkrecht zur Rohrachse stromt? 

Die Warmeubergangszahlen sind aus folgender Gleichung zu be­
rechnen: 

A oc = (iK . X . PrO,S1 Rem kcalJm2, h, 00. 

FUr mehrreihig versetzte Rohre ist X = 1,35; K und m sind von der 
Reynoldsschen Zahl abhangig. Man berechnet also zuerst Re und Pr, 

liest aus Nomogramm 4 fUr ~: = 1 die Nu-Werte fUr Luft abo 

Dabei ist zu beachten, daB fur Re > 4000 andere Werte von K und m 
gelten als fUr Re < 4000. Fur andere Flussigkeiten sind diese Nu-Werte 
mit 1,105 PrO,31 zu multiplizieren, welche Werte auch aus Nomogramm 4 
zu entnehmen sind und findet 

043 
oc = 0:04 . 1,35 (1,105 PrO,31) (NULuftl kcal/m2, h, 00. 

Zahlentafel 15. Warmeubergangszahlen in Solekuhler. 

I Tern· I I I 
I 

Re NULuft 
W.O.Z. 

I pera· ~.10' v a keal/m', h, '0 Losung I ~~ kg. slm' em'ls em'ls Pr 

1 mls I 0,5 mls 1 mls ! Q,5 mls w~1m/B w~O,5mls 

24% CaCl2 0 4,1 0,032 0,00140 22,8 12500 6250 57,5 37,5 2560 1600 
Y = 1,22 -10 6 0,048 0,00141 32 8300 4150 44,5 29 2100 1360 
). = 0,43 -20 9,5 0,076 0,00142 54 5300 2650 34 23,5 1870 1390 

30 % CaCl2 - 20 15 0,115 1°,00145 80 3480 
-25 I 

1740 27 19,3 1680 1200 
Y = 1,28 19 0,145 0,00146 100 2750 1375 24 17,4 1600 1160 
). = 0,43 -27,5 

Diese Warmeubergangszahlen weichen zum Teil stark von den von 
E. Hofmann! berechneten Werte ab, da dort die Gleichung von Reiher 
weit auBerhalb dem Geltungsbereich erweitert wird. 

C. Freie Stromung. 
Bei der freien Stromung wird die Bewegung durch den Auftrieb der 

erwarmten Flussigkeit hervorgerufen; Temperatur- und Geschwindigkeits­
feid sind also miteinander gekuppelt. 

1. Vertikale Platte. 
Theoretische Losung von Schmidt, Pohihausen, und Beckmann. 

Mit den gleichen Vereinfachungen wie bei der erzwungenen Stromung 
Iangs einer Platte, bleibt Gleichung (lOla) fUr die Warmeleitung auch bei 

1 E. Hofmann: Warmedurchgangszahlen von Steilrohrverdampfern. Z. ges. 
Kalteind. Bd.41 (1934) S. 190. 
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freier Stromung unverandert; in der Stromungsgleiehung (99a) kommt 
das Auftriebsglied Xle = g {3 e (vgl. S. 103) hinzu. 

Die Voraussetzung einer raumbestandigen Fliissigkeit (e = eonst) 
mag zunaehst befremdlieh erseheinen, weil damit Ausdehnung und 
Auftrieb und somit die gesamte Konvektion in Frage gestellt wird. Dies 
ist jedoeh nieht der Fall, weil diese Vereinfaehung nur in den Tragheits. 
gliedern und bei der Wirkung der Reibung, aber nieht im Auftriebsglied 
gemaeht wird. 

Dureh Einfiihrung der Stromfunktion an Stelle der Gesehwindigkeiten 'U 

und v [Gleiehung (98)], gehen die Gleiehungen (99a) und (101) iiber in: 

0([1 .~_ 0([1. 02([1 = V 03 ([1 + {3e (119)1 
oy ox·oy ox oy2 oy3 g 

o([1oT o([1oT 02T 
-·----·-=a- (120) oy ox ox oy OX2 

mit der dimensionslosen Ubertemperatur T = ele co ' 
E. Pohlhausen hat naehgewiesen, daB diese partiellenDifferential­

gleiehungen sieh in gewohnliehe umformen lassen, wenn 

~ = Vg!~co -V~ = c V~ = : V:- (121) 

als neue Veranderliehe eingefUhrt wird und an Stelle der gesuehten 
Funktionen (fJ und T 

und 
(fJ (x, y) = 4 v cV x 3 C (~) 

T (x, y) = -& (~) 

(122) 

(123) 
zwei neue Funktionen C und -& der einen Unbekannten ~ setzt. Die 
Einfiihrung einer neuen Veranderliehen ~ (prop. mit Gr0,25) ist nieht 
auf die vertikale Platte besehrankt und kann mit gleiehem Erfolg aueh 
bei anderen Korperformen ohne GrenzsehiehtablOsung verwendet werden. 
Sie hat zur Folge, daB aueh die Warmeiibergangszahl prop. mit Gr0,25 

sein muB, welehe SehluBfolgerung also allgemein fUr die freie Stromung 
um Stromlinienkorper gilt, wenn sieh die Randbedingungen aueh als 
Funktion von ~ darstellen lassen. Die Gleiehungen (119) und (120) 
gehen dann in die beiden gewohnliehen Differentialgleiehungen iiber: 

C'" + 3 C C" - 2 C'2 + -& = ° (124) 
und mit Pr = via: 

-&" + 3 Pr C -&' = 0. (125) 
Die Randbedingungen lauten: 

fiir y = 0, U = 0, v = ° und e = eo, bzw. T = 1 
und fiir y = ro, U = 0, v = ° und e = 0, bzw. T = ° 
und miissen aueh dureh die neue Veranderliehe ~ eindeutig bestimmt sein. 

1 L. Lorenz und ebenso W. Nusselt und W. Jiirges machten zur weiteren 
Vereinfachung die Annahme, daB Temperatur und Geschwindigkeit im ganzen 

Feld nur von yabhangen, d. h. sie lassen noch die Glieder u ~: und u ~ ~ fort. Die 

Versuche von Nusselt und Jiirges sowie von Schmidt und Beckmann zeigten 
aber, daB diese Annahme nicht im entfer~~esten zutrifft. Nusselt und Jiirges 
nahmen deshalb an, daB e nicht die wahre Ubertemperatur, sondern der Mittelwert 
fiir die ganze Platte sei. 
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Die Werte <J) = const bilden die Stromlinien; sie mussen auchfiir 
die Wand gelten; dort ist <J) = 0. Die Stromfunktion <J) wird auch zu 
Null, fur aIle Werte von y, wenn x = ° ist. Die X· und Y-Achsen 
bilden demnach die Berandung des Stromungsgebietes (Abb. 70). Fur 
die Abkuhlung der Platte erhalt man das Spiegelbild in bezug auf die 
Y-Achse. Die Flussigkeit flieBt also in breiter Front waagerechtauf 
die Platte zu, wird ziemlich p16tzlich umgelenkt und stromt in dunner 
Schicht nach oben abo 

An der Unterkante der Platte t 
wird das Stromungsfeld von der 
Wirklichkeit abweichen, weil der x 
Platte auch aus dem unteren Halb­
raum Flussigkeit zustromen kann; 
dort ist auch die V oraussetzung der 
Theorie (Laminarschicht klein ge­
genuber Plattenhohe x) nicht mehr 
erfullt. 

FiirdieGeschwindigkeitskompo. 
nenten erhalt man die Gleichungen : 

U = 0 cP = 4 V C2 ,Ix C' 
oy V (126) 

und 

,\1\ \ 
\ ,\ 
\\ \' 
\\ \" 
\\ .~ 
\ '--
\: "-

'-... 

I i 
, 

! i 

"--... 
, 

i I 
I I 

'-- ! 
1p-kOflJ'l: 

-....... I 

--- , I 

i 
I 

i ! 
\.. I 

v =- oCP = I 0 y-ox 
_ _ 

{ 
r. _ C Y '} (127) Abb. 70. Das Stromungsfeld vor einer warme-

C -'=-- r abgebenden senkrechten Platte. 
- V Vx yx"'· 
Die Bedingung, daB an der Wand fiir aIle Werte von x die vertikale 

Geschwindigkeit u zu Null wird, ist erfuIlt, wenn fUr y = 0, C und 
C' = ° ist. Weit von der Platte entfernt, fur y = 00 hat die Geschwindig­
keit v eine horizontale Tangente, die bedingt, daB dort C' und C" gleich 
Null werden. 

Die Randbedingungen lauten also nun: 
fur ~ = 0, C = 0, C' = ° und {} = 1 

und fiir ~ = 00, C' = 0, C" = ° und {} = 0. 

Die Differentialgleichungen (124) und (125) lassen sich durch Reihen 
fur 1; und {} losen, die nach Potenzen von ~ fortschreiten und worin das 
Geschwindigkeits- und Temperaturgefalle an der Wand (C~ und {}~) 
noch als Unbekannten vorkommen. Diese beiden GroBen sollten aus 
der zweiten Randbedingung, Gleichung (129), berechnet werden. Die 
von Pohlhausen angegebenen Reihen fur C und {} konvergieren jedoch 
nicht fUr groBe Werte von ~, so daB die Losung nur gelingt, indem die 
GroBen C~ und {}~ aus dem von Schmidt und Beckmann fur Luft 
experimentell bestimmten Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld zu 

C~ = 0,675 und {}~ = - 0,508 
als bekannt vorausgesetzt werden. Die mit diesen Versuchswerten 
berechnete Temperaturfunktion {} (Abb. 71) stimmt mit den Versuchen 
sehr gut uberein, wenn bei der Berechnung von ~ aus Gleichung (121) 

ten Bosch, Warmeiibertragung. 3. Auf) 11 
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die kinematische Zahigkeit 'V bei der Wand temperatur eingesetzt wird 
und nicht (nach dem Nusseltschen Vorschlag, S. 107) bei einer 
mittleren Temperatur. Die Wahl der Wandtemperatur scheint auch 
physikalisch berechtigt, weil die Zahigkeitswirkungen unmittelbar an der 
Platte am starksten sind. Etwas groBer sind die Abweichungen zwischen 
der gemessenen und berechneten Geschwindigkeit nach Gleichung (126) 

(C in Abb. 71), die zum groBen Teil auf die 
1, 0", groBen Schwierigkeiten der genauen Messung 

zuriickzufiihren sind. 

I"" DieAnwendungderLosungvonPohlhausen 
8 

i"" 
auf belie bige Fliissigkeiten scheitert daran, daB 
die GroBen f}~ und C~ fiir andere Medien als 

4 

0\ "" 
Luft nicht aus Versuchen bekannt sind. 

\ I"" -I--I-

"'" 
V I-- I---

l\ fJ. V 
l\ ......... 

Ix V 

I~ v 
..,-
~ ~' ./ -t--- t--.... 

V J"y I-( ~ ~ f:=-t-

o ~ V ~ V 

-q2 

-q'l 

'" ~' ~ 
t- VI-__ V 

~ 
V 

l3Y' V 

--V 
I--

4'1 q8 ~e to e.o 'I go 2 8 'iO 
~~ 

Abb. 71. Liisuug der Differentialgleichungen (124) und (125) fiir Luft. (Nach Pohlhausen.) 

Weil in den Differentialgleichungen (124) und (125) ; nicht explizit 
vorkommt, kann man f}', das ist die Tangente an der Temperaturkurve, 

statt f} als neue Veranderliche einfiihren 1. Setzt man {}' = ~~ = p (T), 

. d ·t dp I so WIT m1 df} = P : 

{}" = ~~ = ~~ . :~ = :: . p = p' . p 

Die Werte von f}' und f}" in Gleichung (125) eingesetzt, geben mit 3 ~r = c: 

C = -Cp'. 

Durch Differentiation erhiiJt man: 

1 Semesterarbeit (Elektrische Maschinen) von M. ten Bosch, Jr. S. S. 1931. 
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?"' de dp' d{} " 
'" = d; = - e d{} . d; = - e p p, 

C" = - e (p" p' + p p"') p, 
C'" = - e (p3 plv + 3 p2 p' p'" + p2 p"2 + P p'2 p"). 

Diese Werte in Gleichung (124) einsetzen und ordnen, dann erhii.lt man 
die neue Differentialgleichung 

p3 plv + 3 (1- e) p2 p' p", + (1 + 2 e) p2 p"2 + (1- 3 e) p p'2 p" - ~ = 0, (128) 
Il 

deren Losung als eine Taylorsche Reihe angesetzt werden kann. Die 
Reihe konvergiert leider sehr schlecht, so daB eine groBe Anzahlglieder 
berechnet werden muB. 

Wenn wir voraussetzen, daB bei der freien Stromung eine 
"schleichende" Bewegung vorhanden 1 ist (vgl. S. 105), konnen die fiir 
Luft geltenden Gleichungen auch auf jede beliebige Fliissigkeit iiber­
tragen werden, da dann 

Nu = F (Gr . Prj (14) 
sein muB und die FunktionF fiir Luft (Pr = 0,733) bekannt ist. 

Aus Gleichung (123) erhalt man die Warmeiibergangszahl an der 
Stelle x: 

cx = - e (oe) = -A (~) .~ = -~f)' VGr. (129) 
x ;. oy y=o 0; c=o oy x 0 4 

Der Wert f)~ hangt nur von einem einzigen in der Differentialgleichung 
(125) vorkommenden Parameter Pr abo 

Die Form der aus den Ahnlichkeitsbetrachtungen folgenden Kenn­
funktion fiir die freie Stromung 

Nu = F (Pr, Gr) (12) 
ist durch diese theoretische Untersuchung festgelegt, namlich: 

(Xx X = N u = ~ 1Y. (Pr) . Gr°,25. (130) 
;. x v'2 0 

Da Or proportional mit x3 ist, folgt daraus 
cxx prop. x- 0,25. 

Die mittlere Warmeiibergangszahl fiir die Plattenhohe x 
x 

CXm,= ~Jcxxdx =jcxx • 

° Mit dem Versuchswert f)~ fiir Luft = 0,508 folgt daraus 

N - 4· 0,508 4/ar _ ° 48 0°,25 Um - 3 V2 } w -, rw· 

(131) 

(132) 

FUr beliebige Fliissigkeiten ist, wenn eine "schleichende" Bewegung vor­
ausgesetzt werden darf: 

Nu prop. (Gr . Pr)O,25 

sein. Der Proportionalitatsfaktor folgt nun daraus, daB fiir Luft mit 
Pr = 0,733: 

A . PrO,25 = 0,508 

1 Fiir die schleichende Bewegung vereinfacht sich die Differentialgleichung (124) 
zu: t,"'-l-{}=O. 

11* 
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ist, also A = 0,555. Mit diesem Wert von A wird fUr die freie Stromung 
von allen Flussigkeiten 

NUm = 0,525 (Gr . Pr)~25 . (133) 

Am genauesten mit der Theorie stimmen die Versuche von Schmidt 
und Beckmann uberein (Abb. 72), bei welchen auch die groBte 
Sorgfalt darauf verwendet wurde, jede andere Luftstromung langs der 
Platte zu vermeiden. So wurden z. B. die Platten in ungefahr 30 cm 
Entfernung von senkrechten Schirmen aus Wellpappe versehen, die 
unten und oben geniigend freien Raum lieBen um den ungestorten 
Zustrom der Raumluft zu gestatten. Schon schwache Bewegungen der 
Raumluft, wie sie durch Atmen und Herumgehen von Menschen, durch 
TUren usw. entstehen, erhohen den Warmeubergang um mehrere Prozente. 
Auch jede mogliche Fehlerquelle wurde bei den Messungen sorgfa,ltig 
untersucht und berucksichtigt. 

8 

;'0" t J ¥567810·f 2 J ¥5G7810B 2 J ¥5678107 2 J ¥5678t08 

Abb.72. Freie Stromung Ilings einervertikalen Platte. VergleichderVersuchswerte mit Gieichung (135). 

Sehr gut stimmen auch die Messungen von H. H. Lorenz mit 01 
mit der Theorie uberein, was als eine gute Bestatigung der voraus­
gesetzten "schleichenden" Bewegung aufzufassen ist. 

Alle anderen (a1teren) Versuche liegen hoher als die theoretische 
Linie in Abb.72. Sie konnen durch Abweichungen von den theo­
retischen Voraussetzungen erk1art werden (zusatzliche Stromungen) zum 
Tei1 auch durch weniger sorgfaltige Berucksichtigung der bei den 
Messungen moglichen Fehlerquellen 1. 

Die theoretische Gleichung (132) gibt Mindestwerte fUr den Warme­
ubergang, die in der Praxis, z. B. durch zusatzliche Fliissigkeitsbewe­
gungen, fast immer um 10% und mehr uberschritten werden. 

1 So vernachIassigt z. B. W. Koch die Warmeabgabe der Stirnflachen und 
findet dadurch zu groBe Warmeiibergangszahlen. Bei seinen Versuchen war die 
Wandtemperatur iiber die Rohrlange sehr stark veranderlich. 

Die Messungen von Nusselt und Jiirges gaben etwa 40% groBere Warme­
iibergangszahlen als Gleichung (134), welche Abweichungen nach Schmidt und 
Beckmann auf MeBfehler in unmittelbarer Plattennahe zuriickzufiihren sind. 

Die Versuchswerte von L. Austin iiber den Warmeiibergang einer vertikalen 
Wand an nicht siedendes Wasser sind bei stillstehendem Riihrwerk viel groBer 
als Gleichung (134) fiir die freie Stromung ergibt. Austin muBte aber, um den 
Beharrungszustand zu erhalten, das Wasser durch eine Rohrschlange kiinstlich 
kiihlen (Abb.94), so daB die Bewegung der Fliissigkeitsteilchen jedenfalls viel 
lebhafter und nicht allein durch den Temperaturunterschied zwischen Wand und 
Wasser verursacht war, sondern auch noch zwischen Wasser und Kiihlfliissigkeit. 
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Die neuesten Versuche von R. Weise zeigten bei der vertikalen 
Platte hohere Nu-Werte als Gleichung (135) und auBerdem eine Ab­
hangigkeit vom Temperaturunterschied e auch dann, wenn die Stoff­
werte bei der Wandtemperatur eingesetzt werden. Bei diesen Versuchen 
war die Zustromkante der Platte nicht zugescharft bzw. nicht durch 
eine gleich dicke Leiste begrenzt, wie bei den Versuchen von Schmidt 
und Beckmann. Durch die Plattendicke von 10 bzw. 15 mm entstehen 
Anfangsstorungen (Wirbelungen), die zu einer Erhohung der Warme­
ubergangszahl fuhren. Aus den Versuchen von R. Weise konnen Wirbel­
faktoren X abgeleitet werden, die vom Temperaturunterschied e ab­
hangig sind, z. B.: 

X = 1,13 bei e = 3500 C und X = 1,06 bei e = 500 C. 

Solange man von der Krummung der Rohroberflache absehen darf, 
d. h. wenn die Grenzschicht klein im Verhaltnis zum Zylinderdurch­
messer ist, gilt diese fur die vertikale Platte gefundene Beziehung auch 
fUr vertikale Rohre (Versuche von W. Koch), aber nicht fur vertikale 
Drahte. 

Die warmeabgebende Platte muB auch einen Auftrieb erfahren, der 
aus der Schubspannung io an der Plattenoberflache berechnet werden 
kann: 

iO='YJ(~U) ='YJ(~2~) 4'YJV03VUC~. uy y~O uy y~O 

Mit C~ = 0,675 wird der Auftrieb fur die Breiteneinheit der Platte in Luft: 
x 

fi o dx = ~. 4 . 0,675 .~ . i /fl7?iaX3 
5 Vv V 43 • P:;" 

o 
Fur eine Platte von 0,5 . 0,5 m 2 GroBe, auf 1000 C erwarmt, ergibt die 
Rechnung bei beidseitiger Warmeabgabe an Luft von 200 C einen Auf­
trieb von 157 g, welche Kraft bei geeigneter Versuchsanordnung nach­
weisbar sein sollte. 

Die Geschwindigkeit u wird am groBten fur C = 1 (Abb. 71); dann 
ist C' = 0,275 undnach Gleichung (126) 

Umax = 1,102 vVx 
oder mit 0 = ~4e.: aus Gleichung (121): 

Umax = 0,55 v' g {lea> x. (134) 

Mit diesem Wert von Umax wird die Reynoldssche Zahl: 

UmaxX ,1-
ReI = --- = 0,55 V Gr , 

v 
(135) 

R. Hermann hat an einer senkrechten Platte (100· 100 cm2) und 
einem waagerechten Zylinder (58,5 cm Durchmesser, 100 cm Lange) die 
kritischen Stellen des Umschlages von laminarer zu turbulenter Stromung 
in Luft mittels der Schlierenmethode nach E. Schmidt beobachtet. 
Er fand als kritische Reynoldssche Zahl (uy!v) fur die senkrechte 
Platte 303 und fUr den waagerechten Zylinder 285, also praktisch gleich. 
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Die obere Grenze der Anwendbarkeit der Gleichung (130a) fur Luft 
folgt daraus zu Grk = 109 fur die Platte und Grk = 3,5 . 108 fUr das Rohr. 

Mit dem kritischen Wert Grk = 109 folgt aus Gleichung (133) fUr die 
freie Stromung: 

Relk = 0,2 . 1()5, 
also kleiner als der bei erzwungener, isothermischer Stromung experi­
mentell bestimmten Grenzwert 5.105 (vgl. S.142). 

Die ersten Spuren der Turbulenzbildung haben aber keinen wesent­
lichen. EinfluB auf den Warmeubergang. Die Versuche von W. Koch an 
vertikalen Rohren zeigten laminaren Warmeubergang bis Grashofschen 
Kennzahlen von 3 . 1010. 

Fur erzwungene Laminarstromung von Luft langs der Platte ist nach 
Gleichung (110) mit ReI = 0,55 VGr [Gleichung (132)] und V Pr = 0,89 

= 0,664A . ° 89 ,/ ° 55 ~/Gr = ° 437 ~ ~/ Gr. (136) elm x ' y, y , x y 

Aus dem Vergleich mit Gleichung (134) folgt: 
Beigleicher Reynoldsscher Zahl (Umax x/v) und bei Laminar­

stromung ist die mittlere Warmeubergangszahl fur die freie 
Stromung von Luft langs der Platte 10% groBer als bei er­
zwungener Stromung. 

Gleichung (134) ist nur fur Laminarstromung giiltig, also fUr 
Pr . Gr < 109 • Es gibt zur Zeit keine fur die turbulente Stromung 
geeignete Theorie der freien Stromung. Einen guten Anhaltspunkt 
im turbulenten Gebiet kann die bei Laminarstromung gefundene Fest­
stellung geben, daB bei gleicher Reynoldsscher Zahl die mittlere 
Warmeiibergangszahl fiir die £reie Stromung etwa 10% groBer als bei 
der erzwungenen Stromung ist. Wenden wir diese Beziehung auch auf 
die turbulente Stromung an, so folgt aus Gleichung (111): 

N - 1 1 . 0,036 ~ Pel (137) 
u lm - , 02' 

['I/' + 'P (Prg-I)] ReI' 

Re = 0,55 GrO•5 und fur die turbulente Stromung von Luft mit: 
NU1m = 0,0325 ~ Gr0,4. (138) 

Soweit Versuche mit Luft in diesem Gebiet vorliegen, stimmen 
die Resultate mit dieser Gleichung befriedigend uberein. 

~ Aus den Gleichun-
I gen (134)und (138)folgt, Abb.73. Verlauf derWarmeiibergangszahl bei 

a; daB bei der freien Stro-der freien Striimung langs einer hohen 
vertikalen Platte. 

x-u,25 

.----
luminul' turbulent 

x42 

mung langs einer verti­
kalen Platte die Warme­
ubergangszahl im lami­
naren Gebiet proportio­
nal mit x- 0.25 und 
im turbulenten Gebiet 
proportional xO,2 ist. Zu 

.r~ beachten ist, daB dem 
turbulenten Gebiet bei ungestortem Zustrom immer ein laminares 
Gebiet vorangeht. Die Warmeubergangszahl fur die freie Stromung Wird 
also bei genugender Lange der Platte (oder des vertikalen Rohres) den 
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in Abb. 73 skizzierten Verlauf zeigen, genau wie Griffiths und Davis 
bei ihren Versuchen beobachtet haben. Ahnlich wie bei der erzwungenen 
Stromung ist ein Gebiet vorhanden, innerhalb welchem die Warmeuber­
gangszahl praktisch unabhangig von der Lange ist (vgl. S. 147). 

Mit dem kritischen Wert (Or· Prh = 1,4.109 folgt aus den Stoff­
werten fur Transformerol bei 700 C (Abb. 143, S. 270), wenn e zu 50 C 
angenommen wird, die Plattenhohe x fur die Grenze der Laminar­
stromung x = 25 cm; mit den Stoffwerten flir Luft (Zahlentafel 38, 
S. 257) und mit e = 400 C wird x = rd. 1 m. 

Bei den (jltransformatoren wird also sowohl die Luft- als auch die 
(jlstromung t ur b ul en t. Vernachlassigt man bei groBen Transformatoren 
(x = 2 m) die anfanglich vorhandene Laminarstromung, so folgt aus 
Gleichung (138) mit einem Zuschlag von 10%, da praktisch nie voll­
standig beruhigte Luft vorhanden ist 

rx. = 6,6 kcal/m2, h, °C. 
Richterl gibt auf Grund der Erfahrung rx. = 7 bis 8 Wattjm2, h = 6 
bis 6,8 kcaljm2, h, oC, also den gleichen Wert. 

Fur die Berechnung derWarmeubergangszahl an der (jlseite vgl. 
Zahlenbeispiel25, S. 168. 

2. Die horizontale Platte. 
Fur die horizontale Platte liegt z. Z. noch keine mathema­

tische Losung vor. Sie ist auch wesentlich schwieriger als fur die 
vertikale, well die Stromung im all­
gemeinen raumlich und nur flir die 
zylindrische Platte zweidimensional ist 
(Abb. 74). Aus diesem Stromungsbild 
kann man die SchluBfolgerung ziehen, 
daB eine horizontale Kreisplatte sich 
bei freier Stromung ungefahr so ver-' 
halt, wie eine vertikale von der Rohe 
h = r. Aus der Uberlegung, daB auch 
flir die horizontale Platte die allge­
meine Beziehung 

Nu = prop Or°,25 
gelten muB, folgt dann, daB fur eine 
gleich groBe Platte bei horizontaler 
bzw. vertikaler Lage 

rx.h = !Xv V2 = 1,2 !Xv 
sein muB, d. h. die Warmeabgabe einer 
horizontalen Platte ist etwa 20% groBer 
als die einer gleich groBen vertikalen 

Abb. 74. Freie Stromung liings einer 
unter sonst gleichen Verhaltnissen. (unendlich groBen) horizontalen Platte. 

Die Versuche von K. Rencky 
zeigten in Ubereinstimmung mit dieser SchluBfolgerung, daB bei gleicher 
Grashofscher Zahl die Warmeubergangszahl fur eine horizontale Platte 

1 Elektrische Maschinen, Bd.3 S. 222. Berlin: Julius Springer 1932. 
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von 60 . 60 cm2 an Luft rd. 25 % groBer ist als fiir die gleich groBe 
vertikale Platte. 

Man konnte also eine horizontale Platte nach Gleichung (135) be­
rechnen, wenn als Bezugslange x in der Grashofschen Kennzahl 

bei der Kreisplatte der Plattenradius 
" " quadratischen die halbe Kantenlange, und 
" "Rechteckplatte die halbe groBe Achse 

eingesetzt wird. Diese i.Jberlegung gilt natiirlich nur fiir Laminarstro­
mung. Die freie Stromung verlauft bei der horizontalen Platte senkrecht 
dazu, was natiirlich viel leichter (also bei viel kleineren Werten von 
Or . Prj zur Turbulenz fiihi-en muB. 

In schroffem Gegensatz zu den Versuchen von Hencky und auch zu 
den SchluBfolgerungen aus dem Stromungsverlauf, zeigten die neuesten 
Versuche von R. Weise, daB umgekehrt die vertikale Lage zweier 
Platten (von 160·160·10 bzw. 240·240·15 mm) 20% groBere Warme­
iibergangszahlen aufweist als die horizontale Lage. Der. Unterschied ist 
auch hier wieder durch die groBe Plattendicke zu erklaren. Am Rande 
der horizontalen Platte entstehen dadurch vertikale Stromungen, welche 
die freie Stromung in horizontaler Richtung storen (abschirmen) und 
deshalb eine Verminderung des Warmeiiberganges zur Folge haben. 

Die Randbedingungen der Platte beeinflussen die freie Stromung 
erheblich und deshalb auch den Warmeiibergang; sie miissen bei der 
Schatzung der Warmeiibergangszahlen beriicksichtigt werden 1. 

Zahlen beispiel 25. Wie hoch ist die Temperatur, die das Dach 
eines Wagens, iiber Mittag in der Sonne stehend, hochstens erreichen 
kann, bei 27° C Temperatur der Umgebung? 

Wenn 65% der Sonnenenergie das Dach erreicht, ist die zugestrahlte 
Energie (vgl. S. 23) : 

Ql . 0,65· 1150 = 805 kcaljm2, h, 

und die vom Dach ausgestrahlte Energie, wenn die Strahlungszahl zu 4,5 
angenommen wird: 

Q2 = 4,5 [(l~-ijr - (1~~r] kcaljm2, h. 

Die durch KO,nvektion des horizontal angenommenen Daches abgegebene 
Warme folgt aus Gleichung (134) mit x = 6 m und einen Zuschlag von 
15 %, weil die AuBenluft nie voUstandig ruhig ist: 

Q = a 8 = 1 15. 1 2 . 0 48. 0,027 . 8 5/4 • y981 ·216· 106 • 16,4 = 0 88/,;l5/" 
3 ", 6 300 ,t7. 

1m Beharrungszustand muB also: 

805 - 4,5 [(1~~)4 - 34] - 0,88 ({}1 - 27)5/4 = 0 

sein. Die graphische Losung dieser Gleichung gibt {}l = 1070 C. Die 
hochste beobachtete Dachtemperatur ist 77° C, also wesentlich kleiner, 

1 R. Weise schlagt vor, den umstriimten Umfang als maBgebende BezugsIange 
einzufiihren und die Platte, wie ein Kiirper ohne Stromlinienform, z. B. als Kreisrohr 
mit gleichem Umfang, zu berechnen. 
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weil auch die untere Dachseite Warme ausstrahlt und durch Luft­
stromungen gekuhlt wird. Verdoppeln wir aus diesem Grunde die ab­
gegebene Warme, so wird {}1 = 81 0 c. 

Wird das Dach weiB gestrichen, so wird bis zu 75% der Sonnenenergie 
reflektiert, also 

Ql = 0,25·805 kcal/m2, h 
und die Temperatur des Daches bedeutend niedriger. 

3. Horizontales Rohr. 
Theoretische Losung von R. Hermann. Fiir die Stromung von Luft um 

ein horizontales Rohr zeigten die Schlierenaufnahmen von E. Schmidt, 
daB bei Grashofschen Zahlen von etwa 104 an aufwarts, die Erwiirmung 
der Luft sich (wie bei der Strollmng langs einer vertikalen Platte) nur auf 
eine verhiiltnismaBig dunne Schicht rings um den Zylinder erstreckt. 
Abgesehen von der Stauung oben ist also die Rauptstromungsrichtung 
parallel zur Wand. Die Differentialgleichungen fur die freie Stromung 
langs der Platte bleiben demnach mit den gleichen Vereinfachungen auch 
ffir das horizontale Rohr gultig, mit Ausnahme des Auftriebgliedes, das 
nun g pe sin (sir) wird. 

s = Bogenlange auf dem Zylinderumfang vom unteren Staupunkt an 
gerechnet, 

n = Normalabstand von der Wand, 
r = Zylinderhalbmesser. 

R. Hermann weist nach, daB die Differentialgleichungen fur 
Zylinder durch Einfiihrung einer neuen Veranderlichen 

den 

q = : (~t4 g ( : ) (139) 

sich in gewohnliche Differentialgleichungen umformen lassen, mit den 
LOsungen: 

t (s, n) = {} (q) 
ffir das Temperaturfeld und 

(Gr)1!4 ( 8 ) "p (s, n) = v ,8 1; (q)f r 

(140) 

(141) 

fiir das Geschwindigkeitsfeld. In diesen Losungen sind die Funktionen 
{} (q) und 1; (q) identisch mit Pohlhausens Funktionen {} (~) und 1; (~) 
(Abb. 71), wahrend die Werte vonf(s/t:) und g(slr) aus Zahlentafel16 zu 
entnehmen sind. 

Zahlentafel 16. 
8 

0' 30' 60' I 90' 
I 

120· 
I 

150' 165' 180' rp=-
r 

.f (q;) 
I ~,760 1,18 2,34 I 3,43 I 4,41 I 5,24 5,55 I 5,84 

g (q;) 0,752 0,718 0,664 0,581 0,458 0,360 ° 
Der Vergleich mit der einzigen bisher veroffentlichten Messung des 

Temperaturfeldes um einen Zylinder von Jodlbauer bei Gr = 6,55.105 

ergab eine sehr gute tJbereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung. 
Aus dieser tJbereinstimmung folgt, daB die ubergehende Warmemenge 
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und die Warmeiibergangszahl sich auch richtig aus der Theorie ergeben 
muB, mit: 

IX __ ~(Oe) --A (of}) .oq 
'P - e on n=O - oq q=O on 

A (Gr)1/4 ). 
1X<p = - r1}~ 8 g (cp) = 0,605 d GrO,25 g (cp) • (142) 

'" 
mit IXm = ! ! 1X<p d cp wird: 

° NUm = IXm { = 0,605 GrO,25 g (cp) = 0,372 GrO,25. (143) 

Aus Gleichung (142) folgt, daB die Funktion g (sir) die Verteilung 
der Warmeiibergangszahl iiber den Rohrumfang angibt fiir eine bestimmte 
Grashofsche KennzahP. Die vordere Rohrhalfte iibertragt rd. 60% der 
gesamten Warme (Abb.75). 

t 49 

g48 
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q5 

q'l 

q3 
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41 

0 flO go 1t!fJ 150 180° 
tf~ 

Abb.75. Verteilung der Warmeiibergangszahl am Umfang eines Rohres beifreier Stromung. Vergleich 
der Messungen von E. Schmidt mit der Theorie von Hermann. 

Aus dem Vergleich der Gleichungen (143) und (132) folgt, daB bei 
gleicher Grashofscher Zahl (mit daIs Bezugslange) die mittlere Warme­
iibergangszahl fur den ganzen Umfang des horizontalen Rohres 78% 
der Warmeiibergangszahl einer vertikaler Platte von der Hohe= d ist. 

In Abb. 76 ist die Theorie mit den Versuchswerten von W. Koch 
verglichen, und zwar 

a) wenn v bei der Wandtemperatur, 
b . I T f}w + f}oo 

) v"" mItt eren emperatur 2 ' 

eingesetzt wird. In beiden Fallen liegen die Versuchspunkte auf einer Ge­
raden, die rd. 20 % hoher liegt als die theoretische Linie von Her man n, 

1 Der Vergleich mit den Schlierenaufnahmen von E. Schmid t zeigt bei q; groBer 
als 90o-Abweichungen, die auf Storungen durch Grenzschichtablosung hinweisen. 
Die Warmeiibergangszahlen sind etwa 15% groBer als die theoretischen Werte, 
was zum Teil durch Zunahme der Warmeiibergangszahl an den Rohrenden zu 
erklaren ist. 
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sie lassen sich in beiden Fallen annahernd durch die Gleichung 
Nu = 0,48 GrO,25 darstellen. Wahrend fUr die vertikale Platte die Ein­
fiihrung von '/I bei der Wandtemperatur gesichert erscheint, bleibt die 
Frage der richtigen Temperatur beim horizontalen Rohr noch ungeklart. 
Aus Abb. 76 folgt, daB die Wahl zwischen Wand und mittlerer Tempe­
ratur praktisch ohne Bedeutung ist. 

: 
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5 I..--': 'I 
.1 

t 
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Abb. 76. Mittlere Wllrmeiibergangszahlen bei freier Striimung um horizontale Rohre. Vergieich der 

Versuche von W. Koch mit der Theorie von Hermann. 

Bei der Auswertung der Versuchsergebnisse wird fiir die Berechnung 

der Grashofschen Kennzahl fiir Gase oft {J = T~ statt {J = TIc» gesetzt. 

Diese Mittelwertbildung, die beikleinen Temperaturunterschieden ohne Be­

deutung ist, hat bei der Auswertung den praktischen Vorteil, daB ~ nur 
v 

noch von der mittleren Temperatur allein abhangt. Bei Verwendung des 
Nomogramms 5 macht die richtige Einsetzung von {J = liT c» keine 
Schwierigkeiten. 

Auch die Versuchswerte von Ackermann mit Wasser liegen hoher, 
wenn fiir e der Temperaturunterschied Rohrsand-Wasser eingesetzt wird. 
Durch die Kiihlung der Behalterwand um etwa 100 C unter der Wasser­
temperatur, entstehen hier zusatzliche Wasserstromungen, die bei der 
Theorie nicht vorausgesetzt sind. Die "Obereinstimmung zwischen Theorie 
und Versuch wird erreicht, wenn fiir e der Temperaturunterschied Rohr­
sand-GefaBwand angenommen wird (vgl. 8.175, 8tromung in geschlosse­
nen Raumen). Bei hOherer Wandtemperatur als etwa 700 C nimmt die 
Warmeiibergangszahl starker zu als nach der Theorie zu erwarten ist, 
besonders stark bei Temperaturen iiber 900 C (Abb. 77). Bei diesen Ver­
suchen wurde gut entliiftetes Wasser verwendet und keinerlei Blasen­
bildung beobachtet. Erst wenn die Wandtemperatur den Siedepllnkt 
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erreichte, waren ganz kleine Blaschen bemerkbar, die mit groBer Geschwin­
digkeit nach oben abstromen und dadurch den Warmeiibergang erhohten. 
/rct// Dadierx-Kurveaber keiner-

mlh't' 

t fztJ. lei Unstetigkeiten aufweist 
(Abb.78), so ist zu vermuten, 
daB auch die Blaschenbildung 
nicht plOtzlich einsetzt, son-
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Abb. 77. Warmeiibergangszahl eines geheizten Rohres 
an Wasser. Vergleich der Theorie mit Versuchen von 

G. Ackermann. 

dern sich stetig entwickelt 
hat. Wenn auch fUr das Auge 
nicht erkennbar, miissen auch 
bei niedrigeren Temperaturen 
kleine Luftblaschen vorhan­
den gewesen sein. Bei der 
freien Stromung erhoht das 
Ausscheiden von Luft den 
Warmeiibergang, da die auf­
steigenden Luftteilchen die 
Bewegung der Fliissigkeit er­
hoht. Bei der erzwungenen 

Stromung in Rohren dagegen hat der gleiche Vorgang eine Verminde­
rung der Warmeiibergangszahl zur Folge, weil die in der Laminar­
schicht ausscheidenden Luftteilchen die Warmeleitung erschweren. 

!reo/ Wegen den Vereinfachun-
m2h"t:' 

~ 2'100 gen der Differentialgleichun-
I I gengilt die Theorienursolange 

« 2200 die Grenzschicht klein zur 
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Lange der Flache in der Rich­
tung der Hauptstromung ist, 
also etwa bis Or > lO4. Sie gilt 
sicher nicht mehr fiir diinne 
Drahte; eine theoretische 
Berechnung hierfiir miiBte 
die Differentialgleichungen 
der Bewegung und der War­
meleitungen fUr beide Rich-

1000g0 gg 9'1 96 98 100 102 10'1 100 1080/} tungen (8 und n) in unge-
~- kiirzter Form 16sen, was mit 

Abb. 78. Wii.rmeiibergangszahl in Abhiingigkeit der den Mitteln der heutigen Ma­
Wandtemperatur. do = Wassertemperatur. (Versuche 

~ 

von G. Ackermann.) thematik wenig aussichtsreich 
erscheint. Als Randbedingung 

miiBte auch der Stau beim ZusammenflieBen der beiden Stromungen 
an der Zylinderoberseite beriicksichtigt werden. 

R. Hermann hat den zur Zeit wahrscheinlichsten Verlauf des 
Warmeiibergangsgesetzes fiir horizontale Driihte und Zylinder bei kleinen 
Temperaturunterschieden g = {}w-{}ro durch eine systematische Ver­
arbeitung alier vorliegenden Versuche bestimmt. Er fand fiir: 

Or.. . I 1~ I lQ-3 I 10-2 I 10-1 I 1 I 10 I 102 I 103 t 10' 
Nu. .. 0,484 0,520 0,612 I 0,809 1,10 1,50 2,18 2,99 4,47 
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Bis genauere Versuche vorliegen, konnen diese Werte auch fUr groBe 
Temperaturunterschiede e verwendet werden, wenn die Stoffwerte A 

und v bei der mittleren Temperatur -~- ({}w + {}oo) eingesetzt werden. 

Bei sehr kleinen Grashofschen Kennzahlen kann die freie Stromung 
gegenuber der direkten Warmeleitung vernachlassigt werden. Aus 
Gleichung (52), S. 65, folgt fUr die Warmeleitung in einem Kreiszylinder: 

Q I. 
2nl e = in ra 

ri 

und aus der Definition fUr die Warmeubergangszahl: 
Q 

2nle=lXr. 

Durch Gleichsetzen erhalt man die Beziehung: 
d 2 

Nu = IX T = -1 ra . 
n­

ri 

Mit den empirischen Nu-Werten kann daraus die relative Dicke der 
Randzone berechnet werden, in der bei dunnen Drahten das ganze 
Temperaturgefalle ausgeglichen wird. 

Fur Gr = 10-4 10-3 10-2 10-1 

wird ra = 63,5 
ri 

48,5 26,3 12 

Nimmt man fiir geneigte Rohre als Bezugslange fUr die Berechnung 
der Grashofschen Kennzahl 

D = dJcos IX, 

worin IX die Neigung der Rohrachse gegen die Horizontale ist, so hat 
diese Bezugslangelden Vorzug alle Lagen zu umfassen. Sie bleibt gultig, 
solange dJcos IX kleiner als die Rohrlange ist. Die Versuchswerte von 
Koch sind mit den so gebildeten Grashofschen und Nusseltschen 
Kennzahlen in Abb.79 fUr 450 und 800 Neigung dargestellt. Sie liegen 
bei 450 Neigung genau auf der fUr horizontale Rohre gefundene Linie 
und bei 800 N eigung rd. 20 % hOher. 
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Abb.79. Warmeabgabe von geneigten Rohren bei freier Stromung. (Versuche von W. Koch.) 
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Da IX = 0,4sii V.D3~2ge, also bei sonst gleichen Verhaltnissen pro­

portional n-0,25 ist, gibt ein um 45° geneigtes Rohr (mit D = 1,41 d) 
nur 1,41-0,25, das sind rd 92% der Warme eines horizontal gelagerten 
Rohres abo 

Bei den sog. Radiatoren der Heiztechnik wird die Warme sowohl 
durch Strahlung als auch durch die freie Luftstromung ubertragen. Die 
ublichen AusfUhrungsformen sind so verwickelt, daB sie eine Berechnung 
der ubertragenen Warme ausschlieBen. Sie sind zum Teil auch unzweck­
maBig, da sowohl bei der Strahlung als auch bei der Konvektion oft 
nur ein Bruchteil der Heizflache wirksam ist. 

Nehmen wir als eine der Rechnung leicht zugangliche Grundform 
eine vertikale, gerippte Platte (Abb. SO), so folgt aus Gleichung (132): 

Vhve IXk=0,4SAw -2- -. 
Vw x 

Innerhalb der praktisch gebrauchlichen Grenzen der Heizkorper kann 
4 -

Aw V?~ = const = 2,35 gesetzt werden, gtiltig fUr I ata. FUr andere 

Drucke sind die IX-Werte fUr I ata mit v'Pat zu multiplizieren. 
Die Verminderung der Warmeabgabe mit dem Barometerstand ist 

z. B. bei der Aufstellung von Heizkorper, von Maschinen und Apparaten 

Abb.80. Gerippte Heizfliiche. 

im Hochgebirge zu beachten. Elektrische 
Leitungen, Maschinen und Transformatoren 
durfen im Hochgebirge nicht so hoch be­
lastet werden wie in der Tiefebene! 

In praktischen Fallen wird dieser theo­
retische Kleinstwert der Warmeubergangs­
zahlen immer uberschritten. Je nach dem 
Aufstellungsort des Heizkorpers, z. B. in 

der Nahe der kalten Fensterflachen (aber nicht in 'oben zugedeckten 
Nischen!) kann der theoretische Wert um 25% und mehr erhoht werden. 
1m Mittel kann fUr die Heiztechnik (aber nicht im Hochgebirge) 

IXk = 1,4 -V· e 
Xm 

(144) 

gesetzt werden. Fur e = SOo C und x = 0,5 m wird IXk = 5 kcal/m2, h, °C. 
Die Warmeubergangszahl fUr Strahlung einer glatten eisernen oder 

gestrichenen Flache (nicht mit Aluminiumbronze) ist bei den in Frage 
kommenden Temperaturen IXs = 5,1 kcal/m2, h, °C. Die totale Warme­
ubergangszahl also 10,1 und der Strahlungsanteil rd. 50%. 

Bei der gerippten Flache ist nur der kleinste (z. B. mit einer Schnur 
zu umspannende) Umfang, das ist I/n-Teil der Heizflache, fUr die 
Strahlung wirksam ohne die Strahlungszahl nennenswert zu erhohen. 
Je nach Rippenhohe und Abstand ist n verschieden; setzt man n = 3, 
so ist fUr die Rippenflache IXt = 5 - 5,1/3 = 6,7 kcal/m2, h, °c und der 
Strahlungsanteil nur 25 %. 
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Zur Berechnung der Warmeiibergangszahlen fUr die freie Stromung 
von Luft dient ~omogramm 5. Fiir andere Driicke sind diese Werte 
mit Pat Zu multiplizieren. Das Nomogramm gibt die theoretischen 
Minimalwerte fiir vollstandig beruhigte, ausschlieBlich durch den Tem­
peraturunterschied hervorgerufene Stromung. In praktischen Fallen 
konnen diese Werte leicht urn 20 bis 25 % erhOht werden. 

Das Nomogramm kann auch fUr horizontale Rohre verwendet 
werden und gilt dann fiir leicht beunruhigte Raumluft. 

Fiir den praktischen Gebrauch sind auf die Riickseite des Nomo­
gramms in Abb. 148a die Warmeiibergangszahlen fUr eiserne horizontale 
Rohre und in Abb. 148b fUr diinne horizontale Drahte direkt in Ab­
hangigkeit von Temperatur und Durchmesser eingetragen. 

Zahlenbeispiel 26. Durch die nicht isolierte Saugleitung einer 
Ammoniakkaltemaschine zwischen Verdampfer und Kompressor (Lange 
60 m, 70/76 0 mit zwolf Flanschenpaaren und zwei Ventilen) stromen 
gesattigte NH3-Dampfe von -150 C. Wie groB ist der Warmeverlust 
bei 200 C Temperatur der Umgebung? 

Der Warmeverlust eines nackten Ventiles kann nach den Versuchen 
von Eberlen gleich dem Verlust von 1 m Leitung angenommen werden. 
Die gesamte Oberflache der Leitung ist also: 

n . 0,076 (60 + 2) = 14,8 m2 

+2.12n[O,152~O,0762 +0,15.0,04]=5,5, also 20,3m2 • 

g = 20 + 15 + 350 C; k = 9,4 kcal/m2, h, °c (Abb. 148a auf Nomo­
gramm 5). 

Der Warmeverlust Q = 9,4 . 20,3 . 35 = 6700 kcal/h. 
Nehmen wir eine mittlere Dampfgeschwindigkeit in der Rohrleitung 

von 12 m/s an; das spez. Gewicht (It. Dampftabelle) A = 1,905 kg/m3• 

Der Rohrquerschnitt = 0,00385 m2• 

Das durchstromende Ammoniakgewicht ist dann: 

G = 0,00385 . 1,905 . 12 = 0,088 kg/s = 316 kg/h. 

Der Warmeverlust betragt also 63710:: = 21,5 kcal pro Kilogramm 

durchstromendes Ammoniak, was bei einer Kalteleistung von rund 
280 kcal/kg etwa 7,6% ausmacht. 

4. Freie Stromung in geschlossenen Riinmen. 
Die vorstehenden Gleichungen gelten nur fiir Stromungen in einem 

sehr groBen Raum, dessen Wande iiberall die unveranderliche Temperatur 
der Fliissigkeit in groBer Entfernung des warmeaustauschenden Korpers 
haben. Die freie Stromung wird also ausschlieBlich durch den Tem­
peraturunterschied dieses Korpers hervorgerufen. 

In begrenzten (geschlossenen) Raumen, deren Wande nicht die 
Temperatur der eingeschlossenen Fliissigkeit haben, entstehen immer 
zusatzliche Stromungen, die in sehr engen Spalten auch stark gedrosselt 
werden konnen. Diese Abweichungen von den theoretischen Voraus­
setzungen beeinflussen natiirlich auch den Warmeiibergang. 
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Luftspalt. Uber die ZweckmaBigkeit, Luftschichten zur Isolierung in 
Baukonstruktionen, bei Kiihlhausern oder fiir die Kesseleinmauerung zu 
verwenden, sind die Ansichten vielfach geteilt. Da hierbei die Warme 
sowohl durch Strahlung als durch Konvektion und Leitung iibertragen 
wird, sind die Verhaltnisse auch nicht so einfach zu iiberblicken. 

Die gesamte in den Spalt iibertragene Warme ist: 

Qt = (kk + (Xs) F g = kspF g, (145) 

worin (xs die Warmeiibergangszahl der durch Strahlung iibertragenen 
Warme nach Gleichung (83) S. 36 berechnet werden kann, und kTc die 
durch Leitung und Konvektion iibertragene Warme beriicksichtigt. Aus 
dieser Gleichung geht hervor, daB bei hohen Temperaturen die durch den 
SpaIt iibertragene Warme bedeutend groBer wird, so daB z. B. Luft­
schichten fiir Kesselummauerungen nicht zu empfehlen sind. Zwischen 
kTc und ksp besteht die Beziehung: 

ksp = Q QtQ kk· (146) 
t- s 

In sehr engen Spalten wird die Stromung der Luft fast vollstandig 
gehemmt. Nach dem Fourierschen Grundgesetz ist die durch Leitung 
iibertragene Warme 

also 

A Q = - F . g = kk F . g 
b 

kTc = ~- [kcal/m2, h, 00] . (147) 

Mit zunehmender Spaltweite nimmt die Luftbewegung zu. Fiir groBe 
Spaltweiten setzt man zweckmaBiger: 

(148) 

Die Warmeiibergangszahlen (x' und (x" der beiden Begrenzungsflachen 
miissen Funktionen der Grashofschen Kennzahl sein. W. Nusselt hat 
zuerst den EinfluB der Dicke der Luftschicht durch Versuche festgestellt 
und die in der Spalt iibertragene Warme durch Einfiihrung einer "schein­
baren" Warmeleitzahl mit der durch Leitung in einer ruhenden Luft­
schicht verglichen. Dieser Vergleich ist fiir enge Spalten sicher zweck­
maBig. Fiir groBe Spaltweiten folgt aus Gleichung (148) 
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Abb.81. Wiirmeiibergang in horizontalen Luftschichten. (Versuche von Mull und Reiher.) 
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, a' Ct." 
A. = ---'-+ II (j, (1. (1. 

(149) 

so daB die "scheinbare" Warmeleitzahl durch alie Faktoren der Gras­
hofschen Kennzahl beeinfluBt wird. 

Nach Versuchen von W. Mull und H. Reiher wird sowohl in hori-

zontalen als in vertikalen Luftschichten kleiner als 1 em Dicke ; = I 

so daB die Warme ausschlieBlich durch Leitung ubertragen wird. 
Fur groBere Spaltweiten und horizon tale Luftschichten fuhrt die 

Einfuhrung der "scheinbaren" Warmeleitzahl zu einer sehr einfachen 
Darstellung der Versuchsergebnisse. Wenn die Schicht­
dicke (j als Bezugslange, e = {)1 - {)2 ({)1 und {)2 sind 
die Wandtemperaturen) und die Werte fJ und 'Jl bei 

der mittlerenTemperatur 1!1 ~ {)2 in der Grashofschen 
Kennzahl 

(Jg@(j3 
Gr=~-

v2 

eingesetzt werden, so ist ~ eine eindeutige Funktion von 

Gr, unabhangig von den Abmessungen der Platte 
(Abb.81). Innerhalb der Versuchsgrenzen, (j = 1,2 bis 
20 em, ist: W(JI'. Hilt 

n. ~b: :~~::~u:~J ~on ~:: J'~[u., 
und Reiher e nur 4 bis 300 C, also I, ~ 

b sehr klein war, ist die Mittelwertbil- a 

dung der Temperatur zur Berechnung Abb,82. VergleichderStromungeninoffenen 
von fJ und 'Jl nur von geringer Bedeu- und geschlosscnen Raumen. 

tung. Nach den allgemeinen theo-

1$ 
!roll 

retischen Uberlegungen ist fJ = 1/ T ex>, so daB hier fJ = 1/ T 2 zu setzen 
ware, wahrend die Mittelwertbildung fiir die Berechnung von 'Jl (bis 
genauere Versuche mit groBen Temperaturunterschieden vorliegen) bei­
behalten werden kann. Aus den Versuchen von E. Reutlinger mit 

e = 200 bis 5000 C scheint hervorzugehen, daB auch die KenngroBe ~1 
2 

einen EinfluB hat und· daB bei groBen Werten von e, kk zunimmt. 
Fur eine vertikale Luftschicht ist die Abhiingigkeit der "schein­

baren" Warmeleitzahl bei groBeren Schichtdicken viel verwickelter. 
Fur ebene Begrenzungsflachen und bei nicht zu groBen Temperatur­
unterschieden sind hier beide Warmeubergangszahlen praktisch gleich 
groB, also 

(148a) 

Aus der Betrachtung der freien Stromung in einer vertikalen Spalt 
(Abb.82b) folgt, daB die Warme durch die Stromungen direkt zur 
kalten Wand gefiihrt wird. Der Warmeubergang erfolgt sicher nach 
einem ahnlichen Gesetz wie bei der freistehenden Platte. Er wird in 
einem e benen Spalt groBer sein als langs der freistehenden Platte, da 

ten Bosch, Warmeiibertragung. 3. Auf!. 12 
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die Luft schon mit einer gewissen Geschwindigkeit zustr6mt, und zwar 
fast unabhangig von der Spaltweite. Der Ubergang zwischen Warme­
leitung in engen Spalten und Konvektion in sehr weiten Spalten erfolgt 
natiirlich allmahlich (Abb.83). Aus den Versuchen von Mull und 
Reiher folgt, daB fiir Spaltweiten gr6Ber als etwa 2 cm die Warme­
iibergangszahlen ('J. und rJ." rd. 25 % gr6Ber sind als fiir die freistehende 

1 

17 

Platte nach Gleichung (135), wenn in der Grashofschen 
Kennzahl der Temperaturunterschied e =#1-#2 eingesetzt 
wird (Abb.84). Es ist moglich, daB durch genauere Ver­

x- 5m 

suche eine schwaehe Abhangigkeit 
des Korrekturfaktors 1,25 von der 
GrashofsehenKennzahlnaehweis­
bar ist. Da rJ.' = rJ." gesetzt ist, 

Mif>melelfufig konnen aueh die Stoffwerte f3 und 'JI 

z ) 'I 5 tl 7 Oem dieser Gleiehung bei der mi ttleren 
J'cliicIJldicke_ Spalttemperatur #m = {)l +2· {)2 ein-

Abb.83. Warmeiibertragung durch Konvektion 
und Leitung in einer Luftschicht. gesetzt werden. 
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Abb.84. Vertikale Luftschicht. (Versuche von Mull und Reiher.) 

Man erhalt die groBte Spaltweite, fiir welehe die Warme noeh aus­
schlieBlieh dureh Leitung iibertragen wird aus der Gleiehsetzung von 
(147) und (148a), also 

IX A 
kk =2=-;5 oder 

A 
~max = 2-. 

IX 
(151) 

Unter Beriieksichtigung, daB der Warmeiibergang dureh die freie 
Stromung im Spalt rd. 25% groBer als fiir die freistehende Platte ist, 
folgt mit Gleiehung (144): 

A V4 '0 VX' -;5 = 1,25' 0,7 x und ~max = 1,13 A 0 . 

Fiir Vorfenster mit x = 0,5m, e = 200 0, A = 0,024 wird ~max = rd. 
1,1 em. Bei Doppelfenstern muB also die Entfernung der beiden Glas. 
seheiben mindestens 1 em sein. 
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Bei den Versuchen von Mull und Reiher war bei einer Spaltweite 
von 1,2 em die scheinbare Warmeleitzahl der Luftschicht etwa 10% 

groBer als die wirkliche Warmeleitzahl der Luft, also ~ = I,I. 

Fur zylindrische Luftschichten, ist zu beachten, daB die beiden 
Begrenzungsflachen der Luftspalt verschieden groB sind. Aus den 
Definitionsgleichungen fUr die ubergehende Warme folgt dann: 

Q = (:I.' Fi e' = (:I." Fa err = kk Fi e 
oder 

1 1 1 
~ Fi + ct.: Fa = kk Fi 

und 

(152) 

mit 

(:I.' = 0,48 Ai V' I Y e X2
3 und (:I." = 0,48 Aa vyTe ~3 

X Ta Vi Xi va 
(153) 

und wobei der Zuschlag von 25% fur die groBere Warmeubertragung im 
Spalt in den Zahlenfaktor 0,48 schon berucksichtigt ist. FUr die freie 
Stromung langs einem Rohlzylinder liegen aller­
dings keine Versuche vor. Man kann aber erwar­
ten, daB die Stromung ahnlich ist wie bei einem 
Vollzylinder (Abb.85). Fur horizontale Anord- '4 
nung der Rohre sind Innen- bzw. AuBendurch­
messer als BezugsgroBe x in den Grashofschen 
Kennzahlen einzusetzen; bei vertikaler Anord­
nung die Rohe. In beiden Fallen sind A. und v bei 
den Wandtemperaturen zu nehmen. Abb.85. Freie Striimnng 

in einem horizontalen 
Hohlzylinder. Aus dem in Zahlentafel 17 durchgefiihrten Ver­

gleich geht hervor, daB die so berechneten kk-Zahlen 
mit den Versuchswerten von W. Beckmann gut ubereinstimmen. Die Ab­
weichungen liegen innerhalb der Streuung der Beckmannschen Versuche. 

Zahlentafel17. Vergleich der Rechnung mit den Versuchen von 
W. Beckmann. d t = 0,08 m. Zylindrische Luftschicht, horizontal. 

I,? I e I p 

1 
GT; 

1 
ct' 

fja d a 

I 
Gra I ct" kk 1 kk Nl'. I ' 

, '0 '0 I at '0 ill w theor_ Verso 

41 65 40,2 0,44313,36 .106 3,50 24,8 0,1l5 1,274-106 3,07 1,953 1,895 
53 48,1 20,6 1,675 2,89 .106 5,75 27,5 0,1l5 9,53 '106 5,10 3,235 3,519 
78 46,6 19,6 1,64 2,69 '106 5,78 27,0 0,135 1,45 -107 4,82 3,381 3,524 
79 63,7 35,2 0,44 2,92 -106 3,37 28,5 0,135 1,83 '106 2,88 1,991 2,028 

105 171,3 47,5 0,62 7,32 -106 4,33 23,8 0,165 t 9,1l -106 3,48 2,700 2,688 
109 .51,2 23,6 1,03 I 1,245'106 4,70 27,6 I 0,16511,31 .107 ,3,86 2,954 2,773 

Die Gleichung (153) gilt naturlich nur fUr Laminarstromung, also 
etwa fUr Gr kleiner als 109• Die Versuchswerte von Beckmann mit 
vertikalen Luftschichten von 2 m Rohe (Gr = 109 bis 5· 1010) liegen 
10 bis 20% niedriger als die nach Gleichung (149) mit den geschatzten 

12* 
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Wiirmeubergangszahlen fUr turbulente Stromung nach Gleichung (138) 
berechneten, da die Stromung zum Teil laminar ist. 

FUr eine Wandung mit einer Luftschicht (Abb.86) folgt aus der 
Kontinuitatsgleichung der Warmestromung fur die Flacheneinheit: 

1 
q=1X1 ({}A-{}a) oder {}A-{} =-q 

a (Xl' 

q = ~l (f}a - f}1) 
1 

q = ksp ({}1 - {}2) 

{}a-{}l = -1l-q, 
1 

1 
{}1-{}2 = ks q, 

{}2-{}b = ~~q, 
2 

r5 q = 1X2 ({}b - {}B) oder {}b -{}B = t- q 
und durch Addition 2 

Abb. 86. Temperaturverlauf in {} A - {} B = e = I 
einer Wandung mit Luftschicht. = {~ + ~ + ~ + ~ +~} q = ~ q. (154) 

OCl oc2 Al .1.2 ksp k 

Wenn mit ko die Wiirmedurchgangszahl fUr die Wand ohne Luft­
schicht, und mit k die gesamte Warmedurchgangszahl bezeichnet wird, ist 

1 _ 1 + 1 _ 1 + 1 (155) 
k - 7c; ksp - To kk + OCs • 

Besteht die Isolierung aus mehreren Luftschichten, so ist 

l- = io + ~ k!p . (155a) 

Da die Wiirmeubergangszahlen von den Temperaturen abhangig sind, ist 
der Temperaturverlauf zunachst schiitzungsweise anzunehmen und durch 

/I/fo/- Nachrechnung zu kon­

CL 

Abb.87. "Alfol"-Isolierung. 

Entfernung (Abb. 87). Wie groB 
Isolierung 1 ? 

CL~ZI/ i$(J/. RonI' 
b-lIl-fiJ/ie fl,OJmm 
c-lIl-fiJlie 41mm 

trollieren. 
Zahlen beispiel 27. 

Ein Rohr von 60mm 0 
mit einer Wand tempe­
ratur von 4500 C wird 
isoliert durch 5 Alumi­
niumfolien in je 8,5 mm 

ist die scheinbare Wiirmeleitzahl der 

In Luftschichten unter 1 em Dicke wird die Warme ausschlieBlich 
durch Strahlung und Leitung ubertragen; die Warmeubertragung durch 
Konvektion kann also vernachlassigt werden. Die durch Leitung uber­
tragene Warme ist nach Gleichung (53), S. 65: 

e QL = A . 2:1t 1 -- kcal/h. 
In ~~ 

Ti 

1 Siehe auch J. T. Nichols: Metallic heat insulation. Trans. Amer. Soc. 
mech. Engr. Bd. 57 (1935) S. 621. 
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Die Oberflachentemperatur der lsolierung ist zunachst zu schatzen, 
z. B. zu 700 O. Die Warmeleitzahl der Luft ist von der Temperatur 
abhangig; rechnen wir zunachst mit einer unveranderlichen Warme-

leitzahl bei der mittleren Temperatur ~ (450 + 70) = 2600 0, so ist nach 

Zahlentafel 38 S. 257 A = 0,035 kcaljm, h, 00. 
Die durch die 5 Luftspalten mit n = 4 Aluminiumfolien durch 

Strahl ung ubertragene Warme ist nach Gleichung (72), S. 25: 
o 

Qs = 4 + Iff} e . 2 n r l kcaljh. 

Der mittlere Schwarzegrad von Aluminiumfolie bei der mittleren Tem­
peratur von 2600 0 (Abb. 121, S. 242) = 0,076 

ff} ({}l = 4700, {}2 = 700 0, Abb. 17, S. 37) = 6,5. 
Die scheinbare Warmeleitzahl der lsolierung folgt aus 

Qt=QL+Qs=2nle\_A_+ ri05ff}~ mit In!:~=0,8755 
In ra I rt 

ri 
zu 

A' = A + raO ff} In!:.a. = 00349 + 0,076· 4,96·6,5· 0,03 ·08755 = 0 0478 
5 ri' 5 ' , 

gemessen von E. Schmidt (L. 35.36) A' = 0,0476. 
Zur Kontrolle der angenommenen Oberflachentemperatur von 700 C 

berechnen wir noch die durch die lsolierung hindurchgehende Warme fur 
I m Rohrlange: 

, e 380 
Q1 = 2 nA In ra = 2 n . 0,0478 . 0,8755 = 130 kcaljm, h. 

ri 

Zur Berechnung der an der Oberflache der lsolierung abgegebenen Warme 
entnehmen wir aus Abb. 148a auf Nomogramm 5 fUr {)ow = 700 0 und 
d = 147 mm: OCk = 5,0 kcaljm2, h, °C. Fur die Strahlung ist OCs = 
0,06 . 4,96 . 1,42 = 0,4 kcaljm2 , h, 00, zusammen also 5,4 kcaljm2, h, °C. 

1m Beharrungszustand ist 

Q = 5,4'n' 0,174 e = 130kcaljm. 
Aus dieser Gleichung folgt e = 520 C. Bei einer Temperatur der Um­
gebung von 180 C ist also die Oberflachentemperatur von 700 C richtig 
geschatzt. 

Zahlenbeispiel 28. Wie groB ist die durch Konvektion ia einer 
Luftschicht von 126 cm Rohe und 2,54 cm Weite bei einem mittleren 
Temperaturunterschied e = 32,10 0 iibertragene Warme, wenn die 
mittlere Temperatur im Luftspalt 110 0 betragt? 

fJgex3 
Zuerst muB die Grashofsche Kennzahl Gr = -~2-ausNomogramm5 

1! 

zu 1,015· 1010 berechnet werden. Aus der GroBe dieser Zahl folgt, daB 
die Stromung turbulent ist (Gr> 109). Die Warmeubergangszahl fur die 
turbulente Stromung [nach Gleichung (138)] ist mit ~ = I 

oc = 0,0325 ~ GrM = 5,34 und kk = ; = 2,67. 
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Gemessen von Griffith und Davis kk = 2,58, einen etwas kleineren 
Wert, weil die Stromung zum Teillaminar ist. 

Einen besonderen Fall fur die Warmeubertragung in einer Luftschicht 
bildet die nicht vollkommene Beruhrung zweier Platten, da bei der 
rauhen Oberflache Luft zwischen den Beruhrungsstellen eingeschlossen 
ist. Man kann dabei annehmen, daB beide Platten sich nur auf lin Teil 
der Flache beruhren, so daB die durchgehende Warme sich in zwel 
Strome teilt: 

Q _ k F Q d Q _ k n - 1 F Q . 1 _ 1 ksp 
1 - 0 -\7 un 2 - 1 -- \7, worlll- - - + -- . 

n n kl ko 1 
Mit 

wird 

(156) 

Der Ausdruck laBt sich nicht in die Form -k1 = -k1- + ~ bringen, so 
o cx:!: 

daB die nicht satte Beruhrung zweier Flachen sich nicht durch die Ein-

fUhrung eines Ubergangswiderstandes ~ erklaren laBt, wie dies hier und 
CXx 

da versucht wurde. 
Kann ksp gegenuber nko vernachlassigt werden, wie es meist bei der 

Beriihrung zweier guten Warmeleiter der Fall ist, dann ist k = ko, d. h. 
n 

die Warmedurchgangszahl wird nur lin Teil von der bei satter Beruhrung 
(Aussparungen zwischen Buchse und Lagerkorper). 

Sind ks und ko von der gleichen GroBe, dann ist k = u :n~ ko. 1st 

ksp groB gegenuber ko (Isolierstoffe), dann wird k = ko, d. h. die rauhe 
Oberflache hat dann gar keinen EinfluB. 

Fur tropfbare Flussigkeiten gelten die gleichen Uberlegungen wie beim 
Luftspalt. Die Schichtdicke ~, bei welcher die Konvektionsstrome ver­
nachlassigt werden durfen, folgt aus der Bedingung: 

}, 4/--b = 1,25 . 0,24 1 (h. Pr. (157) 

Bei der freien Stromung von Flussigkeiten in einem GefaB, das nicht 
sehr groB im Verhaltnis zur GroBe der Warmeaustauschflache ist, mussen 
die Gleichungen fur die Stromung in Spalten verwendet werden. In der 
Grashofschen Zahl ist dann fur f) der ganze Temperaturunterschied 
zwischen GefaBwand und Warmeaustauschflache einzusetzen. 

Zahlenbeispiel29. Wie groB ist die Warmeubergangszahl an der 
dlseite des Blechmantels in einem groBen Transformator mit der Rohe 
x = 2m? 

In dem geschlossenen dlbehalter ist in der Grashofschen Kennzahl 
fUr f) der volle Temperaturunterschied zwischen Spulenoberflache und 
Behalterwand (also etwa 200 C) und die Stoffwerte bei del' mittleren 
dltemperatur einzusetzen. 
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Die fUr einen engen Spalt gefundene Erhohung der Warmeubergangs­
zahl von 25% gegenuber der freistehenden Platte wird im Transformator 
nieht erreieht, weil die Spulenhohe viel niedriger als die Behalterwand 
ist. Die Erhohung sei hier auf nur 15% gesehatzt. Da die Olstromung 
sieher turbulent ist (vgl. S. 167), wird mit ~ = 1: 

Nu = 1 15. 1 1 0,036 ReO,s. Pr (137) 
, 'rp (Prg-l) 

Naeh Gleiehung (122) ist die Stromfunktion nur von Gr und nieht von Pr 
abhangig, so daB die fUr Luft gefundene Beziehung 

Re = 0,55 -VGr (133) 
aueh fUr 01 gultig bleibt. Dann ist 

Gr°,4. Pr 
Nu = 0,0282 rp(Prg-l). 

Naeh Abb. 143 (S. 270) ist fUr Transformerol von 68° C, Pr = 120 und 
fUr die zu 66° C gesehatzte Grenzsehiehttemperatur, Prg = 127. Aus 
Nomogramm 3 folgt fUr Re = 106 und Pr = 120, v = 0,16, so daB 

___ Pr ___ 5 95 
rp (Prg-l) - , 

und 
Nu = 0,168 GrM 

wird. Nimmt man die mittlere Ausdehnungszahl des Ols zu 0,00065 an, 
dann wird mit v = 0,07 em2/s (Abb. 143) 

oc = 35 e0.4 keal/m2, h, °c, 
also fUr 

e = 20° C, oc = 112 keal/m2, h, °c = 131 Watt/m2, °C. 

D. Erzwnngene Laminarstromnng in einem Kreisrohr. 
Dieses Problem ist (wie schon auf S.106 erwahnt) deshalb so 

besonders sehwierig, weil neben den kleinen Gesehwindigkeiten der 
erzwungenen Stromung, die Gesehwindigkeiten der "freien" Stromung 
bei groBen Temperaturuntersehieden im Rohrquersehnitt nieht mehr 
vernaehlassigt werden durfen. Naeh dem A.hnliehkeitsprinzip ist also 

Nu = F (Gr, Pr, Re, x/d) 
eine Funktion von mehreren unabhangigen Veranderliehen, die aueh 
experimentell nieht ermittelt werden kann. . 

FUr die Laminarstromung von Gasen gibt die Gleiehung: 

W ·Cpkg (2la) 
oc = FUm 

auf Kreisrohren angewandt, sieher einen guten Anhaltspunkt fUr die 
GroBe der Warmeubergangszahlen. Mit Waus Gleiehung (27), F = nd·l, 

U m = tv und Clam = ~: ' worin der unbekannte Faktor ~ wieder die 

A.nderung des Stromungswiderstandes bei niehtisothermiseher Stromung 
berueksiehtigen solI, wird 

n 64 
s·Ri,;l.d.wZ.QCpkg 8;w·CpkY 

oc= 
n·d·l· w Re 
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oder Nu = oc.!- = 8Pe~ = 8 ~. Pro (157) 
..1. Be 

Diese Uberlegungen gelten streng nur fiir Pr = 1, sie gelten auch nur 
fiir den hydrodynamisch ausgebildeten Zustand und beriicksichtigen 
nicht die Zunahme der Warmeiibergangszahl im Anfang des Rohres; 
sie versagen auch vollstandig bei tropfbaren Fliissigkeiten. 

Von den mathematischen Losungen fiir dieses Problem muB die 
Losung unter Annahme einer konstanten Geschwindigkeit iiber Rohr­
querschnitt und Lange (Potentialstromung) von vornherein als praktisch 
unbrauchbar abgelehnt werden. 

Graetz und spater W. Nusselt vernachlassigen die freien Stro­
mungen und nehmen zur Integration der Gleichung (48) S.120, eine 
parabolische Geschwindigkeitsverteilung iiber den Rohrquerschnitt an 
jeder Stelle an. Sie setzen also v = w = 0 und 

u = uo (1 - r2/r~) . 
Das wichtigste Resultat dieser Untersuchung ist, daB die Warme­

iibergangszahl fiir x = 0 unendlich groB ist und sich mit zunehmender 
Lange rasch einem Grenzwert nahert. Nusselt fand fiir den Grenzwert 
5,15 Ajd [mit {}m = {}q, Gleichung (34)], Grober den viel kleineren Wert 
3,65 A/d [mit {}m = {}"" Gleichung (35)]. Keine der beiden Berechnungen 
stimmt mit dem tatsachlichen Mittelwert der Temperaturen der Teilchen, 
die den Impulstransport besorgen, iiberein. 

Den Grenzwert wird mit einer Genauigkeit von 1 % erreicht, wenn 
Pe· d/x kleiner als 17,3 ist. 

Zahlent80feI18. 

FUr Luft (Pr = 0,725) .. 
Wasser von 200 C (Pr = 7) 
zahes 01 (Pr = 700) ... 

x/d griiBer als 

" 

Re ~ 1000 Re ~ 100 

40 
400 

40000 

4 
40 

4000 

Aus diesen Zahlen folgt der iiberragende EinfluB der Rohr­
lange und der Reynoldsschen Zahl bei der Laminarstromung 
von zahen FI iissigkei ten. 

Die bei der Integration der Differentialgleichung vorausgesetzte 
parabolische Geschwindigkeitsverteilung kann aber nicht bestehen 
bleiben, sobald Temperaturunterschiede im Rohrquerschnitt auftreten. 
Die allgemeine SchluBfolgerung, daB die Warmeiibergangszahl mit zu­
nehmender Rohrlange sich rasch einem Grenzwert nahert, bleibt aber fiir 
jede Temperaturverteilung bestehen, nur mit etwas geanderten Zahlen­
werten fiir den Grenzwert. 

Ahnlich wie bei der turbulenten Stromung, wird auch bei Laminar­
stromung zaher Fliissigkeiten fast das ganze Temperaturgefalle in einer 
schmalen Randzone erfolgen. Die Versuche von H. Kraussold mit 
Pr = 300-3000 bestatigen die Richtigkeit dieser Voraussetzung. Auch 
A. P. Colburn und O. A. Hougen fanden bei der Laminarstromung 
von Wasser (Pr = 3-8), daB das Temperaturgefalle in einer schmalen 
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Randzone erfolgt und iiber dem weiteren Rohrquerschnitt sehr klein 
war. Man darf diese Beobachtung innerhalb sehr weiten Grenzen als 
Grundlage fiir die theoretische Untersuchung verwenden, so daB die 
mit der Temperatur veranderliche Zahigkeit nur in dieser Randzone zu 
beriicksichtigt werden braucht. 

Bei Erwarmung der Fliissigkeit wird die Randzone diinnfliissiger. 
Da die durch das Rohr stromende Fliissigkeitsmenge unverandert bleibt, 
muB Fliissigkeit aus dem Rohrinnern nach der Randzone flieBen um die 
erhohte Geschwindigkeit dort aufrecht zu erhalten. Es sind also radiale 
Komponenten der Geschwindigkeit vorhanden. Bei Abkiihlung der 
Fliissigkeit werden die wandnahen Schichten verzogert und die radiale 
Komponente der Geschwindigkeit ist nach dem 
Rohrinnern gerichtet. Die Laminarstromung im t 
Rohr wird also bei groBen Temperaturunter- u 
schieden raumlich und ahnlich der turbulenten 
Stromung; die parabolische Geschwindigkeits­
verteilung wird jedenfalls zerstort, wie in Abb. 88 
schematisch dargestellt. Jede Theorie die die 
freie Stromung vernachlassigt (und das ist auch 
die Theorie von G rae t z - Nus s e It) muB als 
nicht mit der Wirklichkeit iibereinstimmend 
abgelehnt werden. 

SoJange die Randzone schmal im Ver­
haltnis zum Radius des Rohres ist, kann von 
der Kriimmung der Rohrwand abgesehen 
werden. Wir haben dann im Rohr das gleiche 
Problem wie bei dem Warmeiibergang einer 
ebenen Platte. Fiir die Tangente der Tempe­
raturkurve an der Wand fand Pohlhausen: 

(of}) = 0,332 eVPr 1/ uo_ 
oy y=o V V·X 

Abb. 88. EinfluLl des Warme­
iiberganges auf die Geschwin­
digkeitsverteilung bei Lami­
narstriimung. A Isothermische 

Striimung, B Erwarmung, 
C Abkiihlung. 

aus Gleichung (108/9). 

Bei parabolischer Geschwindigkeitsverteilung im Rohr (isothermische 
Stromung) ist die Geschwindigkeit in der Rohrachse U o doppelt so groB 
wie die mittlere Geschwindigkeit w. Bei nichtisothermischer Stromung 
ist das Verhaltnis uolw fiir Abkiihlung und fiir Erwarmung der Fliissigkeit 
verschieden und abhangig von dem Temperaturunterschied zwischen 
Wand und Fliissigkeit. Setzt man aber auch hier uo/w = 2, so wird 
mit Re = wd/v 

( of) ) 'V-V-d -,,- = 0,47 e Pry Re·-, 
vy y=o x. 

(158) 

worin der Zahlenfaktor unsicher ist, da das Verhaltnis uo/w nicht 
genau bekannt ist. Bei der Stromung in einem Rohr muB noch beriick­
sichtigt werden, daB der Temperaturunterschied e nicht mehr konstant 
ist, wie bei der Platte, sondern auch bei konstanter Wandtemperatur 
sich mit der Temperatur der Fliissigkeit andert. DeshaJb ist in 
Gleichung (158) an Stelle von e1 der veranderliche Temperaturunter­
schied e gesetzt. 
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Aus dieser Gleichung folgt die wichtige Feststellung, daB der 
Temperaturverlauf in der Randzone und damit auch die Warmeiiber­
gangszahl nicht mehr von Pe . d/x allein abhangt (wie aus der Theorie 
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von Graetz-Nusselt folgt), sondern auch noch von Pro Die aus dieser 
Gleichung folgende Temperaturverteilung stimmt mit den Messungen 
von H. Kraussold noch nicht geniigend iiberein. Auch die daraus 
folgende Warmeiibergangszahl 

(159) 
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x 

und NUm=JNUxdx=0,94VPrt7VRe~- (160) 

° entspricht nicht den verschiedenen Versuchsresultaten. Die freie Stro. 
mung wird im Rohr bald turbulent, so daB der Warmeubergang zum 
Teil mit der Gleichung fiir laminare, zum Teil fur turbulente, freie 
Stromung [Gleichung (137)] zu berechnen ist. 

Der Warmeubergang bei Laminarstromung in Rohren ist also jeden­
. falls ein sehr verwickeltes Problem. Es wiirde schon einen erheblichen 
Fortschritt bedeuten, wenn es gelingt, den Druckverlust bei nicht­
isothermischer Laminarstromung zu berechnen. 

Wir sind also hier fast ausschlieBlich auf Versuche angewiesen, die 
auch in groBer Zahl vorliegen. Die Versuche von Holden und White 
zeigten z. B., daB die nach Graetz-Nusselt berechnete Temperatur­
anderung fiir lH bis zu 90% von der beobachteten abweicht. 

Das Bestreben die Versuchsresultate durch eine Potenzfunktion dar­
zustellen, fiihrten zu den verschiedensten Gleichungen. Scheiden wir 
die Gleichungen aus, die den Faktor d/x nicht enthalten, so fand: 

Kraussold: Nu = C . PeO.25 (d/x)O,5 
McAdams: Nu = C (Pe . d/x)O.2 

also sehr verschiedenen EinfluB der Rohrlange. 
Wie unbedriedigend die verschiedenen Versuchsresultate unter sich 

und mit der Theorie von Graetz-Nusselt ubereinstimmen, zeigen 
Abb. 89/90 nach der Zusammenstellung von McAdams. 

E. Warmeiibergang bei Andernng des 
Aggregatzustandes. 

1. Diffusion und Verdun stung. 
Diffusion nennt man das langsame, ohne Einwirkung auBerer Krafte 

erfolgende Eindringen zweier Gase ineinander, das erst sein Ende erreicht, 
wenn in allen Raumteilen des Gemisches jeder der beiden Gase in 
gleicher Weise verteilt ist. 

Unter Konzentration z versteht man die Menge des Gases (z. B. 
in kg oder kmoP) in 1 kg bzw. 1 kmol des Gemisches; sie ist also eine 
dimensionslose Zahl 2• 

Nach dem Daltonschen Gesetz ist der Gesamtdruck P des Gemisches, 
wenn PI und P2 die Teildrucke sind: 

P = PI + P2' 
Die in 1 kg des reinen ersten Gases beigemischte Menge x kg des zweiten 
Gases ist, wenn mi und m2 die Molekulargewichte der beiden Gase sind: 

x = m1 P1 • 

m2 Pz 

1 I kmol (mol) eines Stoffes ist eine Menge von soviel Kilogramm (Gramm) als 
die MaGzahl des Molekulargewichtes betragt, z. B. 1 kmol O2 = 32 kg Oz. 

2 In der Literatur wird die Konzentration auch oft als die Menge des Gases 
in der Volumeneinheit des Gemisches bezeichnet; sie hat dann die Dimension 
kg/m3 oder kmol/m3• 
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Das Gesamtgewicht der Mischung ist dann (I + x) kg und die Kon­
zentration betragt: 

x kg Gas z = -- ---=-~c"'---c--o-
1 + x kg Gasgemisch • 

Das Gas wandert von Punkten hoherer Konzentration zu Punkten 
niedriger, ahnlich wie die Warme sich von Stellen hoherer zu solchen 
niedriger Temperatur bewegt. Der Vorgang ist dem der Warmeleitung 
vollkommen analog und seine Theorie ganz der Fourierschen Theorie 
der Warmeleitung nachgebildet. Die in der Zeiteinheit diffundierte Gas­
menge dG wird proportional der Trennungsflache d t der beide1?- Gase 
und dem Konzentrationsgefalle in der Stromrichtung sein (Grundgesetz 
der Diffusion von Fick): 

oz 
dG=-k·dfonkgjh. (I6I) 

Der Proportionalitatsfaktor k heiBt Diffusionszahl (cm2js bzw. 
m2jh), ist abhangig von Temperatur und Druck und scheint nach den 
Versuchen von Wintergerst innerhalb weiter Grenzen unabhangig von 
der Konzentration zu sein: 

k=~(~)n 
p 273 ' 

(I62) 

worin ko die Diffusionszahl bei 00 C und lata und p der Druck in ata ist. 
Der Exponent n liegt etwa zwischen 1,9 und 21. 

Betrachtet man ein Raumelement in einer stromenden Flussigkeit, so 
erhalt man in ahnlicher Weise wie bei der Warmeleitung (vgl. S. IOI) 
die Differentialgleichung: 

Dz 
lit = kLl z. (I63) 

Fur k = a sind die Differentialgleichungen fUr Warmeleitung und 
fUr Diffusion identisch und mussen bei gleichen Randbedingungen auch 
zu der gleichen Losung fiihren. 

Wie die Zahigkeit und die Warmeleitung, so laBt sich auch die 
Diffusion aus der molekularen Bewegung erklaren. In allen drei Fallen 
handelt es sich urn den molekularen Transport einer bestimmten GroBe. 
Bei der Zahigkeit wird BewegungsgroBe, bei der Warmeleitung Energie 
und bei der Diffusion Masse transportiert. Aus diesen Vberlegungen folgt, 
daB die Diffusionszahl zweier Gase proportional der Tempe­
raturleitzahl des Gemisches ist. 

a=Le·k. (I64) 

Der Proportionalitatsfaktor wird als Lewissche Kennzahl bezeichnet. 
Aus ZahientafelI9 folgt, daB diese KenngroBe im allgemeinen von I ver­
schieden ist; sie hangt von beiden an der Diffusion beteiligten Stoffen 
abo Bei derDiffusion in das gleiche Gas nimmt Le mit dem Molekular. 
gewicht des diffundierenden Stoffes zu. Beim gleichen diffundierenden 
Stoff ist Le urn so kleiner, je hoher das Molekulargewicht des Mediums 
ist, in das hinein die Diffusion erfolgt. 

1 Vnter Beriicksichtigung einer Konzentrationserniedrigung an der Wasser­
oberflache (vgl. S.189, FuBnote 3) fand G. Ackermann fiir Wasserdampf n = 2,78. 
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Zahlentafell9. Diffusionszahl k [m2jh] 1 und Le wissche KenngriiBe Le = ~ 
bei 0° C und 760 mm Hg. 

Mole- in H, ill Luft in CO, 
a ~ 0,465 m'/h a ~ 0,0653 m'/h a ~ 0,0312 m'/h 

Diffusion von kular-
gewicht 

iLe~!f I I 
k k Le k Le 

m m'/h m'/h m'/h 

~!l0butylvalverat . 158 0,0620 7,5 0,0153 4,78 O,OllO 2,84 
Athylvalverat . lI8 0,0756 6,15 0,0182 3,59 0,0132 2,36 
Amylalkohol 104 0,0845 5,50 0,0212 3,09 0,0152 2,05 
Isobuttersaure 88 0,0976 4,77 0,0254 2,58 0,0170 1,83 
Buttersaure . 88 0,0724 6,42 0,0190 3,44 0,0134 2,33 
Athylacetat . 88 0,0982 4,73 0,0255 2,57 0,0175 1,78 
Benzol. 78 0,106 4,39 0,0270 2,42 0,0190 1,64 
~utylalkohol 74 0,0982 4,74 0,0245 2,67 0,0171 1,82 
Athylalkohol 46 0,136 3,42 0,0366 1,79 0,0247 1,26 
Kohlensaure 44 0,196 2,37 0,05lI 1,28 - -

Sauerstoff 32 0,244 1,90 0,0640 1,02 0,0647 0,482 
Methylalkohol . 32 0,180 2,58 0,0476 1,37 0,0317 0,984 
Wasser. 18 0,247 1,88 0,0754 0,866 0,0475 0,657 
Wasserstoff 2 - - - - 0,194 0,161 
Ammoniak 20 - - 0,0716 0,915 - -

Da die a-Werte ftir reine Luft, reinen Wasserstoff und reine Kohlensaure 
genommen sind, gelten die Le-Werte nur fUr den Fall, daB der Teildruck des 
diffundierenden Stoffes klein ist im Vergleich zum Gesamtdruck. 

Die Verdunstung einer Fliissigkeit ist ein Problem der Diffusion, 
so wie der Warmeiibergang ein Problem der Warmeleitung ist. Eine 
ruhende Wasserflache mit der gleichen Temperatur der umgebenden Luft 
verdunstet, wenn die relative Feuchtigkeit der Luft kleiner als list. 
Von der Wasseroberflache diffundiert iiberhitzter Wasserdampf in die 
Luft hinein. Da der Wasserdampf leichter als die Luft ist, entsteht eine 
Luftstromung, ahnlich der freien Stromung bei Temperaturunterschieden. 
Dadurch und auch durch Temperaturunterschiede zwischen Wasser und 
Luft, sowie bei erzwungener Stromung der Luft wird die Verdunstung 
vergroBert. 

1st umgekehrt die Konzentration im Medium groBer als an der Korper­
oberflache, so sprichtman vonKondensation odervon Kristallisation, 
je nachdem das Medium ein Gas oder eine tropfbare Fliissigkeit ist. 

Analog dem Warmeiibergang schreibt man fiir die verdunstete Menge 
dG = (3 dF (zw - zm) [kg/h]. (165) 

Die Verdunstungszahl(3 [kg/m2, hJ2 ist eine ebenso verwickelte GroBe 
wie die Warmeiibergangszahl. Die Konzentration an der Fliissigkeits­
oberflache Zw entspricht dem Sattigungsdruck3. 

1 1 m2jh = 2,78 cm2js. 
2 Wenn die Konzentration in kg/rna gemessen wird, erhalt fJ die Dimension 

[m/h]. 
a Die Ansichten tiber diesen Punkt sind noch geteilt und haben in der Physik 

mehrfach gewechselt. So erklart G. Ackermann die Abweichungen zwischen 
Theorie und Versuch bei Verdunstungskiihlern dadurch, daB er eine Konzen· 
trationserniedrigung an der Fltissigkeitsoberflache annimmt, die mit der je Flachen­
einheit verdunsteten Menge zuerst rasch zunimmt und sich asymptotisch einem 
Grenzwert nahert. 
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Aus der .Ahnlichkeit zwischen Wiirmeleitung und Diffusion folgt auch 
die Ahnlichkeit zwischen Wiirmeubergang und Verdunstung, von welcher 
H. Thoma zuerst Gebrauch gemacht hat urn Wiirmeubergangszahlen 
aus Verdunstungsversuchen zu bestimmen. 

FUr Wiirmeubergang bei erz wungener Stromung gilt die allgemeine 
Gleichung 

(Y. ~ =$ (Re, W~d). (8) 

Fur Verdunstung muG also eine iihnliche Beziehung bestehen: 

fJ -kLy = $ (Re, Wkd). (166) 

Beide Funktionen (/J werden identisch, wenn bei iihnlichen Randbedin­
gungen, k = a, also Le = 1 ist. Dann ist 

IX ky ay 
7f = --;.- = T = cp , (167) 

das ist das Gesetz von Lewis. Fur a =l= kist 

i- = cp • f (Pr, Le), (168) 

worin f (Le) abhiingig von der Art der Stromung und von der Form des 
Korpers ist 1. . 

Erzwungene turbulente Stromung ohne GrenzschichtablOsung. Wenden 
wir die physikalischen Betrachtungen des Wiirmeuberganges auf die 
Verdunstungan, so wird aus dem turbulenten Gebiet an der Grenzschicht 
die Stoffmenge 

a = a' (Pm _ p') (169) 
ubertragen, worin Pm der mittlere Partialdruck im turbulenten Gebiet 
und P' der Partialdruck am Rande der Laminarschicht ist. Mit den 
Wert von a' aus Gleichung (19) wird 

a W Pm-P' , a Um-u' 
= . g ,oder Pm-P = -W--. 

Um-U .g 
(170) 

Diese Stoffmenge gelangt durch Diffusion durch die Laminarschicht von 
der Dicke~' hindurch an die Wand. Nach dem Grundgesetz der Diffusion 
ist: 

p'-Pw , Go' 
a = kyF 0' oder P -Pw = k'y.F' (17l) 

Aus der Definitionsgleichung fur die Verdunstungszahl 

a = fJ F (Pm - Pw) 
folgt durch Addition der Gleichungen (170) und (17l): 

1 F (Um-u') 0' 
7f= W·g + kgy· (172) 

Fur die Stromung in einem Kreisrohr wird mit den Werten von~' und W 
aus den Gleichungen (28) und (30): 

fJ = __ J11J_y __ • (173) 

S(l-p+p ;J 
1 H. Thoma und W. Lorisch setzen bei der Berechnung der Warmeiibergangs­

zahlen aus den Verdunstungsversuchen die Giiltigkeit des Lewisschen Gesetzes 
voraus, was fiir NHa und H 20 annahernd zutrifft (Zahlentafel 19). 
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Da die Warmeubergangszahl aus Gleichung (31 b) bekannt ist, folgt 

1-9'+ 9' (~) 
~ k g 

{f=Cpm 1-9'+9'Prg . (174) 

E. R. Gilliland und T. K. Sherwood haben ausfUhrliche Verdun­
stungsversuche von verschiedenen Flussigkeiten in stromende Luft 
durchgefUhrt. Die Vbereinstimmnng zwischen Theorie und Versuch ist 
befriedigend. Ein genauer Vergleich ist nicht moglich, weil die Werte 
(vlk)g und Prg, die in Gleichung (174) einen entscheidenden EinfluB 
haben, nicht zuverlassig bekannt sind. Man kann im allgemeinen sagen, 
daB durch die Diffusion von mehratomigen, schweren Gasen in Luft, 
Prg (wegen der hoheren Atomzahl der Mischung) groBer und Vg kleiner 
wird (da das spez. Gewicht der Mischung groBer ist) als fUr reine Luft. 
Gleichung (174) gibt also mit der Diffusionszahl fUr reines Gas sicher zu 
kleine Werte. 

Bei freier Verdunstung wird der Auftrieb durch Konzentrations­
unterschiede hervorgerufen. Bei Temperaturgleichheit zwischen Gas und 
Flussigkeit bildet sich die neue KenngroBe 

flL3 (~-1) 
v2 mw ' 

worin moo das mittlere Molekulargewicht des Gemisches in groBer Ent­
fernung von der Wand und mw das Molekulargewicht an der Wand ist. 
Treten gleichzeitig Temperaturunterschiede zwischen Gas und Flussig­
keiten auf, so folgt aus den .Ahnlichkeitsbetrachtungen, daB an -Stelle 
der Grashofschen Kennzahl eine neue KenngroBe 

(175) 

gebildet werden kann, die entweder positiv, Null oder negativ ist, je 

nachdem moo ;:w > 1 ist. Fur den Wert 1 ist gar keine Bewegung des 
mt w < 

Gases vorhanden und sowohl die Warmeubergangszahl als auch die 
Verdunstungszahl wird ein Minimum, was durch Versuche von Hilpert 
bestatigt wird. 

Fur die freie Verdunstung langs einer vertikalen Flache muB also in 
den Grundgleichungen fUr den Warmeubergang a durch k ersetzt werden, 
also Pr = via durch vlk. Die fUr den Warmeubergang gefundene Losung 
gilt dann auch fur die Verdunstung, wenn die KenngroBe Gr durch Gr' 
ersetzt wird. 

Fur die laminare Verdunstung langs der vertikalen Flache folgt also 
aus Gleichung (135): 

fJ ·~ = 0525 (Gr' .!'.-)O,25 
ky ,. k w ' (176) 

so daB mit dem Wert der Warmeubergangszahl aus Gleichung (135) 

~_ = ~. (~)O'25 = C . LeO.75 
fJ ky, a . w p 11) 

(177) 
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ist. Der Vergleich mit den Versuchswerten von R. Hilpert ist deshalb 
schwierig, weil die Diffusionszahlen der verwendeten Stoffe zum Teil 
nicht bekannt sind und weil es nicht mehr zulassig ist, die a-Werte 

Benzol. 
Wasser. 

Zahlentafe120. 

Versuch 
Hilpert 

0,51 
0,22 

rx/fJ 

I aus 
II Gleichung (17 7) 

berechnet 

0,475 
0,224 

fiir reine Luft einzusetzen. Bei den 
Versuchen mit Benzol machte der 
Dampfgehalt etwa 10% und bei 
Tetrachlorkohlenstoff sogar 25 % 
des Gemischgewichtes aus. Soweit 
der Vergleich moglich ist (Zahlen­
tafel20) folgt daraus eine befriedi­
gende Ubereinstimmung zwischen 
Theorie und Versuch. 

2. Siedende Fliissigkeiten. 
Wahrend die Verdunstung von der ebenen Fliissigkeitsoberflache aus­

geht, entstehen beim Sieden an irgendwelchen Stellen der Heizflache 
Dampfblasen und somit neue Oberflachen. Die Vorstellung, daB der 
Hauptwiderstand beim Warmeiibergang in der Fliissigkeitsschicht liegt, 
die an der Wand haftet, gab auch hier zuerst die Grundlage fiir die 
Theorie. Da die Wandtemperatur hoher als die Siedetemperatur der 
Fliissigkeit ist, miiBte diese durch eine diinne Dampfschicht von der 
Wand getrennt sein. Wenn eine zusammenhangende Dampfschicht 
angenommen wird, so kann deren Dicke aus den beobachteten Warme­
durchgangszahlen geschatzt werden. 

Bei ganz sauberer, glatter Oberflache sind in einem Verdampfer mit 
Kupferrohren (<5 = 1,6 mm, ,,= 325 kcaljm, h, OC) Warmedurchgangs­
zahlen von 15000 kcaljm2, h, 0 C beobachtet worden (Abb. 96). Mit 
einer Warmeiibergangszahl von 10000 fiir den kondensierenden Dampf 
(vgl. S. 121) kann aus Gleichung (17) die Warmeiibergangszahl fiir die 
siedende Fliissigkeit zu rd. 34000 kcaljm2, h, °C berechnet werden. Die 
Dicke einer zusammenhangenden Dampfschicht folgt dann (mit "Dampf = 

0,02) aus der Gleichung <5a = Ajoc zu 0,0006 mm = 0,6 f-l und ist also noch 
kleiner als die Unebenheiten einer hochfein geschliffenen und polierten 
Metallflache (1 bis 4 f-l). Daraus muB folgen, daB keine zusammen­
hangende Dampfschicht vorhanden sein kann. 

Die Versuche von M. J ako b und seinen Mitarbeitern gaben eine 
genauere Vorstellung des Siedevorganges. Sie beobachteten bei einer 
horizontalen Heizplatte zuerst, daB die Verdampfung tatsachlich nur an 
wenigen Stellen erfolgt. In Abb. 91 sind die einzelnen Stadien der 
Dampfbildung nach diesen Versuchen an einer hochglanzverchromten 
horizontalen Heizplatte angedeutet; die dort angegebenen Punkte 
entsprechen ungefiihr nach Zahl und Lage beobachteten Fallen. Das 
Wasser verdampft zunachst an einigen wenigen auBerlich durch nichts 
ausgezeichneten Stellen, deren Zahl mit der Heizflachen belastung zu­
nimmt. An diesen vereinzelten Verdampfungsstellen ist die tibertragene 
Warme groBer als dort wo keine Dampfbildung eintritt. Das hat zur 
Folge, daB bei elektrischer Heizung die Oberflachentemperatur der 
Heizflache von Stelle zu Stelle verschieden ist, wodurch die Schwierig-
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keiten zur Bestimmung der Warmeiibergangszahl erhoht werden. Labo­
ratoriumsversuche mit einer horizontalen Heizplatte zeigten Temperatur­
unterschiede bis· zu 5° C. Bei kleiner Belastung liegen diese Stellen nur 
am Rand, obschon dieser stets kalter war alsdie Mitte der Heizflache; 
bei groBer Belastung vor allem im mittleren Gebiet der Platte. Von den 
einzelnen nur selten wandernden Verdampfungsstellen steigen Dampf­
saulen auf, die aus einzelnen rasch aufeinander folgenden Blasen von 
Linsenform bestehen. . 

Bei rauher Oberflache geht die Verdampfung schon bei viel kleineren 
Belastungen vom Rand zur iibrigen Flache iiber; die Zahl der Ver­
dampfungsstellen ist dabei viel groBer; bei den groBten Belastungen ver­
dampft am Rande praktisch nichts mehr. 

Die Gesetze fiir das Verhalten einer kleinen Dampfblase in einer aus­
gedehnten Fliissigkeit sind schon von W. Thomson (Lord Kel vin, 1871) 
entwickelt worden. Bei einer 0 b 
gegebenen Temperatur ist der 0 
Dampfdruck Pd an der ge-
kriimmten Oberflache einer • 
Fliissigkeit • • 

Pd = Ps + ~ (~+~) (a) karl kro/ 
Y f- Y d r 1 r 2 f[-75IXJ min f[-15000 lIZ'h 1[~/IfJ(J(J(J /:,c:;. 

P Dampfspannung bel· ebe Abb. 91. Stellen der Dampfbildung an einer glatten 
·s = - Heizilache bei verschiedenen Heizilachenbeiastungen. 

ner Oberflache. Die Haupt- (Versuche von Jakob und Fritz.) 

lQ:iimmungsradien r1 und r2, 

der freien Oberflache sind negativ fiir konkave (Dampfblase im Wasser, 
Pd < Ps) und positiv fiir konvexe Oberflachen (Fliissigkeitstropfen im 
Dampf, Pd > Ps) einzusetzen. 

Die Kraft, die in der gemeinsamen Grenzflache wirkt, nennt man 
Oberflachenspannung 0'1 [kgjm]. Wenn man den EinfluB anderer Krafte, 
besonders der Schwerkraft ausschlieBt, nimmt die Grenzflache zweier 
Fliissigkeiten Kugelgestalt an. 

Ferner besteht zwischen dem Dampfdruck Pd auf der einen und dem 
Fliissigkeitsdruck PI auf der andern Seite der kugelformigen Trennungs­
flache die Beziehung: 

(b) 

Aus (a) und (b) folgt, daB eine kleine Dampfblase vom Druck Pd mit 
einer ausgedehnten Fliissigkeit nur dann im Gleichgewicht sein kann, 
wenn die gemeinsame Temperatur hoher als die Sattigungstemperatur 
beim Fliissigkeitsdruck PI fiir eine ebene Oberflache ist. In einem 
ausgedehnten Fliissigkeitsraum kann sich also spontan keine Dampf­
blase bilden; dazu miissen gekriimmte Oberflachen vorhanden sein (z. B. 
Fremdgasblaschen oder Wandrauhigkeiten). Es wird dadurch auch ver­
standlich, daB die Dampfbildung nur an einigen bevorzugten Stellen 
erfolgt, wo Temperatur und Oberflachenspannung besonders giinstig 
sind. Die tJberhitzung ist also von der Rauheit der Oberflache abhangig, 
aber (nach den Versuchen von Jakob und seinen Mitarbeitern) bei 
gleicher Oberflachenrauheit fast unabhangig von der Heizflachenbelastung 
(q = 100 bis 14000 kcaljmZ, h). 

ten Bosch, Warmeiibertragung. 3. Auf!. 13 
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Ein Beispiel fiir den im Wasser senkrecht zur horizontalen Heizflache 
gemessenen Temperaturverlauf zeigt Abb. 92. Man erkennt einen sehr 
steilen Temperaturabfall in einer dunnen Randzone an der Heizflache, 
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dann (bis zur Wasseroberflache) eine fast konstante Temperatur 
und an der Oberflache einen kleinen Sprung bis zur Sattigungs-
temperatur des Dampfes. 

Die hOchste Uberhitzung stemperatur (an der Heizflache) ist 
g q abhangig; fUr eine hochglanz­
che bei 

von der Heizflachenbelastun 
polierte, horizontale Heizfla 

q = 210000 37000 17000 240 kcaljm2, h, 
war die Uberhitzung 

LI-& = 16,5 10 8 0,40 C. 
Da nur an den Heizflache n sich Dampfblasen bilden konnen, 

enheit und die Benetzbarkeit einen 
n Warmeubergang haben; sie be­
der Dampfblasen in dem Augen­

blick, wo sie die HeizfJache 
verlassen. Abb. 93a, b und c 
zeigen die bekannten Formen 
von Flussigkeitstropfen auf einer 
horizontalen Platte. Abb. 93a 

muB die Oberflachenbeschaff 
erheblichen EinfluB auf de 
dingen Form und GroBe 

wosse~ WOSJ'er-j 
ooerf/dche 

104'1° O~fpf 
10aoO 

I 
z .] 1/ .f 6' 7 BclT/, entspricht etwa der Form eines 

Ilbs/ofld YOfi der /leizfltime--o.- Quecksilbertropfens auf Glas 
Abb.92. TemperaturverteUujlg in Wasser und Dampf 

an einer glatten, horizontalen Heizflache. 
Heizflachenbelastung q = 19300 kcal/m', h. 

oder Stahl (nicht benetzend), 
Abb.93b der eines Wassertrop­
fens auf reinen polierten Metall­

flachen (halb benetzend) und Abb. 93c die Flussigkeitshaut zu der sich 
z. B. Alkohol auf Glas ausbreitet (ganz benetzend). Die Abb. 93d, e und f 
zeigen die entsprechenden Formen der Dampfblasen. 1m Fall d muB 
abc die Blase infolge der Oberflachen-a spannungen an ihrem freien 

=-~~-=~ ~ Rand recht groB werden, ehe 
~ ~,~ ~~~~ sie abreiBt. 1m Gegensatz hierzu 

d e ____ L___ sucht der Auftrieb der Flussig-o D li~ ~::~;!i~if:~~i;:¥~ 
flome flleN beflm n% oeflm vo//kommefl oefieM Dieser Fall ist beim V erdam p­
Abb. 03. Gestalt eine Fliissigkeitstropfens in Dampf fen von Wasser fast immer zu 
(a, b, c) und einer Dampfblase in Fliissigkeit (d, e, f) erwarten und namentll'ch bel' 

an verschieden benetzten Oberfliichen. 
rauher Oberflache, weil die Rau­

heit die Wirkung der Oberflachenspannungen aufhebt, so daB das 
Wasser die Fliiche voll benetzen kann. 

Die Beobachtungen von Jakob und Fritz zeigten, daB bei benetzter 
Oberflache die ganz kleinen Blaschen beim Aufsteigen bis zum Wasser­
spiegel einen Durchmesser von hochstens 3 bis 5 mm erreichen. Bei 
nicht benetzter Oberflache (Heizflache aufgerauht und mit einer dunnen 
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Olschicht bedeckt) haben die Blasen von der Form d (Abb.93) schon 
an der Heizflache einen Durchmesser bis zu 8 mm; sie schniiren sich vor 
dem AblOsen stark ein. 
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Abb.94. Versuche von A ustin iiber den Warmeiibergang von siedendem Wasser. a Warmeiibergang 
Wand - Wasser, nicht geriihrt, b Warmeiibergang Wand - Wasser wohl geriihrt, 1 Warmeiibergang 

siedendes Wasser - Wand, nicht geriibrt, 2 Warmeiibergang siedendes Wasser - Wand, geriihrt. 
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Holborn und Dittenberger fanden bei einem vertikalen Heiz­
zylinder bei glatter Oberflache die groBeren Warmeiibergangszahlen. 
Wie bedeutend aber die Oberflachenbeschaffenheit den Warmeiibergang 
bei siedenden Fliissigkeiten beeinfluBt, haben wohl zuerst die Versuche 
von Pridgeon und Badger gezeigt(Abb. 95). Die Versuche Von 
J ako b und Fritz ergaben, daB die Warmeiibergangszahl einer hori­
zontalen Heizplatte mit zunehmender Rauheit zunimmt. Bei gleicher 
Heizflachenbelastung nimmt die Warmeiibergangszahl mit der Zeit ab, 
und zwar sowohl fiir die rauhe als auch fiir die verchromte und polierte 
Platte. Sie war z. B. bei einer geritzten horizontalen Heizflache nach 
12 Stunden Verdampfung nur noch 40% des anfanglichen Hochstwertes. 
Kalt zugefiihrte gasreiche Fliissigkeit, geringe Verunreinigungen und 
Niederschlage an der Heizflache fiihrten wieder zu neuen Stellen der 
Verdampfung und damit zur Erhohung der Warmeubergangszahl. Man 
brauchte auch die Heizplatte nur einige Zeit an der Luft liegen zu lassen, 
urn wieder groBere Warmeiibergangszahlen zu erhalten; der Platten­
zustand und damit die Zahl der Verdampfungsstellen anderte sich dann 
durch adharierende Gase. 

Die kleineren Warmeiibergangszahlen erwiesen sich als sehr stabil. 
F. Bosnjacovic erklart den Siedevorgang wie folgt: Die an der 

Heizflache gebildete Dampfblase wachst, indem die Fliissigkeitsschicht 
an der Blasenoberflache in die Blase hinein verdampft. Sie wachst jedoch 
nicht nur ander Heizflache, sondern auch beim Aufsteigen, wobei 
die erforderliche Verdampfungswarme r aus dem mitgerissenen heiBen 
Wasser in der unmittelbaren Umgebung der Blase zugefiihrt wird. 

Die Warme geht also von der Heizflache zuerst an das Wasser und 
von dort an die Oberflache der Blaschen, wo das Wasser verdampft. 
Wenn das Wasser nicht besonders bewegt wird (z. B. durch Riihrwerk 
oder auch bei heftigem Sieden), gelten fiir den Warmeiibergang die 
Gesetze der "freien" Stromung. Der Warmeiibergang an der (frei oder 
erzwungen) stromenden Fliissigkeit ist der prim are Vorgang. Die Dampf­
bildung ist eine sekundare Erscheinung bis die Riihrwirkung der auf­
steigenden Dampfblasen die Stromung vollstandig beeinfluBt. 

Abb. 97 zeigt nach J ako b die kinematische Aufnahme der Ent­
wicklung einer Dampfblase wahrend das Aufsitzen (unten) in Abstanden 
von etwa 1/500" und (oben) beim Aufsteigen in Abstanden von etwa 
1/70" (wobei also nur jedes 7. Bild gezeichnet ist). Man erkennt das 
schnelle Anwachsen bis zur LoslOsung von der Heizflache, etwa 1/40". 
Bemerkenswert ist, daB nach dem AbreiBen einer Blase eine Pause von 
etwa der hal ben Periode eintritt, bis sich eine weitere Verdampfungszelle 
bildet. Die Periode einer Blasenbildung war 1/20". 

Auch bei konstanter Heizflachenbelastung ist die Dampfbildung also 
periodisch. So fand z. B. W. J. King beim Sieden von Schwefel­
dioxyd in einem elektrisch geheizten Kupferzylinder in regelmaBigen 
Perioden von etwa 5 Minuten stark veranderliche Warmeiibergangs­
zahlen, die zwischen 3500 und 850 kcal/m2, h, °C schwankten. Cleve hat 
bei der Verdampfung von Wasser in engen vertikalen Rohren Pulsationen 
in einem zeitlichen Abstand von etwa 2 s beobachtet. Durch Einsetzen 
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eines Zirkulationsrohres (Haag-Rohr, Versuche von Campagne) wird 
das Sieden stetig, und zwar urn so gleichmaBiger, je hoher die Heiz­
flachenbelastung ist. 

Berechnet man fUr das Gebiet des schwachen Siedens (q < 2000 bis 
4000 kcaljm2, h bei vertikaler bzw. 5 bis 10000 kcaljm2, h bei horizontaler 
Heizflache) aus den Versuchen von Jakob und seinen Mitarbeitern mit 
x = 0,15 m = Hohe der mm _____________ I!!~~rsf!!qe{ ______________ _ 
vertikalen bzw. x=0,05m 00 0 
= Radius der horizon- 0 
talen Heizflache (S. 168), '10 C/oOO 

== c::J 
die Nu = IX ; -Werte und 20 

tragt diese in Abhangigkeit 
der Kennzahl (Gr· Pr) auf 
(Abb. 97), so erkennt man, 
daB die Versuchswerte 
fiir Wasser unit Tetra­
chlorkohlenstoff tatsach­
lich durch eine einzige 

L:::.C:> 
0°0 
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IqO'?'n q:, a 0 ~ 0 r q~ q 0 q~ So 0 

Abb. 96. Entstehen und Aufsteigen einer Dampfblase. 
(Kinematische Aufnahmen von M. Jakob.) 

Kennlinie dargestellt werden konnen mit der Neigung 0,25, wie bei der 
freien Stromung nichtsiedender Fliissigkeiten. Da sowohl durch die 
aufsteigenden Dampfblasen als auch in der nachsten Umgebung der 
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Abb.97. Wilrmeiibergang an siedenden Fliissigkeiten. (Versuche von Jakob und Linke [1935].) 

abreiBenden Blasen lokale Stromungen entstehen, die den Warmeiiber­
gang vergroBern, liegt die Kennlinie fiir siedende Fliissigkeiten etwas 
hOher (etwa 20%) als fiir nichtsiedende. 

Kiinstliche Fliissigkeitsbewegungen durch Riihrwerke oder Pumpen 
konnen den Warmeiibergang nur dann wesentlich beeinflussen, wenn die 
Geschwindigkeit in der Nahe der Heizflache dadurch gegeniiber der 
freien Stromung stark erhOht wird. Schon geringfiigige Anderungen in 
der Anordnung der Heizflache (Abb. 95) oder auch des AbschluBbodens, 
durch welche die freie Stromung der Fliissigkeit behindert wird, be­
einflussen hier den Warmeiibergang wesentlich. 
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Bei der Verdampfung in engen Rohren (Versuche von Cleve und von 
Campagne) gilt diese einfache Beziehung nicht mehr, da die Ge­
schwindigkeiten in den engen Rohren durch die aufsteigenden Dampf­
blasen stark vergroBert sind (beeinfluBt). 

Bei steigender Heizflachenbelastung entsteht ein lebhaftes Sieden, das 
bei den praktischen Anwendungen am haufigsten vorkommt. Hierbei 
uberwiegt die Ruhrwirkung der Dampfblasen und der Warmeubergang 
folgt dann einem ganz anderen, noch nicht zuverlassig bekannten Gesetz. 

M. J ako b und W. Linke leiten auf Grund der beobachteten Vor­
gange eine moglichst einfache und plausible Ahnlichkeitsbeziehung ab 
und stellen ihre Versuchsergebnisse durch die dimensionslose Gleichung 

~ ~ = 30 (QV")O,g 
Ie Yf rw 

(178) 

dar. In dieser Gleichung ist v" das spez. Volumen des gesattigten 
Dampfes (ma/kg), d der Durchmesser der Dampfblasen beim AbreiBen 
von der Heizflache und w die Frequenz der Blasenbildung. Das Produkt 
w=d·w scheint (nach Jakob und Linke) fur reine Flussigkeiten 
const = 280 m/h zu sein. Eliminieren wir aus dieser Gleichung die Heiz­
flij,chenbelastung q = IX 0, so wird: 

~.~=30(ev"Al/y)4 (178a) 
A Yf rw V (] 

aus welcher Gleichung eine erhebliche Zunahme der Warmeubergangs­
zahl mit dem Temperaturunterschied e und mit dem spez. Volumen 
des Dampfes, also mit a bnehmendem Dampfdruck folgt. Diese SchluB­
folgerung und die weitere Folgerung, daB die Warmeubergangszahl 
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Abb.98. Scheinbare und wirkliche Wiirmedurchgangszahlen fiir vertikale Verdampfer. (Versuche 
von Badger und Shepard.) Die scheinbaren (schwacher ausgezogenen) Warmedurchgangszahlen 
sind berechnet ohne Beriicksichtigung der Erhiihung des Siedepunktes durch die Hohe des 

Fliissigkeitsstandes. 
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unabhangig von der Zahigkeit der Flussigkeit sei, stehen mit anderen 
Versuchen in Widersprueh. Die in Abb. 98 dargestellten Versuehsresultate 
von W. L. Badger und P. W. Shepard mit destilliertem Wasser in 
einem vertikalen Verdampfer zeigen, daB die Warmedurehgangszahlen 
sieh nur wenig mit dem Temperaturunterf~ehied g andern, aber mit 
zunehmender Siedetemperatur stark zunehmpn. 
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Abb. 99 •• Wiirmeiibergangszablen fiir ein horizon­
tales Rohr an siedende Fliissigkeiten. (Versuche 

von Cryder und Gilliland.) 
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Aus den Versuehen von Cryder und Gilliland fur die Verdampfung 
von versehiedenen Fliissigkeiten mit einem 9,8 em langen, horizontalen 
zylindrisehen Heizkorper von 2,6 em Durehmesser folgte (Abb. 99) 

oc = c . g2,4 kealjm2, h, 0C, (179) 

worin der Proportionalitatsfaktor C aus Zahlentafel 21 zu entnehmen ist. 
Aus diesen Versuchen folgte weiter: 

(179a) 
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Es scheint also, daB bei den Ahnlichkeitsbetrachtungen von J ako b 
und Linke noch nicht aHe Faktoren beriicksichtigt sind und daB z. B. 
das Produkt w = d . OJ nicht fiir aIle Fliissigkeiten gleich ist. 

J ako b und Linke fanden, daB die Warmeiibergangszahl fiir eine 
horizontale Heizflache sich, bis zu ganz kleinen Spiegelhohen, nur wenig 

kctJ/ 
m2hOC' 

t foOD ~ 

<<foO~ '.~ 

'1'100 I---

\ 
\ 

fZOO 

fOOD 

andert (Abb. 100). Erst bei Spiegelhohen von der 
GroBenordnung eines Dampfblasendurchmessers 
setzt eine sehr starke Zunahme ein. Der Verlauf 

Abbildung 
t Abb.74, 
reier Stro-

der Warmeiibergangszahl in dieser 
zeigt eine auffaHende Ahnlichkeit mi 
S. 168 fUr den Warmeiibergang bei f 
mung liings einer Platte. 

I 
't-!-::-:;;:'·;]i.cuI 

q~J'8fDm2h 
J800 

.f 10 1.f ZO Z.f J(J J.f 'I(J If.f .fOmm 
h~ 

Abb. 100. Warmeiibergangszahlen fiir horizontale Heizflache und siedendes Wasser in Abhiingigkeit 
von der Wasserhohe .. (Versuche von J ako b und Link e.) 

Der EinfluB der Spiegelhohe ist sicher auch von der Hohe des Dampf­
druckes abhangig. Die Fliissigkeit steht an der Heizflache unter einem 
hoheren Druck Po + h, worin Po der Druck im Dampfraum ist (gemessen 
in m Fliissigkeitshohe). Sie siedet also erst bei einer hoheren Temperatur 
als dem Dampfdruck entsprechend. Je kleiner der Temperaturunterschied 
zwischen Wand und siedender Fliissigkeit und je hoher das Vakuum ist, 
um so bedeutender muB der EinfluB des Fliissigkeitsstandes werden. 

Aus diesen Uberlegungen muB die SchluBfolgerung gezogen werden, 
daB Form und Lage der Heizflache ausschlaggebend fUr den Warme­
iibergang beim Sieden sein miissen, da dadurch nicht aHein das Loslosen 
der Blaschen von der Heizflache beeinfluBt wird, sondern namentlich 

o 10 .JO 110 50°C' 
limp. Oiff. Heizdtrmpf-siedmde Fliissigk. 

Abb. 101. Warmeiibergangszahlen fiir siedendes Wasser (aItere Versuche). 
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auch das Temperaturfeld der Fliissigkeitsschicht, durch welche die los­
geloste Blasen aufsteigen. Der EinfluB von Form und Lage der Heiz­
fliiche auf den Warmeiibergang ist in Abb. 101 auf Grund von alteren 
Versuchen dargestellt. 

3. Kondensierender Dampf. 
Auch hier kann zunachst von der Uberlegung ausgegangen werden, 

daB der Warmetransport durch die Bewegung der gleichen Dampf­
teilchen besorgt wird, die den Stromungswiderstand verursachen. 

Wenn G die Dampfmenge ist, die in der Zeiteinheit ihre Bewegungs­
groBe an die Grenzschicht abgibt, so ist der Stromungswiderstand 

W = ~ (um -u/) kg. (Gleichung 119, S.96) 
g 

Wenn diese Dampfmenge in der Grenzschicht vollstandig kondensiert, 
so ist Wi = 0 und die iibertragene Warme mit U m = W (vgl. S. 113) 

W Q = G· r = w . g' r kcal, (181) 

worin r die Verdampfungswarme bei der Sattigungstemperatur ist. 
Setzt man nach Gleichung (23) 

7t w2 

W=4 CZ · d ·2gY' 
so wird die je Flacheneinheit iibertragene Warme 

Q - -' klj2h n:a::r - q - 8 wr y ca m, . (182) 

Fiir 1 ata ist r = 542 kcaljkg und y = 0,561 kgjm3, so daB 

q = 137000 C· w kcaljm2, h 
wird. Nun haben wir es bei der Kondensation von Dampf meist mit 
sehr kurzen Ro"hren zu tun. Die bedeutende Erhohung der Widerstands­
zahl C im Anfang des Rohres, der EinfluB von vorhandenen Wirbelungen 
und auch der Temperaturunterschiede zwischen Dampf und Wand, 
soUten bei der Festsetzung von C berucksichtigt werden. Mit dem 
Blasiusschen Wert von C fUr isothermische Stromung: 

C = 0,3164 Re-0,25 

erhalt man Grenzwerte von q, die infolge der obenerwahnten Einfliisse 
nicht als Hochstwerte fur die GroBe des Warmetransportes anzusehen 
sind. Die q-Werte nach Gleichung (182) sind in Zahlentafel 22 fiir 
ein Rohr von 17 mm Durchmesser berechnet und mit den hochsten 

Zahlentafel22. d = 0,017 m. H = 0,46 m. 

w 70 I 50 30 10 m/s 

Be 50100 35800 21500 7160 , 0,0207 0,0231 0,0262 0,0345 ,W 1,485 1,155 0,786 0,345 
q 203000 158000 108000 47300 kacl/m2, h 

Beobachtete 146000 158000 138000 110000 kacl/m2, h 
q-Werte 
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Versuchswerten von Jakob und Erk verglichen. Uberschritten werden 
die so berechneten q-Werte namentlich bei der kleinen Dampfgeschwindig­
keit von 10 m/s. Neben den schon angefiihrten Griinden lassen sie sich 
auch dadurch erklaren, daB in der Grenzschicht nicht die ganze Dampf­
menge G kondensiert, also w' = rp w zu setzen ist und q = 13700 C 
w/(l- rp), also entsprechend groBer wird. 

Die GroBe dieses Warmetransportes wird aber durch das Kondensat 
gehemmt. W. Nusselt geht nun von der Annahme aus, daB die 
Wasserhaut eine "zusammenhangende" Schicht bildet. Die Beob­

achtungen von Schmidt, Schiirig 
und Sells chopp zeigten aber, daB 
dies nicht immer der Fall ist, son­
dern, daB der Dampf sich in Ge­
stalt feiner Tropfchen von nahezu 
halbkugeliger Form niederschlagt, 
die durch ZusammenflieBen wachsen. 
Beim HerunterflieBen nimmt es aIle 
in seiner Bahn liegenden Tropfen 
mit und hinterlaBt einen blanken 
Streifen, auf dem sich sofort wieder 
ein hauchfeiner Tropfenbesatz bil­
dete. Der Vorgang unterscheidet sich 
von der bekannten Erscheinung einer 
kalten Fensterscheibe dadurch, daB 
auf der Bahn eines Tropfens keine 
zusammenhangende Wasserhaut zu­
riickbleibt. 

Bei Abb.102 (mit 1/100S Belich­
Abb, 102, Reine Tropfenkondensation an einer tung~zeitaufgenommen) l'St dl'e Ku"hl-

polierten und verchromten Kupferplatte. C 

platte aus pol i e r t em und v e r­
chrom tem Kupfer von 15 cm 0. Man erkennt die Tropfen verschie­
dener GroBe bis etwa 3 mm 0; die groBten Tropfen befinden sich in 
Bewegung nach unten. 

Tropfen entstehen allgemein bei einer nicht benetzenden Fliissigkeit 
(Abb. 93); bei Wasser an saubBren, glatten Oberflachen. Eine zu­
sammenhangende Wasserhaut wird bei benetzter Kiihlflache gebildet, 
die bei den Versuchen von Schmidt, Schiirig und Sellschopp nach 
Atzen der Kupferplatte mit Salzsaure, in der Zink aufgelOst war, erzielt 
wurde. Die Haut blieb aber nicht dauernd erhalten, sondern bei Hingerem 
Betrieb traten Storungen auf mit Tropfenkondensation. Wichtig ist die 
Beobachtung, daB dabei die Warmeiibergangszahl wesentlich groBer war 
(6-8fach) als bei der Wasserhautkondensation. Durch das Konden­
sieren in mikroskopisch kleinen Tropfen wird plOtzlich Raum frei. Die 
umgebenden Dampfteilchen miissen also mit einer betrachtlichen Ge­
schwindigkeit auf die Kiihlflache aufprallen. Nur so konnen die groBen 
Warmeiibergangszahlen bei Tropfenkondensation erklart werden. 

Die Nusseltsche Wasserhauttheorie geht von der Annahme aus, daB 
sich an der Kiihlflache eine Wasserhaut bildet, deren Dicke den Wider­
stand der Warmestromung verursacht. Die dem Dampf zugekehrte Seite 



Kondensierender Dampf. 203 

der Wasserhaut hat die Sattigungstemperatur {}s des Dampfes, die mit 
der kalten Wand in Beruhrung stehende Seite hat die Temperatur {}w 
der Wandoberflache. Sie haftet dort an der Wand, wahrend die Wasser­
haut unter dem EinfluB der Schwere, und gebrcmst durch die Zahigkeit 
des Wassers, nach abwarts flieBt. 

Die mittlere Dicke Ym der Wasserhaut ist von der Anordnung der 
Kuhlflache und vom Bewegungszustand des Dampfes abhangig. Wenn 
ein geradliniger Temperaturverlauf in der Wasserhaut angenommen 
wird, folgt aus der Warmebilanz, mit {}s - {)w = e: 

Q=~F·e=rxF.e=G·r 
ym 

die Warmeubergangszahl 

rx = )./Ym 
und das kondensierte Dampfgewicht 

G = _A_Fe kg/h. 
yrn r 

(186) '>;:: 

Ruhender Dampf kann angenommen werden, solange 
der Geschwindigkeitsunterschied zwischen Dampf und 
Kondensat so klein ist, daB die Schubspannung an der 
Oberflache der Wasserhaut vernachlassigt werden kann, 
etwa bis w = 20 m/s. (Zahlenbeispiel 30, S. 211). 

Wenn u die der vertika]en Wand parallele Wasser-

L~ 

geschwindigkeit im Abstand Y und an der Stelle x Abb. 103. 

ist, so wirken auf ein Volumenelement dx' dy· 1 die 
Schubspannungen T und d T, sowie das Gewicht y . dx . dy. Wenn die 
Beschleunigung vernachlassigt wird, so ist im Beharrungszustand: 

d T + y dy = O. (187) 
Mit du 

T=rJ~­
dy 

und 

wird d2 u _ y 
-d-y2- - n 

Die Integration dieser Gleichung ergibt mit rJ = const 

u =- :'1) y2 + 0lY + 02' 

Die Grenzbedingungen sind fUr y = 0 

u = 0, d. h. 02 = ° 
und fur y = yo: 

(:: )v=Yo= 0 =- ~ Yo + 01' 

so daB l' l' 2 
U = ~- Yo Y - 21i y 

und die mittlere Geschwindigkeit in der Wasserhaut: 
Yo _IJ d -1' 2 Um - - U Y - -3 Yo 

Yo 'I) 
o 

(188) 

(189) 
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ist. Durch die Ebene x flieBt in der Sekunde die Wassermenge GI , 

fiir die Breiteneinheit der Platte: 
1'2 

Gt = U m Yo Y = 317 yg . (190) 

Durch die um d x tiefer liegende Ebene stromt 
1'1 

y d (umYo) = - ygdyo kg Tj 

mehr Wasser hindurch. Diese Zunahme entsnricht der auf dem Streifen 
d x kondensierten Dampfmenge ~ 

dG = ~dx. Ds -DiD 
I Yo r 

Durch Gleichsetzung beider Werte 

r.,O d - ~ Ds-Dw dx 
Tj 82 Yo - yO r 

und Integration mit der Randbedingung, daB fiir x = 0, Yo = 0 ist, 
erhalt man: 

1'2ryt 4 4ATj0 
x = 4TjA0 und Yo = ~x. 

Die Warmeubergangszahl an der Stelle x ist mit der Abkiirzung: 
r1'2A3 

A=--
Tj 

A ;V-A-oc - -
x- Yo - 4H·0 

(191) 

:(192) 

(193) 

und die mittlere Warmeubergangszahl fUr die ganze Hohe H: 
H 

oem = ~ focxdX = : V4:.0 = 3400· V H~0 kcal/m2,h, °0. (194) 
o 

Die Nusseltschen Dberlegungen gelten nur fUr glatte Oberflachen und 
solange Laminarstromung in der Wasserhaut vorhanden ist, d. h. solange 
u' Yo/v den kritischen Wert K (etwa 150) nicht uberschreitet. 

Mit dem Wert von u' (fur y = Yo) aus Gleichung (89) folgt dann: 

, l' ° K v 
U = 2ii Y2 = . Yo • 

Die hochstzulassige Dicke der zusammenhangenden Wasserhaut 

_ V2KV2 (195) Yo- -g-. 

ist also abhangig von der mittleren Temperatur des Kondensates und 
betragt mit 'jJ = 0,0032 (90°) bzw. 'jJ = 0,0088 [cm2/s] (25°) Yo < 0,15 mm 
bzw. 0,28 mm. Mit dem kritischen Wert von Yo wird der Grenzwert 
des Kondensates fUr die Giiltigkeit der Nusseltschen Uberlegungen 
mit K = 150: 

(~~) = L y3 = ~K· v = lOOv [cm2/s]. (196) 
r max 3Tj ° 3 
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Tritt an der Oberflache der Wasserhaut Turbulenz ein, so ist dort 
auch ein Temperaturausgleich zu erwarten und die vorausgesetzte gerad­
linige Temperaturverteilung in der Wasserhaut nicht mehr vorhanden. 
Der Temperaturverlauf an der Wand wird steiler, so daB die Theorie mit 
Laminarstromung dann zu kleine Warmeuhergangszahlen gibt. 

Nusselt hat die Theorie mit den alteren Versuchen von English 
und Donkin verglichen und fUr glatte, vertikale Zylinder eine gute 
Ubereinstimmung gefunden. 

Die Gleichung fUr die vertikale Platte gilt auch fiiI' ein Rohr mit 
senkrechter Achse. 

Die Betrachtungen konnen leicht auf geneigte Flachen ausgedehnt 
werden, indem in Gleichung (187) nur die vertikale Komponente der 
Schwerkraft eingesetzt wird. 1st {J der Neigungswinkel der Flache gegen 
den Horizont, so wird: 

d T + y sin {J dy = 0 
und 

Cl.m{J = Cl.mv V sin {J. (197) 

Fur ein horizontales Rohr kann die Oberflache in kleine ebene Flachen 
von verschiedener N eigung {J aufge16st, und dann von {J = 0 bis 
{J = 1800 integriert werden. Nus s e I t fand fUr ein horizontales Rohr 

Cl.mh = 2600 V d ~ e = 0,766C1.mv V{ [kcaljm2, s, 00]. (198) 

Fur d = 0,02 m und H = Rohrlange = 1,0 mist 

~ = 0 766 V!:~ = 2 04 
CCv ' 2 " 

die horizontale Anordnung ist unter sonst gleichen Verhalt­
nissen bei ruhendem Dampf doppelt so wirksam wie die 
vertikale. 

Dies gilt fUr ein einzelnes 
horizontales Rohr oder fUr die 
oberste Reihe eines Rohrbundels. 
Liegen nun mehrere Rohre uber­
einander, so tropft das abflieBende 
Kondensat auf das darunterlie­
gende Rohr und vermindert dessen 
Warmeabgabe. Fur das zweite 
Rohr berechnet W. Nusselt, daB 
der Warmeubergang nur 68 % von 
dem des ersten betragt. Fur tiefer­
liegende Rohre wird dieser Pro­
zentsatz naturlich noch kleiner. Abb.104. Rohranordnung beim Ginabat-Konden-

sator. (Aus Hoefer, Kondensation. Berlin: Julius 
Beim Ginabat - Kondensator Springer 1925.) 

werden deshalb die Rohre nach 
Abb. 104 angeordnet. Der Dampf trifft dann die wasserfreie Seite der 
Rohre, wodurch - wie die Versuche bestatigen - die Leistung des 
Kondensators gesteigert wird. 
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Die Uberlegungen von Nusselt sind nicht auf horizontale Flachen 
anwendbar; fUr schwach gewol bte Boden konnen die Warmeubergangs­
zahlen durch Einfuhrung einer mittleren Neigung, wie eine geneigte 
Platte berechnet werden. 

In Gleichung (194) ist die Verdampfungswarme r bei dem entsprechen­
den Sattigungsdruck des Dampfes und die Werte 'I, A. und rJ fUr die 

mittlere Temperatur ~ ({}s + {}w) der Wasserhaut. In Zahlentafel 23 

sind die Werte AO,25 fUr Wasserdampf von 1 ata berechnet; fUr andere 

Dampfdrucke sind diese Werte mit (~: t,25 zu multiplizieren'
4 

Dieser 

EinfluB ist unbedeutend, denn fUr 0,024 ata (200 C) ist vtr; = y 584 yr V539 r1 
539 = 1,04 und fUr 20 ata (2120 C) r: = 450 = 0,96. Es 

wurde daraus eine kleine Verbesserung der Warmeubergangszahl mit 
niedrigen Dampfdrucken erfolgen. Viel wichtiger ist aber, daB bei anderen 
Dampfdrucken sich auch die mittlere Temperatur des Kondensates andert. 
Bei gleichen !9-Werten verhalten sich dann die Warmeubergangszahlen 
wie die entsprechenden Werte von AO,25, so daB mit niedrigeren Dampf­
drucken (im Kondensator) die Warmeubergangszahlen fUr kondensieren­
den Dampf viel kleiner werden als bei 1 ata. Bei einer Siedetemperatur 
von 500 statt 1000 C vermindert sich die Warmeubergangszahl urn 18 % . 
Diese SchluBfolgerung steht in Ubereinstimmung mit den Beobachtungen. 

Der Dampf stromt mit einer Geschwindigkeit UJ an der Wand entlang. 
In diesem Fall laBt sich die an der Oberflache der Wasserhaut entste­
hende Schubspannung aus dem Spannungsabfall des stromenden Dampfes 
in Rohren berechnen. Mit der allgemeinen Beziehung (23) zwischen 
Schubspannung und Druckverlust, wird 

To= ~ ;; Yd = ±rJ (~; )Y~Yo=-Y Yo + GirJ, 

d I G - ±~~ + Y_ y +, wenn der Dampf abwarts, 
. 1. 1 - 4 2 Yd o· £W .. t rJ g rJ -,,, " " au ar s stromt. 

Damitwird: u=(±-L!:D~Yd+Ly)y_.Y_y2 und 
4rJ 2g rJ 0 2rJ 

Yo _ I f - C w2 Y 2 _ Y (3 Y6 ) um - Yo udYY-±s:ry2fjYdYo+3n Yo- n sbYo+T' 
o 

(199) 

C w2 ya . wenn zur Abkurzung - - - = b gesetzt wlrd 3 y 2g , 

um = ~ (: b Yo + ~j). (200) 

Durch die horizontale Ebene an der Stelle x von oben, stromt fur die 
Breiteneinheit die Wassermenge 'I Yo Um, und durch die urn d x tiefer 
liegende noch der Mehrbetrag 

y2 (3 ) yd (umYo) =1i 4byo + yg dyo' 

der gIeich dem langs der Strecke d x kondensierten Dampfgewicht 

dG=~- Od-Ow .dx 
Yo r 
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Zahlentafe123 zur Berechnung von (X fiir die Kondensation von 
Sattdampf von 1 ata (rl = 539,4, Yd = 0,5974kgfm3) nach Gleichung (203). 

I I 

, 
V. y2.}.3 

~A 
6'Yd 

Fliissig-
I 

A~--- B'~--

kcit ).·10' 1]·10' ykg/m3 1] g.y.}. 

i 
I kcal' kcal S3,IIO 

kg/m3 
I 

----
m7!4·s·IlC314 kcal °0 kcal/sm'O kgs/m' m 7 s4 OGl 

0 13,33 182,9 999,9 6,9839 1,626 0,07614 
5 13,6 156,5 1000,0 8,6700 1,716 0,07462 

lO 13,8 132,2 999,7 10,7167 1,809 0,07356 
15 14,0 116 999,1 12,7366 1,889 0,07256 
20 14,25 lOl,3 I 998,2 15,3524 1,980 0,07135 
25 14,5 89,8 997,0 18,202 2,065 0,07020 
30 14,7 80,8 995,7 21,023 2,141 0,06934 
40 15,1 67,1 992,2 27,247 2,285 0,06774 
50 15,4 56,6 988,1 33,983 2,415 0,06669 
60 15,7 48,1 983,8 41,952 2,545 0,06575 
70 15,9 41,2 977,8 50,316 2,663 0,06528 
80 16,1 35,9 971,8 59,218 2,774 0,06486 
90 16,2 31,5 965,3 67,836 2,870 0,06490 

lOO 16,3 28,3 958,5 75,835 2,951 0,06496 

/v 
// 

5 

V 
/' 

./ 
V 

/' 
,/ 

V 
V 

3 
V 

/ 
I 

/ f-- f-- f---
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Abb.105. Zur Berechnung der Warmeiibergaugszahl fur kondensicrenden Wasserdampf. 
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2 

ist. Die Gleichsetzung liefert dann mit a = 4;.1) (~;-{}w) , 

die Differentialgleichung: dx = a (3 bY5 + 4 y~) dyo, (20l) 
und nach Integration, wenn fiir x = 0, Yo = 0, also C = 0, ist: 

x 
-=by8+yt· a 

Diese Gleichung hat nur eine positive reelle Wurzel. 

Die Warmeiibergangszahl an der Stelle x ist IXx = ~ und die mittlere 
Yo 

Warmeiibergangszahl fiir eine Wand von der Hohe H 
H Y" 

IXm = -~J~ dx = ~J~ ~ d Yo· 
H Yo H Yo dy 

o 0 

Ersetzt man in diesem Integral die Integrationsveranderliche x durch Yo, 
so erscheint als obere Grenze die Starke der Wasserhaut am unteren 
Ende der Wand Yh. 

Durch eine Umformung weist N ussel t nach, daB mit der Abkiir­
zung A nach Gleichung (192) und 

die Losung 

B=~~ 
6g y.j. 

... V 4~" ~ Funktion (i4W~-,,-) 

(202) 

(203) 

ist, welche Funktion in Abb. 105 dargestellt ist, wahrend B' = Bg aus 
Zahlentafel 23 zu entnehmen ist. 

Stromt der Dampf von unten nach oben, also entgegen der Richtung 
des herunterrieselnden Kondensates, so muB er eine gewisse minimale 
Geschwindigkeit haben, um alles Kondensat nach oben mitzureiBen. 
Fiir kleinere Geschwindigkeiten flieBt ein Teil des Kondensates nach 
unten, wahrend ein anderer Teil nach oben durch den Dampf mitgefiihrt 
wird, wodurch die Warmeiibergangszahl nur unwesentlich beeinfluBt wird. 

Bei der Kondensation von iiberhitztem Dampf geht Nusselt 
ebenfalls vom Vorhandensein einer Wasserhaut aus, deren dem Dampf 
zugekehrte Seite die Sattigungstemperatur hat. In den Gleichungen 
ist dann an Stelle der Verdampfungswarme r der Wert i - i' > r zu 
setzen, wenn i der Warmeinhalt des HeiBdampfes und i' der Warme­
inhalt des abflieBenden Kondensates ist. 

W. Stender hat daraus zuerst die wichtige SchluBfolgerung gezogen, 
daB unter sonst gleichen Verhaltnissen bei HeiBdampf die Wasserhaut 
diinner und die iibergehende Warme groBer sein muB als fiir Sattdampf. 

Trotz der VergroBerung der iibergehenden Warme nimmt die Warme­
iibergangszahl IX bei HeiBdampf abo Denn setzt man 

QIS = IXs H ({)s - {)w) und Ql'il = lXu H (-ou - -Ow), 

so ist ~~ = ~-~ _s=-_ w < l. V-'-"{} {} 
Cl.s r {}u-{}w 
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Die Versuche von M. J ako b ktl7ij7n'% 
und seinen Mitarbeitern S. Erk t .,:..:....---,-----,----,----, 
und H. Eck zeigen eine sehr J'altdumpf 
gute '(jbereinstimmung mit der 'r>~200 
N ussel tschen Theorie (Abb. lO6 ~ 
u. 107). Nach diesen Versuchen 
tritt auch bei iiberhitztem Dampf 150 

Kondensation ein, sobald die 
Wandtemperatur niedriger als die 
Verfliissigungstemperatur ist. Sie 
zeigten weiter, daB die iiberge- 100 

hendeWarme q = rx@ praktisch 
konstant ist, so daB una bhangig 
von der '(jber hi tzungstem pe­
ratur das ganze Gebiet der '(jber­
hitzung und Kondensation wie 
reine Kondensation zuberechnen 
ware, wenn die Gesamtwarme 

o I'et/llzierle YeIU'llti1sPllnirfe 
--olls;e;liti1ene j/f!f'S{/cnskll~ 

---berecnnel nllC!i IIII/Jell " 

10 15 20r: 
'4-l?,fm~ Qu + Qk eingesetzt wird. 

Bei schnell langs der kiihlen 
Wand bewegtem Dampf bildet 
sich also auch bei reiner und glat­
ter Flache eine Wasserhaut. 

Abb. 106. Warmeabgabe qd (keal/m', h) von Sat t -
d a ill p f bei versehiedenen Eintrittsgesehwindig· 
keiten wd,; abMngig vom Temperaturunterschied 

fis-fiRm. 

Die SchluBfolgerung von W. Stender steht aber in Widerspruch 
mit verschiedenen Beobachtungen in der Praxis. Claassen verdampfte 

kco1m~~~ __ ~ __ -r ___ .-__ ~ ___ ,-__ -, __ --, 

i ~eiBdumpf' 
'r'~200f-----+---+---_Vl4 ""J250C f----+---+------1 
~ I 

o I'edllzierle I/eI'SlIcnSjlIInirfe 
--olls;eg-licnene I/ef'Sllclisklll'Yen 
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Abb.107. Warmeabgabe qd (kcal/m', h) von HeiLldampf bei versehiedenen Eintrlttsgeschwlndig­
keiten wd' (Versuche von Jakob, Erk und Eck.) 

durch eine Heizschlange in einem Vakuumverdampfer Wasser und fand 
mit HeiBdampf eine starke Abnahme der Warmedurchgangszahl. 
Holm boe lieB durch ein Kupferrohr von 20 mm 0 iiberhitzten Wasser-

ten Bosch, Warmeiibertragung. 3. Auf). 14 
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dampf von Ibis 5 ata und 3 bis 32,5 m/s Geschwindigkeit stromen. Das 
Kupferrohr von 2mm Dicke wurde auBen durch Wasser (von Zimmer­
temperatur, 1) mit einer Geschwindigkeit von iiber 2,8 m/s gekiihlt. 
Es wurden dabei Wiirmeiibergangszahlen von 12 bis 277 kcal/m2, h, O(J 
beobachtet, die eine Kondensation an der Wand vollstandig ausschlieBen. 

Aus diesen Versuchen muB man schlie.6en, daB es bei der Kiihlung 
von HeiBdampf durch eine Metallwand, deren Oberflache unter der 
Sattigungstemperatur liegt, FaIle geben muB, bei denen keine Konden­
sation, sondern eine Unterkiihlung entsteht. Starke Unterkiihlungen 
(bis 260 C) sind beim Stromen von Dampf in Diisen schon friiher beob­

~ achtet worden. Zur Bildung von Tropfen sind 
"Kerne" (konvexe Rauhigkeitselemente, Staub­
teilchen, Ionen) erforderlich. Sind diese nicht 
geniigend vorhanden oder ist die Zeit zu kurz, 
so tritt Unterkiihlung ein. 

N ach den anschaulichen "Oberlegungen von 
O. Reynolds und L. Prandtl ist bei HeiB­
dampf nur dann eine starke Kondensation zu 
erwarten, wenn die Temperatur {}' am Rande 
der Laminarschicht die Sattigungstemperatur {}B 
erreicht. Andernfalls, wenn {}' > {}B ist, kiihlen 

Abb. lOS. Kondensation von sich die vom Rohrinnern an die Laminarschicht 
Heilldampf. iibergehenden Dampfteilchen nur ab und prallen 

zuriick ohne zu kondensieren. 
Da fiir Wasserdampf Pr '" list (vgl. Zahlentafel39, S. 260), folgt aus 

Gleichung (32) mit 1Jl =1, daB {}' -{}w =fP8m ist; mit fPm = 0,38 und 
8m = {}d-{}w = 2000 C wird {}' = {}w-76°! Wenn auch Kondensation 
an der Wand eintritt, so braucht sich die Sattigungstemperatur jedenfalls 
nicht iiber die gauze Dicke der Laminarschicht auszudehnen (Abb. 108). 
Aus Gleichung (24) folgt 

15' 89'1 
J5=l;Re 

d. h. je kleiner Re und je groBer D ist, um so kleiner wird die Dicke (j' 
der Laminarschicht .. Die Versuche von Jakob, Erk und Eck sind in 
diinnen Rohren (17 und 40 mm 0) durchgefiihrt mit Geschwindigkeiten 
bis zu 80 mis, wahrend man in der Praxis viel kleinere Geschwindigkeiten 
verwendet. Hierdurch lieBe sich vielleicht der Unterschied in den Ver· 
suchserge bnissen erkliiren. 

In bezug auf die Warmeiibertragung sind dann drei Gebiete zu 
unterscheiden, namlich: Das "Oberhitzungsge biet, das eigentliche 
Kondensa tionsge biet und die U nter kiihlung. Diese Frage ist fiir die 
Berechnung von Kondensatoren von Bedeutung (vgl. Zahlenbeispie138, 
S.227). 

Jakob, Erk und Eck haben die Nusseltsche Theorie noch etwas 
erweitert, indem sie die Abnahme der Dampfgeschwindigkeit infolge der 
Kondensation beriicksichtigten, nicht aber das eventuelle Auftreten von 
Turbulenz in der Wasserhaut. Die Abweichungen zwischen Theorie und 
Versuch (Abb.106) bleiben deshalb auch bestehen, wie ihre neuen ver­
besserten Messungen zeigen, bei welchen die Voraussetzungen der Theorie 
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(konstante Wandtemperatur) moglichst genau erfullt wurden. Diese Ab­
weichungen sind vielleicht auch durch teilweise Tropfenkondensation im 
Anfang des Rohres zu erklaren. 

Die einzelnen, zu verschiedenen Zeiten durchgefuhrten Versuchsreihen 
zeigten weiter, daB die Warmeubergangszahlen (auch bei sonst genau 
gleichen Verhaltnissen) nicht gleich groB sind und Abweichungen unter 
sich von 10 und mehr Prozent aufweisen, die eventuell durch eine Ande­
rung der Oberflachenbeschaffenheit erklart werden konnen. 

Zahlenbeispiel30. Wie.groB ist die Warmeubergangszahl bei der 
Kondensation von Sattdampf von 101° C in einem vertikalen Rohr von 
40 mm 0 und 1,2 m Lange, wenn g = {}s - {}w = 10° C ist? 

Fiir {}m = 96° C ist nach Zahlentafel 23 A 0,25 = 2,93 und B' = 0,065. 
Aus Abb. 132, S. 226 v = 0,22 cm2js. 

a) Fur ruhenden Dampf ist nach Gleichung (194): 

= 340~2,93 = 5300 k 11 2 hOC Cl.m ,';---- ca m" . 
v 1,2·10 

b) Fur w = 20 mjs ist Re = 2000· 0;2 = 36350, C = 0,022 1. 

B w~tA. = 0,022· 0,065 . 400. 2,93 = ° 635 
V4H e 2,65 ' . 

V4He Aus Abb. 105 folgt: (Xm -y- = 1,3 

und Cl.m = 3600· ;;::. 1,3 = 5200kcal/m2, h, °C, 

also praktisch gleich groB wie bei ruhendem Damp£. 
BW2VA _ r-: 

c) Fur w = 40 mjs ist Re = 72700, C = 0,019, V41l e - 2,220. 

Aus Abb. 105 (Xm • 0,901 = 2,1 folgt 

Cl.m = 8390 kcaljm2, h, °C 
in Dbereinstimmung mit den Versuchen (Abb.106). 

d) Fur uberhitzten Dampf von 325° C ist 

i = 748 kcal/kg, i' = 100 kcaljkg, A3,25 = A~,25 VI / = 3,06. 

B~ "-' B~ = 0,065; v (1 ata, 325° C, Abb. 132) = 0,60 cm2js. 
4000·4 

Re = 06 = 26,700 und C = 0,025. 

. Bw2 VA ' 
MIt ~/_ = 3,02 foIgt aus Abb. 105 Cl.m '0,86 = 2,28. 

v4He 
Cl.m = 9540 kcaljm2, h, °C 

.. = . {}s-{}w = 9540·10 = 408 k Ij 2 h 0C 
!Xu Cl.m {}u, _ {}w 234 ca m, , 

gemessen (Abb. 107) Cl.m = 363 kcaIjm2, h, °C. 

Fur andere Dampfe als Wasserdampf konnen die Warmeubergangs­
zahlen ebenfalls aus Gleichungen (194)j(198) berechnet werden. 

1 Vgl. z. B. ten Bosch, Vorlesungen Masch.-El. Heft 5, S.60. 

14* 
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Zahlentafel24. Warmeiibergang fiir andere Dampfe. 

fJd 10''11 I At I YI 
r 

I I 
kcal A j/A 

'0 kg·s/m' kcal/m, s, '0 kg/rna kg,"O 

Alkohol 78,3 43,9 I 0,0000411 
I 

794 210 0,21 0,68 
Benzol 80,4 32 0,0000322 885 94 0,075 0,525 
NH3 • 20 22,8 0,00012 618 283 8,19 1,68 
CO2* 20 8,0 0,000022 818 37,1 0,03 0,42 
CHaCI 20 28,1 0,000039 920 93 

I 
0,163 0,635 

8°2 . 20 30,8 0,000047 1396 86 0,555 086 

I bei 150 C I I 

Zahlenbeispiel31. Wie groB ist die Warmeiibergangszahl bei der 
Kondensation von Ammoniak um ein horizontalesRohr von 30 mm 
AuBendurchmesser bei 200 C Verfliissigungstemperatur, wenn g = {}s-{}w 

= 70 C ist? 
Aus Gleichung (198) folgt mit VA aus Zahlentafel 24: 

2600 
IX = -=' 1,68 = 6400 kcaljm2, h, °C **. 

1"7·0,03 

EinfluB des Luftgehaltes. Es ist schon lange bekannt,. daB der 
Luftgehalt den Warmeiibergang von kondensierendem Dampf, nament. 
lich bei niedrigen Dampfdriicken, sehr stark beeinfluBt. Nach den Ver­
suchen von J osse solI schon durch 50/ 00 Gewichtsteile Luft im Konden­
sator die Warmeiibergangszahl auf die Halfte reduziert werden. 

Bei der Kondensation von lufthaltigem Dampf kondensiert an der 
kalten Oberflache nur der Dampf und nicht die Luft; es muB sich an 
der Wand also eine Luftschicht bilden, die isolierend wirkt. Die Voraus­
setzung der Nusseltschen Theorie, daB die Temperatur {}d im Dampf­
raum gleich der Temperatur {}wa der auBersten Schicht der Wasserhaut 
ist, trifft bei Anwesenheit von Luft (wie auch die Messungen von 
E. Langen zeigen) nicht mehr zu. Der Temperaturunterschied {}d - {}wa 
ist vom Luftgehalt abhangig. Langen leitet aus seinen Versuchen eine 
empirische Gleichung fUr die kondensierende Dampfmenge in Abhangig­
keit vom Luftgehalt abo Man konnte aus dem Luftgehalt und aus der 
Menge des Kondensates die mittlere Dicke der Luftschicht berechnen. 

* Kardos [Z. ges. KaIteind. Bd.41 (1934) S.33] findet fiir CO2 einen vie! 
zu groBen Wert, da AOo, (nach 8takelberg) viel zu groB angenommen wurde 
[vgl. Forschung Bd.5 (1934) S.162/172]. 

** Dr. K. Linge [Z. ges. Kalteind. Ed. 40 (1933) S. 81] wahlt bei der Berech­
nung den sicher zu groBen Wert von 10000 kcal/m2, h, °C. 



IV. Allgemeine Gesichtspunkte fiir die 
Konstruktion von Warmeaustauschapparaten. 

Die Warmeaustauschapparate (Kondensatoren, Heiz-, Kuhl-, Ver­
dampfungsapparate) werden in den verschiedensten Formen hergestellt, 
obschon der Zweck in fast allen Fallen ahnlich ist. Es scheint dem­
nach nutzlich, allgemeine Gesichtspunkte fUr die zweckmaBige Kon­
struktion solcher Apparate festzulegen. 

Die Grundlagen fUr die Berechnung bilden die Gleichungen fUr die 
Warmedurchgangszahl (vgl. S. 55) 

~ = J.. + J.. + ~ ~ (1) 
k 0(1 0(2 ~,1. 

und fUr die ausgetauschte Warme: 
dQ = k e dF. (2) 

1. Die Warmedurchgangszahl 1• 

Fruher war man immer bestrebt Erfahrungswerte fUr die Warme­
durchgangszahlen zu sammeln. In Abb.109 sind an dem einfachen 
Beispiel (Warmedurchgang Sattdampf-Wasser) gezeigt, wie aussichtslos 
dieses Bestreben war. In dieser Abbildung sind einige berechnete Warme­
durchgangszahlen eingetragen, und zwar 

1. fur einen mit Abdampf geheizten Speisewasservorwarmer, be­
stehend aus Messingrohren von 20/23 mm 0 mit reiner Oberflache, wenn 
eine mittlere Temperatur von 1000 C angenommen werden darf. 

2. fUr einen Kondensator mit rd. 500 C Dampftemperatur, ebenfalls 
bestehend aus Messingrohren von 20/23 mm 0, wenn die Oberflache mit 
0,2 mm Kesselstein verunreinigt ist. 

3. fUr den Verdampfer einer Kaltemaschine, bestehend aus Eisen­
rohren von 30/38 mm 0 mit 0,1 mm· Eisschicht bedeckt, wenn die 
mittlere Temperatur -100 C ist. 

Zum Vergleich ist auch die fruher viel gebrauchte empirische Formel 
1700 VWw eingezeichnet; sie entspricht ungefahr den Warmedurchgangs­
zahlen fUr ein leicht inkrustiertes Eisenrohr von 20 mm 0 bei einer 
mittleren Temperatur tm = 250 C. Interessant ist die wenig beachtete 
Tatsache, daB die Warmedurchgangszahlen bei niedriger Wandtempe­
ratur so viel kleiner werden. 

Aus Gleichung (1) folgt, daB die Warmedurchgangszahl immer 
kleiner ist als die kleinste Warmeubergangszahl. Wollen wir (urn 
kleine Apparate zu erhalten) die Warmedurchgangszahl vergroBern, so 
mussen die Verbesserungen hauptsachlich an der kleinsten Warme­
ubergangszahl vorgenommen werden. Es ist z. B. von keiner oder nur 

1 Th. E. S c h mid t: Bestimmung der Warmeiibergangszahlen aus gemessenen 
Warmedurchgangszahlen. Forschung Bd. 4 (1933) S. 183. 
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geringer Bedeutung, die Warmedurchgangszahl bei Rauchgasvorwarmern 
durch VergroBerung der Wassergeschwindigkeit verbessern zu wGllen, 
da die Warmeiibergangszahl fiir Rauchgase viel kleiner ist als die fUr 
stromendes Wasser. So einfach und selbstverstandlich dies auch erscheint, 
hat man doch ausgedehnte Versuche angestellt, um sich davon praktisch 
zu iiberzeugen 1. Aus dem gleichen Grunde niitzt eine Erhohung der 
Wassergeschwindigkeit bei Olkiihlern nicht viel, sondern beim 01 sollte 
eine kiinstliche Wirbelung angebracht werden. Rippen haben nur 
Sinn an derjenigen Wandseite, die eine kleine Warmeiibergangszahl hat 
und miissen natiirlich in der Stromrichtung liegen. Sie sind z. B. in 
einem Dampfkessel an der Rauchgasseite und nicht an der Wasserseite 
anzubringen. 

Da die Wirbelung der Luft beim Austritt aus einem Ventilator stets 
groBer ist als im Saugrohr, ist es zweckmaBig, die Apparate im Druck­
rohr aufzustellen. 

Weil die Kennfunktion ex ~ =F (Re) fiir die Stromung um Rohren 

hOher liegt als fiir die Stromung durch Rohren (Abb. 110), so muB 
diejenige Fliissigkeit, welche die Warme am schlechtesten 
iibertragt, um die Rohren herumgefiihrt werden .. So benotigen 
z. B. bei gleicher Rauchgasgeschwindigkeit und gleichem Rohrdurch­
messer Wasserrohrkessel eine kleinere Heizflache als Rauchrohrkessel. 
Bei Luftkiihlern oder -erhitzern muB die Luft um die Rohren gefiihrt 
werden, ebenso das 01 bei den Olkiihlern. Fiir Gase ist eine rauhe 
Oberflache etwas wirksamer als eine glatte. 

Verdampferflachen geben bei. vertikaler Anordnung die groBten 
Warmeiibergangszahlen. Bei Kondensatoren dagegen sollen die Rohre 
horizontal angeordnet werden; der Dampf ist um die Rohre zu fiihren, 
damit das Kondensat leicht abflieBen kann. 

Die Gesetze des Warmeiiberganges geben also gute Anbaltspunkte 
fiir die zweckmaBige Anordnung der Flachen. Die Bedingung einer 
kleinstmoglichen Warmeaustauschflache ist fUr die Formgebung nicht 
allein entscheidend. Die wirtschaftlichen Bedingungen, kleinste Her­
stellungskosten und geringer Kraftbedarf (Stromungswiderstand), sowie 
die Betriebsvorschrift, daB die Flachen, leicht zu reinigen sein soUten, 
zwingen oft zu anderen Formen. 

Der EinfluB des Materials und der Dicke der Wandung kommt in 
Gleichung (1) deutlich zur Geltung. Setzt man fiir eine reine Metall­
fliiche 

~=~+~+~ 
ko 01:1 01:2 A' 

so ist fUr die isolierte oder inkrustierte Flache: 
1 1 (j' 

JC=T+Y· o 
Die prozentuale Verschlechterung der Warmedurchgangszahl hangt 

nicht nur von der Dicke und von der Art der Verunreinigung ab, sondern 
wesentlich von der absoluten GroBe der Warmedurchgangszahl fiir die 

1 Vgl. z. B. Z. bayr. Revis.-Ver. 1909, Nr. 19, 20, 21 und Z. f. Dampfk. u. 
Masch.-Betrieb. 1910, Nr. 8, 31, 36, 44, 45; 19II, Nr.44 und 1913, Nr. II, 12, 13. 
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reine Wandung. Man darf demnach nicht allgemein sagen, daB durch die 
Verwendung von dlesem oder jenem Material, oder bei dieser oder jener 
Verunreinigung die Warmedurchgangszahl sich um so oder soviel Prozent 
andert. In dem einen Fall kann der EinfluB des Materials oder der 
Verunreinigung praktisch vernachlassigt werden, wahrend in einem 
anderen Fall diese Faktoren von ausschlaggebender Bedeutung sind. 
Allgemein kann man sagen, daB dort, wo die Warmeiibertragung be­
trachtlich ist, die Reinheit der Oberflache eine bedeutende Rolle spielt. 

Da die Inkrustierung der Heizflache auch eine Erhohung der Ober­
flachentemperatur zur Folge hat, woraus wieder eine Zunahme der 
zuriickgestrahlten Warme folgt, wird hierdurch noch eine neue Ab­
nahme der Warmedurchgangszahl verursacht. 

Zahlenbeispiel 32. a) Ein Wasservorwarmer wird durch 
Abdampf geheizt. Wie groB ist die Warmedurchgangszahl, wenn 
das Wasser mit 1 m/s durch Rohren von 20 mm 1. W. stromt und eine 
mittlere Temperatur von 500 e hat? 

O(DampfP:; 10000 kcal/m2, h, oe, 
O(Wasser (aus Zahlenbeispiel17, S. 135) = 5000 kcal/m2, h, oe. 

Fiir Kupferrohr von 1 mm Dicke ist 

:0 = lO~OO + 5;00 + O{~l = 0,000303, oder ko = 3300 kcal/m2, h, °e. 

Fiir Eisenrohr von 3 mm Dicke (glatt) 

: = 1O~0 + ~;OO + 0,~3 = 0,000356, oder "0 = 2810 kcal/m2, h, oe, 
o 

das ist 85% des Wertes fiir Kupferrohr. 
Wird die Rohroberflache leicht inkrustiert durch eine Kesselstein­

schicht von 0,2 mm Dicke (A = 2), dann ist fiir das Kupferrohr: 

! = ~ + 0,0~02 = 0,000403 oder k = 2480, das sind 75% von ko 
o 

und fiir das Eisenrohr 

~ = ~ + 0,0~0~ = 0,000456 oder k = 2190, das sind 78% von ko. 
o 

1st die Rohroberflache stark inkrustiert, wie es in der Praxis vor­
kommen kann, mit 3,25 mm Kesselstein und 0,05 mm 01 \ dann ist fiir 
das Eisenrohr: 

~ = ~O + 0,~325 + 0,~05 = 0,00248 oder k = 403, das sind 14 % von ko. 

b) Stromt durch die gleichen Rohre Luft von 1 ata und 500 emit 
einer Geschwindigkeit von 4 mis, so folgt aus Gleichung (64, S. 75) 

__ 2,70; ( )0,75 
0( - d O,26 wy 

mit; = 0,86 und YLuft aus Zablentafel 38, S. 257. 

Der EinfluB des Materials und der Inkrustierung ist hier zu vernach­
lassigen. 

1 Giinther: Versuche an Speisewasservorwarmern. Z. VDI 1921 S.1209. 
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Zahlenbeispiel 33. Wie groB ist die Abnahme der Warmedurch­
gangszahl in einem Rauchrohruberhitzer (S. 126) durch eine RuBschicht 
von 0,5 mm Dicke (A = 0,03 kcalJm, h, OC) 1 

Die Warmeubergangszahlen fur die Rauchgas- und Dampfseite sind 
aus Zahlentafel 8 (S. 131) zu entnehmen. Fur die reine Oberflache kann 

-k1 = _1_ + _1_ gesetzt, also der Faktor ~wand vernachlassigt werden. 
o OCg OCd Jl.Wand 

Die Warmedurchgangszahlen fUr die reine und fur die beruBte Flache 
sind in Zahlentafel 25 berechnet. Es geht daraus hervor, daB bei groBen 
Rauchgasmengen die Warmedurchgangszahl durch die dunne RuBschicht 
um etwa 50 % verkleinert wird. 

ZahlentafeI25. Warmedurchgangszahlen fiir Rauchrohriiberhitzer. 

Kleinrohr 70/76 Grollrohr 127/136,5 
2 ·19/24 4·44,5/50,8 

D~60kg/hl 100 D~ 100 200 I 300 D~400kg/h 

OCg 38 
G= 0Cd 346 

I 

510 
60 kg/h ko 34 35,5 

k 21,7 23,2 

OCg 56,5 48,5 
G= OCd 346 

I 

510 126 

I 

196 

I 

270 

I 

330 
100 kg/h ko 48,5 50,7 35 39 41 42,4 

k 26,8 27,5 23,5 23,5 24,4 24,8 
OCg 95 82 

G= OCd 346 

I 

510 126 

I 

196 

I 

270 

I 

330 
200 kg/h ko 74,5 80 49,7 57,7 63 65,7 

k 33,2 34,2 27,2 29,4 30,7 31,4 

Zahlenbeispiel 34. Fur einen Dampfkessel sei die Abnahme der 
Warmedurchgangszahl infolge Kesselsteinansatz berechnet 1. 

Die Wassertemperatur f}2 = etwa 1800 R:; f}w,' 
Die Blechwandung sei 18 mm dick (A = 54) und mit einer sehr 

starken Kesselsteinschicht (~ = 0,010; A = 2) verunreinigt. 
Wir betrachten einen Teil der Kesselheizflache, bei welchem die 

Warme zum groBten Teil durch Strahlung ubertragen wird, z. B. von 
der Rostflache aus oder durch die Strahlung der feuerfesten Wiinde. 

Aus der Gleichung 

f}w, = f}w, + Q ~f, 
£olgt: f}~in = 180 + 0,0003 Q, f}:;;~tiert = 180 + 0,0053 Q. (a) 

Zur Berechnung der Warmedurchgangszahl k = -<1 Q Jl muB die 
Vl-Va 

Temperatur f}l berechnet werden. Bei einer gegebenen Warmemenge 

Q = (f. (f}l-f}wl) + 4,6{(I~~r - (~~lrkcalJm2,h 
-----

1 Siehe auch Reutlinger: Z. VDI 1910 S.545 und Forschungsheft 94. 
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ist die Wandtemperatur durch Gleichung (a) bestimmt. Die Warme­
ubergangszahl oc hangt von der Geschwindigkeit und von der. Temperatur 
der Rauchgase ab; sie wird zu 15 kcaljm2, h, °C angenommen. Aus 

4~6- ~,! ({}l-{}W,) + (io~r = (~r 
kann Tl berechnet werden, wenn der relativ kleine Faktor ~,! ({}l -{}Wl) 

zuerst geschatzt und nachher die Schatzung kontrolliert bzw. geandert 
wird. Das Rechnungsresultat ist in Abb. lIla und b dargestellt. Trotz 
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auf die Blechtemperatur. 

der sehr starken Inkrustierung ist die Verminderung derWarmedurch­
gangszahl nicht sehr groB. Viel gefahrlicher ist die dadurch verursachte 
Erhohung der Wandtemperatur, weil dadurch die Festigkeit des Bleches 
und die Betriebssicherheit des Kessels stark vermindert wird. 

2. Gleiehstrom, Gegenstrom 1. 

Die Temperaturen der Fliissigkeiten sind auch fUr den stationaren 
Zustand im allgemeinen nicht konstant, da die warme Fliissigkeit sich 
langs der Warmeaustauschflache abkiihlt und die kalte sich erwarmt. 
Die Gleichung (1) gilt also nur fiir eine unendlich kleine Flache dF. Bei 
der Integration dieser Gleichung ist es nun gebrauchlich die Warme­
durchgangszahl k fiir die ganze Flache als konstant anzunehmen. Aus 
Abschnitt III folgt aber, daB die Warmeiibergangszahlen von einer 
groBen Zahl von Faktoren abhangen, unter anderem von den Tem­
peraturen und von der Rohrlange. Die gemachte V oraussetzung, k = 
konstant trifft demnach im allgemeinen nicht zu. 

Der Temperaturunterschied e andert sich in verschiedener Weise, 
je nachdem die Fliissigkeiten in gleicher oder in entgegengesetzter 

1 G. Schutze, Gleich-, Gegen- und Kreuzstrom in einheitlicher Darstellung. 
Gesundh.-Ing. Bd.58 (1935) S.169/176. 
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Richtung an der Flache vorbeigefuhrt werden (Gleichstrom oder Gegen­
strom). Andern sich nun in der Zeiteinheit Gw kg warme Flussigkeit von 
der Temperatur ffw um d ffw und Gk kg kalte Flussigkeit von der Tempe­
ratur ffk um d ffk und seien Cw und Ck die als konstant angenommenen 
spezifischen Warmen der beiden Flussigkeiten, so ist, wenn die Warme 
verlustfrei ausgetauscht wird: 

dQ = Gwcw d ffw = GkCk d ffk . (3) 

Wenn ein Teil der Warme z. B. an die Umgebung und nicht an die 
kalte Flussigkeit ubertragen wird, so ist: 

dQ ='YjGwcwdffw = GkCkdffk, (3a) 
worin der Faktor 'Yj (kleiner als 1) die Verluste berucksichtigt. Fur 
Gegenstrom (Abb. 112a) ist: 

d8 = -dffw + dffk 
'& 

29Hf " z?w 29", 2911' 
(J/eiclisif'OfD 

~ Gil' (Je;eflsirom Gil' 

19k" 1\ 
~ 8.! 

l\ 

r r 
Abb. 112 a u. b. 

und mit Gleichung (3) bzw. (3a): 

( 1 1 ' 
d 8 = - d Q 1) Gw Cw - Gk cJ . 

Fur Gleichstrom (Abb. 112b) ist: 

d8 =-dffw-dfJk =-d Q (- 1_) +_1_). 
1)Gwcw GkCk 

Es ist also: 

d8 =-dQ ( .. _1 __ ± __ 1 ) =-fldQ, (4) 
1) Gw Cw Gk Ck, 

wobei das positive Vorzeichen fur den Gleichstrom, das negative fUr 
den Gegenstrom gilt. Der von 8 unabhangige Klammerausdruck ist 
zur Abkurzung = fl gesetzt. Die Integration zwischen Anfangs- und 
Endzustand (81 und 8 2) gibt, wenn fl fUr die ganze Flache als unver­
anderlich angenommen wird: 

1 
Q = -- (81 -82), (5) 

p. 

Der Anfang der WarmeaustauschfUi.che ist dort wo 8 am gr6Bten ist, 
.also immer 8 1 > 8 2, 

Den Wert von dQ aus Gleichung (4) in Gleichung (2) eingesetzt, gibt: 

oder 

dQ=_de=8.k.dF 
p. 

de 
-=-lI.k·dF e r 
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und integriert, wenn f1 und k als konstant angenommen werden 1 : 

o 
In ~ = f1 k . F (6) O2 

oder e2=e1e-IlkF, (7) 

wodurch der Temperaturverlauf langs der Flache bestimmt ist 2• Der 
"mittlere" Temperaturunterschied em fUr die ganze Flache folgt aus 
Gleichung (5), wenn der Wert von f1 aus Gleichung (6) darin eingesetzt 
wird: 

also 

0-02 
Q = k'F-~ = k·F·em , 

In --.l 
O2 

1- O2 

f,;I f,;I 0 1 
<:7 m = <:71 -------e­

In --.l 
O2 

(8) 

(Sa) 

Fiir die mittlere Temperaturdifferenz darf demnach im allgemeinen 
nicht einfach das arithmetische Mittel der Temperaturunterschiede am 
Anfang und am Ende der Flache genommen werden. Der Fehler, welcher 
dadmch entsteht, wird urn so groBer, je kleiner e2/e 1 ist. 

Beim Gleichstrom bleibt die Ablauftemperatur der Kiihlfliissigkeit 
stets geringer als die niedrigste Temperatur der warmen Fliissigkeit. 
Beim Gegenstrom dagegen kann die Kiihlfliissigkeit mit einer Temperatur 
ablaufen, welche nur wenig niedriger ist als die hochste Temperatur 
der warmen Fliissigkeit. 

War in heiden Fallen die Anfangstemperatur der Kiihlfliissigkeit 
gleich, so folgt daraus, daB diese sich beim Gegenstrom bedeutend mehr 

1 Dr. Hoefer hat aus den Abweichungen des tatsachlichen Temperatur­
verlaufes den SchluB gezogen, daB die durchgehende Warme nicht mehr mit der 
Temperaturdifferenz, sondern lnit irgendeiner Potenz der Temperaturdifferenz 
proportional sei. Logischer und auch zweckmaBiger ist es aber, diese Abweichungen 
auf die erwahnte Veranderlichkeit der Warmedurchgangszahlen zuriickzufiihren, 
denn der Exponent ist keine unveranderliche Zahl, sondern abhangig von den 
vielen Faktoren, welche die Warmeiibergangszahl beeinflussen. 

Die Veranderlichkeit von k kann dadurch beriicksichtigt werden, daB die 
totale Flache in eine Anzahl Teile zerlegt wird, fiir welche die mittleren Warme­
durchgangszahlen als unveranderlich angenommen werden diirfen. Es kommt 
dann auf eine Wiederholung der Aufgabe hinaus, bei gegebenen Anfangstempe­
ratureri und bekannten Werten von F, k und c die Endtemperaturen zu be­
stimmen. Bleibt die eine Temperatur konstant, so ist einfach {fa aus der Gleichung 

G1 c1ln {fC-{f2 h 
F = -k- {fc _ {f1 zu rec nen. 

Siehe auch A. Colburn: Mean temperature difference and heat coeff. in 
liquid heat exchangers. Ind. Engng. Chern. 25 (1933) S. 875; W. M. Nagle: Mean 
Temp. Diff. in multipass heat exchangers. Ind. Engng. Chern. 25 (1933) S. 604. 

2 Wenn nach Gleichung (8) die Temperaturdifferenz O2 am Ende der Flache 
berechnet ist, findet man die Temperaturdifferenz fiir die halbe Flache sofort aus: 

F -
F -Il k -,/ V0 

F' =-- ist 0; = 0 1 e 2 = 0 1 V e-l,kF = 0 1 0.2 . 
2 ~1 

Fiir 

Durch wiederholte Zweiteilung der Flache kann der Temperaturverlauf in einfacher 
Weise mit dem Rechenschieber so fiir die ganze Flache bestimmt werden. 
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Abb. 113. Zur Berechnung der mittleren Temperaturdifferenz. 

erwarmen kann als bei Gleichstrom, d. h. wir brauchen zum Abfiihren 
der gleichen Warmemenge bei Gegenstrom weniger Kiihlfliissigkeit; 
solche Apparate sind also wirtschaftlicher. 

Das gilt natiirlich nur, wenn die Temperaturen beider Fliissigkeiten 
veranderlich sind. Bei kondensierendem Dampf oder siedender Fliissig­
keit ist es fiir die Wirtschaftlichkeit gleichgiiltig, ob Gleich- oder Gegen­
strom angewandt wird. 

Fiir fl = 0 ist e-J'k F = 1 und (9 = (91 = (92 = (9m = const, d. h. der 
mittlere Temperaturunterschied wird am groBten und damit 
die Warmeaustauschflache am kleinsten. In diesem Fall muB 

Durch 

folgt 

GkCk = 'YJ Gwcw' 
Gleichsetzen der Werte dQ aus den Gleichungen 

dQ = Gk ckdfh = Gwcw d{}w = k dF(9 
dOw dOk k e 
dF = dF = GkC,k = const, 

(9) 

(2) und (3): 



222 .Allgem. Gesichtspunkte fiir die Konstruktion von Warmeaustauschapparaten. 

d. h. der Temperaturverlauf beider Fliissigkeiten ist geradlinig. Weiter 
folgt aus Abb. 114 

(10) 
In vielen Fallen wird yom Warmeaustauschapparat verlangt, daB die 

kalte Fliissigkeit moglichst hoch erwarmt bzw. die warme Fliissigkeit 
moglichst tief gekiihlt wird. Die ver­
langten Ablauftemperaturen sind beim 
Gegenstromapparat durch die Zulauf-

<17? temperaturen der anderen Fliissigkeit 
begrenzt. Die Vorschrift verlangt also, 
daB der Temperaturunterschied 8 2 mog-

zlI~ lichst klein wird. Urn in solchen Fallen 
kleine Warmeaustauschflachen zu er-

11k, halten, muB # moglichst groB, d. h. beim 
r-. Kiihlen soIl Ok Ck und beim Erwarmen 

Abb.114. Temperaturveriauf fiir f.t = O. OW Cw so groB wie moglich sein. Die 
zur Verfiigung stehenden Fliissigkeits­

mengen sind von Fall zu Fall verschieden, je nach Art und Preis der 
Fliissigkeit. Bei groBen Mengen steigen auch die Energiekosten fiir die 
Uberwindung der Stromungswiderstande, so daB das giinstigste Ver­
haltnis n = Ow Cw/Ok ck ·von Fall zu Fall zu wahlen ist. 

1st die Temperatur der einen Fliissigkeit konstant (siedend oder kon­
densierend, spez. Warme = unendlich groB), dann ist der Temperatur­
verlauf der anderen Fliissigkeit mit 1/# = O· c aus Gleichung (7) bestimmt. 

Zahlenbeispiel35. Ein Speisewasservorwarmer besteht aus sieben 
Rohrgruppen von 24 verzinkten eisernen Rohren 15/17 mm 0 und 
2000 mm Lange, mit einer totalen Heizflache von 16,11 m2 • Die Wasser­
geschwindigkeit in samtlichen Rohrbiindeln ist dieselbe und betragt bei 
12 cbm Speisewasser stiindlich 0,78 m/s. 

Die Dampftemperatur am Eintritt . = 1020 C, 
" " " Austritt. = 1000 C, 

Temperatur des Kondensats. . = 1000 C, 
" Kiihlwassertemperatur am Eintritt = 150 C, 
" " " Austritt. = 100,50 C, 

also 8 2 = 1,50 C, 8 1 = 100 -15 = 850 C, 8 2/81 = 0,0177, 8 m Abb. 113 

= 0,2481 = 20,40 C, also nicht 85 t_l,~ = 43,20 C! Die mittlere Wasser­

temperatur ist ~ (102 + 100) - 20,4 = 80,6 und nicht ~ (15 + 100,5) 

= 57,750C! Der Temperaturverlauf wird durch wiederholte Zweiteilung 
der Heizflache F bestimmt: 

Fiir F/2 ist V81/8 2= yO,OI77 =0,133 und 8~ =0,133·85 =11,30C 

F/4 yO,133 =0,366, 8~ =0,366·85 =31°C 

F/8 VO,366 =0,606, 8~ =0,606·85 =51,50C 

F/16 VO,606 =0,780, 8~ =0,780·85 =66,30C 

F/32 VO,78 =0,885, 8~ =0,885·85 =75,3°C 

und fiir 3/4F : V81/8 2 = yO,133 =0,366, 8~ =0,366 ·11,3 = 4,150C 
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Die "Obereinstimmung zwischen Versuch 1 und Rechnung (Abb.115) 
ist sehr gut (+ gerechnete, • gemessene Werte). 
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Abb. 115. Zum Zahlenbeispiel 35. 

Aus der Gleichung G1c1d{} = dQ = G2r, worin r die Verdampfungs­
warme ist, la6t sich, nachdem der Temperaturverlauf bekannt ist, auch 
das kondensierte Dampfgewicht berechnen. Wird die kondensierte 
Fliissigkeit auch noch unterkiihlt, so ist an Stelle der Verdampfungs­
warme r die Gesamtwarme einzusetzen. . 

Die Dampfmengen, welche durch jedes Rohrbiindel kondensiert 
werden, sind ebenfalls in der Abbildung eingetragen. 

Zahlenbeispiel 36. Durch ein Rauchrohr eines Lokomotivkessels 
von 44,1 mm 1. W. und 3,750 m Lange stromen 100 kg Rauchgase pro 
Stunde mit einer Anfangstemperatur von 12000 C. Wie hoch ist die 
Endtemperatur, und wieviel Damp£ wird im ersten und im letzten Rohr­
viertel erzeugt, wenn der Kesseldruck 8 at abs. (1700 C) betragt? 

Fiir Rauchgase ist die Warmeiibergangszahl (vgl. S.130) mit X = 1,2 
und G = lOO kg/h 

oc. = 2,24 XGO,75 = 84 kcal/m2, h, 0C. 

Allgemein ist 8 2 = 8 1 epkF ; worin fl = G~ emit G in kg/h. 

1 
fl kF = 100.0,25 ·84·:n; . 0,0445·3,75 = 1,77; epkF = 5,85. 

Mit 8 1 = 1200 -170 = 1030, wird 8 2 = ~~:~ = 1760 und die Tem­

peratur am Ende des Rohres 176 + 170 = 3460 C. Der Temperatur­
verlauf ist wie folgt zu berechnen: 

1 Beobaohtung Z. VDI 1908 S. 311. 
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" 4' 

8 1 = 1030 ~ = 1030 YO,I71 = 0,413 . 1030 = 4250 0, 

8 2 = 1030 11'0,413 = 1030 . 0,645 = 6650 0, 

" ~, 8 3 = 1030 YO,645 = 1030 . 0,805 = 

" ~, 8 4 = 1030 yO,805 = 1030 . 0,895 = 

" ! F, 8 5 = 425 11'0,413 = 425· 0,645 = 

8300 0, 

9200 0, 

2750 o. 

Die totale Wiinnemenge, welche im Rohr iibertragen wird, ist Q = 
kF 8 m , mit F = :n: dl = 0,525 m2• 

Fiir :: = 0,171, 8m (Abb. ll3) = 0,47 ·1030 = 4830 o. 
Q = 84 . 0,525 . 483 = 21500 kcal/h. 

1m ersten Viertel ist fiir :: = 0,645, 8 m = 0,81 . 1030 = 8350 o. 
0,525 Q1 = 84 . -4- . 835 = 9200 kcal/h. 

1m letzten Viertel, fiir ~2 = 0,645, 8 m = 0,81 ·275 = 2220 o. 
~1 

Q4 = 84 . O,~5 . 222 = 2450 kcal/h. 

1m ersten Viertel des Rohres wird 3,75mal so viel Dampf erzeugt als 
im letzten, und zwar 92/215 = 43% der ganzen Dampfmenge. In 
Wirklichkeit ist der Unterschied noch etwas groBer, weil die Wirbelung 
im Anfang groBer ist als gegen das Ende, und wegen der Strahlung. 

Sind die Temperaturen von beiden Fliissigkeiten veranderlich, so 
folgt aus Gleichung (7): 

8 1 -82 = 8 1 (1- e-/JkF), 

mit Gleichung (5): 

Da 

ist, wird 

oder 

und 

ft Q = 8 1 (1- e-/JkF). 

Q = Ow Cw ({}w. - {}w,) = - Ok Ck ({}k. - {}k,) 

ft Ow Cw ({}w. - {}w,) = 8 1 (I - e-/JkF) 

{} = {} _ 8 1 (I - e-/JkF) 
w, w, "GwCw 

{} {} + 8 1 (I - e-/J kF) 
k, = k. "GkCk 

Fiir Gleichstrom ist 8 1 = {}w, -{)k. und damit: 

{} = {} _ {)w.-Ok. (1- e-/JkF) 
w. w. "Gw-Cw 

{} = {} + Ow.-Ok, (1- e-/JkF) 
k. k, "Gkck 

(lla) 

(llb) 

(1280) 

(12b) 
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Fiir Gegenstrom sei (willkiirlich) fUr die Anfangstemperaturdifferenz 
der Temperaturunterschied beim Eintritt der warm en Flussigkeit an, 
genommen, dann ist 

{} = {} _{)w,-={)k, (1 _ e-pkF) 
w, w, p,Gwcw 

{} = {} + {)w,-{)k, (1 _ e-pkF). 
k. k, P, GkCk 

Durch einige Umformungen ergibt sich daraus: 

(GkCk-GwCw) {)w,e- pkF + GkCk{)k, (l_e-,tkF) 

GkCk-GwCwe- pkF 

(GkCk-GwCw){)k, + GwCw{)w, (l_e- pkF) 

GkCk-Gwcwe-pkF 

(13a) 

(13b) 

worin dann nur noch die Anfangstemperaturen vorkommen. Die Tempe­
raturen an einer beliebige'u Stelle x {}w x und {}k x folgen in ahnlicher 
Weise aus der Gleichung: 

Qx = Gw Cw ({}w, -{}wx) = - Gk Ck ({}kx - {}k,) 
zu 

(14a) 

und 
G Cw e-pkFxe-pkF 

{}kx = {}k, + -Gw ({}w,-{}k,) --G;;;------
kCk 1- wCw e-pkF 

GkCk 

(14b) 

Fur die Berechnung der mittleren Warmeubergangszahlen mussen 
noch die "mittleren" Flussigkeitstemperaturen aus der Gleichung: 

F 

{}m = ~ J {}x dx 
o 

berechnet werden. Aus der Integration folgt z. B. fur 

= {}w, _ {)w, -{)k, 

1- GwCw e- pkF 
GkCk 

(15) 

welche Gleichung fUr den praktischen Gebrauch sehr unbequem ist. 
J. van der Ploeg! weist nach, daB man mit einer Genauigkeit von 

± 1% fur 3~ g~~: ~2 
{}km = {}k, + 0,3,1 {}k } 

{}wm = {}w, + 0,3,1 {}w 
(16) 

1 J. van der Ploeg: Der Warmeiibergang am Rieselkiihler. Beiheft 2, Reihe 2 
zur Z. ges. Kalteind. 1929. 

ten Bosch, Warmeiibertragung. 3. Aufl. 15 
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Wenn beide Fliissigkeiten ihre Warme sowohl im Gleichstrom als im 
Gegenstrom austauschen, wie z. B. beim Rauchrohriiberhitzer, so ist die 
Berechnung des Temperaturverlaufes noch umstandlicher 1. 

Zahlenbeispiel37. 2000 Liter Bier sollen per Stunde von 80° auf 
200 C gekiihlt werden durch Kiihlwasser, das sich von 15 auf 60° erwarmt. 
Der Temperaturverlauf beider Fliissigkeiten soli bestimmt werden. 

Q = 2000 (80 - 20) = 120000 kcal/h. 

~: =:0= 0,25; em (Abb. 113)-0,542 ea =1O,84°C, k 'F=I:g:0R::; 11100. 

-V:: = 0,5; @1 = 10° em = 0,722 @a = 14,44°, 

-v:: = y 0,5 = 0,707; @2 = 14,140 = 0,845 @a = 16,9°, 

V:: = yO,707 = 0,84; @3 = 16,80 = 0,92 @a = 18,4°, 

-V:: = yO,84 = 0,916; @4 = 18,3° = 0,960 @a = 19,2°, 

V:: = yO,50 = 0,707; @& = 7,1° = 0,722 @1 = 7,2°. 

11100 
Q1 = -2- . 14,14 = 80000 kcal/h. 

LI {} _!L _ 5550·14,44 - 400' 
1 - Gc - 2000 - , 

A {} _ 11100 • 16,9 _ 2340' 
LJ 2- 4 2000- , , 

A {} _ 11100 • 18,4 = 1280' 
LJ 3- 8 2000 " 

A{) = 11100 ._19,2 = 660' 
LJ 4 16 2000 " 

A {} _ -.!.!100 • 7,2 _ 100' 
LJ 5- 4 2000- , 

{}2 = 80 - 23,4 = 56,6°, 

~3 = 80 -12,6 = 67,4°, 

{}, = 80 - 6,6 = 73,4°, 

{}& = 20 + 10 = 30°. 

Diese wenigen Werte geniigen vollstandig, den Temperaturverlauf 
aufzuzeichnen (Abb. 116). Aber auch, wenn nur die Mengen (2000 bzw. 
2667 kg/h) der Fliissigkeiten und die Eintrittstemperaturen 80° bzw. 
150 C gegeben sind, lassen sich die Endtemperaturen und damit der 
Temperaturverlauf berechnen. FUr Gegenstrom ist 

1 1 1 1 1 
fl = Gwcw - GkCk = 2000·1 - 2667 ·1 = 8000' 

und fl k F = 1,386. Mit Gleichung (13a) wird 

{} = (2667 -2000) 80e- 1,386 + 2667 ·15 (l_e- 1,386) = 200 C. 
e 2667 _ 2OOOe- 1,386 

----
I U. Barske: Wiirmeiibertragung im Lokomotivkessel. Hanomag-Nachrichten­

Verlag G. m. b. H. - C. Th. Miiller: Die Warmeiibertragung im Lokomotiv­
rauchrohr. Diss. T. H. Aachen 1933 (Org. Fortschr. Eisenbahnwes. 1934 Heft 15/16 
Julius Springer, Berlin.) - T. B. Morley: Warmeaustausch zwischen drei stro· 
menden Stoffen. Engineer Bd. 155 (1933) S.314. 
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Zahlenbeispiel38. Bei einem Kondensator einer AmmoniakkiUte-
mas chine sei: 

die Temperatur der Ammoniakgase am Eintritt = 80° C, 
die Verfliissigungstemperatur = 25° C, 
das Kiihlwasser trete mit 15° C ein und mit 22° C aus, 
die Unterkiihlung sei bis 2° C iiber Kiihlwassereintrittstemperatur 

ausgedehnt (Abb. 117). 

O~~+---~-------L------~------~ 

#i- f 1 /rU/;/f/tfcl!e r~ 
Abb.116. Zurn Zahlenbeispiel 37. 

iiberhilzlIng vnler-
/(ondet7.5CTlion kiih/en 

~/(iihlj"/iiche 

Abb.117. Zurn Zahlenbeispiel 38. 

Mit diesen Annahmen und mit Hilfe einer Entropietafel kann fiir 
jedes der drei Gebiete die abzufiihrende Warmemenge prozentual ge­
rechnet werden. 

Warmeinhalt am Eintritt im Kondensator 339 kcal/kg 
" Anfang der Kondensationsperiode 308 kcalJkg 
"Ende" " 29 kcal/kg 

" 
" Austritt aus dem KondE'nsator 19 kcalJkg 

Es miissen also abgefiihrt werden: 
im "Oberhitzungsgebiet 31 kcal oder 
beim Kondensieren 279 kcal " 
bei der Unterkiihlung 10 kcal " 

total 320 kcal oder 

9,7% 
87,2% 
3,1% 

100%. 
15* 
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Es seien 
kl , k 2, ka die Warmedurchgangszahlen, 
8 v 8 2, 8 3 " mittleren Temperaturdifferenzen, 
Qv Q2' Q3 " Warmemengen, 
F I , F 2, F3 " Kuhlflachen fur die drei Gebiete, 
Q = QI + Q2 + Q3 die Gesamtwarme und 
F = FI + F2 + F3 die gesamte Kuhlflache. 

Dann ist: 

und 

Q3 = k3 F3 8 3 = 0,031 Q " F3 = ~:o!: Q, 

F = Q {0,097 + 0,872 + 0,031}m2 • 

kl Ell k2 El2 k3 El3 

Die Temperaturunterschiede 8 sind aus den angenommenen Wasser­
und Ammoniaktemperaturen zu rechnen. Zuerst sind aber die Wasser­
temperaturen am Anfang und am Ende der eigentlichen Kondensie­
rungsperiode zu bestimmen. Da die Kuhlwassermenge fur die ganze 
Kuhlflache konstant ist, muG die Temperaturzunahme in jedem Ab­
schnitt der durchgehenden Warmemenge proportional sein, also fiir 

die "Oberhitzung 9,7% von (220 -150) = "-' 0,7°, 
" Unterkuhlung 3,1 % 7° = ,,-,0,2°. 

Mit Hilfe der Abb. 113 sind dann die entsprechenden mittleren Tem­
peraturunterschiede : 

8 1 = 0,343 . 5,8 ~ 19,8°, 
8 2 = 0,642 . 9,8 ~ 6,3°, 
8 3 = 0,503 . 9,8 ~ 4,9°. 

Sie sind nur von den angenommenen Temperaturen und nicht von der 
KondensatorgroGe abhiingig. 

F = -.!L {4,9 + 138,5 + 6,35} m 2. 
1000 kl k2 k3 

Wie groG muG z. B. die Kiihlflache eines Doppelrohrkondensators 
fur 20000 kcal/h sein, welcher aus Rohren von 25/30 und 38/46 mm 0 
zusammengestellt ist, wenn das Ammoniak im Ringspalt und das Wasser 
im inneren Rohr stromt 1 

1. 1m Uberhitzungsgebiet gilt Gl. (78), S. 132 mit 22· nO,75 = 52,4: 

GO,75 
IX = 52 4 AO,25 cO,75 ---kcalJm2 h °C. 

, P dae UO,75 ' , 

G = ~':O~c:~;~gh = 62,5 kg/h = 0,0173 kg/s; GO,76 = 0,047; A500 = (Zahlen­

tafel 35, S. 253, interpoliert) = 0,022 kcal/m, h, oC; ;'0,25 = 0,388; cp 

(Abb.140, S.268, bei 250 verfl. Temperatur) = 0,65; c~,75=O.72. 
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Der aquivalente Durchmesser des Ringspaltes: 

4 f 4· : (0,0382 - 0,032) 

dae = U = n (0,038 + 0,03) = 0,008 m, 

U = n (0,038 + 0,03) = 0,214 m; UO,75 = 0,315. 

Mit diesen Werten ist 

_ 52,4·0,388·0,72·0,047 = 273 k 1/ 2 h oc 
IXNH. - 0,008 . 0,315 ca m" . 

. . 20000 
Die Wassermenge 1St 3600 (22-15) = 0,8 kg/s, und die Wasserge-

schwindigkeit 0,8 = ] ,62 m/s. 
~ .00252 
4 ' 

Aus Zahlentafel 40, S.260 fiir {} = 22° C: 
162·2,5 

v = 0,00952, Pr = 6,6, Re = -0,00952 = 42500. 

Aus Nomogramm 1, f/Jerw = 0,34; aus Nomogramm 2, Pry = 5,9 

N = 1 + 0,34 . 4,9 = 2,67. 

Aus Nomogramm 1: C = 0,00105. Mit diesen Werten und ~ = 0,98 fiir 
e = 3 wird 

IX = 3600 C ~wcpy = 6000 kcal(m2, h, °C 

Wenn eine leichte Verunreinigung durch 01 berii.cksichtigt werden 
soll (A = 0,1 kcal/m, h, °C; t5 = 0,02 mm), dann ist: 

~ - _1 + _1_ + 0,00002 _ ° 004 d k - 250 k 1/ 2 h 0C k - 273 6000 0 1 -, 0 er 1 - ca m" . 
1 , 

2. 1m V erfl iissigungsge biet finden wir fiir Wasser in ahnlicher 
Weise 

IXH,O = 5830 kcal/m2, h, °C. 

Fiir die Kondensation von gesattigtem NHa-Dampf ist nach Zahlen. 
beispiel 31, S. 212: 

IXNH, = 6400 kcal/m2, h, °C. 
Bei gleicher Verunreinigung ist 

;2 = 58130 + ~oo + o,~~~ = 0,00053 und k2 = 1900 kcal/m2, h, °C. 

3. Da fiir £liissiges Ammoniak bei 20°C, Pr,-....; 1,2 ist, kann die 
Warmeiibergangszahl fiir die Unterkiihlung von 0,0173 kg/s NH3 im 
Ringspalt ebenfalls allS Gleichung (18) berechnet werden: 

IXNH, = 52,4 . 0,81 . 0,89 0,~8~;'315 = 700 kcal/m2, h, °C. 

Fiir Wasser von 15° ist: IXH 2 0 = 4800 kcal/m2, h, 0C 

~ = _1_ + _1_ + 0,00002 000184 d k k / k3 4800 700 0,1 =, un 3 = 540 cal m2, h, °C. 
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Mit diesen Warmedurchgangszahlen wird die erforderliche Kondensator­
flache: 

F = 20 (4,9 + 138,5 + !l,35) = 2 09 2 
250 1900 540 ' m. 

Die mittlere Belastung von 20000/2,09 = 9600 kcal/m2, h, °C ist ein 
Vielfaches der in der Praxis gebrauchlichen Werte. 

Wurde das Uberhitzungsgebiet zur Kondensatorflache gerechnet 
(vgl. S. 209), so wird 

F = 20 (4,9 + 138,5 + 6,35) = 176 2 
1900 540 ' m 

oder noch 15% kleiner. Die Messung der Wassertemperaturen im Uber­
hitzungsgebiet wiirde in einfachster Weise dariiber AufschluB geben 
k6nnen, ob im Uberhitzungsgebiet tatsachlich sofort Kondensation 
eintritt. 

Mit der Zeit veranderlicher Warmeaustausch. Bei der Ableitung der 
Gleichung (8a) fiir die mittlere Temperaturdifferenz und Gleichung (7) 
fur den Temperaturverlauf ist von dem stationaren Zustand ausgegangen, 
d. h. von der Voraussetzung, daB die Temperaturen von der Zeit unab­
hangig sind. Trifft das nun nicht zu, so k6nnen diese Gleichungen 
aber immer auf eine unendlich kleine Zeit angewandt werden, fur 
welche Zeit die Temperaturen als unveranderlich zu betrachten sind. 
Gleichung (2) geht dann uber in: 

dQ=k·F·emdt, (17) 
worin em der mittlere Temperaturunterschied fiir die ganze Flache zur 
Zeit t ist. Bleibt die Temperatur der einen Flussigkeit unverandert, 
so ist em = e. Die Verbindung dieser Gleichung mit Gleichung (4), 
die fur die Zeit dt gultig bleibt, gibt: 

oder 

k. e· F· dt = _ d e 
f.1 

de - =-kIlFdt e {"'-
und die Integration uber die Zeit von 0 bis t: 

e =ele-pkFt. (18) 

Unter der Voraussetzung em = e folgt daraus, daB Gleichung (8a) fur 
den mittleren Temperaturunterschied und Gleichung (8) fiir die uber­
tragene Warme unverandert bleiben, und daB in den Gleichungen fur 
den Temperaturverlauf einfach ft kF durch ft kFt zu ersetzen ist. 

Zahlenbeispiel39. Ein Warmespeicher ist gefullt mit 101,82 Liter 
warmen Wassers von 980 C und isoliert mit einer Korksteinschicht von 
125 mm Dicke (= 0,04). Wie warm ist das Wasser noch nach 215,6 Stun­
den, wenn die abkuhlende Oberflache 2,92 m2 ist 1 

In der Gleichung kl = ~ + ~ + ~ ~ kann hier die Warmeuber-
0(1 0(2 ~ IL 

gangszahl fur ruhendes, warmes Wasser (etwa 400) gegenuber den beiden 
anderen Faktoren vernachlassigt werden.W enn der Warmespeicher 
eine Glanzblechverkleidung hat, so ist die Warmeubergangszahl fur die 
umgebende Luft '" 4, und damit k = 0,3. 
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In der Gleichung e2 = e1 e-I' kFt ist hier ~ = G, das unveranderliche 
p. 

Wassergewicht = 101,82 kg und damit fl kFt = 1,85. 

e1,85 - 6 35 und e - 0 1 - 81 - 12 7 
- , 2 - 6,35 - 6,35 - " 

also {}z = 12,7 + 16 = 28,70 C. 
Die "Obereinstimmung mit der gemessenen Temperatur von 29,30 C 1 

ist gut, denn die Rechnung ist eben nicht ganz genau. In der Isolierung 
selbst ist namlich auch eine gewisse Warmemenge aufgespeichert, wo­
durch die Abkuhlung des Wassers noch etwas verzogert wird. 

Der Temperaturverlauf in der Isolierung kann mit den Gleichungen (9) 
berechnet werden. Die mittlere Temperatur der Isolierung ist 

am Anfang R:: 28 1 !(j = 220 C, 

und am Ende 90+20 0 
R::-~ = 55 C 

2 

so daB das Isoliermaterial im Mittel urn 330 C abgekuhlt wird. Das 
Gewicht der Isolierung ist rd. 72 kg, die spezifische Warme etwa 0,3, 
so daB darin 72· 0,3 . 33 = 720 kcal aufgespeichert sind, das sind rd. 
10% der vom Wasser abgegebenen Warme (101,82 . 70 = 7000). 

Wenn nun aber der Raum mit warmer Luft gefUllt ware, so ist die 
Warmeabgabe der Luft bei der gleichen Abkuhlung nur 

0,1018 = 1,2 . 0,24 . 70 R:: 2 kcal! 

FUr die Abkuhlung geheizter oder fUr die Erwarmung gekuhlter 
Raume bei unterbrochenem Betrieb ist also die Abkuhlung bzw. die 
Erwarmung der eingeschlossenen Luft vollstandig von den Warme­
bewegungen in den umgebenden Wanden abhangig 2. 

Zahlen beispiel 40. Ein Warmwasserspeicher hat 26,65 Liter Inhalt. 
Wie lange dauert es, bis das Wasser eine Temperatur von BOO C erreicht 
hat, wenn er elektrisch durch 264,179 bzw. 88,5 Watt geheizt wird, und 
wenn die Temperatur der Umgebung durchschnittlich 150 C istl. 

Da die Art der Isolierung bei den Versuchen nicht angegeben ist, 
kann die Warmedurchgangszahl nur durch einen Abkuhlungsversueh be­
stimmt werden. In Beispiel 39 ist schon darauf hingewiesen, daB durch 
die in der Isolierung aufgespeicherte Warme das Rechnungsresultat 
beeinfluBt wird. Der EinfluB dieser Warme ist prozentual urn so groBer, 
je kleiner der Wasserinhalt des Speichers selbst ist. Bei diesem kleinen 
Speicher sind also verhaltnismaBig groBe Abweichungen von der Rech­
nung zu erwarten, und zwar wird fl kF in Wirklichkeit groBer sein als 
aus der Gleichung (7), beim Abkuhlungsversuch berechnet wird. Um­
gekehrt werden bei der Erwarmung die aus Gleichung (117,) S. 95 
berechneten Temperaturen tatsachlich etwas kleiner ausfallen. 

A bkuhl ungs versuch: 
Zur Zeit t = 0, 

t = 3,05 h 
ist {}1 = 1200 C, 

= 1100 C. 
und 

1 Mitt. iiber Forschungsarbeiten H.214 (1919) S.15 bzw. 17. 
2 H. Gro ber: Das Aufheizen groller Raume. Forschung Bd. 3 (1932) S. 170. 
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Aus Gleichung (7) foIgt 
105 

f-l kFt = In 95 = 0,095 

und 
0,095 

f-l kF = 3,05 = 0,031. 

Da, wie oben erwahnt, f-l kF tatsachlich etwas groBer sein wird ais aus 

dieser Rechnung foIgt, sei f-l kF = 0,035 angenommen. Mit ~ = 26,65 
f.l 

wird kF = 0,93. Fur die Erwarmung gilt nach Gleichung (ll6, S. 95) 

{} _ {} = 0,86 J2 R (1 _ e- O,035 t) 
1 a kF ' 

1 
In kF = 0,035 t. 

1 - (&1- &a) 0,86J2 R 

Mit {}1 = llOO C, {}a = 15° und kF = 0,93 wird In _-1[02 = 0,035 t. 
1- J2R 

Fur J2 R = 264 Watt 0,035 t = 0,4886 oder t = 14 h (gemessen 14,2 h), 
179" 0,035t=0,8416 " t=23h(gemessen25h), 

88,5 " 0,035 t = In negative Zahl oder t unmoglich, 
d. h. die Temperatur von llOO C kann hier nicht erreicht werden. In 
diesem Fall ist die Temperatur nach 67 h 

o 86J2R 
{}1 = {}a + ' kF (1- e- 2,24) = 89° C (gemessen 87,9° C) 

und die maximal erreichbare Temperatur 

({}a) max = {}1 + O,8~~2!! = 15 + 82 = 97° C. 

3. Krenzstrom 1. 

Oft ist es aus konstruktiven Rucksichten nicht moglich, den Gegen-
strom zu verwirklichen, z. B. bei Rauchgasvorwarmern (Ekonomiser) 

und Automobilkuhlern. Dort bilden die 
Richtungen, in denen die beiden Flussig­
keiten den Apparat durchflieBen, einen 

"'kg=#i/le/werl rechten Winkel; die Warme wird im 
Kreuzstrom ausgetauscht (Abb.UI8). 
Die mathematische Losung dieses Prob­
lems stammt wieder von W. Nusselt. 
Er fiihrt dimensionslose GroBen ein 

- &w,-&k, d _ &k,-&k, (19) iw - ---- un ik- ~-..=-
&w. - &k, &w, - &k, 

Abb. 118. Kreuzstrom. 

die bekannt sind, sobald die Temperaturen der austretenden Flussigkeiten 
vorgeschrieben sind. Weiter ist dann aus den Gleiehungen 

1 Nusselt: Z. VDr 1911 S. 2021 und Forsehung, Bd. 1 (1930) S.417. 
D.M. Smith: Mean temp. diff in eros flow. Engineering 1934 S. 479. G. Zimmer­
mann: Warmeiibergang in Kreuzstromaustauscher Z. bayer. Revis.-Ver. Bd.33 
(1929) Nr 19-24. 
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Q = Gw Cw ({}Wl - {}W2) = Gk Ck ({}kl - {}k,) (20) 

die Warmemenge Q bekannt. Setzt man zur Abkiirzung: 

a = Gk Fund b = ~ 
kCk GwCw 

so wird: 
kF kF 

Q = b ({}WI - {}k,) (1 - iw) = a ({}Wl - {}k,) ik = k Fe ({}WI - {}k,), (21) 

wobei C ({}Wl -{}d = em, 
der mittlere Temperaturunterschied bei Kreuzstrom ist. 

Bei gegebenen Temperaturen ist C mit den Werten von iw und ik 

aus Zahlentafel 26 durch lineare Interpolation zu finden, womit aus 
Gleichung (21) kF und aus Gleichung (20) Gw und Gk bekannt sind. 

Zahlentafel 26. B · t r Tk b 1-Tw bh" . d elwer s = -u- zw. -b-' a anglg von Tw un Tk· 

'k 0 0,1 1 0,2 1 0,3 1 0,4 1 0,5 1 0,6 1 0,7 I 0,8 1 0,9 1 1,0 

Tw=1 1,0 0,947 0,893 0,838 0,781 0,721 0,657 0,586 0,502 0,388 ° 0,9 0,947 0,893 0,840 0,786 0,729 0,670 0,605 0,533 0,448 0,338 ° 0,8 0,893 0,840 0,785 0,734 0,677 0,617 0,552 0,480 0,398 0,292 ° 0,7 0,838
1 

0,786 0,734 0,682 0,625 0,565 0,502 0,430 I 0,348 0,247 ° 0,6 0,781 0,729 0,677 0,625 0,569 0,513 0,449 0,378 0,300 0,206 ° 0,5 0,721 0,670 0,617 0,565 0,513 0,456 0,394 0,326 0,251 0,167 ° 0,4 0,657 0,605 0,552 0,502 0,449 0,394 0,334 0,271 0,201 0,128 ° 0,3 0,586 0,533 0,480 0,430 0,378 0,326 0,271 0,213 0,151 0,089 ° 0,2 0,502 0,448 0,398 0,348 0,300 0,251 0,201 0,151 0,100 0,052 ° 0,1 0,388 0,338 0,292 0,247 0,206 0,167 0,128 1 0,089 1 0,052 0,022 ° ° ° ° ,0 ° ,0 ° ° 1° ° ° ° 
Sind Gw, Gk , k und Fund damit a und b gegeben, so folgt iw am 

einfachsten aus Zahlentafel 27. Aus der Beziehung 

(21 a) 

ist dann auch ik bekannt. 

Zahlentafel27. Austrittstemperatur T = :2- fJ;1 , abhangig von a und b. 
Wl- kl 

b = I 0 1 0,5 1 2 1 3 1 4 

i 
I a= ° 1 0,6065 0,3679 i 0,1353 0,0498 0,0183 

1 1 0,7263 0,5238 i 0,2676 0,1340 I 0,0660 
2 1 0,8012 0,6338 1 0,3857 0,2271 0,1284 , I 

3 1 0,8455 0,7113 I 0,4846 0,3177 I 0,2027 
4 1 0,8799 0,7665 

1 
0,5645 0,4018 I 0,2709 

4. Verha.ltnis zwischen Rohrlange nnd Durchmesser. 
Da die Warmeiibergangszahl in engen Rohren groBer ist als in weiten, 

kommt man leicht dazu, den Durchmesser sehr klein zu wahlen. Die 
durchstromende Fliissigkeit (Dampf, Wasser, Heizgas) besitzt aber einen 
durch Druck, Temperatur und Geschwindigkeit bestimmten Wiirme­
inhalt. Mehr Warme als diesen kann also die Fliissigkeit nicht abgeben, 
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so stark auch die Heizflache durch Verlangerung der Rohre vergroBert 
wird. Aus diesem Grunde ist der Lange der Heizschlangen eine be­
stimmte Grenze gesetzt, iiber die hinaus es keinen Wert hat, die Heiz­
flache zu vergroBern. 

Stromt z. B. durch ein Rohr gesattigter Dampf, und sei 

dt bzw. da = innerer bzw. auBerer Rohrdurchmesser in m, 
w = Dampfgeschwindigkeit im mis, 
r = Verdampfungswarme in kcal/kg, 
y = spezifisches Gewicht in kg/m3, 

so ist der Warmeinhalt des einstromenden Dampfes: 
1 

Q = 4 n di w . 3600 r y kcal/h 

und die im Rohr abgegebene Warme Q = ken da l. 
Durch Gleichsetzung beider Werte, wobei zur Vereinfachung di = da 

gesetzt ist, wird: 

(22) 

Stromt an Stelle des Dampfes irgendeine Fliissigkeit durch das Rohr, 
mit der spezifischen Warme c, welche sich um LI {} abkiihlt, so ist in dieser 
Gleichung r durch c LI {} zu ersetzen. 

Zahlenbeispiel 41. Wie lang darf eine Verdampferschlange von 
30 mm 1. W. hochstens werden, wenn darin schweflige Saure bei -10° C 
verdampft und eine maximale Dampfgeschwindigkeit von 10 m/s zu­
gelassen wird? 

Nehmen wir, wie bei Eisgeneratoren iiblich, k = 250 und em = 6° C, 
dann ist, da die Verdampfungswarme r fiir schweflige Saure bei _10° C 
93 kcal/kg und das spezifische Gewicht des Dampfes y = 3,0 ist, nach 
Gleichung (22) 

l 909 . 10 . 93 . 3,0 - < ~--.... - ~- = 1670 oder 1 < 50 m 
0,03 250·6 . 

Aus Gleichung (7) folgt el - e2 = 1- e-,.,kF. 

Wenn die Temperatur der anderen Fliissigkeit unveranderlich bleibt, 
dann ist auch Q = Gc LI {} = G·c (el - ( 2). 

Bei vollstandigem Temperaturausgleichist Qmax = G·c· el . Mannennt 

Qmax=1J = 1- @2 (23) 
Q 8 1 

den Wirkungsgrad 1 der Warmeaustauschflache (Abb. 119). Aus dieser 
Abbildung ist leicht zu erkennen, daB bei andauernder VergroBerung 
der Flache die iibertragene Warme sich asymptotisch dem Maximal­
wert nahert, so daB die Kosten der VergroBerung bald in keinem Ver­
haltnis zum erreichten N utzen stehen und die Anlage unwirtschaftlich 
wird. W 0 die wirtschaftliche Grenze liegt, kann nicht allgemein gesagt 
werden. Nehmen wir diese (beliebig) bei 90% Wirkungsgrad an, so folgt 

1 E. Rich ter: Wirkungsgrad der Erwarmung und Abkiihlung. Arch. Warme­
wirtsch. Bd.9 (1928) S. 365/367. 
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aus der Abbildung, daB eine VergroBerung von fl kF uber 2,25 unwirt­
schaftlich wird. 

Die Warmedurchgangszahl ist von vielen Faktoren abhangig. Eine 
allgemeine Beziehung laBt sich nur dann aufstellen, wenn in der Gleichung 

-~ = }- + ~ + """ -~ (16, S. 55) 
k (Xl (X2 ..::;.; A 

die heiden letzten Glieder gegenuber ~ vernachlassigt werden diirfen. 
(Xl 

Dieser Fall ist fast immer bei Erwarmung oder Abkuhlung von Gasen 
vorhanden. Dann ist nach Gleichung (71) S. 129 

und 

GO,75 
k = const . dl,7.) (24) 

:\ V' 
qol----i!-----'lI:,\'----+V--A----+---+--+--+--+-+-+---+----;I--+-+-+---+---+--+---l 

q¥·~~:~/~~---+---+--+--+-4-+-+---~I--+-+-+---+---+--+-__l I; I 1'-... .!._e-p.H 17! I ~~t--l----+-+-+-+-+--+--+--+-+-+-+-----l 

qz 7 I I ...., 1-00..- L lIngef'tJ/Jre wil'fsc/Jllfflic/Je (Jrenze 
~ I i I ~r- f~f~m~~~~~ic,~*e~4--+ __ ~4-~ 

o f J 

Abb.1l9. Wirkungsgrad der WarrneaustauAchflache ~ ~ Q/Qrnax' 

const GO,75 const.[,~ _ 
fl kF = G. c . dl,75 • n d l = Gij,25 dO,75 = ~.2D 

; 

fur die Grenze der Wirtschaftlichkeit. 
Fur einen bestimmten Apparat sind lund d gegeben: dann ist 

kF=const. 
fk GO,25 (25) 

Daraus laBt sich eine interessante SchluBfolgerung ziehen. Wird beim 
gleichen Apparat die Gasmenge verdoppelt, G1 = 2 G, so wird 

",kF 
(fl k Fh =.---=- = 0,85/), k F . 

V2 
Damit andert sich der Wirkungsgrad (Abb. 119) nur um 2-3 %, d. h. 
die gleiche Flache ubertragt fast doppelt soviel Warme. Diese SchluB­
folgerung steht auch in voller Ubereinstimmung mit den Versuchen, 
welche Couche l an einem Lokomotivkessel angestellt hat; er erzeugte 
bei gleicher Brenngeschwindigkeit aus dem Kessel fast die gleiche Dampf­
menge, ob er die Hal£te der Rauchrohre zugepfropft hat oder nicht. 

1 Couche: Voie meterial roulant. Ed. 3, S.34. 
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Allerdings istda durch der Wirkungsgrad etwas verschlechtert. W. Tafel 1 

schlagt nun mit Recht vor, aIle Versuche an Heizkorpern bei gleichem 
Wirkungsgrad durchzufUhren und vermutet dann, daB in diesem Fall 
die Warmeubergangszahl auch gleich sein sollte. Man kann bei G1 = 2 G 

den gleichen Wirkungsgrad durch eine y2fache Verlangerung des Rohres 

erreichen. Aus der GIeichung (f. = const ~~:~: folgt, daB die Warmeuber­

gangszahl dann 2o,75mal so groB wird, unabhangig yom Wirkungsgrad 
der Flache. 

. const·l 
Aus der GIelChung fl k F = 00,25 dO,75 = 2,25 folgt 

l VG 7=k 7' ~~ 
Garbe 2 findet fUr Lokomotivkessel alsgunstigsten Wertljd = 104; aus 
der GIeichung folgt aber, daB dieses Verhaltnis nicht konstant, sondern 
von Gjd abhangig ist. 

Aus diesen Erorterungen folgt weiter, daB ein Warmeaustausch­
apparat fUr eine gegebene Leistung ganz verschiedene Formen an­
nehmen kann. Eine weitere Einschrankung in der Formgebung ist meist 
dadurch noch vorhanden, daB der Druckverlust im Apparat eine be­
stimmte, ebenfalls wirtschaftliche Grenze nicht uberschreiten darf. Fur 
Rohrenapparate ist der Druckverlust und die Warmeubergangszahl 
durch die -o-berlegungen von Os borne Reynolds (vgl. S. Ill) verknupft. 

Setzt man in Gleichung (28a) S.1l4) den Druckverlust j p nach 
GIeichung (27) ein, so erhalt man mit w in mjS: 

(f. = 3600· ~. _-.-l/~_g __ . ~ (26) 
4l 1 + tp(Prg-i) w 

und fUr Gase mit Pr R=' 1 

(f. = 3600 :l cp g .1: kcal/m2, h, °c. (27) 

Aber auch mit den beiden GIeichungen (24) und (27) sind die drei 
Unbekannten 1, d und n noch nicht eindeutig bestimmt. Die MogIich­
keit der Rohrreinigung, die Platzfrage oder auch die Herstellungskosten 
liefern von Fall zu Fall eine weitere Bedingung fur die Ausfuhrung des 
Apparates. 

Zahlenbeispiel 42. Berechnung der Rauchrohrheizflache 
eines Lokomoti v kessels. Die Rauchgasmenge sei 25000 kg/h = 6,95kg/s 
und soIl von 15500 C auf 3600 C abgekuhlt werden, wenn die Wasser­
temperatur 1900 C betragt. Aus 

El2 _ 360-109 _ 
Ell - 1250-190 - 0,16 

folgt mit Abb. 113 
em = 0,458 . 1060 = 4850 C 

und mit Abb. 119 
fl kF = 1,82. 

1 W. Tafel: Warmewirtschaft der Kraft- und Feuerungsanlagen. S. 163 
2 Gar be: Die zeitgemaBe HeiBdampflokomotive. S. 60. Berlin: Julius 

Springer 1924. 



VerhiHtnis zwischen Rohrlange und Durchmesser. 237 

Wie oben erlautert, kann der Rohrdurchmesser und der Druckverlust 
frei gewahlt werden, z. B. d ---,- 44,5 mm und LJp = 75 mm Wassersaule. 

FUr Rauchrohre von 44,5 mmist nach Zahlentafel7 S.130, wenn 
ein Wirbelfaktor X = 1,2 eingefiihrt: 

\J. = k = 965 . 1,2 GO,75 = 1155 GO,75, 

und 
1 

II. kF = . 1155 GO,75 . n . 0 0445 l = 1 82 r 3OO0Gc " , 
woraus 

GO,25 = 0,91l. (a) 

Zwischen Druckverlust und Warmeiibergangszahl besteht die Beziehung 

\J. = 3600 -tl cp g LI: (27) 

G 
und mit w =--: = 3600 :Il Cp g LI p y . ~ 

\J. 16l G' 
!!- d2 Y 
4 

worin y das mittlere spezifische Gewicht im Rohr der Rauchgase ist. 
Die totale Heizflache ist 

F = ~ = 3600 G· n· cp (1250-360) = n dln 
a.€J m a.' 485 ' 

80 daB 
d l _ 3600 Gn cp 890 _ 360:lll Cp g LI p Y d4 n 

n n \J. - 485 - 16 . () . 

woraus 
n = 330. 

M 't G 6,95 . d 0°,25 4 
1 = 330 WIr : l = 0,91 = ,15 m. 

Zahlenbeispiel 43. Ein Rauchgasvorwarmer einer Lokomotive 
besteht aus 268 ringformig angeordneten Heizrohren von 25/30 mm 0, 
welche von 8600 kg Speisewasser umspiilt werden. Wie lang miissen 
die Rohre sein, damit das Wasser von 100 auf 1250 C erwarmt werden 
kann und die Temperatur der Rauchgase in der Rauchkammer 2500 C ist? 

Nehmen wir fiir die Lokomotive etwa 7,7 kg Kohlen pro Kilogramm 

Dampf, so miissen 8~,~ = 1120 kg Kohlen verbrannt werden. Die 

Rauchgasmenge betragt dann hOchstens 1120' 16 = 17800 kg/h (vgl. 
Abb.21). 

Um das Wasser von 100 auf 1250 C zu erwarmen, sind 

8600 . 115 = 1000000 kcal/h notig. 

Die Rauchgase kiihlen sich dann um 1;8:0.0~5 = 2250 Cab. 

Bei 2500 C Rauchkammertemperatur miissen dann die Heizgase mit 
4750 C in den Vorwarmer eintreten. 

Wasser und Rauchgase tauschen ihre Warme hier im Kreuzstrom 
aus. Mit {}w, = 4750, {}W2 = 2500, Ok, = 100 und {}k, = 1250 C ist 

250-10 125-10 
°W= 475-10 =0,515 und Ok = 475-10 =0,247. 
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Aus Zahlentafel 26 folgt C = 0,642 und 

em = 0,642 (o.w, - o.k,) = 3000 0. 

FUr Rauchgasvorwarmer darf in der Gleichung kl = ~ + ~ + '" ~ , 
(Xl (Xt .::::." 

:2~ meist gegenuber dem Ubergangswiderstand Rauchgaswandung ver-

nachlassigt werden. 
Die Warmeubergangszahl ex2, fUr Wasser an Wand, ist abhangig von 

der Wassergeschwindigkeit und kann genau erst bestimmt werden, wenn 
die Langen der Rohre und damit der freie Wasserquerschnitt bekannt 
ist. Die Wasserfuhrung kann aber immer so gewahlt werden, daB ex2 zehn­
und mehrfach so groB wie exl ist. FUr die Berechnung der erforderlichen 
Heizflache kann demnach annahernd k R:: 0,9 exl gesetzt werden. 

Die Warmeubergangszahl fur Rauchgase ist nach S. 130 fur d = 25 mm 
exl = 2640 GO.75. 

Die Rauchgasmenge pro Rohr ist G = 26~7.8~~ = 0,0185 kg/s, so daB 

exl = 132 kcal/m2, h, 00 ist und k R:: no gesetzt werden kann. 
Die Heizflache des Vorwarmers folgt aus der Gleichung 

Q = 1000000 = l00F· 300 
zu F = 30 m2, und damit die Rohrlange 

30 
l=268.".0,02S=rd.l,5m. 

Der Druckverlust L1 p ist dann [nach Gleichung (27)] rd. 30mm Wassersaule. 

5. Gunstigste Rippenabmessungen. 
Durch das Anbringen von Rippen wird die Oberflache einer warme­

austauschenden Flache und dadurch auch die ubergehende Warme ver­
groBert. Infolge des unvermeidlichen Temperaturabfalles ist die Wirkung 
der Rippenflache immer ungiinstiger als die einer gleich groBen glatten 
Flache konstanter Temperatur. 

Die, beiden wichtigsten Anwendungsbeispiele von Rippenkonstruk­
tionen sind: 

1. Gerade Rippen auf ebene Oberflachen, (z. B. Olbehalter bei 
elektrischen Transformatoren). Die Rippenlange in derRichtung der 
meist freien Luft- bzw. Olstromung ist groB. 

2. KreisfOrmige Rippen, wie sie z. B. bei den Rippenrohren fUr 
Kiihlleitungen, Wasservorwarmer (Ekonomiser) oder Heizkorper und 
auch an den Zylindern von Flugzeugmotoren vorkommen. Die Rippen­
Hi.nge ist kurz; die Warmeabgabe eriolgt sowohl bei freier als bei er· 
zwungener Stromung. 

Die giinstigsten Rippenabmessunge:n hangen von verschiedenen Be­
dingungen ab l . Nur ausnahmsweise, z. B. bei der Luftkuhlung von 

1 H. Repky geht z. B. von der lJberlegung aus, daB die glatte Flache die 
hilligste sai, so daB eine VergroBerung der Rippenhohe nur solange zweckmii.Big 
erscheint, ale dadurch eine groBere Warme ausgetauBcht wird als durch Ver­
groBerung der glatten Flache (L. 21.7). 
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Flugzeugmotoren werden sie durch den kleinsten Baustoffaufwand 
(Gewicht) bedingt (vgl. S. 62). 

Viel wichtiger ist in vielen Fallen die Forderung des kleinsten 
Raumbedarfes; diese bedingt kleine Temperaturunterschiede zwischen 
RippenfuB und Spitze, fUr welche die Rechteckrippe am besten geeignet 
ist. In diesem Fall bleiben auch die Warmespannungen in der Rippe 
klein und man erzielt damit nebenbei noch den Vorteil, daB auch fUr 
Rippenrohre und bei verjiingtem Rippenquerschnitt immer mit den 
viel einfacheren Formeln fiir die ebene Rippe gerechnet werden darf 
(vgl. S. 73). Die RippenhOhe wird dann: 

h = ~.~ (giiltig bis {3 h < 0,5) [(41) S.63] 
IX ~1 

unabhangig von der Rippendicke, die so klein gewahlt wird, wie es die 
Herstellungsriicksichten verlangen. Die Warmeiibergangszahl ex kann 
durch Unterbrechung der Rippenlange (oder auch durch Verwendung 
von Nadeln) erhoht werden. 

Aus allen Bedingungsgleichungen fiir die RippenhOhe h folgt die 
allgemeine und praktisch wichtige Regel, daB die Rippenhohe h 
um so kleiner wird, je groBer die Warmeiibergangszahl (also 
z. B. die Luftgeschwindigkeit) ist. 

Man kann also nicht ein genormtes, im Handel erhaltliches Rippen­
rohr fiir aIle Verhaltnisse gleich gut verwenden. 

Die kleinste Ri ppen teil ung (Rippenabstand) ist dadurch fest­
gelegt, daB der Warmeiibergang einer Rippe durch die Nahe der zweiten 
nicht wesentlich beeinfluBt werden darf. Bei der freien Stromung 
sollte die Rippe moglichst wie eine Platte in einem groBen Raum wirken. 
Aus dem Temperaturverlauf ('O-Kurve in Abb. 71, S. 162) folgt, daB 
fiir ~ = 4 Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld praktisch vollstandig 
ausgeglichen sind; Spaltweiten groBer als 2 ~ = 8 miissen demnach wie 
unendlich groBe Raume wirken. Nun ist 

t; = JL V' Gr = vpge 
x 4 y xv2 

(28) 

nur wenig von x abhangig. Als Mittelwert kann (fiir Gr = 4· 108 ) 

~ = 100 JL =4 
x 

gesetzt werden, so daB die kleinste freie Rippenentfernung fiir x = 50 em 

2y = 0,08 x = 40mm 
ist. In den meisten praktischen Fallen wird die Aufgabe aber anders 
gesteIlt, indem nicht die von einer Rippe iibertragene Warme, sondern 
die Gesamtwarme der ganzen Rippenflache so groB wie moglich werden 
solI. An einer gegebenen glatten Flache sind also moglichst viele Rippen 
anzubringen. 

Das Temperaturgefalle an der Wand und damit die iibertragene 
Warme hangt hauptsachlich von der Geschwindigkeitsverteilung in der 
unmittelbaren Wandnahe abo Die Geschwindigkeitsverteilung auBer­
halb der maximalen beeinfluBt also das Temperaturgefalle an der Wand 
nicht mehr. 
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Bei der freien Stromung langs einer vertikalen Platte wird die maxi­
male Geschwindigkeit bei ~ = 2 erreicht, an welcher Stelle rd. 80% des 
urspriinglichen Temperaturunterschiedes ausgeglichen ist. Bei einer 
Rippenteilung gleich der halben "giinstigsten" Entfernung, also fiir 

~(Gr ~ = ~- V -4 = 2 (29) 

wird die auf einer gegebenen glatten Flache angebrachten Rippenzahl 
verdoppelt. Jede Rippe iibertragt noch 80% der groBtmoglichen Warme, 
so daB die gesamte iibertragene Warme rd. 1,6mal so groB ist wie bei 
~~~~~~~ der vorher berechneten "giinstigsten" Rippenteilung. 

f-o--t'-----o> t Diese SchluBfolgerungen werden durch die Versuche 

, __ t~ 

U.., von Th. E. Schmidt bestatigt; die iibertragene 
Warme nahm dabei um etwa 20% zu, wenn die 
freie Rippenentfernung von 19 auf 34 mm erhoht 
wurde (L. 21.10). 

Bei turbulenter Stromung wird die Laminar-
Abb. 120. schicht, in welcher Temperatur- und Geschwindig-

keitsfeld zum groBten Tell ausgeglichen werden, viel 
diinner (vgl. Abb. 57 S. 142). Die Rippen konnen dann noch naher 
zusammengesetzt werden. 

Die an der Rippenflache ausgetauschte Warme 

Q = IX (t' + 2 h) x emkcal/h 
andert die Temperatur der durch den Rippenkanal stromenden Fliissig­
keit um den Betrag L1f}, der aus der Gleichung 

Q = w . t' . h . Y cp L1 f} • 3600 kcal/h 
berechnet werden kann. Die mittlere Stromungsgeschwindigkeit wist 
nur ein Bruchteil der maximalen, die bei freier Stromung 

Umax = 0,54 vll g ex [m/s]. 
ist. Aus der Gleichsetzung beider Warmemengen folgt: 

Umax 

Ll # ()( (t' -2 h) Vx w (29) 
em = 1944t'h . YCPV{3ge' 

Nun kann L1f} hOchstens gIeich e werden, da dann vollstandiger Tempe­
raturausgleich vorhanden ist. 

So ist z. B. fiir Luft mit y = 1,2 kg/m3, V fJ ge = 1 [m:12], 
k I/k 0C Umax 3 - 1 ' - 4 - 0 04 _ h cp =0,25 ca g, , -W"'2' x- m, t - cm- , m- 2 

Ll# 
~",0,5. 
lI'/m 

~: kann je nach dem Zweck der Warmeaustauschflache verschieden 

gewahlt bzw. vorgeschrieben werden. Bei gegebenem ~ # ist h durch 
~m 

Gleichung (29) eindeutig bestimmt. 



v. Stoffwerte1• 

Warmeeinheiten nnd Umrechnnngsfaktoren. 
Die Londoner Internationale Dampftafelkonferenz 2 hat (1930) als 

internationale Warmeeinheit festgelegt: 
1 intern. kcal = 1/860 kWh. 

Diese Einheit unterscheidet sich praktisch urn. weniger als 0,05 % von 
der bisher benutzten Kilocalorie, das ist die Warmemenge, welche 
erforderlich ist, um 1 kg Wasser um 10 C zu erwarmen, und zwar von 
14,5 auf 15,50 Coder, was praktisch auf das gleiche herauskommt, der 
hundertste Teil der Warinemenge, welche erforderlich ist, um 1 kg 
Wasser von 0 auf 1000 zu erwarmen. 

1 kcal = 1000 cal = 4,184 kWs = 427 kgm 
1 kcal/h = 1,165 Watt 
1 kW = 0,239 kcal/s 
1 PSh = 632 kcal. 

1 B.T.U. (British Thermal Unit.) ist die Warmemenge, welche 
erforderlich ist, um 1 Pfund Wasser urn. 10 Fahrenheit zu erwatmen. 

1 B.T.U. = 0,252 kcal = 107,6 m/kg 
1 cal = 4,189 . 107 Erg = 4,184 Joule 
1 Watt = 1 Joule/s oder 1 calls = 4,184 Watt 
1 PS = 736 Watt 

Warmemengen: 
1 kcal/m2, h = 0,000117 Watt/cm2 
1 Watt/dm2 = 0,86 kcal/m2, h 
1 B.T.U./ft2, h = 2,71 kcal/m2, h 

Warmeleitzahl : 
1 cal/cm, s, DC (cgs) = 360 kcal/m, h, DC 
1 Watt/em, s = 86 kcal/m, h = 0,24 cal/cm, s 
1 B.T.U./ft, h, of = 1,49 kcal/m, h, DC 

Warmeubergangszahl: 
1 B.T.U./ft2, h, of = 4,88 kcal/m2, h, DC 
1 cal/cm2, s, DC = 36000 kcal/m2, h, DC 
1 kcal/m2, h, DC = 1,17 Watt/m2, DC. 

Spezifische Warme: 
1 B.T.U./Lb 7" 0,5555 kcal/kg 
1 B.T.U./cu ft = 8,8992 kcal/m3• 

1 B.T.U./fP, of = 16 kcal/m3, DC. 

1 Als Quellen fUr die verschiedenen Stoffwerte dienten die ausfiihrlichen 
Literaturangaben in Landolt u. Bornstein, Physikalisch-chemische Tabellen. 
Berlin: Julius Springer und Intern. Critical Tables, McGraw-Hill, Book Co. New 
York. Die Versuchswerte zeigen zum Teil noch bedeutende Streuungen. Die in 
den Zahlentafeln und Abbildungen aufgenommenen Werte sind nach 8orgfii.ltiger 
Bearbeitung der neuesten Werte ausgewiihlt. 

Z J ako b, Eine internationale Warmeeinheit. Z. VDI 74 (1930) S. 880. 

ten Bosch, Warmeiibertragung. 3. Auf!. 16 



242 Stoffwerte. 

1. Strahlungszahlen. 
Zahlentafel28. Strahlungszahlen (Metalle). 

I 0 Tempe-
0=10'(1 ratur- ratur-

~ Bereich 0=10'(1 
I 0 I Tempe-, 

Ii kcaI Bereich m2,h,gI,4 OC m 2,h,gr' "0 

Aluminium Gold ....... / 1,3 
Blech, roh 0,35 18-;.- 30 galvanisch nieder-

poliert, leicht oxy- geschl., nicht poliert 2,35 
diert ...... 0,26 Kupfer 
Folie Abb. 121 rauh. 3,6 

Blei, rauh 2,1 gewalzt. 3,1 
grau oxydiert . 1,39 18-;.- 30 gezogen, oxydiert 1,8 

Eisen: matt. 1,1 
GuBeisen, rauh schwach poliert 0,8 50-;.-280 

stark oxydiert. 4,6 40-;.-250 poliert 0,6 
GuBhaut, rau . 4,06 18-;.- 30 hochglanzpoliert. . 0,2 
glatt 3,98 Messing . I 

frisch abgedreht . 2,16 blank poliert, sple- , 
Schmiedeeisen, gelnd 0,25 18-;.- 30 

matt, oxydiert 4,5 20-;.-360 etwa.s angelaufen 0,28 
glatt, gezogen . 3,7 rohe Walzflache . 0,34 
blank 1,7 mit grobem Schmir-
hochpoliert 1,3 40-;.-250 gelpapier abgerie- , 

Blech, ben. 1,02 
frisch abgeschmir- Nickel 

gelt . 1,2 poliert 0,3 18-;.- 30 
blank, geatzt, dann draht, stark oxydiert 2,4 
rot angerostet 3,04 Nickelin 

ganz rot verrostet 3,4 grau, oxydiert 1,3 18-;.- 30 
Walzhaut 3,3 Neusilber, blank,ge- I mit starker rauher zogen 1,5 
Oxydschicht 3,98 Platin, gewalzt 0,4 

m. dichter glanzen- poliert 0,4 
der Oxydschicht 4,06 draht, s. S. 243 oben 

blank verzinkt 0,945 Quecksilber. 0,9 
verzinkt, stark Silber 0,15 
oxydiert. 1,13 Zinn . 0,6 

-;.-1,37 Zink 1,3 

Zahlentafel 29. Absorptionsverhaltnis von Molybdan und Wolfram bei 
Temperaturen liber 12000 C. 

(Nach Angaben von W. Coblentz in den Internat. Critica.l Tables, Bd.5, S.243). 
{} '0 I AMo I AW {} '0 AMo I AW 

1200 0,154 0,187 2000 0,237 0,286 
1400 0,176 0,218 2200 0,254 0,301 
1600 0,197 0,245 2400 0,271 0,316 
1800 0,217 I 0,267 2600 0,288 0,327 

Il,1Il 

~ ~---~ 41J8 
~ f----

f------
~ --

(} '10 8tl 1Ztl f8tl ;:Oil 2'10 i!8IJ .J/!fJ ,J6(J 'IIJO '1'10 1J6(J"{, 

Abb. 121. Schwii.rzegrad von Aluminiumfolie. 
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Zahlentafel 30. Strahlungszahlen (Nichtmetalle)1. 

I 
I Tempe- I Tempe-

C 
ratur- I C 

ratur-
Bereich 

I 
Bereich 

I '0 '0 

Absolut schwarzer 
1 

Humus ....... 1 3,1 
Korper .... 4,96 Kalkmortel, rauh, weiB 4,5 40±250 

As bestschiefer, Dolomitkalk, geschlif-
rauh 4,26 18-;- 30 fen 2,0 60-;-200 

Basalt, geschliffen . 3,42 60-;-200 Kies . 1,4 
Dachpappe .... 4,52 Lehm 1,85 
Eis, glatt, durchsichtig 4,75 Marmor, geschliffen 4,6 20 
Emaillack 4,45 Papier ...... 4,6 20 
Erde, Ackererde . 1,8 Porzellan, glasiert . 4,44 18-;- 30 
Gips . 4,48 20 Quarz, geschmolzen, 
GIas . 4,45 rauh ....... 4,61 18-;- 30 
Glimmer 3,7 RuB, LampenruB . . 4,6 
Gummilack. 3,3 Sandstein, rot, glatt 
Gummi, geschliffen . . . . 2,9 60-;-200 

weich, grau, rauh . 4,26 18-;- 30 Schiefer, geschliffen . 3,3 60-;-200 
hart, glatt, schwarz 4,69 Schlammkreide . . . 1,45 

Granit, glattgeschliffen 2,1 60-;-200 Wasser 2 . .. 4,75 60 
Holz, Eichenholz ge-I Ziegelstein, rot, rauh 4,61 1 18-;-30 

hobelt ...... 4,44 18-;- 30 

1 B. W red e: Warmestrahlung feuerfester Korper. Mitt. Rais. -Wilh. -Inst. 
Eisenforschg., Dusseldf., Bd. 13, Lieferung 7. 

2 Wasser ist schon bei Schichtdicken von 0,1 mm fUr Warmestrahlen praktisch 
undurchlassig, so daB benetzte Oberflachen fast wie schwarze Korper strahlen. 

16* 
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2. Warmeleitzahlen. 
In den Zahlentafeln 31 bis 34 und in den Abb. 123 und 124 sind die 

Warmeleitzahlen im technischen MaBsystem fUr verschiedene praktisch 
wichtige Stoffe nach verschiedenen Quellen zusammengestellt. Wie 
daraus zu sehen ist, handelt es sich hier nicht um unveranderliche 
Zahlen, sondern fur das gleiche Material ist die Warmeleitzahl von einer 
groBen Anzahl Faktoren, wie Temperatur, Feuchtigkeit, spezifisches 
Gewicht, Struktur usw. abhangig. 

Die Warmeleitfahigkeit von Metallen ist im groBen und ganzen 
ungefahr der elektrischen Leitfahigkeit proportional, sie ist um so groBer, 
je reiner das Metall ist. Legierungen leiten die Warme viel schlechter 
als die reinen Metalle aus denen sie zusammengesetzt sind. Auffallend 
ist der auBerordentliche EinfluB auch kleiner Verunreinigungen, z. B.: 

a) Reines Gold A. = 266 kcaljm, h, 00. 
Gold mit 0,2 % Verunreinigung, darunter 0,1 % Eisen, A. = 155. 

b) Kupfer, rein, A. = 346 kcaljm, h, 00 
" mit Spuren von Arsen, A. = 122 kcal/m, h, 00 

Handelskupfer = 300 
Konstantan (60 Ou + 40 Ni) 18 
Reines Nickel = 50 

c) Nickelstahl mit 
I 0 I 5 I 10 I 20 I 30 I 40 I 50 I 60 I 75 I 85 I 95 %Ni 

A = I 36 I 25 I 22 114 III I 9 III 114 I 22 I 25 I 29 I m~~~loc 
Hierher gehort auch der EinfluB des Kohlenstoffgehaltes auf die 

Leitfahigkeit des Eisens. 
Da nach der Definition (8. 49) die Warmeleitzahl nichts anderes 

als ein Proportionalitatsfaktor ist, die aus einer Hypothese uber die 
Warmeleitung folgt, so ist es auch nicht moglich durch physikalische 
-oberlegungen diese Abhangigkeit zu erklaren. Wir sind hier aus­

8chmiedeisen mit 0,5% Mn 
und 0,2% 8i 

mit 0,1 % 
0,3 
0,6 
0,1 
1,5 

C bei 200 C 

weich 

A= 45 41 
38 
34 
31 

gehartet 

A= 41 
38 
34 
39 
23 

schlieBlich auf die Erfahrun­
gen der Experimentalphysik 
angewiesen. 

Auch der EinfluB der Struk­
tur des Korpers, also ohne 
Anderung der chemischen Zu­
sammensetzung ist bedeutend 
(s. nebenstehende Tabelle). 

Interessant ist auch die Warmeleitung in feuchten Korpern 1 . Die 
Warmeleitzahl nimmt zunachst langsam zu bis zu einer naturlichen 
Feuchtigkeit, urn dann schlieBlich groBer zu werden als der bestleitende 
Stoff der Mischung. Diese Tatsache laBt sich durch Kapillarerscheinungen 
erklaren, z. B.: trockener Ziegel A. = 0,3 trockener Sand A. = 0,28 

feuchter " = 0,9 feuchter " = 0,97 
Wasser = 0,5 

1 E. Raisch: Warmeleitfii,higkeit von Beton in Abhangigkeit von Raum­
gewicht und Feuchtigkeit. Gesundh.-Ing. Sonderheft 4, Juni 1930, S.17. 
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Zahlentafe131. Warmeleitzahlen, spezifisches Gewicht und spezifische 
Warme fiir Metalle (Abb. 123)1. 

Wll.rme· Spez. Temp.-
leitzahl A Leitfithig-Spez_ Wll.rme keit Stoff Gewicht kcal kcal A 

kg/dIn' --
m,h,oC a=-

kg°C )'c 
bei 20° C m'/h 

Aluminiu m 99%. 2,6--:-2,7 
I 

175 0,22 
I 

0,3 
92A +8Cu . 112 
88 AI + 10 Zn + 2 Cu 126 

Antimon, elektrolytisch dargestellt 18 
Blei . __ ....... 11,3 30 0,031 0,086 
Bronze (RotguB) 8 --:- 14% Zn 7,4--:-8,9 51--:-61 0,091 0,06 
Eisen ........... 7,2--:-7,8 40--:-45 0,115 0,05 

GuBeisen 53 
Stahl 39 

Gold 19,3 267 0,031 0,44 
Kupfer (elektrolytisch rein) 8,3--:-8,9 332 0,094 0,37 

Handelsware . . . . . . . 320 
mit 0,63 % Phosphor 90 
mit 1,98% Phosphor ... 45 

Konstantan (60 Cu + 40 Ni) 19 0,098 
Messing, rot . . . . . . . 8,4--:-8,7 55 
Messing, gelb . 94 0,092 0,11 
Neusilber . 8,8--:-8,7 25 0,095 0,03 
Magnesium. 1,74 135 0,25 0,31 
Nickel, 97% 8,4--:-8,9 50 0,11 0,053 
Platin, rein 21,4 60 0,032 0,087 
Quecksilber 13,6 6 0,033 0,013 
Silber 10,5 360 0,056 0,61 
Wolfram . 100 

\ 

Zink 6,7--:--7,1 95 0,094 0,15 
Zinn 7,2--:-7,4 56 0,056 0,13 

Akc ~m h, C 

Plain 
Zin~ ~m ~de 'isen 1a1t:' 

" 'eke! :m~ 

20 tEle; 1C 

Ha 
g100 0 :1:0 0 

50 100 200 300 1f00 600 600 700 800 9UO·C 
Abb. 123. Warmeleitzahl von Metallen. 

1 A. S c h u 1 z e: Warmeleitfahigkeit der Metalle u. Legierungen. Warme 1933, S. 17. 
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Zahlentafel32. Warmeleitzahl, spezifische Warme, spezifisches Gewicht 
fiir organische Stoffe. 

Warmeleitzahl ;. Spez. Temp.-
Leit-Raum-

I 
Warme fahigkeit gewicht 

Temp. kcaJ kcal A kg/m' 

I 
a=~ 

'0 m,li,oa kg,OC cy 
m'/h 

Asphalt. 2130 0 0,52 
10 0,56 
20 0,60 0,22 0,00128 
30 0,64 

Baumwolle, lufttrocken . 81 -200 0,0275 
-100 0,0375 
- 59 0,0425 
± 0 0,0480 0,34 0,00174 
+ 50 0,0535 
+ 100 0,059 

Celluloid, weiB 1400 30 0,18 
Federn, 

Eiderdaunen, bei 1500 getr. 2,1 80 0,056 
19 80 0,021 

109 80 0,017 
Fiber, weiB 1220 20--;-. 50 0,24 
Fiber, rot. 1290 20--;-.100 0,41 
Gummi, 

Ebonit 1190 0--;-.100 0,14 0,34 0,00035 
Rartgummi .... 1190 -80--;-.25 0,13 
weich, vulkanisiert . 1100 30 0,15 

Raare, 
RoBhaar, gepreBt 172 20--;-.60 0,45 

Holz, trocken Abb.124 
Ahorn 710 20--;-.50 .L 0,15 

110,37 
Eiche. 820 0--;-.50 .L 0, 17 --;-.0,26 0,57 0,0004 

110,31 
Kiefer 550 0--;-.25 .L 0,13 

110,31 
Guajacholz 1160 20--;-.100 0,24 
NuBbaum. 700 70 110,23 
Tanne 550 70 .L 0,12 0,65 0,00034 
Sperrholz . 588 0--;-.20 0,096 
Sagemehl ........ 200 0--;-.30 0,06 
Zementholz. (Sagemehl und 

Portlandzement) . 715 0--;-.20 0,12 
Rolzkohle. 200 0--;-.100 0,055 0,2 0,0014 
Kohle, 

Gaskohle 420 20 3,06 
100 3,42 

Graphit, synthetisch herge-
gestellt . . . . . . . . 1580 79 13,4 0,2 0,041 

142 15,3 
261 28,2 
292 33,0 
423 59,6 
935 93,0 
555 100 

Graphitpulver, gesiebt 700 20 1,02 
420 40 0,33 
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Zahlentafel 32 (Fortsetzung). 

Warmeleitzahl A Spez. Temp.· 
Leit-

Raum-

I 
Warme fahigkeit gewicht 

Temp. kcal kcal A 
kg/m' 

m,h,'O 
-- a=-

'0 kg," 0 cy 
m'/h 

Kohle, I 
Steinkohlenkoks, kompakt 2,5-3 
Koksstaub 1000 0-7-20 0,12 0,2 0,0006 
LampenruB 180 10-7-300 0,03 
Steinkohle 20-7-100 0,15 0,3 

Korkplatten . Abb.124 0,3-;-0,45 
Leder, chamois 1000 30 0,14 

0,054 
Leinen . . 0,076 

Leinenband, firniBt, trocken 30 0,13 
Linoleum 1183 20 0,16 

Korkmentlinoleum, eine be-
sonders weiche elastische 
Sorte, als Unterlage ver-
wendet . 535 20 0,069 

Paraffin 920 0 0,25 0,5-0,7 0,0005 
PreBspan, nicht impragniert . 54 0,214 0,7 
Seide ........... -200 0,020 

Spinnereiabfalle 100 - 100 0,032 
- 50 0,0375 

0 0,0425 0,3 
50 0,0480 

Seidenzopf 147 0 0,039 
50 0,047 

'100 0,052 
Torf Abb.124 
Wachs (Bienenwachs) 960 20 0,075 0,8-7-1,7 
Wolle, Schafwolle 136 0 0,033 0,4 0,0006 

50 0,042 
100 0,050 

10,001 Zucker 1600 0 0,50 0,3 

Zahlentafel33. Warmeleitzahl, spezifische Warme, spezifisches Gewicht 
fur anorganische Stoffe. 

Raum- Warmeleitzahl Spez. 
gewicht Warme a 

kg/m' Temp. kcal kcal 
---

kg, '0 m'/h '0 m,h,QC 

Asbest: 
lose Abb.124 
Filz, sehr leicht 116 10-7-200 0,04 0,195 0,0018 
Filz 420 30 0,08 
gepreBt . 1240 15 0,22 
Isoliersteine 290 30 0,07 
Isoliersteine 470 30 0,11 
Papier 980 20-7-100 0,13 
Platte 1930 20-7-90 0,70 
Schiefer 1783 50 0,19 

Basalt. 0 1,14 
20-7-100 I 1,87 0,2 
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Zahlentafel33 (Fortsetzung). 

Beton: 
1 Zement + 5 Sand 

+ 9 Vol.-% Feuchtigkeit 
1 Zement+2 Sand+2 Kies 

(vollig trocken) 
B etonsteine 

" 
trocken . 

B imskies: 
Schwemmstein aus Bims-

kies und Zement 
Bimsbeton, 10,3 Vol.-% 

Feuchtigkeit 
c arborundum 

E 

E 

is 

rde: 
aus Miinchen, grobkiesig, 

trocken . 

gewachsener Boden, lehmi-
ger Feinsand, 28,3 Vol.- % 
Feuchtigkeit . 

Erde, trocken 

" 
naB. 

F 
F 

eldspat 
euerfeste Steine: 
Schamotte (Retortenmasse) 

Schamotte (Mehl) 

Magnesit 

G ips: 
Baugipsplatten 3 W ochen 

getrocknet 
Gipsmortel 

G las: 
Fintglas 
Spiegelglas 
Natronglas 
Glasplatten 
Glaswolle . 

limmer 
PreBglimmerplatten 
neis 
ranit . 

G 

G 
G 
G raphit siehe Kohle 

Raum· 
Wil,rmeleitzahl 

gewicht 
kg/m' Temp. kcal 

'0 
---
m,h,oC 

1900 0 1,10 

2180 20 0,65 
30 1,0 

1660 20 0,6 

630 20 0,13 

800 0,24 
4000 600 3,35 

{ 0 2,0 
-1000 3,0 

2040 0 0,43 
20 0,45 
70 0,50 

2020 0 2,0 
0,12 
0,58 

2500 177 70 2,0 
Siehe Zahlentafel34 

1850-2200 200 0,52 
600 0,68 

1000 0,83 
1240 100 0,38 

300 0,45 
3000 600 1,29 

1000 1,43 

1250 07 50 0,37 
740 30 0,29 

31507 3900 12 0,52 
2700 12 0,65 
2590 207 100 0,64 
2500 207 100 0,70 

186 0 0,03 
100 0,047 
200 0,068 
300 

I 
0,092 

41 0,31 
2300 60 0,23 

24007 2700 20 3,0 
25007 3000 2,7 7 3,5 

Spez. 
Wil,rme a 

kcal 
kg, '0 m'/h 

0,27 0,002 

0,24 0,00086 

0,28 0,003 
-40 0 0 0 

0,437 0,5 

0,44 

0,19 0,004 

0,28 0,001 
0,30 

0,25 0,0012 

0,12 0,001 
0,2 0,0012 
0,18 0,0014 

0,16 0,001 

0,21 

0,2070,24 
0,2 
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Zahlentafel 33 (Fortsetzung). 

Raum- Warmeleitzahl Warme 
Spez. a gewicht Temp. 

I 
kcal kcal kg/m' 

'0 m,h,'O kg, °0 m'/h 

Kalk, hart. 1200 3,13 
tonig . 2,81 
schwertonig 2,41 
pulverig ........ 0,10 
Kalksandstein, ganz trocken 15 0,57 0,2 

" 
feinkornig 1662 25 0,59 

40 0,62 

" 
grobkornig . 1987 25 0,80 

40 0,85 
Kalkstein 2550 100--:-300 1,1 0,2 0,0022 
Kesselstein, Z. techno Phys. 

1930. S.33 
Kies, lose, trocken 1850 ° 0,29 

20 0,32 
Kieselgur: 

Zunahme 0,00013 kcalJoC . ° Abb.124 0,2 
Lehmstein: 

ungebr., 7,4% Feuchtigk .. 1775 25 0,6 

" 
lO % Feuchtigk. . 1775 25 0,8 

" 
trocken . 1775 20 0,28 

Marmor 2700 ° 0,29 
Mehl . 1560 100 0,29 0,21 0,0009 

300 0,34 
Magnesit: 

85 MgC03 + 15 % Asbest-
fasern 216 1O--:-lO0 0,058 0,28 0,001 

10--:-400 0,060 
10--:-600 0,070 

Magnesitstein, vgl. feuer-
feste Steine. 

Mortel: 
3 T. Sand + 1 T. Kalk 

+ 1,4 Vol.- % Feuchtigk. 
12 T. Sand + 4 T. Kalk 

1820 0--:-20 0,58 

+ 1 Zement + 2 Vol.-% 
Feuchtigk. (Verputz) . 1870 ° 0,46 

Porzellan 2300--:-2500 95 0,49 0,26 0,001 
Quarz: 

Kristall, ..L-Achse 2500-2800 -190 21,1 
- 78 8,7 

° 6,2 0,2 0,012 
+ lOO 4,8 

" II-Achse -190 42,1 
- ·78 16,8 

° 11,7 
+ roo 7,7 

Quarzsand, je nach Feinh. 1370--:-1550 100 0,3--:-0,5 0,55--:-0,3 0,001 
Quarzglas. 2100 -190 0,57 

- 78 1,00 

° 1,19 
+ 100 1,64 
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Zahle n tafel 33 (Forlsetzung). 

Sand: 
FluBsand, feinkiirnig, 

1l,3 Vol.- % Feuchtigkeit 
FluBsand, feinkornig. tr. 

Schiefer, l.-Schichtung 
" II -Schichtung 

Schieferstein, 53,9 Si02 

+ 40,2 Al20 a . . .. 

Porenvolumen 31 % 
Schwemmsteine (Rheini­

sches) Mauerwerk 
Schlacke: 

Kohlenschlacke 
Schlackenbeton, trocken 

Mauer aus Schlackenbeton­
steinen, mit Kalkmorlel 
vermauert und beiderseits 
verputzt, 4 Mon. alt . 

Hochofenschaumschlacke 
KorngroBe 2.-:-5 mm 

" 30mm . 
Hochofenschwemmsteine 

Speckstein 
Mehl . 

Platten aus gepreBtem 
Specksteinmehl 

Platten aus gepreBtem 
Specksteinmehl 

Steingut 
Zement: 

Portlandzementmortel 

Ziegel: 

hoch'poros, ganz trocken { 

" 1,2 Vol.-% W. 
" 5,8 Vol.-% W. 
" 21,5 Vol.-% W. 

Ziegelleichtsteine, trocken . 

0,15 Gew.- % W. 

Raum­
gewicht 
kg/m' 

1640 
1520 

2800 

1810 

700-750 
1115-1150 

1372 

360 
360 
300 
785 

2800 
1080 

1810 

2770 

1715 
1890 

710 
810 
740 
800 
940 

1010 

1268 

Warmeleitzahl 

Temp. I kcal 
°0 m,h,oC 

20.-:-50 
o 

20 
160 
300 

50 
500 
950 

0.-:-20 

o 
o 

10 
20 

10 

0.-:-20 
0.-:-20 
0-:-30 

10-:-25 
100 
100 
200 

100 

100 

89 
90 

0.-:-20 
20.-:-80 

20 
20 
20 

100 
200 
300 

o 
20 
50 

0,98 
0,26 
0,28 
0,33 
0,45 

1

1,1:1,3 
2,0-;-2,3 

! 

0,78 
1,01 
1,18 

I 0,21 

10,12+0,13 

1 

0,22 
0,24 
0,26 

I 

.

1 ;:~25 
0,07 
0,155 
0,25 
0,25 
0,29 

0,29 
0,46 

0,145 
0,17 
0,145 
0,21 
0,34 
0,26 
0,28 
0,30 
0,28 
0,30 
0,315 

Spez. 
Warme a 

kcal 
kg, 'a m'/h 

0,17-: 0,22 0,001 

0,18 0,002 

0,19 0,0009 

0,18 0,0014 

0,25+0,29 0,0003 
0,31 0,0007 
0,33 

0,25 

0,24 

0,27 0,0006 

0,18 0,001 
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Zahlentafel 33 (Fortsetzung) 1. 

Raum- Wilrmeleitzahl Spez. 
Wil.rme a gewicht Temp. kcal kcal kg/ma 

'0 ro,h,oO kg. '0 m'/h 

Ziegel: 
Ziegel, handgeformt, ganz 

0,34 trocken ........ 1568 0-;.-25 
Maschinenziegel, ganz tr. . 1672 0-;.-40 0,45 

" 0,9 Vol.-% Feuchtigk. 0,60 

" 
1,8 Vol.- % Feuchtigk. 0,82 

Ziegelmauerwerk von altern 
Haus, sehr trocken 1850 0-;.-40 0,36 

Hohlziegel, Mauerwerk 0-;.-20 0,18 
1/. Jahr getrocknet 0-;.-20 0,28 

Ziegelstein (MeW) . . 1230 100 0,25 0,23 0,0009 

Akca//m,h, DC 
~2 6 

'I 
I,~C 

i'~~ 
;os} --~ Z j~f ....... 1-'" 

~z 

~2 

0 5P'Y V 
~/.V ./ ./ ~Z 

'8 
,p- I Y' IV ~ /" 

~~ / ..... '/: /': / 
.t h,'J 'l. ~ /: V / 

6 
$~h V 1/ r.I ..... r-I olz .ll :re 

~1 
17 'I/. ~ J; 

AI ~ ~ 1'/ 
2 II J"/ V 

)1 II / ) 

'0 f7 "I liV 
7 [7 V :\(\v V 

~ P' y..~e 
1- br~ 

:;!). 
~I! 

~i'J~ .... 6 ~(J 

'pl" 
~m~ ~ 'f, 

iI- - ~ 
_~rJ(JrtO 

~ 
p.:::: (be Ie 

..... ~ 

'OIM 

0,'0 

0,0 

I"u' 
2 1'0'0 ZOO J'OU '100 5'0'0 6'0'0 7'0'0 &'0 9'0'0 10 '0'0 

kglm3 Roumgewichf 
Abb. 124. WlI.rmeleitzahlen von Isolierstoffen. 

1 Eine ausfiihrliche Zusammenstellung der Wii.rmeleitzahlen in H. 5 der Mit­
teilungen aus dern Forschungsheim fiir Wii.rmeschutz. Miinchen 1924. W. J. King: 
Conduction. Mech. Engng. 1932, S. 275/279. 
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Das Isoliervermogen von porosen Stoffen beruht auf dem ein­
geschlossenen Luftgehalt; die Warmeleitzahl nimmt, wie fur Luft, mit 
der Temperatur zu. 

Die Warmeleitzahlen der Korksteinplatten weichen auch bei der 
gleichen Temperatur und beim gleichen Raumgewicht noch sehr stark 
voneinander abo Die Abweichungen sind begrundet durch die Korn­
groBe des verwendeten Korkschrotes und durch die Art der Herstellung, 
namentlich des Bindemittels und auch dadurch, ob Expansitkork, das 
ist durch Warme stark aufgeblahter, oder Naturkork verwendet wird. 
In Abb. 124 sind fiir 00 C die Minimalwerte fUr beste Qualitat ein­
getragen; die Zunahme der Warmeleitzahl mit der Temperatur betragt 
rd. O,OOOlkcal/m, h, °C pro Grad Celsius. 

Torf ist sehr hygroskopisch und die Warmeleitzahl dadurch stark 
beeinfluBt; man kann ihm aber d'urch Zusatze wasserabweisende Eigen­
schaften geben 1. 

Zahlentafel34. Warmeleitzahl, spezifische Warme, spezifisches Gewicht 
feuerfester Steine 2. 

Raum- chemische Wli.rmeleitzahl A Temperaturleitzahl 
gew. Zusa=ensetzung % kcal/m, h, '0 m'/h 

kg/dIn' SiO, .Al,O, Fe,O, OaO MgO 500' 700' 900' luoo' 500' I 700' 1900' luooo 

Silikat- 1,77 95 1 1,7 0,27 0,34 0,40 0,58 0,61 0,68 0,72 0,91 
stein 1,55 94 2 2,6 0,29 0,40 0,52 0,72 0,79 0,94 1,08 1,33 

1,84 93 3 2,2 0,25 0,36 0,49 0,59 0,56 0,70 0,83 0,91 

Schamotte- 2,03 68 26 2,5 0,36 0,47 0,59 0,90 0,72 0,83 0,94 1,12 
stein 2,00 58 30 0,29 0,43 0,58 0,86 0,61 0,77 0,90 1,22 

1,92 68 27 0,36 0,43 0,54 0,76 0,76 0,79 0,88 1,12 

Retorten- 1,85 67 27 0,29 0,38 0,47 0,63 0,63 0,72 0,79 0,95 
material 1,88 66 29 0,34 0,45 0,58 0,76 0,74 0,86 0,95 1,12 

1,91 73 24 0,45 0,61 0,76 0,97 0,95 1,15 1,26 1,44 

Magnesit- 2,63 1,9 5,2 82 0,63 0,61 0,59 0,58 0,83 0,72 0,63 0,58 
stein 2,56 2,6 4,7 88 1,14 1,01 0,97 0,90 1,37 1,19 1,04 0,88 

Warmeleitung von Gasen. Fur ideale Gase besteht der Warmeinhalt 
einfach in der kinetischen . Energie der Molekeln. Die Warmeleitung in 
einem Gas ist demnach ein Transport der kinetischen Energie. Warme­
leitung und Zahigkeit von Gasen sind also proportional (vgl. S. 106). 

Die Gase leiten von allen Stoffen die Warme am schlechtesten, und 
zwar haben die spezifisch schwereren Gase im allgemeinen die kleinere 
Warmeleitzahl (Zahlentafel 35). Die Warmeleitzahl von Helium und 
Wasserstoff is:; 6- und 7mal so groB als der Luft und von der gleichen 
GroBenordnung der Warmeleitzahl der Isolierstoffe fur elektrische 
Maschinen. Die feinen Gaszwischenraume in der Isolierung, die bei Luft 

1 O. Krischer: Der EinfluB von Feuchtigkeit, Kornung und Temperatur 
auf die Warmeleitfahigkeit. Beiheft 33, Reihe I zum Ges.-Ing. Oldenburg 1934. 

2 Green, A. T.: Trans. Ceramic Soc. Bd.21, S.394. Vgl. auch Z. VDI 1934, 
S. 181. A. E u c ken: Warmeleitfahigkeit keramischerfeuerfester Stoffe. Forschungs­
heft Nr. 353, VDI-Verlag 1932. 
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Zahlentafe135. Warmeleitzahl verschiedener Gase l • 

I -25·0'C I -190'C I O'C I 100'C 200'C 

Wasserstoff . H2 0,008 0,047 0,148 0,180 
Helium He 0,Dl8 0,054 0,122 0,144 
Sauerstoff O2 0,0065 0,0206 0,027 
Methan 0,007 0,026 
Ammoniak. NHa 0,0138 0,0185 0,0258 

(- 600 C) 
Kohlensaure 002 0,008 0,0122 0,0178 0,022 

(- 800 0) 

I 

Benzol. 0,0076 0,0147 0,0234 
Schweflige Saure S02 0,0070 
Chlor 012 0,0066 

Warmeleitzahl fUr Luft Zahlentafel 38; fiir Wasserdampf Zahlentafel 39. 

bedeutende Temperaturgefalle hervorrufen, sind bei Wasserstoff unschad­
lich 2. - Die Warmeleitzahlen sind in weiten Grenzen unabhangig 
vom Druck. Nur bei au Berst geringem Druck (kleiner als 1 bis 2 mm Hg) 
trifft dies nicht mehr zu. Bei sehr starker Verdunnung (Drucke kleiner 
als 0,005 mm Hg) ist die Warmeleitzahl dem Druck proportional: 

). = C . p. (1) 

Fiir die gasformigen Kohlenwasserstoffe Methan, Athan, Propan, 
n-Butan, usw. ist die Warmeleitzahl bei 00 0: 

). = 0,008017 + ;~~~3 kcal(m, h, 00 (2) 3 

M = Molekulargewicht. 
Nach der kinetischen Gastheorie muB der TemperatureinfluB auf die 

Warmeleitzahl ahnlich wie bei der Zahigkeit sein. Bei anorganischen 
Gasen und Dampfen nimmt sie schwacher, bei organischen starker als 
linear mit der Temperatur zu 4. 

Der Zusammenhang zwischen Warmeleitzahl und Zahigkeit von Gasen 

APr = 'YJ cp g [(11) S. 104] 
wird oft bem'itzt, aus bekannten Zahigkeitszahlen die Warmeleitzahl 
eines Gases zu berechnen, z. B. bei Abb. 133, S. 263. 

Fur die Warmeleitung von Gasmischungen gilt nicht die ein­
fache Mischungsregel, sondern eine viel verwickeltere GesetzmaBigkeit. 

Fiir tropfbare Fliissigkeiten 5 ist die Warmeleitzahl sowohl von der 
Temperatur als auch vom Druck abhangig. In den meisten Fallen ist 
nur die Abhangigkeit von der Temperatur untersucht worden. Die 
unten angegebenen Werte gelten nur innerhalb der angegebenen Grenzen. 

1 A. H. Davis: CoIl. Res. Nat. Phys. Lab. Bd.19 (1926) S.193. Kinetische 
Zahigkeit und Warmeleitzahl von Sauerstoff und Wasserstoff. Proc. Roy. Soc., Lond., 
A 149 (1935) S.35 (Wasserstoff); Philos. Mag. Bd. 19 (1935) S.901 (Kohlensaure). 

2 M. Jakob: Z. VDI Bd.76 (1926) S.889. 
3 W. B. MannandB. G.Dickens: Proc. Roy. Soc. Lond.A Bd.134 (1931) S. 77. 
4 Die Warmeleitzahlen verschiedener anorganischer Gase hat J ako b in "Der 

Ohemie-Ingenieur" Bd. 1, Leipzig 1933, S. 323, Abb. 8, iibersichtlich dargestellt. 
(; A. Kardos: Warmeleitfahigkeit verschiedener Fliissigkeiten. Z. ges. Kalte­

indo Bd.41 (1934) S. 1 u.214 mit vielen Literaturangaben. 
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a) Wasser (Zahlentafel 40, S.206). 
b) Methylchlorid (CH3CI), p = 7,5 ata, zwischen -13 und +.250 C, 

.A. = 0,1541 (1 - 0,00475 t) kcal/m, h, °C. 
c) Schwefeldioxyd (S02)' P = 5,25 ata, zwischen -13 und + 250 C, 

.A. = 0,1818 (1- 0,00296 t). 
d) Ammoniak (NH3) , P = 12 ata, t = -10 bis + 200 C, .A. = 0,43 1• 

e) Toluoal (C7HS) P = 1 ata, t = 24,40 C, A = 0,1241. 
f) Methylenchlorid (CH2CI2), P = 1 ata, t = - 13 bis + 250 C, 

.A. = 0,1355 (1 - 0,00106 t). 
g) Kohlensaure (C02), W. Sells chopp (Forschung Bd.5 (1934) 

S. 162/172) fand, daB die Warmeleitzahl von Kohlensaure, gasfOrmig 
und flussig, in der Hauptsache vom spezifischen V olumen und nur in 
geringem MaBe von der Temperatur abhangt (Abb.125b). Seine Ver­
suchswerte sind in Abb.125a in Abhangigkeit von Temperatur und 
Druck dargestellt. 

1m kritischen Gebiet wird die Warmeleitzahl und auch die spezi­
fischen Warme unendlich groB; die Temperaturleitfahigkeit a = Afcp y 
behalt dagegen einen endlichen Wert (Abb. 134). 

Als Kuhlflussigkeit werden in der Kaltetechnik waBrige Li:isungen von 
Kochsalz (NaCl), Chlorcalcium (CaC12), Chlormagnesium (MgCI2) und 
andere Salze in verschiedener Konzentration verwendet. 

Die W armelei tzahlen dieser Li:isungen sind noch nicht systematisch 
untersucht. Aus den wenigen bekannten Versuchswerten zeigt es sich 
jedoch, daB die Warmeleitfahigkeit von Li:isungen nur wenig verschieden 
ist von der reinen Wassers (Abb. 126). Solange genauere Versuche nicht 
vorliegen muB die Warmeleitzahl unabhangig von der Temperatur ange­
nommen werden. 

Die Temperaturleitfahigkeit variiert fUr die verschiedenartigsten 
Flussigkeiten nur innerhalb verhaltnismaBig kleiner Grenzen. 

3. Ziihigkeit2. 
Nach der kinetischen Gastheorie ist die Zahigkeit von idealen 

Gasen unabhangig vom Druck. Fur wirkliche Gase trifft dies nur 
annahernd zu, weil bei hohen Drucken die molekularen Krafte nicht mehr 
vernachlassigt werden durfen. Es Hegen nur wenige Versuche vor, die 
die Abhangigkeit der Zahigkeit vom Druck systematisch klarzustellen 
suchen, so z. B. fUr Luft (Abb. 128), Wasserdampf und Kohlensaure. 

Auch die aus der Gastheorie abgeleitete Abhangigkeit der Zahigkeit 
von der Temperatur ('fj = 'fjo vT)erfahrt - wie Sutherlll:?d nach­
gewiesen hat - durch die Anziehung der Molekiile eine Anderung: 

C 
1 + 273 r'P-

'fj='fjo~(r 1;273' (3) 
1+1" 

1 Ygl. aueh Sells chopp: Z. VDI Bd.79 (1935) S.69. 
2 In den physikalisehen Handbiichern ist 1) in egs-Einheiten (Poise) ausgedriiekt; 

die Umreehnung in teehnisehe Einheiten erfolgt dureh die Division mit 98,1. 
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Zahlentafel36. Werte von C und 'YJo in Gleich ung (3). 

Giiltig von 
I °0 I 

'10 Giiltig von °0 '10 
-180-1200°0 kg·s/m' -180-1200°0 kg·s/m' 

Wasserstoff . 83 85.10-8 Schweflige Same . 416 117.10-8 

Helium 80 188 Azetylen 198 102 
Luft. 124 178 Chlor 531 129 
Sauerstoff 138 197 Methan 198 110 
Stickstoff 110 170 Wasserdampf .. 673 87 
Ammoniak . 626 96 Quecksilberdampf 960 
Kohlensaure 274 

1 
140 ! 

Die genauesten neueren Messungen haben ergeben, daB C nur 
innerhalb eines gewissen Temperaturbereiches als konstant angenommen 
.1IJ¥ werden darf, so daB Extrapolationeu 

1 SlJ(J, nicht zu weit auBerhalb der Versuchs-
l'tJ grenzen gemacht werden diirfen 1. '{l \ tl~n 1 .I 1 11111,-

11.Z 7Jl'nltl em. '(! 

1\ :-300 Auch fiir die Zahigkeit von Gas-\ 
.~ mischungen gilt nicht die :einfache 
f 3()' Mischungsregel, sondern eine viel ver-
~ wickeltere GesetzmaBigkeit. Fiir die 

\ 
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Abb. 127. Zabigkeit von MineralOl in Ab­

hiingigkeit von der Temperatur. 

Zahigkeit von Gasgemischen leitet 
M. Trautz 2 eine Gleichung ab, die 
an neueren Versuchen gepriift und 
bestatigt wurde. 

Bei tropfbaren Fliissigkeiten 
ist die Zahigkeit sowohl von der 
Temperatur als auch vom Druck ab­
hangig. Mit wachsender Temperatur 
nimmt der EinfluB des Druckes ab, 
doch liegen zur Zeit nur wenige 
systematische Versuche dariiber vor. 
Man setzt: 

rJ = rJo (1 + (J p), (4) 

worin p in at einzusetzen ist. Wie 
aus der Zahlentafel 37 hervorgeht, 
sind die {J-Werte fiir verschiedene 
Fliissigkeiten stark verschieden. 

Die Zahigkeit von Olen ist 
innerhalb weiter Temperaturgrenzen 
durch eine einfache Potenzgleichung 
von der Form 

(5) 

1 R. Plank: Uber die Zahigkeit von Gasen und Dii.mpfen. Forschg. Bd. 4 
(1933) s. 1. - Partington: Temperaturabhangigkeit der Zahigkeit. Physik. Z. 
1933, S. 289. 

2 M. Tra u tz: Ber. Heidelberg. Akad. 1929, 12. Abh.; M. Tra u tz u. W. W eizel: 
Ann. Physik (4) Bd. 78 (1925) S. 305. - M. Trau tz u. R. Meister: Ann. Physik. 7 
(1930) S. 409/452. - Mitt. Gasinstitut Karlsruhe. Gas- u. Wasserfach Bd. 75 
(1932) S. 623, 641, 660. 
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darstellbar. Die Werte 'YJl und b sind fiir die verschiedenen Olsorten 
verschieden (Abb. 127); b liegt etwa zwischen 1,75 und 2,5. 

Fiir Wasser zwischen 50 und 2000 C ist b = l. 

Zahlentafe137. {J-Werte, giiltig bis p = 150 at. 
Kohlensaure I Ather Benzol Wasser 

Fiir f} = 250 C 200 C 200 C 200 C 
ist {J. 106 = 7470 730 930 - 17 

Fiir Que cksil ber 
bei 0. = -21,4 -18,1 ± 0 +20 40 99 196 3400 C 

'YJ = 187 184 167 159 148 123 102 90· 10-5 kg . 8jm2 

4. Luft. 
Zahlentafel 38. Stoffwerte fiir trockene Luft bei 1 ata = 735,5 mm Hg. 

~·10' A 
A 

l/v' y v Cp a~-

!Joe Cpoi' 

kg, slm' kglm' cm'ls kcal kcal 
cm'is s2/cm4 

i (Stokes) 
- --
kg, 'e m,h,oC 

I I i i 
-190 0,0065 5 

-150 0,876 1 2,817 2 0,0305 3 0,010 1074,98 6 

-100 1,21 1,984 0,0598 0,014 279,64 
- 50 1,51 1,534 0,0973 0,017 105,63 
- 20 1,66 1,365 0,1193 0,0194 70,26 

° 1,78 1,252 0,1396 0,241 4 0,0204 0,1878 51,31 
10 1,82 1,206 0,1482 0,2413 0,0210 0,201 45,5 
20 1,86 1,164 0,1568 0,2416 0,0216 0,2133 40,67 
30 1,905 1,127 0,1660 0,2419 0,0222 0,226 36,35 
40 1,95 1,092 0,1752 0,2422 0,0228 0,2394 32,58 
50 1,99 1,057 0,1847 0,2426 0,0234 0,2535 29,4 

60 2,03 1,025 0,1943 0,2429 0,0240 0,2678 26,49 
70 2,08 0,996 0,2045 0,2432 0,0246 0,2827 23,95 
80 3,12 0,968 0,215 0,2435 0,0252 0,2958 21,63 
90 2,165 0,942 0,2258 0,2438 0,0258 0,3125 19,60 

100 2,21 0,916 0,237 0,2441 0,0264 0,3281 17,80 
120 2,30 0,870 0,259 0,2447 0,0275 0,3589 14,91 
140 2,38 0,827 0,282 0,2453 0,0286 0,3917 12,575 
160 2,46 0,789 0,306 0,2460 0,0296 0,4236 10,68 
i80 2,54 0,755 0,330 0,2466 0,0307 0,4581 9,18 
200 2,62 0,723 0,356 0,2472 0,0318 0,4942 7,89 
250 2,81 0,653 0,422 0,249 0,0344 0,588 5,615 
300 2,99 0,596 0,492 0,250 0,0369 0,687 4,123 
350 3,16 0,549 0,565 0,252 0,0393 0,789 3,1326 
400 3,34 0,508 0,645 0,253 0,0417 0,901 2,4037 
500 3,65 0,442 0,810 0,257 0,0464 1,135 1,5242 

600 3,94 0,391 0,989 0,260 0,050 1,363 1,022 4 
800 4,45 0,318 1,37 0,266 0,0575 1,89 0,5328 

1000 4,94 0,268 1,81 0,272 0,0655 2,496 0,3052 
1200 5,37 0,232 2,27 0,278 0,0727 3,13 0,1941 
1400 5,79 0,204 2,78 0,284 0,080 3,835 0,1294 
1600 6,16 0,182 3,32 0,291 0,087 

I 
4,577 0,0907 

1800 I 6,51 0,165 I 3,87 0,297 I 0,094 5,34 0,0668 
FuBnoten siehe S. 258. 

ten Bosch, Warmeiibertragung. 3. Auf!. 17 



258 Stoffwerte. 

---~ ~ ~ V 

------V V ~ V 
"'" 

/"" V l/ 17 
~ 

V V 
..,/ ~ ~ 

V V Y ~ 17 
.-/ 

V V ~ 
v 

/"" ./ 
--fooirlo V /. ~ 

..,/ 
V Ih ~ 

V ~ ~ 
4" 
~ 

V ~ ~ ¥aI 5()(J fI(J(J W BtKJ 

./ 

/ ~ V 
Abb. 128. Ziihigkeit von Luft fiir Drucke fiber 
60 ata. (Nach Wildhagen, Z. angew. Math. 

~ 
Mech. 1923, S. 181.) 

~ l?' 
~ 'i Fiir fliissige Luft, beim 

Siedepunkt, ist 

~ 'Y} = 33 ·10-6 kg. s/m2 • 

l' fO 
-50 (J 1tJ(J 

Fiir trockene Luft· ist Pr = 0,72[> 
Fiir mit Wasserda.mpf gesattigte Luft bei 200 C, Pr = 0,73, bei 400 C, Pr = 0,75. 

Zwischenwerte sind geradlinig zu interpolieren oder bei ofterem Gebrauch durch 
Aufzeichnen der Kurven mit den Tabellenwerten abzulesen. 

1 Fiir hOhere Drucke s. Abb. 128. 
II Fiir andere Drucke und bis 60 am kann y = l/vaus der Gasgleichung pv = R T 

mit R = 29,27 berechnet werden, d. h. die Zahlentafelwerte sind mit p in am zu 
multiplizieren. Fiir hohe Drucke und tiefe Temperaturen aus Abb. 130. Fiir hOhere 
Drucke und Temperaturen sind die Werte den neuen Entropiemfeln fiir Luft von 
Ostertag (3. Aufl., Berlin: Julius Springer 1930) entnommen. Fiir Temperaturen 
bis zu 1000 C ergeben sich sehr genaue Werte von v aus Hausen: Forschungsheft 
274, Tafel 7. VDI 1926. 

3 Fur andere Drucke (bis 60 at) sind diese Werle durch p in am zu dividieren. 

Fiir hOhere Drucke und tiefere Temperaturen sind die v-Werte = 1) g aus Abb. 128 
und 130 zu berechnen. y 

4 Bis 30000 C nach Formel von Neumann Cp = 0,241 + 0,000031 {}. (Stahl-
eisen 1919, S. 746.) Fiir andere Driicke als 1 am aus Abb. 129. . 

5 Nach der Formel von W. Nusselt [Z. VDI Bd.61 (1917) S.686] 

A. = 0,00167 1 + 0,000194 T fT. 
1 + 117 

T 
6 Fiir a.ndere Drucke (bis 60 am) sind diese Werte mit r in ata zu multiplizieren. 
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Abb. 129. Spezifische Warme von Luft [kcaJ/kg, 'OJ 
\ \ fUr hohe Driicke und tiefe Temperaturen. 

(Nach Jakob, Z. techno Physik 1923, S. 463, und , , \ 1\ i\ W. Schiile, Technische Thermodynamik, 4. Auf!. , 
'I' \ \ 

Bd. II S. 103.) 
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5. Wasserdampf und Wasser. 
Zahlentafel 39 Stoffwerte fiir iiberhitzten Wasserdampf bei 1 ata 

1/ . 10' A 
A 

l' • Cp a~-

{joe 
Cp'1' v 

keal keal 
Pr~-

kgs/m' kg/ill' em'/s em'/s 
1 

m'/h 
a 

kg, '0 
-~ -

m,h,oC 

100 1,28 0,5775 0,2174 0,486 0,0201 0,1992 0,0717 1,091 
150 1,465 0,5065 0,2834 0,472 0,0229 0,2660 0,0958 1,067 
200 1,664 0,451 0,3621 0,469 0,0258 0,3390 0,1220 1,068 
250 1,854 0,4075 0,4465 0,473 0,0286 0,412 0,1484 1,083 1,08 
300 2,040 0,3720 0,538 0,477 0,0315 0,493 0,1776 1,091 
350 2,220 0,3415 0,6375 0,484 0,0343 0,5765 0,2074 1,105 
400 2,400 0,316 0,745 0,490 0,0372 0,6667 0,2400 1,117 
450 2,575 0,2940 0,860 0,4985 0,0400 0,7585 0,2730 
500 2,750 I 0,2753 0,980 0,506 0,0429 0,8560 0,3080 
550 2,920 0,2585 1,109 0,515 0,0457 0,9530 0,3430 

Zahlentafel 40 Stoffwerte fiir Wasser 
<h .. 

A 1/·10' a __ A_ 1 V= _"L fJ 
fJ·u·Pr 

S~ Cp l' 
- Cp·1' I 

---v-' -
Q Pr~~ .,= 

E-<" keal keal kg·s a 
°e kg"O 

kg/m' m,h,oC m' 
em'/s em'/s l/oe 1100,m' 

o [1,0093 899,91 0,480 182,91 0,001322 0,01794113,57 1 
5 1,0047 1000,0 0,488 156,5 0,001352 0,01535 11,35 0,000015 7,09.10 

10 1,0019 999,7 0,496 132,2 0,001377 0,01297 9,42 0,000090 49,4 
15 1,0000 999,1 0,505 115,8 0,011403 0,01l37 8,10 0,000154 94,65 
20 0,9988 998,2 0,513 101,3 0,001430 0,00996 6,97 0,000208 143,3 
25 0,9980 997,1 0,521 89,8 0,001457 0,00884 6,08 0,000256 196,1 
30 0,9975 995,7 0,529 80,8 0,001480 0,00796 5,38 0,000302 250,6 
35 0,9973 994,1 0,537 73,4 0,001505 0,00724 4,81 0,000344 309,8 
40 0,9973 992,2 0,544 67,1 0,001529 0,00663 4,34 0,000386 373,4 
45 0,9975 990,2 0,550 61,7 0,001550 0,00611 3,94 0,000422 436,8 
50 0,9978 988,1 0,556 56,6 0,001568 0,00562 3,58 0,000457 508,6 
55 0,9982 985,7 0,561 52,0 0,001585 0,00518 3,27 0,000490 586,3 
60 0,9978 983,2 0,566 48,1 0,001604 0,00480 2,99 0,000522 664,0 
65 0,9993 980,6 0,570 44,4 0,001618 0,00444 2,74 0,000554 754,4 
70 1,0000 977,8 0,574 41,2 0,001633 0,00413 2,53 0,000584 852,4 
75 1,0008 974,9 0,577 38,4 0,001645 0,00386 2,35 0,000614 950,6 
80 1,0017 971,8 0,579 35,9 0,001655 0,00362 2,19 0,000642 1051,9 
85 1,0026 968,7 0,581 35,5 0,001665 0,00339 2,04 0,000670 1165,4 
90 1,0036 965,3 0,583 31,5 0,001675 0,00320 1,91 0,000697 1276,7 
95 1,0046 961,9 0,585 29,8 0,001685 0,00304 1,80 0,000723 1382,8 

100 1,0057 958,4 0,586 28,3 0,001690 0,00290 1,72 0,000749 1501,3 
120 1,0108 943,5 0,589 24,0 0,001707 0,00250 1,46 0,000850 1947,5 
140 1,0167 926,3 0,588 20,5 0,001719 0,00217 1,248 0,000966 2511,1 
160 1,0234 907,6 0,585 17,5 0,001720 0,00189 1,080 0,001098 3258,7 
180 1,050 886,6 0,579 15,5 0,00172 0,00172 0,975 0,001256 4059,0 
200 1,075 862,8 0,572 14,2 0,00172 0,00161 0,94 0,001451 5163,1 
220 1,10 837 0,561 12,7 0,00169 0,00149 I 
240 1,13 809 0,545 11,6 0,00165 0,00141 
260 1,19 779 0,527 1 

10,7 0,00159 0,00140 
280 1,25 750 0,506 10,0 0,00151 0,00135 
300 1,36 700 0,485 9,4 0,00140 0,00138 1 

I 325 1,60 650 9,1 
350 2,22 8,8 
375 8,5 , 
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Spezifische Warme von Wasserdampf cp bis 30 at (Abb.131). 
Z. VDI Bd. 66 (1922) S.423; O. Knoblauch, E. Raisch, H. Hausen 
u. W. Koch: Tabellen und Diagramme fUr Wasserdampf. Miinchen u. 
Berlin: Oldenburg 1932, 2. Auf I. 

Spezifische War me des Wassers. We. Koch. Forschung Bd.5 
(1934) S.138; F. G. Keyes and L. B. Smith: Mech. Engng. 1931 
S. 132. 
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Abb.131. Spezifische Warme cp von Wasserdampf. (Aus Stodola. Dampfturbinen.) 

Spezifisches Gewicht (Abb.132) nach H. Speyereru. G. Saurer. 
Vollstandige Zahlentafeln und Diagramme fUr das spez. Volumen des 
Wasserdampfes 1 f-l 270 at (VDI-Verlag). 

Zahigkeit. Dr. H. Speyerer: Z. VDI Forschungsheft 273 (1925). 
W. Schiller: Forschung Bd. 4 (1933) S. 225 und Bd. 4 (1934) S. 71/74. 
Arch. Warmewirtsch. 1934 S. 565; R. Plank: Forschung Bd.4 (1933) 
S.1. G. Ruppel: Forschung Bd. 6 (1935) S.155. Sigwart: Zahigkeit 
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von Wasser und Dampf. Z. VDr Bd. 79 
(1935) S.· 70 u. 792. G. A. Hawkins, / 
H. L. Solberg u. A. A. Potter: The /j 

Viscosity of Water and superheated 1/ 
Steam. Trans. Amer. Soc. mech. Engr. V '//// 
Bd.57 (1935) S. 395/400. Paper, F.S.P. V 1/1/ W 57. 11. // 
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Abb.132. Spezifisches Gewicht y [kg/mal und kineroatische Zahigkeit l' [cro'/s] von Wasserdampf. 

Fur 1 at ist: 
673 

1 + 273 V;'P 
1] = 0,000000885 ~73 -3 [kg· s/m2J. 

1+- 27 
T 
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Abb. 133. Warmeleitzahl von Wasserdampf. 

Fur 1 at nach Nusselt [Z. VDI Bd.61 (1917) S.686] 

A = 0,00578 Cv V3;7 kcaljm, h, 00. 
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6. KiUtemittel l • 

Zahlentafel 41. Zii,higkeit verschiedener Kii,1temittel 1].106 [kg· s/m2 ]. 

Sattigungswerte nach R. Stakelbeck. 

-20'C -15'C -10 ±O +10 20 30 31'C 

CO2 p·ata 23,3 27 35,5 45,9 58,5 73,3 75 
fliissig 11,79 11,34 10,27 8,86 7,15 4,85 3,22 
dampf 1,68 1,705 1,77 1,87 2,07 2,40 3,22 

NR3 p'ata 1,94 2,97 4,38 6,27 8,74 
fliissig 25,75 25,1 24,4 23,4 22,3 
dampf I,ll 1,15 1,20 1,26 1,32 

S02 p·ata 0,65 1,033 1,58 2,34 3,35 4,67 
fliissig 49,5 44,6 39,3 33,8 27,8 
dampf 1,08 1,15 1,25 1,38 1,54 1,72 

CR3CI p·ata 1,2 1,78 2,57 3,62 4,98 6,72
1 fliissig 31,5 30,7 29,85 28,7 27,5 25,9 

dampf 1,05 1,10 1,16 1,23 1,33 

H. Stakelbeck: Die Zahigkeit verschiedener Kaltemittel im flus­
sigen und dampfformigen Zustand. Z. ges. Kalteind. Bd.40 (1933) 
S.33/39. W. Hoffman: Die Zahigkeit von CH2C12• Z. ges. Kalteind. 
Bd.40 (1933) S. 179. W. Buche: Die Zahigkeit von SalzlOsungen. 
Z. ges. Kalteind. Bd. 34 (1927) S. 143. H. Stakel beck u. R. Plank: 
Die Zahigkeit von Salzlosungen. Z. ges. Kalteind. Bd. 36 (1929) 
S. 110/135. 

\1 \ \ _\ 
\ \\ Abb.136. Kinematische Zabigkeit v [cm'/s] von Kohlens aure. 
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Abb.139. Spezifisehes Gewleht y [kg/m'] und kinematisehe Z;Uligkelt v [em'/s] von Ammoniak, 
flflssig = 0,672 kg/dm' bel - 30', 0,638 bel ± 0', 0,597 bel 30', 0,465 bel 100'. 

Fiir Ammoniak gasformig [Z. ges. Kalteind. Ed. 19 (1930) S. 159] : 

Fiir f) =-600 -400 -200 +200 600 1000 1400 1800 

1]NH,=74,4 82 88 102 H1125 140 161·1O-S kg·s/m2 

Fiir fliissiges Ammoniak ist bei 00 C 

1] = 96 . 10-8 kg . s/m2, A ~ 0,5 kca1/m, h, °C, Cp R:< 0,9, 
und damit 

Pr=6, 
das ist ungefahr halb so groG wie fiir Wasser bei der gleichen Temperatur. 

Fliissige Kohlensaure hat eine sehr geringe Zahigkeit; bei 150 C 
. 1 
1St 1]00, = f4~6 1]wasser' 

Fiir f) = 5 10 15 20 25 290 C 
ist 1] = 925 852 784 712 625 539 10-8 kg . s/m2• 
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Die spezifische Warme: Fiir Ammoniak nach dem Bureau of 
Standares Washington, umgerechnet von M. Jakob in cler Z. VDr 
1924, S. 316 (Abb. 140). 

FUr Kohlensaure nach Fischer, Z. ges. Kalteind. 1921, S. 91. 
S c h ii 1 e, Thermodynamik, Bd. 2; Wi e d e man n, Handbuch der 
Physik, Bd. 3; Neumann, Stahleisen 1919, S.746f. (Abb. 138). 

FUr schweflige Saure, nach Fiske, Z. ges. Kalteind. 1925, Bd.3, 
S. 177 (Abb. 142). 

Koch, Die spezifischen Gewichte und spezifischen Warmen von 
Salz16sungen CaC12, MgC12• Z. ges. Kalteind. Bd. 29 (1932) S. 37 und 
Bd. 31 (1934) S. 105. 

H. Grober, Spezifische Warme von NaCl. Z. ges. Kalteind. Bd. 16 
(1909) S.41. Spezifische Warme von Reinhartinsole. Z ges. Kalteind. 
Bd. 35 (1928) S. 73. 
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III-IVa. VIII, 280 Seiten. 1930. Gebunden RM 14.40 

Zweiter Band: Hohere Thermodynamik mit EinschIuB· der chemischen Zustandsinde· 
rungen nebst ausgewahiten Abschnitten aus dem Gesamtgebiet der technischen Anwendungen. 
Vierte, erweiterte Auf\age. lIfit 228 Textfiguren und 5 TafeIn. XVIII, 509 Seiten. 1923. 

Gebunden RM 16.20 

Thermodynamik. Die Lehre von den Kreisprozessen, den physi. 
kalischen und chemischen Veranderungen und Gleichgewichten. 
Eine Hinfiihrung zu den thermodynamischen Problemen unserer Kraft· und 
Stoffwirtschaft. Von Professor Dr. W. Schottky. In Gemeinschaft mit Priv.·Doz. 
Dr. H. Ulich und Priv.·Doz. Dr. C. Wagner. Mit 90 Abbildungen und 1 Tafel. 
XXV, 619 Seiten. 1929. RM 50.40; gebunden RM 52.92 

Anwendung der Thermodynamik. (Handbuch der Physik. 
Bd. XI.) Bearbeitet von E. Freundlich, W. Jaeger, M. Jakob, W. MeiIl· 
ner, O. Meyerhof, C. Miiller, K. Neumann, M. Robitzsch, A. Wegener. 
Redigiert von F. Henning. Mit 198 Abbildungen. VIII, 454 Seiten. 1926. 

RM 31.05; gebunden RM 33.48 

Thermische Eigem;;chaften der StoWe. (Handbuch der Physik. 
Bd. X.) Bearbeitet von C. Drucker, E .. Griineisen, Ph. Kohnstamm, 
F. Korber, K. Scheel, E. Schrodinger, F. Simon, J. D. vanderWaalsjr. 
Redigiert von F. Henning. Mit 207 Abbildungen. VIII, 486 Seiten. 1926. 

RM 31.86; gebunden RM 33.75 

Technische Warmelehre der Gase und Dampfe. Eine 
Einfiihrung fiir Ingenieure und Studierende. Von Dipl.-Ing. Franz Seufcrt. 
Oberingenieur fiir Warmewirtschaft. Vierte, verbesserte Auflage. Mit 27 Text­
abbildungen und 5 Zahlentafeln. IV, 86 Seiten. 1931. RM 2.70 

Leitfaden der technischen Warmemechanik. Kurzes Lehr­
buch der Mechanik der Gase und Dii.mpfe und der· mechanischen Warme­
lehre. Von Professor Dipl.-Ing. W. Schiile. Fiinfte, vermehrte und·verbesserte 
Auflage. Mit 132 Textfigurenund 6 Tafeln. VIII, 323 Seiten. 1928. 

RM 6.75; gebunden RM 8.10 

Der Warme- nnd StoWanstansch. Dargestellt im Molliers'chen 
Zustandsdiagramm fiir Zweistoffgemische. Von Priv.-Doz. Dr.-lng. Adolf 
Busemann, Dresden. Mit 51 Textabbildungen. VIII, 76 Seiten. 1933. RM 6.-

Zu beziehen durch. jede Buchhandlung 
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