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Dorwort.

Der vorliegende Band der Sammlung will vom mathematijden
Standpuntt aus in die Grundlehren der darjtellenden Geometrie ein:
fiithren und Rofft, aud) fiir Sdhiiler der tedinijden und Hhoheren Lehrs
anftalten ein braudpares Bilfshiidlein ju werden. Eingehendere
Studien in groferen Werfen will es vorbereiteri und wird fo aud
Studierenden an tednifdien Hod)jdulen ein Wegweifer fein Tonnen.
Befonbders jugefditten ift das Bandden feiner Anlage nady fiir das
Selbft{tudium, indem der gebotene Stoff an der Hand von Aufgaben
behanbelt wird. Der leiber nur in geringem Naf jur Derfiigung
ftehende Raum bradite es mit {ich, daf die Darftellung etwas Inapp
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Einleitung.

Die geometrijden Konjtruttionsaufgaben. Don grundlegender
Bedeutung fiir die gange Geometrie find die Honjtruftionsaufgaben,
im befonderen erjt vedt fiir die darftellende BGeometrie, die drpers
lide (geometrifdhe) Dinge jeidinerifc) darftellen will. Sehen wir ju-
nddft von der darjtellenden Geometrie ab, fo befteht ein wefentlicher
Unter{dhied 3wifdjen den planimetrifdien und ftereometrijfhen Hon-
fruttionsaufgaben hinfidtlid) ihrer Ausfiihrung. In der Planimetrie
fiiljrt man die Konjtruttionsaufgabe mit Hilfe von Lineal und Sirtel
witflid) aus; man verbindet Puntte miteinander durd) Gevaden, bringt
Geraden 3um Sdnitt, {hligt Hreife ufw. Es wird alfo tatfddlid)
fonftruiert, man bleibt (bei endlidher Anzafl der Eingelfonjtruttionen!)
ftets im Bereid) des wirtlidy Ausfiihrbaren. In der Stereometrie da=
gegen ftoft man fofort auf die groften Sdywierigleiten, wollte man
da ebenfo vorgehen. Wohl finnte man fidy irgendwie Puntte im Raum
figtbar darftellen und fie vielleiht audy nod) durd) Geraden (jtraffe
Siden) verbinden, aber {don deven beliebige Derlingerung wiirde
auf Swierigteiten ftogen. Audy eine Darftellung der Ebenen ift nod
angingig (Papier- oder Pappblatter), aber folde miteinander oder
mit Geraden um Sdnitt 3u bringen, fithrt wieder ju Shwierigteiten;
ihnlid) wird es, wenn wir beliebige Kugelfldden fdhlagen follen ujw.
Man fann eben dem direften Seihnen in der Ebene nidits Entfpre-
dendes im Raum an die Seite fegen, mit andeven Worten: NTan
fann nidyt raumlid) seidnen.

Und dodh fpridht man von ftereometrijden Konjtruttionsaufgaben,
und dody find fie gerade von der groften Bedeutung fiir die Ausbil-
bung der geometrijhen Raumvorftellung. Wie hilft man fid) nun,
um die genannten Swierigteiten einer tatfddyliden Konftruftion im
Raum 31 umgehen? Auj die einfachite Weife! Nlan fonftruiert im
Geift! NTan nimmt an, daf die jtereometrifden Grundaufgaben
ausfiihrbar {ind, daf man alfo durdh drei Puntte (oder dird) einen
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Puntt und eine Gerade, durch 3wei fid) fdneidende Geraden obder
3wet Parallelen) eine Ebene legen tann, daff fid) eine Ebene mit
einer andern sum Sdnitt bringen Idaft, ebenfo eine Gerade mit einer
Cbene, daf; fid) ferner um einen Puntt eine Kugelflidie {GHlagen [aft.
Eine ftereometriffe Konftruftionsaufgabe gilt dann als geldft, wenn
man mit Bilfe diefer {tereometrifdhen Grundaufgaben die Gefamt:
fonftruftion auf folde in Ebenen, alfo auf ausfiihrbare Konftruttionen
suriidgefiifrt Hat.

Um dies ndher ju erldutern, fei die £6fung einer einfadjen ftereos
metrifden Honjtruttionsaufgabe angefiihrt, das Sdllen eines Lotes
von einem Puntt P auf eine Ebene E: Nlan lege durd) P eine be-
liebige Ebene E,, die E in einer Geraden g, fdneidet; in E, fille
man von P auf g, das ot I,, der Sufpunit heife F;, in F, erridite
man auf g, in E das Lot I, und fdlle in der durdy P und I, be
ftimmten Ebene E, das ot 7 von P auf [, das dann das gefudite
fot ift.

Die daritellende Geomeirie. MNTit den eben entwidelten rein theos
retifdhen Lofungen ftereometrifdyer onftruftionsaufgaben Fann fid
der Nlathematifer ufrieden geben, aber dem einfadien Handwerter,
dem Baumeifter oder Ingenieur ift damit nidyt geholfen. Diefe muf:
ten bdie Sdywierigleiten des rdumlidjen Seidens iiberwinden. 3hnen
fteht die Ebene ihres Reifbretts als einjige Seidjenebene jur Der-
fiigung, in der alles Notwendige ausgefiihrt wetden mu . Und das
Leiftet die darftellende Geometrie. Die fertige Seidnung muf dann
folgender Sorderung Geniige Ieiften: fie hat fiir die Herftellung des
3u fonftruierenden Gegenftandes (Tifdy, Majdyine, Gebdude, Hanal:
anlage ujw.) alle nétigen NTafe ju liefern. Eine andere Sorderung
wire nod), von dem hersuftellenden Gegenftand eine bildlidhe Dare
ftellung (Sdaubild) 3u geben, denn das wiinfd)t gegebenenfalls der
Auftraggeber, und das ift einem tfeuren Modell vorsusiehen. Durd
die fo gelenneidyneten Anforderungen an eine tednifdhe Konfjtruttions.
seidynung ift sugleidy mit den obigen Darlegungen die Aufgabe der
darftellenden Geometrie Eargeftellt, die wir jegt — dem teds
nijhen Gewand enttleidet — rein mathematijdy faffen Tonnen: die
darftellende Geometrie Iehrt, rdumlide Konftruftions:-
aufgaben (Darftellung rdumlidier Gebilde und Aujgaben fiber diefe)
in einer eingigen Ebene, der Jeidenebene, aus3zufiihren;
fie fiihrt alfo ftereometrijfhe Konftruttionen auf planimetrijdhe uriid.
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Die angufertigende Seifnung mufz den Befdauer in die Lage ver-
fegen, {idy im Geift (und damit natiirlid) erft redit in Wirtlidyleit)
ein gum dargeftellten Gebilde vollftdndig fongruentes fonftruieren
ju fonnen.

Wenn wir hier die darftellende Geometrie rein mathematijd) defia
nert haben, trofdem praitijde Sorderungen fie entjtehen liefen, fo
mag das nody ein wenig ndher exlutert werden. €sift — um ein
einfadies Beifpiel 3u wdihlen — einleudhtend, daf jemand, der ein
Prisma mit einer Ebene oder jwei Prismen miteinander Jum Sdnitt
bringen fann, aud) die Aufgabe des Simmermanns ju [Bjen vermag,
jwei oder mefrere prismatifhe Balfen in einer Ede ju_vereinigen,
affo ihre Sormen an der Dereinigungsftelle anjugeben. Afnlid) fteht
es mit der Darftellung frummer Sladjen einerfeits und der von Nla-
flinenteilen andererfeits. Die Darftellung der einfaditen geometri-
fhen Gebilde ift eben die Grundlage fiir all das, was die Prazxis in
ifren Aufgaben von uns fordert. MWer {id) geniigend Ubung in der
barftellenden Geometrie angecignet Hat, wird fid) unjdwer in die
Darjtellungsweife der Tedynifer finden und die tednijhen Seidnungen
verftehent fonnen. 3In diefem Sinne fpridht man aud) von der dar-
ftellenden Geometrie als der Weltfpradye der Ingenieure.

Die gefchichtliche Entwidlung der darftellenden Geometrie. In
ihren einfadyften Nethobden ift die dar{tellende Geometrie jdon fehr
alt, denn die oben angedeuteten praftijdyen Aufgaben forderten eben
ftets eine £6jung. So find mandje Dotumente vorhanden, die zeigen,
ba die alten Hulturvdlter ifren médhtigen Bauten jorgfdltige Pldne
jugrunde gelegt haben. Aber immer blieben diefe Sertigteiten je nady
ber Art der Aufgabe Eingelliinjte; {ie wourden nur fiir die befonderen
3wede ausgebildet und meift geheimgefhalten, wie sum Beifpiel in
bden Bunfttraditionen der ,Baubiitten”. Der Meijter {ibermittelte
feine Kenntniffe dem Lelfpling, der Lefhrer dem Sdiiler und nur ge-
tade fo viel, wie eben gebraudt wurde. Dem deutjden NMaler Albre it
Diirer) verdanten wir die erfte Sammlung folder Methoden der
darjtellenden Geometrie in feiner ,Unterweifung”.

Die erfte wiffen|daftlide Behandlung (unter Ausidluf der Perfpet-
tive) der darftellenden Geometrie, alfo eine methodijhe Sufammien

a [1)) Siehe bei bdiefen fortlaufenden Yummern bdie Literaturangaben im
nhang.
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ftellung ihrer Lofungsverfafren, riihrt von Gaspard Ulonge fer.
Seine Sdrift ,,Géométrie descriptive” gehort heute nod) 3u den lefens:
werteften Biidern®) iiber darftellende Geometrie wegen ihrer grofen
Klarheit in der Darftellung und der Einfadfheit der Beweife. Aud)
Monge durfte als Lefrer an einer franydfijdien militdrijden Genie-
fdule (1765— 1783 in Nlésieres) die Ergebniffe feiner Studien ju:
nadyjt nidt verdffentliden, und exjt die Sransdjijde Revolution bradte
es mit fid), daf Monge 1795 feine darftellende Geometrie verdffent:
lidgen fonnte. Die Nethoden von Nlonge werden in der Hauptiade
heute nod) verwendet, auger dap vielleidyt die gerade 3u NTonges ei-
ten erft entftehende Geometrie der Lage im Laufe des 19. Jahrhun.
derts Dereinfadjungen bradyte.

Heute gelt der Anwendungsbereid) der darftellenden Geomeirie
weit iiber das fhinaus, was wir oben andeuteten und was ju Nionges
Seiten damit geleiftet wurde. Das ift aud) gar nift verwunderlid,
wenn wir den ungeheuren Auffdyroung der tedinijden Wiffenidyaften
feit jener Seit bedenfen. Iir wollen hier nur auf eines Hinweifen,
worin gerabde in der leten Seit gewaltige Sort|dyritte gemadyt wur-
den; wir meinen die Photogrammetrie, die aus photographijden
(Slieger=)Aufnahmen des Erdbodens deffen wahre Geftalt ju refon:
ftruieren geftattet.

Die Projettion, das Grundpringip der daviielienden Geometrie.
JIn Handwerferireifen weify man nidits von darftellender Geomeirie,
und dody wird fie dort in ihren einfadyiten Nlethoden fehr gebraudt.
Nlan findet fie da unter dem Yamen ,Projeftionszeidnen”. Darin
offenbart fidy fdhon das Grundprinzip unferer Wiffenjdaft.

Unter der Projeftion eines Punites auf eine Ebene ver-
fteht man den Durdiftidjspunit des durd) diefen Puntt verlaufenden
Projeftionsjtrahls mit diefer Ebene, die danm Projeftions:
ebene feift.

Soll ein geometrijdies Gebilde auf eine Ebene projiziert werden,
fo muf junddit irgendwie beftimmt werden, in welder Weife der
3u jedem Punit notwendige Projeftionsitrahl gefunden wird. Das
fiihrt 3u den verfdiedenen Projettionsarten. Gehen alle Projeftions:
ftraflen von einem beftimmten Puntt, dem Sentrum, aus (Sidytftraplen
einer punfttformigen Lidhtquelle), fo ift su jebem Puntt im Raum der
sugeforige Projettionsftrafhl eindeutig beftimmt, Das ift die fogenannte
dentralprojeftion. Unter Parallelprojeftion wird man dann
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finngemdg den Sall verftehen, wenn die Projettionsitrafhlen alle ju-
einander parallel find; damit Ju jedem Punit der Projeftionsftrahl
gefunden werden fann, muf natiirlidy oie Ridtung gegeben fein.
Unter fenEredyter oder redtwintliger Projeftion im befonderen
verfteht man den Sall, daf die Projettionsftrahlen fentredit auf der
Projeftionsebene ftehen; man fpricht in diefem Sall aud) vort nor-
maler oder orthogonaler Projeftion.

Rat man oielleidit das Drahimodell eines Wiirfels, das ja leicht
hersujtellen ift, fo fann man fid) mit defjen Bilfe die eben bejdyrie-
Denent drei Arten von Projeftionen Ieidyt Harmaden. Bringt man
ein foldyes Draftmodell in den Lidytfegel einer Tafdenlampe, fo ift
bdas Schattenbild auf irgendeiner hellen ebenen Slide eine Sentral-
projeftion des Wiirfels (die Lidytftrahlen als von einem Puntt aus-
gehend angenommen!). Um eine Parallelprojeftion desfelben Iiir-
fels 3u erhalten, bringen wir den Wiirfel in die Strahlen der Sonne
(biefe aber punttformig gedadit!). Das Sdattenbild unferes MWiirfels
auf eine 3u den Sonnenjtraflen {dyiefitehende ebene helle Sldche ift
bann eine {dyiefe Parallelprojeftion des Wiirfels, wihrend fie ur
refytwintligen wird, jobald die Sonnenftrahlen jene Projeftionsebene
fenfrecht treffen. 1ir empfehlen dem Anfdnger, fid) wirflih joldye
Drahtmodelle herjuftellen, und swar nidt nur von einfacden Xorpern,
fondern aud) von einfadjen geometrifdyen Gebilden (Gerade, Wintel,
Dreiedte, Hreis ufw.), um deven Projeftionen, aljo deren Schatten-
bilder, im Lidytlegel und Sonnenlicht bei den verfdicdeniten Lagen
ud in der Bewegung entjtehen 3u fehen. Das Hirt mehr auf als
Hundert der beften Abbildbungen in Biidjern.

Bei diefer eben erwdfnten Projeftionsart durd) Shattenbilder —
audy die Lidytbildervorfiihrungen {ind nidyts anderes — liegt der 3u
projizierende Gegenftand jwijhen Projettionszentrum und Projet-
tionsbild. Bei der Camera obscura liegt das Projettionszentrum
jwijflen Gegenftand und Bild, ebenfo beim Photographenapparat
und beim Auge, wo ein Bild auf die Mephaut projiziert wird. Be-
tradten wir jedod) von unferm Simmer aus durd) ein Senfter ein
Gebdude im Sreien oder einen Baum, fo projizieren wir von unferm
Auge aus jenen Gegenjtand im Sreien auf die Senjterjdeibe. Wir
fonntent unter Umftdnden mit einem Stift die Linien des Gebdudes
ober Baumes auf dem Glafe nadyzichen, um ein Bild des GBegen-
ftandes im Sreien 3u erhalten, wie wir es pom Simmer aus fehen.
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Soldye Projettionen herjujtellen, ift die Aufgabe des NMalers. Wiirde
man um fid) herum einen groBen Glasyylinder geftellt denten, fo
ftellt dann bdie Projettion der AuBenwelt vom Auge aus aquf diefe
3nlinderflade die Aufgabe des Panoramenmalers dar. In der Pro-
jeftion rdumlider Gebilde auf Erumme Sliden wiirbe man die alls
gemeinfte Art einer Projeftion 3u erbliden haben, wie fie in der Be-
malung von Dedengewdlben, Huppeln ftattfindet. Hier haben wir
es fdon mit einer {dwierigeren Anwendung der darftellenden Geos
metrie ju tun.

Wir werden in diefem Binddyen in der hauptfadye die redtwintlige
(Parallel:) Projettion verwenden, und jwar im erften Teil eine folde
auf nur eine Ebene, die totierte Projettion, und im sweiten Teile
die der Nlongefdien Nethode, die 3wei aufeinander fenfredyie
Projettionsebenen (= Tafeln) benukt.

Seidhenhilfsmittel und Seidenpraris. Ehe wir uns den Netho-
den der darftellenden Geometrie felbft suwenden, fet nod) der Prayis
des Beidynens gedadyt, denn ebenfo widtig wie das Derftdndnis der
Methooden ijt das Seidynen felbft. Die darftellende Geometrie ift eben
eine prattijde Wiffenidaft, und Seidhenfertigleit muf mit der Theorie
Hand in Hand gehen.

Die notwendigen tednijfen Hilfsmittel find: Reigbrett, Seidhen-
papier, Reifjidiene, Seifendreiecte, Kurvenlineale, Reijzeng, Bleiftift,
Tujdye, Gummi.

Das Reifbrett fei nidht 3u unfhandlid), vielleidyt jo, dak es einen
Seidjenbogen von 50 cm >< 70 cm faffen tann. Das Kol foll weid)
fein, dbamit die Reififtifte oder Reifgndgel fid) leicht eindriiden Ilaffen.
Das Seidjenpapier wihle man leidyt tornig und nidht su dick. Der
Einfadyheit Ralber befeftigt man den Seidienbogen meift mit Reif-
ftiften; man lafje aber dabet vom Bogen nidits iiber den Brettrand
herausragen (Sdnittwunden beim Entlanggleiten mit der Hand!).
Die Yadteile folfer Befejtigung 3eigen {id) einmal im Lodern der
Stifte und damit des Bogens, 'mwas ein genaues Seidnen ausfdlickt;
dann aber ftoren die Reif3ftifte beim Gebraudie der Reifidyiene und
der Seidyendreiede. Nan Ilebt daher beffer den Seifenbogen auf,
indem man die eine Seite gleidymdRig mit einem Shwamm anfeudytet,
auf der anbdern Seite einen Inapp 1 cm breiten Rand mit Synde-
titon beftreidyt und den jo behandelten Bogen aujtlebt.

Die Reifjjdjiene (Harthol3!) muf fo lang fein, dbaf fie beim An-
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Tegen an die linte Reifbrettfeite — anders lege man fie fiberhaupt
nie an, da man fid) auf die Reditedform des Reifjbretts nidyt verlaffen
fann — nody etwa handbreit iiber die redyte Seite hinausragt. Reifys
fdyienen mit drehbarem Hopf find nidyt 3wedmdpig. Man adyte aber
barauf, daB das Hopijtid mit der Sdyiene nidit durdy Ndgel, jon-
dern durdy tleine Sdyrdubden (moglidyit aus Meffing) befeftigt ijt.
Die Schiene felbft {oll poliert fein, alfo nidit roh, da fid) fonft mit
der Beit Symuty in den Holzporen feftfelt. Dasfelbe gilt aud) von
den Seidyen- oder Sdyiebedreieden (wieder Harthol3!). Ihre
Dide mufy mit der der Reijdjiene iibereinftimmen, Dreiede aus Sellu-
loid benufje man nidt; der Dorteil der Durdjfiditigheit fiberwiegt
nidgt den IMadyteil durd) das Aufbiegen der Eden, auferdem find fie
feuergefahrlid). In der Regel geniigen 3wei foldier Dreiede, ein
gleidychentlig-redhtwintliges und eins mit Winteln von 30°, 60° und
90% Die redyten Wintel der Dreiede find nadjupriifen durdy 3weis
maliges Anlegen an diefelbe Reifidhienenfeite mit gleidbleibendem
Sdyeitel des redyten Wintels, jo daf alfo die beiden Lagen des Drei-
efs fgmmetrifd) sueinander {ind.

Hat man die redjen Winfel dexr Dreiede nadygepriift und fiir ge-
nau befunden, fo benuhe man fie aud) beim Seidnen von redyten
Winteln, aber nid)t derart, dafy man die eine Kathete an die Ge-
rade anlegt, 3u der ein Lot ge3ogen werden foll, um danm bei un-
verdnderter Lage des Dreieds an deffen anderer Hathete mit dem
Stift entlangsusiehen, denn fo erhdlt man den Sdyeitel des redyten
Wintels nie genau. Nan verifhiebe vielmehr, naddem man das Dreied
mit der einen Hathete an die Gerade angelegt hat, diefes Dreied
lings feiner Bypotenufe am andern Dreied oder an der Reiffdyiene
und benuBe 3um Siehen der Senfredyten die jweite Hathete in der ver-
{fjobenen £age. Dies fann man nod) variieren, indem man das fo
verffjobene Dreied auf die andere Seite legt, und swar fo, dak die
Sdentel desjenigen fpien Winfels vertaufdyt werden, von dem der
eine Schentel fenfrecdht sur gegebenen Geraden liegt; man erhdlt da-
durd) oft giinftigere Lagebesichungen. Das mufy aber geiibt werden!

Das Reif3zeug enthalte sunddyit einen Stedyzirfel sum Abgreifen
von Streden, Dann fei ein Einfag3zirfel vorhanbden fiir den Bleiftift-
und fiir den Siehfedereinjals. AuBerdem fei eine Reiffeder mit feftem
Griff vorhanden, lefsterer aus Netall oder Rol3. Siir tednifdhe Swede
braudht man nod) einen NMullengixfel, um widtige Puntte Heroor-
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heben 3u Ionnen. Oft empfiehlt {idh) aud) ein EinjahftiiE fiir den
Sirtel, um den Schenfel verldngern 3u fonnen. Auf weitere Stiide
fann man vergidten. E braudyt wol! nidit nod) befonders Hhervors
gehoben 3u werden, dafy peinlidhfte Sorgfalt im Gebraud) des Reifjs
seugs anzuraten ijt. Um die Spifen ju {donen, ftede man auf jie
ein Stiiddjen Korf; die Reigfedern reinige man ftets nady Gebraud)
und bewafre fie entfpannt auf.

Die Tufdye fei tiefjhwary und leidifliiffig; der fertig ausgezogene
Bogen muf unter Umftdnden eine Irdftige Wajde 3weds Sduberung
vertragen! Wlan probiere ftets erft die gefiillte Reiffeder auf einem
Stiid Papier von derfelben Art des Seidjenbogens; man fee forgs
faltig am Seidjendreied an und fiihre die Reiffeder in einer fent:
redhtent Ebene sum Reifbrett etwoa unter einem Winfel von 80° gegen
die Siehrichtung. Hilfslinien werden fur und diinn geftridhelt, nidyt
punttiert, denn bdas erfordert suviel Ubung. Gleifartige Linien
miiffen durdyweg von derfelben Stdrfe fein. Die Hilfslinien diirfen
nie befonders hervortreten; deswegen deutet man oft nur thre Sdnitt-
punfte an. Sind mefjrere Einzelfonftruttionen Oderfelben Art ausge-
fithrt, fo deutet man nur eine davon durd) die Kilfslinien an. Wil
man bei einer Geraden fiditbare und unfidtbare Teile unterfdeiden,
fo 3ieht man erftere aus, wdhrend man die nifit fidtbaren Stiide
in derfelben Stirfe ftrifielt, aber mit Idngeren Striden wie bei den
hilfslinien.

Das Aussiehen von Hurven mit Hilfe von Kurvenlinealen will
ehr geiibt fein. Siir den Anfang 3eidine man die Kurve fefhr genau
und jauber junddjt mit Bleiftift, ehe man fie am Kurvenlineal mit
Tufdye nadyzieht. Erft wenn man grofere Ubung hat, geniigen einige
widytige Punite der Kurven bereits jum Seidjnen mit der Reiffeder
am Hurvenlineal.

Sdlieplid) nod) ein paar Worte 3u Bleiftift und Gummi! Man
wdfhle nidht 3u weidje Stifte, weil da die Linien leiht 3u ftart wer-
den, was die Seidnung verfdymiert. Su harte Stifte geben 3u diinne
Linien und bei {tarferem Auforiiden 3u ftarfe Eindriife ins Papier
(aljo wirtliGe ,Riffe’). Siir den Anfang nehme man Stifte in der
Stdrfe pon Saber 1r.3. Auf eine gute Spike des Stiftes ift natiir-
lihy grofser Wert ju legen; Tedynifer lieben es, der Spige eine Keil-
form 3u geben, aber das Gewdhnlidye ift wohl die Kegelform. Beim
Anjpigen lege man den Kegel dexr Bleiftiftipite mit einer {einer Wlan-
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tellinien auf die Tifdebene; dadurd) erreifhit man ein weniger oft
eintretendes Abbredien wdhrend des Anfpigens. Aud) der Gummi
ift nidht gan3 Yebenfadje, befonders wenn es fid) um Radierungen
von TQuiche Handelt, Da empfiehlt fid) ein fogenannter Tujdgummi
neben dem gewdhnliden Gummi. Ausgezogene Linien mit dem Nleffer
3u radieren erfordert die grofte Sorgfalt!

Wegen der Bejdriftung der Seidnungen gewdhne man fid) eine
der Drudjdyrift dhnlide an und bezeidne Geraden durd) fleine la-
teinijdhe Budyftaben, Puntte durdy grofe lateinijde Budftaben, Wintel
durd) Fleine griedyijde Budjjtaben und Ebenen durd) grope griedyijcdhe
Budjjtaben.

Don grofer Widtigleit fiiv das prattifde Seidnen ift nody die
Genauigleit des Seidnens. Sunddhft darf eine mit Bleiftift gesogene
Gerade fein Paralleljtreifen fein, d. f. der Stridh mup fo diinn wie
moglidy fein, denn jwei jolder Paralleljtreifen {dneiden fid) nidyt in
einem Punkt, jondern in einem Parallelogramm; Afnlides gilt von
frummen Linden. Serner benuge man 3ur Seftlegung eines Punttes
nie Gevadern, die fid) unter einem fefhr {pigen Wintel {dneiden; jenes
+Sehlerparallelogramm” wird dann redyt lang, felbjt bei fehr diinnen
Linien.

Buweilen fommt es vot, daf der Scnittpuntt sweier Geraden ge-
braudyt wird, die fid) auferhalb des Seidjenbrettes jdneiden. Da
mufy man gewifje Kniffe anwenden, die fid) aus einfaden geometri-
{hen Sdfen ergeben, Wir deuten nur einen folden Sall an. Swei
Geraden @ und b find gegeben, und es wird durd) einen gegebenen
Puntt P eine Oritte Gerade nad) dem unzugdngliden Snittpunit
vont @ und b gejudt. Man ridtet es Jo ein, dah P hohendurdyichnitts-
punft in einem Dreied wird, von dem a und b Seiten find; 3u dem
Swed fallt man von P auf @ und b Lote h, und hy und verbindet
ben Scmittpuntt von a und s, mit dem von b mit b, durd) c. Dann
ift dbas Lot von P auf ¢ die gefuchte Gerade. Solder Konftruttionen
gibt es fehr viele, und man muf fie je nad den vorhandenen Lage-
verhdltniffen 3u verwenden wiffen. IDir verweifen da auf die auper-
ordentlidy lefenswerte Scyrift von P. Siifhlte?).
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I. Darjtellende Geometrie bei Derwendung
nur einer Projektionstafel.

1. Der Punit und die Gerade.

Alle Puntte eines Projeftionsftrafhls haben als Projeftion auf
eine Projeftionsebene ein und odenfelben Punit, ndmlidy bden
Durdyftidyspuntt des Strahls mit jener Ebene. Darvaus folgt, daf
man wofl 3u jebem Puntt im Raum feine Projeftion finden fann,
aber nidyt riidwdrts Jur Projeftion den projizierten Puntt. Es muf
aljo, um das ju ermdgliden, nody eine Beftimmung hingutreten. Da
wir uns Hier unddjt nur mit der fentredyten Projettion befdydftigen,
gejchieht diefe Sufabeftimmung am beften durd) Gingufiigung dex Ent-
fernung des Punites von der Projettionsebene. P'(p) in der Projef.
tionsebene foll nun die Projeftion eines Punftes P im Raum dar-
iteIIen, der um bdie Strede p von der Projettionsebene — die wir
im foIgenben immer mit TT begeidinen — entfernt ift und fentredit
iiber P’ 3u TT liegt. Will man nod) die beiden Raumteile 3u jeder
Seite von TT unter{deiden, fo redinet man die Entfernung p (aud
Hohe oder Kote*) genannt, wenn TT forizontal gedadht wird) pofi-
tio oder negativo, je naddem der Bejdjauer fidy mit P auf derfelben
Seite von TT befindet oder nidyt. Damit ift jedem Punit P im Raum
ein beftimmtes P'(p) jugeordnet, und umgetehrt gehort su jedem
P'(p) in TT ein bejtimmter Pun®t P im Raum. Wir jagen abfidt-
lidy nicht, su dem Puntt P im Raum ijt ein beftimmter Puntt P’
in TT 3ugeordnet, fondern ein Etwas, das aus dem Puntt P’ im
Derein mit der ndheren Beseidmung p beftebt, alfo eben ein beftimms-
tes P’ (p) Man fagt, die Puntte P im Raum find den Begriffen
P'(p) in TT eindeutig umfehrbar oder eindeutig 3ugeordnet, mit an-
bern Yorten, der gange Raum der P ift auf die Ebene der P'(p) abs
gebildet worden. Das erit ermdglidyt uns, jeder Punttmenge im Raum
etwas Entfpredjendes in TT an die Seite 3u fefen und umgetehrt aus
der Projettion heraus das rdumlidhe Gebilde vollfommen embeuttg
3u refonfjtruieren. Inwiefern uns diefe uberIegung gejtattet, rdums
It&;e Konftruftionen durd) foldye in der einen Projettionsebene TT ju

*) Dajer audy der Mame ,,Kotierte Projeltion”, wenn es fid) wie hier
um reditwintlige Projeftion auf nur eine Ebene handelt.
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erfegen, wollen wit im folgenden {ehen; das war ja die Hauptauf-
gabe der darftellenden Geometrie. Eine joldye ebene Darjtellung von
riumlidien Punttgebilden verwendet man bei der Gelindeaufs
nahme?). Nlan dentt fid) alle Puntte von derfelben Hohe (etwa iiber
dem Uleeresfpiegel) durd) eine Linie verbunden. Das ift dann, wenn
man von der Kugelgeftalt der Erde abfieht, eine ebene Kurve, deren
Projettion auf die Rorizontalebene eine dazu Fongruente Kurve lie-
fert. Dentt man fid) jet im Geldnde etwa alle jene Hohenturven
von fiinf 3u fiinf Metern gegeidhnet, fo gibt die Projeftion aller
fohenfurven ein gutes Bild von der rdumliden Bejdaffenheit des
Gelindes. Dort, wo fie eng aneinander liegen, hat man ein {tartes
Gefille und dort, wo fie weiter auseinander liegen, ein weniger {tar-
fes Gefdlle. Jeht fonnte man vielleidyt in der jo eniftandenen Ge-
lindeaufnafme einen Weg eineidynen, der immer diefelbe Steigung
hat, indem man von einem beftimmten Ausgangspuntt aus immer
diefelbe Strede bis jur nidjjten Hohenlinie eintrdgt. Man iiberlege
fich, wie man einen folden Weg (natiirlidy nur als eine Linie) von
beftimmter fonftanter Steigung fonftruiert!

Die Strede. Denfen wiv uns in der obigen Weife 3wet Puntte
P, und P, im Raum durdy ifre P,"(p,") und P, (p,) in TT darge-
ftellt, fo haben wir in P,P,P,'P,” ein Trape3, das durd) die Streden
P\P,’=p,, PPy =p, ud P, P,’, auferdem durd) die rechten
Wintel bei P," und P, vollitindig beftimmt ift, alfo um P, P,’
in TT umgelegt Tonftruiert werden Tann. Sugleidy mit dem Trapes
hat man aud) die wahre Linge von P, P, gefunden; ebenjo gibt
dann die Umlegung in der Neigung von P, P, gegen P,'P,’ bdie Yleis
gung der dargeftellten Strede gegen TT. Bei grofen £ingen von p,
und p, wird man fid) damit begniigen, ein reditwintliges Dreiedt 3u
tonftruieren, deffen eine Kathete P,” P,” ift, wihrend die andere Ka-
thete durd) p, — p, dargeftellt wird, falls p, > p,. Die Hypo-
tenufe it dann die wakre Lange von P, P,. Nlan iibe aud) den Sall,
wo P, und P, auf verjdjiedenen Seiten von TT liegen. Damit Rat
man die Aufgabe erledigt, [1] die wafhre Lange einer Strede 3u fins
dert und deren Meigung gegen TT. Eine 3weite Aufgabe, die man jest
fofort I67en tonnte, ware: [2] Man oIl die wafre Grofe cines Dreieds
P, P, P, Tonitruieren, von dem P,"(p,), Py'(ps), Py (p,) gegeben ijt.

Die Gerade. Bei der Darftellung der Strede haben wir ofne
weiteres vorausgefet, dah die Projeftion einer Geraden wicder eine
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Gerade ift. Nan erfennt dies jo: Projiziert man jeden eingelnen
Punit einer Geraden auf TT, fo liegen alle Projeftionsftraflen in
einer Ebene, deven Sdnitt mit TT wieder eine Gerade ift. Kennt man
3wei Punite der ju projizierenden Geraden, jo wiirde ihre Darftellung
auf [1] suriidgefilhet fein. MWir wollen im folgenden immer nur den
@eil der Geraden (beseidynet durd) g) darjtellen, der mit dem Be-
fdhauer auf devfelben Seite von TT liegt und fury reden von dem
Teil von g, der oberhalb TT liegt; oOie Projeftion von g auf TT fei g/,
ifren Scnittpuntt mit g nennen wir den Spurpuntt oder aud) nur
die Spur von g. Die Uinlegung in TT von <X gg’ (Meigungswintel
von g gegen T1) um g bejeidnen wir durd) < (g)g’. Uberhaupt
werden wir in Sufunft immer die Umlegung eines Punttes P oder
einer Geraden g um die 3ugehdrige Projeftion hinein in TT durd)
Eintlammern ausdriiden: (P), (g). Eine Gerade g im Raum ift ftets
beftimmt durd) o' und (g), ihre Spur durd) deren Sdnittpuntt: g’ | (g).
Eine parallele Gerade g 3u TT wird dann dargejtellt durd) jwei par-
allele Geraden g’ und (g) in TT, wdhrend eine Sentredyte g 3u TT
nur durd) einen Puntt in TT mit der Bejeidnung g' gefennzeidnet
wird.*) Jeht find wir imftande folgende Aufgaben 3u Idfen:

[3] Gegeben ift eine Gerade g durd) g’ und (g), gefudyt wird der
Puntt P auf g, deffen Hohe gleid) einer gegebenen Entfernung p ift.
Nlan fudyt auf (g) den Puntt (P), der von g’ die Entfernung p hat.
Damtit ift sugleid) dic Srage geldft, wann ein Punlt P auf einer Ge-
raden g liegt, oder wie man fidh aud) ausdriidt, wann P mit g vers
einigt (ingident) liegt.

[4] Auf einer Geraden g foll von einem gegebenen Punitt P aus
eine gegebene Strede s abgetragen werden. Die Abtragung gefdieht
in TT auf (g) von (P) aus. (Swet Lofungen!)

[5] Durdy einen gegebenent Puntt P foll ju einer gegebenen Ge-
raden g die Parallele gesogen werden. Nlan judt sunddyjt den Puntt
Q auf g, der mit P diefelbe Hohe p hat; dann jeidnet man 3u dem
von g’, (g) und p gebildeten Dreied ein fongruentes, das mit dem
Scheitel des redjten Wintels bet P’ liegt, und deffen Seitent 3u denen
des erfteren parallel und gleidhgeridytet find. Damit hat man aud)

*) Sind in einer Aufgabe mefrere Puntte gegeben und ebenfo mehrere
Geraden, fo wird man die Hohen und Meigungswinfel beffer in einer
Mebenfigur durd) einen Hohenmaitab und ein Winfelfeld angeben.
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bie Aufgabe geldft, [6] durd) einen Puntt P eine Gerade g 3u legen
von gegebener Ileigung o gegen TT, fo dafy g pavallel su einer in TT
gelegenen Geraden [ ift. (Bwei L6jungen!)

[7] Don einem Puntt P foll auf eine Gerabde g das Lot gefdllt
werden. Dentt man {id) von P auf die durd) g und g° beftimmte
und 3u TT fentrecite Ebene, fie fei durd) (gg) (r)
bezeidynet, das Lot gefdllt (Sugpunft F) und von A
Fin(gg’) wieder das Lot auf g (Subpuntt G),
o ift PG bdas gefudte Lot 1. Bierbei ijt F’
(Sig. 1) der Sufpuntt des Lotes von P’ auf g’;
(F) findet man durd) die gegebene Hohe p von
P. Das Lot von F auf g witd in der Umlegung
geseidnet. Die walre Ldnge von I findet man
bann als Bypotenufe in einem reditwintligen
Dreied mit den Katheten P'F" und (F)(G). Diefe
Aufgabe geftattet dann die £ojung der folgenden:

[8] Durd) einen Punit P ijt eine Gerade ju legen, die eine ges
gebene GBerade g unter einem gegebenent Wintel o fdneidet. Sei X
der gefuchte Scnittpuntt und G der Sufpuntt des Lotes von P auf g,
fo ift pont dem redtwinfligen Dreied P GX <X PXG gegeben; bie
Seite PG findet man nad) [7], fo daf G X fonftruiert werden fann
und [8] auf [4] suviidgefiihet ift. (Swei Lojungen!)

Sid) fchneidende und windjthiefe Geraden. Sollen fid) swei Ge-
raden g und A im Raum {dneiden, fo miiffen fie einen Punkt, ihren
Sdnittpuntt S, gemein haben, das Reifst der Scnittpuntt S” von g’
und k" muf fiir beide Geraden diefelbe Hohe aufweifen. Errichtet
man alfo in S’ auf ¢ und auf A’ Sote, fo miiffen diefe (g) und (h)
in Puntten fhneiden, die von S gleidyweit entfernt find. 3t das
nidt der Sall, fo ftellen die beiden Geraden windjdjiefe oder fid)
freuzende Geraden dar. Damit find die beiden Aufgaben, [9] fid
}d)neibenbe Geraden und [10] windidyiefe Geraden darjuftellen, ex-
edigt.

[11] @s {oll der Wintel 3weier fich in S {dineidenden Geraden g
und h beftimmt werben. Beseidhnet man die Spur von g mit TT
durd) G, die von h mit T durd) H, fo ift <C GSH der 3u beftimmende
Wintel; da aber SG und SH aus den Umlegungen leid)t ju finden
find, ferner GH gegeben ift, fann man A GSH und damit den ge-
fudgten WOintel fonjtruieren.

ANu® 541: Sijder, Einfilhrung tn die darftellende Geometrie 2

\
\
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Unter dem Winfel 3weier windjdiefen Geraden verfteht man den,
weldyen man echilt, wenn man durd) einen Puntt der einen Geraden
eine Parallele jur andern zieht. Demnad) fann man [12] den Win
fel 3weier windidjiefen Geraden durd) [11] unter Benuung von [5]
finden.

Bejonbders einfad) geftaltet fid)y [11], wenn die beiden fid) {neis
denden Geraden eine Ebene L TT bilden. Damit ift ugleid) folgende
Aufgabe geldft: [13] Nan foll ein rediwintliges Ad)fentreus jeidy
nen, Oeffen Spite in einem gegebenen Puntt P liegt und von dem
3wei Adyfen eine ju TT jenfredite Ebene bilden.

[14] 3n weldem Puntt trifft eine Gerade g die von Fwei fid) {dynels
denden Geraden Ji, und h, gebildete Ebene H? Legt man durdyg LTI
eine Ebene E, jo fann man in E die Sdnittgerade I von H mitE
fonftruieren als die Gerade, weldje die beiden Sdmnittpunite von
und h, mit E verbindet. In der Umlegung ift dann (1) leidyt ju
finden; ifir Sdnittpuntt mit (g) liefert den gefudyten Punit. Wie ift
die £ofung, wenn g, [[g,?

Damit hat man die Grundaujgabe der Durdidringungen geldit,
und folgende Aujgaben find nur nod) Anwendungen:

[15] €Gin Dreied oder [16] ein Parallelogramm foll mit einer Ge
raden jum Sdnuitt gebradyt werden.

[17] Bwei Ebenen find durd) 3wei Paave fid) jhneidender Ge:
raden gegeben; man foll die Sdnitigerade der Ebenen finden. Nan
Deftimmt erft den Sdnittpunit bder erften Ebene mit der einen Ge
raden der jweiten Ebene und dann ebenfo mit der andern Geraden
der jweiten Ebene. Die Derbindungsgergde der beiden Sdynittpuntte
ift die gejudjte)

Cine anbere Sorte vorn Aufgaben, die wir jeht aud) 15fen Tonmnen,
ift: [18] Durdy einen Punkt P ift eine Gerade e 3u legen, die wel
windjdyiefe Geraden g, und g, {dneidet. Man greift auf g, einen
beliebigen Puntt Q heraus und legt die Hiljsgerade A = P Q. Nad)
[14] beftimmt man den Scdynittpunit X von g, mit dexr Ebene (g, h).
Dann ift PX die gefudite Gerade. Nan [Bfe diefe Aufgabe aud) de:

*) Bet diefen Aufgaben muf beadjtet werden, daf gegebenenialls beide
Raumteile bendtigt werden; dann miifjen die Projeftionen der Geraden
iiber ifre Spur Rinaus verldngert und vielleig)t dadurdh) gefennzeidimet
werden, daff man die Projeftionen der Geradenteile vom andern Raum
teil jur Unterjdeidung ftridyelt.
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dwrd), daf man die Rilfsgerade h|| g, legt. Gine andere Sajjung
diefer Aufgabe wdre: Man foll von einem Punit P aus nad) dem
fheinbaren Sdynittpuntt sweier windfdjiefen Geraden einen Sehjtrahl
Tegen.

[19] 3u einer Geraden m ijt eine Parallele I ju jiehen, die 3wet
jueinander windidjiefe Geraden g, und g, jdmeidet oder, was auf
dasfelbe Hinaustommt, weldje beiden Punite jweier wind{diefen Ge-
radent fommten 3ur Dedung, wenn man parallel 3u einer gegebenen
Riftung projiziert? Bei der £ojung diefer Aufgabe mup man be-
aten, daf jeft der Puntt P von Aufgabe [18] ins Unendlide ge-
viidt ift; fonft ift die Lofung bdiefelbe. Yilan legt aljo durd) einen
beliebigenn Puntt Q auf g, eine Pavallele h Ju m und fudt den
Shnittpuntt X der Gevaden g, mit der durd) g, und k beftimmten
Ebene. Die durd) X gelegte Pavallele 3u m ift die gefudyte.

[20] Befudit wird eine Gevade I, die drei ueinander windidiefe
Gevaden g,, g,, g; [dneidet. NMan wdhlt auf g, einen beliebigen
Punft Q und legt durd) ifn die Gerade I, die g, und g, {dneidet,
affo Aufg. [18]. Es gibt jomit unendlid) viele foldje Geraden m, die
aud) alle 3ueinander windjdjief find; fie bilden in ifrer Gefamtheit
eine fogenannte Regelflide 2. Ordnung. Bewegt man fidh irgend-
wie auf diefer Regelfladye, fo fdeinen {id) jtets die drei Geraden g
in der Ridhtung der jeweiligen Geraden I der Regeljdar in einem
Puntt 3u jdneiden. Eine folde Sladye dexr I hat aud) nod) eine 3weite
Shar unendlid) vieler Geraden, die ganz in ihr liegen. an findet
fle, wenn man 3u ivgend drei der Geraden [ die Geraden g foms
fteuiert, die diefe drei jdneiden; su ifnen gehdven natirlidy die dret
gegebenen Geraden g,, gy, g;. £dngs jeder Geraden der einen Sdhar
fheinen fidy alle anderen in einem Puntt ju {dneiden. Nan Tann
¢ine foldye Sladye aud o definieven: fie ift die Gefamtheit aller Puntte,
vont denen aus fid) drei beliebige jueinander windjdyiefe Geraden in
einem Puntt 3u jdneiden {deinen. Daf eine joldje Slidie eine Regels
flidye ift (aljo eine joldje, die unendlich viele Geraden enthilt), geht
aus der Definition hervor, denn wenn von einem Punit aus die drei
Geraden fid) 3u jdmeiden {deinen, ift das aud) von allen anderen
Puntten der Blidridtung der Sall.

Die Graduicrung ciner Geraden. LUm von der Umtlappung (g)
diner Geraden g in TT unabhdngig 3u fein und damit von <X (g g"),
verfieht man g aud) mit einer Mapeinteilung unter Sugrundelegung

23
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einer beftimmien Wafeinkeit, etwa 1cm. Die Spur von g mit 1T
befommt dann die Marfe YTull, ein auf der Seite des Befdyauers
liegender Puntt auf g, der 1 cm vom Mullpuntt entfernt ift, die
Nlarfe + 1, ein 7 cm vom Yullpuntt entfernter Punft auf g in dem
vom Befdauer abgewandten Teil des Raumes bdie Mlarfe — 7 ujw.
Diefe Graduierung der Geraden denit man fid) mit projiziert. Aus
der Dertiirung der NMageinfeit ergibt fid) ofne weiteres der IMeigungs:
winfel der Geraden gegen TT. Nlan I6fe folgende Aufgaben: [21] Un:
ter weldem Wintel ift eine Berade gegen TT geneigt, wenn bei du-
grundelegung von 1cm als Einfeitsmaf ilire Projeftion eine Gras
duierung von 2 cm 3u 2 cm aufweift? Weldye Hohe Hat ein Puntt
diefer Geraden, deffen Projettion die Marte + 7,2 Hhat? Beide Sta:
gen follen fonftruttiv beanwortet werden.

Mlan verfudye ferner die bisherigen Aufgaben iiber Puntte oder Ge-
raben mit diefer Darftellungsweife einer Geraden ju [6fen. Diefe Nles
thode wird befonders mit Mupgen in der darftellenden Geometrie des
Geldndes benugt.)

2. Ebene Dielede.

Baupt: und Sallinien einer Ebene. Wir verwendeten bisher don
Ebenen und beftimmten {ie durd) zwei in v liegende Geraden. Das
foll aud) weiterhin fo gefdehen, nur wdihlen wir jest befondere Ge
raden, einmal die Sdmnittgerade der Ebene mit 11, alfo ihre Spur
mit TT ober eine Pavallele dazu, alfo eine Spurparallele, dann
eine auf diefen Geraden fenfredite Gerade dev Ebene. Erftere beseid)
net man aud) als Hauptlinien; es find die Linien aller Puntie
gleidher fichen der Ebene, fie werden aus diefem Grunde aud) Hohens
oder Sdyidytlinien der Ebene genannt. Die 3u den Hauptlinien fent:
redyten Gerabden der Ebene find folde, die unter dem grofimogliden
Wintel gegen TT, alfo unter dem eigungswinfel der Ebene gegen
TT verlaujen; fie haben von allen Geraden der Ebene den ftdrijten
Sall gegen TT, daher feifjen fie Sallinien oder Bé{dungslinten

Grthogonale Wintelprojetiionen, 3Swei devartige aufeinander
fentredite Geraden einer Ebene Haben den Dortell, daf fie fidy wieder
als aufeinanbder fentredite Gervaden in TT projijieren, denn ein redjter
Wintel projigiert fid) ftets wieder als ein vedyter, wenn einer feiner
Scyentel 3u TT pavallel verlduft. Auferdem projizieren fid) Haupt
linden als Parallelen ju TT ofne Devkiraung, Hier fei nod) dev Pros
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jettion von beliebigen Winteln gedbadht. Ein fpiger (ftumpfer) Wintel
projiziert i) gleidhgrofy oder Heiner (groRer), wenn einer feiner Schen=
fel || TT Tiegt. Dann gilt von einem beliebigen Winkel nod) der Sat,
dap man ifn ftets in foldje Lage bringen Tanmn, dafy er in jeden anderen
Wintel orthogonal projiziert werden fann.

Das Dreied. 3n [2] murde bereits vom Dreied gefproden. JFeht
foll diefe Aufjgabe nody einmal dadurd) geldft werden, daf man die
gange Ebene eines Dreieds um die Spur der Dreiedsebene mit TT in
die Projettionsebene hineindreht. Die Spur diefer Dreiedsebene er-
hilt man durdh jwei ihrer Punite, alfo 3. B. durd) die Spuren jweier
ihrer Seiten. Eine derartige Umlegung haben wir {don in [11]
vorgenommten. Die weitere Durdyfithrung ift ofne Sdwierigteiten.
Dir wollen aber bdiefe Aufgabe nod) auf eine dritte Art l6fen. Es
fann fehr woh! vorfommen, daf die Spur der Dreiedsebene fehr weit
weg fallt, dann fiihrt folgender Weg beffer 3um Siel.

[22] = [2] ir 3ichen eine folde Hauptlinie der Dreiedsebene, die
durdy eine Ede und innerhalb des Dreieds verlduft; das ift befonders
leidht, woenn die Dreiedsfeiten graduiert find, denn dannbraudt man nur
die Berade 3u ziehen, die die in Srage fommende Ede mit dem Punftt
H ber Begenfeite verbindet, die mit der Ede diefelbe foke hat. Sonft
miiite man auf der Gegenfeite den Punft H fuden, der mit jener
Ede diefelbe Hohe hat; vgl. [3]. Ein Lot in der Dreiedsebene von
einer der anderen Eden auf diefe Hauptlinie ftellt dann eine Sallinie
dar, Um nun die wafre Groge des Dreieds ABC 3u finden, denfen
wir uns das Dreied fo um die gegeidynete Rauptlinie gedreht, bis
feine €bene parallel ju TT wird, dann ift die Projeftion Tongruent
mit dem Dreied felbft; wir jeidmen 3war inTT, denfen uns aber alles
in der 3u TT parallelen Ebene gelegen. Derlduft die Hauptlinie durdy
4, die Sallinie durd) C, fo mégen {idy beide in D {dneiden. Dann
it DC'C ein redtwintliges Dreie, in dem C'D {don tonftruiert ijt
umd CC’ gleidy der Differens der Hohen von A und C ift. Die Hypo-
tenufe §allt dann bei der Drefung iiber C” hinaus bis (C). Siehen
wit jel3t (C) H und bringen es mit dex Sallinie durd) B’ jum Sdynitt
in (B), fo ift A A(C)(B) das gejuchte.

[23] Nan beftimme den Heigungswintel eines Dreieds gegen TT.
Die Sallinie eines Dreiedspunttes gibt in der Umlegung um ifre
Projettion gegen diefe den Meigungstointel der Ebene gegen TT am.

Affine Lage von dreieden. Ein Dreied ABC werde um eine
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Bauptlinie als Drefigerade in eine 3u TT parallele Ebene TT, gedreht
und heife dann 4, B,C,. A’ B'C’ fei ferner die Projettion von ABC
auf TT, . Denten wir uns die Seiten des Drefeds A, B, C, verldngert bis
3ur Drefgeraden und ebenfo die Seiten des Projettionsdreieds A'B'C,
fo miiffen fid) entfpredjende Seiten je im ndmlidien Puntt der Dreh:
geraden dneiden; aufjerdem liegen entfprediende Puntte auf Par:
allelen, ndmlid)y auf Senfredten 3u jener Drefigeraden (die ja eine
Hauptlinie ift). Der Grund des exrften Teiles unjerer Behauptung liegt
oarin, daf fid) die Sonittpuntte auf der Drehgeraden in {id) felbit
projizieren; daf ferner 3. B. A, A" fentredit jur Drehgeraden [legt,
folgt daraus, dafy bei foldhen Drehungen um eine Hauptgerade die
Sallinien fid) in Ebenen fenfred)t jur Drehgeraden bewegen, alfo
auf ifre Projeftion u liegen Fommen. Eine folde Lagenbesiehung
wie die der beiden Dreiede A, B, C, und A'B'C’ ift ein befonderer
Sall von Affinitdt.

Affinitat und Perjpettivitat ebener Figuren. Die leften Betrady
tungen fiifrten auf Lagenbeziehungen von affinen Dreieden, die wir
nod) von einem allgemeineren Gefidtspuntt aus betradyten miiffen,
um uns dann weiter ebenen Sdnitten von Prismen, Pyramiden, dy-
lindern und KHegeln juwenden 3u ¥onnen. Da nun die Affinitdt nur
ein bejonderer Sall der Perfpettivitdt ift, wenden wir uns gleid) diefer
3u und betraditen jwei ebene Sdnitte ein und derfelben Pryramibde.
Der Einfadheit halber wahlen wir gundd)jit eine dreifeitige Pyramide
A B C O, bdievoneiner beliebigen Ebene entfprediend im Dreied A’'B'C’
gejdinitten werben mag. Das Dreied A’'B'C’ tann dann von O aus
ourd) Sentralprojeftion aus ABC entftanden gedadit werden obder
umgefehrt; folde Dreiefe nennt man peripettive Dreiede; fiir fie
gilt folgender Saf:

£iegen jwei Drefede perfpettiv, alfo derart, daf die Derbindungs:
Tinien entfpredjender Eden durd) einen Puntt O gehen, fo {dhneiden
fid) entfpredjende Seiten oder derven Derldngerungen in Punftten, die
auf einer Geraden liegen. Da {ich die Derbindungsgeraden A A", BB,
CC’ in einem Duntt O {dneiden, miiffen fie 3u yweit je in einer Ebene
Ttegen; folglid) find die in diefen Ebenen liegenden Seitenpaave AB
und A'B’, BC und B'C’, CA und C'A’ nit windidyief, fondern
fdyneiden fid) in drei Puntten, die fowofl in der Ebene A B C als aud
in der von A'B'C’, alfo in der den beiden Dreiedsebenen gemein:
famen Sdmittgeraden Tiegen.
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Aber aud) die Umtehrung des obigen Safes gilt, dbaf ndmlidy
jwei Dreiede, deren entfprediende Seiten fid) in Puniten einer Ge-
raden fdneiden, perfpettiv find, 0. H. daf die Derbindungslinien ent-
fpredender Eden fid) in einem Punft fdneiden.

Denn 3wei entfpredjende Seiten der Dreiede liegen in einer Ebene,
und 3wei foldjer Ebenen jdmeiden fid) in einer Geraden, die Jwei
entfpredyende Eden miteinander verbindet; die drei Ebenen der dret
Seitenpaare f{dneiden {if) dann in drei Geraden, die natiirlidy als
Shnitte dreier Ebenen fid) in einem Puntt, alfo O, jdneiden miifjen.
Diefer Tefste Puntt O Reifit Perfpeftivitdtszentrum, die von O
ausgehenden Straflen nady den Eden der Dreiede heifen Perfpel-
tinitdtsftraflen, und die Shhnittgerade der Dreiedsebenen Heifht
Peripettivitdtsadie.

Nadydem auf diefe Weife der Safy von perjpeftiven Dreieden mit
feiner UmEehrung im Raum bewiefen ift, gilt ex fiiv perfpettive Dreis
ede in derfelben Ebene natiitlidy audy; wir fénnen fie 3war nidyt mehr
als ebene Schnitte von einer dreifeitigen Pyramide auffaffen, aber
fie haben immer nod) diefelbe Eigenfdhaft wie oben, daf die Der-
bindbungsitraflen entfpredender Eden durd) einen Puntt gehen. Der
Beweis dafiir, daf aud) dann nod) die Sdynittpunite entjpredhender
Seiten auf einer Geraden liegen, berufht darvauf, daf die jetst ebene
Konfiguration (0, ABC, AB'C’) als Sentralprojeftion der obigen
tiumlidyen auf eine Ebene aufgefafst werden fann; entfpredjendes
gilt von der Umlehrung. Diefen Sonderfall des Doppelfates iiber
perfpettive Dreiede beseidnet man als Desarguesiden Saf.

Diefer Sat ift ein {dones Beifpiel fiiv das Pringip der Dualitdt
in der Geometrie der Lage. Jebem Saty, der reine Lagenbesie-
hungen von Geraden und Puntten behandelt, fann fofort ein anderer
an die Seite geftellt werden (wir nannten das oben Umlehrung), der
von Puntten und Geraden handelt; fo 3. B. wird einmal von Ovei
Steaflen gefprodyen, die fid) in einem Puntt {dneiden, auf der an-
deren Seite von drei Puntten, die in einer Geraden liegen.

Riidt das Perfpeftivitdtszentrum ins Unendlide, jo dah die Per-
fpettivitdtsitraflen jueinander parallel werden, fo fpridit man von
einer Affinitat der Dreiede, die parallelen Geraden find dann Af-
finitdtsftrahlen, und dieDerfpettivitdtsadie wird surAffinitdts-
adyfe. Liegen die Affinititsitrahlen fenfrecht ur Affinititsadyfe, wie
oben, fo fpridit man von fenfredyter Affinitdt. Welde befonde-
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ren Lagen der Dreiede ergeben fld}, wenn ftatt des Per{peltivitits
sentrums die per[pefttmtatsad)fe ins Unenbdlide riidt, oder wenn
beide ins llnenbltd)e rudfen’?

Sind jwei perfpettive Dreiede in der-
felben GEbene gegeben, gefen alfo die Der:
bindungsftrahlen ent{predhender Eden
durd einen Puntt, fo ift die Perfpettioi
tatsadyfe Tfonftruierbar. Andererfeits fann
man 3u einem gegebenen Dreied das per:
fpettive fonftruieren, wenn Perfpettivis

Sig.2. tatsadife und -gentrum und ein Punit
des Dreieds gegeben ift. Nlan iiberlege
fidy das Entfprediende bei der Affinitdt!

Durdy drei Puntte laft fidy ftets eine Ebene legen, d. §. das Drei:
ed ift von felbit eine ebene Sigur; das gilt nidt mehr von vier belie:
bigen Puniten im Raum. Daher fann man ni)t von einem Desar:
guesiden Saf von perfpeftiven Diereden reden. Seidinet man fid)
alfo in der Ebene jwei Dieredte, deren entfprediende Eden auf Strahlen
von einem Puntt aus liegen, fo brauden entfprediende Seiten fidy
nidyt mehr in Puniten einer Geraden 3u {dneiden. Erft wenn fie das
tun, fpridyt man von perfpeftiven Diereden in der Ebene; entfpredendes
gilt aud) von n:Eden. Geht man im befonderen 3u affinen Diel-
eden in der Ebene iiber, fo Tann man fagen, wenn jwei n-Ede in
derfelben Ebene licgen, fo dafy die Derbindungsgeraden juetnander
parallel find und dafj auferdem entfpredjende Seiten fid) in Puntten
derfelben Geraden {dneiden, fo find fie affin.

[24] Man 3eidne 3wei 3ueinander perjpeltive Dievede. Die Kon-
ftruftion ergibt fid) aus der beigegebenen Sigur 2. Nlan iibe felbjt
weitere Honjtrutionen, aud) wenn die beiden Dielede nidht auf ver:
fchiedenen Seiten der Adyfe liegen, ober wenn fie diefelbe jdneiden.

[25] Wlan 3eidne 3wei ueinander affine Siinfede.

[26] Nlan zeidne die 3um Kreis affine Sigur. Su beadyten ift, daf
der Hreis als Dieled mit unendlid) vielen Eden angefehen werden
fann, und dah 3ur Honjtruttion affiner Dielede audy die Diagonalen
benufgt werden fonnen.

EDette Scnitte vort Prisnten, Pyramiden, Snlindevn und Kegeln,
Ein jdyiefes n-feitiges, oben vorldufig unbegrenstes Prisma mag mit
der Grundfldde in TT liegen; dann ift die Projettion v6llig beftimmt,
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wenn nodh irgendein Puntt A einer Seitenfante in der friiheren Weife
gegebent ift. Soll das Prisma mit einer Gbene gefdinitten werden,
deren Spur s mit TT gegeben ift und die durdy A verlduft, jo find
viet n=Ede 3u betraditen: erjtens die Grundflide A,B,C,D, ...,
dann die Sdynittfigur ABCD ..., deren Projettion AB'C'D’... auf
T und {dlieplidy die Umlegung (A)(B)(C)(D)...von ABCD ...
um s in TT. YTad) unfeven lehten Betradytungen findnun 4, B, C, Dy . ..
ud A’B’C’D’ ... affin mit s als Affinitdtsacfe. Da A" gegeben ift,
fotann A"B’C’D’... fonjtruiert werden. Yun fonnen wiv nady [11]
die Sdnittebene mit dem Punft A um s in TT drehen, wobei A nad)
(A) fallt. Da s Affinitdtsadie ift, Tann (4)(B)(C)(D) ... affin 3u
AB’C’D’ ... fonjtruiert werden, und man fat die wahre Grofe
von der Sdnittfigur erfalten.

Ginfacher wird natiirlidy alles, wenn ein 3u 17 fenfredtes Prisma
gegeben ift, denn da fdllt A, B,C, D, ... mit AB'C'D’... 3ujam-
men, und es muf nur die wahre Grdfe gefudit werden. Jefht tonnen
folgende Aufgaben geldft werben.

[27] Dlan foll ein gerades quadratifdes Prisma, das mit der
Grundfldadye in TT fteht, mit einer Ebene 3um Sdnitt bringen, deren
Spur mit TT und deren Neigungswintel gegen TT gegeben ift. IMie
fieht die Sdmitifigur aus?

[28] Beftimme das Sdnittdreied, in dem ein {dyiefes dreifeitiges
Prisma von einer Ebene E gefdnitten wird, deren Spur mit TT ge-
geben ift und die durdy eiven auf einer Prismentante gegebenen
Puntt A hindurdgeht. Nan filhre die £6jung aud) durd) fiir den
Sonderfall E L TT!

[29] £6fe die entjpredjende Aufgabe fiir ein jdiiefes regelmdafiges
fimffeitiges Prisma.

[30] und [31] £ofe die entfpredienden Aufgaben 3u [27] und [29],
wenn einmal ein gerader oder das andere Mal ein jhiefer Kreis-
ylinder gegeben ijt.

Bisher famen wir mit der Affinitdt aus; das ift nidht der Sall,
wenn es {id) um ebene Sdnitte von Pyramiden handelt:

[32] ®egeben ijt eine dreifeitige Pyramide A, B,C, S, die mit
A, B, C, in TT liegt; fie foll mit einer Gbene jum Sdnitt gebradyt
werden, deren Spur s mit TT gegeben ift und dte A;S in A {dyneis
bet. Wenn S wie friiher durd) feine Projettion und Hohe gegeben
ift, fo ift A beftimmt, wenn feine Projeftion A" gegeben ift. Jeht



26 I Darft. Geometrie bei Dermwendung nur einer Projeftionstafel

ift wieder, wenn ABC bdie Sdinittfigur darftellt, A, B, C, perfpettiv
3u A'B'C’ (s Perfpettivitdtsadye); alfo fann B und C’ nad) [24]
gefunden werden. Will man aud) nod) die wahre GréBe von ABC
fonftruieren, fo wird man bdie Umlequng (4)(B)(C) von ABC
um s in TT fonftruieren. (A) findet man nad) [11], und (B) und
(C) {ind bann mit Kilfe der Affinitdt 3u erlangen, denn A"B’C’ und
(A) (B)(C) find affin.

[33] Wlan iibe die entfpredjende Aufgabe aud) fiir eine fiinffeitige
Pyramide und jdlielih nod

[34] fiir einen Hreisfegel; sunddyjt adite man aber darauf, daf die
fdneidende Ebene alle Erzengenden des Hegels im Endlidhen jchneidet.

Kegeljdmitte. Die lete Aufgabe filhrt uns bereits 3u den Kegels
fdhnitten, 0. . ju den ebenen Sdinitten eines Hreisfegels. Da find
orei Sdlle 3u unterfdeiden: 1. dafy die {dneidende Ebene E alle Er-
zeugenden des Hegels im Endlidyen fdyneidet, das gibt die Ellipfe;
2. daf E einer Erjeugenden parallel ldujt, das gibt die Parabel,
und 3. daf E 3wei Erzeugenden parallel liuft, das gibt die Hyper-
bel. Nian beadyte, daf E im 3. Sall die Erzengenden des Hegels 3um
Teil jenfeits der Spite, alfo den anderen Teil des Doppelfegels {dneis
det; die Dyperbel befteht alfo aus 3wei Aften.

Ui eine Anfdiauung der dret ver{diedenen Kegelidhnitte 3u erfhalten,
wollen wir nod) eine NMethode anfiifren, die diefe Kurve wirtlid) als
Kegelfdnitte vor unferem Auge erzeugt. Nan lafje eine Tajdenlampe
im finftern, mogliyjt mit etwas Raud) angefiillten Simmer aufleudten,
der Lidytlegel fei dann unfer reistegel (in der Regel wird es woh!
ein- gerader Hreistegel fein). Hdlt man die Tafdenlampe derart, daf
die Kegeladhfe fenfredt auf eine Yand trifft, {o it die beleudhtete Sladpe
ein Xreis, der um fo grofer ift, je weiter die Lampe von der Wand
weggehalten wird. Meigt man die Lampe ein flein wenig, fo er-
fcheint die Ellipfe als Randfurve der beleudyteten Sladhe; fie dhnelt
um fo toeniger einem Kreis, je melr die Kegeladyfe gegen die Wand-
flade geneigt wird. Dabei rviidt aber der duferfte Puntt der Ellipje
immer weiter weg. Meigt man dann die Lampe nod) weiter, fo dak
ber Strafl nad) jenem duieriten Puntt der Wandflide parallel wird,
fo ift die Randlurve eine Parabel, die damit als eine Ellipfe auf:
gefafit werden fann, von der ein Puntt im Unendliden Iliegt. Dreft
man nunmelr die Lampe nody weiter herum, fo erfdjeint ein Stiid
eines Duyperbelaftes. Denft man fid) vielleiht vor der Lampe einen
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Yreis aus Draht fo befeftigt, dafy er gerade auf dem Lidytfegel liegt,
fo hat man in diefer einfadjen Anordnung ein Nlodell vor fidy, das
seigt, wie der Kreis durd) Sentralprojettion in die verfdjiedenen Kegels
{dnitte iibergefiifrt wevden fann.

Auf eine genaue Theorie der Kegel{dnitte, im befonderen auf ifre
projeftive Erzeugung tann hier nicht eingegangen werden; wir ver-
weifert da auf die angefithrte Literatur.®) Aber von dem fiir die Pragis
widtigiten Kegelfdnitt, von der Ellipfe, mag wenigjtens eine puntt-
weife Konftruftion angegeben werden, die fie als Parallelprojettion
bes Kreifes erfennen lajt.

Die Ellipfe wurde oben als Sdnitt eines Kreisfegels mit einer
Gbene definiert, die alle Erjeugenden des Kegels im Endlidien fhnei-
bet. Da ein Kreiszylinder als Kegel mit unendlid) fern liegender Spifge
aufgefapt werden fann, mup aud) ein ebener Sdpnitt diejes Sylinders
als Ellipje angefehen werden. Eine folde Ellipfe fann dann als
Parallelprojettion eines Kreisj@nittes des Snlinders gedeutet werden,
wobei die Sylindererseugenden als Projettionsitrahlen benubt werden.
Konnten wix fiir den 3u projizierenden Kreis eine Konftruttion angeben,
die projettionsfeft ift, wobei alfo die einzelnen Sdyritte in der Projettion
chenfo wie beim Kreis ausgefiihrt werden tonnen, fo hitten wir 3ugleid
eine Konftruttion der Ellipfe.

Um eine joldje Konftruttion des Kreifes 3u erhalten, bei der die Gleid)-
heit der Radien oder der Peripheriemwintel — denn diefe Eigenfdyaften
gehen durd) die Projettion verloren — nidyt benubt wird, denfen wir
uns dem Kreis ein Quadrat A BC D umbefdirieben und die Nittel:
pavallelen E F, G H gejogen, die fidy im Nittelpuntt M {deiden. Siehen
wir von E eine beliebige Gerade, die DG in J {dyneidet, und fillen wir
von F auf EJ das £ot FP, fo muf P ein Kreispunit fein. PF mag
GM in K {dneiden, dbann it ADE J = AFMK, was aus ED = MF
und der Gleidgheit der Wintel folgt. Dann ift aber aud) DJ = KM,
alfo audy J G = GK, woraus folgt JK || DM. Man hitte alfo fol-
gende onftruttion fiix P: Man 3ieht EJ belicbig, JK || DM und
bringt die Derlingerung von KF mit EJ in P 3um Sdnitt. So findet
man alle Puntte des Kreifes in EMGD, bdie anderen Kreisviertel er-
gebent fid) durd) Symmetrie (Sig. 3).

3n der Parallelprojettion witd das Auadrat ju einem Parallelo-
gramm. Die Xonftrultion bleibt diefelbe, liefert aber jetit eine Ellipfe,
die dem Parallelogramm einbefdyrieben ift und deffen Seiten in den
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Nlitten beviihrt. Einen beliebigen Ellipfenpuntt P exhdlt man, wemn
man EJ beliebig 3ieht, vont J parallel 3u DM bis K auf GH gelt, K
mit F verbindet und FK mit EJ in P sum Sdnitt bringt (Sig. 4).

e C it Gilfe diefer Konftruftion fann
” ] man eine Ellipfe ftets Fonftruieren,
fobald man ein iHr umbefdyriebenes
Parallelogramm hat. Darin legt der

3 |
4 7 B
$ig. 3.

Wert der Honftruftion fiiv die darftellende Geometrie. Dentt man
fidh sum Beijpiel einen Kreiszylinder gegeben, der mit einer Ebene
3um Sdnitt gebradt werden foll (vgl. [30] und [31]), fo Tann man
die friihere £5fung bedeutend vereinfaden, wenn man dem Hreiszylin:
der ein quabdratiffhes Prisma umjdyreibt, fo dak alfo den einzelnen
Kreisidnitten Quadrate umbefdrieben werden. Ulan braudt damn
nur diefes quadratifde Prisma mit jener Ebene 3um Sdnitt 3u bringen
und in das erhaltene Shnittparallelogramm die Ellipfe einzuzeidinen

3. Nufaaben iiber die Ebene.

Darjtellung der Ebene. Suerft hatten wir die Ebene dargejtellt
durd) jwei inifr liegende beliebige Geraden, bann durd) ihre Spur s mit
TT und ihrem Neigungswintel gegen TT oder s und P, einem ifrer
Puntte, Wir vereinigen jegt beide Nethoden. Wenn wir durd) einen
Puntt der Ebene die 3ugehdrige Sallinie (vgl. S. 20) 3iehen, fo ftellt fie
im Derein mit der Spur 3wei Geraden der Ebene dar, gan3 wie im erften
Sall, Aber wir fonnen uns audy auf die Sallinie allein befdyrdnten,
denn durdy ihren Spurpun®t mit TT ift ja fentredit 3ur Projeftion der
Sallinie die Ebenenfpur s fdon mit beftimmt. Durd) eine eingige Ge:
rade ift alfo eine Ebene beftimmt, wenn man wei, daf fie Sallgerade
diefer Ebene fein joll. Iir fegen an den Spurpunit der Sallgeraden
mit TT den Namen der Eberte, alfo 3. B. E(e). Nit dbem entfpredenden
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tHeinen Iateinifdyen Bud)ftaben beseidynen wir die Sallinie. Sonjt wird
e genau fo dargejtellt wie frither (vgl. S. 17).

Die Ebente und in ihr lHegende Puntte und Geradent, [35] NMan
foll einen Puntt P beftimmen, dex in einer gegebenen Ebene E(e) liegt.
Offenbar fann jeder Punit P’ in TT als Projeftion eines Punttes P
in E angefehen werden. €s ift nur nod) nétig,
feine Iiﬁhe p 3u befﬁmmen.
Denfen wir uns durdy Pin E
dte Hauptlinie geIegt fo ift
hle und treffe e in 4, fer:
ner it 7L &, und A muf die- J '
{elbe Hiohe I)aben wie P. Alfo
gibt A"(A) die gefudite Hiohe
an. Demnady mufy man 3u . ]
¢inem beliebigen Puntt P’ eine sig. 5. Sig. 6.
hohe fegen, die gleid) dem Stiid ift, weldes auf einer Geraden L &
durdy P” 3wifden ¢ und () liegt (Sig. 5).

[36] Begeben ift eine Ebene E(e) und die Projeftion g’ einer in E
liegenden Geraben g; man foll den Meigungswintel von g gegen TT
finden. Die Spur von g mit TT ift der Sdmitt von g’ mit der Spur
vont E mit TT, alfo mit dem im Spurpuntt von e mit 1T auf o” ervidhte-
ten £ot. Z’neht man nun eme behebtge Hauptlinie /1 i in| E, deren Projet-
tion auf TT & in Q', (¢) in (Q) jdmeidet, fo mag ixe g in P’ {dneiden;
jieht man ferner P’ (P) _L g unb QQ', fo ift (P) ein Puntt von (g),
womit aber die Gerade(g), alfo aud) g felbft und ihr Meigungswintel
a gegen TT gefunden ift (§ig. 6). NTan beantworte nad) [35] und [36]
die Srage: MWann liegen eine Ebene E und ein Puntt P oder eine
Ebene E und eine Gerade g vereinigt?

[37] Es foll durd) eine Gerade g und einen nidt auf ihr liegenden
Punit P eine Ebene E gelegt werden. Nan fudyt unddit auf g einen
Punit Q, der diefelbe fohe wie P hat [3], dann ift Q' P’ eine Gauptlinie,
und ifre Parallele durd) die Spur von g mit TT ift die Spur von E. Da
man auBer der Spur von Emit TT nod) den Puntt P fenmt, ift die Dar-
ftellung von E durd) die durdy P gehende Sallinie gefunden.

[38] Durd) 3wei fid) {dneidende Geraden g und A ift eine Ebene
julegen. Die Spuren von g und i mit TT liefern die Spur s der gefudy=
ten Ebene und der Sdnittpuntt P von g und A die ju beftimnrende
Sallinie.

-
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[39] Man foll die Wintellyalbierende jwijden jwei fich fdyneidenden
Geraden beftimmen. Durd) Umlegung bdes Dreieds g, h, s in [38]
um s in TT erhdlt man < g A, diefen halbiert man und dreht jurid,

[40] ®Begeben find 3wei parallele Geraden g und k; man foll ifjren
Abftand ermitteln, Nlan Iegt dle Ebene der beiden Parallelen um
i TT und bejtimmt da den gefudyten Abftand.

Neiqungen vor Ebenert wund in ihnen liegenden Geraden gegen
die Borisontalebene, [41] Durd) einenPuntt P ift eine Ebene ju legen,
die gegen TT unter einemt Wintel o geneigt ift und die auferdem u
einer Gerabden g parallel ift. Die Spurpuntte der Sallinien aller Ebe:
nen durd) P, die gegen TT unter << a geneigt find, liegen auf einem
Kreis um P/, deffen Radius r als Hathete aus einem redytwintligen
Dreied gefunden wird, deffert andere Hathete gleih der Hohe von P
ift, der <X« gegeniiberliegt, Sieht man durd) P eine Parallele 3ug
mit dem Spurpuntt S, fo muf die Spur der gejudien Ebene durd) §
gehen und Tangente an dent obigen Hreis jein. Die Lote von P auf die
beiden mogliden Tangenten find die Sallinien der gefudyten Ebenen.

[42] Durd) eine Gerade g ift eine Ebene von gegebener Yeigung o
gegen TT 3u legen, (3u I6fen wie [41])

[43] Man foll durd) einen Puntt P in einer Ebene E eine Geradeg
pon gegebener Meigung « gegen die Spur von E mit TT 3iefen. Man
3eid)ne in der Umlegung der Ebene E um die Spur in TT. Diefe Auf
gabe ift nidt 3u verwed)felnt mit der folgenden:

[44] Nan foll durd) eirten Puntt P in einer Ebene E eine Geradeg
von gegebener Meigung « gegen TT ziehen. Nan jeidyne wie in [41]
den Ureis um P’ fiiv o; er jdyneidet die Spur von E in 3wei Punk:
ten, durd) die die gejudhten Geraden g verlaufenn miiffen. (Anders
ausgedriidt wiirde diefe Aufgabe aud) lauten: In einem Straflens
bitfdjel follen diejenigen Straflen gefunden werden, die eine gegebene
TMeigung gegen TT haben.) Dann hat die Aufgabe feine Lofung?

Bejondere Lagen von Edenen. Eine Darftellung dex Ebene in der
bisherigen Art ift unmdglidy, wenn die Sallinien fid) nidyt darftellen
Iaffen, alfo wenn die Ebene || TT oder L 1T ift. Im erften Sall find
alle Projettionen von Siguren in der Ebene mit diefent Tongruent; e
mu§ nur der Abftand der Ebene von 1T irgendwie angegeben werder.
Im 3weiten Sall ift die Projeftion einer Sallinie ein eingiger Punit
unbd die Ebene ijt durd) ihre Spur eindeutig gegeben. Uian IGfe hier-
nad) die Aufgabe:
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[45] Durd) einen gegebenen Puntt P ift L TV eine Ebene parallel
ju einer gegebenen Geraden g ju 3iehen.

Parallele Ebenen haben parallele
Spuren und parallele Sallinien,

[46] Durd) einen Puntt P ift eine 3zu
einer gegebenen Ebene E parallele Ebene
3u legen. Tlan judyt auf e den Puntt Q, der
mit P die gleidje Hihe hat [3]; dann find
Baupt- und Sallinie der gefudyten Ebene
durd)y P parallel ju den entfpredhenden
{inien der gegebenen Ebene durdy Q.

Aufgaben iiber Ehenen und fie jdhnei:

dende Geraden. [47] Eine Ebene E ift mit
einer beliebigen Geraben g 3um Sdynitt 3u
bringen. Wir legen durd) g eine Hilfss
ehene L TT, die E in h jdneiden mag. 5. 7.
Hann man h fonftruieven, fo liefert in der Umlegung der Sdnitt-
punit (S) von (g) und (i) den gefudhten Sdynittpuntt S von g mit E.
§ig. 7 exldutert die hier angedeutete Konftruttion. Diehiljsgerade h
it gefunden durd) die beiden Puntte A und B. A ift der Spurpuntt
vont i und liegt als folder auf der Spur von E, aber er mufy aud
auf g’ liegen, das mit 1’ sufammenfallt. B ijt der Punit von A, alfo
aud) von der Ebene E, deffen Projettion mit dem Spurpuntt von g
jujammenfdllt; feine Hohe k erhdlt man wie in [3] durd) ein Lot von
B auf . (B)A ijt dann (h).

[47a] Ein Dreied ift durd) jeine E€puntte gegeben; man foll es mit
einer Geraden g jum Sdnitt bringen. Nlan legt wieder eine Hilfs-
ebene L TT durd) g, die die Dreiedsebene in h fdneidet und fons
fteuiert in der in TT um g’ umgelegten Bilfseberne den Sdnittpuntt von
(g) und (h).

Die Aufgabe [47] ijt die Grundaufgabe fiix alle Parallelpros
jettionen irgendwelder Siguren auf eine gegebene Ebene oder, was
auf dasfelbe Rinaustommt, aller Schattenaujgaben bei parallelem
fidit auf irgendeine Ebene. NMan ISfe hiernad) [48]: BGegeben ift
ein beliebiges Dreie A BC, eine beliebige Ebene E und die Ridytung
paralleler Eidytitrahlen. Nan joll den Sdatten von ABC auf E exs
mitteln. Befonbders einfad) wird die Aufgabe, wenn E mit TT 3u-
fammenfallt.




32 L Darft. Geometrie bet Derwendung nur einer Projefiionstafel

Sote auf Ebenen. [49] Don einem Puntt P foll auf eine Ebene E
das Lot 1 gefdllt und der Sufpunit F ermittelt werden, mit anberen
Worten: &in Puntt P foll auf eine Ehene E fenfredht projiziert wer
den. Denfen wir uns durd) F in E die Hauptlinie gezogen, die fents
vedyt ur Sallinie dburd) F vexlduit, fo muf ! auf beiden fenfredyt ftehen
alfo I'|| ¢" werden. & wird alfo ftets ein Lot 3u einer Ebene auf T
parallel 3u der Projeftion der Sallinien diefer Ebene projiziert oder
mit anderen Worten fenfredyt 3ur Spur diefer Ebene. In unferer Auf-
gabe legen wir fomit durd) P eine Ebene A L TT und || e, drehen A
um in TT und fdllen von (P) auf (e) ein Lot, deffen Schnittpuntt mit
der Umlegung der Schnittgeraden von E mit A (F) liefert. it
diefer Aufgabe ift aud) 3ugleid) die folgende geldft: [49a] Gefudht
wird der Abjtand eines Punttes P von einer Ebene E. Befonders ein-
fad) wiirde fid) jeyt die £6fung folgender Aufgabe geftalien:

[50] 3n einem Puntt P foll auf einer Ebene E ein Lot erridytet
werden. Nan erviditet in der Umlegung in (P) auf (e) das Lot
Damit ift jugleidh audy umgetehrt die Aufgabe geld{t [51]: Gegeben
ift eine Gerade g und auf ifr ein Puntt P, man foll durch P L g eine
Ebene legen.

Redytwintlige Adfentreuse in fenfredier Projeftion. 3n einem
Befonderen Sall hatten wir {don in [13] die Projeftion eines folden
Adyfentrages (dret von einem Puntt ausgehende aufeinander fent:
redyte Strahlen) fonfiruiert; jeit foll [52] ein beliebiges vedytwintliges
Adyfentreny auf TT projiziert werden. CGin Lot auf einer Ebene E
fonnen wir erriditen; es fehIt aljo nur nod), daf man in E durd) den
Sufypuntt jwei fid) fenfredyt jdneidende Geraden fonfjtruiert, was in
der Umlegung der Ebene E um ifhre Spur in TT ausgefiihrt werden
fann. Wir wollen aber diefe Aufgabe voun einer anderen Seite aus
betradyten und folgende Aufgabe I6fen:

[53] Ein beliebiges Tetraeder ABCO, deffen von O ausgehende
Kanten ein dreijeitiges rechtwintliges Adfentreus bilden, foll auf die
Grundflade ABC (= IT) projiziert werden. Ijt O die gefudyte Pro-
jeftion von O auf ABC, {o Eonnen die Seiten diefes Dreieds als Spus
ren bder Seitenflidien mit der Grunbdflie ABC betradtet werden.
Nun ift3.B.04 L 0BC, 5.%.es mufj audy O'A L BC fein als Lot
auf einer Ebene, deren Spur BC ift; dasfelbe gilt pon den anbderen
Seiten. Aber aud) die Sallinien dev Seitenfldden und ihre Projeftion
miiffen fenfredyt auf deren Spuren ftefen; jo muf 3. B. die Projettion
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der Hohe O A, von AOBC, bas it O’ A, L BC fein. it anbderen
Worten: A0 und 0'A, muffen auf einer Geraden liegen; dasfelbe gilt

von BO" und O'B,, CO' und 0'C;. Das be
refitwintlige odreifeitige Ad)jentreuz projis A
siert {idy alfo in die drei fohen des Grund- 1;// / I
dreieds ABC. ~ i
Um nun riidwdrts aus der Projettion , //' % L ] !

ABCO’ bdie Ldangen 04, 0B, OC 3w ex- [~ ,-
halten, denten wir uns das Dreied AOB @ .

in die Ebene der Grundfladie (in TT) Bin- . O -
cingedreht und miffen nur beadgten, dafp . . /7
bei (O) Odann ein vefter Winfel auftritt. RN
In Sig. 8 Tiefert die Umlegung A B (0), R

die Cangen A0 und BO. Um CO 3u er- sia. 8.

halten, Tegt man ACOC, vt CC, unt und erhdlt fo die nod) feh-
lende dritte Ldnge CO = C(0),.

Ein oreifeitiges redtwintliges Adyfentreu3 fann mun durd) eine
Ebene ftets fo gejdnitten werben, dah das Dreied aus den dret Adhen-
{dnittpuntten — das Sdnittdreied — einem gegebenen fpigwintligen
Dreied Fongruent wird. Da aber die drei Hohen in einem jolchen
Dreied ftets ftumpfe Winfel miteinander bilden (es find die Supple-
mentwintel der Dreledswintel), fo fann man aud) jagen, daf unfer
Adyfentreus ftets fo von einer Ebene gefdynitten werden fann, daff die
Bohen des Schnittdreieds irgend drei Ridjtungen parallel laufen, die
ftumpfe Wintel miteinander bilden. Daraus folgt der widhtige Sak:
Jrgend drei von einem Puntt ausgehende Strahlen, die
in einer Ebene liegen und miteinander jtumpfe Wintel
bilden, ¥6nnen ftets als fenfredite Projeftion eines redt-
wintligen AdQfenfreuzes aufjene Ebeneangefehen
werden.

Gigentlidy bildet das Adjfentreuz adyt einzelne Ofanten; wir
haben bisher immer nur denjenigen betradytet, deffen dret Hchfen
famtlidy die prolefttonsebene {neiden. Ein ioIcI)et eingelner OFtant
fann alfo aud fo im Raum liegen, daf nur 3wei oder nur ein oder
gar fein Strafl die Projettionsebene fdneidet. Wir ténnen von einem
Ottanten, deffen Adjenprojeftionen dann nidyt mefhr alle ftumpfe
Wintel miteinanbder 3u bilden braudjen, fofort 3u demjenigen iiber-
gehen, deffen Adjen wieder alle die Projettionsebene jdneiden, wenn

ANuG 541: Stider, Einfilrung in die darftellende Geometrie 3
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wir diejenigen Strahlen riidwdvis iiber den Adfenfdnittpuntt ver
langern, die die Projeftionsebene nidyt dneiden. Mad) diefen Betrad)
tungen fonnen wir uns auf folde Oftanten befdyrdanten, wie wir
fie juerft betradtet haben.

Alle Streden auf derfelben Ad)fe werden nun bei der Projettion im
gleidjen Nafe vertiirst, aber fiir jede Adfe fommt ein anderes Ders
tiivsungsverhdltnis in Betradyt. Es bleibt alfo nod) die Aufgabe 3u
erledigen, fiiv jede Ad)fe das Dertiirzungsverhiltnis anzugeben. Das
gefdhieht am beften dadurdy, daB man auf jeder Adyfe vom Adfen:
fdnittpuntt aus die Einfeitsitrede abirdgt,

[54] 3n der Projeftionsebene TT ift ein Ad)fentrenz durd) die Pro-
jeftion der Adyfen gegeben; man foll fiir jebe Adyje das Dertiirjungs:
verhdltnis angeben. Die Projettion des Adfen{dnittpunttes O fei wie:
der O, bie brei Adfen feien durd I, Il, Il beseidynet; dann wifle
man jwei Punite 4 und B auf I und II devart, dafy die Derbindungs:
linie A B L Il wird und ferner auf Ul den Puntt C, jo da AC L1l
wird, von felbjt wird dann BC L 1. Die wahren Ldngen von 04,
O B, OC fonjtruiert man dann wie in [52], auf denen man dam
eine CGinheitsitrede 04, = O 4, = 04;=1 annehnien fann, bie
viidwirts die Projeftionen O'A4,’, 0’4y, 0' A, liefert.

Utehrere Ebenen. [55] MTan foll die Sdnittgerade 3weier Ebenen
A und B beftimmen. 3ft eine der beiden Ebenen L TT, fo haben wir
diefe Aufgabe fhon in [47] geldjt. Liegen die beiden Ebenen aber be:
liebig, fo I6fen wir die Aufgabe dadurd), dafj wir eine Hauptlinie von
A mit einer folden von B unt Scnitt bringen, die denfjelben Abjtand
von TT fhat. Jfr Sdnittpuntt ift ein Puntt der Sdynittgeraden, feine
Derbindungsgerade mit dem Sdnittpuntt der beiden Spuren von A
und B mit 1T ift die gefudyte Gerade, Wie findet man nun jene beiden
Hauptlinien? Wir greifen auf a, die unfere Ebene A darftellende Salls
Tinie, einen beliebigen Pun¥t P heraus und giehen durd ihn die Haupt:
linie in A. Dann fuden wir auf b nad) [3] denjenigen Puntt Q, oder
diefelbe Hohe wie P hat und 3ziehen dadurdy die Hauptlinie in B.
Der Sdnittpuntt X der beiden Hauptlinien ift ein Puntt der Sdmittline
von A und B und die Derbindungslinie von X mit dem Sdynittpuntt
der beiben Spuren vort A und B ift die gefudyte Sdynittlinie x. Da man
die ke von X fennt, ift die Umlegung (x) fofort fonftruierbar und
damit aud) der leigungswintel o von x gegen TT (Sig. 9).

Soldje Aufgaben fpielen eine Rolle bei der Konftruttion von Didern
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(Dadyausmittlungen!), die in allen groferen Werken iiber darftellende
Geometrie®) behanbdelt werden.

[56] ®efudit wird der Sdnittpuntt von drei Ebenen. Eine 3Fwei:
malige Durdyfithrung von [55] fiifrt
3um Siel.

Heigungswintel sweier Ebenen.
[57] DTan foll den Neigungswintel
o 3weier Ebenen A und B beftims

$tg. 9. $tg. 10.

men. Sunddjt tonnte man von irgendeinem Punit im Raum je ein
ot auf A und B fillen nad) [49] und dann nad) [11] den Wintel dies
fer beiden Lote beftimmen; er ift der Supplementwintel des gefudhten.
il man aber bdie Aufgabe divett [Gfen, fo muf man junddyft nad
[55] die Schnittgerade der beiden Ebenen beftimmen und 3u ihr eine
fenfrechte Ebene E legen, Seien r und g die Spuven der Ebenen A und B
und s die Scynittgerade, fo mdge ¢ die Spur einer Ebene E fein, die L s
verlduft. Um den Sdnittpuntt P von s mit E 3u beftimmen, fdllen
wit von Q, dem Sdnittpuntt von s mit ¢, das Lot auf (s), der Suf-
puntt (P), muf dann der in TT umgelegte Puntt P fein. Legen wir
dagegen die Ebene E um ¢ in TT um, fo fdllt P in der Umlegung
nad) (P),, und bdie Derbindungslinien von (P), mit den Sdnittpunt-
ten vont ¢ mit r und g geben den gefudyten Wintel, wihrend die ents
fpredjenden Derbindungen mit P’ die Projettion diejes Wintels bei P
auf TT geben (Sig. 10).

Haben bdie beiden Ebenen A und B eine Sdnittgerade s || TT, fo
liegt dex gefuchte Wintel in einer 3u TT fentredyten Ebene, die dann
gld)f,’,u s fentredt ift; in diefer Ebene fonftruiert man den gefudhten

infel.

Kiirsefter Abftand sweier windfdhicfen Gervaden, [58] Man foll

u 3wei windjdyiefen Geraden a und b den Tiirseften Abjtand fonftru-
; 5
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ieren. Um unddft feftzuftellen, was man darunter verjteht, denten
wir uns auf der Geraden a einen Punit 4 wandern und jedesmal
feinen Abftand von b gemeffert. Einer diefer Abjtande mufy dex FHir
3efte jein. Stellen wir uns dasfelbe mit einem Puntt B ldngs b vor,
fo muf B ebenfalls einmal einen tirgeften Abftand von a Haben
Diefe beiden ausgeseidineten Lagen miiffen aber sujammenfallen, da
fonft swei fiirsefte Abjtande maoglid) wdren. Der tHirzefte Abftand der
beiden windjdjiefen Geraden ift jomit diejenige Derbindungsgerade
3weier Puntte auf a und b, die gugleid) auf beiden fentredyt fteht; man
nennt fie daher aud) das geneinfame Lot.

_ Die £6jung von [58] berufht darauf, daf man diejenige Ebene E
ourd) b legt, die 3u a parallel ift; der Abjtand der Geraden q von E
ift der gefudyte. Gine jweite £6fung ift folgende: WTan fonftruiert
[51] eine Ebene L g und eine Ebene L b. Jhre S@nittlinie s muf su
der gefuditen Geraden pavallel fein. Nan hat alfo nur nod || s eine
Gerade 3u legen, die @ und b fdneidet; vgl. [19].

Bejonders einfad) wird die Konftruttion von [58], wenn eine der
beiden Geraden ¢ L TT gegeben ift. Dann muf; das gemeinfdajtlide
Lot 1| TT fein, alfo wird fid) aud) << (I, b) wieder als Redyter projis
gieren. Uian braudyt alfo nur von dem Puntt, der die Projettion vona
darftellt, auf die Projettion b” von b das Lot ju fdllen. Liegen die
beiden Geraden a und b derart, daf a'| b, fo ift das gefudhte ge:
meinjdyaftlide Lot gleid) dent Abftand der beidenProjettionen a’ undd',
denn diefes ift dbann || TT. NTan muf alfo in TT eine Gerade fonftruieren,
weldje die wei Punite gleidjer Hihen auf a” und b" verbindet.

4. Dreitantfonitruftionen.

Die verjdicdenen §aMe. Drei von eivem Puntt ausgelende Ge:
raden, die nidt in einer Ebene liegen, bilden eine dreifeitige Ede
oder ein Dreifant. Die von je Jwei Kanten gebildeten Wintel heifen
die Seiten- oder Sladenwintel, Tfurs bdie Seiten der Ede, wdkrend die
Wintel, unter denen die Ebenen je 3weier Kanten gegeneinander ge
neigt {ind, die Hantenwinel oder turs die Wintel der Ede heifsen;
erftere werden mit a, b, ¢ begeidnet, letere mit a, B, v*). Ausje

*) Ausnafhmsweife bejeidinen Hier die Heinen lateinifchen Budjtaben
Teine Geraden; diefe Infonfequens in der Begeiduung fet hier geftattel,
weil diefe Art der Beseidhnuig bei den Dreifantfonftruttionen allgemein
1iblid) ift und fier nidit 3u Derwedjlungen Anlaf bieten fann.
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dreien diefer fedys Stiide tonnen die iibrigen durd) Honftruttion gefun-
ben werden. Es {ind folgende Sille der gegebenen Stiide maglidy:

I.1.a,b,c 2.a,b,Y 3.a,b,a ab,B
b, c, o b,e,B by
ca, B c,a, Y ¢ aqa

ll‘ I‘ alng 2' al Blc 3' a' Bla a' B!b
B Y, a Byrb By,
Tia,b Y, tye Y,0,a

Alle 20 Sdlle Iaffen {id) auf drei guriidfithren. dunddft die unter
I auf die entfpredjenden unter [ mit Hilfe des Sabes iiber die Polar-
efe. SAllt man namlid) im Innern einer Ede von einem beliebigen
Puntt P auf die orei Seitenflichen der Ede die Lote, fo bilden diefe
eine Ecfe, deven Seiten und Wintel entfprediend mita, b, ¢’, o’ B, ¥’
bejethiret werden mdgen. Stellt man fid) von einer Ede mit ifrer
Polarecte ein Nodell her und fallt man auferdem von den Sufpunt-
ten der Oret Lote aus P auf die Seitenflddien in diefen die Lote auf die
Kantert, fo erfennt man ofne weiteres, daf je wei diefer Lote in der-
felben Seitenfldde der Ede die Winkel der Polarede einfliegen, wdkh-
rend foldhe in wei verjdyiedenen Seitenflidhen die Winkel der Ece ein-
ffliegen. Je ein Wintel der Ecfe liegt mit einer Seite dev Polavede in
einem Dierede, deffen beide anderen TOinfel Redyte find; dasfelbe gilt
vont e einem Winfel der Polarecde und der entjpredienden Seite der
Ede. Biernad gilt folgender Say: Je ein Wintel ciner Ede ift dev
Supplementwintel 3ur entfpredjenden Seite der Polavede, und umge-
fehrt je ein Wintel der Polavede ift der Supplementwiniel 3u der ent-
forehenden Seite der Ede felbft. Kann man alfo dic Aujgaben I [ofen,
fo findet man die Lofungen der Aufgaben II dadurd), daf man 3. B.
bei II 1. aus den Supplementwinteln 3u o, 8, v, alfo aus a’, b’, ¢’
die Gke fonftruiert, alfo of, B, ¥’ findet; die Supplemente 3u o', B, 1’
find die gefudyten Seiten ju den gegebenen Winteln ¢, B, T.

Die dret Grundaujgaben. Die sehn verfdiedenen Aufgaben 1 ton-
nen nun auf die drei folgenden Aufgaben 3uriidgefiifrt werden, da
fidy die anderen durd) jytlijde Dertaufdhungen der Benennungen dar-
auf guriidfiihren laffen:

l.a,b,c 2.a,b, 7T 3. abo.
Bei den £dungen bdiefer drei Aufgaben denfen wir uns jtets eine Seite
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in TT gelegt; es foll dann jedesmal die Projeftion dex odritten in den
Raum mgenben Kante auf TT gefunden, fowie die fehlenden drei Stiide
fonfteuiert werden.

[69] Gin Dreifant foll aus
ben dret Seiten a, b, ¢ tonftru
fert werden: MWir legen die drei
gegebenen GBroBen a, b, ¢ in
die Ebene TT, fo daf fie einen
gemeinfamen Sdheite]l S und
jwei gemeinfame Scyentel haben
(§ig. 11). Die Aufgabe beftelt
nun darin, @ und ¢ je um den
mit b gemeinfamen Sdentel
herum3udrehen, daf fid) ifre
freien Schentel 3ur dritten Kante
der Ede vereinigen. Wit greifen auf den beiden freien Sdenteln wei
Puntte (P), und (P), heraus, fo dap S(P),= S(P);. Bei dem Rer:
umbdrehen wandern dann die Projeftionen diefer Puntte auf Loten
3u den gemeinfamen Schenfeln; ifre Sufpunite heifen Q und R.
Der Sd)mttpunft der Lote muf P’ fein, alfo die Projeftion von P
auf TT. SP'ift die Projeftion der dritten Hante der Ede auf TI.
Die redjtwintligen Dreiece QPP und RP'P fonnen in der Um
Tequng um QP und R P’ Tonjtruiert werden, weil man die eine
Kathete QP bam RP’ und bie Hupotenufe QP = Q(P); = Q(P),
b3w. RP = R(P), = R(P), tennt. Die Wintel bei Q und R find
Ote gefuchten ne‘gungsmmtel v und o. Um B 3u finden, dentt
man f{id) in P jur Xante SP in den Seitenebenen der Seiten a
und ¢ Lote ervidytet, die die beiden gemeinfdaftlichen Schentel SO
und SR in T und U fdneiden. Sdligt man um T mit T(P)
und um U mit U(P), XreisbSgen, fo mogen {idy diefe in (P)
treffen. X T(P),U ift der britte Winfel B der Ede. Dgl. hieryu
aud) [57].

[60] Ein Dreifant foll aus 3wei Seiten q, b und dem eingefdyloffe:
rien Wintel 1 fonftruiert werden. Legenwir a und b wieder wie oben
hin, fo fann davaus und mit Hilfe des Winkels 1 die ganze Sig. 11 re:
Tonftruiert werden. Man nimmt (P), wieder beliebig an, ieht (P)lQ,
tonftruiert AQP' (P);, PR, AP R(P), (ba P’ (P);, = P'(P),)

R(P); = R(P), ufw,

§ig. 11.
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[61] Aufgabe: Ein Dreifant foll aus jwei Seiten g, b uUnd dem
ber einen Seite gegeniiberliegenden Wintel o tonjtruiert werden.

Wir denten uns wieder a,
b, ¢ wie oben in TT ausge
breitet; jef3t foIl aber die Seite
cin TT feftliegen, und es muf —
etit b herumgedreht werden /
und aud) nody @ um die dann '/
im Raum liegende Kante. Wir
greifen auf der a und b ge-
meinfamen Xante einen belie-
bigen Puntt (P), heraus, fdllen
das Lot (P), Q, tragenin Q an
der Derldngerung o an und 5{9‘_{2_.'
madien bden freien Schenfel ’
gleiy (P), Q bis (P),, 3ichen (P), P'||SQ. Die £age des freien
Shentels von ¢ fennen wir nod) nidyt, aber das Lot von P auf
diefen ¥onnen wir beftimmen aus einem redytwintligen Dreiect, von
dem bdie eine Kathete PP'= (P), P’ ijt. Die Hypotenufe in diefem
refitwintligen Dreied ift das von P in der Ebene von a auf jenen
freien Schentel gefillte Lot, das man erhilt, wenn man von (P),
in bem fdhon geseidineten Wintel @ das Lot (P), R, fillt. Innerhalb
a ift diefe andere Kathete als TR, Tonftruiert, wobei (P), T = P’(P),
iit. Der gefudyte freie Sdentel filr ¢ von S aus muf jeht Tangente
an einen Kreis um P’ mit TR, als Rabdius fein; R, fei Beriihrungs-
puntt, dann ijt LXQOSR,=<c und <X TR,(P),=<B. Den Win-
el v findet man dadurd), daf man die @ und b gemeinfame Hante
in einem beliebigen Punit C dburd) eine Ebene redtwintlig fdneis
bet, die die beiden anderen Kanten in A und B tifft. <X ACB ijt
dann der gefudyte. Die Konftruftion ergibt i) aus §ig. 12.

Dertaufdt man in der eben behandelten Aufgabe a mit b und er-
febt man o durd) B, fo ift aud) die erfte der Aufgaben der 3weiten
Gruppe 1. 3. geldjt. Aud) die erften drei Aufgaben von IL. laffent fid
direft I8fen, aber darauf gehen wir nidyt ein.

3u bemerten ift nod), daf fiir die Seiten und Wintel folgende Be-
fimmungen gelten miiffen, falls die Konfjtruttionen méglid) fein follen:
die Summe der Seiten (Za) mufy Heiner als 4 Redfe fein, wihrend
die Summe der Wintel (Za) Heiner als 6 Redyte, aber gréfer als
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2 Redyte fein mufs. Die Aufgaben [59] und [60] find dann ftet< moglid,
dagegen muB bei Elufg [61] < a gréperfeinals ¢ P S P'. (Weshalb?)
, Anwendung auf die Nau-
tif. Die Xonftruttion fommt
einfadjer und fdmneller jum
diel als die Redynung mit
Bilfe der {phdrijden Trigo-
nometrie. Diele Aufgaben
der fphdrifden Trigonotme:
NN | trie, insbefondere folde aus
o ' der Nautit, der mathemati-
Sig. 13. fhen Grd- und Bimmels
Funbde, find fonftruftiv in einfadjer Weife 3u [Bfen®*) und die erretcﬁ
bare (Benamgfett ift fiir die Praris wohl ebenfo ausreidend wie an:
dere graphifde Nethoden.®P) Bejonders interefjante Aufgaben aus
dem Gebiete der Hftronomxe, oie mit Bilfe der darftellenden Geometrie
geloft werden onnen, find folde iiber die Sonnenufr; woir verweijen
da auf Sdeffers.’)

[62] Eine Aufgabe aus dem Gebiete der mathematifdhen Erd- und
Himmelstunbe werde im folgenden behandelt: Ulan foll die Ldnge des
Fiirzeften Weges auf der Erdoberflide von Liffabon nad) Neunort
fonftruteren, b. . natiielidh) nur den Sentriwintel 3um 3ugehorigen
Bogen im grijten Erdireis.

Die Aquatorebene fei unfere Seidjenchene TT; der NTittelpuntt des
den Aquator batfteIIenben Kreifes, der (Erbmxttelpunft fann dann als
Projettion N’ bes Hordpols N auf TT angefe[;cn werden. L’ fei die
Projettion von L (£ifjabon) auf TT und ¥’ die von ¥ (ITeuyort). Dann
ift @ =<CLN'L bdie geographijde Breite von L, py=<x YN'Y
ote vowt Y; ferner ift Ay — Az =\ bie Differens der geographifden
£dngen der beiden Orte Y und L. Gefud)t wird X LNY = x; et
fommt vor in der vierfeitigen Pyramide N'(L'Y'LY), deven auf 1T
fenfredyte Seitenfliden redytwintlige Dreiede {ind, die fidy Tonftruieven
Laffen; folgli fann aud) L' Y" und damit damn aud) das Trapy
L'Y’LY in ber Umlegung als L'Y'(L),(Y), gefunden werden. Legt
man jdlielid) LY irgendwie als Sefne in den Aquatortreis, fo ijt
der jugehorige Sentrimintel x der gefudte. Dgl. Sig. 13.

Auf diefe Art hat man die Dreifantfonftruftionen nidyt benuft;
will man bdas tun, jo betradytet man das fphdrijhe Dreied LYN
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auf der Kugeloberflide oder das Dreifant N'(LYN), von dem man
die beiden Seiten 90 — @y, 90 — @y Termt und den Wintel A\=Ny— A,
bet N. Uian Tonftruiere diefe jweite £6fung tatfadlidy durd) und ver-
gleifie das Ergebnis mit dem der Sig. 13, wo genommen wurde:

oL =383% N\, =9"w und o@y=40;° \y=74° w.

Die Konftruftion der fefhlenden Seite Iiefert den gefudyten Wintel fiix
ben Hirgeften Weg von L nad) Y, wdhrend die fefhlenden Wintel den
Abfafrts- und Anfunftswintel gegen die Mordfiidrifitung geben. Der
Wintel, unter dem die Erdadife N'N geneigt ift gegen die Ebene der
gefudhten Seite, liefert die hiodyjte nordlidhe Breite, die auf dem tiir-
seften Weg von Liffabon nad) Weunork errveidyt wird.

5. Korperdaritellungen mit einem Ausblid auf Durdy-
dringungen, Shattenfonjtruttionen und jhiefe
Parallelprojeftion.

wWiirfel und Auader, [63] Nlan gebe bdie Darftellung eines Wiir-
fels in beliebiger £age. Diefe Aufgabe wurbde eigentlid) fhon durd
[52] und [54] geldjt. NMan braudyt ndmlid) nur in TT die Projettion
cines redytwintligen dreifeitigen Adyfentreuzes ju 3eid)-
nen und auf odeffen Adfen vom Sdnittpuntt aus drei
gleifgrofe Streden — bdie Wiirfeltanten —, abjutragen.
In Sig. 14 wurde fo das Adyfentreus A(BCD) in der
Projeftion gejeidynet. Dann mufz man durd) die Adyfen-
enden B, C, D jebesmal 3u den beiden anderen Adyfen -
Darallelen legen, die fidy in den Wiirfeledten £, F, G 5% '*
fdneiden. Legt man {dliehli nod) durd) diefe jo erhaltenen Eden
Parallelen 3u den Adfen, fo [dneiden fie fidy in H, der leten Wiir-
felefe. Diefe Art des Aufbaus eines IWiirfels muf in der Projeftion
biefelbe fein, da Parallelen bei der Projeftion als folde erhalten
bleiben. JIn der Darftellung denft man fid) dann den Iiirfel von
oben betradytet, fo daf man die pon A ausgehenden Kanten nidyt
fieht, fie "wurden dafer gefiridjelt gehalten, alle anderen Hanten
find fidytbar.

Etwas umitdndlider fommt man auf folgende Art sur £6jung der
Aufgabe [63]. Wir deuten fie trogdem an, weil ifre Durd)fiihrung
ein vielfad) benufites Derfafren enthalt. Ulan dentt fid) den Wiirfel
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sunddyft mit einer Seitenflddje in TT liegen und Fippt ihn aus diefer
£age um eine Hante etwas auf, vielleidht um den Wintel o. Die
Dertiirjung der dann nidyt mehr ju 11
parallelen Seitentanten fonftruieren wir
in der Umlegung ifrer Seitenflddye in
TT und jwar um eine Gerade, die fif
als Sdnittgerade jener Seitenfladhe mit
TT exgibt, Um jene felbe Sdnittgerade
tippen wir den gangen IDiirfel aber
mals etwas auf, etwa un den Wintel g,
fo dafy dann nur nody eine Ede in T
liegt. Die neuen Derfiivzungen der nad
oer erften Drefung nod) parallel ge
bliebenen Xanten fonftruieren wir durdy Umlegungen bder durd
diefe Kanten ju TT fenfrecht verlaufenden Ebenen in TT. Aud) bei
diefer £ofung empfiehlt es fid) sunddft die Konftruttion fiiv drei von
einer Ede ausgehende Xanten 3u zeidynen und dann wie oben durd)
Parallelen den Wiirfel 3u vervollftindigen.

[64] Man jeidne auf eine der Deiden eben befdyriebenen Arten
die Projettion eines Quaders, deffen Kanten 2, 3 und 4 cm lang
find, falls man 3uerft einmal um einen Winfel von 30° und dann
um einen folden von 45° auftippt.

Kdrper, die fidh aus dem Wiirfel ableiten laffen. [65] Nian foll
den Horper darjtellen, der entfteht, wenn man auf vier fold)e Seiten:
fladyen des Wilifels, deren Sdynitttanten jueinander parallel Iaufen,
ebenfoldje Wiirfel auffelit. NTan hat die in Betradt formmenden Kan:
ten nad) beiden Seiten um {idy felbft 3u verldngern und die Endpuntte
3u verbinden, wie es in Sig. 15 gejdaf). Serner fonjtruiere man

[66] den Kirper, der aus dem Wiirfel entfteht, wenn man durd
die littelpunite je dreter in einer Ede jujammenftofenden Kanten
Ebenen legt und fo die 8 Eden des Wiitfels abjdineidet.

[67] Darftelfung des Rhombendobdetaeders. Diefer Korper
entfteht aus dem Wiirfel, wenn man auf die 8§ Seitenfldchen gerade
Pyramiden aufjelt, deren Hohe gleid) einer halbent Wiirfelfante ift.
Benad)barte Seitenflidien je jweier benadbarter Pyramiden bilden
dann eine ebene Sigur (weshalb?), und zwar einen Rhombus, fo daf
12 Rhomben den neuen Kdrper bilden, Die Spiken der Pyramiden
erhdlt man durd) Derbindung der Mitten sweier sueinander parallelen
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Quabdrate und Derlingerung nad) beiden Seiten um bdie halbe Wiirfels
tante; ihre Dertiirsung ift burd) die 3u ihnen parallelen Iiirfel-
fanten gegeben.

[68] Darjtellung des regeImaBtgen Ottaeders. Man erl)aIt diefen
Korper aus dem Wiirfel durd) Derbindung der Mittelpuntte der Qua-
bdrate oder dirett durd) Verbindung der Endpuntte eines dreifeitigen,
redhtwintligen Adjfentreuzes mit gleidhlangen Adjfen, die man aud
iiber den Adyfenjdnittpuntt hinaus verldngert und eben-
falls den urfpriingliden Adifen gleid) gemadyt hat. So [~
wurde es in Sig. 16 gegeidynet.

[69] Das regelmipige Tetraeder exhdlt man aus | X7
dem IDiirfel, indem man in jwei parallelen Seitenfld: <y
den 3wei 3ueinander windidhiefe Slddendiagonalen g4 16,
seidinet und deren Endpuntte mitetnander verbindet,

[70] Darftellung des reguliven Dodetaeders und IJtojaeders.
Das Dodefaeder, ein aus 12 untereinander fongruenten Siinfeden
bejtehender Horper, entfteht aus dem MWiirfel, indem man auf die
Wiiifelfladen dadformige Korper auflefst, wobei der Dadyfirit gleidy
ber Seite desjenigen regelmdfigen Siinfeds ift, deffen Diagonale gleid)
ber Wiirfeltante ift; die Hohe des Dadjes ift gleid) dem halben Dady-
firft. Die Projettion diefes Dadyfirftes auf die jeweilige Wiirfelflade
mufy in der Nitte pavallel ju swet Wiirfeltanten liegen; ferner laufen
bie Dadyficfte, die man auf gegeniiberliegenden Wiirfelflichen aufs
gefetst hat, 3ueinander parallel, wdfhrend foldje von 3wei benadbarten
Didhern jueinander windjdief, aber redtwintlig find. Man iiberlege
fidh, weshalb benadibarte Dad)fladyen aneinander angrenzender Dadyer
in ein ebenes, gleidyfeitiges Siinfect iibergehen.

[71] Das 3fofaeber erhilt man aus dem Dobdefaeder, wenn man
die Miittelpuntte der Siinfede des lefgteren miteinander verbindet und
umgefefyrt.

Reditwintlige Aronomesrie. Bei den bisher dargeftellten Kérpern
legten wiv ftets einen Wiirfel jugrunde oder, was auf dasfelbe hinaus:
fommt, ein Oreifeitiges reditwintliges Adyfentrens. Die Darftellung
eines foldhen mit Angabe der Dertiirzungen ift jdhon die Grundauf-
gabe der redytwinfligen Ayonometrie, die bei aronometrijher Dar-
ftellung immer wiedertelt. Dentt man {id) irgendeinen Korper, viel-
leiyt einen Nlafdjinenteil, in einem folden Adyfentrens gelegen, fo
fann man von feinen marfanten Puntten Lote auf die Ebenen des
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Adyfentreuges fdllen, fo daf jeder folde Puntt einen Quader beftimmt,
Alle bdiefe Quader fann man fid) dann nad) Aufgabe [64] agono:
metrifd) dargeftellt denfen, wenn man die Abftdnde jener
_ e Puntte von den Adyfenebenen oder die Projeftionen diefer
\ﬁ" Abftande auf die Adyfen fennt. Uns inteveffieren natiir-
lif) nur die Eden der Quader, die mit den Puntten des
darjuftellenden Korpers sufammeniallen; tann man diefe
sig. 17.  oarftellen, o Fanm man den Korper felbft aud daxftellen,
Gs ift alfo bei einer aronometrijfen Darftellung eines
Kdorpers nur notig, daffp man ihn auf ein vedtwintliges Orveifeitiges
Adyfentreus besiehen fann, d.§. dafy man die Entfernungen der Pro-
jeftionen feiner Puntte auf oie Adifen vom Adfendnittpuntt fennt.
Da mit der Konftruttion des Bdyfentreuses audy die Dexrfiirzungen der
Adfen betannt find, fann man duvd) Siehen von Parallelen leicht 3u
den eingelnen Puntten gelangen. Die aronometrifdhe Darftellung gibt
von Korpern, wie man fid) ausdriidi, eine plaftijge Darftellung, die
durd) Nitseidnung der Adyfen erhdht wird. Wan wird natiivlidy be:
jonbders einfadie aronometrifche Darftellungen vovziehen, 3. B. eine
foldje, bei der das Adfentreus mit den Adfen unter gleichen Winkeln
gegen bdie Projeftionsebene geneigt ift, weil dann das Derfiirzungs:
verhdltnis fiiv alle Adyfen dasfelbe ift unbd diefe unter 120° gegenein:
ander geneigt find. In der beigegebenen §ig. 17 ift filx den lefteren
Sall ein Puntt davgeftellt, deffen Entfernungen von dent Adyfenebenen
fid) wie 1:2:3 verfalten.

Durddringungen. Hat man 3wei Korper in fenfredhter Projettion
dargeftellt, fo tann es porfommen, daf fie incinander eindringen oder
daf fie fid) fogar gan3 durchdringen. Um die Eindringungsfigur, die
einteilig ijt, oder die Durdydringungsfigur, die sweiteilig ift, 3u finden,
mufy man die Kanten jedes der beiden Horper mit dem anderen Kors
per um Scnitt bringen, fofern fie iiberhaupt in den andeven Hor
per eindringen. Die Grundaufgabe oOafiir befteht alfo darim, einen
Korper mit einer Geradben 3um Sdnitt su bringen, Diefe Aufgabe
wurde bereits in den Aufgaben [14] bis [16] befprodien. Auf diefe
Durd)dringungsaufgaben fommnien wir S. 814f. nod) su fpreden.

Scdattentonfiruftionen. 31t pavalleles £idyt vorhanden (angendhert
Sonnenlidt), fo wirft jeder Punit eines Dreieds einen ShHatten in die
Projettionsebene, alfo das ganze Dreied wieder ein Dreied, das Sdattens
dreied. Will man diefen Shatten Fonftruieren, jo muf; man die Lidt:



5. Korperdarft. mit einem Ausblid auf Durddringungen ufw. 45

fteaflen durdy die Edpuntte mit TT Jum Schnitt bringen. Wir {tefhen
alfo vor der Aufgabe, durd) einen Puntt in gegebener Ridtung eine
Gerade 3u Tegen, deven Spur mit TT beftimmt werden foll; vgl. Auf:
gabe [5] und [48]. Man [6fe hiernad) folgende Aufgaben:

[72] 3n bder Horizontalebene TT ftehe ein Stuhl (jfematijdie Seidy
nung!); man foll bei gegebenem parallelem Lidyt den Schatten in TT
beftimmen.

[73] NTan beftimme die Sdattenverfhdltniffe bei einer offenen in
T ftehenden Kijte (aud) im Innern!t).

3it die Lidtquelle punitidrmig und im Endliden gelegen, fo bes
fteht die Grundaufgabe der Beftimmung Odes Sdattens in der Aufs
fudung bder Spur des durd) 3wei Puntte (Lidtquelle und Puntt des
Korpers) beftimmten Strahls mit TT. [74] und [75] Man [6fe aud
dafiic die Deiden lefjten Aufgaben! Die Aufgabe, den Sdatten eines
Korpers auf einem anderen Horper feftzuftellen, wird geléft als Durd-
dringungsaufgabe des Shattenprismas oder der Sattenpyramide
mit dem anderen Korper.

Sdiefe Parallelprojettion, allgemeine Ayonometrie. Nit den Auf-
gaben [72] und [73] {ind eigentlid) aud) {don die Grundaufgaben
ber fdyiefen Parallelprojettion erledigt. Denfen wir uns das Draht«
modell eines WWiirfels, fo ift fein Sdhatten eine Darftellung des
Wiirfels in {dyiefer Pacallelprojettion. BHier erfdeint der Wiirfel um
fo perzercter, je weniger die Projettionsftraflen gegen TT geneigt find.
Sind 3wei Wiirfelfliden parallel 3u TT, fo werden diefe in derfelben
Grofe und wieder als Quadrat abgebildet. Es fann alfo bei der
{thiefen Parallelprojeftion eines dreifeitigen Adyfentreuzes fehr woh!l
vorfommen, daf in der Projeftion 3wei Adyfen aufeinander fenfredht
ftehen, was offenbar bei der reditwintligen Projettion nift méglid)
ift, falls man den einen Sall ausjdyaltet, wo die dritte Adpfe L TT
ift. Im iibrigen fiifrt hier die Projeftion unferes fenfrediten Adhfen-
treuges jur fdyiefwintligen oder allgemeinen Agonometrie
im (Begenfag 3u den Betradjtungen von S.43f, wo die rehtwintlige
Projettion eines fentrediten Adfenfreuzes sur redtwinligen Hxono:
metrie fitkrte.

Der Hauptfah fur die allgemeine Ayonometrie ift von PohIfe um
die Ulitte des vorigen Jahrhunderts aufgeftellt wotden und Iautet:

Drei beliebige in einer Ebene geIegene und von einem Puntt o
derfelbert ausgehende Streden 0’4, O'B’, 0'C’ — fofern O', A,
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B’, C’ nidt in einer Geraden liegen — tonnen ftets als die {dyief:
wintlige Parallelprojettion eines gleidyeitigen, reditwintligen Adyens
Freuzes O ABC angefehen werden.

Den Beweis diefes Safes miiffen wir uns aus Raummangel vers
fagen. Alle grogeren Cefrbiider®) bejdditigen fidy mit ihm (befonders
Sdeffers). Wir filhren den Saf an, weil wir uns mit feinem Spesials
fall der rediwintligen Aronometrie eingehender befaht haben.

Tad) diefem Saf ijt es nid)t jdwer (genau wie friiher S. 44), fid

von irgendeinem Xorper ein aronometrijdes Bild 3u entwerfen, wenn
man die Abftande der marfanten Puntte des Krpers von den drel
Adyfenebenen fennt. Wir werden auf folde Konftruttionen nody fpi-
ter (S. 77) suriidfommen. Ylatiiclid) geben nifht alle Lagenmdgs
Ilidyfeiten O'A’'B'C’ giinjtige Bilder. Da jeigt fid) eben bdie grope
Annehmlideit des obigen Safes, nad) dem man fidy die giinftigften
Lagenverhiltniffe felbft Herausfudien fann, Als befte Regel gilt da
die folgende: Wihle eine derartige Projettion O'A’B'C’, daf die €
gdn3ung jum Wiirfel ein giinftiges Bild gibt, Natiirlid) wird man
aud) jolde Wintel und Dertiirzungen wihlen, die unjdwer Herzuftellen
flinbl, wie IPinfeI vont 909 45° oder 30° und Derfiirungen von
T¢ 3 oder 5.
' Eﬁ[gemein ift su den AbDbildbungen in {iefwintliger Parallelpros
jeftion obder Ayonometrie 3u fagen, daf fie erft dann ridytig wirlen,
wenn man fie in der Ridhtung (ftrenggenommen aus dem YUnends
lidjen) der Projeftionsitraflen betradytet. Siiv tleinere @bjelte, wie
3. B. Mafjdyinenteile, geniigt diefe Datftellung immer. Erft wenn bdie
@Objette grofer werden (Hdufer, Briiden), wird man ftérend empfin:
den, daf bei allen Parallelprojeftionen gewiffe perjpettivijde Wir
fungen fehlen; das fann nur bei Darftellungen durdy Sentralprojels
tion vermieden werden.

6. Sentralprojeftion.

Die Aufgaben [74] und [75] fiifrien bereits sur Sentralprojettion
oder Perfpettive; der SHatten eines Gegenftandes bei endlidjer punit
formiger Quelle auf eine Ebene ift eben eine Sentralprojeftion jenes
®egenftandes auf die Ebene. Im folgenden wollen wir 3ugleid) als
AbidIuf der darftellenden Geometrie bei Derwendung nur einer Pro-
jettionsebene einige Grundaufgaben bder Sentralprojettion erledigen.
Auf bie Hauptaufgabe der Sentralprojettion felbjt, perfpettivijde
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Bilder 3u entwerfen, brauden wir um fo. weniger einjugehen, als
diefem Begenftand bereits ein Binddjen diefer Sammlung gewidmet ift.”)

Darftellung des Punttes und
der Geraden. Als Projettionszen-
teum  (Auge) wdhlen wir einen
Puntt Z und beseidynen feine recht=
winflige Projeftion auf die Bild-
eberte TT mit Z'. Z ift dann be-
ftimmt, wenn feine foke, die Linge
ZZ' oder die Diftans, gegeben ift;
wir denfen uns um Z’' mit ZZ’
einen Hreis gefd)lagen und nennen
ihn Diftanztreis. Der Puntt Z’
wird gewdhnlid) als Augenpuntt
beseidynet; ex ift der eingige Puntit,
in dem Oer Projeftionsftrahl L TT
fteqt.

Um den Sufammenhang wmit
dem friiheren 3u behalten, denfen
wir uns jeft genau wie auf S. 17
cine Gerade g gegeben durd) g’
und (g); ihr Spurpuntt mit TT werde
mit G5 begeidynet. Auf g liege ein $ig. 18,

Puntt A. Iir wollen jelt g und 4

von Z aus auf TT projizieven. 3u diefem Swed legen wir dbas Trape;
AZ'AZ um A'Z in bdie Ebene TT als A'Z’(A),(Z). Die Derlénge:
tung (A)y(Z) fdneidet dann die von A'Z in A% dem Bild von A.
AGg ift dann die Jentralprojeftion von g=AGs aus Z auf TT,
wir fagen furz die Abbiloung oder das Bild von g und bezeidnen es
durdy einen oberen Jnbder: g°. Da Gs fein eigenes Bild ift, mag es
ehenfalls: durd) GY beseidnet fein. Don befonderer Bedeutung ift
das Bild des unendlid) fernen Punttes der Geraden g. Man findet
¢, wenn man durd) Z eine Parallele 3u g 3icht und ihren Shnitt-
puntt mit TT bejtimmt; er fei mit G2 bezeidinet. In §ig. 18 fommt
es auf dasfelbe hinaus, wenn wir durd) Z’ eine Parallele 3u g~ 3ie-
hen und fie mit g° um Sdnitt bringen.

Das Bild g° einer Geraden g ift Hiernad) vollftdndig beftimmt,
wenn man G§ und GO fennt. 3ft dex Diftanstreis gegeben, fo fann
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man g im Raum aus g° vefonftrueven. Aus der Honftruftion von
G? erqibt fidh ferner, oafy wir 3u demfelben Puntt Fommen, wem
wiy icgendeine ju g parallele Gerade verwendet htten. NTit anderen
orten: Ein Biindel paralleler Geraden wird in der Abbildung ju
einem Straflenbiijhel, deffen Nlittelpuntt jener Punit G, ift. Nian
beseichnet diefen Puntt als STudytpuntt. Biernad) wicd 3. B. Z" der
Sludtpuntt aller auf TT fenfredyten Geraden fein, ferner werben die
Sludytpuntte aller Geraden, die unter 45° gegen TT geneigt {ind, auf
dem Diftangtreis liegen. YTur foldje Geraden, die 3u TT parallel find,
werden wieder als Parallele abgebildet (Sludhtpuntt und Spurpunit
Tiegen im Unendliden und fallen sufammen); auger der Riditung bes
Spurpunttes mufy da nod) ein Punit gegeben fein. Sallen im End:
lidjen G5 und G° sufammen, fo haben wiv einen Sehftrahl vor uns,
alfo eine durd) Z gehende Gerade.

Um aud) den Puntt P aus PO vefonftruieren 3u Eonuen, denten
wir ihn uns jtets auf einer Geraden ¢° = GIGY, gegeben; da wir
g felbft finden tonnen, ift es audy fiir P mdglidy.

Darftellung der Edene. Irgendeine Ebene E mag TT in der Spur-
geraben e f&)neiben. Eine parallele Ebene durd) Z 3u E wird damn
TT in einer 3u e pavallelen Geraden {dneiden, die wir analog der
Bezeidynung bei der Geraden durd) ef, fenmseidynen und miit dem namen
STudytgerade der Ebene E belegen wollen. Dann ift wieder ) 3w
gleid) die Sludytgerade aller ju E parallelen Ebenen, mit andeven
Worten: Parallele Ebenen Hhaben bdiefelbe Slud)tgembe Jebe Ebene
ift wieder durd) ihre Spur- und Sludigerade beftimmdt. Jrgenbeme
Gerade der Ebene wird dann mit 1f)rem Spurpuntt auf ef und mit
ihrem Sludtpunit auf e Iiegen. Jijt eine Ebene parallel 3u TT, fo
fallen ¢f und ¢ in die unendlid) ferne Gerade, und eine folde bene
ift durdy einen ifrer Dun’fte befttmmt Aber aud) bei Ebenen durd
Z (Sehebenen) fallen €2 und 2 3ufammen Ebenen L TT haben Sludt:
geraden, die durd) den Augenpuntt Z' verlaufen. Ebenen, die gegen
TT unter 45° geneigt find, haben Sludtgeraden, die Tangenten an
den Diftanstreis find. Diefe Sdfe find alle durd) die Definition der
STudytgeraden einer Ebene bedingt und bediirfen weiter feiner Er:
Iquterung, Die bisherigen Betradtungen geben uns die Nidglidfeit,
fofort an bdie Behandlung einiger Grundaufgaben 3u gehen.

Grundaufgaben. Soweit es i) nur um Aujgaben der reinen Geo:
metrie der £age handelt, jobald alfo von Nafbesiehungen (wakhrer
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£inge von Streden und Winteln, Abftdnden, Senfredititehen von Ge-

raden ujw.) nid)t die Rede ift, werden wir den Diftanstreis nidt brau-
den. Die Seidnungen gelten dann gewiffermafen fiir jedes Auge. Aus

diefert Grunde fprifit man aud) von einer Gy
Bentralprojettion oder Perfpettive ofhne L, E
Auge; man Qat fie aud) die Perfpettive B !

ber Blinden genannt. Wir geben sunddft B T ge o
bavon die widytigften Aufgaben. BT Ma—

Die Darftellung [76] i) {dhnei-
dender und [77] fid) treusender Geraden beruht darauf, daf
fidy fdneidende Geraden in derfelben Ebene liegen, d. . ihre Spur:
puntte miiffen auf der Spurlinie der Ebene und ihre Sudtpuntte
auf der Sludytlinie der Ebene liegen. Sind alfo g und 4 die beiden
Geraden, fo muf GIHY|| GIHD fein, und der Sdnittpuntt S° von g°
und A® ift das Bild des Sdnittpunttes S der gegebenen Geraden. 3ft
dagegen GIHS 4 GAHY, fo ftellen g° und h® jwei wind{djiefe Ge-
taden dar, der Sdnitt von g° und A Hat jet Teine Bedeutung, es
fei denn, dap man ifn als den {deinbaren Snittpunit von g und A
aus Z betradytet.

[78] Ntan foll durd) einen gegebenen Puntt P ju einer gegebenen
Geraden g bdie Parallele [ legen. g fei gegeben durd) g° = G2 G2 und
P burdy P°, gelegen auf p®=PIP2. Derbinden wir P* mit G2, o
ift das fdhon I° Aber die Berade I ift erft beftimmt, wenn idy nidt
nur ihren Sludytpuntt L2=GY habe, fondern aud) ifren Spurpuntt LY.
Diefen findet man durd) Kenngeidinung der Ebene (pi), deren Sludyt-
gerade P2 LY ift und deren Spurgerade durd) P} dazu parallel ver-
lauft; ihe Sdnittpuntt mit I° gibt L2 (Sig. 19). Damit ift aber bdie
gefudhte Parallele I° vollitindig beftimmt. Aber aud) die folgende
Aufgabe ift dadurd) geldft:

[79] Durd) einen Puntt P und eine Gerade g foll eine Ebene ge-
legt werden. Die Ebene ift beftimmt odurd) g und ifre Parallele
I durdy P. Da aber in Sig. 19 die Spurgerade der gejudyten Ebene
burd) GO LY fdon beftimmt ift, hat man nur nod) dazu durdh) G2 = L2
bibe Parallele ju legen, die die Sludytgerade der gefuditen Ebene
abgibt.

[80] Nian joll die Sdnittgerade g 3weier Ebenen A und B finden.
Die Ebenen find gegeben durd) ifhre Spurgeraden a und b und ifre
Sludytgeraden al und ). Wie die beigegebene Sig. 20 zeigt, fiihrt

ANuG 541: Sifdyer, Enfiijrung in die darjtellende Geometrie 4
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der Sdmitt der Spurgeraden 3um Spurpuntt und der Sdynitt der Sludt:
geraden jum Studitpuntt der Sdnittgeraden g*).
. [81] NMan foll eine Ge
rade g mit einer Ebene E
¢z 3um Sdnitt bringen. Legt
man eine beliebige Bilfs
ebene H durdy g, dann fam
man die Sdnittgerade a von
Eund H finden, und deren
Sdynittpuntt P mit g [efert den gefuditen Puntt; ogl. Sig. 21.

[82] Wan foll die Derbindungsgerade 3weier Punite 4 und B fin:
den. A und B {ind gegeben als Puntte je einer Geraden a(Al4)
und b(BIBY). Legt man nad) [79] durd) die Berade a und den Punit
B eine Ebene E, fo geben die Sdnittpuntte von A B mit e unb e
dle gefudyten Spur- und STudytpuntte der Derbindbungsgeraden c.

[82a] Wie findet man hiernad) Spur- und Sluditgerade einer durd
3 Puntie beftimmten Ebene?

[83] Nian joll durdy einen gegebenen Punit P 3u einer gegebenen
Ebene E die Parallelebene fonfiruieren. Die gefudhyte Ebene hat als
Sludytgerade diefelbe wie E. Nlan braudyt alfo nur nody die Spur:
gerade 3u fuden oder einfadier nur einen ifrer Puntte. Nian legt
durd) P, gelegen auf p (P2 PY), eine beliebige aber 3u E parallele Ge:
rade h; iy Sludytpuntt mufy auf o legen. Durdy Konftruftion der
Spurgeraden der Ebene (p; k) findet man den Spurpuntt der Hilfs:
geraden i und durd) diefen muf; die Spurgerade der gefudyten Ebene
[| 2 verlaufen.

Mad) diefen Grundaufgaben verfude man die jdwierigeren friie
ren Aufgaben [18] und [19] ju [6fen.

[84] Auf einer Geraden g (G2GY) ift eine Strede A B gegeben; fie
{oll in n gleiche Teile geteilt werden. Man legt durd) g eine beliebige
Ebene E und verbindet irgendeinen Punit P auf e mit A° und B,
bringt PA" und P B® mit e 3um Sdnitt in C und D und teilt CD in
n gleidje Teile. Die Strafhlen von den Teilpuntten nady P (in Wittlid
Teit Parallelen in E, da P im Unenblidjen liegt) geben dann auf A'B

$ig. 20. Sig. 21,

*) Wit empfeplen jur befferen Unterjdeidung in diefer Art von Aufs
gaben die Spur- und Sludytgeraden einer Ebene auszuziehen (erftere jtdrter),
dagegen (Gerade ju ftrideln.
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die gefudyten Teilpuntte, weil fie ja die Spur ¢! in der gewiinjdyten
Weife teilen,

Niaanfgaben. [85] Gejudt wird die
wafre £dnge einer Strede AB, deren Bild
A°B° auf bder Geraden ¢'= G2G? ge:
geben ift.

Wan bdentt {id durdy das Projettions: |
jenteum Z und AB bdie projizierende Ebene | »

E gelegt, deren Spurgerade dann mit g%\ | X
sufammenfdllt. Dreht man dann E um g | 0\
hinein in TT, fo mufj AB in dex Umlegung |
(4) (B) die gefudjte wafhre £dnge ergeben.
Denft man i) von Z auf ¢° das Lot ZF |/ (4},
gefdllt, fo fei (Z),F die wafre £dnge des. | sig. 22,
felben, fo dah Z durdy das Umlegen nad) (Z), gelangt. Die ums
gelegte Gerade g mufj audy nad)y der Umlegung von G§ ausgehen
und aud) dann nod) parallel 3u ZG2, alfo 3u (2),G2 fein, fo daf
man nur durd) GI eine Parallele 3u G2(Z), 3u siehen hat, um g in
der Setdynung (5ig. 22), alfo (g), 3u erhalten. Die Sdnittpuntte von
(g) mit (Z), A% und (Z), B® liefern die gefudyte Strede (A) (B).

3n diefer Weife tonnte man audy Seite fiir Seite von ebenen Siguren
behandeln, um deren wahre Grofe 3u ermitteln, oder umgefehrt, um
beren perfpettive Bilder 3u finden. Mlan fann nun frithere Sdake be-
nufen und die Honftruttion veveinfadyen, wenn man bedentt, daf die
ju projizierende ebene Sigur (der (Gegenftand) jum Bild perfpettiv
liegt, wobei Z Perfpettivitdtssentrum und die Spurgerade der Ebene,
in der die Sigur liegt, Perfpeftivitdtsadfe ift. Gegenftand und Bild
liegen audy nad) der Umlegung nody perfpettiv, wobei die Perfpet-
tivitdtsadyfe Oiefelbe wie vorher ift. ITur das Perfpettivitdtszentrum
ift ein anderes; es ift, worauf wir nidit ndher eingehen, die Um-
legung des Perfpettivititszentrums mit der Sludytebene in TT.

Um die wafre Grofe eines Wintels ju finden, muf man be-
denten, daf die Sludtgeradben der Schentel denfelben Winkel bilden,
und diefer tann dann nad) den bisherigen Betradtungen unfdywer
gefunden werden.

Besiiglid) des Senfred)titehens von Geraden auf Ebenen oder um-
gefert fei turs folgendes angedeutet. Alle Lote auf einer Ebene find
jueinander parallel, haben aljo denfelben Sludtpunft. Nlan ton-

4*

4
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ftruiert alfo das Lot vom Projeftionszentrum auf die Ebene und deffen
Spurpuntt ift jener STudytpuntt. Hat man alfo auf irgendeinem Puntt
Oer Ebene das Lot 3u erridyten, fo braudt man nur deffen Bild mit
jenem Sludtpuntt 3u verbinden. Analog ift es mit einer Ebene, die
in einem beftimmten Pun¥t aquf einer Geraden fenfredyt fteht.*)

IL. Die Mongejdhe dweitafelmethode.

7. Der Puntt und die Gerade.

Ertlarung der Sweitafelmethode. Im ecjten Teil wurden raum:
geometrijdie Aufgaben durd) Projettion auf eine Ebene (TT) geldt.
Nlonge projizierte auferdem nod) auf eine yweite Ebene, die ju 7T
fentredyt jteht. Dann ift der Abftand irgendeines Punittes von der
erften Ebene gegeben durd) den Abjtand feiner Projeftion in oder
jweiten Ebene von der Sdnittgeraden diefer Ebene mit der erften
Ebene. Wir begeidinen die erfte Ebene durd) TT, und die Jweite durd
TT,, entfprediend die Projettionen eines Punttes P durdy P, und Py.*¥)
Soldje 3u TT, fenfrechte Ebenen hatten wir bisher audy {dyon verwen:
Oet; um in diefen zeifinen 3u ¥onnen, drefhten wir fie um ifre Sdynitt-
gerade mit T hinein in TT. Dies tun wir jeit aud) wieder und nennen
Oiefe Sdnittgerade Adyfe. Siir gewdfnlidy denfen wir uns TT, fori-
jontal gelegen und fonnen fie als Horijontalebene beseidnen,
wdhrend TT, dann Dertitalebene genannt wird. P, P, fteht nad)
Oer Umlegung fentredyt 3ur Adyfe und foll Adyfenlot heifen. Jrgend-
welde rdumlide Aufgaben Ednnten nun genau wie friifer geldft wer-
den, da man ja die Projettion eines raumliden Gebildes in TT, fennt
und bdie notigen Abftdnde von der Projettionsebene TT, aus TT, ab-
greifen tonnte. Aber die Sufammenfaffung beider Projeftionen nad)
der Umlegung geftattet meiftens einfadere oder prattifdyere £Lofungen,
und darin liegt der Wert der Sweitafelmethode. AufBerdem bieten
oie beiden Projeftionen Oie Anfidften von ,oben” (Blidridtung

*) Besiiglid) eingehenderer Darftellung diefer leten Betradtungen ver-
weifen wir wieder auf die Literaturangaben im Anhang unter 8), im be-
fonderen auf Rofn-Papperiy.

*¥) 3n vielen Werfernt bezeidynet man die Tafelebenen audy durdy 0
ung };T und entfprediend die Projeftionen eines Punttes P durdy P
un .
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1 TT,) und von ,vorn” (L TT,). Diefe beiden Anfidhten bezeidinet
man aud) als Grundrif und Aufrif oder entfprediend den Ebenen

T, und TT, als ,erfte und jweite , ,
Projeftion”.?) s’;;,s;‘*;},, :
Der Puntt. Die beiden Tafelebenen T, | { i ¢’ B

und TT, teilen den gangen Raum invier ;i ;D 7

Quadranten. DenBejfauer denftman | 5 b i d\f;? 5
fidy fitr gewdhnliy ,oberhalb” TT, und jﬁl sk ’35).31
,00t” TT, und nennt diefen Teil des Raw= ; ’,";I B "

mes den L Quabdranten; der Hinter TT,
gelegene obere Quadrant ift dann der II,,
der -hintere untere Quadrant der III. und der vordere untere der
IV. Quadrant. Wenn es irgend angeht, wird man alles in den
I. Quadranten legen. Die Umlegung von Ty inein in TT, um
die Adyfe gejdyieht ftets fo, daB fich der I Quadrant Gffnet, fo daf
alfo dexr Rintere Teil von TT, mit dem oberen von T, 3ur Dedung
fommt. Demnad) wirtd ein Punit P im I Quadranten beftimmt
dburdy feine Projeftionen P, und P,, wovon nad) der Umlegung
P, unterhalb der Adfe und P, oberhalb bdetfelben liegen mup. Be-
wegt fidy diefer Punit P aus dem I. Quabdranten nad) dem IL., fo
muf} er dabei durd) TT, hindurdy; das briidt fidh in der Projeftion
dadurdy aus, daf fifh dann P, der Adyfe ndhert, wihrend des Pafs
fierens von TT, auf der Adyfe lieqt und {dlieflid) oberhalb der Adyfe
liegt, wenn P f{id) im Il. Quadranten befindet. Wanbdert nun P wei
ter aus dem II. Quadtanten nad) dem IIL, fo ndbert fid) jegt in der
Projettion P, der Adfe, Liegt im Sall des Paffierens von TT, auf
der Adhfe und legt fdlieslid), wenn P im I Quadranten liegt, unter-
halb der Adyfe. Dentt man fidh P ferner aus dem Il nad) dem
IV. Quabdranten wandernd, fo wird P TT,, alfo P, die Adyfe paffieren
ufw. 3In Sig. 23 ift die Aufgabe geldit:

[86] Ntan foll die Projettionsbilder eines Punites P seidynen, falls
P der Reihe nady fid) in allen vier Quadranten befindet, im befone
deren aud) wenn P gerade von einem in den anderen Quadranten
fibergeht.

Sallen P, und P, aufeinander, fo liegt P entweder im II. oder
im IV. Quadranten, je nadydem fich diefer Doppelpuntt oberhalb oder
unterhalb der Adyje befindet; auferdem liegt P von beiden Projet:
tionsebenen gleidweit entfernt, d. f. auf der Halbierungsebenre des

Sig. 23.
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Il und IV. Quadranten. Liegt im befonderen jener Doppelpuntt auf
der Adyfe, fo liegt P {elbft auf der Adyje.
0, 0 Die Strede. [87] Man foll die Entfernung
L jweier durd) ifre Projettion gegebenen Puntte
P und Q ermitteln. Das war aud) die frihere
Aufgabe [1]. Wir fonnen fie Hier ebenfo IGfen

wie dort und swar einmal durd) Umlegung des
Trapezes PQP,Q, in T, und einmal durd)
das entfpredende von PQP,Q, in TT,, wobei
fid) beidemal biefelbe Ldnge ergeben muf. Aber
wir fonnen hier nod) eine andere Lofung ans
st | geben, wenn wir bedenfen, daf eine Strede,

o die 3. B. || TT, liegt, in wafhrer Gréfe in T,
projiziert wird. Man dreht die durd) PO LTI, gehende Ebene um
PP, bis fie in der Lage PQ"|| TT, wird. Dabei befchreibt Q einen
3u TT, parallelen Kreisbogen, der fid) in wahrer Grofe projijiert,
dagegen bewegt fid) O, auf einer Parallelen sur Adyfe. Die Endlage
P, Q. ber Strede in der Projettion auf TT, gibt dann bdie wahre
sdnge an (§ig. 24). Nlan fiihre das Entfpredende audy jo aus,
dap man die durhy PQ L TT, gehende Ebene um PP, dreht. In
beiden Lofungen unferer Aufgabe ift jolgende fdhon mit geldjt:
[88] Nan foll die Wintel Tonftruieren, unter denen eine Strede gegen
TT, und T, geneigt ift. Irnroiefern?

Die Gerade. Irgendeine (Berade g im Raum wird dargejtellt
durd) ihre beiden Projeftionen g, und g,, und umgetefrt beftinmmen
ftets irgend 3wei Geraden g, und g, in den Projeftionsebenen eine und
nur eine Gerade im Raum, denn je eine Ebene durdy g, L TT, und
gy L TT; fdmeiden fid) in einer gang beftimmten Geraden g im Raum.
Die verjdiedenen Lagen, die g einnehmen fann, ergeben fid) daraus,
daf das von TT; und TT, begrenste Stic auf g (der Hauptteil) in
allen pier Quadranten liegen fann. Wir ftellen uns TT, und TT, im:
mer als undurdfifitig vor und denfen den Bejdauer im I. Qua:
Oranten, dann fann immer nur ein Stii€ der Geraden {idtbar fein.
Liegt der Rauptteil von g im L. Quadrant, fo ift diefer {idytbar; wir
3iehen ihn dafjer aus und firidjeln die nidt fidtbaren Teile. Liegt
der Bauptteil im I Quadranten, fo ift der durd) TT, in den I Que:
dranten ragende Teil fidytbar, wahrend nidts fiditbar exfdeint, wenn
der Hauptteil im I11. Quadranten legt; {dliehli)y wird der durd) TT,

o
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nady dem I. Quadranten hindurdytretende Teil von g fiGtbar, wenn
ber Bauptteil im IV. Quadranten liegt.

[89] Man ftelle die beiden Projettionen einer Geraden dar, fo dah
thr Hauptteil der Reihe nad) in den vier Quadranten liegt. In Sig.25a
und b liegt der Rauptteil einmal im L. und einmalim IV. Quadranten.

Ul

I
r,l{, ?
B

f-o =
=

-
o

’.l’=: Ul
i

D g =
o~ -

§ig. 25a u. b, Y §ig. 26.

Die Seidynungen werden nad) den obigen Erlduterungen leidyt ver-
ftandlidy fein; um anjudeuten, in weldiem Quadranten der Hauptteil
liegt, wurde auf diefem ein Puntt P martiert. Die Spurpuntte der
Geraden mit TT, und TT, wurden durd) H umd V gefenngeidinet.
Aus Sig. 25 geht aud) hervor, wie man die Spurpuntte von g mit
T, und TT, findet. Nlan 3eidne Odie beiden fehlenden Sille felbjt.
5ur ubung lege man fid) aud) einmal g, und g, gan3 beliebig hin,
beftimme bdie Spuren mit TT, und TT, und hebe die Sidtbarteit und
Unfidytbarteit von g hervor. man Iﬁie hier 3ur Ubung nogymals [4].

Befondere Lagen der Geraden. [90] Nan seidyne die Projeftionen
einer Geraden a) g||TT, und b) g || TT,. 3it g||TT,, fo tann g, be:
liebig liegen, wdhrend g, parallel der Adyfe fein mup.

[91] Nlan jzeidine eine Gerade parallel ur Adfe (viex Sdlle in
den vier verfdiedenen Quabdranten!).

Geraden L TT, ober T, projizieven fid) auf die Ebenen, 3u denen
fie fentredyt ftehen, als Puntte, wdhrend dic anderen Projeftionen
fentredht sur Adye ftehen. [92] Mlan jeidine eine Halbgerade, alfe
den Teil einer Geraden, der liegt a) im L. Quadranten L TT,, ferner
b) im III. Quabdranten L TT, und c) ermittle die Halbgeraden, die
durd) Sig. 26 dargeftellt fmb

[93] Darjtellung von Geraden fentredyt und windfdyief 3ur Adhfe.
Soldhe Beraden projijieren fidy devart, daf nad) der Umlegung g,
mit g, 3ufammenfallt und diefe Doppe[gembe fentred)t sur Adhfe ftebt
Dann ift es nidt mehr miglidh aus den prolefhonen die Gerade im
Raum 3u vefonftruieren. Wir geben daher eine folde Gerade g durd
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3wet ifrer Puntte A und B und onnen in einer jur Adyfe fentred:
ten Ebene durd) g 3eidhnen, wenn wir fie um ihre Sdnittgerade mit

] TT; hinein in TT, drehen (im
Sinne des Uhrjzeigers!) und
dbann mit TT, in TT, umlegen,
So ift es aud) mdglid),
. irgendeinem Puntt P, auf g,
-2 ben entfprechenden Puntt P,

DD auf g, 3u finden. Dgl. Sig.27,
> in der eine folde Geradeg
mit dem Bauptteil a) im L
und b) im II. Quadranten dat:
Sy ste2zawn. geftellt wourde; H und V find
! wieder die Spuven mit T,
und TT,. Yan iiberlege fif
diefe Sdlle prattijy mit Bilfe eines fenfredht aufgetlappten Budyes
und eines der 3um Seidhnen notigen redtwintligen Dreiede; ebenjo
filhre man bdie beiden nidyt dargeftellten Sille vom IIL. und IV. Quas
drant felbjt durd).

Es gibt aud) nod) andere Sdlle, in denen nady der Umlegung
von TT; in TT, die beiden Projettionen sufammenfallen, namlid) dann,
wenn {dmtlide Puntte der Geraden jujammenfallende Projettionen
haben (vgl. S. 68), alfo wenn die Gerade g in der Halbierungsebene
des II und IV. Quadranten liegt. In diefem Sall ift es aber trofdem
mdglid), aus den Projeftionen die Gerade g im Raum 3u fonftruieren,
weil die Ebenen durd) g und je durd) g, und g, verjchiedene Ebenen
find, alfo eine Sdnittgerade haben miiffen.

fote auj Geraden. [94] oder [7] Der Abftand eines Punftes
von einer Geraden foll beftimmt werden, oder: Don einem Punit
P foll auf eine Gerade g das Lot gefillt werden. Wir verfahren
wie in [7], legen sunddyft durd) g, L TT, eine Rilfsebene E und pro-
jisteren P auf E, der SuBpuntt fei F; dann drehen wir E finein
in TT, (bie Abjtdnde von TT, greifen wir wieber aus dem Aufrif ab)
und fdllen in der Umlegung von (F) auf (g) das Lot, der Suf
punft fei (G). G, und G, ift dann leidht ju findem, und damit tann
aud) PG felbft ermittelt werden. Liegt g parallel 3u einer Projet:
tionsebene, 3. B. g || TT,, fo wird die £6fung fehr vereinfadyt, wenn
man bedentt, daf das Lot I mit g einen redyten Wintel bildet, von
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dem ein Sdyentel, nimlidy g, || T, ift; dann projiziert fid) der redyte
Wintel wieder als Redyter (vgl. S. 20). Nan hat alfo nur von P,
auf g, das Lot ; 3u fallen und vom Sufpuntt G, auf dem Adyfenlot
heraufjugefen nad) g,, um G, 3u finden (Sig. 28). Den Sall, baB
g /|| T, ift, Tonftruiere man

ft([) felbft ourdy! Uber» _o: C.
haupt bevorzuge mannidt T/‘i ’
eine dex beiden Projeftionss "~ °

ebenen einfeitig, fondern 82,
wdhle immer diejenige, in
der es fid) bequemer 3eid)-
nen ldft. %

3ft nun g, und g, belie-
big gegeben, fo tann man
diefen allgemeinenSall auf
den eben behanbdelten juriidfiihren durd) Einfiilhrung einer Hilfsebene
T, L TT, und || g. Die Projeftion unferer rdumliden Sigur in diefe
britte Projettionsebene fann audy als eine jweite Dertitalprojeftion
aufgefafgt werden. Der Dorteil ift dann der, daff die Projeftionen
in TT, und in TT, dasfelbe Bild ergeben wie in dem obigen Sall, den
der Lefer felbft befandeln follte. BHat man aber jenen Sonderfall er
ledigt, fo ift es nidt {fwer aus G, aud) G, 3u finden. Man iibe aud
fhier wieder den andern Weg, daf man eine dritte Projettionsebene
T, einfilthet LTI, und || g. 3In Sig. 29 ift der Sall TT; L TT, und
| g durdygefiihrt.

NTit den eben befprodenen Aufgaben {ind im Pringip audy folgende
geloft:

[95] Don einem Puntt P aus joll man nad einer Geraden g jwei
Straflen m und n jiehen, fo daf g, m, n ein gleidfeitiges Dreied
bilden. Hat man in [94] die L£dnge I des Lotes beftimmt, fo ift in

der Umlegung vom Subpuntt (G) auf (g) nad) beiden Seiten %V:?

abzutragen. Die Endpuntte (Q) und (R) find dann die beiden anbde:
ren Edpuntte des gleidfeitigen Dreieds, aber erft in der Umlegung.
Uian iiberlege {id) hiernad) felbft folgende Aufgabe:

[96] Don einem Puntt P aus f{ind 3wei Geraden m und n fo 3u
jiehen, Oaf fie eine gegebene Gerade g unter einem gegebenen Win-
fel o fdyneiden. Dgl. hiersu [8]!

Sig. 28. sig. 29.
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Tieigungen ciner Geraden gegen die Tafelebenen. [97] Wian foll
die NMeigungswintel o, und a, einer Geraden g gegen IT, und
TT, tonftruieven. 3n §ig.24
ift diefe Aufgabe teilweife
fdhon geloft, wenn man PQ
als die GBerade g anfieht.
Wir benuBgen Hier ftatt der
Puntte P und Q auf g die
Spuren von g mit TT, und
T,. Entfprediend bden bei:
den £6fungen von [87] fon:
nen wir aud) [97] in doppelter Weije 6fen. Die Fweite Art wird
aus §ig. 30a tlar. §ig. 30Db {tellt den befonderen Sall dar, wenn
die Gerade g die Adyfe fhneidet. Im 3weiten Sall greift man auf der
Geraden g einen beliebigen Punit P heraus und fonftruiert die redt:
wintligen Dreiede, die durd) das Stid auf g 3wifhen P und dem
Adyfenfdnitt und durdy deffen Projeftionen beftimmt {ind; <X (gg,)
und X (gg,) find die gefudhten Wintel o, und a,.

Swifden den beiden Winfeln o, und o, muf die Besiehung
o, + 0, < 90° gelten.  3n dem reditwintligen Dreied in $ig. 30a,
das aus g und g, gebildet wird, ift der eine fpize Wintel o, der
anbere fpie Wintel 90 — «,; lehterer ijt aber Jugleid) ein Wintel, den
g mit einer Geraden in TT, bildet; folglidy muf der Yeigungswintel
a, von g gegen T1, Fleiner als 90 — o, fein. Dies ift widtig fiir
die umgelehrte Aufgabe:

[98] Nlan foll eine Berade Fonftruieren, deven YMeigungen o, und
o, gegen TT, und TT, gegeben find. Alle Geraden durd) einen feften
Puntt P, die gegen TT, unter dem gleidjen Wintel «; geneigt find,
bilden einen geraden Hreistegel, deffen Adyfe L TT, ift, ebenfo bilden
alle Geraden durdy P, die gegen TT, unter o, geneigt find, einen
entfpredienden jweiten Wegel. Die gemeinfamen Erzengenden diefer
beiden Kegel, von denen wir uns jeden als Doppeltegel vorjuftellen
fHaben, find dann Geraden, die gegen TT, unter o, und gegen TT,
unter o, geneigt find. Soldier Sdnittgeraden gibt es vier, fie liegen
3u je 3wei besiiglid) pavallelen Ebenen durd) P 3u TT, und TT, fym-
metrifd). DieLéfungen ergeben fid) ohne weiteres aus den Siguren 30.
Konftruieren wir 3. B. nad) §ig. 30a von ¢, ausgehend sunddit ein
redytwintliges Dreiet A V'V, das bei A den Winfel a, hat und das

§ig.30a u. b.
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wie in $ig. 30a liegt, fo muf dann nod) ein 3weites, A B HH,, ton-
ftruiert werden, wo HB = AV ift, und das bei B den Wintel o, be-
figt. Diefes Dreied fann man f{id ,

irgendwo Tonftruieren und fennt fo
die Entfernung HH,. Sdldigt man
nun um V, mit AV, einen Kreis-
bogen, der eine Parallele on AV, im
Abftand HH, in H trifft, fo hat man

aud)y H, der fLage nad), und man
fennt folglidy audy HV,=g, und
H,V=g,. Die Symmetrie liefert die
drei iibrigen £6fungen. Derfafhrt man
gan3 @hnlid) nady §ig. 30b, fo tommt
man ebenfalls jum diel. 3ieht man
jegt durdy einen beliebigen Puntt im
Raum 3u je einer der vier £6jungs-
geraden eine Parallele, fo bilden diefe eine Pyramide, deren Grund-
flade in TT, ein Redjted ift; entfpredjendes gilt aud) von TT,.

Nan verjude eine £6jung pon [98] aud) dirett durd) Auseinander-
legung des Tetraeders HH,V;V 3u erhalten, das nur aus redt-
wintligen Dreieden befteht. Aud) als Dreifantonjtruttion Idgt fid
diefe Aufgabe [5fen, wenn man bedentt, daf von dem in H 3ufammen:
ftogenden Dreifant H(H, VV,) 3wei Seiten o, und 90 —a, und ein
Wintel von 90° gegeben find.

Sidy jdmeidende Geraden. Sdyneiden fid) 3wei Geraden, fo haben
fte etnen Puntt gemein; aljo werden 3wei fid) jdneidende Geraden
g und h beim 3weitafelverfahren dargeftellt durd) je 3wei Geraden
Gi» hy und gy, hy, die aber derart liegen miiffen, daf ihre Scnitt-
puntte S, und S, fid) auf demfelben Adyfenlot befinden. Ift das nidyt
der Sall, jo liegen die Beraden g und h windidief 3ueinander.

[99] Man ftelle einmal jwei ficdh) jdneidende und einmal 3wei 3u-
einanbder windidjiefe Geraden dar.

[100] oder [11] Es{oll der Wintel weier fid) {dneidenden Geraden
g und h beftimmt werden. Die £6fung gefdyieht wie in [11], nur dap
fetyt die Entfernung des Sdnittpunttes S(g, k) aus dem Aufrif ab-
gegriffen wird. §ig. 31 erldutert die Honjtrution.

Ciegen die Spurpuntte G, und H, auBerhalb der Seidyeneberne, fo
benugt man eine Bilfsebene TT; || TT,, die dann g und A in Gy und
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H{ fd}netben mdge. Die l{onftrufhon ift dbann genau fo; es wird alfo
AG’ SH, um GiH] in TI, gelegt. Natiirlid) tann man aud) um

S bte Derbmbungshme der Spurpunitte von g und
h mit TT, Binein in TT, drefen. 1lberhaupt ver
nadyI&ﬁige man, wie fd)on einmal erwdhnt, T,
nidyt; TT, ift mit TT, vollfommen gleidhberedtigt
und bietet mandmal giinftigere Lagenverhilt:
niffe wie TT,.

Durddringungen, [101] oder [14] Eine e
rade g ift mit der durd) 3wei fidy {dyneidende Ge:
raden m und n beftimmten Ebene E jum Sdnitt
3u bringen.

Wir werden in Sutunft die Adyfe nidt mehr
eidynen, denn fie ift in ifrer Ridtung durd) die Adyjenlote beftimmt;
wir haben dann auferdem bden Dorteil, daf nad) den Ileften Be:
merfungen ftets eine paffende Ebene TT||TT, gelegt werden fann.
Die L£ofung von [101] gefdhieht wieder wie friiher bei [14]. Wi
legen (). §ig. 32) durd) g L TT, eine Hilfsebene H, die E in einer
Bilfsgeraden i fdmeiden mdoge. Im Grundrif fdallt A, mit g, 3
fammen, im Aufrif nidyt. Aber der Aufrif h, ift dadurd) beftimmt,
dafy deffen Snittpunite M, und N, aus den entfpredienden Grund:
rigpuniten M, und N, durd) Adyfenlote heraujgefolt werden tonnen,
denn diefe find dort ja audy durd) die Sdynitte von g, mit m, und n,
beftimmt. Der Sdynittpuntt von g, mit i, ijt die Dertitalprojeftion D,
des gefudten Durdyjdynittspunttes D von g mit E; damit ift aber
audy D, feftgelegt.

Dentt man fi) in [101] die Ebene E undurdyfidtig, fo ift die
Gerade g fowohl im Grundrif wie im Aufrif von D an entweder
fidytbar oder nidyt fidhtbar. Iir denfen uns den Bejdauer fiir den
Grundrify von ,oben” in der Riditung der Projettionsftrahlen LTT,
bliden, fiir den Aufrif oon ,vorn” analog in der Ridtung LTT,.
Dann wird man beidemal diefelbe Seite von E fehen oder verdic-
dene Seiten, je nadidem die beiden Dreiede S, M; N, und S, M, N, beide:
mal denfelben Umlaufsfinn haben oder entgegengefetsten. Im erften
Sall wird fowohl im Grundrif wie im Aufri dasfelbe Stitd der Ges
raden g fitbar, wahrend im 3Jweiten Sall 3um fichtbaren Teil der
Geraden im Grundrif ein entipredendes nidyt fidytbares Stiid im
Aufrify gehort, weil es ja auf der anderen Seite der Ebene E Ticgt.

I §ig. 32.
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Es braudyt dann nur nod exmittelt 3u werden, ob eins der Geradens
ftiide bon D ab fidytbar ift oder nicht. Blidt man in unferer Sig. 32
von ,0ben”, alfo mit den Projeftionsftraflen L 1T, jo gibt der Auf-
tif dariiber Austunft, ob man juerft auf die Gerade trifft und dann
auf die” Ebene obder umgelelrt. 3n unferem Sall treffen Adyfenlote
auf der redhten Seite von D, exft g und dann die Ebene, alfo mup
diefer Teil der Geraden von ,oben”, d. h. im Grundriy fidhtbar fein;
daher wurde g, redits von D, ausgejogen. Linfs von D, treffen
die Adyfenlote sunddit h,, alfo die Ebene E, d.h. fiir den Bejdhauer
von ,oben” ift diefer Teil nidyt fihtbar; daher mup im Grundrif der
lints von D, gelegene Teil von g, geftridyelt gehalten werden. Da
die beiden Dreiede S, M, N, und S; M, N, gleiden Umlaufsfinn haben,
wird es im Aufrif gan3 ebenfo fein.

NMan Tonftruiere felbft einen foldhen Sall, wo veridjiedene Stiide
ber fchneidenden Geraden im Grund- und Aufrif fidtbar find, d. h.
wo die Dreiede S, M,N, und S; M,y N, verjdyiedenen Umlauf Haben.
Dann [6fe man Aufgabe

[102] ®egeben ijt ein Dreied ABC durd) Grund: und Aufrih;
man foll es mit einer Geraden g Fum Scnitt bringen und die Sidt-
barteitsverhdltniffe von g feftlegen. 3n diefer Aufgabe, allerdings
nur im exften Teil, ftedt aud) folgende Aufgabe:

[103] lan foll parallel 3u einer gegebenen Ridtung r einen
Punft P auj die Ebene eines Dreieds projijieren und feftjtellen, ob
die Projettion innerhalb oder aufzerhalb des Dreieds fillt. Das it
jugleidh die Grundaujgabe der Sdyattenaufgaben. Aber aud) die
Durdydringungsaufgaben fteden jdon in [101] bis [103]. Nlan
[6fe folgende Aufgaben:

[104] Bwei Dreiede find durdy ihre Projeftionen gegeben; man
foll ifre Sdnittgerade bejtimmen. Nlan fudt hier die Durdyftidys-
punite der beiden {dneidenden Seiten des einen Dreieds mit der
Slade des anderen. Solde Aufgaben freten auf bei der Durdhdrin-
gung 3weier Pyramiden; der Sdnitt sweier Parallelogramme (. unten
parvallele Geraden) tritt auf bei der Durdydringung jweier Prismen
und Dreie mit Parallelogramm bei der Durdydringung einer Pyra-
mide mit einem Prisma, Wir Tommen fpdter nod) einmal auf diefe
Durdydringungsaufjgaben 3uriid.

[105] 3wei Ebenen E, und E, find gegeben durd) je jwei {ifh
fdneidende Geraden g, h und m, n; gejudht wird ihve Schnittgerade.
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Man beftimmt junddyft den Sdpmitt von E, (g, A) mit m und ebenjo
den von E (g, h) mit n; die Derbindungslinie der beiden Sdmitt
punfte ift die gefuchte. Sur Ubung verfudye man die Sidtbarfeits
verhdltniffe davsuftellen.

Paralicle und windfdriefe Geraden. Parallele Geraden projizieren
fidy fowoh! in TT, wie in TT, wieder als Parallelen. Nlan Iife fol:
gende Aufgaben:

[106] Durd) einen gegebenen Punit P ju einer gegebenen @e
raden g foll die Parallele gezogen werden, oder: [107] Nlan bringe
einen ebenen Parallelftreifen mit einem anderen 3um Sdnitt, Es it
allein fdon lefrreidy, fid) dazu pafjende Parallelen im Grunds und
Aufrify herauszujuden.

[108] Nan beftimme den Abftand jweier parallelen Geraden g
und h. Entweder 167t man diefe Aufgabe durd) die Beftimmung bder
Entfernung eines Punttes P auf g von h nad) [94], oder man legt
die @bene der beiden Parallelen um ifre Spur mit TT, Hinein in TT,,
wo dann der Abftand direft beftimmt werden fann,

Die friiheren Qufgaben [18] bis [20] {iber winodfdjiefe Geraden
tonnen jeht ebenfalls nady dem Sweitafelverfahren geldft werder;
der Lefer tann fie 3ur Ubung wirtlid) durdyfiifren; fie bieten weiter
teine Sdywierigteiten.

8. Die Ebene, bejtimmt durd Haupt: und Sallinien

Darjtellung der Ebene durd diefe Linien. Su Beginn von M2
hatten wir bereits diefe Linien einer Ebene definiert. Da wir jefit
3wei Projeftionsebenen fHaben, gehen durd) jeden Punft einer Ebene
pier foldjer Linien, diejenigen besiiglidy TT, nennen wir Haupt: und
Sallinien 1. Att, die beziiglidy TT, foldje 2. Art, tur3 erfte und zweite
Haupt- und Sallinien. Da bdie Hauptlinien den Spuren der Ehene
mit den Projeftionsebenen pavallel laufen, alfo audy ihre Projettionen,
werden fie aud) Spurparallelen genannt. Sie find dann von Wid:
tigteit, wenn die Spuren der Ebene mit TT, oder TT, aufperhalb der
Seidjenebene liegen.

Die Sallinien bilden mit den entfpredienden Hauptlinien redyc
Wintel, und da die Hauptlinien parallel den entfpredyenden Projet
tionsebenen laufen, werden fie in den entfpredienden Projettions:
ebenen wieder als redhte Wintel projisiert. Daraus folgt: Haupt:
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und Sallinien projizieren fidh) auf denentfpredenden Pro-
jettionsebenen wieder als jueinander redtwintlige Ge-
raden. s ftehen alfo in TT, die Horizontalpro-
jettionen oer erften Sallinien auf den Horizontal ;
projettionen der erften Hauptlinien (Spurparallelen) =7 "¢
fentrecht und in TT, ftehen die Dertitalprojettionen » 2 :
der 3weiten Sallinien auf den Dertifalprojettionen
der 3weiten Hauptlinien (Spurparallelen) fentredt.
Damit ift tas Widtigfte Hargeftellt, und wir ton- Sig. 33.

nen uns folgenden Aufgaben 3uwenden:

[109] Eine Ebene E ift gegeben durd) jwei fi) in P {dneidende
Geradenn m und n; man joll die durd) P gehende erfte Haupt: und
Sallinie diefer Gbene beftimmen. £egt man eine 3u TT, parallele
Ebene TT;, die min M und n in N fdmeidet, fo ift MN eine erfte
Hauptlinie oder erfte Spurparallele 4 von E. §dllt man dann von
P, auf M; N, bas ot f;, fo ift f; die Horizontalprojettion der durd)
P gehenden Sallinie f; ijre Dertitalprojettion £, ift aud) fofort an-
gebbar. Die 3u A dburd) P gezogene Parallele ift dann die durdy P
gehende erfte Hauptlinie (Sig. 33). Nlan fonftruiere fid) ebenjo die
jweite Haupt: und Sallinie durdy P. GCrfte Hauptlinien bezeidynet
man durd) /&’ im Gegenfaty 3u den 3weiten 1, dfnlicy f* und 7. Eine
Ebene ift genau wie frilher (S. 28) {don durd) eine Sallinie allein
beftimmt, weil man jofort audy eine entfpredende Hauptlinie fon-
ftruieren fann. NMan [5fe hiernady die Aufgabe:

[110] Don einer Ebene ift eine erfte Sallinie f* (f; und f;) ge-
gebert; man {oll eine yweite Sallinie £~ fonftruieren. Durd) einen be-
liebigen Puntt P, auf f, legt man eine Sentredyte h; 3u f, und durd
P, eine Senfredyte k) sum Adfenlot P, P,. fegt man jefit eine Biljs
ebene TT, || TT,, fo jdneidet fie A} in H, und £ in F,. Dadurd) ift
H, und F, beftimmt, und HF ift eine 3weite Hauptlinie A”; dann
ift eine Senfredyte von P, auf A, die Dertifalprojettion £,". Die Hori-
jontalprojettion f,” bietet weiter feine Scwierigeit. Es ijt alfo ge-
3eigt, dafy im allgemeinen eine Ebene volljtdndig durd) eine Sallinie
beftimmt ift.

Wie fdon S. 30 hervorgehoben wurde, gilt das nidht, wenn die
Sallinie fenfredyt 3u einer Projeftionsebene fteht. Wir miiffen dann
eine Spurparallele hinzunehmen, die dann fogar allein fiir fich {don
die Ebene beftimmt, wakrend im allgemeinen eine folde Linie allein
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eine Ebene nidht beftimmt. 3t dagegen die Ebene parallel 3u eine
Projettionsebene, fo exiftieven iiberhaupt teine Sallinien; joldje Ebenen

., find 3. B. gegeben bdurd) ifre Dertitalfpur, falls fie
b ||TT, find.

[111] Man beftimme in einem durd) feine Projet:
tionen gegebenen Dreied eine erfte Sallinie,

[112] Durd) den Mittelpuntt eines durd) feine Pro-
jettionen gegebenen Darallelogramms foll man eine
%0° jweite Sallinie legen.

Stg. 34, [113] oder [22] Man lege durdy eine Ede eines
Dreieds eine erfte Hauptlinie und drehe es um Odiefe in eine ju T,
parallele £age, um damit die wafre Grofe ju finden.

[114] Man fiihre das Ent{predende aud) fiir ein Parallelogramm
aus, indem man durd) feinen Nlittelpuntt eine foldye Hauptlinie legt.
Damit tann man audy den Abftand [108] 3weier Parallelen ermitteln.

Die Grundaufjgaben fiber die Ebene. Wir wenden uns denfelben
Aufgaben iiber die Ebene 3u, die wir {don im I. Teil behandelt haben
(S. 281f), natiiclid) jegt im Sweitafelverfahren.

[¥15] Wlan foll die YTeigungswintel einer durd) eine Sallinie ge:
gebenen Ebene gegen die Tafelebenen beftimmen. It wieder eine
erfte Sallinie f* gegeben, fo gibt der Meigungswintel von £ gegen
TT, fofort den einen gefudhten Wintel an, wihrend der einer Jweiten
Sallinie, die nady [110] beftimmt wird, gegen TT, den anbderen ge:
fuditen Wintel darftellt. Dgl. Hiersu [137].

[116] Eine Ebene E ift durd) eine erfte Sallinie £ (f;, f;) gegeben;
man foll 3u gegebener Rorizontalprojeftion P, eines Punttes P die
Dertitalprojeftion P, beftimmen. Legt man durd) P, die Rorizontals
projettion einer erften Hauptlinie 1, daf A, L £/, fo ift der Scmitt-
puntt Q, von £ und A, die Rorijontalprojeftion eines Punttes Q
in E, der mit P diefelbe Hohe hat. Durdy Q, geht die Dertifalpro-
jettion von b’ fentrecht 3u den Adfenloten, o dafy P, angegeben
werbden fann; |. Sig. 31. Wie ift die Konftruttion, wenn Py gegeben
ift und P, gefudyt? Miirden wir diefelbe Konjtruttion nody fiir einen
anbderen Puntt ausfiihren, fo Hatten wir die Aufgabe geldit:

[117] Eine Ebene E ift durdy eine erfte Sallinie gegeben; wie
findet man 3u gegebener Rorizontalprojeftion g, einer Geraden g in
E bdie Dertifalprojettion g,?

{118] Man foll die Ebene E (alfo eine ifrer Sallinien) angeben,




8. Die Ebene, beftimmt durd) Haupte und Sallinien 65

wenn fie beftimmt ift durd) einen Puntt P und eine nidht durd) P
gehende Gerade g. Wir legen durd) P eine Bilfsebene TT, || TT,, die
g in Q {dneidet; damit ift die Dertitalprojettion k) einer /
erften Hauptgeraben A’ und damit aud) ) gegeben,
woraus {id) wiederum ;L 7, und dann f; finden laft
(§ig. 35). £ofe hiernad:

[119] Die durd) jwei Parallelen feftgelegte Ebene
ift durdy eine erfte Sallinie 3u beftimmen.

[120] Unter den Ebenen eines Ebenenbiifdels durd)
eine gegebene Gerade g foll diejenige beftimmt werbden,
die 3u einer gegebenen Geraden r parallel ift. Nlan
lege durd) einen belicbigen Puntt von g eine Pavallele
g 3u r und beftimme die Ebene durd) g und r. Don groBer Wid)-
tigteit ift folgende Aufgabe:

[121] Auf eine Ebene E joll von einem auberhalb derfelben ge-
legenten Puntt P das ot I gefdllt und der Sufpunit F beftimmt werden.
3it E durd) 3wei jid) {dneidende Geraden gegeben, fo hat man nur
die Richtung von [ 3u bejftimmen und parvallel 3u diefer Ridytung
durdy P das gefudyte Lot 3u legen. Um die Ridjtung von hy

1 3u finben, muf man fid) iiberlegen, daf I mit einer g:,
erften Rauptlinie &' durd) F einen Redjten bildet, und P, L-ANw
audy 1, L K (weil #'||TT), alfo Z || f,; dagegen wird i/~""t
I, L hy oder L||f,. Je nadidem nun aus der Sigur  \ i~
fih dte h oder f fomjtruieren Iaffen ober gegeidymet /L 70"
vorfiegen, wird man hiernad)y die Projettionen von -
1 seidnen Eonnen. 3jt alfo eine Ebene durd) die erften 5% 36
und 3weiten Hauptlinien oder Spurparallelen gegeben, fo 3ieht
man [, von P, aus LA, und I, von P, aus Lh;. Dgl. 5ig. 36.
Den Sufpuntt F beftimme man nad) [101]; das ift in der Sigur
nidt ausgefiifrt. 3ft die Ebene E nur bdurd) eine Sallinie, 3. B.
f'(f, und f,) gegeben, jo fann man nad) [110] eine erfte und eine
jweite Hauptlinie fonftruieren und dann I wie oben finden. Damit
find audy die Aufgaben geldft:

[122] Den Abjtand eines Punites P von einer Ebene und

[123] Den Abjtand jweier parallelen Ebenen ju finden.

[124] 3ur Ubung diefer Darlegungen ervidite man im Scdwers
Eunft eines Dreieds ein £ot auf der Dreiedsflidie von gegebener
dnge.

ANu® 531: Sijder, Einfiihrung in die dar|tellende Geometrie 5
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[125] Gegeben ijt eine Gerade g und auperhalb g ein Puntt P,
gefudyt wird die Ebene E, die durd) P geht und g redhtwintlig jdnels
det. Man legt durd) P eine erfte und eine jweite Haupt
linie A und A", und swar b} L g,, hy L P, P;, hyly,
und kL P, P,. 3n S§ig. 37 ift nod) der Schnittpuntt D
von g mit E nad [101] Tonftruiert. Damit ift auf an-
dere Weife wie in [94] der Abjtand des Punites P von
g gefunden.

[126] ®Befudyt wird der Heigungswintel einer Geraden
g gegen eine Ebene E. Don einem beliebigen Punit P
auf g fallt man auf E das Lot [ und beftimmt < (Z, g), der damn
das Xomplement 3u dem gefudjten ift.

[127] ober [58] UTan fonftruiere das gemeinfame Lot 3weier wind-
{dyiefen Geraden. Diefe Aufgabe tann jet nad) Behandlung der Ebene
genay wie in [58] geloft werden. Diedort angefiifhrten Einzelfonitrut:
tionten find jet alle aud fiir das Sweitafelverfahren geldft worden.

Nichrere Ebenent. [128] Gefudyt wird die Schnittgerade jweier
Ebenen A und B. Die beiden Ebenen migen durdy ifhre erften Sall:
linien q” und b’ gegeben fein; dann ift die Sdnitts
geradbe s Oer beiden Ebenen die Gefamtheit det
~ Puntte, in denen fid) die Hauptlinien gleidper

_ RHohen iiber ber betveffenden Projeftionsebene
N, fdyneiden. Legen wir alio || TT, eine Bilfsebene
i~ TT, fo fdyneidet fie die Sallinien a und b in 3wei
O /BT Puntten A4 und B. A, B, ift dbann bdie Dertifal
/ projettion A} fowohl einer erften Rauptlinie in
) A wie in B; die entfpredienden BHorizontalpro:
g i jettionen A (A) und h;(B) Oiefer Rauptlinien
*%; find in A, L g, uwd in By L b; ihr Sdpnitt

oy puntt S ift dann ein Punft der Sdnittgeraden s
(Sig. 38). Durd) eine andere Ebene TT'[|TT;
betdme man einen jweiten Schnittpuntt S’; da
auger S, und S; audy S, und S, mit Hilfe der Adyfenlote angegeben
werbden tonnen, ift s=SS" gefunden.

[129] Man beftimme den Sdnittpuntt dveier Ebenen, indem man
[128] 3weimal ausfiifrt.

[130] oder [57] Befudht wird der Neigungswintel jweier Ebenen.
Nan {udt nidt den Yeigungswintel diveft, jondern jeinen Supples
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mentwintel, indem man den Winfel jwijden den beiden Loten aufs
fudyt, die man von einem belicbigen Puntt auf die Ebenen fdllt.
Wie geftaltet {id) die £ojung diefer Aufgabe fiir den Sall, daf die
beiden Ebenen durd) je einen Puntt und die Sdnittgerade gegeben find?

Die £6fung von [130] ift aud) moglid) nad) der Art, wie fie in
[57] durchgenommen wurde; man nimmt eine Rilfsebene || TT,, o
daf die friiheren Geraden r und g Haupigeraden werden. Wir fom-
men auf diefe £ofung bei [147] 3uriid.

9. Die Ebene, bejtimmt durd) ihre Spurgeraden.

Korijontal: und Dertitaljpur einer Ebene. [131] Don einer
Ebene find 3wei fid) {neidende Geraden g und h durd) ihre Pro-
jeftionen gegeben; gefudit werden die Spurgeraden, alfo die Horizons
talfpur s” und die Dertitaljpur s”. Man beftimmt von jeder Ge-
raden fowohl ihren Horizontal wie ifren Dertifalfpurpuntt; die
Derbindungslinie der beiden Horizontaljpurpuntte liefert s’, die der
beiden Dertifalipurpuntte s”. s” und s” miiffen fid) in einem Punit
der Adyfe fdneiden. (Weshalb?)

Gine Ebene ift jet durd) ihre beiden Spurgeraden s’ und s’ eins
deutig definiert, ebenfo wie fie es frither durd) jwei beliebig in ihr
liegende Beraden war, oder wie fie im vorigen Paragraphen ourd
die Haupt= und Sallgeraden beftimmt war. Aud) die Spurgeraden
find nur befondere Hauptgeraden. 3Im allgemeinen wird man die
friihere Darjtellung jtets dann anwenden miijfen, wenn die Spur-
geraden auperhalb der Seidienebene fallen. Wir wollen aber bie Dar-
ftellung einer Gbene durd) ifre Spurgerabden nigt gan3 iibergehen,
weil fie dod) oft von Mufen ift und vor allem, weil fie in pielen
Biidjern fogar ausjdliehlid) gegeben wird.

[132] Man foll die Spurgeraden einer Ebene finden, die durd)
eine Sallgerade f gegeben ift. Tan beftimmt sundcyft den Rori-
sontalfpurpuntt (Sig. 39) H von f7; das £ot in H auf £, ift 5.
Sieht man jet durd) einen beliebigen Punit P von f  eine erfte
Rauptgerade oder Spurparallele 7', alfo h; durd)y P, || s’ und hy
durdh) P, parallel der Adyje, fo liefert der Dertifalfpurpuntt V von
K einen Puntt von s”; s’ muf fidh mit s” im felben Punit der
Adife {dneiden. [133] Wie findet man 5" und s”, wenn je eine
Spurparallele der erjten und jweiten Art gegeben ift?

5*
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[134] Don einer Ebene find ihre Spurgeraden s” und s” gegeben;
man {oll 3u gegebener Horizontalprojeftion P, die Dertifalprojeftion
P, beftimmen, fo dafy P in der Ebene liegt.
Die £6jung gibt Sig. 39.
MMan geht durd) P, par-

.| allel 3u s” bis sur Adye,
30 von da fentredyt bis sum
| Sdnitt mit s” und wei:
ter parallel ur Adfe bis
sum Scnittpuntt mitdem
Adyfenlot durd) P,. Wire
P, gegeben, fo fiihrt man die eben angefiifrte Honftrultion ridwdrts
aus. Aber man fonnte aud) von P, aus parallel zu s” bis jur
Adyfe gehen, von da fentredt ur Adfe bis 3um Snittpuntt mit s’
und von da parallel zur Adfe bis 3um Snitt mit dem Adyfenlot
dburd) P,. Die hiersu entfpredjende Konftruttion hatte man aud) im
erften Sall ausfiihren ¥onnen. Diefe Konftruttionen Ffommen immer
wieder vor, und man fiihre fie wirtlidy alle durdy!

Gbene Siguren in eimer ourd) die Spurgeraden gegebenen
Ebene. [135] Don einer durd) s und s” gegebenen Ebene ift eine
Gerade g durd) g, gegeben; gefudt wird g,. Ulan beadte nad
[131], baf die Spurpuntte von g mit T, und TT, auf 5" und 5"
liegen miiffen.

[136] Don einem ebenen Dieled in der durd) s” und s” gegebenen
Ebene ijt die Rorizontalprojettion gegeben; gefudyt wird die Dertitals
projettion. NMan fann Hier fiir jeden Edpuntt einzeln [134] anwenden.
Die Genauigleit der Seidnung priift man mit Hilfe der Affinitdt
(S. 22ff). Unfere Ebene {dneidet die Halbierungsebene des II. und
IV. Quadtanten in einer Geraden a (a;=a,), auf der fid) alle ent
fpredienden Seiten der beiden Projettionen unferes Dieleds jdneiden
miiffen; a ift Affinitdtsadie fiir die beiden Projettionen, fie geht durdy
den Scnittpuntt von s” und s”. Wie findet man a aus s und s

Auf die Beftimmung der wakhren Grofe ebener Dielede aus den
Projeftionen gehen wir hier nidyt ein; wir verweifen da auf die fri
heren Darlegungen (S. 25).

Heigungen einer Ebene gegen die Tajelebenen. [137] oder[115]
Gefudyt werden die NMeigungswintel ¢, und a, einer durd) s"und s
gegebenen Ebene gegen TT, und TT,. Wit [6fen die Aufgabe im Grunde

$ig. 39, Sig. 40,
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ebenfo wie S. 64. Auf der Ad)fe werde ein beliebiger Puntt O fHer-
ausgegriffen, durd) den wir je eine Hilfsebene L s und L 5™ legen,
diefe fdneiden bdie gegebene Ebene in den Sall-
geraden, Oie in [115] betradhtet wurden, und
dann werden hier wie dort die redytwintligen
Dreiede, die o; und o, enthalten, in die Tafel-
ebene gedrefht. Aber unfere Sig. 40 geftattet
jet audy die umgefehrte Aufgabe 3u Idfen.
[138] Gefudyt werden die Rihtungen der Spur-
geraden der Ebenen, die T, und TT, unter den
gegebenen Winfeln o, und o, {dneiden. Nlan
hat da nur ju beadjten, dafy die Deiden eben betraditeten redhtwint-
ligen Dreiede fid) in einer Strede jdmeiden, die fiic beide die Hohe
ift. Man 3eidnet aljo eines der beiden Dreiede (es braudyt natiir-
lih nur ein dfnlides ju fein) in der obigen Lage und fann dann
von diefem aus §ig. 40 riidwdrts jeidnen.

Alle Ebenen durd) denfelben Puntt mit gleider Meigung gegen
eine fefte €bene umpiillen einen geraden Hreistegel. Siir [137] wiirde
demnad) die Lofung darauf Hinaustommen, an jwei gerade Kreiss
fegel mit gemeinfamer Spie die gemeinjamen Tangentialebenen 3u
Tegen. Deren gibt es offenbar pier. Ob nun die obige Honftruftion
3u allen vier £éfungen filhrt, mag der Lefer felbit entjdeiden. Wir
wollent 3u diefer Aufgabe nur nod) Hinzufiigen, daf fie audy durd
[98] gel6it werden tann, denn eine Sentredyte auf der gefudhten Ebene
{dmeidet TT, und T1, unter den Winteln 90 —q, und 90— o,. Daraus
ergibt fid) aud fiir o, und o, die Bedingung o, +0,>90° Anderer-
feits folgt diefe Bedingung aus dent Sdfien iiber die Winfeljumme einer
dreifeitigen Ede, die aud) die Bedingung filr die obere Grenze geben
wiicrde.

Miehreve Ebeten. Pavallele Ebenen Haben parallele Spuren in
derfelben Projettionsebene. Nan I6fe hiernad) Aufgabe [139]: Durd
einen Puntt P ift eine ju einer gegebenen Ebene (s, s”") parallele
@bene 3u legen. Durd) P fann man fofort die Spurparallelen bder
Ebene angeben und damit aud) die Spuven felbit.

[140] Die Sdnittgerade 3weier Ebenen ift 3u fonftruieren.
Da man bdie Spurpuntte der Sdynittgeraden g in den Sdnittpuniten
der entfpredjenden Spuren H und V Hat, fann man die Projettionen
g, und g, fofort fonftruieren, wie in Sig. 41 angegeben ift Diefe
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Konftruftion ift duiBerft widytig; man iibe fie in den verfdiedeniten
Lageverhdltniffen dex beiden Ebenen wirflid) dburd) und verfahre ftets
nad) dem dargeftellten Sdiema; man adte audy auf Sidjtbarfeit der
em3eInen Teile der Sdnittgeraden, je nadidem welde Stiide der:
felbent im I. Quadranten liegen. Um uns des be
=T fdrdniten Rawmes wegen vedit Turz aussubdriiden,
-——'—}--—— erwdhnen wir, daf s’ und s nidht wie in Sig. 41
4, beide nady derfelben Seite su Iaufen brauden, fons
Sig. 22, dern nady verjdyiedenen; entfprechendes gilt von £
und ¢7. Das gibt {Hon ved)t viele MSglidhleiten,
die das Ausfehen der Konftruftion gany anders er{deinen laffen wie
oben. Dann fann eine Oer beiden Ebenen befondere Lagen 3u TT,
cder TT, annehmen; 3. B. Tann die eine Ebene || TT, Laufen, dann fallt
g, mit ¢’ sufammen und g, || s” (§ig. 42).

Liegt einer der Shnittpuntte der entfpredenden Spuren oder beide
auferfhalb der Seidenebene, dann verwendet man Junddyt eine Hilfs:
ebene || TT,, die mit jeder der beiden gegebenen Ebenen eine Scmitt:
gerade liefert, deren Sdnittpuntt ein Punit der gefudten Geraden
ift; eine jweite folde Rilfsebene, vielleidyt diesmal || TT,, wiirde ebenfo
einen jweiten Puntt der gefuditen Geraden lieferr, wodurd fie feft:
gelegt ift. Man vergeffe Hier nidyt, Hontrolltfonftruttionen auszufiihren,
ob bdie gefuditen Puntte wirtlidh) auf der Ebene liegen.

Andere Sdwierigeiten entftehen, wenn die Adyfenidnittpuntte der
Spuren fo nahe aneinanderriiden, daf ein genaues Seidnen nidt
mefr moglid) ift. Nan vermeide iiberhaupt ftets, eine Gerade durd)
jwei fehr nafe ancinandergelegene Punfte 3u beftimmen. In die
fem Sall vermendet man eine Bilfsebene parallel der einen der beden
Ebenen, fo dafy eine geeignetere Sigur entfteht. Die erhaltene Sdynitt:
gerade ift dann ju der gefudyien pavallel, fo dap man jeht durd) die
Sdynittpuntte der Spuren Parallelen legen tann. Ebenfo verfdhrt man,
wenn bdie Adfenfdnittpuntte der beiden gegebenen Ebenen gans jue
fammenfallen. 3u einer beliebigen Bilfsebene, oder aud) einer Ebene
L TT, und L 1T, (alfo 3u einem Seitenrify) greift man, wenn die beis
den gegebenen Ebenen parallel jur Adyfe legen.

[141] Man foll den Sdynittpuntt dreier Ebenen beftimmen, Hier
bringt man die erfte Ebene mit der jweiten, die 3weite mit der dritten
3um Sdynitt; der Snittpuntt der beiden Sdnittgeraden ift der gefudte.

Gerade und Ehene. [142] Der Sdnittpuntt P einer Geraden g
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mit einer Ebene E ift 5u beftimmen. Wir legen durd) die Gerade g
eine Bilfsebene L TT, und bringen bderen Sdnittgerade mit E zum
Sdnitt mit g (§ig. 43). Damit ift aud) folgende
Aufgabe geloft:

[143] Don einem Puntt P ift auf eine Ebene
E das Lot 3u fillen und der SuBpuntt 3u beftim-
men. ir haben fhon tn [121] feftgeftellt, daf
das Lot auf eine Ebene in der Projettion fent-
redit auf den entfpredenden Hauptlinien fteht.
Da bdie Spurgeraden folde {ind, Hhat man nur
von P, auf s und von P, auf s die Lote ju fillen und nady [142]
den Sufpuntt ju beftimmen. Damit find aud) die Aufgaben iiber
[144] den Abjtand eines Puniftes von einer Ebene, und
iiber [145] den Abjtand 3weier parallelen Ebenen geldit.
Serner fann man jeit an die Konftruttion [146] des Meigungs-
wintels einer Geraden gegen eine Ebene gehen, indem man
den Yintel diefer Geraden gegen ein Lot auf die Ebene fudyt. IDIll
marn [147] den Neigungswintel 3weier Ebenen finden, fo fann man
ihn aus dem leigungswinfel gweier Lote beftimmen, die man von
einem beliebigen Puntt auf die beiden Ebenen fdllt.

Wir tonnen [147] aud) genau fo IGfen wie frither bei [57]; wir
drehen wie dort alles in TT,, Die ndtigen Entfernungen der Punite
von TT, werbden aus TT, abgegriffen. Man fiihre diefe Aufgabe nad)
dem Sweitafelverfafjren wirtlidy durdy!

Sig. 43.

10. Projettionshilisebenen.

Grildrung de¢s Umprojisierens. Wir haben einigemal Hilfsebenen
— meift L TT, — eingefiifyrt, in die wir unfere rdumlidjen Siguren
projizierten und ereifiten dadurd) giinftigere Lageverhdlinifje jur
Beftimmung der mafren Gréfe von geometrijden Gebilden. Dgl. hiersu
$ig. 44, wo durd) Einfilhrung einer 3u TT, fenfrediten und jur Strede
P Q parallelen Ebene TT; es ermdglicht wurde, dah die mahre Grose
der Strede PQ=P,(Q, direft erfdjeint, ebenfo der Meigungswintel o,
von PQ gegen TT,. Wir fiihren bdiefe Aufgabe nur am, um bdas
Wefen des Umprojizierens hervorjuheben. Die Spurgeraden von
T, find in Sig. 44 wie bisher durd) s’ und s” beseidynet; fiir ge-
wohnlid) laffen wir s” weg und betradien s'=q,, alg neue Adye,
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dementjprediend wurde die alte Adyfe durd) q, , bezeidhnet. Yun tonnte
man P,Q; und P;Q, fiir {idy als Grund- und Aufrif betradyten und

abermals eine neue 5tIfsebene G, ~7
TT, L TT, einfiihren, die in Sig. 44 a A
als 3u PQ fenfrefit gedadyt ift; :

in der vierten Projeftionsebene TT,

" $ig. 1.

exfdjeint dann die Strede P Q als ein cinjiger Puntt. Beseidynet man
allgemein den Shnittpuntt eines Adfenlotes P, P, durd) P;,, fo ift
Py P,y =P;P;; und P, P, g=P,P,,. Dadurd) ift rein medjanijd)
das Umprojizieren beftimmt.

Anwendung ouf die Beftimmung de¢s Hivseften Abftandes. Wie
man durd) Senfreditaufriditen von T, um g, diveft 3u der rium-
lichen Sigur fommen fann, fo ift dies natiivlidy audy moéglidy durd)
Sentredytaufriditen von TT, um a,,, und wenn man dann nodmals
in Oder fo aufgeriditeten Ebene TT, bie viexte Projeftionsebene T,
fenfredyt um a;, herumdreht, hat man eine Dorftellung von der Lage
der vierten Projeftionsebene im Raum, die alfo im obigen Sall LPQ
liegt. Wir verwenden jeft Sig. 44 3ur £ojung folgender Aufgabe.

[148] Gefudt wird dex Fiirzefte Abjtand jweier windidyiefen Ge:
raden g und h. Liegen die Geraden fo, daf eine von beiden (g) auf
einer Projeftionsebene (TT,) fentredyt fteft, fo muf der tiirzefte Ab:
ftand oder das gemeinfame Lot (1) von g und A parallel 3u diefer
Projettionsebene T, fein. Dann projiziert es fidy in wahrer Grofe,
und oder redyte Winfel 3wifden I und i mufy fid) wieder als redter
Wintel projisieren. Darauf beruht die folgende £6fung unter Subilfe:
nahnie 3weier neuer Projeftionsebenen T, L TT, und TT, L TT;. In
$ig. 45 feien g und h 3Jwei beliebige windidiefe Geraden. Wir
Tegen TT; || g und seidnen durd) Umprojizieren je 3weier Puntte auf g
und h die dritten Projeftionen g, und hy. Legen wir jefst eine vierte
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Projettionsebene L g, fo erfheint g, in 1T, als Punit G,. Don G,
aus fdllen wiv auf h, das Lot 1,= G, H, und von H, gehen wir L a,,
bis 3um Sdnitt H; mit h;. Das Lot H, G, auf g, ift die dritte Pro-
jeftion des gefudten tiireften Abftandes. Durd) Riidprojizieren L g,
erhdlt man dann G, H, und weiter 1 a,, G,H,. G, H, ift 3ugleid die
wafhre Ldnge von GH. Nlan priife das in der erften und weiten
Projettion nady [87]!

[149] Gefudit wird der Wintel 3wifden jwei Ebenen, die durd
ifhre Sdinittgerade g und je einen Punit A und B gegeben f{ind.
Wir projizieren fo um, daf TT, L g wird; dann bilden die DVerbin-
dungslinien des Punttes, der als G, in TT, erfdeint, mit A, und B,
dent gefudyten Wintel. Im An{dylufy an diefe L6jung ftellen wir nod)
folgende Aufgabe:

[149a] Mian foll auf dem Fiirzeften Weg von A iiber g nad) B
gelangen; in weldem Punft P paffiert man g? (Man drehe in der
4. Projettion bdie Ebene (4, g) um g hinein in (B, g) und 3iehe A B).

fiegen a,, und gy, beliebig, fo Iiefert die vierte Projettion von
irgendeinem geometrifdien Gebilde, das durd) Brundriff und Aufrif
dargeftellt ijt, die redhtwintlige Projeftion auf irgendeine im Raum
gelegerie Ebene. Wenn alfo ein Horper durd) Grund- und Aufrif
gegeben ijt, {o Tannman durd) punttweifes Umprojizieren deffen Pro-
jeftion auf eine beliebige Ebene erhalten. Man wird diefe Niethode
anwenden, wenn man einen Korper in einer 3u TT, und TT, bejon-
deren £age darftellen tann — was meiftens der Sall ift —, um dann
durdy das Umprojizieren den Korper in einer beliebigen oder in einer
beftimmten anderen £age ur Projettionsebene 3u erhalten.

Nlan iibe felbft jolde Konftruttionen an den Korpern durd, die
in den Aufgaben [65] bis [71] behandelt wurden. Im befonderen
empfehlen wir ein Umprojizieren, bei dem TT, fenfredt 3u einer be-
ftimmten Ad)je des Korpers fteht. Aud) die Grundaufgabe der Agono-
metrie fann Bier wieder durdygenommen werden, alfo ein dreifeitiges
redytwintliges Adfenfreus mit gleidien Adyfenldngen auf eine beliebige
Ebene 3u projizieren.

Beftimmung der Projeftionsfiraflen. [150] Die Ridftung der Pro-
jeftionsftrahlen auf 17, ift in TT, und TT; ju beftimmen, wenn a
und a,, feftgelegt find. Wir fehren 3u Sig. 44 uriid und betraditen
die Mmprojettion von P. Denfen wir uns die einzelnen Ebenen uriid-
gedreht, wie S.72 angedeutet wurde, fo wollen wir die Horizontal-
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projeftion F, des im Raum liegend gedadyten Punt:
tes P, auf TT, fonftruieren. P,P,;, wird im Raum
| TT, Tiegen und jwar um die Entfernung des Punts
tes Py, von a,, iiber TT,. Sdllen wir in §ig. 46
von Py, auf a5 das Lot (Supuntt F,), fo mu F,
auf diefem Lofe liegen und 3war ebenfoweit von
$ JIi a3 wie Py, fo daf P, F, || a5, ift. Die Dertitalpro:
“TT5 7 jettion des im Raum liegenden Punttes P, auf T,
Sig. 46. liegt dann auf dem Adfenlot durd) F, 3u g, und
jwar um P, F,; vont q;, entfernt. P, F, und P,F,
find die Projeftionsridhtungen r; und r, in Grund- und Aufrih.
Man ftelle fid) von diefer Konftruttion nady den Betradytungen von
S. 711, vielleift aus einer Poftiarte ein Niodell Her. Die §ig. 46
wurde glei) in Sornt einer Poftfarte geseidinet, wo Oie eine Ede
(die redte untere) den Puntt P, darftellen foll. WTan Iaffe den Teil
der Yartencbene jwifdien a,, und a,, in der Horizontalen liegen
und ridte junddft TT, Hody, dann TT, und drehe fdlieflid) TT,
um a,,.

Durd) die Projettionsftrahlen in der Rifitung P F ift aber aud) die
Ridytung der Spurgeraden von TT, in TT, und TT, feftgelegt. F,F,
it eine erfte Spurparallele. Die Horijontaljpur s” muf L a,, liegen
und die Dettitalfpur s L P, F,; § fillt in der Sigur auferhald
der Xarte. Die Spuren einer 3u TT, parallelen Ebene {ind in §ig. 46
eingeseidynet.

Wmprofisieren auf eine gegebene Ebene, Aud) die umgefelhrte
Aufgabe 3u [150] ift méglid), [151] durd) Umprojizieren ein rdums
Tiches Gebilde auf eine durdy ifre Spuren s” und s gegebene Ebene
3u projijieren. a,, tann man ofne weiteres L s” legen; es gilt fomit
nur a,, ju finden. Wir greifen einen beliehigen Puntt P(P, P,) her:
aus, 3iehen durdy ihn eine Gerade r {enfredit 3ur gegebenen Ehene,
alfo r; Ls'unbr, L s”, greifen darauf einen beliebigen Puntt F(F,F,)
heraus unbd projisieren dies alles 3unddit einmal Hinein in TT,. Fyift
dann aber jugleidy das friihere Py, in §ig. 46, und durd) P, geht
1 P, P,, bie gejudhte Adhfe. Damit ift das Umprojizieren ermdglidt.
BHervorgehoben fei nod), daf man die Projeftion eines rdumliden
®ebildes auf eine durd) ifre Spuren gegebene Ebene aud) nad) [143]
finden tann, daf man von jedem Punit auf die Ebene das Lot fillt
und den Supuntt beftimmt. Das ijt natiielidy fiir viele Punite u
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umftdandlid), auperdem wiirde man dann aud) erft nur die Horizontal-
und Dertitalprojeftion von der gefudhten Projettion erhalten, die man
dann in walrer Grofe nod) befonders ju tonftruieren hdtte; das Um-
projizieren liefert fie fofort. NMTan I6fe folgende Aufgabe mit Kilfe
des Umprojizierens:

[152] Ein Dreied ABC ift durd) Grunds und Aufrif gegeben;
gefudht wird feine fenfredite Projeftion auf einer durd) ifhre Spuren
s und s” gegebenen Ebene.

11. Sdiefwinilige Pavallelprojettion, Aronometrie.

Ertlarung und darjteliung eines hausihnlidhen Gebildes. Wir
fommen fier ju Betradtungen, die wir {don friiher S. 45 f. anijtell-
ten; diefe wollen wir hier ergdngen. Der lefite Paragraph lief er-
fennen, 0afy ebenflidiige Horper, die in der Hauptiadie nad) jwei
oder gar drei aufeinander fentredhten Ridytungen orientiert find — wie
Quabder, Hdufer u. dgl. — im Grund- und Aufrifverfafren exft dann
giinftige Darftellungen ergeben, wenn fie beliebig 3u den Projettions-
ebenen liegen. Die einfadjen Lagen foldjer Horper 3u TT, und T,
laffent fich leidht jeidnen, dagegen etwas umftindlid) daraus beliebige
fagen, bdie aber wieder den Dorteil haben, giinjtigere Anfidten ju
gewdhren. Bier greift die bereits S. 45 geftreifte jdjiefe Parallel:
projettion, die Aronometrie, fhelfend ein. Wir haben damals gefagt,
daf ein Gegenitand leidit in {dyiefe Parallelprojeftion gefelst werden
fann, wenn man die Abftinde feiner marfanten Punite von drei auf-
einander fenfrediten Ebenen fennt. Sdalten wir alfo eine 3u TT, und
TT, fentredjte Ebene TT, ein, eine Seitenrifjebene, fo Tonnen wir jene
dret Abftdnde leidit abgreifen (vgl. Sig. 47). Wir fonnten friiher auf
diefe Darftellung eines Xorpers in fdiefer Parallelprojettion nidt
eingefhen, weil wir das Grund- und Aufrifverfahren nod) nidt er.
ldutert hatten.

Wir denfen uns drei aufeinander {enfredite Ebenen TT,, TT,, TT,,
die fidy in drei Adyfen, der X, Y=, Z-Adyje {dneiden. Denfen wir uns
ferner TT, und T, wie friither im Raum gelegen, jo befdyrdnfen wir
uns auf den vorderen oberen, redyten Oftanten, in dem allein die
darzuftellenden Obijette fid) befindben mdgen. Den Sdeitel diefer drei
feitigen, redtwintligen Gfe — deren Kanten ein dreifeitiges redt-
wintliges Adfentreu; bilden — nennen wir 0. Jeder Punit P im
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Raum diefer Ede ift dann beftimmt, wenn man feine Entfernungen
x,y, z von den drei Ebenten TT,, TT,, TT, fennt. Iir begeidynen die drei
Adyfen detart, daf fidh TT, und TT, in der X-Adyfe, TT, und TTy in der
Y-Achfe und TT, und TT; in der Z-Ad)fe jdneiden. Don O aus gelangen
wir ju P, wenn wir auf der X-Adjfe um x fort{dyreiten, von da par:
allel 3ur Y-Adjfe um y und von da wieder parallel 3ur Z-Adfe um z.

Auf den drei Adfen denten wir uns ferner die drei Einfeitspunite
E,, E,, E, martiett, fo daf OE,=0E,=OFE,=1 ift. Tad dem
poI)Ifefd)en Sag (S. 45) fann 1ebes ebene Dtetecf angefef)en werden als
dhnlid) 3u einer fd)tefen para[lelpro;eftwn bes Tetvaeders OE,E,E,,
wobei wir weder im Diered nod) im Tetraeder alle Derbmbungs
Tinien der Gden ausziehen, fondern mur die, weldhe auf den Adfen
Tiegen. Haben wir alfo irgendein ebenes Diere& O’ E,/E4E;, o geben
die Streden O'E,,, O' Ey oder OE, die Derdnderungen der Einfeitss
ftrede e an, wenn {ie parallel Jur X-Adfe, Y-Adfe oder Z-Adye liegt.
DieDerdnbderung s’ irgendeiner anderen sur X-Ad)fe parallelenStredes
ergibt fid) dann leidit aus der Proportion s: 5, = e : e; fiir die ande:
ren Adyen ift es analog.

Beim prottijden Seidnen wird es fid) bei diefen Derdnderungen
nur um Dettiirjungen handeln, denn wir haben friiher empfohlen,
nur folde Dohltejdhe Dierede 3ugrunde ju legen, die 3u giinftigen
Bildern fiihren. Da man aber irgendeine Strede im Raum nie grofer
fehen Tann als fie felbft ift, empfieflt es fid), die obigen Derdnderungen
der Einbeitsjtreden durd) die Parallelprojeftion nur Dertiirsungen
fein 3u laffen (hodjtens 1 : 1).

Rat nun ein Puntt P von den drei Ebenen TTy, TT,, TT, entfpredend
die Abftinde (Hoordinaten) x,y, z, fo tonnen wir auf dem oben an
gedeuteten Weg in drei Schritten von 0 nad) P Fommen, deren jeder
einer Adfe parallel ift, und bdie gleif) x, y, z find. mit 5iIfe der
obigen .'proporttonen fonnen wir die Dettiirgungen x’, g, 2° finden
und dann damit in der Parallelprojettion des H&)fentreug,es die ents
fpredienden drei Sdyritte parallel 3u den Adjen O'X, 0'Y', 0'Z
wiederholen, die jelst natiiclid) alle in einer Ebene Itegen Det Enbd-
punitt P it dann die Parallelprojeftion des Punites P.

Wir wihlen jelt den einfaden Sall:

OE,:OEy:0F,=1:4:1
umd  XX'072=90° XX'0Y=<«Y02Z =135"
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Dann werden die beiden folgenden Siguven 47 und 48 von felbjt
verftdandlid) fein.

Der Anblid des Haufes in Sig. 48 erfdeint von vorn und etwas
von oben. Diefer Eindrud witd nod) ver{tdrit, wenn
die X-Adfe aud) etwas nad) unten geneigt wird, wie
die Sig. 49 3eigt, wo wir das Derhdltnis 1:3:1
wiflten.

Sig. 47. Sig. 48, Sig. 49.

Dagegen etjdjeint das Haus von einem nidt fo hod) gelegenen Puntt
betradytet, wenn die X-Ad)fe wieder horizontal ift und die Y-Adje

7]

$ig. 50. Sig. 51. Sig. 52.

einen HleinerenWinfel mit der verldngerten X-Adje bildet. Dgl. Sig.50,
wo das Dertiirsungsverhdltnis 1: 3 :1 gewdflt wurde.

Dann mag nod) ein Beifpiel gegeben werden, das im bejonderen
der ved)twintligen Ayonometrie angehort; die drei Adyfen {ind in
§ig. 51 alle unter 120° geneigt, und das Verfhdltnis ift 1:1: 1, alfo
derfelbe Sall wie in Sig. 17.

Sum Sdluf in $ig. 52 nod) eine beliebigeParallelprojeftion (1:2: 2
wieder desfelben Gebildes, die andeutet, wie ungiinftig ein {oldes
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Bild witlen fann, wenn man alles willticlidy feftjelit. Durd) Pro-
bieren verfudje man da die Ridytung der Projettionsftrahlen im Raum

feftsuftellen; in jener Ridhtung wird damn
£ das Bild giinjtig wirten.

12. Ebene Schnitte.

Prismenjdnitte. Hier tniipfen wir an die
Betradytungen in Tr. 2 an. Die dort geldften
Rufgaben fonnen wir ofne weiteres mit Hilfe
des Sweitafelverfafrens I6fen, ofne daf es
noétig wdre, ndher darauf eingugehen, sumal
in [136] Jolde ebenen Siguren fdyon betradtet
wurden. Wir befpreden nur joldye Sdlle, bei
denen das Sweitafelverfafren befonders ein-
fade Honjtruttionsmoglichfeiten bietet.

[153] €in fdhiefes vierfeitiges Prisma, das mit der Grundflide
in TT, liegt, foll durd) eine Ebene fenfredjt 3u den Seitenfanten ge-
{dinitten werden; gefudht wird alfo der Querfdnitt.

Wir projizieren unfer Prisma auf eine 3u den Prismentanten par-
allele und 3uTT, fenfredyte Hilfsebene IT,. Dann legen wir die Sdnitt:
ebene fo, daf s die Prismentanten rediwintlig jneidet und s’ fent:
redit jur Bilfsadje a,, {teht. Das Stid von 5™ 3wifden den beiden
duferen Prismenfanten in der dritten Projeftion ift 3ugleid) die dritte
Projettion der Snittfigur. Um diefe {elbft 3u erhalten, drefhen wir
oie Sdnittebene um eine Odurd) einen Punft P der einen Prismens
tante || s” gehende Gerade parallel 3u TT,. Die Projettionen der Ed-
puntte der Snittfigur wandern dann in 1T, auf den erjten Projet:
tionen ber Prismenfanten, wdfrend die dritten Projeftionen auf
Kreisbogen um P, wandern, bis fie in eine ju a, 5 parallele Lage
fommen. Das umgelegte Scnittoiered ift dann leidyt 3u Tonftruieren
(ogl. §ig. 53); es ftellt die wafhre Grofe des gefudyten ebenen Sdynittes
dar. Wollte man nod) Grund- und Aufrif der Sdynittfigur haben, fo
miifte man die Sdnittpuntte von 5" mit den dritten Projettionen der
Prismentanten nady dex exften Projeftion (L a,;) Heriiberloten und
von da herauf (L a,,) nad) der erften Projettion.

Dentt man fid) das Prisma || TT, abgejdnitten, fo Tonnte man nod
die Aufgabe lojen [154], die Abwidlung des Prismas (Yeh) 3u fons




12. Ebene Sdynitte 79

fteuieren. Da hat man 3u bedenten, daf TT, die wahren Ldngen der
Seitentanten enthilt, wifhrend die Grundflide {don die wahre Grofe
darbietet. Bei der Abwidlung geht die Shnittfigur in eine Gerade
iiber, die dann fenfred)t 3u den Seitentanten jteht. Gan3z dafhnlid) wird
folgende Aufgabe geldft: [155] NTan widle einen {dhiefen Kreisyylin-
der ab. Die Abwidlung der Schnittellipje ge- ~
{dyehe dadurd), daf man fleine Bogenitreden
gleid) der Selfjne feft.

[156] Ein fdiefes Prisma, das mit der
Grundfladye in TT, liegt, foll mit einer belie-
bigen Ebene (s, 5”) um SEnitt gebradyt wers
den. Die nddyjtliegende Lofung wdre, daff man
jede Kante eingeln mit der Ebene sum Sdnitt
bridyte. Wir wollen anders vorgehen. Durd) -
jede Xante legen wir eine Ebene parallel3us’; Stg. 54.
alle diefe Ebenen haben dann Horizontalipuren, die ueinander parallel
find, und deren Ridtung A" man leidt fejtjtellen fann (vgl. die fleine
Sigur im JInnern von Sig. 54, an deren Seiten fteht: || &, || 2y, ||s”;
die ftridypuntitierte Linie im Innern ift #'). Nehmen wir jest am, A" fet
der Sdynittpuntt der Prismentante durd) die Ede A der Grundfldde mit
der Sdnittebene, fo moge durdy A A’ eine jolde Hilfsebene || s” gelegt
fein. Dann fann man von A" in der Rilfsebene ||s” heruntergehen bis
jum Sdnittpuntt S mit s". In der Projettion auf 1T, gejdhieht das par-
allel 3ur Adyfe durd) A; bis S. Gehen wir dannvon S lings der Horizons
talfpur A in der Hiljsebene weiter, fo fommen wir ju 4 und fd)[ieBIid)
ldngs der Prismentante juriid 3u A (m ber Projettion 3u A;). Das
gibt uns folgende Ronftrufhon von A;. Nan geht von A paraIIeI der
fonftruierten Rilfsridtung A" bis 3um Scf)mttpunft S mit 5" und von
ba parallel 3ur Adfe bis um Schnitt A, mit der Projeftion der Prismen:
fante dburd) A; das ift der gefudhte Scbmttpunft Auf diefe Weife tann
man jdnell burd) bloes Parallelensiehen denGrundrify der Sdnittfigur
ermitteln. Den Aufrif; der Smittfigur findet man entweder durd) diret:
tes Heraufgehen lings der Adyjenlote oder durd) [134].

Hontrolle: Segt man durch einen Edpuntt der Scnittfigur eine
erjte Hauptlinie in der Sdnittebene, fo miiffen fid) deren Projettionen
auf der Affinitdtsadife a, @, jdyneiden.

3ylinderjdmitte. [157] Ein jdiefer Kreiszylinder foll mit einer
Ebene 3um Sdnitt gebradit werden. Nlan {nnte ebenfo wie in [155]
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verfafren und Puntt fiir Puntt der Sdnittellipfe fonfiruieren. Sdneller
fommt man 3um Siel, enn man dem Grundireis ein Quadrat unbes
fdyreibt, von dem 3wei Seiten der Projeftionsadhfe parallel laufen, und
durd) die Eden Parallelen 3u den Snlindererzengenden legt. Dann hat
man dem 3ylinder ein {dyiefes quabdratifdhes Prisma umbefdyriehen,
deffen Sdmittfigur mit der fdneidenden Ebene nach [156] leidyt aufzu:
finden ift; es ift ein Paralielogramm, in das man eine Ellipfe ein
jubefdjreiben hat. 3In den Projettionen ift es ebenfo. Befonders ju
fonftruieren fat man die Berithrungspuntte diefer Ellipfe mit dem
fdheinbaren Umrify des Sylinders, das find die Er3eugenden, deven
Horizontalprojeftionen den Grunbdlveis beriihren. MMan FTonftvuiert
diefen Beriihrungspuntt als affinen Puntt Ju dem entfpredienden Be-
riihrungspuntt derfelben Exzeugenden mit dem Grundireis. Dgl, hiergu
die Ausfiihrungen S. 28.

Pyramidenjdinitte. [158] Nan foll eine Prramide, die mit der
Grundflide in TT, liegt, durd) eine Ebene E(s’, s”') Jdneiden, Grund:
und Aufri der Sdmittfigur angeben und den ent{tandenen Pyramiden:
ftumpf abwideln. Um die Sdnittfigur 3u ermitteln, wdre es das
Ttady{tliegende, jede Kante einzeln mit E 3um Sdynitt 3u bringen, aber
beffer fiifet folgende Konftruttion jum Siel. Durdy die Spife P der
Pyramide legt man eine Parallele 3u s”, die die Horizontalebene in
P’ {dyneidet. P’ tann dann aud) als die || s” in TT, projizierte Pyro-
midenfpie angefehen werden. Hun legt man durdy jede eingelne
Pyramidentante eine Hilfsebene ||s”, deren Spuren fid) alle in P’
{chneiden. In jeder foldher BHilfsebene vergegenértigen wir uns
wieder ein analoges Dreied wie in [156], A fei eine Ede der Grund-
fladye, A’ der Puntt der Sdnittfigur auf der Prismentante durd) A
und S der Snittpuntt der Spur det Hilfsebene durdy AA" mit 5"
Die Punfte S entfpredjend allen Edpuniten der Grundfldde find jo-
fort angebbar, folglid) aud) wieder die Parallelen durd) diefe Puntte
S 3ur Adye, fo daf die Puntte A" aud) alle genau wie in [156] ein:
fady su fonftruieren find. Sitr die Ermittelung des Aufriffes gilt das:
felbe wie am Shluf von [156].

Tod) ein Wort Jur Ermittelung des Meges vom Pyramidenftumpf!
Nan widelt sunddyft die gange Pyramide ab, beftimmt alfo uerft
die wahren Seitenlingen der anten (durd) Drehung der reditwint:
ligen Dreiede beftehend aus der Pyramidenhbhe und der betreﬁenbep
Seitenfante um die §he in eine su TT, pavallele £age). Sugleid) mit
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diefer Drehung lifit man aud) die Edpuntte der Sdnittfigur mitwan:
dern, {o daf man audy fofort die wafren Lingen der Kanten bdes
Pnramidenftumpfes hat. Dann tann r
man in bdie Abwidlung der ganzen
Puramide bdie der Sdnittfigur Kin-
eingeidhnen. €s wird {id) empfehlen,
diefe Seftitellung der wafhren Seiten-
ldngen bejonders 3u seidinen, etwa
derart, dafy man fih Grund- und
Aufri der Pyramide nody einmal
linfs neben der §ig. 55, alfo parallel
der Adyfe ver{doben, zeifinet und
da jene Drefungen sur Ermittelung
der walren Lingen ausfiihrt.
Keaelfdmitte, Wegen der ebenen
Sdnitte von belichigen Kreisfegeln (Grundflide in TT) pverweifen
wir auf bdie Ausfilhrungen S. 26 {.; die Léfungsmethode ift diefelbe
wie fiir die Dyramiden. Nian filhre [158a, b, c] die drei Sdlle:
Ellipfe, Parabel, hyperbel mit Hilfe von Grund: und Aufrify durd).
Auf andere Weife fommt man jum 3Siel, wenn man BHilfsebenen
parallel 3u TT, legt.

13. Durdydringungen und Sdhatten.

Scmnitte von Geraden mit KSrpern. Einfade Durdhdringungen
(aljo Schnitte) von Geraden mit ebenen Stiiden (Dreieden ufw.) haben
wir jdon S. 60f. befprodhen. Damit wiren eigentli)y audy jdon die
Durdydoringungen von Geradben mit ebenflidjigen Korpern erledigt,
wenn man feftjtellen tnnte, welde Seitenflidien von der Geraden
getroffen werden. Es werden offenbar folde Seitenfladhen durd):-
fdnitten, bei denen der Sdnittpuntt der Geraden mit der betreffen-
den Ebene innerhalb der Seitenflide liegt; das ju ermitteln ift na-
tirlidy nidyt {dwer, wenn audy mandymal umjtindlid).*) Wir wenden

*) Einfadjer fommt man 3um Siel, wenn man den Korper {o umpros
jisiert, daf man als Projeftionsebene eine folde nimmt, die ur {dnei-
denden (Geraden fenfredyt verlduft, dann gibt in der vierten Projeftion
die fcttIs Puntt erideinende Sdnittgerade ugleid) den Durdydringungs-
punit an.

ANu® 541 : Sijder, Einfliihrung tn die darftellende Geometrie 6
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uns hier nur den Kérpern 3u, wo diefe Ermittelung befonders ein-
fady ift, ben Prismen und Pyramiden, und léfen folgende Aufgaben:

[159] Befudyt werden bdie Durdy:
dringungspuntte einer Geraden mit
einem Prisma, Odeffen Grundfldde
in T, liegt. Der (Brundgedante det
Konftruttion ift folgender. Man legt
durd) die jdmeidende Gerade g eine
@bene parallel mit den Prismentan-
ten und beftimmt ifhre Rorizontal-
fpurs. Durd) die beiden Scnittpunite
A und A” von s mit den Seiten-
Tanten in der Grundflddie legt man
in den Seitenfldchen Parallelen 3u den
Prismentanten, das {ind jugleid) die Sdnittgeraden der Rilfsebene
mit dem Prisma. Die gefudyten Snittpunite liegen einmal auf
diefen Sdmittgeraden durd) A" und A", dann aber auf g felbit, fo
dafy alfo die Horizontalprojeftionen der gejuditen Durdydringungs:
puntte damit gefunden find. Nilan dentt fid) das im Innern des Kor-
pers liegende Stiid von g gar nidit vorhanden und zieht dement:
fprediend diefes Stild aud) nidt aus (§ig. 56). Trifft die Horizontal
fpur ber Hilfsebene die Seitengrundflide nidyt felbit, fo fdmeidet g
das Prisma gar nidt.

[160] Man foll den Ein- und Austrittspuntt einer Geraden mit
einer Pyramide beftimmen. Die L6fung ift dhnlid) wie bei [159].
an Tegt die hilfsebene durd) g und durd) die Spie der Pyyramide; um
die 5oti3ontalfput s diefer Bilfsebene ju ermitteln, Tegt man nod
eine Gerade g’ || g durdy die Dnramtbenfptge unb befttmmt fowoh!
den Rorizontaljpurpuntt H von g wie H von g¢'. HH'=s btmgt
man 3um Sdnitt mit den Seiten der Pyramidengrundflide in A
und A", legt durd)y A" und A” die Geraden nady der Spifge und bringt
diefe O'Jeraben sum Sdnitt mit g.

[161] Die Durdydringungspuntte einer Geraden g mit einem 3y
Tinder follen ermittelt werden. Dgl, [159].

[162] Die entfprediende Aufgabe fiir einen Kegel wird nad) [160]
geldft und ift in Sig. 57 dargeftellt. 3ur Erfldrung diefer Sigur fei
auf [160] verwiefen.

[163] Man foll die Durd)dringungspuntte einer Geraden g mit
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einer Xugel beftimmen. Dentt man jid) durd —
g L TT, eine Bilfsebene E gelegt und diefe mit .
der Kugel zum Sdnitt gebradyt, fo fann man g 43
biefe Bilfsebene mit dem Schnittfreis und der \ P :
Beraden g inTT, e
umlegen und
da die Sdnitt:
puntte fonftruic
ren (§ig. 58).

Durddrin:  _
gungen von Kor:
peri. [164] Um
dte  Durdydrin:
gung eines Pris-
mas mit einem beliebigen ebenfladyigen Xorvper ju erhalten, emp-
fiehlt es iy die {hon S. 81 in Ser Anmertung gegebene Miethode
amguwenden, nimlid) die ganje rdumlide Sigur auf eine Ebene
fenfrecht 3u den Prismentanten 3u projizieren; damit hat man dann
in der vierten Drojeftion {hon alles Gewiinfdite und man hat nur
juriidsuloten, Nan l6fe hiernady:

[165] Wlan foll durd) ein Dodefaeder ein quadratijhes prisma-
tijdhes Lod) bolen.

Bei den Durdringungen von Korpern hat man ju unterfdyeiden
jwifden wiriliden Durddringungen, wobeizwei Durddringungs:
linfenziige vorhanden find, und Eindringungen, wobei nur ein
£iniensug vorhanden ift.

Befonbers einfadie Methoden ergeben fid) wieder, wenn man Pris-
men und Pyramiden hat, deren Grundfladen in TT, liegen.

[166] 3Bwei Prismen mit den Grundfliden in T, jollen jum
Sdinitt gebradyt werden. Man beftimmt unddft die Horizontalfpur
einer Ebene, die fowohl ju den Kanten des einen wie 3u den Hanten
des anderen Drismas parallel ift. Dann legt man 3u diefer Kilfss
ebene parallele Ebenen und bringt fie mit den Prismen Jum Sdmitt.
Don den dabei entjtandenen Geraden find die Sdnittpunite feftzu-
ftellen, die dann Puntte der gefuchten Durdbdringungsfigur find. Es
geniigt natiirlid), die Durdyjtichspuntte der Kanten des einen Prismas
mit dem anderen Prisma ju ermitteln und umgetehrt. Von Wid-
tigteit ift Dei diefen Aufgaben die Beftimmung der Sidtbarfeit und

6*

Sta. 57. $ig. 58.
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Unjidtbarteit des Durdydringungsliniensugs. Darauf ift befonderes
Augenmert ju riditen. Sidytbar {ind nur folde Streden der Durd):
dringungsfigur, die als Sdnitte sweier {idtbarer Sldaden entftanden
find. Analog wird aud) folgende Aufgabe geloft:

[167] s foll die Durdydringung jweier Pyramiden ermittelt wer
den, deten Grundfldadhen in TT, liegen. Bier legen wir Kilfsebenen
durd) die beiden Pyramidenipitien, aljo ein Ebenenbiifdyel. Die Spuren
aller bdiejer Ebenen {dyneiden fid) im Gorizontalfpurpuntt der Der
bindungslinie der Pyramidenipien. Nlan hat alfo nur die nétigen
®eraden in TT, durd) jenen Spurhilfspuntt 3u betradyten, {ie mit beiden
Grundfliden jum Sdhnitt 3u bringen und in den Seitenfladen die
®eraden jener Sdnittpuntte nad) den Spien 3u 3iehen; ihre Sdnitts
puntte find Punfte der Durdydringungsfigur. YTan wird aud) hier
nur wieder die Durdydringungspuntte der Kanten jedesmal mit der
anberen Pyramide beftimmen.

[168] Liegen dagegen ein Prisma und eine Pyramide vor, deren
Grundfldden in TT, liegen, fo wird man Biljsebenen legen, bdie fid)
alle in einer Geraden {dyneiden, die durd) die Pyramidenfpife geht
und 3u den Prismentanten parallel ijt.

Wie{don erwdfnt wurde, bieten dieDurddringungen von ebenflidi-
gen Xorpern imGrunde genommen feineSdwierigteiten, da die ndtigen
Eingelfonjtruttionen alle behandelt find. Die Shwierigteit beginnt erft,
wenn man die gefundenen Durd)dringungspuntte richtig verbinden will,
um den Durdydringungslinienzug darjujtellen. Um dies deutlidy erfen-
nen 3u laffen, bringen wir [169] ein vierfeitiges gerades Prisma mit
der Grundflade in TT, 3um Sdnitt mit einer beliebig im Raum liegen-
den dreifeitigen Pyramide (Sig. 59), und swar nidt nad) der Nethode
der Rilfsebenen, denn dann miiften wir exft die {dhneidenden Hanten
der Pyramide mit TT, sum Sdmitt bringen, fondern nady der S. 61
erwdhnten divetten Nethode. Die Sdmittpuntte der Pryramidentanten
mit den Prismenfeitenflidhen find dirett aus dem Grundrif su ent:
nefmen und in den Aufrif nady den Pyramidentanten heraufzuloten.
So wuvbden die Puntte F,, F;’, G,, G, auf den Hanten P,F, und
P, G, gefunden. Daf die Kante PE das Prisma gar nidyt jdneidet,
geht aus bem Grundrify hervor, € handelt {idy nun nody um die
Durdydringungspuntte der Prismentanten mit den Prramidenfliden.
3u bdiefem 3wed legen wir je eine beliebige Hilfsebene L TT, durd)
die {dneidenden Prismentanten, die als foldye ebenfalls fofort aus
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dem Grundrify erfennbar find. Wir begeidnen im folgenden die Pris-

menfanten nur durd) ihre oberen Endpuntte 4, B, C, D.
B,

ebene durd) die Hante C fdneide
die Pyramidentanten PG und
PE in ben beiden Punften X’
und X", deren Grundriffe fofort
angebbar find, und deren Aufs
riffe durd) BHeraufloten gefun-
den werden. Der Snittpuntt
C, von X,X; mit der Pris-
mentante C, ift bereits der eine
Durdydringungspuntt der Kante
C mit bder Pyramidenflache
PE G im Aufrif. Durd) Gerauf-
loten des Sdnittpunttes X;” der
Bilfsebene mit der Pyramiden-
tante P F im Grundrify befommt
man auf P, F, den Puntt X,”,
und der Sdmittpuntt C, von
X, X;” mit der Prismenfante
C; ift Oder jweite Durdydrin-
gungspuntt der Kante C mit
der Pyramide. Ebenfo wurden
nody die Puntte D, und D, ge-
funden. MMun gilt es, die rid)-
tigen Derbindungsitreden 3u

A,

D,
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¢

I
|
I
|

$ig. 59.

E,

jiehen. Jeder Durdpdringungspuntt ift der Sdnittpunit dreier Ebenen.
Geht man von einem joldyen Puntt, 3. B. von F, aus auf dem 3u fon-
ftruierenden Durddringungsliniengug vorwdrts, fo verldft man eine
der drei Ebenen und bewegt fidh) auf der Sdnittgeraden der beiden
anderen weiter bis 3um niadyfjten Edpuntt des Sdnittvieleds (das na-
tiiclid) fein ebenes ift). Man legt fidh) am beften ein Derseidinis aller
fonftruierten Durddringungspuntte an und fdreibt 3u jedem die drei
@benen, in denen diefer Puntt liegt. Dann ift es gan3 Flar, daf der
nadyjte Puntt beim Entlangwandern auf dem Durdidringungsvieled
bderjenige ift, der aud) nod) in den beiden Ebenen liegt, in beren
Sdmittgeraden man fid) eben befand. Wir gingen oben von F’ aus
und wollen annefhmen, daf wir die Pyramidenflide P F G (wir laffen
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in Sutunft P weg) verlaffen und auf der Snittgeraden der beiden
Ebeiten EF und CD weiterwandern. Unter allen Puntten des Durdy
dringungsoieleds fann nur der in Betvadit fommen, der aufer auf
einter dritten Slade audy nod) auf EF und CD liegt, das ift aber D",
Don Rier aus gehen wir auf einer der dvei in D’ fid) treffenden
Sdnittgeraden der drei durd) D’ gelhenden Ebenen weiter, natiitlidy
nidyt ldngs derjenigen, auf der wir eben gefommen find, aud) nidt
auf bder, die eine Prismentante ift, alfo auf der dritten o.%. auf der,
die durd) die beiden Ebenen AD und EF gebildet wird. In bdiefer
Weife findet man ftets den nddyten Puntt, bis man wieder 3um Aus:
gangspuntt suriidfornmt. Um in der Sufammenftellung der Dunite
aleidh ju wiffen, ob 3wei Ebenen der drei durd) jeden Puntt 3u einer
Prismen- oder Pyramidentante fithren, auf der man ja nidt weiter
gehen darf, fdhreiben wir fie geordnet in einem Schema auf, wie es
im folgenden gefdjefhen ift:

Pyramibde Prisma rei%?r?g;ge
F EF, FG ch !
F” EF: FE ‘zl.f) 3
¢ EG, GF CB 7
G’ EG, GF AD !
c’ FG DC, CB 8
c” E:_E‘ DC, —@ 6
D’ E_‘}_’*‘ E—IS, DC 2
D’ EG AD, DC °

Auf der Sdnittgeraden 3weier Ebenen in derjelben Rubrif darf man
nidyt weitergehen, ebenfowenig auf der von 3Fwei unterftridenen
— das follen die Ebenen fein, auf deren Sdnittgeraden man an:
gefommen ift. Wenn wiv alfo oben von F' aus auf der Sdnitt:
geraden von CD und EF weitergehen, jo miiffen wir auf der von
CD und FG angefommen fein; dafer wurden im Schema diefe unter-
ftridien. Detjenige Punft im Scdhemq, der audy nody C.D und EF auf:
weift, ift D', daher wurden diefe bei D" unterjtrichen. EF und AD
beseidynen dann die Ebenen, auf denen wir weitergehen miiffen, fie
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fommen wieder bei F” vor (alfo ift dies der nddifte Puntt) und miiffen
dort unterftrifhen werden. Auf der Sdnittgeraden von F G und AD
geht es weiter, diefe Ebenen treten bei G” auf, alfo wurden fie unter:
ftridjen. Ylun geht es auf EG und AD weiter, alfo 3um Puntt D",
wo fie unterjiriden werden. Weiter wanbdern wir auf EG und DC
und Tommen ju C”, von da 3u G’, C’ und jurii€ 3u F’.

Diefe Nlethode hat den Dorteil, daf fie felbjttdtig Sehler torrigiert;
denn ungenaues Seidnen fann fehr wohl mal eine Durdydringung
vortdufden, wo vielleidit die Hante nur fehr nahe vorbeigeht; da
wiirden die falilid) fonftruierten Punite von unferer YTethode gar
nidht beriihrt werden. Wegen Sidytbarteit und Unfiftbarteit des Durd):
dringungsvieleds verweifen wir auf die obigen Bemerfungen S. 84.

[170] Nlan filjre die entfprediende Aufgabe fiir 3wei Pyramis
den durd), adjte aber darauf, daf deren Grundflidien wirtlid) ebene
Siguren find.

Die Aufgaben [166] bis [168] fiihren ofne weiteres 3u den Durdy-
dringungen von 3ylindern und Kegeln, deren Grundflddien in 1T,
liegen: [171] Nan foll beftimmen die Durddringung 3weier Sylinder,
[172] 3weier Kegel und [173] eines Sylinders mit einem Kegel.

3u [171] ijt su bemerfen, dap man gut tun wird, die Ridtung
der Aufrijerseugenden {o 3u wdhlen, daf die Horizontalfpurrid-
tung der Hilfsebenen parallel der Adfe gehe. Natiixlid) hat man nur
foldye RHorizontalfpuren 3u 3iefen, die beide Grundfldchen {dyneiden.
Die UmriBpuntte find bejonders Jorgfdltig 3u fonftruieren. Die Sidt-
barfeit regelt fi) dbanad), ob eine f{idjtbare Erzeugende mit einer eben:
foldyen 3um Sditt gebradyt rourde; alle anderen Erzeugenden bringen
einen unfiditbaren Durdydringungspuntt hervor. Hervorzufeben it
nody, daf der Sall eintreten Tann, wo eine der beiden duBerften Hori-
sontalfpuren gemeinjame Tangente an beide Grundireife ift. In diefem
Sall {dneidet fidy die Durdydringungsturve felbft; man fagt, fie hat
eiven Doppelpuntt. Die beiden Sylinder oder Hegel haben dann eine
gemeinfdyaftlie Tangentialebene.

Die angegebene Nethode hHat den Dorteil, daff fie audy zur An-
wendung fommen fann, wenn die Grundfliden feine Kreife find,
fonbdern beliebige Kurven. Sind es aber Kreife oder liegen folde
frumme Sliden vor, die von allen Ebenen || TT, in Kreifen gejdnit:
ten werden, fo fann man die Durdydringungspuntte aud) als Scnitt:
puntte jener reife finden, 3. B. bei Rotationsfladien, deren Adyfen
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L TT, find. Als foldhe Slade tann qud) die Hugel aufgefaht werden,
und man fann hiernad) folgende Aufgaben I5fen.

[174] wnd [175] Eine Kugel ift mit einem {dyiefen Kreiszylinder
oder mit einem jdiefen Kreistegel um Sdnitt 3u bringen.

[176] Ein Rotationstorper, deffen Adfe L TT,, foll mit einer Kugel
3um Sdnitt gebradt werden.

[177a u b] Gin Rotationstorper foll einmal parallel und einmal
fentredit sur Adyfe 3nlindrifd) durdbofrt werden.

Rotationsflichen. Die allgemeine Behandlung diefer Sladen miifs
fen wir uns leider wegen Raummangel verfagen; hHhier mégen nur
einige furie Bemerfungen folgen. Alle Gbenen fenfred)t 3ur Rotas
tionsadyfe fdneiden foldje Korper in Kreifen, die man Breiten-
oder Paralleltreife nennt, Ebenen durd) die Rotationsadfe fdnei-
den bdiefe Horper in fongruenten Neridianfurven. Siir gewdhn-
lid) wahlt man eine Darftellung derart, dafy die Rotationsade fent:
redyt ju TT, fteht; dann bejeidynet man den Meridianidnitt || TT, als
Bauptmeridian. Su einem Puntt der Oberflide in der Horizontal:
projettion fonnen mefrere Puntte in der Dertifalprojettion gefiren,
dagegen ju einem Puntt in der Dertitalprojeftion 3wei Punite in der
Rorizontalprojettion. Die Grundaufgaben iiber fold)e Rotationsfliden
find folgende:

[178] 3n einem Puntt P einer Rotationsflidhe oIl die Tangential:
ebene fonftruiert werden. Nlan dentt fid) den durd) P gehenden Par-
allelfreis und die jugehdrige Neridianturve gelegt. Die Tangential:
ebene in P ift bann bejtimmt durd) die Tangenten an diefe Kurven
in P. Die Tangente ¢" an bden Breitentreis durd) P ijt im Aufrif
parallel jur Adfe, wdhrend fie im Grundrif als Tangente direlt
Tonftruiert werben tann. Die Tangente t” an die Nleridianturve ift
im Grundrif dadurd) beftimmt, daf fie durd) die in TT, als Punit
erfdjeinende Rotationsadyfe verlaufen muf; fiiv die Xonftruttion von
t, ift u bemerten, daf die Tangenten in jamtlichen Puntten eines
Breitenfreifes an die NTeridianturven einen Kreistegel bilden, deffen
Spie auf der Rotationsadyfe liegt und daf diefe Spifie gefunden
werden fann durd) die Tangente an den Hauptmeridian, ¢ undt”
{ind fiiv die Tangentialebene Haupt- und Sallgerade.

[179] 3it der RotationsEdrper im befonderen eine Kugel, fo legt
man einfader durd) den gegebenen Punit je eine Ebene || TT, und
| TTg und bejtimmt an die Sdnitttreife die Tangenten ¢ und ¢, die
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dann die Tangentialebene beftimmen. JIm iibrigen miiffen die Spuren
(Bauptlinien) der Tangentialebene an bdie Kugel fenfredht auf den
Projettionen des Radius nady dem Berilhrungspunit ftefen.

Eine weitere Grundaufgabe fiir Rotationsflidien wdre nod,

[180] fie mit einer beliebigen Geraden g 3um Sdnitt 3u bringen.
Man legt durd) g eine Hilfsebene L TT,, beftimmt die Sdhnittfurve
und bringt dieje mit g Jum Sdnitt. Im Aufrif fallt die Sdnittfurve
mit g, jufammen; man braudyt alfo nur die Punite der Rotations-
fladhe im Grundrif su beftimmen, die im Aufrif auf g, liegen. Der
Sdnitt von g, mit diefer o erhaltenen Kilfsturve gibt die Horizontal:
projettion der gefudjten Durdydringungspuntte. Eine dritte Grund-
aufgabe:

[181] NMan foll die Snittturve einer beliebigen Ebene E mit einer
Rotationsflade beftimmen. Entweder dreht man den Korper mit der
@bene E fo, daf E L TT;, dbann hat man die Aufgabe {hon in [180]
geloft und mufy nur jurii€drehen in die alte Lage; oder man bringt
die eingelnen Rauptlinien erfter Art mit den eingelnen Breitentreifen
jum Sdnitt, die mit diefen Kreifen in einer Ebene liegen. Befonders
find da der hodjte und tiefjte Puntt der SAnittturve gemau 3u be-
ftimmen. Nlan [Bfe hiernady folgende Aufgabe:

[182] Gine Hreisringfliche, deren Rotationsadyfe L TT, ift, foll
mit einer Ebene jum Sdnitt gebradt werden.

3u den Aufgaben iiber Durdhdringungen mit Rotationsfldden
haben wir dem oben bei [174] bis [177] Gejagten weiter nidys
hinzuzufeen, hidftens daf man in Sdllen, wo fidh die Adfen Jweier
foldher Korper fdneiden, Hilfstugeln um den Sdnittpuntt der Adyjen
verwendet.

Die Shattenaujgaben. Soll der Sdatten irgendeines Horpers auf
TT, beftimmt werden, fo denft man fidy den Horper undurdyiidtig,
fo daf bei parallelem Lidyt ein Schattenprisma oder Schatten3nlinder,
bei zentralem Lidit eine Shattenpyramide oder ein Shattentegel ent-
fteft. Die Snittflide diefes Schattenraumes mit T, ftellt den (Sdlag:)
Sdyatten in TT, dar. Sdllt ein Teil des Sdattens auf TT,, fo hat man
entfpredjend den Shattenraum mit TT, jum Scnitt ju bringen. Rervor-
jufeben ift, dah dann der Sdyattenumrif in TT, die Projeftionsadye
in benfelben beiden Puntten fdyneiden mup wie der Schattenumrif
in TT,. Siir Sdattenfonftruttionen bei parallelem Lidht wdhlt man
filr gewdhnlid) Lidtftrahlen, deren Projeftionen die Projettionsadyie
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unter 45° {dneiden, IDirft ein HUorper (Shlag-)Scdhatten auf einen
anderen Korper, fo hat man die Durddringung des Sdattencaumes
mit dem jweiten Korper zu beftimmen. Entfpredyendes gilt natiire
lid) aud), wenn irgendein Teil eines Gebildes Scatten auf anbdere
Teile desfelben Gebildes wirft. Don den nidht beleudyteten Sladen-
teilen eines eingigen Horpers fagt man, dafy fie im Eigenjdatten
liegen.

Wegen all der in diefem lehsten Paragraphen meift nur angedeu:
teten Aujgaben empfehlen wir eingehendere Studien in den unter 8)
angefilhrten Lehrbiihern. Das war ja die Aufgabe diefes Banddens,
fiir diefe groferen Werfe vorzubereiten.

Im Verlag von B. G. Teubner, Leipzig-Berlin ist erschienen:

Elemente
der darstellenden Geometrie
Von E. Prix

weil, Oberlehrer am Realgymnasium zu Annaberg

2 Teile. Mit Figuren im Text. gr. 8.

I Teil. Darstellung von Raumgebilden durch orthogonale Pro-
jektionen.  Mit Figuren im Text. [VII u.72 S.] 1883
Geh. M. 3.—, geb. M. 4.50

II. Teil. Schnitte von ebenen und krummen Flichen. Schiefwinklige
und axonometrische Projektionen. Zentralprojektion. Mit
Figurenim Text. [IV u.1205.] 1883. Geh. M. 5.—, geb.M.6.50
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L.ehrbuch der darstellenden Geometrie fiir Technische Hochschulen.
Von Hofrat Dr. £, Miiller, Prof. a. d. Techn. Hochschule Wien. L Bd. 3.Aui.
Mit 289 Fig. u. 3 Taf. [XIVu. 370 S.] gr. 8. 1920. Geh. M. 52.50, geb. M. 6o.—-
11. Bd. Mit 328 Fig. [Xu. 361 S.] 1919. Geh.M. 52.50, geb. M. 60.— II.Band
auch in 2 Heften erhdltlich: 1. Heft. 2. Aufl. Mit 140 Fig. [VII u. 129S.] 1919,
Geh. M. 17.50 2. Heft. 2. Aufl. Mit 188 Fig, [VIIu. 233 S.] 1920. Geh. M. 35.—
Lehrbuchderelementaren praktischen Geometrie (Vermessungs-
kunde). Feldmessen u. Nivellieren. Band I d. Lehrbuchs f. Vermessungs-
kunde bes. f.Bauingenieure. Von Dr.E.v. Hammer, Prof.an d.Techn.Hochsch.
zu Stuttgart. Mit sooFiguren. [XX u. 766 8.] gr.8. 1911. M. 55.—, geb.M.60.—
Feldmessen und Nivellieren. Anleit. f. d. Priifung u. d. Gebrauch d.
MeBgeriite bei einf. Lingen- u. Hohenmessen f. Hochbau- u. Tiefbautechniker,
bearb. von Prof. G. Volguardts, Dir. d. staatl. Baugewerksch. in Magdeburg.
4., verb. u. verm. Aufl. Mit 56 Abb.i. T\ [[Vu. 31 S.] gr. 8. 1920. Geb. M. 6.—
DasFeldmessend.Tiefbautechnikers.ReineFlichenaufnahmen,Flichen-
u. Hohenaufn. V. Dipl.-Ing. H. Friedrichs, weil. Oberlehr. a. d. Baugewerksch. 1.
Frankfurt. 2. Aufl. bearb. v. Prof. 7. Rednecke, Oberl, a. d. staatl. Baugewerksch.
in Cassel. [U.d. Pr. 21.]

Feldbuch fiir geoditische Praktika. Nebst Zusammenstellung der wicht.
Methoden u. Regelnsowie ausgef. Musterbeisp. Von Dr.-Ing. O. Zsrael, Dresden.
Mit 46 Fig. [IV u. 160 S.] 1920. Kart. M, 20.—

Der Hohennersche Prizisionsdistanzmesser u. seine Verbindung
mit einem Theodolit. (D. R. P. Nr. 277000.) Einrichtung und Gebrauch
des Instrumentes f. d. verschiedenen Zwecke d. Tachymetrie ; mit Zahlenbeisp.
sowie Genauigkeitsversuchen. Von Dr.-Ing. . Hohenner, Prof. an der Techn.
Hochsch,, Darmstadt. Mit 7 Abb.i. T.u.1Taf. [Vu.59S.] 8. 1919. (Abhandl
u. Vortrige a. d. Gebiete d. Math., Naturw, u. Techn. H. 4.) Geh.M. 8.—
Praktische Astronomie. Geographische Orts-und Zeitbestimmung. Von
V. Theimer, Adjunkt a. d. Montanist. Hochschule zu Leoben. Mit 62z Fig.
[1V u. 127 S] gr.8. 1921. (Teubners techn. Leitfiden Bd. 13.) Kart. M. 20.—
Geodisie. Eine Anleitung zu geodit. Messungen fiir Anfinger mit Grundziigen
der direkten Zeit- und Ortsbestimmung. VonDr. . Hokenner, Prof.a.d.Techn.
Hochschule Darmstadt. Mit 216 Abb. [XIIu. 347 S.] gr.8. 1910. Geb.M.30.—
Einfuthrung in die Geod#isie. Von Dr. 0. Eggers, Prof. a. d. Techn.
Hochsch. zu Danzig. Mit 237 Fig. [X u.437S.] gr. 8. 1907. Geb.M. 40.—
Grundziige der Geod4sie mit EinschluB der Ausgleichungsrechnung. Von
Dr.-Ing. M. Nébauer, Prof. a. d. Techn. Hochsch, Karlsruhe i. B. Mit 277 Fig.
[XV1u.4208.]8. 1915, (Handb. d. ang. Math. Bd.3.) Geh. M. 22.50, geb. M. 30.—
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Mathematisch=Physikalische Bibliothek

Gemeinverstindliche Darstellungen aus der Mathematik
u. Physik. Unter Mitwirkung von Fachgenossen hrsg. von
Dr.W.Lietzmann  und Dr. A.Witting

Direktor der Oberrealschule zu Goéttingen Oberstudienr., Gymnasialpr.i.Dresden
Fast alle Bandchen enthalten zahlreiche Figuren. kl. 8. Kart. je M.5.—
Die Sammlung bezweckt, allen denen, die Interesse an den mathe-
matisch-physikalischen Wissenschaften haben, es in angenehmer Form
zu ermoglichen, sich iiber das gemeinhin in den Schulen Gebotene hin-
aus zu belehren. Die Bandchen geben also teils eine Vertiefung solcher
elementarer Probleme, die allgemeinere kulturelle Bedeutung oder be-
sonderes wissenschaftliches Gewicht haben, teils sollen sie Dinge behan-
deln, die den Leser, ohne zu grofie Anforderungen an seine Kenntnisse
zu stellen, in neue Gebiete der Mathematik und Physik einfihren.
Bisher sind erschienen (1912/21)

Der Begriff der Zahl in seiner logischen und
histerischen Entwicklung. Von H. Wie-
leitner. 2, durchgeseh. Aufl. (Bd.2)

Ziffern und Ziffernsysteme. Von E.L&{fler.
2., neubearb. Aufl. 1: Die Zahlzeichen der
alten Kulturvdlker. (Bd.1.) II: Die Z. im
Mittelalter und in der Neunzeit. (Bd. 34.)

Die 7 Reehnungsarten mit atlgemeinen Zah-
len. VonH.Wieleitner. 2. Aufl. (Bd.7.)

Einfdhrung in die Infinitesimalrechnung.
Von A. Wilting. 2. Aufl. I: Die Diffe-
rential-, ll:Dielntegralrechnung.(Bd.9 u.41.)

Wahirscheinlichkeitsrechnung, V. 0. Mei3-
ner. 2 Auflage. I: Grundlehren. (Bd.4.)
1I: Anwendungen. (Bd. 33.)

Vom perlodischen Dezimalbruch zur Zahlen-
theorie. Von A.Leman. (Bd. 19.)

Der pythagoreische Lehrsatz mit einem Aus-
blick aui das Fermatsche Probiem. Von
W. Lietzmann. 2.Aufl. (Bd.3.)

Darstellende Geometrie d. Geldndes u. verw.
Anwend. d.Methode d. kotiert. Projektionen.
Von R.Rothe. 2, verb. Aufl. (Bd. 35/36.)

Methoden zur Ldsung geometrischer Aul-
gaben. Von B.Kerst, (Bd. 26.)

Einfiihrung in die projektive Geometrie. Von
M. Zacharias, (Bd. 6.)

Konstruktionen in begrenzter Ebene.
P.Zahlke. (Bd.1l.)

HNiehteuklidische Geometrie in der Kuge!-
ebene. Von W.Dieck. (Bd.3l.)

Einfiihrung in die Trigonometrie. Von A.
Witting (Bd.43

Einflihrungi.d.Nomographie. V. P.Luckey.
1.Die Funktionsleiter, (28.) 11. Die Zeichnung
als Rechenmaschine, (37.)

AbgekiirzteRechnung nebst einerEinfdhr.i.d.
Rechnung m.Funktionstaf.insb.i.d.Rechng.
mit Logarithmen. Von A Witting. (Bd.42))

Von

Theorie und Praxis des logarithm, Reches-
schiebers.VonA.Ro hrberg.2.Aufl(Bd.23)

Die Antertlgunf( mathemat. Mcdelle, (For
Schiiler mittl. K1) Von K.Giebel. (Bd.16)

Karte und Kroki. Von H. Wollf, (Bd.27)

Die Grundlagen unserer Zeitr Von
A.Baruch, (Bd.29.)

Die mathemat. Grundlagen d. Variations- u,
Vererbungslehre. Von P.Riebesell (24)

Mathematik und Malerei. 2 Teile in 1 Bande.
Von G. Wolff. (Bd. 20/21.)

Der Goldene Schnitt. VonH.E.Timerding.
(Bd. 32.)

Beispiele zur Geschichte der Mathematik.Vou
A.Witting und M. Gebhard. (Bd.15)

Mathematiker-Anekdoten. Von W.Ahrens.
2. Aufl. (Bd. 18.)

Die Quadratur d. Kreises. Von E. Beatel.
2. Aufl. (Bd.12))

Wo steckt der Fehler? Von W.Lietzmann
und V. Trier. 2. Aufl. (Bd. 10)

Geheimnisse der Rechenkiinstler. Von Ph.
Maennchen, 2. Aufl .

Riesen und Zwerge im Zahlenreiche, Von
W.Lietzmann. 2. Aufl. (Bd.25.

Was istGeld? Von W. Lietzmann. (Bd.30)
Die Faligesetze. Von H. E. Timerding.
2. Aufl. (Bd. 5.)

lonentheorie. Von P. BraAuer. (Bd.38)

Das Relativititsprinzip. Leichtfaflich ent-
wickelt von A. Angersbach, (Bd.39)

Drehtsich die Erde? Von W.Brunaer (17.)

Theorle der Planetenbewegung. Von P.
Meth. (Bd.8.)

Beobachiung d. Himmels mit einfach, Instru-
menten. Von Fr. Rusch. 2. Auall. (Bd.14)

Mathem. Streiiziige durch die Geschichte der
Astronomie.VonP.Kirchberger. (Bd40.}

in Vorbereitung: Doehlemann, Mathem. u. Architektur. Schips, Mathem. u. Biologie.

Winkelmann, Der Kreisel. Wolif, Feld

en u. Hohenr
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Verzeidhnis der bisherarfdienenen Binde inner‘)a[b bermiﬁemd}aiten alpbabetijd) geordnel
L Refigion, PHilojsphic und Piydslogie.

Wnthronofohb:e f. %beoiopbie
itzbegtlxt [%on Brof. Dr. Hemann

{(Bd. 345.)
Aitrolegie fiehe Sternglaube.
Aufgaden u, Siele d. Denigenlebens, BVon
Brof. Dr. J. Unolbd. b.verd A (Bd. 12.)
Bergoredigt, Sjse Bon Geh. ﬁucﬁcnrat
Broj. D. H. Weinel (Bd. 710
Uergfon sbnm, der PBhilojoph msbemet
Stelin. Von Biarrer Dr. €, Ott. (V. 180.)
Bem(en iiehe Lode, %crfe[en, 5’3ume

Buddha. Leben u. Lefhre d. . Brof.
Dro®t. Biidel 3.9, burc[)oei D. Brojf.
Dr. £. Qi bers. Mit 1 Titelh. uubd

1 Taf. (Bd. 109.)
Ghriftentnm, Das, im Qampi u. Sllunqlﬁ(f)
m, 0. gried.-rdm, Welt. Studien u. Cha=
tatterift. a. . Werdegeit. V. Broy. Dr.
. @Befiden 3. umg. AL, (Bd. 540
= Ghriftentam und Beltgeihidite feit der
Shruuxm,vm Bon  PBroj. Dr.
Sell 2% B (Bp. 297. ‘2‘)‘5.)
— fiehe Geiug, @xrrhc,f‘?mﬁuxm Ehrijtent.
Gthil. Grundsiged. 6, 0. bei. Pevticdiicht.
D. bb. Brobl 2. Aufl. V.G Went-
fdher. (Bo. 397.)
— 1.a Aufg. u. Biele, Cerualethit, Siitl
Lebensanfdyanungen, Wille
Freimaurevel, Die. Sine Cinjii
nfhanungswelt u. ihre CGe:
&efy. Mat Dr. L Reller.
@ch. Ardhivrat Dr. B.Shufter.
Glauben und B\ifien. Bon
Gtubdienrat Lic. . Brubn. (Bd.
Griedyiidie Religion fiehe Neligion.
Sandidiriftenbeurteilung, Die. Cine Ein~
fithruna in Me Bindol. d. Handidrift.

2. Q{uf! von
(463.)
PBrivatdoz.
750.)

Bou wWrof. Dr. §. Bh netbcm ol
2., burdhgei. u. erw. Auil. Wit ol Hand-
m)rxitcn.ncrhb . T.u. 1 Taf. (Bbd. 514.)
Heidestum fiehe Myftik.
Perbart, Johoun Friedridh H.'8  Leben

und Lebre mit bef. Veriid{ichtigung fei-
ner Grziehungd. und Bilbungslehre.
%on %eaxti»acﬁuhuuettoc Dr. <9

(Bd. 164.)

Bid.
bume ﬂebe Rode, Berlelen, Hume.
HANu® 4: 21, 800

Oypuotismus und Suggeition. BVon Dr,
€ Trémner. 3. Aufl. (Bd. 1699
Sefuiten, Die. Cine buwc Slizze. % roi.
Dr. . Boehmer. 4. neub. 2. (8p. 48.)
Jeing. Wahrheit und Didgtung im Leben
Sein. Von fivchenvat Wiacrer D. Dt.
B Mehlhorn. 3. umg. Anfl. (B.1375
— Die Gleidhniffe Jefn. Jugleih YUne
leitung 3. quellenmd@. {hrfmnhms o
Goanaelien. Jon Geh. Kirdentat Brob,
D.Dr.  Weinel. 4. Yufl. (Vb. 46.)
f. audy Bergpredigt.
“([tﬂtlmid)e Steligion jiefe ‘Re!imnn
Tuden, “@eidhidte dev. bt IV,
Sant, mxls'm'\ue' z,mcixel(ung und Tfizs
bigung. Bou Prof. 0. filpe
5. ‘Huyl hrég. v, Vrof. Dr A Melffer,
Mit 1 Bildnis Fant. (8. 114.]
ﬂl e, Eeididte her driftlidies Q0
Bou Prei. Dr. rir. v Goheas
I %ie Uniftebung ber chriftlichen &ivbe,
(Bh. 690 1. Bom uu‘m‘ucn'nm urg
Saih iismud, (Bir. 691
—— fiehe andy Gtaat 1ud Sivdpe.
Qriminalpindologic j. Binchologie b. Vers
brc“u;, Hanbihriftenbeurteilung.
Qebeit. Das L. nad) dem Tode L Glaws
Ben dev Menfdihert. Bon Prof. D. D,
g Clemen. (%Bb. H44.)
Qebensanidauungen fiebe Sittlicge 8.
Reid und Secte in_ihrem Berbaitnis gue
cinander, Bon Dr. phil. el med. @
Sommer. (Bd. 702.)
Qode, Verlelen, Hume., Die grueen engl.
‘B(hluf Bon Studbienrat Dr. f)”&gﬂ
‘logx! b&nmbn!; p. 8. Ton Dr 83
Grau. 2 durdg. u. verdnd. U ‘éﬁ??-)
Quther. Martin L. w. D, deutige Fefors
il anins B, RS
2.9ufl. Mit 1 Bilonis Luther ;
f. audh Bon L. zu BVismard Abt. IV
Medanit D, Geilteslebens, Die. V. Ge
Medizinalrat ‘Dirc‘hor Brof. Dr.
Berworn. 4.9 IN. 19 ABD. (Bd. 200.)
Miifion, Die evangelifdie. Bon Bajtor
€. Baudert (Bb. 400.)




Der3eidints der bisher eridiienenen Bdnbde innerhald der Wiffenfdaften alphabetiid georduet

Myftit. M. i Heidentum n. Chriftentum,
. ‘Btoy r Edv. Lehmana. 2 Aufl.
fiberf. b. U Grundtvig. (Bd. 217.)

—_ . aud) Ottultismus, ZTheofophie.

Siythologie, Germanijde. Lon Prof Dr.

. bon Negelein. 3. QImI \%b 95.)

Raturphilofophie. Von Prof. Dr.

m. |
BVermeyen 2. Aufl. (EBb 491)

PItultismus, ©piritismus u. unterbem.
€eelensuit.B.Dr.R.Baerto albd. (560.)
Bcld;tina und feine (Sc(dnd;tt‘ Bon Prof.
». §rh v. Soden. Auil. Mit
liBlcm von Seruialem unb 3 Anfidten
bes .m:xhgen Lanbdes. (Bo. 6.)
— . u i Quitur in 5 Sabriaujenden.
FRadh b neueit, Qluégmbgn u. Forfchgn.
batgLft bon Prof. Dr. ThHhomfen.
2., neubearb. ufl, M. 37 AbL. (269.)
Saulug, Der Hpoftel, u. fctn mert Qi:m
SBroj. Dr. (& ifder. 2. 309.)
l%buuioptm, ie. @mnif)r [ 8 b. QBnieufcb.
bhr Wej. u. ifre ‘.]:.rob(cmc Bon Real
gl)mnafm{btt Ridert. 3. 2A. (186.)
-— @miuuruno in Dw BhH. BVon Prof.
R. Ridter. 5 Aufl. bon 531:")'
Do Dr. M Brahn. (Bd. 155.)
— Gicidndm der Philofophie in 7 Bden.
1. 9Untife Bhilofophie bis Wriftotcles.
Bon Gtudientat Dr. €. Hofimann.
II. 1. Untife &Bb\l bis Bofeidonios.
Bon GStudr. Dr. € Hofimann. 2
Helleniitifd-driftlicge 8:[)1[ Bon Pri«
batboz. Dr. M. Heidegger. HI it-
telalter u. menaniance bi3 gur mod.
Naturwifi. B. Privatboz. Dr. M. Hei-
begger. Iv. Qion Pescarted bi3 Leib-
niz. Bon Prof. Dr. RKroner. V. ECng-
lifcher Gmpivismus., Auftldrung. Kant.
Bon ‘Bnba*bug Dr. €& Maxd VI/VII
Die Bhilojophie von Kant an.
Brof. Dr. 3. Cobhn.  (Bd. 741/44)
-~ @ubhrende Denfer. Gefchichtl. Q’:mlett
in bie ‘Bblloiuvble Q;on Brof. 3.
@obhn Auil. Mit 6 Bildbn. (146)
— Die ‘Bf;x[. ). Gegenw. in Deutjdland.
B Brof. Dr. D. Rilpe. 7.verb. A (41.)
f. audy Religion: Religionephilof.
Onent Bon Dr. K. MWiiller-Freien
fel3. 2 iiberath. u.eriv. Yuil. (Bd. 460)
Biodologic. Finfihr. i .8 ¥ >
. bon After. 2. 9L M. 4 ALS, (492)
— PBfodjolonaic d. Rinded. W, Prof.
® aupp. 4 Wfl. M. 17 Abb. (213,214)
— Pindologie d. Berbreders. (Kriminal-
“bind)o[ ) % vtrafammltsbxr Dr. med. B.
PBollis. 2 Aufl. M. 5 Diagr. (Bd. 248.)
—_ (&mfﬁbruna in blz trntnmeut ‘Biuxﬂo:
Togie. Bon PBroi. Dr.
Baufen 2.9 M. 1796, 1. 95 (484)
——ﬂlngtmnnhtt‘ﬂfm Meibod. u. Grgrbn,
. Dr.phil. et med. €. G tern. (Bd. 771.)
— Die franfhajten GriMeinungen Des
Geclenlebens, Allg. Bindopathologie.
LBon Dr. philet med €. GStexn. (764.)
— f{. audy .bmb(d)tmcnbeurtedg Hypnos
H3mus u. Gugg., Medanit d. Geiftesleb.,
Boetif, Ceele d. Menidhen, Veranlag. u.
Bererh., Willensfreibeit; Péddag. AbL. IL

2

Jieformation fiehe Luther
Heligion. Einflihrung i b vergl. a-m-
fdidte. Bon Prof. D. Dr. .B th.

658.)
— Die md)td}rlft(itgm Rum-mmmu
in ifrem gegenm ujtand. Lon Puoj. D.
Dr. Clemen. 2 Bve. L i)tct
bumicben und d;meiﬁcben RNationalrelis
gionen. Der JFainismus und Budbdhisds
mus. II. Der Hinduismus, ‘Bamﬁmuc
und  Jjlam. (Bd. 533/84.)
— Qie Jieligion der Griedjen. Bon Prof.
Dr. € Gamter. Mit %xib&anhauf

— Qie Grundzitge der ifraelitijden Relis
mnﬁgcidj B Prof.D.Fr. G iefebredt.
3. Yuj ©eh. Konjifterialrat Ean)
D. 9. 236 tthoiet. (B

—_ mhamn u. ﬂtuturwiﬁenm in Roms}
n gried. . ge d)td)t[ mud Bl. B ‘Biou.

r. A. ‘Binn nfude 2 1449
—_ i aud) Berg on, %ubbba, Gbriﬂm-
tum. Leben na Fobe, Luther.

— !ﬁtﬂgxouﬁnba(oiob!}te @mfuhrunghtiit
. Bon Koniijtorialr. Lic. Dr. B.Rals
meit. 2. Auil. . 225.)

Religioje €mcbung hebe uAbL.

Roufieau. Bon Brof. Dr. B. oen\‘d.
3. Auil. Wit 1 Bildnis. (Bo. 180.)

Sdopenhauer, Seine PerjdnlidL., £ Lelre,
[. Bebeutung. B. Realgymuajialdic. .

idert 4. ufl. INit dem Bilbn.
Sd)ovenbaueté (Bbd. 81)

Beele ded Menidien, Die. BVon Geh. R
Brof. Dr. J. Rehm ke 5. tluﬂ (SBb 86.)

Serualethit, Bou Prof. Dr. §. € i
metrding (Bb. 592.)

Sinne d. Mtnfden. D. Sinneéotq{am und
Ginnesempiind. B. Pofr. Prof. Or. §

reibig. 3., brb. N. ?Jl 30 Ao, ("'L)

Sittl, ﬂcbcnsanmauungm 9. Segenmosl,
. Geh ﬁ’xrd)enr PBrof. D.O. Rirn. 3 &
8 ‘Btof Dr. O. Gtephan (171

f. Sthif, Serualethif.

Guirinsmus jiepe OFfultismus.

Staat und RKirdye in ijrem gegenfeitigen
Berhdltnis feit der Eﬁerornmtiun o
Plarr. Dr.A. Piannlude. ( )

Sternglaube und ercmncurung Die e
fdichte u. b. 5!867. Qlftwlogga Unt, Wik,
b. f@cl) @?R%t bw . Dr eaolb bat[:
eft. b. e ofT
92 Aufl. M. 1 é:»tetnt u. ;O leb (%b 638.)

Suqgeition {. Huprotidmus.

Ketament. Tas Alte. Seine Geid. u. Bes
dentg. B. Brof. Dr. B. %homien.(ﬁ&”

— Reues, Der Tert d. N. . nod | g
digtl. Entwidl.  Bon Sﬁrof. 3. W

ott. 2. ufl. it 8 Taf. (Bd. 134)

Lheologie. Ginfiihrung in die Theslo
Ron Paitor M. Cornils (Bd 341)

Zheofophie u. !lut(;wuofnubu 8. Privats
b03. Gtubienr. Lic. . Brufhnm (18

Nedriftentum fiehe G:bt(ftemum.

Beranlagg. u. Bererbg., G}etgt&e Dr'pll-

Betanifoon G"g"i'fstimc e e
eltanfdanung, Srie .

Dr. T Wumbt 2 Sufl. (80.3204



Religion u. Philofophie, Pidagogi? u. Bildungswefen, Sprade, Citeratur, Bildende Kunft u, Muip

mc[taamauunsenﬂb D, ?rnfa Philofophen
Der Reuzeit. B Buife.
6. Aufl., bc»g v (S)e{) bo[mt ‘,Bror. Dr,
RN. Faldenberg. 56.)

ﬂ‘ae!tcut\tcmmg Gutiteh. D erbt
nady Sage u. ﬁBliicn\dmft )Jon %toi Dr.
M. B. Weinftein. 3.AYuil. (Bd. 223.)

II. Padegegit un

Berufswahl, Begabung u, llrhcxts(mtung
1. ihren gegenjeit. %tslehunqc .
Ruttmann 2.9 M. 7%65. (Bb. 902)

Bildungsiwoeien, . deutide, i. 1. gejdhigil.
Gutwidhug. B. Brof.Dr. § r. EB aulfen.
4. Qujl. M. Bildbn. B'3. (Bd. 99/160.)

— 1 aidy BWoltsbilbungsiveien.

Erziegung. G. zur %rbeit, Lou Lrof. Dr,
(E'bn. Lehmann (Bb. 45

— @eutide G in Haus u. Ct!mte Ron
3. Tews. 3. Auil. (Bbd. 159.)

-— {. a. Grofiftedters., Nelig. Crziehung.

Forteildungsiduimein, Qa;bcntyd)e Lon

Sjef). RNeg.-Nat Prof. Dr. F. S Hil-
1i (Bd. 254.)
%rﬁb:l, %nrhnd}. PBor Dr. Joh. Prii-
fer. 2. verd Anil. M. 2AGH. (BVd. 82)

Grojitadtergichung. Die Grofiftadt ais
Sugenberichungd«  und  Jugendbif»
bungzitdtte. 8.3 Tews. 2. Aufl. (827
Derbart. Jobhann Fricdrid) .6 Leben und
Qefre mit befond. Beriidiidhtigung Jei-
ner Gratehungse wud  Bildungslehre.
Lon  Bezivtsidulinieftor  Dr. T h
Fripid. 5. 1(,4)
borﬁm;ut n {. Tedn. Hodidulen u. Univ.
Jugennuilege. Von Fortbilbungd ch)uI[ef)J
rer I8 Wientann, ($Bd. 434.)
Leibediihorgen fiehe Abt V.
Mittel{Rule . Vollz- u. MWittel{chule.
Ladagoegif, SUigemeine, Bou Broi. Dr,
ITh. Bicgler. ufl. (Bd. 33.)
— Eypervimentelfe $. mit bel “‘ur‘}uﬁt
anf die (rgich durd)ydie Tot. BWen Dr.
A Lay. 3,00h A M. CAD. (Bbd. 224)
— fiehe Grziehung, Biydjologie. vt L

BWeltuntergang in Sage und Wiffenidaft.
Boun_ Prof. :Dr. Obbenbheim und
Prof. DtﬁBiegXet (Bd. 720.)

Bxltméfrttbctt Das Problem bctﬁ! Lon

U s T, Dhedbanit b Geies.

—_ 1 hi echani eiftegs

lebena, Bindologie. i

d Bildbuugswejen.

Beftalogsh. Lebenn u. Ideen. B. Geh. R
Jat Brof. Dr.B.Natorp. 3. AL ( 30)
Sl%xgmit Grsichung in aus u, Sduie

. Prof. Dr. F.Niebergall (HY9.)
Rouffean. Bon Proi. Dr. P. Henlel.
. Aufl. Mt 1 Bildbnis. \ﬂb 180.)

S n te jiehe Fortbilbungs-, Tewn. How-,
Bolisidyule, Univerfitdt. bos

@muﬂmglmc Bon Reg.-Rat BVrof. Dr.
Burgerftein. 4. Aufl. Mit 24
(Bd. 96.)
Cdmlgunwf: D. Gegenv. Bon 3 ‘Ielt?“
2.9 lll
§tuhmt, Der Leipgiger, von 140) bid
1509, ‘Bnn Dr. .

Brud muII\*

‘Du' 25 ¢(hb. (Bd. 2 3
Siudentent um. Gejdhidite Bcﬂ bcutn.;m e,
BVou Dr. W. Brudymiil (8. 477)
Tedin. Hochi dulen in morbamcrzh Bow
®eh. RNeg.-nat Brof. De. & Wiiller,
M. 3ahlr. ALb., Karte u. Lagepl. (190.)

niveriitdten. ﬁber . u, Univerfititss
itud. 8. Brof. < b. Btcﬂler smut
1 Bilbn, .i)um'\ﬁb 411)

Unterriditsmweien, Tas deutide, Det(‘;egm,
wart. Vo Geh. Studicnrat Lberreals
fhuidic. Dr. 8. S nabe. (Bd. 299.)

ﬂlolfﬁbilbuugsmfim. . Gtadtbbl. Broi.Dr.

®. Fris. 2. Aufl. M. 12 A00. (Bd. 266.)

Ba(w: und Wittelfdyule, Die ur"uilhf)c,
Entwidlung uud Bicle. Vor & §
u. &dulrat Dr. A S adyje. (Bo. 43‘.’..)

Beidenfunit. Der Weq 3. 8. Ein Bidl .
theor. u. prlt. Selbitbd. B. Dicr. Dr.E. Wes
ber. 3.90. 9. 84 AOD. u. 1 Farbt. (43).)

IXI. Spradpe, Qiterntur, Bifdeube Sunft uud Hlujit.

Altnordbifde Literaturgeid. . Literatur.
Ardyiteftur fiche Baulunit und Reuaifs
fanceavdyiteftur.

tiﬂ)etif Von Prof. Dr. R Hamann.

2. At (Bd. 315.)
Baufunft. Dectide 8. Bon Ged. Jey.- !
Rat Brof. Dr. A Matthaei. 4Bd

I Deutfche %}auulft im 0 ftelalter. B.

b. Ani. b. 3 ang d. romait. Bau-
Tunit. 4. ‘l{ni! BW 359Ubb. (BO. 8.) 1l
Gotit u. ,Cpilgoit’. 4. Wil Wit 67

ALL. (BD. Y.) hl Deutfdye %uutuuft in
b. Renaijjance u.d. Barodzeit b. 3. Ausy.
b. 18. Jabrh. 2. Afl. Mit 63 ALD. .1 Text.
(Bd. 326.) IV. Deutiche B. im 19. Sabrh.
u. i. b, Gegenw. 2. WL, M. 40 AbL. (781.)

— f{iehe audy .‘)R‘eum! ancearchiteftur.

Beethoven jiche Hapdn.

Bildenude Sunit, Baw und Leben der b. K.
Bon Dir. Broj. Dr. otbe“)t
2, Q!uﬂ it 44 AL (Bb.

|

! SDttnranue Qunft .

Bidende Qunit {. a. Baul., Gried. &, Im»
prefiton., Qunit, taler, Malerei, Stile.

Bidrnion fiche Jblen.

Bud., Wie ein Bud) entiteht fiehe ALL. VI,

— {. auh Gdyriit=- u. Budyvefen Abt. IV

UAltertums. B.
$r. Poulfen M. 112UDbL. (Bbd. 404)

Denfmalpflege fiehe AbL. IV.

Drama, Tas. ‘Bon Dr.B. Bufie Mit AvD.
3%Boe. I: V. . AUntite 3. iranz. ﬁ[a“lﬁ‘g-
mus. 2.9, neub p. Studient. Dr. §. K.
Niedlidy, Brof. Dr. 9. 3mclmanu
u. Brof. Dr. ‘Glajert. §UE 3 ALb. 11: Bon
Boliaive 3u Lejiing. Qlun Bon Dir.
Dr. Qubinig u. Dr. @lajer.
1II: B.b. Romant. 3. @egenm (287/289.)

Drama. D, dide. Do D. 19. Jahrh. Jn §.

tiwidl.baeit.0.Brof. Dr.G. Iﬁttfnméﬂ
!an ?‘Juﬂg 9. Bilbi. Hebbels. (Bd.51.)



Derjeldnis der bisher erifiienenen Blnbde tnnerhalh der Wiflenihaften alphabetild geordney

Drama f.a. Goethe, Grillparzer, Haupt.
mamt, Hebbel, Jbien, eiling, Qites
ratur, Gdiller, 6{1afcimare, %beutet

Ditrer, Upregt B. Brof. Dr. R. Wuk-
mann 2%, nenbearb. u.erginzt v
Sely. Reg. mat ‘Brofglx)gbel iinattbaet

SRit Titeld 0. 97)
vangdfijder Slnman hebe &Roman

ruue ‘Bn atung. © t 18¢0.

. 6n1ero sm 8 b (39(!)
%rnnhmnrmmac Bon Dr. G. idyte

%artgntm%t ftesge f*zlblt) 12\5: 3[(5%23) 017;{)‘)
ovethe, Bon Pro . -]

(Bb. 497)

Gried). Komidie, D, B. Geh. &oi: PBroi.

Dr. . focte. M Fitelb. u. 2 Taf. (400)
Griediide funft. Die Blatezeit bev %
n-x eimg:l der ﬁd'eiicrnul)am: \‘vim
Einf. gmcb Plaitil. B. Prof.
&’Bad)tfet 2 9. M. saflx. %[bb (272.)
—— f{iepe aud) Deforative Kunit
Griedgijge Oyril, Bon Geh. .‘bofmtthni
Dr. G Bethe. )
Gricd. Tragidie, Die. ‘Btof Dr. 3-
Geffden. mﬁ?lbbli.u a.1Zaf. (566)
&r:lwmzrr, Frang. Lon  Vorof.
A Kleinberg. M. Bilbn. (Vb 513)
Sarmoniclehre. Bon Dr. H. Sdho
(Bb. 703/04)

Sormonium {. Tafteninftrun.
Davptmann, str[mt 23 ‘.Brnf D- . Suls

ger-@ebing. M. 1 Bild 2‘ muﬁﬂ)
Oandn,  Mozert, Becthsgen. ‘8: rof.
I\r. E. Si‘rebﬁ 3. Aufl. Mit 4%1‘bn
anf Tafel {Bd. 92.)
Sehnst, ;‘?115‘371‘1’1) " y Dranten. B. Geh.
‘“}m Dr. 0. & ahe{ 2.2l (408.)

fiehe 9( 6t IV,
g, Die germaniide.

Someri é» ‘,Dxr'mmn. Die.
Dr. @ Finéler.

Fbfen m. Vidrnjon. Ton
Nedel. k
smartﬁh\uit’nvn Tie GRaler bed X
Brof. r B, Qﬁz‘xr 2.9 M. 3‘)‘&55
auf 16 La (Bb. 395.)

§ifavier fie inftrumente.

Komoddle | »'« Kombhie.

Runit. Das Wefen der deutfHen Bilden.
pen f*c "im Geh. Mat WVrof, Dr.
Tho (B5. 585.)

—_— 1. a Q}mzl Bifh., Defor., Grieh. K.;
5,80%1»:11 Gtile; (’mrten‘ 9(pt. IV.

Reffing., Bon Rrof. Dr. €. Gai)rcmz‘f
9Rit einem Bilbnis. b. 403.)

Q?on r. .
Hh. ‘% )
?‘nn MReltor

&

Qiteratur. Sutwidl. bdey ncutfd; 2. feit
Gocthes Tod.B. Dr. W. Bredat. 595)
— Geifidle der neacrbmtia’:en 2. v b

aIteft Beiten bi2 5. Gegentw. BVon Prof.
Gtammler. (Bbd. 815.)
— Qutummfd:c thcmmrs@eir{nmte f!iux
Brof. Dr. edel. (B 2.)
- (i.nfumxmu i D
fder Sunitwerle.
Werter.

. Beritdndnis lmum-
Bon Prof. Dr. B.
(Bd. 711.)

4

Bntit Otmidm b Deutid. ﬁ.{ Glaubtug,
B Dr o Cpiero. 2 Uil B 204
aud; lyzauenbtd;tung. Griedyijde Ly
til, RQiteratur, Minnefang, BVolislich,
Baler, Qic altbeutidien, in eanmurm.
{a Bon O. Stemid. ﬁmtl
Lert unb ?Btlbewn?m.g 64
iirer, fRichelangelo, vateﬁwn.
Malerei, D. deutidye !. 19, Sﬂhﬂ} 58 Prok
2 Bbe. —449.)

mombrcnbh

DeRHamann.
— Ricderl . im 17, 3«!;:(; ?8 ‘.Btl
Dr. . JanBen. 9R. 37%Uh (378)

Mirden § Volidmarden.

Mideinngelo. Gine Einfilbrung in bed
!Buftanbmé feiner Werte. B. Brof. Dr.

C.oilbebrandt it 44%b (392)

Dinnefang. D Biebe . Liebe b. bifch, Mibe
telalt ®.Dr. 3. 2B Bruinter. (4043
Mogart fiehe Handn.

PMufil. DieGruediages d. Tonlunft. Pegs
fudy einer entmtd(ungagei% %at&l}eu b.
allg. %?uhncbre To]

Rietid) 2. Anfl blb)
- .“J?uixhﬂiif’u ﬁomaﬁmtnns'nmm 3.
[ fallenberg. Band I: Die

e!ementar i’enverbmbumeu alé Frunde

lage b, Harmonielehre. ; Sontrees

bmgu(fmud";forgwen iﬁn{emﬁlﬁé 41 D“( )
— Geididie Ber Mu
Ginftein. § ufl. (%b 438.)

- ’Eexio-r!iamm(uuq sur dlteren “Ruftt-
geffigie. B U Cinftein (438)
— ‘thvi fat. $int .zmm{ Tic Dlittegeitd. m,
§. in Douifdiland. Von Dr. G Jite
2. verd, Buil. (@, 239.)
— {. andh Harpionielehre, Hapin, Dyer,
Orehefter, Tafteninftrumente, ﬂis‘m:net
hategle, Geranifhe Ren %

wIot
vfac!ein 3 i‘lx(zﬂ 4‘(1859.34

Sieherdentiie Literatus f. Litevetur.
Niederifud. WMalevet f.9Nalerei, Stembrandt
Novelle fichr Moman.

Oper, Die moderne. VBom Tobe Wagnerd
Es gum Weltiviea (1883—1914). Bon
Dr. & Sitel. SRir 3 Qildn.  (Th. 495.)

— fiche auth Handn, Wagner.

Ordeiter. Tad mobderne Crifiefter. Boy
Beof. Dr. Fr. VB o [bad L®ie Juftrue
mented. . (Bd.T14. )II Dasd niod, .1
Cntroidl. 2. UL, 0. Fitelha. 2 Taf. (7103

Orgel fiehr Taftenminftrumente.

Berfonennamen, D. deutid. N Ceh. Gtue
dienrat A BaHnifd 3.9 (Bh.296)

Peripeltive, Grundsiige B. V. nebit Lnwenbd.
B Prof Dr. § )z,"tbremann 2. btb.
Nufl. IMit 1 Fig. u. 119U (510.)

Phonetil. waﬁi,t i. b, PO Wie wiv fuves
den. R.Dr. €. Gt ichter. M 20U (354}

Photographie. D, Fiinjftier. Jhre (Enhvd!ﬂ-.

fre Hrobl., ihre Vedeutung. Gtus
piencat Dr. . Warijtat. 2. verh ‘l{uﬁ
Mit Bilberanhang. (58b.

— . auch Photographie Wbt VL




Sprade, Citeratur, Bildende Hunit> und Mufit — Geldidte, Hulturgeihidhte und Geographle

Blajtif §. Gried. Kunit, Midelangelo.
Boetil. fBon Dr. % Mitller-Freiens
fela. 2. Aufl (Bd. 460.)
Bomypeiji. Ciuu fellenift. Stabt in Sta»
lien. Bon Gebh.
9. Duhn. 3. Aufl. W. 62 95h.
u. auf 1 Taf., forvie 1 Plan, (VO 114)
Srojeltionsiehre. In turzer leidhifaBlidier

Daritellung § Selbitunterr. und Sdhuls
gebraudy. B. atad. Beirbenl. AW Sdhu~
deisty. it 208 Ubd (Bb. 564.)

lembmnbt RBon Prof. Dr B. 5 yubs-
ring. 2 Yufl. Mit 48 leb auf 38 Taf.
eUni. (i%.

158.)

mnauiunceamm!m in Stalien, &m
Brof. B. Frantl I Bo. <M.

Zaf. u 27 " Sertabb. (B, 381)

l&netorit zaou Brof. Dr. Seigler.

2%pe. L ?‘:’;‘ad)mmen file bxe Sunit de3

Benaijjance fiehe Abt.IV.

Spredens. 3. verh. Yufl. L. Deutide
Redefunit. 2. Wufl, (8Bh. 455/456.)
Rewan. PDer {ransdiiidge ﬁiomnu unb bie

Rovelie. IJhre @eb{wb*e b,

& Gegemww. Bon Flate. (SBb 377)

Ramantil, meuti(‘e B. Geh. Hofrat Brof.
Dr. 0. & Walsel 4 u.xn . Die

eltauidauung. Didytung.

) (%h. 232/233.)

— Die Wiilteseit der mui. N, o Deutid-
tand. B. Dr. € Fitel 2.Aufl. (239)

Eage fiehe Helhenfage, Mnthol., Vol¥2{age.
S gouipieler, Der. Bon Puof. D‘- Fers
b\panh Hregori. (8. 692.)

Jillsr, Von 2&91 Dr. T4 Biegler,
S}»ut 1 Bildbu, 3. Uil {(WVb. 74.}
ZGillers Dramen. Bon fbm!wr GE.
Heufermann, (Bb. 493.)
Siofefpeare. €5 u. feine fReit. Von
Rrof. Dr. K. Jmelmann. 15Lb 816)
- &h.3 Werie. Bon Br Dr.
JSmelmann (>Bb. 817.)

Syradie, Die baupttuum Ded menidlid.,
6nmd|bu-u Bon Prof. Dr. F. N.Find.
Uufl. v. Brof. Dr. E. thdetv 268.)
-——ibith-'uﬁdsc@vmd)e v. feute. B. Stus
dbiene. Dr. W.Fifcher. 2, verb A (47H.)
-— %rzmhmnttmnhe ‘Bon Brivatbozentin
Dr. Glife Ridhte (Bd. H70.)
~— fiehe aud ‘Lhonenf Rbetorif; ebenio
Syrade u. Stimme AbL. V.
& tu ftamnte, Die, e Grhtrel e3. Bon
Dr.g.NM.Find. 2 AL (Bv. 267.)
Enrumwiffcuidﬁaﬂ &Bon B Dr. fit.
Sandfeldp-Fenfen. (Bd. 472)
Stile, ‘D (“mmuﬂ:m&ﬁgem D. &t. in ber

rof.

inb unft ECohn- mtener
3. Nuil. % Altertum b. 3. Gotif. .
9910 :B.b. Nencaiffance b. 5. He-

gentoact. ﬂnxt A2 AUbH.
Taiteninifrumente,
montiun, Das

(B8b. 317/318)
Siasiey, Drgel, Hars
%efen ber Elngmn- :

nrente. B. Prof. Dr. O. Bie (Vd.:
Kleater, "‘né, . QI[tert. bi3 ur Gegeniv.
SBon‘B of. Dr. €hr. Gaehbe. 3.uil.
Abb. Bbd. 230.)

itaqume i. Gried). Traaidie.
Urheberredt fiehe L. VI
Batfslied, Das deutidge, fiver Tefen wnd
ﬂBcrveu 5. deutfdyen 5801!.’;;¢‘fu!lgc«~ 130!!
Ur. 3. W Bruinier. 5. ”Iui (8. 7)
éBu(!»umnn;n Dns dDeutidie B Q,‘ml SJ,nm;
ter £.Gpieh. (BY. H87T.),
Bollsfage, fDit peutfdye. ﬁbemchtt bargeft.
Dr. O Bocel 2. Auf (BD. 262.)
_fnmibel'i ‘.h.ﬁc[unqcul Mithologie.
Fagner, Das ﬁu‘t‘t‘ucrf ﬂ’hd)mb 3.3, Bon
Dr.G Fitel 9. 1Bildn. 2. Anfl. (330)
—- Tiche quch Mufifal, 2}Eoma HOou Dper,
Beigenluntt. Der Weg 3. 8. Ein dei)tem
fir theovetifibe und prafiifope Selbibils
pung. Bon Dir. Dr &. %cbe' Slufl.
TRit 84 Y0h. w1 Favblafel. (B, 430.)
- {, aud) Beripeftive, :brunttwu’h!yw.
Seometr. Seidhyn. Abt.V, Tedyn. ’i Ylbt Vl
Breitungswefen. BVon
durdgearh. Aufl. (Bb 828)

IV, Geigihte, Kuliurgeididte und Seographie.

Fipen, Die, Bou H. Reidhauer. 2., neubd.
Aufl. von Puof. Dr. H. Slanar. ‘)'Rit
A5, und Harten, Bd. 276.)

ﬁ!’tcmxnz, Das, im Seben Dev wa;sumatt
L. Lrov.-Gdul- u. Goh. Reg.-Rat Brof,
Dr. 8. Cauer. 2 Yuil (855. 3586.)

-— . vutfrmm, trim flaatlide u. geijtige
Eutwidiung und deven ii?nd,mrmml}m.
L. Stubientat §. Prelfer. (BO. 6

Buterifa. &:14.0. Berein, @matm v, Sli.
Brof. Dr. € Daenell. 2.%. (Bb. 17.)

— CuBm.xenfe ‘8 RNegier.- 1. Dfonw
micr. w. Dr.C. Wagemann. (718.)

anenm v, Die TRV Butler. DD,
b.Broef. Dr?&‘]:a»afoméh (819.)

#atife. Deutigtom u. %W oin Hrer BVer-
fusipfung. Gin Oberblid von Oberitu-
igenrat [Rorrc?tm 5 E?tvf " Dr. Brd Q‘E
Stemplinger und Konreitor o

. 9. Lamer. Mit 1 Taf. (Bd. 689)

Sutife. W S'“xrtfdmﬂfm ©idte. Bon Dr.
:i'). Meucath 2.9 E (Bb. 258.)
— %ames%\ "glt!n S;Swim ?c% ﬁFuvnimm
Rapyri sef). Boitrat Pro
Mreifigie. Wit 1 Tafel. (Bd.565.)
$rbeiterdewequna . Soziale Vewegungen.
Huftralien wud ﬂauuemab Qaub Ceute

b Birtigaeit. BVouw Prof. Dr. 5.
%ud)ad)neiti{} Mmit 23 Q[s) (Bb. 366.)
Baltijde Provinzen. B. Dr. B. Torniusg,

3.90ufl. M. 8UbBD. u. 2 Oartmif (Bbd. 542.)
Bauernhaus. s?u!tumnu’nd)tc Ded DentiGen

B, Bou B aubtc SD?: -ng. €her. Rand.

3. Auil. Wit 73 u;)bh 5 93(‘/BB ZBZ“
Ba ftand. %:id; tidh. B, B. Brof

""g Gerdes. 2., verb. Auil Mt
22 bb. 1. Tert o Ib(?lisi;[ &
Belgien. Bon Dr. tva

Mmit 4 Karten i. S. (8Bbd. 01’

5



Dergeidnts der bisher eridiienenen B&nde innerhald dexr Wiffenfdhaften alphabetii® geordnet

Biémuw W, §. Beit. Bon Archivrat Brof.
r. B. Balentin. Mit zxtel&; QIui

— Bon Luther juVismard. 12 Gbaratter-
bilber aus deutiher Gefchich te Bon
Prof. Dr. D. Weber. Aufl.

(Bd. 123/124)

Bﬁbmeu. Bur (&mfﬁbrung in bie- boh-
mifdje Frage. BVon Pro )
Satudl Mit lﬁatte

0mnbmﬁnu.=vreub (Md)

Dr. §t. Sitacel. I Bon b etften An-

kingen b. 3. Tobe fonig Fr. Wilhelm3s L.
1740 . b. Stemerungéantutt %}ueh’

rih3. b. Gr. b. 3. Geaent. (440/441)

Bitrger L mittelalt f. Gtabte u. B. i M.

€hrt cu{um u%!szggtmuatcnie:tﬁbeé me[-
orma ton. Bon Pro

Bd. 297/298.)

'ﬁcnl‘mawmac {. Heimatpflege.
Deutiditum im Fusland, Ta3, vor Bem
Weltfriege. Bon Prof. Dr. oeni-
ger. 2. Aufl. (Bb. 402.)
— u. Antife i. {hr. Vertniipfg. @m fibers
blid v. Oberftudient. Ponveft. Wrof. Dr. €.
Stemplinger u. Dberftubxenr Kons
reft. Prof.Dr.H. Lamer. 9)2 . (689.
ntf. Das heuticaz. 8 ’B of. :R. Mielfe
3. Anfl. Mit 61 A Bb. 192)
ciéu&,ﬁwit. t.S’B\wrfgcid)itml 9Jlmm
ef. Bergrat Pro
mann 2. Yufl. M. 24 AL (302)
Gnnlaubé Beltmodtin zbrer (h:rntmtctt feu
7. Jahrh. b. a. u. Tag
lE Sangenbed. 3 Qlufi (SSD 174)

mtbcduuncn, Das 8mamt der G. Bon
Gfeb Hojrat Prof. Dr. Gii n ther.
Aufl. ﬂkttl?&e[tfatte. (Bb. 26.)

thc fiehie Menidh u. €.

Grolunde, Ullgemeine. 8 Bbe. IMit AbL.
I. Die Grde, ihre Beweg. u. ihre Eigen-
fchaften (math. Geogr. u. Geonomie). Bou

ﬂbmu:ahtatgt Prof.Dr. €. Lo hlidiits
ter. (Bd. .625.) II. Die Atnmiviphire der
Crbe (.@Itmatoloqte, EUEeteow‘o_ne) Boi
Brof. ID§ 0. S!ii %) . (88b.626. \III‘_h@eg’
mow ologie adat-
gﬂ%& 3;%5% (%E? e&zﬁgy ‘;3%1{1%:
gevgrap ie 9. Clgvaljer 3ro
Madatidel M. 24 QIBB (Bh. 628.)
V. Die syzem Bon Rrof. Dr. Mers.
(Bd. 629.) VI Die %’Serbtettung ber
Bilangen. BonD Brodm ann-Se-
zold. (B, 630.) VIL @te %erbtettg
Tiere. B. Dr. B. Fnop{fi. (Bd. 631)
VIII. Die Berbreitg. b. ﬁ)«‘.enfcben aui d
Erdoberflade (‘Zlnthrnvogeogmnf)te) B.
Rrof. Dr.N. Rrebs. M. 12 (632.)
— f{iehe aud) @eogmhfne
@uropa. %n;gddnd:te G.’'8. Bon Brof. D
O. Ghmi 5 ?85 5;1{(5"25)
Guropdijfe  Oeidiidte im eitalter
RKarls V., Bhilipps IL u. 0. Elifabeth,
Bon Prof. Dr. G Denb. (Bd. H28.)
— —im Beitalter ﬁummﬁ XIV. und d.
Grojen Rurfiriten, Bon Prof. Dr 3.
Blaphoff (B8b. 530,

Seldberren, (Ero e.
9. Cndre 7

%umuimfntmunn
vrient. 2. sm 62[65 iil. (350)
Bon Major & C.

. Bom Altertum b. 3. Tobe
@uitab ‘ltbo[fﬁ Q)Jttt 1 Titelb., 12 Rarten
u. 1Gdema. I . Surenne b, Hindens
burg. . 1sx:uerb u.14 ®. (687/688)

%cite. mtid;e, u. Bolfsbraudie. B. Prof.

G Gebrle & Aujl (.23‘)9 Wbbif

%ismlafnb Bon Gefandtidaftsrat 3. Hf-

b. 700.
Frouenbewequng, Die deutide. %on Dr)
Marie Bernayps. 761.)
Srauenlsben. Deutid., t. ﬂBuuhel h Snm-

hunderte. B. (Sje[) @tfmlmt %m Dr. &b,

Otto. 3. Aufl. 12 AbD. " 5)
Ftiedridy b, Br. 6 Borir. 2? " Brof. D ‘E 5
itfetauf. an. 2Bilbn. (246.)

Bi . 9L

Gartenfunit. Gefd). d. &. B. Boudir. Pr.-
Jng. Chr. Rand. 41 9UBb. (274)
@Swnrnnbi: Der Bormelt (Paldogeograr
bbw) Qson Brof. Dr. G Dacqué.
Mit 18 Fig. L. %ext. (Bd. 619.)
@eologie fiehe ABL.
Berman, semmfng: Helbenfage.

) | Germanijyge Sultur in der urant %ou

%sw e St it 25 oits, G H
aufen u i
tfdmﬁtc.b SDtut fde ©. Bon ﬂékwt Ig’r)

0. Bb. 825
—-b Deutide @5. heﬁ Sngtclalmﬁ ((23 @tnbt)
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Vaufunit fiebe Abt I
Q}c(eumturmmeicn Bon Jng. Dr..ﬁ Lug.
it 54 Abb. 438.)
Berufsmahl fiehe ‘Mettﬁletftungen
Bevdlferungswefen. BVon Prof. Dr. 8.
pon Bortliewics (Bb. 6700
Bierbrauerel, Bon Dr. U BVau. IRit
47 Ubb. [¢

) Bb. 333.1
Bitany . Budbaltune u, B.
Brauerel §. Bierbraverei.
Bud. BWie ein B, mtittht RB. Prof. A. W.
un et 5. Aufl. M. 9 Taf. u. 26 Abb.
(Bbd. 175.)

— i a. @cbtift- . Budyrvefen AGL. IV.

Badhaltumg u. Bilana, Kaufm., unrd ihre
Begichungen 3. budihaltey, Etgﬁnhuﬁna.
fontvolle v Stetitif. B. Dr B, Gezg
ner 3 Uil M 4 jdhemat Darft. (H0T)

~— Bughalterifde Qrgm\ﬂnﬂnu (@elbite
Loftentoutrollsudfiticungr.  Bon  Dr,
B Geriiner. [In YWorbh 192L1]

Dempiteiiel fiebe Feusrungsaniagen.

Vampfmaidine, ‘Bu. Won (leh  Bergrat
Prol. R Bater. 2 Whe 1: Wirlungge
foeife . Dampiesd . Gejiel 1. 3. . Maidy
4. UL M. 37TUBL. (393.) 1 Ihre Gejtalh
u ?&rwcui\ 3 Auil. Von Privaidos.

Dr. § 6 idt. YR 94 AL (394.)
ﬂbegnmmnu @trnlim?ian und foufere
merungﬁ Bon Reg.» usub Ieb.-Ral Dr,
I} brig. Mit 20 ?beb (Wo. 401.)

Driyte u, Label, ihre Anfertin. u. Anivend.
i b @k!itoted} R, Ober-Poit-5uiy. 2
Brid 2 AUuil M. 43 Eibb (Bb. 289}

Dynamit §. SRedmm!. Thermebunamil.

Exhn%nimwgim.‘ Qoé.m%on ﬁxieubab%baua
n. Betriebsinfp. a
bermann. 3. bexb. A SR Q%“(bb (144)

Gitenbetonbou, Dev. B. Dipt ai}n%[@ &mh
movict 2. Aufl. N 82
forwie 6 Redhrnungsbeiip (Bb. ‘?7 )

Gi cnaﬁummieu Dad. Bon Geh. Berak,

. 9. &ebb\ng &‘Q(ui[ D Berge
i 8 Bedding M A (0)

mmnme amﬂﬁhetnnunn Die. !B
PB.Roha 2 AL Srob @b ’4.)

_— Smaminm %on Sbwl —Sug 9]2 Qi

Gl“aw mie. Bon f. Dr. ®. 9 74.)
¢ 0
e B3 Bor o oal)
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Gleltrotednil, Gmnblaucu b. & B. Dber-
ing. QIQ tth. 3.9 70 AbLL. (391)

— 1. audh Drifte und ﬁabet. Mafchinen,
Telegraphie.

Erbredit. Teftamentserridtuna :mh e Bon
Brof. Dr. § Leonbharbd. b. 429.)

€rndfrung u. Rayrungsmittel f let,v

&arben u. Farbitoffe. ¥ Crzeug. Der-

wend. B.Dr.A. Jart. 31 ADbD. (8?) 483.)

— fiehe audh Qicht ABL. V.

Fernipreditednil {. Telegraphie.

%zu:runuéan(agm,fnmuitr.,u @amnﬁeﬂcl

2. ufl. in Vorbereit. 1921. (BVbd. 348.)

Edrdereinridtungen. Bon DBermg .

Bedijtein (Bbd. 726.)

Srauenbemwegung fiehe ALL IV.

Gunlentelegraphie fiehe Telegrabhie.

Siirforge {. Rriegsbejdhdadigteniitef., Kin-
becfitviorge.

@Sarctenitadtbewequng, Die. 58011 Lanbdes-
wohnungsinfoeltor Dr. . Kambpii-
mener. 2 Yufl. M. 432AbG. (Bd. 259.)

Geidngniswefen . Berbredhen.

&eldivefen, Jablungsverfehr u. Bermdgens-
pervalt. Bon@. Mater. 2. Aufl. (398.)

— fiehe aud) MWiinge AbL. IV.

Genupmittel {. Arzneimittel, Tabal.

Scwerblider Nedtsiduy i Deutichland. 8.
Sng. Batentaww. B. TolE8 doxf. (138.)

— {iche audh Urheberrecdht.

Sraphijdge Darftell., Die. Eine allgemein-
perit. Einfiihr. i. d. Sinn u. d. G¢eb rmnf)
. Methode. BVon Hojrat Pref. .

Auerbad. 2.AL M. 139%[56 (437)

Dandel. Geididte d. Welth. Von_ Real-
%nmnalmlbue!tot PBrof. r. . @,

dmibt. 3. Yufl (Bb. 118.)

— Seidiidied. btid. Handels feit d. Aus-
aang d. Mittelalt. B. Dir. Prof. Dr. W.
Langenbed 2.9 M. 16 Tab. (237)

Handfcuermaffer, Die. Cnéwidl. u. Tedn.
B Maior N.9We ik 69A6D. (Bd. 364)

Saudwerf, D, deutide, in f. ru{turgeidndm
Gutwid(g. B. Geh. 6d’)u[r Dir. Dr. €
Otto. 5.9 M. 23%bb. a. 8. Taf. (14)

Oaushalt {. Dedinfelt., &)emtc. BoyiiL;
RNabhrungdm. Batter. Abt. V.

©duierbau fiche Beleudtungswefen, Wobh-

nungsmefen.

Oebegeuge. Hilismitt. 3. Heben fefter, fIitff.
u. gasf. Korper. Qﬁef). Bergrat Prof.
®. BVater. 2 Yufl. M. 67 ABL. (196.)

©0!3, Das 9., feine %“a’cbﬂtuug u. feine

Lerwendg. B. Jnfv. % ann.
Mmit 39 Dngma[abb i S: ( b. 173.)
©otclivefen, Das, Bon B m=
Gtienne Mit 80 leb (5«Bb. 331.)

Diittentiefen fiehe Cifenhiitteniwefen.
Ingenieurtednif. @x{)unfungm D. J. der
Steugeit, Bon Géeb J‘egxetungétat .
Geitel, Mit 32 ALD. B .)
Quitrumente fiehe Optifdhe J.

Rabel {. Drdbhte und R.
Rdite, Die, ihr Wejen, . Greng, u Bers
wertg. B.Dr. H. ALt M. 45 AbD. (311)
Raufmann. Dns Redit des K. Cin Leitfae
ben f Raufleute, Stubdier. u. Jurijten,
8. Juftizrat Dr. M. Strauf. (Bd. 40 9)
ﬁaufmﬁnmidyc Anageftellte. D. Redit d
%, 8. Juftize. Dr. M. Strauk. (361.)
&aufmdnmfd;eé Rednen. Bon x‘i(‘%etlcbres
— Hilere tuufm Arithmetil, %on T
3.9Roburg withmeti ‘J%of
— Qefhrbud dev ﬂie(ﬁennorteﬂc decl(’
redynen u. medwntunft Bon Jng. Dr. J.
Boito. M. ablr. fibungabeip. (139
— f. aud) Rechenmafdyine.
Rinderfiiviorge. B. Prof. Dr. Chr. 3.
Rlumfter. (Bd. 620.)
sinemntogmnme. Bon Dr .f) Seb Sz”rx atnGs
t
aum ..wl neuen leb SBb‘?wS)
Rlein- 1. @tragmbqhn n, Die. B.Obering.
a. D. Dbecl:hrer A. Liebmann. Mit
So A0D. (5. 322.)
Rieintierandit, Die. LVon Fahl f Gartens
bau und Rleinticraudt Joh Sduneis
ber. Mit 59 Fig. i. T. u. a. 6Taf.
— fiehe audy) Tierziichtung.  [(Bd. 604.)
foflen, Unfjere, B. Bergajf. B. Kulinl

2. verh. Yufl. IRit 49 ALD. 1. Tegt u.
1 Zaf. (0. 396.)
folonialbotanif. %on Broi. Dr . 'Tob-
fer. Mit 21 AbD b. 184.)
$olonifation, Smxete. Bon 21 ﬂ}rew
ning. (8. 261.)

fonfersierung fiche Desinfeltion.

R wojfenidyaft, Die, Lon Brof. Dr,
e e D bt b, 522

— f. audy Mittelftandsbewegung, Wirts
fhaftliche Organifationen.

Rroftanfagen fiche Dampimaidyine, Feues
rungdanfagen und mamv;fe]ie( Wirme
traitmaichine, LWafferfrait.
Qroftibertragung, Die eleft. B. Sng. P.
®oon. 2. 06T . 133 2Abb. (Bb.424)

Quiturgeidiidite 3. 8. B. Prof. Dr.
Rrém% nler?t ‘E;d, Oofrat Brof. Dr. G,
%cifbem‘lh‘ﬁf D . Gﬂgmfetblet.
. 9. ore , Bro
Gerre. Feme S, 5610

Rriegsbeididdigtenfiiviorae, n_ Berbins
bung mit_Ied.-Nat, Oberftabiarat u.
Ghefarat Dr. Rebentiich, Gewerbes
fhuldic. &. Bad, Dircltor ‘be3 Gtibdt.
wrﬁmt%amté Dr. B.Sdlotter Terag.
b. Brof. Dr. ©. R r au g, Leit. b. Gtidt.
%uxior;camtv fitr .ﬁucg»hmtetbheb in
rantiucta. Y. WM. 2 AbLilbgst. (23.)

erf:dnﬁe, Ninfere. B

G frieger.

@eb Emarmebuut
2. AL . Matine»
buur %}t Sdiirer. M. 6291% (889.)




Redit, Wirtidaft und Tecnit

Rri minuliftil. iﬂtnn:m. Bon Amtsridter
1; A Hellwig M.18ALL. (581).476).
— {. a. Berbreden, éBetbrecber

Bg?mrgdmit 293;2% nlcutcgt)fni lejbb B

aapen. u i .

1 farte. ‘ Lo, %155

— i. aud)y Ygrifulturdemie, Kleintier-
sudht, Buvtltuf?'

toff, %xemuu'.)tun% Haus»
ttere, Bitanzen, Tierfunbde t. V.
Baubmlrtidaum Maidinenfunde. B. (Sief)
fieg.-Rat Brof. Dr. G. %ﬁdjet 2. AL
it 64 Abbildbungen. B5. 316.)
Suftfahrt, Die, ihre maﬁenidwrihchen
Grundlagen und ibre ted)nnd)e Entipid-
Tung. Bon Dr. R Nim 3%! fl.
b. Dr. . Huth M. GOQ{bb (SBD 300)
fuftitiditoff, ﬁzr, u. §. Berm cof.
r. 8. Kaifer. 29U M. 132(55. (313)
Marr, s'fut( Berjud e. Wiirbigung. B.
Prof. Dr. R Wilbrandt. 4 A. (621.)
— {. aud) Gosialidmus.
Majdinen [ Dampfmaidine, Elettrifde
Majchinen, Hebeseuge.  Landwirtid.
Majchinenfunde, Wirmelraftmalidyinen,
%agpetfmfm uanupung, Fordereinridig.
Masdminenelemente. Ron Meh Berara Wrof,

R.BVater. 3.4 9. 175 AL, (B/d. 301.)

fRae und Bleijea. Son Dr. W. Blod.
Pt 34 JUJD (BD. 385.)

Medanil. B. Prof. Dr.G.Hamel. 3Bbe.
L Oluubbegnhc b. M. it 38 ig.

IL 9%. ber feften @Rovper. 11 m . fLig.

u. [ujtidrm. Qowper. (Bd. 84/686.)

- aufgabcn aus der tuf]mirbcu n.
f. Gdjul- u. Gelbitunterr. B. PBroi.

€¢. @cf)mttt M. sablc. Fig. L btatxfu

i‘sematett Wehre. 2. Aufl. WM. zable- o (um

Lojungen. 1L Dynamif u. Hndrou-

hf 140 Aufg. u. Loi. (%b 5.)8/059)

Metaliurgie. Bon Ddr.-Jng. Nugel.
1. Qeicht- u. Edelmetalle. Gehers

metalle. (% 446/447)

Dicte, Die, nadi Dg;?@!) (Ein% @anbtbﬁdw-
1 uriften, Micter u. Bermie
S o Pe . Gtraub. 2 9. (194)
Milg, Die, und ifre ‘Btobuftt. Lon Dr.
A Reip. Mit 16 AbG. (BH. 362.)
Witteltandsbewegung, Die moderne. %on
Dr. Miffelmann. (Bbd. 417.)
—hebe Sonfumgenoff., Wirtichaftl. Org.
Nahrungsmitte! {. Abt. V.
laturwtﬁcnic& u, Fedinil. ¥m fauf. MWebs
DB %?! ilber ub b. Wicfgn. d.

gti .Qutturreb
@eb Req.-Rat ‘Bto( 8. 2
harbt 3. Wil %tb’ﬂlbb (%b 23)
Rautit. 8. Dic. Or. J. Woller. 2. Aufl.
it 64 Fig. i.T. u. 1 Geefarte. (295.)

Df:t%ﬂcn Suitrumente, Die. Lupe, Mi-
top, &ernrohr, bhotogr. Dbxettia u

1] per. Bon Bro
T . %S ottt (Bb. 58

Ot uniiahnncu. Die wittiﬁamidnn. Bun
tof. Dr. €. feberer. (®Dd. 428.)
D?f:;lem qg‘icm(;finte (\Si‘n ub% ; b. %:ob(emf.
¢t Wirt{daitsge t3g. von Pro
Dr. B. Mitide H clidh. . ?
Patente n, Batentredt §. Gewerbl. R:dnﬂitb
%cwrnggmg?a%hﬂt, Das. B. Dr. %t i}d) al

462.)

*Buutod;cmw Bon Prof. G RKitma

2. Anil. Mit 23 ﬁbi i. ie tu,
auf 1 Tael. é

Bhotogravhie, Die, ihre mﬁcnicﬁ @tunbl
u. i. Wwenbdg. @w[ ng. ®ir. Dr.
D.Brelinger. g4"bb (4[4\

— Die fuuitlmid;c sBI). Shre Entwid-
uug, ihre WProbleme, ihre )Zhbeutun;x
Bou Etubienctat Dr. W. War "
verh. Auil. Mit Bildberanh. ( b.410,)

Poitwefen, Das. BVon Dbcrpo_ffmt 9.
Gieblift. 2. Yuil. €Bb. 182:)

ﬂiet%mnuim;guen, q:m:. 5!111? ba?; \)}.anﬁ.uena

nen, Bon Neg.-Ra . )
Leny Mit 43 l‘zbb wl (Q‘ijb”"‘l!)(‘)#)

Rednen fiche faufim. Nedhnen.

Sedt. Redtsfragen des tdplidien Lebens
in Fumilie und HausHait. %un Sufm-
‘rat Dr. M. Strauf. 219.)

— Redtéprotieme, Med. B. @Lb :‘(umat
PBrof.Dr.J.Rohler. 2. Yufl. (Bd.128.)

— {. aud) Grbred)t, Gewerbl. Redytsidjup,
Kaupmanr,  Saufm.  Angeft., Rrins
naliftif, Miete, Urheberred)t, Berbredjen,
Berfajjungsredit, Bivilprogeiredt.

Reidsveriafiung fiehe Werfalfung.

Salalageritdtien, Die deutiden, Jhr Bor-
fommen, ifre Gnti’tcnung uud bzc Bey»
wertuing ibrer Brodufte
uad Lanbmlrtfchalt 93011 Dr. Rie-
mann Mit 2 (Bd. 407.)

— f{iehe aud @eo[ogle Abt. V.

édxuud‘i ., Die, u. b, gd;mumteininmlitr.
B.0r. 9 Gppler. DT 64 ADD. (B5.376.

Soginle Bewegungen u. Theorien b, 3. mob.
Sebeiterbew. B, @. P a ier. 8. WU (Bd- &)

— f.a. Urbeiterichup u. Wrbeiterverficher.

Sosialismus. Die gr. Sosialiften. Bon
Dr. r. Mudle. 4. Wufl. I DOwen,
guunet, Proudbhon. II. Saint-Gimon,

ecqueur, Budiez, Blanc, Robdbertus,
Reitling, Marz, Laifalle. (269, 270.)
f. aud) Marr; Nomn, Soz. Kambfe

i alt. R ABL.IV.

Spinnerei, Die. SBon SDir Prof. M. Lehh-
mann Mit 35 AbD GBD 338.)

Glmcna%ni@f)t,bﬁ)ﬂxic, “’9? t%mfm wmf"ffm“’
ogie. ) eg.-Rat Brof. Dr. R. B
permann. 2 Huil. M. 12 Fig. (286.)

Staat fiehe AbL. IV.

Statit, B. @emerbeicfm[mt Reg. %aum
BaugewerHduldic. A. Sdau. 2 ugi
Mit 112 Fig. 1. %e\gt (§Bb. 828.)

— §. aud) Feftigfeitslehre, WMedranil

m Snbuitcie
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Statiftit, B. Prof. Dr. &. Sbott' 2. 911{1’
Steuern, mk nenen feidysit. mvn snecms-

anweait Dr. € Dede. (Bd. 767)

Strafe uab Scrﬁteém. Gefhichte u. Or.

if. b.@efangnisivef. B. n:afmftalts-
o e i sy, 528,

Ggafamobganm. Die meiné . Gtz;?zs;nml

ermp#meut Q.

S Sicbmann. D85 HEG. (Bb. 322)

Fabal, sber Wnban, mum n. Berarbeil
3. ¢. Bolf. 2., verb. u. etg&nm
Aufl. mm 1796b. (Bd. 418.)

#. Ginfijruug ia . T. Bon @a

z‘t‘lm»%!tat Drb.Soten%sR

§er

im %e;
-— iide . Bon Dr. A SJHH

Teole Aomitae Tt Sbb. " (Bb. 191)
%c;{m. 8emncui Bm{;nm.

1 D. Telearaph.= n.Fernivredin.
B atte. D G e BT 1 it 5. oL, (183
— el ratzgum; und %crn%gs?jcgnis‘ ;l:

CT DI

mgi“ S anz\xsasm 5. 285.

— Die uu!mteltar . Ivlugr '@tt

zau:?‘ 5.0l 9. 61 91bb. (Bd. 167.)
— fiche aud) Dridte und Kabel.
teerriditung und Grbredit. Bon

%tigr';?u{)rn%‘ englbarb (Bd. 429.)

uamil, Praftiffhe, Hufgalen =
xgg:i?v'x% %1:1: tech%hc!oen &B&xmc'ebu
(4] rgvat
T e e w3 Rat (B 596
—— fieBe auch Wirmelehre.

Ficrziatang. Bon %zerwcﬁt‘mr“ﬁo“ Dr.
G. Wilsporf 2 Uil M. 23 ULL,
auf 12 Taf. u. 3. on i. T. (585 369.)

—- fiehe audy Rleintiersudht.

1hr, Die. @tunb!agﬁn u. %es{)m! h Sega

o

mefig. 8. B
umgearb. Auil. Mit 55“1&{» i T (216,

tlrhebervedt. D. Nedit 0. SHrift=u. ﬁnnitm.
B. Nedptsanw. Dr. R Mothes. (435.)

fiebe audy gemwerblidy. %Recbimﬁub‘
%erbrmm Steaf~ aud B. Gefdichte u.O-
gantiiation d. Bt{ingnisiefens. B.Straf-
anft.-Dir. Drmed V. Po (T i 5. (BH.323.)
— Moderne Rriminalijtil. V. Amisridhter
Dr¥ Heliwigdn.18 ALD. (Bbd. 476
Berbreder. Die Tindiologie des B. (Krie
minalpind,) 58 Gztafanim!tébxt Dr. med.
B.Bollis 2U M.5Tiagr. (Vbd. 248.)

Berfoffung. Sir neue Reidhsvertajfung. B.
Brivatdoz. Dr. O. ?Bﬁtj@e: r(§8fb ’;‘6 2.)

— fiefe aud) Gteuern, die neuen Retdhajt.

mc——

Szrfuﬁun% Bctfamg u. Vermwalt. . deutid,
— Dentid. Sctinﬁgér isc?fdnd?ﬂ E;x?t?n)
8. Brof. Dr. ©. S brid 290 (80,80

— Sentide %crfaifuug;at{dudm pom
Ynfonge ded 19. Jahrh. b. 3 Gegenm.
8. PBrof. Dr. Stimming. (639}

i}frlcatétuﬂuhﬂtmg i. Deutidl. feit 1800
%rt ef. b cgmw. Bon @e? SHoft.
Bop. 4., verb. Uil (15.)
irrﬁrbcmns@mekm Grundiitge h:e EL
(Privatverficher.). Won Pref. Dr.
Manesd. 3., verdnd. Aufl. (Bd. 105.)
Eultewimdmfmm;rc. ®rundzige der B.
Born Prof. Dr. &. Sui)n (3Bd. 593.)
Bald, SDet deutidre. B. f. Dr. Hauge
tath 2. 9. %ilberanb.u S Rart. {153
Birmelraftmafdinen, Die neueren, Jon
. Bergrat Pref. R. Bater 2 Jhre
Ginfithrun g in Die Theorie n. b. Ban
b Gasmafdy. 5. Aufl. P.414bb. (Bd. 21.
II: Baserzenger, Frofggasnald., Dampfe
u. Bazturb. 4. Aufl. 9. 43 Abs. (V). 886
Baruelehre, Giai i. b. tedm (Ehﬂmobn‘
namif). B. Geh. Bergr. toi tet.
2.9l vor Dr. & S bt (ol&!
— f{.audy Sthermobunumlf
Baffer, Qnﬁ Bon_ @eh. Feg.-Rat Dr. D,
Unfelmino. it 44 AL, (85. 291.]
—{. a. Quit, Wafi., Bidyt, Warme %IbLV
Baﬁtrtmimu;m&sung . =mnt¢?trm
Dr.aTng. amacgefl 2.)
Weidmer!, D. B d):. B Foritmeilt. @. g ;
B. motbemlndu. SR Titelb. (
Weinhou und Weinbereitung. Von
Ghmitthennerxr. 34 Abb. ’ﬁ‘ib 3343
Wirtihaitliden Srgenifationen; Tie. %nn
Brof. Dr. . Rederer. (Bd. 428.)
~— {. flenjumgenoff., wlttte!ﬁnnbsbmeg.
szssm man gesgrashie. Bon Prel Dr. &
Heiderid. ()Bb 63a)
Qllnmm‘f eididte  vom Husgange DB,
Sutife m aunt BVeginu des 19, Johie
fumhrrff (Sﬂhtit ‘Jﬁntfd)aftﬁgefd)ldm’)
B. Prof. Dr. .\3 Giepeling. (BIT)
— . a 9ntite ., Oftmark
ﬁ)éjrtm;gl,tﬁ!cb‘%n, @%tm DQqu acn%jr«pb
Tii ef o] rof. TH»
bet. 4. 2% Retnlein (42.)
— Die %ntmidlu;x%fbeé Swgﬁbdm ﬁl\mf
oftstebens & lezten JJabhrl
g}{?enf Rat Prof. Dr. LB ohle 42!.(
Wohnunasmefen.  Bon . Bref.
Gherjtadt. 8 709,
8ddmeu Tedn. B. Reg.-u. @emerbe{dm(t-
Prof. Dr. R. Horitmann. (B 5H48)
scimngmcisn. §8 Dr. . i}ie;«az :?;[2" )
swx!nwati;red;t. Sbeus deutide. Zm &)

Weiteve Banbe find in Bovrbereitung.

ftizrat Dr. M. Straug.
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