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Einleitung.

Unter Biologie verstehen wir die Lehre von den lebenden Orga-
nismen, von ihrer Lebenstitigkeit und ihren Existenzbedingungen.
Alles lebendige Geschehen spielt sich im Individuum ab und zeigt sich
in einem Ablauf von einem Anfang zu einem Ende, dem Tode. Was
wir erkennen, sind Symptome dieses lebendigen Ablaufs und Merk-
male einer Kette von Lebensvorgingen. Als LebensduBerungen sehen
wir nicht nur die physiologischen Erscheinungen, Entwicklung, Wachs-
tum, iiberhaupt den Stoffwechsel, und die Reizbarkeit an, sondern
auch die Entstehung der organischen Korperformen. SchlieBlich ist
auch der Tod als Ende eines lebendigen Ablaufs ein biologisches
Symptom.

Ebensowenig wie jede andere Wissenschaft kann auch die Biologie
sich mit der bloBen Anhiufung eines Tatsachenmaterials begniigen,
sie muBl vielmehr durch die Vergleichung des Beobachteten den inne-
ren GesetzmiBigkeiten auf die Spur zu kommen suchen, welche die
Vielheit der LebensduBerungen in den verschiedenen Erscheinungs-
formen lebendigen Geschehens bewirken.

In jeder Weise ist der Organismus mit dem Naturgeschehen ver-
kniipft, sei es, daB der Lebensablauf als Ganzes von den Umwelt-
bedingungen abhingig ist, oder daB seine Zusammensetzung und
Struktur chemisch, physikalisch und physikochemisch erfaBt werden
kann. Was dem Lebendigen sein eigenes Geprdge gibt, wissen wir
nicht. Wir sehen nur seine verschiedenen Erscheinungen, von denen,
Jje nach dem Standpunkt des Beobachters, mehr die einen oder anderen
in den Vordergrund treten. Jedoch sind das alles nur verschiedene
Seiten eines und desselben Dinges, eben des lebendigen Ablaufs, dessen
verschiedenartigsten Symptome wir in dieser oder jener Form erkennen.

Es ist die Aufgabe und das Ziel der vergleichenden Biologie, durch
eine planmaBig durchgefiihrte Analyse das lebendige Geschehen in seine

Janisch, Das Exponentialgesetz. I
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Bestandteile zu zerlegen und die Bedeutung der Teile fiir das Ganze
festzustellen, um die Ahnlichkeiten und Unterschiede in den verschie-
denen Daseinsformen des Lebendigen zu erkennen.

Zur Durchfithrung des Vergleichs brauchen wir aber eine Methode,
die es gestattet, die Einzelerscheinungen in ihrer Wertigkeit neben-
einander zu setzen. Eine solche muB} naturgemiB in den GesetzmiBig-
keiten begriindet sein, nach denen die Lebensvorginge ablaufen. Da
die kiirzeste Form, welche man einer GesetzmifBigkeit geben kann,
eine mathematische Gleichung ist, hat man auch in der Biologie,
ebenso wie in anderen naturwissenschaftlichen Disziplinen, nach For-
meln fiir das lebendige Geschehen gesucht und sich dabei in der
Hauptsache an die Ausdriicke gehalten, welche in der Physik und
Chemie fest fundiert schienen. Jedoch ist man noch weit davon ent-
fernt, das biologische Geschehen unter einen einheitlichen, mathema-
tisch zu fassenden Gesichtspunkt zu stellen, noch viel weiter aber da-
von, das Naturgeschehen iiberhaupt unter einem solchen zu betrachten.

Im Zusammenhang mit meinen Untersuchungen iiber die experi-
mentelle Beeinflussung der Lebensdauer und des Alterns schidlicher
Insekten habe ich versucht, die Temperaturabhidngigkeit der Entwick-
lungsdauer der Mehlmotte mathematisch zu formulieren und fand in
der Gleichung der Kettenlinie einen Ausdruck, der als funktionale
Beziehung zwischen Entwicklungsdauer und Temperatur die experi-
mentell ermittelten Punkte so gut erfalte, wie man es nur irgend
erwarten konnte, und zwar iiber die ganze Temperaturskala hinweg,
innerhalb welcher eine Entwicklung iiberhaupt stattfindet. Bei der
mathematischen und biologischen Analyse dieser Kurvenform ergab
sich dann eine Reihe von Gesichtspunkten, welche auch fiir andere
Erscheinungen nutzbar gemacht werden konnten, zundchst fiir den
reziproken Wert der Entwicklungsdauer, die Entwicklungsgeschwindig-
keit, dann aber auch bei der Atmungsintensitit, dem Atemrhythmus,
der Herzschlagfrequenz u. a. Aus der mathematischen Struktur der
Kettenlinie, die aus zwei gegeneinander laufenden Exponentiallinien
entsteht, lieB sich dann weiter eine Gesetzm#Bigkeit ableiten, die ich
als Exponentialgesetz bezeichnet habe, und welche die Lebensabldufe
in ihrer Gesamtheit zu beherrschen und auBerdem das lebendige
Geschehen mit dem Naturgeschehen zu verkniipfen scheint.

Ich lege das Exponentialgesetz in diesem Buche einer breiten
Offentlichkeit vor in der Hoffnung, daB es ein Schritt weiter auf dem
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Wege ist, das Lebensgeschehen in seinen gesetzmiBigen Zusammen-
hingen zu begreifen. Seiner Entstehung gemiB werde ich das Ex-
ponentialgesetz zunichst an dem Temperaturproblem entwickeln, dann
seine mathematische Struktur er6rtern und endlich versuchen, seine
Giiltigkeit als allgemein-biologisches Gesetz nachzuweisen. In einem
Sonderabschnitt will ich dann zeigen, wie das Exponentialgesetz fiir
die angewandte Biologie nutzbar gemacht werden kann.

Ich bin mir voll bewuBt, daB das, was ich hier zu geben ver-
mag, nur der erste Anfang groBerer Arbeit ist. Es lag mir fern, etwa
eine vergleichende Biologie auf der Grundlage des Exponentialgesetzes
schreiben zu wollen, denn dazu reicht die Kraft eines einzelnen nicht aus.
Ich will nur versuchen, zu zeigen, wie eine solche nach den Gesichts-
punkten, welche das Exponentialgesetz vermittelt, méglich erscheint.

Die Beispiele, die ich heranzog, konnten naturgemiB nur aus
dem Tatsachenmaterial ausgewshlt werden, das mir bekannt geworden
ist. Spezialforscher der Einzelgebiete werden vielleicht bessere anfiihren
konnen. Es muBte mir zunichst mehr darauf ankommen, grund-
sitzlich die Giiltigkeit des Exponentialgesetzes aufzuzeigen, als die
Einzelheiten methodisch durchzuarbeiten.

Es ging mir mehr darum, das groBe Geschehen, den Ablauf als
Ganzes zu charakterisieren und die groBen Linien zu zeigen, nach
denen im Lebensablauf die Ereignisse sich entwickeln, wie eins ins
andere greift, sich beeinfluBt, fordert, hemmt, wie die Beurteilung
des Geschehens abhingt von der Fragestellung, von der Technik der
MeBarbeit, kurz vom Experimentator, wie sie ferner abhingt von dem
Symptom, das man herausgreift und dann, wie doch alles nach einem
einzigen hoheren Gesetz verlduft, eben dem Exponentialgesetz, dem
Ablaufgesetz biologischen Geschehens, und weiter, wie dieses Ge-
schehen im Zusammenhang steht mit dem Wirken der Umwelt und
deren Bedingungen, wie der Organismus hineingestellt ist in ein
Naturgeschehen grofiten AusmaBes und wie das Exponentialgesetz
hier die Verkniipfung mit den Ereignissen nichtbiologischer Art her-
stellt.

Ich habe mich bemiiht, das Mathematische in diesem Buche
zuriickzustellen, vor allem habe ich die Anwendung hoherer Rech-
nungsarten, z. B. der Differential- und Integralrechnung, absichtlich
ausgeschaltet, trotzdem die vorliegenden Probleme auf Schritt und

Tritt zu einer genaueren mathematischen Durcharbeitung verfiihren.
I*
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Ich halte das jetzt noch nicht fiir tunlich, denn der Biologe ist im all-
gemeinen kein Mathematiker. Da wir aber die Mitarbeit aller biolo-
gischen Teilgebiete brauchen, um wahrhaft vergleichende Biologie zu
treiben, miissen wir zundchst nur mit denjenigen Rechnungsarten aus-
zukommen suchen, welche in der Schule gelehrt werden. DaB wir
aber heute in der Biologie ohne mathematische Betrachtungen nicht
mehr zurecht zu kommen vermdgen, zeigt das Exponentialgesetz mit
aller Deutlichkeit.

Den Herren Kollegen von der Biologischen Reichsanstalt bin ich
fiir manche Anregung und fiir viele Literaturhinweise dankbar, beson-
ders auch fiir manche Kritik, die ich erfuhr und die mich zu immer
erneuter Nachpriifung zwang. Ich habe gesondert zu danken Herrn
Geheimrat Prof. Dr. Appel, Herrn Oberregierungsrat Dr. Schwartz
und Herrn Regierungsrat Dr. Zacher fiir die Arbeitsmoglichkeit, die
ich in der Biologischen Reichsanstalt fand, und fiir das Interesse, das
sie dem Fortschreiten meiner Arbeit entgegenbrachten, ferner meinem
Onkel, Herrn Lehrer W. Sommerfeld-Copenick fiir seine Hilfe bei
der Berechnung der Kurvenwerte und nicht zuletzt meiner Helferin,
Frl. Erika Wilke fiir ihre Mitarbeit bei der Literaturdurchsicht und
den Kurvenzeichnungen. Besonderen Dank schulde ich auch dem
Verlage fiir sein Entgegenkommen bei der Herausgabe dieses Buches.



A. Allgemeiner Teil: Das Exponentialgesetz.

I. Das Temperaturproblem.

1. Die bisherigen Losungsversuche.

DaB3 die Lebensvorginge ebenso wie chemische Reaktionen durch
die Temperatur beeinfluBt werden, ist eine lange bekannte Tatsache,
jedoch steht die Art dieser Einwirkung noch heute im Mittelpunkt
der Diskussion (vgl. Kestner-Plaut). Immer wieder hat man ver-
sucht, die Dynamik der Vorginge auf eine mathematische Form zu
bringen, die es gestattet, auf Grund weniger experimentell ermittelter
Zahlen die zwischen und auBerhalb ihnen liegenden rechnerisch zu
finden. In der Formulierung der mathematischen Abhéngigkeit bio-
logischer Vorgidnge von der Temperatur stehen sich zwei Meinungen
scharf gegenﬁber, die in der van’t Hoffschen und der Wirmesummen-
regel ihren Ausdruck gefunden haben. Eine dritte Ansicht sucht
zwischen beiden zu vermitteln, ohne daB es ihr aber gelungen wire,
die Gegensdtze vollig auszugleichen.

Die Regel von van’t Hoff.

Der eine Losungsversuch des Temperaturproblems in der Biologie
fuBt auf den GesetzmiBigkeiten, welche in der Chemie fiir die Ab-
hingigkeit der Reaktionsgeschwindigkeiten von der Temperatur ge-
funden wurden. Berthelot zeigte, daB sich die Anderung der Re-
aktionsgeschwindigkeit (k) eines chemischen Vorganges mit der Tem-
peratur (!) durch die Exponentialgleichung

k= abt
ausdriicken 14aBt, wobei 2 und b Konstanten sind. Van’t Hoff stellte
dann das Gesetz auf, dal die Reaktionsgeschwindigkeit bei steigender

Temperatur von zehn zu zehn Grad sich verdoppelt bis verdreifacht,
jedoch fand man dann, daB3 es eine ganze Anzahl von Ausnahmen
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von diesem Gesetz gab. Man hat sich gewthnt, diese nunmehr als
van’t Hoffsche (R.G.T.) Regel bezeichnete Abhingigkeit in der Form
zum Ausdruck zu bringen, daBB man sagt, der Quotient aus der Reaktions-
geschwindigkeitskonstanten bei einer um 10° hoéheren Temperatur und
der der niedrigen Temperatur

Rt +10

he =

liegt zwischen 2 und 3. Man bezeichnet diese GroBe Q,, dann als
den Temperaturkoeffizienten oder -quotienten.

Unter starker Anteilnahme von Kanitz wurde die van’t Hoffsche
Regel dann in die Biologie eingefithrt und in vielen Fillen als giiltig
befunden. Wenn auch die Q,,-Werte nicht immer zwischen 2z und
3 lagen, so glaubte man doch, in dem Temperaturkoeffizienten einen
Faktor zu sehen, der als Vergleichszahl das Wesen eines Vorganges
charakterisieren sollte. Jedoch wurde auch die Zahl Q,, bei einund-
demselben Vorgang bei verschiedenen Temperaturen nicht gleichwertig
gefunden. Hiufig nahm man dann den Mittelwert, aber das Unkorrekte
solcher Methode wurde bald erkannt. Es stellte sich dann heraus,
daB, wie bei chemischen Reaktionen, auch bei biologischen Vorgingen
hiufig mit steigender Temperatur der Q,,-Wert fiel, wie z. B. aus
folgender Tabelle (aus Kanitz 1915) hervorgeht:

Temperaturabhidngigkeit Owo-Werte bei der Temperatur-

der Puppenruhe (Stunden). abhingigkeit des Herzschlages
Tenebrio molitor (nach Krogh). der Katze (nach Snyder).
Temp. Stunden | Q1o Temp. | Oro

32,95 ! 134,25 ] 20° | 1,8

32,7 137.9 [ s 220 | 19

27,25 172,5 25° 2,4

23,65 234,1 } 2,6 27° ‘ 2,8

20,9 320 300 |29

18,8 4396 } 49 320 l 2,9

17,0 , 593 35° ; 2,7

15,55 | 742 } 6.9 37° ; 2,6

13,45 1116 40° | 2,3

In anderen Fillen trat die Nichtkonstanz von Q,, durch wechseln-
des Fallen und Steigen in Erscheinung, wie z. B. die Zahlen in der
zweiten Tabelle zeigen.
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Aus der Berthelotschen Formel £ = ab* kann nun aber leicht
abgeleitet werden, daB Q,, direkt von der Konstanten & abhidngt, denn
es ist Biiw Bt
Quo =T = ="

Daraus folgt ohne weiteres, daB der Temperaturkoeffizient unbe-
dingt konstant sein muB}, wenn die Berthelotsche Formel fiir die
Temperaturabhingigkeit Giiltigkeit beansprucht. Da aber die Kon-
stanz von Q,,, wie schon Krogh in aller Schirfe zum Ausdruck
brachte, eigentlich nie an biologischen Objekten festgestellt worden
ist, eine Tatsache, die auch in vielen Féllen fiir chemische Reaktionen
gefunden wurde, so muBlte ein anderer Ausweg gesucht werden. In der
Chemie glaubte man fiir solche Fille in einer neuen im Exponenten
stehenden Konstanten A (bzw. u) einen Vergleichswert gefunden zu
haben, die in der sogenannten ,Formel von Arrhenius* berechnet
wurde, welche lautet: Ta— Ts
by ="k -ed 7,14,
wo % wiederum die Reaktionsgeschwindigkeitskonstanten bei verschie-
denen (absoluten) Temperaturen 7 und e die Basis der natiirlichen
Logarithmen bedeuten. In der Biologie waren die Abweichungen von
der Berthelotschen Exponentialgleichung oft sehr betrachtlich, vor
allem bei hoheren Temperaturen, so daB man (z. B. Krogh) davon
sprach, daB eine GesetzmiBigkeit des Temperatureinflusses nur in der
sogenannten ,,Behaglichkeitsgrenze‘ giiltig sein konnte, d. h. nur in-
nerhalb des Temperaturbereichs, in dem das Tier normalerweise lebt.
Andererseits machte man die bei hoheren Temperaturen offensichtlich
eintretenden Schidigungen fiir die Abweichungen verantwortlich, je-
doch waren das alles mehr gedankliche Konstruktionen, die einer
Losung des Problems micht niher kamen.

Wichtig ist in diesem Zusammenhang, da man meist an der
Bedeutung des Temperaturkoeffizienten unbedingt festhielt und einen
Vorgang durch den Q,,~-Wert seinem Charakter nach fiir bestimmt
hielt. Verstdndlich ist diese Tatsache durchaus, da ein anderer zahlen-
miBiger Wert, durch den man mehrere Vorginge quantitativ mit-
einander vergleichen konnte, vollkommen fehlte. So muBte man not-
gedrungen die Anderung des Temperaturkoeffizienten bei einem und
demselben Vorgang mit in den Kauf nehmen. Wir miissen trotz-
dem aber feststellen, daB gerade diese Eigenschaft die Zahl Q,, als
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Vergleichswert unbrauchbar macht. Die in der van’t Hoffschen
Regel ausgesprochene Forderung, daB sie zwischen 2 und 3 liegen
solle, trifft zwar in vielen Fallen zu, aber hdufig liegt sie, manch-
mal sehr weit, auBerhalb dieser Grenzen. Selbst wenn man die
hohen Q,,-Werte als Ausnahmen betrachtet, oder, wie beispielsweise
Piitter, sie durch Multiplikation mehrerer oder durch Potenzierung
der einfachen Werte entstanden denkt, kann die Festsetzung nicht
allgemein geniigen, daB der Temperaturkoeffizient lediglich zwischen
2 und 3 liégen miiBte, innerhalb dieser Grenzen aber schwanken
kann. Trotz des richtigen Grundgedankens (vgl. oben das Exponen-
tialgesetz) fiihrte der Weg, eine Ldsung des Temperaturproblems in
der Biologie iiber das (Q,, zu suchen, in eine Sackgasse und hat
die Forschung auf diesem Gebiet nicht wesentlich fordern kdénnen.
Wir werden spiter sehen, daB man mehrere ganz verschiedene Kurven-
typen nicht unterschieden und gleichartig behandelt hat und daB
die Unstimmigkeiten der Temperaturkoeffizienten auf eine einfache
Weise verstindlich werden. Niheres dariiber werden wir erst sagen
kénnen, wenn wir diese Kurvenformen begriindet haben.

Die Wiarmesummenregel.

_ Ein zweiter Versuch, die Temperaturabhingigkeit der Entwicklungs-
vorgange formelmiBig zu erfassen, wurde unabhingig von dem eben
besprochenen in der Fischereibiologie, dann in der Entomologie in
Amerika von Sanderson und besonders von seinem Mitarbeiter Peairs,
in Deutschland von Blunck gemacht und fand seinen Ausdruck in
der sogenannten Wiarmesummenregel, welche nach Blunck lautet:
Das Produkt aus der Entwicklungszeit und der Differenz zwischen der
Versuchstemperatur und dem kritischen Kiltepunkt ist konstant. Als
kritischen Kaltepunkt bezeichnet Blunck diejenige Temperatur, bei
welcher die Entwicklungsdauer unendlich groB wird, die also einen
physiologischen Nullpunkt darstellt. Die Kurve, welcher die Tempera-
turabhingigkeit der Entwicklungsvorginge folgen soll, ist eine Hyperbel,
deren allgemeine Formel x-y = cist. Entsprechend der Warmesummen-
regel schreibt Blunck sie in der Form

(v—~k) ¢t = const.,

wenn v = die Temperatur in Celsiusgraden, ¢ = die Entwicklungsdauer
in Tagen und % ein mit der Spezies und innerhalb derselben mit dem



— 9

Altersstadium wechselndes Stiick oberhalb des Nullpunktes unserer
Thermometerskala bedeutet. Abb. 1 stellt diese Beziehung nach Blunck
graphisch dar. Die auf Grund dieser Auffassung gegebene Einteilung
des Temperaturbezirks in tddliche Kaltezone (t. K.), kritische Kalte-
zone (k. K.), optimale Zone (0.), kritische Warmezone (k. W.), tédliche
Wirmezone (t. W.) ist aus der Abbildung zu ersehen. Uber die durch
die graphische Darstellung gefundenen Kurvenformen werden wir
spater im Zusammenhang noch zu sprechen haben. Hier geniigt es, die
theoretische Grundlage zu betrachten, auf der die Warmesummenregel
ruht. Sie besagt nach Blunck, ,,daB} die von einem Organismus wahrend
seiner Entwicklung ver- A
brauchte ~Wirmemenge W
konstant ist”. An diesem 35°

i
Satz hat schon Martini j‘;’ i‘ kW
Kritik geiibt, indem er be- Z’

tont, daB man Wairme- 59— o
mengen in Kalorien miBt #%& 2 .

und nicht in Celsiusgra- +57 kK

den mal Tagen. In die- “ N 4
sem Sinne , verbraucht 5 0 15 20 25 30 35 %0 95 50 35 60 65 70 Viage

ein sich entwickelnder
und Entwicklungsdauer bei der Junglarve von

O ismu iiberhau . SRR
r'ganls;' S erhaupt Dytiscus marginalis bei Kaulquappenfutter als
keineWarmemengen, denn Hyperbel.

er ist nicht imstande, aus

einer gleichmaBig warmen Umgebung Wirmemengen aufzunehmen, also
gewissermaBen zu speichern. Es fehlt also der Warmesummenregel die
theoretische Voraussetzung, so daB sie schon aus diesem Grunde den
Anforderungen nicht geniigen kann.

Abb. 1. Die Beziehung zwischen Temperatur

Die gerade Linie und die Kroghsche Kurve.

Bei anderen Lebensvorgingen, vor allem der Atmungsintensitit,
ist versucht worden, wenigstens innerhalb der optimalen Grenzen, der
sogenannten Behaglichkeitszone, die Temperaturabhédngigkeit als ge-
rade Linie darzustellen, jedoch zeigten sich hiufig Abweichungen da-
von, die dazu fiithrten, daB Krogh seine Normalkurve, die ein Mittel-
ding zwischen einer Geraden und einer Exponentiallinie sein sollte, als
Norm derartiger Temperaturabhéngigkeiten hinstellte. Eine solche
Normalkurve gebe ich in Abb. 2 wieder.
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Die gerade Linie spielte auch bei der Warmesummenregel eine
Rolle insofern, als Peairs, der den Hyperbelcharakter der Kurve der
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Abb. 2. Stoffwechsel- Temperaturkurve nach Krogh. Stoffwechselwerte

in willkiirlichen Einheiten.
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Entwicklungsdauer der Insekten vertritt, die Reziproke der Hyperbel
aufstellte. Auch Krogh und Blunck arbeiteten mit derselben Me-
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Abb. 3. Die Beziehung zwischen Tem-

peratur und Embryonalentwicklung

des Riibenaaskafers Blitaphaga opaca.

T Entwicklungsdauer als Hyperbel,

V Entwicklungsgeschwindigkeit als
Gerade.

thode, Krogh allerdings ohne
Kenntnis der Hyperbeltheorie.
Stellt namlich die Linie T in
Abb. 3 nach Blunck die Ent-
wicklungsdauer des Keimlings
vom Riibenaaskafer Blitophaga
opaca dar, so ist die Entwick-
lungsgeschwindigkeit der rezi-
proke Wert der Entwicklungs-
dauer gemiB der einfachen Be-
ziehung: Geschwindigkeit = Weg
durch Zeit s

=

Setzen wir s = I oder aus zeich-
nerischen Griinden gleich irgend-
einer anderen Zahl, hier gleich 64,
so entspricht die Kurve V der

v =

Entwicklungsgeschwindigkeit. Setzen wir in der zugrunde gelegten all-
gemeinen Gleichung der Hyperbel x+y = ¢ entsprechend dieser Beziehung
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¢ oder x=c-y. Das ist aber die

Gleichung einer geraden Linie. In Abb. 3 sind die Untersuchungen nur
in einem geringen Temperaturbereich vorgenommen, so daB diese Um-
kehrung den tatsichlichen Verhdltnissen des Experiments gerecht zu wer-
den scheint. Dehnt man jedoch die Versuche auch auf hghere und niedere
Temperaturen aus, wie Krogh das (vgl. Abb. 4) tat, so zeigt sich, daB
die Kurve der Entwicklungsgeschwindigkeit an beiden Enden S-formig

von der geraden Linie ab-
weicht. Dieselbe Erscheinung
haben wir bei den Kurven
der Atmungsintensitiat (z. B.
v. Buddenbrock und
v.Rohr). Die Abweichungen
des Experiments sind mit
den bisher besprochenen For-
meln nicht in Einklang zu
bringen, so daBl auch aus die-
sem Grunde der Hyperbel-
charakter und demzufolge
auch die gerade Linie als
funktionale Beziehung der
Temperaturabhingigkeit ab-
gelehnt werden mubB.

In diesem Zusammenhang
nehme ich Gelegenheit, auf
einen prinzipiell wichtigen
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Abb. 4. Die Temperaturabhingigkeit der
Entwicklungsdauer (f) und der Entwick-
lungsgeschwindigkeit (v) der Puppe des
Mehlkéfers Tenebrio molitor nach Krogh.

Punkt bei der Darstellung von Lebensvorgingen in Kurvenform hinzu-

weilsen.

Eine Kurve muf} in allen ihren Punken den tatsichlichen

biologischen Wert darstellen. Wenn also z. B. Blunck sagt, die Ent- -
wicklungszeit eines Insekts 1Bt sich unter ein bestimmtes Minimum
nicht herunterdriicken, so heit das doch, daB auch die Kurve
ein Minimum haben muB. Die Hyperbeln von Peairs und Blunck
und ebenso auch die Exponentiallinie, welche der van’t Hoffschen
Regel zugrunde liegt, gehen aber iiber diesen Punkt hinaus. Man
driickt also hier graphisch aus, was biologisch iiberhaupt nicht existiert,
nicht existieren kann. Daran dndert auch die Tatsache nichts, daB
an dem Minimumpunkt die sogenannte kritische Warmezone gesetzt
wird, in der eine Entwicklung iiberhaupt nicht mehr stattfindet. Je-
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doch werden wir noch kennen lernen, daf3 auch oberhalb des Minimum-
punktes, wenn auch nur noch bei geringer Temperaturerhshung, eine Ent-
wicklung, allerdings eine verzogerte, stattfindet. Auch Bachmetjew
u. a. bilden schon Kurven ab, die zeigen, daB oberhalb einer bestimmten
Temperatur die Entwicklungsdauer von Insekten sich vergroBert.

Es ist eine meines Erachtens nicht statthafte Einschrankung, wenn
die GesetzmiaBigkeit eines Vorganges nur fiir ein bestimmtes Intervall
Giiltigkeit beansprucht. Das gilt sowohl fiir die Temperaturabhingig-
keit wie fiir eine Reihe anderer gesetzmiafBiger Formulierungen in der
Physiologie. Eine Kurve mufl unter allen Umstinden tatsichlich das
zeigen, was biologisch vorliegt. Und dazu gehéren auch die Tempera-
turen, die auBerhalb der , Behaglichkeitszone* liegen, denn der Orga-
nismus muBl auch auf sie irgendwie reagieren, und wir wollen doch ge-
rade die GesetzmaBigkeiten herausfinden, nach denen diese Reaktionen
erfolgen. Wie Piitter und auch Martini sehr richtig zum Ausdruck
bringen, ist oft gerade das Kurvenstiick innerhalb der optimalen Zone
so wenig charakteristisch, dal es mit geniigender Genauigkeit ebenso
gut durch eine Gerade bzw. Hyperbel wie durch eine Exponentiallinie
darstellbar ist. Wenn aber auBerhalb dieser mittleren Strecke Ab-
weichungen ganz bestimmten Charakters auftreten, wie unsere Abb. 4
das mit aller Deutlichkeit zeigt, so kann man nur den Schlufl ziehen,
daB andere mathematische Kurvenformen vorliegen miissen, will man
iiberhaupt an einem formelhaften, funktionalen Zusammenhang fest-
halten.

2. Die Temperaturabhingigkeit der Embryonalentwicklung
als exponentiale Funktion.

Aus der bisherigen Ubersicht sind die heterogenen Gesichtspunkte
zu erkennen, mit denen versucht wurde, den Temperatureinflufl
auf biologische Vorginge zu erfassen. Es handelt sich um die Frage,
ob iiberhaupt die Abhingigkeit auf eine mathematisch formulierbare
Kurve gebracht werden kann, die alle Abweichungen, die wir von den
bisherigen Lésungsversuchen kennen gelernt haben, als iibergeordnete
Funktion erfaBt.

Die Embryonalentwicklung der Zecke Margaropus annulatus.

Um diese Frage zu entscheiden, wihle ich ein Beispiel, zu dem die
Daten aus der amerikanischen Literatur von Sanderson zusammen-
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getragen wurden, und dessen experimentell ermittelten Punkte weit
genug iber einen groBeren Temperaturbereich verteilt sind, namlich
die Embryonalentwicklung der Zecke Margaropus annulatus. Aus der
Lage der in Abb. 5 eingetragenen Punkte ist ersichtlich 1. die Tatsache,
dafl mit steigender Temperatur die Entwicklungsdauer zunichst eine
Verkiirzung erfahrt, 2. daB bei etwa 28° die Beschleunigung wieder
geringer wird, also hier ein Minimum der Entwicklungsdauer liegt,
3. daB noch hohere Temperaturen verlingernd auf die Entwicklungs-
dauer wirken. Eine Kurve, welche die Temperaturabhingigkeit zeigen
soll, muB} diesen drei Tatsachen gerecht werden. Die Hyperbel tut das

L i | I B | [ 00
J8% 36 3¢ 32 30 28 26 24 22 20 18 16 1% 12 10

Temperatur

Abb. 5. Die Temperaturabhingigkeit der Embryonalentwicklung der Zecke
Mayrgaropus annulatus, I Entwicklungsdauer, II Entwicklungsgeschwindigkeit.

offenbar nicht, wie wir gesehen haben, die Exponentiallinie auch nicht,
wie ohne weiteres aus unserer Abb. 6 hervorgeht. Es kann nur eine
Kurve in Betracht kommen, die einen Scheitelpunkt, also ein
Minimum hat.

Da die Hyperbeln schon wegen ihrer nicht auf wissenschaftlicher
Basis ruhenden theoretischen Voraussetzung ginzlich auBer Betracht
bleiben miissen, andererseits aber Exponentiallinien oder logarithmische
Linien, welche grundsitzlich denselben Verlauf haben wie die Ex-
ponentiallinien, an sich theoretisch gut begriindet sind und bei der
Lésung von vielen physiologischen Problemen gangbare Wege gewiesen
haben, liegt der Gedanke nahe, auf dieser Grundlage eine Losung des
Temperaturproblems bei den Entwicklungsvorgingen der Insekten zu
versuchen. Eine Kurve, welche den oben geforderten Bedingungen ge-
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niigt, ist die Kettenlinie, welche aus zwei spiegelbildlich zur y-Achse
laufenden Exponentiallinien durch Addition entsteht, also die Resul-
tierende dieser beiden Exponentiallinien ist. Diese haben folgende
Gleichungen: y = ma* und

y =ma~7%,
in denen # und @ Konstanten sind. Durch Addition entsteht die Ketten-

linie
y =" (@ +a).

Die in Abb. 5 eingetragene Kurve I ist eine solche Kettenlinie, und man
sieht, daB sie sich den experimentell ermittelten Punkten gut genug
anschmiegt, soweit tiberhaupt eine Entwicklung stattfindet, und den
drei geforderten Bedingungen gerecht wird, die auf Grund der bio-
logischen Daten erfiillt sein miissen.

Zunichst koénnte diese Tatsache schon geniigen, um die Temperatur-
abhéngigkeit der Embryonalentwicklung von Margaropus annulatus
durch eine Kettenlinie zum Ausdruck zu bringen. Jedoch 1Bt sich
noch ein weiterer Beweis dafiir erbringen, daBl tatsichlich eine Ketten-
linie die Beziehung mathematisch wiedergibt. Den Weg dazu bietet
der von Peairs benutzte Begriff der ,,Reziproken®, iiber den ich schon
kurz S. 10 sprach. In unserer Abb. 5 ist die Linie I die Kurve der
Entwicklungsdauer, bezeichnet also die Zeit, welche bei einer bestimm-
ten Temperatur die Eier von der Ablage bis zum Schliipfen der Larven
brauchen. GemiB der erwihnten Beziehung

'U=—t'

ist dann die Entwicklungsgeschwindigkeit der reziproke Wert der Ent-
wicklungsdauer. Zwischen diesen beiden Begriffen ist scharf zu unter-
scheiden, weil es sich um ganz verschiedene Dinge handelt. Der Hin-
weis darauf ist durchaus nicht unberechtigt, denn der Unterschied ist
sehr hiufig nicht gemacht worden, ja man méchte manchmal geneigt
sein, einen grofen Teil des Unheils, das durch die R.G.T.-Regel in der
Biologie angerichtet wurde, auf den Umstand zuriickfithren, daB man
nicht bedachte, ob ein Vorgang eine Zeit oder eine Geschwindigkeit
darstellt. Wir halten also fest, daB wir unter Entwicklungsdauer die
Zeit verstehen, in welcher ein Organismus seine Entwicklung oder
einen Teil derselben durchmacht, da dagegen die Entwicklungs-
geschwindigkeit ein Ablauf pro Zeiteinheit ist und zur Entwicklungs-
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dauer in einem reziproken Verhdltnis steht. Berechnen wir aus der
Entwicklungsdauer (/) den Wert der Entwicklungsgeschwindigkeit (v)
nach der Beziehung

indem wir, wie schon S. 10 angefiihrt, s = 1 oder irgendeiner anderen
Zahl setzen?), so erhalten wir die Geschwindigkeitskurve der Temperatur-
abhangigkeit in einer Gestalt wie sie beispielsweise die Linie ¥ in Abb. 4
wiedergibt, also mit S-férmiger Abweichung an beiden Enden. Ebenso
wie Peairs in der Hyperbelformel x-y = ¢ eine der Variabeln reziprok

nahm, also —;7 statt y einsetzte und so die Reziproke der Hyperbel, die

gerade Linie x = y-c erhielt, genau so miissen wir jetzt, wenn wir die
Kettenlinie als richtigere Darstellung der Temperaturabhingigkeit der
Entwicklungsvorginge nehmen, mit der Gleichung der Kettenlinie
ebenso verfahren, um die Formel der Entwicklungsgeschwindigkeit zu
erhalten, also

I m
—— — X —x
y_z(a -+ a—%)

setzen. In Abb. 5 ist die zu der Kettenlinie (I) gehorige reziproke
Funktion als I eingetragen. Es wird hierdurch deutlich, daB die in
den besprochenen Fillen gefundenen S-férmigen Abweichungen von der
geraden Linie (siche Abb.4) durch die Kettenliniereziproke richtig
erfaBt und wiedergegeben werden, und zwar in allen Fillen iiber den
ganzen untersuchten Temperaturbereich.

LaBt sich also die Abhingigkeit der Entmcklungsdauer von der
Temperatur durch eine Kurve von der Form I in Abb. 5 wiedergeben,
die der Entwicklungsgeschwindigkeit durch Form 77, so sehen wir in
der Gleichung der Kettenlinie

=" @ 4 a7

den Grundtyp- der mathematischen Beziehung zwischen Temperatur
und Entwicklungsdauer. Die Kettenliniereziproke

I m

y_ — 2, (ax + a——x)

stellt dann die Beziehung der Entwicklungsgeschwindigkeit dar.
Suchen wir also auf Grund der Kurvenform eine mathematische

Losung, so gibt die reziproke Funktion die Moéglichkeit, den Charakter

1) Biologisch bedeutet s hier den Lebensablauf als Ganzes.
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eines Vorganges genauer, als das durch die einzelne Kurve moglich ist,
festzuhalten. Schon bei diesem ersten Beispiel, den Entwicklungs-
vorgangen, ist leicht zu sehen, daB die Reziproke, also hier die Ge-
schwindigkeitskurve, eine viel ausgeprigtere Gestalt hat, als die ur-
spriingliche Form der Kettenlinie. In aller Deutlichkeit tritt das her-
vor, wenn wir die bisherigen Losungsversuche des Temperaturproblems
von diesem Gesichtspunkt aus betrachten. Wiirde es sich bei der Tem-
peraturabhingigkeit der Entwicklungsdauer um eine Hyperbel handeln,
so miiBte die Reziproke, also die Kurve der Entwicklungsgeschwindig-
keit eine Gerade sein. Das ist, wie wir sahen, nicht der Fall, wenn sie
auch auf dem mittleren Teil, also in der sogenannten Behaglichkeits-
zone, innerhalb der Fehlergrenzen die Beziehung angenihert zum Aus-
druck bringen mag. Soll andererseits die Beziehung Entwicklungs-
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Abb. 6. Exponentiallinie (I), Kettenlinie (II) und Hyperbel (IIT) und ihre
Reziproken.

dauer/Temperatur der van’t Hoffschen Regel folgen, also der Tem-
peraturquotient Qo konstant sein, so miifite 1. die Kurve als Expo-
nentiallinie die Achse, auf der die Entwicklungsdauer aufgetragen ist,
schneiden, 2. wiirde ihre Reziproke zwar ebenfalls S-férmig von der
geraden Linie abweichen, aber in entgegengesetzter Richtung wie die
der Kettenlinie. Folgende Abbildungen (Abb. 6) demonstrieren das.
Auf der x-Achse ist hier in allen drei Fillen die Entwicklungsdauer
abgetragen zu denken, auf der y-Achse die Temperatur. Aus den Ab-
bildungen geht ohne weiteres hervor, wie durch Einzeichnung der
Reziproken sehr einfach festgestellt werden kann, welcher Kurventyp
dem Vorgang zugesprochen werden muB.

Noch ein weiterer Punkt, den wir gedanklich schon mehrfach ge-
streift haben, bedarf der besonderen Betonung. Die Deutung, welche
wir durch die Kettenlinie der Temperaturabhingigkeit der Entwick-
lungsvorgidnge gegeben haben, hat mit aller Deutlichkeit gezeigt, daB
die ,,Behaglichkeitsgrenze” nicht geniigt, der Beziehung eine einwand-
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freie, streng gililtige mathematische Form zu geben. Schon Piitter
setzt in seiner Arbeit iiber den Temperaturkoeffizienten eingehend
auseinander, wie innerhalb bestimmter Grenzen mehrfache Auslegungen
moglich sind, und demonstriert diese Tatsache an zwei Exponential-
linien, die ich in Abb. # wiedergebe. Piitter sagt dazu S. 615:

,In Fig. 3 (unsere Abb. 7) sind die Verhiltnisse in schematischer Uber-
sicht fiir Qso = 2,0 und Q1o = 4,0 dargestellt. Die ausgezogenen Linien gehen
durch die Punkte, die genau auf einer Exponentiallinie liegen. Jeder die-
ser Punkte ist von einem Viereck umgeben, das die Grofle der moglichen
Fehler darstellt. Eine gerade Linie, die in den Raum dieser Fehlerflaichen
fallt, geniigt .zur Darstellung der Beob-
achtungen ebenso gut wie die Exponen- } Q,J=4‘

75
/

tialkurve. Wie aus der Figur zu ersehen,
kann man bei der angenommenen Grofle
der Fehler und einem Qo = 2,0 inner-
halb eines Bereiches von 15° die Beob-
achtungen ebenso gut durch eine gerade
Linie (@) wie durch eine Exponentialkurve
darstellen. Bei Qo = 4,0 ist das Tempe-
raturintervall, innerhalb dessen gerade
Linie (mit b bezeichnet) und Exponential-
kurve als gleichwertig erscheinen, schon
auf 7,5° verkleinert, und bei Q, = 8,0 tritt
der Unterschied schon bei mehr als 5,0°
deutlich hervor, wahrend bei Qo= 1,7 Abb. 7. Die Erfassung empi-
erst bei einem Temperaturintervall von risch ermittelter Punkte durch
mehr als 20° die Unterschiede von ge- Gerade und Exponentiallinien
rader Linie und Exponentialkurve aufBer- nach Piitter.

halb der Fehlergrenzen liegen.«

Grundsitzlich gilt das Gleiche auch fiir unseren Fall, d. h. die End-
strecken der ermittelten Kurven sind fiir die Deutung und die Fest-
stellung ihrer theoretischen Form unerldBlich, Bei der Untersuchung
des Temperatureinflusses auf biologische Vorgidnge miissen wir also
auch die Temperaturen mit beriicksichtigen, die ein Organismus nor-
malerweise iberhaupt nicht erlebt, selbst wenn dort schon Schiadigungen
irgendwelcher Art auftreten. Gerade die Reaktion auf diese extremen
Temperaturen ist uns wertvoll, den Gesamtverlauf der experimentellen
Kurve mathematisch zu formulieren.

—> Ternperarur

Unter Beriicksichtigung der besprochenen Gesichtspunkte haben
wir erkannt, dal die Temperaturabhiangigkeit der Entwicklungsdauer,
zunichst rein zeichnerisch, kurvenmaBig sich durch eine Kettenlinie

Janisch, Das Exponentialgesetz. 2
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wiedergeben 14Bt. Selbstverstindlich muB dann auch die mathe-
matische Formel einer solchen Kurve einen biologischen Inhalt er-
halten, d. h. in unserem Falle, es muf3 die Entwicklungsdauer eine
Funktion der Temperatur werden. Ferner haben wir nach der bio-
logischen Bedeutung der Konstanten zu fragen. Wir miissen ausgehen
von der mathematischen Gestalt und wissen auf Grund der Abb. 5,
daB die Kettenlinie einen Scheitel hat, von dem rechts und links auf-
steigend und mit wachsendem x immer steiler werdend zwei Schenkel
bis in die Unendlichkeit laufen, und zwar spiegelbildlich zu der durch
den Scheitel gehenden y-Achse des Koordinatensystems. Der mathe-
matische Nullpunkt liegt also senkrecht unter dem Scheitel der Ketten-
linie, in unserem Falle von Margaropus annulatus bei einer Temperatur
von 28° An diese Stelle miissen wir also den mathematischen Null-
punkt setzen. Da wir aber die experimentell ermittelten Punkte in
ein Koordinatensystem eintrugen, dessen Nullpunkt bei 0° der Ther-
mometerskala liegt, miissen wir die y-Achse dieses Systems von rechts
nach links bis 28° verschieben, also in die Formel statt x den Wert
28 minus Temperaturgrade eintragen. Der Punkt 28° hat also auf
Grund der mathematischen Eigenschaften der Kettenlinie den Cha-
rakter eines markierten Punktes von besonderer Bedeutung. In An-
lehnung an die auf S. g behandelte Bluncksche Einteilung der Tem-
peraturbezirke wollen wir ihn den kritischen Warmepunkt () nennen.
Er ist charakterisiert durch die Tatsache, daB3 senkrecht iiber ihm der
Scheitel der Kettenlinie liegt, d. h. biologisch sich die kiirzeste Ent-
wicklungszeit findet, die iiberhaupt méglich ist. Oberhalb dieses kri-
tischen Warmepunktes verlangert sich die Entwicklungsdauer wieder.

Der Abstand des Scheitels der Kettenlinie von der x-Achse wird in
der Formel durch die GréBe m angegeben, so daBl also m biologisch die
kiirzeste iiberhaupt mogliche Entwicklungszeit ist. Die Konstante a
unserer Formel ist mathematisch ein Ausdruck fiir den Steilheitsgrad
der Kurve, hat also den Charakter einer Richtungskonstanten. Ein
Bild des verschiedenen Verlaufs von Kettenlinien mit unterschied-
lichen a-Werten gibt unsere Abb. 50. Vom biologischen Standpunkt
aus heiBt das, der Wert a gibt an, mit welcher Geschwindigkeit ein
Organismus auf die Temperaturerhshung reagiert, hat also die Eigen-
schaft einer Beschleunigungskonstanten bzw., wie es sich besonders
im Gebiet oberhalb des kritischen Warmepunktes bemerkbar macht,
einer Hemmungskonstanten.
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Die GroBe m kann durch Beobachtung direkt gefunden werden.
Der Wert fiir « 148t sich leicht berechnen, wenn man bedenkt, dafl in
der Gleichung der Kettenlinie

y =7 (@ +a)

die Zahl a™* bei groBem x, also bei niedriger Temperatur, sehr klein
wird, so daf} sie praktisch vernachlissigt werden darf. Die Gleichung
geht dann iiber in m
y= 2 a*,

daraus berechnet sich leicht a durch Logarithmieren, und es ist
I m
loga = — (logy — log ?)-

Um also die Beziehung zwischen der Entwicklungsdauer bei einem
Organismus und der Temperatur mathematisch festzulegen, ist nichts
weiter notwendig als festzustellen, auf welchen Mindestwert kann die Ent-
wicklungsdauer heruntergedriickt werden und bei welcher Temperatur
liegt dieser Mindestwert. Ferner ist, um die Richtungskonstante a zu
bestimmen, nétig zu wissen, wie groB die Entwicklungsdauer bei irgend-
einer moglichst niederen Temperatur ist.

Bei der Embryonalentwicklung von Margaropus annulatus fanden
wir den kritischen Wirmepunkt (w) bei etwa 28°. Beziehen wir also
die Temperaturabhingigkeit auf das urspriingliche Koordinatensystem,
das seinen Nullpunkt am Gefrierpunkt hat, so miissen wir in der all-
gemeinen mathematischen Form der Kettenlinie ¥ durch (w—x) er-
setzen. Die Beziehung der Embryonalentwicklung (y) der Zecke Mar-
garopus annulatus zur Temperatur (x) erhilt dann folgende Form

y =" (qlw=x) | g—(w—2)),
2

Die kiirzeste Entwicklungszeit (m) ist hier im Durchschnitt gleich
20 Tage. Ferner errechnet sich die Konstante a aus der durchschnitt-
lichen Entwicklungszeit bei der Beobachtungstemperatur zwischen 11°
und 12,5° zu rund 1,4. Die mit diesen Zahlen fiir  und a berechnete
und auf den Nullpunkt bei 28° bezogene Kettenlinie

y =" (a* + a~)

ist die in Abb. 5 als I eingezeichnete Kurve, die sich den experimentell
ermittelten Daten mit ausreichender Genauigkeit einfiigt. Die als 17
2%
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bezeichnete Kettenliniereziproke in Abb. 5, die Kurve der Entwick-
lungsgeschwindigkeit,
2500
= et

wurde mit denselben Konstanten berechnet und statt der einfachen
Form % der Wert 25700 lediglich aus zeichnerischen Griinden eingesetzt.

Die bisher gefundenen Beziehungen und Abhingigkeiten sollen im
niachsten Abschnitt an einem von mir durchgefithrten GroBbeispiel,
der Embryonalentwicklung der Mehlmotte, nochmals auf experimen-
teller Grundlage nachgepriift und die theoretischen Folgerungen daraus
gezogen werden. Hier ist noch folgendes zu sagen: Wir haben in der
Entwicklungsdauer ein Symptom der beim Wachstum ablaufenden
Lebensvorgidnge herausgegriffen, das nicht allein von der Temperatur,
sondern auBerdem von anderen Systembedingungen abhéngig ist, z. B.
von der Erndhrung und dem Feuchtigkeitsgehalt der Luft oder des
Substrats. Es handelte sich bei den bisherigen Betrachtungen allein
darum, die Abhangigkeit der Entwicklungsdauer von einer Bedingung
genauer zu untersuchen. Das setzt voraus, daB die iibrigen gleichzeitig
nicht einwirken diirfen, wenn wir diese eine Bedingung variieren, also
einen Organismus verschieden hohen Temperaturen aussetzen. Das
heifit aber, daB die iibrigen Bedingungen eines Systems wihrend dieser
einen Versuchsreihe konstant gestaltet werden miissen. Wir koénnen
die komplizierten Abhingigkeiten eines Lebensvorganges von einem in
verschiedenen Richtungen verdnderlichen zusammengesetzten System,
also von einer Summe von AuBenbedingungen, analytisch nur erfassen,
wenn wir die Abhingigkeit von jeder einzelnen Phase getrennt be-
handeln, indem wir das Symptom (y) als Funktion einer System-
bedingung (x) untersuchen und gleichzeitig die anderen in dieser Ver-
suchsreihe so gestalten, daf} bei einer Variation dieser einen die iibrigen
vergleichbar konstant bleiben. Mathematisch ausgedriickt, wiirde man
also schreiben koénnen:

y =1 (%),
y =1 (xa),
Yy =f (%3) usw.
Erst dann, wenn man diese einzelnen Abhingigkeiten funktional

erfaft hat, wird man daran gehen kénnen, kombinierte Abhéingigkeiten
zu untersuchen, was bei Kenntnis der einzelnen Funktionen dann nicht
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mehr prinzipiell schwierig sein diirfte. Daf} z. B. die Entwicklung von
Insekten nicht allein von der Temperatur, sondern auch noch von
anderen Systembedingungen beeinfluBt wird, wissen wir, aber wie sie
im einzelnen abhingt, muBl Aufgabe der Untersuchung sein. Aber
eine Klirung diirfen wir nur erwarten, wenn wir in dem angedeuteten
Sinne analytisch vorgehen.

Die Embryonalentwicklung der Mehlmotte.

Die mir bisher bekannt gewordenen Daten iiber die Abhingigkeit
der Entwicklungsdauer oder der zugehérigen Geschwindigkeit von der
Temperatur ordnen sich durchaus in das von mir bis jetzt aufgestellte
Schema der Kettenlinie und ihrer Reziproken ein. Einige Beispiele
haben wir schon besprochen und gerade aus der Gegensitzlichkeit der
empirischen Daten und der von den Autoren versuchten Lésung des
Temperaturproblems unser Prinzip abgeleitet. Andere sollen spater
im Zusammenhang erwihnt werden. In vielen Fillen erstrecken sich
die Untersuchungen nur iiber einen beschrinkten Temperaturbezirk
und bieten fiir die Klarung eher weniger als mehr als das von uns heran-
gezogene Beispiel der Embryonalentwicklung von Margaropus annulatus.

Aus der Erkenntnis heraus, daB die Temperaturabhingigkeit der
Entwicklungsvorginge sich durch eine Kettenlinie darstellen 14Bt,
habe ich die Embryonalentwicklung der Mehlmotte (Ephestia kiihniclla)
unter voller Beriicksichtigung der bisher gewonnenen Gesichtspunkte
untersucht und besonderen Wert auf die Verhiltnisse am kritischen
Wirmepunkt gelegt, weil gerade die hoheren Temperaturen, wie ich
schon mehrfach erwihnte, in der Regel vernachlissigt wurden.

Es wurde gerade die Mehlmotte gewihlt, einmal weil sie als GroB-
schiadling in mein dienstliches Arbeitsgebiet gehort, andermal weil ich
in den Vorratsschidlingen, wie ich in den letzten Jahren schon mehr-
fach betonte, ausgezeichnete Objekte fiir allgemein-physiologische
Untersuchungen sehe, nicht nur, was den eigentlichen Lebenszyklus
betrifft, sondern auch in bezug auf die Abhingigkeit von duBeren Be-
dingungen, auf die Reaktion des Organismus auf Gifte usw. Die Zucht
der Mehlmotte 148t sich vom Ei bis zum Exitus im Zimmer in Glas-
gefalen durchfithren, ohne daB die normalen Lebensbedingungen ab-
gedndert werden, wie es bei eingezwingerten Freilandtieren hiufig der
Fall ist, denn die Mehlmotte lebt als GroBschidling in Dampfmiihlen,
Lagerhdusern und Liden meist in dhnlichen Verhiltnissen. So ist man



— 29 _

unabhingig von Jahreszeit und Witterung und hat auch im Winter
jederzeit die nétigen Tiere zur Verfiigung. Die Entwicklung der Mehl-
motte vom Ei bis zur Imago dauert bei 18° etwa 3 Monate, so daBl man
innerhalb eines Jahres vier Generationen, bei héheren Temperaturen
im Brutschrank noch mehr aufziehen und durcharbeiten kann. Die
Futterbeschaffung ist einfach und billig, da die Zucht ohne Schwierig-
keit mit Haferflocken, Mehl, Griitze, GrieB, Nudeln und ahnlichen
Lebensmitteln durchzufithren ist. "Die Zahl der Versuchstiere ist un-
beschrinkt, da man Hunderte in einem Einmachglas halten kann,
andererseits sind die Tiere groB genug, um auch individuell behandelt
zu werden, denn die erwachsenen Raupen, Puppen und Falter sind
etwa I cm lang. Wichtig ist auch, daB keinerlei Ruhepausen in den
Entwicklungsgang eingeschaltet sind, die z. B. bei Freilandtieren hiufig
vorkommen (Winterruhe bei den Eiern der Nonne, den Raupen des
Kiefernspinners, den Puppen der Forleule?).

Die Untersuchung iiber die Temperaturabhangigkeit der Embryonal-
entwicklung der Mehlmotte war zunichst eine Frage der Beschaffung
frisch gelegter Eier. Ich ging dabei folgendermafen vor. Die ver-
puppungsreifen Raupen, welche nach Beendigung der FraBperiode aus
den Haferflocken herauskriechen und sich an dem zum Zubinden der
Einmachgliser dienenden Papier ansammeln, wurden abgelesen, jede
einzeln in eine Reagenzrohre iibergefithrt und diese dann mit einem
Wattepfropf verschlossen. In den auf weiBler Unterlage ausgebreiteten
Rohren kann das Verpuppen und Ausschliipfen der Falter leicht be-
aufsichtigt werden. Die Zucht und Haltung wurde in einem fast dunk-
len Nordzimmer im Keller mit einer nahezu konstanten Temperatur
von 18° vorgenommen. Etwa ein bis zwei Tage nach dem Schliipfen
wurden die isoliert aufgezogenen Falter, die also mit Sicherheit noch
nicht kopuliert hatten, in einem Kkleinen Petrischalchen zusammen-
gesetzt. Da die Falter ohne jede Nahrung und auch, ohne Fliissigkeit
aufzunehmen, normal leben kénnen, geniigt diese Haltung ohne weiteres.
In jedes Schalchen legte ich kleine ziehharmonikaartig eng gefaltete
Stiicke von schwarzem, rauhen Papier, um den Faltern ihnen zusagende
Orte zur Eiablage zu bieten, denn die Mehlmottenweibchen bevorzugen
dazu enge Spalten und Ritzen. Sehr gut bewihrt hat sich das schwarze
Papier, das zum Einwickeln photographischer Platten benutzt wird,

1) Fir ndhere Mitteilungen hieriiber bin ich den Herren Kollegen
Dr. Knoche und Dr. Sachtleben zu Dank verpflichtet.



weil es ungeleimt und rauh genug ist, dafl die nur sehr lose angeklebten
Eier an ihnen haften bleiben. Die Pirchen wurden morgens und abends
auf die Eiablage hin kontrolliert und die mit Eiern besetzten Papiere
herausgenommen. Die beschriebene Methode hat den Vorteil, daB man
mit Sicherheit sagen kann, daf die auf einem Papier vorhandenen
Eier von einemi Weibchen stammen, und daB simtliche zur Untersuchung
benutzten Eier insofern gleichwertig sind, daB sie von Tieren stammen,
die gleichaltrig sind und nur unter Aufsicht kopuliert hatten. Die in
den engen Falten der Papiere meist in einer Reihe abgelegten Eier
lassen sich leicht und schnell unter dem Binokular zihlen. Auch die
lose abgelegten Eier wurden unter sorgfiltigster Behandlung gesammelt
und mit zur Beobachtung herangezogen, soweit sie ohne Schaden trans-
portiert werden konnten.

Die Papiere wurden dann in andere Petrischalen gelegt, deren Boden
mit Haferflocken bedeckt war, und so in die zu priifenden Tempera-
turen gebracht. Benutzt wurden in benachbarten Kellerriumen des-
selben Gebiudes stehende Serienbrutschranke und mehrere im Parterre
untergebrachte Einzelbrutschrinke. Die Versuchsbedingungen waren
also angenihert gleichwertig vor allem, was den hauptsichlichsten,
die Entwicklungsdauer mit beecinflussenden Faktor, die Luftfeuchtig-
keit, betrifft. Versuche bei niederen Temperaturen von 4° und 8° in
Eisschranken konnten wegen der groBen Feuchtigkeit in ihrem Innern
als gleichwertig nicht betrachtet werden und wurden deshalb aus-
geschaltet. Die Versuche wurden auBerdem ziemlich gleichzeitig im
Spatwinter 1924/25 ausgefithrt. Die Kontrolle der Eier und das Ablesen
der Temperaturen erfolgte morgens und abends. Die aus den an den
Papieren sitzenden Eiern schliipfenden Raupen wandern sofort in die
Haferflocken zum FraBl ab. Die Zahl der schliipfenden Raupen liefl
sich leicht dadurch feststellen, daB die leeren Eischalen gezdhlt wurden.
Wihrend der Embryonalentwicklung werden die Eier gelblich bis gelb-
braun. Bei einiger Kenntnis der Farbanderung 146t sich aus ihr schon
bei Betrachtung mit bloBem Auge angenihert bestimmen, wann die
Raupen schliipfen werden, ein bei den zahlreichen Versuchen nicht zu
unterschitzender Vorteil. Insgesamt wurden rund 5000 Mehlmotten-
eler zur Beobachtung herangezogen, ein Material, das so zahlreich in
seiner Gleichartigkeit und in bezug auf seihe Vorgeschichte auch Gleich-
wertigkeit kaum anderswo auf noch einfachere Art und Weise wie bei
der Mehlmotte zu beschaffen sein diirfte, zumal im Verlauf des Ver-
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suchs die Eier unter denselben Bedingungen stehen, wie sie auch im
natirlichen Leben vorliegen.

Die Untersuchungen hatten folgendes Ergebnis:

1. Temp. max. 14,8° min. 12,7°, mittel 13,61°: es schliipften 2 Raupen
nach 20 Bebriitungstagen, 2 nach 20,5, 8 nach 21, 4 nach 21,5, 82 nach 22,
20 nach 22,5, 19 nach 23, 8 nach 23,5, 6 nach 24 Tagen.

2. Temp. max. 14,8° min. 12,7° mittel 13,77°: es schliipften 12 Raupen
nach 21, 102 nach 21,5, 56 nach 22, 41 nach 22,5, 14 nach 23 Tagen.

3. Temp. regelmaBig um 18° schwankend, so daB eine Mitteltemperatur
von 18° bestand: es schliipften 19 Raupen nach 10,5, 108 nach 10,75, 162
nach 11, 83 nach 11,5 Tagen.

4. Temp. max. 21,6° min. 18° mittel 19,69°: es schliipften 4 Raupen
nach 8, 125 nach 9 Tagen.

5. Temp. max. 21,6° min. 18° mittel 19,77°: es schliipften 217 Raupen
nach g, 4 nach etwas mehr als 9 Tagen.

6. Temp. 25°: es schliipften 39 Raupen-nach 4,75, 32 nach 5 Tagen. (Da
dieser Schrank mir nicht allein zur Verfiigung stand und wihrend der
Arbeitsstunden o6fter zur Kontrolle anderer Zuchten geoffnet wurde, ist eine
Temperatur anzunehmen, die zeitweise unter 25° liegt.)

7. Temp. max. 27,3° min. 26,2° mittel 26,95°: es schliipften 72 Raupen
nach 4 Tagen.

8. Temp. max. 28° min. 26°, mittel 27,11°: es schliipften 10 Raupen nach
4 Tagen.

9. Temp. max. 27,8°, min. 26,5° mittel 27,3°: es schliipften 404 Raupen
nach 4 Tagen.

10, Temp. max. 28° min. 26,8° mittel 27,34°: es schliipften 175 Raupen
nach 4—s5 Tagen.

11. Temp. max. 28° min. 27° mittel 27,4°: es schliipften 26 Raupen
nach 4—4,5 Tagen.

12. Temp. max. 28° min. 27° mittel 27,63°: es schliipften 130 Raupen
nach 4 Tagen.

13. Temp. max. 28° min. 27,1° mittel 27,83°: es schliipften 43 Raupen
nach 4 Tagen.

14. Temp. max. 29,4° min. 27,3° mittel 28,5°: es schliipften 29 Raupen'
nach 4 Tagen.

15. Temp. max. 29,4°, min. 27,0° mittel 28,52°: es schliipften 12 Raupen
nach 4 Tagen, 8 Raupen nach etwas mehr als 4 Tagen.

16. Temp. max. 30,2° min. 27,3° mittel 28,55°: es schliipiten 89 Raupen
nach 4 Tagen.

17. Temp. max. 29,4°% min. 27,9° mittel 28,63°: es schliipften 58 Raupen
nach 4 Tagen.

18. Temp. max. 29,4° min. 27,9°% mittel 28,68°: es schliipften 48 Raupen
nach 4 Tagen.

19. Temp. max. 30,2°, min. 28,4° mittel 20,05°: es schliipften 68 Raupen
nach etwas weniger als 4 Tagen.
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20. Temp. max, 31,4° min. 28,4° mittel 29,44°: es schliipiten 42 Raupen
nach 4 Tagen.

21. Temp. max. 30,4° min. 29° mittel 29,48°: es schliipften 180 Raupen
nach 4 Tagen.

22. Temp. max. 31,9° min. 25,5° mittel 29,53°: es schliipften 11 Raupen
nach 4 Tagen.

23. Temp. max. 30,5°% min. 28,7° mittel 29,57°: es schliipften 225 Raupen
nach 4 Tagen.

24. Temp. max. 30,4° min. 29°, mittel 29,6°: es schliipfte 1 Raupe nach
3,75 Tagen (diese Raupe schliipfte in Versuch 21 als erste aus und konnte,
da sie unter meinen Augen gerade am Schliipfen war, in ihrer Inkubations-
zeit genau festgelegt werden).

25. Temp. max. 30,2° min. 29,7° mittel 30,04°: es schliipften 362 Raupen
nach 4 Tagen.

26. Temp. max. 31,7° min. 30° mittel 30,65°: es schliipften 157 Raupen
nach 4 Tagen.

27. Temp. max. 33,3° min. 25,5° mittel 30,71°: es schliipften 84 Raupen
nach 4 Tagen, 15 nach 4,33, 8 nach 5 Tagen.

28. Temp. max. 31,9° min. 31,2° mittel 31,54°: es schliipften 104 Raupen
nach 4 Tagen, 3 Raupen nach 4,5 Tagen. (Die letzten 3 Raupen schliipften iiber
Nacht; es bleibt die Moglichkeit, daB sie bei einer Durchschnittstemperatur
von 31,62° auch 5 Tage lagen.)

29. Temp. max. 34,4° min. 27,3° mittel 31,85°: es schliipften 14 Raupen
nach 4 Tagen, 2 nach 5, 4 nach 5,25 Tagen.

30. Temp. max. 33,15° min. 32,3° mittel 32,78°: es schliipften 4 Raupen
nach 4 Tagen, 6 nach etwas mehr als 4, 3 nach 4,25 Tagen.

31. Bei den letzten Temperaturen ging schon ein groBer Teil der zur
Beobachtung gesteliten Eier zugrunde, bei noch héheren Temperaturen
schliipften iiberhaupt keine Raupen mehr. Es wurden mehrere hundert
Eier beobachtet bei durchschnittlich 32,77° 34,29° 36°, 36,82°.

In Abb, 8 sind die Ergebnisse eingetragen. Die Gestalt und GréBe
der Punkte gibt ein ungefiahres Bild der Variationsbreite und des Ver-
haltnisses der Anzahl Tiere, welche diese Entwicklungsdauer aufweisen.
Die kiirzeste Entwicklungszeit konnte in Versuchsprotokoll 24 bei 29,6°
zu 3,75 Tagen beobachtet werden. Bei Temperaturen oberhalb dieses
kritischen Wiarmepunktes macht sich sehr bald eine Schidigung da-
durch kenntlich, da eine Verzogerung der Entwicklungsdauer deut-
lich wird und auBerdem viele Eier nach ihrem Aussehen zwar noch
mehr oder weniger weit die Riupchen entwickeln, diese aber nicht
schliipfen, sondern im Ei absterben.

Setzen wir voraus, daB hier ebenso wie bei Margaropus annulatus
die Embryonalentwicklung sich durch eine Kettenlinie wiedergeben
1aB8t, so miiBten wir ihre Konstruktion auf Grund der ermittelten
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empirischen Daten durchfithren konnen, wenn wir die allgemeine
Form y = %(ax -+ a—x)

zugrunde legen und ihren mathematischen Nullpunkt an die Stelle
setzen, an der sich die kiirzeste Entwicklungszeit (m) findet, also an
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Abb. 8. Die Temperaturabhingigkeit der Embryonalentwicklung der Mehl-
motte als Kettenlinie.

den kritischen Wirmepunkt (%) bei 29,6°. Der Wert m obiger Formel
wiare dann gleich 3,75 Tage. Die Richtungskonstante a errechnet sich



aus den Koordinaten Temperatur = 13,5°, Entwicklungsdauer = 21,8
Tage zu 1,164. Dabei miissen wir uns natiirlich auf den mathematischen
Nullpunkt der Kettenlinie beziehen, also auf w = 29,6°, so da} die zu-
gehorigen Koordinaten in diesem Bezugssystem sind: Ordinate = 21,8
Tage, Abszisse = 29,6—13,5 = 16,1 Temperaturgrade. Berechnen wir
nunmehr aus der Formel

m _ oy
y=;—(a(w —‘r)..Jr_a (w -‘f))7

in der y die Entwicklungsdauer und # die Temperatur gerechnet vom
Gefrierpunkt an bedeuten, die Kurvenwerte, so erhalten wir die in
Abb. 8 eingezeichnete dicke Linie. Man sieht, daB sie so gut, wie man
es nur irgend verlangen kann, die empirisch ermittelten Punkte erfaBt.
Damit ist der Beweis erbracht, daB die Kettenlinie auch die Embryonal-
entwicklung der Mehlmotte als Temperaturabhingigkeit richtig wieder-
gibt. Und da sich, wie schon gesagt, auch die iibrigen mir bekannt
gewordenen Daten aus der Literatur durchaus in unser Schema ein-
fiigen, konnen wir die Kettenlinie als die mathematische Form der
Temperaturabhiangigkeit der Entwicklungsvorginge betrachten. (Vgl.
dazu die auf S. 42 beigebrachten Beispiele.) Wir sind daher berechtigt,
die Kettenlinie als Grundlage fiir unsere weiteren biologischen Betrach-
tungen za nehmen und die theoretischen Folgerungen aus unserer Auf-
fassung zu ziehen.

Die mathematischen Eigenschaften der Kettenlinie sind aus der
Abb. 8 zu ersehen, und wir haben sie im wesentlichen schon besprochen
und auch den Charakter der Konstanten s und « in ihrer Formel

y =" @ +a=)

klargelegt. Der m-Wert ist also ohne weiteres aus der Kurve abzulesen
und durch den Abstand des Scheitels von der x-Achse bestimmt. Wir
sahen dann, daB die GroBe a die Bedeutung einer Richtungskonstanten
hat. Je groBer a wird, desto steiler verlauft die Kettenlinie. Da sich
zwei Kettenlinien mit verschiedenen a-Werten im Punkte m treffen
miissen, mit wachsendem x aber die Kurven jede fiir sich einer immer
groBeren Steilheit zustreben, so miissen sie auseinander weichen, also
ihr Abstand voneinander wird sich vergroBern. Bei der Abhingigkeit
Entwicklungsdauer/Temperatur haben wir, um {iberhaupt erst einmal
zu einer GesetzmiBigkeit dieser Beziehung zu gelangen, nur die Mittel-
werte aus einer grofen Zahl von Individuen als Ma genommen. Be-
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trachten wir in Abb. 8 die Gesamtheit der wihrend der Embryonal-
entwicklung der Mehlmotte durchlaufene Zeit, so sehen wir, daB wir
eine gewisse Variationsbreite zugrunde legen miissen. Dabei wollen
wir nur die unterhalb des kritischen Wirmepunktes gelegenen Tem-
peraturen heranziehen, aus Griinden, welche erst spater klarer werden
konnen, da oberhalb dieses Punktes Schidigungen sich bemerkbar
machen, die nicht ohne weiteres mit den Vorgingen unterhalb 29,6°
zu vergleichen sind. An dem rechten Schenkel der Kurve sehen wir,
dafl die Variationsbreite in den Versuchen mit sinkender Temperatur
immer grofer wird. Da aber, wie gesagt, die in Abb. 8 gezeichnete
Kettenlinie auf den Mittelwerten basiert isf, miissen wir annehmen,
daf} die Individualitit sich zwischen zwei Grenzwerten der Konstanten
a bewegt. Selbstverstindlich spielen auch Beobachtungsfehler mit
hinein, jedoch wird in jedem Einzelfalle durch eine verfeinerte Technik
und zeitlich enger umgrenzte Beobachtung festzustellen sein, ob die
individuellen Schwankungen innerhalb oder auBerhalb der Fehler-
grenzen liegen. In unserem Falle geniigt es fiir den vorliegenden Zweck
festzustellen, daBl die Variationsbreite in unsern Versuchsergebnissen
tatsichlich mit sinkender Temperatur grofer wird. Ich lasse es vor-
laufig dahingestellt, durch welche Faktoren sie im einzelnen bedingt
ist. Wir miissen also zwei Kettenlinien mit verschiedenen a-Werten
annehmen, welche als Grenzlinien die beobachteten Daten einschlieBen.
In Abb. 50 sind mehrere solche Kettenlinien gezeichnet, und man sieht,
wie das GroBerwerden der Variationsbreite durch das Ayseinander-
weichen zweier Grenzlinien mathematisch durch die Eigenschaften der
Kettenlinienfunktion bedingt ist.

Auch die an die Temperaturskala gekniipften Begriffe wie z. B.
Optimum, physiologischer Nullpunkt haben sich an der mathematischen
Gestalt der Kurve zu orientieren, jedoch sollen diese Dinge Gegenstand
eines besonderen Abschnittes sein, so daf3 ich hier nur darauf zu ver-
weisen brauche.

Es wurde schon (S. 14) kurz angedeutet, dafl die Kettenlinic mathe-
matisch durch Addition zweier zur y-Achse spiegelbildlich laufender
Exponentiallinien y = ma* und

Y = ma~*
entsteht, also die Resultierende dieser beiden Linien ist. Dement-
sprechend heiBt die Gleichung der Kettenlinie y = ”21 (@* 4+ a—=).



— 20 _

In Abb. 8 sind die beiden Exponentiallinien, aus denen die Ketten-
linie entsteht, als diinne Linien eingezeichnet. Fiir unendlich grofBe
== x wird der y-Wert gleich Null, d. h. die Exponentiallinie nihert
sich asymptotisch der x-Achse. In ihrem weiteren Verlauf schneidet
sie, wenn x = 0 wird, die y-Achse im Punkte m und verliuft weiter mit
wachsendem x immer steiler werdend bis c. Die beiden Formen

y=ma* und y=ma—*

liegen genau spiegelbildlich zur y-Achse.

Wir kénnen also auf Grund der mathematischen Struktur der
Kettenlinie den biologischen Vorgang, welcher sich in Abhangigkeit
von der Temperatur in der Anderung des Symptoms der Entwicklungs-
dauer kund tut, in zwei Einzelvorginge zerlegen, von denen der eine
mit steigender Temperatur gréBer und gréBer, der andere aber kleiner und
kleiner wird und umgekehrt bei sinkender Temperatur. Beide folgen einer
Exponentiallinie, unterscheiden sich aber durch das Vorzeichen der
unabhingigen Variabeln, hier der Temperatur, wenn wir dabei immer
im Auge behalten, daB wir als Nullpunkt den kritischen Warmepunkt
nehmen. Biologisch bedeutet das, dafl zwei Dinge gegeneinander wir-
ken, sich addieren, eine positive Funktion, die Forderung der Ent-
wicklungsvorginge durch Temperatursteigerung, und eine negative
Funktion, die Hemmung der bei der Entwicklung sich abspielenden
Prozesse. Beide folgen jede fiir sich einer Exponentiallinie von dem
in Abb. 8 wiedergegebenen Charakter. Bei niederen Temperaturen ist
die Hemmung sehr klein, die Férderung dagegen sehr gro. Je mehr
sich aber die Temperatur dem kritischen Wirmepunkt nihert, desto
mehr gleichen sich die beiden Prinzipien aus, um sich am Nullpunkt
genau die Wage zu halten. Oberhalb des kritischen Warmepunktes
liberwiegt dann die Hemmung und wird so gro8 (und die Férderung
so klein), daB sehr bald iiberhaupt keine Entwicklung mehr stattfindet.
Mathematisch miissen wir also der Férderung die Formel y = ma”™ und
der Hemmung die Formel y = ma™" zuerkennen.

Noch deutlicher wird der EinfluB der Schidigung bei héheren Tem-
peraturen, wenn wir nicht das Syniptom der Entwicklungszeit, sondern
den Prozentsatz der oberhalb des kritischen Wirmepunktes nicht mehr
schliipfenden Raupen heranziehen. Unterhalb 29,6° kommen fast alle
Eier zur Entwicklung, vorausgesetzt, dall sie nicht mechanisch ge-
schiadigt sind, oberhalb des Nullpunktes wird der Prozentsatz der tat-
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sichlich schliipfenden Raupen aber immer geringer. So gelangten im
Versuch 29 (S. 25) insgesamt 96 Eier zur Beobachtung, in Versuch 30
insgesamt 135 Eier, von denen nur 20,8, bzw. 9,7 VH schliipften.

Prinzipiell wichtig ist die Erkenntnis, daB jeder Punkt, der auf der
Kettenlinie liegt, in seiner Lage durch die beiden Exponentiallinien be-
stimmt ist, insofern nimlich, als die Strecke auf irgendeiner parallel
zur y-Achse verlaufenden Geraden, welche durch die Exponentiallinien
abgeschnitten wird, durch die Kettenlinie als der Resultierenden halbiert
wird. Biologisch bedeutet das: bei jeder Temperatur, auch innerhalb
der sogenannten Behaglichkeitszone, wirken beide Einfliisse, hemmende
und férdernde Momente, gleichzeitig im Or-
ganismus und bestimmen die Entwicklungs.
dauer als Symptom. Wir haben also an keinem
Punkte der Temperaturskala einen reinen Ein-
fluB eines der beiden Momente vor uns, wenn
auch praktisch die Vorgange, welche die Hem-
mung bewirken, bei niederen Temperaturen
gl stark in den Hintergrund treten. Dieses ge-

Terperatur rade half uns ja dazu, den a-Wert auf eine
535 w0 50 ev einfache Art und Weise berechnen zu kénnen
Abb. 9. Die Deutung (vgl. S. 19). Jedoch mochte ich nicht un-
der Kurve OMC durch  erwihnt lassen, daB besonders bei solchen
2Exponentialliniennach  Temperaturkurven, bei denen ein verhaltnis-

Duclaux. maBig kurzer Schenkel experimentell festgelegt
wurde, wie in vielen Fillen aus der Literatur z. B. auch bei den Atmungs-
vorgingen, die wir spiter noch zu besprechen haben, die Vernachlas-
sigung des kleinen Wertes ofter eine, wenn auch meist geringfiigige
Korrektur der so gefundenen Konstanten @ notig macht, um die be-
rechnete Kurve den experimentellen Daten genauer anzupassen.

Der Gedanke, daB die Temperaturabhingigkeit biologischer Vor-
ginge keine einheitliche Funktion ist, sondern aus zwei Prinzipien,
einem positiven und einem negativen, sich zusammensetzt, ist an sich
nicht neu und wurde wohl zuerst von Duclaux 1899 durch eine Ab-
bildung demonstriert, die ich in Abb. g wiedergebe. Allerdings handelt
es sich nicht um die von uns besprochene Kettenlinie, sondern um die
Kurve OM C in Abb. g, also um eine Form, die wir als die Reziproke
einer Kettenlinie erkannten. Jedoch muf ich ausdriicklich betonen,
daB eine solche Interpretation dieser Kurvenform bisher meines Wissens

2 A

c
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von keiner Seite angegeben worden ist. Vielmehr hat man versucht,
diese Linie unmittelbar aus dem Zusammenwirken von Exponential-
linien zu erkliren. Duclaux stellte sich vor, da8 ein biologischer Vor-
gang, wenn er rein ablauft, der Exponentiallinie 04 folgt, daB aber
ein anderer Vorgang, der von sich aus durch die Linie DB dargestellt
sein mag, dem ersten als negatives Prinzip entgegenwirkt, so da8 als
Gesamtresultat die Linie OM C entsteht, welche bei M ein Maximum
hat. Grundsitzlich in Zhnlicher Weise versuchte Piitter diese Kurve
in einzelne Exponentiallinien aufzulésen, wie das Schema in Abb. 10
es wiedergibt. Die dicker gezeichnete Linie stellt die zu analysierende
Kurve dar, welche in ihrem Verlauf durch ein positives Prinzip als
Exponentiallinie mit einem Q1o = 2

und durch ein irgendwie anders Q"’:Z';/ L=
laufendes negatives Prinzip als Ex- /]
ponentiallinie mit einem Qo= 16 // /\
bestimmt ist. Es handelt sich aber f /
hier im Grunde genommen mehr
um gedankliche Konstruktionen
als um eine Losung, die voll be-

lemperatur

friedigen kénnte. Denn Piitter o—m—r— =% 57 307 3
und Duclaux beziehen die Ex- Abb. 10. Die Deutung der Maximum-
ponentiallinien nicht auf ein be- kurve durch 2 Exponentiallinien nach
stimmtes Koordinatensystem mit Pitter.

einem festgelegten Nullpunkt, sondern lassen ihre Exponentiallinien will-
kiirlich durch das System laufen. Thre Schemata sind eben nur die gra-
phische Darstellung des Gedankens an sich, kénnen aber nicht den An-
spruch auf eine mathematisch strenge Formulierung erheben. Immerhin
sind sie aber rein als Gedanken wertvoll genug, und wir haben gesehen,
daf wir von einer ganz anderen Basis aus auch dahin gelangten. Aller-
dings ist die von Duclaux und Piitter behandelte Kurve auf diese
Weise einer solchen Analyse nicht zuginglich, wohl aber die von uns bei
den Entwicklungsvorgingen aufgefundene Kettenlinie, die, um es noch
einmal zu sagen, rein mathematisch durch die Addition zweier Exponen-
tiallinien entsteht. Das positive und negative Prinzip driickt sich hier,
weil wir sie auf den Nullpunkt eines Koordinatensystems, den kritischen
Warmepunkt der biologischen Funktion, beziehen, durch das um-
gekehrte Vorzeichen der Exponenten aus. Erst wenn wir sie als die
Reziproke einer Kettenlinie betrachten, gewinnen wir dann ein Ver-

4
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standnis fiir die von Duclaux und Piitter interpretierte Kurven-
form, die wir bisher als die Kurve der Entwicklungsgeschwindigkeit
kennen gelernt haben.

Bis jetzt haben wir angenommen, daf3 die beiden Exponentiallinien,
welche die Kettenlinie zusammensetzen, vollig spiegelbildlich gleich
sind, d. h. biologisch, daB der schidigende EinfluB der Temperatur-
erhohung der Forderung gleich stark entgegenwirkt. Aus den bis jetzt
besprochenen Fillen ist das aber nicht bewiesen, wenn auch die auf
dieser Gleichheit fuBende Kettenlinie bei der Entwicklungsdauer die
beobachteten Zeiten gut wiedergibt. An sich ist durchaus denkbar,
dal} die beiden sich summierenden Exponentiallinien nicht spiegelbild-
lich gleich sind. Da es sich hier bei den Entwicklungsvorgangen um
ihre Abhingigkeit von der Temperatur handelt, wiirde das biologisch
bedeuten, daBl die Vorginge im Organismus, welche die Hemmung
der fortschreitend geférderten Prozesse bewirken, mit einer anderen
Beschleunigung auf die Temperaturerhshung reagieren, mit anderen
Worten, dafl der Hemmungsgrad als Temperaturfunktion schneller
oder langsamer wichst als der Grad der Férderung. Mathematisch
wiirde dieser Unterschied in einem anderen a-Wert der beiden Exponential-
linien seinen zahlenmiBigen Ausdruck finden. An der Gleichheit des
m-Wertes, d.h. an der Uberschneidung der beiden Exponentiallinien
in einem Punkte, der auf der y-Achse, also in Hohe des kritischen Warme-
punktes, liegt, kénnen wir ohne weiteres festhalten, da theoretisch,
zunichst wenigstens, keine Veranlassung vorliegt, hier einen anderen
Sachverhalt anzunehmen.

Die beiden gegeneinander laufenden Prinzipien miissen dann durch
folgende Formeln ausgedriickt werden:

y=ma¥ und

Yy = ma;"*.
Die aus der Summierung sich ergebende Kettenlinie erhilt dann folgende
Form: m
y =" (a% + a7*).
Als Kurve hat sie einen Verlauf, wie die Linie J in Abb. 11 es zeigt.
Man sieht, daB in diesem Falle der Scheitel nicht mit dem Punkt » zu-
sammenfillt, dal also die Kettenlinie eine asymmetrische Gestalt er-
halt. Seine Ursache hat das in der schon besprochenen Tatsache, daB
die Exponentiallinien mit wachsendem a immer steiler verlaufen. Das
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macht sich dann in der Kettenlinie, wenn wir Exponentiallinien mit ver-
schiedenen a addieren, in der asymmetrischen Gestalt bemerkbar (steiler
in der Abb. 11 rechts fiir a; = 3 im Gegensatz zu links fir a, = 1,3).

Die Berechnung der a-Werte kann dhnlich wie bei der symmetrischen
Kettenlinie erfolgen, nur sind hierzu zwei Punkte mit groBem x .y,
auf jedem Kurvenast einer, notwendig, indem man bei positivem x
das a;*, bei negativem x das af vernachlassigt. Die Kurve muf3 also
hier experimentell auf eine groBere Strecke festgelegt werden. Nehmen
wir an, daB bei der Insektenentwicklung diese asymmetrische Ketten-

! |
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Abb. 11. Die asymmetrische Kettenlinie (I): y=—?(af+a;-") fir m=1,

a; = 3, a. = 1,3 und ihre Reziproke (II).

linie die mathematische Abhingigkeit richtiger wiedergibt als die
symmetrische, so wiirde sich daraus ergeben, daB die kiirzeste Entwick-
lungszeit nicht gleich m ist.

Rein aus den empirischen Daten der Dauer der Embryonalentwicklung
der Mehlmotte, bei der wir uns mit einer symmetrischen Kettenlinie be-
gniigen muBten, 148t sich die asymmetrische Form nicht erweisen, weil
sehr bald oberhalb des kritischen Warmepunktes die Entwicklung tiber-
haupt sistiert, also der andere Ast der Kettenlinie sehr kurz ist. Jedoch
zeigt manchmal auch schon dieser kurze Ast eine deutliche Asymmetrie
der Kettenlinie an, wie an Beispielen noch gezeigt werden soll. Zu einer
genauen Berechnung der Konstanten reicht er allerdings meist noch nicht
aus. Wir werden aber bei anderen Symptomen biologischer Vorginge die
Temperaturabhingigkeit auf einen groBeren Bezirk festlegen konnen
und im Zusammenhang spiter noch auf diesen Punkt zuriickkommen.

Janisch, Das Exponentialgesetz. 3
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Immerhin ist aber auch bei der Embryonalentwicklung der Mehl-
motte wahrscheinlich, daBl eine asymmetrische Form vorliegt, wenn
man die oberhalb des kritischen Warmepunktes deutlich erkennbare
gréBere Streuung der empirischen Punkte in dieser Richtung deuten darf.
Wir hatten S. 28 versucht, die bei tieferen Temperaturen auftretende
groBere Streuung der Daten durch zwei Grenzlinien einzuschlieBen,
die als Kettenlinien mit verschiedenen a-Werten die Eigenschaft des
Auseinanderweichens haben. Betrachten wir nunmehr auch noch die
Variationsbreite, die sich zwischen 30,8° und 32° bemerkbar macht,
so erkennen wir aus der Breite der eingetragenen Versuchsergebnisse,
daB die Streuung hier eine viel groBere ist als auf dem spiegelbildlichen
Ast der Kettenlinie in der glei-
chen Entfernung vom Null-
punkt. Ferner zeigt sich, daB3
der letzte Punkt, den wir ex-
perimentell erfassen konnten,
wiederum Kkleiner ist als die
vorigen. Es scheint mir, dal3
diese Anzeichen einer Asym-

metrie deutlich genug sind,

SV 5 oo 7 5 ¥ 5 5 7 5 7 » umin dhnlicher Weise wie bei
Abb. 12. Asymmetrische Kettenlinien mit den niederen Temperaturen
verschiedenen Konstanten. auch hier fiir die GroBe der
Variation eine Begrenzung durch zwei asymmetrische Kettenlinien zu
versuchen. In Abb. 12 sind zwei asymmetrische Kettenlinien eingetra-
gen, die auf denselben m-Wert (m = 2) bezogen, aber mit verschiedenen
a-Werten berechnet wurden. Die Linie I hat als Konstanten ¢; =1,2 und
a, = 3, die Linie II a; = 1,1 und a2, = 1,5. Die beiden Kurven schnei-
den sich zweimal, im Punkte m auf der y-Achse und dann bei einem + %
von etwa 2,6. Sie fassen eine Fliche zwischen sich, die deutlich zeigt,
daB die Variationsbreite bei der Embryonalentwicklung der Mehlmotte
sich in dieses Schema einfiigen 14Bt, denn sie wird bei sinkender Tem-
peratur ebenso wie bei symmetrischen Kettenlinien immer groBer, wird
dann bei einem Temperaturwert, der + x = 2,6 entspricht, theoretisch
gleich null, dann aber weichen die beiden Grenzlinien wieder auseinander
und treffen sich erneut in Hoéhe des mathematischen Nullpunktes.
Weitere Moglichkeiten, die Variationsbreite durch Linien einzugrenzen,
ergeben sich, wenn man andere asymmetrische Kettenlinien zugrunde
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legt, die sich nur einmal oder gar nicht schneiden, dhnlich wie es fiir
die reziproke Form in den Abb. 28 und 29 durchgefiihrt wird. Ist somit
wahrscheinlich gemacht, daB sich bei unserem Objekt die Temperatur-
abhingigkeit der Entwicklungsdauer durch zwei asymmetrische Ketten-
linien mit verschiedenen a-Werten einschlieBen 14Bt, so ergibt sich
aber aus dieser Voraussetzung eine sehr wichfige Folgerung. Der tiefste
Punkt der Kettenlinie, d. h. also die kiirzeste Entwicklungsdauer, ist
nicht gleich m, sondern dieser Punkt liegi da, wo sich die beiden Linien
zum zweitenmal schneiden, d. h. wo die Variationsbreite wieder gleich
null wird. In unserem Fall bedeutet das, daB wir den mathematischen
Nullpunkt der asymmetrischen Kettenlinie an die Stelle der Temperatur-
skala zu setzen haben, wo die Entwicklung iiberhaupt aufhért, wo also
kein Leben mehr moglich ist. Diesen Punkt miissen wir dann als kriti-
schen Warmepunkt bezeichnen, der also jetzt unter Beriicksichtigung
der nunmehr gewonnenen Gesichtspunkte eine andere, tiefere Bedeutung
erhilt als urspriinglich, als er bei der symmetrischen Form am Scheitel
lag. Wir muBten aber zunichst von dieser Symmetrie ausgehen, um
zu unserem Schema zu gelangen und die Abhingigkeiten mathematisch
formulieren zu koénnen.

Als Ergebnis dieser Untersuchungen ergibt sich also, daB3 die Tem-
peraturabhingigkeit der Embryonalentwicklung (y) der Mehlmotte als
eine asymmetrische Kettenlinie von der allgemeinen Form.

=" (at + a7

als Durchschnittslinie angesehen werden kann, die auf dem kritischen
Warmepunkt als mathematischen Nullpunkt bezogen ist. x bedeutet
dann die Anzahl Temperaturgrade gerechnet vom kritischen Wirme-
punkt aus. Oberhalb dieses Punktes ist kein Leben mehr méglich,
die in Abb. 12 auf der negativen Seite des Koordinatensystems gelegenen
Kurventeile sind biologisch irreal. Der kritische Warmepunkt begrenzt
also die Lebensmoglichkeit, und die GroBe m ist die Entwicklungsdauer
bei dieser Temperatur.

Entsprechend der Asymmetrie der Kettenlinie mit verschiedenen
a-Werten der Komponenten verlduft auch die Reziproke

" (@ + ar,

I
. . y
hier gezeichnet als
5 X —x
y = 2 " (@7 + a3
3*
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asymmetrisch (Abb. 11 I1). Auch hier liegt der Maximumpunkt nicht
auf der y-Achse, und die beiden abfallenden Aste nihern sich der x-Achse
verschieden schnell.

3. Die mathematischen Beziehungen der Kettenlinie
zu ihren Reziproken.

Aus der Untersuchung der Temperaturabhangigkeit der Entwick-
lungsdauer ergeben sich mehrere Gesichtspunkte, die uns bei der Be-
handlung weiterer Abhingigkeiten sehr wohl den Weg zu einer Analyse
dieser Vorginge weisen kénnen. Als erstes erkannten wir, daBl die Ab-
hangigkeit der Entwicklungsdauer von der Temperatur die Form einer
Kettenlinie hat, zweitens, daf die Entwicklungsgeschwindigkeit als
reziproker Wert der Zeit einer Kurve folgt, die als die Reziproke der
Kettenlinie bezeichnet werden kann. Als drittes benutzten wir die
bekannte Tatsache, dal die Kettenlinie durch Addition zweier spiegel-
bildlich zur y-Achse laufender Exponentiallinien als Resultierende ent-
steht, zu einer kurvenmiBigen Analyse der Entwicklungsvorginge
in ihrer Abhéingigkeit von der Temperatur. Der Begriff der reziproken
Funktion war uns ferner methodisch wertvoll, weil sie durch die Art
ihres Verlaufs zum Hilfsmittel wurde, den Charakter der urspriinglichen
Funktion zu erkennen.

Es scheint darum notwendig, den Begriff der Reziproken, zunichst
einmal in bezug auf die Kettenlinie, sich etwas naher anzusehen und in
dem gekennzeichneten Sinne anzuwenden. Wenn wir in der Formel der

Kettenlinie m
y= ~(a*+a"")

statt y den Wert —;; einsetzen und so zu der Reziproken gelangen, so

ist es natiirlich durchaus méglich, nicht nur diese eine Variable der
Funktion durch ihren reziproken Wert zu ersetzen, sondern auch in

der Kettenlinienformel x¥ gegen den Wert i eihzutauschenl). Wir miissen

also eine y-Reziproke, die wir mit Ry bezeichnen wollen, und eine x-
Reziproke (Rx) unterscheiden, und weiter hat auch die letzte von
sich aus wiederum eine y-Reziproke, so da wir von der Kettenlinie aus-
gehend insgesamt vier verschiedene Fille erhalten:

I

1) Ich merke dazu an, da z. B.y = a; = ’i/a( ist.
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1)y =" @+
(@ + 2~

I m

2)y 2

Gestalt und Verlauf dieser vier Funktionen sind simtlich unterschied-
lich und aus den Abb. 13 bis 16 zu ersehen. Im einzelnen stellen sie sich

folgendermaBen dar:
Fall 1 (Abb. 13). Die Ketten-

linie y = - (¢*+a~*) hat ihren
Scheitel in 7 und verlauft spie-

gelbildlich zur y-Achse bis co.
Fall 2 (Abb. 14). Die y-Rezi-

proke der Kettenlinie: % =

m — . .
” (@ +a~*) hat ein Maximum

im Punkte -, biegt, spiegel-

J I S|
6 5 ¥ 3 2 -1 0 * 2 3 ¥ 5 6

bildlich gleich, S-formig um Lo L
und nahert sich fiir positive
und negative x asymptotisch
der x-Achse.

Abb. 13. Die Kettenlinie

y=%(a"+a—-“) fir m =2, a=1,5.

Fall 3 (Abb. 15). In der x-Reziproken der Kettenlinie:y="" (a 4 a_?>

lernen wir einen neuen Kurventyp kenmen. Die Linie liegt fiir
% = 0 im Unendlichen, verlduft dann spiegelbildlich fiir positive
und negative ¥ an der
y-Achse entlang und
nahert sich sehr schnell
asymptotisch der durch 403
den Punkt m gehenden
Parallelen zur x-Achse.
Die Kurve hat auf den +07
ersten Blick einen hyper- T
belartigenCharakter,wenn # 9 ¢ 7 6 5 # 5 21 0+ 23 4 §6 768350
man sie als Asymptoten- Abb. 14. ; = Zl (@*+a=*) fir m=2, a=18.
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gleichung (x .y = ¢) auf die durch m gehende Parallele zur x-Achse
bezieht. Als solche wiirde sie in unserem Koordinatensystem durch die
Gleichung % . (y—m)=c¢
Z darstellbar sein. Jedoch
, bei niherem Zusehen er-
6
5
"

kennt man, daB das x . y-
Produkt, selbst wenn es
auf die m-Linie bezogen
T2 wird, nicht konstant ist,
L anders ausgedriickt, bei
“ g gleichen # und y (bzw.
Abb. 15. y=7—"—(a;+a—?) fiir m=2, a=2. ¥ —m) sind die Abstande
2 der Kurven von den Ach-
sen ungleich, die Kurve ,hingt sozusagen. Trotz ihres hyperbel-
artigen Verlaufs ist also die Linie, welche durch unsere exponentiale
Gleichung dargestellt wird, deutlich als solche gekennzeichnet.

I I

Fall 4 (Abb. 16). Die Form —;—/z ?(a;—{—a ”), die wir als x - y-
Reziproke .der Kettenlinie bezeichnen wollen, hat als x-Reziproke des
Falles 2 statt des Maximums ein Minimum im Koordinatenanfangs-

punkt, steigt dann von da aus S-férmig an und nihert sich asym-
ptotisch der m-Linie.

5 0'5‘

5w 3 7 7 0 1 7 g T s

13

I
Abb. 16. —i»:%l(a;—i—a_“’) filr m=2, a=3.

Es sind also alle vier Typen deutlich durch ihren Charakter von-
einander zu unterscheiden. Als besonders wichtig ist aber die Tatsache
festzuhalten, daB sie sich simtlich aus esner Form, nimlich der Ketten-
linie, herleiten und diese wiederum auf zwei einfache Exponentiallinien
zuriickzufithren ist. Es ist also auch ohne weiteres moglich, die ver-
schiedenen Typen direkt miteinander zu vergleichen, da sie sich jeder-
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zeit leicht ineinander umformen lassen. Wir werden noch ausfiihrlich
dariiber zu reden haben, denn hier liegt die Basis, auf der wir das Ex-
ponentialgesetz aufbauen werden. In diesem Zusammenhang mag der

g
8
7
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0 8 8 7 6 & 4% 3 2-1 0+ 2 3 4 5 6 7 8 9 1

Abb. 17. y= -’;-l (a* + a—*) mit ihren Reziproken Rx und Ry.

Hinweis gentigen, da3 sich durch den Begriff der reziproken Funktion
mehrere ihrem Charakter und Verlauf nach so verschiedene Kurventypen
auf eine gemeinschaftliche Grundlage zuriickfithren lassen. Ob eine
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Abb. 18.

v = Zg (@* + a~* mit ihren Reziproken Rx und Ry.

dieser exponentialen Funktionen vorliegt, 148t sich dementsprechend
sehr leicht dadurch beweisen, daB man von der urspriinglichen Kurve
ausgehend zu jedem - und y-Wert je einmal den reziproken Wert er-
rechnet und fiir die zugehorige Ordinate bzw. Abszisse in das Koordi-
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natensystem eintriagt. Durch Vergleich der in den Abb. 13—16 ge-
gebenen Kurven ist ohme weiteres ersichtlich, daB jede Linie in
ihrem durch die Formel dargestellten Charakter durch den Verlauf der
3
8

zugehorigen Reziproken sofort bestimmt werden kann. Haben wir also
eine experimentell gegebene Kurve, so kann der Typ, dem sie angehért,
dadurch erkannt werden, dafl man zu jedem y-Wert den reziproken
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Abb. 20. (a"'-—{- a_;'\) mit ihren Reziproken Rx und Ry.

x-Wert und umgekehrt eintriagt, zunichst einmal ohne jede Riicksicht
auf die biologische Bedeutung solcher Umkehrung. Als vierte Kurve
kann dann auch noch die xy-Reziproke hinzugenommen werden. Unter
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Umstianden kann dadurch der Charakter der Ursprungskurve noch
sicherer bestimmt werden.

In den Abb. 17—=20 sind die Kurven in ihrer rein mathematischen
Beziehung zueinander und auf dasselbe MaBsystem bezogen dargestellt,
wihrend es in den Abb. 13—16 nur darauf ankam, den typischen Ver-

lauf zur Anschauung zu bringen. Die Funktion ;— = —72— (@® 4+ a™™)

hat darum in Abb. 18 eine sehr flache Form, ihr eigentlicher Charakter
ist deutlicher in Abb. 14 zu erkennen. Im Gegensatz dazu zeigt die

I I

Funktion 517 = ”21 (a; +a "') in Abb. 20 einen verhiltnismiBig steilen

Abfall zum Nullpunkt. Seinen Grund hat das darin, daB diese beiden
Kurven sich anders verhalten, wenn wir den a-Wert verindern. Niheres
dariiber soll im Zusammienhang mit der mathematischen Behandlung
des Exponentialgesetzes gesagt werden.

4. Die Temperaturabhingigkeit biologischer Vorginge
als exponentiale Funktionen.

Wenn wir bisher von der Untersuchung der funktionalen Abhangig-
keit der Entwicklungsdauer von der Temperatur ausgingen und da-
durch, daB wir die Kettenlinie als ihren mathematischen Ausdruck zu-
grunde legten, zu allgemeineren SchluBfolgerungen kommen konnten,
so ergibt sich nunmehr die Notwendigkeit, klarzustellen, welcher Art
denn die Symptome sind, die einer Messung zuginglich sind. Bei den
Entwicklungsvorgingen haben wir bisher die Zeit gemessen, welche ein
Organismus braucht, um von einem bestimmten Punkt seiner Entwick-
lung bis zu einem anderen zu gelangen. Erst durch Rechnung konnten
wir dann die Entwicklungsgeschwindigkeit finden. Es ergab sich, da3
die Kurven, welche diese beiden verschiedenen Symptome graphisch
darstellen, ebenso wie sie selbst, in einem reziproken Verhiltnis zu-
einander stehen. In anderen Fillen messen wir jedoch nicht eine Zeit,
sondern eine Geschwindigkeit, also einen Vorgang pro Zeiteinheit.

Wir werden darum auch eine entsprechende Kurve dieses oder
jenes Charakters erhalten, je nachdem, was man bei einem Lebensvor-
gang messen kann oder messen will.

Die Temperatur ist im lebendigen Ablauf ein so wesentlicher Faktor
und spielt so in alle Lebenserscheinungen hinein, daB er iiberall seine
Beriicksichtigung finden mufl. Es liegt jedoch nicht in meiner Absicht,
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schon an dieser Stelle alle derartigen Abhingigkeiten zu analysieren.
Wir werden im speziellen Teil dieses Buches noch mehrfach Gelegen-
heit finden darzutun, wie die Temperatur bei den Lebensvorgingen
eine Rolle spielt. Es kann sich hier zunichst nur darum handeln, an
einigen Beispielen zu zeigen, daB die Gesichtspunkte, die sich durch
das Prinzip der reziproken Beziehungen bei exponentialen Funktionen
ergeben, auch bei der Abhingigkeit anderer Vorginge von der Temperatur
von Wert sind. Einzelheiten werden im Zusammenhang mit den
Erscheinungen als solchen im spe-
ziellen Teil dieses Buches zu er-

S
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N ¢
.&) P :
3 / Ortern sein.
N

0,
Aiza / Entwicklungs- und
3 / Wachstumsvorginge.
S
Qs

Bei den Entwicklungsvorgin-
) f gen haben wir bisher die Em-
bryonalzeit und die Puppenruhe
von Insekten betrachtet. Fiir die
0/ Raupenperiode und die Gesamt-
T 5T 5 77 entwicklung sind die Daten in
Ternperatur der Literatur recht spirlich, im-
Abb. 21. Die Temperaturabhangigkeit merhin zeigen auch sie, wie z. B.
der F11rchungsgescth§igkeit VOm .o den Angaben Bluncks iiber
Seeigel Arbacia. . .
Dytiscus zu entnehmen ist, daB
die bisher mit Nutzen verwendete Kettenlinie auch hier die Grundlage
fiir eine mathematische Formulierung der Temperaturabhingigkeit ab-
geben kann. Das gleiche gilt fir die Kurven, welche Voelkel iiber
den Eintritt des Todestages der jungfraulichen und der begatteten
Weibchen, iiber den letzten Tag der Eiablage, der Begattungs- und
Befruchtungsfihigkeit fiir den Khaprakifer gibt. Doch auch bei
anderen Gruppen von Organismen lassen sich die Kurven der Entwick-
lungsvorginge in unser Schema einordnen, z. B. die der klassischen
Untersuchungen von O. Hertwig (nach Kanitz) iiber die Embryonal-
entwicklung des Frosches. Sie geben ein typisches Bild der Zeiten,
welche der Froschkeim bis zu einem bestimmten Punkt seiner Ausbil-
dung braucht, und es ist leicht zu sehen, daB die Kurven dem Typ der
Kettenlinie sich angleichen, also ebenso wie bei der Insektenentwick-
lung einem Minimum zustreben.

17000/ Furchurn
S
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Die Temperaturabhingigkeit der Furchungsgeschwindigkeit von
Seeigeln errechnete Kanitz aus den Zeiten der Furchungsdauer nach
Loeb und Wasteneys und versuchte sie in seiner Abb. g als gerade
Linie darzustellen, jedoch ist aus unserer Abb. 21, welche die von Kanitz
angegebene Geschwindigkeit von Arbacia wiedergibt, mit aller Deut-
lichkeit zu entnehmen, daB hier eine Abhingigkeit von der Temperatur
im Sinne unserer Anschauung vorliegt, nimlich als Reziproke einer
Kettenlinie.

Auch die Entwicklungszeiten von Bakterien folgen in ihrer Tem-
peraturabhingigkeit einer Kettenlinienfunktion. Nach den Beobach-
tungen von Lane-Claypon (Tab. 49 von Kanitz) lassen sich die
ermittelten Punkte, vor allem fiir Bacillus coli und entereditis ohne
weiteres als Kettenlinie darstellen, bei B. typhosus reichen die Daten
nicht aus, um hier Sicheres sagen zu koénnen, jedoch liegt kein Grund
vor, hier eine andere Funktion, etwa eine gerade Linie, anzunehmen.

Bei allen diesen Abhingigkeiten leitet uns die aus den biologischen
Beobachtungen entnommene Vorstellung, daB entsprechend dem Ver-
lauf der Kettenlinie die Zeit, die ein Organismus fiir einen bestimmten
Teil des biologischen Ablaufs benétigt, mit sinkender Temperatur immer
groBer wird, daB aber bei hoheren Wirmegraden sich Schadigungen
bemerkbar machen, die eine Verzogerung der Entwicklungsvorgiange
im Gefolge haben. Die Wirkung solcher Schidigung erkennen wir an
dem Vorhandensein eines Minimums, des Scheitels der Kettenlinie, und
dann daran, daB die Kurve nach Uberschreitung des Minimums wieder
ansteigt. Wie weit wir diese Tatsache beobachtend verfolgen konnen,
hingt von dem Objekt ab. Bei der Embryonalentwicklung von Marga-
ropus und Ephestia haben wir gesehen, daB3 schon sehr bald die Raupchen
absterben. Diese Tatsache ist deswegen von besonderer Bedeutung,
weil sich hier dann nicht mit Sicherheit entscheiden lieB, ob Férderung
und Hemmung denselben Wirkungswert im Organismus besitzen, mit
anderen Worten, ob die Konstante @ beider Faktoren denselben oder
verschiedenen Zahlenwert hat. Trotz des oft sehr kurzen aufsteigen-
den Astes in der Wirmezone kann er aber doch in manchen Fillen so
steil verlaufen, daB die Asymmetrie der Kettenlinie deutlich zu erkennen
ist. Als Beispiel mag Bacillus subtilis dienen, bei dem nach Zahlen von
Migula (nach Piitter 1914) die Zeit von der Keimung der Spore bis
zur Neubildung der Spore so von der Temperatur abhingig ist, wie
Abb. 22 es wiedergibt.
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Auch fiir die Keimung von Pflanzensamen gilt unser Prinzip, dem
wir formel- und kurvenmaBig durch das Schema der Kettenlinie eine
feste Form gaben, denn die Daten der Keimungszeitén, welche nach
den Untersuchungen von De Candolle von Sanderson in seiner
Abb. 6 gezeichnet wurden, lassen sich durchaus in unsere Auffassung
einfiigen.

Diese Beispiele mogen geniigen, um klarzulegen, daB3 die Kettenlinie
fir die Entwicklungszeiten und ihre Reziproke fiir die zugehorigen
Geschwindigkeiten ihre Bedeutung in .
den verschiedensten Stammen des Or-
ganismenreiches hat, und daB die wei-
teren Untersuchungen in dieser Rich-
tung von dieser grundsatzlichen Ein-
stellung zu den Dingen geleitet werden
miissen. Das gleiche gilt von Wachs-
tumsvorgingen einzelner Teile. Die
Temperaturabhingigkeit der Regene-
rationsdaver von Tubularia crocea
(nach A. R. Moore aus Kanitz,
Tab. 51) folgt z. B. einer Kurve, die
in ihrem Verlauf trotz des nicht sehr
Temperatur weit ausgedehnten Temperaturinter-
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170° 20° 30 #0° wvalls soviel Ahnlichkeit mit einer

Abb.22. DieTemperaturabhéngig- Kettenlinie hat, daB wir die daraus zu

keit der Zeit von der Keimung
der Spore bis zur Neubildung der
Spore, Bacillus subtilis.

folgernden Gesichtspunkte fiir den
zeitlichen Verlauf von Wundheilung
und Regeneration bei der weiteren
experimentellen Erforschung zugrunde legen konnen. Denn daB bei
héheren Temperaturen eine Verzogerung des Regenerationswachstums
eintritt, erscheint nach den Erfahrungen iiber die Vorginge bei der
normalen Entwicklung durchaus wahrscheinlich.

Atmung.

Die Frage, nach welcher GesetzmaBigkeit der Sauerstoffverbrauch
und die Kohlensiureabgabe von der Temperatur abhingig ist, hat
die Forscher fast noch mehr beschiftigt als die Entwicklungsvorgange,
ja ich mochte sagen, dieses Teilgebiet der Stoffwechselphysiologie ist
das Schlachtfeld des ganzen Kampfes gewesen, bei dem es sich darum
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handelte, ob diese Abhingigkeit durch eine Exponentiallinie oder eine
Gerade darstellbar ist. Immer wieder glaubte man, sich auf die soge-
nannte Behaglichkeitszone beschrinken zu miissen, aber auch hier lie
sich eine Einigung dariiber nicht erzielen, ob Exponentiallinie oder
Gerade oder die Kroghsche Normalkurve vorliegt. Besonders die
Feststellung, daBl bei einer bestimmten Temperatur der Gaswechsel
ein Maximum hat und danach meist sehr rasch absinkt, fithrte dazu,
mehrere sich tiberlagernde Exponen- O
tiallinien anzunehmen, die symbo- 70
lisch Férderungen und Hemmungen
darstellen sollten. Die ausfithrlichen
Darlegungen Piitters in dieser sl 7
Richtung haben wir schon an Hand -
unserer Abb. 1o besprochen und ge- 7?9
sehen, dal auf diesem Wege nicht _,,
weiterzukommen war. In Abb. 23 -
gebe ich zwei typische Gaswechsel- 80
kurven von Insektenpuppen nach sok
v. Buddenbrock und v. Rohr -
wieder, und zwar in I von der Fliege 4«
Calliphora vomitoria mit einem Ma- i z
ximum und in IT von dem Liguster- aor
schwirmer Sphinx ligusire die so oft ol s L - : .

. . . .- . o 5° 10° 15° 20° 25° 30°
diskutierte charakteristische Linie in Temperatur
der Behaghchkeltszon'e,. die man als Abb. 23, Stoffwechsel-Temperatur-
Kroghsche Normallinie bezeichnet ;. ~ Inscktenpuppen: I Cal-
hat und welche fir Wirbeltiere in  ziphora vomitoria, II Sphinx ligustri.
unserer Abb. 2 gezeichnet ist.

Wenn wir hier die Gesichtspunkte anwenden, die uns bisher schon
bei der Analyse derartiger Kurven geleitet haben, so erkennen wir,
daf die vorliegende Form mit unserer Kettenliniereziproken identisch
ist, denn es liegt bei diesen Stoffwechsel-Temperaturkurven ein Ge-
schwindigkeitsvorgang vor, weil der Sauerstoffverbrauch und auch die
Kohlensidureabgabe als Menge pro Zeiteinheit gemessen wurde. Die
Kroghsche Linie ist dann nichts weiter als der aufsteigende Ast der
Kettenliniereziproken. Ferner ist aus Abb. 23 I leicht zu sehen, daB
innerhalb eines bestimmten Temperaturintervalls, in Abb. 23 I z. B.
zwischen 10° und 25° die Temperaturabhingigkeit des Gaswechsels

T

160}




— 46 —

auch durch eine gerade Linie ausgedriickt werden kann, wenn wir die
von Piitter beigebrachten und auf S. 17 besprochenen Gesichtspunkte
mit beriicksichtigen. Als Ganzes betrachtet ist aber die Stoffwechsel-
Temperaturkurve eine Kettenliniereziproke, also der Gasaustausch ist
als Temperaturfunktion durch die allgemeine Gleichung

I m

v 2
formelmaBig zum Ausdruck zu bringen, welche ebenso wie die Ketten-
linie bei den Entwicklungsvorgingen auf den kritischen Warmepunkt
als mathematischen Nullpunkt zu beziehen ist.

Hier tritt nun der Fall ein, den wir auf S. 32 schon besprochen haben,
dafBl nidmlich die Kurve asymme"érisch wird, also Férderung und Hem-
mung in ihrer Formel als Exponentialfunktionen nicht den gleichen
a-Wert besitzen, so daB nicht obige Gleichung gilt, sondern

(@ +a)

I m x —x

Y= —2—((1I -+ a;?).

Vergleichen wir die Linie I in Abb. 23 mit der Kurve II in unserer
Abb. 11, welche die rein mathematische Beziehung darstellt, so erkennen
wir, daB der mathematische Nullpunkt nicht mit dem Maximum der
Atmungskurve zusammenfillt. Der m-Wert der Formel 148t sich also
nicht so ohne weiteres durch Beobachtung finden oder aus der Kurve
ablesen, wie es bei der symmetrischen Kettenlinie der Embryonalent-
wicklung von Margaropus und Ephestia moglich war.

Da es sich an dieser Stelle nur darum handelt, das Prinzip festzu-
legen, nach welchem derartige Kurven aufgefait werden miissen, soll
die Feststellung der Tatsache hier geniigen.

Ahnlich wie wir bei den Entwicklungsvorgingen aus der Zeit, die
wir als Entwicklungsdauer beobachteten, die zugehorige Geschwindig-
keit berechnen konnten und so zu der reziproken Kurve gelangten,
konnen wir auch bei der Temperaturabhiangigkeit der Atmungsinten-
sitit aus der Geschwindigkeit die Zeit berechnen, die der Organismus
benétigt, um eine bestimmte Menge Sauerstoff zu veratmen oder Kohlen-
sdure auszuscheiden. Schon Piitter (1g9r4) hat die Notwendigkeit er-
kannt, die Daten hierfiir zu wissen, um zu genaueren Vergleichswerten
zu kommen. ErsagtS. 167:

,,Wenn wir irgendwelche Lebensprozesse bei verschiedenen Tempera-
turen vergleichen wollen, so ist es sinngemiB, die Zeiten gleicher physio-
logischer Vorginge zu vergleichen und nicht die Vorginge in gleichen
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Zeiten‘‘. ,,Bei den Untersuchungen iiber die Atmung (und bei den Pflanzen
auch iiber die Kohlensiureassimilation) miite man dementsprechend die
Zeiten bestimmen, innerhalb deren eine gewisse Menge Kohlensiure produ-
ziert oder eine gewisse Menge Sauerstoff verbraucht ware.*

Berechnen wir unter Zugrundelegung des Prinzips der reziproken
Funktionen aus den Daten der Atmungsintensitit die zugehorigen
Zeiten, so erhalten wir die Rezi-
proke der Gaswechselkurve in Ge- 28
stalt einer Kettenlinie, die dann
natiirlich auch eine asymmetrische
ist. Abb. 24 gibt fiir die Puppe von
Calliphora vomitoria die Anzahl i
Stunden an, die 1 kg Korpersub- 1°
stanz benotigt, um 1 1 Sauerstoff

-126
—124
-122

~76

-17#

zu veratmen. Durch unser Prinzip 1.
kommen also die methodischen .
Schwierigkeiten in Fortfall, von 3 s
denen Piitter spricht, und wir . 1e
werden doch seiner Forderung ge- 1

-12

recht. Die Art der Berechnung Terperatur
ist sehr einfach, denn wir brauchen #° %" 20"
nur den reziproken Wert der durch ~ Abb. 24. Die Temperaturabhangig-
keit der Zeit, die 1 kg Korpergewicht
der Puppe von Calliphora vomitoria
benétigt, um 1 Liter O, zu veratmen.

1 ! - 1
5 70 5

14

das Experiment ermittelten Menge
Sauerstoff pro kg Korpergewicht
und Stunde zu nehmen, um zu der
Zeit in Stunden zu gelangen, die fiir die Veratmung von 1 ccm O, be-
nétigt wird. Fiir eine groBere Menge ist dann mit der Zahl von ccm zu
multiplizieren, im Falle unserer Abb. 24 also mit 1000.

Bei den mir aus der Literatur bekannt gewordenen Daten der At-
mungsintensitit handelt es sich grundsitzlich immer um den gleichen
Kurventyp. DaB auch die Pflanzenatmung nach dem gleichen Prinzip
verlauft, zeigt z. B. noch unsere Abb. 25, welche die Kohlensiure-
produktion von Keimlingen von Lupinus luteusnach Amm (ausDetmer)
bei normaler und intramolekularer Atmung in ihrer Temperaturab-
hangigkeit darstellt. Von besonderem Interesse ist der Gaswechsel
des FluBkrebses, den Brunow eingehender untersuchte, insofern,
als sich hier Bezichungen zu unvollkommenen Abbauprodukten des
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Stoffwechsels nachweisen lassen, deren Menge sich durch ihre Eigenschaft,
Permanganat zu entfirben, messen 148t. In Abb. 26 (nach Piitter
1911) zeigt die ausgezogene Linie den Sauerstoffverbrauch des FluB-

e, krebses  bei steigender
740t Temperatur, die wir ohne
7201 weiteres als den aufstei-
700 genden Ast unserer Ketten-
‘;Z I liniereziproken deuten kon-
0 nen. Entsprechend dem
2 wachsenden O,-Verbrauch

—

—

S S S S S S nimmt aber die Menge der
-470° 5° 10° 5° 20° 25° 30° 35° 40° 45° 50° 55° o g
unvollstindig  oxydierten

Tatt ) Produkte mit steigender
CO.-Abgabe der Keimlinge von Lupinus . .
: Temperatur in einer Weise
luteus: — normale, —- —-—- intramolekulare

Atmung. ab, wie sie in Abb. 26 durch

die gestrichelte Linie wie-

dergegeben ist, und wir sehen, daBl die Kurvenform als Kettenlinie

aufgefaBt werden kann. Das bedeutet aber, daB die beiden Vorginge

im Organismus, Sauerstoffverbrauch und Abnahme der Permanganat

entfarbenden Stoffe in einem reziproken Ver-
héltnis zueinander stehen.

- —
L

Abb. 25. Die Temperaturabhéangigkeit der

Bei den Siugetieren hat der Gaswechsel
in seiner Abhingigkeit von der Temperatur
immer besondere Beachtung fiir das Zu-
standekommen des Winterschlafs gefunden.
DaB auch hier unser Schema Geltung hat,

~ | zeigen die Zahlen, welche als Durchschnitts-
0—l L | Termperatur . .

P We.rte von Nagai (nach Kanitz, Tab. 57)
Abb. 26. Die Temperatur- beim Murmeltier angegeben wurden. Der
abhingigkeit des O,-Ver- Zustand des Tieres ist bei 36,5° wach, bei
brauches (—) und der 24,4° schlaftrunken, bei 13,5° tritt leiser
BildungPermanganatent-  Schlaf und schon bei geringer Temperatur-

firbender Stoffe (— — - -) . . . o . .
beim FluBlkrebs. erniedrigung (bei 10°) dann tiefer Schlaf ein.

~

Einer besonderen Besprechung bedarf bei
der Behandlung des Atmungsproblems der respiratorische Quotient R Q,

2

also die Anderung des Verhiltnisses COO , mit wechselnder Tempera-

tur, die so oft Gegenstand von Uberlegungen iiber den Anteil der
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verschiedenen Grundstoffe beim Umsatz gewesen ist. Von unserem
Standpunkt aus handelt es sich darum festzulegen, wie die Linie ver-
laufen muf}, welche die Anderung des RQ bei Temperatursteigerung
wiedergibt. Wir nehmen als Basis die Erkenntnis, daB sowohl der O,-
Verbrauch als auch die CO,-Abgabe einer Kettenliniereziproken folgt.
Wir greifen nun auf die Tatsache zurtick, die wir bei der Embryonal-
entwicklung der Mehlmotte feststellen konnten, daB die Variations-
breite mit sinkender Temperatur immer gréBer wird, und daB die Ver-
groBerung sich aus dem Verlauf der mathematischen Funktionen ab-
leiten und begriinden 14Bt. Auch bei der Kohlensiureabgabe und dem
Sauerstoffverbrauch haben wir zwei asymmetrische Linien, die wir in
Beziehung zueinander setzen und die wir beide als Kettenliniereziproke

11 [N RN NN DUR NN NN R B |
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Abb. 27. Die Temperaturabhingigkeit des respiratorischen Quotienten (RQ),
Fall 1. Ot m=2, ar=1,1, a2 =1,5; CO,: m=2, a; = 1,2, a, = 3.

ansprechen wollen. Wir konnen dabei drei grundsitzlich verschiedene
Falle unterscheiden, deren biologische Realitit theoretisch denkbar ist.
Als Basis nehmen wir also, wie gesagt, die Formel

I m

=5 @z a7,
der sowohl CO.-Abgabe wie O,-Verbrauch folgen. Die drei Moglich-
keiten sind folgende:

1. Es sind die a-Werte der CO,-Kurve beide groBer als die ent-

sprechenden der O»-Kurve, dann erhalten wir das Bild der Abb. 27. Die
m-Werte sind in dieser Abbildung gleich gewahlt. Es iiberschneidet also

die CO»-Kurve die O,-Kurve, d. h. der respiratorische Quotient COO_z
2

hat an zwei Stellen den Wert 1. Wiirden m; und s, verschieden sein,
so fiele der eine Schnittpunkt nicht in die y-Achse, sondern in das
negative Feld unseres Koordinatensystems, wie es z. B. in Abb. 28

Janisch, Das Exponentialgesetz. 4
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der Fall ist. Die Kurve des respiratorischen Quotienten (RQ) hat hier
die Gestalt einer Kettenliniereziproken, steigt also mit der Temperatur-
erhohung an, geht {iber den Wert 1 hinaus, erreicht ein Maximum,
fallt dann iiber den Punkt RQ = 1 hinweggehend schnell zum Null-
punkt ab. _

2. Ferner konnen zwar die ar-Werte der COz- und 0,-Kurve in
einem #hnlichen Verhiltnis stehen, aber a, (CO,) ist kleiner als a, (0.).
Das Bild dieser Kurven gibt Abb. 28. Hier schneidet die CO,-Kurve
die des Sauerstoffverbrauches nur einmal und zwar entsprechend der
Ungleichheit der m-Werte bei etwa x = — 1. Die Kurve des respira-
torischen Quotienten hat
hier einen ganz anderen
Verlauf als im ersten
Falle. Sie steigt mit der
Temperatur zunichst
langsam, erhilt aber von
der Temperatur an, wo
die Maxima der Atmungs-
kurven liegén, einen sehr

TSNS NN TR NN VORI N NN NN VRN SN N N SN N SN e FNN O NN | b
Cir Tt i s s v wraunsersww Steilen Charakter. Der

" Abb. 28. Die Temperaturabhingigkeit des RQ wird also immer

respiratorischen Quotienten (RQ), Fall 2. groBer. Der Kurventyp

Oz: m=1, az=1,1, az=3; COz: m=143, ist der der Exponential-

@ =12, da =2. linie, allerdings nicht der

einer einfachen Funktion y =ma™", sondern einer asymmetrischen, weil

der rechte Teil flacher verlauft als der linke. Ihre Formel mufl dem-
entsprechend in der allgemeinstén Form sein:

y = % (m,a7% 4 ma;%).

Sie besteht aus zwei einfachen gleichsinnig verlaufenden Exponential-
linien mit verschiedenen Konstanten. Der Wert RQ = 1 wird in diesem
Fall nur einmal erreicht. Auch in dem Fall, wo die GO,-Kurve die
0,-Kurve schon auf der rechten Seite des Koordinatensystems schneidet
und von da ab die Kohlensiureproduktion immer grofer bleibt als der
Sauerstoffverbrauch, folgt die RQ-Linie dem besprochenen Typ, nur
schneidet er dann die y-Achse in einem Punkt, der gréfer ist als eins.

3. Die dritte Méglichkeit ist die, daB sich die beiden Atmungskurven
itberhaupt nicht schneiden, wie Abb. 29 es wiedergibt. Hier ist a; (CO,)
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groBer als ar (O), und ebenso a, (CO,) gréBer oder, wie in der Zeichnung,
gleich a, (02). Der RQ erreicht hier niemals den Wert 1. Er steigt
zwar auch mit der Temperatur und erreicht ein Maximum, fillt dann

aber nicht wie im 1. Falle

steil zur Null ab, sondern
nihert sich ganz allmih-
lich einem konstantenWert,
der Kkleiner ist als eins.
Ausden mir bekannt ge-
wordenen Untersuchungen
1Bt sich mit Sicherheit
nicht entscheiden, ob alle
theoretisch  konstruierten

ay
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Moglichkeiten tatsachlich s 4 3 z-7 0+7 2 3 ¥ 5 6 768 9 W 1Z 5™
bei der Atmung der Orga- Abb. 29. Die Temperaturabhingigkeit des
nismen vorkommen, da Tespiratorischen Quotienten (R(Q), Fall 3.

auch hier wieder die Tat-
sache festzustellen ist, daB

Ozt m=1, ar=1,3, az=3; COz: m=2,

ar =1,5, A, = 3.

in den Versuchen meist nicht die hoheren Temperaturen genauer unter-
sucht wurden, oder, wo es geschah, die angegebenen Daten so wenig

zahlreich sind, daf sich eine Ent-
scheidung nicht treffen 1aBt. In
Abb. 30 sind zwei Beobachtun-
gen eingetragen. Die Linie I gibt
den respiratorischen Quotienten
der Hefe an nach Zahlen, die
von Gzapek auf Grund der
Untersuchungen von Eréhaut
und Quinquaud angenommen
werden (nach Piitter S. 182)
und folgt offenbar dem Modus
des RQ in Abb. 28. Die Linie IT
stellt den RQ des Regenwurmes
bei hohen Temperaturen dar
(nach Piitter S. 391), ihr Cha-
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Abb. 30. Die Temperaturabhingigkeit
des respiratorischen Quotienten:
x Hefe, O Regenwurm.

rakter deutet auf ein Verhiltnis der Atmungskurven, wie es theore-
tisch in der Abb. 29 angedeutet ist. Die Kurven fiir den RQ von
der Stabheuschrecke Dixippus morosus (nach v. Buddenbrock und

4*
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v. Rohr) sind fiir unsere Zwecke ganz unverwertbar, denn die fiir die
Atmungskurven ermittelten Werte zweier Versuchsreihen liegen fiir sich
schon so weit auseinander und infolgedessen haben die RQ-Linien einen
so unterschiedlichen Charakter, daf8 hier genauere Werte abgewartet
werden miissen. '

Aus den hier erdrterten Gedankengingen heraus 1aBt sich soviel
sagen, daB die kurvenmiBige Behandlung auf der von uns gegebenen
Basis der Kettenlinie und ihrer Reziproken die bei der Atmung vor-
liegenden Verhiltnisse einer Analyse zuginglich macht und einer Ver-
tiefung unserer Anschauungen iiber die Bedeutung des respiratorischen
Quotienten in der Stoffwechselphysiologie den Weg bereiten kann.

Reizbarkeit.

Bis jetzt haben wir nur Vorginge betrachtet, die aus der Stoff-
wechselphysiologie entnommen sind, und gerade diese Erscheinungen
haben bisher in der Behandlung des Temperaturproblems auch in
allererster Linie interessiert. Doch auch die verhaltnismaBig wenig
umfangreichen Untersuchungen auf anderen Gebieten zeigen mit aller
Deutlichkeit die Fruchtbarkeit unserer Gedankenginge iiber die Tem-
¥ peraturabhingigkeit. Die Tatsache,
welche wir aus den bisherigen Be-
trachtungen entnehmen kénnen, daf3
solche Vorginge, die als Zeit ge-
messen werden, sich als Ketten-
linien darstellen, diejenigen aber,
welche Geschwindigkeiten sind, als

6
Sekurden

N
T

die zugehorigen y-Reziproken, finden
Ternperatur wir auch bei einer Reihe von Er-
0 20" w0  #°  5° scheinungen aus anderen Gebieten
Abb. 31. Die Temperaturabhingig-  der Physiologie wieder.
keit der LaFenzzeit der glatten Snyder stellte die Temperatur-
Muskeln im Froschmagen. . .
abhingigkeit der Latenzzeiten der
Kontraktionen von Streifen aus dem Ventrikel der Schildkrote fest.
Die Kurve seiner Zahlen (nach Piitter 1914), folgt offenbar dem
Kettenlinientyp, ebenso die Latenzzeiten der glatten Muskeln der
Katzenblase (Stewart nach Kanitz, Tab. 28). Mit aller Deutlich-
keit tritt die Kurve der Temperaturabhingigkeit der Latenzzeit als
asymmetrische Kettenlinie bei den Untersuchungen von Paul Schultz
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(nach Kanitz) am Froschmagen in Erscheinung (Abb. 31). Ebenfalls
ist die Zeit der Verkiirzungsphase von Streifen aus der Muskulatur des

Ventrikels der Schildkréte (Snyder
nach Piitter 1914) als Kettenlinie
zu interpretieren.

Die Zahlen, welche nach Piitter
von Ganter und von Snyder iiber
die Temperaturabhingigkeit der
Nervenleitung im Nervus ischidiacus
des Frosches gegeben werden, diffe-
rieren ziemlich erheblich, immerhin
ist aus Abb. 32 zu ersehen, daB} in
beiden Fillen die Deutung als Ge-
schwindigkeitskurve, also alsy-Rezi-
proke einer Kettenlinie zulissig ist,
denn allen angezogenen Beispielen
miissen wir voraussetzen, daB bei
niederen Temperaturen die biologi-
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Abb. 32. Die Temperaturabhingig-
keit der Geschwindigkeit der Ner-
venleitung im N. ischiadicus des
Frosches: @ nach Ganter, X nach
Snyder.
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schen Prozesse stark verlangsamt sind, daB aber andererseits bei hohen
Temperaturen Schidigungen eintreten, welche ein Minimum der Zeit
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Abb. 33. Die Temperaturabhingigkeit
der ,Perioden erster Ordnung*“ des
elektrischen Organs des Zitterwelses.

120
110)

Temperatur
T

Jo

Abb. 34. Die Temperaturabhingig-
keit der geotropischen Prisenta-
tions- (I) und Reaktionszeit (II) bei
der Keimwurzel von Lupinus albus.

und ein Maximum der Geschwindigkeit entstehen lassen. Ein derartiges
Minimum hat auch die Dauer einer ,,Periode erster Ordnung’ (Abb. 33)
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des elektrischen Organs des Zitterwelses (nach Koike aus Kanitz
Tab. 26), deren Temperaturabhingigkeit sich als deutliche Kettenlinie
darstellt.

Auch die Erscheinungen bei den Reizvorgingen pflanzlicher Objekte
lassen sich durch unser Prinzip gut erfassen. So sind die Kurven der
geotropischen Prisentations- (I) und Reaktionszeiten (II) der Keimwur-
zeln von Lupinus albus (nach Czapek aus Kanitz Tab. 30) in Abb. 34
deutliche asymmetrische Kettenlinien. Durch den Charakter der Ketten-
linie, vor allem, wenn sie am Scheitel sehr flach verliauft, ist bedingt,
daB} sich innerhalb bestimmter
Temperaturen die Zeiten nur
sehr wenig adndern, eine Tat-
sache, die dazu getfiihrt hat, zu
sagen, dafB in diesem Bezirk die
Temperatur den betreffenden
Vorgang iiberhaupt nicht be-
,| einfluBt, z. B. bei der Prisenta-
tionszeit in Abb. 34 zwischen
15° und 30°. Von besonderem
Interesse ist fiir unsdie Erschei-
nung, die von de Vries (nach
Kanitz Tab. 32) naher unter-
sucht wurde, daB nimlich die
| Termperatur o Reizschwelle fiir die phototro-
v 2" 0" " pische Kriimmung von Koleop-

Abb. 35. Die Temperaturabhangigkeit  tijon von Avena sativa bei hohe-

de1:. Reizschwelle fiir die Phototroplsc e Len Temperaturen sich andert,
Kriimmung von Koleoptilen von Avena

sativa nach verschiedenen Stunden Vor- ~WENN Inan verschieden lange
wirmung (1 und 18). Zeit das Objekt vorwarmt, und

zwar in einer Art, die an Hand
der Eigenschaften asymmetrischer Kettenlinien sofort verstandlich
wird, wenn wir die entsprechenden Kurven in Abb. 35 betrachten.
Die ausgezogene Linie stellt die Reizschwellenwerte nach einem Vor-
wiarmen von einer Stunde dar, die gestrichelte nach einem Vorwarmen
von 18 Stunden. Es dndert sich also nach unserer Auffassung der a,-Wert
der Kettenlinienformel, d.h. biologisch der Schidigungsfaktor des
ganzen Systems.
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Rhythmische Bewegungen.

Die Temperaturabhingigkeit rhythmischer Bewegungen ist 6fter un-
tersucht worden und 4Bt sich mit unseren grundsitzlichen Erwigungen
in eine vollkommene Ubereinstimmung bringen. Abb. 36 gibt die Herz-
schlagfrequenz der Katze (nach Snyder) wieder, welche der Kettenlinie-
reziproken folgt. Denselben 150
Typ hat die Temperaturab-
hiangigkeit der Frequenz des
dorsalen Blutgefifles des ma-
rinen Wurms Nerets virens
nach Rogers, ebenso die Herz-
schlagfrequenz des XKrebses
Ceriodaphnia nach Robert-
son und des Schildkriten-
herzens (Emys curopaea) nach Ternperatur
Galeotti und Piccinini, »° 20° 20° prid "

ferner auch die Pulsierungs- Abb.36. Die Temperaturabhingigkeit
der Herzschlagfrequenz der Katze.

700

50

frequenz von Medusenglocken
von verschiedenen Arten, z. B. von Cassiopea nach E. Newton
Harvey und Rhizostoma nach Veress (aus Kanitz). Auch bei
Wirbeltierorganen mit glatter Muskulatur finden wir denselben
Kurventyp, z. B., wie Abb. 37 zeigt, bei der Kontraktionsfrequenz des
jungen Hithnergsophagus nach sz
Buglia (nach Kanitz Tab. 20), ,,L
wenn als Ordinate die Zahl der
Kontraktionen in 30 Minuten
3 Stunden nach der Ubertragung
in Ringerlosung aufgezeichnet wird.
Diese Untersuchungen Buglias Tegperatur B
gewinnen deswegen noch eine be- 0w w0 w0
sondere Bedeutung, weil er die Abb. 37. Die Temperaturabhingig-
Kontraktionen in verschiedenen  keit der Kontraktionsfrequenz des
Zeitpunkten nach der Ubertragung jungen Hihnerésophagus.
gezdhlt hat, so daB aus der Gestaltsinderung der Kurve, die wir in
unserer Formel durch andere m- und a-Werte zahlenmiBig zum
Ausdruck bringen, auf die Geschwindigkeit des Absterbens isolierter
Organe einige Schliisse gezogen werden konnen.

MiBt man bei rhythmischen Bewegungen nicht die Frequenz, also
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die Zahl der Kontraktionen pro Zeiteinheit als Geschwindigkeit, sondern
die Dauer einer Pulsation, wie es z. B. Kanitz (Tab. 25) bei den
Vakuolen der Infusorien tat, so haben wir dieselbe Erscheinung, wie bei
den Entwicklungsvorgingen, wir erhalten als Kurve eine Kettenlinie
(Abb. 38).

DaB die Atemfrequenz als Geschwindigkeitskurve von der Tem-
peratur abhingig ist, zeigt Abb. 39 von der Stabheuschrecke Dixippus
morosus nach v. Buddenbrock und v. Rohr, ferner ist aber aus ihr
noch zu ersehen, daB die Gestalt

sich dndert, je nachdem, wie groB
der Sauerstoffgehalt der Luft ist.
[ §
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Abb. 38. Die Temperaturabhingigkeit Abb.39. Die Abhdngigkeit der Atem-

der Dauer einer Pulsation derVakuolen frequenz von der Temperatur bei

des Infusors Glaucoma colpidium. verschiedenem O,.-Gehalt der Luit
bei der Stabheuschrecke.

Die ausgezogenen Linien sind von den Autoren {ibernommen, es diirfte
jedoch bei einem Sauerstoffgehalt von 21 vH die von mir eingezeich-
nete gestrichelte Linie den tatsachlichen Verhaltnissen naher kommen.
Es zeigt sich, daB hier eine variable AuBenbedingung in den Zahlenwert
der Konstanten 7 und a unserer Formel eingeht, so daB die durch
Verinderung des Sauerstoffgehalts der Luft eintretende Anderung der
Reaktion eines Organismus vergleichend gemessen werden kann. Dieser
Punkt wird bei unseren spiteren Betrachtungen noch eine weitere
Betonung finden, da wir den Zahlen 7 und a einen Vergleichswert
zusprechen miissen. Hier sei deshalb schon darauf verwiesen.



57 —

Blutgerinnung.
Uber die Methoden zur Messung der Geschwindigkeit der Blut-

gerinnung in ihrer Abhingigkeit

von der Temperatur hat sich Kanitz

S. 156 ausfithrlich genug ge-

auBert. Fiir uns geniigt es, die )| |
Art der Abhangigkeit zu unter-
suchen. Die Zahlen von Addis
(nach Kanitz) sind ausreichend
genau, um feststellen zu kon-
nen, daf3 auch hier wieder eine
Kettenlinie vorliegt, wie Abb. 40

S0+

zeigt, wenn wir als Ordinaten 3}
die Gerinnungszeiten eintragen.
Die Qio-Werte, welche Kanitz
errechnet, liegen zwischen 10°
und 20° bei 4,0 und zwischen
20° und 34° bei 2,65, zeigen
also ein deutliches Absinken an,

20}

1701

Tem/fer'afur |

| mOmem0 o I

ein Zeichen, daB hier die RGT-
Regel nicht gelten kann. Wir
werden zu untersuchen haben,
welche Griinde fiirdas Absinkenheran-
gezogen werden missen, jedoch soll
das Aufgabe cines besonderen Ab-
schnittes sein, auf den ich an dieser
Stelle verweisen kann.

Zellphysiologische
Erscheinungen.

Mit den Eigenschaften des Proto-
plasten als kolloides System werden
wir uns im speziellen Teil dieses
Buches nizher befassen. Um aber zu
zeigen, daB auch die Temperatur-
abhingigkeit zellphysiologischer Er-

20° 20° 30° #0° 50°

Abb. 40. Die Temperaturabhingigkeit
der Gerinnungszeit des Menschenblutes.
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Abb. 41. Die Temperaturabhin-

gigkeit der Protoplasmarotation

in der Stengelparenchymzelle

des Bliitenstiels von Vallisneria
spivalis.

scheinungen unserem Schema sich einfiigt, kann die Kurve der Proto-
plasmapermeabilitit der Blattepidermis von T7radescantia mach van
Rysselberghe (sieche Kanitz Tab. 34) herangezogen werden. Tragt
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man auf der Ordinate die Dauer der Plasmolyse mit 0,2 Mol. KNOj
in Minuten auf, so sieht man, daB die Temperaturabhingigkeit einer
Kettenlinie folgt. In dhnlicher Weise verlduft die Deplasmolyse. Auch
die Protoplasmarotation ist als Temperaturfunktion als Kettenlinie
aufzufassen. Abb. 41 gibt die Zeitdauer in Sekunden wieder, die ein
bestimmtes Zellkérperchen in einer Parenchymzelle des Bliitenstiels
von Vallisneria spivalis braucht, um o,x mm zuriickzulegen (nach
Velten, aus Kanitz Tab. 33). Allerdings wird hier mit einer einfachen
Kettenlinie nicht auszukommen sein, da die Kurve wenige Grade tiber
Null viel steiler verlauft als es der sehr flachen Kettenlinie bei hheren
Temperaturen entsprechen wiirde. Wir haben aber bei Besprechung
des respiratorischen Quotienten eine Form von Exponentiallinien
kennen gelernt, die wir als asymmetrische bezeichnet haben und der
wir die allgemeine Formel

I
y = -; (m:ta'f + m, a;

gaben. Sie zeichnet sich dadurch aus, da8 die eine Hailfte flach und
die andere sehr viel steiler verlauft (vgl. Abb. 28). Legen wir derartige
asymmetrische Exponentiallinien zugrunde, um durch Addition von
zwej solchen mit umgekehrten Vorzeichen zu einer Kettenlinie zu ge-
langen, so erhalten wir eine Form, die bei entsprechender Wahl der
Zahlen der Kurve der Protoplasmarotation entspricht. Diese Ketten-
linie ist, wenn die beiden Exponentiallinien spiegelbildlich sind, an
sich eine symmetrische, trodem sind aber die Komponenten als
asymmetrisch zu bezeichnen. Eine solche Kettenlinie wiirde dann fol-
gende allgemeine Form haben:

y =2 [ £ Onaz + m.ap) + % omazr + maz)|
oder in anderer Form geschrieben
y = |55 + o) + " (@ + a7

Das bedeutet, dafl die hier zur Rede stehende Kurvenform auch als
die Resultierende von zwel symmetrischen Kettenlinien aufzufassen
ist, deren Konstanten verschiedene Werte haben. Es wird ganz auf
die Fragestellung ankommen, ob bei der Analyse von Kurven, wie wir
sie bei der Protoplasmarotation kennen gelernt haben, eine Auflésung
in zwei Kettenlinien oder in zwei asymmetrische Exponentiallinien
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vorzuziehen ist. Zu asymmetrischen Kettenlinien wiirde man gelangen,
wenn man die Gleichung

I I I .
y = |5 Om.af -+ m,aD) -+ 1 (myazs + myar?)

zugrunde legt. (Vgl. zu dieser Kurvenform aber auch Abb. 83 I.)
Der groBe Anteil, den die Fermente am zellphysiologischen Geschehen
haben, ist unbestritten, und wir werden noch Gelegenheit haben, die
Reaktion der Fermente in ihrer funktio- ¢
nalen Abhingigkeit von den Systembedin- 132:
gungen zu besprechen. Die Temperatur- ‘;g:
abhangigkeit solcher Prozesse ist hiufig f_z:
untersucht worden. Ich gebe in Abb.42eine 4}
Kurve von Duclaux wieder, welche die [
umgesetzten Mengen bei der Invertierung 5& " Temperajur
von Zucker als Temperaturfunktion dar- 0" 20" 30" 40° 50" 60° 70°
stellt. Der Verlauf entspricht der y-Rezi-  AbDb.42. Die Temperatur-

. . o . angigkeit derI ie-
proken einer asymmetrischen Kettenlinie. abhangigkeit der Invertie
rung von Zucker.

5. Die biologischen Bezirke der Temperaturskala.

Als Ergebnis der besprochenen Abhingigkeiten biologischer Vor-
ginge von der Temperatur kénnen wir festhalten, daB sich die mathe-
matische Formulierung dieser funktionalen Beziehungen als Ketten-
linie, wenn es sich um eine Zeit, oder als ihre y-Reziproke, wenn es
sich um eine Geschwindigkeit handelt, durchaus bewihrt. Wesentlich
ist dabei, daB diese beiden Kurventypen die Reaktion des Organismus
oder seiner Teile auf jede Temperatur, soweit {iberhaupt Leben mog-
lich ist, wiedergibt, daB wir uns also nicht auf einen bestimmten Teil
der Temperaturskala beschrinken miissen. Der Nullpunkt der funk-
tionalen Abhingigkeit ist biologisch bestimmt, also nicht von duferen
Momenten wie etwa dem Gefrierpunkt des Wassers abhingig. Wir
gehen dabei aus von der mathematischen Funktion, d. h. wir setzen
einen mathematisch geforderten Nullpunkt an eine Stelle, der, wie der
kritische Warmepunkt, biologisch markiert ist. Ausgehend von der
mathematischen Gestalt der Kurven und ihrem Bezugssystem ist der
kritische Warmepunkt der einzige geforderte und notwendige Punkt.
Bei den asymmetrischen Formen liegt unterhalb desselben «in Minimum
der Zeit bzw. ein Maximum der Geschwindigkeit. Betrachten wir nur
ein Symptom biologischer Vorginge, etwa die Dauer der Entwicklung
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oder die Atmungsintensitit in ihrer Abhiangigkeit von der Temperatur,
so ist diese Stelle als Optimum zu bezeichnen, denn hier wird die kleinste
Zeitspanne, bzw. die groBte Geschwindigkeit erreicht.

Es ist aber nur ein Optimum dieses Symptoms. Ziehen wir aber
noch andere mit heran, wie beispielsweise bei der Embryonalentwick-
lung der Mehlmotte die Anzahl der bei hoheren Temperaturen schliip-
fenden Raupen (vgl. S. 29), so wird man beide zusammenfiigen miissen,
um festzustellen, welche Stelle wir als Optimum bezeichnen wollen.
Wir miissen dann fragen, bei welcher Temperatur findet sich die ge-
ringste Entwicklungsdauer der groBtmaoglichen Anzahl Raupen. Denkt
man dabei z. B. an die Insektenaufzucht, so wird man eine Minderung
des einen Faktors zugunsten des andern in Kauf nehmen miissen. Es
kommt dann ganz auf die Absichten des Ziichters an, ob er etwa iiber-
haupt Raupen so schnell wie moglich haben will oder viel Raupen in
einer moglichst kurzen Zeit. Da aber noch andere Aullenbedingungen
wie Ernahrung und Feuchtigkeit von EinfluB} auf die Entwicklungs-
dauer sind und fiir diese Abhingigkeiten wieder andere Optima gelten,
wird sich die Definition des Begriffs auf eine ganze Reihe von verschie-
denen Symptomen beziehen miissen.

Auf der Basis der exponentialen Abhingigkeit biologischer Vor-
ginge von der Temperatur muBl die von Blunck auf Grund seiner
Hyperbel aufgestellte kritische Kéltezone und der kritische Kiltepunkt
(siehe Abb. 1), das ist der mathematische Nullpunkt der Hyperbel, in
Fortfall kommen, denn die Kettenlinie und entsprechend ihre y-Rezi-
proke laufen ohne Riicksicht auf die tiefen Temperaturen, vor allem
auch auf den Gefrierpunkt, kontinuierlich weiter. Es gibt also keine
niedere Temperatur, bei der die Entwicklung oder die Atmung voll-
kommen stillsteht, gleich Null wird. Die Bluncksche Hyperbel nihert
sich der durch den kritischen Kiltepunkt gehenden Geraden asympto-
tisch, die Kettenlinie wird zwar mit der geringsten Temperaturernie-
drigung wegen ihrer immer gréBer werdenden Steilheit sehr weit hinaus-
gefiithrt, aber die Entwicklungsdauer bleibt theoretisch immer endlich,
denn die Kettenlinie schneidet jede durch einen Punkt tiefer Temperatur
gehende Parallele zur Achse der Entwicklungsdauer (vgl. Abb. 8) in
einem wenn auch noch so fernen Punkte. Es gibt also keinen physio-
logischen Nullpunkt, an dem die Lebenstitigkeit vollkommen ruhte,
wenn auch, praktisch gesprochen, die Entwicklungsdauer fast unend-
lich groB oder die Atmungsintensitit fast unendlich klein wird.
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Es gehort nicht in den Gedankengang dieser Betrachtung, daB tiefe
Temperaturen das Leben abtéten, denn hier liegen Verhiltnisse vor,
die auf einer anderen Beeinflussung des Organismus (Einfrieren der
Korperfliissigkeiten und dadurch hervorgerufene ZerreiBungen usw.)
beruhen. Uber die bei tiefen Temperaturen eintretenden Ereignisse gibt
die bekannte schematische Abbildung von Bachmetjew fiir unsere
Zwecke ausreichende Aufklirung. Da hier kolloidchemische Zustands-
anderungen auftreten, miissen diese Verhiltnisse gesondert betrachtet
werden.

6. Der Temperaturkoeffizient.

Wegen der groflen Bedeutung, welche der Temperaturkoeffizient
(10 in der Biologie gespielt hat und noch spielt, haben wir uns mit dem
GroBenverhaltnis dieser Zahl noch besonders zu beschiftigen. Wir
sahen, daBl die van't Hoffsche (RGT.-) Regel deswegen nicht voll ge-
niigen konnte, weil der Qr-Wert bei einem und demselben Vorgang
nicht konstant blieb. Auf Grund der Ableitung des Temperaturkoeffi-
zienten wurde entwickelt, daB Qi nur dann konstant sein kann, wenn
die zu Grunde gelegte Kurve eine Exponentiallinie nach der Berthelot-
schen Formel hea-b

ist. Rein 'kurvenméBig haben wir erkannt, daB sich die Temperatur-
abhangigkeit biologischer Vorginge in den besprochenen Fillen durch
reine Exponentiallinien nicht erfassen la3t, wohl aber durch eine Ketten-
linie oder ihre y-Reziproke. Bei der Anwendung der RGT-Regel in
der Biologie ist die grundsitzliche Verschiedenheit des Kurvenverlaufs
dieser beiden Typen oft nicht beachtet worden, und man hat infolge-
dessen die Temperaturkoeffizienten von der Zeitenkurve und ihrer Ge-
schwindigkeitsreziproken unmittelbar vergleichen wollen. Sollen aber
unsere exponentialen GesetzmiBigkeiten zu Recht bestehen, so mufl
die Veranderung der GroBenordnung der Quo-Werte durch unsere
Kurven ihre Erklirung finden.

An den auf S. 6 zitierten Beispielen ist zu ersehen, daB z. B. bei
der Temperaturabhingigkeit der Puppenruhe von Tencbrio molitor,
also einem Vorgang, den wir durch eine Kettenlinie kurvenmiaBig dar-
stellen, Q1o mit steigender Temperatur von 6,9 auf 1,5 sinkt, da3 aber
die Herzschlagfrequenz der Katze, welche in Abb. 36 gezeichnet ist
und als Kettenliniereziproke gedeutet wurde, Qro-Werte aufweist, die
von 1,8—2,9 ansteigen, dann aber wieder bis auf 2,3 absinken.
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Berechnen wir aus den entsprechenden rein mathematischen Kurven

die zugehorigen Temperaturkoeffizienten nach der Gleichung
kt 10
on = —]:;‘—7

so erhalten wir die in nachfolgender Tabelle niedergelegten Zahlen.
Wir legen dabei die in Abb. 13 und 14 gezeichneten Kurven zugrunde,
also eine Kettenlinie mit den Konstanten m = 2 und 2 = 1,5 und eine
Kettenliniereziproke mit m =2 und ¢ = 1,8, Um ihnen die Eigen-
schaft von Temperaturkurven zu geben, wollen wir annehmen, da8
jede dort gewihlte Einheit auf der x-Achse einem Temperaturintervall
von 5° und der Punkt + x = 6 einer Temperatur von 10° entspricht.

Temperatur | Qio Kettenlinie | Q.0 Reziproke | Temperatur | Qi Reziproke
0—10 2,24 3,241 20—22 3,101
10—20 2,18 3,214 22—23 3,202
20—30 1,95 2,084 23—24 3,0
30—40 1,345 1,773 24—26 2,95
40—50 0,742 0,846 26—28 2,006
50—60 0,511 0,335 28—30 2,832

Aus den beiden Stiben in der Tabelle links ergibt sich sowohl bei der
Kettenlinie wie bei ihrer Reziproken ein Absinken des Temperatur-
koeffizienten von 10 zu 10°, so daB wir diese an biologischen Objekten
so oft beobachtete Tatsache als typische Eigenschaft unserer Kurven
betrachten miissen. Wir diirfen aber eins nicht iibersehen. Bei dem
gleichmaBigen Verlauf der Kettenlinie geniigt zwar die Qio-Berechnung
aus den Daten, die 10 Temperaturgrade auseinander liegen, aber die
Reziproke hat nicht diesen glatten Verlauf, sondern geht aus einer
konvexen in eine konkave Form iiber, mit anderen Worten, sie hat
einen Wendepunkt, und zwar auf jedem Ast zwischen x = = 2 und
x = 7= 4, d. h. in unserer angenommenen Temperaturkurve zwischen
20° und 30°. Es ist selbstverstindlich, dafl der Wendepunkt in diesem
Temperaturbezirk nicht ohne EinfluB auf die Quo-Werte sein kann.
Da es sich ferner gerade um die Zone handelt, die man z. B. bei vielen
Insekten als die optimale bezeichnet und oft untersucht hat, so miissen
wir hier kleinere Temperaturintervalle zur Berechnung von Qo heran-
ziehen. Nach der bekannten Formel (vgl. Kanitz S. 10)
(10 log k2 — log k1)
Q.0 =10 tz — i
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wurden fiir unser Beispiel die in der Tabelle S. 62 rechts eingetragenen
Zahlen ermittelt, und man sieht, daB Qi in dieser Zone zunichst an-
steigt und dann wieder fallt. Bei noch kleineren Intervallen wiirden wir
ein noch ofteres Steigen und Fallen um den Wendepunkt herum fest-
stellen koénnen.

Ein volles Verstindnis fiir diese Verhdltnisse kénnten wir durch
eine eingehende mathematische Behandlung gewinnen, jedoch wiirde
dabei ohne hohere Rechnungsarten nicht auszukommen sein, so daB
wir, dem Charakter dieses Buches entsprechend, hier darauf verzichten
miissen. Soviel aber ist auch ohnedem klar, daB3 die van’t Hoffsche
Regel trotz der Bemithungen von Kanitz, ihre Giiltigkeit aus den
Q10-Werten einer groBen Anzahl von Lebensprozessen zu beweisen, in
der Biologie den Weg zum Verstindnis der Lebensvorgange nicht
weisen kann. Hingewiesen sei in diesem Zusammenhang auch auf
H. Przibram 1923, der eine groBe Anzahl von Qo-Werten zusammen-
gestellt hat. Die groBe Fiille von Material, das Kanitz bearbeitet hat,
zeigt durch seine Qo-Zahlen mit aller Deutlichkeit, daf die von uns
als Basis fiir die Temperaturabhingigkeit biologischer Vorginge ge-
nommenen Kurvenformen der Kettenlinie und ihrer Reziproken den
tatsiachlichen Verhiltnissen in einer Weise gerecht werden, die alle be-
kannt gewordenen Erscheinungen als GsetzmiBigkeit umfafit. Auch
Kanitz hat in jingster Zeit (1925) versucht, eine Erklarung fiir das
Absinken der Qio-Werte zu geben, indem er die Konstante b der Ber-
thelotschen Formel in Beziehung zu dem A-Wert der ,,Formel von
Arrhenius® (vgl. S.7) setzt und ableitet, daBl die Zahl b, also auch
O1o, fallen muB, wenn 4 konstant ist. Jedoch ist das ein vollkommener
ZirkelschluB, weil ja gerade die Konstante A wegen der Nichtkonstanz
von b eingefiigt wurde.

Da aber auch die Kettenlinie und damit ihre Reziproke eine ex-
ponentiale Funktion ist, so wenden wir uns, wenn wir die van’t Hoff-
sche Regel ablehnen, lediglich gegen ihre Form, nicht gegen ihre Grund-
lage. V.Buddenbrock und v. Rohr sagen (1923, S. 129): DaBl sich
die Temperaturwirkung bei chemischen Reaktionen durch eine Ex-
ponentialkurve ausdriicken 14Bt, also die Geschwindigkeitskonstante
eine Exponentialfunktion der Temperatur ist, ,,dies ist ein theoretisch
ableitbares Gesetz und keine empirische Regel. Man muBl also doch
versuchen, diesem Gesetz in irgendeiner Weise gerecht zu werden®.
Ich mochte hier scharf unterscheiden zwischen einer Exponential-
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funktion und den exponentialen Funktionen, wie sie bei der Ketten-
linie und ihren Reziproken vorliegen. Auch wir nehmen ja die Ex-
ponentialfunktion y = ma®
als Basis, fiilgen aber eine zweite, die gegenliufige

y=ma "

hinzu und gelangen dadurch zu der Kettenlinie, die dann aber keine
einfache Exponentialfunktion mehr ist, sondern eine exponentiale
Funktion komplizierteren Charakters.

Es wiirde zu weit fithren, wollten wir die Reaktionsgesetze chemischen
Geschehens im einzelnen betrachten und untersuchen, wie weit die von
uns auf biologischem Boden gefundenen GesetzmiBigkeiten dort sich
riickwirkend nutzbar machen lassen, wenn wir uns auch dariiber klar
sein miissen, daBl der Organismus die Bithne vielen Naturgeschehens
iiberhaupt ist. Dal auch die Temperaturabhingigkeit rein chemischer
Vorgiange hiufig nicht durch einfache Exponentiallinien ausgedriickt
werden kann, wurde am Anfang dieses Buches mehrfach erwidhnt und
ist an den von Kanitz behandelten Beispielen deutlich zu erkennen.
Niheres dariiber zu sagen muB Spezialarbeiten iiberlassen bleiben, wir
wollen uns hier mit der Feststellung begniigen, daB die aus unsern
Betrachtungen gewonnenen Gesichtspunkte wertvoll genug zu sein
scheinen, auch aufBlerhalb des biologischen Geschehens zur Klarung
mancher Frage beitragen zu koénnen.

II. Die Ableitung und Formulierung des
Exponentialgesetzes.

Bei der Behandlung des Temperaturproblems hat sich eine Reihe
von Tatsachen und Gesichtspunkten ergeben, die grundlegende Be-
deutung erlangen. Als erstes halten wir fest, daB sich die Abhangigkeit
irgendeines Lebensvorganges von einer AuBenbedingung, hier der
Temperatur, als Kettenlinie darstellen 14B8t, wenn das Symptom dieses
Vorganges, also z. B. die Entwicklungsdauer eines Organismus, als Zeit
gemessen wird. Zweitens wissen wir, daBl die Geschwindigkeit der rezi-
proke Wert der Zeit ist. Ist also eine Zeit als Funktion der Temperatur
formelmaBig festzulegen, wie wir es in der Gleichung

A

y="" (" + a=)
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tun konnten, so mufl die Formel, wenn sich das Symptom eines Lebens-
vorganges als Geschwindigkeit darstellt, wie beispielsweise bei der
Atmungsintensitit oder der Herzschlagfrequenz, auch als Funktion
reziprok der Zeitformel sein, also in unserem Falle die Form

I m -

7=32 (a* 4 a—%)

annehmen. Drittens ergibt sich aus der mathematischen Struktur der
Kettenlinie, daBl sie aus zwei gegenlidufigen Exponentiallinien durch
Addition entsteht, d. h. die Resultierende dieser beiden Kurven ist.
Wir waren auf Grund dieser Tatsache in der Lage einen biologischen
Vorgang in zwei Einzelvorginge zu zerlegen.

Die biologische Realitit der Kettenlinienfunktion wurde durch einen
Grof3versuch an Mehlmotteneiern gesichert, so daB sich zwei Prinzipien
aus den Untersuchungen tiiber das Temperaturproblem herauslésen
lassen, die wir weiter verfolgen wollen, nimlich erstens die Addition
von Exponentiallinien und zweitens der Begriff der reziproken Funktion.

Durch unsere Analyse der Kurve der Entwicklungsdauer gelangten
wir zu einer letzten Einheit, der Exponentiallinie

y =ma"
und zu ihrem Spiegelbild

X

Yy =ma

und sagten, daB sich die Entwicklungsdauer als Symptom der bei der
Entwicklung ablaufenden Stoffwechselvorginge in einen férdernden
und hemmenden Teilvorgang auflsst oder umgekehrt ausgedriickt, da3
zwel Prozesse sich addieren, von denen der eine ein negatives Vorzeichen
hat. Als Funktionen stellten sich die Teilvorginge dann als Exponen-
tiallinien dar.

Da wir aber andererseits Symptome von Lebensvorgdangen kennen
lernten, die als reziproke Funktion der Zeitenkurve gekennzeichnet
sind, ist der Gedanke naheliegend, daB die Teilprozesse des lebendigen
Geschehens durchaus nicht immer sich in Form von Exponentiallinien
bemerkbar machen miissen, sondern auch als reziproke Funktionen
auftreten konnen. Rein als Methode zur Erkennung der vorliegenden
biologischen Kurve haben wir schon festgestellt, daB nicht nur die
y-Reziproke, die wir bisher allein betrachtet haben, einen typischen
Verlauf hat, sondern auch die x- und x-y-Reziproke. Da wir auch bei
der Kettenlinie von ihrer mathematischen Gestalt ausgingen und gerade

Janisch, Das Exponentialgesetz. 5
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dieser Weg sich als auBlerordentlich vorteilhaft fiir die Betrachtung der
Temperaturabhangigkeit der Lebensvorgange erwiesen hat, wollen wir
auch hier diese Methode benutzen.

Als leitenden Grundgedanken behalten wir im Auge, daB sich das
Symptom eines Lebensvorganges als Resultierende von Teilprozessen
darstellen muf3, daB3 wir aber nicht wissen, welchen Charakter die Einzel-
vorgiange im Organismus haben. DaBl wir fiir diese Teilprozesse exponen-
tiale Funktionen einsetzen, ist zunichst eine unbewiesene Voraus-
setzung, deren Fruchtbarkeit sich aber aus den nachfolgenden Er-
orterungen ohne weiteres ergeben wird, so daB unsere Annahme zu-
mindest heuristischen Wert hat. Den Beweis fiir die Richtigkeit oder
Unrichtigkeit unserer Voraussetzung muf} die zukiinftige experimentelle
Forschung fithren. Wir kénnen uns zunichst nur an die Kenntnisse
halten, die wir von dem Ablauf der Lebensprozesse haben und ver-
suchen, diese in ein allgemeines System zu bringen.

Die Teilprozesse eines lebendigen Ablaufs im Lebenszyklus der
Mehlmotte konnten also, wie wir besprochen haben, durch die beiden
Gleichungen

Yy =ma® und

y=ma""
ausgedriickt werden. Gehen wir jetzt genau so vor, wie wir es bei der
-Kettenlinie bereits getan haben, und setzen statt y und # ihre zugehorigen
reziproken Werte ein, so erhalten wir insgesamt folgende acht Funktionen.

Y = ma* Y = ma—*

I . I -

— = ma* - = ma”*
y y

_XA 1

y = ma* y=ma *

I I I

X I —-

— = ma* —=ma *
y y

Ebenso wie y = ma”™ und y = ma™" spiegelbildlich zur y-Achse ver-
laufen, sind auch die iibrigen, reziproken Funktionen fiir == x spiegel-
bildlich, so daB wir uns in der Zeichnung und Beschreibung des Kurven-
typs auf die Gleichungen mit positivem x beschrinken koénnen. Der
Verlauf der Kurven ist in den Abb. 43—46 gezeichnet. Im einzelnen
ergeben sich folgende Typen:
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Fall 1. Abb. 43: Die Exponentiallinie y = ma* schneidet die x-
Achse im Punkte 7 und verlauft fiir positive x steiler und steiler wer-
dend bis o, fiir negative x
nihert sie sich asymptotisch der

x-Achse. 7

Fall 2. Abb. 44: Die Linie N
L — ma® ist ebenfalls eine Ex- N
ponentiallinie, deren Charakter ¢
sich leicht ergibt, wenn wir ihre i

I x

Formel in y = I =2 4% um- 2
mar m

schreiben. Der Schnittpunkt mit L,

der y-Achse ist also der Punkt L - .

7 & 5 4 J 2 -1 0 +7 Z

;I;, im {iibrigen verlauft sie spie-
gelbildlich zu Fall 1.

Abb. 43. y = ma* fir m =2, a = 2.

1

Fall 3. Abb. 45: Die Linie y = ma”™ besteht aus zwei Teilen, denn
sie nahert sich fiir negative x asymptotisch der Parallelen zur x-Achse
durch den Punkt m, biegt im
negativen x-Bereich S-férmig um
und schneidet die y-Achse im
Nullpunkt des Koordinaten- -6
systems. Fir ¥ = o springt sie | 5
dann von o bis oo, lauft im posi-
tiven x-Bereich an der y-Achse
entlang, biegt oberhalb m um -9
und niahert sich sehr schnell der ,
zur x-Achse Parallelen durch m
asymptotisch, aber im Gegen-
satz zu der negativen Seite von 34— 57 7 7 7

4

oben her. Abb. 44. % =ma* flir m=2, a=2.
Fall 4. Abb.46: Die Funktion

I

a ©, und man

I
T m
ma=x

sieht schon hieraus, daB die Linie grundsitzlich 4hnlich verlaufen
muB wie Fall 3, nur spiegelbildlich, und die beiden Kurventeile

5*

—;— =ma” 1aBt sich wieder umformen in y =
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nahern sich der durch den Punkt % gehenden Parallelen zur x-Achse

asymptotisch.
Zusammen mit den spiegelbildlich zu diesen vier Fillen verlaufenden
Funktionen mit negativen Exponenten haben wir also acht Grund-

[T S S SR SRS RN S B | !
0 9 & 7 6 5 ¢ 3 2 -1 0+1 2 3 ¥ 85 6 7 8 9 10

Abb. 45. v =1max fiir m =2, a=1,5.

formen exponentialer Gleichungen, die wir in folgender Tabelle zu-
sammenstellen. Es ist

]
] 1 . T
y= | ma* , ma—* 'ma‘ ma * | ypaxr | ma-= Y Y
X | ( i max | ma *
T
r o2 s 4 s e 7 18
F3s
ba
FZs
-2
7
43 g5 9
) /
1 1

76 § % 3 7 -7 0 +7 Z 3 ¥ 5§ b 7

1
.

Abb. 46. ; =ma* fir m=2, a= L,5.

Um zu der Kettenlinie zu gelangen, muBten wir 1 und 2 addieren.
Wir kénnen nun unter Benutzung der Tabelle die Kettenliniengleichung
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auch abgekiirzt schreiben als (r 4+ 2). Ihre Reziproke nach y wiirde

dann entsprechend —— lauten, wo allerdings die 1 im Zahler die Zahl

(r —l— 2)
1 bedeutet und nicht das symbolische Zeichen fiir y = ma®. Die x-

Reziproke der Kettenlinie erhilt dann das Symbol (3 + 4) und ent-

sprechend die x-y-Reziproke Es gehen also die - und #-y-Rezi-

I
G
proken in das Schema der Tabelle mit neuen Grundgleichungen und
also auch mit eigenen symbolischen Zeichen ein, so daB wir in Zukunft
lediglich die y-Reziproke zu betrachten haben.

Genau so wie in der Kettenlinie zwei Teilprozesse des lebendigen
Geschehens mit den Symbolen 1 und 2 enthalten sind, kénnen auch
bei anderen funktionalen Abhingigkeiten mehrere Einzelvorginge vor-
handen sein, denen andere Grundgleichungen zukommen und die wir
ebenso addieren kénnen wie 1 und 2 bei der Kettenlinie, etwa (1 - 3),
(T 4+4), (2+5), (4 +6), (547 usw. Zu jeder dieser Funktionen ist

I

I
| GFsra+s
Bei der Kompliziertheit der Lebenserscheinungen ist aber durchaus

nicht notwendig, anzunehmen, daBl nur zwei Einzelprozesse die Kurve
des beobachteten Symptoms bestimmen, sondern es kénnen auch drei,
vier oder .noch mehr sein, so daB eine biologische Kurve auch z. B.
folgendermaBen zusammengesetzt sein kann: 1 4 (1 +2), 2 + (3 + 5)

3+M+®5+0+ﬁ4+@+w(+@+G+@@+w+g+&

usw. Auch zu jeder dieser Formen 1aBt sich noch die Reziproke auf-
stellen. Auf diese Weise gelangen wir zu einer unendlich grofen Schar
von Funktionen, die simtlich auf unsere acht Grundgleichungen zuriick-
gefilhrt werden kénnen. Zu dieser Konstruktion theoretischer Mog-
lichkeiten gelangt man notwendig, wenn man den aus den biologischen
Beobachtungen bei der Temperaturabhdngigkeit abgeleiteten Begriff
der reziproken Funktion und das Prinzip der Addition bis zum Ende
durchdenkt.

Die rechnerische Durchfithrung derartiger Additionen fithrt zu einer
ganzen Reihe der verschiedensten Kurventypen, die sich nun, und das
ist das Fruchtbare an der systematischen Weiterfiihrung der entwickel-
ten Gedankenginge, bei den funktionalen Abhingigkeiten biologischer
Vorgange in den unterschiedlichsten Varianten wiederfinden. Auf den
verschiedensten Gebieten der Biologie hat man immer wieder versucht,
die Abhingigkeit der Lebenserscheinungen von den sie bewirkenden

dann noch die y-Reziproke zu nehmen, also z. B.
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innéren Ursachen und den auf sie wirkenden duBeren Bedingungen, vom
Alter usw. in eine mathematische Form zu kleiden, d. h. ihr funktio-
nalen Charakter zu geben, aber fast ebenso oft hat man sich auf be-
stimmte Zonen beschrinken miissen, wie z. B. auch bei der Temperatur-
abhingigkeit auf die optimale Zone. Meist waren es die Endstrecken
der Kurven, die Abweichungen von den gefundenen GesetzmiBigkeiten
aufwiesen, manchmal aber auch mittlere Teile. Bei der rechnerischen
Durcharbeitung unserer Prinzipien zeigte es sich immer deutlicher, daf3
die durch Addition unserer Grundgleichungen entstehenden Kurven-
typen in der Biologie sich immer wiederfinden, sobald irgendein Sym-
ptom der Lebensvorginge in Beziehung zu inneren oder duBeren Be-
dingungen und Ursachen gesetzt wird, d. h. sobald man irgendeinen
Vorgang kurvenmiBig darstellt. Ferner aber ergibt sich als ein sehr
wesentliches Resultat, daB die Strecken, welche von den bisher giiltigen
GesetzmiaBigkeiten nicht erfat werden konnten, sich mit unseren
Additionskurven restlos zur Deckung bringen lassen.

Weil darum nach allem, was ich sehe, eine Abh4ngigkeit der Lebens-
erscheinungen von den sie bewirkenden inneren Ursachen, den auf sie
wirkenden duBeren Bedingungen, seien sie zeitlich oder kausal mit-
einander verkniipft oder in einer einfachen Gleichzeitigkeit mit den als
Altern bezeichneten Vorgingen begriindet, seien sie noch so verschie-
denen Charakters, mittelbar oder unmittelbar nach Art exponentialer
TFunktionen unverkennbar ist, erscheint es nicht unberechtigt, hier
eine allgemeine biologische GesetzmaBigkeit zu vermuten, die ich in
Form eines Exponentialgesetzes im November 1924 gelegentlich eines
Vortrages in der Biologischen Reichsanstalt, Berlin-Dahlem zum ersten
Male formuliert und 1925 durch einen Aufsatz in Pfliigers Archiv einer
breiteren Offentlichkeit vorgelegt habe. Die allgemeine Fassung des
Exponentialgesetzes lautet folgendermaflen: Beim Ablaufen irgend-
welcher Lebensvorginge stehen die erkennbaren Symptome
und die sie bewirkenden Ursachen und die Ablaufszeit in
einem exponentialen Verhdltnis zueinander. Treten durch
innere oder 4uBBere Stéorungen Verschiebungen des normalen
Ablaufs ein, so reagiert die lebendige Substanz auf diese
Stérung ebenfalls nach dem Exponentialgesetz.

Der Name ,,Exponentialgesetz“ ist nicht neu, jedoch fafite man
(vgl. Piitter 1911) nur die Falle darunter zusammen, die bei der Tem-
peraturwirkung einer reinen Exponentiallinie folgen sollten, also ein
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konstantes Q1o haben. Esist also nur ein Spezialfall unseres allgemeinen
erweiterten Exponentialgesetzes. Dazu ist allerdings zu bemerken, wie
im ersten Kapitel dieses Buches gezeigt wurde, da8 die Vorginge, fiir
welche diese alte GesetzmiBigkeit gelten sollte, in der Regel nicht durch
reine Exponentialfunktionen erfaBbar sind, sondern meist in Form
von Kettenlinien oder ihrer Reziproken vorliegen. Auch bei. vielen
anderen Abhingigkeiten hat man exponentiale GesetzmaBigkeiten auf-
gestellt, auf die wir im Zusammenhang noch zuriickkommen werden,
jedoch haben sie durchweg die Tendenz, die Beziehungen auf die ein-
fache Exponentialfunktion bzw. auf die ihr nach Gestalt und Charakter
gleichwertige logarithmische Linie zuriickzufithren. Unser Exponential-
gesetz dagegen ruht auf dem Begriff der reziproken Funktion und dem
Prinzip der Addition. Da es infolgedessen in der Lage ist, sich jeder
biologischen Variante anzupassen, ist es von groBer Plastizitit und
darum den bisher ausgesprochenen GesetzmiBigkeiten iibergeordnet.
Bevor wir naher darauf eingehen, soll im folgenden Abschnitt metho-
disch unser Prinzip durchgefithrt werden.

Ich méchte nicht unterlassen, auch an dieser Stelle ausdriicklich
zu betonen, daB es mir lediglich auf die einfache Beschreibung des
Kurvenverlaufs der durch Additionen entstehenden Resultierenden an-
kommt, auf welche die Biologie, zunichst wenigstens, meines Erachtens
mehr Wert legen mufB} als auf eine detaillierte mathematische Behand-
lung. DaB eine solche spiter zu erfolgen hat und die mathematischen
Rechenmethoden bei der genaueren Durcharbeitung der einzelnen Pro-
bleme in den Dienst der vergleichenden Biologie gestellt werden miissen,
ist natiirlich selbstverstindlich.

III. Die Kurvenformen des Exponentialgesetzes.
1. Die Exponentiallinie.
Wir hatten schon mehrfach Gelegenheit, die einfache Exponentiallinie
v = ma® bzw.

Y =ma

niher zu betrachten und sahen, daB die Konstante » durch den Schnitt-
punkt der Kurve mit der y-Achse in ihrer Grof8e bestimmt ist. Die
Konstante @ dagegen lernten wir als Richtungskonstante kennen.
Abb. 47 zeigt die Anderung des Kurvenverlaufs bei verschiedenen



— 72 —

a-Werten. Die Linien laufen hier gleichmaBig steiler werdend bis oo,
aber wir waren gelegentlich der Besprechung der Temperaturabhingig-
keit des respiratorischen Quotienten genétigt, noch eine andere Ex-
ponentiallinie anzunehmen, die wir in Analogie zu der Kettenlinie als
,,asymmetrische’* bezeichneten, trotzdem natiirlich diese Benennung
nicht ganz korrekt ist, denn an sich ist die Exponentiallinie, wenn
man die positive und negative Seite vergleicht, von sich aus schon
asymmetrisch, aber da ihre Formel

I
y= 7 (mxaf + mza:‘

aus zwei Komponenten mit verschiedenen m- und a-Werten besteht,
mag die Bezeichnung beibehalten werden. Der zuerst flache, dann aber

TR Y | T e | 1]
09 8 7 6 5 ¥ 4 2-7 0+ 2 3 % § 6 7 8 90

Abb. 47. y = ma* bzw. y = ma~" fiir m = 2 und verschiedene a-Werte.

unverhiltnismaBig sehr viel steilere Verlauf dieser ,,asymmetrischen‘*
Form ist aus Abb. 28 zu ersehen. Die von uns S. 37 besprochenen Rezi-
proken der ,,symmetrischen Exponentiallinie kénnen selbstverstand-
lich auch von der ,,asymmetrischen’ aufgestellt werden, jedoch wollen
wir davon absehen, sie im einzelnen zu besprechen, um die Ableitung
der aus den einzelnen Grundtypen 1 bis 8 entstehenden Additionsformeln
nicht zu komplizieren. Wir wollen aber festhalten, dafl wir die Typen
1 bis 8 nur in ihrer reinen Form zugrunde legen, da wir aber bei biologi-
schen Kurven unter Umstinden auf die ,,asymmetrischen” zuriick-
greifen miissen, die dann aber von sich aus wieder in die Grundformen
aufgelost werden konnen. IThr Symbol wollen wir mit (1 + 1), (z +2)
usw. bezeichnen.

Die Methode, eine bestimmte biologische Kurve durch den unter
Umstianden ausgeprigteren Charakter ihrer Reziproken zu erkennen,
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gilt selbstverstindlich fiir saimtliche noch zu besprechenden Kurven-
formen. Wir wollen sie jedoch hier nur grundsitzlich betrachten, ohne
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Abb. 48. v=ma® mit ihren Reziproken Rx und Ry.

sie im folgenden jedesmal wieder durchzufiihren. Nur an einem Bei-
spiel mag noch das Wesen dieser Methode gezeigt werden. Vergleicht
man die linke Seite
unserer Abb. 45 mit
Abb. 16, so sieht man,
daf die Funktion

I

y =mar

fir negativex inihrem |,
" charakteristischenVer- [ ~—7

. =30
lauf der Funktion @ . .
1 1 - 1 1 1 1 1 il —t..
. . 7 6 § ¥ & 2 -1 0 +1 2 3 4 5 6 7
1 m( — - 1
— = »r(a—”—i—a x) T e .
V 2 ) Abb. 49. ¥y =ma* fiir m = 2 und verschiedene

. a-Werte.
sehr dhnlich ist, daB

aber die zugehorige Formel aus Lage und Eigenart der Reziproken er-
kannt werden kann, wie ein Blick auf die Abb. 20 und 48 besser als
jede Beschreibung lehrt.

Ebenso wie bei der einfachen Exponentiallinie y = ma®, ist auch
bei ihren Reziproken der m-Wert aus der Kurve abzulesen, dagegen
die Konstante @ richtunggebend fiir den Verlauf. Zur Demonstration,



a*t = —-
a—z
¥ |a=101a=1,05a=1,I a=1,2|a=1,5 a=18| a=2 a=3|a=10
o ' I I | I 1 1 I I
0,1 | 1,001 1,005 1,01 | 1,018 1,041 1,061 | 1,072 1,116 1,259
0,2{ 1,002 1,01 1,019 = 1,037 1,085 1,125 | 1,149 1,246 1,585
0,3| 1,003 | 1,0I§ 1,029 | 1,056 | 1,13 1,193 | 1,231 1,39 1,995
0,4| 1,004 1,02 1,039 1,076 1,176 1,265 | 1,32 1,552 | 2,512
0,5 1,005 1,025 1,049 | 1,005 1,225 1,342| 1,414 | 1,732 | 3,162
06| 1,006 | 1,03 1,059 | 1,116 | 1,275 1,423 | 1,516 | 1,033 | 3,981
o7 | 1,007 | 1,035 1,060 | 1,136 | 1,328 1,502 | 1,625 | 2,158 | 5,012
0,8| 1,008 1,04 1,079 1,157 1,383 1,6 1,741 2,408 | 6,31
00| 1,000 | 1,045 | 1,0895| 1,178 | 1,44 1,607 | 1,866 | 2,688 | 7,043
1 1,01 1,05 1,1 1,2 1,5 1,8 2 3 10
1,5| 1,015 1,076 1,1535| 1,325 1,837 2,415 | 2,828 5,196 | 31,62
2 1,02 1,103 1,21 1,44 2,25 3,24 4 9 100
3 1,03 1,158 | 1,331 | 1,73 3,38 5,83 8 27 1000
4 1,041 1,216 1,464 | 2,07 5,00 10,5 16 81 10 000
5 1,051 1,276 1,61 2,488 7,59 18,9 32 243 | 100000
6 | 1,0015| 1,34 1,77151 2,99 | 11,39 34,01 64 729 (c0)
7 1,072 .| 1,407 1,049 | 3,58 117,00 61,22 128 2187 (c0)
8 1,083 1,478 2,143 4,3 25,63 110,2 256 6561 (co)
9 1,004 | L55I | 2,358 | 5,16 13844 |198,26 | 512 | 19683 | (o)
10 | 1,105 | 1,629 | 2,504 | 6,2 57,66 | 357 1024 | 59049 | (o)
o) [e¢} o e} loe) © | o fo'e} foo] o | o
I
i~ I
at= —-
X
a =«
¥ la=10lla=105a=1,1la=1,2 a=1,,ia=1,8 a=2! a=3 | a=10
o f00) © | fee] © @
oI | 1,105 | 1,629 | 2,504 | 6,2 57,66 357 1024 | 59049  (c0)
0,2| 1,051 1,276 1,61 2,488 | 7,59 18,9 32 243 100 000
0,3| 1,034 | 1,177 1,374 | 1,836 | 3,863 | 7,003 |10,08 |38,04 2154
04| 1,025 | 1,129 | 1,260 | L,577 | 2,756 | 4,347 .| 5657 |15,59 316,2
0,5! 1,02 1,103 1,21 1,44 2,25 3,24 4 o) 100
06| 1,017 1,085 1,172 1,355 1966 | 2,604 | 3,176 | 6,244 |46,42
0,7 | 1,014 1,072 1,146 1,208 1,785 2,316 | 2,603 | 4,804 !|26,83
0,8! 1,013 1,003 1,127 1,256 1,66 2,085 2,278 | 3,049 |17,78
0,9 1,0II 1,056 | 1,112 1,226 | 1,560 | 1,021 2,16 3,39 | 12,92
I ' 1,01 1,05 1,1 1,2 1,5 C1,8 2 3 10
1,5 1,007 | 1,033 1,006 | 1,129 | 1,31 1,48 1,587 | 2,081 ' 4,641
2 | 1,005 1,025 1,049 | 1,095 1,225 1,342 | 1,414 | 1,732 ' 3,162
3 | 1,003 1,016 1,032 1,063 1,141 1,216 1,26 1,442 2,154
4 1,0025| 1,012 1,024 1,047 1,107 1,158 1,189 1,316 1,778
5 1,002 1,01 1,019 1,037 1,083 1,125 1,149 1,246 = 1,585
6 1,002 1,008 1,016 1,031 1,07 1,103 1,122 1,201 . 1,468
7 1,002 1,007 1,014 | 1,026 1,06 1,088 1,104 | 1,17 ' 1,39
8 1,001 1,006 | 1012 | 1,023 1,052 | 1,076 | 1,001 1,147 l 1,334
9 | 1,001 1,0055| I,0I1I [ 1,02 1,046 1,068 1,08 1,13 1,202
10 | 1,001 1,005 Lor | 1,018 1,041 - 1,001 1,072 | 1,115 1,259
© ! I 1 I ! I 1 I I I I




a—* = —
ax

x a=1,or'a=1,05 a=1Llla=12|a=15/a=18| a=2 a=3 a =10

|
o 1 I I i 1| I I I
0,1 0,999 | 0,9951 | 0,0905 | 0,982 |0,959 |0,942 | 0,933 0,897 0,7943
0,2 ' 0,998 | 00,0903 | 0,9811 | 0,964 |0,021 |0,888 | 0,871 0,803 0,631
0,3 10097 | 09855 | 0,0718 | 0,046 |0,885 0,837 | 0,812 0,72 0,5012
0,4 | 0,996 | 0,9807 | 0,626 | 0,93 0,85 0,79 0,758 0,644 0,3981
0,5 | 0,995 | 09759 | 0,9535 | 0,913 |0816 0,745 | 0,707 0,577 0,3162
0,6 | 0,994 | 00712 | 00444 | 0,896 |0,784 0,701 | 0,659 0,517 0,2512
0,7 | 0,931 | 0,0664 | 0,9355 | 0,88 0,753 | 0,66 0,615 0,464 0,1995
0,8 | 0,9921 | 0,9617 | 0,9266 | 0,865 0,722 |0,625 0,5745 0,415 0,1585
0,9 | 0,0911 | 0,957 | 0,9178 | 0,85 0,695 | 0,59 0,536 0,372 0,1259
1 0,0001 | 0,9524 | 0,091 | 0,834 |0,667 0,556 | 0,5 0,3333 0,1
1,5 | 0,0852 | 0,9511 | 0,8668 | 0,761 | 0,544 |0,4141 | 0,3536 0,1925 0,0316
2 0,9803 | 0,007 | 0,8265 | 0,605 0,445 |0,3085 | 0,25 O,ITII 0,01
3 0,0706 | 0,8638 | 0,7514 | 0,578 |0,296 |0,172 0,125 0,03701 0,001
4 | 0961 |0,8227 | 0,683 |0,483 |0,1975 |0,0953 | 0,0625 0,01235 0,0001
5 0,9515 | 0,7835 | 0,6209 | 0,402 [0,132 |0,0529 | 0,03123 |0,00411 0,00001
6 | 0,9421 | 0,7462 | 0,5645 | 0,334 |0,0879 |0,0204 | 0,01562 |0,001372 @
7 109327 | 0,7107 | 0,5132 | 0,279 |0,0585 0,0167 | 0,00781 | 0,000457 (o)
8 0,9235 | 0,6768 | 0,4666 | 0,233 | 0,039 |0,00008| 0,00391 |0,0001522 | (0)
9 0,9144 | 0,6446 | 0,4241 | 0,1935 | 0,026 |0,00505| 0,001954 | 0,0000508 | (0
10 | 0,0053 | 0,6139 | 0,3856 | 0,1613 | 0,01734 0,0028 | 0,000976 | 0,00001695 o)
o o] o o | o o o o o o
I
a =1
I
ax

¥ a=1,01a=1,o5la_—'_1,1 a=1,2ia=1,5 a=18| a=2 a=3 a=10
ol o I o o o o | o o o
0,I | 0,0053 | 0,6139 | 0,3856 | 0,1613 | 0,0173 . 0,0028 | 0,000976 | 0,00001694 (0)

2 10,9515 | 0,7835 | 0,6209 | 0,402 | 0,132 | 0,0529 | 0,03123 |0,00411 0,000001
0,3 | 0,0674 | 0,8499 | 0,7278 | 0,545 | 0,2585 | 0,141 | 0,00921 |0,0257 0,000465
0,4 | 0,9754 | 0,8855 | 0,788 | 0,634 | 0,363 | 0,231 0,1768 0,0042 0,00316
0,5 | 0,0803 | 0,007 | 0,8265 | 0,605 | 0,445 | 0,3085 | 0,25 O,IIII 0,01
0,6 | 0,9836 | 0,9219 | 6,8531 | 0,738 | 0,508 | 0,375 | 0,315 0,16 0,0216
0,7 1 0,0859 | 0,9327 | 0,8727 | 0,77 0,56 0,432 | 0,371 0,208 0,0372
0,8 | 0,9876 | 0,0408 | 0,8877 | 0,796 | 0,603 | 0,48 0,421 0,253 0,0563
0,9 | 0,980 ! 0,0472 | 0,8995 | 0,816 | 0,638 | 0,52 0,463 0,203 0,0773
1 0,9901 | 0,9524 | 0,9091 | 0,834 | 0,607 | 0,556 | 0,5 0,3333 0,1
1,5 10,9933 | 0,068 10,0385 | 0,8857 | 0,7634 | 06757 | 0,6301 | 0,492 0,216
2 | 0,995 | 09759 | 0,9535 | 0,913 | 0,816 | 0,745 | 0,707 0,577 10,316
3 | 09967 | 09839 | 0,0687 | 0,041 | 0874 | 0,823 | 07904 0,604 0,465
4 | 0,9975 | 0,9879 | 0,9765 | 0,955 | 0,904 | 0,864 | 0,841 0,76 0,563
5 0,098 | 0,0903 | 0,0811 | 0,0642 | 0,921 | 0,888 | 0,871 0,803 0,631
6 | 0,0984 | 0,9919 | 0,0842 | 0,97 | 0,935 | 0,006 | 0,89 0,833 0,681
7 10,0986 | 09931 | 0,9805 | 0,974 | 0,044 |09z | 0,905 0,355 0,719
8 | 0,9988 | 0,9939 | 0,9882 | 0,078 | 0,95 | 0,03 0,916 0,872 0,75
9 | 0,0989 | 0,0946 | 0,9805 | 0,08 | 09565 | 00368 | 0,926 | 0,885 0,773

10 | 0,999 | 09951 | 0,0905 | 0,082 | 0,959 | 0,042 | 0,933 0,897 0,795
1) T 1 1 1 1 1 |1 | 1 1
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welchen EinfluB die Anderung des a-Wertes auf die Gestalt und Lage
dieser Kurven ausiibt, bringe ich in Abb. 49 die Funktion

I
Y = ma*

als Beispiel. Bei beiden Typen, rechts und links, wird die Kurve
mit wachsendem a-Wert immer flacher und liegt in groBerer Ent-
fernung von der y-Achse und der durch den m-Punkt gehenden
Asymptoten.

In den Tabellen S. 74 /75 stelle ich die y-Werte unserer Grundformen
1 bis 8 fiir verschiedene a und fiir m = 1 zusammen, aus denen dann durch

Multiplikation mit m bzw. "—Il die Punkte der zugehorigen Kurven leicht

berechnet werden koénnen. Aus ihnen kann man dann durch Addition
jede beliebige Funktion bilden.

2. Die zweifachen Kombinationen.

Von Kurven, die durch Addition von zwei Komponenten entstehen,
haben wir die Kettenlinie und ihre Reziproken bereits kennen gelernt
und auch die ,,asymmetrische’ Exponentiallinie, die ja eigentlich auch
hierher gehort, besprochen. Auch bei der Kettenlinie bewirkt die
Anderung des a-Wertes einen anderen Verlauf der Kurven, wie aus
Abb. 50 und 51 zu ersehen ist. Je groBer « ist, desto steiler werden die
Kurven. Fiir die Kettenlinie hatten wir die Eigenart von zwei Kurven
mit verschiedenen a-Werten, mit wachsendem % immer mehr ausein-
anderzuweichen, schon herangezogen, um die Variationsbreite bei der
Mehlmottenentwicklung kurvenmiBig zu erfassen, hier sehen wir, daB
auch die y-Reziproken derartiger Kettenlinien einen Bereich von ganz
bestimmter typischer Gestalt zwischen sich fassen, indem die Kurven

. I el 1e . .
von dem gemeinsamen Punkt ., aus allmihlich bauchig auseinander

weichen, dann aber mit wachsendem x sich einander wieder nihern.
Die biologische Realitit dieser Tatsache miiite sich auch hier als Va-
riationsbreite etwa bei Untersuchungen iiber die Atmungsintensitit
kenntlich machen, jedoch habe ich beweisendes Zahlenmaterial, das
ausreichend wire, bisher nicht finden kénnen, wenn man nicht die aus
den Daten der Mehlmottenentwicklung errechneten Entwicklungs-
geschwindigkeiten dafiir gelten lassen will.

Die im folgenden aufgefithrten Additionen habe ich nach der Nummer
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der Grundgleichungen auf S. 68 geordnet, da wir zum Verstindnis der
einzelnen Typen oft auf die angefiihrten Fille zuriickgreifen miissen
und so ein leichteres Auffinden méglich ist. Da auch nicht beabsichtigt
ist, schon in diesem Buche ein vollstindiges Schema etwa in Form eines
Kurvenatlas zu geben, werden wir nur die Haupttypen besprechen und

W9 T 65 v 3 17 0
Abb. s0. (142):y= %(a’” + a~* fir m = 2 und verschiedene a-Werte.
die Wiederholungen im Kurventyp, die auf der Ahnlichkeit im Kurven-

verlauf unserer Grundformen beruhen, selbst wenn sie eine etwas
andere Lage haben, nur soweit erwidhnen, als es fiir das Verstindnis

§ I - i
Y567830N11215HKT

1 _I
(1+2"y

Abb. 51. = —:E (@* 4 a=*) fir m = 2 und verschiedene a-Werte.

der Methode des Exponentialgesetzes und seiner Eigenheiten notwendig
ist. Ebenso werden wir die spiegelbildlichen Kurven weglassen. Fol-
gende Tabelle gibt eine Anschauung von der Kombinationsméglichkeit
zweier Komponenten, in der die stark umrahmten Funktionen spiegel-
bildlich den links daneben stehenden gleichwertig sind.



(1+2) | !
(1+3) | (2+4)
T+4) | +3 | 3+4 i
(1+5 | @+6) | 3+5 | 4+6) {
(14+6) |2+ | 34+6 | @4+5 | (5+06)
a4+ 1+ c+N|@+8 | +2n | ©+73
T+8) e+ | 3+ |a+nN]| +8) |6+ ]| 7+93)

Bei den Grundformen, die im Nullpunkt zwischen Null und Un-
endlich springen, werden wir auch bei den Kombinationen &hnliche
Spriinge wiederfinden, d. h. die Kurven zeigen ebenso wie bei den
Ursprungstypen fiir positive und negative x einen anderen Verlauf. Da
wir biologisch meist nur die eine Hilfte betrachten, weil die andere,

[
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Abb. 52. (1+4+3:y= 12'3 (a"’ -+ a® , m =12, a=1,8; Rx identisch,
Ry iberschneidet links.

wie wir bei der Embryonalentwicklung der Mehimotte (S. 35) sahen,
biologisch irreal wird, ist diese Tatsache insofern wichtig, weil dieselbe
allgemeine Formel ganz verschiedenen Kurven zukommt. Gleich das
erste Beispiel mag diese Verhiltnisse niher zeigen.

Kombination (x +3):y = —?(a’—l— a'x-), Abb. 52. Die Linie auf

der positiven Seite hat gewisse Ahnlichkeit mit einer Kettenlinie, aber
der linke Ast geht hier asymptotisch an eine Gerade, die y-Achse,
heran. Der Minimumpunkt, der etwas grofer als 3,5 ist, hat hier keine
direkte Beziehung zu der GréBe m = 2. Der negative Teil der Kurve
liegt sehr viel tiefer. Er geht aus vom Punkt y = 1, sinkt im S-formigen
Verlauf bis etwa 0,04, steigt wiederum S-férmig zu einem zweiten Maxi-
mum auf, sinkt nochmals ab, um dann langsam von unten her sich
seiner Asymptote, der Parallelen zur x-Achse durch den Punkt y =1,
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zu nihern. Hier wie auch bei den folgenden Kurven gibt die am Ende
der gezeichneten Kurve stehende arabische Ziffer den Zahlenwert fiir
den Punkt auf der y-Achse an, durch welchen die Asymptote als Pa-
rallele zur x-Achse gezogen werden muf}, mit anderen Worten, die Ziffer
bedeutet den y-Wert der Kurve fiir x = oo. Steht keine Ziffer an dem
AuBenast der Kurve, so verliuft diese bis o, und zwar wie die Ex-
ponential- oder Kettenlinie mit wachsendem x immer steiler werdend.
Es kommt also beiden Kurventeilen dieselbe Formel zu, dem einen mit
positivem, dem anderen mit negativen x-Werten. Sind beide Formen
biologisch realisiert, so wird man allerdings vorziehen, die Werte nur
auf positive x zu beziehen, man wiirde also in diesem Fall der linken

Kurve die Formel der spiegelbildlichen Form (24):y = % (a_ “ha ;) )

T09
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+97
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195
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437
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1
Abb. 53. = 12]3 (a" -+ a* , m=12, a=1,8; Rx identisch.

r I
T+3"y
geben. Es geht aber aus den besprochenen Beziehungen hervor, da
die beiden Kurventypen mathematisch sehr nahe verwandt sind.

1 x - . .
T +3) i’ b (a +a ), Abb. 53. Es ist bei den
reziproken Kurven eine allgemeine Erscheinung, daB die extremen
Punkte Null und Unendlich ausgetauscht werden. Lagen also die
Endpunkte der Kurve (1 + 3) rechts beide im Unendlichen, so finden

Die Reziproke

wir sie bei der Reziproken ‘(‘_:i-_) auf der x-Achse, d. h. der y-Wert ist

fir x = o und x = o gleich Null. Ebenso wird, wie wir bei der Ketten-
linie schon bemerkten, aus einem Minimum ein Maximum und um-

gekehrt. Die rechte Seite der Funktion i + 5 beginnt also im Ko-

ordinatenanfangspunkt, steigt S-férmig bis zum Maximum und fallt
langsam in einem geschwungenen Verlauf zur Nullinie ab. Hatte die
linke Seite in der Ursprungsgleichung zwei Maxima, so hat die Rezi-
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proke an denselben Stellen zwei Minima, so daB die Kurve einen Ver-
lauf hat, wie die Abb. 53 es zeigt. Zu bemerken ist noch, daB die x-
Reziproke in diesem Fall mit der Ursprungsform identisch ist.
Kombination: (14 4):y = %(a”—i— a—?), Abb. 54. Die rechte
Seite dieser Funktion beginnt im Punkte 1 auf der y-Achse. Wir be-

N C = & o

trachten die Kurve zunéchst fiir kleine a-Werte. In diesem Falle steigt
sie relativ schnell S-férmig auf und geht allmihlich in eine der Ex-
ponentiallinie dhnliche Form iiber. Links hat sie den Charakter des
schon mehrfach besprochenen ,,hyperbelartigen“ Typs, biegt aber nicht
so plétzlich zur Horizontalen um, sondern von der Umbiegestelle bei

j,
NS RGN oy
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5 r 3 A 2 z
Abb. 55. (144):y= 1?(ax+av x), m=2, a=1,8 und a = 3.

etwa ¥ = — 0,5 zieht sie schrig nach unten und nahert sich der Asym-
ptoten durch 1. Je hoher wir den a-Wert obiger Formel wahlen, desto
mehr verschwimmt die ausgepridgte Form der Kurve in Abb. 54, sie ist
zwar fiir a = 1,8 (Abb. 55) noch zu erkennen, aber fiir 2 = 3 lauft sie
spitz auf die y-Achse zu. Die linke Seite verliert auch mit steigendem
a ihre deutliche Abschrigung. Es nihern sich also beide Teile der
Funktion immer mehr den Formen der Ausgangstypen an, je gréBer



— 81 —

die Konstante a wird, also die positive Seite der Exponentiallinie, die

negative der x-Reziproken y = ma <+ mit dem Unterschiede, daB hier
der Schnittpunkt mit der y-Achse bzw. die Asymptote bei y = 1 liegt.

PR TS TS WO N T ! ) v L 1 L i
09 87685 43 2-170 +1 2 3 ‘; 5 6 7 8 9 70

I
Abb. 56. (1;4):%=%(a"+a ;>, m=2, a=1,2.

I I m( o ——} . .
G0y =2 (a +a ), Abb. 56 und 57, zeigt ent
sprechend #hnliche Verhiltnisse. Rechts sinkt sie fiir kleine a-Werte

Die Reziproke

Abb. 57, b L ="

G+4° vy 2

e

zuerst sehr schnell, biegt dann aber um und fallt fast geradlinig langsam
bis 0 ab. Je grofer a ist, desto langsamer wird das erste Absinken, bis

1 1 1 1 1 1

& 5 ¥ 3 2z -1

Abb. s58. (1+5):y=%(ma"+ ! x), m=2, a=13; Ry beriihrt.

ma
sie schon bei @ = 3 der Exponentiallinie y = ma™" fiir positive x (Abb. 47)
sehr ahnelt. Auf der linken Seite geht die Kurve von der zuerst sehr

Janisch, Das Exponentialgesetz. 6
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steil von o aufsteigenden und sich dann sehr langsam der Asymptoten
durch y = 1 nihernden Form der Abb. 56 immer mehr in den Typ

y =ma+* (Abb. 45) iiber, wenn der a-Wert groBer wird.

_r T
(145" y

Abb, 59. =%<max+ mIa-‘)’ m=12, a =1,3.

Die Kombination (1 +5) :y = ~2‘—( ;x) Abb. 58, besteht
aus zwei gegenldufigen reinen Exponentiallinien, die sich lediglich durch
die GroBe der m-Konstanten unterscheiden, weil in einem Falle die

Linie durch den Punkt ;;Iz- geht. Die Addition muB also eine Ketten-

linie als Resultierende ergeben, die, wie Abb. 58 zeigt, an sich symme-
trisch, aber um einen bestimmten Be-
trag nach links verschoben ist. Der
Schnittpunkt der Kettenlinie mit der
y-Achse liegt bei 1,25.

=73
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2
el 4--—/—7 L 42 1 1 ’ TR
6 5 ¢ 3 2-17 0+1 2 3 % 7 6 5 4 3 2z -1 o +1 2 3 4
Al;b‘ 6. I Abb .61 (I -+ 7): Y= 77;7 ma I - ) N
A — % _ .
(r+06:y 2 (ma + ma"") ’ ma™
m=2, a=1,83. m=2, a=1,8; Ry liberschneidet links.

x I .
Die Reziproke —— (1+5) = (ma +_757a7c>’ Abb. 59, hat dieselbe

Gestalt wie unsere schon besprochene symmetrische Kettenliniereziproke,
ist aber auch um einen bestimmten Betrag nach links verschoben und
schneidet die y-Achse bei 0,8.
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Die Kombination (1 +6):y = —;—(ma’—l— m;_x), Abb. 60, besteht
aus zwei gleichsinnig laufenden Exponentiallinien, deren m-Werte wie
bei (x 4+ 5) verschieden sind. Die Resultierende muf} also ebenfalls
eine reine Exponentiallinie sein, die aber entsprechend den m-Werten
ihrer Komponenten die y-Achse bei 1,25 schneidet. Die zugehorige

Reziproke bietet gegen die Form y = ma” nichts Besonderes.
Dic Kombination (147):y =~ (ma"—}— ! > Abb. 61, hat hn-

ma=x
liche Eigenschaften wie die in Abb. 55 dargestellten Kurven, denn sie
besteht aus dhnlichen Komponenten, die sich nur durch die Lage der

Asymptoten unterscheiden. Der Typ der beiden Kombinationen (1 + 7)

4

1 1 1 1 1 1 Il \‘L

7 6 § 4% 3 2z -1 0 +71 2 3 ¥ & €& 7

2

x

1 I 1 I
Abb. 62, ——:—=—ma*+ ——\, m=2, a=1,8.
RER R ( + >

ma

und (1 + 4) ist also der gleiche, es sind nur feinere Lageunterschiede
vorhanden.

Ahnliche Verhaltnisse finden sich naturgema8 bei ihrer Reziproken.
Abb. 62 zeigt fiir diesen Fall sehr deutlich, wie sich fiir negative x die

I

Kurve von dem allgemeinen Typ 9 = ma~+ (Abb. 45) unterscheidet, in-
dem der Verlauf nach dem raschen Aufsteigen zwischen % = —0,5
und x = — 4 fast geradlinig wird.

Die Kombination (14 8):y = %(mu"—{—

I
1

ma *
rechts einen dhnlichen Typus wie Abb. 52, rechts. Die Lageunterschiede
sind durch den Charakter der Komponenten (3) und (8) bedingt. Fiir ne-
gative ¥ wird der Kurvenverlauf aber ein anderer. Asymptote ist
hier die Linie durch 0,25, der sich die Kurve von unten her nihert.
Von einem kaum merkbaren bei etwa ¥ = — 10 liegenden Minimum
steigt sie mit kleiner werdenden x-Werten, von ¥ = — 4 an ziemlich
steil verlaufend, an und schneidet die y-Achse in 1.

), Abb. 63, zeigt

6%
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I

Die Reziproke (1+8) 7 =2 (ma +

) Abb. 64, ahnelt
ma *

fiir positive x wiederum dem Typ (T-{ITEQ’ Abb. 53, rechts, der Ver-

lauf fiir negative x zeigt aber ein deutliches, wenn auch flaches

S
~

N R R RS

T 1 T 7T

Abb.63. (1+8):y=

Maximum bei ¥ = — 10, von dem aus die Kurve sich nach links der
Asymptote durch den Punkt y = 4 ndhert, nach rechts aber in leicht
geschwungenem Verlauf bis zum Schnittpunkt mit der y-Achse bei
1 abfillt.
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Abb. 64. (I+ 8)
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Wie aus der Tabelle aus S. #8 zu ersehen ist, liegen die Kombi-
nationen (2 + 3), (2 + 4) usw. spiegelbildlich zu den eben besproche-
nen. Wir brauchen also im einzelnen nicht auf sie einzugehen, wollen
aber Gelegenheit nehmen eine Kurvenform niher zu besprechen, nim-

lich den Typ, der fiir die Formel y = ma~ in Abb. 45 links abgebildet
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ist. Wir haben schon bei den Abb. 56, 57, 62, bemerkt, daB bei den
verschiedenen Kombinationen gerade diese Kurve sich als sehr variabel
zeigte. Immerhin lagen dort aber auch

95

verschiedene Formeln zugrunde, diezwar 94 45

nahe verwandt sind, aber doch Unter- ”’j—

schiede zeigen. Wir wollen hier aber 4

nur jedesmal eine Formel zugrunde legen 5 7 > A

und sehen, welche Variabilitat sich zeigt, Abb. 65.

wenn wir den Zahlenwert der Konstan- I ( . l)
" = — | Mm@~ ¥ maa® |,

ten dndern. (2+3 v 2

Die Reziproke der Kombination My =2, Mz=4, &= 1,2.
I

(z+3): 6;—3) = % = %(mxa_x + mza;) ist in Abb. 65 wiedergegeben.

Sie hat einen hnlichen Verlauf wie -

(t+4)
also ziemlich steil S-férmig auf, nihert sich dann aber sehr langsam

der Asymptoten durch 0,5. Nehmen wir » der beiden Komponenten
gleich, aber verschiedene a, so geht obige Formel in folgende iiber:

—;‘ =?(¢z,"‘—l— az?). In den folgenden Abbildungen ist m = 2 und a
verschiedenfach gewahlt. Abb. 66 ist die Kurve fiir ;= 3 und a,=1,T.
Der am Koordinatenanfangspunkt bei den bisher besprochenen Kurven
vorhandene S-formige Bo-
gen geht hier vollig ver-
loren, die Linie steigt sofort
steil an, verflacht dann und
geht asymptotisch an die
Parallele zur ¥-Achse durch
den Punkt 1 heran. Wahlen
wir den a,-Wert noch klei-

ner (Abb. 67), so wird die 7 z 3 4 I 5
besprochene Form noch . : m kS
ausgepragter, Abb. 68 stellt Abb. 66. CERTA ity (ax‘” + a2 *”) ,
zwei extreme Fille zusam- Mm=2, Gx=3, az=1,I

men, aus denen zu erkennen

ist, daB mit kleiner werdenden a,-Werten der erste Teil der Kurven
sich immer mehr an die y-Achse anschmiegt, wihrend der iibrige Teil
ahnlich verlduft. In Abb. 69 ist eine andere Auswahl in der GréBen-
ordnung der a-Werte getroffen, in I ist a;= 10, also sehr groB, und a,
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