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Vorwort zur zweiten Auflage. 

Die neue Auflage unterscheidet sich von der ersten durch eine 
zusammenhängende Darstellung der allgemeinen Theorie der 
Integralgleichungen mit symmetrischem Kern, die in der ersten 
Auflage stückweise und gelegentlich, wie sie gerade gebraucht 
wurde, bei den einzelnen Aufgaben entwickelt war. Sodann ist 
ein Abschnitt über die funktionen theoretischen Methoden hinzu­
gekommen, die in einer neuen Darstellung der Verallgemeine­
rungen des Fourierschen Integrals gipfeln. 

Die wissenschaftliche Arbeit des vergangenen.J ahrzehnts habe 
ich geprüft und, soweit sie in den Rahmen des Werks paßte, be­
rücksichtigt. Auch habe ich mein sachliches und geschichtliches 
Urteil über manche beim Erscheinen der ersten Auflage schon 
vorliegende Arbeiten geändert und aus ihnen reichlicher geschöpft 
als damals. 

Wesentliche Förderung verdanke ich wie bei der ersten Auf­
lage der· Mitarbeit meiner Schüler, über die ich in den Anmer­
kungen berichte. Möge denn auch die neue Auflage wie die erste 
Leser und Freunde finden, die nicht nur fertige Sätze suchen, 
sondern sich anregen lassen zur Weiterarbeit an dem unerschöpf­
lichen Vorrat mannigfaltiger und doch der allgemeinen Theorie 
zugänglicher Aufgaben, die unser Gegenstand darbietet. 

Breslau, im September 1922. 

Adolf Kpeser. 
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Erster Abschnitt. 

Integralgleichungen und lineare Wärmeleitung. 

§1. 

Wärmeleitung und Wärmequellen. 

Ist u die Temperatur eines geraden Stabes von der Länge 
Eins, der einer Umgebung von der Temperatur Null eingebettet 
ist; bedeutet ferner x den Abstand von einem seiner Endpunkte, 
t die in einer gewissen Einheit gemessene Zeit und b eine Kon­
stante, so gilt die Gleichung 

ou _ 02 U _ 2 

ot - ox2 b u, 

und der Fall b = ° bedeutet, daß keine Wärme seitlich aus­
gestrahlt wird. Diese Gleichung beruht auf den Annahmen, daß 
die seitliche Strahlung der Temperaturdifferenz proportional ist, 
und daß der Wärmefluß längs des Stabes, d. h. die in der Zeit­
einheit durch den Querschnitt in der Richtung wachsender x durch­
tretende Wärmemenge der Größe - ou/ox proportional ist, von 
der sie sich nur um einen positiven, durch das Material des Stabes 
bestimmten Faktor unterscheidet. 

Ist die Größe 0 U / (J x an der Stelle x = ~ stetig, so kann 
man dies durch die Gleichungen 

oul;-o = 0, oul~-o = oul~+o 
OXIHO ox OX 

ausdrücken, indem mau die an das Substitutionszeichen gehefteten 
Symbole ~ - 0, ~ + ° wie gewöhnlich dahin deutet, daß die un­
abhängige Variable von unten oder oben her gegen den W ert ~ 
konvergiert. Physikalisch bedeutet diese Gleichung; daß von der 
Seite x<~ her, sagen wir von links her, ebensoviel Wärme in 
den Querschnitt x = ~ hereinströmt, wie nach rechts abströmt. 
Soll daher an der Stelle x = ~ eine Wärmequelle liegen, d. h. 
soll im ganzen aus dem Querschnitt x = ~ eine Wärmemenge 

K II es er, Integralgleichungen. 2. Äull. 1 



2 Erster .Abschnitt. §1. 

ausströmen, die die einströmende um einen konstanten Betra.g 
übertrifft, so muß eine Gleichung von der Form 

<7u:S+ o _ (}UI~-O 
;:;- I - ;;:;- + const. 
oXI ()x 

gelten, speziell etwa die Gleichung 
ouiE-o 
-. -I = 1, 
OX~g+o 

die eine Wärmequelle von der Ergiebigkeit Eins definieren möge, 
indem wir die links stehende Größe allgemein als Ergie bigkei t 
bezeichnen wollen. 

Die Wärmebewegung nun, die durch Quellen und einen be­
liebig angenommenen Anfangszustand hervorgerufen wird, ist erst 
bestimmt, wenn über' die Art des Ausflusses der Wärme aus den 
Enden des Stabes Bestimmtes vorausgesetzt wird. Indem das 
Substitutionszeichen auf die Variable x bezogen wird und durch 
hund H positive Konstante bezeichnet werden, können die wich­
tigsten Fälle in folgender Weise gekennzeichnet werden: 

(A) u!o= U!l = 0. 

'1

0 <7 u 1'1 (B) u I = 0, () x = 0. 

(e) 
(}UI O _ ou: 1 _ 

OX - oxl - 0. 

(D) OU ,0 OU 1
1 

. (7 X - h u I = 0, () x + H U = 0. 

Die physikalische Bedeutung dieser Gleichungen liegt auf 
der Hand: die Enden des Stabes werden auf der festen Tempe­
ratur Null gehalten oder adiatherman bedeckt oder lassen Wärme 
ausstrahlen. 

Speziell werde angenommen, die Wärmeverteilung sei stationär, 
U also von t unabhängig, und an der Stelle x = S liege eine Quelle 
von der Ergiebigkeit Eins-. Dann ha.t man zur Bestimmung der 
Temperatur w die Gleichungen 

. d2w· dWI;-~ -_ 1 
d ..... - b2 w = 0, ..,- dx ;+0 

und eine der Randbedingungen .(A), ... (D) zu erfüllen, in denen 
u durch w zu ersetzen ist. 

Diese Aufgabe ist in allen Fällen leicht zu lösen. Die Größe w 
wird a.uf den Strecken von x = 0 bis x = S und von x = S bis 
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x = 1 verschiedene analytische Ausdrücke darbieten, im Punkte 
x = ~ aber einen eindeutig bestimmten Wert haben und stetig 
sein. Nimmt man z. B. den Fall (A), so geht man davon aus, 
daß die an einer der Stellen x = 0 und x = 1 verschwindenden 
Integrale d~r Gleichung 

(1) 

in der Form 
const. (sin b x, const. (sin b (1 - x) 

dargestellt werden können, wobei die gewöhnlichen Zeichen 

. eU - e - U eU + e - U 

(Smu = --2~' (Iof u = 2 

eingeführt sein mögen. Sollen nun jene beiden Ausdrücke an 
der Stelle ~ dieselben Werte haben, so müssen sie die Form 

const. (Sin b (1 - g) (Sin b x, const. (Sin b (1 - x) (sin b ~ 

mit derselben Konstanten haben. Setzt man jetzt die Gleichung 

d WjS-O - -1 
dx s+o-

an, so findet man für x < ~ 
(sin b (1 - g) (Sinb x 

W = b(sinb ' 
für x ~ g dagegen 

_ (sin b (1 - x) (sin b ~ 
W - b (sinb . 

Im Falle l! = 0 erhält man spezien die Gleichungen 

W = x (1 - ~), x < ~ 
W = ~ (I-x), x ~ ~. 

Beide Ausdrücke w, der allgemeine wie der spezielle, sind in 
x und g offenbar symmetrisch. 

Legen wir ferner die Randbedingung (0) zugrunde, so ist 
davon auszugehen, daß 

(Iof b x, (Iof b (1 - x) 

die Integrale der Gleichung (1) sind, deren Ableitungen an einer 
der Stellen x = 0 und x = 1 verschwinden; daraus folgt leicht 

_ (Iof b (1 - ~). (Iof b x 
w - b (sin b ,x < g, 

_ (Iof b (1 - x) . (Iof b g 
w - b (sin b ,x ~ ~. 

1* 



4 Erster Abschnitt. § 1. 

Hier kann nicht ohne weiteres b = 0 gesetzt werden. Das 
entspricht der Tatsache, daß im Falle (C) beide Enden des Stabes 
adiatherman bedeckt sind, eine Quelle also keinen stationären 
Wärmezustand ergeben kann, wenn keine Wärme seitlich aus­
gestrahlt wird. Wohl aber gilt die Gleichung 

. ( 1) X2+~2 I 
~l~o W - b2 = 2 - ~ + a' x < ~, 

. ( 1) x 2 + ~2 1 
~~o w - b2 = 2 - x + a' 

bezeichnet man den hierdurch längs des ganzen Stabes definierten 
Ausdruck durch w, so findet man leicht 

d2 W _ d w I'; - 0 _ d W : 0 d W 1 1 ~ 
dx i - 1, dx ~+ 0 - 1, dX! = dx! = 0, ~ wdx = o. 

Auch diese Größe ist physikalisch leicht zu deuten. Sieht 
man - wals Temperatur an, so ist die in das Element cl x durch 
Leitung eintretende Wärmemenge der Größe 

_ dW'I"'+dz ='_ d2 w. dx 
dx Z dx2 

proportional; wenn daher in diesem Element noch eine mit d x 
proportionale Wärmemenge etwa als J oulesche Wärme eines 
galvanischen Stromes erzeugt wird, und die Proportionalitäts­
faktoren angemessen gewählt werden, so folgt 

d 2 fij 
- d Xi d x + d x = 0; 

d. h. die eintretenden Wärmemengen, die von Leitung und Strom 
herrühren, haben die algebraische Summe Null; die Temperatur 
jeder Stelle ist von der Zeit unabhängig. Man kann also - w 
8J.s stationäre Temperatur bei der Grenzbedingung (e) betrachten, 
wenn eine negative Quelle wirkt und außerdem überall eine kon­
stante Wärmemenge etwa durch einen Strom erzeugt wird. 

Wir bezeichnen den Fan (C) bei der Annahme b = 0 als 
den ausgearteten, da er analytisch wie physikalisch den anderen 
Fällen gegenüber als Ausnahme erscheint, die stets besonders zu 
untersuchen ist. 

Bei den Randbedingungen (B) und (D) beschränken wir uns 
auf den Fall b = 0 und erhalten bei ersterer 

w = x, x < g; w = g, x > ~; 
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bei letzterer 
_ (1 +hx)(l + H[l-6]) 

w - h + H + h H ' x < ;, 
(1 + h;)(l + H[l- x]) 

tU = h + H + h H ' x > ;. 

§ 2, 

Hilfssatz aus der Integralrechnung. Quellenmäßig dargestellte 
Funktionen. 

5 

Die Symmetrie der erhaltenen Ausdrücke bezüglich der bei­
den Argumente x und; ist kein ZufalL Um sie als notwendig 
einzusehen, beginnen wir mit einem einfachen Lemma allgemeinen 
Charakters aus der Integralrechnung, 

Ist die Funktion (x an der Stelle ; so unstetig, daß die 
Grenzwerte f(; + 0) und {(; - 0) endlich und bestimmt sind, 
während die Ableitung f' x an der Stelle; stetig bleibt, so gilt 
die gewöhnliche Grundgleichung der Integralrechnung 

b 

fb-fa = Jf1x.dx 
a 

nur, solange die Strecke von abis b die Stelle; nicht enthält. 
Ist dies der Fall und ist; die einzige Unstetigkeitsstelle zwischen 
a und b, so zerlege man das Integrationsintervall durch den 
Wert; in zwei Teile. Dann gilt zunächst die Gleichung 

§ 

f~-{a=Sf'x.dx 
a 

in dem Sinne, daß für f; der Wert genommen wird, gegen den 
fx konvergiert, wenn man x vom Innern des Integrationsinter­
valls des letzten Integrals gegen ; heranrücken läßt, also genauer 

§ 

{(~-O)-ta = S ('x.di. 
a 

Ebenso findet man 

also auch 

b 

fb - f(~ + 0) = S f' x. d x, 
§ 

b 

fb-fa ={(;+O)-f(~-O)+ Jf'x.dx 
a 
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b i";-o ib ib 1;-0 

oder J f x . d x = f x ~ + f x I = f x, + f x , . 
a 'a 1;+0 la 1;+0 

Wir wenden diese Formel auf eine der in § 1 hergestellten 
Größen w an, die wir, um die Abhängigkeit von der Unstetigkeits­
stelle vor Augen zu haben, durch K(x, ~) und als Greensehe 
Funktion bezeichnen wollen; K' (x, ~), K" (x,~) seien die Ab­
leitungen nach dem ersten Argument. Dann hat man die Gleichung 

(1) K"(X, ~)-b2K(x,~) = 0, 

und wenn K(x, 1/) eine Greensehe Funktion mit anderer Un­
stetigkeitsstelle bedeutet, die dieselben Grenzbedingungen erfüllt, 

(2) K" (x, r;)- b2 K(x, r;) = 0. 

Bei der soeben eingeführten Voraussetzung verschwindet der 
Ausdruck 

M = K ' (x, ~)K(x, 1/) - K(x, ~)K' (x, 1/) 

an den Grenzen x = 0 und x = 1, und gelten die Gleichungen 
,;-0 1'1-0 

K ' (x,~): = K ' (x, tj) i = 1. 
:;+0 1'1+0 

Nun ergibt sich aus den Gleichungen (1) und (2), indem 
man die erste mit K (x, 1]), die zweite mit K (x, ~) multipliziert, 

K" (x, ~) K(x, 1/) - K" (x, 1]) K(x,~) = 0, 

und die linke Seite ist die offenbar stetige Ableitung des an den 
Stellen ; und Y} unstetigen Ausdrucks M. Das soeben bewiesene 
Lemma ergibt also 

1 

Ü = f [K" (x,~) K(x, r;) - K" (x, 1])K(x, m d x 
o 

1
1 1;-0 1'1- 0 

=M +M1 +M 1 ' 

o ,;+0 1'1+0 

oder, da, wie bemerkt, die Gleichungen 

Mlo=Mll=Ü 
gelten, 

M 1;-0 + MI'I-o = 0, 
;+0 1J+0 

K(~, r;) - K(y}, ~) = O. 

Dasselbe Resultat ergibt sich auch im ausgearteten Falle, 
für den - K( 1:) W = x,s 
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gesetzt wird, aus den dann geltenden Gleichungen 
1 

KI/(x,~) -1 = 0, J K(x, ~)dx = O. 
o 

Eine weitere Eigenschaft der G r e e n schen Funktionen K 
zeigt sich an der Größe 

1 

Fx = SK(X,IX)flX.dlX, 
o 

in der unter fIX eine Funktion verstanden werde, die auf der 
Strecke von 0 bis 1 gewisse Stetigkeitseigenschaften besitzt. Um 
diese bequem formulieren zu können, wollen wir fx auf einem 
gewissen Gebiet, etwa der Strecke von x = 0 bis x = 1 stück­
weise stetig nennen, wenn diese Strecke durch eine endliche 
Anzahl von Teilpunkten in Teilstrecken zerlegt wird, innerhalb 
deren die Größe fx stetig ist, während sie einem endlichen 
Grenzwert zustrebt, wenn man sich von einer beliebig gewählten 
Seite her einem der Teilpunkte annähert. 

Die stückweise stetigen Funktionen dürften die allgemeinsten 
unstetigen Funktionen einer Variablen sein, die in den Anwen­
dungen vorkommen. 

Wenn nun f (I, auf der Strecke von IX = 0 bis IX = 1 stück­
weise stetig ist, so gilt die Gleichung 

1 

Fix = S K'(X,(I,)f(l,·dlX, 
o • 

wie man erkennt, wenn man Fx aus Integralen' zusammensetzt 
in deren Intervallen der Integrand und seine ersten Ableitungen 
stetig sind. Schreibt man diese Gleichung in der Form 

~ 1 

F' X = SK' (x,lX)flX.dlX + J K ' (x, lX)flX .dlX, 
o ~ 

so ergibt sich aus ihr für eine Stelle, an der die Funktion fx 
stetig ist, 

~ 

}T" x = f K" (x, (1,) fIX • dlX+ K ' (x, x - 0) fx 
.0 

1 

+ S KI/(x, rx)flX.dlX - K'(x, x + O)fx, 

'" 
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oder mit Rücksicht auf die Differentialgleichung, der die Größe X 
unterworfen ist, 

1 

(3) 
FI/ x = bl f X(x,~)(~.d~ + [K'(x, x - 0) -K'(x,x + O)fx 

o J 

= blFx + [K'(x, x - 0) - K'(x, x + 0)] fx. 

An den Unstetigkeitsstellen von (x bleibe die Größe F" undefiniert. 
Nun hat der Kern K(x,~) in allen Fällen des § 1 die Form 

px. tP~ oder p~ . 1/J x, je nachdem x < ~ oder x > ~ angenommen 
wird, und px, 1/Jx sind auf der Strecke von x = ° bis x = 1 
mit ihren Ableitungen stetige Funktionen von Xj also gelten 
entsprechend dem Größenverhältnis der Werte x und ~ die Be­
ziehungen 

K'(x,~) = p'x.1/J~, x< IZ, 

K'(X,IZ)=PIZ.1/J'X, x>a, 

und hieraus ergibt sich . A' -, ..,' 

K'(x, x-O) = lim K'(x, x- c) = lim rp-$;1/J'(-x-e) = px.1)J'X, 
8=+0 8=+0 

K'(x+O, x) = lim K'(x+c,x) = lim px.1/J'(x+c) = p .... x.1/Jk;j 

somit folgt 

und ebenso 

8=+0 8=+0 

X' (x, x - 0) = K' (x + 0, x), 

K'(x,x+O) = K'(x-O,x), 

was natürlich auch aus den expliziten in § 1 gegebenen Aus­
drücken von K verifiziert werden .kann. Die Gleichung (3) ergibt 
also an jeder Stetigkeitsstelle der Funktion (x 

F"x-b9Fx = -(x.[K'(x-O,x)-K'(x+O,x)] = -(x, 

und dasselbe Resultat ergibt sich auch, wenn man K(x,~) = tu 
setzt, so daß X" = 1, b = 0, unter der Voraussetzung 

1 

f (~.d~ = 0. 
o 

Der Ausdruck Fx kann offenbar als die Temperatur gedeutet 
werden, die erzielt wird, wenn die ganze Strecke von Obis 1 mit 
Quellen von der Ergiebigkeit (x belegt wird, deren jede einen 
stationären Zustand hervorruft. Kann eine Funktion von x in 
die Form Fx gebracht werden, so sagen wir, sie sei quellen­
mäßig dargestellt oder auch kurz quellenmäßig: ::;ie erfüllt 
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dann offenbar dieselben Grenzbedingungen wie die Funktion 
K(x, ;), mit der sie gebildet ist, und hat stetige Ableitungen 
erster und stückweise stetige zweiter Ordnung, da f x stückweise 
stetig sein soll. 

Umgekehrt läßt sich eine stetige Funktion cDx, die eine 
stetige erste und strrckweise stetige zweite Ableitung besitzt und 
die Grenzbedingungen der Größe K(x, n erfüllt, quellenmäßig 
darstellen; im ausgearteten Falle K = w ist die Bedingung 

1 

(4) S cDu.du = 0 
o 

hinzuzufügen. 
Sehen wir von diesem Fall zunächst ab, so ist die Größe 

fx = - cD" x + b2 cDx 

stückweise stetig. Multipliziert man sie mit K(x,;) und addiert 
sie zu beiden Seiten der mit cD x multiplizierten Gleichung (1), 
so ergibt sich 

cD x . K" (x, ;) - cD" x . K (x, ;) = K (x, ;) f x, 

-lcl [cDx.K' (x,;)-cD'x.K(x,;)]= K(x,;)fx. cx 

Integriert man und benutzt das obige Lemma der Integralrech­
nung, so folgt 

1
1 I~-O [cD x . K' (x,;) - cD' x. K(x, m + cDx. K' (x, ;) 

(5) 1 0 g+o 

=S K(x, ;)fx.dx. 
e 

Das erste Glied der linken Seite verschwindet aber, da die Funk­
tion cDx dieselben Grenzbedingungen wie die Greensche Funktion 
erfüllen soll; somit ergibt sich 

1 

cD; . [ K I (; - 0, ;) - K I (g + 0, ;)] = cD; = S K (x, ;) f x . d x, 
o 

d. h. die Funktion cD erscheint quellenmäßig dargestellt. 
Im ausgearteten Falle ist die Gleichung (1) durch die 

Gleichung K" ( 1:) x, ~ -1 = 0 

zu ersetzen; das in der Gleichung (5) hierdurch erscheinende 
Glied verschwindet bei der Voraussetzung (4), und man erhält 
dasselbe Resultat wie vorher. 
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§ 3. 

Übergang zu den Integralgleichungen und einfachste 
Eigenschaften derselben. 

Nach diesen Vorbereitungen nehmen wir das Problem der 
linearen Wärmeleitung wieder auf und sucheq demgemäß Lösungen 
der Gleichungen 

OU_02U 2 
?it - ox2 - b u, 

die einer der Grenzbedingungen (A), ... (0) des § 1 unterworfen 
sind. Dazu führt der klassische Ansatz von Daniel Bernoulli 

u = T.rpx, 
in welchem T von t allein abhängt. Man findet sofort 

1 d T _ 1 (d2 rp b2 ) 
T dt - (jj d x 2 - rp, 

und beide Seiten dieser Gleichung müssen, da sie von verschie­
denen unabhängigen Variablen abhängen, derselben Konstanten 
gleich sein, die wir etwa durch - lL - b2 bezeichnen wollen. 
Dann ergibt sich weiter 

T = e-(,u+b2)t, 

(1) d2 rp 
dx2 + lLrp = 0, 

und die Größe rp muß dieselben Grenzbedingungen wie tt er­
füllen. Sehen wir von dem Falle lL = 0 ab, der offenbar, da rp 
stetig ist, zu dem trivialen Ergebnisse rp = const.. führt, so folgt 
aus der Bedingung (e) 

1 f 1 d 1 

rpdx = --~I = 0; 
lL dx 10 

o 

wenn daher die Funktion rp mit ihren ersten beiden Ableitungen 
stetig ist, so kann sie nach § 2 in allen Fällen, auch dem aus­
gearteten, quellenmäßig dargestellt werden mittels der zu der be­
treffenden Grenzbedingung gehörigen Greenschen Funktion, etwa 
in der Form 

1 

(2) rpx = S K(x, u)fu.du. 
o 

Hieraus folgt nach § 2 
dSrp 
-- b2 rpx = - fx' 
dx2 ' 
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kombini$)rt man dies Resultat mit der Gleichung (1), so er-
gibt sich 

und aus der quellenmäßigen Darstellüng (2) folgt die Beziehung 
1 

(3) f/J x = A J K (x, a) f/J a . da, 
o 

in der 

zu setzen ist, und die wir als homogene Integralgleichung 
mit der Unbekannten f/J bezeichnen. Die Greensche Funktion 
K (x, a) heißt der K ern der Integralgleichung, jede stetige 
Lösung f/JX eine Eigenfunktion des Kerns und die Konstante A, 
deren Wert zunächst unbekannt ist, der zugehörige Eigenwert. 

Die durchgeführte Argumentation zeigt, daß, abgesehen von 
dem Falle f/J = const., jede der gesuchten Funktionen f/J eine 
Lösung der Integralgleichung (3) ist. Aber auch das Umgekehrte 
gilt. Denn zunächst erfüllt jede Eigenfunktion dieselben (kenz­
bedingungen wie der Kern, was, wenn dieser an einem Ende des 
Stabes verschwindet, unmittelbar ersichtlich ist. Daß dasselbe 
auch für die anderen Grenzhedingungen gilt, zeigt die Gleichung 

~ 1 

f/J' X = A ddx f K (x, a) f/J a . d a + A ddx f K (x, a) f/J a . d a 
o ~ 

1 

= 'A J K ' (x, a) f/J a . da + A [ K (x, x - 0) - K (x, x + 0)] f/J x 
o 

1 

= A J K ' (x, a) cpa. da. 
o 

Im Falle (0), b = 0 hat man außerdem die Gleichung 

1 

J K(x, a)da = 0, 
o 

also auch für jede Eigenfunktion 

1 

J f/Ja.da = O. 
o 
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Sodann ergibt die Integralgleichung (3), indem man ihre 
rechte Seite mit der Größe Fx des § 2 identifiziert., 

d2lP 
dx2 - b2lPX -. - AlP x = - (iL + 62) lP x 

oder d2lP 
d xi + iL lP = 0, 

womit das Behauptete bewiesen ist. 
Um die Verbindung zwischen dem Randwertproblem und der 

Integralgleichung als fruchtbar zu erkennen, genügt es, einige 
der einfachsten Eigenschaften der Integralgleichungen mit stetigem, 
symmetrischem Kern zu entwickeln. 

Es seien etwa lPm, lPn zwei zu den verschiedenen Eigen­
werten Am und An gehörige Eigenfunktionen, die wir normiert 
annehmen können, d. h. so bestimmt, daß die Gleichung 

gilt. Das ist möglich, da jede Eigenfunktion, mit einer Kon­
stanten multipliziert, Eigenfunktion bleibt. Dann gelten die 
Gleichungen 

1 

lPm x = Am J K ( x, IX) tpm IX • d IX, 

o 

1 

lPnX = AnJK(x,lX)lPnIX.da. 
o 

Um den allgemeinen Charakter der an die letzten drei 
Gleichungen zu knüpfenden Folgerungen hervortreten zu lassen, 
wollen wir sie in der unbestimmten Form 

J (lP IX)2d IX = 1, lPm x = Am J K(x, IX) lPm IX. da, 

lP,.X = AnJK(x,IX)lPnIX.dIX 
(4) 

schreiben und festsetzen, daß das unbestimmte Integralzeichen 
stets die Integration über dasjenige Gebiet bedeute, das in der 
Integralgleichung zugrunde gelegt wird und als Grundgebiet 
bezeichnet werde. In den bisher behandelten Fällen ist das 
Grundgebiet die Strecke von x = 0 bis x = 1. Nichts hindert 
aber, das Grundgebiet auch mehrdimensional zu nehmen, wobei 
dann x und IX nicht Variable, sondern Stellen dieses Gebiets 
bedeuten. 
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Multipliziert man nun die zweite der Gleichungen (4) mit 
Ä .. fP,/ x, die dritte mit Äm fPm X und integriert über das Grund~ 
gebiet, so ergibt sich 

Än f fPn X • fPm x • dx = Än Äm f dx. fP .. x . f K(x,OG) fPm OG • du, 

Äm f fPm x . fPn X• dx = Äm Ä .. f dx. fPm x . f K (x, a) fPn U • du. 

Da ferner die Funktionen Kund fP im Grundgebiet stetig sind, 
kann man auf der rechten Seite dieser Gleichungen die Inte­
grationen vertauschen, und erkennt so, daß die rechts stehenden 
Größen gleich sind. Daraus folgt sofort 

(Äm - Än) f fPm X. fP .. x . dx = 0, 

und, da Äm von Ä.. verschieden ist, 

f fPmu·fPnu.da = o. 
Eine solche Beziehung zweier Funktionen bezeichnen wir als 

Orthogonalität und sagen demgemäß: Zwei zu verschiedenen 
Eigenwerten gehörige Eigenfunktionen sind 'zueinander 
orthogonal. 

Wäre nun einer der Eigenwerte komplex, der Kern aber 
reell, so wäre offenbar auch die dem Eigenwert konjugiert ima­
ginäre Größe ein Eigenwert, und die zugehörige Eigenfunktion 
zu der dem ersteren Wert zugehörigen konjugiert. Beide Eigen­
funktionen wären ferner, weil zu verschiedenen Eigenwerten ge­
hörend, zueinander orthogonal; es verschwände also das Integral 
des Produktes zweier konjugiert imaginärer Größen, was unmög­
lich ist. Die Eigenwerte eines reellen symmetrischen 
Kerns sind also reell. 

~us den erhaltenen Sätzen gewinnt man die Hoffnung, eine 
willkürliche Funktion auf dem Grundgebiet nach den Eigen­
funktionen entwickeln zu können, wenn diese in unendlicher An­
zahl vorhanden sind. Denn macht man den Ansatz 

1,00 

fx = ~ A .. fPn x, .. 
und integriert, nachdem man mit fPmX multipliziert hat, glied­
weise, so findet man für den Fall, daß die Eigenfunktionen alle 
zu verschiedenen Eigenwerten gehören, 

f f u . fPm U • d u = Am S ( fPm U)2 du = A",. 
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Eine mit diesen Koeffizienten gebildete Entwicklung heiße 
eine Fouriersche im weiteren Sinne des Wortes. Die erhaltene 
Reihe wird besonders einfach, wenn man 

fx = K(x, y) 

setzt. Dann findet man nämlich 

An = f K (IJG, y) qJnCL dlJG = qJ;: 

und die Fouriersche Entwicklung des Kerns nimmt folgende 
Gestalt an: 1,oe 

K (x, y) = 2: qJ"xi qJ.,y • 
.. n 

Diese Gleichung wollen wir als bilineare Formel, ihre 
rechte Seite als bilineare Reihe bezeichnen. Sie ist natür­
lich ebensowenig bewiesen, wie die Fouriersche Entwicklung 
von fx. Aber eins ist schon hier zu übersehen. Gilt die bilineare 
Formel und konvergiert die bilineare Reihe gleichmäßig oder sogar 
gleichmäßig und absolut, so kann mit einer beliebigen stetigen 
Funktion f IJG die Gleichung 

Fx = f K(x, lJG)flJG.dlJG = ~ qJi"x f flJG.qJn lJG •dlJG 

angesetzt werden, und die Integralgleichung ergibt 

f Fa. qJ"a. dlJG = f qJ.,lJG.da f K(IJG, ß)fß·dß 

= f fß·d ß f K(IJG,~) qJ.,lJG.dlJG 

= LI qJ.,ß·fß·dß· 

Die Koeffizienten in der EntwicklUng von Fx sind also nach 
der Fouriersehen Regel gebildet, und es ist unter einer der 
ausgesprc;lchenen Voraussetzungen betreffs der bilinearen Formel 
bewiesen, daß jede quellen mäßig darstellbare Funktion 
in eine gleichmäßig oder gleichmäßig und absolut kon­
vergente Fouriersche Reihe entwickelt werden kann. 

Dasselbe gilt also nach § 2 von jeder den Grenzbedingungen 
unterworfenen Funktion, die eine stetige erste und stückweise 
!ltetige zweite Ableitung besitzt. 
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Die hiermit angebahnte Entwicklung einer willkürlichen 
Funktion wird auch beim Problem der Wärmeleitung erfordert. 
Man bildet eine Lösung von der Form 

:2: An e- Ant qJ .. X 

n 

und sucht sie in einem gegebenen Anfangszustand anzupassen, d. h. 
die Größen An so zu bestimmen, daß man zur Zeit t = 0 eme 
gegebene Funktion fx erhält. Das leistet die Gleichung 

fx = 2: An qJn X' 
n 

§ 4. 

Anwendung auf gewöhnliche Fouriersche Reihen. 

Die durchgeführten allgemeinen Betrachtungen wenden wir 
auf die drei Grenzbedingungen (A), (B), (0) an, indem wir b = 0 
setzen. 

Im Falle (A) ist der Kern nach § 1 durch 

(1) 
K (x, ~) = x (1 - ;), x < ~, 

K(x,;) -:- Hl-x), x > ~ 

die Gleichungen 

definiert, und die Eigenfunktionen sind die an den Stellen x = 0 
und x = -1 verschwindenden Lösungen der Gleichung 

d 2 tp 
d x2 + p. tp = 0, 

also die Größen 
const. sin n n x, 

in denen n eine positive ganze Zahl ist, oder, wenn man normiert, 

qJn x = V2 sinnnxj 
der zugehörige Eigenwert ist dann nach § 3 

An = P. = n2 n 2 , 

und die bilineare Formel demnach 

(2) K( I:)=~ ~sinnnx.sinnn; 
x,.. n 2 ~ n2 ' 

" 
indem links einer der Werte (1) einzusetzen ist. 

Diese Gleichung läßt sich direkt beweisen, indem man von der 
elementaren Formel 

1 1,n • ( 1) 
+ ~ smn+"2x 

-2 L..I cos v x = . 1 
v 2sm'2 x 
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ausgeht, die man auch auf folgende Weise schreiben kann: 

1 1," sin (n + 1) x 
2 + 2: cos v x = X 2 + sin (n + D x .IP X; 

" 
dabei ist die Funktion tD x mit ihrer Ableitung stetig auf jeder 
Strecke, die mit x = 0 beginnt und nicht bis an die Stelle 
x = 2 n heranreicht. Integriert man nun, so ergibt sich 

x +..!oS sinvx _f"'Sin(n+~)x 1 +f"'tD . ( +l)d 2 ~ -v- - x (X x.sm n '2 x 
"0 0 

(3) 
(n + 1/2)", '" 

= f Si: u d tt + f tD x . sin (n + t) x cl x, 
o 0 

und das letzte Integral der rechten Seite wird, wie die Gleichung 

'" J cos(n+ l)x '" 
tDx.sin(n+i)xdx = -tDx· + J2 ; 

n "2 ,0 

o '" 
+ JIP' . cos(n + ~)xd 

x + I X n '[ 
o 

zeigt, mit wachsenden Werten von n beliebig klein. Bei positiven 
Werten von x, die kleiner als 2 n bleiben, erhält man daher die 
Gleichung 

!!!.- + ~ sinnx =foosinu du 
2 ~ n u' 

.. 0 

und wenn x ein beliebiges zwischen den Grenzen 0 und 2 n ge­
legenes Intervall durchläuft, das keinen dieser Werte selbst ent­
hält, konvergiert die erhaltene Reihe, wie man aus der Formel (3) 
leicht ersieht, gleichmäßig. Als Wert des Integrals auf der rechten 
Seite wird sofort in gefunden, indem man x = n setzt. 

Aus der erhaltenen Gleichung ergibt sich weiter, wenn Xo 

und Xl beliebige Werte zwisch~n 0 und 2n sind, indem man 
integriert, 

2 2 1,00 
XI -xo + ~ cosnxo - cosnxl _ n ( _ ) 

4 ~ n' - 2 Xl Xo · .. 
Hier konvergiert die links auftretende Reihe in beliebigen 

Gebieten der Variablen Xo und Xl gleichmäßig, ist also stetige 
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Funktion dieser Größen; da dasselbe von den übrigen Gliedern 
gilt, so ist die Gleichung auch richtig, wenn man x 0 = ° setzt: 

(4) 
1,00 1 1,00 2 2: 2: cos nIl _ n:l'l XI 

-- -- ------. 
n2 n 2 - 2 4 

n n 

Ersetzt man nun Xl durch n - Xu indem man Xl nicht 
größer als n nimmt, so folgt 

(5) 

Addiert man beide Gleichungen und setzt dann Xl = 0, so 
findet man 

oder 
3 1, <>0 1 n2 

2" 2: n 2 = 4' 
n 

womit die Gleichung (4) in die folgende übergeht: 

(6) 

dabei wird vorausgesetzt 

° <Xl < 2n. 

Setzt man nun eine der Gleichungen 

Xl = n (~- X), Xl = n (~ + X) 

an, indem man unter X und ~ eohte Brüche versteht, deren 
zweiter der größere ist, so sind die für Xl geltenden Voraus­
setzungen erfüllt, und man erhält aus der Gleichung (6) 

2 1:+22:1,00 sinnnxsinnn~ 
n Xs = n 2 x n~ , 

n 

d. h. die zu erweisende Gleichung (2) unter der Annahme X < ~. 
Aus der Symmetrie der unendlichen Reihe folgt weiter, daß für 
den Fall x > ~ die rechte Seite durch n2 ~ zu ersetzen ist, und 
damit ist die bilineare Formel (2) bewiesen. Die bilineare Reihe 
konvergiert offenbar gleichmäßig und absolut in jedem Intervall 
der Größen x und ~. 

Hieraus folgt nach § 3, daß jede quellenmäßig dargestellte 
Funktion, also jede Funktion, die auf der Strecke von x = 0 

Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufi. 2 
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bis X = 1 mit ihrer ersten Ableitung stetig ist, eine stück­
weise stetige zweite Ableitung besitzt und an den Enden 
der Strecke verschwindet, auf der bezeichneten Strecke 
in eine gleichmäßig und absolut konvergente Fourier­
sehe Reihe nach den Eigenfunktionen sin n:rrx entwickelt 
werden kann; d. h. setzt man an 

1,00 

fx = 2: An Y:J sin n:rrx, 
n 

so haben die Koeffizienten die Werte 
1 

An = f fc/' ·ff. sin n:rrC/,dC/,. 
o 

Ebenso leicht läßt sich der Fall der Grenzbedingung (B) be­
handeln. Die Eigenfunktionen sind die Lösungen der Gleichung 

d2 cp _ 
d x2 + iL cP - 0, 

für die die Bedingungen 
dcp 1 

cp 0 = 0, d x I = 0 

bestehen j man erhält offenbar als normierte Eigenfunktionen 

cpnx = V2 sin(n-t):rrx, n = 1, 2, ... 
und als Eigenwerte 

An = (n - f)2 :rr2. 

Die bilineare Formel ist daher 

_ 2 ~ sin (n -'- H :rr x sin (n - t) :rr ; x - - ~ (1) , x<;, 
:rr2 n n-'2 2 

(7) 
~ _ ~ ~ sin(n-i):rrxsin(n-t):rr; ; 
-:rr2~ (n-k)2 ,x>. 

Diese Gleichungen kann man leicht aus den Formeln (4) 
und (5) ableiten, indem man eine von der anderen subtrahiert, 
dadurch die Summe 

~ cos (2 n - 1) Xl 

~ (2n-l)2 
n 

bestimmt und in den Reihen (7) das Produkt der Sinus durch 
eine Differenz zweier Cosinus ersetzt. Die erhaltenen Reihen 
konvergieren wiederum in beliebigen Strecken gleichmäßig und 
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absolut. Man schließt hieraus nach § 3, daß ehe stetige Funk­
tion {x, die den Bedingungen 

{o = 0, l' 1 = ° 
unterliegt und eine stetige erste und stückweise stetige 
zweite Ableitung besitzt, auf der Strecke von x = Obis 
x = 1 in die gleichmäßig und absolut konvergente Reihe 

1,00 

{x = 2: O"sin(n-t):n:x 
,. 

entwickelt werden kann, wobei 
1 

0" = 2 S {a . sin (n - i) :n: a' d IX. 

o 

Endlich erschließt man aus der Gleichung (6) leicht die 
Formeln 

100 
x 2 + ~2 _ ~ + 1 = 2 ~ cosn:n:xcosn:n:~ ~ 

2 3 :n:2.L.J n2 ,x<, 
" 

1 00 
X2+'~2 _ .~+ 1. = ~ 2:' cosn:n:xcosn:n:~ t 

w 3 , x> b' 2 :n: 2 n 2 

" 
Das ist aber die bilineare Formel für den ausgearteten Fall. 

Denn die linke Seite ist nach § 1 die zugehörige Greensche 
Funktion K (x,~); die Eigenfunktionen sind nach § 3 die Lösungen 
der Gleichung d 2 cP 

dx 2 + p,cp = 0, 
für die 

dcp 10 _ dCPll-
dx I - dx - 0, 

mit Ausschluß der Konstanten; sie haben also normiert die 
Gestalt )12 cosn:n:x, n = 1,2, ... 

und die Eigenwerte sind n2 :n: 2• Da ferner die bilineare Reihe 
offenbar gleichmäßig und absolut konvergiert, so ergeben die 
Sätze des § 3, daß eine Funktion {x, die dieselben Stetig­
keitseigenschaften besitzt, wie die ebenso bezeichnete 
in den Fällen (A) und (B), deren Ableitung an de~ Stellen 
x = ° und x = 1 verschwindet, die ferner die Gleichung 

1 

(8) S{a.da=O 
o 

2* 
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erfüllt, auf der Strecke von x = 0 bis x = 1 in die gleich­
mäßig und absolut konvergente Reihe 

1,00 

(9) fx = ~ Cncosnn:x 
n 

mit den Koeffizienten 
1 

On = 2 S f (Y.. cos n n: (ula 
o 

entwickelt werden kann. 
Läßt man die Relation (8) fallen, so braucht in der Formel (9) 

nur ein konstantes Glied hinzugefügt zu werden. 

§ 5. 

Fouriersehe Reihen für unstetige Funktionen. 

Die erhaltenen Sätze über die Darstellung willkürlicher 
Funktionen leisten noch nicht alles, was in den Anwendungen 
von der Fourierschen Reihe verlangt wird. Um allgemeinere 
Resultate zu gewinnen, gehen wir davon aus, daß in jedem der 
drei behandelten Fälle die bilineare Formel als Fouriersche Ent­
wicklung der Größe K(x,~) betrachtet werden kann, die an 
der Stelle x = ~ einen unstetigen Differentialquotienten aufweist, 
also nicht mehr zu den Funktionen gehört, die in den Sätzen 
des § 4 als entwickelbar nachgewiesen sind. Bildet man daher 
aus beliebig vielen Summanden das Aggregat 

a1K(x, ~l) + a1K(x, ~2) + "', 
so erhält man eine Funktion, deren erste Ableitung an den 
Stellen ~11 ~2' ••• die gegebenen Sprünge al> a2 , ••• aufweist, deren 
zweite Ableitung stetig ist, und die in eine absolut und gleich­
mäßig konvergente Fouriersche Reihe entwickelt werden kann. 

Jetzt sei fx irgend eine die Grenzbedingungen erfüllende 
Funktion, deren Ableitung an den Stellen ~1' ~2' •• , so unstetig 
ist, daß die Gleichungen 

f' (~l - 0) - f' (~1 + 0) = all f' (~2 - 0) - f' (~2 + 0) = a2, ••• 

bestehen, die im übrigen aber von x = 0 bis x = 1 stetig ist, 
während f" x nur stückweise stetig zu sein braucht. Dann hat 
die Differenz 

1{Jx = fx - alK (x, ~l) - a2 K (x, ~2) - ... 
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an den Stellen '1' g2' ... eine stetige erste Ableitung und über­
haupt eine stückweise stetige zweite Ableitung; sie ist also quellen­
mäßig darstellbar und gehört zu den Funktionen, die nach § 4 
in eine gleichmäßig konvergente Fouriersche Reihe entwickelt 
werden können. Dasselbe gilt daher auch wegen der bilinearen 
Formel von 

fx = tPx + ~K (x, ~I) + a2 K (x, ~2) + ... 
Entwickelt werden kann also eine Funktion, deren .i\.b~eitung 

eine endliche Anzahl von Sprüngen macht, während im übrigen die 
in den Sätzen des § 4 geltenden Voraussetzungen bei Bestand bleiben: 

Um auch Funktionen darzustellen, die selbst unstetig sind 
oder die Grenzbedingungen nicht erfüllen, gehen wir von folgen­
dem allgemeinen Satze ~us. 

Die reelle Variable x werde auf ein Gebiet ® beschränkt, 
und in diesem sei die Reihe 

Fx = :s fyx 
v 

gleichmäßig konvergent. Wenn dann im Gebiet ® auch die Reihe 

fx=:Sfvx 
v 

gleichmäßig konvergiert, so gilt in diesem Gebiet die Gleichung 
dFx 
dx = fx. 

Wenn nämlich die Strecke von Xo bis Xl dem Gebiet ® an­
gehört, kann man die Reihe f gliedweise von Xo bis Xl integrieren 
und findet 

"'1 

J fx. dx = :s (fyx1 - fvxo) = FXl - Fxo; 
"'0 

v 

dividiert man durch Xl - Xo und läßt Xl an X o heranrücken, so 
findet man, da f x stetig ist, sofort die behauptete Gleichung aus 
dem ersten Mittelwertsatze der Integralrechnung. 

Differenziert man, um diesen Satz anzuwenden, die bilineare 
Formel im Falle (A), auf den wir uns beschränken, gliedweise, 
so erhält man die Reihe 

~ ~ sinnn~cosnnx = ~ ~ sin~n(xtll 
n . n n ~ n 

n " 

+ ~ ~ sinnn(~ -x) 
n ~ n ' 

(1) 

n 
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und diese konvergiert nach § 4, gleichmäßig, wenn I x - g I über 
einer positiven, aber beliebig kleinen Grenze liegt, x + g da­
gegen von 2 um mehr als einen festen Betrag verschieden bleibt. 
Daraus folgt 

(2) K'(x,~) = ~ ~ cosn:n;xsinn:n;~, 
:n; .L...J n 

" 
sobald x und g auf der Strecke von 0 bis 1 liegen, ohne zu­
sammenzufallen. 

Da nun nach § 3 für jede Eigenfunktion die Gleichung 
1 

fftx = J K'(x, a)CPn a •da 
o 

besteht, so kann die erhaltene Reihe, wie auch die allgemeinere 

~ CP~X'CPn~ 
n An 

als Fouriel'sche Reihe betrachtet werden, die man mit der Größe 
K' (x, g) als Funktion von ~ bildet. Die Gleichung (2) gibt da­
her die Fouriersche Entwicklung einer Funktion von ~, die an 
der Stelle x unstetig ist, und zwar in der Weise, daß, wenn man 
für den Augenblick 

K'(x, g) = f~ 

setzt, die folgende Gleichung gilt: 

f (x - 0) - f (x + 0) = - 1. 

Der Wert der erhaltenen Reihe an der Stelle g = x ist, wie 
die Gleichung (1) leicht erkennen läßt, 

t [f (x - 0) + f (x + 0)]. 

Setzt man speziell x = 0, so erhält man die Entwicklung 

K' (O,~) = 1 _ g = ! ~ sin n :n; g , 
:n;.L...J n .. 

und die dargestellte Funktion erfüllt an der Stelle g = 0 die 
Grenzbedingung der Eigenfunktionen nicht; die erhaltene Glei­
chung gilt hier offenbar nicht mehr. Entsprechendes leistet an 
der Grenze. g = 1 die Reihe 

E' (1, g) = _g = ! ~ (-l)n:inn:n;~. 
n 
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Der mit beliebigen Konstanten a, b, bll ... gebildete Ausdruck 

1Jfx = aK' (0, x) - bK' (l,x) - b1K'('I]1I x) - bf},K' ('1]2' x) - ... 

kann daher nach den Eigenfunktionen sin nnx auf die Fouriersche 
Weise entwickelt werden und sein Verhalten an den Grenzen 
x = 0 und x = I, sowie an gewissen Unstetigkeitsstellen ist 
durch folgende Beziehungen gekennzeichnet: 

1Jf0 = a, 1Jf1 = b, 'lJf(Yjn - 0) - 'lJf('I]" + 0) = bn• 

Der Wert der Reihe in einer Unstetigkeits stelle ist wie bei 
f; das arithmetische Mittel der von oben und unten her an­
gestrebten Grenzwerte, d. h. 

H'lJf('I],,-O) + 'lJf(1J,,-O)J. 

Jetzt sei f x eine Funktion, die an den Stellen '1]11 '1]2' ••• 

unstetig ist, deren erste Ableitung an den Stellen ;11 ;2' ... un­
stetig, im übrigen aber stetig, und deren zweite Ableitung stück-
weise stetig ist; dabei sei . 

fO = a, f1 = b, f'(;m-O)-f'(;m+O) = am, f('I],,-O) 
- f(1Jn + 0) = bn• 

Dann ist die Differenz 

l!'x ---: f x - 1/1 x - 'lJf x 

auf der ganzen Strecke von x = 0 bis x = 1 mit ihrer ersten 
Ableitung stetig, ihre zweite Ableitung ist stückweise stetig und die 
Grenzbedingungen der Eigenfunktionen werden durch Fx erfüllt. 
Diese Funktion ist also nach § 4 auf die Fouriersche Weise 
entwickelbar. Dasselbe g"nt aber von 1/1x und 'l]J'x, mithin auch 
von fx; nur an den Grenzen x = 0 und x = 1 versagt die 
Darstellung vielleicht, weil dies beim Ausdruck 'lJfx möglich ist, 
und an den Unstetigkeitsstellen liefert die Reihe wie die für 'lJf x 
aufgestellte das arithmetische Mittel der Grenzwerte f (x - 0) 
und f(x+ 0). 

Hiermit ist gezeigt, daß Funktionen, die mit ihren ersten 
heiden Ableitungen stückweise stetig sind, durch die 
Fouriersche Sinusreihe dargestellt werden können. Ebenso 
wie die benutzten Reihen K' (x,;) als Funktionen von ;, konvergiert 
die erhaltene Fouriersche Reihe gleichmäßig auf jeder Strecke, 
die weder einen Unstetigkeitspunkt der dargestellten Funktion 
enthält, noch eine solche der Stellen x = 0 und x = 1, in der 
die dargestellte Funktion Ton Null verschieden ist. 
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Die Methode, die zu diesem Ergebnis geführt hat, ist offenbar 
allgemeinen Charakters und ergibt für die soeben definierte Klasse 
von Funktionen f x sofort auch, daß sie nach den Größen 
sin(n-~)"x und cosn"x entwickelt werden können, wobei in 
letzterem Falle die Bedingung 

1 

J frf.·drf. = 0 
o 

aufzustellen oder in der Entwicklung ein konstantes Glied ein­
zufügen ist. 

§ 6. 

Das Theorem von Hurwitz. 

In allen betrachteten Fällen ist es leicht, eine quellenmäßig 
darstellbare Funktion 1/1x zu finden, die zu einer beliebigen auf 
der Strecke von x = 0 bis x = 1 stetigen Funktion f x in solcher 
Beziehung steht, daß das Integral 

1 

D = j (fa -1/1rf.)2drf. 
o 

so klein ist, wie man will. In der Tat kann man zunächst, ab­
gesehen vom ausgearteten Falle, eine Funktion 1/1ox konstruieren, 
die geometrisch durch die Ordinate eines Polygonznges dargestellt 
wird, die ferner die Grenzbedingungen der Eigenfunktionen erfüllt 
und der Größe 1 

Do = J (frf. -1/1orf.)Sdrf. 
o 

einen beliebig kleinen Wert gibt; denn man kann bewirken, daß 
die Differenz 1 f rf. -1/10 rf.1 zwischen rf. = 0 und rf. = 1 unter einer 
vorgeschriebenen Grenze liegt, abgesehen von gewissen Teil­
strecken jenes Intervalls, in denen die bezeichnete Größe zwar 
nicht beliebig klein ist, wohl aber unter einer festen, nur durch 
die Funktion frf. bestimmten Grenze bleibt; dann ist das Integral Do 
offenbar beliebig klein. Ist z. B. eine der Grenzbedingungen 

«pO = 0, 

so wird auch 1/100 = 0 zu setzen sein, die Differenz 11/10 rf. - f rf.1 
also auf einer beliebig kleinen, mit der Stelle x = 0 beginnenden 
Strecke nicht beliebig klein sein, aber unter einer festen, durch 
fO bestimmten Grenze liegen. 
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Rundet man nun die Ecken des Polygons, dessen Umfang 
die Punkte mit der Ordinate t/Jox enthält, in der Weise ab, daß 
man in den von zwei zusammenstoßenden Seiten gebildeten 
hohlen Winkel einen diese Seiten berührenden Kreisbogen legt, 
so hat der. erhaltene Kurvenzug eine Ordinate t/Jx, die sich bei 
angemessener Wahl der abrundenden Bögen von t/Jo x überall um 
weniger als eine vorgeschriebene Größe unterscheidet; ferner ist 
die erste Ableitung t/J' x stetig, die zweite Ableitung stückweise 
stetig und die Grenzbedingungen sind erfüllt. Die Funktion t/J x ist 
also nach § 2 quellenmäßig darstellbar und bewirkt, daß der abso­
lute Wert des Integrals D unter einer vorgeschriebenen Grenze liegt. 

In dem ausgearteten Falle wollen wir der Funktion f x die 
Bedingung 1 

Jfu..du.=ü 
o 

auferlegen und die Funktion t/J x wie bisher konstruieren; dann 
ist auch der absolute Wert der Größe 

1 

11 = Jt/Ju.da 
o 

beliebig klein und die Funktion t/J u. - 11 ist quellenmäßig dar­
stellbar und so beschaffen, daß sie, für t/J u. gesetzt, dem Integral D 
einen beliebig kleinen absoluten Wert gibt. 

Die hiernach in allen Fällen definierte Funktion t/J u. kann 
nach § 4 in eine gleichmäßig konvergente Reihe nach den Eigen­
funktionen entwickelt werden; es gibt daher eine endliche Reihe 
von der Form 

Y"x = b1 <PIX + bs<Psx + ... + bm<Pmx, 

die, für t/J x gesetzt, das Integral D ebenfalls so klein macht, wie 
man will. Diese ist offenbar wie t/J x quellenmäßig darstellbar; 
setzt man nämlich 

®x = blAI fP1x + bs A2 <Psx + ... + bmAm<PmX, 
so findet man sofort 

1 

Y"x = J K(x, u.)®u..du.. 
o 

Jetzt multipliziere man die bilineare Formel 

K(u., ß) = ~<P .. u.'_<P .. ß 
.. An 
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mit fa. @ ß und integriere nach beiden Variablen von Obis 1 j 
da die Eigenfunktionen zueinander orthogonal sind, so ist offenbar, 
wenn m>n, 1 

S@x.Cf!mx.dx = 0, 
o 

und man erhält die Gleichung 
1 1 1 1m 

SS K (a ß) fa • e ß • da d ß = S fa . 'tJf a . da = :2 au b", 
o 0 0 I' 

wobei gesetzt ist 
1 

oder 
al' = S fa . Cf! I' a . da, 

o 

1 1, m 

2 S fa. 'tJfa.dx- 2:;gal'bl' = 0. 
o I' 

Da ferner offenbar die Gleichung 
1 1, m 

S('tJfa)2da = :;gb~ 
o I' 

daraus folgt, daß die Funktionen Cf!nX normiert und zueinander 
orthogonal sind, so gilt die Gleichung 

11 1m 1m 

M = S (fa - 'tJfa)2 da = f(fex)2da + :2 b; - 2:2 al' bl" 
o 0 I' I' 

deren linke Seite unter einer vorgeschriebenen Größe liegt und 
lD der Form 

1 1, m ], m 

M = S (fa)2da+ :;gb;- 2::8 al'bl' 
o I' I' 

I, m 1 1, m 

= :;g (bI' - al')2 + S (fa)2da - :;g a; 
I' 0 I' 

geschrieben werden kann. Nun gilt aber die Identität 
1 11m 

N=SCfa-alCf!la- ... -amCPma)2da = S(fa)2da-:2a~, 
001' 

die aus den soeben erwähnten Eigenschaften der Funktionen cpnX 

folgt; die Größe M zerfällt also in zwei nicht negative Sum­
manden, deren einer N ist. Mithin liegt auch diese Größe bei 
geeigneter Wahl der Zahl m unter einer vorgeschriebenen Grenze. 
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Sie nimmt aber offenbar ab, wenn man m vergrößert, nähert sich 
also, wenn man m über alle Grenzen wachsen läßt, der Null an, 
d. h. es besteht die Gleichung 

1 1 ~ 

J (fa)2du = :s a~, 
o " 

die ein wichtiges Theorem von H urwi tz ausspricht. 
In den Fällen (A) und (B) hat man zu setzen 

1 1 

an = V2 J fa. sinn1ludu, an = ~'2 J fu. sin(n -~) 1ludu. 
o 0 

Will man im Falle (C) die Bedingung 
1 

Jfu.du=O 
o 

wegschaffen, so braucht man nur 
1 

c=Jfu . du 
o 

und fu - c für tu zu setzen; man erhält so die Gleichung 
1 1, 'lO 1 

J(fU-C)2dU = :::Sa~, an = V2 J(fa-c)cosn1ladu 
o n 0 

oder 

1 

= V2 J f u . cos n 1l U d u 
o 

1 ],00 

J (fu)2da = c2 + ::8a~ 
o n 

[ 1 J2 1 00 [ 1 J2 = f f u . du + 2:? Va. cos n 1l ud u . 

§ 7. 

Wärmeleitung im Ringe; Eigenwerte mit mehreren 
zugehörigen Eigenfunktionen. 

Bei der Wärmeleitung in einem Ringe, d. h. einem linearen, 
in sich zurücklaufenden Leiter, sei x der längs desselben ge­
messene Abstand von einem festen Anfangspunkte, 1 die Länge 
des Ringes; dann ist die Temperatur wie in § 3 Integral der 
Gleichung OU _ 02U _ 2 

ot - ox2 b u, 
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und der Umstand, daß zu den Werten x = 0 und x = 1 der­
selbe Punkt gehört, fordert die Gleichungen 

UI'=- =0. 1
0 oU 1

0 

11 Ox 1 

Setzt man daher wie in § 3 
U = e-(/l- + b2)t cP, 

so ergibt sich die Differentialgleichung 
d2 cp 
-+/LCP=O dx2 

(1) 

mit den Grenzbedingungen 
[1 dcp,l 

(2) cP i = -d ! = O. 
,0 x '0 

Die sämtlichen Lösungen dieser Aufgabe sind die Konstante mit 
dem Werte /L = 0 und die mit beliebigen Koeffizienten An,.Bn 

gebildeten Aggregate 
Ancos2n:n;x+;:Jtnsin2n:n;:r, n = I, 2,,,., 

zu denen die Werte /L = 4 n2 :n;2 gehören. 
Diese Größen erscheinen als Lösungen einer Integralgleichung, 

deren Kern die stationäre Temperatur ist, die von einer an der 
Stelle x = ~ wirkenden Wärmequelle herrührt, wenn gleichzeitig 
die Wärme durch die Oberfläche des Ringes nach einem beliebigen 
Gesetze ausstrahlt. Eine solche Temperatur werde durch W be­
zeichnet und durch folgende Gleichungen charakterisiert: 

(3) d2w '\1 dw 1
1 dw 1

5- 0 

dx2 - c9 w = 0, W 0= dx!o = 0, dx ~+o = 1; 

man findet leicht auf der Strecke 0 < x < 6 
_ ~of c (- x + ~ - t) d w _ - eiin c ( - x + 6 - t) 

W - 2 c eiin t c ' d x - 2 eiin i c 
und auf der Strecke 1 > x > 6 

W _ ~of c (x - ~ - t) d w _ eiin c (x - 6 - n . 
- 2 c eiin t c ' d x - 2 eiin f c 

Ferner ergeben die Gleichungen (I), (2), (3): 
1 

( dcp dW)!5- 0 J w d x - cP d x HO + (/L + c2) W cP d x = 0, 
o 

oder, wenn 



gesetzt wird: 

(4) 

Lineare Wärmeleitung. 

1 

cpx = A S K(x,rx.)q)(x,.drx.. 
o 

Umgekehrt findet man, wenn 
1 

Fx = S K(x,a){rx..drx. 
o 

gesetzt wird und {rx. eine stückweise stetige Funktion ist, 
1 

(5) F'x = S K'(x, rx.){rx..drx., F"x = c2 Fx - (x, 
o 

so daß aus der Integralgleichung (4) immer folgt 
cp" x = c2 cpx - A cpx = - p,cpx. 

29 

Die Randwertaufgabe (1), (2) und die Integralgleichung (4) haben 
also auch hier genau dieselben Lösungen, und die zweite Glei­
chung (5) führt wie früher zu dem Satze, daß jede Funktion, die 
die Randbedingungen erfüllt, eine stetige erste und stückweise 
stetige zweite Ableitung besitzt, in der Form Fx, also quellen­
mäßig dargestellt werden kann. 

Das Besondere gegenüber den früher behandelten Aufgaben 
.ist hier, daß jedem Eigenwerte 

An + 1 = c2 + 4 n2 n2, 

abgesehen vom Werte Al = c2, zwei zueinander orthogonale nor­
mierte Eigenfunktionen 

V2 cos 2nnx, V2sin 2nnx 
zugehören, denen beliebige, mit konstanten Koeffizienten gebildete 
Aggregate aus ihnen beigesellt werden können; zum Eigenwert 
Al = c2 gehört als einzige normierte Eigenfunktion die Kon­
stante 1. Als bilineare Formel würde man also geneigt sein, 
folgende Gleichung anzusetzen: 

K(x~) = ~+ 2~cos2nnxcos2nn~+sin2nnxsin2nn~ 
, c2 ..::!:.J c2 +4n2 n 2 

n 

= ~+ 2 ~cos2nn(x-~) 
c2 ..::!:.J c2 + 4 n 2 n 2 ' 

n 

und diese Gleichung bestätigt sich leicht, wenn man die Funktion 
~oiax in eine Cosinusreihe entwickelt; man erhält nämlich 

rr, -2 fC!::' {I +2:1,OO(-I)"COSnnx} 
~Ol ax - a-.;>tna - . 

2 a2 a2 + n2 n2 
tt 
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Hieraus erschließt man nach der Methode des § 5 die bekannten 
Sätze über die Darstellung einer periodischen Funktion durch die 
Fouriersche Sinus-Cosinusreihe, wobei für rx dieselben Singula­
ritäten wie in § 5 zugelassen werden. 

Schreibt man die bilineare Formel in der Gestalt 

K(x ~) _ ~ = 2 ~ cos 2 n:n: (x - ~) 
, c2 ~ c2 + 4 :n: 2 n2 ' 

n 

so kann man auch c = 0 setzen; die linke Seite geht dann z. B., 
wenn x < ~ ist, in den Ausdruck 

1· 1 ~Ol c (~- x - t) - ~l = l (t - X - 1.)2 + ..l 
Im . c C2 2 S 2 2 4 , 

C=O 2cGtn-
2 

wenn x >~, in den Wert 
t(X-~-t)2 + 21, 

über. Bezeichnet man die hiermit definierte symmetrische Funktion 
von x und ~ durch K(x, ~), so gilt die Gleichung 

K(x ~)= ~V2 cos2n:n:x. V2cos2n:n:~ + V2sin2n:n:x. Y2sin2n:n:~ 
, ~ 4:n:2 n2 ' 

n 

die auch aus den Formeln des § 4 leicht verifiziert werden kann: 
Man sieht aus dieser Formel, daß die Größen 

(6) Y2cos2n:n:x, y2sin2n:n:x, n = 1,2, ... 
die beiden zum Eigenwerte 4 n2 :n: 2 gehörigen normierten Eigen­
funktionen des neuen Kerns sind, der seinerseits die Gleichungen 

1 

K"(x,~)-l=O, fX(a,x)da=O 
o 

erfüllt. Mit diesem Kern sind also, ähnlich wie nach § 3 mit w, 
nur die Funktionen r x quellenmäßig darstellbar, die die oben 
geforderten Eigenschaften besitzen und außerdem die Gleichung 

1 

(7) fra.da = 0 
o 

erfüllen. Nach den Eigenfunktionen (6) sind also nicht beliebige 
willkürliche Funktionen von der beim vorigen Kern geforderten 
Beschaffenheit zu entwickeln, sondern nur solche, die die Glei­
chung (7) erfüllen, was natürlich sofort bewirkt wird, indem man 
einen konstanten Summanden hinzufügt. Damit ist wiederum die 
Fouriersche Sinus-Cosinusreihe abgeleitet. 



Zweiter Abschnitt. 

Integralgleichungen und Schwingungen linearer 
Massen,~ysteme. 

§ 8. 

Integralgleichungen und freie Schwingungen. 

Zu Anwendungen der Integralgleichungen auf das Gebiet der 
Mechanik führen die folgenden Betrachtungen. 

In einem stetig zusammenhängenden Massensystem von einer 
Dimension sei dx das Massenelement, x die Gesamtmasse des 
Stückes vom Anfangspunkt bis zu einem beliebigen Punkte hin. 
Das System sei imstande, um eine Gleichgewichtslage kleine 
Schwingungen, d. h. rein periodische Bewegungen von kleiner 
Amplitude auszuführen. Die Parameter, die die möglichen Lagen 
des Systems bezeichnen, seien qn, wobei n hier wie fortan stets 
eine bestimmte endliche oder unendliche Reihe- von Zahlen 1, 2, ... 
repräsentiere; von den Schwierigkeiten des Unendlichen sehen wir 
ab, solange die entwickelten Formeln nur als Wegweiser dienen. 
Die Größen qn seien ferner so gewählt, daß dem Wertsystem 
qn = 0 die Gleichgewichtslage entspricht, und daß die Differential­
gleichungen der kleinen Eigenschwingungen die Gestalt. 

d2 q .. 
dts + }."q .. = 0 

annehmen, wobei }.n positive Konstante seien. Diese Gleichungen 
ergeben sich als Bewegungsgleichungen nach der Regel von 
Lagrange, wenn die lebendige Kraft des Systems in der Form 

T=! ~ (dqn)S 
2 ~ dt ' .. 

die potentielle Energie in der Form 

V = ~ 2: }.nq~ 
fI 

angesetzt wird. 
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Bei kleinen Schwingungen um die Lage q" = 0 kann die 
V errückung jedes Massenpunktes aus seiner Gleichgewichtslage, 
die wir durch u bezeichnen, als lineare Funktion der Größen q" 
angesehen werden; sie sei etwa 

u = ::8 qn rpn x 
n 

und sei in jedem Massenelement nur in einer bestimmten Rich­
tung und der ihr entgegengesetzten möglich. 

Dann gilt für die lebendige'Kraft auch der Ausdruck: 

~ 1 r (dU)2 c _ 1 r ( d q" )2 
T - 2" J dt dx - 2" J 2: dt rp"x dx, 

" 
in dem das Integralzeichen wie fortan stets die Integration über 
das ganze Massensystem bezeichne. Vergleicht man die beiden 
Ausdrücke von T, so ergeben sich sofort die Beziehungen 

J (rp"x)2dx = 1, J rp"x. rpm x . dx = 0 (m ~ n). 

Auf das betrachtete System, das wir in beliebiger von der 
Gleichgewichtslage wenig abweichender Lage voraussetzen, wirke 
von außen her ein Kraftsystem ~, das an jeder Stelle x die 
Arbeit Xöudx leistet, wenn die Verrückung tt durch u + ÖU 

ersetzt wird. Da nun offenbar die Gleichung 

ÖU = ::8 rpnx.öqn 
n 

gilt, wenn der Verschiebung ö u an den Parametern q" die Varia­
tionen ö q" entsprechen, so ist die gesamte Arbeitsleistung der 
Kräfte ~ 

f XiSudx =::8 iSq"f Xrp"x.dx .. 
oder 

::8 Qn ö q", 
n 

wenn die den Parametern qn entsprechenden Kraftkomponenten 
im allgemeineren Sinne des Wortes durch die Gleichungen 

definiert werden. 
Qn = f Xrp"x.dx 

Die gesamte virtuelle Arbeit, die das Kraftsystem ~ zusammen 
mit den inneren Kräften des Systems leistet, ist hiernach 
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und die Bewegungsgleichungen erhalten nach der Regel von 
Lagrange die Form 

d2 qn 
dt2 + ).nq" = Qn. 

Speziell werde das Kraftsystem st· so gewählt, daß es das 
Massensystem Im Gleichgewicht hält. Dann bestehen die Glei­
cbungen 

da nun allgemein 

" 
gesetzt wird, so bewirkt das Kraftsystem st die Verrückung 

~ Qn fPn x ~ fPn x f X d u = ~ ). = ~ -).- fP"x. x. 
n n n n 

Weiter werde das System ~ dahin spezialisiert, daß nur an 
einer Stelle x = ~ eine Kraft wirke. Man nähert sich diesem 
Zustande, wenn man die Funktion X nur in der Nähe der Stelle ~ 
große, von Null verschiedene Werte annehmen, sie im übrigen 
verschwinden läßt, dabei aber die Gleichung 

f Xdx = 1 

festhält. Dann reduziert sich das die Arbeit darstellende Integral 
auf den Ausdruck 

f X8udx = 8u !x=g. f Xdx = 8u !X=~; 

die Arbeit der punktuell gewordenen Kraft wird also durch die 
Verrückung 8 u selbst gemessen, und die Komponente der Kraft 
in der Richtung der Verrückung u hat die Intensität Eins. Ähnlich 
reduziert sich die Kraftkomponente Qn auf die Form 

,Qn = f XfPn x .dx = fPn~·f Xdx = fPlI~' 
und für die Verrückung erhält man den Ausdruck 

~fPIIX.fPtI~ 
u=~ ). , 

n n 

der in x und ~ symmetrisch ist und durch K (x,~) bezeichnet 
werde. 

Knescr, Integralgleichungen. 2. Aufl. 3 
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Multipliziert man die erhaltene Gleichung mit einer be­
stimmten, aber beliebig gewählten Funktion cP",~ und integriert 
nach ~ über das Massensystem, so findet man mit Rücksicht auf 
die Gleichungen 

J(CPnJ)2dx = 1, JCPmx.CPnx.dx = 0 (m ~ n) 

sofort die ,Integralgleichung 

cP",X = Am J K(x,~) CPm~ .d~. 
Die Funktionen cpn x sind also Eigenfunktionen des sym­

metrischen Kerns K (x, ~), der gewissermaßen von der bilinearen 
Formel ausgehend konstruiert wird. Die zugehörigen Eigenwerte 
sind An, und die mechanische Bedeutung des Kerns als Verrückung 
ist vollkommen ersichtlich; wir bezeichnen ihn zweckmäßig auch 
als Greensche Funktion. Das Grundgebiet ist das ganze 
bewegte Massensystem. 

Diese Betrachtungen brauchen nur wenig abgeändert zu 
werden, wenn dämpfende Kräfte von gewissen einfachen Typen 
wirksam sind, nämlich solche, die von einer Zerstreuungsfunktion 
abhängig sind. Unter einer solchen verstehen wir eine quadra­
tische Form 

deren Koeffizienten Konstante sind; setzt man 

dqn . 
(jf = IJn, 

so lauten die verallgemeinerten Lagrangeschen Gleichungen 
folgendermaßen: 

(1) ~(OT)_oT+oF+oV=Q 
dt oq" oq" oqn oqn n, 

also wenn T und V die vorausgesetzte spezielle Form haben: 

d2 qn "" b d qm A Q 
dt2 + ~ mn (ff + "q" = n· 

" 
Hieraus aber lassen sich betreffs einer vorausgesetzten Ruhelage 
des Systems unter der Wirkung der Kräfte .R' genau dieselben 
Schlüsse ziehen wie oben, da die mit den Koeffizienten b behafteten 
Glieder wegfallen. Speziell folgt, daß die Formel 

K (x, ~) = 2: CPR:Pi. CPn ~ 
n n 
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gültig bleibt; die Funktionen f{J .. sind überhaupt ihrer Definition 
nach von der Zerstreuungsfunktion Funabhängig. 

Die Gleichungen (1) haben auch noch eine Bedeutung, wenn 
man T als identisch verschwindend ansieht; sie geben dann die 
Gesetze der Wärmebewegung an. Sind nämlich etwa Ull U 2 , ••• 

die Temperaturen einzelner fester materieller Punkte, . die allein 
von einander thermisch beeinflußt werden, so hat man Gleichungen 
von der Form 

d;"n = 2: Am .. (Um - ttn) , 
m 

wobei die Größen A von der Zeit unabhängig sind und ungeändert 
bleiben, wenn man die Zeiger vertauscht. Man kann daher die 
letzte Gleichung auch in der Form 

dUn oV 
-dt =-­

ou" 

schreiben, wobei V eine Funktion der Größen u" ist. Sieht man 
diese als die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktsystems an, 
so erkennt man, daß die Wärmegleichungen aus den Bewegungs-
gleichungen d2u" dUn 0 V 

tL.. d t2 + dt = - 0 U n 

entstehen, indem man die Massen tLn = 0 setzt. Diese Gleichungen 
gehören einem System an,' in welchem Widerstände wirken, 
außerdem aber konservative Kräfte, die eine potentielle Energie 
Vergeben. 

Denkt man sich in einem solchen System allgemeine Koordi­
naten q eingeführt, so erhält man die Gleichungen 

(2) 0 F + 3) V __ ° oq.. oqn-

zur Darstellung einer freien Bewegung des Systems, und diese 
Form bleibt, wenn man die Zahl der Punkte ins Unendliche 
wachsen läßt. Dann ist die Temperatur U in der Form 

u = :::8 qn f{Jn X 
n 

darzustellen, und wenn wir jetzt annehmen, 2 F sei einfach die 
Summe der Quadrate der Größen q, so erhalten wir ebenso wie 
oben aus der entsprechenden für T geltenden Voraussetzung auch 
jetzt die Gleichungen 

f'f{Jntx.f{Jm tx •dtx · 0, f (f{Jn tx)2dtx = 1. 

3* 
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Die oben mit dem Kraftsystem ~ ausgeführte Untersuchung ver­
anlaßt uns hier, in einem Punkte eine Wärmequelle wirken zu 
lassen, als Analogon der punktuellen Kraft. Damit ist der An­
satz, der im ersten Abschnitte zu den Greenschen Funktionen 
führte, als spezieller Fall des in diesem Paragraphen entwickelten 
erkannt. 

Die Bewegungsgleichungen (2) geben, wenn V dieselbe Gestalt 
hat wie oben, 

dqll )., 
([t + Ilqn = 0, 

und die gesuchte Temperatur erscheint in der Form 

u = ~ancp"x.e-i,"t, 
also ganz wie man es in der klassischen Wärmeleitungstheorie 
gewohnt ist. 

§ 9. 

Anwendungen: die schwingende Saite. 

Als einfachstes Beispiel für die Theorie des § 8 werde eine 
Saite von der Länge und linearen Dichtigkeit Eins betrachtet, 
die längs der x-Achse gespannt ist; für die seitliche Verrückung u 
gilt bekanntlich, wenn die Zeiteinheit passend gewählt wird, die 
Differentialgleichung 

(1) 

mit den Grenzbedingungen 

(2) u 1 0 = U 1 1 = o. 
Die Differentialgleichung beruht darauf, daß 0 u/o x die zur 

Saite senkrechte Komponente der in der Richtung wachsender x 
wirkenden Spannung istj auf das Massenelement d x wirken daher 
m seitlicher Richtung die Kräfte 

ou oul xtdx 

- (lx' ox! 
deren algebraische Summe dem 

02U • 
Produkt dx. () t2 glelChzu-

setzen ist. 
Herrscht Gleichgewicht und wirkt eine äußere Kraft P, so 

hat man als Bedingung des Gleichgewichtes die Gleichung 

(3) du :x+dx 
P+-d : =0, x x 
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oder, wenn die betrachtete Stelle durch ~ bezeichnet und die 
Kraftintensität = 1 gesetzt wird, 

du: §-o 
-I -1, 
dx ;;+0-

und für die Verrückung u gilt allgemein die Differentialgleichung 

d2 u 
-d =0 x2 

mit den Grenzbedingungen (2). Hieraus folgt, wie schon m § 1 
benutzt wurde, wenn man u durch K (x,~) ersetzt, 

K(x,~) = x(I-~), x < ~, 
J(x,~) = Hl-x), x >~, 

und als Ordinate aufgetragen ergibt diese Größe eine Kurve, die 
man als Gestalt der in einem Punkte durch eine seitliche Kraft 
beeinflußten Saite erwartet, die gebrochene Linie. 

Nach § 8 machen wir nun den allgemeinen Ansatz 

u = ::d8 q .. fPn x, 
n 

wobei q" eine Funktion der Zeit ist und eine Gleichung von der 
Form 

d2 q .. 
dt2 + lnqn = 0 

gilt. Betrachten wir speziell eine Bewegung, bei der q .. allein 
von Null verschiedene Werte annimmt, und setzen in der 
Gleichung (1) 

u = q" fPnx, 
so ergibt sich sofort 

1 d j CPn _ 1 d2 qn _ l 
fPn dx2 - q" . dt2 - - n, 

und aus den Bedingungen (2) folgt 

fPn 0 = fPn 1 = O. 

Die Größe fP .. muß also bis auf einen konstanten Faktor der 
Sinus eines ganzzahligen Vielfaohen von 1C x sein, etwa, indem 
wir normieren, 

CPn x • V2 sin n1CX, 

und hieraus ergibt sich 
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Die bilineare Formel nimmt folgende Gestalt an: 

K(x ~) = ~_ "" ~~~~.~xsinn:n: t. 
, :n:2 ~ n 2 ' 

" 
sie ist wirklich richtig, was aus § 8 nicht mit Sicherheit ge­
schlossen werden, nur vermutet werden kann; denn sie ist mit 
der in § 4 streng bewiesenen Formel (2) identisch. 

Die Größen q" bestimmen sich in bekannter Weise aus den 
Werten von u und Ott/ot zur Zeit t = 0, die etwa fx und 1!-'x 
seien, wobei offenbar 

fO = 'ljJ 0 = fl = 1!-' 1 = 0 
sein muß. 

Man setzt an 

(4) u = :8 (A,.cosn:n:t + Bnsinn:n:t)sinn:n:x 
n 

und fordert die Gleichungen 

fx = :8 Ansinn:n:x, 'ljJx = :n::8 nBnsinn:n:x. 
n n 

Diese Gleichungen sind nach § 4 zu erfüllen, und die erhal­
tenen Reihen konvergieren absolut und gleichmäßig, wenn f x 
und 'ljJ x stetige Funktionen sind und stückweise stetige erste und 
zweite Ableitungen besitzen; in derselben Weise konvergiert also 
die Reihe (4). Sind speziell auch die Ableitungen" dritter und 
vierter Ordnung stückweise stetig, so sieht man aus den Formeln 

1 

~ A" = f fa.sinn:n:a.da, 
o 

b b 

fa.smn:n:ada = -fa. t + f'a. --- da J . . cos n :n: (h ." J' cos n :n:a 
n:n: la n:n: 

a a 
b 

- a· 'a . ---- - a . a f cos n:n: a ! b + f' sin n :n: a . b J f" s. in n :n: a d 
n:lr i a n 2 :n;i: a n2 :n:9 ' 

a 
1 1 

J fa.sinn:n:a.da = - n 2I:n: 2f f"a.sinn:n:a.da, 
o 0 

den analogen mit der Funktion 'ljJ gebildeten Gleichungen und 
den Darstellungssätzen des § 5, ~aß der Ausdruck (4) nach x 
und t zweimal glied weise differenziert werden darf und, für u 
gesetzt, in der Tat die Gleichung (1) erfüllt. 
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Für die potentielle Energie hat man nach § 8 die Reihe 

1 ~,l 0 :n;2 '"' 0 2 L..J n qn = 2 ~ q" n2 

n n 

anzusetzen. Die Größen n n q" sind die Koeffizienten in der Ent­
ou 

wickelung der Größe 0 x nach den Funktionen cos n n x, und es 

gilt die Gleichung 
1 

r ~~ dx = O • 
. cx 

Ist daher die Größe 01((0 X Il U r stetig, so kann man das in 
§ 6 abgeleitete Hurwitzsche Theorem anwenden und findet für die 
potentielle Energie den Ausdruck 

1 

1 :s Q 2 1 J (0 U)2 d - n-:n;2q = - - x 
2 n 2 ox ' 

n 0 

der sich auch aus mechanischen Erwägungen rechtfertigen läßt. 

§ 10. 

Schwingungen des frei herabhängenden Seiles. 

Ein zweites Beispiel zum § 8 bietet die Schwingung des 
homogenen hängenden Seiles dar. Seine Länge und sein Gewicht 
seien Eins, die x-Achse der Richtung der Schwere entgegengesetzt, 
deren Beschleunigung etwa durch passende Zeiteinheit = 1 ge­
macht sei. Ferner sei x = + 1 der Aufhängepunkt und x = 0 
das freie Ende; endlich sei u die Verrückung senkrecht zur x-Achse. 
Dann wirkt auf irgend ein Element dx abwärts die Spannung x, 
aufwärts die Spannung x + dx, und die zur x-Achse senkrechten 
Komponenten dieser Kräfte sind 

ou OU["'+d'" 
(1) -x ox' x ox[ , 

so daß man als Bewegungsgleichung erhält 

02U_ OUI"'+d'" 02U_~( OU). 
d x 0 t2 - X 0 x I", '0 t2 - (} X X 0 x 

Setzt man speziell 

so ergibt sich 
~ d2qn _ -,I, _ ~ ~ (x dcp,,). 
qn dt2 - " - /Pn dx dx' 
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dabei gilt die Gleichung 
CP .. 1 = 0, 

und cp .. ° ist eine endliche Größe. 
Bezeichnen wir nun wie gewöhnlich durch Jx die Besselsche 

Funktion von der Ordnung Null, d. h. die Größe 

so ist J(k {x) 
der Gleichung 

x 2 x 4 

1- 22 + 22 .-42 -"', 

das einzige an der Stelle x = ° endliche Integral 

d (d Y) k2 

cl x x d x + 4 Y = 0. 

Hieraus folgt sofort 

cp"x. const = J(2 YÄ .. x) = J(7cn yx), 
wobei die Größen k durch die Gleichung 

Jkn = 0, (n = 1, 2 ... ) 
definiert sind; offenbar genügt es, die positiven Wurzeln dieser 
Gleichung zu nehmen. Da ferner die Theorie der Besselschen 
Funktionen die Gleichung 

1 J J(k YU)Sdrx. = (J1k)2 
o 

ergibt, so sind die normierten Eigenfunktionen 

J(k .. yx) 
cp .. x = --;Fk--;- . 

Lassen wir jetzt im Punkte x = ~ eine seitliche ;Kraft von 
der Intensität Eins wirken und nehmen wir an, das Seil bleibe 
unter ihrer Einwirkung in einer von der freien Gleichgewichtslage 
verschiedenen Lage in Ruhe, so- zeigt der unter (1) angegebene 
Ausdruck der Spannung, daß zwischen den drei im Punkte ~ an­
greifenden Kräften folgende Beziehung gelten muß: 

1 + (_x::)\S-O +(~::)IHO =0, 

oder 

(2) 

Es ist ferner klar, daß auf der Strecke von x . 0 bis x = ~ 
die Größe u konstant ist, während sie auf der Strecke x > ~ 
die Gleichung d ( du)_ 

dx x dx - 0 , 
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erfüllt und für x = 1 verschwindet. Man hat also, unter a und b 
Konstante verstanden, folgende Gleiqhungen: 

u = a, (x < ~), 
u = blogx, (x > ~). 

An der Stelle x = ~ sollen diese Werte gleich sein und 
außerdem die Beziehung (2) gelten; das gibt 

also 

(3) 

b 1 
a = b log~, 0 - I = I' b = - 1, 

14 = -log~, (x < ~), 
u = -logx, (x > ~). 

Bezeichnet man diese Greensche Funktion durch K(x, ~), so 
hat man als bilineare Formel die Gleichung 

K( I: _ 4 ~ J(kn yx)J(kn YE) 
x, 6 - ~ (J'kn )2.k: 

zu erwarten. 
Daß übrigens die Ausdrücke (3) die Ordinaten des seitlich 

abgelenkten Seiles darstellen, kann man auch aus der Gleichung 
der von x = ~ bis x = 1 reichenden Kettenlinie ableiten, indem 
man bedenkt, daß nur ein wenig von der Vertikalen abweichendes 
steiles Stück der Kurve benutzt wird. 

Wenngleich nun die bilineare Formel zunächst nicht bewiesen 
ist, so. beweist man doch leicht die Integralgleichung 

1 

(4) fP"x = An J K(x, IX) fPnlX. d IX. 
u 

Man braucht nur von den Gleichungen 

Ix [xK'(x,~)l= 0, :x (x d
d: n) + ÄnfPn = O. 

die erste mit fPn, die zweite mit K(x,~) zu multiplizieren und 
erstere von letzterer zu subtrahieren; dann ergibt sich 

ddx [x (K (x,~)' dd~' - K' (x,~) fPnX)] + ÄnfPnx.K (x,~) = 0, 

und wenn man von 0 bis 1 integriert, das in § 2 gegebene Lemma 
aus der Integralrechnung benutzt und bedenkt, daß fPn 0 und 
K (O,~) endliche Größen sipd, so findet man 

1 

-~fPn~K'(x,~)1 + An K(x,~)fPllx.dx = 0, Is-O J' 
IS + 0 

o 
oder die Gleichung (4). 
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Ein verwandter Fall ist der eines Seiles, das an einer 
zu ihm senkrechten Achse befestigt ist und um diese rotiert, 
wobei von der Schwerkraft abgesehen werde. Das Seil bleibe in 
einer gleichförmig um die Achse rotierenden Ebene und erstrecke 
sich von x = ° bis x = + 1, so daß x = ° ein Punkt der Rota­
tionsachse ist; dann verschwindet die Spannung am freien Ende 
und wird, wie ihre Beziehung der Z'entrifugalkraft zeigt, durch 
1- x2 bei passender Größe der Rotationsgeschwindigkeit dar­
gestellt. An Stelle der Ausdrücke (2) erhält man für die auf 
das Element d x transversal wirkenden Spannungen 

OU OU x+dx 
- (1 - x 2) - (1 - x2) -

ox' ox' 

wenn u eine kleine seitliche Verrückung aus der Lage des rela­
tiven Gleichgewichtes bedeutet. 

Die Gleichung der kleinen Schwingungen ist daher 

Y_ [( l _ x2) 0 U] = 02 U . 
oa: ox ot2 

Setzt man wieder 

so ergibt sich 

:x [(I-X2) dd~nJ + Än qJn = 0, 

als Grenzbedingung erhält man 

fPnO = 0, 

und die Größen fP .. (+ 1) müssen endlich sein. Die Greensche 
Funktion ist das an der Stelle x = 1 endliche Integral der Diffe­
rentialgleichung 

- (1- X)I ~ = ° d [ d ] 
dx dx' , 

das die Gleichung 

1'1° = ° 
und die Unstetigkeitsbedingung 

du!§-O (I-x2) - .= 1 
dx §+o 

erfüllt. Letztere drückt aus, daß die beiden auf das Element dx 
wirkenden Spannungskomponenten von transversaler Richtung eine 
Resultante von der Intensität 1 geben. 
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Man findet leicht, je nachdem ~ oder x der größere Wert 
ist, den ersten oder zweiten der Ausdrücke 

I' I+x 1 I+g 
u = 2 log 1 _ -i ' U = 2 log l=~ . 

Daß der zweite dieser Ausdrücke von x unabhängig wird, ist 
mechanisch plausibel zu machen; das Stück des Fadens, für das 
x > ~, wird offenbar geradlinig, wenn im Punkte x = g eme 
seitliche Kraft einwirkt. 

Die Lösungen des gestellten Randwertproblems sind die 
Legendreschen Polynome ungeraden Grades, die hiermit dyna­
misch gedeutet werden. 

§Il. 

De ... transversal schwingende Stab. 

Als letztes Beispiel betrachten wir den elastischen Stab, 
der längs der x-Achse liegt und in den Endpunkten x = 0 und 
x = 1 unterstützt oder eingllspannt ist. Ist u die Verrückung 
eines seiner Elemente in der Richtung der y-Achse und entfernt 
sich der Stab nur wenig von der geraden Gleichgewichtslage, so 
gibt es eine solche positive Konstante a, daß a d 2 u! d x 2 das 
Moment der elastischen Kräfte ist, die auf das vom Endpunkte 
x = 0 bis zu einem beliebigen Punkte x reichende Stück des 
Stabes einwirken; auf das Reststück wirkt das Moment - ad2u/dx!. 
Wirken ferner in den Endpunkten die zum Stabe senkrechten 
Auflagerreaktionen A o und Al und, wenn die Enden eingespannt 
sind, die Momente Mo und MI, so ergeben sich als Gleich­
gewichtsbedingungen für die Strecke von x = 0 bis zum betrach­
teten Punkte, indem man bezüglich des letzteren die Momente 
bildet, 

(1) 

und für die Strecke vom betrachteten Punkte bis zum Ende x = 1 
d2 u 

(2) - a d- + MI + Al (1 - x) = O. x 2 

Wenn nun der Stab an aer betrachteten Stelle mit dem in 
der Richtung der y-Achse ziehenden Gewicht Eins belastet ist, so 
gibt dies in den erhaltenen Momentgleichungen keinen Beitrag; 
doch muß die Summe aller y-Komponenten verschwinden, so daß 

Al + A o + 1 = O. 
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Die Gleichungen (1) und (2) ergeben aber 

ds u .x-o 
a dxsi = A o, 

I 

also folgt, wenn wir jetzt die belastete 8telle x = ~ nennen, 

da H §- ° 
a - =-l. 

dxs ,;+ ° 
Ferner gilt offenbar allgemein die Gleichung 

d'u 
-y-- = 0, 
{~ x 4 

~ 11. 

und die Größe u erfüllt an den Enden die betreffende Bedingung, 
der die Verrückung immer unterworfen ist; sie werde als GI' e e n­
sche Funktion und durch K (x,~) bezeichnet: 

Jetzt wirke in jedem Elemente dx eine seitliche Kraft Ydx; 
ihr Moment bezüglich des Punktes ~ ist dann Y (x -~) dXj 

betrachtet man das Stück des Stabes von x = ° bis x = ~, so 
ergibt sich 

und hieraus 
~ S I§ J§ aoul= Ydx' oxs ' 

o 

Speziell sei Y d x der Trägheitswiderstand bei der Bewegung, 
d. h. wenn d x als Massenelement angesehen wird, 

02U 
-dx ot2 j 

dann ergibt sich die Bewegungsgleichung 

o'u (lllu 
a ox4 + W = 0. 

Setzen wir in dieser Gleichung 'der allgemeinen Theorie gemäß 

so folgt 
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und die Konstanten An bestimmen sich aus den Grenzbedingungen, 
die, z. B. wenn der Stab beiderseits eingespannt ist, folgender­
maßen lauten: 

dfPn: o dfPn 1 

(3) fPn ° = -d x: = 0, fPn 1 = cl x = 0. 

Kombiniert man diese Gleichungen mit den oben aufgestellten 

K(O,~) = K' (O,~) = K(I,~) = K' (1,~) = 0, 
d4 K(x, ~) _ ° dsK(x,~) ;-0 __ l_ 

cl x 4 -, d x 3 ,; + 0 - a ' 

so findet man aus der allgemeinen Identität: 

d4 w d4 v. d {d3W d3v dw d2 v dv d2wl 
V dx4 - W dx4 = dx V dx3 - w(lx3 + dx dx2 - dx -dX2J 

und dem allgemeinen in § 2 angeführten Lemma, indem man 

setzt: 
v = fPnX, W = K(r,~) 

1 

fPn ~ = An f K (x, ~) fPn X • d x, 
o 

wie es die allgemeine Theorie des § 8 erwarten läßt. 
Ist umgekehrt eine Funktion gegeben, für die die Gleichung 

1 ; 1 

(4) fP~ = c S K(x. ~)fPx.dx = c S K(~, x) fPx.dx + c S K(~, x)fPx.dx 
o 0 ; 

besteht, so findet man unmittelbar 

d:~4~ = c[KIII (~, ~ - 0) - K"'(~, ~ + 0)] fP~. 
Nun kann man setzen 

und ebenso 

somit folgt 

Kill (~, ~ - 0) = lim K"' (~, ~ - h) 
h=+O 

= lim K"' (~l + h, ~I) 
;1 =;, h = +0 

= K'I/(~+O,n 
K'" (~, ~ + 0) = K'" (~- 0, ~); 

.d~ ~4 ~ = c fP ~ . {KI/' (~ - 0, ~) - Kill (~ + 0, ~) I = ~ fP~, 
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und die Randbedingungen sind infolge der Gleichung (4) erfüllt; 
jede Lösung der Integralgleichung löst also auch das oben auf­
gestellte Randwertproblem_ Die Funktionen CP," die, wie man 
leicht sieht, die einzigen Lösungen des Randwertproblems sind, 
repräsentieren also auch die Gesamtheit der Lösungen der Inte­
gralgleichung. 

In der bilinearen Formel 

K(x, g) = ~ f/J"X. f/JlIg, 
An 

n 

die man hiernach erwartet, läßt sich die rechte Seite als kon­
vergent erweisen. Aus den RandbedinguIJgen (3) ergibt sich 
nämlich, daß cP" Lösungen der Gleichungen 

d 4 cp" -- 0 cr:l4 - m4 CPn 

sind, bei denen m positive und durch die Gleichung 

( 5 ) cos m ~oi 1n = 1 
bestimmte Konstante sind; man hat dann 

An = mf,a 

zu setzen und findet für die normierten Eigenfunktionen 

(sin In" - 6in In,,) (COS 1/In X - (1oj Inn x) - (cos m" - (10\ In,,) (sin In" x - 6in In .. x) 
(P"X = 

Diese liegen bei großen Werten von 1nn zwischen endlichen, 
von n unabhängigen Grenzen. Die Gleichung (5) zeigt aber, daß 
die Größen m, wenn sie groß sind, wesentlich wie die Glieder 
einer arithmetischen Reihe wachsen; die bilineare Reihe 

1,00 t 1,00 t 
~ cpnX.f/JnS _ 1 ~ f/JnX-CPnS 
~ --A-,-. - - a L.J -mf-. ~ 

n n 

konvergiert daher nach x und g gleichmäßig auf der Strecke von 
Obis 1, und dasselbe gilt noch von den Reihen, die man erhält, 
wenn man gliedweise einmal oder ~weimal differenziert. Ist also 
die bi lineare Formel bewiesen, so gilt dasselbe von den Gleichungen 

K' (x, g) = ~ cp~x;. cpn g, 
n n 
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Hieraus lassen sich nach der in den §§ 4 und 5 angewandten 
Methode die wichtigsten Sätze über die Darstellung willkürlicher 
Funktionen ableiten, indem man nur noch die quellen mäßig dar-
gestellten Funktionen 1 

S K(x, IX) fIX. d IX 
o 

einzuführen und zu zeigen hat, daß unter ihnen alle Funktionen 
enthalten sind, die mit ihren ersten bei den Ableitungen stetig 
sind, stückweise stetige dritte Ableitungen besitzen und die Grenz­
bedingungen der Eigenfunktionen erfüllen. 

§ 12. 

Erzwungene Schwingungen und nicht homogene 
Integralgleichungen. 

Auf ein neues mit den Integralgleichungen zusammenhän­
gendes Problem führt die Theorie der erzwungenen Schwingungen 
des in § 8 betrachteten Massensystems. 

Seine Bewegungsgleichungen haben, wenn beliebige Kräfte Q .. 
wirken, die folgende Form: 

(1) 

Diese versuchen wir auf eine besondere Weise zu erfüllen. Die 
wirkende Kraft X sei das Produkt aus einem räumlich veränder­
lichen Faktor und einem von der Zeit abhängigen Faktor har­
monischen Charakters, etwa, indem wir fortan stets durch deutsche 
Buchstaben von der Zeit unabhängige Größen, durch ß und r Kon­
stante bezeichnen, 

X = ~cos(ßt + r). 
Gelingt es dann, die Bewegung so zu gestalten, daß die Ver­
rückung u die analoge Gestalt 

u = u cos (ßt + r) 
annimmt, so liegt das vor, was man erzwungene Schwingung nennt; 
u ist ihre Amplitude. 

Um eine solche Bewegung in den Variablen qn zu studieren, 
gehen wir von der in § 8 aufgestellten Gleichung 

Qn = S X qJ .. x.dx 
aus, derzufoige man setzen kann 

Qn = o.n cos (ß t + r), o.n = S x qJn X • d x. 



48 Zweiter Abschnitt. 

Versucht man nun 
qn = qncos(ßt + 1') 

zu setzen, was einen Ausdruck t& von der gewünschten 
ergäbe, so findet man aus den Gleichungen (1) 

und hieraus 
(A" - ß2) q .. = D", 

§ 12. 

Form 

u = 2: qn 'Pli X = 2: qn 'Pnx.COS(ßt + r) = u cos(ßt + r), 
n " 

Bezeichnen wir diesen Ausdruck durch 1jJ x, multiplizieren 1jJa 
mit K(x, a) und integrieren gliedweise, so finden wir 

J R(x, a)1jJa.da = ~A .. ~ß2f K(:t", a)'P"a.cla. J hp"x.dx 

oder, da ~ie Gleichungen 

gelten, 
!Pn x = All f K(:", a) 'Pn a . da 

J K(x, a) 1jJa. da = 2: An(i.,"~ ß2) J ?t !Pnx.d x 
n 

(3) ~'P"X( 1 l)f~ d' = ~ -ß2 An _ ß2 - 1:- ;~ rpn X. X 

1jJx 1 ~ 'P., x r '1: d = ß2 - ß2~ -;:; J ~ !Pl1 x . x. 

Die durchgeführten Operationen sind erlaubt, wenn die bi­
lineare Reihe im Grundgebiet bezüglich jeder der beiden in ihr 
vorkommenden Variabeln gleichmäßig konvergiert. 

Setzen wir nun 
f; = f K(x, ;)l.dx, 

so finden wir aus der bilinearen Formel 

2: 'P;; r l. 'P"X. dx = Hj 
tl n J 

dabei ist 

(4) ]fa.'P/ia.da= Lfl.'PnX.dX, fX=~'Pnx.ffa'Pna.da, 
und die Gleichung (3) kann in folgender Form geschrieben werden: 

(5) U=1jJx=fX+ASK(X,a)1jJa.da, A=ß2j 
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die Definitionsgleichung von 'ljJx ergibt, indem man die zweite 
Gleichung (4) heranzieht, 

(6) 'ljJx = 2:~: q> .. ~f fCJ,·q>"CJ,·dCJ, =fx + A ~ A~"X AffCJ,,/p>lCJ,.dCJ,. 

Die Gleichung (5), in der A willkürlich, aber von allen An ver­
schieden gedacht wird, ist eine nichthomogene Integralgleichung 
mit der Unbekannten 'IjJ x und ihre Lösung wird, so erwarten wir 
wenigstens, durch die Formel (6) gegeben, die wir als Schmid tsche 
Formel bezeichnen wollen. 

Interesse verdient dabei der besondere Fall, daß in der Integral­
gleichung (5) gesetzt wird 

(7) fx = K(x, y), f~ = K(~, y). 
Man findet dann 

f fCJ,· /pnCJ, .dCJ, = qJ;n~' 
und für die Unbekannte 'ljJx ergibt sich der Wert 

r(x,y) = K(x,y) + A 2: A/Pe;' ~~)' n n n 

oder da 
All 

An (A .. - A) = - An - A. - An 
ist, 

r(x,y) = K(x,y)+ 2:(-; - A ~ A) rr .. x·/PnY· 
n n n 

Wenn nun die bilineare Formel gilt, erhält man weiter 

r(x,y) = 2.:/p~x.q>~y. 
n n-

Diese Größe erscheint als "lösender Kern" im Sinne der 
Fredholm-Hilbertschen Theorie im dritten Abschnitt wieder. 
Sie erfüllt nach (5) die Gleichung 

(8) nI, y) = K(x, y) + A J K(x, CJ,)r(CJ" y) d (x, 

aus der eine gewisse Reziprozität mit K (x, y) hervorgeht. Ihre 
mechanische Bedeutung ergibt sich aus der Definition von f x; 
die Gleichungen (7) erscheinen, wenn die Kraft X nur in dem 
an die Stelle y grenzenden Element d x wirkt, in welchem allein 
die Größe x von Null verschieden ist. Fügt man nötigenfalls 
einen konstanten Faktor hinzu, so gelten die Gleichungen 

Jxdx = 1, f~ = J K(x, ~)xdx = K(~, y) JXdx = K(~, y). 
K n e 8 er, Integralgleichungen. 2. Auf!. 4 
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Der lösende Kern ist also die Amplitude der erzwungenen Schwin­
gung, die auftritt, wenn die erzwingende periodische Kraft nur 
auf ein einziges Element des Massensystems einwirkt. Der in 
T(x, y) auftretende Parametör Jl wird durch die Periode der er­
zwingenden Kraft in einfachster Weise bestimmt: Jl = ß2. 

§ 13. 

Erzwungene Schwingungen einer Saite. 

Die entwickelte Theorie kanu auf die erzwungenen Schwin­
gungen einer ungedämpften Saite angewandt werden, da nach 
§ 9 für ihre Eigenfunktionen, die als Raumfaktoren der Eigen­
schwingungen auftreten, die bilineare Formel richtig ist und 
die bilineare Reihe absolut und gleichmäßig konvergiert. Die 
ßewegungsgleichung der Saite lautet, wenn eine periodische Kraft 
von der oben definierten Beschaffenheit einwirkt, 

(1) 
02U 02U • 
o t2 = 17 x2 + Z( cos (ß t + r), 

und wenn man 
tt = U cos (ß t + r) 

setzt, so daß u die räumlich veränderliche Amplitude ist, so 
findet man 

mit den Grenzbedingungen 

(2) ul o= u1 1 = 0. 

Kombiniert man diese Gleichungen mit den kennzeichnenden 
Eigenschaften des Kerns: 

d2~~~ = 0, d~(:, ;) I::: = 1, K(O,;) = K(I,;) = 0, 

und setzt wiederum 
1 

fxK(X,;)dX=f;, u=tPX, Jl=+ß2, 
o 

so findet man 
1 

tP; = JlfX(x,;)tPx.dX+f;, 
o 

und jede Lösung dieser Gleichung erfüllt die Bedingungen (2). 
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Bedenkt man, daß 

'PnX = V2sin n:n:x, Äon = n2 :n: 2 

zu setzen ist, so zeigt die Schmidtsche Formel, daß eine er­
zwungene Schwingung mit folgender Verrückung möglich ist: 

wobei 

- [f + ß2 ~ V2 Cn • sin n:n: x] (ß t + ) u- x _ ~ n2 :n:2 _ß2 cos r, 

1 1 

cn=V2ffa..sinn:n:a.da. = V2_fxsinn:n:x<lI. 
n2 :n:2 

o 0 

Der erhaltene Ausdruck verliert seinen Sinn, wenn ß einer 
der Größen n:n: gleich wird, was ausgeschlossen wird durch die in 
§ 12 getroffene Festsetzung, daß Äo mit keiner der Größen Äon zu­
sammenfallen soll. Da die einfachen Töne der Saite Verrückungen 
geben, die durch die Ausdrücke 

const . sin n :n: x . sin n :n: t 

dargestellt werden, so sieht man, daß in dem ausgeschlossenen 
Falle die Periode der wirkenden Kraft der Periode eines Eigen­
tons der Saite gleich ist. 

Für die Mechanik ist es nun wichtig, nicht n~r einen mög­
lichen Typus von Bewegungen kennen zu lernen, sondern den 
bestimmten, der bei gegebenen Anfangszuständen von -gegebenen 
Kräften, etwa den Kräften x cos (fl t + r), hervorgerufen wird. 
Dazu führt die Bemerkung, daß die Differentialgleichung der 
erzwungenen Schwingungen erfüllt bleibt, wenn man zu einer 
ihrer Lösungen eine Lösung der Differentialgleichung der freien 
Schwingungen addiert. Setzt man demgemäß 

w = u + v, v = ::8 'PnX' (an cos n:n:t + bn sin n:n:t) .. 
= V2::8 sin n:n:x(an cos n:n:t + bnsin n:n:t), .. 

so ist weine Lösung der Gleichung (1), und es ist leicht, die 
Forderungen 

W = fIX, It=o ow /t=o 1ft = f2 x, 
in denen 

4* 
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vorausgesetzt wird, dadurch zu erfüllen, daß man eine gegebene 
Funktion nach den Eigenfunktionen auf Grund der Sätze des § 5 
entwickelt. Die geforderten Entwicklungen sind 

It=O 

fIx - u; = :2: an tpn x, 
I n 

Aus den so erhaltenen Formeln läßt sich die Erscheinung 
der SchwElbungen so weit ableiten, wie es überhaupt ohne Rück­
sicht auf die Dämpfungen möglich ist. 

§ 14. 

Erzwungene Schwingungen mit Rücksicht auf die Dämpfung. 

Die Untersuchung des letzten Paragraphen läßt sich, ohne 
daß wesentlich neue analytische Entwicklungen auftreten, auf 
einen Fall übertragen, der mechanisch von bedeutendem Interesse 
ist, die Bewegung gedämpfter Systeme, für die in § 8 die Be­
wegungsgleichungen angeführt sind. Handelt es sich um kleine 
Schwingungen in der Nähe einer stabilen Gleichgewichtslage, so 
kann man wiederum setzen: 

betreffs der Zerstreuungsfunktion F, die die Dämpfung kenn­
zeichnet, werde die spezielle Annahme 

F - b ~'2 - "2..:C.J q" 
n 

festgehalten. Dann lauten die Bewegungsgleichungen nach § 8 
folgendermaßen: 

(1) q" + bq" + A"q" = Qn; 
dabei -ist wie oben 

Q" = J Xtpn x .dx 

gesetzt und bedeutet das Integralzeichen stets die Integration 
über das ganze Massensystem. 

Um nun eine Art von Bewegung des Systems zu erhalten, 
die als erzwungene Schwingung anzusehen wäre, setzen wir die 
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Kraft X wieder als einfache periodische Funktion der Zeit voraus, 
und zwar sei 

{) = ß t + y, X = 11 cos {) + m sin 0, 
und die Größen U, m von t unabhängig. Hieraus ergibt sich mit 
den Bezeichnungen 

On = j U IPn X • d x, :Rn = j m IPn X . d X 

die Gleichung Q r, 8 + ID • 0 n = "-'n COS iHn Sln • 

Versucht man nun die Bewegungsgleichungen (1) durch die An-
nahme 

q" = qn COS 0 + I" sin 0 
zu erfüllen, wobei die deutschen Buchstaben wieder von der Zeit 
unabhängige Größen bedeuten, und setzt auf beiden Seiten jeder 
Gleichung die mit cos 0 und mit sin 0 multiplizierten Ausdrücke 
gleich, so ergibt sich 

- ß2q" + bßIn + Anqn = 0", 
- ß2 In - b ß qn + An I" = :Rn. 

(2) 

Setzt man ferner 

qn+it" = Wn , ß2+ibß = A, U+mi = W, 
so folgt aus den Gleichungen (2) 

On + lRn i 1 f \\TI d 
Wn = An -T = An _ A :wlPn X' Xj 

bedeutet daher das Zeichen lR e vor einer komplexen Größe den 
reellen Teil, so ergibt sich weiter, da offenbar 

u = :8 qnCPn X = cos(J:8 qn CPn X + sin {):8 tnCPn x 
u n n 

= lRee- ei :8 Wn IPn X, X = lRe(We-ei) .. 
gesetzt werden kann, 

(3) u = lRee-ei~ ACPnXAfWlPnX.dx. 
n n 

Die hier auftretende Reihe führt aber sofort wieder auf die 
nichthomogene Integralgleichung; setzt man nämlich 

l/Ix = W+A2:AlPnXXfWIP"x.dX, 
n n 

multipliziert mit der Größe 

KCx, g) = ~ IPn x ·lPng 
An 

n 
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und integriert gliedweise, so findet man genau durch die Rechnung, 
die in § 12 an die Gleichung (2) geknüpft wurde, 

(4) tp; = n, + Ä j K(x, ~)tjJx.dx, 
wobei 

fx = jWK(x, ~)dx = jUK(x, ~)dx + i jmK(x,~) dx 

gesetzt ist und nur zu bedenken ist, daß der reelle und der ima­
ginäre Teil dieser Größe als quellenmäßig dargestellte Funktionen 
des Ortes auf die Fouriersche Weise entwickelt werden können; 
dasselbe gilt daher von der ganzen Größe fx selbst, womit die 
zitierte Schlußreihe für den vorliegenden Fall gültig bleibt. Die 
Integralgleichung (4) ist also durch die Reihe tjJx auch für kom­
plexe Werte von Ä aufgelöst. Setzt man wie in § 12 besonders 
Ix = K(x, y), so erhält man die Gleichung (8) des § 12, die 
Resolvente der Fredholm-Hilbertschen Theorie, für komplexe 
Werte von Ä. Ihre Lösung, die Größe Tex, y), erscheint jetzt 
in engstem Zusammenhang mit einer erzwungenen, gedämpften 
Schwingung; die zugehörige Verrückung ist 

u = ffie(e-ßitT(x,y»), Ä = ß2+ibß, (j = ßt+r. 

Wir wenden diese Theorie auf die Schwingung der gedämpften 
Saite an, deren Bewegungsgleichung in den Bezeichnungen des 
§ 13 jetzt folgende ist: 

(72U (7 U 02tt 

a12 + b N = (7 x 2 • 

Setzt man 
U = q.px, 

wobei q von t allein abhänge, so findet man 
.. + b . 1 d 2 

q q q = p d~ = - fL; 

fL ist von x und t unabhängig, und es gelten die Gleichungen 
d 2 p 

q+brj+fLq=ü, dX2 + fLP =Ü, 

deren zweiter die Grenzbedingungen 

pü=pl=ü 
beizufügen sind. Daraus ergibt sich sofort 

fL = n 2 :n: 2 = Än , (n = 1,2 ... ) 

und wenn man die verschiedenen Werte n ausdrücklich 
scheidet, 

(5) 
p = Pnx = V2sinn n x, 

iln + b q .. + ).n qn = Ü. 

unter-
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Macht man daher den Ansatz 

(6) 

so ist das Problem der gedämpften Saite vollständig der oben 
entwickelten dynamischen Theorie eingeordnet. 

Nun ergibt die Gleichung (5), wenn An und B" Integrations­
konstante sind, als allgemeine Lösung 

qn = e- 1/2bt (Ancost1'Ä.,,-tb2 + BnsintYÄ.,,- i b2 ) 

oder kurz qn = e- 1!2 bt (A"cosPnt + Bnsinpn t ), 

indem wir allgemein 
Pli = rAn- {-b 2 

setzen; daraus folgt nach (6) für die Verrückung bei irgend einer 
freien Schwingung 

u = e- 1!2 bt :;g 'PnX' (A" cosp" t + B n sinp" t). 
n 

Die Verrückung bei einer erzwungenen Schwingung unter der 
Wirkung einer Kraft, wie sie in der allgemeinen Theorie voraus­
gesetzt wurde, wird durch die Formel (3) gegeben, in der nur 

Ä. n = n 2 n 2, Ä. = ß~ + i b ß 
zu setzen ist. Die aus einem bestimmten Anfangszustand durch 
diese Kräfte hervorgerufene Verrückung )Vird also durch die 
Formel 

u = 1'2 e-1/2bt :;g (Ancosp"t + Bnsinpnt)sinnnx 
n 

1 

m. ß) • 2: sin n n x f ffil • d + <lt e 2 e- ( t + y • .;<.1) sm n n x x 
n~n2 - ß2 -2bß 

" 0 

dargestellt, und die Bewegung setzt sich aus der erzwungenen 
und Eigenschwingungen zusammen. Letztere allein enthalten in 
der Amplitude den Faktor e-1:2bt, der, da b naturgemäß positiv 
sein muß, die Eigenschwingungen zum Abklingen bringt, so daß 
schließlich nur die erzwungene Schwingung merklich bleibt. 

Ist speziell zur Zeit t = 0 die Saite in Ruhe und m der 
Gleichgewichtslage, so findet man leicht: 

1 

J- 2 e- yi f . t 2A" = -me 2 2 ß2 "bß Wsmnnxdx, n n - -2 
. 0 
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Aus diesen Gleichungen ist ersichtlich, daß, wenn die Dämpfungs­
konstante klein und ß einem bestimmten Werte n:n; nahe gelegen 
ist, so daß die Periode der erzwingenden Kraft nahezu oder ganz 
mit einer Eigenperiode der Saite übereinstimmt, die entsprechenden 
Koeffizienten An und B,. im allgemeinen groß sind. Daraus folgt, 
solange der Wert des Exponentialfaktors der Eigenschwingungen 
noch nicht zu tief gesunken ist, die bekannte Erscheinung der 
Schwebungen, die aber mit der Zeit durch den erwähnten Faktor 
wieder verschwindet. 

§ 15. 

Kleine Schwingungen in ausgearteten Fällen. 

Die Methode des § 8 setzt wesentlich voraus, daß die Kon­
stanten A.n von Null verschieden sind. Der Fall, daß eine von 
ihnen verschwindet, die entsprechende Größe q also in der poten­
tiellen Energie nicht vorkommt, kann so formuliert werden, daß 
man dem Ausdruck der potentiellen Energie dieselbe Form gibt 
wie in § 8, in der kinetischen Energie und im Ausdruck der all­
gemeinen Verrückung u aber ein Glied hinzufügt: 

T = ~q8 + ~ 2: q~ 
n 

v = ~ 2: A.nq~, 
,. 

,. 
Dann wäre eine der Bewegungsgleichungen 

d2 qo 
dt 2 = Qo, 

und im Falle des Gleichgewichts hätte man die Gleichung 

Qo = S Xcpox.dx = 0, 

die im allgemeinen nicht mehr erfüllt werden kann, wenn das 
Kraftsyst.em ~ in die an der Stelle ~ wirkende Einzelkraft übergeht. 

Um das Gleichgewicht aufrecht erhalten zu können, lassen 
wir neben dem System ~ noch in jedem Massenelement eine 
Kraft wirken, die bei einer Verschiebung ~u die Arbeit Y~udx 
leistet. Alsdann sind die verallgemeinerten Kraftkomponenten 

Qv = SYq>vx.dx + S Xcpv x .dx , v = 0, n 
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und die erste von ihnen, die verschwinden muß, wird, wenn man 
das System ~ wie früher spezialisiert, 

Q 0 = S Y!Po x . d x + CPo ~ = O. 

Diese Gleichung erfüllt man am einfachsten, indem man 

y = - CPo X • CPo ~ 
setzt; dann haben die Größen Qn wieder die frühere Gestalt 

Qn = S Xcpn x . dx = cp,,~·S Xdx = CP'I~' 
da die Ausdrücke 

S Y cpn X • d x = - cpo ~ . S cP" x . CPo x cl x 

verschwinden. 
Hieraus ergibt sich im Falle des Gleichgewichts WIe In. § 8 

I] - Qn _ CPn~ 
" - An -. An ' 

und für die Verrückung erhält man die Formel 

~ cpn X ' CPn~ 
U = qoCPox+ ~--A---' 

n n 

In der 1]0 eine Funktion von ~ bedeutet. Gelingt es speziell, die 
Kräfte X und Y so zu bestimmen, daß bei der von ihnen fest­
gehaltenen Gleichgewichtslage die Koordinate qo ihren Anfangs­
wert Null erhält, so ist die Größe 

K (x, ~) = 2:: cP" xJ.nCPn~ 
" 

als Verrückung mechanisch vollkommen gedeutet, und sie gibt 
als Kern einer Integralgleichung genommen die Beziehungen 

CPn~ = An f K(x,~) CPn x . dx, S K (x,~) CPox.d x = O. 

Die hier entwickelte Methode bleibt mit einer leichten Modi­
fikation brauchbar, wenn die lebendige Kraft T und die Ver­
rückung u zwei Koordinaten, etwa 1]0 und 1]01 enthalten, die in 
der potentiellen Energie nicht vorkommen. Hat man demgemäß 
die Gleichungen 

T - 1 .~ +) '2 + 1 ~ '2 
-'9,IJo '2IJOI 2~lJn, 

n 

n 

v = ~- 2:: An IJ~, 
n 
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so braucht man nur 

$ = - 'Po x . 'Po G - 'POI:I: • 'POl G 

zu setzen: dann erhält man nämlich zunächst die Gleichungen 

S Z 'Po x • d x = - 'Po G, S $ 'POl X . d x = - !POl G , 
und wenn X auf die oben geschilderte Weise in eine punktuelle 
Kraft ausartet, die im Punkte G wirkt, so ergibt sich 

J Xq;ox.dx = 'PoG, S X!polx.dx = !POI~' 
also J (X + $) !Po x. dx = f (X + Z) !PoIX.d.T = O. 

Damit ist der Boden für die weiteren oben gezogenen Schlüsse 
gesichert, und man findet als Wirkung der punktuell gewordenen 
Kraft X und der Krilft $ eine Verrückung von der Form 

Gelingt es hier, qo und qOI zum Verschwinden zu bringen, so 
ist u der Kern einer Integralgleichung, deren Eigenfunktionen 
'PI x, !Pi X, ... sind; offenbar genügt hierzu, die Größe u den 
Gleichungen f u!pox.dx = f u!Polx.dx = 0 

zu unterwerfen. 
Diese Methode ist ohne Änderung auf den zu Ende des § 8 

besprochenen Fall anzuwenden, daß die lebendige Kraft identisch 
verschwindet und die Bewegungsgleichungen 

oF+oV=o 
oq", oqm 

auf Wärmeleitungsvorgänge anwendbar werden. Wenn dann die 
potentielle Energie V von qo frei ist, so nimmt die entsprechende 
Bewegungsgleichung einfach die Form 

qo = 0, qo = const 

an, so daß qo!Po x eine stationäre Temperatur repräsentiert. Der 
punktuell wirkenden Kraft entspricht nach § 8 eine Wärmequelle; 
die entwickelte Methode, den Kern zu suc1l.en, dessen Eigen­
funktionen CPI X, 'P2 X • •• sind, kann daher 80 formuliert werden, 
daß man außer der Quelle im Punkte ~ durch· das ganze System 
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hin Wärmemengen auftreten läßt, und zwar im Element d x die 
Menge - 'Po x • 'Po ~ • d x. 

Die hierdurch hervorgerufene Temperatur K(x,~) sucht man 
dann so zu spezialisieren, daß 

S K(x,~) 'Po X .dx = 0, 

was möglich ist, da mau jeder stationären Temperatur einen 
Summanden const. 'Po x beifügen kann. Ist die letzte Gleichung 
erreicht, so erwartet man die bilineare Formel 

K (x, ~) = :i: CPn .r~. CPn t 
n n 

§ 16. 

Spezielle Fälle von Ausartung. 

Wir wenden die letzten Formeln auf den Fall eines longi­
tudinal schwingenden homogenen Stabes von der Länge und 
Masse Eins an, dessen Enden frei sind, und der demgemäß in 
seiner Längsrichtung verschiebbar ist. Bewegungsgleichung und 
Grenzbedingungen sind folgende: 

02U 02U 

ot2 - ox2 ' 

(7 U ~x=O,l 

OX I = O. 

Diese Forderungen werden erfüllt, wenn man u konstant 
setzt, was offenbar eine longitudinale Verschiebung des unver­
zerrten Stabes bedeutet. Allgemein kann man daher setzen: 

'Po x = 1, u = qo + ~ qtl'Pnx; 
n>O 

sodann findet man aus der Bewegungsgleichung , indem man sie 
auf jedes einzelne Glied der letzten Summe anwendet, 

~ d2qtl __ 1_ d2'Pnx __ ), 
q .. dis - 'Pn x dx 2 - .. 

und die Grenzbedingungen ergeben, daß 

'Pn x = V~ cosnnx 
zu setzen ist. 

Nun ist bei der zugrunde gelegten Form der Bewegungs­
gleichung 0 ufo x die in der Richtung wachsender x wirkende 
Spannung; wenn daher in einem Punkte x = ~ eine Einzelkraft P 
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wirkt, so muß dieselbe mit den auf bei den Seiten dieser Stelle 
angestrebten Grenzwerten der Spannung im Gleichgewicht sein: 

ou~+o 
;;;-- i + P = 0, 
uX '~-o 

oder für P = 1 

Wirkt ferner in irgend einem Element dx eine longitudinale 
Kraft Y d x, so muß sie im Gleichgewicht stehen mit der Resul­
tante der in den Enden des Elements auf dieses wirkenden 
Spannungen, also 

OU x+dx 
Ydx+;;;-- =0, 

uX x 

Sucht man also nach dem Ansatz des § 15 die Gleichgewichts­
figur des Stabes unter der Wirkung einer an der Stelle ~ an­
gebrachten Kraft von der Intensität Eins und einer im Element 
cl x angebrachten Kraft 

Ydx = - qJox.qJo~.dx = - dx, 

so ist die zugehörige Verrückung diejenige Lösung der Gleichung 

d 2 u 
---1-0 dx2 -, 

die die Grenzbedingungen 

du :"'=0,1 
d- i =0 

XI 

erfüllt und an der Stelle ~ eine Unstetigkeit darbietet, die durch 
die Gleichung 

definiert wird. 

du I~-o = 1 
dXI~+o 

Als Lösung dieser Aufgabe ergibt sich, wie schon in § 1 
bemerkt ist, für :c < ~ 

x2 + eil 
u = - ~ + 2 ~ + C, C = const, 

für X > ~ 
x2 + ~2 • 

U = - x+ -2-- TC, 
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und wenn man u durch K (x,~) ersetzt, gilt für die Funktionen 
f/Jl x, f/J2 x, . .. die Integralgleichung 

1 

f/J"x = n2 n2 J K(x, ~) f/Jn~' d~, 
o 

was man aus den Differentialgleichungen, deren Integrale K (x, ~) 
und f/Jn x sind, leicht verifiziert. Die Konstante c bestimmt das 
Glied qo f/Jo x in der allgemeinen Formel des § 15; setzt man 

so findet man 
c =~, 

1 

qo = 0, J K(x, ~)d~ = 0, 
o 

und diese Gleichung bedeutet offenbar, daß der Schwerpunkt des 
Stabes seine ursprüngliche Lage behält. 

Ein verwandtes Beispiel bietet das in § 10 betrachtete ro­
tierende Seil, wenn es nicht in der Achse endet, sondern sich 
von x = - 1 bis x = + 1 erstreckt und auch da, wo es die 
Achse schneidet, längs dieser beweglich ist wie ein Faden in 
einem länglichen Nadelöhr. Man hat dann für die Funktion f/Jn 
die Bedingung, daß die Größen f/Jn (+ 1) und f/Jn (- 1) endlich 
sein müssen. Die Randwertaufgabe , in der die Differential­
gleichung 

d [ d CP] - (1 - Xi) - +).. cP = 0 
dx dx. 

auftritt, hat auch eine Lösung, wenn ).. = 0 gesetzt wird, und 
zwar die Konstante; normiert man, so ergibt sich 

1 
f/Jo x =~. 

)':.l 

Da nun wie in § 10 auch hier die Spannung durch 

ÖU 
(1 - x2)-OX 

ausgedrückt wird, so findet man für die Gre e n sche Funktion die 
Gleichung 
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und die 
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Unstetigkeits bedingung 
du (l-x2) -
dx 

>i 113. 

1. 

Setzt man u = K (x, g) und bestimmt die Jll tt verfügbare 
additive Konstante so, daß die Gleichung 

+ 1 

J K(x, g)dx = 0 
-1 

besteht, so findet man 

x< g, I«x,g) =-~log[(l-x) (1 +m- +log2, 

x>g, K(x,g)=-~log[(I+x)(I--m- +log2. 

Die Lösungen des Randwertproblems sind, wie im vierten 
Abschnitt näher ausgeführt werden soll, die Legendreschen Poly­
nome beliebigen Grades. 

Ein weiteres Beispiel dieses Falles findet sich bei den trans­
versalen Schwingungen eines Stabes, dessen Enden beide frei 
sind. Hält man die Bezeichnungen des § 11 fest, so hat man 
für die Verrückung die Differentialgleichung 

o'u 02U 
(1) a 0 x4 + 0 t~ = 0 

und die Grenzbedingungen 

(2) 
02U 10,1 03U 0,1 
-: =- =0. ox2 I axs , 

Diese Forderungen werden zunächst erfüllt., wenn man 
u = qrpx 

setzt und die Differentialgleichungen 
d~q 

rp" x = 0, dt2 = 0 

gelten. Die Größe rp x kann dann aus zwei linear unabhängigen 
linearen Funktionen von x, etwa 1 und x - c zusammengesetzt 
werden; diese sind aber nur dann zueinander orthogonal, wenn 
die Gleichungen 

1 

J(x-c)dx=O, c = i 
o 

gelten. Die Funktion x-i wird ferner erst dann normiert, wenn 
wir sie mit VI2 multiplizieren; denn man findet leicht 

1 

f{X_!)i dX = ..!... 
2 19 

o 
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Hiernach wird man setzen können: 

fPox = 1, fPOI X = 1f2 (x - ~), 

und es gibt spezielle Verrückungen von der Form 

u = qofPoX = qo U = qOlfPOI X = Y12qOI(X-t), 

in denen qo und qOI lineare Funktionen der Zeit sind, so daß 

d2qo _ d2qOl _ ° 
dt 2 - dt 2 - • 

63 

Die mechanische Bedeutung dieser Verrückllngen ist leicht 
ersichtlich: die erste ergibt eine longitudinale Verschiebung des 
unverzerrten Stabes, die zweite eine Drehung um den Mittel­
punkt x =~. Daß die potentielle Energie des Stabes von den 
Amplituden dieser Bewegungen unabhängig ist, wenn von der 
Schwerkraft abgesehen wird, machen schon allgemeine dynamische 
Erwägungen plausibel. 

Ferner werden die Forderungen (1) und (2) erfüllt, wenn 
man ansetzt: 

(3) _T_n! _ _ T_n - ° d2m !O,l dSm /0,1 
dx2 i - dxS -, 

(4) 

sind mn die positiven Wurzeln der Gleichung 

cosm~ofm = 1, 
so findet man 

und wenn man die Funktionen fPn x normiert, 

Aus den Gleichungen (3) folgt leicht 

1 

f fPn U • fPpud u = 0, n~p, 

° 



64 Zweiter Abschnitt. § 16. 

außerdem aber auch 
1 1 

J qJnCl..dCl. = :J qJ~VCl..dCl. = ~[qJ~'l-qJ~'O] = 0, 
o 0 

1 1 1 

f CI. qJn CI. • d CI. = ~ J IX «1':; CI. • d CI. = ;~ { a qJ;;' a : - J qJ'" a . d CI. ] 

o 0 0 

a ,,, ,,1 = 'i,-(aqJlI CI.-qJ"a) = O. 
An 0 

Die Funktionen qJn x sind also nicht nur untereinander, 
sondern auch zu den Funktionen qJo x und qJOI X orthogonal. Man 
findet daher, indem man 

U = qo qJo X + qOI qJOl X + 2: q,. qJ" x 

" 
setzt, für die lebendige Kraft des Stabes den Ausdruck 

1 

T l f (dU')2 dir '2 + '2 + """" '2] ="2 (Jt x =;; q 0 (/oJ" L.J 'in, ' 
o n 

und die Bewegungsgleichungen (4) und (3) werden richtig er­
halten, wenn man für die potentielle Energie den Ausdruck 

n 

ansetzt. 
Um jetzt der allgemeinen Methode gemäß den Kern einer 

Integralgleichung zu erhalten, deren Lösungen die Funktionen 
qJ,. x sind, lassen wir im Punkte ~ eine transversale Kraft von 
der Intensität Eins wirken j die von ihr bewirkte Verrückung u 
hat dann nach § 11 die Unstetigkeit, die durch die Gleichung 

dBu I§-O 

(5) -adxsl§+O=l 

ausgedrückt wirQ. Ferner rührt an jeder Stelle von der Ver­
rückung u eine transversale Kraft 

d4 u 
-a-dx 

dx' 

her; lassen WIr nun außerdem die Kräfte 

- ( qJo X • qJo ~ + qJOl X • qJOl ~) d x 
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wirken, so ergibt sich als Gleichgewichtsbedingung die Gleichung: 

(6) 
d'u 

a dx4 + !Pox.!Po; + !POIX.!POl; = 0 

oder 
a ~~~ + 1 + 12(x - ~)(; -~) = O. 

Diese Differentialgleichung verbunden mit der Unstetigkeits­
beziehung (5) und den Grenzbedingungen 

d2 u /0,1 = dsu 1°'1 = 0 
dx2 dxS 

ergibt durch elementare Rechnung folgenden Ausdruck: 

Ix-;Is X5;+X;5 X4;+X;4 
au = aK(x,;) = 12 - 10 + "----C4-=--

+ X5 + ;5 _ Xi + ~ _ J 2; + X;2 + XS + ;S + 13 X; 

20 6 4 12 35 

11 1 
- 210 (x +;) + 105' 

Aus den Gleichungen (4), (5), (6) folgt mittels der Identität 

d'w d'v d [dSW dsv dw d 2 v dv d 2 wJ 
V d X4 - w d X4 = d x v d X8 - W d x 8 + d x d x 2 - d x d X2 

die Integralgleichung 
1 

!Pn; = itnJK(x,;)!Pn x . dx 

° sOWIe die Beziehungen 
1 1 

f K.(X,;) !PoX. dx = S K(x,;) !POl X. dx = O. 

° ° 
§ 17. 

Die ausgearteten Fälle nach einer zweiten Methode. Systeme, deren 
Schwingungszahlen sich im Endlichen häufen. 

Eine andere Methode, die ausgearteten Fälle zu behandeln, 
ergibt sich, wenn man davon ausgeht, daß die ersten Entwicklungen 
des § 12 gültig bleiben, wenn beliebig viele der Konstanten it 
verschwinden. In den Entwicklungen nämlich, die von der Glei­
chung (1) aus zu dem Resultat (2) führen, treten überall nur 
die Nenner itn - ß2 auf; ist also ß von Null und allen nicht 

K n e 8 er, Integralgleichungen. 2. Auf!. 5 
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verschwindenden Werten An verschieden, so repräsentiert der 
Ausdruck 

u = ~ ;"nCPn xß2 J ?t CPn x . d x 

die Amplitude einer erzwungenen Schwingung, und ~ ist der 
Raumfaktor der wirkenden Kraft. Läßt man diese wieder in 
eine allein an der Stelle g wirkende Kraft von der Intensität 
Eins in der Weise ausarten, daß die Gleichung 

J?tdx=l 

gilt, so geht die Größe u in die Form 

(1) 

über, und diese kann als symmetrischer Kern einer Integral­
gleichung benutzt werden, deren Lösungen alle Funktionen cpn x 
sind, gleichviel, ob die zugehörigen Werte An verschwinden oder 
nicht. Denn offenbar gilt die Gleichung 

<Pli g = (An - ß2) J u <Pn xdx, 

und die Differenzen An - ß2 sind alle von N uU verschieden. 
Der Nutzen diesel' Bemerkung beruht darauf, daß die mecha­

nische Bedeutung der Größe u unter Umständen gestattet, sie 
explizite auszurechnen und dadurch die bilineare Reihe (1) strenge 
zu summieren. 

Wirkt z. B. auf die transversal schwingende Saite oder den 
longitudinltl schwingenden Stab im Punkte x = g die Kraft von 
der Intensität cos(ßt + r), und soll die Verrückung tt in einen 
Raum- und Zeitfaktor nach der Gleichung 

zerfallen, so 

oder 

U = u cos (ß t + r) 
muß nach § 9 (3) die Gleichung 

du IS-o cos (ß t + r) - -d cos (ß t + r) = 0 
x s+ 0 

dU\S-O - '-1 
dx S+ 0 -

bestehen. Ferner gilt allgemein die Differentialgleichung 

d2u 
dx2 + ß2 u = 0, 
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und die Grenzbedingungen sind im Falle der Saite 

UIO,l = 0, 

im Falle des Stabes 
cl u :0, 1 
clx\ = 0.' 

67 

Die diese Forderungen erfüllenden Größen u sind aber schon in 
§ 1 bestimmt; man findet bei der Annahme x > ~ für die Größe 
u im Falle der Saite 

im Falle des Stabes 

(2) 

~in ß (1- x) Gin ß~ 
(J ~in ß 

~o\ ß (1 - x) ~o\ ß~ 
ß~inß 

und bei der Annahme x < ~ sind die Buchstaben x und ~ zu ver­
tauschen. 

Die sämtlichen beim Stabe auftretenden Eigenfunktionen, 
auch die Konstante, der kein Glied in der potentiellen Energie 
entspricht, sind also Eigenfunktionen des Kernes (2), und der Eigen­
funktion 1 entspricht der Eigenwert - ß2, der Eigenfunktion 
)12 cos n n x der Eigenwert n2n2 - ß2. Nimmt man übrigens ß 
komplex, so ist der Ausdruck (2) im Sinne der Funktionentheorie 
eine meromorphe Funktion, deren Partialbruchentwicklung einen 
strengen Beweis für die bilineare Formel des Kerns u liefert und 
ferner noch für die Entwicklung seiner Ableitung nach x oder ~. 
Diese Beweismethode läßt sich, wie wir später sehen werden, 
auch in allgemeineren und schwierigeren Fällen anwenden. 

Hier möge eine Betrachtung über ausgeartete Greensehe 
Funktionen Platz finden, die von Fredholm herrührt und von 
Schaefer auf die Theorie der Dispersion und der Serienspektren 
angewandt ist. 

Sei K (x, IX) einer dieser Kerne, für den die Gleichung 
1 

jK(x,lX) cl IX = 0 

° 
oder allgemeiner die Gleichung 

1 

(3) j K (x, IX) ci IX = a 

° 
5* 
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gilt, in der a eine negative Konstante bedeutet. Sei ferner @ x 
die Verrückung an der durch x bezeichneten Stelle eines linearen, 
von x = 0 bis x = 1 erstreckten Massen systems IJR und werde 
angenommen, daß das Massenelement d OG auf das Element d x 
die Kraft 

K(x, OG)[@x- @OG]dxdOG 

ausübt. Dann wirkt auf das Element d x die Gesamtkraft 
1 

d x J K (x, IX)[@ X - @ IX] da, 
o 

und man erhält die Bewegungsgleichung 
1 

02@X J dx ~ = dx K(x,OG) [@x-@OG]dOG. 
o 

Soll das System harmonisch schwingen, so hat man etwa 

@ x = !p x . cos (ß t + r) 
zu setzen und erhält sofort 

1 

- ß~!P x = J K (x, a) [<p x - !P a] d IX, 
o 

oder mit Rücksicht auf die Gleichung (3): 

(4) 

1 

- ß2!pX = u!px- J K(x, OG) !pa.dOG, 
o 

1 

!p X = A J K (x, OG) !p OG • da, 
o 

wobei zu setzen ist 
1 1 

A = a + ß2' ß2 = - a + T· 

Die Eigenwerte der Gleichung (4) werden sich nun, soweit 
man nach allen bisherigen Beispielen vermuten darf, nur im 
Unendlichen häufen; sind ihrer unendlich viele, wie in den be­
trachteten Beispielen, so erhält das Massensystem IJR unendlich 
viele Schwingungszahlen ß, die sich in der Nähe des Wertes 
V -a häufen. 

Auch die erzwungenen Schwingungen dieses Systems sind 
leicht zu übersehen. Wirkt nämlich auf das Element dx die Kraft 

dx.xcos(ßt+r) 
und versuchen wir, 

@x = u cos(ßt + r) 
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zu setzen, so hat die Bewegungsgleichung die folgende Form: 
1 

02@X J dx ~ = dx K(x, a)[@x-@a]da + dx.~cos(ßt + y); 
o 

sie ergibt für u die Gleichung 
1 

(ß2 + a) u . I K ( x, IX) U ( a) d a - ~ , 
o 

also eine nichthomogene Integralgleichung, die durch die Schmid t­
sehe Formel nach § 12 sofort gelöst werden kann: 

1 

U = -)" ~ - ),,2.2: ),,~n \ J N. qJn X d x. 
" 0 



Dritter Abschnitt. 

Allgemeine Theorie der Integralgleichungen 
mit symmetrischem Kern. 

§ 18. 

Die Schwarzsehen Konstanten. 

In den ersten beiden Abschnitten ist nur von Integral­
gleichungen die Rede gewesen, bei denen die bilineare Formel 
gilt; sie wurde entweder durch besondere Untersuchung des Kerns 
bewiesen oder, wie an einigen Stellen des zweiten Abschnittes, 
nur plausibel gemacht und vorausgesetzt. Diese Lücken füllen 
sich durch den Hauptsatz der Theorie der symmetrischen Kerne, 
der von Hilbert und dann nach anderer Methode von Schmidt 
bewiesen ist und dahin lautet, daß jeder stetige symmetrische Kern 
mindestens eine Eigenfunktion besitzt. 

Die Buchstaben x, y, rx, ... mögen Stellen eines reellen Grund­
gebietes von beliebig vielen Dimensionen, dx, dy, drx, ... die 
Elemente dieses Gebietes bedeuten; jedes unbestimmte Integral­
zeichen bedeute die Integration über das Grundgebiet, also ein 
so vielfaches Integral, wie die Anzahl der Dimensionen des Grund­
gebietes beträgt. Durch K (x, y) werde eine reelle, im Grund­
gebiet stetige, in den Stellen x und y symmetrische Funktion 
derselben bezeichnet. Die Behauptung ist, daß die Gleichung 

q>x = 1 j K(x, rx)q>rx.drx 

zu erfüllen ist durch passende Wahl der Konstanten .t und der 
Größe q> x als im Grundgebiet stetiger Funktion der Stelle x, 
also einer Funktion von so viel Variablen, wie die Anzahl der 
Dimensionen des Grundgebietes beträgt. 
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Der Grundgedanke des Schmidtschen Beweises kann nun 
deutlich gemacht werden, indem man ganz bedingt von der 
bilinearen Formel 

K( ) _ ~ fP"X·fPnY 
x,y - ~ Ä 

" n 

ausgeht und wie gewöhnlich die Gleichung 

fPn X = Ä" f K(x, a) IPn a . da 

ansetzt. Ersetzt man dann in der bilinearen Formel y durch a, 
multipliziert mit K (a, y) und benutzt die Integralgleichung, so 
ergibt sich 

Die linke Seite dieser Gleichung heißt der zu K (x, y) gehörige 
einmal iterierte Kern und werde durch K2 (x, y) bezeichnet. Setzt 
man ferner allgemein 

Kn+l(x,y) = fKn(x,a)K(a,y)da, 

wodurch die mehrfach iterierten Kerne definiert sind, so ergibt 
sich die allgemeine Formel 

Km (x, y) = 2: IP"X ~fP .. y. 
n Än 

Denkt man sich nun die Eigenwerte Ä" nach wachsender Größe 
des absoluten Betrages geordnet, so wird das erste Glied wahr­
scheinlich sehr bald die späteren überwiegen, und ergeben sich 
bei großen Werten von m die annähernden Gleichungen 

Km (x, y) Ä'{' = fPl X. fPIY 

und hieraus, wenn die Funktion fPl x der Gl~ichung 

gemäß normiert wird, 
f (fPI X)2dx = 1 

f Km (x, x)dx = ;'{'. 

Hiernach erwartet man, den kleinsten Eigenwert ~ durch die 
Formel 

i = l~oo [f Km+l (x, x) dx: f Km (x, x) dX] 

und eine zugehörige Eigenfunktion fPl x durch die Gleichung 

GfPl x = lim Km (x, y) Ä':' 
m==oo 
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zu erhalten, in der C eine von x unabhängige Größe bedeutet. 
Der Schmidtsche Beweis, den wir geben, zeigt nun in der Tat, 
daß die in den letzten beiden Gleichungen auftretenden Grenz­
werte existieren und in gewisser Weise die gesuchten Größen 
ergeben. Die in der vorletzten Gleichung auftretenden Integrale 
sind die Sch warzschen Konstanten Um. 

Das allgemeine Haupthilfsmittel ist die Schwarzsche Un­
gleichung 

[j f X.F'xdx]2 < j (fX)2dx J (FX)2dx, 

in der f x und F'x auf dem Grundgebiet stetige Funktionen des 
Ortes bedeuten; sie können auch unstetig sein, wenn nur die 
Integrale ihrer Quadrate und ihres Produktes über das Grund­
gebiet endlich und bestimmt sind. Unter diesen Voraussetzungen 
gilt, wenn p und q beliebige reelle Größen sind, die offen bare 
Ungleichung 

oder 
p2 j (fX}2dx+ 2pq J fx.F'xdx + q2 J (F'x)2dx > o. 

Nun kann die quadratische Form A.p2+2Bpq+ Cq2 nur dann 
bei beliebigen Werten von p und q niemals negativ werden, 
wenn die Ungleichung 

A.C-B2 > 0 

gilt, und damit ist die ausgesprochene Behauptung erwiesen. 
Um nun zur Untersuchung der Schwarzsehen Konstanten 

überzugehen, beginnen wir mit der Bemerkung,. daß auch die 
iterierten Kerne symmetrisch sind. 

Denn ist dies bis zu Kn (x, y) hinauf bewiesen, so gilt die 
Gleichung 

Kn +1 (y, z) = j K"(x, y) K(x, z)dx 

oder, da man 
= j j Kn-l(X, x)K(u, y)K(x, z)dxdu, 

S K"-1 (u, x)K(x, z)dx = Kn(u, z) 

einführen kann, 
Kn +1 (y, z) = j K" (u, s) K(u, y)du = Kn +1 (e, y), 

womit das Behauptete erwiesen ist. 
Ferner gilt die Gleichung 

(1) K" +r(x, y) = S K"(~, x) Kr(~, y) d~, 
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jedenfalls für, r = 1; gilt sie aber für irgend einen Wert von r, 
so gilt sie auch für den um Eins größeren. Denn aus ihr folgt, 
da man die Integrationen vertauschen kann, 

S Kn+r(x, y)K(y, z)dy = S S Kn(a, x) Kr(a, y)K(z, y)dady, 

oder 
K"+r+l(X, z) = S Kn(a, x)Kr+l(a, z)da, 

wie behauptet wurde. Die Gleichung (1)' gilt also allgemein. 
Aus i.hr folgt sofort 

u,1+r = JJ K II(a,x)Kr(a,x)dadx, 

U211 = S S Kn(a, x)2dadx, 

und hieraus nach der Schwarzsehen Ungleichung 

U,;+r < U2n . U2r , 
und speziell 
(2) 

Ferner läßt sich zeigen, daß alle Größen U2n positiv sind. 
Denn zunächst gilt dies von 

U2 = S K2 (a, a) da = SS K(x, a)K(x,a)dxda, 

da K (x, y) nicht identisch verschwindet. Wäre nun U2 m die 
erste verschwindende der Größen U4 , U6 , ••• , so hätte man der 
Gleichung (1) zufolge 

U2m = S S Km (x, a)2dxda, 

also verschwände Km (x, a) identisch,mithin auch der Formel (1) 
zufolge Km + 1 (X, a). Ist dann 2 r die' gerade der Zahlen mund 
m + 1, so verschwindet die Größe 

K2r(x, x) = S Kr (x, a)2da, 

mithin auch Kr (x, a) identisch, mithin ist 

Ur = S Kr(a, a)da = 0, Ur +1 = J Kr+l(a, a)da = O. 

Damit geriete man aber in einen Widerspruch zu der Voraus­
setzung, U2 m sei die erste verschwindende in der Reihe der Größen 
U4, U6,· .. 

Man kann daher in der Beziehung (2) stets durch U2n . U2n~2 
dividieren und erhält 

(3) 0 < ~:::;; U2n+2. 
U2"-2- U2n 
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Anderseits ergibt sich mittels der Gleichung (1) aus der offen­
baren Beziehung 

J [p2Km (x, rx)2 + 2 P q Km (x, rx) Kr (y, rx) + q2 Kr (y, rx)2] d rx > 0 

oder aus der allgemeinen Schwarzsehen Ungleichung das Resultat 

Km+r (x, y)2 < J Km (x, rx)2 d rx J Kr (y, rx)2 d rx, 

und hieraus, indem man über das Grundgebiet zweimal integriert, 

J J Km+r (.x, y)2dxdy < J J Km (x, rx)2dxdu. J J Kr(y, u)2dyrlu, 

oder 
(4) 
und speziell 

U 2'.,,:+2< Tc 
U °2' 2m = 

Die positiven Größen U 2m + 2: U2m , die nach der Relation (3) mit 
m wachsen, bleiben also unter einer endlichen Schranke, und es 
gibt daher einen positiven Grenzwert c derart, daß 

1, U211 +2 _ 
1m -U-- - c, 

n==oo 2n 

U2"+2< . 
U-- = C, 

2n 

die letzte Ungleichung kann auch geschrieben werden 

V2n + 2 < U2n 
cn+ 1 = Cn , 

so daß die positiven Größen U2 m : cm unter einer endlichen Schranke 
liegen und sich mit wachsenden Werten von m einer nicht nega­
tiven Grenze U annähern, Diese ist positiv; denn schreibt man 
die Ungleichung (4) in der Form 

so sind alle einzelnen Brüche auf der rechten Seite der Be­
ziehung (3) zufolge nicht kleiner als der letzte von ihnen, also 

u: > (Usm+2)T. 
2T= U2m ' 

und da die rechte Seite dieser Ungleichung sich bei wachsenden 
Werten von m der Grenze er nähert, folgt allgemein 

U2r > 1 er = , 

und hieraus 
U> 1. 
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§ 19. 

Beweis für die Existenz einer Eigenfunktion. 

Die zu Anfang des vorigen Paragraphen durchgeführten 
heuristischen Betrachtungen führen nun zu der Vermutung, daß 

~=;..?, 
c 

d. h. gleich dem Quadrat des kleinsten Eigenwertes, und daß em 
zugehöriges Aggregat von Eigenfunktionen in der Form 

. . K2"'(X tl) 11m ;..~mK2m(x,y) = hm m ,. 
m==oo m=a:> C 

darstellbar ist. Jetzt sind wir hinreichend vorbereitet, um zeigen 
zu können, daß dieser Grenzwert wirklich existiert und eine 
Eigenfunktion des Kerns K~ (x, y) darstellt. Aus der Gleichung (1) 
des § 18 folgt nämlich 

K2", -I- 2n (x,y) _ K2n(x,y) 
cm + n 

= l-ffK(X rx)K(y ß) [-K2m+2 n -2(rx,ß) _ K2n-2(rx,ß)]drxdß 
C ' , c",+n-1 cn- 1 , 

und hieraus nach der Schwarzschen Ungleichung 

[K2m -I-2n (:c, y) _ K2n (X,Y)]2 < ~ ffK(X rx)2K(y ß)2dadß 
cm + n cn = c2 ' , 

x drxdß '- 2 ' , f f J(K2m +2n-2 (rx ß»)2 K2m + 2n-2 (rx ß)K2n -2 (rx ß) 
I C",+»-1 cm+2n - 2 

( K2 »-2 (rx, ß»)!l} + cn - 1 , 

oder, nach der Definition der Größen Vn, 

[K2 m+ 2 .. (x, y) _ K2n(x,y)]2<J V4m+4n-4 _ 2 U2mH »-4 + V 4n - 4 \ 

cm+n cn =\C2m +2»-2 cm+2n - 2 C2"-2 J 

Hier wird die Klammer auf der rechten Seite, sobald n hin­
reichend groß gewählt ist, so klein, wie man will, da dann ihre 
Glieder den Werten U, - 2 V, U beliebig nahe liegen; der zweite 
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Faktor der rechten Seite liegt unter einer festen Schranke. Die 
Ungleichung zeigt also, daß der Grenzprozeß 

. K2,.,(X,y) 
hm -----

m=oo cl» 

bezüglich der Variablen x, y im Grundgebiet gleichmäßig konver­
giert, und zwar gegen eine stetige Funktion fex, y), die offenbar 
in x und y symmetrisch ist. Sie ist ferner Eigenfunktion des 

Kerns K2 und, gehört als solche zum Eigenwert.!.., wie die 
e 

Gleichung 
K2m+'l.(x y) lJ K2>n(y IX) -----,-'" = - K2(X IX) , dlX 

c>n+ 1 e ' em 

zeigt. In dieser kann man wegen der gleichmäßigen Konvergenz 
des Grenzprozesses m beiderseits unendlich wachsen lassen und 
erhält so 

und ebenso 

f (x, y) = ! J K2 (x, IX) f(lX, y) cl IX, 

fex, y) = ! J K2(y, lX)f(x, IX) d IX. 

Endlich verschwindet die Funktion fex, y) nicht identisch, da die 
Größe 

S fex, x)dx 

sich, wenn n hinreichend groß genommen wird, von 

lJ U e" K2 "(x, x)d x = e"'" 

also auch von U beliebig wenig unterscheidet. Letztere Größe ist 
aber als positiv erkannt; beiläufig ergibt sich noch 

J fex, x)dx = U. 

Hiermit ist eine Eigenfunktion des Kerns Ks konstruiert. 
Wenn aber eine Gleichung von der Form 

(1) rp:C=ÄJK2(X,IX)rplXdlX 

besteht, in der Ä positiv ist, so setze man, durch a eine Konstante 
bezeichnend, 
(2) 1/Jx = rpx- a J K(x, lX)rplX.dlX; 
dann folgt 

J K(x,ß) 1/Jß·dß = J K(x,ß) rpß·dß - a J K(ß,IX)K(x,ß) rplX.dlXdß 

= J K(x,ß)rpß·dß-a J K2(r, lX)rplX.dlX, 
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wobei im letzten Gliede rechts die Integrationen vertauscht sind, 
und die Gleichungen (1) und (2) ergeben 

f -l/Jx+qJx a 
K (x, ß) l/J ß· d ß = a - T qJ x, 

also, wenn a = y1 gesetzt wird, 

1j!x = y1 S K(x, ß)1j!ß·dß· 

Damit ist gezeigt, daß auch der ursprüngliche Kern K (x, y) 
eine Eigenfunktion besitzt, die zu dem Eigenwert y1 gehört. Das 
würde auch gelten, wenn 1j!x identisch verschwände; denn dann 
wäre 

qJx = )11 S K(x, ex) f/1ex.dex, 

also qJ x selbst schon die gesuchte Eigenfunktion. 
Hiermit ist vollständig bewiesen, daß jeder reelle stetige 

symmetrische Kern mindestens eine nicht identisch ver­
schwindende stetige Eigenfunktion besitzt, die zu einem 
reellen Eigenwerte gehört. 

Eine bedeutsame Verallgemeinerung ergibt sich sofort aus 
dem soeben vollzogenen übergang von qJX zu 1j!x, von K2(X, y) 
zu K(x, y). Sei jetzt die symmetrische Funktion K(x, y) auf dem 
Grundgebiet unstetig, vielleicht auch unendlich, aber so beschaffen, 
daß, wenn fcx, und f(cx" x) auf dem Grundgebiet stückweise stetige 
Funktionen von einer und zwei Stellen sind, die Größe 

S K(x, ex)fcx,dex 

eine stetige Funktion von x ist, daß ferner bei dem Integral 

SS fex, ex) K(x, ex) dx dex 

die Folge der Integrationen gleichgültig ist, daß dasselbe bei dem 
ersten der Integrale 

SS K(x, ex)K(y, ex)fex.drxdx, S K(x, rx) K(y, ex)fex.dex 

gilt, und daß das zweite dieser Integrale eine stetige Funktion 
von x und y ist. Endlich möge auch das Integral 

H K(x, rx)K(y, ex)f(ex, x)dxdy 

Vertauschung der Integrationen gestatten. Dabei definieren wir 
wie in § 2 die Eigenschaft des stückweise stetigen in folgender 
Weise. Das Grundgebiet werde in eine endliche Anzahl von Teil­
gebieten zerlegt; bewegt sich die unabhängige Stelle in einem 
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Teilgebiet mit Einschluß der Randlinie, so ändert sich die ab­
hängige Größe stetig j ihr Wert auf einer Randlinie braucht nicht 
eindeutig festgelegt zu sein. Sind diese Voraussetzungen erfüllt, 
so wollen wir K einen brauchbar unstetigen Kern nennen. 
Dann ist jedenfalls auch die Größe 

K2 (x, y) = I K(x, IX) K (y, IX) dlX 

in x und y stetig und symmetrisch, kann also als Kern einer 
Integralgleichung (1) genommen werden, die nach dem bewiesenen 
Hauptsatze eine stetige Lösung besitzt. Der übergang von dieser 
zur Gleichung (2) kann dann ebenso gemacht werden wie soeben, 
da die dort hervorgehobene Änderung der Integrationsfolge gerade 
eine von denen ist, die bei brauchbaren Kernen erlaubt sind, ~nd 
da, wenn qJ x stetig ist, dasselbe von 1jJ x gilt, da diese Größe zufolge 
der ersten der die BrauchbarkeIt kennzeichnenden Eigenschaften 
in x stetig ist. Damit ist gezeigt, daß auch jeder brauchbar 
unstetige symmetrische Kern mindestens eine stetige 
Eigenfunktion besitzt. 

Ein brauchbar unstetiger Kern ist mit seinen Eigenfunktionen 
schon im zweiten Abschnitt vorgekommen j auf der Strecke von 
x = 0 bis x = 1 als Grundgebiet setzten wir, wenn x < ~ war, 

K(x,~) = log~, 

und dieser Kern wird unendlich für x = ~ = o. 

§ 20. 

Das vollständige System der Eigenfunktionen. 

Um die Gesamtheit der Lösungen einer Integralgleichung 
überblicken zu können, nehmen wir an, zu dem Eigenwerte Jl 
gehöre eine einzige oder allgemeiner k zueinander orthogonale 
und normierte Eigenfunktionen qJl x, qJ2 X, •. , qJk X als Lösungen 
der Integralgleichung 

qJX = Jl J K (x, IX) qJ IX. dlX, 

so daß die Gleichungen 

I qJvx.qJ[!x.dx = 0, v, Q = 1, ... k, l' ~ Q, 

I (qJv X)2 d x = 1 
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gelten; dabei braucht der Kern zunächst nicht symmetrisch vor­
ausgesetzt zu werden, sei aber stetig. Wir bilden nun die nicht 
negative Größe 

f [ 1'k]2 
P = K(x, IX) - ~ C" 'P"IX dIX 

= J K(x, IX)2d IX + ~ c; - 2~ c .. J K(x, IX) 'P"IXdIX; 

setzen wir besonders 

c" = f K(X,IX)'P"IXdIX = 'Pt, 

so folgt 
J 1,k ( )2 

P = K (x, IX)2 d IX - 2: 'P;,: 

" und hieraus 

J Pdx = ff K(x, IX)2dIXdx - ~2' 
und diese Größe ist wie P nicht negativ. Daraus folgt 

k S l2 ff K(x, IX)2dIXdx, 

d. h. die Anzahl k hat eine gewisse obere Schranke, und zu jedem 
Eigenwert kann nur. eine endliche Anzahl zueinander 
orthogonaler Eigenfunktionen gehören. 

Dies gilt auch im Falle eines brauchbar unstetigen symme­
trischen Kerns nach der Definition des § 19; denn auch bei ihm 
hat die Größe P und die rechte Seite der Ungleichung (1) einen 
endlichen Wert. 

Sei nun das System der Funktionen 'Pl x, 'P2 x, ••• 'PkX ein solches, 
in dem k seinen größten Wert erreicht; dann läßt sich zeigen, 
daß jede zu Ä. gehörige Eigenfunktion in der Form 

Cl 'Pl x + c2 'P2 X + ... + C" 'Pk x 

dargestellt werden kann mit konstanten Faktoren c". Wäre näm­
lich 1/1x eine Eigenfunktion, bei der dies nicht möglich ist, so 
könnte man die Konstanten b" so bestimmen, daß der Ausdruck 

1,k 
1/10 x = 1/1 x - ::g b" 'P" x 

" 
zu allen Funktionen 'P" x orthogonal wäre; es genügt, 

b" = f 1/1 IX • 'P IX. d IX 
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zu setzen. Die so erhaltene Funktion 1/10 x kann nicht identisch 
verschwinden, da dann 1/1 x durch fJ!1 x, fJ!2 x, ... linear ausgedrückt 
erschiene, entgegen der Voraussetzung. Man hat also in den 
Funktionen 

1/10 x, fJ!1 x, ••• fJ!k x 

ein System von k + 1 zueinander orthogonalen Eigenfunktionen, 
da natürlich jede lineare Verbindung von zu demselben Eigenwert 
gehörigen Eigenfunktionen wie 1/10 x wiederum eine Eigenfunktion 
derselben Art ist. Damit ist gezeigt, daß 1/1 x von den Funktionen 
fJ!lX, fJ!2X, ... fJ!kX linear abhängig sein muß. 

Zu jedem Eigenwert einer Integralgleichung mit 
stetigem oder brauchbar unstetigem symmetrischem 
oder mit stetigem unsymmetrischem Kern gehört also eine 
endliche Anzahl zueinander orthogonaler Eigenfunk­
tionen, durch die jede andere zu demselben Eigenwert 
gehörige Eigenfunktion linear mit konstanten Koeffi­
zienten ausgedrü~kt werden kann. 

Gehören zwei Eigenfunktionen eines symmetrischen Kerns 
fJ!1 x und fJ!2X zu verschiedenen Eigenwerten Al und A2, so sind 
sie, wie schon in § 3 bemerkt wurde, zueinander immer ortho­
gonal; wir wiederholen die Formeln 

A2 J fJ!1 x. fJ!2 xd x = AI A2 f fJ!2 xdx J K(x, a) fJ!1 ael a, 

Ad fJ!lx .rp2 x •dx = AI A2 f fJ!lx dx J K(x, a) fJ!2 a da, 

deren rechte Seiten als identisch erkannt werden, indem man die 
Integrationen vertauscht, was auch bei brauchbar unstetigen Kernen 
nach § 19 erlaubt ist; somit erhält man für stetige wie für brauchbar 
unstetige Kerne die Gleichungen 

(Al -ls) J fJ!1 x • fJ!s x • d x = 0, J fJ!1 X • rp2 X • d x = O. 

Der reelle Kern, den wir betrachten, kann hiernach nur reelle 
Eigenwerte besitzen. Denn wäre einer von diesen komplex, so 
wäre die zugehörige konjugiert imaginäre Größe ebenfalls ein 
Eigenwert, die entsprechenden Eigenfunktionen wie die Eigenwerte 
konjugiert imaginär, könnten aber nicht orthogonal sein. Imaginäre 
Eigenwerte führen also zum Widerspruch und sind unmöglich. 

Die Gesamtheit aller Eigenfunktionen eines symmetrischen 
Kerns der betrachteten Art kann hiernach in. folgender Weise 
gekennzeichnet werden. Es gibt ein System von endlich oder 
unendlich vielen zueinander orthogonalen Eigenfunktionen von der 
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Art, daß jede Eigenfunktion eine lineare Funktion einer end­
lichen Anzahl von Gliedern jenes Systems mit konstanten Koeffi­
zienten ist. 

Die Jl'unktionen dieses Systems wollen wir uns nach den 
Gleichungen 

durch Anfügung eines konstanten Faktors normiert denken; dann 
haben wir ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem 
des Kerns, von dessen Gliedern je eine endliche Anzahl zu einem 
und demselben Eigenwerte gehören. Sind CPn x die Glieder des 
Systems, so nennen wir den zugehörigen Eigenwert An und dann 
können immer eine endliche Anzahl von Eigenwerten einander 
gleich sein. 

An dies Resultat schließen wir zwei Korollare. Zunächst sei 
durch cPgx irgend eine Anzahl von Gliedern des vollständigen 
Systems bezeichnet; Ag seien die zugehörigen gleichen oder un­
gleichen Eigenwerte, der Kern symmetrisch. Dann gibt die Un­
gleichung 

indem man 

j[K(X,IX)-:;8CgCPgIX]2dIX > 0, 
g 

Cg = J E. (x, IX) cPg IX. d IX = CPf: 
setzt, ähnlich wie bei einer oben durchgeführten Rechnung 

J K (x, IX)\I d IX - :;8 c2 > 0, 
g 

JK(X, IX)2dIX - 2: (CP1:)2 ~ 0. 
g g 

Integriert man nach x, so folgt 

ff K(x,·IX)2dIXdX > 2: A\; 
g (! 

von den reziproken absoluten Werten der Eigenwerte kann also 
nur eine endliche Anzahl eine vorgeschriebene Grenze über­
schreiten; die Eigenwerte häufen sich im Endlichen nicht, 
und die Summe ihrer reziproken Quadrate konvergiert. 
Dies gilt auch für einen brauchbar unstetigen Kern, da soeben 
nur das Integral des Quadrats des Kerns und seiner Produkte 
mit stetigen Funktionen gebildet sind. 

Kne8er, Integralgleiohungen. 2. Auf!. 6 
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Ein zweites Korollar betrifft die mit dem vollständigen System 
eines stetigen Kerns gebildete bilineare Reihe 

die, wie wir annehmen wollen, gleichmäßig konvergiere, wenn x 
und g das Grundgebiet durchlaufen. Dann ist die Differenz 

Q(x, g) = K(x, g)_ ~ o/nX;o/ng 
n n 

ebenso wie K eine stetige symmetrische Funktion von x und g 
auf der bezeichneten Strecke; also gibt es eine nicht identisch 
verschwindende Funktion 'ljJ x, die die Gleichung 

(1) 'ljJ x = /L J Q (x, a) 'ljJ Cl. • cl Cl. 

erfüllt, in der /L eine Konstante bedeutet. Multipliziert man mit 
o/~x und integriert, was erlaubt ist, in der Reihe Q gliedweise, 
so ergibt sich 

(2) J ljJx. o/n x . d x = /L f 'ljJ a. da (J K(x, a) o/nxdx -Pi~(/,) = 0; 

aus der Integralgleichung (1) folgt somit 

'ljJ x = /L J K (x, a) 'ljJ a . da. 

Hiernach wäre 'ljJx eine Eigenfunktion des Kerns K(x, g), also 
ein Aggregat von Funktionen 0/ .. x mit konstanten Koeffizienten. 
Das widerspricht aber den Gleichungen (2), und der Widerspruch 
löst sich nur, wenn Q (x, g) identisch verschwindet: 

K(x, g) = i: fJJ"X; fJJng . 
n n 

Damit ist gezeigt, daß die bilineare Formel, gebildet 
mit dem vollständigen Orthogonalsystem eines stetigen 
symmetrischen Kerns, immer gilt, wenn die bilineare 
Reihe bezüglich beider Variablen in dem ganzen Grund­
gebiet gleichmäßig konvergiert. 

Als unmittelbare Folge ergibt sich z. B., daß die in § 11 nur 
vermutete bilineare Formel für die Integralgleichung des quer 
schwingenden Stabes wirklich gilt. 
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§ 21. 

Die bilineare Reihe des iterierten Kerns. 

Seien gJ .. x wie immer die Glieder eines vollständigen nor­
mierten Orthogonalsystems des Kerns K(x, y), der stetig oder 
brauchbar unstetig sein kann; v durchlaufe eine beliebige end­
liche Menge ganzzahliger Werte; f x sei im Grundgebiet stück­
weise stetig und 

a" = S fa.·gJlla..da. 

Dann gibt die Schwarzsehe Ungleichung 

[S K(x, a):g avgJv xdx]lI < S K(x, a)2dx.:g a2, 
v v 

da offenbar 

und das Quadrat des Kerns auch im Falle der Unstetigkeit inte­
griert werden kann. Wendet man die Integralgleich~ng in der 
Form 

gJv a = Ä- v f K(x, a) gJv X ' dx 

an, so ergibt sich 

(1) (~avrvuy ~ f K(x, a) lI dx ~ a~. 
Anderseits ist 

also folgt nach der Definition von a .. die Besselsche U ng leichung 

S (fa)2da-:ga~ > 0; 
v 

1.", 

die Reihe :g a! konvergiert, und die Beziehung (1) ergibt .. 
(~av rvay < f K(x, a)2dx J (fa)2da, 

I a <p a I [ r . f ]1/2 [f J' 112 I ~ _v Ä-v
V I < J K(x, u)2dx (fa)2da. < G (fa)2da , 

wenn unter G eine obere Schranke der Funktion 

f K(x, U)2 dx' 

ist, die. auch bei brauchbar unstetigem Kern in a stetig ist. 
6* 
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Greift man also aus der Reihe 

beliebig viele Glieder, z. B. nur positive oder nur negative heraus, 
so liegt die Summe ihrer absoluten Beträge unter einer von IX 

unabhängigen Schranke; die Reihe R IX ist absolut konvergent. 
Sie konvergiert aber auch gleichmäßig im Grundgebiet. Denn 
in der Ungleichung (1) kann man, da ja die Reihe ~ a~ kon­
vergiert, die Zahlen v über einer so hohen Schranke Vo wählen, 
daß die rechte Seite, die kleiner als 

G:ga~ 
v 

ist, für alle Stellen IX unter einer beliebig klein vorgeschriebenen 
Schranke E liegt. Daraus folgt, daß die Summe beliebig vieler 
positiver Glieder der Reihe R IX, deren Zeiger V o übersteigt, unter 
E liegt, und dasselbe gilt für die negativen Glieder, immer für 
beliebige Stellen IX. Die Reihe 

RIX = 2: CP;IX r fx. cpnx.dx 
n n J 

konvergiert also im Grundgebiet absolut und gleich­
mäßig. 

Weiter setzen wir besonders fIX = K(IX, y); das ist auch bei 
brauchbar unstetigen Kernen erlaubt, da bei diesen die Größe 

(2) an = f K(IX, y) cp .. a.dlX = CP;nY 

ebenfalls endlich ist und die Ungleichung 

f (flX)SdlX = f K(IX, y)Bd"1X > ~(CP;vYY 

gilt. Die Konvergenzbetrachtung bleibt unverändert; die oberen 
Schranken der betrachteten Summen sind von y abhängig, und 
die Reihe R IX wird nach (2) 

R( y) _~CPnlX.CPnY. o IX, - ~ }.9 
.. n 

Diese Reihe ist also nach IX im Grundge.biet gleichmäßig 
konvergent, wenn y in ihm festgehalten wird. 
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Die Reihe Ro (x, y) ist nun die bilineare Reihe des bei unseren 
Voraussetzungen stetigen Kerns 

K2(X, y) = S K(x, a)K(y, a)da; 

das will sagen, daß die Funktionen fJJnX auch ein vollständiges 
normiertes Orthogonal system des Kerns X2 (x, y) bilden. In der 
Tat folgt aus der Integralgleichung 

rp" x = An S K(x, a) rp" a cl a, 

indem man mit K(x, y) multipliziert und rechts die Integrationen, 
was erlaubt ist, vertauscht, 

(3) J K(x, y) rpn X dx = fJJ;nY = All J K2 (a, y) fJJn a. da; 

fJJn x ist also Eigenfunktion des Kerns K~ mit dem Eigenwert An. 
Ist anderseits fJJ x irgend eine Eigenfunktion dieses Kerns, also 

fJJ X= /-t S K2(x, a)fJJada, 

so lehrt die am Schlusse des § 19 durchgeführte Betrachtung, 
daß von den Ausdrücken 

1/!l x = fJJX- V~ S K(x, a)fJJa.da, 

1/!2 x = fJJ x + V~ S K (x, a) rp a. d a 

entweder eine identisch verschwindet, und dann ist fJJ x auch 
Eigenfunktion des Kerns X, oder 1/!1 x und 1/!a x sind Eigenfunktionen 
dieses Kerns, und ergeben 

1/!l X +1/!2 X 
fJJ x = 2 . 

Diese Größe ist also durch Eigenfunktionen des Kerns K, die zu 
entgegengesetzten Eigenwerten gehören, linear ausdrückbar , d. h. 
durch zwei Funktionen fJJn x, die zu demselben Werte von A.~ ge­
hören oder zu demselben Eigenwert des Kerns Ks. Jede Eigen­
funktion dieses Kerns ist also linear durch Funktionen fJJn X 

ausdrückbarj das System dieser Funktionen ist wirklich ein voll­
ständiges normiertes Orthogonalsystem des Kerns Ks und Ro(x, y) 
seine bilineare Reihe. 

Aus denselben Gründen ist 
R (x y) _ ~ fJJn X . fJJn y 

1 , - ~ A4 
n n 

die bilineare Reihe des Kerns 

X4 (x, y) = S K2 (x, a) K2 (y, a) d a, 



86 Dritter Abschnitt. § 22. 

und da für jede endliche Menge von Zahleu v die leicht ersicht­
liche Ungleichung 

I ~ p-,-~_. fPv y , < "'.~ "" lP.v x. fPvyJ 
I ~ A 4 = ~ A; ~ A; 

v v 

gilt, die Reihe A1 2 + A2 2 + .. , aber nach ~ 20 konvergiert, ist die 
Reihe R 1 (x, y) in x und y auf dem Grundgebiet gleichmäßig 
konvergent, so daß nach § 20 folgt 

K4 (x, y) = R1 (x, V). 

Da nun die Reihe Ro (x, y) absolut und bei festem x in y gleich­
mäßig konvergiert, ergibt sich nach (3), indem man ausmultipliziert 
und gliedweise nach y integriert, 

J[K2(x,y)-Ro(x,y»)2dy = K4(X,x)-R1 (x,x) = 0; 

daraus folgt die Gleichung 

(4) K2(X,y)-Ro(x,y) = 0, K2(X,y) = 2:p'nXilnY , 
n n 

die also mit gleichmäßiger Konvergenz ihrer rechten 
Seite in x bei festem y für stetige und brauchbar un­
stetige Kerne gilt. 

§ 22. 

Darstellung wiUkürlicher Funktionen. 

Aus dem erhaltenen Resultat ergibt sich etwas Bemerkens­
wertes für solche im Grundgebiet stückweise stetige Funktionen 
fx, die zu allen Eigenfunktionen orthogonal sind, so daß all-
gemein 

S frt.·fPnrt..drt. = O. 

Multipliziert man nämlich die Gleichung (4) des § 21 mit fx.fy, 
so darf man rechts gliedweise nach x integrieren und findet 

S K2(X,y)fx.dx = 0, SS K9(X,y)fx·fy·dxdy = 0 

oder 
SS fx·fy·dxdy S K(x, rt.)K(y, rt.)drt. = O. 



§ 22. Theorie der Integralgleichungen mit symmetrischem Kern. 87 

Hier sind die Integrationen bei stetigen Kernen vertauschbar, 
ebenso bei brauchbar unstetigen nach den die Brauchbarkeit 
kennzeichnenden Festsetzungen des § 19 j also folgt 

S da S (xK(x,a)dx. f fyK(y,a)dy = 0 

oder, da die nach x und y genommenen Integrale dieselbe stetige 
Funktion von a darstellen, die wir C/J a nennen, 

(1) S(C/Ja)2da = 0, C/Ja = f (x.K(x, a)dx = O. 

Die Funktion (a, die zu allen Eigenfunktionen ortho­
gonal ist, ist auch zum Kern orthogonal. 

Das Umgekehrte ist ohne weiteres klar, da aus der Gleichung (1) 
durch Multiplikation mit fjJn a und Integration folgt 

o = S C/J a. fjJn a. da = S fjJn a. daS (x. K (x, a) d x 

= f(X.fjJn x . dx , 

wobei wiederum die Integrationen in erlaubter Weise vertauscht sind. 
Jetzt erinnern wir uns der in § 21 bewiesenen Tatsache, 

daß die Reihe 

F ~ fjJ"X J'( d ~ an fjJn X 
X =.L.J An a·fjJn a a =.L.J l~' 

.. n n 

in der (a wieder eine beliebige, stückweise stetige Funktion ist, 
gleichmäßig und absolut konvergiert. Setzt man daher 

fx = Fx- f K(r, a)(a.da, 

so ist f x stetig und man findet 

SfjJnx.fx.dx = fFx.fjJnx.dx- HK(x,a)fjJnx.fa.dxda 

oder, mit erlaubter Vertauschung der Integrationen, 

f fjJnx·fx.dx = f Fx.fjJn x .dx - L f (a.fjJn a .da , 

und da offenbar 

f Fx.fjJnx.dx = L f fa.fjJ"a.da, 

so ergibt sich 
(2) jfjJnx.fx.dx = 0; 

also ist nach dem soeben erhaltenen Satze auch 

f f x. K (.T, a) iI x = o. 
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Die Definition von fx führt nun zu folgender Umformung 

f (f IX) 2 dIX = f f IX .{ ~ an TnnIX - f K(x, IX)f X. dX }, 

also nach der Gleichung (2) 

S(f a)2 dIX = - JdIXfIX·SK(x,IX)fx.dx, 

und nach erlaubter Vertauschung der Integrationen 

J (fIX)2dIX = - J fx.dx J K(x, IX)fIX.da = 0, 

also endlich, da fIX stetig ist, 

fIX = 0, Fx = fK(X, IX)fIX.da = 2:: ~ .. rpn X. 
n n 

§ 22. 

Dies Ergebnis kann in folgender Weise gedeutet werden. 
Nennen wir 

F x = J K (x, IX) fIX. d IX 

nach der früher gebrauchten Bezeichnung eine quellenmäßig 
dargestellte Funktion, fIX ihre Quellenverteilung , und bedenken 
wir noch, daß wir setzen können 

J Fx. rpn x .dx = J dx. rpn X S K(x, IX) fIX.dIX 

= J fIX .dIX J K (x, IX) rpn x •dx 

= L f fIX.rpn IX •dIX = ~:' 
so ist bewiesen, daß jede mit stückweise stetiger Quellen­
verteilung quellenmäßig dargestellte Funktion nach den 
Eigenfunktionen eines vollständigen normierten Ortho­
gonalsystems auf die Fouriersche Weise entwickelt 
werden kann: 

Fx = J K(x, IX)fIX.da = :2 Ano/nx, An = J Fx. rpn X. dXj .. 
der Kern kann dabei stetig und brauchbar unstetig sein; die 
Reihe konvergiert gleichmäßig und absolut. 

Für diesen Satz bieten die ersten beiden Abschnitte viele 
Beispiele dar, die jetzt eine gemeinsame feste Grundlage er­
halten. 

Multipliziert man die erhaltene Gleichung mit einer weiteren 
wie f x im Grundgebiet stetigen Funktion f x, integriert glied-
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weise, und setzt für An wieder die Werte an/An ein, so folgt die 
Hilbertsche Grundformel 

ff K(x y)fx·fy·dxdy = 2: L f fX·ffJn x .clx f fy·ffJny.dy 
n 

und besonders, wenn f x = f x gesetzt wird, 

(3) H K(x,y)fx·fy·dxdy = ~ L U fX.ffJnx.dxr-

§ 23. 
Die nichthomogene Integralgleichung. 

Die nichthomogene Integralgleichung, deren mechanische 
Bedeutung wir in § 12 kennen gelernt haben, verlangt, die stetige 
Funktion ffJ x so zu bestimmen, daß bei willkürlichen Werten 
von A, und wenn f x eine gegebene stetige Funktion ist, die Be­
ziehung 
(1) ffJx=fx+J..jK(x,a)ffJa.da 

gilt. Setzen wir 
(2) ffJx = fx + 'IjIx, 
so ergibt sich 
(3) 'IjIx = A S K(x, a) (fa + 'IjIa) da; 

ist die Gleichung (1) lösbar, so erscheint 'IjI x quellenmäßig dar­
gestellt, so daß der Entwicklungssatz des § 22 angewandt werden 
kann: 
(4) 'IjIx =::8 ffJll X S 'IjIa. ffJn a . da , 

" 
und die Reihe rechts ist absolut und gleichmäßig konvergent. 
Multipliziert man die Gleichung (3) mit ffJnX, integriert und ver­
tauscht rechts in erlaubter Weise die Integrationen, so ergibt sich 

j 'IjI x . ffJn x . d x = A j (fa + 'IjI a) da j K (x, a) ffJ x d x 

= :" f fa·ffJn a . da+ :n f 'IjIa·ffJn a . da , 

oder nach der Definitionsgleichung (2) und der Entwicklungs­
formel (4) 

(5) 

f 'IjIa. ffJn a . da = An J.. J.. f fa. ffJn a . da , 

ffJ X = f x + J.. 2: A~n X A f fa. ffJn a . da. 
II 
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Es braucht auch nicht ausgeschlossen zu werden, daß A komplex, 
fx eine komplexe Funktion der reellen Stelle x ist, etwa = fIX 
+ if'J.x, wobei fl unod f2 reelle Funktionen sind; dann ist 

f K (x, lX) fa . da = f K (x, a) fl a . da + i f K (x, a) f2 a . da, 

f fa. cpn a . da = f h a. cp"a.da + i J f2 a . cp"a. drx, 

und man braucht den Entwicklungssatz des § 22 nur auf die 
einzelnen rechts auftretenden Summanden anzuwenden. 

Nun folgt weiter die gleichmäßige Konvergenz der Reihe (5), 
die bisher nur unter der Voraussetzung, daß cp x existiere, be­
trachtet wurde, auch bei willkürlicher Wahl von fx und kom­
plexen Werten der Größe A, sobald diese auf ein endliches Gebiet 
beschränkt wird und die Differenzen i A - An! alle über einer 
festen Schranke bleiben. Denn zunächst konvergiert die Reihe 

2: CP;.,xJfa.cp"a.da 
n n 

in der angegebenen Weise; die Glieder der Reihe (5) entstehen 
aber aus denen der letzten Reihe durch die Faktoren AnA/(A - All)' 
die bei den soeben für A getroffenen Festsetzungen absolut unter 
einer von n unabhängigen Schranke liegen. Dabei ist weiter 
zuzulassen, daß fx ein Polynom in A sei, dessen Koeffizien~n 
im Grundgebiet stetig sind. Daß aber, nach Erledigung der 
Konvergenzfragen, die Reihe cpx nach der Gleichung (5) eine 
Lösung der nichthomogenen Integralgleichung liefert, ist un­
mittelbar durch Rechnungen einzusehen, die schon in § 12 durch­
geführt sind; man braucht nur noch zu entwickeln 

(6) J K(x, a)fa .da = ~ CP;nx f fa·CPn lX •da , 

und gliedweise zu integrieren, um die Formel (1) durch die 
Reihe cpx erfüllt zu finden: 

A fK(x,a)cpa.da =~(L + An
A2 JCPna; ffa.CPnrx.drx 

= cpx-fx. 
Die hiermit gefundene Lösung der nichthomogenen Integral­
gleichung ist die Schmidtsche Formel des § 12; sie zeigt 
funktionentheoretisch , daß cp x eine in dem betrachteten Gebiet 
meromorphe Funktion der komplexen Variablen A ist; sie hat 
offenbar einfache Pole an den Stellen A". 



§ 23. Theorie der Integralgleichungen mit symmetrischem Kern. 91 

Die wesentliche Voraussetzung war, daß A keinem der Werte 
A/I nahe kam oder gleich wurde. 8etzt man dagegen z. B. A = Al 
und ist Al ein k-facher Eigenwert, also Al = ).~ = ... = Ak' Ak+l ;e: Al! 
so bleiben die Konvergenzbetrachtungen gültig, sobald man aus 
der Reihe q; x die Glieder wegläßt, in denen n = 1, 2, .,. k ist. 
Aber auch die entscheidende Rechnung bleibt gültig, wenn in 
der Entwicklung (6) ebenfalls die ersten k Glieder wegfallen, 
d. h. wenn 

S f cx. • q; I' a . d cx. = 0, v = 1, 2, ... k. 

Ja man kann sogar mit willkürlichen konstanten Faktoren Cv setzen 

1, k k+l,"" r 
q;x = fx + .2: Cv q;v x + Al .2: ?-.J!_XA fcx.· q;f}rY.. drY. 

l' tJ f:} 1 .. 

und findet dann wiederum die Integralgleichung (1) erfüllt. Und 
zugleich auf die. allgemeinste Weise; denn hat man die beiden 
Lösungen q;x und "ipx, so daß . 

q;x = fx + Ad K(x, rY.) q;rY.. drY., "ipx = fx + Al S K(x, ce) "ipce.dce, 

so ergibt sich sofort, daß q; x - cp x eine zum Eigenwert Al ge­
hörige Eigenfunktion des Kerns K(x, y) ist, also darstellbar in 
der Form Cl q;l X + ... + Ck q;k x. 

Be~chten wir noch den Sonderfall fx = K(x, y) und nennen 
wir q;x in diesem Falle rex, y) oder ausfüh,!.'licher rex, y; A). 
In ihm bleibt, auch wenn der Kern brauchbar unstetig sein 
sollte, alles gültig; man erhält 

J f ce • q;n rY. • d ce = q;;nY • 

Die Konvergenz der auftretenden Reihe 

r(x,y) = q;x = K(x,y)+A 2.:i"(~·~r) 
" n n 

= K(x,.y) + 2: (A 1 T - ; ) q;n x . q;IlY, 
. n n n 

sowie der Entwicklung (6) wird ersichtlich durch Vergleich mit 
der in § 21 untersuchten Reihe 

K s ( ) _ "'-, q;"x. q;n y x,y - ~ Ag 
n n 

(7) 

und die Integralgleichung wird 

(8) rex, y) = K(x, y) + A S K(x, ce) T(rY., y)drY.. 
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Diese Gleichung ist die Fredholm-Hilbertsc'he Resolvente, 
rex, y) der zu K(x, y) gehörige lösende Kern. 

Die mechanische Bedeutung dieser Größe ist schon in den 
§§ 12 und 14 besprochen; die analytische kann zunächst dahin 
formuliert werden, daß bei allgemeiner Wahl von f x die Lösung 
qJ x in der Form 

qJX = fx + A J rex, a)fa.da 

geschrieben werden kann, wie sich durch Integration der Reihe rex, y) 
mit Hilfe der Formel (7) ohne weiteres ergibt. Die Größe r 
ist als Funktion der komplexen Veränderlichen A meromorph; 
aus ihrer Reihenentwicklung ergibt sich noch bei stetigen Kernen 

J r(x,x)dx = J K(x, x)dx + 2: ClAn - L) .. 
oder, indem wir 

J K(x, x)'dx = C, 

setzen, 

f dlogD 
• r(x,x)dx = C+(fA-· 

Offenbar ist D eine ganze transzendente Funktion von A, deren 
Nullstellen genau die mit ihrer Vielfachheit genommenen' Eigen­
werte des Kerns K(x, y) sind. Das Geschlecht dieser Funktion 
ist höchstens 1; die Reihe 

konvergiert ja. nach § 20. Dies gilt auch, wenn der Kern unstetig 
und C vielleicht kein endlicher Wert ist. 

Der lösende Kern kann an Stelle des ursprünglichen gesetzt 
werden und gibt dann wieder die Eigenfunktionen .qJ" x mit 
anderen Eigenwerten. Multipliziert man nämlich die Gleichung (8) 
mit qJ .. x und integriert, so ergibt sich, was auch die Reihenent~ 
wicklung der Größe rex, y) bestätigt, . 

oder 

J rex, Y)qJ"x.dx = qJZ; +:.. J qJ"a. r(a, y)da 

qJ .. y = (An - A) J r(a, y) qJ"a .da. 

Die Funktionen qJ .. x sind also Eigenfunktionen des Kerns rex, Yi A) 
mit A .. - A als Eigenwerten. 
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Schreibt man endlich, um zwei verschiedene lösende Kerne 
in Beziehung zu bringen, 

1,00 

T(x,Yj A) = K(X,Y)+A2:in(~'CPnr), 
n n n 

1,00 

T( ) K( ) """ CPm X • cpm Z 
X, Zj 1-1 = x, Z + (t ~ A (A _ )' 

m m m (t 

multipliziert die beiden Gleichungen und integriert rechts glied­
weise nach x, indem man die gewöhnliche Integralgleichung der 
Funktionen CPnX benutzt, so ergibt sich 

f T(x, Yj A) rex, Zj (t) d x = A 1 (t {T(X, Yj A) - T(x, Yj (t)}, 

eine Gleichung, die wir ebenfalls als Resolvente bezeich~en können. 

§ 24. 

Der Mercersche Satz. 

Die in § 22 (3) erhaltene Hilbertsche Grundgleichung kann 
auch in folgender Form geschrieben werden: 

f f 1,m m+l,oo 1 {f } 
{K(X,y)-~CP"xi"CP"Y}f.l'.fy.dXdY= ~ Ae fX.CPe xdx 2. 

Setzen wir nun 
1,m 

Ko(x, y) = K(x, y) - 2: cP"xi cp"y , 
v " 

so ist zunächst klar, daß die Funktionen CPex, in denen (/> m, 
auch Eigenfunktionen des Kerns Ko sind mit denselben. Eigen- . 
werten; denn man findet sofort 

f KO(x, Y)CPe xdx = f K(x, y) CPe xdx. 

Hätte der Kern KO nun noch eine weitere Eigenfunktion, so 
müßte auf der'rechten Seite der für ihn geltenden Hilbertschen 
Grundformei, also in der Gleichung 

f f m + I, 00 1 f 2 

KO(x,y)fx·fy·dxdy = ... + ~ Ae { fX,CPeX.dX} 

ein auf diese weitere Eigenfunktion bezügliches Glied auftreten, 
das bei passender Wahl von f x positiv wäre. Die Formel ist 
aber schon richtig, wenn der rechts erscheinenden Summe nichts 
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hinzugefügt wird. Der Kern Ko hat also nur die Eigenfunktionen 
qJ!!x; in denen Q > m, mit den Eigenwerten A!!. Ob dabei 
Al, ... Am die ersten Eigenwerte sind oder irgend eine Gruppe, 
ist offenbar gleichgültig. 

Jetzt betrachten wir im besonderen einen stetigen Kern, 
dessen Eigenwerte sämtlich positiv sind; wir nennen ihn einen 
positiv definiten Kern. Bei einem solchen gibt die Hilbert­
sehe Formel 

f f K(.x:, y)fx·fy·dxdy > 0, 

bei beliebiger Wahl der stetigen Funktion f x. Sei diese in 
einem beliebig kleinen Teil des Grundgebiets, etwa in der Um­
gebung U der Stelle :1'0 von Null verschieden und positiv, sonst 
aber überall gleich Null; dann gibt die letzte Ungleichung 

(1) J d x f K (x, y) f x . f y . d y > 0. 
II U 

Wäre nun K (:1'0' xo) < 0, so wäre wegen der Stetigkeit des 
Kerns auch 

K(x, y) < 0, 

wenn die Stelle x sowohl wie y auf das Gebiet U beschränkt 
wird; die linke Seite der Ungleichung (1) wäre also sicher negativ. 
Dieser Widerspruch ergibt die allgemeine Beziehung 

(2) K(x, x) > ° 
und K (x, x) liegt als stetige Funktion der Stelle x unter einer 
positiven Schranke C. 

Dies Ergebnis wenden wir an auf den Kern 

K( ) K( ) ~ gJ"x.gJ"y 
x, y = x, y - ~ A ' 

" " 
in welchem v eine beliebige endliche Menge ganzer positiver 
Zahlen bedeute. Da dieser Kern als Eigenwerte die Größen An 
nach Abzug des Systems der A" besitzt, so ist er ebenfalls positiv 
definit, und wir finden entsprechend der Ungleic4ung (2) 

(3) K(x,:1') - 2: (qi~x)j > 0, C> 2: (qJ~X)2 . 
v" v v 

Nun gilt die elementare Beziehung 

(4) 1 ::2 1 AvBv 1)2 < ::2 A~::2 B~, 
v v 

in der A v , B v beliebige reelle Größen sind; dies ist die ins Ele­
mentare entartetE) Form der Schwarzsehen Ungleichung. Die 
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behauptete Beziehung sagt nui· aus, daß mit beliebigen reellen 
Größen p, q die quadratische Form 

::;8(p 1 Av 1 + q 1 B v 1)2 > 0 
v 

niemals negative Werte annimmt, also wenn man sie in der Form 

Lp2 + 2Mpq + Nq2 

schreibt, die Formel 

ergibt, und das ist die Ungleichung (4). Setzen WIr besonders 

AI' = ~vA:' B v = ~~~, 
so ergibt sich, ähnlich wie schon in § 21 geschlossen wurde. 

also nach (3) 

(5) 

Anderseits ist die Reihe . 
~ (lJin X)2 

An 
n 

nach (3) konvergent. Wählt man also, indem man die Stelle x 
festhält, die Zahlen v über einer hinreichend hohen Schranke vo, 
so folgt 

wobei c beliebig klein und positiv vorgeschrieben sein kann. 
Die Ungleichung (5) ergibt also bei fester Stelle x, wenn alle 

2: I lJiv X; lJivY I< 0 c, 
V I V 

und die Schranke 0 c ist offenbar von der Wahl der Stelle Y un­
abhängig, d. h. die Reihe 

2: rpn X ' lJin Y 
n An 

ist, wenn x festgehalten wird, nach Y im Grundgebiet gleichmäßig 
und absolut konvergent. 
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Man darf daher die Größe 

(6) 1Jl(x,y) = K(x,y)- 2: T~~ifPnY 
n " 

z. B. mit fPmY multiplizieren und dann nach y gliedweise inte­
grieren. So ergibt sich 

J M(x,y)fPmy.dy = J K(x,Y)fPmy.dy- ffJ~~X = 0. 

Die Größe M ist also als Funktion von Y zu allen Eigenfunktionen 
orthogonal, mithin nach § 22 auch zum Kern bei beliebiger 
Wahl der zweiten neben y in diesem vorkommenden Stelle ortho­
gonal: 

S K(z, y)M(x, y)dy = 0. 

Läßt man hier z und x zusammenfallen und multipliziert die 
Gleichung (6) mit M (x, y), wobei rechts nach y wieder gliedweise 
integriert werden darf, so folgt 

S M(x, y)2dy = 0, JJI(x, y) = 0, 
also endlich 

(7) K (x, y) = 2: ~n;- fP-,,-'!L. 
" 11 

Damit ist das Mercersche Theorem bewiesen, daß bei defi­
niten stetigen Kernen immer die bilineare Formel gilt, 
und die bilineare Reihe absolut und gleichmäßig bezüg­
lich der einen der in ihr vorkommenden Stellen im 
Grundgebiet konvergiert, wenn die andere Stelle im 
Grundge biet festgeh alten wird. Ob der Kern positiv oder 
negativ definit ist, macht offenbar keinen Unterschied. 

Eine Verallgemeinerung liegt nahe; sind eine endliche An­
zahl von Eigenwerten negativ, etwa die Werte AO', so wendet man 
das Mercersche Theotem auf den Kern 

K(x,y) - 2: fPO'x; fPt1Y 
t1 t1 

an, der nur positive Eigenwerte AI? besitzt, d. h. die Gesamtheit 
der Werte An nach Abzug der Werte lt1. Man erhält so die 
Gleichung 

K(x, y) - 2: fP t1X; fPO'Y = 2: fPI?X; ffJI?Y, 
0' 0' {! I? 
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die offenbar mit der Gleichung (7) zusammenfällt. Die bilineare 
Formel gilt also für alle stetigen Kerne, die nicht gleichzeitig 
unendlich viele positive und unendlich viele negative Eigenwerte 
besitzen. 

Beispielsweise kann man jetzt erschließen, daß bei der in 
§ 16 betrachteten Stabschwingung mit freien Enden die bilineare 
Formel giltj die Eigenwerte An = a m! sind alle positiv, da die 
Werte 'In" als Wurzeln der Gleichung cos m ~of m = 1 reell oder 
rein imaginär sind. Der Kern ist stetig. 

§ 25. 

Der Weylsche Satz. über Addition zweier Kerne. 

Schon mehrfach ist von der Bemerkung Gebrauch gemacht, 
daß. wenn CPv x eine endliche Anzahl zueinander orthogonaler 
normierter Funktionen bedeutet, die Besselsche Ungleichung 

J (fu) 2 du > :2a~ 
gilt, wobei gesetzt ist 

Uv = ffu.q>vu.duj 

man braucht ja nur die Ungleichung 

S (fu -:8 a. q>v u)2du > 0 

zu entwickeln. v 

Mittels dieser Bemerkung können aus der Hilbertschen 
Grundformel [§ 22 (S)] belangreiche Ungleichungen abgeleitet 
werden. Wir unterscheiden die positiven und negativen Eigen­
werte des Kerns K (x, Y)i die reziproken Werte der ersteren seien 
Im die der letzteren m .. , die zugehörigen Eigenfunktionen t/l .. x und 
On Xi wenn der Zeiger n die Anzahi der vorhandenen Eigenwerte 
des einen oder anderen Vorzeichens überschreiten sollte, setzen 
wir 0 für In oder m". Sei ferner 

a .. = J fu.t/l"u.du, bn = S fu.Onu.drt., 

dann kann die Hilbertsche Grundformel in folgender Form 
geschrieben werden: 

S S K(x, y)fx·fy.dxdY =:8 l"a~ + :8mnb~. 
. .. n 

Jetzt denken wir uns die Größen 1 für sich und die negativen 
Größen m für sich nach abnehmenden absoluten Werten geordnet, 
so daß 

KneBer, Integralgleichungen. 2. Autl. 7 
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dann gibt die Ril bertsche Gleichung 

S f K(x, y)fx·fy·dxdy < :s lna~ < 11 :S a~ < (1 S (fa)2drx. 
n 

Für alle Funktionen f, die die Beziehung 

(1) S (frx)2drx < 1 

darbieten, ergibt sich also 

S S K(x, y)fx·fy·dxdy < (1' 

Bedenken wir ferner, daß der Kern 
1,m 

K (x, y) -:s Iv tVvx .lf'vY 
v 

nach § 24 genau die Eigenwerte von K besitzt mit Ausschluß 
von 1/(11 1/12"" 1,lm, so daß hier 1m t 1 genau dieselbe Bedeutung 
hat wie vorher (1' so ergibt sich 

l,m 

(2) SSIK(x,,1/)-=?(vlf'v x .tVvylfx .fy.dxdy < (,"+Jo 

Führen wir nun noch einen zweiten Kern Ko (x, y) ein, setzen 

K(x, !/) + KO(x, y) = KI(X, y) 

und bezeichnen die zu den Kernen Ko und KI gehörigen Größen 
ebenso wie bei K, indem wir oben den Zeiger 0 oder 1 anfügen, 
so ergibt sich zunächst, entsprechend der Beziehung (2) 

1,h 

(3) Jf IKo(x,y)-:::8I~tV~x.tV~Yl fx·fy·dxdy < 1~+1; 
v 

h = 0 würde bedeuten, daß die Summe links wegfällt. Nehmen 
wir weiter an, der Kern KI habe mindestens m + h + 1 positive 
Eigenwerte, so daß I!. + h + 1 > 0, so können wir 

1,m+h+1 

(4) {x = :s Cv tPb x 
(J 

setzen, und die Ungleichung (1) ist erfüllt, wenn wir ansetzen 

(5) cl + ci + ... + c~ + h+ 1 = 1. 

Vollständig bestimmen wir dann die Größen c durch die m + h 
Forderungen 

ffa.'l/Jvu.da=O, ffrx.'l/JZa.da=O, v=I, ... nl, Q=l, ... h, 

die 'In + h homogene Gleichungen ersten Grades bedeuten und 
die Werte c immer so zu bestimmen erlauben, daß die Glei­
chung (5) gilt. 
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Nach dieser Festsetzung der Funktion fu verschwinden in 
den Ungleichungen (2), (3) unter dem Integralzeichen alle Glieder 
außer dem ersten, und man erhält, indem man beide Ungleichungen 
addiert 

(6) S SKI(x,Y)fx.fy.dxdy < {m+l + I~+l' 
Hier ist aber die linke Seite nach (4) und nach den Integral­
gleichu.ngen mit dem Kern Kr einfach 

Ilcl + Ilci+ ... + I~'+h+1 C;'+h+1, 

und diese Größe ist wegen der festgesetzten Größenfolge der 
Werte {I nicht kleiner als 

1~ + h + 1 (c j
2 + ci + ... + c;, + h + 1) = 1;, + h + 1; 

die Beziehung (6) gibt also 

(7) 1!.+h+1 < {,n+1 + {Z+l' 

überträgt man die durchgeführte Entwicklung auf die Kerne 
- K, - Ko, - KI, so sind die Größen { durch die positiven 
Werte - m zu ersetzen und man findet 

m!.+h+ 1 > mm+l + mK+1' 
Sei nun im besonderen der Kern 

- Ko (x, y) = KII (x, y) 

definit positiv; Ko also definit negativ; dann ist allgemeiu {o = 0 
zu setzen, und die Gleichung 

KI (x, y) + KII (x, y) = K(x, y) 

gibt in Verbindung mit der Ungleichung (7), da auch h = 0 
gesetzt werden kann, 

I~+l < {m+1' 

Damit ist das Weylsche Theorem bewiesen: Addiert man zu 
einem beliebigen Kern KI einen positiv definiten KII 
und nimmt die Summe K = KI + KII wieder als Kern, 
so ist durch diese Abänderung des ersten Kerns jeder 
seiner positiven Eigenwerte verkleinert; unter irgend 
einer positiven Schranke hat der Kern K mindestens 
so viel positive Eigenwerte wie KI. 

Wir haben aus der allgemeinen Theorie hier nur die Hil­
bertsche Grundformel benutzt; wie diese gilt also auch das 
W ey Ische Theorem für stetige und brauchbar unstetige Kerne. 

7* 
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Integralgleichungen und die Sturm-LiouYillesche 
Theorie. 

§ 26. 

Die Sturm-Liouvilleschen Funktionen. 

Die analytischen Hilfsmittel, die wir in den letzten Para­
graphen kennen gelernt haben, ermöglichen uns, ein Problem 
allgemeinen Charakters in Angriff zu nehmen, das durch die ihm 
gewidmeten bewundernswerten Arbeiten von Sturm und Liouville 
besonders wichtig geworden ist. 

Erstreckt sich ein die Wärme leitender heterogener Stab 
längs der Abszissenachse von x = 0 bis x = 1 und ist 9 die 
spezifische Wärme, k die innere Leitfähigkeit, 1 das seitliche Strah­
lungsvermögen, endlich t die Zeit, so erfüllt die Temperatur H 

die Differentialgleichung 

9 ~~ = aGa; (k~:) -lu 

und die Grenzbedingungen 

kGU_hulo=o 
GX ' 

OU 'I 
k-+Hu! =0 

OX I ' 

in denen hund H die Werte der äußeren Leitfähigkeit der End­
querschnitte, also positive Konstante, bedeuten. Wird einer dieser 
Querschnitte oder beide auf der konstanten Temperatur Null 
gehalten, so erhält man eine der Grenzbedingungen 

ul o= 0, ul 1 = 0 

oder beide, auf die man auch dadurch kommen kann, daß man 
eine der Konstanten h, H oder beide unendlich werden läßt. 

Setzt man 
u = Ve- At, 
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wobei V von t unabhängig und)., eine Konstante sei, so erhält 
man die Aufgabe, die Größe V aus der Differentialgleichung 

(1) /x(k~~)+(g;'-l)V=O 
und den 

(2) 

Grenzbedingungen 

k dV _hV[o=O 
dx ' 

zu bestimmen, von denen auch eine oder beide in die Formen 

V 'o 0 V!'l __ 0 1=' 
ausarten können. 

Einen besonderen Fall dieser Randwertaufgabe erhält man bei 
der Theorie der heterogenen Saite, deren Bewegungsgleichung, 
wenn 1.' die Verrückung bedeutet, in der Form 

(l21.' (l ( 01.') 
gW=(l,x k(lx 

erscheint, und wenn man eine der Gleichungen 

tt = V cos Vif, 1.' = V sin Vlt 
ansetzt, genau auf die Differentialgleichung 

~(kdV)+ ;'V=O dx dx 9 

mit den Grenzbedingungen 

zurückgeführt wird. 
Man sieht, daß hier wie oben bei der Wärmeleitungsaufgabe 

die Größen g, k ihrer physikalischen Bedeutung nach auf der 
Strecke von x = 0 bis x = 1 positiv sind, und daß l jedenfalls 
nicht negativ ist. Außerdem darf noch, ohne daß die Aufgabe 
spezialisiert wird, g = 1 gesetzt werden. Denn man kann die 
Gleichung (1) in der Form 

~ (gk dV) + (;. _ i) V = 0 
gdx gdx g 

schreiben; führt man dann die Größe 
., 1 

Xl =jgdx:jgdX 
° 0 
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als neue Variable ein, und setzt 
I 

gk:[J gdx r = kl , 

o 
so erhält man die Gleichung 

d ( dV) d Xl k1 d Xl + (). - ll) V = 0, 

in der die Größen kl und II dieselben Eigenschaften haben, wie sie 
oben für kund 1 gefordert wurden, und die Grenzbedingungen (2) 
behalten ihre Form, so daß jetzt der Zeiger 1 wieder weggelassen 
werden kann. 

Setzen wir allgemein 

~ y = ;~ (k : ~) - 1 y, 

so haben wir für die gesuchte Funktion V die Differentialgleichung 

(3) ~ V + }. V = 0, 

und können zunächst übersehen, daß, wenn 1 auf der Strecke 
von X = 0 bis X = 1, dem Grundgebiet, wie wir wieder sagen 
wollen, nicht negativ ist, auch die gesuchten Werte}. nicht negativ 
sein können. Denn wäre}. = - e2 ein solcher Wert, so könnte 
aus der Gleichung (3) geschlossen werden 

x x 

k ~: = k~:lo + J (l + e2) Vdx = hVo + J (l+ c2)Vdx. 
o 0 

Beginne nun V am unteren Ende des Grundgebiets z. B. mit 
einem positiven Werte Vo; dann wird das Integral in der letzten 
Gleichung positiv, dV/dx hat auch dasselbe Vorzeichen, und V 
wächst weiter. Sei also V etwa auf der Strecke 0 ... a positiv oder 
habe nur für X = 0 den Wert Null; ist dann ao die obere Grenze 
der Werte a und ao< 1, so sind für X = ao auch noch die Größen V 
und d V/d X positiv; die Strecke, auf der V positiv ist, kann also 
noch über ao hinweg ausgedehnt werden, was der Definition von ao 
widerspricht. So wird es aber unmöglich, die zweite Gleichung (2) k:: +Hvll=o 
zu erfüllen. Die gesuchten Werte). können also nicht negativ sein. 
Im Falle h = 00 erhält man dasselbe Ergebnis, indem man dVjdx 
an der Stelle X = 0 positiv nimmt. Nur im Falle h = H = 0 
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wäre der Widerspruch dadurch zu vermeiden, daß k d Via x wächst, 
d V; d x sich aber von der positiven Seite her dem Werte Null 
annähert. Dann wären beide Randbedingungen erfüllt; die zu­
gehörige Funktion V würde im Innern des Grundgebiets nicht 
v ersch winden. 

§ 27. 

Übergang zu den Integralgleichungen. 

Es seien nun f{J x und W x zwei im Grundgebiet stetige Lösungen 
der Gleichung 

(1) d ( d Y) 53 y = d x k d x - l y = 0, 

von denen die eine, etwa f{J x, die erste Grenzbedingung erfüllt, 
die andere die zweite. Dann kann man annehmen, es gelte 
die Identität 

. ( d f{J dW)_ k W dx - f{J d x-I, 

da ihre linke Seite jedenfalls konstant ist, und ein konstanter 
Faktor in jeder der Größen f{J und W zur Verfügung bleibt. Ver­
schwände der konstante Wert dieser Größe, so wären f{J und W 
nur durch einen konstanten Faktor unterschieden; die Gleichung (1) 
hätte also eine Lösung, die beide Grenzbedingungen erfüllte, was 
nach § 26 nur in dem ausgearteten Falle h = H = 0 eintreten kann. 

Sehen wir von diesem ab, so kann der Kern der gesuchten 
Integralgleichung gebildet werden, indem man, wenn x < g ist, 
setzt K(x,g) = f{Jx.w~, 

und, wenn x > g ist, 
K(r,~) = f{J~. Wx. 

Die so definierte Größe erfüllt nämlich, wenn wir wie gewöhnlich 

K'(x,~) = oK(x,~) 
ox 

setzen, die Gleichung 

(2) 53K(x,~) = d[k~'~X' m -lK(x,~) = 0 

und die beiden Grenzbedingungen (2) des § 26, 
Stelle x = g singulär, so daß die Gleichung 

:~ -0 

kK'(x,~) = 1 
besteht. 'I; + 0 

und ist an der 
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Versteht man nun unter (X eine beliebige, 1m Grundgebiet 
stückweise stetige Funktion, unter 

1 

Fx = f K(x, u) (u,du 
o 

eine quellenmäßig dargestellte Funktion, so findet man durch 
eine Rechnung, wie sie in § 2 zu ähnlichem Zweck angewandt 
wurde, 1 

1 

F'x = J K'(x, u){u,du, 
o 

d(kF'x) fd[kK'(x u)] -dx = _. -d-x-'-{u,du+ k·Tx.[K'(x,x-O)-J('(x,x + 0)]; 
o 

da nun die expliziten Ausdrücke der Funktion K die Gleichungen 

K' (x, x- 0) = K ' (x'+ O,x), 
K'(x,x+ 0) = K'(x-O,x) 

ergeben, so folgt aus der erhaltenen Gleichung für alle Stellen, 
an denen {x stetig ist, die Identität 

(3) 53F=d(~~'x)_lFx=_{x. 

An den Unstetigkeits stellen der Funktion {x ist das Symbol F" 
nicht definiert, Man erkennt ferner aus der angegebenen Form 
der Größe F', daß die Funktion F die Randbedingungen der 
Größen K (x, u) und Verfüllt, 

Ist umgekehrt die Funktion f]) x auf dem Grundgebiet mit 
ihrer ersten Ableitung stetig, während die zweite Ableitung stück­
weise stetig ist, und erfüllt sie die Grenzbedingungen, so ist die 
Funktion 

fx = - d(~~X) + lflJx = -BflJ 

stückweise stetig, und man kann mit ihr die vorher eingeführte 
Größe Fx bilden, Dann ergibt sich, indem man diese Gleichung 
mit K (x,~) multipliziert und zu der mit f]) x multiplizierten 
Gleichung (2) addiert, 

-ld [k (f])x , K' (x,~) - K (x,~) flJ' x)] = K(x, ~) {x; ( x 

wenn man sodann über das Grundgebiet integriert, die allgemeine 
Integrationsregel des § 2 benutzt und bedenkt, daß die Größe in 
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eckigen Klammern au den Stellen x = 0 und x = 1 verschwindet, 
weil die Funktion ([Jx die Grenzbedingungen erfüllt, so erhält 
man folgendes Resultat: 

1 

(4) h([Jx.K'(x,;) iS-
o = ([J; = fK(X,;) fx. dXj 

;+ 0 
o 

die Funktion ([J kann also quellenmäßig dargestellt werdeu. 
Ein Sonderfall dieser Größe ist V, die Lösung des Sturm­

Liouvillescheu Randwertproblems, wenn eine solche existiert. 
Für sie gilt die Gleichung 

_ d(kV') + lV= Ä V' 
da.: ' 

ersetzt man demgemäß f x durch Ä V, so ergibt sich aus der 
Gleichung (4) 1 

V; = Ä fVK(x, ;)dx, 
° 

womit das Randwertproblem auf eine homogene Integralgleichung 
zurückgeführt ist. 

Daß umgekehrt jede Lösung der Integralgleichung auch eine 
Lösung des Randwertproblems ist, folgt sofort daraus, daß die 
rechte Seite der Integralgleichung quellenmäßig dargestellt er­
scheint, woraus sich nach der zwischen fund F geltenden Be­
ziehung (3) ergibt 

~(kclV)_lV= -ÄV' 
dx clx ' 

außerdem erfüllt jede Lösung der Integralgleichung ebenso wie 
jede quellenmäßige Funktion die Grenzbedingungen. Da nun beim 
Randwertproblem zu jedem Eigenwert wegen der Randgleichungen 
§ 26 (2) nur eine bis auf konstante Faktoren bestimmte Eigen­
funktion gehört, so gilt dasselbe für die Integralgleichung, so daß 
mehrfache Eigenwerte ausgeschlossen sind. 

Diese Entwicklungen sind im Falle h = H = 0 zu modifizieren, 
wenn das durch die Grenzbedingung 

y'io= 0 

bis auf einen konstanten Faktor bestimmte Integral der Gleichung 

(5) 5!,y = ~ (l;,d Y) -ly = 0 
dx dx 
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von selbst auch die zweite Grenzbedingung 

y,!I= 0 

§ 27. 

erfüllt. Sei q;o x dieses Integral, das als eine stationäre Tempe­
ratur des Stabes angesehen werden kann, und werde die Gleichung 

vorausgesetzt. Dann ist nach § 15 als Kern der Integralgleichung 
die stationäre Temperatur u zu nehmen, die durch eine an der 
Stelle x = S wirkende Wärmequelle hervorgerufen wird, wenn 
in jedem Element d x die Wärmemenge - d x . q;o x . q;o; erzeugt 
wird. AUs diesen Festsetzungen ergibt sich die Gleichung 

d ( dU) cl x k d x -l u - q;o x. ffo ~ -= 0 

mit den Grenzbedingungen 
du :0,1 

d-. =0 ,x' 

und der Unstetigkeitsbedingung 

du :§-o 
kd-I = 0, 

Xis+O 

wodurch die Größe u offenbar nur bis auf einen Summanden 
von der Form c q;o x bestimmt ist, in dem c eine Konstante be­
deutet. Diese können wir benutzen, um die Gleichung 

1 

(6) juq;ox.dx = 0 

° zu erwirken. 
Jetzt setzen wir u = K(x, ~), und finden dann leicht, daß 

diese Größe in x und ~ symmetrisch ist, und daß jede Lösung 
der Sturm-Liouvilleschen Aufgabe 

~V +lV= 0, 
dV iO,1 

dxl =0, 

bei der l von N:ull verschieden ist, auch die Integralgleichung 
1 

V~=lJK(x,~)Vdx 
o 

erfüllt. 



§ 27. Sturm-Liouvillesche Theorie. 107 

Bei den quellenmäßigen Funktionen tritt insofern etwas Neues 
auf, als die oben eingeführte Funktion tPx noch die Bedingung 

1 

(7) f tP x . CPo X • d x = ° 
° 

erfüllen muß, um quellenmäßig dargestellt werden zu können; 
dann ist nämlich tP - F eine die Grenzbedingungen 

cl yO,l 
_i =0 
dx, 

erfüllende Lösung der Gleichung (5), also in der Form C. CPo x 
darstellbar. Da nun die Gleichung (G), wenn man nach ~ über 
das Grundgebiet integriert und die Integrationen vertauscht, die 
Beziehung 1 

S Fx. CPox.dx = 0 

° 
ergibt, so folgt aus der Gleichung (7): 

1 1 

S (tP - F)CPox.dx = S C(CPox)2dx = 0, C = 0, 

° ° 
womit die Größe 

tPx = Fx 

quellenmäßig dargestellt ist. übrigens gilt auch hier die Gleichung 
~F= -fx. 

Auf eine andere, theoretisch einfachere Weise kann der aus­
geartete Fall erledigt werden, indem man die Methode des § 17 
zum Muster nimmt. Man versteht unter c eine solche Konstante, 
daß die Randwertaufgabe 

d ( d Y) - k-. -(l-c)y = 0 
dx dx ' 

keine Lösung besitzt; dann .kann die 
folgende Gestalt gebracht werden: 

dy;O,l 

dxj = ° 
vorgelegte Aufgabe In 

:x (k~;) + [A' - (1- c)]y = 0, 
d Y ~O,l 
d-I =0. 

X I 

Die Eigenwerte A' stehen zu denen des ursprünglichen Problems 
in der Beziehung 

A' +c = A; 

die neue Aufgabe kann aber nach derselben Methode behandelt 
werden, die oben auf die nicht ausgearteten Fälle angewandt 
wurde, da keiner der Werte A' verschwindet. 
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§ 28. 

Anwendungen der allgemeinen Theorien des dritten Abschnitts. 

Nachdem die Sturm-Liouvillesche Randwertaufgabe auf 
eine Integralgleichung mit symmetrischem Kern zurückgeführt 
ist, liefern die Sätze des dritten Abschnitts sofort eine Menge 
alter und neuer Ergebnisse. 

Zunächst zeigen die zusammengehörigen Beziehungen 
1 

(1) 1lJ; = ) K (x, s) {x. d x, S21lJ x = - {x, 

daß t x identisch verschwindet, wenn dies von llJ x gilt, d. h. wenn 
{'lJ zu dem Kern der Integralgleichung orthogonal ist. Dann ist 
(x aber auch nach § 22 zu allen Eigenfunktionen orthogonal und 
umgekehrt; es ist also klar, daß eine im Grundgebiet stetige 
Funktion, die zu allen Eigenfunktionen der Sturm­
Liouvilleschen Aufgabe orthogonal ist, identisch ver­
schwindet. 

Das ist ein wichtiger Satz, um dessen Beweis Sturm und 
Liou ville sich vergeblich bemüht haben. 

Erinnern wir ferner daran, daß nach § 26 kein negativer 
Eigenwert vorhanden sein kann: Nach § 24 ist also das Mercersche 
Theorem anwendbar, und wenn rp .. wieder die normierten Eigen­
funktionen sind, d. h. 

1 

rpnX = V" 1) v~ dxrlf2, 
o 

so gilt die bilineare Formel 

K(x,;) = ~ fPnX;nrpn; 
n 

und ihre rechte Seite konvergiert gleichmäßig bezüglich 
jeder der Größen x, ; im Grundgebiet, wenn die andere 
in ihm festgehalten wird. 

Nach § 22 ist ferner jede quellenmäßige Funktion auf die 
Fouriersehe Weise nach den Eigenfunktionen zu entwickeln; nach 
dem, was in § 27 über quellenmäßige Darstellung gesagt wurde, 
ist also jede die Randbedingungen erfüllende Funktion 
in der angegebenen Weise entwickelbar, die mit ihrer 
ersten Ableitung im Grundgebiet stetig ist und eine 
stückweise stetige zweite Ableitung besitzt. 
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Die Anzahl der Eigenwerte und Eigenfunktionen ist unendlich, 
denn die Eigenfunktionen haben ihrer Definition nach stetige 
Ableitungen i die biIineare Reihe hätte also auch stetige Ab­
leitungen, wenn die Anzahl ihrer Glieder endlich wäre i sie ist 
aber dem Kern gleich, dessen Ableitung eine Unstetigkeit aufweist. 

Leicht ist endlich die Bedeutung des lösenden Kerns zu er­
sehen. Er erfüllt nach § 23, wenn l-L der Parameter ist, die 
Gleichung 1 

(2) T(x, Yi l-L) = K(x, y) + l-L S K(x, IX) T(IX, Yi l-L) da. 

Wenden wir nun die Gleichungen (1) auf das zweite Glied 
rechten Seite an, so ergibt sich 

52 T(x, Yi l-L) = 52K - l-L T(x, Yi l-L) = - l-L T(x, Yj l-L) 

d ( dT) dx k dx +(l-L-l)T=Oj 
oder 

der 

ferner zeigt die Gleichung (2), daß die Ableitungen 0 T/ox und 
o Klo x dieselbe Unstetigkeit aufweisen, also 

oT§-o 
k-' = 1. 

ox I§+o 

Endlich erfüllt r ebenso wie K als Funktion von x die ein für 
allemal vorgeschriebenen Randbedingungen. Die Größe r ist also 
genau so gebildet wie der Kern K, nur daß man nicht von der 
Gleichung 52 Y = 0, sondern von der allgemeineren 52 Y + l-L Y = 0 
ausgeht. In der Tat wissen wir ja nach § 23, daß der lösende 
Kern als Kern einer Integralgleichung genommen werden kann, 
deren Eigenfunktionen dieselben sind wie bei dem ursprünglichen 
Kern. Da die bilineare Formel gilt, kann man schreiben 

r(x, Yi l-L) = 2: CP~x~;Y. 
n n 

§ 29. 

Asymptotische Darstellung der Eigenfunktionen. 

So schöne Ergebnisse die Integralgleichungen geliefert haben, 
muß doch auf die Differentialgleichung der Funktionen V und 
das zugehörige Randwertproblem zurückgegangen werden, wenn 
man die Sätze über die Darstellung willkürlicher Funktionen in 
so allgemeiner Form erhalten will, wie es für die Anwendungen 
nötig ist. 
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Zu diesem Zweck transformieren wir die Gleichung 

d ( dV' 
d x k cl x) + (A - 1) V = 0 

durch die Substitutionen 
1 

U= V'Vk, Z= J~~ 
o 

und erhalten eine Gleichung von der Form 

(1) 

und 

(2) 

d2 U + (A _ L) U = 0 
dz2 

Grenzbedingungen 

dU _ h' U 0 = dU + H' ul z = 0, 
dz dz 

~ 29. 

in denen h', H' Konstante, aber nicht notwendig positiv und mit 
h, H zugleich endlich sind; der Fall, daß eine der Größen h, li 
unendlich sei, werde zunächst ausgeschlossen. Wir bemerken noch 
die offenbar richtige Gleichung 

1 Z 

J V 2 dx = J U2 clz. 
o 0 

Jetzt beachten wir, daß die Gleichung (1), wenn A =Q2 

gesetzt wird, mit jeder der folgenden identisch ist: 

cl (sin Q Z ~ ~ - Q U cos Q Z ) = LU sin Q Z cl z, 

cl ( cos Q Z ~~ + Q U sin Q Z ) = L U COs' Q Z d z. 

Integriert man diese Gleichungen und führt, indem man Q will­
kürlich läßt, nur die erste der Grenzbedingungen (2) sowie die 
Gleichung 

ein, so ergibt sich 
• 

sin Q z ~ ~ - Q cos (l x. U = - Q + J L' U I sin Q z' d z', 

dU . U 
COB Q Z d Z + Q sm Q Z • = 

u 

• 
h' + J L' U' cos Q z' d Zl, 

o 
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wobei durch L', U' die :Funktionen L, U, In denen z durch z' 
ersetzt ist, bezeichnet sind. Hieraus folgt 

z 

(3) 
h'sin Q z 1 f . U = cos Q Z + Q + Q L' V' sm Q (z - z') cl z', 

o 
z 

(4) 
1 d V . h' cos Q Z 1 f ---Z-=-SIllQZ+ +- L'U'cosQ(z-z')tlz'. Q C Z Q Q 

o 

Im Falle h' = 00 gibt der Ausatz 

o dVo 
V = 0, Tz: = Q 

I 

durch eine der durchgeführten ähnliche Rechnung 
z 

(5) U = sin Q z + t f L' U' sin Q (z - z') clz'. 
o 

Die Gleichungen (3) und (4), die wir näher verfolgen, ergeben 
wichtige Resultate betreffs der Werte von U. Zunächst kann 
diese Funktion von Z auf Grund bekannter Eigenschaften der 
linearen Differentialgleichungen durch das ganze Intervall von 
z = 0 bis z = Z fortgesetzt werden, wobei sie selbst wie auch 
ihre Ableitung unter einer von z unabhängigen Schranke liegt, die 
aber zunächst möglicherweise von Q abhängt. Es sei z. B. Q die 
erste positive ganze Zahl, die von den Werten i UI weder erreicht 
noch überschritten wird. Dann ist die rechte Seite der Glei­
chung (3) absolut kleiner als 

die linke Seite wird aber für gewisse Werte von Z nicht kleiner 
als Q - 1, woraus sich ergibt 

• 
i h'! Q f Q-l<l+j-i+-- 1L'ldz' 
Q I IQI ' 

o 

Da nun die Klammer auf der linken sowie die rechte Seite 
sich bei wachsenden Werten A und I Q I der Grenze + 1 annähern, 
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so ist klar, daß Q bei diesen Werten nicht unendlich zunimmt, 
sondern unter einer festen von Q unabhängigen Schranke ver­
bleibt. Dasselbe gilt daher von lUi und der Gleichung (4) zu­
folge auch von der Größe Q-l dU/dz. Eben diese Ergebnisse 
folgen auch in derselben Weise aus der Gleichung (5). 

Weiter ergeben die Gleichungen (3) und (4) die Identität 

~~ +H'U= (p-P')sinQz-PcosQz, 

wobei die Größen P und P', die leicht zu bilden sind, zwischen 
endlichen, von Q unabhängigen Schranken liegen. Die Eigenwerte 
A = Q2 werden daher durch die Gleichung 

P 
(6) tang Q Z = -p' 

Q-
definiert, die zeigt, daß 

n:n: 
Q= Z+En 

zu setzen ist, wobei n eine positive ganze Zahl bedeutet, die von 
einer gewissen Grenze ab immer um Eins wächst, wenn man 7.U 

dem nächstgrößeren Wert von A übergeht, und die Gleichung 

lim En = 0 
e=t oo 

gilt. Schreibt man die Gleichung (6) in den Formen 

P 
tang(n:n: + E"Z) = tangEnZ = ------.-, 

n:n: -P'+E Z n 

nEn = t EnZ Z [P-(P'-E,,)tangEnZ] 
:n: angE" 

und beachtet, daß die rechte Seite der letzten Gleichung zwischen 
endlichen, von n und Q unabhängigen Schranken verbleibt, das 
Verhältnis n: Q aber einem endlichen Grenzwerte zustrebt, so 
wird klar, daß man setzen kann: 

Bo _ n:n: + Bo 
E"=Q' Q -z ~' 

n :n: z BI' . n:n: z B 2 
COS Q Z = cos -Z +~, SlD Q Z .= SlD -z + ~' 

(7) 

wobei die Größen B zwischen festen, von Q unabhängigen Schranken 
verbleiben. 
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Hieraus ergibt sich mittels der Gleichung (3) leicht 
z 

fU2dz = ~ + B 3 
2 Q , 

o 

113 

wenn B 3 eine Größe ist, die die Eigenschaften von B o, BI und B 2 

besitzt; die normierten Eigenfunktionen haben also, der Glei­
chung (7) zufolge, die Form 

w- 1/ 2 n7/:Z "P' 
(8) V lc·Pn x = r z cos Z + n' 
wobei der Buchstabe "P' hier und fortan eine Größe bedeute, die 
zwischen endlichen von n und x unabhängigen Schranken liegt. 
Dabei ist zwar, streng genommen, nicht bewiesen, daß pn x die 
n te Eigenfunktion ist, da erst von einer gewissen Grenze ab dem 
um Eins wachsenden Werte von n die aufeinanderfolgenden Werte 
von Q oder A entsprechen. Das ist aber für die Konvergenz­
fragen, die wir jetzt in Angriff nehmen, unwesentlich; man könnte 
außer der Reihe Pl, P2"" noch eine endliche Anzahl von Eigen­
funktionen hinzufügen, um das vollständige System zu erhalten. 

Analog der Gleichung (8) findet man aus den Gleichungen (4) 
und (7) 

(9) lif/4 p~ x = _ ~ 1 /2 sin n 7/: Z + "P' 
An 7/:n r Z Z n 2' 

und der zugehörige Eigenwert hat die Form 

n 27/:2 "P' 
An = Q2 = -Z +-, 

2 n 
so daß 

(10) 

gesetzt werden kann. 

§ 30. 

Die bilineare Reihe und ihre Ableitung. 

Führen wir neben x ein zweites Argument Xl ein, das für x 
gesetzt Z und lc in Zl und kl überführe, so ergeben die Formeln (8) 
und (10) des vorigen Paragraphen unmittelbar: 

!/lc 1. 2: Pti X • pnXl _ 2 Z ~ ~ n 7/:Z n7/: z l + ~ "P' 
t h 1 1 - 2 ~ 2 cos Z cos Z ~ 2' 

An 7/: n J n 
11 n n 

K n e. er, Integralgleichungen. 2. Auft. 8 
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wobei die Schranken der Größen lJf wie von x so auch VOll Xl 

unabhängig sind. Die Reihe auf der linken Seite ist zwar nicht 
vollständig als die bilineare Reihe nachgewiesen, da die Funk­
tionen cpnx und cos(nnz/Z) einander vielleicht nicht völlig ein­
deutig entsprechen, aber jene Reihe kann sich von der bilinearen 
nur um eine endliche Anzahl von Gliedern unterscheiden. Die 
bilineare Reihe des' Kerns K(x, y) konvergiert also im Grund­
gebiet absolut und gleichmäßig bezüglich bei der Variablen, was 
in beschränkterem Sinne nach § 28 schon aus dem Mercerschen 
Satz folgt, und es gilt die bilineare Formel 

K( ) - ~ cp"X. cpn Xl 
X'XI - ~ • 

.. .iln 

Die Formeln (8), (9) und (10) des § 29 zeigen ferner, daß 
die Reihe 

sich von der Reihe 
~ ~ ~ sin nnz cos nnZI 

n~n Z Z 
(1) 

11 

nur um eine bezüglich beider Argumente im Grundgebiet gleich­
mäßig konvergierende Reihe I also eine stetige Funktion bei der 
Argumente unterscheidet. Da nun die Größen kund kl im Grund­
gebiet stetig und positiv bleiben, folgt weiter, daß die Reihe 

1,00 , 

f _~CPnX·CPIIXI 
Xl-~ .il 

n n 

in jedem Gebiet der Variablen gleichmäßig konvergiert, in welchem 
dies von der Reihe (1) gilt. Dazu genügt es, Xl an irgend einer 
Stelle des Grundgebietes festzuhalten und X eine Strecke, die 
einen Teil dieses Gebietes bildet und Xl nIcht enthält, durchlaufen 
zu lassen. Dann bleiben die Größen z - Z1 und z + Z1 über 
einer positiven Grenze und unter einer Schranke von der Form 
2 Z - c, wobei c eine positive Konstante bed.eutet. Daraus aber 
schließt man, daß die Reihen auf der rechten Seite der Gleichung (1) 
gleichmäßig konvergieren, indem man sich der in § 4 entwickelten 
Eigenschaften der Reihe 

erinnert. 
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An der Stelle XI = X, $1 = $ wird der zweite Teil der 
Reihe (1), als Funktion von Xl betrachtet, unstetig; dasselbe gilt 
daher von f X, und es gilt dabei offen bar die Gleichung 

(2) f(x-O) + f(x + 0) = 2fx. 

Aus den auf Konvergenz bezüglichen Eigenschaften der Reihe 

ergibt sich sodann auf Grund des in § 5 benutzten allgemeinen 
Satzes über die Möglichkeit, eine Reihe gliedweise zu differen­
zieren, da ja die bilineare Formel gilt, die weitere Formel 

(3) 
1,00 , 

K ' ( ) _ ~ rp"X.rpn U 
X,U -...::::::.. 1 ' 

n n 

sobald X und U verschieden sind. 
Da ferner der Kern K(x, S), der an der Stelle X = seine 

unstetige Ableitung nach X besitzt, als Funktion von X mittels 
der bilinearen Formel nach den Eigenfunktionen rpn X entwickelt 
werden kann, so gilt dasselbe von dem Ausdruck 

t1Jx + aIK(x, SI) + a2 K(x, Si) + ... + Um K(x, Sm), 

in welchem au a2 , ••• konstant sind und t1Jx quellenmäßig dar­
gestellt werden kann. Wie in § ö schließen wir hieraus, daß jede 
Funktion nach den Eigenfunktionen auf die Fouriersche Weise 
entwickelt werden kann, deren Ableitung im Innern des Grund­
gebietes eine endliche Anzahl von Sprüngen macht, während die 
Funktion selbst im übrigen die in § 20 angegebenen charakte­
ristischen Eigenschaften der Funktion t1J X besitzt. 

Sodann erhält man unstetige, nach den Eigenfunktionen ent­
wickelte Funktionen, wenn man in der Formel 

K ' (x, S) = ~ rp~ Xi rpn S 
n n 

S als die unabhängige Variable auffaßt; der Formel (2) zu folge 
ist der Wert der Reihe in einer Unstetigkeitsstelle das arith­
metische Mittel der heiden Grenzwerte,. denen die dargestellte 
Funktion zustrebt, wenn man sich von oben oder unten der Un­
stetigkeitsstelle annähert. 

8* 
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Speziell gelten die Formeln 

(4) KI(I,;)=:S9?~\9?n;, 
n n 

K' (0, ;) = 2: 9?~ ° ;'n9?~~, 
n 

und liefern die Entwicklung einer die Grenzbedingung nicht 
erfüllenden Funktion von;. Denn da z. B. in der Größe K ' (1, ;) 
das zweite Argument das kleinere ist, hat man nach § 27 zu 
setzen: 

und diese Größe erfüllt als Funktion von ; an Jer Stelle ; = 1 
die Grenzbedingung nicht, da sonst die Funktion 9? x beide Grenz­
bedingungen erfüllte, was nicht geschieht. Die Größe, die ver­
möge der Grenzbedingung verschwinden sollte, ist also von Null 
verschieden. 

Die Formeln (4) sind zwar zunächst nur für den Fall ab­
geleitet, daß die unter den Funktionszeichen K' stehenden Argu­
mente verschieden sind. Aber z. B. die erste von ihnen gilt auch 
für ; = 1, wenn nur H nicht unendlich ist. Dann hat man 
nämlich die Gleichung 

(5) !cK' (x, ;) i 1 = - HK (1, ;) = - H ~ 9?n \_9?.J, 
n Il 

und zwar auch für ; = 1. Da nun die Eigenfunktionen die 
Grenz bedingung 

erfüllen, kann man die rechte Seite der Gleichung (5) leicht in 
die der ersten Gleichung (4) überführen, und letztere ist auch 
für die Stelle ; = 1 erwiesen. Analog gilt die zweite Formel (4) 
auch für ; = 0, wenn h nicht unendlich ist; die Formeln (4) 
versagen also nur in solchen Endpunkten des Grundgebietes, in 
denen alle Eigenfunktionen verschwinden. 

Die erhaltenen Resultate zeigen, daß die mit konstanten 
Koeffizienten a, b, av , bv gebildete Größe 

1, m 1, r 

c[Jx + :2 avK (x, ;,.) + :2 bv K' ("lv, x) + aK' (1, x) + b K' (0, x), 
v v 

in eine Fouriersche Reihe nach den Eigenfunktionen entwickelt 
werden kann, also eine Funktion von x, die beliebig viele ge­
gebene Unstetigkeiten an sich selbst und ihrer ersten Ableitung dar­
bietet und d'er Größe, die in den Grenzbedingungen gleich Null 
gesetzt wird, einen beliebigen Wert gibt. Dabei ist der Wert 
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der Reihe in einer Unstetigkeitsstelle in derselben Weise wie bei 
der Reihe K' (x,~) oder f XI zu bestimmen. 

Hieraus erhält man wie in § 5 den Satz, daß jede Funk­
tion fx, die auf der Strecke von 0 bis 1 mit ihren ersten 
beiden Ableitungen stückweise stetig ist, in der Form 

1 

fx =::8 CPn X J fIX·CPn IX . dIX 
.. 0 

dargestellt werden kann; sie braucht dabei keineswegs die 
Randbedingungen der Eigenfunktionen zu erfüllen. In den Un­
stetigkeitsstellen der Funktion f x gibt die Reihe den Wert 

([fex + 0) + fex - 0)]; 

in einem Endpunkte des Grundgebietes, in dem die Eigenfunktionen 
verschwinden, gibt die Reihe natürlich den im allgemeinen un­
richtigen Wert N :ull. Gleichmäßig konvergiert die erhaltene Reihe 
wie die benutzten Reihen K' (x, ~) als Funktionen von ~ auf jeder 
Strecke, die weder einen Unstetigkeitspunkt der dargestellten 
Funktion enthält, noch einen Endpunkt des Grundgebietes, in dem 
diese Funktion die Grenzbedingung der Eigenfunktionen verletzt. 

Ist ferner fx eine beliebige von x = 0 bis x = 1 
stetige Funktion, so erhält man nach der Methode des 
§ 6 die von Stekloff bewiesene Gleichung: 

1 1 00 1 

S (fIX)2dIX = jg [f fIX. cpnIX. d a]2; 
o n 0 

besteht diese Gleichung für irgend ein orthogonales Funktionen­
system CPn, so nennen wir dieses abgeschlossen, die Gleichung 
Abgeschlossenheitsrelation. Die Möglichkeit des Beweises beruht 
wie in § 6 darauf, daß man eine beliebige stetige Funktion durch 
quellenmäßige angenähert darstellen kann. 

§ 3l. 

Belastete Integralgleichungen. 

Die Sturm-Liouvillesche Randwertaufgabe· wird bei wich­
tigen Anwendungen dahin abgeändert, daß der Eigenwert;. in 
den Randbedingungen auftritt. Bei elektromagnetischen Aus­
gleichsvermögen in Kabeln sowie bei Schwingungen von Saiten 
mit elastisch befestigten Endpunkten wird etwa gefordert, V auf 
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der Strecke von x = ° bis x = 1 so zu bestimmen, daß die 
Gleichungen 

( 1) V" + A V = 0, vo = 0, [(p-qA) V + VTl = ° 
gelten, in denen p und q Konstante und, was wesentlich, q positiv 
ist. Man findet sofort für Eigenfunktionen und Eigenwerte 

V = sin x VI, (p - q A) sin VI + VI cos VI =0. 

Sind Al und A2 verschiedene Eigenwerte, VI und V2 die zugehö­
rigen Eigenfunktionen und unterwirft man die mit den Werten 
A = Al und A = A2 angesetzten Gleichungen (1) der Greenschen 
Operation, indem man die erste mit V2 , die zweite mit VI multi­
pliziert und subtrahiert, so ergibt sich 

1 

qV1 V2 !1 + J VI V2 dx = 0; 
o 

die Funktionen VI und V2 sind also nicht im bisherigen Sinne 
orthogonal. Führen wir aber ein Zeichen belasteter Integra­
tion im Grundgebiet durch die Gleichung 

1 

(2) J fa . da = J fa. da + q . (1 
o 

ein, so erhalten wir die Beziehung 

J VI V2 dx = 0, 

die wir als belastete Orthogonalität bezeichnen. Eine Ver­
allgemeinerung der Definition (2) kann bei anderen Aufgaben 
darin bestehen, daß rechts die Werte des Integranden an be­
liebig vielen festgelegten Stellen des Grundgebietes auftreten, 
jeder mit einem festen positiven Faktor multipliziert. 

Führen wir jetzt eine Greensche Funktion K (x,~) ein, die 
die Gleichungen 

K" (x,~) = 0, K(O ~,) = 0, K' (1,~) + pK(l,~) = 0, 

K ' (~ - 0, ~) - K ' (~ + O,~) = 1 

erfüllt und nach der Schlußformel des § 1, wenn x < ~, durch 
den Ausdruck 

K(x,~) = K(~,x) = x[1 ~~_(~-m 
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gegeben wird, so liefert die Greensch"e Operation auf die Größen 
K und V und ihre Differentialgleichungen angewandt die Gleichung 

1 

V~ = Ä Vl.K(I,~) + Ä J K(.T,~) Vdx 
o 

oder die belastete Integralgleichung 

V~ = Ä J K(x,~) Vdx. 

Sie führt dazu, eine quellen mäßige Funktion III der Form 
1 

Fx = JK(x,a)(a.da = JK(x,a)(a.da+qK(x, 1)(1 
o 

darzustellen, für die man sofort mittels einer oft durchgeführten 
Rechnung die Differentialgleichung 

FI/ x = -fx 
und die Randgleichungen 

(3) FO=ü, F'1+pFl-qf1=F'1+pF1+qF"1=ü 

findet. Ist f x im Grundgebiete stückweise stetig, so ist F x 
mit der ersten Ableitung stetig und besitzt eine stückweise stetige 
zweite Ableitung. Hat eine andere Funktion (JJx diese Eigenschaften 
und erfüllt die Randgleichungen (3), so setze man fx = - tIJ"x; 
dann findet man für die Differenz Ö x = tIJ x - F x die Beziehungen 

ö" x = 0, Ö/1 + p ö 1 = 0, ö ° = 0, 

die, da Ö' x stetig ist, im ganzen Grundgebiete öx = ° ergeben, 
also tIJx = Fx; die Funktion tIJx kann quellenmäßig dargestellt 
werden. 

Der Nutzen des belasteten Integralzeichens besteht nun darin, 
daß es alle für die Theorie der Integralgleichungen im dritten Ab­
schnitt wesentlichen Eigenschaften des Zeichens der gewöhnlichen 
Integration über das Grundgebiet teilt, so daß jene Theorie mit allen 
Ergebnissen auf die belastete Integralgleichung übertragen werden 
kann. Diese wesentlichen Eigenschaften lassen sich aufzählen. 
Zunächst ist die Vertauschbarkeit der Integration mit der Addi­
tion der Integranden sowie mit der Multiplikation des Inte­
granden mit einem konstanten Faktor zu erwähnen; sodann die 
Eigenschaft, daß das Integral einer nicht negativen stetigen 
Größe positiv ist und nur dann verschwindet, wenn der Inte­
grand im Grundgebiete überall verschwindet, Diese Eigenschaften 
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gelten auch für eine doppelte Integration über das Grundgebiet, 
bei der, wenn der Integrand stetig ist, die Folge der Integra­
tionen ohne Einfluß ist. Aus diesen Eigenschaften der Integra­
tion ergibt sich im besonderen die Schwarzsehe Ungleichung; 
sie alle sind sofort auf das Zeichen der belasteten Integration 
zu übertragen. Endlich ist noch als wesentlich zu erwähnen, 
daß auch bei der belasteten Integration eine derartige positive 
Konstante c vorliegt, daß immer die Ungleichung 

:Jfa . da I< gc 
, I 

gilt, sobald fa! < g; im oben betrachteten Sonderfalle ist 
c = 1 + q zu setzen, und es ist wesentlich, daß q positiv ist. 
Auf dieser Eigenschaft beruht es, daß eine im Grundgebiete 
gleichmäßig konvergierende Reihe gliedweise auch belastet inte­
griert werden darf. 

Ein Blick auf die §§ 18 bis 24 genügt, um einzusehen, daß 
nur die hier erwähnten Eigenschaften bei der Untersuchung 
stetiger Kerne vorkommen; man darf daher die Ergebnisse der 
allgemeinen Theorie des dritten Abschnittes, soweit stetige Kerne 
in Betracht kommen, auf die belasteten Integralgleichungen über­
tragen, z. B. das Mercersche Theorem nach § 24 und die Sätze 
des § 20 über die bilineare Reihe. In dieser sind natürlich die 
normierten Eigenfunktionen so zu verstehen, daß die Gleichungen 

J (IPllx)2dx = 1 

bestehen, der Größe V ist also der Normierungsfaktor 

1 

[fV2dxt1f2 = [q(V21) + J V2dxtl!2 
o 

beizufügen. 
Einen wesentlichen Teil der nötigen Sätze über die Dar­

stellung willkürlicher Funktionen liefert das Mercersche Theorem, 
da die zur Bestimmung der Eigenwerte dienende Gleichung nach 
Cauchy höchstens endlich viele negative Wurzeln haben kann. 
Die bilineare Formel gilt also und die bilineare Reihe konver­
giert im Grundgebiete in bestimmtem Sinne gleichmäßig. Multi­
pliziert man die Formel mit f x und integriert mit dem belasteten 
Integralzeichen gliedweise, so ist sofort ersichtlich, daß jede 
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quellenmäßige Funktion nach den Eigenfunktionet;l entwickelt 
werden kann. Da ferner 

(4) K( 1) _ _ x _ _ ~ tpn x .tpn 1 
x, -l+p-~ A ' 

n 

so kann man auch jede Funktion tlJ x entwickeln, die die Eigen­
schaften der quellenmäßigen besitzt mit Ausnahme der zweiten 
Randeigenschaft; setzt man 

- Fx = tlJx + ax, 

so kann die Konstante a so gewählt werden, daß Fx die zweite 
Randgleichung (3) erfüllt, also quellenmäßig dargestellt werden 
kann; nun ist ax nach (4) entwickelbar, also auch tlJx. Endlich 
bietet die bilineare Formel die Möglichkeit in Ausdrücken wie 

a1 K(x, ~1) + a2 K(x, ~Il) + ... 
Funktionen mit nur stückweise stetiger erster Ableitung her­
zustellen; nach der Methode des § 30 schließt man also, daß 
jede stetige Funktion mit stückweise stetigen Ablei­
tungen erster und zweiter Ordnung, die an der Stelle 
x = 0 verschwindet, nach den Eigenfunktionen ent­
wickelt werden kann. 

Man erweitert diesen Satz noch, wenn man die asymptotische 
Form der Eigenwerte berücksichtigt; man ersieht aus der Glei­
chung, die sie- definiert, daß annähernd 

An = (n + t)2:n;1l 
gesetzt werden kann. Daraus schließt man wie in § 30, daß die 
bilineare Reihe gliedweise differenziert werden kann; in den 
Reihen 

K'ex,~) = 2: tp~xi tpn~ , 
n n 

K'(O 1:) = 1-1L = ~tp~O.tp.n~ 
,6 1 +p ~ An ' 

K'(l 1:) = -pg _ ~p~1.tpng 
,6 1 + p - ~ An 

hat man unstetige und die Randbedingungen nicht erfüllende 
Funkt~onen von g nach den Eigenfunktionen tpng entwickelt, und 
folgert daraus wiederum wie in § 30, daß jede mit ihren ersten 
-beiden Ableitungen im Grundgebiete stückweise stetige 
Funktion nach den Eigenfunktionen entwickelt werden 
kann. 
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§ 32. 

Integralgleichungen und Besselsche Funktionen. 

Beim Problem des schwingenden Seiles (§ 10) und bei anderen 
Problemen der mathematischen Physik tritt das System der Funk­
tionen Jm (r! x) auf, wobei m eine nicht negative ganze oder ge­
brochene Zahl bedeutet, J.nX das an der Stelle x = 0 von Loga­
rithmen und negativen Potenzen von x freie Integral der Gleichung 

x 2 y" + xy' + (x 2 - m2) y = 0 

ist, und die Zahlen Q durch eine Gleichung von der Form 

QJ'mQ + HJmQ = 0 

definiert sind, in der durch H eine Konstante bezeichnet wird, 
die nicht negativ ist j letztere kann auch den Wert 00 annehmen, 
so daß die Werte Q die Wurzeln der Gleichung 

JmQ = 0 

sind. Es handelt sich bei den erwähnten Problemen darum, eine 
auf der Strecke von x = 0 bis x = 1 willkürlich gegebene Funk­
tion nach den Größen J,n (Q x) zu entwickeln, bei denen man sich, 
da Jmx das Produkt aus x'" und einer geraden Funktion von x ist, 
auf die positiven Werte von Q beschränken kann. 

Das System dieser Funktionen ist dem Sturm-Liouville­
sehen verwandt, was besonders klar wird, wenn wir die Größen 

y = Jm (Q Vx) 
betrachten, die von Logarithmen und negativen Potenzen von x 
freie Integrale der Gleichung 

~ (4 x d Y) + (Jt - ~~) y = 0 !' 2 = Jt 
dx dx x ' 

sind und die Grenzbedingung 

(1) 2 ~~ + Hy 1 = 0 

erfüllen. Diese Differentialgleichung fällt unter den von Sturm 
und Liou ville betrachteten Typus mit der Modifikation, daß für 
die in der allgemeinen Theorie durch kund 1 bezeichneten Größen 
die Gleichungen 

l:O = 00 

gelten. Trotz dieser Singularitäten erkennt man die Größen 
Jm(Qx) als zueinander orthogonal, indem man zwei von ihnen 
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durch Vr und Vn bezeichnet und aus den zugehörigen Differen­
tialgleichungen nach der oft gebrauchten Methode die Formel 

1 

4x(Vr V~- Vr V~)I~ + (Ar-An)) Vr Vndx = 0 
o 

ableitet, in der das vom Integralzeichen freie Glied an der Stelle 
.x = 0 wegen des Faktors x verschwindet. 

Daß ferner die Größen Jm(ex) Eigenwerte eines symmetrischen 
Kernes sind, ersieht man durch Entwicklungen, die den in § 27 
durchgeführten sehr ähnlich sind. Abgesehen von dem als aus­
geartet anzusehenden Falle m = H = 0 ist der Kern das von 
Logarithmen und negativen Potenzen von x freie Integral der 
Gleichung 

(2) I _ d ( d Y) 1),9 _ 
53 Y - d x 4 x d x - x y - 0, 

das an der Stelle x = 1 die Randbedingung (1) erfüllt und an 
der Stelle x = ~ gemäß der Gleichung 

kK'(x,~) I§-o = 4xK'(x,~) 1';-0 = 1 
$+0 1;+0 

singulär wird. 
Diese Kerne lassen sich darstellen. Bezeichnet man durch 

u den echten der beiden Brüche 

x ~ 

I' x' 
so erhält man für m = 0 die Gleichung 

(3) 
1 1 x~ 

K(x,~) = 2H -;- Slog-U' 

für m > 0 allgemein 
m 

(4) 

also Ausdrücke, die offenbar auch für den Fall H = 00 einen 
bestimmten Sinn behalten; bei der Annahme m > 0 kann auch 
H = 0 gesetzt werden. 

Nimmt man in diesen Ausdrücken für die ganze Strecke von 
Obis 1 den Wert 
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so stellen sie das bis auf einen konstanten Faktor bestimmte 
Integral der Gleichung (2) dar, das eine stetige Ableitung besitzt 
und an der Stelle x = 1 die Randbedingung erfüllt. Dieses Inte­
gral enthält an der Stelle x = 0 negative Potenzen oder Loga­
rithmen. Sollen also diese Singularitäten bei einem die Rand­
bedingung erfüllenden Integral der Gleichung (2) ausgeschlossen 
sein, so muß dieses identisch verschwinden. 

In dem ausgearteten Falle m· = H = 0 sucht man nach dem 
in § 27 gegebenen Ansatz das an der Stelle x = 0 von Logarithmen 
freie Integral der Gleichung 

~ (4 x qJ) - 1 = 0 
dx dx ' 

das im übrigen dieselben Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen 
erfüllt wie die bisher betrachteten Kerne, und findet 

x + g 1 xg 3 
K(x, g) = 4~ - slog -u - S' 

wobei die additive Konstante so bestimmt ist, daß die Gleichung 
1 

j K(x, g)dx = 0 
o 

gilt. 
Diese Kerne sind an der Stelle x = g = 0 unendlich oder 

in gewissem Sinne unbestimmt; wir stellen aber fest, daß sie zu 
den brauchbar unstetigen Kernen gehören. 

In den Brauchbarkeitsbedingungen des § 19 wird verlangt, 
daß ein einfaches oder ein Doppelintegral, unter welchem der 
Kern einmal oder zweimal als Faktor vorkommt, stetige Funktion 
eines im Integranden stetig vorkommenden Parameters sei und 
daß die Integrationen vertauscht werden dürfen. Da nun der Kern 
K (x, IX) nur an der Stelle x = IX = 0 singulär ist, so kann man 
von den Gebieten der einfachen oder doppelten Integration ein be­
liebig wenig ausgedehntes Teilgebiet so abscheiden, daß außerhalb 
desselben alle betrachteten Integranden stetig bleiben. Dann 
sind die über die Restgebiete .erstreckten Integrale in der ge­
wünschten Weise stetig und lassen die Vertauschung der Inte­
grationen zu. Dasselbe läßt sich von den über die vollen Grund­
gebiete erstreckten Integralen dann sagen, wenn" der Wert der 
über das kleine Teilgebiet erstreckten Integrale beliebig herab­
gedrückt werden kann. Das ist bei dem Kern (3) daraus e1'-
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sichtlich, daß die Unendlichkeit des Kerns K(a., x) nur dadurch 
'zustande kommt, daß er einen der Werte 

1 11 1 
2H- slog a., 2H- slogx 

annimmt, die an der Stelle a = x = 0 unendlich werden. Nun 
kann aber jedes Integral von der Form 

(5) S f(a., x)(log a.)k d a., H f'(a., x)(log a.)k(log X)'I da. d x, 

in welchem l(a., x) stetig ist, abgeschätzt werden, indem man fils 
Integl'ationsgebiete die Strecke 0 <a. < a oder das Quadrat 
(6) O<a.<a, O<:x<a 

nimmt, was in unserem Falle die oben erwähnten kleinen Teil­
gebiete sein könnten. Die Integrale (5) sind bei jeder Integrations­
folge kleiner als die Integrale 

a a a 

9 J (loga.)kda., 9 S J (log a.)k (log x)hda. dx, 
o 0 0 

in denen 9 eine obere Schranke der Werte I f (a., x) I ist, und die 
offenbar mit a unendlich abnehmen. 

Bei dem Kern (4) liegt die Sache noch etwas einfacher, 
indem er an der singulären Stelle x = ~ = 0 nur unbestimmt 
innerhalb einer bestimmten endlichen Wertstrecke wird; setzen 
wir x = c~, O:::;;;c< 1, so haben wir 

1 !!!. 
lim K (c~, ~) = 4- c 2 • 
s=o tIZ 

Die Grenzwerte K ( + 0, + 0) liegen also auf der Strecke von 

Obis 4~' Daraus folgt aber sofort, daß die über die Teil­

gebiete (6) erstreckten Integrale von der Form derer, die bei 
den Brauchbarkeitsbedingungen des § 19 auftreten,' mit a ver­
schwinden; auch die Kerne (4) sind brauchbar. 

Hiernach sind die Sätze des dritten Abschnitts, soweit sie 
nicht ausdrücklich auf stetige Kerne eingeschränkt sind, auf die 
Integralgleichungen der Be s seI sehen Funktionen anwendbar; 
insbesondere gilt dies von § 22, nach welchem eine zu allen 
Eigenfunktionen orthogonale, auf dem Grnndgebiet stetige Funktion 
auch zu dem Kern orthogonal ist. Nun gibt aber, wenn 

1 

Fx = J K(x, a)fa.·da. 
o 
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gesetzt wird, eine leichte Rechnung 

}3Fx = - (x; 

verschwindet also Fx identisch, so daß fx zu dem Kern K(x,;) 
orthogonal ist, so muß auch (x identisch verschwinden. Der Saiz 
des § 22 gibt also die Folgerung, daß eine im Grundgebiet 
stetige Funktion {x identisch verschwindet, wenn sie zu 
allen Eigenfunktionen orthogonal ist, d. h. wenn alle 
Gleichungen 

1 

f{x.Jm(VA/lx)dx=o, n=I,2 ... 

gelten. 
Wesentlieh anders als bei den Sturm-Liouvilleschen Funk­

tionen muß bei den Besselschen die bilineare Formel abgeleitet 
werden, da der M ere ersche Satz an stetige Kerne gebunden ist. 

Es ist bekannt, daß die Funktion Jmx für große reelle Argu­
mente asymptotisch durch den Ausdruck 

V 2 (n: mn:) - cos --x+ ~ n:x 4 2 

dargestellt wird. Daraus ersieht man leieht, daß die oberhalb 
einer gewissen Grenze liegenden Wurzeln der Gleichung 

QJ;"Q + HJmQ ---: ° 
Im wesentlichen in arithmetischer Progression und die Eigenwerte 
An wesentlich wie die Quadrate der natürlichen Zahlen fort­
schreiten, so daß die Reihe 

konvergiert. Aber anderseits zeigt die angeführte asymptotische 
Darstellung, daß 

1 1 

(7) 2 J xJm (Qx)2dx = J J",(QVx)dx = ~ 
o 

gesetzt werden kann, wobei qr zwischen von Q unabhängigen, end­
lichen und positiven Grenzen liegt; die normierten Eigenfunktionen 

CPn:C = Jm (VA" x) [f Jm(VAnx )2dx r1
/
2 

o 
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bleiben also nicht in dem ganzen Grundgebiet zwischen endlichen 
von n unabhängigen Grenzen, so daß die bilineare Reihe 

~ rp"x. rp"y 
Ä" 

nicht in derselben Weise konvergiert, wie bei den Sturm­
Liou villeschen Funktionen. 

Nun zeigt die asymptotische Darstellung von Jm, daß yxJm x 
zwischen endlichen Schranken liegt; man kann daher setzen, 
indem man (! Vf für x schreibt, 

y~VIJ,,,((!YI) = 'iJI, VIJm((!VI) = V~· 
Sobald daher die Größe E über einer beliebig klein festgelegten 
positiven Größe E verbleibt, kann man auch 

Jm((!yI) = y~ 
setzen, mithin nach (7) 

1 

~:~ = Jm(:YI) [fJm((!YX)2dXrl!2 = -~, 
o 

und da die Größe J m ((! V x ) jedenfalls zwischen endlichen von x und 
Q unabhängigen Schranken bleibt, folgt 

. 'iJI 1/- rp"x·rp"E 'iJI 
rp"x = . r Q, --jl-" -- = Q3!2' 

Unter der jetzt geltenden Voraussetzung 

(8) E> E 

konvergiert also die bilineare Reihe bezüglich der Variablen x 
gleichmäßig; da ferner bei dieser Annahme K(x, E) endlich ist, 
kann die Reihe 1 '" 

Q(x, E) = K(x, ~)_ ~rpnxirpnE 
n " 

mit einer stetigen Funktion von x multipliziert von 0 bis 1 nach 
x gliedweise integriert werden. Offenbar findet man so z. B.: 

1 f (J (x, E). rpm X .dx = 0; 
o 

nach dem oben erhaltenen 

Q(x, E) = 0, 

unter der Annahme (8). 

Satze folgt also für das Grundgebiet 

K(x, E) = ~ 9lnx . rp"E 
" jl" 
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Jetzt zeigt der allgemein auch für brauchbar unstetige Kerne 
gültige Satz des § 22, daß eine quellenmäßige Funktion 

1 

f K(x, ~)fx.dx = F~ 
o 

auf die Fouriersche Weise nach der Formel 

I, ao ~ Jl 
F~ = 2: 'PJt~, fx. 'Pn X • dx 

.. 0 

entwickelt werden kann. 
Unter welchen Bedingungen aber eine Funktion cJ)x quellen­

mäßig dargestellt werden kann, sieht man leicht nach der in 
§ 27 gebrauchten Methode. 

Zunächst findet man nämlich, wie schon oben erwähnt wurde, 
durch leichte Rechnung 

5!,Fx = -fx; 

ist sodann cJ) x eine Funktion mit stetiger erster und stückweise 
stetiger zweiter Ableitung, die die Randbedingung der Eigen­
funktionen erfüllt, und setzt man 

d m2 cJ) 
-d (4xcJ)')- -- = .\!cJ)x = -fx, 

x x 

so ist f x im Falle m > 0 an der Stelle x = 0 nur dann sicher 
endlich, wenn 

1. cJ)x 
Im­

.,=0 x 

endlich ist. Setzen wir dies voraus, so ist F - cJ) eine die Rand­
bedingung erfüllende Lösung der Gleichung 

.\!y = 0, 

deren erste Ableitung stetig ist. Eine solche muß identisch ver­
schwinden; die letzte Gleichung ist ja mit der durch (2) bezeich­
neten identisch. Die Differenz F - cJ) verschwindet also identisch, 
und damit ist die Funktion cJ) quellen mäßig dargestellt; die Argu­
mentation braucht in dem ausgearteten Falle nur unwesentlich 
modifiziert zu werden. 

Hiermit ist gezeigt, daß eine Funktion von den für cJ) x vor­
ausgesetzten Eigenschaften auf die Fouriersche Weise entwickelt 
werden kann, einschließlich der Stelle x = o. Ist nun zunächst 
m > 0, 80 enthalten die Eigenfunktionen den verschwindenden 
Faktor a;l/2m ; die Darstellung von cJ) x bleibt also an der Stelle 
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x = 0 gültig, wie es die allgemeine Theorie aussagt, da q, 0 ver­
schwindet. Wenn aber m = 0 ist, braucht dies nicht angenommen 
zu werden. 

Aus der oben benutzten Gleichung 

folgt übrigens offenbar 
yxJmx = 1JI 

lraJm(~ Y-;) = V: ' 
und wenn die Größen a und b dem Grundgebiet angehören, 

b b b 

f -) f dff. 1JI 1JI rdff. 1JI 
f ff. • J", ( (! Y ff. d ff. = a f ff. • • V~; . f~- = f~o ~ V ff. = y ~ , 

wobei. die Größe a und b auch in die Grenzen 0 und 1 hinein­
rücken dürfen, die Schranken des Symbols 1JI aber von a und b 
unabhängig sind. Da ferner die Größe Jm ((! yx) zwischen zwei 
von (! und x unabhängigen endlichen Grenzen liegt, so erhält 
man aus der Formel (7) die Gleichung 

Die nach n gebildete Summe dieser Größen konvergiert also gleich­
mäßig bezüglich der Variablen x und ist auf dem Grundgebiet 
mit Einschluß des Wertes x = 0 stetig. Hiermit bestätigt sich 
wiederum, was die allgemeine Theorie voraussagt. 

Um ferner Sätze über die Darstellung unstetiger oder mit 
unstetiger Ableitung versehener Funktionen zu erhalten, betrachten 
wir wie in § 30 die bilineare Formel als Fouriersche Entwicklung 
einer mit unstetiger Ableitung behafteten Funktion; ebenso die durch 
Differentiation erhaltenen als Darstellung unstetiger Funktionen. 
Die nötigen Konvergenzeigenschaften findet man wie in § 30 aus 
der asymptotischen Darstellung der Eigenfunktionen. 

Man findet nun bei der Annahme x > ~ im Falle m = 0: 

K' (x,~) = - 41x, 

Kn e 8 er, Integralgleichungen. 2. Aufl. 9 
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und im Falle m > 0 
~ ~ ~-1 
~2 ( m -~-l m .!!'.-l) m~2 x 2 

J{'(x,~) = -!:f - 2 x 2 --2 X2 + 4(m+E)' 

also entsprechend beiden Fällen: 

, _ 1 , _ 'i[ m m] 
K(I'~)--4' K(I,;)-;' -8+ 4(m+H)' 

unu diese Größen erfüllen als Funktionen von ; die auf die Stelle 
; = 1 bezügliche Randbedingung offenbar nicht. 

HierauS' schließt man nach der Methode des § ö, indem man 
den Ausdruck 

1, q ], r 

tyx'= 4J x + ::;8 avK(x, ;v) + ::;8 bvK'(l1v, x) + cK' (1, x) 
v v 

betrachtet, daß eine Funktion Fx nach den EigeIl,iunk­
tionen eines der betrachteten Systeme entwickelt werden 
kann", wenn sie mit ihren ersten bei den Ableitungen im 
Grundgebiet stückweise stetig ist, und im Falle m> 0 
einen endlichen Grenzwert des Verhältnisses Fx/x an 
der Stelle x = 0 ergibt. Eine solche Funktion kann nämlich 
immer in die Form tyx gebracht werden, wobei ([Jx die oben 
geforderten Eigenschaften besitzt. 

Nach der Methode des § 30 folgt endlich, wenn fx im Grund­
gebiet stetig ist, die Abgeschlossenheitsbeziehung 

§ 33. 

Die Legendreschen Polynome. 

Die mechanische Bedeutung der Legendreschen Polynome ist 
schon in den §§ 10 und 16 erörtert. Dieselben ergeben sich als 
Lösungen der Aufgabe, in der: Gleichung 

(1) d [ d@] - (1 - x 2) - + A @ =0 dx dx 

die Konstante A so zu bestimmen, daß ein auf der ganzen Strecke 
von x = - 1 bis x = + 1 endliches Integral mit endlicher Ab­
leitung vorhanden ist. Sind Al und A2 irgend zwei solcher Werte 
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und ®u ®2 die zugehörigen endlichen Integrale, so findet man 
unmittel bar: 

®2ddx [(1- XII) dd~I]- ®1 fx [(1- XII) ~~2J + (A2- A1)®1®2 = 0, 
• I 

(1 - X2)(®2 dl(H)1 - ®1 !!-,®2) .+1 + (All - Al) J®I®2dX = 0, 
(·x ex ,-I 

-1 

woraus, wenn AI und All verschieden sind, die Gleichung 
+1 

f ®1 ®2 dx = ° 
-I 

folgt. Nimmt man also die Strecke von x = - 1 bis x = + 1 
als Grundgebiet, so sind die zu verschiedenen der gesuchten 
Werte A gehörigen endlichen Integrale der Gleichung (1) zu 
einander orthogonal. 

Nun lassen sich gewisse der gesuchten Werte von A leicht 
angeben, die Werte ° und n(n + 1) nämlich, wenn n wieder 
eine positive ganze Zahl bedeutet, und die zugehörigen Lösungen 
® sind die Legendreschen Polynome 

1 d n 
Pox = 1, Pnx = 2n n! dxn [(XII _1)n]. 

Zu jedem dieser Werte A gehört keine andere Funktion ®, weil, 
wie man leicht sieht, jedes von Pnx verschiedene Integral der 
Gleichung 

~ [(1 - ,x2ly] +- n (n + I)y = ° dx dx 

an den Stellen x = + 1 unendlich wird. Hätte also die Glei­
chung (1) außer den Legendreschen Polynomen noch eine Lösung 
® von der gewünschten Beschaffenheit, so müßte sie zu allen 
Funktionen Po x, Pnx orthogonal sein: 

+1 +1 
(2) f®dX = f Pnx.®dx = 0. 

-1 -1 

Hieraus läßt sich aber ableiten, daß ® identisch verschwinden 
müßte. Durch die Polynome Po x, Pnx läßt sich nämlich, da sie 
alle von verschiedenem Grade sind, jede ganze positive Potenz 
von x, mithin jedes Polynom des Arguments x linear ausdrücken, 
und da nach einem berühmten Theorem von Weierstrass jede 
stetige Funktion von x in einem endlichen Intervall durch ein 

9* 
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Polynom mit beliebig hohem Grade der Annäherung dargestellt 
werden kann, gibt es ein lineares Aggregat von Legendreschen 
Polynomen, etwa 

1/1 x = ao + a1 PI x + a2 P2 x + ... + am Pm x, 
von der Beschaffenheit, daß auf dem ganzen Grundgebiet d. h. 
der Strecke 

-1 <x<+I, 
die Ungleichung 
(3) 
gilt, wobei I; beliebig klein gegeben sei. Dann findet man 

+1 +1 +1 

S @2clx = J @1/1x.cl x + S @(@ -1/1 x) d x, 
-1 -1 -1 

und hier verschwindet rechts das erste Integral, da @ zu allen 
Legendreschen Polynomen orthogonal ist. Die resultierende 
Gleichung + 1 + 1 

S@2dx = S@(@ - tjJx)dx, 
-1 -1 

kann aber der Ungleichung (3) zufolge nur bestehen, wenn @ 

auf dem Grundgebiet identisch verschwindet. 
Damit ist gezeigt, daß die Werte A = 0, n (n + 1) in der 

Tat die einzigen sind, die bei dem an die Gleichung (1) ge­
knüpften Randwertproblem zu Lösungen der gesuchten Art, eben 
den Legendreschen Polynomen führen. Sodann ergibt sich aus 
der durchgeführten Argumentation, die nur von der Gleichung (2) 
Gebrauch macht, daß jede auf dem Grundgebiet stetige 
Funktion, die zu allen Legendreschen Polynomen ortho­
gonal ist, identisch verschwindet. 

Die Funktionen Pnx sind nun schon in § 16 als Eigen­
funktionen eines symmetrischen Kerns dargestellt; ihre dyna­
mische Bedeutung führte dazu, den Kern folgendermaßen zu 
definieren: 

(4) 

x <~, K (x,~) = - i log [(1 - x) (1 + ~)] - t + log 2, 
x >~, K(x,~) = - i log [(1 + x) (l-m -t+ log 2. 
Dann bestehen die Gleichungen 

d [(I-x2)K'(x, ~)] _ ~ _ ° 
dx 2 - , 

1 

f K(x,~) dx = 0, 
8 
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und die Größen K(I, ~), X(-l,~) sind endlich. Hieraus folgt, 
indem wir die Differentialgleichung (4) mit Pn multiplizieren 
und von der mit K (x,~) multiplizierten Gleichung (1) sub­
trahieren, in gewohnter Weise 

+1 
Png = n(n + 1) S Pnx.K(x, ~)dx. 

-1 

'Die normierten Eigenfunktionen sind 

cP" x = V n + fr P" x, 

da durch leichte partielle Integration die Formel 
+1 +1 

J 1 1 J"{dn [(X2 -1)"1}2 
(P"x)2dx = 22--;; (nl)2 --dxn-- dx 

-1 -1 

+1 

= (-I)n(2n)lf(X2 -I)n dX = _2_ 
2n+ 1 

-1 

abgeleitet werden kann. 
Der erhaltene Kern ist nun zwar an den Stellen x = ~ = + 1 

unendlich, aber leicht als brauchbar im Sinne des § 19 nachzu­
weisen. Wir wollen aber hier einmal nicht die allgemeine Theorie, 
sondern die besonderen Eigenschaften der betrachteten Gebilde 
zugrunde legen. Wir gehen davon aus, daß, wenn f x anf dem 
Grundgebiet stückweise stetig ist, die Größe 

+1 
Fx = S K(x,a)fa.da 

-1 

offenbar eine stetige Funktion von x ist. Versucht man diese, 
also eine quellenmäßig dargestellte Funktion von x, nach den 
Eigenfunktionen rein formal zu entwickeln, so erhält man die Reihe 

+1 +1 

R = S CPnXJ Fa. CPna.da = .2 ~~'nx f fa. CPna.da, 
n -1 n_ 1 

sobald gezeigt ist, daß in dem Integral 
+1 +1 +1 

S Fa·CPna.da = f cp"a.da S K(a, ß)fß·dß 
-I -1-1 

die Reihenfolge der Integrationen geändert werden darf. Das 
ist sicher, wenn man die unteren Integrationsgrenzen durch 
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- 1 + E, die oberen durch 1 - E ersetzt und unter E eine be­
liebig kleine positive Größe versteht. Die hiermit weggelassenen 
Teile des Integrationsgebiets geben aber zu dem Integral einen 
mit c verschwindenden Beitrag, gleichviel in welcher Reihenfolge 
man integriert. Dies ersieht man unmittelbar aus dem expliziten 
Ausdruck K(r,~) und daraus, daß das Integral 

8 

f Ip a . log a . d Cl 

o 

mit c verschwindet, wenn Ip a eine im Integrationsgebiet stetige 
Funktion bedeutet. Damit ist die Gleichung 

+-1 +1 +1 +1 

(5) J Fa.lp"a.da = J f'ß·dß J K(a, ß) Ipn a .d a = L.\ f'ß. <Pli ß· d {3 
-1 -1 -1 -1 

erwiesen; ersetzt man <PlI a. durch 1, so findet man 

(6) 
+1 

JFa.da=O. 
-1 

Die Reihe R ist nun leicht als im Grundgebiet gleichmäßig 
konvergent nachzuweisen. Zu diesem Zweck gehen wir von der 
Laplaceschen Formel :n: 

P"x = ! f (x + YX 2 -1 cosa)nda 

und der Identität 0 

(7) 
P' _ nxPn x-nP,,_l x 

n X - l-x2 

aus; diese Formeln zeigen, daß die Größen 

(1 - x 2) P~x 
(8) n 
im Grundgebiet 
Grenzen liegen. 

zwischen festen von n unabhängigen endlichen 

Ist nun die Funktion f x auf der Strecke von x = abis 
x = b stetig und hat sie i~ ganzen Grundgebiet eine stückweise 
stetige Ableitung, so kann man setzen: 

b b 

f p a·trx.·da = - ----]-Jra . ~[(1-a2)P;.rx.]da 
n n(n+l) da 

a a 
b 

- ----- rx. -rx. na. a. -(1-rx.2)f'a.P~rx.I'b-O+ 1 ft' (1 2)P'.d 
- n(n+l) a+ü n(n+l) . 

a 
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Diese Gleichung zeigt wegen der abgeleiteten Eigenschaft der 
Größen (8), daß die Größe 

+1 

n f P"a·fa.d a 
-1 

zwischen endlichen von n unabhängigen Grenzen liegt. Daraus 
folgt weiter, daß man 

+1 + 1 

fJ!nXf f d _(n+t)PnXfp f d _"P' . -I:- fJ!n a . a. a - ~+ 'I) "a. a. a - n2 

-1 -1 

setzen kann, wobei "P' zwischen endlichen von nunabhängigen 
Grenzen liegt. Damit ist die Reihe R als gleichmäßig kon­
vergent erwiesen. 

Hieraus folgen auf Grund der Gleichung (5) die Beziehungen 
+1 
f fJ!na.[Ra-FaJda = 0; 
-1 

da ferner die Legendresche Differentialgleichung die Gleichungen 
+1 

S fJ!ll a .da = 0 
-1 

ergibt, so folgt auf Grund der Gleichung (6) 
+1 
f[Ra- FaJda = O. 
-1 

Die Differenz R - F ist also zu allen Eigenfunktionen fJ!1 x, 
fJ!2 X, ... und zur Konstanten orthogonal, also Null: 

1,00 fJ!n X f+l f+l 
Fx = :E ---x;;- fa.fJ!n a .da =:E fJ!n X Fa. fJ!n a . da. 

.. .-1 "-1 

Damit ist gezeigt, -daß die in der Form Fx darstellbaren 
Funktionen sich in eine auf dem Grundgebiet gleichmäßig konver­
gente Reihe nach den Legendreschen Polynomen PI x, P2 X, ••• 

entwickeln lassen. 
Um dies Resultat in eine brauchbare Form zu bringen, 

nehmen wir an, die Funktion t1J x sei im Grundgebiet mit ihren 
ersten Ableitungen stetig, habe eine stückweise stetige zweite und 
dritte Ableitung und erfülle die Gleichung 

(9) 
+1 

Jt1Ja.da=O; 
-1 
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setzt man dann d 
{tx [(I-Xi) «1>' x] = - (x, . 

so hat di~se Größe die soeben von (x verlangte Beschaffenheit. 
Bildet man mit ihr die Größe F x, so findet man leicht 

+1 

(10) d 
dx 1(1 - x 2) [«1>' x - F' x]} = 0, f (0 0.: - F 0.:) da = 0, 

-1 

und die Differenz «1> - F ist eine mit ihrer ersten Ableitung 
1m Grundgebiet stetige Lösung der Gleichung 

d [( 1 2) d y.] - 0' dx -x dx - . 

Sie muß also eine Konstante sein, die wegen der zweiten Glei­
chnng (10) den Wert ° hat. Das heißt: eine Funktion «1> x ist 
quellenmäßig darstellbar mit einer Funktion (x, deren Ableitung 
von x = -- 1 bis x = + 1 stückweise stetig ist_ 

Da endlich die Bedingung (9), wenn sie nicht gilt, erfüllt 
werden kann, indem man die Funktion «1> x um eine Konstante 
vermehrt, so sieht man, daß jede Funktion «1> x, die im Grund­
gebiet mit ihrer ersten Ableitung stetig ist und stück­
weise stetige Ableitungen zweiter und dritter Ordnung 
besitzt, in eine Reihe von der Form 

ao + a1 P 1 x + a i Pi x + ... 
entwickelt werden kann, die im Grundgebiet gleich­
mäßig konvergiert. 

§ 34. 

Die bilineare Formel in Legendreschen Polynomen. 

Aus dem erhaltenen Entwicklungssatze kann die bilineare 
Formel 1,00 1,00 . 1 , 

K( ) _ "'" cp"x. cp"y _ "'" (n + 2)P"X .P" y 
x, y -...::::.. An - ...::::.. n (n + 1) .. " 

abgeleitet werden, indem man von der folgenden asymptotischen 
Darstellung Gebrauch macht: 

(1) P,,(cosO) = l/ nn~in () {cos[en + j)fJ - :J + ~). 
In dieser bedeutet () einen Winkel, für den I sin (j I über einer 
festen Grenze 9 bleibt, und qt eine· Größe, die zwischen festen, 
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von n unabhängigen Schranken liegt, sobald die Größe 9 fest­
gelegt ist. Setzen wir y = cos 0, so bleibt dieser Wert um ein 
festes Stück von + 1 und - 1 entfernt,. das aber mit 9 beliebig 
klein gemacht werden kann. Diese asymptotische Darstellung 
ergibt sich als Sonderfall der in § 29 betrachteten, indem man 
für die Größen --

S = Y sinO Pn(cosO), u = ; -0, 

die Differentialgleichung 

d2 S + [( + 1)2 + 1 ] S - 0 d u2 n ~ 4 cos2 U -

erhält, n + t durch (! ersetzt und das Grundgebiet von tt = 0 his 

u = ; - E erstreckt, wobei E eine beliebig kleine positive Größe 

bedeutet; man hat nur noch die Werte von Sund d Sjd u an der 
Stelle u = 0, cos f) = 0 zu bestimmen und zu beachten. 

Die Formel (1) ergibt nun, da die Größen Pn im Grund­
gebiete zwischen. gewissen von n unabhängigen Grenzen liegen, 

unmittelbar: (n + t)PnX.Pny _ qr. 
n(n-t-Tf- - n3/21 

die bilineare Reihe konvergiert also unter der bezüglich der 
Größe y aufgestellten. Voraussetzung gleichmäßig, wobei die 
Größe x das ganze Grundgebiet durchlaufen darf. Man kann 
daher die Reihen 

Q(x, y) = X(x, y) - 2: rpn X).. rpnY, 
n n 

PmX.[X(X, y) - ~ rpnX).·nrpnY] 

nach x über das Grundgebiet gliedweise integrieren und erhält 
auf Grund der geltenden Integralgleichung 

+1 
S Q(x,y)Pmx.dx = O. 
-1 

Da ferner auch die Gleichungen 
+1 +1 
J K(x, y)dx = J Pnx.dx = 0 
-1 -1 

gelten, so folgt +1 
SQ(x,y)dx=O. 
-1 
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Die Größe Q ist also zu allen Legendreschen Polynomen 
u~d zur Konstanten Po x orthogonal, und muß nach § 33 identisch 
verschwinden. Damit sind die Formeln 

< 11 [(1 .) (1 +)] 1 + 1 2 _ ~ (n + D P"x. P"y x = y, -'2 0g -x Y -'2 og - L.J --n(n + 1)--
" 

x >y, - tlog [(1 + x) (1 -y)] -! + log 2 = ~ (n ~~~lnP+xl')P" y 
.. 

zunächst unter der Voraussetzung bewiesen, daß die Größe y von 
+ 1 und - 1 um ein endliches Stück verschieden bleibt, also für 
jeden von -\- 1 und - 1 verschiedenen Wert von y, während x 
das ganze Grundgebiet durchlaufen, also auch die Werte + 1 
annehmen darf. Aus der Symmetrie der erhaltenen Formeln be­
züglich der Größen x und y folgt dann, daß auch y im ganzen 
Grundgebiet beliebig gewählt werden darf. 

Setzt man demgemäß y = + 1 und berücksichtigt die Glei-
chungen P,,(+ 1) = 1, P n (- 1) = (- 1)"; 

so erhält man die Formeln: 

-.ll (I-X) = ~+ ~(n+DPnx 
2 og 2 "..:::.. n (n + 1) , 

n 

-11 (I+X) = 1+ ~(n+!) (-I.)"Pn X. 
2 og 2 2":::" n(n+l) 

" 

(2) 

Die bilineare Formel kann als Entwicklung einer Funktion, 
deren Ableitung unstetig ist, nach den Eigenfunktionen aufgefaßt 
werden. Daraus schließt man nach der schon vielfach gebrauchten 
Methode, daß in derselben Weise auch eine Funktion zu ent­
wickeln ist, deren erste Ableitung eine beliebige endliche An­
zahl von Unstetigkeiten aufweist, z. B. eine Funktion, die geo­
metrisch durch eine polygonale Linie dal'gest~llt wird. Nach der 
in § 6 benutzten Methode erschließt man hieraus die Gleichung 

+1 1,00 f (frx,)2d rx, = ao2 + ::;g a:, 
-1 n 

in der f rx, eine beliebige stetige Funktion bedeutet und gesetzt ist 

l.f+1 
ao = )12 frx,·drx" 

. -1 

+1 

an = )In +~ ffu.P"IX.dlX. 

-1 
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Man kann, ohne neue Hilfsmittel zu benutzen, noch einen 
Schritt weiter gehen und die Gleichung 

oK(x, oT1) = ~ 'P~x. 'P ... X1 

OX n An 

beweisen. Aus der Formel (1) und der Identität (7) des § 3.3 
findet man nämlich, wenn 

x = cosO, oTl = COSOl 

gesetzt wird, und '"ip" dieselbe Bedeutung wie oben hat, 

'P:, x. 'Pn Xl 
--A,-,-

D 1Jf + - cos n (0 - ( 1) + -2' n n 

wobei A, B, C, D von n unabhängig sind und zwischen festen 
von 0 und 01 unabhängigen Grenzen liegen, sobald die Größen 
(J, (Jl! 1t - (J, und 1t - 0 1 über beliebig klein fixierten positiven 
Grenzen verbleiben. 

Nun konvergieren die Reihen 

~ sinnu 
~ n' .. 

bekanntlich gleichmäßig unter der Voraussetzung 

C < u < 21t-cl! 

wenn C und Cl beliebig kleine positive Werte sind; anderseits 
sind die Winkel 0 und 01 in Grenzen von der Form C und 1t - Cl 

eingeschlossen, so· daß eine Beziehung von der Form 

C < 0 + fA < 2 1t - Cl 

gilt. Setzen wir daher noch fest, daß I Xl - X I und damit ! (j - 01 ! 

über einer festen, beliebig kleinen positiven Grenze bleibt, so hat 
man auch eine Beziehung von der Form 

C < I (J - 011 < 2 n: - cl! 
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und jetzt konvergieren die Reihen 

""sin(O+81)n ""cos!1'(O+81) 

~ n ,~ n ' 
n n 

gleichmäßig. Mithin gilt, wie die Gleichung (3) zeigt, dasselbe 
von der Reihe 

unter der Annahme 

- 1 + c < x < 1 - c, - 1 + CI < XI < 1 - CIl lXI -x > E2, 

wobei E, CI und C2 beliebig kleine positive Größen sind. 
Damit ist die Gleichung 

o K ~~ x.I) = 2: fP~ X Ä~n a:1 
" 

erwiesen; explizite hat sie folgende Formen. Für x< XI erhält man 

1 I,'" + ] _""n 2p' p. 
2(I-x)-~n(n+l) ".1'. "Xll 

n 

_ 1 1,00 n + 1. 

2(1-+X) = ~ n(n+91)P~x.P"XI' 

Die rechts erhaltene Reihe stellt also eine unstetige Funktion 
von XI dar, die an der Stelle XI = X einen Sprung macht gemäß 
der Gleichung 

f(x-O)-f(x+O) = 2(11 X)-2(I:X)= 1 l x2 : 

Hieraus ersieht man nach der in § 5 angewandten Methode 
leicht, daß jede Funktion, die mit ihren ersten drei Ab­
leitungen auf dem Grundgebiete stückweise stetig ist, 
nach den Legendreschen Polynomen entwickelt werden 
kann. 



Fünfter Abschnitt. 

Wärmeleitung und Schwingungen in Gebieten von zwei 
oder drei Dimensionen. 

§ 35. 

Die Poissonsche ü1eichung. 

Wir bezeichnen wie früher eine Funktion als stückweise 
stetig in einem zwei- oder dreidimensionalen Gebiete, wenn dieses 
in eine endliche Anzahl von Teilgebieten zerfällt, innerhalb deren 
die Funktion stetig ist, während sie bestimmten Grenzwerteu 
zustrebt, wenn man sich den die Teilgebiete trennenden Linien 
nähert. Sagen wir, eine Funktion sei mit ihren Ableitungen 
stückweise stetig, so ist dies so zu verstehen, daß die AbleitungeIl 
im Innern der Teilgebiete existieren und in demselben Sinne wie 
die Funktion stetig sind; in den Trennungslinien selbst wird die 
Funktion, weil unstetig, keine eindeutig definierten Ableitungen 
besitzen. 

Wir bezeichnen ferner in diesem Abschnitt die Stellen eines 
Gebietes durch 0, 1, 2, •.. ; die Elemente des Raumes, der Fläche 
und der Linie seien d r:, d s, d l. Diese, ~ie überhaupt die weiter 
eingeführten von einer oder mehreren Stellen abhängigen Größen 
werden mit dem Zeiger der Stelle oder der Stellen versehen, auf 
die sie sich beziehen, so daß z. B. rOl die Entfernung der Stellen 
o und 1, dr:1 das Element, in welchtlm die Stelle 1 liegt, fl den 
Wert der Funktion f in der Stelle 1 bedeutet usf. Der Zeiger 0 
soll, wo· keine Zweideutigkeit entsteht, weggelassen werden, so 
daß dr:, ds immer Elemente sind, die die jeweils betrachtete 
Stelle 0 enthalten. 

Irgend ein Gebiet von zwei oder drei Dimensionen wird als 
Grundge biet bezeichnet und festgehalten und auf dieses beziehe 
sich immer das unbestimmte Integralzeichen. Das Integrations-
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element zeigt dann durch die Bezeichnung immer an, wieviel 
Dimensionen das Grundgebiet besitzt; ist es eben, so bezeichnen 
wir es durch ~ und die umgrenzende Linie durch ~; handelt es 
sich um ein Raumgebiet, so heißt dasselbe m, und tY ist die ein­
schließende Oberfläche. Die auf ~ und tY bezüglichen Größen 
wollen wir allgemein überstreichen. Die Grenzlinien des Grund­
Kebietes und der Teilgebiete, die bei stückweise stetigen Funk­
tionen eingeführt werden, seien insoweit frei von Singularitäten, 
daß diese Gebiete als Integrationsgebiete vielfacher Integrale 
benutzt werden können. 

Vielfach werden wir Potentiale von der Form 
• 1, 
J log -ds = tP1 

'rOl 

zu betrachten haben; sie besitzen die gewöhnlich in der Poten­
tialtheorie benutzten Eigenschaften, wenn Q im Integrationsgebiete 
stetig ist und stetige Ableitungen erster Ordnung besitzt. Dann 
sind die Potentiale und ihre ersten Ableitungen im ganzen Raume 
oder ,in der ganzen Ebene stetig und ihre Ableitungen können 
gebildet werden, indem man das Differentiationszeichen dem 
Integranden einfügt, z. B. wenn x, y, z die rechtwinkligen Koor­
dinaten sind, 

13 tP.-! = j Q ~ log _1 d S. 
OXI oXl r Ol 

Diese Eigenschaften sind schon gesichert,' wenn die Dichtigkeit Q 
nur als stetig vorausgesetzt wird. Hat sie auch stetige erste 
Ableitungen, so existieren die zweiten Ableitungen des Potentials 
und sind im Innern des mit ·Masse belegten Gebietes sowie lD 

jedem von Mass~ freien Gebiet stetig, so daß die Größe 

, oiE' '02E' o2F 
LlI }<l =~+~+~ 

UXI UYl UZI 

oder auch, wenn E' 0 = F gesetzt wird, die Größe 
. . ''OsE' oiF 'OiF 

LI 0 F = .LI F = 0 Xi + 0 y2 + '0 Z2 

gebildet werden kann und stetig ist. Die, Gaussische Inte'gral­
transformation erhält dann im Raume die Form 

j d~.LlF= j~; dd, 
\j 
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wobei du das Element der Oberfläche ty, N die äußere Normale 
bedeutet. In der Ebene hat man ähnlich 

Jds.dfP = J dl ;;. 
~ 

Alle diese Eigenschaften bleiben offenbar erhalten, wenn die 
Größe 'I mit ihren ersten Ableitungen im betrachteten Gebiete 
sti\ckweise stetig ist. Dann setzen sich nur die Potentiale aus 
einer endlichen Anzahl solcher, in denen die Dichtigkeit mit 
ihren ersten Ableitungen stetig ist, additiv zusammen. 

Das wichtigste Hilfsmittel unserer ferneren Untersuchungen 
ist nun die Poissonsche Formel: 

d 1 JQ d-r = -4nQll 
r 01 

d 1 J 'I log C~J ds = - 2nQl' 

Ist 'I stückweise stetig, so verlieren die Gleichungen nur in den 
Unstetigkeitslinien ihren Sinn, nähert man sich aber diesen 
Linien, so streben beide Seiten dieser Gleichungen bestimmten 
endlichen Grenzwerten zu. 

Weshalb .gerade diese Formeln für die folgenden Unter­
suchungen von Bedeutung sind, erkennt man leicht, indem man 
das Element des das Potential darstellenden Integrals im Sinne 
der Theorie der Wärmeleitung deutet. 

Im Raume kann die Größe 
1 

4nrOl ' 

In der Ebene die Größe 
1 1 

-log-
2 n r Ol ' 

multipliziert mit einer beliebigen konstanten C, als die stationäre 
Temperatur angesehen werden, die eine an der Stelle 1 befind­
liche Wärmequelle hervorruft; die Konstante C nennen" wir die 
Ergiebigkeit der Quelle. Setzen ;wir C = 1, so ist die Wärme­
menge, die im ersten Falle durch eine Kugel, im zweiten durch 
einen Kreis vom Radius rOl hindurchtritt, die eine oder andere 
der Größen 

d ( 1) 2 --- --- ·4nrOl = 1, 
drOl 4:n:rOl 

d (1 1 ) -d- -2 log-· ·2nrOl = 1, 
r Ol n rOl 
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multipliziert mit einer Konstanten des leitenden Mittels. Dieselbe 
Wärmemenge tritt durch eine beliebige geschlossene, die Quelle 
umschließende Fläche ty' oder Kurve ~', die überall stetig ge­
krümmt seien, und man erhält so die Gleichungen 

f cl(l 1) - cll clN 2n log rOI = 1, 
G: 

Wir lassen nun den Punkt 1 das Grundgebiet durchlaufen 
und nehmen an, die dieses umschließende Fläche ty oder Kurve (1 

liege innerhalb der Fläche ty' oder Kurve (1'. In bei den Fällen 
ergibt sich, da lh von der Stelle 0 nicht abhängt, 

-f cl 1:1 f ~. -~~-- d 8 = f 11 d 1: cl N 4nrOI ... 1 11 

~l W' III 

Da nun r OI in diesen Integralen stets von Null verschieden bleibt, 
so kann man die Integrationen vertauschen. Setzt man daher 
entsprechend beiden Fällen eine der Gleichungen 

u = f Ql cl 81 log (_1 ) 
2n rOI 

an, so daß U Funktion der Stelle 0 ist, so folgt 

(1) 

Dabei kann die Größe U offenbar auch als Temperatur angesehen 
werden, die erhalten wird, wenn das ganze Gebiet m oder ~ mit 
Wärmequellen erfüllt ist, deren Ergiebigkeit Ql ist; die erhaltenen 
Gleichungen geben die Wärmemenge, die durch eine das Quell­
gebiet umfassende Fläche oder Kurve hindurchtritt. 

Jetzt gehe die Fläche ty' stetig in die Fläche ty über, so daß 
jeder Punkt der ersteren mit seiner Richtung N stetig in einen 
Punkt der letzteren mit der zugehörigen äußeren Normale über­
geht. Wenn dann die Größe Q mit ihren ersten Ableitungen im 
Grundgebiete stückweise stetig ist, so geht nach den oben er­
wähnten Sätzen der Potentialtheorie die Größe d U / cl N stetig in 
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die auf der Fläche u: gebildete d U fdN über, die ihrerseits eine 
stetige Funktion des Ortes ist; daraus folgt, daß der Grenzübergang 

. dU au 
hm dN = dN 

auf der ganzen Fläche rr gleichmäßig konvergiert, und daß daher 
die Gleichung 

. f dU f dU hm dSdN=.dsdN 
1)' tj 

gilt. Analog hat man in der Ebene die Gleichung 

lim fdl~~ =Jdl~~, 
(i' (i 

und die Gleichungen (1) ergeben 

(2) f dU f f dU f ds dN = - (l d'C, dl dN = - (l ds. 
\j. 01 (}. li 

Die Gaussische Integraltransformation lehrt nun 

f:~dS = f.~1Ud'C, f~~dl =JAUdS; 
\j m (i @ 

hieraus folgt nach den Gleichungen (2) 

JA Ud 'C = - J (l d 'C, J .d Uds = - J (l d s. 
m O! @ (i 

In diesen Gleichungen können !R und ~ als beliebige mit 
Masse erfüllte Gebiete betrachtet werden, die umfassenden Massen­
gebieten eingebettet sind; im Innern der Gebiete !R und ~ ver­
schwindet A V, wenn die außerhalb ihrer liegenden Massen 
das Potential V geben, und in den Formeln (2) kann daher U 
ebensogut das Potential der Gesamtmasse, wie das der in III 
und ~ liegenden Teilmasse bedeuten. Man kann daher diese 
Gebiete, ohne die Bedeutung des Potentials U zu ändern, in einen 
Punkt zusammenschrumpfen lassen, und da A U eine stetige 
Funktion des Ortes im Innern des mit Masse erfüllten Gebietes 
ist, folgt jetzt die Poissonsche Gleichung 

AU - A f (ll dSl I 1_ LJ - LJ -- og- _ -(l, 
2n r Ol 

@ 

wobei die Zeichen ohne Zeiger sich stets auf die Stelle 0 beziehen. 
Kne.er, Integralgleichungen. 2. Auß. 10 
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Die Poissonsche Formel bleibt auch, wovon wir später Ge­
brauch machen, gültig, wenn fl an der Stelle 2 im Gebiet ~ 
unendlich wird wie -log ros, im Gebiet lR wie 1/ro2' Dann ent­
hält das Potential U z. B. im Falle des ebenen Gebietes eineu 
Summanden von der Form 

J = const dslog -log-, J 1 1 

r 20 rIO 
r20<a 

in dem a eine positive beliebig klein gewählte Konstante und 
kleiner als t'12 sei. Dieser Ausdruck kann offenbar als Potential 
einer Kreisfläche angesehen werden, auf der die Dichtigkeit allein 
durch den Abstand vom Mittelpunkt bestimmt ist. Da nun das 
Potential eines unendlich schmalen Kreisrings mit dem Mittel­
punkt 2 und k"onstanter Dichtigkeit im Punkte 1 in der Form 
const. log (1/r21) geschrieben werden kann, so gilt dasselbe vom 
Potential der Kreisfläche, wenn die Potentiale der Ringe summiert 
werden können, oder die Größe J endlich ist. Dies folgt leicht, 
wenn wir das Element d s in die Form 

(3) ds = r 2o clr20 dl 

bringen, wobei dl ein Element des Kreises mit dem Radius Eins 
ist, der in der Stelle 2 seinen Mittelpunkt hat; das Integral 

S xlogxdx 

ist ja endlich, auch wenn die untere Grenze x = 0 genommen 
wird und log 'rlO bleibt im Integrationsgebiet endlich. 

Aus der angegebenen Form der Größe J folgt unmittelbar 

LlI J = LlI (const.log J...) = o. 
r 21 

Bildet man also die Größe LlI Ul, so ergibt die Umgebung der 
Stelle 2 ebensowenig einen Beitrag, wie irgend ein den Punkt 1 
nicht enthaltendes Gebiet, und' die Poissonsche Formel bleibt 
an jeder von 2 verschiedenen Stelle richtig. 

Dieselben Schlüsse gelten für den Fall des Gebietes lR, indem 
man die Formel (3) durch die folgende ersetzt: 

d-r: = r:odrso d6; 

dabei bedeutet d (j das Element der Kugeloberfläche vom Radius 
Eins, deren Mittelpunkt 2 ist. 
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§ 36. 

Die Oreensche Funktion als Kern einer Integralgleichung . 
• 
Die Poissonsche Gleichung bildet die Grundlage für die 

Theorie der Greenschen Funktion und ihre Anwendung als Kern 
einer Integralgleichung. 

Für die Fläche ~ werde die Greensche Funktion K(O, 1) wie 
folgt definiert. Allgemein gelte die Differentialgleichung 

LI K(O, 1) = Llo K(O, 1) = 0; 
ferner sei 

1 1 
K(O, 1) = 2-;: log r

Ol 
+ M (0, 1), 

wobei M eine im ganzen Grundgebiet mit ihren Ableitungen aller 
Ordnungen stetige Funktion von ° und 1 bedeutet. Endlich sei 
an der Randlinie Ci, eine Randbedingung von einer der Formen 

(1) K(O, 1) = 0, d~~ 1) + hK(O, 1) = ° 
erfüllt, in der h eine positive Konstante und N wie oben die 
äußere Normale bedeute. 

Daß die so definierte Funktion zweier Stellen existiert, folgt 
in den speziellen Fällen, die wir untersuchen, aus dem expliziten 
Ausdruck, der jeweils angegeben wird. Für allgemeinere Grund­
gebiete wird diese Tatsache im siebentetl Abschnitt abgeleitet. 

Die Funktion K (0, 1) ist die an der Stelle ° herrschende 
stationäre Temperatur, die von einer im Punkte 1 befindlichen 
Quelle herrührt, wenn die Randlinie entweder auf der konstanten 
Temperatur Null gehalten wird, oder in einer durch h bestimmten 
Weise die Wärme ausstrahlt. Man kann die Größe K(O, 1) aber 
auch mechanisch deuten, indem man davon ausgeht, daß die 
Gleichung 

in der a eine Konstante bedeutet, für die Verrückung u gilt, 
wenn wir die Fläche ~ als elastische Membran betrachten, und 
die Randbedingung ist einfach 

u= 0, 

wenn die Membran am Rande befestigt ist. Soll nun die Mem­
bran eine Ruhelage einnehmen, die von der ursprünglichen ver-

10* 
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schieden ist, also für u nicht überall den Wert Null ergibt, so 
hat man die Gleichungen 

(2) .du = 0, U = 0, 

die nur dann eine nicht identisch verschwindende Lösung haben, 
wenn u an einer Stelle 1 unstetig ist. Als einfachste Funktion, 
die die erste Gleichung (2) erfüllt und unstetig ist, bietet sich 
der Ausdruck 

1 1 
-log-
2 n' rOl 

dar; versuchen wir, bei der Größe u diese Unstetigkeit anzubringen, 
so führen die Gleichungen (2) genau auf die vorhin definierte 
Größe K(O, 1). Als Verrückung könnte sie auftreten, wenn man 
die Membran im Punkte 1 mit einer Nadel aus der ursprünglichen 
Gleichgewichtslage entfernt; sie erhält dann in der Umgebung 
dieses Punktes eine dornartige Gestalt. Jedenfalls aber hätte man 
eine Verrückung und eine neue Gleichgewichtslage hergestellt, die 
zu den in § 8 betrachteten gehört. Es ist also nach den dort 
durchgeführten Erwägungen zu erwarten, daß die bei der Schwin­
gung der Membran auftretenden Eigenfunktionen eine homogene 
Integralgleichung erfüllen, deren Kern die Größe K(O, 1) ist, und 
das bestätigt sich in der Tat. 

Um dies einzusehen, erinnern wir daran, daß zunächst die 
Größe K (0, 1) leicht als s.ymmetrisch bezüglich der beiden Stellen ° 
nnd 1 erkannt wird. Beschreibt man nämlich um die Stellen 1 
nnd 2 beliebig kleine dem Innern der Fläche ~ angehörige Kreis­
linien nnd wendet auf das Gebiet ~, aus dem diese Kreise aus­
geschieden sind, die Gleichungen 

.do K(O, 1) = .do K(O, 2) = 0, 

J ds {K(O, 1).d K(O, 2) - K(O, 2).d K(O, 1») = ° 
an, so findet man nach dem Greenschen Satze 

(3) JdZ [K (0 1) dK(O, 2) _ K(O 2) dK(O, 1)J - ° 
'dN ' dN -, 

wobei über ~ und die bei den Kreislinien zu integrieren ist, und 
an letzteren die Gleichungen 

d d d d 
dN - - drOl ' dN - - dr02 



§ 36. Mehrdimensionale .Aufgaben. 149 

gelten. Läßt man die Radien der Kreise unendlich abnehmen, so 
kann man auf ihnen mit immer wachsender Annäherung setzen 

dK(O, 2~ __ ~ (~ log~) __ 1_ 
dN - dr02 2:n: r02 - 2:n:r02 ' 

dK(O, 1) __ ~ (.~ log~) __ 1_ 
dN - dr01 2:n: r 01 - 2:n:r01 ' 

und der Beitrag' der Kreislinien zu dem Integral (3) nähert sich 
der Grenze 

(4) K(2, 1)-K(I, 2). 

An der Kurve ~ aber gilt die Gleichung 

K(O 1) dK(O, 2) _ K(O 2)clK(O, 1) - 0 
'dN 'dN - , 

da K(O, 1) und K(O, 2) als Funktionen der Stelle 0 dieselbe 
der Grenzbedingungen (1) erfüllen. Somit reduziert sich das 
Integral (3) schließlich auf die Differenz (4) und man findet 

K(I,2) = K(2,1). 

Nun sei die Aufgabe vorgelegt, die Wärmeleitung in der 
Fläche ~ oder die Schwingungen der als Membran gedachten 
Fläche ~ zu untersuchen. Dann hat man für die Temperatur im 
ersten Falle die Gleichung 

o ~~ - = a2 L1u ot ' 
für die Verrückung im zweiten Falle 

02U 
ot2 = a2 L1u, 

wobei a i eine 
bedingungen 

Konstante bedeutet, und 

du 
U--O -+hu-O - 'd.lV -

es ist eine der Rand-

(h > 0) 

vorgeschrieben; der Fall h = 0, in dem das Randgebiet adiatherman 
bedeckt ist, erfordert besondere Methoden nach Analogie des § 15 
und werde zunächst ausgeschlossen. 

Versucht man, die an die Größe u gestellten Forderungen 
zu erfüllen, indem man u in ein Produkt aus einem nur von der 
Zeit und einem nur vom Punkte 0 abhängigen Faktor zerlegt, .so 
ergibt sich für letzteren die Gleichung . 

LI rp + }" rp = 0, 
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in der ). eine unbekannte Konstante ist, und eine der Rand­
hedingungen aep--

rp = 0, dN +hlP = 0. 

Versteht man ferner unter K (0, 1) diejenige Greensche 
:Funktion, die derselben Randbedingung wie die Größe IP unter­
liegt, so gilt die Beziehung 

.,------

dK(O, 1) _ K(O 1) dlP - ° 
IP dN 'dN'- . 

Berücksichtigt man daher die Gleichung 

LI K(O, 1) = ° 
und bildet das Integral 

- ;..r K(O, 1) IP ds = SC K(O, l)LlIP -IP LI K(O, 1)] ds 
(f» f [ dIP dK(O, 1)] = K(O, 1) dN - IP -i1N- d1 

über das Gebiet ~ mit Ausschluß eines Kreises st um den Mittel­
punkt 1, indem man durch N stets die äußere Normale dieses 
Gebietes bezeichnet, so kann man rechts die Integration auf die 
Kreislinie st beschränken. Läßt man den Radius derselben ab­
nehmen, so erhält man die angenäherten Gleichungen 

K(O,l) = _L log_l_, dK@.01=_ dK(O~ = _1_, 
2n rOI dN drOl 2nrOl 

und in der Grenze erhält man aus der Gleichung (fJ) 

(6) ). f K(O, 1)IPO.ds = IP 1, 

womit die erwartete Integralgleichung abgeleitet ist. 
Ist umgekehrt IP ° irgend eine im Grundgebiet stetige Lösung 

rHeser Gleichung, so schreiben wir sie in der Form 

(7) IPI JIPO I f -,--- = -2 - log - d s + IP 0. M (0, 1) d s. 
A n r~. . 

Dann hat zunächst der zweite Summand der rechten Seite stetige 
erste Ableitungen, da dies von M(O,I) ebenso wie von der 
Greenschen Funktion K(O, 1) außerhalb der singulären Stelle 
gilt. Der erste Summand der rechten Seite hat aber ebenfalls 
stetige erste Ableitungen, da er als logarithmisches Potential 
mit der Dichtigkeit IP 0/2n angesehen werden kann, die ersten 
Ableitungen des Potentials aber, wie in § 35 erwähnt wurde, 
schon stetig sind, wenn die Dichtigkeit nur als stetig vorausgesetzt 
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wird. Da somit die Größe tp 0 stetige erste Ableitungen besitzt 
kann auf die rechte Seite der Gleichung (7) die Poissonsche 
Formel angewandt werden, und da offenbar die Gleichung 

L/lM(O, 1) = LllK(O, 1) = 0 

gilt, erhält man aus der Gleichung (7) 

Lll tp 1 = - Ä tp 1, L/ tp + Ä tp = O. 

Daß ferner die Funktion tp dieselbe Randbedingung erfüllt, wie die 
Greensche Funktion, zeigen die Gleichungen (6), (7) und die in 
§ 35 angegebene Form der ersten Ableitungen des Potentials un­
mittelbar. 

Auf die Gleichung (6) sind nun freilich die allgemeinen im 
ersten Abschnitt aufgestellten Sätze über Integralgleichungen erst 
anzuwenden, wenn der Kern, der im Grundgebiet unendlich wird, 
als brauchbar unstetig im Sinne des § 19 nachgewiesen ist. Aber 
eine Haupteigenschaft der Eigenfunktionen ist leicht nachzuweisen, 
daß nämlich zwei zu verschiedenen Eigenwerten gehörige zuein­
ander orthogonal sind. In der Tat erfüllen irgend zwei Eigen­
funktionen die Differentialgleichungen 

Ä" tp .. + L/ tpn = 0, Ä.", tpm + L/ tpm = 0; 

aus diesen folgt sofort 

(Ä.m - Ä .. ) f tp .. tpm d s + f (tp .. LI tpm - tpm L/ tpn) d s = O. 

Formt man das letzte Integral nach dem Greenschen Satze um 
und bedenkt, daß wegen der allen Eigenfunktionen gemeinsamen 
Randbedingung die Gleichung 

gilt, so folgt 

(8) 

d cpm d cp .. 
tpn d N- - tpm d N = 0 

und, da Äm - Ä.. nicht verschwindet, 

f cp .. tpm ds = 0, 

womit das Behauptete bewiesen ist. 

Hieraus kann man weiter ableiten, daß die Eigenwerte reell 
und positiv sein müssen. Denn die Greensche Formel ist auch 
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auf komplexe Werte der Funktionen des Ortes anzuwenden, WIe 
die Identität 

J cl s [( rp + IP i) LI (t/J + qr i) - (t/J + qr i) LI (rp + r!J i)] 

= J ds(rp Ll rjJ - t/JLl rp) - f cls(IPLl qr - qr LlIP) 

+ i f d s (rp LI qr - qr Ll rp) + i f cl s (IP LI t/J - t/J LlIP) 

zeigt in Verbindung mit derjenigen, die entsteht, wenn man cl sund 
LI durch cll und d/dN ersetzt. Wäre nun ein komplexer Eigenwert 
vorhanden, so wären auch die ihm und der zugehörigen Eigen­
funktion konjugierten Größen Eigenwert und Eigenfunktion; wendet 
man auf die beiden Eigenfunktionen die obige Argumentation an, 
so erhält man wiederum die Gleichung (8), in der rpn und rp", 
konjugiert imaginäre Größen sind, und lm von l.. verschieden ist. 
Das ist aber unmöglich, wenn die Eigenfunktionen nicht identisch 
verschwinden. Die Eigenwerte sind also reell. 

Benutzt man endlich die aus der Gaussischen Integraltrans­
formation folgende Gleichung 

f dS[(~:Y + (~:Yl + f rpLlrpds ~ f rp ~; dl, 
Ci 

indem man für rp eine Eigenfunktion nimmt, so folgt aus den 
Gleichungen 

unmittelbar 
Ll rp + l rp = 0, 

f dS[(~:Y + (~:Y] = -hf rp 2 dl + l f rp 2 ds, 
Ci : 

woraus, da die Konstante h positiv ist, hervorgeht, daß l nicht 
negativ sein kann. Die Eigenwerte sind also positiv. 

Die ganze Schlußreihe dieses Paragraphen überträgt sich 
ohne weiteres auf das Gebiet m, indem man log I/rOl überall 
durch I/rÖ1 ersetzt. 

§ 37. 

Quellenmäßige . Funktionen; der ausgeartete Fall. 

Wenn (0 eine mit ihren ersten Ableitungen im Grundgebiet 
stückweise stetige Funktion des Ortes ist, so hat die Größe 

FI = f K(O, l)(O.ds 
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den Charakter eines Potentials, ist also mit ihren ersten und 
zweiten Ableitungen im Grundgebiet stetig; daß sie die Rand­
bedingung der Greenschen Funktion K(O, 1) erfüllt, zeigt die in 
§ 35 angegebene Form der ersten Ableitungen eines Potentials. 
Wir sagen, FI sei quellenmäßig dargestellt oder kurz quellen­
mäßig. 

Zerlegt man diese GrÖße auf Grund der Gleichung 
I 1 

K(O, 1) = -2 log - + M(O, 1), 
1f r OI 

so ergeben die in § 36 an die Gleichung (7) geknüpften Schlüsse 

J' fO 1 f . .dIFI =.d l -2 log-ds-.dl M(0,1){0.ds 
7t r OI 

fro I 
=.dl -2 log-ds, 

1f r OI 

also, da bei den vorausgesetzten Eigenschaften der Größe fO die 
Poissonsche Gleichung angewandt werden kann, 

.dIFI = -fi 
oder, was dasselbe bedeutet, 

.dFO = -fO. 

Jetzt sei f/.J eine im Grundgebiet stetige Funktion des Ortes, 
die stetige erste und stückweise stetige zweite und dritte Ab­
leitungen besitzt und die Randbedingung der Greenschen Funk­
tion K(O,I) erfüllt. Dann ist die Größe 

fO = -.df/.JO 

mit ihren ersten Ableitungen im Grundgebiet stückweise stetig; 
bildet man also mit ihr die oben eingeführte Größe F, so findet 

man .d FO = - fO, LI(F -f/.J) = 0 

und die Größe F - f/.J erfüllt ebenso wie Fund f/.J eine der 
Gleichungen 

.F-f/.J = 0, 
d(JI'-f/.J) 

F-f/.J+h dN =0 . 

Nun gilt die Transformation 

f uLfuds + f dS[(~:Y + G;YJ = fu ;; dl, 

" in der x, y rechtwinkelige Koordinaten bedeuten, sobald die 
Größe u mit ihren ersten Ableitungen stetig ist, also z. B., wenn 
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man u = F - f];J setzt; hieraus folgt je nach der Form der 
geltenden Randbedingung 

also in jedem Falle für das ganze Grundgebiet li; 

(2) f];J 1 = F1 = J 1((0, l)fO.ds. 

Eine Funktion von den für f];J vorausgesetzten Eigenschaften 
ist also quellenmäßig darstellbar. 

Wie die durchgeführten Betrachtungen zu modifizieren sind, 
wenn die Randbedingung die Form 

du _ ° 
dN-

hat, ist leicht zu übersehen. Man findet dann offenbar auch 

dg; 
d N = 0, ,d g; + A g; = 0, 

und hieraus mittels des Greenschen Satzes 

J,dg;ds= J;;dl=O, 

also l> 

(3) S cp ds = 0. 

Um den Kern zu bestimmen, setzen wir nach § 15 die Gleichung 

,dK(0,1)=a 

an, wobei a eine Konstante bedeutet; denn ein möglicher statio­
närer Zustand wird erhalten, indem man die Temperatur einer 
beliebigen Konstanten gleich setzt; an Singularitäten werde von 
der Größe K (0, 1) dasselbe gefordert, wie von der oben ebenso 
bezeichneten; außerdem kann die Gleichung 

JK(O, l)ds = ° 
angesetzt werden, da in K(O, 1) offenbar eine additive Konstante 
verfügbar bleibt. Dann läßt sich die Größe K(O, 1) ganz ähnlich 
wie oben als symmetrisch erweisen; die Gleichung (5) des § 36 
bleibt richtig und aus ihr folgt wie dort die Integralgleichung (6), 
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da das mit dem Faktor a behaftete Glied der Gleichung (3) zu­
folge wegfällt. Quellenmäßig darstellbar ist ferner jede Funktion 
F 0, die stetige erste und stückweise stetige zweite und dritte 
Ableitungen besitzt, die Randbl':dingung 

dF 
dN=O 

erfüllt und außerdem der Gleichung 

unterworfen ist. 
SFds = ° 

Deutet man die Singularität der J<'unktion K (0, 1) als Quelle 
im Punkte 1, so ist deren Ergiebigkeit, wenn man über einen um 
den Punkt 1 beschriebenen Kreis ~ integriert 

f dK(9' 1) dl 
dN ' 

$t 

wobei die Normale N nach dem Innern der Kurve ~ hingerichtet 
ist; offenbar kann man das Integral über die Randlinie, an der 
die Größe 

dK(0,1) 
-------a;1Sl 

verschwindet, hinzufügen und erhält so als Ergiebigkeit 

fd~~ 1) dl + fd~~, 1) dl = f-d K(O, 1) ds, 
.1\ li (i' 

wobei rechts über das Gebiet ~' integriert wird, das vom Grund­
gebiet übrig bleibt, wenn die vom Kreise SI' umfaßte Fläche aus­
geschlossen wird; links ist dann durch N überall die äußere 
Normale dieses Gebiets bezeichnet. 

Läßt man den Kreis SI' zusammenschrumpfen, so erhält man 
rechts den Wert 

a S ds. 

Ist daher die Ergiebigkeit Eins, so hat man für a den reziproken 
Wert des Areals der Fläche ~ zu setzen. Dann ist - K (0, 1) 
die stationäre Temperatur, die von einer im Punkte 1 befindlichen 
Quelle von der Ergiebigkeit - 1 verursacht wird, wenn in jedem 
Element der Fläche ~ eine gewisse konstante Wärmemenge etwa 
durch einen galvanischen Strom als J oulesche Wärme erzeugt 
wird. 
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Die Existenz der Greenschen Funktion ist hier wie im Falle 
des vorigen Paragraphen zunächst noch zweifelhaft; sie wird in 
den Einzelfällen, die wir betrachten, durch besondere Entwick­
lungen erwiesen, kann aber natürlich auch aus den allgemeinen 
Existenztheoremen der Potentialtheorie erschlossen werden, die 
wir im siebenten Abschnitt beweisen wollen. 

Endlich braucht kaum erwähnt zu werden, daß auch die 
Entwicklungen dieses Paragraphen auf das räumliche Problem 
übertragen werden können, indem man die räumlichen Greenschen 
Funktionen benutzt und beim Integrieren an Stelle des Kreises ~ 
eine Kugel aus dem Grundgebiete ausschließt. 

§ 38. 

Eigenfunktionen und 6reensche Funktion des Rechtecks als 
schwingender Membran oder wärmeleitender Platte. 

Das Randwertproblem des § 36 ist für das Rechteck als 
Grundgebiet leicht zu lösen. Wir betrachten den Fall, daß die 
gesuchte Funktion auf dem Umfange verschwindet, wie es bei 
einer schwingenden Membran selbstverständlich ist; bei der wärme­
leitenden Platte gilt diese Annahme, wenn der Umfang auf der 
konstanten Temperatur Null gehalten wird. Das Grundgebiet sei 
begrenzt von den Geraden: 

X= 0, 

y= 0, 
x = b, 
y = c. 

Man fordert dann die folgenden Gleichungen: 

.dffJ + AffJ = 0, ffJ(O, y) = ffJ(b,y) = ffJ(x, 0) = ffJ(x, c) = 0; 
diese werden durch die Annahme 

. rnnx . nny 
ffJ = sm -b- Sln -c-

erfüllt, wenn mund n positive ganze Zahlen sind; als zugehöriger 
Eigenwert ergibt sich (m2 n2) 

A - n 2 - + - . 
mn -:- b2 c2 

Integriert man das Quadrat des Ausdrucks ffJ über das Grund-
gebiet, so erhält man 

b 

J. mnx f· nny bc 
8m2 -b- dx. smj -c- dy = 4; 

n n 
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als normierte Eigenfunktionen können also die Ausdrücke 

O _ 2 . mnx . nny 
f/Jmn - 1/- SIn -b- SIn --

ybe e 

gelten, indem wir, wie bisher, durch 0 den Punkt mit den Koor­
dinaten x, y ohne Zeiger bezeichnen. Daß dies System von Eigen­
funktionen vollständig ist, stellt sich im Laufe der Untersuchung 
heraus, und zwar dadurch, daß sich die bilineare Summe 

. m:n:x . nny . mnx1 • n:n:Y1 
1,00 0 1 4 1,00 sln-b- Slll-- SIn --b-- SIn--

2:: '1"' •. '1'.. = b"c 2:: (m' ") , 
m~n mn m~n '1l2 _ + _ 

bs e2 

die wir auch durch S bezeichnen wollen, der in § 36 definierten 
G r e e n schen Funktion K (0, 1) gleich erweist. 

Um diese Summation in einer gewissen Folge der Glieder 
durchzuführen, gehen wir von der Fourierschen Entwicklung 

(1) :n:~D.fp,a = _1_ + ~ (-1)vcosva 
2 I' @:im p,:n: 2 1'2 ~ v 2 + 1'2 

v 

aus, die, wenn I' eine beliebige reelle Konstante bedeutet, in dem 
Intervall - n < IX < :n: 

gilt, und summieren .mit ihrer Hilfe einen Bestandteil der 
bilinearen Summe: 

(2) 

nn 
1,00 (-I)ncos-(Y+Y1-e) 

- 2:: '(me)' 
" nS + b 

Hier kann die zweite Summe stets durch die Formel (1) 
summiert werden, da die Größen y und Yl der Strecke von 0 
bis c angehören, mithin die Ungleichung 

-:n: < :n: (y + Yl - e) < +:n: 
- e -
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gilt. Die erste Summe kann aber nur dann der Formel (1) snb­
sumiert werden, wenn Yl > y; denn nur dann ist 

Tl > Tl(C-Yl +Y) > -Tl. 
= C = 

Unter dieser Voraussetzung folgt aus der Formel (1), in der 

gesetzt wird, sofort 

. n Tl Y . n Tl VI 
I, aJ Sln --- Sln --

"22: '(""): 
11 n 2 + b 

'»I Tl 
Tl Q:ol b- (c - Yl + Y) 

2 mc e;in mCTl 
b b 

'»I Tl 
Tl Q:of b (c - Y - Yl) 

2 mc 1<':::0 mCTl 
-b-~m-b-

und hieraus mittels der Additionsformeln der hyperbolischen 
Funktionen 

mc e;o mCTl 
b lll-b-

Yl > y. 

Da diese Größe aber in Y und Yl symmetrisch ist, so ergibt sich 
für den Fall Yl :::; y sofort die weitere Formel 

1<':::0 mTl( )1<':::0 mnYl 
n~mb c-Y ~m-b-

mc ~o mCTl 
b m-b-

Hiernach kann die bilineare Summe S bei der Annahme 
y > Yl in folgender Form geschrieben werden: 

~o mn ( ) 1<':::0 mnYl . mnx 0 mTlx1 
2 I, aJ m b C - Y ~m -b- sm -b- sm -b-

S=-;e 2: 
m ~o mcn m tn-b-
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Diese Summe ist der reelle Teil der Größe 
, m:n:x1 l<'.::.' m:n:Yl 

1 00 Sln -- ~1U -- .. 

W = ! *' b b {sin m:n:x @:iin m:n: (f! -=1!} 
:n: ~ , m:n:c b b 

71! m@:im-b-

_ icos m:n:x ~O' m:n:(c- y)} 
b I b ' 

die auf Grund der Beziehungen und Bezeichnungen 
~Olx = cosxi, @:iinx = -isinix, z = x+yi, 

n:c 

Z1 = Xl + Yl i, Zl = Xl - Y1 i, q = e b 
auch in den folgenden Formen geschrieben werden kann: 

, m:n:x1 ""'" m:n:Y1 m:n:( , , ) 
2i 1,00 sm--b-~m-b-coST X+~Y-H 

lV- -- ~ 
- :n: ~ , m:n:c ' 

71! m@:im-b-

11I:n:( ') m:n:( . ') 1 1,00 COS-b- X1+Y1~ c08T x+y~-c~ 

-2: :n: @:i' m:n:c 
m m m-b-

m:n: ( ') m:n: ( +' ') 1 1,00 C08T X1-Y1~ cosT X y~-c~ 

---n 2: , m:n:c ' 
m m@:im-b-

m:n: ( , ) m:n: ( , ) 1 1,00 C08 T Z + Zl - ~ C + cos T Z - Zl - ~ C 

- --n ~ m(q-m_qm) 

m:n: ( + _ , ) + m:n: ( _ . ) 1 1,00 cOST Z Zl-~C c08T f-Z1 -H 

---n ~ m(q-m_qm) , 

1 1,00 qm m:n: , --n 2: 1 _ q2m C08 T (Z + Zl - H) 
m 

1 1,00 

'"' qm m:n: . +- ~ 1 2m COS -b- (Z-Zl- H ) :n: m -q 
1 00 

l' qm m:n: ---n 2: 1_q2mCosT(z+zl-ic) 
m 

1 1,00 m 

2: q m:n: ( - , ) -- ---COS- Z-Z -?c, :n: 1- q2m b 1 
m 

159 
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§ 39. 

Summierung der erhaltenen Reihe und Verifikation. 

Die Reihe lY läßt sich summieren mittels einer schon bei 
J acobi vorkommenden Formel 

1,00 2 q'" cos mv:n: (1) log.&-o(v q) = Q-2~ -------, ~ l_ q211! 1)1 , 

m 

in der Q eine von v unabhängige Größe bedeutet und gesetzt ist 

'&-o(v,q) = 1-2qcos2v:n:+2q4cos4v:n:-2q~/cos6v:n:+ .. 

Die Reihe für log.&-o (v, q) konvergiert, wenn 

v=~+1)i 

gesetzt wird und ~ und 1) reelle Größen sind, unter der Voraus­
setzung 

(2) 
log q, 

11)1< 21r' 

die erfüllt ist, wenn für v eine der Größen 

(3) 
Z + Zl - ic 
--2-b-

also für 'Y} eme der Größen 
Y ± Y1 - c 
-Tb--

gesetzt und die Annahme y > Y1 festgehalten wird. Denn es ist 
zu setzen log q C 

2n - -21)' 

die Größen y und Y1 aber liegen in der Strecke von 0 bis c. 
Bleibt ferner die Differenz Y - Y1 über einer festen positiven 

Grenze, so gilt dasselbe von der Differenz beider Seiten der Un­
gleichung (21 und die Reihe log.&-o v, mit den Argumenten (3) 
genommen, konvergiert gleichmäßig. Offenbar konvergiert die 
Reihe (1) gleichmäßig in jedem Gebiete, in dem mindestens eine 
der Stellen 0 und 1 vom Rande um mehr als ein festes endliches 
Wegstück entfernt bleibt. 

Hiernach kann man setzen 

.&- (Z +;&1 - i C).&- (Z -;&1 - iC) 
1 0 2b 0 2b 

W=-log . . , 
2 :n: .&- (Z + Z1 - H).&- (Z - Z1 - 2 C) 

o 2b 0 2b 
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oder, indem man die Formeln 

( Iocr q) I_og q_ _ c 
;&- v + _0_. = i q_I/4 e-illv -B' (v) _ o 2:u 1 , 2:n: -21) 

benutzt, (13 + Zl) (13 - Zl) 
1 -B'1 2& -B'1 2b 

W= -log -. 
2:n: -B' (13 + 131) -B' (13 - 131) 

1 2b 1 2b 

und es ist leicht zu übersehen, daß die Größe 
K(O, 1) = !Re W, 
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gleichviel ob die bisher geltende Annahme Y > Y1 festgehalten wird 
oder nicht, die gesuchte Greensche Funktion des Grundgebietes ist. 

Zu diesem Zweck gehen wir davon aus, daß die Funktion 
K(O, 1) verschwindet, wenn der Punkt ° auf dem Rande des 
Grundgebietes liegt. Setzt man z. B. y = 0, so ist 

-B' (X + Xl - Y1 i) -B' (~- Xl + ,111 i) 
1 1 '2b 1 2b 

W = 2n log -B' (~+ Xl + Yl i) -B' (X - Xl - Y1 i) , 
1 20 1 2b 

und unter dem Zeichen log steht der Quotient zweier konjugiert 
komplexer' Größen, also eine Größe vom absoluten Betrage 1, 
deren Logarithmus N uU oder rein imaginär ist; !Re W verschwindet 
also. Setzt man ferner X = 0, so erhält man 

-B' (Y i + Xl - Y1 i) -B' (yi - Xl + YI i) 
1 I 2b 1 2b 

W = 2:n: log -B' (Y i + Xl + Y1 i) -B' (Y i-Xl - YI i) 
1 2b I 2b 

und unter dem Zeichen log steht wiederum eine Größe vom ab­
soluten Betrage 1. 

Vermehrt man ferner in dem Ausdruck W die Größe 13 um 
b oder ci, d. h. X um b oder Y um c, so erhält man aus den 
Formeln, die die vier Funktionen -B' ineinander überführen 

-B'2 (13 + Zl) -B'2 (13 - Zl) 
W(z+b)=_1_ 10g 2b 2b, 

2:n: -B'2 (ztbZI )-B'2(13 2-/1) 

-B' (13 + Zl) -B' (13 - ZI) 
W(z+ic) = _I_log 0 2b 0 2b . 

2:n: -B' (13 + 131) -B' (13 - 131 ) 
o 2b 0 26 

K n e s er, Integralgleichungen. 2. Auf!. 11 
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Aus diesen Gleichungen folgt wie oben, daß der reelle Teil der 
Größen W(z+b), W(z+ic) verschwindet, wenn man x = ° 
oder y = ° setzt; das bedeutet aber, daß die Größen \Re W ver­
schwinden, wenn man x = h oder y = c setzt, womit die aus­
gesprochene Behauptung, K(O, 1) verschwinde, wenn der Punkt ° 
dem Rande des Grundgebietes angehört, vollständig erwiesen ist. 

Was ferner die Singularität der Größe K(O, 1) betrifft, die 
auftritt, wenn die Punkte ° und 1 zusammenrücken, so sieht man 
zunächst, daß die Größe W unendlich wird wie 

1 
- 2n log (z - Zl)' 

d. h. sich von dieser Größe um eine an der Stelle z = Zl reguläre 
analytische Funktion von z unterscheidet. Nun gilt die Gleichung 

\Re [- 2.- log (z - Zl)] = 2_ log ~ . 
2n 2n r01 ' 

die Größe K (0, 1) = \Re W hat also genau die von der Gree n sehen 
Funktion geforderte Singularität. 

Endlich ist ohne weiteres klar, daß die Größe K (0, 1) als 
reeller Teil einer analytischen Funktion die La p I ace sehe Gleichung 

AK(O, 1) = ° 
erfüllt; hieraus und aus den abgeleiteten Singularitäten und Rand­
eigenschaften folgt nach § 36 die Symmetriegleichung 

K(O, 1) = K(I, 0) 
und damit auch die Gleichung 

.d1 K(0, 1) = 0. 

Hiermit ist die Größe K(O, 1) endgültig als die gesuchte 
Greensehe Funktion nachgewiesen und die allgemeinen Sätze des 
§ 36 zeigen, daß die Funktionen €pmn Lösungen der Integral­
gleichung 

sind. 

€Pmn1 = AmnfK(O, I)€Pmn O•ds 
~ 

Die für diese Größe geltende Darstellung durch die bilineare 
Doppelreihe 2: 2: €Pm» ° . €pm» 1 

Amn 

ist zunächst in jedem Gebiete gleichmäßig konvergent, in dem die 
Differenz Y - Yl über einer festen positiven Grenze verbleibt. 
Denn unter dieser Voraussetzung konvergieren die aus der 
Formel (1) abgeleiteten Summen gleichmäßig, wie bei dieser 
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schon bemerkt ist; dasselbe gilt stets von den Summen (2) des 
§ 38, die auch bezüglich der Zahl m gleichmäßig konvergieren. 
Stellt man daher die bilineare Reihe mit leicht verständlicher 
Symbolik durch die Doppelsumme 

1,00 1,001,00 

~Bm =~~Amn 
'n m n 

dar, so kann zunächst die links stehende Reihe mit vorgeschrie­
benem Grade der Genauigkeit durch 

1,"'1 

~Bm 
m 

ersetzt werden, wobei m1 durch den Genauigkeitsgrad bestimmt 
ist, und ohne die erreichte Genauigkeit wieder zu vermindern, 
vergrößert werden darf. Sodann kann in jedem dieser m1 Glieder 
für B.n die Summe 1,"1 

~Am" 
n 

gesetzt und n1 so gewählt werden, daß die Differenz 
1, nil 1, tnl 1'"1 

~ B m - ~ ~Amn 
m m " 

unter einer vorgeschriebenen Grenze liegt und, wenn n1 vergrößert 
wird, liegen bleibt. Damit ist erreicht, daß für das ganze be­
trachtete Gebiet die Differenz der Größen 

1, 00 1, '"1 1,"1 

~Bm, ~~A",n 
m m .. 

absolut genommen unter der Summe zweier vorgeschriebenen posi­
tiven Größen liegt, also gleichmäßig klein bleibt. Die bilineare 
Reihe konvergiert also gleichmäßig in jedem Gebiet, indem die 
Differenz '/1- '/11 über einer positiven Grenze verbleibt. 

Da nun die Formeln (2) des § 38 in den Stellen 0 und 1 
symmetrisch sind, kann man eine der durchgeführten völlig ana­
loge Schlußreihe für den Fall '/I < '111 entwickeln und aus dieser 
insbesondere das Korollar ableiten, daß auch, wenn die Differenz 
'/11 - '/I über einer positiven Schranke verbleibt, die bilineare 
Reihe gleichmäßig konvergiert. 

Weiter ist aus der Gestalt der Eigenfunktionen ersichtlich, 
daß die Variablen x und '/I keine wesentlich verschiedene Rolle 
spielen; die bilineare Reihe konvergiert also auch gleichmäßig, 
wenn eine der Differenzen x - Xl und Xl - X über einer positiven 
Grenze verbleibt. Da in allen endlichen Reihen, die die Größe 

11* 
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K (0, 1) mit gleichmäßiger Genauigkeit darstellen, die Zahlen 
mll n1 und die ihnen analogen vergrößert werden dürfen, schließt 
man aus den erhaltenen Resultaten leicht, daß die bilineare 
Reihe in jedem Gebiet gleichmäßig konvergiert, in dem der Ab­
stand der Stelle 0 von der festen Stelle 1 über einer positiven 
Grenze bleibt. 

Dieselben Betrachtungen gelten auch, wie man leicht sieht, für 
die Reihen, die aus den unter (1) und in § 38 unter (1) angeführten 
entstehen, indem man gliedweise differenziert; handelt es sich 
doch um analytische Funktionen, die im Konvergenzgebiete der 
Reihen regulär sind. Daraus folgt, daß die bilineare Reihe in 
Gebieten der bezeichneten Art gliedweise differenziert werden darf. 

§ 40. 

Überblick über einige verwandte Fälle. 

Nach der im vorigen Paragraphen benutzten Methode lassen 
sich noch einige ähnliche Aufgaben behandeln, bei denen nur die 
Randbedingungen andere sind. 

Es seien zunächst die Seiten y = 0 und y = c auf der 
Temperatur Null gehalten, die anderen beiden Seiten adiatherman 
bedeckt. Dann gelten für die Eigenfunktionen die Bedingungen 

111=0 !II=C OfJJlx=o OfJJ~"'=b 

cP I . = fJJ i = 0, 0 x = ax I = 0 

und man findet die normierten Ausdrücke 
2 m1tx. n1ty 

fJJm .. O = tbc cos -b- SlD -c-' 

zu denen die Eigenwerte 

1 . n1ty 
fJJo .. = tbc SlD -c-' 

gehören. Man erhält also folgende bilineare Formel: 

. n1ty . n1tYl 
1 00 Sln -- SlD --

K(O, 1) =b2c ~ c c 
~ n ll 1t2 

" eil 
m1tX . m1tx1 • n1ty . n1tYI 

4 I, <Xl I, <Xl C08 -b- cos -b- SlD -c- SlD -c-

+ bc 2.: :2: m91tll n91t9 
m .. ~+C2 
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und vermittelst der oben gebrauchten Formeln, indem man nach 
n summiert, für Y > Yl 

K(O, 1) = Yl (Cbc y) 

mnx mnx1 @5. mn( )15. mnYl 
2 ~ cos -b- cos -b- m -r c- Y m -b-. 

+ n..tt::::.J . mnc 
m m@5m-b-

und für Y < Yl den Ausdruck, der aus dem hingeschriebenen 
entsteht, indem man (x, y) und (Xl> Yl) vertauscht. 

Hieraus folgt weiter wie oben 

K(O, 1) = !Re [iYl~ + -.!_ log 4}1 (W) ~1 (~--;;,!I)J' 
bc 2n 4} (~-=~) 4} ($ + $1) 

1 2b 1 2b 
nc 

und in der 4}-Funktion ist wiederum q = e-bzu setzen. 
Läßt man ferner drei Seiten des Rechtecks adiatherman 

bedeckt sein und hält die Seite x = ° auf der Temperatur Null, 
so haben die Eigenfunktionen die Gestalt 

( 1) nx nny const. COB m - 2 b cos -c-, 

und für die GreenBche Funktion findet man 

1 4}g(zt/1)4}g($ 4b&I)4}2 et/1)4}g e 4b Z1) 
- !R e log ---'---;-----'-------:---'---,:--:--:::----:--_=_'_ 

2n 4}1 C~ t/1) 4}1 e 4/1) 4}1 ($ tb $1) 4}1 (8 4b Z1) 

Hält man umgekehrt drei Seiten des Rechtecks auf der Tem­
peratur Null, während die Seite x = ° adiatherman bedeckt wird, 
so haben die Eigenfunktionen die Form 

( 1) nx . nny 
const. cos m - 2 b sm -c-, 

und man findet die Greensche Funktion 

K(O, 1) 

1 4}2 (Z 4b~) 4}2 (Z t/1) 4}1 ($ tb $1) 4}1 e 4/.1) 
= - !Re log . . 

2 n 4} (Z + $1) 4} (Z - $1) 4} (Z - EI) 4} ($ + $1)' 
9 4b 2 4b 1 \ 4b 1 4b 
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in diesem und dem vorigen Falle ist zu setzen 
nc 

q = e 2b. 

Sind endlich die zusammenstoßenden Seiten x = ° und y = 0 
adiatherman bedeckt, die anderen Seiten auf der Temperatur Null, 
so sind die Eigenfunktionen . 

const. cos (m - ~) nbx cos ( n _ ~ )n/ 

und der Kern ist, wenn q denselben Wert hat wie in den beiden 
vorigen Fällen, der reelle Teil des Ausdrucks 

1 {To (~~tl) {Ta (~) {Tl (~tl+D {T2 etb~l + D 
2n 1og {T (Z+Zl){T (z-t!-'-){T (Z+Zl+!){T (Z+Zl +T)·- + "', 

1 8b 2 8b 0 8b 4 a 8 b 4 

in welchem drei Glieder hinzuzufügen sind, die aus dem hin­
geschriebenen entstehen, wenn man Z + Zl durch einen der Aus­
drücke Z - Zu Z + Zu Z -'cl ersetzt. 

Auch hier ist es leicht, die Gleichungen 
LioK(O, 1) = Li1 K(O, 1) = ° 

zu verifizieren und die Singularität der Größe K (0, 1) als 
Funktion der Stelle ° an der Stelle 1 zu erkennen. 

Ebenso läßt sich aber auch der ausgeartete Fall behandeln, 
daß alle Seiten des Rechtecks adiatherman bedeckt sind. Die 
Eigenfunktionen sind 

2 mnx nny 
qJmn = tri:: cos -b- cos --, 

,be e 
wobei einer der Werte mund n verschwinden darf, nicht aber beide 
zugleich; die Konstante -kann zwar als Lösung der Randwert­
aufgabe angesehen werden, erfüllt aber nachher nicht dieselbe 
Integralgleichung wie die anderen Größen qJmn. 

Mit diesen Ausdrücken erhält man folgende bilineare Reihe: 
nny nnY1 + ~ ~ cos -e- cos -e-

be ~ n2n2 

mnx mnx1 
1 1, '" cos -b- cos ---b-

K(O, 1) = be2: m2 n 2 
m n 

II1nx mnx1 nny rlnY1 
2 1, 00 1,00 cos -b- cos -b- cos -e- cos -e-

+ be 2: 2: ----(--;-m-:-2 -n--=-2 )---
m n n 2 b2 + Ci" 
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und mittels der früher benutzten Hilfsmittel erhält man bis auf 
einen konstanten Summanden, der weggelassen ist, 

K(O, 1) = 2!C ÜP + Y{) 

- 21n ffielog [~I (Z tb ZI ) ~I (Z 2bZI) ~I (Z tbZ1) ~I (Z 2b Z1) l 
Offenbar gelten die Gleichungen 

1 
LloK(O, 1)- bc = ° 

1 
Lli K(O, 1) - bc = 0; 

aus ihnen geht, da bc die Fläche des Grundgebietes ist, nach 
einer in § 37 gemachten Bemerkung hervor, daß - K(O, 1) als 
Temperatur von einer Wärmequelle von der Ergiebigkeit - 1 
herrührt, wenn gleichzeitig im Grundgebiet überall eine für die 
Flächeneinheit konstante Wärmemenge erzeugt wird. 

Die Formeln, mit denen in allen diesen Fällen die Summation 
der doppelt unendlichen Reihen gelingt, sind außer den in § 38 
benutzten die folgenden: 

~cosn(n-ct) = __ 1_ + n~0,f~ (_ n ct< + n) 
....::..... n2 + p,2. 2 p,2 2p,e;mp,n' < ., .. 

I,'" q2n-I cos(2n-1)nz 
4 S 1 _ q2(2Io-I) ----'::-2-n--c:c1 = 

n 
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§ 41. 

Oreensche Funktionen auf der Kreisfläche. 

Durch Aufbau aus den Elementen mittels der bilinearen Reihe 
lassen sich auch die Greenschen Funktionen für die Kreisfläche 
vom Radius Eins einschließlich des ausgearteten Falles bestimmen; 
die Stelle der beim Rechteck benutzten Formeln aus der Theorie 
der elliptischen Funktionen vertreten hier die bilinearen Formeln 
des § 32. 

Transformiert man die Fouriersche Differentialgleichung 
ou -- = a9 L1u ot 

In Polarkoordinaten, und führt, wie in § 36, die Grenzbedingung 

du 
dN+Hu = 0 

ein, so sieht man leicht, daß die Eigenfunktionen 

J,n ü! r) cos m 0, Jm (() r) sin mO 
sind, wobei J,,, die Besselsche Funktion mter Ordnung, meine 
nicht negative ganze Zahl bedeutet und die Konstante (} durch 

die Gleichung (} J:" (} + H J ... (! = 0 

definiert ist. Der Fall H = 00 bedeutet natürlich 

Jm (! = O. 
Die zugehörigen Eigenwerte sind die 009_ Werte (!i, so daß man 
sich auf die positiven Wurzeln beschränken kann. Um die Eigen­
funktionen zu normieren, braucht man die über die Kreisfläche 
erstreckten Integrale 

Pm .. = f dsJm «(!r)2 cos2 mO 

Pm .. = fdsJm«(!~)9sin2mO; 
da d s = r d r d 0, so findet man leicht 

1 

po .. = 2:n: f u.Jo«(!onu.)2du., 
o 

1 

Pm" = Pm .. =:n: f u.Jm«(!m"u.)9da, (m > 0). 
o 

Die bilineare Reihe unseres Problems hat daher folgende Form: 

K(O, 1) = ~ ~ cosm(Ol - (j)Jm«(!~nr)Jm(()mnrl). 
Pmn . (!mn m n 



§ 41. Mehrdimensionale Aufgab~n. 169 

In diesem Ausdruck kann jede der Summationen nach n aus­

geführt werden, indem man rund r 1 durch yx und YX1 ersetzt 
und nach § 32 die dort eingeführten Greenschen Funktionen 
in die bilineare Reihe entwickelt; man erhält, indem man unter 

r r 
s die kleinere der Größen - und -.!.. versteht, bei der Annahme 

r 1 r 
H>O 

1t K(O, 1) 

(1) = _1 __ ~log rr1 + :.s cosm(O - (Jti [sm + m-H (rr1)m] 
2H 4 s L... 2m m+H' 

m 

für den Fall H = 0 aber 

1tK(O,I) 

(2) __ !+rI2+r2_~l rrl+~cosm(8-(jl)[.m+( )"'] 
- 8 4 4 og s ~ 2 m s rrl • 

m 

Die hier erscheinenden Reihen summiert man mittels der 
Formeln 

I,'" fX,mCOS1nß _ 
log Y 1 - 2 fX, cos ß + fX,2 = - ~ --------m- , 

m 

al i 

1,'" m ß ( J H-ld ) 2: fX, cosm _ m -H -ßHi W W 
----illC fX, e ---
m+H l-w ' 

m 0 

und findet bei positiven Werten von H 

K(O l)=-l_+~lo 1/1-2rrlcos(fI-Ol)+r2rt 
, 21tH 21t g r rl-2rr1cos«(J-Ol)+r2 

wobei das letzte Glied wegzulassen ist, wenn H = 00 gesetzt 
wird. In diesem Falle erhält man die in der Theorie des loga­
rithmischen Potentials erscheinende Greensche Funktion der 
Kreisfläche in bekannter Form. In jedem Falle verifiziert man 
leicht die Gleichungen 

Llo K(O, 1) = 0 

Lll K(O, 1) = O. 
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Wenn H = 0 angenommen wird, ergibt sich ebenso 

3 r2 + rr 1 tl , q 

K(O, 1) = - Sn + -4-i- - 2 n log f 1- 2rrl cos ((1 - (Jl) + r2 rj 

1 
- 2n log Vri - 2rrl cos ((1 - (11) + r2 , 

und man erhält die Differentialgleichungen 

1 
doK(O, 1) - - = 0, 

n 
1 

d l K(O, 1) - --- = 0, 
n 

die, da n die Fläche des Grundgebietes bedeutet, unter die in 
§ 37 besonders hervorgehobene Form fallen. Daher ist -K(O, 1) 
die stationäre Temperatur, die von einer Quelle von der Ergiebig­
keit - 1 im Punkte 1 herrührt, wenn gleichzeitig auf dem Grund­
gebiet für jede Flächen- und Zeiteinheit eine konstante Wärme­
menge, etwa als J oulesche Wärme eines galvanischen Stroms, 
erzeugt wird. 

Die in den Formeln (1) und (2) auftretenden Reihen kon­
vergieren übrigens gleichmäßig in jedem Gebiet der Variablen, 
für das der Abstand der Punkte 0 und 1 über einer festen 
Grenze bleibt; denn die Reihen 

~ ~mcosmß 

~ m ' 

können als reelle Teile analytischer Funktionen aufgefaßt werden, 
die regulär sind, solange ~ von 1 oder ß von N uU verschieden 
ist rind (JG den Wert 1 nicht überschreitet. Hieraus folgt auch, 
daß in solchen Gebieten die Reihen gliedweise differenziert werden 
können. Da ferner auch die in § 32 aufgestellten bilinearen 
Entwicklungen jedenfalls in einem Gebiet, in dem rund r1 nicht 
beide unendlich klein werden können, gleichmäßig konvergieren 
und gliedweise differenziert werden könnQn, so konvergiert die 
bilineare Reihe 

2.: fJJ mn 0 . !Pmn 1 
Ämn 

m,n 

in der Tat gleichmäßig in einem Gebiet, in dem der Abstand der 
Punkte 0 und 1 über einer festen Grenze bleibt, und kann in 
diesem Gebiet gliedweise differenziert werden. 
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§ 42. 

Die Oreensche Funktion auf der Kugelfläche. 

Schreibt man die Fouriersche Differentialgleichung der 
Wärmebewegung im Raume 

OU (02U 02U 02U) 
TI = a2 0 x 2 + 0 y2 + 0 Z2 

in räumlichen Polar koordinaten, die mit den rechtwinkligen x, y, Z 

durch die Gleichungen 

x = rcosO, 

y = r sin () cos ()), 

Z = r sin () sin ()) 

verbunden sind, so ergibt sich bekanntlich die Gleichung 

o U a2 { 0 ( 0 U) 1 0 (. 0 U) 1 02 U } 
iSt = r2 0 r r2 0 r + sin (j 0 fI sm () 0 () + sin-20 0 ())2 • 

Nehmen wir an, U sei von r unabhängig, so erhalten wir eine 
Temperaturverteilung, bei der keine Wärme in radialer Richtung 
nach dem Koordinatenanfangspunkte hin oder von ihm wegfließt; 
innerhalb einer unendlich dünnen Kugelschicht mit dem Zentrum 
r = ° bewegt sich die Wärme also gerade so, wie wenn die 
Schicht von innen und außen adiatherman bedeckt wäre. Die 
Temperatur in einer solchen Schicht oder auf einer isoliert ge­
dachten Kugeloberßäche vom Radius 1 und dem Mittelpunkte 
r = 0 erfüllt also die Differentialgleichung 

OU = a2 {_._1_ ~ (sin() OU) + _._1_ 02t~ t 
o t sm 0 MJ '0 0 SIn 2 fI 0 ())2 J ' 

deren rechte Seite wir auch durch a2 L1u bezeichnen wollen. 
N ach der klassischen Methode setzt man 

roT 0 T 0<P 
U = T.<P, O()) = 00 = ~ = 0 

und findet, indem Il eine unbekannte Konstante bedeutet, 

T = e- a2M , 

1 0 (. 0 <P) 1 0 2 <P 
(1) A<P + 1<P = 0, sinO 00 sm() ~ + sin20 0())2 + 1<P = 0. 

Dabei ist 1 so zu bestimmen, daß <P eine auf der Kugelfläche 
überall endliche, stetig und eindeutig bestimmte Funktion des 
Ortes wird. 
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Aus dieser Forderung ergibt sich zunächst 
2 .. r 02W 
J OW2 dw = 0; 
o 

integriert man also die Gleichung (1) nach w und setzt 
2"" 

"lJ! = J wdw, 
o 

so findet man die Gleichung 

1 d (. d"lJ!) 
sin fj d fj sm fJ d fJ + Ä"lJ! = 0, 

!l 42. 

und diese muß eine für 0 = 0 und 0 = 11: endliche Lösung be­
sitzen. Das ist aber genau wieder das Randwertproblem des § 33, 
und man findet sofort 

Ä = n(n+ 1), 

wobei n wie immer eine positive ganze Zahl bedeutet. Außerdem 
kann offenbar noch Ä = 0 und die zugehörige Funktion W einer 
beliebigen Konstanten gleichgesetzt werden. 

Um nun zu einer Integralgleichung überzugehen, bemerken 
wir zunächst, daß für den jetzt durch LI f bezeichneten Ausdruck 
die Greensche Gleichung 

(2) J (fA g - gA fJ d s = J (r (~~ - g : f) d l 

gilt, wenn links über das Innere einer geschlossenen, sich selbst 
nicht schneidenden sphärischen Kurve ~, rechts über diese Kurve 
selbst integriert und durch N die äußere Normale bezeichnet 
wird. In der Tat ist ja der Ausdruck A f nichts anderes, als 
der gewöhnlich so bezeichnete Differentialparameter 

olf olf '02f 
A f = 0 x2 + 0 y2 + 0 Si ' 

in dem nur r = 1 gesetzt und ausgedrückt wird, daß f von der 
Polarkoordinate r unabhängig ist. Man kann daher die Greensche 
Gleichung für einen beliebigen Raum in der Form 

(3) J(fAg-gAOd?: = f (r :iv -g :~)dl1 
ansetzen, indem man durch cl?: und ds Raum- und Oberßächen­
element bezeichnet. Nimmt man das Integrationsgebiet begrenzt 
von zwei Kugeln r = const, von deren Radien der eine kleiner, 
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der andere größer als Eins ist, und einer Kegelfläche mit der 
Spitze r = 0, die durch die Kurve @; geht, so folgt die Glei­
chung (2) unmittelbar aus der Greenschen Formel (3), indem 
man die Integrationen längs der Radien ausführt. 

Nach diesen Vorbereitungen können wir den gesuchten Kern 
bestimmen, und zwar erklären wir ihn nach § 37 als die statio­
näre Temperatur, die durch eine Wärmequelle und eine in jedem 
Element des Grundgebietes auftretende, für die Flächen und 
Zeiteinheit konstante Wärmemenge hervorgerufen wird. Wir 
suchen dann noch zu erreichen, daß der Durchschnittswert dieser 
Temperatur im Grundgebiet verschwindet. Liegt die Quelle speziell 
im Punkte () = 0, so finden wir die gesuchte Temperatur bis 
auf einen konstanten Faktor in der Größe K (x, g) des § 33 für 
den Fall g = 1, also, wenn bund c Konstante bedeuten, in dem 
Ausdruck 

b log (1 - cos ()) + c. 

Hierdurch wird man veranlaßt, wenn die Wärmequelle 1m 
Punkte 1 liegt und r oder genauer rOl der Winkelabstand 01 
ist, den Ansatz 

K(O, 1) = blog(l-cosr)+c = 2blogsin ~ +c+blog2 

zu machen; dabei ist 

cos r = cos () cos ()l + sin () sin ()l cos (fP - fPl)' 

Setzt man speziell 
1 b---- 4:n:' 

1 
c = --(1-100'2) 

4:n: "" 

so folgt aus einer der Gleichungen (4) des § 33 

S K(O, l)dso = 0. 

Ferner kann auf einem kleinen, um den Punkt 1 be­
schriebenen Kreise ~ im wesentlichen gesetzt werden 

1 
K(O, 1) = -2:n:logr, 

und wenn man diesen Kreis als Grenze des außer ihm liegenden 
Restes der Kugelfläche ansieht und die äußere Normale dieses 
Gebietes N nennt, 

dK(O, 1) 1 
dN = 2:n:y' 
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Versteht man daher unter fP eine beliebige, in der Umgebung 
der Stelle 1 mit ihren Ableitungen stetige Funktion des Ortes, 
und integriert über den Kreis ~, so ergibt sich 

f{ fPdK(O~-K(O I)dfP}dl '" -~.21lY.fP1. 
dN 'dN 21lY 

Jt 

Die Greensche Formel, angewandt auf das bezeichnete 
Restgebiet ergibt also, wenn man ~ unendlich abnehmen läßt, 
in der Grenze 
(4) J(fPLlK-KLlfP)ds = fP1. 

Jetzt werde für fP eine Lösung der Gleichung (1), d. h. der 

Gleichung LI fP + A fP = ° 
genommen. Aus dieser ergibt sich mittels der Greenschen 
Formel, angewandt auf fP und 1 und das mehrfach benutzte 
Restgebiet als Integrationsgebiet, da das Linienintegral ver­
schwindet, J LI fP d s = 0, 

also, da A von Null verschieden genommen und die für A = 0 
erhaltene Lösung beiseite gelassen wird, 

J fPds = 0. 

Anderseits findet man leicht 
1 

LlK(O, 1)- 41l = 0; 

also folgt aus der Gleichung (4) die Integralgleichung 

(5) fP1=AJK(0,I)fPO.ds, A=n(n+I). 

Die Diskussion derselben wird wesentlich dadurch erleichtert, 
daß nach der oben für K(O, 1) gegebenen Formel und nach der 
Gleichung (2) des § 34 gesetzt werden kann 

_ 1 1,'" (n+D 
(6) K(O, 1) - 21l2:n(n+l}Pn(COSYol)' .. 
wobei die Gleichung 

cos YOl = cos () COS 01 + sin () sin ()l C08 (9' - 9'1) 
gilt. Denkt man nun für einen Augenblick den Punkt () = ° 
in die Stelle 1 gelegt, so geht die Größe Pn(COSYOl) in Pn(cosO) 
über, ist also Lösung der Legendre8chen Gleichung, die als 
spezieller Fall der Gleichung 

LlfP+n(n+ l)fP = ° 
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aufgefaßt werden kann. Diese ist aber vom Koordinatensystem 
unabhängig; mithin ist P n (COSY01) eine ihrer Lösungen auch bei 
beliebiger Lage des Koordinatensystems. Darans folgt nach dem, 
was soeben gezeigt ist, daß P .. (COSYol) auch eine Lösung der 
Integralgleichung (5) ist, die zu.Dem Eigenwert n(n + 1) gehört; 
diese Größe ist also orthogonal zu jeder von der Stelle ° ab­
hängenden Eigenfunktion y"" die zu einem von n(n + 1) ver­
schiedenen Eigenwert m (m + 1) gehört. 

Multipliziert man nun die Gleichung (6) mit Y"" so ist ihre 
rechte Seite gliedweise über das Grundgebiet integrierbar. Denn 
legt man wieder für den Augenblick den Punkt () = ° in die 
Stelle 1, so kann man zunächst nach ID gliedweise integrieren, 
da diese Größe in der Reihe (6) gar nicht vorkommt. Dann 
aber kann man aus den Entwicklungssätzen des § 33 die Formel 

f+l 1.'" n+ 1 f+l 
F1= K(l,rx.)frx..drx.=2.':n(n+\) Pnrx.·frx.·drx. 

_1 "-1 

entnehmen. Daraus folgt, daß die Reihe (6), mit sin () d () und 
einer beliebigen stetigen Funktion von () multipliziert, nach fJ 
gliedweise integriert werden kann, womit das Behauptete be­
wiesen ist. 

Die einzelnen Glieder der rechten Seite der Gleichung (6) 
sind aber zu Y", orthogonal, mit Ausnahme des zu n = m ge­
hörigen; somit fallen rechts alle Glieder weg mit einer Ausnahme 
und man erhält 

(7) 
m(~"'~ 1) = J Y",K(O, l)ds 

- 1 (m+t) J - 2n m(m+ 1) Y",P".(cosYol)ds. 

Wäre übrigens der Eigenwert, zu dem Y", gehört, überhaupt 
nicht in der Form n(n + 1) enthalten, so erhielte man rechts 
überall 0, also die Gleichung 

j K(O, 1) Y",ds = 0, 

so daß Y", keine Eigenfunktion des Kerns im Sinne der stets 
geltenden Definition wäre. Damit ist gezeigt, daß die Zahlen 
n(n + 1) die einzigen Eigenwerte der Integralgleichung (5) sind. 

Die Gleichung (7) aber zeigt, daß die zu einem bestimmten 
Eigenwert gehörigen Eigenfunktionen der Gleichung (5) Lösungen 
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einer besonderen Integralgleichung sind und als solche alle zu 
demselben Eigenwert gehören. Der Kern dieser Gleichung läßt 
sich nach einer elementaren Formel aus der Theorie der Legendre­
schen Polynome, dem sogenannten Additionstheorem der Kugel­
funktionen, in folgender Form darstellen: 

Pm(COSrOl) = Pf/lx.Pmx1 

2 ~(m-v)!p" P" ( ). + ~ (m + v)! m X ' mXt·COSV rp - fPt , 

dabei ist gesetzt 

P" _ (1- 2)~d"PmX _ . vO~vPmX. 
'" X - a. d xl' - sm cl xl' 

Setzt man diesen Wert von Pm (COSrOl) in die spezielle Inte­
gralgleichung (7), so sieht man, daß Ym , d. h. die allgemeinste 
zum Eigenwert m (m + 1) gehörende Eigenfunktion der Glei­
chung (5), als lineares Aggregat der 2 m + 1 Größen 

(8) Pt/.x, P':;x.sinv91, P':;x.cosv91, v = 1,2, ... m 

dargestellt werden kann. Diese sind sämtlich spezielle Größen Y",; 
in der Gleichung 

(l) 1 = m (m + 1) f «P 0 . K (0, 1) d s 

gehören also zum Eigenwert m (m + 1) genau 2 m + 1 linear 
unabhängige Eigenfunktionen, eben die Größen (8), die nur noch 
nicht normiert sind. 

Man erhält die normierten Funktionen mittels der auf ele­
mentarem Wege aus der Legendreschen Differentialgleichung 
folgenden Gleichungen 

+1 

J P" (X)2 dx = _2 __ (n + v)! 
. n 2n+l(n-v)! 
-1 

und der bekannten Formeln 
2n 2n 

J cos2 V 91 d 91 = .i sins v 91 d 91 = n. 
o 0 

Man sieht aus diesen Formeln, daß man setzen kann 

(2n + 1) p .. (COSrOl) _ ~ 0 1 
4n - ~ 91nv ·91nv , 

v 

wenn 91 .. 0, 91 .. h ••• 91 .. ,2n die zum Eigenwerte n(n + 1) gehörigen 
normierten Eigenfunktionen sind. Dividieren wir beiderseits durch 
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An = n (n + 1) und summieren über die Werte n = 1, 2, ... , so 
erhalten wir die bilineare Formel der Gleichung (6) zufolge in 
folgender Gestalt: 

1 [1 ( ) 1] ~ ~CP .. vO.CPnvl 
- 4n og 1- COSI'Ol + 1- og2 = ~ ~ n(n + 1) . 

n v 

§ 43. 

Wärmeleitung in der Vollkugel. 

Bei der dreidimensionalen Wärmebewegung in einer Voll­
kugel gilt die Randbedingung 

du----
dN+hu = 0, 

wobei N die äußere Normale, h eine positive Konstante bedeutet. 
Die Fouriersche Differentialgleichung tra.nsformiert sich dann 
in die schon in § 42 gebrauchte Form 

ou - = a2 L1u ot 
_ a2 {~ (r2 OU) + _1_ ~ (ainu OU) + _1_ 02 U} 
- r2 or or sin8of/ 08 sin2 8 QW 2 ' 

wobei r, 0, w wie am angeführten Orte die sphärischen Polar­
koordinaten bedeuten. Setzen wir 

u = e- a2 ).t V, oV 
iST = 0, 

so ergibt sich für V die Gleichung 

LlV+l V= ° 
und die Randbedingung 

dV 
dr +h V = 0. 

Substituieren wir ferner 

x = cos 0, V = R,Q,@, 

wobei jeder Faktor eine Funktion der durch den entsprechenden 
kleinen Buchstaben bezeichneten Variablen allein ist, BO erhält 
man die Gleichungen 

d2 H + ! d R + (A _ m (~ + 1)) R = ° 
dr2 r dr r 2 ' 

d2 @ de ( n2 ) 
(1-x2)dx2 - 2x dx+ m(m+l)-1_x2 @=O, 

d2 ,Q, 
dw 2 + n2 ,Q, = 0, 

Kneser, Integralgleichungen. 2. Autl. 12 
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wobei durch mund n Konstante bezeichnet sind. Für diese aber 
ergibt sich leicht, daß sie ganze Zahlen sein müssen, die dann 
offen bar positiv genommen werden können. Für n folgt dies 
daraus, daß .Q notwendig nach dem Argument w die Periode 2 n 
haben muß, für m daraus, daß die zweite Gleichung, da sie durch 
die Substitution 

aus der Legendreschen abgeleitet werden kann, nur dann ein an 
den Stellen x = ± 1 endliches Integral besitzt, wenn n eine ganze 
Zahl ist. Dieses Integral ist dann 

e = P"x = (1-x2)i d"Pmx. 
m dx" 

Da nun auch R an der Stelle r = ° endlich sein muß, 
lehrt die für diese Größe erhaltene Differentialgleichung, daß man 
bis auf einen konstanten Faktor 

R = r- " 2 Jm + '/2 ü,>r) 

setzen kann; die Eigenwerte Q2 oder A werden durch die Gleichung 

dR I r =l 
-d + hR = 0, QJ,',.+'/2 (Q) + (h - DJm +1/2 (Q) = ° 

r ! 

bestimmt, und die positiven Wurzeln dieser Gleichung mögen durch 
Am +,/2 • h Am +,/2• 2, ••• bezeichnet werden. Die Wurzel A = ° führt 
zu einer identisch verschwindenden Funktion R. 

Die Eigeufunktionen sind also, wenn Q2 = Am + '/2." gesetzt wird, 

dabei sind für l" die Werte 0, 1, ... 2m zu nehmen, so daß im 
ganzen 2 m + 1 Eigenfunktionen zu einem Eigenwert gehören. 

Um sie zu normieren, hat man ihr Quadrat mit ~r2drdxdw 
zu multiplizieren, über den Raum der Kugel zu integrieren und 
durch die Quadratwurzel des erhaltenen Integrals zu dividieren. 
Das auszurechnende Integral ist also 

2.n: 1 +1 

A,u = f dw f rdr f dx [p~x. J m +'/2 (Qr) COSl"W] 2, 
o 0 -1 
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oder derselbe Ausdruck, in dem cos durch sin ersetzt ist. Be­
rücksichtigen wir die in § 42 gebrauchte Formel 

und setzen wir 

+1 

j'd [P" ]2 _ (m+I')! 2 
x .m x -(m-I')12m-+f' 

-1 

I 

S rJm+l/z«(!r)2dr = Nm + l/2>n, 
o 

Dasselbe ergibt sich, wenn sin I' (jJ durch cos I' (jJ ersetzt wird. 
Auf Grund dieses Resultats können wir die bilineare Reihe 

bilden, deren Glieder vom Typus 

.Eq;O.q;l 
A 

sind, wobei im Zähler über alle zum Eigenwert 11. gehörigen nor­
mierten Eigenfunktionen summiert wird. Man erhält so den 
Ausdruck 

(1'1'1)-1/, Jm+l/z ('I r) J", +lIz (I.' 1'1)' q; 
21(,1.'2 Nm + 1/20 n ' 

wobei q; durch die Gleichung 

q; = P",I,Pm Xl'(m+ t) 

+2 ~~(m-I')1 1)P" P'" ( ) ~ (m + 1')1 (m + i ",x. mXI' cOSI' q; - q;l 

" = (m + t)P",(COSf01) 

und f01 durch die Gleichung 

cOSfol = XXI + V1- x2V1-xi cos (q; - q;l) 

definiert ist. Die bilineare Reihe geht hiermit in folgende Ge· 
stalt über: 

~ ~ ~ (rrl )_1/2 (m + t)P",(COSf01)Jm+l/2«(!r)J",+1/2«(!rl ). 

21(, m n A", +1/2,n N",+1/2, n 

12* 
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Nach den Formeln in § 32 ist nun die Summation über n 
sofort durchzuführen. Man erhält unter der Voraussetzung 

die Gleichung 
h-ls > 0, r<rl 

Ist r > rl' so ist ~ dureh r l zu ersetzen. Hiernach wird für den 
r l r 

Fall r < r l die bilineare Reihe folgenden Wert erhalten: 

1 0, 00 J rm 2 m + 1 } 
K(O, 1) = 4n ~ I r;."+l - (rrl)m + m +-T (rr l )'" Pm (COS 1'01)' 

Diese Reihe summiert sich mit Hilfe der bekannten Formeln 

1, 0,00 

-;====== = :s Pm x. rxm, V I - 2 rx x + rx 2 m 

1 _ rx2 0,00 

( , ):~ = ~ (2m+ 1)Pm x.rxm + 2, 
V 1 - 2 rx x + rx2 . ~ 

Speziell erhält man für den Fall h = =, also für die Rand­
bedingung 

die Gleichung 
K(O, 1) 

1 [1 1] 
= 4:71: Vri - 2 rr1 cos1'OI + r12 - Vl- 2rrl cos1'01 + rir? • 

Dieser Ausdruck ist die in der Elektrostatik auftretende gewöhn­
liche Greensche Funktion des Vollkugelraumes. Im Falle eines 
endlichen positiven Wertes von h erscheint noch das Glied 
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§ 44. 

Darstellung willkürlicher Punktionen 
auf Orund der allgemeinen Theorie der Integralgleichungen. 

Die bisherigen Sätze über bilineare Reihen bei Greenschen 
Funktionen als Kernen können nicht aus der allgemeinen Theorie 
des dritten Abschnitts abgeleitet werden, wohl aber gilt dies von 
gewissen allgemeinen Sätzen über die Entwicklung willkürlicher 
Funktionen nach den Eigenfunktionen der bezeichneten Kerne, 
sobald diese als brauchbar unstetig im Sinne des § 19 nach­
gewiesen sind. Es handelt sich dabei um folgende Ziele. Ver­
stehen wir unter 0 stets eine im Grundgebiet stetige Funktion 
der beigefügten Stellen und setzen wir 

fP(O, 1) = K(O, 1) 0(0,1), 
F(O, 1) = K(O, 1) K(I,2) U(O, 1,2), 

so ist zu zeigen, daß die Integrale 

S 4J (0, 1) dS17 S F(O, 1) dSt 

im Grundge~iet stetige Funktionen, das erste der Stelle 0, das 
zweite der Stellen ° und 2 sind, und daß in den Integralen 

(1) S S (fJ(0, I)dsds17 SS F(O, I)dsds., SS F(O, l)dsdsll , 

die Integrationen vertauscht werden dürfen. Sind die Behaup­
tungen bewiesen, so kann man die Größen (j auch als stückweise 
stetig annehmen; dadurch gehen die betrachteten Integrale in 
Summen von solchen über, die mit stetigen () und anderen Grund­
gebieten gebildet sind, und die behaupteten Eigenschafteu über­
tragen sich sofort von den Summanden auf die Summe. 

Um nun das gewünschte Ziel zu erreichen, gehen wir davon 
aus, daß im Falle des ebenen Grundgebiets, das wir ~ nennen, 

1 1 
K(O, 1) =-2 log-+O(O,I) 

:n; rOt 

gesetzt werden kann; bei den auf die Größe 4J bezüglichen Be­
hauptungen darf also einfach abkürzend 

1 1 
K(O, 1) = -2 log-

:n; rOt 

gesetzt werden, da die mit (J (0, 1) behafteten Glieder wegen der 
Stetigkeit dieser Größe keine Schwierigkeit machen. Dasselbe 
gilt aber auch von den auf F(O, 1) bezüglichen Behauptungen; 
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denn nach dem vereinfachten Ansatz für K (0, 1) unterscheidet 
sich F(O, 1) von dem ursprünglichen Wert um Glieder wie 

1 1 1 1 
2- log -·8 (0, 1,2), 2- log -. (J (0, 1,2), 

:n; r Ol :n; r21 

die wieder, wenn die auf t1> (0, 1) bezüglichen Behauptungen be­
wiesen sind, keine Schwierigkeit machen, da sie als Ausdrücke 
t1> (0, 1) oder t1> (1, 2) betrachtet werden können. Wir bleiben 
also ganz bei dem abgekürzten Ausdruck für K(O, 1), der alles 
Gewünschte leistet, wenn der Beweis gelingt. 

Bezeichnet man nun durch ~o den Rest, der übrig bleibt, 
wenn vom Gebiet ~ alle die Ungleichung rO l < a erfüllenden 
Stellen 1 bei irgend einer festen Lage der Stelle ° weggelassen 
werden, so ist 

(2) S t1>(0, l)ds1 = S t1>(0, l)ds1 + S C1J(0, 1)ds1 ; 

~ (io r01 <a 

ein Integrationsgebiet wie rOI < a ist hier wie weiterhin immer 
so zu verstehen, daß nur Stellen des Gebiets ~ in Betracht ge­
zogen werden. Verstehen wir aber unter qr eine Größe, die 
zwischen festen von ° und a unabhängigen Schranken liegt, so 
können wir setzen 

(3) ft1>(O, l)ds1 = qrSdsllog~- = qr.'ljJa, 
r01<" '-Ol<a rOl 

und 'IjJ a ist, wenn man über den ganzen Kreis rOl < a integriert, 
eine leicht, wie In § 35, durch a ausdrückbare Größe, für die die 

Gleichnng limljJ a = ° 
gilt und gültig bleibt, wenn nur ein Teil des Kreises in das 
Gebiet ~ fällt nnd als Integrationsgebiet benutzt wird. In der 
Gleichung (2) kann also -der zweite Summand durch passende 
Wahl von a unter eine vorgeschriebene Schranke herabgedrückt 
werden und bleibt unter derselben, wenn die Stelle ° geändert wird. 

Jetzt werde die Stelle ° um eine hinreichend kleine Strecke 
verschoben; dann ändert sich das Gebiet ~o und die in ihm 
stetige Größe tP(O, 1) beliebig wenig, ebenso auch der erste 
Summand auf der rechten Seite der Gleichung (2); die gesamte 

Änderung der Größe l t1> (0, 1) d SI 

setzt sich also aus zwei dem absoluten Betrage nach beliebig 
kleinen Summanden zusammen; diese Größe ist als stetige Funk-
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tion der Stelle 0 erwiesen; dasselbe gilt wegen der Symmetrie 
des Kerns K(O, 1) von dem Integral 

J I]) (0, 1) d s 
(t 

als Funktion der Stelle 1. 
Um nun weiter die Integrale 

J = Jdsfl])(O, l)ds1 J= fdsdl]) (0, l)ds 
~ ~ Ci Ci 

als gleich nachzuweisen, sei ~l der Rest des als Ort der Stelle 0 
betrachteten Gebiets ~ nach Ausscheidung der Stellen 0, für die 
rIo< a; dann sind zunächst die Integrale 

Jo = S ds S I]) (0, l)dsll J,. = f dsd 1])(0, l)ds 
(t (jo Ci (jl 

gleich, Jo = J;,; denn das Integrationsgebiet beider ist die Ge­
samtheit der Stellenpaare 0, 1, in denen r01 > a und im übrigen 
o wie 1 im Gebiet ~ beliebig gewählt werden. In diesem Gebiet 
ist W (0, 1) stetig, die Integrationen also vertauschbar. Weiter 
ist offen bar 

J -Jo -= f ds S IP(O, 1) ds1 , J -J] = J dsd 1])(0, l)ds; 
Ci T01<':' Ii rOI <a 

wendet man also di~ Gleichung (3) an und die aus ihr ent­
stehende, indem man 0 und 1 vertauscht, so ergibt sich 

J - Jo = "lJI.1/J a, :r - J;, = "lJI.1/J a, 

wobei die Zeichen "lJI,1/J vieldeutig gebraucht sind. Da nun Jo = J], 
so folgt auch, daß die Größe 

J-J= "lJI.1/Ja 

gesetzt und mit a beliebig herabgedrückt werden kann, also, weil 
von a unabhängig, verschwinden muß: 

(4) J = J, f ds S q,(0, 1) dS1 = f dsd 1])(0, 1)ds; 
~ 11 ~ Ci 

die auf die Größen I]) (0, 1) bezüglichen Behauptungen sind be· 
wiesen. 

Um nun entsprechende Betrachtungen für die mit F(O, 1) 
gebildeten Integrale durchzuführen, sei ~s das Gebiet, das von ~ 
übrig bleibt, wenn alle Stellen 0, für die r 02 < a' ist, ausgeschieden 
werden; ist 1 die veränderliche Stelle des Gebiets ~, so wird, 
um ~2 zu erhalten, das Gebiet r12 < a ausgeschieden. Dann hat 
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die GrößeF(O, 1) im Gebiet ~2 dieselben Eigenschaften wie W(O,I) 
im Gebiet ~; die Integrale 

S F(O, I)ds1 = S K(O, 1) K(I, 2) {)(O, 1, 2)dsu S F(O, l)ds 
~ ~ ~ 

sind also im Gebiet ~2 stetige Funktionen, der Stelle ° das erste 
und der Stelle 1 das zweite. 

Weiter zeigen wir, daß man setzen kann 

S F(O, I)ds1 = qr,'ljJa, 
r21<a 

wobei die Schranken der Größe qr von a, ° und 2 unabhängig 
bestimmt werden können, Fallen nämlich die Stellen ° und 2 
zusammen, so ist 

f 1 J' 1 1 F(O, 1)ds1 = -4 2 log - . log - 8(0,1, 2)ds1 
:n; r 21 r 20 

"21<a 

= -4\ f (log _I )2 () (0, 1, 2) d SI 
:n; r21 ' 

= qr J (log r~J2 dSI ; 

r21<a 

fallen die Stellen ° und 2 auseinander, so ist offenbar 

f F(O, l)dsl = qrflog~dS17 
r 2\ 

I'21<a ' r21<a 

und in beiden Fällen kann man 'setzen 

(5) J F(O, I)ds1 = qr.'ljJa, 
r21<'a 

lim 1jJa = 0. 
a=O 

Nun ist nach der Definition des Gebiets ~2 

f F(O, l)ds1 = f F(O, I)ds1 + f F(O, l)ds1 ; 

Ii (i2 r21<a 

scheidet man aus dem Gebiet ~2 noch alle Stellen 1 aus, für 
die 1'0; < a und nennt den Rest ~20' 80 ist F (0, 1) in diesem 
stetig und man hat die Gleichung 

(6) jF(O, l)ds1 = f F(O, l)ds1 + f F(D, l)ds1 + f F(O, l)ds1 ; 

(i20 r.l< a rOl<a 

in den letzten beiden Integralen sind nur die in ~ fallenden 
Teile des Integrationsgebiets zu berücksichtigen und etwaige 
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gemeinsame Teile der Gebiete rOl < a und r 21 < a nur einmal. 
Da nun F (0, 1) bezüglich der Stellen 0 und 2 symmetrisch 
gebaut ist, so ist in der letzten Gleichung auch das letzte Glied 
der rechten Seite von der Form 'Ilf.'ljJa, ebenso wie nach (5) das 
vorletzte; beide sind also bei passender Wahl von a absolut so 
klein, wie man will, und bleiben so bei Veränderung der SteUen 0 
und 2. Ändert man diese aber hinreichend wenig, so ändert sich 
das Gebiet ~20 und die in ihm stetige Größe F(O, 1) beliebig 
wenig; dasselbe gilt also von der ganzen rechten Seite der 
Gleichung (6); das Integral 

(7) JF(O,I)ds l 

ist eine im Gebiet @; stetige Funktion der bei den Stellen 0 und 2. 

Da ferner im Gebiet ~2 die Größe F(O, 1) dieselben Eigen­
schaften hat wie <l> (0, 1) im Gebiet @;, so hat man nach der 
Gleichung (4) 

(8) f ds fF(O, 1)ds1 = f dS l f F(O, I)ds. 
(,r2' (,r2 <'2 (22 

Die Gleichung (5) aber ergibt 

(9) f ds fF(O, I)ds1 = 'Ilf.'ljJa, 
(,r2 r.l<a 

und unmittelbar folgt aus der Stetigkeit des Integrals (7) 

(10) J ds f F(O, l)d81 = 'Ilf.'ljJa. 

Addiert man die Größen (9) und (10) zur linken Seite der 
Gleichung (8), so werden in dieser die Integrationsgebiete ~2 
durch ~ ersetzt und man sieht zugleich, was nicht unmittelbar 
ersichtlich ist, 

(11 ) J d 8 f F (0, 1) d 81 = ~~ f d 8 f F (0, 1) d SI' 
(\' (\' (22 (22 

Ebenso findet man leicht, da 

K(I, 2) f K(O, 1) f)(O, 1, 2)ds - K(I, 2) 'Ilf.'ljJa 

'21)<" 
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gesetzt werden kann, 

(12) J dS I J F(O, I)ds = J K(I, 2) "IJf.1jJa.ds l = "IJf.1jJa; 
1>02 '"20< (I 182 

endlich 

J dS I JF(O, l)ds =JK(1,2)dSI JK(O, 1) 0(0, 1,2)ds l 

r21 < " (\' "21< n Ij 

und da hier das innere Integral rechts nach den Sätzen über 
t11 (0, 1) eine stetige Funktion der Stellen ° und 2 ist, 

(13) J dS l J F(O, l)ds = "IJf.1jJa. 
r2t<a (5: 

Addiert man die Größen (12) und (13) zur rechten Seite der 
Gleichung (8), so erhält man die Gleichung 

J d SI J F (0, 1) d S = !~.r d SI f F (0, 1) cl S, 
1>0 1>0 ($2 lV 2 

die verbunden mit den Gleichungen (8) und (11) zu der ge­
wünschten Beziehung führt: 

f ds J F(O, I)dsl = J dS I JF(O, l)ds. 
18 (j (>: (j 

Leichter ist das entsprechende Ergebnis für das dritte der 
Int.egrale (1) zu erzielen; ist ~ der Rest des Gebietes ~ nach 
Ausschluß eines Kreises vom Radius a um den Mittelpunkt 1, so ist 

J dS2 J F(O, I)ds = J K(I, 2)ds2 f K(O, 1)0(0, 1, 2)ds 
18 (>: (j (j 

= J K(I, 2)dsll J K(O,l)O(O, 1,2)ds+ J K(I, 2)0(1, 2)ds2 

(14) 181 (i r12< a 

= J K(I, 2)dS2 f K(O, 1)0(0, 1, 2)ds 
181 (jl 

+ f K(I, 2)ds2 J K(O, 1)0(0, 1, 2)ds + f K(I, 2)0(1, 2)ds2 , 

1>01 rlO < a r12 < a 
wobei 

0(1,2) = f K(O, 1)0(0, 1,2)ds = J t11(0, l)ds 
(j (j 
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nach den für die Größen <P erhaltenen Sätzen eine stetige Funk­
tion der Stellen 1 und 2 ist. Der erste der in der Gleichung (14) 
erhaltenen drei Summanden gestattet die Vertauschung der Inte­
grationen, der zweite und dritte können mit a beliebig herab­
gedrückt werden. Vertauscht man im Ausdruck (14) die Ele­
mente ds und dsu so bleibt der erste Summand derselbe, der 
zweite und dritte behalten die angegebene Eigenschaft; von dem 
ersten unterscheiden sich also beide Integrale 

J dS2 J F(O, l)ds, J ds J F(O, l)ds2 

(t (j' er er 
beliebig wenig, sind also gleich. 

Damit ist die Gre,ensche Funktion K(O, 1) des ebenen 
Gebiets als brauchbar unstetiger Kern im Sinne des § 19 
erwiesen. 

Dasselbe gilt von der Greensehen Funktion des räumlichen 
Gebiets: man braucht nur in der ganzen durchgeführten Schluß­
reihe die Zeichen 

durch 

1 1 
ds, log--, log-, 

rOl r 02 

d'C , 
1 1 1 

r 12 ' ffi 
zu ersetzen. 

Jetzt sind die Sätze des dritten Abschnitts auf die im gegen~ 
wärtigen Abschnitt betrachteten Kerne anwendbar; bestimmte 
Ergebnisse erhält man, wenn man Begriff und Eigenschaften der 
quellenmäßigen Funktionen beachtet, wie sie in § 37 entwickelt sind. 

Wichtig ist zunächst die Beziehung 

.dFO = LI f K(O, l)fl.ds l = -fO; 

aus ihr folgt, daß eine im Grundgebiet stetige Funktion nur dann 
zum Kern orthogonal sein kann, so daß 

f K (0, 1) f 1. d SI = 0, 

wenn sie identisch verschwindet. Zum Kern orthogonal ist aber 
nach § 22 jede im Grundgebiet stetige Funktion, wenn sie zu 
allen Eigenfunktionen orthogonal ist; eine zu allen Eigen­
funktionen orthogonale stetige Funktion muß also iden­
tisch verschwinden. Das heißt, aus der Gesamtheit der 
Gleichungen 

ffO.qJn Ü •ds = ° 
folgt die Identität fO = o. 
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Sodann lehren die allgemeinen Sätze, daß jede quellenmäßige 
Funktion auf die Fouriersche Weise nach den Eigenfunktionen 
entwickelt werden kann; nach § 37 folgt hieraus, daß jede die 
Randbedingung erfüllende, auf dem Grundgebiet mit 
ihren ersten Ableitungen stetige Funktion, die stück­
weise stetige Ableitungen zweiter und dritter Ordnung 
besitzt, auf die Fouriersche Weise nach den Eigen­
funktionen entwickelt werden kann: 

1, co 

Fo = 2: anqJn O, 
n 

an = J FO. CPn O•ds , 

das ebene Grundgebiet kann durch das räumliche, ds durch cl.,; 
ersetzt werden. 

Hieraus ergibt s·ich nach der mehrfach gebrauchten Methode 
die Abgeschlossenheitsrelatiop. 

J «(0)2ds = ~ [J (0. qJn O•ds r 
n 

in der (0 eine stetige Funktion bedeutet; sie beruht wesentlich 
auf d~r Möglichkeit, eine stetige Funktion durch quellenmäßige 
annähernd darzustellen. 

Weiter kann jetzt leicht eingesehen werden, daß die An­
zahl der Eigenfunktionen unendlich ist. Denn aus der 
Integralgleichung 

qJ 1 = A J K(O, 1) qJO .ds = A J (;n lo~ r~l + M(O, 1)) qJO .ds, 

in der M stetige Ableitungen jeder Ordnung besitzt, folgt, daß 
die Größe qJ 1 hinsichtlich ihrer Stetigkeitseigenschaften als 
Potential einer Masse von stetiger Dichtigkeit angesehen werden 
kann, also nach den allgemeinen Sätzen der Potentialtheorie 
stetige Ableitungen erster Ordnung besitzt. Danach besitzt aber 
wieder die Dichtigkeit stetige Ableitungen erster Ordnung, also 
das Potential solche zweiter Ordnung usf.; da die Greensche 
Funktion an regulä.ren Stellen nur stetige Ableitungen beliebig 
hoher Ordnung besitzt, gilt dasselbe von den Eigenfunktionen. 
Eben dies würde dann auch von einer linearen Verbindung end­
lich vieler Eigenfunktionen gelten j es könnte also nicht durch 
eine solche Verbindung eine Funktion mit unstetigen Ableitungen 
zweiter Ordnung dargestellt werden, was doch der allgemeine 
Darstellungssatz als möglich feststellt. 
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Beachten wir zum Schluß noch den lösenden Kern 

r(o, 1) = K(O, 1) + J. 2: l(~·::;)· 
n n n 

Die unendliche Reihe ist ebenso in jeder der beiden Stellen ° 
und 1 bei fester Lage der anderen gleichmäßig konvergent, wie 
die Reihe 

die Größen r(O, 1) und K(O, 1) unterscheiden sich also um eine 
stetige Differenz 8(0,1); die Größe r(O, 1) hat dieselben Un­
stetigkeiten wie K (0, 1). Nun gilt die Resolvente 

r(O, 1) = K(O, 1) + J. J r(O, 2) K (2,1) dS2, 

also, da L/K(O, 1) = L/tK(O, 1) = ° ist, 

L/tr(O, 1) = J.L/t J r(O, 2) K(2, 1) dS2 

(15) 

= J.L/t J (K (0,2) + 8 (0,2)) K(2, 1) dS2 

= J.L/t J K(O, 2)K(2, l)ds2 + J.L/tJ 0 (0, 2)K(2, 1) dS2 

= J.L/t K2 (0,1) + J.L/t J 0 (0,2) K(2, 1) ds9• 

Das erste Glied der rechten Seite ist aber leicht auszu­
rechnen; K2 ist von der Art eines Potentials, wie es am Schlusse 
des § 35 betrachtet ist, und damit bleibt, obwohl die Dichtigkeit 
stellenweise unendlich ist, die Poissonsche Gleichung erfüllt. 
Ist K (0, 2) die Dichtigkeit an der Stelle 2, so findet man hiernach 

L/tK2(0, 1) = L/K2(0, 1) = -K(O, 1) 

und nach (15) 

L/1r(0, 1) = -J.(K(O, 1)+0(0,1)) = -J.r(O, 1). 

Die Differentialgleichung 

L/r+J.r=o 

hat also eine die Randbedingnng erfüllende stetige 
Lösung, die als meromorphe Funktion von J. darstellbar 
ist; ihre Pole sind einfach und liegen an den Stellen Än• 
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§ 45. 

Entwicklung unstetiger Funktionen. 

Auf Grund des erhaltenen Resultates lassen sich auch Ein­
sichten darüber gewinnen, inwiefern unstetige Funktionen oder 
solche, die unstetige Ableitungen besitzen, nach den Eigen­
funktionen eines Kerns entwickelt werden können. Diese Sätze 
sind allerdings von speziellerem Charakter als die bisher erhaltenen 
und beziehen sich nur auf den Fall, daß die bilineare Formel 
in gewissem Sinne gilt. 

Wir beschränken uns auf Gebiete von zwei Dimensionen, in 
denen der Kern K(O, 1) unstetig wird wie -(1/2n)logrol' 

Sei dl das Element einer im Grundgebiet verlaufenden Kurve~, 
in welchem der Punkt ° liegt, N die },'ormale, die, wenn die Kurve 
geschlossen ist, nach außen gerichtet sein soll. Die Richtungen N 
und N' seien einander entgegengesetzt. Dann hat von den Integralen 

tP 1 = f dl.{"O.K(O, I), @I =fdl.fo.d~~I) 
,\t .(t 

das erste die Eigenschaften des logarithmischen Potentials einer 
einfach belegten Linie, das zweite ist im wesentlichen das Poten­
tial einer doppelt belegten Linie. Dabei muß die Funktion {"O 
längs der Kurve ~ mit ihrer ersten Ableitung stetig sein und, 
falls die Kurve ~ im Rande des Grunrlgebietes endigt, in diesem 
verschwinden, um Singularitäten zu verhindern. Das Integral tP 
bietet dann, wenn der Punkt 1 die Kurve fi\ passiert, für die in 
normaler Richtung gebildete Ableitung die aus der Potential­
theorie bekannte Unstetigkeit dar: 

dlPl +dtPI __ f1 
dNl dN~ - . 

Das zweite Integral ist selbst in der Weise unstetig, daß die 
Gleichungen 

@i = @ I - t f 1, @a = @ 1 + t f 1 

bestehen; dabei sollen @a und @i die Grenzwerte bedeuten, denen 
sich die Größe @ annähert, wenn man von der Seite, nach der 
die Richtung N hinweist, oder von der entgegengesetzten Seite 
gegen den der Kurve angehörigen Punkt I heranrückt. Ferner ist 
ohne weiteres ersichtlich, daß beide Größen tP und @ außerhalb 
der Linie fi\ im ganzen Grundgebiet dieselben Eigenschaften be-
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sitzen wie die quellenmäßigen Funktionen, insbesondere, daß sie 
die Randbedingungen der Greenscheil Funktion erfüllen. 

Wenn nun die bilineare Formel gilt und die Reihe 

gleichmäßig konvergiert, sobald der Abstand der Stelle ° von der 
festen Stelle 1 über einer festen positiven Grenze bleibt, so kann 
man in dem Integral (]J gliedweise integrieren und erhält die 
Größe (]J 1 nach den Eigenfunktionen rpn 1 entwickelt; doch gilt 
diese Entwicklung zunächst nur außerhalb der Unstetigkeitslinie. 
Man hat also eine spezielle Funktion entwickelt, deren Ableitungen 
in der Kurve ~ die oben angedeuteten Unstetigkeiten besitzt. 

In den von uns näher untersuchten Fällen der §§ 38 bis 43 
ist ferner auch die bilineare Reihe gliedweise differenzierbar in 
dem Sinne, daß die erhaltenen Reihen in demselben Gebiet 
gleichmäßig konvergieren wie die bilineare Reihe selbst. Man 
kann also auch für e eine Entwicklung nach den Eigenfunktionen 
erhalten, also für eine Funktion, die an der Kurve ~ selbst un­
stetig ist. Auch hier bleibt zweifelhaft, ob und in welchem Sinne 
die Entwicklung in der Unstetigkeitslinie selbst gilt. 

Es muß noch festgestellt werden, ob die erhaltenen Ent­
wicklungen Fouriersche sind in dem früher definierten Sinne, 
daß also z. B., wenn 

(]J 1 = ~ a,. rp,. I 
n 

gesetzt wird, die Gleichung 

a,. = f (]J ° . rp,. ° . d s 

besteht. Davon überzeugt man sich leicht auf folgende Weise. 
Man hat zunächst unmittelbar die Gleichung 

a,. = i tO. rp;,.o dl . 
.!t 

Setzt man hier ein 

rp; .. o = f K(O, 2)rp,.2.ds2 , 

so folgt 

a .. =.1 d7otO. i K(O, 2) rpn 2 .ds2• 
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Schließt man nun aus dem Grundgebiet einen beliebig schmalen, 
die Kurve ~ umschließendim Streifen aus und bezeichnet den 
Rest durch ~', so kann man setzen 

I K(O, 2)<pn2.ds2 =J K(O, 2)<Pn 2 . ds2+ E, 

!i' 

und E liegt dem absoluten Betrage nach unter einer Grenze, die 
mit der Breite des ausgeschlossenen Streifens unendlich abnimmt 
und von der Stelle 0 unabhängig ist. Hieraus folgt 

an = E' + j dlofo.j K(O, 2)<Pn 2. ds~, 
.!t r.i' 

wobei E' eine Größe von derselben Beschaffenheit wie E bedeutet. 
Hier können die Integrationen vertauscht werden, so daß man 

erhält I j 
a •• = E' + ds2 • <Pn 2. fO.K(O,2)dlo, 

(j;' .!t 
und da da.s Integral 

IfO .K(O, 2)dlo 
.It 

den Charakter eines Linienpotentials hat, also als Funktion der 
Stelle 2 im ganzen Grundgebiet stetig ist, so kann man in dem 
letzten für a" gegebenen Ausdruck ~' durch ~ ersetzen, ohne 
daß das Integral sich um mehr als einen Betrag E" ändert, der 
wiedernm die Beschaffenheit der Größe E besitzt. So erhält man 
die Gleichnng 

an = E' + E" + I ds s .<Pn 2 . f fO.K(O, 2)dlo 
(j .R 

oder, da E' und E" beliebig klein gemacht werden können, 

a .. = f dss· <p .. 2.f fO.K(O, 2)dlo = f <p .. 2. 02 .dss, 
.!t 

womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 
Genau in derselben Weise läßt sich der entsprechende Nach­

weis für die Reihe @) führen, indem auch bei Funktionen von 
der Art der Größe d KI d N die Integrationen vertauscht werden 
können. 

Der Nutzen, den man aus den Funktionen 0 und @) ziehen 
kann, wennIDan allgemeinere Arten von Funktionen nach den 
Eigenfunktionen entwickeln will, beruht auf folgender Erwägung. 
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F sei eme beliebige Funktion des Ortes im Grundgebiet, die an 
der Kurve ~ eine unstetige normale Ableitung besitzt, so daß 
die Gleichung 

dF dF 
dN + dN' =-fO (1) 

besteht. Die Funktion /0 sei wie oben mit ihrer ersten Ab­
leitung längs der Kurve ~ stetig und verschwinde am Rande des 
Integrationsgebietes, wenn dieser von der Kurve ~ erreicht wird. 
Im übrigen erfülle die Funktion F die Bedingungen, unter denen 
man sie nach § 44 nach den Eigenfunktionen entwickeln kann. 
Dann hat die Differenz F - (lJ, die selbst stetig ist, im ganzen 
Grundgebiet, auch auf der Kurve ~, stetige erste Ableitungen 
und stückweise stetige zweiter und dritter Ordnung und erfüllt 
ebenso wie die Größen (lJ und ® die Randbedingungen der 
Greenschen Funktion. Mithin sind für die Differenz F - (lJ 

sämtliche Bedingungen erfüllt, unter denen sie nach § 44 auf die 
Fouriersche Weise entwickelt werden kann. Da nun dasselbe, 
wie gezeigt, von (lJ gilt, so ist auch die Funktion F in der ge­
wünschten Weise entwickelbarj nur bleibt das Verhalten der 
darstellenden Reihe in der Unstetigkeitslinie ~ zweifelhaft. 

Man hat so gewissermaßen der quellenmäßigen Funktion 
F - (lJ eine besondere, auf die Fouriersche Weise entwickel­
bare Funktion (lJ angefügt, welche die gewünschte Singularität 
der ersten Ableitung hervorruft. 

In ähnlicher Weise kann nun mittels der Funktion ® auch 
eine entwickelbare Funktion hergestellt werden, die selbst eine 
gegebene . Unstetigkeit besitzt. Wäre F in der Kurve ~ unstetig, 
so daß die Gleichung 

(2) Fi-Fa = - fO 

besteht und fO dieselben Eigenschaften besitzt wie zuvor, so wäre 
die Differenz F - ® im Grundgebiet quellenmäßig darstellbar, 
also auf die Fouriersche Weise entwickelbar und dasselbe würde 
wie von ® so auch von der gegebenen Funktion F gelten, wenn 
diese außerhalb der Kurve ~ überall die Eigenschaften der 
quellenmäßigen Funktionen besitzt. 

Da nun ferner in ähnlicher Weise Unstetigkeiten, die in 
mehreren Kurven ~ vorhanden sind, durch Subtraktion mehrerer 
ents prechend gebildeter Ausdrücke (lJ oder ® wegzuschaffen sind, 
so ist folgender Satz bewiesen: Die Funktion F seI in be-

KneBer, Integralgleichungen. 2. Auf!. 13 
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liebig viel en Kurven ~, die entweder geschlossen sind 
oder das Grundgebiet von einem Randpunkte zum andere n 
durchsetzen, sich gegenseitig aber nicht schneiden, un­
stetig, so daß Gleichungen von der Form (2) bestehen. 
In einem anderen System von Kurven ~', das di eselben 
Eigenschaften wie das System ~ aufweise, seien die 
normalen Ableitungen der Funktion F unstetig, so daß 
Gleichungen von der Form (1) bestehen. Außerhalb der 
Linien R, ~' habe die Funktion F stetige erste Ablei­
tungen und stückweise stetige zweiter und dritter Ord­
nung, und sie erfülle die Randbedingung. Alsdann ist 
die Funktion F auf die Fouriersche Weise nach den 
Eigenfunktionen entwickelbar, wobei aber der Wert 
der erhaltenen Reihen in den Kurven ~ und ~' zweifel­
haft bleibt. 

Mit diesem Satze ist das Problem der Entwicklung nach 
den Eigenfunktionen für die Fälle erledigt, in denen keine Rand­
kurven vorhanden sind, wie z. B. für die in § 42 behandelte 
Wärmebewegung auf der Kugelfläche; die nach den erhaltenen 
Sätzen darstellbaren Funktionen dürften für alle Anwendungen, 
die in der mathematischen Physik vorkommen, allgemein genug sein. 

§ 46. 

Anwendung des Weylschen Satzes über Addition von Kernen. 

Nachdem die Greenschen Funktionen als brauchbar nn­
stetige Kerne nachgewiesen sind, können auch die Sätze des § 25 
über Addition von Kernen auf sie angewandt werden. 

Betrachten wir, um Bestimmtes vor Angen zu haben, nur 
Greensche Funktionen, die auf der Randlinie des Grundgebiets 
verschwinden. Das ursprüngliche ebene Grundgebiet ~ enthalte 
in seinem Innern die voneinander getrennten Teilgebiete ~1I 
~lU ••• ~m' Für jedes von diesen, etwa für ~'" wet:'de die Green­
sche Funktion G,,(O, 1) konstruiert und = ° gesetzt, sowie min­
destens eine der Stellen 0 und 1 aus dem Gebiet ~" herausfällt; 
G(O,I) sei die Greensche Funktion des ganzen Gebiets ~. 
Dann ist zunächst die Summe 

l,m 

KI(O, 1) = ~ G,,(O, 1) 
" 
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ein brauchbar unstetiger Kern, und seine Eigenwerte sind die 
Eigenwerte aller Kerne G" (0,1), deren jeder auf das Grund­
gebiet ~" bezogen wird, zusammengenommen. In der Tat sei 

(1) 'q>l ''''Jq>o.(G I (O,l)+ ... +Gm (O,I»)dS 
~ 

eine Eigenfunktion des Kerns KI und liege die Stelle 1 z. B. im 
Gebiet ~I; dann verschwinden G2 (0, 1), ... Gm (0, 1) und man 
erhält, da GI in den Gebieten ~2' ••• ~m verschwindet, 

q>1 = A.J q>0. GI (0, l)ds = A. J q>0. GI (0, l)ds; 
~ ~1 

q> 1 und A. sind also auch Eigenfunktion und zugehöriger Eigen­
wert des Kerns GI im Grundgebiet ~u und umgekehrt leitet man 
aus der letzten Gleichung leicht die Beziehung (1) ab, womit die 
Behauptung betreffs der Eigenwerte des Kerns KI bewiesen ist. 

Wir wollen nun weiter zeigen, daß der Kern 

KII = G- GI - G2 -···- G", 
positiv definit ist; dann ist 

K= KI+KII = G 

und der Satz des § 25 ergibt eine Beziehung zwischen den Eigen­
werten der Kerne G und KI. Zu diesem Zweck führen wir noch 
das Restgebiet ~"'+I ein, das übrig bleibt, wenn aus dem 
Grundgebiet ~ die Teilgebiete ~I' ~lb.'. ~m ausgeschieden werden, 
nennen G"'+I die zugehörige Greensche Funktion und setzen 

L = KII - G",+l. 

Dann ist die Größe L auf dem Gebiet ~ stetig, hat aber an den 
Randlinien der Gebiete ~" unstetige Ableitungen; gehören die 
Stellen ° und 1 z. B. dem Gebiet ~I an, so kann man 

L(O, 1) = G(O, 1)- GI (0, 1) 
setzen und die Unstetigkeiten heben sich weg. Aus der Integral­
gleichung 

q>1 = A.JL(O, 1)q>O.ds (2) 
~ 

folgt aber, indem man nach den Koordinaten der Stelle 1 diffe­
renziert, daß die Größe q> 1 im Innern jedes Gebiets ~" stetige 
Ableitungen besitzt, die sich bestimmten Grenzen annähern, wenn 
die Stelle 1 auf die Randlinie rückt; sind 0' und l' die die Rand-

13* 



196 Fünfter Abschnitt. § 46. 

linien durchlaufenden Stellen und N., Na die beiden Normal­
richtungen, so ist 

(3) o rp + ,0 rp = 1/1 0' 
oN. öNa 

eine auf jeder Randlinie stetige Funktion der Stelle 0'; die tan­
gential längs der Randlinie genommene Ableitung verschwindet 
wegen der Randbedingung, setzt sich also stetig beim Durch­
schreiten der Randlinie fort. 

Da ferner auf den Randlinien alle m + 1 Funktionen G,,(O', 1) 
verschwinden, teils wegen der Randbedingung der Greenschen 
Funktionen, teils weil die Stelle 0' sich außerhalb des Gebiets ~" 
befindet, so gibt die Gleichung (2) 

(4) rp l' = ). J G(I', 0) rp O. ds. 
I;t 

Sei nun ~ die Gesamtheit der Randlinien der Gebiete ~", in 
denen v = 1, 2, ... m ist; sei ferner dl' das zur Stelle 0' ge­
hörige Bogenelement einer dieser Kurven; dann hat die Größe 

tP1 = -2I:n:J G(O', I)1/I0'.d.l', 
<S 

WIe In § 45 erwähnt, den Charakter eines Linienpotentials, dessen 
Unstetigkeit durch die Gleichung 

o tPO' + 0 tpO' = 1/10' 
oN. oNa 

gekennzeichnet wird. Die Differenz tp - rp hat also an den 
Randlinien stetige Ableitungen; sie erfüllt ferner die Gleichung 

A(tP-rp) =0 

und verschwindet ebenso wie tp und rp' auf dem Rande des Ge­
biets ~; man erhält also aus der Potentialtheorie die Gleichung 
tp = rp, d. h. 

(5) rpl = -2~J G(O', I)t/lO'.dl'. 
<S 

Nennen wir nun ~" die im positiven Umlaufssinne durch­
laufene Randlinie des Gebiets ~" für v = 1, 2, ... m, so daß ~ 
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sich aus allen Kurveu Q:v zusammensetzt, so gibt die Gaußsche 
Integraltransformation 

r [(0 CP)2 + (0 CP)2] d S =_ r cP 0' 0 cP 0' dl' J OX oy J '0 Ni ' 
~v ~v 

J[(~:Y+ (~;Y.] ds = - J cpO' ~:N~dl'; 
~m+l ~ 

in letzterer Gleichung ist benutzt, daß cp auf der Randlinie des 
Gesamtgebiets @ verschwindet. Addiert man diese Gleichungen, 
so folgt nach (3) 

(6) H(~:Y+(~;YJdS = -JCPO'.lPO,.dl', 
~ ~ 

Diese Gleichung kombinieren wir mit derjenigen, die sich 
ergibt, wenn der Wert (5) auf der rechten Seite der Gleichung (4) 
eingesetzt wird; setzt man 

G2(O', I') = J G(O', 0) G(I', O)ds, 
~ 

so ergibt sich 
cpl' = ÄJ G2(O', 1')tjJO'.dl'; 

~ 

führt man diesen Wert in die Gleichung (6) ein, indem man die 
Integrationsstelle durch I' bezeichnet, so folgt 

(7) J[(~:Y+ (~;r]dS = ÄJ J G2(O', 1')I/IO'.lP 1'.dl'dl/. 
~ . ~~ 

Anderseits ergibt sich, indem man die Gleichung (5) quadriert, 

(cp 1)2 = 4 ~2 J J G (0', 1) G (I', 1) '1/1 0' .'1/1 l' . dl' dl/, 
~~ 

und indem man über @ integriert, 

J (cp 1)2d Sl = J J G2 (0',1') '1/1 0' .'1/1 I' . dl' dl/; 
~ ~ß 

die Gleichung (7) kann also geschrieben werden 

J[(~:Y+ (~;YJ ds =). J(CPO)2 dS ; 
~ ~ 

jeder Eigenwert Ä, der zum Kern L gehört, ist also positiv, der 
Kern L ist definit-positiv. 
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Dasselbe gilt, wie nach § 36 von jeder Greenschen Funktion, 
von Gm +1 als Kern des Grundgebiets ~m+l; man kann aber auch 
~ als Grundgebiet betrachten, indem man den Kern außerhalb des 
Teilgebiets ~m+l verschwinden läßt; dann bleiben die Eigenwerte 
dieselben, und Gm+1 kann auch als definit-positiver Kern im Grund­
gebiet ~ gelten. Zwei solche Kerne ergeben nun der Hilbertschen 
Grundformel zufolge auch als Summe einen positiv-definiten Kern. 
Ist nämlich die rechte Seite dieser Formel für irgend einen Kern 
stets positiv, so kann kein Eigenwer~ negativ sein; wäre A ein 
solcher und cp x in der Bezeichnung des § 22 die zugehörige 
Eigenfunktion, so brauchte man in der Hilbel'tschen Formel 
nur f x = cp x zu setzen, um rechts den negativen Wert 1/ A 
zu erhalten. Somit ist auch der Kern KII = L + Gm +1 

defini t-posi ti v. 
Erinnern wir uns jetzt der Gleichung K = KI + KlI sowie 

dessen, was oben über die Eigenwerte der Kerne Kund KI fest­
gestellt ist, so führt der Satz des § 25 zu folgendem Ergebnis. 
Scheidet man aus einem Grundgebiet ~ die voneinander 
getrennten im Innern von ~ liegenden Teilgebiete ~ll 

~2' ... ~m aus, und nennt Eigenwerte jedes dieser Gebiete 
diejenigen, die die zugehörige am Rande verschwindende 
Greensche Funktion als Kern ergibt, so liegen unter 
einer beliebigen Schranke mindestens so viele Eigen­
werte des Gebiets ~, wie Eigenwerte der Gebiete ~l! 

~2' ... ~m zusammengenommen. 
Oder, physikalisch ausgedrückt: Schneidet man aus einer 

Membran beliebig viele Teilmembranen heraus, so bleiben mit 
ihrer Schwingungszahl unter einer beliebig gewählten positiven 
Schranke mindestens so viele Eigentöne der Membran, wie Eigen­
töne aller Teilmembranen zusammengenommen. Ein Sonderfall 
ist der Satz, daß bei Verkleinerung einer Membran der tiefste 
Eigenton seine Schwingungszahl nicht verkleinert. 



Sechster Abschnitt. 

Funktionentheoretische Methoden. 

§ 47. 

Thermoelastische Erscheinungen an geraden Stäben. 

Nimmt man bei der Wärmeleitung in einem geraden Stabe, 
der sich von x = 0 his x = 1 erstrecke, auf die Verzerrung 
Rücksicht, bezeichnet durch v die Längsverschiebung irgend eines 
Punktes des Stabes, durch u die Temperatur desselben, durch t 
die Zeit, so gelten nach Duhamel und Franz Neumann die 
Gleichungen 

(1 ) 
02V OU 

c2 _-p-= O· 
ox2 ox ' 

a, b, c, p sind bei kleinen Verschiebungen Konstante. Die erste 
Gleichung sagt aus, daß die zeitliche Änderung der Dilatation 
o vlo x die Temperatur beeinfiußt; die zweite, daß die elastische 
Kraft o2v/ox2 dem Wärmefiuß proportional ist. Sind die Enden 
des Stabes frei oder werden sie festgehalten, so hat man die eine 
oder andere der Randbedingungen 

ov = 0 v = 0; 
ox ' 

für u hat man dieselben Randbedingungen wie 1m ersten und 
vierten Abschnitt. 

Wir nehmen im besonderen an, die Enden des Stabes seien 
fest und werden auf der Temperatur 0 gehalten: 

(2) v 1°' 1 = 0, u 1°' 1 = 0; 

setzen wir noch k2 = a2c2/(c2 + pb2), so erfüllen wir die Glei­
chungen (1) sowie die Randbedingungen (2) durch den Ansatz 

u = e-a2k2t rpx, v = e-a2k2t ([Ix 
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mit den Gleichungen 
- OG2k2 qyx = a2 qy" x + b2OG2k2([J' x, C2([J" X - P qy' x = 0, 

qy 0 = qy 1 = ([J 0 = ([J 1 = o. 
Aus diesen folgt, indem man die erste bestimmt, die zweite un­
bestimmt integriert, 

1 

- OG2k2 f qy (x) dx = a2( qy' 1- qy' 0), C2([J' X = C2 ([J'O + p qy x, 
o 

und indem man die erste Gleichung nochmals benutzt und q2 
= (-I + a2/k2)-1 = c2/b2p setzt, 

1 
qy"x+a2 qyx = -~(qy'l-qy'O), qyO = qyl = o. 

Eine Besonderung bestehe darin, daß der ganze Zustand zur 
Mitte des Stabes symmetrisch sei, also qy x = qy (1 - x); dann 
folgt qy'l = - qy' 0, qy'l/2 = 0; nur die Strecke von x = 0 bis x 
= 1/2 braucht betrachtet zu werden und für sie als Grundgebiet 
erhält man die Randwertaufgabe 

(3) qy" x + OG2 qy X = :~ qy' 0, qy 0 = qy' ~ = o. 

Diese Gleichungen bestimmen qyx bis auf einen willkürlichen kon­
stanten Faktor in der Form 

OGq2 
qy X = 1 - cos OG x + 2 sin OG x, 

und die Randbedingung qy'l/2 = 0 ergibt die Gleichung 

(4) 
• OG 1 OG 

sm- + -OGq2 cos- = 0 
2 2 2 ' 

deren positive Wurzeln OGn seien, und für OG gesetzt qyx in qynx 
überführen mögen. 

Die Temperatur kann auf dem Grundgebiet in der Form 

~ _a2 k2t 
U = ~a .. e n qy"x .. 

angesetzt werden, wobei a" konstante Werte sind, und um für 
t = 0 einen gegebenen Anfangszustand zu erhalten, ist auf dem 
Grundgebiet die Gleichung 

(5) Fx = ::;g an qynx 
" 

zu erfüllen. Nun sind aber die Funktionen qy"x keineswegs unter­
einander orthogonal, so daß die gewöhnliche Fouriersche Koefn.-
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zientenbestimmung versagt. Man erhält einen Ersatz, wenn es 
gelingt, Funktionen 1jJn x zu finden, die mit den fPn x zusammen 
ein biorthogonales System bilden; d. h. daß die Gleichungen 

f fPn x .1jJm x .dx = 0, m =1= n 

gelten, wenn über das Grundgebiet integriert wird. Das System 
heißt normiert, wenn die Gleichungen 

ffPnX.tP"x.dx = 1 

gelten; der Ansatz (5) ergibt dann zunächst als wahrscheinlich 
die Gleichung f 

Fx. tP"x.dx = an. 

Solche Funktionen 1jJn x findet man in unserem Falle, indem 
man eine Differentialgleichung ansetzt, die sich möglichst erfolg­
reich mit der Gleichung (3) durch die Greensche Operation ver­
binden läßt, etwa 
(6) 1jJ" + ß21jJ = 0; 
aus der sich ergibt 

(7) J11
2 ~ 1/2 2 J1/2 

(ß'.l_(f,2) fP1jJdx+ (fPtP'-fP'tP) i = -fP'O tPx.dx 
10 q2 

o 0 

oder, nach den Randbedingungen (3), 
~ ~ 

(ßs -- (f,2) J fP tP d x + fP ~ . tP' ~ - fP' 0 { tP 0 + :2 J 1jJ x . d x} = o. 
o 0 

Jetzt unterwerfe man tP solchen Randbedingungen, daß alle Glieder 
außer dem ersten wegfallen, also 

1/2 

(8) 1jJ' ~ = 0, tP 0 + :2 J tP x. d x = 0; 
o 

die Gleichung (6) ergibt dann bis auf einen von x unabhängigen 
Faktor ß ß 

rbx = cosß(x-D, sin 2 + ~ßq2cos2 = O. 

Die letzte Gleichung stimmt mit der Gleichung (4) überein, 
deren positive Wurzeln (f, .. sind; man kann also (f, = +(f,n, ß = ±(f,m 
setzen, und findet, wenn (f,,, =1= (f,m, die gewünschte Gleichung 

1/. 

J fPn X' tPm x . dx = 0, 
o 
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und da der Größe t/J, ohne die besprochenen Eigenschaften zu 
sch.ä.digen, ein konstanter Faktor beigefügt werden kann, darf 
auch normiert werden, so daß 

112 

J«PnX.rPnx.dX = 1. 

° Die Gleichung (7) zeigt ferner, wie eine Greensehe Funktion 
unseres Grundgebiets gebildet werden kann, die als unsymmetri­
scher Kern einer Integralgleichung dient, deren Eigenfunktionen 
«p .. x sind. Wir setzen G = G (x, ~), G' = 0 G/ox und nehmen an, 
indem wir G den für t/J festgesetzten Randbedingungen unter-
werfen, 112 

G" + Q2G = 0, G'a,~) = 0, G(O,~) + 29fG(X,~)dX = 0, 
(9) q 0 

G' (~ - 0, ~) - G' (~ + 0, ~) = 1. 

Die Greensehe Operation ergibt, indem man die Gleichungen (3) 
heranzieht, die Gleichung (7), in der t/J und ß durch G und Q 
ersetzt sind und ein von der Unstetigkeit der Größe G' her­
rührendes Glied erscheint: 

112 

(Q2 -tx2)f«p X. G(x, ~)dx + «px. G' (x,~) ,§-o = 0, 
i§H 

o 112 

«P .. ~ = (tx!-Q2)J«PnX.G(X,~)dX. 
o 

Ebenso leicht erhält man eine Greensehe Funktion K(x, ~), die 
für die Funktionen rP.. entspreche~des leistet; man setzt für sie 
die für die Größen «P geltende Differentialgleichung mit den Rand­
bedingungen, also die Gleichungen (3) an: 

2 
(10) K"(x,~) + QIK(x,~) = q9 K'(O,~), K(O,~) = K'G,~) = 0; 

außerdem verlangt man die Unstetigkeit 

K'(X,~) I§-o = 1. 
§+o 

Durch Greensche Kombination der Gleichungen (10) und -(6) 
ergibt sich wiederum die Gleichung (7), in der «P durch K ersetzt 
ist und ein von der Unstetigkeit herrührendes Glied hinzutritt: 

1/2 

(QIl_ ßIl) f t/Jx .K(x, ~)dx + t/J~ = 0, 
o 
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womit, wenn ß = Un und 1/1 = 1/In gesetzt wird, die Integral­
gleichung für I/Jn hergestellt ist. 

Ferner kann man noch die Gleichungen (9) und (10), in deren 
letzter ~ durch Tj ersetzt werde, in der Greensehen Weise kom­
binieren; man erhält die Gleichung 

[G(x, ~)K'(x, rJ) - G'(x, ~)K(x, rJ)] 1
11 -

0 

11+ 0 

+ [G(x, ~)K' (x, 1}) - G'(x, ~)K(x, rJ)] IS-o 
s+o 

1/2 

1

1
/2 2 f +[G(x,~)K'(x,1})-G'(x,~)K(x,rJ)]1 = 2K'(0,Tj) G(x,~)dx, 

o. q 
o 

und da wegen der Randbedingungen (9), (10) alle Glieder weg­
fallen außer den von der Unstetigkeit herrührenden, folgt schließlich 

Die Funktionen des biorthogonalen Systems sind also 
Lösungen der Integralgleichungen 

(11) 

1/2 

rpn~ = (U,~-Q2)fG(X,~)rpnX.dX, 
o 

1/2 

'ljJn~ = (U~-Q2)fG(~,X)'ljJnx.dX, 
o 

die mit gemeinsamem, unsymmetrischem Kern gebildet 
sind. 

Daß auch umgekehrt jedes Lösungssystem dieser Integral­
gleichungen ein Paar der definierten Größen rpm 1/In liefert, erkennt 
man, indem man allgemein die Größen 

1/2 1/2 

Fx . f G(x, u)fu.du, t1Jx = f G(u, x)fu. du, 
o o 

quellenmäßige Funktionen erster und zweiter Art, wie wir sie 
nennen, wie bei symmetrischen Kernen untersucht. Man findet 
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sofort aus den Unstetigkeiten der Greenschen Funktion, d. h. aus 
den Gleichungen (9) und (10) 

112 

F"x = -fx+ JGII(X,CX)fcx.dCX, 

• 112 

F'O = J G'(O,cx)fcx.dcx, 
o o 

FO = F'i = 0, 

1 

n..11 - -f' +J 02 G(CX'X)f d 
Y.I X - X ox2 CX. cx, 

o 
112 

(13) tP" x + Q2tPx = - fx, tP' t = 0, tpO + ~JtPx. dx = O. q2 
o 

Ist ()2 von allen Werten cx~ verschieden, und ist fx gegeben, so 
sind durch diese Gleichungen die Größen Fund tp eindeutig fest­
gelegt; denn die Differenz zweier Größen F z. B. würde eine 
Lösung der Gleichungen 

2 
cp" x + Qi cp X = fii cp' 0, cp 0 = cp' i = 0 

ergeben, die nur existiert, wenn Q2 = cx~. Jede Funktion Fx also, 
die mit ihren ersten beiden Ableitungen stetig ist, kann, wenn 
sie die Grenzbedingungen 

FO = F'~ = 0 

erfüllt, als quellenmäßige Funktion erster Art dargestellt werden; 
ebenso als solche zweiter Art jede Funktion tp x, für die 

112 

tp' t = 0, tp 0 + :2 J tp x . d x = 0, 
o 

und dieselben Stetigkeitseigenschaften wie für Fx gefordert werden. 
Man übersieht leicht, daß die Größen F" x und tp" x auf der 
Strecke von 0 bis 1/2 nur stückweise stetig zu sein brauchen, wobei 
dann auch f x stückweise stetig ausfallen 'WÜrde. 

Jetzt seien F, tp ein Lösungspaar der Integralgleichungen 

(2 
(14) Fx = ln] G(x, cx)Fcx.dcx, 

1/2 

tPx = l"JG(cx,X)tPu.dCX; 
o o 
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dann ist Fx in erster, Wx in zweiter Art quellenmäßig dargestellt 
und f x ist im ersten Falle durch An F, im zweiten durch An W zu 
ersetzen. Die Beziehungen (12) und (13) ergeben demnach 

<) 

F" + (An + Q2)F = ;2 F'O, W" + (An + Q2)W = ° 
nebst den dort angeführten Randgleichungen; man muß also nach 
den an die Gleichungen (3) und (6) geknüpften Bemerkungen 

An + Q2 = et~, E'x = !PnX, Wx = 1/Jnx 
setzen, wobei in !pt! und 1/Jn ein konstanter Faktor willkürlich 
bleibt. Die Integralgleichungen (14) haben also jedem Eigenwert 
An entsprechend nur ein einziges, bis auf einen konstanten Faktor 
bestimmtes Lösungssystem F, W. . 

Endlich kombinieren wir durch die Greensche Operation, 
indem wir G(! für G und, wenn Q durch 0 ersetzt wird, K a für 
K schreiben, die Gleichungen 

G~(x, ~) + Q2 G(!(:.r,~) = 0, 

K~(x,~) + 62](a(x,~) = 22 K~(O, n 
q 

und berücksichtigen die .Randgleichungen der Größen G (! und 
K a ; dann ergibt sich 

~ ~ 

J(KaG~-K:;G(!)dX+(Q2_02)JG(!Kadx = ° 
o 0 

und hieraus , , 1 s-O 
[Ka(x, r;) G(!(x,~) - Ka(x, r;) G(!(x, ~)] 

s+o 

+ [Ka(x, r;) G~(x,~) - K~(x, r;) G(!(x, m 1>1- 0 

11+ 0 
112 

+ (Q2 - ( 2) J G(!(x,~) Ka(x, r;)dx = 0, 
o 

oder wegen der Unstetigkeiten der Größen G' und K' 
1/2~ 

Ka(~, r;) - G(!(r;, ~) + (Q2 - ( 2) J GI! (x, ~) Ka(x, r;)dx = 0, 
o 

oder endlich, da K(x, y) = G(y,x), in leicht geänderter Bezeichnung 
1/2 

(15) Ga (x, y) - GI! (x, y) + (Q2 - ( 2) f GI!(et, y) Ga (X, et)d cx = 0; 
o 

das ist die Resolvente der allgemeinen Theorie. 
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§ 48. 

Die funktionentheoretische Methode. 

Der greifbare Ausdruck der Greenschen Funktion Ke(x, g) 
ist aus den Gleichungen 

K'~ + Q2KQ = :2 K~(O, g), K(O, g) = K' (%, g) = ° 
leicht abzuleiten; man muß mit konstanten A, B, ... für den Fall 
x< g etwa setzen 

Ke(x, g) = Acos QX + Bsin QX + E, 
für x> g ebenso 

KQ(x,g) = CcosQx+DsinQx+El1 

und erhält, da ° < g < ~ ist, 
2B 

E=E1 =-, A+E=O, q2 Q 

2B . Q Q 
(1) A + -2- = 0, - C SIll ') + D cos -2 = 0. 

q Q -
Ferner ergibt die Stetigkeit der Größe K e und die Unstetig­

keit der Größe K~ an der Stelle x = g 

(A-C)cosQg + (B -D)sin Q~ = 0, 

- A sin Q ~ + B cos Q ~ + C sin Q ~ - D cos Q ~ = ~; 
Q 

sieht man in diesen beiden und den Gleichungen (1) die Größen 
A, B, C, D als Unbekannte an, so ist die Determinante der 
Koeffizien ten 

1 
2 

° 0 
q2Q 

d= 0 0 
. Q cos .R. - SIll 2 2 

, 
cos Qg sin Q ~ - cosQ~ -sin Qg 

~ sin Q ~ cos Q~ sin () g - COS Qg 

1 
2 

0 0 q2 Q 

A= 
• Q Q . Q cos .R. -Slll- COS 2 - SIll-

:.:l :.:l 2 
0 0 -cosQg - sin Q~ 
0 0 sin Q~ - cosQ~ 

= cos.R. + ~ sin -'l 
2 q2 Q 2' 
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und die Unbekannten haben die Werte 

A = - 9 22 A COS ~ G - ~), 
q ~ LI 

B = p1dcos ~ (~- ~), 

C = ~ ~ cos ~ (sin ~ ~ - q;~ cos ~ ~ ), 

D = ~ ~ sin ~ (sin ~ ~ - q;~ cos ~ ~ ). 

Man erhält so für den Fall x <~ den Ausdruck 
1 

Xe (x, ~) = 22 A [ - 2 cos ~ G - g) (- 1 + cos ~ x) 
q~LI 

+ q2 Q COS ~ G - ~) sin p x], 

207 

also eine gerade meromorphe Funktion von Q. Führen wir statt 
der trigonometrischen Exponentialgrößen ein, so erscheinen im 
Zähler Glieder von der Form eyei, Q eyei, in denen 

±r = i-g, ±r = G-~)+x 
sein kann; da ~ - x .zwischen 0 und t und g + x zwischen 0 und 
1 liegt, hat man stets die Ungleichung 

(2) -t < r < t; 
die Größe ~Ke(x, ~), auf die es ankommen wird, setzt sich also 
zusammen aus Summanden wie 

eye i P eye i 

P=7' Q- ~L1; 
mit Faktoren, die von Q, x und ~ unabhängig sind; dabei ist 

2 LI = rfl2e i (1 + _2_.) + e-ll.ei(l_~) 
q2 Q t q2 ~ ~ 

= e-112ei(1 + ;) (ee i + 1 + ;) 
wobei das vieldeutige Zeichen 1Jf wie immer eine Größe bedeutet, 
deren absoluter Wert unter einer von Q unabhängigen Schranke 
liegt, wie groß auch I ~ I genommen werde. Man kann also setzen 

(3) P _ eyei _ ( 1Jf) t(112+y)e i 

-7- 21 +- 1Jf' 
~ ee i + 1 +­

~ 
und dabei ist nach (2) 

(4) O<i+r< 1. 
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Dies alles gilt aber auch für den Fall x >~; dann zeigt der 
Ausdruck 
K (x 1:) = (q2(J~in(J~ - 2cos(J~)cos(J(t - x) + 2cos(JG -~) 

!! ,5 q2(J2LJ ' 

daß die Größe (J K o (x,~) sich wiederum aus Ausdrücken P und P/ (J 
zusammensetzt, wobei für + 'Y die Werte 

t-~, }-x+~ 

auftreten, die wieder die Ungleichung (2) erfüllen, da jetzt x - ~ 

nicht negativ ist. 
In beiden Fällen x < ~ erreicht übrigens die Größe 'Y die 

Grenzen der sie umfassenden Strecke nur, wenn ~ = 0 oder x 
= ~; bleiben also I ~ I und I x - ~ I über festen Schranken, so gilt 
eine Ungleichung 

(5) E1 < } + 'Y < 1 - E2, 

in der EI und E2 feste positive Werte sind. 
Hier wird nun die elementare Tatsache aus der Funktionen­

theorie wichtig, daß die Funktion 
er. e-(I-C). z------- e' + 1 - 1 + e.:....·' 

wenn 0 < c ~ 1 ist, in der ganzen Ebene der komplexen Größe z 
dem absoluten Betrage nach unter einer endlichen von c unab­
hängigen Schranke verbleibt, sobald man die Pole z = (1 + 2 n) n i 
mit beliebigen einander nicht schneidenden Kreisen, die wir t 
nennen, umschlossen und diese Kreisflächen ausgeschlossen hat. 
Das ist leicht einzusehen, wenn man z = x + yi, x und y reell 
setzt und beachtet, daß in jedem Streifen - b < x < + b die 
Ungleichung I eC'1 < ebc < eb 

gilt, die Größe 11/(1 + &) I aber wegen der Periodizität unter 
einer von c unabhängigen Schranke liegt, und daß in den Ge­
bieten x > b, x < - b beziehentlieh die Ungleichungen 

(6) 

(7) 

I eo' I ec" e-(1-0)" e-b(l-O) -- < -- = ---< -=-----;-
e' + 1 = eZ - 1 1 - e-Z = 1- e-b' 

I eO' I e- bo e-bo 

-e'-+-l ~ -l---e-" ~ 1 - e b 

gelten. Man kann daher unendlich viele Kurven R .. zeichnen, die 
außerhalb der Kreise t verlaufen und bei wachsenden Werten 
von n beliebig viele der Pole z = 1 + 2nni umfassen und auf 
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denen die' Größe I Z I unter einer von n und c unabhängigen 
Schranke verbleibt. Wir wählen die Kurven ~n so, daß der 
kleinste auf ihnen erreichte Wert von I z I mit wachsenden Werten 
von n unendlich zunimmt, daß ferner jede Kurve ~ .. in sich über­
geht, wenn man x mit - x oder y mit -!I vertauscht. 

Setzt man für die Zahl c eine Ungleichung 

(8) Cl < c < 1 - C2 

an, in der Cl und C2 positive Werte sind, so können die Schranken (6) 
und (7) durch passende Wahl von b unabhängig von c unter be­
liebig klein gegebene Werte herabgedrückt werden; ist dies ge­
schehen, so kann man in der Reihe der Kurven ~n so weit gehen, 
daß über den in den Parallelstreifen - b< x< + b hinein­
reichenden Bögen, die man auch bei den festgesetzten Symmetrien 
durch Kreisbögen um den Mittelpunkt s = 0 ersetzen kann, ein 
beliebig kleiner Zentriwinkel steht. Diese Bögen liefern also zu 

dem Integral j Z a. z J' Z d z 
z-~= --~ z' 

.. .,·1--.nn ,n.. Z 

da d z / z i das Differential des Zentriwinkels ist, bei beliebigem 
festem Wert von ~ einen beliebig kleinen Beitrag, und zwar, da 
I ZI in dem angeg.ebenen Sinne beschränkt ist, unabhängig von c. 
Außerhalb des Paralleletreifens liegt aber I ZI unter den Schranken 
(6), (7); also folgt . j Zdz . j ec' dz (9) hm -- = 11m ----.-- =0, 

n=<x> Z - ~ n=<x> (;, + 1 z - ~ 
.!fn .\I'n 

und zwar gleichmäßig für alle Werte c im Gebiet (8). Das gilt 
nicht mehr, wenn c = 0 oder c = 1 gesetzt wird, und hier zeigen 
die Formeln eine bemerkenswerte Unstetigkeit. 

Jetzt werde z = f!i gesetzt, wodurch jede der Kurven t und 
~n in eine Kurve t' und ~~ in der Ebene der komplexen Größe 
f! übergehe. Sobald dann der absolute Betrag eines Pols der 
Greenschen Funktion Gg hinreichend groß ist, liegt derselbe im 
Innern eines Kreises I'; sind doch diese Pole durch die Gleichung 

L1 = 0, cos ~ + ~ sin ~ = 0 
2 q2 f! 2 

bestimmt, so daß bei großen Werten von f! annähernd 

cos ~ = 0, f! = + 2 n:n; + :n; 

KneBor, Integralgleiohungen. 2. Auf!. 14 
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gesetzt werden kann. Die Kurven ~~ umfassen daher bei wachsen­
den Werten von n jede gegebene Menge von Polen der Green­
schen Funktion G61 oder Nullstellen der ganzen Funktion A. Und 
nun sieht man leicht, daß auch die Größe &,61 i jLl auf den Kurven 
~~ beschränkt bleibt, d. h. absolut unter einer von n unab­
hängigen Schranke liegt. Schreibt man nämlich noch für die 
oben eingeführte Größe P den Ausdruck 

_ eyoi ( 'P') e(112+y)oi 1 
P - A = 2 1 + Q . egi + 1 '-g, 

1+ -'P' Q e - ----,--
- l+eo,' 

so ist die Größe (1 + COi)-I, mithin auch e auf den Kurven ~~ 
beschränkt; auf diesen kann also e auch durch 1Jf bezeichnet 
und im ganzen geschrieben werden 

P=~-=2 1+- '---'-' eygi ( 1Jf) e(1!2+Y)61 i 

LI Q 1 + e61' 

Der letzte Bruchfaktor dieses Ausdrucks ist aber, da die Zahl 
1/2 + r nach (4) der Strecke von 0 bis 1 angehört, gen au von 
der soeben betrachteten Form ee. j (1 + c'), also wiederum auf den 
Kurven ~~ beschränkt, und die Schranken sind von c, also von 
r, x und ~ unabhängig. In diesem Sinne ist also die Größe P 
und um so mehr die Größe P / Q beschränkt, mithin auch die 
Größe Q Gg (x, ~), die sich aus endlich vielen Summanden wie P 
und P j Q zusammensetzt. 

Wenn nun überhaupt eine meromorphe Funktion f Q die 
Eigenschaft hat, daß das Produkt Q. f Q auf unendlich anschwellenden 
Kurven wie ~~ beschränkt bleibt und d von allen an verschieden 
ist, 80 gilt offenbar die Gleichung 

(10) lim f fQ·dQ = lim f ~~~. dQ = 0, 
n=ao Q-6 ."=,,, Q-6 Q 

~ ~~ 
und wenn an die Pole der Funktion f Q sind, in deren Umgebung 
die Entwicklung ( 1 ) fQ = (ijn -- +~n(Q-an) 

Q-an 

gilt, wobei (ijn ein Polynom ohne konstantes Glied und ~n eine 
Potenzreihe bedeutet, so hat die ebenfalls meromorphe Funktion 
fQ/(Q - d) an der Stelle Q = a" das Residuum 

~ (ijn (d 1 a,,); 
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liegen also die Pole av innerhalb einer Kurve Sl~, so ist 

_1 .f~~~ = f6- "'V <Sv (_1_), 
2n~ 1,J-6 ~ 6-av , v 

Rn 

und die Gleichung (10) gibt die Cauchysche Teilbruchentwicklung 

f (' = 2: <Sn ( 1 ~-) = lim 2.: <Sv (_ 1 ---), 
n (' an "=00 v Q U v 

in der die Summationsfolge in gewissem Sinne bestimmt ist. Ist 
z. B. f (' eine gerade Funktion und sind die Pole reell und ein­
fach, so liegen zwei entgegengesetzte von ihnen immer innerhalb 
derselben Kurven Sl~, die ja bezüglich der Achsen symmetrisch 
gewählt sind, und die zugehörigen Polynome <S geben eine Summe 

M M 2Ma 
(' - a - (' + a - Q~= a2 ' 

sind oen die positiven Pole und Rn von (' unabhängige Größen, 
so erhält man also eine Teilbruchentwicklung 

f - "'V Rn (x, ~) 
(' - ..:C.J ('2 _ oe 2 , 

im besonderen .." 
K (I:) G (I: "'V Rn (x, ~) ~ 6, X = ~ X, 6) = ~ 2 2 , .. (' -oen 

und da die Schranken der Größe (' G ~ (x,~) von x und ~ unab­
hängig sind, konvergiert diese Reihe ebenso wie der Grenz­
übergang (10) in x und ~ gleichmäßig, solange eine der beiden 
Voraussetzungen x < ~ und x >~ festgehalten wird. 

Die Residuen Rn bestimmen sich leicht aus der Resolvente 
§ 47 (15). Setzt man in dieser, wie offenbar möglich, 

(11) G ~ (x, y) = ~I (x, !~ + !R~ (x, y), 

wobei !R~ an der Stelle (' = "1 in (' regulär ist, so ergibt sich 

«('2 - oe~) Ga (X, y) - R I (x, y) - «('2 - oen!R~ (X, y) 
1/2 

+ «('2 - ( 2) J [RI «(X, y) + (('2 - oe!)!R~ (a, y)] Ga (X, oe) doe = 0, 
o 

also wenn man (' = oel setzt und dann Q für f1 schreibt, 
1'2 

Rdx, y) = (oe! - ('2) J G~ (x, ce) Rdoe, y} d oe; 
o 

14* 
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ebenso ergibt der Ansatz 

G ( _BI (x, y) m ) 
(J x, y) - 2~-2 + ill(J (x, y , 

6 -lXI 

indem man 6 = a l setzt, die Gleichung 
1(2 

RI(x,y) = (lXf-1,)2) J Ge(a,y)RI(x,a)da.~ 
o 

§ 48. 

Das Residuum BI (x, y) erfüllt also als Funktion von x die Integral­
gleichung der Funktion l/JI x, als Funktion von y diejenige der 
Funktion !PI y. Da nun nach § 47 diese Integralgleichungen nur 
je eine bis auf einen konstanten Faktor bestimmte Lösung haben, 
da ferner für a l offenbar jedes IX .. genommen werden kann, so 
folgt, wenn Cn Konstante sind, 

Rn (x, y) = Cn!Pn Y .l/Jn x , 

Sind nun die Funktionen !p" und l/J .. normiert, so daß 
1/2 

J !PR a ·l/Jn a .da = 1, 
o 

so ergibt die Gleichung (11) oder 

G ( Cl fPI Y . l/J I X m ( 
e x, y) = 1,)2 _ a? + ille x, y), 

indem man mit l/JI y multipliziert und integriert und die Integral­
gleichung der Funktion l/Jlx nach § 47 (11) benutzt, 

-1/2 

-l/J)X = Cl l/Jlx + (1,)2-af) J ffie (x,y)1/!ly·dy, 
o 

also, indem man I,) = a l setzt, Cl = - 1 und ebenso allgemein 

Cn = -1, Rn(x,y) = -!pny.1/!RX. 

Damit ist für den unsymmetrischen Kern Ge (x, y) die 
bilineare Formel 

G (x ) = ~1/!nX·.!pnY = ~1/!nX'!Pn1/ 
e ,Y ~). ~ (X2 _ 02 

n n n n ~ 

bewiesen; die Reihe konvergiert im Grundgebiet nach beiden 
Größen x und y gleichmäßig. Multipliziert man mit einer im 
Grundgebiet stetigen oder auch nur stückweise stetigen Funktion 
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f X und integriert, so erhält man die allgemeinste quellenmäßige 
Funktion zweiter Art nach den Eigenfunktionen fJJ .. ·entwickelt: 

~ ~ 

(Dy =J'G(x,Y)fX,dX =.2.: fJJ;Y J·{X,tPnX,dX 
n n. 

o 0 

oder auch 
(D Y = .2: (In fJJn y, 

n 

wobei aus den Integralgleichungen § 47 (11) leicht folgt 
1/2 

an = J (Dx,tPnx,dx, 
o 

wie es nach § 47 gewünscht wird, 
Um die bilineare Reihe auch als gliedweise differenzierbar 

nachzuweisen, beachten wir, daß die Größen eGo (x, y) / e x und 
o Go (x, y)/oy aus Gliedern derselben Form bestehen wie Q Go (x, y), 
also aus Gliedern wie P und P / Q. In der Gleichung 

r PdQ _ _ 2 J /(1/2+Y)OidQ 2 r _~~_ e(1I2~y)oidQ 
J Q - 6 - (1 + eOi)(Q - 6) + J Q (Q - 6) 1 + eoi 
'(l'~.st~ .~~ 

verschwindet das zweite Glied rechts, wie früher, wenn n unend­
lich anwächst, das erste aber nach (10) nur, wenn die Größe 
1/'J. + r von 0 und 1 feste Mindestabstände wahrt; das erfordert 
nach den an die Ungleichung (5) geknüpften Bemerkungen, daß 
die Größen I ~ I und I x - ~ I über festen, wenn auch beliebig klein 
festgelegten Schranken verbleiben, Unter dieser Voraussetzung 
ergibt die Gleichung (9) den gleichmäßig konvergenten Grenz-
übergang . . r Pd Q 

hm -_. =0, 
n="'. Q-l5 

ji' n 

und diese Gleichung bleibt gültig, wenn man P durch PI Q 
ersetzt, schon wegen der Beschränktheit der Größe P auf den 
Kurven ~~, Damit wird klar, daß man für fQ in der Cauchy­
schen Teilbruchentwicklung auch e Go/ex und 0 G%~ schreiben 
darf, daß man also diese Größen in Teilbruchreihen von der Form 

G' (x,~) = ~ Rn (x, Q .0 Go(x,~) = ~ R~(x,l! 
o ....:::..; (X2 _ {}2 ' 0 I: ~ (X2 _ {}2 

n n ~ S nn~ 

entwickeln kann, die aber in x und ~ gleichmäßig nur unter der 
angegebenen Bedingung konvergieren, Daß dabei 

Rn (x, ~) = fJJn ~ .tP~ x, R~ (x, ~) = fJJ~ ~ .tPn X 
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wird, ist aus der Integrierbarkeit dieser Reihen nach x und ~ 

leicht zu übersehen. 
Mit Rücksicht auf die Unstetigkeit der Größen G~ und 

o G e/ 0 ~ sowie auf den oben in § 47 festgelegten Umfang des 
Begriffs der quellen mäßigen Funktion leitet man jetzt nach der 
Methode des § 30 ab, daß jede mit ihren ersten beiden 
Ableitungen auf dem Grundgebiet stückweise stetige 
Funktion Fx, die die Gleichungen FO = F' i = 0 erfüllt, 
na ch de n Eig e nfu n k tion e n f{Jn x auf di e abgeänderte 
Fouriersche Weise entwickelt werden kann . 

.Ähnliches gilt für die Entwicklung nach den Funktionen l/Jn x, 
wobei aber an den Enden des Grundgebiets etwas andere Be­
dingungen zu erfüllen sind. 

§ 49. 

Die Sfurm-Liouvillesche Aufgabe im komplexen Gebiet. 

Sei, wie im vierten Abschnitt, das Sturm-Liouvillesche 
Problem, indem wir uns auf eine besondere Art von Randbedin­
gungen beschränken, durch die Gleichungen 

d2 Tl jO,l 
--+()'-L)V= 0 V! = 0 
d x 2 ' 

ausgedrückt, wobei nun aber L auch komplex sein möge, was 
auch bei Anwendungen bisweilen gefordert wird. Dann versagt 
die Theorie des dritten Abschnitts, da sie wesentlich auf reelle 
V srhältnis8s zugeschnitten ist; dagegen bleibt die fu~ktionentheo­
retische Methode der letzten Paragraphen erfolgreich. 

Wir beginnen mit einer allgemeinen Bemerkung. Wenn die 
Größen P, Q in der Differentialgleichung 

y" + Py' + Qy = 0 

einen komplexen Parameter Q enthalten und 1ll einem gewissen 
Gebiet ® desselben reguläre Funktionen von Q sind, während x 
etwa die Strecke von 0 bis 1 durchläuft, so ist auch jedes Integral, 
dfl,s an der Stelle x = 0 auf eine von l! unabhä.ngige Weise fest­
gelegt ist, im Gebiet ® eine reguläre Funktion von Q. Seien 
etwa y und y' an der Stelle x = 0 gegebenen, von Q unab­
hängigen Werten gleich, dann folgt das Behauptete daraus, daß 
das Integral nach der Methoqe der stufenweise fortschreitenden 
Annäherungen in einer Reihe dargestellt werden kann, die gleich-
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mäßig konvergiert, solange P und Q gewisse Werte nicht über­
schreiten. Im besonderen sei 

d2 V 10 dVio 
dX2+(Q2_ L )V=0, VI =0, d.1J1 = 1, 

und L von Q freij dann kann das Gebiet @ in der Ebene der 
komplexen Zahlen Q beliebig genommen werden und V ist eine 
ganze transzendente Funktion von Q. Dasselbe gilt von dem 
Integral U = Q • V; für das die Gleichungen 

1

0 _ dUi o _ 
U-O, -I-Q dx, 

bestehen, und das wie in § 29 (5) geschrieben werden kann 
x 

U = sin Q x + ~ J L' U' sin Q (x - x') d x', 
o 

wobei L' und U' aus L und U entstehen, indem man x durch x' ersetzt. 
Jetzt sei Q = IX + ß i, IX und ß reell, ß > 0 j dann gibt die 

letzte Gleichung '" 

(1) Ueg ix = --.~-+- L' U'e{}ix·. . dx'. 
e2 {}i'" - 1 1 J e2{}i(x-x'l_1 

2 ~ Q 2 ~ 
o 

Dabei ist offenbar, wenn immer x > ° genommen wird, 
(2) x>x', I e{};'" I < 1, le2 {}i(x-x'll < 1, 

also auch 

(3) le
2 {}i(X-X'l -11 

2i < 1. 

Ist nun L stetig auf einer Strecke von x = ° bis x = a und 
ist a>O, so sei 9 der größte Wert von I Ue{}iXI auf dieser Streckej 
dann gibt die Gleichung (1) a 

g::;;: 1 + I: I J I Lid Xj 
o 

der in § 29 benutzte Liouvillesche Schluß ist anwendbar und 
man findet, sobald I Q I hinreichend groß geworden ist, 

(4) g<I+E, 
wobei E beliebig klein und positiv gewählt sei. Dies gilt sogar, 
wenn I L I bis zur Grenze + 00 integriert werden kann, für die 
ganze positive Achse der Zahlen Xj man hat dann 

9 ( 1-~ (I L I cl X) < 1, 
1 Q I. 

u 
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woraus wiederum die Beziehung (4) folgt, oder auch die Ungleichung 

I Uee ix ! < 2. 

Führen wir diese in die Gleichung (1) ein, so ergeben die Be­
ziehungen (2) und (3) 

. e2 eix - 1 "P' 
(5) Uee'" = ~-+Q' 
wobei I"P'I unter einer endlichen von Q und x unabhängigen 
Schranke liegtj ist z. B. 00 

i Q i > 2 J . L ! d x, 

so ist 9 < 2, und o 

Dabei läuft x von 0 bis a oder auch bis + 00, je nach den Vor­
aussetzungen, die man über L machen kann. 

Die Größe U ist im wesentlichen, was in § 27 durch g; x be­
zeichnet wurde, wenn (! als gegeben, A als gesucht angesehen 
wird und die Randwertaufgabe lautet 

d2 V 
ci x 2 + (A + Q2 - L) V = 0, V = o. 1

0,1 

Um die Greensche Funktion für das von x = 0 bis x = a er­
streckte Grundgebiet zu bilden, muß neben g; x noch eine Funktion 
1jJ x eingeführt werden, die ebenfalls ein Integral der Gleichung 

d2 V 
d xi + (Q2 - L) V = 0 

ist und an der Stelle x = a verschwindet. Führt man x - a 
als neue unabhängige Variable ein, so kann 1jJ x gen au so wie 
vorher g; x definiert werden, nur daß jetzt L durch die Größe 
L = L (a - x) ersetzt wird. Man kann also setzen: 

(6) 1jJx = Aq5(a-x)j 

A ist eine verfügbare Konstante und fj; x erfüllt die Gleichungen 
d2fj; - _ d q5 0 

dx2 + (Q2-L)g; = 0, q50 = 0, dX = Q. 

Die Gleichung (5) ist also anwendbar, indem man U durch q5 x 
ersetzt und ergibt: 

[
e2ei (a- x) - 1 "P' I 

(7) 1/Jx.eei (a-x)=A '). +-j 
'" 2 Q. 
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wenn x von 0 bis a läuft, ist für die Schranken der Größe qr 
maßgebend das Integral auf der linken Seite der Ungleichung 

a '" 

JILldX < JILldX; 
o 0 

jene Schranken können also von a unabhängig festgelegt werden' 
Die Green sche Funktion definieren wir nun nach Anleitung 

des § 27 durch die Gleichungen: 

G (x 1:) _ cp ,x . tb ~ __ < ~ 
,5 - cp' x.1jJ X - cp x. tb' x' x , 

G ( ~) cp ~ • 1jJ x x > ~; 
x, = cp' x . 1jJ x - cp x .1jJ' x' 

der Nenner dieser Brüche ist konstant, also, da x = 0 gesetzt 
werden kann, ' 0 0 A -cp .1jJ = Q.cpa. 

Hiernach erhält man aus den Formeln (5) und (7) für die Gl'een­
sche Funktion im Falle x < ~ den Ausdruck: 

e!! i(s - xl (e2 !! i X_I + fJ! I Q )( (:2 !! i (a - s) - 1 .+ fJ! I Q) 
(8) G(x,~)=- ~iQ(1+fJ!IQ)(e2!!ia-l+yr/Q) , 

und eine Schranke der verschiedenen durch I fJ! I bezeichneten 
Größen ist von x, ~, Q und a unabhängig, sobald I (> I eine ge­
wisse Grenze überschritten hat. 

An diesen Ausdruck knüpfen wir zunächst eine Bemerkung, 
die sich später als wichtig erweisen wird, indem wir den Grenz­
übergang a = + 00 vollziehen unter der Voraussetzung, daß es 
möglich ist, die in G (x,;) nicht vorkommende Konstante Aals 
Funktion von a so zu bestimmen, daß der Grenzübergang 

lim 1jJx = limA ip(a -x) = 1jJ", X 
a=+oo a=+oo 

oder doch wenigstens der Grenzübergang 

lim G(x,;) = G", (x,~) 
a=+", 

konvergiert. Da nämlich, wenn fJ über einer positiven Schranke 
liegt, offenbar die Beziehung 

lim e2!!ia = lim e2ai e- 2{Ja = 0 
a=+", a=+ao 

gilt, da ferner ; - x > 0, also 
I e!!i", I < 1, I e!!i(S-X): < 1, 
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so folgt, daß die nach der Gleichung (8) gebildete Größe 

el.' i (s - x) ( e2 I.' i_I + 'P / Q)( - 1 + qr / Q) 
Q G", (x,~) = 2i(1 + 'P/Q)(-1 + 'P/Q) 

§ 49. 

bei beliebig großen Werten von I Q I beschränkt bleibt; maßgebend 
ist dabei, was wir über die Schranken der Größen I 'PI gesagt 
haben, die von Q, a, .,,; und ~ unabhängig sind. Es gibt also 
eine positive Schranke 9 derart, daß I Q G", (x,~) I < g, sobald j Q : 

eine gewisse Schranke go überschritten hat und ß über einer 
positiven Schranke liegt. 

Doch kehren wir zu endlichen Werten von a zurück. Da 
cp x und t/J x in diesem Falle ganze Funktionen von Q sind, ist G 
eine meromorphe Funktion, die sich nach der in § 48 gebrauchten 
Methode in Teilbrüche zerlegen läßt. Denn im Zähler sind die 
von einem Faktor 'P / Q freien Glieder e{} i u, wobei u einer der 
Werte ~-x, x+~, 2a-~+x, 2a-x-~ ist, die alle, da 
x <~, der Strecke von 0 bis 2 a angehören; man erhält daher 
für Q G (x, ~) eine Anzahl von Gliedern der Form 

el.'i .. (1 + :) 
'P e2 {}ia_l +_0 

Q 

mit konstanten Faktoren, oder indem man diese ändert und 
u = 2ay, z = (2Qa+:n:)i setzt, von der Form 

er(2{}a+n)i(l+ ~) erz(l+ ~) 
p= 'P - 'P; 

(;(21.' a + n) i + 1 + _0 e; + 1 + _0 

Q Q 

dabei ist 0 < Y < 1 j es kann also y = c im Sinne der allgemeinen 
Theorie des § 4tS gesetzt werden. Auf den dort betrachteten 
Kurven ~n ist nun die Größe 1/(1 + e") beschränkt, mithin auch 

. 'I[J" 
@ ___ o_. 

- 1 + e" 

man kann daher für P schreiben 

C". 1 + : tel ( 'P) 
P = c' + 1 . 1 + @ = ez + i 1 + Q , 

Q 
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und die letzte Größe "llf behält die diesem Zeichen zugewiesene Be­
schränktheit jedenfalls auf den Kurven St'" der z-Ebene; die bisher 
geltende Bedingung ß > 0 kann wegfallen, da G (x, g) eine in Q 
gerade Funktion ist. Die Größe P kann also für die gleichbezeichnete 
in § 48 genommen werden, und es folgt wie dort, daß die 
Greensche Funktion in die bilineare Reihe entwickelt 
werden kann und daß diese gliedweise differenziert werden darf. 
Damit sind die Grundlagen für die Darstellungssätze gegeben, 
die hier dieselbe Form erhalten wie bei der reellen Stur m­
Liouvilleschen Randwertaufgabe. Die bei dieser Untersuchung 
benutzte Resolvente für die Greensche Funktion und die Integral­
gleichung für die Eigenfunktionen folgen gen au nach der Methode 
des § 28. 

Daß aber überhaupt Pole der Greenschen Funktion, also 
Eigenwerte, und zwar in unendlicher Anzahl vorhanden sind, was 
in § 28 aus der Theorie der reellen Integralgleichungen geschlossen 
werden konnte, ergibt sich hier funktionentheoretisch aus der 
asymptotischen Darstellung (8); diese ergibt für den Nenn.er der 
Greenschen Funktion bei der Annahme ß > 0 den Ausdruck 

_ . "llf.e- l1ia 
qJa = slllQa+ ----, 

Q 
und da q; a eine in Q ungerade Funktion ist, kann man für den 
Fall ß < 0 die Formel 

_ . "llf.el1ia 
qJa = slllQa+---

Q 

hinzufügen. Jetzt schlage man in der Ebene der komplexen 
Größe Q um die Stellen + n nl a. einander nicht schneidende 
Kreise I±n von gleichem Radius; auf ihnen bleiben dann I sin Q a I 
und I e± 11 i I zwischen endlichen positiven Schranken und man 
kann setzen 

oder kürzer 

wobei die Schranken der neuen Größe 1Jf auch von nunabhängig 
sind. Ist also n und damit Q auf dem Kreise fn hinreichend 
angewachsen, so bleibt die Größe 1 + 1Jf/ Q auf den Kreisen f von 
1 beliebig wenig verschieden, kann also, wenn man sie in der 
Ebene der komplexen Zahlen darstellt, ihr Winkelargument nicht 
ändern, wenn man In durchläuft; das Winkelargument der Größe 
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ij5 a muß sich dann also ebenso ändern wie das der Größe sin Q a, 
d. h. um 2 nj der Kreis fn und ebenso natürlich Ln enthält genau 
eine Nullstelle der Größe ij5 a, sowie n hinreichend groß geworden 
ist. Damit sind unendlich viele Nullstellen des Nenners der 
Greenschen Funktion nachgewiesen. 

Die Ergebnisse dieses Paragraphen bleiben in allem Wesent­
lichen erhalten, wenn man U nicht wie oben, sondern durch die 

Beziehungen dU ;0 ul o = 1 
-d -hUt = 0, 

x I I 
festlegt. Dann geben die Gleichungen (3), (4) des § 27, die von 
der dort vorausgesetzten Realität der Größen L und Q unabhängig 
sind, genau nach der hier gebrauchten Methode 

, e2 !J i '" + 1 1"11' 
Uee'''' = +-. 

2 Q 

Als Grenzbedingung an der Stelle a werde das Verschwinden 
festgehalten. Dann kann 1jJ x wie oben definiert werdenj die 
Greensche Funktion wird, indem wir U = q,x setzen, je nach 
den Fällen x ::S ~ durch die Formeln 

-q,x.1jJ~ -q,~.1jJx 
(9) G(x,~) = q,O.(1jJ'O _ h1jJO)' G(x,~) = q, O.(1jJ/O -h1jJO) 

definiert und im Falle x < ~ in folgender Weise asymptotisch 
dargestellt : 

ee i(s-Ill) (e2ei + 1 + P'/ Q) (e2ei (a- s ) - 1 + 'llJ / Q) 
G (x, ~) = 2 Q (1 + P' / Q) (e2 ei a - 1 + P' / Q) 

Daraus ist ersichtlich, daß die auf den Grenzübergang a = + 00 

bezüglichen Erwägungen insofern bei Bestand bleiben, daß auch 
hier die Größe Q G", (x,~) in demselben Sinne wie oben, wenn ß 
über einer positiven Schranke liegt, beschränkt bleibt. 

§ 50. 
Die Oreensche Funktion im unendlichen Orundgebiet. 

Um die Sturm-Liouvillesche Aufgabe in einem bestimmten 
Falle· für eine unendliche Strecke zu behandeln, und von den 
Entwicklungen nach Eigenfunktionen zu den dem Fourierschen 
Integral nachgebildeten Integraldarstellungen zu kommen, führen 
wir in die Differentialgleichung 

d2 V 
(1) dx2 +(Q2-L) V= 0 
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die Variable s = e-a; ein, so daß die Strecke der positiven Werte 
von x der Strecke von s = 1 bis s = 0 entspri<?ht. Als Funktion 
von s sei nun L analytisch und an der Stelle s = 0 regulär und 
= 0, etwa in der Form - L = bl S + b" S9 + ... entwickelbar, 
so daß das Integral 

einen endlichen Wert hat, entsprechend der in § 49 geltenden 
Voraussetzung, und daß die dort erhaltenen Ergebnisse anzu­
wenden sind. Die Differentialgleichung schreibt sich jetzt, wenn 
man noch W = ys V setzt, 

d2 W 
82 d82-+«(l2+-i-L) W= 0, 

cl 2 W 
(2) 89 dS2 + (bo + bl s + b2 8 2 + ... ) W = 0, bo = (12 + t· 
Die determinierende Gleichung im Sinne der Fuchsschen Theorie ist 

fr = r (r - 1)+ bo = 0 
und hat die Wurzeln + (I i + l; bei der Annahme 

(3) (I = IX + ß i, ß > - t, r = - (I i + t 
hat die Gleichung (2) ein an der Stelle s = 0 verschwindendes 
Integra.l 

(4) W = sr (co + Cl S + ... ), 
und die Koeffizienten C bestimmen sich aus den Rücklaufformeln 

Co bn + Cl bn- l + ... + Cn_l bl + en r(r + n) = 0; 
die Beziehungen . 

f(r+n) = n(n-2(1i), Inr+n)1 = nY41X2 +(n+2ß)2 

zeigen, daß f (r + n) nie verschwindet, da dies IX = 0, n = - 2 ß 
erfordern würde, was nach (3) unmöglich ist. Wenn nun 

(5) ß > 0, I (I i > 1, 
so ist offenbar 

also 
lf(r+n)l> l(ll, 

(6) 

Jetzt seien die positiven Größen d folgendermaßen definiert: 

do > i col, 
dn = doBn + dl B n- 1 + ... + dn-IBI; 
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dann folgt nach (6) 

IC1~i<!cobll<dl' Icl i<d1 ; 

1 cli ~: < ! Co b~ -+- Cl bl i < do B s -+- dlBl, ! C2 ~ < d2, 1 C2 i < d2; 

1 Ca ~ : < ! Co bs -+- Cl b2 -+- C2 bo 1 < da, 
usf.; also allgemein 

(7) i Cn ~ i < dn. 

Die Größen dn sind aber die Koeffizienten einer In einem ge­
wissen Gebiete konvergenten Potenzreihe 

1 B dOB i- .. = do -+- dl S -+- d 2 S2 -+- ... 
- I S - sS - ... 

Hieraus folgt nicht nur, daß die unter (4) aufgestellte Reihe W 
ein ausgedehntes Konvergenzgebiet besitzt, sondern mehr. Kon­
vergiere die Reihe bl S -+- b2 82 -+- ... in einem Kreise um den 
Punkt S = 0, den wir ~ nennen, und sei in ihm 

1 BI S -+- B s S2 -+- ... i < 1; 

dann konvergiert auch die Reihe do + d1 S + ... im Kreise ~ und 
ihr Wert liegt, sowie der Wert ihrer Ableitung, unter einer von 
~ unabhängigen Schranke g, und die Beziehung (7) ergibt 

IQ(c1 s+c2s2+ .. ·)1 <g, !~(cl+2c2S-+-3c8S2+"')1 <go 
Man kann daher, wenn noch Co = 1 genommen wird, setzen 

W = sr (1 + ~), 1 qJ 1 < g. 

Kehren wir also zu den Veränderlichen x und V zurück, so 
hat die Gleichung d2 V 

dx2 +(Q2-L) V= ° 
unter den geltenden Voraussetzungen ein bestimmtes Integral 
von der Form 

(8) 

wobei \p eine Potenzreihe bedeutet, \p 0 = 1 ist, und in dem an­
gegebenen Gebiet, d. h. wenn S im Kreise ~ liegt, 

'IJJ' 'IJJ' 
(9) \p s = 1 + -, \P' s = -

~ ~ 

gesetzt werden darf, wobei I'IJJ'I unter einer von ~ unabhängigen 
Schranke verbleibt, auch wenn man 1 Q 1 unendlich wachsen läßt. 
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Da die Größen d und damit g von Q unabhängig ist, konver­
giert die Reihe W unter der Voraussetzung (5) in Q gleichmäßig, 
ist also als Funktion von Q regulär. Dies gilt aber auch bei der 
allgemeineren Annahme (3), und wenn I Q I ::;;, 1. Denn jedenfalls 
ist dann I (r + n) I> 1, sobald n eine gewisse Schranke k über­
schritten hat; man wählt dann einfach do, d l , ••• db was angeht, 
so, daß immer 

do > I Co I, dl > I Cl I , . . . dk > I Ck I , 
und daß im übrigen die Formel 

d n = doBn + dlBn - l + ... + dn - l BI 

für n> k gilt; man hat dann die Beziehung 

I Cn I < Ico bn I + I Cl bn - l : + ... + ! Cn-l bl I < dn 

und die Größen d ergeben sich als Entwicklungskoeffizienten des 

Bruches d + + 2 + k o el S e2 S +... ek S _ d + d + 
B B - '0 lS "', 1- lS - 2 S2 - ••• 

wenn gesetzt wird 
el' = d l' - do B l' - dl B l' - 1 - ••• - d l' - l BI' 

Die in W auftretende Potenzreihe konvergiert also bei der 
Annahme ß> - i, I Q I <1 und wenn S dem Kreise st', angehört, 
gleichmäßig in Q und ist als Funktion dieser Größe regulär. 
Singularitäten kann sie offenbar nur haben, wenn (r + n) = 0, 
also a = 0, 2 ß = - n, Q = - i n l; diese Stellen kommen nicht 
in Betracht. Für uns ist nur wichtig, daß die Größe tjJ x als 
Funktion von Q in der ganzen Halbebene ß > ° regulär 
ist. Sie verschwindet, wenn ß > 0, für x = + CX) wie e-ß"', 

ist also nach x absolut integrierbar ebenso wie tjJ' x. Bei 
reellen Werten von Q, d. h. wenn ß = 0, verhält sich die 
Größe t/Jx für x = + CX) wie ee;"', ist also beschränkt 
ebenso wie ihre Ableitung. 

Mit t/J x kombinieren wir die in § 49 eingeführte, durch die 

Gleichungen cp ° = 0, cp' ° = Q 

festgelegte Lösung der Gleichung 

(10) cp" + (Q2 - L) cp = 0, 

die eine ganze transzendente Funktion von Q ist, in der übrigens 
die Stelle ° auch durch jede positive ersetzt werden könnte; 
cp x kann, wie jede Lösung, in der Form 

cp x = ee;'" ~1 S + e-e i ", ~2 S 
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geschrieben werden, und die Faktoren der Exponentialgrößen sind 
Potenzreihen von s, also als Funktionen von x bis ins positiv 
Unendliche beschränkt. 

Wir führen weiter eine Greensche Funktion ähnlich der des 
§ 49 ein und setzen, im Falle 6 > x 

q; x. 11-'6 
G!l(r,6) =-tJ.1jJO' 

im Falle x > 6 dagegen 
q; 6.1jJx 

G!l (x, 6) = Q.1jJ 0 ; 

die Funktion G!l (x, 6) ist offenbar in x und 6 symmetrisch. 
Die Größe q;'1jJ - q; 1jJ' ist der Differentialgleichung (10) zu­

folge, deren Lösungen q; und 1jJ sind, konstant, also gleich 

q;' 0.1jJ 0 - q; 0 .1jJ' 0 = q;' 0.1jJ 0 = Q.1jJ 0; 

man findet daher sofort, indem der Ableitun~sstrich sich auf das 
erste Argument bezieht, 

G' (I: _ 0 1:) _ G' (I: + 0 1:) _ q;' 6 .1jJ 6 - q; 6 .1jJ' 6 - 1 !l5,5 !l5,5- (J.1jJ0 -. 

Was nun den Charakter der Größe G!l als Funktion von (J 
betrifft, so ist sie nach dem, was wir über q; x und 1/1 x als Funk­
tionen von Q wissen, in der Halbebene [j > 0 regulär, wo nicht 
etwa 1/1 0 verschwindet. Dies ist zunächst bei reellen Werten (J 
ausgeschlossen, weil sonst 1/1 x sich nur um einen konstanten 
Faktor von der reellen Funktion q; x unterschiede, was nach (8) 
unmöglich ist. 

Wäre ferner 1/1 0 = 0 für einen komplexen Wert von 
(J = '" + [j i, in welchem [j > 0, so hätte die Gleichung 

dsV 
d Xs + «(J2 - L) V = 0 

eine Lösung 1/1 x, die an den Stellen x = 0 und x = + 00 ver­
schwände, an letzterer Stelle mit ihrer Ableitung und so, daß sie 
bis zur Grenze + 00 absolut integrierbar ist. 

Setzt man jetzt voraus, wie es früher meist gescliah, L sei 
reell, so wäre die zu 1/1 x konjugiert imaginäre Größe 1/10 x eine 
die eben angeführten Eigenschaften mit 1/1 x teilende Lösung der 
Gleichung ds v:~ 

dX 2f1 + (I?: - L) Vo = 0, 
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in der (}o = u - fJi gesetzt ist. Man könnte also die Greensche 
Operation anwenden und schließen 

+~ +~ 

j (w w~ -w" wo) d x + «(}; - (2) } W 1/10 d x = o. 
° ° 

Die Integrale können, wie geschrieben, ins Unendliche er­
streckt werden wegen der auf die Stelle x = + 00 bezüglichen 
Eigenschaften der Größen W und Wo. 

Ferner hat man nach der Annahme, die wir widerlegen 
wollen, wO = Wo 0 = 0; das erste Integral in der letzten Gleichung 
ist also einfach 

, , 100 0 W tPo-w Wo ° = 
und bleibt die Gleichung 

+~ 

«(}J - (}i) S W Wo d x = o. 
° 

Hier ist das Integral positiv und endlich; also folgt (}g - (}2 

= 0; (} müßte, weil nicht reell, rein imaginär, (}2 negativ sein, 
etwa = - 1;'2, und 1;' reell. 

Dann hätte die auf die unendliche Strecke von x = 0 bis 
x == + 00 bezügliche Randwertaufgabe 

(11) d2 V 10' +00 d x2 + (Ä - L) V = 0, V = 0 

in V = W x eine Lösung mit negativem Eigenwert Ä = - 1;'2. Das 
wäre denkbar, wenn L auf jener Strecke das Vorzeichen wechselte, 
und zwar könnten, wie besondere auf Sturm zurückgehende Be­
trachtungen zeigen, eine ~dliche Anzahl solcher Lösungen vor­
handen sein. Wenn wir aber, wie früher meist, L positiv oder 
doch nicht negativ annehmen, so ist auch 1;'2 + L positiv und 
eine Lösung ist· unmöglich nach den Betrachtungen des § 26. 
Wird also L auf dem unendlichen Grundgebiet von x = 0 bis 
x = + 00 nicht negativ, so ist keine Eigenfunktion der differen­
tiellen Randwertaufgabe (11) vorhanden, und die Greensche 
Funktion G(J(x, ,) ist als Funktion von (} auf der Halbebene 
fJ > 0 regulär. 

Wir können ferner ihren Wert bei großen Werten von I (} I 
abschätzen, indem wir benutzen, daß nach § 49 die Beziehung 

(12) 

K ne oe r Integralgleichungen. 2. Auß. 15 
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gilt, also nach (8) nnd (9) im Falle x < g, indem man für den 
Quotienten zweier Ausdrücke 1 + 'P/Q einen ebensolchen schreibt, 

Q G (x g) = cpx.tJ;g = [~(e/?i(t+X)_e/?i(§-l'» 
/? , 'IjIO Qi 

+ : e/?i(g-X)] (1 + :). 
Die hier auftretenden Exponentialgrößen sind, da g > x und 

ß > 0, absolut nicht größer als 1, die Schranken der Größen I 'IJf: 
wie in den Gleichungen (9) und (12) von x, g und Q unabhängig; 
es gibt also solche positive Größen g und go, daß all-
gemein i Q G/?(x, g) I< g, 

sobald I Q i > go, ß > O. Diese Ungleichung ist wie die Glei­
chungen (9) nur gesichert, wenn s = c- X dem Kreise ~ angehört, 
d. h. wenn x und g eine gewisse Schranke X o überschreiten. Diese 
darf aber gleich 0 gesetzt werden, indem man X o + x an Stelle 
von x einführt, wodurch sich die ganze Aufgabe nur unwesentlich 
ändert; wie ja schon bei der Betrachtung der Größen cp 0, 'IjI 0 
hervorgehoben wurde, daß man 0 durch einen anderen Wert 
ersetzen kann. 

Jetzt ergibt sich eine besondere Form des Ca uchy schen 
Integrals der Größe G /? als Funktion der komplexen Größe Q. 

Seien Oy positive Konstante, 6 = r + 81:, rund 0 reell, 8 > 0, 
und sei lR der Umfang des Rechtecks mit den Ecken - G\, + 02' 
O2 + i Os, - 01 + i Os im positiven Umlaufssinn; in seinem Innern 
liegt die Stelle 6, sobald die Größen Ov hinreichend groß sind. 
Dann hat man die Formel 

G (x g) = -~J G/?(x, g) d 
a, 2 n ~ Q _ 6 Q, 

91 

und wenn die Größen Ov groß werden, so werden die Teile des 
Integrals über lR, die nicht längs der reellen Achse gebildet sind, 
unendlich abnehmen, da dies von jedem Integral 

J MdQ 
Q (1,> - 6) 

gilt, in welchem M beschränkt bleibt, und M = Q G /? (x, g) gesetzt 
werden kann. 

In der Grenze folgt somit 
+00 

Ga (x, g) = -21 .J G/?(x, n d Q. 
n~ Q-6 

-CI> 
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Ferner ist offenbar 

J GQJx, ~)d " = ° 
,,+6 ' 

tJ! 

227 

da der Integrand im Innern der Umfangslinie !R und auf ihr in 
" regulär ist, und man kann sich auch hier auf die Integration 
längs der reellen Achse beschränken: 

-00 

somit folgt, wenn 6 = l' + ~ i, ~ > 0, 
+00 

(13) Ga (x, ~) = ~f 2" GQ(x, S)d Q. 
2 ni ,,2 - 62 

-00 

§ 5l. 

Die Fourier-Hilbsche Integraldarstellung willkürlicher Funktionen . 

• . - Die Formel 
.~ .. 
in der x > ~ vorausgesetzt wird, zeigt nach dem, was in § 50 
über das Verhalten der Größe tP x festgestellt ist, daß G Q' wenn " 
imaginär, also ß > ° ist, ins positiv Unendliche absolut integriert 
werden kann. Dasselbe gilt von dem Produkt GQ(x, s) Ga (x, 1]), 
wenn " reell und (j imaginär ist; sei fortan (j = l' + ~ i, ~ > 0· 
Der Ableitungsstrich beziehe sich auf das erste Argument; daun 
gelten die Gleichungen 

(1) 
G~(x, s) + (,,2-L) GQ(x, s) = 0, 

G~(x, 1]) + «(j2-L) Ga (x, s) = 0, 

GQ(O, s) = 0, 

Ga (0,1]) = 0, 

aus denen durch Greensche Kombination folgt 

'" f /x I Ga (x, 1]) G~(x, s) - GQ(x, SrG~(x, 1])) dx 
o 

'" 
+ <,,2 - (jS) f GQ (x, S) Ga (X, 1]) dx = 0, 

o 

15* 
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oder, wenn x jede der Größen ~ und r; übersteigt, mit Rücksicht 
auf die Unstetigkeiten der Ableitungen G~ (x,~) und G~ (x, r;) an 
den Stellen ~ und r; 

Ga (~, r;) - Ga(r;, ~) + Ga (x,r;) G~(x,~) - Ga (x, ~) G~ (x, r;) 
x 

+ (Q2 - ( 2) f Ga (x,~) Ga (x, r;) dx = O. 
o 

Hier konvergiert das Integral, auch bei reellen Werten Q, wenn 
man x über alle Grenzen wachsen läßt, während die Größen Ga 
und G~ beschränkt bleiben, Ga und G~ aber verschwinden, und 
man erhält die Fredholm-Hilbertsche Resolvente 

+00 

(2) Ga(~,r;)-Ga(~,r;)+(Q2-62)J Ge(x,~)Ga(x,r;)dx= 0. 
o 

Sei nun weiter F x eine bei positiven Werten von x noch 
näher zu kennzeichnende reelle Funktion; sei FO = 0 und werde 

F"x + (6 2 -L)Fx = - fx 

gesetzt; die G r e e n sche Verknüpfung dieser mit der zweiten 
Gleichung (1) ergibt dann, wenn x > r;, 

x x 

- Fr; + [FiX. Ga (x,r;)-Fx. G~(x,r;)] 1+ f fx. Ga (x, r;) dx = 0, 
o 0 

also, wenn f x stetig und für alle positiven Werte von x beschränkt 
ist, mit geänderter Bezeichnung 

+00 

(3) F~ = J Ga (x, ~)fx. dXj 
o 

das Integral konvergiert wegen des Verhaltens von Ga im Un­
endlichen. Die Funktion Fx erscheint hiermit quellenmäßig 
dargestellt; um die für fx geltende Voraussetzung zu erfüllen, 
werde zunächst festgesetzt, daß Fx mit den ersten beiden Ab­
leitungen stetig und beschränkt sei; wir fügen sogleich noch eine 
weitere Voraussetzung hinzu. 

Multipliziert man die Gleichung (2) mit fr; und integriert, 
so ergibt sich 

+00 +00 +00 

F~ = J Ge(~' r;)fr;·dr; _(,,2_(j'.I) f fr;.dr;J Ge(x,~) Ga (x,r;)dx; 
o 0 0 
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das erste Integral hat einen Sinn, wenn wir die Größen F, F', F" 
ins positiv Unendliche absolut integrierbar voraussetzen, womit 
dasselbe für fx gilt. Wenn nun, was einen besonderen Beweis 
erfordert, die Integrationen im zweiten Integral vertauscht werden 
dürfen, so folgt, mit leicht geänderten Zeichen, 

+00 +00 

(4) Fx = J G{!(~,a)fa.da-(Q2-«12) J G{!(x,a)Fa.da. 
o 0 

Anderseits folgt aus der Gleichung (13) des § 50, indem man 
den dort gegebenen Wert von Ga in die Gleichung (3) einsetzt, 

+00 +00 

(5) F~ = _1_.\' fx. dx J 2 Q G{!(x, ~)dQ 
2 n ~ Q2 _ (j2 ' 

o -00 

und wenn, was noch nachzuweisen ist, die Integrationen ver­
tauscht werden dürfen, indem man ~ und x durch x und a ersetzt, 

+ 00 00 

(6) _ 1 j2 QdQ j', Fx - -2 . -2---2 U{!(x, a)fa.da. 
ltZ Q - «1 

- 00 0 

Setzen wir hier für das innere Integral den Wert, den die 
Gleichung (4) ergibt, so folgt 

und da das erste Integral rechts verschwindet, ergibt sich die 
Hauptformel +00 00 

(7) Fx = :iJ QdQ J G{!(x,a)Fa.da, 
- co 0 

wobei beachtet werde, daß G{!(x, a) auch bei reellen Werten von Q 
nicht reell ist j die Funktion F x ist, wir wiederholen es, wie ihre 
ersten beiden Ableitungen stetig und ins positiv Unendliche 
absolut integrierbar und verschwindet an der Stelle x = o. 

Was nun nachträglich die Vertauschung der Integrationen 
in der Formel (5) betrifft, so kann zunächst das innere Integral 
in die Form j G (x,~) 

{! . d () 
Q-«1 

llt 
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zurückversetzt werden, aus der es oben entstanden ist; das zu 
untersuchende Integral ist dann, indem c eine positive Konstante 
bedeutet, 

(8) 

+00 C +00 

J fx.dx f q!}~X:!~d" = J f·T.dx f~g~X~~d" + J f'x.dx J 
o il! 0 1lI c 1lI 

+00 +00 

=f~J GI!(x,;)fx.dx + Jf.T.dXJ Gg(X,--;)~~ 
,,-6 p-6 

!l! 0 m 
+00 

-J~J Gg(.1:, ;)(x.dx. ,,-6 
!l! c 

Hier übersieht man leicht, daß das zweite und dritte Doppel­
integral beliebig klein gemacht werden können, indem man c 
wachsen läßt, denn I f x I ist bis zur Grenze + oe integrierbar und 

G,,(x,;) = ~JGg(~,_.~~~ 
2:n:1. ,,-6 

il! 

liegt unter einer von x unabhängigen Schranke; "G g (x,;) ist 
auf dem Umfang !R beschränkt, wie weit man auch lR ausdehnen 
möge; in dem Doppelintegral 

+00 

f /" 6J Gg(x,;){x.dx 
1lI 0 

kann das innere Integral als Größe qr /" geschrieben werden, 
wobei die Schranke der Größe qr von der 'Ausdehnung des 
Rechtecks !R unabhängig ist; auch erhält dieses Doppelintegral, 
wenn man - (f für (f schreibt, den Wert Null. Man erhält also, 
indem man !R unendlich ausdehnt, die Form 

+00 +00 

f :2~:2f Gg(x, ;)fx.dx, 
-00 0 

womit die Formel (6) bewiesen ist. 
Ein zweiter Nachtrag muß,. um die Formel (4) zu sichern, 

die Vertauschbarkeit der Integrationen in dem Integral 
+00 +00 

f f'Y/·d'Y/ f Gg(x,;) G,,(x, fJ)dx 
o 0 



§ 51. Funktionentheoretische Methoden. 231 

erweisen. 
Schema 

Wir zerlegen dasselbe nach dem leicht verständlichen 
+00 +00 +00 +00 +00 '1 

J df} J Mdx = J df} J Mdx + J df} J Mdx 
o 0 0 'I 0 0 

und erweisen die Behauptung in jedem der so erhaltenen Aus­
drücke nach derselben Methode; im Integrationsgebiet des zweiten 
Integrals rechts ist dann immer x < f}, und man integriert in 
der x f} - Ebene über den bei gewöhnlicher Zählung zweiten Oktanten. 
Bei der Vertauschung der Integrationen ändern sich die Grenzen, 
und wir behaupten 

+00 1} +00 +00 

(9) J df} J Mdx = J dx JMdf}j 
o 0 0 x 

dabei ist jetzt immer zu setzen 
M - f G ( 1:) JJ,Jx .w" f} 

- f} . !! x, S· (j .w" U ' 

wenn wir bei den zur Bildung der Größe G" benutzten Funk­
tionen f{! und W den komplexen Parameter (j sichtbar machen. 
Nach § 50 kann man nun ansetzen 

W"X = e",xjj3s, f{!"x = e"ix~ls+e-!!ixjj32s, 
wobei auch (! für (j eintreten kann, und die Faktoren jj3 sind als 
Funktionen von x für alle positiven Werte beschränkt; ferner 
sind in den Größen 

e"ix = e- xö • eyir, C-"ix = eXö c-yix , ci!!,X 

alle Exponentiellen mit imaginärem Exponenten, da (! reell ist, 
beschränkt; dasselbe gilt also von G!! (x,~) und man kann setzen 
(10) M = ff} . (NI e(x+'1)Ö + N 2c-(1}-X)Ö), 

wobei die Größen N im ganzen Integrationsgebiet beschränkt, 
d. h. absolut unter einer von x und f} unabhängigen Schranke 
gelegen sind. 

Um nun zum Beweis der Formel (9) zu kommen, schreiben 
wir, unter g eine positive Größe verstehend, 

+00 1} g 1} +00 1} 

J = J d f} J Md x = J d f} J Mdx + J d f} J M d x = J;. + J 2 , 

o 0 0 0 g 0 

+00 +00 g g +00 +00 g +00 

. J = J dx JMdf} = J dx JMdf} + J dx JMdf} + J dx JMdf} 
o x 0 x g x 0 g 

=~+~+J3" 
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dabei sind J v und Jv die Summanden der Summen von Doppel­
integralen in der Folge, wie sie hingeschrieben sind. Offenbar 
ist J;. = ~, da beide Integrale sich über die Fläche des Dreiecks 
erstrecken, das in einer x f/ -Ebene von den Geraden x = 0, 
f/ = g, x = f/ begrenzt wird und M im Endlichen stetig ist, 
so daß die Integrationen vettauscht werden dürfen. Weiter zeigen 
wir, daß durch passende Wahl von 9 die Integrale J2, ~ und Js 
absolut beliebig herabgedrückt werden können; damit wird dann 
die Gleichung (9) oder J = J erwiesen sein. Zu diesem Zweck 
beachten wir zunächst nur die mit dem Faktor NI behafteten 
Teile des Integranden und finden als Teile von J 2, ~ und J;, 

+00 1J +00 +00 

J (f/.e- TJlJ JN1e-",lJ d x , J dx.e-",lJ J N1e- TJlJ ff/·dll, 

9 0 9 '" 
9 +00 J dx.e-",lJ fNle-TJlJff/.df/, 

o x 

die alle drei offenbar beliebig klein werden, wenn 9 hinreichend 
gewachsen ist, da NI ja beschränkt ist und ff/ ins Unendliche 
absolut integrierbar. 

Etwas schwieriger liegt die Sache bei den mit N 2 behafteten 
Teilen. Im Integral J 2 ist das betreffende Integral unter der 
Grenze +00 TJ 

J I ff/ I e- TJlJ df/ f I Nsl e+ xlJ dx; 
9 0 

das innere Integral liegt, wenn z. B. I N2 1 < A und A von x und f/ 
unabhängig ist, unter dem Werte 

eTJlJ-l 
A 6 ' 

also das ganze unter einer Schranke 
+00 

BJlff/ldf/, 
9 

wobei B von 9 unabhängig ist; diese Größe kann also durch 
hinreichend große Werte von 9 beliebig klein gemacht werden. 
In J-; findet man für den zweiten Teil 

+00 +00 . +00. +00 

(11) I f da:. e- Il J N 2 e-'ill ff/·df/ I< A J dx. exil J Iff/ I e-TJbdf/, 
9 IJC 9 X 
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und hier ist nach dem zweiten Mittelwertsatze, da e-1}Ö eine 
monotone Funktion ist, 

+'" "0 

(12) f Ifnl e-1}cl dn = e- xö f Ifnl dn, 
x x 

die rechte Seite der Ungleichung (11) ist also kleiner als 
+'" +00 

A J dx flfnldn. 
9 x 

Diese Größe wird erst dann bei wachsenden Werten von 9 mit 
Sicherheit beliebig klein, wenn wir annehmen, die Größe 

+'" 
flfnldn 
x 

sei als Funktion von x ins positiv Unendliche integrierbar. Dazu 
genügt es, wenn die Funktionen E'x, F'x, FI/ x sich im positiv 
Unendlichen verhalten wie eine Potenz :x;-k, in welcher k> 2; 
d.h. wir setzen fest, daß die Größen xklFxl, xkIF'xl, xklF"xl 
im positiv Unendlichen beschränkt bleiben. Alsdann wird 
auch das ganze Integral J; bei wachsenden Werten von 9 be­
liebig klein .. 

Dasselbe Verhalten ist jetzt auch an dem mit Ni behafteten 
Teil des Integrals J3 zu erkennen; er erfüllt zunächst die Un­
gleichung 

9 +'" 9 +'" 
I f dx.e+ xcl f NlJ,e-1}Ö fn .dn i <A f ezödx J e-1}Ölf1'}1 dn, 
o 9 0 9 

deren rechte Seite nach .(12) kleiner· ist als 
9 +00 +'" 

(13) A f dx Jlfnldn<Agflfnldn. 
o 9 9 

Bei großen Werten von x kann man aber nach den jetzt geltenden 
Voraussetzungen, wenn B eine Konstante bedeutet, 

B 
Ifnl <nk 

daraus folgt setzen; 
+'" 
J. B 

9 Ifnl dn«k_1)gk-2' 
g 
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und da k - 2 positiv ist, verschwindet die rechte Seite der Un­
gleichung (13), wenn 9 über alle Grenzen wächst; dasselbe gilt somit 
von Ja, und die Gleichung J =:t oder (9) ist vollständig bewiesen. 

Führen wir noch dieselbe Betrachtung für das über den 
ersten Oktanten der xn - Ebene erstreckte Doppelintegral durch, 
so ist auch die Vertau8chbarkeit der Integrationen in dem Integral 

+00 +00 +m 

j In .dn j Ga (x,g) Ga(x,n)dx = j Ga (x, g) Fx .dx 
o 0 0 

bewiesen und damit auch der Beweis der Hauptformel (7) unter 
den jetzt geltenden Voraussetzungen endgültig vollendet. 

Will man diese in reelle Form bringen, so ist zu bedenken, 
daß, wenn man Q durch - Q ersetzt, die reelle Größe q; x;' Q 
ungeändert bleibt, die imaginäre 1jJ x NO aber in die ihr konju­
gierte übergeht. Da nun Fx reell, das Integral auf der rechten 
Seite der Hauptformel (7) oder 

+00 +00 

Fg = 1j QdQ J Ga(x,g)Fx.dx 
-00 0 

also rein imaginär ist, so geht es in den konjugierten, d. h. den 
entgegengesetzten Wert über, wenn man Q durch - Q ersetzt; 
man kann also die Hauptfol'mel auch schreiben 

+00 +00 

(14) Fg = 2~i J QdQ j [Ga (x, g)- (Le(x, g)]Fx.dl'. 
-00 0 

Ist nun 1jJo x die zu 1jJ x konjugiert imaginäre Größe, so gilt 
auch für sie, da Q reell ist, die Gleichung 

1jJ~ + (QI - L) 1jJ0 = 0; 
man kann daher, unter Q einen von x unabhängigen Faktor 
verstehend, setzen 
(15) Q.q;x = tPoO.1jJx-1jJO.1jJox 
und erhält für den Fall x < ~ 

q;x [1jJ~ Wog] Qq;x.q;~ 
Ge(x,~)- G-e(x,g) =T 1jJ0 -1jJoO = Q1jJO.woO' 

also einen Ausdruck, der auch bei der Annahme x. > g gültig 
bleibt, und die Formel (14) ergibt 

+m +m 

F S = 2 ~ i J Q d () f: ~ : :0 ~ d x. 
-m 0 
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Dieser Ausdruck wird völlig greifbar, wenn wir daran erinnern, 
daß gesetzt war oder zu setzen ist 

W.'C = eei"~s, s = e-", ~O = 1, Wox = e-ei"~os, 

wobei ~ und ~o Potenzreihen mit konjugiert imaginären Koeffi­
zienten bedeuten, die aber stetig bis zur Stelle s = 1 fortgesetzt 
werden können; man findet jetzt aus der Gleichung (15) und der 

·immer geltenden Beziehung q/O = (! sofort 

Q = 2 i ~ 1 . ~o 1 + ~ (~o 1 . ~' 1 - ~ 1 . ~b 1 ). 
(! 

Dies Ergebnis auf die am Ende des § 49 betrachteten Grenz­
bedingungen zu übertragen, bietet keine Schwierigkeit. Man 
setzt im Falle x < ~, entsprechend der nach § 49 abgeänderten 
Größe G oo 

-wx.l)J~ 
(16) G[!(x,~) = wO. (tl/O-hl)JO)' w'O-hwO = O. 

Der in der Halbebene ß > 0 reguläre Nennerfaktor tP' 0 - h tP 0 
kann für keinen Wert von (! verschwinden, weil dann die Rand­
wertaufgabe 

d2V 1
00 d VO 

d-+(J.-L)V= 0, VI = 0, ~-hVI = 0 
x 2 I dx i 

eine stetige Lösung hätte, was sich auf dieselbe Weise wie im 
Falle h = 00 als unmöglich erweist, wenn L auf dem Grund­
gebiet positiv ist. Die Untersuchungen des § 50 wie des gegen­
wärtigen bleiben erhalten, besonders die Greenschen Operationen 
verlaufen rechnerisch wie früher, und erhalten bleibt die Haupt­
formel (7) mit der Bedingung F' 0 - h Fo = O. 

§ 52. 

Integraldarstellungen in trigonometrischen und Besselschen 
Funktionen. 

Die Annahme L = 0 führt auf die Gleichung 

d2V + 2V= 0 
dxt (! 

und ergibt sofort, wenn die Randbedingung Vi o = 0 und x < ~ ist, 
. . . eei§sin (! x 

f{JX = SID(!X, tPx = ee."', tPox = e-e'''', G!!(x,~) = ---, 
(! 

Q f{J ~ = tP ~ - tPo ~ = 2 i sin (! ~, Q = 2 i j 
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die Formel § 51 (14) gibt, wenn FO = 0, das bekannte Ergebnis 
+00 +00 

F x = ~ ~ d (! J FIX. sin (! x sin Q IX da, 
-00 0 

die Grundformel § 51 (7) würde geben 
+00 "Ix +00 +00 

niFx = J dQ J e!?iXsinQa.Fa.da+ f dQ f c!?ietsinQxFa.da. 
-00 0 -00 x 

Nimmt man dagegen als Grenzbedingung 

dV 10 hsin QX 
dx -h VI = 0, (lJx = cosQx+ --Q-' t/Jx = e!?ix, 

so gibt die Formel § 51 (16) für den Fall x < ~ 

( hSinQX) eais 
G!?(x,~) = -cosQx- --- -. -h' 

, Q Q~-

( h sin Q X) e-!?ig 
G_!?(x,~)= -COS(!X- --;---" 

Q -Qt - ~ 

+00 +00 

1 J Q2 dQ J ( hsinQX) ( hSinQa) Fx =;r h2 +Q2 Fa. cosQx+--Q-- cosQa+ --Q- da, 
o 

und wenn man h = 0 setzt, ergibt sich die bekannte Formel 
+ 00 + 00 

Fx = ! J dQ J Fa.cos(!a cosQx.da 
-00 0 

mit der Bedingung F' 0 = o. 
Besselsche Funktionen treten auf bei der Randwertaufgabe 

;~ (4 x ~~) + (J, + QS) V = 0, V 10 endlich, Vi a = 0 ; 

die Differentialgleichung fällt nicht ganz unter die in § 51 unter­
suchte Art; die nötigen Abänderungen der Theorie sind aber 
leicht zu übersehen lind alles kann aus ,den bekannten Eigen­
schaften der Besselschen Funktionen bestätigt werden. Diese 
führen wir damit ein, daß die Gleichung 

~ (4X dY) + (}Iy = 0 dx dx 

die Lösungen J(QYx) und K((!VX) hat, wobei wie immer 

(1) 
U S u' 

Ju = 1- 22 + 22 .42 - ••• ' Ku = AJulogu + ~(U2) 
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gesetzt ist und \l3 eine Potenzreihe, A eine Konstante bedeutet. 
Die Konstante A sei, wie üblich, so gewählt, daß bei großen 
Werten von I u I die asymptotischen Darstellungen 

2 cos ( : - u ) 2 sin (: - u) 
Ju '"V --=~-, Ku rv 

Y"2'llU Y2'llu 
(2) 

gelten, aus denen folgt, daß die der Differentialgleichung gemäß 
konstante Größe u (J u . K ' u - J 'u . Ku) durch die Gleichung 

(3) 
2 

JU.K'u-J'U.Ku =-­
'llU 

bestimm t wird. Setzt man hier die Reihen (1) ein und integriert 
über den Kreis I u I = r, so verschwinden alle Integrale 

S unlogudu 

mit r und auf der linken Seite der integrierten Gleichung (3) 
bleibt nur das Glied f du 

A -
u 

übrig, das durch Vergleich mit der rechten Seite den Wert 

A=-! 
'll 

ergibt. Hieraus folgt eine bemerkenswerte Eigenschaft der Größe Ku 
im Reellen. Sie werde bei positiven Werten von u reell genommen; . 
man lasse dann u durch die obere Halbebene der komplexen 
Größe u von positiven Wez:ten mit festem I u I zu negativen Werten 
übergehen; dann gewinnt der anfangs reelle Wert log u, stetig 
sich ändernd, den Zuwachs 'lli, und es folgt, wenn u > 0 ist, 

(4) K(-u) = Ku+A'lli.Ju = Ku-2i.Ju, 

wobei aber K ( - u) in der angegebenen besonderen Weise fest­
gelegt ist. 

Erwähnen wir noch, daß den Gleichungen (2) zufolge 

&sym ptotisch 2 i Cu _ ~) 
Ku ('ll). e 4 - 1 
Ju rv -tg u- 4 = '/, e2i("-~) + 1 

gesetzt werden kann; sind also v und w reelle Größen, ist 
u = v + w i, und läßt man w = + 00 werden, so ergibt sich 

(5) l' Ku . Im Ju = -1. 
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Jetzt bilden wir im Sinne des ausgesprochenen Randwert­
problems eine Greensche Funktion für die Strecke von Obis a 
mit den kennzeichnenden Eigenschaften 

(6) 
.(~X (4x G'(x,g» + (>2 G(x,n = 0, G(a, g) = 0, 

',t-o 
G (0, g) endlich, 4 x G' (x, g) : = 1. 

t+o 

Dann sind die Größen J ( IX V x), in denen J ( IX Va) = ° gesetzt ist, 
Eigenfunktionen des Kerns G (x, g) und man findet für diesen im 
Falle x <g den Ausdruck 

G (x, g) = - ~ ~i: ~~~ \J(Q vI) K((l Va)- J(Q Va) K((l vI)), 

der, wenn wir wie in § 49 jetzt a = + 00 setzen, in eine Grenz­
gestalt G 00' die Greensche Funktion für die Strecke von Obis + 00 

übergeht. Dazu muß angenommen werden, wenn Q = IX + ß i 
und IX, ß reelle Größen sind, ß > ° j setzen wir u = Q Va, so ist 
w = ß Va und die Formel (5) ergibt für K (Q Va) / J(Q Va) den 
Grenzwert - i. So erhält man die Formel 

(7) G oo(x,g) = + :i J(Q Vx) [J(Q Vn - iK ((l Vn]= Gg(x, g), 

so daß nebenbei bemerkt die in Q meromorphe, den Parameter a 
enthaltende Funktion durch den Grenzübergang a = + 00 in 
eine vieldeutige Funktion von Q übergangen ist. Der letzte Faktor 
der Größe Ga) wäre nach § 49 durch . '!/Ja) g zu bezeichnen. Er­
setzt man in den Gleichungen (6) die Größe Q durch 6, so findet 
man für Ge und Ga die Resolvente in der Form der Gleichung (2) 
des § 51. 

Die Differenz J(Q Vx) - i K (Q vx) ist, wie die asymptotischen 
Formeln zeigen, das bis auf einen konstanten Faktor bestimmte 
Integral der Gleichung 

lx (4X~~) + (>2y = 0, 

das für x = + 00 verschwindet wie die erste der Größen 

während in jedem anderen Integral ein die zweite Größe ent­
haltender Summand auftritt j jene Differenz ist die Funktion t/J x 
unserer allgemeinen Theorie. Die Größe Ge hat einen Sinn auch 
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für reelle Werte von ~; sie ist in der Halbebene {J ~ 0 überall 
regulär mit Ausnah:me der Stelle ~ = o. Trotzdem kann in der 
Bezeichnung des § 50 die Gleichung 

(8) G (x 1:) = ~ f G~(x, ~)d (> 
a ,6 2n, (>_(j 

lJl 

angesetzt werden; denn schließt man die singuläre Stelle aus der 
Integrationsbahn m aus, indem man sie auf einem der Halbebene 
ß > 0 angehörigen Halbkreise umgeht, dessen Mittelpunkt die 
Stelle (> = 0 und dessen Radius ,. ist, so werden wieder die 

Integrale f "I d u ogu u 

über den Halbkreis lul = r erstreckt mit r unendlich klein. 
Bei großen Werten von ~ zeigen die Formeln (2), daß die 

Größe (> G(J (x, ~), in der wir jetzt x und ~ positiv annehmen, 
sich asymptotisch zusammensetzt aus den Exponentiellen 

± i (~ - (J 1'-;) - i (~ - (J VT) _ - ß CVT+ y;-h ... e - e , 
wobei im Exponenten nur Imaginäres weggelassen ist; die Be­
schränktheit ist auch im Falle ß = 0 ersichtlich, da V~ - Vx 
nicht negativ ist. Man kann daher, wie in § 50, aus der 
Gleichung (8) schließen + 00 

G (x~) =_1_.J2()G(J(x,~)d(>. a, 2 n, (>2 _ (j2 

-- 00 

Um nun zu den Darstellungsformeln zu gelangen, setzen wir, 
wenn F x auf der Strecke von 0 bis + 00 mit F' x und F" x die 
in § 51 geforderten Eigenschaften haben und F 0 endlich ist, 

(4xF'x)'+ (j2E'x = - {x, 

wobei (j = 'Y + «l i, 'Y und «l reell und «l > 0 sei. Dann folgt 
durch die Greensche Operation aus dieser Gleichung und der 
Differentialgleichung (6), in der ~ durch d ersetzt wird, 

Fx = f Ga (x, ~){x.dx, 
o 

hieraus weiter nach der Methode des § 51 die Hauptformel (14), 
die wir jetzt schreiben 

+00 +00 +00 +00 

Fx = ~d (> d~ f G(J(x,u.)Fu..du.-:d Qd(>J G_(J(x,a)Fu..du.. 
o 0 0 0 
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Nun ist der Formel (7) zufolge, U = Q V g gesetzt, 

Go(:r, a) - G-o (x, a) = = [K(Q f;) - K(- Q l!~)l J(Q fx) 

= ~~ J(Q V~) J(Q )Ix); 

die vorletzte Gleichung ergibt somit 
+00 +00 

F x = } J Q d Q J J(Q V~) J(Q )Ix) Fa. da, 
o 0 

oder wenn wir F(x2) = C1Jx setzen 
+00 +00 

C1Jx = J QdQf-J(Qß),J(ß.T).C1Jß.ßdß. 
o 0 

Dieselbe Formel ergibt sich übrigens auch, wenn man J n an 
Stelle von J setzt. 



Siebenter Abschnitt. 

Unsymmetrische Kerne und das Dirichletsche Problem. 

§ 53. 

Integralgleichungen mit unsymmetrischem Kern. 

In § 44 ist gezeigt, daß, wenn als Kern eine der in § 36 ein­
geführten Greensehen Funktionen genommen wird, oder über­
haupt der Kern gewisse Stetigkeitsbedingungen allgemeinen 
Charakters erfüllt, die Reihe 

(1) ~'P xJ ~i- !CI,.'PnCl,.dCl" 
n n 

in der überall durch das Grundgebiet integriert wird und f CI, in 
diesem eine stetige Funktion der Stelle CI, bedeutet, gleichmäßig 
und absolut konvergiert und den Wert 

J K(x, CI,) fCl,·dx 

hat. Daraus folgt nach § 23 die Schmidtsche Formel, d. h. die 
Reihe 1, ao 

'P X = fx + A 2: A 'Pn X AJ!CI,· qJnCl,.drx, 
n n 

konvergiert in derselben Weise wie die Reihe (1), sobald A eine 
von den Eigenwerten An verschiedene Konstante bedeutet, und 
erfüllt die Gleichung 

qJx = fx + A J K(x,a)'PCI,.drx. 

Wir wollen den Inhalt dieser Aussage etwas anders aus­
sprechen, indem wir den Faktor A in den Kern hineinziehen. 
Dann können wir sagen: es gibt eine im Grundgebiet stetige 
Lösung der nichthomogenen . Integralgleichung 

(2) qJx = fx+ J K(x,rx)'PCI,.da 

Kneser, Integralgleichungen. 2. Auf!. 16 
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mit symmetrischem Kern, sobald dieser keine Nullösung besitzt. 
Darunter verstehen wir eine Lösung der letzten Gleichung, die 
sich ergeben würde, wenn f x identisch verschwindet, also eine 
Lösung der Gleichung 

q; x = J K (x, IX ) q; IX. d rx. 

Die Lösung der Gleichung (2) kann offenbar nur mit f x zugleich 
identisch verschwinden. 

In dieser Form bleibt das erhaltene Resultat gültig, wenn 
der Kern K(x, y) nicht mehr als symmetrisch vorausgesetzt wird. 
Versuchen wir nämlich jetzt die Gleichung (2) durch den Ansatz 

(3) q; x = tjJ x - \ K (rx, x) tjJ rx . d rx 

zu erfüllen, so ergibt sich • 

q; rx = tjJ cx - J K (ß, cx) tjJ ß . d ß, 

J K(x,rx) q; rx. dcx = J K(x, rx) tjJrx. drx - J drxK(x, rx). J K(ß, rx) tjJ ß .dß, 

oder, indem die Integrationen im letzten Gliede vertauscht werden, 

J K(x, rx) q;rx. d IX = J K(x,rx) tjJ rx. d rx - J t/I ß· dß J K(x,rx)K(ß, rx)d cx 

= J K(x, IX) tjJrx.drx - J tjJ rx. d rx J K(x, ß) K(rx, ß) d ß, 

und diese Transformation gilt nach § 44, in welchem die Symmetrie 
des Kernes nicht wesentlich ist, sobald der Kern K(x, rx), wie wir 
annehmen wollen, entweder stetig ist oder nur in derselben Weise 
unendlich wird, wie die G r e e n schen Funktionen des fünften 
Abschnittes. Zieht man jetzt die Gleichung (3) nochmals heran, 
so folgt r 

q; x - J K (x, rx) q; rx d rx 

= tjJ x - J tjJ rx [ K (rx, x) + K (x, rx) - J K (x, ß) K (IX, ß) d ß ] d rx, 

oder, wenn 

Q(x, rx) = K(IX,x) + K(x, rx) - J K(x, ß) K(rx, ß) d ß 

gesetzt wird, 

(4) q;x- J K(x,IX)q;IX.drx = tjJx- J Q(x,cx)tjJrx.drx. 

Diese Identität führt die nichthomogene Integralgleichung (2) 
auf eine solche mit dem offenbar symmetrischen Kern Q (x, rx) 
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zurück, dessen Singularitäten wieder keine anderen sind als die 
der Greenschen Funktionen; man erhält nämlich aus der Glei­
chung (2) unmittelbar 

(5) fx = 1jJx- f Q(x,rx,)1jJrx,.drx, 

und diese ist zu lösen, wenn keine N ullösung existiert. 
Wäre dies der Fall, d. h. gäbe es eine nicht identisch ver­

schwindende Lösung der Gleichung 

1jJx- f Q(x,rx,)1jJa.drx, = 0, 

so ergäbe die Identität (4), daß 

q;x = 1jJx- f K(rx"x)1jJrx,.drx, 

eine Nullösung des Kerns K (x, rx,) ist, vorausgesetzt, daß q; x nicht 
identisch verschwindet. 

In letzterem Falle hätte die Gleichung 

1jJX~ f K(rx"x)1jJrx,drx, = ° 
eine nicht identisch verschwindende Lösung, oder der Kern K (rx" x), 
der sich von dem soeben betrachteten durch die Stellung der 
Integrationsvariablen unterscheidet, hätte eine Nullösung. Hat 
also keiner der Kerne K(x, a) und K(rx"x) eine Nullösung, so 
hat auch der Kern der Gleichung (5) keine solche, und diese ist 
bei beliebiger Wahl der Funktion f x lösbar. Damit erhält man 
das Fredholmsche Theorem, daß die Gleichung 

q;x = fx + f K(x,rx,) q; a.d rx" 

in der fx nicht identisch verschwindet, stets eine stetige 
Lösung q;x besitzt, wenn dies von keiner der Gleichungen 

q;x= fK(X,rx,)q;rx,.da, q;x= fK(a,x)q;rx,~drx, 
gilt; dabei sei der Kern K entweder stetig oder brauchbar un­
stetig, wie die Greensehen Funktionen des fünften Abschnitts. 

Lösungen der letzten beiden Gleichungen nennen wir N ull­
lösungen erster und zweiter Art des Kerns K(x,rx,); erster 
Art sind diejenigen, bei denen die Integrationsvariable unter dem 
Zeichen K so steht, wie in der nichthomogenen Gleichung, also 
an zweiter Stelle. 

16* 
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§ 54. 

Das Dirichletsche Problem in der Ebene. 

Als erste wichtige Anwendung des erhaltenen Satzes be­
trachten wir das Dirichletsche Problem in der Ebene, das wir 
folgendermaßen aussprechen. Bedeutet oe den Punkt mit den recht­
winkligen Koordinaten ~,'1/, so wird eine Funktion q, oe gesucht, 
die die Gleichung 

L/q, = 0, 

erfüllt und im Innern einer geschlossenen, sich selbst nicht 
schneidenden, überall stetig gekrümmten Kurve ~ mit ihren 
ersten und zweiten Ableitungen stetig ist; die ferner, wenn man 
sich der Kurve ~ nähert, gegen Grenzwerte konvergiert, die auf 
dieser Kurve als Werte einer stetigen Funktion des Ortes ge­
geben sind. Bezeichnen wir allgemein durch die angehefteten 
Buchstaben i und a die Grenzwerte einer Größe, denen sie zu­
strebt, wenn man sich von innen oder außen der Kurve ~ nähert, 
durch überstreichen der Werte, die auf dieser Kurve selbst an­
genommen werden, so kann die Grenzbedingung durch die Gleichung 

q,i = E' 

ausgesprochen werden, in der E' eine gegebene Funktion des Ortes 
auf der Kurve ~ bedeutet . 

. Es sei ferner d oe das Bogenelement, N die innere, N' die 
äußere Normale der Kurve ~, die vom Punkte oe aus gezogen 
sind; die analoge Bedeutung mögen dx, N"" N; für einen Punkt x 
haben usf. Dann setzen wir versuchsweise an 

J d 1 
q, x = 'IjJ oe· d N log r a!ll • d oe, 

~ 

d. h. wir denken uns, die Kurve ~ sei als doppeltbelegte Linie im 
Sinne des logarithmischen Potentials wirksam und ergebe das 
Potential q,. Das Potential einer Doppellinie hat nun, wenn wir 
die Kurve ~ stetig gekrümmt voraussetzen, an dieser Kurve eine 
Unstetigkeit, die durch die Gleichungen 

(1) q,x = q,iX-'Jt'IjJX = q,ax + 'Jt'IjJx 

dargestellt wird. 
Für die weiteren Untersuchungen ist es wesentlich, daß diese 

Eigenschaft schon abgeleitet werden kann, wenn die Dichtigkeit 
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nur als stetig vorausgesetzt wird, ohne daß Ableitungen zu existieren 
brauchen, während bei den im fünften Abschnitt betrachteten 
Potentialen an manchen Stellen stetige Ableitungen der Dichtig­
keit vorausgesetzt wurden. 

Wir verifizieren die Gleichung (1) für den Fall, daß tjJ IX = 1 
gesetzt wird. Dann ist das Element des Integrals W, d. h. 

d IX ~ log ~ = _ d IX d r xC! 
dN ru r",a dN 

nichts anderes, als die scheinbare Größe des Elements da, gesehen 
von der Stelle x aus und mit solchem Vorzeichen versehen, daß 
die Integration über die Kurve ~ das Resultat 2:1r, 0 oder :Ir ergibt, 
je nachdem der Punkt x im Innern, Äußern oder auf der Kurve a: 
liegt. Damit sind dann die Gleichungen (1) verifiziert: 

W = :Ir = Wi -:Ir = 2:1r -:Ir = wa + :Ir = 0 + :Ir. 
Setzt man bei beliebiger Gestalt der Kurve ~ für Wi in der 

ersten Gleichung (1) den Wert F und für <lJ das Integral 

- f d 1 W x = tjJ IX dN log r",a d IX, 

so ergibt sich 
(, 

(2) 

Die Funktion 1/Jx ist also die Unbekannte in einer Integralgleichung 

für die 
tjJx = fx+ J K(X,IX)1/JIX.dIX, 

Fx 
fx=-, 

:Ir 

1 d 1 
K(x,IX) = -- -log-

:Ir dN r",a 

zu setzen ist. Das Grundgebiet ist die Kurve ~, und in ihm ist 
der Kern endlich und stetig, da wir die Kurve überall stetig 
gekrümmt voraussetzen. 

Die Integralgleichung (2) hat nun nach dem vorigen Para­
graphen eine auf dem Grundgebiet stetige Lösung, wenn ihr Kern 
weder Nullösungen erster noch zweiter Art besitzt. Ist dies gezeigt, 
so gibt die Größe 
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die Lösung des Dirichletschen Problems, da sie die Laplacesche 
Differentialgleichung und die Randbedingung 

~iX = Fx 

vermöge der Integralgleichung (2) erfüllt. 
Es läßt sich aber in der Tat zeigen, daß keine Nullösungen 

vorhanden sind. Wäre zunächst eine solche erster Art vorhanden, 
so erfüllte sie die Gleichung 

(3) 1/Ix-J K(x,~)1/I~.d~ = O. 
(0 

Nimmt man nun (1/1 ~) / n als Dichtigkeit der doppelt belegten 
Linie ~, so ergibt sich als Potential allgemein 

irx = -.-log - d~ f 1jJ~ d 1 
n dN f' .. ", 

~ 

und speziell auf der Kurve ~ 

~x = - J K(x,~)1jJ~d~. 
~ 

Da nun aus der allgemeinen Theorie des Potentials die Gleichungen 

- 1jJx 
irx = iri--· n, n 

- J K(x,~)tjJ~.d~ = -1jJx+ir. 

folgen, so ergibt die Gleichung (3) längs der ganzen Kurve ~ 

(4) iri = 0, 
und da auch die Gleichung 

.dir = 0 

gilt, so folgt, daß ir im ganzen Innern der Kurve ~ verschwinden 
müßte. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar 

dir 
dN=O, 

und da die normale Ableitung des Potentials einer Doppellinie 
an dieser selbst stetig ist, wenn sie auf der einen Seite gegen 
endliche Grenzwerte konvergiert, 

dir 
dN'=O 
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Umgibt man nun die Kurve ~ mit einer anderen ~", deren 
Linienelement d Z" und deren innere Normale N" ist, so gilt nach 
der Gaußschen Integraltransformation die Gleichung 

wobei rechts über die von ~ und ~" eingeschlossene Fläche zu 
integrieren ist. Das erste Glied auf der linken Seite dieser Glei­
chung hat aber den Wert Null; das zweite kann beliebig klein 
gemacht werden, indem man die Kurve ~" weiter und weiter 
hinausrückt, da dann die Größen iY und d iY / d N" in bekannter 
Weise unendlich klein werden; somit folgt für den Außenraum 
der Kurve ~ 

aiY ---' oiY - 0 
o~ - 0"1 - , 

und da die Größe iY im Unendlichen verschwindet, 

iY = 0, 
speziell auch 
(5) iYa = o. 
Nun gibt die Unstetigkeit des Potentials iY die Gleichung 

1jJx iYi - iYa = 2 n - = 21jJ x, n 

also den Gleichungen (4) und (5) zufolge 

1jJx = 0, 

d. h. eine Nullösung erster Art existiert nicht. 
Nehmen wir nun aus § 55 den Satz vorweg, daß bei stetigen 

Kernen Nullösungen erster und zweiter Art nur zugleich auf­
treten, so ist schon bewiesen, daß im vorliegenden Falle über­
haupt keine Nullösungen vorhanden sind. 

Das Dirichletsche Problem besitzt also eine Lösung, und 
diese ist einzig, da die Differenz zweier Lösungen wieder eine 
Nullösung ergäbe. Die erhaltene Lösung erscheint als Potential 
einer doppelt belegten Kurve, bei der die Dichtigkeit stetig ist 
Aus dieser Eigenschaft folgen, wie bemerkt, gewisse Eigenschaften 
des Potentials, z. B. die Stetigkeit seiner Ableitungen außerhalb 
und innerhalb der Kurve ~, sowie die Gleichungen (1). Setzt 
man ferner voraus, Fx habe längs der Kurve ~ eine stetige 
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Ableitung, so gilt dasselbe der Integralgleichung (2) zufolge auch 
von 1jJx, und hieraus folgt, daß die normal zur Kurve (f gebildete 
Ableitung des Potentials gegen endliche, auf der Kurve (f stetig 
veränderliche Grenzwerte konvergiert, wenn man an die Kurve 
heranrückt. 

§ 55. 

Vereinfachung des in § 53 erhaltenen Kriteriums. 

Wir wenden uns jetzt zum Beweis des schon benutzten Satzes, 
daß bei stetigen Kernen Nullösungen zweiter Art nur 
existieren, wenn auch solche erster Art vorhanden sind. 

Um dies einzusehen, gehen wir von der in § 20 aufgestellten 
Ungleichung 

(1) k < Ä!2 J J K(x,a)2dadx 

aus, in der k die Anzahl der zum Eigenwert Ä! 

einander orthogonalen Lösungen der Gleichung 

bedeutet. 
rp x = Ä J K (x, a) rp a d a 

gehörigen, zu-

Man schließt aus der Beziehung (1) sofort, daß bei der An-
nahme 

J J K(x, y)2dxdy < 1 

alle Eigenwerte der Kerne K(x,y) und K(y, x) größer als Eins 
sein müssen; dann existieren also weder Nullösungen erster noch 
zweiter Art, da bei diesen offenbar in der Bezeichnung des § 20 
der Eigenwert 1 auftritt. Die Gleichungen 

rpx = fx+ J K(x,a)rpa.da, 

rpl y = fl Y + J K (u, y) rpl a . d u 

sind a.lso bei beliebiger Wahl der stetigen Funktionen f x und fl y 
stets auflösbar. Speziell kann man solche Funktionen rex, y) und 
r l (x, y) bestimmen, daß die Gleichungen 

(2) r(x,y) = K(x,y) + J K(x,a)r(u,y)du, 

(3) r l (x,y) = K(x,y) + J K(u,y)rl (x, u) da 
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gelten. Multipliziert man die zweite Gleichung mit r(y, z) d y, 
indem man links den nach der ersten Gleichung diesem Faktor 
gleichen Ausdruck 

[K(y,z) + f K(y,et)r(et,z)det]dy 

einsetzt und integriert nach y, so ergibt sich 

f r l (x,y)K(y,z) d y + f f r l (x, y) K (y, et) reet, z) d et d y 

= f r (y,z)K(x,y)dy + f f rl(x,et)K(et,y)r(y,z)clydet, 

und da die Doppelintegrale sich nur durch die Zeichen der 
Integrationsvariablen unterscheiden, folgt 

f ~ (x,y)K(y,z)dy = f r(y,z)K(x,y)dy. 

Diese Gleichung kann auf Grund der Gleichungen (2) und (3) 
geschrieben werden 

rl(x,z)-K(x,z) = r(x,z)-K(x,z), 

womit die Identität 
r l (x,y) = rex, y) 

erwiesen ist. Jede Lösung der Gleichung (7) ist also mit jeder 
der Gleichung (2) identisch; beide Gleichungen können also nur 
eine gemeinsame Lösung besitzen und haben, wenn diese existiert, 
keine weiteren Lösungen. 

Die Gleichungen (2) und (3) heißen die Resolventen des 
Kerns K(x,y); ihre gemeinsame Lösung r(x,y) der lösende 
K ern. Existiert er, so folgen die Gleichungen 

(4) fx = rpx- f K(x,et)rpet.det, 

(5) rpx = fx+ f r(x,et)fet.det 

auseinander, wie man sofort erkennt, wenn rp x aus der zweiten 
Gleichung in die erste oder f x aus der ersten Gleichung in die 
zweite einsetzt und die Resolventen berücksichtigt; ebenso folgen 
auch die Gleichungen 

(6) fx = rpx- f K(et, x) rp et.det, 

(7) rpx = fx+ f r(et,x)fet.det 
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auseinander; die Integralgleichungen (4) und (6) werden also 
durch die Formeln (5) und (7) aufgelöst, sobald der lösende Kern 
rex, y) bestimmt ist. 

In einem Sonderfalle ist die Frage nach der Existenz des 
lösenden Kern rein algebraischer Natur, dann nämlich, wenn 
man als Kern die Größe 

1,1< 

K o (x, y) = :;8 Wy x. 'lJfv Y 
v 

nimmt und unter W, iJf im Grundgebiete stetige Funktionen des 
Ortes verstanden werden. In diesem Falle folgt aus der Integral-
gleichung J 

gJx=fx+ Ko(x,u)gJu.du 
sofort 

1, k 

(8) gJx = fx +:;8 QyWyX, 
wobei y 

(9) Qp. = J 'P'yu. gJu.drY. 

gesetzt ist. Substituiert man den Wert (8) in die Ausdrücke (9), 
so ergeben sich die Gleichungen 

Qp. - ~ Qy J wyu. 'P'p.u.du = J fu. 'P'p.rY..drY., 

aus denen die Größen Q zu bestimmen sind. 
Eine N ullösung erster Art ergibt die Bedingungen 

!L = 1, 2, '" k. 

Vertauscht man die Rollen der Funktionszeichen IP und 'P', so 
erhält man die Bedingungen für eine Nullösung zweiter Art, in­
dem man im Schema der Koeffizienten der Größen Qv die Zeilen 
und Spalten vertauscht. Dadurch wird ersichtlich, daß bei dem 
Kern Ko (x, y) die N ullösungen erster und zweiter Art 
stets nur zugleich auftreten, und zwar gleichviel linear 
unabhängige, da der Rang der maßgebenden Determinante sich 
nicht ändert, wenn man Zeilen und Spalten vertauscht. 

Jetzt sei K(x, y) wieder ein beliebiger Kern und werde an­
genommen, man könne den Kern K o so wählen, daß für die 
Differenz 

die Ungleichung 

(10) 

K I (x, y) = K(x, y) - Ko (x, y) 

J J K I (x, y)ldxdy < 1 
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gilt, also ein lösender Kern r l (x, y) existiert, der die Gleichungen 

r l (x, y) = K I (x, y) + f K I (x, ex) r l (IX, y)dex, 

r l (x, y) = KI (x, y) + J EI (ex, y) r l (x, IX) d ex 

erfüllt. Dann nimmt die Gleichung 

(11) f/Jx=fx+JK(x,IX)f/JIX.dlX 

die folgende Form an: 

f x + ~ w v X . J qr v ex • f/J IX . d IX = f/J x - J EI (x, IX) f/J IX . d ex , 

oder kurz, indem wir die linke Seite Fx nennen, 

Fx = f/JX - J EI (x, IX) f/J1X.dex. 

Aus dieser Gleichung folgt aber, wenn wir sie als Sonderfall der 
Gleichung (11) oder (6) ansehen, 

f/J x = F x + f r l (x, IX) FIX. d ex. 

Setzen wir hier für Fx den expliziten Wert, so verschwindet die 
Größe K I und es ergibt sich die Gleichung 

f x + J r l (x, ex) fIX. d IX 

= f/JX- J f/JIX~ (wvx+ J rl(x, ex)Wvex.dlX) qrv lX .dex. 

Damit ist die gegebene Integralgleichung (11) auf eine solche 
zurückgeführt, deren Kern die Gestalt E o (x, y) hat; speziell also 
folgt, daß Nullösungen erster und zweiter Art bei stetigen 
Kernen nur zugleic~ auftreten. 

Es bleibt nur noch zu zeigen, daß Ko so gewählt werden 
kann, daß K I die Ungleichung (10) erfüllt. Um dies zu erreichen, 
teile man das Grundgebiet in solche Teilgebiete, daß in jedem 
von ihnen die Differenz zweier Werte des Kerns absolut unter 
einer vorgeschriebenen positiven Konstanten Ei bleibt. Im vten 
Teilgebiete liege die Stelle Yv; dann sei qrv = 0 in allen Teil­
gebieten außer dem vten; in diesem sei qrv = 1 mit Ausnahme 
eines an die Umgrenzung sich anschließenden Randgebiets von 
beliebig kleiner Ausdehnung, in dem qrv stetig von 1 zu 0 über-
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gehe; allgemein werde (JJvx = K (x, Yv) gesetzt. : Dies festgesetzt, 
ist die Größe KI im Grundgebiet stetig, und gilt außerhalb der 
Randgebiete die Beziehung 

I 1, k i 
I K I (x, y) I = I K(x, y) -:2 (JJv x • "lJfvY [ < C; 

I v i 

da nun die Gesamtausdehnung der Randgebiete beliebig klein 
genommen werden kann, so folgt bei passender Wahl von C die 
Ungleichung f f 

J J KI (x, y)2dx dy < 1. 

§ 56. 

Die Existenz der 6reenschen Funktion bei aIIgemeineren 
Problemen der Wärmeleitung. 

Die erhaltenen Resultate gewähren wesentliche Erleichte­
rungen, wenn man die Methoden des § 54 auf diejenigen Probleme 
der Wärmeleitung übertragen will, bei denen an der Grenze des 
Grundgebietes Wärme ausgestrahlt wird. 

Es sei etwa d!l.s Grundgebiet eben, und es werde in ihm 
eine Funktion des Ortes, die stationäre Temperatur (JJ, gesucht, 
die die Gleichung L1 (JJ = 0 

im Innern des leitenden Gebietes und die Randbedingung 

(1) 

an der Randkurve ~ erfüllt; in dieser bedeute N die innere 
Normale, h eine positive Konstante und F eine stetige Funktion 
des Ortes auf der Kurve ~. 

Wir versuchen den Ansatz 

(JJx =f1P IX • IOg _1_ dlX, 
r.,a 

indem wir unter dlX ein Element der Kurve ~ verstehen, auf die 
sich auch das unbestimmte Integralzeichen beziehe. Die gesuchte 
Funktion erscheint als Potential der einfach im Sinne des loga­
rithmischen Potentials mit Masse belegten Linie ~. 

Setzen wir dann d (JJ 
M=dN 
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und geben den Zeichen i, a und dem Querstrich dieselben Be­
deutungen wie in § 54, so ergeben die dort benutzten Sätze über 
das Linienpotential die Gleichungen 

(2) Mi = M + ntjlx, Ma = Al - ntjlx. 

Dabei gilt die Gleichung 

M = tjI r.x. --log - .. da; - f d 1 
dN", r",a 

ist doch das Element des Integrals die Komponente der An­
ziehung des Elementes dr.x im Punkte x nach der Richtung No;. 
Kombiniert man diesen Ausdruck mit den Gleichungen (2), so 
ergibt sich f d 1 

Mi = ntjlx+ tjlr.x 'd 1\/ log -. dr.x, 
.J..l x rxa 

und die Randbedingung (1) führt zu der Gleichung 

0= ntjlx-htPx- Fx + ftjlr.x·~ log ~.dr.x, 
dN", r",a 

und umgekehrt; setzt man für tP x den vorausgesetzten Wert, so 
ergibt sich 

(3) ntjlx=Fx-rdr.x·tjlr.x[d~T 10g~-hlog~1' J .!..l", rxa r",a 

Hiermit ist die Aufgabe, tjlx zu finden, auf eine Integral­
gleichung mit dem unsymmetrischen Kern 

. 1 d 1 h 1 
K(x,r.x) = -- -log - +-log-

n dN", r",a n r iCa 

zurückgeführt; das Grundgebiet bildet die Kurve~. Diese Größe 
sowie die symmetrische Funktion 

Q (x, y) = K(x, y) + K (y, x) - f K(x, r.x) K (y, r.x) dr.x 

sind unstetig wie log r iCa oder log r xy , so daß die Theorie des 
§ 53 angewandt und geschlossen werden kann, daß die Integral­
gleichung (3) eine stetige Lösung tjlx besitzt, sobald man weiß, 
daß keine Nullösung vorhanden ist. 

Eine Nullösung erster Art würde nun die Gleichung 

(4) -tjlx+ f K(x,r.x)tjlr.x.dr.x = ° 
erfüllen, und für die zugehörige Größe tP ergäben sich die Be­
ziehungen 

(5) dtP = 0, 
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Diese sind aber nicht miteinander vereinbar. Es gilt nämlich 
die Identität 

J ds {(~~y + (~:y} = - J d~.(P ~~, 
(i 

wenn links über die leitende Platte integriert und unter ~, 11 
rechtwinklige Koordinaten verstanden werden, und die zweite 
Gleichung (5) ergibt 

J cl s {(Oo t / + (~ :r} = - h J d'~. (pa, 

~ 

was offenbar, da h positiv, unmöglich ist. 
Eine Lösung der Gleichung (4) mit beliebigem Kern ergibt 

nun, indem man J 
1/J ~ = K (~, ß) 1/J ß • cl ß 

einsetzt, 

1/J x = J K (x, ~) cl ~ J K (~, ß) 1/J ß . cl ß· 

Ist aber die Singularität des Kerns K, wie im vorliegenden Falle, 
so beschaffen, daß die Integrationen wie bei brauchbar unstetigen 
symmetrischen Kernen vertauscht werden können und setzt man 

K2(X, ß) = J K(x,~)K(~, ß)d~, 
so findet man 

1/J x = J K2 (x, ß) 1/J ß • d ß· 

Eine Nullösung erster Art des Kerns K(x,~) wäre also auch 
eine solche des Kerns K2 (x, 0:), und dieser ist im Grundgebiet 
aus denselben Gründen stetig wie die gleichbezeichnete Größe 
bei brauchbaren unstetigen symmetrischen Kernen. Ebenso wäre 
eine Nullösung zweiter Art des Kerns K(x,~) eine solche des 
Kerns K2 (x, ~). Auf letzteren ist nun die Theorie des § 55 
anzuwenden; er besitzt nur Nullösungen zweiter Art, wenn solche 
erster Art vorhanden sind. Von den Nullösungen des Kerns K2 
kann man aber zu denen des Kerns K durch Betrachtungen 
übergehen, die schon in § 19 den Rückgang vom interierten zum 
ursprünglichen Kern vermittelten, und so erschließen, daß der 
Kern K, wenn er keine Nullösungen erster Art besitzt, auch keine 
solchen zweiter Art zuläßt. Mit dieser Schlußreihe, deren Gang 
wir nur andeuten, wäre die Existenz der gesuchten Greensehen 
Funktion für das vorgelegte Problem der Wärmeleitung erwiesen. 
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Die Funktion ~ x ergibt sich als Potential einer einfach 
belegten Linie ~ mit stetiger Dichtigkeit; hieraus folgt, daß die 
Größe ~x im Innern des von der Kurve ~ umschlossenen Grund­
gebiets des ursprünglichen Wärmeleitungsproblems stetige erste 
und zweite Ableitungen besitzt, und daß an der Kurve ~ die 
normalen Ableitungen der Größe ~x gegen endliche, auf der 
Kurve sich stetig ändernde Grenzwerte konvergieren. Dasselbe 
folgt daher für die im vierten Abschnitt durch M(O, 1) be­
zeichnete Größe, die durch ein Randwertproblem von derselben 
Form wie ~x definiert werden kann. 

§ 57. 

Das Dirichletsche Problem im Raume. 

Die Aufgabe, eine Funktion ~ zu bestimmen, die in dem von 
der Fläche ty umschlossenen Gebiet die Gleichung 

L1~ = ° 
erfüllt, an der Fläche selbst aber gegen gegebene Grenzwerte 
gemäß der Gleichung 

~i=F 

konvergiert, kann in derselben Weise, wie das bei dem Dirichlet­
sehen Problem in der Ebene durchgeführt ist, auf eine Integral­
gleichung zurückgeführt werden, indem man in den Formeln des 
§ 54 überall log (I/ra",) durch I/ra", ersetzt und durch da ein 
Element der Fläche ty bezeichnet. Hält man im übrigen die 
Bezeichnungen des § 54 aufrecht und nimmt an, die Fläche ty 
sei überall stetig gekrümmt, so setzt man 

~x = _1 f1jJa.~ (~) da 
2:n: dN r a", 

an, wobei wie in allen kommenden unbestimmten Integralzeichen 
über die Fläche ty als Grundgebiet zu integrieren ist. Dann 
gelten die Gleichungen 

~x = ~iX -1jJx = ~ax + 1jJx, 

und man findet für die unbekannte Funktion 1jJ die Integral­
gleichung 

1jJx = Fx + f K(x, a) 1jJa. da, 

wobei gesetzt ist 

(1) K(x, a) = -~ ~- (~). 
2:n: dN r ax 
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Diese Größe wird auf dem Grundgebiet unendlich, so daß die 
Methode des § 54 nicht mehr ohne weiteres angewandt werden 
kann. 

Diese Schwierigkeit überwinden wir, wie früher in ähnlichen 
Fällen, indem wir zu iterierten Kernen übergehen. 

Sei allgemein die Gleichung 

(2) g;x = fx+JK(X,(X)g;a.d(X 

gegeben und werde 

K2(X, y) = J K(x, (X)K((X, y) d(X, 

K3(X, y) = J K2(X, (X)K((X, y)d(X 

gesetzt; darf man die Integrationen vertauschen, was wir in 
diesem Paragraphen überhaupt voraussetzen wollen, so findet man 
leicht auch die Gleichung 

K3(X, y) = J J K(x, ß) K(ß, (X)K((X, y)d(Xdß 

= J K(x, a)K2((X,y)d(X. 
(3) 

Substituiert man nun in der Gleichung (2) rechts für g; (X 
den Wert, den die Gleichung selbst ergibt, so folgt 

g; x = f x + J K (x, a) fa . d (X + J K2 (x, (X) g; (X • da, 

und hieraus,. indem man nochmals die Gleichung (2) benutzt, 

g;x = {x + J K(x, (X)f(Xd(X+ J K2(X, (X)f(X·da. 

oder kurz 

+ J Ks (x, (X) g; (X . d (X 

g; x = f x + J Ks (x, (X) g; (X • d (x. 

Wenn also, wie im Falle des Kernes (1) gezeigt werden kann, 
die Größe Ks (x, a) auf dem Grundgebiet stetig bleibt, so ist die 
Integralgleichung mit unstetigem Kern auf eine solche mit stetigem 
Kern zurückgeführt. 

Um diesen Zusammenhang genauer zu verfolgen, untersuchen 
wir die Beziehung zwischen den Nullösungen der Kerne K(x, a) 
und Ks (x, (X). Hat ersterer eine Nullösung, so gilt offenbar das-
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selbe von Ks (x, IX); etwas schwieriger ist die umgekehrte Frage. 
Werde also die Gleichung 

( 4) lP x = J K3 (x, IX) rp IX • d IX 

vorausgesetzt, und seien Ql' Q2' QlI die drei Werte der dritten 
Einheitswurzel, speziell Ql = 1. Dann setze man 

30vx = rpx + Qv J K(x,a)rpa.da+ Q~ J K2(x,lX)rpa.da; 

diese Größen können nicht alle drei identisch verschwinden, da 
sonst dasselbe von rp x gälte. Man findet nun ohne weiteres 

3 J K(x, ß)O"ß·dß = J K(x, ß)rpß·dß 

+ Qv J J K(x, ß)K(ß, a) q; a. dad ß + Q~ J J K(x, ß)K2(ß, a) rpa.dad ß 

38vx-rpx 2fK3() 1 = +Qv x,a rpa.(a, 
Qv 

oder auf Grund der Gleichung (4) 

(5) 8"x = Qv f K(x,ß)8vß·dß· 

Gerade so würde man von einer zum Kern K3 (x, a) gehörigen 
Nullösung zweiter Art, also einer Lösung der Gleichung 

rpx = J KS(IX, x)rpa.da 

zu einer Gleichung 

(6) {Jv x = Qv f K(ß, x)8vß~dß 
gelangen. 

Die durchgeführte Untersuchung läßt sich offenbar auf be­
lie bige iterierte Kerne Km (x, a) übertragen, in denen meine 
ungerade Zahl ist; aus einer Nullösung eines solchen kann man 
stets eine Nullösung des ursprünglichen Kernes herstellen. Bei 
symmetrischen Kernen erhält man hieraus das Resultat, daß aus 
einer Eigenfunktion eines iterierten Kernes stets eine 
solche des ursprünglichen abgeleitet werden kann. 

Für die gegenwärtige Untersuchung bemerken wir nur, daß 
nach § 55 der Kern K3 Nullösungen erster und zweiter Art stets 
nur zugleich besitzt; die Existenz solcher ist also überhaupt aus­
geschlossen, wenn entweder die Gleichung (5) oder die Glei­
chung (6) als unmöglich nachgewiesen wird. Das wird uns beim 

K n e 8 er, Integralgleichungen. 2. Aufl. 17 
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räumlichen Dirichletschen Problem betreffs der Gleichung (6) 
in der Weise gelingen, daß wir zeigen: sie kann weder für kom­
plexe Werte von Qv erfüllt werden noch für den Wert Q I' = l. 

Dies vorausgesetzt, kann nach § 53 die Gleichung 

(7) q;x=lx+JKs(X,rx)q;rx.drx 

bei beliebiger Wahl der stetigen Funktion f aufgelöst werden. 
Um aber zu der ursprünglichen Gleichung 

q; x = f x + J K (x, a) q; rx . cl rx 

zurückzukommen, machen wir von dem in § 53 eingeführten 
lösenden Kern der Gleichung (7) Gebrauch, der existiert, da 
keine Nullösungen vorhanden sind. Sei r a (x, rx) dieser lösende 
Kern, so daß die Gleichungen 

(8) 
Ks (x, y) + J r s (a, y) KS(x, rx)d a = r s (x, y) 

KS(x, y) + f r s (x, a) Kl(a, y) d a = ['sex, y) 

" gelten. 
Man setze nun 

,Q,(x, y) = K(x, y) + K2(X, y) + KS(x, y), 

rex, y) = ,Q,(x, y) + ) rS(rx, y)S!-(x, a)drxj 

dann gilt zunächst die Identität 

,Q,(x, y)- J ,Q,(rx, y)K(x, a)da 

= K(x, y)-J KS(rx, y)K(x, a)da, 
(9) 

oder auch, indem wir auf das letzte Integral die bei der Glei­
chung (3) benutzten Umformungen anwenden, 

S!- (x, y) - J ,Q,(rx, y)K(x, rx)d a 

= K(x, y) - J KS(x, rx)K(a, y)drx. 
(10) 

Jetzt bilden wir den Ausdruck 

X = rex, y) - f r(a, y)K(x, rx)drx 

= ,Q,(x,y) + J ,Q,(x, rx)rS(rx, y)drx 

- J ,Q,(a, y)K(x, a)da - H ,Q,(a, ß)rs(ß, y)K(x, rx)drxdßj 
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ziehen wir das erste und dritte Glied gemäß der Formel (10) zu­
sammen, so ergibt sich 

X = K(x, y) - J K3(X, u)K(u, y)du 

+ J .Q(,'r, ß)rS(ß, y)dß 

- J J .Q(U, ß)Ts(ß, Y):K(X, u)dudß, 

oder, indem wir die Integrationen im letzten Gliede vertauschen 
und der Formel (9) gemäß 

.Q(x, ß) - J .Q(u, ß)K(x, u)du = K(x, ß) - J K(x, u)K3(u, ß)du 

setzen, 

X = K(x, y) + J r 3(ß, y)dß {K(X, ß) - J K(x, U)K3(U, ß)du} 

. - J K(x, U)K3(U, y)du 

= K(x, y) + J K(x, u)du {r3(u, y) - Ks(a, y) 

- J r 3(ß, y)K3(U, ß)dß}' 

Im letzten der erhaltenen Glieder verschwindet aber der Inte­
grand der Gleichung (8) zufolge; somit ergibt sich 

(11) X = K(x, y) = rex, y) - J r(u, y)K(x, u)da. 

Auf Grund dieses Resultats kann die ursprüngliche Integral­
gleichung 

(12) q;x = fx + J K(x, a)q;u.du 

leicht aufgelöst werden; setzt man nämlich 

(13) 

so findet man 

q;x = fx + J rex, u)fu. du, 

q; u = f u + J r (a, ß) f ß . d ß, 

J K(x, u)q;u.du = J K(x, a.)fa.du 

+ J J r(u, ß)K(r, a.)fß .dßdu, 

17* 
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oder, indem man die Integrationen vertauscht und die Gleichung 
(11) oder 

f r(a, ß)K(x, a)da = rex, ß) - K(x, ß) 

berücksichtigt, 

f K(x, a)rpa.da = J K(x, a)(a.da 

+ J (ß·[r(r, ß)-K(x, ß)]d{j 

= rpx - (x, 

womit die Gleichung (12) erwiesen ist. Diese Gleichung hat also 
die Lösung (13). 

§ 58. 

Das räumliche Dirichletsche Problem; spezielle Durchführung. 

Um die allgemeinen Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
anwenden zu können, muß gezeigt werden, daß die durchgeführten 
Integrationen zu bestimmten Werten führen und in der Weise, 
wie es geschehen ist, vertauscht werden dürfen. Dies gelingt 
mittels der Entwicklungen des § 44, sobald wir uns über die 
Unstetigkeit von K2(X, y) und K3(X, y) klar geworden sind. Für 
diese Größen ist die geschlossene Fläche ty das Grundgebiet, die 
das für die Dirichletsche Aufgabe vorgelegte räumliche Gebiet ffi 
umschließt. 

Aus der im vorigen Paragraphen gegebenen Form der Größe 
K(a, ß) sieht man zunächst, daß diese Ibo unstetig wird wie 
cos w/r~ß' wenn w den Winkel zwischen den Richtungen N oder 
N und r afl bedeutet. Da wir nun die Fläche ty stetig gekrümmt 
voraussetzen, so nähert sich der Bruch cos w/raß einer endlichen 
Grenze, wenn die Stellen a und ß zusammenrücken. Die Größe 
K(a, ß) wird also unstetig wie l/ra ß' und man kann für ein die 
Stelle ß umfassendes Gebiet U, das hinreichend klein ist, 

A 
K(a, ß) = -+M 

raß 

setzen, wobei A gegenüber der Stelle a eine Konstante bedeutet, 
deren absoluter Betrag unter einer von ß unabhängigen Grenze 
bleibt, und M im Gebiet U eine stetige Fnnktion der Stelle a ist. 

Man nehme nun das Gebiet U so klein, daß es sich auf eine 
gewisse Ebene eindeutig in das schlichte Gebiet II projiziert. 
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Bezeichnet man in diesem durch r aß und da die Projektionen 
des Abstandes rap und des Elementes da·, so bleiben die Ver­
hältnisse raß/raP, dii.jda und da/diX zwischen positiven endlichen 
Grenzen. Daraus folgt, daß man setzen kann 

(1) K(a, ß)fa.da = --~", J JModa 
rap 

11 ii 

wobei MO im Gebiet TI. endlich und stetig ist, wenn fa im Gebiet 
U eine stetige Funktion des Ortes bedeutet. Da nun das Integral 

Jdii. 
rap' 

erstreckt über ein innerhalb fester Schranken liegendes Gebiet, 
absolut unter einer von ß unabhängigen endlichen Grenze liegt, 
so ist die Größe (1) endlich und ändert sich stetig mit ß, wenn 
diese Stelle innerhalb des Gebietes U bleibt. 

Bildet man ferner das Integral 

J K(a, r)K(r, ß)dr, 
11 

in dem die Stellen ~ und ß zunächst dem Gebiet U angehören 
mögen, so sieht man aus den durchgeführten Betrachtungen, daß 
man das Integral in der Form 

J~:~~ 
Ii 

schreiben kann, wobei die überstrichenen Größen die Projektionen 
der nicht überstrichenen sind, und Mi dieselben Stetigkeits­
eigenschaften wie Mo besitzt. Das letzte Integral ist aber absolut 
kleiner als das mit einer gewissen positiven Konstanten multi-" 
plizierte Integral J dy 

rayrpy' 
ii 

dessen Wert WIr untersuchen wollen. 
Zu diesem Zweck nehmen wir an, das Gebiet IT sei die Fläche 

einer Ellipse mit den Brennpunkten ii., 73; die rechtwinkligen 
Koordinaten des Punktes r in bezug auf die Hauptachsen dieser 
Ellipse seien g und 'I'j, und die Gleichung der Ellipse, die der 
bezei6hneten konfokal ist und durch den Punkt y geht, sei 

g2 'l'j2 

a2 + b2 = 1. 
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Setzt man ferner 

a 2 - b2 = e2, ; = a cos fJ, 1/ = b sin 0, 

so ist e konstant und man findet 

r~y = (acosO-e)2+b2 sin2 (j = (ecosq;-a)2, 

rJy = (e cos 0 + a )2, r,,/rß7 = a2 - e2 cos2 0, 

d- - O(;,1/)dbd() - a2 -e2 cos2 () dbdO 
l' - 0 (b, 0) - a ' 

r s __ rdbdq;. 
J rayT(ly - J a 

Hat nun die das Gebiet Tt umschließende Ellipse die Halb­
achsen ao und bo, so folgt 

Diese Größe wird, da r a(l = 2 e, unendlich wie - 2 '1r log r aß oder 
wie - 2 '1r log r aß' wenn die Stellen u und' ß zusammenrücken· 
Dasselbe gilt daher von den Integralen 

J f1'·K(a, 1')K(y, ß)d1', K2(a, ß) = J K(u, 1')K(1" ß)d1', 
~ ~ 

wenn f1' eine beliebige stetige Funktion des Ortes im Gebiet lJ 
bedeutet. 

In Integralen wie 

J fa.K2(ß,a)da, J {a.K2(a,ß)da = J fa.da J K(a, 1')K(y, ß)d1' 

kann nun nach § 44, in welchem die Symmetrie der Kerne nicht 
benutzt wird, die Reihenfolge der Integrationen nach a und l' 
umgekehrt werden. Allerdings sind die dortigen Größen (7) nicht 
mehr stetig, wohl aber so integrierbar, daß die mit ihnen an­
gesetzte Beziehung (10) des § 44 und damit die ganze Schluß­
reihe bei Bestand bleibt. 

Man übersieht ferner leicht, daß das mit einer stetigen Funk-
tion f gebildete Integral 

JIogra y • dy (Ca, ß) 
rßy 

u 
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über ein beliebiges Gebiet U erstreckt endlich bleibt, auch wenn 
die Stellen u und ß zusammenfallen. Man braucht es nur in die 

Form f d-
logray ._ r. M 

rfJy 
ii 

zu bringen, wobei die Größe M offenbar im Integrationsgebiet 
stetig ist, und im Gebiete n Polarkoordinaten mit ß als Zentrum 
einzuführen; dann folgt das Behauptete aus der Tatsache, daß 

f logudu 

endlich ist, auch wenn man an die Grenze u = ° heran integriert. 
Hieraus folgt weiter, daß das Integral 

KS(IX, ß) = f X (IX, r) K2(r, ß)dr 
i' 

im Grundgebiet iY endlich und stetig ist; sein Integrand kann als 
Größe F(O, 1) im Sinne des § 44 betrachtet werden, in der es 
nicht wesentlich ist, daß die bei den stellenweise singulären Fak­
toren K(O, 1) und K(I, 2) aus derselben Funktion K entspringen, 
sondern nur, daß beide in der erforderlichen Weise integriert 
und abgeschätzt werden können. Die Sätze des § 44 zeigen so­
mit, daß im Integral 

f fu.Ks(u, ß)du = f fu.du f K(u, r)KI(r, ß)dr 

die Integrationen vertauscht werden dürfen. 
:rIiermit sind diejenigen Teile des vorigen Paragraphen gerecht­

fertigt, in denen von der Singularität der Größen K, KI, Ks Ge­
brauch gemacht und Integrationen unstetiger Integranden ver­
tauscht werden. 

§ 59. 

Nullösungen beim räumlichen Dir ich let sehen Problem. 

Um die Kette der Schlüsse vollständig zu machen, die das 
räumliche Dirich letsche Problem erledigen, bleibt nach § 57 noch 
entweder zu zeig~p, daß die Gleichung 

cpx = c i K(x, u)cpu.du 
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weder wenn c den Wert Eins hat, noch wenn c komplex ist, eine 
Lösung besitzt; oder diese Behauptungen sind für die Gleichung 

(1) cpx = cf K(rx., x) cprx..drx. 

zu beweisen, was nach § 57 dasselbe leistet. In letzterer Form 
ist der Beweis leichter. 

Um ihn durchzuführen, gehen wir von der Formel 

K(x,rx.) = _~_d_(~) 
2n dNa ra'x 

aus und schließen aus ihr 
cprx. d (1) K(a,x)cprx..drx. = --2 iN - drx.. 

n ( '" r ax 

Diese Größe ist die im Punkte x nach der Richtung N x wirkende 
Komponente der Kraft, die das Element d rx. mit der Masse 
- d rx. . cp rx./2 n belegt im Punkte x ausübt. Bilden wir daher 
das Flächenpotential 

indem wir unter x auch Stellen im Innern oder Äußern der 
Fläche Ö verstehen, und bezeichnen durch N wie bisher die 
innere, durch N' die äußere Normale dieser Fläche, so können 
wir die Größen 

Mi = (:~)/ Ma = - (:X)a = (:~)a 
(2) 

M = f K(rx., x) cprx.. drx. 

bilden, und ihre Bedeutung ist folgende. Mi und M a ~nd die 
Grenzwerte, denen die in der Richtung N wirkende Kraftkompo­
nente zustrebt, wenn man sich dem auf der Fläche Ö liegenden 
Punkte x von <>innen oder außen annähert; etwa auf einer zur 
Fläche normalen Geraden, deren Richtung man, ehe die Fläche Ö 
erreicht wird, als Richtung N nimmt; M aber ist die nach der 
Richtung N x genommene Komponente der Anziehung, wenn der 
Punkt x in der antiehenden Fläche Ö selbst liegt. Die Theorie 
des Flächenpotentials gibt, da - cp rx.. (2 n)-l dle Dichtigkeit ist, 
die Gleichungen 

oder 
Mt = M+cpx, M a = M-cpx, 

Mt - Ma = 2cpx, Mt+Ma = 2M. 
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Benutzt man daher die Gleichungen (2), so führt die vorausgesetzte 
Beziehung (1) r.:u der Gleichung 

oder 
Mi-Ma = c(Mi + M a) 

(3) dU dU (dU dU) 
dN + dN' = c dN - dN' j 

dabei bedeuten die Brüche mit dem Nenner dN den durch das 
Suffix i bezeichneten Grenzwert, die Brüche mit dem Nenner d N' 
den durch a bezeichneten, was wir für die folgenden Formeln 
festhalten. 

Wäre nun zunächst c = 1, so gäbe die Gleichung (3) auf 
der Fläche 0: 
(4) 

dU 
dN' = O. 

Umgibt man 0: mit einer z"fi'eiten Fläche 0:", die mit jener den 
Raum lR" einschließt, und nennt man d s" das Flächenelement, 
N" die nach dem Innern des Raumes lR" gerichtete Normale der 
Fläche 0:", so ergibt die Gaussische Integraltransformation 

f d$( (~~Y+ G~Y+ (~fY) 
91" dU f dU 

= - f U dN' du - U dN"ds". 

(5) 

~ ~" 

Hier verschwindet das erste Glied der rechten Seite der Glei­
chung (4) zufolgej das zweite kann, da U und d U/dN" im 
Unendlichen auf bekannte Weise verschwinden, absolut beliebig 
klein gemacht werden, indem man die Fläche 0-" hinreichend 
weit hinaus~chiebt. Daraus folgt, daß die Größen (} U/o~ usf. 
im Außenraum der Fläehe 0: verschwinden, U also hier eine Kon­
stante ist, die den Wert Null hat, weil U im Unendlichen ver­
schwindet. 

Nun ist U als Flächenpotential an der Fläche 0: und im 
Innenraum derselben stetig, muß also auch in diesem überall 
verschwinden, so daß ,sich auch 

( dU)=O 
dN i 

ergäbe, mithin Ma = Mi = 0 und q;x = O. Der Fall c = 1 
ist damit erledigt. 
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Jetzt untersuchen wir die Gleichung (3), wenn c komplex ist. 
Dann gilt dasselbe von tp Uj da diese Größe aber überall nur 
linear vorkommt, so sind die benutzten Gleichungen der Potential­
theorie auch bei komplexen Werten der Dichtigkeit gültig, und das 
Potential sowie jede Kraftkomponente fällt dabei komplex aus. 

Es sei z. B. U = V + Wi, c = a + b ij 

dann zerfällt die Gleichung (3) in die beiden folgenden: 

dV dV [dV dV] [dW dW] 
dN+ dN,-a dN- dN' +b dR-- dN' = 0, 

dW+ dW _a[dW _.dWJ_br.dJT _ d~] _ 0 
dN dN' dN· dN' eiN d,N' - . 

Multipliziert man diese Gleichungen mit Wund - V oder mit 
V und W; addiert sie und integriert über das Grundgebiet, so 
vereinfacht sich das erhaltene Respltat durch die Gleichungen 

J(v~~- W:~)d~ = 0, J(V::'- W :;,) du = 0, 

deren erste unmittelbar aus der Gaußschen Integraltransformation 
für den von der Fläche u: umschlossenen Innenraum !R folgt, die 
zweite aus derselben Transformation für den Außenraum der 
Fläche u: und den Unendlichkeitseigenschaften der gewöhnlichen 
Potentiale. Mittels dieser Gleichungen findet man durch die 
angegebenen Operationen folgende Gleichungen: 

J dW J dW J dV r dV b WdNdu-b WdN,d~+b VdNdu-b.VdN,da=O, 

wofür wir kurz schreiben bT=O, 

und J (dV dV) J (dW dW) - a T + V d N + d N' d ~ + W d N + d;.V' d ~ = o. 
Wenn nun c komplex, also b von Null verschieden ist, ergibt 

sich sofort 

(6) T= 0, J[v(:~+ :;,)+ W(:~ + ;;)] du = O. 

Diese Gleichung transformieren wir mittels der Identitäten 

Jv:~ du = -Jd~[(~~r+(~~)2+(~~rJ 
91 

J dV J [(OV)2 (OV)2 (CV)~J VdN,du=- d~ TI + ~ + ~ , 
~)f' 
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indem wir durch lR' den Außenraum der Fläche ty bezeichnen 
und analoge Gleichungen für W aufstellen, indem wir die an die 
Gleichung (5) geknüpften Erwägungen auf die Potentiale V und 
W übertragen. Die linke Seite der zweiten Gleichung (6) geht 
dann in eine Summe von Integralen negativer Quadrate über und 
die Gleichung zeigt, daß die Ableitungen von V und W nach ~, 

'1'/, 6 im Außenraum lR' wie im Innenraum !R verschwinden, die 
Potentiale V und W im ganzen Raume konstant sind, die zu­
gehörigen Dichtigkeiten also, mit denen die Fläche ty belegt ist, 
d. h. der reelle und imaginäre Teil der Funktion qJa, verschwinden. 

Damit ist gezeigt, daß keine Lösungen der Gleichung (1) bei 
komplexen Werten von c existieren, und die Entwicklungen des 
§ 57 sind so weit ergänzt, wie es nötig war, um zu zeigen, daß 
die Dirichletsche Aufgabe durch den dort gegebenen 
Ausdruck wirklich gelöst wird. 



Achter Abschnitt. 

Die )1~redholmschen Reihen. 

§ 60. 

Formale Auflösung von Integralgleichungen und 
Integralgleichungssystemen. 

Ersetzt man die Integralgleichung 

tjJx = fx + f K(x, a)1/J a .da 

durch das System der linearen Gleichungen 
n 

tjJa[! = fag+ 2.:K(ag,av) (aV+l-aV)tjJa", 

Q = 1,2 ... n, 

und löst diese durch Determinanten auf, so wird es plausibel, 
daß die Integralgleichung in folgender Weise durch die Fred­
holmschen Reihen aufgelöst wird: 

tjJ x = f x + ~ f D (x, a) fa . da, 

D(x,a) = Ao(x,a)- A1 (;t'a) + A2~,a) _"', 

D = 1 _ Al + A2 _ AB + ... 
11. 2! 3! . 

In diesen ist gesetzt 

Ao (1', y) = K(x, y), 

K(x, y) K(x, al ) ... K(x, an) 
A ( )-ff ... fd d d K(u1,y) K(al!a1) ... K(all an) 

n x, y - a1 a2 • •• un : : : ' . . . 
K(un,·Y) K(un,a1) ... K(an,an) 

An = f An-1(a, a)da. 
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Offenbar hat man hier mit Determinanten zu tun, deren 
Elemente die Form K(x, un), K(un, y), K(um, u lI) haben. Diese 
wollen wir kurz durch (xn), (ny), (mn) bezeichnen. Die Deter­
minanten haben ferner die Eigenschaft, daß das erste Argument 
der Größen (uß) in jeder Zeile, das zweite in jeder Spalte dasselbe 
bleibt; sie sind also durch ihr Diagonalglied vollkommen be­
stimmt. Sie mögen demgemäß durch das in eckige Klammern 
geschlossene Diagonalglied dargestellt werden. Mit dieser Be­
zeichnungsweise erhält man 

An(x, y) = f .. · f drx1 • .. dunl(xy)(1l)(22) ... (nn)J. 

Wir wollen nun die Größe An (x, y) dadurch umformen, daß 
wir die in ihr vorkommende Determinante nach den Gliedern ihrer 
ersten Spalte ordnen. Dann finden wir 

[(xy) (11) ... (nn)] = (xy) [(11) (22) ... (nn)] - (1 y) [(x 1) (22) ... (nn)] 
+ (2y) [(xl )(12)(33) ... (nn)] - (3y) [(x 1)(12)(23)( 44) ... (nn)] + .... 

Die Determinanten der rechten Seite sind hier nach folgendem 
Gesetz gebildet. Die zweiten Ziffern sind immer die der Reihe 
1, 2 ... n, die ersten Zeichen sind x, 1, 2 ... n, von denen suk­
zessive das erste, zweite, dritte ... weggelassen wird. Dem ent­
spricht es vollkommen, daß man Determinanten haben will, bei 
denen die Spalten aus den letzten n Spalten der ursprünglichen 
Determinante gebildet sind, während die Zeilen diejenigen der 
ursprünglichen sind, nachdem man die erste, zweite, dritte Zeile 
weggelassen hat und so fort. Nun erhält man, indem man zwei 
Spalten vertauscht, oder in den Elementen unserer Determinante 
die an zweiter Stelle stehenden Ziffern vertauscht, die folgenden 
Gleichungen: 

[(x 1 )(12)(33) ... (nn)] = - [(x 2)(11 )(33) ... (nn)], 
[(xI)(12)(23)(44) ... (nn)] = [(x3)(11)(22)(44) ... (nn)], 
[(x 1) (12) (23)(34 )(55) ... (n n)] = - [(x 4) (11) (22) (33) (55) ... (nn)] 

Somit ergibt sich 
A,.(x, y) = 

S .. · f du} ... dUn {(xy)[(11)(22) ... (nn)] - (ly)[(x1) (22) .. , (nn)] 
- (2y) [(x 2)(11) (33) ... (nn)] - (3y) [(x 3)(11) (22) (44) ... (nn )]} .... 

Die Integrale der einzelnen rechts auftretenden Glieder außer 
dem ersten sind aber identisch, da ein mehrfaches Integral von 
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der Bezeichnung der Integrationsvariablen unabhängig ist. Man 
hat z. R, indem man die Bedeutung der Integrationsvariablen 
IXI und 1X2 vertauscht, die Gleichung 

f··· f d IX I ••• d IXn (1 y)[(x 1 )(22) ... (nn)] 

= f ... f dIXI ••• dlXn (2y) [(x 2)(11) (33) ... (nn)]. 

Der Wert des ersten dieser Integrale, mithin auch der aller 
anderen kann aber offenbar geschrieben werden: 

f d IXI K(IXI , y) f··· f cl 1X2 '" d IXn [(x 1) (22) ... (nn)] 

= f K(lXu y) A n- l (x, IX l ) df'Xp 

Da ferner offenbar die Gleichung 

.i ... J IlIXI ••• rllXn [(1l)(22) ... (nn)] = J An-I(lXu ul)dul = An 

gilt, so findet man die Rekursionsformel 

(1) An(x,y) = AnK(x,y)-n f K(IX,y) An- l (x, IX) dlX. 

Operiert man mit den Zeilen, wie hier mit den Spalten geschehen 
ist, so findet man eine entsprechende Rekursionsformel 

(2) An (x, y) = AnK(x, y) - n f K(x, IX) An - l (lX,y)d IX. 

Diese beiden Identitäten genügen, um zu zeigen, daß die 
Integralgleichung durch den Quotienten D (x, y) /1) erfüllt wird, 
sobald nur feststeht, daß die Reihe D (x, y) bezüglich beider 
Argumente im Grundgebiet gleichmäßig konvergiert. Unter dieser 
Voraussetzung finden wir nämlich, indem wir von der Gleichung (2) 
oder 
(_I)n + I An(x, y) = AnK(x, y)( -1)n+ 1 +fK(X IX) ( -l)n An- 1 (lX,y) d IX 

n! n! '(n-l)! 

ausgehen und über n summieren, das folgende Resultat: 

- K(x, y) + D(x, y) = K(x, y)(D - 1) + f K(x, IX)D(IX, y)dlX 

oder auch 

(3) D(x, y) = D.K(x, y) + SK(x, IX)D(IX, y)dlX. 

Ebenso leicht ergibt sich aus der Formel (1) die Gleichung 

(4) D(x,y) = D.K(x,y)+ s'K(IX,y)D(x,lX)dlX. 

Die Formeln (3) und (4) sind also bewiesen, sobald die bezeichnete 
Eigenschaft der Fredholmschen Reihen feststeht. 
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Hier möge noch beiläufig bemerkt werden, daß die Fred­
holmschen Reihen, wenn sie die Integralgleichung mit stückweise 
stetigem Kern auflösen, auch dasselbe für Systeme von Integral­
gleichungen leisten. 

Seien z. B. die Gleichungen 
1 1 

fPl X = fl X + J K H (x, a) fPl a . d a + J K l2 (x, a) fP2 a . cl a, 
o 0 

1 1 
(5) 

fP2 X = t~ x + J K21 (x, a) fJJI a. cl a + J K 22 (x, a) fP2 a. d a 

vorgelegt, in denen über ein lineares Gebiet integriert wird, 
innerhalb dessen die Funktionen K"v (x, a) bezüglich jedes Argu­
ments stückweise stetig sindj fPIX und fP2X seien die Unbekannten. 
Dann setze man für die Gebiete 

1. O~ x ~ 1, 
2. o~x~ 1, 
3. 1 ~x~ 2, 

4. 1 ~x~ 2, 

O~y~ I, 

1 ~y~ 2, 
O~ y~ 1, 

1~y~1 

die folgenden Definitionen an, deren jede sich auf das gleich 
numerierte Gebiet bezieht: 

1. K (x, y) = K ll (x, y), 
2. K(x, y) = K I2 (X,y-1), 
3. K(x, y) = K 21 (x -1, y), 
4. K(x,y) = K lI2 (x-1, y-1). 

Ferner gelte das erste oder zweite der Gleichungssysteme 

fPX = fPl x, fx = fl Xj fx = f2(X - I), fPx = fP2(X -1), 
je nachdem x der Strecke von 0 bis 1 oder von 1 bis 2 an­
gehört. Dann können die Gleichungen (5) in die eine Gleichung 

2 

fPx = fx+ S K(x,a)fPa.da 
o 

übergeführt werden, deren Kern auf der Strecke von 0 bis 2 
stückweise stetig ist, wenn dasselbe. von den Größen K"" auf der 
Strecke von 0 bis 1 gilt. 

Diese Betrachtung kann offenbar leicht verallgemeinert und 
dazu benutzt werden, die Ergebnisse des dritten Abschnitts auf 
Systeme von Integralgleichungen zu übertragen. 
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§ 61. 

Der Hadamardsche Determinantensatz. 

Zu den wichtigsten Eigenschaften der Fredholmschen Reihen 
führt folgende algebraische Betrachtung. 

Unter einer orthogonalen Substitution versteht man bekannt­
lich eine lineare Substitution von der Form 

1, n 

Yv = .2: aV[!x/}, 

bei welcher die Identität 
1, n 1,n 

.2: Y~ = .2: X~ 
v J' 

besteht. Hat man im besonderen n = 2, so lehren die offenbar 
zusammen bestehenden Gleichungen 

Y1 = Xl COS CI. - X 2 sin CI., 

Y2 = Xl sin CI. + '')';2 COSCl., 

yF + xi = Y12 + Y22, 

in denen rx, ein beliebiger Winkel sein kann, daß es eine ortho­
gonale Substitution gibt, bei der die Koeffizienten einer Reihe 
sich zueinander verhalten wie gegebene Größen, die nicht alle 
gleich Null sind. 

Diesen Satz kann man leicht durch vollständige Induktion 
auf Substitutionen in beliebig vielen Variablen ausdehnen. Sei 
nämlich der Satz für n - 1 Variable bewiesen, so daß in den 
zusammen bestehenden Gleichungen 

1, tl-I 

:2: aV[!x[! = Yv, 
[! 

bewirkt werden kann, daß 

1,n-l l,n-l 

.2: Y~ = .2: X; 
v v 

wobei Cl' C2 ••• Cn -1 beliebig gegebene Größen sind, die nicht alle 
verschwinden, und Ä eib von Null verschiedener Proportionalitäts­
faktor ist. Dann fügen wir das Variablenpaar X n = Yn hinzu, so 
daß die Gleichung 1, f1 ], n 

.2: Y~ = :2: X; 
v v 
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gilt, und bilden weiter die Substitution 

ZI = Yl cos 01, - Yn sin 01" 

Zn = Yl sin a + Yn cos a, 

Z2 = Y2' Zg = Ys, '" Zn-l = Yn-l' 

Alsdann haben wir offenbar die Gleichung 
1,n 1,n 1,n 

2.: ze = 2:y~ = 2:x~ 
v v 

und besonders die Beziehung 
1,n-l 

Zl = COB a 2.: al" .1:,. - .1:" sin u. 

Die Koeffizienten dieses Ausdrucks sind 
). Cl cos a, ). C2 COS 01" ••• ). Cil -1 cos a, - sin a, 
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und man kann durch passende Wahl des Winkels 01, bewirken, daß 

- sin a = C" ). cos a, 

wenn Cn eine beliebig vorgeschriebene Größe bedeutet. Auf diese 
Weise ist erreicht, daß die Koeffizienten in der ersten Reihe der 
die Variablen x und Z verknüpfenden Substitution den willkür­
lich gegebenen Größen Cl' C2 ••• Cn proportional sind. Die Schluß­
reihe versagt nur, wenn n - 1 Größen C verschwinden; dann ist 
aber die gesuchte orthogonale Substitution einfach eine Permu­
tation. der Größen xv, bei der Xl und .'en sich vertauschen. 

Jetzt seien Xl v, X2v ••• XliV' indem man v = 1, 2 ... n setzt, 
n Wertsysteme der Variablen Xl' X2 ••• X m und man wende auf 
diese eine orthogonale Substitution in der schon oben gebrauchten 
Form an, indem man setzt 

1," 

Yv = 2: a V(!x(!. 

(! 

Die jenen n speziellen Wertsystemen entsprechenden Systeme 
der Größen Y seien Yl v, Y2 V .,. Yn V' Dann kann man na~h dem 
oben erhaltenen Resultat die Koeffizienten 01, so wählen, daß die 
Gleichungen 

Y12 = Y13 = ... = Yln = ° 
gelten. Denn das gibt die n - 1 homogenen Gleichungen 

1,71 

2.: al (!x(!O" = 0, (j = 2,3 ... 11, 
(! 

Kneser, Integralgleichungen. 2. Aut!. 18 
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die man immer durch Unbekannte erfüllen kann, deren Werte 
nicht sämtlich verschwinden. Diesen Unbekannten können dann, 
wie gezeigt, die Größen ~1' a12 ••• (lln proportional gesetzt werden. 

Weiter transformiere man die Variablen Y2, Ys ... Yn durch 
eine orthogonale Transformation derart in die neuen Variablen 
Z2, Zs ••• Zn, daß die Gleichungen 

Zn = Z24 = ... = Z2n = 0 

bestehen, wobei allgemein Z2~, Z3 v ••• Zn v das Wert system be­
deute, das dem System Y2 v, Y3 v .•• y .. v entspricht. Die hierzu 
dienende Substitution kann zugleich als eine Transformation der 
n Variablen Yll Y2 ••• Yn angesehen werden, indem man die eine 
Gleichung ZI = Yl hinzufügt. Dann kann auch das Variablen­
system Zu Z2 ••• Zn als durch orthogonale Transformation aus 
den Variablen :!'11 :1'2 ••• X il hervorgegangen erscheinen und die 
speziellen Werte, die den Größen :'," v entsprechen, bilden ein 
System von folgender Gestalt: 

Zll 0 0 0 

Z21 Z22 0 0 

In diesem enthalten die erste und zweite Zeile rechts von der 
Diagonale nur Nullen. Auf diese Weise geht man weiter und 
stellt ein System her, in welchem die drei ersten Zeilen dieselbe 
Eigenschaft haben, die soeben für die erste und zweite erreicht 
wurde. So fährt man fort, bis man schließlich erreicht hat, daß 
die n - 1 ersten Zeilen rechts von der Diagonale nur Nullen 
enthalten. Sind die letzten Variablen t, so hat man dann ein 
Größensystem von der Form 

tn 0 o ... 0 
t21 t22 o o 

tn - I ,1 tn - 1,2 t"-1,3 ••• 0 
tn1 t"2 tn3 tnn 

erzielt und der Wert der aus diesem gebildeten Determinante 
ist offenbar tn t22 ••• tnn • 

Nun haben die Determinanten der orthogonalen Substitution 
stets den Wert + 1; die Determinante des transformierten Größen­
systems ist gleich der des ursprünglichen multipliziert mit der 
Substitutionsdeterminante. Daraus folgt, daß die ursprüngliche 
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Determinante dem absoluten Werte nach gleich dem Produkt 
der n Größen t"" ist, da die Größen t,..v durch orthogonale Sub­
stitution aus den ursprünglichen Größen x,.. v abgeleitet sind. 

Jetzt werde vorausgesetzt, die Größen x,..v seien dem abso­
luten Betrage nach nicht größer als 1. Die Größen t seieu in 
der Form 

angesetzt und es 

1, n 

tv = Lbvexe 
e 

besteht die Gleichung 
1, n 1, n 

2:: t~ = 2:: x~. 
v 

Aus dieser folgen bekanntlich unmittelbar die Gleichungssysteme 
l,n 

2: b"ebvG = 0, (} ~ 6, 
v 

1, n 

2: b,..ebve = 0, tL ~ v. 

Da nun zwischen beliebigen reellen Größen c", Xv die allgemeine 
Ungleichung 

gilt, so folgt, indem man Ce = b,,[} setzt, 
1, n 

t;< 2:x~ ~ b~[}, 
v v 

Bei der Annahme : Xv I < 1 folgt also 

Itvl<ynj 
im besonderen ergibt sich 

I tvv I < yn. 
Da ferner für die Determinante 

LI= 

oben die Gleichung 
ILI I = tn tu ... t .... 

abgeleitet ist, so folgt ILI ! < V n" , 

v 

und die Hadamardsche Ungleichung ist vollständig bewiesen. 
18* 
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Diese Ungleichung, die zunächst nur für den Fall reeller 
Elemente x" v abgeleitet ist, bleibt richtig, wenn die in einer 
Spalte stehenden Elemente sämtlich rein imaginär sind. Hat 
man daher eine Determinante aus komplexen Elementen, die 
sämtlich dem absoluten Betrage nach kleiner sind als 1, etwa 
die Determinante der Elemente a"" + ib"", wobei die zweiten 
Zeiger in den Spalten, die ersten in den Reihen konstant bleiben, 
und zerlegt man die Determinante entsprechend den beiden in 
jeder Spalte stehenden Summanden in Determinanten, deren 
Spalten entweder aus Gliedern wie aIv, a2v ••• a nv oder aus 
Gliedern wie i bl D' i b2 (! ... ib" (! bestehen, so ist die Anzahl dieser 
Summanden 2". Auf jeden einzelnen von ihnen kann die für 
reelle Elemente geltende Hadamardsche Ungleichung angewandt 
werden. Die Determinante der komplexen Elemente a" v + i bit I. 

ist also absolut kleiner als 2" y nn, wenn die absoluten Beträge 
der Elemente kleiner als 1 sind. 

Hieraus schließt man sofort, daß der absolute Wert einer 
Determinante mit reellen oder komplexen Elementen, die sämtlich 
dem absoluten Betrage nach kleiner als 9 sind, unter der Grenze 

gn(2 yn)" 
liegt. 

§ 62. 
Die Konvergenz der Fredholmschen Reihen. 

Das erhaltene Resultat wenden wir auf die Determinanten 
an, die in den Ausdrücken An (x, y) und An vorkommen. Der 
Kern K(x, y) sei im Grundgebiet als Funktion jeder der Stellen 
;,C und y stückweise stetig, übrigens reell oder komplex. Dann 
gibt es eine solche positive Konstante g, daß die Ungleichung 

[K(x, y)[ < 9 
gilt, wenn die Stellen x und y das Grundgebiet durchlaufen, und 
man findet sofort die Ungleichungen 

[An (x, y) [ < gn+I (2 yn + It+ I eil, 
[An I< .q1' (2 Vn)1' e1' , 

in denen e den Wert des Integrals S d x, erstreckt über das Grund­
gebiet, bedeutet. Die einzelnen Glieder der Reihe D (x, y) sind 
daher absolut kleiner, als die entsprechenden der Reihe 

1,00 __.n 

R = 9 + 2: (2g)1'+1 (Vn + 1)n+1 ~-. 
n! 

n 
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Diese ist aber konvergent. Denn der Quotient zweier aufeinander­
folgender Glieder ist, wenn man das folgende als Zähler, das 
vorhergehende als Nenner nimmt, einfach 

- (yn+1)n C 2gc ( l)~ 2 g V n + 1 --- - = --c-=-- 1 + - , 
n n Vn n 

( 1)" 1 +-n 
und da die Größe 

dem Grenzwert e mit wachsenden Werten von n zustrebt, so ist 
der Wert dieses Quotienten bei hinreichend großem Wert von n 
beliebig klein. Ebenso ist mit der Reihe 

die Reihe D zu vergleichen; sie konvergiert jedenfalls nicht 
schlechter als die Reihe R o• Da die Reihe R ferner von den 
Stellen x, y gänzlich unabhängig ist, konvergiert die Reihe D (x, y) 
gleichmäßig. Damit sind die notwendigen Grundlagen gegeben, 
um aus der Rekursionsformel des § 60 die Gleichungen 

(1) D (x, y) = D K (x, y) + J K (a, y) D (x, a) cl a, 

(2) D(x, y) = DK(x, y) + J K(x, a)D(a, y)da 

erschließen zu können, die somit für beliebige symmetrische oder 
unsymmetrische Kerne K(x, y) der oben bezeichneten Art" be­
wiesen sind. 

Ist ferner D von Null verschieden, so liefert die Formel 

tjJx = fx + t f D(x, a)fa.cla 

eine Lösung der Gleichung 

tjJx = fx + J Ker, a)tjJa.da. 

Ein besonders wichtiger Sonderfall ist der, daß der Kern 
K (x, y) eine ganze rationale Funktion eines Parameters A ist, 
der auch komplexe Werte annehmen kann. Beschränkt man diese 
auf ein festes, übrigens beliebiges Gebiet @, so liegt die Funktion 
K (x, y) dem absoluten Betrage nach unter einer von A unab­
hängigen Grenze g, und die Reihen D und D (x, y) konvergieren 
gleichmäßig auch in bezug auf A, sind also nach dem Theorem 
von Weierstrass im Gebiete @ reguläre analytische Funktionen 
von A. Da nun diese Folgerung für ein beliebiges Gebiet @ 
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gezogen werden kann, so sind die Größen D und D(x, y) ganze 
transzendente Funktionen von A.. 

Enthält die Größe K(x, y) den Parameter A. als einfachen 
Faktor und bezeichnen wir durch K(x, y) und D(x, y) die Größen, 
die bisher K(x,y)/A. und D(x,y)/A. hießen, so finden wir, daß 
die Funktionalgleichung 

'ljJx = fx + A. J K(x, ~)'IjJ~.a~ 
durch einen Quotienten zweier ganzer Funktionen von A., 
also durch eine meromorphe Funktion dieser Größe 
gelöst wird, womit die Schmidtsche Formel verallgemeinert wird. 

Am einfachsten gestaltet sich die Lösung, wenn wir f x durch 
K(x, y) ersetzen; dann erhält man einfach die Fredholmsche 
Resolvente 

(3) 'ljJx = K(x, y) + A. J K(x, ~)'IjJ~.a~, 

aus der man schließt, daß 'ljJx dem lösenden Kern rex, y) gleich­
zusetzen ist; dieser hat den Wert 

r( ) _ D(x, y) 
x,y - D ' 

wie aus der Gleichung (1) hervorgeht. Die Reihen D und D(x, y) 
haben jetzt entsprechend der geänderten Bezeichnung die folgende 
Gestalt 

. A.2 
D(x, y) = K(x, y) - A.A l (x, y) + 1.2 A 2 (x, y) - "', 

A.2 
D=1-A.Al +-A2 -··· 1.2 

und aus der Beziehung 

. . An =J A"-l(~, ~)d~ 
folgt die Gleichung 

J dD 
D(x,x)dx = - dA. • 

. Hieraus ergibt sich eine bemerkenswerte Folgerung unter 
der Voraussetzung 

D\;'=Al=O. 

Man entwickele auch dia Größen D(x,y) nach Potenzen von A.-A.l 

und es sei etwa 
D(x, y) = D l (x, 'y) lA. - A.l )" + D2 (x, y) (A. - A.l )1c+ 1 + .... 
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Dann sind Dv (x, y) nach der Bildungsweise der Reihe D (x, y) 
stetige Funktionen von x und y, deren erste nicht identisch ver-
schwindet. Die Größe J 

D(x, x)dx 

enthält mindestens die Potenz (A - AI)k als Faktor, und dasselbe gilt 
von d D / dA; mithin enthält D mindestens die Potenz (A - AI)k + I. 
Die Stelle Al ist also sicher ein Pol für den Bruch D (x, y) / D 
und die Gleichung (2) ergibt 

ADK(x, Y) J 
D 1 (x,y) = (A-AI)k +A DJ(a,y)K(x,a)da+ "', 

wobei rechts nur Glieder weggelassen sind, die eine ganz durch 
I, - AI teilbare Funktion von A bilden. Nun ist auch D durch 
(A - A1)\ wie gezeigt, teilbar und gibt einen Quotienten, der für 
I, = AI verschwindet; mithin erhält man die Gleichung 

D 1 (x, Y) = AI J VI (a, y) K(x, a)da, 

und da D l (x, y) nicht identisch verschwindet, kann man y so 
fixieren, daß eine nicht identisch verschwindende Funktion von x 
herauskommt. Damit hat man eine Lösung der homogenen 
Integralgleichung 

( 4) fP x = Al J K (x, a) fP a . cl rx 

gewonnen. Eine solche ist vorhanden, wenn D an irgend einer 
Stelle A = Al verschwindet. 

Ebenso ergibt sich mittels der Gleichung (1) 

Dl (x, y) = Al J V t (x, a) K(a, y) cl a 

und eine Lösung der Integralgleichung 

( 5) 1jJ Y = Al J K (u, y) lj! a . cl a; 

die Gleichungen (4) und (5) haben nach § 55 gleich viel linear 
unabhängige Lösungen, was sich auch aus den Fredholmschen 
Reihen erkennen läßt. 

Multipliziert man die Gleichung (4) mit D(u, x), integriert 
und benutzt die Resolvente (1), so folgt 

J D(u,x)fPx.clx = Al J J K(x, a)D(u, x)fPa.rladx 

Al f = T fPa.dalD(u,a) -DK(u,a)l, 
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oder indem man nochmals die Gleichung (4) benutzt und das 
Zeichen reinführt, 

cpn = (lI -l) J r(u,x)cpx.dx; 

ebenso ergeben die Gleichung (5) und (2) 

'l/Ju = (ll-l) J rex, u)cpx.dx. 

Damit sind die Eigenschaften des lösenden Kerns erhalten, die 
wir in besonderen Fällen des vierten und sechsten Abschnitts 
schon vielfach benutzt haben. 

Endlich ergeben die Gleichungen (4), (5), in denen wir jetzt 
CPI und 'l/JI für cp und 'l/J schreiben wollen, kombiniert mit den 
einem anderen Eigenwert entsprechenden Gleichungen 

(6) CP2.1' = l2 J K(x, rx) CP2 rx. d (x, 

(7) 'l/J2 X = l2 J K(rx, x)tJ.'2(X·dx, 

indem man die Gleichung (4) mit l2 'l/J2x, die Gleiehung (7) mit 
II CPI X multipliziert und nach x integriert 

(l2- l l) J CPI X. 'l/J2x. dx = lll2 J J K(x, rx) CPI rx. 'l/J 2 x. d rx rl x 

- Aj l 2 J J K(rx, x)CPlx. 'l/J2(X·dxclrx = 0, 

oder J CP I X.tP2 x . dx = 0; 

ebenso ergeben die Gleichungen (5) und (6) 

J CP2 x . tPI X • cl x = O. 

Damit haben wir den Anschluß an den Begriff des biorthogonalen 
Systems erreicht, von dem in den §§ 49 und 50 unter besonderen 
Voraussetzungen die Rede war. 

§ 63. 

Die Fredholmschen Reihen und die symmetrischen Kerne. 

Daß die Größe D bei reellen symmetrischen Kernen, also 
unter der Voraussetzung 

K(x, y) = K(y, x), 
immer mindestens einmal ver.chwind~t, kann jetzt auf eine neue 
Weise leicht gezeigt werden. In der Tat versuchen wir den 
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lösenden Kern rex, y) nach Potenzen von I zu entwickeln, so 
müßte die erhaltene Reihe beständig konvergieren, wenn der 
Nenner D nirgends verschwinden sollte. Läßt sich also zeigen, 
daß diese Reihe nicht beständig konvergieren kann, so wird 
notwendig mindestens eine Wnrzel der Gleichung D = 0 vor­
handen sein. 

Aus der Gleichung (3) des § 62 ergibt sich nun, wenn wir 

1jJx = rex, y) = K(x, y) + lK2(x, y) + ).,2K3 (x, y) + 
ansetzen, sofort die allgemeine Beziehung 

Kn+1(x, y) = J Kn(u, y)K(x, u)17u. 

Die Größen Kn sind also mit den in § 19 ebenso bezeichneten 
identisch und es besteht wie dort die Gleichung 

K",+n (x, y) = J Km (x, u) K" (y, u) du. 

Aus dieser folgt unmittelbar mittels der Schwarzsehen Un­
gleichung, indem man n = m + 2 und x für y setzt, 
(1) K2m(x, X)K2m+4(X, x) _[K2m+2(x,x)]2 > O. 

Wenn nun K2m(x, x) für irgend einen Wert von x ver­
schwindet, so würde diese Ungleichung sofort dasselbe für 
K2m + 2 (x, x) und ebenso für alle folgenden Größen K2r (x, x) er­
geben. Die Größe 

K9{ x, x) = J K (u, X)2 d u 

ist aber offenbar positiv; wäre K28 (x, x) die erste Größe ihrer 
Art, deren Exponent eine Potenz von 2 ist und die verschwindet, 
so ergäbe die Identität 

K28 (x, x) = J K8(:C, u)2du, 

daß auch K8(X, x) verschwände, was der Definition des Zeigers 
2 s widerspricht. Da nun, wenn überhaupt eine Größe K2n (x, x) 
den Wert Null hätte, dasselbe auch von einer ebensolchen Größe 
gelten müßte, in der für 2 n eine Potenz von 2 gesetzt ist, so 
zeigen die erhaltenen Resultate, daß alle Größen K2m (x, x) po­
sitiv sind. 

Jetzt ergibt die erhaltene Ungleichung (1), daß die Reihe 
1, 00 

R = .2: K2n (x, x) ).,2"-1 

" 
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für gewisse Werte von ,1. divergiert; denn der Quotient eines 
Gliedes durch ein vorhergehendes ist 

_ K2n+2 (x, x) ,1." 
Qn - 1{2n (x, x) . 

Nach der Ungleichung (1) ist aber 

K2n+2(x, x) K2n+4(x, :1') 
~~---- < ~~~--

K2n (x, x) = K2n + 2 (x, ,2')' 

und die Nenner sind, wie gezeigt, von Null verschieden. Somit 
folgt, daß der Quotient Qn mit n anwächst, also bei passender 
Wahl von ,1. immer größer als Eins ist. Die Reihe R ist also 
divergent; sie ist aber nur als Teil in der Taylorschen Reihe 
r (x, x) enthalten; mithin kann diese nicht beständig konver­
gieren. 

Damit ist gezeigt, daß die Größe D mindestens eine Null­
stelle als Funktion von ,1. besitzt; jeder stetige symmetrische 
Kern hat also mindestens eine nicht identisch ver­
schwindende Eigenfunktion. 

Sei nun ,1.1 irgend ein Pol der meromorphen Funktion r(:r, V), 
und gelte in der Umgebung der Stelle ,1.1 folgende Entwicklung: 

r( )_D(x,y)_ fk(X,y) + ... +t~(X'Y).+ffi(,1._,1.)' 
x, y - D - (,1.- ,1.I)k ,1.- ,1.1 1-' 1 , 

durch tk seien dabei stetige Funktionen der Argumente x, y, 
durch I.ß eine Potenzreihe bezeichnet. Dann gibt die Gleichung (3) 
des § 62: 

fk (x, y) + ... + D (x, 1/) + I.ß (,1.- ,1.1) 
(,1. - ,1.j)k ). - ,1.1 

= K(x,y)+ ,1. J K(x,u) [(~(uZ}, + ... + ~_(r:, :;1 du + spj (t. - ,1.1) 

oder 
fk (x, y) + (,1.- ,1.1) fk-I (x, y) + (,1.- ,1.1)2 1.ß2 (,1.- ,1.1) 

= K(x, y)(,1.- ,1.I)k + ,1. J K(x, u) fk (u, y) du 

+ (,1.- ,1.1) J K(x, U)fk-1 (u, y) du + (,1.- ,1. I)2I.ßg (,1.- ,1.1), 

wobei I.ßI' 1.ß2' I.ßg wiederum Potenzreihen bedeuten. Setzt man 
hier ,1. = ,1.1' so findet man 

tk (x, y) = ,1.1 J K(x, U)fk(U, y)d U. 
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Differenziert man dagegen erst nach Ä und setzt erst in der 
erhaltenen Gleichung Ä = Äll so findet man 

fk-l (x, y) = J K(x, a) fk(a, y) d a + Ä1 J K (x, a) /;'-1 (a, y) tl a 

= fk S~..JLl + Ä1 J K (x, a) /k-l (a, y) da. 

Kombiniert man die beiden letzten Gleichungen, indem man die 
erste mit fk-l(X,y), die zweite mit fk(X,y) multipliziert und die 
Differenz beider bildet; integriert man sodann nach .x, so ergibt sich 

o = ).~ J fk(X, y)2d:r 

+ Ä1 f K(.x, a) I/i. (x, y) fk-l (a, y) - tk (a, y) /;'-1 (x, y)1 da rl x. 

Hier ist das letzte Integral bei symmetrischem Kern gleich Null; 
also müßte auch fk (x, y) identisch verschwinden entgegen der 
Voraussetzung. Die Zahl k kann also nicht größer als Eins sein; 
im Falle eines symmetrischen Kerns sind alle Pole des 
lösenden Kerns einfach. 

In der Umgebung eines solchen Poles sei diese Größe in der 
Form 

(2) T(x, y) = D<J; y) = _~(X, X: + ~(Ä - Ä1) 

entwickelbar. Dann ist die Größe 

r (x y) - D(x, y) + [J~J 
1 , - lJ . Ä - Ä1 

an der Stelle Ä = ).1 nicht mehr singulär. Beschränken WIr uns 
nun auf symmetrische Kerne 1 die keine anderen als positive 
Eigenwerte besitzen, also positiv definit sind, so ist einer von 
ihnen der kleinste; er werde durch ÄI bezeichnet. Dann liegt in 
der Ebene der komplexen Größe Ä auf der Kreisfläche mit dem 
Radius Ä1 kein anderer Pol als Ä1• Die Taylorsche Entwick­
lung der Größe TI (x, y) konvergiert also noch für einen Wert 
Ä = ÄI + 'r, in welchem 'r eine positive Größe bedeutet. Diese 
Entwicklung kann explizit in folgender Form angegeben werden: 

T1(x,y) = K(x,y)+ ~Kn+l(X,Y)Än+fl(X'f) 
n 1 

(3) 

= fl~-'-Y)+K(x,y)+ ~[K"+I(X,y) -[~-(~~~)]Ä'" 
1 .. 1 
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Da nun diese Reihe konvergiert, wenn man .1. = AI + T setzt, 
so folgt 

oder 
}~~ [~Ai-t ~)n (A~ +1 Kn +1 (x, y) - fl (x, V)) ] = 0, 

also a fortiori 
lim [A~+IKII+l(X,y) -t~(x,y)]=O, 

n==oo 

fJ1:,y) = Ern [A~+l Kn+l(x, V)]. 
n= 00 

Da nun nach dem Obigen t~ (x, y) eine Eigenfunktion des Kerns 
ist, so ist wiederum das Verfahren des § 19 abgeleitet, eine 
Eigenfunktion durch einen Grenzprozeß herzustellen, sobald der 
zugehörige Eigenwert gefunden ist. 

Aber auch für diesen selbst ergibt sich aus der erhaltenen 
Formel ein Grenzprozeß, durch den man ihn herstellen kann. 
Da nämlich die Produkte 

A~ Kn (x, V), 

bei wachsenden Werten von n einander nahezu gleich werden, 
so ergibt sich 

.1. r Kn(x, y) 
1 = 1m Kn+l( )' n=oo x, y 

Diese Ausdrücke werden illusorisch, wenn der Nenner verschwindet. 
Man vermeidet dies bei dem zweiten naoh den oben durch­
geführten Betrachtungen, indem man n gerade nimmt und .1: = Y 
setzt. Ein spezieller, vielleicht zweckmäßiger Grenzprozeß wird 
durch die Formel 

angegeben. 

A2n = lim _KSn(x, ~ 
1 K"+l() "=00 2 X, X 

Beiläufig findet man auch noch leicht eine Formel, durch 
die die Anzahl der zu dem Eigenwert Al gehörigen Eigen­
funktionen bestimmt werden kann. Erinnert man sich nämlich 
der Formeln 

J dD 
D(x, x)dx = - dA' DCJj x) = K(x, x) + ~Kn+l(x,X)An, 

" und setzt wie früher 

Un = J Kn (x, x) dx, 
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so findet man die Ta.ylorsche Entwicklung 
dlogD -dJ:- = V1 + V2 A + US A2+ •.. , 

285 

und der absolut kleinste Pol diesel' offenbar meromorphen Funk­
tion ist wiederum Al. Ist nun A = Al eine q-fache Nullstelle 
der ganzen Funktion D, so kann man in folgender Form ent­
wickeln 

dlogD _ _ q_ + \l1(l -A) 
dA - A-A1 "'" 1 • 

Vergleicht man die beiden für die linke Seite dieser Gleichung 
erhaltenen Reihen, so findet man durch die bei den Entwick­
lungen (2) und (3) gezogenen Schlüsse 

q = lim (UflA~). 
n==a:l 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist, wenn man n gerade 
nimmt, die Größe V des § 18. Ferner ist die Größe rex, y) bei 
jedem ,:on allen An verschiedenen Werte von A als Lösung einer 
nicht homogenen Integralgleichung nach § 23 eindeutig bestimmt, 
also mit der dort ebenso bezeichneten Größe identisch. Daraus 
folgt, daß auch die Größen D hier und in § 23 dieselben sind. 
Dort tra.t in dem Produkt 

D = rr(l- : )e-;'/;'n 
fI n 

der Al enthaltende Faktor so oft auf, wie die Anzahl der linear 
unabhängigen Eigenfunktionen beträgt, die zum Eigenwert Al ge­
hören. Diese Anzahl ist also, wenn nur positive Eigenwerte vor­
handen sind, gleich 'der Vielfachheit der Nullstelle A = Al in der 
Fredholmschen Reihe D. 
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n ( n 1-n 3 1) 
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bilitationsschrift, Breslau 1919. Math. Zeitschrift 8, 1920. Bei ungeradem n 
sind die Polynome Tn Eigenfunktionen des Kerns 

a: 

K (x, G) = r _d_t -, x< G· 
• (1- t2)a 
o 

Für a = 1/3, ~u = g;> (ujO, -1), n ungerade sind Tn (fl0'u) die Eigen­
funktionen des Kerns 

K (u, v) = 9 (6U -1), u < v 

auf dem Grundgebiet 6.1/3··· 46.1/3 mit den Eigenwerten n (n - (1/3»). 
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Wenn (( = 1/4, x = }'2snu.dnu, k = Y172 gesetzt wird, sind Tn (x) 
die Eigenfunktionen des Kerns 

R(u, v) = 2 (E(u)-u), u<IJj 

E(u) ist im Sinne der Jacobischen Bezeichnung das Integral zweiter 
Gattung als Funktion des Integrals e1'ster Gattung; das Grundgebiet ist die 
Strecke o· .. K. 

Die Ausdrücke T n' in denen x elliptischen Funktionen gleichgesetzt 
sind, können als Fortbildung der Kugelfunktiun Pn (cos 6) gelten. 

R. Neumann, Die Entwicklung willkürlicher Funktionen nach den 
Hermiteschen und Laguerreschen Orthogonalfunktionen auf Grund der 
Theorie der Integralgleichungen. Dissertation, Breslau 1912. Die Arbeit 
behandelt den Fall unendlich ausgedehnter Grundgebiete, für den die An­
wendung der allgemeinen Sätze besonders gerechtfertigt wird. Definiert man 
die Hermiteschen Polynome durch die Gleichung 

so sind die Größen 

0,00 n 
e-hZ+hh=~~m x 

~ I 1"" , n n 

({lnx = e- 1!2 ZZ !!3n x 

auf der Strecke von - 00 bis + 00 die Eigenfunktionen eines symmetrischen 
Kerns mit unstetiger Ableitung 

Z y 

K(x,y) = -_1-el/2(ZZ+yy>Je-aad«Je-fJfJdtJ x<y . yn , 
-00 +00 

und es gilt die Gleichung 
+00 

({ln x = (2n+2) J K(x,«) ({llla.da. 
- 00 

Eine Funktion fx ist auf der ganzen Strecke von - 00 bis + 00 nach .den 
Funktionen ({l"x entwickelbar, wenn sie ebenso wie ihre ersten beiden Ab­
leitungen an einer endlichen Anzahl von Stellen unstetig wird, und im Un­
endlichen mindestens wie x- e - 5/2 verschwindet, wobei e positiv und be­
liebig klein ist. 

Ähnliche Sätze gelten für die Laguerreschen Polynome, die als Nenner 
der Näherungsbrüche bei der Entwicklung der Reihe 

~_~+ 21_!!+ ... 
x x~xBx' 

in einen Kettenbruch. definiert werden können. Das Grundgebiet ist die 
Strecke \'on - 00 bis O. 

Plinfter Abschnitt. 

Strenge und einfache Beweise der vielfach gebrauchten Sätze der 
Potentialtheorie finden sich bei Schmidt, Bemerkung zur Potentialtheorie. 
Math. Abhandlungen, H. A. Schwarz gewidmet. Berlin 1914. 

§§ 38 bis 40, 43. Die Rechnungen sind Prüfungsarbeiten von E. Berg­
mann und V. Wellmann entnommen. Breslau 1910. 

Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl. 19 
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Carslaw, The Greens funetions for the equation du+k2 u = O. Proc. 
London math. society (2) 13, 1916; 16, 1919. 

§ 44. Betreffs der Vertauschung von Integrationen ist anzuführen 
Pie me 1 j, Die linearen Randwertaufgaben der Potentialtheorie. Monatshefte 
für Math. u. Phys. 15, 1904. 

Stekloff, Theorie generale des fonctions fondamentales. Annales de 
la faculte des sciences de Toulouse (2) 6, 1904. 

§ 45. Kneser, Integralgleichungen und Darstellung willkürlicher Funk­
tionen von zwei Variablen. Rendiconti deI circolo mat. di Palermo 27, 1909. 

§ 46. W e y 1, "Ober die Abhängigkeit der Eigenschwingungen einer Mem­
bran von deren Begrenzung. Crelles Journal 141, 1912. 

Sechster Abschnitt. 

Betreffs der funktionentheoretischen Methode: 
Kneser, Math. Annalen 63 (1907) (§ 27). 
Hilb, "Ober Reihenentwicklungen, welche aus speziellen Randwert­

problemen bei gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen entspringen. 
Crelles Journal 140, 1911. 

Freund, Entwicklung willkürlicher Funktionen vermittelst mero­
morpher. Dissertation, Breslau 1909. Hier findet sich die Methode der Funktion 
Z = eCz /(eZ + 1) in verallgemeinerter Form entwickelt und wird zur Ver­
besserung der älteren funktionentheoretischen Beweise von Cauchy für die 
Fouriersche und verwandte Reihen benutzt. 

§§ 47, 48. Duhamel, Mem. sur le calcul, des actions moleculaires 
developpees par les changements de temperature dans les corps solides. Mem. 
pres. par divers savants 0, Paris 1838. Second memo sur les phenomimes 
thermo-mechaniques. Journal de l'Ecole polytechnique cah. 25, 36, 1837. 

F. Neumann, Die Gesetze der Doppelbrechung des Lichts in kompri­
mierten oder ungleichmäßig erwärmten unkristallinischen Körpern. Abhand!. 
der Berliner Akademie 1841. Vorlesungen über die Theorie der Elastizität. 
Leipzig 1885. 

LiouvilIe, Sur un probleme thermomecanique Journal de math. 2. 
Koschmieder, Anwendung der Integralgleichungen auf eine thermo­

elastische Aufgabe. Crelles Journal14S, 1913. Die Entwicklung willkürlicher 
Funktionen wird funktionentheoretisch in einem Sonderfalle begründet, der 
sich auf Fouriersche Reihen zurückführen läßt. 

Lau die n, Entwicklung willkürlicher Funktionen nach Funktionen 
spezieller orthogonaler und· biorthogonaler Systeme. Dissertation, Breslau 
1914. Behandelt wird die thermoelastische Deformation der Kugel, die auf 
eine Integrodifferentialgleichung führt, sowie einige auf Liouville (s. oben) 
zurückgehende analytische Randwertaufgaben. Funktionentheoretische Me­
thode der 'Konvergenzbeweise nach der Dissertation von Freund (s. oben), 
auoh bei der Entwicklung unstetiger Funktionen. 

Laudien, Entwicklung. willkürlicher Funktionen bei einem thermo­
elastischen Problem. Crelles Journal 148, 1917. 

Jaroschek, Entwicklung willkürlicher Funktionen nach den Gliedern 
biorthogonaler Funktionssysteme bei einigen thermomechanischen Aufgaben. 
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Dissertation, Breslau 1918. Die Arbeit behandelt die thermoelastischen 
Vorgänge bei geraden Stäben mit verschiedenen Endbedingungen und bei 
kreisförmigen Platten nach F. Neu man n. In allen Fällen werden die 
GI' e e n schen Funktionen in Teilbrüche entwickelt, teils durch direkte 
Diskussion, teils Dach der Methode von Freund, und die Darstellungsfrage 
wird jedesmal allgemein erledigt. Die Kreisplatten führen auf Besselsche 
Funktionen. 

Westfall, Zur Theorie der Integralgleichungen. Dissertation, Göt­
tingen 1905. 

Birkhoff, Boundary value and expansion problems of ordinary linear 
differential equations. Transactions Amer. math. society 9, 1908. 

A. Sc h ur, Zur Entwicklung willkürlicher Funktionen nach Lösungen 
von Systemen linearer Differentialgleichungen. Dissertation, Würzburg 1920. 

Volk, Entwicklung der Funktionen einer komplexen Variablen nach 
den Funktionen des elliptischen Zylinders. Dissertation, München 1920. über 
die Entwicklung von Funktionen einer komplexen Veränderlichen nach 
Funktionen die einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
einem Parameter genügen. Math. Annalen 86, 1922. 

§ 49. Hilb, 'Ober Reihenentwicklungen nach Eigenfunktionen linearer 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Math. Annalen 71, 1911. 

Haupt, über die Entwicklung einer willkürlichen Funktion nach den 
Eigenfunktionen des Turbulenzproblems. Sitzungsberichte der Bayer. Aka­
demie der Wissenschaften 1912. 

Kneser, Bestimmung des Geschlechts spezieller ganzel' transzendenter 
Funktionen. Jahresbericht der Deutschen Math.-Vereinigung 24, 1915. 

§ 50. Hilb, Integraldarstellungen willkürlicher Funktionen. Sitzungsbel'. 
der phys,-med. Sozietät Erlangen 43, 1911. 

We y 1, 'Ober gewöhnliche DiffereDtialgleichungen mit Singularitäten 
und die zugehörigen Entwicklungen willkürlicher Funktionen. Math. An­
nalen 68, 1910. 

§ 51. Hilb, 'Ober gewöhnliche Differentialgleichungen mit Singula­
ritäten und die zugehörigen Entwicklungen willkürlicher Funktionen. Math. 
Annalen 76, 1915. 

Betschler, Über Integraldarstellungen , welche aus speziellen Rand­
wertproblemen bei gewöhnlichen linearen homogenen Differentialgleichungen 
entspringen. Dissertation, Würzburg 1914. 

Siebenter Abschnitt. 

§ 53. Schmidt, Math. Annalen 68, s. oben zum dritten Abschnitt. 
§ 55. Sc h m i d t, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integral­

gleichungen. Math. Anna.len 64, 1907. 
§ 56. Picard, Sur quelques applications de l'equation fonctionelle de 

M. Fredholm. Rendiconti deI circolo mat. di Palermo 22, 1906. 
§§ 58, 59. Plemelj, s. § 44. Plemelj, Potentialtheoretische Unter­

suchungen. Preisschriften der Jablonowskischen Gesellschaft NI'. 40, 1911. 
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Achter Abschnitt. 

§ 60. Plemelj, Zur Theorie der Fredholmschen Funktionalgleichung. 
Monatshefte für Math. und Phys. 16, 1904. 

Kowalewski, Einführung in die Determinantentheorie (s. oben zu § 23), 
Kap. 18, 19. Hier findet sich eine systematische Darlegung der Grundzüge 
der gesamten Theorie der Integralgleichungen, sowohl nach der Seite der 
Fl'edholmschen Reihen ;wie der Hilbertschen Sätze über symmetrische 
Kerne. 

§ 62. Goursat, Rechel'ches sur les equations integrales lineaires. 
Annales de la faculte des sciences de Toulouse (2) 10, 1908. 

J. Schur, Zur Theorie der linearen homogenen Integralgleichungen. 
Math. Annalen 66, 1909. 

Landsberg, Theorie der Elementarteiler linearer Integralgleichungen. 
Math. Annalen 69, 1910. 

§ 63. Darboux, Mem. sur l'approximation des fonctions de tres grand 
nombres. Journal de math. (3) 4, 1878. 

Knesel', Ein Beitrag zur Theorie der Integralgleichungen. Rendiconti 
deI cil'colo mat. di Palermo 22, 1906. 

Druckfehler. 

S.231, Zeile 16 von oben ist zu lesen: e-a;x für e-(}iX, 

" 9" unten" " e-(X+'I)Ö für iX+'I)Il. 
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