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Vorwort zur zweiten Auflage.

Die neue Auflage unterscheidet sich von der ersten durch eine
zusammenhingende Darstellung der allgemeinen Theorie der
Integralgleichungen mit symmetrischem Kern, die in der ersten
Auflage stiickweise und gelegentlich, wie sie gerade gebraucht
wurde, bei den einzelnen Aufgaben entwickelt war. Sodann ist
ein Abschnitt iiber die funktionentheoretischen Methoden hinzu-
gekommen, die in einer neuen Darstellung der Verallgemeine-
rungen des Fourierschen Integrals gipfeln.

Die wissenschaftliche Arbeit des vergangenen Jahrzehnts habe
ich gepriift und, soweit sie in den Rahmen des Werks pafite, be-
riicksichtigt. Auch habe ich mein sachliches und geschichtliches
Urteil iiber manche beim Erscheinen der ersten Auflage schon
vorliegende Arbeiten geindert und aus ihnen reichlicher geschopft
als damals.

Wesentliche Férderung verdanke ich wie bei der ersten Auf-
lage der Mitarbeit meiner Schiiler, iiber die ich in den Anmer-
kungen berichte. Moge denn auch die neue Auflage wie die erste
Leser und Freunde finden, die nicht nur fertige Sitze suchen,
sondern sich anregen lassen zur Weiterarbeit an dem unerschopf-
lichen Vorrat mannigfaltiger und doch der allgemeinen Theorie
zuginglicher Aufgaben, die unser Gegenstand darbietet.

Bfeslau, im September 1922.
Adolf Kpeser.
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Erster Abschnitt.

Integralgleichungen und lineare Wirmeleitung.

§ 1.

Wirmeleitung und Wirmequellen,

Ist » die Temperatur eines geraden Stabes von der Linge
Eins, der einer Umgebung von der Temperatur Null eingebettet
ist; bedeutet ferner x den Abstand von einem seiner Endpunkte,
t die in einer gewissen Einheit gemessene Zeit und b eine Kon-
stante, so gilt die Gleichung

ou __ 0%

ot~ oa?
und der Fall & = 0 bedeutet, da keine Wirme seitlich aus-
gestrahlt wird.. Diese Gleichung beruht auf den Annahmen, da8
die seitliche Strahlung der Temperaturdifferenz proportional ist,
und daB der WirmefluB lings des Stabes, d. h. die in der Zeit-
einheit durch den Querschnitt in der Richtung wachsender 2 durch-
tretende Wirmemenge der Grofle — ¢ u/0x proportional ist, von
der sie sich nur um einen positiven, durch das Material des Stabes
bestimmten Faktor unterscheidet.

Ist die GroBle ou/0x an der Stelle x = £ stetig, so kann
man dies durch die Gleichungen

ou|s—0 oult—° Qu

ﬁ1§+0 o o T oz
ausdriicken, indem man die an das Substitutionszeichen gehefteten
Symbole £ — 0, £ + 0 wie gewohnlich dahin deutet, dal die un-
abhingige Variable von unten oder oben her gegen den Wert £
konvergiert. Physikalisch bedeutet diese Gleichung, daf von der
Seite £<C£ her, sagen wir von links her, ebensoviel Wirme in
den Querschnitt x — £ hereinstromt, wie nach rechts abstromt.
Soll daher an der Stelle x — £ eine Wirmequelle liegen, d. h.

soll im ganzen aus dem Querschnitt £ — § eine Wirmemenge
Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl. 1

— b2y,

§+o0




2 Erster Abschnitt. §1.

ausstromen, die die einstrémende um einen konstanten Betrag
itbertrifft, so mufl eine Gleichung von der Form
Quisto  Qut-o

é;i — 55 + const.
gelten, speziell etwa die Gleichung
iE=—0
ourTt
0% t+0

die eine Warmequelle von der Ergiebigkeit Eins definieren moge,
indem wir die links stehende Gréfe allgemein als Ergiebigkeit
bezeichnen wollen.

Die Wirmebewegung nun, die durch Quellen und einen be-
liebig angenommenen Anfangszustand hervorgerufen wird, ist erst
bestimmt, wenn iiber die Art des Ausflusses der Wirme aus den
Enden des Stabes Bestimmtes vorausgesetzt wird. Indem das
Substitutionszeichen auf die Variable x bezogen wird und durch
h und H positive Konstante bezeichnet werden, konnen die wich-
tigsten Falle in folgender Weise gekennzeichnet werden:

(A) w|0=u|l =0.
(B) ur:O, g—;‘c‘lzo.
0 "1
(©) ou —%} —o.
(D) g—;‘—hur:o, %+Hu‘1:o.

Die physikalische Bedeutung dieser Gleichungen liegt auf
der Hand: die Enden des Stabes werden auf der festen Tempe-
ratur Null gehalten oder adiatherman bedeckt oder lassen Warme
ausstrahlen. '

Speziell werde angenommen, die Wirmeverteilung sei stationér,
u also von ¢ unabhingig, und an der Stelle z = & liege eine Quelle
von der Ergiebigkeit Eins. Dann hat man zur Bestimmung der
Temperatur w die Gleichungen

“dw : dwl|¢—°
d_x_a__bﬁw—:o, %;4,0:1
und eine der Randbedingungen .(A), ...(D) zu erfiillen, in denen
u durch w zu ersetzen ist.

Diese Aufgabe ist in allen Fillen leicht zu 1sen. Die Grofle w

wird auf den Strecken von £ — 0 bis # = £ und von 2 = £ bis
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x = 1 verschiedene analytische Ausdriicke darbieten, im Punkte
x = § aber einen eindeutig bestimmten Wert haben und stetig
sein. Nimmt man z. B. den Fall (A), so geht man davon aus,
dall die an einer der Stellen # == 0 und # = 1 verschwindenden
Integrale der Gleichung
(N @w —b2w =20
a z?
in der Form
const. Sinbz, const. Sind (1 — z)

dargestellt werden konnen, wobei die gewohnlichen Zeichen

¢ 28—-, (Soiu: ¢ +26
eingefiilhrt sein mogen. Sollen nun jene beiden Ausdriicke an
der Stelle £ dieselben Werte haben, so miissen sie die Form
const. Sinb (1 —£)Sinba, const.Sind(1—2x) Sinbg
mit derselben Konstanten haben. Setzt man jetzt die Gleichung
dwl|s—0
Qwlsio '
an, so findet man fiir x < &
w — Sinb (1 —§) Sinbzx
b&Sinb ?

Sinu =

fir x > £ dagegen
w — Snb(l— ) Sinb
bGinb
Im Falle # = 0 erhilt man speziell die Gleichungen
w=x(1-—§), x<§
w=§¢1—2z), z>E&

Beide Ausdriicke w, der allgemeine wie der spezielle, sind in
z und ¢ offenbar symmetrisch.

Legen wir ferner die Randbedingung (C) zugrunde, so ist
davon auszugehen, dafl

Cofbx, Gojb(1—x)
die Integrale der Gleichung (1) sind, deren Ableitungen an einer
der Stellen # == 0 und # = 1 verschwinden; daraus folgt leicht
w — Coib(1—¢§).Cojbx

5&np 0 <6
_ Gofb(1—2).Gojbe
YIS T eme 0 T E

1*
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Hier kann nicht ohne weiteres b — O gesetzt werden. Das
entspricht der Tatsache, dal im Falle (C) beide Enden des Stabes
adiatherman bedeckt sind, eine Quelle also keinen stationiren
Wirmezustand ergeben kann, wenn keine Wirme seitlich aus-
gestrahlt wird. Wohl aber gilt die Gleichung
. 1 a2 3 1
lim <w_5§ :——;—g—~§+§1 z <&,

b=0

. 1 2 2 1
hm<10—l§>:x;—§ _x‘}_'.oTy x>§;

b=0

bezeichnet man den hierdurch ldngs des ganzen Stabes definierten
Ausdruck durch w, so findet man leicht
d*w dwl|s—° dw°* dwl o
im—Y u cro D H} :W‘l =0, -(‘)wdx_—_o.

Auch diese GroBe ist physikalisch leicht zu deuten. Sieht
man —w als Temperatur an, so ist die in das Element d z durch
Leitung eintretende Warmemenge der Grole

dw =td= d2w

—dzl. = d&

proportional; wenn daher in diesem Element noch eine mit d

proportionale Wiarmemenge etwa als Joulesche Wirme eines

galvanischen Stromes erzeugt wird, und die Proportionalitits-

faktoren angemessen gewihlt werden, so folgt

d2w

T dx?

d. h. die eintretenden Wirmemengen, die von Leitung und Strom

herriihren, haben die algebraische Summe Null; die Temperatur

jeder Stelle ist von der Zeit unabhiingig. Man kann also —w

als stationéire Temperatur bei der Grenzbedingung (C) betrachten,

wenn eine negative Quelle wirkt und auflerdem iiberall eine kon-
stante Wirmemenge etwa durch einen Strom erzeugt wird.

Wir bezeichnen den Fall (C) bei der Annahme b = 0 als
den ausgearteten, da er analytisch wie physikalisch den anderen
Féllen gegeniiber als Ausnahme erscheint, die stets besonders zu
untersuchen ist.

Bei den Randbedingungen (B) und (D) beschréinken wir uns
auf den Fall 5 — 0 und erhalten bei ersterer

w =2, $<§; wzgi x>§!

dzx

dzx+dzx = 0;
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bei letzterer

_ (L 4-ha)(1 4+ H[1—§)

W nrHihE 0 T<6&
_ (4+rH(A+ H[l —a])
W=y HLRH 0 T F
§ 2.
Hilfssatz aus der Integralrechnung. QuellenmiiBig dargestelite
Funktionen.

Die Symmetrie der erhaltenen Ausdriicke beziiglich der bei-
den Argumente z und § ist kein Zufall. Um sie als notwendig
einzusehen, beginnen wir mit einem einfachen Lemma allgemeinen
Charakters aus der Integralrechnung.

Ist die Funktion fx an der Stelle £ so unstetig, daB die
Grenzwerte (& 4+ 0) und f(¢ — 0) endlich und bestimmt sind,
wihrend die Ableitung f’2 an der Stelle £ stetig bleibt, so gilt
die gewShnliche Grundgleichung der Integralrechnung

fb—fa:ff'x.dx

nur, solange die Strecke von a bis b die Stelle £ nicht enthilt.
Ist dies der Fall und ist £ die einzige Unstetigkeitsstelle zwischen
a und b, so zerlege man das Integrationsintervall durch den
Wert £ in zwei Teile. Dann gilt zunichst die Gleichung

§
fé—fa=[f=.da

in dem Sinne, daB fiir £ der Wert genommen wird, gegen den
fx konvergiert, wenn man x vom Innern des Integrationsinter-
valls des letzten Integrals gegen & heranriicken liGt, also genauer

£
fE—0)—fa :jf'x.d'x.
Ebenso findet man *

fo—fE+0)=[fr.dz,
$

also auch

fo—fa=fE+0)—fE—0)+ [fu.da
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b i§—0 b ib i§—0
oder j.f’x.dx:fo +fx; =fzr +fz
. 'a §40 la Is+o0
Wir wenden diese Formel auf eine der in § 1 hergestellten
GroBen w an, die wir, um die Abhiingigkeit von der Unstetigkeits-
stelle vor Augen zu haben, durch K(z, £) und als Greensche
Funktion bezeichnen wollen; K'(z, &), K" (z, £) seien die Ab-
leitungen nach dem ersten Argument. Dann hat man die Gleichung

(1) K”(xa g)_bgK(‘T’ g) = 0,
und wenn K(z, n) eine Greensche Funktion mit anderer Un-
stetigkeitsstelle bedeutet, die dieselben Grenzbedingungen erfiillt,
(2) K" (a0, 7))“‘" b2K(wa ’7) = 0.
Bei der soeben eingefiihrten Voraussetzung verschwindet der
Ausdruck ‘
M= K'(z, &) K(z, ) — K(, &) K' (z, 1)
an den Grenzen £ — 0 und z = 1, und gelten die Gleichungen
s—0 ln—0
K'(x,§) =K(=n =1
§+0 in+o
Nun ergibt sich aus den Gleichungen (1) und (2), indem
man die erste mit K(z, 1), die zweite mit K (, §) multipliziert,
K" (z, &) K(x, 1) — K" (2, 1) K (x, £) = 0,
und die linke Seite ist die offenbar stetige Ableitung des an den

Stellen £ und 7 unstetigen Ausdrucks M. Das soeben bewiesene
Lemma ergibt also

0 = [ [K"(2,&) K(z, 1) — K" (&, n) K (%, §)]d =

1 i§—0 7n—0
=y +M +u",
0 f§+0 in+0
oder, da, wie bemerkt, die Gleichungen
MI“ = M|1 =0
gelten,
&—o0 7n—0
M + M =0,
§+0 7+0

K(&n) —K(n, £ = 0.
Dasselbe Resultat ergibt sich auch im ausgearteten Falle,

fiir den w — K(x, £)
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gesetzt wird, aus den dann geltenden Gleichungen
1
K"(x, &) —1 =0, jK(x, £)dz = 0.
0

Eine weitere Eigenschaft der Greenschen Funktionen K
zeigt sich an der GriBe

1
Fr = jK(x,oc)foc.doc,
0

in der unter fo eine Funktion verstanden werde, die auf der
Strecke von 0 bis 1 gewisse Stetigkeitseigenschaften besitzt. Um
diese bequem formulieren zu konnen, wollen wir fz auf einem
gewissen Gebiet, etwa der Strecke von # — 0 bis x = 1 stiick-
weise stetig nennen, wenn diese Strecke durch eine endliche
Anzahl von Teilpunkten in Teilstrecken zerlegt wird, innerhalb
deren die GroBe fx stetig ist, wihrend sie einem endlichen
Grenzwert zustrebt, wenn man sich von einer beliebig gewihlten
Seite her einem der Teilpunkte annihert.

Die stiickweise stetigen Funktionen diirften die allgemeinsten
unstetigen Funktionen einer Variablen sein, die in den Anwen-
dungen vorkommen.

Wenn nun fo auf der Strecke von o = 0 bis & — 1 stiick-
weise stetig ist, so gilt die Gleichung

1
Flg = J.K’(x, o)fo.de,
AR
wie man erkennt, wenn man Fz aus Integralen zusammensetzt

in deren Intervallen der Integrand und seine ersten Ableitungen
stetig sind. Schreibt man diese Gleichung in der Form

x 1
Fa= K, o) fo.da+ [ K (2, 0)fou.de,
0 x

8o ergibt sich aus ihr fiir eine Stelle, an der die Funktion fz
stetig ist,

F'y = fK"(z, a)fo.de+ K'(x, z —0)fz

+ jK"(x, «)fo.do— K'(x, 2 + 0)fz,
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oder mit Riicksicht auf die Differentialgleichung, der die GroBe K

unterworfen ist,
1

3 Fl'y — bsj.K(x, «)fo.do + [K'(z,2 — 0) — K'(z, 2 + 0)fx

=WFr+ [K'(z,z—0)— K'(z,2 4+ 0)]fz.
An den Unstetigkeitsstellen von fx bleibe die GroBe F' undefiniert.
Nun hat der Kern K(z, ®) in allen Fillen des § 1 die Form
px.¢o oder pe.9¥z, je nachdem x < &« oder # > « angenommen
wird, und @z, vz sind auf der Strecke von z = 0 bis z —= 1
mit ihren Ableitungen stetige Funktionen von z; also gelten
entsprechend dem Grofenverhiltnis der Werte 2 und o die Be-
ziehungen
K@ o) =¢z.va, =< a,
K'(z,00) = @poe.¥'z, > o,
und hieraus ergibt sich R

K’(x,x— 0) = hm K'(x,z—¢) = 11m et w(w—-—s) = px.U'z,
+

K'(x+40,2) — 11m K'(rx+ex) = hm .Y (xte) =9 ‘.z
e=+0 £€=+0

somit folgt

K'(z, 20— 0) = K'(z + 0, x),
und ebenso

K'(z,z + 0) = K'(x — 0, x),
was natiirlich auch aus den expliziten in § 1 gegebenen Aus-
driicken von K verifiziert werden kann. Die Gleichung (3) ergibt
also an jeder Stetigkeitsstelle der Funktion fz

F'g—0Fr = —fr.[K'(x— 0,2) — K'(z + 0,2)] = — [z,

und dasselbe Resultat ergibt sich auch, wenn man K(z, &) = w
setzt, so dal K"” — 1, b — 0, unter der Voraussetzung

j}foc.doc = 0.
0

Der Ausdruck Fz kann offenbar als die Temperatur gedeutet
werden, die erzielt wird, wenn die ganze Strecke von 0 bis 1 mit
Quellen von der Ergiebigkeit /2 belegt wird, deren jede einen
stationiren Zustand hervorruft. Kann eine Funktion von z in
die Form Fz gebracht werden, so sagen wir, sie sei quellen-
miBig dargestellt oder auch kurz quellenmafBig. Sie erfiillt
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dann offenbar dieselben Grenzbedingungen wie die Funktion
K(z,£), mit der sie gebildet ist, und hat stetige Ableitungen
erster und stiickweise stetige zweiter Ordnung, da fz stiickweise
stetig sein soll.

Umgekehrt lift sich -eine stetige Funktion @z, die eine
stetige erste und stitckweise stetige zweite Ableitung besitzt und
die Grenzbedingungen der Grofe K(z, &) erfiillt, quellenmifig
darstellen; im ausgearteten Falle KX — w ist die Bedingung

1
(4) jdﬁ o.doe =0
0
hinzuzufiigen.
Sehen wir von diesem Fall zunichst ab, so ist die Grofe -
fe =—d"2+b2Qx

stiickweise stetig. Multipliziert man sie mit K (z, §) und addiert
sie zu beiden Seiten der mit @z multiplizierten Gleichung (1),
so ergibt sich

bzx. . K' (2, ) —D"x.K(x,8) = K(z, §) fx,
dc_lx [@z.K' (2,) — D' x.K(z, E)]= K(x, &) f.

Integriert man und benutzt das obige Lemma der Integralrech-
nung, so folgt

1 §—o
[@Px.K'(x,8) — D' x. K(x, §)] L + @2 . K' (x, £) o

() : '
=[K(@ &fz.da.

Das erste Glied der linken Seite verschwindet aber, da die Funk-
tion @z dieselben Grenzbedingungen wie die Greensche Funktion
erfiillen soll; somit ergibt sich

PE[K' (E—0,)—K'(§+0,8)] =0 = [K(w, &) fz.du,

d. h. die Funktion @ erscheint quellenmiBig dargestellt.
Im ausgearteten Falle ist die Gleichung (1) durch die

Gleichung K"z, ) —1 =0
zu ersetzen; das in der Gleichung (5) hierdurch erscheinende

Glied verschwindet bei der Voraussetzung (4), und man erhilt
dasselbe Resultat wie vorher.
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§ 3.
ﬁbergang zu den Integralgleichungen und einfachste
Eigenschaften derselben.

Nach diesen Vorbereitungen nehmen wir das Problem der
linearen Wirmeleitung wieder auf und suchen demgemif Losungen
der Gleichungen du 9w

ot oa?
die einer der Grenzbedingungen (A),... (D) des §1 unterworfen
sind. Dazu fiihrt der klassische Ansatz von Daniel Bernoulli

— b2u,

u=1T.pa,
in welchem 7T von ¢ allein abbiingt. Man findet sofort
1dT 1 /do .
TW_E<(Ix2—b q’)’
und beide Seiten dieser Gleichung miissen, da sie von verschie-
denen unabhingigen Variablen abhingen, derselben Konstanten
gleich sein, die wir etwa durch —yu — ¥ bezeichnen wollen.

Dann ergibt sich weiter
T = e—twdt

2
() %{% +up =0,
und die Grofle ¢ mul dieselben Grenzbedingungen wie « er-
filllen. Sehen wir von dem Falle g = 0 ab, der offenrbar, da ¢
stetig ist, zu dem trivialen Ergebnisse ¢ — const. fiihrt, so folgt
aus der Bedingung (C)

1

Iq) dxr = —
0
wenn daher die Funktion ¢ mit ihren ersten beiden Ableitungen
stetig ist, so kann sie nach § 2 in allen Fillen, auch dem aus-
gearteten, quellenm#Big dargestellt werden mittels der zu der be-
treffenden Grenzbedingung gehdrigen Greenschen Funktion, etwa
in der Form

2) q)%:fK(x,u)fu.du.

Hieraus folgt nach § 2

ds
d—:j—b?tpx:—_ — fx;
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kombiniert man dies Resultat mit der Gleichung (1), so er-
gibt sich
fz=+u oz

und aus der quellenmiBigen Darstellung (2) folgt die Beziehung

1
(3) q)x:le(x,oc)q)oc.doc,
0

in der
A =1024pu

zu setzen ist, und die wir als homogene Integralgleichung
mit der Unbekannten ¢ bezeichnen. Die Greensche Funktion
K(z,0) heibt der Kern der Integralgleichung, jede stetige
Losung @z eine Eigenfunktion des Kerns und die Konstante 4,
deren Wert zundchst unbekannt ist, der zugehorige Eigenwert.

Die durchgefiibrte Argumentation zeigt, dafl, abgesehen von
dem Falle @ — const.,, jede der gesuchten Funktionen ¢ eine
Losung der Integralgleichung (3) ist. Aber auch das Umgekehrte
gilt. Denn zunichst erfiillt jede Eigenfunktion dieselben Grenz-
bedingungen wie der Kern, was, wenn dieser an einem Ende des
Stabes verschwindet, unmittelbar ersichtlich ist. Dafl dasselbe
auch fiir die anderen Grenzbedingungen gilt, zeigt die Gleichung

1

d( d
o'z = A%JK(x,-a)qm.du-}-lﬁJ.K(x, o) po.do
0

x

I

'/IJ'K’(x, o) pa.de + A[K(z,x—0) — K(z, 2+ 0)] g

1
= A IK’(x, a)po.do.
0
Im Falle (C), 8 = 0 hat man auflerdem die Gleichung

1
[K(z,0)do = 0,
0

also auch fiir jede Eigenfunktion

f(poc.doc = 0.
o
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Sodann ergibt die Integralgleichung (3), indem man ihre
rechte Seite mit der Grofe I’z des § 2 identifiziert,
d2e . .
dzz oz = —dgzr = —(utt?) oz

oder d?
%%3 Tue =0

womit das Behauptete bewiesen ist.

Um die Verbindung zwischen dem Randwertproblem und der
Integralgleichung als fruchtbar zu erkennen, geniigt es, einige
der einfachsten Eigenschaften der Integralgleichungen mit stetigem,
symmetrischem Kern zu entwickeln.

Es seien etwa ¢,, ¢, zwei zu den verschiedenen Eigen-
werten 4, und 4, gehdrige Eigenfunktionen, die wir normiert
annehmen konnen, d. h. so bestimmt, daB die Gleichung

1
~f(q)ﬂt)ﬁdoc =1
0

gilt. Das ist moglich, da jede Eigenfunktion, mit einer Kon-
stanten multipliziert, Eigenfunktion bleibt. Dann gelten die
Gleichungen

1 1
q;m:c:lmj.K(x,oc)qnmoc.doc, q;,.x:l,.jK(x,oc)«p,.oc.da.
o )

Um den allgemeinen Charakter der an die letzten drei
Gleichungen zu kniipfenden Folgerungen hervortreten zu lassen,
wollen wir sie in der unbestimmten Form

j(qm)sda =1, @Quz= l,,,j.K(x, o) P, o.da,

4
@ q),.le,."‘K(x,oc)tp,,oc.doc

schreiben und festsetzen, daf das unbestimmte Integralzeichen
stets die Integration iiber dasjenige Gebiet bedeute, das in der
Integralgleichung zugrunde gelegt wird und als Grundgebiet
bezeichnet werde. In den bisher behandelten Fillen ist das
Grundgebiet die Strecke von # — 0 bis # — 1. Nichts hindert
aber, das Grundgebiet auch mehrdimensional zu nehmen, wobei
dann z und o« nicht Variable, sondern Stellen dieses Gebiets
bedeuten.
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Multipliziert man nun die zweite der Gleichungen (4) mit
Ay, z, die dritte mit 4, ., und integriert iiber das Grund-
gebiet, so ergibt sich

lnjwnx.¢mx.dx = ln/lmjdx.q)”x.jK(x,oc) POmo.do,
Am.[qux.qn.x.dx = lmlnfdx.¢mx.jK(x, o) puo.dot.

Da ferner die Funktionen K und ¢ im Grundgebiet stetig sind,
kann man auf der rechten Seite dieser Gleichungen die Inte-
grationen vertauschen, und erkennt so, dall die rechts stehenden
GroBen gleich sind. Daraus folgt sofort

(A — l,,)_“qy,,,x.qJ,.x.dx =0,
und, da 4,, von 4, verschieden ist,
I¢mu.¢"u.da = 0.

Eine solche Beziehung zweier Funktionen bezeichnen wir als
Orthogonalitit und sagen demgemil: Zwei zu verschiedenen
Eigenwerten gehorige Eigenfunktionen sind ‘zueinander
orthogonal. :

Wire nun einer der Eigenwerte komplex, der Kern aber
reell, so wire offenbar auch die dem Eigenwert konjugiert ima-
gindre GroBe ein Eigenwert, und die zugehorige Eigenfunktion
zu der dem ersteren Wert zugehorigen konjugiert. Beide Eigen-
funktionen wiren ferner, weil zu verschiedenen Eigenwerten ge-
horend, zueinander orthogonal; es verschwinde also das Integral
des Produktes zweier konjugiert imagindrer Grofen, was unmog-
lich ist. Die Eigenwerte eines reellen symmetrischen
Kerns sind also reell.

" Aus den erhaltenen Sitzen gewinnt man die Hoffnung, eine
willkiirliche Funktion auf dem Grundgebiet nach den Eigen-
funktionen entwickeln zu konnen, wenn diese in unendlicher An-
zahl vorhanden sind. Denn macht man den Ansatz

1,00
fx - 2 An PnZy
n

und integriert, nachdem man mit ¢,z multipliziert hat, glied-
weige, 80 findet man fiir den Fall, da8 die Eigenfunktionen alle
zu verschiedenen Eigenwerten gehoren,

J‘foc.q)moc.docz Amj(wmu)ﬁdu = A,
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Eine mit diesen Koeffizienten gebildete Entwicklung heife
eine Fouriersche im weiteren Sinne des Wortes. Die erhaltene
Reihe wird besonders einfach, wenn man

fz = K(z,y)
setzt. Dann findet man namlich

A, :jK(oc,y)cp,,oc.du = q)}':y

und die Fouriersche Entwicklung des Kerns nimmt folgende
Gestalt an:

1,00
R . Py
K(x’ y) :Z Ll”(p—y'

Diese Gleichung wollen wir als bilineare Formel, ihre
rechte Seite als bilineare Reihe bezeichnen. Sie ist natiir-
lich ebensowenig bewiesen, wie die Fouriersche Entwicklung
von fx. Aber eins ist schon hier zu iibersehen. Gilt die bilineare
Formel und konvergiert die bilineare Reihe gleichmiBig oder sogar
gleichmifig und absolut, so kann mit einer beliebigen stetigen
Funktion fe die Gleichung

1,00
Feo :fK(x, o) for. dow = Z%'E'[foc.q),,oc.du

angesetzt werden, und die Integralgleichung ergibt

[Fo.gna.da =jq),,a.daj1<(u,ﬁ)fﬁ.dp
= [fB.dB[K (e p) pner.du

= [enp.r8.08

 Die Koeffizienten in der Entwicklung von Fz sind also nach
der Fourierschen Regel gebildet, und es ist unter einer der
ausgesprochenen Voraussetzungen betreffs der bilinearen Formel
bewiesen, dal jede quellenmiBig darstellbare Funktion
in eine gleichm#éBig oder gleichm#Big und absolut kon-
vergente Fouriersche Reihe entwickelt werden kann.

Dasselbe gilt also nach § 2 von jeder den Grenzbedingungen
unterworfenen Funktion, die eine stetige erste und stiickweise
stetige zweite Ableitung besitzt.
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Die hiermit angebahnte Entwicklung einer willkiirlichen
Funktion wird auch beim Problem der Wirmeleitung erfordert.
Man bildet eine Losung von der Form

E Ane~*nto, z

und sucht sie in einem gegebenen Anfangszustand anzupassen, d. h.
die GroBen A, so zu bestimmen, dafl man zur Zeit ¢ — 0 eine
gegebene Funktion fz erhdlt. Das leistet die Gleichung

fe = E A, ppz.

§ 4.
Anwendung auf gewohnliche Fouriersche Reihen.
Die durchgefiihrten allgemeinen Betrachtungen wenden wir
auf die drei Grenzbedingungen (A), (B), (C) an, indem wir 4 =0

setzen. .
Im Falle (A) ist der Kern nach § 1 durch die Gleichungen

(1) K(x7§)=x(l—§)’ .’l?<§,
definiert, und die Eigenfunktionen sind die an den Stellen z = 0
und # = 1 verschwindenden Losungen der Gleichung

dz2 '

Tt ee =0,
also die Grofien

const. sinn x z,
in denen 7 eine positive ganze Zahl ist, oder, wenn man normiert,
a2z = Y2sinnzmx;

der zugehorige Eigenwert ist dann nach § 3

Ay = p = n2m?,
und die bilineare Formel demnach

2 XNsinnzz.sinnxf
@ K@o=23 ,

ne
indem links einer der Werte (1) einzusetzen ist.
Diese Gleichung 148t sich direkt beweisen, indem man von der
elementaren Formel

1,n
1 y sin(n+ 3
g CBYVY — — 2=
2 +Z 2sin 4z
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ausgeht, die man auch auf foigende Weise schreiben kann:
1,n
—l——i—Zcosvx Sln(n+2)x+sm(n +Hz. D

dabei ist die Funktion @z mit ihrer Ableitung stetig auf jeder
Strecke, die mit  — 0 beginnt und nicht bis an die Stelle
« = 2z heranreicht. Integriert man nun, so ergibt sich

1, . z s
x ~sinve  (sin(n+ )z . X
5—{—2 - _J. - dz+ | @z.sin(n+1dzx
v 0 0
(n+ )z z

_J el 19 +j€15x.sin(n + Hzda,

3

0

und das letzte Integral der rechten Seite wird, wie die Gleichung

jdix.sin(n_}.%)xdx — O cos(n+jyw ®
0 x +2 0
p cos(n-}-z)x
D'z
+ o ot

zeigt, mit wachsenden Werten von # beliebig klein. Bei positiven
Werten von z, die kleiner als 2z bleiben, erhidlt man daher die
Gleichung Lo o

z ~ 8inn & sinu

u
0

und wenn z ein beliebiges zwischen den Grenzen 0 und 2z ge-
legenes Intervall durchlduft, das keinen dieser Werte selbst ent-
hilt, konvergiert die erhaltene Reihe, wie man aus der Formel (3)
leicht ersieht, gleichm&Big. Als Wert des Integrals auf der rechten
Seite wird sofort iz gefunden, indem man z = = setazt.

Aus der erhaltenen Gleichung ergibt sich weiter, wenn x,
und 2z, beliebige Werte zwischen 0 und 2=z sind, indem man
integriert,

1,00 !
zl—x] COB 1 Ty — COS NI,
+ E = 5 (2, — &)
ns 2

Hier konvergiert die links auftretende Reihe in beliebigen
Gebieten der Variablen z, und z, gleichmiBig, ist also stetige
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Funktion dieser Grofen; da dasselbe von den iibrigen Gliedern
gilt, so ist die Gleichung auch richtig, wenn man x, = 0 setzt:

1,00

1,00
1 ~CcosSnY,  mwy, Ll
® D D
n n

Ersetzt man nun z, durch = —z,, indem man 2z, nicht
grofer als w nimmt, so folgt

1,00 1,00
. 1 — (—1)*cosnzx n(n—x (x—2z))?
(O) ;ﬁ_z( )2 1 (2 l)_ 41 .

Addiert man beide Gleichungen und setzt dann z, = 0, so
findet man

1,00 1 1,00 1 2
Nk D v Aty

1,80 1 9
S

womit die Gleichung (4) in die folgende iibergeht:

(6)
n
dabei wird vorausgesetzt
0<um < 2m
Setzt man nun eine der Gleichungen
n=m(—z), o=mnE+a)

an, indem man unter & und §{ echte Briiche versteht, deren
zweiter der grofere ist, so sind die fiir x;, geltenden Voraus-
setzungen erfiillt, und man erhilt aus der Gleichung (6)

n2x§+22

oder

nt 6 4 2’

1,00 2
z cosnx, @ x; X,

sinnxxsinnxf
—_ > = 72z,

d. h. die zu erweisende Gleichung (2) unter der Annahme x < §.
Aus der Symmetrie der unendlichen Reihe folgt weiter, daf fiir
den Fall z > & die rechte Seite durch #2{¢ zu ersetzen ist, und
damit ist die bilineare Formel (2) bewiesen. Die bilineare Reihe
konvergiert offenbar gleichméfig und absolut in jedem Intervall
der Grofien z und &.

Hieraus folgt nach § 3, daf jede quellenmiBig dargestellte
Funktion, also jede Funktion, die auf der Strecke von z =0

Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufi. 2
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bis = 1 mit ihrer ersten Ableitung stetig ist, eine stiick-
weise stetige zweite Ableitung besitzt und an den Enden
der Strecke verschwindet, auf der bezeichneten Strecke
in eine gleichm#fBig und absolut konvergente Fourier-
sche Reihe nach den Eigenfunktionen sin nzz entwickelt
werden kann; d. h. setzt man an

1,00 .
fx = Z A, V2 sinnznz,
30 haben die Koeffizienten die Werte
1
A, = Sfoc V2 sinnmwade
0

Ebenso leicht 148t sich der Fall der Grenzbedingung (B) be-
handeln. Die Eigenfunktionen sind die Losungen der Gleichung
A + —0
a_x_2 pp ="y,

fiir die die Bedingungen
dg
dx |

bestehen; man erhilt offenbar als normierte Eigenfunktionen

0 =0,

g = Y2sin(n—Pmwz, n=1,2,...

und als Eigenwerte
Ay = (n— 3p3m2

Die bilineare Formel ist daher

2 < sin(n—Y)mwrsin(n —1)nE
x:Fg (”—%)2 2 ) x<§1

2 &Ssin(n—L)zzsin(n—)xE
k> R
Diese Gleichungen kann man leicht aus den Formeln (4)
und (5) ableiten, indem man eine von der anderen subtrahiert,
dadurch die Summe

(M

= cos(2n —1)a,
> @n—1)2

bestimmt und in den Reihen (7) das Produkt der Sinus durch
eine Differenz zweier Cosinus ersetzt. Die erhaltenen Reihen
konvergieren wiederum in beliebigen Strecken gleichméfig und
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absolut. Man schlief3t hieraus nach § 3, dafl eine stetige Funk-
tion fz, die den Bedingungen

f0=0, f'1=0
unterliegt und eine stetige erste und stiickweise stetige
zweite Ableitung besitzt, auf der Strecke von z = 0 bis
z = 1 in die gleichm#Big und absolut konvergente Reihe

1,00
fo = 2 Cnsin(n — Dz
entwickelt werden kann, wobei
. ,
Cn = 2j.foc.sin(n—§)na'da.
0

Endlich erschlieft man aus der Gleichung (6) leicht die
Formeln

22 4 &2 zcosnmucosnn

2§ g—}_% 71:2 gi x<§’
2%+ §2 2 X cosnmacosnmwe

2 —w+§——7—t§§ 2 y >

Das ist aber die bilineare Formel fiir den ausgearteten Fall.
Denn die linke Seite ist nach § 1 die zugehirige Greensche
Funktion K (,£); die Eigenfunktionen sind nach § 3 die Losungen
der Gleichung dz

dxf +up =0,
fiir die
do | d tp —0
- dx | -
mit Ausschlull der Konstanten, sie haben also normiert die
Gestalt V2cosnmz, n=12,...
und die Eigenwerte sind #2m2. Da ferner die bilineare Reihe
offenbar gleichmafig und absolut konvergiert, so ergeben die
Sitze des § 8, dafl eine Funktion fz, die dieselben Stetig-
keitseigenschaften besitzt, wie die ebenso bezeichnete
in den Fillen (A) und (B), deren Ableitung an den Stellen
z =0 und x =1 verschwindet, die ferner die Gleichung

(8) ffa.da—_—o

Q%
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erfiillt, auf der Strecke von 2 = 0 bis # =— 1 in die gleich-
miafig und absolut konvergente Reihe

1,00
(9) fe =D Chcosnnz
mit den Koeffizienten "

1
C, = 2jfoc.cosnatud'oc
0

entwickelt werden kann.
Laft man die Relation (8) fallen, so braucht in der Formel (9)
nur ein konstantes Glied hinzugefiigt zu werden.

§ 5.
Fouriersche Reihen fiir unstetige Funktionen.

Die erhaltenen Sitze iiber die Darstellung willkiirlicher
Funktionen leisten noch nicht alles, was in den Anwendungen
von der Fourierschen Reihe verlangt wird. Um allgemeinere
Resultate zu gewinnen, gehen wir davon aus, dafl in jedem der
drei behandelten Fille die bilineare Formel als Fouriersche Ent-
wicklung der Grofe K (x, £) betrachtet werden kann, die an
der Stelle £ = £ einen unstetigen Differentialquotienten aufweist,
also nicht mehr zu den Funktionen gehort, die in den Sitzen
des § 4 als entwickelbar nachgewiesen sind. Bildet man daher
aus beliebig vielen Summanden das Aggregat

o Kz, &)+ a, K(, &) + -+,

so erhilt man eine Funktion, deren erste Ableitung an den
Stellen §,,&,, ... die gegebenen Spriinge a,, a,, ... aufweist, deren
zweite Ableitung stetig ist, und die in eine absolut und gleich-
miBig konvergente Fouriersche Reihe entwickelt werden kann.

Jetzt sei fr irgend eine die Grenzbedingungen erfiillende
Funktion, deren Ableitung an den Stellen §, &;, ... so unstetig
ist, daB die Gleichungen

[E&E—0)—f(&E+0)=ay, (& —0—f((+0) =a,..

bestehen, die im iibrigen aber von x =— 0 bis « = 1 stetig ist,
wihrend f”x nur stiickweise stetig zu sein braucht. Dann hat
die Differenz

Yo =fr—a, K &) —a, K (x, &) — -
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an den Stellen £, £;, ... eine stetige erste Ableitung und iiber-
haupt eine stiickweise stetige zweite Ableitung; sie ist also quellen-
mibig darstellbar und gehort zu den Funktionen, die nach § 4
in eine gleichm#fBig konvergente Fouriersche Reihe entwickelt
werden konnen. Dasselbe gilt daher auch wegen der bilinearen
Formel von

fr=vz4 a K &)+ a, K (2, &) +---

Entwickelt werden kann also eine Funktion, deren Ableitung
eine endliche Anzahl von Spriingen macht, wihrend im iibrigen die
in den Sitzen des § 4 geltenden Voraussetzungen bei Bestand bleiben.

Um auch Funktionen darzustellen, die selbst unstetig sind
oder die Grenzbedingungen nicht erfiillen, gehen wir von folgen-
dem allgemeinen Satze aus.

_ Die reelle Variable x werde auf ein Gebiet & beschrinkt,
und in diesem sei die Reihe

Fa = > fx
gleichmifBig konvergent. Wenn dann im Gebiet & auch die Reihe

fr=2fw

gleichmifig konvergiert, so gilt in diesem Gebiet die Gleichung
dFzx
qz ="
Wenn ndmlich die Strecke von z, bis 2; dem Gebiet & an-

gehort, kann man die Reihe f gliedweise von z, bis 2, integrieren
und findet

xy
jfx cdre = (v, — fux) = Fay,— Fuy;
£ v
dividiert man durch x, —z, und 146t 2, an z, heranriicken, so
findet man, da fz stetig ist, sofort die behauptete Gleichung aus
dem ersten Mittelwertsatze der Integralrechnung.

Differenziert man, um diesen Satz anzuwenden, die bilineare
Formel im Falle (A), auf den wir uns beschrinken, gliedweise,
80 erhdlt man die Reihe

2 12” sinnzmécosnma 1 IS” sinnw(z 4 £)

T - n k4 n

H

M

1 = sinnn(E — )
e X

n
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und diese konvergiert nach § 4 gleichmiBig, wenn |x — £| iiber
einer positiven, aber beliebig kleinen Grenze liegt, z -+ £ da-
gegen von 2 um mehr als einen festen Betrag verschieden bleibt.
Daraus folgt

1,00 .
@) K (2,8) = % ﬁ)snnxsmnng’

n
n

sobald z und £ auf der Strecke von O bis 1 liegen, ohne zu-
sammenzufallen.
Da nun nach §3 fiir jede Eigenfunktion die Gleichung

1

P __ | g
2 _jK(x,oc)qp,,oc.da

)
besteht, so kann die erhaltene Reihe, wie auch die allgemeinere

1’§°‘j Pn. Puk

n ln
als Fouriersche Reihe betrachtet werden, die man mit der Grofe
K' (z,£) als Funktion von £ bildet. Die Gleichung (2) gibt da-
her die Fouriersche Entwicklung einer Funktion von £, die an

der Stelle z unstetig ist, und zwar in der Weise, dal, wenn man
fiir den Augenblick
K'(r,§) = 1§

setzt, die folgende Gleichung gilt: _
fe—0)—f@+0) = —1.
Der Wert der erhaltenen Reihe an der Stelle £ — x ist, wie
die Gleichung (1) leicht erkennen l4ft,
31— 0) +f (= +0)}

Setzt man speziell £ = 0, so erhdlt man die Entwicklung

1,00

K05 =1—§=2 390078

und die dargestellte Funktion erfiillt an der Stelle £ = 0 die
Grenzbedingung der Eigenfunktionen nicht; die erhaltene Glei-
chung gilt hier offenbar nicht mehr. Entsprechendes leistet an
der Grenze £ — 1 die Reihe
) 2 X (—1)sinnxé
E(h=—t=> > N,

n
n
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Der mit beliebigen Konstanten a,d,5,, ... gebildete Ausdruck
Pr—=aK (0,2) —bK (1,2) — b, K'(n,,2) — b K' (g, 2) — - -+

kann daher nach den Eigenfunktionen sin nzwx auf die Fouriersche
Weise entwickelt werden und sein Verhalten an den Grenzen
2 = 0 und z = 1, sowie an gewissen Unstetigkeitsstellen ist
durch folgende Beziehungen gekennzeichnet:

TO=aqa, 1 =0, T(j,—0)— T (n,+ 0) = by.

Der Wert der Reihe in einer Unstetigkeitsstelle ist wie bei
f& das arithmetische Mittel der von oben und unten her an-
gestrebten Grenzwerte, d. h.

[T —0) + F (. — 0)].

Jetzt sei fz eine Funktion, die an den Stellen %, %,, ...
unstetig ist, deren erste Ableitung an den Stellen £, &, ... un-
stetig, im iibrigen aber stetig, und deren zweite Ableitung stiick-
weise stetig ist; dabei sei '

f0=a, f1 =20, f'(§x —0) — " (§m + 0) = am, [(1n—0)
— (a4 0) = bn.
Dann ist die Differenz
Fo=fo—ypz— Tx

auf der ganzen Strecke von # — 0 bis # = 1 mit ihrer ersten
Ableitung stetig, ihre zweite Ableitung ist stiickweise stetig und die
Grenzbedingungen der Eigenfunktionen werden durch Fx erfiillt.
Diese Funktion ist also nach §4 auf die Fouriersche Weise
entwickelbar. Dasselbe gilt aber von ¢z und ¥z, mithin auch
von fz; nur an den Grenzen 2 — 0 und # — 1 versagt die
Darstellung vielleicht, weil dies beim Ausdruck ¥z moglich ist,
und an den Unstetigkeitsstellen liefert die Reihe wie die fiir ¥z
aufgestellte das arithmetische Mittel der Grenzwerte f(x — 0)
und f(z+ 0). '

Hiermit ist gezeigt, dal Funktionen, die mit ihren ersten
beiden Ableitungen stiickweise stetig sind, durch die
FourierscheSinusreihe dargestellt werden kénnen. Ebenso
wie die benutzten Reihen K'(z,£) als Funktionen von £, konvergiert
die erhaltene Fouriersche Reihe gleichmidfig auf jeder Strecke,
die weder einen Unstetigkeitspunkt der dargestellten Funktion
enthilt, noch eine solche der Stellen # — 0 und z = 1, in der
die dargestellte Funktion von Null verschieden ist.
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Die Methode, die zu diesem Ergebnis gefiihrt hat, ist offenbar
allgemeinen Charakters und ergibt fiir die soeben definierte Klasse
von Funktionen fx sofort auch, daB sie nach den GréBen
sin(n — })wx und cosnmz entwickelt werden konnen, wobei in
letzterem Falle die Bedingung

j}foc.doc =0
[

aufzustellen oder in der Entwicklung ein konstantes Glied ein-
zufiigen ist.

§ 6.

Das Theorem von Hurwitz.

In allen betrachteten Fillen ist es leicht, eine quellenmiBig
darstellbare Funktion ¢z zu finden, die zu einer beliebigen auf
der Strecke von # — 0 bis z — 1 stetigen Funktion fz in solcher
Beziehung steht, daf das Integral

1

D= j(fa —vYa)de
0
so klein ist, wie man will. In der Tat kann man zunichst, ab-
gesehen vom ausgearteten Falle, eine Funktion ¥,2 konstruieren,
die geometrisch durch die Ordinate eines Polygonzuges dargestellt
wird, die ferner die Grenzbedingungen der Eigenfunktionen erfiillt
und der Grife

D, = j.(foc— Poo)2do

einen beliebig kleinen Wert gibt; denn man kann bewirken, daB
die Differenz | fo — 9| zwischen « = 0 und « = 1 unter einer
vorgeschriebenen Grenze liegt, abgesehen von gewissen Teil-
strecken jenes Intervalls, in denen die bezeichnete GriBe zwar
nicht beliebig klein ist, wohl aber unter einer festen, nur durch
die Funktion f« bestimmten Grenze bleibt; dann ist das Integral D,
offenbar beliebig klein. Ist z. B. eine der Grenzbedingungen

90 =0,

so wird auch 9,0 = 0 zu setzen sein, die Differenz |y — fo|
also auf einer beliebig kleinen, mit der Stelle z — 0 beginnenden
Strecke nicht beliebig klein sein, aber unter einer festen, durch
f0 bestimmten Grenze liegen.
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Rundet man nun die Ecken des Polygons, dessen Umfang
die Punkte mit der Ordinate ¥,z enthilt, in der Weise ab, daB
man in den von zwei zusammenstolenden Seiten gebildeten
hohlen Winkel einen diese Seiten beriithrenden Kreisbogen legt,
80 hat der . erhaltene Kurvenzug eine Ordinate ¥z, die sich bei
angemessener Wahl der abrundenden Bogen von ¢,z iiberall um
weniger als eine vorgeschriebene Grofe unterscheidet; ferner ist
die erste Ableitung ¢’z stetig, die zweite Ableitung stiickweise
stetig und die Grenzbedingungen sind erfiillt. Die Funktion v z ist
also nach § 2 quellenm#Big darstellbar und bewirkt, dafl der abso-
lute Wert des Integrals D unter einer vorgeschriebenen Grenze liegt.

In dem ausgearteten Falle wollen wir der Funktion fx die
Bedingung 1
j fo.do =0
0

auferlegen und die Funktion ¥z wie bisher konstruieren; dann
ist auch der absolute Wert der Grofie

N = J.l‘d)(xda
0

beliebig klein und die Funktion ¢« —v ist quellenmifig dar-
stellbar und so beschaffen, daB sie, fiir ¥ o gesetzt, dem Integral D
einen beliebig kleinen absoluten Wert gibt.

Die hiernach in allen Fillen definierte Funktion ¥« kann
nach § 4 in eine gleichmifBig konvergente Reihe nach den Eigen-
funktionen entwickelt werden; es gibt daher eine endliche Reihe
von der Form

Tz =092+ bypyz+ -+ bmPm,
die, fiir ¥ & gesetzt, das Integral D ebenfalls so klein macht, wie
man will. Diese ist offenbar wie ¢ z quellenmifBig darstellbar;
setzt man nidmlich
Oz = b1 912+ bydy @z + -+ 4 b dn Pm,
so findet man sofort

1
Tr = j.K(x, )@ w.do.
0
Jetzt multipliziere man die bilineare Formel

K(a, f) = ’Efﬂi-;q’_né
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mit fo.®f und integriere nach beiden Variablen von 0 bis 1;
da die Eigenfunktionen zueinander orthogonal sind, so ist offenbar,
wenn m > n,

1
j'@x.tpmx.dx =0,
0

und man erhilt die Gleichung

1, m

11 1

”K(aﬁ)fa.@ﬁ.dadﬁ:jfa.w.da = Sa.by,

00 0 n
wobei gesetzt ist ;

1
a, = jfoc.qp,,a.doc,
oder 0

1 1,m
2 jfoc.!l"oc.dx—-QEaﬂbﬂ = 0.
0 M
Da ferner offenbar die Gleichung
1 1,m
[(Fapde =S8}
0 M

daraus folgt, da die Funktionen ¢,z normiert und zueinander
orthogonal sind, so gilt die Gleichung

M = Bf(foc — Tapda :J‘(fa)ﬂda+$b;—2$aﬂbﬂ,

deren linke Seite unter einer vorgeschriebenen Griofie liegt und
in der Form

1 1,m 1,m
M= j(fu)zda+2b,3-22a,,b,,
0 M n

m 1 m
= 0w — a0 + [(Fepda—Sa
geschrieben werden kann. Nun gilt aber die Identitdt
sz(f“““al Pro— - — AmPar)ida =j(f“)2d“—1,2ma;u
0 0 “
die aus den soeben erwihnten Eigenschaften der Funktionen ¢«
folgt; die GroBe M zerfillt also in zwei nicht negative Sum-

manden, deren einer N ist. Mithin liegt auch diese GroBe bei
geeigneter Wahl der Zahl m unter einer vorgeschriebenen Grenze.
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Sie nimmt aber offenbar ab, wenn man m vergroBert, nihert sich
also, wenn man sm iiber alle Grenzen wachsen lifit, der Null an,
d. h. es besteht die Gleichung

[(feydo = lga?

die ein wichtiges Theorem von Hurwitz ausspricht.
In den Fillen (A) und (B) hat man zu setzen

1 1
a, = Vajfa.sinnnocdoc, a, = V’Ejfa.sin(n—%)zudu.
0 0
Will man im Falle (C) die Bedingung
1

j. fo.doe =0
0
wegschaffen, so braucht man nur

1
¢ = J'foc.doc
0
und fo— ¢ fiir fo zu setzen; man erhilt so die Gleichung

1 1,70 _1
j(fa—c)ﬂdazgaﬁ, a,,:‘/2'f(fa—c)cosnﬂ:adoc
0 n 0

1
= ij.foc.cosnmxda
oder 0

[(foypde = e +]'§a3
= [J}fu .daT+ 2L§[ffu.cosnzu.da]2.

§7.
Wirmeleitung im Ringe; Eigenwerte mit mehreren
zugehdrigen Eigenfunktionen.

Bei der Wérmeleitung in einem Ringe, d. h. einem linearen,
in sich zuriicklaufenden Leiter, sei # der lings desselben ge-
messene Abstand von einem festen Anfangspunkte, 1 die Liinge
des Ringes; dann ist die Temperatur wie in § 3 Integral der
Gleichung du  ou

3 am U



28 Erster Abschnitt. 8§17

und der Umstand, daf zu den Werten £ = 0 und z = 1 der-

selbe Punkt gehort, fordert die Gleichungen
10 oul®
T eal, T
Setzt man daher wie in § 3
U — e+ b2)tq),

so ergibt sich die Differentialgleichung

d2e
(1) dze TP =0
mit den Grenzbedingungen
[1_ d ® :1_
(2) ¢{0—a-§30—0.

Die simtlichen Losungen dieser Aufgabe sind die Konstante mit
dem Werte w = 0 und die mit beliebigen Koeffizienten 4., B,
gebildeten Aggregate

Aycos2nmx +iAnsin2nmwr, n=1,2,...,
zu denen die Werte u — 4 n2n2 gehiren.

Diese Grofien erscheinen als Losungen einer Integralgleichung,
deren Kern die stationire Temperatur ist, die von einer an der
Stelle x =— ¢ wirkenden Wiarmequelle herriihrt, wenn gleichzeitig
die Wirme durch die Oberfliche des Ringes nach einem beliebigen
Gesetze ausstrahlt. Eine solche Temperatur werde durch w be-
zeichnet und durch folgende Gleichungen charakterisiert:

dzw it dw‘1 dw |50
—_—— W = = | = —_
@) Ggm—ew=0 v =32.7% Tl

man findet leicht auf der Strecke 0 <z <§£
w:(&oic(—x-}—g—%) dw _—6Gine(—z+£—3)
2¢Gingec Todx 2@injc
und auf der Strecke 1 >z >¢§
__Coje(x—E—3) dw __Ginc(z—£—3)

w = . - — = .
2¢Ginic ' dzx 2Gin}c

Ferner ergeben die Gleichungen (1), (2), (3):
1

do dw\ |50 -
Yz _q’%) 1§+0+(H + cﬂ)jqud:c =0

1

0
oder, wenn

w= K(x,§), A—=u+c? = 4n2ns4 c?
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gesetzt wird: L
(4) pr = 1j1f(x,a)qm.da.
0

Umgekehrt findet man, wenn
Fz = fK(x, o)fo.do
gesetzt wird und fe eine sti;ckweise stetige Funktion ist,
(5) F’x:jK’(x,a)foa.doc, F'eg =cFz—fx,
0

80 dall aus der Integralgleichung (4) immer folgt
o' =cpr—Agxr = —uguz.

Die Randwertaufgabe (1), (2) und die Integralgleichung (4) haben
also auch hier genau dieselben Lésungen, und die zweite Glei-
chung (5) fithrt wie friiher zu dem Satze, dal jede Funktion, die
die Randbedingungen erfiillt, eine stetige erste und stiickweise
stetige zweite Ableitung besitzt, in der Form Fz, also quellen-
maBig dargestellt werden kann.

Das Besondere gegeniiber denn frilher behandelten Aufgaben
ist hier, dal jedem Eigenwerte

Apy1 = c2+ 4n2a?

abgesehen vom Werte 4, = c2?, zwei zueinander orthogonale nor-
mierte Eigenfunktionen

V2cos2nnx, Y2sin2nzz
zugehoren, denen beliebige, mit konstanten Koeffizienten gebildete
Aggregate aus ihnen beigesellt werden konnen; zum Eigenwert
A, = ¢® gehort als einzige normierte Eigenfunktion die Kon-

stante 1. Als bilineare Formel wiirde man also geneigt sein,
folgende Gleichung anzusetzen:

1 l’mcos2nnx0052nn§+sin2nzxsin2nn§
K(x’g):_z_{—?Z C2+4n2n2

02+ Zcos2nn x——g),

ot dnin?

und diese Glexchung bestitigt sich leicht, wenn man die Funktion
Goj az in eine Cosinusreihe entwickelt; man erhilt ndmlich

1 < (—1)"cosnmz
Cojax = Qa@ma{m + ;._*___}

a? _|_ nem?
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Hieraus erschlieft man nach der Methode des § 5 die bekannten

Sitze tiber die Darstellung einer periodischen Funktion durch die

Fouriersche Sinus-Cosinusreihe, wobei fiir f2 dieselben Singula-

rititen wie in § 5 zugelassen werden. '
Schreibt man die bilineare Formel in der Gestalt

1,00

1 cos2nm(x —§&)
B8 — =220 i
s0 kann man auch ¢ = O setzen; die linke Seite geht dann z. B,
wenn x << £ ist, in den Ausdruck
Cofe(§—x—1 1
{_‘ (€—z—3) —?} = HE—a— b+,

" lim
Qc@in% ¢

c=0

wenn x>£, in den Wert

s(e—E—9)" + 5%
iiber. Bezeichnet man die hiermit definierte symmetrische Funktion
von x und £ durch K(z, ), so gilt die Gleichung

1,00

K(x,g):zl/acownnx.ﬁcosQnm;- +V2sin2nmx.Y2sin2nmé

4 w203 ’

die auch aus den Formeln des § 4 leicht verifiziert werden kann.
Man sieht aus dieser Formel, dafl die Gréfien

(6) V2cos2nzw, V2sin2nmz, n=12, ...

die beiden zum Eigenwerte 4n2n? gehirigen normierten Eigen-
funktionen des neuen Kerns sind, der seinerseits die Gleichungen

K"(x, &) —1 =0, jK(a, z)de = 0

erfiilllt. Mit diesem Kern sind also, Zhnlich wie nach § 3 mit 7,
nur die Funktionen fz quellenméfBig darstellbar, die die oben
geforderten Eigenschaften besitzen und auflerdem die Gleichung

(1) ffa.dazo

erfiillen. Nach den Eigenfunktionen (6) sind also nicht beliebige
willkiirliche Funktionen von der beim vorigen Kern geforderten
Beschaffenheit zu entwickeln, sondern nur solche, die die Glei-
chung (7) erfiillen, was natiirlich sofort bewirkt wird, indem man
einen konstanten Summanden hinzufiigt. Damit ist wiederum die
Fouriersche Sinus-Cosinusreihe abgeleitet.



Zweiter Abschnitt.

Integralgleichungen und Schwingungen linearer
Massensysteme.

§ 8.

Integralgleichungen und freie Schwingungen.

Zu Anwendungen der Integralgleichungen auf das Gebiet der
Mechanik fiihren die folgenden Betrachtungen.

In einem stetig zusammenhidngenden Massensystem von einer
Dimension sei dz das Massenelement, z die Gesamtmasse des
Stiickes vom Anfangspunkt bis zu einem beliebigen Punkte hin.
Das System sei imstande, um eine Gleichgewichtslage kleine
Schwingungen, d. h. rein periodische Bewegungen von kleiner
Amplitude auszufiihren. Die Parameter, die die mdglichen Lagen
des Systems bezeichnen, seien ¢,, wobei n hier wie fortan stets
eine bestimmte endliche oder unendliche Reihe von Zahlen 1, 2,...
reprisentiere; von den Schwierigkeiten des Unendlichen sehen wir
ab, solange die entwickelten Formeln nur als Wegweiser dienen.
Die GroBlen g, seien ferner so gewdhlt, dal dem Wertsystem
g» = 0 die Gleichgewichtslage entspricht, und da8 die Differential-
gleichungen der kleinen Eigenschwingungen die Gestalt.

da2q,
dtqa + Ln(lu == O

annehmen, wobei 4, positive Konstante seien. Diese Gleichungen
ergeben sich als Bewegungsgleichungen nach der Regel von
Lagrange, wenn die lebendige Kraft des Systems in der Form

T=5 Z(%)

die potentielle Energie in der Form

angesetzt wird.
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Bei kleinen Schwingungen um die Lage ¢, = 0 kann die
Verriickung jedes Massenpunktes aus seiner Gleichgewichtslage,
die wir durch u bezeichnen, als lineare Funktion der Gréfen g,
angesehen werden; sie sei etwa

u :gqntp,,x

und sei in jedem Massenelement nur in einer bestimmten Rich-
tung und der ibr entgegengesetzten moglich.

Dann gilt fiir die lebendige”Kraft auch der Ausdruck:

1 du\e , 1 dq,,
_§J<%>dx_§f<” )dx,

in dem das Integralzeichen wie fortan stets die Integration iiber
das ganze Massensystem bezeichne. Vergleicht man die beiden
Ausdriicke von 7, so ergeben sich sofort die Beziehungen

y((pnx)zdx_—_ 1, j'qvn:c.q),,,x.dxzo (m = n).

Auf das betrachtete System, das wir in beliebiger von der
Gleichgewichtslage wenig abweichender Lage voraussetzen, wirke
von aullen her ein Kraftsystem &, das an jeder Stelle z die
Arbeit Xoudx leistet, wenn die Verriickung « durch u 4 du
ersetzt wird. Da nun offenbar die Gleichung

ou= > @.z.0q,

gilt, wenn der Verschiebung d« an den Parametern g, die Varia-
tionen 0¢, entsprechen, so ist die gesamte Arbeitsleistung der

Kriifte £
rate [Xoude = = 6q, [ Xpuo.da

; Qna ns

wenn die den Parametern ¢, entsprechenden Kraftkomponenten
im allgemeineren Sinne des Wortes durch die Gleichungen

Qn :IXqJ,,:C.d.Z

oder

definiert werden.
Die gesamte virtuelle Arbeit, die das Kraftsystem & zusammen
mit den inneren Kriften des Systems leistet, ist hiernach

— 0V + D Qudgn = >, ( n'_ )3%,
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und die Bewegungsgleichungen erhalten nach der Regel von
Lagrange die Form
a2 qn L —
dt2 + nQM _ Qn-
Speziell werde das Kraftsystem & so gewihlt, dal es das
Massensystem im Gleichgewicht hdlt. Dann bestehen die Glei-
chungen 0

F

d2qn
dt

U= D g Pulk
n

gesetzt wird, so bewirkt das Kraftsystem & die Verriickung
. Qnpn o Pn T
M—ET—E }.” X(an.dx.

Weiter werde das System & dahin spezialisiert, daf nur an
einer Stelle £ — £ eine Kraft wirke. Man niahert sich diesem
Zustande, wenn man die Funktion X nur in der N&he der Stelle £
groBe, von Null verschiedene Werte annehmen, sie im iibrigen
verschwinden 148t, dabei aber die Gleichung

dex:l

:O, qn:

da nun allgemein

festhélt. Dann reduziert sich das die Arbeit darstellende Integral
auf den Ausdruck

J-X(?udx_—.Su -dex:(?u} ;

die Arbeit der punktuell gewordenen Kraft wird also durch die
Verriickung du selbst gemessen, und die Komponente der Kraft
in der Richtung der Verriickung « hat die Intensitit Eins. Ahnlich
reduziert sich die Kraftkomponente @, auf die Form

,lQ,. ZJXwnx.dx = q)n‘g’.Jde = ¢né,
und fiir die Verriickung erhilt man den Ausdruck
_ PuZ. P &
u = E”:T’
der in # und £ symmetrisch ist und durch K (, £) bezeichnet

werde.
Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl. 3
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Multipliziert man die erhaltene Gleichung mit einer be-
stimmten, aber beliebig gewédhlten Funktion ¢, £ und integriert
nach £ iiber das Massensystem, so findet man mit Riicksicht auf
die Gleichungen

j(wnx')ﬂdx =1, j‘qamx.tp,.x.dx =0 (m=n)
sofort die Integralgleichung
P = Ay, jK(x, Hont.dt

Die Funktionen ¢,z sind also Eigenfunktionen des sym-
metrischen Kerns K (z, £), der gewissermafen von der bilinearen
Formel ausgehend konstruiert wird. Die zugehorigen Eigenwerte
sind 4, und die mechanische Bedeutung des Kerns als Verriickung
ist vollkommen ersichtlich; wir bezeichnen ihn zweckmifiig auch
als Greensche Funktion. Das Grundgebiet ist das ganze
bewegte Massensystem.

Diese Betrachtungen brauchen nur wenig abgeindert zu
werden, wenn ddmpfende Kréfte von gewissen einfachen Typen
wirksam sind, ndmlich solche, die von einer Zerstreuungsfunktion
abhéingig sind. Unter einer solchen verstehen wir eine quadra-

tische Form
1 AGm Ay
F e E E bmn 7

dat dt’
deren Koeffizienten Konstante sind; setzt man
dg.
dt - q" b

so lauten die verallgemeinerten Lagrangeschen Gleichungen
folgendermafien:

d /oT oT  oF oV
M %(%‘7)_661,. oG, T g, O

also wenn 7 und V die vorausgesetzte spezielle Form haben:

d2q, AqQm .
dt2 + ;bmn ’E’t_ + }'nQn _ Qn-

Hieraus aber lassen sich betreffs einer vorausgesetzten Ruhelage
des Systems unter der Wirkung der Kriifte ® genau dieselben
Schliisse ziehen wie oben, da die mit den Koeffizienten b behafteten
Glieder wegfallen. Speziell folgt, daB die Formel

K(z, &) = EM}..,,%g
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giiltig bleibt; die Funktionen ¢, sind iiberhaupt ihrer Definition
nach von der Zerstreuungsfunktion F' unabhingig.

Die Gleichungen (1) haben auch noch eine Bedeutung, wenn
man T als identisch verschwindend ansieht; sie geben dann die
Gesetze der Wiarmebewegung an. Sind nidmlich etwa w,, u,, ..
die Temperaturen einzelner fester materieller Punkte, die allein
von einander thermisch beeinflut werden, so hat man Gleichungen
von der Form du, '

di :z Amn (um _“n)s

wobei die Grofen A von der Zeit unabhiingig sind und ungedndert
bleiben, wenn man die Zeiger vertauscht. Man kann daher die
letzte Gleichung auch in der Form

du, oV

at —  du,
schreiben, wobei ¥V eine Funktion der Grofien u, ist. Sieht man
diese als die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktsystems an,
8o erkennt mapn, dafl die Wirmegleichungen aus den Bewegungs-

gleichungen Au,  du, 0V
T + dt — 0 Un

entstehen, indem man die Massen g, =— 0 setzt. Diese Gleichungen
gehoren einem System an, -in welchem Widerstinde wirken,
aullerdem aber konservative Krifte, die eine potentielle Energie
V ergeben.

Denkt man sich in einem solchen System allgemeine Koordi-
naten ¢ eingefiihrt, so erhilt man die Gleichungen

oF oV

@ odn T og,
zur Darstellung einer freien Bewegung des Systems, und diese
Form bleibt, wenn man die Zahl der Punkte ins Unendliche
wachsen ldfit. Dann ist die Temperatur « in der Form

U= D QuPn¥
n

darzustellen, und wenn wir jetzt annehmen, 2 F sei einfach die
Summe der Quadrate der GrioBSen ¢, so erhalten wir ebenso wie
oben aus der entsprechenden fiir 7" geltenden Voraussetzung auch
jetzt die Gleichungen

I‘q),,u.(pma.doc =0, J'((p,,oc)?doc = 1.
3*
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Die oben mit dem Kraftsystem & ausgefiihrte Untersuchung ver-
anlaft uns hier, in einem Punkte eine Wirmequelle wirken zu
lassen, als Analogon der punktuellen Kraft. Damit ist der An-
satz, der im ersten Abschnitte zu den Greenschen Funktionen
fiihrte, als spezieller Fall des in diesem Paragraphen entwickelten
erkannt.

Die Bewegungsgleichungen (2) geben, wenn ¥V dieselbe Gestalt
hat wie oben,

dq. ' )
dqt + Arn‘]n = 0, qn = “ne—-/'"tv

und die gesuchte Temperatur erscheint in der Form

U = 2a71¢71x-e‘;"‘t7
also ganz wie man es in der klassischen Wirmeleitungstheorie
gewohnt ist.

§ 9.

Anwendungen: die schwingende Saite.

Als einfachstes Beispiel fiir die Theorie des § 8 werde eine
Saite von der Li#nge und linearen Dichtigkeit Eins betrachtet,
die langs der x-Achse gespannt ist; fiir die seitliche Verriickung u
gilt bekanntlich, wenn die Zeiteinheit passend gewihlt wird, die
Differentialgleichung

2w 9w
) ot~ ow
mit den Grenzbedingungen

(2) |0 =wull=0.

Die Differentialgleichung beruht darauf, dal du/dz die zur
Saite senkrechte Komponente der in der Richtung wachsender z
wirkenden Spannung ist; auf das Massenelement dx wirken daher
in seitlicher Richtung die Krifte

ou Qul|stds
AR Y] ’
‘ 02u

deren algebraische Summe dem Produkt dz. o gleichzu-
setzen ist.
Herrscht Gleichgewicht und wirkt eine #uBere Kraft P, so
hat man als Bedingung des Gleichgewichtes die Gleichung
dy =+dz
3 dell -
3) P gn " =,
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oder, wenn die betrachtete Stelle durch & bezeichnet und die
Kraftintensitit = 1 gesetzt wird,

du. 50
dz|svo b
und fiir die Verriickung « gilt allgemein die Differentialgleichung
du
dx*
mit den Grenzbedingungen (2). Hieraus folgt, wie schon in § 1
benutzt wurde, wenn man # durch K (z, £) ersetzt,

K(z,8) =z(1—§), = <&,
K(x,g)—_—g(l—x), x>§’

und als Ordinate aufgetragen ergibt diese Gréfe eine Kurve, die
man als Gestalt der in einem Punkte durch eine seitliche Kraft
beeinflufiten Saite erwartet, die gebrochene Linie.

Nach § 8 machen wir nun den allgemeinen Ansatz

= 2 Gu@n,

wobei ¢, eine Funktion der Zeit ist und eine Gleichung von der

Form
d2q,
ap T =0

gilt. Betrachten wir speziell eine Bewegung, bei der g, allein
von Null verschiedene Werte annimmt, und setzen in der
Gleichung (1)

U = qu PunZ,
so ergibt sich sofort

1 dign 1 dog, i g
ondm g dtr = M e T g =0,

und aus den Bedingungen (2) folgt

<Pn0=qJ,.1:O

Die Grofie @, mull also bis auf einen konstanten Faktor der
Sinus eines ganzzahligen Vielfachen von w#x sein, etwa, indem
wir normieren, —
pnz = Y2sinnnz,

und hieraus ergibt sich
ln — n2mx2.
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Die bilineare Formel nimmt folgende Gestalt an:
2 sinnmwxsinnm £
E@d= 32— ;

n

K

sie ist wirklich richtig, was aus § 8 nicht mit Sicherheit ge-
schlossen werden, nur vermutet werden kann; denn sie ist mit
der in § 4 streng bewiesenen Formel (2) identisch.

Die Grofen ¢, bestimmen sich in bekannter Weise aus den
Werten von « und 9u/0t zur Zeit { = 0, die etwa fz und ¥z
seien, wobei offenbar

fO=90—=f1—91 =0
sein mulf.

Man setzt an |

(4) u = > (A,cosnmt + B,sinnxt)sinnzz

und fordert die Gleichungen
for= > Ausinume, vr=—m=n > nB,sinnna.

Diese Gleichungen sind nach § 4 zu erfiillen, und die erhal-
tenen Reihen konvergieren absolut und gleichmifBig, wenn fx
und ¢z stetige Funktionen sind und stiickweise stetige erste und
zweite Ableitungen besitzen; in derselben Weise konvergiert also
die Reihe (4). Sind speziell auch die Ableitungen” dritter und
vierter Ordnung stiickweise stetig, so sieht man aus den Formeln

1

A, = Jfoc.sinnnoc.doc,

0

1
2

b b
. . cosnme cosn 7o
J-foc.smnatocdoc:—foc- | +jf’oc ﬁloa
a e a
b b ¢
cosmme ® . sinnme ,  sinnmo
=—fo-——— +[ 0 — — e —55—da,
nxE i, n2ms n2m
a
1
1

J‘f"oo.smnatoc.doc,

0

n2

jfoc.sinnm:oc.du = —
0

den analogen mit der Funktion ¢ gebildeten Gleichungen und
den Darstellungssitzen des § 5, daB der Ausdruck (4) nach z
und ¢ zweimal gliedweise differenziert werden darf und, fiir u
gesetzt, in der Tat die Gleichung (1) erfiillt.
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Fiir die potentielle Energie hat man nach § 8 die Reihe
1 R 72
7 > s = D
n n
anzusetzen. Die GroBen mnq, sind die Koeffizienten in der Ent-

wickelung der Grifle 2_1; nach den Funktionen cosnzr, und es

gilt die Gleichung

1
cx
0
Ist daher die GroBe ou«/¢x nur stetig, so kann man das in
§ 6 abgeleitete Hurwitzsche Theorem anwenden und findet fiir die
potentielle Energie den Ausdruck

1
1 1 ou\?
52"‘2”293:5}. -6_.;) dz,
n 0 ,
der sich auch aus mechanischen Erwigungen rechtfertigen 14ft.

§ 10.
Schwingungen des frei herabhiingenden Seiles.

Ein zweites Beispiel zum § 8 bietet die Schwingung des
homogenen hingenden Seiles dar. Seine Linge und sein Gewicht
seien Eins, die z-Achse der Richtung der Schwere entgegengesetat,
deren Beschleunigung etwa durch passende Zeiteinheit =— 1 ge-
macht sei. Ferner sei # — 4 1 der Aufhingepunkt und z = 0
das freie Ende; endlich sei # die Verriickung senkrecht zur z-Achse.
Dann wirkt auf irgend ein Element dx abwirts die Spannung z,
aufwirts die Spannung z + dz, und die zur z-Achse senkrechten
Komponenten dieser Krifte sind

ou ou|etd=
1) —ZTse Tae )
80 dafl man als Bewegungsgleichung erhilt
G B g T e (0w
ot2 = "oz, ' otz 0z ox
Setzt man speziell
U == @y Pu,
80 ergibt sich
lag . _, 1 d xdq:,,)
qn dt2 " N dx( dz )’
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dabei gilt die Gleichung
v 9,1 =0,
und ¢, 0 ist eine endliche GroBe.
Bezeichnen wir nun wie gewdhnlich durch Jz die Besselsche
Funktion von der Ordnung Null, d. h. die Grofle

4
staga—
so ist J(k}z) das einzige an der Stelle « = 0 endliche Integral
der Gleichung d dy L2
dx < dx) Tzv="0
Hieraus folgt sofort
@uz . const = J(2 VA, 2) = J (ko V), 4, = 54')5,

wobei die GrofSen & durch die Gleichung

Jby =0, (n=1,2..)
definiert sind; offenbar geniigt es, die positiven Wurzeln dieser
Gleichung zu nehmen. Da ferner die Theorie der Besselschen
Funktionen die Gleichung

1 —
Ik Ye)pda = (J'k)
0
ergibt, so sind die normierten Eigenfunktionen
J (kn V2
P = (J’k‘: ).
Lassen wir jetzt im Punkte 2 — £ eine seitliche Kraft von
der Intensitdt Eins wirken und nehmen wir an, das Seil bleibe
unter ihrer Einwirkung in einer von der freien Gleichgewichtslage
verschiedenen Lage in Ruhe, so zeigt der unter (1) angegebene

Ausdruck der Spannung, daB zwischen den drei im Punkte £ an-
greifenden Kriften folgende Beziehung gelten muf:

e (—eg) T+ Em) T =0
oder 6o
(2) dx|§+o:§'

Es ist ferner klar, daB auf der Strecke von == 0 bis # = &
die GroBle » konstant ist, wihrend sie auf der Strecke z > &
die Gleichung d du

— |z —-—) =0
dx ( dz
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erfiillt und fiir # = 1 verschwindet. Man hat also, unter ¢ und &
Konstante verstanden, folgende Gleichungen:
u=ua, (z<4§),
w="blogz, (x> §&).
An der Stelle 2 — £ sollen diese Werte gleich sein und
auferdem die Beziehung (2) gelten; das gibt
b 1

a = blogé, 0-—?:—5, b= —1,
also
(3) “:—loggi (-’E<§),
w= —logz, (x> §&).

Bezeichnet man diese Greensche Funktion durch K (z, £), so

hat man als bilineare Formel die Gleichung
I (kn V) J (kn VE)
Kz, &t =14

zu erwarten. ¢ Z (" kn)? . K

Dal} iibrigens die Ausdriicke (3) die Ordinaten des seitlich
abgelenkten Seiles darstellen, kann man auch aus der Gleichung
der von # = & bis £ — 1 reichenden Kettenlinie ableiten, indem
man bedenkt, dal nur ein wenig von der Vertikalen abweichendes
steiles Stiick der Kurve benutzt wird.

Wenngleich nun die bilineare Formel zunichst nicht bewiesen
ist, so beweist man doch leicht die Integralgleichung

1
4) QT = l,,jK(x,oc) Q.0 .do.
V]

Man braucht nur von den Gleichungen

d , " d do, .
die erste mit ¢,, die zweite mit K(z, £) zu multiplizieren und
erstere von letzterer zu subtrahieren; dann ergibt sich

‘% [x (K (, &) d—d% — K/ (z, §)<p,.x)] + Aupuz. K (2, &) = 0,
und wenn man von O bis 1 integriert, das in § 2 gegebene Lemma
aus der Integralrechnung benutzt und bedenkt, da ¢,0 und
K (0, £) endliche Grofen sind, so findet man

1

. :
+MJK@@@wdx=0
0
0

1§
—EpuEK'(2,8) |
1§+
oder die Gleichung (4).
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Ein verwandter Fall ist der eines Seiles, das an einer
zu ihm senkrechten Achse befestigt ist und um diese rotiert,
wobei von der Schwerkraft abgesehen werde. Das Seil bleibe in
einer gleichférmig um die Achse rotierenden Ebere und erstrecke
sich von £ = 0 bis # = + 1, so da # = 0 ein Punkt der Rota-
tionsachse ist; dann verschwindet die Spannung am freien Ende
und wird, wie ihre Beziehung der Zentrifugalkraft zeigt, durch
1—2x2 bel passender GroBie der Rotationsgeschwindigkeit dar-
gestellt. An Stelle der Ausdriicke (2) erbdlt man fiir die auf
das Element dz transversal wirkenden Spannungen

ou ouztds
) 2 2T

wenn « eine kleine seitliche Verriickung aus der Lage des rela-
tiven Gleichgewichtes bedeutet.
Die Gleichung der kleinen Schwingungen ist daher

0 o O] _ C%u
52 [ (0= 53] = Gu-

Setzt man wieder

U = Qr¥.4qn,
so ergibt sich

d i, .
% [(1—'.’22) E%] + lnq)n - 0, Qn+lIIQn - 07

als Grenzbedingung erhilt man
$.0 =0, .
und die GroBen ¢, (+ 1) miissen endlich sein. Die Greensche

Funktion ist das an der Stelle  — 1 endliche Integral der Diffe-

rentialgleichung
d

as [(1-—39)’ Z—Z] =0,

ul°:0

das die Gleichung

und die Unstetigkeitsbedingung

erfiillt. Letztere driickt aus, daBl die beiden auf das Element dx
wirkenden Spannungskomponenten von transversaler Richtung eine
Resultante von der Intensitit 1 geben.



§ 11. Schwingungen linearer Systeme. 43

Man findet leicht, je nachdem ¢ oder z der groSere Wert
ist, den ersten oder zweiten der Ausdriicke
I+=

1—2°

1+¢
1—§

Dal} der zweite dieser Ausdriicke von z unabhidngig wird, ist
mechanisch plausibel zu machen; das Stiick des Fadens, fiir das
z > &, wird offenbar geradlinig, wenn im Punkte 2 — £ eine
seitliche Kraft einwirkt.

Die Losungen des gestellten Randwertproblems sind die
Legendreschen Polynome ungeraden Grades, die hiermit dyna-
mwisch gedeutet werden.

1! 1
_Elog u—glog

§11.
Der transversal schwingende Stab.

Als letztes Beispiel betrachten wir den elastischen Stab,
der lings der z-Achse liegt und in den Endpunkten z — 0 und
z = 1 unterstiitzt oder eingbspannt ist. Ist u die Verriickung
eines seiner Elemente in der Richtung der y-Achse und entfernt
gich der Stab nur wenig von der geraden Gleichgewichtslage, so
gibt es eine solche positive Konstante a, dal adiu/dz? das
Moment der elastischen Krifte ist, die auf das vom Endpunkte
=0 bis zu einem beliebigen Punkte = reichende Stiick des
Stabes einwirken; auf das Reststiick wirkt das Moment — ad?u/d 2.
Wirken ferner in den Endpunkten die zum Stabe senkrechten
Auflagerreaktionen 4, und A4; und, wenn die Enden eingespannt
sind, die Momente M, und M,, so ergeben sich als Gleich-
gewichtsbedingungen fiir die Strecke von # = 0 bis zum betrach-
teten Punkte, indem man beziiglich des letzteren die Momente
bildet,

a2 u

(1) @+ My— 4z =0,

und fiir die Strecke vom betrachteten Punkte bis zum Ende z =1
d2u

2) ——aw-{-Ml—}—Al(l——x):O.

Wenn nun der Stab an der betrachteten Stelle mit dem in
der Richtung der y-Achse ziehenden Gewicht Eins belastet ist, so
gibt dies in den erhaltenen Momentgleichungen keinen Beitrag;
doch muf die Summe aller y-Komponenten verschwinden, so dafl

4,4+ 4,41 =0.



iz

44 Zweiter Abschnitt. 11.

Die Gleichungen (1) und (2) ergeben aber

dsy =—0 d3yizt+o

—tgm = A

also folgt, wenn wir jetzt die belastete Stelle  — £ nennen,

ad3u §-o0 ]
dzd 5o

Ferner gilt offenbar allgemein die Gleichung
dtu
dwi = O
und die GréBe u erfiillt an den Enden die betreffende Bedingung,

der die Verriickung immer unterworfen ist; sie werde als Green-
sche Funktion und durch K (z, £) bezeichnet.

Jetzt wirke in jedem Elemente dz eine seitliche Kraft Ydu;
ihr Moment beziiglich des Punktes & ist dann Y (x —§) dx;
betrachtet man das Stiick des Stabes von 2 =—= 0 bis z — £, so
ergibt sich

&
o2u ;¢ .
“ g —}-j.Y(x———g)dx_.O,
0
und hieraus
&
cduit | ) ctu o
@z .._Jde, aa—a;-—Y_O.
)

Speziell sei Ydx der Trigheitswiderstand bei der Bewegung,
d. h. wenn dz als Massenelement angesehen wird,

o2u
—AT S
dann ergibt sich die Bewegungsgleichung
a a‘._u al‘ = 0
cat ' otz

Setzen wir in dieser Gleichung der allgemeinen Theorie gemés

U = qnPnZ,
go folgt
d2Qn ds [/ A
m?“*‘}'n%t:ov a_d.’lﬁr

— g,z = 0,
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und die Konstanten A, bestimmen sich aus den Grenzbedingungen,
die, z. B. wenn der Stab beiderseits eingespannt ist, folgender-
maflen lauten:

. do.”° !

(3) (pn():”d'q;.’\ =0, o¢.1= " = 0.

Kombiniert man diese Gleichungen mit den oben aufgestellten
K(0,§)=K'(0,§) = K(1,§) = K'(1,§) = 0,
d*K(z, §) 0 BK(é) s—° 1

dxt ’ d s E40 a’

so findet man aus der allgemeinen Identitét:
dtw div  d | ddw d3v | dwd*v dov d2w)
aw Vdn T %{”w—“’ﬂs T dz dot  dw day)
und dem allgemeinen in § 2 angefithrten Lemma, indem man
v = @z, w= K(x,§)

setzt: 1
P& —
_ l—”j.K(x, ) Pua.ds — gua. K" (x, £).
a TlE4o0
0 __Q)ng

)

a
1
Puk = Ao [K(2,§) pua.da,
0
wie es die allgemeine Theorie des § 8 erwarten laft.
Ist umgekehrt eine Funktion gegeben, fiir die die Gleichung
1 § 1
@) o9t= ch(x. Hozr.dx= ch(‘g’, x)pxr.dr + ch(g, 2)px.dx
0 0 §
besteht, so findet man unmittelbar

s
TOE — K" (6 —0)— K" £+ )]k
Nun kann man setzen
K" (8§ —0) = lim K" (5, §— )
= lim K" (& + h, £,)
S=§5h=+0
— K" (§ + 0, §)1

K" (§£40) = K" (E—0,§);

und ebenso

somit folgt
4
DS = g b (K7(E—0,H— K" (40,5 = £ 9k
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und die Randbedingungen sind infolge der Gleichung (4) erfiillt;
jede Losung der Integralgleichung 16st also auch das oben auf-
gestellte Randwertproblem. Die Funktionen ¢,, die, wie man
leicht sieht, die einzigen Losungen des Randwertproblems sind,
repriasentieren also auch die Gesamtheit der Losungen der Inte-
gralgleichung.

In der bilinearen Formel

1,
Nx' n
K(x,g)zz P l"(P g’

die man hiernach erwartet, lafit sich die rechte Seite als kon-
vergent erweisen. Aus den Randbedingungen (3) ergibt sich
némlich, daf ¢, Losungen der Gleichungen

dto,

s e =0

sind, bei denen  positive und durch die Gleichung
(5) cosmCojm = 1
bestimmte Konstante sind; man hat dann
An == mia
zu setzen und findet fiir die normierten Eigenfunktionen
(sinm, - Sinm,) (cos m, x - Cojm, x) - (cos m,, - €of m,) (sinm, x - Sinm, )

©,x= - :
P Tgm,, ~sin m, Cojm,,

Diese liegen bei grolen Werten von m, zwischen endlichen,
von n unabhingigen Grenzen. Die Gleichung (5) zeigt aber, daB
die Grofen m, wenn sie groB sind, wesentlich wie die Glieder
einer arithmetischen Reihe wachsen; die bilineare Reihe

qvnx i N Pu . Pu
E "nn

konvergiert daher nach x und £ glelchmaﬁlg auf der Strecke von
0 bis 1, und dasselbe gilt noch von den Reihen, die man erhilt,
wenn man gliedweise einmal oder zweimal differenziert. Ist also
die bilineare Formel bewiesen, so gilt dasselbe von den Gleichungen

1, ® ’
nZ . @y
K@= ‘Pﬁﬂ,

1, ® ”
- nZ.QPy
K"(.’L‘,'g): E:‘p l‘P g
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Hieraus lassen sich nach der in den §§ 4 und 5 angewandten
Methode die wichtigsten Sitze iiber die Darstellung willkiirlicher
Funktionen ableiten, indem man nur noch die quellenmifig dar-

gestellten Funktionen 1
[E(@ o) fo.de
(1]

einzufithren und zu zeigen hat, dal unter ihnen alle Funktionen
enthalten sind, die mit ihren ersten beiden Ableitungen stetig
sind, stiickweise stetige dritte Ableitungen besitzen und die Grenz-
bedingungen der Eigenfunktionen erfiillen.

§ 12,

Erzwungene Schwingungen und nicht homogene
Integralgleichungen.

Auf ein neues mit den Integralgleichungen zusammenhin-
gendes Problem fiihrt die Theorie der erzwungenen Schwingungen
des in § 8 betrachteten Massensystems.

Seine Bewegungsgleichungen haben, wenn beliebige Krifte ¢,
wirken, die folgende Form:

2
(1) ddg:Jra,.q,,:Q,,, n=1,2....
Diese versuchen wir auf eine besondere Weise zu erfiillen. Die
wirkende Kraft X sei das Produkt aus einem rdumlich verinder-
lichen Faktor und einem von der Zeit abhingigen Faktor har-
monischen Charakters, etwa, indem wir fortan stets durch deutsche
Buchstaben von der Zeit unabhingige Grofien, durch 8 und y Kon-

stante bezeichnen, .
X = Xcos(Bt+ ).
Gelingt es dann, die Bewegung so zu gestalten, daf die Ver-
riickung # die analoge Gestalt
w=ucos(ft+yp)
annimmt, so liegt das vor, was man erzwungene Schwingung nennt;

u ist ihre Amplitude.
Um eine solche Bewegung in den Variablen ¢, zu studieren,

gehen wir von der in § 8 aufgestellten Gleichung
Qn = j Xopuz.dz
aus, derzufolge man setzen kann

Q, = Q. cos(Bt+p), Q,,:j%q),,x.dx.




48 Zweiter Abschnitt. §12.

Versucht man nun
4w == aneos (Bt +y)
zu setzen, was einen Ausdruck » von der gewiinschten Form
ergibe, so findet man aus den Gleichungen (1)

. (’1" - ﬂz) qn = Qna
und hieraus

u = Z Gn Pu® = > Ga Pn.cos (Bt + y) = ucos(Bt + ),

. an)n Py .
(2) u= El,,—ﬁﬁ zl_ﬂﬂjkq)nw.daﬁ.

n

Bezeichnen wir diesen Ausdruck durch v 2, multiplizieren ¢ o
mit K (x, ) und integrieren gliedweise, so finden wir

j' Kz, )po.do = ZT}/TJK(“ o) Puot.do . ‘.?{(pnx.dx

oder, da die Gleichungen
@,z = A, j' K@ a)p,o.do
gelten,

}K(m, w)po.do :fog,n—xﬂﬁ) [qunx.dx.

(3) 9'; (/l —ﬂz_in J.%r.pn;l dx

_wx [ 2 .
=~ Ez-ﬁ J-?((pn:c.dx.

Die durchgefiibrten Operationen sind erlaubt, wenn die bi-
lineare Reihe im Grundgebiet beziiglich jeder der beiden in ihr
vorkommenden Variabeln gleichm#8ig konvergiert.

Setzen wir nun

f6=[K(zbXda,

so finden wir aus der bilinearen Formel
> "%gjxq;,,x.dx — f&;
dabei ist "
' 1
€)) Jfoc.q;,,a.doc:zj.%p,,x.dx, fx_—_gq),,x.jfocqa,.oc.da,

und die Gleichung (3) kann in folgender Form geschrieben werden:
5) u=vr=frt+i[K@a)ve.ds I=p;
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die Definitionsgleichung von ¥z ergibt, indem man die zweite
Gleichung (4) heranzieht,

An@u
(6) w::;:zl1 qi‘:jfu.q)”a.doc:fx—{—lzlf ljfoc-tpnoc.doc.

Die Gleichung (5), in der 4 willkiirlich, aber von allen 4, ver-
schieden gedacht wird, ist eine nichthomogene Integralgleichung
mit der Unbekannten ¢z und ihre Losung wird, so erwarten wir
wenigstens, durch die Formel (6) gegeben, die wir alsSchmidtsche
Formel bezeichnen wollen.

Interesse verdient dabei der besondere Fall, daf in der Integral-
gleichung (5) gesetzt wird

n

(M) fr = K(z,y), ft= K¢ y).
Man findet dann
jfoc.tp,,oc.doc = %{»ﬁ’

und fiir die Unbekannte ¢z ergibt sich der Wert

. nZ -PnlY
I'(zy) = K(z,y) + '12"31_,,(1,1—_?)’
oder da
ist,
1 1
I'(z,y) = K(z,y)+ §<—1—" — 1—_—1—) Fnl.Pny.
Wenn nun die bilineare Formel gilt, erhdlt man weiter
O Y
I'(z,y) = % A=

Diese Grofle erscheint als ,losender Kern“ im Sinne der
Fredholm-Hilbertschen Theorie im dritten Abschnitt wieder.
Sie erfiillt nach (5) die Gleichung

(8) I'(zy) = K@y +1[K@ ) (@y)de,

aus der eine gewisse Reziprozitit mit K (z,y) hervorgeht. Ilhre
mechanische Bedeutung ergibt sich aus der Definition von fz;
die Gleichungen (7) erscheinen, wenn die Kraft X nur in dem
an die Stelle y grenzenden Element dz wirkt, in welchem allein
die Grofe X von Null verschieden ist. Fiigt man ndstigenfalls
einen konstanten Faktor hinzu, so gelten die Gleichungen

[X¥dz =1, ft=[K@§Xde=Ky)[¥de=K(v).

Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl. 4
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Der losende Kern ist also die Amplitude der erzwungenen Schwin-
gung, die auftritt, wenn die erzwingende periodische Kraft nur
auf ein einziges Element des Massensystems einwirkt. Der in
I'(x,y) auftretende Parameter 4 wird durch die Periode der er-
zwingenden Kraft in einfachster Weise bestimmt: 1 = g2

§13.
Erzwungene Schwingungen einer Saite.

Die entwickelte Theorie kann auf die erzwungenen Schwin-
gungen einer ungedidmpften Saite angewandt werden, da nach
§ 9 fiir ihre Eigenfunktionen, die als Raumfaktoren der Eigen-
schwingungen auftreten, die bilineare Formel richtig ist und
die bilineare Reihe absolut und gleichmiBig konvergiert. Die
Bewegungsgleichung der Saite lautet, wenn eine periodische Kraft
von der oben definierten Beschaffenheit einwirkt,

02u 02u .
(1 W—w—}—&cos(ﬁt‘l—?)»

und wenn man
w = ucos (Bt -+ )

setzt, so dall u die riumlich verinderliche Amplitude ist, so
findet man

d2u
— ﬂ2u o W + X
mit den Grenzbedingungen
2) ul'=ul'=o.

Kombiniert man diese Gleichungen mit den kennzeichnenden
Eigenschaften des Kerns:

EE@E _, dK@E
dd:g——— ? dx‘lg.'.o

und setzt wiederum

=1, K(0,§) = K(1,§) =0,

J}XK(x,g)dz:fg, U=z, A=4p2

so findet man

vE=A[K(@§)va.datfE,

und jede Losung dieser Gleichung erfiillt die Bedingungen (2).
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Bedenkt man, dafl

Qnz = Y 2sinnnz, i, = n2n?

zu setzen ist, so zeigt die Schmidtsche Formel, da eine er-
zwungene Schwingung mit folgender Verriickung moglich ist:

o [ o SV |eme

wobei
1

1
Cn =V§j fo.sinnmoado = _‘2{__2 J. Xsinnmrdur.
n
0 0

Der erhaltene Ausdruck verliert seinen Sinn, wenn f einer
der GroBien nx gleich wird, was ausgeschlossen wird durch die in
§ 12 getroffene Festsetzung, dall A mit keiner der Gréfen 1, zu-
sammenfallen soll. Da die einfachen Tone der Saite Verriickungen
geben, die durch die Ausdriicke

const.sinnzmz.sinnxt

dargestellt werden, so sieht man, daf in dem ausgeschlossenen
Falle die Periode der wirkenden Kraft der Periode eines Eigen-
tons der Saite gleich ist.

Fiir die Mechanik ist es nun wichtig, nicht nur einen mog-
lichen Typus von Bewegungen kennen zu lernen, sondern den
bestimmten, der bei gegebenen Anfangszustinden von gegebenen
Kriften, etwa den Kriften Xcos(Bt + y), hervorgerufen wird.
Dazu fiihrt die Bemerkung, daf die Differentialgleichung der
erzwungenen Schwingungen erfiillt bleibt, wenn man zu einer
ihrer Losungen eine Losung der Differentialgleichung der freien
Schwingungen addiert. Setzt man demgemi(

W=U+v ©= > @u&.(ancosnxt 4 b,sinnwt)
n
= Y2 S sinnaz(ascosnnt + bysinnwt),
n

go ist w eine Losung der Gleichung (1), und es ist leicht, die
Forderungen

aw t=0
= fia, ot :f‘.’xa

Lt:O

|
f0=Ffil=/,0=1f1=0

in denen

4*
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vorausgesetzt wird, dadurch zu erfiillen, dal man eine gegebene
Funktion nach den Eigenfunktionen auf Grund der Sitze des § 5
entwickelt. Die geforderten Entwicklungen sind

1

t=0
fir—u == E:a”q?n&",
n

it=20
fx—%—q;‘ -_—:znnbnq),,x.

Aus den so erhaltenen Formeln laft sich die Erscheinung
der Schwebungen so weit ableiten, wie es tiberhaupt ohne Riick-
sicht auf die Dampfungen méglich ist.

§ 14.
Erzwungene Schwingungen mit Riicksicht auf die Dampfung.

Die Untersuchung des letzten Paragraphen 148t sich, ohne
dall wesentlich neue analytische Entwicklungen auftreten, auf
einen Fall iibertragen, der mechanisch von bedeutendem Interesse
ist, die Bewegung gedimpfter Systeme, fiir die in § 8 die Be-
wegungsgleichungen angefithrt sind. Handelt es sich um kleine
Schwingungen in der Nihe einer stabilen Gleichgewichtslage, so
kann man wiederum setzen:

r=g i V= 3 S

betreffs der Zerstreuungsfunktion F, die die Dampfung kenn-
zeichnet, werde die spezielle Annahme

F= 53

festgehalten. Dann lauten die Bewegungsgleichungen nach § 8
folgendermaBen:
(1) Qn—l—an-{-ann: Qn;
dabei-ist wie oben
Q= jX Quz.dx

gesetzt und bedeutet das Integralzeichen stets die Integration
iiber das ganze Massensystem.

Um nun eine Art von Bewegung des Systems zu erhalten,
die als erzwungene Schwingung anzusehen wire, setzen wir die
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Kraft X wieder als einfache periodische Funktion der Zeit voraus,
und zwar sei '

0 =pt+y, X = Ucosh+ Bsiny,

und die GréBen U, B von ¢ unabhéngig. Hieraus ergibt sich mit
den Bezeichnungen

D,.:jllqp,,x.dx, Z}%n:j%q)nx.dx

die Gleichung Q@n = Qncosd + R, sin 6.

Versucht man nun die Bewegungsgleichungen (1) durch die An-

nahme gn = (nco86 + t,sinf

zu erfiillen, wobei die deutschen Buchstaben wieder von der Zeit
unabhingige Grofen bedeuten, und setzt auf beiden Seiten jeder
Gleichung die mit cos§ und mit sin§ multiplizierten Ausdriicke
gleich, so ergibt sich
(2) _.qun‘*'bﬂrn‘%'lnqn:‘gfm

— B2, —bBa,+ Aur, = R
Setzt man ferner

On + 0ty = W,, P2+ebp=—21, U+ Bi=12BW,
go folgt aus den Gleichungen (2)
o, — g;”tm;z _ lnl_lJ.SIBtpnx.dx;

bedeutet daher das Zeichen Re vor einer komplexen Grifie den
reellen Teil, so ergibt sich weiter, da offenbar

U= 0 Pn = C080 > G, Pn T + sin();rnzp,.x
n

I

= Ree " S w,p,z, X = Re(We— )

gesetzt werden kann,

(3) _ u — Ree—?¢ lq’flj%%x.dx.

Die hier auftretende Reihe fiihrt aber sofort wieder auf die
nichthomogene Integralgleichung; setzt man nimlich

Y= ﬂB-{—lzlq)”_xiji’Bw,.x.dx, :

multipliziert mit der Grofle
PnZ. Py
K(x, &) = E T—g
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und integriert gliedweise, so findet man genau durch die Rechnung,
die in § 12 an die Gleichung (2) gekniipft wurde,
(4) vE=[t+A[K@E)va.da,
wobei

fr = jst(x, g)dz = juK(x, £)dx +z‘jﬂ3K(x, g dx
gesetzt ist und nur zu bedenken ist, daB der reelle und der ima-
gindre Teil dieser Grofe als quellenmiflig dargestellte Funktionen
des Ortes auf die Fouriersche Weise entwickelt werden konnen;
dasselbe gilt daher von der ganzen Grofle fx selbst, womit die
zitierte Schlufireihe fiir den vorliegenden Fall giiltig bleibt. Die
Integralgleichung (4) ist also durch die Reihe ¥ x auch fiir kom-
plexe Werte von 4 aufgelost. Setzt man wie in § 12 besonders
fr = K(x,y), so erhélt man die Gleichung (8) des § 12, die
Resolvente der Fredholm-Hilbertschen Theorie, fiir komplexe
Werte von A. Ihre Losung, die Grofie I'(z,y), erscheint jetzt
in engstem Zusammenhang mit einer erzwungenen, gedimpften
Schwingung; die zugehorige Verriickung ist

w=Re(e—#I(xy)), A= pr+ibp, 0=pt+y

Wir wenden diese Theorie auf die Schwingung der geddmpften

Saite an, deren Bewegungsglelchunfr in den Bezeichnungen des
§ 18 jetzt folgende lst

bu o2
6t2 2 t? ot — oz
Setzt man
U=4q.9x,
wobei ¢ von ¢ allein abhéinge, so findet man
j+b64__1ae )
q ‘P dx2 = — W

¢ ist von z und ¢ unabhingig, und es gelten die Gleichungen

.. . a2

i+bi+ug=0 ZF+4up=0,
deren zweiter die Grenzbedingungen

0 =91 =20
beizufiigen sind. Daraus ergibt sich sofort
u = n2m? = A,, n=12..)

und wenn man die verschiedenen Werte n ausdriicklich unter-

scheidet, ¢ = @ux = Y2sinnxz,

(5) qn+bdn+lnqnzo-
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Macht man daher den Ansatz
(6) U = E n Pr 2,

so ist das Problem der geddmpften Saite vollstindig der oben
entwickelten dynamischen Theorie eingeordnet.

Nun ergibt die Gleichung (5), wenn A4, und B, Integrations-
konstante sind, als allgemeine Lisung

Qo = e~ "0t (A, costYi,—1b2 + B, sintyi,— —bﬁ)

oder kurz qn = e~ 20t (4, cosp,t + B,sinp,t),
indem wir allgemein
Do = Viu— b2
setzen; daraus folgt nach (6) fiir die Verrlickung bei irgend einer
freien Schwingung

u = e "2 S @, z.(A,cosp,t + B,sinp,?).

Die Verriickung bei einer erzwungenen Schwingung unter der
Wirkung einer Kraft, wie sie in der allgemeinen Theorie voraus-
gesetzt wurde, wird durch die Formel (3) gegeben, in der nur

An = n2m2, A=p24ibp
zu setzen ist. Die aus einem bestimmten Anfangszustand durch
diese Krifte hervorgerufene Verriickung wird also durch die

F 1 _
orme u — V 2 —20t > (Anco8p,t + Bysinp,t)sinnaz
n
1
sinnxx

+EReQe*WWWanQ_ﬂg_ibﬂj-%sinnnxdx
n 0

dargestellt, und die Bewegung setzt sich aus der erzwungenen
und Eigenschwingungen zusammen. Letztere allein enthalten in
der Amplitude den Faktor e—'2%!, der, da b naturgemil positiv
sein muf}, die Eigenschwingungen zum Abklingen bringt, so daB
schlieflich nur die erzwungene Schwingung merklich bleibt.
Ist speziell zur Zeit ¢t — 0 die Saite in Ruhe und in der
Gleichgewichtslage, so findet man leicht:
deri |
n%ﬂ—&—ébﬁj'
0

Wsinnwxdz,

VEA,, = — Re

—2fie i

VQ(Pan—'EbA"):_ERcmn? —Br—ibp

1
j%simmxdx.



56 Zweiter Abschnitt. § 15.

Aus diesen Gleichungen ist ersichtlich, dafl, wenn die Ddmpfungs-
konstante klein und B einem bestimmten Werte »nx nahe gelegen
ist, so daf die Periode der erzwingenden Kraft nahezu oder ganz
mit einer Eigenperiode der Saite iibereinstimmt, die entsprechenden
Koeffizienten 4, und B, im allgemeinen grof} sind. Daraus folgt,
solange der Wert des Exponentialfaktors der Eigenschwingungen
noch nicht zu tief gesunken ist, die bekannte Erscheinung der
Schwebungen, die aber mit der Zeit durch den erwidhnten Faktor
wieder verschwindet.

§ 15.
Kleine Schwingungen in ausgearteten Fillen.

Die Methode des § 8 setzt wesentlich voraus, daB die Kon-
stanten A4, von Null verschieden sind. Der Fall, daB eine von
ihnen verschwindet, die entsprechende Grofe g also in der poten-
tiellen Energie nicht vorkommt, kann so formuliert werden, daf$
man dem Ausdruck der potentiellen Energie dieselbe Form gibt
wie in § 8, in der kinetischen Energie und im Ausdruck der all-
gemeinen Verriickung « aber ein Glied hinzufiigt:

. I .
T=3i+4 Z gn
1
S
U = qoPoZ + Z P2
Dann wire eine der Bewegungsgleichungen

d2q
dtzo = QO;

und im Falle des Gleichgewichts hitte man die Gleichung
Qo :jX(pox.dx =0,

die im allgemeinen nicht mehr erfiillt werden kann, wenn das
Kraftsystem & in die an der Stelle £ wirkende Einzelkraft iibergeht.

Um das Gleichgewicht aufrecht erhalten zu kénnen, lassen
wir neben dem System & noch in jedem Massenelement eine
Kraft wirken, die bei einer Verschiebung du die Arbeit Youdxz
leistet. Alsdann sind die verallgemeinerten Kraftkomponenten

Q. :qu),,x.dx +§Xq>,,x.dx, v=20,n
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und die erste von ihnen, die verschwinden muf, wird, wenn man
das System & wie frither spezialisiert,

Qo =[Yqoz.dz + @£ = 0,
Diese Gleichung erfiillt man am einfachsten, indem man
Y= —@ox.poé&
setzt; dann haben die GroBlen ), wieder die friithere Gestalt
Qn =[Xpnz.de = 9. [ Xdz = ¢.¢,
da die Ausdriicke
J' Yp,z.dx = ——q)og.jtp"x.q)oxdx
verschwinden.
Hieraus ergibt sich im Falle des Gleichgewichts wie in § 8
= =%
und fiir die Verriickung erhilt man die Formel

nZ . Pn
U = %‘Pox'l'zﬂ—T‘p—gs

in der g, eine Funktion von & bedeutet. Gelingt es speziell, die
Krifte X und Y so zu bestimmen, da bei der von ihnen fest-
gehaltenen Gleichgewichtslage die Koordinate ¢, ihren Anfangs-
wert Null erhilt, so ist die Grofie

K@ = S 250

als Verriickung mechanisch vollkommen gedeutet, und sie gibt
als Kern einer Integralgleichung genommen die Beziehungen
Pk = A [K(x,£) pu.da, [ K(@ & gon.da=0.

Die hier entwickelte Methode bleibt mit einer leichten Modi-
fikation brauchbar, wenn die lebendige Kraft 7 und die Ver-
riickung  zwei Koordinaten, etwa ¢, und ¢,, enthalten, die in
der potentiellen Energie nicht vorkommen. Hat man demgemiB
die Gleichungen

.9 ; 1 ;
T= 345+ 5da +§2(172u
U= o PoZ + o P T + Z%‘Pnﬁc,

V= %—Zln q,
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so braucht man nur
= — . Pk — @ 7.9y &

zu setzen: dann erhdlt man ndmlich zunichst die Gleichungen

J‘E‘Po'x-dx:—q)og, J.Eq’mx-dx:_‘q)mga

und wenn X auf die oben geschilderte Weise in eine punktuelle
Kraft ausartet, die im Punkte £ wirkt, so ergibt sich

j.X‘Pox-da’:‘Pog, jX‘me-dx:‘ng’

also . o —
j(X+:,) pox.dx :f(X—}— E) gz.dx = 0.

Damit ist der Boden fiir die weiteren oben gezogenen Schliisse
gesichert, und man findet als Wirkung der punktuell gewordenen
Kraft X und der Kraft & eine Verriickung von der Form

nZ. Py
U= P2+ o1 P T + zq)l‘tpg

Gelingt es hier, g, und ¢, zum Verschwinden zu bringen, so
ist v der Kern einer Integralgleichung, deren Eigenfunktionen
@, %, @ya,... sind; offenbar geniigt hierzu, die GroBe u den
Gleichungen

_"utpox.dx = J.utpmx.dx =0
zu unterwerfen.

Diese Methode ist ohne Anderung auf den zu Ende des § 8
besprochenen Fall anzuwenden, daB die lebendige Kraft identisch
verschwindet und die Bewegungsgleichungen

oF oV _
aq.m aqm -
auf Wirmeleitungsvorginge anwendbar werden. Wenn dann die

potentielle Energie ¥ von g, frei ist, so nimmt die entsprechende
Bewegungsgleichung einfach die Form

0

do =0, q, = const

an, so daB ¢, ¢,z eine stationire Temperatur reprisentiert. Der
punktuell wirkenden Kraft entspricht nach § 8 eine Wirmequelle;
die entwickelte Methode, den Kern zu suchen, dessen Eigen-
funktionen ¢,z, @,z ... sind, kann daher so formuliert werden,
daB man aufler der Quelle im Punkte £ durch- das ganze System
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hin Wirmemengen auftreéten 148t, und zwar im Element dz die
Menge — @oz.@oé.dx.

Die hierdurch hervorgerufene Temperatur K (z, £) sucht man
dann so zu spezialisieren, daf3

[E @8 poz.dz =0,

was moglich ist, da man jeder stationiren Temperatur einen
Summanden const.@,z beifiigen kann. Ist die letzte Gleichung
erreicht, so erwartet man die bilineare Formel

K@§ =S “’n%&é -

§ 16.
Speiielle Fille von Ausartung.

Wir wenden die letzten Formeln auf den Fall eines longi-
tudinal schwingenden homogenen Stabes von der Linge und
Masse Eins an, dessen Enden frei sind, und der demgemif in
seiner Léngsrichtung verschiebbar ist. Bewegungsgleichung und
Grenzbedingungen sind folgende:

otu _ 0%u Su z=01

o0 e eml

Diese Forderungen werden erfiillt, wenn man u konstant
setzt, was offenbar eine longitudinale Verschiebung des unver-
zerrten Stabes bedeutet. Allgemein kann man daher setzen:

Poxr = 1, U= Qo+ > € PuZ;
n>0

sodann findet man aus der Bewegungsgleichung, indem man sie
auf jedes einzelne Glied der letzten Summe anwendet,

1d2q, 1 A2p,x

g dtt T @,z da? —
und die Grenzbedingungen ergeben, dafl
A, = m2n2, P = Vﬁcosnnm

zu setzen ist.

Nun ist bei der zugrunde gelegten Form der Bewegungs-
gleichung 9u/ox die in der Richtung wachsender 2 wirkende
Spannung; wenn daher in einem Punkte z = £ eine Einzelkraft P
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wirkt, so muB dieselbe mit den auf beiden Seiten dieser Stelle
angestrebten Grenzwerten der Spannung im Gleichgewicht sein:

ou st

%35—0—}- P - 01
oder fiir P=1

ou s-° 1

0% |50

Wirkt ferner in irgend einem Element dx eine longitudinale
Kraft Ydz, so mub sie im Gleichgewicht stehen mit der Resul-
tante der in den Enden des Elements auf dieses wirkenden
Spannungen, also

ou ‘x+ dx

2u
far

Sucht man also nach dem Ansatz des § 15 die Gleichgewichts-
figur des Stabes unter der Wirkung einer an der Stelle £ an-
gebrachten Kraft von der Intensitit Eins und ciner im Element
dxz angebrachten Kraft

Ydor = — @yz.@ot.de = —duzx,
so ist die zugehorige Verriickung diejenige Losung der Gleichung

dazu
der 1= 0

die die Grenzbedingungen
du ix:o,l
dz|
erfiilllt und an der Stelle £ eine Unstetigkeit darbietet, die durch
die Gleichung

=0

dufi=o _

=1
dz|s+0

definiert wird.

Als Losung dieser Aufgabe ergibt sich, wie schon in § 1
bemerkt ist, fir x < £

u_—_——g—}—lg_;_gg-}—c, ¢ == const,

fir z > &

1‘2 2
w——at ZEE
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und wenn man « durch K(z, £) ersetzt, gilt fiir die Funktionen
@1%, P2, ... die Integralgleichung

pux = mnt [ K (2, £) gut . dE,

was man aus den Differentialgleichungen, deren Integrale K (z, £)
und @,z sind, leicht verifiziert. Die Konstante ¢ bestimmt das
Glied ¢, 9,2 in der allgemeinen Formel des § 15; setzt man

— 1
c =1,

so findet man
1
g9 =0, [K(§ds =0,
0

und diese Gleichung bedeutet offenbar, dal der Schwerpunkt des
Stabes seine urspriingliche Lage behalt.

Ein verwandtes Beispiel bietet das in § 10 betrachtete ro-
tierende Seil, wenn es nicht in der Achse endet, sondern sich
von £ =— — 1 bis £ = 41 erstreckt und auch da, wo es die
Achse schneidet, lings dieser beweglich ist wie ein Faden in
einem ldnglichen Nadelghr. Man hat dann fiir die Funktion ¢,
die Bedingung, daBl die GroBen ¢,(+4 1) und ¢,(—1) endlich
sein miissen. Die Randwertaufgabe, in der die Differential-
gleichung

%[(1-x9)%§]+_w:o

auftritt, hat auch eine Losung, wenn A — 0 gesetzt wird, und
zwar die Konstante; normiert man, so ergibt sich

x-——i
Po —VZ

Da nun wie in § 10 auch hier die Spannung durch
ou
(1— x2)ﬂ

ausgedriickt wird, so findet man fiir die Greensche Funktion die
Gleichung

d du
ﬁ [(1 —xﬁ) %] "‘%x-q’oé’ = O,
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und die Unstetigkeitsbedingung
du 50
1 —22) 5— = 1.
Gt SF FI
Setzt man u — K(z, £) und bestimmt die in w« verfiighare
additive Konstante so, daB die Gleichung

41
| K@ &de=0
besteht, so findet man -

o <& K28 =—3log[(1—2) (1+&]—}+log2,

x>§& K& =—3log[(l+2) (1—§&]—1%i+log2.

Die Losungen des Randwertproblems sind, wie im vierten
Abschnitt nidher ausgefiihrt werden soll, die Legendreschen Poly-
nome beliebigen Grades.

Ein weiteres Beispiel dieses Falles findet sich bei den trans-
versalen Schwingungen eines Stabes, dessen Enden beide frei
sind. Halt man die Bezeichnungen des § 11 fest, so hat man
fiir die Verriickung die Differentialgleichung

otu | 0%u
M) “ow T om0
und die Grenzbedingungen
o2u 10,1 03w Ot

(2) oxr| ~ 048
Diese Forderungen werden zunichst erfiillt, wenn man
U =qopx
setzt und die Differentialgleichungen
" d2q
o'z =0, diz — 0

gelten. Die Grole g« kann dann aus zwei linear unabhéingigen
linearen Funktionen von x, etwa 1 und & — ¢ zusammengesetzt
werden; diese sind aber nur dann zueinander orthogonal, wenn
die Gleichungen

ol

1
[@—e)dz =0, ¢ =

gelten. Die Funktion z —} wird ferner erst dann normiert, wenn
wir sie mit }12 multiplizieren; denn man findet leicht

1
[a—ipde =3
Y
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Hiernach wird man setzen konnen:
Pox = 1, puz = V12 (x—1),
und es gibt spezielle Verriickungen von der Form
U= P2 =0 %= GnPus = VI12¢n(z—}),
in denen ¢, und g, lineare Funktionen der Zeit sind, so daBl

d2g0——fijqﬂ_()
diz — dt2 — 7

Die mechanische Bedeutung dieser Verriickungen ist leicht
ersichtlich: die erste ergibt eine longitudinale Verschiebung des
unverzerrten Stabes, die zweite eine Drehung um den Mittel-
punkt # = . Dall die potentielle Energie des Stabes von den
Amplituden dieser Bewegungen unabhingig ist, wenn von der
- Schwerkraft abgesehen wird, machen schon allgemeine dynamische
Erwigungen plausibel.

Ferner werden die Forderungen (1) und (2) erfiillt, wenn
man ansetzt:

U = ¢nPn,
d‘(p,. . dg% 30,1_ ds On 0,1 .
@) e —he =0 T =m| =0
dﬂ n

sind m, die positiven Wurzeln der Gleichung

cosmGofm = 1,
80 findet man
ln - am:u

und wenn man die Funktionen @,z normiert,

. (sinm - Sinm, ) (cosm, x+Coim,x)-(cosm  ~Cojm,) (sinm,x+Sinm, x)
n X m,, — sinm,, Cojm,,

Aus den Gleichungen (3) folgt leicht

1
J‘q’n“'q’p“d“ =0, n =2 p,
0
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aulerdem aber auch
1 1

yq)noc.doc = %Jq)'ﬂvo&.du = %[q)’,{’l——q;’,,’O] = 0,

0 0

1 1 1

1 \
[egua.dn={ [aorudu=lugra’—[g"u.da]
0 0 0 )

n n 0
a " woyt

= (w@y oo — o) = 0.
n 0

Die Funktionen ¢,z sind also nicht nur untereinander,
sondern auch zu den Funktionen @,z und @,z orthogonal. Man
findet daher, indem man

U= GoPox + 901‘P01x+29n(})nx

setzt, fiir die lebendige Kraft des Stabes den Ausdruck

1

du\2 . . ;
T= 3J<W> dr = %lq%+031 +Zq3],
0 n -
und die Bewegungsgleichungen (4) und (3) werden richtig er-
lialten, wenn man fiir die potentielle Lnergie den Ausdruck

ansetzt.

Um jetzt der allgemeinen Methode gemiB den Kern einer
Integralgleichung zu erhalten, deren Losungen die Funktionen
¢no sind, lassen wir im Punkte £ eine transversale Kraft von
der Intensitit Eins wirken; die von ihr bewirkte Verriickung
hat dann nach § 11 die Unstetigkeit, die durch die Gleichung
< dsuy |5—0
©) - am’§+o

ausgedriickt wird. Ferner rithrt an jeder Stelle von der Ver-
riickung u eine transversale Kraft

dtu
—ad—*x:dw

her; lassen wir nun auBlerdem die Krifte

— (9. 9o + Q1.9 E)dx
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wirken, so ergibt sich als Gleichgewichtsbedingung die Gleichung:
dtu

(6) am+¢ox-¢o§+¢o1x-0’01§=0

d d
oder ad_;:+1+12(x—%)(§—%)=0-

Diese Differentialgleichung verbunden mit der Unstetigkeits-
beziehung (5) und den Grenzbedingungen
au | d3u
dz2| — dz®
ergibt durch elementare Rechnung folgenden Ausdruck:

au = aK(x, £) = 1x;§\3_$5§$x§5+x4§jxé~4

0,1

=0

PP o bl vbfop otE | 13
to T % — ¢ t 1z T3t
11 1

Aus den Gleichungen (4), (5), (6) folgt mittels der Identitdt
diw d4v_i[0@_w@ dw d*v  dvd2w
VIz  Ydm T do"de Vdw T drde  dz m]

die Integralgleichung
1
Puf = an K(z, &) p,z.dx

0
sowie die Beziehungen

fK(x, ooz.dx ::JI'K(x, oppz.dr = 0.
0 0

§ 17.

Die ausgearteten Fille nach einer zweiten Methode. Systeme, deren
Schwingungszahlen sich im Endlichen héufen.

Eine andere Methode, die ausgearteten Fille zu behandeln,
ergibt sich, wenn man davon ausgeht, dal die ersten Entwicklungen
des § 12 giiltig bleiben, wenn beliebig viele der Konstanten 2
verschwinden. In den Entwicklungen nimlich, die von der Glei-
chung (1) aus zu dem Resultat (2) fithren, treten iiberall nur
die Nenner i, — 32 auf; ist also f§ von Null und allen nicht

Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl. -5
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verschwindenden Werten A4, verschieden, so repridsentiert der
Ausdruck

u—zi _ﬂ2j.’t<pnx dz

die Amplitude einer erzwungenen Schwingung, und X ist der
Raumfaktor der wirkenden Kraft. La6t man diese wieder in
eine allein an der Stelle § wirkende Kraft von der Intensitit
Eins in der Weise ausarten, dal die Gleichung

dex =1

gilt, so geht die Grofe u in die Form
nZ . Pn
(1) u —Z ? —qu

itber, und diese kann als symmetrischer Kern einer Integral-
gleichung benutzt werden, deren Losungen alle Funktionen ¢,z
sind, gleichviel, ob die zugehorigen Werte 4, verschwinden oder
nicht. Denn offenbar gilt die Gleichung

9af = (ha— %) fugazdaz,
und die Differenzen 1, — 2 sind alle von Null verschieden.

Der Nutzen dieser Bemerkung beruht darauf, dal die mecha-
nische Bedeutung der Grofie u unter Umstinden gestattet, sie
explizite auszurechnen und dadurch die bilineare Reihe (1) strenge
ZU summieren.

Wirkt z B. auf die transversal schwingende Saite oder den
longitudinal schwingenden Stab im Punkte # — £ die Kraft von
der Intensitdt cos(ft - y), und soll die Verriickung « in einen
Raum- und Zeitfaktor nach der Gleichung

uw = ucos(ft+7y)
zerfallen, so muB nach § 9 (3) die Gleichung

t du t+p| =0
cos (Bt+9) — G cos (Bt +9)| | =
oder
dujé—°
dx §+ o
bestehen. Ferner gilt allgemein die Differentialgleichung
d?u + By =0,

das
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und die Grenzbedingungen sind im Falle der Saite

n 0,1 =0

im Falle des Stabes .
d_uio’l — 0.

dey 7

Die diese Forderungen erfiillenden Grofen u sind aber schon in
§ 1 bestimmt; man findet bei der Annahme x > ¢ fiir die Grofle
u im Falle der Saite

Ging(l —z)Sinpé

B&Sing ’
im Falle des Stabes
. 60 B (1 —a) Gof B
( fg&ing ’

und bei der Annahme x < £ sind die Buchstaben z und £ zu ver-
tauschen.

Die sémtlichen beim Stabe auftretenden Eigenfunktionen,
auch die Konstante, der kein Glied in der potentiellen Energie
entspricht, sind also Eigenfunktionen des Kernes (2), und der Eigen-
funktion 1 entspricht der Eigenwert — 2, der Eigenfunktion
V2cosnma der Eigenwert m2n2— 2. Nimmt man iibrigens B
komplex, so ist der Ausdruck (2) im Sinne der Funktionentheorie
eine meromorphe Funktion, deren Partialbruchentwicklung einen
strengen Beweis fiir die bilineare Formel des Kerns u liefert und
ferner noch fiir die Entwicklung seiner Ableitung nach z oder &.
Diese Beweismethode 148t sich, wie wir spiter sehen werden,
auch in allgemeineren und schwierigeren Fillen anwenden.

Hier moge eine Betrachtung iiber ausgeartete Greensche
Funktionen Platz finden, die von Fredholm herrithrt und von
Schaefer auf die Theorie der Dispersion und der Serienspektren
angewandt ist.

Sei K (z, «) einer dieser Kerne, fiir den die Gleichung
j}K () doe = 0
0
oder allgemeiner die Gleichung
3) J}K(x,oc)da_—:u
0

5*
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gilt, in der a eine negative Konstante bedeutet. Sei ferner @«
die Verriickung an der durch z bezeichneten Stelle eines linearen,
von z = 0 bis # = 1 erstreckten Massensystems % und werde
angenommen, dal das Massenelement d« auf das Element dz

die Kraft K@, 0)[@z—Oc]drde

ausiibt. Dann wirkt auf das Element dz die Gesamtkraft
1
dz [K(z,0)[02—Oa]de,
0

und man erhilt die Bewegungsgleichung
1
2
aa% —dz '[K(x, ) [0 —Ou]do.

0

dx

Soll das System harmonisch schwingen, so hat man etwa

Oxr = px.cos(ft+ p)
zu setzen und erhilt sofort

1
—PRox :jK(x, o) [px —goa]de,
0
oder mit Riicksicht auf die Gleichung (3):

1
— propr = atpx—j'K(.’r, w)po.do,
0

1

4) ¢z =14 [K(@e)pu.da,
0

wobei zu setzen ist

= 1

1

ey L fr=—a+ a7

Die Eigenwerte der Gleichung (4) werden sich nun, soweit
man nach allen bisherigen Beispielen vermuten darf, nur im
Unendlichen hiufen; sind ihrer unendlich viele, wie in den be-
trachteten Beispielen, so erhidlt das Massensystem IR unendlich
viele Schwingungszahlen g, die sich in der Nihe des Wertes
Y — a hiufen.

Auch die erzwungenen Schwingungen dieses Systems sind
leicht zu iibersehen. Wirkt nimlich auf das Element dz die Kraft

dx.X cos (Bt +7)

und versuchen wir, :
Ox — ucos(ft 4 p)
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zu setzen, so hat die Bewegungsgleichung die folgende Form:
1

L dij(x,a)[@x—@a]du +dz. Xcos(Bt+7);

0

sie ergibt fiir u die Gleichung
1
B+ a)u ;jK(x,a)u(a)doc—~?€,
0

also eine nichthomogene Integralgleichung, die durch die Schmidt-
sche Formel nach § 12 sofort geldst werden kann:

1

U= —AX—2 %j?é.cpmdx.

R 0



Dritter Abschnitt.

Allgemeine Theorie der Integralgleichungen
mit symmetrischem Kern.

§ 18.
Die Schwarzschen Konstanten.

In den ersten beiden Abschnitten ist nur von Integral-
gleichungen die Rede gewesen, bei denen die bilineare Formel
gilt; sie wurde entweder durch besondere Untersuchung des Kerns
bewiesen oder, wie an einigen Stellen des zweiten Abschnittes,
nur plausibel gemacht und vorausgesetzt. Diese Liicken fiillen
sich durch den Hauptsatz der Theorie der symmetrischen Kerne,
der von Hilbert und dann nach anderer Methode von Schmidt
bewiesen ist und dahin lautet, daB jeder stetige symmetrische Kern
mindestens eine Eigenfunktion besitzt.

Die Buchstaben z, y, «, ... mogen Stellen eines reellen Grund-
gebietes von beliebig vielen Dimensionen, dz, dy, d«, ... die
Elemente dieses Gebietes bedeuten; jedes unbestimmte Integral-
zeichen bedeute die Integration iiber das Grundgebiet, also ein
so vielfaches Integral, wie die Anzahl der Dimensionen des Grund-
gebietes betrigt. Durch K (z, y) werde eine reelle, im Grund-
gebiet stetige, in den Stellen 2 und y symmetrische Funktion
derselben bezeichnet. Die Behauptung ist, daB die Gleichung

Qx = le(w,a)qm.da

zu erfiillen ist durch passende Wahl der Konstanten A und der
GroBe @z als im Grundgebiet stetiger Funktion der Stelle z,
also einer Funktion von so viel Variablen, wie die Anzahl der
Dimensionen des Grundgebietes betrigt.
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Der Grundgedanke des Schmidtschen Beweises kann nun
deutlich gemacht werden, indem man ganz bedingt von der

bilinearen Formel 902 oy
K@y = 3 D50

ausgeht und wie gewdhnlich die Gleichung
Pu = A, J.K(x, o) oo do

ansetzt. Ersetzt man dann in der bilinearen Formel y durch «,
multipliziert mit K (e, y) und benutzt die Integralgleichung, so
ergibt sich '

[ K@) Ko, 9) dae= S 22200

Die linke Seite dieser Gleichung heifit der zu K (z,y) gehorige
einmal iterierte Kern und werde durch K2 (z, y) bezeichnet. Setzt
man ferner allgemein

Knt1l(z, y) = jK" (x, o) K (00, ) d et

wodurch die mehrfach iterierten Kerne definiert sind, so ergibt
sich die allgemeine Formel

nZ . Py
Km(x’y)=E¢Tm¢q‘

n

Denkt man sich nun die Eigenwerte i, nach wachsender Grofe
des absoluten Betrages geordnet, so wird das erste Glied wahr-
scheinlich sehr bald die spiteren iiberwiegen, und ergeben sich
bei grofen Werten von m die annihernden Gleichungen

K (2, ) A7 = ¢, 2. 9,9
und hieraus, wenn die Funktion ¢,z der Glsichung

I(‘P1 rPdr =1

gemil normiert wird,

J'Km(x,x)dxzi.
A

Hiernach erwartet man, den kleinsten Eigenwert 4, durch die
Formel

I lim [JK’"“ (z, 2) dx:jK'" (z, x) dx]

l] m=—oo
und eine zugehdrige Eigenfunktion ¢,z durch die Gleichung
Co,z = lim K™ (z, y) A
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zu erhalten, in der C eine von z unabhingige GroBe bedeutet.
Der Schmidtsche Beweis, den wir geben, zeigt nun in der Tat,
daB die in den letzten beiden Gleichungen auftretenden Grenz-
werte existieren und in gewisser Weise die gesuchten GriBen
ergeben. Die in der vorletzten Gleichung auftretenden Integrale
sind die Schwarzschen Konstanten U,,.

Das allgemeine Haupthilfsmittel ist die Schwarzsche Un-
gleichung

fo.dex]? = j'(fx)ﬁdx j'(Fx)ﬂ dz,

in der fz und Fz auf dem Grundgebiet stetige Funktionen des
Ortes bedeuten; sie konnen auch unstetig sein, wenn nur die
Integrale ihrer Quadrate und ihres Produktes iiber das Grund-
gebiet endlich und bestimmt sind. Unter diesen Voraussetzungen
gilt, wenn p und ¢ beliebige reelle GroBen sind, die offenbare
Ungleichung
[fe+qFapie =0

oder

»*[(fz)rdz+2pq [fo.Frda + ¢ f(Fayde = o.

Nun kann die quadratische Form Ap2+ 2 Bpq 4+ Cg2 nur dann
bei beliebigen Werten von p und ¢ niemals negativ werden,
wenn die Ungleichung
AC—B* =0
gilt, und damit ist die ausgesprochene Behauptung erwiesen.
Um nun zur Untersuchung der Schwarzschen Konstanten
iiberzugehen, beginnen wir mit der Bemerkung, daf auch die
iterierten Kerne symmetrisch sind.
Denn ist dies bis zu K*(z,y) hinauf bewiesen, so gilt die
Gleichung
Kr+1(y,2) = [ K" (2,9) K (2, 2)dw
= ij"—‘(x, z) K (u, y) K(z, 2)dzdu,
oder, da man
[E»=1(u, 2) K (2, 5)dw = K*(u, 2)
einfiihren kann,
Kr+1(y,2) = [ K" (u, ) K(u, y)du = K" +1 (s, y),

womit das Behauptete erwiesen ist.
Ferner gilt die Gleichung

(1) Kn+r(z,9) = [ K" (o 2) K7 (o, y) dos
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jedenfalls fiir » = 1; gilt sie aber fiir irgend einen Wert von 7,
so gilt sie auch fiir den um Eins gréferen. Denn aus ihr folgt,
da man die Integrationen vertauschen kannm,

B+ (@) K, 2)dy = [ [ K" (0, 2) K (o y) K (2, y) d g,
oder
' Rn+r41(z,2) = [ K" (0, 2) K"+ (o 2) d o,
wie behauptet wurde. Die Gleichung (1) gilt also allgemein.
Aus ihr folgt sofort
Upyr = “'K" (ot 2) K7 (ety 2) d e A
U2n :ij”(u,x)2dadx,
und hieraus nach der Schwarzschen Ungleichung

. ;?-}—ré U2n°U2ra
und speziell

(2) Uzqn é U2n-2 U2n+2-

Ferner 1Bt sich zeigen, daf alle Groflen U,, positiv sind.
Denn zunichst gilt dies von

U, = j K2 (o, ) d o = ”K(x, «) K (z,0)dzd e,
da K (z, y) nicht identisch verschwindet. Wére nun U,,, die
erste verschwindende der Grofen U,, U, ..., so hitte man der
Gleichung (1) zufolge
Uy = “'K"‘(x,‘ o) dxd e,

also verschwinde K™ (x, «) identisch, mithin auch der Formel (1)
zufolge Km+1(x, o). Ist dann 27 die gerade der Zahlen m und
m -+ 1, so verschwindet die Grofe

K2r(z, 2) = jK (z, x)2d o,

mithin auch K7 (z, &) identisch, mithin ist
U, = jKr(.x, w)ydoo =0, Uy, =jKr+1(a, #)doa = 0.

Damit geriete man aber in einen Widerspruch zu der Voraus-
setzung, U, ,, sei die erste verschwindende in der Reihe der Gréfien
U, Us,... _ _ '

Man kann daher in der Beziehung (2) stets durch Usy,. Usp—2
dividieren und erhilt

Uzn U2n+2
(3) 0<(J2n—2é U2n ’
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Anderseits ergibt sich mittels der Gleichung (1) aus der offen-
baren Beziehung
[[p2 K™ (2,002 + 2p g K™ (2,00) K7 (y,00) + ¢* K" (3, )] d e = 0
oder aus der allgemeinen Schwarzschen Ungleichung das Resultat
Entr (2,92 < [Km (@, e2do | K (y, appd o,
und hieraus, indem man iiber das Grundgebiet zweimal integriert,

[ Emtr (@ ypdzdy < [[Km (@ apdade. [ K (y, w)2dyde,
oder

(4) U2m+2r§ U2m [jﬂr
und speziell

Die positiven Grofen Usmy2: Usm, die nach der Relation (3) mit
m wachsen, bleiben also unter einer endlichen Schranke, und es
gibt daher einen positiven Grenzwert ¢ derart, daB '

. U2n+2 U2n+2
hm—U—:c, — = 6
n—w 2n 2n

die letzte Ungleichung kann auch geschrieben werden
l/'2n+2 < U2n

cn+1 = n ’

so dafB die positiven GroBlen U,,,: c™ unter einer endlichen Schranke
liegen und sich mit wachsenden Werten von m einer nicht nega-
tiven Grenze U anndhern, Diese ist positiv; denn schreibt man
die Ungleichung (4) in der Form
U m U m r U m r— LT
U,, > 2U2;ﬂ, U2r._ 2m+ 2 emt2r—2  Usmig

so sind alle einzelnen Briiche auf der rechten Seite der Be-
ziehung (3) zufolge nicht kleiner als der letzte von ihnen, also

Uy = (U2m+2) ;

und da die rechte Seite dieser Ungleichung sich bei wachsenden
Werten von m der Grenze ¢ nihert, folgt allgemein
Uy,

c?‘
U= 1.

— U2m+2r 2 U2m+2r—4 erm ’

= bl

und hieraus
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§ 19.
Beweis fiir die Existenz einer Eigenfunktion.

Die zu Anfang des vorigen Paragraphen durchgefiihrten
heuristischen Betrachtungen fithren nun zu der Vermutung, daf
1 2

2=z
c 1

d. h. gleich dem Quadrat des kleinsten Eigenwertes, und daf ein
zugehoriges Aggregat von Eigenfunktionen in der Form
2m
lim A2m K2 (x,y) = lim K_cgnx, ¥
darstellbar ist. Jetzt sind wir hinreichend vorbereitet, um zeigen
zu konnen, dal dieser Grenzwert wirklich existiert und eine

Eigenfunktion des Kerns K3(z, y) darstellt. Aus der Gleichung (1)
des § 18 folgt néamlich

K2m +2"(-Z',y) _ KQ"(.’I),y)

cm+n cn

= [ [Feorws | TP - F D dua,

und hieraus nach der Schwarzschen Ungleichung

i | R R

x Hdadﬁl(K””””(% ﬂ)>2 g Kt (w B K2 2 (0, )

‘ cm+n—1 cmt2n—2

(£

c"—l

oder, nach der Definition der GroSen U,

[K2m+2” (.Z‘, ?/)___ K“(x,y)]g<{ U4m+4n—4 2 I]2m+4n—4 U4n—4

Cm+n cn 2m+2n—2— cm+2n—2 + czn-—z

x —01_2”1((90 o) K (3, B2 d o d p.

Hier wird die Klammer auf der rechten Seite, sobald # hin-
reichend gro gewihlt ist, so klein, wie man will, da dann ihre
Glieder den Werten U, — 2 U, U beliebig nahe liegen; der zweite
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Faktor der rechten Seite liegt unter einer festen Schranke. Die
Ungleichung zeigt also, dall der Grenzprozel
2m

lim K__(xﬁ)

m—cwo cﬂl
beziiglich der Variablen z, ¥ im Grundgebiet gleichmafig konver-
giert, und zwar gegen eine stetige Funktion f(z, y), die offenbar
in « und y symmetrisch ist. Sie ist ferner Eigenfunktion des
Kerns K? und -gehort als solche zum Eigenwert %, wie die
Gleichung

2m+2 ’ 2m
K +(1$,y) — lj]@(x, “)K (ya“)d“
(A c cm

zeigt. In dieser kann man wegen der gleichmiBigen Konvergenz
des Grenzprozesses m beiderseits unendlich wachsen lassen und
erhilt so

f@n) =5 [ K@afenin
und ebenso )
fla,y) = ;jKﬁ(y, ) f (z, o) d ot

Endlich verschwindet die Funktion f(z, ) nicht identisch, da die

GroBe
J. flz,x)dx
sich, wenn » hinreichend gro genommen wird, von
1 U,
FJ.KH('”’ dx = -

also auch von U beliebig wenig unterscheidet. Letztere Grofe ist
aber als positiv erkannt; beildufig ergibt sich noch

jf(:c, z)dzx = U.

Hiermit ist eine Eigenfunktion des Kerns K2 konstruiert.
Wenn aber eine Gleichung von der Form

1) q).r:l“.Kﬂ(x,oc)tpocdoc

besteht, in der 4 positiv ist, so setze man, durch a eine Konstante

bezeichnend,

@) wxztpx—ajK(x,oc)tpoc.doc;

dann folgt

[E@p)vwp.d = K(2,8)9B.d8— a | K(B,x) K(z,) per.ded
=[K(@p)9p.dp —a | K2(r,0) po.d e,
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wobei im letzten Gliede rechts die Integrationen vertauscht sind,.
und die Gleichungen (1) und (2) ergeben

a

-z -+
[E@ovpap =212 2 e,
also, wenn a = V1 gesetst wird,

vz =Yi[K(z B)vp.dp.

Damit ist gezeigt, daB auch der urspriingliche Kern K (z, y)
eine Eigenfunktion besitzt, die zu dem Eigenwert {4 gehort. Das
wiirde auch gelten, wenn ¥z identisch verschwinde; denn dann

ware qw:VIJ.K(x,oc)q/a.doo,

also @z selbst schon die gesuchte Eigenfunktion.

Hiermit ist vollstindig bewiesen, daB jeder reelle stetige
symmetrische Kern mindestens eine nicht identisch ver-
schwindende stetige Eigenfunktion besitzt, die zu einem
reellen Eigenwerte gehort.

Eine bedeutsame Verallgemeinerung ergibt sich sofort aus
dem soeben vollzogenen Ubergang von ¢z zu ¢z, von K2(z,y)
zu K(z,y). Sei jetzt die symmetrische Funktion K(z,y) auf dem
Grundgebiet unstetig, vielleicht auch unendlich, aber so beschaffen,
daB, wenn fo und f(e, ) auf dem Grundgebiet stiickweise stetige
Funktionen von einer und zwei Stellen sind, die GroSe

j K(z,0) fodo
eine stetige Funktion von 2 ist, dall ferner bei dem Integral
[[f@ o) E(2,0)dzde

die Folge der Integrationen gleichgiiltig ist, da dasselbe bei dem
ersten der Integrale .

([ K@ o)K@ o) fe.duda, [K(z o) K(y,o)fe.de

gilt, und daf das zweite dieser Integrale eine stetige Funktion
von z und y ist. Endlich mdge auch das Integral

[[ K@ o) Ky, 0)f (0 z)dzdy
Vertauschung der Integrationen gestatten. Dabei definieren wir
wie in § 2 die Eigenschaft des stiickweise stetigen in folgender
Weise. Das Grundgebiet werde in eine endliche Anzahl von Teil-
gebieten zerlegt; bewegt sich die unabhingige Stelle in einem



78 Dritter Abschnitt. § 20.

Teilgebiet mit EinschluB der Randlinie, so #ndert sich die ab-
hingige Grofle stetig; ihr Wert auf einer Randlinie braucht nicht
eindeutig festgelegt zu sein. Sind diese Voraussetzungen erfiillt,
8o wollen wir K einen brauchbar unstetigen Kern nennen.
Dann ist jedenfalls auch die GroBe

K2 (z,y) = jK(x, o) K (y, &) d ot

in z und y stetig und symmetrisch, kann also als Kern einer
Integralgleichung (1) genommen werden, die nach dem bewiesenen
Hauptsatze eine stetige Losung besitzt. Der Ubergang von dieser
zur Gleichung (2) kann dann ebenso gemacht werden wie soeben,
da die dort hervorgehobene Anderung der Integrationsfolge gerade
eine von denen ist, die bei brauchbaren Kernen erlaubt sind, und
da, wenn ¢ z stetig ist, dasselbe von ¢ z gilt, da diese Grofe zufolge
der ersten der die Brauchbarkeit kennzeichnenden Eigenschaften
in z stetig ist. Damit ist gezeigt, dafl auch jeder brauchbar
unstetige symmetrische Kern mindestens eine stetige
Eigenfunktion besitzt.

Ein brauchbar unstetiger Kern ist mit seinen Eigenfunktionen
schon im zweiten Abschnitt vorgekommen; auf der Strecke von
Z =0 bis = 1 als Grundgebiet setzten wir, wenn z < £ war,

K(.’L‘, g) == IOg &

und dieser Kern wird unendlich fiir zx — £ = 0.

§ 20.
Das vollstindige System der Eigenfunktionen.

Um die Gesamtheit der Losungen einer Integralgleichung
iiberblicken zu konnen, nehmen wir an, zu dem Eigenwerte 1
gehore eine einzige oder allgemeiner % zueinander orthogonale
und normierte Eigenfunktionen ¢,2, @,,... pxz als Losungen
der Integralgleichung

pr = }.jK(x, o) po.do,
so dafi die Gleichungen

fq;,,x.(pgx.dxz 0, vyo=1,...k v =g,

[(poaypds =1
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gelten; dabei braucht der Kern zunZchst nicht symmetrisch vor-
ausgesetzt zu werden, sei aber stetig. Wir bilden nun die nicht
negative Grofe

1,k
P = ‘”:K(x, o) — > c,,tp,,oc]ﬂdoc

1,k

1,k
= jK(x, w)2do+ 203——-220,,{]((37, o) g, odo;

v

setzen wir besonders

o= [ Ko pudn =27,

so folgt Lk \
P= jK(w, apdo— > @2

und hieraus

Jde — ”K(x, w)pdedz —17%,

und diese Grofe ist wie P nicht negativ. Daraus folgt
k< 22 [ K(z,eppdada,

d. h. die Anzahl £ hat eine gewisse obere Schranke, und zu jedem
Eigenwert kann nur eine endliche Anzahl zueinander
orthogonaler Eigenfunktionen gehdoren.

Dies gilt auch im Falle eines brauchbar unstetigen symme-
trischen Kerns nach der Definition des § 19; denn auch bei ihm
hat die GroBe P und die rechte Seite der Ungleichung (1) einen
endlichen Wert.

Sei nun das System der Funktionen ¢, z, @, #,... gz ein solches,
in dem %k seinen groften Wert erreicht; dann 146t sich zeigen,
dafl jede zu 2 gehirige Eigenfunktion in der Form

QP B+ P Tt e Pr
dargestellt werden kann mit konstanten Faktoren ¢,. Wire nim-
lich pz eine Eigenfunktion, bei der dies nicht moglich ist, so
konnte man die Konstanten b, so bestimmen, dafl der Ausdruck

1,k
Y& = Yz — Db, 9,

zu allen Funktionen ¢,z orthogonal wire; es geniigt,

by :jwoc.q:oc.doc
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zu setzen. Die so erhaltene Funktion v,z kann nicht identisch
verschwinden, da dann ¥z durch @z, @,z,... linear ausgedriickt
erschiene, entgegen der Voraussetzung. Man hat also in den
Funktionen
Yoy Q1 %y Qi

ein System von % 4 1 zueinander orthogonalen Eigenfunktionen,
da natiirlich jede lineare Verbindung von zu demselben Eigenwert
gehorigen Eigenfunktionen wie 2 wiederum eine Eigenfunktion
derselben Art ist. Damit ist gezeigt, da ¥z von den Funktionen
Py Pol, ... ppx linear abhingig sein mub.

Zu jedem Eigenwert einer Integralgleichung mit
stetigem oder brauchbar unstetigem symmetrischem
oder mit stetigem unsymmetrischem Kern gehort also eine
endliche Anzahl zueinander orthogonaler Eigenfunk-
tionen, durch die jede andere zu demselben Eigenwert
gehorige Eigenfunktion linear mit konstanten Koeffi-
zienten ausgedriickt werden kann.

Gehoren zwei Eigenfunktionen eines symmetrischen Kerns
¢,z und @,2 zu verschiedenen Eigenwerten 4, und 4,, so sind
sie, wie schon in § 3 bemerkt wurde, zueinander immer ortho-
gonal; wir wiederholen die Formeln

lz'f(plx.%xdr = /lllgj‘%xde'K(x, o) @, o d o,
lljwlx.ng.dx = lllzjq),xdij(x, o) paocda,

deren rechte Seiten als identisch erkannt werden, indem man die
Integrationen vertauscht, was auch bei brauchbar unstetigen Kernen
nach § 19 erlaubt ist; somit erhilt man fiir stetige wie fiir brauchbar
unstetige Kerne die Gleichungen

(ll—-lz)j’q)lx.%:c.dx =0, Sq)lx.%x.dx = 0.

Der reelle Kern, den wir betrachten, kann hiernach nur reelle
Eigenwerte besitzen. Denn wire einer von diesen komplex, so
wire die zugehorige konjugiert imaginire GriBe ebenfalls ein
Eigenwert, die entsprechenden Eigenfunktionen wie die Eigenwerte
konjugiert imaginér, konnten aber nicht orthogonal sein. Imaginire
Eigenwerte fiilhren also zum Widerspruch und sind unméglich.

Die Gesamtheit aller Eigenfunktionen eines symmetrischen
Kerns der betrachteten Art kann hiernach in folgender Weise
gekennzeichnet werden. Es gibt ein System von endlich oder
unendlich vielen zueinander orthogonalen Eigenfunktionen von der
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Art, daf jede Eigenfunktion eine lineare Funktion einer end-
lichen Anzahl von Gliedern jenes Systems mit konstanten Koeffi-
zienten ist.
Die Funktionen dieses Systems wollen wir uns nach den
Gleichungen
j‘ (pnx)2dz =1

durch Anfiigung eines konstanten Faktors normiert denken; dann
haben wir ein vollstindiges normiertes Orthogonalsystem
des Kerns, von dessen Gliedern je eine endliche Anzahl zu einem
und demselben Eigenwerte gehoren. Sind ¢,z die Glieder des
Systems, so nennen wir den zugehorigen Eigenwert 4, und dann
konnen immer eine endliche Anzahl von Eigenwerten einander
gleich sein.

An dies Resultat schliefflen wir zwei Korollare. Zunichst sei
durch @,z irgend eine Anzahl von Gliedern des vollstindigen
Systems bezeichnet; 4, seien die zugehérigen gleichen oder un-
gleichen Eigenwerte, der Kern symmetrisch. Dann gibt die Un-
gleichung

J[E@ o) — e, poalpde = 0,
indem man ¢

ce=J-K(r,oc)¢peoc.du = &~

setzt, dhnlich wie bei einer oben durchgefiihrten Rechnung

[E@oapda—Se = o,
e

2
'[K(r, wpda— @D > o,
P ¢ :
Integriert man nach z, so folgt
”K(x,'u)zdudx >3 11?;
o ‘]

von den reziproken absoluten Werten der Eigenwerte kann also
nur eine endliche Anzahl eine vorgeschriebene Grenze iiber-
schreiten; die Eigenwerte hiufen sich im Endlichen nicht,
und die Summe ihrer reziproken Quadrate konvergiert.
Dies gilt auch fiir einen brauchbar unstetigen Kern, da soeben
nur das Integral des Quadrats des Kerns und seiner Produkte

mit stetigen Funktionen gebildet sind.
Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl. 6
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Ein zweites Korollar betrifft die mit dem vollstindigen System
eines stetigen Kerns gebildete bilineare Reihe

1, . £
E Pn }: ‘Puf’

n

die, wie wir annehmen wollen, gleichm#fBig konvergiere, wenn x
und £ das Grundgebiet durchlaufen. Dann ist die Differenz

1,
anZ. Py
0@ 9 = K@ o — > P08
ebenso wie K eine stetige symmetrische Funktion von z und £
auf der bezeichneten Strecke; also gibt es eine nicht identisch
verschwindende Funktion vz, die die Gleichung

(1) wxzuj'Q(x,oc)wa.da

erfiillt, in der u eine Konstante bedeutet. Multipliziert man mit
¢,z und integriert, was erlaubt ist, in der Reihe @ gliedweise,
so ergibt sich

) ij.wnx.dx = dem.da(jK(x, ) ppxdr — ?i',ﬁ) =0;
aus der Integralgleichung (1) folgt somit

Y = y.J.K(x, ow)po.do.

Hiernach wire ¥z eine Eigenfunktion des Kerns K(z, £), also
ein Aggregat von Funktionen ¢,z mit konstanten Koeffizienten.
Das widerspricht aber den Gleichungen (2), und der Widerspruch
16st sich nur, wenn @ (z, £) identisch verschwindet:

1,
~ QL. Puf
K(n §) = > 2508,

Damit ist gezeigt, daBl die bilineare Formel, gebildet
mit dem vollstindigen Orthogonalsystem eines stetigen
symmetrischen Kerns, immer gilt, wenn die bilineare
Reihe beziiglich beider Variablen in dem ganzen Grund-
gebiet gleichmaBig konvergiert.

Als unmittelbare Folge ergibt sich z. B., dall die in § 11 nur
vermutete bilineare Formel fiir die Integralgleichung des quer
schwingenden Stabes wirklich gilt.
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§ 21.
Die bilineare Reihe des iterierten Kerns.

Seien ¢,2 wie immer die Glieder eines vollstindigen nor-
mierten Orthogonalsystems des Kerns K(z,y), der stetig oder
brauchbar unstetig sein kann; v durchlaufe eine beliebige end-
liche Menge ganzzahliger Werte; fz sei im Grundgebiet stiick-

weise stetig und
a, :jfa.qn,,a.doc.

Dann gibt die Schwarzsche Ungleichung
U K (x,0) > a, q),,.%'dx]2 = fK(x, a)2dz- > a?,
da offenbar

."(2 a, (p,,:v)2 dx — Z a;

und das Quadrat des Kerns auch im Falle der Unstetigkeit inte-
griert werden kann. Wendet man die Integralgleichung in der

Form
@, 00 = ,l,,.’.K(x, 0)p,x.dx

an, so ergibt sich
0 (SR

Anderseits ist

j'(foc —>a, (p,,oc)ﬁdoc =0,
also folgt nach der Definition von a, die Besselsche Ungleichung

[(fapda—Sai = o;

1,®
die Reihe > a3 konvergiert, und die Beziehung (1) ergibt
(S =2y < J'K(x, a)zde' (fo) de,

| ! 1/, 1o
= ﬁ”—/‘l”ﬂ‘} < UK@, a)zdxj(fa)zda] < [GJ. (foc)ﬂdocJ/,
woenn unter G eine obere Schranke der Funktion
.[K(:c,a)ﬂdx'

ist, die auch bei brauchbar unstetigem Kern in o stetig ist.
6*
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Greift man also aus der Reihe

1,
On P 06
Ra = S
beliebig viele Glieder, z. B. nur positive oder nur negative heraus,
go liegt die Summe ihrer absoluten Betrige unter einer von o
unabhiingigen Schranke; die Reihe Ro ist absolut konvergent.
Sie konvergiert aber auch gleichmidfig im Grundgebiet. Denn
in der Ungleichung (1) kann man, da ja die Reihe X al kon-
vergiert, die Zahlen v iiber einer so hohen Schranke v, wihlen,
daBl die rechte Seite, die kleiner als

G>al

ist, fiir alle Stellen o unter einer beliebig klein vorgeschriebenen
Schranke ¢ liegt. Daraus folgt, daBl die Summe beliebig vieler
positiver Glieder der Reihe K«, deren Zeiger v, iibersteigt, unter
& liegt, und dasselbe gilt fiir die negativen Glieder, immer fiir
beliebige Stellen «. Die Reihe

Ra=3 q)i‘uj.fx.%x.dx

konvergiert also im Grundgebiet absolut und gleich-
mabig.

Weiter setzen wir besonders fo — K (e, y); das ist auch bei
brauchbar unstetigen Kernen erlaubt, da bei diesen die GroBe

®) a,lzjK(u,y)¢”a doc._q;:'y

ebenfalls endlich ist und die Ungleichung

[ropan = [ K@ yyan> s (%)

gilt. Die Konvergenzbetrachtung bleibt unverindert; die oberen
Schranken der betrachteten Summen sind von y abhiingig, und
die Reihe R wird nach (2)

R, (a,y)—zq)”“ - PnY

Diese Reihe ist also nach « im Grundgebiet gleichmiBig
konvergent, wenn y in ihm festgehalten wird.
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Die Reihe R, (z, ) ist nun die bilineare Reihe des bei unseren
Voraussetzungen stetigen Kerns

K2(z,y) = [ K (2, ) K(y, o) dos;
- das will sagen, dafl die Funktionen ¢,z auch ein vollstindiges

normiertes Orthogonalsystem des Kerns K2(z,y) bilden. In der
Tat folgt aus der Integralgleichung

QL = l”.‘.K(x, o) @y o do,

indem man mit K (z, y) multipliziert und rechts die Integrationen,
was erlaubt ist, vertauscht,

(3) J‘K(x,y)%xdx:g}fnﬂ:ln‘[Kﬂ(%y)%w-du;

pnx ist also Eigenfunktion des Kerns K* mit dem Eigenwert i,.
Ist anderseits @2 irgend eine Eigenfunktion dieses Kerns, also

Qr— yj]@(a", o) podo,

s0o lehrt die am Schlusse des § 19 durchgefithrte Betrachtung,
daB von den Ausdriicken

P = (px—]/ﬁJ'K(x, a)po.do,

Yot = q;x+‘/;".K(x,oc)tpoc.doc

entweder eine identisch verschwindet, und dann ist @z auch
Eigenfunktion des Kerns K, oder v, x und ¥, 2 sind Eigenfunktionen
dieses Kerns, und ergeben
L% + ¥y z

2
Diese Griofle ist also durch Eigenfunktionen des Kerns K, die zu
entgegengesetzten Eigenwerten gehéren, linear ausdriickbar, d. h.
durch zwei Funktionen ¢,z, die zu demselben Werte von i3 ge-
héren oder zu demselben Eigenwert des Kerns K2 Jede Eigen-
funktion dieses Kerns ist also linear durch Funktionen ¢,z
ausdriickbar; das System dieser Funktionen ist wirklich ein voll-
stindiges normiertes Orthogonalsystem des Kerns K? und R,(z,¥)
seine bilineare Reihe.

Aus denselben Griinden ist

. Pl PrnY
Ri(z,y) = ; ‘—E‘
die bilineare Reihe des Kerns
B (@,y) = [ K2(s, ) K2(y, @) d «,

Ppr =
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und da fiir jede endliche Menge von Zahlen v die leicht ersicht-
liche Ungleichung

P TPy 1 |p» 2. @uy
T s sl .
1 w2\ 2 ,,‘112‘/2. 1

=3z[=%) =G <6z

gilt, die Reihe 4724 2,2 4 ... aber nach § 20 konvergiert, ist die

Reihe R,(z,y) in # und y auf dem Grundgebiet gleichmiBig
konvergent, so daf nach § 20 folgt

Kt (2, y) = By (x,y)-

Da nun die Reihe E,(z,y) absolut und bei festem z in y gleich-
mifig konvergiert, ergibt sich nach (3), indem man ausmultipliziert
und gliedweise nach y integriert,

J.[K2($, ,7/) - RO (.Z, ?/)]2d_1/ - K“(.’E, $) - -Rl (x, x) — O;
daraus folgt die Gleichung
(4) K2 (.23, y) — R, (.Z‘, ?/) =0, KA (l'a !/) = 2 Pnl. P Y

2 bl
An

die also mit gleichmiBiger Konvergenz ihrer rechten
Seite in z bei festem y fiir stetige und brauchbar un-
stetige Kerne gilt.

§ 22.
Darstellung willkiirlicher Funktionen.

Aus dem erhaltenen Resultat ergibt sich etwas Bemerkens-
wertes fiir solche im Grundgebiet stiickweise stetige Funktionen
fz, die zu allen Eigenfunktionen orthogonal sind, so daB all-
gemein

jfu.qz,,oc.doc = 0.

Multipliziert man ndmlich die Gleichung (4) des § 21 mit fz.fy,
80 darf man rechts gliedweise nach x integrieren und findet
jKﬂ(x,y)fx.dw =0, ” K(z,y)fz.fy.dedy = 0

oder
[[fo.fy.dzdy | K (2 e) K@y, a)do = O,
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Hier sind die Integrationen bei stetigen Kernen vertauschbar,
ebenso bei brauchbar unstetigen nach den die Brauchbarkeit
kennzeichnenden Festsetzungen des § 19; also folgt

jda jfo(x,a)dx.jny(y,u)dy =0
oder, da die nach x und ¥ genommenen Integrale dieselbe stetige
Funktion von o darstellen, die wir @« nennen,
(1) [@aypde=0, ®u=[fr.K@ue)dz=0.

Die Funktion f«, die zu allen Eigenfunktionen ortho-
gonal ist, ist auch zum Kern orthogonal.

Das Umgekehrte ist ohne weiteres klar, da aus der Gleichung (1)
durch Multiplikation mit ¢, o und Integration folgt

0 :J'(Doc.tp,.oc.doc :fq),,oc.docj.fx.K(x,(x)dx

:J'fx.(p,,x.dx,

wobei wiederum die Integrationen in erlaubter Weise vertauscht sind.
Jetzt erinnern wir uns der in § 21 bewiesenen Tatsache,
daB die Reihe

Fz =3 %7 Jfoc prada = > T,

n n

in der fo wieder eine beliebige, stiickweise stetige Funktion ist,
gleichmifBig und absolut konvergiert. Setzt man daher

fa= Fx——jK(,r, o)for.dot,
s0 ist fz stetig und man findet

jq),,x.fx.d:c = jFx.q;,,x.dx—HK(x,a).pnx.fu.d;cdu

oder, mit erlaubter Vertauschung der Integrationen,

jq),.x.fx.dx :jFx Pul. dw——j‘foc Quo.da,
und da offenbar

Fr.pux. dx:-J‘foc @no.do,
8o ergibt sich
(2) J.q),..:c.fx.dx: 0;
also ist nach dem soeben erhaltenen Satze auch
j'fx.K(:r, wydz = 0.
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Die Definition von fz fiilhrt nun zu folgender Umformung

J'(fu)zdoc =jfa.{2%_j1f(x,u)fx.dx},

n

also nach der Gleichung (2)
[(e)de = — [dafo. [ K (@) fz.dz,
und nach erlaubter Vertauschung der Integrationen
j(fu)zdu = —jfx.dij(x, o) fe.de =0,

also endlich, da f« stetig ist,
An
fo =10, Fo= J‘K(x, )fe.dae = ;E Q.

Dies Ergebnis kann in folgender Weise gedeutet werden.
Nennen wir
Fr= jK(x, o) fo.do

nach der frither gebrauchten Bezeichnung eine quellenmiBig
dargestellte Funktion, fo« ihre Quellenverteilung, und bedenken
wir noch, dal wir setzen kénnen

[Fa.pue.dz = [dz.poa [ K (0, o) fou.do
=[fo.de K@ e)puz.da

1 Gn
:Ejfa.wnu.du =3

so ist bewiesen, dall jede mit stiickweise stetiger Quellen-
verteilung quellenmidfig dargestellte Funktion nach den
Eigenfunktionen eines vollstindigen normierten Ortho-
gonalsystems auf die Fouriersche Weise entwickelt
werden kann:

Fo =K@ o)fe.de =2 Aupaz, A= [Fz.guz.da;

der Kern kann dabei stetig und brauchbar unstetig sein; die
Reihe konvergiert gleichmiBig und absolut.

Fir diesen Satz bieten die ersten beiden Abschnitte viele
Beispiele dar, die jetzt eine gemeinsame feste Grundlage er-
halten.

Multipliziert man die erhaltene Gleichung mit einer weiteren
wie fz im Grundgebiet stetigen Funktion fz, integriert glied-
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weise, und setzt fiir 4, wieder die Werte a,/4, ein, so folgt die
Hilbertsche Grundformel

1
ij(w Wiz.fy.dedy = ijfx.qa,,x.dxj‘fy.tpny.dy
und besonders, wenn fx — fz gesetzt wird,

3) ”K(x,y)fx.fy.dxdy = 2;_” {jfx.qo,;x.dxr.

§ 23.
Die nichthomogene Integralgleichung.

Die nichthomogene Integralgleichung, deren mechanische
Bedeutung wir in § 12 kennen gelernt haben, verlangt, die stetige
Funktion @z so zu bestimmen, daBl bei willkiirlichen Werten
von A, und wenn fx eine gegebene stetige Funktion ist, die Be-
ziehung

(1) qm—_—fx+/1j1<(x,a)qm.da
gilt. Setzen wir

(2) vz = fz+ vz,

so ergibt sich

(3) Vo = A [K(ze) (fot+ va)de;

ist die Gleichung (1) lgsbar, so erscheint ¥z quellenméifBig dar-
gestellt, so dal der Entwicklungssatz des § 22 angewandt werden
kann: -

(4) wx-——ZQ?nxJ.woc.q),,u.du,

und die Reihe rechts ist absolut und gleichmiBig konvergent.
Multipliziert man die Gleichung (3) mit @.z, integriert und ver-
tauscht rechts in erlaubter Weise die Integrationen, so ergibt sich

_fwx.q)nx.clx =i J‘(fa+wa)docj'K(x,u)tpxdx
= %J-fa.q)”a.doc—[—lij.woc.tp”u.du,

oder nach der Definitionsgleichung (2) und der Entwicklungs-
formel (4)

A
jnzl,roc.tpnoc.da = mjf&.q),,u.du,

(5) pxr = fx+ 2 E{%Jfa.q:na.du.
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Es braucht auch nicht ausgeschlossen zu werden, dafl 2 komplex,
fx eine komplexe Funktion der reellen Stelle x ist, etwa = f,z
+ ifyx, wobei f, und f, reelle Funktionen sind; dann ist

jK(x, @) fo.do = jK(x, a)fla.du+z'jK(x, @) fat.do,

jfoc.tp,,oc.doc = J.floc.tp,,oc.doc +z'jf2oc.¢;o”oc.doc,

und man braucht den Entwicklungssatz des § 22 nur auf die
einzelnen rechts auftretenden Summanden anzuwenden.

Nun folgt weiter die gleichméfige Konvergenz der Reihe (5),
die bisher nur unter der Voraussetzung, dall ¢z existiere, be-
trachtet wurde, auch bei willkiirlicher Wahl von fz und kom-
plexen Werten der GroBe 4, sobald diese auf ein endliches Gebiet
beschrinkt wird und die Differenzen {4 — 1,] alle iiber einer
festen Schranke bleiben. Denn zundchst konvergiert die Reihe

Z%ﬁjfu.w,,oc.du

in der angegebenen Weise; die Glieder der Reihe (5) entstehen
aber aus denen der letzten Reihe durch die Faktoren 1,4/(4 — 4,),
die bei den soeben fiir 4 getroffenen Festsetzungen absolut unter
einer von % unabhingigen Schranke liegen. Dabei ist weiter
zuzulassen, dafl fz ein Polynom in A sei, dessen Koeffizienten
im Grundgebiet stetig sind. DaB aber, nach Erledigung der
Konvergenzfragen, die Reihe @2 nach der Gleichung (5) eine
Losung der nichthomogenen Integralgleichung liefert, ist un-
mittelbar durch Rechnungen einzusehen, die schon in § 12 durch-
gefiihrt sind; man braucht nur noch zu entwickeln

(6) J.K(x,oc)foc.doc zgq)l{'nx Jfoc.tp,,a.doc,

und gliedweise zu integrieren, um die Formel (1) durch die
Reihe @z erfiillt zu finden:

le(x, )po.do = 2(% +KA—E—‘,{> q),.xjfoc.tp,,u.doc

= gz —fa.
Die hiermit gefundene Lisung der nichthomogenen Integral-
gleichung ist die Schmidtsche Formel des § 12; sie zeigt
funktionentheoretisch, dal ¢z eine in dem betrachteten Gebiet
meromorphe Funktion der komplexen Variablen 1 ist; sie hat
offenbar einfache Pole an den Stellen A,.
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Die wesentliche Voraussetzung war, daB 1 keinem der Werte
4. nahe kam oder gleich wurde. Setzt man dagegen z. B. 1 = 1,
und ist 4, ein k-facher Eigenwert, also 4, = 4, =-.. = 13, 14, = 4,,
so bleiben die Konvergenzbetrachtungen giiltig, sobald man aus
der Reihe gz die Glieder wegldfit, in denen n =1, 2, ... k ist.
Aber auch die entscheidende Rechnung bleibt giiltig, wenn in
der Entwicklung (6) ebenfalls die ersten % Glieder wegfallen,
d. h. wenn
jfoo.tp,,a.doc =0, v=12, ...k
Ja man kann sogar mit willkiirlichen konstanten Faktoren c, setzen

k+ 1,00

pr = fz + Zc,,qp,,x—}—l Z —Te [fu.¢gu.da

und findet dann wiederum die Integralglelchung (1) erfiillt. Und
zugleich auf die allgemeinste Weise; denn hat man die beiden
Losungen @x und gz, so daB

or=fzx+ AIIK(x, wpo.de, pr—=[frt+ i IK(x, w)po.do,

so ergibt sich sofort, dall ¢z — gpa eine zum Eigenwert 4, ge-
horige Eigenfunktion des Kerns K (z, y) ist, also darstellbar in
der Form ¢, ;2 + +-- + cxpr 2.
Beachten wir noch den Sonderfall f# = K(z, y) und nennen
wir @z in diesem Falle I'(x,y) oder ausfiihrlicher I'(z,y; 4).
In ihm bleibt, auch wenn der Kern brauchbar unstetig sein
sollte, alles giiltig; man erhilt
J.foc.cp,.oc.da = %’i/

Die Konvergenz der auftretenden Reihe

i = e = K +3 S5

= K(xy)+ Z <l‘_lfn"‘11‘"‘> Pl . PrY,

sowie der Entwicklung (6) wird ersichtlich durch Vergleich mit
der in § 21 untersuchten Reihe

() K3 (z,y) = Z&%"M
und die Integralgleichung wird
(8) @y) = K(@y) + 1 [ K@) I (2y)de
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Diese Gleichung ist die Fredholm-Hilbertsche Resolvente,
I'(z,y) der zu K(x,y) gehorige l6sende Kern.
Die mechanische Bedeutung dieser GroBie ist schon in den
§§ 12 und 14 besprochen; die analytische kann zunichst dahin
formuliert werden, da bei allgemeiner Wahl von fz die Losung
¢z in der Form ]
or = fx—i—ljl"(x,oc)foc.doe

geschrieben werden kann, wie sich durch Integration der Reihe I'(x, )
mit Hilfe der Formel (7) ohne weiteres ergibt. Die Griofe I’
ist als Funktion der komplexen Verinderlichen 4 meromorph;
aus ihrer Reihenentwicklung ergibt sich noch bei stetigen Kernen

j.F(x,x)dx :jK(x, z)dw +- 2 (1%1: o IlJ)

oder, indem wir
jK(x,x)‘dx:0, DZI[(I—%)e——;:—n

dlog D
di
Offenbar ist D eine ganze transzendente Funktion von A, deren
Nullstellen genau die mit ihrer Vielfachheit genommenen- Eigen-
werte des Kerns K(z,y) sind. Das Geschlecht dieser Funktion
ist héchstens 1; die Reihe
1
I

konvergiert ja nach § 20. Dies gilt auch, wenn der Kern unstetig
und C vielleicht kein endlicher Wert ist.

Der losende Kern kann an Stelle des urspriinglichen gesetzt
werden und gibt dann wieder die Eigenfunktionen @,z mit
anderen Eigenwerten. Multipliziert man némlich die Gleichung (8)
mit ¢,z und integriert, so ergibt sich, was auch die Reihenent-
wicklung der GréBe I'(z, y) bestitigt, '

n A
Jp(x1y)¢nx-dx = q)ln?/ +‘};J.‘Pn°‘-r(“a y)do

setzen,

‘.I’(Jc,m)dx = C+

oder
PnlY = (l,,—-—l)J‘I'(oc, Y)Pnoc.do

Die Funktionen ¢, sind also Eigenfunktionen des Kerns I'(z,y; 1)
mit 4, — A als Eigenwerten.
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Schreibt man endlich, um zwei verschiedene lésende Kerne
in Beziehung zu bringen,

1,®
n® .+ Pn
I'(z, y; 1) = K(x, y)+12fi(lnff)’

1,
m& . Pm&
I'(z,2;u) = K(”az)‘}‘ﬂzzf(%ﬁy

multipliziert die beiden Gleichungen und integriert rechts glied-
weise nach z, indem man die gewChnliche Integralgleichung der
Funktionen ¢,z benutzt, so ergibt sich

[revnresnie =2 [reyh—resw),

eine Gleichung, die wir ebenfalls als Resolvente bezeichnen kénuen.

§ 24.
Der Mercersche Satz.

Die in § 22 (3) erhaltene Hilbertsche Grundgleichung kann
auch in folgender Form geschrieben werden:

jj{K(x, y)— 12'"%"%4/} fr.fy.dxdy :mim%e{jfx. tpgxdw}?-

Setzen wir nun

1,m
Vx' v
Ev(ny) = K@ y)— > 752,

so ist zunéichst klar, daB die Funktionen ¢,z, in denen ¢ > m,
auch Eigenfunktionen des Kerns K° sind mit denselben Eigen-
werten; denn man findet sofort

IKO (@, y)pordax = J'K(r, Y) Qoxdua.

Hitte der Kern K° nun noch eine weitere Eigenfunktion, so
miiite auf der rechten Seite der fiir ihn geltenden Hilbertschen
Grundformel, also in der Gleichung

JJK(’(@", Nfz.fy.dedy — .- _}.mi':wil__{jfx.qygx.dx}g
o e

ein auf diese weitere Eigenfunktion beziigliches Glied auftreten,
das bei passender Wahl von fz positiv wire. Die Formel ist
aber schon richtig, wenn der rechts erscheinenden Summe nichts
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hinzugefiigt wird. Der Kern K° hat also nur die Eigenfunktionen
0%, in denen ¢ > m, mit den Eigenwerten 1, Ob dabei
A1y ... Ay die ersten Eigenwerte sind oder irgend eine Gruppe,
ist offenbar gleichgiiltig.

Jetzt betrachten wir im besonderen einen stetigen Kern,
dessen Eigenwerte simtlich positiv sind; wir nennen ihn einen
positiv definiten Kern. Bei einem solchen gibt die Hilbert-
sche Formel

[[E@y)fe.fy.dedy = 0,

bei beliebiger Wahl der stetigen Funktion fz. Sei diese in
einem beliebig kleinen Teil des Grundgebiets, etwa in der Um-
gebung Ul der Stelle 2, von Null verschieden und positiv, sonst
aber iiberall gleich Null; dann gibt die letzte Ungleichung

(1) fdij(x,y)fx.fy.dng.

Wire nun K (,, ,) << 0, so wire wegen der Stetigkeit des

Kerns auch K(z,y) < 0,

wenn die Stelle x sowohl wie y auf das Gebiet 1l beschrinkt
wird; die linke Seite der Ungleichung (1) wire also sicher negativ.
Dieser Widerspruch ergibt die allgemeine Beziehung
@) K(z,2) = 0
und K (z, 2) liegt als stetige Funktion der Stelle x unter einer
positiven Schranke C.

Dies Ergebnis wenden wir an auf den Kern

i 74 v &Py
K(z,y) = K(x, y)_zg_’%y’

in welchem v eine beliebige endliche Menge ganzer positiver
Zahlen bedeute. Da dieser Kern als Eigenwerte die Grofen 4,
nach Abzug des Systems der A, besitzt, so ist er ebenfalls positiv
definit, und wir finden entsprechend der Ungleichung (2)

((p:,,.t)’ ) (‘p’l’x)2
(3) K(x,T)—ST: =0 (J>ZT.
Nun gilt die elementare Beziehung
(4) (S 4,B,| < S4B,

in der A4,, B, beliebige reelle Grofen sind; dies ist die ins Ele-
mentare entartete Form der Schwarzschen Ungleichung. Die
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behauptete Beziehung sagt nur aus, daB mit beliebigen reellen
Grofien p, q die quadratische Form

Xipl4+q|Bfp=0
niemals negative Werte annimmt, also wenn man sie in der Form
Lp*+2Mpg+ Ng?
LN—M >0
ergibt, und das ist die Ungleichung (4). Setzen wir besonders
PrZ QY
A, =2 B, =T,
Vlv V}'v
so ergibt sich, dhnlich wie schon in § 21 geschlossen wurde.
Py T @y )2 (9r2)? < (90 9)2
{Zk*zv =2
also nach (3)

Vx ’V
Anderseits ist die Relhe‘
I’Zm (‘Pn“')z

n 1”

nach (3) konvergent. Wihlt man also, indem man die Stelle z
festhilt, die Zahlen v iiber einer hinreichend hohen Schranke w,,

so folgt (@ a)?
255 <

wobei & beliebig klein und positiv vorgeschrieben sein kann.
Die Ungleichung (5) ergibt also bei fester Stelle x, wenn alle

v >
0y z]‘}’vx ‘Pv
R

v | v

und die Schranke Ce ist offenbar von der Wahl der Stelle Y un-
abhiingig, d. h. die Reihe
DI
An

ist, wenn z festgehalten wird, nach y im Grundgebiet gleichm#Big
und absolut konvergent.

schreibt, die Formel

f < Z ((pv '7')2

< Ceg,
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Man darf daher die GrofBe
(6) Mzy) = K@, y)— S P2 PnY

n

z. B. mit @,y multiplizieren und dann nach y gliedweise inte-
grieren. So ergibt sich

J.M(r,y)tpmy-dyZJ.K(x,y)wmy dy — ‘p’" = 0.

m

Die GroBe M ist also als Funktion von y zu allen Eigenfunktionen
orthogonal, mithin nach § 22 auch zum Kern bei beliebiger
Wahl der zweiten neben y in diesem vorkommenden Stelle ortho-
gonal:

[ K (2 9) M(z, y)dy = o.

LaBt man hier # und z zusammenfallen und multipliziert die
Gleichung (6) mit M(x, y), wobei rechts nach y wieder gliedweise
integriert werden darf, so folgt

J‘M(w, yerdy =0, M(z,y) =0,
also endlich

(M) E(z,y) =335

Damit ist das Mercersche Theorem bewiesen, dafl bei defi-
niten stetigen Kernen immer die bilineare Formel gilt,
und die bilineare Reihe absolut und gleichm#Big beziig-
lich der einen der in ihr vorkommenden Stellen im
Grundgebiet konvergiert, wenn die andere Stelle im
Grundgebiet festgehalten wird. Ob der Kern positiv oder
negativ definit ist, macht offenbar keinen Unterschied.

Eine Verallgemeinerung liegt nahe; sind eine endliche An-
zahl von Eigenwerten negativ, etwa die Werte 14, 80 wendet man
das Mercersche Theorem auf den Kern

xX.
K(xa?/)_zg)gﬁfd—y
o

an, der nur positive Eigenwerte 4, besitzt, d. h. die Gesamtheit
der Werte 4, nach Abzug der Werte 4,. Man erhilt so die
Gleichung

Z. 1
K@y— S50t =
[
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die offenbar mit der Gleichung (7) zusammenfillt. Die bilineare
Formel gilt also fiir alle stetigen Kerne, die nicht gleichzeitig
unendlich viele positive und unendlich viele negative Eigenwerte
besitzen.

Beispielsweise kann man jetzt erschliefen, daf bei der in
§ 16 betrachteten Stabschwingung mit freien Enden die bilineare
Formel gilt; die Eigenwerte i, — am, sind alle positiv, da die
Werte m, als Wurzeln der Gleichung cosm Gojm — 1 reell oder
rein imagindr sind. Der Kern ist stetig.

§ 25.
Der Weylsche Satz iiber Addition zweier Kerne.

Schon mehrfach ist von der Bemerkung Gebrauch gemacht,
dafl, wenn ¢,z eine endliche Anzahl zueinander orthogonaler
normierter Funktionen bedeutet, die Besselsche Ungleichung

- [(faypde = SN2

gilt, wobei gesetzt ist
a, ::J.foc.tp,,oc.doc;

man braucht ja nur die Ungleichung

j'(foc—Za,(p,,oc)ﬂdoo =0
zu entwickeln. v

Mittels dieser Bemerkung konnen aus der Hilbertschen
Grundformel [§ 22 (3)] belangreiche Ungleichungen abgeleitet
werden. Wir unterscheiden die positiven und negativen Eigen-
werte des Kerns K (z, y); die reziproken Werte der ersteren seien
I, die der letzteren m,, die zugehtrigen Eigenfunktionen v, 2 und
Onz; wenn der Zeiger n die Anzahl der vorhandenen Eigenwerte
des einen oder anderen Vorzeichens iiberschreiten sollte, setzen
wir 0 fiir [, oder m,. Sei ferner

A, = jfu.wnu.da, b, =J.foc.0,.oc.doc,

dann kann die Hilbertsche Grundformel in folgender Form
geschrieben werden:

[ E@ y)fx.fy.dxdy =3 i+ Sm,bi.

Jetzt denken wir uns die Grofen ! fiir sich und die negativen
GroBen m fiir sich nach abnehmenden absoluten Werten geordnet,

so daf
[ri+1 é Im My g My,

Knescr, Integralgleichungen. 2. Aufl. 7
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dann gibt die Hilbertsche Gleichung
[[E@yfz.fy.dedy < Dhal <L ek < b [(Fapde

Fiir alle Funktionen f, die die Beziehung

(1) [(fopda <1

darbieten, ergibt sich also

“.K(:c, Nfx.fy.dedy < (.
Bedenken wir ferner, dall der Kern

1,m
K(z, y)—Zluw,,x.w,,y

nach § 24 genau die Eigenwerte von K besitzt mit Ausschlufl
von 1/f;, 1/l ... 11, so dal hier [,,,; genau dieselbe Bedeutung
hat wie vorher [;, so ergibt sich

1,

@ [[1E@ ) —See. vy fa.fy.dedy < b

Fithren wir nun noch einen zweiten Kern K°(z, ) ein, setzen
K(z, y) + Ko (z,y) = K'(z,y)

und bezeichnen die zu den Kernen K° und KT gehorigen Grofien

ebenso wie bei K, indem wir oben den Zeiger 0 oder 1 anfiigen,

so ergibt sich zunichst, entsprechend der Beziehung (2)
1.h

3 [[E@y —D0vie.viy) fo.fy.dedy < Qe

h = 0 wiirde bedeuten, dall die Summe links wegfillt. Nehmen
wir weiter an, der Kern KT habe mindestens m -+ % -+ 1 positive
Eigenwerte, so daf I} .44+, > 0, so konnen wir

1,m+h+1

(4) fz =X eviz
setzen, und die Ungleichung (1) ist erfiillt, wenn wir ansetzen
(5) ettt emintr =1

Volistindig bestimmen wir dann die Grofen ¢ durch die m + &
Forderungen

jfoc.z[:,,a.doc = 0, j'fu.ngoc.doc =0, v=1...m o=1,...h
die m + h homogene Gleichungen ersten Grades bedeuten und

die Werte ¢ immer so zu bestimmen erlauben, daB die Glei-
chung (5) gilt.
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Nach dieser Festsetzung der Funktion fe verschwinden in
den Ungleichungen (2), (3) unter dem Integralzeichen alle Glieder
auller dem ersten, und man erhélt, indem man beide Ungleichungen
addiert

(6) [[E @ y)fe.fy.dzdy < Lupr+ Bia
Hier ist aber die linke Seite nach (4) und nach den Integral-
gleichungen mit dem Kern K! einfach

Qe +hed+ -+ lrnrichint
und diese Grofle ist wegen der festgesetzten Grofenfolge der
Werte [1 nicht kleiner als

basner(el+ef+ o+ empns) = Dignyn
die Beziehung (6) gibt also
(7) I11n+h+1 é Im+1+12+1.
Ubertriigt man die durchgefiihrte Entwicklung auf die Kerne
— K, — K°, — K%, so sind die Groflen I durch die positiven
Werte — m zu ersetzen und man findet
Mpinss = Mupr+ Mg
Sei nun im besonderen der Kern
— Ko (z,y) = K" (2, 9)
definit positiv; K° also definit negativ; dann ist allgemein [0 = 0
zu setzen, und die Gleichung
K*(z,y) + K" (z,y) = K(,y)
gibt in Verbindung mit der Ungleichung (7), da auch » = 0

gesetzt werden kann, 0o <
m+1 = ‘m+1-

Damit ist das Weylsche Theorem bewiesen: Addiert man zu
einem beliebigen Kern KT einen positiv definiten K
und nimmt die Summe K =— KI| KT wieder als Kern,
8o ist durch diese Abinderung des ersten Kerns jeder
seiner positiven Eigenwerte verkleinert; unter irgend
einer positiven Schranke hat der Kern K mindestens
so viel positive Eigenwerte wie K2

Wir haben aus der allgemeinen Theorie hier nur die Hil-
bertsche Grundformel benutzt; wie diese gilt also auch das
Weylsche Theorem fiir stetige und brauchbar unstetige Kerne.

7*



Vierter Abschnitt.

Integralgleichungen und die Sturm-Liouvillesche
Theorie.

§ 26.
Die Sturm-Liouvilleschen Funktionen,

Die analytischen Hilfsmittel, die wir in den letzten Para-
graphen kennen gelernt haben, ermiglichen uns, ein Problem
allgemeinen Charakters in Angriff zu nehmen, das durch die ihm
gewidmeten bewundernswerten Arbeiten von Sturm und Liouville
besonders wichtig geworden ist.

Erstreckt sich ein die Wirme leitender heterogener Stab
lings der Abszissenachse von # — 0 bis # =— 1 und st g die
spezifische Wirme, & die innere Leitfihigkeit, I das seitliche Strah-
lungsvermogen, endlich ¢ die Zeit, so erfiillt die Temperatur u«
die Differentialgleichung

ou 0 ou
95t = 55 (Foz) — 1
und die Grenzbedingungen

ou 0 Lou R
ka—i—hu‘_—o, Lb_x+Hu\ =0,

in denen h und H die Werte der dulleren Leitfdhigkeit der End-
querschnitte, also positive Konstante, bedeuten. Wird einer dieser
Querschnitte oder beide auf der konstanten Temperatur Null
gehalten, so erhidlt man eine der Grenzbedingungen

wl®°=0, ul'=0

oder beide, auf die man auch dadurch kommen kann, dafl man
eine der Konstanten h, H oder beide unendlich werden 1ift.

Setzt man w = Ve-it
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wobei ¥ von ¢ unabhingig und A eine Konstante sei, so erhilt
man die Aufgabe, die GroBe V aus der Differentialgleichung

d /, dv
1) ﬁ<k%>+(gl—l)V:O
und den Grenzbedingungen
) kﬂ——hV‘ =0, k‘;—g+HV§1:0

zu bestimmen, von denen auch eine oder beide in die Formen
Vjoz 0, V=0
ausarten konnen.
Einen besonderen Fall dieser Randwertaufgabe erhilt man bei

der Theorie der heterogenen Saite, deren Bewegungsgleichung,
wenn u die Verriickung bedeutet, in der Form

o _ o [ ou
9atz_ax 8x>

erscheint, und wenn man eine der Gleichungen
w= VecosYit, u = Vsinyit
ansetzt, genau auf die Differentialgleichung
d av
mit den Grenzbedingungen
' Vii=V'=0
zuriickgefiihrt wird.

Man sieht, dafl hier wie oben bei der Wirmeleitungsaufgabe
die GroBen g, & ihrer physikalischen Bedeutung nach auf der
Strecke von z = 0 bis 2 =— 1 positiv sind, und dal ! jedenfalls
nicht negativ ist. Aullerdem darf noch, ohne dal die Aufgabe

spezialisiert wird, g =— 1 gesetzt werden. Denn man kann die
Gleichung (1) in der Form

ggx( ydx) (_*> =

schreiben; fithrt man dann die GriSe

z, :fgdx:fgdx
0

0
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als neue Variable ein, und setzt
1

2 l
g"’[a“gdw]:kla g:llv
so erhdlt man die Gleichung

d /. av
d—xl&kld—x)—{—(l—ll)V:O,

in der die Groflen k, und I, dieselben Eigenschaften haben, wie sie
oben fiir ¥ und ! gefordert wurden, und die Grenzbedingungen (2)
behalten ihre Form, so daf jetzt der Zeiger 1 wieder weggelassen
werden kann.

Setzen wir allgemein
vy — L (o
Yy = dx <k d:r> L,
80 haben wir fiir die gesuchte Funktion 7 die Differentialgleichung
3) LV +AV =0,
und konnen zunichst iibersehen, daf, wenn I auf der Strecke

von £ = O bis x — 1, dem Grundgebiet, wie wir wieder sagen
wollen, nicht negativ ist, auch die gesuchten Werte 4 nicht negativ

sein konnen. Denn wire A == — ¢2 ein solcher Wert, so konnte
aus der Gleichung (3) geschlossen werden
av___dvp | B [,
e +j(l ) Vde =V, —}—j(l—{—@)de.
0 0

Beginne nun 7 am unteren Ende des Grundgebiets z. B. mit
einem positiven Werte ¥,; dann wird das Integral in der letzten
Gleichung positiv, d V/d« hat auch dasselbe Vorzeichen, und ¥V
wichst weiter. Sei also V etwa auf der Strecke 0...« positiv oder
habe nur fiir # — 0 den Wert Null; ist dann e, die obere Grenze
der Werte o und &, < 1, 80 sind fiir £ = o, auch noch die Grofien V
und dV/dz positiv; die Strecke, auf der V positiv ist, kann also
noch iiber &, hinweg ausgedehnt werden, was der Definition von «,
widerspricht. So wird es aber unmdglich, die zweite Gleichung (2)

av 1
k iz T HV| =0
zu erfiillen. Die gesuchten Werte 4 konnen also nicht negativ sein.

Im Falle # = oo erhélt man dasselbe Ergebnis, indem man dV,d z
an der Stelle # — 0 positiv nimmt. Nur im Falle h = H =0
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wire der Widerspruch dadurch zu vermeiden, da & dV/d x wichst,
dV;dz sich aber von der positiven Seite her dem Werte Null
annihert. Dann wiren beide Randbedingungen erfiillt; die zu-
gehorige Funktion V' wiirde im Innern des Grundgebiets nicht
verschwinden.

§ 27.
Ubergang zu den Integralgleichungen.

Es seien nun ¢ z und ¥ z zwei im Grundgebiet stetige Losungen
der Gleichung

(1) ty =g (kgD -ty =0,

von denen die eine, etwa ¢z, die erste Grenzbedingung erfiillt,
die andere die zweite. Dann kann man annehmen, es gelte

die Identitat , i dv
<’¢’ dz U4 a—x‘> =1,
da ihre linke Seite jedenfalls konstant ist, und ein konstanter
Faktor in jeder der Groflen ¢ und ¥ zur Verfiigung bleibt. Ver-
schwinde der konstante Wert dieser Grofle, so wiren ¢ und o
nur durch einen konstanten Faktor unterschieden; die Gleichung (1)
hitte also eine Losung, die beide Grenzbedingungen erfiillte, was
nach §26 nur in dem ausgearteten Falle A = H—0 eintreten kann.
Sehen wir von diesem ab, so kann der Kern der gesuchten
Integralgleichung gebildet werden, indem man, wenn z << £ ist,
sebrt K(z,8 = pz.v§
und, wenn z = £ ist,
K(r,§) = o9& . 9o
Die so definierte Grofe erfiillt ndmlich, wenn wir wie gewohnlich
: _ 0K(z,§)
K'(z,£) = "Bz
setzen, die Gleichung

1o ’
@) 0K (@ b = LSO n—o
und die beiden Grenzbedingungen (2) des § 26, und ist an der -
Stelle # = & singuldr, so dafl die Gleichung
EE (08 =1
S+

0

besteht.
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Versteht man nun unter fz eine beliebige, im Grundgebiet
stiickweise stetige Funktion, unter

Fy = ~fK(x, o) fo.do

eine quellenméfBig dargestellte Funktion, so findet man durch
eine Rechnung, wie sie in § 2 zu #hnlichem Zweck angewandt
wurde, 1
F'z :jK’(x,oc)fzx.da,

0
1

d(liZFx’z):j-d[/dfi’;x’“)]foc.dowk.fx.[K’(I,x—O)—-K’(x,x+O)];
0
da nun die expliziten Ausdriicke der Funktion K die Gleichungen
K'(zyo—0) = K'(¥+ 0,2),
K'(zyz2+ 0) = K'(z — 0,x)
ergeben, so folgt aus der erhaltenen Gleichung fiir alle Stellen,
an denen fz stetig ist, die Identitit

5 o (R E"T)
(8) LF — iz

— 1 Fe =—fx.

An den Unstetigkeitsstellen der Funktion fz ist das Symbol F"
nicht definiert. Man erkennt ferner aus der angegebenen Form
der GroBe F’, dafl die Funktion F' die Randbedingungen der
GroBen K (z, o) und V erfiillt.

Ist umgekehrt die Funktion @2 auf dem Grundgebiet mit
ihrer ersten Ableitung stetig, wihrend die zweite Ableitung stiick-
weise stetig ist, und erfiillt sie die Grenzbedingungen, so ist die
Funktion ’

fx:—ﬂl%@+l@x:—2®
stiickweise stetig, und man kann mit ihr die vorher eingefiihrte
Grofe Fz bilden. Dann ergibt sich, indem man diese Gleichung
mit K (z, {) multipliziert und zu der mit @ z multiplizierten
Gleichung (2) addiert,

A b(@e. K (0,8 — K@, ) @' )] = K@, 5 f;

wenn man sodann iiber das Grundgebiet integriert, die allgemeine
Integrationsregel des § 2 benutzt und bedenkt, daf die GriBe in



§ 27. Sturm-Liouvillesche Theorie. 105

eckigen Klammern an den Stellen z == 0 und « = 1 verschwindet,
weil die Funktion @z die Grenzbedingungen erfiillt, so erhilt
man folgendes Resultat:
1
o
(1) KOz . K'(2,8) = BE — J-K(x, £)fx.da;
s+0

0

die Funktion @ kann also quellenmiflig dargestellt werden.

Ein Sonderfall dieser Grofle ist V, die Losung des Sturm-
Liouvilleschen Randwertproblems, wenn eine solche existiert.
Fiir sie gilt die Gleichung

d(’”V' ) f 1V =T

ersetzt man demgemil fx durch 1V, so ergibt sich aus der

Gleichung (4) . ,

VE= 1J’VK(x, £)dx,
0

womit das Randwertproblem auf eine homogene Integralgleichung
zuriickgefiihrt ist.

Dall umgekehrt jede Losung der Integralgleichung auch eine
Losung des Randwertproblems ist, folgt sofort daraus, daf die
rechte Seite der Integralgleichung quellenmifiig dargestellt er-
scheint, woraus sich nach der zwischen f und F' geltenden Be-

ziehung (3) ergibt
d (,dV .
s (k%) IV = —aV;

auberdem erfiillt jede Losung der Integralgleichung ebenso wie
jede quellenmiflige Funktion die Grenzbedingungen. Da nun beim
Randwertproblem zu jedem Eigenwert wegen der Randgleichungen
§ 26 (2) nur eine bis auf konstante Faktoren bestimmte Eigen-
funktion gehort, so gilt dasselbe fiir die Integralgleichung, so daf
mehrfache Eigenwerte ausgeschlossen sind.

Diese Entwicklungen sind im Falle 2 — H = 0 zu modifizieren,
wenn das durch die Grenzbedingung

J|—0

bis auf einen konstanten Faktor bestimmte Integlal der Gleichung

B dy
¥ —
(5) ~y_(l <]v —ly =20
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von selbst auch die zweite Grenzbedingung
) 1
=0

yl
erfiillt. Sei @o2 dieses Integral, das als eine stationire Tempe-
ratur des Stabes angesehen werden kann, und werde die Gleichung

1
[(poaypda =1
0

vorausgesetzt. Dann ist nach § 15 als Kern der Integralgleichung
die stationire Temperatur v zu nehmen, die durch eine an der
Stelle 2 — ¢ wirkende Warmequelle hervorgerufen wird, wenn
in jedem Elcment dz die Wirmemenge —dxz.@,z.@,& erzeugt
wird. Aus diesen Festsetzungen ergibt sich die Gleichung
d /, du
ﬁ(hﬂ)_l“—¢ol-¢og =0
mit den Grenzbedingungen
M:O,l
dx'
und der Unstetigkeitsbedingung
du =0
A& s 1o

=0

=0,

wodurch die Grofle « offenbar nur bis auf einen Summanden
von der Form c ¢,z bestimmt ist, in dem ¢ eine Konstante be-
deutet. Diese konnen wir benutzen, um die Gleichung

1
(6) fupoz.dz =0
0

zu erwirken.

Jetzt setzen wir w — K(z, £), und finden dann leicht, daB
diese Grofe in x und £ symmetrisch ist, und daf jede Ldsung
der Sturm-Liouvilleschen Aufgabe

av o

bei der 4 von Null verschieden ist, auch die Integralgleichung
1
VE = 1jK(x, §Vdax
erfiillt. ’
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Bei den quellenmiBigen Funktionen tritt insofern etwas Neues
auf, als die oben eingefithrte Funktion @z noch die Bedingung

1
@) J'dix.qaox.dxzo
0

erfilllen muBl, um quellenm#flig dargestellt werden zu konnen;
dann ist ndmlich @ — F eine die Grenzbedingungen

dy &
dz, = °

erfilllende Losung der Gleichung (5), also in der Form C. ¢, 2
darstellbar. Da nun die Gleichung (6), wenn man nach § iiber
das Grundgebiet integriert und die Integrationen vertauscht, die
Beziehung 1
jFl‘.q}Ox.dl) =0
0

ergibt, so folgt aus der Gleichung (7):
1 1
f(@—F)gpyz.de = [ C(gozydz =0, C=0
0 0

womit die Grofle bz — Fz

quellenmifig dargestellt ist. Ubrigens gilt auch hier die Gleichung
Auf eine andere, theoretisch einfachere Weise kann der aus-
geartete Fall erledigt werden, indem man die Methode des § 17
zum Muster nimmt. Man versteht unter ¢ eine solche Konstante,
daf die Randwertaufgabe
d /. dy . dy >t
%@ﬂ —t—gy=0, " =0
keine Losung besitzt; dann kann die vorgelegte Aufgabe in
folgende Gestalt gebracht werden:

d dy , . . dylot
%<kﬁ>+[l —(l—0)]y =0, az
Die Eigenwerte ' stehen zu denen des urspriinglichen Problems
in der Beziehung Vo=

die neue Aufgabe kann aber nach derselben Methode behandelt
werden, die oben auf die nicht ausgearteten Fille angewandt
wurde, da keiner der Werte A’ verschwindet.

I



108 Vierter Abschnitt.

11
@
®

§ 28. :
Anwendungen der allgemeinen Theorien des dritten Abschnitts.

Nachdem die Sturm-Liouvillesche Randwertaufgabe auf
eine Integralgleichung mit symmetrischem Kern zuriickgefiihrt
ist, liefern die Sitze des dritten Abschnitts sofort eine Menge
alter und neuer Ergebnisse.

Zunichst zeigen die zusammengehorigen Beziehungen

(1) @g:fK(x,g)fx.dx, RbPx = — fr,

daB fz identisch verschwindet, wenn dies von @z gilt, d. h. wenn
fz zu dem Kern der Integralgleichung orthogonal ist. Dann ist
fx aber auch nach § 22 zu allen Eigenfunktionen orthogonal und
umgekehrt; es ist also klar, da eine im Grundgebiet stetige
Funktion, die zu allen Eigenfunktionen der Sturm-
Liouvilleschen Aufgabe orthogonal ist, identisch ver-
schwindet.

Das ist ein wichtiger Satz, um dessen Beweis Sturm und
Liouville sich vergeblich bemiiht haben.

Erinnern wir ferner daran, daB nach § 26 kein negativer
Eigenwert vorhanden sein kann: Nach § 24 ist also das Mercersche
Theorem anwendbar, und wenn ¢, wieder die normierten Eigen-
funktionen sind, d. h.

1
Pnl = V,,{jV;dx}—1=‘2,
0
so gilt die bilineare Formel
1,0
. — : q)nx'q)ng
K(z, &) = Eﬂ: B

und ihre rechte Seite konvergiert gleichmafiig beziiglich
jeder der Grofen z, £ im Grundgebiet, wenn die andere
in ihm festgehalten wird.

Nach § 22 ist ferner jede quellenmiBige Funktion auf die
Fouriersche Weise nach den Eigenfunktionen zu entwickeln; nach
dem, was in § 27 iiber quellenmifBige Darstellung gesagt wurde,
ist also jede die Randbedingungen erfiillende Funktion
in der angegebenen Weise entwickelbar, die mit ihrer
ersten Ableitung im Grundgebiet stetig ist und eine
stiickweise stetige zweite Ableitung besitzt.
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Die Anzahl der Eigenwerte und Eigenfunktionen ist unendlich,
denn die Eigenfunktionen haben ihrer Definition nach stetige
Ableitungen; die bilineare Reihe hitte also auch stetige Ab-
leitungen, wenn die Anzahl ihrer Glieder endlich wiire; sie ist
aber dem Kern gleich, dessen Ableitung eine Unstetigkeit aufweist.

Leicht ist endlich die Bedeutung des l6senden Kerns zu er-
sehen. Er erfiillt nach § 23, wenn u der Parameter ist, die
Gleichung X
@)  T@yw)=K@y) +ufK@e) ey p)de

0
Wenden wir nun die Gleichungen (1) auf das zweite Glied der
rechten Seite an, so ergibt sich

LIz, y;p) = 8K —u (2, y;0) = —u (2, y; 0)
oder d ar
ferner zeigt die Gleichung (2), daB die Ableitungen ¢I'/ox und
0K /ox dieselbe Unstetigkeit aufweisen, also
or s—o
y =
0% g4
Endlich erfiillt I ebenso wie K als Funktion von z die ein fiir
allemal vorgeschriebenen Randbedingungen. Die Grofie I" ist also
genau so gebildet wie der Kern K, nur daf man nicht von der
Gleichung 8y = 0, sondern von der allgemeineren Ly + uy == 0
ausgeht. In der Tat wissen wir ja nach § 23, dal der losende
Kern als Kern einer Integralgleichung genommen werden kann,
deren Eigenfunktionen dieselben sind wie bei dem urspriinglichen
Kern. Da die bilineare Formel gilt, kann man schreiben

nZ .
'@ yp) = q)l—_qz—y-_
n n

1.

§ 29.
Asymptotische Darstellung der Eigenfunktionen.

So schone Ergebnisse die Integralgleichungen geliefert haben,
mufl doch auf die Differentialgleichung der Funktionen ¥ und
das zugehdrige Randwertproblem zuriickgegangen werden, wenn
man die Sitze iiber die Darstellung willkiirlicher Funktionen in
so allgemeiner Form erhalten will, wie es fiir die Anwendungen
notig ist.
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Zu diesem Zweck transformieren wir die Gleichung

( dx)-{—(l——l)V——O

durch die Substitutlonen
x 1
dzx W d
2 — —= U = VV ]{, Z - [
[ VE JV

0 0

8

> |

und erhalten eine Gleichung von der Form

d:U _
(1) qp FE—DU=0
und Grenzbedingungen
AU 0 AU | A
@) W—ltbg.w+ﬂ(/‘_o,

in denen &', H’ Konstante, aber nicht notwendig positiv und mit
h, H zugleich endlich sind; der Fall, daB eine der Griofen h, H
unendlich sei, werde zunéchst ausgeschlossen. Wir bemerken noch
die offenbar richtige Gleichung

} V4
jV2dx :J'Uﬁdz.
0 0

Jetzt beachten wir, dal die Gleichung (1), wenn A = @2
gesetzt wird, mit jeder der folgenden identisch ist:

d (sin gz% — 9Ucosgz> = LUsingzdz,

d (cosgz%g + gUsingz) — LUcosgzdz.

Integriert man diese Gleichungen und fiihrt, indem man ¢ will-
kiirlich 186t, nur die erste der Grenzbedingungen (2) sowie die
Gleichung o

U‘ =1

ein, so ergibt sich

sin @ 2

dU—gcosgx U= —g-}-jL’U’singz’dz',
0

cosgz% + osingz. U = h’-}-j‘L’U’cosxgz’dz’,

0
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wobei durch L', U’ die Funktionen L, U, in denen ¢ durch 2
ersetzt ist, bezeichnet sind. Hieraus folgt

(3) U=cosgz+ SIEQZ+%IL’U’sing(z~z’)dz’,
0
€)) —;— ‘f—lg = —singz + h_cg)‘)s&z + éjL’ U'cosg(z—2)dz.
0
Im Falle ' — oo gibt der Ansatz
0 dlU o

durch eine der durchgefithrten #hnliche Rechnung

4

(3) U=—1sinpz+4 %J L'U'sing(e —2)d2.
0

Die Gleichungen (8) und (4), die wir niher verfolgen, ergeben
wichtige Resultate betreffs der Werte von U. Zun#chst kann
diese Funktion von 2z auf Grund bekannter Eigenschaften der
linearen Differentialgleichungen durch das ganze Intervall von
¢ = 0 bis 2z = Z fortgesetzt werden, wobei sie selbst wie auch
ihre Ableitung unter einer von # unabhingigen Schranke liegt, die
aber zunichst moglicherweise von ¢ abhingt. Es sei z. B. @ die
erste positive ganze Zahl, die von den Werten |U| weder erreicht
noch iiberschritten wird. Dann ist die rechte Seite der Glei-
chung (3) absolut kleiner als

[72' J‘
1 — L'dz

die linke Seite wird aber fiir gewisse Werte von z nicht kleiner
als ¢ — 1, woraus sich ergibt

0—1< 1+’—\ + g[jw;dz,

12‘ \h’
1— s [iTde | <14 7
o= 1Eas] <1

Da nun die Klammer auf der linken sowie die rechte Seite
sich bei wachsenden Werten 4 und |¢| der Grenze -+ 1 anndhern,
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so ist klar, dal @ bei diesen Werten nicht unendlich zunimmt,
gsondern unter einer festen von ¢ unabhiingigen Schranke ver-
bleibt. Dasselbe gilt daher von |U| und der Gleichung (4) zu-
folge auch von der GroBe ¢—'dU/dz. Eben diese Ergebnisse
folgen auch in derselben Weise aus der Gleichung (5).

Weiter ergeben die Gleichungen (3) und (4) die Identitit

%g_;_H’U_—: (0 — P')singz— Pcosg 2,

wobei die Groflen P und P’, die leicht zu bilden sind, zwischen
endlichen, von ¢ unabhédngigen Schranken liegen. Die Eigenwerte
4 = g2 werden daher durch die Gleichung

(6) tang ¢ Z =
definiert, die zeigt, daB

P

o— P&
nw

— _Z—+8n

zu setzen ist, wobel # eine positive ganze Zahl bedeutet, die von
einer gewissen Grenze ab immer um Eins wichst, wenn man zu
dem nichstgroferen Wert von 4 iibergeht, und die Gleichung

lim &y = 0
0= 1 oo

gilt. Schreibt man die Gleichung (6) in den Formen
tang(nz + 6,4) = tangen Z = L

_p + &
Z n

—(P' —
" en = ztanga ntang e, Z [P — (P'— &) tang e, Z]

und beachtet, daB die rechte Seite der letzten Gleichung zwischen
endlichen, von #» und ¢ unabhingigen Schranken verbleibt, das
Verhiltnis n:¢ aber einem endlichen Grenzwerte zustrebt, so
wird klar, da man setzen kann:

__ B, __nm B,
8"_?’ 9_7—}‘?5
(M 5 .
c0sgs = cos " 4 =L, sings=sin" ° 4 2
Z 9’ Z 9')

wobei die Grofien B zwischen festen, von ¢ unabhingigen Schranken
verbleiben.
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Hieraus ergibt sich mittels der Gleichung (3) leicht

zZ

j.U 2de = g + %,

0
wenn B, eine GroBe ist, die die Eigenschaften von B,, B, und B,
besitzt; die normierten Eigenfunktionen haben also, der Glei-
chung (7) zufolge, die Form
8 V/k.tp,.le/% cosngzﬁ—%,
wobei der Buchstabe ¥ hier und fortan eine Grofie bedeute, die
zwischen endlichen von » und z unabhingigen Schranken liegt.
Dabei ist zwar, streng genommen, nicht bewiesen, dafl ¢,z die
nte Eigenfunktion ist, da erst von einer gewissen Grenze ab dem
um Eins wachsenden Werte von # die aufeinanderfolgenden Werte
von ¢ oder A entsprechen. Das ist aber fiir die Konvergenz-
fragen, die wir jetzt in Angriff nehmen, unwesentlich; man konnte
auBer der Reihe ¢,, g,,... noch eine endliche Anzahl von Eigen-
funktionen hinzufiigen, um das vollstindige System zu erhalten.

Analog der Gleichung (8) findet man aus den Gleichungen (4)

und (7)

Faghx = Z4/2 . nmz W
®) o —,Tnl/”z‘s“‘h*z T
und der zugehorige Eigenwert hat die Form
ninz W
—— 2 — -
Ay = 0* = z2 n’
go daf 7
‘ 1 2 L
(10) Z = n2n? <1 + W)

gesetzt werden kann.

§ 30.
Die bilineare Reihe und ihre Ableitung.

Fiihren wir neben z ein zweites Argument z; ein, das fiir x
gesetzt 2z und k in 2, und k, iberfiihre, so ergeben die Formeln (8)
und (10) des vorigen Paragraphen unmittelbar:

4
— PnZ. . Puy 24 1 nwz NI s, ¥
VEkk, ; I >, s cos —,- cos — -+ + Eﬂjnﬂ’

Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl. 8
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wobei die Schranken der Groflen ¥ wie von x so auch von z,
unabhingig sind. Die Reihe auf der linken Seite ist zwar nicht
vollstindig als die bilineare Reihe nachgewiesen, da die Funk-
tionen ¢,z und cos(nmz/Z) einander vielleicht nicht véllig ein-
deutig entsprechen, aber jene Reihe kann sich von der bilinearen
nur um eine endliche Anzahl von Gliedern unterscheiden. Die
bilineare Reihe des Kerns K(z,y) konvergiert also im Grund-
gebiet absolut und gleichmiBig beziiglich beider Variablen, was
in beschrinkterem Sinne nach § 28 schon aus dem Mercerschen
Satz folgt, und es gilt die bilineare Formel

. P . Pp X
K(z, 2,) = ; ‘—ln—i'
Die Formeln (8), (9) und (10) des § 29 zeigen ferner, dab
die Reihe 4 (p'nx_ Pp
— Vk3k, Z_TJ
sich von der Reihe

. N T2
- E —sn——— 08

1 *s' 717!(4+21)+ Z 6 nyr(zZ—zl)

T n

(1)

nur um eine bezughch beider Argumente im Grundgebiet gleich-
miBig konvergierende Reihe, also eine stetige Funktion beider
Argumente unterscheidet. Da nun die Gréfien % und %, im Grund-
gebiet stetig und positiv bleiben, folgt weiter, daB die Reihe

fo, = Z‘Pﬂx PuZy

in jedem Geblet der Variablen glelchmaﬂlg konvergiert, in welchem
dies von der Reihe (1) gilt. Dazu geniigt es, 2, an irgend einer
Stelle des Grundgebietes festzuhalten und z eine Strecke, die
einen Teil dieses Gebietes bildet und , nicht enthilt, durchlaufen
zu lassen. Dann bleiben die Groflen z—2z, und 24 2z, iiber
einer positiven Grenze und unter einer Schranke von der Form
2 Z — ¢, wobei ¢ eine positive Konstante bedeutet. Daraus aber
schlieft man, daB die Reihen auf der rechten Seite der Gleichung (1)
gleichmiBig konvergieren, indem man sich der in § 4 entwickelten
Eigenschaften der Reihe

1, co

sin %

erinnert.
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An der Stelle x, =z, 7z, — 2z wird der zweite Teil der
Reihe (1), als Funktion von z; betrachtet, unstetig; dasselbe gilt
daher von fz, und es gilt dabei offenbar die Gleichung

2 fea—0) +i(z+0) = 2fa
Aus den auf Konvergenz beziiglichen Eigenschaften der Reihe

Leo
PnZ. Qpo
277

n

ergibt sich sodann auf Grund des in § 5 benutzten allgemeinen
Satzes iiber die Moglichkeit, eine Reihe gliedweise zu differen-
zieren, da ja die bilineare Formel gilt, die weitere Formel

1, 00 '
nx- n
(3) K (g, 0) = > 22502,

sobald z und o« verschieden sind.

Da ferner der Kern K (z, &), der an der Stelle z = £ eine
unstetige Ableitung nach z besitzt, als Funktion von z mittels
der bilinearen Formel nach den Eigenfunktionen ¢,z entwickelt
werden kann, so gilt dasselbe von dem Ausdruck

¢x+a1K(x1 §1)+d2K(£E, §2) + —}—amK(:c, gm)a

in welchem a,, a,, ... konstant sind und @z quellenmiBig dar-
gestellt werden kann. Wie in § 5 schlieBen wir hieraus, daB jede
Funktion nach den Eigenfunktionen auf die Fouriersche Weise
entwickelt werden kann, deren Ableitung im Innern des Grund-
gebietes eine endliche Anzahl von Spriingen macht, wihrend die
Funktion selbst im iibrigen die in § 20 angegebenen charakte-
ristischen Eigenschaften der Funktion @z besitzt.

Sodann erhidlt man unstetige, nach den Eigenfunktionen ent-
wickelte Funktionen, wenn man in der Formel

n

1,0 ,
; nd . Py
K@= P29

£ als die unabbingige Variable auffafit; der Formel (2) zufolge
ist der Wert der Reihe in einer Unstetigkeitsstelle das arith-
metische Mittel der beiden Grenzwerte,. denen die dargestellte
Funktion zustrebt, wenn man sich von oben oder unten der Un-
stetigkeitsstelle annéhert.

8*
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Speziell gelten die Formeln
' N wl. ng w0 ‘Png
CEESCOHED s I (OO

und liefern die Entwicklung einer die Grenzbedingung nicht
erfiillenden Funktion von £. Denn da z. B. in der Grofe K'(1, §)
das zweite Argument das kleinere ist, hat man nach §27 zu

SR KL, 5 =gtvl, E(1,H= gty

und diese Grofe erfiilllt als Funktion ven £ an der Stelle £ =1
die Grenzbedingung nicht, da sonst die Funktion ¢z beide Grenz-
bedingungen erfiillte, was nicht geschieht. Die GroBe, die ver-
moge der Grenzbedingung verschwinden sollte, ist also von Null
verschieden.

Die Formeln (4) sind zwar zunichst nur fiir den Fall ab-
geleitet, dall die unter den Funktionszeichen K’ stehenden Argu-
mente verschieden sind. Aber z. B. die erste von ihnen gilt auch
fir £ =1, wenn nur H nicht unendlich ist. Dann hat man
niamlich die Gleichung

®) kK (5 5)|'= —HE(Q,§ = _H’ZMil‘Pr_ﬁ,

und zwar auch fiir § = 1. Da nun die Eigenfunktionen die
Grenzbedingung
kg, + Ho,

erfilllen, kann man die rechte Seite der Gleichung (5) leicht in
die der ersten Gleichung (4) iiberfithren, und letztere ist auch
fir die Stelle £ — 1 erwiesen. Analog gilt die zweite Formel (4)
auch fir £ = 0, wenn % nicht unendlich ist; die Formeln “
versagen also nur in solchen Endpunkten des Grundgebietes, in
denen alle Eigenfunktionen verschwinden.

Die erhaltenen Resultate zeigen, daB die mit konstanten
Koeffizienten q, b, a,, b, gebildete GroSe

1:0

D5+ Do, K (5, 5) + D16 K' (10 2) + a K (1, &) + b K' (0, ),

in eine Fouriersche Reihe nach den Eigenfunktionen entwickelt
werden kann, also eine Funktion von z, die beliebig viele ge-
gebene Unstetigkeiten an sich selbst und ihrer ersten Ableitung dar-
bietet und der Grofe, die in den Grenzbedingungen gleich Null
gesetzt wird, einen beliebigen Wert gibt. Dabei ist der Wert



§ 31. Sturm-Liouvillesche Theorie. 117

der Reihe in einer Unstetigkeitsstelle in derselben Weise wie bei
der Reihe K'(z, £) oder fz, zu bestimmen.

Hieraus erhdlt man wie in § 5 den Satz, dall jede Funk-
tion fz, die auf der Strecke von 0 bis 1 mit ihren ersten
beiden Ableitungen stiickweise stetig ist, in dey Form

1
fx=2> (p,,x.{foc.tpnoc.doc
" 0
dargestellt werden kann; sie braucht dabei keineswegs die
Randbedingungen der Eigenfunktionen zu erfiillen. In den Un-
stetigkeitsstellen der Funktion fz gibt die Reihe den Wert

;@ 40)+ f(z—0)];

in einem Endpunkte des Grundgebietes, in dem die Eigenfunktionen
verschwinden, gibt die Reihe natiirlich den im allgemeinen un-
richtigen Wert Null. GleichmiBig konvergiert die erhaltene Reihe
wie die benutzten Reihen K'(z, £) als Funktionen von & auf jeder
Strecke, die weder einen Unstetigkeitspunkt der dargestellten
Funktion enthilt, noch einen Endpunkt des Grundgebietes, in dem
diese Funktion die Grenzbedingung der Eigenfunktionen verletat.

Ist ferner fx eine beliebige von z =0 bis z =1
stetige Funktion, so erhilt man nach der Methode des
§ 6 die von Stekloff bewiesene Gleichung:

j‘(foc)2doc :LEZO[Ifa.¢na.da]2;

besteht diese Gleichung fiir irgend ein orthogonales Funktionen-
system ¢@,, so nennen wir dieses abgeschlossen, die Gleichung
Abgeschlossenheitsrelation. Die Moglichkeit des Beweises beruht
wie in § 6 darauf, dal man eine beliebige stetige Funktion durch
quellenméflige angendhert darstellen kann.

§ 31.
Belastete Integralgleichungen,

Die Sturm-Liouvillesche Randwertaufgabe wird bei wich-
tigen Anwendungen dahin abgeindert, daB der Eigenwert i in
den Randbedingungen auftritt. Bei elektromagnetischen Aus-
gleichsvermdgen in Kabeln sowie bei Schwingungen von Saiten
mit elastisch befestigten Endpunkten wird etwa gefordert, ¥V auf
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der Strecke von 2 — 0 bis 2 = 1 80 zu bestimmen, dal die
Gleichungen

(N V'4+iV=0, V0=0, [(p—gqb)V+V]1=0

gelten, in denen p und g Konstante und, was wesentlich, ¢ positiv
ist. Man findet sofort fiir Eigenfunktionen und Eigenwerte

V=sinzyi, (p—gA)sinyi 4+ yicosyi = 0.

Sind 4, und 4, verschiedene Eigenwerte, ¥, und ¥V, die zugehi-
rigen Eigenfunktionen und unterwirft man die mit den Werten
A = 4, und 2 = 4; angesetzten Gleichungen (1) der Greenschen
Operation, indem man die erste mit ¥,, die zweite mit ¥, multi-
pliziert und subtrahiert, so ergibt sich

1
T+ [ Vade = 0;
0

die Funktionen ¥, und V, sind also nicht im bisherigen Sinne
orthogonal. Fiihren wir aber ein Zeichen belasteter Integra-
tion im Grundgebiet durch die Gleichung

— 1

(2) J’foc.doc:j.foc.dow—q.fl
0

ein, so erhalten wir die Beziehung

j_Vl V,dz = 0,

die wir als belastete Orthogonalitit bezeichnen. Eine Ver-
allgemeinerung der Definition (2) kann bei anderen Aufgaben
darin bestehen, daB rechts die Werte des Integranden an be-
liebig vielen festgelegten Stellen des Grundgebietes auftreten,
jeder mit einem festen positiven Faktor multipliziert.

Fiihren wir jetzt eine Greensche Funktion K(z,§) ein, die
‘die Gleichungen

K”(.’L‘,g):ﬂ, K(Oga):-o’ K’(11§)+pK(1’§):01
K'((—0,§) —K'(£+0,8) =1

erfiillt und nach der Schlufformel des § 1, wenn z < £, durch
den Ausdruck

K@@=K@m=wﬂﬁ$;¢n
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gegeben wird, so liefert die Greensche Operation auf die GroBen
K und V und ihre Differentialgleichungen angewandt die Gleichung

1
VeE=AV1.K(1, g)+/1jK(x, §Vdz
0
oder die belastete Integralgleichung
VE= zjlf(x, g Vda.

Sie fiihrt dazu, eine quellenmiBige Funktion in der Form

Fz =K@ o) fe.do = | K (2,0)fo.de+ qK(z, 1)1
0
darzustellen, fiir die man sofort mittels einer oft durchgefiihrten
Rechnung die Differentialgleichung

F'y = —fx
und die Randgleichungen
() FO=0, FP1+pFl—qfl=F14pF14qF"1 =0

findet. Ist fx im Grundgebiete stiickweise stetig, so ist Fz
mit der ersten Ableitung stetig und besitzt eine stiickweise stetige
zweite Ableitung. Hat eine andere Funktion @ diese Eigenschaften
und erfiillt die Randgleichungen (3), so setze man fz = — @"z;
dann findet man fiir die Differenz § x — ®@x — Fr die Bezichungen
§F'z=0, Fl+pFl=0, F0=0,
die, da '« stetig ist, im ganzen Grundgebiete = = O ergeben,
also @z = Fz; die Funktion @z kann quellenmiBig dargestellt
werden.

- Der Nutzen des belasteten Integralzeichens besteht nun darin,
daB es alle fiir die Theorie der Integralgleichungen im dritten Ab-
schnitt wesentlichen Eigenschaften des Zeichens der gewohnlichen
Integration iiber das Grundgebiet teilt, so daB jene Theorie mit allen
Ergebnissen auf die belastete Integralgleichung iibertragen werden
kann. Diese wesentlichen Eigenschaften lassen sich aufzihlen.
Zuniichst ist die Vertauschbarkeit der Integration mit der Addi-
tion der Integranden sowie mit der Multiplikation des Inte-
granden mit einem konstanten Faktor zu erwihnen; sodann die
Eigenschaft, daf das Integral einer nicht negativen stetigen
Grofle positiv ist und nur dann verschwindet, wenn der Inte-
grand im Grundgebiete iiberall verschwindet. Diese Eigenschaften
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gelten auch fiir eine doppelte Integration iiber das Grundgebiet,
bei der, wenn der Integrand stetig ist, die Folge der Integra-
tionen ohne Einfluf ist. Aus diesen Eigenschaften der Integra-
tion ergibt sich im besonderen die Schwarzsche Ungleichung;
sie alle sind sofort auf das Zeichen der belasteten Integration
zu iibertragen. Endlich ist noch als wesentlich zu erwihnen,
dal auch bei der belasteten Integration eine derartige positive
Konstante ¢ vorliegt, da immer die Ungleichung

fj_:foc.doc; < ge

gilt, sobald |f«! <g; im oben betrachteten Sonderfalle ist
¢ =1+ ¢ zu setzen, und es ist wesentlich, dall ¢q positiv ist.
Auf dieser Eigenschaft beruht es, dal eine im Grundgebiete
gleichmiBig konvergierende Reihe gliedweise auch belastet inte-
griert werden darf.

Ein Blick auf die §§ 18 bis 24 geniigt, um einzusehen, daB
nur die hier erwihnten Eigenschaften bei der Untersuchung
stetiger Kerne vorkommen; man darf daher die Ergebnisse der
allgemeinen Theorie des dritten Abschnittes, soweit stetige Kerne
in Betracht kommen, auf die belasteten Integralgleichungen iiber-
tragen, z. B. das Mercersche Theorem nach § 24 und die Sétze
des § 20 iiber die bilineare Reihe. In dieser sind natiirlich die
normierten Eigenfunktionen so zu verstehen, dal die Gleichungen

Y((p,, z)2dxr =1

bestehen, der Grofle ¥V ist also der Normierungsfaktor

1
[[V2da]~" = [¢(Ve1) + | V2da] ™™
0
beizufiigen.

Einen wesentlichen Teil der nétigen Sétze iiber die Dar-
stellung willkiirlicher Funktionen liefert das Mercersche Theorem,
da die zur Bestimmung der Eigenwerte dienende Gleichung nach
Cauchy hochstens éndlich viele negative Wurzeln haben kann.
Die bilineare Formel gilt also und die bilineare Reihe konver-
giert im Grundgebiete in bestimmtem Sinne gleichmiBig. Multi-
pliziert man die Formel mit fz und integriert mit dem belasteten
Integralzeichen gliedweise, so ist sofort ersichtlich, dall jede
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quellenmiBige Funktion nach den Eigenfunktionen entwickelt
werden kann, Da ferner

‘ AZ. Pl
@ E@l)=17,= 25

50 kann man auch jede Funktion @z entwickeln, die die Eigen-
schaften der quellenmifigen besitzt mit Ausnahme der zweiten
Randeigenschaft; setzt man
"Fx = ®x + ax,
so kann die Konstante ¢ so gewihlt werden, daf Fz die zweite
Randgleichung (3) erfiillt, also quellenmifig dargestellt werden
kann; nun ist ax nach (4) entwickelbar, also auch @z. Endlich
bietet die bilineare Formel die Moglichkeit in Ausdriicken wie
a K(, &)+ a, K(z, &) +---

Funktionen mit nur stiickweise stetiger erster Ableitung her-
zustellen; nach der Methode des § 30 schlieft man also, daf
jede stetige Funktion mit stiickweise stetigen Ablei-
tungen erster und zweiter Ordnung, die an der Stelle
z = 0 verschwindet, nach den KEigenfunktionen ent-
wickelt werden kann.

Man erweitert diesen Satz noch, wenn man die asymptotische
Form der Eigenwerte beriicksichtigt; man ersieht aus der Glei-
chung, die sie- definiert, da ann&hernd

Ay = (n + 3272
gesetzt werden kann. Daraus schlieft man wie in § 30, dafi die
bilineare Reihe gliedweise differenziert werden kann; in den
Reihen

K (@8 = SO0,

n

1 g ”0 ”
K'(0,8) = 1 — T Z‘p Pns
—pé

nl n
EL)= Z"” Put

hat man unstetige und die Randbedlngungen nicht erfiillende
Funktionen von ¢ nach den Eigenfunktionen ¢,£ entwickelt, und
folgert daraus wiederum wie in § 30, daB jede mit ihren ersten
‘beiden Ableitungen im Grundgebiete stiickweise stetige
Funktion nach den Eigenfunktionen entwickelt werden
kann.
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§ 32.
Integralgleichungen und Besselsche Funktionen.

Beim Problem des schwingenden Seiles (§ 10) und bei anderen
Problemen der mathematischen Physik tritt das System der Funk-
tionen J, (¢x) auf, wobei m eine nicht negative ganze oder ge-
brochene Zahl bedeutet, /.2 das an der Stelle x = 0 von Loga-
rithmen und negativen Potenzen von x freie Integral der Gleichung

2y’ +ay + (@ —m)y =0
ist, und die Zahlen ¢ durch eine Gleichung von der Form

0Jmo + HJuo =0
definiert sind, in der dureh H eine Konstante bezeichnet wird,
die nicht negativ ist; letztere kann auch den Wert oo annehmen,
so daB die Werte ¢ die Wurzeln der Gleichung
Jno = 0

sind. Es handelt sich bei den erwahnten Problemen darum, eine
auf der Strecke von # — 0 bis # = 1 willkiirlich gegebene Funk-
tion nach den Griofen oJ,,(¢x) zu entwickeln, bei denen man sich,
da J,z das Produkt aus 2™ und einer geraden Funktion von x ist,
auf die positiven Werte von ¢ beschrinken kann.

Das System dieser Funktionen ist dem Sturm-Liouville-
schen verwandt, was besonders klar wird, wenn wir die Grofien

Yy = I (9 V;)

betrachten, die von Logarithmen und negativen Potenzen von z
freie Integrale der Gleichung

d dy me\ .
%<4xﬁ>+<1—;>y_o, 62— 4

sind und die Grenzbedingung
dy 1

erfiillen. Diese Differentialgleichung fillt unter den von Sturm
und Liouville betrachteten Typus mit der Modifikation, daf fiir
die in der allgemeinen Theorie durch % und 7 bezeichneten Grifien
die Gleichungen , ‘
I lo =0, l;o = o©

gelten. Trotz dieser Singularititen erkennt man die Gréfen
Jm(0x) als zueinander orthogonal, indem man zwei von ihnen
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durch 7, und V, bezeichnet und aus den zugehdrigen Differen-
tialgleichungen nach der oft gebrauchten Methode die Formel

1
4z(V, Vo=V, V)i + (h—A) [V, Vde =0
[

ableitet, in der das vom Integralzeichen freie Glied an der Stelle
2 == 0 wegen des Faktors z verschwindet.

Dab ferner die GroBen J,, (or) Eigenwerte eines symmetrischen
Kernes sind, ersiecht man durch Entwicklungen, die den in § 27
durchgefiihrten sebr #hnlich sind. Abgesehen von dem als aus-
geartet anzusehenden Falle m — H — 0 ist der Kern das von
Logarithmen und negativen Potenzen von z freie Integral der

Gleichung
d dy 73
2 —
(2 Ly = <4xdx> —¥=20
das an der Stelle x = 1 die Randbedingung (1) erfiillt und an
der Stelle z = § gem'aiB der Gleichung

=0 _

§—
kK (z, &) o 1

singuldr wird.
Diese Kerne lassen sich darstellen. Bezeichnet man durch
% den echten der beiden Briiche

r &
g’ ;1
so erhdlt man fiir m — 0 die Gleichung

®) K@) = g5 — 5 log™,

fiir m > 0 allgemein

= 4z K'(x, §)

levo —

1 = 5
@ K@h=gm — @9+ 5

also Ausdriicke, die offenbar auch fiir den Fall H — oo einen
bestimmten Sinn behalten; bei der Annahme m > 0 kann auch
H = 0 gesetzt werden.

Nimmt man in diesen Ausdriicken fiir die ganze Strecke von
0 bis 1 den Wert
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so stellen sie das bis auf einen konstanten Faktor bestimmte
Integral der Gleichung (2) dar, das eine stetige Ableitung besitzt
und an der Stelle z = 1 die Randbedingung erfiilit. Dieses Inte-
gral enthilt an der Stelle £ — 0 negative Potenzen oder Loga-
rithmen. Sollen also diese Singularititen bei einem die Rand-
bedingung erfilllenden Integral der Gleichung (2) ausgeschlossen
sein, 80 mufl dieses identisch verschwinden.

In dem ausgearteten Falle m — H = 0 sucht man nach dem
in § 27 gegebenen Ansatz das an der Stelle z = 0 von Logarithmen
freie Integral der Gleichung

d dy L
- <4xﬁ> —1 =0,

das im iibrigen dieselben Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen
erfiillt wie die bisher betrachteten Kerne, und findet

K(z, &) _ﬁé_ll xé 3

g %y 8’

wobei die additive Konstante so bestimmt ist, daB die Gleichung

J}K(x, £dz = 0

gilt.

Diese Kerne sind an der Stelle # — & — 0 unendlich oder
in gewissem Sinne unbestimmt; wir stellen aber fest, daB sie zu
den brauchbar unstetigen Kernen gehoren.

In den Brauchbarkeltsbedmgungen des § 19 wird verlangt,
dafl ein einfaches oder ein Doppelintegral, unter welchem der
Kern einmal oder zweimal als Faktor vorkommt, stetige Funktion
eines im Integranden stetig vorkommenden Parameters sei und
daB die Integrationen vertauscht werden diirfen. Da nun der Kern
K (z,0) nur an der Stelle # — « — 0 singulir ist, so kann man
von den Gebieten der einfachen oder doppelten Integration ein be-
liebig wenig ausgedehntes Teilgebiet so abscheiden, daB auBerhalb
desselben alle betrachteten Integranden stetig bleiben. Dann
sind die iiber die Restgebiete erstreckten Integrale in der ge-
wiinschten Weise stetig und lassen die Vertauschung der Inte-
grationen zu. Dasselbe 148t sich von den iiber die vollen Grund-
gebiete erstreckten Integralen dann sagen, wenn‘der Wert der
iber das kleine Teilgebiet erstreckten Integrale beliebig herab-
gedriickt werden kann. Das ist bei dem Kern (3) daraus er-
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sichtlich, daB die Unendlichkeit des Kerns K (e, ) nur dadurch
-zustande kommt, daB er einen der Werte

i~lloou i—-llogac

2H 8 °7 2H 8
annimmt, die an der Stelle &« — 2 = 0 unendlich werden. Nun
kann aber jedes Integral von der Form

() j f (e, ) (log e} d o, “ f («, ) (log )t (log z)* d v d z,

in welchem f(w, x) stetig ist, abgeschitzt werden, indem man als
Integrationsgebiete die Strecke 0 <<« <"a oder das Quadrat

(6) 0sa<<a, 0Z2<a
nimmt, was in unserem Falle die oben erwihnten kleinen Teil-

gebiete sein konnten. Die Integrale (5) sind bei jeder Integrations-
folge kleiner als die Integrale

g j (logx)de, g | [(log ) (logz)*doda,
0 00

in denen g eine obere Schranke der Werte |f (o, z)| ist, und die
offenbar mit a unendlich abnehmen.

Bei dem Kern (4) liegt die Sache noch etwas einfacher,
indem er an der singuldren Stelle x =— £ = 0 nur unbestimmt
innerhalb einer bestimmten endlichen Wertstrecke wird; setzen
wir x = c&, 0=c<<1, so haben wir

1 m

. _ L3
i K e85 = g

Die Grenzwerte K (-4 0, + 0) liegen also auf der Strecke von

0 bis 1—1,1; Daraus folgt aber sofort, daB die iiber die Teil-

gebiete (6) erstreckten Integrale von der Form derer, die bei
den Brauchbarkeitsbedingungen des § 19 auftreten, mit a ver-
schwinden; auch die Kerne (4) sind brauchbar.

Hiernach sind die Sitze des dritten Abschnitts, soweit sie
nicht ausdriicklich auf stetige Kerne eingeschrinkt sind, auf die
Integralgleichungen der Besselschen Funktionen anwendbar;
insbesondere gilt dies von § 22, nach welchem eine zu allen
Eigenfunktionen orthogonale, auf dem Grundgebiet stetige Funktion
auch zu dem Kern orthogonal ist. Nun gibt aber, wenn

Fx:le(x, o)foe.do
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gesetzt wird, eine leichte Rechnung
QFx = — fux;

verschwindet also Fx identisch, so daB fx zu dem Kern K (z, &)
orthogonal ist, so muBl auch fz identisch verschwinden. Der Saiz
des § 22 gibt also die Folgerung, daB eine im Grundgebiet
stetige Funktion fz identisch verschwindet, wenn sie zu
allen Eigenfunktionen orthogonal ist, d. h. wenn alle
Gleichungen

1
Ifx.Jm(Vlu_x)d:c: 0, n=1,2...

gelten.

Wesentlich anders als bei den Sturm-Liouvilleschen Funk-
tionen muf bei den Besselschen die bilineare Formel abgeleitet
werden, da der Mercersche Satz an stetige Kerne gebunden ist.

Es ist bekannt, daf die Funktion J,,z fiir groBle reelle Argu-
mente asymptotisch durch den Ausdruck

7 T mn
V;z_x cos <Z —z+ T)

dargestellt wird. Daraus ersiecht man leicht, daB die oberhalb
einer gewissen Grenze liegenden Wwizeln der Gleichung
0Jne + HJpne =0

im wesentlichen in arithmetischer Progression und die Eigenwerte
A. wesentlich wie die Quadrate der natiirlichen Zahlen fort-
schreiten, so da die Reihe
1
>,

konvergiert. Aber anderseits zeigt die angefiihrte asymptotische
Darstellung, daf

1 1

7 QJme(gx)ﬁdx =j.J,,,(g\/;)2dx = %

0 0

gesetzt werden kann, wobei ¥ zwischen von ¢ unabhiingigen, end-
lichen und positiven Grenzen liegt; die normierten Eigenfunktionen

war = T (52) [ (VB ]
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bleiben also nicht in dem ganzen Grundgebiet zwischen endlichen
von # unabhingigen Grenzen, so daf die bilineare Reihe

2 ‘anl- PnY

nicht in derselben Weise konvergiert, wie bei den Sturm-
Liouvilleschen Funktionen. B

Nun zeigt die asymptotische Darstellung von J,, daB Yz, =
zwischen endlichen Schranken liegt; man kann daher setzen,
indem man V£ fiir # schreibt,

VeVETn(eVE) = ®, VEJ.(oVE) = vi;

Sobald daher die Griofle & iiber einer beliebig klein festgelegten
positiven Grofe & verbleibt, kann man auch

Tn(oVE) = =

- Ve
setzen, mithin nach (7)
—_— 1 !
0ut _ InoVE)| [ oy pas] " = 2,
Aa 02 J Y
und da die GroBed,, (¢ } z ) jedenfalls zwischen endlichen von z und
¢ unabhingigen Schranken bleibt, folgt
. DN nZ Pp £
p.z = ¥.Vo, %:Lg =
Unter der jetzt geltenden Voraussetzung
(8) E>¢
konvergiert also die bilineare Reihe beziiglich der Variablen z
gleichmiflig; da ferner bei dieser Annahme K (z, &) endlich ist,
kann die Reihe

Q(z, §) = K(z, g)_z%}:’r’é

mit einer stetigen Funktion von z multipliziert von 0 bis 1 nach

x gliedweise integriert werden. Offenbar findet man so z. B.:
1

j(g (%, &) . ona.dx = 0;
0
nach dem oben erhaltenen Satze folgt also fiir das Grundgebiet

Q@8 =0 K¢ — zqﬂlﬂ

unter der Annahme (8).
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Jetzt zeigt der ailgemein auch fiir brauchbar unstetige Kerne
giiltige Satz des § 22, daf eine quellenméBige Funktion

j‘K(x, fx.dx = F§

auf die Fouriersche Weise nach der Formel

entwickelt werden kann.

Unter welchen Bedingungen aber eine Funktion @« quellen-
mifig dargestellt werden kann, sieht man leicht nach der in
§ 27 gebrauchten Methode.

Zunichst findet man ndmlich, wie schon oben erwihnt wurde,
durch leichte Rechnung

LFr = — fux;
ist sodann @ x eine Funktion mit stetiger erster und stiickweise
stetiger zweiter Ableitung, die die Randbedingung der Eigen-
funktionen erfiillt, und setzt man
EldE (4z2@')— %12 =8Pz = —fa,

so ist fz im Falle m > 0 an der Stelle £ =— 0 nur dann sicher
endlich, wenn

lim 2%

z=0 %
endlich ist. Setzen wir dies voraus, so ist F'— @ eine die Rand-
bedingung erfiillende Losung der Gleichung '

2y =0,
deren erste Ableitung stetig ist. Eine solche muf} identisch ver-
schwinden; die letzte Gleichung ist ja mit der durch (2) bezeich-
neten identisch. Die Differenz F'— @ verschwindet also identisch,
und damit ist die Funktion @ quellenmiBig dargestellt; die Argu-
mentation braucht in dem ausgearteten Falle nur unwesentlich
modifiziert zu werden.

Hiermit ist gezeigt, daB eine Funktion von den fiir @z vor-
ausgesetzten Eigenschaften auf die Fouriersche Weise entwickelt
werden kann, einschlieflich der Stelle x — 0. Ist nun zun#chst
m > 0, so enthalten die Eigenfunktionen den verschwindenden
Faktor a'2m; die Darstellung von @z bleibt also an der Stelle
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x = 0 giiltig, wie es die allgemeine Theorie aussagt, da @0 ver-
schwindet. Wenn aber m — 0 ist, braucht dies nicht angenommen
zu werden,

Aus der oben benutzten Gleichung

Vedpz =
folgt iibrigens offenbar
4

- -
V“Jm(g ‘/“) = =
Ve
und wenn die Grofen ¢ und & dem Grundgebiet angehoren,

b b b
o ]
jfu.J,,,(gVoc)doc = J.foc-g% L E —qi—‘. 43 = i_,
o ye Ve Velya Ve
wobei  die GréBe ¢ und b auch in die Grenzen 0 und 1 hinein-
riicken diirfen, die Schranken des Symbols % aber von a und &
unabhingig sind. Da ferner die GréBe J..(oy ) zwischen zwei
von ¢ und z unabhingigen endlichen Grenzen liegt, so erhalt
man aus der Formel (7) die Gleichung

1
q)i'x . j¢nu.fu.da
0

1

— . 1
— MQE@ij(gvg)fa.du:j In(oVe)2da = %

@ J g e
Die nach n gebildete Summe dieser Grofen konvergiert also gleich-
miflig beziiglich der Variablen x und ist auf dem Grundgebiet
mit Einschlufl des Wertes x — 0 stetig. Hiermit bestitigt sich

wiederum, was die allgemeine Theorie voraussagt.

Um ferner Sitze iiber die Darstellung unstetiger oder mit
unstetiger Ableitung versehener Funktionen zu erhalten, betrachten
wir wie in § 30 die bilineare Formel als Fouriersche Entwicklung
einer mit unstetiger Ableitung behafteten Funktion; ebenso die durch
Differentiation erhaltenen als Darstellung unstetiger Funktionen.
Die nétigen Konvergenzeigenschaften findet man wie in § 30 aus
der asymptotischen Darstellung der Eigenfunktionen.

Man findet nun bei der Annahme z > £ im Falle m = 0:

1
! p—
K (xa g) _— 47’

Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl. 9
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und im Falle m > 0
m mom
, &2 m —G-1 m 2-1) mE? 2
K@ ="¢ <— 3 + 4(m+ K H)
also entsprechend beiden Fillen:

' ! ' _gaf_m o om
K@Y =—y K0L=8|-F+5m"rm)
und diese Grofien erfiillen als Funktionen von £ die auf die Stelle

& = 1 beziigliche Randbedingung offenbar nicht.
Hieraus schlieft man nach der Methode des § 5, indem man
den Ausdruck

A ®x+§avK(x, .Ev)—i—],ETbVK’(n,,, 2)+ cK'(1, 2)

betrachtet, daf eine Funktion Fz nach den Eigenfunk-
tionen eines der betrachteten Systeme entwickelt werden
kann, wenn sie mit ihren ersten beiden Ableitungen im
Grundgebiet stiickweise stetig ist, und im Falle m > 0
einen endlichen Grenzwert des Verhiltnisses Fz/z an
der Stelle x =— 0 ergibt. Eine solche Funktion kann némlich
immer in die Form {x gebracht werden, wobei @z die oben
geforderten Eigenschaften besitzt. o

Nach der Methode des § 30 folgt endlich, wenn fx im Grund-
gebiet stetig ist, die Abgeschlossenheitsbeziehung

Zf(fl%)zoloc = g[jfa.Qnu.(lu]ﬂ.

n

§ 33.
Die Legendreschen Polynome.
Die mechanische Bedeutung der Legendreschen Polynome ist

schon in den §§ 10 und 16 erdrtert. Dieselben ergeben sich als
Losungen der Aufgabe in der Gleichung

(1) la—2%2] +10 =0
die Konstante 4 so zu bestimmen, daf ein auf der ganzen Strecke
von £ = — 1 bis # = + 1 endliches Integral mit endlicher Ab-

leitung vorhanden ist. Sind 4, und 4, irgend zwei solcher Werte
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und ®,, O, die zugehorigen endlichen Integrale, so findet man

unmittelbar:
d ae

@2%[(1 — %) dxl] (,x[(l- x2j|+(l2—"11)@1@2 =0,

‘1

a6, 01@2)1+ B
(1_x2)<@gmr_®l-@< Lt =) |6,0,40 =0,

d@

~1
woraus, wenn A, und A, verschieden sind, die Gleichung

+1
J.@l O,dx = 0
—1
folgt. Nimmt man also die Strecke von # =— — 1 bis = 41

als Grundgebiet, so sind die zu verschiedenen der gesuchten
Werte 4 gehorigen endlichen Integrale der Gleichung (1) zu
einander orthogonal.

Nun lassen sich gewisse der gesuchten Werte von 4 leicht
angeben, die Werte 0 und #(» 4 1) néimlich, wenn #n wieder
eine positive ganze Zahl bedeutet, und die zugehorigen Losungen
® sind die Legendreschen Polynome

1 dr
.Pox = 1, .an = W %‘—” [(x’—- 1)”].

Zu jedem dieser Werte A gehort keine andere Funktion @, weil,
wie man leicht sieht, jedes von P,z verschiedene Integral der
Gleichung d

se[a—2F] Fno+ny =0

an den Stellen £ — + 1 unendlich wird. Hitte also die Glei-
chung (1) auler den Legendreschen Polynomen noch eine Losung
® von der gewiinschten Beschaffenheit, so miiite sie zu allen
Funktionen P,z, P,z orthogonal sein:

+1
@) j@dx_ij@dxzo

Hieraus 146t sich aber ableiten, dal @ identisch verschwinden
miifte. Durch die Polynome P,z, P,z 148t sich namlich, da sie
alle von verschiedenem Grade sind, jede ganze positive Potenz
von z, mithin jedes Polynom des Arguments z linear ausdriicken,
und da nach einem beriihmten Theorem von Weierstrass jede
stetige Funktion von z in einem endlichen Intervall durch ein

g*
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Polynom mit beliebig hohem Grade der Anniherung dargestellt
werden kann, gibt es ein lineares Aggregat von Legendreschen
Polynomen, etwa

vr=a,+a, Pix+a,Pox+ -4 anPpz,
von der Beschaffenheit, dal auf dem ganzen Grundgebiet d. h.
der Strecke

—1 é r é +1
die Ungleichung
(3) O —vz <
gilt, wobei ¢ beliebig klein gegeben sei. Dann findet man
+1 +1 +1

j@zd:v:j'@wx.dx + j@(@—sz)dw,
—1 —1 —1

und hier verschwindet rechts das erste Integral, da ® zu allen
Legendreschen Polynomen orthogonal ist. Die resultierende
Gleichung +1 1

[ordz=[0 O —ya)dz,

— —1
kann aber der Ungleichung (3) zufolge nur bestehen, wenn &
auf dem Grundgebiet identisch verschwindet.

Damit ist gezeigt, daf die Werte A —= 0, n(n + 1) in der
Tat die einzigen sind, die bei dem an die Gleichung (1) ge-
kniipften Randwertproblem zu Liosungen der gesuchten Art, eben
den Legendreschen Polynomen fithren. Sodann ergibt sich aus
der durchgefiihrten Argumentation, die nur von der Gleichung (2)
Gebrauch macht, daBl jede auf dem Grundgebiet stetige
Funktion, die zu allen Legendreschen Polynomen ortho-
gonal ist, identisch verschwindet.

Die Funktionen P,z sind nun schon in § 16 als Eigen-
funktionen eines symmetrischen Kerns dargestellt; ihre dyna-
mische Bedeutung fiihrte dazu, den Kern folgendermafien zu
definieren: ‘

x<& K@) =—3log[(1—2)(1+§]—3+log2,

2> K(§) =—ilog[(1 + 2) (1 —§]—3+ log2.

Dann bestehen die Gleichungen )

a1~ K'(5,8)]

dx =9

2O W

(4)

K'(z, &) (1 —2?) =1, K(r,£)dax = 0,

Sy

§—0
§+0
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und die GroBen K(1, &), K(—1, &) sind endlich. Hieraus folgt,
indem wir die Differentialgleichung (4) mit P, multiplizieren
und von der mit K(z, &) multiplizierten Gleichung (1) sub-
trahieren, in gewohnter Weise

+1
Pitf=n(m+1) [P . K(E)de.

Die normierten Eigenfunktionen sind
puz =Vn+ 1 Pz,

da durch leichte partielle Integration die Formel
+1 +1

j(Pn 2Rdr = 527 (nll)zj’{d”[(d;; l)n]}zdx

—1 ~—1

+1
= (—1)"(2 n)!J‘(x‘-*-— Iyds = 2”—1_1

abgeleitet werden kann.

Der erhaltene Kern ist nun zwar an den Stellen x = £ =+ 1
unendlich, aber leicht als brauchbar im Sinne des § 19 nachzu-
weisen. Wir wollen aber hier einmal nicht die allgemeine Theorie,
sondern die besonderen Eigenschaften der betrachteten Gebilde
zugrande legen. Wir gehen davon aus, daB, wenn fz auf dem
Grundgebiet stiickweise stetig ist, die Grofe

+1
Fz = [ K(z,0)fo.de
—1

offenbar eine stetige Funktion von x ist. Versucht man diese,
also eine quellenmiifig dargestellte Funktion von x, nach den
Eigenfunktionen rein formal zu entwickeln, so erhiilt man die Reihe

+1 +1

Rzz%.ijoc.q),.a.doc:E Qlﬂ.[fu.¢nu.daa
n a n n
sobald gezeigt ist, daB in dem Integral
+1 +1 +1
j‘Foc.(pn(x.doc :fq),la.dajK(a,ﬂ)fﬂ.dﬁ
—1 —1 —1

die Reihenfolge der Integrationen geiindert werden darf. Das
ist sicher, wenn man die unteren Integrationsgrenzen durch
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— 1 4 &, die oberen durch 1 —¢ ersetzt und unter & eine be-
liebig kleine positive GroBe versteht. Die hiermit weggelassenen
Teile des Integrationsgebiets geben aber zu dem Integral einen
mit ¢ verschwindenden Beitrag, gleichviel in welcher Reihenfolge
man integriert. Dies ersieht man unmittelbar aus dem expliziten
Ausdruck K(z, £) und daraus, dafi das Integral

j(p:x.logtx.du
0

mit ¢ verschwindet, wenn @« eine im Integrationsgebiet stetige
Funktion bedeutet. Damit ist die Gleichung
+1 +1 +1 41
) jFoc.(pnoc.doc ::jfﬂ.dﬁjK(a, B) puo.don = "fﬁ.zp,lﬂ.dﬁ
—1 —1 —1 : 1

erwiesen; ersetzt man ¢,c.durch 1, so findet man
+1
(6) [Fa.da = o.
-1
Die Reihe R ist nun leicht als im Grundgebiet gleichmiBig
konvergent nachzuweisen. Zu diesem Zweck gehen wir von der
Laplaceschen Formel

P,z = ;zl— I(x + Yxz —1cose)"d e

und der Identitit 0 _
, nxPox—nP, 2
) Pix = T
aus; diese Formeln zeigen, dal die GroBen
®) Poa, () Dnz
n ) n

im Grundgebiet zwischen festen von # unabhingigen endlichen
Grenzen liegen.

Ist nun die Funktion fx auf der Strecke von z — a bis
x = b stetig und hat sie im ganzen Grundgebiet eine stiickweise
stetige Ableitung, so kann man setzen:

b b
d
anu.f“.du:——h(Tl_*_—l)J‘f“'d'—“[(l_‘“2)P;la]d(x
a a b
=l =) fa.Poat—0 1, . o od o
o n(n+1) at+o  w(n+ 1)-‘.,( @ (1 =) Puodo

a
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Diese Gleichung zeigt wegen der abgeleiteten Eigenschaft der
Grofen (8), dafl die Grofe

+1
n"‘P,,a.foc.doc
-1

zwischen endlichen von # unabhingigen Grenzen liegt. Daraus

folgt weiter, dal man
+1 +1

nZ n+ )P,z i
| ?er'q)"“'f“'da—(n(n—)}—l) jP o. fa.da_—_ﬁ

—1
setzen kann, wobei ¥ zwischen endhchen von # unabhingigen
Grenzen liegt. Damit ist die Reihe R als gleichmidfig kon-
vergent erwiesen.

Hieraus folgen auf Grund der Gleichung (5) die Beziehungen
+1 '
j(p,,oc.[Roc—Foc]doc = 0;
—1

da ferner die Legendresche Differentialgleichung die Gleichungen
+1

J'tpn a.doe = 0
—1
ergibt, so folgt auf Grund der Gleichung (6)
+1 '
[[Ra—Fa]da = 0.
-1

Die Differenz B — F ist also zu allen Eigenfunktionen ¢, z,
@3, ... und zur Konstanten orthogonal, also Null:
+1

Fx—zlp" jfoc Pntt. du—Zq),. jFa.qp,,u.doa.

. —1

Damit ist gezeigt,-daBl die in der Form F'z darstellbaren
Funktionen sich in eine auf dem Grundgebiet gleichm#Big konver-
gente Reihe nach den Legendreschen Polynomen P,z, P,uz,...
entwickeln lassen.

Um dies Resultat in eine brauchbare Form zu bringen,
nehmen wir an, die Funktion @z sei im Grundgebiet mit ihren
ersten Ableitungen stetig, habe eine stiickweise stetige zweite und
dritte Ableitung und erfiille die Gleichung

+1
9) [ou.de =0

—1
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setzt man dann d ,
iz (1—2)P'2z] = —fz,
8o hat diese Grife die soeben von fz verlangte Beschaffenheit.
Bildet man mit ihr die Grofe Fz, so findet man leicht
+1
(10) (% (1 —a3) [@ z — F' 1]} = 0, J.(d)oc — Fa)da = 0,
-1
und die Differenz @ — I ist eine mit ihrer ersten Able‘itung
im Grundgebiet stetige Losung der Gleichung

d—i[(l—xﬁ) Z—Z]: 0.

Sie mub also eine Konstante sein, die wegen der zweiten Glei-
chung (10) den Wert O hat. Das heiBt: eine Funktion @z ist
quellenméBig darstellbar mit einer Funktion fz, deren Ableitung
von x = — 1 bis # == 4 1 stiickweise stetig ist.

Da endlich die Bedingung (9), wenn sie nicht gilt, erfiillt
werden kann, indem man die Funktion @z um eine Konstante
vermehrt, so sieht man, daB jede Funktion @z, die im Grund-
gebiet mit ihrer ersten Ableitung stetig ist und stiick-
weise stetige Ableitungen zweiter und dritter Ordnung
besitzt, in eine Reihe von der Form

ay+a, Pix+a, Pyx+ ...
entwickelt werden kann, die im Grundgebiet gleich-
miflig konvergiert.

§ 34.
Die bilineare Formel in Legendreschen Polynomen.

Aus dem erhaltenen Entwicklungssatze kann die bilineare
Formel

1, 1,
P9y ~~(nt ) Pux. Py
How =2 2 =2 ety
abgeleitet werden, indem man von der folgenden asymptotischen
Darstellung Gebrauch macht:

]

(1)  P,(cosf) = V Icos[(n + He — %] + kil

nxsin 6 | |
In dieser bedeutet # einen Winkel, fiir den |sinf| iiber einer
festen Grenze g bleibt, und ¥ eine GroBe, die zwischen festen,
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von # unabhingigen Schranken liegt, sobald die Grofle g fest-
gelegt ist. Setzen wir y =— cosf, so bleibt dieser Wert um ein
festes Stiick von 4+ 1 und — 1 entfernt, das aber mit g beliebig
klein gemacht werden kann. Diese asymptotische Darstellung
ergibt sich als Sonderfall der in § 29 betrachteten, indem man
fir die Gréfen E—

§ = Vsina Py(cost), u =5 —0,
die Differentialgleichung
BS T 1
+ |+ 02+ |s=o

d u? 4 costu
erhilt, » + 1 durch ¢ ersetzt und das Grundgebiet von « = 0 bis

w = *;E — ¢ erstreckt, wobei ¢ eine beliebig kleine positive Grofie
bedeutet; man hat nur noch die Werte von S und d S/d« an der
Stelle # = 0, cos § = 0 zu bestimmen und zu beachten.

Die Formel (1) ergibt nun, da die Groflen P, im Grund-

gebiete zwischen -gewissen von » unabhingigen Grenzen liegen,
unmittelbar: n+ )Pz Py ¥,

n(n-++1) T owh’
die bilineare Reihe konvergiert also unter der beziiglich der
GroBe y aufgestellten Voraussetzung gleichmiBig, wobei die
GroBe x das ganze Grundgebiet durchlaufen darf. Man kann
daher die Reihen

)
Q(xv ?/) — K(x1 y) - Zg—ffp—iv
me.[K(x, 9) _z%”T'M]

nach x iiber das Grundgebiet gliedweise integrieren und erhilt
auf Grund der geltenden Integralgleichung

+1
j' Q@ y)Puzx.dz = 0.
—1

Da ferner auch die Gleichungen

+1 +1
jK(x,y)dx =[Puz.dz=0
—_1 _1

gelten, so folgt 1
j Q@ y)dz = 0.
21
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Die GroBle @ ist also zu allen Legendreschen Polynomen
und zur Konstanten P,z orthogonal, und mufl nach § 33 identisch
verschwinden. Damit sind die Formeln

1, 1
2 <y, —Hog[(l—a)(1+y)]—1+loge =S @ DLuz- Py

n(m+41)
= —%1og[<1+x><1—y>]~—+log2—§]("—+;()f——w

zunéichst unter der Voraussetzung bewiesen, dal die Grofe y von
+ 1 und — 1 um ein endliches Stiick verschieden bleibt, also fiir
jeden von -1 und — 1 verschiedenen Wert von y, wihrend x
das ganze Grundgebiet durchlaufen, also auch die Werte + 1
annehmen darf. Aus der Symmetrie der erhaltenen Formeln be-
ziiglich der Groflen z und y folgt dann, dafl auch y im ganzen
Grundgebiet beliebig gewdhlt werden darf.

Setzt man demgemiB y — -+ 1 und beriicksichtigt die Glei-
chungen Po(+1) =1, Po(—1) = (— 1)

so erhilt man die Formeln:

1 (11 D) Pus
_fl"g( THnt1)
(2)
1ta)_, H (=1 P

Die bilineare Formel kann als Entwicklung einer Funktion,
deren Ableitung unstetig ist, nach den Eigenfunktionen aufgefaft
werden. Daraus schlieft man nach der schon vielfach gebrauchten
Methode, daBl in derselben Weise auch eine Funktion zu ent-
wickeln ist, deren erste Ableitung eine beliebige endliche An-
zahl von Unstetigkeiten aufweist, z. B. eine Funktion, die geo-
metrisch durch eine polygonale Linie dargestellt wird. Nach der
in § 6 benutzten Methode erschlieBt man hieraus die Gleichung

+1 1,
[(ferrde =af + S a2,
=1 "

in der fo eine beliebige stetige Funktion bedeutet und gesetzt ist
+1

+1
o——V jftx de, a, = V11+%jf“-P,;u.da.

—1
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Man kann, ohne neue Hilfsmittel zu benutzen, noch einen
Schritt weiter gehen und die Gleichung

aK(x, xl) Z (;o,,x Pl Pny

beweisen. Aus der Formel (1) und der Identitdt (7) des § 33
findet man n#mlich, wenn

x = cosl, = cosb,
gesetzt wird, und ¥ dieselbe Bedeutung wie oben hat,
A
— 2cosf i
cos[(n+ 30 s+ 0~ ]+
nnsmﬁam{ S[( +3) cos [(n+1)6, —= |+
()
2 g . ]
nm sin?f Ysinf sin {11 {cos [(” 2) 4] €os [(n + 16, + =
_4s1nn(0 +01)+7s1nn(().—0 )+ ~cosn(0 +0)

n

-}—Qcosn(ﬁ—(}l) -}—

n2’
wobei A, B, C, D von n unabhéngig sind und zwischen festen
von § und 6; unabhingigen Grenzen liegen, sobald die Gréfen
0, 6,, x—0, und = — 0, iiber beliebig klein fixierten positiven
Grenzen verbleiben.

Nun konvergieren die Reihen

1,0 . 1,0
E sin ru CosSnu
n n
n n

bekanntlich gleichm#Big unter der Voraussetzung

c<u<2m—c,
wenn ¢ und ¢, beliebig kleine positive Werte sind; anderseits
sind die Winkel § und 6, in Grenzen von der Form ¢ und = —¢;
eingeschlossen, so daf eine Beziehung von der Form
c<040, <2m—¢,
gilt. Setzen wir daher noch fest, dafl |, —z| und damit [§ — 6, |

iiber einer festen, beliebig kleinen positiven Grenze bleibt, so hat
man auch eine Beziehung von der Form

c<|0—0, <2m—c,
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und jetzt konvergieren die Reihen
sin () + 6,)n cosn (6 + 6,)
g —nlﬁ’ ; 77'7.4’

Z sinn (0 — 6,) Ec_:g§n(0 — )

n n

n "

gleichmifig. Mithin gilt, wie die Gleichung (3) zeigt, dasselbe
von der Reihe Z P
An

unter der Annahme
—l4e<<az<<l—g —14e& <o <<1l—¢g, |2—2 > &,
wobei &, & und &, beliebig kleine positive Grofien sind.

Damit ist die Gleichung

aK(I"Tl) ___Z M-‘Pnﬂ"l

ox « An
erwiesen; explizite hat sie folgende Formen. Fiir x < 2, erhilt man
1 & w4l .
51 —x) 2 w G 1) L Pty
fir x > T 1 1,0 1
-1 <o ts op
50T D) —“Z w(n -t I)an.anl.

n

Die rechts erhaltene Reihe stellt also eine unstetige Funktion
von z, dar, die an der Stelle 2, — x einen Sprung macht gemiB
der Gleichung ,

. N 1 —1 1

Me=0)—fe+0=gq -y —sarsn =Tz

Hieraus ersieht man nach der in § 5 angewandten Methode
leicht, dafl jede Funktion, die mit ihren ersten drei Ab-
leitungen auf dem Grundgebiete stiickweise stetig ist,
nach den Legendreschen Polynomen entwickelt werden
kann.
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Wirmeleitung und Schwingungen in Gebieten von zwei
oder drei Dimensionen.

§ 35.
Die Poissonsche Gleichung.

Wir bezeichnen wie frither eine Funktion als stiickweise
stetig in einem zwei- oder dreidimensionalen Gebiete, wenn dieses
in eine endliche Anzahl von Teilgebieten zerfillt, innerhalb deren
die Funktion stetig ist, wihrend sie bestimmten Grenzwerten
zustrebt, wenn man sich den die Teilgebiete trennenden Linien
nihert. Sagen wir, eine Funktion sei mit ihren Ableitungen
stiickweise stetig, so ist dies so zu verstehen, daf die Ableitungen
im Innern der Teilgebiete existieren und in demselben Sinne wie
die Funktion stetig sind; in den Trennungslinien selbst wird die
Funktion, weil unstetig, keine eindeutig definierten Ableitungen
besitzen.

Wir bezeichnen ferner in diesem Abschnitt die Stellen eines
Gebietes durch 0, 1, 2, ...; die Elemente des Raumes, der Fldche
und der Linie seien d7, ds, dl. Diese, wie iiberhaupt die weiter
eingefiihrten von einer oder mehreren Stellen abhingigen Griofen
werden mit dem Zeiger der Stelle oder der Stellen versehen, auf
die sie sich beziehen, so daBl z. B. r,, die Entfernung der Stellen
0 und 1, dz, das Element, in welchem die Stelle 1 liegt, f1 den
Wert der Funktion f in der Stelle 1 bedeutet usf. Der Zeiger 0
soll, wo™ keine Zweideutigkeit entsteht, weggelassen werden, so
daB dr, ds immer Elemente sind, die die jeweils betrachtete
Stelle 0 enthalten.

Irgend ein Gebiet von zwei oder drei Dimensionen wird als
Grundgebiet bezeichnet und festgehalten und auf dieses beziehe
sich immer das unbestimmte Integralzeichen. Das Integrations-
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element zeigt dann durch die Bezeichnung immer an, wieviel
Dimensionen das Grundgebiet besitzt; ist es eben, so bezeichnen
wir es durch € und die umgrenzende Linie durch €; handelt es
sich um ein Raumgebiet, so heillt dasselbe 9, und ¥ ist die ein-
schliefende Oberfliche. Die auf € und § beziiglichen Grofen
wollen wir allgemein iiberstreichen. Die Grenzlinien des Grund-
gebietes und der Teilgebiete,. die bei stiickweise stetigen Funk-
tionen eingefiihrt werden, seien insoweit frei von Singularitéten,
daf diese Gebiete als Integrationsgebiete vielfacher Integrale
benutzt werden kdonnen.
Vielfach werden wir Potentiale von der Form

Jw:Fl, Jloglds:dll
To1 To1

zu betrachten haben; sie besitzen die gewohnlich in der Poten-
tialtheorie benutzten Eigenschaften, wenn ¢ im Integrationsgebiete
stetig ist und stetige Ableitungen erster Ordnung besitzt. Dann
sind die Potentiale und ihre ersten Ableitungen im ganzen Raume
oder -in der ganzen Ebene stetig und ihre Ableitungen konnen
gebildet werden, indem man das Differentiationszeichen dem
Integranden einfiigt, z. B. wenn z, y, # die rechtwinkligen Koor-
dinaten sind,

log —1~ds

81 To1

cPl 0
6@1

Diese Eigenschaften sind schon gesichert, wenn die Dichtigkeit
nur als stetig vorausgesetzt wird. Hat sie auch stetige erste
Ableitungen, so existieren die zweiten Ableitungen des Potentials
und sind im Innern des mit Masse belegten Gebietes sowie in
jedem von Masse freien Gebiet stetig, so daB die Grife
A

oxi ' oy ' oz

oder auch, wenn F'0 — I’ gesetzt wird, die Groe

' aF oF of

0x2 ' 0y? 022

gebildet werden kann und stetig ist. Die Gaussische Integral-
transformation erhélt dann im Raume die Form

iF
jdr“dF dedﬁ

4, F1 =

Ay F —= AF =
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wobei dé das Element der Oberfliche §, N dié #ullere Normale
bedeutet. In der Ebene hat man #hnlich
- do
st.mp :jdlm.
(1
Alle diese Eigenschaften bleiben offenbar erhalten, wenn die
Grofle ¢ mit ihren ersten Ableitungen im betrachteten Gebiete
stiickweise stetig ist. Dann setzen sich nur die Potentiale aus
einer endlichen Anzahl solcher, in denen die Dichtigkeit mit
ihren ersten Ableitungen stetig ist, additiv zusammen.
Das wichtigste Hilfsmittel unserer ferneren Untersuchungen
ist nun die Poissonsche Formel:

dr
dljgrm = —4mp,,

Aljglog <;ﬁ—l)ds =—2mo,.

Ist o sttickweise stetig, so verlieren die Gleichungen nur in den
Unstetigkeitslinien ihren Sinn, n#hert man sich aber diesen
Linien, so streben beide Seiten dieser Gleichungen bestimmten
endlichen Grenzwerten zu.

Weshalb gerade diese Formeln fiir die folgenden Unter-
suchungen von Bedeutung sind, erkennt man leicht, indem man
das Element des das Potential darstellenden Integrals im Sinne
der Theorie der Wirmeleitung deutet.

Im Raume kann die Grofe

1
4mry,’
27 Tor'

maultipliziert mit einer beliebigen konstanten C, als die stationire
Temperatur angesehen werden, die eine an der Stelle 1 befind-
liche Wirmequelle hervorruft; die Konstante C nennen wir die
Ergiebigkeit der Quelle. Setzen wir C — 1, so ist die Wirme-
menge, die im ersten Falle durch eine Kugel, im zweiten durch
einen Kreis vom Radius 7,, hindurchtritt, die eine oder andere
der Grofien d 1

g ()t =,

dry \4d7ry,
d /1 1
——‘m Q—Q;IOgE)-Qm:rm —_ 1,

in der Ebene die GroBe
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multipliziert mit einer Konstanten des leitenden Mittels. Dieselbe
Wirmemenge tritt durch eine beliebige geschlossene, die Quelle
umschlieBende Fliche ' oder Kurve €', die iiberall stetig ge-
kriimmt seien, und man erhilt so die Gleichungen

d 7/ 1 1 1
_jdsﬁ 4Mm>_1, jdsz< logr—OI)ﬁl,

§

Wir lassen nun den Punkt 1 das Grundgebiet durchlaufen
und nehmen an, die dieses umschliefende Fliche § oder Kurve €
liege innerhalb der Fliche &' oder Kurve €'. In beiden Fillen
ergibt sich, da ¢, von der Stelle 0 nicht abhingt,

d
~Jdt1J‘(ZAY ZJ‘E}&I dS ——J.Qldfl,
"

n B’

d /o, 1 .
_.j.([sl.\‘m<ﬁ1 T—o]>dl——".gldsl.

(62 ¢’ ¢

Da nun 7, in diesen Integralen stets von Null verschieden bleibt,
so kann man die Integrationen vertauschen. Setzt man daher
entsprechend beiden Fillen eine der Gleichungen

U — . dry U — Qldsllo <l)
T Janry,’ Yo1

an, so dafl U Funktion der Stelle 0 ist, so folgt

av av
) jdsm jgldzl_, jdlm jglczsl.

3’ R ¢ ©

Dabei kann die Grofie U offenbar auch als Temperatur angesehen
werden, die erhalten wird, wenn das ganze Gebiet R oder € mit
Wirmequellen erfiillt ist, deren Ergiebigkeit g, ist; die erhaltenen
Gleichungen geben die Wirmemenge, die durch eine das Quell-
gebiet umfassende Fliche oder Kurve hindurchtritt.

Jetzt gehe die Flidche ' stetig in die Fliche § iiber, so dal
jeder Punkt der ersteren mit seiner Richtung N stetig in einen
Punkt der letzteren mit der zugehdrigen &ulleren Normale iiber-
geht. Wenn dann die Grofe ¢ mit ihren ersten Ableitungen im
Grundgebiete stiickweise stetig ist, so geht nach den oben er-
wihnten Sitzen der Potentialtheorie die Griofle d U/d N stetig in
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die auf der Fliche ¥ gebildete d U/d N iiber, die ihrerseits eine
stetige Funktion des Ortes ist; daraus folgt, daB der Grenziibergang

lim atlu _dU
dN — dN

auf der ganzen Fliache § gleichmifig konvergiert, und daf daher
die Gleichung i (s U ‘,d iU
' dN —)"anN

&

3

gilt. Analog hat man in der Ebene die Gleichung

. aU dU
hm‘[clldN _[ZldN,
& &
und die Gleichungen (1) ergeben
@) jds j dr, sz‘jg J'gds.
é &

Die Gaussische Integraltransformation lehrt nun

avU iU |
J.d—lvds_‘.dUdz, J.a—ﬁdl_[AUds,
R

G

hieraus folgt nach den Gleichungen (2)
faUdr = —[odr, jaUds=—{eds.
& o € é

In diesen Gleichungen kénnen ®# und € als beliebige mit
Masse erfiillte Gebiete betrachtet werden, die umfassenden Massen-
gebieten eingebettet sind; im Innern der Gebiete R und € ver-
schwindet 4/ ¥, wenn die auBerhalb ihrer liegenden Massen
das Potential 7 geben, und in den Formeln (2) kann daher U
ebensogut das Potential der Gesamtmasse, wie das der in R
und € liegenden Teilmasse bedeuten. Man kann daher diese
Gebiete, ohne die Bedeutung des Potentials U zu &ndern, in einen
Punkt zusammenschrumpfen lassen, und da AU eine stetige
Funktion des Ortes im Innern des mit Masse erfiillten Gebietes
ist, folgt jetzt die Poissonsche Gleichung

= —9 AU:AJ%?logiz-@,

701

AU = 4 0,47
4y,
RN ¢

wobei die Zeichen ohne Zeiger sich stets auf die Stelle 0 beziehen.
Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl. 10
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Die Poissonsche Formel bleibt auch, wovon wir spiter Ge-
brauch machen, giiltig, wenn ¢ an der Stelle 2 im Gebiet €
unendlich wird wie — log 7y, im Gebiet R wie 17,,. Dann ent-
hélt das Potential U z. B. im Falle des ebenen Gebietes einen
Summanden von der Form

J = constj.dslog 1 log —1~,
T2 Y10
o0 < @
in dem « eine positive beliebig klein gewihite Konstante und
kleiner als 7, sei. Dieser Ausdruck kann offenbar als Potential
einer Kreisfliche angesehen werden, auf der die Dichtigkeit allein
durch den Abstand vom Mittelpunkt bestimmt ist. Da nun das
Potential eines unendlich schmalen Kreisrings mit dem Mittel-
punkt 2 und konstanter Dichtigkeit im Punkte 1 in der Form
const. log (1/ry,) geschrieben werden kann, so gilt dasselbe vom
Potential der Kreisfliche, wenn die Potentiale der Ringe summiert
werden konnen, oder die Grofle J endlich ist. Dies folgt leicht,
wenn wir das Element ds in die Form

3) ds = rydrydl

bringen, wobei dl ein Element des Kreises mit dem Radius Eins
ist, der in der Stelle 2 seinen Mittelpunkt hat; das Integral

jxlogxdx

ist ja endlich, auch wenn die untere Grenze x — 0 genommen
wird und logr,, bleibt im Integrationsgebiet endlich.
Aus der angegebenen Form der Grofe J folgt unmittelbar

a,J = 4, <const. log i) = 0.
T2
Bildet man also die Grofle 4, U1, so ergibt die Umgebung der
Stelle 2 ebensowenig einen Beitrag, wie irgend ein den Punkt 1
nicht enthaltendes Gebiet, und die Poissonsche Formel bleibt
an jeder von 2 verschiedenen Stelle richtig.
Dieselben Schliisse gelten fiir den Fall des Gebietes &, indem
man die Formel (3) durch die folgende ersetzt:

d‘l{ = 'rzq()d/r20d6;

dabei bedeutet d6 das Element der Kugeloberfliche vom Radius
Eins, deren Mittelpunkt 2 ist.
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§ 36.
Die Greensche Funktion als Kern einer Integralgleichung.

Die Poissonsche Gleichung bildet die Grundlage fiir die
Theorie der Greenschen Funktion und ihre Anwendung als Kern
einer Integralgleichung.

Fiir die Fldche & werde die Greensche Funktion K (0, 1) wie
folgt definiert. Allgemein gelte die Differentialgleichung

4K(0,1) = 4,K(0,1) = 0;
ferner sei

1 1
K(0,1) = 9 logr—01 + M (0, 1),
wobei M eine im ganzen Grundgebiet mit ihren Ableitungen aller

Ordnungen stetige Funktion von 0 und 1 bedeutet. Endlich sei
an der Randlinie € eine Randbedingung von einer der Formen

SN dE(0,1) B
(1) EQ D=0 = 27 +hEK(01)=0

erfilllt, in der %A eine positive Konstante und N wie oben die
duflere Normale bedeute.

Dafi die so definierte Funktion zweier Stellen existiert, folgt
in den speziellen Fillen, die wir untersuchen, aus dem expliziten
Ausdruck, der jeweils angegeben wird. Fiir allgemeinere Grund-
gebiete wird diese Tatsache im siebentem Abschnitt abgeleitet.

Die Funktion K(0,1) ist die an der Stelle 0 herrschende
stationdre Temperatur, die von einer im Punkte 1 befindlichen
Quelle herriihrt, wenn die Randlinie entweder auf der konstanten
Temperatur Null gehalten wird, oder in einer durch % bestimmten
Weise die Wirme ausstrahlt. Man kann die GroBe K (0, 1) aber
auch mechanisch deuten, indem man davon ausgeht, dafl die

Gleichung o

o1
in der a eine Konstante bedeutet, fiir die Verriickung = gilt,

wenn wir die Fliche € als elastische Membran betrachten, und
die Randbedingung ist einfach

= a2 u,

u =0,
wenn die Membran am Rande befestigt ist. Soll nun die Mem-
bran eine Ruhelage einnehmen, die von der urspriinglichen ver-
10%*
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schieden ist, also fiir # nicht iiberall den Wert Null ergibt, so
hat man die Gleichungen

(2) Adu =0, u=0,

die nur dann eine nicht identisch verschwindende LoGsung haben,
wenn «# an einer Stelle 1 unstetig ist. Als einfachste Funktion,
die die erste Gleichung (2) erfiillt und unstetig ist, bietet sich
der Ausdruck

D jog L

2 gy

dar; versuchen wir, bei der Grofle » diese Unstetigkeit anzubringen,
so filhren die Gleichungen (2) genau auf die vorhin definierte
Grofie K (0,1). Als Verriickung konnte sie auftreten, wenn man
die Membran im Punkte 1 mit einer Nadel aus der urspriinglichen
Gleichgewichtslage entfernt; sie erhilt dann in der Umgebung
dieses Punktes eine dornartige Gestalt. Jedenfalls aber hitte man
eine Verriickung und eine neue Gleichgewichtslage hergestellt, die
zu den in § 8 betrachteten gehort. Es ist also nach den dort
durchgefiihrten Erwigungen zu erwarten, dafl die bei der Schwin-
gung der Membran auftretenden Eigenfunktionen eine homogene
Integralgleichung erfiillen, deren Kern die Griofie K (0, 1) ist, und
das bestitigt sich in der Tat.

Um dies einzusehen, erinnern wir daran, dal zunidichst die
Grofle K (0, 1) leicht als symmetrisch beziiglich der beiden Stellen 0
und 1 erkannt wird. Beschreibt man nimlich um die Stellen 1
und 2 beliebig kleine dem Innern der Fliche € angehirige Kreis-
linien und wendet auf das Gebiet €, aus dem diese Kreise aus-
geschieden sind, die Gleichungen

4,K(0,1) = 4, K(0,2) = 0,
[ds{K(0,1)4 E(0,2) — K(0,2) 4 K(0, 1)} =

an, 80 findet man nach dem Greenschen Satze
(3) jdz [K o, 1)dK(° 2 _ g, 2)dK(° 1)] — 0,

wobei iiber € und die beiden Kreislinien zu integrieren ist, und
an letzteren die Gleichungen

d d d d

AN~ " dry d T dre,
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gelten. LiBt man die Radien der Kreise unendlich abnehmen, so
kann man auf ihnen mit immer wachsender Anniherung setzen

dK(0,2) < ) 1
dN —  d r02 om0 7'02 PETS

dK(0,1) ) 1
dN d To1 <2 7 r01 PET

und der Beitrag:der Kreislinien zu dem Integral (3) nihert sich
der Grenze

(4) K(2,1)— K(1, 2).
An der Kurve G aber gilt die Gleichung
K0, 1) (ZK(O 2) _ R, 2)(ZK(O ) _ 0,

da K(0,1) und K (0, 2) als Funktionen der Stelle 0 dieselbe

der Grenzbedingungen (1) erfiillen. Somit reduziert sich das

Integral (3) schlieBlich auf die Differenz (4) und man findet
K(1,2) = K(2,1).

Nun sei die Aufgabe vorgelegt, die Wéirmeleitung in der
Fliche € oder die Schwingungen der als Membran gedachten
Fliche € zu untersuchen. Dann hat man fiir die Temperatur im
ersten Falle die Gleichung

ou

22— g2

51 a*d u,
fir die Verriickung im zweiten Falle

2

% = a? 4 u,
wobei a2 eine Konstante bedeutet, und es ist eine der Rand-
bedingungen du

u=0 Sxythu=0 (>0

vorgeschrieben; der Fall 2 — 0, in dem das Randgebiet adiatherman
bedeckt ist, erfordert besondere Methoden nach Analogie des § 15
und werde zundchst ausgeschlossen.

Versucht man, die an die Grofe u gestellten Forderungen
zu erfiillen, indem man % in ein Produkt aus einem nur von der
Zeit und ejnem nur vom Punkte 0 abhingigen Faktor zerlegt, so
ergibt sich fiir letzteren die Gleichung '
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in der A4 eine unbekannte Konstante ist, und eine der Rand-
bedingungen -
p=20 de +he =0

" dN -

Versteht man ferner unter K (0,1) diejenige Greensche
Funktion, die derselben Randbedingung wie die Griofle ¢ unter-
liegt, so gilt die Beziehung

dK(0,1)

dN
Beriicksichtigt man daher die Gleichung
4K(0,1)=0

— K(0, 1)% = 0.

und bildet das Integral
— A_fK(o, Dods = J'[K(O, )d¢p—@aK(0,1)]ds

— do dK(0,1)

— HK(O, D9 ’d'N*] al
iiber das Gebiet € mit Ausschlufl eines Kreises & um den Mittel-
punkt 1, indem man durch N stets die &uBere Normale dieses
Gebietes bezeichnet, so kann man rechts die Integration auf die

Kreislinie 8 beschrinken. Laft man den Radius derselben ab-
nehmen, so erhilt man die angen#dherten Gleichungen

1 dK(0,1) _ dK@© 1) __ 1

®)

1
E — 1 o -
(O.1) o 08 Tor dN dry, 27y’

und in der Grenze erhilt man aus der Gleichung ()
(6) 1]K(o,1)<po.ds:q)1,

womit die erwartete Integralgleichung abgeleitet ist.
Ist umgekehrt ¢ 0 irgend eine im Grundgebiet stetige Losung
dieser Gleichung, so schreiben wir sie in der Form

o1 _ (90,1 ( .
%) LA _[27‘ log - ds+ [ 90. 30, 1)

Dann hat zunichst der zweite Summand der rechten Seite stetige
erste Ableitungen, da dies von M(0,1) ebenso wie von der
Greenschen Funktion K(O,1) auBerhalb der singuliren Stelle
gilt. Der erste Summand der rechten Seite hat aber ebenfalls
stetige erste Ableitungen, da er als logarithmisches Potential
mit der Dichtigkeit ¢ 0/2x angesehen werden kann, die ersten
Ableitungen des Potentials aber, wie in § 35 erwdhnt wurde,
schon stetig sind, wenn die Dichtigkeit nur als stetig vorausgesetzt
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wird. Da somit die Grofe ¢ O stetige erste Ableitungen besitzt
kann auf die rechte Seite der Gleichung (7) die Poissonsche
Formel angewandt werden, und da offenbar die Gleichung

4, M(0,1) = 4,K(0,1) =0
gilt, erhilt man aus der Gleichung (7)
A9l =—ipl, dep+ip=0.

Daf ferner die Funktion ¢ dieselbe Randbedingung erfiillt, wie die
Greensche Funktion, zeigen die Gleichungen (6), (7) und die in
§ 35 angegebene Form der ersten Ableitungen des Potentials un-
mittelbar.

Auf die Gleichung (6) sind nun freilich die allgemeinen im
ersten Abschnitt aufgestellten Sitze iiber Integralgleichungen erst
anzuwenden, wenn der Kern, der im Grundgebiet unendlich wird,
als brauchbar uunstetig im Sinne des § 19 nachgewiesen ist. Aber
eine Haupteigenschaft der Eigenfunktionen ist leicht nachzuweisen,
daB n#mlich zwei zu verschiedenen Eigenwerten gehorige zuein-
ander orthogonal sind. In der Tat erfiillen irgend zwei Eigen-
funktionen die Differentialgleichungen

ln‘Pn-i—d(Pn:O, Z'm‘pm‘*‘dq)m—::o;
aus diesen folgt sofort
(lm—ln)j Pn Puds +J.(q>,,d<pm— omd@,)ds = 0.

Formt man das letzte Integral nach dem Greenschen Satze um
und bedenkt, dal wegen der allen Eigenfunktionen gemeinsamen
Randbedingung die Gleichung

dpn d o,
¢” T‘ — q)m T —_—
gilt, so folgt

() (Am— ln)." P Pn ds = 0,
und, da 4, — 4, nicht verschwindet,
_f On Pnds = 0,

womit das Behauptete bewiesen ist.

Hieraus kann man weiter ableiten, dafl die Eigenwerte reell
und positiv sein miissen. Denn die Greensche Formel ist auch
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auf komplexe Werte der Funktionen des Ortes anzuwenden, wie
die Identitdt

fdsllo+ @) A+ Pi)— W+ Ti) 4 (9 + )]
= [ds(p Ay —vd9) —[ds(@4 ¥ — T AD)
+ifds(eAW—FAg)+i[ds(@Aw —b D)

zeigt in Verbindung mit derjenigen, die entsteht, wenn man ds und
4 durch dl und d/d N ersetzt. Wire nun ein komplexer Eigenwert
vorhanden, so wiren auch die ihm und der zugehorigen Eigen-
funktion konjugierten GroBen Eigenwert und Eigenfunktion; wendet
man auf die beiden Eigenfunktionen die obige Argumentation an,
so erhidlt man wiederum die Gleichung (8), in der ¢, und ¢,
konjugiert imaginire GroBen sind, und A, von A, verschieden ist.
Das ist aber unméglich, wenn die Eigenfunktionen nicht identisch
verschwinden. Die Eigenwerte sind also reell.

Benutzt man endlich die aus der Gaussischen Integraltrans-
formation folgende Gleichung

/a(p2 a(p 2 . El_ql
jds[ _670> +<8y> ]+ detpds __J’(pdel,
é

indem man fiir ¢ eine Eigenfunktion nimmt, so folgt aus den
Gleichungen

d
. d9p+iep =0, T2 +hp=0
unmittelbar

o) + )] =afrars s o

woraus, da die Konstante h positiv ist, hervorgeht, dall A nicht
negativ sein kann. Die Eigenwerte sind also positiv.

Die ganze Schlufireihe dieses Paragraphen iibertrigt sich
ohne weiteres auf das Gebiet R, indem man log 1/r,, iiberall
durch 1/r;, ersetzt.

§ 37.
QuellenmiiBige Funktionen; der ausgeartete Fall.

Wenn f0 eine mit ihren ersten Ableitungen im Grundgebiet
stiickweise stetige Funktion des Ortes ist, so hat die GroSe

F1=[K(0,1)f0.ds
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den Charakter eines Potentials, ist also mit ihren ersten und
zweiten Ableitungen im Grundgebiet stetig; daBl sie die Rand-
bedingung der Greenschen Funktion K (0, 1) erfiillt, zeigt die in
§ 85 angegebene Form der ersten Ableitungen eines Potentials.
Wir sagen, F'1 sei quellenm&afBig dargestellt oder kurz quellen-
mafig.

Zerlegt man diese Grofle auf Grund der Gleichung

1 1
so ergeben die in § 36 an die Gleichung (7) gekniipften Schliisse
4,F1 = AIIfO log— ds — 1jM(o, 1)£0.ds
= 4, j I log - - ds,

also, da bei den vorausgesetzten Eigenschaften der Grofe f0 die
Poissonsche Gleichung angewandt werden kann,

4, F1 = —f1
oder, was dasselbe bedeutet,
AF0 = —fo.

Jetzt sei @ eine im Grundgebiet stetige Funktion des Ortes,
die stetige erste und stiickweise stetige zweite und dritte Ab-
Jeitungen besitzt und die Randbedingung der Greenschen Funk-
tion K(0,1) erfiillt. Dann ist die Grofe

fO0= —AD0

mit ihren ersten Ableitungen im Grundgebiet stiickweise stetig;
bildet man also mit ihr die oben eingefithrte Gréfie F, so findet

man A4F0 = —f0, 4(F—P)=0

und die Grofle F— @ erfiillt ebenso wie F und @ eine der
Gleichungen

F—® =0 F—®L1h

d(F—®)

an =

Nun gilt die Transformation

0 w\? ou du
A v
Jrawas+Jas[(G2)+ (55)] = j an
in de1 z, y rechtwinkelige Koordinaten bedeuten, sobald die
Grofle » mit ihren ersten Ableitungen stetig ist, also z. B., wenn
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man % — I'— @ setzt; hieraus folgt je nach der Form der
geltenden Randbedingung '

o [C45+ (55 Y o= —afw—

0y
[0}
oder
0 (D — I)\2 <8(<I>——1) ] .
T+ (55 e =0
also in jedem Falle fiir das ganze Grundgebiet €
(2) Pl = F1=|K(®©01)f0.ds,

Eine Funktion von den fiir @ vorausgesetzten Eigenschaften

ist also quellenmiBig darstellbar.
Wie die durchgefithrten Betrachtungen zu modifizieren sind,
wenn die Randbedingung die Form
du _
dN
hat, ist leicht zu iibersehen. Man findet dann offenbar auch

0

do __ —
dN = 0, dp+ip =0,

und hieraus mittels des Greenschen Satzes

jd@ds:j‘ 2P dl = o,

dN
also ¢
(3) feds =o.
Um den Kern zu bestimmen, setzen wir nach § 15 die Gleichung
AK(0,1)=a

an, wobei a eine Konstante bedeutet; denn ein moglicher statio-
nérer Zustand wird erhalten, indem man die Temperatur einer
beliebigen Konstanten gleich setzt; an Singularititen werde von
der GroBe K (0, 1) dasselbe gefordert, wie von der oben ebenso
bezeichneten; aullerdem kann die Gleichung

jK(o, 1)ds =0

angesetzt werden, da in K (0, 1) offenbar eine additive Konstante
verfiighar bleibt. Dann 148t sich die GroBe K (0, 1) ganz &hnlich
wie oben als symmetrisch erweisen; die Gleichung (5) des § 36
bleibt richtig und aus ihr folgt wie dort die Integralgleichung (6),
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da das mit dem Faktor a behaftete Glied der Gleichung (3) zu-
folge wegfillt. QuellenmiBig darstellbar ist ferner jede Funktion
F 0, die stetige erste und stiickweise stetige zweite und dritte
Ableitungen besitzt, die Randbedingung
aF
aN ="

erfiillt und auBerdem der Gleichung
[Fas=o
unterworfen ist.
Deutet man die Singularitit der Funktion K (0, 1) als Quelle
im Punkte 1, so ist deren Ergiebigkeit, wenn man iiber einen um
den Punkt 1 beschriebenen Kreis & integriert

dK (0, 1)
j —an b
Rie

wobei die Normale N nach dem Innern der Kurve § hingerichtet
ist; offenbar kann man das Integral iiber die Randlinie, an der

die Grole dK (0, 1)
dN
verschwindet, hinzufiigen und erhilt so als Ergiebigkeit
dK (0, 1) 1) dK(0, 1)
j SURY dl-}-j 12D ar _jAK(o, 1) ds,

& G’

wobei rechts uber das Gebiet €' integriert wird, das vom Grund-
gebiet iibrig bleibt, wenn die vom Kreise & umfalte Fliche aus-
geschlossen wird; links ist dann durch N iiberall die Huflere
Normale dieses Gebiets bezeichnet.
Lift man den Kreis & zusammenschrumpfen, so erhilt man
rechts den Wert
ajd&

Ist daher die Ergiebigkeit Eins, so hat man fiir a den reziproken
Wert des Areals der Fliche G zu setzen. Dann ist — K (0, 1)
die stationéire Temperatur, die von einer im Punkte 1 befindlichen
Quelle von der Ergiebigkeit — 1 verursacht wird, wenn in jedem
Element der Fliche & eine gewisse konstante Wirmemenge etwa
durch einen galvanischen Strom als Joulesche Wirme erzeugt
wird.
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Die Existenz der Greenschen Funktion ist hier wie im Falle
des vorigen Paragraphen zunichst noch zweifelhaft; sie wird in
den Einzelfillen, die wir betrachten, durch besondere Entwick-
lungen erwiesen, kann aber natiirlich auch aus den allgemeinen
Existenztheoremen der Potentialtheorie erschlossen werden, die
wir im siebenten Abschnitt beweisen wollen.

Endlich braucht kaum erwdhnt zu werden, daB auch die
Entwicklungen dieses Paragraphen auf das rdumliche Problem
iibertragen werden konnen, indem man die riumlichen Greenschen
Funktionen benutzt und beim Integrieren an Stelle des Kreises &
eine Kugel aus dem Grundgebiete ausschliefit.

§ 88.
Eigenfunktionen und Greensche Funktion des Rechtecks als
schwingender Membran oder wirmeleitender Platte.

Das Randwertproblem des § 36 ist fiir das Rechteck als
Grundgebiet leicht zu losen. Wir betrachten den Fall, daf die
gesuchte Funktion auf dem Umfange verschwindet, wie es bei
einer schwingenden Membran selbstverstindlich ist; bei der wérme-
leitenden Platte gilt diese Annahme, wenn der Umfang auf der
konstanten Temperatur Null gehalten wird. Das Grundgebiet sei
begrenzt von den Geraden:

z =0, z = b,
y =0, y=c.
Man fordert dann die folgenden Gleichungen :

dp+ip =0, 9(0,9) =@y = ¢z, 0) = ¢(x,¢) = 0;
diese werden durch die Annahme
. METT . nTY
@ = sin —— sin

b ¢

erfiillt, wenn m und » positive ganze Zahlen sind; als zugehoriger
Eigenwert ergibt sich

m? w2
Amn == n? F + (,_2 ‘
Integriert man das Quadrat des Ausdrucks ¢ iiber das Grund-

gebiet, so erhilt man
b ¢

i, ML . oMY _be,
jsmﬂ 5 dac.jsm2 p dy = i’

0 0




§ 38. Mehrdimensionale Aufgaben. 157

als normierte Eigenfunktionen konnen also die Ausdriicke

Dm0 = V%sin T gin MY
4

gelten, indem wir, wie bisher, durch 0 den Punkt mit den Koor-
dinaten z, y ohne Zeiger bezeichnen. Daf dies System von Eigen-
funktionen vollstindig ist, stellt sich im Laufe der Untersuchung
heraus, und zwar dadurch, daf sich die bilineare Summe

. ML . MAY . MR, . NTY
1, Sin sin 2™Y gin 1gin “ 7Y

(Pmno ‘Pmn 4 2 b c b c
Z b , (M? nﬂ ’
m,n m,n b4 ([ﬂ +

die wir auch durch S bezeichnen wollen, der in g 36 definierten
Greenschen Funktion K(0, 1) gleich erweist.

Um diese Summation in einer gewissen Folge der Glieder
durchzufiihren, gehen wir von der Fourierschen Entwicklung

mCojpe (=1)"cosva
O 2uSinuw 2yﬂ+2 v? 4 u?
aus, die, wenn p eine beliebige reelle Konstante bedeutet, in dem
Intervall —r<a<n®

gilt, und summieren .mit ihrer Hilfe einen Bestandteil der
bilinearen Summe:

T . nT
Y sin 270 1, CO8

1,msin%c ¢
RS i e e
n+<T> n+(T
ﬁf_(_?/c_‘*'il) L (_1)"cos”c—n(c—y1+y)

—S— e =3
n n? + (7_”6_0 : n n? + <%E>2
be (—1)reos 25 (y + 1, —o)

—Z mc
)

Hier kann die zweite Summe stets durch die Formel (1)
summiert werden, da die Gréfen y und y, der Strecke von 0
bis ¢ angehdren, mithin die Ungleichung

nx(Y —4,)
C

1,0 COS8

—ag TR
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gilt. Die erste Summe kann aber nur dann der Formel (1) sub-
sumiert werder, wenn %, = y; denn nur dann ist

Unter dieser Voraussetzung folgt aus der Formel (1), in der

__mec
)
gesetzt wird, sofort
1, SiN n—ict»y sin 717%% 7 Gof 7%;! (e—u +¥)
9 —
mc\>2 2me ., mew
2 - R —_
= e (%) e g

N T
7 Gof 5~ (e —y — 1)

2me .. mem
b @In7)~

und hieraus mittels der Additionsformeln der hyperbolischen
Funktionen

Lo sin Y ain "I 2 @in T (o —y) Gin =Y
2> = s =y
- n2 4 (an_)_c> me @ mcn

Da diese Grofie aber in y und y, symmetrisch ist, so ergibt sich
fiir den Fall y, < y sofort die weitere Formel

e sin Y sin “E 2 Gin ﬁf(c—y)@‘mu
meNe mem ; y=9r
2 -
oo +< b) STy

Hiernach kann die bilineare Summe S bei der Annahme
y¥ = ¥, in folgender Form geschrieben werden:

g L= @m—(c—y)@m m”y‘ sin m;)rx sinmﬁwl
s=23%
w < m@nmcn

| b
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Diese Summe ist der reelle Teil der Grofie

MTL, ~. M
Lo Sin —— Sin mrYt S
b b . ML . ME(C— Y)
sin Sin =z
maxc b b
n m Sin 5

—7cos @n_x Go imn(c J)!

die auf Grund der Beziehungen und Bezeichnungen
Gofz = coszi, Ginr = —isiniz, 2=z y1,

_ . _n¢
2 = I+ ity 4 =& — Y, g—c¢€ ?
auch in den folgenden Formen geschrieben werden kann:

. mm . M .

1o sin 270 gin T cosm—7t(x+zy—ic)
21 b b b

W= 23 :
n . mme
m m@m—b—

cos %E (1 + y,7) cos an (x+yi—co)

mmce

b

I
al~—
M3

m Sin

s

cos”—;;—t(xl—yli)cosm—n (*+yi—eci)

1)

|
§|'—‘
*M

m@mm—bﬂ—(E
1 Le cosr—n—(z—l-zl—zc)—}—cos (#—2, —1ic)
= w2 Mr—ﬂ
1, cosan(z+21—ic)+cos%7—t(e—§1 —1c)
N é; m(g="—q") ’

>
8

. g™ mm |

= : p—T osT(z—}—zl—w)
1,

q™ mm .

__qmcos—b‘(z—zl—w)

53

l

+
8= al= aj= 8|~ a|~
—

os%(z +2,—1c¢)

ke
S s M
[y
[X)
[Sw)
»
3

SM

.--l
bQ

hQ

cos—(z—z1~zc).
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§ 39.
Summierung der erhaltenen Reihe und Verifikation.

Die Reihe W 148t sich summieren mittels einer schon bei
Jacobi vorkommenden Formel

y

mo cos2mrm
1) . logde(v,q) = Q—-‘lzl s R,

in der @ eine von v unabhiingige GroBe bedeutet und gesetzt ist
Do(v,q) = 1—2qgcos2vm 4 2¢4cosdvm —2¢ cosbvm -+ ..
Die Reihe fiir log @, (v, q) konvergiert, wenn
v=E+ i

gesetzt wird und £ und % reelle Grofen sind, unter der Voraus-
setzung

1 log
2) < 2L
die erfiillt ist, wenn fiir v eine der Grofien
N 2+ 2z —ic 2tz —ic
) T2 26
also fiir n eine der Griofen

yty—c
20

gesetzt und die Annahme y >> y, festgehalten wird. Denn es ist
zu setzen logg ¢

2z 20D’

die Groflen y und y, aber liegen in der Strecke von 0 bis c.

Bleibt ferner die Differenz y — y, iiber einer festen positiven
Grenze, so gilt dasselbe von der Differenz beider Seiten der Un-
gleichung (2) und die Reihe log®,v, mit den Argumenten (3)
genommen, konvergiert gleichmiBig. Offenbar konvergiert die
Reihe (1) gleichméBig in jedem Gebiete, in dem mindestens eine
der Stellen 0 und 1 vom Rande um mehr als ein festes endliches
Wegstiick entfernt bleibt.

Hiernach kann man setzen

(z-{—zl 1c>ﬂo<z-—zl—w

T2z + 2, — Z2—z2 —1ic
% (SR ) % (53 >
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oder, indem man die Formeln

o (¥ log q) = g e By (v), IC;gnq = %
benutzt, 2+ 7 z — 7
1 & < 20 ) & *Qb—>

T °g <z+zl> ( - >

und es ist leicht zu iibersehen, dall die Grofle
K(0,1) = Re W,
gleichviel ob die bisher geltende Annahme y > y, festgehalten wird
oder nicht, die gesuchte Greensche Funktion des Grundgebietes ist.
Zu diesem Zweck gehen wir davon aus, dafl die Funktion
K (0,1) verschwindet, wenn der Punkt O auf dem Rande des
Grundgebietes liegt. Setzt man z. B. y — 0, so ist

%1<x+x1 y1i>81 (#—x1+yli)

w— L 20 26 )
o '3, (x+x1+?/1)8 (x_xl—'—yli),
! 2b

und unter dem Zeichen log steht der Quotient zweier konjugiert
komplexer Grofien, also eine Grofle vom absoluten Betrage 1,
deren Logarithmus Null oder rein imaginir ist; e W verschwindet
also. Setzt man ferner £ — 0, so erhilt man

o (Vi@ —wi\ o (it i
W:;”logﬂléy@‘Filb‘}'yl ;a:éy’_ilb ;

und unter dem Zeichen log steht wiederum eine Grifle vom ab-
soluten Betrage 1.

Vermehrt man ferner in dem Ausdruck W die Grifle z um
b oder ¢, d. b. x um b oder y um ¢, so erhdlt man aus den
Formeln, die die vier Funktionen & ineinander iiberfiihren

o= L))

0 (5% (5
242z 2 —7
SRS o1
°\" 2% 0 b

Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl. 11
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Aus diesen Gleichungen folgt wie oben, dafB der reelle Teil der
Groflen W (2 +b), W(z+ ic) verschwindet, wenn man z — 0
oder y — O setzt; das bedeutet aber, daB die Grofen Re W ver-
schwinden, wenn man x — b oder y — ¢ setzt, womit die aus-
gesprochene Behauptung, K (0, 1) verschwinde, wenn der Punkt 0
dem Rande des Grundgebietes angehort, vollstindig erwiesen ist,

Was ferner die Singularitdt der Grofe K (0, 1) betrifft, die
auftritt, wenn die Punkte 0 und 1 zusammenriicken, so sieht man
zunichst, dafl die Grole W unendlich wird wie

1
~ 9 log (2 — 2,),

d. h. sich von dieser Grofe um eine an der Stelle # = 2, regulére
analytische Funktion von ¢ unterscheidet. Nun gilt die Gleichung

1 1
Re [— o log (¢ — zl)] =g, log o

die GroBe K (0, 1) = Re W hat also genau die von der Greenschen
Funktion geforderte Singularitit.

Endlich ist ohne weiteres klar, da die Grofle K(0,1) als
reeller Teil einer analytischen Funktion die Laplacesche Gleichung

4K(0,1)=0
erfiillt; hieraus und aus den abgeleiteten Singularititen und Rand-
eigenschaften folgt nach § 36 die Symmetriegleichung

K(0,1) = K(1,0)

und damit auch die Gleichung

4,K(0,1) = 0.

Hiermit ist die Grofe K (0, 1) endgiiltig als die gesuchte

Greensche Funktion nachgewiesen und die allgemeinen Sitze des
§ 36 zeigen, daB die Funktionen ¢,,, Losungen der Integral-

gleichung Pmnl = lmn_fK(O’ 1) pmsa0.ds
&

sind.
Die fiir diese GroBe geltende Darstellung durch die bilineare

Doppelreihe Pmn0 . Pnl
DID I

ist zunéichst in jedem Gebiete gleichmiflig konvergent, in dem die
Differenz y — y, iiber einer festen positiven Grenze verbleibt.
Denn unter dieser Voraussetzung konvergieren die aus der
Formel (1) abgeleiteten Summen gleichmiaBig, wie bei dieser
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schon bemerkt ist; dasselbe gilt stets von den Summen (2) des
§ 38, die auch beziiglich der Zahl m gleichmédfig konvergieren.
Stellt man daher die bilineare Reihe mit leicht verstindlicher
Symbolik durch die Doppelsumme

1, o 1, 1, @
2 Bm = 2 2 Amn
dar, so kann zunichst die links stehende Reihe mit vorgeschrie-
benem Grade der Genauigkeit durch
1,my

m
m

ersetzt werden, wobei m, durch den Genauigkeitsgrad bestimmt
ist, und ohne die erreichte Genauigkeit wieder zu vermindern,
vergrofert werden darf. Sodann kann in jedem dieser m, Glieder
fiir B,, die Summe 1,

2 Am n

gesetzt und », so gewdhlt werden, dafl die Differenz

1,my 1,my 1,ny

% Bm - ; ;Amn
unter einer vorgeschriebenen Grenze liegt und, wenn », vergroBert
wird, liegen bleibt. Damit ist erreicht, dal fiir das ganze be-
trachtete Gebiet die Differenz der Griofen

1, ® 1,my 1,y

%Bm, ; ;“1”1”
absolut genommen unter der Summe zweier vorgeschriebenen posi-
tiven Grofen liegt, also gleichmifBig klein bleibt. Die bilineare
Reihe konvergiert also gleichmiBig in jedem Gebiet, indem die
Differenz y — y, iiber einer positiven Grenze verbleibt.

Da nun die Formeln (2) des § 38 in den Stellen 0 und 1
symmetrisch sind, kann man eine der durchgefiihrten vollig ana-
loge Schlufireihe fiir den Fall y <y, entwickeln und aus dieser
insbhesondere das Korollar ableiten, daB auch, wenn die Differenz
y; — y iliber einer positiven Schranke verbleibt, die bilineare
Reihe gleichmiBig konvergiert.

Weiter ist aus der Gestalt der Eigenfunktionen ersichtlich,
dall die Variablen z und y keine wesentlich verschiedene Rolle
spielen; die bilineare Reihe konvergiert also auch gleichmiBig,
wenn eine der Differenzen # — 2, und z, — z iiber einer positiven
Grenze verbleibt. Da in allen endlichen Reihen, die die Grofle

11*
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K (0, 1) mit gleichmaBiger Genauigkeit darstellen, die Zahien
my, n; und die ibnen analogen vergréfert werden diirfen, schliefit
man aus den erhaltenen Resultaten leicht, dafl die bilineare
Reihe in jedem Gebiet gleichmiBig konvergiert, in dem der Ab-
stand der Stelle 0 von der festen Stelle 1 iiber einer positiven
Grenze bleibt.

Dieselben Betrachtungen gelten auch, wie man leicht sieht, fiir
die Reihen, die aus den unter (1) und in § 38 unter (1) angefiihrten
entstehen, indem man gliedweise differenziert; handelt es sich
doch um analytische Funktionen, die im Konvergenzgebiete der
Reihen regulir sind. Daraus folgt, dall die bilineare Reihe in
Gebieten der bezeichneten Art gliedweise differenziert werden darf.

§ 40.
Uberblick iiber einige verwandte Fille.

Nach der im vorigen Paragraphen benutzten Methode lassen
sich noch einige Zhnliche Aufgaben behandeln, bei denen nur die
Randbedingungen andere sind.

Es seien zunidchst die Seiten ¥y — 0 und y — ¢ auf der
Temperatur Null gehalten, die anderen beiden Seiten adiatherman
bedeckt. Dann gelten fiir die Eigenfunktionen die Bedingungen

ly=—0 ly=c aq) =0 - a(p ia::b

ox oz
und man findet die normierten Ausdriicke
Pma0 :—2;cos"mx sin m, Qon = L_ sin —~
Ybe b ¢ Ybe ¢’
zu denen die Eigenwerte

m2n? n2 w2 22 ;2
lmn - T T on — o2

c2
gehoren. Man erhilt also folgende bilineare Formel:

. nNw . n
1, @ sin =Y gin 220

2 c (4
K(O, 1) :RE n’”2

c?

mry - MAL, o NTY L NTY,

1, 1, o CO8 b COo8 b sSin ¢ S1 c

+%E 2 m2x2 nim? ?

b2 c?
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und vermittelst der oben gebrauchten Formeln, indem man nach
»n summiert, fir y > y,

K(,1) = 9%‘—”

mnx max mm
1,® COS —5— €08 T‘ Sin (c y) Sin — = y‘

2
Tz > . mme
m m Sin b
und fiir y <<y, den Ausdruck, der aus dem hingeschriebenen
entsteht, indem man (z, y) und (ay, y,) vertauscht.
Hieraus folgt weiter wie oben

2+ 2 z——zl
. m( )m( )
— Re| hE 1 20 26
K (0, 1) = Re be 2vzlog8(z—zl 1‘)(Z+Z‘ ’

1\ 26 /Y 280

me
und in der &-Funktion ist wiederum g — ¢ ?zu setzen.

Lafit man ferner drei Seiten des Rechtecks adiatherman
bedeckt sein und hilt die Seite £ = 0 auf der Temperatur Null,
so haben die Eigenfunktionen die Gestalt
D) e,
und fiir die Greensche Funktion findet man

1 w5 ) o ()t (i) » z—ﬁ)

= Relog
2x z+ 2 Z2— 2 + 2 & — 2
() (o) n () 0 o
Hilt man umgekehrt drei Seiten des Rechtecks auf der Tem-

peratur Null, wihrend die Seite  — 0 adiatherman bedeckt wird,
so haben die Eigenfunktionen die Form

const. cos (m

INzx . nmy
const. cos <m — —2—) B 5
und man findet die Greensche Funktion
K (0, 1)

2 — 2 z+zl z + 2, 2 — 7z,
1 () w("h) 0 ( o (g
= ;— Relog

2n 24+ 2 72— 2, z—zl 2+ 2
% (*45 )ﬁ2< i )“’1\ >“"1 4b>
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in diesem und dem vorigen Falle ist zu setzen
q = e_ g_bq
Sind endlich die zusammenstofienden Seiten # — 0 und y = 0
adiatherman bedeckt, die anderen Seiten auf der Temperatur Null,
so sind die Eigenfunktionen

const. cos (m — L)% cos (m — LYY
’ ( 5) b (” 2) ¢

und der Kern ist, wenn ¢ denselben Wert hat wie in den beiden
vorigen Fillen, der reelle Teil des Ausdrucks

L 3°<z§bzl>ﬂs(zibz “"1<2§th+ 1) 2<Z;_b21+ >

on gal( ;—bzl>&2 <z;—bz1)8o<z;-bﬂ+ > <z+z1+4>

in welchem drei Glieder hinzuzufiigen sind, die aus dem hin-
geschriebenen entstehen, wenn man ¢4 2, durch einen der Aus-
driicke 2 — 2,, 2 + z,, 2 — 7, ersetzt.

Auch hier ist es leicht, die Gleichungen

4,K(0,1) = 4, K(0,1) = 0
zu verifizieren und die Singularitit der GréBe K (0,1) als
Funktion der Stelle 0 an der Stelle 1 zu erkennen.

Ebenso 148t sich aber auch der ausgeartete Fall behandeln,
dal alle Seiten des Rechtecks adiatherman bedeckt sind. Die
Eigenfunktionen sind

2 ML nw m2  n?

Pmn = VT—CCOST cos L, A :”’(Z; + @)
wobei einer der Werte m und » verschwinden darf, nicht aber beide
zugleich; die Konstante kann zwar als Losung der Randwert-
aufgabe angesehen werden, erfiillt aber nachher nicht dieselbe
Integralgleichung wie die anderen Griofen @,,y.

Mit diesen Ausdriicken erhélt man folgende bilineare Reihe:

mmx MmI L, nTYy  nmy,
1 1, » CO8 T Co8 T 1 1,0 CO8 T cos )
K(0.1) = fcz m2me Yy ; nime
" b2 c?
mmx mmx, nwy nwy,
1, ® co8 b COoSs b COo8 ¢ CcoSs ¢

m?2 "3
mt e
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und mittels der frither benutzten Hilfsmittel erhilt man bis auf
einen konstanten Summanden, der weggelassen ist,

1 .
K(0,1) = m(?/’-i-?/l)

1 2+ 2 2 — 2 2+ z z2— 7 ]
— g Relog [3‘< 25 > ﬂ‘( 25 ) 81( 26 81( 20
Offenbar gelten die Gleichungen
A EO,1)— 4, =
1 _
be

0

4, K(0,1) — — = 0;

aus ihnen geht, da bc¢ die Fliche des Grundgebietes ist, nach
einer in § 37 gemachten Bemerkung hervor, dafl — K (0, 1) als
Temperatur von einer Wérmequelle von der Ergiebigkeit — 1
herriihrt, wenn gleichzeitig im Grundgebiet iiberall eine fiir die
Fliacheneinheit konstante Warmeménge erzeugt wird.

Die Formeln, mit denen in allen diesen Fillen die Summation
der doppelt unendlichen Reihen gelingt, sind aufier den in § 38
benutzten die folgenden:

Shoosn(r—a) AL L
<~ nifpd . 2u“+2u@m#“ Crse<tm.
) b4
1’2" cos(2n—1)u _”@‘.‘”‘ (5—0‘) O<a<m)
= (2”—'1)2+y'2 4[‘»601& .
1, o gen—1 008(21’&—1)7152' ( > i
4 1 — g2@n—0 2n—1 ( ) =
' * e+ itz
I3 g0 sinnmz ( >82< 4>
2§ 1+qn—n;4 (I—Z)—{-Zlog ( 8'<TZ+I>’
8 4
1,

2 g**—! sin(2n — 1)wz
= 14 ¢gtn—2 2n—1

al<g_-|—_z>ﬂz(zi—t)as(z+z+1)80<z+t+1)

o (EEEE ) o, (EL ) (T E (1)

T .
=§-|-zlog

4
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§ 41.
Greensche Funktionen auf der Kreisfliiche.

Durch Aufbau aus den Elementen mittels der bilinearen Reihe
lassen sich auch die Greenschen Funktionen fiir die Kreisfliche
vom Radius Eins einschlieflich des ausgearteten Falles bestimmen;
die Stelle der beim Rechteck benutzten Formeln aus der Theorie
der elliptischen Funktionen vertreten hier die bilinearen Formeln
des § 32.

Transformiert man die Fouriersche Differentialgleichung

ou
ot
in Polarkoordinaten, und fiihrt, wie in § 36, die Grenzbedingung

du
N+Hu_0

= a?Adu

ein, so sieht man leicht, dall die Eigenfunktionen
In(or)cosmb, Jn(or)sinmo

sind, wobei oJ,, die Besselsche Funktion mter Ordnung, m eine

nicht negative ganze Zahl bedeutet und die Konstante ¢ durch

die Gleichung 0Jpo+ Hlpo =0
definiert ist. Der Fall H — oo bedeutet natiirlich
Jmno = 0.

Die zugehorigen Eigenwerte sind die oot-Werte 0%, so dafl man
sich auf die positiven Wurzeln beschrinken kann. Um die Eigen-
funktionen zu normieren, braucht man die iiber die Kreisfliiche
erstreckten Integrale

P,., :jdst (er)2cos2mb

P,, = j‘dst (o7)?sin2m 6;
da ds = rdrd@, so findet man leicht

1
Py, = 2 [ads (oo de,
0

1
?mn = L'mn — ”}.“Jm (an“)ﬁda, (m > O)
0

Die bilineare Reihe unseres Problems hat daher folgende Form:

K(0,1) “i Emcosm(o‘—ﬁ)‘] m(@nn?)m(@mnr)

mn an
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In diesem Ausdruck kapnn jede der Summationen nach » aus-

gefiihrt werden, indem man » und r, durch V; und 1/:171 ersetzt
und nach § 32 die dort eingefiilhrten Greenschen Funktionen
in die bilineare Reihe entwickelt; man erhilt, indem man unter

s die kleinere der Grolen ri und %‘ versteht, bei der Annahme
1
H>0

n K (0, 1)
(1) 1 1, rr,  <<cosm(f—0,) m—H
=oE T T X an “[S NEEY: A J
fiir den Fall H — 0 aber
n K (0, 1)
(2) 3 2 2 1 rr cosm (1 —4o
=—g+ ,1—7‘ —Zlo 1—{-2 ( 1)[s"'+(rr)"‘]

Die hier erscheinenden Reihen summiert man mittels der
Formeln

1,®

log Y1 —2acosf+ a2 =— >

amcosmfB -
R

i
®

zamcosrLﬂ — Re (a_He_ﬂH‘,ngH—ldE>
0

- l—w

und findet bei positiven Werten von H

g ' .1 1—2rricos(f —0,)4 r2r}
K(O,l)_2zH+2n ‘/M_2rr1cos(0—-61)+rz
rrle(e—el)i
H—1
+ % Re [(rrl ei(e—eo)—HJ' “1 — Z;wJ,
0

wobei das letzte Glied wegzulassen ist, wenn H — oo gesetzt
wird. In diesem Falle erhdlt man die in der Theorie des loga-
rithmischen Potentials erscheinende Greensche Funktion der
Kreisfliche in bekannter Form. In jedem Falle verifiziert man
leicht die Gleichungen

4,K(0,1) =0
4,K(0,1) = 0.
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Wenn H — 0 angenommen wird, ergibt sich ebenso

2 2 1
K(0,1) = _Sin +r—-~ggﬁ—2~nlog}/1 —2rrycos (6 —6,) + r2ri

—%log\/r% — 2rr,cos (0 — 6,) + 72,

und man erhilt die Differentialgleichungen

4, K (0, 1)—%: 0, 4,K(, 1)_,}!, =0,

die, da = die Fliche des Grundgebietes bedeutet, unter die in
§ 87 besonders hervorgehobene Form fallen. Daher ist — K (0, 1)
die stationdre Temperatur, die von einer Quelle von der Ergiebig-
keit — 1 im Punkte 1 herriihrt, wenn gleichzeitig auf dem Grund-
gebiet fiir jede Flichen- und Zeiteinheit eine konstante Wirme-
menge, etwa als Joulesche Wirme eines galvanischen Stroms,
erzeugt wird.

Die in den Formeln (1) und (2) auftretenden Reihen kon-
vergieren iibrigens gleichmifig in jedem Gebiet der Variablen,
fir das der Abstand der Punkte O und 1 iiber einer festen
Grenze bleibt; denn die Reihen

o™ cosm f3 o™ cosmf3
> m > m+ H

konnen als reelle Teile analytischer Funktionen aufgefat werden,
die reguldr sind, solange « von 1 oder 8 von Null verschieden
ist und o den Wert 1 nicht iiberschreitet. Hieraus folgt auch,
daf in solchen Gebieten die Reihen gliedweise differenziert werden
konnen. Da ferner auch die in § 32 aufgestellten bilinearen
Entwicklungen jedenfalls in einem Gebiet, in dem ~ und 7, nicht
beide unendlich klein werden kionnen, gleichmiflig konvergieren
und gliedweise differenziert werden konnen, so konvergiert die

bilineare Reihe
Z Pmn 0.¢mal
o Amn
in der Tat gleichmifBig in einem Gebiet, in dem der Abstand der

Punkte 0 und 1 iiber einer festen Grenze bleibt, und kann in
diesem Gebiet gliedweise differenziert werden.
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§ 42.
Die Greensche Funktion auf der Kugelfldche.

Schreibt man die Fouriersche Differentialgleichung der
Wirmebewegung im Raume
0 _ o (P g O
ot ox2 ' oy? 82‘2)
in rdumlichen Polarkoordinaten, die mit den rechtwinkligen z, ¥, #
durch die Gleichungen
z = rcosé,
y = r8infcos m,
Z = rsinfsinw
verbunden sind, so ergibt sich bekanntlich die Gleichung
ou __a*{o / Ou 1 6(. , OU 1 0%
ot r2 {W (r a_r>+ sinf 00 sm(}—ﬁ)) + sin? § 9 w2
Nehmen wir an, u sei von r unabhingig, so erhalten wir eine
Temperaturverteilung, bei der keine Wirme in radialer Richtung
nach dem Koordinatenanfangspunkte hin oder von ihm wegfliefit;
innerhalb einer unendlich diinnen Kugelschicht mit dem Zentrum
r —= 0 bewegt sich die W&rme also gerade so, wie wenn die
Schicht von innen und aufen adiatherman bedeckt wire. Die
Temperatur in einer solchen Schicht oder auf einer isoliert ge-
dachten Kugeloberfliche vom Radius 1 und dem Mittelpunkte
r = 0 erfiillt also die Differentialgleichung
ou 2{1 i( 6_u> 1 2%u)
ot = “\sing 96 \"Y50) T sintp 002
deren rechte Seite wir auch durch a?4wu bezeichnen wollen.
Nach der klassischen Methode setzt man
0T _ oI 029
ow 08 ot —
und findet, indem 4 eine unbekannte Konstante bedeutet,

(7 — ,T.(D,

T:e——az).t’
1 o/. 00 1 020

Dabei ist 2 so zu bestimmen, daBl @ eine auf der Kugelfliche
iiberall ‘endliche, stetig und eindeutig bestimmte Funktion des
Ortes wird.
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an
'
(5]

Aus dieser Forderung ergibt sich zunichst

2r
02D

0
integriert man also die Gleichung (1) nach @ und setzt

= j’:IJdm,

so findet man die Gleichung

1 d d
s1n()dU(81 lu)+“p_0

und diese muf} eine fiir § =— 0 und ¢ = = endliche Losung be-
sitzen. Das ist aber genau wieder das Randwertproblem des § 33,
und man findet sofort
A=nmn+1),

wobei n wie immer eine positive ganze Zahl bedeutet. AuBerdem
kann offenbar noch 4 = 0 und die zugehorige Funktion @ einer.
beliebigen Konstanten gleichgesetzt werden.

Um npun zu einer Integralgleichung iiberzugehen, bemerken
wir zunichst, da fir den jetzt durch o[ bezeichneten Ausdruck
die Greensche Gleichung

@) [ta9—garias=[(r & —o %) a

gilt, wenn links iiber das Innere einer geschlossenen, sich selbst
nicht schneidenden sphirischen Kurve @, rechts iiber diese Kurve
selbst integriert und durch N die dulere Normale bezeichnet
wird. In der Tat ist ja der Ausdruck 4/ nichts anderes, als
der gewéhnlich so bezeichnete Differentia.lparameter
cf o2 f
A= 5 oy ay2 02’
in dem nur r = 1 gesetzt und ausgedriickt wird, dafl f von del;
Polarkoordinate r unabhingig ist. Man kann daher die Greensche
Gleichung fiir einen beliebigen Raum in der Form

®  [tag—ganar=[(r {%—o5k)ao

ansetzen, indem man durch dv und ds Raum- und Oberflichen-
element bezeichnet. Nimmt man das Integrationsgebiet begrenzt
von zwei Kugeln r — const, von deren Radien der eine kleiner,
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der andere grofier als Eins ist, und einer Kegelfliche mit der
Spitze r = 0, die durch die Kurve € geht, so folgt die Glei-
chung (2) unmittelbar aus der Greenschen Formel (3), indem
man die Integrationen lings der Radien ausfiihrt.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den gesuchten Kern
bestimmen, und zwar erkliren wir ihn nach § 37 als die statio-
nire Temperatur, die durch eine Wirmequelle und eine in jedem
Element des Grundgebietes auftretende, fiir die Flichen und
Zeiteinheit konstante Wirmemenge hervorgerufen wird. Wir
suchen dann noch zu erreichen, daf der Durchschnittswert dieser
Temperatur im Grundgebiet verschwindet. Liegt die Quelle speziell
im Punkte § = 0, so finden wir die gesuchte Temperatur bis
auf einen konstanten Faktor in der Grofe K (z, &) des § 33 fiir
den Fall £ = 1, also, wenn b und ¢ Konstante bedeuten, in dem

Ausdruck
blog (1 —cosh) +c.

Hierdurch wird man veranlaft, wenn die Wirmequelle im
Punkte 1 liegt und y oder genauer p,, der Winkelabstand 01
ist, den Ansatz
K(0,1) = blog(l—cosy)+¢ = 2blogsin% +c+blog2
zu machen; dabei ist
cosy = cos f cos 6, -} sin O sin 6, cos (p — @,).

Setzt man speziell

1 1
b:——4_7l:, c=—4—n(1—10g2),

so folgt aus einer der Gleichungen (4) des § 33
[E(©1)ds, = 0.
Ferner kann auf einem kleinen, um den Punkt 1 be-
schriebenen Kreise & im wesentlichen gesetzt werden
1
K(0,1) = —2—”logfy,

und wenn man diesen Kreis als Grenze des auler ihm liegenden
Restes der Kugelfliche ansieht und die duBere Normale dieses
Gebietes N nennt,
dE(0,1) 1
dN — 2zy
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Versteht man daher unter @ eine beliebige, in der Umgebung
der Stelle 1 mit ihren Ableitungen stetige Funktion des Ortes,
und integriert iiber den Kreis R, so ergibt sich
dK(0,1) do 1
8

Die Greensche Formel, angewandt auf das bezeichnete
Restgebiet ergibt also, wenn man & unendlich abnebmen ldSt,
in der Grenze

(4) [(@4K—KAD)ds = 1.
Jetzt werde fir @ eine Losung der Gleichung (1), d. h. der
Gleichung AP + AP — 0

genommen. Aus dieser ergibt sich mittels der Greenschen
Formel, angewandt auf @ und 1 und das mehrfach benutzte
Restgebiet als Integrationsgebiet, da das Linienintegral ver-

schwindet, J'Adids = 0, Afdids =0,

also, da A2 von Null verschieden genommen und die fiir A = 0
erhaltene Losung beiseite gelassen wird,

J'dids = 0.
Anderseits findet man leicht
' 1
| AK(0,1) — — = 0;
also folgt aus der Gleichung (4) die Integralgleichung
(5) D1 =A4[K(0,1)P0.ds, A=n(n+1).

Die Diskussion derselben wird wesentlich dadurch erleichtert,
daB nach der oben fiir K(0, 1) gegebenen Formel und nach der
Gleichung (2) des § 34 gesetzt werden kann

1 3 (n42

®) KO, 1) = 5 3008, P eos)
wobei die Gleichung

co8 %y, == cosfcosf; + sinfsin b, cos (¢ — @,)
gilt. Denkt man nun fiir einen Augenblick den Punkt § = 0
in die Stelle 1 gelegt, so geht die Grofie P, (cosy,,) in P, (cosf)
iiber, ist also Losung der Legendreschen Gleichung, die als
spezieller Fall der Gleichung

AP +n(n+1)P® =0
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aufgefafit werden kann. Diese ist aber vom Koordinatensystem
unabhingig; mithin ist P, (cosy,;) eine ihrer Losungen auch bei
beliebiger Lage des Koordinatensystems. Daraus folgt nach dem,
was soeben gezeigt ist, dal P,(cosy,) auch eine Losung der
Integralgleichung (5) ist, die zu.dem Eigenwert n(n + 1) gehort;
diese GroBe ist also orthogonal zu jeder von der Stelle 0 ab-
héingenden Eigenfunktion Y., die zu einem von n(n -+ 1) ver-
schiedenen Eigenwert m (m 4 1) gehort.

Multipliziert man nun die Gleichung (6) mit Y, so ist ihre
rechte Seite gliedweise iiber das Grundgebiet integrierbar. Denn
legt man wieder fiir den Augenblick den Punkt # — 0 in die
Stelle 1, so kann man zundchst nach o gliedweise integrieren,
da diese Grofle in der Reihe (6) gar nicht vorkommt. Dann
aber kann man aus den Entwicklungssitzen des § 33 die Formel

+1 1o L4t
F1 =jK(1, o) for.dos = Zn—z;ifl)_" voi.fo.do
1 n s

entnehmen. Daraus folgt, daB die Reihe (6), mit sinfdf und
einer beliebigen stetigen Funktion von 6 multipliziert, nach #
gliedweise integriert werden kann, womit das Behauptete be-
wiesen ist.

Die einzelnen Glieder der rechten Seite der Gleichung (6)
sind aber zu Y, orthogonal, mit Ausnahme des zu n = m ge-
horigen; somit fallen rechts alle Glieder weg mit einer Ausnahme
und man erhilt

Y1
o Gy _—J' Y. K(0,1)ds
_ 1 (m+3)
=3z W+ 1)_‘- Y, Pn(cosyy)ds.

Wire iibrigens der Eigenwert, zu dem Y, gehort, iiberhaupt
nicht in der Form #n(n 4 1) enthalten, so erhielte man rechts
iiberall 0, also die Gleichung

[E(©0,1) Ynds =0,

so daB Y, keine Eigenfunktion des Kerns im Sinne der stets
geltenden Definition wire. Damit ist gezeigt, daf die Zahlen
n(n -+ 1) die einzigen Eigenwerte der Integralgleichung (5) sind.

Die Gleichung (7) aber zeigt, dafl die zu einem bestimmten
Eigenwert gehorigen Eigenfunktionen der Gleichung (5) Losungen
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einer besonderen Integralgleichung sind und als solche alle zu
demselben Eigenwert gehdren. Der Kern dieser Gleichung liGt
sich nach einer elementaren Formel aus der Theorie der Legendre-
schen Polynome, dem sogenannten Additionstheorem der Kugel-
funktionen, in folgender Form darstellen:

P, (cosyy) = Pux. Ppu,

L — 1))
+2ZE:Z+V))' Prx. Pz, .cosv(p — @,);

dabei ist gesetzt
2dv me .~y Q A_P z

dxv

Prz=(1—a?2 "2

Setzt man diesen Wert von P, (cosy,,) in die spezielle Inte-
gralgleichung (7), so sieht man, dal Y,, d. h. die allgemeinste
zum Eigenwert m (m + 1) gehorende Eigenfunktion der Glei-
chung (5), als lineares Aggregat der 2m 4 1 Grollen

8 Purxr, Ppx.sinvep, Ppz.cosve, v=12...m
dargestellt werden kann. Diese sind siémtlich spezielle Gr68en Y,,;

in der Gleichung
D1l =m@m+1)[P0.K(0,1)ds

gehoren also zum Eigenwert m (s + 1) genau 2m + 1 linear
unabhéngige Eigenfunktionen, eben die Gréfen (8), die nur noch
nicht normiert sind.

Man erhilt die normierten Funktionen mittels der auf ele-
mentarem Wege aus der Legendreschen Differentialgleichung
folgenden Gleichungen

+1

, 2 (n4)!
JP,,(dex 27@—}—127&—1})'
-1

und der bekannten Formeln
2r ?n
Jcosﬁmpdqp = |sintvopdep = m
0 0

Man sieht aus diesen Formeln, daf man setzen kaon
0,2n

@nt b Py Sy, 0.5..1

WeNh Quoy Puiy .- Pnan die zum Elgenwerte n(n + 1) gehorigen
normierten Eigenfunktionen sind. Dividieren wir beiderseits durch
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Ay = n(n+ 1) und summieren iiber die Werte n =1, 2, ..., so
erhalten wir die bilineare Formel der Gleichung (6) zufolge in
folgender Gestalt:

1, 0,2n

[log (1 —cosyy)+1—log2] = Z Z q’;V(SL znf)

§ 43.
Wiirmeleitung in der Vollkugel.

Bei der dreidimensionalen Wirmebewegung in einer Voll-
kugel gilt die Randbedingung

du

wobei N die #uflere Normale, 2 eine positive Konstante bedeutet.
Die Fouriersche Differentialgleichung transformiert sich dann
in die schon in § 42 gebrauchte Form

ou

. — a2
at_adu

_a*fo /[ ,0u 0 ou 1 02u
—ﬁ{a_( +sm0 o <81n05ﬁ>+sin208—a72}’

wobei 7, 6, @ wie am angefiihrten Orte die sphirischen Polar-
koordinaten bedeuten. Setzen wir

U — e—ﬂzlt V’

so ergibt sich fiir ¥ die Gleichung
AV4+12V =0
und die Randbedingung
av
Substituieren wir ferner
z = cosf, V=RR0O,
wobei jeder Faktor eine Funktion der durch den entsprechenden

kleinen Buchstaben bezeichneten Variablen allein ist, so erhilt
man die Gleichungen

d:R  2dR m(m -+ 1)

drﬂ+'r dr+<l__ )R:O,
daze
d 2

oV

ot — 0

(1—2%)

+<m(m+1)— >@_O
d.SZ

PPy +n2& = 0,

Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl. 12
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wobei durch m und » Konstante bezeichnet sind. Fiir diese aber
ergibt sich leicht, daB sie ganze Zahlen sein miissen, die dann
offenbar positiv genommen werden konnen. Fiir n folgt dies
daraus, daB £ notwendig nach dem Argument o die Periode 2=z
haben muf, fiir m daraus, dal die zweite Gleichung, da sie durch
die Substitution p
— 3 4"y

0 = (1 —_ x2)- d_.i;
aus der Legendreschen abgeleitet werden kann, nur dann ein an
den Stellen £ = + 1 endliches Integral besitzt, wenn # eine ganze
Zahl ist. Dieses Integral ist dann

n n d"Pm.Z'
O = Ppz— (1 —x2 T

Da nun auch R an der Stelle r = 0 endlich sein mubB,
lehrt die fiir diese Grofie erhaltene Differentialgleichung, daffi man
bis auf einen konstanten Faktor

B =" m+1/p (9 7‘)

setzen kann; die Eigenwerte o2 oder A werden durch die Gleichung
LY ; h—1)J
W‘*’th =0, QJm+1/2(9)+( _5) m+1/2(9):0

bestimmt, und die positiven Wurzeln dieser Gleichung mogen durch
Amt1j, 15 Amt1)y, 2 « - - bezeichnet werden. Die Wurzel 4 — 0 fiihrt
zu einer identisch verschwindenden Funktion R.

Die Eigenfunktionen sind also, wenn @2 = 4,, +1, » gesetzt wird,
Phrx.r—dyi,(er)cospw, Phr.r—'d, v, (or)sinyue;

dabei sind fiir ¢ die Werte 0, 1, ... 2m zu nehmen, so dall im
ganzen 2m + 1 Eigenfunktionen zu einem Eigenwert gehoren.

Um sie zu normieren, hat man ihr Quadrat mit —r2drdzde
zu multiplizieren, iiber den Raum der Kugel zu integrieren und
durch die Quadratwurzel des erhaltenen Integrals zu dividieren.
Das auszurechnende Integral ist also

27 1 +1
A, = g‘dma‘.rdrj:ix [P,’,‘,x.J,,,+1/2(gr) cosy.m]2a
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oder derselbe Ausdruck, in dem cos durch sin ersetzt ist. Be-
riicksichtigen wir die in § 42 gebrauchte Formel

+1

: e (MW 2
de[PﬁnxP— (m—w) 2m +1°

—1

und setzen wir
1
J‘ er+1/z(9 r)2dr == -Nm + 1/, ny
0

so erhalten wir

m4uw)!
o = gﬁ_—y))l 77[_,_—% Nm+1/2,”(‘,¢ > O),
2xn
4o :’l)i_"*—_% Nm+l/2m-

Dasselbe ergibt sich, wenn sin g @ durch cos u @ ersetzt wird.
Auf Grund dieses Resultats konnen wir die bilineare Reihe
bilden, deren Glieder vom Typus
Zg0.9l
A

sind, wobei im Zihler iiber alle zum EKigenwert A gehdrigen nor-
mierten Eigenfunktionen summiert wird. Man erhidlt so den
Ausdruck
(rr) " Imr1, (@) Imiry (071)- @
215@2_Nm+1/2,n ?
wobei ¢ durch die Gleichung

¢ = Puxr.P,x,.(m+1})

1,

3 (m— p)! 1
+2 3l 4 Pl Pl conu (9 — 90

= (m + 3) Pn(cos )
und y,, durch die Gleichung
cosyy = 22, + Y1 — a2 {1 —z2 cos (p — @,)

definiert ist. Die bilineare Reihe geht hiermit in folgende Ge-
stalt iiber: ’

1 O’Zw g; (rry)="2(m + 3) P (co8y01) Imty(07) I+ 1,(071) |
2x Ld

Am + 1/2: n 'Nm + Yoo m

12*
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Nach den Formeln in § 32 ist nun die Summation iiber »
sofort durchzufithren. Man erhélt unter der Voraussetzung
h—3>0 r<nm
die Gleichung

1,

Z J‘m+1/g (9 T) Jm+1/2 (9 1‘1) — 1 {<1>m+1/2 — (TT )m +1./2}
" lm+l/g,nNm+1/2,n 2m + 1 7y 1
(rrymtie
+ m-+h

L r . P
Ist r > ry, so ist - durch 7‘ zu ersetzen. Hiernach wird fiir den

1

Fall r <r, die bilineare Reihe folgenden Wert erhalten:
1 X5 m 2m + 1
KON =4, 3 L — G+ 2052 e P eos )

Diese Reihe summiert sich mit Hilfe der bekannten Formeln

1 bt

S P.z.om
V1—20z + a2 ; 70

1 —oa?

(V1 — 20z + a2)’

[ —mer—tda _ %5 @mt Do

(V1—2az + a2)? = m+h

0, ©
= 2 @2m+ 1) Ppx.oom+2,

P,x.

Speziell erhdlt man fiir den Fall h — oo, also fiir die Rand-

bedingung .
V=0

K(0,1)

die Gleichung

1 [ 1 1 ]
4wy —2rricospy + 17 Y1 —2rr cosy, + rir?

Dieser Ausdruck ist die in der Elektrostatik auftretende gewohn-
liche Greensche Funktion des Vollkugelraumes. Im Falle eines
endlichen positiven Wertes von % erscheint noch das Glied

.
r—h (1 —r2r)ri—ldr

47 | Y1 —27r7r,cosyy, + ﬂrf.
0
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§ 44.
Darstellung willkiirlicher Funktionen
auf Grund der allgemeinen Theorie der Integralgleichungen.

Die bisherigen Sitze iiber bilineare Reihen bei Greenschen
Funktionen als Kernen konnen nicht aus der allgemeinen Theorie
des dritten Abschnitts abgeleitet werden, wohl aber gilt dies von
gewissen allgemeinen Sitzen iiber die Entwicklung willkiirlicher
Funktionen nach den Eigenfunktionen der bezeichneten Kerne,
sobald diese als brauchbar unstetig im Sinne des § 19 nach-
gewiesen sind. Es handelt sich dabei um folgende Ziele. Ver-
stehen wir unter § stets eine im Grundgebiet stetige Funktion
der beigefiigten Stellen und setzen wir

@(0,1) = K(0,1) 6(0, 1),
F(0,1) = K(0,1) K(1,2) 6(0, 1, 2),
so ist zu zeigen, dall die Integrale
fo,1)ds,  [F01)ds

im Grundgebiet stetige Funktionen, das erste der Stelle 0, das
zweite der Stellen 0 und 2 sind, und daB in den Integralen

(1) [f@ 1)dsds, [[F(0,1)dsds, [[F(0,1)dsds,

die Integrationen vertauscht werden diirfen. Sind die Behaup-
tungen bewiesen, 80 kann man die Grofen # auch als stiickweise
stetig annehmen; dadurch gehen die betrachteten Integrale in
Summen von solchen iiber, die mit stetigen ¢ und anderen Grund-
gebieten gebildet sind, und die behaupteten Eigenschaften iiber-
tragen sich sofort von den Summanden auf die Summe.

Um nun das gewiinschte Ziel zu erreichen, gehen wir davon
aus, daf im Falle des ebenen Grundgebiets, das wir & nennen,

1 1
K1) =g_log —+6(0,1)

gesetzt werden kann; bei den auf die Grofe @ beziiglichen Be-
hauptungen darf also einfach abkiirzend

1 1

gesetzt werden, da die mit 6 (0, 1) behafteten Glieder wegen der
Sjcetigkeit dieser GroBe keine Schwierigkeit machen. Dasselbe
gilt aber auch von den auf F(0, 1) beziiglichen Behauptungen;



182 Fiinfter Abschnitt. § 44.

denn nach dem vereinfachten Ansatz fiir K (0,1) unterscheidet
sich F'(0,1) von dem urspriinglichen Wert um Glieder wie

—log 0(0 1, 2), ——lo ()(O 1, 2),

die wieder, wenn d1e auf @(0, 1) bezughchen Behauptungen be-
wiesen sind, keine Schwierigkeit machen, da sie als Ausdriicke
@ (0, 1) oder @(1,2) betrachtet werden konnen. Wir bleiben
also ganz bei dem abgekiirzten Ausdruck fiir K(0,1), der alles
Gewiinschte leistet, wenn der Beweis gelingt.

Bezeichnet man nun durch @, den Rest, der iibrig bleibt,
wenn vom Gebiet € alle die Ungleichung r,, < a erfiillenden
Stellen 1 bei irgend einer festen Lage der Stelle 0 weggelassen
werden, so ist
(2) jcb(o )ds, = [ (0, 1)ds, + [@(0, 1)ds,;

6o ro<a

ein Integratlonsgeblet wie ry; < a ist hier wie weiterhin immer
so zu verstehen, dal nur Stellen des Gebiets € in Betracht ge-
zogen werden. Verstehen wir aber unter ¥ eine Grofe, die
zwischen festen von O und @ unabhingigen Schranken liegt, so
konnen wir setzen
(3) [@(0,1)ds, = qrjdsllog = W ya,

ror< @ rog<la To1
und P a ist, wenn man iiber den ganzen Kreis 7y < a integriert,
eine leicht, wie in § 35, durch a ausdriickbare GroBe, fiir die die
Gleichung lim Ya = 0

gilt und giiltig bleibt, wenn nur ein Teil des Kreises in das
Gebiet € fillt und als Integrationsgebiet benutzt wird. In der
Gleichung (2) kann also -der zweite Summand durch passende
Wahl von a unter eine vorgeschriebene Schranke herabgedriickt
werden und bleibt unter derselben, wenn die Stelle 0 geéindert wird.

Jetzt werde die Stelle 0 um eine hinreichend kleine Strecke
verschoben; dann &ndert sich das Gebiet & und die in ihm
stetige Grofe @ (0, 1) beliebig wenig, ebenso auch der erste
Summand auf der rechten Seite der Gleichung (2); die gesamte
Anderung der Grofie g @ (0, 1)ds,

setzt sich also aus zwei dem absoluten Betrage nach beliebig
kleinen Summanden zusammen; diese Grofe ist als stetige Funk-
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tion der Stelle 0 erwiesen; dasselbe gilt wegen der Symmetrie
des Kerns K (0, 1) von dem Integral

f@© 1)ds
(3

als Funktion der Stelle 1.
Um nun weiter die Integrale
J = jdsqu(o, Dds, J= jdslj‘@(o,nds
¢ 6 & &
als gleich nachzuweisen, sei €, der Rest des als Ort der Stelle 0
betrachteten Gebiets & nach Ausscheidung der Stellen 0, fiir die
715 < a; dann sind zundchst die Integrale
Jo :jdsjm(o, )ds,, J, :jdsqumo, 1)ds
& G & G
gleich, J, = J,; denn das Integrationsgebiet beider ist die Ge-
samtheit der Stellenpaare 0, 1, in denen 7y, >>a und im iibrigen
0 wie 1 im Gebiet € beliebig gew#hlt werden. In diesem Gebiet
ist @ (0, 1) stetig, die Integrationen also vertauschbar. Weiter
ist offenbar
J—d, :jdsjqz(o, V)ds,, J—J, :jdsljdi(o, 1)ds;
¢ ror<la ¢ ro<a
wendet man also die Gleichung (3) an und die aus ihr ent-
stehende, indem man 0 und 1 vertauscht, so ergibt sich

J—dy = P.¢a, f——J_l:‘P'.dJa,

wobei die Zeichen %, vieldeutig gebraucht sind. Da nun J, =J,,
so folgt auch, da die GroBe

Jd—J = ¥ . ya

gesetzt und mit a beliebig herabgedriickt werden kann, also, weil
von g unabhiingig, verschwinden muf}:

(4) J=J, [ds[®(©0,1)ds, =[ds, [@ (0, 1)ds;
(4 € € ¢

die auf die Grofen @ (0, 1) beziiglichen Behauptungen sind be-
wiesen.

Um nun entsprechende Betrachtungen fiir die mit F'(0, 1)
gebildeten Integrale dtirchzufiihren, sei €, das Gebiet, das von &
iibrig bleibt, wenn alle Stellen 0, fiir die 7y, < a ist, ausgeschieden
werden; ist 1 die veréinderliche Stelle des Gebiets €, so wird,
um €, zu erhalten, das Gebiet r;, << @ ausgeschieden. Dann hat
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die Grofie F'(0, 1) im Gebiet €, dieselben Eigenschaften wie @ (0,1)
im Gebiet €; die Integrale

[F(,1)ds, =[K(0,1) K(1,2) 6(0,1,2)ds,, [F(0,1)ds
& (23 Gy

sind also im Gebiet €, stetige Funktionen, der Stelle 0 das erste
und der Stelle 1 das zweite.
Weiter zeigen wir, dal man setzen kann

jF(o, 1)ds, = ¥.¢a,

rg<a
wobei die Schranken der GroBe ¥ von a, 0 und 2 unabhingig
bestimmt werden konnen. Fallen néimlich die Stellen 0 und 2
zusammen, 80 ist

}.F(O,l)dsl_ = jlog log—H(O 1,2)ds,

ra<la
1

—Mg'[(log ) 00, 1,2)ds,

= j <10cr E> as;;

< ae

fallen die Stellen 0 und 2 auseinander, so ist offenbar

JF(O, 1)ds, = zpj'logridsl,
rogg<la - rogg<la »
und in beiden Fillen kann man setzen

(5) JF(O, )ds, = ¥.pa, limpa= 0.
ra<'a o=
Nun ist nach der Definition des Gebiets &,

JF(O 1)ds, _J.F(O 1)ds, + j'F(o, ) ds,;
&) rg<a
scheidet man aus dem Gebiet & noch alle Stellen 1 aus, fiir
die 7, < @ und nennt den Rest &y, so ist F'(0, 1) in diesem
stetig und man hat die Gleichung

(6) jF(o, )ds, = jF(o, l)dsl-i—J.F(O, 1)ds, +jF(0, 1) ds;
[ (7% ra<a rn<a

in den letzten beiden Integralen sind nur die in € fallenden

Teile des Integrationsgebiets zu beriicksichtigen und -etwaige
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gemeinsame Teile der Gebiete 7y, < a und 7, <a nur einmal
Da nun F (0, 1) beziiglich der Stellen 0 und 2 symmetrisch
gebaut ist, so ist in der letzten Gleichung auch das letzte Glied
der rechten Seite von der Form ¥.4¢a, ebenso wie nach (5) das
vorletzte; beide sind also bei passender Wahl von a absolut so
klein, wie man will, und bleiben so bei Verinderung der Stellen 0
und 2. Andert man diese aber hinreichend wenig, so dndert sich
das Gebiet @,, und die in ihm stetige GroBe F'(0,1) beliebig
wenig; dasselbe gilt also von der ganzen rechten Seite der
Gleichung (6); das Integral

(7) j F(0,1)ds,
(3
ist eine im Gebiet € stetige Funktion der beiden Stellen O und 2.
Da ferner im Gebiet €, die Grofie F'(0, 1) dieselben Eigen-
schaften hat wie @(0,1) im Gebiet €, so hat man nach der
Gleichung (4)

®) jdst(O, ds, :jdsljF(O, 1)ds.
Gy G G2 G2
Die Gleichung (5) aber ergibt
) stjF(o, ds, = ¥.pa,
G  ra<le

und unmittelbar folgt aus der Stetigkeit des Integrals (7)

(10) j ds J'F(o, 1)ds, = . va.
reg<la &

Addiert man die Grofen (9) und (10) zur linken Seite der
Gleichung (8), so werden in dieser die Integrationsgebiete &,
durch @ ersetzt und man sieht zugleich, was nicht unmittelbar
ersichtlich ist,

(11) stJF(O, 1)ds, = lim jdst(O, 1)ds,.
& 6 Tl &
Ebenso findet man leicht, da

JF(O, )ds = K(l, Q)jK(O, 1) 6(0,1,2)ds = K (1,2) T.va
rog<a rog<la ’
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gesetzt werden kann,

(12) jdsl (F(o, 1)ds :jK(l,Q)w.wa.dsl = . g

&) rag<la G2
endlich
} ds, IF(O, ds :J.K(l, 2)d31JK(0, 1) 0(0, 1, 2)ds,
rg<la roy<a 3

und da hier das innere Integral rechts nach den Sitzen iiber
@ (0,1) eine stetige Funktion der Stellen 0 und 2 ist,

(13) jc/s, [F(o, )ds = T.pa.
Yo <@ fi

Addiert man die GroBen (12) und (138) zur rechten Seite der
Gleichung (8), so erhilt man die Gleichung

jdsljF(O, 1)ds = lim | dsljF(O, 1)ds,
G & azo(éz &g

die verbunden mit den Gleichungen (8) und (11) zu der ge-
wiinschten Beziehung fiihrt:

jdsJ'F(o, 1)ds, :jdsljF(O, 1)ds.
& ¢ & &
Leichter ist das entsprechende Ergebnis fiir das dritte der
Integrale (1) zu erzielen; ist € der Rest des Gebietes € nach
AusschluB} eines Kreises vom Radius @ um den Mittelpunkt I, so ist

ds,jF(O, 1)ds = [Ka, 2)dszj1<(o, 1)6(0, 1, 2)ds
(5~ (] i G (53
— (K@, 2)ds, | K(0,1)0(0, 1,2)013+jK(1,2)5(1,2)ds2
(14 & & e
— (K@, 2)ds, [ K@, 1)0(0,1,2)ds
& &
+[x@, 2)as [E@© 160, 1,2)ds+jK(l,2)(7(1,2)ds,,
& o< a 1o < @

6(1,2) =jK(0, 1)6(0,1,2)ds = [«15(0, 1ds

[/ G
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nach den fiir die Grofen @ erhaltenen Sitzen eine stetige Funk-
tion der Stellen 1 und 2 ist. Der erste der in der Gleichung (14)
erhaltenen drei Summanden gestattet die Vertauschung der Inte-
grationen, der zweite und dritte kdnnen mit a beliebig herab-
gedriickt werden. Vertauscht man im Ausdruck (14) die Ele-
mente ds und ds;, so bleibt der erste Summand derselbe, der
zweite und dritte behalten die angegebene Eigenschaft; von dem
ersten unterscheiden sich also beide Integrale

jds2 [F(o, 1)ds, Ids [F(o, 1)ds,
& & & &
beliebig wenig, sind also gleich.

Damit ist die Greensche Funktion K(0,1) des ebenen
Gebiets als brauchbar unstetiger Kern im Sinne des § 19
erwiesen.

Dasselbe gilt von der Greenschen Funktion des riumlichen
Gebiets: man braucht nur in der ganzen durchgefithrten SchluB-
reihe die Zeichen

1 1 1
i — o s
ds, logrm, log o log . ¢

12

durch

g L, L1

] b b
701 To2 712

pls

zu ersetzen.
Jetzt sind die Sitze des dritten Abschnitts auf die im gegen-

wirtigen Abschnitt betrachteten Kerne anwendbar; bestimmte

Ergebnisse erhélt man, wenn man Begriff und Eigenschaften der

quellenméBigen Funktionen beachtet, wie sie in § 37 entwickelt sind.
Wichtig ist zunichst die Beziehung

AF0 = 4[K(0,1)f1.ds; = —[0;
aus ihr folgt, daf eine im Grundgebiet stetige Funktion nur dann
zum Kern orthogonal sein kann, so daf}
jK(o, 1)f1.ds, =0,
wenn sie identisch verschwindet. Zum Kern orthogonal ist aber
nach § 22 jede im Grundgebiet stetige Funktion, wenn sie zu
allen Eigenfunktionen orthogonal ist; eine zu allen Eigen-
funktionen orthogonale stetige Funktion mull also iden-
tisch verschwinden. Das heiit, aus der Gesamtheit der

Gleichungen J- £0.9,0.ds = 0
folgt die Identitdt f0 = 0.
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Sodann lehren die allgemeinen Sitze, dal jede quellenmifBige
Funktion auf die Fouriersche Weise nach den Eigenfunktionen
entwickelt werden kann; nach § 37 folgt hieraus, dafl jede die
Randbedingung erfiillende, auf dem Grundgebiet mit
ihren ersten Ableitungen stetige Funktion, die stiick-
weise stetige Ableitungen zweiter und dritter Ordnung
besitzt, auf die Fouriersche Weise nach den Eigen-
funktionen entwickelt werden kann:

1,0

Fo :Zantpno, a, :j Fo.¢,0.ds, j(¢710)2ds = 1;

das ebene Grundgebiet kann durch das rdumliche, ds durch dz
ersetzt werden.

Hieraus ergibt sich nach der mehrfach gebrauchten Methode
die Abgeschlossenheitsrelation

j(fo)ﬂds :f Ufo.%o.ds]

n

2
)

in der fO eine stetige Funktion bedeutet; sie beruht wesentlich
auf der Moglichkeit, eine stetige Funktion durch quellenmiBige
anniahernd darzustellen.

Weiter kann jetzt leicht eingesehen werden, daB die An-
zahl der Eigenfunktionen unendlich ist. Denn aus der
Integralgleichung

Pl = le(O,l)q;O.ds = 1j(ilogi+M(o, 1) 90.ds,
2n 1y

in der M stetige Ableitungeu jeder Ordnung besitzt, folgt, daB
die GroBe ¢ 1 hinsichtlich ihrer Stetigkeitseigenschaften als
Potential einer Masse von stetiger Dichtigkeit angesehen werden
kann, also nach den allgemeinen Sitzen der Potentialtheorie
stetige Ableitungen erster Ordnung besitzt. Danach besitzt aber
wieder die Dichtigkeit stetige Ableitungen erster Ordnung, also
das Potential solche zweiter Ordnung wusf.; da die Gréensche
Funktion an reguliren Stellen nur stetige Ableitungen beliebig
hoher Ordnung besitzt, gilt dasselbe von den Eigenfunktionen.
Eben dies wiirde dann auch von einer linearen Verbindung end-
lich vieler Eigenfunktionen gelten; es konnte also nicht durch
eine solche Verbindung eine Funktion mit unstetigen Ableitungen
zweiter Ordnung dargestellt werden, was doch der allgemeine
Darstellungssatz als moglich feststellt.
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Beachten wir zum SchluB noch den losenden Kern

0.0, 1
r(,1) = K(, 1)+’1in(1,,$7)'

Die unendliche Reihe ist ebenso in jeder der beiden Stellen 0
und 1 bei fester Lage der anderen gleichmiBig konvergent, wie
die Reihe

0.¢,1
B2 (0,1) = )PP
n

die GréBen I'(0, 1) und K (0, 1) unterscheiden sich also um eine
stetige Differenz (0, 1); die Grofie I'(0,1) hat dieselben Un-
stetigkeiten wie K (0,1). Nun gilt die Resolvente

r,1) = K(0, 1)+ xjr(o, 9K (2, 1)dsy,
also, da 4 K(0,1) = 4, K(0,1) = 0 ist,
4,10,1) = a4, | '(0,2) K(2,1)ds,

=14, [(K(©0,2)+6(0,2) K@ 1)ds,
(15) '

— 14, (RO, 2) K@ 1)dsy + 1 4, J 0(0,2) K (2, 1) ds,
— A4, K2(0,1) + mlj'o(o, 9) K(2,1)dsy.

Das erste Glied der rechten Seite ist aber leicht auszu-
rechnen; K2 ist von der Art eines Potentials, wie es am Schlusse
des § 35 betrachtet ist, und damit bleibt, obwohl die Dichtigkeit
stellenwaise unendlich ist, die Poissonsche Gleichung erfiillt.
Ist K(0,2) die Dichtigkeit an der Stelle 2, so findet man hiernach

4,K3(0,1) = 4K2(0,1) = — K (0, 1)
und nach (15)
4, 0,1) = —A(K(0,1)+6(0, 1)) = — AT (0, 1).
Die Differentialgleichung
A4+ Ar'=20

hat also eine die Randbedingung erfiillende stetige
L6sung, die als meromorphe Funktion von 4 darstellbar
ist; ihre Pole sind einfach und liegen an den Stellen 1,.
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§ 45.
Entwicklung unstetiger Funktionen.

Auf Grund des erhaltenen Resultates lassen sich auch Ein-
sichten dariiber gewinnen, inwiefern unstetige Funktionen oder
solche, die unstetige Ableitungen besitzen, nach den Eigen-
funktionen eines Kerns entwickelt werden konnen. Diese Sitze
sind allerdings von speziellerem Charakter als die bisher erhalteren
und beziehen sich nur auf den Fall, dafl die bilineare Formel
in gewissem Sinne gilt.

Wir beschrinken uns auf Gebiete von zwei Dimensionen, in
denen der Kern K (0, 1) unstetig wird wie — (1/2 ) logr,,.

Sei dl das Element einer im Grundgebiet verlaufenden Kurve &,
in welchem der Punkt O liegt, N die Normale, die, wenn die Kurve
geschlossen ist, nach aullen gerichtet sein soll. Die Richtungen N
und N’ seien einander entgegengesetzt. Dann hat von den Integralen

, dE(0,1
(Dl:J-dl.fO.K(o,l), @1:sz,fo.TJ(N_)
8 &

das erste die Eigenschaften des logarithmischen Potentials einer
einfach belegten Linie, das zweite ist im wesentlichen das Poten-
tial einer doppelt belegten Linie. Dabei mull die Funktion f0
lings der Kurve & mit ihrer ersten Ableitung stetig sein und,
falls die Kurve & im Rande des Grundgebietes endigt, in diesem
verschwinden, um Singularitidten zu verhindern. Das Integral @
bietet dann, wenn der Punkt 1 die Kurve & passiert, fiir die in
normaler Richtung gebildete Ableitung die aus der Potential-
theorie bekannte Unstetigkeit dar:

adl  dol

Das zweite Integral ist selbst in der Weise unstetig, dafl die

Gleichungen
0, =601 —1f1, @a:@l—*—%fl

bestehen; dabei sollen @, und ®; die Grenzwerte bedeuten, denen
sich die Grofle ® annidhert, wenn man von der Seite, nach der
die Richtung N bhinweist, oder von der entgegengesetzten Seite
gegen den der Kurve angehorigen Punkt 1 heranriickt. Ferner ist
ohne weiteres ersichtlich, dal beide Grofen @ und @ auBerhalb
der Linie & im ganzen Grundgebiet dieselben Eigenschaften be-
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sitzen wie die quellenmiBigen Funktionen, insbesondere, dal sie
die Randbedingungen der Greenschen Funktion erfiillen.

Wenn nun die bilineare Formel gilt und die Reihe

I'Em 9,0.9,1

n l”
gleichmiBig konvergiert, sobald der Abstand der Stelle 0 von der
festen Stelle 1 iiber einer festen positiven Grenze bleibt, so kann
man in dem Integral @ gliedweise integrieren und erbélt die
Grofe @1 nach den Eigenfunktionen ¢,1 entwickelt; doch gilt
diese Entwicklung zunidchst nur auBlerhalb der Unstetigkeitslinie.
Man hat also eine spezielle Funktion entwickelt, deren Ableitungen
in der Kurve & die oben angedeuteten Unstetigkeiten besitzt.

In den von uns ndher untersuchten Féllen der §§ 38 bis 43
ist ferner auch die bilineare Reihe gliedweise differenzierbar in
dem Sinne, daB die erhaltenen Reihen in demselben Gebiet
gleichmifig konvergieren wie die bilineare Reihe selbst. Man
kann also auch fiir ® eine Entwicklung nach den Eigenfunktionen
erhalten, also fiir eine Funktion, die an der Kurve & selbst un-
stetig ist. Auch hier bleibt zweifelbaft, ob und in welchem Sinne
die Entwicklung in der Unstetigkeitslinie selbst gilt.

Es mufl noch festgestellt werden, ob die erhaltenen Ent-
wicklungen Fouriersche sind in dem {frither definierten Sinne,
daB also z. B., wenn

Dl =2 auPal
gesetzt wird, die Gleichung "
an =I!150.q),,0.ds
besteht. Davon ﬁberzeugt man sich leicht auf folgende Weise.
Man hat zundchst unmittelbar die Gleichung

an —_—jfo- 9041,
An
&
Setzt man hier ein

.0 :J'K(o, %) 9u2.ds,,
so folgt
e :jd?ofo.jK(O, %) gn2.ds,

R
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Schlieft man nun aus dem Grundgebiet einen beliebig schmalen,
die Kurve & umschlieBenden Streifen aus und bezeichnet den
Rest durch €', so kann man setzen

jK(O, ) @.2.ds, = {K(O, D p,2.ds,+ &,
&
und ¢ liegt dem absoluten Betrage nach unter einer Grenze, die
mit der Breite des ausgeschlossenen Streifens unendlich abnimmt
und von der Stelle 0 unabhingig ist. Hieraus folgt

Ay = ¢ +Jdlof0.jK(0, 2) 9. 2.ds,,
& &
wobei & eine Grofie von derselben Beschaffenheit wie & bedeutet.
Hier konnen die Integrationen vertauscht werden, so daf man

erhalt
an = s’—}—J‘dsg.q),,‘.’..ij.K(O, 2)dl,,
& &
und da das Integral

jfo.K(o, 9)dl,

&
den Charakter eines Linienpotentials hat, also als Funktion der
Stelle 2 im ganzen Grundgebiet stetig ist, so kann man in dem
letzten fiir a, gegebenen Ausdruck ' durch € ersetzen, ohne
da das Integral sich um mehr als einen Betrag & dindert, der
wiederum die Beschaffenheit der GrofSe & besitzt. So erhilt man
die Gleichung

ay, = &' + & -l—J.dsg.q),,Q.JfO.K(O, 2)adl,
& &

oder, da & und &” beliebig klein gemacht werden konnen,

a :_fds,. q;,,2.jf0.K(O, 2)dl, :jq;,,z.m.dss,
8

womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist.

Genau in derselben Weise 148t sich der entsprechende Nach-
weis fiir die Reihe ® fithren, indem auch bei Funktionen von
der Art der Griofe d K/d N die Integrationen vertauscht werden
konnen.

Der Nutzen, den man aus den Funktionen & und @ ziehen
kann, wenn man allgemeinere Arten von Funktionen nach den
Eigenfunktionen entwickeln will, beruht auf folgender Erwigung.
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F sei eine beliebige Funktion des Ortes im Grundgebiet, die an
der Kurve ® eine unstetige normale Ableitung besitzt, so daB

die Gleichung
dF dF

(1) AiNTav=— o

besteht. Die Funktion fO sei wie oben mit ihrer ersten Ab-
leitung lings der Kurve & stetig und verschwinde am Rande des
Integrationsgebietes, wenn dieser von der Kurve & erreicht wird.
Im iibrigen erfiille die Funktion F' die Bedingungen, unter denen
man sie nach § 44 nach den Eigenfunktionen entwickeln kann.
Dann hat die Differenz F'— @, die selbst stetig ist, im ganzen
Grundgebiet, auch auf der Kurve &, stetige erste Ableitungen
und stiickweise stetige zweiter und dritter Ordnung und erfiillt
ebenso wie die Grofen @ und O die Randbedingungen der
Greenschen Funktion. Mithin sind fiir die Differenz ¥ — @
simtliche Bedingungen erfiillt, unter denen sie nach § 44 auf die
Fouriersche Weise entwickelt werden kann. Da nun dasselbe,
wie gezeigt, von @ gilt, so ist auch die Funktion F' in der ge-
wiinschten Weise entwickelbar; nur bleibt das Verhalten der
darstellenden Reihe in der Unstetigkeitslinie @ zweifelhaft.

Man hat so gewissermallen der quellenmiBigen Funktion
F— @ eine besondere, auf die Fouriersche Weise entwickel-
bare Funktion @ angefiigt, welche die gewiinschte Singularitiit
der ersten Ableitung hervorruft.

In dhnlicher Weise kann nun mittels der Funktion @ auch
eine entwickelbare Funktion hergestellt werden, die selbst eine
gegebene -Unstetigkeit besitzt. Wire F' in der Kurve & unstetig,
so da die Gleichung
)] F,—F,=—f0

besteht und [0 dieselben Eigenschaften besitzt wie zuvor, so wire
die Differenz F'— ® im Grundgebiet quellenmifig darstellbar,
also auf die Fouriersche Weise entwickelbar und dasselbe wiirde
wie von @ 8o auch von der gegebenen Funktion F' gelten, wenn
diese auflerhalb der Kurve & iiberall die Eigenschaften der
quellenméfigen Funktionen besitzt.

Da nun ferner in #hnlicher Weise Unstetigkeiten, die in
mehreren Kurven & vorhanden sind, durch Subtraktion mehrerer
entsprechend gebildeter Ausdriicke @ oder ® wegzuschaffen sind,

so ist folgender Satz bewiesen: Die Funktion F sei in be-
Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl. 13
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liebig vielen Kurven &, die entweder geschlossen sind
oder das Grundgebiet von einem Randpunkte zum anderen
durchsetzen, sich gegenseitig aber nicht schneiden, un-
stetig, so daB Gleichungen von der Form (2) bestehen.
In einem anderen System von Kurven &', das dieselben
Eigenschaften wie das System & aufweise, seien die
normalen Ableitungen der IFunktion F unstetig, so dal
Gleichungen von der Form (1) bestehen. Auflerhalb der
Linien £, & habe die Funktion F stetige erste Ablei-
tungen und stiickweise stetige zweiter und dritter Ord-
nung, und sie erfiille die Randbedingung. Alsdann ist
die Funktion F auf die Fouriersche Weise nach den
Eigenfunktionen entwickelbar, wobei aber der Wert
der erhaltenen Reihen in den Kurven § und & zweifel-
haft bleibt.

Mit diesem Satze ist das Problem der Entwicklung nach
den Eigenfunktionen fiir die Fille erledigt, in denen keine Rand-
kurven vorhanden sind, wie z. B. fiir die in § 42 behandelte
Wirmebewegung auf der Kugelfliche; die nach den erhaltenen
Satzen darstellbaren Funktionen diirften fiir alle Anwendungen,
die in der mathematischen Physik vorkommen, allgemein genug sein.

§ 46.
Anwendmig des Weylschen Satzes iiber Addition von Kernen.

Nachdem die Greenschen Funktionen als brauchbar un-
stetige Kerne nachgewiesen sind, konnen auch die Sitze des § 25
iiber Addition von Kernen auf sie angewandt werden.

Betrachten wir, um Bestimmtes vor Augen zu haben, nur
Greensche Funktionen, die auf der Randlinie des Grundgebiets
verschwinden. Das urspriingliche ebene Grundgebiet € enthalte
in seinem Innern die voneinander getrennten Teilgebiete G,
€y, ... € Fiir jedes von diesen, etwa fiir €,, werde die Green-
sche Funktion G, (0,1) konstruiert und = 0 gesetzt, sowie min-
destens eine der Stellen 0 und 1 aus dem Gebiet &, herausfillt;
G (0,1) sei die Greensche Funktion des ganzen Gebiets G.
Dann ist zunichst die Summe

K1(0,1) = lzm G, (0, 1)
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ein brauchbar unstetiger Kern, und seine Eigenwerte sind die
Eigenwerte aller Kerne G, (0,1), deren jeder auf das Grund-
gebiet €, bezogen wird, zusammengenommen. In der Tat sei

1) #1=2[90.(G2(0 1)+ + Gn(0, 1) ds

(3
eine Eigenfunktion des Kerns K! und liege die Stelle 1 z. B. im
Gebiet €,; dann verschwinden &, (0,1),... G4 (0,1) und man
erhilt, da G, in den Gebieten €,, ... €,, verschwindet,

Pl = 1[<po. G4 (0, 1)ds — 1jq;o. G+(0, 1)ds;
& &
@1 und 4 sind also auch Eigenfunktion und zugehériger Eigen-
wert des Kerns G; im Grundgebiet €,, und umgekehrt leitet man
aus der letzten Gleichung leicht die Beziehung (1) ab, womit die
Behauptung betreffs der Eigenwerte des Kerns KI bewiesen ist.
Wir wollen nun weiter zeigen, dall der Kern

Kl—G—0G—Gy—:-— Gy
positiv definit ist; dann ist
K=K'+ K*'=@G
und der Satz des § 25 ergibt eine Beziehung zwischen den Eigen-
werten der Kerne G und K. Zu diesem Zweck fiilhren wir noch
das Restgebiet €, ., ein, das iibrig bleibt, wenn aus dem
Grundgebiet € die Teilgebiete €,, €,,... €, ausgeschieden werden,
nennen G, ., die zugehorige Greensche Funktion und setzen
L=KI Gy,
Dann ist die Grofe L auf dem Gebiet € stetig, hat aber an den

Randlinien der Gebiete €, unstetige Ableitungen; gehéren die
Stellen 0 und 1 z. B. dem Gebiet €, an, so kann man
L(0,1) = G(0,1)— G,(0, 1)
setzen und die Unstetigkeiten heben sich weg. Aus der Integral-
gleichung
@) (pl—_—lJ‘L(O, 1) 90.ds
&
folgt aber, indem man nach den Koordinaten der Stelle 1 diffe-
renziert, daf die Griofe @1 im Innern jedes Gebiets €, stetige
Ableitungen besitzt, die sich bestimmten Grenzen annihern, wenn
die Stelle 1 auf die Randlinie riickt; sind 0’ und 1’ die die Rand-
13*
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linien durchlaufenden Stellen und N;, N, die beiden Normal-
richtungen, so ist

o9 09 __
®) N, T ow, = ¥0

eine auf jeder Randlinie stetige Funktion der Stelle 0'; die tan-
gential lings der Randlinie genommene Ableitung verschwindet
wegen der Randbedingung, setzt sich also stetig beim Durch-
schreiten der Randlinie fort.

Da ferner auf den Randlinien alle m 4 1 Funktionen G, (0', 1)
verschwinden, teils wegen der Randbedingung der Greenschen
Funktionen, teils weil die Stelle 0' sich aullerhalb des Gebiets &,
befindet, so gibt die Gleichung (2)

(4) q)l’:le(l',O)(pO.ds.

(€]

Sei nun € die Gesamtheit der Randlinien der Gebiete €,, in
denen v — 1, 2, ... m ist; sei ferner dl' das zur Stelle 0' ge-
horige Bogenelement einer dieser Kurven; dann hat die Grile

R 1 ! ! !
D1 — “‘QTJG(O’ 1)$0'.dl,

6

wie in § 45 erwihnt, den Charakter eines Linienpotentials, dessen
Unstetigkeit durch die Gleichung

200 300
oN, TN, — YO

gekennzeichnet wird. Die Differenz @ — ¢ hat also an den
Randlinien stetige Ableitungen; sie erfiillt ferner die Gleichung

A(D— @) =0
und verschwindet ebenso wie @ und ¢ auf dem Rande des Ge-

biets €; man erhilt also aus der Potentialtheorie die Gleichung
D = ¢, d. h.

1 ! ! !
(5) (pl:—Q—”jG(O,l)wO.dl.

1

Nennen wir nun €, die im positiven Umlaufssinne durch-
laufene Randlinie des Gebiets €, fiir v =1, 2, ... m, so dal €
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sich aus allen Kurven @, zusammensetzt, so gibt die GauBsche
Integraltransformation

[l Epyae = ~[ooian

v Sy

0p\*,K (0@ ] - _ 090" o)
[[GD)+ Gy as = —[oo Fhn ars
Epm 1 [

in letzterer Gleichung ist benutzt, dafl ¢ auf der Randlinie des
Gesamtgebiets € verschwindet. Addiert man diese Gleichungen,
so folgt nach (3)

(6) H E;};’;)2—% (-2%)2] ds = ——J.qJO’.zL'O’.dl’.
¢ [

Diese Gleichung kombinieren wir mit derjenigen, die sich
ergibt, wenn der Wert (5) auf der rechten Seite der Gleichung (4)
eingesetzt wird; setzt man
G2(0, 1) :j G0, 0) G(1, 0)ds,

&
Pl = lj.Gﬁ (', 190’ dV;
¢

fithrt man diesen Wert in die Gleichung (6) ein, indem man die
Integrationsstelle durch 1’ bezeichnet, so folgt

so ergibt sich

Q) I ( ]ds - z”(}z(o', 1) 90 .91 .dldl,.
c&
Anderselts ergibt sich, indem man die Gleichung (5) quadriert,
(010 = 1o [ [G(o', 1) G (U, 1)p0.p1.dldly,
&é

und indem man iiber € integriert,

Jf(w eds, —_—”02 (O, 1) 90 . 1. dl dly;
& (o
die Gleichung (7) kann also geschrieben werden

ez (e = o

jeder Eigenwert i, der zum Kern L gehirt, ist also positiv, der
Kern L ist definit-positiv.
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Dasselbe gilt, wie nach § 36 von jeder Greenschen Funktion,
von G, 4; als Kern des Gruhdgebiets @€, +1; man kann aber auch
& als Grundgebiet betrachten, indem man den Kern auflerhalb des
Teilgebiets €, ., verschwinden li8t; dann bleiben die Eigenwerte
dieselben, und G+, ;., kann auch als definit-positiver Kern im Grund-
gebiet € gelten. Zwei solche Kerne ergeben nun der Hilbertschen
Grundformel zufolge auch als Summe einen positiv-definiten Kern.
Ist namlich die rechte Seite dieser Formel fiir irgend einen Kern
stets positiv, so kann kein Eigenwert negativ sein; wire i ein
solcher und ¢z in der Bezeichnung des § 22 die zugehdrige
Eigenfunktion, so brauchte man in der Hilbertschen Formel
nur fz =— @z zu setzen, um rechts den negativen Wert 1/4
zu erhalten. Somit ist auch der Kern K = L 4 Gn4,
definit-positiv.

Erinnern wir uns jetzt der Gleichung K = K! 4 K sowie
dessen, was oben iiber die Eigenwerte der Kerne K und KT fest-
gestellt ist, so fithrt der Satz des § 25 zu folgendem Ergebnis.
Scheidet man aus einem Grundgebiet € die voneinander
getrennten im Innern von € liegenden Teilgebiete €,
€, ... €, aus, und nennt Eigenwerte jedes dieser Gebiete
diejenigen, die die zugehdrige am Rande verschwindende
Greensche Funktion als Kern ergibt, so liegen unter
einer beliebigen Schranke mindestens so viele Kigen-
werte des Gebiets €, wie Eigenwerte der Gebiete €,
€,, ... €,, zusammengenommen.

Oder, physikalisch ausgedriickt: Schneidet man aus einer
Membran beliebig viele Teilmembranen heraus, so bleiben mit
ihrer Schwingungszahl unter einer beliebig gewihlten positiven
Schranke mindestens so viele Eigentone der Membran, wie Eigen-
tone aller Teilmembranen zusammengenommen. Ein Sonderfall
ist der Satz, daB bei Verkleinerung einer Membran der tiefste
Eigenton seine Schwingungszahl nicht verkleinert.




Sechster Abschnitt.

Funktionentheoretische Methoden.

§ 47.
Thermoelastische Erscheinungen an geraden Stiben.

Nimmt man bei der Wirmeleitung in einem geraden Stabe,
der sich von z = 0 bis 2 = 1 erstrecke, auf die Verzerrung
Riicksicht, bezeichnet durch v die Léngsverschiebung irgend eines
Punktes des Stabes, durch « die Temperatur desselben, durch ¢
die Zeit, so gelten nach Duhamel und Franz Neumann die
Gleichungen

cu 0%u 02v 02v ou
M % = Y Peer “Tow P
a, b, ¢, p sind bei kleinen Verschiebungen Konstante. Die erste
Gleichung sagt aus, daf die zeitliche Anderung der Dilatation
0v/0x die Temperatur beeinflufit; die zweite, daf die elastische
Kraft 920/02® dem WirmefluB proportional ist. Sind die Enden
des Stabes frei oder werden sie festgehalten, so hat man die eine
oder andere der Randbedingungen

ov

ox

0;

=0, v=20

fiir 4 hat man dieselben Randbedingungen wie im ersten und
vierten Abschnitt.

Wir nehmen im besonderen an, die Enden des Stabes seien
fest und werden auf der Temperatur 0 gehalten:

2) v[*' =0, w

0,1 ___ 0_
- ’

setzen wir noch k2 = a2¢?/(¢c2 4 pb?), so erfiillen wir die Glei-
chungen (1) sowie die Randbedingungen (2) durch den Ansatz

U= ¥Ptgy y=— e PPy
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mit den Gleichungen
—olPpxr = a9’z + o2k @'z, 2P'x—po'x =0,
90 =9l = P0 =Dl =0.

Aus diesen folgt, indem man die erste bestimmt, die zweite un-
bestimmt integriert,

1

—uﬂksf"’(x)dx = a(¢'l —¢'0), cP'2z2=cDP0+pouz,

0
und indem man die erste Gleichung nochmals benutzt und g2
= (—1+4 a2/k?)~1 = c2/b2p setzt,

(p”x—&—a?q)x:—-&l—{(qﬂl—w'O), 90— ¢l =0.

Eine Besonderung bestehe darin, dal der ganze Zustand zur
Mitte des Stabes symmetrisch sei, also ¢2 = ¢ (1 —z); dann
folgt ¢'1 = — ¢'0, @'t/ = 0; nur die Strecke von z — 0 bis z
= 1/, braucht betrachtet zu werden und fiir sie als Grundgebiet
erhélt man die Randwertaufgabe

1
3) tp”:c—*—ocﬂq)x:%q)’o, (pO:t;o’i:O.

Diese Gleichungen bestimmen @ z bis auf einen willkiirlichen kon-
stanten Faktor in der Form
2
oz = 1—cosax + % sine z,

und die Randbedingung ¢’1/, = 0 ergibt die Gleichung
.o 1 o
4) sm—2——|——2—quﬁcos§= 0,

deren positive Wurzeln o, seien, und fiir o« gesetzt @z in @,
itberfilhren mogen.
Die Temperatur kann auf dem Grundgebiet in der Form

! 2
—a’ k2t
U = E:a,.e S Y
n

angesetzt werden, wobei a, konstante Werte sind, und um fiir
t = 0 einen gegebenen Anfangszustand zu erhalten, ist auf dem
Grundgebiet die Gleichung

(5) Fz=Sa, g,z

zu erfiillen. Nun sind aber die Funktionen ¢,z keineswegs unter-
einander orthogonal, so da die gewshnliche Fouriersche Koeffi-
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zientenbestimmung versagt. Man erhilt einen Ersatz, wenn es
gelingt, Funktionen %,z zu finden, die mit den @,2 zusammen
ein biorthogonales System bilden; d.h. dafl die Gleichungen

J%x-wmx.dx =0, mzFfmn

gelten, wenn iiber das Grundgebiet integriert wird. Das System
heilit normiert, wenn die Gleichungen

j'go,,x.w,,x.dx =1

gelten; der Amnsatz (5) ergibt dann zun#ichst als wahrscheinlich
die Gleich
fe Gleichung j‘FJ:.w,,x.(lx:an.

Solche Funktionen ¥, x findet man in unserem Falle, indem
man eine Differentialgleichung ansetzt, die sich moglichst erfolg-
reich mit der Gleichung (8) durch die Greensche Operation ver-
binden liBt, etwa
(6) V' + Y = 0
aus der sich ergibt

Yo g

5 '1/g
(7 (ﬁ’—uz)jwwdw+(ww'—q}’w)io = %w’oij.dx

0
oder, nach den Randbedingungen (3),
1/2 1ty
2
(ﬁz_—as)j(pll)dx—}— (p%-'(p’%—(p'(){'lpo + q—gjtbxdx} = 0.
0 0
Jetzt unterwerfe man ¢ solchen Randbedingungen, daf alle Glieder

auler dem ersten wegfallen, also
Yo

(8) Y'i=0, wO—}-%J‘wx.dx:O;
0

die Gleichung (6) ergibt dann bis auf einen von 2 unabhingigen

Faktor B
vz = cosf(z—3), sing

Die letzte Gleichung stimmt mit der Gleichung (4) iiberein,
deren positive Wurzeln o, sind; man kann also ¢ = + o, § =+ 0t
setzen, und findet, wenn o, & «,,, die gewiinschte Gleichung

lig

Jtp,,a:.tpmx.dx =0,

0

+%ﬁg2cos§ = 0.
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und da der Grofle ¥, ohne die besprochenen Eigenschaften zu
schidigen, ein konstanter Faktor beigefiigt werden kann, darf
auch normiert werden, so daB

g

jq),,x.w,,ac.d;v = 1.
0

Die Gleichung (7) zeigt ferner, wie eine Greensche Funktion
unseres Grundgebiets gebildet werden kann, die als unsymmetri-
scher Kern einer Integralgleichung dient, deren Eigenfunktionen
¢n sind. Wir setzen G = G (z,£), G' = 0 G/ox und nehmen an,
indem wir G den fiir ¢ festgesetzten Randbedingungen unter-
werfen, 1y

G+ @G =0, FGHH =0, GOH+5[GwmHiz=o,
(©) ;
GE—0,5—G'E+0,8) =1

Die Greensche Operation ergibt, indem man die Gleichungen (3)
heranzieht, die Gleichung (7), in der % und # durch G und ¢
ersetzt sind und ein von der Unstetigkeit der GroBe G’ her-
rithrendes Glied erscheint:

1y

(g“’—oﬂ)jtpx.G(x, Hdz+ 9z G (@ &) |:Z —o,
0 g l

Put = (a:_gz)j%x.c;(x, £da.
' 0
Ebenso leicht erhiilt man eine Greensche Funktion K(z, £), die
fir die Funktionen u, entsprechendes leistet; man setzt fiir sie
die fiir die Grofen ¢ geltende Differentialgleichung mit den Rand-
bedingungen, also die Gleichungen (3) an:

2

(10) K"(z,&) + 02 K(x,&) = EK’(O,&), K(0,&) = K'(},£) = 0;
aullerdem verlangt man die Unstetigkeit

1 §—0

K (=, E)J;H = 1.

Durch Greensche Kombination der Gleichungen (10) und (6)
ergibt sich wiederum die Gleichung (7), in der ¢ durch K ersetzt
ist und ein von der Unstetigkeit herriihrendes Glied hinzutritt:

bt

(gz_ﬁe)jw.x(x, Bde 4+ vE =0,
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womit, wenn f — a, und ¥ = ¥, gesetzt wird, die Integral-
gleichung fiir ¥, hergestellt ist.

Ferner kann man noch die Gleichungen (9) und (10), in deren
letzter £ durch 5 ersetzt werde, in der Greenschen Weise kom-
binieren; man erhidlt die Gleichung

[G (2, §) K' (@, n) — G' (2, §) K (2, )]

n+0
+ 160 HE @n)— 6@ K@)

s

HI6@E K @) — G @OEEN)| = K06 @ Hda

und da wegen der Randbedingungen (9), (10) alle Glieder weg-
fallen aufler den von der Unstetigkeit herrithrenden, folgt schlieflich

K(ga "7) - G(na g) =0, K(.’L‘, g) == G(§7 .’I/')

Die Funktionen des biorthogonalen Systems sind also
Losungen der Integralgleichungen

1/,

ot = (i — ) [6@ D gas.da,
0
1y

(11)
| Pk = (ef — gs)jG(s, 2) Y. da,

die mit gemeinsamem, unsymmetrischem Kern gebildet
sind.

Dall auch umgekehrt jedes Losungssystem dieser Integral-
gldichungen ein Paar der definierten Grofen ¢, 1, liefert, erkennt
man, indem man allgemein die GroSen

Lo s
Fz = jG(x, fo.de, DPr = jG(u, z)fo.de,
’ 0

0

quellenmiBige Funktionen erster und zweiter Art, wie wir sie
nennen, wie bei symmetrischen Kernen untersucht. Man findet
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sofort aus den Unstetigkeiten der Greenschen Funktion, d. h. aus
den Gleichungen (9) und (10)

1//2

Flg = —fx —}—j.G”(I, oyfoe.de, F'0= j‘G'(O,oc)foc.doc,
0 0

* 1y

(12) F'z + o2Fr— %F’O = —fa, FO=F'1=0,
92 G (0, @)
) , o,
Q/.’l} —_— —f.Z‘ +J‘—'%2—fa.du,
’ 9 1y
(13) @'z + 10z — — fu, 'L =0, ®0+?j¢x.dx —o.

Ist 2 von allen Werten o, verschieden, und ist fz gegeben, so
sind durch diese Gleichungen die Grofen F' und @ eindeutig fest-
gelegt; denn die Differenz zweier GroBen F z. B. wiirde eine
Losung der Gleichungen

'

=0

rel=

9
'z 4 or = q—ﬂtp’O, p0=y9

ergeben, die nur existiert, wenn 02 — o,. Jede Funktion Fz also,
die mit ihren ersten beiden Ableitungen stetig ist, kann, wenn
sie die Grenzbedingungen

FOo=F'1=0

erfiillt, als quellenm#fige Funktion erster Art dargestellt werden;
ebenso als solche zweiter Art jede Funktion @z, fiir die

Yo
D'l =0, QDO—}—%J‘CDx.dx =0,

und dieselben Stetigkeitseigenschaften wie fiir F'a gefordert werden.
Man iibersieht leicht, dafi die Grofen F”z und @"z auf der
Strecke von 0 bis 1/, nur stiickweise stetig zu sein brauchen, wobei
dann auch fz stiickweise stetig ausfallen wiirde.
Jetzt seien F, @ ein Losungspaar der Integralgleichungen
1 1
(14) Fz = l”fG(x, ) Fo.de, Pz = A”J.G(oc, x)Do.do;

0 0



§ 47. Funktionentheoretische Methoden. 205

dann ist F'z in erster, @z in zweiter Art quellenmiBig dargestellt
und fz ist im ersten Falle durch 4,F, im zweiten durch 1, zu
ersetzen. Die Beziehungen (12) und (13) ergeben demnach

2 '
F' g (nt @) =5 170, @7+ (hn+ @)@ =0

nebst den dort angefithrten Randgleichungen; man muf also nach

den an die Gleichungen (3) und (6) gekniipften Bemerkungen
tot=on FTz—=q¢,zx, Dr=,x

setzen, wobei in ¢, und v, ein konstanter Faktor willkiirlich

bleibt. Die Integralgleichungen (14) haben also jedem Eigenwert

4, entsprechend nur ein einziges, bis auf einen konstanten Faktor

bestimmtes Losungssystem F, @. )

Endlich kombinieren wir durch die Greensche Operation,
indem wir G, fir G und, wenn ¢ durch ¢ ersetzt wird, K, fiir
K schreiben, die Gleichungen

Ga(e, &) + 03Go(m, £) = O,

K (2, )+ 02 Ky (2, £) = 93 K5(0, &),

und beriicksichtigen die Randgleichungen der Gréfen G, und
Ks; dann ergibt sich

1y Yo

j(KGGg—Kg Gg)dx+(92—62)jG9Kgdx —0

0 0

d hi N
und hieraus (K, (x, 7) Go(z, &) — Ks(xz, m) Go(z, £)] ’§+0

T (Ko () Gy (2 £) — Ko 1) G2 £))
1y
+@L—mﬁagaaKx@mdx=o,

oder wegen der Unstetigkeiten der Groflen G’ und K’

1ot

n—0
n+0

Ko (& ) — Go(n, ) + (0 — 62)-"(}@(% §) Ko(z,n)dz = 0,

oder endlich, da K(z,y) = G (y,x), in leicht geinderter Bezeichnung

1y

(15) Galw )= Col@ 1) + (02— 09) [ (0r 1) Gl ) D = 0
0
das ist die Resolvente der allgemeinen Theorie.
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§ 48.
Die funktionentheoretische Methode.

Der greifbare Ausdruck der Greenschen Funktion K,(z, £)
ist aus den Gleichungen

Kjt oK, = Ko0,8), KO.H=K'(5=0

leicht abzuleiten; man muf mit konstanten A4, B, ... fiir den Fall
x < & etwa setzen

Ko(x, §) = Acosgz + Bsingx + E,
fir z > £ ebenso

K,(z,8) = C’lcos ox+ Dsingzx + Ei,
und erhilt, da 0 <T§ <1 ist,

2B
E:EIZ%, A+E:0,
€] A—}—;—I;—ZO, —C’sin%-{—Dcos%:O.
Ferner ergibt die Stetigkeit der Griofie K, und die Unstetig-

keit der GroBle K, an der Stelle x — ¢

(A—C)cosgE+ (B— D)singé = 0,

— Asingt+ Beosgk - Csingt— Deosoé = %;

sieht man in diesen beiden und den Gleichungen (1) die Grofien
A, B, C, D als Unbekannte an, so ist die Determinante der
Koeffizienten

1 —%— 0 0
q“0
— _sin® 4
A = 0 0 sul2 cos2,

cos o sinpf —cospf —singé
—singf cosgé singf —cosgé
2

- 0 0
/Y
— | —ginl o _snt 14
4 = sin ) cos o) sin o) cos D)
0 0 —cospf —singé
0 0 sinpgf —cosgé
—cos@ L 2 sn®
cos2+ 2Qsm?,
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und die Unbekannten haben die Werte

2
A=_qs zdcosg(z—g

—_ 1 1
B__Q—A—cosg(;—g),

1 0/ . 2
C = acos§<s1ng§—ﬂcosg§>,

D = —‘%sm~<sm of— i@cosg&)
Man erhilt so fiir den Fall z < & den Ausdruck
Ko(z, &) = gFoial2cose G—8(—1+cosex)

+ g*ecose(; —§)singz],

also eine gerade meromorphe Funktion von ¢. Fiihren wir statt
der trigonometrischen Exponentialgrofen ein, so erscheinen im
Zihler Glieder von der Form e”»eé ge”ei, in denen

ty=3:—§ *+yr=(G—¥H=tx
sein kann; da £ — x.zwischen 0 und § und £ -4 z zwischen 0 und
1 liegt, hat man stets die Ungleichung
(2) —EVE
die GroBe ¢ K,(z,£), auf die es ankommen wird, setzt sich also
zusammen aus Summanden wie
eroi P gmt
7a E @d 5
mit Faktoren, die von ¢, # und & unabhiingig sind; dabei ist

a4 ) (= )

= ethoi(14 ) (eor 4 1420

wobei das vieldeutige Zeichen ¥ wie immer eine Grofe bedeutet,
deren absoluter Wert unter einer von ¢ unabhingigen Schranke
liegt, wie grol auch |¢| genommen werde. Man kann also setzen

eret ezt oi
(3) P=7=2<1 *> T
Teet 1 —|—

und dabei ist nach (2)

(4) 0 + v

IA
IA
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Dies alles gilt aber auch fiir den Fall x = £; dann zeigt der
Ausdruck ; )
(4¢sin o — 2cos @ &) cos o (3 — ) + 2cos o (} — &)

Ko(z, &) = - q292; P ,
dal die Grofle ¢ K, (#, £) sich wiederum aus Ausdriicken P und P/g
zusammensetzt, wobei fiir 4y die Werte

' A
auftreten, die wieder die Ungleichung (2) erfiillen, da jetzt  — &
nicht negativ ist.

In beiden Féllen x = £ erreicht iibrigens die Grofe y die
Grenzen der sie umfassenden Strecke nur, wenn £ — 0 oder =«
= £; bleiben also |£| und |x — | iiber festen Schranken, so gilt
eine Ungleichung
(5) 51§‘}+7§1—821

in der & und &, feste positive Werte sind.

Hier wird nun die elementare Tatsache aus der Funktionen-

theorie wichtig, dal die Funktion
ecs e—(l—c)z
=G i~ 15"

wenn 0 < ¢ < 1 ist, in der ganzen Ebene der komplexen GroBe z
dem absoluten Betrage nach unter einer endlichen von ¢ unab-
hingigen Schranke verbleibt, sobald man die Pole ¢ = (1 +2#n)x
mit beliebigen einander nicht schneidenden Kreisen, die wir f
nennen, umschlossen und diese Kreisflichen ausgeschlossen hat.
Das ist leicht einzusehen, wenn man z = z + ¥4, 2 und y reell
setzt und beachtet, daB in jedem Streifen — b <<z << 4 b die

Ungleichung leos| < e e

gilt, die Grofe |1/(1 4 e%)| aber wegen der Periodizitit unter
einer von ¢ unabhingigen Schranke liegt, und daf in den Ge-
bieten 2 = b, # << — b beziehentlich die Ungleichungen

ec? ecx e—(l—c):c e——b(l—-c)
(6) = = = ,
e+1|=e—1 l—ez=1—e¢?
ecs e—be e—be
7
(7) e'—l—lél—ex=1—e—”

gelten. Man kann daher unendlich viele Kurven &, zeichnen, die
auBerhalb der Kreise f verlaufen und bei wachsenden Werten
von n beliebig viele der Pole # = 14 2nxi umfassen und auf
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denen die Grofe | Z| unter einer von n und ¢ unabhingigen
Schranke verbleibt. Wir wihlen die Kurven &, so, dafl der
kleinste auf ihnen erreichte Wert von |z | mit wachsenden Werten
von # unendlich zunimmt, daf ferner jede Kurve &, in sich iiber-
geht, wenn man z mit —z oder y mit — y vertauscht.
Setzt man fiir die Zahl ¢ eine Ungleichung
8) E<c<1—¢g
an, in der &, und &, positive Werte sind, so kénnen die Schranken (6)
und (7) durch passende Wahl von & unabhiingig von ¢ unter be-
liebig klein gegebene Werte herabgedriickt werden; ist dies ge-
schehen, so kann man in der Reihe der Kurven &, so weit gehen,
daB iiber den in den Parallelstreifen — b<C 2 <-4 b hinein-
reichenden Bogen, die man auch bei den festgesetzten Symmetrien
durch Kreisbogen um den Mittelpunkt # — O ersetzen kann, ein
beliebig kleiner Zentriwinkel steht. Diese Bogen liefern also zu
dem Integral J- Zdz c 7 ds
=T
K, Ky 1— _.-Z-
da dz/z% das Differential des Zentriwinkels ist, bei beliebigem
festem Wert von { einen beliebig kleinen Beitrag, und zwar, da
| Z| in dem angegebenen Sinne beschrinkt ist, unabhingig von c.
AuBerhalb des Parallelstreifens liegt aber | Z| unter den Schranken
(6), (7); also folgt
© Jim [ 225 = tim [ 55 =0

R Ry

und zwar gleichméfig fiir alle Werte ¢ im Gebiet (8). Das gilt
nicht mehr, wenn ¢ = 0 oder ¢ =— 1 gesetzt wird, und hier zeigen
die Formeln eine bemerkenswerte Unstetigkeit.

- Jetzt werde # — @4 gesetzt, wodurch jede der Kurven f und
R, in eine Kurve ' und &, in der Ebene der komplexen Grifie
¢ iibergehe. Sobald dann der absolute Betrag eines Pols der
Greenschen Funktion &, hinreichend grof ist, liegt derselbe im
Innern eines Kreises I'; sind doch diese Pole durch die Gleichung

A — S _— I
=0, cosg—{—(p sin =0

bestimmt, so daf bei grofen Werten von ¢ annihernd

cos—g——_:O, o=H12nm+ =

Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl, 14
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gesetzt werden kann. Die Kurven &), umfassen daher bei wachsen-
den Werten von # jede gegebene Menge von Polen der Green-
schen Funktion G, oder Nullstellen der ganzen Funktion 4. Und
nun sieht man leicht, daf auch die GroBle e¢¥¢?/4 auf den Kurven
&, beschrankt bleibt, d. h. absolut unter einer von » unab-
héingigen Schranke liegt. Schreibt man ndmlich noch fir die
oben eingefiihrte Grofe P den Ausdruck

eroi PN elat+Mei 1
W 0
1 4 eo?’
so ist die GroBe (1 4 e29)—', mithin auch ® auf den Kurven &,
beschrinkt; auf diesen kann also ® auch durch ¥ bezeichnet
und im ganzen geschrieben werden

ool PN ettt eoi
P="" = 2(1+—9—)-m97-
Der letzte Bruchfaktor dieses Ausdrucks ist aber, da die Zahl
1o+ 9 nach (4) der Strecke von O bis 1 angehort, genau von
der soeben betrachteten Form e#/(1 + ¢?), also wiederum auf den
Kurven &), beschrinkt, und die Schranken sind von ¢, also von
v, # und £ unabhingig. In diesem Sinne ist also die Grofle P
und um so mehr die GroBe P/g¢ beschrinkt, mithin auch die
GroBle o Gy (z, &), die sich aus endlich vielen Summanden wie P
und P/¢ zusammensetzt.

Wenn nun iiberhaupt eine meromorphe Funktion ¢ die
Eigenschaft hat, dal das Produkt ¢.f¢ auf unendlich anschwellenden
Kurven wie &, beschrinkt bleibt und ¢ von allen a, verschieden
ist, so gilt offenbar die Gleichung
(10) limJM_—:lim jgi‘l-d":o,

e : 9—o

U K
und wenn a, die Pole der Funktion fg sind, in deren Umgebung
die Entwicklung 1

fo =6 (;=5) +Prle—an
gilt, wobei @, ein Polynom ohne konstantes Glied und %, eine
Potenzreihe bedeutet, so hat die ebenfalls meromorphe Funktion
fo/(o — 6) an der Stelle ¢ = a, das Residuum

— s (6 —1a,.>;
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liegen also die Pole a, innerhalb einer Kurve &;, so ist

1 (fe.de 1
2%1"'0—6" G"Z@’(;a)’
R”
und die Gleichung (10) gibt die Cauchysche Teilbruchentwicklung

N~Z@“ﬂ%”mz@§iﬁ

in der die Summationsfolge in gewissem Sinne bestimmt ist. Ist
z. B. fo eine gerade Funktion und sind die Pole reell und ein-
fach, so liegen zwei entgegengesetzte von ihnen immer innerhalb
derselben Kurven &, die ja beziiglich der Achsen symmetrisch
gewdhlt sind, und die zugehdrigen Polynome & geben eine Summe
M M 2Ma
e—a o+a @ —a?
sind «, die positiven Pole und R, von ¢ unabhingige GroBen,
so erhdlt man also eine Teilbruchentwicklung

fo =3 ),

02—y

im besonderen

K69 = 6@y =5 BEd

und da die Schranken der GriBe ¢ G, (x, £) von z und £ unab-
héingig sind, konvergiert diese Reihe ebenso wie der Grenz-
iibergang (10) in « und ¢ gleichm#fig, solange eine der beiden
Voraussetzungen « << £ und x = £ festgehalten wird.

Die Residuen R, bestimmen sich leicht aus der Resolvente
§ 47 (15). Setzt man in dieser, wie offenbar méglich,

B,(z,
(11) Golan9) = 2 D)4 Ry (0,

wobei R, an der Stelle ¢ — a, in ¢ reguldr ist, so ergibt sich
(* — &) Go (2, y) — B, (2, y) — (02 — ) Ro (7, 9)
Yo
+ (02 —?) j LBy (% y) + (¢* — ) Ro (a, )] Go (2, @) do = 0,
also wenn mafl 0 = o, setzt und dann ¢ fiir ¢ schreibt,
1’2
R, (z, y) = (] — 02) j Go (x, @) Ry (o, y) d oz

0
14%
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ebenso ergibt der Ansatz
R ) ¢

indem man ¢ = o, setzt, die Glelchung
Yo
R, (x,y)_(a?——gﬂ)j o (e, y) By (v, ) d o
0
Das Residuum R, (2, y) erfiillt also als Funktion von x die Integral-
gleichung der Funktion o, 2, als Funktion von y diejenige der
Funktion @, y. Da nun nach §47 diese Integralgleichungen nur
je eine bis auf einen konstanten Faktor bestimmte Losung haben,
da ferner fiir «; offenbar jedes o, genommen werden kann, so
folgt, wenn ¢, Konstante sind,
B, (%, y) = ch@ny.¥p2.
Sind nun die Funktionen ¢, und v, normiert, so dafl
1/2
@Quo. Y. doe =1,

0

so ergibt die Gleichung (11) oder
Golo9) =2 3 3 4y ),

indem man mit ¥, y multipliziert und integriert und die Integral-
gleichung der Funktion %,z nach § 47 (11) benutzt,

g

— bz = clwlx+(92—af>jm@(x, y) by dy,

0
also, indem man ¢ = «, setzt, ¢, =— — 1 und ebenso allgemein
en=—1, RB.,(0,y) = —@.y.Vn2.

Damit ist fiir den unsymmetrischen Kern G,(z,y) die
bilineare Formel

Gl y) = z wnx n & PnY Z 11)”29:.% Y

oy — Q2

bewiesen; die Reihe konvergiert im Grundgebiet nach beiden
GroBen x und y gleichmidBig. Multipliziert man mit einer im
Grundgebiet stetigen oder auch nur stiickweise stetigen Funktion
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fz und integriert, so erhilt man die allgemeinste quellenmifige
Funktion zweiter Art nach den Eigenfunktionen ¢, entwickelt:
1/, it

Dy =JG(x,y)fx.dx = $nY l'fx.tpnx.dx
0

n '111,
0

ode h
r auc Qyzzan%y,

wobei aus den Integralgleichungen § 47 (11) leicht folgt
i3
Ay :j@x.w”x.dx,
0
wie es nach § 47 gewiinscht wird.

Um die bilineare Reihe auch als gliedweise differenzierbar
nachzuweisen, beachten wir, dafl die Grofen 9 G, (x, y)/02 und
0 G (z, y)/0y aus Gliedern derselben Form bestehen wie ¢ G (2, ¥),
also aus Gliedern wie P und P/g. In der Gleichung

J‘ Pdo _ J’ ((1./2+7.’)9id9~_+ 9 J‘ T (L!’z+7)9i('lg

o—o (14 %) (¢ —0) | e(0—0) 1o
K, K K,
verschwindet das zweite Glied rechts, wie friiher, wenn # unend-
lich anwichst, das erste aber nach (10) nur, wenn die Grofe
1,49 von O und 1 feste Mindestabstinde wahrt; das erfordert
nach den an die Ungleichung (5) gekniipften Bemerkungen, daB
die GrofSen |£| und |z — §| iiber festen, wenn auch beliebig klein
festgelegten Schranken verbleiben. Unter dieser Voraussetzung
ergibt die Gleichung (9) den gleichmiBig konvergenten Grenz-

iibergang ' “ Pde __ 0
nlzmiv J o —6
ﬁﬂ

und diese Gleichung bleibt giiltig, wenn man P durch P/g
ersetzt, schon wegen der Beschrinktheit der GroSe P auf den
Kurven &,. Damit wird klar, daf man fiir f¢ in der Cauchy-
schen Teilbruchentwicklung auch o G,/ox und 9 G,/0& schreiben
darf, dal man also diese Grofien in Teilbruchreihen von der Form
: B8 26 (#8) R (z, §)
Go(,8) —;W—L@?’ __%Z—— :20672,——-?
entwickeln kann, die aber in z und £ gleichmiBig nur unter der
angegebenen Bedingung konvergieren. Dafl dabei

Ry(2,8) = @n&.Vhz, RY(%, &) = @t vua
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wird, ist aus der Integrierbarkeit dieser Reihen nach z und £
leicht zu iibersehen.

Mit Riicksicht auf die Unstetigkeit der GroBen G/, und
© Gy/0& sowie auf den oben in § 47 festgelegten Umfang des
Begriffs der quellenmiBigen Funktion leitet man jetzt nach der
Methode des § 30 ab, dafl jede mit ihren ersten beiden
Ableitungen auf dem Grundgebiet stiickweise stetige
Funktion Fz, die die Gleichungen F0 = F'! — 0 erfiillt,
nach den Eigenfunktionen ¢,z auf die abgeinderte
Fouriersche Weise entwickelt werden kann.

Ahnliches gilt fiir die Entwicklung nach den Funktionen v, z,

wobei aber an den Enden des Grundgebiets etwas andere Be-
dingungen zu erfiillen sind.

§ 49.
Die Sturm-Liouvillesche Aufgabe im komplexen Gebiet.

Sei, wie im vierten Abschnitt, das Sturm-Liouvillesche
Problem, indem wir uns auf eine besondere Art von Randbedin-
gungen beschrinken, durch die Gleichungen

dazv ' o1

G FA—L)V =0, Vizo
ausgedriickt, wobei nun aber L auch komplex sein moge, was
auch bei Anwendungen bisweilen gefordert wird. Dann versagt
die Theorie des dritten Abschnitts, da sie wesentlich auf reelle
Verhiiltnisse zugeschnitten ist; dagegen bleibt die funktionentheo-
retische Methode der letzten Paragraphen erfolgreich.

Wir beginnen mit einer allgemeinen Bemerkung. Wenn die
GroBen P, @ in der Differentialgleichung

¥+ Py +Qy=0
einen komplexen Parameter ¢ enthalten und in einem gewissen
Gebiet & desselben regulire Funktionen von ¢ sind, wihrend z
etwa die Strecke von O bis 1 durchlduft, so ist auch jedes Integral,
das an der Stelle z — 0 auf eine von g unabhiingige Weise fest-
gelegt ist, im Gebiet & eine regulire Funktion von ¢. Seien
etwa y und y an der Stelle + — 0 gegebenen, von ¢ unab-
hiingigen Werten gleich, dann folgt das Behauptete daraus, daB
das Integral nach der Methode der stufenweise fortschreitenden
Anniherungen in einer Reihe dargestellt werden kann, die gleich--
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miBig konvergiert, solange P und ¢ gewisse Werte nicht iiber-

schreiten. Im besonderen sei
av 0 avy
W"*’(QQ—L)V:Q V] = 0, az =1,
und L von ¢ frei; dann kann das Gebiet & in der Ebene der
komplexen Zahlen o beliebig genommen werden und ¥ ist eine
ganze transzendente Funktion von . Dasselbe gilt von dem
Integral U = ¢.7V, fiir das die Gleichungen
0 ay.e
| = bl =
L 0, 4z |
bestehen, und das wie in § 29 (5) geschrieben werden kann

T

U= singw+%jL’ U'sin g (x — ') d o/,

wobei L' und U’ aus Lund U entstehen, indem man « durch «’ ersetzt.
Jetzt sel ¢ = a4 4, « und B reell, § = 0; dann gibt die
letzte Gleichung

e2gix,_ 1 3291'(:1:——::’)___1

ot — = .l_.x 'l eot , T /
(1) Ueoiz = - —}-QjL U'ee 33 ax'.
0

21

Dabei ist offenbar, wenn immer # = 0 genommen wird,
(2) xgx’, (egizlé 1, [eﬂgi(ac——:c’)[é 1,

also auch roit 1
e2oic—=)
3 A,
@) i
Ist nun £ stetig auf einer Strecke von # = 0 bis 2 — a und
ist a >0, so sei g der groBte Wert von | Ueei#| auf dieser Strecke;
dann gibt die Gleichung (1) a
9= 1+L'[[Lidx;

el
der in § 29 benutzte Liouvillesche Schluf ist anwendbar und
man findet, sobald |o| hinreichend grof geworden ist,
(4) 9<1+s
wobei & beliebig klein und positiv gewiihlt sei. Dies gilt sogar,
wenn |L| bis zur Grenze + oo integriert werden kann, fiir die
ganze positive Achse der Zahlen z; man hat dann

<L

®

g(l——l-zl,—;j|L{(lx><l,
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woraus wiederum die Beziehung (4) folgt, oder auch die Ungleichung
| Ueoiz| < 2.

Fiihren wir diese in die Gleichung (1) ein, so ergeben die Be-

ziehungen (2) und (3)

(5) Uegix - 2,‘ _+_1

wobei |¥| unter einer endlichen von ¢ und z unabhingigen
Schranke liegt; ist z. B.

i@i>2jibidx,
so ist g <C 2, und °

‘W‘<:2j§Lidm
0
Dabei lduft 2 von O bis @ oder auch bis 4 oo, je nach den Vor-
aussetzungen, die man iiber L machen kann.

Die Grofe U ist im wesentlichen, was in § 27 durch @z be-
zeichnet wurde, wenn o als gegeben, i als gesucht angesehen
wird und die Randwertaufgabe lautet

azy , 0,1

Um die Greensche Funktion fiir das von # — 0 bis z == « er-
streckte Grundgebiet zu bilden, muBl neben @ x noch eine Funktion
P x eingefiihrt werden, die ebenfalls ein Integral der Gleichung

azv

d x?
ist und an der Stelle x — a verschwindet. Fiihrt man z —a
als neue unabhingige Variable ein, so kann ¥z genau so wie
vorher @ # definiert werden, nur dafl jetzt L durch die GroBe
L = L(a — ) ersetzt wird. Man kann also setzen:

(6) vz = AP (a—a);
A ist eine verfiighare Konstante und ¢ z erfiillt die Gleichungen

a2 e = agle _
%2+(92—L)9’:0’ 0 =0, d_ac1 =o

Die Gleichung (5) ist also anwendbar, indem man U durch px
ersetzt und ergibt:

+(@—L)V =0

. 20i(a—x) o1y
(7 tpx.e‘-"("—’):A[e—g—i—lnL ok



§ 49. Funktionentheoretische Methoden. 217

wenn x von O bis a lduft, ist fiir die Schranken der Grofie &
mafBgebend das Integral auf der linken Seite der Ungleichung
[1Z1ae < [1L1as
0 0
jene Schranken konnen also von a unabhingig festgelegt werden:
Die Greensche Funktion definieren wir nun nach Anleitung
des § 27 durch die Gleichungen:

or.vE
G (= g):(p’x.wx—(px.w’x’ z <4
Gz, &) = 9E.v2 x> &

oz.Yvr—opz.v2
der Nenner dieser Briiche ist konstant, also, da z =— 0 gesetat
werden kann, 90.90=Ag.ga

Hiernach erhilt man aus den Formeln (5) und (7) fiir die Green-

sche Funktion im Falle z <C & den Ausdruck:

21— (@efz 1 4 W)g)(2eie=5_1 4 W)
2191+ F/o) (e« — 14 W/o) ’

und eine Schranke der verschiedenen durch |%¥| bezeichneten

GroBen ist von x, £, ¢ und a unabhingig, sobald |¢| eine ge-

wisse Grenze iiberschritten hat.

An diesen Ausdruck kniipfen wir zunichst eine Bemerkung,
die sich spiter als wichtig erweisen wird, indem wir den Grenz-
itbergang @ = -+ oo vollziehen unter der Voraussetzung, daB es
moglich ist, die in G (x, £) nicht vorkommende Konstante 4 als
Funktion von a so zu bestimmen, daf der Grenziibergang

8) Gz =

limypz =IlimApa—r)=vy_ z

a =+ oo a= +oo0
oder doch wenigstens der Grenziibergang
lim G(x, &) = G (,§)
a=+ o

konvergiert. Da ndmlich, wenn f§ iiber einer positiven Schranke
liegt, offenbar die Beziehung

lim e?2¢fa — lim e2@¢ =282 —= (
a=—+4+ o a=+ o

gilt, da ferner £ — 2 = 0, also
et <1, Jesie= <1,
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so folgt, daB die nach der Gleichung (8) gebildete GroBe

__eet¢—a(g2ei 14 /o) (— 14 F/p)
058 = 2L+ F/o)(—1+ ¥/o)

bei beliebig groen Werten von |¢| beschrinkt bleibt; maBgebend
ist dabei, was wir iiber die Schranken der GroBen |%| gesagt
haben, die von ¢, @, # und & unabhingig sind. Es gibt also
eine positive Schranke g derart, daB |o G (z,£)| << g, sobald |o
eine gewisse Schranke g, iiberschritten hat und B iiber einer
positiven Schranke liegt.

Doch kehren wir zu endlichen Werten von @ zuriick. Da
@z und ¥ in diesem Falle ganze Funktionen von ¢ sind, ist G
eine meromorphe Funktion, die sich nach der in § 48 gebrauchten
Methode in Teilbriiche zerlegen 148t. Denn im Zshler sind die
von einem Faktor ¥/¢ freien Glieder e¢%, wobei u einer der
Werte £ —x, 2+ &, 2a—§4+ 2, 2a—2x—§& ist, die alle, da
xz =< &, der Strecke von 0 bis 2a angehdren; man erhilt daher
fir ¢ G (x, £) eine Anzahl von Gliedern der Form

¥
69“‘<1 _>
Bl 9/
Y
e?gza —1 + 0
0

mit konstanten Faktoren, oder indem man diese #“ndert und
u=2ayp, 2 = (290a+ m)¢ setzt, von der Form

k]
ey(29a+n)i<l+g) eyz(]_ + E)
P= Y=

6(29a+n)i+1+f e:+1+_é£

dabei ist 0 << y < 1; es kann also y — ¢ im Sinne der allgemeinen
Theorie des § 48 gesetzt werden. Auf den dort betrachteten
Kurven &, ist nun die GroBe 1/(1 4 €*) beschrinkt, mithin auch

‘ w,
0= 1+e®
man kann daher fiir P schreiben
T
I o

=c'+1'l+g:e;:1<l+%r‘>’
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und die letzte Grofle ¥ behilt die diesem Zeichen zugewiesene Be-
schrinktheit jedenfalls auf den Kurven &, der z-Ebene; die bisher
geltende Bedingung f = 0 kann wegfallen, da G (x,£) eine in ¢
gerade Funktion ist. Die GroBe Pkann also fiir die gleichbezeichnete
in § 48 genommen werden, und es folgt wie dort, dafBl die
Greensche Funktion in die bilineare Reihe entwickelt
werden kann und daB diese gliedweise differenziert werden darf.
Damit sind die Grundlagen fiir die Darstellungssitze gegeben,
die hier dieselbe Form erhalten wie bei der reellen Sturm-
Liouvilleschen Randwertaufgabe. Die bei dieser Untersuchung
benutzte Resolvente fiir die Greensche Funktion und die Integral-
gleichung fiir die Eigenfunktionen folgen genau nach der Methode
des § 28.

Dafl aber iiberhaupt Pole der Greenschen Funktion, also
Eigenwerte, und zwar in unendlicher Anzahl vorhanden sind, was
in §28 aus der Theorie der reellen Integralgleichungen geschlossen
werden konnte, ergibt sich hier funktionentheoretisch aus der
asymptotischen Darstellung (8); diese ergibt fiir den Nenner der
Greenschen Funktion bei der Annahme $ = 0 den Ausdruck

pa—singa+ z_p‘_eg QE,
und da ga eine in ¢ ungerade Funktion ist, kann man fiir den
Fall 8 << 0 die Formel

Qa-—-singa+

P eote
Y

binzufiigen. Jetzt schlage man in der Ebene der komplexen
Grofe ¢ um die Stellen +nz/a einander nicht schneidende
Kreise f., von gleichem Radius; auf ihnen bleiben dann |singa|
und |e*¢?| zwischen endlichen positiven Schranken und man
kann setzen P poia

0 singa)

pa=singa (1 +
oder kiirzer P
pa — singa(l—i—?),

wobei die Schranken der neuen Griofie ¥ auch von » unabhingig
sind. Ist also n und damit ¢ auf dem Kreise f, hinreichend
angewachsen, so bleibt die GroBe 1 + #/¢ auf den Kreisen f von
1 beliebig wenig verschieden, kann also, wenn man sie in der
Ebene der komplexen Zahlen darstellt, ihr Winkelargument nicht
dndern, wenn man f, durchliuft; das Winkelargument der GroBe



220 Sechster Abschnitt. § 49,

@ a muf sich dann also ebenso &ndern wie das der Grifle sin ¢ a,
d. h. um 2=; der Kreis f, und ebenso natiirlich f_, enthilt genau
eine Nullstelle der Grofie @ a, sowie » hinreichend grol geworden
ist. Damit sind unendlich viele Nullstellen des Nenners der
Greenschen Funktion nachgewiesen.

Die Ergebnisse dieses Paragraphen bleiben in allem Wesent-
lichen erhalten, wenn man U nicht wie oben, sondern durch die
Beziehungen au 0

d—x—hU! = 0, Ul:l

festlegt. Dann geben die Gleichungen (3), (4) des § 27, die von
der dort vorausgesetzten Realitit der Grofen L und ¢ unabhingig
sind, genau nach der hier gebrauchten Methode

Uegix — w _|__ J—
Als Grenzbedingung an der Stelle a Werde das Verschwinden
festgehalten. Dann kann ¢z wie oben definiert werden; die
Greensche Funktion wird, indem wir U — @z setzen, je nach
den Fillen 2 << £ durch die Formeln
—Dx.Y§ — Dt Yx
O C@H=go.wo—nwoy C@D=go.@wo—he0)
definiert und im Falle z << £ in folgender Weise asymptotisch
dargestellt: ) ) o
G £ = eeis—a (¢2ei - 1 + P¥/g) (6291(a—b)_ 14 qj/g).
’ 201+ F/o) (@eic— 1+ ¥/e)
Daraus ist ersichtlich, daB die auf den Grenziibergang a =— + oo
beziiglichen Erwigungen insofern bei Bestand bleiben, dall auch
hier die GroBe ¢ G, (,£) in demselben Sinne wie oben, wenn f
iiber einer pos1t1ven Schranke liegt, beschrinkt bleibt.

§ 50.
Die Greensche Funktion im unendlichen Grundgebiet.

Um die Sturm-Liouvillesche Aufgabe in einem bestimmten
Falle fiir eine unendliche Strecke zu behandeln, und von den
Entwicklungen nach Eigenfunktionen zu den dem Fourierschen
Integral nachgebildeten Integraldarstellungen zu kommen, fithren
wir in die Differentialgleichung ‘

) Ty (2— L)V =0

d 3
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die Variable s =— e—= ein, so daB die Strecke der positiven Werte
von z der Strecke von s =1 bis s = 0 entspricht. Als Funktion
von s sei nun L analytisch und an der Stelle s = 0 regulir und
= 0, etwa in der Form — L =—= b, s b,s? 4 ... entwickelbar,
so dall das Integral

@

3 +
J’L‘Sdszj;mdx
0 x

einen endlichen Wert hat, entsprechend der in § 49 geltenden
Voraussetzung, und daf die dort erhaltenen Ergebnisse anzu-
wenden sind. Die Differentialgleichung schreibt sich jetzt, wenn
man noch W = /s V" setat,

a:w
32_(.1?7-}—(92—}—%——14) W =0,

a:w .
(2) = EE{+(bo+bls+bzs2+"')W:0a b = 02+ 1.
Die determinierende Gleichung im Sinne der Fuchsschen Theorie ist

fr=vF—1+b =0

und hat die Wurzeln + ¢ ¢+ ; bei der Annahme
(3) 9:“+ﬁia B >—u r:—9i+%
hat die Gleichung (2) ein an der Stelle s — 0 verschwindendes
Integral

4) W =s"(co,+¢;s+--),

und die Koeffizienten ¢ bestimmen sich aus den Riicklaufformeln
Co bn + Cl_bn—l +ed by Fenf(r+n) =0

die Beziehungen

fr+n)=n(n—2¢d), |f(r+n)=nYse+ (n428p)

zeigen, dall f(r + n) nie verschwindet, da dies &« — 0, n — — 28
erfordern wiirde, was nach (3) unméglich ist. Wenn nun
(%) B=0, Jel>1
so ist offenbar
fr+n) > el

also
(6) Ichf<icobn+01bn—1+"'+Cn—1b1i-

Jetzt seien die positiven Griofien d folgendermaBen definiert:

dO > \’00‘1

bnl = Bay  dn=do Byt dy By—y+ -+ du_s By;
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dann folgt nach (6)
lerol <leph | < dy, o] << dy
lcao’ < 5001)2 +0b| <<dyBy4d\By, lcgo <<dy | <dy
1e30 < !lCobs + € by 4 ¢y by | < ds, e < ds,
usf.; also allgemein
Die GroBen d, sind aber die Koeffizienten einer in einem ge-
wissen (ebiete konvergenten Potenzreihe
g = detdistds o

Hieraus folgt nicht nur, daB die unter (4) aufgestellte Reihe W
ein ausgedehntes Konvergenzgebiet besitzt, sondern mehr. Kon-
vergiere die Reihe b,s 4+ 6,52 + --- in einem Kreise um den
Punkt s = 0, den wir & nennen, und sei in ihm

{Bys+ Bys2 4o << 1,
dann konvergiert auch die Reihe d; -+ d,s 4 --- im Kreise & und
ihr Wert liegt, sowie der Wert ihrer Ableitung, unter einer von
¢ unabhéngigen Schranke g, und die Beziehung (7) ergibt
le(ers4cas?4--)| <oy, o1+ 2cs48c82 49 < g

Man kann daher, wenn noch ¢, =— 1 genommen wird, setzen
Eo
W:s’<1+?>, B < g.

Kehren wir also zu den Verinderlichen z und V zuriick, so
hat die Gleichung 3,

unter den geltenden Voraussetzungen ein bestimmtes Integral
von der Form

®) wx:eeiw<1+3§—>=eewq3s,

wobei P eine Potenzreihe bedeutet, PO — 1 ist, und in dem an-
gegebenen Gebiet, d. h. wenn s im Kreise & liegt,

k4 k4
9 s—1 - g — —
® Y to ¥ 0
gesetzt werden darf, wobei | ¥| unter einer von ¢ unabhingigen
Schranke verbleibt, auch wenn man |¢| unendlich wachsen ldBt.
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Da die Griofien d und damit g von ¢ unabhiingig ist, konver-
giert die Reihe W unter der Voraussetzung (5) in ¢ gleichmaBig,
ist also als Funktion von ¢ regulir. Dies gilt aber auch bei der
allgemeineren Annahme (3), und wenn |¢| < 1. Denn jedenfalls
ist dann |f(r + n)| > 1, sobald n eine gewisse Schranke k iiber-
schritten hat; man wihlt dann einfach dg, d,,...ds, was angeht,
8o, dafl immer

dy > [¢o)s d, > |y & > |exl,
und dafl im iibrigen die Formel
dﬂ = dOBn + dan—l + e + dn—l Bl
fiir » >k gilt; man hat dann die Beziehung
|Cn‘ <|cobn!+ 1clbn—11‘+"'+ icn~1b1|<dn

und die GroBen d ergeben sich als Entwicklungskoeffizienten des

Bruches do+ e s+ 6,82+ -4 e s*
1—B,s— Bys2—-.. =dtdist
wenn gesetzt wird
¢, =d,—dyB,—d, B,_,—---—d,_, B,

Die in W auftretende Potenzreihe konvergiert also bei der
Annahme > —1, |¢| =<1 und wenn s dem Kreise & angehort,
gleichmiBig in ¢ und ist als Funktion dieser Griofe regular.
Singularititen kann sie offenbar nur haben, wenn f(r 4 n) = 0,
also « = 0, 28 = —n, ¢ = — 3 n1; diese Stellen kommen nicht
in Betracht. Fiir uns ist nur wichtig, daBl die Grofe vz als
Funktion von ¢ in der ganzen Halbebene g =0 regulir
ist. Sie verschwindet, wenn >0, fiir 2 = + oo wie ¢ 5%,
ist also nach x absolut integrierbar ebenso wie ¥'z. Bei
reellen Werten von ¢, d. h. wenn 8 = 0, verhilt sich die
Grofle v fiir x = 4 oo wie e¢i#, ist also beschrinkt
ebenso wie ihre Ableitung.

Mit ¢ kombinieren wir die in § 49 eingefiihrte, durch die

Gleichungen 90 =0, ¢'0=p¢

festgelegte Losung der Gleichung
(10) ' 9"+ (2—L)gp =0,
die eine ganze transzendente Funktion von ¢ ist, in der iibrigens

die Stelle 0 auch durch jede positive ersetzt werden konnte;
@z kann, wie jede Losung, in der Form

Qo == 0P, s+ e—eizP,s
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geschrieben werden, und die Faktoren der ExponentialgréBen sind
Potenzreihen von s, also als Funktionen von z bis ins positiv
Unendliche beschrinkt.

Wir fithren weiter eine Greensche Funktion dhnlich der des
§ 49 ein und setzen, im Falle § >«

. x. ¢
Go(r, &) = ?Q.T“(f,
im Falle # > £ dagegen

_9E.vz
G@ (xv g) - ma
die Funktion G, (z, §) ist offenbar in 2 und £ symmetrisch.
Die GroBe ¢’ — @4’ ist der Differentialgleichung (10) zu-
folge, deren Losungen ¢ und @ sind, konstant, also gleich

9'0.9y0—90.9v0 =¢'0.90 = 9.9 0;

man findet daher sofort, indem der Ableitungsstrich sich auf das
erste Argument bezieht,
PEVE—gEVE _

G’Q(‘g’—*O, g)_G;.)(g'*‘Oa {Z): 0.0

Was nun den Charakter der Grofe G, als Funktion von ¢
betrifft, so ist sie nach dem, was wir iiber ¢ 2 und v 2 als Funk-
tionen von ¢ wissen, in der Halbebene § = 0 reguldr, wo nicht
etwa ¥ 0 verschwindet. Dies ist zunichst bei reellen Werten ¢
ausgeschlossen, weil sonst ¥z sich nur um einen konstanten
Faktor von der reellen Funktion ¢ unterschiede, was nach (8)
unmoglich ist. '

1.

Wire fermer v 0 — 0 fiir einen komplexen Wert von

@ = o+ B4, in welchem g > 0, so hitte die Gleichung
av
dz?

eine Losung ¢ 2, die an den Stellen x = 0 und x = 4 oo ver-
schwinde, an letzterer Stelle mit ihrer Ableitung und so, daB sie
bis zur Grenze + oo absolut integrierbar ist.

Setzt man jetzt voraus, wie es frither meist geschah, L sei
reell, so wire die zu ¥z konjugiert imagindre Grofe ,x eine
die eben angefithrten Eigenschaften mit ¥« teilende Losung der
Gleichung g 173

=D Vs =0,

+(@—L)V =0




& 50. Funktionentheoretische Methoden. 225

in der 9, = o — B¢ gesetzt ist. Man konnte also die Green sche
Operation anwenden und schliefien

+ oo + oo
[ @ w5 —w"vo)da+ (of — o) fv vydw = 0.
0 0

Die Integrale konnen, wie geschrieben, ins Unendliche er-
streckt werden wegen der auf die Stelle x =— + oo beziiglichen
Eigenschaften der Groflen ¥ und v,.

Ferner hat man nach der Annahme, die wir widerlegen
wollen, ¥ 0 = 9,0 = 0; das erste Integral in der letzten Gleichung
ist also einfach o0

YU — VY[ =0
und bleibt die Gleichung

+ oo
(g}—g*)jwwodx = 0.
0

Hier ist das Integral positiv und endlich; also folgt of — o2
= 0; ¢ miilte, weil nicht reell, rein imagindr, @2 negativ sein,
etwa — — 72, und 7 reell.

Dann hitte die auf die unendliche Strecke von z =— 0 bis
x = 4 oo beziigliche Randwertaufgabe

azv 0, +oo
in ¥V = ¢z eine Losung mit negativem Eigenwert A = — 2. Das

wire denkbar, wenn L auf jener Strecke das Vorzeichen wechselte,
und zwar konnten, wie besondere auf Sturm zuriickgehende Be-
trachtungen zeigen, eine éndliche Anzahl solcher Losungen vor-
handen sein. Wenn wir aber, wie frither meist, L positiv oder
doch nicht negativ annehmen, so ist auch 2 { L positiv und
eine Losung ist unmoglich nach den Betrachtungen des § 26.
Wird also L auf dem unendlichen Grundgebiet von xz — 0 bis
& = 4 oo nicht negativ, so ist keine Eigenfunktion der differen-
tiellen Randwertaufgabe (11) vorhanden, und die Greensche
Funktion G, (2, £) ist als Funktion von ¢ auf der Halbebene
f = 0 regulér.

Wir konnen ferner ihren Wert bei groen Werten von |g |
abschiitzen, indem wir benutzen, daB nach § 49 die Beziehung

(12) ox = singx + w':_e'i

Kneser Integralgleichungen. 2. Aufl. 15
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gilt, also nach (8) und (9) im Falle x < &, indem man fiir den
Quotienten zweier Ausdriicke 1 4 % /o einen ebensolchen schreibt,

z. vE 1 : P
0 Go(x,8) = %« = [07 (62 +2) — g0i 6—2))

gr_ Qi(§—x)]( g)
+ 0 e 1+ 0

Die hier auftretenden Exponentialgrifen sind, da £ = x und
B = 0, absolut nicht grofer als 1, die Schranken der GréBen | &
wie in den Gleichungen (9) und (12) von z, £ und ¢ unabhingig;
es gibt also solche positive GréBen ¢ und g,, daB all-
gemein lo Go(z, £)! Ty,
sobald |g| > g,, f = 0. Diese Ungleichung ist wie die Glei-
chungen (9) nur gesichert, wenn s — ¢~¢ dem Kreise & angehort,
d. h. wenn x und £ eine gewisse Schranke z, iiberschreiten. Diese
darf aber gleich O gesetzt werden, indem man x, + z an Stelle
von z einfiihrt, wodurch sich die ganze Aufgabe nur unwesentlich
dndert; wie ja schon bei der Betrachtung der Grofen @0, ¥ 0
hervorgehoben wurde, daf man O durch einen anderen Wert
ersetzen kann.

Jetzt ergibt sich eine besondere Form des Cauchyschen
Integrals der Grole G, als Funktion der komplexen GréSe o.
Seien C, positive Konstante, ¢ = y 4 87, y und & reell, § > 0,
und sei R der Umfang des Rechtecks mit den Ecken — C,, + C,,
Cy+ ¢ Gy, — C, + 20y im positiven Umlaufssinn; in seinem Innern
liegt die Stelle 6, sobald die GréBen C, hinreichend grof sind.
Dann hat man die Formel

Gl &) = 5 - j %e(_x,ﬁs) de,
ot
und wenn die Grofen C, groB werden, so werden die Teile des
Integrals iiber R, die nicht lings der reellen Achse gebildet sind,
unendlich abnehmen, da dies von jedem Integral
j Mdg
e(e—o)

gilt, in welchem M beschrinkt bleibt, und M = ¢ G, (z, £) gesetat
werden kann.

In der Grenze folgt somit

Gs(2,8) = 5

Go(@d) 4,
0—a

§ —— it
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Ferner ist offenbar

“g&’v(x_’g)@ — 0
o+o S

da der Integrand im Innern der Umfangslinie & und auf ihr in
¢ regulir ist, und man kann sich auch hier auf die Integration
lings der reellen Achse beschrinken:

+

jG@(x, Hde _ .
o+o ’

—

gomit folgt, wenn 6 — y 4+ 04, & > 0,

+ o
(13) G (2, ) = — J2@§§f’(§z)d9'

2mi

— o

§ 51.
Die Fourier-Hilbsche Integraldarstellung willkiirlicher Funktionen.

- __9¢.yx
_;:-. Die Formel Go(x, &) = 0. 90
in der x = £ vorausgesetzt wird, zeigt nach dem, was in § 50
iiber das Verhalten der Grofe v« festgestellt ist, daB G5, wenn ¢
imagindr, also § > 0 ist, ins positiv Unendliche absolut integriert
werden kann. Dasselbe gilt von dem Produkt G,(z, £) Gs(z, 1),
wenn @ reell und ¢ imaginér ist; sei fortan 6 = y + 94, & > 0
Der Ableitungsstrich beziehe sich auf das erste Argument; dann
gelten die Gleichungen

) Go(7, &) + (02— L) Go(x,§) = 0, G,(0,8) =0,
Gs(x,m)+ (62— L) Go (2, £) = 0, G4(0,7) = 0,

aus denen durch Greensche Kombination folgt
x d G I -
dz {Go(zym) Gy (2, &) — Go(x, &) Go(z,m)} dx
0

n (Qz_dn)J- G (2, €) Go (2, ) da = O,

15*



228 Sechster Abschnitt. § 51,

oder, wenn z jede der Groflen £ und 7 iibersteigt, mit Riicksicht
auf die Unstetigkeiten der Ableitungen Gy (z, £) und G;(z, n) an
den Stellen ¢ und 7

G (& m) — Go(n, &) + Go(2,m) Go(w, &) — Go(@ &) Gs (=, m)

4 (02— az)J’ G (@,8) Go (2, 7) AT = 0,
0
Hier konvergiert das Integral, auch bei reellen Werten ¢, wenn
man z iiber alle Grenzen wachsen 1ift, wihrend die GréSen G,
und G, beschrinkt bleiben, G, und Gy aber verschwinden, und
man erhilt die Fredholm-Hilbertsche Resolvente
4+ >

@) Goltin)— Goltm) +(@—09) | 60,8) Golirym) dz = .

Sei nun weiter Fx eine bei positiven Werten von x noch
niher zu kennzeichnende reelle Funktion; sei 0 = 0 und werde

F'o+ (62— L)Foe = —fz
gesetzt; die Greensche Verkniipfung dieser mit der zweiten
Gleichung (1) ergibt dann, wenn z > n,
—Fy+[F'x.Gs(x,m) —Fz.G5(z,1n)] ]‘ —{—jfx. G (x, ) de =0,
0 0
also, wenn fz stetig und fiir alle positiven Werte von x beschrinkt
ist, mit geéinderter Bezeichnung
+ o
®) FE —_—ch(x,g)fx.dx;
0

das Integral konvergiert wegen des Verhaltens von G, im Un-
endlichen. Die Funktion Fz erscheint hiermit quellenmiBig
dargestellt; um die fiir fz geltende Voraussetzung zu erfiillen,
werde zuniichst festgesetzt, daB Fz mit den ersten beiden Ab-
leitungen stetig und beschrinkt sei; wir fiigen sogleich noch eine
weitere Voraussetzung hinzu.

Multipliziert man die Gleichung (2) mit f% und integriert,
so ergibt sich

+ +
Fg =f Go (&, ﬂ)fn-dn—(e“‘—ﬁ’)jfn-dn
0

0

GQ (xa g) Gs (x, 17) dz;

Oty
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das erste Integral hat einen Sinn, wenn wir die Grofien F, F', F”
ins positiv Unendliche absolut integrierbar voraussetzen, womit
dasselbe fiir fz gilt. ‘Wenn nun, was einen besonderen Beweis
erfordert, die Integrationen im zweiten Integral vertauscht werden
diirfen, so folgt, mit leicht getinderten Zeichen,

+ + o

4) Fao :jG@@, a)fa.du_(gz_as)j Go(z, %) Fe.de

Anderseits folgt aus der Gleichung (13) des § 50, indem man
den dort gegebenen Wert von (s in die Gleichung (3) einsetzt,

r + »
®)  Fi=g|feas|2elEdde,

und wenn, was noch nachzuweisen ist, die Integrationen ver-
tauscht werden diirfen, indem man § und z durch z und « ersetzt,

) Fo— LJQ—"@J Gy (@, o) for. d o

Setzen wir hier fiir das innere Integral den Wert, den die
Gleichung (4) ergibt, so folgt

4+ + ® + o
1 20do ..
Fx:mj.@?—?"'ﬁx j'29d9j Go(zy ) Fov. dex,
—_— —® 0

und da das erste Integral rechts verschwindet, ergibt sich die
Hauptformel :

) nijt f(rg(x, o) Fo.do,

wobei beachtet werde, dal G, (x, &) auch bei reellen Werten von ¢
nicht reell ist; die Funktion F'z ist, wir wiederholen es, wie ihre
ersten beiden Ableitungen stetig und ins positiv Unendliche
absolut integrierbar und verschwindet an der Stelle z — 0.

Was nun nachtriglich die Vertauschung der Integrationen
in der Formel (5) betrifft, so kann zunichst das innere Integral

in die Form J-G (x g)

Q—0
n
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zuriickversetzt werden, aus der es oben entstanden ist; das zu
untersuchende Integral ist dann, indem ¢ eine positive Konstante
bedeutet,

o e +o
6[fx.dxigfg’”f)ﬁi‘3 = 0} fx.dxig%ﬁ_%@ + jf'x.dxgj

(8) :gjg—i%f;}@(x,g)fx.dx —{—j;x.dxj(;i"()r’_g)ﬁd@

0 an

+ ®

de (., »

—I@_Gjbg(.r,g)fl.dx.

R ¢

Hier iibersieht man leicht, daB das zweite und dritte Doppel-
integral beliebig klein gemacht werden konnen, indem man ¢

wachsen 146t, denn |fx| ist bis zur Grenze + oc integrierbar und

Go(n) = g | el Elde
2’
liegt unter einer von z unabhiingigen Schranke; ¢ G, (z, £) ist
auf dem Umfang R beschrinkt, wie weit man auch R ausdehnen
moge; in dem Doppelintegral
+ ®
do , .

k-_—ﬁj(fg(x, fz.dz

® 0
kann das innere Integral als GroBe /¢ geschrieben werden,
wobei die Schranke der Grofle ¥ von der ‘Ausdehnung des
Rechtecks : unabhéngig ist; auch erhilt dieses Doppelintegral,
wenn man — 6 fiir ¢ schreibt, den Wert Null. Man erhilt also,
indem man R unendlich ausdehnt, die Form

+ ® + o

20d
=] AT R
—m 0

womit die Formel (6) bewiesen ist.
Ein zweiter Nachtrag muB, um die Formel (4) zu sichern,
die Vertauschbarkeit der Integrationen in dem Integral
4+ » 4+ >
[fn.an[ o0 Go@maa

0 0
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erweisen. Wir zerlegen dasselbe nach dem leicht verstindlichen
Schema +o 4o +o 4+ +o 9 :
jdandx:jdanderfdandx
0 0 0 y 0 0
und erweisen die Behauptung in jedem der so erhaltenen Aus-
driicke nach derselben Methode; im Integrationsgebiet des zweiten
Integrals rechts ist dann immer x << %, und man integriert in
der x 7-Ebene iiber den bei gewohnlicher Zahlung zweiten Oktanten.
Bei der Vertauschung der Integrationen &ndern sich die Grenzen,

und wir behaupten
+ n + @ + ®

9) Jdandx :jdxj'mdn;

0 0 0 x
dabei ist jetzt immer zu setzen

M= fn.Go(z,)- q’;ﬁ}%,
wenn wir bei den zur Bildung der Grofle G benutzten Funk-
tionen ¢ und ¢ den komplexen Parameter ¢ sichtbar machen.
Nach § 50 kann man nun ansetzen
Ve = eotx 1‘58, Qe = esix %1 s + e—¢ix %237
wobei auch ¢ fiir 6 eintreten kann, und die Faktoren P sind als
Funktionen von z fiir alle positiven Werte beschrinkt; ferner

sind in den GrofBen
‘e . T .z . ni
eoiT — o xé.eyu, e— 01T — exée ;ux, etoiz

alle Exponentiellen mit imagindrem Exponenten, da ¢ reell ist,
beschrinkt; dasselbe gilt also von G, (7, £) und man kann setzen
(10) M = fn.(Nye@+tmd + Nye—n—29),
wobei die Groflen N im ganzen Integrationsgebiet beschrinkt,
d. h. absolut unter einer von z und 7 unabhingigen Schranke
gelegen sind.

Um nun zum Beweis der Formel (9) zu kommen, schreiben
wir, unter g eine positive Grofle verstehend,

® g 7 to
J _—_—jdn Mas =| dnJ'de+_[dandx =, +J,,
0 0 0 ) 9 0
to o g to to g tw
J:j'dijdn :jdijdn+jdijdn +jdac Man
0 z 0 x g x
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dabei sind J, und J, die Summanden der Summen von Doppel-
integralen in der Folge, wie sie hingeschrieben sind. Offenbar
ist J; = J;, da beide Integrale sich iiber die Fliche des Dreiecks
erstrecken, das in einer xz7n-Ebene von den Geraden z — 0,
n =g, £ = n begrenzt wird und M im Endlichen stetig ist,
so dafl die Integrationen vertauscht werden diirfen. Weiter zeigen
wir, daB durch passende Wahl von g die Integrale J,, J, und J,
absolut beliebig herabgedriickt werden konnen; damit wird dann
die Gleichung (9) oder J = J erwiesen sein. Zu diesem Zweck
beachten wir zunichst nur die mit dem Faktor N, behafteten
Teile des Integranden und finden als Teile von J,, J, und J,

+o n + o o
J‘f'n.e—ﬂalee*xédx, j‘dx.e—xolee—’léfn.drj,
g 0 g x

{ +o
jdx.e—wélee—ﬂéfn.dn,

0 x .

die alle drei offenbar beliebig klein werden, wenn g hinreichend
gewachsen ist, da N; ja beschrinkt ist und f7% ins Unendliche
absolut integrierbar.

Etwas schwieriger liegt die Sache bei den mit N, behafteten
Teilen. Im Integral o, ist das betreffende Integral unter der
Grenze +o 7

[1Fa1e=man |3 er=s au,

g 0
das innere Integral liegt, wenn z. B. | N,| < 4 und 4. von z und %
unabhiingig ist, unter dem Werte

end —1
6 k]
also das ganze unter einer Schranke
+ oo

B_[lfnld n,
g
wobei B von g unabhingig ist; diese GréBe kann also durch
hinreichend groSe Werte von g beliebig klein gemacht werden.
In J, findet man fiir den zweiten Teil

@

+oo + +o +
) Ud.ﬁt.e"‘sze“"" fn.dy }<Ajdx . e”J.|fﬂ]‘e—;;ad,7,
‘ g x g x

@
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und hier ist nach dem zweiten Mittelwertsatze, da e¢—7% eine
monotone Funktion ist,
+ o
a2 [ifleman=e={ifnlan,  w>a>g;
die rechte Seite der Ungleichung (11) ist also kleiner als
+ +
Ajdlefn]dn.
g x
Diese Grofle wird erst dann bei wachsenden Werten von g mit
Sicherheit beliebig klein, wenn wir annehmen, die Grofle
+ o
[i7nian

sei als Funktion von « ins positiv Unendliche integrierbar. Dazu
geniigt es, wenn die Funktionen F'z, F'z, F'"x sich im positiv
Unendlichen verhalten wie eine Potenz z—% in welcher &k > 2;
d. h. wir setzen fest, dall die Grofien z*|Fz|, o*|F |, 2*|F" z|
im positiv Unendlichen beschrénkt bleiben. Alsdann wird
auch das ganze Integral J, bei wachsenden Werten von g be-
liebig klein. -

Dasselbe Verhalten ist jetzt auch an dem mit N, behafteten
Teil des Integrals J; zu erkennen; er erfiillt zunichst die Un-
gleichung

g +® ' g +®
Ud:c.e“"jN,e—ﬂ" fn.dnl<AJ‘e’“’de e=n8|fyldy,
0 g Y 9
deren rechte Seite nach .(12) kleiner-ist als
g 1 +o
(13) Afdxj lfnldn<A9'|‘lfnldn-
0 g g

Bei grofien Werten von « kann man aber nach den jetzt geltenden
Voraussetzungen, wenn B eine Konstante bedeutet,

B
Il <
setzen; daraus folgt "
+ >
i B
: 9.‘ [fnldy <W’

g
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und da %k — 2 positiv ist, verschwindet die rechte Seite der Un-
gleichung (13), wenn g iiber alle Grenzen wichst; dasselbe gilt somit
von J;, und die Gleichung J = J oder (9) ist vollstéindig bewiesen.

Fiihren wir noch dieselbe Betrachtung fiir das iiber den
ersten Oktanten der z7-Ebene erstreckte Doppelintegral durch,
so ist auch die Vertauschbarkeit der Integrationen in dem Integral

+ o +» 4+ »
J.fn.danQ(x,g)Go(x,n)dx :IGQ(:_U, ) Fr.dx
0 0 0
bewiesen und damit auch der Beweis der Hauptformel (7) unter
den jetzt geltenden Voraussetzungen endgiiltig vollendet.

Will man diese in reelle Form bringen, so ist zu bedenken,
dal, wenn man ¢ durch — g ersetzt, die reelle Grofle @z, o
ungeéindert bleibt, die imaginire vz /90 aber in die ihr konju-
gierte iibergeht. Da nun Fz reell, das Integral auf der rechten
Seite der Hauptformel (7) oder

L
FE— ;Z.j@dgj(;g(z, £ Fr.dz
0

—0

@

also rein imaginir ist, so geht es in den konjugierten, d. h. den
entgegengesetzten Wert iiber, wenn man ¢ durch — ¢ ersetzt;
man kann also die Hauptformel auch schreiben

to  tw
(14) Fi— 2—;—@j gd@j[(}g (2, 8) — G_o(z, E)] Far.dr.

Ist nun ¥,z die zu ¥z konjugiert imaginire Griofe, so gilt
auch fiir sie, da ¢ reell ist, die Gleichung
Y5 + (@2 — L), = 0;
man kann daher, unter ¢ einen von z unabhingigen Faktor
verstehend, setzen
(15) Q.9xr = 0.2 — P0. Y2
und erhalt fiir den Fall x < ¢
or [vE  voé Qoz.9&
Go(2,6) — G—o (2, §) e [11—’6 - W] = 0 ¥0.%,0’
also einen Ausdruck, der auch bei der Annahme z > ¢ giiltig
bleibt, und die Formel (14) ergibt
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Dieser Ausdruck wird véllig greifbar, wenn wir daran erinnern,
dall gesetzt war oder zu setzen ist

Yr =e*Ps, s=1e72, PO =1, oz = e~ =zPs,
wobei P und P, Potenzreihen mit konjugiert imaginiiren Koeffi-
zienten bedeuten, die aber stetig bis zur Stelle s = 1 fortgesetat

werden konnen; man findet jetzt aus der Gleichung (15) und der
-immer geltenden Beziehung ¢’0 — ¢ sofort

0 — 2@'2131.‘1301+%($01.513’1—€]31.§]3{)1).

Dies Ergebnis auf die am Ende des § 49 betrachteten Grenz-
bedingungen zu iibertragen, bietet keine Schwierigkeit. Man
setzt im Falle # <C &, entsprechend der nach § 49 abgeiinderten
Grofle G, '

—Dx. v

(16) Gg(x’g)ZQO(w'O-—h‘(pO)’ 0 —hd0O = 0.
Der in der Halbebene = 0 regulire Nennerfaktor ¢'0 — 290

kann fiir keinen Wert von ¢ verschwinden, weil dann die Rand-
wertaufgabe

2 ® 0
%+(1—L)7= 0, V! =0, ;‘j—z—hviJ =0

eine stetige Losung hitte, was sich auf dieselbe Weise wie im
Falle » — oo als unmiglich erweist, wenn L auf dem Grund-
gebiet positiv ist. Die Untersuchungen des § 50 wie des gegen-
wirtigen bleiben erhalten, besonders die Greenschen Operationen
verlaufen rechnerisch wie frither, und erhalten bleibt die Haupt-
formel (7) mit der Bedingung F'0—h F0 = 0.

§ 52.
Integraldarstellungen in trigonometrischen und Besselschen
Funktionen.
Die Annabme L — 0 fiihrt auf die Gleichung
@V
_— 2 f—
a0 V=0

und ergibt sofort, wenn die Randbedingung 7'|°=0 und z < & ist,

. . . eeiésingx
pr=-sinex, YT = ei®, Yoz = e-¢, G,(z,§) = ~e%,

Qot = vE— Yot = 2isingf, @ = 21;
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die Formel § 51 (14) gibt, wenn F'0 — 0, das bekannte Ergebnis
+ o +

Fx:};jdng:x.singx singa do,
. —® 0
die Grundformel § 51 (7) wiirde geben :
+ o sz 4o 4w
niFy = ‘.dgjee”singu.Foc.doc—{-fd@je@‘“singxf'u.du.
'——oo 0 —® z

Nimmt man dagegen als Grenzbedingung
av
iz 24k
so gibt die Formel § 51 (16) fiir den Fall z < &
hsingz\ eeis
G (xvg) ——(——COSQ% 0 >Q’t—h’
hsin g x) e—eis
) —ot—h’

h st )
0, Qx:cosgx—}——mz—@ﬁ, Y — eors,

Gog(@,5) = (—cos oo —

+ @ +
2
Fr = %j-"—dijFu <cosyx—{—h8u;9x> <co oot lmzﬁm de,

[ XEEpL
—® 0
und wenn man b — O setzt, ergibt sich die bekannte Formel
1 4+ > + >
Fz = ;jd@j‘Fu.cosgoc cosoz.do
—o 0

mit der Bedingung F'0 — 0.
Besselsche Funktionen treten auf bei der Randwertaufgabe

(4:)& + (A4 eV =0, V| endlich, V|*= 0;

die leferentmlglemhung fallt nicht ganz unter die in § 51 unter-
suchte Art; die nétigen Abiinderungen der Theorie sind aber
leicht zu iibersehen wnd alles kann aus -den bekannten Eigen-
schaften der Besselschen Funktionen bestitigt werden. Diese
fiihren wir damit ein, daB die Gleichung
d dy _

iz <4xa—x)+ o2y =0
die Losungen J(oyz) und K(¢}z) hat, wobei wie immer

ud ut

1) Ju_—:1—§+ TRV TR Ku = AJulogu + P (u2)
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gesetzt ist und P eine Potenzreihe, A eine Konstante bedeutet.
Die Konstante A sei, wie iiblich, so gewihlt, dafl bei grofen
Werten von |u| die asymptotischen Darstellungen

7 E
2cos(—4——u) 2 81n (z—u)
— 0, Ku~ ——
V 2ru V‘Z U
gelten, aus denen folgt, daB die der Differentialgleichung gemi
konstante Grofe u(Ju.K'u —J'u.Ku) durch die Gleichung

(2) Ju ~

3) Ju.K’u—J’u.Ku:——niu
bestimmt wird. Setzt man hier die Reihen (1) ein und integriert
iiber den Kreis |u| = r, so verschwinden alle Integrale
j' urlogudu
mit  und auf der linken Seite der integrierten Gleichung (3)
bleibt nur das Glied 4 du
Ju
iibrig, das durch Vergleich mit der rechten Seite den Wert
A= — E
7

ergibt. Hieraus folgt eine bemerkenswerte Eigenschaft der Grofie Ku
im Reellen. Sie werde bei positiven Werten von u reell genommen; -
man lasse dann % durch die obere Halbebene der komplexen
Grofie w von positiven Werten mit festem || zu negativen Werten
iibergehen; dann gewinnt der anfangs reelle Wert log u, stetig
sich dndernd, den Zuwachs =¢, und es folgt, wenn u > 0 ist,

4) K(—u)=Ku+ Ani.Ju = Ku—21¢.Ju,
wobei aber K(—u) in der angegebenen besonderen Weise fest-
gelegt ist.

Erwédhnen wir mnoch, daB den Gleichungen (2) zufolge
asymptotisch ”
t - ) e2i(u - —4') . 1
Ju T g(““z) - Z?(,T:’_T)’—
e 41
gesetzt werden kann; sind also v und w reelle GrioBen, ist
% = v 4 w7, und 1iBt man w = 4 oo werden, so ergibt sich
(5) Ku

Ju
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Jetzt bilden wir im Sinne des ausgesprochenen Randwert-
problems eine Greensche Funktion fiir die Strecke von 0 bis a
mit den kennzeichnenden Eigenschaften

2 (o @H) +eG@wH =0, G@b =0,

G (0, £) endlich, 4z G (z, g)f:‘; =

Dann sind die Grofen J (o Vo )»in denen oJ (o \/(;) = 0 gesetzt ist,
Eigenfunktionen des Kerns G (z, £) und man findet fiir diesen im
Falle z < £ den Ausdruck

\ zJ(oVa — — — -
0 = =T (o8 Kleva) — T (0 V) K(e V),
der, wenn wir wie in § 49 jetzt @ = 4 oo setzen, in eine Grenz-
gestalt &, die Greensche Funktion fiir die Strecke von 0 bis +
iibergeht. Dazu muf angenommen werden, wenn ¢ = « + 33
und «, B reelle GroBen sind, > 0; setzen wir u = g Va, so ist
w = BYa und die Formel (5) ergibt fiir K (o Ya)/J (o Va) den
Grenzwert —4. So erhilt man die Formel

(1) Go@E =+ T(e Vo) [T(e VE) —iK (o VE)| = Gy(,8),

so daB nebenbei bemerkt die in ¢ meromorphe, den Parameter a
enthaltende Funktion durch den Grenziibergang ¢ — + oo in
eine vieldeutige Funktion von ¢ iibergangen ist. Der letzte Faktor
der Grofe G wire nach § 49 durch 9¥.¢ zu bezeichnen. Er-
setzt man in den Gleichungen (6) die Grofe o durch 6, so findet
man fiir G, und G, die Resolvente in der Form der Gleichung (2)
des § 51.

Die Differenz J (¢ {z) —i K (o V) ist, wie die asymptotischen
Formeln zeigen, das bis auf einen konstanten Faktor bestimmte
Integral der Gleichung

a dy -
75 (4258 v ey =0,
das fiir £ = 4 oo verschwindet wie die erste der GroBen

o i(GeVs , e-’(’—j—gv?),

(6)

wihrend in jedem anderen Integral ein die zweite Grofe ent-
haltender Summand auftritt; jene Differenz ist die Funktion vz
unserer allgemeinen Theorie. Die GroBe G, hat einen Sinn auch
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fiir reelle Werte von g; sie ist in der Halbebene 8 = 0 iiberall
reguldr mit Ausnahme der Stelle ¢ = 0. Trotzdem kann in der
Bezeichnung des § 50 die Gleichung

1 (Go(x,8)d
(8) Gs (2,8) = J. o(@ §)de

2wy 0—6

angesetzt werden; denn schlieft man die singuldre Stelle aus der
Integrationsbahn f aus, indem man sie auf einem der Halbebene
B = 0 angehorigen Halbkreise umgeht, dessen Mittelpunkt die
Stelle ¢ =— 0 und dessen Radius 7 ist, so werden wieder die
Integrale J.“" log udu
iiber den Halbkreis |#| — r erstreckt mit » unendlich klein.

Bei groflen Werten von ¢ zeigen die Formeln (2), daB die
GroBe ¢ Go(z,£), iIn der wir jetzt x und £ positiv annehmen,
sich asymptotisch zusammensetzt aus den Exponentiellen

eie(’;’—&;v;) —i(§-eV7) — e FVTFVD 4
wobei im Exponenten nur Imagindres weggelassen ist; die Be-
schriinktheit ist auch im Falle B = 0 ersichtlich, da V& — V=«
nicht negativ ist. Man kann daher, wie in § 50, aus der
Gleichung (8) schliefen +
1t
Go@8) = 575 |

2w

-— o

20 G@(”a g)dQ
0® — 62 ’

Um nun zu den Darstellungsformeln zu gelangen, setzen wir,
wenn Fz auf der Strecke von O bis 4 oo mit F'2 und F"z die
in § 51 geforderten Eigenschaften haben und F 0 endlich ist,

WzF'z)y+e62Fx = —fz,

wobei 6 =y 4 04¢,7 und 0 reell und 6 >0 sei. Dann folgt
durch die Greemnsche Operation aus dieser Gleichung und der
Differentialgleichung (6), in der ¢ durch ¢ ersetzt wird,

Fr = jPGG(x, Hfz.dzx,

hieraus weiter nach der Methode des § 51 die Hauptformel (14),
die wir jetzt schreiben’
+o

® +
w 1 Y 1 ] )
Fgz = ;Z-J.Qdej‘(Ig(a:,oc)Foc.doc——.Jgdg G_o(z,0) Fo.d o
0 0 0

T

@ + ®

0
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Nun ist der Formel (7) zufolge, » — ¢ } £ gesetat,
P 7 — — —
Oulr )= Gy = % [K(o 1) = K (072 017)
4 — -
= J(eVa) J(eVz);

die vorletzte Gleichung ergibt somit

4 + @
Fo—= Hgdng(g ya) J(o V7) Fa.da,
° 5
oder wenn wir F'(2?) — @z setzen
+ ® +

D _—_jgng.J(@/i)J(ﬂ,r).(Dﬂ.ﬁdﬁ.
0 0

Dieselbe Formel ergibt sich iibrigens auch, wenn man J, an

Stelle von J setzt.




Siebenter Abschnitt.

Unsymmetrische Kerne und das Dirichletsche Problem.

§ 53.
Integralgleichungen mit unsymmetrischem Kern.

In § 44 ist gezeigt, dafl, wenn als Kern eine der in § 36 ein-
gefitlhrten Greenschen Funktionen genommen wird, oder iiber-
haupt der Kern gewisse Stetigkeitsbedingungen allgemeinen
Charakters erfiillt, die Reihe

1, ®
1) ga{t—zJ.]"oc.q),,oc.aloc,

in der iiberall durch das Grundgebiet integriert wird und f« in
diesem eine stetige Funktion der Stelle o bedeutet, gleichmiBig
und absolut konvergiert und den Wert

~“K(av, o) fa.dx

hat. Daraus folgt nach § 23 die Schmidtsche Formel, d. h. die
Reihe

1, ©
z
Qpr = fx—}—lzl:)_"_ljfoc.q)nu.da,
n

konvergiert in derselben Weise wie die Reihe (1), sobald 4 eine
von den Eigenwerten A, verschiedene Konstante bedeutet, und
erfiillt die Gleichung

or = fx-[—lJK(x,a)(poc.doc.
Wir wollen den Inhalt dieser Aussage etwas anders aus-
sprechen, indem wir den Faktor 4 in den Kern hineinziehen.

Dann konnen wir sagen: es gibt eine im Grundgebiet stetige
Losung der nichthomogenen.Integralgleichung

(2) gox=f:v+jK(x,oo)¢poc.da

Knpeser, Integralgleichungen, 2. Aufl. 16
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mit symmetrischem Kern, sobald dieser keine Nullésung besitzt.
Darunter verstehen wir eine Losung der letzten Gleichung, die
sich ergeben wiirde, wenn fz identisch verschwindet, also eine
Losung der Gleichung

Qr — jK(x,u)q;oc.doc.
Die Losung der Gleichung (2) kann offenbar nur mit £z zugleich
identisch verschwinden.

In dieser Form bleibt das erhaltene Resultat giiltig, wenn
der Kern K (z,y) nicht mehr als symmetrisch vorausgesetzt wird.
Versuchen wir néimlich jetzt die Gleichung (2) durch den Ansatz

(3) q)x—_—sz—(K(a,x)wo&.da

zu erfiillen, so ergibt sich

po = Ppo— {K(ﬁva)wﬁdﬂs

JK(x,oc)tpoc.da :jK(x,a) woc..doc—jdaK(x,a).jK(ﬁ,u)wﬁ.dﬂ,

oder, indem die Integrationen im letzten Gliede vertauscht werden,
JK(x, ) po.de :jK(x,a}zpcx.da — J‘wﬂ.dﬁjK(x,a)K(ﬁ,a)da

= [E@aveade—[va.du[K@p K@

und diese Transformation gilt nach § 44, in welchem die Symmetrie
des Kernes nicht wesentlich ist, sobald der Kern K (z,«), wie wir
annehmen wollen, entweder stetig ist oder nur in derselben Waise
unendlich wird, wie die Greenschen Funktionen des fiinften
Abschnittes. Zieht man jetzt die Gleichung (3) nochmals heran,

so folgt
q>x—jK(x,oc)q;ocdoc
— wx—jwa[K(oc,x)—}-K(x,oc)——jK(w,ﬂ)K(a,ﬂ)dﬂ]da,

oder, wenn

Q(z,0) = K(a,x)+K(x,oc)——jK(x,ﬂ)K(u,ﬁ)dﬂ

gesetzt wird,
4) ¢x~jK(x,u)gooc.doc=¢x——j.Q(x,a)¢oc.doc.

Diese Identitit fithrt die nichthdmogene Integralgleichung (2)
auf eine solche mit dem offenbar symmetrischen Kern @ (x,e)
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zuriick, dessen Singularititen wieder keine anderen sind als die
der Greenschen Funktionen; man erhidlt ndmlich aus der Glei-
chung (2) unmittelbar

) fx:wx—jQ(x,oc)tpoc.doc

und diese ist zu losen, wenn keine Nullgsung existiert.
Wire dies der Fall, d.h. giibe es eine nicht identisch ver-
schwindende Losung der Gleichung

wx——J-Q(x,oc)wa.doc:O,
so ergibe die Identitdt (4), dall
<px:¢x—fK(oc,x)¢oc.doc

eine Nullosung des Kerns K (z,«) ist, vorausgesetzt, dall ¢ = nicht
identisch verschwindet.
In letzterem Falle hitte die Gleichung

wx—jK(u,x)wadm =0

eine nicht identisch verschwindende Losung, oder der Kern K (e, x),
der sich von dem soeben betrachteten durch die Stellung der
Integrationsvariablen unterscheidet, hétte eine Nullésung. Hat
also keiner der Kerne K(z,o) und K(«,z) eine Nulldsung, so
hat auch der Kern der Gleichung (5) keine solche, und diese ist
bei beliebiger Wahl der Funktion fz 16sbar. Damit erhélt man
das Fredholmsche Theorem, dal die Gleichung

pxr = fx+jK(x,oc)<pa.da,

in der fz nicht identisch verschwindet, stets eine stetige
L6sung ¢z besitzt, wenn dies von keiner der Gleichungen

q):U:jK(&t,u)q)oc.da, qJ:C:jK(d,m)tpd.ﬂd

gilt; dabei sei der Kern K entweder stetig oder brauchbar un-
stetig, wie die Greenschen Funktionen des fiinften Abschnitts.

Losungen der letzten beiden Gleichungen nennen wir Null-
losungen erster und zweiter Art des Kerns K (r,«); erster
Art sind diejenigen, bei denen die Integrationsvariable unter dem
Zeichen K so steht, wie in der nichthomogenen Gleichung, also
an zweiter Stelle.

16*
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_ § 54.
Das Dirichletsche Problem in der Ebene.

Als erste wichtige Anwendung des erhaltenen Satzes be-
trachten wir das Dirichletsche Problem in der Ebene, das wir
folgendermafBen aussprechen. Bedeutet « den Punkt mit den recht-
winkligen Koordinaten £,7%, so wird eine Funktion @ e gesucht,

die die Gleichung

0o 2P

AD=0, Tgtgn=

erfiillt und im Innern einer geschlossenen, sich selbst nicht
schneidenden, iiberall stetig gekriimmten Kurve ¢ mit ihren
ersten und zweiten Ableitungen stetig ist; die ferner, wenn man
sich der Kurve € nihert, gegen Grenzwerte konvergiert, die auf
dieser Kurve als Werte einer stetigen Funktion des Ortes ge-
geben sind. Bezeichnen wir allgemein durch die angehefteten
Buchstaben 7 und a die Grenzwerte einer Grifle, denen sie zu-
strebt, wenn man sich von innen oder aufien der Kurve € néhert,
durch Uberstreichen der Werte, die auf dieser Kurve selbst an-
genommen werden, so kann die Grenzbedingung durch die Gleichung

i = F
ausgesprochen werden, in der F eine gegebene Funktion des Ortes
auf der Kurve € bedeutet.

-Es sei ferner do das Bogenelement, N die innere, N' die
juBere Normale der Kurve €, die vom Punkte « aus gezogen
sind; die analoge Bedeutung mogen d z, N,, N; fiir einen Punkt x
haben usf. Dann setzen wir versuchsweise an

(szj d logi-du,

VorTN 8,
[}

d. h. wir denken uns, die Kurve € sei als doppeltbelegte Linie im
Sinne des logarithmischen Potentials wirksam und ergebe das
Potential @. Das Potential einer Doppellinie hat nun, wenn wir
die Kurve € stetig gekriimmt voraussetzen, an dieser Kurve eine
Unstetigkeit, die durch die Gleichungen

¢)) Dy =P,z —nwYz = D,z +nYzx
dargestellt wird.

Fiir die weiteren Untersuchungen ist es wesentlich, daf diese
Eigenschaft schon abgeleitet werden kann, wenn die Dichtigkeit
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nur als stetig vorausgesetzt wird, ohne dall Ableitungen zu existieren
brauchen, wihrend bei den im fiinften Abschnitt betrachteten
Potentialen an manchen Stellen stetige Ableitungen der Dichtig-
keit vorausgesetzt wurden.

Wir verifizieren die Gleichung (1) fiir den Fall, dafl yo =1
gesetzt wird. Dann ist das Element des Integrals @, d. h.

o L1 L _dudr,
AN "° 1rzq Yya AN
nichts anderes, als die scheinbare Grofie des Elements d e, gesehen
von der Stelle z aus und mit solchem Vorzeichen versehen, dafl
die Integration iiber die Kurve € das Resultat 2z, 0 oder = ergibt,
je nachdem der Punkt z im Innern, Aufern oder auf der Kurve €
liegt. Damit sind dann die Gleichungen (1) verifiziert:

D—=—n=0,—n=27—7 =P+ =0+ 7.

Setzt man bei beliebiger Gestalt der Kurve € fiir @; in der
ersten Gleichung (1) den Wert F und fiir @ das Integral

— d 1
@x_j¢umloga;du,
so ergibt sich ¢
G;x—nvr =Fr—nvzr = Dax,
__Fz Yo d . 1
(2) wx—'—__J’7El—v10 —do.

n © Tea
&
Die Funktion 9 z ist also die Unbekannte in einer Integralgleichung

Y = fx—}-J.K(x,oc)zpoo.doc,
fiir die
Fg 1 d 1
fx—Y, K(.Z',O()—-—-—;mlogl;x—a
zu setzen ist. Das Grundgebiet ist die Kurve @, und in ihm ist
der Kern endlich und stetig, da wir die Kurve iiberall stetig
gekriimmt voraussetzen.

Die Integralgleichung (2) hat nun nach dem vorigen Para-
graphen eine auf dem Grundgebiet stetige LGsung, wenn ihr Kern
weder Nulldsungen erster noch zweiter Art besitzt. Ist dies gezeigt,
so gibt die Grofle d 1

[
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die Losung des Dirichletschen Problems, da sie die Laplacesche
Differentialgleichung und die Randbedingung

(Dix = F.’Z
vermoge der Integralgleichung (2) erfiillt.

Es liBt sich aber in der Tat zeigen, dafl keine Nullgsungen
vorhanden sind. Wéire zunichst eine solche erster Art vorhanden,
so erfiillte sie die Gleichung

(3) wx—jK(x,u)woo.doc:O.

é
Nimmt man nun (¢ «)/z als Dichtigkeit der doppelt belegten
Linie @, so ergibt sich als Potential allgemein

und speziell auf der Kurve €
Fr= —jK(x,oc)zpoodoc.
[}
Da nun aus der allgemeinen Theorie des Potentials die Gleichungen

Fo= %i—¥'“a

——jK(x,oc)woc.doc =—vpz+q
folgen, so ergibt die Gleichung (3) lings der ganzen Kurve €

(4) %i - 01
und da auch die Gleichung
A% =0
gilt, so folgt, dall § im ganzen Innern der Kurve € verschwinden
miilte.
Hieraus ergibt sich unmittelbar
ag
aN =%
und da die normale Ableitung des Potentials einer Doppellinie

an dieser selbst stetig ist, wenn sie auf der einen Seite gegen
endliche Grenzwerte konvergiert,

iy

av =19
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Umgibt man nun die Kurve € mit einer anderen @, deren
Linienelement d1” und deren innere Normale N” ist, so gilt nach
der GauBschen Integraltransformation die Gleichung

Joamaet Jsagar =[1GE)+ @) jeean

wobei rechts iiber die von € und @” eingeschlossene Fliche zu
integrieren ist. Das erste Glied auf der linken Seite dieser Glei-
chung hat aber den Wert Null; das zweite kann beliebig klein
gemacht werden, indem man die Kurve €” weiter und weiter
hinausriickt, da dann die Grofen § und d%¥/d N” in bekannter
Weise unendlich klein werden; somit folgt fiir den AuBenraum

der Kurve G
0% _ 0% _
08 T o9 ’

und da die Grofle & im Unendlichen verschwindet,

. =0,
speziell auch
(5) Ko = 0.
Nun gibt die Unstetigkeit des Potentials & die Gleichung

Bi— o= 2227 =29,

also den Gleichungen (4) und (5) zufolge
Yz =0,
d. h. eine Nullosung erster Art existiert nicht.

Nehmen wir nun aus § 55 den Satz vorweg, dal bei stetigen
Kernen Nullosungen erster und zweiter Art nur zugleich auf-
treten, so ist schon bewiesen, dal im vorliegenden Falle iiber-
haupt keine Nullosungen vorhanden sind.

Das Dirichletsche Problem besitzt also eine Losung, und
diese ist einzig, da die Differenz zweier Losungen wieder eine
Null6sung ergiabe. Die erhaltene Losung erscheint als Potential
einer doppelt belegten Kurve, bei der die Dichtigkeit stetig ist
Aus dieser Eigenschaft folgen, wie bemerkt, gewisse Eigenschaften
des Potentials, z. B. die Stetigkeit seiner Ableitungen auBerhalb
und innerhalb der Kurve €, sowie die Gleichungen (1). Setzt
man ferner voraus, Fz habe lings der Kurve € eine stetige



248 Siebenter Abschnitt. § 55.

Ableitung, so gilt dasselbe der Integralgleichung (2) zufolge auch
von ¥z, und hieraus folgt, dal die normal zur Kurve € gebildete
Ableitung des Potentials gegen endliche, auf der Kurve € stetig
verdnderliche Grenzwerte konvergiert, wenn man an die Kurve
heranriickt.

§ 55.
Vereinfachung des in § 53 erhaltenen Kriteriums.

Wir wenden uns jetzt zum Beweis des schon benutzten Satzes,
daff bei stetigen Kernen Nullosungen zweiter Art nur
existieren, wenn auch solche erster Art vorhanden sind.

Um dies einzusehen, gehen wir von der in § 20 aufgestellten
Ungleichung

1) < m”K(x,a)adadx

aus, in der % die Anzahl der zum Eigenwert 4, gehorigen, zu-
einander orthogonalen Losungen der Gleichung

pr = le(x,oc)qmdoc
bedeutet.
Man schliefit aus der Beziehung (1) sofort, daB bei der An-

nahme
[[E@opazay<i

alle Eigenwerte der Kerne K(z,y) und K(y,z) groBer als Eins
sein miissen; dann existieren also weder Nulldsungen erster noch
zweiter Art, da bei diesen offenbar in der Bezeichnung des § 20
der Eigenwert 1 auftritt. Die Gleichungen

or = fz+ (K(w,u)tpu.du,

¢y = fl?/-i-J‘K(u,y)tplu.doo

sind also bei beliebiger Wahl der stetigen Funktionen fz und f, Y
stets auflosbar. Speziell kann man solche Funktionen I'(z,y) und
I (z,y) bestimmen, dal die Gleichungen

@) I(z,y) = K(z,3) + jK(x, &) T(0,9)d o,

(3) I (#9) = K(@y) + jK(u,wn (@ w)do
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gelten. Multipliziert man die zweite Gleichung mit I'(y,2)dy,
indem man links den nach der ersten Gleichung diesem Faktor

gleichen Ausdruck
(K + jK(y, W) T (o2)da]y
einsetzt und integriert nach ¥, so ergibt sich
[renrwaay+ [[nEpEeoready

=[rwoK@piv+|[nEo K@y re.s iy

und da die Doppelintegrale sich nur durch die Zeichen der
Integrationsvariablen unterscheiden, folgt

[n@nx@ady = res K@y

Diese Gleichung kann auf Grund der Gleichungen (2) und (3)
geschrieben werden
I (r,2) — K(x,2) = I'(x,2) — K(2,2),
womit die Identitét
I (ny) = I'(z, y)

erwiesen ist. Jede Losung der Gleichung (7) ist also mit jeder
der Gleichung (2) identisch; beide Gleichungen kénnen also nur
eine gemeinsame Losung besitzen und haben, wenn diese existiert,
keine weiteren Losungen.

Die Gleichungen (2) und (3) heifien die Resolventen des
Kerns K (z,y); ihre gemeinsame Losung I'(z,y) der losende
Kern. Existiert er, so folgen die Gleichungen

4) o= q).%—jK(n&,oc)q;oo.du,

®) q)xzfx-}—JF(x,oc)foc.doc

auseinander, wie man sofort erkennt, wenn @ 2z aus der zweiten
Gleichung in die erste oder fx aus der ersten Gleichung in die
zweite einsetzt und die Resolventen beriicksichtigt; ebenso folgen
auch die Gleichungen

(6) fx:qu—jK(oc,x)q)oc.doc,

0 «px—_—fx+jr(a,x)fa.du
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auseinander; die Integralgleichungen (4) und (6) werden also
durch die Formeln (5) und (7) aufgeldst, sobald der 16sende Kern
I'(z,y) bestimmt ist.

In einem Sonderfalle ist die Frage nach der Existenz des
Iosenden Kern rein algebraischer Natur, dann ni#mlich, wenn
man als Kern die Grofle

1,k
K,(2,y) = S P,z. P,y

nimmt und unter @, ¥ im Grundgebiete stetige Funktionen des
Ortes verstanden werden. In diesem Falle folgt aus der Integral-

leich

gleichung ,q);v=fx+jK0(x1“)q’“'d“
sofort 1,k

© pr = fot Doz,
wobei ’

) 0u :j’l",,oc.qm.doc

gesetzt ist. Substituiert man den Wert (8) in die Ausdriicke (9),
so ergeben sich die Gleichungen
1,k

9/‘_2 Q,,J-(,Dle,zp‘#o;,d(x :'—"'[fot.qfﬂoc.doc,

aus denen die Groflen ¢ zu bestimmen sind.
Eine Nullésung erster Art ergibt die Bedingungen

1,k
o — 2 ij.‘pvo"qf#“-d“ =0, p=1,2,...k

Vertauscht man die Rollen der Funktionszeichen @ und ¥, so
erhilt man die Bedingungen fiir eine Nullésung zweiter Art, in-
dem man im Schema der Koeffizienten der Grofien o, die Zeilen
und Spalten vertauscht. Dadurch wird ersichtlich, daB bei dem
Kern K,(z,y) die Nullésungen erster und zweiter Art
stets nur zugleich auftreten, und zwar gleichviel linear
unabhingige, da der Rang der maigebenden Determinante sich
nicht dndert, wenn man Zeilen und Spalten vertauscht.

Jetzt sei K(z,y) wieder ein beliebiger Kern und werde an-
genommen, man konne den Kern K, so wihlen, daB fiir die

Differenz K, (z,y) = K(z,y) — Ky (%, 9)
die Ungleichung

(10) ijl (xyypdrdy << 1
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gilt, also ein l6sender Kern I (z, y) existiert, der die Gleichungen

Lo y) = Ky (5 9) + j K, (z, @) T} (% y) dot

L@ ) = K@) + [ K@) T (@ 0 do
erfiillt. Dann nimmt die Gleichung

1n ¢x=fx+jK(z,oc)<poc.da

die folgende Form an:
fz+ I’Ef@,,x.jqf,,a.qm.dw = ¢x—jKl(x,a)¢u.dw,
oder kurz, indem wir die linke Seite 'z nennen,
Fz= q)x—j.Kl (r, ) po.dex.

Aus dieser Gleichung folgt aber, wenn wir sie als Sonderfall der
Gleichung (11) oder (6) ansehen,

pr = Fx+fFl(x,u)Fu.du.

Setzen wir hier fiir F'z den expliziten Wert, so verschwindet die
GroBe K, und es ergibt sich die Gleichung

fx—{—J‘Fl(x,oc)foc.doo
= (px—J‘tpth tIJ x-{—jf(x ) Dyo.do) Fyu.da.

Damit ist die gegebene Integralgleichung (11) auf eine solche
zuriickgefiihrt, deren Kern die Gestalt K, (r,y) hat; speziell also
folgt, dal Nullésungen erster und zweiter Art bei stetigen
Kernen nur zugleich auftreten.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dal K, so gewihlt werden
kann, dal K, die Ungleichung (10) erfiillt. Um dies zu erreichen,
teile man das Grundgebiet in solche Teilgebiete, daf in jedem
von ihnen die Differenz zweier Werte des Kerns absolut unter
einer vorgeschriebenen positiven Konstanten & bleibt. Im wvten
Teilgebiete liege die Stelle y,; dann sei ¥, — 0 in allen Teil-
gebieten auller dem vten; in diesem sei ¥, — 1 mit Ausnahme
eines an die Umgrenzung sich anschlieenden Randgebiets von
beliebig kleiner Ausdehnung, in dem ¥, stetig von 1 zu O iiber-
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gehe; allgemein werde @,z = K(z,y,) gesetzt. ' Dies festgesetat,
ist die Grofe K, im Grundgebiet stetig, und gilt auBerhalb der
Randgebiete die Beziehung

1, % g
Ky (@) | = ,TK(x, D= 0,0yl <
v |

da nun die Gesamtausdehnung der Randgebiete beliebig klein
genommen werden kann, so folgt bei passender Wahl von & die

Ungleichun
geicine [[ & @gpazay <1

§ 56.

Die Existenz der Greenschen Funktion bei allgemeineren
Problemen der Wérmeleitung.

Die erhaltenen Resultate gewihren wesentliche Erleichte-
rungen, wenn man die Methoden des § 54 auf diejenigen Probleme
der Wirmeleitung iibertragen will, bei denen an der Grenze des
Grundgebietes Wirme ausgestrahlt wird.

Es sei etwa das Grundgebiet eben, und es werde in ihm
eine Funktion des Ortes, die stationire Temperatur @, gesucht,

die die Gleichung AD — 0
im Innern des leitenden Gebietes und die Randbedingung
1) %% —h® =F

an der Randkurve @ erfiillt; in dieser bedeute N die innere
Normale, % eine positive Konstante und I eine stetige Funktion
des Ortes auf der Kurve 6.

Wir versuchen den Ansatz

D :j‘woc.log ri do,

indem wir unter de ein Element der Kurve G verstehen, auf die
sich auch das unbestimmte Integralzeichen beziehe. Die gesuchte
Funktion erscheint als Potential der einfach im Sinne des loga-
rithmischen Potentials mit Masse belegten Linie ©.

Setzen wir dann
M 32
dN
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und geben den Zeichen ¢, ¢ und dem Querstrich dieselben Be-
deutungen wie in § 54, so ergeben die dort benutzten Sitze iiber
das Linienpotential die Gleichungen
2) M= M+nayz, M,=M—=mpuz.

Dabei gilt die Gleichung

- d 1
M= jwa an, log ~d¢x,

ist doch das Element des Integrals d1e Komponente der An-
ziehung des Elementes de im Punkte # nach der Richtung N..
Kombiniert man diesen Ausdruck mit den Gleichungen (2), so

ergibt sich d
M:nwx—}--‘.w log doc,

und die Randbedingung (1) fiihrt zu der Glelchung
; d 1
0= W'Px—h‘pﬁ—l’f-i-jfl’“-d—leoga-du,

und umgekehrt; setzt man fiir @z den vorausgesetztien Wert, so
ergibt sich

) wx—Fx—jdu woc[dN hlog—]

a

Hiermit ist die Aufgabe, vz zu fmden, auf eine Integral-
gleichung mit dem unsymmetrischen Kern
1 d
K(r,oc).—_-— dN —+_10g__

Tza

zuriickgefiihrt; das Grundgebiet bildet die Kurve €. Diese Grofie
sowie die symmetrische Funktion

Q@ 9) = K@, 9) + K@) — [ K, ) K o do

sind unstetig wie log 7., oder log 7.,, so daB die Theorie des
§ 53 angewandt und geschlossen werden kann, daf die Integral-
gleichung (3) eine stetige Losung ¢z besitzt, sobald man weiB,
daB keine Nullosung vorhanden ist.

Eine Nullosung erster Art wiirde nun die Gleichung

€)) —wx—}—j‘K(x,oa)woo.doczo

erfiilllen, und fiir die zugehorige Grofle @ ergiben sich die Be-
ziehungen 1%



254 Siebenter Abschnitt. § 56.

Diese sind aber nicht miteinander vereinbar. Es gilt ndmlich
die Identitit

oD\? /0D\? do
jds{(-a—g + ﬁ)}————jd(x.@w,
¢
wenn links iiber die leitende Platte integriert und unter £, g

rechtwinklige Koordinaten verstanden werden, und die zweite
Gleichung (5) ergibt

ids (GO +(22)) = i aw.n,

was offenbar, da h positiv, unmoglich ist.
Eine Lésung der Gleichung (4) mit beliebigem Kern ergibt

nun, indem man
ve=[E@pvp.ap

einsetzt,
v :J-K(x, oc)doch(oc, Bvp.dp.

Ist aber die Singularitit des Kerns K, wie im vorliegenden Falle,
8o beschaffen, daf die Integrationen wie bei brauchbar unstetigen
symmetrischen Kernen vertauscht werden konnen und setzt man

K2 (x, B) = J K(z, o) K(o, p)de,
so findet man

vz :j]ﬁ(x,ﬂ)u;ﬂ.dﬁ.

Eine Nullosung erster Art des Kerns K(x, ) wire also auch
eine solche des Kerns K2(z, o), und dieser ist im Grundgebiet
aus denselben Griinden stetig wie die gleichbezeichnete Grofie
bei brauchbaren unstetigen symmetrischen Kernen. Ebenso wire
eine Nullosung zweiter Art des Kerns K(z,«) eine solche des
Kerns K2(x,e). Auf letzteren ist nun die Theorie des § 55
anzuwenden; er besitzt nur Nullésungen zweiter Art, wenn solche
erster Art vorhanden sind. Von den Nullésungen des Kerns K2
kann man aber zu denen des Kerns K durch Betrachtungen
iibergehen, die schon in § 19 den Riickgang vom interierten zum
urspriinglichen Kern vermittelten, und so erschliefen, daf der
Kern K, wenn er keine Nullosungen erster Art besitzt, auch keine
solchen zweiter Art zuldfit. Mit dieser Schlufireihe, deren Gang
wir nur andeuten, wire die Existenz der gesuchten Greenschen
Funktion fiir das vorgelegte Problem der Wirmeleitung erwiesen.
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Die Funktion @z ergibt sich als Potential einer einfach
belegten Linie € mit stetiger Dichtigkeit; hieraus folgt, daf die
GroBe @« im Innern des von der Kurve € umschlossenen Grund-
gebiets des urspriinglichen Wirmeleitungsproblems stetige erste
und zweite Ableitungen besitzt, und daB an der Kurve € die
normalen Ableitungen der Grofle @z gegen endliche, auf der
Kurve sich stetig dndernde Grenzwerte konvergieren. Dasselbe
folgt daher fiir die im vierten Abschnitt durch M (0,1) be-
zeichnete GroBe, die durch ein Randwertproblem von derselben
Form wie @z definiert werden kann.

§ 57.
Das Dirichletsche Problem im Raume.

Die Aufgabe, eine Funktion @ zu bestimmen, die in dem von

der Fliche ¥ umschlossenen Gebiet die Gleichung
AP =0 _
erfilllt, an der Fliche selbst aber gegen gegebene Grenzwerte

gemiB der Gleichung —
@i = F

konvergiert, kann in derselben Weise, wie das bei dem Dirichlet-
schen Problem in der Ebene durchgefiihrt ist, auf eine Integral-
gleichung zuriickgefiihrt werden, indem man in den Formeln des
§ 54 iiberall log (1/7res) durch 1/r,, ersetzt und durch de« ein
Element der Fliche § bezeichnet. Hilt man im iibrigen die
Bezeichnungen des § 54 aufrecht und nimmt an, die Fliche
gei iiberall stetig gekriimmt, so setzt man

1 d /1

br = ﬂjﬂi“'ﬁ(a) do
an, wobei wie in allen kommenden unbestimmten Integralzeichen
iiber die Fliche ¥ als Grundgebiet zu integrieren ist. Dann
gelten die Gleichungen

Dy = b;x —Ypr = P,z + Y,
und man findet fiir die unbekannte Funktion v die Integral-
gleichung

Yz = Fzx4
wobei gesetzt ist

1

Q) K(z, 0) = _QLMQ_ (T_>

K(x, o) o.do,

—
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Diese GroBe wird auf dem Grundgebiet unendlich, so daB die
Methode des § 54 nicht mehr ohne weiteres angewandt werden
kann.

Diese Schwierigkeit iiberwinden wir, wie frither in &hnlichen
Fillen, indem wir zu iterierten Kernen iibergehen.

Sei allgemein die Gleichung

(2) qu:fx—}—J.K(x,oc)qm.du
gegeben und werde
Ke(o,) = | K(,0) Ko 9) dos,

K3 (z, y) = j K2 (2, ) K (o0, y) d o

gesetzt; darf man die Integrationen vertauschen, was wir in
diesem Paragraphen iiberhaupt voraussetzen wollen, so findet man
leicht auch die Gleichung

Ko(z, y) = j jK(x, B) K (B, w) K (o y) ded B

®3)
= j K(z, a) K (o, y) do.

Substituiert man nun in der Gleichung (2) rechts fiir go
den Wert, den die Gleichung selbst ergibt, so folgt

pxr = fx—{—jK(x, oc)foc.doc-}—jKﬂ(x, o)po.do,

und hieraus, indem man nochmals die Gleichung (2) benutzt,
oz = f'x+j.K(x, a)fuda+j1(z(x, o) fo.de

—}—ijv(x, o) po.do

oder kurz
px = fx —}—jI@(m, ) po.do.

Wenn also, wie im Falle des Kernes (1) gezeigt werden kann,
die GroBe K3(z, o) auf dem Grundgebiet stetig bleibt, so ist die
Integralgleichung mit unstetigem Kern auf eine solche mit stetigem
Kern zuriickgefiihrt.

Um diesen Zusammenhang genauer zu verfolgen, untersuchen
wir die Beziehung zwischen den Nullésungen der Kerne K(z,«)
und K3(z,e). Hat ersterer eine Nullosung, so gilt offenbar das-
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selbe von K3(z,o); etwas schwieriger ist die umgekehrte Frage.
Werde also die Gleichung

(4) ’ qm:j]@(x,oc)(poc.da

vorausgesetzt, und seien g,, g,, ¢; die drei Werte der dritten
Einheitswurzel, speziell ¢, = 1. Dann setze man

360, = @z -{-g,,jK(x, e)po.doe+ QEJK2(x,a)¢u.(1u;

diese GroéfBen konnen nicht alle drei identisch verschwinden, da
sonst dasselbe von @z gilte. Man findet nun ohne weiteres

BJK(x, B)0,B.dp :JK(;C, B)gB.dp

t+o|[K@p K@ @) ga.dudp + o2 | [ K p) KB pe.dudp
=0EZ08 4 o [ Koo ) g du

oder auf Grund der Gleichung (4)

(5) 6,2 — gyjK(x, £)6,p.dp.

Gerade so wiirde man von einer zum Kern K3(z, «) geh'drigen
Nullésung zweiter Art, also einer Losung der Gleichung

oz :st(oc, z)po.do
zu einer Gleichung

(6) Oy x = gqu(ﬁ,a“)B,,ﬁ'.dﬁ
gelangen.

Die durchgefiihrte Untersuchung laft sich offenbar auf be-
liebige iterierte Kerne K™(z,«) iibertragen, in denen m eine
ungerade Zahl ist; aus einer Nulldsung eines solchen kann man
stets eine Nullsung des urspriinglichen Kernes herstellen. Bei
symmetrischen Kernen erhidlt man hieraus das Resultat, dall aus
einer Eigenfunktion eines iterierten Kernes stets eine
gsolche des urspriinglichen abgeleitet werden kann.

Fir die gegenwirtige Untersuchung bemerken wir nur, dafl
nach § 55 der Kern K3 Nullosungen erster und zweiter Art stets
nur zugleich besitzt; die Existenz solcher ist also iiberhaupt aus-
geschlossen, wenn entweder die Gleichung (5) oder die Glei-

chung (6) als unmdoglich nachgewiesen wird. Das wird uns beim
Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl. 17
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rdumlichen Dirichletschen Problem betreffs der Gleichung (6)

in der Weise gelingen, daBl wir zeigen: sie kann weder fiir kom-

plexe Werte von g, erfiillt werden noch fiir den Wert ¢, = 1.
Dies vorausgesetzt, kann nach § 53 die Gleichung

(7 ¢x:fx+jK3(x,u)¢u.du

bei beliebiger Wahl der stetigen Funktion f aufgelost werden.
Um aber zu der urspriinglichen Gleichung

or = fx +JK(:C, w)ypo.do

zuriickzukommen, machen wir von dem in § 53 eingefiihrten
losenden Kern der Gleichung (7) Gebrauch, der existiert, da
keine Nullosungen vorhanden sind. Sei I'S(x,«) dieser lsende
Kern, so dall die Gleichungen

Ks(z, y) + jl"3 (o, ) K3 (2, 0)d o0 = I3 (, )

(8)
gelten. Ko y) + J. I3 (ay ) Ko (e, y) d e = I3 (, y)

Man setze nun
L(z,y) = K(xy) + K2(z,y) + K*(z, y),
I'(x,y) = Q(z,y) + | I'3(x, y) L (x, @) d et
dann gilt zundchst die Identitit
L(x, y)— j (o, y) K (o, 00)d e
9
¥ = K(n.) — | K3 ) K& 0)dn,

oder auch, indem wir auf das letzte Integral die bei der Glei-
chung (3) benutzten Umformungen anwenden,

L (z,y) — J (e, y) K (2, ) d o
= K(z,y) — [ Ko(a, ) K (o 1) do.
Jetzt bilden wir den Ausdruck
X = I(@9) — | T ) K (@ 0)de

(10)

= Q(z,y) + jsa(x, o) I (o, y)doe
— [ @ 9 K@ 0)an — ([ £ 86,9 K@ ydudp;
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ziehen wir das erste und dritte Glied gem#df der Formel (10) zu-
sammen, so ergibt sich

X = K(z,y) — j K3 (2, o) K (0, y) dot
+ [2@pr@pas
— [ 2@ 1@ v x@@)auds,

oder, indem wir die Integrationen im letzten Gliede vertauschen
und der Formel (9) gemifl

2w ) — [ (0 ) K, yde = K ) — [ K, o) Ko (e p e
setzen,

X = K(ay) + [ 18948 | K(z. B) — [ K, ) K f) e

— PI((x, o) K3 (ee, y)d o

= K@) + | K@ 0)da| T3 y) — Ks(@y)

— [ 6.9 K2 BB}

Im letzten der erhaltenen Glieder verschwindet aber der Inte-
grand der Gleichung (8) zufolge; somit ergibt sich

1y X =K@y = I(y —J‘F(oc, y) K(z, a)d o.

Auf Grund dieses Resultats kann die urspriingliche Integral-
gleichung

(12) pr=fz+ | K, ¢)pa.da
leicht aufgelost werden; setzt man némlich

(18) pr = fe + | I'(z,a)fo.de,
so findet man )

o= o+ |I@p)f.dp,
J‘K(x, w) poi. dot :jK(x, w)fe.de

+ ” (o, B)K (z, ) fB.dBd o,

17%*
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oder, indem man die Integrationen vertauscht und die Gleichung
(11) oder
jr@mx@@m“:n@m—K@m

beriicksichtigt,
jK(x, ypo.do = jK(x, o)fo.do

+ jfﬁ-mr, B)— K(z, p)ldp

= Qr— f Ly
womit die Gleichung (12) erwiesen ist. Diese Gleichung hat also
die Losung (13).

§ 58.
Das rdumliche Dirichletsche Problem; spezielle Durchfiihrung.

Um die allgemeinen Betrachtungen des vorigen Paragraphen
anwenden zu konnen, mufl gezeigt werden, daff die durchgefiihrten
Integrationen zu bestimmten Werten fithren und in der Weise,
wie es geschehen ist, vertauscht werden diirfen. Dies gelingt
mittels der Entwicklungen des § 44, sobald wir uns iiber die
Unstetigkeit von K2(z, y) und K3(z, y) klar geworden sind. Fiir
diese Groflen ist die geschlossene Fliche § das Grundgebiet, die
das fiir die Dirichletsche Aufgabe vorgelegte riumliche Gebiet 3t
umschlieft.

Aus der im vorigen Paragraphen gegebenen Form der GroBe
K («, ) sieht man zunidchst, daf dieselbe unstetig wird wie
cos w/rap, Wenn w den Winkel zwischen den Richtungen N oder
N und 744 bedeutet. Da wir nun die Fliche ¥ stetig gekriimmt
voraussetzen, so nihert sich der Bruch cos w/rss einer endlichen
Grenze, wenn die Stellen « und B zusammenriicken. Die Grofe
K(o, B) wird also unstetig wie 1/r,5, und man kann fiir ein die
Stelle § umfassendes Gebiet U, das hinreichend klein ist,

K@m:%+M

setzen, wobei A4 gegeniiber der Stelle « eine Konstante bedeutet,
deren absoluter Betrag unter einer von p unabhingigen Grenze
bleibt, und M im Gebiet Il eine stetige Funktion der Stelle o ist.

Man nehme nun das Gebiet 11 so klein, daB es sich auf eine
gewisse Ebene eindeutig in das schlichte Gebiet T projiziert.
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Bezeichnet man in diesem durch 7,5 und d« die Projektionen
des Abstandes 7.z und des Elementes deo;, so bleiben die Ver-
héltnisse 7,4/Fap, d&/doe und do/de zwischen positiven endlichen
Grenzen. Daraus folgt, da man setzen kann
V) [ pyocaa = [222%,
u u af
wobei M° im Gebiet U endlich und stetig ist, wenn fo im Gebiet
Il eine stetige Funktion des Ortes bedeutet. Da nun das Integral

da
j;aﬂ,

erstreckt iiber ein innerhalb fester Schranken liegendes Gebiet,
absolut unter einer von B unabhidngigen endlichen Grenze liegt,
so ist die Griofle (1) endlich und &dndert sich stetig mit 8, wenn
diese Stelle innerhalb des Gebietes 11 bleibt.

Bildet man ferner das Integral

| K@nEG B

u
in dem die Stellen &« und B zunfchst dem Gebiet I angehéren
mogen, so sieht man aus den durchgefiihrten Betrachtungen, daB
man das Integral in der Form

jMWﬁ

J Fay¥sy

u
schreiben kann, wobei die iiberstrichenen Grofen die Projektionen
der nicht iiberstrichenen sind, und M1 dieselben Stetigkeits-
eigenschaften wie M besitzt. Das letzte Integral ist aber absolut
kleiner als das mit einer gewissen positiven Konstanten multi-

plizierte Integral J‘ dy

3 ;‘17;57’ ’
dessen Wert wir untersuchen wollen.

Zu diesem Zweck nehmen wir an, das Gebiet U sei die Fliche
einer Ellipse mit den Brennpunkten &, f; die rechtwinkligen
Koordinaten des Punktes 7 in bezug auf die Hauptachsen dieser
Ellipse seien £ und 7, und die Gleichung der Ellipse, die der
bezeichneten konfokal ist und durch den Punkt 7 geht, sei

2 1]2
E+l=1
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Setzt man ferner
a?—b2 =¢2 § =—acosf, = = bsind,
so ist ¢ konstant und man findet
7ay = (acosf —e)2 4 b2sin?fl — (ecos ¢ — )2,

75y = (ecos O + a)?, 7,75, = a2 — e2cos2 (),

. o(&n) __a?—e2cos?()
dy_a(b,ﬂ)dbdfi—*——a abdo,
dy __ (dbdg,
;"7;{97 T a

Hat nun die das Gebiet 1l umschlieBende Ellipse die Halb-
achsen a, und b,, so folgt
i ST S
/4 - — o 2 2 .
jhﬂw - jd‘p.[ Vrye o imlesed log (36 + Vo5 + &)
1 0 0

u

Diese Grofe wird, da 7,5 = 2¢, unendlich vsjie —2mlog7,s oder
wie —2mlogr.s, wenn die Stellen « und B zusammenriicken.
Dasselbe gilt daher von den Integralen

[fr-E@pEGBI K@mp =K@ Kppin
- % &
wenn [y eine beliebige stetige Funktion des Ortes im Gebiet §
bedeutet. ‘
In Integralen wie

jfa.Kz(ﬂ,a)da, jfoc.l@(oc,ﬁ)doc = jfa.duJ'K(a, NE(y, B)dy

kann nun nach § 44, in welchem die Symmetrie der Kerne nicht
benutzt wird, die Reihenfolge der Integrationen nach « und p
umgekehrt werden. Allerdings sind die dortigen GroBen (7) nicht
mehr stetig, wohl aber so integrierbar, daB die mit ihnen an-
gesetzte Beziehung (10) des § 44 und damit die ganze SchluS-
reihe bei Bestand bleibt.

Man iibersieht ferner leicht, dal das mit einer stetigen Funk-
tion f gebildete Integral

d
leg'ra?';ﬁﬂ“, B)

u
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iiber ein beliebiges Gebiet Il erstreckt endlich bleibt, auch wenn
die Stellen o und B zusammenfallen. Man braucht es nur in die
Form a7

Jlog ra,ﬂ%-M

i
zu bringen, wobei die Grofe M offenbar im Integrationsgebiet
stetig ist, und im Gebiete Il Polarkoordinaten mit f als Zentrum
einzufithren; dann folgt das Behauptete aus der Tatsache, daB

jlogudu

endlich ist, auch wenn man an die Grenze v — 0 heranintegriert.
Hieraus folgt weiter, dall das Integral

Ko(e, ) = [ K(x,7) K2 B)dy

& .
im Grundgebiet § endlich und stetig ist; sein Integrand kann als
GroBe F(0,1) im Sinne des § 44 betrachtet werden, in der es
nicht wesentlich ist, dal die beiden stellenweise singuldren Fak-
toren K (0, 1) und K(1, 2) aus derselben Funktion K entspringen,
sondern nur, dal beide in der erforderlichen Weise integriert
und abgeschitzt werden konnen. Die Sitze des § 44 zeigen so-
mit, daf im Integral

jfa.KS(oc, B)do = jfoc.doc jK(u, N Ky, B)dy

die Integrationen vertauscht werden diirfen.

Hiermit sind diejenigen Teile des vorigen Paragraphen gerecht-
fertigt, in denen von der Singularitit der GroBen K, K2, K3 Ge-
brauch gemacht und Integrationen unstetiger Integranden ver-
tauscht werden.

§ 59.
Nulldsungen beim rdumlichen Dirichletschen Problem.

Um die Kette der Schliisse vollstindig zu machen, die das
raumliche Dirichletsche Problem erledigen, bleibt nach § 57 noch
entweder zu zeigen, daff die Gleichung

pxr =c¢ {K(x, w)po.de
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weder wenn ¢ den Wert Eins hat, noch wenn ¢ komplex ist, eine
Losung besitzt; oder diese Behauptungen sind fiir die Gleichung

(1) (pxzcj-K(oc,x)quc.doc

zu beweisen, was nach § 57 dasselbe leistet. In letzterer Form
ist der Beweis leichter.
Um ihn durchzufiihren, gehen wir von der Formel

1 d 1
K@ =~ g% ()
aus und schliefen aus ihr
o d 1
K(a,x)q)oc.doc:—;)—nde a)d(x.

Diese GroBe ist die im Punkte x nach der Richtung N, wirkende
Komponente der Kraft, die das Element do mit der Masse
—do.pu/2m belegt im Punkte x ausiibt. Bilden wir daher

das Flachenpotential U— _ J‘ o da

PEX S

)

indem wir unter x auch Stellen im Innern oder Aufllern der
Flache § verstehen, und bezeichnen durch N wie bisher die
innere, durch N’ die duflere Normale dieser Fliche, so kdnnen
wir die Grofien

o Y= (aw); = —(qw),= (aw),

M :jK(u, z)po.do

bilden, und ihre Bedeutung ist folgende. M; und M, $ind die
Grenzwerte, denen die in der Richtung N wirkende Kraftkompo-
nente zustrebt, wenn man sich dem auf der Fliche % liegenden
Punkte x von=innen oder auflen annihert, etwa auf einer zur
Fléiche normalen Geraden, deren Richtung man, ehe die Fliche %
erreicht wird, als Richtung N nimmt; M aber ist die nach der
Richtung N, genommene Komponente der Anziehung, wenn der
Punkt 2 in der anziehenden Fliche % selbst liegt. Die Theorie
des Flichenpotentials gibt, da — ga.(27)~* die Dichtigkeit ist,
die Gleichungen

M:M—}—(px, Ma—_"M——-(px,

M_Ma———waa M+Ma:2ﬂ

oder



& 59. Unsymmetrische Kerne. 265

Benutzt man daher die Gleichungen (2), so fithrt die vorausgesetzte
Beziehung (1) zu der Gleichung

Mi—‘Ma - C(M+Ma)

alU aU dU
®) INtaN=c N~ aw)’
dabei bedeuten die Briiche mit dem Nenner d N den durch das
Suffix 7 bezeichneten Grenzwert, die Briiche mit dem Nenner d N’
den durch @ bezeichneten, was wir fiir die folgenden Formeln
festhalten.

Wiére nun zundchst ¢ = 1, so gébe die Gleichung (3) auf
der Fliche §

au

4) IN = 0.
Umgibt man § mit einer zweiten Flidche §”, die mit jener den
Raum %" einschlieft, und nennt man ds” das Flichenelement,
N" die nach dem Innern des Raumes R gerichtete Normale der
Flache %", so ergibt die Gaussische Integraltransformation

Joe( GO+ G+ GE))

oder

() w
al al
S PR Y o
5 5"

Hier verschwindet das erste Glied der rechten Seite der Glei-
chung (4) zufolge; das zweite kann, da U und dU/dN" im
Unendlichen auf bekannte Weise verschwinden, absolut beliebig
klein gemacht werden, indem man die Fliache " hinreichend
weit hinausschiebt. Daraus folgt, da die GroBen 9 U/6& usf.
im AuBenraum der Fliche § verschwinden, U also hier eine Kon-
stante ist, die den Wert Null hat weil U im Unendlichen ver-
schwindet.

Nun ist U als Flichenpotential an der Fliche ¥ und im
Innenraum derselben stetig, mull also auch in diesem iiberall
verschwinden, so daB :sich auch

aU

(ax)="0
ergibe, mithin M, = M; = 0 und @2 =0. Der Fall c =1
ist damit erledigt.
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Jetzt untersuchen wir die Gleichung (8), wenn ¢ komplex ist.
Dann gilt dasselbe von ¢@o; da diese Grofle aber iiberall nur
linear vorkommt, so sind die benutzten Gleichungen der Potential-
theorie auch bei komplexen Werten der Dichtigkeit giiltig, und das
Potential sowie jede Kraftkomponente fillt dabei komplex aus.

Es sei z. B. U:V+WZ, c:a—{—bz,
dann zerfillt die Gleichung (3) in die beiden folgenden:

av av. dv aw aw

N+ T o|axy —aw| ooy —aw] =0
AW AW [dw AW I[dy ary_
o taw— lay —aw) Moy —aw) =0

Multipliziert man diese Gleichungen mit W und — V oder mit
V und W, addiert sie und integriert iiber das Grundgebiet, so
vereinfacht sich das erhaltene Resultat durch die Gleichungen

KV >doc_0 j(VdN, j;,>du~o

deren erste unmittelbar aus der GauBschen Integraltransformation
fiir den von der Fliche § umschlossenen Innenraum R folgt, die
zweite aus derselben Transformation fiir den Aulepraum der
Fliche i und den Unendlichkeitseigenschaften der gewéhnlichen
Potentiale. Mittels dieser Gleichungen findet man durch die
angegebenen Operationen folgende Gleichungen:

aw aw av av
bde—Ndoc-—bdeN,d —|-bJ P b[VdN,da_—o

wofiir wir kurz schreiben bT =0,
av 4V dw
und —aT+jV<E“N+W)d“+j‘ dN d\,,>d(x—0
Wenn nun ¢ komplex, also & von Null verschieden ist, ergibt
sich sofort

o aw  aw
6 T=0o j[ (dN+dN’)+ w dN+dN’>]d“—O'
Diese Gleichung transformieren wir mlttels der Identititen

iy == Jor[ )+ ( +< 2l
Jriaa==[ar G + < 2+ Gl
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indem wir durch R’ den Aufenraum der Fliche § bezeichnen
und analoge Gleichungen fiir W aufstellen, indem wir die an die
Gleichung (5) gekniipften Erwigungen auf die Potentiale V" und
W iibertragen. Die linke Seite der zweiten Gleichung (6) geht
dann in eine Summe von Integralen negativer Quadrate iiber und
die Gleichung zeigt, dall die Ableitungen von V und W nach &,
7, & im Aulenraum R’ wie im Innenraum R verschwinden, die
Potentiale V und W im ganzen Raume konstant sind, die zu-
gehorigen Dichtigkeiten also, mit denen die Flache % belegt ist,
d. h. der reelle und imagindre Teil der Funktion g, verschwinden.

Damit ist gezeigt, dall keine Losungen der Gleichung (1) bei
komplexen Werten von ¢ existieren, und die Entwicklungen des
§ 57 sind so weit erginzt, wie.es nétig war, um zu zeigen, dafl
die Dirichletsche Aufgabe durch den dort gegebenen
Ausdruck wirklich gelost wird.



Achter Abschnitt.

Die Fredholmschen Reihen.

§ 60.
Formale Auflésung von Integralgleichungen und
Integralgleichungssystemen.
Ersetzt man die Integralgleichung
vr = fax+ j K(z,0)po.do

durch das System der linearen Gleichungen

Yo, = fo, + ZK(“Qa o) (ot 41— b)) Yy,

v=1

e=12...m
und lost diese durch Determinanten auf, so wird es plausibel,
daB die Integralgleichung in folgender Weise durch die Fred-
holmschen Reihen aufgelost wird:

Y —= fx—{—%j‘[)(;c, «)fo.de,

D@@=%@@—A%@+é%@—%
4, A
D=1— :{—2— 3?_{_

In diesen ist gesetzt
4, (T’ y) = K(x, y)1
K(z,y) K(x,0) ... K(z, )
K (o, y) K(otgy 04) ... K(ctyy 0t)
: : : ’

A, (2,7) :jj...jdalduz...du,,

K (ctny ) K (Oony 41 - .. K (0t )
Ay = j. Ap—i (00, ) d o
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Offenbar hat man hier mit Determinanten zu tun, deren
Elemente die Form K(z, ), K (o, y), K(otm, ;) haben. Diese
wollen wir kurz durch (z#), (ny), (mn) bezeichnen. Die Deter-
minanten haben ferner die Kigenschaft, daf das erste Argument
der GroBen (&) in jeder Zeile, das zweite in jeder Spalte dasselbe
bleibt; sie sind also durch ibr Diagonalglied vollkommen be-
stimmt. Sie moégen demgemiB durch das in eckige Klammern
geschlossene Diagonalglied dargestellt werden. Mit dieser Be-
zeichnungsweise erhélt man

An(@yy) = [+ [do...dew|(y)(11)(22)...(nn)).

Wir wollen nun die Grofe A, (x,y) dadurch umformen, daB
wir die in ihr vorkommende Determinante nach den Gliedern ihrer
ersten Spalte ordnen. Dann finden wir

[(@y)(11)... (mm)] = (zy) [(11) (22) ... (n0)] — (1) [(=1) (22) .. (n )]
+ 29 [(«1)(12)(83) ... (nn)] — (By) [(#1)(12)(23) (44) ... (nn)] 4 ---.

Die Determinanten der rechten Seite sind hier nach folgendem
Gesetz gebildet. Die zweiten Ziffern sind immer die der Reihe
1, 2...m, die ersten Zeichen sind =z, 1, 2... %, von denen suk-
zessive das erste, zweite, dritte ... weggelassen wird. Dem ent-
spricht es vollkommen, daf man Determinanten haben will, bei
denen die Spalten aus den letzten »n Spalten der urspriinglichen
Determinante gebildet sind, wihrend die Zeilen diejenigen der
urspriinglichen sind, nachdem man die erste, zweite, dritte Zeile
weggelassen hat und so fort. Nun erhilt man, indem man zwei
Spalten vertauscht, oder in den Elementen unserer Determinante
die an zweiter Stelle stehenden Ziffern vertauscht, die folgenden
Gleichungen:

[(#1)(12)(38)... (nn)] = — [(#2) (11) (33)... (nm)],
[(#1) (12) (23) (44) .. (nm)] = [(x3) (11)(22) (44) ... (),
[(® 1) (12)(28) (34)(55)... (nn)] = — [(w4) (11)(22)(33) (55)... (nn)]

..................................

Somit ergibt sich
An(2,y) =

[ [ doy ... don{(29)[(11)(22) ... (n0)] — (1) [(#1)(22) ... (nm)]
— 2y [(#2)(11)(33)... (nm)] — (8y) [(23) (11) (22) (44) ... (e m)]} -~

Die Integrale der einzelnen rechts auftretenden Glieder auBer
dem ersten sind aber identisch, da ein mehrfaches Integral von
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der Bezeichnung der Integrationsvariablen unabhingig ist. Man
hat z. B., indem man die Bedeutung der Integrationsvariablen
o, und «, vertauscht, die Gleichung

[oofdon ... doa,(19)[(x1)(22) ... (nn)]
—_—j...jdul oo dog (29)[(€2) (11)(33) ... (nn)].

Der Wert des ersten dieser Integrale, mithin auch der aller
anderen kann aber offenbar geschrieben werden:

[do K(enyg) [ [doy... den[(#1)(22) ... (nm)]
:j‘K(oc,,y)An_l(x,ocl)dul.
Da ferner offenbar die Gleichung
oo fdey o dan[(11)(22) ... (em)] = | An_s (e, ) doty = Ay,
gilt, so findet man die Rekursionsformel
(1) An(@y) = Au K (2,y) —n [ K (oY) A (2,0) d o

Operiert man mit den Zeilen, wie hier mit den Spalten geschehen
ist, so findet man eine entsprechende Rekursionsformel

(2) Ao (@, y) = An K (2, y) —n | K(2,0) Au_1 (o) d 0t

Diese beiden Identititen geniigen, um zu zeigen, daB die
Integralgleichung durch den Quotienten D (z,y)/ 1) erfiillt wird,
sobald nur feststeht, dall die Reihe D (x,y) beziiglich beider
Argumente im Grundgebiet gleichm#fBig konvergiert. Unter dieser
Voraussetzung finden wir namlich, indem wir von der Gleichung (2)
oder

An(z,y) _ AnK(2,y)(-1)"*? An—1(%y)
—1)y+ - —1)n
=1+ n! n! +J’K(x’“)( D (n—-1)! do
ausgehen und iiber #» summieren, das folgende Resultat:

—K@9) + D@ y) = K@@ y)(D—1)+ [ K@@ 0)D(xy)de
oder auch

(3) D(#,y) = D.K(z,y) + [ K(, @) D(a y) de.
Ebenso leicht ergibt sich aus der Formel (1) die Gleichung
4) D(z,y) = D.K(z,9)+ | K( y) D(, @) do.

Die Formeln (3) und (4) sind also bewiesen, sobald die bezeichnete
Eigenschaft der Fredholmschen Reihen feststeht.
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Hier moge noch beildufig bemerkt werden, dal die Fred-
holmschen Reihen, wenn sie die Integralgleichung mit stiickweise
stetigem Kern auflosen, auch dasselbe fiir Systeme von Integral-
gleichungen leisten.

Seien z. B. die Gleichungen

1 1
@, = flx+jKu(z,a)%oc.doc—}—j.Km(x, o) @y 0. d e,
(5) P P
P = fzx—}-ij (x a)qyloc.(loc-{-JKﬂ(x, o) pyo.da
0

vorgelegt, in denen iiber ein lineares Gebiet integriert wird,
innerhalb dessen die Funktionen K,, (z, o) beziiglich jedes Argu-
ments stiickweise stetig sind; ¢,  und ¢,z seien die Unbekannten.
Dann setze man fiir die Gebiete

L 0g2<1, 0<y<]1,

2 0<s=<1, 1=<y=<2

3. 1=2<2 0=<y=l,

L 1<2<2, 1<y<l1
die folgenden Definitionen an, deren jede sich auf das gleich
numerierte Gebiet bezieht:

1. K(z,y) = K (2, 9)

2. K(zy) = Ki(z,y—1),

3. K(zy) = Kyn(z—1,y)

4. K(z,y) = Ky (x—1,y—1).

Ferner gelte das erste oder zweite der Gleichungssysteme

pr =gz, fe="rfz; [z=/[ 1), 92=g(z—1)
je nachdem z der Strecke von O bis 1 oder von 1 bis 2 an-
gehort. Dann konnen die Gleichungen (5) in die eine Gleichung

pr = fx+j.K(x,oc)q)oc.doc

iibergefilhrt werden, deren Kern auf der Strecke von 0 bis 2
stiickweise stetig ist, wenn dasselbe.von den Grofen K, auf der
Strecke von O bis 1 gilt.

Diese Betrachtung kann offenbar leicht verallgemeinert und
dazu benutzt werden, die Ergebnisse des dritten Abschnitts auf
Systeme von Integralgleichungen zu iibertragen.
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§ 61.
Der Hadamardsche Determinantensatz,
Zu den wichtigsten Eigenschaften der Fredholmschen Reihen
fithrt folgende algebraische Betrachtung.

Unter einer orthogonalen Substitution versteht man bekannt-
lich eine lineare Substitution von der Form

1,n
Yy = Z Ay o X o
bei welcher die Identitat )

1,n 1,n

9 __ 2
E Yy = E z
v v

besteht. Hat man im besonderen # — 2, so lehren die offenbar
zusammen bestehenden Gleichungen

Y, = I, COS &t — X, Sin ¢,

Yo = z,8ina + x, cosw,

Y+ @ =y + s
in denen o ein beliebiger Winkel sein kann, dal es eine ortho-
gonale Substitution gibt, bei der die Koeffizienten einer Reihe
sich zueinander verhalten wie gegebene Grofen, die nicht alle
gleich Null sind.

Diesen Satz kann man leicht durch vollstindige Induktion
auf Substitutionen in beliebig vielen Variablen ausdehnen. Sei
nimlich der Satz fiir » — 1 Variable bewiesen, so daB in den
zusammen bestehenden Gleichungen

1,n—1 1,n—1 L,n—-1
z:a”axe:yw E:yvz E:xﬁ
e v v
bewirkt werden kann, daf

y = A6, @y =124C, ...01 n—1 = ACn_,y,

wobei ¢,, ¢; ... cn—; beliebig gegebene Grofen sind, die nicht alle
verschwinden, und 4 eih von Null verschiedener Proportionalitits-
faktor ist. Dann fiigen wir das Variablenpaar z, = y, hinzu, so
daB die Gleichung

1,n

i,n
>yt = > a
v v
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gilt, und bilden weiter die Substitution
2, = Y, COS & — Yy, sin oz,
2, = ¥, 8in @ + 9, cos «,
4y = Y B =1VYs - F—1 = Yn—1

Alsdann haben wir offenbar die Gleichung

1,n Ln 1,n

2 2
E Sy = E ?/V prmned E Z',Z,
v v »

und besonders die Beziehung
1,n—1
2 = cosaZaw X, — T, Sin o.
Die Koeffizienten dieses Ausdrucks sind
Ac cosc, Acycose, ...Ac,_jcosw, —sine,
und man kann durch passende Wahl des Winkels « bewirken, daB
—sine = ¢, Acosa,

wenn ¢, eine beliebig vorgeschriebene Grofle bedeutet. Auf diese
Weise ist erreicht, daB die Koeffizienten in der ersten Reihe der
die Variablen # und z verkniipfenden Substitution den willkiir-
lich gegebenen GréBen ¢, ¢, ... ¢, proportional sind. Die SchluB-
reihe versagt nur, wenn # — 1 GroBen ¢ verschwinden; dann ist
aber die gesuchte orthogonale Substitution einfach eine Permu-
tation.der GréBen x,, bei der x, und z, sich vertauschen.

Jetzt seien z,,, %, ... 2,,, indem man v = 1, 2 ... » setat,
n Wertsysteme der Variablen z,, #, ... 2,, und man wende auf
diese eine orthogonale Substitution in der schon oben gebrauchten
Form an, indem man setzt

I,n
Yy = Eavexe.

e
Die jenen n speziellen Wertsystemen entsprechenden Systeme
der Grofen y seien ¥i., %2y ... ¥n,» Dann kann man nach dem
oben erhaltenen Resultat die Koeffizienten « so wihlen, daB die
Gleichungen

Yie = Y13 = +* = Y1n = 0

gelten. Denn das gibt die » — 1 homogenen Gleichungen

1,7
Zalexwzo, 6 =2, 3...m,
4

Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl, 18
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S

die man immer durch Unbekannte erfiillen kann, deren Werte
nicht sdmtlich verschwinden. Diesen Unbekannten konnen dann,
wie gezeigt, die Groflen a,;,a;, ... a;, proportional gesetzt werden.

Weiter transformiere man die Variablen v,, y; ... ¥, durch
eine orthogonale Transformation derart in die neuen Variablen
Zgy 23 ... Zn, daB die Gleichungen

Zog == &gy = v+ = Lan = 0

bestehen, wobei allgemein #;,, #3,...2,, das Wertsystem be-
deute, das dem System ¢s,, ¢3» ... ¥, entspricht. Die hierzu
dienende Substitution kann zugleich als eine Transformation der
»n Variablen y,, ¢, ... 9. angesehen werden, indem man die eine
Gleichung 2; — y, hinzufiigt. Dann kann auch das Variablen-
system #;, 4, ... 2z, als durch orthogonale Transformation aus
den Variablen x,, x, ... £, hervorgegangen erscheinen und die
speziellen Werte, die den Groflen x,, entsprechen, bilden ein
System von folgender Gestalt:

2; 0 O 0
291 Fog 0 ... 0
%31 39 F3g ... d3n

In diesem enthalten die erste und zweite Zeile rechts von der
Diagonale nur Nullen. Auf diese Weise geht man weiter und
stellt ein System her, in welchem die drei ersten Zeilen dieselbe
Eigenschaft haben, die soeben fiir die erste und zweite erreicht
wurde. So fahrt man fort, bis man schlieBlich erreicht hat, daf
die »—1 ersten Zeilen rechts von der Diagonale nur Nullen
enthalten. Sind die letzten Variablen £, so hat man dann ein
GroBensystem von der Form

t, O 0 ... 0

ty O .. 0

tn—l,l tn-—l,2 tn——1,3 ... 0

tnl tn2 tn3 s tnn
erzielt und der Wert der aus diesem gebildeten Determinante
ist offenbar #;, %5 ... tun-

Nun haben die Determinanten der orthogonalen Substitution
stets den Wert +1; die Determinante des transformierten Grofen-
systems ist gleich der des urspriinglichen multipliziert mit der
Substitutionsdeterminante. Daraus folgt, daB die urspriingliche
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Determinante dem absoluten Werte nach gleich dem Produkt
der »n GroBen t,, ist, da die GroBen ?,, durch orthogonale Sub-
stitution aus den urspriinglichen GréBen x,, abgeleitet sind.
Jetzt werde vorausgesetzt, die Grofen x,, seien dem abso-
luten Betrage nach nicht grofer als 1. Die Groflen ¢ seien in

der Form 1,n
ty = z by,
angesetzt und es besteht die Gliichung
g: 2 = I,Zn xk.
Aus dieser folgen bekanntlich unmittelbar die Gleichungssysteme

1L,n 1,n
beg_-—_:l, Zb,,gb,,,;Z:O, 0 = 6,

T Ln 1,n
2639_—_- 1, Zbﬂ@b’@:o’ sz
Da nun zwischen beliebigen reellen GréBen ¢,, z, die allgemeine
Ungleichung .
(Sem) =34 Sa
14 0 v

gilt, so folgt, indem man ¢, = b,, setzt,

I,n 1,n
b= S, =S
Bei der Annahme 'z, | << 1 folgt also
. b= Vns
im besonderen ergibt sich
] <y,
Da ferner fiir die Determinante
[ 11 g . xln}‘
A — Loy Loy « o » xzn‘l;

Zn1 Zan «++ Lnn
oben die Gleichung
[ | = tiytyy +e. tun
abgeleitet ist, so folgt (4] << ynr,
und die Hadamardsche Ungleichung ist vollstindig bewiesen.
18*
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Diese Ungleichung, die zunichst nur fiir den Fall reeller
Elemente z,, abgeleitet ist, bleibt richtig, wenn die in einer
Spalte stehenden Elemente simtlich rein imaginir sind. Hat
man daher eine Determinante aus komplexen Elementen, die
simtlich dem absoluten Betrage nach kleiner sind als 1, etwa
die Determinante der Elemente a,, + ¢b,,, wobei die zweiten
Zeiger in den Spalten, die ersten in den Reihen konstant bleiben,
und zerlegt man die Determinante entsprechend den beiden in
jeder Spalte stehenden Summanden in Determinanten, deren
Spalten entweder aus Gliedern wie a;,, a;, ... a,, oder aus
Gliedern wie b, ibay ... ib,, bestehen, so ist die Anzahl dieser
Summanden 2" Auf jeden einzelnen von ihnen kann die fiir
reelle Elemente geltende Hadamardsche Ungleichung angewandt
werden. Die Determinante der _komplexen Elemente a,, 4 ib,,
ist also absolut kleiner als 2" n», wenn die absoluten Betriige
der Elemente kleiner als 1 sind.

Hieraus schlieft man sofort, daf der absolute Wert einer
Determinante mit reellen oder komplexen Elementen, die siimtlich
dem absoluten Betrage nach kleiner als g sind, unter der Grenze

g (2 Yn)"

§ 62.
Die Konvergenz der Fredholmschen Reihen.

Das erhaltene Resultat wenden wir auf die Determinanten
an, die in den Ausdriicken A4, (z,y) und 4, vorkommen. Der
Kern K(z,y) sei im Grundgebiet als Funktion jeder der Stellen
« und y stiickweise stetig, iibrigens reell oder komplex. Dann
gibt es eine solche positive Konstante g, daB die Ungleichung

K@y <g
gilt, wenn die Stellen # und y das Grundgebiet durchlaufen, und
man findet sofort die Ungleichungen
| An(z,y)| << gnt? (2 V"‘ + 1)n+.-1 "y
| 4n| <9 (2 Vn)" e,

in denen ¢ den Wert des Integrals | d«, erstreckt iiber das Grund-
gebiet, bedeutet. Die einzelnen Glieder der Reihe D (z, %) sind
daher absolut kleiner, als die entsprechenden der Reihe

R=g+ 3ot (nt 1t

liegt.

nl
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Diese ist aber konvergent. Denn der Quotient zweier aufeinander-
folgender Glieder ist, wenn man das folgende als Zdhler, das
vorhergehende als ‘Nenner nimmt, einfach

‘)g}/n+1<‘/n4_l> __2*(}.(’1(1—}— >

und da die Grofe <1 n >

dem Grenzwert e mit wachsenden Werten von n zustrebt, so ist
der Wert dieses Quotienten bei hinreichend grofem Wert von #»
beliebig klein. Ebenso ist mit der Reihe

=1+ > ey s

die Reihe D zu vergleichen; sie konvergiert jedenfalls nicht
schlechter als die Reihe R,. Da die Reihe R ferner von den
Stellen z, y ginzlich unabhingig ist, konvergiert die Reihe D(z,y)
gleichmiBig. Damit sind die notwendigen Grundlagen gegeben,
um aus der Rekursionsformel des § 60 die Gleichungen

(1) D(2,y) = DE(%,9) + [ K (% y) D(, ¥)d ot
(2 D(z,9) = DK(z,y) + | K (%, 0) D(o y) d

erschliefen zu konnen, die somit fiir beliebige symmetrische oder
unsymmetrische Kerne K (z,y) der oben bezeichneten Art be-
wiesen sind.

Ist ferner D von Null verschieden, so liefert die Formel

vz = fr + %j])(x, @) for.dot
eine Liosung der Gleichung
vr=fzr+ J.K(.r, )P o.do.

Ein besonders wichtiger Sonderfall ist der, dal der Kern
K (z,y) eine ganze rationale Funktion eines Parameters 4 ist,
der auch komplexe Werte annehmen kann. Beschrinkt man diese
auf ein festes, iibrigens beliebiges Gebiet @, so liegt die Funktion
K (z,4) dem absoluten Betrage nach unter einer von 4 unab-
hingigen Grenze g, und die Reihen D und D (z,y) konvergieren
gleichmiBig auch in bezug auf A, sind also nach dem Theorem
von Weierstrass im Gebiete & regulidre analytische Funktionen
von A. Da nun diese Folgerung fiir ein beliebiges Gebiet &



278 Achter Abschnitt. § 62.

gezogen werden kann, so sind die Grofen D und D(x,y) ganze
transzendente Funktionen von A.

Enthdlt die Grofe K(z,y) den Parameter 4 als einfachen
Faktor und bezeichnen wir durch K(2,y) und D(z, y) die GroBen,
die bisher K(z,y)/4 und D (x,y)/4 hieBen, so finden wir, daf
die Funktionalgleichung

Y = fx—}—lle(:C, o)Yo.do

durch einen Quotienten zweier ganzer Funktionen von %,
also durch eine meromorphe Funktion dieser Gribe
gelost wird, womit die Schmidtsche Formel verallgemeinert wird.

Am einfachsten gestaltet sich die Losung, wenn wir fz durch
K(z,y) ersetzen; dann erhdlt man einfach die Fredholmsche
Resolvente

(3) wx:K(x,y)—}—/l[]((x,oc)z/)u.da,

aus der man schlieft, daB ¢« dem lésenden Kern I'(z, y) gleich-
zusetzen ist; dieser hat den Wert

F(‘Tv y) == D—(gl)’

wie aus der Gleichung (1) hervorgeht. Die Reihen D und D (z, y)
haben jetzt entsprechend der geiinderten Bezeichnung die folgende
Gestalt

A2
D (z,y) = K(x,v) ‘_le(xa?/)““mAz(Is Y) — oy

A2
D=1 —1A1+~1.—2A2 —
und aus der Beziehung
4, :jAn_l(a, w)da
folgt die Gleichung ‘

dD
jD(x, z)dx = —d—}','
~ Hieraus ei'gibt sich eine bemerkenswerte Folgerung unter
der Voraussetzung

D.h:l"——:o.

Man entwickele auch die Grofien D (z,y) nach Potenzen von 1 — 4,
und es sei etwa

D (2, y) = D, (2,9) (A—A) + Dy (, y) (A—A)e+1 4 ...
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Dann sind D, (z,y) nach der Bildungsweise der Reihe D (z,y)
stetige Funktionen von z und g, deren erste nicht identisch ver-
schwindet. Die Grofe

jD(x, x)dz

enthilt mindestens die Potenz (4 — 4,) als Faktor, und dasselbe gilt
von d D/d; mithin enthdlt D mindestens die Potenz (A—4,)k+1.
Die Stelle 4, ist also sicher ein Pol fiir den Bruch D (xz,y)/D
und die Gleichung (2) ergibt

: AD K (z,

Dl (.’E, y) == (l (f)zj) + /‘L.“Dl (“1 y)K(xa “)d“ '+’ ]
wobei rechts nur Glieder weggelassen sind, die eine ganz durch
A — A, teilbare Funktion von i bilden. Nun ist auch D durch
(A — A, wie gezeigt, teilbar und gibt einen Quotienten, der fiir
4 == A, verschwindet; mithin erhdlt man die Gleichung

Dy, y) = 1 j Dy () K (2, ) d,

und da D, (x,y) nicht identisch verschwindet, kann man y so
fixieren, daf eine nicht identisch verschwindende Funktion von z
herauskommt. Damit hat man eine Losung der homogenen
Integralgleichung

4) wx:lle(x,u)¢u.du

gewonnen. KEine solche ist vorhanden, wenn D an ngend einer
Stelle 4 = 4, verschwindet.
Ebenso ergibt sich mittels der Gleichung (1)

Dy(e,1) = & [ Dy (2, 0) Ky ) 0o
und eine Losung der Integralgleichung
(5) Py = ll'[K(u, Y vou.do;

die Gleichungen (4) und (5) haben nach § 55 gleich viel linear
unabhéingige Losungen, was sich auch aus den Fredholmschen
Reihen erkennen laft.

Multipliziert man die Gleichung (4) mit D (w, z), integriert
und benutzt die Resolvente (1), so folgt

jD(u, r)pr.de = llij(x, )D(u,x)pa.dadx
= %j(pu.du{D(u, o) — D K(u, o)},
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oder indem man nochmals die Gleichung (4) benutzt und das
Zeichen I' einfiihrt,

pu = (A — l)jl’(u, rygpx.dz;
ebenso ergeben die Gleichung (5) und (2)
pu == (A — /’l)j‘F(x, wypx.dz.

Damit sind die Eigenschaften des losenden Kerns erhalten, die
wir in besonderen Fillen des vierten und sechsten Abschnitts
schon vielfach benutzt haben.

Endlich ergeben die Gleichungen (4), (5), in denen wir jetzt
@, und v, fiir ¢ und ¢ schreiben wollen, kombiniert mit den
einem anderen Eigenwert entsprechenden Gleichungen

(6) Qo = Ay [K(x, o) Qg oty

(7 ng:lng(a,x)ﬁvzu.(Zx,
indem man die Gleichung (4) mit 4,¢,2, die Gleichung (7) mit
4, ¢,z multipliziert und nach x integriert

(AQ—AI)Iftplx.wa.d:c = lllzij(x, ) g, 0. pox.dadr

— A lzij(u, 2)p,x. . drde =0,
oder
jtplx.%x.dx = 0;
ebenso ergeben die Gleichungen (5) und (6)

jq)ﬂ.%m‘.dm = 0.

Damit haben wir den AnschluB an den Begriff des biorthogonalen
Systems erreicht, von dem in den §§ 49 und 50 unter besonderen
Voraussetzungen die Rede war.

§ 63.
Die Fredholmschen Reihen und die symmetrischen Kerne.

DaB die GroBe D bei reellen symmetrischen Kernen, also
unter der Voraussetzung

K(z, .7/) = K(?/’ z),
immer mindestens einmal vergchwindet, kann jetzt auf eine neue
Weise leicht gezeigt werden. In der Tat versuchen wir den
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losenden Kern I'(z,y) nach Potenzen von i zu entwickeln, so
miifte die erbaltene Reibe bestindig konvergieren, wenn der
Nenner D nirgends verschwinden sollte. L&t sich also zeigen,
da diese Reihe mnicht besténdig konvergieren kann, so wird
notwendig mindestens eine Wurzel der Gleichung D = 0 vor-
handen sein.

Aus der Gleichung (8) des § 62 ergibt sich nun, wenn wir

vo = I'(z,9) = K(z,9)+ A K2 (2,9) + 2K (&, ) + ---
ansetzen, sofort die allgemeine Beziehung

Kr+1(z, y) :J‘Kn (o, ) K (2, 00) d .

Die Grolen K" sind also mit den in § 19 ebenso bezeichneten
identisch und es besteht wie dort die Gleichung

Enen (a,y) = | Ko (@, 0) K (y, ) d o

Aus dieser folgt unmittelbar mittels der Schwarzschen Un-
gleichung, indem man #» = m + 2 und z fiir y setzt,
(1 K2m (2, z) K2 +4 (2, 2) — [K2m+2 (2, 2)]2 = 0.

Wenn nun K?m(z, ) fir irgend einen Wert von z ver-
schwindet, so wiirde diese Ungleichung sofort dasselbe fiir
K*m+2 (2, x) und ebenso fiir alle folgenden Grofien K2r(z, ) er-
geben. Die Grofie

Kz, z) = j K(o,z)2d o

ist aber offenbar positiv; wire K2¢(z, z) die erste GroBe ihrer
Art, deren Exponent eine Potenz von 2 ist und die verschwmdet
so ergiibe die Identitit

K% (2, 2) —= j K (z, updo,

dal auch K*(z, ) verschwinde, was der Definition des Zeigers
2s widerspricht. Da nun, wenn iiberhaupt eine Grife K2 (x, z)
den Wert Null hitte, dasselbe auch von einer ebensolchen GrifBe
gelten miilite, in der fiir 2» eine Potenz von 2 gesetzt ist, so
zeigen die erhaltenen Resultate, daf alle GroBen K2m(z,x) po-
sitiv sind.

Jetzt ergibt die erhaltene Ungleichung (1), daB die Reihe

1,
R =TS Ken (x, o) 12n



289 Achter Abschnitt. § 63.

fiir gewisse Werte von 1 divergiert; denn der Quotient eines
Gliedes durch ein vorhergehendes ist

. K2n+2(1-’ T) \
“="Em e -
Nach der Ungleichung (1) ist aber

K2n+2(z, ) - Ke2ntt(z, x)
Ken (g, 2) = Kn+2(z, x)’

und die Nenner sind, wie gezeigt, von Null verschieden. Somit
folgt, daB der Quotient @, mit » anwichst, also bei passender
Wahl von 4 immer grofer als Eins ist. Die Reihe R ist also
divergent; sie ist aber nur als Teil in der Taylorschen Reihe
I'(z, ) enthalten; mithin kann diese nicht bestindig konver-
gieren.

Damit ist gezeigt, dafl die GroSe D mindestens eine Null-
stelle als I'unktion von 4 besitzt; jeder stetige symmetrische
Kern hat also mindestens eine nicht identisch ver-
schwindende Eigenfunktion.

Sei nun 4, irgend ein Pol der meromorphen Funktion I'(z,y),
und gelte in der Umgebung der Stelle 4, folgende Entwicklung:

Py =G0 = MEW RO g6y,

durch f; seien dabei stetige Funktionen der Argumente x, y,
durch P eine Potenzreihe bezeichnet. Dann gibt die Gleichung (3)

des § 62:
R S AL TGN

— K(z, y)—{—le(x,oo) [(];k_(ff%ﬁ I 7}(}%)] du+ P, (2 — 1)
oder

Fo(@ 9) + (o= i) far (2 9) + (A — 22 By (h— 1)
= K@9)(— 1 + 2| K@a) fe (o ) do
+ (= 1) [ K (@, 0 fms (o ) dac+ (1 — )2y G — ),

wobei P, By, P; wiederum Potenzreihen bedeuten. Setzt man
hier 4 = 4,, so findet man

f" (x, y) = lle(x, Oﬂ)fk(u, y)doc.
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Differenziert man dagegen erst nach A und setzt erst in der
erhaltenen Gleichung A = 4,, so findet man

fuma () = [ Ko, ) full )0+ 2y [ K@, e s () 0
= fk—%’-@ + AIJK(x, o) fu—1 (e, y) d .

Kombiniert man die beiden letzten Gleichungen, indem man die
erste mit f,—, (2, y), die zweite mit fi(2,y) multipliziert und die
Differenz beider bildet; integriert man sodann nach z, so ergibt sich

0= /lljjf" (z,yrda
0 K0 £ 0 9) o (09) — (0 9) s (0 ) e

Hier ist das letzte Integral bei symmetrischem Kern gleich Null;
also miite auch f;(z,y) identisch verschwinden entgegen der
Voraussetzung. Die Zahl & kann also nicht grofer als Eins sein;
im Falle eines symmetrischen Kerns sind alle Pole des
losenden Kerns einfach.

Tn der Umgebung eines solchen Poles sei diese Grofie in der
Form

®  Tay="30= 00D 902

entwickelbar. Dann ist die GroBe

Iy (@ y) = 2& y)+.’—;‘(f’i)
an der Stelle 4 = 4, nicht mehr singuldr. Beschrinken wir uns
nun auf symmetrische Kerne, die keine anderen als positive
Eigenwerte besiizen, also positiv definit sind, so ist einer von
ihnen der kleinste; er werde durch 4, bezeichnet. Dann liegt in
der Ebene der komplexen Grofle 4 auf der Kreisfliche mit dem
Radius 4, kein anderer Pol als 1,. Die Taylorsche Entwick-
lung der GroBe I (z,y) konvergiert also noch fiir einen Wert
4 =14, +z, in welchem 7 eine positive Grofle bedeutet. Diese
Entwicklung kann explizit in folgender Form angegeben werden:

1, ® ’
Ti@y) = K@y + S E+ @)+ fi(f%,)

(3
fl(x"/)—{—K(x y)+Z[K”+1(x y) — fl(f+1/l{):|,‘(’n
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Da nun diese Reihe konvergiert, wenn man 4 — i, + r setzt,

so folgt i (051 _%}ﬂ) (h+or| =0
oder nli:n; [(l i‘j} <,1n+1 K»+1(z,y) — f, (=, ./)>] =0,

also a fortiori
lim [A+1 v+ (2, ) — fi (2, 9)] = 0,

n—ow

fi(%y) =lim [A3+1 K»+1(z, y)].

Da nun nach dem Obigen f,(z,y) eine Eigenfunktion des Kerns
ist, so ist wiederum das Verfahren des § 19 abgeleitet, eine
Eigenfunktion durch einen Grenzprozel herzustellen, sobald der
zugehorige Eigenwert gefunden ist.

Aber auch fiir diesen selbst ergibt sich aus der erhaltenen
Formel ein Grenzprozefl, durch den man ihn herstellen kann.
Da namlich die Produkte

K (2 y), AptEErtE(zy)

bei wachsenden Werten von n einander nahezu gleich werden,
so ergibt sich
. K*(z,9)
A = )
1 "11:11010 Kn+1 (.Z', y)')

’1’12 = lim

Diese Ausdriicke werden illusorisch, wenn der Nenner verschwindet.
Man vermeidet dies bei dem zweiten nach den oben durch-
gefiihrten Betrachtungen, indem man » gerade nimmt und z =1y
setzt. Ein spezieller, vielleicht zweckmiBiger Grenzprozell wird
durch die Formel . Kﬁ” (x x)

- B+,
angegeben. n== K2 (@ z)

Beildufig findet man auch noch leicht eine Formel, durch
die die Anzahl der zu dem Eigenwert A, gehorigen Eigen-
funktionen bestimmt werden kann. Erinnert man sich ni#mlich
der Formeln

j‘D(x,x)dx—-— dlf’ D(Ix)x) K (z, x)+’2K"+1(x,x)l”,

und setzt wie friiher

U, :an(x, )dz,
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so findet man die Taylorsche Entwicklung

dlog D
— RS = U+ GA+ Uyt -,

und der absolut kleinste Pol dieser offenbar meromorphen Funk-
tion ist wiederum 4,. Ist nun A — 1, eine ¢-fache Nullstelle
der ganzen Funktion D, so kann man in folgender Form ent-
wickeln Iloe D
0g q
Tl = L4901
Vergleicht man die beiden fiir die linke Seite dieser Gleichung
erhaltenen Reihen, so findet man durch die bei den Entwick-
lungen (2) und (3) gezogenen Schliisse
q = lim (U, 7).

n—ow

Die rechte Seite dieser Gleichung ist, wenn man » gerade
nimmt, die GroBe U des § 18. Ferner ist die GroSe I'(z, y) bei
jedem von allen A, verschiedenen Werte von 4 als Losung einer
nicht homogenen Integralgleichung nach § 23 eindeutig bestimmt,
also mit der dort ebenso bezeichneten GroBe identisch. Daraus
folgt, dall auch die Gr6Ben D hier und in § 23 dieselben sind.
Dort trat in dem Produkt

D = H <1 — /%) e

der A, enthaltende Faktor so oft auf, wie die Anzahl der linear
unabhiingigen Eigenfunktionen betriigt, die zum Eigenwert i, ge-
héren. Diese Anzahl ist also, wenn nur positive Eigenwerte vor-
handen sind, gleich der Vielfachheit der Nullstelle A — 4, in der
Fredholmschen Reihe D.
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Nach Koschmieder Archiv d. Math. (3) 23.

Kowalewski, Einfithrung in die Determinantentheorie § 200. Leipzig
1909.

§ 24. Mercer, Functions of positive and negative type and their
connection with the theory of integral equations. London Phil. Transactions
(A) 219, 1909.

Kneser, Belastete Integralgleichungen. Rendiconti del circolo mat.
di Palermo 38, 1914.

J. Schur, Uber die Entwicklung einer gegebenen Funktion nach den
Eigenfunktionen eines positiv-definiten Kerns. Math. Abhandlungen, H. A.
Schwarz gewidmet. Berlin 1914.

Carslaw, Functions of positive type and their application to the deter-
mination of Green’s functions. Messenger of Math. 501, 1913.

§ 25. Weyl, Das asymptotische Verteilungsgesetz der Eigenwerte
linearer partieller Differentialgleichungen. Math. Anpalen 71, 1911. Uber
das Spektrum der Hohlraumstrahlung. Crelles Journal 141, 1912.

Vierter Abschnitt.

Die klassischen Arbeiten von Sturm und Liouville finden sich im
Journal de math. 1, 2, 3, 1836—1838.

§ 27. Kneser, Die Theorie der Integralgleichungen und die Darstellung
willkiirlicher Funktionen in der math. Physik, Math. Aunalen 63, 1907.

§ 28. Btekloff, Refroidissement de la barre hétérogéne. Annales de
la faculté des sciences de Toulouse (2) 8, 1901.



288 Anmerkm;gen.

§29. Stekloff, Sur les expressions asymptotiques de certaines fone-
tions. Communications de la soc. math. de Kharkoff 10, 1909.

§ 30. Kneser, Untersuchungen iiber die Darstellung willkiirlicher
Funktionen in der mathematischen Physik. Math. Annalen §8, 1904.

Anwendungen der Methode des § 30 auf Probleme mit Differential-
gleichungen vierter Ordnung enthalten folgende Arbeiten:

Juretzka, Die Entwicklung unstetiger Funktionen nach den Eigen-
funktionen des schwingenden Stabes auf Grund der Theorie der Integral-
gleichungen. Dissertation, Breslau 1909.

Sternberg, Die Entwicklung willkiirlicher Funktionen in der ma-
thematischen Physik mittels der Methode der Integralgleichungen. Disser-
tation, Breslau 1912. Die Arbeit behandelt den Stab von verénderlichem
Querschnitt und die elastische Kreisplatte.

Die Abgeschlossenheitsformel nach Stekloff, Sur certaines égalités
générales. Mém. de Pacadémie de St. Pétersbourg, classe phys.-math. (8)
15, 1904, sowie nach der zu § 27 angefiihrten Arbeit.

§31. Duhamel, Mém. sur les vibrations d’une corde flexible, chargée
d’un ou de plusieurs curseurs. Journal de I'Ecole polytechnique (1) cah. 29,
Paris 1843.

Lord Rayleigh, Theory of sound I, Nr. 135, 1894,

K. W. Wagner, Elektromagnetische Ausgleichsvorginge in Freileitungen
und Kabeln. Leipzig 1908. Das Werk enthélt schone Randwertaufgaben
vom Sturm-Liouvilleschen Typus, die auf belastete Orthogonalitit und
belastete Integralgleichungen fiihren.

Teichmann, Mechanische Probleme die auf belastete Integralgleichungen
filhren. Dissertation, Breslau 1919. Behandelt wird die Saite mit zwei auf-
gesetzten Massen, und das an einer Achse mit einem Ende befestigte und um
sie rotierende Seil, in das ein Knoten geschlagen ist. Bei der ersten Auf-
gabe werden Kern und Eigenfunktionen trigonometrisch ausgedriickt; bei
der zweiten durch die hypergeometrischen Reihen F' (e, 8, », 2), F (1 —8,
1—«, 3/2, 2), F (e, B, 1, 1 —2).

Kneser, Die zu § 24 angefahrte Arbeit.

§ 32. Darstellungen willkiirlicher Funktionen durch Besselsche bei
Sternberg (§ 30), Laudien (§47), Jaroschek (§47) und Kneser (§ 30, 45).

§§ 33, 34. Entsprechende Untersuchungen iiber Jacobische Polynome

T =.',L"F<—%, 1-—n’ i—a—n, a%)

n 2 2
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x

dt
K@ & =|——, z<é&
( g) j. a —tg)a ’ S
0
Fir « = 1/8, Pu = § (4|0, —1), n ungerade sind T, (§'«) die Eigen-
funktionen des Kerns
K@u,v)y=9 §u—mn), u<v

auf dem Grundgebiet w/3--- 4 /3 mit den Eigenwerten n (n — (1/3)).
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Wenn « = 1/4, x = V2snu.dnu, k = V1/2 gesetat wird, sind T, (x)

die Eigenfunktionen des Kerns

&, v) = 2 (E @) —u), u<v;
E (u) ist im Sinne der Jacobischen Bezeichnung das Integral zweiter
Gattung als Funktion des Integrals erster Gattung; das Grundgebiet ist die
Strecke 0--- K.

Die Ausdricke T),, in denen z elliptischen Funktionen gleichgesetzt
sind, koénnen als Fortbildung der Kugelfunktion P, (cos8) gelten.

R. Neumann, Die Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach den
Hermiteschen und Laguerreschen Orthogonalfunktionen auf Grund der
Theorie der Integralgleichungen. Dissertation, Breslan 1912. Die Arbeit
behandelt den Fall unendlich ausgedehnter Grundgebiete, fir den die An-
wendung der allgemeinen Satze besonders gerechtfertigt wird. Definiert man
die Hermiteschen Polynome durch die Gleichung

he+ kb oz’m "
e *+ el 7' ?Bn Z,
n n!

so sind die GroBen Y
Q,x = e~ 2z P x

auf der Strecke von — oo bis + oo die Eigenfunktionen eines symmetrischen
Kerns mit unstetiger Ableitung

z y
1
K(x,y) = — Ve e1/2“”+”)j. e_““daj e PPag, <y
—® + o
und es gilt die Gleichung
4 ©

Ppx = (2n+2)§K(x,a) Q. de.
- @©

Eine Funktion fx ist auf der ganzen Strecke von — oo bis 4 oo nach den
Funktionen @, 2 entwickelbar, wenn sie ebenso wie ihre ersten beiden Ab-
leitungen an einer endlichen Anzahl von Stellen unstetig wird, und im Un-
endlichen mindestens wie 2~ "2 verschwindet, wobei & positiv und be-
liebig klein ist.

Ahnliche Sitze gelten fiir die Laguerreschen Polynome, die als Nenner
der Naherungsbriiche bei der Entwicklung der Reihe

1 1 2! 3!

x a2 T 3

in einen Kettenbruch definiert werden kénnen. Das Grundgebiet ist die
Strecke von — oo bis 0.

Fiinfter Abschnitt.

Strenge und einfache Beweise der vielfach gebrauchten Satze der
Potentialtheorie finden sich bei Schmidt, Bemerkung zur Potentialtheorie,
Math. Abhandlungen, H. A. Schwarz gewidmet. Berlin 1914.

§8 38 bis 40, 43. Die Rechnungen sind Priifungsarbeiten von E. Berg-
mann und V. Wellmann entnommen. Breslau 1910,

Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl. 19
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Carslaw, The Greens functions for the equation 4u + k2 u = 0. Proe.
London math. society (2) 13, 1916; 16, 1919.

§ 44. Betreffs der Vertauschung von Integrationen ist anzufiihren
Plemelj, Die linearen Randwertaufgaben der Potentialtheorie. Monatshefte
fir Math. u. Phys. 15, 1904.

Stekloff, Théorie générale des fonctions fondamentales. Annales de
la faculté des sciences de Toulouse (2) 6, 1904.
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