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Vorwort.

Wer fihig ist, schafft, wer unfihig ist, lehrt.
B. Shaw, Mensch und Ubermensch.

Erstens, zur Abschrift fiir Besprecher.

Wihrend im ersten Bindchen dieses Lehrbuchs — von kleinen
Seitenspriingen abgesehen — ausgetretene und wohlmarkierte Wege
begangen wurden, wird hier der Versuch gewagt, einen neuen Pfad zu
beschreiten. Es werden solche Eigenschaften der Figuren untersucht,
die gegeniiber Affinititen, das heiBt Kollineationen mit Erhaltung des
Parallelismus, invariant sind. Dabei handelt es sich in der Hauptsache
um differentialgeometrische Eigenschaften und um Aufgaben iiber
Extreme, also Beispiele zur Variationsrechnung. Wir hoffen zeigen zu
konnen: Der klassischen Differentialgeometrie weitgehend dhnlich 1aBt
sich eine affine Differentialgeometrie aufbauen, die sich, was Buntheit
ihrer Hilfsmittel und Ergebnisse angeht, neben der klassischen sehen
lassen kann und ein weites Feld lohnender Untersuchungen darbietet.

Zweitens, Winke fiir Leser.

Wir haben versucht, die einzelnen Teile dieses aus Hamburger
Vorlesungen entstandenen Buches moglichst unabhingig zu gestalten.
Man kann sich also darauf beschrinken, mittels der ausfiithrlichen
Verzeichnisse einzelne Rosinen herauszuholen. Insbesondere ist die
Flachentheorie ohne Kenntnis der vorausgehenden Untersuchungen
iber Kurven lesbar, und wer das Allgemeine liebt, kann im fiinften
Kapitel gleich mit den Tensoren beginnen. Der Liebhaber des
Speziellen sei insbesondere auf die Aufgaben verwiesen, die jedem
Kapitel beigegeben sind.

Drittens, Ehrenbezeugungen.

Die erste, ehrfurchtsvollste Verbeugung Herrn F. Klein! Von
ihm stammt die auf dem Begriff der stetigen Transformationsgruppen
beruhende geometrische Denkart, die allem Folgenden zugrunde liegt.

Der nichste, freundschaftlichste Gru dem mathematischen Krianz-
chen in Prag! 1916 hat Herr G. Pick gemeinsam mit einem von
uns die ersten Untersuchungen zur affinen Flichentheorie veréffent-



VI Vorwort.

licht, spiter haben sich A. Winternitz und L. Berwald dem affinen
Verein beigesellt, und insbesondere Herrn Berwald haben wir beim
Zustandekommen dieses Buches viel zu danken.

Dann der vielseitigste Knicks all den Herren, die mit uns zusammen
die lange Schlange von Arbeiten ,Uber affine Geometrie“ in den
Leipziger Berichten, der Mathematischen Zeitschrift und den Ham-
burger Abhandlungen geschrieben haben! Hoffentlich sind alle mit
unsrer zusammenfassenden Darstellung und der Fille der Zitate
zufrieden.

Bei der Korrektur haben uns insbesondere die Herren E. Arfin,
L. Berwald, A. Duschek, G. Thomsen unterstiitzt.

Ganz besondern Dank schulden wir dem Verleger, der die Tat
kraft nicht eingebiiBt hat, widhrend der Vetter des berithmten fran-
z0sischen Geometers auf dem Leichnam des Deutschen Reiches seine
Kriegstinze auffiihrt.

Hamburg und Wien, im Vorfrithling 1923.

W. Blaschke, K. Reidemeister.



O LD U0 LR SO SO 0D SOD OB SO LR D UL L R

T

[VogRV 7ok /v 0 ]
W W DD
_—O © 0

DU 0O LD = D 00 =1 S U WD

Inhaltsverzeichnis.

1. Kapitel.
Ebene Kurven im Kleinen.

. Affine Abbildung . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e
. Rechenregeln . . . . . .. e e e e e e e e e e e e e e e e
. Affinabstand . . . . L . L L L0 0L 0 e s s e e e e

. Affinlinge eines Kurvenbogens . . . . . . . . . . .. . . ...
. Affinkriimmung . . . . L L L L L . L s s e e e e e e

Geometrische Deutung der Affinnormalen . . . . . . . . . . ..

. Natiirliche Gleichung . . . . e e e e e e e e e e e e e e
. Die Kegelschnitte als W- Kurven ................
. Bestimmung der eingliedrigen Gruppen flichentreuer Affinitdten . .
.W-Kurven . . . . . . .. .. ... e e e e e e e e e e

. Schmlegkegelschnltte e e e e e e e e e e e e .

. Die Affinevolute . . . . . . . . ... ... ... . e

. Tangentenbild und Kriimmungsbild . . . . . . e e e e e e
. Zusammenhang mit Bewegungsinvarianten . . . . . . e e e e
. Aufgaben . . . . .. e e e e e e e e e e e e e e e e e

2. Kapitel.
Ebene Kurven im GrofBen.

. Erste Variation der Affinlinge . . . . . . . . . . . . . . . ..
. Ein Satz von Liebmann iiber Paare von Kegelschnitten ......
. Elhnlen e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

. Folgerungen . . . . . . . . . ... .00 e e
. Ein Satz von Mmkowskz und Bohmer tiber elliptisch gekriimmte Eilinien
. Eine Kleinsteigenschaft der Ellipse . . . . . . .. . .. . ...
. Eine Extremeigenschaft des Dreiecks . . . . . . . . ... . ..
. Dreipunktproblem von Sylvester . . . . « . . « . . o 4 e 4 ..
. Grofiteigenschaft des Dreiecks . . . . . . « v ¢ v v v v v v o o .
. Eine isoperimetrische Eigenschaft der Ellipse . . . . . . . . ..
. Aufgaben und Lehrsdtze . . . . . . . . . . . ... .. e

3. Kapitel.
Raumkurven.

. Vektoren im Raum . ., . . . . .. . .. ... .. ... e e o
. Der ausgezeichnete Kurven-Parameter . . . . . . . . . . .. ..
. Das begleitende Dreibein vierter Ordnung . . . . . . . . . . . .
. Die Kurven mit festen Affinkriimmungen . . . . . . . . . . . ..

37
40
42
43
46
47



VIII

R U LD U LR L Uy
OO LW LW W

oD L U D D R LD U D
el el ol ol B
O =TT WND —=OWO

o
[ o)

O U SO U O SR U LR SR SR LR O O IS COR R U Vealvy Al
S DT DU U U OO U U Ut U

(=]
-3 O Ut

L LR e
S-ao o
S © X

o' IS IR R NG

. Affinminimalflichen
. Einige kennzeichnende Elgenschaften der Affinminimalflichen

. Gegenstiick zum Problem von Bjiriing . . « . « « « . .

. Flichen, die zugleich gewdhnliche und Affinminimalflichen smd

Inhaltsverzeichnis.

. Kennzeichnende Eigenschaften der Kurven mit festen Affinkriimmungen

. Gewindekurven . . . L . L 0 0 L 0 0 e e e e e e e e e e
Weitere besondere Kurven . . . e e e e e e e e e e e e e
Kurven mit geraden Schwerlinien . . ., . . . . . . . . . . ..
Das Variationsproblem der Affinlinge e

. Kurven mit gemeinsamer Sehnenmittenfliche . . . . . . . . . .

Aufgaben . . L L L L0 L 0o L0 o s e e e ..

4. Kapitel.
Flichentheorie, niederer Teil.

. Die quadratische Grundform . . . . . . . . . . .. .. ...

. Die Affinnormale . . e e e e e e e e e e e e e

. Kanonische Flachendarstellung e e

. Schmieg-F, « « . - . ..o oo

. Geometrische Deutungen der Affinnormalen . . . . . . . . .

. Bestimmung der Flichen mit zentrischen ebenen Schnitten . .

. Flachen mit ebenen Schattengrenzen . . . . . . . . . . . .

. Die kubische Grundform von Fubini und Pick . . . . . . . P
. Die Affinoberfldche . . , . . . . . . . . . ... e e e e
. Aufgaben und Lehrsdtze ., . . . . . . . . . . . . ..

5. Kapitel.
Allgemeine Flidchentheorie.

. Die Ableitungsgleichungen fiir Asymptotenparameter . . .
. Ein Hilfssatz fiir ein vollstindig integrierbares System von hnearen

totalen Differentialgleichungen . . . . . . . . . . . .

. Bestimmung einer Fldche durch die Grundformen . . . . . . . .
. Die Formeln von Lellewvre . . . . . . . . . « « v v o v o o o
. Tensoren . . . . . .
. Die leferentlalglelchung der geodatlschen Linien . . . . . . ..
. Der Parallelismus von Levi-Civita . . . . e e e e e

. Chvistoffels invariante Ableitungen eines Tensors ...... e
. Riemanns Kriimmungstensor . . . e e e e e e e

Die Grundformen der affinen Flachentheorle ..........

. Die Ableitungsgleichungen . . . . . e e e e e e e e e e e
. Die Integrierbarkeitsbedingungen . . . . . . . e e e e e e e
. Die affinen Hauptkriimmungen . . . . . . . . . . . . . .. ..
. Das Kriimmungsbild .
. Formeltafeln

. Zusammenhang mit Bewegungsmvarlanten e e e e e e e e e
. Affine Differentialgeometrie der Hyperflachen im Rn+1 .....
. Die Identitdt von Padova und Bianchi . . . . « « « « « o o« « .
. Aufgaben

................

............

..........................

6. Kapitel.
Extreme bei Fldchen.

..................

102
105
107
111
114
116
119
121
125
128

131

133
137
139
141
144
146
149
150
152
154
156
158
160
161
164
167
171
173

175
180
183
187



Inhaltsverzeichnis. X

Seite

§ 72. Eine Kleinsteigenschaft des Ellipsoids . . . . . . . . . . .. .. 191
§ 73. Isoperimetrie der Ellipsoide . . . . . . . . ... .« ... .. 198
§ 74. Eiflichen mit festem H . . . . . . . . . . . . . e e e e e e 201
§ 75. Bemerkungen und Aufgaben . . . . . . . . .. ..o .. 204

7. Kapitel.
Besondere Fldchen.

§ 76. Eigentliche Affinsphdren . . . . . . . . . . ... o000 ... 209
§ 77. Eiflichen mit geraden Schwerlinien . . . . . . . . ... ... 212
§ 78. Uneigentliche Affinsphdren. . . . . . . . . . .. . ... ... 216
§ 79. Eine Kennzeichnung der Affinsphiren. . . . . . . . . . . . .. 216
§ 80. Windschiefe Flichen . . . . . . . . . . . ... ... .... 217
§8L.Lies Fy o v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e 221
§ 82. Uber die Einhiillenden der Lie-Fy . . . . . . . . . .« . . . . . 224
§ 83. Die Lie-, bei windschiefen Flichen . . . . . . . . . . .. .. 226
§ 84. Die §, Lies und der Satz Maschkes . . . . . . . . . . .. ... 228
§ 85. Schiebflachen . . . . . . . . . . .. ..o 229
§ 86. Bestimmung der windschiefen Schiebflichen . . . . . . . . . . . 233
§ 87. Die affinsphdrischen Schiebflichen . . . . . . . . . . . . . .. 236
§ 88. Neue Kennzeichnung der eigentlichen Affinsphdren . . .. . . . 239
§89. W-Fldchen . . . . . & . . v v v v i e i e e e e e e e e 240
§ 90. Ein affines Gegenstiick zur Unverbiegbarkeit der Kugel . . . . . 243
§ 91. Aufgaben und Bemerkungen . . . . . . . . . . ..« . .. .. 247
Namen und Stichwortverzeichnis . . . . . . . . . .. .. 251

Anmerkungen und Formeln sind innerhalb eines jeden Kapitels durchnumeriert.



1. Kapitel.
Ebene Kurven im Kleinen.

§ 1. Affine Abbildung.

Wir wollen damit beginnen, an einige bekannte Tatsachen der
analytischen Geometrie zu erinnern.

Es wird fiir unsere Zwecke meist niitzlich sein, die Punkte einer
Ebene durch sogenannte Parallelkoordinaten darzustellen, Wir wihlen
in der Ebene zwei sich schneidende Geraden, auf denen wir einen
Durchlaufungssinn als den positiven auszeichnen
und nennen sie die x,- und x,-Achse. Durch %
einen beliebigen Punkt der Ebene legen wir die
Parallelen zu den beiden Achsen, ordnen den z
dadurch bestimmten Achsenabschnitten in be-
kannter Weise die MaBzahlen x, und x, zu und
erreichen so, dal die Punkte der Ebene ein- p x,
eindeutig den Paaren reeller Zahlen Xy s X ithren Fig. 1.
Koordinaten, zugeordnet sind (Fig. 1).

Dabei soll es sich im allgemeinen nur um ,,7eelle’ Punkte und
Geraden handeln und auch darin wollen wir uns auf den elementaren
Standpunkt stellen, daB wir nur die Punkte und Geraden in Betracht
ziehen, die man unter dem umfassenderen Gesichtspunkt der projektiven
Geometrie als ,eigentliche“ bezeichnet, zum Unterschied von den ,un-
eigentlichen” oder unendlich fernen Elementen. — Statt des Zahlen-
paares x, %, schreiben wir kiirzer das Vektorsymbol y und sprechen
schlechtweg vom Punkt g.

Es sei eine Zuordnung y—r* zwischen den Punkten einer Ebene
durch ein System von linearen Beziehungen zwischen ihren Koordinaten

(1) X% =0t 0y Xy T Cra %y,
Ko = Cag + Coy %y + Coa %,

gegeben. Dieses Gleichungssystem soll nach den x auflsbar sein,
d. h. wir setzen seine Determinante

¢
(2) 4=y Cog — CgCyg==|

12
Co1 Coo
Blaschke, Differentialgeometrie. II.Bd. 1



2 Ebene Kurven im Kleinen.

als von Null verschieden (= 0) voraus. Dann entspricht auch jedem
r* riickwérts ein und nur ein y. Eine derartige Zuordnung nennt
man nach L. Euler) und A: F. Mobius?) eine ,,affine Abbildung* oder
affine Transformation®, auch kurz eine , Affinisdt.

Die ,,inverse” Abbildung, die man durch Auflésung der Gleichungen
(1) gewinnt, hat wieder dieselbe Form

ok % . % % 4 %
%y =yt oy %> + o %%

(3)
£
%y = Cgo -+ 31 %, + ey x*
Darin ist ‘
C10Cag — Cop € P ¢
% __ _ C10%as —Co0lie * Cop * __ S
10 = 2 o= h=—

(4)

C10621 — Ca0l11 * Co1 ‘11
Go=T"g s = =t
Die Determinante
1
% __ ok ok k% __ T
(5) = €119 7 C19Ca; = 3

ist von Null verschieden und die inverse Abbildung somit ebenfalls eine
Affinitat,

Die Punkte r einer Geraden g gehen durch eine Affinitit wieder
in die Punkte r* einer Geraden g* iiber. In der Tat: eine Gerade g
wird durch eine lineare Gleichung (g,, g, nicht beide == 0)

(6) 8o T 8% T 82%,=0

dargestellt. Fiihrt man hierin durch (3) die neuen Koordinaten x*
ein, so ergibt sich auch fiir diese eine lineare Gleichung, die wegen
der vorausgesetzten Umkehrbarkeit der Abbildung nicht identisch er-
fiillt sein kann, also wieder eine Gerade als Ort fiir p*,

Aus der Form der Gleichungen (1) folgt ferner sofort, daB die
Affinititen stetige Abbildungen sind. Das heifit, riickt ein Punkt g in
einen Punkt r, hinein, so riickt auch immer der entsprechende Punkt
1* in den entsprechenden Punkt p,* hinein.

Mit Hilfe der [Mcbiusschen Netze®) kann man zeigen, daB die
beiden letzten Eigenschaften, deren Abhingigkeit oder Unabhingigkeit
dahingestellt sei, die Affinititen kennzeichnen: Die affinén Abbildungen
stnd die einzigen Punkitransformationen (in der Ebene), die ausnahmslos
etneindeutiy und stetig sind und Gerade wieder in Gerade iiberfiihren.

Bei Affinititen bleibt der Parallelismus erhalten. Denn parallele
Geraden einer Ebene sind dadurch gekennzeichnet, dal sie keinen

Y L. Euler: Introductio in analysin infinitorum (1748), Bd. 2, Kap. XVIII,
§ 442.

%) A. F. Mébius: Der baryzentrische Calcul (Leipzig 1827), Abschn. II,
Kap. 3; Werke I, S.177.

3) A.F. Mobius: Der baryzentrische Calcul, Abschn. II, Kap. 6 u.7; Werke I,
S. 237.



§ 1. Affine Abbildung. 3

Punkt gemeinsam haben. Weiter ergibt sich: Nehmen wir zwei Affini-
titen p-— r* und g* — ¢**, dann ist ihr ,Produkt® y — p** wieder eine
Affinitit; denn die kennzeichnenden Eigenschaften bleiben erhalten.
Natiirlich kann man dies auch aus den Formeln (1) heraus feststellen.
Nun nennt man eine Menge von Transformationen, die mit je zwei
Transformationen auch ihr Produkt enthilt, eine Gruppe. Die Affini-
titen (1) bilden also eine Gruppe.

Eine beliebige Affinitit (1) kann man zerlegen in eine ,,Schiebung"

(7) XM =gt Hpy XT Oy Xy
und in eine vorausgehende ,homogene Affinitit”
X2,¥ =€, %, + €1 X _
(8) ! al w €11Ca0 — Ci9Cay + 0.

Xo¥ = Coy %yt Caa %>

Offenbar bilden die Schiebungen oder ,,Translationen* fiir sich

und ebenso die homogenen Affinititen allein auch schon je eine Gruppe

von Transformationen, zwei ,,Unfergruppent der frither betrachteten
allgemeinen affinen Gruppe.

Fiir das Folgende ist eine weitere Untergruppe besonders wichtig,

nidmlich die der sogenannten ,,flichentreuen Affinititen’. Betrachten wir

zunichst die Wirkung der homogenen Affinitit (8) auf die Determinante

, L x, %, |
() (Ly)= 1"
. [¥19s |
Es wird
(10) * = Ci % Cia X Y= €13 Y1 F €12 Vs
Xg¥ = Coy %) - Cag Xy Yo = Ca1 Y1+ Ca Ya-
Daraus berechnen wir uns die Determinante (r* y*) und finden
* 0k l
(11) ]x1*i)’1* :!611c1e|_!x1y1!,
| %2 Va [Ca1Caa| |¥a¥al

oder abgekiirzt

(12) (% y*) = (©y) 2.
Die geometrische Bedeutung von (r, 1)) ist bekannt. Wir erklaren:
(13) 5 (5, 9) = Flicheninhalt des Dreiecks 0t Y

(d. h. des vom Nullpunkt {0, O} und den Punkten r und y in dieser
Reihenfolge gebildeten Dreiecks.) Die Dreiecksfliche ist danach positiv
oder negativ zu nehmen, je nachdem der Umlaufssinn des Dreiecks pyy)
positiv (Fig. 2a) oder negativ (Fig. 2b)ist. Diese Vorzeichenfestsetzung
hingt von der Wahl des Achsenkreuzes ab. Wir werden uns die
positive x,-Achse immer wie in den Figuren links von der positiven
x,-Achse gelegen denken und haben dann den Umlaufssinn als positiv
zu bezeichnen, bei dem die umlaufene Dreiecksfliche links gelegen
bleibt.

1*



4 Ebene Kurven im Kleinen.

Da man aus Dreiecksflichen mit einer Ecke in p durch Addition
und Grenziibergang jeden beliebigen Flicheninhalt aufbauen kann, so
multiplizieren sich bei einer homogenen Affinitit von der Determinante
d alle Flacheninhalte mit dem Faktor 4. Dabei ist unter dem Flidchen-
inhalt des Gebietes, das von einer gerichteten und geschlossenen
Kurve § begrenzt wird, das Randintegral

(14) F= }Eg%dxe’“ x‘zd’ﬁ:%%(g’d@
verstanden. Auch hieraus folgt
(15) §a¥dx¥ — x¥da* =d-§xdx, — x,d x;

X, x,

9 £
b3 9
0 Xy 0 Tx‘,
Fig. 2a. Fig. 2b.

und da bei jeder Schiebung die Flicheninhalte erhalten bleiben, so
sieht man allgemein:

Bei einer beliebigen Affinitdt mit der Determinante d werden alle
Flicheninhalte im Verhdlinis d verdndert; d. h. fiihrt die Abbildung f —r*
eine Fliche vom Inhalt F iber in eine vom Inhalt F* so ist
(16) F*=F.d.

Ist d > 0, so bleibt der Umlaufsinn erhalten, ist d << 0, so wird
er umgekehrt.

Ist insbesondere d = 1, so bleiben alle Flicheninhalte unverindert,
wir haben es mit einer flichentreuen Affinitit zu tun, und man be-
stitigt leicht, daB die flichentreuen Affinititen eine Gruppe, eine wei-
tere Untergruppe der allgemeinen affinen Gruppe bilden.

Wir werden uns fast ausschlieflich mit solchen geometrischen Eigen-
schaften der ebenen Kurven beschiftigen, die bei flachentreuen Affinititen
erhalten bleiben, also bet Transformationen von der Form

17) X ¥ = Ci9F €13 % + Cia%gs

Ci1Cop = Coy Cio = 1.
11722 21 712
Hy® = Cag F Coy Xy + Con s 1

§ 2. Rechenregeln.

Es hat sich als zweckmiBig erwiesen, einige Abkiirzungen ein-
zufithren, die die Schreib- und Rechenarbeit vermindern. Sind g und §)
zwei Punkte mit den Koordinaten x,, %, und y,, ¥,, so soli mit g -1y
der Punkt mit den Koordinaten x, -+ y,, %, + v, bezeichnet werden.



§ 2. Rechenregeln. 5

Geometrisch findet man r -+ {), indem man die Strecken von p nach
und nach ) nach dem Parallelogrammgesetz der Mechanik aneinander-
fiigt. Dieser Schreibweise entsprechend, wollen wir gelegentlich statt
.Punkt 1< auch ,Vektor y“ sagen und darunter die gerichtete Strecke
vom Ursprung p nach dem Punkt r hin verstehen.

Die strenge arithmetische Erklirung des Begritfes ,,Vekfor® ist
die folgende: Ein geometrisches Gebilde ' mit den ,,Komponenten x,
und %," heifit ein Vektor, wenn sich bei einer Affinitdt (1) die Kom-
ponenten so substituieren:
=y % - me‘; ’

’¥
xl

] ’ !
x‘z*: Ca3 %y T+ Cag Xy -

(18)

Mit (r,)) haben wir schon frither die Determinante

(19) (5,9) =%y — %),
bezeichnet. Dann gilt
(20) &Y =—(H1)

und wenn wir mit £y den Vektor mit den Koordinaten %x,, kv, be-
zeichnen,

(21) (Ryty T Rolos ) = &y (11, 9) 4 Ry (Ta b)-

Treffen wir dieselbe Festsetzung iiber die Lage des Achsenkreuzes
wie in § 1, so bedeutet

(22) (r.y) >0,
daB der Vektor y) links vom Vektor r liegt (Fig. 2a).
(23) (&:p)=0

ist die Bedingung fiir gleiche oder entgegengesetzt gleiche Richtung
der Vektoren. Man spricht in diesem Fall auch von der Inearen
Abhdngigkeit der Vektoren y und y, die sich so ausdriicken laBt:
Es gibt zwei reelle Zahlen ¢ und b, so dal ar - by = p ist, ohne daB
a und b gleichzeitig Null wiren.

Wie man mit den eingefiihrten Sym-
bolen rechnet, ohne die Koordinaten einzeln v
sichtbar zu machen, moge an folgender 9
Aufgabe gezeigt werden. Es seien zwei
Punkte r und f) gegeben und durch sie zwei
Geraden parallel zu den Vektoren p” und y’. -
Ist 3 der Schnittpunkt dieser Geraden, so 4 ¢ 4
soll der Flacheninhalt f des Dreiecks 3y Fig. 3.
berechnet werden (Fig. 3).

Da der Vektor von r nach 3 die Richtung r” und der von j) nach 3
die Richtung p’ hat, so ist

(24) 3=r+ar'=y+4 By’
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oder
(25) g—r=er'=0H—0+bY
Fiir den gesuchten Flacheninhalt haben wir daraus
1 P
(26) f=5G—ty—0=5@Ey—1
Aus (25) folgt
(27) «®f,y)=0b—-25Y)
oder
(h—1z1)
2 = 0=bh)
( 8) “ )
und das gibt in (26) eingesetzt das gewiinschte Ergebnis
_1ty—pb—py)
(29) =2 " ww

§ 3. Affinabstand.

Wir wollen das Ergebnis der eben behandelten Rechenaufgabe
noch einmal etwas anders fassen. Wir haben gesehen: Wenn uns
zwei Punkte g, §) und in ihnen zwei Richtungen ¢/, 1y, also kurz zwei
,Linienelemente“ gegeben sind, so kénnen wir einem jeden solchen
Gebilde eine Zahl f(r,1’; y),Y’) zuordnen, die bei allen flichentreuen
Affinititen unverandert bleibt, namlich den Flacheninhalt des Dreiecks
r3y (Fig. 3).

Nun behaupten wir, daB f(x,t’; 9, ) in gewissem Sinne die
cinzige Operation ist, die zwei Linienelementen eine solche Zahl zu-
ordnet. Genauer: Andert sich der Wert von @ (5 t';y,y) nicht bei
beliebigen flichentreuen Affinititen, unter ¢ eine Funktion verstanden,
die jedem Paar von Linienelementen eine Zahl zuordnet, so ist

¢ @15y, Y) =219, Y)}

Dies ergibt sich daraus, daB mittels der Transformationen (17) ein
Dreieck in ein beliebiges flichengleiches verwandelt werden und somit
@ von den besonderen Werten , g’ ;0 t)' nicht abhingen kann. Durch
ganz dhnliche Uberlegungen findet man in der Bewegungsgeometrie,
daB die Bewegungsinvarianten zweier Punkte sich stets als Funktion
des Abstandes ausdriicken lassen.

Aber es hatte dort einen Grund, gerade den Abstand 7,, der Punkte

r; und r, vor den iibrigen Invarianten auszuzeichnen, ndmlich das
Verhalten des Abstandes bei Punkten auf Geraden; es 1st ja

719 T Yoz = 155
wenn I, L,, L, in dieser Reihenfolge auf einer Geraden liegen. Dies
veranlaBt uns zu folgender Uberlegung.
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Durch die Linienelemente p,1’; ),y  ist eindeutig eine Parabel
festgelegt, die durch g und y hindurchgeht und dort die Tangenten-
richtung i’ und )’ hat (Fig. 4). Denn durch vier Gerade — von denen
hier je zwei ,unendlich nahe* liegen — ist ja eine Parabel bestimmt.
Sei etwa

. 1 .. .
(30) %; = %o + Kost + 5y Foil ((=12)
oder in vektorieller Schreibweise
. 1 .. ,
(31) t@) =10+ it + 57 Lot

ihre Gleichung in Parameterform, und

d '
o=t @)= (8)_ —tons

(32)
n=st)=v (3

Wir berechnen uns den Inhalt f des Dreiecks, das von den Linien-
elementen r,1’; 1),y bestimmt ist. Bezeichnen wir wie in (31) die
Ableitungen nach ¢ durch Punkte, so findet man nach (29)

= konst. .
)tztl onst. f

_ 1 Goti—1) @ —to i)
(33) f=y ot

Setzt man hierin
. A . . .
L —Lo=Ih Tlogp Li=k THio
so findet man wegen (21)
. 42 . .
(zo’& - Zo) =79 (&o» Zo)s

. 82, .
(&3 — Lo» &) = 5 (Eo> Lo)s

@0’ 21) = tl @0’ io)
und somit
(34) f= %t13 (to’ io)'
Offenbar hat darnach das durch zwei

Punkte ¢,,#, der Parabel in gleicher

Weise bestimmte Dreieck den Flachen- Fig. 4.
inhalt
(35) f(tl’ te) = "ls'(tz - t1)3 @0’ io)'

Also hat man (Fig. 4)
(36) fih (ty:t) + ity ty) = 5 (To £o)l {te — b it — t‘z} =fh (tl’ ts)‘

Die dritte Wurzel werde dabei reell ausgezogen. f's besitzt also
ein ganz analoges Additionstheorem wie der Abstand der Bewegungs-
geometrie. Wir erkliren daher:
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Der Affinabstand v der Linienelemente y,1'; 4,9 ist
y=2. f”s}
wobet f den Flichewinhalt des durch ¥, Y'; 1), Y bestimmien Dreiecks be-

deutet und die dritte Wurzel reell genommen werden soll.
Wir wollen nun die gefundene Eigenschaft der Parabel nochmals

formulieren. An Stelle von ¢ werde ein Parameter s durch die
Forderung

dy d’;
(37) G55 —1

eingefiihrt. Diese Forderung ist invariant gegen flichentreue affine
Transformationen, wie folgende Uberlegung zeigt.
Denken wir uns eine Kurve in Parameterform

(38) xy=x(), % =2()

gegeben und unterwerfen wir sie der Transfoimation

(A7) 2% = coF i ¥y T CaXa ) (F=1,25 ¢4y Coq — €19 Cgy = 1),

so erfahren die k-ten Ableitungen der Koordinaten die zugehdérigen
homogenen Substitutionen

(89) G = B ey, (=1,2),

Nach der in § 2 gegebenen Erkldrung bilden also x,®, x,® die Kom-
ponenten eines Vektors r® und nach (12) behalten die Determinanten
(x®,®) bei flichentreuen Affinitdten ihren Wert bei.

Der Parameter s fiir die Parabel ist also durch (37) affininvariant,
und zwar bis auf Wahl des Punktes s = 0, festgelegt. Es ist

$ = (Lo L)' ¢ -+ konst.
und daher nach (35)

(40) f(s89) = §(sy — s,)*
Wir haben also folgenden Satz gefunden:
Fiihven wir auf einer Parabel einen solchen Parameter s ein, daf
dy @’r\ _
@7 e =1
wird, so ist der Affinabstand zweier Linienelemente s, und s, der
Parabel gleich s, —s,. Statt dessen wollen wir auch sagen: Der
Parabelbogen zwischen den Punkten s, und s, hat die Affinlinge s,—s,.
Das Additionsgesetz (36) fiir die Flacheninhalte (Fig. 4) war schon
4. F. Mébius bekannt.

§ 4. Affinlinge eines Kurvenbogens.

Im Anschlu an die Uberlegungen des vorigen Abschnittes bieten
sich zwei Moglichkeiten, die Affinlinge eines Kurvenbogens — unter
geeigneten Voraussetzungen {iiber Differenzierbarkeit — zu erkliren.
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Wir konnten ahnlich wie bei der Parabel verfahren und versuchen,
einen Parameter s durch affininvariante Normierung auszuzeichnen.
Dies ist in der Tat moglich. Ist r(¢f) ein beliebiger Kurvenvektor,
der zweimal differenzierbar ist, so ist den eben angestellten Uber-
legungen zufolge

dy d%; .

<d7’dt?> =(&1)
invariant gegeniiber flichentreuen Affinititen. Es sei nun
(41) L) +0
fiir alle Punkte unseres Kurvenbogens. Was hat das geometrisch zu
bedeuten? — Sei etwa (f,r) > 0; dann liegt die Kurve und der Vektor
£(¢+h) —g(¢) in der Nachbarschaft jedes Punktes ¢ fiir geniigend

kleine || stets links von dem (gerichteten) Tangentenvektor f (¢).
Um das einzusehen, haben wir nach § 2 nur zu zeigen, daB

D=(E@Wrt+nm—zrw®)

fiir geniigend kleines |h| positiv ist. Nun sei

A(t,7) = @) r@)-

D=A{t,t4+h)— A1),

und wenn wir Ableitungen nach v durch Kreise andeuten, nach dem
Taylorschen Lehrsatz

(42) D= hdO(t, )+ At 4 Bh) =" 4°°(1, £ - D),
0 <9 <),

Dann ist nach (21)

da 4°(t, t)=(,)=0 ist.
Wegen der Stetigkeit von f (7) ist auch 4°° (¢, 7) bei festem 7 eine
stetige Funktion von ¢; daher ist D beliebig wenig von

(43) At Oh, t 4+ 9K) >0

verschieden und somit positiv.

Wir finden also, daB ein Kurvenbogen mit (f, ¥) 4= 0 ein im kleinen
konvexer, ein wendepunktfreier Bogen ist. Wir werden uns meist auf
Betrachtung solcher Kurvenbogen beschrinken. Weiter setzen wir
voraus, daf3 das Integral

1z
(44) o= J (b it
1
existiere. Dann 148t sich ein Parameter s durch die Forderung
dy d% .
(45) (%’ ‘fs-z') =" =1

festlegen, der dadurch auch bis auf Wahl des Punktes s == 0 bestimmt

ist. Denn es ist

,Ldt L, .(dn . dtt
(46) =1 §=E(;i—s>+&‘;ge-
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Hieraus folgt

(47) ) =695
und daher nach (45)
(48) s=[ (b i)mat.

Wegen (41) ist s eine monotone Funktion von ¢ und umgekehrt.

Unter der Affinlinge eines Bogens g (f) (1, <t <¢,) wiirden wir
danach das Integral (44) verstehen. Diese Erklirung stimmt mit der
fir die Parabel (§ 3) natiirlich iiberein.

Aber es wire ebenso naturgemiB, die Affinlinge folgendermalien
durch einen GrenzprozeB zu erkliren: Sei (Fig: 5) r,1° ein Bogen,
der in jedem Punkte p eine bestimmte Tangente besitzt; unter
(Xo> Ly> La»++e> Loy =1") seien aufeinander fol-
gende Punkte des Bogens verstanden, und
s Ir;1 bedeute den Affinabstand der Linien-
elemente in r; und fz;. Lassen sich nun
solche Einteilungen des Bogens angeben, dafB3
IxLri; beliebig klein wird, und konvergiert
fiir alle solchen Einteilungen

(49) DEkTrr1=Sa
0

gegen einen bestimmten Grenzwert S, so
heiBe S die Affinlinge des Bogens g, %*)

Es ist nun bemerkenswert, dafl beide Erklarungen der Affinlinge
im wesentlichen iibereinstimmen. Man sieht zwar, dafl die zweite
Definition das Vorhandensein einer zweiten Ableitung nicht voraussetzt
und mithin etwas weiter sein wird. Es 1Bt sich aber zeigen: Wenn
(L,£) > 0 ist und das Integral (44) existiert, so fiihrt der beschriebene

Grenzprozef zu demselben Ergebnis Sp° = sg°.

Der Bogen r,1° sei durch r(¢) (g £t L 1°) gegeben. Wir setzen
etwa wieder

(50) @E>a>0 (<<
voraus. Es ist nach (33)

1 (6 §k+1‘€k} (Bp+1—Er Lapt)

1,
51 _—— 3 — R CR+1
( ) T 3 (@k Zk+1) 9 G inidh ’

und wenn wir wieder die Funktion

(52) 4@, 1) = (i ¢)r@)

4) In dhnlicher Weise ist die Affinlinge 1914 durch G. Pick erkldrt worden.
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heranziehen, so finden wir durch dhnliche Uberlegungen wie zu An-
fang dieses Abschnittes

. "
(Li Lrs1 — ITn) = gk A°° (4, tx + Opha), 09 <1,

53) . . o ,
( )(Ik+1:§k—gk+1):‘2€41 (ta+1, e + Oh ha), 09 <1,

(TwLrt1) = he 4°° (4, b + 9% hy), 097 L1,
Die Kreise bezeichnen dabei wieder Ableitungen nach 7z, und es ist
hy =ty — b gesetzt.

Nunmehr bedenken wir wieder, daB 4°°(z, 7) bei festem 7 stetig
in ¢ ist und 4°°(¢,¢) > a fir £, <¢ <40 gilt. Man sieht, es gibt zu
jedem ¢ ein &, so daB
(b4) |d°°(t, t4+h)— A°°(t+h, t-+h)| < 84°°(t+h, t - h),
falls | 2| < ¢, und somit kénnen wir nach (51) setzen

hz 4°° (tk-i-'ﬁkhk, tk+0khlz)'Aoo (tk+1+ ﬂlghk, tk—*-ﬂ]ghk) )

55 = ,
(58) f=73 A°° (ty + OF by ty+ 0% 1) "
wo
(1+§k)(1+§l;) ms'

56 — A A "3
(56) e i (1+ &)
ist und fir alle & Abschitzungen der Form
(57) & <8, wemn |k <e,
gelten. Denken wir uns nun den Parameter s eingefitlhrt — unsere
Voraussetzungen iiber r(#) erméglichen das ja — so wird nach (45)
(58) A°°(s, s) =1,
und wenn wir s,y — s, wieder mit 4, bezeichnen, so wird

hz "3
(59) fi="g (14 &)

Daraus ergibt sich

(60) |2 3f — S| < | Sl | <6 Xy
und da

(61) th = Z(Sk+1 - Sk) = 800

ist, so folgt weiter

(62) |2 D" — 50| < s,

Damit ist in der Tat die behauptete Ubereinstimmung der beiden Er-
klirungen bewiesen.

Noch eine Bemerkung! Betrachten wir an Stelle der Dreiecks-
kette die Kette von Segmenten, die durch die Sehnen r;r;4+; und
unserer Kurve begrenzt werden (Fig. 6). Ist g; der Inhalt eines solchen
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Segmentes, so ist bei einer stets im selben Sinne gekrummten Kurve

(63) lim %% 2
und hk—>0 fk 3
(64) [ds=2 Eyblim Y gi's.
n—>»wx
Zum Nachweis von (63) und (64) berechnen wir uns nach (14)
Sk+1
(65) a=1/@—r)ds

Sk

Wenn wir der Einfachheit halber g (s) als analytisch annehmen, so finden wir

Sk+1

1 ’ — 2 ” ’ ”
(66) g, = '27J‘<<S_Sk)2k +(s—2!ik)~gk S REIEY T ol G P +...)ds
* _
_'ﬁ H CRCEE

Daraus zusammen mit Formel (59) fiir f, folgt die Richtigkeit beider
Behauptungen ?),

§ 6. Affinkriimmung.

Es sei eine Kurve p(¢) mit vorgeschriebenem Parameter { — mit
einer aufgeprigten ¢-Skala — gegeben. 1® = {x,®, x,®} seien die
Vektoren der k-ten Ableitungen nach f. Dann sind nach (12) und
nach Uberlegungen von § 3 die Determinanten

(67) &®x®)

invariant gegeniiber flichentreuen Affinititen. Sie sind aber keines-
wegs affine Invarianten der Kurve (¢), d. h. dieser Kurve ohne #-Skala.
Denn sie veridndern ja ihren Wert, wenn wir an Stelle von ¢ einen
neuen Parameter 7 einfithren.

Aber nachdem es gelungen ist, einen invarianten Parameter s
auszuzeichnen, lassen sich auch von der Kurve allein abhingige In-
varianten leicht angeben. Durch Differentiation nach s erhalten wir
zundchst Ableitungsvektoren

(68) gI’ g”) g”’; .

die invariant mit der Kurve verbunden sind. Das soll heifen, trans-
formieren wir p mittels (17) in ¢* r’ in p’* usw, so gilt fiir die Ab-
leitungen der transformierten Vektoren nach der Affinlinge

(69) g*lzgl*’ g*ll:gll*,

Das folgt aus der Invarianz von s.

%) Dafi fiir eine beliebige Kurve an einer Stelle mit nicht verschwinden-
der Kriimmung (f,¥) = 0 die Beziehung (63) besteht, ist bewiesen bei Véller,
Archiv der Mathematik und Physik 31 (1858), S. 449—453, und O. Schiomilch,
Zeitschrift fir Mathematik und Physik 4 (1859), S. 163—166.
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Da (¢',x”)=1 ist, fallt ¢” sicher nicht in die Tangente hinein,
und es 1aBt sich jeder Vektor y) in die Form

(70) h=2,(s)2"(s) + 4(s)x"(s)
setzen. In der Tat 146t sich bei gegebenem — festem oder von s ab-
hingigem — 1y das Gleichungssystem (70) stets nach 4, 4, auflésen,
weil die Determinante der Koeffizienten von 4,, 4, von Null ver-
schieden ist.

Ist insbesondere ) (s) invariant mit g(s) verkniipft, so ist auch

(71) h*(s) = A,(8)£"*(s) + A () "*(s),

d.h. 4,(s) und A,(s) sind Invarianten der Kurve. — Der Vektor p’
1aBt sich also hier ebenso verwenden, wie der Normalenvektor in der
Bewegungsgeometrie. Wir nennen ihn deshalb ,, Affinnormalenvektor.
L', t” memmen wir das begleitende Achsenkreuz oder das begleitende
Zweibein (Fig. 7).

Da wir eine groBe Reihe von invarianten Ableitungsvektoren
kennen, macht es nunmehr keine Schwierigkeiten affine ,Differential-
invarianten® herzuleiten, Wir bezeichnen sie mit dem Zusatz ,,Differen-
tial-%, weil sie aus Ableitungsvektoren zu-
sammengesetzt sind. Suchen wir z.B. " im
begleitenden Zweibein auszudriicken! Aus

’

(72) ht")=1
folgt durch Differenzieren z v
(73) (g/, l_m) —0. Fig. 7.

Somit sind nach § 2 die Vektoren r’ und r” linear abhingig, d. h.
es ist wegen t’ == 0

(74) g/”_’_kgI:O’

wo k(s) eine Zahl, eine skalare (= nicht vektorielle) GroBe bedeutet.
Es ist

(75) k — (g”, z,III)

die einfachste Differentialinvariante unserer Kurve, das affine Gegen-

stick der Krimmung. Wir nennen deshalb % die ,, Affinkriimmung*®). —
Aus

(73) (gl, g”/) — O
folgt durch Differenzieren
(76) @ eV + ") =0

6) Die Affinkriimmung % tritt als ,absolute reine Reziprokante®, d. h. als
Differentialinvariante, die bei einer beliebigen Affinitit der Ebene nur einen
Zahlenfaktor annimmt, schon bei J. J. Sylvester: American Journal of Math. 9
(1887) S. 335, 10 (1888), S. 10 auf. An der ersten Stelle auch eine Operation,
die dem Wesen nach mit der Ableitung nach s zusammenfillt.
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und daher ist auch

(77) k= —@").
Wir wollen uns nun noch die Affinkriimmung fiir den Fall aus-
rechnen, daB unsere Kurve nicht mittels des Affinbogens s, sondern

mittels eines beliebigen Parameters ¢ dargestellt ist. Wir hatten nach
(46), (48)

LAt e e,
(78) U'=f——=1(, 1) "
Daraus folgt, wenn wir zur Abkiirzung
(79) (£,2)7 =g
setzen,

= &
t ==
I - @ . (7

Beachtet man (r,7) = ¢® und somit (,¥)= 3¢, so folgt
e (D)1 (1 )
(81) k—“(g L )'—'_‘5"—? o e
Setzt man insbesondere ¢ = x,, so wird
(82) Yy gy 2= (= h R R — by )
und
1 & .. _ s S, 1. ., =

(83) k= — % Tar s sy — — g 8/3962'—]—§x2 3%y,

Wegen (r,r”) =1 kann man durch eine flichentreue Affinitit
einen Punkt r, unserer Kurve in den Ursprung verlegen und erreichen,

dab die zugehdrigen Vektoren r/, r,” die Koordinaten 1,0; 0,1 be-
kommen. Nach (82) ist dann im Ursprung

(84) By =0, ¥,=1, %,=0

und die Entwicklung von x, nach Potenzen von %, hat demnach die
kanonische Form”)

1 b
(85) x2=—2—x1‘+%x14+§x15—{—....
Setzt man dies in (83) ein, so erhilt man fiir £ die Entwicklung
(86) k=%a+4bx, +...).
Somit ist
(87) a—3k,  b=3k,).

?) Ausfithrliche Reihenentwicklungen sind in § 15 Aufgabe 12 angegeben.
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Wir geben noch eine Tabelle fiir die Dimensionen unserer Vek-
toren und Invarianten an:

sl [ R K
Vg3 l—4]-1]—%—2

(88)

Das soll heiBen: Vervielfacht man alle Lingen unserer Figur im Ver-
héltnis u, so multipliziert sich z. B. die Affinlinge mit x*/s und die
Affinkrimmung mit g~*s Hieraus folgt u. a., daB das Integral

(89) [&"ds
gegeniiber beliebigen (auch nicht flichentreuen) Affinititen unverander-
lich ist. Indessen ist dieses Integral nur fiir die Kurven reell, auf
denen %k > 0 ist.

Stellen wir noch eine Tafel der wichtigsten Formeln fiir die

affine Differentialgeometric der ebenen Kurven auf! Es sind das die
folgenden:

(48) s=J(i.¥)hadt,
(72) (xhz")=1,
(74) gm_’_ kgl—'—: 0,
(75) E=("t")=0aN1),
1 . 3k 3k
(85) x2:§x1d+ﬁx14+—5To L+

§ 6. Geometrische Deutung der Affinnormalen.

Die Affinnormale ist die Gerade durch einew Kurvempunkt  (s)
mit der Richtung des Affinnormalenvekiors r'(s).

Es soll sich jetzt darum handeln, eine geometrische Konstruktion
fiir die Affinnormale anzugeben. Denken wir uns ,links“ von der
Tangente in ¢ eine Parallele zu dieser Tangente gezogen, so wird
dieselbe, wenn sie geniigend benachbart ist, mit unserer Kurve zwei
(zu ¢ benachbarte) Punkte y) und 3
gemein haben (Fig. 8). Der Mittel-
punkt der Strecke yj sei m. Er
beschreibt, wenn sich die Parallele
verschiebt, eine Kurve durch g, die
wir als eine ,Schwerlinie®“ der ur-
spriinglichen Kurve in ¢ bezeichnen
wollen. Nun soll gezeigt werden:

Fig. 8.

Die Tangenie in ¢ an die zugehirige Schwerlinie, die von den
Mutten aller Sehmen parvallel zur Tangenmte in t beschrieben wird, filli
mit der Affinnormalen unserer Kurve in ¥ zusammen.
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Benutzen wir zum Beweise die kanonische Darstellung (85), so
erhalten wir daraus umgekehrt fiir x, eine Reihe nach Potenzen von Vx‘_,‘

(90) %y = aVay + BV 4y Ve 0Va ..

und finden durch Finsetzen und Koeffizientenvergleichen die Werte
«a «tb

(91) 052=2, /3:0, }’:——Z‘—, 6‘:————5‘!—,....

Die Schnittpunkte 1),3 unserer Parallelen zur Tangente (x,-Achse)
haben die Koordinaten

yl—::—-ocl/x_z—i—ﬁl/x—f~yl/};§+6bx24—‘{—..., Yo = %s>
(92) 2 2 2
= aVa, LBV +y Va2 +o0Vat+ ...,  z,=1x,
und die Koordinaten des Sehnenmittelpunktes m sind daraus
(93) my =32, +2)=Ppx%+0x24 ..., m = x,,
oder, wenn man aus (91) und (87) die Werte einsetzt,

k ’
(94) M=%t M=,
Man findet somit fiir die Richtung der Tangente im Ursprung an
die von m beschriebene Kurve

(95) (dm‘> =0,

d my,

d. h. diese Tangente fillt mit der x,-Achse zusammen. In der
kanonischen Darstellung (85) war aber die x,-Achse gleichzeitig
Affinnormale im Ursprung, und damit ist die Behauptung bewiesen.

Entweder aus der analytischen FErklirung oder auch aus der
geometrischen Deutung der Affinnormalen ergibt sich sofort, daB die
Affinnormale auch gegeniiber beliebigen (nicht-flichentreuen) Affinititen
invariant mit der Kurve verbunden ist®).

§ 7. Natiirliche Gleichung.

Wir wollen nun die in § 5 angeschnittene Frage nach den
Differentialinvarianten der Kurve zum AbschluB bringen und uns einen
Uberblick iiber simtliche Differentialinvarianten verschaffen. Das ist
bald gemacht. Wir behaupten: Die einzig wesentliche ist 2. Wenn
nimlich

k=Fk(s)

%) Die Affinnormale findet sich ohne Benennung schon in dem Werk von
L. N. M. Carnot: Géométrie de position, Paris 1803, S. 477—480. Doch sind
die dortigen Angaben nicht richtig. Vgl. K. Carda: Jahresbericht D. M. V.
28 (1919), S. 78—80. Spiter hat sie unabhéngig A. Transon: Liouvilles Journal
de Math. (1) 6 (1841), S. 191—208 wiedergefunden und als Deviationsachse be-
zeichnet, ein Name, unter dem sie auch in manchen Lehrbiichern auftritt,
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als Funktion der Affinlinge bekannt ist, so gibt es immer Kurven
£ (s) mit der Affinkrimmung k(s), und zwar gehen alle diese Kurven
aus einer von ihnen durch flichentreue Affinititen hervor.

In der Tat, nach (74) ist zur Bestimmung unserer Kurve g (s)
nur die Differentialgleichung

(96) 1) FEELE (=0
aufzulésen.  Also miissen x,’(s), %,"(s) ein Lésungssystem bilden fir
die lineare und homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung

(97) '+ k(s)u=0.

Sind #,, u, zwei linear unabhingige Losungen von (97), so ist ihre
» Wronski-Determinante“

(98) D =u,u, — u,un,’ = konst. (£ 0).
Denn aus
(99) wy +ku, =0, u) +ku,=0.

folgt u, w) — u,w{ = 0 oder D'=0. Wir konnen daher unsre
Losungen durch Multiplikation mit geeigneten Konstanten so ein-
richten, daB

(100) D=wuyu, —u,u'=1

wird. Die allgemeinsten Losungen x,’, x, der Gleichung (97) setzen
sich dann aus den speziellen linear zusammen

’
Xy = Cyq Uy ~F CaUys

101
( ) x‘z’ = Coy Uy + Cog g

und da

W r_n ron ’ ’
(102) (l 5 J{/) =Xy Xy T Xg Xy = (011022 — Caq C1a) (7"1 Uy — % Uy)
ist, brauchen wir nur die Determinante der ¢ gleich 1 zu nehmen,
um (¢, ¢”) =1 zu machen. Setzen wir

8
(103) x* = ful ds, x* f
0

so sind die allgemeinsten Losungen von (74) mit der Nebenbedingung

", ") =1 die folgenden

(104) Xy =0+ € %y +C10x2 ’ c
Xy = Cao F Cag %™ + €0 %%,

Da wir von unserem Standpunkt aus alle Kurven, die durch
flichentreue Affinititen auseinander hervorgehen, als eine Kurve —
oder doch als wesentlich identisch — ansehen, so ist durch (96) eine
Kurve eindeutig festgelegt (oder ,,im wesentlichen eindeutig) und damit
sind es gewiB auch sdmtliche Differentialinvarianten. Wir nennen
deshald k = k(s) die natiirliche Gleichung einer Kurve.

Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 2

11Ca — C1aCyy = 1.
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Zur Auffindung der Parameterdarstellung der Kurve aus ihrer
natiirlichen Gleichung ist also in der Hauptsache die Losung der
homogenen und linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung (97)
erforderlich. Diese 1aBt sich bei der einfachsten Annahme

(105) k == konst.
leicht durchfiihren.

Nehmen wir erstens £ ==0 an. Dann bekommt (74) die Form
¢” =0 und wir finden als allgemeinste Losung

(106) E=to ks tak s ()5 =1
Die einzigen Kurven mit identisch verschwindender Affinkriimmung
sind also die Parabeln.

Nehmen wir zweitens & = % >0 an. Dann hat die Differential-
gleichung (97) als Losungen cos k'zs und sin k'ss und durch Inte-
gration folgt fiir unsere Kurve eine Parameterdarstellung

(107) ¥y, =acoskls, x,=>bsink'ss.
Die Bedingung (¢, t") =1 gibt
(108) abkle=1.
Wir finden somit als Losung eine Ellipse
Tegon =)
wenn F =gnab den Flicheninhalt der Ellipse bedeutet.
Die Ellipsen sind durch feste positive Affinkriimmung k gekenn-

zetchnet; zwischen der Affinkriimmung und dem Flicheninhalt F besteht
die Bezichung
FART

(110) E=(E)"

Ist drittens 2= — »* << 0, so finden wir als eine Kurve mit
dieser natiirlichen Gleichung etwa die folgende

x1=aCh(—k)1lzs, xg:bsh(_. k)l/z s, kb=— (ab)—"'/:;’

(111) 7,2 xy?

s T b

(109)

wenn ch und sh die Hyperbelfunktionen bedeuten. Also:

Die Hyperbeln sind die einzigen Kurven wmit fester negativer
Affinkriimmung.

Wir wollen von der natiirlichen Gleichung % = konst. der Kegel-
schnitte gleich eine Anwendung machen, indem wir folgenden Satz
von ], Bertrand®) beweisen:

Hat eine krumme Linie die Eigenschaft, daf ihre Schwerlinien alle
geradlinig sind, sa ist sie notwendig cin Kegelschnitt.

%) J. Bertvand: Liouvilles Journal (1) 7 (1842), S. 215—216. Vgl. im fol-
genden § 15, Aufgabe 5.
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Unter einer Schwerlinie ist dabei wie in § 6 der Ort der Mittel-
punkte paralleler Sehnen verstanden. Geniigt eine Kurve der Voraus-
setzung, so mubl, wenn man irgendeinen Kurvenpunkt y, zum Ursprung
wihlt und seine Tangente und Affinnormale mit der x,- und x,-
Achse zusammenfallen 148t, die Gleichung der zugehorigen Schwer-
linie, die in y, endigt, nach (94) die Form m, =0 annehmen. Es
muf also k) =0 sein. Da dies fiir jede Stelle unserer Kurve gelten
muB, ist % ==konst. und die Kurve ein Kegelschnitt. Die Kegel-
schnitte haben aber in der Tat die lingst bekannte Eigenschaft,
gerade Schwerlinien zu besitzen. — Zur Giiltigkeit des Beweises
braucht man weniger als die Geradlinigkeit der Schwerlinien, es geniigt
anzunehmen, daB diese in den Endpunkten Wendepunkte besitzen.

§ 8. Die Kegelschnitte als W-Kurven.

Die Kegelschnitte haben eine merkwiirdige kennzeichnende Eigen-
schaft: Ein flichentreu-affin veridnderliches Exemplar 1t sich lings
eines zweiten festen so fortschieben, wie der Korkzieher im Kork. Um
diesen Sachverhalt genauer beschreiben zu konnen, erkliren wir den
Begriff einer stetigen eingliedrigen Gruppe von flichentreuen Affinititen,
und zwar so:

Die Transformationen T,, ndmlich
%% =00 (1) 404, (8) %, + €15 (£) %)
%% = g (£) - 0y (1) 2y + 35 (1) %,
einer eingliedrigen stetigen Gruppe flichentreuer Affinititen sollen die
Gruppeneigenschaft haben, die ldentitdt enthalten und sich eindeutig und
stetig entweder auf die Punkte einer Geraden (— oo <t < - o0) oder
auf die eines Kreises (t mod 2 n) abbilden lassen. — Im ersten Fall ist
die Gruppe ,offen®, im zweiten ,,geschlossen.

Dann laBt sich die fragliche Eigenschaft der Kegelschnitte so
aussprechen: Ein Kegelschnitt wird durch eine stetige eingliedrige Gruppe
flachentreuer Affinititen in sich idibergefiihri. Wir wollen das zunichst
bestatigen und behaupten zu diesem Zweck:

Eine beliebige flichentreue Affinitit (17), lift sich durch geeignete
Achsenwahl immer in eine der folgenden Typen verwandeln:

(112) €11 Cap — €19 oy =1

* 3 k ___
) le = %, COST — %, sin 7, B %, =x,chr 4 x,shr,
lxg*:xlsin T+ %, cos1; %,* = %, shz 4 x, ch;

* __

13 c (x,* =x, - 12x,, D %Y =14,
2 T N2 3 2 T 2 I 1 i a’
* __
T
(%* = %y
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*= — g, chr — x,shq, M= —x f 1y,

1g) B ]

lx‘z*: ~xlsht—x2ch't;

Zum Beweis suchen wir die festbleibenden Punkte einer Abbil-
dung auf. Die Koordinaten der Festpunkte (¥ * = x,) sind Losungen
der beiden Gleichungen
(6 — 1)y + o2 = — ¢4
Car %y + (Cop — 1) %y = — Gy
und fiir die festbleibenden Richtungen x,*:x,* = x,:x, bekommen
wir das homogene Gleichungssystem

(= 4)% + 2, =0

b % + (€ — )%, =0,
dessen Determinante verschwinden muf:
(116) 1 — (¢ F o) +22=0.
Ist nun zum Beispiel die Determinante von (115)

€y TG — 240
und die Determinante der quadratischen Gleichung (116)
(6 +e0)* — 4 <0,

so haben wir einen Festpunkt und zwei konjugiert imaginire Fest-
richtungen und daher zwei solche Festgeraden durch den Festpunkt.
Durch geeignete Koordinatenwahl kann man sie auf die Gleichungs-
form

(115)

%, Fix,=0

bringen. Dann bekommt unsere Transformation die Gestalt

x ¥ i = ¢ (v, 1 w,)

w ¥ — i x,* =%(xl — 1%,).
Setzt man

¢ = ¢,
so erhilt man daraus Typus (A). In ganz dhnlicher Weise gestaltet
sich die Zurlickfihrung in den iibrigen Fallen.
Der Parameter bei den Typen (113) ist so gewihlt, daB dem

Werte 7 =0 die Identitit zugehért und daB der Zusammensetzung

zweler Abbildungen T,, T,, desselben Typs die Addition der Para-
meter entspricht

(E) Tﬁ T’z = (g) T’H’Tz'
LaBt man den Parameter 7 alle reellen Werte durchlaufen, so stellt
die Gesamtheit der Abbildungen eines Typs von (113) eine einglied-
rige stetige Gruppe von flichentreuen Affinititen dar.



§ 9. Bestimmung der eingliedrigen Gruppen flichentreuer Affinititen. 21

Nun bestitigt man sofort die angegebene Eigenschaft der Kegel-
schnitte. Nehmen wir eine Transformation 7, etwa aus (A) — 7 sei kein
ganzzahliges Vielfaches von sz:2 —. Dann fiihrt T, die Kegelschnitte
der Schar x,* 4 #,” = konst. und nur diese einzeln in sich iiber. Denn
durch die Punkte (r)T,,, von denen mehr als vier verschieden sind,
ist ein einziger solcher Kegelschnitt bestimmt. Von den Kegelschnitten
dieser Schar geht —— auBler durch den Ursprung — durch jeden
Punkt der Ebene genau einer; es sind die ,,Bahnkurven® der Gruppe,
die bei festem {x,, x,} und verinderlichem v vom Punkte {x,*, x,*}
durchlaufen werden. Entsprechendes gilt auch von den invarianten
Kegelschnitten der anderen Gruppen, wobei die Einschrinkung fiir ¢
fortbleibt. Im Fall (A) sind die Festkegelschnitte Ellipsen, fiir (B) im
allgemeinen Hyperbeln, fiir (D) Parabeln, fiir (C) und (E) gerade
Linien.

Ist andererseits p(f) eine krumme analytische Linie, die eine
Gruppe flachentreuer Affinititen gestattet, so muf die Affinkriimmung
k lings der Kurve fest sein. Dadurch waren aber die Kegelschnitte
gekennzeichnet.

§ 9. Bestimmung der eingliedrigen Gruppen flichentreuer
Affinititen.

Wir wollen jetzt, ein wenig aus dem Rahmen der bisherigen
Untersuchungen heraustretend, das Ergebnis von § 8 unter allgemeineren
Voraussetzungen fiir r(¢) herleiten. Wir behaupten nimlich:

Jede eingliedrige stetige Gruppe flichentreuer Affinitdten geht bet
geeigneter Achsenwahl in einen der Typen (113) iiber.

Zum Beweis wollen wir zuerst einige FEigenschaften von Affini
titen zusammenstellen, die sich aus den Tabellen (113) und (114) ab-
lesen lassen.

(I) Abgesehen von der Identitit und der Transformation
{x*= —x,, ,* = — %oy 14Bt sich eine Affinitit nur unter einen der
Typen (113, 114) einreihen.

(II) Die Potenztransformationen einer flachentreuen Affinitit

(g ) Tr" = (g) an
divergieren sowohl fiir #— 4 0o wie fiir #— — co.

(III) Aus allen Abbildungen der Tabelle (113) 1aBt sich ,die
Wurzel ziehen®; das heiBt, zu jeder dieser Transformationen T, gibt
es eine andere T,l/ *, fir die

T,l/’ . Tt‘/z =T,

ist. Dagegen gibt es solche Wurzeln fiir die Transformationen der
Tabelle (114) nicht.
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Wirklich ist im ersten Fall die Transformation T, desselben
Typs eine Wurzel von 7T,. Dagegen fithrt irgendeine Transformation
zweimal nacheinander ausgefiihrt stets zu einem Typ von (113).

Sei nun G’ = (T,) eine stetige eingliedrige, etwa offene, Gruppe
flichentreuer Affinititen (— oo << ¢ < -+ o) und #=0 der der Iden-
titat entsprechende Parameterwert. Dann, behaupten wir,. 148t sich aus
T, die Wurzel ziehen und diese Wurzel kommt in G’ vor.

Wegen der Gruppeneigenschaft gibt es nidmlich eine eindeutige
und stetige Funktion

(117) ¢ = f(a, b),

so dab
Ta' Tb = Tc

wird. Da umgekehrt auch die Abbildungen T, und T, (oder T,) die
Abbildung T, (oder T,) eindeutig bestimmen und die 7, eineindeutig
auf die reellen Zahlen ¢ bezogen sind, so ist die Gleichung (117) ein-
deutig nach 4 und b auflésbar. Somit ist f(a, b) bei festem a oder
b eine monotone Funktion von & oder @, und zwar eine monoton
wachsende Funktion, da diese fiir die Sonderfille f(0,b)="5 und
f(a,0)=a gilt. Fiir @ < b ist demnach

(118) f(a,a) < f(a,b)<f(b, D).

Daher ist f(a, a) ebenfalls eine stetige monoton wachsende Funktion
von g, und da f(a, b) weder nach oben noch nach unten beschrinkt
ist, gilt dasselbe fiir f(a, ). Somit durchlduft ¢ = f(a, @) mit a wach-
send alle reellen Werte und deshalb ist diese Gleichung eindeutig
nach g lésbar, das heil’t aus der Abbildung 7, 1iBt sich eindeutig
die Wurzel ziehen, namlich- 7,. (Im Fall (A) wird das Wurzelzeichen
zweideutig.)

Die Transformationen von G’ gehoren also alle zu den Typen (113
und kommen nach (I) nur in einer der Gruppen (113) vor. Sei etwa
T, als Transformation T, in der Gruppe G (G = (A) oder (E)) ent-
halten. Dann liegen nach (I) die Transformationen

m

T =T, (n=0,+1,+2 .;n=1,23,..)

27¢

sowohl in G wie in G’. Und wenn wir zeigen konnen, daB die ¢-
Werte tn, o dieser Transformationen die ¢-Achse iiberall dicht be-
decken, so ergibt sich wegen der Stetigkeit der ¢;, () in (112) die
Identitit von G und G’

Nun ist

tkln < tkzn fir kl < k2’
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weil (117) und (118) mit ijhren Parametern monoton wachsen. Die
Zahlenfolgen
¢, k=-41,42,+3,...) und b w (k=—1,—-2,—3,...)
sind ferner die eine nach oben, die andete nach unten nicht be-
schrankt; andernfalls besiflen die Folgen namlich einen Grenzpunkt g
und es wire 2

lim 7,*" =T,

k>+o
Das ist aber nach (II) unméglich.

Ferner ist
(119) lim¢, . = 0.
k>0
Denn die den ¢, , entsprechenden 7-Werte

T

R .

gehen gegen Null; also streben die Abbildungen T2 fiir b -+ o
gegen die Identitdt und wegen der eineindeutigen und stetigen Beziehung
zwischen Transformation und ¢-Werten folgt die Gleichung (119).

SchlieBlich bemerken wir noch, daB fiir beliebig kleines ¢

(120) ltm,n-.tm+1,n|<€’
wenn s beschrankt und # geniigend groB ist. Denn es ist

: f(o tm n)) tm+1 n f(tl,n’ 2fm, n)’
und da ¢ mlt m beschrinkt und f in ¢, stetig ist, so folgt wegen

m,n

(119) die Ungleichheit (120).

Nunistaberklar, daB die Punkte ¢, (m 0,+1,+2,.;n=1,2,..)
die ¢-Achse iiberall dicht uberdecken — Der Beweis fiir geschlossene
Gruppen verlduft ganz dhnlich.

Als Anwendung zeigen wir:

Eine Eilinie €, deren Schwerlinien alle geradlinig sind, ist not-
wendig eine Ellipse.

Diese Behauptung ist verwandt mit dem in § 7 bewiesenen Satz
von Berirand, nur sind die Voraussetzungen verschieden. Dort hatten
wir von den betrachteten Kurven weitgehende Regularititsannahmen
gemacht, hier lassen wir bei § Ecken und geradlinige Stiicke zu,
setzen aber dafir € als (geschlossene) Eilinie (= konvexe Kurve,
vgl. § 18) voraus.

Es sei p, ein Punkt von €, der keine Ecke ist. Seine Stiitz-
gerade (Tangente) &, habe mit € entweder nur den Punkt p, ge-
mein oder p, sei der Mittelpunkt der Strecke, in der &, € trifft.
Ferner sei 3 der Schwerpunkt des von ¢ umschlossenen, homogen
mit Masse belegten Eibereichs. Die zu &, parallelen Sehnen von €
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haben ihre Mitten auf der Geraden 650 durch I, und 3. ¢ wird
durch die Spiegelung S, an &, paralle] &, in sich iibergefilhrt. Es
sei nun y irgendein von r, verschiedener Punkt von €. Da die
Sehnen von § parallel zu g,r ihre Mitten auf einer Geraden &, haben,
gibt es wieder eine Spiegelung S von € in sich, die y, und g ver-
tauscht. Da g, keine Ecke von € war, kann also auch kein anderer
Punkt ¢ Eckpunkt von € sein,

Fihren wir nun zuerst die Spiegelung S, und dann die Spiege-
lung S; aus, so erhalten wir eine eigentlich flichentreue Affinitit T,
die € in sich iiberfiihrt und r, nach y bringt. Man sieht nun leicht,
dafl es nur eine einzige Affinitit mit diesen Eigenschaften geben kann.
Denn sie muf den Schwerpunkt 8 in Ruhe lassen, die zu r, 8 par-
allelen Stiitzgeraden von € in die zu p 3 parallelen iberfiihren und
die Stiitzgeraden von € in g, in die von € in g verwandeln. Da
diese Bestimmungsstiicke der Transformation 7, sich mit r stetig dn-
dern, so bilden die T, die geschlossene stetige Gruppe von flichen-
treuen Affinitaten, die § in sich iiberfilhren. Somit ist § eine Ellipse.

§ 10. W-Kurven.

Nehmen wir weiter an, es handle sich darum, eine etwa analy-
tische Kurve mit (f, ¥) == O zu bestimmen, die eine Gruppe nicht-
flichentreuer Affinititen ,gestattet. Unterwirft man die Kurve einer
solchen Affinitit mit der Determinante 4, so muB man jedenfalls
d > 0 haben, weil die Affinitit stetig in die Identitit (d = 1) iiber-
gefiihrt werden kann, ohne daBl 4 den Wert O iiberschreitet. — Aus
den Dimensionen von & und % (§ 5 (88)) folgt, daB K-k~ eine
Invariante gegeniiber beliebigen affinen Transformationen ist. Daher
mul3 dieser Ausdruck lings der ganzen Kurve konstant sein. Es

mub} also

ak
ﬁ;‘-’——(}'ds und k=
k 2

D

1
>

[

sein, wenn wir den Punkt s= 0 geeignet wihlen und k, die Affin-
krimmung in s =1 bedeutet.

Zur Ermittlung unserer Kurven miissen wir nach (97) die Diffe-
rentialgleichung

s*u" +ku=0
integrieren. Man findet als ein Losungssystem
(121)  u =sh, uy=sh; B+ By =1, Bi-Ba=k,.
Es ist also
By e=%(1 + VI‘:‘R;)
Die Losungen sind verschieden fiir 1 — 4 £, == 0 und reell fir 1 — 4%, > 0.
Durch Integration erhilt man dann als Vertreter der gesuchten Kurven
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! s’z

22 =, ==, s t+y,=3
(122) *1 " Xo 7 71T 72
oder

(123) Xy =0 X,7.

Das sind ,allgemeine Parabeln, die transzendent sind, wenn y,, y,, y
irrational, und algebraisch, wenn eine und somit jede der drei Zahlen
rational ist. Insbesondere finden wir fir », =1, y, = 2 neuerdings
die gewohnliche Parabel x,* = 2%,, die nicht nur flichentreue, son-
dern auch andere Affinititen zulaBt, z. B.

* * 3
(124) XX =c %,  %F = Cay Xy, €3 == Coo-

Im allgemeinen Fall hat man entsprechend zwischen den Transtfor-
mationskoeffizienten die Beziehung ¢}, = c,, anzunehmen.

An zweiter Stelle hitten wir den Fall 4k, =1 zu betrachten.
Als Losungssystem von 4s%*#” 4 % = 0 findet sich

(125) u, =s'ls, u, == s'zlogs.
Fiir die zugehérige Kurve folgt daraus durch Integration

(126) x, =25, x, =25 (logs — 2). o

Ein Beispiel einer solchen Kurve ist in Fig. 9 ge-
zeichnet. Die Gruppe der zugehérigen Affinititen
sieht so aus:

(127) x*=chx, x,*=c"(xlogc 4 x,).

Ist endlich 1 — 4%, <0, so werden y, und
y, in (122) konjugiert imaginidr. Wir kénnen
uns aber leicht aus (122) reelle Lésungen 1) kom-
binieren, indem wir

1 .
(128) Y1 =% T %, Vo = T(xl — xg) Fig. 9.
setzen. Nach (122) geht dann y,, y, aus Real- und Imaginirteil von

s durch eine lineare homogene Substitution hervor. Da diese un-
wesentlich ist, konnen wir auch schreiben

y, = e*1%6 5. cos (B log s),
y, = 185 . sin (Blog s),

wenn y, =« -1, y, =« —if ist. Andern wir die Bezeichnung
a,logs =39, a=p-y,

so bekommen wir fiir unsre Kurve die Darstellung

(129) y, =e'?cos P, y,=e?sind. (y = konst.)
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Es ist das eine logarithmische Spirale, die durch die Substitutionen
y,* = €77 (y, cost — ¥, sin7),
y,¥ = 77 (y, sin 7 + y,c0s7)

in sich ibergefithrt wird.

(130)

DaB alle Bahnkurven einer eingliedrigen Gruppe von Affinititen
mit den angegebenen erschopft sind, 148t sich durch dhnliche Schliisse,
wie sie in § 8 und § 9 durchgefiihrt sind, erweisen. — Alle hier
betrachteten Kurven sind besondere Fille der von F. Kletn und
S. Lie untersuchten ,W-Kurven“!?). Das sind Kurven, die durch eine
eingliedrige Schar von projekitven Transformationen als Ganzes in
sich iibergefiihrt werden. Nebenbei bemerkt erhdlt man die all-
gemeinen W-Kurven aus den hier betrachteten besonderen schon
dadurch, daBl man diese Kollineationen unterwirft. Das hiangt damit
zusammen, daB bei jeder Kollineation eine reelle Gerade fest bleibt,
die man sich ins Unendliche beférdert denken kann.

§ 11. Schmiegkegelschnitte.

Hat man zwei wendepunktfreie Kurven € und €, die sich in
einem Punkte r,=r, schneiden, so kann man auf beiden die Affin-
linge s von g, aus zihlen und die Kurven in der Form

s2
L=ToFLo s+ g7+
(131) .
- — — .= s
g=go+§ols”‘i‘go”g+"‘
darstellen. Man sagt, die beiden Kurven beriihren sich in g, ,in
erster Ordnung oder ,zweipunktig®, wenn (g, Z,) =0, I, + I, ist
Allgemein sind die Bedingungen fiir die Beriihrung n-ter Ordnung oder
n -+ 1-punktige Beriihrung (n > 1)

(132) Lo =1L LV =L""" 1" F "

Mittels der Formel (82) kann man feststellen, daB diese Erklirung
mit der allgemein bekannten in Ubereinstimmung ist, die folgender-
maBen gefaBt werden kann: Nimmt man die x,-Achse verschieden von
der gemeinsamen Tangente, so ist bei Beriihrung z-ter Ordnung in g,

dk(yz—’vz){—:o bir k:1’2""> n,

(133) . )
d#y (=0 fir k=n-1.

1) Vgl. z. B. F. Kletn und S. Lie in Math, Ann. 4 (1871), S. 50—84 oder

F. Klein, Gesammelte Abhandlungen 1 (1921), S. 415 u. 424. Eine elementare

Behandlung bei S. Lie, Vorlesungen iiber kontinuierliche Gruppen usw. Leipzig

1893, S.68—82. Weitere Literatur bei G. Scheffers, Enzyklopddie der math.

Wiss., IIID4, II.
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Ist € eine Parabel T =1,--1, s 1I,”s% so sieht man sofort,
daB es an jeder Stelle r, eine und nur eine Parabel gibt, die hier
unsere Kurve in mindestens dritter Ordnung beriihrt, ndmlich

(185) I=10y+ L) s+ 35 8%

Sie soll die Schmiegparabel von € in yr, heien. In Fig. 10 ist die
diinne Kurve die Schmiegparabel. Damit eine Schmiegparabel an
einer Stelle in hoherer als dritter

Ordnung Dberithre, damit es sich,

wie man sagt, um eine ,ruhen-

de Schmiegparabel“ handelt, muf

i

r,” =0 oder wegen ¢ +kt'=0
(136) ky=0

sein. Fig. 10.

Wenn wir § als beliebigen Kegelschnitt wihlen, so kénnen wir
an jeder Stelle g, von € eine Beriihrung von mindestens vierter Ordnung
erzwingen. Dazu ist notwendig

(187) L =L, &=L =L

Wegen 1, + &,z =0, 1, + kf, = 0 miissen deshalb die Affin-
kriimmungen k, und % von € und € in I, libereinstimmen. Anderer-
seits ist durch die Anfangsbedingungen To=r, I, =1¥o> Lo =2,
und durch die Differentialgleichung 7" + &yt = 0 der Kegelschnitt
eindeutig festgelegt. © soll der Schmiegkegelschnitt von € in g, heiben.

Nach den Ergebnissen von § 7 sehen wir also:

Der Schmiegkegelschnitt einer Kurve € an einer Stelle t,, die kein
Wendepunkt ist, ist eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem die
Affinkriimmung ky, von € in x, positiv, negativ oder null ist.

Man kann entsprechend diesen drei Moglichkeiten davon reden,
daB € in g, ,.elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch gekriimmi!!) ist.
In der Fliachentheorie gebraucht man seit Dupin dieselben Bezeich-
nungen bekanntlich in ganz anderem Sinn, aber ein MiBverstindnis
ist hier wohl nicht zu befiirchten. Man findet etwa fiir £ > 0 fiir den
Schmiegkegelschnitt, dessen Affinlange mit ¢ bezeichnet werde,

(138)  y(s, 0) = 2 (s)+ ~—‘j7”—> p(s)+ 1T 0E g

Stellen wir die Bedingung fiir einen ruhenden Schmiegkegelschniti
auf, d. h. dafiir, daB der Schmiegkegelschnitt in y, in héherer als
vierter Ordnung beriihrt. Dazu ist

IV 4 IV
Lo =1

1) P. Bohmer: Math. Ann. 60 (1905), S. 256-—262.
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notwendig und hinreichend. Nun folgt aus " -+ k' = 0 und
t" -+ kyr’ =0 sowie (137) durch Ableitung an der Stelle g,

LV + ket T k') =0,

Lo + koky” = 0.
Somit nimmt die gesuchte Bedingung die Form an
y (4R
(139) B, = (E>o— 0.

Man nennt eine solche Stelle r, mit einem ruhenden Schmiegkegel-
schnitt bisweilen auch einen ,,sextakitschen Punkt“ von €. Es ist be-
merkenswert, wie einfach sich alle diese Rechnungen und Bedingungen
in unserem System gestalten.

§ 12. Die Affinevolute.

Die Einhiillende der Affinnormalen einer Kurve & soll die Affin-
evolute von & heiflen. Sie ist das affingeometrische Seitenstiick zur
Evolute, der Einhilllenden der gewoéhnlichen Normalen. Bezeichnen
wir den Beriihrungspunkt der Affinnormalen mit der Affinevolute mit
§), so konnen wir

(140) h=zr+rr”

setzen und finden durch Ableitung wegen " 4-ky' =0

(141) yW=0—Fknt+ 1"

Wegen der Beriithrung muB (', y”) =0 oder 1 — k» =0, also
(142) yo— %

sein. 7 ist der affine Kriimmungshalbmesser.
Eine Kurve, bei der alle Affinnormalen durch denselben Punkt
gehen, ist ein Mittelpunkiskegelschnitt.

Aus )’ = 0 folgt namlich # = 0, » = konst. und somit 2 = konst.
Der Punkt

h=z(s) + 12" (5)

spielt also die Rolle der Affinevolute des Kegelschnittes. ) ist sein
Mittelpunkt. Denn transformieren wir den Kegelschnitt stetig in sich,

so werden die Affinnormalen vertauscht, wihrend der Mittelpunkt
festbleibt.

Allgemeiner gilt: Bei einer beliebigen Kurve ist der Beriihrungs-
punkt einer Affinnormalen mit der Affinevolute gleichzeitig Mittelpunkt
des Schmiegkegelschnittes.

Die Parabeln sind die einzigen Kurven mil lauter parallelen Affin-
normalen. Die Forderung des Parallelismus gibt ndmlich die Be-
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dingung (1”,£"”) =0, und das gibt £ =0, d. h. nach § 7 die Parabel.
Die ,Durchmesserrichtung®, d.h. die Richtung zum sogenannten un-
eigentlichen Punkt der Parabel

S?.
L="tot+ sk +3k
erhdlt man als Grenzlage der Verbindungslinie eines festen Punktes
(etwa des Ursprungs) mit einem auf der Parabel ins Unendliche
laufenden Punkte:
lim
S$>®

Lot s+3z5’ss _ _»

T o3e b

Das heifit aber nach Definition von gr,"”: Die Durchmesserrvichtung der
Parabel fillt mit der Richiung ihrer Affinnormalen zusammen. Bet
jeder wendepunkifreien Kurve hat also die Affinnormale die Durch-
messerrichtung der Schmiegparabel.

Die Affinevoluten der in § 10 behandelten W-Kurven, die nicht
Kegelschnitte sind, sind wieder W-Kurven. Ist namlich g, ein Punkt
einer solchen W-Kurve g(¢), 1), der zugehorige Punkt der Evolute {)(z)
und (T,) die zugehérige eingliedrige Gruppe, so ist

) (t) = (I)o) T,
weil Kurven- und Evolutenpunkt affininvariant verkniipft sind. Daher
ist §) (t) eine W-Kurve, welche dieselbe eingliedrige Gruppe wie f (f)
gestattet.

§ 13. Tangentenbild und Kriimmungsbild.

Es sei ¢ = (s) eine geniigend oft differenzierbare Kurve €. Dann
soll die Kurve r, =y'(s) als Tangentenbild €, von € und gr,=y"(s)
als Kriimmungsbild €, von € bezeichnet werden. Wir wollen fest-
stellen, wie diese drei Kurven €, €,, €, miteinander verkniipft sind.
Wir wollen zuerst zeigen:

Durchliuft ¢ die Kurve € mit der festen Affingeschwindigkeit 1,
so durchliuft der Vektor t' das Tangentenbild mit der festen ,,Flichen-
geschwindigkeit %.

Das soll heiBen: Die Affinlinge s eines Bogens von € ist das
Doppelte des Flicheninhalts, den der Vektor p" bestreicht, wenn er
am Ursprung angeheftet wird. Dieser Flicheninhalt ist namlich

b b b
13 r=3[Gor)ds=3] @ r)as=}[ d.

Ist das Tangentenbild €, und der Ursprung p gegeben, so findet
man § durch die Integration

f
(144) I— =2 Of 1. (f) df.
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Der Vektor p gibt also im wesentlichen die linearen ,Momente“ der
durch den Vektor r, bestrichenen Fliche an.

Die Formeln (¢, r")=1, (t",t")=0, (¢’,r”)=0 lassen sich
auch so schreiben

(145> (15‘1, ge) =1, (g;’ 3:‘2) =0, (21’ gel) =0.

Sieht man in der ersten dieser Gleichungen fiir den Augenblick g,
als fest und y, als verdnderlich an, so stellt diese lineare Gleichung
die Tangente an ¢, dar. Normiert man also die Gleichung dieser
Tangente folgendermalen

(146) uy Xy oy, =1,

so hingen die Koeffizienten u,, u, mit den Koordinaten x,”, x,” so

zusammen

(147) = x,"y  wyg=—x,".

Daraus folgt: €, geht aus €, durch eine Korrelation hervor, d. h.
durch eine projekiive Zuordnung, die Punkte in Gerade und Gerade
in Punkie iiberfiihrt.

Man konstruiert zu einem Punkte p;, und einer durch ihn ge-
legten Tangente an @, den entsprechenden Punkt p,, indem man
den Vektor vom Ursprung nach p, parallel zur Tangente verschiebt
und den Flacheninhalt des iiberstrichenen Pa-
rallelogramms gleich 1 macht (Fig. 11). Um-
gekehrt geht @, aus @, durch die inverse Kor-
relation hervor. — Wiéhrend der Ursprung bei
der Kurve ¢ keine Rolle spielt, hat er gegen-
tiber dem Tangentenbild ¢, und Kriimmungs-
bild €, eine ausgezeichnete Stellung; denn unter-
wirft man ¢ beliebigen flichentreuen Affinititen,
so werden nach (39) €, und €, den zugehoérigen homogenen Affi
nititen unterworfen.

Merken wir einiges tiber @1 und (6:2 an fur den Fall, daBB § ein
Kegelschnitt ist!

C, schrumpft dann und nur dann auf einen Punkt zusammen,
wenn € eine Parabel ist. Aus p” = r,” folgt nimlich durch Integration
die Parabelgleichung. Wegen der Korrelation zwischen ¢, und €,
folgt: €, ist dann und nur dann eine Gerade, wenn © eine Parabel
tst. Man findet das auch aus der fiir die Parabel kennzeichnenden
Beziehung (1", 1) = 0.

Eine wendepunkifreie Kurve & und ihr Kriimmungsbild €, sind
dann und nur dann zueinander dhnlich und dhnlich gelegen, wenn &
ein Miuttelpunktskegelschniit ist.

Nach Voraussetzung ist namlich y = 15"+ ), wo 1 und ), kon-
stant sind. Daraus folgt durch Ableitung wegen (74), daB % kon-
stant 1st.

Fig. 11.
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Eine Ellipse konnen wir durch geeignete Koordinatenwahl etwa
so darstellen:

%, == COS S, x,/ = — sins, %"= — coss,
Xy==sins, x, = - coss, Xy

(148) = —sins.

In diesem Fall sind €, €, und €, dhnlich gelegene Ellipsen (Fig. 12,
wo alle drei zusammenfallen), und zwar sind in dieser Ahnlichkeit ent-
sprechende Punkte von € und €, (nicht
aber von € und €,) auch durch gleiche
s-Werte zugeordnet. Bei der Hyperbel
(Fig. 13)

g’
X z
Fig. 12, Fig. 13.
x, = chs, x,! = shs, x,' =chs,
(149) 1 1 :
%, = shs, ¥, = chs, %, =shs

sind € und €, zwar Hyperbeln mit gleichen Asymptotenrichtungen,
aber in verschiedenen Winkelrdumen dieser Asymptoten gelegen.

Das Tangentenbild €, liegt an einer Stelle t,, immer dann links
von seimem Tangentenvektor the, wenn & an der zugehirigen Stelle t,
elliptisch gekriimmt ist.

Nach (22) und § 11 ist zu zeigen, daB (r;y, ¥, — ;o) > 0, wenn
ko> 0. Nun ist

(150) (Fior 52— £a0) = S5 (2l 1)+ -
Andererseits ist aber (r,, r,”) = (", t")=*k.

§ 14. Zusammenhang mit Bewegungsinvarianten.

Es sei anhangsweise darauf hingewiesen, wie die hier eingefiihrten
affinen Invarianten der ebenen Kurven mit den Bewegungsinvarianten
zusammenhangen.

Der Kriimmungshalbmesser einer Kurve ist in rechtwinkligen
Koordinaten durch die Formel gegeben (1. Bd., § 7 (79))

(151) 0= (/2 2%

=T g
x'x) —x) %,
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Fir die Affinlinge als Kurvenparameter wird einfacher

(152) 0= (%24 x,%)%.

Der Kriimmungshalbmesser ist somit gleich der dritten Potenz der
Lange des Vektors t’, die man mit |t’| bezeichnet.

Berechnen wir die Entfernung 4 der Tangente an das Kriimmungs-
bild €, vom Ursprung! Es ist

@l R,
(153) p =1 /

T TR 8
oder, wenn man die Kriimmung

1
=
e
einfiihrt,
p=u's.
Diese Gleichung wurde von P. Bihmer'') zur Definition des Kriim
mungsbildes verwendet.

Bezeichnet 7 den Winkel der Kurventangente an ¢, mit einer
festen Richtung, so kann man sich das Kriimmungsbild €, durch An-
gabe der ,Stiitzfunktion“ p(z) vorgeschrieben denken. Beachtet man,
daB die Tangenten in entsprechenden Punkten von € und €, parallel
sind und daB der Kriimmungshalbmesser nach (153) mit $ so zu-

sammenhingt:

do

(154) o=——=p"°

— o bedeute die gewohnliche Bogenlinge —, so findet man aus
(155) =« =fcosrdo -——fg costdr; %, =fsin1do =f@ sintdr
fir ¢ die Darstellung

cost sinz
(156) X = 'Ff d'[, KXo = —ﬁ?'d
Durch Ableitung folgt ferner
dx, __ cost d®x,  sinz  3p’cosz
T @ T T
dx, _ sinz d®x, , cost  3p'sing
ar T pr G =T pr P
Daraus ergeben sich fiir die Affinlange s von @ die Formeln
as\ .. L. 1 s 1
(157) (_d?) = (¥, % — xe’ﬁ):;ﬁ’ dr Pt

Ferner folgt aus (81) fiir die Affinkriimmung

(158) b=pt(p+22).
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SchlieBlich sei noch erwdhnt, wie man die Affinnormalenrichtung
mit Bewegungsinvarianten verkniipfen kann. Es sei r ein beliebiger
Punkt von €, p, der zugehorige Krimmungsmittel-
punkt, also der Beriihrungspunkt der Kurvennor-
malen in r mit der Evolute € von @. Ferner
sel o, der Krimmungsmittelpunkt zum Punkte 0,
der Evolute . Man bezeichnet diesen Punkt ge-
legentlich auch als ,zweiten Kriimmungsmittel
punkt® von € in r. Bestimmt man dann auf der
Geraden p, b, einen Punkt p so, dall p, der End-
punkt des ersten Viertels der Strecke p o, ist
(Fig.14), so ist die Gerade g p die Affinormale
von § in 1.

Oz

§ 15. Aufgaben.

1. Affinevolvente. Der Begriff der Evolvente
einer ebenen Kurve 1aBt sich auf die Affingeome- Fig. 14.
trie etwa folgendermafien ilibertragen. Man trage
auf den Schmiegparabeln der Kurve die zugehorige Affinlinge in ge-
eignetem Sinne ab:

(159) yls) =r(s)—s-2'(s) +%22”(s)-

Man zeige, daB die Tangente an y)(s) parallel zur entsprechenden
der Ausgangskurve liuft. Man ermittle insbesondere die Evolventen

der Kegelschnitte.

2. Zur Erkldrung der Affinlinge. Es sei § eine Kurve, auf der der
Reihe nach die Punkte p,, p,,..., p,, ... gelegen seien. Man zeichne
das Vieleck mit den Seiten p, p,, Py 9,
D5 Pgs> --- und das Vieleck mit den Seiten
Py Pgs> Py Pys PgP,, ... Zwischen beiden
Vielecken liegt eine Kette von Dreiecken
(vgl Fig. 15). Man berechne die Summe S
der dritten Wurzeln aus den Flichen-
inhalten dieser Dreiecke. Geht man zur
Grenze tber, indem man die Punkte p,
auf § vermehrt und einander unendlich
nahe ricken liBt, so ist der Grenzwert
von S von der Art des Grenziiberganges
abhingig.

3. Uber dreipunktig beriihrende Kegelschnitte. Es sei ()@ <s <)
ein Bogen einer Eilinie § und p ein Punkt innerhalb von §. Der
Flacheninhalt F(s) der Ellipse, die € in r dreipunktig berithrt und p

Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 3
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zum Mittelpunkt hat, sei in a < s < b eine abnehmende Funktion von s.
Dann enthilt die erste dieser Ellipsen (s = a) alle folgenden (a < s<b).

4. Uber Schmiegkegelschnitte. Andert sich lings eines Kurven-
bogens die Affinkrimmung monoton, so liegen die zugehorigen Schmieg-
kegelschnitte ineinander.

5. Die Kegelschnitte als einzige ebene Kurven mit geraden Schwer-
linien. Man fithre den Beweisansatz von J. Bertrand, Liouvilles Journal
(1) 7 (1842) S. 215—216 streng durch.

6. Kennzeichnende Eigenschaft der Affinnormalen. Die Deter-
minante d (s) = (¢'(s), £ (s) — 1) hat dann und nur dann einen stationiren
Wert (d'(s) = 0), wenn f) auf
der Affinnormalen liegt. Wann
ist d(s) ein Minimum, wann
ein Maximum?

7. Kennzeichnung der Pa-
rabel. Bei einer Kurve stehe
der Flicheninhalt eines Sehnenabschnitts F zu dem des zugehorigen
Dreiecks 4 (Fig. 16) in festem Verhiltnis. Dann ist die Kurve eine
Parabel. Vgl im folgenden Aufgabe 12.

8. Kennzeichnung der Kegelschnitte. Eine Kurve habe folgende
Eigenschaft. Man zeichne das Dreieck aus irgendeiner Kurvensehne
und den beiden Tangenten in den Endpunkten der Sehne, dann die
Mittellinie durch den Schnittpunkt der Tangenten (Fig.17). Wenn
diese Gerade den Flicheninhalt zwischen Kurve und Sehne stets hilftet,
so ist die Kurve ein Kegelschnitt. Dieser Satz enthilt den von den
geraden Schwerlinien (Aufg. 5) als Sonderfall,

9. Uber die Hyperbel. Aus der Tatsache, daB eine Hyperbel durch
eine eingliedrige stetige Gruppe flichentreuer Affinititen in sich iiber-
gefilhrt wird, bei der auch ijhre Asymptoten festbleiben, folgt: Der
Vektor r’ ist bei einer Hyperbel in festem Verhiltnis zu dem Vektor
auf der Tangente vom Beriihrungspunkt bis zum Durchschnitt mit einer
Asymptote.

Fig. 16. Fig. 17.

10. Kennzeichnung der Hyperbel. Die einzigen ebenen Kurven,
bei denen sich eine reelle Konstante ¢ so bestimmen 1aBt, daB der
Vektor ¢’} cg” eine feste Richtung hat, sind die Hyperbeln.

11. Neue Kennzeichnung der Parabel. Soll eine feste Gerade von
allen Schmiegparabeln einer ebenen Kurve flichengleiche Segmente
abschneiden, so ist das nur auf die triviale Art zu erfiillen, daB die
Kurve selbst eine Parabel ist und daher mit allen Schmiegparabeln
zusammenfallt.

12. Reihenentwicklungen fiir ebene Kurven. In der Umgebung
eines Punktes einer ebenen Kurve, den wir zum Anfangspunkt der
Zahlung der Affinlainge s nehmen wollen, kann man bei geeigneter
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Koordinatenwahl fiir die Koordinaten folgende kanonische Entwick-
lungen aufstellen

—_ k 3 k 4 k02 k? 5 4k kl 3 6
H=s— g 80— st RS s
160
( ) 2 ~i 2 _ kos4 Zk’sﬁ koz—%vzse_l_
L TR Y 51 61

Darin bedeutet

a’k
-
dS” s=0

und k(s) die Affinkriimmung der Kurve. Fiir den Inhalt F des Seg-

mentes zwischen unsrer Kurve und der Sehne r(0), £(s) findet man
_ 1A Ry 5 Ry 58 —6ky §7

(161) F=51% " 120% ~ 21" +200 5080 S T

und fir den Inhalt 4 des Dreiecks zwischen dieser Sehne und den
Tangenten in ihren Endpunkten

(162) A~ﬁ{ s 7+...}.

13. Schmiegkegelschnitt. Die Gleichung des Schmiegkegelschnitts
einer krummen Linie g(s) ist

(163) ) —or")?+ky—rr)+2() — 1) =0.

14. Schmiegkegelschnitt in Linienkoordinaten. Es sei x,(s), %,(s)
eine ebene Kurve. Wir setzen

(164) v = uy + 1y %, (s) -+ v, %, (5)

so daB nach (74) identisch in wg, u;, u, die Beziehung
(165) V" +RY =0

besteht. In diesen Linienkoordinaten #, ist dann
(166) 299" —2=0

die Gleichung der Schmiegparabel und

(167) kvt — 0?4 200" =0

die Gleichung des Schmiegkegelschnitts in einem Punkte s unserer
Kurve. (G. Herglotz, 1917.)

15. Sdtze iiber Aquitangentialkurven. Die Kurven

(168) hs)=z(s) +ar'(s)
(a reelle Konstante) kann man als ,affine Aquitangentialkurven® von
1 (s) bezeichnen. (Vgl im folgenden § 17.)
a) Man beweise: Die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, daB siamtliche affine Aquitangentialkurven einer gegebenen
3*
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Kurve im Kleinen konvex sind (d.h. keine Wendepunkte besitzen)
besteht darin, daB die Urkurve nirgends hyperbolisch gekriimmt ist.

b) Man bestimme die affinen Aquitangentialkurven der Kegel-
schnitte.

c) Die Affinnormale des Punktes ) einer beliebigen affinen
Aquitangentialkurve geht durch den Mittelpunkt des Schmiegkegel-
schnitts der urspriinglichen Kurve im entsprechenden Punkte p.
(L. Berwald 1921.)

16. Eine Deutung der Affinkriimmung nach L. Berwald. Ist s die
Affinlinge eines Kurvenbogens yp,r, und ¢ die des Parabelbogens,
welcher mit r,r, das Anfangs- und Endelement gemeinsam hat,
so ist die Affinkriimmung % in g,

(169) ky = =+ lim ]/720 (=)

L>%



2. Kapitel.
Ebene Kurven im GrolRen.
§ 16. Erste Variation der Affinlinge.

Am anziehendsten sind die Fragen der Differentialgeometrie, die
die Eigenschaften der geometrischen Gebilde im unendlich Kleinen
in Zusammenhang mit der Gesamterstreckung der Gebilde bringen.
Unter anderm stellen Variationsprobleme diesen Zusammenhang her.
Beispiele anderer Art haben wir im ersten Band (vgl etwa § 9 und
5. Kapitel) kennen gelernt, und im folgenden sollen weitere erbracht
werden. Wir behandeln zunidchst das einfachste affininvariante
Variationsproblem und wenden uns dann einzelnen Aufgaben zu, die
meist Eigenschaften von Eilinien betreffen und zum Teil die Auf
merksamkeit der Geometer schon frither auf sich gezogen haben.
Dabei wird sich die Leistungsfihigkeit unserer Hilfsmittel von neuem
bestatigen.

Das affininvariante Variationsproblem niedrigster Ordnung ist
natiirlich

f (L, £)'l d¢ = Extremum,

das Variationsproblem der Affinlinge. Berechnen wir, wie sich der
Affinbogen &ndert, wenn wir von einer gekriimmten Linie yr(s) zu
einer ebensolchen Nachbarkurve
) r=g+ur +or’,

u=cu(s) v=ceov(s)
tibergehen. Wegen ¢ 4 &y’ = 0 folgt durch Ableitung

) ¥ = (ol — ko (92
( ) g" — (*) gI + (1 + 2 ul + 7}” _ kv) g"’

wo () in ¢ von erster Ordnung ist. Daraus folgt, wenn man Glieder
von hoherer als erster Ordnung in ¢ fortliBt,

(3) @) =14+3u +o — 2kv
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und

@) S=[@ryds=[{1 4w~ Las
oder endlich

®) 0S=lu+ %] =2 koas.

Darin ist 6S die erste Variation der Affinlinge S, d. h. das in ¢
lineare Glied in der Reihenentwicklung von S nach Potenzen von e.

Wenn wir die gefundene Formel (5) mit der Formel (12) von
§ 22 des ersten Bandes vergleichen, so erkennen wir, dal auch
vom Standpunkt der Variationsrechnung aus gesehen unsere ,,Affin-
krimmung« % das affine Gegenstiick zur gewohnlichen Kriimmung x
einer Kurve ist.

Ferner: Die Extremalen des Variationsproblems 8S = 0 sind die

Kurven mit verschwindender Affinkriimmung, d. h. Parabeln (§ 7).

Stellen wir fest, inwiefern die Parabeln ein Extremum der Affin-
linge ergeben! Wir beweisen zunichst folgenden Hilfssatz: r(¢)
(0Lt L 1) sei ein zweimal differenzierbarer, doppelpunktfreier Kurven-
bogen, fiir den (¥,f) = 0 ist (vgl. § 4) und dessen Linienelemente von-
einander endlichen Affinabstand (§ 3) besitzen; 1, 11, Il seien drei auf-
etnanderfolgende dieser Linienelemente, deven Affinabstinde wir durch
III usw. bezetchnen; dann ist

(6) [T+ IIII < TII0,
und zwar gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn I auf dem durch
1 und I bestimmten Parabelbogen liegt.

Zum Beweise veranschaulichen wir uns das Behauptete geo-
metrisch. I,II[,IIl mégen bzw. in den Punkten p,,p,,p, liegen. Wir
bringen die Tangenten durch p, und p, in p,, die durch p, und p,
in p,, die durch p, und p, in p, zum Schnitt (Fig. 4, S. 7). () ist
ein doppel- und wendepunktfreier Bogen; wenn wir dann den absoluten
Inhalt der Dreiecke

(7) A(‘31 ’p2pa):f1’ A(pe‘pspb):fe’ A(@’1 Ps pc)z fs

setzen, so ist die Ungleichheit des Hilissatzes gleichwertig mit
(8) fllls -+ f21/3 g fglls .
Nennen wir weiter das Streckenverhiltnis

(9) Pida Pebo__ g Baby_

D1 Pe o PcPs - Pa Do =7

so ist
0<e, f,y<1,

weil die Durchschnittspunkte einer lings p(f) entlang gleitenden
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Tangente mit einer festen Geraden wegen (f,f) = O stets im gleichen
Sinne aufeinanderfolgen. Ferner ist

(10) fi =y AP 9a0s)s A0 D)= A0y 005),  AD1D, 1) =B+ T5

somit
(11) fy,=e«py-f, und entsprechend fo,=(1—ea)(1—f) (1 —7)f;-
Nun ist stets

(12) Vapy <=H0E7,

wobei das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn ¢ = f# = y ist. Dies
zeigt man etwa nach Cauchy') folgendermaBen:

Fir vier positive Zahlen «,f,y,0 ist, da das geometrische
Mittel kleiner als das arithmetische ist,

I
(18)  Vepyo=Wepvya VPV < 2

Setzen wir nun

5
L7+

2
2

(14) 6:“+3ﬂ+7= a+ﬂ:y+6’
so folgt aus ¢fyd < o4
(15) wy < 8.
Da in
V;lj__{a::b

das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn 4 = b, so folgt aus

13/“’5;,:%1

auch ¢ = =y.
Also ist
ae) B+ B =vVepy +VI— 9@ —H )

§“+g+7+1—“+1;ﬂ+1—7:1’

und das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn ¢ = f = y. Lassen
wir im letzten Fall « alle Werte von O bis 1 durchlaufen, so erhalten
wir einen Kurvenbogen, dessen Tangenten auf p, p, und p, p, &hn-
liche Punktreihen ausschneiden, d. h. eine Parabel. Damit ist der
Beweis des Hilfssatzes erbracht.

Das Ergebnis ist ein Gegenstiick zu dem elementaren Satz, daB
die Summe zweier Seiten im Dreieck groBer ist als die dritte. Genau
wie man aus diesem folgert, daB die Gerade die kiirzeste Verbindung

1) A. Cauchy: Cours d’analyse algébrique, Paris 1821. Note II.
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zwischen zwei Purikten ist, kann man hier
die Extremeigenschaft der Parabeln in fol-
gender Gestalt erschlieBen:

Von allen wendepunkt- und doppelpunki-
freien innerhalb eines Dreiecks verlaufenden
Kurven, die zweir Ecken verbinden und dort
zwei Seiten beviihven (Fig. 18), lefert die
Parabel den grofiten Wert der Affinlinge®).

1

§ 17. Ein Satz von Liebmann iiber Paare von Kegel-
schnitten.

Eine beachtenswerte Kennzeichnung der Kegelschnitte bietet ein
Satz, der in seiner endgiltigen Fassung von H. Liebmann stammt,
wihrend Sonderfille vorher von J. Bertrand, H. Brunn und dem Ver-
fasser gefunden worden sind?).

Es seien © und § zwei regulire analytische Kurvenbogen derselben
Ebene mit mirgends verschwindender Kriimmung. Jede zu einer Tangente
von & gendigend benachbarte Sehne von € mige auf € eine konzen-
trische Sehme ausschneiden. Dann sind € und € konzentrische und
beziiglich des gemeinsamen Mittelpunktes dhnlich gelegene Kegelschnitte
oder im Grenzfall Parabeln, die durch Schiebung in der Achsenvichtung
ineinander ibergehen.

Zur Parameterdarstellung der ,inneren“ Kurve ¢ verwenden wir
ihre Affinlinge s, dann kénnen wir ein Paar von Punkten T und r*
der ,iuBeren Kurve € so ansetzen (Fig. 19):

r =zt(s)+or'(s),
*=1(s) — or'(s)-

(17)

Fig. 19. Fig. 20.

%) In dieser Form stammt der Beweis aus der unverdffentlichten
Habilitationschrift von 4. Winternitz, Prag 1921.

) J. Berirand: Liouvilles Journal (1) 8 (1843), S. 209—216; H. Brunn:
Uber Kurven ohne Wendepunkte, Miinchen 1889, S. 62 tf.; H. Liebmann: Leipziger
Berichte 70 (1918), S. 325—829; W. Blaschke: ebenda S. 330—335.
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Zur Bestimmung von ¢ benutzen wir eine Eigenschaft der Schwer-
linien. Ist p,p, Sehne einer Kurve € und g die Tangente an die
zugehorige Schwerlinie im Mittelpunkt nt, von p, p,, so schneiden
sich die Tangenten durch p, und p, an € auf g. Man erkennt dies
sofort, wenn man die drei Tangenten in p,, m und p, als Grenzlage
zusammengehoriger Sekanten auffaBt (Fig. 20).

Da ¢ und € gemeinsame Schwerlinien besitzen und die Affin-
normale in ¢ die Schwerlinie beriihrt (§ 6), so folgt hier: Die Tangenten
in T und g* schneiden die Affinnormale in ¢ in demselben Punkt y
(Fig. 19). Den Schnittpunkt y der Tangenten konnen wir in der
Form ansetzen:

(18) p=r+er" =1+ 871"
Durch ,Multiplikation® mit g’ folgt daraus
(19) a(t't") =@ T —1)
und somit nach (17) wegen (¢,z”)=1

(20) a(l+0)= — o

Da y auch Schnittpunkt der Tangente in g* mit der Affinnormalen
sein soll, so muB « beim Vorzeichenwechsel von ¢ ungeédndert bleiben
d. h. wir haben o’ =0, ¢ = konst.

Machen wir jetzt die Koordinaten einzeln sichtbar
_ dx
X, =x 40 d_sl )

(21)

dxydx,

Xy =Xy T O
1

und gehen ferner von der kanonischen Darstellung von § 5 fiir € aus,
indem wir Tangente und Affinnormale als x,- und x,-Achse wihlen

1 a
(22) x2=§x12~]—;ﬁxl4—}—...,
so wird
dx a
g;j‘:x1+§x13+""
d? x, a
(23) de;: 1—}—-2—9612—,—.,,’

dx 2g\" s a

ds dx®

und das gibt in (21) eingesetzt

(24) "
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Aus der letzten Formel folgt umgekehrt

1_ 1 _
(25) Ny=—Xy— g Kt 4.
und das gibt in die vorhergehende eingesetzt
. 1 a -
(26) xI:O—f——f—(ﬁ—I—G)x‘f—{—...

Wechselt man hierin das Zeichen von ¢, so erhilt man fiir den Punkt r*
mit derselben x,-Koordinate wie

_ % 1 @
(27) = —o— B () n
und fiir die Schwerlinie von € folgt
% EHE
(28) e

wo die Punkte Glieder dritter und héherer Ordnung in x, bedeuten.
(28) liefert nach Voraussetzung auch die Darstellung der Schwerlinien §
bei r. Vergleicht man nun (28) mit Formel (94) von § 6, so sieht man,
daB % =dk:ds in g verschwindet, und da r auf € nicht ausgezeichnet
war, muf3 also 2 auf € konstant, d. h. € ein Kegelschnitt sein (§ 7).

Aus (17) schlieBt man wegen o = konst. weiter, dal € ebenfalls
ein Kegelschnitt ist, der zu § in der behaupteten Beziehung steht.
DaB aber zwei derartige Kegelschnitte, wie wir kurz sagen konnen,
entsprechend gemeinsame Schwerlinien besitzen, ist leicht zu bestitigen
und natiirlich altbekannt.

§ 18. Eilinien.

In den folgenden Abschnitten wollen wir uns mit Eilinien be-
fassen. Eine Eilinie ist eine stetige geschlossene Kurve ¢ (f) (0 <t < 1),
fitr die entweder immer dev Inhalt eines aus drei aufeinanderfolgenden
Punkten t, < t, < t, gebildeten Dretecks (Fig. 21)

(29) 3(Te — > L — 1) 20 oder immer <0
ist (r; =1 (t)-
p Die Punkte, die sich in ein von drei
Kurvenpunkten y,, r,, r, gebildetes Dreieck
& einfangen lassen, sind die inneren Punkte des
von der Eilinie umschlossenen Bereiches. Der-
7, selbe enthdlt mit zwer Punkten stets auch die
Fig. 21. von thnen begrenzte Strecke, wie man leicht
aus (29) erschlieBt. Daher ist eine Eilinie
offenbar doppeltpunktfrei. Man kann umgekehrt aus der letzteren
Eigenschaft eines Bereiches folgern, daB sein Rand eine Eilinie ist
und nennt ihn deswegen , Eibereich*.
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Ein Eibereich wird von jeder Geraden nur in einer Strecke ge-
schnitten. Eine Gerade, die nur Randpunkte mit ihm gemeinsam
hat, heiit nach H. Minkowsk: ,Stiitzgerade des Bereiches®, und aus der
Definition des Eibereichs folgt, dafl durch jeden Randpunkt mindestens
eine Stiitzgerade hindurchgeht. In den Punkten, wo der Rand g (¢) diffe-
renzierbar ist, gibt es nur eine Stiitzgerade, die mit der Tangente
des Randes identisch ist. Die einzig moglichen Singularititen sind
Ecken.

Ist eine Eilinie zweimal differenzierbar, so folgt aus (29), daB
entweder immer

(£, ¥) = 0 oder immer <0
ist. Wenn iiberdies (f,1)+0 (0 <¢<1), so wollen wir von einer
gekviimmien Eilinie reden.

Man sieht, daB wir Eilinien nur durch Eigenschaften im Grofen
festgelegt haben. Es ist keineswegs ganz leicht zu beweisen, dal eine
geschlossene Kurve, die sich selbst nicht durchsetzt und fiir die die Be-
dingung (29) nur im Kleinen, das heiBt fiir drei geniigend benachbarte
Punkte gefordert wird, (29) auch im GroBen erfiilt, also eine Eilinie
ist. Daran mag man sich die Art des Zusammenhangs zwischen
Eigenschaften im GroBen und Eigenschaften im Kleinen, der von jetzt
an eine ausschlaggebende Rolle spielen wird, verdeutlichen.

§ 19. Die Mindestzahl der sextaktischen Punkte einer
Eilinie.
Eine noch ungeklirte Frage ist es, wann die natiirliche Gleichung
k=Fk(s)
Eilinien zu Lo6sungen hat. Dagegen lassen sich einige Eigenschaften
der Affinkriimmung von Eilinien angeben. Ein Beispiel ist folgender
von G. Herglotz und J. Radon bewiesene Satz?)

Auf jeder Eilinie liegen mindestens sechs verschiedene sextakiische
Punkte (vgl. den SchluB von § 11).

Wir beweisen zunidchst den Hilfssatz: Bedeutet Q(x,, x,) irgend-
ein quadratisches Polynom mit konstanten Koeffizienten in den Koordi-
naten x,, %,, so verschwindet stets das um eine Eilinie € (v, (s), %, (s))
erstreckte Integral

dk
(30) PU20 (0, 5 0)ds =0.
Darin bedeutet %(s) die Affinkrimmung. — Es sind also die sechs
Beziehungen
31 §Eds=0, $F 2,ds =0, §F x%,ds =0,
(81) §R x2ds=0, $E %, x,ds =0, $R x2ds=0

4 Vgl. W. Blaschke: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 821—324.
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nachzuweisen. Alle Gleichungen (31) sind z. B. in der vierten von
ihnen enthalten, da die Lage des Achsenkreuzes beliebig ist. Diese
beweist man durch Integration nach Teilen unter Benutzung von § 5 (74),
namlich so:

$Rx2ds= —2¢kx x/ds=2§x x"ds
= —2¢x x/ds= —§d(x?)=0.

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Unsere Behauptung iiber das Vorhandensein von mindestens sechs
sextaktischen Punkten ist nach (139) in § 11 damit gleichwertig, daf3
%k(s) auf € mindesten sechs ,Ruhwerte ¥’ = 0 besitzt. Nun hat % als
stetige Funktion auf € mindestens ein Maximum und ein Minimum.
Die zugehérigen Punkte seien p und q. Hitte 2 keine weiteren Null-
stellen, so wechselte %’ nur bei p und q das Vorzeichen. Wire dann
Q (x4 %) = o = uy %, 4 %, %, = 0 die Gleichung der Geraden durch
p und g, so hitte das Produkt %'-Q auf € keinen Zeichenwechsel
und es konnte somit das Integral

¥ Q () %) ds
nicht verschwinden, entgegen unserem Hilfssatz (30).

Ganz entsprechend kommt man aber auch auf einen Widerspruch
bei der Annahme von genau zwei Grofit- und zwei Kleinstwerten von
k oder nur vier Zeichenwechseln von £’ auf €. Nimmt man nim-
lich dann das quadratische Polynom Q (¥,, %,) so an, daf3 die Gleichung
Q =0 ein Paar von Geraden darstellt, das die vier Punkte enthilt,
in denen ® sein Zeichen wechselt, so hat das Produkt %’'-Q wieder
keinen Vorzeichenwechsel auf §, entgegen unserem Hilfssatz (30).

Der nidchst héhere Fall ware: Es gibt auf € genau drei Groft-
und drei Kleinstwerte von &, also sechs Zeichenwechsel von £’. Dieser
Fall kommt wirklich vor. Wir nehmen in der Bezeichnung von § 14
als Stiitzfunktion des Kriimmungsbildes €, von €

(32) p=a-+bcos3r.
Dann haben wir fir  nach § 14 (156)

T

. cost sint
(33) fa—l—bcosSt T x2:f(a+bcos31)3dr
0 0

Wir konnen es uns ersparen, diese Integrale auszuwerten. Es ist
nach § 14 (157)

ds\?® 1 1
(34) (E) :F: (@+bcos3r)’
ferner nach § 14 (158)
(35) k= (a4 bcos37)p(a — 8bcos 31)
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und

(36) K = ‘—ié%—3bsm3t(a+bcos31)4(5a+32bcos3t)

Damit alle Ausdriicke endlich bleiben, moge stets p =a 4 bcos37 >0
sein. Dazu reicht hin, wenn wir ¢ > b > 0 wihlen. € ist eine ge-
schlossene Kurve, oder genauer, es ist

2 27
cost sinz o
(37) .f(a+bcos3t)3dt:0’ J‘(a—i—bcosgz)“dt_o'
0 0

Bezeichnet man diese Integrale mit J, und J,, so findet man nam-
lich, wenn v um 27 : 3 vermehrt wird,

2 . 2z
L= jlcos~3z — J, sin ?,
(38)
L=17 sin 27 —{— J, co
Die Determinante dieser Gleichungen fiir ]1 und J,, nimlich
cos 23X 1, sin2Z l
3 R 2o
’ =2 (1 — cos —~>
(39) 2 COS2_7_' _q ‘ 3
sin 5T , 3

ist von Null verschieden, also miissen [, [, gleich 0 sein.

Jetzt folgt leicht, daB € eine Eilinie ist. Man weil einerseits
aus § 14, daB 7 den Winkel der Kurventangente an € mit der x,-
Achse bezeichnet. Andrerseits gilt nach § 14 (154) fiir den elementar-
geometrischen Kriimmungshalbmesser ¢ von €

e=p">0

und deshalb ist € eine Eilinie.

Um jetzt die Anzahl der sextaktischen Punkte
unserer Eilinie abzuzihlen, hat man die Null-
stellen von &’ nach (36) im Intervall 0 <7< 2x
zu ermitteln. Setzen wir noch 5 ¢ > 32 b voraus,
so hat nur der Faktor sin3z von ¥ Null-
stellen und zwar sechs, namlich 2z : 3 (k= 0,

. 5). Damit ist gezeigt, daB unsere Kurve
wirklich genau sechs Punkte mit ruhendem
Schmiegkegelschnitt besitzt. In der Fig. 22 ist
eine solche Eilinie dargestellt. Ihre sextaktischen Punkte sind die
Schnittpunkte mit den drei Symmetrieachsen.

Wir kénnen jetzt unseren Satz in die schirfere Aussage verwan-
deln: Die Mindesizahl der sextaktischen Punkte einer Eilinie ist sechs.

Fig. 22.
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Erganzend sei zu diesem Ergebnis bemerkt: Eine Etlinie mit
Mittelpunkt besitzt mindestens acht sextaktische Punkte.
Wire namlich die Anzahl der sextaktischen Punkte sechs, so
lige einem GroBtwert von 2 symmetrisch zum Mittelpunkt immer ein
Kleinstwert von % gegeniiber (vgl. die schematische
Fig. 23), was damit unvertraglich ist, daB % bei
der Spiegelung am Mittelpunkt ungedndert bleibt.
Es bleibt noch zu zeigen, dal} es Mittelpunktseilinien
mit genau acht sextaktischen Punkten gibt. Dazu
verfahrt man entsprechend wie oben, indem man
an Stelle von (32)

Fig. 23. (40) p=a-+bcosdr setzt.

§ 20. Folgerungen.

In engem Zusammenhang mit dem Satze iiber die sextaktischen
Punkte einer Eilinie steht folgende Aussage: Denkt man sich das von
einer Eilinie umschlossene Flichenstiick homogen mit Masse belegt und
den Schwerpunkt p aufgesucht, so gibt es auf der Eilinie mindestens
sechs verschiedene Pumkte, die thre Affinnormalen durch den Schwer-
punkt hindurchschicken.

Wir wollen p zum Ursprung wiahlen und den laufenden Punkt r,
unserer Eilinie €, so als Funktion eines Parameters s darstellen, daB
(t;» &) =1 wird. s ist dann natirlich nicht der Affinbogen von
€,, sondern das Doppelte der Fliche, die vom Vektor y, {iberstrichen
wird. Setzen wir

(41) fxlds =1z(s),

so beschreibt r(s) eine Kurve §, die €, zum Tangentenbild hat
' =1r,, ,r")=1). Da der Ursprung Schwerpunkt der von €, um-
schlossenen Fliche ist, haben wir

(42) éfgl ds=0

und das bedeutet fiir ¢, daB € nach einem Umlauf, d. h. wenn der
Tangentenvektor ' = r, alle Richtungen durchlaufen hat, geschlossen
ist. Da € wegen (¢, r”")=1 konvex ist, ist ¢ eine Eilinie.

Nun entspricht jedem sextaktischen Punkt y von € ein Punkt g,
von §,, der seine Affinnormale durch den Schwerpunkt (Ursprung)
hindurchschickt. Nach § 5 (80) hat ndmlich die Affinnormale in g,
die Richtung

Y ‘P’ ’
(43) %E — I v’ PP = (&';; ty)-
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Fiihrt man g, =1 ein, so gibt das (nach (74) und (75) in § 5)
(44) —k/sg’—%k’k“/“g".

Haben wir es mit einem sextaktischen Punkte auf € zu tun, so ist
k¥ =0 und der Vektor (44) hat wirklich die Richtung y; = ¢’. Damit
ist unser Satz auf den des vorigen Abschnitts zurlickgefiihrt,

Auf eine dhnliche Art folgert man aus der Erganzung des Satzes
fir Eilinien mit Mittelpunkt: Bei einer Eilinie mit Mittelpunkt gibt es
immer mindestens vier Gerade durch den Mittelpunkt, die (doppelie)
Affinnormalen der Eilinie sind.

§ 21. Ein Satz von Minkowski und Bohmer iiber
elliptisch gekriimmte Eilinien.

Einen auf den ersten Augenblick tiberraschenden Zusammenhang
zwischen Eigenschaften im Kleinen und im Grofien enthilt der schone,
in der von H. Minkowski angeregten Arbeit von P. Bihmer®) aufge-
stellte Satz: Ist eine Eilinte durchweg elliptisch gekriimmi, so liegen
fiinf belicbige threr Punkie stets auf einer Ellipse.

Anders ausgedriickt: Liegen je fiinf unendlich benachbarte Punkte
einer Eilinie auf einer Ellipse, so gilt dasselbe fiir fiinf beliebige ihrer
Punkte. Wir wollen den Satz mit unseren Hilfsmitteln nun beweisen.

Ein Kegelschnitt trifft eine Eilinie bei geeigneter Ziahlung der
Schnittpunkte (mehrfache Beriihrungen!) immer in einer geraden Anzahl
von Punkten, falls nur endlich viele Schnittpunkte vorhanden sind.
Aus dem Vorhandensein von fiinf Schnittpunkten folgt also das von
mindestens sechs, die allerdings nicht verschieden zu sein brauchen.
Die Gesamtheit der Kegelschnitte, die eine gegebene Eilinie in min-
destens sechs nicht notwendig verschiedenen Punkten treffen, ist jeden-
falls stetig und enthilt keinen zerfallenden Kegelschnitt, da eine ge-
krimmte Eilinie mit einer Geraden niemals drei Punkte, auch niemals
drei zusammenfallende Punkte gemeinsam hat. Gibt es daher unter
den Kegelschnitten sowoh! Ellipsen wie Hyperbeln, dann gibt es unter
ihnen notwendig auch Parabeln. Es braucht also nur gezeigt zu werden,
dal3 eine elliptisch gekriimmte EKilinie eine Parabel in hochstens vier
Punkten schneidet.

Dazu brauchen wir folgenden Hilfssatz: pjp,p, sei ein Dreieck,
§ der Parabelbogen, der durch p,p, geht und dort die Tangenten
0P, 0p, hat, und € ein bestindig elliptisch gekriimmter Kurven-
bogen im Dreieck pp,p, ohne Doppelpunkt, der auch durch p, und
p, geht; die Tangenten von € in p, und p, mogen sich innerhalb
oder auf dem Rande des Dreiecks o p,p, schneiden. Dann behaupten

% P. Bohmer: Mathematische Annalen 60 (1905), S. 256—262.
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wir: € liegt mit Ausnahme seiner Endpunkte p,, p, genau im Innern des
in Fig. 18 (S. 40) schraffierten Gebiets, das von dem Parabelbogen und
der Sehne p,p; begrenzt wird.

Den Nachweis fithren wir nach K. Reidemeister®). Wir verlegen
die Punkte p p,p, nach {0, 0}, {0, 1}, {1, 0} und verwenden zur Para-
meterdarstellung von € und P nicht die Affinlinge selbst, sondern
je einen dazu proportionalen Parameter, um die Randbedingungen ver-
einfachen zu konnen. Wir setzen

(@5) @{"1="‘(’)’ ﬂs{"lz(t_lf’ 0<i<)

%y = %, (8); Xy =1
mit den Randbedingungen
7, (0)=1, x,(1)=0, %' (1) L0,

(46)
x2(0)=0, xz(l):1> x,’(O)QO,

und den Differentialbedingungen

(47) 70+ =0, (=12

die ausdriicken, daBl {=¢-s dem Affinbogen proportional ist. % (f)
ist die Affinkrimmung. Da x,’(f) und x,’(?) fiir (0 << 1) von Null
verschieden sind, ist also auch x,/(0) <0 und x,(1) >0; die Glei-
chungen (46) entsprechen also den Randbedingungen der Voraus-
setzung.

Wir setzen
(48) Y () =2, () — (¢ —1)%, Ya(t) =2, (8) — £,
so daB
(49) y:(0)=0, y, (1) =0, ¥, (1)£0,
%2(0)=0, y2(1)=0, ¥, (0) =0
wird. Wir behaupten, es ist
y, (t) >0, ¥y () >0 fiar 0<t<1.

In der Umgebung von O und 1 sind die Ungleichheiten sicher richtig.
Hitte nun z. B. y, eine Nullstelle (0 < #< 1), so gibe es nach dem
Mittelwertsatz und wegen der dritten Spalte von (49) im Intervalle
0 £¢ <1 drei Nullstellen von y,’. Daraus kénnte man wieder nach
dem Mittelwertsatz auf das Vorhandensein zweier Nullstellen von y/
und endlich einer Nullstelle £, (0 <#, < 1) von ¥}’ schlieBen. Nun
ist aber

(50) W =x"0t)=—"90,

%) Vgl. K. Reidemeister: Mathematische Zeitschrift 10 (1921), S. 318—320.
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und aus den Voraussetzungen folgt £ >0, x,’ < 0, also
(51) y, >0 fir 02 <1,
Somit hat y, iIn 0 <# <1 immer dasselbe Vorzeichen,

Damit ist y, > 0 (0 <¢< 1) bewiesen und ebenso zeigt man
y, > 0. Der Vektor {y,, y,}, der vom Parabelpunkte {(t —1)2, %)}
zum Punkte x,, x, unserer Kurve € hinfiihrt, ist wegeny, >0, y, >0
ins Innere der Parabel § gerichtet und somit liegt' € tatsdchlich ganz
im Innern von . Nun folgt sofort, dal eine stets elliptisch ge-
krimmte Eilinie € und eine Parabel § nur vier Punkte gemeinsam
haben kénnen. Wiirden sich namlich € und ¥ in den sechs Punkten
Lys Lys - -- Ly schneiden, die in dieser Reihenfolge auf einem Parabel-
bogen liegen mogen, so entspriche die Lage von f und € in g,
und g, den Voraussetzungen des Hilfssatzes. Somit kdnnten zwischen
L, und z, keine weiteren Schnittpunkte liegen. Man kann unseren
Hilfssatz leicht erganzen:

Verbindet man zwei Ecken 9,9, eines Dreiecks o pyp, mit einer
wende- und doppelpunktfreien Linie, die die Seiten 0P, und o, in
Po und 9, beriihrt und das Dreieck wicht verlift, so liegt sie, wenn
ste durchweg elliptisch gekviimmt oder durchweg hyperbolisch gekriimmi
ist, ganz auf der einen Seite der Parabel, die denselben Randbedin-
gungen geniigt, und zwar innerhalb der Parabel im elliptischen, aufer-
halb im hyperbolischen Fall.

Die beiden Gebiete, in die das Dreieck pp,p, durch den Pa-
rabelbogen B zerlegt wird, werden von unseren elliptisch oder hyper-
bolisch gekriimmten Bdgen ganz ausgefiillt, wie man schon an den
Kegelschnitten sieht, die den Randbedingungen geniigen. — Dehnen
wir den Begriff der Eilinie fiir den Augenblick auch auf offene Kurven
aus, die ein ins Unendliche reichendes Eigebiet der Ebene begrenzen,
so konnen wir folgenden Satz formulieren: Jede bestindig hyper-
bolisch gekriimmie Linie lapt sich stets zu einer offenen Eilinie mat
derselben Eigenschaft erginzen und fiinf ihrer Punkte liegen stets auf
einer Hyperbel. Die Richtigkeit dieses auf H. Mohrmann®) zuriick-
gehenden Satzes 1iBt sich leicht aus unserem Hilfssatz erschliefen.

§ 22. Eine Kleinsteigenschaft der Ellipse.

Bevor wir zu einem isoperimetrischen Variationsproblem fiir die
Ellipse (§ 26) iibergehen, moge eine einfachere Extremeigenschaft der
Ellipse behandelt werden, die allerdings mit unserem eigentlichen
Gegenstand, der Differentialgeometrie, nur lose zusammenhingt.

7 H. Mohvrmann: Mathematische Annalen 72 (1912), S. 285—291 und
S. 593—595.

Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 4
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Unter einer Eilinie § soll in diesem Abschnitt eine Eilinie ohne
geradlinige Stiicke und ohne Ecken verstanden werden. 4 > 0 sei
der Flicheninhalt des groBten ihr einbeschriebenen Dreiecks, F der
Flicheninhalt des von € berandeten Bereiches Jt. Wir wollen zeigen:

Zwischen dem Flicheninhalt F des von einer Etlinie umschlossenen
Bereiches und dem Inhalt A des griften der Eilinie einbeschyiebenen
Dreiecks besteht die Beziehung

474 —3V3F>0,

und es gilt das Gleichheitszeichen darin nur dann, wenn die Eilinie
eine Ellipse ist®).

Anders ausgedriickt: Ist der Inhalt F einer Eilinie vorgeschrieben,
so erreicht die Fliche A des groften ihr einbeschricbenen Dreiecks nur
dann shyen kleinsten Wert, wenn die Eilinie eine Ellipse ist.

Das Hauptmittel unseres Beweises
wird Steiners ,Symmetrisierung® sein,
die uns in § 97 des ersten Bandes zur
isoperimetrischen Haupteigenschaft der
Kugel gefiihrt hat. Die Symmetrisie-
rung eines Eibereiches Y in Rich-
tung der x,-Achse besteht darin, daB
jede zur x,-Achse parallele Sehne von
M so lange auf ihrer Geraden ver-
schoben wird, bis ihr Mittelpunkt auf
die x,-Achse zu liegen kommt (Fig. 24).
Die verschobenen Sehnen erfiillen dann
einen Bereich J)t* der, wie man leicht
sieht (§ 97 des ersten Bandes), wieder
ein Eibereich ist und denselben
Flacheninhalt F hat wie It.

Wir wollen zunichst zeigen:

(I) Die Groptdreiecksfliche A* von IN* st hichstens gleich der
von M (4 = 4%).

Es sei (Fig. 24) a*b* ¢* ein Dreieck in 9t* mit der GroBtdreiecks-
fliche A%, a* b* ¢* das zur %,-Achse symmetrische Dreieck mit ent-
gegengesetzt gleichem Inhalt. aa, BB, ¢¢ seien die Sehnen von 9t, durch
deren Verschiebung a*a* b*b* c¢** entstanden sind. Dann gilt die
Gleichung

1a,a, 1a,a, L g — 521
(53) 1b,by | — |10, 8,| = |18, b, —b,
1¢ e, 1e,¢, 1e¢ ¢—0

8) W. Blaschke: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 3—12.
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wenn z. B a,, a, die Koordinaten von a, a,,a, die von g bedeuten.
Rechts steht in (53) ein Ausdruck, der bei der Symmetrisierung er-
halten bleibt, und daher besteht zwischen den absoluten Betrdgen der
Dreiecksflichen die Beziehung

(54) labc|4-|abc|=a*b*c*| + |a*b*T*| = 2 A*.
Wegen
(55) labe| <4, |abc| <4

ergibt sich daraus die Richtigkeit unserer Behauptung 4* < 4. Fir
spdter sei angemerkt:

(IT) Ist a*b*c* ein Groftdreieck von IM*, so sind vm Falle A = A*
die zugehirigen Dreiecke abc, abc in M ebenfalls Groftdreiecke von M.

Aus (I) konnen wir jetzt leicht schlieBen, daB die Ellipsen Lo-
sungen unserer Aufgabe sind. Nach der SchluBweise von § 99 des
ersten Bandes konnen wir zeigen, daB man unseren Eibereich Yt durch
wiederholtes Symmetrisieren: IR — I, — M, —... in einen flichen-
gleichen Eibereich 9, iiberfilhren kann, der sich nur beliebig wenig
von einem flichengleichen Kreise unterscheidet, der also eine Kreis-
scheibe mit dem Fliacheninhalt F — ¢ vollig eindeckt, wobei ¢ > 0 bei
geniigend groBem # beliebig herabgedriickt werden kann. Da aber

beim Kreise 4w 4(e)=3V3 F (¢) ist, haben wir dann

(56) limd, —lim () = 32 F

und aus A >4, >4, >...> 4, ... folgt

33
(IID) 4= 1. F
wie behauptet war.

Die Gleichheit 4 74 — 3 V3 F gilt fiir die Kreise und daher wegen
der affinen Invarianz der Aufgabe auch fiir die Ellipsen. Es bleibt
jetzt noch zu zeigen — und das ist der heikelste, aber auch der an-
ziehendste Punkt des Beweises —, daB die Ellipsen die einzigen Lo-
sungen unserer Aufgabe sind, bei vorgeschriebenem F die GroBt-
dreiecksfliche 4 moglichst klein zu machen, daB also die Ellipsen durch

(57) 474 —3V3F =0
gekennzeichnet sind.

Um diesen Einzigkeiisbeweis zu fithren, zeigen wir zunichst:

(IV) Symmetrisieren wir einen extremen Eibereich, so bleibt wichi
nur sein F, sondern auch sein A erhalten. D.h. geniigt ein Eibereich
der Bedingung (57), so geniigt jeder daraus durch Symmetrisierung

4%
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entstehende ebenfalls dieser Bedingung. Tatsachlich! Nach (I) ist
4* < 4, nach (II) ist

wi

3y

A* HF:A

v

und daher wirklich 4 = 4%,
Weiter:

(V) Jeder Randpunkt a eines extremen Eibereiches I ist Ecke
(mindestens) eines Groftdreiecks |abc|= A von M. Wiren namlich
alle Dreiecksflichen in ), die a zur Ecke haben, < A4 — 2¢, ¢ >0,
so konnte man aus Stetigkeitsgriinden um g einen so kleinen Kreis
schlagen, daB alle Dreiecke, deren eine Ecke in diesem Kreise und
deren andre in It liegen, < A4 — ¢ wiren. Enthdlt nun die Be-
grenzung von I keine geradlinigen Stiicke, so konnen wir )t inner-
halb des Kreises so ausbeulen, daB der verinderte Bereich JJt* wieder
ein Eibereich wird und gleiches A4* = A4 hat. Dann wire

0=4n4—3V3F>4nd*— 3V3F*
im Widerspruch mit (TII).

(VI) Jeder Randpunkt a eines Extrembereiches I ist Ecke eines
einzigen Groftdretecks von M.

Ist abc ein GroBtdreieck mit der Ecke a, das nach (V) sicher
vorhanden ist, so wollen wir zum Nachweis von (VI) unseren Eibereich
in der Richtung bc¢ symmetrisieren
(Fig. 25). Da jenseits der Parallelen
zu bc¢ durch a wegen der GroBteigen-
schaft dieses Dreiecks kein Punkt von
M liegt, so ist diese Parallele Tan-
gente an die Randlinie € von I in a.
Das symmetrisierte Dreieck a*b*c*
hat denselben Inhalt 4 wie aqbec, ist
also nach (IV) wieder GroBtdreieck
— von IN*. Nehmen wir die gemein-
"~ - same Tangente in a und a* an § und
-~ &* zur x,-Achse, so ist unsere Be-
hauptung (VI) gleichwertig mit der
folgenden: Nur ein einziges Paar sym-
metrischer Randpunkte b* ¢* von It*
Fig. 25. geniigen der Bedingung |x,-x,|= 4.

C

Tatsachlich liegen aber die Hyperbeldste
|%, %, | = 4 jenseits der Tangenten in b* und ¢* an E* (Fig. 25), so

daB das Vorhandensein weiterer gemeinsamer Punkte wegen der
Konvexitit von E* unmoglich ist.
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Erst beim Nachweis von (V) und (VI) sind die Einschrankungen
iber & gebraucht worden, die der Kiirze halber gemacht worden sind,
daB & namlich keine Ecken und keine Geradenstiicke enthalten soll.

Jetzt k6nnen wir noch zeigen:

(V) Ziehen wir durch die Ecken abc eines Grofidreiecks in etnem
extremen Bereich I parallele Sehnen, so bilden deren newe Enden ab¢
wieder etn Grofidreieck von M.

Symmetrisieren wir namlich in der gemeinsamen Richtung unserer
Sehnen (Fig. 24), so ist der symmetrisierte Eibereich 9t* nach (IV)
wieder extrem, a* also nach (V) Ecke eines GroéBtdreiecks a* b *c*
von P*. Gehen wir zuriick zu I, so ist nach (II) ab, c, wieder GroBt-
dreieck von It (beachte 4* =4
nach (IV)) und dieses muf3 nach (VI)
mit abc zusammenfallen (b =D0,,
¢=¢,). Da nun im Sinne von (II)
beide Dreiecke abc¢ und ab¢ zum
GroBtdreieck  a* b* = b,*, ¢* = ¢,*
von Jt* gehoren, sind wirklich beide
GroBtdreiecke von I, wie in (VII)
behauptet war.

Jetzt aber konnen wir unseren
Einzigkeitsbeweis zum Abschluf3 brin-
gen und zeigen:

(VIII) Die Randlinie € jedes extremen Eibereiches ist eine Ellipse.

Es sei (Fig. 26) qa, a, a, ein GroBtdreieck in €. Wir wollen zeigen,
daB jeder weitere Punkt b, von € auf der Ellipse liegt, die durch
die Ecken g, dieses Dreiecks geht und in jeder Ecke zur gegeniiber-
liegenden Seite parallel liuft. Es sei b, b,b, das GroBtdreieck von §
mit der Ecke b,. Dann folgt aus (VI) und (VII), daB die Strecken
a;b, zu je dreien parallel sind (Fig. 26). Wir wenden den altberiihmten
Satz von B. Pascal auf das Sechseck a,, a, (Verbindungslinie 9
parallel zu a,a,), b,, a,, a5, b, an. Die Gegenseiten A, a,0,5 0,0,
a3 by; b, a,, by, sind stets parallel, also gibt es einen Kegelschnitt,
der 911_}“ a, beriihrt und durch a,q, b, b, lauft. Vertauschen wir in
dieser Uberlegung die FuBmarken 2 und 3, so bekommen wir einen
Kegelschnitt, der wieder 9, in a, beriihrt und durch a, 0y, b, b, geht,
also mit dem fritheren zusammenfillt, da er finf Punkte mit ihm
gemein hat. (a, = a, mit der Verbindungslinie 9(,). Aus Symmetrie-
griinden beriihrt dieser Kegelschnitt durch a,, a,, ag; 0,, By, b, auch die
Geraden 9,, A, die durch g, und q, parallel zu g, a, und a, a, gehen.

Fig. 26.

Damit ist € als Kegelschnitt erkannt, und zwar wegen seiner
Geschlossenheit als Ellipse.
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§ 23. Eine Extremeigenschaft des Dreiecks.

Sehr viel leichter 14Bt sich eine Extremeigenschaft des Dreiecks
erkennen, die von A. Winternitz bemerkt und bewiesen, aber nicht
veroffentlicht worden ist.

Zieht man durch dem Schwerpunkt eines konvexem Bereiches I
eine beliebige Gerade ® und bedeuten M, und M, die Flicheninhalte
der beiden Bereiche M, und M,, in die M durch ® zerlegt wird, so ist

4 M, _5
(88) sSmsq
Ein Gleichheitszeichen wird nur beim Dyeieck errveichi, und zwar dann
und nur dann, wenn & zu einer Dreiecksseite parallel ist.

Die Schnittpunkte von ¢ mit der Berandung & von It mogen
mit p, und p, bezeichnet werden; & nehmen wir zur %,-Achse; der
kleinere Bereich Ik, (genauer M, < IN,) liege oberhalb @ (x, > 0).
Wir zeichnen nun ein Dreieck ® mit den Ecken p,p,p,, dessen

»Moment®
[fx,dx, dx,

beziiglich & dem von I, gleich ist. Alsdann symmetrisieren wir ®
und I parallel zu &. Die symme-
trisierten Gebilde bezeichnen wir mit
Sternen. Beim Symmetrisieren bleiben
die Momente erhalten.

2 War IR, ein Dreieck, so wird IR, *
= ®* Andernfalls haben die Rinder
von ®* und E* zwei (symmetrische)

7\1’, Punkte q,* und q,* gemeinsam. D*
schneidet also die in der Fig. 27
schraffierten (symmetrischen) Gebiete

Fig. 77, 9]%1*1 'und EDE;'; von ?ﬁl* ab und ragt

um ein Gebiet SDl* iiber ED”(I* heraus.

Bezeichnen wir den Flicheninhalt der Bereiche durch ent-
sprechende lateinische Buchstaben und den Abstand des Schwer-
punktes der Bereiche 9%, Mk, D * von @ mit s, 5,5, 5;, S0 ist

S19 == Sy, M= M,, und das Moment von I} gleich s, -Mp, das

von P * gleich s,-D* Nun ist

*® __ *
s;D* = 2s,, M.

Da der Schwerpunkt von ®,* ,oberhalb« der Geraden durch g,* und
q.* liegt, der von X ,unterhalb® und diese Gerade parallel zu &
ist, muB3 daher

D* < 2M}
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und
D* < M*= M,
sein.
Also ist der Flicheninhalt des Dreiecks p,p,p, im allgemeinen
kleiner als M, und nur dann gleich M, wenn IR, schon ein Dreieck war.
Nunmehr ziehen wir in der unteren Halbebene x, < 0 eine Par-
allele zu ®, bringen sie mit p, p, und p,p, in p, und p, zum Schnitt
und machen das Trapez T mit den Ecken p, p,p,p, zu I, momenten-
gleich. Man erschlieBt nun ganz entsprechend, daB die Fliche T des
Trapezes § im allgemeinen groBer als M, und nur dann gleich M,
ist, wenn I, bereits ein Trapez war.
Also ist wirklich
M
M,

4
53

In

D
>2=

wobei das Gleichheitszeichen nur beim Dreieck erreicht wird, wenn
® zu einer Dreiecksseite parallel lauft.

§ 24. Dreipunktproblem von Sylvester.

Es sei ¥ ein Eibereich, p,, p,, p, drei Punkte in ihm und dF;
das Fliachenelement von % an der Stelle pg, endlich |p,p,p,| der
absolute Betrag der Dreiecksfliche mit den Ecken j;. Wir wollen
uns nun mit folgender Aufgabe beschiftigen:

Ein Etbereich B von wvorgeschriebenem Flicheninhalt F soll so be-
stimmt werden, daf3 das Integral

(59) G:fff|p1p3p3[-dF1dF2dF3
BYB

seinen kleinsten oder griften Wert annimmi.

Das Problem riihrt in etwas anderer Fassung von dem englischen
Mathematiker J. J. Sylvester (1814—1897) her, und den ersten Losungs-
versuch hat ein Englinder M. W. Crofton gemacht?).

Wir wollen zeigen: Zwischen F und G bestehen die Bezichungen
G 35

(60) i = o = 02955 ...,
G 1
(61) 477 <5=03333....

Dabei gilt in der Beziehung (60) nur dann die Gleichheit, wenn B von
einer Ellipse, und in (61) nur, wenn B von einem Dreieck berandet
wird.

%) M. W. Crofton: Encyclopaedia Britannica 9. Aufl,, 19 (1885), S. 785786
im Artikel ,,Probability%, Die Losung des Verf. ist zuerst verdffentlicht Leipz.
Ber. 69 (1917), S. 436—453.
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Wihrend wir im vorigen Abschnitt iiber den Rand unseres Be-
reiches einschrinkende Differenzierbarkeitsannahmen gemacht haben,
wollen wir jetzt nur die Konvexitit von B fordern, so daB also der
Rand auch Ecken und geradlinige Stiicke enthalten darf. Zum Beweise
verwenden wir ganz dhnlich wie in § 22 die Symmetrisierung. Es
moége B* aus B durch Symmetrisierung in der x,-Richtung entstehen,
und die x,-Achse sei Symmetrieachse von B*. Jedem Punkte r von
B ist dadurch ein Punkt r* von B* zugeordnet, der die gleiche x,-
Koordinate hat und auf der Sehne x, von B* dieselben Strecken ab-
schneidet wie ¢ auf der Sehne x, von . Die Abbildung r—1* ist
flichentreu. Es sei p,*, p,* p,* irgendein Dreieck in B%; q,% q,% g,*
das zur x,-Achse symmetrische und p,, p,, P,; Gy, G, q; die durch die
Zuordnung r*—r entsprechenden Dreiecke in 8. Dann ist genau
wie in § 22

(62) | D1 Pa0g | -+ 1 0,0.05 | =0 p*pg* |+ | 0% a0 * 0™ E
Nun haben wir

(63) 2G=ggg{ip1pzps|+|q1q2Q3|}dF1dF2dF3
und

Wegen der Flichentreue der Zuordnung p— r* ist

(65) dF = dF* (k=1,2,3)
und somit folgt aus (62) und (64)
(66) G > G*

Wir wollen feststellen, wann G = G* ist. Wegen der Stetigkeit
des Integranden muB dazu in (62) stets die Gleichheit gelten. Liegen
nun die Mitten der zur x,-Achse parallelen Sehnen von 9 nicht auf
einer Geraden, so konnen wir auf der Kurve der Sehnenmitten
(,Schwerlinie®) drei Punkte p,p,p, annehmen, die nicht auf einer
Geraden liegen. Dann wird p; = q; und

(67) [ PyPobg |+ [ 0:0205 ] > [ D*Po*ps* | -+ 9, * 5% q* | =0

und somit G > G*. Ist hingegen die Schwerlinie geradlinig x,==a - 0x,,
so lauten die Transformationsformeln fiir die Symmetrisierung y—r* so:
x %

68 1
(68) X¥=x,—a—bx,.

== xl’

Die Symmetrisierung wird also jetzt zu einer flichentreuen Affinitit
und dabei bleiben F und G offenbar ungeindert. Wir haben somit
bewiesen:
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Bei einer Symmetrisierung eines Eibereiches B nimmi im all-
gemeinen das zugehirige Integral G ab und bleibt nur dann erhalten,
wenn die zur Symmetrisierungsrichtung parallelen Sehnen von B ihre
Mitten auf einer Geraden haben.

Daraus folgt: Bei gegebenem F konnen nur die Ellipsen den
kleinsten Wert von G ergeben. Die Ellipsen sind namlich (§ 9) da-
durch gekennzeichnet, daB alle Schwerlinien gerad sind; jeden anderen
Bereich kann man ja so symmetrisieren, dal sein G abnimmt.

Damit ist fiir den Kleinstwert der Evnzigkeitsbeweis erbracht und
es bleibt noch das Vorhandensein des Kleinstwertes sicherzustellen.
Dazu dient wieder der konvergente unendliche Prozel der wieder-
holten Symmetrisierungen und wir brauchen nur zu zeigen, daB die
»Mengenfunktion« G (B) die Stetigkeitseigenschaft hat, daB namlich
insbesondere G (B) gegen G ({) strebt, wenn der Bereich B gegen
eine Kreisscheibe & konvergiert. Diese Stetigkeitseigenschaft ist aber
die Folge von zwei anderen Eigenschaften, die wir ohne weiteres be-
stitigen konnen, niamlich

1. der Monotonie:
wenn B in B, enthalten ist (B < B,), so ist G(B) < G(B,), und
2. der Homogenentit:
aus B, = 1B ifolgt G(B,)=12G(DB).
Das soll heiBen: Wenn man die Lingen im Verhiltnis 4 dndert, so
andert sich G um den Faktor A%. Um jetzt aus B — & zu folgern,
daBl G(B)— G(R), schlieBen wir die Kreisscheibe § in zwei kon-

zentrische ein

(69) - <f®<(14+9)8,
so daBl auch die Beziehung
(70) - <B<(14

richtig. wird. Dabei soll in (69) und (70) das Zeichen < das Ent-
haltensein andeuten. Daraus folgt dann wegen der Monotonie und
der Homogeneitit
(711) 1=9'GR) <GB <1+ GR),
worin die Konvergenz G(SB)—*G(@) enthalten ist. Ahnlich erschlieBt
man die ,Stetigkeit“ von G (B) allgemein.

Damit ist das Problem Sylvesters, soweit es in der Beziehung (60)
ausgesprochen ist, also die Aufgabe bei gegebenem F den Kleinstwert
von G zu suchen, erledigt, wenn man G fiir den Kreis berechnet hat.

§ 2b. GroBteigenschaft des Dreiecks.

Wir wollen jetzt den zweiten Teil der Aufgabe von Sylvester
behandeln und zeigen: Bei wvorgeschriebenem Flicheninhali F eines
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Eibereiches B nimmt das sechsfache Integral G (59) den groften Wert
dann und nur dann an, wenn B ein Dreieck ist.

Zum Beweis bedienen wir uns an Stelle der Symmetrisierung
eines dhnlichen Verfahrens, das man vielleicht als ,,Schiiftlung” be-
zeichnen konnte. Wir verschieben alle zur x,-Achse parallelen Sehnen
unseres Eibereiches ¥ jede auf ihrer Geraden so lange, bis alle auf
der x,-Achse aufsitzen und in die Halbebene x, > 0 zu liegen kommen

Fig. 28. Fig. 29.

(vgl. die Fig. 28, 29, 31). Die so verschobenen Sehnen erfiillen dann,
wie man sofort sieht, wieder einen Eibereich B* der zu ¥ flichen-
gleich ist. Wir wollen zeigen:

Beim Schiitteln eines Eibereiches B wdchst im allgemeinen das
zugehorige Integral G und bleibt nur dann erhalten, wenn die Schiittlung
2 einer Affinitdt wird; dies tritt nur dann ein, wenn ein geeigneter
Teil des Randes von B geradlinig ist (Fig. 29).

Mit anderen Worten: Es ist G < G* und nur dann G = G*, wenn
alle ,,oberen” und alle ,,unteren Endpunkte der Sehnen von B parallel
zur x,-Achse auf einer Geraden liegen.

Schreiben wir, um die FuBmarken nicht zu hiufen, statt x,, «,
lieber x,y. Es sei B durch die Ungleichheiten

(72) PSS E Yy Sy=y(®
gegeben. Dann gilt fiir B*
(73) x<2<x, 0Zy<y(x)—y(x).

Fir G konnen wir setzen

Y(x,) ¥ (x9) ¥ (x5)

(14) G !!!dxldxg dxg(;f;y(!)zg)f(xl,yl; Xar Vo %35 Ys) BV, AV, dYs,

x

wenn f die absolut genommene Dreiecksfliche bedeutet. Wir fithren
die Funktion
¥ (21) ¥ (%) ¥ (%)

(75) @ (%, %y, 25) = f f f [(%15 Y15 %as Va3 %55 V) Ay, dyadyg

(%) ¥ (%) y(x5)
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ein. Die Integration ist lings der drei Sehnen
(76) Ce{r =, y(o) Sy <y(m)}; k=1,2,3

zu erstrecken und wir schreiben deshalb auch 9(©,,6,,8;). Zum
Nachweis unserer letzten Behauptung iiber das Schiitteln ist nun zu
zeigen, daB ¢ wichst, wenn die Sehnen ©&; so verschoben werden,
daB ihre unteren Endpunkte auf eine Gerade zu liegen kommen. Da
9 (©,,8,,S;) gegen affine Transformationen von der Gestalt

2* = x,

(77) .

y* —ax+y+to
invariant ist, kann man dabei zwei Sehnen, etwa &,, ©,, festhalten
und braucht nur die dritte zu verschieben. Wenn wir @, um 7 in
der positiven y-Richtung verschieben, so erhalten wir durch Ableitung

(78) :—:szlp1peﬁaldy1 dye_ff‘mpe?s‘d% @Yq5
wenn g {#s, y (%)} und p, {x,,y (v,)} die Endpunkte der Sehne &, sind.

Es seien my die Mittelpunkte der &;; wir
wollen die Nummern 1, 2, 3 so wihlen, daB
©, zwischen &, und &, liegt (¥, < %, < %,).
SchlieBlich sei etwa mi, ,iber der Geraden
m,m, gelegen, was wir nétigenfalls durch eine
Spiegelung an der x-Achse, bei der ¢ erhalten
bleibt, herbeifiihren konnen, wenn nicht m,,
m,, m, auf derselben Geraden liegen. Be-
zeichnen wir jetzt zwei Punkte mit demselben
%, deren Mittelpunkt auf m, m, liegt, mit p
und ', so gilt fiir die absoluten Betrige der
Dreiecksflichen (Fig. 30)

(79) Iplpz ﬁsl = |p1lpe'ps,i > !%'Pe'?s !
Daher ist

(80) % = ff | 9y 9a Dy [dy, dy, — ff | p1’p2'£3, |dy, dy,’ >0
und bleibt bei der Verschiebung von &, nach oben, bis p, auf p,p,
zu liegen kommt, stets positiv. Somit wichst ¢ monoton. o
Damit ist G < G* nachgewiesen. G = G* kann offenbar nur dann
eintreten, wenn entweder die ,oberen“ oder die ,unteren« Endpunkte
der Sehnen parallel zur y-Achse stets auf einer Geraden liegen.
Das kann aber bei beliebiger Wahl der y-Achse nur dann eintreten,
wenn B ein Dreieck ist.
Jetzt ist der Einzigkeitsbeweis erbracht: Bei gegebenem F kann G
seinen groBten Wert nur beim Dreieck annehmen. Es bleibt noch
das Vorhandensein des GroBtwertes nachzuweisen.
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Dazu konnen wir etwa so vorgehen. Ist 8 ein konvexes n-Eck,
so konnen wir %, so schiitteln, daB es in ein (n —3)-Eck (1 >1)
verwandelt wird. Wir brauchen zur Schiittlungsrichtung nur eine Dia-
gonale von %, zu wiahlen (Fig. 31). Fiir ein
Dreieck gilt, wie man leicht nachweisen kann,
(81) F* —12G, =0.

Da wir %, durch hochstens »# — 3 Schiittlungen
bei festem F unter stindiger VergroBerung von
G in ein Dreieck iiberfithren konnen, so gilt fiir 85,
(82) F*—12G, > F*—12G,

und daher

(83) F*—12G, >0.

Fig. 81. Ist nun B ein beliebiger Eibereich, so kon-

nen wir wegen der Stetigkeitseigenschaft von

F (58) und G(B) (vgl. § 24) ein konvexes #n-Eck B, finden, dessen

F, und G, sich beliebig wenig von F und G unterscheidet. Somit muf3
(84) Ft—12G>0

sein. Denn wire es < 0, so kénnten wir B, so wihlen, daB auch
F*—12G, <0

wire, im Widerspruch mit (83). In (84) ist aber der gewiinschte
Existenzbeweis fiir den Grofitwert von G enthalten.

Die hier vorgetragene SchluBweise, die sich der Ableitung de:dy
bedient, ist einem Verfahren von T. Carleman'®) nachgebildet und
gestattet auch folgenden ein wenig allgemeineren Satz zu beweisen:

Von allen Eibereichen B mit gegebenem Flicheninhalt F liefern
die Ellipsen und die Dreiecke den kleinsten und groften (groften und
kleinsten) Wert des Integrals

(85) [[ ] f(|pipobs|) dF, dF, dF,,
BBB

wenn f(0) fiir 6 > O eine stetige, positive und monoton wachsende (ab-
nehmende) Funktion bedeutet.

§ 26. Eine isoperimetrische Eigenschaft der Ellipse.

Die nichstliegende Ubertragung der isoperimetrischen Haupt-
eigenschaft des Kreises, bei gegebenem Flicheninhalt kleinsten Um-
fang zu besitzen (§§ 26—27 im 1. Band), ist die folgende!):

10) T. Carleman: Mathematische Zeitschrift 8 (1919) S. 1—7.
1YY W. Blaschke: Leipziger Berichte 68 (1916), S. 217—237.
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Unter allen Eilinien mit vorgeschriebenem Flicheninhalt F ergeben
die Ellipsen und nur die Ellipsen den groften Wert des ,, Affinumfanges*

S=¢(i )hdt

oder etwas schirfer gefaf3t:

Fiir Eilinien gilt die Beziehung
(86) 87F — S% >0,
und zwar =0 nur fir die Ellipsen.

Auch hier 146t sich der Nachweis mittels der Symmetrisierung
erbringen, es tritt nur dadurch eine neue Schwierigkeit auf, daB der '
Affinumfang S nicht mehr in stetiger Weise von der Eilinie abhingt.
Aber ein Rest der Stetigkeit, ndmlich die sogenannte Halbstetigkeit,
bleibt auch in diesem Fall gewahrt, und damit werden wir gerade
durchkommen.

Wir wollen zeigen: Konvergiert eine Folge von Eilinien €, gegen
einen Kreis &, so 14Bt sich zu jedem ¢ > 0 ein m, so bestimmen, daB
fir die zugehorigen Affinumfinge die Beziehung besteht
(87) S, <S(®) +¢
fir alle % > m,.%)

Bedeutet ¢ die gewohnliche Bogenlinge und p die gewdohnliche
Kriimmung, so ist nach (151) in § 14

S,=§¢p sdo.

Nun ist nach (12)
(88) Sp— (sf@""’do) §§§@"’3(G) 072 (0y,)- 07" (03) do, doy doy
< 5$$§ (07" (o) + @7 (o) + 07 (0,))d 0, do, doy.

fdo=2,

n

Wenn wir

setzen, so ist also

(89) Si<2n3t.

Der Kreis  habe den Halbmesser . Liegt nun (&n ganz im Innern
eines Kreises mit dem Radius »-}§, so ist

2 <2a(r+9)

und daher

(90) S, < 2n(r+4 0)"
oder

(87) S, < S(R)+e.

Um jetzt den Beweis fiir die isoperimetrische Eigenschaft der
Ellipse zu Ende zu bringen, brauchen wir dhnlich wie in § 98 des

ersten Bandes nur zu zeigen:
—_— {

12y 4. Winternitz: Hamburger Abhandlungen 1 (1922), S. 101.
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Beim Symmetrisieren wichst im allgemeinen der Affinumfang einer
Eilinte und er bleibt nur dann unverindert, wenn die zur Symmetri-
sterungsrichtung gehiorige Schwerlinie eine Gerade ist.

Wegen des Konvergenzsatzes von W. Grof (§ 99 des ersten
Bandes) wird damit die Maximumeigenschaft der Ellipse bewiesen,
und weil die Ellipsen die einzigen Eilinien mit geraden Schwer-
linien sind (§ 9), ist dann auch der Einzigkeitsbeweis erledigt. Der
Nachweis unseres letzten Hilfssatzes ist aber eine einfache Differen-
tiationsaufgabe.

Wir stellen § durch einep Parameter p dar, indem wir die
,obere“ und ,untere“ Hilfte & und & trennen:

..oy =x,(0), %,=%(); 0<p<1; 25" —%/x” <0,

X,
(o1) C...oxy,=2x,(p), %,=2,(p); 0ZpZ1; x/%)"—%,/2," >0
% ">0.
Wir setzen
(92) 5y (o ) = T By () — g 2, (B)
und

1 1
dx, d’x dx, d’x,\'s ' A
(93) B()— j{;%d—p;—;,%dpf} ap = [ n — 35"} dp.
0

Dann gilt fiir den Affinumfang der urspriinglichen Eilinie

(94) S=—O(+1)+(—1)
und fiir den der symmetrisierten

(95) S* =2 @ (0).

Wir wollen zeigen, daB

(96) D(+1)—200)+P(—1)L0

ist oder, was nach § 98 des ersten Bandes die Beziehung (96) nach
sich zieht,

(97) @(t)— b(t) <0 fir |¢]<1

a t2

nachweisen. Wir finden durch Ableitung aus (93)
1

(98) by L [ =2 B =y,

5 () 2, — x %)
Da nach (91) und (92)
(99) 2 %" — 2, %, >0,
ist also wirklich @(t) >0. Soll & — 0 sein, so mub
(100) % (%" —2") — (% —%)5"=0
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sein. Durch Integration dieser Differentialgleichung fiir x, — %, folgt
(101) Xy — %y = a-}-bx,.

Das heiBit also: Die Sehnenmitten liegen auf einer Geraden.

§ 27. Aufgaben und Lehrsitze.

1. Die GroBteigenschaft der Parabel. Man leite das Endergebnis
von § 16 mittels der Ungleichheit von O. H¢lder (Gottinger Nach-
richten 1889) und J.L.W.V. Jensen (Acta Mathematica 30) her. Dazu
setze man den Kurvenbogen der Vergleichskurve etwa in der Form an

n=310+g0), xH=30-0"+e@); 0<i<1,
(102) g)=g(H)=0 fir t=0,1.

Dann wird (i‘}g):l—l—g und fiir 1+g:2_0

(103) [ p)har =@+t ar<{fa+p)ayt=1.

2. Uber elliptisch gekriimmte Eilinien. Es sei € eine elliptisch
gekriimmte Eilinie. Ein Punkt, der im Innern aller die Eilinie sechs-
punktig beriihrender Ellipsen liegt, liegt auch im Innern jeder Ellipse,
die € in fiinf Punkten schneidet.

3. Vergleich der Affinumfinge elliptisch gekriimmter Eilinien.
Liegt von zwei elliptisch gekriimmten Eilinien die eine ganz innerhalb
der andern, so hat die innere den kleineren Affinumfang.

4. Abschitzung des Affinumfangs. r(s) sei eine elliptisch ge-
krimmte Eilinie, 0 <s< S, (¢,¢")=1, "+ k' =0, 2> 0. Ferner
seien & und % der kleinste und der groBte Wert ihrer Affinkriimmung;
dann gelten fiir den Affinumfang S der Eilinie die Beziehungen

2w 2

— <SS L=
Den Beweis fithrt man am einfachsten mittels der Sitze von Sturm,
Bd. 1, § 84.

5. Eine Integralgleichung fiir die Ellipsen. Es sei f(x) fir x >0
eine positive, monoton wachsende Funktion, |pp, p, | die absolut ge-
nommene Dreiecksfliche mit den Ecken p, und dF, das Flichen-
element an der Stelle p,. Hat dann das Integral

(105) JJ 1o pip, |)aF, - aF,,

zweimal iiber alle Punkte p, eines Eibereiches ¥ erstreckt, fiir alle
Randpunkte p von B denselben Wert, so wird B von einer Ellipse
umschlossen. W. Blaschke, Leipziger Berichte 70 (1918), S. 177—184.
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6. Paare von Eibereichen mit gemeinsamen Schwerlinien. Zwei
Eibereiche derselben Ebene sollen von jeder Geraden, die beide trifft,
in Sehnen mit gemeinsamem Mittelpunkt getroffen werden. Man
zeige, daB beide von Ellipsen berandet sind, ohne irgendwelche ein-
schrankende Regularititsannahmen zu machen. Vgl § 17.

7. Extremeigenschaft der Ellipse. Man filhre den Beweis filir die
in § 22 erorterte Extremeigenschaft der Ellipse ohne die einschranken-
den Regularititsannahmen fiir die zuldssigen Eilinien. Vgl. W. Grof,
Leipziger Berichte 70 (1918), S. 38—40.

8. Die Trigheitsellipse von Legendre. Es sei B ein beliebiger
Eibereich, dF sein Flichenelement an der Stelle x,,x,. Dann ist

(106) [ (22 + u2x,2)dF = C-F-p?
B

die Gleichung einer mit B kovarianten Ellipse in Linienkoordinaten,
wenn wir die Gleichung einer Geraden in der Form

(107) Uy Xy | Uy Xy =P

ansetzen und C eine Konstante bedeutet. Man zeige, daB der Flichen-
inhalt dieser Ellipse bei gegebenem Flicheninhalt von ¥ seinen klein-
sten Wert erreicht, wenn 9B ebenfalls eine Ellipse ist. W. Blaschke,
Leipziger Berichte 70 (1918), S. 72—75.

9. Bestimmte Integrale. Es sei p, ein Punkt des Eikorpers ®
und 4V, das Raumelement von Q@ an der Stelle p.- Man berechne
das Integral

(108) éfﬁféfg‘|p1p2p3p4lde1dV2dV3dV4

fiir » =1, 2, wobei der Integrand eine Potenz des absolut genommenen
Rauminhalts 'des Vierflachs mit den Ecken p, bedeutet, unter Ver-
wendung von L. Dirichlets diskontinuierlichem Faktor (vgl. Werke I,
S. 383), wenn & ein Ellipsoid oder ein Vierflach ist.

10. Noch eine Extremeigenschaft der Ellipse. Es sei 8 ein ebener
Eibereich vom Flicheninhalt F. Wir bestimmen ein flichengleiches
Dreieck ® so, daB der Flicheninhalt G, der gleichzeitig in B und D
liegt, moglichst grof ausfallt. Dann gibt es eine Konstante ¢ derart, daB

(109) G>cF
ist und nur dann das Gleichheitszeichen gilt, wenn 9B eine elliptische
Scheibe ist.

11. Extremeigenschaft des Parallelogramms. Ist F der Inhalt
eines ebenen Eibereiches 9B, A4 des kleinsten ¥ enthaltenden Drei-
ecks, so ist

(110) 2F > 4
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und nur dann 2F = 4, wenn B ein Parallelogramm ist. W. Grof:
Leipziger Berichte 70 (1918), S. 40.

12. Eine Verallgemeinerung des Vierscheitelsatzes. Zwei Eilinien
(r) und (1) seien durch parallele Stiitzgeraden (Fig.32, S. 66) aufeinander
bezogen; dann hat das Verhiltnis dy:dr entsprechender Linienele-
mente mindestens vier Extreme. Ist () insbesondere ein Kreis, so
gibt das den Vierscheitelsatz in § 9 des ersten Bandes.

13. Konvergenzsatz von Biel. Durch wiederholte Schiittlung
eines Eibereichs ¥ kann man einen Eibereich %, herstellen, der
sich nur beliebig wenig von einem zu B flichengleichen Dreieck
unterscheidet. Th. Biel: Hamburger Abhandlungen 2 (1923).

14. Eilinien mit sechs sextaktischen Punkten. Eine Eilinie mit
sechs sextaktischen Punkten hat hochstens drei Symmetriegeraden.

15. Eine Ungleichheit fiir Eilinien. Ist 2 das Minimum, k das
Maximum der Affinkriimmung, S der Affinumfang und F der Inhalt
des umschlossenen Eibereichs, so ist
(111) R<S <k,

16. GroBtdreieck mit festem Punkt. B sei ein Eibereich vom
Inhalt F und 4 das Maximum des Inhalts eines Dreiecks py, p,,
von dem eine Ecke p im Innern von B festliegt und die beiden
andern B durchlaufen. Dann ist

1
(112) 4> LF.

Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn B eine Ellipse und p ihr
Mittelpunkt ist. (Beweis nach § 22.)

17. Eine Vermutung von R. Courant iiber die dichteste gitter-
formige Lagerung von Eibereichen. Es sei 8 ein Eibereich, p und q
zwei Vektoren in der Ebene von B; B, =84 np-+mq der
Bereich, den man aus 8B durch Verschiebung um den Vektor
np -+ mq erhilt. p und q sollen so gewihlt sein, daB3 die Bereiche
B,,,(n,m=0,%1,+ 2, +3,...)keine inneren Punkte gemein haben.
Ferner habe das Parallelogramm r =4p L uq; 0<1<1, 0< u<1
die Flache P und die innerhalb des Parailelogramms von allen 9
iiberdeckte Fliche sei F. Von Lord Kelvin und H. Minkowsk: wurde
1904 die Frage nach der ,dichtesten Lagerung“ gestellt: Be ge-
gebenem B sollen p und ¢ so bestimmt werden, daB F:P seinen
groBtmoglichen Wert, er heie My, erreicht. Courants Vermutung
lautet nun: Es ist

(113) M, >

und nur dann =, wenn B von ciner Ellipse begrenzt wird.

Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 5
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Wir fiigen noch einige Sitze iiber Eilinien an, deren Haupt-
gedanke auf H. Brumn zuriickgeht, von dem 1887 und 1889 zwei
Schriften unter den Titeln ,Uber Ovale und Eiflichen“ und ,Kurven
ohne Wendepunkte® erschienen sind, die eine Fiille neuer und schéner
geometrischer Ergebnisse enthalten. Einen Teil dieser Ergebnisse
hat H. Minkowski aufgegriffen und insbesondere in seiner 1903 in
den Mathematischen Annalen 57 gedruckten Arbeit ,,Volumen und
Oberfliche“ zu einer der schonsten geometrischen Theorien ausgebaut.

18. Ungleichheit von Brunn und Minkowski fiir den gemischten
Flicheninhalt. Es seien r; zwei Randpunkte mit gleichsinnig parallelen
Stiitzgeraden zweier Eibereiche %;, die die %, links liegen lassen
(Fig. 82). Unter dem gemischten Flicheninhalt von %, und %B, ver-
steht man das im positiven Umlaufsinn genommene Integral

(114) Fpo= 4§, dr,) = 1§ (. dxy)

Insbesondere ist dann F;; der gewdhnliche Flicheninhalt von ;.
Zwischen den gemischten Flicheninhalten besteht die Beziehung

(115) F11F29_F122-_<:0'

Ist B, der Einheitskreis, so geht (115) in die isoperimetrische Un-
gleichheit § 26 (42) des ersten Bandes iiber. Der dort fiir den Sonder-
fall durchgefithrte Beweis von G. Frobenius 14Bt sich auch fiir den vor-

Fig. 32. Fig. 33.

liegenden allgemeineren Fall zurechtrichten. Im {ibrigen ist der wesent-
liche Gedanke dieses Beweises vor Frobemius von C. Crome, Nyt Tid-
skrift f. Math. Bd. 4 XV (1904), S. 73—75 angegeben worden. Auf
diesem Wege ergibt sich auch am leichtesten:

19. Minkowskis Einzigkeitssatz. In (115) gilt dann und nur
dann die Gleichheit, wenn B, und B, ahnlich sind und gleichsinnig
ahnlich liegen. Minkowskis urspriinglicher Nachweis verwandte den

20. Hilfssatz iiber gleichgeschichtete Eibereiche. Zwei Eibereiche
B, einer Ebene mogen beide denselben Flicheninhalt w=Fp=F
besitzen. Wir ziehen dann zwei parallele Sehnen ©; der EBi, so daB
»links® von &, beidemal die gleiche Fliche f von %, liegt (Fig. 33).
Haben dann fiir jede Richtung der &, und fiir jedes f (0 <f< F)
die Sehnen &, stets die gleiche Linge s, so gehen die B, durch
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Schiebung ineinander iiber. Der umstindliche Beweis Minkowskis
1aBt sich, wie J. Radon und A. Winternitz bemerkt haben, so verein-
fachen. Es sei $,(f) der Abstand der Sehne &, vom Schwerpunkt
des homogenen B, und p,(F)=h;. Dann ist

P F
(116) Ofi’idfz.!ﬂ'sid?iz 0

und durch Integration nach Teilen

F F
(117) Jpidr=nF - [fap.

Somit wegen dp, = dp,, was sich aus sdp, = sdp, =df ergibt,
hy=h,, W.2.b.w.
21. Verschirfung der Ungleichheit von Brunn und Minkowsksi.
Mit dem Verfahren von Crome und Frobemius 1Bt sich (115) durch
folgende schirfere Ungleichheit ersetzen
1 1
2 1 D,\? D,\?
(118) F—n(Ff‘_, — F,F,,)" > obere Grenze (ﬁ) — untere Grenze (ﬁ) .
Darin bedeuten D; und D, die Flicheninhalte zweier %, und %,
gleichsinnig parallel umschriebener Dreiecke. Darin liegt ein neuer
Beweis von Minkowskis Einzigkeitssatz. W. Blaschke, Hamburger Ab-
handlungen 1 (1922), S. 206—209. Wihlt man 3B, insbesondere als
Einheitskreis, so findet man eine Ungleichheit von T. Bonnesen wieder,
nimlich

(119) L*—4aF > (R — )"

Darin bedeuten F den Fliacheninhalt, L den Umfang, R den Halb-
messer des kleinsten umschriebenen und 7 des groBten einbeschrie-
benen Kreises von 8B,. Vgl. T. Bonnesen, Mathem. Annalen 84 (1921),
S. 216—227. Nebenbei: Die ,,wahre“ Konstante in (119) ist nicht 72
sondern 45, wie kiirzlich Bonnesen ebenfalls bemerkt hat.

22. Eine Extremeigenschaft des Dreiecks und der Ellipse. Es
seien ¢ und 1) zwei Randpunkte eines Eibereichs $§ vom Flacheninhalt
F und es bedeute |dyr,df)| den Absolutwert der Determinante aus
den beiden vektoriellen Randelementen von 5 bei r und §. Dann
gelten fiir das Integral

(120) J=¢¢ldr.ay]
die Ungleichheiten
(121) J=8F, JL12F

und zwar gilt in der ersten die Gleichheit nur dann, wenn $B einen

Mittelpunkt hat, in der zweiten, wenn B ein Dreieck ist. Das erste

Ergebnis 1Bt sich aus (115) folgern. Die Frage laBt sich auch so
5%
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stellen: Man verschiebe einen Eibereich derart in seiner Ebene, dal
sein Rand dabei durch einen festen Punkt liuft. Wann hat der hier-
bei iiberstrichene Flicheninhalt seinen groBten oder kleinsten Wert?
W. Blaschke, Archiv f. Math. 28 (1920), S. 74. H. Rademacher, Ham-
burger Abhandlungen 3 (1923).

23. Ein Sechsscheitelsatz. Es sei € eine Eilinie. Man soll eine
zu § flichengleiche Ellipse & so bestimmen, daB der gemischte
Flicheninhalt von @ und & moglichst klein wird. Man erweise zu-
nichst das Vorhandensein einer Losung. Bedeuten ferner p, und r,
wie in Aufgabe 18 (Fig. 32) zugeordnete Punkte von ¢ und &, so
bilden wir aus deren Koordinaten die Integrale

(122) T, = §x;,-dx,.
Dann ist
(123) Ly + T = 0.

Fithren wir die 16sende Ellipse @ durch eine Affinitit in einen Kreis
iiber, so entsteht durch dieselbe Affinitit aus (€ eine Eilinie E*.
Entwickelt man dessen Kriimmungshalbmesser ¢ in eine Fourier-
reihe nach dem Winkel 7 der Tangente mit einer festen Richtung,
so sieht sie so aus:

(124) Q~a0+§,’o(akcoskt+bksinkr).

Daraus kann man nach einer Uberlegung von J. Liouville schlieBen,
daBl ¢ — a, mindestens sechs Nullstellen, also ¢ mindestens sechs
Extreme, d. h. €* mindestens sechs Scheitel (§ 9 des ersten Bandes)
hat. Man kann also jede Eilinie affin so transformieren, daBl die
Transformierte mindestens sechs Scheitel bekommt. Vgl. W. Blaschke
in der Zeitschrift ,,Christian Huygens“ 2 (1923). Liouvilles Satz iiber
die Nullstellen in Liouvilles Journal (1) 1 (1836), S. 264. Spiter hat
A. Huwrwitz diesen Satz wiederentdeckt, Mathem. Annalen 57 (1903),
S. 444.

24. Weitere isoperimetrische Eigenschaften der Ellipse. Aus (86)
und (115) folgt: Unter allen Eilinien mit gegebenem Flicheninhalt
haben die Ellipsen das grofte Integral der Affinkriimmung

(125) Sk-ds.

Ferner: Unter allen flichengleichen Eilinien liefern die Ellipsen den
groBiten Flacheninhalt fiir die Eilinie, die aus der urspriinglichen durch
die Polaritit an dem Einheitskreis um den Flichenschwerpunkt ent-
steht. W. Blaschke, Leipziger Berichte 69 (1917), S. 311.



3. Kapitel.
Raumkurven.

§ 28. Vektoren im Raum.

Wenn wir nunmehr zur Theorie der Raumkurven iibergehen, so
konnen wir uns merklich kiirzer fassen'als im vorhergehenden. Denn
die meisten Uberlegungen, die hier anzustellen sind, lassen sich bei-
nahe wortlich aus dem 1. Kapitel tibertragen. Wir stellen die Punkte
des Raumes durch Parallelkoordinaten x,, %,, x, dar und schreiben
das Vektorsymbol y hier statt des Zahlentripels {xl, Xas xs}. Dann
ist der analytische Ausdruck fiir eine rdumliche Affinitit, die die
Punkte p in p* tberfiihrt,

* 1 1
%, = ayy - ayy %)+ Agy Xy - Ayg Xy, @11 %1043
k ! —
(1) 2% = gy 4 Ayy %) | gg %y + dag Xy A = | By Aoy Byy | F 0.
% __
X3® = g + Agy Xy F Ugy Xy + gy Xy | gy Agg Agg |

Die inverse Abbildung, die g durch p* ausdriickt und die aus zwei
hintereinander ausgefithrten Affinititen p— r*, r* —1** zusammen-
gesetzte Transformation y—y** ist wieder eine affine Abbildung.
Die riumlichen Affinititen bilden also im gleichen Sinn eine Gruppe
wie die ebenen.

Die Schiebungen oder Translationen (x* = a;, - #;), die homo-
genen Affinititen (am:_—O; 1=1,2,3) und die Transformationen mit
d =1 bilden Untergruppen.

Die Determinante

i
Xy X Xg

XE93)=25|Y1%7s

12y 2y 23

(2)

O

erklirt uns den Inhalt des Tetraeders, das den Ursprung und die
Punkte r,1),3 — in dieser Reihenfolge — zu Ecken hat. Wann
ist dieser Ausdruck positiv? Die Vektoren r und f) bestimmen in
der Ebene, die von den Vektoren a= 1,1 - 4,1 iberstrichen wird,
einen Umlaufssinn, ndmlich den Umlaufungssinn des Dreiecks, das
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den Ursprung und die Punkte r und p in dieser Reihenfolge zu
Ecken hat. Dazu gibt der dritte Vektor 3 eine Richtung, die vom
Ursprung zum Punkte 3 hinfilhrt. Wenn  nicht in der Ebene der
Vektoren q liegt, ist dadurch ein rdumlicher ,Schraubungs“- oder
» Windungssinn“ festgelegt. Ist (r)3) > 0, so stimmt der Windungs-
sinn dieses Tetraeders mit dem des Einheitstetraeders oder des
Koordinatensystems iiberein, und wenn wir unser Koordinatensystem
positiv gewunden nennen, so bedeutet also

(k93 >0,
daB die Vektoren I, 1,3 eine positive Schraubung, und
kY3 <0,
dall sie eine negative Schraubung bestimmen. — Da bei einer

homogenen Affinitit (4,)=0) nach dem Multiplikationsatz fiir
Determinanten :

(3) & 9*3%) =d-(x93),

so heilen die Transformationen mit d =1 raumirene oder inhalis-
treue Affinititen. Auf die Invarianten gegen solche Affinititen werden
wir unser Augenmerk richten.

Ein Vektor y = {v,, %,, ,} im strengen Sinne ist dadurch ge-
kennzeichnet, daB seine Komponenten bei einer Affinitit (1) die zu-
gehorige homogene Substitution (a,,= 0) erfahren. Als Rechenregeln
fir Vektoren merken wir uns die folgenden an:

Aus der Erklirung (2) folgt

) @ra)=—(C39=—0r3)=030=0GryY=— (Y2

und weiter

(5) (At T2, 9,3 =24 (1, 93) + 4T 9 3)-
Die Beziehung
(6) kv =0

bedeutet, daB3 die drei Vektoren linear abhingen, d. h. zu einer Ebene
parallel sind. Es gibt dann drei Zahlen a, b, ¢, die nicht alle null
sind, so daB ay 4 by 4 c3=0 wird

SchlieBlich definieren wir noch zwei verschiedene Produktbil-
dungen fiir Vektoren.

(7) g-@=x1Y1+x2Y2+x3Y3

soll das , skalare Produkt von L und ) heiBen. Man sieht, dab
(8) ('1151+12§2)'SD:]‘1§1'9.)+12§2'?)

und

(9) 9=9z

ist. Den Multiplikationspunkt werden wir meist weglassen.



§ 28. Vektoren im Raum. 71

Wenn wir die drei Vektoren zu den FEinheitspunkten des
Koordinatensystems {1, 0, 0} {0, 1,0} {0, 0,1} mit e, e, e; be-
zeichnen, so erkliren wir als vektorielles Produkt (oder Vektor-
produkt) von t und y), in Zeichen

(10) 3=txy,
ein Gebilde mit den Komponenten
(11) Z1=(Q1EU)’ Zy= (e, L9)s Z3:(e3§t))'

Das Verschwinden von J ist die notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir die lineare Abhingigkeit von y, § (ax 4 by = 0).

Es ist
(12) Ix<Xy=—p>xg
und
(13) (A T+ AgT,) <9 =4 (1, < 9) + 4, (£, < 9).

Bilden wir noch das skalare Produkt aus dem Vektor 3 und einem
Vektorprodukt g >< ! Nach (7) und (11) ist

(14) 3 (@< =2z-( 29+ 2 (LY +z (61
und daher nach Regel (4) und (7).
(15) 3 (k=<9 =Gy =@y

Hieraus konnen wir bequem die wichtigste Eigenschaft des vektoriellen
Produktes ablesen, namlich wie sich seine Komponenten bei einer
inhaltstreuen Affinitdt 4ndern. Bedeutet p-—3* eine inhaltstreue
Affinitit (d = 1), so muB nach (3) und (15) fiir alle 3

(16) 3*-8*=3%3
sein. Wir ordnen die linke Seite nach 2y, %y, 2, und erhalten durch
Koeffizientenvergleichung

a2t ay 2, 0y, 2¥ =7,
(17) A9 2% + a5y Z,* + a3, Z2F = Z,,
a5 2y + @y Zy* + a3y 2, = Z,.
Wenn wir die algebraischen Komplemente der a,, mit 4,, bezeichnen,
so finden wir durch Auflésung von (17)
(18) ZF¥—= A2, + Ay Zy+ A2,  (i=1,2,3).

Dieser Eigenschaft wegen heiBt 3 ein ,,kontravarianter Vektor; wir wer-
den einen solchen stets mit groBen deutschen Buchstaben bezeichnen. Ist

Uy, +Uyx,4 Uy =1

die Gleichung einer Ebene, so ist U= {U,, U,, Us} ein kontra-
varianter Vektor, und die Ebenengleichung 148t sich I . = 1 schreiben.
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Wir heben noch drei einfache Differentiationsregeln hervor: Wenn
die Vektoren r =y (), ) = ) (¢) (oder §)) und 3 = 3(¥) von einem Para-
meter { abhingen, so findet man

(19) WY Yy =19 1Y,
und

(20) L6 o (e =1 <y p <y
und

(21) 208 (ryg) = @93 + &Y 3+ & b3)-

§ 29. Der ausgezeichnete Kurven-Parameter.

Die affine Differentialgeometrie der Raumkurven beginnen wir
mit der Frage nach einem invarianten Kurvenparameter, der durch
ein Kurvenelement moglichst niedriger Ordnung festgelegt wird?).
Eine Raumkurve denken wir uns in Parameterdarstellung

(B) = {x. (), 25 (p)> %, (P)}

gegeben. Die Ableitungen nach p bezeichnen wir durch Punkte
oder durch eingeklammerte Buchstaben

(22) g - { 1? ‘2’ x3}’ Z(k) = {xl(k)’ x‘l(k)’ x3(k)}'

Die ¢® sind Vektoren im strengen Sinn und nach (8) sind daher die
Determinanten

(23) (z® g zm)

invariant gegen raumtreue Affinititen, aber keineswegs Invarianten
der Kurve, da sie ja von der Wahl des Parameters abhingen. Ins-
besondere geht (f rr), die Determinante von niedrigster Ordnung
aus unserer Reihe, bei Einfihrung eines neuen Parameters s = s (p)
— die Ableitungen nach s mogen durch Striche angedeutet werden — in

roor - (ds)®
T't"t )-(;;;)
iiber. Wenn wir (fTY)>0, d h nach der Ubereinkunft im

vorigen Abschnitt die Kurve g (p) als ,positiv gewunden® annehmen,
so ist durch die Forderung

(24) " t") =
ein reeller Parameter s, der Af/mbogen, bis auf Substitutionen
s= =4 s+ a festgelegt. Dann wird

@) s=[(EEEyed

1) Zum folgenden vgl. G. Pick: Leipziger Berichte 70 (1918), S.76—90; E.Sal-
kowski: ebenda S. 160—176; G. Saunia: Atti di Torino 57 (1922), S. 858—3868.
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und dementsprechend
20) o= [0 0
die Affinlinge des Kurvenstiicks g (p) (p, < p < pa)-
Aus (24) folgt nun durch nochmaliges Ableiten nach s
(27) ("e" ) =0,

also hingen die drei Vektoren ¢!V, t”, ' nach (6) linear von einander ab:

(28) £V (s)+ER($)L"(s) +()r () =01
Daraus ergibt sich
(29) R()=@™Vr'y"), )= —aV"")

Wenn & und ¢ als stetige Funktionen von s gegeben sind, 'so 1aBt
sich stets eine zugehorige Kurve r(s) bestimmen, die bis auf inhalts-

treue Affinititen festgelegt ist. Sind namlich (vgl. 1. Bd, § 14) u,,

#,, #y drei lineare unabhingige Losungen der Gleichung

(30) w" +k(s)uw +t(s)u=0,

so ist deren Wronskideterminante

Uy Uy Uy
(31) u, u, ug' | = konst.==0.
ulll 1/[2,’ usl/

Wir kénnen daher die #, so wihlen, dal diese Determinante gleich
1 wird. Dann ist

(32) X =y uy A Uy ;U (1=1,2,3)

die allgemeine Losung von (30), und wenn die Determinante der a;;
gleich 1 gewihlt wird, so ist

(33) xi=bfxi’ds—l—aw (i=1,2,3)

die Darstellung der zugehérigen Kurve y(s). Man sieht, daB sie aus

{Ju ds,  [uyds, [ugds}
0 0 0
durch eine allgemeine raumtreue Affinitit hervorgeht.

(r') nennen wir den Tangentenvektor und (r”) den Vektor der
affinen Hauptnormalen. Die Kurve (1) = ') nennen wir das Tangenten-
bild der Kurve (r). Seine Affinlinge ist

(34) f (x” g”’gIV)]/G ds — f(_ t(s))]/(»; ds.
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Als kontravariantes Kriimmungsbild bezeichnen wir den Vektor

(35) Y=y <" =yxy
und als kovariantes Kriimmungsbild die Kurve (3), deren Tangenten-
fliche zu (9)) reziprok polar beziiglich der Einheitskugel ist. Mit
anderen Worten: 3(s) wird von den Ebenen

(36) 3Y=1
— unter 3 fiir den Augenblick laufende Punktkoordinaten verstanden —
eingehiillt. Nach (36) muB

(a) Gry)=1
37) (b Gt =0,
(c) G+ GrY)=0

sein. Wenn wir 3 ==1,(s)2" + 4,(s)t” + 43(s) """ setzen, so folgt aus
(a) 43(s)=1, aus (b) 4, =0 und aus (c) unter Beriicksichtigung von
(24) und (29) A,(s) = k(s). Somit ist

(38) p=1"+ k@)t
Durch Ableitung folgt hieraus wegen (28)
(39) §y=@F—1r

das heiBt: Die Kurven (r) und (3) haben in entsprechenden Punkten
nicht nur parallele Schmiegebenen, sondern auch parallele Tangenten.

Fassen wir den Zusammenhang dieser verschiedenen Kurven
niher ins Auge! Der Ubergang vom Tangentenbild (Y) zu einer zu-
gehorigen Kurve (¢) erfolgt nach Einfiihrung des Parameters s, fiir den

(40) hy'y) =1,
durch Integration
(41) r=Jyas

Durch die Kriimmungsbilder ist aber das Tangentenbild eindeutig
festgelegt. Zunichst bemerken wir, daB aus 3(p) der Vektor )(p) durch
Ableitung nach einem beliebigen Parameter 4 gefunden werden kann.
(9) wird namlich nach seiner Erklirung von den Ebenen

(42) 35=1

— 8 ein laufender kontravarianter Vektor — eingehiillt. Daher ist

(43) V3=1 93=0 9.3=0.

Die Beziehungen des Tangenten- und des kontravarianten Kriimmungs-
bildes sind nun aber vollig wechselseitig. Nehmen wir den Parameter s,
so ist auch die Determinante

(44) QYY) =1

und ferner

(45) r=9=9x<Y.
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In der Tat! Bei Beriicksichtigung von (28) und y =1y  ist
QYY) =@ >xy, <y’ v =<y’ +y>xp")
=(m><y, g9’ v <y —k(h><Y))
= (9><9> 99" Y <y").
Also ist nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten
pm><1) vy ><y’) v =<y’
@YYNoYY)=| vyh><y) v >=<y") v <y") .
Y’ (9 ><9) 9" (h><9") v (v < ")
Wegen der Regel (15) folgt hieraus

o 0 1
(m)’%)”)(nn’n”)=10—1 01=1
10 0,

und nach (40) ergibt sich somit die Richtigkeit von (44).
Der zweite Teil der Behauptung folgt aus

(a) pY =(hyy) =0,
(46)  (b) pY = (hyy”) =0,
(©) Y = (HYy'y)=1.

Die Gleichungen (a) und (b) zeigen, daB f) zu 9)>< ) proportional,
die Gleichung (c) in Verbindung mit (44), daB der Proportionalitits-
faktor gleich 1 ist. Das Tangentenbild 148t sich also in der Tat aus
den Krimmungsbildern — nur durch Differenzieren — eindeutig be-
stimmen,

Aus 9(s) leiten wir durch Integration die Kurve

(47) E(s)=[Pds
her. Dann bedeutet s auch fiir diese Kurve (X) die Affinlinge, denn
nach (44) ist (X'X"X") = 1.

Wir wollen jetzt die Invarianten der Kurve (X) durch die von (r)
ausdriicken. Dazu setzen wir

(48) XV 4 K¥ + T¥ =0.

Nun ist aber

(49) x/ — g, < g”’ %’I J— g, >< g’”, x’” — Z” < &J” i kg' >< g”
und daraus

(50) xIV —_ (k! _ t) gl >< g" . kg’ > g”/.

Durch Vergleich mit (48) finden wir zwischen den Invarianten unserer
beiden Kurven (r) und (X) folgende Beziehungen

(51) K=Fk T=F-—t t=K_—-T.

Die beiden Kurven haben die Eigenschaft, dab in zusammengehdérigen
Punkten jede auf der Schmiegebene der anderen senkrecht steht.
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§ 30. Das begleitende Dreibein vierter Ordnung.

7

Es liegt nahe, die Vektoren 1/, r”, ¢’ als ,,begleitendes Dreibein* und

(52) k= k(s), 1 =1(s)
als ,natiirliche Gleichungen“ einer Raumkurve anzusprechen. Man hat
das wirklich urspriinglich getan und doch ist diese Bezeichnung, wie
A. Winternitz bemerkt hat, nicht zweckmiaBig. Durch die Gleichungen (52)
ist zwar unsre Kurve im wesentlichen eindeutig bestimmt; aber es ist
durchaus nicht gezeigt, dall % und ¢ die Invarianien niedrigster Ordnung
sind, durch die eine Kurve festgelegt werden kann, und aus den Ergeb-
nissen von § 29 folgt keineswegs, dafl es nicht ein begleitendes Dreibein
von niedrigerer Ordnung gibt, das invariant mit der Kurve verbunden ist.

Um das zu entscheiden, wollen wir zundchst die Ordnung der
Vektoren ', t”, ", t"V und der beiden Invarianten % und ¢ feststellen,
indem wir sie in allgemeinen Parametern hinschreiben.

Setzen wir

(53) Eii) "=,
so wird nach (25)

Y=1tg "=t¢’+iep t"=1¢"+350¢"+i@e+o%p)
=19+ 6Ie*+i(4pe® 190" Fi(@pP* + 499+ @)
Danach ist ¢’ von 3. Ordnung; r”,t", 'V von 4, 5., 6. Ordnung, und
zwar wegen der hochsten Glieder

(54)

» PP PP QP
Daraus folgt, daB3
(5) Rs) =@V r't") = @V —99° 1,5, 1")
die Ordnung 5, #(s) aber die Ordnung 6 besitzt. Ausgerechnet ist

(56) k(p)=9¢*(E1")+30¢ (ii1) — ¢*(4 o —11¢°) (1Y),
und man sieht unter Beriicksichtigung von (53) und (54), daB
ok - e o _
1y BT Egr=r"—{e'@i)ee’ 3
=" —{¢e"+...}1
ein Vektor 4, Ordnung ist, der iiberdies affininvariant mit der Kurve
verbunden ist. Somit ist (4. Winfernitz)

&L = E’;
(58) =1

WA ko,

I3 =1 ng
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ein begleitendes invariantes Dreibein von 4. Ordnung. Durch Differen-
tiation folgt aus (58) wegen (28)

L =Ia v
(9) L =1"=8L— 7

¥ B, ¥ 3k

W= = =)=

Demnach haben
k 4

(60) —'Tzklr '4“_t:k-2

die Ordnung 5. Die Ableitungsgleichungen nehmen die Gestalt an

g1, = * + I *,
(61) gzl =k, & LI P
33,:k2§1+3k132 s

Aber nun driangt sich sofort die Frage auf, ob sich ein Dreibein
von noch niedrigerer oder doch wenigstens noch ein gleichberech-
tigtes von gleicher Ordnung bestimmen 148t. Um die Unmdoglichkeit
davon einzusehen, bemerken wir folgende wichtige Eigenschaft unseres
Dreibeins g,, L,, Ls:

Haben zwei Kurven ¢(s) und Y(s) im Punkie s=s, das beglei-
tende Dreibein ;(s,) = 1;(so) gemeinsam, so beriihren sie sich in
L(se) =Y (so) in vierter Ordnung.

Wir bringen die Kurve g(s) in die ,kanonische Form*, d.h. wir
wihlen unser affines Achsenkreuz so, daB der Ursprung mit r(s,) und
die Einheitsvektoren auf den Achsen mit g, (s,), L,(s,), Z3(s,) der Reihe
nach zusammenfallen, und entwickeln dann x,(x,) und x,(x,) nach
Potenzen von x,.

Ausfiihrlich geschrieben ist dann x,(sy) = x;, =0 (! =1,2,3) und

k k
r__ "o__ o Ko __ m__ R
A=1 Xp=0, Xyt % =0, ¥=—7,
k
r__ " o__ " fo 1 __ "o__
(62) %30 =0, =1, Fo+ ¥ =0, =0,
xl . 0 xll - O xlll !1) r 1 xlll . 1
30 =Y Mg =Y Fg T g A =1L =1

Aus den Gleichungen
(63) EIV —_ tg' . kgll, g'V [ tlgl _ (t + kl)g” . kz"'

folgt weiter

v v ’ ko2
%19 = — Lo F10 = Yo +%>
v v
(64) Ao = — Ry Xgg= — R — 1ty

v v
¥go = 0, Xgo = — Ky
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Die Potenzreihe fiir x, nach s — s, oder einfacher nach s, indem wir
fortan s, = 0 annehmen, nidmlich

(65) xlzs—’g'*"ss—zs
kehren wir um und erhalten
(66) S =% —1—3,4x13—]— -t -

Daher folgen unter Heranzichung der Tabellen (62) und (64) die
Entwicklungen

1 44, —k,’

x,(%,) = = 5%+
1
— 3

(67)
! 13+25' 1 +"' .

Ist y,(%,), y5(x,) eine weitere Kurve, die durch den Ursprung geht,
so wird bekanntlich die Beriihrung #-ter Ordnung zwischen (r) und ()
in g, so definiert: Es ist

(68) (dk("'z_yz)) =0, (dk("’s —;ci"a)) -0,
x1=0 %,=0

dxlk dx,
fir k=1, 2,...,#n; dagegen fiir 2= » -+ 1 ist mindestens einer der
beiden Ausdriicke von Null verschieden. Daraus liest man die Richtig-
keit unseres Satzes sofort ab.

Da ein Tetraeder g, r-+1,, t + 1z, £+ r; mittels raumtreuer
Affinititen in ein beliebiges inhaltsgleiches Tetraeder iibergefiihrt werden
kann, so sieht man, daB alle positiv gewundenen Kurvenelemente vierter
Ordnung vom affinen Standpunkt identisch sind. Mithin kann es keine
Affininvariante vierter oder geringerer Ordnung geben. Daraus folgt
aber sofort auch, daf jeder kovariante Vektor r, von geringerer als
fiinfter Ordnung sich linear mit konstanten Koeffizienten aus p,, r,, I,
kombinieren lassen mufBl. Denn sonst wire eine der Determinanten
(£4L,%s)> (£41Ls)> (L T,%;) eine Invariante von héchstens vierter
Ordnung.

I.> Los Ly 051 m wesentlichen das einzige invariante Dreibein vierter
Ordnung.

(69) k =k, (s), ky = kz(s)

nennen wir die ,matirlichen Gleichungen der Raumkurve, k, und R,
nerste’ und ,zweite Affinkrismmung, t ,, Affinwindung®.

Die natiirlichen Gleichungen bestimmen stets eine Kurve bis auf
inhaltstreue Affinititen, wenn k2, und &, stetige Funktionen von s sind.
Alsdann besitzt namlich das Gleichungssystem (61) nach § 14 des
ersten Bandes stetige Losungen, die vorgeschriebene Anfangswerte an-
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nehmen. Sie gehen also aus einem beliebigen Losungssystem r,*, £,%, L*
durch homogene Affinititen hervor. Nun ist nach (21) und (61)

(70) (x,*5.* 5% = (L * 0¥ 6" + (5% 5" 5" + (@ ¥ 5*) = 0,

also bei geeigneter Auswahl

(71) @ L) =1

Setzen wir

(72) g* :f&* ds,
0

so ist

=%, =1 =" -k
wegen (71) ist also s Affinlinge von (r*), und die Differentialgleichungen

(61) sagen aus, daB (z*) die beiden Invarianten fiinfter Ordnung k,
und %, besitzt.

§ 31. Die Kurven mit festen Affinkriimmungen.

Wir wollen nunmehr einige besondere Kurven niaher ins Auge
fassen. Die einfachste Aufgabe dieser Art ist die Integration der
natiirlichen Gleichungen &, (s) = &, (0), &,(s) = &,(0), die véllig gleich-
wertig mit den Gleichungen

(13) RE) = kO =k, Hs)=U0) =1

sind. Wir haben danach zufolge der Formel (30) nur die Differential-
gleichung

(74) " + koW +tou =20
zu lésen. Setzen wir
u—els,
so erhalten wir fiir A die Gleichung
(75) 2B+ R+t =0.
Nehmen wir zuerst an, die Diskriminante dieser Gleichung dritten

Grades sei positiv. Mit 4, bezeichnen wir dann ihre reelle Wurzel,
mit A, 4 ¢4y, 4, — 4, die konjugiert imagindren. Dann ist

(76) A +21,=0.
Ist ¢,5=0, also auch 4,0, 4,50, 4,740, so haben wir in
(17) u,(s) = eMssindys,  wuy(s)=-ce*8coslys,  uy(s) = aehs®

drei linear unabhingige Losungen von (74). Bezeichnen wir den Vektor
{uy,u,, #,} mit 1, so moge die Konstante 4 so bestimmt werden, daf

(78) (uwn”)=1
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wird. Fiir die zugehorige Kurve r* erhalten wir
* :fe’-zs sin (A,5)ds = — Eo—sﬁs—s—) ehs |- Z’”—fezzs cos (4ys)ds,

(79) xe* = | e*2% cos (13 s) ds — SIn (138) g8 - ;3 fe’”s sin (l S) ds,

x*:gells'
8 1

Da demnach

at = __cos ( s) phas +
(80) )
x sin (lss) igs _l'i %
¥y = i e’ A %

ist, erhdlt man (r*) aus einer Kurve
(81) r = {ac2* cos(1;s), be2*sin(lys), cehs)
durch eine affine Transformation. a, b, ¢ sind der Bedingung (""" ") =1

gemaB gewihlte Konstante.
Die Kurven (r) umwinden nach (76) die Flache dritten Grades

x %,°
(82) (a‘z —{——é—)xs:c.
Wenn zweitens die Diskriminante von (75) negativ und f£,==0 ist,
so hat die Losung die Gestalt
(83) x, = achs, Xy =behs,  xy=cehs, A+ 1,44 =0.
Diese Kurven liegen auf einer Schale der Flache dritten Grades
(84) X X, %y =abc.

Wenn {, =0 ist, so entarten die Flichen (82) und (84) zu Zylin-
dern. Bei positivem £k,= x® finden wir die gemeine Schraubenlinie
(oder genauer: deren affine Verallgemeinerung)

(1 . 1 s

(85) g:{{?smxs, ?cosxs,;},

bei negativem %k, = — »* die ,hyperbolische Schraubenlinie«
(1 1 s

(86) g:iﬁshxs,;chxs, ;},

worin sh und ch die Hyperbelfunktionen bedeuten. Die erstere um-
windet einen elliptischen, die letztere einen hyperbolischen Zylinder.
Fallen zwei Wurzeln der Gleichung (75) zusammen, so finden
wir als zugehorige Kurve
(87) L = {eh3, %25, s¢hes) Ay +24,=0.
Stimmen schlieBlich alle drei Wurzeln iiberein, so muB 34, =0,
also &, =0, #,=0 sein und es ergibt sich die kubische Parabel

(88) p= {55 55
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als Kurve mit den vorgeschriebenen natiirlichen Gleichungen. (88) kann
bekanntlich als Durchschnitt eines parabolischen Zylinders und eines
hyperbolischen Paraboloids aufgefaBt werden; s ist proportional zum
sogenannten ,natiirlichen Parameter«?) der Parabel.

§ 32. Kennzeichnende Eigenschaften der Kurven
mit festen Affinkriimmungen.

Wenn die Affinwindung nicht verschwindet, so gibt es bei Kurven
mit festem ¢ und k einen im begleitenden Dreibein y,, r,, L, oder,
was hier auf dasselbe herauskommt, t’, ¢”, " festliegenden Vektor y,
der zu r addiert in einem festen Punkte endigt,

(89) pt+r=F%.
Dies folgt einfach durch Integration von gV -+ kp” -y’ = 0, woraus
sich
k ’ 1 "

(90) h=—r -+t
ergibt.

Diese Eigenschaft ist kennzeichnend. Gibt es nimlich eine mit
dem begleitenden Dreibein g,, £,, L, einer Raumkurve fest verbundene

Gerade, welche durch einen festen Punkt f, geht, so hat die Kurve
feste erste Affinkrimmung. Sei

(91) t) = O‘gl + ﬂx‘.! + 7&‘3 ) (06, ,6: 7 konstant)

die Richtung der fraglichen Geraden. Es soll eine Funktion A(s)
geben, fiir die

(92) YAy iy =0

wird. Beriicksichtigen wir (58) und (61), so folgt hieraus
(98) 1+2Va-+A(Bk +yk)=0,

(99) VB+a(et3yh)=0,

(95) Vy+i1f=0.

Aus (94) und (95) folgt in der Tat &, = konst. Soll aber bereits der
Vektor y) selbst in ¥, endigen, so ist 1 = 1 zu setzen und es ergibt sich
o 1
(96) ﬂ=0, k1=—8—y', k,z:—?.
Ein dhnlicher Satz fiir Kurven mit verschwindender Affinwindung
lautet: Durchlduft y 4-at” (2 konstant) eine Gerade, so ist r eine
Schraubenlinie (f=0, k= £k,). Es muB} sich namlich entweder aus

(97) r'+ar”=216)F" +ar)

?) Hierzu vergleiche man etwa O. Staude: ,Analytische Geometrie der
kubischen Kegelschnitte®, Leipzig 1913, S. 136 —145.

Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 6
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ein 1(s) bestimmen lassen oder

(98) Y FagV =
sein. Aus der ersten Annahme folgt nun ¢ = 0, sie ist also zu ver-
werfen, und die zweite Annahme entspricht nach (28) gerade unserer
Behauptung.

Anziehender ist der folgende Satz: Hat die Kurve ) =y -+ay”
(a konstant und von Null verschieden) mit () gemeinsame Affinhaupt-
normalen, so ist (r) eine Schraubenlinie. Bezeichnen wir die Affinlinge
von (f)) mit 6, ds:do mit ¢ und die Ableitungen nach ¢ durch Punkte,
so 1st

(99) Y= +ar") e,

(100) h=@"FartV)e*+ ' +ar")¢ .
Nun muB3

(101) y=2a(s)t”

sein; daraus folgt in Verbindung mit (94) ¢'¢ =0, also ¢ = konst.
und dann weiter

(102) A =" +a(— k" — 1)) ¢°,
also

(103) t=0.

Daher ist

(104) e =U'y"y") =1 —ak)’,

das heiBt & = konst., w.z b.w.

Die wesentlichste Kennzeichnung unserer Kurven ist aber die
folgende: Die Kurven mit fesien Affinkriimmungen sind identisch mit
den gewundenen Kurven, die eine Gruppe von inhalistreuen Affinititen
gestatten. Es ist von vornherein klar, daB Kurven mit der geforderten
Eigenschaft konstante Kriimmungen besitzen miissen, weil das all-
gemeine Linienelement fiinfter Ordnung der Kurve im wesentlichen
in jedes andere solche Linienelement der Kurve iibergefiihrt werden
kann durch eine Transformation, die 2, und %, erhilt. Umgekehrt
1aBt sich aber auch zu jeder der Kurven mit festen Affinkriimmungen
eine eingliedrige Untergruppe inhaltstreuer Affinititen angeben, die
diese Kurve als Ganzes in sich tiberfithrt. Dazu geniigt es zu zeigen:
Die Koordinaten «, f/, y des Kurvenpunktes r(s-- %) in bezug auf
das begleitende Dreibein des Kurvenpunktes g (s) hidngen zwar von h,
nicht aber von s ab. Das erkennt man so: Fiir k=%, und ¢=1{,
folgt aus (28), daB jeder Vektor r®(s) (n > 3) sich aus ¢'(s), £”(s),
t” (s) mit festen Koeffizienten linear zusammensetzen liBt. Wir er-
halten deshalb eine Taylorentwicklung von der Form

(105)  x(s+h) —x()=e® () +BBWL" () + 7B (s)
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und darin liegt die Richtigkeit unserer Behauptung. Betrachten wir
nun die inhaltstreue Affinitit y, —1),, die den Punkt
Y, =z (s) + et (s) + B (s) + 72" (sy)
in den Punkt
by = £ (2) + €&’ (s2) + B2" (52) -+ 72" (52)
iiberfilhrt, so 1aBt diese unsere Kurve (r) als Ganzes in Ruhe. — Die

entwickelte Aufstellung von Untergruppen wird dem gefilligen Leser
nun nicht mehr schwer fallen.

§ 33. Gewindekurven®).

Zu den einfachsten Kurven, deren Betrachtung uns das ent-
wickelte analytische Riistzeug nahelegt, gehdéren die mit einem Punkt
% = 3, als kovariantem Kriimmungsbilde (§ 29). Bei diesem ist nach
(38), (39)

(108) kY =3, (¥—-9r=0,
also
(107) B —t=0.

Ist §) das kontravariante Kriimmungsbild, so gehen die Ebenen §)-5 =1
simtlich durch den Punkt 3,, der etwa die Koordinaten {0, 0, 1}
haben mége. Dann muf

(108) Y=1, Y =0, Y =0,
also wegen Y, =1 und (44)
(109) ={0,0,1} =Y <Y
sein, daher ist auch
Y ’ YI !
110 ' 9V — 1 2 —1.
(110) OVY)=|

Dann ergibt sich fiir das Tangentenbild f) = ) >< )

(111) n—! Yy, +Y/ R }
L v v ] Y2 Ya'
und sonach fiir die Kurve p selbst
(112 =31-Y,, +Y, 1 ny
) L= 2 Y -Y, J'

Man beachte, daf damit keineswegs gesagt ist, man konne die na-
tirlichen Gleichungen ¢ — &’ = 0, k = k(s) integrieren.

3) E. Salkowski: Leipziger Berichte 70 (1918), S. 160—176.
6*
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Gleichung (110) konnen wir mittels (112) auch in der Form

==

!
[

(113)

xl xo
schreiben. Daraus erkennen wir:

Projiziert man die Kurven, deren kovariantes Kriimmungsbild ein
Punkt ist, geeignet durch parallele Geraden auf eine Ebene, so ist die
Affinlinge der Projektion der Affinlinge der Kurve proportional.

Diese Eigenschaft kennzeichnet unsere Kurven. Aus

(114)

folgt ndmlich durch Ableitung

kx/+x" =0, Fx'+ka” 4+ 2V =
ha) 42 =0, K Lha) L+ xV=0,
also nach (28)

(116) KF—t=0.

(115)

Es bedarf nur noch einer ganz geringen Umformung, um zu er-
kennen, daB die Tangenten unserer Kurven einem ,.allgemeinen line-
aren Komplex‘* angehoren, daf sie, was dasselbe besagt, ,,Gewindekurven*
sind und daf} umgekehrt bei jeder Gewindekurve B — t=0 ist.

Bezeichnet man die Unterdeterminanten der Matrix

|
Ko Xy KXy X X X

, ndmlich .o
X" Xk

o,k Lok o, %
x* %, * 2,* %,
mit p;z, so sind bekanntlich die p;; Linienkoordinaten der durch die
Punkte

_(x x fw* oxt M)
t= ’lxo % xoi und - g* ix*’”*’;*i
bestimmten Geraden. Sind a,; Konstante und a;; = — az;, so wird
durch die Gleichung
(117) Z;’cﬂik?ikZO
U

ein ,linearer Komplex“ von Geraden definiert, den man ,,allgemein*
nennt, wenn die Determinante der a;; nicht verschwindet.

Durch (117) oder wegen a;; -+ az; = 0 durch

(118) Za,;k xixk* =0
ist jedem festen Punkt r als Ort fiir die zugehodrigen r* die Ebene

(120) Uy = 2 dix¥,,
?
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zugeordnet. Umgekehrt entspricht jeder Ebene u ein einziger Punkt g,
wenn die Determinante der a;; von Null verschieden ist.

Diese allgemeinen Komplexe oder ,,Gewinde“ konnen wir durch
inhaltstreue Affinititen auf eine Normalform bringen. Bemerken wir, daB
durch (120) auch den ,uneigentlichen“ oder ,,unendlich fernen“ Punkten
{0, x,, x,, x4} der projektiven Geometrie Ebenen zugeordnet und durch
die Umkehrung der Gleichung (120) ebenso der ,,unendlich fernen® Ebene
%, =0 eindeutig ein Punkt im allgemeinen projektiven Sinne zuge-
ordnet ist. Bemerken wir ferner, daB3 die zugeordneten Punkte und
Ebenen stets (wegen (118) und a;; -+ a; = 0) vereinigt liegen. Dann
sieht man leicht, daB wir den Ebenen x, = 0 und x, = 0 die Punkte
{1,0,0,0} und {0, 0, 0, 1} entsprechen lassen kénnen. Es muf} als-
dann a,,=0, a,,=0, a, =0, a,, =0 sein und aus (118) wird

[,

X1 % X3 %o !*—0 ay,
N a=g

| %" % | 12

(121)

*

%% %,
wenn wir x, = %,* =1 und

— — — — 1
H=Vax, X=%, X=-—=2%
Va
setzen und die Querstriche gleich wieder unterdriicken, so wird schlie3-
lich aus (121)

(122) EAEA

+xg — x¥;=0.

% . %
X1 Xy

Man sieht nun sofort, daB3 die Tangenten der Kurven (r) (113) dem
Komplex (122) angehéren. Wahlen wir x* = x, | x;, so ist in der
Tat (112) erfiillt, da ja nach (113)

Xy X
(122) } 1o

J— ’
x, %, =7
| Y1 “e

3

ist. Andererseits ist die Eigenschaft (122) kennzeichnend. Denn hier ist

’ ’ ’ ’
%5 Xy Xy Xy — Xy Xy

"1 |2
x, x
PN " ” ” ” ’ 172 |
@'t = | %", %" 2, % — Xy Xy :]x ¥
m . m m " 1 roon 172
Xy s Ky Xy Ky — Xy ), — xy) %y
Es ist mit anderen Worten die Komponente Y, = x,'x,” — x,'x,” des

kontravarianten Kriimmungsbildes konstant und das kovariante
Kriimmungsbild entartet daher in einen Punkt.

§ 34. Weitere besondere Kurven.

Wir wollen jetzt die Differentialgleichungen der viumlichen W-
Kurven aufstellen. Diese Kurven wollen wir — ganz entsprechend wie die
W-Kurven der Ebene — durch die Eigenschaft erkliren, eine Gruppe
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von belicbigen — also nicht nur inhaltstreuen — Affinititen zu ge-
statten. Bei Affinititen mit der Determinante 4 multipliziert sich das
Differential der Affinlinge — wie schon einmal bemerkt — mit 4%

und daher & mit 47, ¢ mit 4~ Der Affinlingenparameter wird
dementsprechend bei den Transformationen der Kurve in sich, die
von einem Parameter $ abhangen mogen, in

(125) s*=d(p)h-s +1(p)

tibergefiihrt und auch die eingliedrige Schar von Transformationen (125)
bildet eine Gruppe. Daraus koénnen wir die Bauart dieser Trans-
formationen genauer bestimmen.

Entweder ist d(p) identisch gleich 1. Dann gestatten unsere
W-Kurven eine Gruppe von inhaltstreuen Affinititen und gehéren also
nach § 32 zu den Kurven mit konstanten Affinkrimmungen. Andern-
falls moge

T=2d(p)
als neuer Parameter eingefithrt werden:
(126) s*=15+ @ (7).

Aus der Gruppeneigenschaft
=y 5+ (o),
=15 g (ry),
=15+ (1) =1,75 T+ 75,0 (1) + @ ()
folgt fiir ¢ die Funktionalgleichung
(127) ¥ (71 72) =1,¢(7)+¢ (72) =09 (72) + (71)
und daraus
(72 — 1) ‘p(71) = (71 - 1)‘77 (72)'
Nimmt man 7,==1 als fest, so sieht man, daB ¢ () =c(r — 1) sein
muB. Somit bekommt (126) die Form
s*¥—so=1(s — s0) -
und wenn wir s =s — s, setzen, wird also
(128) s¥ =1.5.
Nun koénnen wir %2 und ¢ als Funktionen von s bestimmen. Wird
der Punkt s = 1 bei einer Transformation der W-Kurve in sich in

s* = 7 iibergefithrt, so muB nach den Dimensionsangaben zu Anfang
des Abschnitts
k

(129) R="0 i =10

sein und indem wir statt ¢ wieder s und statt k (1), ¢#(1) kiirzer &, ¢,
schreiben, erhalten wir in
- k

w . F

(130) i b

" tl ’
L ‘f“;;?I =0
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die gesuchte Differentialgleichung der W-Kurven. Die Integration 1aBt
sich leicht durchfiihren, wenn man in

u'” %u'—}—%uzo
u = s* setzt.

SchlieBlich wollen wir noch die Differentialgleichung der Kurven
aufstellen, deren Tangentenbild auf einem Kegel zweiten Grades mit der
Spitze im Ursprung liegt. Man kann eine solche Kurve stets durch
eine Affinitit in eine ,,Béschungslinie« iiberfiilhren, bei der gewdhn-
liche Kriimmung und Windung in einem konstanten Verhiltnis stehen*);
wir wollen deshalb auch kurz unsere Kurven als Bdschungslinien be-

zeichnen.
Bei geeigneter Koordinatenwahl wird also

(181) x4 ) =,
und durch Differenzieren

r., ra M
Xy Xy Xy Xy = x5 x5
Daraus folgt

(132) LASTASEAES

oder

1 =4)Y Y=Y, = —1sY,
unter ) und §) Tangenten- und kontravariantes Kriimmungsbild ver-
standen. Setzen wir §) = {v,,Y,, — V;}, so wird

0y'y) =209 9)=—-2rQYY")
und daher wegen (40) und (44) = —1, 1= —1.
Das Tangentenbild y(s) und das kontravariante Kriimmungsbild
und somit auch die Kurven

(133) g=ft)ds und Zf::f?)ds
gehen also durch eine inhaltstreue Affinitit auseinander hervor.

Dabei bleiben aber die Affininvarianten %, ¢, K, T unverindert und
es mull somit

(134) k=K, t=T
sein. Unter Beriicksichtigung von (51) folgt daraus
(135) K —2t=0

als Differentialgleichung der Béschungslinien. Umgekehrt folgt aus
(185) die Gleichung (184) mit Hilfe von (51); mit anderen Worten,
es ist

3
Yk:g/;aikyi'

4) Vgl. im ersten Band § 15— 17,
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Also haben wir
3 3
p-Y = Zyk_Zaikyi =0,

denn es ist §)-9) = (hyy’) = 0; damit ist = ft)ds als Boschungs-
linie erkannt.

Aus dem Gesagten ergibt sich der Satz: Sind die beiden Kurven
(138) zueinander affin, so sind sie Bioschungslinien, umgekehrt it
sich die einer Boischungslinie (L) zugeordnete Kurve (X) durch eine
Affinitdt in () diberfiihren.

§ 35. Kurven mit geraden Schwerlinien.

Unter den Schwerlinien einer raumlichen Kurve (r) durch den
Punkt y, verstehen wir den Ort der Mitten aller Sehnen, die zu
irgendeiner festgewahlten Ebene durch die Tangente in p, parallel
sind. Je nach der Wahl dieser Ebene kommen wir also im allgemeinen
zu verschiedenen Schwerlinien durch einen Punkt. Wir behaupten
nach Reidemeister:

Besttzt eine Kurve durch jeden ihyer Punkte eine gevade Schwer-
linie, so ist sie eine elliptische oder hyperbolische Schraubenlinie oder
eine kubische Parabel (k = konst., t =0),

Es sei y,==r(0). Nach den Voraussetzungen des Satzes mub
sich eine Funktion ¢(s) bestimmen lassen, so daBl ¢(0)=0,

eine Gerade beschreibt und der Vektor

(137) b(s) = £() — k[ )]
einer Ebene durch g, und g, g, parallel ist. Wir entwickeln nun
(136) nach Potenzen von s

2 k
(138)  u() =1+ uys+u" 5+ UM

Die Werte u,® stellen wir in einer Tabelle zusammen, den Index 0
dabei unterdriickend

2w = (1+¢) ="+ ¢")+1¢"
2" — m +‘PI3)+Z”3 ‘P’ n__,_gr m
2ulY = x“’(l + @)+ 169"+ " (3¢ +4¢¢") 1P,
(139) ouV = g __I_(P/,r))_'_glvloqjls 1;4_&111(1599 (P”2+101P,2 m)
-l—g”{l()(p” III+5(p ‘PIV}"I‘E‘P g
U= P14+ ') + V159 g
+§m{15(}9”3 + 60(}7’ ” m + 15q)12¢1v}
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In der letzten Reihe deuten die Punkte die fortgelassenen Glieder
mit ¢!V, ¢”, 1 an, die wir nicht bendtigen werden. — Jetzt beachten wir,
daB u'(s) und daher auch die Vektoren u® alle einem festen Vektor a
parallel sein miissen. Dementsprechend wollen wir nun ¢(s) den
Gleichungen (u®qip) = 0 gemib zu bestimmen suchen, unter fp einen
willkiirlichen Vektor verstanden.

Angenommen, es wire 1 + ¢'=4=0, so miiite, da y' zu q parallel
lauft, (u”y'1p) =0 sein und, da bei reellen Kurven sicher 1 4 ¢'?<=0

ist, ¢ in die Richtung von ¢’ fallen; also ist notwendig ¢’ = — 1 und
a zu 21" - ¢'¢” proportional. Daher mul}

(140) (u®,2¢" +1r'¢",w)=0  (1=38,4,...)

sein; 7 =3 liefert

(141) ¢" 39" =0.

Fiir 4 =4 ergibt sich nach (28), dal als Faktor bei t" die zweite
Ableitung ¢” =0, also a proportional zu r” ist und in Verbindung
mit (141) folgt ¢ = 0. Nun mufl
(142) (u9t"w) =0, (1=4,5,6,...)
sein. Unter Benutzung von (28) folgt fiir 4 = 4 noch — 2¢+ ¢!V =0,
aus ¢ =5 folgt ¢V =0 und fiir 7 = 6 als Faktor von ¢ in u(D

(143) — Tt+ K =0.
Somit ist
(144) p(s) = — s+ grst (%)

wo (*) Glieder von mindestens 6. Grade andeutet.

Nunmehr entwickeln wir p(s) nach Potenzen von s und erhalten
4 5
(145) 0(s) =20 s + 20" 5 — 20y’ ; + @0 +104") 5+

Aus dem Gliede 3. Grades entnimmt man, daB p(s) nur der Ebenen-
stellung (r’ ><z™) parallel sein kann. Somit muf3

(146) (2r¥ 104", ¢, 2") =0

sein, woraus — wieder unter Verwendung der Formel, die aus (28)
durch Differenzieren folgt — sich ergibt

(147) 4t — K =0.

Aus (143) und (147) folgt in der Tat ' =0 und ¢=0.

§ 36. Das Variationsproblem der Affinlinge.

Die Kurven mit verschwindenden Affinkriimmungen kénnen auch
wieder insofern als die ,,Geraden der riaumlichen Affingeometrie® an-
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gesprochen werden, als sie die einzigen Extremalen des Variations-
problems

(148) S = [¢i7%)"*dp = Extremum,

des Variationsproblems der Afﬁnlé.nge, sind. Berechnen wir 4S5, die
erste Variation des Affinbogens! Sei p (s) (0 < s < 1) die Ausgangs-
kurve, s der Affinlingenparameter,

(149) I=r+e(@y +or"+wr)=y+edy

eine Nachbarkurve, so finden wir durch die entsprechende Rechnung
zu § 16 mittels (28) unter den Randbedingungen

(1 50) [63‘]0,1 =0, [62,]0,1 =0, [6g,l]o,1 =0
fir die erste Variation von S den Ausdruck (vgl. S. 75)

8S = — ¢ [{2hv+ (3t — 2K)w}ds

(151)
= — g [{(Be —2)® — 22"} 0y ds.

Soll 4S bei jeder Wahl von v und w, die den Randforderungen (150)
entspricht, verschwinden, so muB identisch

(152) k=0, t=0

sein.

Wir wissen (§ 81), daB die beiden Gleichungen (152) mit den
beiden anderen von fiinfter Ordnung &, =0, k,=0 gleichwertig
sind. Die Euler-Lagrangeschen Gleichungen fiir ein Variationsproblem,
das von Ableitungen #u-ter Ordnung abhingt, sind im allgemeinen von
2n-ter Ordnung. Wir haben in (148) also eine Variationsaufgabe,

bei der sich die Ordnung
2 der  Euler - Lagrange schen
Differentialgleichungen er-
niedrigt.

Interessanter ist die
Frage, mit welchen Kurven
verglichen die Parabel ein
Yy Extremum liefert und in
welchem Sinne. Hier leistet
wieder die geometrische
Deutung der Affinlinge bei

P der kubischen Parabel gute

3 . .
Fig. 34. Dienste. Zwei Parabelpunkte
p, und p, nebst ihren Tan-
genten und Schmiegebenen bestimmen ein ,,Schmicgietraeder<, dessen
beide anderen Ecken p, und p, also die Schnittpunkte der Tan.
genten von p, und p, mit den Schmiegebenen von p, und p,
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sind. In Fig. 34 ist dieses Tetraeder gezeichnet mit den beiden
Parabeln, die von der Tangentenfliche unsrer Kurve auf den Schmieg-
ebenen in p, und p, ausgeschnitten werden. Nun hat ein Tetraeder
gegeniiber raumtreuen Affinititen nur eine unabhingige Invariante
— seinen Inhalt J —; die invariante Affinbogenlinge s,, des Para-
belbogens zwischen p, und p, ist eine weitere Affininvariante des
Tetraeders — denn es gibt nur eime kubische Parabel durch p, und
p, mit den vorgeschriebenen Tangenten und Schmiegebenen —; da-
her muf s,, eine Funktion von [ sein:

Spe =1 (] )
Die Funktion f (J) konnen wir ermitteln. Uben wir niamlich
auf das Tetraeder eine Affinitit mit der Determinante 4 aus, so muf

(153) Sia dte = f(]d)

sein und fir [ =1, s,, = ¢ ergibt sich
fd)=cds.

Somit ist

(154) N

wo ¢ ein bestimmter Zahlenfaktor ist. Wir haben mithin gefunden:

Der Affinbogen zwischen zwei Punkten auf einer kubischen Pa-
rabel ist proportional zu der sechsten Wurzel aus dem Rawminhalt des
Tetraeders, das durch diese Punkte, thre Tangenten und Schmiegebenen
bestimmt ist. Sind P, P, 9, drei in der angegebenen Ordnung aufein-
anderfolgende Punkte einer kubischen Parabel und ist der Inhalt der
durch fe zwei derselben bestimmien Tetraeder [ o, J 5> Jag, SO ist

!/ 1 1
(155) Tt Th=T0
Die Affinlinge des Parabelbogens, der zwischen zwei Linien-
elementen zweiter Ordnung liegt, nennen wir kurz den ,,Affinabstand*
der beiden Linienelemente. Dann 146t sich wieder ganz wie in der Ebene

zeigen (der Beweis sei dem Leser iiberlassen): Seiy(p) eine dreimal
differenzierbare Kurve und existiere das Integral

soo = [ EEE)"ap.

Ist dann 0 < p, < py < ... < po—q <p,=1 und der Affinabstand
0; i+, 2Weier benachbarter Linienelemente zweiter Ordnung x(9,), £(p; . ,)
kleiner als ¢

Giiv1 <0,

%) Diese Eigenschaft der kubischen Parabel wurde von H. Schroeter ent-
deckt. Vergleiche R. Mehmke: Zeitschrift fiir Mathematik und Physik 40 (1895)
S. 230.
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so ist
n—1

| S04 — 217‘71',“1 | <e,

wo ¢ mit ¢ unendlich klein wird.

Wir erklaren noch, was wir ,konvexe Lage eines Linienelemen-
tes II beziiglich der Linienelemente I und III nennen wollen. Es
sei p, P,y p, das durch I und III bestimmte Schmiegtetraeder, das
heiBt genauer: Es liege I in p,, IIl in p,, und es seien p, p, und p, p,
die Tangenten und p, p, p, und p, p, p, die Schmiegebenen von I und
II. Dann heiBe II konvex zu I und III, wenn die Schmiegebene
von II die Geraden p, p,, P, s, Py P, in den Punkten 3, 3,, 8, inner-
halb der Strecken p, p,, p,Pp;, pyp, trifft, die Tangente von II
die Ebenen p, p, p, und p,p,p, in den Punkten t, und t, innerhalb
der Dreiecke p, p,p, und p, p, p, schneidet und II in p innerhalb
des Tetraeders p, p, P, p, liegt. Filhren wir die Teilverhéltnisse

(156) o —Df g Pt B Eb Gt

o Lt

T b R b P meb T 8.8 0 3,8 6
ein, so konnen wir die konvexe Lage des Linienelementes II durch die
Ungleichheiten

hp
t1 t2

O<e;<1 (1=1,...,6)
kennzeichnen. Man vergleiche hierzu auch die Fig. 34, wo allerdings
die Bezeichnung anders gewahlt ist.

Nun lafit sich der folgende Hilfssatz von A. Winternitz ebenso
leicht formulieren wie beweisen:

Liegt das Linienelement zweiter Ordnung I konvex zu den Linien-
elementen zwetter Ordnung 1 und I, so gilt fir die Affinabstinde
LI, I, IIII die Ungleichheit

(157) I+ 10 < 110,
und zwar gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn 1 auf der durch 1 und
III bestimmien kubischen Parabel liegt.
Unter Benutzung der soeben eingefiihrten Bezeichnungen ist
B =Pt — PP — ) =0 (8 — b, t, — Pty — by)
= g0 (8; — Pyt — Py By — Py) = 050, (8, — Py, 85— P15 83— Py)
= Oy Gl - . g (pe =P Py — Py Py — p1>

Also ist
III 6 —
(158) m:l/alag...oce
und durch dhnliche Uberlegungen folgt

(159) Vi) —a). (1—a).
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Da
i ooy ..+
{/alaz...oce éhl‘(;;“‘ﬁ
(vergleiche § 16), so ist
6 ¢
(160) Vejoy...op+V(1—a)...(1—g) <1,
wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn ¢, = @,... = ¢, Ist.

Dann liegt I aber auf derjenigen eindeutig durch I und III bestimm-
ten Kurve, fiir die stets

(161) (‘31 — P t1 —hph— pl)l/s =93 — P 0 — p\)l/s
= (pa e VTR R VTR Vi p1)l/6
ist. Die kubische Parabel ist aber, wie wir soeben gesehen haben,
eine solche Kurve, und somit die einzige. Damit ist der Hilfssatz
bewiesen.
Darin liegt nun bereits die Beantwortung der oben aufgeworfe-
nen Frage und zwar in folgender Weise:

Von allen positiv gewundenen Kurvenstiicken g(p), (0 < p < 1) mit
einer Affinbogenlinge, die innerhalb des Tetraeders P, P, 99, verlaufen
und durch die Linienelemente zwetter Ordnung 1 und 111 hindurchgehen
und fiir die ferner stets

(162)  (E(B) E(B), E(B)) F 0, 0Py <pa<py=1
st der Parabelbogen der lingste.

Wir brauchen offenbar nur zu zeigen, daB je drei aufeinander-
folgende Linicnelemente der zugelassenen Kurven zueinander kon-
vex liegen. Dann folgt der Satz durch bekannte Schliisse.

Das ist aber leicht zu bestitigen. Die Bedingung (162) sagt aus,
daB der zu den Tangenten unserer Kurve parallele Kegel 7 (),
wobei 7 > 0 sein moge, auf jeder Ebene, die nicht eine seiner Er-
zeugenden enthilt, den Teilbogen einer Eilinie oder eine Eilinie
ausschneidet (vgl. § 17). Die Tangentenebenen von (zf (p)) sind also
,,Stiitzebenen“ im Sinne von Minkowski, das heiBt, der Kegel liegt
ganz auf einer Seite dieser Ebenen, und da iiberdies (r ) > 0 ist,
haben die Tangentenebenen des Kegels nur eine Erzeugende mit ihm
gemeinsam.

Weil die Tangentenebenen zu den Schmiegebenen & von g (p)
parallel sind, ist mithin auch eine solche Schmiegebene niemals zu
einer Tangente von g (p) parallel. Daraus und wieder aus der ,Kon-
vexitit im GroBen“ unseres Kegels folgt aber, daBl die Tangenten-
fliche r (p) + v (p) auf den Schmiegebenen G Teilbogen von Eilinien
ausschneidet. Denn diese Schnittkurven sind durch parallele Tangenten
auf den Durchschnitt irgendeiner zu & parallelen Ebene mit dem
Kegel bezogen.
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Denkt man sich nun die Tangentenfliche mit den beiden Schmieg-
ebenen irgendeines Schmiegtetraeders zum Schnitt gebracht, so er-
kennt man mit Hilfe von Fig. 34 S. 90 leicht die Richtigkeit unserer
Behauptung.

§ 37. Kurven mit gemeinsamer Sehnenmittenfliche.

Die Gesamtheit der Schwerlinien einer Kurve (§ 35) erfiillen eine
Flache m, die ihrer Entstehung gemib als ,Sehnenmittenfliche® be-
zeichnet wird. Sind ¢ und 7 zwei unabhingig laufende Parameter, so ist

m(t, 1) =3 (@ +x ).

m ist also eine Schieb- oder Translationsfliche (vgl. § 45 des ersten
Bandes). Bei ebenen Kurven fillt m in die Ebene der Kurve; sonst
ist (m) keine Torse, denn die Schiebflichen, die gleichzeitig Torsen sind,
sind Zylinder.

Sobald die affine Flichentheorie dargestellt ist, werden wir den
Zusammenhang zwischen m und g niher untersuchen, und insbesondere
alle Kurven bestimmen, deren Sehnenmittenflichen geradlinig sind.
Hier wollen wir nach den Kurven mit gemeinsamen Sehnenmitten-
flichen fragen. Fiir zwei solche Kurven muB bei geeigneter Wahl
von ,, 7,

2m=1r, () + 1, (1) = L (b) + L2 ()

sein. m enthilt also zwei Paare von gleichgestellten Kurvenscharen und
gehort, wie man sagt, zu den ,Schiebflichen mit vier Erzeugungen®,
Diese Flichen sind aber bereits bestimmt worden, und zwar zuerst
von S. Lie, spiter von G. Scheffers®) und in besonders schéner Weise
von G. Darboux™), und es zeigt sich dabei, dal sie, von Entartungs-
fillen abgesehen, stets auch Sehnenmittenflichen sind.

Wir stellen uns daher die Aufgabe, alle nicht parabolisch ge-
kriimmten Schiebflichen mit vier Erzeugungen, mit zwei Paaren von
,,Schiebkurven® zu bestimmen. Die parabolisch gekriimmten Schieb-
flichen, die Zylinder, haben offenbar unendlich viele Paare von Schieb-
kurven. Wir folgen der Methode von Darboux.

Sei

(163) 2m=r, (t1) + L, (t‘z) =—1 (ta) — L (t4)

und, um die Marken nicht noch mehr zu hiufen,
L, (t) = {%; (), v, (¢, &)}

) S. Lie: Arch. for Math. o. Nat. 7 (1882), S. 155 und Leipziger Berichte 48
(1896), S. 141-—198. G. Scheffers: Acta Mathematica 28 (1904), S. 65—92.

% G. Darboux: Lecons sur la théorie générale des surfaces, 2. Aufl.,, Paris
1914. Bd. 1, S. 151—161.
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Die Tangenten der Schiebkurven liegen natiirlich in der Tangenten-
ebene von m; daher muBl, wenn wir die Ableitungen nach den b
durch Kreise andeuten,

(164) 0.°1°5°) =0, (@°5°5°)=0

sein. Also gibt es zwei Funktionen $ und ¢ des Flichenpunktes, fiir die
(165) dz,=pdx;+qdy, (i=1,2...4)
ist, oder, wenn Punkte Ableitungen nach x; bedeuten,

(166) z,=p+qy, (t=1,2...4).

Hierin konnen wir $ und ¢, die Stellungsparameter der Tangenten-
ebenen von (2m), als unabhingige Verinderliche betrachten — denn
sonst wire p =p(g) und (m) als Hiillgebilde einer einparametrigen
Ebenenschar Torse.

Nunmehr wollen wir y; als Parameter {, einfiilhren und %, als
Funktion von 9, auffassen. Das ist moglich, weil y, als verinderlich
vorausgesetzt werden kann. Waren nédmlich y, und z, beide konstant,
so wire (r;) eine Gerade und (m) ein Zylinder. Ist aber y, konstant
und 2z, verdnderlich, so liegt r; in einer zur z-Achse parallelen Ebene
und wir konnen durch eine Koordinatentransformation erreichen, daB
alle y, veranderlich sind.

Sei )
(167) 5= 1;0)-
Die Gleichungen (166) bestimmen dann 4, als Funktion von p und g9,
(168) Al 10

und durch Differenzieren von (166) folgt, wenn wir Ableitungen nach ,
durch Striche andeuten,

(169) (f —g)dg;=dp +gdqg,
woraus sich fiir g; die partielle Differentialgleichung

g 0gi

(170) 20 = 8i%p

ergibt. Ebenfalls ist, weil x; als Funktion von j,=g, aufgefaBt
werden kann,

Bx,- _ 6x;
(171) g 8igp
und daher
0
(172) dx = (ap + gd).
Nun ist nach (163)
4 4
(173) Dx,=0, Jy,=0.
i=1 i=1
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Durch Differenzieren erhalten wir hieraus

4 4 4
(174) 2dx=0, Yy dx,= 3gdx =0,
i=1 i=1 i=1
und wenn wir aus (172) den Wert von dx, einsetzen, so folgt
4 s s
0% _ . 2 0%
(175) i_la—P_O, ggiap—-(), ggi ap—-O.

Nach diesen Vorbereitungen 146t sich unschwer beweisen, daB z;, ¥,
auf einer Kurve vierter Ordnung F (3,, z,) = 0 liegen. — Wegen (171)
und (175) ist fiir beliebiges «

4 8xi_ 8x,~ 4

9 “ap ox
176 ——F = M T,
( ) = &« g ap
Setzen wir 4
1 0¥
177 0= =,
(177) gé’i*“ op

so folgt wegen (176), (170) und (171)
RS AT RN e R
also

00 00

und daher ist

(179) 0= 0O(x, p+ qu).
Nun ist aber klar, daB

(180) o= _L in_ 2

gesetzt werden kann, wo F und & fiir alle 4 und g Polynome vierten

beziehungsweise dritten Grades in ¢ sind. Ferner folgt aus (180),
daB identisch
D(a)=1

gilt. Denn wegen (175) beginnt die Entwicklung von ©(x) nach 1:a
mit 1:¢*. Also ist

(181) M Lom 1
i=

Und daraus folgt sofort, daB F (e, %) in ¢ und p* = p -+ ge ein
Polynom vierter Ordnung ist. In der Tat muB die fiinfte Ableitung
von F nach ¢ identisch in P und g verschwinden; die Gleichung

5 OF . PF s OF s OF
O gprs T899 gpmigy T10¢° g5 + 10 P
L5g BT L PF

5;*3“4 [P
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muB also fiir alle ¢ erfiillt sein und es miissen daher alle Ableitungen
fiinfter Ordnung von F nach ¢ und p* verschwinden.

Nunmehr setzen wir ¢ = g; = ¥,; dann wird wegen (166) p* = %,,
und da nach (181) das Polynom F () die Nullstellen g; hat, so folgt
(182) F(y;, ;) = 0.

Das Tangentenbild der Schiebkurven liegt auf einem Kegel vierter
Ordnung mit der Spitze wm Ursprung.

Diese Eigenschaft ist aber noch nicht hinreichend. Bestimmen

wir, um das einzusehen, die Funktionen x;, y,, ;!
Wir setzen %, = h,; aus (181) folgt

8x,-_ . gi—o —1
(183) p _(}l_’n;F(a, p*¥) ~ OF (g1, k) OF (gs, 1)
0g: 0k
und nach (172) also
___ dp+agdg
(184) A% =—5F o

Da h,=p +¢g,q, also
dh, —qdg,=dp 4 g,dq
ist, so kann man statt (184) auch

_ qdgi—adh
(185) d"i_gf—Jr aF
0g: T oh

schreiben, und da der Zuwachs von x;, als Funktion von g, =y, und &;
aufgefaBt, von ¢ unabhingig ist, sp folgt fiir limg = oo und fiir g =0

o dg; . dh;
(186) dxi—aF—_aF
ohy dg
und daher
ag g
(187) dy;, =g 71?1’ dz;= hiﬁi‘ :
oh; o

Man sieht, daB die Kurven g;, die sich durch Integration von (186)
und (187) ergeben, aus g, durch Parallelverschiebung hervorgehen,
wenn F (¢, p*) = 0 nicht zerfillt, und also in der Tat

(188) 2m =+p, (t1) +%a (tz) =+ & (t1) + Il(te) + a + a4y,
2m* = — gy (fy) — L, (f) = — &, (6) — 5, (8) — 0 — @
Sehnenmittenflichen von r, 4 3 (a, + @a,) und — g, — 1 (a; + a,) sind.

Wir haben jetzt nur noch zu bestitigen, daBl (m) und (m*) zusammen-
fallen.
Dazu bestimmen wir g, als Funktion von p und ¢ und damit
zugleich die Zuordnung der einander auf den (g;) entsprechenden Punkte.
Blaschke, Differentialgeometrie. II, Bd. 7



98 Raumkurven.

Schneiden wir die beliebige Kurve vierter Ordnung

F(g,h)=0

h=p+q¢
so erhalten wir fiir die Koordinaten g der Schnittpunkte die Gleichung
vierten Grades
(189) Flg.p+98)=06()=0,
deren Wurzeln g, (i =1, ... 4) benannt werden mogen.

Ist f(g) ein Polynom niedrigeren Grades als O (g), so gilt die
Partialbruchzerlegung
e __ flg) 1
09 “Z@'(g,)g—g;’

wo die Striche Ableitungen nach g andeuten. Wahlt man f(g) =g, g% ¢°
und setzt dann g =0, so erhdlt man die Identititen

1 g T &
1 —_— — —
( 90) 2@' (83) 0, @ (g) 0, & (g;) 0

Differenziert man Gleichung (189), indem man p und ¢ variieren
laBt, so erhilt man

mit der Geraden

aF is 1,
(191) O (¢) dg, + "y " (@ + gidg) = 0.
Nun sieht man, daB wegen (190) auch die Gleichungen
4 4
ap-+gdg 1, 4P +gidg
o' (g) =0 2/ TCY (gs) =0

4
ap+gid . ap+gid
ZhJZ_QLZ_Z@+g &) Lol =0
1

richtig sind, und wenn man (191) beriicksichtigt so erhilt man
4

(192) Y -2y, Zg, 28, th 28 —=0

t=1 —— — =1

0h; oh; ah;

Die Funktionen x;, y,, 2, nennt man die drei Abelschen Integrale

erster Gattung der Kurve F (g, /)= 0. Wir erhalten also folgendes
SchluBergebnis:

Ist F(g, h) =0 eine beliebige Kurve vierter Ordnung, sind

8; 8; &;
dg; gidg kidg, )
xi(gi)zfai:: yi(gi):f ;_F P ( )—f——i (z=1...4)
s0s M go; M q; M

thre drei Abelschen Imtegrale erster Gattung und setzen wir
= {0 2}
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so bestimmen die Kurven (t,) wnd (L,) eime Schiebfliche, die auch
die Kurven (rg) und (r,) — nach geeigneter Wahl von g, und g, — als
Schiebkurven besitzt. Sind g, g, und g,, g, entsprechende Parameter-
werte, so liegen die Punkte g;, h,(g;) (F (g;, h,) = 0) auf einer Geraden. —
Unter den Kurven y, sind alle Kurvenpaare mit gemeinsamen Sehnen-
mitienflichen enthalten. Insbesondere ist jede Schiebfliche mit zwer
Paaren von Schiebkurven, deven Tangentenkegel vierter Ordnung mnicht
zerfdllt, zweifach Sehnenmittenfliche.

§ 38. Aufgaben.

1. Geometrische Deutung des Dreibeins von Winternitz. Dieses
148t sich so kennzeichnen: a) Die Achsenrichtung des Schmieggewindes
(durch fiinf benachbarte Tangenten) hingt von g, r, linear ab. b) Jeder
ParallelriB der Kurve parallel zur r,, r;-Ebene auf die Schmiegebene
hat g, zur Affinnormalen. c) Ist die RiBrichtung insbesondere zu g,
parallel, so bekommt die Projektion als Schmiegkegelschnitt eine
Parabel. E. Cech, 1923.

2. Gegenstiick zum Dreibein von Winternitz. Das Dreibein g,
Ta» L3 — Ry L, ist im wesentlichen das einzige vierter Ordnung, wenn
man in den Koordinaten der Schmiegebene rechnet. E. Cech, 1923.

8. Zur Variationsrechnung. @ Man ibertrage die Theorie von
Weierstra E-Funktion auf das Problem von § 36. Diese Ubertragung
ist nicht trivial wegen der Erriedrigung der Ordnung der Differential-
gleichung von Euler und Lagrange.

4. Gewundene Linien mit { = 0. Diese sind dadurch gekenn-
zeichnet, daf ihre affinen Hauptnormalen zu einer festen Ebene
parallel laufen. E. Cech, 1923.

5. Fiinfpunktig berithrende kubische Parabel einer Raumkurve,
Die fiinfpunktig beriihrende kubische Parabel der auf ihren Affinbogen s
bezogenen gewundenen Kurve

S4

£ (s) = 2(0) 4 7' (0) + 5, 27 (0) 4 S 27 (0) + SV (0) + ...

im Punkte s = 0 hat, auf ihren Affinbogen ¢ bezogen, die Gleichung

(198) £(0)=£(0)+ 0y (0)+ 52" 0+ 5 {2 @) + 52O O},
und man hat
s=0-+ 35k(0)6® +55t(0)0* +....

k(0) und ¢(0) bedeuten die in § 29 betrachteten affinen Invarianten

im Punkte s =0.
7*
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6. Kennzeichnung der Gewindekurven. Zieht man durch jeden
Punkt t einer gewundenen Kurve die Parallele & zum zugehérigen
Vektor 3 des kovarianten Kriimmungsbildes (§ 29), so gehen die
Geraden & dann und nur dann durch einen festen Punkt, wenn

t — k' = konst.
Fiir die Gewindekurven ¢ — k' = 0 ist kennzeichnend, daB dieser feste
Punkt uneigentlich ist. Vgl. R. Weitzenbick, Wiener Sitzungsberichte 127
(1918), S. 969—997.
7. Geschlossene regulire positiv gewundene Raumkurven ohne
Doppelpunkte. Die auf einer Ringfliche gelegene Kurve

%, =bcosp - acospcosny, x,=bsing-fasingcosnep,

Xg= —asinng (b>2a)

3
(n ganze Zahl > 1) ist fiir geniigend groBes # eine solche Kurve.

8. Eine Eigenschaft der Tangentenfliche, Schneidet man die
Tangentenfliche einer gewundenen Raumkurve @ mit der Schmieg-
ebene eines nicht-stationdren Kurvenpunktes r, so hat die Schnitt-
kurve in y die affine Hauptnormale der Kurve § zur Affinnormalen
(R. Weitzenbock, a.a. O.) und ihre Affinkrimmung unterscheidet sich
von der ersten Affinkrimmung £,(s) (§30) der Kurve € nur um
einen Zahlenfaktor (L. Berwald).

9. Eine Ungleichheit von L. Berwald. Sei 2 die gewdhnliche
Bogenlange, S die Affinlinge eines Kurvenbogens p = r(o) im
#n-dimensionalen Raum

> n(n+1)
dg a?x
(196)  S= fda, S = f (82, Tx &8 4,
unter dem Klammerausdruck eine #-reihige Determinante verstanden.
Ferner seien 1 1 1

RRY R
die n — 1 gewohnlichen Kriimmungen der betrachteten Kurve und es sei

dy d’r ary
G T ) > 0.

Dann besteht die Ungleichheit
>
2 f do
o B
0

oy Py
nn+1) -1 "
n do do
(197) S* =2 (fR) (fz?)
0 0

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn alle Kriimmungen 1 : R,
konstant sind. Fiir eine geschlossene Eilinie erhilt man eine Un
gleichheit von A. Winternitz (§ 26) als besonderen Fall.

10. Eine Kennzeichnung der kubischen Parabel. Zwei Punkte p,
und p, einer Kurve § bestimmen ein Schmiegtetraeder von @ (§ 36),
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das die Punkte zu Ecken, ihre Tangenten zu Kanten und ihre Schmieg-
ebenen zu Seitenflichen hat; sein Inhalt sei J. Ferner sei V der
Inhalt der konvexen Hiille des Bogens zwischen jp, und p, (d. h. des
kleinsten Eikorpers, der diesen Bogen von € enthilt). Ist dann das
Verhiltnis J: V unabhingig von der Wahl der Punkte p,, p, auf €,
so ist @ eine kubische Parabel. Vgl im folgenden Aufgabe 14.

11. Noch eine Kennzeichnung der kubischen Parabel. Die einzigen
gewundenen Kurven, die eine zweigliedrige Untergruppe rdumlicher
Affinititen gestatten, sind kubische Parabeln. Diese von S. Li¢ ent-
deckte Tatsache (S. Lie: Theorie der Transformationsgruppen 3, § 46,
S.187) 1aBt sich mit unseren Mitteln sehr leicht bestitigen.

12. Kurven mit windschiefen Sehnenmittenflichen. Man bestimme
diese Kurven, ohne von der affinen Flichentheorie Gebrauch zu machen.
Vgl. W. Blaschke: Leipziger Berichte 71 (1919), S.20—28. Vgl. im
folgenden § 86.

13. Niedrigste Ordnung einer stets im selben Sinn gewundenen
geschlossenen Kurve. Unter der,Ordnung“ einer Kurve sei die groBte
Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer Ebene verstanden. Dabei werden
natiirlich nur reelle Schnittpunkte gezihlt und die Kurve braucht nicht
algebraisch, auch nicht analytisch zu sein. Wir fragen nun: Welche
Ordnung muB eine geschlossene Kurve mindestens haben, wenn sie
stets im selben Sinne gewunden sein soll {(ff z) > 0}?

14. Reihenentwicklungen fiir Raumkurven. Lassen wir die zu
einem Punkte s =0 einer Raumkurve y = g(s) gehérigen Vektoren
' (0), £” (0), " (0) mit den Koordinatenachsen zusammenfallen, so be-
kommen wir, wenn wir die Bezeichnungen

0 0
(198) = 2O ERO
ds® v ds*

einfilhren, fiir die Kurve die folgenden ,kanonischen“ Reihen

r— s Rt phthb  BiththhtShha

T
(199) %, — 2,3 —|-4°, 4+t0+k1 5+2t —{—k(, e o 2ok v+36 Fahoki +hy o
ty+ 2k
+5‘,’5+° 1564 LT

7 + ...,
Fiir den Inhalt des Schmlegtetraeders des Kurvenbogens 0, s findet
sich daraus

3¢ +k0 + 3k

_ 1 (1 4 257382 4
(200) T= %1085 T 388800 ° +}
und schlieBlich fiir den Inhalt der konvexen Hiille dieses Bogens (des
kleinsten Eikérpers iiber diesem Bogen)
11 o kg kg, 8,—B8k—125%
(201) V=5 {3603 + 50200 T 20160% T 453600 2sm+"‘}'

Vgl. J. Mandlinger: Dissertation, Hamburg 1922.




4. Kapitel.
Fliachentheorie, niederer Teil.

Wir wollen nunmehr die gegeniiber inhaltstreuen Affinititen in-
varianten differentialgeometrischen Eigenschaften der krummen Flichen
untersuchen. Diese neue Aufgabe ist ungleich vielgestaltiger und an-
ziehender als die Differentialgeometrie der Kurven, stellt aber auch
erheblich héhere Anforderungen, schon was die Aufstellung des einiger-
malen verwickelten Formelapparates anlangt. Aber wir hoffen, uns
mit Erfolg bemiiht zu haben, im Gestriipp der Formeln nicht den Aus-
blick auf die anschaulich greifbaren geometrischen Fragestellungen zu
verlieren.

In diesem Kapitel werden wir uns mit den Formeln und Eigen-
schaften der Flichen vertraut machen, die sich durch Ablestungen bis
zur dritten Ordnung ausdriicken lassen. Unser hauptsachlichstes Hilfs-
mittel wird hier die ,kanonische Darstellung” der Flache sein. Erst
spater werden wir auch Ableitungen héherer Ordnung heranziehen.

§ 39. Die quadratische Grundform.

Wenn man die gegeniiber inhaltstreuen affinen Abbildungen in-
varianten Eigenschaften der krummen Flachen studieren will, so liegt
es nahe, sich zunidchst ein invariant mit einem Flachenpunkt ver-
bundenes Dreibein zu verschaffen. Dazu kommt man mit Hilfe einer
invarianten quadratischen Differentialform, die uns schon in der Be-
wegungsgeometrie, wenn auch anders normiert, entgegengetreten ist.
Wir stellen eine Fliche wie im ersten Bande durch zwei Gawufische
Parameter #, v dar, indem wir die Koordinaten x; als Funktionen von
%, v ansetzen:

(1) xp =2 (u,v), (k=1,2,3)
wofiir vektoriell
(2) =1, v)

geschrieben werden soll. Es moge das Vektorprodukt der Ableitungen
nach «, v

(3) L, >=<x,+0
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sein, was fiir die Fliche und ihre Parameterdarstellung eine Ein-
schrankung bedeutet.

Wir miissen zu einer einfachen affininvarianten Gleichung kommen,
wenn wir die Bedingung dafiir aufstellen, da die Schmiegebenen
einer Flichenkurve r(f) mit den Tangentenebenen zusammenfallen;
alsdann muB

(4) (X,%,50) =0

sein. In der Tat sieht man auch unmittelbar, dal (4) affininvariant
ist. In Bd. 1, § 43 hatten wir diese Kurven Asymptotenlinien genannt.
Aus (4) 1aBt sich eine invariante Differentialform gewinnen. Es ist

namlich

du dv
L=ZTugy Tl

du\? du dv dv\? au da?v
gtt:guu(d_t) + 2guv§? ‘ﬁ_’_gvn(;ﬁ) +gua—ﬁ+gvd7

Somit nimmt unsere Forderung (4) die Form an

(5) (tor 20 2un (P 420, 2 20y (29)) =0,
oder
(6) Ldw+42Mdudv+ Ndv* =0,

wenn L, M und N Abkiirzungen fiir folgende Determinanten bedeuten

L = (gu gv Z':uu)’
() M= (2, 1,8..);
N= (gu gv Evv)'

Diese Determinanten und daher auch die quadratische Differentialform

@) Ldu®+2M dudv+ N dv* = (1,1, 1,,) 48

sind bei festgehaltenen Parametern %, v affininvariant, und es bleibt
nur zu untersuchen, wie sie sich bei Einfilhrung neuer Parameter
#%, v verhalten. Es ist

? ?

I =Tuzg + e
(9) ou ov

Lo =Tuz= T Loz—
und somit
(10) (tata ) = (tu o) D,
oder ‘
(11) Ldu®42Mdudv 4+ Ndv® = (Ldu®+2Mdudv -+ Ndv®) D,
wenn D die Determinante von Jacobs

(12> D— du 0v du 0v

T o0m 0v 97 0u
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bedeutet. Bei Einfilhrung neuer Parameter #,v wird also die qua-
dratische Differentialform mit der Funktionaldeterminante D multipli-
ziert. Ausfithrlich schreibt sich die Identitit (11) in du, dv so:
- ou ou ou 0v ou 0v ov 0v
Lz{Lﬁﬁ M (55 5 a—uﬁ>+Na‘aﬁ}D>
T ou ou ou o0v ov 0u dv 9v)
(13) M:{Lﬁa_a+M<ﬁ5iT a—aa‘a‘>+Na—aﬁ}D’
A7 ou ou ou 0v ou 0v ov 0v
N={L'ﬁﬁ+M(ﬁa—a a—aﬁ)+Nﬁa—a}D'
Daraus folgt
(14) (LN — M?)—= (LN — M?).D*.

Wegen (11) und (14) ist es nun leicht, eine bis auf das Vorzeichen
invariante Differentialform zu finden, namlich

(15)

Ladw'+2Mdudv+Ndv®  (tugoke) 2

2

|LN—M"]V4 ——ILN_le‘/;

Es treten hier zum ersten Male gewisse Vorzeichenschwierigkeiten
auf, die spater ofter wiederkehren werden und die mit der ,,Orientierung*
oder den Begriffen ,links und rechts“ zusammenhingen. Wenn wir
nidmlich die vierte Wurzel im Nenner von (15) positiv ausziehen, mul-
tipliziert sich bei der Parameterinderung der Zihler mit D, der Nenner
mit | D/, die quadratische Differentialform (15) also mit + 1, je nachdem
D >0 oder D <0 ist. Die quadratische Differentialform (15) bleibt
also nur bei Einfiihvung gleichsinniger neuer Parameter (D > 0) un-
gedndert erhalten.

Fiir elliptisch gekriimmte Flichen (LN — M? > 0; vgl. Bd. 1, § 34)
konnen wir die Parameter etwa immer so normieren, dafl L > 0 und
daher auch N >0 wird. Blickt man dann von einer Stelle 3 auf der
Seite der Tangentenebene im Flichenpunkte p, auf der die Fliche
liegt {(r,, £,» 3 — &) > O}, nach g, so liegt r links von r,, wenn wir
unser Achsenkreuz wie in Fig. 1 des ersten Bandes wihlen. Fiir
elliptisch und hyperbolisch gekriimmte Flichen haben wir in dem
Ausdruck

Ldu®+2Mdudv- N dv? .
| LN —M3|/s

(16) | Edw’ +2Fdudv + Gdv® =

eine im angegebenen Sinne invariante ,quadratische Grundform*.
Dieses Gegenstiick des Bogenelements auf einer Fliche ist von G. Pick
und dem Verfasser eingefiihrt worden?'). Fiir parabolisch gekriimmte
Flichen (,Torsen“, LN — M? = 0) versagt die Grundform.

1) G. Pick: Leipziger Berichte 69 (1917), S.133; W. Blaschke: ebenda S. 180.
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Die hier mit L, M, N bezeichneten Determinanten unterscheiden
sich nur um einen gemeinsamen Faktor von den ebenso bezeichneten
Koeffizienten der zweiten Grundform der elementaren Flichentheorie
(Bd. 1, § 33 (19)) und stimmen {iiberein mit den GréBen, die Gauf
in seinen ,Disquisitiones circa superficies curvas“ mit D, IY, D" be-
zeichnet hat?).

Setzen wir

%)) A =Edu*+2Fdudv+ Gdv?,

so konnen wir die Punkte in der Tangentenebene des Flichen-
punktes r folgendermaBen darstellen

dr du dv
(18) tt o =ttty +iog
und du:dt, dv:dt als (schiefwinklige) Koordinaten in der Tangenten-
ebene auffassen. Dann finden wir als Gleichung fiir den Ort der
Punkte
dr
T+
die quadratische Gleichung

(19) p(G) +erg oG] =1

Im definiten Fall (EG — F? > 0), d. h. im Fall elliptischer Kriimmung
wird also durch (19) eine in der Tangentenebene liegende Ellipse
mit dem Fliachenpunkt als Mittelpunkt erklart, die mit der Fliche
gegeniiber inhaltstreuen Affinitaten invariant verkniipft ist. Wir haben
damit eine affininvariante Normierung von Dupins Indikatrixz (vgl. Bd. 1,
§ 34) gefunden.

§ 40. Die Affinnormale.

Mittels der eingefiihrten quadratischen Grundform (16) ist es
leicht, zu jedem Flachenpunkt r einen mit der Fliche kovariant ver-
bundenen Vektor einzufiihren, der nicht in ‘die Tangentenebene fillt,
und den wir aus naheliegenden Griinden als den Vektor der ,Affin-
normalen® bezeichnen werden. Er liefert uns mit den Vektoren g, r,
zusammen das gesuchte invariant mit einem Flichenpunkt verbundene
Dreibein. Wir setzen

(20) y—=343

oder ausfiihrlich
0xx 0% 0% 0 %3
—F =2 _
1 1 { 0 ¢ ou ou ov 2 ESe ov F ou

T RVEG_F % JEG_F | 0 JEG_I®

21)  y= A ¥

2) C. F. GauB: Werke 1V, S. 233, 234.
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A bedeutet also Beltramis Differentiator zweiter Ordnung (Bd. 1, § 67
(121)), und stellt einen invarianten, d. h. bei Einfiihrung neuer gleich-
sinniger Parameter #, v unverdnderten Zusammenhang zwischen den
Funktionen x, und y, her. Bei einer affinen Transformation

(22) 605 = Gyt Gy Xyt Ayp Xy F Agy Xy (k=1,2,3)

finden wir, da die quadratische Grundform invariant und 4 linear in
den x, ist. zwischen den zugehdrigen y, den Zusammenhang

(23) Ax* =a,, Ax, + ay, A5y + a3 A%,
oder
(24) Vit = @y Yy @a Yy T B3 -

Daraus geht nun tatsdchlich hervor, dall der Vektor {j mit der Flache
gegeniiber beliebigen, nicht nur inhaltstreuen Affinititen invariant
verkniipft ist. Geht man zu gegensinnigen Flichenparametern
u, v iiber, das heifit: ist etwa

(25) _pwoy _gupv

so wechselt nach § 39 die quadratische Grundform ihr Zeichen und
damit ) seinen Sinn (seine ,Orientierung).

Wenn es sich bloB um die Richtung der Affinnormalen handelt,
kann man den Differentiator 4 anstatt beziiglich der normierten
Grundform E du? + 2 F du dv + G dv® auch beziiglich der urspriinglichen
zu ihr proportionalen quadratischen Form Ldu® -+ 2M dudv 4 N dv?
berechnen, wodurch sich ) nur um einen skalaren Faktor &andert.
Natiirlich ist auch der Zahlenfaktor % in (20) unwesentlich. Fiihrt
man in der Formel (20) an Stelle der E, F, G die L, M, N ein, so
erhilt man

(26) D_l |LN—M*["+ (8 Ny, —My, | 0 Ly,—My,
2 JVIN-—M* 0w yINZM®  O0v yIN—M)

Es bleibt noch zu zeigen, daB 1 nicht in die Tangentenebene fillt.
Dazu braucht man nur die Determinante (x,z, {) zu berechnen. Fiir
h verwendet man am einfachsten den Ausdruck (26) und beachtet
bei den Differentiationen, daf nur die zweiten Ableitungen von f
einen Beitrag liefern. So erhilt man

(27) (£, 2,9) =|LN — M*[ = |EG — F*[".

Da wir parabolische Flichenpunkte (LN — M?=0) ausschlieBen
miissen, ist die Determinante == 0, also liegt {) tatsdchlich auBerhalb
der Tangentenebene.

Wihlen wir bei elliptisch gekrimmten Flichen die im voraus-
gehenden vorkommenden Wurzeln alle positiv, normieren wir ferner
die Flichenparameter %, v so wie in § 39 verabredet wurde, daB ndmlich




§ 41. Kanonische Flichendarstellung. 107

die erste Grundform positiv definit ausfilit (L >0, LN — M? > 0), so
werden die Determinanten

(28) L=(,1,2,,)>0, (r,1,9>0,

d. h. der Affinnormalvektor weist auf die Seite der Tangentenebene,
auf der die Fliche liegt. Wir haben es dann sozusagen mit der
inneren Affinnormalen’ zu tun.

Wie konstruiert man die Affinnormalen eines Ellipsoids? Es 1aBt
sich ohne Rechnung einsehen, daB die Affinnormalen eines Ellipsoids
durch den Mittelpunkt hindurchgehen. Da diese Eigenschaft affin-
invariant ist, braucht man sie nur fiir die Kugel nachzuweisen. Dreht
man aber eine Kugel um "einen Durchmesser, so bleibt die Kugel
als Ganzes in Ruhe, also miissen die zu den Endpunkten eines
Durchmessers gehorigen Affinnormalen bei der Drehung fest bleiben
und somit in den Durchmesser fallen. Allgemein erkennt man fiir
eine beliebige regulire Fliche zweiter Ordnung mittels der Affinititen,
die die Fliche in sich selbst {iberfithren, daf3 die Affinnormalen stets
in den Durchmesser fallen.

§ 41. Kanonische Flichendarstellung.

Wihlen wir einen Flichenpunkt zum Ursprung und seine
Tangentenebene zur Ebene x, =0, so nimmt die Flichengleichung
die Gestalt an ’

(29)  mp— SRy FmEAK (G p1=1,9)

und wir konnen an Stelle von u, v die Koordinaten x,, %, als Flachen-
parameter wéhlen. Dann wird im Ursprung

r,={1,0, 0}, gvz{O,l,O};
aydx®42a,dx, dxg ag, dx,?

2 Ys
| @1y g — @y

(30) dt

und die normierte Indikatrix (§ 39) bekommt die Gleichung
Y
(31) Oy %7+ 20550, %y + Ggy % = [ 4y, g9 — afy|".

Jetzt soll die w,-Achse {0, 0, 1} in die zum Ursprung gehérige
Affinnormale verlegt werden. Man findet die Entwicklungen

d?x,

L= dxlg =y, + A111% + 2112 % + seey
32) M=% _
(32) _—dxldxg_al2+“121x1+“123x2+ e
d? x,

N == Fr = Aoy + Aoy %y F Oggg Xy -+ -+
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Soll nun die Affinnormale des Ursprungs in die x,-Achse fallen, so
muB fir x, = x, =0 auch

o N 0 M
OrIN_ M | TR IN=iD
(33) ¢ M b7} L

0% \LN—M? 0% LN—M®

Beriicksichtigt man, daB die L, N, M die zweiten Ableitungen von
%, nach x,, x, sind, so vereinfachen sich die Gleichungen zu

2 1 o 1

0% JIN—MF 0% JLN—_M®

(34) o v g0 1 _
a’ﬁ‘/fN—Mz 0%, \/I_,‘l\ﬁf—M2

Da die Determinante L N — M? dieses Systems linearer homogener
Gleichungen fiir die Ableitungen von Null verschieden ist, miissen
diese verschwinden, d. h. es muf3 gelten

0 2y ___ ___a__ . 2y —
(35) —aZ(LN—M)__O, axg(LN M?*) =0.
Setzt man fir L, M, N die Werte aus (32) ein, so erhilt man

Ao Byyy — 2845 41y + @y 8ygy =0,

(36)
Bog Gy1g — 2019 Bygg 1 Gyy Bgyy = 0.
Fiihren wir fiir den Augenblick die Bezeichnungen ein
= a5 %; X,
(37) @ = > ax % % 5.k 1=1,2)

Y = X ik % X %,
so ist in leicht verstindlicher Symbolik
1 Jach 2y Py Ry 2o # }

120%20%°  “dx, 04, Ox, 0%y ' 0x,202,2

1 /0 o 0 0 \2
(38) =E(EV;0—»’1—TIV16—«’V2) (@, )

= Ay Ayyy — 28558, + (11 By99) %
+ (@gg @539 — 2 Ayg G199+ Ayy Bagg) Xy

Die Tatsache, daB die %g-Achse Affinnormale ist, driickt sich also im
identischen Verschwinden von

(39) (22— LV (g, p) =0

0%y 0%y 0%, 0%,

aus. Dieser Zusammenhang der quadratischen Form ¢ und der ku-
bischen y muB wegen seiner geometrischen Bedeutung gegeniiber
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linearen homogenen Substitutionen der x,, x, invariant sein. Wenn
die Gleichungen (36) zwischen den Koeffizienten einer kubischen und
einer quadratischen Form (37) bestehen, nennt man die Formen ,,apolar
zueinander. Die Gleichungen (38) heiBen die ,,Apolarititsbedingungens.

Wihlen wir im Fall elliptischer Krivmmung die Einheitspunkte
der beiden Koordinatenachsen {1,0,0} und {0, 1, 0} als Endpunkte

von zwei konjugierten Halbmessern der Indikatrix (31), so wird

(40) a,=1, a,=0, a,,=1.

Dann vereinfachen sich die Beziehungen (36) zu

@31 F Q109 =0,

@119 T Gg99 = 0.

Damit haben wir die Reihenentwicklung fiir unsere Flache auf fol-
gende Gestalt gebracht

(41)

(42) X — 22+ %2 + ax?4+3bx2x —3ax 2,2—bx? I

3 2 6

Zur weiteren Vereinfachung kénnen wir schlieflich, ohne die bis-
herigen Errungenschaften aufzugeben, noch die folgende inhaltstreue
Affinitit verwenden

%, == x,* cos ¥ — x,*sin 9,
(43) Xy = %, * sin & - x,* cos P,
= X, *
2 -

%3

Wir erhalten an Stelle von @, b dann die Ausdriicke
(44) a* =acos®® -+ 3b cos?Psind — 3acosPsin? P — bsind 9,

b* =bcos® ¥ — 3acos?Psind — 3bcosIsin? P | asin? .
Auf jeden Fall kénnen wir also & reell so wihlen, daBl 5% = 0 wird.
Damit kommen wir auf die von G. Pick angegebene Ekanonische
Gleichungsform fiir einen Flichenpunkt elliptischer Kriimmung®)

2 2 3 __ 2
(45) =B H A A

Geht man von dieser kanonischen Gleichungsform aus, so treten
an Stelle von (44) zur Bestimmung des Winkels ¢ und damit der
anderen kanonischen Gleichungen die folgenden

(46) c* =ccos®(cos®® — 3sin?¥), csind (sin?P — 3 cos?P) = 0.
Ist also ¢ 0, so wird tg = 4 V3 und wir konnen z. B.

(47) cos?2P —= i, sin?P = %, cos 9 = %
setzen und bekommen
(48) c*¥—= — .

%) G. Pick: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 124 u. ff.
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Wir finden also:

Fiir ¢5=0 gibt es genmau drei reelle Durchmesser der Indikatrix,
die die kanowische Gleichungsform liefern, wenn man die x,-Achse in
einen dieser Durchmesser verlegt. Diese Durchmesser sollen ,,Flichen-
tangenten von G. Darboux“ heifen.

Fihrt man die Indikatrix durch eine Affinitit in einen Kreis
iiber, so gehen diese Durchmesser in solche Kreisdurchmesser iiber,
die sich unter den Winkeln ¢ = z:3 durchschneiden. Ferner: Durch
geeignete Wahl der kanonischen Gleichungsform kann man bei ¢ das
Vorzeichen indern. Somit ist nur c¢? eine Invariante des Flichen-
punktes gegeniiber inhaltstreuen Affinititen.

Durch eine leichte Abidnderung der vorgetragenen SchluBweise
erkennt man, daB sich sm Falle hyperbolischer Kriimmung (LN — M* < 0)
stets eine der beiden folgenden kamonischen Gleichungsformen®) er-
reichen 14B8t:

(49) Xy =%(x1‘4' — %%+ % x2+3x,20+...,

(50) xs———%(xl‘“’—x:)—}—%(xl a2 M S

Oder, wenn man die Asymptoten der Indikatrix zu Achsen macht,
(51) Xy = %, %, 0—2;/—2 (2234 ...,

(52) xslexg—}—%xf—}—....

Als Beispiel fiir die Anwendung der kanonischen Gleichung
leiten wir eine kennzeichnende Eigenschaft der Affinnormalen her.

Wir erkliren die ,,Affinentfernung eines Punktes § vom Flichen-
punkt ¢ mit LN — M? &= 0 durch

(&> £03—0)

(53) p_‘LN__lelh.
Die Invarianz dieses Ausdrucks gegeniiber Parametertransformationen
und gegeniiber inhaltstreuen Affinititen erschlieBt man genau so, wie
dieselben Eigenschaften von

 (ulte)

|LN— M2 l‘/-t
in § 39. Im nichsten Abschnitt werden wir fiir p eine geometrische
Deutung ableiten, aus der man die Invarianz ebenfalls unmittelbar
entnehmen kann. Wir fragen nun nach allen Punkten 3, fir die p
in =0 einen stationiren Wert hat, wenn r auf der Fliche beweg-
lich ist. Unter Beschrinkung auf den elliptischen Fall entwickeln
wir p nach Potenzen von x, und x,. Man findet zunichst aus (33)
und (45) ([2] bedeutet Glieder von mindestens zweiter Ordnung in %, , %,)

(54) LN — M?=14[2]
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und daher fiir die Affinentfernung nach Formel (53), wenn man nur
die linearen Glieder beriicksichtigt

10 z —=x
(55) ;b='01 Z, — %,
xl xz 23 l

=z, — 4% — %%+ [2].

Soll nun $ fir y = 0 stationdr sein, so finden wir aus

op op-
als Ort des Punktes 3 die Affinnormale im Ursprung. Damit ist
eine erste geometrische Deutung der Affinnormalen gefunden, deren
elementares Gegenstiick wohl bekannt ist:
Die Affinentfernung p zwischen einem festen Rauwmpunkt 1) und
einem verdnderlichen Flichenpunkt y hat immer dann einen stationdren
Wert, wenn Yy auf der Affinmormalen von y liegt.

§ 42. Schmieg-3,.

Bisher fehlt es noch an einer anschaulichen Deutung der Affin-
entfernung. Dazu kommt man etwa folgendermaBen, Die Gleichung
einer , (Fliche zweiter Ordnung), die die Ebene x, = 0 im Ursprung
beriihrt, kann in der Form

(61) %>+ 2(Ax, + Bx, +C)x, + Q=0

angesetzt werden, wo 4, B,C Konstante und ( ein in x,, x, homo-
genes quadratisches Polynom bedeuten. Da die Reihenentwicklung
von x, nach Potenzen von x,, x, mit den Gliedern zweiten Grades
beginnen muB, erhdlt man durch Auflésung von (61) nach x,

(62) Hy=— ot

Soll also die §, unsere Fliche (45) in zweiter Ordnung beriihren, so muf3
(63) — % =x," 4 #,?

sein. Fiir den Mittelpunkt 3 der Fliche

(64) %2 + 2 (A%, + Bx, + C)x, — C(%,> 4+ %,5) =0
bekommen wir die Gleichungen

Az, =Cz, Bz, = Cz,,

(65) 2+ Az +Bz,+C=0

und daraus

2
2,2 2924 24

Be—— 2% A
2%+ 2,242, 2,24 2,2+ 2, 2,2+ 2,242,

(66) A=—
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Als Gleichung der {§, mit dem vorgeschriebenen Mittelpunkt 3,
die unsere Fliche (45) im Ursprung in zweiter Ordnung beriihrt
(kurz ,,Schmieg-,“), ergibt sich somit
(67) (242" +2)%," — 2 (2,5, +2,% + 2) 3%, + 2° (%," + %,7) =0.

Fir den Rauminhalt V' dieses Ellipsoids erhilt man durch eine
kleine Determinantenrechnung *)

(68) —
Nach (55) ist aber z, die Affinentfernung p des Punktes 3 von dem
Flichenpunkt im Ursprung.

Somit haben wir gefunden:

Die Affinentfernung p eines Raumpunktes § von dem Flichen-
punkt y elliptischer Kritmmung hdngt mit dem Rawminhalt V des
Ellvpsordes, das § zum Mittelpunkt hat und die Fliche in y in zweiter
Ordnung berithrt, so zusammen:

(69) V=745

Um den Durchschnitt einer Schmieg-, mit unserer Fliche in
der Umgebung des Ursprungs zu ermitteln, entwickeln wir aus der
Gleichung (67) der Schmieg-§, %, nach Potenzen von x,, x, und
finden '
(70) Xy = xlz—;-xzz _ (x12+x22)2(:1x1 + 2%) + ...

3

Durch Abziehen von der kanonischen Formel (45) ergibt sich
fir die Tangentenrichtung x,:x,:0 der Schnittkurve im Ursprung die
Gleichung

4 1 )
(71) 6 (x13 - 3x1x22) = Q}; (xla + x22) (xl e + Xg 22) =

1
= é_z;(x1321 + %2 0,2, + %, %22, + x,%2,).
Die Schnittkurve hat also dort einen dreifachen Punkt.

Wir wollen versuchen, den Mittelpunkt % so zu wihlen, daB die
drei Tangenten im Ursprung zusammenfallen. Dann muB (71) eine
dreifache Losung x,:x, haben, das heiBt, es miissen neben (71) auch

%) Es sei
3
Sagxixn =0, %=1
0

die Flichengleichung, D die Determinante der ay, 4, der zu a,, gehdrige
Minor, so ist

(3 V)z_ D3

dx/) AL

%) L. Berwald: Mathematische Zeitschrift 10 (1921), S. 169.
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noch die Gleichungen gelten, die man durch einmalige und zweimalige
Ableitung nach x, oder x, erhilt:

¢ a 1 9
- E(x12 — %%) = 2z, (8272, + 2%, %32 + %,°%,) 5
1, o

(72) CX, X, = E(xl‘z‘z + 2x,%,2, + 3x,%2,),

— X 2y = 3,2 T Xy 2%,

+ox, 2, = %2, F 3%,2,.

Durch Addition der letzten Gleichungen folgt fiir die dreifachen

Tangenten

(78) Xy 2yt Xy2, =0
und das gibt in (71) eingesetzt fiir ¢ == 0
(74) %% — 3x,%,°=0.

Die dreifachen Tangenten fallen also mit denen von Darboux
zusammen und zwar ist das gerade der Weg, auf dem Darboux zu
diesen Tangenten gekommen ist®).

Da die drei Tangenten gleichberechtigt sind, kénnen wir etwa
die Tangente x, = 0 herausgreifen. Dann folgt aus (73) z, =0 und
aus der ersten Gleichung (72) z, — ¢z, = 0. Man bestitigt leicht, daB
jede Schmieg-%,, deren Mittelpunkt auf dieser Geraden liegt, mit
unserer Fliche eine Schnittkurve gemein hat, die im Ursprung die drei-
fache Tangente x, = 0 hat. Setzt man ndmlich in (71) 2z, =0 und
2, =cz,, so erhilt man

(75) %(xf — 3x,%,%) + —02—(9612 +%,%)x%, =0 oder x3=0.

Entsprechend den drei Tangenten

X)Xy Ky = 0:1:0,

(786) X, 1%y %= - V3:1:0,
Xy XgiKg = — V§:1:O

hat man als Orte der zugehérigen Mittelpunkte die drei Geraden
212,12, =C: 0o 1,

(77) z1:z2:z3=c:——cl/§:2,

212,02 =c:4cV3:2.
Den wichtigsten Teil unseres Ergebnisses kénnen wir so zusammen-
fassen: Hat eine zum Flichenpunkt y gehorige Schmieg-§, mit der Fliche

eime Kurve gemein, die in t drei zusammenfallende Tangenten hat, so
ist dies eine der Tangenten von Darboux. Umgekehrt gehért zu jeder

) G. Darboux: Bulletin des sciences mathématiques (2) 4 (1880), S. 348
bis 384, bes. S. 856—358; vgl. auch § 48, Aufgabe 5.

Blaschke, Differentialgeometrie. I1I. Bd. 8
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Tangente von Darboux ein Biischel von derartigen ausgezeichneten
Schmieg-§},, deren Mittelpunkte auf einer Geraden liegen.

Die gefundene geometrische Bedeutung der Tangenten von
Darboux zeigt, dall diese nicht nur affin-invariant, sondern projektiv-
invariant mit der Fliche verkniipft sind. Bringt man die drei Ge-
raden (7 7) mit der Ebene x, = 1 zum Schnitt, so hat das aus dem Ur-
sprung und den drei Schnittpunkten gebildete Tetraeder den (absoluten)
Inhalt (\/5:4)0‘3. Das ist eine neue geometrische Deutung fiir c.

Wenn ¢?=0 ist, sind zwei wesentlich verschiedene Fille zu
unterscheiden, je nachdem beide Asymptoten die Flache in dritter
Ordnung beriihren (kanonische Gleichungen (45), (49) und (51)) oder
nur die eine (Gleichungen (50) und (32)). ¢® =0 ist notwendig, aber
nicht hinreichend fiir das Vorhandensein einer in dritter Ordnung
beriihrenden ,. Allgemein finden wir:

Soll es in einem Flichenpunkt (LN — M? 3= 0) eine in (mindestens)
dritter Ovdnung berithrende T, gebem, so muf die Flichengleichung sich
auf die Gestalt bringen lassen

Ky =5 (@ %" + 24, %, %, + a5, %,°) + [4],

G119 — afz +0
und es gibt dann ene eimparametrige Schar solcher in dritter Ordnung
berithrender 5, 7), deren Mittelpunkte auf der Affinnormalen liegen®).

(78)

§ 43. Geometrische Deutungen der Affinnormalen.

Wihlt man den Schwerpunkt eines homogen mit Masse erfiillten
Korpers zum Ursprung, so ist

(79) [xdv=o0, (k=1,2,3)

wenn 4V das Raumelement bedeutet. Aus dieser Formel folgt sofort,
daB der Schwerpunkt mit dem Korper gegeniiber beliebigen Affini-
titen invariant verkniipft ist. Dasselbe gilt vom Schwerpunkt ebener
Flichenstiicke. Dadurch werden wir zu einer neuen Deutung der
Affinnormalen einer elliptisch gekriimmten Flache gefiihrt, einer Deu-
tung, die mit der fiir die Affinnormale einer ebenen Kurve (§ 6) grofe
Ahnlichkeit hat.

Es sei ¢ ein Punkt elliptischer Kriimmung einer Fliche §. Jede
zur Tangentenebene an ¥ in p parallele und auf der richtigen Seite
dieser Tangentenebene gelegene, zu r geniigend benachbarte Ebene
schneidet die Fliche {§ in der Umgebung von r in einer Eilinie. Es
sei 8 der Schwerpunkt des von dieser Eilinie umschlossenen homogen
belegten Flichenstiicks. Verschiebt sich die Schnittebene parallel, so

%) Vgl. Ch. Hermite: Cours d'Analyse (1873), S. 148 u. f.
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beschreibt der Schwerpunkt 8 eine Kurve, die wir die zum Flichen-
punkt r gehorige ,,Schwerlinie’* nennen wollen. Wir behaupten:

Die Affinnormale der Fliche tm Flichen-
punkt ¢ ist die Tangente in t an die zu I ge-
horige Schwerlinie (Fig. 35).

Zum Nachweis verwenden wir am einfach-
sten wieder die kanonische Fliachendarstellung
(45). Wir fiihren neue Koordinaten ein (nim-
lich im wesentlichen ,Zylinderkoordinaten<),
indem wir

(80) ¥, =7COSW, Xy=rsinw, x,=2°

setzen. Dann nimmt unsere kanonische Flichengleichung die Gestalt an
2 ” v C C 8 02

®1) L=54FC+-.. = c¢(cos®w — 3 cosw sin’w).

Daraus ist umgekehrt

— C 2
(82) r—.l/2z—§z 4
Fir die Koordinaten s, des Schwerpunktes 8 erhilt man

+7 R

[r3coswdw [Asinwdw

— -7
(83) sl:§T”ﬂ’ 83:?}4——”—’ S3=2'2.

frde [raw
-7 -

Setzt man fiir » die Reihe (82) ein und beachtet, daB C eine ,un-

gerade“ Funktion (C(w + ) = — C (w)) und auBerdem

+m +

choswdw = cf(cos“a) — 3 cos’wsin’w)dw =0,
(84) 77, "‘

+m
szinwdw = cf(cos?’w sinw — 3 coswsin®w)dw = 0,
—x -7

so erhilt man die Entwicklungen

+
frgdw =4az* | [4],
+7

(85) [#coswdw = [6],

-

+7

fr"’ sinodw = [6],

—-—7T
wo z.B. [4] eine Potenzreihe in z bedeutet, die mit den Gliedern
mindestens vierten Grades beginnt. Wir finden weiter

(86) s=[4 =[], =2
8*
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Somit ist im Ursprung

(87) dsy:ds,:ds,=0:0:1.

Die Tangente der Schwerlinie fallt also tatsichlich mit der x,-Achse,
das heiBt mit der Affinnormalen im Ursprung zusammen.

Eine #hnliche Deutung fiir die Affinnormale im hyperbolischen
Fall ist nicht moglich. Aber hier ist die quadratische Grundform in-
definit und wir konnen als Parameterlinien #, v = konst. ihre Null-
linien, die Asymptotenlinien einfilhren. Dann wird L= N = 0.
Wihlen wir die Bezeichnung so, da M > 0 wird, so wird nach (20)
und (21)

_ Luv __ Luv
(88) Y=3%=F

Die Richtung des Affinnormalvektors fillt also mit der Richtung g, ,
zusammen, woraus man neuerdings leicht die affine Invarianz dieser
Richtung feststellen kann. Daraus folgt die von A. Demoulin gegebene
Deutung®):

Konstruiert man wm einen Flichenpunkt t herum ein kleines rium-
liches Viereck aus Asymptotenlinien, so ist die Affinnormale in y dadurch
gekennzeichnet, daf sich durch sie zwei Ebenen legen lassen, die zu je
einem Paar von Gegenseiten des Vierecks parallel laufen.

A. Demoulin gehort mit G. Darboux und A. Lelieuvre zu den
ersten, die Fragen aus der affinen Flachentheorie bearbeitet haben. Die
Formeln fiir die Affinnormalen bei der Flichendarstellung x, = f(x,, #,)
hat G. Pick angegeben?), die allgemeine, fiir beliebige Parameter
giiltige Formel {20) und die Deutung (Fig. 35) der Verfasser'?).

§ 44. Bestimmung der Flichen mit zentrischen ebenen
Schnitten.

Als erstes Beispiel fiir eine weniger triviale Anwendung der
kanonischen Gleichungsform (45) moége der Beweis des folgenden
Lehrsatzes erbracht werden.

Es set § ein analytisches, elliptisch gekviimmies Flichenstiick. Alle
Ebenen, die zu einer festen Tangentenebene in einem belicbigen Punkt ¢
von § geniigend benachbart sind und F treffen, sollen F in der Um-
gebung von t in einer Kurve mit Muttelpunkt durchschneiden. Dann
gehort [ notwendig einer algebraischen Fliche zweiter Ordnung an. Die
Flachen zweiter Ordnung haben ja in der Tat die geforderte Eigenschaft.

Wir stellen nun $§ durch die kanonische Gleichung (45) dar und
zeigen: Wenn jeder ebene Schnitt x, = konst. einen Mittelpunkt hat,

8) A. Demoulin: Paris, Comptes Rendus 147 (1908), S. 493-—496.
%) G. Pick: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 129.
10 W. Blaschke: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 181.
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so ist notwendig ¢ = 0. Damit ist schon alles Wesentliche erledigt.
Es sei x, =s, (%), %, = S, (%;) der Ort der Mittelpunkte der ebenen
Schnitte x, = konst., also in der Ausdrucksweise von § 43 ,die zum
Ursprung gehorige Schwerlinie von $§“. Dann ist nach § 43

(89) 5;(00=0, s,(00=0, s/(0)=0, s,/(0)=0.

Wir iiben nun auf unsere Fliche {§ folgende (inhaltstreue, aber viel-
leicht nicht affine) Transformation aus:

(99) ¥ =5 (n),  mF=a s 0), =1

Die aus §§ entstehende Fliche §* hat die Mittelpunkte ihrer ebenen
Schnitte x, = konst. auf der x,*-Achse (x,* =0, x,*=0), hat also
diese Gerade zur Symmetrieachse. Fiir die Fliche $* erhalten wir
aus (45) die Darstellung

(91) g% = o {(x* + 5,2+ (5* + %)
+ e {5 =B * +5) (w* +5,)% + -
= 5 (* 1) (5 — B ) (s, byt
+ % (xl*z s, — 24, *x,%s, — xe*gsl) + ...

Hieraus kann man durch Koeffizientenvergleichung die Reihenentwick-
lung von x,* nach Potenzen von x,*, x,* entnehmen. Da nimlich *
die Ebene x;, = 0 im Ursprung zur Tangentenebene hat, so beginnt
die Reihenentwicklung von x,* wieder mit den quadratischen Gliedern,
die von s,, s, wegen (89) mit den quadratischen in %, ¥, also mit
Gliedern vierter Ordnung in x,*, x,*. Somit beginnt die Reihen-
entwicklung von x,* genau wie die von x,:

(92) xs*_ *“+xz +Cx1 —36:: xg +[4]

Wegen der Symmetneelgenschaft unserer Fliche §* miissen nun rechts
die ungeraden Potenzen herausfallen, also muB insbesondere ¢ =0
sein, wie behauptet war.

Daraus schlieBen wir weiter (immer unter der Voraussetzung
LN — M?>0) daB die durch den Ursprung laufenden imaginiren
Asymptotenlinien im Ursprung Wendepunkte haben. Fiir diese
Asymptotenlinien gilt nimlich, wenn man sie in der Form %y(%,) an-

0% %4

setzt, die Differentialgleichung:
NCEDR
(93) G T2 +im (;;) =0

und daraus folgt durch Ableitung nach x,

Pxy dx,
0%, 0%y d %y

6 % Bxy dx, Pxg [(dx\2 | BPx (da,\3
4 273 3 _Z__L_ ot 2 ( 2) hliid: ] (__g>
(9 ) + 072 0x,d %, | " 0% 0% \dx, +ax23 dx, +
0®xy dix, Frydnydia,
+ 0%, 0%, dxl“‘+ 02 d %, dx? =0.



118 Fldchentheorie, niederer Teil.

Aus der ersten dieser Gleichungen und aus (45) folgt fiir den Ursprung

(95) (ﬁ)ez -1

dx,
und somit ergibt sich aus der zweiten Gleichung fiir ¢ = 0:

2
a*xy
d=
ax,

(96) 0,
das heiBt, die Asymptotenlinien haben im Ursprung tatsichlich Wende- .
punkte.

Soll der Ursprung auf der Fliche nicht ausgezeichnet sein, so
bestehen die imaginiren Asymptotenlinien nur aus Wendepunkten,
sind also geradlinig. Die einzigen Flichen mit einem Netz gerader
Linien sind aber algebraische Flichen zweiter Ordnung. Also: Die
einzigen analytischen elliptisch gekritmmien Flichen, auf demen c in
dedem Punkte verschwindet, sind die elliptisch gekviimmien Flichen
zwetten Grades.

Damit ist auch der Satz iiber die Flachen mit zentrischen ebenen
Schnitten bewiesen.

Spater (§ 84) werden wir zeigen, dafl die §, auch unter den ge-
niigend oft differenzierbaren elliptisch gekriimmten Flichen durch das
Verschwinden von ¢ in allen Punkten gekennzeichnet sind. Damit ist
dann auch das Hauptergebnis dieses Abschnitts entsprechend verscharft.

Unter der engeren Voraussetzung, daB es sich um Eiflichen
handelt, ist der eben bewiesene Satz von H. Brumn'') entdeckt wor-
den. Der hier vorgetragene Beweis stammt vom Verfasser'?).

Mit einigen Schwierigkeiten kann man auch die hyperbolisch ge-
kriimmten Flichen und Torsen (abwickelbare Flichen) mit zentrischen
ebenen Schnitten bestimmen. Auch sie sind §,, die Zylinder ausge-
nommen.

Fir Flichenpunkte elliptischer sowie hyperbolischer Krimmung
war fiir das Vorhandensein einer mindestens in dritter Ordnung beriih-
renden §, eine kanonische Gleichungsform (78) notwendig. Man schlieBt
daraus genau wie vorhin auf das Vorhandensein von Wendepunkten

der Asymptotenlinien im Ursprung. So erhalten wir den Satz von
H. Maschke®):

Gibt es zu jedem Punkt eimer mwicht parabolisch gekriimmien
Fliche (LN — M?®==0) eine mindestens in dritter Ordnung berishrende 3,
so ist die Fliche selbst eine ,.

1) . Brunn: Uber Kurven ohne Wendepunkte, Habilitationsschrift, Miin-
chen 1889, bes. S. 59.

12) W. Blaschke: Leipziger Berichte 70 (1918), S. 336, 337.

13) H. Maschke: American Transactions 8 (1902), S. 484.
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§ 45. Flachen mit ebenen Schattengrenzen.

Es soll hier folgendes gezeigt werden:

Die einzigen Flichen, die von jedem wumschriebenen Zylinder lings
einer ebenen Kurve berithrt werden (oder kiirzer: die einzigen Flichen
mit ,.ebenen Schaitengrenzen<), sind, von Torsem abgesehen, algebraische
Flichen xweiter Ordnung.

Der Nachweis soll in zwei Schritten gefithrt werden. Der erste
Beweis gilt fiir hyperbolische Krimmung (LN — M?® < 0) und fiir die
analytischen Flachen elliptischer Kriimmung. Der zweite Nachweis
bezieht sich auf elliptisch gekriimmite Flachen (LN — M? > 0) und gilt
schon, wenn nur Differenzierbarkeitsvoraussetzungen iiber die Ilache
gemacht werden, sobald wir den Satz von Maschke (§ 44) entsprechend
verscharft haben (§ 84).

Beim hyperbolischen Fall wihlen wir die Asymptoten von Dupins
Indikatrix (§ 39) in einem Fldchenpunkt zur x,- und x,-Achse

(97) %5 = 2,25 + G (@333 %,° + 33392, 2%y + 3a,00%, 4,7 4 8909 %,%) + -
und die Affinnormale im Ursprung zur x,-Achse. Dann mull wegen
den Apolaritdtsbedingungen (36) die Gleichung (97) folgende einfachere
Gestalt annehmen

(98) Xy == %, %, + & (ax,® +bx,%) 4 ... .
Nun berechnen wir die Berithrungspunkte unserer Fliche mit dem
Zylinder, dessen Erzeugende parallel zur x,-Achse verlaufen. Da die

Tangentenebenen in diesen Punkten ebenfalls der x,-Achse parallel
sind, so mub fiir sie 9x,:0%, = 0 oder

(99) 0=1x,+3ax?+4...
sein. Weil die Tangente an diese Beriihrungslinie im Ursprung mit
der x,-Achse zusammenfillt, kann man die Kurve in der Form

(100) | Xy = Hy(%y), g == %y(%y)
darstellen. Aus (99) folgt fiir die Ableitungen in x, =0
(101) %y =0, %= —a,
und aus (98)

%y =%+ # %, +5ax?4...=0,
(102) %y = 2%, + %%, +ax, +... =0,

%" =38x" +a+... = — 2q.
Soll die Beriihrungslinie eben sein, so muf

% %" %, ]

(103) (¢ L") = a2 )" | =)y — %) =24 =0

’

’ n n
Xg X3 X3
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sein. Vertauscht man in dieser Uberlegung die x,- mit der x,-Achse,
so findet man ebenso b ==0.
Unsere Flichengleichung (98) nimmt also die Gestalt an

(104) Xy = %y %, + [4]

und unsere Fliche hat mit der Fliche x, = x,x, eine Beriihrung von
mindestens dritter Ordnung. Da der Ursprung auf der Fliche nicht
ausgezeichnet ist, folgt nach dem Satz von Maschke (§ 44), daB unsre
Fliche eine §, sein mubB.

Damit ist der Nachweis fir LN — M2 << 0 beendet und wir wen-
den uns zum Fall elliptischer Krimmung (LN — M? > 0), der ein
wenig verwickelter ist. Gehen wir wieder von der kanonischen Glei-
chung (45) aus

- 1 ;
(103) ¥y = ?(xl‘3 + %°) + %(%8 —3x,%7%) +
+ 5 (Ax*+4BxPx, + 6Cx2x,% +4Dx, %> + Ex,*) 4 ...

Fiir alle Flichenpunkte, deren Tangentenebenen zu dem festen Vek-
tor (1,4, 0) parallel laufen, d. h. fiir alle Beriihrungspunkte eines der
umschriebenen Zylinder gilt

0%y 4 1 9%
(106) om, 1 y) oy 0
oder

(107) x, + Ax, + % (%2 — 24x, %, — %,%) + %{(A + 1B) %3+

+ 3(B + C) x,%x, + 3(C + AD)x,%,> + (D + AE)x,*} + ... = 0.
Soll die Kurve der Berithrungspunkte in der Ebene

(108) ax, + fx,+ yx, =0
liegen, so muBl die Gleichung (107) und die Gleichung
(109)  ax, + By + 4 (12 + 1) + (2, — B, x4 ... =0

dieselbe Kurve der x,,x,-Ebene darstellen. Nehmen wir fiir den
Augenblick 150, so konnen wir uns x, nach Potenzen von %, ent

2

wickeln und finden durch Ableitung von (107) und (109) im Ursprung

ax, a 1
dx, g 1’

(110) - . .
Az (A48 3121
ang giz T T CTm o

Daraus folgt zunichst
a:fry=(142%):4(142%):¢(342 —1).

So finden wir nebenbei das Ergebnis:
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Die Schmiegebenen an die Berithrungslinien der wumschricbenen
Zylinder durch einen Flichenpunkt wmbhiillen im allgemeinen (c=0)
einen Kegel dritter Klasse, der sich fir ¢ =0 auf ein Ebenenbiischel
zusammenzieht.

Durch nochmalige Ableitung von (107) und (109) folgt unter Be-
nutzung der bereits berechneten Ableitungen einerseits

a2 _ M4+ AB)A*—3(B+1C) 2+ 3(C +1D)A—(D+1E)}
(111) #° 75 -
3s2(12—1) (342 — 1)
15
und andrerseits
ddx,  SFEE—1)(14612—3)
(112) dx? = A+ )5 .

Der letzte Ausdruck (112) wire fiir == 0 ein irreduzibler Quotient eines
Polynoms 6. und 7. Grades in 4, konnte also mit dern vorhergehenden
Ausdruck (111) in dem die Gradzahlen niedriger sind, nicht identisch in
1 iibereinstimmen. Somit muB im Falle ebener Berithrungslinien not-
wendig ¢ =0 sein und damit kommen wir wieder auf die Flichen
zweiten Grades zuriick.

Der Nachweis fiir hyperbolische Kriimmung ist auf dhnliche Art
zuerst von G. Herglotz erbracht worden, wie dem Verfasser durch miind-
liche Mitteilung bekannt ist. Der Verfasser hat den Beweis zuerst
nur fiir Eiflichen gefiihrt4).

§ 46. Die kubische Grundform.

Schon bei der Aufstellung der kanonischen Gleichung in § 41
sind wir auf drei durch einen Flichenpunkt hindurchgehende, mit der
Fliche invariant verkniipfte Tangenten gestoBen. Es liegt deshalb
nahe, neben der quadratischen noch eine kubische invariante Differential-
form aufzustellen, deren Nullinien die Tangenten von Darboux beriihren.

Die Formeln vereinfachen sich dabei erheblich, wenn man die
Asymptotenlinien als Parameterkurven einfiihrt, was bei jeder analy-
tischen Nicht-Torse (LN — M?4=0) moglich ist. Um ganz im Reellen
zu bleiben, soll im folgenden zunichst LN — M? < 0 vorausgesetzt
werden. Dann ist L = N =0 und wir normieren die Parameter so,
dal M > 0 wird; F sei gleich der positiven Wurzel aus M. Die
quadratische Grundform hat hiernach die Gestalt

(113) ¢ =2VMdudv=2Fdudv.
4) W. Blaschke: Leipziger Berichte 69 (1916), S. 50—55. Der in diesem

Abschnitt vorgetragene Beweis ist zuerst in der Math. Zeitschr. 8 (1920),
S. 115—122 veroffentlicht.
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Nun erkliren wir die kubische Differentialform42) durch

(Turtvrd%1) 3
(114) Y =" =y de

Es ist namlich

(Mvd D _ @Culoluuu) 4%+ 3 @uloluuo) duPdv
ja +

__,_ 3(Zugvguvu)dud;"‘_(gu%&wv)dvs __I_ 3F(d2ud,v __,_ d% d?v)

(115)

und

(116) 2do =3(F,du*dv -+ F,dudv®) + 3F(d*udv 4 du d*v).
Somit hingt die Differenz von (115) und (116) von den Differentialen 4%
und d%v nicht mehr ab und

(117) v =Adu®+ 3Bdu?dv -} 3Cdu dv® 4 Ddv®

ist in der Tat eine kubische Differentialform in d#, dv. Darin ist

A — Gutobuwa) B Wi _p
F F u
(118) (EuloTus) (T 2vLvo)
C == ——F— - F')’ D = ___———-F .

Die Koeffizienten B und C sind aber gleich Null. Aus

(119) L = (Eugvguu) = O’ F2 = (Iugvguv)’ N = (gugvgvv) = O
folgt ndmlich zunédchst wegen r, ><y, =+0

(120) guu = agu _,_ bgv’ gvv = Cgu _,_ dgv'
Also ist
(121) (gu guu gv’v) = O’ (gv guu gvlu) = 0’
und durch Ableitung der Identititen (119) wegen (121)
@) (T Luoluw T @uloluua) =05
T & zuu) (Tu Lo Luus) =0,
(122) B) (ks o) + Eulobuny) =2F

T Lyolus) T (Culoluy) =2F Fv
0) (Lu Tuvlow) T (EuZoTuvs) =0,
(Euvls Loo) + (2T, T000) =O-
Aus (122 (e, f)) einerseits und (122(y,d)) andererseits folgt durch
Addieren
(Eu &y guuv) = FFu = - (gv Luu Euv)’
(128) CuToluve) = F F, = — (T, Ty Loo)-
Somit ergibt sich nach (118) und (123), wie behauptet wurde,
(124) B=0, C=o,

14a) G. Pick, Leipziger Berichte 1917. Vgl. auch G. Fubini, Annali di
matematica 25 (1916), S. 229 und Rendiconti di Palermo 41 (1916), S. 136.



§ 46, Die kubische Grundform. 1238

und y hat die einfache Gestalt
(125) p=Adu®+ Ddv®.
Aus den Beziehungen (118) und (123) berechnen sich die a, b, ¢, d
der Formel (120). Man findet
F, 4
guu:?gu—l— F Ly

D F,
Low = F Ly + 7Figv'

Somit ergibt sich wegen (118)

(126)

(gu guu guuu> = + Ag’

(127) (gv Lo gvvv) = — D%

15)

Wir fragen nunmehr nach den durch die Formen ¢ und v be-
stimmten Differentialinvarianten, d. h. also solchen Funktionen der
Koeffizienten F, A, D, die bei Einfilhrung beliebiger neuer Parameter
unverandert bleiben. Jede absolute algebraische Invariante der
quadratischen und der kubischen Form!®) in den homogenen Ver-
anderlichen du#, dv wird eine Differentialinvariante unserer Fliche
ergeben. Wegen der sogenannten Apolaritits-Beziehung zwischen
@ und y (vgl. § 41, insbesondere (36)), nimlich den Gleichungen

GA—2FB1LEC=0,
GB—2FC+ED=0,

die wegen E = G = B = C = 0 erfiillt sind, gibt es nur eine solche
Invariante'®), die fiir Asymptotenparameter die einfache Gestalt

(128)

(129) J=42

hat. Um den Zusammenhang zwischen J und der bereits gefundenen
Invariante ¢* zu erkennen, bringen wir g (#,v) in die kanonische
Form (51), (562) und normieren die Asymptoten-Parameter %, v durch
die Forderung, daB sie sich méglichst gut an die Parameter x,, #,
anschmiegen sollen. Es sei also zunichst

(130) 1,(0,0)={1,0, 0}, £,(0,0)={0,1,0}, H(0,0)={0,0,1},
F0,0)=F,=1.

15) Aus diesen Formeln folgt nebenbei, dafi die Windungen der Asymptoten-
linien entgegengesetzte Vorzeichen haben. Vgl Bd. 1, § 47.

1%) Die Theorie der gemeinsamen Invarianten einer quadratischen und
kubischen bindren Form findet man z. B. bei 4. Clebsch: Theorie der bindren
algebraischen Formen, Leipzig 1872, S. 208 ff.



124 Flichentheorie, niederer Tell.

Dann folgt aus (88), (118), (121) und (123)

— B, u?+ D,v?
X =1u +—°—»2———°——+ e
_ Ay, u?+C, v?
(131) Fp—v fET g
% wep A, ut 43 By utv+3C, uv®+4 D,v?
g = WO 31 )
Somit ist
_ . A.%x,3 D v 3
(132) AR A L i i L I

Ist nun A,-Dy =0, so bringt die affine Transformation

_ Dy\'e - A\e -
(183) X = <Z§> Xy, Ky = (ﬁ) Xy Ky =1

die Fliache in die kanonische Gestalt

__V4,D

(134) Xy =Xy %y — g (%" + )+
woraus durch Vergleich mit (51)

2
(135) J=5%

folgt.

Aus der kanonischen Darstellung ergibt sich sofort, daB es nur
diese emme Differentialinvariante dritter Ordnung geben kann. Denn
durch J, bzw. ¢* ist das Flichenelement dritter Ordnung véllig be-
stimmt. [ ist zuerst von G. Pick'?) aufgestellt und wird daher
auch die ,,Picksche Invariante’ genannt.

Fithren wir mit der Affinitit (133) gleichzeitig die Parameter-

transformation

— Ay\'ls — Dy\le

u=<E> u, v:(—A—‘;) v
aus, so wird ¢ im Ursprung gleich

Jo/2(Au® 4 dv®).
Die Tangenten von Darboux (vgl. § 42, wo die Rechnungen allerdings
nur fir den elliptischen Fall durchgefiihrt sind) werden durch die
Gleichungen
% +x°=0, x=0

dargestellt. Also haben die Nullinien von ¢ in der Tat die ge-
forderte Richtung.

L. Berwald hat bemerkt'®), daB man auf Grund von (127) eine
Darstellung der Grundform ¢ herleiten kann, die ihre Invarianz be-
sonders deutlich hervortreten 1aBt. Erkliren wir (vgl. § 29) die Affin-
bogenelemente der beiden Asymptotenlinien durch die Formeln

17) G. Pick: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 121.
18) I.. Berwald: Mathematische Zeitschrift 8 (1921), S. 68.
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A = VA (B L B B = A% d,

dg: {/_ (gvi;v gvvv) dv = D' dv’

so bekommen wir fiir die kubische Grundform (125) den Ausdruck
von Berwald

(137) y=dp’+dg’,

der nur Invarianten enthdlt. Da wir in § 36 eine geometrische
Deutung fiir die Affinlinge gefunden haben, ist damit auch fiir die
kubische Grundform eine (wenn auch verwickelte) Deutung vermittelt.
Uber die Bedeutung von J sind wir durch (135) unterrichtet. Aber
auch aus dem einfachen Ausdruck (129) fiir J ergibt sich leicht die
geometrische Bedeutung des identischen Verschwindens dieser In-
variante. Soll J in einem Flichenpunkt r, Null sein, so mul einer
der beiden Faktoren im Zihler verschwinden. Ist z. B. 4 =0, so
folgt aus (126) F,r, — Fg,, =0 oder

(136)

0 %
(138) =5 —0.

Die Richtung des Vektors g, ist also lings der u-Kurve (v=Xkonst.) in g,
stationdr:

Verschwindet Picks Invariante | an einem Flichenpunkt y, mit
hyperbolischer Kriimmung, so hat in ¥, eine Asymptotenlinie eine Ruh-
tangente. Oder, was dasselbe besagt: Es gibt in t, eine die Fliche
wn dritter Ordnung beriihvende Tangente.

Verschwindet [ identisch, so muB (wenigstens bei analytischen
Flachen) entweder A oder D identisch Null sein. Fir 4 =0 folgt
aus der Identitat (138) die Geradlinigkeit der #-Kurven. Somit ist
bewiesen:

Die Differentialgleichung | = 0 kennzeichnet unter den Nicht-
Torsen (LN — M® == 0) die windschiefen Flichen?).

Bei reellen, analytischen, elliptisch gekriimmten Flachen folgt
aus dem Vorhandensein einer imaginiren Schar von Erzeugenden das
Vorhandensein der konjugiert imaginiren Schar und daraus wieder
der Satz (vgl. § 44): Die einzigen analytischen, elliptisch gekriimmien
Flichen mit identisch verschwindendem ] sind Flichen zwetter Ovdnung.

§ 47. Die Affinoberfliche.

Gehen wir von folgender Aufgabe aus: Es sei §§ eine (durchweg
elliptisch gekriimmte) Eifliche, 5 eine zweite im Innern von §§ gelegene
Flache mit der Eigenschaft, daB jede Tangentenebene von s zusammen
mit der Eifliche $§ einen kleinen Eikorper vom vorgeschriebenen Raum-

1) W. Blaschke: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 416.
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inhalt § begrenzt. Ist § regulir und analytisch, so wird fiir geniigend
kleine ¢ auch {, eine Eifliche sein, die mit §§ gegeniiber inhaltstreuen
Affinitdten invariant verbunden ist. Es soll der Rauminhalt des schalen-
formigen Kérpers zwischen ¥ und s fiir kleine ¢ ermittelt werden.

Setzen wir fiir einen Punkt von § die kanonische Darstellung an

3
%23 x,

2 2 2
(45) mp =TTy A

und fithren wir, wie in § 43, Zylinderkoordinaten

(80) X, =7COS @, Xy=rsilw, x=2"

ein, so haben wir nach § 43 (82) durch Auflésung nach #
(82) 7=V§z—§z2—l—..., C = c¢(cos® w — 3cos w sin® @)

und finden fiir den Rauminhalt 4 des durch die Ebene x, = P von
unserem Eikorper abgeschnittenen Teilkdrpers (vgl. § 43)

P +7
(139) o= [dx,l [Pdo=aPr 4 ... .
0 -

Die Punkte deuten dabei eine Potenzreihe in P an, die mit den
Gliedern dritter Ordnung beginnt. Umgekehrt ist daraus

(140) P=(D" .,

2

wo die Punkte eine Potenzreihe nach ganzen Potenzen von V6
darstellen.

Es ist, wie Ch. Dupin schon 1814 bei der Untersuchung
schwimmender Korper bemerkt hat??), leicht einzusehen, daB jede
Tangentenebene von s die Fliche s in dem Schwerpunkt I des
homogenen Eibereichs beriihrt, den sie aus dem von $ umschlossenen
Eikorper ausschneidet. Dazu braucht man nur zu beachten, daf
zwei benachbarte Tangentenebenen von s von dem genannten Ei-
korper gleiche Rauminhalte ¢§ abschneiden und daB deshalb die
beiden keilféormigen Korper zwischen den beiden Ebenen inhaltsgleich
sind. Bedeutet 4 F das Flachenelement in einer der beiden Ebenen,
p den Abstand von ihrer Schnittgeraden, d¢ den Winkel der Ebenen,
so muf also

(141) [pa®dF —a9 [pdF =0
sein und f ist tatsichlich Schwerpunkt.

Nach der geometrischen Bedeutung der Affinnormalen § 43
findet daher der Ubergang von einem Punkt r von § zum ent-

20) Ch. Dupin: Applications de géométrie et de mécanique, Paris 1822.
Vgl. etwa Enzyklopddie IV 1 (P. Stdickel), S. 657.
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sprechenden Punkt T von s mit paralleler Tangentenebene durch
die Formel statt

(143) P=r+Py+..—r+ ()94 .,

wo die fehlenden Glieder hohere Potenzen von V4 enthalten. Fiir
den gesuchten Rauminhalt ergibt sich daher

(48)  V=J[G.r.ir)dudvdP =[] dudv [ (z,1,9)aP,

(144) V= (%)”*f%f (r,z,9) dudo+ ...

Oder wegen (27)

(145) V= (L) [[ILN — a2 e audo + .. .
A

Somit ist

(146) SIILN —p2"dudv= [[|EG — F?[*dudy

ein invariantes Oberflichenintegral.

In der Tat! Gehen wir zu neuen, gleichsinnigen Parametern
u, v iiber, so ist

und nach (14)

(147) [N — a2 Peanao= [ EN=21 D g

=[[|ZN — m2["auds.
Dieses Oberflichenintegral, fiir das wir hier im Falle elliptisch
gekriimmter Flichen eine geometrische Bedeutung abgeleitet haben
(die Voraussetzung, daB es sich um Eiflichen handle, ist unwesentlich

und wurde nur der Anschaulichkeit halber gemacht), hat auch fiir
hyperbolisch gekriimmte Flichen einen Sinn. Das Integral (147) oder

(148) JJ . x,y) dudv

ist das einzige invariante Integral, das nur von Ableitungen bis zur
zweiten Ordnung abhidngt. Wire nimlich

[[e(u, v)dudo

ein zweites solches Integral, so miiBte

Eu o)
o
eine Invariante zweiter Ordnung sein, wihrend doch die niedrigste
Invariante von dritter Ordnung ist. Diese Uberlegung rechtfertigt es,
wenn wir das Integral (147), (148) ,Affinoberfliche“ benennen.
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§ 48. Aufgaben und Lehrsitze.

1. Geometrische Deutung der quadratischen Grundform. Auf einer
etwa hyperbolisch gekriimmten Fliche sei eine Kurve (f) gezogen und
auf ihr eine Reihe von Punkten p; angenommen, die den Parameter-
werten fy=a <t <it, <...<t, ;< b= l, entsprechen moégen. Die
beiden neuen Schnittpunkte der Asymptotenlinien durch rz_; und r;
seien ), 3z. Vi sel der absolut genommene Rauminhalt des Vierflachs
mit den Ecken zi_1, L, Y&, % Dann ist, wenn man die p; immer
dichter wiéhlt,

a L
(149) ﬂ ) ) R e e N N T T R e %
k=1

2. Eine zweite geometrische Deutung der quadratischen Grundform.
Auf einer elliptisch gekrimmten Fliche sei die Kurve g (¢) (¢ <t < b)
gezogen. Zur Tangentenebene in einem beliebigen Punkt p(f) legen
wir in der Nihe eine Parallelebene wie in § 47, die zusammen mit
der Fliache einen kleinen Eikérper vom Rauminhalt § begrenzt. Die
Gesamtheit dieser Korper erfilllt fir ¢ <¢<b einen Schlauch vom
Rauminhalt 7 ynd es ist
3l 14

12
At =—— lim —-.
4V2 550 04

(150) ﬂ S ar g (%))

3. Ein Satz von 4. Transon iiber die Affinnormalen der ebenen
Kurven auf einer Flidche. Legt man durch einen Flichenpunkt eine
Tangente ¥, die keine Asymptotenlinie beriihrt, und durch ¢ alle
Ebenen, so liegen die zu p gehérigen Affinnormalen (§ 6) aller ebenen
Schnitte durch ¥ wieder in einer Ebene, die durch die zu ¢ kon-
jugierte Tangente der Fliche in p hindurchliuft. Liouvilles Journal
de mathématiques (1) 6 (1841), S. 191—208.

4. Deutung der Affinentfernung. Denken wir uns zur Tangenten-
ebene T in einem Punkt p einer elliptisch gekriimmten Fliche $ eine
Parallelebene § gezeichnet. Sie begrenzt zusammen mit § einen
kleinen Eikoérper vom Inhalt J,. Wir bestimmen uns ferner den
Kegel, der einen Punkt f) zur Spitze und die von der Schnittlinie von
€ und §F begrenzte ebene Grundfliche hat. Dieser Kegel habe den
Inhalt J,. Dann gilt fiir die Affinentfernung p des Punktes f) vom

Flichenpunkte r (vgl. § 41 (53))

9 2
151 == lim 2.
(151) P =g Im T

W. Blaschke: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 201.
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5. Eine Zuordnung von C. Segre. In der Tangentenebene eines
Flachenpunktes g, in dessen Umgebung die Fliche durch die kanonische
Darstellung (45) gegeben ist, wihlen wir einen Punkt {y,, y,, 0}. Von
diesem Punkt t) aus umschreiben wir unserer Fliche einen Kegel und
es sel o, x, + ¢,%, + 054, = 0 die Gleichung der Schmiegebene an
die Beriithrungskurve in y. Dann ist

(152) oty =—y, (1 +33): — 2 (V1 +3): (01 +332) + ¢ (1 — 33,%3)-
Vgl. C. Segre: Complementi alla teoria delle tangenti conjugate di una
superficie, Rendiconti della r. accademia dei lincei, Roma (5) 17™ (1908),
S. 405—412.

6. Kennzeichnung der Tangenten von Darboux. Sei § die Schnitt-
kurve der gegebenen Fliche g (u, v) mit einer in (0, 0) beriihrenden
Schmieg-§,. Das Tangententripel von € in g (0, 0) liegt dann und nur
dann apolar zu den Asymptoten, wenn es mit dem Tangententripel
von Darboux identisch ist. Die zugehorigen @, haben ihre Mittel-
punkte auf der Affinnormalen in g (0, 0).%)

7. Eine zweite invariante kubische Differentialform. Neben der
kubischen Grundform w gibt es noch die invariante Differentialform
Zz(iF:BE)du%Lg (AG—CE)du*dv—3 (DE—BG) dudv*—(DF—CG) dv®

VEG — F?
7 =0 gibt die zu Darbouxs Tangenten konjugierten, die man auch
durch Projektion der Geraden (77) parallel zur Affinnormalen auf die

Tangentenebene erhilt. Es besteht folgende Identitit zwischen den
Differentialformen ¢, %, v

(154) v+t =3] 9"
L. Berwald 1920, vgl. auch die in 3) genannte Arbeit.

8. Affingeoditische Kriimmung. Istauf einer Fliche (LN — M? < 0)
eine Kurve gezogen, so kann man beziiglich der ersten Grundform
Edu® 4+ 2F dudv + G dv® die affingeoditische Kriimmung 1: o mittels
derselben Formeln berechnen, wie wir in Bd. 1, § 69 die gewdhnliche
geoditische Kriimmung beziiglich des gewdhnlichen Bogenelementes
ermittelt haben. 1:w = 0 ist dann die Differentialgleichung der ,,affin-
geoddtischen Linien*, fiir die die erste Variation des Integrals

(155) t=[|Edu®+2Fdudv+Gdv?|"
verschwindet. Nach L. Berwald ist die Differentialgleichung der Kurven

auf der Fliche, deren Schmiegebene in jedem Punkt durch die
Affinnormale der Flidche geht:

(156) L=

(153)

X
an’
wo y durch (153) erklart ist.

Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 9
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9. Ein Satz von L. Berwald iiber die auf einer Fliche gezogenen
Kurven, Es sei r(¢f) eine auf einer Fliche (LN — M? 3= 0) gezogene
Kurve und der Parameter ¢ durch

Ew'?+2Fu v - Gv'?=konst.

normiert. Dann legen wir in der Schmiegebene der Kurve durch den
Kurvenpunkt p vier Gerade: 1. die Tangente mit der Richtung ¢,
2. die Gerade mit der Richtung g”, 3. die Affinnormale a der ebenen
Kurve in g, die durch die Schmiegebene der Kurve aus der Fliche aus-
geschnitten wird (vgl. § 5) und 4. die Schnittgerade b der Schmieg-
ebene von r(f) mit der Ebene, die durch die Affinnormale y der
Fliche in r und durch die zu p’ konjugierte Flichentangente hindurch-
geht. Das Doppelverhiltnis dieser vier Geraden in der Reihenfolge
t”,a, ¢, b hat den festen Wert 2:3. Beriihrt die Tangente 1’ eine
Nullinie der kubischen Grundform (y = 0), so fallen die zugehérigen
Richtungen p”, a, b zusammen.

10. Affininvariante Form des Satzes von Beltrami und Enneper
iiber Asymptotenlinien (vgl Bd. 1, §47). In der Umgebung eines
Flichenpunktes t mit hyperbolischer Kriimmung, in dem iiberdies
J == 0 ist, werden die von p ausgehenden Asymptotenlinien durch
drei Parallelebenen zur Tangentenebene in p in je drei Punkten ge-
schnitten. Mit r zusammen bildet jedes dieser Punktetripel ein einer
Asymptotenlinie eingeschriebenes Tetraeder. Der Quotient ihrer Raum-
inhalte strebt gegen — 1, wenn die drei Parallelebenen in die Tan-
gentenebene von y hineinriicken.

11. Kennzeichnung der §,. Eine elliptisch gekriimmte Fliche
habe die Eigenschaft, daB sich zu jedem Eikérper, der von $ und
einer Ebene begrenzt ist, eine Gerade finden 1aBt, so daB jede Ebene
durch diese Gerade den Rauminhalt des Eikorpers halftet. Ist dann
% notwendig eine algebraische Fliche zweiter Ordnung? Falls das
bewiesen wire, wire darin das Ergebnis von § 44 enthalten.

12. Gemischte Affinoberfliche. Zwei Fliachen g (u, v) und r*(u, v)
mit LN — M? <=0 und L*N* — M*? =0 seien durch gleiche Para-
meter so aufeinander abgebildet, daB in entsprechenden Punkten ihre
Tangentenebenen parallel laufen. Dann ist

(157) SIILN* — 2 MM* + NL* |+ du dv

eine gemeinsame Integralinvariante beider Flichen.



5. Kapitel.
Allgemeine Flidchentheorie.

Ein Riickblick auf die Ergebnisse des vorigen Kapitels, soweit
sie die allgemeine Flichentheorie betreffen, wird uns die Richtung
weisen, in der wir weitergehen miissen. Wir haben uns mittels der
quadratischen Grundform ein invariantes Dreibein verschafft, die kano-
nische Darstellung einer Fliche beziiglich eines bestimmten solchen
Dreibeins untersucht und dabei eine invariante kubische Grundform
gefunden. Dagegen sind wir der ersten Frage, die der Vergleich mit
der gewohnlichen Fliachentheorie nahelegen wiirde — namlich der
Frage, wie sich die hoheren Ableitungen t, ., t,, D SRS in
einem solchen Dreibein ausdriicken — noch nicht nihergetreten,
und nur nebenbei haben sich fiir Asymptotenparameter die Formeln
der ,,Gaufischen Ableitungsgleichungen® der affinen Flichentheorie
herausgestellt.

Diese Aufgabe haben wir jetzt in Angriff zu nehmen. Wir werden
sie zundchst unter Beschrankung auf Asymptotenparameter losen, als-
dann unter Verwendung der ,, Tensorrechnung® fiir allgemeine Parameter.

Wenn das geschehen ist, besitzen wir aber auch die ausreichen-
den formalen Hilfsmittel, um alle affininvarianten differentialgeome-
trischen Eigenschaften der Flichen beschreiben zu konnen, und wir
diirfen dann getrost irgendwelche Aufgaben, die uns als Geometer
interessieren, in Angriff nehmen. Insbesondere werden wir noch in
diesem Kapitel eine affine Kriimmungstheorie entwickeln, die uns zu
anschaulich deutbaren Invarianten der Fliache filhren und solche
Deutung bereits gefundener Invarianten leisten wird. Die merk-
wiirdigen und weitgehenden Ahnlichkeiten zwischen der gewdhnlichen
und der affinen Kriimmungstheorie verleihen diesen Untersuchungen
einen besonderen Reiz.

§49. Die Ableitungsgleichungen fiir Asymptotenparameter.

Wir legen wie in § 46 eine hyperbolisch gekriimmte Fliche zu-
grunde, nehmen die Asymptotenlinien zu Parameterlinien und wihlen
die Bezeichnung so, daB M >0 wird. Dann nehmen die beiden
Grundformen die einfache Gestalt an (vgl. § 46 (113) und (125))

@) ¢=2M"dudv=2Fdudv, (F>0)
w=Adu® -+ Ddv’
9*
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Fiir die zweiten Ableitungen hatten wir die Gleichungen § 43 (88) und
§ 46 (126)

F, A
Lyu = F Lu -+ F Lo

(2) guv:Fn’
D F,
Lov = fgu_I_ Fz’l,

Wir nennen sie die ,,Gaufischen Ableitungsformeln der affinen Flichen-
theorie (vgl. Bd. 1, § 48 (135)). Aus der zweiten folgt

3) x.r,9)=+F

Um die hoheren Ableitungen von g im Dreibein y,,r,,t ausdriicken
zu konnen, brauchen wir noch Formeln fiir die ersten Ableitungen
des Affinnormalenvektors f). Wir merken uns zunichst den Ausdruck
§ 46 (129) fiir die Invariante Picks an

4D
(4) J =%

und berechnen uns das Gaufische Kriimmungsma8 S der Grundform ¢,
offenbar ebenfalls eine affine Differentialinvariante. Wir finden etwa
mittels der Formel (42) aus § 36 des ersten Bandes

1 @lgF F,F,—FF,,
(3) S = Fuee = R

Zur Abkiirzung setzen wir

(6) S—J=H.

Dann erhilt man durch Ableitung der ersten Formel (2) nach v und
der zweiten nach # unter Benutzung der Formel (2) selbst und wegen (5)

Youo = —FSp,+ (&) 1+ Fy + 2 (Zp, 421,
B+ F)+ P,
Entsprechend folgt aus der zweiten und dritten der Formeln (2)
) Lyee = +EFY +Fy,,

Foo = (7) 2= FS2,+ 7 (Fr.+51.) + .

Durch Gleichsetzen der gefundenen Ausdriicke fiir r,, und fiir Tuve
findet sich unter Beachtung von (4) und (6) das gesuchte zweite System
der Ableitungsgleichungen

(7)

A, .

(9) t)uz_ ng—i— hF—zgv’
D,

t)v = _}—Fgu—ng’
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die ,,Ableitungsformeln von Weingarten in dev affinen Flichentheorie
(vgl. 1. Band, § 46 (120)).

Auch p, und ), und damit sidmtliche Ableitungen des Flichen-
vektors lassen sich also durch die Koeffizienten der quadratischen und
der kubischen Grundform und deren Ableitungen ausdriicken. Die
Fliche st also bis auf raumireue Affinititen bestimmt, wenn F, A, D als
Funktionen von uw und v bekannt sind. Allerdings kénnen F, A, D
nicht beliebig gewahlt werden, da die Gleichungen (2) und (9) nicht
fiir beliebige F, A, D integrierbar sind.

Berechnen wir némlich aus (9) auf zwei verschiedene Arten ),
so erhalten wir unter Benutzung von (2)

D4,
o S ) e
1
Du Du Fu u
Duo= {<F2> + TFS }gu _’—{_ Hu+ 73 }gv - HFt)'
Durch Vergleichen ergeben sich die ,,Integrierbarkeitsbedingungen

A D,, 1/4,
w =t Fs  F\F/;
1 v
( 1) v 1 D,

v o Fa ’

F\'F/,

A,F,

ein affines Gegenstiick zu den Formeln von Codazzi (1. Band, § 49 (139)).

Es fragt sich, ob es immer eine bis auf inhaltstreue Affinititen
bestimmte Fliche mit den Formen ¢ = 2 Fdudv, y = Adu® ++ Ddv®
gibt, wenn die Bedingungen (11) erfiillt sind. Um das zu untersuchen,
bediirfen wir eines Hilfssatzes iiber ein System von linearen partiellen
Differentialgleichungen, der im nichsten Abschnitt bewiesen werden soll.

§ 50. Ein Hilfssatz iiber ein vollstindig integrierbares
System von linearen totalen Differentialgleichungen.

Es sei
(12) adx, = Ugdu—+V, dv (k=1,2...2)

ewn System von n totalen Differentialgleichungen fiir die Unbekannten
%, (u,v) (k=1,2...%). Darin sind

(13) U, Z“zk » V, = S’b‘kx (k=1,2...m);

die a;,, b, migen stetige pamelle Ablestungen nach uw und v besitzen
und es sei tdentisch in Xy U, U

n
Uy 70Uk 1, 6Vk oV
(14) LM 2k Uk U
i 2

ov 6x v
=1
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Dann ist das Gleichungssystem (12) vollstandig integrierbar, das heift
es gibt zu jedem System von Anfangswerten

%, (9> 1) = %
ein und nur ein System von Lisungen x, (u, v).
Ehe wir an den Beweis des Satzes gehen, erinnern wir an zwei
Hilfsséitze {iber gewdhnliche Differentialgleichungen.

Hilfssatz 1: Die simultanen homogenen linearen Differential-

gleichungen
n

(15) P ez, (k=1,2...m)
i=1
besitzen zu vorgeschricbenen Anfangswerten

%, () = %y
ein eindeutig bestimmies System von Losungen iiberall, wo die cgy (u)
stetige Funktionen von u sind.

Der Existenzbeweis ist fir #=1, 2 und 3 im ersten Band § 14
erbracht worden und kann leicht fiir 2=1,...%# erweitert werden.
Was die Eindeutigkeit betrifft, so geniigt es zu zeigen, da zu den
Anfangswerten x,(0) =0 die einzige Lésung x, (u) = 0 gehort.

In diesem Falle folgt aber aus (15)

n U
(15a) 2, =3 [ c;px,du.
i=10

Aus den Ungleichheiten
1
]Cikl<',[c> |%;| <D

erschlieBt man nun durch wiederholte Anwendung von (15a)
|%,| < DCu,

und wegen
(Cu)’ _

him 0
7!

r->®

in der Tat x,(u) = 0. — Ferner benétigen wir den
Hilfssatz 2: Ist

(16) %zgcik(u, V) x; (k=1,2...n)
i=1



(19)

u (9)
@ (1) 6x 0x 0(:
X ‘xko‘i‘bf%'%'kxi du, Tk kO +f E' 1% (1)+ ¢,
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ein System von linearen homogenen Differentialgleichungen, dessen Koeffi-
zienten c;,, (u, v) von einem Parameter v abhdngen und stetige partielle
Ableitungen nach v besitzen, so haben auch die Lisungen x, (u, v) des
Systems bei stetig differenzierbaren Anfangsbedingungen stetige partielle
Ablettungen nach v und es ist

Pw Py
(17) dudv  dvou’
Sei namlich etwa
C ac;k C (O—éu: 'Uél)
(18) el <gmr % | <3 (i,k=1,2...n)

und es seien x,ff) die schrittweise gebildeten Naherungsfunktionen fiir die
Anfangsbedingungen x, (0, v) = %,, (| %9 |, | 9%;9:6v| < D). Dann ist
also (vgl. 1. Bd, § 14)

(1)
ka 0xk0

1)
Xr = Xgo» G0 v ?

(1)

ov

Daraus ergeben sich die Abschatzungen

9 1 ) -1 Cr -1, r—-1
]x,(c’—-x,(c)7<DCu, ceens !x,y)—xg )J<D——7~~,....
und mit ihrer Hilfe weiter
09:‘2) M | ax0 oxlr=1 r—=1, r—1
(om0 %%k Cw
Jov v <DCu, ’ v ov <D yr—1 """

Also konvergieren die Reihen

(r+1 (
__xko_]_z( T+) 7‘)),
ox(rtD) ax(r)>

0x (
. k0 __k_____ k
= % +2 P 0

r=1

(20)

gleichmaBig fiir 0 <#, v < 1. Sie stellen somit in #, v stetige Funk-
tionen dar, und da die Reihen gliedweise integriert werden diirfen,
so folgt

21) fskdv = llm { x (u, 0) + 2 (w, )}

= xk(“’ v) — %, (4, 0)
oder

(r—1)
a T

“ ()
(r) (r—1) 5 [ax 6x (o _ %)
! = xko-l—bf%’%'k x5 du, -5 + 2 2 Y -y —

X
—}dz
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X ("ii)

2o ist also stetig in # und v. Dann ist aber auch

0cir a::,) _ 0% xp
Z_’(_a—vxi+cik5; T vou
i

eine stetige Funktion von %, v und daher nach dem Satz von
H. A. Schwarz(1873) iiber die Vertauschbarkeit der Differentiationsfolge

0%x 2x
(17) oudv  ovow’

Nun ist der Beweis des am Anfang dieses Abschnittes ausge-
sprochenen Satzes leicht erbracht. Wir bestimmen nidmlich zunichst
n Funktionen y; (4, v,), die den gewdhnlichen Differentialgleichungen

n
ay .
(22) T; = U, (v #, v,) =2aik(u’ V)i
i=1
und den Anfangsbedingungen

Yy (4os Vo) = o
geniigen. Das ist nach den Voraussetzungen iiber die g;, und Hilfs-
satz 1 moglich.

Nach demselben Hilfssatz gibt es weitere Funktionen x, (%, v),
die den gewohnlichen Differentialgleichungen

(23) ‘—lﬁ =V,(%u,v)= Z b;, (u, v) %,
und den Nebenbedingungen

%, (1, Vg) =y, (%, ,)
geniigen, also ist x, (4, vy) = %, Wir behaupten, daB die x, («,v)
die totalen Differentialgleichungen (12) befriedigen, also die gesuchten
Lésungen von (12) mit den vorbeschriebenen Anfangsbedingurigen
sind. — Tatséchlich ist

0%y

To =k

(%)w%: U, (u, vy)-

und

Allgemein wird also

0
(24) au" U, %, %,v) + U, (,0),
wo
U, (#:,v) =0
ist. Wir bilden nun
oUr _ x _ 9Ux Uz
ov dvou  ov FI7Rda

=1
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Nach Hilfssatz 2 unter Berﬁcksichtigung von (23) und (24) ist

(25) 62xk — i)“‘xk — aVk ZaVk(U + U)

ovou ouov

also unter Benutzung der Integnerbarkeltsbedingungen (14)

n

aU oV 7 —

(26) T 2 52 Ui=2) Co(w,9) U
i=1

Nun gibt es wieder nach Hilfssatz 1 nur ein einziges System von
Losungen (_fk, das bei vorgegebenen Anfangswerten die Gleichungen (26)
befriedigt, also ist identisch

(u,v) =0
und daher 5 0%y
o =U,.

Die x, sind also ein Losungssystem von (12), und sie sind durch die
Anfangsbedingungen eindeutig festgesetzt, weil die y, in (22) nach
Hilfssatz 1 eindeutig bestimmt sind.

Sind x,;(u, v) n Systeme linear unabhingiger Losungen und ist
die Determmante der x,; von Null verschieden, so lassen sich alle
weiteren Losungen von (12) aus den x,; mit konstanten Koeffizienten
linear kombinieren:

n
27) X, = 'Zic,.xk,.(u, ),
=

denn ¥, (#, v) geniigt den Differentialgleichungen und die ¢; kénnen
immer aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden, weil die De-
terminante der x,, von Null verschieden ist.

§ b1. Bestimmung einer Fliche durch die Grundformen.

Wir kénnen nun leicht einsehen, daB sich immer Flichen mit
den Grundformen

¢ =2Fdudv, w=Addu® - Ddv®

— bis auf inhaltstreue Affinititen eindeutig — bestimmen lassen, wo-
fern F >0, 4, D die Integrierbarkeitsbedingungen (11) befriedigen. Er-
setzen wir nimlich in den Gleichungen (2) und (9) r, 1, I, § durch
%35 %y 23, %, SO gehen die Gleichungen (2) und (9) iiber in folgende

leferentlalglelchungen
F, 4

21u=22, Zeu=-1723+*ﬁ23, 23M=F24,
_ _ . D_ | F,
(28) %o = %5 %,=Fz, zsv=§:‘zz+—fzs
A
fu—— Hayt
D
z4v=—1-5_'f—z,z—Hz:¥.
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Man bestitigt leicht, daB das System wegen (11) vollstindig inte-
grierbar ist. Somit gibt es nach § 50 zu vorgegebenen Anfangswerten
2, (49, vy) = 2., ein eindeutig bestimmtes System von Losungen. Ins-
besondere entspricht den Anfangswerten z,,=1, z,,=0 (k==2, 3, 4)
die triviale Losung

=1, 2y =2 =2,=0

Sind nun z,;(u,v) (i =2, 8, 4) drei weitere Losungen, deren Vektoren

(29) 3= {%ea> Zss Za)
eine von Null verschiedene Determinante
(30) (32333s) F O

haben, so ist auch die Determinante aus den 4 Ek=1,2... 4) von
Null verschieden und daher nach der Bemerkung am SchluB von § 50
jedes Losungssystem von (28) in der Form

7
t=1

4
(27) Zo= Yz,
darstellbar. Wenn z,;(u,v) (1=2,3,4) ein weiteres Tripel von
Losungssystemen 3, = {24, Z;3> 24,y Und (3,33 3,) == O ist, so geht die
Flache 3, aus 3, durch eine allgemeine Affinitit hervor, und es ist

(31) (3233 30) = C1 (32 38 34)>
wo C, eine von Null verschiedene Konstante bedeutet. Dabei ist
wegen (28)

] B ~ g_m:g-.v g];v :}3’_

(32) (51uu51u 811;)2 07 (511;1;5114611}):0
und ’

a 2 03 4> F"

%ii“ = (32 33 84) E

(33) 0 (335 30> F,

Ty (3235 54)'?‘:
also

(323330 = C. F
und daher bei geeigneter Wahl von 3, und damit von C,
(34) (ge 33 34) =F.
Die Fliche (3,) hat nach (32) die Asymptotenlinien zu Parameter-
kurven. Bezeichnen wir die Koeffizienten ihrer Grundformen mit

F,A,D; F> 0, so ist nach (28) und (34)
FQ = (glugl vglzw) = F(gluglvgli) = F?,
also F=F,

und wenn wir die Ableitungsgleichungen (2) fiir 3, aufstellen und mit
den Gleichungen (28) vergleichen, so folgt weiter

A=4, D=D.



§ 52. Die Formeln von Lelieuvre. 139

Und alle und nur die Flichen, die aus 3, durch eine inhaltstreue
Affinitat hervorgehen, haben dieselben Grundformen ¢ und .

§ b2. Die Formeln von Lelieuvre.

Unter Umstanden ist es vorteilhaft, einen kontravarianten Vektor ¥
einzufithren, dessen Komponenten die normierten Stellungsparameter
der Tangentenebene sind. Es sei

(85) X, + X%, + X0, =w
die Gleichung der Tangentenebene in y an g(#,v). Nach der in

§ 28 (7) fiir das skalare Produkt eingefiihrten Bezeichnung schreiben
wir statt (35) kiirzer

(36) Xr=w.

Wir wollen die Ebenenkoordinaten X noch so invariant normieren, daB
(37) Xp=1

wird. Aus der Erklirung von X folgt X.dr =0 oder

(38) Xr,=0, Xr,=0.

Wenn wir also das vektorielle Produkt (§ 28 (10) und (11)) benutzen
so ist X = 4-(x, ><g,) und wegen (3) und (37)

— 1 X
(39) = 7
Nach (36) folgt hieraus
(40) (E"ifg)=w.

Demnach ist w (abgesehen vom Vorzeichen) die Affinentfernung des
Ursprungs vom Flichenpunkt ¢ (§ 41 (53)).

Durch Ableitung folgt aus (39) mittels (2)
(41) xu=guxn’ :{vznxl}
und durch nochmaliges Differenzieren wegen (2), (41) und (9)

B= ey, L%+ TE
(42) x,, = * * —HFZX,

uv

D . F, D,
Xv,,:*}::fu%—F%v—l— —1;_—3:

Aus (36) bis (42) ergibt sich folgende Tabelle innerer Produkte
=0, L¥,= 0, t,X,=—F,

(43) gvy =0, gvxu =—F, gvxv = 0,
yE=1, pE— 0, pE— 0.
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Der Multiplikationssatz der Determinanten liefert somit

0 0 —F
(5,9 &X,%)=0 —F 0 |=—F,
10 0 |
also nach (3)
(44) (X% %)= —F.

Aus (44) und den ersten zwei Beziehungen in der letzten Zeile
von (43) schlieBen wir nebenbei

X, <X,
Aus X1 = w folgt durch Ableitung nach » wegen Xz, = 0 die Gleichung
X,r =w, und daraus weiter

(46) xu gv+xuvg = Wyy-
Hieraus ist nach (42) und (43)
(47) ,—~—F—HFw=uw,,.

Die ersten zwei Formeln der ersten Zeile in (43) ergeben p, = 1 (¥ < X,)
und die dritte ergibt wegen (44) A=1. So erhilt man

(48) gu:xxxu’ gu':%ﬂxx

und danach

(49) 1= J (=&, dut &< X dv).

Die Integrierbarkeitsbedingung (¥><X,), = (X,><X), ist wegen (42), oder
(50) X=<X,,=0

erfiillt,

Angenommen, wir gehen umgekehrt von einem Vektor X (,v)
aus, der den Bedingungen ¥ ><¥, = 0 und — F = (¥¥,X,) < O geniigt,
so konnen wir uns mit der Integration (49) iiber ein vollstindiges
Differential eine Fliche g (u,v) verschaffen und wir behaupten, daB der
zu dieser Fliche gehorige kontravariante Vektor X = X(u,v) ist. Es
ist namlich wegen (48)

xgu = O’ :f&, =0
also

(51) X=1(,>p)=1F.
Ferner ist

(52) qu:xxxuu’ guvzx ><£u’

v

=< X,

=
e
<
I
*

v
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also nach (51) und (52)
1

L= (gugvguu) = 7}:&414 =0,
(58) 1
N= (gugvgvv) = —;Txgrv =0
Die Parameterkurven auf g(u,v) sind also Asymptotenlinien und daher
nach (42) auch
(54) X, =uk
Daraus folgt in Verbindung mit (50) durch Ableitung von (51) nach
u und v

= A,=0
oder
(55) X=1,%
Da nun zugleich
=X X, =Xx<X, —12X <X,
ist, so folgt 10?_: 1 und aus (—_ X ) <0 (vgl (44) und (1)) 1=1.

Die Formeln (49) und (50), zu denen wir hier in ganz un-
gezwungener Weise gekommen sind, stimmen im wesentlichen mit
den von A. Lelieuvre 1888 aufgefundenen Gleichungen iiberein'). Aber
erst hier reihen sie sich natiirlich in einen weiteren Zusammenhang ein.

Es gelingt also durch die Integration (49) diber drei vollstindige
Differentiale von (X) aus zu einer zugehirigen Urfliche () zu kommen,
sobald (X) derart durch Parameter u,v dargestellt ist, dap X <X, =0
und (XX, %,) <0 ist.

Die Aufgabe, zum Affinnormalenvektor (Y) eine Urfliche (r) zu
bestimmen, kommt also darauf hinaus, auf (}) solche Parameter ein-
zufithren, daB X >< X,, = 0 wird, und umgekehrt.

§ b3. Tensoren.

An Einfachheit und Durchsichtigkeit lassen die Formeln der affinen
Flichentheorie nichts zu wiinschen iibrig, solange man sich auf
Asymptotenparameter beschranken kann, wie wir das bisher getan haben
und in Zukunft auch nach Moéglichkeit tun werden. Oft sieht man sich
aber auch gezwungen, andere Parameter zu benutzen und ist damit
vor die Aufgabe gestellt, den Formelapparat fiir allgemeine Parameter
auszubauen.

Diese Rechnung hat zuerst J. Radon?) durchgefithrt. Wir wollen
uns hier eines Verfahrens bedienen, das auf E. B. Christoffel (1869)

Y A. Lelieuvre, Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques (2)
2 (1888), S. 126—128.
2) J. Radon, Leipziger Berichte 70 (1918), S. 91—107.
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zurlickgeht, spiter durch G. Ricci-Curbastro und T. Levi-Civiia als
»absoluter Differentialkalkiil weiter ausgebildet und neuerdings unter
dem Namen ,,Tensorrechnung” oder , Ricci-Kalkil“ als Hilfsmittel zur
mathematischen Behandlung von A. Etnsteins Lehre von der Schwere
bekannt geworden ist.

Die nichsten Abschnitte sind der Tensorrechnung in einem zwei-
dimensionalen Raum gewidmet. Indessen ist die Herleitung so allgemein
gehalten, daB Formeln und Ergebnisse auch fiir # Dimensionen giiltig
bleiben, Zunichst einige Erklarungen: Es seien #?, #® (,,krummlinige“)
Punktkoordinaten in einem zweidimensionalen Raum. Bei Einfithrung
neuer Koordinaten %? substituieren sich die Differentiale der Koordinaten

linear und homogen
2

i
(56) dui =" quk.
u
k=1
Jedes GroBensystem {12, V?}, das sich bei der Koordinatentransformation
ebenso substituiert wie die du’:
2
(57) vie My (i=1,2)
bo1 Ou
soll ein ,kontravarianter Tensor ersier Stufe oder auch ,kontravarianter
Vektor® (Marken oben) heiBen. Hingegen soll jedes GroBensystem
{W,, W,}, fiir das die Summe

ZWi v
=1

bei Einfilhrung beliebiger neuer Punktkoordinaten %', %*® ungeindert
bleibt, wie auch der kontravariante Vektor {V',V?} gewihlt werden
moge, ein ,,kovarianier Tensor ersier Stufe oder auch ,kovarianter
Vektor (Marken unten) genannt werden. Wenn wir nach Einstein
vereinbaren, daf nach einer Marke, die zweimal (und zwar einmal
oben und einmal unten) auftritt, stillschweigend summiert werden soll,
so konnen wir statt Z'W,V* kiirzer W, V¢ schreiben. Dann ist

— — — aﬁi

WVi=W, S VE=WV%
(58) on By

w ou

ke oub IlV'

Beispielsweise bilden die Ableitungen 9F:0ui=F, einer skalaren
Funktion F einen kovarianten Vektor F, wegen der Invarianz von
dF = F;du®. Jetzt erklirt man: Es heipt beispielsweise A;,' ein
Tensor dritter Stufe, der fiir 1, k ko- und fiir 1 kontravariant ist, wenn

A, PEQFR,
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invariant ist bei beliebiger Wahl der Temsoven erster Stufe P QN R,.
Diese Festsetzung ist gleichwertig mit der folgenden: Es heilit beispiels-
weise A4, ! ein Tensor dritter Stufe, der fiir 7, % ko: und fiir / kontra-
variant ist, wenn sich seine Komponenten beim Ubergang zu neuen
Koordinaten #* genau so umsetzen, wie die Produkte

P,Q.R
unter P;, Q,, R’ einstufige Tensoren verstanden.
Fir die dadurch eingefiihrten Tensoren gelten die folgenden
Rechenvorschriften:
1. Addition: Gleichstindige Tensoren lassen sich wieder durch
Addition entsprechender , Komponenten“ zu einem Tensor vereinigen.
Beispielsweise:

(59) AgtF Byt = Cy

2. Multiplikation: Aus zwei Tensoren kann man durch Multi-
plikation der Komponenten einen neuen bilden, dessen Stufenzahl
gleich der Summe der Stufenzahlen der gegebenen ist.

(60) 4y0Bi=C,
3. Verjiingung: LaBt man in einem Tensor zwei Marken, eine

obere und eine untere zusammenfallen, so erhalt man durch Summation
nach dieser Marke einen um zwei Stufen niedrigeren Tensor. Z. B.

(61) C‘ikrss = Cikr
Die Operation 1. erhdlt, 2. vergroBert und 3. verringert die
Stufenzahl. Zur Bestitigung der Rechenregeln 1, 2. und 3. braucht

man nur zu zeigen, daB die Komponenten C,,}, C,,,. . und C,,, wieder

zkrs °

ik ’ ikrs
einen Tensor bilden; das ist auf Grund unserer beiden Erkliarungen

des Tensors fiir 1. und 2. leicht durchzufiihren. Auch die dritte Regetl
1aBt sich unschwer folgendermaBen rechtfertigen: Wir konnen jedem
Tensor, der verjiingt werden soll, einen zweistufigen Tensor A} zu-

ordnen, indem wir z. B. bei C,,, *

t—(C. t.PIOFR"

As - ikrs PzQ R
setzen. Wir brauchen also nur zu zeigen, dall 42 eine Invariante des
zweistufigen Tensors 4! ist. Denn in der Tat folgt ja aus der In-

varianz von A2 dab C@k ;. ein Tensor dritter Stufe ist,

Nun ist aber fiir zwei beliebige Tensoren A}, B,
t. g8
Al-B,
invariant. Denn B, setzt sich beim Ubergang zu neuen Koordinaten

genau so um wie P5Q, =D, und A!P?(Q, ist nach Definition in-
variant. Ein besonderer Tensor 2. Stufe ist nun der Tensor

E_ 1, wenn ¢ = &,
(62) G = { 0, wenn 7 == k.
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Denn wir haben

GEP,Qi =P, Q.
Mithin ist
(63) A}t Gi = Ag

ebenfalls eine Invariante.

§ b4. Die Differentialgleichung der geoditischen Linien

Neben den eben erklarten algebraischen Prozessen, die erlauben,
aus bekannten Tensoren neue zu gewinnen, brauchen wir zu demselben
Ziel auch noch ein Differentiationsverfahren. Wir filhren zunichst
einen kovarianten symmetrischen Tensor zweiter Stufe (G,, = G,,), dessen
Komponenten gegebene Funktionen der Koordinaten #f sind, als
metrischen Grundiensor ein und erkliren den Abstand ds zweier Nach-
barpunkte durch die Formel

(64) ds® = G, dus du®.
Ist V¢ ein beliebiger Tensor, so wollen wir sagen
(65) V=G,

sind die kovarianten Koordinaten ,desselben“ Tensors. Durch Auf-
16sung dieses Gleichungssystems folgt, wenn, wie wir annehmen, die
Determinante G der G,, von Null verschieden ist,

Vi = Gik Vk’
wobei G = G*¥¢ und (vgl. (62))
G le Gl
ist. Die Bogenlidnge einer Kurve #¢(f) ist dann
- i
(66) s=[wat, W=VG, @i, ui:ff-g.

Berechnen wir uns die erste Variation von s bei einer Verriickung
W=+ U+ 2(...).
Dann bilden jedenfalls die Komponenten der Verriickung
i [ou (8, 8)]
) el

einen kontravarianten Tensor erster Stufe (,,Verriickungstensor). , Wir
finden bei festen Enden durch Ableitung nach &

ds=[g], = [ (v i)

oder durch Integration nach Teilen

oW d AW\ .
as_f<w, dta“)Udt
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Da die U* beliebig, auch stiickweise verschwindend gewahlt werden
kénnen, ist die ,Ablestung”, die man (je nach dem Nationalgefiihl)
nach Euler, Hamilion oder Lagrange zu benennen pflegt, namlich

a 6 W ow
68 V.= ;
(68) R TIPFCRNNP
ein kovarianter Vektor. Setzen wir fir den Augenblick
(69) L =G, u* =L W?,

so wird
V.= (1 6L> . _1_ oL
= ai\Woa) T G

oder, wenn wir ¢ mit s zusammenfallen lassen, also W =1 nehmen,
d 0L ai

T a0l o
Durch Einsetzen des Wertes von L folgt:

ﬂ‘_zlﬁﬂw‘uk L ¢ oy

ou" 2 54" ’ au" ril
70 al'aL 0G,; i
(0 AL G i+ Pt

V.=G, %‘+ aG” i — LOGH g
2 gu"
=G, i+ l 0Gri _ 0Guk 4 8Gkr) jiyp
2\ ou¥ ou” ou'

Wir fiihren nun zur Abkiirzung ein

. 1/6G,; 8Gy , 3Gy,
(71) I’ik,r—l—’ki,r”“2<au - ou’ +'———)

Dann ist also

(72) Vr = G'ri ut + I;'k, r'l'l'iuk
und daraus durch Hebung der Marke »

(73) Vi=G"V, =i I} abur,
wenn

(74) Iyl =I/= Glrrik,

gesetzt wird,
Als Differentialgleichung fiir unser Variationsproblem ds =0 er-
gibt sich
V=0 oder V'=0,
d. h. ausfiihrlich

(75) it = — T i,

Wir nennen die Extremalen ,.geoditische Linien.
Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 10
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Die GréBen I sind keine Tensoren. Sie sind unter der Schreib-
weise

(10 =[] me={0

von Christoffel eingefithrt worden (vgl. § 48 des ersten Bandes).

Noch eine Bemerkung iiber die Stellung der Marken! Im all-
gemeinen entstehen aus einem Tensor T;, durch Hebung der ersten
oder zweiten Marke die beiden Verschledenen Tensoren T. und T%.
Nur wenn T, = T,; ist, ist auch Tk— T'c und wir konnen dann un-
bedenklich dlesen Tensor mit T" bezelchnen Entsprechendes gilt
von Tensoren hoherer Stufe.

§ 5. Der Parallelismus von Levi-Civita.

Die ,,invarianten Ableitungen Christoffels (1869), auf deren Her-
leitung wir ausgehen, kann man am anschaulichsten mittels des (1917)
von Levi-Civita eingefiihrten ,,Parallelismus* erklaren. Es sei X, ein
kovarianter Tensor, also X;#¢ ein Skalar. Wir wollen dessen Ableitung
lings der geoditischen Linie mit der Richtung # im Punkte u,* be-
rechnen. Wir finden nach (75)

(77) 2(x, ,-)_<

Da die Richtung 4,* beliebig gewahlt werden kann und die Ableitung

vom Koordinatensystem nicht abhangt, muB3
0X,
(78) Xik=871:_ I’ X,

- I lX)doiaok.

ein Tensor zweiter Stufe sein.

Wir leiten nun aus dem Tensor X;, wieder einen Vektor ab,
dadurch daB wir

(79) Vi= Xz'ki‘k
bilden, wobei jetzt
ko duk

der Tangentenvektor einer beliebigen Kurve #*(¢) sein soll.
Dann ist ausfiihrlich
0X

(81) V, = 5—{ W — T X",
u
oder
ng 1 duk
(82) V=g xS

Zur Berechnung von V, geniigt also die Kenntnis der Vektorschar
X, () langs der Kurve u*(z).
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Es wird nun eine besondere Eigenschaft dieser Vektorschar X (¢)
sein, wenn die daraus invariant hergeleitete Vektorschar V(¢) aus
lauter Nullvektoren besteht, Wir erkldren in diesem Fall die Vektoren
X (?) langs unsrer Kurve w*(t) als parallel:

Die Vektoren X,(t) lings der Kurve u"(t) sollen parallel heifen,
wenn

aX;

(83) X, = o — X

duk
Lodt =0

182,

Diese Erklirung ist unabhingig von der Wahl des Parameters ¢
auf der Kurve.

Jeder Vektor X,(f,) im Punkte w*(t,) 14Bt sich vermdge dieser
Formeln langs der Kurve uk(t) parallel verschieben. Man braucht
dazu nur die linearen homogenen Differentialgleichungen (83) fiir die
Komponenten X, unter den Anfangsbedingungen X (¢,) zu integrieren,
was nach bekannten Sitzen (§ 14 des ersten Bandes) in eindeutiger
Weise moglich ist.

" Um diese Erklirung der Parallelverschiebung zu rechtfertigen,
haben wir erstens zu zeigen, daB sie von der Wahl der Koordinaten
nicht abhingt. Das ergibt sich daraus, daB die Forderung (83) damit
gleichwertig ist, daB der in invarianter Weise abgeleitete Vektor
V,=0 sein soll. Die linken Seiten von (83) substituieren sich also
bei Anderung der Koordinaten linear homogen.

Zwertens hat unser Parallelismus folgende Haupteigenschaft:

Werden zwei Vektoren X, Y, lings derselben Kurve parallel ver-
schoben, so bleibt dabei ihr ,,skalares Produkt' G* XY, lings der Kurve fest:
(84) 2 (G*X,Y,)=0.

Das bestitigt man durch Nachrechnen

d mix 0G'F ; ; du'
(85) ;}(G”'Xi Yk) = (ﬁ + Fzsszs =+ FzskGls)XiYk ’%
u

Der Ausdruck rechts in der Klammer ist aber Null, wie man erkennt,
wenn man fir die I" aus (71) und (74) die Werte einsetzt und be-
achtet, daBB etwa aus

(86) G*G,, =G (=1 oder 0)

durch - Ableitung folgt

oGPrY

(87) #1984 ¢ —0.

ou™ r gum
Aus dem gefundenen Ergebnis
d 2. d .
7 (G XY) = 5 (X,Y) =0
10*
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ergibt sich fiir den Parallelismus in kontravarianten Komponenten
(88) e S

Also haben wir fiir unsere Parallelverschiebung die gleichwertigen
Formeln?)

a < . kdul
9 S X = — T} X0,
d du®
;i—tXi‘—_— +Filel-dj-.

Drittens werden wir von unserem Parallelismus zu zeigen haben,
daB er im Euklidischen Falle mit dem gewohnlichen Parallelismus
zusammenfillt. Bei einer MaBbestimmung Ewklids konnen wir die
G;, alle fest, also die I" alle =0 wihlen. Dann bleiben aber bei
Parallelverschiebung nach (83) die X, konstant, wie es sein muB.

Nur hat der damit erklirte Parallelismus von Levi-Civita im all-
gemeinen die Eigenschaft, wesentlich vom Wege abzuhingen. Das
heiBt: Verschiebt man einen Vektor lings einer geschlossenen Kurve
parallel, so kommt man in der Regel nach einem Umlauf durchaus
nicht notwendig zur Ausgangslage zuriick. Gerade die damit sich
aufdringenden Fragen filhren auf die wesentlichen Punkte von
B. Riemanns berithmter Probevorlesung ,,Uber die Hypothesen, welche
der Geometrie zugrunde liegen® aus dem Jahre 1854.

Eine unmittelbare Folgerung von (75) und (89) ist der Satz:

Die Tangentenvektoren dui:ds lings einer geoddtischen Linte sind
parallel.

Wir wollen noch kurz ein von H. Weyl stammendes Verfahren
zur Einfilhrung und Begriindung unseres ,Parallelismus“ erwidhnen.
Weyl nennt ein Koordinatensystem u® an einer Stelle t, geoditisch,
wenn dort die G, verschwindende Ableitungen haben (9G;,:du" =0
in r,). Solche besondere Parameter sind z. B. die im 1. Bd., § 57 (36)
verwendeten ,,Normalkoordinaten Riemanns®. Fiir in g, geoditische
Koordinaten verschwinden in y, alle Christoffelsymbole I'. Somit
nehmen jetzt in p, die Gleichungen (89) fiir den Parallelismus die

) Diese Formeln, die ebenso wie ihre Herleitung auch fir Riume von
grofierer Dimensionenzahl als zwei giiltig bleiben, sind zuerst ausdriicklich von
T. Levi-Civita abgeleitet worden, und zwar dadurch, dafi er sich den Raum
in einen Euklidischen eingebettet denkt; Rendiconti di Palermo 42 (1917),
S.173—205. Man vergleiche auch die Arbeiten von G. Hessenberg, Math. Ann. 78
(1917) S. 187 bis 217 und H. Weyl, Math. Zeitschr. 2 (1918), S. 384—411. Eine
zusammenfassende Darstellung insbesondere auch verwandter Untersuchungen
von J. A. Schouten bei D. J. Struik, Grundziige der mehrdimensionalen Diffe-
rentialgeometrie, Berlin 1922. Eine vortreffliche Darstellung der Tensorrechnung
bringt das jiingst erschienene Werk von A. S. Eddington, The Mathematical
Theory of Relativity, Cambridge 1923.
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einfache Gestalt dX¢¥:d¢=0, dX;:dt=0 an. Man kann nun um-
gekehrt den Parallelismus an einer bestimmten Stelle r, durch diese
Forderung einfithren und zeigt leicht, daB diese Erklarung von der Will-
kiir in den verwandten geodatischen Koordinaten nicht beeinfluBt wird.

§ 6. Ohristoffels invariante Ableitungen eines Tensors.

Es sei etwa P, ein Tensor. Mittels zweier Hilfstensoren X7, Y?
bilden wir den Skalar P;, X‘Y* und berechnen uns dessen Ableitun-
gen in Richtung #¢ unter der Voraussetzung, daB3 die Tensoren X¢, Y?
parallel verschoben werden. Wir finden

d . P ., _—
(90) (P XiYH) = (;;‘l _Imp T, zpim> XiYhi,
Demnach ist
aI:’i '
(91) Pik’l = —a_t;l_k - Iilm Pmk - Fklm Pim

ein Tensor dritter Stufe, den man als kovariante Ableitung von P,,
bezeichnen kann. Das Komma wie bei P, , werden wir gelegentlich
auch weglassen.

Entsprechend finden wir

d o o Ptk : ) .
02) G PEXY) = (o T Pk 1 ) X,V
Also ist
ik
(93) Pik,r — Grl (?a_PMT + I"mliPmk + 1"’mllcPi m>

ein kontravarianter Tensor dritter Stufe, den man die kontravariante
Ablettung von PiF nennen wird.

Das Ergebnis des vorigen Abschnittes, daBl G*X,Y, = G, X' Y*
bei Parallelverschiebung ungeédndert bleibt, 148t sich jetzt so ausdriicken:

Die invarianten Ablettungen des metrischen Tensors verschwinden,
(94) Gir,1 =0, Ght=0,
eine Tatsache, die in Italien als Lemma von Ricci bezeichnet zu werden
pflegt.

Die erklirten Ableitungen lassen sich natiirlich sofort auf Ten-
soren mit jeder Stufenzahl anwenden. So istz. B. die kovariante Ab-

leitung eines Vektors X, nichts anderes als der durch (78) erklirte

Tensor X, und fiir die Ableitung eines Tensors dritter Stufe finden wir
Air

(95) 4 = u:l - FirpApkl - FkrpAipl — FlrpAikp :

ikl,r

Ferner ergeben sich leicht die Rechenregeln:
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Aus
Xy T Y =2,,
folgt fiir die kovarianten Ableitungen
(96) Xpgr T Ypgr =2y,
und aus
X@k qu ﬂcpq
folgt
(97) zk r pq+ ik pq r ikpq,r'
Ferner folgt etwa aus
F sz y‘uw
durch kovariante Ableitung
(98) Fr, s Xkl Gls 171'1”‘ _i" Xk Y'ikr, s*
Darin ist (vgl. 78
( )R % pap
r,s P us rs m
Ebenso aus
Z =Xty
(99) ZT_Z—uz—wX%’”G Y, + XY, LYk DXy

wenn beispielsweise
Xik,r = X703 Gpi qu Grs

gesetzt wird. — Wegen des Lemma (94) von Ricct darf man ko-
variantes Differenzieren und Hinauf- oder Herabziehen der Marken ver-
tauschen; zum Beispiel ist G, Pi =P, ,

Die kovarianten Ableitungen erster und zweiter Ordnung einer
skalaren Funktion ¢ hidngen mit den im ersten Band § 66 und § 67
eingefiihrten Differenziatoren Belframis so zusammen

(100) Vipp)=G*g,p, Adp=GCrg,.

§ b7. Riemanns Kriimmungstensor.

Die zweite kovariante Ableitung
ks F

- — IF,
ik au au ik
eines Skalars F ist symmetrisch (F;, = F,;). Von der dritten gilt
das dagegen im allgemeinen nicht mehr er finden
0F
Fikr: N 7_———1_'1-,,"‘1: _F Fzm’
ou
0*F
F, —{ 2F — T, F,,— " F,,]
ikr lauwaukaur km rm

W}zf LT om 1
- du’ —‘_Fik Fmr Fl

/



§ 57. Riemanns Kriimmungstensor. 151

Daraus folgt

l l
101) F, F, — (% Mk pmp i pomp o|F
( ) ikr ~ Lirk auk - —6_1;;_ i ir mk ik mr

Wir konnen daher ansetzen

(102) F,., —F,

ikr irk 1m rk

G™ F,

und haben in R, ., einen kovarianten Tensor vierter Stufe vor uns,
der nur von der quadratischen Form ¢ = G,, dufdu* abhingt. Man
nennt R, . den Kriimmungstensor Riemanns. Es ist

r,t oary,
Gml:aﬂ__*J]E__!_F_mI’ — T,

im, rk 814 ir mk mrl

(103) R

oder nach der Rechenregel am Ende des vorigen Abschnitts

0lr,m 9szm

(104) Rim,rk = 0’%’;7 + ik, s mr F ka :
Die skalare Grofe
(105) —3 lm L GEGPT =S,

die man durch Verjiingung des Riemannschen Kriimmungstensors er-
hilt, ist fir zwei Dimensionen nichts anderes als die Gaupische
Kriimmung S der metrischen Grundform G,, du*du*. Dadurch wird
der Name des Tensors gerechtfertigt. Man bestatigt die Gleichung (105)
am bequemsten durch Einfithrung spezieller Parameter unter Beachtung
der Formel (42) aus § 36 des ersten Bandes fiir das Gawufische
KriimmungsmaB. Ferner ist nach (102) oder (104)

(106) (8.) Rim,rk = - Rim, kr
und da nach (71)

0G,
(107) a_uilk_ 11k+ kl,i
ist, auch
(106) (b) Rim, rk Rmi, rk*

Es sei nebenbei erwdhnt: Riemanns Kriimmungstensor hat neben .
den Symmetrieeigenschaften (a) und (b) bei beliebiger Dimensionen-
zahl des Raumes noch die folgenden

( ) Rim,kr+Rik,rnz+Rir,mk=0’
( ) Rim,kr: er,im'
Dabei folgt, wie G. Ricci (1910) bemerkt hat, (d) aus (a), (b) und (c).

Man leitet diese Symmetriegesetze (106) am einfachsten aus (102)
oder

(102)* F,

ikr

(106)

—F

irk

= Rm. _F

i, kr-m
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mittels unserer Rechenregeln fiir kovariante Ableitungen her. Im
zweidimensionalen Fall berechnet man Riemanns Tensor aus dem
Skalar S durch die Formel

(105)* R = (Gierk - Gik Grm)s’

im,rk

§ 58. Die Grundformen der affinen Flichentheorie.

Wir gehen jetzt daran, die entwickelten Methoden auf die affine
Flachentheorie anzuwenden und die Ableitungsgleichungen fiir allge-
meine Parameter aufzustellen. Nach § 51 ist klar, daBB wir dabei nur
die Koeffizienten der beiden Grundformen benétigen werden. Das
wesentliche Hilfsmittel wird dabei eine Durchdringung der im dritten
Kapitel eingefiihrten Vektorschreibweise mit dem jetzt auseinander-
gesetzten Tensorkalkiil sein.

Wir nehmen die quadratische Grundform
(108) ¢ =G, dutdub

als ,metrische Grundform“. Auf die einzelnen Komponenten eines
»Vektors® im Sinne des dritten Kapitels (wir wollen jetzt sagen
»Raumvektor) wenden wir unsere Differentiationsprozesse an und
erhalten dadurch bei festgehaltenen Marken ¢, k, ... wegen der
Linearitit der Differentiationsprozesse wieder die Komponenten eines
,Raumvektors®. So koénnen wir also unsere Ableitungen auch auf
Raumvektoren anwenden und schreiben

5 2
(109) - ot

dut Liv o ouk

— Iy, =z,

Jedes der Zahlentripel wie r,, = {(%,);;> (*2)1> (¥5);,y hat den
Charakter eines Raumvektors bei einer affinen Transformation der x,,
und jede Raumkomponente von r,., etwa (x,), {i, k=1, 2}, hat
Tensorcharakter bei Einfilhrung neuer gleichsinniger Parameter «?, 22.
Setzen wir

(110) G =Gyy Gog — GygGay >
so wird
(110)* |G " = | (£ 22 70) (Faa Ba B0) — (Era 2y 2%
und
Q'.ikv poR) ﬂa) duiduk
111 PR AR SIS e
( ! ) ¢ |G |‘/s

Wenn wir ferner

L Xl ¥
(112) *‘—‘*lG’lt,z
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bilden, so ist X mit dem im § 52 eingefiihrten ,raumkontravarianten«
Raumvektor identisch und es wird
(113) G =1L X.

Die metrische Grundform ist nur gegeniiber Parametertransfor-
mationen mit positiver Funktionaldeterminante invariant. Trotzdem
nennen wir die G;, den metrischen Grundtensor und allgemein ein
Gebilde einen Tensor, das die in § 53 aufgestellten Forderungen bei
Ubergang zu beliebigen gleichsinnigen Koordinatensystemen #?, »* erfiillt,

Wir setzen ferner

(114) v=A;,dvidutdd =y, Xdwdukdu|.
Darin bedeutet r,,, die dritte kovariante Ableitung von r, nimlich
0Lk
L = 'ﬁz' — Lt — D,
(115) -

T owoukod Lyt — Tyt — L 1+ {*) -

Das durch den Stern angedeutete Glied ist eine Linearkombination

von r, und g,.
Demnach ist wegen (113) und (112)

ikl T PY%; au 3l & F rG‘r _Eerrk_Fkerir

(116)

au‘au aux le Fil,k_r’kl,i'

Wenn wir schlieBlich Gleichung (71) heranziehen, so wird

o* . 1 (0G 5sz 0Gy;
117 A, =L p_ 2 [(0%ky 0Ok 0Gu
(117) R 5 o gl 2\ add ' Gt + ouk
Daraus folgt aber
hnLdy) 3
(118) v=BECE_ Sa

und daher ist y mit der kubischen Grundform von Fubini und Pick
identisch, die wir in § 46 durch die Formel (114) erkldrt hatten.

Die Apolarititsbeziehungen § 46 (128) zwischen ¢ und w sehen
in unserer jetzigen Schreibweise so aus

(119) Gk Ay =V, =0].

Fir die Picksche Invariante § 46 (129) finden wir

(120) J=14,, 4k

und fiir den Affinnormalenvektor etwa aus der zweiten Formel von (2}

(121) p=3GFr, |
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§ 69. Die Ableitungsgleichungen.
Wir hatten
(113) Gir =L X,
(122) Ay =1 X

und nach (112)
gi}: - O .

Aus der letzten Gleichung folgt durch kovariante Ableitung
X +1,%,=0.

Es ist also auch
(123) G =—1L;%;-
Aus (113) und (123) folgt wegen des Lemma (94) von Ricci, ndmlich
Gy =0,

LinX +1,% =0,

t, X+ %,=0,

und somit haben wir
G =ty ¥=—1, X, =—15.4% ,
din=t¥=—1,% =+1,%,.

Aus (117) oder (124) erkennt man, daBl A4,,, ein symmetrischer
Tensor ist

(124)

(125) A=Ay = dpin = Ay = Ay = Ay
Unter Beachtung von (121) finden wir

(126) P =56 X =36%G, =1
oder wegen (112)

(126), (g z0) = G|™

Aus (121) folgt wegen (94)

(127) D=3 G*L,

und somit ist wegen der Apolaritit (119)
(128) t)lx:%GikAikz:O'
Wegen (126) konnen wir dafiir auch schreiben

(129) g,X=—y%,=0.

Die Vektoren g, r,, ) sind nach (112) und (126) linear unabhingig
und wir konnen daher die g;, aus ihnen linear kombinieren:

(130) Lo =@ 5+ 8 Y-
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Durch skalare Multiplikation mit ¥ folgt nach (112), (113) und (126)

€ir, = G-
Multiplizieren wir ebenso skalar mit X, so erhalten wir nach (124)

und (121)
A,

— l
ke — 4 G

ik Tir

oder

ayt = Ai'k = 4, G™.
Die Ableitungsgleichungen (130) lauten also
(131) Lip = Aék&-FGikt)-

Wegen (128) nimmt das zweite System von Ableitungsgleichungen
die Gestalt an

(132) b= Blr, = B;,G'*yy.
Durch Ableitung folgt daraus
t)ir = (*) & + Bik Lrer
und durch Multiplikation mit X
9, X = Bf G, =B,
Wegen (126) und (129) konnen wir auch setzen

r

(133) Bikzt)ikx:_ni}:k:t)xik'
Es ist also

B, = B,”..
Mittels des Multiplikationssatzes fiir Determinanten erhalten wir

1 1 0 0 ]
(°¥ :£1 x2) (t) L 2;2) = | 0 G11 Gla =G
0 G21 G'l‘.’.
und daraus ist nach (126),
G

(126)2 (}: }:1 xﬁ) = G 11/2 .

Die Vektoren X, X,,X, sind demnach linear unabhéngig und wir
konnen daher ansetzen

X = — diklxl + b, X

und finden durch skalare Multiplikation mit f) und g, nach (126),
(129) und (124)

— 1 o—
by =By ayl Gy = Ay,

Somit ist

Xp=— Aék?ez“i“ B X.
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Wir stellen noch einmal die gefundenen drei Systeme von Ableitungs-
gleichungen zusammen:

Lip =+ Ai'kgl+ G
(134) h, =+ Bl 1,
X, = — AiuX, + B, X.

Fiihren wir wie in (36) auch hier das skalare Produkt

(36) Xr=w
ein, so folgt daraus durch Ableitung wegen Xr, =0
(135) w; = X;1

und weiter wegen (124)

w5, = X X — G-
Setzt man hierin mittels (134), die Werte der X, ein, so folgt nach
(135) und (36)
(136) Wi = — Al w,+ By w — Gy,
und daraus ergibt sich schlieBlich wegen (119) die bemerkenswerte
Formel

137 lAqw=10%w, =1B'w—1.
2 2 ik 2

§ 60. Die Integrierbarkeitsbedingungen.

Wir missen noch den Tensor B;, durch G;, und 4,,, ausdriicken.
Wir stellen dazu die Integrierbarkeitsbedingungen fiir die Gleichungen
(134) auf. Aus (131) folgt durch kovariante Ableitung mittels (134)

(138) gikr = (Ag’k, r + Aik A;,T + GikBrp) gp + Aa’kr t) :
Vertauscht man hierin % und 7, so folgt durch Abziehen nach (102)

(139) Ry, ,,G"P = AR, — Afpp 4 dip Al — 4, 4Ah
- GoBE — G, B
oder
l !
(140) Rpi, kr = Aikp, r Airp,k _I_ Aik Alrp - Ai’ Alkp

+ Gik Brp - Gir ka'
Entsprechend folgt aus (132)
(141) v, = (Bir+ B Akt + B,y
und durch Abziehen von ), ;

(142) By, — B+ Bik Ay — BTkAkiz =0.
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Aus den Gleichungen (140) allein 148t sich B;, berechnen, und (142)
gibt dann die Codazzischen Gleichungen der affinen Flichentheorie
in der allgemeinen Form.

Weil der Tensor G,, ,, die kovariante Ableitung des metrischen
Grundtensors, identisch verschwindet, folgen aus den Apolarititsbezie-
hungen, namlich

(119) G, At =0
die Gleichungen
(143) G AT =0,

Bemerken wir ferner, daB
(144) Gk G,, B,,— Gk G,, B,,=2B,,—G, B, = B,
ist, so folgt aus (140) durch Multiplikation mit G%%

. :7. l . I
(145) Rp iLkr Gk = — Airp,k Gk — Ai"AlkpG”& + Brp
und daraus weiter durch Multiplikation mit G*" nach (105) und (120)
(146) 1B/ =3B, G?*=]—-S=—H.

Addiert man zu (140) die durch Vertauschung von $ und ¢ daraus ent-
stehende Formel, so folgt nach (107)

(147) 2 (Aikp, r Airp, k) + Gik Brp - Gir ka
+ ka Bri - Gperi = O’
und wenn man mit G** multipliziert, nach (119), (143) und (144)

(148) B,,=—G, H+ 4.
Daraus ist

(149) BY =67 (] —S)+ G Al
Aus (145) und (148) folgt nebenbei

(150) ] Grp = A:‘k A;‘;i‘

Hieraus ist wiederum wegen (119)

(146) H= —1B/

Die Ableitungsformeln (184), ergeben keine neuen Integrierbarkeits-
bedingungen. Indessen folgt durch Multiplikation mit G¥

(151) L4¥ =1GivY, —1% = —HX.

Wegen der Gestalt (148) des Tensors B;, liegt es nahe, einen
neuen symmetrischen Tensor C;, einzufiihren:

B,—=—HG, 1-C,.,
(152) ik ) :k—!— ik
C'-k= Aiic,l'
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Es i1st dann

(153) GikCy = Cl=0
und an Stelle von (132) tritt

(154) Ui:”‘H&“*‘Cik&"k'

Mit dieser Bezeichnung nehmen die Integrierbarkeitsbedingungen (142),
nachdem man mit G¥ multipliziert hat, die einfache Gestalt an

(155) H —4.,,C"—Ci,l

rki

Die Integrierbarkeitsbedingungen (155) sind notwendig und hinreichend.
Durch ein ganz dhnliches Verfahren wie in § 51 146t sich nimlich der
Satz von Radon*) beweisen:

Durch Angabe einer quadratischen Differentialform @ mit nichi-
verschwindender Diskviminante und einer kubischen Differentialform v,
die an @ durch die Apolarititsforderungen (119) und die Bedingungen (155)
gekniipft ist, ist bis auf inhaltstreue Affinititen eine Fliche eindeutig
bestimmt, die @ und vy zu Grundformen hat.

Dabei bedeutet in (155)
H=18-}4,,4™,

S das Kriimmungsmal der quadratischen Grundform ¢, und C;, — A} INT

§ 61. Die affinen Hauptkriimmungen.

Wir gehen jetzt an die zweite Aufgabe dieses Kapitels: an die
Aufstellung einer affinen Kriimmungstheorie. Es liegt folgende Er-
klirung nahe: Eine Kurve auf einer Fliche heif3t eine Affinkviimmun gs-
linte, wenn die lings der Kurve gezogemen Affinnormalen der Fliche
eine Torse bilden. Dabei bedeutet ,Torse eine parabolisch gekrimmte
Fliche (LN — M? = 0), also die Tangentenfliche einer Kurve, einen
Kegel oder einen Zylinder. Beschreibt y eine solche Affinkriimmungs-
linie und nennen wir den Berithrungspunkt der Affinnormalen mit
dem Hiillgebilde 3, so konnen wir entsprechend zu (47) in § 37 des
ersten Bandes ansetzen

(156) §=tr+RY
und 3 als affinen Hauptkriimmungsmittelpunkt, R als affinen Haupt-
krimmungshalbmesser benennen. Gema8 der Erklirung der affinen

Krimmungslinien muf fiir die Fortschreitung auf diesen Kurven wie
in (48) in § 87 des ersten Bandes

(157) dy=dy + Rdy+dR-y =1y,

4 J. Radon: Leipziger Berichte 70 (1918), S. 99.
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oder

(158) dy +Rdy)+ (@R —1)y=0
sein. Wegen der Ableitungsformeln (132) und der linearen Unab-

hingigkeit der Vektoren y,,r,, Y folgt aus (158) zunichst fiir die
1)-Komponente

A=dR
und daher fiir die Fortschreitung auf einer affinen Kriimmungslinie
(159) dr -+ Rdy=0.

Das ist das affine Gegenstiick zur Formel von Olinde Rodrigues im
ersten Bande § 37 (49).

Wenn wir durch R dividieren, so folgt dann nach (154) weiter
das Gleichungssystem

V= {(% — H)Gf + C,-"}du@' = 0.
Bemerken wir, da3 die Komponenten
(160) E; =0, Ejp=+ IGIVS’ Ey=— iGl%’ Eyp=0
einen Tensor bilden! Es ist nidmlich
PiQEE, = (P1Q* — P*QY)|6 |
bei beliebiger Wahl von P¢ und Q% eine Invariante, weil |G|”* sich

beim Ubergang zu neuen gleichsinnigen Koordinaten mit der Funktional-

determinante, (P*Q? — P?(Q%) aber mit ihrem reziproken Wert multi.
pliziert. Mithin ist

VFE, du"
invariant. Da ferner
GEE, dwidw = E,, (durdu® — du?du') = 0

ist, so erhalten wir in

(161) x =P, dwidut = C]E,, dutdu

eine invariante quadratische Differentialform, deren Nullinien die affinen
Kriimmungslinien sind.

Es ist
(162) P,G* =C[E, G*=C"E, =0,
weil C*# symmetrisch, E;, aber schiefsymmetrisch ist (E;, = — E,;). Die

Kriimmungslinien bilden also ein Netz konjugierter Kurven (vgl §45
des ersten Bandes). Daraus folgt insbesondere ihre Realitit im Fall
elliptischer Kriimmung von g(u,v) (LN — M? > 0).

Damit sich die beiden Gleichungen

V,=0, V,=0
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fiir die Fortschreitungsrichtungen der Kriimmungslinien nicht wider-
sprechen, muf} die Determinante aus ihren Koeffizienten, die iibrigens
invariant ist, verschwinden; es muf3 also

(163) A+~ (Bl 4B} Bl B} — BI Bi=0

sein. Bezeichnen wir die beiden Hauptkrimmungsradien in einem
Punkte, die zu den beiden durch » = 0 bestimmten Fortschreitungs-
richtungen gehdren, mit R, und R,, so ist nach (163) und (146)

1/1 1y 1 v
(164) -2—(}:+§;)_—?B, ~H
und
(165) K = ;l-;azBfB;’—BfB;:H‘3+(Cf ci—-cich
woraus noch
1/1 1)\2 1,02 21

folgt. H nennen wir ,mittlere Affinkriimmung”, K ,das affine Kriim-
mungsmap”.

§ 62. Das Kriimmungsbild.

Denken wir uns den Affinnormalenvektor §) vom Ursprung aus
abgetragen, dann beschreibt sein Endpunkt im allgemeinen eine
Flache 4)(u,v), wenn der Punkt r die Fliche r(u,v) durchlauft. Der

Ort Y(u,v) des Punkies 1) soll das Kriimmungsbild der Fliche x(u,v) ge-
nannt werden, entsprechend zu einer bei ebenen Kurven von H. Minkowsks

eingefithrten Ausdrucksweise (§ 13 und § 14).

Die Art der Verkniipfung der Flichen g (u, v) und y)(u, v) ergibt sich
sofort aus der Invarianz des Affinnormalenvektors: Unterwirft man die

Fliche t(u,v) einer beliebigen Affinitit
(167) X = Cyo T Gy %% F Crada™ + 3 %™
so wird das Kriimmungsbild y)(u,v) der zugehorigen homogenen Affinitit
unterworfen :
(168) Vi = Ca Y™ 2™ 1 s V5™
Aus (132) folgt: Das Kriimmungsbild v)(u,v) ist auf die Fliche g(u, v)
unter Parallelismus entsprechender Tangentenebenen bezogen. :
Der raumkontravariante Vektor X ist nach (112), (126) und (132)
‘durch die Gleichungen
(169) Xy, =0, Xy, =0, Xy=1
bestimmt. Er stellt also das Kriimmungsbild in Ebenenkoordinaten

dar. Man kann (aus der affinen Geometrie heraustretend) X (u*,%?)
als den Vektor vom Ursprung zum Pol der Tangentenebene an das
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Kriimmungsbild {)(«*, u*) beziiglich der Einheitskugel um den Ursprung
deuten®).

Aus (165) und (132) folgt leicht eine geometrische Deutung fiir
das Affinkriimmungsmal, die der Deutung des Gaupischen Kriimmungs-
maBes mittels des sphirischen Bildes entspricht. Ist namlich p ein
beliebiger Vektor, so ist das Verhaltnis entsprechender Flichenelemente
auf dem Kriimmungsbild t)(«,v) und der Urfliche y(u,v) offenbar

| ut’v) 2
(170) Eni,,w — B!B? — B?B! =K.

Daraus folgt z. B., daB das Kriimmungsbild y(%,v) nur dann in eine
Kurve oder in einen Punkt entartet, wenn K identisch verschwindet,
Die gefundene Deutung rechtfertigt auch die fir das Gebilde f)(u,0)
eingefiihrte Benennung , Krimmungsbild“. Nach (154) und (165) ist

(171) (99, s) = | G| K.
Offenbar ist
(9ix 9y 9a) du* d oF
172 * — L7EE LY *
(172) (91 9.)

eine invariante Differentialform dss Kriimmungsbildes und daher auch
der Urfliche.

Setzen wir etwa fiir den Augenblick

(173) D= A:kl: v, + G;kt)’

so finden wir durch kovariantes Differenzieren von (154)
(t)iktht)z)

(174) RARCTTN i

@* = B, dudu* = 0 ist die Gleichung fiir die Asymptotenlinien des
Kriimmungsbildes. Aus (174) und (165) folgt

GHGE —GEGE =GK.
Ist also die Urfliche hyperbolisch (elliptisch) gekrimmt, so ist das
Kriimmungsbild elliptisch oder hyperbolisch gekriimmt, je nachdem
das affine HauptkrimmungsmalBl K negativ oder positiv ist (positiv
oder negativ).

§ 63. Formeltafeln.
Wir geben eine Ubersicht fiir die wichtigsten abgeleiteten Formeln
und einige Folgerungen.
a) Fir allgemeine Parameter:
Flache g (u', u®). Determinanten (;, 1,1, = 4

ik
| Ay, Agg — Ay A, | = |G|*. Raumkontravarianter Vektor:
_ >y
(al) X= [GII/:,

%) Diese Fliche wurde schon von 4. Demoulin betrachtet. Comptes Rendus,
Paris 146 (1908), S. 413—415,

Blaschke, Differentialgeometrie. 1II. Bd. 11
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Quadratische Grundform:
(@2) @ =Gpdutdut, G =r1;% GGy —GH=0C
Bisher konnen die an p angehingten FuBmarken als gewdhn-

liche Ableitungen nach den #* gedeutet werden, im folgenden sind
kovariante Ableitungen zur Grundform ¢ gemeint.

(a3) Gy =tuX=—1,%=—15%.
Kubische Grundform:

(a4) v = A, duwdutdu,

(a5) A =li¥=—1,%=1+15%,
Apolaritdit von @ und y:

(a6) 4,,G*=4,=o0.
Affinnormalvektor:

(@7 Y =16y, — by =445
Es ist

\1"2 . 2 G

(38) (glgzt)):l.(;y ’ (&IIRQ):EITIZ ’

(a9) pX=1, 9§X=0, p¥X,=0.
Fithren wir den symmetrischen Tensor

(a10) Cir = Ak

und den schiefsymmetrischen E,, durch die Identitit

(a11) E,UiVE= |G| UV — U2pY)

ein, so ergibt sich als quadratische Form der Affinkriimmungslinien
(a12) x =P, duwdu* = CiE, ,dw duk, (P, G*=0).
Lings der Affinkrimmungslinien gelten die Beziehungen ent-
sprechend zu denen von Olinde Rodrigues
(a13) dr+Rdy=0.
Hierdurch sind die affinen Hauptkriimmungen 1:R,, 1:R, und
damit das Affinkriimmungsmal

1 1
(a14) Kz.*.kﬁ

o4
[

und die mittlere Affinkriimmung

(a15) H=3 (% +7)

2

erklart. Zwischen der Invariante Picks
(a16) J=14,, 4%,
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dem Gaufischen Kriimmungsmall S von ¢ und H besteht die Be-
ziehung (Gegenstiick der Formel von Gaup)

(a17) H=S-—-7]
und es ist
(a18) K=H?|+CiC;—CiC;.

Es gelten folgende Ableitungsgleichungen:
(a19) gisz’gkgl_}‘Gikt)’ :fik:—AékIz+Bik:£’ t)i=Bégl’

worin

(a20) By = — HGy + Cyy,
gesetzt wurde. Es ist
(a21) By =9X; = —9,& = —n¥=1,%
1 By By —Bi§ _ (99:19:)
a22) Cl=0, H=—_B!, K= t"z2"-ut_ 0k
( ) ’ 2T Gyy Gog —Gi3 (M zze)
Integrierbarkeitsbedingungen (Gegenstiick zu Codazzis Gleichungen)
(a23) H,=A4,,,C"—C;
Aus den Ableitungsgleichungen (a19) folgt fir 4X = ¥,
(a24) Gi*X,, ——2HX.

Legen wir noch eine kleine Sammlung von Vektorprodukten an!

L< 5, =+E,%, EiXU:‘FEikxk’

(a25) 9, <y, =KE; X, Di><f)=BfEkz%l’
X, <X, ==TE,)y, X, <X=+E;1*.
(a26) ;< Y, = BiE”.'f.

Dabei gilt in den Formeln mit doppeltem Zeichen das obere
bei elliptischer, das untere bei hyperbolischer Kriimmung, wenn wir
iG]V *>0 nehmen. Multipliziert man die letzte Formel (a25) mit
E,, G, so erhidlt man unter Beachtung der Identitat

(a27) ELE, G?P=G,,

die Verallgemeinerung der Formel (49) von Lelienvre, nimlich
_ ?

(a28) t, =+ E, X"><¥)

oder

(a29) 1=+[E, (8" <X)dus.

Nebenbei gilt fiir den schiefsymmetrischen Tensor E noch die
Identitdt

N

11 2

NN

(230) T, T E”‘E“:z' u Ta

ip” kg

9}

11 1

©

[N

0

D

21 V2

11*
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b) Die Formeln fiir besondere Parameter lassen sich aus den all-
gemeinen ablesen. Als Beispiel fithren wir einige der obigen Gleichungen
fiir Affinkriimmungslinienparameter auf,

(b1) x=2P,durdu®, P,=CiE =0, P,,=CyE, 6 =0;

(b2) Cl=0, C!=0, C,=0; G,=0.
(b3) K = (H)y +C}C3;
(b4) hy=(—H+C)x,
o= (—H+ C3)1y;
) Hy= A, C1 4 4, C® —CL

H2 = A211 Ct+ A‘me Cc* — C?},,‘:'

c) Die Formeln fiir Asymptotenparameter bei Flichen hyperboli-
scher Kriimmung sind uns zum groBten Teil schon bekannt, Wir
setzen wl=u, u?=v und G,,=F, A,,, =4, A0 =D.

(c1)

(c2) ¢=2Fdudv, y=A4du®+ Ddv®, =x= ”d *+ “dv';
1 9%2log F 1 A,D,
(C3) ]:ﬁ’ :—_—F— duov ’ K—RR—H2 F‘l’
F, 4 F, 4,
guu‘:?gu—{_fgv’ qu———i_ x —“3’: _,_ x
(c4) ., =Fy, (c5) %,,= — HF¥,
D F, F, D,
Loo=F &t F L Xy, = — :’f + 57X+ FX;
4,
c
D,
t)v:+ 'ﬁgu_ng;
AD, 1 (4,
7 B3,
7 _ D4, 1(
v TF ?)

§ 64. Zusammenhang mit Bewegungsinvarianten.®)

Jetzt wollen wir noch die affinen Invarianten aus den Bewegungs-
invarianten herleiten. Den Einheitsvektor der Flichennormalen nennen
wir, wie im ersten Bande, &; dagegen schreiben wir hier die beiden
Grundformen der elementaren Theorie mit Hilfe von Tensoren:

) Man vergleiche hierzu R. Grambow: Dissertation, Hamburg 1922.
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(175) is* =G, dudu*, G, G, — G, Gy =G, (8)
(176)  —dyd¢é=B, dwdu*, B, B, —B,B, =B. (14)

11722 12
Rechter Hand sind die Nummern der entsprechenden Formeln im
dritten Kapitel des ersten Bandes vermerkt. Es ist

(177) =hxh (9)

Die kovariante Differentiation und das Herauf- und Herunterziehen der
Marken beziiglich der quadratischen Form (175) deuten wir durch
Querstriche an:

_ oL 7 1} (B
(178) tv=_ 5 — Dy mit Iy = VL (186)

Dann lauten die Gaufischen Ableitungsgleichungen der elementaren
Flachentheorie

I

(179) it =+ Bué, (135)
und die Gleichungen von Weingarten
(180) &=—Bit (120)

Fiir das Gawufische Kriimmungsmafl von ds® hat man

(181) K= (30)

m:| !

und fiir die mittlere Kriimmung
(182) H=+1B,. (30)
Zwischen der zweiten Grundform der gewdhnlichen und der ersten

Grundform der affinen Theorie besteht ein einfacher Zusammenhang.
Es ist namlich nach (111), (178) und (181)

G G |
G 2B |
Deshalb koénnen wir das Herauf- und Herunterziehen der Marken
mittels der G;, als metrisch bekannte Operation ansehen.

/s

(183) Gik=1'§ik’)': II?I—’]L.

Besonders einfach 148t sich die Affinnormale im Dreibein g,,1,, &
ausdriicken. Nach (112), (177), (181) und (183) ist

(184) X =1¢&.
Setzen wir also
l
l) = Vmgm +/u§’ Vm = Gm .Vl’

was wegen der linearen Unabhingigkeit von g, r,, £ mdglich ist,
so folgt durch Multiplikation mit & wegen (184) und HX =1 als
Wert von u=1:1. Wenn wir die Formel

h=V"y, + 1
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ableiten unter Benutzung von (131), (180) und ihr selbst, so finden wir
. 151 1 %

(185) 1y, = (Vi V" Abit VIV — 1B 1+ (Fv.—Ae.

Wegen der Ableitungsgleichungen (132) von Weingarten haben wir

also

otk oy log‘l:logﬁ{“]—l/‘.

i 7’
Somit ist der Vektor {j der Affinnormalen aus den GroBen der ele-
mentaren Flichentheorie so aufzubauen

m 0 =Y\ — 1,
(186) y=G™ (7, Tog [KI ™", + K| "8,

Fiir die zum Tangentenvektor V™ t,, konjugierte Flachenrichtung
gilt nach 1.Bd, §43 (101)
G, Vidu* =V, du* =dlog2=0
und damit ist gezeigt:
Der Normalrify der Affinnormalen auf die Tangentenebene ist kon-
jugiert zur Tangentenvichtung der Kurven K — konst.
Ferner bemerken wir:

Wenn K auf der Fliche ¢ (u*, u®) fest ist, so fallen gewohnliche
Normalen wund Affinnormalen zusammen, und umgekehrt: Fallen ge-
wohnliche und Affinnormalen einer Fliche zusammen, so hat die Fldche
feste Gaupische Kriimmung.

Aus (185) folgt durch Vergleich mit (132) weiter
17
Bl =V{+V" Ay +V,V'— 5B

und daraus wegen der Apolarititsbeziehungen (119)

Bl — — |K["B, VIV, V",
oder nach (146) und (182)
(187) H=|K["H —-1(vI4+Vv).

Bezeichnen wir die Kriimmung der zweiten Grundform — dy-d£ mit S,
so ist wegen der Beziehung (183) die Kriimmung der affinen Grund-
form
(188) S=|K|"S—1v].
Damit ist auch J =S — H gefunden.

Zur Berechnung der kubischen Grundform bilden wir die Differenz
der zweiten kovarianten Ableitungen

Liz — Lix = (Fikl —I'phe,
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Da andererseits nach den Ableitungsgleichungen (131), (179) und
nach (183), (186)
. Lie — L= (4! + V' G) 1,
so 1st
T

ik,l

I

ikl

= Dikl
ein Tensor dritter Stufe, und zwar ist nach der Definition der I7, ,
in (71)
_1{0Gu—=Gi) 3G, —Gu) | 8(Gri— G
(189) Dikl_é{ auk out + dub

aus metrischen GroéBen bestimmt.

Daher ist nun auch
(190) A= — Dy, — VG,
bekannt und damit der Weg zur Berechnung der noch fehlenden
affinen Invarianten gebahnt.

§ 6b. Affine Differentialgeometrie der Hyperflichen
im R,,,.")

Die in § 53 und den folgenden Abschnitten entwickelte Tensor-
analysis gilt ohne jede wesentliche Verdnderung auch dann, wenn die
Zeiger 1, k, I...von 1 bis # > 2 laufen, anstatt nur die Werte 1 und
2 anzunehmen. Wir wollen jetzt von dieser auf # Verinderliche er-
weiterten Tensoranalysis eine Anwendung machen, indem wir die
Hauptformeln der affinen Differentialgeometrie der Hyperflichen, d. h.
der n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten im (% -~ 1)-dimensionalen
Euklidischen Raum R, entwickeln.

Wir denken die # 4 1 Parallelkoordinaien %, eines Punktes r der

Hyperfliche als Funktionen von s Parametern #', #%, ..., 4" ausge-
driickt

(191) xpzxp(ul, u?, ..., u"), p=1,2,...,n+1),

wofiir wir wieder vektoriell

(191)* ' r=r(ut,u*, .., u"
schreiben. Dann setzen wir
. ?y or 0 8g> .
(192) A= (500 2 OE T k=12, ),

wo die Klammer eine # - 1-reihige Determinante bedeutet, und be-
zeichnen die Determinante der A; mit A

(193) A=Ay, Ay, s 4

nnl‘

%) Zu diesem und dem folgenden Abschnitt, die wir Herrn Berwald ver-
danken, vgl. L. Berwald, Monatshefte fiir Mathematik 82 (1922), S. 89-—106.
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Dabei soll vorausgesetzt werden, daB fiir unsere Hyperfliche bestindig
A==0 ist. Analoge Uberlegungen wie in § 39 zeigen, daB die
Differentialform

Agpdu'dut (dzg’%’aaﬁ"“’%>
. u
(194) G, duidut —ZE2LTE — @,
ik 1 1
!A|n+2 . }A|"’+?‘

bei Einfiihrung gleichsinniger neuer Parameter invariant ist®). Diese
,»quadratische Grundform‘ ist wieder das inhaltstreu-affine Gegenstiick
des quadrierten Bogenelementes der Hyperfliche.

Setzen wir wie in § 58
ox *r - Otix
;3;{ =1 duiour I;‘kr &=L W
wo die I';," durch § 54 (74), (71) mit der Grundform (194) erklart
sind und nennen G die Diskriminante von ¢:

(195) G=1GyGp--. G 4

nnI: n ’

— LI L — I L = Lo

so ist der Vektor
1 )

(196) h= L G*
mit der Hyperfliche invariant verbunden und liegt sicher nicht in
ihrer Tangentenhyperebene in y. Wir nennen ihn den ,,Affinnormal-
vektor“ der Hyperfliche in .

Als kubische Grundform der Hyperfliche nehmen wir schlieBlich
entsprechend zu § 58 die in demselben Sinn wie ¢ invariante Diffe-
rentialform

(197) =4, dut du* dut
. <d3 o ox ﬁ)
. (l'ikly&:??zr'"’En)duzd“kdul _ b out’ dut’ " our 3 d
“ L T 1 — g9
IGI? |GI®

Die beiden Grundformen (194) und (197) sind wieder apolar, d.h.
es bestehen die Beziehungen

(198) G*4,,=0 (I=1,2,...,n).
Das Gegenstiick der Pickschen Invariante lautet hier

1 . A A
(199)  J= popAm At (A =4, GmiGrEGe).

Als Ableitungsgleichungen ergeben sich wie in § 59 die Gleichungen
L =435+ G Y, (At = 4., G™),
b, = B (Bff = B, G'¥).

8) Wegen der Moglichkeit, bei ungeradem # eine bei beliebiger Parameter-
transformation invariante Grundform einzufiihren, verweisen wir auf die unter
") genannte Abhandlung.

(200)
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Hierin bedeutet B,, = G,, B} einen symmetrischen Tensor zweiter
Stufe, den wir noch bestimmen werden.

Um die Integrierbarkeitsbedingungen in mdglichst durchsichtiger
Gestalt zu erhalten, ist es zweckmaBig, durch
(201) Tt + At = T
eine allgemeinere ,Ubertragung® in der Hyperfliche zu definieren,
d. h. mittels dieser GroBen I'jy} einen verallgemeinerten Parallelismus
und verallgemeinerte kovariante Ableitungen in dhnlicher Weise zu
erkliren, wie es in §§ 55, 56 fiir den Parallelismus von Levi-Civita
mittels der I',,! geschehen ist. Man erhilt dann z. B. als verall
gemeinerte kovariante Ableitungen eines kovarianten Tensors erster
Stufe X,
X,

*
i = 58 i Xy = X — Ak X

X

und als solche eines kovarianten Tensors zweiter Stufe P,,

0 Py, * *
Piow= oul g™ Py — Iiy™ Pim
=P — 4" P, — 4" Py
wenn X, , P, die gewdhnlichen kovarianten Ableitungen sind. Ins-

besondere hat man (§ 56 (94))
(202) Gik(l) =—245,

Fir die erste Ableitung eines Skalars F nach #* schreiben wir
jetzt der Gleichférmigkeit halber F,. Die zweite verallgemeinerte

kovariante Ableitung eines Skalars ist wieder symmetrisch: F,, =F
Fiir die dritte finden wir ebenso wie in § 57

(203) Fakr) — Furpy = Rim s G™ Fyy= R 1 Fy.

Der Tensor

R (ki)*

*1 * mlﬂ aF*l 517’1;01 * * ] *
Ol i m *
(204) R ;i =Rin G V= Fuk T ur Iy, I _Fikman
u

der in (203) auftritt, nimmt in unserer Ubertragung die Stelle des
Riemannschen Kriimmungstensors (§ 57) ein. Durch Verjiingung ent-
steht aus ihm der symmetrische Tensor zweiter Stufe

(205) D;, = R’l,?kk, rk = R;km, rk Gmk;
Dil = D;, Glr _ R::kk: rkG” — R;(m, ok Gmk Glr.
Nochmalige Verjiingung ergibt den Skalar

(206) n(n—1)-H=D'=R* ,G" =R}y ,: G™G""
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Der Skalar H entspricht genau der mittleren Affinkriimmung der
Flichen. Um das zu zeigen, hat man nur die GréBen (204) bis (206)
durch die 4,,,, G;, und den Riemannschen Krimmungstensor R, .
der Grundform ¢ auszudriicken. Man findet bei Berlicksichtigung von
1(04), (198), (199) leicht?)

(204)* Rim vk = Rim, vt + Aipm, 1 — Aikm,r + Ai} A — AiklAlrm:

(205)* Di" = Rim,rlc Gmk + Akz’r,k - Aikp Arpk’
) Dil — Rim,rkGMk Glr ‘l“ Akir,kG” — Aikp Arpk Glr’
* ' pi_s_ 1 L G _
(206) H= o—pDi=S— mpdmd™=5—-17
wo
S=_Y R Girgmk

n(m—1)" imrk

die ,Ortsinvariante der Kriimmung® fiir die durch ¢ in der Hyper-
fliche gegebene MaBbestimmung bedeutet.

Nach diesen Vorbereitungen lassen sich die Ableitungsgleichungen
(200) einfach folgendermaBen schreiben

(207) Lawy = Gin D>
(208) Yoy = B} Loy
Aus (207) folgt wegen (208) und (202)
Larn = Gip B! Ly —2 A Y-

Vertauscht man hierin % und 7, so erhilt man durch Abziehen nach (204)

(209) Gt B} — Giy B =Ry 1.

In entsprechender Weise ergibt sich aus (208) mit Benutzung von (207)
k

(210) Bik(r) — Br(i) == O

Aus (209) lassen sich jetzt die B} berechnen. Einmalige oder
zweimalige Verjiingung von (209) gibt nimlich wegen (205) und (206)

(211) Df =B — B}X-G/,
1

(212) H=— B},

woraus

(213) Bf=Df—nH-Gf

folgt.

Es bietet jetzt keine Schwierigkeit, auch den Safz von Radon
(§ 60) und die affine Kriimmungstheorie des § 61 auf die Hyperflichen
im R, , zu iibertragen. Beides sei dem Leser iiberlassen.

% Dabei ist Ry, ,z durch R*!,; Gy, erklirt und wird nicht etwa aus
(104) dadurch gewonnen, daf man die I' durch die I™ ersetzt.
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Waihrend die vorstehenden Betrachtungen auch fiir den Fall der
Flichen im gewdhnlichen Raum (# = 2) gelten, soll im folgenden eine
merkwiirdige Besonderheit der Fille # > 2 gezeigt werden:

Fiir n > 2 sind die Integrierbarkeitsbedingungen (210) eine blofe
Folge der Integrierbarkeitsbedingungen (209).

Zum Beweise miissen wir zunichst eine, fir Riemannsche Mannig-
faltigkeiten schon von E. Padova angegebene, spiter von L. Bianchi®)
neu entdeckte Identitit ableiten, aus der unser Satz ohne Miihe folgt.
Das soll im nichsten Abschnitt geschehen.

§ 66. Die Identitit von Padova und Bianchi.

Die I}, die in § 65 eingefiihrt wurden, sind wie die I},} nicht
die Komponenten eines Tensors, sondern transformieren sich bei Ein-
fiihrung neuer Parameter #* an Stelle der #? folgendermaBen

=¥r g *1l 8a; s, & o uk
Ik at = af ;f Iy —|———a af ==
Man kann daher immer solche neue Parameter #* einfilhren, dal} in

einem beliebig vorgegebenen Punkt p der Hyperfliche alle I Null
werden.

Denken wir die Hyperfliche von vornherein auf Parameter dieser
Eigenschaft bezogen, die wir jetzt wieder mit #° bezeichnen wollen.
Dann sind im Punkte p alle I'}7 Null, und daher reduzieren sich dort
nach § 65 die verallgemeinerten kovarianten Ableitungen auf die ge-

wohnlichen
0 X; 0 Pik

Xy = Fuk’ kM T el

usw. in r.

Ferner kommen in dem Ausdruck (204) fiir den Kriimmungstensor

£ % . l . . - *
R; l,,kz — R; l,k, die I selbst nur im zweiten Teil I;E™ Il
3 . . . . .
— " Fm,l vor, und zwar quadratisch. Bei der Differentiation
*1
Y,
ou’®

entsteht daher aus diesem Teil eine Summe von Gliedern, deren jedes

noch einen Faktor I';;™ enthilt, im Punkte T also ganz wegfillt.
Somit ist in g

*1 g 1 *1
*1 OR by I rIy,

(214) R v = kT — ,
AT ou’ ou'out  dufous

1) E. Padova, Rendiconti Accademia dei Lincei (4) 5! (1889), S. 174—178,
insb. 176 Fufinote. Vgl. die historischen Angaben bei D. J. Struik, Grundziige
der mehrdimensionalen Differentialgeometrie, Berlin (1922), S. 148 Fufnote.
L. Bianchi, Rend. Acc. Lincei (5) 11 (1902), S. 3—7.
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Addiert man zu diesem Ausdruck die entsprechenden Werte von
Rf l,sk(,) und R? l,,s(k) in r, so erhilt man die Identitit von Padova
und Bianchi

’ ! 1 1
(215) Ry ke + R sk + R sy = 0.

(215) ist zundchst nur fiir den Punkt y und das angenommene
besondere Koordinatensystem u#® abgeleitet, flir das alle I':;cl in g
Null sind. Da aber die linke Seite von (215) gegeniiber beliebigen
zuldssigen Transformationen der #® invariant ist, und der Punkt ¢ ein
ganz beliebiger Punkt der Hyperfliche war, so gilt (215) allgemein.

Um nun mit Hilfe der Identitit (215) den Satz vom Schlusse des
§ 65 zu beweisen, setzen wir links in (215) fiir die R¥ l, zr ihre Werte
(209) ein. Nach (202) erhalten wir so wegen der Symmetrie der 4,,,
in allen drei Zeigern

(216) GikBrl(s)—Gierl(s)+GisBkl(r) szBs (r)+ ir s(k) 'sBrl(k)::O'

Multiplizieren wir.(216) mit G% und summieren iiber ¢ und %, so
finden wir

(217) (" - 2 (Br ® sl(r)) =0
Fiir » > 2 ergeben sich also in der Tat die Integrierbarkeitsbedin-
gungen (210), wie wir behauptet hatten.

Zum Schlusse noch einige Bemerkungen mehr geometrischer Natur
iber unsere Ubertragung!

Zunichst sind, wie man aus (207) sehen kann, die geoditischen
Linien

(218) w4+ T durdu =0
dieser Ubertragung jene Kurven auf der Hyperfliche, fiir die der Vektor
%y
Fe (@s* =)
mit dem Affinnormalvektor identisch ist. Ferner ergibt sich wieder,
daB die Invariante H — die Ortsinvariante der Kriimmung unserer

Ubertragung — der Mittelwert der # reziproken affinen Hauptkriimmungs-
radien ist. Endlich gilt der Satz: Fir # > 2 sind die einzigen Hyper-
flichen im R, ., mit euklidischer (nichteuklidischer) Ubertragung e
die uneigentlichen (eigentlichen) , Affinhypersphiren«. Dabei heiBt die
T__Jbertragung euklidisch, wenn R;‘,i, t» =0, nichteuklidisch, wenn

R:u‘, kr = K(Gmk Gi7 — Gpr Gik)

istt wo K eine Ortsfunktion auf der Hyperfliche bedeutet; und die
Hyperfliche eine eigentliche oder uneigentliche Affinhypersphire, je
nachdem ihre Affinnormalen alle durch einen eigentlichen oder un-
eigentlichen Punkt laufen.
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§ 67. Aufgaben.

1. Die Apolarititsheziehungen, Man leite die Apolarititsbeziehungen
(119), die wir durch Zuriickgehen auf Asymptotenparameter bestatigt
haben, unmittelbar aus der Erklirung der quadratischen und kubischen
Grundform in § 58 her.

2. Zur elementaren Flichentheorie. In der in § 64 eingefiihrten
Tensorschreibweise besagen die Formeln von Codazzi die Symmetrie
des Tensors Etﬁ, der aus Eik durch kovariante Ableitung entsteht.

3. Affinnormalensysteme, die gleichzeitiz Normalensysteme sind.
Man stelle die Bedingungen fiir eine Fliche { auf, daB es zu deren
Affinnormalen eine sie senkrecht durchschneidende Fliche & gibt. Fiir
¥ = @ erhalten wir Flichen mit festem K (§ 64).

4. Affinnormalensysteme. Welcher Bedingung muf} ein Strahlen-
system (1. Bd., § 106) geniigen, damit es aus den Affinnormalen einer
Fliache besteht? Die Losung dieser so naheliegenden Frage scheint leider
zum mindesten mit einer erheblichen Rechenarbeit verbunden zu sein.

5. Affinentfernung und Hauptkriimmungen. In § 41 (52) hatten
wir die ,Affinentfernung eines Raumpunkts 3 von einem Flichen-
punkt ¢ durch eine Formel erklirt, die sich in unserer jetzigen Be-
zeichnung so schreiben 14ft

(219) p=G—0&

Durch Ableitung folgt daraus

(220) pi=G—0%

und weiter

(221) bin="Cu+G— g)xik’

Fir 3 — r = Ry gibt das

(222) pix dutdu* = (G, -+ RB;,) dutdu*.

Aus (220) folgt, wie wir schon in § 41 festgestellt hatten, daB Ruhe-
werte von $ (d. h $,=0) nur eintreten, wenn % auf der Affinnormalen
von  liegt (3 =1 -+ p,Y). Dagegen gibt die Formel (222) dariiber Auf-
schluB, daB die Art des Extrems von p von der Lage des Punktes 3
gegen die affinen Hauptkrimmungsmittelpunkte von r abhingt.

6. Uber die Nullinien von y. Wann 1Bt sich eine elliptisch ge-
kriimmte Fliche im kleinen .so auf eine Ebene abbilden, daB dabei
den Nullinien der kubischen Grundform gerade Linien entsprechen?

7. Affingeodidtische Linien. Man bestimme die Flachen, auf denen
die Extremalen des Variationsproblems

(225) dfo=0

mit den Berithrungslinien der umschriebenen Zylinder zusammenfallen.
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8. Projektivoberfliche. Das Integral
(224) [7-49,

worin J die Invariante dritter Ordnung von Pick und 4 £ das Element
der Affinoberfliche bedeutet, ist nicht nur invariant bei Affinititen,
sondern auch bei beliebigen Kollineationen (G. Pick).

9. Projektive Flachentheorie. Dadurch, daB man die Formeln der
affinen Flachentheorie zuerst auf zweifach ausgedehnte Flichen im R,
tibertragt, kann man aus der affinen leicht die Grundformeln der projektiven
Flachentheorie des R, gewinnen, die gegeniiber beliebigen Kollineationen
invariant sind. Diese projektive Flachentheorie ist unabhingig von der
affinen und zum Teil vor ihr zuerst fiir Asymptotenparameter von E. J. Wil-
czynski und fiir beliebige Parameter von G. Fubins entwickelt worden, nach-
dem insbesondere G. Darboux schon frither in dieser Richtung schone Er-
gebnisse gefunden hatte. G. Darboux, Bulletin sciences mathématiques
(2) 4 (1880)%, S. 348—384. Von Wilczynskis zahlreichen Arbeiten seien
erwahnt die in den Transactions of the American Math. Soc. 8 (1907),
9 (1908) und 10 (1909). Fubinis Schriften iiber projektive Differential-
geometrie findet man in den Rendiconti des Circolo matematico di
Palermo 43 (1919), S. 2 zusammengestellt. An weiteren Autoren iiber
diesen Gegenstand seien G. M. Green und E. Cech genannt, ferner in Italien
u. a. C. Segre, E. Bompiani und 4. Terracini. Cech hat z. B. alle Flichen
bestimmt mit ebenen Nullinien der kubischen Grundform. Uber die
Beziehungen zwischen affiner und projektiver Differentialgeometrie vgl.
G. Sanwia, Annali di matematica (3) 31 (1922), S. 165—189.

10. Dimensionstafel. Entsprechend zu (88) in § 6 bestitige man fol-
gende Liste von Dimensionen der Invarianten aus der affinen Flachenlehre

v | ¥ [y | e | 6 | G| 6| GF | 4 | 4
R A
Eiw |E®* [ By | Ca | Pa| J | H | s | K | @
8/2 i“g/zl 0 | 0 I 0 '—3/2]_3/2}"'3/21“31 3/2

11. Herleitung der Grundformeln nach E. Cech. Wihrend des
Drucks ist in den Annali di Matematica (3) 81 (1923) eine Arbeit von
E. Cech erschienen, aus der man folgende Ableitung der affinen Flachen-
theorie entnehmen kann, die in mancher Hinsicht der von §§ 58, 59
vorzuziehen ist. Man erklart zuerst X durch die Forderung
(225) X (XX, X,)=*x1, <1,

(4 fiir elliptische, — fiir hyperbolische Stellen), abgesehen vom Vor-
zeichen. Dann die Grundformen durch

(226) p=—dr-dX¥, w=43(dgr-d*¥ —dX-d’c).

Von diesem Ausgangspunkt aus erreicht man eine Begriindung der
Flachentheorie, die insbesondere die in der ersten Aufgabe angedeutete
Schwierigkeit umgeht, indem man j) durch (a9) erklart.



6. Kapitel
Extreme bei Fldchen.
§ 68. Affinminimalflichen?).

Wir wollen uns nunmehr einzelnen Aufgaben und besonderen
Flachenklassen zuwenden, und um mit dem Schénsten zu beginnen,
einige einfache affininvariante Variationsprobleme behandeln. Wir
haben in § 47 die Affinoberfliche
1) Q=[[|LN—M"dudv= [[|EG — F?|"* dudv
als das invariante Flichenintegral niedrigster Ordnung erkannt und
fragen nun nach den Flichen, die dieses Integral (1) zu einem
Extrem machen, wenn der Rand in geeigneter Weise vorgeschrieben
ist, nach den , Affinminimalflichen®.

Die gewéhnlichen Minimalflichen sind weitaus die anziehendste
Familie von Flachen offenbar deshalb, weil sie die Extremalen des
einfachsten bewegungsinvarianten Variationsproblems mit einem Doppel-
integral sind. Von diesem Gesichtspunkt aus wird man auch den
Affinminimalflichen Aufmerksamkeit schenken wollen und zu mancher
-merkwiirdigen Eigenschaft, die von Monge, Riemann, Weierstraf3,
H. A. Schwarz und andern Geometern bei den gewohnlichen Minimal-
flichen entdeckt worden ist, bei den Affinminimalflichen ein Gegen-
stlick aufzufinden hoffen.

In der Tat! Diese Analogie 1dBt sich in erstaunlich weitgehender
Weise durchfiihren. So hat G. Darboux gezeigt, wie man alle Affin-
minimalflachen durch Quadraturen und explizit bestimmen kann, und
damit ist das Gegenstiick der Integrationstheorie von Monge und
Weierstraf3 gefunden.

Aber auch das dem Problem von Bjirling entsprechende Rand-
wertproblem fiir Affinminimalflichen 146t sich in einer dem Verfahren
von H. A. Schwarz nachgebildeten Weise ebenso einfach lgsen; ein
beachtenswertes Ergebnis, da die Differentialgleichung der Affin-
minimalflichen nicht linear und von der vierten Ordnung ist. Neben-
bei wird sich fir die Affinoberfliche einer Affinminimalfliche ein
Ausdruck durch ein Randintegral ergeben, der einer Formel von
Riemann und Schwarz entspricht.

1) W. Blaschke, Hilbert-Festschrift und Mathem. Zeitschrift 12 (1922),
S. 262—273.
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Die Flichen g(u, v) wollen wir, um einen bestimmten Fall vor
Augen zu haben, als reguldr, analytisch, reell und hyperbolisch ge-
kriimmt annehmen und zur Parameterdarstellung die Asymptotenlinien
verwenden. Dann ist

(2) L=t %) =0 N=(55t,)=0
und bei geeigneter Parameterbezeichnung (vgl. etwa § 43 (88))
(3) M=(tt.)=F> F>0.

Die Darstellung der ‘Affinoberfliche vereinfacht sich daher nach (1)
und (8) zu der folgenden

(4 Q= [[Fdudv.

Wir gehen nun von unsrer Fliache y (u, v) zu einer Nachbarfliche
I (u, v) durch eine Verriickung dy iiber

(5) I(u,v) =71 +xx5, +y5,+29=1+0z1.

Die Verriickungskomponenten x, ¥, z sollen die Gestalt haben

(6) x=cx(u,v), y=2eyWu,v), z==¢ezu,v),
wo ¢— 0 geht. Nach § 49 (3) ist
©) €5y =F,

und somit berechnen sich die Verriickungskomponenten x, y, z aus
dem Verriickungsvektor g nach den Formeln

Fx=(drr, 9)
(8) Fy=(g, dry),

Fz=(t, 1, 9%)
Um nun die Affinoberfliche von f (%, v) zu finden, haben wir
9 2= ff (Mz — ZZ_V_)ll‘du dv
zu ermitteln. Wir wollen £ nach Potenzen von & entwickeln und
das in ¢ lineare Glied wie iiblich mit ¢ £' bezeichnen. Da nach (2)
L=N=0 ist, wird L N in ¢ quadratisch sein, kann also zur Be-
rechnung von ¢ {2 vernachlissigt werden. Dann ist also:
(10) §=ffH"=du dv,
und wir brauchen nur die Determinante M auszuwerten.

Mittels der Ableitungsformeln § 49 (2) und (9) folgt aus (5):
_ F %), '
zu=zu+{(—}i —Hz}zu+{*}zv+{zu~rFy}t),
W g = p + (o r +{ 2 — B, + o+ Py,

Luo =Ly, + {8} 2, + {0} 1, +{(Fx), +(Fy),+2,,—FHz}Y.
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Darin sind die durch Sterne angedeuteten Glieder mindestens linear
in ¢&. Wir finden jetzt fiir die Determinante M

(12) (4, 3,2) =M = F {F +2(F3), +2 (Fy), + z,,— 8FHz}
bis auf Glieder, die mindestens quadratisch in ¢ sind. Durch Wurzel-
ausziehen folgt daraus

(13) M’ —=F 4 (Fx),+ (Fy), +32,,— $FHz

und somit

(14) 82 = [[{(Fx),+ Fy),+ Lz, dudv—3[HzdQ,
wenn

(15) Fdudv=d4dQ

gesetzt wird. Das erste Integral kann man in ein Randintegral um-
rechnen unter Verwendung der Formel, die man nach Green oder
Gauf zu benennen pflegt?),

(16) ff{(Fx)qu_(Fy)v %Zuv}dudv

=§(Fxdv— Fydu) — ; § (2, du — z,dv).
Wegen (8) kann man fiir das erste Randintegral in (16) auch schreiben
(17) ${(0x x,dv, ) + (02, 2, dw, v) } = § (0%, dx, 1),

wenn dy =y, du -1, dv das vektorielle Linienelement des Randes
bedeutet.

Damit haben wir schlieBlich fiir die erste Variation der Affin-
oberfliche die folgende einfache Formel

(18)  82=§(0r.dr,y) —$§(z,du —z,dv) — 3 [Hzd Q

oder

(19)] 00 = gﬁ(ég, ax, v) +i§ﬁ§—id0— gf 01 1, t,)Hdudv,

wenn zur Abkiirzung
—z,du+-z,dv 0z
=%X.0r, T f U T E AV 0F
2=%-9z |Fdudo|: 0
gesetzt wird. Die Formeln (18) und (19) bilden das affine Gegen-
stiick zu einer Formel von Gauf (1829) fiir die Variation der Ober-
fliche®). TFiir das Randintegral ist noch eine naheliegende Vorzeichen-

und ]qudv]l/“:do

?) Vgl etwa H.v. Mangoldt, Einfilhrung in die hohere Mathematik, 3, Bd.,
Leipzig 1920, Nr. 84.

%) C. F. Gauf, Principia generalia theoriae figurae fluidorum in statu
aequilibrii, Werke V, S. 29—77, bes. S. 65. Man vgl. auch O. Bolza, GauB
und die Variationsrechnung in Bd. X 2, Abh. § von Gaup Werken und § 93
des ersten Bandes.

Blaschke, Differentialgeometrie. 1I. Bd. 12
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regel festzusetzen. Das Doppelintegral in (19) kann mittels des kontra-
varianten Raumvektors X auch so geschrieben werden

J[Or ) Hadudv= [ F-81)HiQ.

Nebenbei: Man kénnte diesem Ausdruck mittels § 63 (a. 24) und
mittels der Formel Greens im 1. Bd., § 68 (128) noch weiter um-
gestalten.

Die Formel (18) lehrt, daB 4% bei festgehaltenem Rand (das
heiBt genauer, wenn z, z, und z, auf dem Rande Null sind) nur
dann fiir beliebiges z verschwindet, wenn H, das affine Gegenstiick
zur mittleren Krimmung auf unserer Fliche p(u, v) gleich Null ist.

Die Extremalen unseres Variationsproblems 082 =0, die wir
Affinminimalflichen nennen, sind also durch das identische Ver-
schwinden der Invariante H, der mittleren Affinkriimmung, gekenn-
zeichnet.

Diese Differentialgleichung 140t sich mit Hilfe der Formeln
Lelieuvres sofort integrieren. Aus der mittleren Formel § 52 (42)
folgt fir H =0

(20) X,,=0,
(21) X =U(u)+B().

Somit erhalten wir fiir die Affinminimalflichen nach § 52 (49) die
Integraldarstellung

(22) =B><U+ [Us<dll — [ B<dB.
Fiir
(23) ~F=W0+B,W,8)E0 (u,z(%’ %'=f‘z?>’

gibt (22) nach den Endergebnissen des § 52 stets eine Affinminimal-
fliche.

Die Darstellung (22) unsrer Flichen stammt von G. Darboux, der
von einer andern Seite her zu ihnen gekommen ist?).

Wir wollen im AnschluB an die Formel (22) noch eine einfache,
ebenfalls von Darboux gefundene geometrische Konstruktion herleiten,

%) G. Darboux, Théorie des surfaces 3 (1894), S. 368; 4 (1896), S.512. Mehr-
fach sind unsere Flichen zunichst unter dem Namen paraboloidische Flichen
von P. Franck studiert worden, vgl. Jahresbericht der D. Math. Ver. 28 (1914),
S. 49—53, S. 343—352; 29 (1920), S. 75—93. Dafi die Affinminimalflichen mit
den paraboloidischen Flichen zusammenfallen, hat zuerst L. Berwald bemerkt,
Math. Zeitschr. 8 (1920), S. 68—78. Zu (23) sei erwihnt, da F nur dann iden-
tisch verschwindet, wenn die Kurven (1), (8) in derselben Ebene durch den Ur-
sprung liegen.
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die von den Schiebflichen zu den Affinminimalflichen fiihyi. Zu dem
Zweck betrachten wir neben der Affinminimalfiiche (r), namlich

(22), p=+Bx<U4 [U<dll - [B<dB

die andere (I), die aus ihr durch Anderung des Vorzeichens bei 1l
oder ¥ entsteht:

(22), I=—B><U+ fUxdll - [B<dDB.

Die Verbindungslinie zugeordneter Punkte g (%, v) und I (u, v) beriihrt
unsere beiden Affinminimalflichen, denn es ist

w2, 2 —8) =0, (£, L, £ — 1) =0.
Diese Verbindungslinien bilden also ein ,Strahlensystem® (1.Bd., § 106),
auf dessen ,Brennflichen“ y(u, v) und f(u, v) sich die Asymptoten-
linien #, v = konst. entsprechen, ein sogenanntes , W-Strahlensystem®.
Fiir den Mittelpunkt 3 entsprechender Punkte g, y finden wir

=30 +7) = [ U< al— [ B =<dB.
Die Mittenfliche 3(u, v) ist also eine Schiebfliche.

Es handelt sich nun darum, festzustellen, ob und wie man aus-
gehend von der Schiebfliche (3) zu den beiden zugeordneten Affin-
minimalflichen (r) und (f) gelangen kann. Dazu nehmen wir an,
es sel

@WW) 40, (BHH) 4 0.
Dann ist die Stellung der Schmiegebene an die ,Erzeugende“ v =konst.
auf (3) durch die Vektoren
(24) 8u = u > u,’ 3uu = u > u”
gegeben und somit steht diese Ebene auf 11 senkrecht, denn es ist

3u > 3uu = (uu,u”)u

Ebenso steht die Schmiegebene der Kurve # == konst. von (3) auf B
senkrecht und somit hat die Schnittlinie unserer beiden Schmiegebenen
dieselbe Richtung 1 >< & wie die Verbindungslinie der Punkte g,
nach (22). Damit ist unsere Frage nach der Konstruktion der Affin-

minimalfldchen (r), () aus der Schiebfliche (3) im wesentlichen schon
gelost. Bemerken wir noch, daB aus (24) und

T U< u” __I_ W= u
und den entsprechenden Formeln fiir 3,, 3,., 3,,, fOlgt
(Bu Buuuns) = + (MWN)?,
(6115’0113‘0‘01;) = - (% §B,§B")?"
Wir kénnen daraus leicht folgenden Schluf3 ziehen: Es ses

§(u. v) =u(u)+ 0 (v)
12¢
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eine Schiebfliche mit enigegengesetzt gewundenen Evzeugenden:

(u/ u// ulll) > 0’ (D, DII n’l’) < O.
Bringen wir in jedem Punkt § der Schiebfliche die Schmiegebenen beider
durch 3 gehender Erzeugenden u,v = konst. zum Schmiit, so erhalten
wir ein W-Strahlensystem, dessen Brennflichen hyperbolisch gekriimmie
Affinminimalflichen sind.

Setzen wir namlich
ul < u’l nl < D”

W w ") ’ o ‘/:'(DTDU %) ’

so erhalten wir
Jus<dii=+u, [B<dB=—0.

Dadurch ergibt sich fiir unsere Affinminimalflichen die ebenfalls von
G. Darboux stammende?) integralfreie Darstellung

(W < u”) > (v < v")
‘/ T ‘/_ 0 v v :

(25) r=u-b—

Auf ahnliche Weise kann man aus Schiebflichen mit imaginiren
Erzeugenden die elliptisch gekrimmten Affinminimalflichen herleiten.
SchlieBlich wire es auch nicht schwer, fiir die ausgeschlossenen Sonder-
falle (u'u”u") =0 oder (p'0"p”) =0 eine Darstellung der zugehérigen
Affinminimalflichen zu finden. Der Kiirze halber verzichten wir hier
auf eine Besprechung dieser Falle.

§ 69. Einige kennzeichnende Eigenschaften
der Affinminimalflachen.

Aus der entwickelten Darstellung (22) kénnen wir einige Eigen-
schaften der Affinminimalflichen ablesen. So folgt aus (22) durch
Ableitung

r, W=0, r, ¥ =0
das heiBt:

Lings jeder Asymptotenlinie u = konst. [v = konst.] sind die Tan-
genten t, [r,] an die zweite Schar von Asymptotenlinien zu einer Ebene
parallel.

Wir erkennen folgendermalen, daB3 diese Eigenschaft die Affin-
minimalflichen unter den reguliren analytischen Flichen, die keine
Torsen sind, kennzeichnet. Unsere Voraussetzung stellt sich rechnerisch
durch Gleichungen

(guguv guvv) = O’ (gv guvguuv) =0

5) G. Darboux; Théorie des surfaces 3 (1894), S. 372.
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dar. Nun ergibt sich allgemein aus § 49 (7), (8) und (9)

4,
) guuvz—Fng_f—fgv—l_Fut)’
(26 .
Luve = + ﬁftl Ly — FHgv + th)’

und somit wegen § 49 (2) und (3)
(guguv guvv) = + FsH’
(gvguvguuv) = —F°H.

(27)

Also folgt tatsichlich beispielsweise schon aus (r,r,,L,,,) = O unsere
Behauptung H = 0.

Ahnlich erkennt man: Die Affinnormalen lings einer Asymptoten-
linie laufen zu einer festen Ebeme parallel:

Aus § 52 (41) und § 68 (21) folgt namlich sofort
(28)* pu’' =0, yB'=o0.

Darin ist unsere Behauptung enthalten.
Betrachten wir jetzt eine Schar dhnlicher und beziiglich des Ur-
sprungs dhnlich gelegener Stiicke von Affinminimalflichen:

(29) *(u,v;2) =g (u,v), 0<<i1L1.

Aus diesem Ansatz folgt in leicht verstdndlicher Schreibweise
M*=21"M,

(30) F* =% F,
p*=a""y.

Die Formel (18) fiir die erste Variation von £* gibt daher wegen H* — 0
in unserem Fall

(31) 802* =118 ¢k, dx,y) — 1§ (s, du — 2,dv).
Nun ist nach (8) und (30)
(32) o= Qb ),

und- daraus folgt durch Ableitung mittels der Ableitungsgleichungen

§49 (2)

(33) z,du — z,dv = (r,dy,y) A2 44.
Setzen wir das Ergebnis (33) in (31) ein, so finden wir
(34) 3Q* =311 §(x dx.y)

und weiter durch Integration nach 1 zwischen den Grenzen 0, 1 wegen

20)=0
2=5§@dry).
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Die Affinoberfliche eines einfach zusammenhdngenden Stiicks einer
Affinminimalfliche 1Bt sich somit durch das Randintegral darstellen

(35) Q=3§xdsYy)

Die entsprechende Formel fiir die Minimalflichen hat H. A. Schwarz
1874 angegeben (1. Bd, § 94).

Da Q von der Wahl des Ursprungs nicht abhingt, folgt aus (35)
2Q=§(x+0 dr, 9 =22+, dr )

oder

(36) $(v,dx, 9) =0,
wenn b einen beliebigen bei der Integration festgehaltenen Vektor be-

deutet. An Stelle von (36) kénnen wir unter Verwendung des Vektor-
produkts ebensogut auch schreiben

(37) §9><dxr =0
oder endlich:

Auf etner Affinminimalfliche ist das Inlegral
(38) Jy>=dg
vom Weg unabhingig.

Man kann etwa mittels der Formel (18) fiir &2 einsehen, dal
diese Tatsache die Affinminimalflichen kennzeichnet. Unterwirft man
namlich eine Fliche einer Schiebung (6 = konst.), so ist 6 £ = 0 und aus

(39) §9<dp—0

folgt das Verschwinden des ersten Randintegrals in (18). Wenn aber
0y = konst. ist, so haben wir nach (8) und § 49 (2)

(40) — [ (s, a0 — z,d0) = [ (y, dz, o),

also verschwindet wegen (14) auch das zweite Randintegral in (18).
Somit muBl auch das Flichenintegral Null sein und, da der Rand be-
liebig zusammengezogen werden kann, folgt H = 0, wie behauptet war.

Wegen
(41) d(y ><g) = (dy ><g) + (y =< dg)
sind die Bedingungen
(42) $r<dy=0, §y=<dz—0

gleichwertig. Diese Formeln haben eine einfache mechanische Deutung:
Denkt man sich in der Flache r(u, v) Spannungen wirksam, und zwar
auf das Linienelement 4y die Spannung df), so sagen die Formeln:

(43) $dy=0, fr><dy=0
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aus, daBl Gleichgewicht herrscht. Denkt man sich das Kriimmungs-
bild {(u, v) ebenfalls in einem Spannungszustand, und zwar so, dafb
dem Linienelement df) der Spannungsvektor 4y entspricht, so herrscht
wegen

(44) $dr =0, fy><dr=20

wieder Gleichgewicht. Jede der Flichen y(w,v), y(u,v), die nach
§49 (9) in entsprechenden Punkten parallele Tangentenebenen haben,
1aBt sich als reziproker Krifteplan zu den Spannungen in der andern
auffassen (vgl. den Schlufl von § 94 des ersten Bandes).

Der Flache
(45) X=[y=<dr
entspricht (r) durch ,,Orthogonalitit zusammengehiriger Linienelemente”,
das heiBt es ist identisch in #,v und du, dv
(46) dy-d% =0.

Ferner steht ) auf der Tangentenebene von X senkrecht, denn es ist
)-d% =0 oder ausfithrlich
(47) px, =0, 9%, =0.

Das Vorhandensein einer solchen Fliche (), die der gegebenen
Fliche (r) durch Orthogonalitit der Linienelemente derart entspricht, daf
die Tangentenebenen von (%), zu den entsprechenden Affinnormalen von
(¥) semkrecht sichen, ist fiir die Affinminimalflichen (r) kennzeichnend®).

Die Identitit (46) besagt namlich:

(48) rX=0 X% +5%=0 1,%=0
und aus (47) und (48) folgt

Durch doppelte Berechnung von §€—uv ergibt sich

(50) 2, (g, ><9) + 2 (x, ><9,) = A, (5, > 9) + 2(z, < 1,)-
Durch skalare Multiplikation mit 1) folgt hieraus

(51) (£, 9,9) = (£, 9,9)
und somit wegen der Ableitungsgleichungen § 49 (9) die Richtigkeit
unserer Behauptung H—o.

§ 70. Gegenstiick zum Problem von Bjorling?).

Mittels des in § 52 eingefithrten kontravarianten Vektors X wollen
wir jetzt das auf einer Affinminimalfliche vom Wege unabhingige
Integral (38) ausdriicken. Es ist

(52) h><dy =yp><g,du+y><g,dv,

%) Das hat W. Krause zuerst bemerkt, Dissertation, Hamburg 1922.
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oder nach § 52 (41)

(53) p<dy=—X,du-+¥%, do.
Insbesondere wird unter Beachtung von (21), nimlich ¥ =104 ¥
(54) Jp<dr=—1u+%

bis auf unwesentliche Integrationskonstanten. Wegen (21) ist somit

2l =X— [y <dy,

55
(55) 2BV =%+ [y><dg.

Diese Gleichungen bilden ein Gegenstiick zu einem System von Formeln
fiir Minimalflachen, das H. A. Schwarz 1874 gefunden hat (erster Band,
§ 95 (26)).

Legen wir nun folgendes Randwertproblem vor:

Lings einer Kurve ¢, (t) sei ein Vektor 1), (f) gegeben, und zwar sei

(56) (ox0)+0 (5 =52, 00 =50
Man soll durch diese Kurve eine Affinminimalfliche legen, die die ),
2u Affinnormalenvektoren hat.

Es entspricht das der Aufgabe Bjirlings (1844), durch eine Kurve
eine Minimalfliche zu legen, wenn lings der Kurve noch die Flichen-
normalen vorgeschrieben sind (erster Band, § 95). Wie wir nach Schwarz
diese Aufgabe mittels seiner Formeln gelost haben, so ist die Losung
unserer Aufgabe in den Formeln (55) enthalten.

Zunichst konnen wir uns ndmlich lings der Kurve r,(f) den
Vektor X, ermitteln, denn nach § 52 (43) steht X auf der Tangenten-
ebene an p(u,v) und auf der an Y (»,v) und somit auf g und ),
senkrecht. Beachten wir noch die Normierung X{) =1 aus § 52 (37),
so folgt

Lo’ <1y’
(57) % ()= (9020"90)
Wir koénnen uns also durch Integration lings der Kurve g,(¢) nach
(65) die Vektoren 11(¢), B (f) berechnen und daraus nach (22) eine
Flache g (u, v).

Dieses Verfahren versagt nur dann, wenn eine der berechneten
Vektorfunktionen 11(¢) oder % (f) konstant ist. Dann ist aber nach (55)

(58) 2U' 1y =2%) 5y = ¥/t = 0.
Nehmen wir daher zunichst
(59) Xty 0

an, so wird durch (22) wirklich eine Fliche y (#, v) bestimmt und wir
haben zu zeigen, dafl sie den geforderten Randbedingungen geniigt
und eine Affinminimalfliche ist.
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In der Tat erfiillt
(60) L, ) = [{(® <W)du 4 (B < X)dv}
die Randbedingungen fiir # = v == ¢, denn man findet wegen (55)
(61) g(t, t) :fxo X%(xo’ — P> Eol)dt - fxo X%(xol + §o < @o’) at
und nach der Rechenregel
(62) by >< (b, < bg) = (0, ;) 0, — (”1 b,) by
ergibt sich weiter
(63) r(t 8= _f(xogo,) o 41 +f(xot)o)go/dt’
also nach (57)
(64) (8 =15 ()
Ahnlich ergibt sich aus

_ xuxxv _ w=<g
h= (#.%,% W, %1+

(vgl. § 68 (21) und § 52 (43)) nach (55) und (62) zundchst
(%"x0") 9o — (Xo"0) T’

(65) D)= 7)) k) — 790 G
Da nach (57)
Xy = X0, =%/9,=0, ZX,p,=1,
M 0’£0I
so 1st ) (t, t) — %0736&% 9o (t),

und daher nach (59)

b 2) = 9, ®)-
Ferner folgt aus den Formeln § 52 (43)
(66) L =—2F o,
somit ist nach (59) auch F == 0 und die Bedingung (23) erfiillt. Daher
ist r(u, v) auch Affinminimalfliche.

Falls X,t, =0, ist die Aufgabe im allgemeinen widerspruchs-
voll. 1 (f) und y,(f) miissen weitere Bedingungen erfiillen. Wegen
X, o, + X,x,'=0 ist auch ¥X,z,” = 0. Die Randkurve wird also zu
einer Asymptotenlinie der Fliche y(u, v) und daher muB lings g, (f)
einer der Vektoren 1I(¢), B (f) konstant werden. Sei etwa L fest, so
ist nach (55)

(67) X, () + [, < dg, = konst,
also
(68) xo’ + Do < gol = Oea)’

und zweitens miissen nach (28) die Vektoren f),(f) zu einer festen
Ebene parallel laufen. Dann lassen sich aber unendlich viele Flachen
durch den Streifen legen.

8%) Diese Beziehung kommt im wesentlichen auf die von Beltram: und
Enneper in § 48, Nr. 10 hinaus.
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Es sei namlich

X (u, v) = U (w) + B (),

(69)
o 2w, 0) = &, () = U (u)
(70) 5, %' (0) =0,

was nach (28) notwendig ist. Im iibrigen kann % (v) beliebig gewdhit
werden. Dann ist nach (60)

(71) £(u, 0)=fU<Wdu
und nach (57), (58), (62) und (68) dhnlich wie bei (63) weiter
(72) £, 0)=J (Wy,)ry/ du — [ (Wry)) 9o du =15 ().

Ferner ist nach einer dhnlichen Umformung wie bei (65)

' By) ’ ,
(78) h (u, 0) = g}%z,)ct)o =1 (B =T(0)
da r,%8, wegen (56) und (70) von Null verschieden ist. Wegen
(74) 20,%0’ = guxv =—F

(vgl. § 52 (48)) ist auch (238) erfiillt. —

Wenn 1)’ zu ¢’ parallel vorgegeben wird, so ist der Streifen nicht
bis zur zweiten Ordnung vollstindig bestimmt, und ¥, kann den
Gleichungen

X, =0,
(75) 0 t)O
Xohp =1
entsprechend zu
< fy
76 — —
( ) :’fo (1095"8,)

gewidhlt werden, wo fv eine beliebige Vektorfunktion von ¢ ist.

Dies haben wir zu beriicksichtigen, wenn wir alle Affinminimal-
flichen mit Drehsymmetrie aufstellen wollen. Wir geben einen dreh-
symmetrischen Rand vor:

rcost, acost,
(77) T, =1 7sint, fo = @ sint,
0, B
wo 7, a, b Konstante sind.
ccost,
(78) %0 _ Jjcsmd,
l1—ac
——

(c bedeutet eine Konstante) ist die allgemeinste Moglichkeit X, (2)
drehsymmetrisch und mit (75) vertraglich anzunehmen. Nach (55)
erhalten wir
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ccos %+ brsinu, [ccoyv—brsinv,
(19) 2U= csinu — by cos u, 2R — csinv 4 brcos v,

1—ac 1— ac

T T —— Tarv.

Die Flichen selbst erhilt man am einfachsten, indem man die Sub-
stitution ausfiihrt:
c=2Acosc,

br =24 sing,
(80) ar=2C,
1-e_9p1ace,

b

und durch Einfiithrung der neuen Parameter % — « und v 4 . Fiir die
Meridiankurven der wesentlich verschiedenen Flichen erhilt man die
Parameterdarstellung

(81) Va2 + %2 =2Psint - Qrsinz -+ Q cost
%3 = R(v+ sin 7 cos 7).
Dabei bedeutet v den Parameter und P, Q und R Konstante. Fiir
Q = 0 erhdlt man, wie nur erwihnt sei, auf das Drehparaboloid ab-
wickelbare Flichen?). P =0, Q = =4 1 ergibt die Evolutenfliche der
Kettenfliche. Die Substitution (80) versagt, wenn b7 = % ic, denn
es ergibt sich
coseg =+ ¢sine¢ oder eTie=0,

was fiir kein ¢ erfiillbar ist. In diesem Falle muB man unmittelbar von
den Formeln (70) ausgehen und man erhilt so Drehflichen mit den
Meridiankurven

(82) Va2 + 2,2 = (p + qlg x,) Vs .

Insbesondere erhilt man fiir ¢ = 0 die Drehparaboloide.

§ 71. Flachen, die zugleich gewdhnliche und Affin-
minimalfldchen sind.

Wir wollen in diesem Abschnitt wieder einmal aus der eigentlichen
Affingeometrie heraustreten und uns die Frage vorlegen:

Welche Flichen sind Minimalflichen im gewihnlichen Sinne des
Wortes und gleichzeitig auch Affinminimalflichen ?

") Vgl. etwa G. Darboux, Comptes Rendus, Paris 140 (1905), S. 697 und
Bulletin sciences math. (2) 29 (1905), S. 109. Ferner die Untersuchungen von
P. Franck iber Affinminimalflichen (paraboloidische Fldchen); Jahresber. d.
deutschen Mathematiker - Vereinigung 23 (1914), S. 350. Man hat nur zu
zeigen, dafi fiir die Flachen Q =0, U? = 8% = konst. wird. Fiir =0, P= 41
wird W?=%2=0.
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Diese Aufgabe hat zuerst P. Franck gestellt. Die folgende
hiibsche Losung stammt von G. Thomsen®).

Wir wollen eine Minimalfliche wie im § 92 des ersten Bandes
so auf Asymptotenparameter #, v beziehen, dal die drei Grundformen
der elementaren Fliachentheorie die Gestalt annehmen

du? 1 dv?
I=-dr-dr= “T
(83) U= — dp-dé = — 2dudy, (£ E)= i
Il = 4 dé-dé = p® (du® + dv?),
wenn wir an Stelle des dort verwendeten 1 hier lieber u? schreiben.
Nach der Formel § 64 (184), nimlich
¢
84 -
(84) =
worin & den Einheitsvektor der Flichennormalen und K das Gauische
KriimmungsmaB@ der Minimalfliche bedeutet, kénnen wir uns jetzt
den kontravarianten Vektor ¥ (§ 52) ermitteln. Da nach § 92 (17)
des ersten Bandes

(85) K= —p
ist, finden wir

_ £
(86) X = .

Durch Spezialisierung der Formeln (137) von § 48 des ersten Bandes
erhalten wir

I S L S
Euu - + w Su “ Ev ‘U. E:
— M Hu
(87) §uv - + u 'Eu + u E’v * J

Uy My
Evv - Ffu—l_ ; 'E'v.— ‘uzf
und somit durch Ableitung aus (86)

(58) E=(40),. £
Aus (6&,8)=|K[XX,X)=—F|K[/
folgt _ . I

F—t.

Wegen § 52 (42) erhalten wir somit fiir die mittlere Affinkrimmung H
unserer Minimalfliche den einfachen Ausdruck

o )

8 P. Frauck, Jahresber. der deutschen Mathematiker - Vereinigung 23
(1914), S. 51 u. f.; G. Thomsen, Hamburger Abhandlungen 2 (1923), S.69—71.
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und
(90) (o) =0

ist die Bedingung dafiir, daB wunsere Minimalfliche auch Affin-
minimalfliche (§ 68) wird.

Die geometrische Bedeutung der gefundenen Bedingung (90)
kann man beispielsweise dadurch aufdecken, dal man aus (87) sich
die Determinanten (&, &,, &,,,) und (£, & & ) berechnet. Man

erhilt so

1

01 Eubuubund) = Gk 8 = 2 (3, €6,8) = w2 (1)

Darin steckt wegen (90) das Ergebnis:

uv

Die Minimalflichen, die gleichzeitig Affinminimalflichen sind,
werden dadurch gekennzeichnet, daf3 die sphdrischen Bilder threr
Asymptotenlinien ein Netz sich senkrecht schneidender Kreise bilden.

Um diese Flichen aufzustellen, brauchen wir also nur von einem
orthogonalen Kreisnetz auf der Kugel auszugehen. Die Kreise werden
von den Ebenen zweler Biischel ausgeschnitten, deren Achsen Polaren
der Kugel sind. Nehmen wir das gemeinsame Lot dieser Polaren
zur x,-Achse, die x,-Achse parallel zur einen, die x,-Achse parallel
zur zweiten Geraden, so konnen wir das Netz durch die Ebenen aus-
schneiden

(92) Xy =P —0¢) X=4q (x?. — “1‘)

An Stelle von ¢, g filhren wir die neuen Parameter #, v ein:

(93) p—

¢
_;t u’ —_—
Vi=¢ & 7 Vyi—c?

Dabei sollen hier und im folgenden sh, ch und th die Hyperbel-
funktionen bedeuten., So finden wir als Parameterdarstellung der
Kugel &2 =1

U Sin %
V1 - e
T sh v
(94) &= —V1—czm, 0<c<1.
cchov4cosu
ccosu--chus
Daraus ergibt sich
du? + dv? Vi—e

(95) M—=ge =22t =

" (ccosu + cho)®’ ccosu--chu’

Vom sphirischen Bilde ist es jetzt leicht zur Urfliche g (u,v) zu
kommen. Die Ableitungsformeln Weingartens aus § 46 des ersten Bandes
vereinfachen sich namlich fiir die Grundformen (83) zu

(96) Eu = 1"‘2 gv’ ‘E'v = 1“’2 gu‘
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Setzt man hierin fiir &, &, und u die Werte aus (94) und (95) ein,

so erhilt man durch Integration die folgende Darstellung der gesuchten

Flachen: 1
* Vv1i—¢®

(97) =y - ! i
s (# 4+ csinuchv),

— sin#shwv.

(cv -+ cos ushuv),

Es sei erwihnt, daB diese bemerkenswerten Minimalflichen
»adjungiert«®) sind zu den von O. Bonnet aufgefundenen'®) mit ebenen
Kriimmungslinien. Die Asymptotenlinien #, v = konst. dieser Flichen
sind W-Kurven (§ 34). Die gewohnlichen Krimmungslinien unserer
Flichen sind die Kurven # % v = konst. Die Affinkriimmungslinien
lassen sich durch elliptische Integrale ausdriicken.

Ist die in der Fliche (97) auftretende Konstante ¢ insbesondere
gleich Null, so bekommen wir die gemeine Schraubenfliche (Wendel-
fliche). Lassen wir hingegen ¢ gegen 1 riicken, so finden wir durch
Grenziibergang aus (97) eine algebraische Minimalfliche, die man
einfacher geradeswegs erhilt.

Man geht nidmlich auf der Kugel £ =1 von einem Kreisnetz
aus, das die Ebenen durch zwei senkrechte, die Kugel im selben
Punkt beriihrende Tangenten ausschneiden. Dazu kénnen wir die
Formeln (10) § 91 im ersten Band, namlich

2u
1+ u® 402’
20

(98) §=1{ o

1 —u? —9?
1+ u? 302
verwenden. u, v = konst. sind die beiden Kreisscharen. Aus (98) folgt
2 2 2 2 2 — 2__
(99) d& —(m) (du +dv ), H——1+u2+vz.
Durch die entsprechende Rechnung wie vorhin findet sich zu
diesem spharischen Bild der Asymptotenlinien die folgende Minimalflache
v —Tutv 390
(100 o O
— uv.
Diese algebraische, und zwar rationale Minimalfliche ist zuerst von
A. Enneper't) studiert worden und wird nach diesem Geometer benannt.

%) Vgl. 1. Band, § 102, Aufgabe 2.
10) 0. Bonnet, Comptes Rendus, Paris 41 (1855), S. 1058.
1) Vgl. 1. Band, § 102, Aufgabe 3.
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§ 72. Eine Kleinsteigenschaft des Ellipsoids.

Unter einer reguliren Eifliche wollen wir hier eine geschlossene
konvexe Fliche verstehen, die in jedem Punkt eine Tangentenebene
besitzt und mit dieser nur einen Punkt, den Beriihrungspunkt, gemein-
sam hat. Das von einer Eifliche umschlossene Gebiet nennen wir
Eikorper, die Tangentenebenen nach Minkowski auch , Stiitzebenen.

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen:

Zwischen dem Rauwminhalt | eines Eikorpers & und dem Inhalt V
des groPten in & enthaltenen Tetraeders besteht die Beziehung

(101) 3aV3V-—-2]>0,

und zwar ist das Gleichheitszeichen fitr die Ellipsoide kennzeichnend'®).
Man sieht, daf3 dieser Satz das raumliche Gegenstiick zu der im

§ 22 bewiesenen Eigenschaft der Ellipse ist. Auch die ersten Schritte

des Beweises verlaufen hier dhnlich wie bei dem ebenen Problem,

so daB wir uns zunichst mit kurzen Angaben begniigen konnen.
Symmetrisieren wir einen Eikérper & zu &%, und entsprechen

dabei die. beiden & eingeschriebenen Tetraeder ¥ und T den beiden

®* eingeschriebenen zueinander symmetrischen T* und T*, so gilt
fiir ihre Inhalte

(102) T4 T—=2T*=2T"
und daraus folgert man:

(L) Beim Symmetrisieren nimmt im allgemeinen der Inhalt des
einbeschriebenen groften Vierflachs ab; d. h. enisicht der Eikirper &%
aus dem Etkorper & durch Steiners Symmetrisierung und sind V¥ und
V die Inhalte der zugehérigen Groftvierflache, so ist

(103) V=V*
Ferner ergibt sich aus unserer Betrachtung die Bemerkung:

(IX) Ist V =V*, so sind die einem Groftvierflach a* a,* a;* a*
von 8% entsprechenden” Vierflache a,a,a,a, und b, 5,0, b, von &
ebenfalls Groftvierflache.

Die Art dieses ,Entsprechens®, bei dem zugehorige Punkte in
einer Parallelen zur Symmetrisierungsrichtung liegen, ergibt sich aus dem
Vorhergehenden (§ 22) mit voller Deutlichkeit.

Fiir spater wird uns auch noch folgende Bemerkung von Nutzen
sein: Sind q, a, a; a, die Ecken eines GroBtvierflachs von R, so konnen
wegen der GroBteigenschaft jenseits der Ebene durch eine Ecke
z. B. a, parallel zur gegeniiberliegenden Seitenfliche a, a,a; keine
Punkte von & liegen, also muB diese Ebene den Korper & in a,

12) W. Blaschke, Leipziger Berichte 69 (1917), S. 421--435.
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beriihren. Das heiBt genauer: Sie muB eine ,Stiitzebene“ von &
sein.  Durch jede Ecke eines Grioftvierflachs geht also eine Stiitzebene
parallel zur gegeniiberliegenden Seitenfliche.

Fiir die Kugel & vom Halbmesser 7 gilt fiir den Inhalt Jg und
den Inhalt Vg des groBten einbeschriebenen Vierflachs, das gleich-
seitig 1st,

i . 8
=7, Veg=_——7
(104) Je=3 =9
und daher

Daraus folgert man mit Hilfe des Satzes (I) wie in der Ebene unter
Verwendung des Symmetrisierungsverfahrens die Richtigkeit der Un-
gleichheit (101).

(II) Zwischen dem Inhalt ] eines Eikorpers und dem Inhalt V
des grifiten einbeschriebenen Vierflachs besteht die Beziehung

(101) 3aV3V —2]>0.
Es bleibt festzustellen, wann das Gleichheitszeichen gilt, oder wie
wir kurz sagen wollen, welche Flichen ,,extreme Flichen« sind.

Zunichst stellen wir wieder dhnlich wie in § 22 fest:

(IV) Jeder Punkt einer reguliven, extremen Eifliche § ist Eck-
punkt eines Gréftvierflachs von F.

(V) Ein Eikorper {*, der durch Symmetrisierung aus eimem
extremen entsteht, ist wieder extrem,
oder etwas anders gewendet:

(Va) Bei jeder Symmetrisierung eines extremen Eikorpers bleibt V
erhalten.

Aber nun scheiden sich die Wege!

Gehen wir von einem Eikérper § aus und symmetrisieren wir
ihn an einer Ebene €, nach §&,! Dann neuerdings &, an einer
zweiten Ebene §,, die €, in einer Geraden Y trifft und mit €, einen
Winkel einschlieBt, der ein irrationaler Teil eines vollen Winkels ist.
Den so entstandenen Eikérper &, symmetrisieren wir wieder an €,
und so fort. Auf diese Art entsteht aus dem urspriinglichen Korper §
durch abwechselndes Symmetrisieren an ¢, und §, eine unendliche
Folge von Eikérpern ®&,, &,, &, ..., die, wie der Verfasser mittels
seines Auswahlsatzes in seinem Buche ,Kreis und Kugel“ gezeigt hat??),
gegen einen Eikdrper §* =1im §  konvergieren, der die Schnittlinie 9
von §, und §, zur Drehachse hat.

Man kann auch geradewegs von § zu §* gelangen, wenn man
bemerkt, daB jede Ebene senkrecht zur Achse 9 alle Korper, also

18y W. Blaschke, ,Kreis und Kugel®, Leipzig 1916, S. 86 und folgende.
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insbesondere § und ®* in inhaltsgleichen Eibereichen trifft, wie
wiederum durch das Prinzip von Cavaliers aus der Erklirung von
Steiners Symmetrisierung unmittelbar hervorgeht!?). Somit bekommt
man folgende Konstruktionsvorschrift:

In jeder Ebene senkrecht zur Achse U ersetze man den Schwit-
bereich des Eikorpers 8 mit der Ebene durch eine inhaltsgleiche Kreis-
scheibe um N. Alle diese Kreisscheiben erfiillen den Drehkorper *.

Dieser Ubergang von & — ®* ist die Konstruktion, auf die
Schwarz seinen Beweis der isoperimetrischen Haupteigenschaft der
Kugel gegriindet hat. DaB §* wieder ein Eikorper ist, was bei
unserer Herleitung dieser Konstruktion sich sofort aus der ent-
sprechenden Eigenschaft der Symmetrisierung ergibt, hat H. Brunn
zuerst bewiesen'?).

Wir bemerken noch, daB & und ®* wieder nach Cavalier:
inhaltsgleich sind und daB man infolge von (I) und durch den Grenz-
iibergang genau wie in § 22 einsieht, daB zwischen den zugehérigen
Werten des Inhalts V' der groBten einbeschriebenen Vierflache die
Beziehung V > V* gilt. Ferner folgt aus (V)

(VI) Jeder Drehkorper 8*, der aus einem extremen Eikirper R
durch die Konstruktion von Schwarz entsteht, ist wieder extrem und es
1st in diesem Falle stets V = V*,

Das Ziel, auf das wir zunichst lossteuern werden, ist der Beweis
des Satzes:

(VI) Jede Seitenebene jedes einer reguliren extremen Eifliche ein-
beschriebenen Griftvierflachs schneidet die Eifliche in einer Ellipse.

Damit werden wir die Schwierigkeit im wesentlichen iiberwunden
haben und dann leicht die Ellipsoide als die einzigen reguliren ex-
tremen Eiflichen erkennen.

Wir verwandeln unseren extremen Eikorper & durch unbegrenzt
wiederholte Anwendung der Symmetrisierung & — &, — %, —&; ..
in einen Dreheikérper §* = lim &, mit lotrechter Drehachse . Man
stellt leicht fest, daB bei der Symmetrisierung wie bei der Konstruktion
von Schwarz die Regularitit der begrenzenden Eiflichen erhalten bleibt.
Die §* begrenzende Eifliche * hat also in ihrem ,héchsten Punkt n*,
dem einen der Schnittpunkte mit der lotrechten Drehachse 9, eine einzige
wagrechte Stiitzebene. Nach (VI) und (IV) ist n* Ecke (mindestens)
eines GréBtvierflachs von §* und, wegen der GroBteigenschaft ist
zufolge der Bemerkung kurz nach (II) die n* gegeniiberliegende

1) ,Kreis und Kugel®“ S. 71, 87.

15) Wegen der Literatur verweisen wir auf , Kreis und Kugel“ S. 40, 41,
104, 105. Die erste Verdffentlichung: H. Brunn, Kurven ohne Wendepunkte,
Miinchen 1889, Th. Ackermann, S. 52.

Blaschke, Differentialgeometrie. II Bd. 13
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Seitenfliche des Vierflachs zur Tangentenebene in n* parallel, also
ebenfalls wagrecht.

Zunichst sei festgestellt:

(VIII) Alle Groptvierflache von F*, die eine Ecke in n* haben,
haben die gegeniiberliegende wagerechte Seitenebene N gemein und gehen
daher aus ewnem unter thnen durch Dyehung um die Achse U hervor.

Wegen der GroBteigenschaft ist die gegeniiberliegende Seiten-
fliche eines solchen Vierflachs ein gleichseitiges Dreieck, das dem
Parallelkreise einbeschrieben ist, den 9 und F* gemein haben. Kon-
struieren wir uns aber die Drehfliche © um ¥, die aus allen Kreisen
um Y besteht, deren einbeschriebene gleichseitige Dreiecke mit n*
verbunden ein Vierflach des vorgeschriebenen Inhalts 7 ergeben, so
findet man fiir den Meridian dieser Drehfliche ¥ die Beziehung

A 7%z =¢?, ¢ = konst.

wenn 7 den Halbmesser
des Parallelkreises und
z die Entfernung seiner
Ebene von n* bedeutet.
Diese Meridiankurve be-
riihrt wegen der Maxi-
mumeigenschaft der F*
einbeschriebenen Vier-
flache die Meridiankurve
von F* in R. Da lings

der Meridiankurve von ®
5
daty 3¢ ‘—§
z=1t =0

ist, so liegt wegen der
entgegengesetzten Kon-
vexitit der Meridiane
von F* und D die eine Fliche ¥* ganz innerhalb, die andere D
ganz aullerhalb des gemeinsamen Beriihrungskegels lings des Parallel-
kreises in % (vgl. die Figur 36). Nach der Erklirung von ® kann es
somit wirklich in §* kein GréBtvierflach mit der Ecke n* geben,
das nicht % zur Seitenebene hitte.

Jetzt richten wir unser Augenmerk wieder auf den urspriing-
lichen extremen Eikorper ®, aus dem ®* durch die Symmetrisie-
rungen und den Grenziibergang entstanden ist. Dann konnen wir
weiter nachweisen:

(IX) Die Ebene N ist auch Seitenebene eines Griftvierflachs des
urspriinglichen Eikorpers &, dessen eine Ecke im hochsten Pumkte n
von & legt.

Fig. 36.
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Betrachten wir ndmlich eine Folge von Grobtvierflachen %,
B,, B,, ... der Eikérper &, &,, &, ..., so daB L den héchsten
Punkt von &, zur Ecke hat, so haben alle diese Vierflache nach (Va)
denselben Inhalt V. Wegen der Beschrinktheit der Folge &,, &,,
®;, ... (konstruiert man um einen Punkt der Achse 9 eine Kugel,
die ® enthilt, so enthdlt sie auch alle &) laBt sich aus der Folge
B,,B,, B,, ... eine Teilfolge B,,, B,,, B,,, ... herausgreifen, die gegen
ein GroBtvierflach 6* von F* konvergiert. Da alle L, den hochsten
Punkt von ®,_ (fiir » > 2 ist das n*) zur Ecke haben, so haben alle
diese B, eine wagrechte Seitenebene und B* hat die Ecke n*, also
nach (VIII) die Seitenebene 9. Nach (II) entspricht jedem %,, in &,,
ein GroBtvierflach in den vorhergehenden Eikorpern mit derselben
wagrechten Seitenebene, also insbesondere ein GroBtvierflach %gk

in & Beim Grenzilbergang k— oo strebt %”k gegen das GroBt
vierflach B* mit der wagrechten Seitenebene 9, also Sng gegen ein
GroBtvierflach ¥ in &, das ebenfalls 0 als Seitenebene hat, w. z. b. w.

(X) R schneidet % in einer Ellipse.

Wegen der GroBteigenschaft von & ist ndmlich das Dreieck
von B in N GroBtdreieck des Schnittbereichs B von N mit §.
Ebenso ist die Seitenfliche von B* in M GroBtdreieck des Parallel-
kreises B* von §* in . Da B und B* gleichen Inhalt ¥V und
gleiche Hohe haben, sind auch ihre Grundflichen, die beiden GrofBt-
dreiecke, flichengleich. Beim Eibereich 9B besteht also zwischen
Flicheninhalt F und GroBtdreiecksfliche »\ dieselbe Beziehung wie
bei dem zu B flichengleichen Kreise $B*, niamlich

4z —3V3F =0,

und da der Rand von % als ebener Schnitt der reguliren Eifliche
keine Ecken hat, so ist nach dem Satze von § 22 der Eibereich B
von einer Ellipse begrenzt.

(XI) Die Stiitzebenen von § lings der Ellipse in N umhiillen
etnen Kegel.

Um das zu zeigen, iiben wir auf unsere Eifliche § eine affine
Umformung aus, die die Ellipse in 9 in einen Kreis € verwandelt
und den hoéchsten Punkt 11 von § in die Drehachse dieses Kreises
bringt. Auf die so transformierte Figur wenden wir dieselben Be-
zeichnungen an, wie auf die alte. Um dann in einem Punkt @, von
¢ die Stiitzebene an §§ zu bestimmen, konstruieren wir das gleich-
seitige Dreieck a, a,a, in € mit der Ecke qa, (Fig. 37). Das Dreieck
gibt, verbunden mit 1, ein GréBtvierflach von g, also ist die Stiitz-
ebene in q, parallel zur Ebene durch na, ag. LBt man diese Ebene
sich um die Drehachse des Kreises § drehen, so beschreibt sie den Ort

13*
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aller Tangentenebenen von § lings €. Daraus folgt das behauptete
Ergebnis (XI).

% liegt also ganz innerhalb des von diesen Tangentenebenen
Iings ¢ umbhillten Drehkegels. Nun bemerke man: Liegt ein Ei-
bereich innerhalb eines Kreises, dann ist das GroBtdreieck des Ei-
bereichs kleiner als das des Kreises.
Nimmt man daher in einer wagrechten
von R verschiedenen Ebene einen Ei-
bereich an, der mit ¢ zur selben Seite
der Spitze n und innerhalb des Dreh-
kegels liegt, dann gibt ein GroBtdrei-
eck dieses Bereichs mit 1 verbunden
ein Vierflach, dessen Rauminhalt stets
<V ist. Daraus beweist man aber
ganz adhnlich, wie vorhin (VIII) be-
wiesen wurde:

(XII) Alle Gréptvierflache von F mit
der Ecke n haben die gegeniiberliegende
Settenebene N gemein.

Fig. 37.

Wenn man jetzt hinterher iiberlegt, dal die Lotrichtung beliebig
gewidhlt werden kann, der Punkt n auf § also durch nichts aus-
gezeichnet ist, so folgt aus (XII) und (X) die Richtigkeit der Be-
hauptung (VII).

Nach allen diesen zahlreichen Vorbereitungen sind wir endlich
in der Lage, unser Ziel zu erreichen:

(XII) Jede regulire extreme Eifliche T§ ist ein Ellipsoid.

Es seien a, (k=1, 2, 3, 4) die Ecken eines § einbeschriebenen
Vierflachs vom gréBtmdéglichen Inhalt V. Wir iiben dann auf §§ eine
affine Transformation aus, die dieses Vierflach in ein gleichseitiges
verwandelt. Jede Seitenebene des Vierflachs schneidet ¥ nach (VII)
in einer Ellipse. Wegen der GroBteigenschaft des Vierflachs ist
z. B. die Tangentenebene (Stiitzebene) von & in a, parallel zur gegen-
iberliegenden Seitenfliche a, a,a,. Die Tangente an die Schnitt-
ellipse €, der Ebene a, a, a; in a, ist daher parallel zu q, a, (Fig. 38).
Allgemein ist die Tangente an §, in jeder Ecke des Dreiecks a, a, a,
zur gegeniiberliegenden Dreieckseite parallel. Durch diese drei Punkte
und die zugehdrigen Tangenten ist aber €, schon bestimmt und wir
sehen, daB im Fall des gleichseitigen Vierflachs , der dem gleich-
seitigen Dreieck a, a,a, umschriebene Kreis ist. Somit hat die Ei-
fliche §§ mit der dem gleichseitigen Vierflach q, a,a, a, umschrie-
benen Kugelfliche © die in den vier Seitenebenen liegenden Kreise
gemein.
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Jetzt sieht man aber so ein, dal jeder weitere Punkt a von
auf © liegt, daB also § mit & zusammenfillt: Aus der Konvexitit
von ¥ folgt, daB sicher einer der vier Punkte a, die Eigenschaft hat,
durch die gegeniiberliegende Seitenebene des Vierflachs nicht von a
getrennt zu werden. (Alle anderen Punkte des Raumes erfiillen nim-
lich vier sich ins Unend-
liche erstreckende drei-
seitige Pyramiden mit den
a,, als Spitzen auBerhalb ¥,
deren Begrenzung man
durch Verlingerung der
Seitenebenen des Vierflachs
erhdlt) Es sei das etwa
die Ecke a,. Dann legen
wir von @ aus eine Tan-
gentenebene an den Dreh-
kegel mit der Spitze a,
und dem Kreis als Grund-
fliche, der dem Dreieck
a, a, a, einbeschrieben ist.
Das ist moglich, denn dieser
Kegel liegt innerhalb £,
also a auBerhalb des Ke- Fig. 38.
gels. Diese Ebene schneide
den dem Dreieck a,a,qa,; umschriebenen Kreis €, in den Punkten
a,* a,* (Fig. 38). Wir konnen dazu einen dritten Punkt a* auf §, so
bestimmen, daB das Dreieck a,* a,* a,* wieder gleichseitig wird. Dann
geht das gleichseitige Vierflach mit den Ecken a,* a,* a;*a, durch
Drehung aus dem alten Vierflach q, a, a, a, hervor, hat also wieder den
groBtmoglichen Inhalt ¥, ist somit wieder ein GréBtvierflach von .

Die umschriebene Kugel des neuen Vierflachs, das ist aber wieder
die alte Kugel &, hat dann nach dem Fritheren mit ¥ die Kreise in
den Seitenebenen gemein. In der Seitenebene g * a,* a, ist aber unser
Punkt a enthalten. Also liegt a wirklich auf &.

Machen wir schlieBlich die angewandte affine Umformung wieder
rickgingig, so verwandelt sich die Kugel @ = § in ein Ellipsoid.
Damit ist der an der Spitze dieses Abschnitts mitgeteilte Satz der
raumlichen Geometrie vollig bewiesen. Die beim Einzigkeitsbeweis
verwendeten einschrinkenden Voraussetzungen iiber die ,Regularitit
der betrachteten Eiflichen kénnen beseitigt werden, ohne daB dadurch
neue extreme Eiflichen zu den Ellipsoiden hinzukommen, wie
W. Grof*%) gezeigt hat.

%) W. Grop, Leipziger Berichte 70 (1918), S. 38—54.

2
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§ 73. Isoperimetrie der Ellipsoide.

Das naheliegendste isoperimetrische Problem der Affingeometrie
fragt nach den Eikorpern mit extremer Affinoberfliche bei gegebenem
Rauminhalt. Die Antwort gibt der folgende Satz:

Ist Q die Affinoberfliche eines positiv gekriimmien Eikorpers vom
Rauminhalt V, so ist
(106) Q< 12a V.
Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir die Ellipsoide®®).

Im Gegensatz zur gewOhnlichen Oberfliche ist die Affinober-
fliche — gerade wie die Affinlinge — nach oben beschrinkt.

DaB nur Ellipsoide als Losungen des Variationsproblems in
Frage kommen (Einzigkeiisbeweis), beweisen wir mittels Steiners
Symmetrisierung, indem wir zeigen:

() Aus qedem positiv gekviimmien Eikirper R mat der Affin-
oberfliche 2 1iPt sich durch geeignetes Symmetrisieren ein Eikirper {*
mit groferer Affinoberfliche Q% ableiten, es sei denn, daff & ein El-
lipsoid ist*7).

Die Oberfliche §§ von ® zerlegen wir in zwei Stiicke & und &
mit der gemeinsamen Berandungskurve €, lings derer die Tangenten-
ebenen an §§ zur z-Achse eines rechtwinkligen kartesischen Koordinaten-
kreuzes (x,v, z) parallel laufen. Die Projektion von ¢ auf die xy-Ebene
umschlieBt dort das konvexe Gebiet &. Die beiden Flichenteile stellen
wir durch '

S...x,y, 2=+ 2(x,9),
(107) h “(x9)

C...x,y, 2= —2z(x,9)
dar. Dann sei

0%z 0%z 0%z

(108) L:W:zmﬁr’ M:z?x&;;:zxy’ N:W:Zyy.

L=7%, M=z, N=z, .
Es ist - ! v
(109) LN —-M*>0, LN—-M*>0
und

4 T T 4 — — —

(110) Q:f@j(l/LN_M2 +VIN — M*)dxdy,

wo die vierten Wurzeln positiv zu ziehen sind.

Die Symmetrisierung besteht darin, dal wir $§ durch eine zur
xy-Ebene symmetrische Fliche {* ersetzen, deren ,obere“ Hilfte &*
wir durch

(111) &*...x,9, z*:Z(%’__y);EEll)

darstellen konnen.

17) . EIasohke, Leipziger Berichte 68 (1916), S. 218.
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Danach ist
L+L M+M
* T *® T 7 * —
(112) ===, M g N 5
und

(113) x=2ff VI*N* — M2 dy dy.
®

Nun ist fiir positive a,, b, (¢=1,2)
(114) V(‘ﬁ +0y) (854 by) = V“1 a, + Vl;l—z; ’
worin das Gleichheitszeichen nur gilt fiir
(115) a,:ay=">0,:0b,.

Denn dividieren wir (114) durch V(a, + b,) (@, + b,) und setzen

a .
(116) % (i=1,2),
so geht (114) in die bekannte Ungleichheit (vgl. (12) bis (16) in § 16)
(117) 121/0!10!2—{—\/(1 —0‘1) (1_02;)
iber. Daher folgt nacheinander immer unter Benutzung von (114)
wegen (109) und (112)
(118) oVI*N*>VLN + VLN.

(119) 2VI*N* — M** > VLN — M* L VLN — I,

(120) oVI*N* — 2% >\/2 (VIN — 2+ VIN — 1)
>SVIN e+ VIN — 3.

Mithin ist
(121) >0

Wann gilt in (121) das Gleichheitszeichen? Offenbar dann und
nur dann, wenn es in (118), (119), (120) steht. Das heiBt aber
nach (115), wenn

L:N=L:N,
(122) (VLN +M):(VLN — M) = (VIN +M): (VLN — M),
VIN —M? =VIN — M

oder wenn
(123) L=L, M=M, N=N

ist. Betrachten wir den oberen Teil von { als gegeben, so besteht
nach (123) und (108) fiir den unteren die Differentialgleichung
(124) Eaca::L’ Ea:y :M’ E?/!!:N’

deren allgemeine Losung nach § 50

(125) 2=z—ax —by—c
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ist. Die Konstanten a, b, ¢ bestimmen wir durch die Forderung, da}
die Fliche & durch drei Punkte von @ gehen soll. Dann mub} sie
von selbst durch ¢ berandet werden. Lings € muB

g=—z,
also

(126) 2z=ax+by-+c¢
sein.  ist eine ebene Kurve und nach (125) liegen die Mitten der
zur z-Achse parallelen Sehnen von ¥ in der Ebene (126).

Somit 14Bt sich auf diesem Wege zu & nur dann ein Korper §*
mit groBerer Affinoberfliche nicht zuordnen, wenn die Mitten aller zu
irgendeiner Richtung parallelen Sehnen in einer Ebene liegen. Dann
sind aber die Schwerlinien aller ebenen Schnitte von & geradlinig,
nach § 8 also die ebenen Schnitte alle Ellipsen; insbesondere ist
auch € eine Ellipse, und daher $§ selbst ein Ellipsoid.

Den Existenzbeweis fiihren wir nach A. Winternitz ') mittels des
folgenden Hilfssatzes:

(II) Ist ein Eikirper & ganz in cinem Ellipsoid R” enthalien, so
hat er kleinere Affinoberfliche als das Ellipsoid.

Der Beweis gelingt uns durch Aufstellung einer merkwiirdigen
Ungleichheit zwischen Affinoberfliche 2 und gewdhnlicher Oberfliche O
eines konvexen Korpers, nimlich

(127) Q<L 4a 03

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir die Kugel. Sie ergibt sich durch
zweimalige Anwendung der Ungleichheit von Schwarz, nimlich

Jraxfgan<([fedn)®
Vi ao\! ® [kao
(128) (fVK dO) < (fﬁdo) =_<—f '
Jao Jao Jao
Das Gleichheitszeichen gilt hierin nur, wenn K konstant ist. Wegen

JKd0 =4 (Vgl im ersten Band § 64 (101))

ist (127) damit bewiesen. Wir bemerken noch, daB fiir die gewohn-

lichen Oberflichen (¢, 0” von & und {” die Ungleichheit 0’ < 0”
besteht. Nun haben wir

(129) Q4 <4703 < 470" = Q"4
also
(130) Q< 2.

18) A. Winternitz, Hamburger Abhandlungen 1 (1922), S. 99, ein ver-
wickelterer Existenzbeweis bei W. Blaschke 69 (1917), S. 207—225.
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Jetzt kniipfen wir wieder an Grof an, der auf einfache Weise ge-
zeigt hat?®), daB sich aus jedem Eikorper & vom Inhalt ¥ durch
eine geeignete Folge hintereinander angewendeter Symmetrisierungen
ein inhaltsgleicher Kérper & herstellen 148t, der ganz innerhalb einer
Kugel & vom Inhalt V(14 ¢) liegt (¢ eine beliebige positive Zahl).
Ist Q, &, Q" die Affinoberfliche von &, & und &”, so folgt aus (I)
und (II)

(131) QL LQ
Nun ist aber 2"2=12aV (1-+¢), also
(182) R <L 122V (1 4¢)
und

(106) 2<L12aV.

DaB das Gleichheitszeichen nur fiir das Ellipsoid gilt (Etnzigkeits-
beweis), folgt wieder aus I.

§ 74. Eiflichen mit festem H.

Im AnschluB an die Uberlegungen des vorigen Abschnittes 148t
sich leicht zeigen:

Die Ellipsoide sind die einzigen diberall elliptisch gekriimmien
Eiflichen mit fester mittlerer Affinkriimmung®®).

Die Flachen H = konst. sind ndmlich die Extremalen der behan-
delten isoperimetrischen Aufgabe und daraus werden wir folgern, da$3 sich
die Affinoberfliche dieser Korper beim Symmetrisieren nicht dndert.

Stellen wir zunichst die Differentialgleichung fiir diese Extremalen
auf, indem wir 8V und 6 in invarianter Form berechnen!

Ein Stick © unserer Eifliche § konnen wir sicher mit einem
u', u®-Netz bedecken. Der Kegel, der von den Strecken vom Ursprung
nach den Punkten von & erfillt wird, hat dann bei geeigneter Vor-
zeichenwahl den Inhalt

(133) Vé:%g@&&MWdW-

Wir werden nun eine Schar (analytischer) Abanderungen .* von &
ins Auge fassen, die wieder Eiflichen sind, die sich also, da die Affin-
normale niemals in die zugehodrige Tangentenebene fillt, in der Form
ansetzen lassen

(134) =+
Das ist in der Tat fiir hinldnglich zu { benachbarte Eiflichen méglich;
denn durch jeden an {§ geniigend nahe gelegenen Punkt geht gerade

1) Vgl. im ersten Band § 99. Auf andre Art bewiesen bei W. Blaschke,
Kreis und Kugel, Leipzig 1916.
20) W. Blaschke, Leipziger Berichte 69 (1917), S. 198.
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eine einzige zu einem benachbarten Punkt von § gehorige Affinnormale,
weil das affine KriimmungsmaB K (§ 61) und die mittlere Affinkriim-
mung H auf einer elliptisch gekriimmten geschlossenen Fliche be-
schrankt und daher beide affinen Kriimmungsradien R, und R, iiberall
von Null verschieden sind. Dabei ist

(185) v=aeg-}be?4...,
wo die Koeffizienten der Potenzreihe nach ¢ Funktionen des Ortes auf
¥ sind.

Der Rauminhalt des Kegels, der den Aufpunkt mit dem Flachen-
stiick @* auf §.* verbindet, das & durch (134) entspricht, hat den Inhalt

(136) Ve =3 [ [ (e *r,*) dut du?.
)

Setzen wir gemiB (134) und (135)

§1* = I1+8(at))1+ (ERE

137
( )_ LYX=1,t+e@y)y+-...
so wird
(138) @*r,*1.%) = (1 L) +
o efalyrizy) + (@), r) + L @ny)f 4
Nun ist

(139) (z: (@Y)y> 1) — (£, (@) £) = (£, 49, )y — (& 49 Lo)o 20 (Y2, o)
Also haben wir, wenn wir noch in (138), (139) (hr,1,) = G'* setzen,
(140) Ver=Ve
-+ —;fj-{3aGl"2 (L, a9, L)y — (L, @Y, Ly)oy At du® ... .
&

Die Integrale iiber die beiden letzten Glieder kann man in ein Integral
lings des Randes R von & verwandeln und erhilt schlieBlich

(141)  Vee=Ve+ effa(;‘/zdul du* 4 %f(g, ay,dg)+....
& %

Wir bemerken, daB
(142) G dutdut =VIN — MR du'du? = dQ

das Element der Affinoberfliche ist. Ferner: Wenn wir Vg berechnen
wollen, so brauchen wir nur die Integrale zu addieren iiber die Teil-
flichen €,,&,,...,©,, in die wir uns  zerlegt denken. Dabei
heben sich die Randintegrale weg, da jedes Randstiick zweimal in
entgegengesetztem Sinn vorkommt, und wir finden

(143) Vg*ZV%—[—Efad.Q—{—
F
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Fithren wir noch schlieBlich die in der Variationsrechnung iibliche
Bezeichnung ein

a
(144) [a; V‘?’*Lzo: sV,
d
(145) a=[2 LO: o,
so wird
(146) oV =[06v.dQ
$

die ,erste Variation des Rauwminhalis“.
Aus (19) ersieht man wegen 1 = f)-d», daB

(147) 0Q=—4[sv-H-a02

und somit °

(148) OV +i6Q=—[1+21H)6vdQ
ki

und die Differentialgleichung von FEuler und Lagrange fiir unsere
Variationsaufgabe
(149) H = konst.
ist. Wir finden:

(I) Die Extremalen des isoperimetrischen Problems der Affinober-
fliche sind die Flichen fester mittlerer Affinkriimmung.

Nun sei §§,, eine extremale Eifliche und §§_, die an der xy-Ebene
gespiegelte Fliche. ., und §§_, denken wir uns wie im vorigen Ab-.
schnitt in je eine ,jobere und ,untere Halfte« zerlegt. Sei

G- %y, z2=32(%9),

(150) ;i

; ' Gy vy, 2= —2(%,9),
ann ist

(151) €, .- %y, 2=—+2z(x,9),

G .. x4y, 2=—2z(x, ¥).
Unter @, verstehen wir die Fliache, die aus den Teilen

1+9 1—-9 _
Gy %, y, 2=+ E-—-z(x, y)"*"*g“'z(xr ¥)s

149

(152) ) -
@0---’5:%2:—-2—'2'(% y)—T'z(x’y)

(I9]

IA

1)

besteht.

Lo, My, Ns, Ly, Mg, Ns sind lineare Funktionen von ©. Daraus
erkennt man jedesmal mittels der Ungleichheit (114) dhnlich wie bei (118),
(119), (120) nacheinander, dab

(153) VIsNs, VINy— Mgt VIgN, — My
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nach oben konvexe Funktionen von ¢ sind. Dasselbe gilt fiir die
gequerten GroBen und daher auch fir

- 4 -
(154) Qy=[(VLsNs — Mg +VLNy — My?)dx dy.
Nun ist aber
L. av. av_
(155) oV = d;‘~0, oV_, = lw‘:O,

weil alle Flichen §s Etkorper mit gleichem Rauminhalt begrenzen.
Wegen

(156) 6V+1—]—16Q+1=O, OV_,+100_, =
ist daher auch

(157) 6Q+1=d9+1

ad

aQ_,
ad

—0, 60, = = 0.

Somit ist Q3= 2, = konst. und wir finden nach § 73

(II) Bei Eiflichen fester mittlerer Affinkriimmung liegen die Mitten
paralleler Sehnen immer in einer Ebene
und

Die einzigen Eiflichen fester mittlerer Affinkriimmung sind die
Ellipsoide.

Einen zweiten Beweis fiir dieses Ergebnis werden wir spiter
(§ 77) erbringen.

§ 75. Bemerkungen und Aufgaben.

1. Uber Affinminimalfiichen. Man kann die Theorie dieser
Flichen und die Formeln des § 68 auch so herleiten, dal man die all-
gemeine Formel fiir die Variation eines Doppelintegrals benutzt. Ist
namlich in leicht verstindlicher Schreibweise

159 [ 2 Eawan

das zu variierende Integral (statt %, v ist hier fiir den Augenblick #', u*
geschrieben), so lauten die Differentialgleichungen von FEuler und
Lagrange so

P
(159) Zauk 9x, +Z§ukaul s 1727‘3 =0

ki oukoul

In unserem Fall der Affinminimalflichen in Asymptotenparametern
((4) in § 68) lassen sich die drei Gleichungen vektoriell zusammenfassen:

(160) L <)+ < 0) + gy PrE =0,

ouov
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Durch eine kleine Umrechnung (§ 52(39), (41)) erhalt man daraus ein-
facher ‘

(161) 2, <) =2 @, =<n=0.

Das ist die fiir manche Zwecke vorteilhafte Form der Differential-
gleichung X, = 0 der Affinminimalfidichen (H. Behnke, 1921).

2. Besondere Affinminimalflichen. Man ermittle fiir die in § 68
durch die Forderung (UWU")Z=0, (BB V”’)3= 0 ausgeschlossene
Flichenklasse die zu (25) entsprechende integrallose Darstellung und
zeige, daB bei diesen Flichen eine oder beide Scharen von Asymptoten-
linien der Bedingung %’ 4 ¢ = 0 (§ 29) geniigen (G. Thomsen, 1923).

3. Konstruktion der auf das Drehparaboloid abwickelbaren Flichen.
Wenn man die Schiebkurven der Schiebfliche von § 68 als Kurven
mit den festen (elementaren) Windungen -+ 1:7, — 1:7 annimmt, so
sind die durch die dort angegebene Konstruktion aus der Schiebfliche
entstehenden Affinminimalflichen zum Drehparaboloid mit dem Para-
meter 2¢7 isometrisch. G. Darboux, Théorie des surfaces 3 (1894),
S. 373.

4. Relative Minimalflichen. Es seien p(u,v) und {)(u, v) zwei
Vektoren, die vom Ursprung nach Punkten hinfilhren, die auf zwei
Flichen (r) und () so beweglich sind, daB zu gleichen Parametern
u, v gehorige Punkte r, 1) parallele Tangentenebenen besitzen. Dann
soll das Integral

(162) 0=[[(hzr,z,)dudv

als die ,Relativoberfliche« der Fliche (x) beziiglich der Eichfliche (p)
bezeichnet werden, in Anlehnung an die Geometrie Minkowskis. Vgl.
Ges. Abhandlungen, Bd. 2, S. 262. Fiir die erste Variation von O
findet man

80 = § (81, dg, )+ [J {0 9ar.) + 0 1,9,)} 8- dudo.
Darin ist 4 durch die Gleichung erklirt

(163) (62’ gu’ g’v) = (t)’ gu’ gv) 6}1'

Die Extremalen des Variationsproblems 60 = 0 fallen mit den von
E. Miiller als ,Relative Minimalflichen* bezeichneten Flichen zusammen
(Monatshefte fiir Math. 31 (1921), S. 3—19). Man zeige, daB sich
die Relativoberfliche einer Relativminimalfliche durch das Randintegral
darstellen 14Bt;

(164) 0=3$@ dr, )
Diese Fliachen sind dadurch gekennzeichnet, daB

fl)xdg und daher fgxdt)
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auf ihnen nicht vom Wege abhingen. W. Blaschke, Jahresbericht der
D. Mathematiker-Vereinigung 81 (1922), S. 41. Vgl hierzu auch 1. Bd,
§ 77 und im Folgenden § 77, S. 214 u.f

5. Minimalhyperflichen nach L. Berwald. Die meisten Betrach-
tungen von § 68 lassen sich auf Hyperflichen im R, , {ibertragen.
An Stelle von (18) tritt dann (Vgl § 65)

(165) 02 = § #do,+ ;1 3§ GFado —20 D [Hs40.

n—1) (n)

Dabei ist G=|G;,| > 0 angenommen; die Integrale $...dw, sind
(n—1)
iiber die (# — 1)-dimensionale Begrenzung des betrachteten Stiickes

der Hyperfliche zu erstrecken. Ferner ist gesetzt

p* o P
oz —= |dut  du® ... du” '
g =4 wnd VG RD D L =y
1 2 n
d,_utd _u. ..d,_ u
wobei unter $* ein willkiirlicher Vektor und unter dut, ..., d, , ulinear

unabhingige Linienelemente der Hyperfliche verstanden sind.

6. L. Berwalds Verallgemeinerung einer Ungleichheit von
A. Winternitz (vgl. § 713 (127)). Zwischen der Affinoberfliche

(166) Q=[V|G|auwtdu® ... du-1

(vgl. § 65) und der gewdhnlichen Oberfliche eines Eikorpers im
n-dimensionalen euklidischen Raum besteht die Ungleichheit

n

(167) Qn+1 <—””—— o",
1-2. 2
oder
n-i
2 2
(168) Qnﬂglg 0%,
299

je nachdem # gerade oder ungerade ist.

7. Ein konvergentes Verfahren. In § 72 auf S. 192 wurde der
»Auswahlsatz fiir Eikorper® aus des Verfassers Biichlein , Kreis und
Kugel“ benutzt. Man beweise ohne dieses Hilfsmittel die in § 72 be-
nétigte Tatsache: Durch wiederholte Symmetrisierungen, wobei die
Symmetrisierungsrichtung stets zu einer Ebene parallel liuft, 148t sich
ein konvergentes Verfahren herleiten, das einen beliebigen Eikorper
in einen Drehkérper iiberfiihrt. Verwandte Probleme in § 99 des ersten
Bandes und in § 27, Aufgabe 13, S. 65 dieses zweiten Bandes.
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8. Zwei Ungleichheiten von L. Berwald fiir Eiflichen. Ist H der
kleinste Wert von H auf einer Eifliche mit der Affinoberfliche O und
dem Rauminhalt ¥V, so bestehen die Beziehungen

(169) 3HV <0, HO<4x.

9. Zu Minkowskis Theorie von ,,Volumen und Oberfliche*, Durch-
laufen die Punkte p,, r, unabhingig zwei Eikérper §,, &,, so durch-
lauft r =4, , + 4, ¢, einen dritten Eikérper &, wenn 1, >0, 4, >0
ist. Man setzt 8 =4, &, + 4, &,- Der Rauminhalt ¥V von & ergibt
sich als kubische Form in 4,, 4,

V(ll’ '12) = Vlll Z’E + 3 V112 l‘;’ 12 + 3 Vl‘.’.‘.’. }‘1 l‘; + V222 lg °

Die V,,, nennt man die gemischien Inhalte der ;. Nach Brunn und
Minkowsk: hat V die Konvexititseigenschaft

a2 N .
(170) WV(I—t,t)/sgo, 0<t<l.
Danach ist
(17) Vi > Vi1 Viges Vie = Vi Vase
und hieraus
(172) V1312 = Vi Vo

Soweit kann man diese Beziehungen mit den Mitteln Minkowskis
(Mathematische Annalen 57) recht einfach begriinden. Der Einzigkeits-
beweis, daB ndmlich nur bei gleichsinnig dhnlicher Lage von &,, &,
die Beziehung

(178) Vi, =V2,V

112 — 7111 7 222
besteht, kann man mittels des Verfahrens von Radon und Winternitz
(§ 27, Aufgabe 20) leichter filhren, als das bei Minkowski geschieht.
In (172) steckt als Sonderfall die isoperimetrische Haupteigen-
schaft der Kugel. Nimmt man nimlich fir &, die Einheitskugel, so
folgt fiir &, die Ungleichheit (32) aus dem 1. Bd., § 99, nimlich

(174) 0 —36aV2>0.

Unbefriedigender liegen die Dinge bei folgendem Ergebnis Min-
kowskis (Mathematische Annalen 57): Gibt man das Gaussische Kriim-
mungsmaB K einer Eifliche & als Funktion der Normalenrichtung
K=K (&,,&,, &), so ist dadurch § bis auf Schiebungen eindeutig
bestimmt und es gibt zu jedem stetigen K (é15 &5, &) > 0, das den
Bedingungen
(175) J‘é do =0

K

geniigt (dw Element der Einheitskugel £ - £2 - £ = 1), Eiflichen §.
Affingeometrisch ausgedriickt: Man kann eine Eifliche bis auf Schie-
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bungen eindeutig aus ihrem Kriimmungsbild bestimmen. Minkowski
fiihrt diese Aufgabe auf ein Variationsproblem zuriick. Das Vorhanden-
sein einer Losung dieses Variationsproblems laft sich leicht mit
Hilfe des Auswahlsatzes fir Eikorper (W.Blaschke, Kreis und Kugel,
Leipzig 1916) einsehen. Aber der Nachweis, daB diese Losung der
Eulerschen Differentialgleichung geniigt, scheint schwer zu sein. Bei
Minkowski werden diese Schwierigkeiten dadurch umgangen, daB er
zuerst eine entsprechende Frage fiir Polyeder 16st und dann beliebige
Eiflichen durch Polyeder annihert, ein Verfahren, das viele Ab-
schitzungen nétig macht. Es wire eine Untersuchung wiinschenswert,
die diesen schénen Satz iiber Eiflichen leichter zuginglich macht.

10. Eine Extremeigenschaft des Ellipsoids. Sei ¥V der Raum-
inhalt eines Eikorpers §, den wir homogen mit Masse erfiillt denken.
Zur Begrenzungsfliche von § suchen wir die Fliache auf, die ihr durch
die Polaritit an der FEinheitskugel entspricht, die den Schwerpunkt
von & zum Mittelpunkt hat. Fir den Rauminhalt J des von der neuen
Flache begrenzten Eikorpers gilt dann die Formel

(176) 7v<(3).

Darin gilt nur dann die Gleichheit, wenn § von einem Ellipsoid be-
grenzt wird. W. Blaschke, Leipziger Berichte 69 (1917) S. 306.

11. Weitere isoperimetrische Aufgaben. Die Fragen 22 von § 27
lassen zwei verschiedene Ubertragungen auf die riumliche Geometrie
zu. Erstens: Ein Eikorper & mit vorgegebenem Rauminhalt soll so
bestimmt werden, daB} alle aus ® durch Schiebung entstehenden Ei-
korper, die einen festen Punkt enthalten, einen moéglichst groBen
(oder moglichst kleinen) Raum bedecken. Zweitens: Mit do bezeich-
nen wir das vekforielle Oberflichenelement (r,><t,) du dv einer Fliche.
Dann soll eine Eifliche {§ gegebenen Inhalts so bestimmt werden,
daB das dreimal iiber die ganze Eifliche erstreckte Integral

(177) J Z%f?;fgf l(dol’ a0y, dvs),

ein Extrem wird.



7. Kapitel.
Besondere Flichen.

Als besondere affine Flichenklassen haben wir bisher die gerad-
linigen Flichen, die Schiebflichen und die Affinminimalflichen kennen
gelernt. Geleitet von den Grundbegriffen der affinen Kriimmungs-
theorie werden wir noch eine beachtenswerte Flichenklasse erkliren
und beschreiben, die Affinsphiren. Dann wenden wir uns einigen
Familien von Fldchen zu, an die gleichzeitig zwei Forderungen ge-
stellt werden, und bestimmen z, B. die geradlinigen Flichen mit fester
Kriimmung und die windschiefen Schiebflichen.

§ 76. Eigentliche Affinsphiren.

Wenn man darauf ausgeht, das Gegenstiick zur Kugel in der
affinen Flichentheorie aufzusuchen, so kann man nach allen Flichen
fragen, deren Affinnormalen durch einen festen Punkt p hindurch-
laufen. Wir wollen diese Flichen als ,eigentliche Affinsphdren be-
zeichnen. In p liegen alle affinen Hauptkriimmungsmittelpunkte der
Flache vereinigt. Falls alle Affinnormalen parallel laufen, also durch
einen ,uneigentlichen Punkt“ hindurchgehen, wollen wir von einer
wuneigentlichen Affinsphdre’ reden. Wir werden im Gegensatz zu
der entsprechenden Frage in der elementaren Flichentheorie finden,
daB die Affinsphdaren noch von willkiirlichen Funktionen abhingen,
daB also nicht etwa die §,, die nach § 40 Affinsphiren sind, diese
Flichenfamilie erschépfen. Spéterhin werden wir z. B. alle wind-
schiefen Affinsphiren ermitteln (§ 80).

Nach der geometrischen Erklirung der Affinkriimmungslinien
(§ 61) ist auf einer (eigentlichen oder uneigentlichen) Affinsphire jede
Kurve Affinkriimmungslinie, also muf3 die quadratische Differential-
form % § 61 (161) identisch verschwinden. Daher ist nach § 60 (152)
und § 61 (160), (161)

) Coo=Air,1=0.

Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 14
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Nach den Integrierbarkeitsbedingungen § 60 (155) ist daher fiir
jede Affinsphire die mittlere Affinkrimmung H fest und zufolge
§ 61 (166)

1 1 1
(2) E=E=§=H=k0nst.
Ist H==0, so ist nach § 61 (156) der Schnittpunkt der Affinnormalen,
in den hier die Hiillfliche der Affinnormalen entartet,

(3) o=r+Ry
ein eigentlicher Punkt. Gleichung (3) sagt wegen R = konst. aus: Die

eigentlichen Affinsphiren sind zu ihrem Kriimmungsbild adhnlich und
ahnlich gelegen. Diese Eigenschaft ist offenbar kennzeichnend.

Ist dagegen H = 0, so folgt wegen (1) aus den Weingartenschen
Gleichungen § 60 (154), daB der Vektor der Affinnormalen fest
und die Fliche eine uneigentliche Affinsphire ist: Wir behandeln
zunichst die eigentlichen Affinsphiren.

In § 41 (53) hatten wir als Affinentfernung eines Punktes § von
der Flichenstelle y den Ausdruck

. (3—1, tu> L)
(4) p~|LN—M“]l/4
eingefilhrt und bemerkt, dal p bei festem 3 dann einen Ruhwert,
d. h. verschwindende Ableitungen hat, wenn 3 auf der Affinnormalen
von r liegt. Wenden wir dies auf den Schnittf;unkt 5 der Affin-
normalen einer Affinsphire an, so finden wir: Alle Stellen einer
eigentlichen Affinsphére haben die Eigenschaft, von einem festen Punkt
dieselbe Affinentfernung zu besitzen. Bei festem p und % ist (4) eine
fir unsere Flichen kennzeichnende Differentialgleichung. Es ist dies
ein hiibsches Gegenstiick zur Erkldarung der Kugel als Ort aller Punkte
gleichen Abstandes vom Kugelmittelpunkt.

Fiir Asymptotenparameter nehmen die Bedingungen (1) die Gestalt
(5) 4,=0, D,=0
an. Daher kann man bei den nicht geradlinigen Affinsphiren die

Parameter %, v auf den Asymptotenlinien so wihlen, daB die kubische
Grundform

w=Adu®+ Ddv®=du® 1 di®
wird. Dazu haben wir nur
w=J A'hdu, v=[ D' dy
zu -setzen, was fiir
J=%+0
immer moglich ist.
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Schreiben wir statt z und v wieder » und v, so ist fiir unsere
Affinsphire
) D =1 1)

A4d=1
(6) J=F"%, F=]J"

und wenn wir noch den Mittelpunkt p der Affinsphdre zum Ursprung
wihlen, so vereinfachen sich die Ableitungsgleichungen § 49 (2) zu
Lu Ly b5 Lu
(1) @) =&, g,=-rFp (B=%& (R—kons)
Als Integrierbarkeitsbedingungen fiir die Gleichungen (7) finden wir
[vgl § 49 (6)] ‘
S — J= H == konst.
oder ausfithrlich geschrieben
1 a%logF 1

Dafiir kénnen wir auch wegen (6)

2 ?log]
(8) F oudv =6(H+])
und in allgemeinen Parametern
9) IAIOg]: G"‘(Iog])iszi(H-}—])l

schreiben. Denn die Gleichung (9) ist invariant und geht durch
Einfilhrung von Asymptotenparametern in (8) iiber.

Aber auch fiir positiv gekriimmte nicht analytische Affinsphiren
gilt diese Gleichung. Man bestitigt dies am bequemsten durch Ein-
fihrung von Parametern #', %%, die in einem Flichenpunkt g, bis
zur 5. Ordnung isotherm (Bd. 1, § 71) beziiglich der quadratischen
Grundform ¢ sind, fiir die mithin die Entwicklungen von &,, und
G,, — G,, in diesem Punkte mit Gliedern 3. Grades in #*, ® beginnen.
Dabei setzen wir also die Existénz isothermer Parameter nicht voraus.
Alsdann wird im Fliachenpunkt r, bis auf Ableitungen 3. Ordnung

Gy =Gy Gy =0

und bis auf Ableitungen 2. Ordnung wegen der Apolarititsbedin-
gungen § 58 (119)

A111 = - Ama ’ A= — Aesz .
Die Gleichungen (1) nehmen die Gestalt:
A111,1 = Asw,e ’ A111,2 = Asm,l

an, Nun bestitigt man durch Ausrechnen mittels der Formel 1. Bd,
§ 49 (138) fiir das KriimmungsmaB einer quadratischen Form und des
Ausdruckes § 58 (120) fiir J, daB

[6¥ (log ])ysJo = o {108 st + (108 T)urus}y = 6 S,
14*
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und daher Gleichung (9) in z, mit dieser sicher richtigen Gleichung
identisch ist.

Die Affinsphiren sind zuerst von G. Tzitzéica unter dem Namen
S-Flichen behandelt worden?).

§ V7. Eiflichen mit geraden Schwerlinien.

Mittels der Formel (9) gelingt es leicht zu zeigen:

Jede eigentlich-affinsphirische Eifliche ist ein Ellipsoid®).

Unter einer Eifliche ist dabei eine durchweg fiinfmal stetig diffe-
renzierbare, iiberall elliptisch gekriimmte (L N — M?® > 0), geschlossene
Fliache verstanden.

Zum Beweis sind einige Betrachtungen tiber Vorzeichen erforderlich.
Zunichst ist immer J> 0, was man etwa daraus ersehen kann, daB
fir den Fall der kanonischen Entwicklung § 41 (49)

9 c o |
ty =50+ %)+ 5> —3x5%)+ ..
nach § 46 (135) die Beziehung
J =%: (c reell)

gilt. Wenn wir andererseits die Flichenparameter #', #* so nor-
mieren, daB
¢ =G, dutdu* >0

fiir unsere elliptisch gekriimmte Fliche positiv-definit ausfillt und die
Wurzel |LN — M? ll/‘ positiv ziehen, so bedeutet §) nach § 40 die
innere Affinnormale, das heiBt die Affinnormale, die auf die Seite
der Tangentenebene weist, auf der die Eifliche liegt. Ferner liegt
der Kriimmungsmittelpunkt p im Innern der Eifliche. Sonst miiBte
es namlich Punkte der Eifliche geben, deren Affinnormale in der
Tangentenebene liegt, was wegen

(U&&)=!LN—M2|I/‘>0
unméglich ist. Also ist R in der Formel (3) positiv.
Daraus werden wir nun folgern, daf} identisch J==0 ist. Sonst
miiBte namlich J die Differentialgleichung (9) erfiillen, und das ist
unmoglich. Wegen R >0 und J >0 ist niamlich die rechte Seite

von (9) iiberall > 0, wihrend andererseits die Funktion J und logJ
auf der Eifliche an einer Stelle r, einen GroBtwert erreichten und

Y G. Tzitzéica: Comptes Rendus, Paris 145 (1907), S. 132—133 und 146 (1908),
S. 165—166, Atti 4. Congresso, Roma (1908) II, S. 304—308, Rendiconti di Pa-
lermo 25 (1908), S. 180—187 und 28 (1909), S. 210—216.

2?) W. Blaschke: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 167 und 70 (1918), S. 27.
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daher bei r, die linke Seite von (9) negativ werden miiite. Denn
wenn eine Funktion f an der Stelle r, einen Gréftwert annimmt,
so ist Af in g, sicher £0. Zunichst miissen in p, die ersten
Ableitungen von f verschwinden und in g, wird

!
622 fulul -2 GIZ wlu2 T Gll fu2u2

Af=Gikf, = -~

Wihlen wir nun etwa die positiv definite Form ¢ so, dafl an der
Stelle p, die Koeffizienten G,, die Werte 1,0, 1 annehmen, so wird
in g,

Gikf;;k = fu'ul _I" fu2u2
und dieser Ausdruck ist, da f einen GroBtwert haben soll, wegen
furir L0, fyeue < 0 wirklich < 0.

J muB also auf unserer Fliche identisch null sein und nach
§42 (78) gibt es zu jedem Punkt der Fliche eine mindestens in
3. Ordnung berithrende Fliche 2. Ordnung. Somit ist nach H. Maschke
(§ 44) die Fliche von 2. Ordnung, wofern sie analytisch ist. Diese
Beschrinkung auf analytische Flichen werden wir spiter (§ 84) noch
beseitigen koénnen.

Bisher ist also gezeigt: Die gesuchten Flichen miissen {, sein.
Da sie auBerdem Eiflichen sind, so bleiben nur die Ellipsoide iibrig und
diese haben wirklich die gewiinschte Eigenschaft, Affinsphéren zu sein.

Nach einem Satz des vorigen Abschnittes konnen wir unser Er-
gebnis so fassen:

Die cinzigen Eiflachen, deven Stellen von einem festen Punkt
die gleiche Affinentfernung haben, sind die Ellipsoide.

Endlich ist nach einer geometrischen Deutung der Affinnormalen
von Fliachen elliptischer Kriimmung, die wir in § 43 gegeben hatten,
auch noch folgende unmittelbar anschauliche Fassung unseres Ergeb-
nisses moglich:

Ein Eikorper mit lauter geradlinigen Schwerlinien wird notwendig
von einem Ellipsoid begrenzt?).

Sind ndmlich die Schwerlinien, das heiBt die Verbindungslinien
der Schwerpunkte paralleler ebener Schnitte des Eikorpers geradlinig,
so folgt aus ihrer statischen Deutung sofort, daB sie alle durch einen
Punkt p des Eikorpers, namlich durch den Schwerpunkt des homogen
mit Masse erfiillten Korpers gehen. Nach der erwihnten Deutung
der Affinnormalen als Tangenten an die Schwerlinien gehen nun sicher
alle Affinnormalen durch den Punkt p und somit kommt die neue
Behauptung auf den bewiesenen Satz zuriick.

Noch eine Bemerkung! Vielleicht lieBe sich zeigen: Jede elliptisch
gekrimmte Fliche mit geraden Schwerlinien ist eine {,, etwa wie
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wir den entsprechenden Satz der ebenen Geometrie in § 7 bewiesen
hatten. Mit anderen Worten: Vielleicht 14Bt sich die Voraussetzung
der geschlossenen konvexen Flache durch die schwichere Forderung
der elliptischen Kriimmung ersetzen. Indessen scheint zur Priifung
dieser Vermutung zumindesten ein erheblicher Aufwand an Rechnung
nétig, und wir wollen uns daher mit der engeren Fassung begniigen.

Beachten wir noch das Verhaltnis des jetzt bewiesenen Einzigkeits-
satzes (die Ellipsoide einzige affinsphirische Eiflichen) zu dem von
§ 74 (die Ellipsoide einzige Eiflichen mit festem H)! Unser jetziger
Satz ist, da fiir eine Affinsphire H = 1: R = konst. ist, in dem friitheren
als Sonderfall enthalten. Aber wir wollen zeigen, daB man umgekehrt
auch aus unserm neuen Satz leicht auf "die Richtigkeit des alten
schlieBen kann.

Dazu benutzen wir die Formel § 59 (137), die sich wegen § 60 (146)
auch so schreiben 14Bt

(10) %Aw:——Hw-1

b

wenn A Beltramis zweiten Differenziator zur quadratischen Grundform
G;,dutdu® bedeutet. Wir haben zu zeigen, daB fiir eine Eifliche
aus H = konst. folgt w = konst. H kann auf einer geschlossenen
Flache §§ nicht identisch verschwinden, denn an der Stelle von §§, wo
w seinen kleinsten Wert annimmt, kann 4w nicht gleich — 2 werden,
sondern ist notwendig > 0. Fiir festes H == 0 ist aber

(11) we= — o &,

wo ¢ einen beliebigen festen Vektor bedeutet, eine auf der ganzen
Eifliche §§ stetige Losung der Differentialgleichung (10). Es ist nim-
lich ¢X = Z eine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung

(12) 34z2—=—HzZ,

denn aus § 59 (134), folgt durch Multiplikation mit G*
A¥=—2HX.

Um zu zeigen, daB (11) die allgemeinste auf ganz §§ stetige Losung
der Gleichung (12) ist, brauchen wir nur zu zeigen, daB Z = cZX die
allgemeinste Losung der homogenen Gleichung (12) ergibt.

Falls dies bewiesen wire, konnten wir in (11) aber auch ohne
weiteres ¢ = 0 setzen, denn das bedeutet nur eine Verlegung des Ur-
sprungs. Damit wire dann unsere Behauptung bewiesen, daB fiir eine
Eifliche aus H = konst. bei geeigneter Wahl des Ursprungs folgt:
w = konst.
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Es kommt also alles darauf an, folgenden Satz zu beweisen, bei
dem wir von der besonderen Annahme H = konst. absehen:

Die einzigen auf einer Eifliche iiberall stetigen Liésungen der
Differentialgleichung

(12) AZ+2HZ=0
haben die Form
Z=1c% (c = konst.).

Wir wollen zeigen, daB diese Behauptung nur eine andre Aus-
drucksweise ist fiir den im ersten Band, § 77 bewiesenen Satz von
der ,Starrheit® der Eiflichen. Zu dem Zweck suchen wir die Ein-
hilllende 3 (#!, #?) der Ebenen

3 X (ul, u®) = Z (u?, u®).
Dann folgt durch Ableitung

1 1

Setzen wir 4 in der Form an

5=X't,+ 29,

so erhalten wir durch skalare Multiplikation mit X, wegen ¥, 1, = — G
und X, 9 =0 (vgl. § 59) die Beziehung

ik

3% = — XiG; = — X,.
Somit ist nach (13)
§=—2'+ Zy.
Daraus folgt unter Beachtung der Ableitungsgleichungen § 59 (134)
= (ZBIi —Zi— 78 A5) 5
Berechnen wir hieraus den Ausdruck r, ><3, — &, >< 3, so finden wir
7 I
L1} —La>¥<f = (ZBl_EZl)& HKiy=—AZ+2HZ)x, =<y,
Demnach stimmt die Differentialgleichung (12) mit folgender Forderung
an 3(u*, u?) tberein (vgl 1. Bd, § 77 (16)):
(14) Iy >y = Ty Xy

Im ersten Band war aber in § 77 gezeigt worden, daB der Ort eines
Punktes 3, der mit einer Eifliche durch (14) verbunden ist, notwendig
auf einen Punkt zusammenschrumpft: 3 = c.

Somit ist wirklich
Z=1cX,

wie behauptet war.
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§ 78. Uneigentliche Affinsphiren.

Die uneigentlichen Affinsphdren gehéren zu den Affinminimal-
flichen (H = 0). Wir kénnen somit die in § 68 entwickelte Inte-
grationstheorie auf den vorliegenden Fall anwenden. Wegen =1,
= konst. haben wir fiir den Vektor X die lineare Gleichung

Xho=1,
die wir durch geeignete Achsenwahl auf die Form
X, =1
bringen kénnen. Wir setzen also etwa
(15) X, =U, 47, X, =U,+T1,, X;=1

und erhalten aus § 68 (22) fiir unsere Fliche die folgende auf die
Asymptotenlinien beziigliche Parameterdarstellung

[%,=V,— Uy,

2

I x‘l:U].— Vl’
(16)
1 =V, U, =V, U1)_1LfU1'dU2 —U,-aU,;
| + [V, v, — V,-dV,.
Setzen wir insbesondere
U,=u, Vo=uv,

U,=U®w, Vi=V(),

so wird einfacher
(17) {x1=v—u, x,=U —TV,

=0V —U)+2(U~V)—ulU +o V.
Damit ist eine integrallose Darstellung der uneigentlichen Affinsphiren
gewonnen. Die Differentialgleichung unserer Flichenklasse 1d8t sich,
wenn man die Flichen in der Form x, = x, (x,, %,) darstellt, so
schreiben

a8) P2 7% (2% ) konst. 0.

0x,2 9 x,” D, 0%,

DaBl man diese Gleichung integrallos auflésen kann, ist schon mehr-
fach bemerkt worden?).

§ 79. Eine Kennzeichnung der Affinsphiren.

. . 1 1 1 . .. .
Ist auf einer Fliche R TR konst., so ist sie eine Affin-
1 R2 R

sphdrve oder eine geradlinige Fliche mit fester Affinkriimmung.
%) Vgl. etwa G. Darboux: Surfaces 3 (1894), S. 273—274; E. Goursat:

Bulletin société mathémat. de France 24 (1896), S. 43—51; G. Scheffers: Math.
Zeitschrift 5 (1919), S. 112—117.
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Nach § 61 (166) ist nimlich C!C3 — C3C] gleich Null oder
fiir Asymptotenparameter
1/1  1\*_ 4,D,
ilm—m) =" =0
Bei analytischen Flichen muB also wenigstens einer der Faktoren
etwa 4 =0 sein. Dann folgt aus H = konst, und den Integrierbar-
keitsbedingungen § 49 (11), falls

]=%:{:O, also A0

ist, auch D, = 0. Die Weingartenschen Gleichungen § 49 (9) nehmen
daher die Gestalt

t)uz_ng’ t)v:_Hgv
an, und es wird, falls H == 0 ist,

=1+ Ry (o fest)
oder, falls H == 0 ist,
) = 1), = konst.

Der Fall J= 0 wird im nichsten Abschnitt besprochen werden. —
Aus dem Beweis folgt, daB auch die Gleichungen (1) S. 209 die Affin-
sphiren kennzeichnen.

§ 80. Windschiefe Flichen.

Eine geradlinige Fliche mit LN — M*®== 0, also eine gerad-
linige Flache, die keine Torse ist, nennt man kurz ,windschief".
Wir wollen jetzt die entwickelte Theorie auf diese besonders einfache
Flichenfamilie anwenden und werden dabei als Asymptotenlinien
u = konst. die geradlinigen Erzeugenden wahlen. v = konst. ist
dann die zweite Schar der im allgemeinen krummlinigen Asymptoten-
linien. Es sei dann etwa M > 0. Aus den Ableitungsformeln § 49 (2)
ersehen wir: Dafiir, da die v-Linien (# = konst.) gerade sind, daB also

(19) guxgv'v:O
wird, ist notwendig und hinreichend, dafl D identisch verschwindet.
Nach § 49 (4) folgt daraus

(20) J=0

und nach § 49 (11)

(21) H =0.

Lings der Erzeugenden ist also H = S [vgl. § 49 (6)] unveranderlich
Nach § 61 (166) ist wegen CIC2Z — C2C}; = %?3 =0

(22) =w=x=H
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also nach § 61 (165)
(23) K=H?

und die Differentialform der affinen Kriimmungslinien entartet zu [vgl.
§ 63 (c2)]
4,

(24) x=— Fdu’.

Die beiden affinen Kriimmungslinien fallen also bei einer nicht affin-
sphérischen Fliche mit ihren geradlinigen Erzeugenden zusammen, und
die von den Affinnormalen umbhiillte Fliche () entartet, da R lings
der Erzeugenden fest, also nach § 61 (157) und (159) d3 = 0 ist, im
allgemeinen in eine Kurve.

Die Ableitungsgleichungen Weingartens § 49 (9) werden zu:
- Av
(20) l:)u = ng —I_ ﬁgv’ t)v = - Hgv’

und da g, lings einer Erzeugenden # = konst. seine Richtung behilt,
so sind die Parameterlinien % = konst. auch auf dem Kriimmungsbild (1))
geradlinig. Nun war G, G, — G, *%= — F?H? [vgl. § 62 (173)]. Das
Kriimmungsbild einer windschiefen Fliche ist also im allgemeinen wieder
windschief, und zwar entsprechen sich die Erzeugenden auf (r) und (f)).
Wir wollen jetzt die windschiefen Flichen mit festem H be-
stimmen. Die erste Gleichung § 49 (11) nimmt die Gestalt an
(26) (4) —o0.

Diese Gleichung ist erfiill, wenn A4, identisch Null ist. Dann
ist unsere Fliche wegen 4, =0, D=0 und daher auch D, =0
eine Affinsphire.

Wir wollen zunichst den allgemeinen Fall A4 9=0 betrachten.
Dann ist 4,: F nach (26) nur von # abhingig und wir kénnen durch
geeignete Wahl des Parameters # erreichen, daB

(27) ad,=F (a = konst.)
wird. Ferner sei zunichst H == 0.

Untersuchen wir nun die vom Kriimmungsmittelpunkt 3 (u) der
Fliache beschriebene Kurve! Es ist wegen (27) und nach den Ab-
leitungsgleichungen (25) und § 49 (2)

(28) 5 =i+ Ry,
, 1R
6 =E?gv’
) g =Rl a4

=L p s r(+ () b+ rE() 0]

nu
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Daraus folgt
« [N/ /] 1
(30) 338" = — R

Die Determinante ist konstant, das heiBt » ist nach § 29 (24) der
Affinlinge unserer Kurve j(u) proportional,

Wegen R & 0 sind die Vektoren 3/, 3” und 3" linear unabhingig;
wir konnen daher den Vektor (r —3) linear homogen durch sie
ausdriicken und finden aus (28), (29) und (30)

Fu ’ ”n
=j—a (?6 +3)
und, wenn wir noch die neuen Parameter

u
u=1u, 7:—0-17

einfithren, so wird
=343 —a3"

Jetzt gelingt es leicht, ausgehend von einer beliebigen unebenen
Kurve (3), die allgemeinsten nicht affinsphérischen windschiefen Flichen
mit festem H 4= 0 aufzubauen. Den Parameter # auf der Kurve j(u)
wihlen wir so, daB die Determinante

(31) 333" )=c+0
einen festen Wert ¢ bekommt und setzen
(32) =3+ 7y +az’ (a = konst. 5= 0).

Wir behaupten:

Durch (32) wird die allgemeinste nicht affinsphirische windschiefe
Fliche ¢ (u,7) mit festem H == 0 dargestells.

Zum Nachweis dieser Behauptung zeigen wir zunidchst, daB die
Affinnormalen von g (u,7) durch 3(u) gehen, Es ist

(33) {guza’—i—r% +a5’
=%

und, wenn wir wegen (31) [vgl. § 29 (28)] die Formel
(34) 31V = kg
ansetzen,

guu —— at*6,+(1 + ak*) 6”_I_ 76"’;
(35) gur i 6,',’

grr =0.

Daraus erhilt man

L = (5,88 = c{a(l +ak*) — "},
(36) M = (r,r.t,,) = ca

N =(r,t.t,,) =0
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Die Division durch
|LN — M2]1/4: [ac]l/s

gibt die Koeffizienten E, F, G der quadratischen Grundform

p=Edu®+2Fdudr+ Gdr* = (Ld“ﬁ]g,dy)du ,
ac
_ {afaky—r}ec __ac —
(37) v E= Iac;‘/s ’ F_Iacil/z’ G=0.
Fiir den Vektor f) der Affinnormalen ist nach § 40 (21)
poi L feen—Fe, oEnoPa)
(38) 2 JEG_F 04\ JEG—F ' 0 JEG—F
__.__1_. . 1 E 73—*—@8”—&'_3
- F gu" gr o F - oF .

Darin liegt, daB die Affinnormalen der Fliche (32) durch 3(u) gehen
und daB

(39) = —gF = —

a’c
ac| e
wird. Somit ist tatsichlich H lings unserer windschiefen Fliche
t (u,7) unveranderlich.
Fir eigentlich affinspharische windschiefe Flichen kann man eine
ahnliche Darstellung angeben. Ist nidmlich

L, 7) =73 +%
eine Affinsphare, so ist, wie wir zeigen wollen,

t*(u,7) =3+75 +3

eine Fliche mit konstantem H von der bisher betrachteten Art. Nach
Voraussetzung gilt nimlich bei geeigneter Wahl des Ursprungs

a-y=rg. (a = konst.)
Ferner ist wegen
(40) EY=Es LT =1,
auch M*=M, L*=1L, und durch eine dhnliche Rechnung wie in
Formel (35) bis (38) findet man h* =1 und daher
(41) ay) = a-y* =y*(u,7) — 3(u),
worin die Behauptung enthalten ist. Daher folgt aus (81), (32), daB
eine eigentliche windschiefe Affinsphire in die Form
(42) t(u,7)=r3-+3%, (333)=konst.+0

gebracht werden kann. Man bestitigt leicht, daB alle Flichen (42)
wirklich Affinsphéiren sind und findet so:
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Durch (42) wird die allgemeinste windschiefe eigentliche Affin-
sphive dargestellt. Die Darstellung (42) ist von J. Radon angegeben

worden*).
Es bleiben jetzt noch die windschiefen Flichen zu ermitteln, auf

denen H identisch verschwindet. Man kann zu ihnen durch Betrach-
tung der Fliche X (u,v) (§ 52) gelangen. Aus D =0 folgt wegen
§52 (42) X, < X,, =0, das heiBt die v-Linien auf ¥ (,v) sind gerad-
linig. Im Falle H =0 ist nach § 68 (21) X =U -+, also X(u,v)
eine Schiebfliche und wegen der Geradlinigkeit der v-Linien ein
Zylinder. Wir konnen deshalb ansetzen

(43) - u={U, U, Uy} L ={0,0,v}

und finden nach § 68 (22)

! 2, =—vU, + f(UzUs’ — U, U,) du,

(44) = U + f(Us U1’ —U, Us’) du,
ley,—  * + [(U,U; - U, U du,
daraus ist t,={—U, +U,,0}.

Daher ist y(u,v) eine windschiefe Fliche mit der Richtebene x, =0,
das heifit: Die Erzeugenden liegen zu der Ebene x, = O parallel.

Betrachten wir jetzt uneigentliche geradlinige Affinsphdren. Auch
hier konnen wir 8 = {0,0,v} setzen. X (u,v) muB nach § 78 eine
Ebene sein. Sei etwa

X,=U,=1.
Setzt man dies in (44) ein und vereinfachen wir
. U,=1u Us =f'(w)

so finden wir

Xy=—v+f,
(45) Xg=uv—uf -+ 2f,

Ko = — U
oder 8
(46) Yo = X; %3 + g(x‘a>

Auf diese einfache Normalform kann man durch eine affine Trans-
formation (mit der Determinante -+ 1) jede windschiefe uneigentliche
Affinsphire bringen.

§ 81. Lies ..

Einige Eigenschaften der Flichen, insbesondere der zuletzt be-
trachteten, konnen wir uns noch besser veranschaulichen, wenn wir
mit 4. Demoulin®) eine 1878 durch S. Li¢®) in die Flichentheorie

) J. Radon: Leipziger Berichte 70 (1918), S. 153.

%) A. Demoulin: Comptes Rendus 147, Paris (1908), S. 493—496, S. 565
bis 568.
%) S. Lie: Gesammelte Abhandlungen 8 (1922), S. 718 (Brief an F. Klein).
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eingefiihrte, jedem Fliachenpunkt zugeordnete Fliche 2. Ordnung heran-
ziehen.

Betrachten wir eine auf ihre Asymptotenlinien bezogene hyper-
bolisch gekriimmte Flidche r(#,v) und auf ihr eine Asymptotenlinie
v =19,. Dann bilden die Geraden durch die Punkte t(u,v,) mit der
Richtung g, (#, v,) eine geradlinige Fliche “. Durch drei benachbarte
Erzeugende von W* ist eine §, bestimmt, die $,* heilen soll. In
dieser Weise ist jedem Flachenpunkt u,, v, eine ,* zugeordnet, und
wenn man in dieser Uberlegung die Parameterlinien vertauscht, auch
eine {,%. Wir wollen nun zunichst die Behauptung von Lie besti-
tigen, daB} diese beiden {, zusammenfallen (,* = $,°).

Wir stellen f8* durch zwei Parameter #,p dar:

Die Asymptoten dieser Fliche lings der Erzeugenden u = u,, die
von dieser Erzeugenden verschieden sind, bilden offenbar eine Schar
von geradlinigen Erzeugenden der $,“ Stellen wir daher die Diffe-

rentialgleichung der zweiten Schar von Asymptotenlinien auf ¢ auf!
Es ist nach § 49 (2) und (9)

_gu =Zu+1’gu":§u+F{)t):

L, =i,

L= (5 FHp)p, + (5 + 2205, + F, 0.
£, = Fy,

przo’

Daraus berechnen sich die Determinanten
(iu f}) zuu) = Fng‘z’ (gu gp iup) = FZ’ @u Z‘p —gpp) = O
und fiir die*gewiinschte Differentialgleichung erhalten wir
FHp*du-+2dp=0.

Somit ergibt sich fiir die §,* mittels der Parameter u, p, ¢ die Dar-
stellung

s=f+a{E+5,22)
FHp®

(47)
=r+p5,+ofn+ Py - 573, )

Wir setzen

(48) B L=%1,+ YL,y

und fithren damit die Fliche begleitende Koordinaten x, vy, z ein. So
haben wir

%= y=(1—%}£1>q)15, z=Fpq.
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Entfernt man aus den drei Gleichfingen p und ¢, so erhilt man fir
die Lie-F,* die einfache Gleichung

(49) H? —2z42Fxy=0.

Diese Gleichung ist in % und » symmetrisch. Vertauscht man also
in unserer Uberlegung # und v, so erhilt man genau dieselbe Gleichung
fiir die % und damit ist der gewiinschte Nachweis erbracht.

An Stelle der Gleichung (49) kann man auch die folgende Para-
meterdarstellung der Liey, treten lassen:

21
HluyF2F’
) T
(50) Y=Hiul2F
. 20u
T Hipy+2F°

X =

Nach ihrer Erkldrung ist die Lie-g, projektiv invariant mit der Fliche
verbunden. Zu affinen Beziehungen aber kommen wir, wenn wir die
affinen Eigenschaften der Lie-§, mit denen der Fliche in Verbindung
bringen. So ist wegen (yr,r,)==F und (49) das Halbachsenprodukt
der Liey, gleich (1: H)*

Ferner sieht man aus (49), da die Lie-§, fir H =0 ein Para-
boloid ist und umgekehrt. Deswegen hatte P. Franck die Affinminimal-
flichen ,paraboloidische Flichen“ genannt.

Fiir den Mittelpunkt 3 der Lie-g, folgt aus (49), wenn H = 0 ist,

. _ 1 _ 2RRy
(51) =0, y=0, = = RLER
und fiir H =0 ist es der uneigentliche Punkt der Geraden x = 0,
y =0, der Affinnormalen. Nennt man die affinen Hauptkrimmungs-

mittelpunkte p, und p,, so ergibt sich fiir das Doppelverhaltnis

Doppelverhiltnis (r, 3, 0,, 0,) = — 1.

Der Mittelpunkt der Lie-j, liegt auf der Affinnormalen wnd wird
durch die affinen Hauptkriimmungsmittelpunkte vom Flichenpunkt
harmonisch getrennt (Demoulin).

Fir den Mittelpunkt 3 der Lie-§, haben wir ferner nach (51)
(52) s=r+3
Durch Ableitung folgt daraus nach § 49 (9)

b= gt + (7).9,

(63) :
l b = ng (H) y.
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Der Mittelpunkt der Lie-, 13t dann und nur dann unbeweglich,
wenn die Fliche ¢ (u,v) eine Affinsphire ist.

Stellen wir noch die Gleichung der Tangentenebene an die vom
Mittelpunkt 3 der Lie-§, im allgemeinen (4, 0, D, = 0) durch-
laufene Flache auf! Wir kénnen den Vektor t zu einem Punkt der
Tangentenebene darstellen in der Form

t=3+a3, +F83%-
Einsetzen der Werte (52), (53) fiir die Vektoren 3, 3,, 3, ergibt
D, 4, 1 1 1
t=1 +:8F2ng+a};TI{'gv+ [§+a(ﬁ)u+ﬂ<ﬁ>v] h.

Durch Ubergang zu den begleitenden Koordinaten x, y, z gemiB (48)
und durch Entfernung der «, § erhilt man als Gleichung der Tan-
gentenebene

(54)

F*H, F*H
D, * 1T

*y+Hz=1.

§ 82. Uber die Einhiillenden der Lie-§,.

Es sollen jetzt einige Ergebnisse iiber die Einhiillenden der zu
einer Fliche gehérigen Lie-§, bewiesen werden, die A. Demoulin®)
1908 mitgeteilt hat. Um die Einhiillende mit méglichst wenig Rech-
nung zu finden, stellen wir zunichst die Bedingungen dafiir auf, daB
ein Punkt 3, dessen begleitende Koordinaten x, y, z beziiglich eines
Flichenpunktes durch die Formeln (48) gegeben sind, ruht. Wir
finden durch Ableitung dieser Formeln fiir 3,, 3, = 0 unter Beriick-
sichtigung der Ableitungsgleichungen § 49 (2) und (9) folgende ,,Ruh-
bedingungen*

F’l ‘D Du
xuz—l—?x—{—Hz, X, = —FY w4
55 A A, F
(55) Y, = —FEX— w5 yv=~1—-f’fy~{—Hz,
7, = —Fy, z2,=—Fux.

Um nun die Hiillflichen der Lie-%,, die zu einer Fliche (u, v) ge-
héren, zu ermitteln, hat man die Gleichung der Lie-{, nach den
Flachenparametern #,v bei festgehaltenen laufenden Koordinaten 3,3, =0
abzuleiten. Das kommt darauf hinaus, daB man die Gleichung (49)
in den begleitenden Koordinaten x, y, z unter Benutzung der Ruhe
bedingungen (55) ableitet. So erhilt man durch Teilableitung nach %

(56) Huz?—2%xz~2Ax"=0

") A. Demoulin: Comptes Rendus, Paris 147 (1908), S. 493—496.
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und durch Teilableitung nach v
D
(57) H—27yz—2Dy*=0.

Jede dieser Gleichungen stellt ein Ebenenpaar vor. Die erste
ein Ebenenpaar durch die y-Achse, die auf der Lie-$, liegt, schneidet
im ibrigen aus der Lie-{, ein Geradenpaar aus, das im Falle H, 4= 0
in der Parameterdarstellung (50) durch die Werte

4, (4, \t, 24
(58) M,2 = FH, * V(FH,,) + H,
bei veranderlichem A gegeben wird. Entsprechend schneidet das andere

Ebenenpaar durch die x-Achse die Lie-§, fir H 40 iiberdies in
den Geraden

D, D, \*, 2D
(59) b=y, V(ﬁz‘) T
AuBer im Flichenpunkt p selbst beriihrt die Lie-3, das Hiillgebilde
also in den vier Punkten des windschiefen Vierecks mit den Ecken
Ay g5 Aps pos Aoy fhy; gy py (Fig. 39). Wir bemerkten schon, dal die
Lie-$5, mit der Flache g (u, v) nicht nur affin, sondern sogar projektiv
invariant verbunden ist. Das gefundene
windschiefe Viereck Demoulins ist da- ©?
her ebenfalls projektiv invariant mit
jedem Punkt unserer Fliche verkniipft. /L/ZJ
Die Geraden 4 =1, , schneiden die
x-Achse in den Punkten u =0,

]'1,2
X 0= > y=0, z=0

mit dem Mittelpunkt

D, ¢
(60) %= g y=0, z2=0. Fig. 39.

Ebenso findet sich fiir den Mittelpunkt der von den Geraden u =y, ,
auf der y-Achse bestimmten Strecke: '

4

(61) £=0,  y=gg

z2=0.
Diese beiden Punkte (60) und (61) liegen auch auf der Tangenten-
ebene (54) der Mittelpunktfiiche 3(u,v) der Lie-,.

Nur im Falle H = konst. fillt stets eine der Ecken von Demoulins
Viereck auf die Affinnormale. Von den sonstigen Sonderfillen ware
besonders der zu beachten, wo das Viereck stets zu einem Punkt f
zusammenschrumpft (1, = 4,, u, = u,), was fiir

(62) A?+4+2F*AH,=0, D?-+2F'DH, =0

Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 15



226 Besondere Flichen.

eintritt. Die Lie-, der Fliche (r) ist dann gleichzeitig Lie-§, im
entsprechenden Punkt der Fliche (), wie Demoulin bemerkt hat. In-
dessen gehort diese Untersuchung mehr in die projektive Flichen-
theorie.

Ubrigens findet man mittels der Ruhbedingungen auch sofort die
Berithrungspunkte der Ebenen x =0 und y =0 mit den umbhiillten
Flachen; ndamlich

D, 1
(63) x:O, y:'-‘ﬁﬁ, Z:E
und
4, 1
(64) x=>—ﬁﬁ, y:O, Z:Eo

Diese beiden Punkte fallen dann und nur dann mit dem Mittelpunkt
=0, y=0,z="1:H der Lie-§, zusammen, wenn A = D, =0, die
Fliche also eine Affinsphire ist.

§ 83. Die Lie-§, bei windschiefen Flichen.

Bei den windschiefen Flachen (D =0, H, = 0, vgl. (19) und (21)),
fallen alle zu derselben Erzeugenden der Fliche gehérigen Lie-,
zusammen. Das kann man ohne Rechnung aus der Konstruktion der
Lie-§, in § 81 entnehmen. Die Lie-@, ist ndmlich nichts anderes
als die @, durch drei benachbarte Erzeugende unserer windschiefen
Fliche. Der Mittelpunkt (52) der Lie-, fallt mit dem affinen
Kriimmungsmittelpunkt zusammen.

Vier benachbarte Erzeugende unserer windschiefen Fliche haben
im allgemeinen zwei gemeinsame Transversalen, zwei vierpunktig
unsere Fliche beriihrende Tangenten, die wir ,,Ruhfangenten der
Fliche nennen wollen. Sie treffen die Erzeugenden in den sogenannten
,Wendeknoten“ (,flecnode“) A. Cayleys®). Zwei benachbarte Lie-,
haben offenbar zwei Ruhtangenten gemeinsam. Sie gehoéren also
dem Umbhiillungsgebilde der Lie-J, an. Ist die Lie-§, durch die
Parameterdarstellung (50) gegeben, so entsprechen die beiden Ruh-
tangenten nach (58) den Parameterwerten

A, 4, \¥, 24
(58) M1 =g T ‘/<FH_,,> + &7
Sie beschreiben im allgemeinen zwei mit unserer windschiefen Fliche

projektiv-invariant verbundene geradlinige Flichen, die zuerst von
A. Voss untersucht worden sind?).

8 A. Cayley: Mathematical Papers 2, S.29 und E. J. Wilczynski: Projec-
tive Differential Geometry of curves and ruled surfaces, Leipzig 1906, S. 150.
%) A. Voss: Mathematische Annalen 8 (1875), S. 54—135.
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Der Mittelpunkt

(61) % =0, 4

y=pmm, =0

der Strecke, die von den beiden Ruhtangenten auf der Erzeugenden
% =0, z =0 ausgeschnitten wird, liegt gleichzeitig auf der Tangente
an die Kurve 3(u), die der Mittelpunkt der Lie-{, beschreibt, denn

nach (52) und (53) ist
H 4,
(65) 6+E6u=€+fé}{;€v'
Bestimmen wir noch die von den Asymptotenebenen x = 0 un-

serer windschiefen Fliche umbhiillte Kurve (p)! Man findet durch
zweimalige Ableitung aus

(66) %=0

unter Beachtung der Ruhbedingungen (55)
(a) Tu g Hze— —1,

(67)

F, Fo\2 H\ __F,

R A Y
(66) und (67a) ergeben zusammen die Tangente x =0, z=R=1:H
an die Kurve (p), auf welcher der Mittelpunkt (x =0, y =0, z=R)
der Lie-, gelegen ist. Beachten wir noch (67b), so finden sich fiir
die begleitenden Koordinaten von (), falls H &= 0 ist, die Werte
(68) x=0, yz—l—;l, z=R.
Die Punkte p und 3 faller also dann und nur dann zusammen, wenn
R = 1: H liangs unserer windschiefen Flache fest bleibt.

Bei festem H und der Normierung (27) bekommt die Gleichung (56)
zur Bestimmung der Einhiillenden der Lie-$, die Form

(69) (E+4x)x=0
und wir erhalten fiir die Ruhtangenten in (50) die Parameterwerte

(70) My =00, Uy = —ad.

Die dem ersten Parameterwert entsprechende Erzeugende (x =0,
z=2R) der Lie-§, lauft zur Erzeugenden (x =0, z=0) unserer
windschiefen Fliche parallel. Umgekehrt haben nach (58) auch nur
die windschiefen Flachen mit festem H eine Schar von Ruhtangenten,
die der zugehorigen Flichenerzeugenden parallel laufen. Daraus kann
man leicht schlieBen:

Die windschiefen Flichen, die in (32) zwei entgegengesetzien Werten
der Konstanten a entsprechen, bestehen jede aus Ruhtangenten der

anderen.
15%
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Die zweite Ruhtangente
z-+-Ax=0, A’Hx+2Fy=—24
schneidet die Erzeugenden x =0, z=0 in

x=0, yz—%, z2=0.

Bei windschiefen Affinsphéren (4, = 0) fallen nach (49) und (56) die
beiden Ruhtangenten in die zur Erzeugenden (x = 0, z == 0) parallele
Gerade x = 0, z = 2 R zusammen.

SchlieBlich iibersiecht man sogleich, daB bei den windschiefen
Flichen mit Richtebene H = 0 ist; denn die durch drei zu einer
festen Ebene benachbarte Erzeugende bestimmte Lie-J, ist ein Para-
boloid, die Fliche also eine ,,paraboloidische® eine Affinminimalfliche.

§ 84. Die ¥, Lies und der Satz Maschkes.

In § 44 hatten wir den Satz von Maschke bewiesen, der besagt:
Eine analytische Fliche, die an jeder Stelle von einer &, in 8. Ord-
nung berithrt wird, ist selbst eine {,. Hierfiir wollen wir jetzt einen
neuen Beweis erbringen, der den Vorteil hat, daf man die Flichen
nicht als analytisch, sondern nur als geniigend oft differenzierbar an-
zunehmen braucht.

Wenn wir die Torsen (L N — M?* = 0) von vornherein von unsrer
Betrachtung ausschlieBen — fiir diese 1aBt sich namlich der Satz
ziemlich einfach bestitigen —, so konnen wir unsrer Behauptung auch
die folgende von G. Pick stammende'®) Fassung geben:

Die einzigen Flichen, auf denen die kubische Grundform identisch
verschwindet, sind die ,-

Dafl auf einer §, die kubische Grundform identisch Null ist,
kann man durch eine kleine Rechnung nachpriifen. Wenn sich aber
eine Fliche mit einer {, an einer Stelle in 3. Ordnung beriihrt, so
miissen dort die Koeffizienten der kubischen Form der Fliche, die
ja nur von Ableitungen bis zur 3. Ordnung abhingen, mit denen der
&, lbereinstimmen, also ebenfalls alle gleich Null sein.

Zum Beweis des Satzes von Maschke und Pick genligt es zu zeigen:
Sind alle A4;,, =0, so fallen die Lie-, in den verschiedenen Flichen-
punkten alle miteinander zusammen. Um das einzusehen, wollen wir
einige Formeln der letzten Abschnitte (§ 81 und 82) auf beliebige
Flachenparameter umschreiben. Ausgehend von der betrachteten

Fliache g (u', u?) stellen wir einen beliebigen Punkt [vgl. (48)] in der
Form dar

(71) j—r=r5X+yZ,

19) G. Pick: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 130.
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bezeichnen also jetzt die begleitenden Koordinaten mit X!, X2 Z.
Dann nimmt die Formel (49) fiir die Lie-{, die folgende symme-
trische Gestalt an
(72) HZ?—-274 G, X' X*=0,
und wir werden uns die Lie-§, in diesem Abschnitt durch diese
Formel (72) erklirt denken.

Dafiir, daB der Punkt  im Raum festliegt, gewinnen wir aus (71)
unter Benutzung der Ableitungsgleichungen § 59 (187) durch ko-
variantes Differenzieren die Ruhbedingungen [vgl. (55)]

— X} =Gl+ 4L X +BlZ,
- Zr = G'irXier'

Wenn wir gleich hier unsere Annahme A4,,,= 0 zur Geltung bringen,

so haben wir nach der zweiten Formel § 60 (152) C;, = 0 und somit

(73)

nach der ersten B, = — H G;,- Demnach vereinfachen sich unsere
Ruhbedingungen so
(74) —X!=Gl1 —HZ), —Z —X,.

Leiten wir jetzt die Gleichung (72) der Lie-g, unter Benutzung dieser
Ruhbedingungen nach #" ab und beachten wir dabei, dal wegen
C;; =0 und § 60 (155) H, =0, also H fest ist, so hebt sich alles
weg. Es bleibt also jeder Punkt der Lie-§, in Ruhe, w.z b. w.

§ 85. Schiebflichen.

Bisher sahen wir uns bei der Bestimmung besonderer Flachen
immer vor die Aufgabe gestellt, bekannte Differentialgleichungen zu
integrieren. Wenn wir besondere Schiebflichen aufsuchen wollen,
haben wir gerade das Umgekehrte zu tun: eine Differentialgleichung
aufzustellen, deren Losungen gegeben sind. Denn wenn wir mit Hilfe
der expliziten Darstellung der Schiebflichen

£(s:0) =1, (s) + 25 ()
etwa alle windschiefen Schiebflichen bestimmen wollen, so werden
wir auf verwickelte Funktionalgleichungen gefithrt, deren Behandlung
aussichtslos erscheint.

Die Differentialgleichungen der Schiebflichen ergeben sich in
Gestalt eines Systems von zwei simultanen Differentialgleichungen
5. Ordnung, und zwar in folgender Weise!?).

Lassen sich zwei Kurvenscharen auf einem Flachenstiick als Para-
meterkurven #! = konst,, #? = konst. einfilhren, so wollen wir die
beiden Kurvenscharen zusammen ein ,Kurvennetz nennen. Jede
quadratische Differentialform

T, dutdu® =0 (T, =T,

) K. Reidemeister: Hamburger Abhandlungen 1 (1922), S. 127—138.
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hat als Nullinien ein Kurvennetz, wenn T, T,, — Tig nicht identisch
verschwindet, und umgekehrt entspricht jedem Kurvennetz eine bis
auf einen skalaren Faktor bestimmte Differentialform mit nicht ver-
schwindender Determinante.

LaBt sich also eine Fliche r(u', u®) bei geeigneter Parameterwahl

£ 0)=12()+2z0
schreiben, so gibt es auf ihr eine Differentialform
(75) 1=1T,, dutduk,
welche die Schiebkurven g, (s) + 1, (¢,) und g, (s,) -+ £,(¢) zu Nullinien
hat. Bedeutet A4* den zweiten Differenziator Belframis beziiglich 7,
ist also (21, IV)

A*p = ! { (TH L' — T ?,1,') + (Z;»z};f - f—ﬁa&i) 1
\/Tn Tz-z - T122 \/ Tn T22 - T122 Uz \/Tu T22 - sz Uy J

so muB

A*r=20
sein. Denn fiir die Nullinien von 7 als Parameterkurven wird

2
¥y —
4 &= _:ZTI; Lo = 0.
Wenn umgekehrt eine Differentialform z auf der Fliche vorhanden
ist, deren zweiter Differenziator auf r angewandt Null ergibt, so
brauchen wir nur die Nullinien von ¢ als Parameterkurven einzufiihren,
um y als Schiebfliche zu erkennen.

Die Formen ¢ und z sind apolar zueinander, das heiBt es ist
(76) T,,G% =0,
was man fir die Losungen von 7 = 0 als Parameterkurven (T,, = T,,
=0, G,, =0) bestitigt.

Fiir Asymptotenparameter u,v (G;; =0, Gy =0, G, = F > 0)
muB alsa T,, = 0 sein und wir kénnen sagen: Die auf Asymptoten-
parameter u, v bezogene Fliche f(u, v) ist dann und nur dann eine
Schiebfliche, wenn es zwei Funktionen T, (»,v) und T, (u,v) gibt,
fiir die

T 1 gu T . gu
( ) (\/ Tn Tye/v \/ Tu Tzz u
oder zwei Funktionen % (u,v), y(u,v), fir die
(78) xy=1, (¥r,),+ @), =0

ist. Mittels der Gleichungen § 49 (2) finden wir durch Ausdifferen-

zieren von (78), daB als Koeffizienten von r, und g,
(xF),+yA=0, (yF),+xD=0

sein miissen. Setzen wir weiter:

(79) x = (xF)?, y=(yF)?,
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so finden wir als notwendige und hinreichende Bedingungen fiir Schieb-
flichen, daBl die Gleichungen

(80) x,= —2AF, y,= — 2DF, xy = F*
integrierbar sind. — Diese Bedingung versagt nur fiir Zylinder.

Als erste Integrierbarkeitsbedingung ergibt sich durch zweifache

Berechnung von %,
7 D\ 24D A

(81) D(x,y)= (-ﬁ",q,x ~ 2 <‘F7 — (g F)uv> L (ﬁ)uy = 0.
Die Gleichungen (80) besitzen ja natiirlich im allgemeinen nur singu-
lare Losungen (denn jeder Loésung entspricht eine Form z) und es
fragt sich, wann dies der Fall ist. Setzen wir x-®(x, y) = D, (%),
y-D(x,y) = D,(y), indem wir jedesmal xy durch F* ersetzen, so folgt
durch Differenzieren, daB fiir Losungen %,y von (80) auch die Glei-
chungen

0®, | 00, 90, 99,
(82) g]l (x) = *é;* "5)}" x,” = 50 — FP” 2AF — O,
, 00, | 00, 08, 09,
Vo) =G0 T %55 %= 55 — 3, 2DF=0

erfilllt sein miissen. ¥, (x)=0 und ¥,(y) =0 sind wieder quadra-
tische Gleichungen in x oder y, die man durch Multiplikation mit 4
oder x leicht in lineare Gleichungen in x und y

(83) Y (x)-y =¥ (x,9), ¥ (y) 2= ¥y (x,9)

verwandeln kann.

Die drei Geraden der x,y-Ebene ¢ =0, ¥, =0, ¥%,=0
und die Hyperbel xy = F* miissen also durch ein und denselben
Punkt gehen. Setzen wir demnach die Wurzeln %y o VOR D, (x) und die

entsprechenden Werte Y19 in ¥, und ¥,, ein, so mul
(84) Y, (%,9)=0, Yoo (%55 yi) =0
fiir 4 =1 oder ¢ =2 erfillt sein.
Ist andererseits dies der Fall, so gibt es einen Punkt x, y auf

xy = F4, fir den sowohl @, (x)=0 wie ¥, (x)=0, D,(y)=0 wie

¥, (y) = 0 erfiillt ist. Dann folgen durch Differenzieren von @, nach

v und von @, nach » die Gleichungen (82) und daraus, falls
20, 00,
Ers + 0, By F0
ist, die Gleichungen (80).
Ist dagegen 9@, :0x =0, so hat Gleichung (81) zwei zusammen-

fallende Wurzeln %, = x, und ihre Diskriminante 4 ist gleich Null.
Dann ist auch y, =y, und

D, (x) = (312 (%), D, (y) = 522 (¥)-
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An Stelle von (82) treten die Gleichungen

- 0@, , 09 a0, 09,
(85) V)= =% — o 2AF =0
85 T L
T YT S T T Y B
Vo= 30+ 5 =5, — 5, 2DF=0.

Als Integrierbarkeitsbedingungen erhalten wir, daf3 die Determinanten

A1 und A aus den Koeffizienten von @ T und 45 ?[/d ver-
schwinden.

Ist nun wirklich die Determinante 4 von (81) und 211, 32 gleich
Null, so folgt wieder, daB die Gleichungen

B,(0)—0, B,0)=0; FH=0, TE)=0

fir einen Punkt x, y erfilllt sind und daraus durch Differenzieren
wieder die Gleichungen (85). Es ist

(80 (=@, G-,

Falls beide Ausdriicke von Null verschieden sind, erfiillen x, y mit
den Gleichungen (85) auch die Gleichungen (80). Ist dagegen etwa

D
ﬁ?sl, =0

so folgt aus dem Verschwinden von A4
AD
g F)y,

und daraus wegen (81) und y =0

.-

das heiBt die Gleichungen (80) sind integrierbar.
Wir haben also gefunden:

Je nachdem die Diskviminante A der Gleichung (81) von Null ver-
schieden oder gleich Null ist, sind die Gleichungen (81) und (84) oder
die Gleichungen (81) und (85) die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen dafiir, daf t(u,v) eine Schiebfliche ist.

Man sieht nun sofort, daB wirklich im allgemeinen durch ein
Flichenelement 4. Ordnung Schiebflichen hindurchgehen. Denn die
Gleichungen (85) und die Integrierbarkeitsbedingungen § 49 (11) konnen
z. B. bei beliebig bis zur 3. Ordnung bestimmten F (u,v) und beliebig
bis zur 1. Ordnung bestimmten A4 und D als Bedingungsgleichungen
fir die zweiten Ableitungen von A4 und D aufgefaBt werden.

Es sei nur erwidhnt, daB sich aus unserem Ansatz auch Differen-
tialgleichungen fiir die Flichen ergeben, die auf zwei Arten, und fiir
solche, die auf drei oder mehr Arten Schiebflichen sind (§ 37), das heiB3t
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fiir die es entsprechend zwei oder mehr quadratische Formen 7 gibt.
Fir die ersteren ist notwendig und hinreichend, dafl die Geraden
$=0, ¥,,=0, ¥,,=0 der x,y-Ebene zusammenfallen; fiir die
letzteren, daB die Koeffizienten von @ samtlich gleich Null sind.

§ 86. Bestimmung der windschiefen Schiebflichen®).

Mit Hilfe der gewonnenen Kennzeichnung der Schiebflichen lassen
sich alle analytischen windschiefen Schiebflichen bestimmen.

_Die Differentialgleichung der windschiefen Flichen ist bekannt-
lich (§ 80)
AD
J="F=0.

Sei etwa D =0, so folgt aus (80)
F* F*
_o, P (B~ _aur.
(87) 5, =0,  a=oo, [ M)y 2
Die Integrierbarkeitsbedingungen § 49 (11) nehmen hier wegen § 49 (6)
die Gestalt an

S =0,

v

(88) g . 1 (A,,>

F

v T F :
v

S ist also eine Funktion von # allein. Die Gleichung § 49 (5) oder

(89) — - (log F),, = S (u)

konnen wir aber leicht allgemein integrieren. Es ist ndmlich die
sogenannte Differentialgleichung Liouvilles*®), und, falls S(u) nicht
identisch gleich Null ist,
F— —2U (u) V' (v)

S) [U@w) + V)]
die allgemeine Lésung, wenn U (») und V (v) willkiirliche Funktionen
und U’, V' die Ableitungen nach # bzw. » bedeuten. Wir denken
uns nun die Parameter so normiert, daB U(y)=u und V(»)=v
und daher

_ S*(u)
(u —+v)*

wird, wobei S*(u)= — 5—(217) ist.

Diesen Wert setzen wir in (87) ein. Sei
1
%k
V)= —,
y*(v) y (@)
%) Dieser Abschnitt und die drei folgenden riihren im wesentlichen von

K. Reidemeister her.
1) Vgl. z. B. C. Jordan: Cours d’analyse (1887) III, Kap. 8, Nr. 277.
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dann wird
45%3 (u)y*(©)
e
Die Punkte mogen die Glieder mit hoheren Potenzen von (# 4 ») an-
deuten. Daraus folgt
1(4,\  6-28 S*(u)y*(v)
f(?)v— (u-Fv)® ERRUEREE
Setzen wir diesen Wert in (88) ein, multiplizieren mit (u +- ) und
setzen dann (# -+ v)=0, so folgt

S*(w)-y*(= 0 =0,
und da y*(v) sowie S*(u) sicher von Null verschieden sein miissen,
so folgt, daBl die Annahme S(%)==0 zu verwerfen und iiberall

A:

S(u)=0
sein muB. Dann folgt aber aus (89)
F=U(u)V(v),

wo U(u) und V(v) wieder willkiirliche Funktionen bedeuten, und die
Parameter lassen sich so normieren, da F =1 wird. Aus (88) folgt
dann A = 0 und aus der Gleichung (81) folgt hier, weil D =0 und
(log F),, =0, sofort 4, =0, also ist

A=av+b.
Unsere Flichen miissen also nach der Bemerkung am SchluB des
vorigen Abschnittes auf mehr als zwei Weisen Schiebflichen sein.

Fiir die gefundenen A und F lassen sich aber die Gleichungen
§ 49 (2) leicht integrieren. Setzen wir die geradlinige Fliche in

der Form an \
L (u,v) = 5% (u) + A (u, v) 1,*(u) -

A(u,v) sei so gewihlt, daB die Kurven v = konst. Asymptotenlinien
werden. Dann muB

gvv:lvvg‘z*zo’ lz(p(%)+DW(M)
sein.  Das heit wir konnen g (u,v)=1¢,(u) -+ v-r,(«) setzen und
finden
(90) v =14 —|-"v§2 =(av +0)1,,

5" =bt,, L =ag,, 5,V =ar”,
und, falls b &£ 0 ist,

1 I/ '’
Mz_b'z(&’&,gl") =1.

Der Vergleich dieser Gleichung mit § 29 (24) zeigt, daB fir b &= 0 die
Losungen gewundene Kurven sind und der Parameter ¢ zu ihrer
Affinlinge proportional ist. Der Vergleich von (90) und § 29 (28) zeigt,
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daB die Kurven feste Affinkriimmung und verschwindende Affinwindung
haben, also kubische Parabeln [§ 31 (88)], gewohnliche [§ 31 (85)] oder
hyperbolische [§ 31 (86)] Schraubenlinien sind.

Bedeutet r, einen der Vektoren § 31 (85, 86, 88), so bestitigt
man leicht, daB

) +vy” @4 n(—wtvn"(—w
2

bei festem v die x,-Achse durchliuft, und da die Kurven nach § 32

zu den W-Kurven von S. Lie und F. Klein gehoren, muB das Ent-

sprechende fiir alle Geraden der Fliche gelten. Die Flachen g, 4 vg,”

sind also die Sehnenmittenflichen der Kurven pr, 4 vz,” (v = konst.).
Ist b =0, so findet man als Losungen von (90) wegen

M= (1:'1’22 gz') :i: 0

fir g = &?

(91) r;={cu,0,0}, L, = {0, cos ku, sinku}
und fiir ¢/ = — &2

(92) L, ={cu,0,0}, L, ={0,chku,shku},

wo ch und sh Hyperbelfunktionen bedeuten und c¢==0 eine Kon-
stante ist.

Die durch (91) und (92) bestimmten geradlinigen Flichen stimmen
mit den Sehnenmittenflichen der Kurven § 31 (85) und § 31 (86)
iberein.

Fiir ¢ == 0 und b= 0 verschwindet die kubische Differentialform
identisch und g (u,v) wird nach dem Satz von Maschke (§ 44, §84)
eine @, und zwar wegen S=H =0 ein elliptisches oder hyper-
bolisches Paraboloid. Ihre Schiebkurven sind ebene Parabeln. Die

Flache (u )
g(u,v):i—;, veosku, vsmku}

erkennt man als , Wendelfliche“. Die Sehnenmittenfliche der ku-
bischen Parabel ist Cayleys windschiefe Fliche 3. Ovdnung

%>+ 3%, %4, —2x,=0.
Wenn wir die Vektoren r,” und gz,” als Haupt- und Binormalen-
Vektoren der Kurve g, (#) bezeichnen, so kénnen wir unser Ergebnis
folgendermaBen zusammenfassen:

Die windschiefen Schiebflichen sind die Sehnenmitienflichen der
gewundenen Kurven fester Affinkviimmung und verschwindender Affin-
windung und das elliptische und hyperbolische Paraboloid. Sie lassen
sich alle auf unendlich viele Arten als Schiebflichen erzeugen. Die
ersteren sind Sehnenmittenflichen threr gewundenen Asymptotenlinien.
Die Geradenschar wird von den Affinhauptnormalen der Asymptoten-
linien gebildet. Die Affinnormalen der Fliche fallen mit den Affin-
binormalen der Asymptotenlinien zusammen.
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§ 87. Die affinsphirischen Schiebflichen.

Im vorigen Abschnitt haben wir drei affinsphérische Schiebflichen
kennengelernt, nimlich die beiden Paraboloide und die windschiefe
Fliche Cayleys. Wir wollen nunmehr zeigen:

Es gibt keine eigentlich affinsphirischen Schiebflichen (K. Reide-
meister). Die uneigentlich affinsphdrischen Schiebflichen haben, abge-
sehen von den beiden Paraboloiden die Gestalt (E. Artin)

(93) £=1; )+ 1, (v),

wo (1 + o) u?, (1 —a)o®,

(98) L= u?, L= v*,
(1—c)u; 1+ea)v.

Es sei namlich J 4= 0, dann kénnen wir nach (6) auf der Affin-
sphidre solche Asymptotenparameter wahlen, daB 4 =D =1 wird.
Alsdann muB F der Differentialgleichung (9)

9) S—J= —%(logF)w—ﬁlng=konst.

geniigen. Wir miissen untersuchen, ob sich zwei Funktionen x, y aus
(94) x,=—2F, y,= —2F, xy=F*
bestimmen lassen.

Die erste Integrierbarkeitsbedingung (81) sieht hier so aus

(e (Bt (2) 7

oder, wenn wir (9) beachten und H = 3 H* setzen,
Fx+2F(Q1+H*F)4F, y=0.
Wegen xy = F* ist auch
95) F x*+2F(Q1+H*F)x++F, F*=0,
F,v"+2F*1+4+H*F%)y+4 F F*=0.
Hierin ist im allgemeinen

F,0, F,+0.

Denn wire etwa identisch F, = 0, so folgte aus (9)

1 +FH=0,
also auch F, = 0 und daher aus (94)
(96) F*(1-+ H*F% =0.

Das gibt einen Widerspruch, sowohl fir H = 0 als auch fiir H==0.
Als zusammengehorige Losungen findet man daher

%OZP%«~@+WTﬂiﬂL+mFW~QQL

2

(97)

Yy o= F'o-{— (1 + H*F) F V{1 - B*FF — F,F,}.
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Durch Differentiation der Gleichungen (95) nach v bzw. # unter Be-

achtung von (9) folgt
F,,—=—{—10H*F'F,y, , — F*[FF,, + 4F,F,— 4(1-- H* F?)]},
Y10

LY

F’U

v

— - {— 10H*F'F,x, ,— F}[FF,, + 4F,F,— 4(1-+H*F)]}.
#1,2

2

Durch Erweiterung mit #3 ,

F,,= z{— 10H*FF,5, ,—[FF,,+4F,F,—4(1+-H*F%)]x} },

wu
1

F = Fa{ - 10H*F5Fv3’1, 9 [FF -4 4Fqu;—4(1 +H*F3)]y;3,2},

VU uv

oder 4% , ergibt sich ferner
(98)

wozu noch durch Umformung von (9)

(99) F, —3{F,F,— F*H — 1}
kommt.

Um zu entscheiden, ob es affinsphirische Schiebflichen mit J =0
gibt, miissen wir nun untersuchen, wann diese Gleichungen (98), (99)
integrierbar sind. Die Berechnung der Integrierbarkeitsbedingungen ist
offenbar recht umstindlich. Aber wir kénnen uns die Arbeit wesent-
lich erleichtern. Wir setzen

(100) F,F =Z.
Beachten wir die Gleichungen (97) und (98), so erkennt man, daB
FuuF'v2 = ¢1(F>Z) e @11 + (15121/2,

(101) Fo =%(E2), _
}vvFu2: (p1(F7 Z): (pn* @121/11,

4=(1-+H*F)?—F,F,
ist, und findet daher durch doppelte Berechnung von F,,,und F, . als
Integrierbarkeitsbedingungen, daB zwei Polynome in F und Z gleich

Null sein miissen:
(102) V(F2)=0, %(E2)=0.
¥, und ¥, verschwinden nicht identisch. Man bestitigt das leicht
fir H = 0 durch Berechnung von
P (F,2)
zZ—1
fir Z—1.
Haben ¥, und ¥, keinen gemeinsamen Teiler, so folgt aus (102)
F = konst. und damit wie vorher wegen (96) und (99) ein Wider-
spruch: Die Gleichungen (98) und (99) wiren in der Tat unvereinbar.
Haben dagegen ¥, und ¥, einen gemeinsamen Teiler Y (F 2),
in welchem Z vorkommt, so folgt durch Differenzieren von

¥ (F, Z)=0
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nach # und v unter Benutzung von (99)

Fuu Z:'u2 = F’v’v Fu?‘ 4

also muB in (101)
b,V4=0
sein. Sowohl die Annahme 4 =0 als auch @, , =0 fiihrt aber fiir H <=0

auf einen Widerspruch, wenn wir F,, und F,  aus den letzteren Gleichungen
berechnen und die Werte mit den durch (101) bestimmten vergleichen.

Es sei zunichst 4 = 0, also

(103) F,F =1+ H* F?)2,
Dann ist nach (97)

F?(1 4+ H* F* F?(14 H* F
(104) X = — ;g(*%i), Y= — *(—7;—;“-*)

Daraus folgt durch Differentiation nach # und v unter Benutzung
von (93)
5 H* FtF 5 H* F? F2

= TrEr = Trgepo

also
FF, F?=5H*F*(1 4 H* F3).

Dagegen nimmt die erste Gleichung (98) unter Beriicksichtigung von
(99) und (104) die Gestalt an

FFqu;2:
=(1 +H*F3){10H*F3Fqu— (5Fqu— 5 — 7H*F3)(1—{—H*F3)}

oder, wenn wir noch (103) beachten,

FF, F?=(1-4 H*F® (1 H*F> - 12 H¥> F* |- 5 H*3 F").

Es sei nun zweitens @, = 0, also [vgl. (98)]
(105) 5F,F,— (14 H* F% (5 - 7 H* F%).

Dann ist nach (98) :tln('i (99)
(106) 5FF, F}? =50 H* F*(1 -+ H* F*)F,F,
— 5(5F,F,—5—1H*F%) {21+ H*F*® —F, F,}.
Andererseits folgt durch Differenzieren von (105) mittels (99)
(107) 5FF, F}?={3 H* F* (5 -+ 7 H* F*) 4- 21 H* F* (1 4 H* F?

uu ”
+5(HF*+1—F,F)}F,F,.

Unter Beachtung von (105) erkennt man, daB der Koeffizient von
H*F% in (106) 25 ist, dagegen in (107) 39. Wir gelangen also
beidemal fir H &= 0 zu einem Widerspruch.

Fir H=0 aber findet man in beiden Fillen F, .F =1,
F,,=F,,=F, =0,also F=au--bv mit ab=1. Hier sind in der Tat

F2 F?

X = — = —

D’ a
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Losungen von (94). Die Ableitungsgleichungen § 49 (2) lassen sich
leicht unter Beachtung {) = konst. integrieren und fithren, wenn man
die Schiebkurven als Parameterkurven wahlt, auf die in (93) ange-
gebenen Flachen, wie E. Artin bemerkt hat.

Fir e = 0 sind die Flichen (93) nicht geradlinig. Der Fall ¢ = 0,
die windschiefe Fliche Cayleys, entspricht der Ausartung g — 0.

§ 88. Neue Kennzeichnung der eigentlichen Affinsphiren.

Mit dem soeben abgeleiteten Satz 140t sich die folgende Be-
hauptung beweisen:

Eine Fliche mit festen endlichen affinen Haupthriimmungsradien
ist eine eigentliche Affinsphire oder eine windschiefe Eliche mit fester
Affinkriimmung.

Wenn R, = R, ist, haben wir den Satz schon in § 79 bewiesen.
Wir setzen daher R, = R, voraus. Ist nun bei einer auf die Affin-
kriimmungslinien (§ 61) bezogenen Fliche g (s, #) R, und R, konstant,
so folgt aus § 61 (156) und (159) fiir die Evoluten 3, fiir ¢ = 1,2 die
Beziehung 43, = 0, wenn wir lings der affinen Kriimmungslinien vor-
wirtsschreiten, d. h. die affinen Evolutenflichen entarten in Kurven
oder Punkte. Da beide Umhiillungsgebilde im Endlichen liegen, so
ist dann wegen 3, =71 -+ R;})

5 () Ry —3 ()R,

(108) p(s, = Bilp=t

und der zugehdrige Affinnormalenvektor
b3

(109) yis,t)= ??-:—vb}el'

Man sieht hieraus: Wenn 3, oder 3, in einen Punkt zusammenschrumpft,
entartet die Fliche r(s,¢) in eine Kurve. Wir benutzen nun die
Gleichungen § 62 (174) und

GG — G =GK
in §62. Da G= =+ (yr,r,)* und hier insbesondere ) ,= 0 und K
fest ist, wird daraus
(t)ss t)s t)t) (t)tt t)s t)t) = C (t) t)s t)t)i! (t) gs gt)?' (C = kOl’lSt.)
und nach (108) und (109)
(110) (31" 31 32) (32" 31 %) = ¢ (3, — 305 31> 3

Darin ist ¢ eine von den R, abhdngige Konstante und die Striche
bedeuten Ableitungen nach s oder ¢.

Die Funktionalgleichung sagt aber aus: Das Kriimmungsbild (109)
unserer Fliache ist eine eigentliche Affinsphiare. In der Tat! Es sei:

(111)  9*(s,2) = o (s, 1) [32(5) — 3 O] + 22 (5, ) 3" () + A (5, ) % (9)
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der Affinnormalenvektor des Kriimmungsbildes. Da allgemein

(”l‘1§2)4:[I’N—M2i’
mufd hier

(112) (32" 35 3) (3" 35 %) = ¢* (9" 3/ 32)*

sein (wo ¢* nur von R, und R, abhingt, also konstant ist) und nach
(110), (111) und (112) muB 1, eine Konstante sein. SchlieBlich
folgt aus

t)s* = (+ 10 _I_ Z’ls) 61’ + l‘ls (’52, _[— 1’1 61”’

B == (— Aot Ao o'+ A + Ao g”
unter Beriicksichtigung der auf das Krimmungsbild §j an Stelle von y
angewandten Gleichungen § 49 (9)

=0,  1,=0.

Also ist §* zu f) proportional: Die Affinnormalen von )(s,#) gehen
samtlich durch einen Punkt und 1) (s,#) wire eine eigentliche Affin-
sphire, die zugleich Schiebfliche ist.  Solche Flichen gibt es
aber nach dem Ergebnis des vorhergehenden Abschnittes nicht.
Also gibt es auch keine Flichen mit festen, aber verschiedenen
affinen Hauptkriimmungsradien, und damit ist der aufgestellte Satz
bewiesen.

§ 89. W-Flichen.

Zum Schlusse wollen wir die nicht-parabolischen Flichen be-
stimmen, die als Ganzes durch inhaltstreue Affinititen so in sich fort-
geschoben werden konnen, dafl dabei im allgemeinen jeder Punkt in
jeden iibergeht; also Fliachen, die eine ,transitive Gruppe® inhalts-
treuer Affinititen gestatten. Sie gehéren zu den W-Flichen?), die
eine transitive Gruppe projektiver Transformationen zulassen. Alle
W-Flichen sind von S. Lie auf Grund seiner allgemeinen Gruppen-
theorie bestimmt worden.

Bei unseren Flichen miissen alle affinen Invarianten fest sein.
Wir untersuchen daher die Flichen mit J = konst, K = konst.,
H = konst. auf die geforderte Eigenschaft hin.

1. Es sei zundchst J == 0 und

a) K== 0. Dann ist die Fliche nach § 88 eine eigentliche Affin-
sphire und daher bei geeigneter Normierung der Asymptotenpara-
meter nach § 76

A4=1, D=1, R, —=R,—R=— F®=xkonst

9

14) Diese Benennung wird hdufig auch in ganz anderem Sinne gebraucht,
nimlich fiir die insbesondere von J. Werngarien untersuchten Flidchen mit einer
Abhingigkeit zwischen ihren (elementaren) Hauptkriimmungen.
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Waihlen wir den Kriimmungsmittelpunkt der Affinsphire zum Ursprung,
so ist

und daher nach § 19 (2)

1 —y 1

) guu:f&;’ guv:F &> ng:_l_:gu'
Als Losungen findet man, wenn ¢ eine dritte Einheitswurzel bedeutet
(113) I= {eF"l(u+v) , gF_l(su+ £2) , eF—1(82u+ w)} .

Mittels einer komplexen Affinitdt kann man dafiir auch setzen

F_l(au+szv) F‘1(82u+w) F—1(6u+52v) F—1(62u+£'7)
_ F_l(u+v) e +e e —e -
(114) ¢ { e , i , - } ,
Um reelle Punkte zu erhalten, sind in (113) die Parameter u, v kon-
jugiert imagindr, in (114) reell zu wihlen. Fiir (118) ist

(115) Xy XXy =1,
fir (114)
(116) % (2,2 + %% = 1.

Aus den letzten Gleichungen kann man sofort ablesen, daB die zweite
Flache die Transformationen

X X. . X. . X.

* __ x_ % %2 % __ 1 Zy
2¥=ax,, X" = acosb-}—asmb, xg* = asmb—[—acosb
und die erste die Transformationen

1
* * * _ T
n¥=azx, x,* =bux,, Xy* = %

gestattet, und diese Transformationen fiihren jeden Flichenpunkt in
jeden iiber.

b) Es sei K = 0 und H == 0. Dann fithren wir die Affinkriimmungs-
linien als Parameterkurven (s = konst., ¢ = konst.) ein. So wird nach
§ 61 (165) oder § 63 (6)

K=H*+ CiC}
und daher wegen § 60 (153) in § 59 (132) [vgl. wieder § 63 (6)]
s = 2 Hgs ? t)t =0.
Also ist y = y(s), r, =1r,(s) und daher

(s, 8) =2Ry(s)+5().
Wir behaupten nun, daB (s,#) abwickelbar ist. Denn ist 3(f) ge-
wunden, so lassen sich die Kurven

hlso) +35() und  y(s)+35()
nur durch eine Schiebung ineinander iiberfilhren. §)(s) muB also eine
eingliedrige Gruppe von Schiebungen gestatten, also eine Gerade sein,
und g (s,t) wire ein Zylinder.
Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 16
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Ist aber 3(¢) eine ebene Kurve, so moge die Hiillkurve der Affin-
normalen selbst in der Ebene x, — 0, die Kurven 2 Ry(s,) 4 3(?)
also in Ebenen x, = konst. liegen. Wenn nun die Fliche lings einer
Kurve 2 RY(s) -+ 3(t,) in sich verschoben wird, so werden die Affin-
normalen lings dieser Kurve nur untereinander vertauscht, und daher
bleibt bei solchen Affinititen ein Punkt von 3(f) fest. Ware nun 3 (¢)
eine gekrimmte ebene W-Kurve, so miiBte sie als ganzes und .daher
alle Punkte der Ebene x, = 0 in Ruhe bleiben. Folglich ist bei allen
diesen Affinititen x,* = x, und alle Kurven 2 Ry(sy) -+ 3(f), ligen
in einer Ebene x, = konst.,, (s,f) wire also eine Ebene. Wire aber
3() eine Parabel, die nicht als Ganzes in Ruhe bliebe, so konnen wir
den Festpunkt als Ursprung und Parabeltangente und konjugierten
Durchmesser als x,- und x,-Achse nehmen. Alsdann muB} die zu-
gehorige Affinitat fiir die Ebene x, = 0 so lauten

Xo¥ = ¢ 2, xg* = c¥lx,,
und daher die flichentreue Affinitit selbst
xF¥=c"%yx, xF¥=a(t)x,+ctxy,  wF=D()x, + By,
Die Bahnkurven dieser Gruppe sind aber gewunden. Es ist nimlich

bei @ ") = wxl + Bl + %,
wobei
y= — 108, x,

ist. Wenn aber §(s) gewunden wire, so folgte wie vorhin, daB 3
im Widerspruch zu unserer Annahme eine Gerade sein miiBte.

Ist neben K =0 auch H =0, so ist die Fliche nach § 79 eine
uneigentliche Affinsphdre und daher bei geeigneter Parameterwahl
J = F~® =konst. Also ist S=0 und wegen (9) miifte auch J = 0
sein, was unmdoglich ist.

2. Es sei J=0.

a) Ist K== 0 und die Fliche keine Affinsphire, so beschreiben
die Kriimmungsmittelpunkte nach § 80 eine gewundene Kurve 3(¢).
Dieses muB eine Kurve mit festen Affinkriimmungen sein. Bei diesen
Flachen gibt es aber keine Affinitit, welche die Fliche und eine Ge-
rade der Flache in sich {iberfilhrt. Dabei wiirden namlich die Affin-
normalen lings der Geraden nur untereinander vertauscht. Dabei
bliebe der zugehdrige Kriimmungsmittelpunkt und damit (vgl. § 32)
die ganze Kurve 3(¢) fest. Jede Affinitit aber, die alle Punkte einer
gewundenen Kurve fest 14Bt, ist die Identitat.

Ist die Fliche eine eigentliche windschiefe Affinsphire, auf der
die kubische Grundform nicht identisch verschwindet, so iiberzeugt
man sich leicht, daB die gewundenen Asymptotenlinien nicht zueinander
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affin sein konnen. Wegen S = konst. &= 0 ist namlich bei geeigneter
Parameterwahl [vgl § 86 (89)]

o konst.

T (w2
Nach der entwickelten Darstellung der windschiefen Affinsphiren ist
daher — der Parameter y ist hier nur anders normiert —

r(w v)=;f7,-a+a',
wobei die Kurven v = konst. die Schar der gewundenen Asymptoten-
linien liefert.

Ist A = D =0 auf der Fliche, so findet man die Mittelpunkt-g,,
die bekanntlich zu unserer Fliachenklasse gehoren.

b) Ist nun K =0, also auch H =0, so ist wegen §49 (6)
auch S =0 und daher die Flichen mit denin § 85 bestimmten wind-
schiefen Schiebflichen identisch, Man rechnet leicht nach, daB3 die
gewundenen Asymptotenlinien von Cayleys windschiefer Fliche durch
inhaltstreue Affinititen ineinander iibergefiihrt werden kénnen und die
Flichen somit die geforderte Eigenschaft besitzen. Auch bei den
Paraboloiden 148t sich das leicht bestitigen, Die §, und die wind-
schiefe Fliche Cayleys werden auch durch eine Gruppe nicht inhalts-
treuer Affinititen in sich iibergefiihrt.

Die gewundenen Asymptotenlinien der Wendelflache g (, v) = {u,
v sinu, v cos u} und ihrer imagindr transformierten g (u, v) = {u, vshu
vchu} werden durch die nicht raumtreuen Affinititen

* * * __
2% =%, %,* == c %y, %5 = c x4

ineinander iibergefiihrt.
Als nicht parabolisch gekriimmie W-Flichen der raumtreuen Affini-

taten haben sich also die ,, die windschiefe Fliche Cayleys und die
beiden Affinsphiren %, x, %, =1 und %, (x,% + x,%) = 1 ergeben.

§ 90. Ein affines Gegenstiick zur Unverbiegbarkeit
der Kugel®).
Zu guter Letzt noch eine Aufgabe aus der Differentialgeometrie im
GroBen!
Bedeutet r(u,v) den Vektor, der vom Ursprung nach einem auf
einer Fliche beweglichen Punkt hinfiihrt, so haben wir in der affinen

Flachentheorie die zweite GauBsche Grundform der elementaren Flachen-
theorie, namlich

(117) (r,r,d%c)=Ldu*+2Mdudv -+ N dv?,

%) W. Blaschke: Hamburger Abhandlungen 1 (1922), S. 151—156.
16*
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so normiert:

2 N 2
(118) Edu* -2 Fdudo+ Gdy? = =20 F2Mdudv p N dv

(LN — M)t

und erhielten auf diese Weise eine gegeniiber inhaltstreuen Affinititen
und gleichsinnigen Parametersubstitutionen invariante Differentialform,
das affine Gegenstiick zum Bogenelement. Da eine Fliche 2. Ordnung
in sich selbst inhaltstreu affin transformiert werden kann, ebenso wie
man im besonderen eine Kugel in sich selbst verdrehen kann, so ist
auf einer solchen Fliache das Gawfsche Kriimmungsmal S unserer
affinen Grundform (118) konstant. Erinnern wir uns nun des Satzes
von H. Liebmann (1. Bd, § 75), der besagt, dal die Kugeln die ein-
zigen geschlossenen Flichen festen (gewohnlichen) KrimmungsmaBes
sind! Es fragt sich, ob die Ellipsoide die einzigen geschlossenen
Flachen mit festem S sind. Hier soll nun wenigstens folgendes be-
wiesen werden:

Ein Ellipsoid it aufer inhalistreuen Affinititen keine weiteren
stetigen Formdnderungen zu, bei denem S evhalten bleibt.

Friiher haben wir einen anderen Satz Licbmanns (1. Bd, § 76)
iibertragend gezeigt, daB die Ellipsoide die einzigen Eiflichen sind,
lings derer die ,mittlere Affinkriimmung® H fest ist (§ 74).

Es sei p(u,v) eine Einheitskugel, die auf ein isothermes Para-
metersystem u, v bezogen ist. Dann gelten die Formeln [vgl. etwa
1. Bd, § 110 (135)].

;u 1’” 2
guu: +7Eu - j"gv - )‘-’g’

2y Au
lu -"U 9
oo = — L+ T8 — 2
(120) Tr,z,)=—2,
0% 0%\ o
(121) (s + 33 tos 2 = — 2.

Wir betrachten eine Nachbarfliche r*(u, v; ¢) zu unsrer Kugel, indem
wir setzen

(122) F=01+9p)1, p=¢h(u,v), e—0.
Durch Ableitung folgt daraus

(123)  pr=pr+Q+PL., Lr=pr+A+2),
und weiter nach (119)

v = {pun— (LD 2Yr +{20, + 0 +8) 2 e~ 1 +0) 71
(124) 1o = puv L + {ﬁ,,+(1~|—p)%}gu—,—{pu_,_(1 + ) H L,
g = {poo— A+ 2 — 1+ D55+ {20+ 0 4+8) T2,
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Hieraus ergeben sich fiir die Determinanten, wenn man Glieder, die
in ¢ mindestens quadratisch sind, vernachlissigt, die Ausdriicke

L* = (E; gv*g';u) = 2’2{7‘2_1_ 3 plz + %Pu - ;:vpv - Puu} >

(125) - (gu gv gu’v = 1‘ { *. * i}’ pu + %’Lﬁ pv - pun} ’
N — (@l piah) = {8+ 3151" Tht TP — o)
(126)  {L*N* — M+t W*—«P 142 p—-~Ap}

Darin bedeutet

_ Puu‘{"va
(127) Ap =

den zweiten Differenziator von Belframi. Wir finden weiter

L* 2 3 1 A Ay
E*:W:k‘{l—l—?j’p—l—?} AP}_puu_,—Tpu_k}jpv’

(128) F*=%4V—:= * — buut Bt P

6% = Jps = {1+ 5 b A8} —pru— £+ 70
Fir das Gaufsche KrummungsmaB S* der affinen Grundform
(129) E*du® + 2 F*dudv + G* dv®

unsrer Fliche p*(u,v;¢) ergibt sich daraus, wenn man etwa die
Formel von Frobenius (1. Bd., § 49)

E*E*E*[
1 (8 EX—FX* 8 G*—
[> * . " % * | T v u L
(130) $* = 4W*4 F*IG:*IG:* SWE o WH du  W* }
G u v

heranzieht, bis auf Glieder 1. Ordnung in & (einschlieBlich) der Aus-
druck

(131) 5_1—~p Ap—aAAp
Darin bedeutet
) 1/ | @
(132) ddp= 555+ 55) 48
Die Formel (131) oder
(133) 65———{; Ap—mAAp

gilt wegen ihres invarianten Charakters allgemein, wenn die Ausgangs-
fliche irgendeine @, mit S=1 ist, 4 den zweiten Differenziator
Beltramis beziiglich der affinen quadratischen Grundform dieser Flache
und p die Variation in Richtung der Affinnormalen bedeutet, d. h.im
Falle einer {,: in der Durchmesserrichtung.
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Soll nun $* =1 oder §S =0 sein, so muBl $ der Differential-
gleichung geniigen
(134) 12p+84p+Ad4p=0.
Wir haben also eine auf unsrer ganzen Kugelfliche g(u,v) stetige Lésung
dieser linearen homogenen partiellen Differentialgleichung 4. Ordnung

zu suchen. Wir denken uns p nach ,Kugelfunkiionen® entwickelt
(vgl 1.Bd, §79)

d. h. nach auf der ganzen Kugel stetigen Losungen der Differential-
gleichung

(136) Apy=—n(n+1)p,.
Dann finden wir durch Einsetzen der Reihenentwicklung fiir  in (134)
mittels (136)

(187)12p+8Ap+Ad4p= po—{—2,{12—-8n(n~{—1)—|—n (n+17}p,
_p0+2(n—1 n—-2) n*--bn+6)p,=0.

Wir bemerken, daB3 die Zahlenfaktoren nur bei p, und p, Null sind. Da
die Entwicklung nach Kugelfunktionen eindeutig ist, muB3 nach (137)
p, fir n=0,3,4,5,... identisch verschwinden. Somit hat die all-
gemeine auf der ganzen Kugel eindeutige und stetige Losung von
(134) die Form

(138) b =1p1+ P
wo p, und p, willkiirliche Kugelflichenfunktionen 1. und 2. Ordnung
bedeuten.

Man kann die Losung (138) von (134) auch anders gewinnen,
ohne iiber die Entwickelbarkeit (135) von p nach Kugelfunktionen
und deren gliedweise Differenzierbarkeit (137) etwas vorauszusetzen.
Bekanntlich gilt ndmlich fiir zwei auf der ganzen Kugel zweimal stetig
differenzierbare Funktionen die Formel Greens (1. Bd., § 68)

(139) fq)~Aw~dw:fw‘A<p-d(u,
wobei die Integration iiber alle Oberflichenelemente de der Einheits-
kugel zu erstrecken ist. Soll nun p eine stetige Losung von (134) oder

(134) p=—1a(p+54p)

sein, so gilt fiir jede Kugelflichenfunktion p, nach (134), (139) und (136)

Jpupdor = — 5 [b,-4(p+ g ap)-do=— [(p+g4p)- 48, do
2n(n

— 1>{fpnpdw+ Sfm Ap- dco}
_+2n(n+1) (1___1_¢_(%T_|:£>J‘Pnﬁdw
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oder {12 — 8n(n+1)+n2(n+ 12} [ pp,do=0.
Somit besteht fiir alle Kugelfunktionen p_die Orthogonalititsbeziehung
(140) [ppdo=0 fir n=0,3,4,...

und, da die Kugelfunktionen ein vollstindiges Orthogonalsystem®) bilden,
ergibt sich hieraus neuerdings die Darstellung (138) der stetigen
Losungen von (134).

Jetzt ist aber leicht zu sehen, daB die gefundenen Lé&sungen
(138) von (134) genau den Forminderungen der Einheitskugel r (u,v)
entsprechen, bei denen diese einer inhaltstreuen Affinitit unterworfen
wird. In der Tat! Eine solche Affinitit hat die Gestalt

3
x* =7y, +kz§1 (Oir T @3) %35

o, =¢&a,, &—0;

(141) =0 fir ik, =1 fir i—&;
[ O+ 0| =1 ‘IL‘,SV“H =1,
2oy =0. o
Der Verriickungsvektor
(142) 0x; =y, + Yy,
hat daher in Richtung des Einheitsvektors x; die Komponente
(143) P:inaxi:ZVixi”*"%;“ikxixk'
7 i B

Dieses Polynom féllt aber wegen a,, + @, + 3, = 0 genau mit der
gefundenen Lésung (1388) zusammen. Der Definitionsbereich einer
Kugelflichenfunktion p, 1aBt sich namlich bekanntlich von der Ein-
heitskugel aus so auf den umgebenden Raum erweitern, daB sie durch
eine Form n-ten Grades in den x; dargestellt wird, die der Differential-
gleichung von Laplace

(144) (ot et o) pa=0
ox? ' 0x? ' dx/ b

genigt. Diese Bedingung gibt fiir p, keine und fiir p, genau die
Beschrinkung a,, + @,y + ¢, = 0.

§ 91. Aufgaben und Bemerkungen.

1. Zum Satz von Maschke. Man beweise den Satz von Maschke
(§ 84) fiir Torsen.

%) Dafi die Kugelflichenfunktionen die , Volistindigheitseigenschaft* haben,
folgt etwa aus der gleichen Eigenschaft der Polynome von Legendre. Diese
wiederum daraus, daf diese Polynome alle , Eigenfunktionen* einer Differential-
gleichung bilden,
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2. Affingesimsflichen. Flichen mit einer Schar ebener Eigen-
schattengrenzen (vgl. § 45) heiBen nach E. Salkowski ,Affingesims-
flichen®. Man bestimme insbesondre die Flichen, deren ebene Schatten-
grenzen Affinkrimmungslinien sind und zwar so, dafl die Affinnor-
malen lings dieser Kurven in derselben Ebene wie diese liegen.
E. Salkowsks.

3. Geometrische Deutung von H, Ist p der Abstand des Mittel-
punktes der Lie-g, eines Flichenpunktes y von der Tangentenebene
der Fliche in g, so hat man zwischen dem Gawufschen Krimmungs-

maB K unserer Fliche und ihrer mittleren Affinkriimmung H die Be-
ziehung

(145) H= K[ .
P. Franck, Math. Zeitschrift 11 (1921), S. 297.

4. Uber geradlinige Flichen. Eine windschiefe Fliche soll be-
stimmt werden, von der eine Kurve als Ort der Mittelpunkte ihrer
Lie-¥, vorgeschrieben ist.

5. Ein Satz von G. Koenigs iiber ebene Kurvennetze, die Zen-
tralriB der Asymptotenlinien einer Fliche sind. Aus der Betrach-
tung der Lie-§, folgt sofort: Projiziert man die Asymptotenlinien
einer Fliche von p(u,v) zentral aus einem Punkt p auf eine Ebene,
so entsteht ein Kurvennetz r(u,v) mit folgender Eigenschaft: die drei
Geraden durch t(u,v), I(u-+ hov), r(u-+ kv) mit den Richtungen
I, (u,v), t,(u—+hv), I, (u-+ kv) und die drei durch f(u,0), (u,
v-+h), t(u,v+ k) mit den Richtungen ¥, (u,v), L,(wv-+h), r,(u,
v - k) bilden fir A—0, k-0 die Tangenten eines Kegelschnitts,
niamlich der Projektion der Lie-§, in r(u,v) aus p auf die Ebene.
Hat umgekehrt ein ebenes Kurvennetz diese Eigenschaft, so gibt es
immer Flichen dazu, aus deren Asymptotenlinien das Netz durch Pro-
jektion entsteht. G. Koenigs, Comptes rendus, Paris 114 (1892), S. 55;
G. Darboux, Théorie des surfaces 4 (1896), Nr. 876—878; H. Lieb-
mann, Mathematische Zeitschrift 14 (1922), S. 159 —168.

6. Eine Kennzeichnung des Ellipsoids. Ist auf einer Eifliche das
Affinkrimmungsmaf} fest und positiv, so ist die Eifliche notwendig
ein Ellipsoid. W. Blaschke: Leipziger Berichte 70 (1918), S. 35.

7. Die Affinsphdren als Projektivminimalflichen. Die Affin-
sphédren gehoren zu den Extremalen des projektiv-invarianten Variations-
problems

(146) ofJ-aQ=o.
Vgl. Aufgabe 8 in § 67. H. Behnke 1921.

8. Transformationstheorie der Affinsphidren. Man iibertrage die
zundchst fiir Flichen festen KriimmungsmaBes ausgebildete ,Trans-
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formationstheorie“ (vgl. etwa das kiirzlich erschienene Werk von L.
P. Eisenhart, Transformations of surfaces, Princeton 1923) auf die
Affinspharen. Vgl dazu H. Jomas, Annali di matematica (3) 80 (1921),
S. 223 —255.

9. Eikérper mit Mittelpunkt. Wird ein Eikorper & von jeder
Ebene durch einen Punkt p in zwei inhaltsgleiche Teile zerspalten,
so ist p Mittelpunkt von R. Vgl. P. Funk, Mathematische Annalen
77 (1916), S. 129—135. Dieser Satz ist gleichwertig mit dem folgen-
den: Wird ein Eikérper & von jeder Ebene durch p in einem Ei-
bereich geschnitten, der homogen belegt p zum Schwerpunkt hat, so
ist p Mittelpunkt von &, W. Blaschke, Leipziger Berichte 69 (1917),
S.413. Zum Beweise verwendet man am einfachsten Kugelflichen-
funktionen.

10. Windschiefe Schiebflichen., K. Brauner hat, wie in einer Arbeit
in den Wiener Monatsheften fiir Mathematik und Physik ausgefiihrt
werden soll, diese Flichen auf folgende Weise geometrisch bestimmt.
Ordnet man auf zweien ihrer geradlinigen Erzeugenden zwei Punkte
derselben Schiebkurve einander zu, sq entsteht zwischen den Punkten
dieser Erzeugenden und damit auch zwischen den Ebenen durch die
Erzeugenden als Tangentenebenen in zugeordneten Punkten eine in
der Regel zweizweideutige Abbildung. Wegen der Erzeugung der
Schiebflichen schneiden sich zwei solche zugeordnete Tangenten-
ebenen in zwei Punkten einer Schiebkurve in einer Geraden, die zu
den Tangenten an die anderen Schiebkurven durch diese Punkte
parallel lauft. Die uneigentlichen Geraden der Tangentenebenen in
unsern beiden Erzeugenden bilden ein Paar zwei-zweideutig zugeord-
neter Strahlenbiischel der uneigentlichen Ebene, erzeugen also als
Durchschnittsort entsprechender Strahlen eine Kurve vierter Ordnung
auf den Tangentenflichen einer Schar von Schiebkurven. Beachtet
man, daB nach Lie jede Schiebfliche die uneigentliche Ebene in Ge-
raden schneidet, so erkennt man, daB die beiden Biischel eine Ge-
rade zweimal entsprechend gemein haben, daf also die Kurve vierter
Ordnung in eine doppelt zihlende Gerade und einen Kegelschnitt
zerfallt. Die uneigentlichen Punkte der Tangenten an eine Schieb-
kurve der Fliche liegen somit auf einem Kegelschnitt.

Zum SchluB3 noch eine kleine Sammlung ungelGster Fragen.

11. Eikérper mit gemeinsamen Schwerlinien. Man bestimme alle
Paare von Eikorpern mit der Eigenschaft, daB jede Ebene, die beide
schneidet, sie in Eibereichen mit gemeinsamem Schwerpunkt trifft,
Vgl § 14.
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12. Ausgezeichnete Stellen einer Eifliche. Kann man etwas aus-
sagen iber die Mindestzahl von Punkten einer Eifliche, in denen Picks
Invariante J verschwindet?

13. Eikérper, die sich aus Strecken linear aufbauen lassen. Auf
S. 207 haben wir die Linearkombination von Eikdrpern erklart. Damit
sich ein Eikorper aus endlich vielen Strecken in dieser Weise her-
stellen 1aBt, ist notwendig und hin-
reichend, dal er von einem Vielflach
begrenzt wird, von dessen endlich vielen
Seitenflichen jede einen Mittelpunkt hat.
So ist in der Fig. 40 ein solcher aus
vier Strecken zusammengesetzter Ei-
korper gezeichnet. Es fragt sich nun:
Kann man die Eiflichen im unendlich
Kleinen kennzeichnen, die Eikorper
begrenzen, die durch positive Linear-
kombination unendlich vieler Strecken entstanden sind? Vgl. W. Blaschke
u. K. Reidemeister, Jahresbericht der Dtsch. Mathematikervereinigung 81
(1921), S. 81, 82. Weiter kénnte man ebenso nach der Kennzeichnung
der Eikdrper fragen, die durch positive Linearkombination aus Te-
traedern entstehen. In der Ebene kann man leicht zeigen, daB man
jeden Eibereich in dieser Weise aus Dreiecken gewinnen kann.
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Abels Integrale 98.

Abbildung, affine = Affinitit § 1, § 28.
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— fldachentreue 3.

— raumtreue = inhaltstreue 70.

— eingliedrige Gruppen von § 9.

Abhingigkeit, lineare, von Vektoren
5, 70, 71.

Ableitung von Euler, Hawmilton, La-
grange 145.

— eines Tensors von Christoffel § 56.

Ableitungsformeln fiir ebene Kurven
18 (74).

— fiir Raumkurven 73 (28), 77 (61).

— fiir Flichen bei Asymptotenpara-
metern § 49, 139.

— fiir beliebige Parameter § 59.

— Gaupische 132, 156.

— Codazzische 1383, 158.

— Weingartens 132, 156 (134).
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— im Raum 69.

Additionstheorem des Affinabstandes
nach Mdbius 7 (36).

— im Raum 69.

Adjungierte Minimalflachen 190.

Affinabstand zweier Linienelemente
in der Ebene § 3.

— im Raume 91.

Affine Abbildung in der Ebene § 1.

— — im Raum 91.

— — flidchentreue 3.

~ — Typen fldchentreuer 19.

— — inhaltstreue 68.

— — Gruppeneigenschaft der 3, 69.

— — eingliedrige Untergruppen
flachentreuer § 9.

Affine Hauptkriimmungen 160.

— Hauptnormale von Raumkurven 73.

— — Kurven mit gemeinsamer 82.

— Binormale von Raumkurven 235.

Affines Kriimmungsmafi einer Fldche
160.

Affinentfernung eines Punktes
einer Fldche 110, 173.

— Deutung der § 42, 128.

— Extrem der 111, 173.

Affinevolute einer ebenen Kurve § 12.

Affinevolvente 33.

Affingeoddtische Linien 129, 173.

— Kriimmung 129.

Affingesimsfldchen 248.

Affinkrimmung ebener Kurven § 5.

— Deutung nach Berwald 36.

— Herleitung aus der ersten Variation
der Affinlinge 38.

— erste und zweite einer Raumkurve
78.

— K einer Fldache 160, 161.

— mittlere H einer Fldache 132,157,160.

— — windschiefe Flichen fester 219.

— — geometrische Deutung 248.

Affinlinge eines ebenen Kurvenbogens
§ 4, 33.

— Variationsproblem der § 16.

— einer Raumkurve § 29.

— zugehoriges Variationsproblem
§ 36.

Affinminimalflichen §§ 68—71, 204,
205.

- mit Drehsymmetrie 186.
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sind § 71.

— Differentialgleichung der 178.

— Integraldarstellung der 178.

— integralfreie Darstellung der 180.

— durch einen Streifen § 70.

— besondere 205.

— im mehrdimensionalen Raum 206,

Affinnormale einer ebenen Kurve 15,

— ihre geometrische Deutung § 6,
29, 33.
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Affinnormale einer Fliche § 40.

— deren Deutung § 43, 116.

— eines Ellipsoids 107.

Affinnormalenvektor einer
Kurve 13.

— einer Fliche § 40, 153.

— Darstellung mittels Bewegungs-
invarianten 166.

Affinoberfliche § 47.

— einer Affinminimalfldche 182.

— gemischte 130.

— Variationsproblem der § 68.

Affinsphdren, eigentliche § 76.

— uneigentliche 209, § 78.

— Kennzeichnung § 79, 224, § 88.

-— windschiefe 221.

— die gleichzeitig Eiflachen sind § 77.

— — — Schiebflichen sind § 87.

— als Projektivminimalflichen 248.

— Transformation der 248.

Affinumfang 61.

— beim Symmetrisieren 61.

— elliptisch gekriimmter Eilinien 63.

Affinwindung 78.

Apolaritiat 109.

— der quadratischen und der kubischen
Grundform einer Fliche 123 (128),
153 (119).

Asymptotenlinien einer Fliche 103.

— als Parameterkurven §46,8§§49—52.

— Viereck aus 116.

— Windung der 123, 130.

— Satz von Koenigs iiber die Zentral:
risse der 248.

Avtin, E. 239.

-— Flidchen von 236 (93).

Auswahlsatz fiir Eikorper 192, 206, 208.

ebenen

B; ;. 155.

Begleitendes Zweibein 13.

— Dreibein einer gewundenen Kurve
§ 30, 99.

— Koordinaten 222 (48), 228 (71).

Behnke, H. 205, 248.

Beltrami, E. 130, 150.

— Differenziatoren von 106, 150.

Bevtrand, J. 18, 23, 34, 40.

Berithrung n-ter Ordnung von Kurven
26.

Beriihrende §, in 8. Ordnung 114.

Beywald, L. 36, 100, 112, 124, 129, 130,
§ 65, § 66, 178, 206, 207.

Bestimmung einer Fldche durch ihre
beiden Grundformen § 51.
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Bewegungsinvarianten § 14, § 64.

Bianchi, L. 171.

— Identitit von Padova und § 66.

Biel, Th. 65.

Binormale, affine einer Raumkurve 235.

Bjérling, E. G. 175.

— Gegenstiick zum Problem von § 70.

Blaschke, W. (der Verfasser zitiert sich
selbst) 40, 43, 50, 55, 60, 63, 64,
67, 68, 101, 104, 116, 118, 121, 125,
128, 175, 183, 191, 192, 198, 201,
206, 208, 212, 213, 243, 248, 249, 250.

Bohmer, P. 21, 32, 47.

Béschungslinien, affine 87, 88.

Bolza, O. 1717.

Bompiani, E. 174.

Bonnesen, T. 67.

Bonnet, 0. 190.

Brauner, K. 249.

Brennflichen von W-Strahlensystemen
179.

Brunn, H. 40, 66, 118, 193.

C; ;. 157.

Carda, K. 16.

Carleman, T. 60.

Carnot, L. N. M. 16.

Cauchy, A. 39.

— TUngleichheit von 39.

Cavalieri, B. 193.

Cayley, A. 226.

—s windschiefe Fliche 3. Ordnung
235, 239, 243.

Cech, E. 99, 174.

Chyistoffel, E. B. 141, 146.

— Ableitung eines Tensors nach § 56.

Christoffelsymbole 146.

Clebsch, A. 123.

Codazzis Formeln 133, 158, 173.

Courant, R. 65.

Crofton, M. W. 55.

Crone, C. 66, 67.

Darboux, G. § 37, 110, 113, 174, 175,
178, 180, 187, 205, 216, 248.
— Flichentangenten von 110,
114, 121, 124, 129.
Demoulin, A. 116, 161, 221, 223, § 82.
Determinante zweier Vektoren 3, 5.
— dreier Vektoren § 28.
— von Wronski 17, 73.
Deviationsachse =— Affinnormale 16.
Differentialgleichung der Kegelschnitte
18.

113,
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Differentialgleichung der ebenen W-
Kurven 24.

— der raumlichen W-Kurven 86.

— der Gewindekurven 83
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— der Asymptotenlinien 103.

— der windschiefen Flachen 125.

— der Affinkriimmungslinien 159.

— der Affinminimalfldichen 178.

— der Affinspharen § 79.

— von Laplace 247.

Differentialgleichungen, totale § 50.

— der geodidtischen Linien § 54.

— der Schiebflichen § 85.

— Liouvilles 233.

— der Kugelflichenfunktionen 246
(136).

Differentialinvarianten 13.
Differentialkalkiil, absoluter — Ricci-
kalkiil — Tensorrechnung 142.

Differentiation von Vektoren 72.

— von Tensoren § 54, § 56.

Differenziatoren Beltramis 106, 150.

Dimensionstafeln fiir ebene Kurven 15.

— fiir Fldchen 174.

Divichlet, L. 64.

Drehflichen, die gleichzeitig Affin-
minimalflachen sind 186.

Dreibein von Winternitz § 30.

Dreieck, Grofiteigenschaft des § 25.

Dreipunktproblem Sylvesters § 24.

Dupin, Ch. 105, 126.

—s Fldachenindikatrix 105.

L}

E;; 159 (160).

Ebenenkoordinaten 71.

Eddington, A. S. 148. .

Eibereich — konvexer Bereich 42, 65
66, 67.

Eiflichen — Ovaloide 191.

— mit festem H § 74, 214ff.

— affinsphirische § 77.

— mit geraden Schwerlinien § 77,

— mit gemeinsamen Schwerlinien 249.

— mit Mittelpunkt 249,

Eikorper =— konvexe Korper, mit ge-
raden Schwerlinien § 77.

— mit gemeinsamen Schwerlinien 249,

Eilinie = Oval — geschlossene kon-
vexe Kurve 23, § 18, 65.

—- mit geraden Schwerlinien 23.

— mit gemeinsamen Schwerlinien 64,

— elliptisch gekriimmte § 21, 63,

— Sextaktische Punkte einer § 19.
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Einhiillende der Lie-§, § 82.

Einstein, A. 142.

Einzigkeitsbeweise — Unititsbeweise
51, 57, 59, 66, § 72, 198, 201.

Eisenhart, L. P. 249.

Ellipsen, Kennzeichnung der 18.

— Kleinsteigenschaft § 22, 64.

— isoperimetrische Eigenschaft § 26.

— Integralgleichung fiir die 63.

Ellipsoide, Kennzeichnung der § 74,
§ 77, 248.

— Extremeigenschaft der § 72, 208.

— isoperimetrische Eigenschaft der
§ 78.

Elliptische Kriimmung ebener Kurven
217.

Elliptisch gekriimmte Eilinien § 21.
63.

— Flachen 104.

Enneper, A. 130, 190.

Erste Grundform der affinen Fléchen-
theorie 103.

— Variation der Affinlinge 3%, 90.

— — der Affinoberfliche 177.

— — des Rauminhalts 203.

Euler, L. 2, 90, 145.

Existenzbeweise 60, 200.

Extremalen — Losungen der Diffe-
rentialgleichungen von Euler und
Lagrange bei einem Variations-
problem 145.

Extreme bei Flachen 6. Kapitel.

Extremeigenschaft der Parabeln 40,
63.

— der Ellipsen § 22, § 24, § 26, 64,
67, 68.

— des Dreiecks § 23, § 25, 67.

— des Parallelogramms 64.

— der kubischen Parabel 92.

— des Ellipsoids § 72, § 73, 208.
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— Wirkung einer Affinitdt auf den
4.

Flachen mit H =0 §§ 68—71.

— mit ]=0 §80

— affinsphirische § 76, § 78, § 79,
§ 87, § 88.

Fliachentangenten von Darboux 110,
118, 121, 124, 129.

Flachentreue Affinitiat 3, 4.

Flichen mit zentrischen ebenen Schnit-

ten § 44.



254

Flichen mit ebenen Schattengrenzen
§ 45.

Flachen zweiter Ordnung = ,, kenn-
zeichnende Eigenschaften § 44,
§ 45, 130.

Formel von O. Rodrigues, Gegenstiick
dazu 159.

Formeln von Leliewvre § 52, 163 (a 29).

Formeltafel fiir ebene Kurven 15.

— fiir Fldchen § 63.

Franck, P. 178, 187, 188, 223, 248.

Frobenius, G. 66.

Fubini, G. 122, 174.

Funk, P. 249.

G 152.

G 152, 153.

GF 143 (62).

Il 145.

Gaup, C. F. 105, 177.
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156.

— Parameterdarstellung einer Fldche
102.

— Kriimmungsma8$ S der quadratischen
Grundform 132, 157.

Gemischte Affinoberfliche 130.

Gemischter Fldcheninhalt 66.

Geoditische Linien § 54.
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80.
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84, 85.
Gewindekurven § 33, 100.
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104, 153.

Gleichung, natiirliche einer ebenen
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Goursat, E. 216.

Grambow, R. § 64.

Green, G. 177, 246.

— G. M. 174.
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— — ihre geometrische Deutung 128.
— Kkubische o § 46, § 58.

— — geometrische Deutung 126.
Gruppe von Transformationen 3.

— eingliedrige 19.

— — fldchentreuer Affinititen § 9.
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