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Vorwort. 
Wer fahig ist, schafft, wer unfahig ist, lehrt. 

B. Shaw, Mensch und Obermensch. 

Erstens, zur Abschrift fiir Besprecher. 

Wahrend im ersten Bandchen dieses Lehrbuchs - von kleinen 
Seitenspriingen abgesehen - ausgetretene und wohlmarkierte Wege 
begangen wurden, wird hier der Versuch gewagt, einen neuen Pfad zu 
beschreiten. Es werden soIche Eigenschaften der Figuren untersucht, 
die gegeniiber Affinitaten, das heiBt Kollineationen mit Erhaltung des 
Parallelismus. invariant sind. Dabei handelt es sich in der Hauptsache 
um differentialgeometrische Eigenschaften und urn Aufgaben iiber 
Extreme, also Beispiele zur Variationsrechnung. Wir hoffen zeigen zu 
konnen: Der klassischen Differentialgeometrie weitgehend ahnlich laBt 
sich eine affine Differentialgeometrie aufbauen, die sich, was Buntheit 
ihrer Hilfsmittel und Ergebnisse angeht, neb en der klassischen sehen 
lassen kann und ein weites Feld lohnender Untersuchungen darbietet. 

Zweitens, Winke fiir Leser. 

Wir haben versucht, die einzelnen Teile dieses aus Hamburger 
Vorlesungen entstandenen Buches moglichst unabhangig zu gestalten. 
Man kann sich also darauf beschranken, mittels der ausfiihrlichen 
Verzeichnisse einzelne Rosinen herauszuholen. Insbesondere ist die 
Flachentheorie ohne Kenntnis der vorausgehenden Untersuchungen 
iiber Kurven lesbar, und wer das Allgemeine liebt, kann im fiinften 
Kapitel gleich mit den Tensoren beginnen. Der Liebhaber des 
Speziellen sei insbesondere auf die Aufgaben verwiesen, die jedem 
Kapitel beigegeben sind. 

Drittens, Ehrenbezeugungen. 

Die erste, ehrfurchtsvollste Verbeugung Herrn F. Klein! Von 
ihm stammt die auf dem Begriff der stetigen Transformationsgruppen 
beruhende geometrische Denkart, die allem Folgenden zugrunde liegt. 

Der nachste, freundschaftlichste GruB dem mathematischen Kranz­
chen in Prag! 1916 hat Herr G. Pick gemeinsam mit einem von 
uns die erst en Untersuchungen zur affinen Flachentheorie veroffent-



VI Vorwort. 

licht, spater haben sich A. Winternitz und L. Berwald dem affinen 
Verein beigesellt, und insbesondere Herrn Berwald haben wir beim 
Zustandekommen dieses Buches viel zu dank en. 

Dann der vielseitigste Knicks all den Herren, die mit uns zusammen 
die lange Schlange von Arbeiten "Uber affine Geometrie" in den 
Leipziger Berichten, der Mathematischen Zeitschrift und den Ham­
burger Abhandlungen geschrieben haben! Hoffentlirh sind aIle mit 
unsrer zusammenfassenden Darstellung und der Fiille der Zitate 
zufrieden. 

Bei der Korrektur haben uns insbesondere die Herren E. Artin, 
L. Berwald, A. Duschek, G. Thomsen unterstiitzt. 

Ganz besondern Dank schulden wir dem Verleger, der die Tat­
kraft nicht eingebiiBt hat, wahrend der Vetter des beriihmten fran­
-zosischen Geometers auf dem Leichnam des Deutschen Reiches seine 
Kriegstanze auffiihrt. 

Hamburg und Wien, 1m Vorfriihling 1923. 

W. Blaschke, K. Reidemeister. 
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1. Kapitel. 

Ebene Kurven im Kleinen. 

§ 1. Affine Abbildung. 

Wir wollen damit beginnen, an einige bekannte Tatsachen der 
analytischell Geometrie zu erinnern. 

Es wird fUr unsere Zwecke meist niitzlich sein, die Punkte einer 
Ebene durch sogenannte Parallelkoordinaten darzustellen. Wir wahlen 
in der Ebene zwei sich schneidende Geraden, auf denen wir einen 
Durchlaufungssinn als den positiven auszeichnen 
und nennen sie die xI - und x2-Achse. Durch 
einen beliebigen Punkt der Ebene legen wir die 
Parallel en zu den beiden Achsen, ordnen den J 
dadurch bestimmten Achsenabschnitten in be­
kannter Weise die MaBzahlen Xl und x2 zu und 
erreichen so, daB die Punkte der Ebene ein- 0 x t 
eindeutig den Paaren ree1ler Zahlen Xl' X2' ihren Fig. 1. 
Koordinaten, zugeordnet sind (Fig. 1). 

Dabei 5011 es sich im allgemeinen nur um "reelle" Punkte und 
Geraden handeln und auch darin wollen wir uns auf den elementaren 
Standpunkt stellen, daB wir nur die Punkte und Geraden in Betracht 
ziehen, die man unter dem umfassenderen Gesichtspunkt der projektiven 
Geometrie als "eigentliche" bezeichnet, zum Unterschied von den "un­
eigentlichen" oder unendlich fern en Elementen. - Statt des Zahlen­
paares Xl' X2 schreiben wir kiirzer das Vektorsymbol ~ und sprechen 
schlechtweg vom Punkt ~. 

Es sei eine Zuordnung ~ ---+ ~* zwischen den Punkten einer Ebene 
durch ein System von linearen Beziehungen zwischen ihren Koordinaten 

Xl * = clO + Cll Xl + C12 X 2 ' 
(1) 

X 2 * = C20 + C21 Xl + C22 X 2 

gegeben. Dieses Gleichungssystem soIl nach den 
d. h. wir setzen seine Determinante 

(2) 

Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 

X auflosbar sein, 

1 



2 Ebene Kurven im Kleinen. 

als von Null verschieden (=l= 0) voraus. Dann entspricht auch jedem 
~* riickwarts ein und nur ein ~. Eine derartige Zuordnung nennt 
man nach L. Euler 1) und A: F. Mobius'J) eine "affine Abbildung" oder 
"affine Transformation", auch kuri eine "Affinitiit". 

Die "inverse" Abbildung, die man durch Auflosung der GleichlJ.ngen 
(1) gewinnt, hat ~ieder dieselbe Form 

(3) 

Darin ist 

(4) 

Xl = c~o + C~l Xl * + C~'J X'J *, 

X2 = C:o + C:1 Xl * + C:2 X2 *. 

* _ + C10 C21 - C20 Cll 
c20 - d' 

Die Determinante 

(5) 

* __ + Cll 
(22 - if' 

ist von Null verschieden und die inverse Abbildung so mit ebenfalls eine 
Affinitat. 

Die Punkte ~ einer Geraden g gehen durch eine Affinitat wieder 
in die Punkte ~* einer Geraden g* uber. In der Tat: eine Gerade g 
wird durch eine lineare Gleichung (gl' g2 nicht beide = 0) 

(6) go + gl x1 + g2X'.! = 0 

dargestellt. Fuhrt man hierin durch (3) die neuen Koordinaten x* 
ein, so ergibt sich auch fUr diese eine lineare Gleichung, die wegen 
der vorausgesetzten Umkehrbarkeit der Abbildung nicht identisch er­
fullt sein kann, also wieder eine Gerade als Ort fur ~*. 

Aus der Form der Gleichungen (1) folgt ferner sofort, daB die 
Affinitaten stetige Abbildungen sind. Das heiBt, ruckt ein Punkt ~ in 
einen Punkt ~o hinein, so ruckt auch immer der entsprechende Punkt 
~* in den entsprechenden Punkt ~o * hinein. 

Mit Hilfe der [Mobiusschen Netze 3) kann man zeigen, daB die 
beiden letzten Eigenschaften, deren Abhangigkeit oder Unabhangigkeit 
dahingestellt sei, die Affinitaten kennzeichnen: Die affinen Abbildungen 
sind die einzigen Punkttransformationen (in der Ebene), die ausnahmslos 
eineindeutig und stetig sind und Gerade wieder in Gerade iiberfiihren. 

Bei Affinitaten bleibt der Parallelismus erhalten. Denn parallele 
Geraden einer Ebene sind dadurch gekennzeichnet, daB sie keinen 

1) L. Euler: Introductio in analysin infinitorum (1748), Bd. 2, Kap. XVlII, 
§ 442. 

2) A. F. Mobius: Der baryzentrische Calcul (Leipzig 1827), Abschn. II, 
Kap. 3; Werke I, S.177. 

3) A.F. Mobius: Der baryzentrische Calcul, Abschn. II, Kap. 6u. 7; Werke I, 
S.237. 



§ 1. Affine Abbildung. 3 

Punkt gemeinsam haben. Weiter ergibt sich: Nehmen wir zwei Affini­
taten ~ -+ ~* und ~* -+ ~**, dann ist ihr "Produkt" ~ -+ ~** wieder eine 
Affinitat; denn die kennzeichnenden Eigenschaften bleiben erhalten. 
~aturlich kann man dies auch aus den Formeln (1) heraus feststellen_ 
~un nennt man eine Menge von Transformationen, die mit je zwei 
Transformationen auch ihr Produkt enthalt, eine Gruppe. Die Affini­
tiiten (1) bilden also eine Gruppe. 

Eine beliebige Affinitat (1) kann man zerlegen in eine "Schiebung" 

(7) x/ = c10 + Xl' X'/ = c20 + X2 

und III eine vorausgehende "homogene Altinitiit" 

(8) 
Xl * = cll Xl + C12 X2 ' 

X2* = C21 X1 + C22 X2 ' 

Offenbar bilden die Schiebungen oder "Translationen" fUr sich 
und ebenso die homogenen Affinitaten allein auch schon je eine Gruppe 
von Transformationen, zwei "Untergruppen" der fruher betrachteten 
allgemeinen affinen Gruppe. 

Fur das "Folgende ist eine weitere Unt!=rgruppe besonders wichtig, 
namlich die der sogenannten "tliichentreuen Attinitiiten". Betrachten wir 
zunachst die Wirkung der homogenen Affinitat (8) auf die Determinante 

(9) (~, 1)) = I Xl X2 i . 
I Yl Y21 

Es wird 

Xl * = cll Xl + c1 'J X2 , Y1 * = cll Y1 + C12 Y2' 

X2 * = C21 Xl + C22 X2 ' Y2 * = C21 Y1 + C22 Y2' 
(10) 

Daraus berechnen wir uns die Determinante (~*, ~*) und finden 

(11) I Xl * Y1 * I_I cll c12 I . I Xl Y1 I 
* * - I I I, I X2 Y2 I C21 C22 X2 Y21 

oder abgekurzt 

(12) 
Die geometrische Bedeutung von (~, 1)) ist bekannt. Wir erklaren: 

(13) ~ (~, 1)) = Fliicheninhalt des Dreiecks 0 ~ 1) 

(d. h. des vom Nullpunkt {a, O} und den Punkten ~ und t} in dieser 
Reihenfolge gebildeten Dreiecks.) Die Dreiecksflache ist danach positiv 
oder negativ zu nehmen, je nachdem der Umlaufssinn des Dreiecks 0 ~ t} 
positiv (Fig. 2 a) oder negativ (Fig. 2 b) ist. Diese Vorzeichenfestsetzung 
hangt von der Wahl des Achsenkreuzes abo Wir werden uns die 
positive x2-Achse immer wie in den Figuren links von der positiven 
x1-Achse gelegen denken und haben dann den Umlaufssinn als positiv 
zu bezeichnen, bei dem die umlaufene Dreiecksflache links gelegen 
bleibt. 

1* 



4 Ebene Kurven im Kleincn. 

Da man aus Dreiecksfliichen mit einer Ecke in 0 durch Addition 
und Grenziibergang jeden beliebigen Fliicheninhalt aufbauen kann, so 
multiplizieren sich bei einer homogenen Affinitiit von der Determinante 
d alle Fliicheninhalte mit dem Faktor d. Dabei ist unter dem Fliichen-
inhalt 
Kurve 

(14) 

des Gebietes, das von einer gerichteten und 
~ begrenzt wird, das Randintegral 

F = ~ ~ Xl dX2 - x2 dxl = ~ H!",d!") 
(i; Cl: 

verstanden. Auch hieraus foIgt 

geschlossenen 

(15) ~ xl *dx2* - x2*dxl * = d.~ Xl dX2 - x2 dxl 

X, X , 

Fig.2a. Fig.2b. 

und da bei jeder Schiebung die Fliicheninhalte erhalten bleiben" so 
sieht man aIIgemein: 

Bei einer beliebigen Affinitat mit der Determinante d werden alle 
Flacheninhalte im Verhaltnis d verandert; d. h. fiihrt die Abbildung!" -+!"* 
eme Fliiche vom InhaIt F iiber in eine vom Inhalt F*, so ist 

(16) F* = F ·d. 

1st d> 0, so bleibt der Umlaufsinn erhalten, ist d < 0, so wird 
er umgekehrt. 

1st insbesondere d = 1, so bleiben aIle Fliicheninhalte unveriindert. 
wir haben es mit einer fliichentreuen Affinitiit zu tun, und man be­
stiitigt leicht, daB die fliichentreuen Affinitiiten eine Gruppe, eine wei­
tere Untergruppe der allgemeinen affinen Gruppe bilden. 

Wir werden uns fast ausschlief3lich mit solchen geometrischen Eigen­
schaften der ebenen Kurven beschaftigen, die bei flachentreuen Affinitaten 
erhalten bleiben, also bei Transformationen von der Form 

(17) Xl * = clO + cll Xl + C12 X2 ' 

%2 * = c20 + C21 Xl + C22 X 2 ' 

§ 2. Rechenregeln. 

Es hat sich als zweckmiiBig erwiesen, einige Abkiirzungen ein­
zufiihren, die die Schreib- und Rechenarbeit vermindern. Sind!" und t) 
zwei Punkte mit den Koordinaten Xl' X2 und Yl' Y2' so soIl mit!" + t) 
der Punkt mit den Koordinaten Xl + Yl' x2 + Y2 bezeichnet werden. 



§ 2. Rechenregeln. 5 

Geometrisch findet man ~ + t), indem man die Strecken von 0 nach;r. 
und nach t) nach dem Parallelogrammgesetz der Mechanik aneinander­
fiigt. Dieser Schreibweise entsprechend, wollen wir gelegentlich statt 
"Punkt t' auch "Vektor ~" sagen und darunter die gerichtete Strecke 
vom Ursprung 0 nach dem Punkt ~ hin verstehen. 

Die strenge arithmetische Erklarung des Begriffes "Vektor" ist 
die folgende: Ein geometrisches Gebilde ~' mit den "Komponenten" Xl' 

und x2 ' heif3t ein Vektor, wenn sich bei einer Attinitiit (1) die Kom­
ponenten so substituieren: 

( 18) 
x~* = c11 x~ +- Cl2X~ , 

x~*= C21X~ + C22X~. 
Mit (~, t)) haben wir schon fruher die Determinante 

(19) (~,t))=XlY2-X2Yl 

bezeichnet. Dann gilt 

(20) (;r., t)) = - (t),~) 

und wenn wlr mit k~ den Vektor mit den Koordinaten kxl , kX2 be­
zeichnen, 

( 21) 

Treffen wir dieselbe Festsetzung uber die Lage des Achsenkreuzes 
wie in § 1, so bedeutet 

(22) 

daB der Vektor t) links vom Vektor ;r. liegt (Fig. 2 a). 

(23) (~,t)) = 0 
ist die Bedingung fur gleiche oder entgegengesetzt gleiche Richtung 
der Vektoren. Man spricht in diesem Fall auch von der linearen 
Abhiingigkeit der Vektoren ;r. und t), die sich so ausdrucken laBt: 
Es gibt zwei reelle Zahlen a und b, so daB a;r. + b t) = 0 ist, ohne daB 
a und b gleichzeitig Null waren. 

Wie man mit den eingefiihrten Sym­
bolen rechnet, ohne die Koordinaten einzeln 
sichtbar zu machen, mage an folgender 
Aufgabe gezeigt werden. Es seien zwei 
Punkte ~ und t) gegeben und durch sie zwei 
Geraden parallel zu den Vektoren ;r.' und t)'. 
1st ~ der Schnittpunkt dieser Geraden, so 
solI der Flacheninhalt f des Dreiecks ~ ~ t) 
berechnet werden (Fig. 3). 

¢' 

Fig. 3. 

Da der Vektor von ;r. nach ~ die Richtung ;r.' und der von t) nach ~ 
die Richtung t)' hat, so ist 

(24) ~ =;r. + ((~' = t) + ,8t)' 
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oder 

(25) 3 - ~ = at = (t) - ~) + fJ t)'. 
Fiir den gesuchten Fliicheninhalt haben wir daraus 

(26) f= }(3 -~, t) -~) = ict, ~ -~). 
Aus (25) folgt 

(27) a (~', t)') = (t) - ~, t)') 

oder 

(28) a = (tj-!,-tQ 
(!', tj') 

und das gibt In (26) eingesetzt das gewiinschte Ergebnis 

(29) 

§ 3. Affinabstand. 

Wir wollen das Ergebnis der eben behandelten Rechenaufgabe 
noch einmal etwas anders fassen. Wir haben gesehen: Wenn u.ns 
zwei Punkte ~, t) und in ihnen zwei Richtungen ~', t)', also kurz zwei 
"Linienelemente" gegeben sind, so konnen wir einem jeden solchen 
Gebilde eine lahl f(~, t; t), t)') zuordnen, die bei allen fliichentreuen 
Affinitiiten unveriindert bleibt, namlich den Fliicheninhalt des Dreiecks 
~ 5 t) (Fig. 3). 

Nun behaupten wir, daB f (~, ~'; t), t)') in gewissem Sinne die 
einzige Operation ist, die zwei Linienelementen eine solche lahl zu­
ordnet. Genauer: Andert sich der Wert von cp (~, ~'; t), t)') nicht bei 
beliebigen flachentreuen Affinitaten, unter cp eine Funktion verstanden, 
die jedem Paar von Linienelementen eine lahl zuordnet, so ist 

Dies ergibt sich daraus, daB mittels der Transformationen (17) ein 
Dreieck in ein beliebiges fliichengleiches verwandelt werden und somit 
cp von den besonderen W erten ~,~'; t), t)' nicht abhiingen kann. Durch 
ganz iihnliche Uberlegungen findet man in der Bewegungsgeometrie, 
daB die Bewegungsinvarianten zweier Punkte sich stets als Funktion 
des Abstandes ausdriicken lassen. 

Aber es hatte dort einen Grund, gerade den Abstand 1'iI, der Punkte 
~i und ~k vor den iibrigen Invarianten auszuzeichnen, niimlich das 
Verhalten des Abstandes bei Punkten auf Geraden; es 1st ja 

1'12 + 1'23 = 1'13' 

wenn ~1' ~2' ~3 in dieser Reihenfolge auf einer Geraden liegen. Dies 
veranlaBt uns zu folgender Uberlegung. 
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Durch die Linienelemente !, l'; t), t)' ist eindeutig eine Parabel 
festgelegt, die durch ! und t) hindurchgeht und dort die Tangenten­
richtung !' und t)' hat (Fig. 4). Denn durch vier Gerade - von denen 
hier je zwei "unendlich nahe" liegen - ist ja eine Parabel bestimmt. 
Sei etwa 

(30) (i = 1, 2) 

oder in vektorieller Schreibweise 

(31) 

ihre Gleichung in Parameterform, und 

(32) 
lo=l(O)=l, 

!1 = l(t1 ) = t), 

(~d~) = konst. l', 
t 1=0 

(dd/;) = konst. t)'. 
t 1=1, 

"Vir berechnen uns den Inhalt f des Dreiecks, das von den Linien­
elementen l,t; t),t)' bestimmt ist. Bezeichnen wir wie in (31) die 
Ableitungen nach t durch Punkte, so findet man nach (29) 

(33) f = .!. (io, 1:1 -/;0) (/;1 -/;0' ~J 
2 (i(), i1) . 

Setzt man hierin 
• .. 112 

II - lo = lot1 + lO2!' 
so findet man wegen (21) 

( • ) 112 (. ..) 
!o,!'t - lo = 2- !o'!o ' 

( .) t/ (. ..) 
!1 - lO'!l = T !o' lo ' 

(to' i1) = t1 (io ' io) 
und somit 

(34) f=~tla(to,io)' 

Offenbar hat darnach das durch zwel 
Punkte t1, t2 der Parabel in gleicher 
Weise bestimmte Dreieck den Fliichen­
inhalt 

(,35) N1' t2) = g (t2 - t1)3 (io' io)' 
Also hat man (Fig. 4) 

Fig. 4. 

(36) tl. (t1' t'J) + ria (t 2 ' fa) = ~ (io' io),/. {t2 - t1 + ta - t'.l} = t 'I" (t1' ts)' 

Die dritte Wurzel werde dabei reell ausgezogen. ('f3 besitzt also 
ein ganz analoges Additionstheorem wie der Abstand der Bewegungs­
geometrie. Wir erkliiren daher: 
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Der Affinabstand r der Linienelemente ~,~/; ~,~' ist 

r = 2.f'13, 

wobei f den Fliicheninhalt des durch ~,~/; ~,~' bestimmten Dreiecks be­
deutet und die dritte Wurzel reel! genommen werden sol!. 

Wir wollen nun die gefundene Eigenschaft der Parabel nochmals 
formulieren. - An SteIle von t werde ein Parameter s durch die 
Forderung 

(37) 

eingefuhrt. Diese Forderung ist invariant gegen ftiichentreue affine 
Transformationen, wie folgende Uberlegung zeigt. 

Denken wir uns eine Kurve in Parameterform 

(38) 
gegeben und unterwerfen wir sie der TransfOJ mation 

(17) x;* = ciO + Cil X 1 + Ci2 X 2 " (i = 1,2; (11 C22 - C12 cn = 1), 

so erfahren die k-ten Ableitungen der Koordinaten die zugehorigen 
homogenen Substitutionen 

(39) X/k)*= Ci1 X l (k) + Ci2 X 2(k), (i=1,2). 

Nach der in § 2 gegebenen Erkliirung bilden also Xl (k), x2(k) die Kom­
ponenten eines Vektors ~(k) und nach (12) behalten die Determinanten 
(~(k), ~(l)) bei ftiichentreuen Affinitiiten ihren Wert bei. 

Der Parameter s fur die Parabel ist also durch (37) affininvariant, 
und zwar bis auf Wahl des Punktes s = 0, festgelegt. Es ist 

und daher nach (35) 

(40) 

s = (to' ~O)'!3 t + konst. 

Wir haben also folgenden Satz gefunden: 
Fuhren wir auf einer Parabel einen solchen Parameter s ein, dafJ 

(37) (dl ~1)-1 
ds'ds2 -

wird, so ist der Affinabstand zweier Linienelemente S1 und S2 der 
Parabel gleich S2 - S1' Statt dessen wollen wir auch sagen: Der 
Parabelbogen zwischen den Punk ten Sl und S2 hat die Affinliinge S2 - S1' 

Das Additionsgesetz (36) fUr die Fliicheninhalte (Fig. 4) war schon 
A. F. Mobius bekannt. 

§ 4. AffinUinge eines Kurvenbogens. 
1m AnschluB an die Uberlegungen des vorigen Abschnittes bieten 

sich zwei Moglichkeiten, die Affinliinge eines Kurvenbogens - unter 
geeigneten Voraussetzungen i.iber Differenzierbarkeit - zu erkliiren. 



§ 4. AffinHinge eines Kurvenbogens. 9 

Wir konnten iihnlich wie bei der Parabel verfahren und versuchen, 
einen Parameter s durch affininvariante Normierung auszuzeichnen. 
Dies ist in der Tat moglich. 1st l (t) ein beliebiger Kurvenvektor, 
der zweimal differenzierbar ist, so ist den eben angestellten Uber­
legungen zufolge 

(d~ d9~) (. ") 
dt' dt9 = l'l 

invariant gegenuber fiiichentreuen Affinitiiten. Es sei nun 

(41) (t,i)=l=O 
fUr aIle Punkte unseres Kurvenbogens_ Was hat das geometrisch zu 
bedeuten? - Sei etwa (~, ~) > 0; dann liegt die Kurve und der Vektor 
f (t + h) -l (t) in der Nachbarschaft jedes Punktes t fUr genugend 
kleine Ihl stets links von dem (gerichteten) Tangentenvektor ~ (t). 
Urn das einzusehen, haben wir nach § 2 nur zu zeigen, daB 

D = (i (t), l (t + h) - l (t)) 

fur genugend kleines I h I positiv ist. Nun sei 

Dann ist nach (21) 
J (t, -r) = (f(t), l (-r)). 

D = J (t, t + h) - J (t, t), 
und wenn wir Ableitungen nach t durch Kreise andeuten, nach dem 
Taylorschen Lehrsatz 

(42) D = hJo (t, t) + ~JOO(t, t + #h) = ~ JOo (t, t + #h), 

(0<0><1), 
da JO(t, t) = (~,~) = 0 ist_ 

Wegen der Stetigkeit von i (t) ist auch J Oo (t, -r) bei festem t eine 
stetige Funktion von t; daher ist D beliebig wenig von 

(43) -~JoO(t+{}h,t+#h»O 
verschieden und somit positiv. 

Wir finden also, daB ein Kurvenbogen mit (~, ~) =l= 0 ein im kleinen 
konvexer, ein wendepunktfreier Bogen ist. Wir werden uns meist auf 
Betrachtung solcher Kurvenbogen beschriinken. Weiter setzen wir 
voraus, daB das Integral 

I. 

(44) S12 = J (~, ~y/3 d t 
tl 

existiere. Dann liiBt sich ein Parameter s durch die Forderung 

(45) (~;, ~!) = (t, () = 1 

festlegen, der dadurch auch bis auf Wahl des Punktes s = 0 bestimmt 
ist. Denn es ist 

(46) 
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Hieraus falgt 

(47) 

und daher nach (45). 

( 48) s = J (t, ~)'/3 dt. 

Wegen (41) ist seine monotone Funktion von t und umgekehrt. 

Unter der Atfinllinge eines Bogens f (t) (t1 < t < t2) wiirden wir 
danach das Integral (44) verstehen. Diese Erklarung stimmt mit der 
fUr die Parabel (§ 3) natiirlich iiberein. 

Aber es ware ebenso naturgemiiB, die Affinliinge folgendermaBen 
durch einen GrenzprozeB zu erklaren: Sei (Fig; 5) fo fO ein Bogen, 
der in jedem Punkte f eine bestimmte Tangente besitzt; unter 

Fig. 5. 

(fo' f1' f2' ... , ftl+1 = fO) seien aufeinander fol­
gende Punkte des Bogens verstanden, und 
fk ~k+1 bedeute den Affinabstand der Linien­
elemente in ~k und fk+1' Lassen sich nun 
so1che Einteilungen des Bogens angeben, daB 
~k ~k-+1 beliebig klein wird, und konvergiert 
fUr aIle solchen Einteilungen 

" ( 49) .Eft. fk+1 = Sn 
° 

gegen einen bestimmten Grenzwert S, so 
heiBe S die Affinliinge des Bogens fo f O• 4) 

Es ist nun bemerkenswert, daB beide Erkliirungen der Affinliinge 
im wesentlichen iibereinstimmen. Man sieht zwar, daB die zweite 
Definition das Vorhandensein einer zweiten Ableitung nicht voraussetzt 
und mithin etwas weiter sein wird. Es liiBt sich aber zeigen: Wenn 
(~ , ~) > 0 ist und das Integral (44) existiert, so tuhrt der beschriebene 
Grenzproze[3 zu demselben Ergebnis Soo = soo. 

Der Bogen fo ~o sei durch ~ (t) (to < t < to) gegeben. Wir selzen 
etwa wieder 

(50) 

voraus. 

(51 ) 

(!,~) > a > 0 

Es ist nach (33) 

fk = } (~ k ~k+1)3 = .!. (~k' !k+ 1 - ~k) ;(~+1_-:::!~_~k+ 1) , 

u 2 (!k' !k+ 1)' 

und wenn wir wieder die Funktion 

( 52) 

4) In ahnlicher Weise ist die Affinliinge 1914 durch G. Pick erklart worden. 
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heranziehen, so finden wir durch ahnliche Uberlegungen wie zu An­
fang dieses Abschnittes 

(!k, ~k+1 - ~k) = ~% LloO (tk' tk + {hhk), 

(53) (ik+l>~k - ~k+1) = ~~ ,,100 (tk+1, til + <&f.hk), 

(ik,!k+1) = hk JOe (tk, tk + <&!.' hk), 

o <<&~< 1; 

o < <&£' < 1. 

Die Kreise bezeichnen dabei wieder Ableitungen nach i, und es ist 
h" = tk+1 - tk gesetzt. 

Nunmehr bedenken wir wieder, daB ,,100 (t, i) bei festem i stetig 
in t ist und LlOO(t, t) > a ftir to < t < to gilt. Man sieht, es gibt zu 
jedem b ein E, so daB 

(54) IJoO(t,t+h)-LlOO(t+h,t+h)l<bLlo°(t+h,t+h), 

falls 1 hi < E, und somit konnen wir nach (51) setzen 

hi Ll O 0 (tk + {}khk, tk + (}khk) . Ll OO (tk+! + {)!, hI" tk + (}{,h,,) 
(55) fk=g Llo0(tk+{)~hk,tk+{)~hk) . 17k, 
wo 

(56) 

ist und fUr alle ~k Abschatzungen der Form 

(57) 1 ~k 1 < b, wenn 1 hk : < E, 

gelten. Denken wir uns nun den Parameter s eingefiihrt - un sere 
Voraussetzungen tiber ~ (t) ermoglichen das ja - so wird nach (45) 

(58) LfOO(s,s)=l, 

und wenn wir Sk+1 - Sk wieder mit hk bezeichnen, so wird 

h3 

(59) fk = Sk (1 + ~k'? 
Daraus ergibt sich 

(60) 12 Zfk'/3 - Zhk 1 <12: hk~r:' 1 < b Z hk t3 

und da 

(61) Zh" = Z(Sk+1 - Sk) -:- soo 
ist, so folgt weiter 

(62) 12 .2f~/J - soo 1 <bsoo. Fig. 6. 

Damit ist in der Tat die behauptete Ubereinstimmung der beiden Er­
klarungen bewiesen. 

Noch eine Bemerkung! Betrachten wir an Stelle der Dreiecks­
kette die Kette von Segmenten, die durch die Sehnen ~k ~k+! und 
unserer Kurve begrenzt werden (Fig. 6). 1st gk der 1nhalt eines solchen 



12 Ebene Kurven im Kleinen. 

Segmentes, so ist bei einer stets im selben Sinne gekriimmten Kurve 

(63) 

und 

(64) 

r gk 2 
ImT="3 

hk~o k 

J ds = 2 @'!3lim.2gk'/3. 

Zum Nachweis von (63) und (64) berechnen wir uns nach (14) 

Sk+' 

(65) gk = ~ J ():. - ):.k, ):.')ds. 
Sk 

Wenn wir der Einfachheit halber ):.(s) als analytisch annehmen, so finden wir 

Sk+l 

(66) gk = ~J ((s - Sk)):.k' + (S~;k)2 'lk" +""):.k' + (s - Sk)r.t + ... ) ds 
Sk 

hk3 

=12+ .. ·· 
Daraus zusammen mit Formel (59) fiir fk folgt die Ric'htigkeit beider 
Behauptungen 5). 

§ 5. Affinkriimmung. 
Es sei eine Kurve ):. (t) mit vorgeschriebenem Parameter t - mit 

einer aufgepragten t -Skala - gegeben. ):.(k) = {Xl (k), X~ (k)} seien die 
Vektoren der k·ten Ableitungen nach t. Dann sind nach (12) und 
nach Uberlegungen von § 3 die Determinanten 

(67) ():.(M, ):.(l)) 

invariant gegeniiber fiachentreuen Affinitaten. Sie sind aber keines· 
wegs affine Invarianten der Kurve ):. (t), d. h. dieser Kurve ohne t·Skala. 
Denn sie verandern ja ihren Wert, wenn wir an Stelle von t einen 
neuen Parameter T einfiihren. 

Aber nachdem es gelungen ist, einen invarianten Parameter S 

auszuzeichnen, lassen sich auch von der Kurve allein abhangige In· 
varianten leicht angeben. Durch Differentiation nach s erhalten wir 
zunachst Ableitungsvektoren 

(68) r.', ):.", ):.111, ••• , 

die invariant mit der Kurve verbunden sind. Das soll heiBen, trans· 
formieren wir ):. mittels (17) in ):.*, ):.' in ):.'* usw., so gilt fiir die Ab· 
leitungen der transformierten Vektoren nach der Affinlange 

(69) ):.*'=):.'*, ):.*"=):."*, .... 

Das folgt aus der Invarianz von s. 

5) DaB flir eine beliebige Kurve an einer Stelle mit nicht verschwinden· 
der Krlimmung (i,~) * 0 die Beziehung (63) besteht, ist bewiesen bei Voller, 
Archiv der Mathematik und Physik 31 (1858), S. 449-453, und O. SchliimUch, 
Zeitschrift flir Mathematik und Physik 4 (1859), S. 163-166. 
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Da (t',!") = 1 ist, WIt (' sicher nicht in die Tangente hinein, 
und es laBt sich jeder Vektor ~ in die Form 

(70) ~ = A1 (S)t/(S) + A".J(S)!"(S) 
setzen. In der Tat laBt sich bei gegebenem - festem oder von s ab­
hangigem - ~ das Gleichungssystem (70) stets nach A1 , A2 auflosen, 
weil die Determinante der Koeffizienten von AI' )'2 von Null ver­
schieden ist. 

1st insbesondere ~ (s) invariant mit !(s) verkniipft, so ist auch 

(71) ~*(s) = A1(S)!/*(S) + A2 (S)t"*(s), 
d. h. A1(S) und A2(S) sind Invarianten der Kurve. - Der Vektor til 
laBt sich also hier ebenso verwenden, wie der Normalenvektor in der 
Bewegungsgeometrie. Wir nennen ihn deshalb "Aftinnormalenvektor". 
f/, (' nennen wir das begleitende Achsenkreuz oder das begleitende 
Zweibein (Fig. 7). 

Da wir eine groBe Reihe von invarianten Ableitungsvektoren 
kennen, macht es nunmehr keine Schwierigkeiten affine "Differential­
invarianten" herzuleiten, Wir bezeichnen sie mit dem Zusatz "Differen­
tial-", weil sie aus Ableitungsvektoren zu· 
sammengesetzt sind. Suchen wir z. B. t'" im ~" 
begleitenden Zweibein auszudriicken! Aus 

(72) 

folgt durch Differenzieren ~ ~' 

(73) (t ', t"') = o. Fig. 7. 

Somit sind nach § 2 die Vektoren t ' und !", linear abhangig, d. h. 
es ist wegen !' =1= 0 

(74) (" + k!' = 0, 

wo k(s) eine Zahl, eine skalare (= nicht vektorielle) GroBe bedeutet. 
Es ist 

(75) k = «(', !"') 
die einfachste Differentialinvariante unserer Kurve, das affine Gegen­
stuck der Krummung. Wir nennen deshalb k die "Attinkrlimmung" 6). -
Aus 

(73) 
folgt durch Differenzieren 

(76) (t ', !IV) + ((', !"') = 0 

6) Die Affinkriimmung k tritt als "absolute reine Reziprokante", d. h. als 
Differentialinvariante, die bei einer beliebigen Affinitat der Ebene nur einen 
Zahlenfaktor annimmt, schon bei J. J. Sylvester: American Journal of Math. 9 
(1887) S. 335, 10 (1888), S. 10 auf. An der ersten Stelle auch eine Operation, 
die dem Wesen nach mit der Ableitung nach s zusammenfallt. 
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und daher ist auch 

(77) 

Wir wollen uns nun noch die Affinkrummung fUr den Fall aus­
rechnen, daB unsere Kurve nicht mittels des Affinbogens s, sondern 
mittels eines beliebigen Parameters t dargestellt ist. Wir hatten nach 
(46), (48) 

(78) , . dt . (. ")-11 
~ =~dS=~ L~ 3. 

Daraus folgt, wenn wir zur Abkurzung 

(79) 
setzen, 

1" _..i e - , 
rp 

(80) II 'i . rP 
~ =rp2-~~3' 

~III = :~ - 3 ~; -l (:u·t 
Beachtet man (t,i) = cps und somit (i,'t') = 3q/JiY, so folgt 

(81) k = (1'" 1'''') = (~. ~} - ~ (-I..) . 
e ,e rpo 2 rp" tt 

Setzt man insbesondere t = Xl' so wird 

(82) ~'={x2-1/3, x2x\l-l/s}, !"={-ix2-5/3x2' x21/s-ix\lX2-5/'X2} 
und 

(83) k _ 1 d2 "-01 _ 5 " -SI ". 2 + 1 "_51 :: 
- -"2 dxI2 Xl! 3 - - 9 X\l -Xl! g-X2 3X2 • 

W egen (~', () = 1 kann man durch eine fliichentreue Affinitiit 
eint;n Punkt ~o unserer Kurve in den Ursprung verlegen und erreichen, 
daB die zugehorigen Vektoren ~o', ~o" die Koordinaten 1,0; 0,1 be­
kommen. Nach (82) ist dann im Ursprung 

(84) x2 =0, x2 =1, x2 =0 

und die Entwicklung von x2 nach Potenzen von Xl hat demnach die 
kanonische Form 7) 
( ) _ 1 2+ a 4 b 0+ 85 X2 -"2 Xl 4!Xl +5"!xl .... 

Setzt man dies in (83) ein, so erhiilt man fur k die Entwicklung 

(86) 

Somit ist 

(87) 

.) AusfUhrliche Reihenentwicklungen sind in § 15 Aufgabe 12 angegeben. 
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Wir geben noch eine Tabelle fUr die Dimensionen unserer Vek­
toren und Invarianten an: 

(88) ~ I s I ~'I ~" I ~", I k I k' 

Iltlil-tl-ll-tl-2 
Das soIl heiBen: Vervielfacht man alJe Langen unserer Figur im Ver­
haltnis p, so multipliziert sich z. B. die AffinIange mit p2/. und die 
Affinkrummung mit p-'/.. Hieraus folgt u. a., daB das Integral 

(89) 

gegenuber beliebigen (auch nicht flachentreuen) Affinitaten unverander­
lich ist. Indessen ist dieses Integral nur fur die Kurven reel!, auf 
denen k > 0 ist. 

Stellen wir noch eine Tafel der wichtigsten Forrneln fur die 
alfine Dilferentialgeometrie der eben en Kurven auf! Es sind das die 
folgenden: 

( 48) 
(72) 
(74) 
(75) 

(85) 

§ 6. Geometrische Deutung der Affinnormalen. 

Die Alfinnormale ist die Gerade durch einen Kurvenpunkt ~ (s) 
mit der Richtung des Alfinnormalenvektors ~"( s). 

Es soli sich jetzt darum handeln, eine geometrische Konstruktion 
fur die Affinnormale anzugeben. Denken wir uns "links" von der 
Tangente in ~ eine Parallele zu dieser Tangente gezogen, so wird 
dieselbe, wenn sie genugend benachbart ist, mit unserer Kurve zwei 
(zu ~ benachbarte) Punkte ~ und & 
gemein haben (Fig. 8). Der Mittel­
punkt der Strecke ~ & sei m. Er 
beschreibt, wenn sich die Parallele 
verschiebt, eine Kurve durch ~, die 
wir als eine "Schwerlinie" der ur­
sprungIichen Kurve in ~ bezeichnen 
wollen. Nun soIl gezeigt werden: 

Fig. 8. 
J' ) 

Die Tangente in ~ an die zugehorige Schwerlinie, die von den 
Mitten aller Sehnen parallel zur Tangente in ~ beschrieben wird, fallt 
mit der Alfinnormalen unserer Kurve in ~ zusammen. 



16 Ebene KllrVen im K1einen. 

Benutzen wir zum Beweise die kanonische Darstellung (85), so 

erhalten wir daraus umgekehrt fur Xl eine Reihe nach Potenzen von V x2 

(90) Xl = 0; vX;; + p V x2 2 + r V X 23 + b \-! X 2 4 + ... 
und finden durch Einsetzen und Koeffizientenvergleichen die Werte 

(91) 0;2 = 2, p = 0, 

Die Schnittpunkte ~,1j unserer Parallelen zur Tangente (xl-Achse) 
haben die Koordinaten 

(92) Yl = - o:Vx2 + PV X22 - rV X2~ + bVx/ + ... , Y2 = x2 ' 

Zl= +O:VX2+PVX22+rVX23+bYX:+ ... , Z2=X2 , 

und die Koordinaten des Sehnenmittelpunktes m sind daraus 

(93) ml = ~ (Yl + Zl) = P x2 + b X 22 + ... , m2 = x 2 ' 

oder, wenn man aus (91) und (87) die Werte einsetzt, 

(94) 

Man findet somit fUr die Richtung der Tangente im Ursprung an 
die von m beschriebene Kurve 

(95) ( dm!) = 0, 
dm2 

d. h. diese Tangente faUt mit der x2 -Achse zusammen. In der 
kanonischen Darstellung (85) war aber die x2 -Achse gleichzeitig 
Affinnormale im Ursprung, und damit ist die Behauptung bewiesen. 

Entweder aus der analytischen Erklarung oder auch aus der 
geometrischen Deutung der Affinnormalen ergibt sich sofort, daB die 
Affinnormale auch gegenuber beliebigen (nicht-fiachentreuen) Affinitiiten 
invariant mit der Kurve verbunden ist 8). 

§ 7. Natiirliche Gleichung. 

Wir wollen nun die in § 5 angeschnittene Frage nach den 
Differentialinvarianten der Kurve zum AbschluB bringen und uns einen 
Uberblick uber samtliche Differentialinvarianten verschaffen. Das ist 
bald gemacht. Wir behaupten: Die einzig wesentliche ist k. Wenn 
namlich 

k = k (s) 

8) Die Affinnormale findet sich ohne Benennllng schon in dem Werk von 
L. N. M. Carnot: Geometrie de position, Paris 1803, S.477-480. Doch sind 
die dortigen Angaben nicht richtig. Vgl. K. Carda: Jahresbericht D. M. V. 
28 (1919), S. 78-80. Spater hat sie unabhiingig A. Transon: Liouvilles Journal 
de Math. (1) 6 (1841), S. 191-208 wiedergefllnden und a1s Deviationsachse be­
zeichnet, ein Name, llnter dem sie auch in man chen Lehrbtichern auftritt. 
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als Funktion der Affinlange bekannt ist, so gibt es immer Kurven 
;t; (s) mit der Affinkrummung k (s), und zwar gehen aIle diese Kurven 
aus einer von ihnen durch ftachentreue Affinitaten hervor. 

In der Tat, nach (74) ist zur Bestimmung unserer Kurve ;t; (s) 
nur die Differentialgleichung 

(96) ;t;'" (s) + k (s) ;t;' (s) = 0 

aufzulosen. Also mussen x/ (s), x2 ' (s) ein Losungssystem bilden fUr 
die lineare und homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(97) U" + k(s)u = O. 

Sind up U2 zwei linear unabhangige Losungen von (97), so ist ihre 

" Wronski-Determinante" 

(98) (=1=0). 

Denn aus 

(99) U~+kUl=O, U~+kU2=0. 

folgt u1 u; - '112 U~ = 0 oder D' = O. Wir konnen daher unsre 
Losungen durch Multiplikation mit geeigneten Konstanten so ein­
rich ten, daB 

{lOO) 
wird. Die allgemeinsten Losungen x/' x2' der Gleichung (97) setzen 
sich dann aus den speziellen linear zusammen 

Xl' = C11 U 1 + C12 '112 ' 

x2' = C21 U 1 + C22 U 2 ' 
(lOt) 

und da 

(102) (t, ;t;") = x/ x2" - x'/ xt = (c11 C22 - cn C12) (u1 u/ - u/ u2) 

i~t, brauchen wir nur die Determinante der c gleich 1 zu nehmen, 
urn (;t;', ;t;") = 1 zu machen. Setzen wIr 

(103) 

so sind die allgemeinsten Losungen von (74) mit der Nebenbedingung 
(;t;', ;t;") = 1 die folgenden 

(104) 
Xl = c10 + cll X1* + C12 X2*' 

x 2 = c20 + C21 Xl * + C22 x2 * , 

Da wir von unserem Standpunkt aus alle Kurven, die durch 
ftachentreue Affinitaten auseinander hervorgehen, als eine Kurve -
oder doch als wesentlich identisch - ansehen, so ist durch (96) eine 
Kurve eindeutig festgelegt (oder "im wesentlichen eindeutig") und damit 
sind es gewiB auch samtliche Differentialinvarianten. Wir nennen 
deshalb k = k (s) die natilrliche Gleichung einer Kurve. 

Blaschke, Differenthlgeometrie. II. Bd. 2 
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Zur Auffindung der Parameterdarstellung der Kurve aus ihrer 
natiirlichen Gleichung ist also in der Hauptsache die Lasung der 
homogenen und linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung (97) 
erforderlich. Diese laBt sich bei der einfachsten Annahme 

(105) k = konst. 

leicht durchfiihren. 
Nehmen wir erstens k = 0 an. Dann bekommt (74) die Form 

~'" = 0 und wir finden als allgemeinste Lasung 

(106) 6' = ~o + 6'0' s + ~ 6'0" S2, (6'0', 6'0") = 1. 

Die einzigen Kurven mit identisch verschwindender Affinkriimmung 
sind also die Parabeln. 

Nehmen wir zweitens k = x 2 > 0 an. Dann hat die Differential­
gleichung (97) als Lasungen cos k'/. s und sin k'i. s und durch Inte­
gration folgt fiir unsere Kurve eine Parameterdarstellung 

(107) Xl = a cos k'/, s, X2 = b sin k','. s. 

Die Bedingung (6", 6''') = 1 gibt 

(108) abk'f. = 1. 

Wir finden somit als Lasung eine Ellipse 

(109) 

wenn F = nab den Flacheninhalt der Ellipse bedeutet. 
Die Ellipsen sind dureh teste positive Attinkriimmung k gekenn­

zeiehnet; zwischen der Attinkriimmung und dem Flacheninhalt F besteht 
die Beziehung 

(110) 

1st drittens k = - x 2 < 0, so finden wir als eine Kurve mit 
dieser natiirlichen Gleichung etwa die folgende 

xl=ach(-k)'/.s, x2=bsh(-k)'l.s, k=-(ab)-ZI" 

(111) 

wenn ch und sh die Hyperbelfunktionen bedeuten. Also: 
Die Hyperbeln sind die einzigen Kurven mit fester negativer 

Affinkriimmung. 
Wir wollen von der natiirlichen Gleichung k = konst. der Kegel­

schnitte gleich eine Anwendung machen, indem wir folgenden Satz 
von J. Bertrand 9) beweisen: 

Hat eine krumme Linie die Eigensehaft, dafJ ihre Sehwerlinien aUe 
geradlinig sind, so ist sie notwendig ein Kegelschnitt. 

9) J. Bertrand: Liouvilles Journal (1) 7 (1842), S. 215-216. Vgl. im fol­
genden § 15, Aufgabe 5. 
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Unter einer Schwerlinie ist dabei wie in § 6 der Ort der Mittel­
punkte paralleler Sehnen verstanden. Geniigt eine Kurve der Voraus­
setzung, so muB, wenn man irgendeinen Kurvenpunkt ~o zum Ursprung 
wiihlt und seine Tangente und Affinnormale mit der xl - und x2 -

Achse zusammenfallen laBt, die Gleichung der zugehorigen Schwer­
linie, die in ~o endigt, nach (94) die Form ml = 0 annehmen. Es 
muB also ko' = 0 sein. Da dies fUr jede Stelle unserer Kurve gelten 
muB, ist k = konst. und die Kurve ein Kegelschnitt. Die Kegel­
schnitte haben aber in der Tat die langst bekannte Eigenschaft, 
gerade Schwerlinien zu besitzen. - Zur Giiltigkeit des Beweises 
braucht man weniger als die Geradlinigkeit der Schwerlinien, es geniigt 
anzunehmen, daB diese in den Endpunkten Wendepunkte besitzen. 

§ 8. Die Kegelschnitte als W- Kurven. 
Die Kegelschnitte haben eine merkwiirdige kennzeichnende Eigen­

schaft: Ein flachentreu-affin veriinderliches Exemplar liiBt sich liings 
eines zweiten festen so fortschieben, wie der Korkzieher im Kork. Urn 
diesen Sachverhalt genauer beschreiben zu konnen, erkliiren wir den 
Begriff einer stetigen eingliedrigen Gruppe von fliichentreuen Affinitaten, 
und zwar so: 

Die Transformationen Tt , niimlich 

Xl* = clO(t) + cl1 (t)xl +CI2 (t)X2 , 
( 112) cll C22 - c12 C21 = 1 

x2 * = c20 (t) + C21 (t) Xl + C22 (t) X2 ' 

einer eingliedrigen stetigen Gruppe fliichentreuer Attinitiiten sollen die 
Gruppeneigenschaft haben, die ldentitiit enthalten und sich eindeutig und 
stetig entweder auf die Punkte einer Geraden (- 00 < t < + (0) oder 
auf die eines Kreises (t mod 2 n), abbilden lassen. - 1m ersten Fall ist 
die Gruppe "offen", im zweiten "geschlossen". 

Dann liiBt sich die fragliche Eigenschaft der Kegelschnitte so 
aussprechen: Ein Kegelschnitt wird durch eine stetige eingliedrige Gruppe 
fliichentreuer Attinitiiten in sich ubergefiihrt. Wir wollen das zuniichst 
bestatigen und behaupten zu diesem Zweck: 

Eine beliebige fliichentreue Attinitiit (17), lii(Jt sich durch geeignete 
Achsenwahl immer in eine der folgenden Typen verwandeln: 

(113) 

2* 
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{X*--X -!-.~X ( Xl* = - Xl ch r - Xq sh r, 
(114) (B')) " 

l x2 * = - Xl sh r - X2 ch T; 

(C') ~ 1 - I I • 2' 

lX2* = - X2 • 

Zum Beweis suchen wir die festbleibenden Punkte einer Abbil­
dung auf. Die Koordinaten der Festpunkte (Xk* = xk) sind L6sungen 
der beiden Gleichungen 

(115) 
(cll -l)Xl -j-CI2 X2 = - ClO' 

C21 Xl + (C22 - 1) x2 = - c20 ' 

und fiir die festbleibenden Richtungen Xl * : x2 * = Xl : x2 bekommen 
wir das homogene Gleichungssystem 

(cll -l)XI + C12 x2 = 0 

C2l Xl + (C22 - l) X 2 = 0, 

dessen Determinante verschwinden muB: 

(116) 

1st nun zum Beispiel die Determinante von (115) 

cll + C22 - 2 =F 0 

und die Determinante der quadratischen Gleichung (l16) 

(cll + C22)2 - 4 < 0, 

so haben wir einen Festpunkt und zwei konjugiert imagmare Fest­
richtungen und daher zwei solche Festgeraden durch den Festpunkt. 
Durch geeignete Koordinatenwahl kann man sie auf die Gleichungs-
form 

Xl ± iX2 = 0 

bringen. Dann bekommt unsere Transformation die Gestalt 

*+' * (-1-" Xl t X 2 = C Xl I t X 2 ) 

* ,*_1( ') Xl - t X2 - C Xl - t X2.• 

Setzt man 

so erhalt man daraus Typus (A). In ganz ahnlicher Weise gestaltet 
sich die Zuriickfiihrung in den iibrigen Fallen. 

Der Parameter bei den Typen (113) ist so gewahlt, daB dem 
Werte T = 0 die Identitat zugehort und daB der Zusammensetzung 
zweier Abbildungen TTl' T'2 desselben Typs die Addition der Para­
meter entspricht 

(~) TTl T'2 = (~) T'I+72' 

LaBt man den Parameter r aile reellen Werte durchlaufen, so stellt 
die Gesamtheit der Abbildungen eines Typs von (113) eine einglied­
rige stetige Gruppe von flachentreuen Affinitaten dar. 
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Nun bestatigt man sofort die angegebene Eigenschaft der Kegel­
schnitte. Nehmen wir eine Transformation T~ etwa aus (A) - -r sei kein 
ganzzahliges Vielfaches von :rt: 2 -. Dann fUhrt T~ die Kegelschnitte 
der Schar X 12 + X 22 = konst. und nur diese einzeln in sich uber. Denn 
durch die Punkte (~) TnT) von denen mehr als vier verschieden sind, 
ist ein einziger solcher Kegelschnitt bestimmt. Von den Kegelschnitten 
dieser Schar geht - auBer durch den Ursprung - durch jeden 
Punkt der Ebene genau einer; es sind die "Bahnkurven" der Gruppe, 
die bei festem {Xl' X2} und veranderlichem -r vom Punkte {x/' XII *} 
durchlaufen werden. Entsprechendes gilt auch von den invarianten 
Kegelschnitten der anderen Gruppen, wobei die Einschrankung fUr 7: 

fortbleibt. 1m Fall (A) sind die Festkegelschnitte Ellipsen, fUr (B) im 
allgemeinen Hyperbeln, fUr (D) Parabeln, fur (C) und (E) gerade 
Linien. 

1st andererseits ~ (t) eine krumme analytische Linie, die eine 
Gruppe flachentreuer Affinitaten gestattet, so muB die Affinkrummung 
k langs der Kurve fest sein. Dadurch waren aber die Kegelschnitte 
gekennzeichnet. 

§ 9. Bestimmung der eingliedrigen Gruppen flachentreuer 
Affinitaten. 

Wir wollen jetzt, ein wenig aus dem Rahmen der bisherigen 
Untersuchungen heraustretend, das Ergebnis von § 8 unter allgemeineren 
Voraussetzungen fiir ~ (t) herleiten. Wir behaupten namlich: 

Jede eingliedrige stetige Gruppe fliichentreuer Attinitiiten geht bei 
geeigneter Achsenwahl in einen der Typen (113) uber. 

Zum Beweis wollen wir zuerst einige Eigenschaften von Affini 
taten zusammenstellen, die sich aus den Tabellen (113) und (114) ab­
lesen lassen. 

(I) Abgesehen von der Identitat und der Transformation 
{x/ = - Xl' X2 * = - XII} laBt sich eine Affinitat nur unter einen der 
Typen (113, 114) 'einreihen. 

(II) Die Potenztransformationen einer flachentreuen Affinitat 

(~) T/' = (~) Tn~ 

divergieren sowohl fUr n -+ + 00 wie fur n -+ - 00. 

(III) Aus allen Abbildungen der Tabelle (113) laBt sich "die 
Wurzel ziehen"; das heiBt, zu jeder dieser Transformationen T. gibt 
es eine andere T.l/., fur die 

'T' 1/ •. 'T'1/. _ 'T' 
~7: .1..,; -.1.7: 

ist. Dagegen gibt es solche Wurzeln fUr die Transformationen der 
Tabelle (114) nicht. 
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\Virklich ist im ersten Fall die Transformation T,/2 desselben 
Typs eine Wurzel von T,. Dagegen fiihrt irgendeine Transformation 
zweimal nacheinander ausgefiihrt stets zu einem Typ von (113). 

Sei nun G' = (Tt) eine stetige eingliedrige, etwa offene, Gruppe 
ftachentreuer Affinitaten (- 00 < t < + (0) und t = 0 der der Iden­
titat entsprechende Parameterwert. Dann, behaupten wir, liiBt sich aus 
~ die Wurzel ziehen und diese Wurzel kommt in G' vor. 

Wegen der Gruppeneigenschaft gibt es namlich eine eindeutige 
und stetige Funktion 

(117) C = f(a, b), 
so daB 

Ta·Tb = Tc 

wird. Da umgekehrt auch die Abbildungen To und Tb (oder Ta) die 
Abbildung Ta (oder Tb ) eindeutig bestimmen und die Tt eineindeutig 
auf die reellen Zahlen t bezogen sind, so ist die Gleichung (117) ein­
deutig nach a und b auflosbar. Somit ist f(a, b) bei festem a oder 
b eine monotone Funktion von b oder a, und zwar eine monoton 
wachsende Funktion, da diese fur die SonderfiiIle f(O. b) = b und 
f(a, 0) = a gilt. Fur a < b ist demnach 

(118) f(a, a) < f(a, b) < f(b, b). 

Daher ist f(a, a) ebenlalls eine stetige monoton wachsende Funktion 
von a, und da f (a, b) weder nach oben nQch nach unten beschrankt 
ist, gilt dasselbe fiir f{a, a). So mit durchlauft t = f(a, a) mit a wach­
send aIle reellen Werte und deshalb ist diese Gleichung eindeutig 
nach a losbar, das heiBt aus der Abbildung Tt laBt sich eindeutig 
die Wurzel ziehen, namlich Ta. (1m Fall (A) wird das Wurzelzeichen 
zweideutig.) 

Die Transformationen von G' gehoren also aIle zu den Typen (113 I 
und kommen nach (I) nur in einer der Gruppen (113) vor. Sei ctwa 
~ als Transformation TT in der Gruppe G (G = (A) oder (E)) ent­
halten. Dann liegen nach (1) die Transformationen 

m 

T "" T to. ==::::: r.m (m=0,±1,+2, ... ; n=1,2,3, ... ) 
21t 

sowohl in G wie in G'. Und wenn wir zeigen konnen, daB die t­
Werte t dieser Transformationen die t-Achse uberall dicht be-m,n 
decken, so ergibt sich wegen der Stetigkeit der Cik(t) in (112) die 
Identitat yon G und G'. 

Nun ist 
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weil (117) und (118) mit ihren Parametern monoton wachsen. Die 
Zahlenfolgen 

ik,n (k=+1,+2,+3, ... ) und tk,n (k=-1,-2,-3, ... ) 
sind ferner die eine nach oben, die andere nach unten nicht be· 
schrankt; andernfalls besaBen die Folgen namlich einen Grenzpunkt g 
und es ware k 

lim I'e 2" = Tg • 
k~:r 00 

Das ist aber nach (II) unmoglich. 

Ferner ist 

(119) lim tl k = 0. 
k~oo ' 

Denn die den tl , k entsprechenden r -\Verte 

1 

gehen gegen Null; also streb en die Abbildungen T2k fur k --->- + 00 

gegen die Identitat und wegen der eineindeutigen und stetigen Beziehung 
zwischen Transformation und t-Werten folgt die Gleichung (119). 

SchlieBlich bemerken wir noch, daB fUr beliebig kleines f 

(120) I tm,n - tmH,n 1< f, 

wenn m beschrankt und n genugend groB ist. Denn es ist 

tm, n = f(O, tm , n))' tmH , n = f(tl, n' tm, n)' 

und da t mit m beschrankt und f in tl stetig ist, so folgt wegen 
m,1l ,ft 

(119) die Ungleichheit (120). 

Nunistaberklar, daBdiePunkte tm,n (m=O, ± 1, + 2, ... ;n = 1, 2, ... ) 
die t-Achse uberall dicht uberdecken. - Der Beweis fUr geschlossene 
Gruppen verlauft ganz ahnlich. 

Als Anwendung zeigen wir: 

Eine Eilinie Q;, deren Schwerlinien alle geradlinig sind, ist not­
wendig eine Ellipse. 

Diese Behauptung ist verwandt mit dem in § 7 bewiesenen Satz 
von Bertrand, nur sind die Voraussetzungen verschieden. Dort hatten 
wir von den betrachteten Kurven weitgehende Regularitatsannahmen 
gemacht, hier lassen wir bei Q; Ecken und geradlinige Stucke zu, 
setzen aber dafiir Q; als (geschlossene) Eilinie (= konvexe Kurve, 
vgl. § 18) voraus. 

Es sei to ein Punkt von Q;, der keine Ecke ist. Seine Stiitz­
gerade (Tangente) (50 habe mit Q; entweder nur den Punkt 60 ge­
mein oder to sei der Mittelpunkt der Strecke, in der (50 Q; trifft. 
Ferner sei 5 der Schwerpunkt des von Q; umschlossenen, homogen 
mit Masse belegten Eibereichs. Die zu (50 parallelen Sehnert von Q; 
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haben ihre Mitten auf der Geraden ®o d)lrch !"o und ;3. ~ wird 
durch die Spiegelung So an ®o parallel 60 in sich iibergefiihrt. Es 
sei nun !" irgendein von !"o verschiedener Punkt von~. Da die 
Sehnen von ~ parallel zU!"o!" ihre Mitten auf einer Geraden ®. haben, 
gibt es wieder eine Spiegelung S von ~ in sich, die ro und !" ver­
tauscht. Da!"o keine Ecke von ~ war, kann also auch kein anderer 
Punkt !" Eckpunkt von ~ sein. 

Fiihren wir nun zuerst die Spiegelung So und dann die Spiege­
lung S. aus, so erhalten wir eine eigentlich flachentreue Affinitat Tp 
die ~ in sich iiberfiihrt und !"o nach !" bringt. Man sieht nun leicht, 
daB es nur eine einzige Affinitat mit dies en Eigenschaften geben kann. 
Denn sie muB den Schwerpunkt ;3 in Ruhe lassen, die zu !"0;3 par­
allelen Stiitzgeraden von ~ in die zu !" ;3 parallelen iiberfiihren und 
die Stiitzgeraden von ~ in !"o in die von ~ in r verwandeln. Da 
diese Bestimmungsstiicke der Transformation T. sich mit !" stetig an­
demo so bilden die T. die geschlossene stetige Gruppe von flachen­
treuen Affinitaten, die ~ in sich iiberfiihren. Somit ist ~ eine Ellipse. 

§ 10. W-Kurven. 

Nehmen wir weiter an, es handle sich darum, eine etwa- analY­
tische Kurve mit (~,~) =t 0 zu bestimmen, die eine Gruppe nicht­
ltachentreuer Affinitaten "gestattet". Unterwirft man die Kurve einer 
solchen Affinitat mit der Determinante d, so muB man jedenfalls 
d > 0 haben, weil die Affinitlit stetig in die Identitlit (d = 1) tiber­
gefiihrt werden kann, ohne daB d den Wert 0 iiberschreitet. - Aus 
den Dimensionen von k und k' (§ 5 (88)) folgt, daB k'· k-% eine 
Invariante gegeniiber beliebigen affinen Transformationen ist. Daher 
muB dieser Ausdruck langs der ganzen Kurve konstant sein. Es 
muB also 

dk -- = c·ds und 
k'/s 

sein, wenn wir den Punkt s = 0 geeignet wahlen und kl die Affin­
kriimmung in s = 1 bedeutet. 

Zur Ermittlung unserer Kurven miissen wir nach (97) die Diffe­
rentialgleichung 

S2 u" + k1 U = 0 

integrieren. Man findet als ein Ltisungssystem 

(121) u1 = s/11, u2 = S112; P1 + P'J = 1, P1'P2 = k1· 
Es ist also 

P12=~(l ±V1 - 4k1)· 

Die Ltisungen sind verschieden fUr 1 - 4 k1 =1= 0 und reell fUr 1 - 4 kl > O. 
Durch Integration erhlilt man dann aIs Vertreter der gesuchten Kurven 
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(122) i\ + I'~ = 3 

oder 

(123) 

Das sind "allgemeine Parabeln", die transzendent sind, wenn 1'1' I';l' I' 
irrational, und algebraisch, wenn eine und somit jede der drei Zahlen 
rational ist. Insbesondere finden wir fur )'1 = 1, I'~ = 2 neuerdings 
die gewohnliche Parabel X 12 = 2 x~, die nicht nur fiachentreue, son­
dem auch andere Affinitaten zuliiBt, z. B. 

(124) 

1m allgemeinen Fall hat man entsprechend zwischen den Transfor­

mationskoeffizienten die Beziehung Ci1 = C22 anzunehmen. 

An zweiter Stelle hatten wir den Fall 4 k1 = 1 zu betrachten. 
Als Losungssystem von 4 S2 u" + u = 0 findet sich 

(125) U 2 = sl:.log S . 

Fur die zugehorige Kurve folgt daraus durch Integration 

(126) X2 = ~ S3'. (log s - ~) . 

Ein Beispiel einer solchen Kurve ist in Fig. 9 ge­
zeichnet. Die Gruppe der zugehorigen Affinitaten 
sieht so aus: 

1st endli<:h 1 - 4 k1 < 0, so werden 1'1 und 
7'2 in (122) konjugiert imaginar. Wir konnen 
uns aber leicht aus (122) reelle Losungen i) kom­
binieren, indem wir 

(128) Fig. 9. 

setzen. Nach (122) geht dann Y1' Y2 aus Real- und Imaginarteil von 
sri durch eine lineare homogene Substitution hervor. Da diese un­
wesentlich ist, konnen wir auch schreiben 

Y1 = ea log s • cos (f31og s), 
Y2 = ealogs. sin (f31og s), 

wenn 1'2 = ex + if3, 1'2 = ex - if3 ist. Andem wir die Bezeichnung 

ex;) log s = {}, a = f3 . )', 
so bekommen Wlr fUr unsre Kurve die Darstellung 

(129) (I' = konst.) 
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Es ist das eine logarithmische Spirale, die durch die Substitutionen 

Y1 * = eF (Yl cos 7: - Y2 sin 7:), 

y./ = er«Yl sin 7: + Y2COS7:) 
(130) 

in sich iibergefiihrt wird. 

DaB aIle Bahnkurven einer eingliedrigen Gruppe von Affinitiiten 
mit den angegebenen ersch6pft sind, liiBt sich durch iihnliche Schliisse, 
wie sie in § 8 und § 9· durchgefiihrt sind, erweisen. - AIle hier 
betrachteten Kurven sind besondere FiiIle der von F. Klein und 
S. Lie untersuchten "W-Kurven"lO). Das sind Kurven, die durch eine 
eingliedrige Schar von projektiven Transformationen als Ganzes in 
sich iibergefiihrt werden. Nebenbei bemerkt erhiilt man die all­
gemeinen W-Kurven aus den hier betrachteten besonderen schon 
dadurch, daB man diese Kollineationen unterwirft. Das hiingt damit 
zusammen, daB bei jeder Kollineation eine reelle Gerade fest bleibt, 
die man sich ins Unendliche bef6rdert denken kann. 

§ 11. Schmiegkegelschnitte. 

Hat man zwei wendepunktfreie Kurven ~ und <£, die sich in 
einem Punkte !'o = ~o schneiden, so kann man auf beiden die Affin­
liinge s von !'o aus ziihlen und die Kurven in der Form 

, " 52 
!' = !'o +!'o s + ~o 2! + ... , 
_ _ _ , _ " 52 

~ = ~o + ~o S + ~o 2! + -.. 
(131) 

darstellen. Man sagt, die beiden Kurven beriihren sich in ~o "in 
erster Ordnung" oder "zweipunktig", wenn (~o', ~o') = 0, ~o' + ~o' ist. 
Allgemein sind die Bedingttngen fur die Beruhrung n-ter Ordnung oder 
n + l·punktige Beriihrung (n > 1) 

(132) ~: = ~o', ... , ~O("-l) = ~O("-l), ~o( .. ) + ~o( .. )· 
Mittels der Formel (82) kann man feststellen, daB diese Erkliirung 
mit der allgemein bekannten in Ubereinstimmung ist, die folgender­
maBen gefaBt werden kann: Nimmt man die x2-Achse verschieden von 
der gemeinsamen Tangente, so ist bei Beriihrung n-ter Ordnung in ~o 

(133) dk (X2 -X2)(=0 fiir k=1,2, ... ,n, 
dx~ t + 0 fiir k = n + 1. 

10) Vgl. z. B. F. Klein und S. Lie in Math. Ann. 4 (1871), S.50-84 oder 
F. Klein, Gesammelte Abhandlungen 1 (1921), S.415 u.424. Eine elementare 
Behandlung bei S. Lie, Vorlesungen tiber kontinuierliche Gruppen usw. Leipzig 
1893, S.68-82. Weitere Literatur bei G. ScheOer5, Enzyklopiidie der math_ 
Wiss. IIID4, II. 
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1st (I eine Parabel ~ = ~o + ~o' s + .~ ~o" S2, so sieht man sofort, 
daB es an jeder Stelle !'O eine und nur eine Parabel gibt, die hier 
unsere Kurve in mindestens dritter Ordnung beriihrt, namlich 

(135) !' = to !'o's hoff s~. 

Sie soIl die Schmiegparabel von (I in !'O heiBen. In Fig. 10 ist die 
diinne Kurve die Schmiegparabel. Damit eine Schmiegparabel an 
einer Stelle in haherer als dritter 
Ordnung beriihre, damit es sich, 
wie man sagt, urn eine "ruhen­
de Schmiegparabel" handelt, muB 
!,r,'" = 0 oder wegen !"" + k!,' = 0 

(136) ko = 0 

sem. Fig. 10. 

Wenn wir (I als be1iebigen Kegelschnitt wahlen, so kannen wir 
an jeder Stelle !'o von (I eine Beriihrung yon mindestens vierter Ordnung 
erzwingen. Dazu ist notwendig 

(137) !'o' = ~o', !'o" = ~o", !'o'" = ~o"'· 

W egen r'" + k r' = 0 r'" --l- k r ' = 0 miissen deshalb die Affin-eo 0 eo 'eo I eo 
kriimmungen ko und k von (I und (£ in !'o iibereinstimmen. Anderer-
seits ist durch die Anfangsbedingungen ~o = !'o' ~o' = !';, ~o" = !'o" 
und durch die Differentialgleichung "io'" + ko f = 0 der Kege1schnitt (£ 
eindeutig festgelegt. (£ solI der Schmiegkegelschnitt von G£ in !'o heiBen. 

Nach den Ergebnissen von § 7 sehen wir also: 

Der Schmiegkegelschnitt einer Kurve (I an einer Stelle !'o' die kein 
Wendepunkt ist, ist eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem die 
Aflinkriimmung ko von G£ in !'O positiv, negativ oder null ist. 

Man kann entsprechend diesen drei Maglichkeiten davon reden, 
daB (I in !'o "elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch gekriimmt" 11) ist. 
In der Flachentheorie gebraucht man seit Dupin dieselben Bezeich­
nungen bekanntlich in ganz anderem Sinn, aber ein MiBverstandnis 
ist hier wohl nicht zu befiirchten. Man findet etwa fUr k > 0 hir den 
Schmiegkegelschnitt, dessen Affinlange mit a bezeichnet werde, 

(138) 11( )_ ()+sin(Vk.o) ,()+I-cos(lii.o) "() <, S, a -!' s -,'k !' S --~~-k--!' s. 

Stell en wir die Bedingung fiir einen ruhenden Schmiegkegelschnitt 
auf, d. h. dafiir, daB der Schmiegkegelschnitt in !'o in haherer als 
vierter Ordnung beriihrt. Dazu ist 

loIV = !'oIY 

11) P. Bohmer: Math. Ann. 60 (1905), S.256-262. 
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notwendig und hinreichend. Nun folgt aus "f'" + k!, = 0 und 
~", + ko~' = 0 sowie (137) durch Ableitung an der Stelle "fo 

Somit nimmt die 

(139) 

"foIV + ko"fo" + ko'''fo' = 0, 

ioIV + koio" = o. 
gesuchte Bedingung die Form an 

ko' = (dk) = O. 
ds 0 

Man nennt eine solche Stelle "fo mit einem ruhenden Schmiegkegel­
schnitt bisweilen auch einen "sextaktischen Punkt" von (£. Es ist be­
merkenswert, wie einfach sich alle diese Rechnungen und Bedingungen 
in unserem System gestalten. 

§ 12. Die Affinevolute. 

Die EinhuUende der Affinnormalen einer Kurve (£ soU die Affin­
evolute von (£ heipen. Sie ist das affingeometrische Seitenstiick zur 
Evolute, der' Einhiillenden der gew6hnlichen Normalen. Bezeichnen 
wir den Beriihrungspunkt der Affinnormalen mit der Affinevolute mit 
1), so k6nnen wir 

(140) 

setzen und finden durch Ableitung wegen "f'" + k!, = 0 

(141) 1)' = (1 - k.r)!' + r'''f''' 
Wegen der Beriihrung muB (1)', "f") = 0 oder 1 - kr = 0, also 

(142) 

sein. r ist der affine Kriimmungshalbmesser. 
Eine Kurve, bei der alle Affinnormalen durch denselben Punkt 

gehen, ist ein Mittelpunktskegelschnitt. 
Aus 1)' = 0 folgt niimlich r' = 0, r = konst. und somit k = konst. 

Der Punkt 
1 

1) = "f ( s) + Ii !" (s) 

spielt also die Rolle der Affinevolute des Kegelschnittes. 1) ist sein 
Mittelpunkt. Denn transformieren wir den Kegelschnitt stetig in sich, 
so werden die Affinnormalen vertauscht, wiihrend der Mittelpunkt 
festbleibt. 

Allgemeiner gilt: Bei einer beliebigen Kurve ist der Beruhrungs­
punkt einer Affinnormalen mit der Affinevolute gleichzeitig Mittelpunkt 
des Schmiegkegelschnittes. 

Die Parabeln sind die einzigen Kurven mit lauter parallelen Affin­
normalen. Die Forderung des Parallelismus gibt niimlich die Be-
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dingung (~", t") = 0, und das gibt k = 0, Ii. h. nach § 7 die Parabel. 
Die "Durchmesserrichtung", d. h. die Richtung zum sogenannten un­
eigentlichen Punkt der Parabe1 

, 52 " 
~ = ~o + s ~o +"2 ~o 

erhalt man als Grenzlage der Verbindungslinie eines festen Punktes 
(etwa des Ursprungs) mit einem auf der Parabel ins Unendliche 
laufenden Punkte: 

+ '+1 11 ! lim /;0 /;0 5 1" /;0 5 = t' " 
.1. 2 eo • 

s ..... ~ 2 5 

Das heiBt aber nach Definition von !o": Die Durchmesserrichtung der 
Parabel faUt mit der Richtung ihrer Affinnormalen zusammen. Bei 
jeder wendepunktfreien Kurve hat also die Affinnormale die Durch­
messerrichtung der Schmiegparabel. 

Die Affinevoluten der in § 10 behandelten W-Kurven, die nicht 
Kegelschnitte sind, sind wieder W-Kurven. 1st namlich ~o ein Punkt 
einer solchen W-Kurve ~ (t), ~o 'der zugehorige Punkt der Evolute t) (t) 
und (~) die zugehorige eingliedrige Gruppe, so ist 

t) (t) = (t)o) Tt , 

weil Kurven- und Evolutenpunkt affininvariant verkniipft sind. Daher 
ist t) (t) eine W-Kurve, welche dieselbe eingliedrige Gruppe wie ~ (t) 
gestattet. 

§ 13. Tangentenblld und Kriimmungsbild. 

Es sei ~ = ~(s) eine geniigend oft differenzierbare Kurve <£. Dann 
soU die Kurve ~1 = t (s) als Tangentenbild <£1 von <£ und !2 = t' (s) 
als Krummungsbild <£2 von <£ bezeichnet werden. Wir wollen fest­
stellen, wie diese drei Kurven <£, <£1' <£2 miteinander verkniipft sind. 
Wir wollen zuerst zeigen: 

Durchliiuft ~ die Kurve <£ mit der festen Affingeschwindigkeit 1, 
so durchliiuft der Vektor t das Tangentenbild mit der festen "Flachen­
geschwindigkeit" ~. 

Das soIl heiBen: Die Affinlange seines Bogens von (£ ist das 
Doppelte des Flacheninhalts, den der Vektor t bestreicht, wenn er 
am Ursprung angeheftet wird. Dieser Flacheninhalt ist namlich 

b b b 

(143) f = ! J (~1' ~1')ds =! J (~', ~") ds =! J ds. 
/I II /I 

Ist das Tangentenbild (£1 und der Ursprung 0 gegeben, so findet 
man @; durch die Integration 

(144) 
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Der Vektor ~ gibt also im wesentlichen die linearen "Momente" der 
durch den Vektor ;!;1 bestrichenen Fliiche an. 

Die Formeln (;!;', () = 1, (;!;", () = 0, (;!;', (') = 0 lassen sich 
auch so schreiben 

(145) 
Sieht man in der ersten dieser Gleichungen flir den Augenblick ;!;l 
als fest und ;!;;J als veriinderlich an, so stellt diese line are Gleichung 
die Tangente an (fl dar. Normiert man also die Gleichung dieser 
Tangente folgendermaBen 

(146) U1 X1 + U2 X2 = 1, 

so hiingen die Koeffizienten u1 ' u2 mit den Koordinaten x/', xt so 
zusammen 

(147) u l = xt, u2 = - Xl"· 

Daraus folgt: ~2 geht aus (fl dureh eine Korrelation hervor, d. h. 
dureh eine projektive Zuordnung, die Punkte in Gerade und Gerade 
in Punkte iiberfiihrt. 

Man konstruiert zu einem Punkte ;!;1 und einer durch ihn ge­
legten Tangente an (f1 den entsprechenden Punkt ;!;;J' indem man 
den Vektor vom Ursprung nach ~2 parallel zur Tangente verschiebt 

Fig. 11. 

und den Fliicheninhalt des iiberstrichenen Pa­
rallelogramms gIeich 1 macht (Fig. 11). Urn· 
gekehrt geht (f1 aus (f2 durch die inverse Kor­
relation hervor. - Wiihrend der Ursprung bei 
der Kurve (£ keine Rolle spielt, hat er gegen­
iiber dem Tangentenbild (£1 und Kriimmungs­
bild (£2 eine ausgezeichnete Stellung; denn unter­
wirft man (£ beliebigen ftiichentreuen Affinitiiten, 

so werden nach (39) (£1 und (£2 den zugehorigen homogenen Affi 
nitiiten unterworfen. 

Merken wir einiges iiber (fl und (£2 an fur den Fall, daB (f ein 
Kegelschnitt ist I 

(f2 schrumpft dann und nur dann auf einen Punkt zusammen, 
wenn (£ eine Parabel ist. Aus;!;" = ~o" folgt niimlich durch Integration 
die Parabelgleichung. Wegen der Korrelation zwischen [1 und [2 
folgt: (f1 ist dann und nur dann eine Gerade, wenn (f eine Parabel 
ist. Man findet das auch aus der flir die Parabel kennzeichnenden 
Beziehung (;!;", ;!;"') = O. 

Eine wendepunktfreie Kurve (£ und ihr Kriimmungsbild (f2 sind 
dann und nur dann zueinander iihnlieh und iihnlieh gelegen, wenn (£ 
ein Mittelpunktskegelsehnitt ist. 

Nach Voraussetzung ist niimlich ;!; = )..;!;" + ~o' wo ). und ~o kon­
stant sind. Daraus folgt durch· Ableitung wegen (74), daB k kon-
stant ist. 
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Eine Ellipse konnen wir durch geeignete Koordinatenwahl etwa 
so darstellen: 

(148) 
Xl = cos s, 
x~= sins, 

, . 
Xl = - SIns, 
X2'= + coss, 

Xl" = - cos s, 
" . X 2 = - SIns. 

In diesem Fall sind (£, (£1 und (£9 ahnlich gelegene Ellipsen (Fig. 12, 
wo alle drei zusammenfallen), und zwar sind in dieser Ahnlichkeit ent· 
sprechende Punkte von (£ und (£~ (nicht 
aber von (£ und (£1) auch durch gleiche 
s-Werte zugeordnet. Bei der Hyperbel 
(Fig. 13) 

(149) 

~'o' ----0----9 

Fig. 12. 

Xl = chs, 
x2 = shs, 

Xl' = shs, 
x'J' = chs, 

.~ .. 
............... . ......•..... 

Fig. 13. 

x/' = chs, 
x2" = shs 

sind (£ und (£1 zwar Hyperbeln mit gleichen Asymptotenrichtungen, 
aber in verschiedenen Winkelraumen dieser Asymptoten gelegen. 

Das Tangentenbild (£1 liegt an einer Stelle ~lO immer dann links 
von seinem Tangentenvektor ~io, wenn (£ an der zugehOrigen Stelle ~o 
elliptisch gekrummt ist. 

Nach (22) und § 11 ist zu zeigen, daB (~;o' ~1 - ~lO) > 0, wenn 
ko > 0. Nun ist 

(150) 

Andererseits ist aber (~l" tt) = (t", tIff) = k. 

§ 14. Zusammenhang mit Bewegungsinvarianten. 

Es sei anhangsweise darauf hingewiesen, wie die hier eingefiihrten 
affinen Invarianten der ebenen Kurven mit den Bewegungsinvarianten 
zusammenhangen. 

Der Kriimmungshalbmesser einer Kurve ist in rechtwinkligen 
Koordinaten durch die Formel gegeben (1. Bd., § 7 (79)) 

(151) 
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Fiir die Affinliinge als Kurvenparameter wird einfacher 

(152) e=(x1'2+ x,tJ)"/s. 
Der Kriimmungshalbmesser ist somit gleich der dritten Potenz der 
Liinge des Vektors t, die man mit I t I bezeichnet. 

Berechnen wir die Entfernung p der Tangente an das Kriimmungs­
bild (£2 vom Ursprung I Es ist 

I(~",~"')I Ikl _1 

(153) P = 17'-1 = [kfl7l = e /. 
oder, wenn man die Kriimmung 

1 
" =-e 

einfiihrt, 
p = ,,1/3• 

Diese Gleichung wurde von P. Bohmerll) zur Definition des Kriim 
mungsbildes verwendet. 

Bezeichnet -r den Winkel der Kurventangente an (£2 mit einer 
festen Richtung, so kann man sich das Kriimmungsbild (£9 durch An­
gabe der "Stiitzfunktion" P(T) vorgeschrieben denken. Beachtet man. 
daB die Tangenten in entsprechenden Punkten von (£ und (£9 parallel 
sind und daB der Kriimmungshalbmesser nach (153) mit P so zu-
sammenhiingt: 

(154) 
du e = -- = p-3 
dr 

- a bedeute die gew6hnliche Bogenliinge -, so findet man aus 

(155) Xl =fcos-rda=fecos-rd-r; X 2 =fsin-rda=fesin-rd-r 

fUr (£ die Darstellung 

(156) { Sinr 
x2 = yd-r. 

Durch Ableitung folgt ferner 

dXl cos T 

(ji=-p' 
dhtl sin T Bp' cos T 

dT2 = - pa - ----:p4- , 

dX2 sin T 

d;=pa' 
d2 x2 _ + COST 3p' sin T 

dr2 - 7 --p-4-' 

Daraus ergeben sich fUr die Affinliinge s von (£ die Formeln 

(157) (:;r=(Xl.~2-X2Xl)=~6' :: =~2' 
Ferner folgt aus (81) flir die Affinkriimmung 

(158) 
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SchlieBlich sei noch erwahnt, wie man die Affinnormalenrichtung 
mit Bewegungsinvarianten verkniipfen kann. Es sei !" ein beliebiger 
Punkt von ~, 01 der zugehorige Kriimmungsmittel­
punkt, also der Beriihrungspunkt der Kurvennor· 
malen in !" mit der Evolute ij; von~. Ferner 
sei 02 der Kriimmungsmittelpunkt zum Punkte 01 
der Evolute ij;. Man bezeichnet diesen Punkt ge­
legentlich auch als "zweiten Kriimmungsmittel­
punkt" von ~ in!". Bestimmt man dann auf der 
Geraden 01 02 einen Punkt .):1 so, daB 01 der End­
punkt des ersten Viertels der Strecke .):1 02 ist 
(Fig.14), so ist die Gerade !".):1 die Affinormale 
von ~ in !". 

§ 15. Aufgaben. 

1. Affinevolvente. Der Begriff der Evolvente 
einer ebenen Kurve laBt sich auf die Affingeome- Fig. 14. 

trie etwa folgendermaBen iibertragen. Man trage 
auf den Schmiegparabeln der Kurve die zugehorige AffinHinge In ge­
eignetem Sinne ab: 

52 

(159) ~ (s) =!" (s) - s·t (s) +"2 t'(s). 

Man zeige, daB die Tangente an ~ (5) parallel zur entsprechenden 
der Ausgangskurve la.uft. Man ermittle insbesondere die Evolventen 
der Kegelschnitte. 

2. Zur ErkHi.rung der Affinliinge. Es sei ~ eine Kurve, auf der der 
Reihe nach die Punkte.):11' .):)~l' ... , .):1 .. , ... gelegen seien. Man zeichne 
das Vieleck mit den Seiten .):11.):)2' .):1s .):14' 
.pI) .):16' . .. und das Vieleck mit den Seiten 
.p2 .ps' .):14.):15' .):16.):17' .. . Zwischen beiden 
Vielecken liegt eine Kette von Dreiecken 
(vgl. Fig. 15). Man berechne die SummeS 
der dritten Wurzeln aus den Fla.chen­
inhalten dieser Dreiecke. Geht man zur 
Grenze iiber, indem man die Punkte .):1k 

auf ~ vermehrt und einander unendlich 
nahe riicken laBt, so ist der Grenzwert 
von S von der Art des Grenziiberganges 
abha.ngig. Fig. 15. 

3. Ober dreipunktig beriihrende KegeIschnitte. Es sei !" (5) (a < 5 < b) 
ein Bogen einer Eilinie ij; und ° ein Punkt innerhalb von ij;. Der 
Flacheninhalt F (5) der Ellipse, die ij; in ~ dreipunktig beriihrt und ° 

Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 3 
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zum Mittelpunkt hat, sei in a < s < b eine abnehmende Funktion von s. 
Dann enthalt die erste dieser Ellipsen (s = a) aIle folgenden (a < s~:::;'.b). 

4. tiber Schmiegkegelschnitte. Andert sich langs eines Kurven­
bogens die Affinkriimmung monoton, so liegen die zugehorigen Schmieg­
kegelschnitte ineinander. 

5. Die Kegelschnitte als einzige ebene Kurven mit geraden Schwer­
linien. Man fiihre den Beweisansatz von f. Bertrand, Liouvilles Journal 
(1) 7 (1842) S. 215-216 streng durch. 

6. Kennzeichnende Eigenschaft der Affinnormalen. Die Deter­
minante d(s) = (~'(s), ~(s) -~) hat dann und nur dann einen stationiiren 

Fig. 16. 

Wert (d'(s) = 0), wenn ~ auf 
der Affinnormalen liegt. Wann 
ist d(s) ein Minimum, wann 
ein Maximum? 

7. Kennzeichnung der Pa­
rabel. Bei einer Kurve stehe 

Fig. 17. 

der Flacheninhalt eines Sehnenabschnitts F 
Dreiecks L1 (Fig. 16) in festem Verhaltnis. 
Parabel. Vgl. im folgenden Aufgabe 12. 

zu dem des zugehorigen 
Dann ist die Kurve eine 

8. Kennzeichnung der Kegelschnitte. Eine Kurve habe folgende 
Eigenschaft. Man zeichne das Dreieck aus irgendeiner Kurvensehne 
und den beiden Tangenten in den Endpunkten der Sehne, dann die 
Mittellinie durch den Schnittpunkt der Tangenten (Fig. 17). Wenn 
diese Gerade den Fliicheninhalt zwischen Kurve und Sehne stets hiilftet, 
so ist die Kurve ein Kegelschnitt. Dieser Satz enthiilt den von den 
geraden Schwerlinien (Aufg. 5) als Sonderfall. 

9. Ober die Hyperbel. Aus der Tatsache, daB eine Hyperbel durch 
eine eingliedrige stetige Gruppe flachentreuer Affinitiiten in sich uber­
gefiihrt wird, bei der auch ihre Asymptoten festbleiben, folgt: Der 
Vektor /;' ist bei einer Hyperbel in festem Verhiiltnis zu dem Vektor 
auf der Tangente vom Beruhrungspunkt bis zum Durchschnitt mit einer 
Asymptote. 

10. Kennzeichn';lng der Hyperbel. Die einzigen ebenen Kurven, 
bei denen sich eine reelle Konstante c so bestimmen liiBt, daB der 
Vektor /;' + c /;" eine feste Richtung hat, sind die Hyperbeln. 

11. Neue Kennzeichnung der Parabel. Soli eine feste Gerade yon 
allen Schmiegparabeln einer ebenen Kurve ftiichengleiche Segmente 
abschneiden, so ist das nur auf die triviale Art zu erfiillen, daB die 
Kurve selbst eine Parabel ist und daher mit allen Schmiegparabeln 
zusammenfiillt. 

12. Reihenentwicklungen flir ebene Kurven. In der Umgebung 
eines Punktes einer ebenen Kurve, den wir zum Anfangspunkt der 
Ziihlung der Affinliinge s nehmen wollen, kann man bei geeigneter 
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Koordinatenwahl fUr die Koordinaten folgende kanonische Entwick­
lungen aufstellen 

_ ko 3 kl 4 + ko 9 - kg "....L 4 ko kl - k3 6 + 
X1-S-S!S -4!S --5-!-S I 6! S ••. , 

(160) 
_~ 2_ ko 4_2kl 6+ kOg - 3kg 6+ 

X2 - 2! S 4! S .1! S 6! S ... 

Darin bedeutet 

und k(s) die Affinkrummung der Kurve. Fur den Inhalt F des Seg­
mentes zwischen unsrer Kurve und der Sehne ~(O), ~(s) findet man 

() F - 1 {S3 ko" kl 6+ ko- 6kg 7+ } 
161 -2\6-120 s -240 s 5040 s '" 

und fur den Inhalt J des Dreiecks zwischen dieser Sehne und den 
Tangenten in ihren Endpunkten 

(162) ,. 1 {S3 + ko 7 + ) 
LJ=~ 4 960 s .. }. 

13. Schmiegkegelschnitt. Die Gleichung des Schmiegkegelschnitts 
einer krummen Linie ~(s) ist 

(163) (~- ~,t')2 + k(~ - ~,~')2 + 2(~ - ~,~') = O. 

14. Schmiegkegelschnitt in Linienkoordinaten. Es sei x1(s), X2(S) 
eine ebene Kurve. Wir setzen 

(164) 

so daB nach (74) identisch in uO' ul' u 2 die Beziehung 

(165) v'" + k v' = 0 

besteht. In diesen Linienkoordinaten Uk ist dann 

(166) 2 vv" - V'2 = 0 

die Gleichung der Schmiegparabel und 

(167) k v2 - V'2 + 2 v v" = 0 

die Gleichung des Schmiegkegelschnitts in einem Punkte s un serer 
Kurve. (G. Herglotz, 1917.) 

15. Satze tiber Aquitangentialkurven. Die Kurven 

(168) ~(s)=~(s)+a~'(s) 

(a reelle Konstante) kann man als "affine Aquitangentialkurven" von 
;r (s) bezeichnen. (Vgl. im folgenden § 17.) 

a) Man beweise: Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafUr, daB samtliche affine Aquitangentialkurven einer gegebenen 

3* 
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Kurve 1m Kleinen konvex sind (d. h. keine Wendepunkte besitzen) 
besteht darin, daB die Urkurve nirgends hyperbolisch gekriimmt ist. 

b) Man bestimme die affinen Aquitangentialkurven der Kegel­
schnitte. 

c) Die Affinnormale des Punktes ~ einer beliebigen affinen 
Aquitangentialkurve geht durch den Mittelpunkt des Schmiegkegel­
schnitts der urspriinglichen Kurve im entsprechenden Punkte ~. 

(L. Berwald 1921.) 

16. Eine Deutung der Affinkriimmung nach L. BerwaZd. 1st s die 
AffinHinge eines Kurvenbogens ~o ~1 und (J die des Parabelbogens, 
welcher mit ~O~l das Anfangs- und Endelement gemeinsam hat, 
so ist die Affinkriimmung k in ~o: 

720(a-s) 
Sfi 

(169) 



2. KapiteI. 

Ebene Kurven im GroBen. 

§ 16. Erste Variation der Affinlinge. 
Am anziehendsten sind die Fragen der Differentialgeometrie, die 

die Eigenschaften der geometrischen Gebilde im unendlich Kleinen 
in Zusammenhang mit der Gesamterstreckung der Gebilde bring en. 
Unter anderm stellen Variationsprobleme diesen Zusammenhang her. 
Beispiele anderer Art haben wir im ersten Band (vgl. etwa § 9 und 
5. Kapitel) kennen gelernt, und im folgenden sollen weitere erbracht 
werden. Wir behandeln zunachst das einfachste affininvariante 
Variationsproblem und wenden uns dann einzelnen Aufgaben zu, die 
meist Eigenschaften von Eilinien betreffen und zum Teil die Auf­
merksamkeit der Geometer schon £ruher auf sich gezogen haben. 
Dabei wird sich odie Leistungsfahigkeit unserer Hilfsmittel von neuem 
bestatigen. 

Das affininvariante Variationsproblem niedrigster Ordnung ist 
naturlich 

f (t, ~)'J. dt = Extremum, 

das Variationsproblem der Affinlange. Berechnen wir, wie sich der 
Affinbogen andert, wenn wir von ein~r gekriimmten Linie ~ (s) zu 
einer ebenso1chen Nachbarkurve 

(1) 

ubergehen. 

(2) 

~=~+u~'+v~", 
u=eu(s), v=ev(s) 

Wegen r" + k r = 0 folgt durch Ableitung 

r = (1 + u' - kv)~' +(u + v')-(, 
~"= (*)~' + (1 + 2 u' + v" - kv)~", 

wo (*) in e von erster Ordnung ist. Daraus folgt, wenn man Glieder 
von h6herer als erster Ordnung in e fortlaBt, 

(3) (i', ~/~ = 1 + 3 u' + v" - 2 k v 
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und 

(4) -S -f(-' -")', d -f{1 + '+ v" 2kv) d - ~,[ • s- u T-Tf s 

oder endlich 

(5) ()S = [U + ~J - ~fkvds. 
Darin ist () S die erste Variation der AffinHinge S, d. h. das in li 

lineare Glied in der Reihenentwicklung von S nach Potenzen von li. 

Wenn wir die gefundene Formel (5) mit der Formel (12) von 
§ 22 des ersten Bandes vergleichen, so erkennen wir, daB auch 
vom Standpunkt der Variationsrechnung aus gesehen un sere "Affin­
kriimmung" k das affine Gegenstiick zur gewohnlichen Kriimmung " 
einer Kurve ist. 

Ferner: Die Extremalen des Variationsproblems ISS = 0 sind die 
Kurven mit verschwindender Aftinkrummung, d. h. Parabeln (§ 7). 

Stellen wir fest, inwiefern die Parabeln ein Extremum der Affin­
Hinge ergeben! Wir beweisen zunachst folgenden Hilfssatz: 7;(t) 
(0 < t < 1) sei ein zweimal difterenzierbarer, doppelpunktfreier Kurven­
bogen, fur den (~,~) =1= 0 ist (vgl. § 4) und dessen Linienelemente von­
einander endlichen Aftinabstand (§ 3) besitzen; I, II, III seien drei auf­
einanderfolgende dieser Linienelemente, deren Aftinabstiinde wir durch 
I II usw. bezeichnen; dann ist 

(6) I II + II III <IIIl, 

und zwar gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn II auf dem durch 
I und III bestimmten Parabelbogen liegt. 

Zum Beweise veranschaulichen wir uns das Behauptete geo­
metrisch. I, II, III mogen bzw. in den Punkten .\:l1' .\:l9'.\:lS liegen. Wir 
bringen die Tangenten durch .))1 und .))9 in .\:la' die durch .))9 und .))3 
in .))b' die durch .))1 und .))s in .))C zum Schnitt (Fig. 4, S. 7). ~ (t) ist 
ein doppel- und wendepunktfreier Bogen; wenn wir dann den absoluten 
Inhalt der Dreiecke 

(7) L, (.\:l1 .\:l\l.\:la) = f1, L, (.\:l9.\:ls .ph) = fll , L, (.\:ll.\:lS .\:lc) = f3 

setzen, so ist die Ungleichheit des Hilfssatzes gleichwertig mit 

(8) 

Nennen wir weiter das Streckenverhaltnis 

(9) V.Vb - {J 
Vel13 - , 

so ist 
o<ft,{J,r<l, 

well die Durchschnittspunkte einer langs ~ (t) entlang gleitenden 
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Tangente mit einer festen Geraden wegen (~,~) =1= 0 stets im gleiehen 
Sinne aufeinanderfolgen. Ferner ist 

(10) f1 =r6(lllllallb)' 6 (lllllallb) =a6(lll llcllb)' 6(lld'cllb)=P·fs' 
somit 

(11) f1 = apr·f3 und entspreehend f'J = (1- a) (1 - P) (1 - r) fs' 

Nun ist stets 

(12) -l/~ < a+P+r y apr = --3-' 

wobei das Gleiehheitszeiehen nur dann gilt, wenn a = P = r ist. Dies 
zeigt man etwa naeh Cauchy1) folgendermaBen: 

Flir vier positive Zahlen a, p, r, b ist, da das geometrisehe 
Mittel kleiner als das arithmetisehe ist, 

(13) 

a+p r+() 
V~ V_I Rib < ~ap+v~ /' -2-+-2 af'r = Vaf'Vr =--2--;;::' 2 

Setzen wir nun 

(14) b = a+P+r = a+P+r+() 
3 4' 

so folgt aus apr b < b4 

(15) aPr < bS • 

Da in 

Vb < a+b 
a = 2 

das Gleiehheitszeiehen nur dann gilt, wenn a = b, so folgt aus 

VaPr = a+:+ r 

aueh a = P = r. 
Also ist 

(")'/ (f)'/ 3 - 3 (16) fa S+ ~ s=VaPr+V(I-a)(I-P)(I-r) 

< a+P+r + I-a+l-P+l-r = 1 
= 3 3 ' 

und das Gleiehheitszeiehen gilt nur dann, wenn a = P = r. Lassen 
wir im letzten Fall a alle Werte von 0 bis 1 durehlaufen, so erhalten 
wir einen Kurvenbogen, dessen Tangenten auf lllllc und ll. ll3 iihn­
liehe Punktreihen aussehneiden, d. h. eine Para bel. Damit ist der 
Beweis des Hilfssatzes erbraeht. 

Das Ergebnis ist ein Gegenstliek zu dem elementaren Satz, daB 
die Summe zweier Seiten im Dreieek groBer ist als die dritte. Genau 
wie man aus diesem folgert, daB die Gerade die kiirzeste Verbindung 

1) A. Cauchy: Cours d'analyse algeb rique , Paris 1821. Note II. 
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Fig. 18. 

Ebene Kurven im Gronen. 

~1 

zwischen zwei PUIikten ist, kann man hier 
die Extremeigenschaft der Parabeln in fol­
gender Gestalt erschIieBen: 

Von allen wendepunkt- und doppelpunkt­
freien innerhalb eines Dreiecks verlaufenden 
Kurven, die zwei Ecken verbinden und dort 
zwei Seiten beruhren (Fig. 18), liefert die 
Parabel den gra{Jten Wert der Aftinlange'J). 

§ 17. Ein Satz von Liebmann iiber Paare von Kegel­
schnitten. 

Eine beachtenswerte Kennzeichnung der Kegelschnitte bietet ein 
Satz, der in seiner endgiiltigen Fassung von H. Liebmann stammt, 
wahrend Sonderfalle vorher von J Bertrand, H. Brunn und dem Ver­
fasser gefunden worden sind 3). 

Es seien ij: und (f zwei regulare analytische Kurvenbogen derselben 
Ebene mit nirgends verschwindender Krummung. Jede zu einer Tangente 
von ij: genugend benachbarte Sehne von ij: mage auf ~ eine konzen­
trische Sehne ausschneiden. Dann sind ij: und (f konzentrische und 
bezuglich des gemeinsamen Mittelpunktes ahnlich gelegene Kegelschnitte 
oder im Grenzfall Parabeln, die durch Schiebung in der Achsenrichtung 
ineinander ubergehen. 

Zur Parameterdarstellung der "inneren" Kurve ij: verwenden wir 
ihre Affinlange s, dann konnen wir ein Paar von Punkten ~ und ~* 
der "auBeren" Kurve (£ so ansetzen (Fig. 19): 

~ =~(s)+(Jt(s), 
(17) ~* = ~ (s) _ (J~' (s). 

(f ~ 

.... & 
....... 

······~:n 
Fig. 19. Fig. 20. 

9) In dieser Form stammt der Beweis aus der unveroffentlichten 
Habilitationschrift von A. Winternitz, Prag 1921. 

3) ]. Bertrand: Liouvilles Journal (1) 8 (1843), S. 209-216; H. Brunn: 
'Ober Kurven ohne Wendepunkte, MUnchen 1889, S. 62 ff.; H. Liebmann: Leipziger 
Berichte 70 (1918), S.325-329; W. Blaschke: ebenda S. 330-335. 
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Zur Bestimmung von (J benutzen wir eine Eigenschaft der Schwer­
linien. Ist.tJl.tJ2 Sehne einer Kurve ~ und g die Tangente an die 
zugehorige Schwerlinie im Mittelpunkt ml von .pl.p2' so schneiden 
sich die Tangenten durch .pI und .p2 an ~ auf g. Man erkennt dies 
sofort, wenn man die drei Tangenten in .pI' m und .p2 als Grenzlage 
zusammengehoriger Sekanten auffaBt (Fig. 20). 

Da ij; und (£ gemeinsame Schwerlinien besitzen und die Affin­
normale in ! die Schwerlinie beriihrt (§ 6), so folgt hier: Die Tangenten 
in ~ und ~* schneiden die Affinnormale in ! in demselben Punkt t) 
(Fig. 19). Den Schnittpunkt t) der Tangenten konnen wir in der 
Form ansetzen: 

(18) t) =! + a!" = ~ + fJ~'· 
Durch "Multiplikation" mit ~' folgt daraus 

(19) a(~',t') = (~', ~ -!) 

und somit nach (17) wegen (t, t') = 1 

(20) 

Da t) auch Schnittpunkt der Tangente in ~* mit der Affinnormalen 
sein 5011, so muB ex beim Vorzeichenwechsel von a ungdindert bleiben 
d. h. wir haben a' = 0, a = konst. 

Machen wir jetzt die Koordinaten einzeln sichtbar 

- + dX1 Xl = Xl ads' 
(21) 

und gehen ferner von der kanonischen Darstellung von § 5 fUr ij; aus, 
indem wir Tangente und Affinnormale als xl - und x!j-Achse wahlen 

(22) 
so wird 

(24) 
- _ + 11,0.2 + Xl - a Xl - 6 Xl ... , 

x.2 = aXI + lXl.2 + .... 
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Aus der letzten Formel folgt umgekehrt 

(25) 

und das gibt in die vorhergehende eingesetzt 

(26) 

WechseIt man hierin das Zeichen von a, so erhiilt man fUr den Punkt ~* 
mit derselben xlI-Koordinate wie ~ 

(27) - * %2 + (1 -L a) X 2 + Xl = - a - --;; 20'3 I 60 2 ••. 

und fur die Schwerlinie von (£ folgt 

(28) X1+X/_ () + 2 - ... , 

wo die Punkte Glieder dritter und hoherer Ordnung in x2 bedeuten. 
(28) liefert nach Voraussetzung auch die Darstellung der Schwerlinien (£ 
bei~. Vergleicht man nun (28) mit Formel (94) von § 6, so sieht man, 
daB k' = dk: ds in ~ verschwindet, und da ~ auf (£ nicht ausgezeichnet 
war, muB also k auf (£ konstant, d. h. (£ ein Kegelschnitt sein (§ 7). 

Aus (17) schlieBt man wegen a = konst. weiter, daB (£ ebenfalls 
ein Kegelschnitt ist, der zu (£ in der behaupteten Beziehung steht. 
DaB aber zwei derartige Kegelschnitte, wie wir kurz sagen konnen, 
entsprechend gemeinsame Schwerlinien besitzen, ist leicht zu bestiitigen 
und naturlich altbekannt. 

§ 18. Eilinien. 

In den folgenden Abschnitten wollen wir uns mit Eilinien be­
fassen. Eine Eilinie ist eine stetige geschlossene Kurve l; (t) (0 < t < 1), 
fur die entweder immer der Inhalt eines aus drei aufeinanderfolgenden 
Punkten tl < t2 < ts gebildeten Dreiecks (Fig. 21) 

(29) ~(~2 - ~l' ~s - ~l) ~ 0 oder immer < 0 

ist (~i = ~ (ti))· 
~J Die Punkte, die sich in ein von drei 

Kurvenpunkten ~l' ~2' ~3 gebildetes Dreieck 
einfangen lassen, sind die inneren Punkte des 
von der Eilinie umschlossenen Bereiches. Der­
selbe enthiilt mit zwei Punkten stets auch die 
von ihnen begrenzte Strecke, wie man leicht 
aus (29) erschlieBt. Daher ist eine Eilinie 

offenbar doppeltpunktfrei. Man kann umgekehrt aus der letzteren 
Eigenschaft eines Bereiches folgern, daB sein Rand eine Eilinie ist 
und nennt ihn deswegen "Eibereich". 



§ 19. Die Mindestzahl der sextaktischen Punkte einer Eilinie. 43 

Ein Eibereich wird von jeder Geraden nur in einer Strecke ge­
schnitten. Eine Gerade, die nur Randpunkte mit ihm gemeinsam 
hat, heiBt nach H. Minkowski "Stiitzgerade des Bereiches", und aus der 
Definition des Eibereichs foIgt, daB durch jeden Randpunkt mindestens 
eine Stiitzgerade hindurchgeht. In den Punkten, wo der Rand ~ (t) diffe­
renzierbar ist, gibt es nur eine Stiitzgerade, die mit der Tangente 
des Randes identisch ist. Die einzig moglichen Singularitaten sind 
Ecken. 

1st eine Eilinie zweimal differenzierbar, so foIgt aus (29), daB 
entweder immer 

(~, t) > 0 oder immer ~ 0 

ist. Wenn iiberdies (~,~) =+= 0 (0 < t < 1), so wollen Wlr von emer 
gekriimmten Eilinie reden. 

Man sieht, daB wir Eilinien nur durch Eigenschaften im GroBen 
festgelegt haben. Es ist keineswegs ganz leicht zu beweisen, daB eine 
geschiossene Kurve, die sich selbst nicht durchsetzt und fUr die die Be­
dingung (29) nur im Kieinen, das heiBt fUr drei geniigend benachbarte 
Punkte gefordert wird, (29) auch im GroBen erfilllt, also eine Eilinie 
ist. Daran mag man sich die Art des Zusammenhangs zwischen 
Eigenschaften im GroBen und Eigenschaften im Kleinen, der von jetzt 
an eme ausschlaggebende Rolle spielen wird, verdeutlichen. 

§ 19. Die Mindestzahl der sextaktischen Punkte einer 
Eilinie. 

Eine noch ungeklarte Frage ist es, wann die natiirliche Gieichung 

k = k (s) 
Eilinien zu Losungen hat. Dagegen lassen sich einige Eigenschaften 
der Affinkriimmung von Eilinien angeben. Ein Beispiel ist folgender 
von G. H erglotz und ]. Radon bewiesene Satz i) 

Aut jeder Eilinie liegen mindestens seehs versehiedene sextaktische 
Punkte (vgl. den SchluB von § 11). 

Wir beweisen zunachst den Hil£ssatz; Bedeutet Q (Xl' X2 ) irgend­
ein quadratisehes Polynom mit konstanten Koetfizienten in den Koordi­
naten Xl' X2 ' so verschwindet stets das um eine Eilinie ~ (Xl (s), x2 (s)) 
erstreekte Integral 

(30) rh d k (5) :r -----a:s Q (Xl (s), x2 (s)) ds = O. 

Darin bedeutet 
Beziehungen 

k (s) die Affinkriimmung. - Es sind also die sechs 

~ k'ds = 0, 
(31) ~ k' Xl 2 d s = 0, 

~ k' Xl ds = 0, 
~ k' Xl Xl! ds = 0, 

~ k' x2 ds = 0, 
~ k' X22 ds = 0 

4) V gl. W. Blaschke; Leipziger Berichte 69 (1917), S. 821-324. 
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nachzuweisen. Alle Gleichungen (31) sind z. B. m der vierten von 
ihnen enthalten, da die Lage des Achsenkreuzes beliebig ist. Diese 
beweist man durch Integration nach Teilen unter Benutzung von § 5 (74), 
namlich so: 

~ k' X12 d s = - 2'~ k Xl Xl' d s = 2 ~ Xl xt d s 
= - 2 ~ Xl' X~' ds = - ~ d (X~2) = O. 

Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Unsere Behauptung iiber das Vorhandensein von mindestens sechs 
sextaktischen Punkten ist nach (139) in § 11 damit gleichwertig, daB 
k(s) auf ~ mindesten sechs "Ruhwerte" k' = 0 besitzt. Nun hat k als 
stetige Funktion auf ~ mindestens ein Maximum und ein Minimum. 
Die zugehorigen Punkte seien .\J und q. Hatte k' keine weiteren Null­
stellen, so wechselte k' nur bei .\J und q das Vorzeichen. Ware dann 
Q (Xl' X2) = Uo + U1 Xl + U2 X2 = 0 die Gleichung der Geraden durch 
.\J und q, so hatte das Produkt k'· Q auf ~ keinen Zeichenwechsel 
und es konnte somit das Integral 

~ k' Q (Xl' X2) ds 

nicht verschwinden, entgegen unserem Hilfssatz (30). 

Ganz entsprechend kommt man aber auch auf einen Widerspruch 
bei der Annahme von genau zwei GroBt- und zwei Kleinstwerten von 
k oder nur vier Zeichenwechseln von k' auf ~. Nimmt man nam­
lich dann das quadratische Polynom Q (Xl' X2) so an, daB die Gleichung 
Q = 0 ein Paar von Geraden darstellt, das die vier Punkte enthiilt, 
in denen k' sein Zeichen wechselt, so hat das Produkt k"Q wieder 
keinen Vorzeichenwechsel auf ~, entgegen unserem Hilfssatz (30). 

Der nachst hohere Fall ware: Es gibt auf ~ genau drei GroBt­
und drei Kleinstwerte von k, also sechs Zeichenwechsel von k'. Dieser 
Fall kommt wirklich vor. Wir nehmen in der Bezeichnung von § 14 
als Stiitzfunktion des Kriimmungsbildes ~2 von ~ 

(32) P = a + b cos 3'l. 

Dann haben wir fur ~ nach § 14 (156) 

(33) X =} COS1' do 
1 (a + b cos 3 1')3 , 

} sin1' d 
X = 'l 

2 (a+bcos3,;)3' 
o o 

Wir konnen es uns ersparen, diese Integrale auszuwerten. Es ist 
nach § 14 (157) 

(34) (dS)3 1 1 
d,; = p6 = (a + b cos 3.-)6' 

ferner nach § 14 (158) 

(35) k = (a + bcos 3-r)3(a - 8 bcos 3'l) 
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und 

(36) k' = dk • dr: = 3 b sin 3 T (a + b cos 3 T)4 (5 a + 32 b cos 3 r) 
dr: ds 

Damit aIle Ausdriicke endlich bleiben, mage stets p = a + b cos 3 T > 0 
sem. Dazu reicht hin, wenn wir a > b > 0 wahlen. ~ ist eine ge­
schlossene Kurve, oder genauer, es ist 

2", 2", 

(37) f cOSr: dr = 0 
(a + b cos 3 'f)3 ' 

f sinr: 
----dr=O. 
(a + b cos 3r:)3 

o o 

Bezeichnet man diese Integrale mit II und 12 , so findet man nam­
lich, wenn T urn 2 n : 3 vermehrt wird, 

2.;r . 2.;r 
II = II cos 3 - 12 sm 3' 

. 2.;r T 2.;r 
12 = II sm 3 + J2 cos 3 . 

(38) 

Die Determinante dieser Gleichungen fiir II und 12 , namlich 

(39) 

2.;r 
cos- -1 

3 ' 

. 2.;r 
sm 3 -

. 2.;r 
-- SIn 3 

2.;r 
cos-- 1 

3 

ist von Null verschieden, also miissen II' 12 gleich 0 sem. 

Jetzt folgt leicht, daB ~ eine Eilinie ist. Man weiB einerseits 
aus § 14, daB T den Winkel der Kurventangente an ~ mit der xI -

Achse bezeichnet. Andrerseits gilt nach § 14 (154) fUr den elementar­
geometrischen Kriimmungshalbmesser (2 von ~ 

(2= p-3 > 0 

und deshalb ist ~ eine Eilinie. 
Urn jetzt die Anzahl der sextaktischen Punkte 

unserer Eilinie abzuzahlen, hat man die Null· 
stell en von k' nach (36) im Intervall 0 <r< 2 n 
zu ermitteln. Setzen wir noch 5 a > 32 b voraus, 
so hat nur der Faktor sin 3 r von k' Null­
stellen und zwar sechs, namlich 2 kn : 3 (k = 0, 
1, ... 5). Damit ist gezeigt, daB unsere Kurve 
wirklich genau sechs Punkte mit ruhendem 
Schmiegkegelschnitt besitzt. In der Fig. 22 ist 
eine so1che Eilinie dargestellt. Ihre sextaktischen 
Schnittpunkte mit den drei Symmetrieachsen. 

Fig. 22. 

Punkte sind die 

Wir kannen jetzt unseren Satz in die scharfere Aussage verwan­
deln: Die Mindestzahl der sextaktisehen Punkte einer Eilinie ist seehs. 
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Erganzend sei zu diesem Ergebnis bemerkt: Eine Eilinie mit 
Mittelpunkt besitzt mindestens acht sextaktische Punkte. 

Ware namlich die Anzahl der sextaktischen Punkte sechs, so 
liige einem GroBtwert von k symmetrisch zum Mittelpunkt immer ein 

Fig. 23. 

Kleinstwert von k gegeniiber (vgl. die schematische 
Fig. 23), was damit unvertraglich ist, daB k bei 
der Spiegelung am Mittelpunkt ungeandert bleibt. 
Es bleibt noch zu zeigen, daB es Mittelpunktseilinien 
mit genau acht sextaktischen Punkten gibt. Dazu 
verfahrt man entsprechend wie oben, indem man 
an Stelle von (32) 

(40) p = a + b cos 4 T setzt. 

§ 20. Folgerungen. 

In engem Zusammenhang mit dem Satze iiber die sextaktischen 
Punkte einer Eilinie steht folgende Aussage: Denkt man sich das von 
einer Eilinie umsehlossene Fliichenstuek homogen mit Masse belegt und 
den Schwerpunkt l' aufgesueht, so gibt es auf der Eilinie mindestens 
seehs verschiedene Punkte, die ihre Affinnormalen dureh den Schwer­
punkt hindurehsehieken. 

Wir wollen l' zum Ursprung wahlen und den laufenden Punkt !:1 
unserer Eilinie @1 so als Funktion eines Parameters s darstellen, daB 
(!:1' !:/) = 1 wird. s ist dann natiirlich nicht der Affinbogen von 
@1' sondern das Doppelte der Flache, die vom Vektor!'1 iiberstrichen 
wird. Setzen wir 

(41) 

so beschreibt !: (s) eine Kurve @, die @1 zum Tangentenbild hat 
(!:' =!:1' (!", () = 1). Da der Ursprung Schwerpunkt der von @1 um­
schlossenen Flache ist, haben wir 

(42) 

und das bedeutet fUr @, daB @ nach einem Umlauf, d. h. wenn der 
Tangentenvektor f =!:1 aIle Richtungen durchlaufen hat, geschlossen 
ist. Da @ wegen (!:', !:") = 1 konvex ist, ist @ eine Eilinie. 

Nun entspricht jedem sextaktischen Punkt !: von @ ein Punkt !:1 
von @1' der seine Affinnormale durch den Schwerpunkt (Ursprung) 
hindurchschickt. Nach § 5 (80) hat namlich die Affinnormale in [1 
die Richtung 

( 43) 
r'l' , m' 
o -r 3 (' ") -;Pi! - !:1 7p3' rp = !:1'!:1 . 
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Fuhrt man ~1 = t ein, so gibt das (nach (74) und (75) in § 5) 

(44) - kl/3~' -iTt k-%t'. 

Haben wir es mit einem sextaktischen Punkte auf ~ zu tun, sO ist 
k' = 0 und der Vektor (44) hat wirklich die Richtung ~1 = t. Damit 
ist unser Satz auf den des vorigen Abschnitts zuruckgefUhrt. 

Auf eine iihnliche Art folgert man aus der Ergiinzung des Satzes 
fUr Eilinien mit Mittelpunkt: Bei einer Eilinie mit Mittelpunkt gibt es 
immer mindestens vier Gerade durch den M ittelpunkt, die (doppelte) 
Attinnormalen der Eilinie sind. 

§ 21. Ein Satz von Minkowski und Bohmer iiber 
elliptisch gekriimmte Eilinien. 

Einen auf den ersten Augenblick uberraschenden Zusammenhang 
zwischen Eigenschaften im Kleinen und im GraBen enthiilt der schone, 
in der von H. Minkowski angeregten Arbeit von P. Bohmero) aufge­
stellte Satz: 1st eine Eilinie durchweg elliptisch gekriimmt, so liegen 
tiint beliebige ihrer Punkte stets aut einer Ellipse. 

Anders ausgedruckt: Liegen je fUnf unendlich benachbarte Punkte 
einer Eilinie auf einer Ellipse, so gilt dasselbe fur fUnf beliebige ihrer 
Punkte. Wir wollen den Satz mit unseren Hilfsmitteln nun beweisen. 

Ein Kegelschnitt trifft eine Eilinie bei geeigneter Ziihlung der 
Schnittpunkte (mehrfache Beruhrungenl) immer in einer geraden Anzahl 
von Punkten, falls nur endlich viele Schnittpunkte vorhanden sind. 
Aus dem Vorhandensein von funf Schnittpunkten folgt also das von 
mindestens sechs, die allerdings nicht verschieden zu sein brauchen. 
Die Gesamtheit der Kegelschnitte, die eine gegebene Eilinie in min­
des tens sechs nicht notwendig verschiedenen Punkten treffen, ist jeden­
falls stetig und enthiilt keinen zerfallenden Kegelschnitt, da eine ge­
krummte Eilinie mit einer Geraden niemals drei Punkte, auch niemals 
drei zusammenfallende Punkte gemeinsam hat. Gibt es daher unter 
den Kegelschnitten sowohl Ellipsen wie Hyperbeln, dann gibt es unter 
ihnen notwendig auch Parabeln. Es braucht also nur gezeigt zu werden, 
daB eine elliptisch gekrummte Eilinie eine Parabel in hochstens vier 
Punkten schneidet. 

Dazu brauchen wir folgenden Hilfssatz: O.\)O.\)1 sei ein Dreieck, 
~ der Parabelbogen, der durch .\)0.\)1 geht und dart die Tangenten 
0.\)0' O.\)1 hat, und (£ ein bestiindig elliptisch gekrummter Kurven­
bogen im Dreieck O.\)O.pl ohne Doppelpunkt, der auch durch .\)0 und 
.\)1 geht; die Tangenten von (£ in .\)0 und .\)1 mogen sich innerhalb 
oder auf dem Rande des Dreiecks O.\)O.\)1 schneiden. Dann behaupten 

5) P. Bohmer: Mathematische Annalen 60 (1905), S.256-262. 
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wir: [liegt mit Ausnahme seiner Endpunkte ~o' ~l genau im Innern des 
in Fig. 18 (S. 40) schraffierten Gebiets, das von dem Parabelbogen und 
der . Sehne ~o ~i begrenzt wird. 

Den Nachweis fUhren wir nach K. Reidemeister8). Wir verlegen 
die Punkte 0 ~o ~l nach {O, O}, {O, 1}, {1, O} und verwenden zur Para­
meterdarstellung von [ und ~ nicht die Affinliinge selbst, sondern 
je einen dazu proportionalen Parameter, urn die Randbedingungen ver­
einfachen zu konnen. Wir setzen 

(45) 
~ { Xl = (t - 1)2, 

X2 = t2 • 

mit den Randbedingungen 

(46) 
Xl (0) = 1, 
x2 (0)=0, 

x1 (1)=0, 

x2(1)=1, 

und den Differentialbedingungen 

(47) X/" (t) + kc~) x/ (t) = 0, 

Xl' (1) < 0, 
X./(O) > 0, 

(i= 1, 2) 

die ausdriicken, daB t = c· s dem Affinbogen proportional ist. k (t) 
ist die Affinkriimmung. Da Xl' (t) und x2' (t) fUr (0 < t < 1) von Null 
verschieden sind, ist also auch x/ (0) < 0 und x2' (1) > 0; die Glei­
chung en (46) entsprechen also den Randbedingungen der Voraus­
setzung. 

Wir setzen 

(48) Yl (t) = Xl (t) - (t - 1tl , 

so daB 

(49) 
Yl(O)=O, 

Y2(0) = 0, 

Yl (1) = 0, 

Y2(1) = 0, 

wird. Wir behaupten, es ist 

Yl (t) > 0, Y2 (t) > 0 

Y2(t) = X2(t) - tlI, 

fUr 

y/(l) < 0, 

Y'/ (O)~ 0 

In der Umgebung von 0 und 1 sind die Ungleichheiten sicher richtig. 
Hiitte nun z. B. Yl eine Nullstelle t(O < t < 1), so giibe es nach dem 
Mittelwertsatz und wegen der dritten SpaIte von (49) im Intervalle 
o < t < 1 drei Nullstellen von Yl'. Daraus konnte man wieder nach 
dem Mittelwertsatz auf das Vorhandensein zweier Nullstellen von y~ 
und endlich einer Nullstelle tl (0 < tl < 1) von y~' schlieBen. Nun 
ist aber . 

(50) yt' (t) = Xl'" (t) = - kc~) X/ (t) , 

6) VgI. K. Reidemeister: Mathematische Zeitschrift 10 (1921), S.318-320. 
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und aus den V oraussetzungen foigt k > 0, x/ < 0, also 

(51) yt' > 0 fiir 0 ~ t < 1. 

Somit hat Y1 in 0 < t < 1 immer dasseibe V orzeichen. 

Damit ist Y1 > 0 (0 < t < 1) bewiesen und ebenso zeigt man 
Y2> O. Der Vektor {Y1' Y2}' der vom Parabelpunkte {(t - 1)2, t2)} 

zum Punkte Xl' X 2 unserer Kurve (£ hinfiihrt, ist wegen Y1 > 0, Y2 > ° 
ins Innere der Parabell.lS gerichtet und somit liegf (£ tatsachlich ganz 
im Innern von 1.lS. Nun folgt sofort, daB eine stets elliptisch ge­
kriimmte Eilinie ~ und eine Parabel I.lS nur vier Punkte gemeinsam 
haben konnen. Wiirden sich namlich ~ und I.lS in den sechs Punkten 
ll' l2' .. ·l6 schneid en , die in dieser Reihenfolge auf einem Parabel­
bogen liegen mogen, so entsprache die Lage von I.lS und ~ in l2 
und l5 den Voraussetzungen des Hilfssatzes. Somit konnten zwischen 
l2 und l5 keine weiteren Schnittpunkte liegen. Man kann unseren 
Hilfssatz leicht erganzen: 

Verbindet man zwei Ecken -1:>0 -1:>1 eines Dreiecks 0 -1:>0 -1:>1 mit einer 
wende- und doppelpunkttreien Linie, die die Seiten 0 -1:>0 und 0 -1:>1 in 
-1:>0 und -1:>1 beriihrt und das Dreieck nicht verlaf3t, so liegt sie, wenn 
sie durchweg elliptisch gekriimmt oder durchweg hyperbolisch gekriimmt 
ist, ganz aut der einen Seite der Parabel, die denselben Randbedin­
gungen geniigt, und zwar innerhalb der Parabel im elliptischen, auf3er­
halb im hyperbolischen Fall. 

Die beiden Gebiete, in die das Dreieck 0 -1:>0 -1:>1 durch den Pa­
rabelbogen I.lS zerlegt wird, werden von unseren elliptisch oder hyper­
bolisch gekriimmten Bogen ganz ausgefiillt, wie man schon an den 
Kegelschnitten sieht, die den Randbedingungen geniigen. - Dehnen 
wir den Begriff der Eilinie fiir den Augenblick auch auf offene Kurven 
aus, die ein ins Unendliche reichendes Eigebiet der Ebene begrenzen, 
so konnen wir folgenden Satz formulieren: Jede bestiindig hyper­
bolisch gekriimmte Linie laf3t sich stets zu einer ottenen Eilinie mit 
derselben Eigenschatt erganzen und tiint ihrer Punkte liegen stets aut 
einer Hyperbel. Die Richtigkeit dieses auf H. Mohrmann') zuriick­
gehenden Satzes laBt sich leicht aus unserem Hilfssatz erschlieBen. 

§ 22. Eine Kleinsteigenschaft der Ellipse. 

Bevor wir zu einem isoperimetrischen Variationsproblem fiir die 
Ellipse (§ 26) iibergehen, moge eine einfachere Extremeigenschaft der 
Ellipse behandelt werden, die allerdings mit unserem eigentlichen 
Gegenstand, der Differentialgeometrie, nur lose zusammenhiingt . 

• ) H. Mohrmann: Mathematische Annalen 72 (1912), S. 285-291 und 
S. 593-595. 

Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 4 
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Unter einer Eilinie ~ solI in diesem Abschnitt eine Eilinie ohne 
geradlinige Stiicke und ohne Ecken verstanden werden. ,1 > ° sei 
der Flacheninhalt des groBten ihr einbeschriebenen Dreiecks, F der 
FlacheninhJllt des von ~ berandeten Bereiches we. Wir wollen zeigen: 

Zwischen dem Flacheninhalt F des von einer Eilinie umschlossenen 
Bereiches und dem Inhalt LJ des grof3ten der Eilinie einbeschriebenen 
Dreiecks besteht die Beziehung 

4n LJ - 311'3 F > 0, 

und es gilt das Gleichheitszeichen darin nur dann, wenn die Eilinie 
eine Ellipse ist 8). 

Anders ausgedriickt: 1st der Inhalt Feiner Eilinie vorgeschrieben, 
so erreicht die Plache ,1 des grof3ten ihr einbeschriebenen Dreiecks nur 
dann ihren kleinsten Wert, wenn die Eilinie eine Ellipse ist. 

Fig. 24. 

Das Hauptmittel unseres Beweises 
wird Steiners "Symmetrisierung" sein, 
die uns in § 97 des ersten Bandes zur 
isoperimetrischen Haupteigenschaft der 
Kugel gefUhrt hat. Die Symmetrisie­
rung eines Eibereiches we in Rich· 
tung der x2 -Achse besteht darin, daB 
jede zur x2 -Achse parallele Sehne von 
we so lange auf ihrer Geraden ver­
schoben wird, bis ihr Mittelpunkt auf 
die xi-Achse zu liegen kommt(Fig. 24). 
Die verschobenen Sehnen erfUllen dann 
einen Bereich we*, der, wie man leicht 
sieht (§ 97 des ersten Bandes), wieder 
ein Eibereich ist und denselben 
FIacheninhalt F hat wie we. 

Wir wollen zunachst zeigen: 

(I) Die Grof3tdreiecksflache LJ* von we* ist hochstens gleich der 
von we (LJ 2: LJ*). 

Es sei (Fig. 24) a* 6* c* ein Dreieck in Wc* mit der GroBtdreiecks­
Hache ,1*, a* 6* c* das zur Xl -Achse symmetrische Dreieck mit ent­

gegengesetzt gleichem Inhalt. ail, 61, cc seien die Sehnen von we, durch 
deren Verschiebung a*a*, 6*6*, c*c* entstanden sind. Dann gilt die 
Gleichung 

1 ai a2 1 ai a2 1 a i a2 - ~2! 
( 53) 1 bi b2 1 bi b2 1 bi b2 - ~21 

1 c1 c2 1 c1 c2 1 c1 c2 - c2 

8) W. Blaschke: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 3-12. 
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wenn z. B a l , a2 die Koordinaten von a, a l , a2 die von a bedeuten. 
Rechts steht in (53) ein Ausdruck, der bei der Symmetrisierung er­
halt en bleibt, und daher besteht zwischen den absoluten Betragen der 
Dreiecksflachen die Beziehung 

(54) I a 0 c I + I abc i = ! a* 0* c* I + I a* b* c* I = 2 LI*. 

Wegen 

(55) laocl<LI, 

ergibt sich daraus die Richtigkeit unserer Behauptung £1*:::; LI. Fur 
spater sei angemerkt: 

(II) 1st a* 0* c* ein Grof3tdreieck von WC*, so sind im Falle LI = LI* 
die zugehOrigen Dreiecke abc, abc in WC ebenfalls Grof3tdreiecke von WC. 

Aus (I) kannen wir jetzt leicht schlieBen, daB die Ellipsen La­
sungen unserer Aufgabe sind. Nach der SchluBweise von § 99 des 
erst en Bandes kannen wir zeigen, daB man unseren Eibereich WC durch 
wiederholtes Symmetrisieren: WC ----+ WCl ----+ WC2 ----+ • •• in einen f1achen­
gleichen Eibereich WCn uberfuhren kann, der sich nur belie big wenig 
von einem f1achengleichen Kreise unterscheidet, der also eine Kreis­
scheibe mit dem Flacheninhalt F - 8 vallig eindeckt, wobei 8 > 0 bei 
genugend groBem n beliebig herabgedruckt werden kann. Da aber 

beim Kreise 4:7l £1 (8) = 3 V3 F (8) ist, haben wir dann 

(56) lim LIn = lim ,1(8) = 34~ F 

und aus £1 > Lll > Ll2 > ... > £1 n ••• folgt 

(III) 

wie behauptet war. 

Die Gleichheit 4:7l £1 = 3 V3 F gilt fur die Kreise und daher wegen 
der affinen Invarianz der Aufgabe auch fur die El1ipsen. Es bleibt 
jetzt noch zu zeigen - und das ist der heikelste, aber auch der an­
ziehendste Punkt des Beweises -, daB die Ellipsen die einzigen La­
sungen unserer Aufgabe sind, bei vorgeschriebenem F die GraBt­
dreiecksflache £1 maglichst klein zu machen, daB also die Ellipsen durch 

(57) 

gekennzeichnet sind. 

Urn diesen Einzigkeitsbeweis zu fiihren, zeigen wir zunachst: 

(IV) Symmetrisieren wir einen extremen Eibereich, so bleibt nicht 
nur sein F, sondern auch sein LI erhalten. D. h. genugt ein Eibereich 
der Bedingung (57), so genugt jeder daraus durch Symmetrisierung 

4* 
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entstehende ebenfalls dieser Bedingung. Tatsachlichl Nach (I) ist 
A* < A, nach (lIT) ist 

und daher wirklich A = .1*. 

Weiter: 

(V) Jeder Randpunkt a eines extremen Eibereiches illl ist Ecke 
(mindestens) eines Groptdreiecks lab c 1= .1 von illl. Waren llamlich 
aIle Dreiecksflachen in illl, die a zur Ecke haben, ~ .1 - 2e, e > 0, 
so k6nnte ·man aus Stetigkeitsgrunden um a einen so kleinen Kreis 
schlag en, daB aIle Dreiecke, deren eine Ecke in diesem Kreise und 
deren andre in illl liegen, < A - e waren. Enthalt nun die Be­
grenzung von illl keine geradlinigen Stucke, '>0 k6nnen wir illl inner­
halb des Kreises so ausbeulen, daB der veranderte Bereich illl* wieder 
ein Eibereich wird und gleiches .1* = A hat. Dann ware 

° = 4 11: A - 3 1"3 F > 4 11: A* - 3 Va F* 

1m Widerspruch mit (lIT). 

(VI) Jeder Randpunkt a eines Extrembereiches illl ist Ecke Mnes 
einzigen Groptdreiecks von illl. 

1st abc ein Gr6Btdreieck mit der Ecke a, das nach (V) sicher 
vorhanden ist, so wollen wir zum Nachweis von (VI) unseren Eibereich 

in der Richtung b c symmetrisieren 
(Fig. 25). Da jenseits der Parallel en 
zu b c durch a wegen der GroBteigen­
schaft dieses Dreiecks kein Punkt von 
illl liegt, so ist diese Parallele Tan­
gente an die Randlinie ~ von illl in a. 
Das symmetrisierte Dreieck a* b* c* 
hat denselben InhaIt A wie abc, ist 
aIso nach (IV) wieder GroBtdreieck 
von illl*. Nehmen wir die gemein­

--"''OE-----''''-''--+---I----' same Tangente in a und a* an ~ und 
... ~* zur x2 -Achse, so ist unsere Be· 

hauptung (VI) gleichwertig mit der 
folgenden: Nur ein einziges Paar sym­
metrischer Randpunkte b* c* von illl* 

Fig. 25. genugen der Bedingung I Xl· Xlii = A. 
Tatsachlich liegen aber die Hyperbelaste 

IXl x2 1 = A jenseits der Tangenten in b* und c* an ~* (Fig. 25), so 
daB das Vorhandensein weiterer gemeinsamer Punkte wegen der 
Konvexitat von ~* unmoglich ist. 
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Erst beim Nachweis von (V) und (VI) sind die Einschriinkungen 
uber (S; gebraucht worden, die der Kurze halber gemacht worden sind, 
daB (S; niimlich keine Ecken und keine Geradenstucke enthalten soll. 

Jetzt konnen wir noch zeigen: 

(Vn) Ziehen wir durch die Ecken a 0 c eines Gro(3tdreiecks in einem 
extremen Bereich WC parallele Sehnen, so bilden deren neue Enden a f) c 
wieder ein Gro(3tdreieck von WC. 

Symmetrisieren wir niimlich in der gemeinsamen Richtung unserer 
Sehnen (Fig. 24), so ist der symmetrisierte Eibereich WC* nach (IV) 
wieder extrem, a* also nach (V) Ecke eines GroBtdreiecks a* 01 * C1 * 
von WC*. Gehen wir zuruck zu WC, so ist nach (II) a 01 C1 wieder GroBt­
dreieck von WC (beachte ,1* = A 
nach (IV)) und dieses muB nach (VI) 
mit ao c zusammenfallen (0 = 01 , 

C = c1). Da nun im Sinne von (II) 
beide Dreiecke a 0 C und abc zum 
GroBtdreieck a*, 0* = 01*, c* = c1 * 
von WC* gehoren, sind wirklich beide 
GroBtdreiecke von WC, wie in (VII) 
behauptet war. 

J etzt aber konnen wir unseren 
Einzigkeitsbeweis zum AbschluB brin­
gen und zeigen: 

Fig. 26. 

'b z 

(VIII) Die Randlinie (S; jedes extremen Eibereiches ist eine Ellipse. 

Es sei (Fig. 26) a1 a2 a3 ein GroBtdreieck in (S;. Wir wollen zeigen, 
daB jeder weitere Punkt 01 von (S; auf der Ellipse liegt, die durch 
die Ecken a" dieses Dreiecks geht und in jeder Ecke zur gegenuber­
liegenden Seite parallel liiuft. Es sei 01 02 03 das GroBtdreieck von (S; 

mit der Ecke 01 , Dann folgt aus (VI) und (VII), daB die Streck en 
aio" zu je dreien parallel sind (Fig. 26). Wir wenden den altberuhmten 
Satz von B. Pascal auf das Sechseck aI' a1 (Verbindungslinie WI 
parallel zu a2 a3 ), 01, a2 , as' O2 an. Die Gegenseiten WI' a2 as; a1 01' 
a3 O2 ; 01 a2 , O2 a1 sind stets parallel, also gibt es einen Kegelschnitt, 
der WI in a1 berlihrt und durch a2 as' 01 O2 liiuft. Vertauschen wir in 
dieser Uberlegung die FuBmarken 2 und 3, so bekommen wir einen 
Kegelschnitt, der wieder WI in a1 beruhrt und durch a2 a3 , 01 03 geht, 
also mit dem fruheren zusammenfiillt, da er flinf Punkte mit ihm 
gemein hat. (a1 = a1 mit der Verbindungslinie WJ. Aus Symmetrie­
grunden beruhrt dieser Kegelschnitt durch a1' a2 , a3 ; 01 , O2 , 03 auch die 
Geraden 'lr2' 'lrs' die durch a2 und as parallel zu as a1 und a1 a2 gehen. 

Damit ist (S; als Kegelschnitt erkannt, und zwar wegen seiner 
Geschlossenheit als Ellipse. 
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§ 23. Eine Extremeigenschaft des Dreiecks. 

Sehr viel leichter liiBt sich eine Extremeigenschaft des Dreiecks 
erkennen, die von A. Winternitz bemerkt und bewiesen, aber nicht 
ver6ffentlicht worden ist. 

Zieht man durch den Schwerpunkt eines konvexen Bereiches ffiC 
eine beliebige Gerade @ und bedeuten M1 und Mll die Fliicheninhalte 
der beiden Bereiche ffiC l und ffiC2' in die ffiC durch @ zerlegt wird, so ist 

(58) ! < Ml < ~ 
5 =M2 = 4' 

Ein Gleichheitszeichen wird nur beim Dreieck erreicht, und zwar dann 
und nur dann, wenn @ zu einer Dreiecksseite parallel ist. 

Die Schnittpunkte von @ mit der Berandung ~ von ffiC mogen 
mit -l'l und -l'll bezeichnet werden; @ nehmen wir zur xl-Achse; der 
kleinere Bereich ffiCl (genauer ffiCl < ffiCll) liege oberhalb @ (X2 > 0). 
Wir zeichnen nun ein Dreieck ~ mit den Ecken -l'1-l'2-l'S' des sen 
"Moment" 

beziiglich @ dem von ffiCl gleich ist. Alsdann symmetnsleren wir ~ 

Fig. 27. 

und ffic parallel zu @. Die symme­
trisierten Gebilde bezeichnen wir mit 
Stemen. Beim Symmetrisieren bleiben 
die Momente erhalten. 

War ffiCl ein Dreieck, so wird ffiCl * 
= 'l)*. Andernfalls haben dieRander 
von ~* und ~* zwei (symmetrische) 
Punkte ql * und q2 * gemeinsam. 'l) * 
schneidet also die in der Fig. 27 
schraffierten (symmetrischen) Gebiete 
ffiCt" und ffiC~2 von ffiC1 * ab und ragt 
urn ein Gebiet ~1 * iiber ffiC1 * heraus. 

Bezeichnen wir den Fllicheninhalt der Bereiche durch ent­
sprechende lateinische Buchstaben und den Abstand des Schwer­
punktes der Bereiche ffiCt", ffic:;, 'l)l * von @ mit S11' S12' SI' so ist 
Su = S11' M:; = Mll und das Moment von ffiC~1 gleich S11' Mt", das 
von 'l)l * gleich s]' Dl *. Nun ist 

siD/ = 2 S11Mt". 

Da der Schwerpunkt von 'l)1 * "oberhalb" der Geraden durch ql * und 
qll * liegt, der von ffiCil "unterhalb" und diese Gerade parallel zu @ 
ist, muB daher 
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und 

sein. 
Also ist der Flacheninhalt des Dreiecks .).11.).12.).13 im allgemeinen 

kleiner als M1 und nur dann gleich M1, wenn illC1 schon ein Dreieck war. 
Nunmehr ziehen wir in der unteren Halbebene x2 < ° eine Par­

allele zu @, bring en sie mit .).11.).13 und .).12.).13 in .).14 und.).15 zum Schnitt 
und machen das Trapez :t mit den Ecken .).11.).12.).14.).15 zu illC2 momenten­
gleich. Man erschlieBt nun ganz entsprechend, daB die Flache T des 
Trapezes :t im allgemeinen groBer als M'J und nur dann gleich M2 
ist, wenn illC2 bereits ein Trapez war. 

Also ist wirklich 

i!!Jo> E- = ~ 
M2 = T 5' 

wobei das Gleichheitszeichen nur beim Dreieck erreicht wird, wenn 
@ zu einer Dreiecksseite parallel lauft. 

§ 24. Dreipunktprohlem von Sylvester. 

Es sei ~ ein Eibereich, .).11' .).12,.).13 drei Punkte in ihm und dFk 

das Flachenelement von ~ an der Stelle .).1k, endlich 1.).11.).12.).131 der 
absolute Betrag der Dreiecksflache mit den Ecken .).1k' Wir wollen 
uns nun mit folgender Aufgabe beschaftigen: 

Ein Eibereich ~ von vorgeschriebenem Fliicheninhalt F soU so be­
stimmt werden, da(J das Integral 

(59) G = J J J 1.).11.).12.).1gl·dF1 dF2 dFg 
~~)B 

seinen kleinsten oder gro(Jten Wert annimmt. 

Das Problem rlihrt in etwas anderer Fassung von dem englischen 
Mathematiker ]. ]. Sylvester (1814-1897) her, und den ersten Losungs­
versuch hat ein Englander M. W. Crotton gemacht 9). 

(60) 

( 61) 

Wir wollen zeigen: Zwischen Fund G bestehen die Beziehungen 

G 35 
4 p- > 12n2 = 0,2955 ... , 

G 1 
4 F4 < "3 = 0,3333 .... 

Dabei gilt in der Beziehung (60) nur dann die Gleichheit, wenn ~ von 
einer Ellipse, und in (61) nur, wenn ~ von einem Dreieck berandet 
wird. 

9) M. W. Crofton: Encyclopaedia Britannica 9. Auf!., 19 (1885), S.785-786 
im Artike1 "Probability". Die Uisung des Verf. ist zuerst verOffentlicht Leipz. 
Ber. 69 (1917), S.436-453. 
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Wahrend wlr 1m vorigen Abschnitt iiber den Rand un seres Be­
reiches einschrankende Differenzierbarkeitsannahmen gemacht haben, 
wollen wir jetzt nur die Konvexitat von ~ fordem, so daB also der 
Rand auch Ecken und geradlinige Stiicke enthalten darf. Zum Beweise 
verwenden wir ganz ahnlich wie in § 22 die Symmetrisierung. Es 
mage ~* aus ~ durch Symmetrisierung in der x2-Richtung entstehen, 
und die xl-Achse sei Symmetrieachse von ~*. Jedem Punkte !" von 
~ ist dadurch ein Punkt !"* von ~* zugeordnet, der die gleiche Xl­
Koordinate hat und auf der Sehne Xl von ~* dieselben Strecken ab­
schneidet wie !" auf der Sehne Xl von ~. Die Abbildung !" ........ !"* ist 
ftachentreu. Es sei .J.\ *, .J.l2 *, .J.ls * irgendein Dreieck in ~*; ql *, q2 *, qs * 
das zur xl-Achse symmetrische und .J.l1' .J.l~, .J.ls ; ql' q~l' qs die durch die 
Zuordnung !"* ........ !" entsprechenden Dreiecke in ~. Dann ist genau 
wie in § 22 

(62) l.J.ll.J.l2.J.lsl+lqlq2qsi> l.J.ll*.J.l2*.J.lS*! + Iql*q2*qs*l· 

Nun haben wir 

und 

(64) 2G*=j r j{l.J.ll*.J.l2*.J.ls*l+lql*q2*qs*l}dFl*dF2*dFs*. 
!8*~.'18. 

Wegen der Flachen treue der Zuordnung !" ........ !"* ist 

(65) (k =1,2,3) 

und somit folgt aus (62) und (64) 

(66) G>G*. 

Wir wollen feststellen, wann G = G* ist. Wegen der Stetigkeit 
des Integranden muB dazu in (62) stets die Gleichheit gelten. Liegen 
nun die Mitten der zur x2-Achse parallel en Sehnen von ~ nicht auf 
einer Geraden, so kannen wir auf der Kurve der Sehnenmitten 
("Schwerlinie") drei Punkte .J.ll.J.l2.J.lS annehmen, die nicht auf einer 
Geraden liegen. Dann wird .J.lk = qk und 

(67) l.J.ll.J.l2.J.lS I + I ql q2 qs I > l.J.ll *.J.l2 *.J.ls * I + I ql * q2 * q3 * I = 0 

und somit G > G*. 1st hingegen die Schwerlinie geradlinig x2= a + bxl , 
so lauten die Transformationsformeln fiir die Symmetrisierung !"_!"* so: 

(68) 

Die Symmetrisierung 
und dabei bleiben F 
bewiesen: 

Xl* = Xl' 

X2 * = X2 - a - b Xl. 

wird also jetzt zu einer ftachentreuen Affinitat 
und G offenbar ungeandert. Wir haben somit 
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Bei einer Symmetrisierung eines Eibereiches 58 nimmt im all­
gemeinen das zugehOrige Integral G ab und bleibt nur dann erhalten, 
wenn die zur Symmetrisierungsrichtung parallelen Sehnen von 58 ihre 
Mitten auf einer Geraden haben. 

Daraus folgt: Bei gegebenem F konnen nur die Ellipsen den 
kleinsten Wert von G ergeben. Die Ellipsen sind namlich (§ 9) da­
durch gekennzeichnet, daB aile Schwerlinien gerad sind; jeden anderen 
Bereich kann man ja so symmetrisieren, daB sein G abnimmt. 

Damit ist fiir den Kleinstwert der Einzigkeitsbeweis erbracht und 
es bleibt noch das Vorhandensein des Kleinstwertes sicherzustellen. 
Dazu dient wieder der konvergente unendliche ProzeB der wieder­
holten Symmetrisierungen und wir brauchen nur zu zeigen, daB die 
"Mengenfunktion" G (58) die Stetigkeitseigenschaft hat, daB namlich 
insbesondere G (58) gegen G (Sf) strebt, wenn der Bereich 58 gegen 
eine Kreisscheibe Sf konvergiert. Diese Stetigkeitseigenschaft ist aber 
die Folge von zwei anderen Eigenschaften, die wir ohne weiteres be­
statigen konnen, namlich 

1. der Monotonie: 
wenn 58 in 581 enthaIten ist (58 < 581), so ist G (58) < G (581), und 

2. der Homogeneitat: 
aus 581 =.l58 ~ folgt G (581) =.l8 G (58). 
Das solI helien: Wenn man die Langen im Verhaltnis .l andert, so 
andert sich G urn den Faktor 28. Urn jetzt aus 58 -+ Sf zu folgern, 
daB G (58) -+ G (Sf), schlieBen wir die Kreisscheibe Sf in zwei kon­
zentrische ein 

(69) (1- e) Sf < Sf < (1 + e) Sf, 
so daB auch die Beziehung 

(70) (1 - e) se < 58 < (1 + e) Sf 
richtig wird. Dabei solI in (69) und (70) das Zeichen < das Ent­
haltensein andeuten. Daraus folgt dann wegen der Monotonie und 
der Homogeneitat 

(71) (1 - e)8 G (Sf) < G (58) < (1 + e)8 G (Sf), 
worin die Konvergenz G (58) -+ G (Sf) enthalten ist. Ahnlich erschlieBt 
man die "Stetigkeit" von G (58) allgemein. 

Damit ist das Problem Sylvesters, soweit es in der Beziehung (60) 
ausgesprochen ist, alsQ die Aufgabe bei gegebenem F den Kleinstwert 
von G zu suchen, erledigt, wenn man G fiir den Kreis berechnet hat. 

§ 25. GroBteigenschaft des Dreiecks. 

Wir wollen jetzt den zweiten Teil der Aufgabe von Sylvester 
behandeln und zeigen: Bei vorgeschriebenem Flacheninhalt F eines 
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Eibereiches ~ nimmt das seehs/ache Integral G (59) den gr6/3ten Wert 
dann und nur dann an, wenn ~ ein Dreieck ist. 

Zum Beweis bedienen wir uns an Stelle der Symmetrisierung 
eines iihnlichen Verfahrens, das man vielleicht als "Schuttlung" be, 
zeichnen k6nnte. Wir verschieben alle zur x9,Achse parallel en Sehnen 
unseres Eibereiches ~ jede auf ihrer Geraden so lange, bis alle auf 
der xl,Achse aufsitzen und in die Halbebene x2 ~ 0 zu liegen kommen 

Fig. 28. Fig. 29. 

(vgl. die Fig. 28, 29, 31). Die so verschobenen Sehnen erfiillen dann, 
wie man sofort sieht, wieder einen Eibereich ~*, der zu ~ ftiichen, 
gleich ist. Wir wollen zeigen: 

Beim Schutteln eines Eibereiches ~ wachst im allgemeinen das 
zugehOrige Integral G und bleibt nur dann erhalten, wenn die Schuttlung 
zu einer Affinitat wird; dies tritt nur dann ein, wenn ein geeigneter 
Teil des Randes von ~ geradlinig ist (Fig. 29). 

Mit anderen Worten: Es ist G < G* und nur dann G = G*, wenn 
aIle "oberen" und alle "unteren" Endpunkte der Sehnen von ~ parallel 
zur x9,Achse auf einer Geraden liegen. 

Schreiben wir, urn die FuBmarken nicht zu hiiufen, statt Xl' X2 

lieber X, y. Es sei ~ durch die Ungleichheiten 

(72) ~<x<x, ~(x)<y<Y(x) 

gegeben. Dann gilt fiir ~* 

(73) o <y< Y (x) - ~ (x). 

Fiir G k6nnen wir setzen 

i i x Y(S,) Y(s.) y(s.) 

(74) G=JJJ dxl dx2 dxs J J J f(Xl'Yl;X9"Y2;XS ,Ys)dyl dY2 dyS' 
::: l(S,)l!(s.)l(s.) 

wenn f die absolut genommene Dreiecksftiiche bedeutet. Wir fiihren 
die Funktion 

y (s,) y (S.) :Y (S.) 

(75) 97(X1 ,X9,X3)=J J J f(xl'Yl;x2'Y9;xs,Ya)dYl dY2 d ys 
lIs,) l(s.) l(s.) 
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em. Die Integration ist langs der drei Sehnen 

(76) 6 k{x=Xb 2:'(Xk) <Y<Y(Xk)}; k=l, 2, 3 

zu erstrecken und wir schreiben deshalb auch f{J (61 ,62,63), Zum 
Nachweis unserer letzten Behauptung uber das Schutteln ist nun zu 
zeigen, daB f{J wiichst, wenn die Sehnen 6 k so verschoben werden, 
daB ihre unteren Endpunkte auf eine Gerade zu liegen kommen. Da 
f{J (61' 6 2 , 6 3) gegen affine Transformationen von der Gestalt 

(77) 
x* =x, 

Y* = ax + Y:+ c 
invariant ist, kann man dabei zwei Sehnen, etwa 6 1 , 6 2 , festhalten 
und braucht nur die dritte zu verschieben. Wenn wir @)3 um r; in 
der positiven y-Richtung verschieben, so erhalten wir durch Ableitung 

(78) :~ = f f i1J11J2.f53i dYl dY2 - f f i1J11J2~3i dYl dY2' 

wenn ~3 {X3' 2:' (X3)} und V3 {X3' 51 (x3)} die Endpunkte der Sehne 6 3 sind. 

Es seien mk die Mittelpunkte der 6 k; wir 
wollen die Nummern 1,2,3 so wahlen, daB 
6 3 zwischen 6 1 und 6 2 liegt (Xl < X3 < x2 )· 

SchlieBlich sei etwa m3 "uber" der Geraden 
m1 mil gelegen, was wir notigenfalls durch eine 
Spiegelung an der x-Achse, bei der f{J erhalten P, 
bleibt, herbeifUhren konnen, wenn nicht ml , 

nt, 
m2 , ms auf derselben Geraden liegen. Be-
zeichnen wir jetzt zwei Punkte mit demselben ~; 
x, deren Mittelpunkt auf m1 m2 liegt, mit 1J 11 
und 1J', so gilt fUr die absoluten Betrage der 
Dreiecksftachen (Fig. 30) 

(79) I - Ii' ,-, Ii' , I 1J11J2 lJs = 1Jl 1J2 1Js I > 1J1 1J.~ ~3 I • 

Daher ist 

Fig. 30. 

(80) ~~ = f f i1J11J2lJsi dYl dY2 - f f i1Jt'1J2'~a' IdYl' dYIl' > 0 

und bleibt bei der Verschiebung von 6 3 nach oben, bis 1J!\ auf 1J11J2 
zu liegen kommt, stets positiv. Somit wachst f{J monoton~ - -

Damit ist G < G* nachgewiesen. G = G* kann offenbar nur dann 
eintreten, wenn entweder die "oberen" oder die "unteren" Endpunkte 
der Sehnen parallel zur y-Achse stets auf einer Geraden liegen. 
Das kann aber bei beliebiger Wahl der y-Achse nur dann eintreten, 
wenn 58 ein Dreieck ist. 

Jetzt ist der Einzigkeitsbeweis erbracht: Bei gegebenem F kann G 
seinen groBten Wert nur beim Dreieck annehmen. Es bleibt noch 
das Vorhandensein des GroBtwertes nachzuweisen. 
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Dazu konnen wir etwa so vorgehen. 1st ~n ein konvexes n-Eck, 
so konnen wir ~n so schiitteln, daB es in ein (n - i)-Eck (i > 1) 
verwandelt wird. Wir brauchen zur Schiittlungsrichtung nur eine Dia­

gonale von ~n zu wahlen (Fig. 31). Fiir ein 
Dreieck gilt, wie man leicht nachweisen kann, 

(81) F/-12Gs =0. 

Da wir ~n durch hochstens n - 3 Schiittlungen 
bei festem F unter standiger VergroBerung von 
G in ein Dreieck iiberfuhren konnen, so gilt fiir ~" 

(82) Fn4 - 12 Gn > FS4 - 12 Gs 

und daher 

(83) 

Fig. 31. 1st nun ~ ein beliebiger Eibereich, so kon­
nen wir wegen der Stetigkeitseigenschaft von 

F (~) und G (58) (vgl. § 24) ein konvexes n- Eck 58n finden, dessen 
Fn und Gn sich beliebig wenig von Fund G unterscheidet. Somit muB 

(84) p4 - 12 G > 0 

sem. Denn ware es < 0, so konnten wir ~n so wahlen, daB auch 

Fn4-12Gn <0 

ware, im Widerspruch mit (83). In (84) ist aber der gewiinschte 
Existenzbeweis fur den GroBtwert von G enthalten. 

Die hier vorgetragene SchluBweise, die sich der Ableitung dq;: d 1] 

bedient, ist einem Verfahren von T. Carleman 10) nachgebildet und 
gestattet auch folgenden ein wenig allgemeineren Satz zu beweisen: 

Von allen Eibereichen 58 mit gegebenem Fliicheninhalt F lie/ern 
die Ellipsen und die Dreiecke den kleinsten und grofJt~n (grofJten und 
kleinsten) Wert des Integrals 

(8·5) f f f f(I~1~\l~81) dF1 dFIl dFs' 
!IJ$18 

wenn f(~) fur ~ > 0 eine stetige, positive und mono ton wachsende (ab­
nehmende) Funktion bedeutet. 

§ 26. Eine isoperimetrische Eigenschaft der Ellipse. 

Die nachstliegende Dbertragung der isoperimetrischen Haupt­
eigenschaft des Kreises, bei gegebenem Fllicheninhalt kleinsten Urn­
fang zu besitzen (§§ 25-27 im 1. Band), ist die folgende 11): 

10) T. Ca1'leman: Mathematische Zeitschrift 3 (1919) s. 1-7. 
11) W. Blaschke: Leipziger Berichte 68 (1916), S.217-237. 
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Unter allen Eilinien mit vorgeschriebenem Fliicheninhalt F ergeben 
die Ellipsen und nur die Ellipsen den grofJten Wert des "Atfinumfanges" 

5 = ~(!, U/a dt 

oder etwas scharfer gefaBt: 
Fur Eilinien gilt die Beziehung 

(86) 8n2 F-S3>O, 

und zwar = ° nur fur die Ellipsen. 
Auch hier laBt sich der Nachweis mittels der Symmetrisierung 

erbringen, es tritt nur dadurch eine neue Schwierigkeit auf, daB der 
Affinumfang 5 nicht mehr in stetiger Weise von der Eilinie abhangt. 
Aber ein Rest der Stetigkeit, namlich die sogenannte Halbstetigkeit, 
bleibt auch in diesem Fall gewahrt, und damit werden wir gerade 
durchkommen. 

Wir wollen zeigen: Konvergiert eine Folge von Eilinien Q;n gegen 
einen Kreis st', so laBt sich zu jedem e > 0 ein mE so bestimmen, daB 
fur die zugehorigen Affinumfange die Beziehung besteht 

(87) Sn < 5 (st') + e 

fur alle 11, > mE .12) 
Bedeutet a die gewohnliche Bogenlange und e die gewohnliche 

Krummung, so ist nach (151) in § 14 

Nun ist nach (12) 

Sn = ~ {r 1/a do. 
@n 

(88) S! = (~e-l/. da)3 = Hl' e-1/a (al )· e-1/• (02)' e-'/a (03) dOl da2 da3 
< ~ H~ (e-1 (al ) + e-1 (02) + e-1 (as)) d al da2 das ' 

Wenn Wlr 

setzen, so ist also 

(89) 5: < 2 ;;c~n2. 

Der Kreis st' habe den Halbmesser r. Liegt nun Q;n ganz im Innern 
eines Kreises mit dem Radius., +~, so ist 

~n < 2n(r +~) 
und daher 
(90) 
oder 
(87) 

Urn jetzt den Beweis fUr die isoperimetrische Eigenschaft der 
Ellipse zu Ende zu bring en , brauchen wir ahnlich wie in § 98 des 
erst en Bandes nur zu zeigen: 

12) A. Winternitz: Hamburger Abhandlungen 1 (1922), S. 101. 
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Beim Symmetrisieren wachst im allgemeinen der Affinumfang einer 
Eilinie und er bleibt nur dann unverandert, wenn die zur Symmetri­
sierungsrichtung gehorige Schwerlinie eine Gerade ist. 

Wegen des Konvergenzsatzes von W. GrofJ (§ 99 des erst en 
Bandes) wird damit die Maximumeigenschaft der Ellipse bewiesen, 
und weil die Ellipsen die einzigen Eilinien mit geraden Schwer­
linien sind (§ 9), ist dann auch der Einzigkeitsbeweis erledigt. Der 
Nachweis unseres letzten Hilfssatzes ist aber eine einfache Differen­
tiationsaufgabe. 

Wir stellen ~ durch einep Parameter p dar, indem wir die 

"obere" und "untere" Halfte ~ und ~ trennen: 

~ ... Xl = Xl (P), x2 = x2 (p); 0 < P < 1; x/ x2" - x,/ xt < 0, 

(91) ~ ... Xl=Xl(P), X2=~2(P); O<P<l; X/~21/-~2'xt>0 
Xl'> O. 

Wir setzen 

(92) 

und 
1 1 

(93) f!>(t)=f{dXzdZX1_dXld2Xz}'/adp=f{' ,,_ ' ''}'/sdP dp dPz dp dPz X2 Xl Xl X2 . 
o 0 

Dann gilt fur den Affinumfang der ursprunglichen Eilinie 

(94) S = f!>(+ 1) + f!>(-1) 

und fur den der symmetrisierten 

(95) S* = 2 f!> (0). 

Wir wollen zeigen, daB 

(96) f!>(+ 1) - 2f!>(0) + f!>(-1) < 0 

ist oder, was nach § 98 des ersten Bandes die Beziehung (96) nach 
sich zieht, 

(97) 

nachweisen. Wir finden durch Ableitung aus (93) 
1 

.. If{X'(X"-X")-(X'-X')X"}Z f!> (t) - - 1 2 _2 2 _2 ~.- - dp 
- 18 ( ,,, , ,,)"/, . o Xl X2 -X2 Xl 

(98) 

Da nach (91) und (92) 

(99) 

ist also wirklich iP (t) > O. SolI iP = 0 sein, so muB 

(100) X ' (x " - X ") - (x ' - X ') X " = 0 1 2 -2 ... '2 -2 1 
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sein. Durch Integration dieser Differentialgleichung fUr %2 - ~2 folgt 

(101) %2-~2=a+bxl· 

Das heiBt also: Die Sehnenmitten liegen auf einer Geraden. 

§ 27. Aufgaben und Lehrsatze. 

1. Die GroBteigenschaft der Parabel. Man leite das Endergebnis 
von § 16 mittels der Ungleichheit von O. Holder (Gottinger Nach­
richten 1889) und J. L. W. V. Jensen (Acta Mathematica 30) her. Dazu 
setze man den Kurvenbogen der Vergleichskurve etwa in der Form an 

(102) 
XI = ttl! +g(t), xl!=-H1-t)ll+ g (t); O<t<l, 

g (t) = get) = 0 fur t = 0, 1 . 

Dann wird (i, n = 1 + g und fur 1 + g > 0 

(103) 

2. Ober elliptisch gekrUmmte Eilinien. Es sei ~ eine elliptisch 
gekrummte Eilinie. Ein Punkt, der im Innern aller die Eilinie sechs­
punktig beruhrender Ellipsen liegt, liegt auch im Innern jeder Ellipse, 
die ~ in ftinf Punkten schneidet. 

3. Vergleich der Affinumfange e11iptisch gekriimmter Eilinien. 
Liegt von zwei elliptisch gekrummten Eilinien die eine ganz innerhalb 
der andern, so hat die innere den kleineren Affinumfang. 

4. Abschatzung des Affinumfangs. ! (s) sei eine elliptisch ge­
krummte Eilinie, 0 <s< S, (t, t') = 1, til + kt = 0, k > O. Ferner 
seien ~ und k der kleinste und der groBte Wert ihrer Affinkriimmung; 
dann gelten fiir den Affinumfang S der Eilinie die Beziehungen 

~<S<~ 
(104) y,; = = vF. 
Den Beweis fiihrt man am einfachsten mittels der Siitze von Sturm, 
Bd.1, § 84. 

5. Eine Integralg1eichung fUr die Ellipsen. Es sei ((x) fiir x ~ 0 
eine positive, monoton wachsende Funktion, 1.):1.):11.):12 I die absolut ge­
nommene Dreiecksfliiche mit den Ecken .):1" und dF" das Flachen­
element an der Stelle .):1k. Hat dann das Integral 

(105) f f ((1.):1 .):11.):191) dFI • dF2 , 
~~ 

zweimal tiber alle Punkte *'k eines Eibereiches ~ erstreckt, fur aIle 
Randpunkte *' von ~ denselben Wert, so wird ~ von einer Ellipse 
umschlossen. W. Blaschke, Leipziger Berichte 70 (1918), S. 177-184. 
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6. Paare von Eibereichen mit gemeinsamen Schwerlinien. Zwei 
Eibereiche derselben Ebene sollen von jeder Geraden, die beide trifft, 
in Sehnen mit gemeinsamem Mittelpunkt getroffen werden. Man 
zeige, daB beide von Ellipsen berandet sind, ohne irgendwelche ein­
schrankende Regularitatsannahmen zu machen. V gl. § 17. 

7. Extremeigenschaft der Ellipse. Man ruhre den Beweis rur die 
in § 22 erorterte Extremeigenschaft der Ellipse ohne die einschranken­
den Regularitatsannahmen rur die zulassigen Eilinien. V gl. W. Grofj, 
Leipziger Berichte 70 (1918), S. 38-40. 

8. Die Tragheitsellipse von Legendre. Es sei ~ ein beliebiger 
Eibereich, dF sein Flachenelement an der Stelle Xl' X2 • Dann ist 

(106) f (U1 SX1 2 + US2 X'J2) dF = O.F .p2 
fa 

die Gleichung einer mit ~ kovarianten Ellipse in Linienkoordinaten, 
wenn wir die Gleichung einer Geraden in der Form 

(107) 

ansetzen und C eine Konstante bedeutet. Man zeige, daB der Flachen­
inhalt dieser Ellipse bei gegebenem Flacheninhalt von ~ seinen klein­
sten Wert erreicht, wenn ~ ebenfalls eine Ellipse ist. W. Blaschke, 
Leipziger Berichte 70 (1918), S. 72-75. 

9. Bestimmte Integrale. Es sei .):II< ein Punkt' des Eikorpers Sf 
und d VI< das Raumelement von Sf an der Stelle .):II<' Man berechne 
das Integral 

(108) 

fur 'V = 1, 2, wobei der Integrand eine Potenz des absolut genommenen 
Rauminhalts :des Vierflachs mit den Ecken .):II< bedeutet, unter Ver­
wendung von L. Dirichlets diskontinuierlichem Faktor (vgl. Werke I, 
S. 383), wenn Sf ein Ellipsoid oder ein Vierflach ist. 

10. Noch eine Extremeigenschaft der Ellipse. Es sei ~ ein ebener 
Eibereich vom Flacheninhalt F. Wir bestimmen ein flachengleiches 
Dreieck S) so, daB der Flacheninhalt G, der gleichzeitig in ~ und S) 
liegt, moglichst groB ausfallt. Dann gibt es eine Konstante c derart, daB 

(109) G2cF 

ist und nur dann das Gleichheitszeichen gilt, wenn ~ eine elliptische 
Scheibe ist. 

11. Extremeigenschaft des Parallelogramms. 1st F der Inhalt 
eines ebenen Eibereiches ~, L1 des kleinsten ~ enthaltenden Drei­
ecks, so ist 

(110) 
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und nur dann 2 F = L1, wenn m ein Parallelogramm ist. W. Crop: 
Leipziger Berichte 70 (1918), S. 40. 

12. Eine Verallgemeinerung des Vierscheitelsatzes. lwei Eilinien 
(t;) und m seien durch parallele Stiitzgeraden (Fig.32, S.66) aufeinander 
bezogen; dann hat das Verhaltnis dt;: d~ entsprechender Linienele· 
mente mindestens vier Extreme. 1st (~) insbesondere ein Kreis, so 
gibt das den Vierscheitelsatz in § 9 des ersten Bandes. 

13. Konvergenzsatz von Biel. Durch wiederholte Schiittlung 
eines Eibereichs m kann man einen Ei bereich mn herstellen, der 
sich nur belie big wenig von einem zu m ftachengleichen Dreieck 
unterscheidet. Th. Biel: Hamburger Abhandlungen 2 (1923). 

14. Eilinien mit sechs sextaktischen Punkten. Eine Eilinie mit 
sechs sextaktischen Punkten hat hochstens drei Symmetriegeraden. 

15. Eine Ungleichheit fUr Eilinien. 1st ~ das Minimum, Ii das 
Maximum der Affinkriimmung, S der Affinumfang und F der Inhalt 
des umschlossenen Eibereichs, so ist 

s . 
(111) ~<2F<k. 

16. GroBtdreieck mit festem Punkt. m sel em Eibereich vom 
1nhalt Fund L1 das Maximum des 1nhalts eines Dreiecks O.).l1.).l2' 
von dem eine Ecke 0 im 1nnern von m festliegt und die beiden 
andern m durchlaufen. Dann ist 

1 
(112) L1 > 2"" F. 

Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn m eme Ellipse und 0 ihr 
Mittelpunkt ist. (Beweis nach § 22.) 

17. Eine Vermutung von R. Courant tiber die dichteste gitter· 
formige Lagerung von Eibereichen. Es sei j8 ein Eibereich, -lJ und q 
zwei Vektoren in der Ebene von j8; j8nm = j8 + n-lJ + mq der 
Bereich, den man aus j8 durch Verschiebung um den Vektor 
n-lJ + mq erhalt. -lJ und q sollen so gewahlt sein, daB die Bereiche 
mnm (n, m = 0, ± 1, + 2, + 3, ... ) keine inneren Punkte gemein haben. 
Ferner habe das Parallelogramm t; = 21:> + ,uq; 0 < 2 < 1, 0 < /.1, < 1 
die Flache P und die innerhalb des Parallelogramms von allen m nm 
iiberdeckte Flache sei F. Von Lord Kelvin und H. Minkowski wurde 
1904 die Frage nach der "dichtesten Lagerung" gestellt: Be ge· 
gebenem m sollen .).l und q so bestimmt werden, daB F: P seinen 
groBtmoglichen Wert, er heiBe M 18 , erreicht. Courants Vermutung 
lautet nun: Es ist 

(113) M >~-18=2{3 
und nur dann =, wenn m von ezner Ellipse begrenzt wird. 

Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 5 
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Wir fiigen noch einige Siitze iiber Eilinien an, deren Haupt­
gedanke auf H. Brunn zuriickgeht, von dem 1887 und 1889 zwei 
Schriften unter den Titeln ,;Ober Ovale und Eifliichen" und "Kurven 
ohne Wendepunkte" erschienen sind, die eine Fiille neuer und schoner 
geometrischer Ergebnisse enthalten. Einen Teil dieser Ergebnisse 
hat H. Minkowski aufgegriffen und insbesondere in seiner 1903 in 
den Mathematischen Annalen 57 gedruckten Arbeit "Volumen und 
Oberfliiche" zu einer der schonsten geometrischen Theorien ausgebaut. 

18. Ungleichheit von Brunn und Minkowski fUr den gemischten 
Flacheninhalt. Es seien 6i zwei Randpunkte mit gleichsinnig parallel en 
Stiitzgeraden zweier Eibereiche >Ei' die die >Ei links liegen lassen 
(Fig. 32). Unter dem gemischten Flacheninhalt von >Ei und >Ek ver­
steht man das im positiven Umlaufsinn genommene Integral 

(114) 

Insbesondere ist dann FH der gewohnliche Fliicheninhalt von >Ei . 

Zwischen den gemischten Fliicheninhalten besteht die Beziehung 

(115) Fu F22 - F;2 :s:: O. 

1st >Ell der Einheitskreis, so geht (115) in die isoperimetrische Un­
gleichheit § 26 (42) des ersten Bandes iiber. Der dort fiir den Sonder­
fall durchgefiihrte Beweis von G. Frobenius liifit sich auch fiir den vor-

Fig. 32. Fig. 33. 

liegenden allgemeineren Fall zurechtrichten. 1m iibrigen ist der wesent­
liche Gedanke dieses Beweises vor Frobenius von C. Crone, Nyt Tid­
skrift f. Math. Bd.4 XV (1904), S. 73-75 angegeben worden. Auf 
diesem Wege ergibt sich auch am leichtesten: 

19. Minkowskis Einzigkeitssatz. In (115) gilt dann und nur 
dann die Gleichheit, wenn >El und >E2 iihnlich sind und gleichsinnig 
ahnlich lie gen. Minkowskis urspriinglicher Nachweis verwandte den 

20. Hilfssatz iiber gleichgeschichtete Eibereiche. Zwei Eibereiche 
>Ei einer Ebene mogen beide denselben Fliicheninhalt Fu = F22 = F 
besitzen. Wir ziehen dann zwei parallele Sehnen @3i der >Ei' so dafi 
"links" von @3i beidemal die gleiche Fliiche f von >Ei liegt (Fig. 33). 
Raben dann fiir jede Richtung der @3i und fiir jedes f (0 < f < F) 
die Sehnen @3i stets die gleiche Lange s, so gehen die >Ei durch 
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Schiebung ineinander uber. Der umstandliche Beweis Minkowskis 
laBt sich, wie J. Radon und A. Winternitz bemerkt haben, so verein· 
fachen. Es sei Pi (f) der Abstand der Sehne ®i vom Schwerpunkt 
des homogenen ~i und P.(F) = hi. Dann ist 

F F 

(116) J Pidf=J PiSidPi= 0 
o 0 

und durch Integration nach Teilen 
F F 

(117) J Pi df=hiF - J fdPi· 
o 0 

Somit wegen dP1 = dP'J' was sich aus s dP1 = S dP'I. = df ergibt, 
hl = h2' w. z. b. w. 

21. Verscharfung der Ungleichheit von Brunn und Minkowski. 
Mit dem Verfahren von Crone und Frobenius HiBt sich (115) durch 
folgende scharfere Ungleichheit ersetzen 

2 .1,. (D )t (D) t (118) p(F;2 - FUF22)2 2 obere Crenze D9 - untere Crenze D9 • 
11 1 1 

Darin bedeuten Dl und D'J die Flacheninhalte zweier ~1 und ~2 
gleichsinnig parallel umschriebener Dreiecke. Darin liegt ein neuer 
Beweis von Minkowskis Einzigkeitssatz. W. Blaschke, Hamburger Ab· 
handlungen 1 (1922), S. 206-209. Wahlt man ~2 insbesondere als 
Einheitskreis, so findet man eine Ungleichheit von T. Bonnesen wieder, 
namlich 

(119) 

Darin bedeuten F den Fliicheninhalt, L den Umfang, R den Halb­
messer des kleinsten umschriebenen und r des groBten einbeschrie­
benen Kreises von 581 . Vgl. T.Bonnesen, Mathern. Annalen 84 (1921), 
S. 216-227. Nebenbei: Die "wahre" Konstante in (119) ist nicht n 2 

sondern 4n, wie kiirzlich Bonnesen ebenfalls bemerkt hat. 

22. Eine Extremeigenschaft des Dreiecks und der Ellipse. Es 
seien ~ und t) zwei Randpunkte eines Eibereichs 58 vom Flacheninhalt 
Fund es bedeute I d~, dt) I den Absolutwert der Determinante aus 
den beiden vektoriellen Randelementen von 58 bei ~ und t). Dann 
gelten fur das Integral 

(120) 

die Ungleichheiten 

(121) ]>8F, ]<12F 

und zwar gilt in der ersten die Cleichheit nur dann, wenn 58 einen 
Mittelpunkt hat, in der zweiten, wenn 58 ein Dreieck ist. Das erste 
Ergebnis laBt sich aus (115) folgern. Die Frage laBt sich auch so 

5* 
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stellen: Man verschiebe einen Eibereich derart in seiner Ebene, daB 
sein Rand dabei durch einen festen Punkt lauft. Wann hat der hier­
bei iiberstrichene Flacheninhalt seinen groBten oder kleinsten Wert? 
w. Blaschke, Archiv f. Math. 28 (1920), S. 74. H. Rademacher, Ham­
burger Abhandlungen 3 (1923). 

23. Ein Sechsscheitelsatz. Es sei ~ eine Eilinie. Man soll eine 
zu ~ flachengleiche Ellipse ~ so bestimmen, daB der gemischte 

Fliicheninhalt von ~ und ~ moglichst klein wird. Man erweise zu­
nachst das Vorhandensein einer Losung. Bedeuten femer ~1 und ~2 
wie in Aufgabe 18 (Fig. 32) zugeordnete Punkte von ~ und ~, so 
bilden wir aus deren Koordinaten die Integrale 

(122) 1ik = ~xi· dxk· 
Dann ist 

(123) 

Fiihren wir die losende Ellipse ~ durch eine Affinitat in einen Kreis 
iiber, so entsteht durch dieselbe Affinitat aus ~ eine Eilinie ~*. 

Entwickelt man dessen Kriimmungshalbmesser e in eine Fourier­
reihe nach dem Winkel T der Tangente mit einer festen Richtung, 
so sieht sie so aus: 

(124) 
00 

e '" ao + .L;(ak cos kr + bk sin kr). 
3 

Daraus kann man nach einer Uberlegung von ]. Liouville schlieBen, 
daB e - ao mindestens sechs Nullstellen, also e mindestens sechs 
Extreme, d. h. ~* mindestens sechs Scheitel (§ 9 des ersten Bandes) 
hat. Man kann also jede Eilinie affin so transformieren, daB die 
Transformierte mindestens sechs Scheitel bekommt. Vgl. W. Blaschke 
in der Zeitschrift "Christian Huygens" 2 (1923). Liouvilles Satz iiber 
die Nullstellen in Liouvilles Journal (1) 1 (1836), S. 264. Spater hat 
A. Hurwitz diesen Satz wiederentdeckt, Mathern. Annalen 57 (1903), 
S.444. 

24. Weitere isoperimetrische Eigenschaften der Ellipse. Aus (86) 
und (115) folgt: Unter allen Eilinien mit gegebenem Flacheninhalt 
haben die Ellipsen das groBte Integral der Affinkriimmung 

(125) Jk.ds. 

Ferner: Unter allen flachengleichen Eilinien liefern die Ellipsen den 
groBten Flacheninhalt fiir die Eilinie, die aus der urspriinglichen durch 
die Polaritat an dem Einheitskreis urn den Flachenschwerpunkt ent­
steht. W. Blaschke, Leipziger Berichte 69 (1917), S.311. 



3. Kapitel. 

Raumkurven. 

§ 28. Vektoren im Raum. 
"Venn wir nunmehr zur Theorie der Raumkurven ubergehen, so 

konnen wir uns merklich kurzer fassen'als im vorhergehenden. Denn 
die meisten Oberlegungen, die hier anzustellen sind, lassen sich bei­
nahe wortlich aus dem 1. Kapitel ubertragen. Wir stellen die Punkte 
des Raumes durch Parallelkoordinaten Xl' X 2 ' X3 dar und schreiben 
das Vektorsymbol t hier statt des Zahlentripels {Xl' X 2 ' X3}. Dann 
ist der analytische Ausdruck fUr eine raumliche Affinitat, die die 
Punkte t in t* iiberfuhrt, 

(1) x 2 * = a20 + an Xl + a22 x 2 + a2a x 3' d = a2l a22 a23 =1= O. 

X3 * = a30 + a3l Xl .+ a3'.! X 2 + a33 Xs ' a3l a32 a3S 

Die inverse Abbildung, die t durch t* ausdruckt und die aU6 zwei 
hintereinander ausgefUhrten Affinitaten t ---+ t*, t* ---+ x:* * zusammen­
gesetzte Transformation t ---+ t* * ist wieder eine affine Abbildung. 
Die raumlichen Affinitaten bilden also im gleichen Sinn eine Gruppe 
wie die eben en. 

Die Schiebungen oder Translationen (x;* = aiO + xi)' die homo­
genen Affinitaten (aiO = 0; i = 1, 2, 3) und die Transformationen mit 
d = 1 bilden Untergruppen. 

Die Determinante 

,i Xl X2 X3 

(2) HpJ 3) = ~ Yl Y2 Ya 

Zl Z2 Za 

erklart uns den Inhalt des Tetraeders, das den Ursprung und die 
Punkte t, 1),3 - in dieser Reihenfolge - zu Ecken hat. Wann 
ist dieser Ausdruck positiv? Die Vektoren t und 1) bestimmen in 
der Ebene, die von den Vektoren a = A1 t + A2 1) iiberstrichen wird, 
einen Umlaufssinn, namlich den Umlaufungssinn des Dreiecks, das 



70 Raumkurven. 

den Ursprung und die Punkte 6 und t) in dieser Reihenfolge zu 
Ecken hat. Dazugibt der dritte Vektor a eine Richtung, die vom 
Ursprung zum Punkte a hinfiihrt. Wenn a nicht in der .Ebene der 
Vektoren a liegt, ist dadurch ein raumlicher "Schraubungs"- oder 
"Windungssinn" festgelegt. 1st (6 t) a) > 0, so stimmt der Windungs­
sinn dieses Tetraeders mit dem des Einheitstetraeders oder des 
Koordinatensystems uberein, und wenn wir unser Koordinatensystem 
positiv gewunden nennen, so bedeutet also 

(6 t) a) > 0, 
daB die Vektoren 6' t), a eine positive Schraubung, und 

(6 t) a) < 0, 
daB sie eine negative Schraubung bestimmen. - Da bei einer 
homogenen Affinitat (aiO = 0) nach dem Multiplikationsatz ftir 
Determinanten 

(3) 
so heiBen die Transformationen mit d = 1 raumtreue oder in halts­
treue Affinitaten. Auf die Invarianten gegen so1che Affinitaten werden 
wir unser Augenmerk richten. 

Ein Vektor 6 = {Xl' X2 , X3 } im strengen Sinne ist dadurch ge­
kennzeichnet, daB seine Komponenten bei einer Affinitat (1) die zu­
gehorige homogene Substitution (a kO = 0) erfahren. Als Rechenregeln 
fur Vektoren merken wir uns die folgenden an: 

Aus der Erklarung (2) folgt 

(4) (6 t) a) = - (n t) = - (t) n) = (t) u) = (H t) = - (a t) ~.) 

und weiter 

(5) 

Die Beziehung 

(6) 
bedeutet, daB die drei Vektoren linear abhangen, d. h. zu einer Ebene 
parallel sind. Es gibt dann drei Zahlen a, b, c, die nicht aIle null 
sind, so daB a 6 + b t) + c a = ° wird. 

SchlieBlich definieren wir noch zwei verschiedene Produktbil­
dungen fUr Vektoren. 

(7) 6-ID=X1Y1+X2Y2+X3Y3 

solI das "skalare Produkt von 6 und ID" heiBen. Man sieht, daB 

(8) (1161 + 12 62)' ID = }'1 61 -ID + 1262 -ID 
und 

(9) 6-ID=ID-6 
ist. Den lVIultiplikationspunkt werden wir meist weglassen. 
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Wenn wir die drei Vektoren zu den Einheitspunkten des 
Koordinatensystems {1, 0, O} {O, 1, O} {O, 0, 1} mit e1 , e2 , es be­
zeichnen, so erkliiren wir als vektorielles Produkt (oder Vektor· 
produkt) von ! und ~, in Zeichen 

(10) 3 =! x~, 

ein Gebilde mit den Komponenten 

(11) Zl=(el!~)' Z2=(e2!~)' ZS=(e3!~)' 
Das Verschwinden von 3 ist die notwendige und hinreichende Be­
dingung fUr die lineare Abhiingigkeit von ;t;, ~ (a;t; + b~ = 0). 

Es ist 

(12) 
und 

(13) (Al!l + A2!2) X ~ = Al (!1 X~) + A2 (;t;2 X ~). 

Bilden wir noch das skalare Produkt aus dem V €ktor & und einem 
Vektorprodukt ;t; X ~! N ach (7) und (11) ist 

(14) &.(! x~) = zl·(e1 ;t;~) + z2·(e2!~) + zs·(es !~) 

und daher nach Regel (4) und (7). 

(15) &'(!X~)=(H~)=(!~&)' 

Hieraus konnen wir bequem die wichtigste Eigenschaft des vektoriellen 
Produktes ablesen, niimlich wie sich seine Komponenten bei einer 
inhaltstreuen Affinitat iindern. Bedeutet;!; -+ ;!;* eine inhaltstreue 
Affinitiit (d = 1), so muB nach (3) und (15) fUr aIle & 

(16) &*'3* = &·3 

sein. Wir ordnen die linke Seite nach zl' Z2' Z3 und erhalten durch 
Koeffizientenvergleichung 

(17) 
all Zl* + a21 Z2* + aSI Z3* = Zl' 

al2 Z 1* + a22 Z2* + a32 Zg* = Z2' 

alS Zl* + a23 Z2* + aS3 Zs* = Zs' 

Wenn wir die algebraischen Komplemente der aik mit Aik bezeichnen, 
so finden wir durch Auflosung von (17) 

(18) (i=1,2,3). 

Dieser Eigenschaft wegen heiBt 3 ein "kontravarianter Vektor"; wir wer­
den einen solchen stets mit groBen deutschen Buchstaben bezeichnen. 1st 

U1 Xl + U2 X 2 + Up, Xs = 1 

die Gleichung einer Ebene, so ist U = {Ul' U2 , Us} ein kontra­
varianter Vektor, und die Ebenengleichung liiBt sich U· 6 = 1 schreiben. 
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Wir heben noch drei einfache Differentiationsregeln hervor: Wenn 
die Vektoren! = ! (t), 1) = 1) (t) (oder ID) und 5 = 5 (t) von einem Para­
meter t abhangen, so findet man 

(19) d(~ ___ t)) = (!. ID), = !'. ID +!. ID', 
dt 

und 

(29) d (~(i~~) = (! x 1))' = !' x 1) + ! x 1)' 

und 

(21) d (~~J! = (! 1) ~)' = (!' 1) 5) + (! 1)' 5) + (! 1) 5')· 

§ 29. Der ausgezeichnete Kurven-Parameter. 

Die affine Differentialgeometrie der Raumkurven beginnen wir 
mit der Frage nach einem invarianten Kurvenparameter, der durch 
ein Kurvenelement moglichst niedriger Ordnung festgelegt wird 1). 
Eine Raumkurve denken wir uns in Parameterdarstellung 

!(p) = {Xl (P), X 2 (p), X3 (P)} 
gegeben. Die Ableitungen nach p bezeichnen wlr durch Punkte 
oder durch eingeklammerte Buchstaben 

(22) . {. . .} (k) {(I;) (k) (k)} ! = Xl' X2 , Xa , ! = Xl 'X2 'X3 • 

Die !(k) sind Vektoren 1m strengen Sinn und nach (3) sind daher die 
Determinanten 

(23) 
invariant gegen raumtreue Affinitaten, aber keineswegs Invarianten 
der Kurve, da sie ja von der Wahl des Parameters abhiingen. Ins­
besondere geht (~i i), die Determinante von niedrigster Ordnung 
aus unserer Reihe, bei Einftihrung eines neuen Parameters s = s (p) 
- die Ableitungen nach s mogen durch Striche angedeutet werden -- in 

( , " ''')' (dS)6 !!! .­dp 

tiber. Wenn wir (~i"f) > 0, d. h. nach der Dbereinkunft im 
vorigen Abschnitt die Kurve ! (p) als "positiv gewunden" annehmen, 
so ist durch die Forderung 

(24) 
ein reeller Parameter 
S = + s + a festgelegt. 

(25) 

(!' !" !"') = 1 

s, dey A tfinbogen , 
Dann wird 

s = J (t i f)'lo dp 

bis auf Substitutionen 

1) Zum folgenden vgl. G.Piek: Leipziger Berichte 70 (1918), S.76-90; E.Sal­
kowski: ebenda S. 160-176; G. Sannia: Atti di Torino 57 (1922), S.358-368. 
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und dementsprechend 

(26) 

die Attinliinge des Kurvenstiicks ~ (p) (Pt < P < P'J)' 
Aus (24) folgt nun durch nochmaliges Ableiten nach s 

(27) (t t' ~IV) = 0, 

also hang en die drei Vektoren ~IV, ~", t nach (6) linear von einander ab: 

(28) I ~IV (s) + k (s)~"(s) + t (s)~'(s) = 0 I· 
Daraus ergibt sich 

(29) k (s) = (~IV~' t"), t (s) = _ ([IV~" ~"'). 

W enn k und t als stetige Funktionen von s gegeben sind, 'so laBt 
sich stets eine zugehorige Kurve ~ (s) bestimmen, die bis auf inhalts­
treue Affinitaten festgelegt ist. Sind namlich (vgl. 1. Bd., § 14) u1 ' 

u2 ' Us drei lineare unabhangige Losungen der Gleichung 

(30) U'" + k(s)u' + t(s)u = 0, 

so ist deren Wronskideterminante 

(31) 
U1 u2 Us 

ut ' u2' us' '--= konst. =+= O. 

u1" u 2" us" 

Wir konnen daher die u i so wahlen, daB diese Determinante gleich 
1 wird. Dann ist 

(32) (i = 1, 2, 3) 

die allgemeine Losung von (30), und wenn die Determinante der aik 

gleich 1 gewahlt wird, so ist 

(33) 
s 

xi = J x: ds + aiD 
o 

(i = 1, 2, 3) 

die Darstellung der zugehorigen Kurve ~ (s). Man sieht, daB sie aus 

s s 

{J u1 ds, Jus ds} 
o o 

durch eine allgemeine raumtreue Affinitat hervorgeht. 

(~') nennen wir den Tangentenvektor und (~") den Vektor der 
attinen Hauptnormalen_ Die Kurve (~ = ~') nennen wir das Tangenten­
bUd der Kurve (~). Seine Affinlange ist 

(34) J (~" ~'" 'fIV)'!- ds = J (- t(S)'/6 ds. 
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Als kontravariantes Krummungsbild bezeichnen Wlr den Vektor 

(35) ID = r.' x {' = ~ X ~' 
und als kovariantes Krummungsbild die Kurve (3), deren Tangenten­
Bache zu (ID) reziprok polar bezuglich der Einheitskugel ist. Mit 
anderen Worten: 3(s) wird von den Ebenen 

(36) 3·ID = 1 
- unter 3 fur den Augenblick laufende Punktkoordinaten verstanden -
eingehiillt. Nach (36) muB 

(a) 

(37) (b) 

( c) 
(3r.' {") = 0, 

(3l" r."') + (3l' r.IV) = ° 
sein. Wenn wir 3 = 21 (s) r.' + 22 (s) l" + 23 (s) r.'" setzen, so folgt aus 
(a) 23(S) = 1, aus (b) 22 = ° und aus (c) unter Berucksichtigung von 
(24) und (29) 21(S) = k(s). Somit ist 

(38) 3 = r.'" + k(s) ( 
Durch Ableitung folgt hieraus wegen (28) 

(39) 3' = (k' - t) r.', 
das heiBt: Die Kurven (r.) und (3) haben in entsprechenden Punkten 
nicht nur parallele Schmiegebenen, sondern auch parallele Tangenten. 

Fassen wir den Zusammenhang dieser verschiedenen Kurven 
naher ins Auge! Der Ubergang yom Tangentenbild (~) zu einer zu­
gehorigen Kurve (l) erfolgt nach EinfUhrung des Parameters s, fUr den 

( 40) (~ ~' ~") = 1, 

durch Integration 

( 41) 

Durch die Krummungsbilder ist aber das Tangentenbild eindeutig 
festgelegt. Zunachst bemerken wir, daB aus 3 (p) der Vektor ID (p) durch 
Ableitung nach einem beliebigen Parameter p gefunden werden kann. 
(ID) wird namlich nach seiner Erklarung von den Ebenen 

(42) 2'3=1 
- 2 ein laufender kontravarianter Vektor - eingehullt. Daher ist 

(43) ID'3=1, ID'3=0, ID·~=O. 
Die Beziehungen des Tangenten- und des kontravarianten Krummungs­
bildes sind nun aber v611ig wechselseitig. N ehmen wir den Parameter s, 
so ist auch die Determinante 

(44) (ID ID'ID") = 1 
und femer 

( 45) 
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In der Tat! Bei Beriicksichtigung von (28) und ~ = t ist 

(ID ID'ID") = (~ X ~', ~ x ~", ~' X ~" + ~ X ~"') 
= (~ X ~', ~ X ~", ~' X ~1/ - k (~ X ~')) 
= (~ X ~', ~ X ~", ~' X ~"). 

Also ist nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten 

~ (~ X ~') ~ (~ X ~") ~ (~' X ~") 

(ID ID' ID") (~ ~' ~") = ~' (~ X ~') ~' (~ X ~") ~' (~' X ~") 
~" (~ X ~') ~"(~ X ~") ~"(~' x ~") 

W egen der Regel (15) folgt hieraus 

; 0 0 

(ID ID'ID") (~ ~' ~") = : 0 - 1 

i 1 0 

1 

o = 1 

o 
und nach (40) ergibt sich somit die Richtigkeit von (44). 

(46) 

Der zweite Teil der Behauptung folgt aus 

(a) 
(b) 
( c) 

~ID = (~~~') = 0, 

~ID' = (~~~") = 0, 

~ ID" = (~~' tJ") == 1. 
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Die Gleichungen ( a) und (b) zeigen, daB tJ zu ID X ID' proportional, 
die Gleichung (c) in Verbindung mit (44), daB der Proportionalitiits­
faktor gleich 1 ist. Das Tangentenbild liiBt sich also in der Tat aus 
den Kriimmungsbildern - nur durch Differenzieren - eindeutig be­
stimmen. 

Aus ID(s) leiten wir durch Integration die Kurve 

(47) x(s) = fIDds 
her. Dann bedeutet s auch fUr diese Kurve (x) die Affinliinge, denn 
nach (44) ist (X' X" XIII) = 1. 

Wir wollen jetzt die Invarianten der Kurve (X) durch die von (!) 
ausdriicken. Dazu setzen wir 

(48) XIV + Kx" + Tx' = O. 

Nun ist aber 

(49) '£ = '[' X !", x" = '[' x !"', XIII = ( X t" - k l X '[" 

und daraus 

(50) XIV = - (k' - t)t x '[" - k!' X ('. 

Durch Vergleich mit (48) finden wir zwischen den Invarianten unserer 
beiden Kurven (!) und (x) folgende Beziehungen 

(51) K = k, T = k' - t, t = K' - T. 

Die beiden Kurven haben die Eigenschaft, daB in zusammengehorigen 
Punkten jede auf der Schmiegebene der anderen senkrecht steht. 
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§ 30. Das begleitende Dreibein vierter Ordnung. 

Es liegt nahe, die Vektoren '[', ~", ~'" als "begleitendes Dreibein" und 

(52) k = k(s), t = t(s) 
als "natiirliche Gleichungen" einer Raumkurve anzusprechen. Man hat 
das wirklich urspriinglich getan und doch ist diese Bezeichnung, wie 
A. Winternitz bemerkt hat, nicht zweckmiiBig. Durch die Gleichungen (52) 
ist zwar unsre Kurve im wesentlichen eindeutig bestimmt; aber es ist 
durchaus nicht gezeigt, daB k und t die Invarianten niedrigster Ordnung 
sind, durch die eine Kurve festgelegt werden kann, und aus den Ergeb· 
nissen von § 29 folgt keineswegs, daB es nicht ein begleitendes Dreibein 
von niedrigerer Ordnung gibt, das invariant mit der Kurve verbunden ist. 

Urn das zu entscheiden, wollen wir zuniichst die Ordnung der 
Vektoren ,[" ~", ~III, ~IV und der beiden Invarianten k und t feststellen, 
indem wir sie in allgemeinen Parametern hinschreiben. 

Setzen Wlr 

(53) 
so wird nach (25) 

'[' = i. cp, ~"= ~cp2 + ~ cpcp, ~'" = icp3 + 3 ~cpcp2 + t(iP cp2 + cpscp), 

(54) ~IV = ~ cp4 + 6"icp cps +~ (4iPcp3 + 7 ep2 cp2) + t(tjj cp3 + 4 9?CPcp2 + cp3cp). 

Danach ist ~' von 3. Ordnung; ~", ~"', ~IV von 4., 5., 6. Ordnung, und 
zwar wegen der h6chsten Glieder 

• "\I'" S cp, cp cp, cp cp, cp cp . 
Daraus folgt, daB 

(55) k(s) = (~IV~' ~"') = cp (~IV - ip cps t,~, ~"') 

die Ordnung 5, t(s) aber die Ordnung 6 besitzt. Ausgerechnet ist 
.. .. 

(56) k(p) = cp8(~ ~ ... ) + 3 epcp7 (~~i) - cp6 (4 (pcp - 11 cp2) (~~ ~), 
und man sieht unter Beriicksichtigung von (53) und (54), daB 

(57) 
'" + k, III {6 (' .. "')" \I } • ~3 = ~ T ~ = ~ - cp H ~ cp cp +... ~ 

= t" - { (jJ cp\l + ... } ! 
ein Vektor 4. Ordnung ist, der iiberdies affininvariant mit der Kurve 
verbunden ist. Somit ist (A. Winternitz) 

(58) 

~1 = ~', 

!"2 = !"", 
r - r'" I ~ r' e3 - e T 4 e 
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ein begleitendes invariantes Dreibein von 4. Ordnung. Durch Differen­
tiation folgt aus (58) wegen (28) 

b ' =!2' 
,,,, k 

(59) !2 =! =!S-4!1' 
I IV + k' , + k ,,_ (kl ) 3 k 

!s =! T! 4! - T - t !1 - 4!2' 

Dernnach haben 

(60) 
k' -- - t = k 4 2 

die Ordnung 5. Die Ableitungsgleichungen nehrnen die Gestalt an 

(61) 
!1' = * +!2 *, 
!2' = kl!1 * + ):;s' 
!s' = k'J!l + 3 k1!11 . *. 

Aber nun drangt sich sofort die Frage auf, ob sich ein Dreibein 
von noch niedrigerer oder doch wenigstens noch ein gleichberech­
tigtes von gleicher Ordnung bestirnmen HiBt. Urn die Unmoglichkeit 
davon einzusehen, bernerken wir folgende wichtige Eigenschaft unseres 

Dreibeins !1' !2' !s: 
H aben zwei Kurven ! (s) und ~ (s) im Punkte s = So das beglei­

tende Dreibein !i(SO) = ~i(SO) gemeinsam, so beruhten sie sich in 
X (so) = ~(so) in vierter Ordnung. 

Wir bringen die Kurv.e X (s) in die "kanonische Form", d. h. wir 
wahlen unser affines Achsenkreuz so, daB der Ursprung mit X(so) und 
die Einheitsvektoren auf den Achsen mit !1 (so), !'J (so), !s (so) der Reihe 
nach zusammenfallen, und entwickeln dann X 2 (X1 ) und X S (x1) nach 
Potenzen von Xl' 

Ausfiihrlich geschrieben ist dann Xi (So) = XiO = 0 (i = 1,2,3) und 

X~o = 1, X~o = 0, 

(62) X~o = 0, X~~ = 1, 

X~o = 0, " 0 11/ + ko , 1 xso = , xso 4 xso = , 

Aus den Gleichungen 

X", __ ko 
10- 4' 

X;~ = 0, 

X~~ = 1. 

(63) !V = _ t'!' - (t + k')!" - k!'" 

folgt weiter 
IV 

%10 = - to' 

(64) IV k 
X'JO = - 0' 

IV 
xso = 0, 
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Die Potenzreihe flir Xl nach S - So oder einfacher nach s, indem Wir 
fortan So = 0 ann ehmen, namlich 

(65) 

kehren wir um und erhalten 

(66) 

Daher folgen unter Heranziehung der Tabellen (62) und (64) die 
Entwicklungen 

(67) 

1st Y\l(xJ, Y3(X1) eine weitere Kurve, die durch den Ursprung geht, 
so wird bekanntlich die Beriihrung n-ter Ordnung zwischen (~) und (~) 
in ~o so definiert: Es ist 

(68) (dk(X2~"2)) =0, (dk(X3~"3)) =0, 
dX1 "'1=0 dX1 "'1=0 

fUr k = 1, 2, _ .. , n; dagegen fur k = n + 1 ist mindestens einer der 
beiden Ausdrucke von Null verschieden. Daraus liest man die Richtig­
keit unseres Satzes so fort abo 

Da ein Tetraeder ~, ~ + ~1' ~ + ~2' ~ + ~3 mittels raumtreuer 
Affinitaten in ein beliebiges inhaltsgleiches Tetraeder ubergeflihrt werden 
kann, so sieht man, daB aile positiv gewundenen Kurvenelemente vierter 
Ordnung vom affinen Standpunkt identisch sind. Mithin kann es keine 
Affininvariante vierter oder geringerer Ordnung geben. Daraus folgt 
aber sofort auch, daB jeder kovariante Vektor ~4 von geringerer als 
funfter Ordnung sich linear mit konstanten Koeffizienten aus ~l' ~\l' ~3 
kombinieren lassen muB. Denn sonst ware eine der Determinanten 
(~4 ~l ~2)' (~4 ~l ~3)' (~4 ~2 ~3) eine Invariante von hochstens vierter 
Ordnung. 

~l' ~2' b ist im wesentlichen das einzige invariante Dreibein vierter 
Ordnung. 

(69) kl = kl (s), k2 = k2(S) 

nennen wi, die "naturlichen Gleichungen" der Raumkurve, kl und k2 
"erste" und "zweite Affinkrummung", t "Affinwindung". 

Die natiirlichen Gleichungen bestimmen stets eine Kurve bis auf 
inhaltstreue Affinitaten, wenn kl und k'J stetige Funktionen von s sind. 
Alsdann besitzt namlich das Gleichungssystem (61) nach § 14 des 
ersten Bandes stetige Losungen, die vorgeschriebene Anfangswerte an· 
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nehmen. Sie gehen also aus einem beliebigen Lasungssystem ~l *, ~g *, ~3 * 
durch homogene Affinitaten hervor. Nun ist nach (21) und (61) 

(70) (~l*~9*~3*)' = (~1*'~g*~3*) + (~1*~2*'~3*) + (~l*~2*~3*') = 0, 

also bei geeigneter Auswahl 

(71) (~1*~2*~3*) = 1. 

Setzen Wlr 

(72) 

so ist 

wegen (71) ist also s Affinlange von (~*), und die Differentialgleichungen 
(61) sagen aus, daB (~*) die beiden Invarianten fiinfter Ordnung kl 
und kg besitzt. 

§ 31. Die Kurven mit festen Affinkriimmungen. 

Wir wollen nunmehr einige besondere Kurven naher ins Auge 
fassen. Die einfachste Aufgabe dieser Art ist die Integration der 
natiirlichen Gleichungen kl(S) = ki (0), k2(S) = kg(O), die vallig gleich­
wertig mit den Gleichungen 

(73) k(s) = k(O) = ko' t(s) = teO) = to 

sind. Wir haben danach zufolge der Formel (30) nur die Differential­
gleichung 

(74) u'" + kou' + to u = 0 

zu lasen. Setzen wir 

so erhalten wir fiir A die Gleichung 

(75) 

Nehmen wir zuerst an, die Diskriminante dieser Gleichung dritten 
Grades sei positiv. Mit Al bezeichnen wir dann ihre reelle Wurzel, 
mit A2 + iAg , A2 - iA.3 die konjugiert imaginaren. Dann ist 

(76) Al + 2A2 = 0. 

1st to =F 0, also auch Al =F 0, Ag =F 0, A3 =F 0, so haben Wlr m 

drei linear unabhangige Lasungen von (74). Bezeichnen wir den Vektor 
{u1 ' u2 ' u3} mit u, so mage die Konstante a so bestimmt werden, daB 

(78) (uu'u") = 1 
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wird. Fur die zugeharige Kurve !* erhalten wlr 

(79) 

Da 

(80) 

Xl* fe!"ssin(23s)dS= - cOS),:'3S)e}'''8+~"!-fei'2ScoS(23S)dS, 

X * -feA• S cos (2 s) d s = --I- sin (A30 ei .• s -- ).2 f ei.2S sin (2 s) ds 
2 - 3 ')'3 Aa 3' 

x * - ~ e!'IS 
'3 -)., • 

demnach 

Xl* = - cos (~s) ei.,s +!~ x2 *, 
23 )'3 

X *-2 -

ist, erhalt man (!*) aus einer Kurve 

(81) ! = {aei.,8 cos (2ss), bei .• s sin (23S), ceAIS} 

durch eine affine Transformation. a, b, c sind der Bedingung (!'!" !"') = 1 
gemaB gewahlte Konstante. 

Die Kurven (!) umwinden nach (76) die Flache dritten Grades 

(82) ( %12 %22) OJ + b2 X3 = C • 

Wenn zweitens die Diskriminante von (75) 
so hat die Lasung die Gestalt 

negativ und to =+- 0 ist, 

Diese Kurven liegen auf einer Schale der Flache dritten Grades 

(84) xl x2 xs =abc. 

Wenn to = 0 ist, so entarten die Flachen (82) und (84) zu Zylin­
demo Bei positivem ko = u 2 finden wir die gemeine Schraubenlinie 
(oder genauer: deren affine Verallgemeinerung) 

(I. 1 8) 
! = ~ -;; Sill us, -2 cos us, - > , 

l"" x "J 
(85) 

bei negati vern ko = - u 2 die "hyperbolische Schraubenlinie" 

(86) ! = < 2 sh us, 2 ch us, - , (1 1 8} 
t" " " 

worin sh und ch die Hyperbelfunktionen bedeuten. Die erstere um-
windet einen elliptischen, die letztere einen hyperbolischen Zylinder. 

Fallen zwei Wurzeln der Gleichung (75) zusammen, so finden 
wir als zugeharige Kurve 

(87) 
Stimmen schlieBlich alle drei Wurzeln uberein, so muB 321 = 0, 

also ko = 0, to = 0 sein und es ergibt sich die kubische Parabel 

( 88) - { 1 2 1 st !- S, 2!s '3i s J 
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als Kurve mit den vorgeschriebenen naturlichen Gleichungen. (88) kann 
bekanntlich als Durchschnitt eines parabolischen Zylinders und eines 
hyperbolischen Paraboloids aufgefaBt werden; s ist proportional zum 
sogenannten "natiirlichen Parameter'(2) der Parabel. 

§ 32. Kennzeichnende Eigenschaften der Kurven 
mit festen Affinkriimmungen . 

• 
Wenn die Affinwindung nicht verschwindet, so gibt es bei Kurven 

mit festem t und k einen im begleitenden Dreibein !"l' !"2' !"s oder, 
was hier auf dasselbe herauskommt, !"', !"", !"", festliegenden V ektor ~, 
der zu !" addiert in einem festen Punkte endigt, 

(89) t) + !" = to . 

Dies folgt einfach durch Integration von !"IV + k( + t!"' = 0, woraus 
sich 

(90) 
ergibt. 

t) =~!"' + ~!"", 
t t 

Diese Eigenschaft ist kennzeichnend. Gibt es namlich eine mit 
dem begleitenden Dreibein !"l' !"2' !"s einer Raumkurve fest verbundene 
Gerade, welche durch einen festen Punkt to geht, so hat die Kurve 
feste erste Affinkrummung. Sei 

(91) t) = a!"l + fJ!"2 + Y!"s, (a, fJ, y konstant) 

die Richtung der fraglichen Geraden. Es sol1 eine Funktion A(s) 
geben, fur die 

(92) !"' + A t)' + A' t) = 0 

wird. Berucksichtigen wir (58) und (61). so folgt hieraus 

(93) 1 + A' a + A (fJ kl + y k2 ) = 0, 

(94) l'fJ+l(a+3yk1)=O, 

(95) A' y + l fJ = O. 

Aus (94) und (95) folgt in der Tat kl = konst. SolI aber bereits der 
Vektor t) selbst in fo endigen, so ist l = 1 zu setzen und es ergibt sich 

(96) fJ = 0, kl = - Sal' ' k2 = - ~ 
Ein ahnlicher Satz fur Kurven mit verschwindender Affinwindung 

lautet: Durchlauft !" + a!"" (a konstant) eine Gerade, so ist !" eine 
Schraubenlinie (t = 0, k = ko). Es muB sich namlich entweder aus 

(97) !"' + a!"'" = l (s) (!"" + a !"IV) 

2) Hierzu vergleiche man etwa O. Staude: "Analytische Geometrie der 
kubischen Kegelschnitte", Leipzig 1915, S. 1S6-145. 

Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 6 
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ein A. (s) bestimmen lassen oder 

(98) ~"+a~IV=O 

sein. Aus der ersten Annahme folgt nun a = 0, sie ist also zu ver­
werfen, und die zweite Annahme entspricht nach (28) gerade unserer 
Behauptung. 

Anziehender ist der folgende Satz: Hat die Kurve ~ = ~ + a ~" 
(a konstant und von Null verschieden) mit (~) gemeinsame Aftinhaupt­
normalen, so ist W eine Schraubenlinie. Bezeichnen wir die Affinlange 
von (~) mit 0, ds: do mit cp und die Ableitungen nach 0 durch Punkte, 
so ist 

(99) 

(100) 

~ = (~' + a f''') cp , 

ij = (~" + a ~lV) cp2 + (~' + at") cp' . cp . 

Nun muB 

(101) 

sein; daraus folgt in Verbindung mit (94) cp' cp = 0, also cp = konst. 
und dann weiter 

(102) 

also 

(103) 

Daher ist 

(104) 

A. (s)~" = [( + a (- k~" - t ~')J cp2, 

t= O. 

cp-6 = (~'~" ~"') = (1 - a k)2, 
das heiBt k = konst., w. z. b. w. 

Die wesentlichste Kennzeichnung unserer Kurven ist aber die 
folgende: Die Kurven mit festen Aftinkriimmungen sind identisch mit 
den gewundenen Kurven, die eine Gruppe von inhaltstreuen Aftinitiiten 
gestatten. Es ist von vornherein klar, daB Kurven mit der geforderten 
Eigenschaft konstante Kriimmungen besitzen miissen, weil das all­
gemeine Linienelement fiinfter Ordnung der Kurve im wesentlichen 
in jedes andere solche Linienelement der Kurve iibergefiihrt werden 
kann durch eine Transformation, die kl und k'J erhalt. Umgekehrt 
laBt sich aber auch zu jeder der Kurven mit festen Affinkriimmungen 
eine eingliedrige Untergruppe inhaltstreuer Affinitaten angeben, die 
diese Kurve als Ganzes in sich iiberfiihrt. Dazu genugt es zu zeigen: 
Die Koordinaten a, {J, r des Kurvenpunktes ~ (s + h) in bezug auf 
das begleitende Dreibein des Kurvenpunktes ~ (s) hangen zwar von h, 
nicht aber von s abo Das erkennt man so: Fur k = ko und t = to 
folgt aus (28), daB jeder Vektor ~(n) (s) (n> 3) sich aus ~'(s), f" (s), 
~", (s) mit festen Koeffizienten linear zusammensetzen laBt. Wir er­
halten deshalb eine Taylorentwicklung von der Form 

(105) ~ (s + h) - ~ (s) = a (h)~' (s) + {J (h)~" (s) + r (h)~'" (s) 
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und darin liegt die Richtigkeit unserer Behauptung. Betrachten Wlr 
nun die inhaltstreue Affinitiit ~1 -~ ~2' die den Punkt 

~1 = ~ (Sl) + at (Sl) + (J ~" (Sl) + r ~", (Sl) 
in den Punkt 

~2 = ~ (S2) + a~' (S2) + {J~" (S2) + r (' (S2) . 
uberfuhrt, so liiBt diese unsere Kurve (~) als Ganzes in Ruhe. - Die 
entwickelte Aufstellung von Untergruppen wird dem gefaIligen Leser 
nun nicht mehr schwer fallen. 

§ 33. Gewindekurven 3). 

Zu den einfachsten Kurven, deren Betrachtung uns das ent­
wickelte analytische Rustzeug nahelegt, geharen die mit einem Punkt 
~ = 50 als kovariantem Krummungsbilde (§ 29). Bei diesem ist nach 
(38), (39) 

(106) ~", + k ~' = ~o' 'k' ) I ( -t~=O, 
also 

(107) k' - t= O. 

1st V das kontravariante Krummungsbild, so gehen die Ebenen V' ~ = 1 
siimtlich durch den Punkt ~o' der etwa die Koordinaten {O, 0, 1} 
haben mage. Dann muE 

(108) 50 V = 1 , ~o V' = 0 , 50 V" = 0 , 

also wegen Y3 = 1 und (44) 

(109) ~o = {O, 0, 1} = V'x V" 
sein, daher ist auch 

(110) (V V' V") = I ~::, ~:, I = 1. 

Dann ergibt sich fur das Tangentenbild ~ = V X V' 

{ " I Y1 Y/ \} (111) ~ = - Y2 , + Y1 , I y y' , 
2' 2 I 

und sonach fUr die Kurve !' selbst 

• 
(112) { . SlYlY/I) !'= -Y2 , +Y1 " I ds(. 

: Y2 Y2 J 
o 

Man beachte, daB damit keineswegs gesagt ist, man kanne die na­
turlichen Gleichungen t - k' = 0, k = k(s) integrieren. 

3) E. Salkowski: Leipziger Berichte 70 (1918), S. 160-176. 
6* 
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Gleiehung (110) konnen wir mittels (112) aueh m der Form 

(113) 
I Xl' x2' , 

I = 1 
I Xl" x2" 

sehreiben. Daraus erkennen wir: 

Projiziert man die Kurven, deren kovariantes Kriimmungsbild ein 
Punkt ist, geeignet dureh parallele Geraden auf eine Ebene, so ist die 
Affinlange der Projektion der Affinlange der Kurve proportional. 

Diese Eigensehaft kennzeiehnet unsere Kurven. Aus 

(114) 

folgt namlieh 

I x' x~' I 
i 1 " I = konst. 
I x"x" 
I 1 '2 

dureh Ableitung 

(115) 
k Xl' + Xl'" = 0 , 

k x2' + x2'" = 0 , 

k' xt' + k xt" + Xl IV = 0 , 

k' x2' + k x2" + X 2 IV = 0 , 

also naeh (28) 

(116) k' - t = O. 

Es bedarf nur noeh einer ganz gering en Umformung, um zu er­
kennen, daB die Tangenten unserer Kurven einem "allgemeinen line­
aren Komplex" angehoren, dafJ sie, was dasselbe besagt, "Gewindekurven" 
sind und dafJ umgekehrt bei jeder Gewindekurve k' - t = 0 ist. 

Bezeiehnet man die Unterdeterminanten der Matrix 

mit Pile, so 
Punkte 

I Xo Xl X 2 X3 I' 
Xo * Xl * X2 * X3 * 

sind bekanntlieh die 

( Xl 

~=tXo' 

namlieh I' Xi Xle I 
Xi* Xle* 

Pile Linienkoordinaten der dureh die 

bestimmten Geraden. 
dureh die Gleiehung 

Sind aile Konstante und aile = - alei, so wird 

(117) 

ein "linearer Komplex" von Geraden definiert, den man "allgemein" 
nennt, wenn die Determinante der aile nieht versehwindet. 

Dureh (117) oder wegen aile + aki = 0 dureh 

(118) 

ist jedem festen Punkt ~ als Ort fUr die zugehorigen ~* die Ebene 

(119) 

(1201 
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zugeordnet. Umgekehrt entspricht jeder Ebene u ein einziger Punkt ~, 
wenn die Determinante der aik von Null verschieden ist. 

Diese allgemeinen Komplexe oder "Gewinde" konnen wir durch 
inhaltstreue Affinitaten auf eine Normalform bringen. Bemerken wir, daB 
durch (120) auch den "uneigentlichen" oder "unendlich fern en" Punkten 
{O, xl' x2 ' x3 } der projektiven Geometrie Ebenen zugeordnet und durch 
die Umkehrung der Gleichung (120) ebenso der "unendlich fern en" Ebene 
Xo = ° eindeutig ein Punkt im allgemeinen projektiven Sinne zuge­
ordnet ist. Bemerken wir ferner, daB die zugeordneten Punkte und 
Ebenen stets (wegen (118) und aik + aki = 0) vereinigt liegen. Dann 
sieht man leicht, daB wir den Ebenen X3 = ° und Xo = Odie Punkte 
{1, 0,0, O} und {O, 0, 0, 1} entsprechen lassen konnen. Es muB als­
dann a10 = 0, a20 = 0, al3 = 0, a23 = 0 sein und aus (118) wird 

(121) 
I x x I I 

I I 2 I + a II 

I XI* X2* ! I 

X3 Xo I =0, 
X*X*I 3 0 

wenn wlr Xo = Xo * = 1 und 

Xl = Va Xl' 

setzen und die Querstriche gleich wieder unterdrucken, so wird schlieB­
lich aus (121) 

(122) I Xl X2 1+ X3 - X*3 = 0. 
Xl * X2 * 

Man sieht nun sofort, daB die Tangenten der Kurven (~) (113) dem 
Komplex (122) angehoren. Wahlen wir Xi* = Xi + X/, so ist in der 
Tat (112) erfullt, da ja nach (113) 

(122) I Xl X2 I ' 
I ' , = X3 

Xl X2 

ist. Andererseits ist die Eigenschaft (122) kennzeichnend. Denn hier ist 

Es ist mit anderen Worten die Komponente Y3 = Xl' x2" - x2' Xl" des 
kontravarianten Krummungsbildes konstant und das kovariante 
Krummungsbild entartet daher in einen Punkt. 

§ 34. Weitere besondere Kurven. 
Wir wollen jetzt die Ditterentialgleichungen der riiumlichen W­

Kurven aufstellen. Diese Kurven wollen wir - ganz entsprechend wie die 
W-Kurven der Ebene - durch die Eigenschaft erklaren, eine Gruppe 
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von beliebigen - also nicht nur inhaltstreuen - Affinitaten zu ge­
statten. Bei Affinitaten mit der Determinante d multipliziert sich das 
Differential der Affinlange - wie schon einmal bemerkt - mit d'/. 

und daher k mit d- l/., t mit d-1/,. Der Affinlangenparameter wird 
dementsprechend bei den Transformationen der Kurve in sich, die 
von einem Parameter p abhangen mogen, in 

(125) s* = d(p),/ •. s + f(P) 
iibergefiihrt und auch die eingliedrige Schar von Transformationen (125) 
bildet eine Gruppe. Daraus konnen wir die Bauart dieser Trans­
formationen genauer bestimmen. 

Entweder ist d (P) identisch gleich 1. Dann gestatten unsere 
W-Kurven eine Gruppe von inhaltstreuen Affinitaten und gehoren also 
nach § 32 zu den Kurven mit konstanten Affinkriimmungen. Andern­
falls moge 

7: = d(pyl6 
als neuer Parameter eingefiihrt werden: 

(126) s* = 7:S + cp(7:). 

Aus der Gruppeneigenschaft 

s* = 7:1 S + cp (r1), 

s** ' 7:2 s* + cp(7:2 ), 

s** = 7:3 S + cp (7:3) = 7:17:2 S + 12 cp (rl) + cp (7:2) 

foIgt fur cp die Funktionalgieichung 

(127) cp (1112) = 7:2 cp (7:1) + cp (12) = 7:1 cp (7:2) + cp (7:1 ) 

und daraus 
(7:2 - 1)cp(7:1 ) = (7:1 -1)cp(7:2)· 

Nimmt man 7:2 +1 als fest, so sieht man, daB cp(7:) = c(7: -1) sein 
muB. Somit bekommt (126) die Form 

s* - So = 7: (s - so) , 

und wenn wir s = s - So setzen, wird also 

(128) s* = 7:'s, 

Nun konnen wir k und t als Funktionen von s bestimmen. Wird 
der Punkt s = 1 bei einer Transformation der W- Kurve in sich in 
S"* = 7: iibergefiihrt, so muB nach den Dimensionsangaben zu Anfang 
des Abschnitts 

(129) k(1) = kT~ll, t(1) = t ;!~ 

sein und indem wir statt 7: wieder s und statt k(l), t(l) kiirzer kl , tl 
schreiben, erhalten wir in 

(130) ~IV + ~~- t' + :~ ~'= 0 
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die gesuehte Differentialgleichung der W-Kurven. Die Integration laBt 
sieh leieht durehfiihren, wenn man in 

k t 
u'" + -.1... U' + ...!... U = 0 

S9 S3 

u = sa setzt. 
SehlieBlieh wollen wir noeh die Differentialgleiehung der Kurven 

aufstellen, deren Tangentenbild auf einem Kegel zweiten Grades mit der 
Spitze im Vrsprung liegt. Man kann eine solche Kurve stets dureh 
eine Affinitat in eine "Bosehungslinie" iiberfiihren, bei der gewohn­
liehe Kriimmung und Windung in einem konstanten Verhaltnis stehen'); 
wir wollen deshalb aueh kurz unsere Kurven als Boschungslinien be­
zeichnen. 

Bei geeigneter Koordinatenwahl wird also 

(131) 
und dureh Differenzieren 

Daraus folgt 

(132) 

oder 
Ys = -,1,(s)Ys 

unter ~ und ID Tangenten- und kontravariantes Kriimmungsbild ver· 

standen. Setzen wir ID = {Y1 , Y!!, - Ys}' so wird 

(~~' ~") = ),3 ® fJ' fJ") = _,1,3 CID ID' ID") 
und daher wegen (40) und (44) ,1,3 = - 1, ,1, = - 1. 

Das Tangentenbild ~ (s) und das kontravariante Kriimmungsbild 
und somit auch die Kurven 

(133) ~ = J ~ ds und I = J ID ds 

gehen also durch eine inhaltstreue Affinitat auseinander hervor. 
Dabei bleiben aber die Affininvarianten k, t, K, T unverandert und 
es muB somit 

(134) k = K, t = T 

sem. Vnter Beriieksichtigung von (51) folgt daraus 

(135) k' - 2 t = 0 

als Differentialgleichung der Boschungslinien. Vmgekehrt folgt aus 
(135) die Gleichung (134) mit Hilfe von (51); mit anderen Worten, 
es ist 

3 

Yk = 2}a iIc Yi' 
i=l 

.) V gl. im ersten Band § 15 - 17. 
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Also haben wir 
3 a 

tJ· V = .l)Yk .l)aikYi = 0, 
k=l i=l 

denn es ist tJ· V = (tJ tJ tJ') = 0; damit ist ~ = J tJ ds als Boschungs­
linie erkannt. 

Aus dem Gesagten ergibt sich der Satz: Sind die beiden Kurven 
(133) zueinander allin, so sind sie B6schungslinien, umgekehrt liipt 
sich die einer B6schungslinie (~) zugeordnete Kurve (I) durch eine 
A.ffinitiit in (~) iiberfiihren. 

§ 35. Kurven mit geraden Schwerlinien. 
Unter den Schwerlinien einer raumlichen Kurve (~) durch den 

Punkt ~o verstehen wir den Ort der Mitten aller Sehnen, die zu 
irgendeiner festgewahlten Ebene durch die Tangente in ~o parallel 
sind. Je nach der Wahl dieser Ebene kommen wir also im allgemeinen 
zu verschiedenen Schwerlinien durch einen Punkt. Wir behaupten 
nach Reidemeister: 

Besitzt eine Kurve durch jeden ihrer Punkte eine gerade Schwer­
tinie, so ist sie eine elliptische oder hyperbolische Schraubenlinie oder 
eine kubische Parabel (k = konst., t = 0), 

Es sei ~o = ~(O). Nach den Voraussetzungen des Satzes muB 
sich eine Funktion cp(s) bestimmen lassen, so daB cp(O) = 0, 

(136) 

eine Gerade beschreibt und der Vektor 

(137) l.J(s) = ~(s) - ~[cp(s)] 

einer Ebene durch ~o und ~o + ~o' parallel ist. Wir entwickeln nun 
(136) nach Potenzen von s 

(138) 
2 k () + '+ "S+ + (k)S+ uS=Uo Uos UOT! ... Uo k! .... 

Die Werte Uofi) stell en wir in einer Tabelle zusammen, den Index ° 
dabei unterdriickend 

2U" =~"(1 + cp'2) + tcp", 

2U'" = ~"'(1 + cp'3) + ~"3 cp' cp" + t cp"', 

2uIV = ~IV(l + cp'4) + t" 6cp'2cp" + t'(3cp"2 + 4cp' cp"') + t cpIV, 

(139) 2 UV = ~ v (1 + cp' 6) + ~IV10cp'3 cp" + ~"'(15cp' cp"2 + 10cp'2cp"') 

+ t' {1 0 cp" cp'" + 5 cp' cpIV} + t cp V. 

2uV1 = ~VI(l + cp'6) + ~v15cp'4cp" + ... 
+ ~", { 15 cp" 3 + 60 cp' cp" cp'" + 15 cp'!I cpIV} .... 
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In der letzten Reihe deuten die Punkte die fortgelassenen Glieder 
mit ~IV, ~", ~' an, die wir nicht benotigen werden. - Jetzt beachten wir, 
daB u'(s) und daher auch die Vektoren U(k) aIle einem festen Vektor a 
parallel sein mussen. Dementsprechend wollen wir nun ({i(s) den 
Gleichungen (u(k)atv) = 0 gemaB zu bestimmen suchen, unter tv einen 
willkurlichen Vektor verstanden. 

Angenommen, es ware 1 + ({i' =+ 0, so muBte, da u' zu a parallel 
lauft, (u"~' tv) = 0 sein und, da bei reellen Kurven sicher 1 + ({i' 2 =+ 0 
ist, ~" in die Richtung von ~' fallen; also ist notwendig ({i' = - 1 und 
a zu 2 t' + ~' ({i" proportional. Daher muB 

(140) (u(i) , 2~" + t ({i", tv) = 0 (i = 3,4, ... ) 

sein; i = 3 liefert 

(141) 

Fur i = 4 ergibt sich nach (28), daB als Faktor bei ~'" die zweite 
Ableitung ({i" = 0, also a proportional zu ~" ist und in Verbindung 
mit (141) folgt ({i'" = O. Nun muB 

(142) (U(i)~"tv) = 0, (i = 4, 5, 6, ... ) 

sein. Vnter Benutzung von (28) folgt fur i = 4 noch - 2t + ({iIV = 0, 
aus i = 5 folgt ({iv = 0 und fUr i = 6 als Faktor von til in U(VI) 

(143) 

Somit ist 

-7t+k'=0. 

2t 
(144) ((i(s) = - S + T! S4 + (*) 

wo (*) Glieder von mindestens 6. Grade andeutet. 

Nunmehr entwickeln wir tl(s) nach Potenzen von s und erhalten 
s3,s4 S5 

(145) tl(s) = 2~' s + 2~'" 3! - 2t~' T! + (2~V + 10t~")5T + ... 
Aus dem Gliede 3. Grades entnimmt man, daB tl(s) nur der Ebenen­
stellung (t x t") parallel sein kann. Somit muB 

(146) (2~V + 10t~", ~', ~"') = 0 

sein. woraus wieder unter Verwendung der Formel, die aus (28) 
durch Differenzieren folgt - sich ergibt 

(147) 4t - k' = O. 

Aus (143) und (147) folgt in der Tat k' = 0 und t = O. 

§ 36. Das Variationsproblem der Affinlinge. 

Die Kurven mit verschwindenden Affinkriimmungen konnen auch 
wieder insofern als die "Geraden der raumlichen Affingeometrie" an-
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gesprochen werden, als sie die einzigen Extremalen des Variations­
problems 

(148) S = J(~(i//'dP = Extremum, 

des Variationsproblems der AffinHinge, sind. Berechnen wir ()S, die 
erste Variation des Affinbogens! Sei ~ (5) (0 < 5 <1) die Ausgangs­
kurve, 5 der Affinlangenparameter, 

(149) ~ = ~ + e (u~' + v~" + w~"') = ~ + e()~ 
eine Nachbarkurve, so finden wir durch die entsprechende Rechnung 
zu § 16 mittels (28) unter den Randbedingungen 

(150) [()~]O,l=O, [()~']O,l=O, [()~"]O,l=O 

fUr die erste Variation von S den Ausdruck (vgl. S. 75) 

(151) 
()S = - if{2kv +(3t - 2k')w}ds 

= - if {(3t - 2k')'l' - 2kl"}·()~·d5. 

SolI ()S bei jeder Wahl von v und w, die den Randforderungen (150) 
entspricht, verschwinden, so muB identisch 

(152) k=O, t=O 
sein. 

Wir wissen (§ 31), daB die beiden Gleichungen (152) mit den 
beiden anderen von fiinfter Ordnung kl = 0, kg = 0 gleichwertig 
sind. Die Euler-Lagrangeschen Gleichungen fUr ein Variations problem, 
das von Ableitungen n-ter Ordnung abhiingt, sind im allgemeinen von 
2n-ter Ordnung. Wir haben in (148) also eine Variationsaufgabe, 

bei der sich die Ordnung 
der Euler - Lagrange schen 
Differentialgleichungen er· 
niedrigt. 

Interessanter ist die 
Frage, mit we1chen Kurven 
verglichen die Parabel ein 

Cfi;:::----------I-:-I.-I4--P.p" Extremum liefert und in 
we1chem Sinne. Hier leistet 
wieder die geometrische 
Deutung der Affinliinge bei 
der kubischen Parabel gute 

Fig. 34. Dienste. Zwei Parabelpunkte 
-1:>1 und -1:>2 nebst ihren Tan· 

genten und Schmiegebenen bestimmen ein "Schmiegtetraeder", dessen 
beide anderen Ecken -1:>3 und -1:>4 also die Schnittpunkte der Tan· 
genten von -1:>1 und -1:>2 mit den Schmiegebenen von -1:>2 und -1:>1 
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sind. In Fig. 34 ist dieses Tetraeder gezeichnet mit den beiden 
Parabeln, die von der Tangentenflache unsrer Kurve auf den Schmieg­
ebenen in .):>1 und .):>\l ausgeschnitten werden. Nun hat ein Tetraeder 
gegeniiber raumtreuen Affinitaten nur eine unabhangige Invariante 
- seinen Inhalt I -; die invariante Affinbogenlange S12 des Para­
belbogens zwischen .):>1 und .):>2 ist eine weitere Affininvariante des 
Tetraeders - denn es gibt nur eine kubische Parabel durch .):>1 und 
.):>2 mit den vorgeschriebenen Tangenten und Schmiegebenen -; da­
her muB S12 eine Funktion von I sein: 

S12 = f(J)· 
Die Funktion f (J) konnen wir ermitteln. Oben Wlr namlich 

auf das Tetraeder eine Affinitat mit der Determinante d aus, so muB 

(153) 

sein und fur I = 1, 512 = c ergibt sich 

f(d) = c d'l •. 
Somit ist 

(154) 

wo c ein bestimmter Zahlenfaktor ist. Wir haben mithin gefunden: 

Der Atfinbogen zwischen zwei Punkten auf einer kubischen Pa­
rabel ist proportional zu der sechsten Wurzel aus dem Rauminhalt des 
Tetraeders, das durch diese Punkte, ihre Tangenten und Schmiegebenen 
bestimmt ist. Sind.):>1 .):J2.):>3 drei in der angegebenen Ordnung aufein­
anderfolgende Punkte einer kubischen Parabel und ist der Inhalt der 
dUl'ch je zwei derselben bestimmten Tetraeder 112, 113 , 123' so ist 

(155) 

Die Affinliinge des Parabelbogens, der zwischen zwei Linien­
elementen zweiter Ordnung liegt, nennen wir kurz den "Affinabstand" 
der beiden Linienelemente. Dann laBt sich wieder ganz wie in der Ebene 
zeigen (der Beweis sei dem Leser iiberlassen): Sei 't, (p) eine dreimal 
differenzierbare Kurve und existiere das Integral 

1 

SOl = f (~i ~·)'I·dP· 
o 

1st dann 0 <P1 < PI! < ... < P .. -l < PH = 1 und der Affinabstand 
ai, i +1 zweier benachbarter Linienelemente zweiter Ordnung 't,(Pi)' 't,(Pi+1) 
kleiner als t5 

Ii) Diese Eigenschaft der kubischen Parabel wurde von H. Schroeter ent­
deckt. Vergleiche R. Mehmke: Zeitschrift fUr Mathematik und Physik 4:0 (1895) 
S. 230. 
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so ist 
n-l 

I SOl - 2; 0 i,i+1 I < e, 
1 

WO emit r5 unendlich klein wird. 
Wir erkliiren noch, was wir "konvexe Lage eines Linienelemen­

tes II beziiglich der Linienelemente I und III" nennen wollen. Es 
sei ~1 ~2 ~8 ~4 das durch I und III bestim~te Schmiegtetraeder, das 
heiBt genauer: Es liege I in ~1' III in ~4' und es seien ~1 ~2 und ~3 ~4 
die Tangenten und ~1 ~2 ~3 und ~2 ~3 ~4 die Schmiegebenen von lund 
III. Dann heiBe II konvex zu I und III, wenn die Schmiegebene 
von II die Geraden ~1 ~Il' ~2 ~3' ~3 ~4 in den Punkten ~1' ~\l' ~3 inner­
halb der Strecken ~1 ~2' ~Il ~3' ~8 ~4 trifft, die Tangente von II 
die Ebenen ~1 ~2 ~3 und ~Il ~3 ~4 in den Punkten t1 und til innerhalb 
der Dreiecke ~1 ~Il ~3 und ~2 ~3 ~4 schneidet und II in ~ innerhalb 
des Tetraeders ~1 ~2 ~3 ~4 liegt. Fiihren wir die Teilverhiiltnisse 

(156) 

ein, so konnen wir die konvexe Lage des Linienelementes II durch die 
Ungleichheiten 

0< a j < 1 (i = 1, ... , 6) 

kennzeichnen. Man vergleiche hierzu auch die Fig. 34, wo allerdings 
die Bezeichnung anders gewiihlt ist. 

Nun liiBt sich der folgende Hilfssatz von A. Winternitz ebenso 
leicht formulieren wie beweisen: 

Liegt das Linienelement zweiter Ordnung II konvex zu den Linien­
elementen zweiter Ordnung I und III, so gilt tiir die Attinabstande 
I II, II III, I III die Ungleichheit 

(157) I II + II III < I III, 
und zwar gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn II aut der durch lund 
III bestimmten kubischen Parabel liegt. 

Unter Benutzung der soeben eingefiihrten Bezeichnungen ist 

(~1 - ~1' tl - ~1' ~ - ~1) = a6(~1 - ~1' tl - ~1' til - ~1) 
= a6a5(~1 - ~1 tl - ~1 53 - ~1) = a6a1ia4(~1 - ~1' ~!l - ~1' ~3 - ~1) 
= a1 alias' .• a6 (~\l - ~1' ~s - ~1' ~4 - ~1)' 

Also ist 

(158) 

und durch iihnliche Oberlegungen folgt 

II III fJ -;------;--,----;---;----,-
(159) I III = V(1 - a1) (1 - a2),,· (1 - a6)· 
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Da 
f/-------- < at -+ cx~ -'- .•. -+ CX6 

Y a1 ((2'" a6 = 6 

(vergleiche § 16), so ist 

(160) Val a2 ... a6 + V (1 - a1 ) ... (1 - a6 ) < 1 , 

wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn a1 = a2 • .• = eta ist. 
Dann liegt II aber auf derjenigen eindeutig durch I und III bestimm­
ten Kurve, fiir die stets 

(161) (51 - .\J1' tl - .\J1' .\J - .\JSI. + (t2 - .\J, 53 - .\J,.\J4 - .\J/I. 
= (.\J2 - .\J1,.\J3 - .\Jl,.\J4 - .\J1)'/. 

ist. Die kubische Parabel ist aber, wie wir soeben gesehen haben, 
eine solche Kurve, und somit die einzige. Damit ist der Hilfssatz 
bewiesen. 

Darin liegt nun bereits die Beantwortung der oben aufgeworfe­
nen Frage und zwar in folgender Weise: 

Von allen positiv gewundenen Kurvenstueken !(p), (0 < p < 1) mit 
einer Aflinbogenliinge, die innerhalb des Tetraeders .\J1.\J2.\J3.\J4 verlaufen 
und dureh die Linienelemente zweiter Ordnung I und III hindurehgehen 
und fur die ferner stets 

(162) 

ist der Parabelbogen der liingste. 

Wir brauchen offenbar nur zu zeigen, daB je drei aufeinander­
folgende Linicnelemente der zugelassenen Kurven zueinander kon­
vex liegen. Dann folgt der Satz durch bekannte Schliisse. 

Das ist aber leicht zu bestatigen. Die Bedingung (162) sagt aus, 
daB der zu den Tangenten unserer Kurve parallele Kegel 7: ~ (p ), 
wobei 'l > 0 sein mage, auf jeder Ebene, die nicht eine seiner Er­
zeugenden enthalt, den Teilbogen einer Eilinie oder eine Eilinie 
ausschneidet (vgl. § 17). Die Tangentenebenen von (r ~ (p)) sind also 
"Stiitzebenen" im Sinne von Minkowski, das heiBt, der Kegel liegt 
ganz auf einer Seite dieser Ebenen, und da iiberdies (~! 'if) > 0 ist, 
haben die Tangentenebenen des Kegels nur eine Erzeugende mit ihm 
gemeinsam. 

Weil die Tangentenebenen zu den Schmiegebenen 6 von ! (p) 
parallel sind, ist mithin auch eine solche Schmiegebene niemals zu 
einer Tangente von ! (p) parallel. Daraus und wieder aus der "Kon­
vexitat im GroBen" unseres Kegels folgt aber, daB die Tangenten­
Hache! (p) + 7: i. (P) auf den Schmiegebenen 6 Teilbogen von Eilinien 
ausschneidet. Denn diese Schnittkurven sind durch parallele Tangenten 
auf den Durchschnitt irgendeiner zu 6 parallelen Ebene mit dem 
Kegel bezogen. 
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Denkt man sich nun die Tangentenftache mit den beiden Schmieg­
ebenen irgendeines Schmiegtetraeders zum Schnitt gebracht, so er­
kennt man mit Hilfe von Fig. 34 S. 90 leicht die Richtigkeit unserer 
Behauptung. 

§ 37. Kurven mit gemeinsamer SehnenmittenfHiche. 

Die Gesamtheit der Schwerlinien einer Kurve (§ 35) erfiillen eine 
Flache m, die ihrer Entstehung gemaB als "Sehnenmittenftache" be­
zeichnet wird. Sind t und T zwei unabhangig laufende Parameter, so ist 

m (t, T) = ~ (f (t) + f (T)). 

mist also eine Schieb- oder Translationsftache (vgl. § 45 des ersten 
Bandes). Bei ebenen Kurven Wit m in die Ebene der Kurve; sonst 
ist (m) keine Torse, denn die Schiebftachen, die gleichzeitig Torsen sind, 
sind Zylinder. 

Sobald die affine Flachentheorie dargestellt ist, werden wir den 
Zusammenhang zwischen m und f naher untersuchen, und insbesondere 
aIle Kurven bestimmen, deren Sehnenmittenftachen geradlinig sind. 
Hier wollen wir nach den Kurven mit gemeinsamen Sehnenmitten­
ftachen fragen. Fur zwei solche Kurven muB bei geeigneter Wahl 
von t2 , T2 

sein. ill enthiilt also .zwei Paare von gleichgestellten Kurvenscharen und 
gehort, wie man sagt, zu den "Schiebftiichen mit vier Erzeugungen". 
Diese Fliichen sind aber bereits bestimmt worden, und zwar zuerst 
von S. Lie, spater von G. Schetfers 6) und in besonders schaner Weise 
von G. Darboux 7), und es zeigt sich dabei, daB sie, von Entartungs­
Hillen abgesehen, stets auch Sehnenmittenftiichen sind. 

Wir stellen uns daher die Aufgabe, aIle nicht parabolisch ge­
krummten Schiebftachen mit vier Erzeugungen, mit zwei Paaren von 
"Schiebkurven" zu bestimmen. Die parabolisch gekriimmten Schieb­
ftachen, die Zylinder, haben offenbar unendlich viele Paare von Schieb­
kurven. Wir folgen der Methode von Darboux. 

Sei 

(163) 2 ill = fl (tl) + f2 (t2) = - f3 (f3) - f4 (t4) 
und, um die Marken nicht noch mehr zu haufen, 

6) S. Lie: Arch. for Math. o. Nat. '; (1882), S. 155 und Leipziger Berichte 48 
(1896), S. 141-198. G. Sche-tfers: Acta Mathematica 28 (1904), S. 65-92 . 

• ) G. Darbou~: Le<;.ons sur la theorie generale des surfaces, 2. Aufl., Paris 
1914. Bd.l, S. 151-161. 
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Die Tangenten der Schiebkurven liegen natiirlich in der Tangenten­
ebene von m; daher muB, wenn wir die Ableitungen nach den tii 
durch Kreise andeuten, 

(164) 
sein. Also gibt es zwei Funktionen p und q des FHichenpunktes, fiir die 

(165) dZi = Pdxi + qdYi (i = 1, 2 ... 4) 

ist, oder, wenn Punkte Ableitungen nach Xi bedeuten, 

(166) Zi=P+qYi (i=1,2 ... 4). 

Hierin konnen wir P und q, die Stellungsparameter der Tangenten­
ebenen von (2 m), als unabhangige Veranderliche betrachten - denn 
sonst ware P = P (q) und (m) als HiilIgebilde einer einparametrigen 
Ebenenschar Torse. 

Nunmehr wollen Wlr Yi als Parameter ti einfiihren und Zi als 
Funktion von Yi auffassen. Das ist moglich, weil Yi als veranderlich 
vorausgesetzt werden kann. Waren namlich Yi und Zi beide konstant, 
so ware (ri) eine Gerade und (m) ein Zylinder. 1st aber Yi konstant 
und Zi veranderlich, so liegt ri in einer zur z-Achse parallelen Ebene 
und wir konnen durch eine Koordinatentransformation erreichen, daB 
aIle Yi veranderlich sind. 

Sei 

(167) 

Die Gleichungen (166) bestimmen dann Yi als Funktion von p und q, 

(168) Yi = gi(P, q), 

und durch Differenzieren von (166) folgt, wenn wir Ableitungen nach Y. 
durch Striche andeuten, 

(169) 

woraus sich fUr gi die 

(170) 

(fi' - q) dgi = dp + gi dq, 

partielle Differentialgleichung 

Ogl Ogi 
aq = gi op 

ergibt. Ebenfalls ist, weil Xi als Funktion von Yi = gi aufgefaBt 
werden kann, 

(171) 

und daher 

(172) 

Nun ist nach (163) 

(173) 
4 

.2X; = 0, 
;=1 
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Durch Differenzieren erhalten wir hieraus 

(174) 
4 

2)dXi = 0, 
i=l 

4 4 

2)Yi dXi = 2)gi dXi == 0, 
i=l i=l 

und wenn wir aus (172) den Wert von dXi einsetzen, so folgt 
4 

(175) ~OX, = 0 
~ op , 
i=l 

Nach dies en Vorbereitungen HiBt sich unschwer beweisen, daB zp y, 
auf einer Kurve vierter Ordnung F (Yi' Z;) = 0 liegen. - Wegen (171) 
und (175) ist fUr beliebiges IX 

4 OX, OXi 4 --IX-
,,~~= "OX'=O. 
~ g·-IX ~ op 
i=l' i=l 

(176) 

Setzen wir 

(177) 

50 folgt wegen (176), (170) und (171) 

oe ,,0 ( 1 o XI) "0 (lox,) oe 
IX· op = IX.::;.; op g,_ IX op = ~ Tq g, - IX op = -eq' 

also 

(178) 

und daher ist 
(179) 8 = 8(a, p + qet). 
Nun ist aber klar, daB 

4 

(180) 
8 _ ,,_1_ ox, _ tC>(IX) 

- ~ g,-IX op - F(IX) ,=1 
gesetzt werden kann, wo Fund (Jj fUr aIle p und q Polynome vierten 
beziehungsweise dritten Grades in IX sind. Ferner folgt aus (180), 
daB identisch (Jj(IX) = 1 

gilt. Denn wegen (175) beginnt die Entwicklung von 8 (IX) nach 1: IX 

mit 1: IX4. Also ist 
4 

(181) " 1 OX, 1 
~ g,-IX op = F(IX, p+qIX) • 
t=l 

U nd daraus folgt 50fort, daB F (IX, P*) in IX und P* = P + q IX ein 
Polynom vierter Ordnung ist. In der Tat muB die fUnfte Ableitung 
von F nach IX identisch in p und q verschwinden; die Gleichung 

a"F a5 F a~F a5 F 
qO apu + 5 q4 apuaIX + 10qa Op*3 0IX2 + 10q2 ap*2 act3 

a5 F oaF + 5q ap*aa4 + act" = 0 
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muB also flir aIle q erfiillt sein und es mussen daher alle Ableitungen 
flinfter Ordnung von F nach a und P* verschwinden. 

Nunmehr setzen wir a = gi = Yi; dann wird wegen (166) P* = Zi' 
und da nach (181) das Polynom F (a) die Nullstellen gi hat, so folgt 

(182) F (Yi' z;) = O. 

Das Tangentenbild der Schiebkurven liegt aut einem Kegel vierter 
Ordnung mit der Spitze im Ursprung. 

Diese Eigenschaft ist aber noch nicht hinreichend. Bestimmen 

wir, um das einzusehen, die Funktionen Xi' Yo' Zi' 

Wir setzen z, = hi; aus (181) folgt 

(183) 

und nach (172) also 

(184) 

Da hi = P + giq, also 
dh. - qdgi = dp + gidq 

ist, so kann man statt (184) auch 

(185) 
d _ qdg,-dh, 

Xi - oT----aF 
og,+qok, 

schreiben, und da der Zuwachs von Xi' als Funktion von gi = Yi und hi 
aufgefaBt, von q unabhiingig ist, so folgt fur lim q = 00 und fUr q = 0 

(186) 

und daher 

(187) 

d _ dg, __ !!!!... 
Xi - oF - of 

ok, og, 

dg, 
dYi = gifiF' d h dg, 

zi= ifiF' 

ok, ok, 

Man sieht, daB die Kurven ~i' die sich durch Integration von (186) 
und (187) ergeben, aus ~l durch Parallelverschiebung hervorgehen, 
wenn F (a, P*) = 0 nicht zerfiillt, und also in der Tat 

(188) 2 m = + ~l (tl) + ~2 (t2) = + ~1 (tl) + h (t2) + a1 + a2, 
2 m* = - ~3 (ts) - ~4 (t4) = - ~1 (ts) - ~l (t4.) - as - a4 

Sehnenmittenfliichen von ~1 + Hal + (12) und - ~l - Has + (4) sind. 
Wir haben jetzt nur noch zu bestiitigen, daB (m) und (m*) zusammen­
fallen. 

Dazu bestimmen wir gi als Funktion von p und q und damit 
zugleich die Zuordnung der einander auf den (~i) entsprechenden Punkte. 

Blaschke, Differentialgeometrle. II. Bd. 7 
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Schneiden wir die beliebige Kurve vierter Ordnung 

F(g,h)=O 
mit der Geraden 

h=P+q·g, 
so erhalten wir fiir die Koordinaten g der Schnittpunkte die Gleichung 
vierten Grades 
(189) F(g, P + qg) = 8 (g) = 0, 

deren Wurzeln gi (i = 1, ... 4) benannt werden mogen. 

1st f(g) ein Polynom niedrigeren Grades als 8 (g), so gilt die 
Partialbruchzerlegung 

f(g) _ ~ f(gl) _I_ 
e (g) -.L.; e' (gl) g - g/ 

wo die Striche Ableitungen nach g andeuten. Wiihlt man f(g) = g, g2, gS 
und setzt dann g = 0, so erhalt man die Identitiiten 

) ~ 1 ~ gl ~ gig 

(190 .L.; (fiJI (gl) = 0, .L.; 6Y (gl) = 0, .L.; e' (gl) = O. 

Differenziert man Gleichung (189), indem man p und q variieren 
liiBt, so erhiilt man 

(191) e' (gi) dgi + aF ~g~; hi) (dP + g;dq) = O. 

Nun sieht man, daB wegen (190) auch die Gleichungen 

richtig sind, und wenn man (191) beriicksichtigt, so erhiilt man 
4 4 

(192) ~~=O 
.L.; aF ' 
i=1 ahl 

~ dgl 
.L.; hq)F = O . 
i=1 ahl 

Die Funktionen Xi' Yi' Zi nennt man die drei Abelschen Integrale 
erster Gattung der Kurve F (g , h) = o. Wir erhalten also folgendes 
SchluBergebnis: 

1st F (g, h) = 0 eine beliebige Kurve vierter Ordnung, sind 

(i = 1. .. 4) 

ihre ~rei Abelschen Integrale erster Gattung und setzen wir 

~i = {xi' Yi' Zi}' 
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so bestimmen die Kurven (~l) und (~2) eine Schiebfliiche, die auch 

die Kurven (b) und (~4) - nach geeigneter Wahl von gOg und g04 - als 
Schiebkurven besitzt. Sind gl' g2 und gg, g4 entsprechende Parameter­
werte, so liegen die Punkte gi' hi (gJ (F (gi' hi) = 0) auf einer Geraden. -
U nter den Kurven ~i sind alle Kurvenpaare mit gemeinsamen Sehnen­
mittenfliichen enthalten. Insbesondere ist jede Schiebfliiche mit zwei 
Paaren von Schiebkurven, deren Tangentenkegel vierter Ordnung nicht 
zerfiillt, zweifach Sehnenmittenfliiche. 

§ 38. Aufgaben. 

1. Geometrische Deutung des Dreibeins von Winternitz. Dieses 
laBt sich so kennzeichnen: a) Die Achsenrichtung des Schmieggewindes 
(durch fiinf benachbarte Tangenten) hangt von fl' fglinear abo b) Jeder 
ParallelriB der Kurve parallel zur h' fg-Ebene auf die Schmiegebene 
hat f2 zur Affinnormalen. c) Ist die RiBrichtung insbesondere zu fg 
parallel, so bekommt die Projektion als Schmiegkegelschnitt eine 

Parabel. E. Cech, 1923. 

2. Gegenstiick zum Dreibein von Winternitz. Das Dreibein fl' 
f9' ~g - kl b ist im wesentlichen das einzige vierter Ordnung, wenn 
man in den Koordinaten der Schmiegebene rechnet. E. Cech, 1923. 

3. Zur Variationsrechnung. Man iibertrage die Theorie von 
WeierstrafJ' E-Funktion auf das Problem von § 36. Diese Ubertragung 
ist nicht trivial wegen der Err.iedrigung der Ordnung der Differential­
gleichung von Euler und Lagrange. 

4. Gewundene Linien mit t = O. Diese sind dadurch gekenn­
zeichnet, daB ihre affinen Hauptnormalen zu einer festen Ebene 

parallel laufen. E. Cech, 1923. 

5. Fiinfpunktig beriihrende kubische Parabel einer Raumkurve. 
Die fiinfpunktig beriihrende kubische Parabel der auf ihren Affinbogen s 
bezogenen gewundenen Kurve 

~ (s) = ~(O) + st (0) + ~: ~"(O) + ;: ~"'(O) + :: ~IV (0) + ... 
im Punkte s = 0 hat, auf ihren Affinbogen 0 bezogen, die Gleichung 

( 193 ) ~ (0) = ~ (0) + 0 ~' (0) + ~~ ~" (0) + ;~ {~'" (0) + i k (0) ~' (O)} , 
und man hat 

S = 0 + i4 k (0) 0 3 + -:h t (0) 0 4 + .... 
k (0) und t (0) bedeuten die in § 29 betrachteten affinen Invarianten 
im Punkte s = O. 

7* 
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6. Kennzeichnung der Gewindekurven. lieht man durch jeden 
Punkt !: einer gewundenen Kurve die Parallele @ zum zugehorigen 
Vektor ~ des kovarianten Krummungsbildes (§ 29), so gehen die 
Geraden @ dann und nur dann durch einen festen Punkt, wenn 

t - k' = konst. 

Fur die Gewindekurven t - k' = 0 ist kennzeichnend, daB dieser feste 
Punkt uneigentlich ist. Vgl. R. Weitzenbock, Wiener Sitzungsberichte 127 
(1918), S. 969-997. 

7. Geschlossene reguUire positiv gewundene Raumkurven ohne 
Doppelpunkte. Die auf einer Ringfhiche gelegene Kurve 

Xl = b cos cp + a cos cp cos n cp, xjJ = b sin cp + a sin cp cos n cp, 

X3 = - a sin n cp (b > 2 a) 

(n gauze lahl > 1) ist fUr genugend groBes n eine so1che Kurve. 

8. Eine Eigenschaft der Tangentenflache. Schneidet man die 
Tangentenfiache einer gewundenen Raumkurve (£ mit der Schmieg­
ebene eines nicht-stationaren Kurvenpunktes !:' so hat die Schnitt­
kurve in !: die affine Hauptnormale der Kurve (£ zur Affinnormalen 
(R. Weitzenbock, a. a. 0.) und ihre Affinkrummung unterscheidet sich 
von der ersten Affinkrummung kl (s) (§ 30) der Kurve (£ nur urn 
einen lahlenfaktor (L. Berwald). 

9. Eine Ungleichheit von L. Berwald. Sei ~ die gewohnliche 
Bogenlange, S die Affinlange emes Kurvenbogens !: = !: (0) im 
n-dimensionalen Raum: 

2 

(196) ~=fdO, 
o 

unter dem Klammerausdruck eine n-reihige Determinante verstanden. 
Ferner seien 1 

R/ R 2 ' ••• , Rn - 1 

die n - 1 gewohnlichen Krummungen der betrachteten Kurve und es sei 

Dann besteht die Ungleichheit 

n(n2+1) < n (f2do)n-l (f2do)n-2 f2 ~ 
S =~ R R ... R . 

1 2 n-l 

(197) 
o 0 0 

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn aIle Krummungen 1: Ri 
konstant sind. Fur eine geschlossene Eilinie erhalt man eine Un­
gleichheit von A. Winternitz (§ 26) als besonderen Fall. 

10. Eine Kennzeichnung der kubischen ParabeI. lwei Punkte ,pI 
und ,p2 einer Kurve (£ bestimmen ein Schmiegtetraeder von (£ (§ 36), 
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das die Punkte zu Ecken, ihre Tangenten zu Kanten und ihre Schmieg­
ebenen zu Seitenf1iichen hat; sein 1nhalt sei J Ferner sei V der 
1nhalt der konvexen Hulle des Bogens zwischen ~1 und ~2 (d. h. des 
kleinsten Eikorpers, der diesen Bogen von (£ enthiilt). 1st dann das 
Verhiiltnis J: V unabhiingig von der Wahl der Punkte ~1' ~2 auf (£, 

so ist (£ eine kubische Parabel. V gl. im folgenden Aufgabe 14. 
11. Noch eine Kennzeichnung der kubischen Parabel. Die einzigen 

gewundenen Kurven, die eine zweigliedrige Untergruppe riiumlicher 
Affinitiiten gestatten, sind kubische Parabeln. Diese von S. Lie ent­
deckte Tatsache (5. Lie: Theorie der Transformationsgruppen 3, § 46, 
S. 187) liiBt sich mit unseren Mitteln sehr leicht bestiitigen. 

12. Kurven mit windschiefen SehnenmittenfHichen. Man bestimme 
diese Kurven, ohne von der affinen Fliichentheorie Gebrauch zu machen. 
Vgl. W. Blaschke: Leipziger Berichte 71 (1919), S.20-28. Vgl. im 
folgenden § 86. 

13. Niedrigste Ordnung einer stets im selben Sinn gewundenen 
geschlossenen Kurve. Unter der "Ordnung" einer Kurve sei die groBte 
Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer Ebene verstanden. Dabei werden 
naturlich nur reelle Schnittpunkte geziihlt und die Kurve braucht nicht 
algebraisch, auch nicht analytisch zu sein. Wir fragen nun: Welche 
Ordnung muB eine geschlossene Kurve mindestens haben, wenn sie 
stets im selben Sinne gewunden sein soIl W; (f) > O}? 

14. Reihenentwicklungen flir Raumkurven. Lassen wir die zu 
einem Punkte s = 0 einer Raumkurve ~ = ~ (s) gehorigen Vektoren 
t (0), ~"(O), ~III (0) mit den Koordinatenachsen zusammenfallen, so be­
kommen wir, wenn wir die Bezeichnungen 

(198) t. = _ dit(?) k. = _ di k@) 
• dst ' , dsi 

einfuhren, fUr die Kurve die folgenden "kanonischen" Reihen 

= +~~ 4+~ 5+t2+to~ 6+t02+ta+t1ko+3to!i '+ 
Xl s 4! S I) ! S 6 ! S 7 ! S ..• , 

(199) =~ 2+ko 4+tO+kt 5+2tt+k02+k2 6+2toko+3t2+4kokl+ka '+ 
x2 2 ! S 4! s 5 ! S 6! S 7 ! S ..• , 

_ ~ 3 + ko 5 + to+ 2k1 6 + 3t1 +k02+ 3k2 '+ 
Xs - 3!s 5!s 6!~s --7I- s .... 

Fur den 1nhalt des Schmiegtetraeders des Kurvenbogens 0, s findet 
sich daraus 

( 0) J_ 1 (1 6 + 2573k02 10+ } 
2 0 - If'li()8 s -388800 s ... 

und schlieBlich fUr den 1nhalt der konvexen Hulle dieses Bogens (des 
kleinsten Eikorpers uber diesem Bogen) 

(201) V_~{~l_ 6+~ 8..)... kl 9+8tl-58ko~125k2 10 ) 
- 6 360 s 50400 s I 20 160 s 453600 s + .. }. 

VgI. J Mandlinger: Dissertation, Hamburg 1922. 



4. Kapitel. 

FUichentheorie, niederer Teil. 

Wir wollen nunmehr die gegeniiber inhaltstreuen Affinitaten in­
varianten differentialgeometrischen Eigenschaften der krummen Flachen 
untersuchen. Diese neue Aufgabe ist ungleich vielgestaltiger und an­
ziehender als die Differentialgeometrie der Kurven, stellt aber auch 
erheblich hohere Anforderungen, schon was die Aufstellung des einiger­
maBen verwickelten Formelapparates anlangt. Aber wir hoffen, uns 
mit Erfolg bemiiht zu haben, im Gestriipp der Formeln nicht den Aus­
blick auf die anschaulich greifbaren geometrischen Fragestellungen zu 
verlieren. 

In diesem Kapitel werden wir uns mit den Formeln und Eigen­
schaften der Flachen vertraut machen, die sich durch Ableitungen bis 
zur dritten Ordnung ausdriicken lassen. Unser hauptsachlichstes Hilfs­
mittel wird hier die "kanonische Darstellung" der Flache sein. Erst 
spater werden wir auch Ableitungen hoherer Ordnung heranziehen. 

§ 39. Die quadratiscbe Grundform. 

Wenn man die gegeniiber inhaltstreuen affinen Abbildungen in­
varianten Eigenschaften der krummen Flachen studieren will, so liegt 
es nahe, sich zunachst ein invariant mit einem Flachenpunkt ver­
bundenes Dreibein zu verschaffen. Dazu kommt man mit Hilfe einer 
invarianten quadratischen Differentialform, die uns schon in der Be­
wegungsgeometrie, wenn auch anders normiert, entgegengetreten ist. 
Wir stellen eine Flache wie im ersten Bande durch zwei Gau,8ische 
Parameter u, v dar, indem wir die Koordinaten x'" als Funktionen von 
u, v ansetzen: 

(1) (k=1,2,3) 

wofiir vektoriell 

(2) 
geschrieben werden solI. Es moge das Vektorprodukt der Ableitungen 
nach 14, v 

(3) 
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sein, was fUr die Flache und ihre Parameterdarstellung eine Ein­
schriinkung bedeutet. 

Wir mussen zu einer einfachen affininvarianten Gleichung kommen, 
wenn wir die Bedingung dafur aufstellen, daB die Schmiegebenen 
einer Flachenkurve ;I; (t) mit den Tangentenebenen zusammenfallen; 
alsdann muB 

(4) 
sein. In der Tat sieht man auch unmittelbar, daB (4) affininvariant 
ist. In Bd. 1, § 43 hatten wir diese Kurven Asymptotenlinien genannt. 
Aus (4) liiBt sich eine invariante Differentialform gewinnen. Es ist 
niimlich 

du dv 
;l;t = ;l;u de + ;l;v dt ' 

( dU)2 du dv (dV)2 d2u d2 v 
;l;tt = ;l;uu Iii + 2 ;l;uv Iii dt + ;l;vt:l dt +;I;u dt2 +;I;v dt2 . 

Somit nimmt unsere Forderung (4) die Form an 

(5) ( ( du)2 du dv (dV)2) 
;l;u' ;l;v' ;l;uu Iii + 2;1;uvdt dt + ;1;"11 dt = 0, 

oder 

(6) L du'J + 2 M du dv + N dv'J = 0, 

wenn L, M und N Abkiirzungen fUr folgende Determinanten bedeuten 

L = (;I;u;l;" ;l;uu) , 

(7) M = (;I;u;l;v ;l;u,,)' 

N = (;I;u;l;v ;1;",,). 

Diese Determinanten und daher auch die quadratische Differentialform 

(8) I L du'J + 2M dudv + N dv2 = (;I;u;l;v;l;tt)dt'J I 
sind bei festgehaltenen Parametern u, v affininvariant, und es bleibt 
nur zu untersuchen, wie sie sich bei Einfiihrung neuer Parameter 
U, v verhalten. Es ist 

(9) 

iJu iJv 
;l;u=;I;uiJu +;I;viJu' 

iJ u iJv 
~ii=;I;uF +;I;IIF 

und somit 

(10) 
oder 

(11) Idu'J + 2M dudv +N dv'A = (Ldu2 + 2M dudv + N dv'A)D, 

wenn D die Determinante von Jacobi 

(12) D _ iJu iJv iJu iJv 
- iJit iJv - iJv iJ'ii 



104 Flachentheorie, niederer Teil. 

bedeutet. Bei Einfiihrung neuer Parameter U, v wird also die qua­
dratische Differentialform mit der Funktionaldeterminante D multipli­
ziert. Ausfiihrlich schreibt sich die Identitat (11) in du, dv so: 

L={L Otl OU+M(~~ ~+ OU~) +N~ ~}D 
ou ou OU ou OU OU OU OU ' 

(13) M- ={L OU OU --l--M(oU ~+~ OU) + N~~) D 
OU oli I OU OV ou av ou av f ' 

N = fL O!! O!! + M (O!! 0:: + O!! 0::) + N 0:: o::}D. 
l OV ou au au au ou OV au 

Daraus folgt 

(14) (LN - M2)=(LN - M2).D4. 

Wegen (11) und (14) ist es nun leicht, eine bis auf das Vorzeichen 
inyariante Differentialform zu finden, namlich 

(15) 
Ldu2 +2Mdudu+Ndv2 

ILN- M2 I'/" 
(~u ~. ~tt) d t'J 

ILN- M2 I'h . 

Es treten hier zum ersten Male gewisse Varzeichenschwierigkeiten 
auf, die spater Ofter wiederkehren werden und die mit der "Orientierung" 
oder den Begriffen "links und rechts" zusammenhangen. Wenn wir 
namlich die vierte Wurzel im Nenner von (15) positivausziehen. mul­
tipliziert sich bei der Parameteranderung der Zahler mit D, der Nenner 
mit IDI, die quadratischeDifferentialform (15) also mit ± 1, je nachdem 
D > 0 oder D < 0 ist. Die quadratische Differentialfarm (15) bleibt 
alsa nur bei Einfuhrung gleichsinniger neuer Parameter (D> 0) un­
geiindert erhalten. 

Fiir elliptisch gekriimmte Flachen (LN - M2 > 0; vgl. Bd.1, § 34) 
konnen wir die Parameter etwa immer so normieren, daB L > 0 und 
daher auch N > 0 wird. Blickt man dann von einer Stelle ~ auf der 
Seite der Tangentenebene im Flachenpunkte ~, auf der die Flache 
liegt {(~u' ~1!' ~ - ~) > O}, nach ~, so liegt ~v links von ~u' wenn wir 
unser Achsenkreuz wie in Fig. 1 des ersten Bandes wahlen. Fiir 
elliptisch und hyperbolisch gekriimmte Flachen haben wir in dem 
Ausdruck 

(16) E du2 + 2 F dudv + Gdv'J = L du2 +2M dudu+N du 2 = 
ILN-Mllj'1.. q; 

eine im angegebenen Sinne invariante "quadratische Grundfarm". 
Dieses Gegenstiick des Bogenelements auf einer Flache ist von G. Pick 
und dem Verfasser eingefiihrt worden 1). Fiir parabolisch gekriimmte 
Flachen ("Torsen", LN - M2 = 0) versagt die Grundform. 

1) G. Pick: Leipziger Berichte 69 (1917), S.133; W. Blaschke: ebenda S. 180. 
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Die hier mit L, M, N bezeichneten Determinanten unterscheiden 
sich nur um einen gemeinsamen Faktor von den ebenso bezeichneten 
Koeffizienten der zweiten Grundform der elementaren Flachentheorie 
(Bd. 1, § 33 (19)) und stimmen uberein mit den GraBen, die Gauf3 
in seinen "Disquisitiones circa superficies curvas" mit D, D', D" be· 
zeichnet hat 2). 

Setzen wir 

(17) dt'J = E du2 + 2 F du dv + Gdv2 , 

so kannen wir die Punkte in der Tangentenebene des Flachen· 
punktes ~ folgendermaBen darstellen 

d~ du dv 
(18) ~+dt=~+~Udt+~vdt 

und du: dt, dv: dt als (schiefwinklige) Koordinaten in der Tangenten. 
ebene auffassen. Dann finden wir als Gleichung fur den Ort der 
Punkte 

l' + d~ 
e dt 

die quadratische Gleichung 

(19) E (dU)'J + 2F du dv + G (dV)2 = 1. 
dt dt dt dt 

1m definiten Fall (EG - p2 > 0), d. h. im Fall elliptischer Krummung 
wird also durch (19) eine in der Tangentenebene liegende Ellipse 
mit dem Flachenpunkt als Mittelpunkt erklart, die mit der Flache 
gegeniiber inhaltstreuen Affinitaten invariant verkniipft ist. Wir haben 
damit eine affininvariante Normierung von Dupins Indikatrix (vgl. Bd. 1, 
§ 34) gefunden. 

§ 40. Die Affinnormale. 
Mittels der eingefiihrten quadratischen Grundform (16) ist es 

leicht, zu jedem Flachenpunkt ~ einen mit der Flache kovariant ver· 
bundenen Vektor einzufiihren, der nicht in 'die Tangentenebene falIt, 
und den wir aus naheliegenden Grunden als den Vektor der "Affin· 
normalen" bezeichnen werden. Er liefert uns mit den Vektoren ~u' ~v 
zusammen das gesuchte invariant mit einem Flachenpunkt verbundene 
Dreibein. Wir setzen 

(20) 1~=~L1~1 
oder ausfiihrlich 

{ 
G (} x,. _ F (} x,. E (} XI< _ F (} X,.} 

(21) = ! L1 x =! 1 .!. ~_~ + !... (}v (}u 
Y,. 2 " 2 VEG-P (}u VEG-P (}V VEG-P . 

2) C. F. GaufJ: Werke IV, S. 233, 234. 
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if bedeutet also Beltramis Differentiator zweiter Ordnung (Bd. 1, § 67 
(121)), und stellt einen invarianten, d. h. bei Einfiihrung neuer .gleich. 
sinniger Parameter u, v unveranderten Zusammenhang zwischen den 
Funktionen xk und Y" her. Bei einer affinen Transformation 

(22) xk*=akO+aklxl+ak2x2+akSxS; (k=I,2,3) 

finden wir, da die quadratische Grundform invariant und L1 linear in 
den xk ist. zwischen den zugehorigen y" den Zusammenhang 

(23) if xk * = ak1 Lf Xl + a"2 if X2 + a"3 if Xs 

oder 

(24) y,,"f' = a"l YI + a"2 Y2 + a"s Ys' 
Daraus geht nun tatsachlich hervor, daB der V ektor ~ mit der Flache 
gegenuber beliebigen, nicht nur inhaltstreuen' Affinitaten invariant 
verknupft ist. Geht man zu gegensinnigen Flachenparametem 
u, v uber, das heiBt: ist etwa 

(25) 

so wechselt nach § 39 die quadratische Grundform ihr Zeichen und 
damit ~ seinen Sinn (seine "Orif!lltierung"). 

W enn es sich blo13 urn die Richtung der Affinnormalen handelt, 
kann man den Differentiator L1 anstatt bezuglich der normierten 
Grundform E du2 + 2 F du dv + G dv2 auch bezuglich der urspriinglichen 
zu ihr proportionalen quadratischen Form Ldu2 + 2 M du dv + N dv2 

berechnen, wodurch sich t) nur um einen skalaren Faktor andert. 
Natiirlich ist auch der Zahlenfaktor l in (20) unwesentlich. Fuhrt 
man in der Formel (20) an Stelle der E, F, G die L, M, N ein, so 
erhalt man 

(26) h =! I LN _ M9 1' /· (~ N!u -M!v + ~ L!v -_M!~ 1 
~'2 VLN-M9 tou yLN-M9 OV yLN-M2J' 

Es bleibt noch zu zeigen, daB ~ nicht in die Tangentenebene WIt. 
Dazu braucht man nur die Determinante (;~u ~v~) zu berechnen. Fur 
~ verwendet man am einfachsten den Ausdruck (26) und beachtet 
bei den Differentiationen, daB nur die zweiten Ableitungen von ~ 
einen Beitrag liefem. So erhalt man 

(27) (~u~v~) = jLN - M2 j'" = lEG - F'Ji"'. 

Da wir parabolische Flachenpunkte (L N - M2 = 0) ausschlieBen 
mussen, ist die Determinante =1= 0, also liegt ~ tatsachlich auBerhalb 
der Tangentenebene. 

Wahlen wir bei elliptisch gekrtimmten Flachen die im voraus­
gehenden vorkommenden Wurzeln aIle positiv, normieren wir femer 
die Flachenparameter u, v so wie in § 39 verabredet wurde, daB namlich 
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die erste Grundform positiv definit ausfallt (L > 0, LN - M'J > 0), so 
werden die Determinanten 

(28) 

d. h. der Affinnormalvektor weist auf die Seite der Tangentenebene, 
auf der die Flache liegt. Wir haben es dann sozusagen mit der 
"inneren Affinnormalen" zu tun. 

Wie konstruiert man die Affinnormalen eines Ellipsoids? Es laBt 
sich ohne Rechnung einsehen. daB die Affinnormalen eines Ellipsoids 
durch den Mittelpunkt hindurchgehen. Da diese Eigenschaft affin­
invariant ist, braucht man sie nur fUr die Kugel nachzuweisen. Dreht 
man aber eine Kugel urn . einen Durchmesser, so bleibt die Kugel 
als Ganzes in Ruhe, also mussen die zu den Endpunkten eines 
Durchmessers gehorigen Affinnormalen bei der Drehung fest bleiben 
und somit in den Durchmesser fallen. Allgemein erkennt man fUr 
eine beliebige reguliire Flache zweiter Ordnung mittels der Affinitaten, 
die die Flache in sich selbst iiberfuhren, daB die Affinnormalen stets 
in den Durchmesser fallen. 

§ 41. Kanonische. Fla.chendarstellung. 

Wahlen wir einen Flachenpunkt zum Ursprung und seine 
Tangentenebene zurEbene X3 = 0, so nimmt die Flachengleichung 
die Gestalt an . 

(29) (i, k, 1 = 1,2) 

und wir konnen an Stelle von u, v die Koordinaten Xl' X9 als Flachen­
parameter wahlen. Dann wird im Ursprung 

~u = {1, 0, o}. ~v = {O, 1, O}; 

(30) 

und die normierte Indikatrix (§ 39) bekommt die Gleichung 

(31) 2 + 2 + 2 _ I S 1'/' au Xl a1'J Xl X 2 ailS X 2 - all a22 - a12 • 

Jetzt so11 die x3 -Achse {O, 0, 1} in die zum Ursprung gehOrige 
Affinnormale verlegt werden. Man findet die Entwicklungen 

(32) 
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SoIl nun die Affinnormale des Ursprungs in die xs-Achse fallen, so 

muB fUr Xl = x2 = ° auch 

sein oder nach (26) 

(33) 

o HoM ------- =0 
OXlyLN-M~ OX2VLN-M2 ' 

C MoL 
-- ------- - - = 0. 
oX1 yLN-M2 oX2 yLN-M2 

Berucksichtigt man, daB die L, N, M die zweiten Ableitungen von 
Xs nach xl' x2 sind, so vereinfachen sich die Gleichungen zu 

(34) 

N ~ 1 _ M _~_ 1 = 0, 
iJx1yLN_M2 OX2yLN_M2 

o 1 0 1 
M - --=:c-= - L - _=__---== = 0. 

OX1yLN_M2 OX2yLN_M2 

Da die Determinante L N - M2 dieses Systems linearer homogener 
Gleichungen fUr die Ableitungen von Null verschieden ist, mussen 
diese verschwinden, d. h. es muB gelten 

(35) 

Setzt man fUr L, M, N die Werte aus (32) ein, so erhalt man 

a22 a l11 - 2 a l2 a 1l2 + all a l22 = 0, 

a22 au'.! - 2 a l2 a l '.!2 + all a222 = 0. 
(36) 

Fiihren WIr fUr den Augenblick die Bezeichnungen em 

(37) 
'If-' = .2;aikl X;Xk Xl, 

(i,k, 1=1,2) 

so ist m leicht verstandlicher Symbolik 

~f02rp 02'IjJ _ 2 ~~ + 02rp 02'IjJ} 
12lox22ox12 oX1 oX2 ox! iJx2 (ix12 iJx22 

(38) 
1 (0 iJ iJ iJ)2 

=12 iiXiiX-iiXiJx (rp,'If-') 
2 1 1 2 

= (a22 a lll - 2 a l2 a 1l2 + au a l22) Xl 

+ (a22 a 1l2 - 2 a l2 a l '.!'.! + all a222 ) x2 • 

Die Tatsache, daB die xs-Achse Affinnormale ist, druckt sich also 1m 
identischen Verschwinden von 

(39) 

aus. Dieser Zusammenhang der quadratischen Form rp und der ku­
bischen 'If-' muB wegen seiner geometrischen Bedeutung gegenuber 
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linearen homogenen Substitutionen der Xl' X9 invariant sein. Wenn 
die Gleichungen (36) zwischen den Koeffizienten einer kubischen und 
einer quadratischen Form (37) bestehen, nennt man die Formen "apolar" 
zueinander. Die Gleichungen (38) ·heiBen die "Apolaritiitsbedingungen". 

Wahlen wir im Fall elliptischer Krummung die Einheitspunkte 
der beiden Koordinatenachsen {1, 0, o} und {O, 1, O} als Endpunkte 
von zwei konjugierten Halbmessern der Indikatrix (31), so wird 

(40) all = 1, au = 0, a22 = 1. 

Dann vereinfachen sich die Beziehungen (36) zu 

(41) al11 + al22 = ° , 
a112 + a292 = 0. 

Damit haben wir die Reihenentwicklung fur 
gende Gestalt gebracht 

unsere Flache auf fol-

(42) _ X12+X{ + ax1s + S bX12Xg - Sa Xl Xp,2 -bxg3 + 
xs - 2 6 .... 

Zur weiteren Vereinfachung k6nnen wir schlieBlich, ohne die bis­
herigen Errungenschaften aufzugeben, noch die folgende inhaltstreue 
Affinitat verwenden 

(43) 
Xl = Xl * cos {} - x2 * sin {}, 

x2 = Xl * sin {} + x2 * cos {} , 

Xs =xs*· 

Wir erhalten an Stelle von a, b dann die Ausdriicke 

a* = a coss {} + 3b cos 2 {} sin {} - 3a cos {}sin2 {} - b sins {}, 
(44) b * = b co S 3 {} - 3 a cos 2 {} sin {} - 3 b cos {} sin 2 {} + a sin 3 {}. 

Auf jeden Fall k6nnen wir also {} reell so wahlen, daB b* = ° wird. 
Damit kommen wir auf die von G. Pick angegebene kanonische 
Gleichungsform fur einen Fliichenpunkt elliptischer Krummung S) 

(45) 

Geht man von dieser kanonischen Gleichungsform aus, so treten 
an Stelle von (44) zur Bestimmung des Winkels {} und damit der 
anderen kanonischen Gleichungen die folgenden 

(46) c* = c cos {} (cos2 {) - 3 sin 2 {}), c sin {} (sin2{) - 3 cos9 {}) = 0. 

1st also c 9= 0, so wird tg{} = ± V3 und wir k6nnen z. B. 

(47) cos 2 {} = i, sin 2{} =!, cos {} = ~ 
setzen und bekommen 

(48) c* = - c. 

3) G. Pick: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 124 u. ff. 
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Wir finden also: 

Fur c =t= 0 gibt es genau drei reelle Durchmesser der Indikatrix, 
die die kanonische Gleichungsform liefern, wenn man die x2-Achse in 
einen dieser Durchmesser verlegt. Diese Durchmesser sollen "Fliichen­
tangenten von G. Darboux" heifJen. 

Fiihrt man die Indikatrix durch eine Affinitat in einen Kreis 
iiber, so gehen diese Durchmesser in solche Kreisdurchmesser iiber, 
die sich unter den Winkeln {} = 11:: 3 durchschneiden. Ferner: Durch 
geeignete Wahl der kanonischen Gleichungsform kann man bei c das 
Vorzeichen andem. Somit ist nur c2 eine Invariante des Flachen­
punktes gegeniiber inhaltstreuen Affinitaten. 

Durch eine leichte Abanderung der vorgetragenen SchluBweise 
erkennt man, daB sich im Falle hyperbolischer Krummung (LN - M2 < 0) 
stets eine der beiden folgenden kanonischen Gleichungsformen3 ) er­
reichen laBt: 

(49) 

(50) 

Oder, wenn 

(51) 

(52) 

X3 =~(X1~ - X2~) + ~ (X1 3 + 3 Xl X22)+ ... , 

X3 = ~ (Xl ~ - X~ 2) + ~ (Xl + X2)3 + . .. . 
man die Asymptoten der Indikatrix zu Achsen 

CV2( 3+ 3)+ X3 = Xl X2 + 6- Xl X2 ••• , 

X3 = Xl X2 + ~ X18 + .... 

macht, 

Als Beispiel ffir die Anwendung der kanonischen Gleichung 
leiten wir eine kennzeichnende Eigenschaft der Affinnormalen her. 

Wir erklaren die "Affinentfernung" eines Punktes 3 vom Flachen­
punkt ~ mit LN - M2 =t= 0 durch 

(53) 

Die Invarianz dieses Ausdrucks gegeniiber Parametertransformationen 
und gegeniiber inhaltstreuen Affinitaten erschlieBt man genau so, wie 
dieselben Eigenschaften von 

(~u ~. ~tt) 
ILN_ M9j lJ4 

in § 39. 1m nachsten Abschnitt werden wir fiir peine geometrische 
Deutung ableiten, aus der man die Invarianz ebenfalls unmittelbar 
entnehmen kann. Wir fragen nun nach allen Punkten 3, ffir die p 
in ~ = 0 einen stationaren Wert hat, wenn ~ auf der Flache beweg­
lich ist. Unter Beschrankung auf den elliptischen Fall entwickeln 
wir p nach Potenzen von Xl und x9 • Man findet zunachst aus (33) 
und (45) ([2] bedeutet Glieder von mindestens zweiter Ordnung in Xl' X2) 

(54) LN - M2= 1 + [2] 
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und daher fUr die Affinentfernung nach Formel (53), wenn man nur 
die linearen Glieder beriicksichtigt 

(55) 
11 0 Zl - XII 

p = I 0 1 Z2 - x\I = Zs - ZIXI - Z2X9 + [2] . 
Xl XI! Zs I 

SolI nun p fiir ~ = 0 stationar sein, so finden wir aus 

(56) 

als Ort des Punktes 3 die Affinnormale im Ursprung. Damit ist 
eine erste geometrische Deutung der Affinnormalen gefunden, deren 
elementares Gegenstiick wohl bekannt .ist: 

Die Affinentfernung p zwischen einem festen Raumpunkt t} und 
einem veriinderlichen Fliichenpunkt ~ hat immer dann einen stationiiren 
Wert, wenn t} auf der Affinnormalen vQn ~ liegt. 

§ 42. Schmieg-~2. 

Bisher fehlt es noch an einer anschaulichen Deutung der Affin­
entfernung. Dazu kommt man etwa folgendermaBen. Die Gleichung 
einer ~2 (Flache zweiter Ordnung), die die Ebene Xs = 0 im Ursprung 
beriihrt, kann in der Form 

(61) Xs 2 + 2 (A Xl + BX2 + C)Xs + Q = 0 

angesetzt werden, wo A, B, C Konstante und Q ein in Xl' XI} homo­
genes quadratisches Polynom bedeuten. Da die Reihenentwicklung 
von Xs nach Potenzen von Xl'. X2 mit den Gliedern zweiten Grades 
beginnen muB, erhalt man durch Auflosung von (61) nach xa 

Q 
(62) xa = - 2C + .... 
SolI also die ~I! unsere Flache (45) in zweiter Ordnung beriihren, so muB 

(63) 

sem. Fiir den Mittelpunkt 3 der Flache 

(64) Xs \I + 2 (A Xl + B XI} + C) Xs - C( Xl \I + Xg 2) = 0 

bekommen wir die Gleichungen 

(65) Azs = CzI , Bzs = Cz g , 

Zs + A Zl + B Zg + C = 0 
und daraus 

(66) 
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Als Gleichung der ~lI mit dem vorgeschriebenen Mittelpunkt &' 
die unsere Flache (45) im Ursprung in zweiter Ordnung beriihrt 
(kurz "Schmieg-~~t), ergibt sich somit 

(67) (Z12 +Z2 2 + Z3)X32 - 2 (Zl Xl +Z2X2 + Z3) Z3X3 + Z32 (X12 + XlI2) = O. 

Fur den Rauminhalt V dieses Ellipsoids erhalt man durch eine 
kleine Determinantenrechnung 4) 

(68) V - 4n Z 2 
- 3 3 

Nach (55) ist aber Z3 die Affinentfernung p des Punktes & von dem 
Flachenpunkt im Ursprung. 

Somit haben wir gefunden: 

Die Attinentternung p eines Raumpunktes & von dem Plachen­
punkt !" elliptischer Krummung hangt mit dem Rauminhalt V des 
Ellipsoides, das & zum Mittelpunkt hat und die Plache in !" in zweiter 
Ordnung beruhrt, so zusammen: 

(69) 

Urn den Durchschnitt einer Schmieg-~2 mit unserer Flache in 
der Umgebung des Ursprungs zu ermitteln, entwickeln wir aus der 
Gleichung (67) der Schmieg-~2 X3 nach Potenzen von Xl' X2 und 
finden 

(70) _ X12+ X22 _ (X12 + X22) (ZlX1 + Z2X2) + 
Xs - 2 2za •... 

Durch Abziehen von der kanonischen Formel (45) ergibt sich 
fUr die Tangentenrichtung Xl: X 2 : 0 der Schnittkurve im Ursprung die 
Gleichung . 

(71) - ~(XI3 - 3XI X22) = 2~ (X12 + X22)(XlZl + X2 Z2) = 
3 

_1(3+2 + 2+3) - 2z Xl Zl Xl X2Z~ Xl X2 Zl Xl! Z2 • 
3 

Die Schnittkurve hat also dort einen dreifachen Punkt. 

Wir wollen versuchen, den Mittelpunkt & so zu wahlen, daB die 
drei Tangenten im Ursprung zusammenfallen. Dann muB (71) eine 
dreifache Losung Xl: X 2 haben, das heiBt, es mussen neben (71) auch 

4) Es sei 
3 

L;aikX/Xk = 0, Xo = 1 
o 

die Flachengleichung, D die Determinante der alk, Aoo der zu a oo gehorige 
Minor, so ist 

(3V)2=_~ 
4n Aio· 

~) L. Berwald: Mathematische Zeitschrift 10 (1921), s. 169. 
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noch die Gleichungen gelten, die man durch einmalige und zweimalige 
Ableitung nach Xl oder XII erhiilt: 

(72) 

- ~(Xl11 - X'J2) = 2~3 (3x11l Z1 + 2x1 X2Z11 + X2I1Z1) ' 

eXl x\I = -21 (Xl II ZII + 2Xl XIIZI + 3 XliII z\I)' 
Za 

- eXl Zs = 3xl Zl + XII Z2 ' 

+ eXl Zs = Xl Zl + 3x\l zlI' 

Durch Addition der letzten Gleichungen folgt fur die dreifachen 
Tangenten 

(73) X1 Z1 + xllz\I = 0 

und das gibt in (71) eingesetzt fur c =+= 0 

(74) X13 - 3X1X211 = O. 

Die dreifachen Tangenten fallen also mit denen von Darboux 
zusammen und zwar ist das gerade der Weg, auf dem Darboux zu 
diesen Tangenten gekommen ist 6). 

Da die drei Tangenten gleichberechtigt sind, k6nnen wir etwa 
die Tangente Xl = 0 herausgreifen. Dann folgt aus (73) Z2 = 0 und 
aus der ersten Gleichung (72) Zl - ezs = O. Man bestatigt leicht, daB 
jede Schmieg-~II' deren Mittelpunkt auf dieser Geraden liegt, mit 
unserer Flache eine Schnittkurve gemein hat, die im Ursprung die drei­
fache Tangente Xl = 0 hat. Setzt man namlich in (71) Z2 = 0 und 
Zl = cZs' so erhalt man 

(75) 

Entsprechend den drei Tangenten 

(76) 

Xl : XII : X3 = 0 : 1 : 0, 

Xl : XII : X3 = + va: 1 : 0, 

Xl : XII : X3 = - va: 1 : 0 

hat man als Orte der zugeh6rigen Mittelpunkte die drei Geraden 

Zl : Z2 : Zs = e : 0 : 1, 

(77) Zl : ZII : Zs = e: - eva: 2. 

Zl : z\I : Zs = e : + eva: 2. 

Den wichtigsten Teil unseres Ergebnisses k6nnen wir so zusammen­
fassen: Hat eine zum Flaehenpunkt ~ gehorige Sehmieg-ijll mit der Plache 
eine Kurve gemein, die in ~ drei zusammenlallende Tangenten hat, so 
ist dies eine der Tangenten von Darboux. Umgekehrt geh6rt zu jeder 

") G. Darboux: Bulletin des sciences mathematiques (2) 4 (1880), S. 348 
bis 384, bes. S. 356-358; vgl. auch § 48, Aufgabe 5. 

Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 8 
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Tangente von Darboux ein Biischel von derartigen ausgezeichneten 
Schmieg-tr2' deren Mittelpunkte auf einer Geraden liegen. 

Die gefundene geometrische Bedeutung der Tangenten von 
Darboux zeigt, daB diese nicht nur affin-invariant, sondern projektiv­
invariant mit der FHiche verkniipft sind. Bringt man die drei Ge­
raden (77) mit der Ebene Xs = 1 zum Schnitt, so hat das aus dem Ur­
sprung und den drei Schnittpunkten gebildete Tetraeder den (absoluten) 

Inhalt (V3: 4) c2 • Das ist eine neue geometrische Deutung fUr c. 

Wenn c2 = 0 ist, sind zwei wesentlich verschiedene Fiille zu 
unterscheiden, je nachdem beide Asymptoten die Flache in dritter 
Ordnung beriihren (kanonische Gleichungen (45), (49) und (51)) oder 
nur die eine (Gleichungen (50) und (52)). c2 = 0 ist notwendig, aber 
nicht hinreichend fiir das Vorhandensein einer in dritter Ordnung 
beriihrenden tr2. Allgemein finden wir: 

SoU es in einem Fliichenpunkt (LN - M2 =1= 0) eine in (mindestens) 
dritter Ordnung beruhrende tr2 geben, so mufJ die Fliichengleichung sich 
aut die Gestalt bringen lassen 

(78) 

und es gibt 
beruhrender 

Xs = Hall Xl 2 + 2 al2 Xl x2 + a22 X22) + [4], 
all a22 - ai2 =+ 0 

dann eine einparametrige Schar solcher in dritter Ordnung 
tr2 7), deren Mittelpunkte aut der Aftinnormalen liegen 5). 

§ 43. Geometrische Deutungen der Affinnormalen. 
Wiihlt man den Schwerpunkt eines homogen mit Masse erfiillten 

Karpers zum Ursprung, so ist 

(79) 

wenn d V das Raumelement bedeutet. Aus dieser Formel folgt sofort, 
daB der Schwerpunkt mit dem Karper gegeniiber beliebigen Affini­
taten invariant verkniipft ist. Dasselbe gilt vom Schwerpunkt ebener 
Flachenstiicke. Dadurch werden wir zu einer neuen Deutung der 
Affinnormalen einer elliptisch gekriimmten Flache gefUhrt, einer Deu­
tung, die mit der fUr die Affinnormale einer ebenen Kurve (§ 6) groBe 
Ahnlichkeit hat. 

Es sei ~ ein Punkt elliptischer Kriimmung einer Flache~. Jede 
zur Tangentenebene an ~ in ~ parallele und auf der richtigen Seite 
dieser Tangentenebene gelegene, zu ~ geniigend benachbarte Ebene 
schneidet die Flache tr in der Umgebung von ~ in einer Eilinie. Es 
sei 5 der Schwerpunkt des von dieser Eilinie umschlossenen homogen 
belegten Flachenstiicks. Verschiebt sich die Schnittebene parallel, so 

0) VgI. Cn. Hermite: Cours d'Analyse (1873), S. 148 u. f. 
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beschreibt der Schwerpunkt i3 eine Kurve, die wir die zum Flachen­
punkt ~ gehorige "Schwerlinie" nennen wollen. Wir behaupten: 

Die Affinnormale der Plache im Plachen­
punkt ~ ist die Tangente in ~ an die zu ~ ge­
hOrige Schwerlinie (Fig. 35). 

Zum Nachweis verwenden wir am einfach­
sten wieder die kanonische Flachendarstellung 
(45). Wir fUhren neue Koordinaten ein (nam­
lich im wesentlichen "Zylinderkoordinaten"), 
indem wir 

(80) Xl = rcosw, X 2 = rsinw, 

Fig. 35. 

setzen. Dann nimmt unsere kanonische Flachengleichung die Gestalt an 

(81) 
,.2 r3 

Z2="2+(fC+ ... ' C = c(cos 8 w - 3coswsin2w). 

Daraus ist umgekehrt 

(82) 

Fur die Koordinaten Sk des Schwerpunktes i3 erhiilt man 

(83) 

+n 
f,.3 cosw dw 

1 -n 
Sl = 3 +n 

f ,.2dw 
-n 

+n 
f r3 sinwdw 

1 -n 
Ss = 3 +n 

f ,.2dw 
-n 

Setzt man fUr r die Reihe (82) ein und beachtet, daB C eine "un­
gerade" Funktion (C (w + ~) = - C (w)) und auBerdem 

+n +n 
f C coswdw = c f (cos 4 w - 3 cos 2 w sin 2 w)dw = 0, 

(84) -n -n 
+n +n 
f C sinwdw = c f (cos 8 w sinw - 3 cosw sin 3 w)dw = 0, 

-n -n 

so erhiilt man die Entwicklungen 
+n 

f r2 dw = 4~Z2 + [4J, 
-'" 

+n 
(85) f r3 coswdw = [6], 

-n 
+", 

f r3 sinwdw = [6], 
-n 

wo z. B. [4 J eine Potenzreihe in z bedeutet, die mit den Gliedern 
mindestens vierten Grades beginnt. Wir finden weiter 

(86) S2 = [4J, 
8* 
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Somit ist im Ursprung 

(87) dsl :ds2 :dss =0:0:1. 

Die Tangente der Schwerlinie fallt also tatsachlich mit der xs-Achse, 
das heiBt mit der Affinnormalen im Ursprung zusammen. 

Eine ahnliche Deutung fiir die Affinnormale im hyperbolischen 
Fall ist nicht moglich. Aber hier ist die quadratische Grundform in­
definit und wir konnen als Parameterlinien u, v = konst. ihre Null­
linien, die Asymptotenlinien einfiihren. Dann wird L = N = O. 
Wahlen wir die Bezeichnung so, daB M > 0 wird, so wird nach (20) 
und (21) 

(88) 

Die Richtung des Affinnormalvektors falIt also mit der Richtung ~'t1) 
zusammen, woraus man neuerdings leicht die affine Invarianz dieser 
Richtung feststellen kann. Daraus folgt die von A. Demoulin gegebene 
Deutung 8): 

Konstruiert man um einen Flachenpunkt ~ herum ein kleines raum­
liches Viereck aus Asymptotenlinien, so ist die Affinnormale in ~ dadurch 
gekennzeichnet, daft sich durch sie zwei Ebenen legen lassen, die zu ie 
einem Paar von Gegenseiten des V ierecks parallel laufen. 

A. Demoulin gehort mit G. Darboux und A. Lelieuvre zu den 
ersten, die Fragen aus der affinen Flachentheorie bearbeitet haben. Die 
Formeln fUr die Affinnormalen bei der Flachendarstellung X3 = {(Xl' X 2) 

hat G. Pick angegeben 9), die allgemeine, fUr beliebige Parameter 
giiItige Forme1 (20) und die Deutung (Fig. 35) der VerfasserlO). 

§ 44. Bestimmung der Fla.chen mit zentrischen ebenen 
Schnitten. 

Als erstes Beispiel fur eine weniger triviale Anwendung der 
kanonischen Gleichungsform (45) moge der Beweis des folgenden 
Lehrsatzes erbracht werden. 

Es sei ty ein analytisches, elliptisch gekrummtes Flachenstuck. Alle 
Ebenen, die zu einer festen Tangentenebene in einem beliebigen Punkt ~ 
von ty genugend benachbart sind und ty treffen, sollen ty in der Um­
gebung von ~ in einer Kurve mit Mittelpunkt durchschneiden. Dann 
gehOrt ty notwendig einer algebraischen Flache zweiter Ordnung an. Die 
Flachen zweiter Ordnung haben ja in der Tat die geforderte Eigenschaft. 

Wir stellen nun ty durch die kanonische Gleichung (45) dar und 
zeigen: Wenn jeder ebene Schnitt X8 = konst. einen Mittelpunkt hat, 

8) A. Demoulin: Paris, Comptes Rendus 147 (1908), S.493-496. 
9) G. Pick: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 129. 

10) W. Blaschke: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 181. 
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so ist notwendig e = O. Damit ist schon alles Wesentliche erledigt. 
Es sei Xl = Sl (x3), x2 = S2 (X3) der art der Mittelpunkte der ebenen 
Schnitte X3 = konst., also in der Ausdrucksweise von § 43 "die zum 
Ursprung gehorige Schwerlinie von iY". Dann ist nach § 43 

(89) Sl (0) = 0, S2 (0) = 0, s/ (0) = 0, S2' (0) = O. 

Wir uben nun auf unsere Flache iY folgende (inhaltstreue, aber viel­
leicht nicht affine) Transformation aus: 

(99) X1*=X1 -S1 (X3), X2*=X2 -S2 (X3), X3*=X3' 

Die aus iY entstehende Flache iY* hat die Mittelpunkte ihrer ebenen 
Schnitte X3 = konst. auf der X3 *-Achse (Xl * = '0, x'/ = 0), hat also 
diese Gerade zur Symmetrieachse. Fur die Flache iY* erhalten wir 
aus (45) die Darstellung 

(91) X3 * = ~ {(Xl * + Sl)2 + (X2 * + S2)2} 

+ i{(x1* + Sl)3 - 3 (X1* + Sl) (X2* + S2)2} + ... 
_ 1 ( *2 + *2) + C (*2 * *2) + ( * + * ) - '2 Xl X2 "6 Xl - 3 Xl X2 Xl Sl X2 S2 

+ C (*2 2 * * * 2 ) + '2 Xl Sl - Xl X2 S2 - X2 Sl ..• 

Hieraus kann man durch Koeffizientenvergleichung die Reihenentwick­
lung von X3 * nach Potenzen von Xl *, x2 * entnehmen. Da namlich iY* 
die Ebene X3 = 0 im Ursprung zur Tangentenebene hat, so beginnt 
die Reihenentwicklung von %3* wieder mit den quadratischen Gliedern, 
die von sl' S2 wegen (89) mit den quadratischen in X3*' also mit 
Gliedern vierter Ordnung in Xl *, x2 *. Somit beginnt die Reihen­
entwicklung von X3 * genau wie die von X3: 

*2.2 .3 3 • .2 
(92) X3* = ~_+X2_ + eX. -~3~+ [4]. 

2 6 
Wegen der Symmetrieeigenschaft unserer Flache iY* mussen nun rechts 
die ungeraden Potenzen herausfallen, also mu() insbesondere e = 0 
sein, wie behauptet war. 

Daraus schlieBen wir weiter (immer unter der Voraussetzung 
LN - M2 > 0) daB die durch den Ursprung laufenden imaginaren 
Asymptotenlinien im Ursprung Wendepunkte haben. Fur diese 
Asymptotenlinien gilt namlich, wenn man sie in der Form X 2 (X1) an­
setzt, die Differentialgleichung: 

(93) 02X3 + 2 ~ dX2 + 02X3 (dX2)2 = ° 
ax.2 OX. ox2dx. OX22 dx. 

und daraus folgt durch Ableitung nach Xl 

(94) 
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Aus der ersten dieser Gleichungen und aus (45) folgt flir den Ursprung 

(95) 

und somit ergibt sich aus der zweiten Gleichung fur c = 0: 

(96) 

das heiBt, die Asymptotenlinien haben im Ursprung tatsachlich Wende-. 
punkte. 

SolI der Ursprung auf der Flache nicht ausgezeichnet sein, so 
bestehen die imaginaren Asymptotenlinien nur aus Wendepunkten, 
sind also geradlinig. Die einzigen Flachen mit einem Netz gerader 
Linien sind aber algebraische Flachen zweiter Ordnung. Also: Die 
einzigen analytischen elliptisch gekrummten Flachen, auf denen c in 
1'edem Punkte verschwindet, sind die elliptisch gekrummten Plachen 
zweiten Grades. 

Damit ist auch der Satz uber die Flachen mit zentrischen ebenen 
Schnitten bewiesen. 

Spater (§ 84) werden wir zeigen, daB die ~2 auch unter den ge­
nugend oft differenzierbaren elliptisch gekrummten Flachen durch das 
Verschwinden von c in allen Punkten gekennzeichnet sind. Damit ist 
dann auch das Hauptergebnis dieses Abschnitts entsprechend verscharft. 

Unter der engeren V oraussetzung,. daB es sich urn Eiflachen 
handelt, ist der eben bewiesene Satz von H. Brunnll) entdeckt wor· 
den. Der hier vorgetragene Beweis stammt vom Verfasser12). 

Mit einigen Schwierigkeiten kann man auch die hyperboIisch ge­
krummten Flachen und Torsen (abwickelbare Flachen) mit zentrischen 
ebenen Schnitten bestimmen. Auch sie sind ~2' die Zylinder ausge­
nommen. 

Fur Flachenpunkte elliptischer sowie hyperbolischer Krummung 
war flir das Vorhandensein einer mindestens in dritter Ordnung beruh­
renden ~2 eine kanonische Gleichungsform (78) notwendig. Man schlieBt 
daraus genau wie vorhin auf das Vorhandensein von Wendepunkten 
der Asymptotenlinien im. Ursprung. So erhalten wir den Satz von 
H. Maschke 13): 

Gibt es zu jedem Punkt einer nicht parabolisch gekrummten 
Flache (LN - M2 =+= 0) eine mindestens in dritter Ordnung beruhrende iY2' 
so ist die Plache selbst eine ~2' 

11) H. Brunn: Uber Kurven ohne Wendepunkte, Habilitationsschrift, MUn­
chen 1889, bes. S. 59. 

12) W. Blaschke: Leipziger Berichte ... 0 (1918), S. 336, 337. 
13) H. Maschke: American Transactions 3 (1902), S.484. 
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§ 45. Flachen mit ebenen Schattengrenzen. 

Es solI hier folgendes gezeigt werden: 
Die einzigen Flachen, die von jedem umschriebenen Zylinder langs 

einer ebenen Kurve beruhrt werden (oder kurzer: die einzigen Flachen 
mit "ebenen Schattengrenzen"), sind, von Torsen abgesehen, algebraische 
Flachen zweiter Ordnung. 

Der Nachweis soU in zwei Schritten gefiihrt werden. Der erste 
Beweis gilt fUr hyperbolische Krummung (LN - M2 < 0) und fUr die 
analytischen Fliichen elliptischer Krummung. Der zweite Nachweis 
bezieht sich auf elliptisch gekrummte Flachen (LN - M2 > 0) und gilt 
schon, wenn nur Differenzierbarkeitsvoraussetzungen uber die Flache 
gemacht werden, sobald wir den Satz von Maschke (§ 44) entsprechend 
verscharft haben (§ 84). 

Beim hyperbolischen Fall wahlen wir die Asymptoten von Dupins 
Indikatrix (§ 39) in einem Flachenpunkt zur xl - und x2-Achse 

(97) xa = Xl X2 + Ha111 x1s + 3a112 x12x2 + 3am x1xg2 + a222x2S) + ... 
und die Affinnormale im Ursprung zur xs-Achse. Dann muB wegen 
den Apolaritatsbedingungen (36) die Gleichung (97) folgende einfachere 
Gestalt annehmen 

(98) 

Nun berechnen wir die Beruhrungspunkte unserer Flache mit dem 
Zylinder, dessen Erzeugende parallel zur xl-Achse verlaufen. Da die 
Tangentenebenen in diesen Punkten ebenfalls der x1-Achse parallel 
sind, so muB fur sie oXs: oX1 = 0 oder 

(99) 0=x2+~axI2+ ... 

sein. Weil die Tangente an diese Beruhrungslinie im Ursprung mit 
der xl-Achse zusammenfallt, kann man die Kurve in der Form 

(100) x2 = X2(X1), Xs = Xs(xI ) 

darstellen. Aus (99) folgt fUr die Ableitungen In Xl = 0 

(101) x"," = - a, 

und aus (98) 

Xa' =x2+xlx2'+~axl2+ ... =0, 

(102) xa" = 2x-a' + XIX,/, + aXl + ... = 0, 

x3'" = 3x2" + a +... = - 2a. 

SolI die Beruhrungslinie eben sein, so muB 

Xl' Xl" x/" 
(103) (t ~"~"') = x'J' xt x2'" = x,t x3'" - x3" x2'" = 2 a'" = 0 

xs' xa" xa'" 



120 FIll.chentheorie, niederer Teil. 

sein. Vertauscht man in dieser Uberlegung die x1- mit der xl!·Achse, 
so findet man ebenso b = O. 

Unsere FHichengleichung (98) nimmt also die Gestalt an 

(104) X3 =X1X2 +[4] 

und unsere Fliiche hat mit der Fliiche X3 = Xl X2 eine Beruhrung von 
mindestens dritter Ordnung. Da der Ursprung auf der Fliiche nicht 
ausgezeichnet ist, folgt nach dem Satz von Maschke (§ 44), daB unsre 
Fliiche eine g:\l sein muB. 

Damit ist der Nachweis fur LN - M'J < 0 beendet und wir wen­
den uns zum Fall eUiptischer Krummung (LN - M'J > 0), der ein 
wenig verwickelter ist. Gehen wir wieder von der kanonischen Glei­
chung (45) aus 

(105) X3 = ~ (X12 + xI! 2) + : (X18 - 3 Xl XI! I!) + 
+ 214, (AX14 + 4Bx13X2 + 6CX11!X22 + 4Dx1X'J3 + EX24) + .... 

Fur alle Fliichenpunkte, deren Tangentenebenen zu dem festen Vek­
tor (1, A, 0) parallel laufen, d. h. fiir aIle Beriihrungspunkte eines der 
umschriebenen Zylinder· gilt 

(106) 

oder 

(107) Xl + Ax!/ + ; (X12 - 2 Ax1X9 - X!/2) + ! {(A + AB) X13 + 
+ 3(B + AC)X12X2 + 3(C + AD)x1x!/'J + (D + AE)x\l8} + ... = O. 

SoIl die Kurve der Beruhrungspunkte in der Ebene 

(108) /Xx1 + 11%2 + rX3 = 0 

liegen, so muB die Gleichung (107) und die Gleichung 

(109) /X Xl + ,8 x2 + ~ (Xl 2 + XI! 2) + c; (X13 - 3 Xl XI! I!) + ... = 0 

dieselbe Kurve der Xl' xl!-Ebene darstellen. Nehmen wir fur den 
Augenblick A =f 0, so k6nnen wir uns x2 nach Potenzen von Xl ent­
wickeln und find en durch Ableitung von (107) und (109) im Ursprung 

dX2 a 1 
d Xl = - 7f = - T' 

(110) 
d 2x2 y(I+12) 312-1 
dX12 = - ----pI2 = - C -;'-3 _. 

Daraus folgt zunachst 

a:,8: r = (1 + A'J): A (1 + A2): C(3A2 - 1). 

So finden wir nebenbei das Ergebnis: 
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Die Schmiegebenen an die Beruhrungslinien dey umschriebenen 
Zylinder durch einen Flachenpunkt umhUllen im allgemeinen (c =l= 0) 
einen Kegel dritter Klasse, der sich fur c = 0 auf ein Ebenenbuschel 
zusammenzieht. 

Durch nochmalige Ableitung von (107) und (109) folgt unter Be· 
nutzung der bereits berechneten Ableitungen einerseits 

(111) 

und andrerseits 

(112) 

J. {(A + ).B)l3 - 3(B + lC)22 + 3(C + J.D)2- (D + 2E)} 
25 

3c2 (22 -1) (322 -1) 
).5 

d 3 x2 = _ c2 (3J.2-1)().'+6J.2-3) 
dX13 (1 + 22»).5 

Der letzte Ausdruck (112) ware fUr c =l= 0 ein irreduzibler Quotient eines 
Polynoms 6. und 7. Grades in 2, konnte also mit dem vorhergehenden 
Ausdruck (111), in dem die Gradzahlen niedriger sind, nicht identisch in 
2 iibereinstimmen. Somit muB im FaIle ebener Beriihrungslinien not· 
wendig c = 0 sein und damit kommen wir wieder auf die Flachen 
zweiten Grades zuriick. 

Der Nachweis fUr hyperbolische Kriimmung ist auf ahnliche Art 
zuerst von G. Herglotz erbracht worden, wie dem Verfasser durch miind· 
liche Mitteilung bekannt ist. Der Verfasser hat den Beweis zuerst 
nur fiir Eiflachen gefiihrt 14). 

§ 46. Die kubische Grundform. 

Schon bei der Aufstellung der kanonischen Gleichung in § 41 
sind wir auf drei durch einen Flachenpunkt hindurchgehende, mit der 
Flache invariant verkniipfte Tangenten gestoBen. Es liegt deshalb 
nahe, neben der quadratischen noch eine kubische invariante Differential· 
form aufzustellen, deren Nullinien die Tangenten von Darboux beriihren. 

Die Formeln vereinfachen sich dabei erheblich, wenn man die 
Asymptotenlinien als Parameterkurven einfiihrt, was bei jeder analy· 
tischen Nicht·Torse (LN - M2 =l= 0) moglich ist. Urn ganz im Reellen 
zu bleiben, soIl im folgenden zunachst LN - M2 < 0 vorausgesetzt 
werden. Dann ist L = N = 0 und wir normieren die Parameter so, 
daB M > 0 wird; F sei gleich der positiven Wurzel aus M. Die 
quadratische Grundform hat hiernach die Gestalt 

(113) cp = 2 VMdudv = 2Fdudv. 

14) W. Blaschke: Leipziger Berichte 69 (1916), S. 50-55. Der in diesem 
Abschnitt vorgetragene Beweis ist zuerst in der Math. Zeitschr. 8 (1920), 
S. 115-122 veroffentlicbt. 



122 Flachentheorie, niederer Teil. 

Nun erkUiren wir die kubische Differentialform 14&) durch 

(114) 

Es ist namlich 

(115) (~u~.d3~) = (~u~.~uuu)dU3+3~uli.li"u.)du9dv + 
F F 

+ 3(~u~.~u •• )dUd~+(liuli.Ii ••• )dV3 + 3F(d2u dv + du d 2 v) 

und 

(116) ~ dIP = 3(Fu du2 dv + Fvdu dv2) + 3F(d2u dv + du d 2 v). 

Somit hangt die Differenz von (115) und (116) von den Differentialen d2 u 
und d 2 V nicht mehr ab und 

(117) 'IjJ = Adus + 3Bdu2 dv + 3Cdu dv2 + Ddus 

ist in der Tat eine kubische Differentialform in du, dv. Darin ist 

A = (~u~.~uuu), B = (liu~.liuu.) - F 
F F u' 

C = ~uli.liuvv) _ F D = (liuli.Ii ••• ). 
F v' F 

(118) 

Die Koeffizienten B und C sind aber gleich Null. Aus 

(119) L = (~u~,,~uu) = 0, F2 = (~u~v~uv)' 
folgt namlich zunachst wegen ~u X ~v =+ ° 
(120) !uu = a!u + b!v' !vv = C!u + d!v' 
Also ist 

(121) 

und durch Ableitung der Identitaten (119) wegen (121) 

(122) 

a) (!u !uv!uu)+(!u!v!uuu)=O, 
(!uv!v !uu) + (!u!v ~uuv) = 0, 

P) (~uu ~v ~uv) + (~u ~v ~uuv) = 2 F Fu; 
r) (~u ~vt/ ~uv) + (!u ~" !uvt/) = 2 F Ft/; 
~) (~u ~uv ~vv) + (~u ~v ~uvv) = 0, 

(~uv ~v !t/v) + (~u!v ~vvt/) = 0. 
Aus (122 (a, p)) einerseits und (122 (r, ~)) andererseits folgt durch 
Addieren 

(123) (~u ~v ~UUt,) = F Fu = - (~v ~uu ~uv), 
(!u ~v ~UIIV) = F Fv = - (~u ~UII ~vv)' 

Somit ergibt sich nach (118) und (123), wie behauptet wurde, 
(124) B = 0, C = 0, 

14&) G. Pick, Leipziger Berichte 1917. Vgl. auch G. Fubini, Annali di 
matematica 25 (1916), S. 229 und Rendiconti di Palermo 41 (1916), S. 136. 
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und "p hat die einfache Gestalt 

(125) "p = A du3 + Ddv3 • 

Aus den Beziehungen (118) und (123) berechnen sich die a, b, c, d 
der Formel (120). Man fiildet 

Fu + A 
!'uu = F!'u F !'v' 

D +Fv 
!'vv = F !'u P-!'v' 

(126) 

Somit ergibt sich wegen (118) 

r---------------~ 

(127) 
(!'u !'uu tu uu) = + A 2 , 15) 

(!'v !'vv !'v",,) = - D2. 

Wir fragen nunmehr nach den durch die F ormen qJ und "p be­
stimmten Differentialinvarianten, d. h. also solchen Funktionen der 
Koeffizienten F, A, D, die bei Einfiihrung' beliebiger neuer Parameter 
unverandert bleiben. Jede absolute algebraische Invariante der 
quadratischen und der kubischen Form16) in den homogenen Ver­
iinderIichen du, dv wird eine Differentialinvariante unserer FHiche 
ergeben. Wegen der sogenannten Apolaritats-Beziehung zwischen 
qJ und "p (vgl. § 41, insbesondere (36)), namlich den Gleichungen 

GA-2FB+EC=0, 
(128) 

GB-2FC+ED=0, 

die wegen E = G = B = C = ° erfiillt sind, gibt es nur eine solche 
Invariante16), die fUr Asymptotenparameter die einfache Gestalt 

(129) \J A~ 
hat. Um den Zusammenhang zwischen J und der bereits gefundenen 
Invariante c'J, zu erkennen, bring en WiT !' (u, v) in die kanonische 
Form (51), (52) und normieren die Asymptoten-Parameter u, v durch 
die Forderung, daB sie sich moglichst gut an die Parameter Xl' X2 

anschmiegen sollen. Es sei also zunachst 

(130) !'u (0,0) = {1, 0, O}, !',,(O, 0) = {O, 1, O}, ~ (0,0) = {O, 0, 1}, 

F(O, 0)= Fo = 1. 

15) Aus diesen Formeln folgt nebenbei, dam die Windungen der Asymptoten­
linien entgegengesetzte Vorzeichen haben. Vgl. Bd. 1, § 47. 

16) Die Theorie der gemeinsamen Invarianten einer quadratischen und 
kubischen biniiren Form findet man z. B. bei A. Clebsch: Theorie der biniiren 
algebraischen Formen, Leipzig 1872, S. 208 ff. 
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Dann foIgt aus (88), (118), (121) und (123) 

(131 ) 

Somit ist 

(132) 

x =V 2 

_ A US + 3 B ' u2 V + 3 C ' U v2 + D v3 
X =U.V I 0 0 0 0 

3 T 3! 

1st nun Ao· Do 9= 0, so bringt die affine Transformation 

-- (Do)'!. - (Ao)'!. 
Xl = A Xl' X2 = D X2 ' 

o 0 
(133) 

die FIiiche III die kanonische Gestalt 

(134) - VAODO( 3 3)+ Xg - Xl X2 - -3- Xl + X2 ••• , 

woraus durch VergIeich mit (51) 
c2 

(135) 1 = 2 
foIgt. 

Aus der kanonischen Darstellung ergibt sich sofort, daB es nur 
diese eine DifferentiaIinvariante dritter Ordnung geben kann. Denn 
durch 10 bzw. c2 ist das FIiicheneIement dritter Ordnung vollig be­
stimmt. 1 ist zuerst von G. Pick l7) aufgestellt und wird daher 
auch die "Picksche Invariante" genannt. 

Fuhren wir mit der Affinitiit (133) gleichzeitig die Parameter-
transformation 

_ (A o)". 
U= D u, 

o 
_ (Do)'!' V= - v 

Ao 

aus, so wird 'II-' im Ursprung gleich 

101/0 (du3 + dv3). 

Die Tangenten von Darboux (vgl. § 42, wo die Rechnungen allerdings 
nur fur den eIIiptischen Fall durchgefuhrt sind) werden durch die 
Gleichungen 

X1
3 + X 23 = 0, X3 = ° 

dargestellt. Also haben die Nullinien von 'P III der Tat die ge­
forderte Richtung. 

L. Berwald hat bemerkt 18), daB man auf Grund von (127) eine 
Darstellung der Grundform 'P herleiten kann, die ihre Invarianz be­
sanders deutlich hervortreten liiBt. Erkliiren wir (vgl. § 29) die Affin­
bogenelemente der beiden Asymptotenlinien durch die Formeln 

17) G. Pick: Leipziger Berichte 69 (1917), s. 121-
1&) L. Berwald: Mathematische Zeitschrift 8 (1921), S. 68. 



§ 47. Die Affinoberflache. 125 

(136) 
dq = V - (!'II !'VII !'VVII) dv = D'/3 dv, 

so bekommen wir fiir die kubische Grundform (125) den Ausdruck 
von Berwald 

(137) 

der nur Invarianten enthaJ.t. Da wir in § 36 eine geometrische 
Deutung fUr die Affinlange gefunden haben, ist damit auch fUr die 
kubische Grundform eine (wenn auch verwickelte) Deutung vermittelt. 
Ober die Bedeutung von J sind wir durch (135) unterrichtet. Aber 
auch aus dem einfachen Ausdruck (129) fiir J ergibt sich leicht die 
geometrische Bedeutung des identischen Verschwindens dieser In­
variante. SolI J in einem Flachenpunkt to Null sein, so muB einer 
der beiden Faktoren im Zahler verschwinden. 1st z. B. A = 0, so 
foIgt aus (126) Fu!'u - F !'uu = 0 oder 

(138) o~ ~ = O. 

Die Richtung des Vektors !'u ist also Iangs der u- Kurve (v = konst.) in to 
stationar: 

Verschwindet Picks Invariante J an einem Flachenpunkt to mit 
hyperbolischer Krummung, so hat in!,o eine Asymptotenlinie eine Ruh­
tangente. Oder, was dasselbe besagt: Es gibt in to eine die Flache 
in dritter Ordnung beriihrende Tangente. 

Verschwindet ] identisch, so muB (wenigstens bei analytischen 
Flachen) entweder A oder D identisch Null sein. Fiir A = 0 foIgt 
aus der Identitat (138) die Geradlinigkeit der u-Kurven. Somit ist 
bewiesen: 

Die Differentialgleichung J = 0 kennzeichnet unter den Nicht­
Torsen (LN - M2 =l= 0) die windschiefen Fliichen 19). 

Bei reellen, analytischen, elliptisch gekriimmten Flachen foIgt 
aus dem V orhandensein einer imaginaren Schar von Erzeugenden das 
Vorhandensein der konjugiert imaginaren Schar und daraus wieder 
der Satz (vgl. § 44): Die einzigen analytischen, elliptisch gekrummten 
Fliichen mit identisch verschwindendem J sind Fliichen zweiter Ordnung. 

§ 47. Die AffinoberfUiche. 

Gehen wir von foigender Aufgabe aus: Es sei ~ eine (durchweg 
elliptisch gekriimmte) Eiflache, ~J eine zweite im Innern von ~ gelegene 
Flache mit der Eigenschaft, daB jede Tangentenebene von ~J zusammen 
mit der Eiflache ~ einen kieinen Eikorper vom vorgeschriebenen Raum-

19) W. Blaschke: Leipziger Berichte 69 (1917), S.416. 
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inhalt ~ begrenzt. 1st ~ regular und analytisch, so wird fur genugend 
kleine ~ auch ~8 eine Eiflache sein, die mit ~ gegenuber inhaltstreuen 
Affinitaten invariant verbunden ist. Es solI der Rauminhalt des schalen­
formigen Korpers zwischen ~ und ~8 fur kleine ~ ermittelt werden. 

Setzen wir fur einen Punkt von ~ die kanonische Darstellung an 

(45) 

und fuhren wir, wie in § 43, Zylinderkoordinaten 

(80) Xl = r cos CO, XI! = r sin w, 

ein, so haben wir nach § 43 (82) durch Auflosung nach r 

c = c (COSs w - 3 cos w sin 2 w) 

und finden fur den Rauminhalt ~ des durch die Ebene Xs = P von 
unserem Eikorper abgeschnittenen Teilkorpers (vgl. § 43) 

p +'" 
(139) !5 = f dxs if r2 dw = n p2 + .... 

o -'" 

Die Punkte deuten dabei eine Potenzreihe in P an, die mit den 
Gliedern dritter Ordnung beginnt. Umgekehrt ist daraus 

(140) (li)'I. P= -;i + ... , 
wo die Punkte eme Potenzreihe nach ganzen Potenzen von V~ 
darstellen. 

Es ist, wie Ch. Dupin schon 1814 bei der Untersuchung 
schwimmender Korper bemerkt hat 20), leicht einzusehen, daB jede 
Tangentenebene von ~~ die Fliiche ~~ in dem Schwerpunkt ~ des 
homogenen Eibereichs beruhrt, den sie aus dem von ~ umschlossenen 
Eikorper ausschneidet. Dazu braucht man nur zu beachten, daB 
zwei benachbarte Tangentenebenen von ~8 von dem genannten Ei­
korper gleiche Rauminhalte ~ abschneiden und daB deshalb die 
beiden keilformigen Korper zwischen den beiden Ebenen inhaltsgleich 
sind. Bedeutet d F das Flachenelement in einer der beiden Ebenen, 
p den Abstand von ihrer Schnittgeraden, d{} den Winkel der Ebenen, 
so muB also 

(141) f Pd{}dF = d{} f pdF = 0 

sein und ~ ist tatsachlich Schwerpunkt. 

Nach der geometrischen Bedeutung der Affinnormalen § 43 
findet daher der Ubergang von einem Punkt ~ von ~ zum ent-

20) Ch. Dupin: Applications de geometrie et de mecanique, Paris 1822. 
Vgl. etwa Enzyklopadie IV 1 (P. Stackel) , S. 657. 
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sprechenden Punkt ~ von ~d mit paraileler Tangentenebene durch 
die Formel statt 

(143) ~=r+Pt)+ ... =r+(!)""t)+ ... , 
wo die fehlenden Glieder hOhere Potenzen von VJ enthalten. Fur 
den gesuchten Rauminhalt ergibt sich daher 

p 

(143) V = I I I @U~1J~p) dudvdP = II dudvI (~U~1J t»)dP, 
1Y 0 

( ~ )'1 (144) V= --;r- ·~I(rurvt»)dudv+ .... 

Oder wegen (27) 

(145) V = (~r· IIi LN - M2 j'1'dudv + ... 
n 1Y 

Somit ist 

(146) I I I LN - M2l"'dudv = I I I EG - F21'/Idudv 
ein invariantes Oberflachenintegral. 

In der Tat! Gehen wir zu neuen, gleichsinnigen Parametern 
U, v liber, so ist 

au av au av 
au au - au au = D > 0 

und nach (14) 

(147) IIILN _M2I"'dudv=IIILN;M21 • Dd"Udv 

= I I I IN - M2I'I'dudv. 

Dieses Oberflachenintegral, fur das wir hier im Faile elliptisch 
gekrummter Bachen eine geometrische Bedeutung abgeleitet haben 
(die Voraussetzung, daB es sich um Eillachen handle, ist unwesentlich 
und wurde nur der Anschaulichkeit halber gemacht), hat auch fiir 
hyperbolisch gekrummte Flachen einen Sinn. Das Integral (147) oder 

(148) 

ist das einzige invariante Integral, das nur von Ableitungen bis zur 
zweiten Ordnung abhangt. Ware namlich 

II "(u, v)dudv 

ein zweites solches Integral, so muBte 

(~u ~.J2 

eine Invariante zweiter Ordnung sein, wahrend doch die niedrigste 
Invariante von dritter Ordnung ist. Diese Uberlegung rechtfertigt es, 
wenn wir das Integral (147), (148) "Affinoberflache" benennen. 
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§ 48. Aufgaben und Lehrsatze. 

1. Geometrische Deutung der quadratischen Grundform. Auf einer 
etwa hyperbolisch gekriimmten Flache sei eine Kurve ! (t) gezogen und 
auf ihr eine Reihe von Punkten !k angenommen, die den Parameter­
werten to = a < t1 < t'J < ... < tn - 1 < b = tn entsprechen mogen. Die 
beiden neuen Schnittpunkte der Asymptotenlinien durch !k-l und !k 
seien 1)k, &1:. Vk sei der ahsolut genommene Rauminhalt des Vierftachs 
mit den Ecken !I:-b !I:, 1)1:, 3k. Dann ist, wenn man die !I: immer 
dichter wiihlt, 

b n 

(149) JI E (~;r + 2F~: :~ + G (:~r 1'/0 dt = lim ~V24VI:. 
a ~l 

2. Eine zweite geometrische Deutung der quadratischen Grundform. 
Auf einer elliptisch gekriimmten Flache sei die Kurve ! (t) (a < t < b) 
gezogen. Zur Tangentenebene in einem beliebigen Punkt ! (t) legen 
wir in der Nahe eine Parallelebene wie in § 47, die zusammen mit 
der Flache einen kleinen Eikorper vom Rauminhalt b begrenzt. Die 
Gesamtheit dieser Korper erfiillt fiir a < t < b einen Schlauch vom 
Rauminhalt V 1Jnd es ist 

b 

(150) JI E (dU)2 + 2 F du dv + G (~~)21"/O dt = 3n'~' lim ~. 
de dt dt dt 4\,,2 d-+O (j8,. 

a 

3. Ein Satz von A. Transon fiber die Affinnormalen der ebenen 
Kurven auf einer FUiche. Legt man durch einen Flachenpunkt eine 
Tangente %, die keine Asymptotenlinie beriihrt, und durch t aIle 
Ebenen, so liegen die zu ! gehorigen Affinnormalell (§ 6) aller ebenen 
Schnitte durch % wieder in einer Ebene, die durch die zu % kon­
jugierte Tangente der Fliiche in ! hindurchliiuft. Liouvilles Journal 
de mathematiques (1) 6 (1841), S. 191-208. 

4. Deutung der Affinentfernung. Denken wir uns zur Tangenten­
ebene % in einem Punkt ! einer elliptisch gekriimmten Fliiche ~ eine 
Parallelebene @: gezeichnet. Sie begrenzt zusammen mit ~ einen 
kleinen Eikorper vom Inhalt J1 • Wir bestimmen uns ferner den 
Kegel, der einen Punkt 1) zur Spitze und die von der Schnittlinie von 
@: und ~ begrenzte ebene Grundftache hat. Dieser Kegel habe den 
Inhalt J'J. Dann gilt fiir die Affinentfernung p des Punktes 1) vom 
Flachenpunkte ! (vgl. § 41 (53)) 

(151) 

W. Blaschke: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 201. 
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5. Eine Zuordnung von C. Segre. In der Tangentenebene eines 
Flachenpunktes ~, in dessen Umgebung die Flache durch die kanonische 
Darstellung (45) gegeben ist, wahlen wir einen Punkt {YI , Y2' O}. Von 
diesem Punkt ~ aus umschreiben wir unserer Fliiche einen Kegel und 
es sei 1X1 Xl + 1X2 X2 + lXa Xs = Odie Gleichung der Schmiegebene an 
die Beriihrungskurve in ~. Dann ist 

(152) 1X1 : 1X2 : IXs = - Yl (Yi + y~): - Y2 (Yi + Y;): (Yi +Y;) + c (Y~ - 3 YIY;). 

Vgl. C. Segre: -Complementi alIa teoria delle tangenti conjugate di una 
superficie, Rendiconti della r. accademia dei lincei, Roma (5) 1711 (1908), 
S.405-412. 

6. Kennzeichnung der Tangenten von Da'l'bo'UX. Sei (£ die Schnitt­
kurve der gegebenen Flache ~ (u, v) mit einer in ~ (0,0) beriihrenden 
Schmieg-iY2' Das Tangententripel von (£ in ~ (0, 0) liegt dann und nur 
dann apolar zu den Asymptoten, wenn es mit dem Tangententripel 
von Darboux identisch ist. Die zugehorigen ir2 haben ihre Mittel­
punkte auf der Affinnormalen in dO,O)?) 

7 .. Eine zweite invariante kubische Differentialform. Neben der 
kubischen Grundform 1jJ g~bt es noch die invariante Differentialform 

(153) = (AF -BE) du3+! (A G-CE) du2 dv-i- (DE-BG) du dv2 -(DF-CG) elv3 

X VEG - P 

X == ° gibt die zu Darbouxs Tangenten konjugierten, die man auch 
durch Projektion der Geraden (77) parallel zur Affinnormalen auf die 
Tangentenebene erhiilt. Es besteht folgende Identitiit zwischen den 
Differentialformen cp, X, 1jJ 

(154) 1jJ'J. + X2 = ~ ] cps. 

L. Berwald 1920, vgl. auch die in 5) genannte Arbeit. 

8. Affingeodatische Kriimmung. 1st auf einer Fliiche (LN - M2 += 0) 
eine Kurve gezogen, so kann man beziiglich der ersten Grundform 
E du'!. + 2 F du dv + G dv'!. die affingeodatische Kriimmung 1 : OJ mittels 
derselben Formeln berechnen, wie wir in Bd.1, § 69 die gewohnliche 
geodatische Kriimmung beziiglich des gewohnlichen Bogenelementes 
ermittelt haben. 1: OJ = ° ist dann die Differentialg1eichung der "affin­
geodiitischen Linien", fiir die die erste Variation des Integrals 

(155) t=fIEdu2+2Fdudv+Gdv211/. 

verschwindet. Nach L. Berwald ist die Differentialgleichung der Kurven 
auf der Flache, deren Schmiegebene in jedem Punkt durch die 
Affinnormale der Fliiche geht: 

1 
(156) 

ro 

wo X durch (153) erklart ist. 
Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 

1 
dtS' 

9 
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9. Ein Satz von L. Berwald iiber die auf einer Flache gezogenen 
Kurven. Es sei ~ (t) eine auf einer Flache (LN - M'" 4= 0) gezogene 
Kurve und der Parameter t durch 

EU'2 + 2 Fu'v' + Gv'2 = konst. 

normiert. Dann legen wir in der Schmiegebene der Kurve durch den 
Kurvenpunkt ~ vier Gerade: 1. die Tangente mit der Richtung ~', 
2. die Gerade mit der Richtung t', 3. die Affinnormale a der ebenen 
Kurve in~, die durch die Schmiegebene der Kurve aus der FIache aus­
geschnitten wird (vgl. § 5) und 4. die Schnittgerade b der Schmieg­
ebene von ~ (t) mit der Ebene, die durch die Affinnormale ~ der 
FHiche in ~ und durch die zu ~' konjugierte Flachentangente hindurch­
geht. Das Doppelverhaltnis dieser vier Geraden in der Reihenfolge 
t', a, t, b hat den festen Wert 2: 3. Beriihrt die Tangente t eine 
Nullinie der kubischen Grundform ('IjJ = 0), so fallen die zugehOrigen 
Richtungen t', cr, b zusammen. 

10. Affininvai"iante Form des Satzes von Beltrami und Enneper 
iiber Asymptotenlinien (vgl. Bd. 1, § 47). In der Umgebung eines 
Flachenpunktes ~ mit hyperbolischer Kriimmung, in dem iiberdies 
] =1= 0 ist, werden die von ~ ausgehenden Asymptotenlinien durch 
drei Parallelebenen zur Tangentenebene in ~ in je drei Punkten ge­
schnitten. Mit ~ zusammen bildet jedes dieser Punktetripel ein einer 
Asymptotenlinie eingeschriebenes Tetraeder. Der Quotient ihrer Raum­
inhalte strebt gegen - 1, wenn die drei Parallelebenen in die Tan­
gentenebene von ~ hineinriicken. 

11. Kennzeichnung der ~2. Eine elliptisch gekriimmte Flache g: 
habe die Eigenschaft, daB sich zu jedem Eikorper, der von g: und 
einer Ebene begrenzt ist, eine Gerade finden HiBt, so daB jede Ebene 
durch diese Gerade den Rauminhalt des Eikorpers halftet. 1st dann 
g: notwendig eine algebraische Flache zweiter Ordnung? Falls das 
bewiesen ware, ware 'darin das Ergebnis von § 44 enthalten. 

12. Gemischte Affinoberflache. Zwei Flachen ~ (u, v) und ~*(u, v) 
mit LN - M'J =1= 0 und L*N* - M*2 4= 0 seien durch gleiche Para­
meter so aufeinander abgebildet, daB in entsprechenden Punkten ihre 
Tangentenebenen parallel laufen. Dann ist 

(157) 

eine gemeinsame Integralinvariante beider Flachen. 



5. Kapitel. 

Allgemeine FUichentheorie. 

Ein Riickblick auf die Ergebnisse des vorigen Kapitels, soweit 
sie die allgemeine Flachentheorie betreffen, wird uns die Richtung 
weisen, in der wir weitergehen miissen. Wir haben uns mittels der 
quadratischen Grundform ein invariantes Dreibein verschafft, die kano­
nische Darstellung einer Flache beziiglich eines bestimmten so1chen 
Dreibeins untersucht und dabei eine invariante kubische Grundform 
gefunden. Dagegen sind wir der ersten Frage, die der Vergleich mit 
der gewohnlichen Flachentheorie nahelegen wiirde - namlich der 
Frage, wie sich die hoheren Ableitungen !"uu' !"uv' !"vv; !"uu It' • .• in 
einem so1chen Dreibein ausdriicken - noch nicht nahergetreten, 
und nur nebenbei haben sich fur Asymptotenparameter die Formeln 
der "Gau,8ischen Ableitungsgleichungen" der affinen Flachentheorie 
herausgestellt. 

Diese Aufgabe haben wir jetzt in Angriff zu nehmen. Wir werden 
sie zunachst unter Beschrankung auf Asymptotenparameter losen, als­
dann unter Verwendung der "Tensorrechnung" fUr allgemeine Parameter. 

'Wenn das geschehen ist, besitzen wir aber auch die ausreichen· 
den formal en HiIfsmittel, urn aIle affininvarianten differentialgeome­
trischen Eigenschaften der Flachen beschreiben zu konnen, und wir 
diirfen dann getrost irgendwe1che Aufgaben, die uns als Geometer 
interessieren, in Angriff nehmen. Insbesondere werden wir noch in 
diesem Kapitel eine affine Kriimmungstheorie entwickeln, die uns zu 
anschaulich deutbaren Invarianten der Flache fuhren und so1che 
Deutung bereits gefundener Invarianten leisten wird. Die merk­
wiirdigen und weitgehenden A.hnlichkeiten zwischen der gewohnlichen 
und der affinen Kriimmungstheorie verleihen diesen Untersuchungen 
einen besonderen Reiz. 

§ 49. Die Ableitungsgleichungen fiir Asymptotenparameter. 

Wir legen wie in § 46 eine hyperbolisch gekriimmte Flache zu­
grunde, nehmen die Asymptotenlinien zu Parameterlinien und wahlen 
die Bezeichnung so, daB M > 0 wird. Dann nehmen die beiden 
Grundformen die einfache Gestalt an (vgl. § 46 (113) und (125)) 

cp = 2M'/sdudv = 2F dudv, (F> 0) 

'IjJ = A du3 + Ddv3• 
(1) 

9* 
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Fiir die zweiten Ableitungen hatten wir die Gleichungen § 43 (88) und 
§ 46 (126) 

F" r A 
t"" = p- t" 1Ft", 

(2) t"v=Ft), 
D Fv 

tv v = F t" + F tt" 

Wir nennen sie die "GaufJischen Ableitungsformeln der affinen Fliichen­
theorie" (vgl. Bd. 1, § 48 (135)). Aus der zweiten folgt 

W ~~~=+F 

Urn die hoheren Ableitungen von t im Dreibein t", tv' t) ausdriicken 
zu konnen, brauchen wir noch Formeln fiir die ersten Ableitungen 
des Affinnormalenvektors t). Wir merken uns zunachst den Ausdruck 
§ 46 (129) flir die Invariante Picks an 

(4) 

und berechnen uns das GaufJische KriimmungsmaB 5 der Grundform qJ, 

offen bar ebenfalls eine affine Differentialinvariante. Wir finden etwa 
mittels der Formel (42) aus § 36 des ersten Bandes 

(5) 

Zur Abkiirzung setzen wir 

(6) S-]= H. 

Dann erhalt man durch Ableitung der ersten Formel (2) nach v und 
der zweiten nach u unter Benutzung der Formel (2) selbst und wegen (5) 

(7) t""" = - FS tu + (~) t,· + F"t) +~ (!k!u + i'tv) , 
v 

!""t' = + Fut) + Ft)u' 

Entsprechend folgt aus der zweiten und dritten der Formeln (2) 

t",v = + Fvt) + Ft)v' 

(D) D (Fu A) !uvv= F tu-FStv+ F p!,,+ Ftv + Fvt)· 
" 

(8) 

Durch Gleichsetzen der gefundenen Ausdriicke fiir r und fiir l' euuv t'.uvv 
findet sich unter Beachtung von (4) und (6) das gesuchte zweite System 
der Ableitungsgleichungen 

(9) 
H r Av ' 

t)1l = - !"j F2 !v' 

t)v = + ~:!" - H !1" 
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die "Ableitungstormeln von Weingarten" in der attinen Flachentheorie 
(vgl. 1. Band, § 46 (120)). 

Aueh ~u und ~v und damit samtliehe Ableitungen des Flaehen­
vektors lassen sieh also dureh die Koeffizienten der quadratisehen und 
der kubisehen Grundform und deren Ableitungen ausdriieken. Die 
Flache ist also bis aut raumtreue Attinitaten bestimmt, wenn F, A, DaIs 
Funktionen von u und v bekannt sind. Allerdings konnen F, A, D 
nieht beliebig gewahlt werden, da die Gleiehungen (2) und (9) nieht 
fiir beliebige F, A, D integrierbar sind. 

Bereehnen wir namlieh aus (9) auf zwei versehiedene Arten 
so erhalten wir unter Benutzung von (2) 

(10) 
~uv = {- Hv + P-tav }~u + {( := )v+ A~~v}~v - HF~, 

f(Du) I DuFu} + { H + ADu 1 HF ~uv=l p2 ,,'-Fa ~u - u F3J~v- ~. 

Dureh Vergleiehen ergeben sieh die "Integrierbarkeitsbedingungen" 

(11) 
H" = + A:a/~ - -} ( i) , 

v 

H =+ DA. ___ ~(Du) 
v F3 F F u' 

ein affines Gegenstiiek zu den Formeln von Codazzi (1. Band, § 49 (139)). 

Es fragt sieh, ob es immer eine bis auf inhaltstreue Affinitaten 
bestimmte FHiehe mit den Formen cp = 2 F dudv, IjJ = A du3 + Ddv3 

gibt, wenn die Bedingungen (11) erfiillt sind. Urn das zu untersuehen, 
bediirfen wir eines Hilfssatzes iiber ein System von linearen partiellen 
Differentialgleiehungen, der im naehsten Absehnitt bewiesen werden soIl. 

§ 50. Ein Hilfssatz tiber ein vollstandig integrierbares 
System von Jinearen totalen Differentialgleichungen. 

Es sei 
(12) (k=1,2 ... n) 

ein System von n totalen Ditterentialgleichungen fur die Unbekannten 
xk(u, v) (k = 1, 2 ... n). Darin sind 

(13) 
n 

Uk =.J; aikxi' 
i=l 

(k=1,2 ... n); 

die aik , bik mogen stetige partielle Ableitungen nach u ztnd v besitzen 
und es sei identisch in xk' U, V 

(14) 
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Dann ist das Gleiehungssystem (12) vollstandig integrierbar, das heipt 
es gibt zu jedem System von Anfangswerten 

xk(UO' v o) = x kO 

em und nur em System von Losungen xk (u, v). 

Ehe wir an den Beweis des Satzes gehen, erinnern WIr an zwel 
Hilfssatze uber gewohnliche DifferentiaIgleichungen. 

HiIfssatz 1: Die simultanen homogenen linearen Differential­
gleiehttngen 

(15) (k=1,2 ... n) 

besitzen Zzt vorgesehriebenen Anfangswerten 

xk (uo) = xkO 

ein eindeutig bestimmtes System von Losungen iiberall, wo die eik (u) 
stetige Funktionen von u sind. 

Der Existenzbeweis ist fUr k = 1, 2 und 3 1m ersten Band § 14 
erbracht worden und kann Ieicht fUr k = 1, ... n erweitert werden. 
Was die Eindeutigkeit betrifft, so genugt es zu zeigen, daB zu den 
Anfangswerten xk (0) = 0 die einzige Losung xk (u) = 0 gehort. 

In diesem FaIle foIgt aber aus (15) 

(loa) 

Aus den Ungleichheiten 

1 
I e, 1<_ C, 

lk I n 

erschlieBt man nun durch wiederholte Anwendung von (15 a) 

IXkl <DCu, 

und wegen 

, (CU)2 
Ixk • < Dc-'i' 

j ' (CU)T _ () Im---
7~a; r! 

In der Tat x k (u) = O. - Ferner benotigen wir den 

Hilfssatz 2: 1st 

(16) 
n 

dXk = '\f e'k (u, v) x' 
du ~ I I 

i=l 

(k=1,2 ... n) 
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ein System von linearen homogenen Difterentialgleichungen, dessen Koefti­
zienten Ci k (u, v) von einem Parameter v abhiingen und stetige partielle 
Ableitungen nach v besitzen, so .haben auch die Losungen xk (u, v) des 
Systems bei stetig dilierenzierbaren Anlangsbedingungen stetige partielle 
Ableitungen nach v und es ist 

(17) 

(18) 

Sei namlich etwa 
c 

1 Cik 1 < 2 n' 

a2 Xk at Xk 

auav = av au' 

l aCi1'I<~ (O<u,v<l) 
av 2n (i,k=1,2 ... n) 

und es seien xl;) die schrittweise gebildeten Naherungsfunktionen fur die 
Anfangsbedingungen xk(O, v) = xkO ' (I xkO 1,1 oxkO : ov I <D). Dann ist 
also (vgl, 1. Bd., § 14) 

ax(l) ax 
I; 1;0 

a-v=a-v' 
u 

X~2) = XI; 0 + f ..2cikXll) du, 
(19) 0 i 

u 

r ~ (r) ~ f a (r-l) 2 _ ~kO ~(aC/k (r-l) ~} 
~ - ~ + .L.; ~ ~ x, + Cik ~ d ~ 
uV uV 0 i l uV uV 

u 
• 'crl f ~ (r-l) d' 
XI; =XI;O+ ...::..Cil;Xi U, 

o i 

Daraus ergeben sich die 

1 xi2) - xil ) 1 < DCu, 

Abschatzungen 
(1') (1'-1) C r - 1 u r - 1 

.... , IXk -XI; 1 <D--,-, .... r. 
und mit ihrer Hilfe weiter 

I ax(2) ax (1) I ,1+-+ < DCu, .... , I ax(r) ax(r-1) I c r - 1 1'-1 I; I; U 
--~---~- <D l' ..... 

uV uV r-

Also kon vergieren die Reihen 

+ ~ «(r+l) '(r») 
Xk=X"O ...::.. XI; -XI;, 

r=l 

a XI; 0 ~ (ax~r+ 1) ax~r) ) 
Sk = a-v +.L.; -a-v--- 8V 

(20) 

r=l 

gleichmaBig fur 0 <u, V <1. Sie stellen somit in u, v stetige Funk~ 
tionen dar, und da die Reihen gliedweise integriert werden diirfen, 
so folgt 

(21) 

oder 

v 

f sl;dv = lim {- xl;)(u, 0) + xl;) (u, v)} 
o r~oo 

= xk(u, v) - xk(u, 0) 

. aXk (u, v) 
Sk==~-
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i}Xk (u~ ist also stetig in u und v. Dann ist aber auch 
ov 

eine stetige Funktion von u, v und daher nach dem Satz von 
H. A. Schwarz (1873) liber die Vertauschbarkeit der Differentiationsfolge 

(17) 
02X 02,"( 

iJuiJv = iJvou' 

Nun ist der Beweis des am Anfang dieses Abschnittes ausge­
sprochenen Satzes leicht erbracht. Wir bestimmen namlich zunachst 
n Funktionen Yi (u, vo), die den gewohnlichen Differentialgleichungen 

n 

(22) ~: = Uk(Y; u, vo) = 2 aik(u, VO)Yi 
i=l 

und den Anfangsbedingungen 

Yk (uo' vo) = xkO 

genligen. Das ist nach den Voraussetzungen liber die aik und Hilfs­
satz 1 moglich. 

Nach demselben Hilfssatz gibt es weitere Funktionen xk (u, v), 
die den gewohnlichen Differentialgleichungen 

n 

(23) ~x: = Vk(x; u, v) =2 bik(u, v) Xi 
< i= 1 

und den Nebenbedingungen 

xk (u, vo) = Yk(U, vo) 

geniigen, also ist xk (uo' vo) = X kO . Wir behaupten, daB die xk (u, v) 
die total en Differentialgleichungen (12) befriedigen, also die gesuchten 
Losungen von (12) mit den vorbeschriebenen Anfangsbedingurigen 
sind. - Tatsachlich ist 

und 

Allgemein wird also 

iJx~ = v: 
ov k 

OXk -
(24) a;=Uk(x,u,v)+Uk(u,v), 
wo 

ist. Wir bilden nun 
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Nach Hilfssatz 2 unter Beriicksichtigung von (23) und (24) ist 

(25) 

also 

(26) 

n 

a2 Xk = a2
Xk = aVk + "~(U. + U.), 

au au auiJu au .L.J ax,' , 
i=l 

unter Benutzung der Integrierbarkeits bedingungen (14) 

Nun gibt es wieder nach Hilfssatz 1 nur ein einziges System von 
L6sungen Uk' das bei vorgegebenenAnfangswerten die Gleichungen (26) 
befriedigt, also ist identisch 

U,,(u,v)=O 

und daher ~xk = U 
au kO 

Die x" sind also ein L6sungssystem von (12), und sie sind durch die 
Anfangsbedingungen eindeutig festgesetzt, weil die y" in (22) nach 
Hilfssatz 1 eindeutig bestimmt sind. 

Sind Xki (u, v) n Systeme linear unabhangiger Losungen und ist 
die Determinante der X"i von Null verschieden, so lassen sich aIle 
weiteren Losungen von (12) aus den X"i mit konstanten Koeffizienten 
linear kombinieren: 

n 
(27) XIc = ..2 CiXki(U, v), 

i=l 

denn x" (u, v) geniigt den Differentialgleichungen und die c. konnen 
immer aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden, weil die De­
terminante der xki von Null verschieden ist. 

§ 61. Bestimmung einer Flache durch die Grundformen. 
Wir konnen nun leicht einsehen, daB sich immer Flachen mit 

den Grundformen 
rp = 2 Fdudv, 

- bis auf inhaltstreue Affinitaten eindeutig - bestimmen lassen, wo­
fern F > 0, A,D die Integrierbarkeitsbedingungen(l1) befriedigen. Er­
setzen wir namlich in den Gleichungen (2) und (9) ~, ~u' ~v, 1) durch 
zl' Z2' zS' Z4' so gehen die Gleichungen (2) und (9) iiber in folgende 
Differentialgleichungen 

(2B) 

F.. A 
Z2u = F Z2 + F zs' 

Z2v = Fz4 , 

Z4u = - HZ2 + ~Z3; 
Du H 

Z4v = P2- Z2 - z:{O 
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Man beshitigt leicht, daB das System wegen (11) vollstandig inte­
grierbar ist. Somit gibt es nach § 50 zu vorgeg~benen Anfangswerten 
Zk(UO'VO) = Zkl' ein eindeutig bestimmtes System von Losungen. Ins­
besondere entspricht den Anfangswerten Z10 = 1, ZkO = ° (k = 2,3,4) 
die triviale Losung 

Zu = 1, Z21 = Z3l = z41 = O. 

Sind nun Zki(U,v) (i = 2,3,4) drei weitere Losungen, deren Vektoren 

(29) ~k = {Zk2' Zk3' Zk4} 

eme von Null verschiedene Determinante 

(30) 

haben, so ist auch die Determinante aus den Zki (i, k = 1, 2 .. , 4) von 
Null verschieden und daher nach der Bemerkung am SchluB von § 50 
jedes Losungssystem von (28) in der Form 

(27) 
<I 

Zk = 2} CiZki 
i=1 

darstellbar. Wenn ZkJU, v) (i = 2, 3,4) ein weiteres Tripel von 
Losungssystemen 5k = {Zk2' Zk3' ZkJ und (525354) =F ° ist, so geht die 
Flache 51 aus 51 durch eine allgemeine Affinitat hervor, und es ist 

(31) Cb2 5354) = Cl (~2 ~3 ~4)' 
wo Cl eine 
wegen (28) 

(32) 

und 

(33) 

also 

von Null verschiedene Konstante bedeutet. 
- - - -
~IU = ~2' ~1v = ~3' 

(bl uu blu 51 v) = 0, (blvvblUb1V) = ° 
~~3M _ (z z z ). Fu a u - 02 03 04 F' 

~2'3334) = (z Z ' ). F~ ov 02031)4 F' 

(~20304) = C~F 
und daher bei geeigneter Wahl von 5k und damit von C1 

(34) (b253 54) = F. 

Dabei ist 

Die Flache ("51) hat nach (32) die Asymptotenlinien zu Parameter­
kurven. Bezeichnen wir die Koeffizienten ihrer Grundformen mit 

F, ii, D; F > 0, so ist nach (28) und (34) 

F2 = ("51 U 51 v 51 It v) = F (51 It 51 v 54) = p2 , 

also F=F, 

und wenn wir die Ableitungsgleichungen (2) fur 51 aufstellen und mit 
den Gleichungen (28) vergleichen, so folgt weiter 

A =A, 
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Und alle und nur die FHichen, die aus 51 durch eine inhaltstreue 
Affinitat hervorgehen, haben dieselben Grundformen cp und "p. 

§ 62. Die Formeln von Leliewv'l'e. 

Unter Umstanden ist es vorteilhaft, einen kontravarianten Vektor I 
einzufiihren, des sen Komponenten die normierten Stellungsparameter 
der Tangentenebene sind. Es sei 

(35) X1X1+X2X2+XSXS=w 
die Gleichung der Tangentenebene in ~ an ~(u,v). Nach der in 
§ 28 (7) fur das skalare Produkt eingefiihrten Bezeichnung schreiben 
wir statt (35) kiirzer 

(36) I~ = w. 
Wir wollen die Ebenenkoordinaten X noch so invariant normieren, daB 

(37) 

wird. Aus der Erklarung von I folgt I· d ~ = 0 oder 

(38) I~u = 0, I~" = o. 
Wenn wir also das vektorielle Produkt (§ 28 (10) und (11)) benutzen 
so ist I = ).. (~u Xl,,) und wegen (3) und (37) 

(39) I I= +~~ ,. 
Nach (36) folgt hieraus 

(40) 

Demnach ist w (abgesehen vom Vorzeichen) die Affinentfernung des 
Ursprungs vom Flachenpunkt ~ (§ 41 (53)). 

Durch Ableitung folgt aus (39) mittels (2) 

(41) Iu=~uxt), Iv=t)x~" 
und durch nochmaliges Differenzieren wegen (2), (41) und (9) 

Iuu = + ~v Iu - -~ I" + -; I, 

( 42) I u" = * * - H FI, 

Iv" = - ~ Iu + ~v I" + Z; I. 

Aus (36) bis (42) ergibt sich folgende Tabelle innerer Produkte 

~uI = 0, ~ulu = 0, ~ulv = - F, 
(43) ~vI = 0, ~vlu = - F, ~vlv = 0, 

t) I = 1, t) Iu = 0, t) Iv = o. 
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Der Multiplikationssatz der Determinanten liefert somit 

o 0 -F 

(!'u!'v~)(IIuIv) = 0 - F 0 = - F'J, 
I 1 0 0 

also nach (3) 

(44) 

Aus (44) und den ersten zwei Beziehungen in der letzten Zeile 
von (43) schlieBen wir nebenbei 

(45 ) "= _xux x• 
., F' 

Aus I!' = w folgt durch Ableitung nach u wegen I!'u = 0 die Gleichung 
Iu!' = Wu und daraus weiter 

(46) Iu!'v+Iuv!' = wuv ' 

Hieraus ist nach (42) und (43) 

(47) .-F-HFw=wuv ' 

Die ersten zwei Formeln der ersten Zeile in (43) ergeben !'U = A. (I X Iu) 
und die dritte ergibt wegen (44) A. = 1. So erhiilt man 

(48) 

und danach 

(49) 

Die Integrierbarkeitsbedingung (I x Iu)v = (Iv X I)u ist wegen (42)2 oder 

(50) 

erfiillt. 

Angenommen, wir gehen umgekehrt von einem Vektor I (u, v) 
aus, der den Bedingungen I x Iu v = 0 und - F = (I Iu Iv) < 0 geniigt, 
so k6nnen wir uns mit der Integration (49) iiber ein vollstandiges 
Differential eine Flache !' (u, v) verschaffen und wir behaupten, daB der 

zu dieser Flache geh6rige kontravariante Vektor i = I( u, v) ist. Es 
ist namlich wegen (48) 

also 

(51) 

Ferner ist 

(52) !'uu = I x I uu ' !'uv = Iv x I", !'vv = Iv" x I, 
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also nach (51) und (52) 
1 

L = (!u!v!uu) = 1'I!'uu = 0, 
(53) 1 

N = (!u!v!vv) = I.' I!t'v = O. 

Die Parameterkurven auf !(u, v) sind also Asymptotenlinien und daher 
nach (42) auch 

(54) Iuv=,uI. 
Daraus folgt in Verbindung mit (50) durch Ableitung von (51) nach 
u und v 

oder 

(55) 
Da nun zugleich 

!u = I x Iu = I x II! = 102 I x II! 
ist, so folgt 102 = 1 und aus (IIuIJ < 0 (vgl. (44) und (1)) 1 = 1. 

Die Formeln (49) und (50), zu denen wir hier in ganz un­
gezwungener Weise gekommen sind, stimmen im wesentlichen mit 
den von A. Lelieuvre 1888 aufgefundenen Gleichungen uberein 1). Aber 
erst hier reihen sie sich naturlich in einen weiteren Zusammenhang ein. 

Es gelingt also durch die Integration (49) uber drei vollstandige 
Ditferentiale von (I) aus zu einer zugehOrigen Urtzache (!') zu kommen, 
sobald (I) derart durch Parameter u, v dargestellt ist, dafJ I x Iuv = 0 
und (I Iu Iv) < 0 ist. 

Die Aufgabe, zum Affinnormalenvektor (t») eine Urfliiche (!) zu 
bestimmen, kommt also darauf hinaus, auf (t») solche Parameter ein­
zufiihren, daB I x Iuv = 0 wird, und umgekehrt. 

§ 53. Tensoren. 

An Einfachheit und Durchsichtigkeit lassen die Formeln der affinen 
Fliichentheorie nichts zu wunschen ubrig, solange man sich auf 
Asymptotenparameter beschriinken kann, wie wir das bisher getan haben 
und in Zukunft auch nach M6g1ichkeit tun werden. Oft sieht man sich 
aber auch gezwungen, andere Parameter zu benutzen und ist damit 
vor die Aufgabe gestellt, den Formelapparat fur allgemeine Parameter 
auszubauen. 

Diese Rechnung hat zuerst]. Radon2) durchgefiihrt. Wir wollen 
uns hier eines Verfahrens bedienen, das auf E. B. Christoffel (1869) 

1) A. Lelieuvre, Bulletin des sciences mathematiques et astronomiques (2) 
12 (1888), S. 126-128. 

9) J. RtJdon, Leipziger Berichte 70 (1918), S. 91-107. 
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zuriickgeht, spater durch C. Ricci-Curbastro und T. Levi-Civita als 
"absoluter Dilferentialkalkiil" weiter ausgebildet und neuerdings unter 
dem Namen "Tensorrechnung" oder "Ricci·Kalkiil" als Hilfsmittel zur 
mathematischen Behandlung von A. Einsteins Lehre von der Schwere 
bekannt geworden ist. 

Die nachsten Abschnitte sind der Tensorrechnung in einem zwei­
dimensionalen Raum gewidmet. Indessen ist die Herleitung so allgemein 
gehalten, daB Formeln und Ergebnisse auch fiir n Dimensionen giiltig 
bleiben. Zunachst einige Erklarungen: Es seien u\ u'J ("krummlinige") 
Punktkoordinaten in einem zweidimensionalen Raum. Bei Einfiihrung 
neuer Koordinaten u' substituieren sich die Differentiale der Koordinaten 
linear und homogen 

2 . 
iJ -t 

dui = 2) ~duk. 
1:=1 au 

(56) 

Jedes GroBensystem {V1, V2}, das sich bei der Koordinatentransformation 
ebenso substituiert wie die dui : 

(57) 
2. . 

Vi.= 2 iJu: Vk 
k=1 au 

(i = 1,2) 

5011 ein "kontravarianter Tensor erster Stufe" oder auch "kontravarianter 
Vektor" (Marken oben) heiBen. Hingegen soIl jedes GroBensystem 
{W1 , W'J}' fiir das die Summe 

bei Einfiihrung beliebiger neuer Punktkoordinaten 141, U"2 ungeandert 
bleibt, wie auch der kontravariante Vektor {Vl, VIl} gewahlt werden 
moge, ein "kovarianter Tensor erster Stufe" oder auch "kovarianter 
Vektor" (Marken unten) genannt werden. Wenn wir nach Einstein 
vereinbaren, daB nach einer Marke, die zweimal (und zwar einmal 
oben und einmal unten) auf tritt, stillschweigend summiert werden solI, 
so konnen wir statt ~ Wi Vi kiirzer Wi Vi schreiben. Dann ist 

(58) 

- - -aui 
W; Vi = Wi-I: Vk= Wk V~, 

alt 

aui -
Wk=-"Wi • au 

Beispielsweise bilden die Ableitungen 0 F : 0 ui = Fi einer skalaren 
Funktion F einen kovarianten Vektor Fi wegen der Invarianz von 
dF = Fi dui. Jetzt erkliirt man: Es heifJt beispielsweise Aik' ein 
Tensor dritter Stufe, der fur i, k ko- und fur 1 kontravariant ist, wenn 

A1k'PiQkRz 
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invariant ist bei beliebiger Wahl der Tensoren erster Stute pi, Q", R!. 
Diese Festsetzung ist gleichwertig mit der folgenden: Es heiBt beispiels. 
weise Aik' ein Tensor dritter Stufe, der fiir i, k ko- und fiir l kontra­
variant ist, wenn sich seine Komponenten beim Ubergang zu neuen 
Koordinaten u' genau so umsetzen, wie die Produkte 

PiQ"Rl, 

unter Pi' Qk' R' einstufige Tensoren verstanden. 
Fiir die dadurch eingefiihrten Tensoren ge1ten die folgenden 

Rechenvorsch'ritten: 
1. Addition: Gleichstandige Tensoren lassen sich wieder durch 

Addition entsprechender "Komponenten" zu einem Tensor vereinigen. 
Beispielsweise: 

(59) 
2. Multiplikation: Aus zwei Tensoren kann man durch Multi­

plikation der Komponenten einen neuen bilden, dessen Stufenzahl 
gleich der Summe der Stufenzahlen der gegebenen ist. 

(60) Aik·Br/= e ikr /. 

3. Verjiingung: LaBt man in einem Tensor zwei Marken, eine 
obere und eine untere zusammenfallen, so erhiilt man durch Summation 
nach dieser Marke einen um zwei Stufen niedrigeren Tensor. Z. B. 

(61) e ikr .' = e ikr . 

Die Operation 1. erhiilt, 2. vergroBert und 3. verringert die 
Stufenzahl. Zur Bestatigung der Rechenregeln 1., 2. und 3. braucht 
man nur zu zeigen, daB die Komponenten e ik', eikr8t und elk .. wieder 
einen Tensor biiden; das ist auf Grund unserer beiden Erkliirungen 
des Tensors fiir 1. und 2. leicht durchzufiihren. Auch die dritte Regel 
liiBt sich unschwer foIgendermaBen rechtfertigen: Wir konnen jedem 
Tensor, der verjiingt werden soIl, einen zweistufigen Tensor A/ zu­
ordnen, indem wir z. B. bei ei"rst 

A t = e. t • pi Q" R' 
B 'kr8 

setzen. Wir brauchen also nur zu zeigen, daB As' eine Invariante des 
zweistufigen Tensors A8t ist. Denn in der Tat folgt ja aus der In­
varianz von A/, daB ei" .. s' ein Tensor dritter Stufe ist. 

Nun ist aber fiir zwei beliebige Tensoren ABt, B8t 

A/-B't 

invariant. Denn B8t setzt sich beim Ubergang zu neuen Koordinaten 
genau so um wie pSQt = D8t und A/P'Qt ist nach Definition in­
variant. Ein besonderer Tensor 2. Stufe ist nun der Tensor 

(62) G" = { 1, wenn i = k, 
, 0, wenn i =+= k. 
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Denn wir haben 

Mithin ist 

(63) 
ebenfalls eine Invariante. 

§ 54. Die DifferentiaIgleichung der geodatischen Linien 

Neben den eben erkHirten algebraischen Prozessen, die erlauben, 
aus bekannten Tensoren neue zu gewinnen, brauchen wir zu demselben 
liel auch noch ein Differentiationsverfahren. Wir fUhren zuniichst 
einen kovarianten sym~etrischen Tensor zweiter Stufe (Gik = Gki), des sen 
Komponenten gegebene Funktionen der Koordinaten u i sind, als 
metrischen Grundtensor ein und erkliiren den Abstand ds zweier Nach· 
barpunkte durch die Formel 

(64) 

1st Vi ein beliebiger Tensor, so wollen wir sagen 

(65) 

sind die kovarianten Koordinaten "desselben" Tensors. Durch Auf­
losung dieses Gleichungssystems folgt, wenn, wie wir annehmen, die 
Determinante G der Gil< von Null verschieden ist, 

Vi= GikVk , 

wobei Gik = Gki und (vgl. (62)) 

Gi"Gkl = G! 

ist. Die Bogenliinge einer Kurve u' (t) ist dann 

(66) s = fWdt, W = VGikU' Uk, 'i aut. 
u = /it. 

Berechnen wir uns die erste Variation von s bei einer Verriickung 

ui = U' + e Ui + e'J ( ••• ) • 

Dann bilden jedenfalls die Komponenten der Verriickung 

(67) Ui = [aii(t, ~J 
all e=O 

einen kontravarianten Tensor erster Stufe (" Verruckungstensor") . • Wir 
finden bei festen Enden durch Ableitung nach e 

~s = [as] =f(a~ Ui+ a~ ti) dt 
de e=O au' au' 

oder durch Integration nach Teilen 

~s= -.----. U'dt. f(aw a aw) . 
au' dt ail 
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Da die Ui belie big, auch stuckweise verschwindend gewahlt werden 
k6nnen, ist die "A bleitung" , die man (ie nach dem Nationalgefiihl) 
nach EttIer, Hamilton oder Lagrange zu benennen pflegt, namlich 

(68) 

ein kovarianter Vektor. Setzen wir fur den Augenblick 

(69) 
so wird 

Vi = :t (~ :~i) - ~ :~i' 
oder, wenn wir t mit s zusammenfallen lassen, also W = 1 nehmen, 

V. = ~ OL. _ oL,. 
t ds oil ou' 

Durch Einsetzen des Wertes von L folgt: 

oL loGik" 'k -=---Wu 
our 2 OU" ' 

~=G .if,i 
0 ·.. rt' II 

dr'OL G .. i + oGrl 'j ." --= ·U --u u 
dS.oi/ ... OU" ' 

(70) 

V -G u··,+oGrl 'j'" loG;k'i'k -. --u u - ---u U 
r r. ouk 2 ou" ' 

V = G . iii + ~ (OGr/ _ iJG,k + OGkr) . i 'k 
r r. 2 ouk ou" 8ui U U . 

"Vir fuhren nun zur Abkurzung ein 

(71) r. = T. =! (aGrl _ 8G'k + 8G,,-,:) 
'k. r k •• ,. 2 auk Our oui' 

Dann ist also 

(72) Vr = Gri iii + Tik r ti,iif,k 

und daraus durch Rebung der Marke r 

(73) VI = Glrv = ii +r. IUiUk 
r lk J 

wenn 

(74) r. I = T .1 = GI r r. ,I, kl I k. 

gesetzt wird. 

Als Differentialgleichung fur unser Variationsproblem t5s = 0 er­
gibt sich 

d. h. ausfiihrlich 

(75) 

Wir nennen die 

v; = 0 oder VI = 0 , 

I iii = - Tiki if,iUk·1 

Extremalen "geodiitische Linien". 
Blaschke. DHferentialgeometrie. II. Bd. 10 
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Die GraBen r sind keine Tensoren. Sie sind unter der Schreib· 
weIse 

(76) [ i kJ i';k,r = r ' 

von Christoffel eingefiihrt worden (vgl. § 48 des ersten Bandes). 

Noch eine Bemerkung tiber die Stellung der Marken! 1m all­
gemeinen entstehen aus einem Tensor Tik durch Rebung der ersten 
oder zweiten Marke die beiden verschiedenen Tensoren T/ und Tik • 

Nur wenn Tk = 1',k' ist, ist auch Tk = Tk. und wir konnen dann un-
l t t t 

bedenklich dies en Tensor mit T: bezeichnen. Entsprechendes gilt 
von Tensoren haherer Stufe. 

§ 55. Der Parallelismus von Levi-Oivita. 

Die "invarianten Ableitungen" Christoffels (1869), auf deren Rer­
leitung wir ausgehen, kann man am anschaulichsten mittels des (1917) 
von Levi-Civita eingefiihrten "Parallelismus" erklaren. Es sei Xi ein 
kovarianter Tensor, also XJti ein Skalar. Wir wollen dessen Ableitung 
langs der geodatischen Linie mit der Richtung uoi im Punkte uoi be­
rechnen. Wir find en nach (75) 

(77) d (X 'i) (OX; r IX) ... k 
ds i U = ouk - ik I uo'uo . 

Da die Richtung uoi beliebig gewahlt werden kann und die Ableitung 
vom Koordinatensystem nicht abhangt, muB 

(78) X _ox/ r IX 
ik - ouk - ik I 

ein Tensor zweiter Stufe sein. 
Wir lei ten nun aus dem Tensor X ik wieder einen Vektor ab, 

dadurch daB wir 

(79) 

bilden, wobei jetzt 

(80) 'k duk 
U =-

dt 

der Tangentenvektor emer beliebigen Kurve uk(t) sem solI. 

Dann ist ausfiihrlich 

(81) V =OX/.k_r IX' k 
i k U ik IU, 

ou 

oder 

(82) 

Zur Berechnung von v: gentigt also die Kenntnis der Vektorschar 
Xi(t) langs der Kurve uk(t). 
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Es wird nun eine besondere Eigenschaft dieser Vektorschar Xi (t) 
sein, wenn die daraus invariant hergeleitete Vektorschar ~'(t) aus 
lauter Nullvektoren besteht. Wir erkHiren in diesem Fall die Vektoren 
Xi (t) langs unsrer Kurve uk(t) als parallel: 

Die Vektoren Xj(t) Iangs der Kurve uk(t) sollen parallel heif3en, 
wenn 

(83) X. . k = dX; _ r. I X duk = 0 
lk U dt 'k I dt 

ist. 
Diese Erklarung ist unabhangig von der Wahl des Parameters t 

auf der Kurve. 
Jeder Vektor X;(to) im Punkte uk(to) IaI3t sich vermoge dieser 

Formeln langs der Kurve uk(t) parallel verschieben. Man braucht 
dazu nur die linearen homogenen Differentialgleichungen (83) fiir die 
Komponenten Xi unter den Anfangsbedingungen Xi (to) zu integrieren, 
was nach bekannten Satzen (§ 14 des ersten Bandes) in eindeutiger 
Weise moglich ist. 

, Urn diese Erklarung der Parallelverschiebung zu rechtfertigen, 
haben wir erstens zu zeigen, daB sie von der Wahl der Koordinaten 
nicht abhangt. Das ergibt sich daraus, daB die Forderung (83) damit 
gleichwertig ist, daB der in invarianter Weise abgeleitete Vektor 
~ = 0 sein 5011. Die linken Seiten von (83) substituieren sich also 
bei Anderung der Koordinaten linear homogen. 

Zweitens hat unser Parallelismus folgende Haupteigenschaft: 

Werden zwei Vektoren Xi' ~ Iangs derselben Kurve parallel ver­
schoben, so bleibt dabei ihr "skalares Produkt" Gik Xi Yk langs der Kurve fest: 

(84) :t(GikXiYk ) = O. 

Das bestatigt man durch Nachrechnen 

(85) :t (Gik Xi Yk) = (Oo::k + rl/Gks + rl/,os )Xi Yk dd~l . 

Der Ausdruck rechts in der Klammer ist aber Null, wie man erkennt, 
wenn man fiir die r aus (71) und (74) die Werte einsetzt und be­
achtet, daB etwa aus 

(86) GpqG =-GP 
qr r (= 1 oder 0) 

durch Ableitung folgt 

(87) 

Aus dem gefundenen Ergebnis 

:t (Cik Xi Yk ) = :t (Xi yi) = 0 

10* 
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ergibt sich fUr den Parallelismus in kontravarianten Komponenten 

(88) !:.... yi __ r i yA: '! 
dt - 1<! u. 

Also haben WIr fur un sere ParaUelverschiebung die gleichwertigen 
Formeln 3) 

(89) 

Drittens werden wir von unserem ParaIlelismus zu zeigen haben, 
daB er im Euklidischen FaIle mit dem gew6hnlichen Parallelismus 
zusammenfallt. Bei einer MaBbestimmung Euklids k6nnen wir die 
Gil< aIle fest, also die r aIle = 0 wahlen. Dann bleiben aber bei 
Parallelverschiebung nach (83) die Xi konstant, wie es sein muB. 

Nur hat der damit erklarte ParaIlelismus von Levi-Civita im all­
gemeinen die Eigenschaft, wesentlich vom Wege abzuhangen. Das 
heiBt: Verschiebt man einen Vektor langs einer geschlossenen Kurve 
parallel, so kommt man in der Regel nach einem Umlauf durchaus 
nicht notwendig zur Ausgangslage zuriick. Gerade die damit sich 
aufdrangenden Fragen fiihren auf die wesentlichen Punkte von 
B. Riemanns beriihmter Probevorlesung "Ober die Hypothesen, welche 
der Geometrie zugrunde liegen" aus dem Jahre 1854. 

Eine unmittelbare Folgerung von (75) und (89) ist der Satz: 

Die Tangentenvektoren dui : ds langs einer geodatischen Linie sind 
parallel. 

Wir wollen noch kurz ein von H. Weyl stammendes Verfahren 
zur EinfUhrung und Begriindung unseres "Parallelismus" erwahnen. 
Weyl nennt ein Koordinatensystem u' an einer Stelle ~o geodiitisch. 
wenn dort die Gik verschwindende Ableitungen haben (oG i 1<: our = 0 
in !o)' Solche besondere Parameter sind z. B. die im 1. Bd., § 57 (36) 
verwendeten "Normalkoordinaten Riemanns". Fiir in ~o geodatische 
Koordinaten verschwinden in !o alle Christoftelsymbole r. Somit 
nehmen jetzt in ~o die Gleichungen (89) fiir den Parallelismus die 

3) Diese Formeln, die ebenso wie ihre Herleitung 'auch flir Riiume von 
groDerer Dimensionenzahl als zwei gliltig bleiben, sind zuerst ausdrlicklich von 
T. Levi-Civita abgeleitet worden, und zwar dadurch, daD er sich den Raum 
in einen Euklidischen eingebettet denktj Rendiconti di Palermo 42 (1917), 
S. 173-205. Man vergleiche auch die Arbeiten von G. Hessenberg, Math. Ann. 'is 
(1917) S. 187 bis 217 und H. Weyl. Math. Zeitschr. 2 (1918), S.384-411. Eine 
zusammenfassende Darstellung insbesondere auch verwandter Untersuchungen 
von J. A. Schouten bei D. J. Struik, Grundzlige der mehrdimensionalen Diffe­
rentialgeometrie, Berlin 1922. Eine vortreffliche Darstellung der Tensorrechnung 
bringt das jUngst erschienene V\rerk von A. S. EdTlington, The Mathematical 
Theory of Relativity, Cambridge 1923. 
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einfache Gestalt dX': dt = 0, dXi : dt = ° an. Man kann nun um­
gekehrt den Parallelismus an einer bestimmten Stelle ~o durch diese 
Forderung einfiihren und zeigt leicht, daB diese Erklarung von der Will­
kiir in den verwandten geodatischen Koordinaten nicht beeinfluBt wird. 

§ 56. OhristojJels invariante Ableitungen eines Tensors. 

Es sei etwa Pi.,. ein Tensor. Mittels zweier Hilfstensoren Xi, yi 
bilden wir den Skalar Pi.,.XiYk und berechnen uns dessen Ableitun­
gen in Richtung it} unter der Voraussetzung, daB die Tensoren Xi, yi 
parallel verschoben werden. Wir finden 

(90) _'!_(P, XiYk)=(~P/k_r,mp -r mp, )XiYkUI. dt ." aul ,I mk kl ,m 

Demnach ist 

(91) 

ein Tensor dritter Stufe, den man aIs kovariante Ableitung von Pi" 
bezeichnen kann. Das Komma wie bei Pik,l werden wir gelegentlich 
auch weglassen. 

Entsprechend finden wir 
'k 

(92) :t (PikXiY"') = (aa:: + rmlipmk + rm1kpim) XiY"u l • 

Also ist 

(93) ik ) Pik,r=Grl(ap +r ipmk+r kpim 
aul ml ... 1 

ein kontravarianter Tensor dritter Stufe, den man die kontravariante 
Ableitung von pik nennen wird. 

Das Ergebnis des vorigen Abschnittes, daB Gik Xi Y" = Gi/,Xi yk 
bei Parallelverschiebung ungeandert bleibt, laBt sich jetzt so ausdriicken: 

Die invarianten Ableitungen des metrischen Tensors verschwinden, 

(94) Gi .,., 1 = 0, GO;,I = 0, 

eine Tatsache, die in Italien als Lemma von Ricci bezeichnet zu werden 
pflegt. 

Die erklarten Ableitungen lassen sich natiirlich sofort auf Ten­
soren mit jeder Stufenzahl anwenden. So ist z. B. die kovariante Ab­
leitung eines Vektors Xi nichts anderes als der durch (78) erklarte 
Tensor Xi" und fUr die Ableitung eines Tensors dritter Stufe finden wir 

(95) Aikl,r = i!:~;l - ri/Apkl - r.,.rPAipl - rlrPAi"p' 

Ferner ergeben sich leicht die Rechenregeln: 
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Aus 
Xpq + Ypq = Zpq 

folgt fUr die kovarianten Ableitungen 

(96) Xpqr + Ypqr = Zpqr 

und aus 

folgt 

(97) 
Ferner folgt etwa aus 

durch kovariante Ableitung 

(98) Fr ,8 = Xik,l GIS ~kr + Xik ~kr, s· 

Darin ist (vgl. 78) 
F = ~ F,. _ r m F . 

T,8 GUs TS m 

Ebenso aus 
Z = XikYik 

(99) Z -~_Xik,8G Y +Xiky -X Yik+Xiky 
r- au"- sr ik ik,r- ik,1· 1''k,r~ 

wenn beispielsweise 
Xik,r = X'N,s Gp; Gqk Gr8 

gesetzt wird. - Wegen des Lemma (94) von Ricci darf man ko­
variantes Differenzieren und Hinauf- oder Herabziehen der Marken ver­
tauschen; zum Beispiel ist G. pi z = p z' 'lr. r, 

Die kovarianten Ableitungen erster und zweiter Ordnung einer 
skalaren Funktion q; hangen mit den im ersten Band § 66 und § 67 
eingefiihrten Differenziatoren Beltramis so zusammen 

(100) 

§ 57. Biemanns Kriimmungstensor. 
Die zweite kovariante Ableitung 

~2 F 
Fik = -~k - rikl FI 

ou~ou 

eines Skalars Fist symmetrisch (Fik = Fki). Von der dritten gilt 
das dagegen 1m allgemeinen nicht mehr. Wir finden 

F - of/,, r m F r m F 
i'kr - our - ir mk - kr im' 
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Daraus 

(101) 

Wir konnen daher ansetzen 

(102) Fikl' - Fir'" = Rim, 1'1< Gml Fl 

und haben in R. ,. einen kovarianten Tensor vierter Stufe vor uns, '10m, r~ 
der nur von der quadratischen Form r:p = Gil< du' duk abhangt. Man 
nennt Rim,l'k den Krummungstensor Riemanns. Es ist 

or. lor. l 
(103) Ri"" "k Gml = a~; - --fu~ + r:,.m r ",,,l - r ikm r ml'~ 

oder nach der Rechenregel am Ende des vorigen Abschnitts 

(104) R. = anI',!!! _ oriTc,m + r. r' - r. r 8. 
.m, rk auk our .k, s "'I' >",8 mk 

Die skalare GroBe 

(105) - lR. G'kGmr = 5 
21m, r'k ' 

die man durch Verjiingung des Riemann schen Kriimmungstensors er­
halt, ist fur zwei Dimensionen nichts anderes als die Gauf3ische 
Kriimmung 5 der metrischen Grundform Gikduiduk , Dadurch wird 
der Name des Tensors gerechtfertigt. Man bestatigt die Gleichung (105) 
am bequemsten durch Einfiihrung spezieller Parameter unter Beachtung 
der Formel (42) aus § 36 des erst en Bandes fiir das Gauf3ische 
KriimmungsmaB. Ferner ist nach (102) oder (104) 

(106) (a) 
und da nach (71) 

(107) 

ist, auch 

(106) (b) 

oG'k r +r 
oul = ii, k kl, i 

Rim, rk = - Rmi, rk' 

Es sei nebenbei erwahnt: Riemanns Kriimmungstensor hat neben 
den Symmetrieeigenschaften (a) und (b) bei beliebiger Dimensionen­
zahl des Raumes noch die folgenden 

(106) (c) 
(d) Rim, I<r = Rkl', im' 

Dabei folgt, wie G. Ricci (1910) bemerkt hat, (d) aus (a), (b) und (c). 

Man leitet diese Symmetriegesetze (106) am einfachsten aus (102) 
oder 

(102)* 
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mittels unserer Rechenregeln fUr kovariante Ableitungen her. 1m 
zweidimensionalen Fall berechnet man Riemanns Tensor aus dem 
Skalar 5 durch die Formel 

(105)* 

§ 58. Die Grundformen der affinen FHichentheorie. 

Wir gehen jetzt daran, die entwickelten Methoden auf die affine 
Fliichentheorie anzuwenden und die Ableitungsgleichungen fiir allge­
meine Parameter aufzustellen. Nach § 51 ist klar, daB wir dabei nur 
die Koeffizienten der beiden Grundformen benotigen werden. Das 
wesentliche Hilfsmittel wird dabei eine Durchdringung der im dritten 
Kapitel eingefiihrten Vektorschreibweise mit dem jetzt auseinander· 
gesetzten T ensorkalkiil sein. 

Wir nehmen die quadratische Grundform 

(108) 

als "metrische Grundform". Auf die einzelnen Komponenten eines 
"Vektors" im Sinne des dritten Kapitels (wir wollen jetzt sagen 
"Raumvektor") wenden wir unsere Differentiationsprozesse an und 
erhalten dadurch bei festgehaltenen Marken i, k, ... wegen der 
Linearitiit der Differentiationsprozesse wieder die Komponenten eines 
"Raumvektors". So konnen wir also unsere Ableitungen auch auf 
Raumvektoren anwenden und schreiben 

(109) 

]edes der Zahlentripel wie tu = {(Xl)l1' (X2)11' (XS)ll} hat den 
Charakter eines Raumvektors bei einer affinen Transformation der Xi' 

und jede Raumkomponente von tik' etwa (X1)ik {i, k = 1, 2}, hat 
Tensorcharakter bei Einfiihrung neuer gleichsinniger Parameter u1 , u2 • 

Setzen wlr 

(110) 

so wird 

(110)* 

und 

(111) 

Wenn wir ferner 

(112) !;l X !;2 = I 
I Gill. 
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bilden, so ist I mit dem im § 52 eingefUhrten "raumkontravarianten" 
Raumvektor identisch und es wird 

(113) 

Die metrische Grundform ist nur gegenuber Parametertransfor­
mationen mit positiver Funktionaldeterminante invariant. Trotzdem 
nennen wir die Gik den metrischen Grundtensor und allgemein ein 
Gebilde einen Tensor, das die in § 53 aufgestellten Forderungen bei 
Obergang zu beliebigen gleichsinnigen Koordinatensystemen u\ u2 erfillit. 

Wir setzen ferner 

(114) 1'IjJ = Aiklduiduk dul = ~ik! Idu'duk dUll· 

Darin bedeutet ~ikl die dritte kovariante Ableitung von ~, namlich 

orlk r 
~ikl = --;:-z" - i/ ~rk - rkl ' ~ir 

uU 

(115) -3 

= oui ;ui 01'1 - r ik, ~rl - ril' ~rk - r k { ~ir + {*}. 

Das durch den Stern angedeutete Glied ist eine Linearkombination 
von ~l und ~2' 

Demnach ist wegen (113) und (112) 

(116) 

Wenn Wir schlieBlich Gleichung (71) heranziehen, so wird 

(117) Aikl = ~- I _ ~ (~Glk + ~Gk.l + OG1!) . 
ou~ ouk oul 2 out ou~ ouk 

Daraus folgt aber 

(118) = (;J;,;J;2 d3 ;J;) _ -~d 
'IjJ i G 1'/. 2 ffJ 

und daher ist 'IjJ mit der kubischen Grundform von Fubini und Pick 
identisch, die wir in § 46 durch die Formel (114) erklart hatten. 

Die Apolaritatsbeziehungen § 46 (128) zwischen ffJ und 'IjJ sehen 
in unserer jetzigen Schreibweise so aus 

(119) IGikAik/=V;=ol. 

Fur die Picksche Invariante § 46 (129) finden wir 

(120) I] = ~ Aikl Aill) 
und fUr den Affinnormalenvektor etwa aus der zweiten Formel von (2) 

(121) 
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§ 59. Die Ableitungsgleichungen. 

Wir hatten 

(113) 

(122) 

und nach (112) 

Gik=~ikI, 

Aw = ~iklI 

tiI=O. 

Aus der letzten Gleichung folgt durch kovariante Ableitung 

tikI + tilk = O. 
Es ist also auch 

(123) Gik=-tilk' 

Aus (113) und (123) folgt wegen des Lemma (94) von Ricci, namlich 
Gikl = 0, 

und somit haben wir 

(124) 
Gik = tik I = - ti Ik = - t"Ii , 

Am = tiki I = - tik II = + ti I"I' 

Aus (117) oder (124) erkennt man, daB Ai"! ein symmetrischer 
Tensor ist 

(125) Aik! = Ai!" = Aki! = Ak!i = A!ik = Alki 

Unter Beachtung von (121) finden wir 

(126) ~I = ~GiktikI = lGikGik = 1 

oder wegen (112) 

(126)1 

Aus (121) folgt wegen (94) 

(127) ~! = ~ Gik tikI 

und somit ist wegen der Apolaritat (119) 

(128) 

Wegen (126) konnen wir dafiir auch schreiben 

(129) 

Die Vektoren tl' t2' ~ sind nach (112) und (126) linear unabhangig 
und wir konnen daher die tik aus ihnen linear kombinieren: 

(130) tik=aikltl+gik~' 
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Durch skalare Multiplikation mit ~ folgt nach (112), (113) und (126) 

gik = Gik · 

Multiplizieren Wlr ebenso skalar mit ~r' so erhalten Wlr nach (124) 
und (121) 

oder 
I aikl = Aik = A ikr Grl. 

Die Ableitungsgleichungen (130) lauten also 

(131) 

Wegen (128) nimmt das zweite System von Ableitungsgleichungen 
die Gestalt an 

(132) 

Durch Ableitung folgt daraus 

~ir = (*) h + B/ tkr 

und durch Multiplikation mit ~ 

~irl = Bl Gkr = B i ,.· 

Wegen (126) und (129) konnen wir auch setzen 

(133) 

Es ist also 
Bik = Bid' 

Mittels des Multiplikationssatzes fur Determinanten erhalten Wlr 

1 0 0 

(II1I 2) (~tl t~) = 0 Gll G12 = G 
o G21 G22 

und daraus ist nach (126)1 

(126)2 (~I1I2)=IG~1/.' 
Die Vektoren I, I 1, I2 sind demnach linear unabhangig und Wlr 
konnen daher ansetzen 

Iik = - aiklI I + bikI 

und finden durch skalare Multiplikation mit ~ und t,. nach (126), 
(129) und (124) 

Somit ist 
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Wir stellen noch einmal die gefundenen drei Systeme von Ableitungs· 
gleichungen zusammen: 

(134) 

l 
~ik = + Ail'~l + Gil< ~, 

k 
~i = + Bi ~k' 

Iik = - A~kII + BikI. 

Fiihren wir wie in (36) auch hier das skalare Produkt 

(36) I~ = W 

ein, so folgt daraus durch Ableitung wegen I~i = 0 

(135) 

und weiter wegen (124) 

Wik = Iik~ - Gik · 

Setzt man hierin mittels (134)3 die Werte der Iik ein, so folgt nach 
(135) und (36) 

(136) Wik = - Alk WI + Bik W - Gik 

und daraus ergibt sich schlieBlich wegen (119) die bemerkenswerte 
Formel 

(137) 1 A 1 Gik lBT 1 "2 LJ W = "2 Wik ="2 T W - . 

§ 60. Die Integrierbarkeitsbedingungen. 

Wir miissen noch den Tensor Bi k durch Gil< und A i1d ausdriicken. 
Wir stellen dazu die Integrierbarkeitsbedingungen fUr die Gleichungen 
(134) auf. Aus (131) folgt durch kovariante Ableitung mittels (134) 

(138) ~ikr = (Afk,,. + A~k AfT + Gik B/) ~p + Aikr ~. 
Vertauscht man hierin k und '1', so folgt durch Abziehen nach (102) 

(139) Rim, rk Gmp = Afk,,. - Afr,k + A~k Af,. - A~,. Ark 

+ GikB~ - GirB: 
oder 

(140) Rpi , kr = AikP, r - Ai,.p, k + A~k A1rp - A~,. AlkP 
+ Gik Brp - Gir Bkp ' 

Entsprechend folgt aus (132) 

(141) ~ir = (B~,r + Bf A~T) ~l + Bir ~ 
und durch Abziehen von ~ri 

(142) Ba, r - Brl , i + B,k Akrl - B: A"il = O. 
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AU5 den Gleichungen (140) allein laSt sich B i " berechnen, und (142) 
gibt dann die Codazzischen Gleichungen der affinen Flachentheorie 
in der allgemeinen Form. 

Wei! der Tensor G' k ' die kovariante Ableitung des metrischen " , r ..... r 
Grundtensors, identisch verschwindet, folgen aus den Apolaritatsbezie-
hungen, namlich 

(119) 

die Gleichungen 

(143) 

Bemerken wir ferner, daB 

(144) Gil: Gik Brp - Gil: Gir B kP = 2 Brp - Gir B; = Brp 

ist, so folgt aus (140) durch Multiplikation mit Gil: 

(145) Rp i, Icr Gik = - Airp,k Gil: - A~, A Zkp Gil: + Brp 

und darau5 weiter durch Multiplikation mit GP' nach (105) und (120) 

(146) 1B'=1B Grp=]-S--H 2 'T 2 rp -. 

Addiert man zu (140) die durch Vertauschung von p und i daraus ent­
stehende Formel, so folgt nach (107) 

(147) 2 (Aikp , r - Airp , k) + Gik B,.v - Gir Bkp 

+ Gpk Bri - GprBki = 0, 
und wenn man mit Gil: multipliziert, nach (119), (143) und (144) 

(148) 

Daraus ist 

(149) B~ = G~ (J - S) + Gik Afr.k' 

Aus (145) und (148) folgt nebenbei 
i k (150) ] Grp = Ark Api' 

Hieraus ist wiederum wegen (119) 

(146) 

Die Ableitungsformeln (134)3 ergeben keine neuen Integrierbarkeits­
bedingungen. Indessen folgt durch Multiplikation mit Gik 

(151) 

Wegen der Gestalt (148) des Tensors Bik liegt es nahe, emen 
neuen symmetrischen Tensor C i k einzufiihren: 

(152) 
Bik = - H Gik + CiI<' 

Clk = A~k," 
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GikC - Ci - 0 "iI:' -- i-

und an Stelle von (132) tritt 

(154) 

Mit dieser Bezeichnung nehmen die Integrierbarkeitsbedingungen (142), 
nachdem man mit Gil multipliziert hat, die einfache Gestalt an 

(155) I Hr = ArklCkl- ::sJ. 
Die Integrierbarkeitsbedingungen (155) sind notwendig und hinreichend. 
Durch ein ganz ahnliches Verfahren wie in § 51 lal3t sich namlich der 
Satz von Radon4) beweisen: 

Durch Angabe einer quadratischen Differentialform ([! mit nicht­
verschwindender Diskriminante und einer kubischen Differentialform ljJ, 

die an ([! durch die Apolaritiitsforderungen (119) und die Bedingungen (155) 
gekniipft ist, ist bis auf inhaltstreue Atfinitiiten eine Fliiche eindeutig 
bestimmt, die ([! und 1jJ zu Grundformen hat. 

Dabei bedeutet in (155) 

H = S - ~AikIAikl, 

S das KrummungsmaB der quadratischen Grundform ([!, und Gik = Alk• l • 

§ 61. Die affinen Hauptkriimmungen. 

Wir gehen jetzt an die zweite Aufgabe dieses Kapitels: an die 
Aufstellung einer affinen Krummungstheorie. Es liegt folgende Er­
klarung nahe: Eine Kurve auf einer Fliiche heif3t eine Atfinkriimmungs­
linie, wenn die liings der Kurve gezogenen Affinnormalen der Flt~ch e 
eine Torse bilden. Dabei bedeutet "Torse" eine parabolisch gekrummte 
Fliiche (LN - M2 = 0), also die Tangentenfiiiche einer Kurve, einen 
Kegel oder einen Zylinder. Beschreibt 6" eine solche Affinkrummungs­
linie und nennen wir den Beruhrungspunkt der Affinnormalen mit 
dem Hullgebilde 5, so konnen wir entsprechend zu (47) in § 37 des 
ersten Bandes ansetzen 

(156) 

und 5 als affinen Hauptkrummungsmittelpunkt, R als affinen Haupt­
krummungshalbmesser benennen. GemiiB der Erkliirung der affinen 
Krummungslinien muB fUr die Fortschreitung auf diesen Kurven wie 
in (48) in § 37 des ersten Bandes 

(157) d5=dr+Rdt)+dR.t)=At), 

4) J. Radon: Leipziger Berichte 70 (1918), S. 99. 



§ 61. Die affinen HauptkrUmmungen. 159 

oder 

(158) d~ + Rd~ + (dR - 1) ~ = 0 

sein. Wegen der Ableitungsformeln (132) und der linearen Unab­
hangigkeit der Vektoren ~u' ~v, ~ folgt aus (158) zunachst fUr die 
~ -Komponente 

l=dR 

und daher fUr die Fortschreitung auf einer affinen Kriimmungslinie 

(159) 

Das ist das affine Gegenstiick zur Formel von Olinde Rodrigues im 
ersten Bande § 37 (49). 

Wenn wir durch R dividieren, so folgt dann nach (154) weiter 
das Gleichungssystem 

Vk = {(~ - H)G; + ef}dui = O. 

Bemerken wir, daB die Komponenten 

(160) Ell =0, E1'J=+IGI 1/., Eu=-IGI 1/., E22 =0 

einen Tensor bildenl Es ist namlich 

PiQkEik = (PIQ2 _ PIlQl)1 G i 1/. 

bei be1iebiger Wahl von pi und Qk eine Invariante, weil IGl l/• sich 
beim Ubergang zu neuen gleichsinnigen Koordinaten mit der Funktional. 
determinante, (PIQ2_P2Ql) aber mit ihrem reziproken Wert multi. 
pliziert. Mithin ist 

invariant. Da femer 

G~ E du'du' - E (du1 du2 - du2 du1) - 0 • k.. - 1'2 -

ist, so erhalten wir in 

(161) 

eine invariante quadratische Differentialform, deren Nullinien die affinen 
Kriimmungslinien sind. 

Es ist 

(162) P Gik erE Gik e,k E 0 
ik = i .. k = .. k = , 

weil eilt symmetrisch, Elk aber schiefsymmetrisch ist (Ei k = - EkJ. Die 
Kriimmungslinien bilden also ein Netz konjugierter Kurven (vgl. § 45 
des ersten Bandes). Daraus folgt insbesondere ihre Realitat im Fall 
elliptischer Kriimmung von ~(u, v) (LN - M2 > 0). 

Damit sich die beiden Gleichungen 

V1=0, V2 =0 
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fur die Fortschreitungsrichtungen der Krummungslinien nicht wider­
sprechen, muB die Determinante aus ihren Koeffizienten, die ubrigens 
invariant ist, verschwinden; es muB also 

1 1 (B 1 B 2) BIB 2 B 2 1 (163) R2 + If 1 + \I + 1 \I - 1 BII = ° 
sein. Bezeichnen wir die beiden Hauptkriimmungsradien in einem 
Punkte, die zu den beiden durch x = ° bestimmten Fortschreitungs­
richtungen gehoren, mit RI und Rill so ist nach (163) und (146) 

(164) ~(~+~)= -..!.B; =H 
2 Rl R2 2 

und 

(165) K 1 1 BIBII BIIBl H O + (C 1 C ll C II 1) = R'R = 1 2 - 1 ~ =. 1 \I - 1 CII 
1 2 

woraus noch 

(166) 1 (1 1 )2 1 2 C II 1 - - - - - = C 1 C',l - 1 C2 4 Rl R2 

folgt. H nennen wir "mittlere Affinkrummung", K "das affine Krum­
mungsmap". 

§ 62. Das Kriimmungsbild. 
Denken wir uns den Affinnormalenvektor ~ yom Ursprung aus 

abgetragen, dann beschreibt sein Endpunkt im allgemeinen eine 
FHi.che ~(u,v), -wenn der Punkt ~ die Flache ~(u,v) durchlauft. Der 
Ort ~(u, v) des Punktes ~ soU das Krummungsbild der Fliiche ~(u, v) ge­
nannt werden, entsprechend zu einer bei ebenen Kurven von H. M inkowski 
eingefiihrten Ausdrucksweise (§ 13 und § 14). 

Die Art der Verknupfung der Flachen ~ (u, v) und ~(u, v) ergibt sich 
sofort aus der Invarianz des Affinnormalenvektors: Unterwirft man die 
Flache ~(u, v) einer beliebigen Affiniiat 

(167) xk = ckO + Ckl X1* + CkIlX\I* + ckSxs*' 

so wird das Krummungsbild ~(u, v) der zugehorigen homogenen Affinitat 
unterworfen: 

(168) Yk = CklYl* + CU Y2* + ckSYs*· 

Aus (132) folgt: Das Krummungsbild ~(u, v) ist auf die Fliiche ~(u, v) 
unter Parallelismus entsprechender Tangentenebenen bezogen. 

Der raumkontravariante Vektor list nach (112), (126) und (132) 
·durch die Gleichungen 

(169) I~1 = 0, I~\1 = 0, I~ = 1 

bestimmt. Er stellt also das Krummungsbild in Ebenenkoordinaten 
dar. Man kann (aus der affinen Geometrie heraustretend) I (u 1 , U II) 
als den Vektor yom Ursprung zum Pol der Tangentenebene an das 
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Kriimmungsbild ~(Ul, u2) bezuglich der Einheitskugel urn den Ursprung 
deuten 5). 

Aus (165) und (132) folgt leicht eine geometrische Deutung fur 
das AffinkriimmungsmaB, die der Deutung des GaufJischen Kriimmungs­
maBes mittels des spharischen Bildes entspricht. 1st namlich tJ ein 
beliebiger Vektor, so ist das Verhaltnis entsprechender Flachenelemente 
auf dem Kriimmungsbild ~(u, v) und der Urflache ~(u, v) offenbar 

(170) 

Daraus folgt z. B., daB das Krummungsbild ~(u,v) nur dann in eine 
Kurve oder in einen Punkt entartet, wenn K identisch verschwindet. 
Die gefundene Deutung rechtfertigt auch die fur das Gebilde ~ (u, v) 
eingefuhrte Benennung "Krummungsbild". Nach (154) und (165) ist 

(171) 
Offenbar ist 

(172) 

eine invariante Differentialform d~s Krummungsbildes und daher auch 
der Urflache. 

Setzen wir etwa fUr den Augenblick 

(173) ~ik = Att~l + Gtk~' 
so finden wir durch kovariantes Differenzieren von (154) 

(174) 

<p* = Bile dui duk = 0 ist die Gleichung fur die Asymptotenlinien des 
Krummungsbildes. Aus (174) und (165) folgt 

GliG2~ - Gl~G2i = GK. 

Ist also die Urflache hyperbolisch (elliptisch) gekriimmt, so ist das 
Krummungsbild elliptisch oder hyperbolisch gekrummt, je nachdem 
das affine HauptkriimmungsmaB K negativ oder positiv ist (positiv 
oder negativ). 

§ 63. Formeltafeln. 
Wir geben eine Ubersicht fUr die wichtigsten abgeleiteten Formeln 

und einige Folgerungen. 

a) Fur allgemeine Parameter: 

Flache ~ (u\ u2). Determinanten (~ik ~1 ~2) = Aile' 

1 Au A22 - A12 A211 = 1 G 12. Raumkontravarianter Vektor: 

(a 1) I - ~, X ~2 
- I G 1'/.' 

5) Diese Flache wurde schon von A. Demoulin betrachtet. Comptes Rendus, 
Paris 146 (1908), S. 413-415. 

Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 11 
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Quadratische Grundform: 

(a2) q;=Gikduiduk , Gik=~ik£' GU G2j!-G:2 =G. 

Bisher konnen die an ~ angehangten FuBmarken als gewohn. 
liche Ableitungen nach den ui gedeutet werden, im folgenden sind 
kovariante Ableitungen zur Grundform q; gemeint. 

(a3) Gik = ~ik£ = - ~i£k = - ~k£i' 
Kubische Grundform: 

(a4) 

(a 5) 
'IjJ = Aiklduidukdul, 

Aikl = ~ikl£ = - ~ik£l = + ~i£kl' 
Apolaritat von q; und 'IjJ: 

(a6) 

Affinnormal ve ktor : 

(a 7) 

(a8) 

(a9) 

Es ist 

(~1~2~) =!G 1':',· (:££1£2) = 1:1'/1 ' 

~ £ = 1, ~i £ = 0 , ~ £i = 0 . 

Fiihren wir den symmetrischen Tensor 

(alO) Gik = Afk'l 

und den schiefsymmetrischen Eik durch die Identitat 

(all) EikUiVk= IGI '/I(U1V2_ U2V1) 

ein, so ergibt sich als quadratische Form der Affinkriimmungslinien 

(a12) x=Pikduiduk = G~Erkduiduk, (PikGik=O). 

Langs der Affinkriimmungslinien gelten die Beziehungen ent· 
sprechend zu denen von Olinde Rodrigues 

(a13) 

Hierdurch sind die affinen Hauptkriimmungen 1: R1 , 1: Rj! und 
damit das AffinkriimmungsmaB 

(a14) K =~.-~ 
R, Rg 

und die mittlere Affinkriimmung 

(a15) H=!..(~ +~) 
2 Rl R2 

erklart. Zwischen der Invariante Picks 

(a16) 
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dem Gaupischen KriimmungsmaB S von cp und H besteht die Be­
ziehung (Gegenstiick der Formel von Gaup) 

(a17) H=S-J 

und es ist 

(a18) K = H'J + C~ C~ - Ci q . 
Es gelten folgende Ableitungsgleichungen: 

(a19) !'ik=A:k!'z+Gik~' Xik=-AtkXz+BikX, 
worm 

(a20) 

gesetzt wurde. Es ist 

(a21) Bik= ~Xi1'= - ~iXk= - ~kXi= ~ikX, 

(a22) C; = 0, H = - -21 B;, K = BllB22-B1~ = (t)t)1t)2). 
Gu G22 - G12 (t) 1;11;2) 

Integrierbarkeitsbedingungen (Gegenstiick zu Codazzis Gleichungen) 
kl i (a23) Hr = ArkZC - Cr ,;" 

Aus den Ableitungsgleichungen (a 19) folgt fUr .d X = X; 
(a24) GikXik = - 2 Hx. 

Legen wir noch eine kleine Sammlung von Vektorprodukten an I 

!'i x !'k = + En,x, !'i x ~ = + EikXk, 

(a25) t)iX~k=KEikX, t)ix~=B:EkZXl, 
Xi x Xk = + Eik t) , Xi X X = ± Ei k ~k • 

(a26) ~iXt)k=BiEiZX. 
Da,bei gilt in den Formeln mit doppeltem Zeichen das obere 

bei elliptis,cher, das untere bei hyperbolischer Kriimmung. wenn wir 
I G (Is> 0 nehmen. Multipliziert man die letzte Formel (a25) mit 
Epq Gip, so erhaIt man unter Beachtung der Identitat 

(a27) EikEpq Gip = Gkq 
die Verallgemeinerung der Formel (49) von Lelieuvre, namlich 

(a28) !,q = + Epq (x P x X) 
oder 

(a29) 

Nebenbei gilt fUr den schiefsymmetrischen Tensor Enoch die 
Identitat 

(a30) 

11* 
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b) Die Formeln fUr besondere Parameter lassen sich aus den all­
gemeinen ablesen. Als Beispiel fiihren wir einige der obigen Gleichungen 
tiir Aftinkriimmungslinienparameter auf. 

(bl) 

(b2) 

(b3) 

(b4) 

(b5) 

,,=2P12du1du2, Pll=C~Er1=O, 

C; = 0, C: = 0, C 12 = 0; 

K = (H)2 + cic;; 
~1 = (- H + Ci)J;l' 

t)2 = (- H -I-- C;) t2; 

P22 = C; Er2 = 0; 

G12 = O. 

H1 = A1l1 Cll + A122 C22 - Q,l' 
H2 = A2ll Cll + A222 C22 - Q,2' 

c) Die Formeln tur Asymptotenparameter bei Flachen hyperboli­
scher Kriimmung sind uns zum groBten Teil schon bekannt. Wir 
setzen u1 = U, u2 = v und G12 = F, Alll = A, A222 = D. 

( cl) '\? = tuX~ 
,'X, F' 

h = t u •• 
<, F ' 

(c2) cp = 2Fdudv, 
A D 

" = - --"- du2 -I-- --"- d v2 • F F' 

(c3) 5 __ .!_ iJ2 log F K = _1_ = H2 _ A.Du . 
- F iJu ov ' R1R2 F4 ' 

tuu = ~Utu + ~ tv' luu = -I-- ~u lu - ~ Iv + ~·l, 
(c5) luv = - HFI, 

'\? D '\? + Fv '\? + D" '\? ,'X,v v = - IF,'X,u Ii ,'X,v p" ,'X, ; 

(c6) 

(c 7) 
H =ADu __ !.(A v) 

U F3 F F v' 

H = DAv _ ..!. (Du\) 
V F3 F F u' 

§ 64. Zusammenhang mit Bewegungsinvarianten. 6 ) 

Jetzt wollen wir noch die affinen Invarianten aus den Bewegungs­
invarianten herleiten. Den Einheitsvektor der Flachennormalen nennen 
wir, wie im ersten Bande, ;; dagegen schreiben wir hier die beiden 
Grundformen der elementaren Theorie mit Hilfe von Tensoren: 

6) Man vergleiche hierzu R. Grambow: Dissertation, Hamburg 1922. 
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(175) 

(176) 

ds2 = Gikduiduk , 

- d~d~ = Bikduiduk , 

G11 G22 - G12 G21 = G, 

Bll 1322 - 1312 B21 = B. 
(8) 

(14) 

Rechter Hand sind die Nummern der entsprechenden Formeln 1m 
dritten Kapitel des ersten Bandes vermerkt. Es ist 

(177) I: = ~1 X~g 
~ "G'/'. (9) 

Die kovariante Differentiation und das Herauf- und Herunterziehen der 
Marken bezuglich der quadratischen Form (175) deuten wir durch 
Querstriche an: 

a~1 -I . -, (ik) 
(178) ~'k= aule - rile ~l mIt r'le = \ 1 f· (136) 

Dann lauten die Gaupischen Ableitungsgleichungen der elementaren 
Fliichentheorie 

(179) 

und die Gleichungen von Weingarten 

-f 
(180) ~i = - Bi ~!. 

Fur das Gaupische KriimmungsmaB von ds 2 hat man 

(181) 
- B 
K=-=­

G 

und fur die mittlere Krummung 

(182) 

(135) 

(120) 

(30) 

(30) 

Zwischen der zweiten Grundform der gewohnlichen und der ersten 
Grundform der affinen Theorie besteht ein einfacher Zusammenhang. 
Es ist niimlich nach (111), (178) und (181) 

(183) - [ G [1/. \ G [ -Gik=J..Bi/<'J..= G = lOB =\K\-'I •. 

Deshalb konnen wir das Herauf- und Herunterziehen der Marken 
mittels der Gik als metrisch bekannte Operation ansehen. 

Besonders einfach liiBt sich die Affinnormale im Dreibein ~1' ~2' ~ 
ausdriicken. Nach (112), (177), (181) und (183) ist 

(184) 1= U. 
Setzen wir also 

t) =r Vm~.n + ft~, V m = Gml V;, 
was wegen der linearen Unabhiingigkeit von ~l' ~2' ~ moglich ist, 
so folgt durch Multiplikation mit ~ wegen (184) und t)I = 1 als 
\Vert von ft = 1: J... Wenn wir die Formel 

V m 1 
t) = !"m + T~ 
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ableiten unter Benutzung von (131), (180) und ihr selb~t, so finden wir 

(185) ~i = (Vi + V m A~i + Vi Vi - + BI) !l + (~ Vi -~) ~ . 
Wegen der Ableitungsgleichungen (132) von Weingarten haben Wir 
also 

V Ai VI·' I IK,-l/, 
i = T' = og /I. = og : . 

Somit ist der Vektor ~ der Affinnormalen aus den GraBen der ele­
mentaren Fliichentheorie so aufzubauen 

(186) 

Fur die zum Tangentenvektor V m ~m konjugierte Fliichenrichtung 
gilt nach ~. Bd., § 43 (101) 

i Ie Ie Gik V du = V k du = d log .Ie = 0 

und damit ist gezeigt: 

Der N ormalrif3 der Aftinnormalen auf die T angentenebene ist kon­

jugiert zur Tangentenrichtung der Kurven K = konst. 

Ferner bemerken wir: 

Wenn K auf der Fliiche ~ (u1 , u2 ) fest ist, so fallen gewohnliche 
Normalen und Aftinnormalen zusammen, und umgekehrt: Fallen ge­
wohnliche und Aftinnormalen einer Fliiche zusammen, so hat die Fliiche 
teste Gauf3ische Krilmmung. 

Aus (185) folgt durch Vergleich mit (132) weiter 

B~ - V~ + V m Al . + V Vi - !BI t - t mt i J. t 

und daraus wegen der Apolaritatsbeziehungen (119) 

B r = _ I K 1'1, 13' --L V r I V V r 
r ! r I rT r ' 

oder nach (146) und (182) 

(187) H = I K 1'1. H - ~(V: + vrvr ). 

Bezeichnen wir die Kriimmung der zweiten Grundform - d!. d~ mit S, 
so ist wegen der Beziehung (183) die Kriimmung der affinen Grund­
form 

(188) S = 1 K 1'1, 5 - ~ V; . 

Damit ist auch ] = S - H gefunden. 

Zur Berechnung der kubischen Grundform bilden Wir die Differenz 
der zweiten kovarianten Ableitungen 

~ile - ~ik = (tiki - Tik') ~l' 
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Da andererseits nach den Ableitungsgleichungen (131), (179) und 
nach (183), (186) 

~ik - ~ik = (Aikl + VI Gik) ~I' 
so ist 

r ik ,! - r ik ,! = Dik! 

ein Tensor dritter Stufe, und zwar ist nach 
in (71) 

(189) 

aus metrischen Gr6Ben bestimmt. 

Daher ist nun auch 

der Definition der rik,l 

(190) Am = - Dikl - V! Gik 

bekannt und damit der Weg zur Berechnung der noch fehlenden 
affinen Invarianten gebahnt. 

§ 65. Affine Differentialgeometrie der Hyperfiachen 
im B n +1 • 7 ) 

Die in § 53 und den folgenden Abschnitten entwickelte Tensor­
analysis gilt ohne jede wesentliche Veranderung auch dann, wenn die 
Zeiger i, k, l ,_, von 1 bis n ~ 2 laufen, anstatt nur die Werte 1 und 
2 anzunehmen, Wir wollen jetzt von dieser auf n Veranderliche er­
weiterten Tensoranalysis eine Anwendung machen, indem wir die 
Hauptformeln der affinen Differentialgeometrie der Hyperflachen, d, h, 
der n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten im (n + l)-dimensionalen 
Euklidischen Raum R,,+! entwickeln. 

Wir denken die n + 1 Parallelkoordinaten xp eines Punktes ~ der 
Hyperflache als Funktionen von n Parametern ul, u2 , "" un ausge­
driickt 

(191) xp = xp(u1 , u2 , .. " un), (p = 1, 2, _ .. , n + 1), 

worur wir wieder vektoriell 

(191)* ~ = ~(ul, u2, "" un) 

schreiben, Dann selzen wir 

( iJ2); iJ); iJJ; iJ);) 
(192) Aik = iJu'iJuk' OUl' ou2' .. ,' aUri ' (i, k= 1, 2, .. " n), 

wo die Klammer eine n + 1-reihige Determinante bedeutet, und be­
zeichnen die Determinante der Aik mit A 

(193) A = 1 All' Aw "" An .. I, 

7) Zu diesem und dem folgenden Abschnitt, die wir Herrn Berwald ver­
danken, vg1. L. Berwald, Monatshefte fiir Mathematik 32 (1922), S.89-106. 
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Dabei soIl vorausgesetzt werden, daB fur unsere HyperfHiche bestandig 
A =F 0 ist. Analoge Uberlegungen wie in § 39 zeigen, daB die 
Differentialform 

( 2 Old 0); old) 
A ile d17'-1'-2'''''-n 

G. duiduk= ~~~= ou ou ou = m, 
'k 1 1 't' 

(194) 
-~- -

1.11nH !Al nH 

bei Einfuhrung gleichsinniger neuer Parameter invariant ist 8). Diese 
"quadratische Grundform" ist wieder das inhaltstreu-affine Gegenstiick 
des quadrierten Bogenelementes der Hyperflache. 

Setzen wir wie in § 58 

01-)k r r r r ----;;J - it ~rk - kl ~i" - ~ikl' 

wo die r ikr durch § 54 (74), (71) mit der Grundform (194) erklart 
sind und nennen G die Diskriminante von cp: 

(195) 
A 

G = I Gil Go • ... G II = --, __ un n 

so ist der Vektor 

(196) 

mit der Hyperflache invariant verbunden und liegt sicher nicht in 
ihrer Tangentenhyperebene in ~. Wir nennen ihn den "Affinnormal­
vektor" der Hyperflache in ~. 

Als kubische Grundform der Hyperfliiche nehmen wir schlieBlich 
entsprechend zu § 58 die in demselben Sinn wie cp invariante Diffe­
rentialform 

(197) 'IjJ ~= Aikl dui duk dul 

( 3 0t Old 01;) 
(1;.kl, 1:1' 172"'" 1;'n) dui duk dul d 1;', auJ' ~, ... , DUn 3 d 

I G It = I G It -"2 cp. 

Die beiden Grundformen (194) und (197) sind wieder apolar, d. h. 
es bestehen die Beziehungen 

(198) Gik Aikl = 0 (l=1,2, ... ,n). 
Das Gegenstuck der Pickschen Invariante lautet hier 

( ) J - 1 A Aikl 
199 - n(n-l) ikl ' 

Als Ableitungsgleichungen ergeben sich wie in § 59 die Gleichungen 

(200) 
~ik = Ad~l + Gik 1:), 

1:)i = Bl~k' 

(Aikl = A ikr Gd), 

(Bl = Bil Glk). 

8) Wegen der Moglichkeit, bei ungeradem n eine bei beliebiger Parameter­
transformation invariante Grundform einzuflihren, verweisen wir auf die unter 
7) genannte Abhandlung. 
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Hierin bedeutet Bik = G1k B/ einen symmetrischen Tensor zweiter 
Stufe, den wir noch bestimmen werden. 

Urn die Integrierbarkeitsbedingungen in maglichst durchsichtiger 
Gestalt zu erhalten, ist es zweckmaBig, durch 

(201) rii + Aikl = ritZ 

eine allgemeinere "Ubertragung" in der Hyperfiache zu definieren, 
d. h. mittels dieser GraBen ritz einen verallgemeinerten Parallelismus 
und verallgemeinerte kovariante Ableitungen in ahnlicher Weise zu 
erklaren, wie es in §§ 55, 56 fur den Parallelismus von Levi- Civita 
mittels der r i1,z geschehen ist. Man erhalt dann z. B. als verall­
gemeinerte kovariante Ableitungen eines kovarianten Tensors erster 
Stufe Xi 

X - oXi r*l X - X A I X 
i(k) - auk - ik z- ik - ik I 

und als solche eines kovarianten Tensors zweiter Stufe P i 1< 

P _ a Pi/< r*m P r*m P 
ik(l) - -;;;;z- - il mk - kl im 

= Pikl - Ailm P mk - Ak1m Pim ' 

wenn X ik ' Pm die gewahnlichen kovarianten Ableitungen sind. Ins­
besondere hat man (§ 56 (94)) 

(202) 

Fur die erste Ableitung eines Skalars F nach ui schreiben wir 
jetzt der Gleichfarmigkeit halber F(i)' Die zweite verallgemeinerte 
kovariante Ableitung eines Skalars ist wieder symmetrisch: F(ik)=F(ki)' 

Fur die dritte finden wir ebenso wie in § 57 

(203) 

Der Tensor 

(204) 
q or*l r*l 

R*l R* Gmz ' ir a ik n*m * I *m * I 
i ,rk = im, rk j,= auk - a;,;r + .1 ir r mk - r ik rmr> 

der in (203) auf tritt, nimmt in unserer Ubertragung die Stelle des 
Riemannschen Krummungstensors (§ 57) ein. Durch Verjungung ent­
steht aus ihm der symmetrische Tensor zweiter Stufe 

D R *k R* mk 
ir = i ,rk = im,rk G ; 

D.l - D. Glr - R"':k G1r -- R"': Gmk G1r 
~ - ,r -"" rk -- ",m, rk . 

(205) 

Nochmalige Verjungung ergibt den Skalar 

(206) 
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Der Skalar H entspricht genau der mittleren Affinkriimmung der 
Flachen. Urn das zu zeigen, hat man nur die GraBen (204) bis (206) 
durch die Aikl' Gik und den Riemannschen Kriimmungstensor Rim rk 

der Grundform rp auszudriicken. Man findet bei Beriicksichtigung v'on 
1(04), (198), (199) leicht 9 ) 

(204)* R:m, rk = Rim, rk + A irm, k - A ikm, r + Ai; A 1km - Aikl A 1rm , 

=R. Gmk+Ak. -A.pA k 
tm,rk 'lr, k 'lk rp' 

=R. GmkGlr+Ak. Glr-A.pA kGlr 
-zm,rk zr,k 1,k 't'p , 

(205)* 

(206)* H = __ 1 _ D 1= 5 - ____ 1 - A. A ikl = 5 - J 
n(n-1) I n(n-l) .kl ' 

wo 
5 = __ l_R. GirGmk 

n(n-l) .m.rk 

die "Ortsinvariante der Kriimmung" fUr die durch rp in der Hyper. 
flache gegebene MaBbestimmung bedeutet. 

Nach diesen Vorbereitungen lassen sich die Ableitungsgleichungen 
(200) einfach folgendermaBen schreiben 

(207) 

(208) 

Aus (207) folgt wegen 

!(ik) = Gik ~, 

~(i) = Bl !(T.)' 

(208) und (202) 

!(ikr) = Gik B/!(l) - 2 Aik"~' 

Vertauscht man hierin k und r, so erhalt man durch Abziehen nach (204) 

(209) 

In entsprechender Weise ergibt sich aus (208) mit Benutzung von (207) 

(210) Bl(r) - B:(i) = O. 

Aus (209) lassen sich jetzt die Bl berechnen. Einmalige oder 
zweimalige Verjiingung von (209) gibt namlich wegen (205) und (206) 

(211) 

(212) 

woraus 

(213) 

folgt. 

Dt = B{ - Bkk·G/, 

H= - ~B/, 
n 

Bt = D{ - nH·G{ 

Es bietet jetzt keine Schwierigkeit, auch den Satz von Radon 
(§ 60) und die affine Kriimmungstheorie des § 61 auf die Hyperflachen 
im Rn+1 zu iibertragen. Beides sei dem Leser iiberlassen. 

9) Dabei ist Rtm. rk durch Rt*: rk G1m erklart und wird nicht etwa aus 
(104) dadurch gewonnen, dati man die r durch die r* ersetzt. 
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Wahrend die vorstehenden Betrachtungen auch fUr den Fall der 
Flachen im gewohnlichen Raum (n = 2) g"elten, soIl im folgenden eine 
merkwiirdige Besonderheit der FaIle n > 2 gezeigt werden: 

Fur n> 2 sind die Integrierbarkeitsbedingungen (210) eine' blofJe 
Folge der Integrierbarkeitsbedingungen (209). 

Zum Beweise miissen wir zunachst eine, fiir Riemannsche Mannig­
faltigkeiten schon von E. Padova angegebene, spater von L. Bianchi 10) 

neu entdeckte Identitat ableiten, aus der unser Satz ohne Miihe folgt. 
Das solI im nachsten Abschnitt geschehen. 

§ 66. Die Identitat von Padova und Bianchi. 

Die r,ll, die in § 65 eingefiihrt wurden, sind wie die rikl nicht 
die Komponenten eines Tensors, sondern transformieren sich bei Ein­
fiihrung neuer Parameter iti an Stelle der u i folgendermaBen 

.k_._ ( aUk) 
a~ - ou i • 

Man kann daher immer solche neue Parameter ui einfUhren, daB in 

einem beliebig vorgegebenen Punkt ~ der Hyperfiache aIle Til' Null 
werden. 

Denken wir die Hyperfiache von vornherein auf Parameter dieser 
Eigenschaft bezogen, die wir jetzt wieder mit u i bezeichnen wollen. 

Dann sind im Punkte ~ aIle ril' Null, und daher reduzieren sich dort 
nach § 65 die verallgemeinerten kovarianten Ableitungen auf die ge­
wohnlichen 

X oX! 
i(1o) = auk' 

pOPik 
i1o(1) = Tuf' usw. in~. 

Ferner kommen in dem Ausdruck (204) fiir den Kriimmungstensor 
R*l R*l d' r.*l Ib . . T '1 r.*m ro* I i ,Tle = - i, le, Ie ile se st nur 1m zwelten el iT.L mle 

- ri~m r::,,z vor, und zwar quadratisch. Bei der Differentiation 

au' 
entsteht daher aus diesem Teil eine Summe von Gliedern, deren jedes 

noch einen Faktor ri~m enthalt, im Punkte ~ also ganz wegfallt. 
Somit ist in ~ 

(214) 

10) E. Padova, Rendiconti Accademia dei Lincei (4) 61 (1889), S.174-178, 
insb. 176 Futinote. Vgl. die historischen Angaben bei D. J. Struik, GrundzUge 
der mehrdimensionalen Differentialgeometrie, Berlin (1922), s. 148 Futinote. 
L. Bianchi, Rend. Ace. Lincei (5) 111 (1902), S.3-7. 
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Addiert man zu dies em Ausdruck die entsprechenden Werte von 

R71,8le(T) und R: l ,r8(k) in~, so erhalt man die ldentitiit von Padova 
und Bianchi 

(215) R*l R*l R*l i ,kr(s) + i ,sle(r) + i ,r8(k) = O. 

(215) ist zunacl;J.st nur fi.ir den Punkt ~ und das angenommene 

besondere Koordinatensystem u i abgeleitet, fUr das aIle ri~l in ~ 
Null sind. Da aber die linke Seite von (215) gegeni.iber beliebigen 
zulassigen Transformationen der u i invariant ist, und der Punkt ~ ein 
ganz beliebiger Punkt der Hyperftache war, so gilt (215) allgemein. 

Urn nun mit Hilfe der Identitat (215) den Satz vom Schlusse des 
§ 65 zu beweisen, setzen wir links in (215) fUr die Ril, kr ihre Werte 
(209) ein. Nach (202) erhalten wir so wegen der Symmetrie der Aikl 
in allen drei Zeigern 

(216) GikB"l(s) -Gi"Bkl(s) +GisBkl(r) - GikB/(r) + GirB/(k) - Gi.B"l(k)=O. 

Multiplizieren Wir. (216) mit Gik und summieren i.iber i und k, so 
finden Wir 

(217) 

Fi.ir n > 2 ergeben sich also in der Tat die Integrierbarkeitsbedin­
gungen (210), wie wir behauptet hatten. 

Zum Schlusse noch einige Bemerkungen mehr geometrischer Natur 
i.iber un sere Ubertragung! 

Zunachst sind, wie man aus (207) sehen kann, die geodatischen 
Linien 

(218) 

dieser Ubertragung jene Kurven auf der Hyperftache, fi.ir die der Vektor 

(ds2 = <p) 

mit dem Affinnormalvektor identisch ist. Ferner ergibt sich wieder, 
daB die Invariante H - ·die Ortsinvariante der Kri.immung unserer 
Ubertragung - der Mittelwert der n reziproken affinen Hauptkri.immungs­
radien ist. Endlich gilt der Satz: Fi.ir n > 2 sind die einzigen Hyper­

ftachen im Rn+l mit eukIidischer (nichteukIidischer) Ubertragung r,tkl 
die uneigentlichen (eigentIichen) "Affinhyperspharen". Dabei heiBt die 
~bertragung euklidisch, wenn R!i, ler = 0, nichteuklidisch, wenn 

R!i, ler = K (Gmk Gir - Gm r Gik) 

ist, wo K eine Ortsfunktion auf der Hyperftache bedeutet; und die 
Hyperftache eine eigentliche oder uneigentliche Affinhypersphare, je 
nachdem ihre Affinnormalen aIle durch einen eigentlichen oder un­
eigentlichen Punkt laufen. 
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§ 67. Aufgaben. 

1. Die Apolaritatsbeziehungen. Man leite die Apolaritatsbeziehungen 
(119), die wir durch Zuriickgehen auf Asymptotenparameter bestatigt 
haben, unmittelbar aus der Erklarung der quadratischen und kubischen 
Grundform in § 58 her. 

2. Zur elementaren Flachentheorie. In der in § 64 eingefiihrten 
Tensorschreibweise besagen die Formeln von Codazzi die Symmetrie 
des Tensors Btkl , der aus Bik durch kovariante Ableitung entsteht. 

3. Affinnormalensysteme, die gleichzeitig Normalensysteme sind. 
Man stelle die Bedingungen fiir eine Flache ~ auf, daB es zu deren 
AfIinnormalen eine sie senkrecht durchschneidende Flache ® gibt. Fiir 
~ = ® erhalten wir Flachen mit festem K (§ 64). 

4. Affinnormalensysteme. Welcher Bedingu.ng muB ein Strahl en­
system (1. Bd., § 106) geniigen, damit es aus den AfIinnormalen einer 
Flache besteht? Die Losung dieser so naheliegenden Frage scheint leider 
zum mindesten mit einer erheblichen Rechenarbeit verbunden zu sein. 

5. Affinentfernung und Hauptkriimmungen. In § 41 (52) hatten 
wir die "AfIinentfernung" eines Raumpunkts lJ von einem Flachen­
punkt ~ durch eine Formel erklart, die sich in unserer jetzigen Be­
zeichnung so schreiben liiBt 

(219) 

Durch Ableitung folgt daraus 

(220) Pi = (5 - ~) Ii 
und weiter 

(221 ) 

Fiir 5 - ~ = R~ gibt das 

(222) PiT, du i du k = (Gi .,. + RBik) du i du k • 

Aus (220) folgt, wie wir schon in § 41 festgestellt hatten, daB Ruhe­
werte von P (d. h Pi = 0) nur eintreten, wenn lJ auf der AfIinnormalen 
von ~ liegt (lJ = ~ + Po~)' Dagegen gibt die Formel (222) dariiber Auf­
schluB, daB die Art des Extrems von P von der Lage des Punktes lJ 
gegen die afIinen Hauptkriimmungsmittelpunkte von ~ abhangt. 

6_ Ober die Nullinien von 'ljJ. Wann laBt sich eine elliptisch ge­
kriimmte Flache im kleinen ·so auf eine Ebene abbilden, daB dabei 
den Nullinien der kubischen Grundform gerade Linien entsprechen? 

7. Affingeodatische Linien. Man bestimme die Flachen, auf denen 
die Extremalen des Variationsproblems 

(225) 

mit den Beriihrungslinien der umschriebenen Zylinder zusammenfallen. 
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8. ProjektivoberfHiche. 

(224) 

Das Integral 

!J.dQ, 
worin J die Invariante dritter Ordnung von Pick und d Q das Element 
der Affinoberflache bedeutet, ist nicht nur invariant bei Affinitiiten, 
sondern auch bei beliebigen Kollineationen (G. Pick). 

9. Projektive FHichentheorie. Dadurch, daB man die Formeln der 
affinen Flachentheorie zuerst auf zweifach ausgedehnte Flachen im R4 
iibertragt, kann man aus der attinen leicht die Grundformeln der projektiven 
Flachentheorie des Rs gewinnen, die gegeniiber beliebigen Kollineationen 
invariant sind. Diese projektive Flachentheorie ist unabhangig von der 
affinen und zum Teil vor ihr zuerst fiir Asymptotenparametervon E. f. Wil­
czynski und fUr beliebige Parameter von G. Fubini entwickelt worden, nacho 
dem insbesondere G. Darboux schon fruher in dieser Richtung schone Er· 
gebnisse gefunden hatte. G. Darboux, Bulletin sciences mathematiques 
(2) 4 (1880)1, S. 348~384. Von Wilczynskis zahlreichen Arbeiten seien 
erwahnt die in den Transactions of the American Math. Soc. 8 (1907), 
9 (1908) und 10 (1909). Fubinis Schriften iiber projektive Differential· 
geometrie findet man in den Rendiconti des Circolo matematico di 
Palermo 43 (1919), S. 2 zusammengestellt. An weiteren Autoren iiber 
diesen Gegenstand seien G. 1M. Green und E. Cech genannt, ferner in Italien 
u. a. C. Segre, E. Bompiani und A. Terracini. Cech hat z. B. aIle Flachen 
bestimmt mit ebenen Nullinien der kubischen Grundform. Uber die 
Beziehungen zwischen affiner und projektiver Differentialgeometrie vgl. 
G. Sannia, Annali di matematica (3) 31 (1922), S. 165-189. 

10. Dimensionstafel. Entsprechend zu (88) in § 6 bestatige man fol· 
gende Liste von Dimensionen der Invarianten aus der affinen Flachenlehre 

r Il:l t) I Alk G Glk I G ik I G/' I A;kl I A ikl 

1 1/2 I - 1/2 1 3 3 1 3/2 I - "/2 1 0 1 3/2 1---=3 
Elk I Eik I Blk I elk P ik 1 ] I H I 5 I KID 
3/2 I - 3/2 I '0 0 0' - 3/2 1 - 3/2 I - 3/2 I -=--3-T-~-

11. Herleitung der Grundformeln nach E. Cech. Wahrend des 
Dru;ks ist in den Annali di Matematica (3) 31 (1923) eine Arbeit von 
E. Cech erschienen, aus der man folgende Ableitung der affinen Flachen­
theorie entnehmen kann, die in mancher Hinsicht der von §§ 58, 59 
vorzuziehen ist. Man erklart zuerst I durch die Forderung 

(225) I (IIul\) = ± ~u x ~v 
(+ fUr elliptische, - fiir hyperbolische' Stellen), abgesehen vom Vor­
zeichen. Dann die Grundformen durch 

(226) <p=-d~.dI, 1p=Hd~.d2I-dI·d2~;). 

Von diesem Ausgangspunkt aus erreicht man eine Begrundung der 
Flachentheorie, die insbesondere die in der ersten Aufgabe angedeutete 
Schwierigkeit umgeht, indem man ~ durch (a9) erklart. 



6. Kapitel. 

Extreme bei FUichen, 
§ 68. Affinminimalf1a.chen 1), 

Wir wollen uns nunmehr einzelnen Aufgaben und besonderen 
Fliichenklassen zuwenden, und urn mit dem Sch6nsten zu beginnen, 
emlge einfache affininvariante Variationsprobleme behandeln. Wir 
haben in § 47 die Affinoberftiiche 

(1) Q = f f [LN - M'J 1'/. du dv = f f I EG - F2['/. dudv 

als das invariante Fliichenintegral niedrigster Ordnung erkannt und 
fragen nun nach den Fliichen, die dieses Integral (1) zu einem 
Extrem machen, wenn der Rand in geeigneter Weise vorgeschrieben 
ist, nach den "Affinminimalfliichen". 

Die gew6hnlichen Minimalfiiichen sind weitaus die anziehendste 
Familie von Fliichen offenbar deshalb, weil sie die Extremalen des 
einfachsten bewegungsinvarianten Variationsproblems mit einem Doppel­
integral sind. Von diesem Gesichtspunkt aus wird man auch den 
Affinminimalfiiichen Aufmerksamkeit schenken wollen und zu mancher 
. merkwiirdigen Eigenschaft, die von Monge, Riemann, W eierstraf3, 
H. A. Schwarz und andern Geometern bei den gew6hnlichen Minimal· 
fiachen entdeckt worden ist, bei den Affinminimalfiiichen ein Gegeri­
stiick aufzufinden hoffen. 

In der Tat! Diese Analogie liiBt siCh in erstaunlich weitgehender 
Weise durchfuhren. So hat G. Darboux gezeigt, wie man alle Affin­
minimalfiachen durch Quadraturen und explizit bestimmen kann, und 
damit ist das Gegenstuck der Integrationstheorie von Monge und 
Weierstraf3 gefunden. 

Aber auch das dem Problem von Bjorling entsprechende Rand­
wertproblem fur Affinminimalfiiichen liiBt sich in einer dem Verfahren 
von H. A. Schwarz nachgebildeten Weise ebenso einfach 16sen; ein 
beachtenswertes Ergebnis, da die Differentialgleichung der Affin­
minimalfiachen nicht linear und von der vierten Ordnung ist. Neben­
bei wird sich fur die Affinoberfiiiche einer Affinminimalfiiiche ein 
Ausdruck durch ein Rand integral ergeben, der einer Forme! von 
Riemann und Schwarz entspricht. 

1) W. Blaschke, Hilbert-Festschrift und Mathem. Zeitschrift 12 (1922), 
S.262-273. 
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Die Flachen ~ (u, v) wollen wir, urn einen bestimmten Fall vor 
Augen zu haben, als regular, analytisch, reell und hyperbolisch ge­
kriimmt annehmen und zur Parameterdarstellung die Asymptotenlinien 
verwenden. Dann ist 

(2) 

und bei geeigneter Parameterbezeichnung (vgl. etwa § 43 (88)) 

(3) M = (~u~" ~u,,) = F2, F > O. 

Die Darstellung der Affinoberflache vereinfacht sich daher nach (1) 
und (3) zu der folgenden 

(4) Q=ff Fdudv. 

Wir gehen nun von unsrer Flache ~ (u, v) zu einer Nachbarflache 
~ (u, v) durch eine Verriickung ~~ uber 

(5) ~(u, v) = ~ +x~u +y!" + z~ = ~ + ~~. 
Die Verriickungskomponenten x, y, z sollen die Gestalt haben 

(6) x = ex(u, v), y = ey (u, v), z = ez (u, v), 

wo e --+ 0 geht. Nach § 49 (3) ist 

(7) (~u ~v~) = F, 

und somit berechnen sich die Verriickungskomponenten x, y, z aus 
dem Verriickungsvektor ~~ nach den Formeln 

Fx = (~!' ~v ~), 
(8) Fy = (~u ~~ ~), 

Fz = (~u ~v ~~). 

Urn nun die Affinoberflache von ~ (u, v) zu finden, haben wir 

(9) [j = f f (Xfd - I N)114 du dv 

zu ermitteln. Wir wollen Q nach Potenzen von e entwickeln und 
das in e lineare Glied wie ublich mit ~ Q' bezeichnen. Da nach (2) 

L = N = 0 ist, wird I N in e quadratisch sein, kann also zur Be· 
rechnung von ~ Q vernachlassigt werden. Dann ist also: 

(10) ti =ff M 1
/ sdudv, 

und wir brauchen nur die Determinante M auszuwerten. 

Mittels der Ableitungsformeln § 49 (2) und (9) folgt aus (5): 

~u = ~u + {(F;)u - Hz }~u + {*hv + {zu +Fy}~, 

(11) ~v=~,,+{*hu+t<F;)v -HZ}~v+{zv+Fx}~, 
~u" = ~uv + {*}~u + {*hv + {(Fx)u +(FY)v+zu,,-FHz} ~. 
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Darin sind die durch Sterne angedeuteten Glieder mindestens linear 
in e. Wir finden jetzt flir die Determinante M 

(12) (!uv!u!v)=M =F {F + 2 (Fx)u + 2 (Fy)v + zuv - 3FHz} 
bis auf Glieder, die mindestens quadratisch in e sind. Durch Wurzel­
ausziehen folgt daraus 

(13) Ml/'=F+(Fx)u+(FY)v+~z"v-~FHz 
und somit 

(14) tJQ = J J {(Fx)u + (Fy)v + ~z"v}dudv - ~ J HzdQ, 
wenn 

(15) Fdudv=dQ 

gesetzt wird. Das erste Integral kann man in ein Randintegral um­
rechnen unter Verwendung der Formel, die man nach Green oder 
GaufJ zu benennen pflegt 2), 

J J {(F x)" + (Fy)v +} zuv} du dv 
= ~(Fxdv - Fydu) - ~~(zudu - zvdv). 

(16) 

Wegen (8) kann man fUr das erste Randintegral in (16) auch schreiben 

(17) ~ {(tJ!, !v dv, t») + (tJ!, !u duo t»)} = HtJ!, d!, t»), 
wenn d! = !u du + !v dv das vektorielle Linienelement des Randes 
bedeutet. 

Damit haben wir schlieBlich fiir die erste Variation der Affin­
oberfliiche die folgende einfache Formel 

(18) tJQ = HtJ!, d~, t») - i ~ (zu du - Zv dv) - ~ J Hz dQ 

oder 

wenn zur Abkiirzung 

z=I.tJ!, -zudu+z.dv =oz und 'Fdudv!l/l =da 
IF du dv 11/2 0)' I 

gesetzt wird. Die Formeln (18) und (19) bilden das affine Gegen­
stiick zu einer Formel von GaufJ (1829) fiir die Variation der Ober­
ftache 3). Fiir das Randintegral ist noch eine naheliegende Vorzeichen-

2) Vgl. etwa H. v. Mangoldt, EinfUhrung in die hahere Mathematik, 3. Bd., 
Leipzig 1920, Nr.84. 

S) C. F. Gaup, Principia generalia theoriae figurae fluidorum in statu 
aequilibrii, Werke V, S.29-77, bes. S. 65. Man vgl. auch O. Baiza, GauB 
und die Variationsrechnung in Bd. X 2, Abh.5 von Gaup' Werken und § 93 
des ersten Bandes. 

Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 12 
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regel festzusetzen. Das Doppelintegral in (19) kann mittels des kontra· 
varianten Raumvektors I auch so geschrieben werden 

J J ((j~, ~u' ~J H du dv = J (I·(j~)H dQ. 

Nebenbei: Man konnte diesem Ausdruck mittels § 63 (a. 24) und 
mittels der Formel Greens im 1. Bd., § 68 (128) noch weiter urn· 
gestalten. 

Die Formel (18) lehrt, daB (jQ bei festgehaltenem Rand (das 
heiBt genauer, wenn z, Zu und Zv auf dem Rande Null sind) nur 
dann fUr beliebiges z verschwindet, wenn H, das affine Gegenstuck 
zur mittleren Kriimmung auf unserer FHiche ~ (u, v} gleich Null ist. 

Die Extremalen unseres Variationsproblems (j Q = 0, die wir 
Affinminimalfliichen nennen, sind also durch das identische Ver­
schwinden der Invariante H, der mittleren Affinkriimmung, gekenn­
zeichnet. 

Diese Differentialgleichung laBt sich mit Hilfe der Formeln 
Lelieuvres sofort integrieren. Aus der mittleren Formel § 52 (42) 
folgt fUr H = 0 

(20) 

(21) I = U(u) + >8 (v) . 

Somit erhalten wir fur die Affinminimalflachen nach § 52 (49) die 
Integraldarstellung 

(22) I ~ -- >8 X U + J U X dU - J >8 X d>8 ·1 
Fur 

(23) - F = (U + >8, U/, >8') =f= 0 (UI = ~~, >8' = ~~) , 
gibt (22) nach den Endergebnissen des § 52 stets eine Affinminimal· 
£lache. 

Die Darstellung (22) unsrer Flachen stammt von G. Darboux, der 
von einer andern Seite her zu ihnen gekommen ist 4). 

Wir wollen im AnschluB an die Formel (22) noch eine einfache, 
ebenfalls von Darboux gefundene geometrische Konstruktion herleiten, 

4) G. Darboux, Theorie des surfaces 3 (1894), S. 368; 4 (1896), S.512. Mehr· 
fach sind unsere Flachen zunachst unter dem Namen paraboloidische Flachen 
von P. Franck studiert worden, vgl. Jahresbericht der D. Math. Ver. 23 (1914), 
S.49-53, S. 343-352; 29 (1920), S.75-93. Dati die Affinminimalfliichen mit 
den paraboloidischen Flachen zusammenfallen, hat zuerst L. Berwald bemerkt, 
Math. Zeitschr. 8 (1920), S. 63-78. Zu (23) sei erwahnt, dati F nur dann iden· 
tisch verschwindet, wenn die Kurven (ll), (18) in derselben Ebene durch den Ur­
sprung liegen. 
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die von den Schiebflachen zu den Affinminimalflachen fuhrt. Zu dem 
Zweck betrachten wir neben der M£lnminimalfliiche (;~), niimlich 

(22)1 ~=+~xU+fUxdU-f~xd~ 
die andere (~), die aus ihr durch Anderung des Vorzeichens bei U 
oder ~ entsteht: 

(22)2 ~=-~xU+fUxdU-f~xd~. 
Die Verbindungslinie zugeordneter Punkte ~(u, v) und ~(u, v) beruhrt 
unsere beiden Affinminimalfliichen, denn es ist 

(~u, ~", ~ - ~) = 0, (~u' ~'" ~ - ~) = O. 

Diese Verbindungslinien bilden also ein "Strahlensystem" (1. Bd., § 106), 
auf des sen "Brennfliichen" ~ (u, v) und ~ (u, v) sich die Asymptoten­
linien u, v = konst. entsprechen, ein sogenanntes "W-Strahlensystem". 
Fur den Mittelpunkt 3 entsprechender Punkte ~,~ £lnden Wlr 

3=H~+~)=fu xdU - f~ xd~. 
Die Mittenfliiche 3 (u, v) ist also eine Schiebfliiche. 

Es handelt sich nun darum, festzustellen, ob und wie man aus­
gehend von der Schiebfliiche (3) zu den beiden zugeordneten Affin­
minimalfliichen (~) und (~) gelangen kann. Dazu nehmen wir an, 
es sei 

(U u' U") =f= 0, (~~' ~") =f= O. 

Dann ist die Stellung der Schmiegebene an die "Erzeugende" v = konst. 
auf (3) durch die Vektoren 

(24) 3u = U xU', 3uu = U x U" 
gegeben und so mit steht diese Ebene auf U senkrecht, denn es ist 

3u x 3uu = (UU'U")U. 
Ebenso steht die Schmiegebene der Kurve u = konst. von (3) auf ~ 
senkrecht und somit hat die Schnittlinie unserer beiden Schmiegebenen 
dieselbe Richtung U X ~ wie die Verbindungslinie der Punkte ~,! 
nach (22). Damit ist unsere Frage nach der Konstruktion der Af£ln­
minimalflachen (~), (~) aus der Schiebflache (3) im wesentlichen schon 
gelost. Bemerken wir noch, daB aus (24) und 

3u u u = U X U'" + U' X U" 

und den entsprechenden Formeln fur 3", 3"", 3v"" folgt 

(3u 3uu3uuu) = + (U U'U")2, 
(3"3""3,,,,,,) = - (~~'~")2. 

Wir konnen daraus leicht folgenden SchluB ziehen: Es se~ 

3(u, v) = u(u) + o (v) 
12* 
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eine Schiebfliiche mit entgegengesetzt gewundenen Erzeugenden: 

(u' u" u"') > 0, (0' 0" 0"') < 0. 

Bringen wir in jedem Punkt 5 der Schiebfliiche die Schmiegebenen beider 
durch 5 gehender Erzeugenden u, v = konst. zum Schnitt, so erhalten 
wir ein W-Strahlensystem, dessen Brennfliichen hyperbolisch gekriimmte 
Attinminimalfliichen sind. 

Setzen wir namlich 
u' x u" b' x V" 

U = ~+ (u' u" u"')' Q3 = ~- (iTiJ" v"') , 
so erhalten Wlr 

fUxdU=+U, fQ3xdQ3=-o. 

Dadurch ergibt sich fur unsere Affinminimalfiachen die ebenfalls von 
G. Darboux stammende 5) integralfreie Darstellung 

(25) I r = 11-1-11 (u' x u")x (0' x v") I 
~ - ~+ (u' u'; u"') ~- (v'-v" vm ) . 

Auf ahnliche Weise kann man aus Schiebfiachen mit imaginaren 
Erzeugenden die elliptisch gekrummten Affinminimalfiachen herleiten. 
SchlieBlich ware es auch nicht schwer, fur die ausgeschlossenen Sonder­
falle (u' U" u"') = ° oder (0' 0" 0"') = ° eine Darstellung der zugehorigen 
Affinminimalfiachen zu finden. Der Kurze halber verzichten wir hier 
auf eine Besprechung dieser Falle. 

§ 69. Einige kennzeichnende Eigenschaften 
der AffinminimalfHichen. 

Aus der entwickelten Darstellung (22) 
schaften der Affinminimalfiachen ablesen. 
Ableitung 

tu U' = 0, 

das heiBt: 

konnen wir einige Eigen­
So folgt aus (22) durch 

Liings jeder Asymptotenlinie u = konst. [v = konst.] sind die Tan­
genten tu [tv] an die zweite Schar von Asymptotenlinien zu einer Ebene 
parallel. 

Wir erkennen folgendermaBen, daB diese Eigenschaft die Affin­
minimalfiachen unter den regularen analytischen Fliichen, die keine 
Torsen sind, kennzeichnet. Unsere Voraussetzung stellt sich rechnerisch 
durch Gleichungen 

(tu tuv tuvv) = 0, (tv tuv tuuv) = ° 
0) G. Darboux: Theorie des surfaces 3 (1894), S. 372. 
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dar. Nun ergibt sich allgemein aus § 49 (7), (8) und (9) 

~u"v = - F H~u +;~v +Fu~' 

~uvv = + -j'-~u - FH~v + Fv~' 
(26) 

und somit wegen § 49 (2) und (3) 

(27) (~u ~uv ~uvv) = + F3 H, 

(~v~uv~uuv) = - F3 H. 

Also folgt tatsachlich beispielsweise schon aus (~u ~uv ~uvv) = 0 unsere 
Behauptung H = o. 

Ahnlich erkennt man: Die Affinnormalen langs einer Asymptoten­
linie laufen zu einer festen Ebene parallel: 

(28) 

Aus § 52 (41) und § 68 (21) folgt namlich sofort 

(28)* ~U'=O, ~~" O. 

Darin ist unsere Behauptung enthalten. 
Betrachten wir jetzt eine Schar ahnlicher und bezuglich des Ur­

sprungs ahnlich gelegener Stiicke von Affinminimalfiachen: 

(29) .!*(u,v;l)=l~(u,v), O<l<1. 
Aus diesem Ansatz folgt in leicht verstandlicher Schreibweise 

M* = l+3 M, 

(30) F* = 2+ 3
/. F, 

~* = 2-'/.~. 

Die Formel (18) fiir die erste Variation von Q* gibt daher wegen H* = 0 
in unserem Fall 

(31) r5Q* = l'/'r52 H~, d~,~) - ~ Hzu du - zvdv). 

Nun ist nach (8) und (30) 

(32) z=(~u,l;v,l;ll/2r5l 
, F ' 

und daraus folgt durch Ableitung mittels der Ableitungsgleichungen 
§ 49 (2) 

(33) 

Setzen wir das Ergebnis (33) in (31) ein, so finden wir 

(34) r5Q*=H2'/'r5lH(~,d~,~) 
und weiter durch Integration nach 2 zwischen den Grenzen 0, 1 wegen 
Q(O) = 0 
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Die Aftinoberftache eines einfach zusammenhangenden Stucks einer 
Aftinminimalftache tapt sich somit durch das Randintegral darsteUen 

(35) 

Die entsprechende Formel rur die Minimalflachen hat H. A. Schwarz 
1874 angegeben (1. Bd., § 94). 

Da Q von der Wahl des Ursprungs nicht abhangt, folgt aus (35) 

2 Q = ~ (! + 0, d!, ~) = 2 Q + ~ (0, d!, ~) 
oder 

(36) 

wenn 0 einen beliebigen bei der Integration festgehaltenen Vektor be­
deutet. An Stelle von (36) k6nnen wir unter Verwendung des Vektor­
produkts ebensogut auch schreiben 

(37) 
oder endlich: 

Auf einer Aftinminimalflciche ist das Integral 

(38) f~ x d! 

vom Weg unabhtingig. 

Man kann etwa mittels der Formel (18) fiir ~Q einsehen, daB 
diese Tatsache die Affinminimalftachen kennzeichnet. Unterwirft man 
namlich eine Bache einer Schiebung (~~ = konst.), so ist ~ Q = 0 und aus 

(39) 

folgt das Verschwinden des ersten Ra.Tldintegrals in (18). Wenn aber 
~~ = konst. ist, so haben wir nach (8) und § 49 (2) 

(40) - f (zu du - z"dv) = f (~, d!, ~~), 
also verschwindet wegen (14) auch das zweite Randintegral in (18). 
Somit muB auch das Flachenintegral Null sein und, da der Rand be­
liebig zusammengezogen werden kann, folgt H = 0, wie behauptet war. 

Wegen 

(41) d(~ x ~) = (d~ x~) + (~ x d!) 

sind die Bedingungen 

(42) ~~ x d~ = 0, 

gleichwertig. Diese Formeln haben eine einfache mechanische Deutung: 
Denkt man sich in der Flache ~ (u, v) Spannungen wirksam, und zwar 
auf das Linienelement d! die Spannung d~, so sagen die Formeln: 

( 43) ~d~ = 0, 
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aus, daB Gleichgewicht herrscht. Denkt man sich das Kriimmungs­
bild ~(u, v) ebenfalls in einem Spannungszustand, und zwar so, daB 
dem Linienelement d~ der Spannungsvektor d~ entspricht, so herrscht 
wegen 

( 44) 

wieder Gleichgewicht. Jede der Flachen ~ (u, v), ~ (u, v), die nach 
§ 49 (9) in entsprechenden Punkten parallele Tangentenebenen haben, 
laBt sich als reziproker Krafteplan zu den Spannungen in der andern 
auffassen (vgl. den SchluB von § 94 des ersten Bandes). 

Der Flache 

(45) 
entspricht (~) durch "Orthogonalitat zusammengeh6riger Linienelemente", 
das heiBt es ist identisch in u, v und du, dv 

(46) d~.iI = 0. 
Ferner steht ~ auf der Tangentenebene von I senkrecht, denn es ist 

~ . d I = ° oder ausfiihrlich 

(47) ~Iu = 0, ~Iv = 0. 

Das Vorhandensein einer solchen Flache (I), die der gegebenen 
Flache (~) durch Orthogonalitat der Linienelemente derart entspricht, daf3 
die T angentenebenen von (I), zu den entsprechenden Affinnormalen von 
(~) senkrecht stehen, ist fur die Affinminimalflachen (~) kennzeichnend 6). 

Die Identitiit (46) besagt niimlich: 

(48) ~uXu = 0, ~"Iv + ~vI" = 0, ~vIv = ° 
und aus (47) und (48) folgt 

(49) iu=l(~ux~), Iv=l(~"x~). 
Durch doppelte Berechnung von XU" ergibt sich 

(50) l,,(~u x~) + l(~u x ~,,) = lU(~1J x~) + l(~" x ~,,). 
Durch skalare Multiplikation mit ~ folgt hieraus 

(51) (~u~v~) = (~IJ~u~) 
und somit wegen der Ableitungsgleichungen § 49 (9) die Richtigkeit 
unserer Behauptung H = 0. 

§ 70. Gegenstiick zum Problem von Bjo'l'Zingl). 

Mittels des in § 52 eingefiihrten kontravarianten Vektors X wollen 
wir jetzt das auf einer Affinminimalfiiiche vom Wege unabhiingige 
Integral (38) ausdriicken. Es ist 

(52) ~ x d~ = ~ x ~u du + ~ x ~"dv, 

6) Das hat W. Krause zuerst bemerkt, Dissertation, Hamburg 1922. 
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oder nach § 52 (41) 

(53) 
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Insbesondere wird unter Beachtung von (21), namlich I = U + Q5 

(54) J ~ x d~ = - U + Q5 
bis auf unwesentliche Integrationskonstanten. Wegen (21) ist somit 

(55) 
2U=I-J~xd~, 

2 Q5 = I +- J ~ x d~. 

Diese Gleichungen bilden ein Gegenstiick zu einem System von Formeln 
fiir Minimalftachen, das H. A. Schwarz 1874 gefunden hat (erster Band, 
§ 95 (26)). 

Legen wir nun folgendes Randwertproblem vor: 

Liings einer K urve ~o (t) sei ein Vektor ~o (t) gegeben, und zwar se~ 

(56) ( r ' = d 1;0 h' = ~~Q) 
<';0 d t' "0 d t . 

Man soU durch diese Kurve eine Attinminimalfliiche legen, die die ~o 

zu Affinnormalenvektoren hat. 
Es entspricht das der Aufgabe Bforlings (1844), durch eine Kurve 

eine Minimalftache zu Iegen, wenn langs der Kurve noch die Flachen­
normal en vorgeschrieben sind (erster Band, § 95). Wie wir nach Schwarz 
diese Aufgabe mittels seiner Formeln gelost haben, so ist die Losung 
unserer Aufgabe in den Formeln (55) enthalten. 

Zunachst konnen wir uns namlich Iangs der Kurve ~o (t) den 
Vektor lo ermitteln, denn nach § 52 (43) steht I auf der Tangenten­
ebene an ~ (u, v) und auf der an ~ (u, v) und somit auf ~o' und ~O' 
senkrecht. Beachten wir noch die Normierung l~ = 1 aus § 52 (37), 
so folgt 

(57) 

Wir konnen uns also durch Integration langs der Kurve ~o (t) nach 
(55) die Vektoren U (t), Q5 (t) berechnen und daraus nach (22) eine 
Flache ~ (u, v). 

Dieses Verfahren versagt nur dann, wenn eine der berechneten 
Vektorfunktionen U (t) oder Q5 (t) konstant ist Dann ist aber nach (55) 

(58) 2Uo'!,~0' = 2 Q5o'~o' = lo'~o' = O. 
Nehmen wir daher zunachst 

(59) 

an, so wird durch (22) wirklich eine Flache ~ (u, v) bestimmt und wir 
haben zu zeigen, daB sie den geforderten Randbedingungen geniigt 
und eine Affinminimalftache ist. 
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In der Tat erfiillt 

(60) ~ (u, v) = J {(I xU') du + (~' X I) dv} 
die Randbedingungen fUr u = v = t, denn man findet wegen (55) 

(61) ~(t, t) = Jlo x~(Io' - ~o X ~o')dt - Jlo x ~(Io' + ~o X ~:) dt 
und nach der Rechenregel 

(62) V1 X (V2 X Vs) = (Vl Va) V2 - (Vl V2) Vs 
ergibt sich weiter 

(63) ~(t,t)= -J(Io~o')~odt+J(Io~o)~:dt, 
also nach (57) 

(64) 
Ahnlich ergibt sich aus 

I"xI. U'x}8' 
~ = (IuI.I) = (U',}8', U+}8) 

(vgl. § 68 (21) und § 52 (43)) nach (55) und (62) zunachst 

(6 5) (t t) (Io' "&0') ~o - (Io' ~o) "&0' 
~ , = (Io'"&o') (~oIo) - (Io'~o) (~o'Io), 

Da nach (57) 

so ist 

und daher nach (59) 
~ (t, t) = ~o (t). 

Ferner folgt aus den Formeln § 52 (43) 

(66) ''Yl'=_2Fdu.du 
;1;0 ~o dt dt' 

somit ist nach (59) auch F + 0 und die Bedingung (23) erfilllt. Daher 
ist ;I;(u, v) auch Affinminimalftache. 

Falls Io';I;o' = 0, ist die Aufgabe im allgemeinen widerspruchs­
voll. ;1;0 (t) und ~o (t) miissen weitere Bedingungen erfiillen. Wegen 
Io' ~o' + Io;l;o" = 0 ist auch Io ~o" = O. Die Randkurve wird also zu 
einer Asymptotenlinie der Flache ;I; (u, v) und daher muB langs ;1;0 (t) 
einer der Vektoren U (t), ~ (t) konstant werden. Sei etwa ~ fest, so 
ist nach (55) 

(67) Io (t) + J ~o X d;l;o = konst., 
also 

(68) Io' + ~o X ~o' = 06a), 
und zweitens miissen nach (28) die Vektoren ~o (t) zu einer festen 
Ebene parallel laufen. Dann lassen sich aber unendlich viele FHichen 
durch den Streifen legen. 

6a) Diese Beziebung kommt im wesentlicben auf die von Beltrami und 
Enneper in § 48, Nr. 10 binaus. 
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(69) 

und 

(70) 

Es sei niimlich 
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x (u, v) = U (u) + ~ (v), 
X (u, 0) = Xo (u) = U (u) 

~o~'(o) = 0, 

was nach (28) notwendig ist. 1m iibrigen kann ~ (v) beliebig gewiihlt 
werden. Dann ist nach (60) 

(71) J;(u,O)=JUxU'du 

und nach (57), (58), (62) und (68) iihnlich wie bei (63) weiter 

(72) J; (u, 0) = J (U~o) lo' du - f (Ulo') ~o du = lo (u). 
Ferner ist nach einer iihnlichen Umformung wie bei (65) 

(r:.o'l)3o') 
(73) ~ (u, 0) = (r:.o'l)3o')· ~o = ~o' (~o' = ~' (0)) 

da lo ~o' wegen (56) und (70) von Null verschieden ist. Wegen 

(74) J;o'~o' = luXv = - F 

(vgl. § 52 (43)) ist auch (23) erfiillt. -

W enn ~' zu J;' parallel vorgegeben wird, so ist der Streifen nicht 
bis zur zweiten Ordnung vollstiindig bestimmt, und Xo kann den 
Gleichungen 

(75) 

entsprechend zu 

(76) 

Xo~o' = 0, 

xot)o = 1 

gewiihlt werden, wo )tJ eme beliebige Vektorfunktion von t ist. 

Dies haben wir zu beriicksichtigen, wenn wir aIle Attinminimal­
fliichen mit Drehsymmetrie aufstellen wollen. Wir geben einen dreh­
symmetrischen Rand vor: 

(77) 1 r cos t, 

J;o = r sin t, 
0, 

wo r, a, b Konstante sind. 

{ 
acos t, 

~o = a sin t, 
b' 
" 

Xo = l~ :~::: 
1 - ac 

b 

(78) 

(c bedeutet eine Konstante) ist die allgemeinste Moglichkeit Xo (t) 
drehsymmetrisch und mit (75) vertriiglich anzunehmen. Nach (55) 
erha! ten wir 
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{

eCosu+brsinu, reCOSV-brsinv, 

(79) 2U= esinu-brcosu, 2~=lesinv+brcosv, 
1- ac 1- ac 
-b-- aru, -b-+ arv . 

Die Flachen selbst erhalt man am einfachsten, indem man die Sub. 
stitution ausfUhrt: 

(80) 

e = 2 A cos a, 

br = 2 A sina, 

ar = 2C, 

~~=2D+2Ca, 
b 

und durch EinfUhrung der neuen Parameter u - a und v + a. Fur die 
Meridiankurven der wesentlich verschiedenen Flachen erhalt man die 
Parameterdarstellung 

(81) -V X 12 + X 22 = 2 P sin r + Q T sin r + Q cos r 

Xs = R(T + sin or cos or). 

Dabei bedeutet or den Parameter und P, Q und R Konstante. Fur 
Q = 0 erhalt man, wie nur erwahnt sei, auf das Drehparaboloid ab­
wickelbare Flachen 7). P = 0, Q = + 1 ergibt die Evolutenfiache der 
Kettenflache. Die Substitution, (80) versagt, wenn br = + ie, denn 
es ergibt sich 

cos a = ± i sin a oder e:fila = 0, 

was fur kein a erfullbar ist. In diesem Falle muB man unmittelbar von 
den Formeln (70) ausgehen und man erhiilt so Drehfiiichen mit den 
Meridiankurven 

(82) 
Insbesondere erhalt man fur q = 0 die Drehparaboloide. 

§ 71. Flachen, die zugleich gewohnliche und Affin­
minimalflachen sind. 

Wir wollen in diesem Abschnitt wieder einmal aus der eigentlichen 
Affingeometrie heraustreten und uns die Frage vorlegen: 

Welehe Flaehen sind Minimalflaehen im gewohnliehen Sinne des 
W ortes und gleiehzeitig aueh Atfinminimalflaehen? 

') Vgl. etwa G. Darboux, Comptes Rendus, Paris 140 (1905), S. 697 und 
Bulletin sciences math. (2) 29 (1905), S. 109. Ferner die Untersuchungen von 
P. Franck Uber Affinminimalflachen (paraboloidische Flachen); ]ahresber. d. 
deutschen Mathematiker -Vereinigung 23 (1914), S. 350. Man hat nur zu 
zeigen, dan fUr die FHichen Q = 0, U2 = )82 = konst. wird. FUr Q = 0, P = ± 1 
wird U2 = )82 = O. 
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Diese Aufgabe hat zuerst P. Franck gestellt. Die folgende 
hiibsche Losung stammt von G. Thomsen 8). 

Wir wollen eine MinimalfHiche wie im § 92 des ersten Bandes 
so auf Asymptotenparameter u, v beziehen, daB die drei Grundformen 
der elementaren Fliichentheorie die Gestalt annehmen 

I + d d dU2+dv2 
= ~. ~ = ",2 , 

(83) II = - d~.d~ = - 2 dudv, (~~u~v) = ft2, 

III = + d~ .d~ = ft'l (du2 + dv2), 

wenn wir an Stelle des dort verwendeten A. hier lieber ft2 schreiben. 
Nach der Formel § 64 (184), niimlich 

(84) I =-~-
IK!'/.' 

worin ~ den Einheitsvektor der Fliichennormalen und K das Gaupische 
KriimmungsmaB der Minimalfliiche bedeutet, konnen wir uns jetzt 
den kontravarianten Vektor I (§ 52) ermitteln. Da nach § 92 (17) 
des ersten Bandes 

(85) K = - ft4 

ist, finden wir 

(86) ~ I=-. 
'" Durch Spezialisierung der Formeln (137) von § 48 des ersten Bandes 

erhalten wir 

(87) 

~ = _ "'" ~ +!!! ~ . _ /1 2 ~ 
vv '" u '" v r 

und somit durch Ableitung aus (86) 

(88) (1) I - - ~ uv- '" uv . 
Aus (~~u ~v) = IK 13h (I Iu1v) = - F I K 1

3
/. 

F=+!. 
'" 

folgt 

W egen § 52 (42) erhalten wir somit fur die mittlere Affinkriimmung H 
unserer Minimalfliiche den einfachen Ausdruck 

(89) 

8) P. Franck, J ahresber. der deutschen Mathematiker -Vereinigung 23 
(1914), S.51 u. f.; G. Thomsen. Hamburger Abhandlungen 2 (1923), S.69-71. 
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und 

(90) (~) -0 
!1 uv 

ist die Bedingung dafur, daB unsere Minimalflache auch Affin· 
minimalflache (§ 68) wird. 

Die geometrische Bedeutung der gefundenen Bedingung (90) 
kann man beispielsweise dadurch aufdecken, daB man aus (87) sich 
die Determinanten (~u ~uu ~uuu) und (~v ~vv ~vvv) berechnet. Man 
erhalt so 

(91) (~" ~"" ~ u u u) = (~v ~ v v" ~ v v v) = ,u g ( : ) "V (~ ~ u ~ v) = p 5 (: ) u v . 

Darin steckt wegen (90) das Ergebnis: 

Die M inimalfliichen, die gleichzeitig Atfinminimalfliichen sind, 
werden dadurch gekennzeichnet, dafJ die sphiirischen Bilder ihrer 
Asymptotenlinien ein Netz sich senkrecht schneidender Kreise bilden. 

Urn diese Flachen aufzustellen, brauchen wir also nur von einem 
orthogonal en Kreisnetz auf der Kugel auszugehen. Die Kreise werden 
von den Ebenen zweier Buschel ausgeschnitten, deren Achsen Polaren 
der Kugel sind. Nehmen wir das gemeinsame Lot dieser Polaren 
zur xg,Achse, die x1,Achse parallel zur einen, die x2 ,Achse parallel 
zur zweiten Geraden, so konnen wir das Netz durch die Ebenen aus, 
schneiden 

(92) Xl = P(xg - c), x2 = q (X3 - ~) . 
An Stelle von p, q fiihren wir die neuen Parameter u, v eln: 

(93) 
1 c 

p= v- tgU, q = ---== th v. 
l-c2 V1- c2 

Dabei sollen hier und im folgenden sh, ch und th die Hyperbel, 
funktionen bedeuten. So finden wir als Parameterdarstellung der 
Kugel ~2 = 1 

(94) 
+ ~_-=-~ c coss:: ch v' I 1"-- sinu 

~ = l- 1"1 - c2 ccosu+chv' 

c ch v + cos ~t 
C cos U + chv; 

Daraus ergibt sich 

(95) III = de = du2 +dv2 V~ 
(ccosU+ChV)2' P= ccosu+chv 

Vom spharischen Bilde ist es jetzt leicht zur Urflache ~ (u, v) zu 
kommen. Die Ableitungsformeln Weingartens aus § 46 des ersten Bandes 
vereinfachen sich namlich fur die Grundformen (83) zu 

(96) 
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Setzt man hierin fur ~u' ~v und fl die Werte aus (94) und (95) ein, 
so erhalt man durch Integration die folgende Darstellung der gesuchten 
Fliichen: f 1 + -=- (cv + cos ushv), 

(97) ,~l_ "~ (u+"inuch,), l v 1- c2 

- sinushv. 

Es sei erwiihnt, daB diese bemerkenswerten Minimalfliichen 
"adjungiert(9) sind zu den von O. Bonnet aufgefundenenlO) mit ebenen 
Krummungslinien. Die Asymptotenlinien u, v = konst. dieser Flachen 
sind W-Kurven (§ 34). Die gewohnlichen Kmmmungslinien unserer 
Fliichen sind die Kurven u + v = konst. Die Affinkrummungslinien 
lassen sich durch elliptische Integrale ausdrucken. 

1st die in der Fliiche (97) auftretende Konstante c insbesondere 
gleich Null, so bekommen wir die gemeine Schraubenfliiche (Wendel­
fliiche). Lassen wir hingegen c gegen 1 mcken, so finden wir durch 
Grenzubergang aus (97) eine algebraische Minimalfliiche, die man 
einfacher geradeswegs erhiilt. 

Man geht niimlich auf der Kugel ~2 = 1 von einem Kreisnetz 
aus, das die Ebenen durch zwei senkrechte, die Kugel im selben 
Punkt beruhrende Tangenten ausschneiden. Dazu konnen wir die 
Formeln (10) § 91 im ersten Band, niimlich 

r -~---I 1 + u 2 +v2 ' 

J 2v 
~ =) 1 + u2 + v 2 ' 

l ~ ~:: ~:: 
(98) 

verwenden. u, v = konst. sind die beiden Kreisscharen. Aus (98) folgt 

(99) d~2 = (1+U:+V2r (du2 + dv2), fl = I+U:+V2' 

Durch die entsprechende Rechnung wie vorhin findet sich zu 
diesem sphiirischen Bild der Asymptotenlinien die folgende Minimalfliiche 

(100) { 
l v - ~ u 2 V + ~ v3 , 

~ = ~ u + i u3 -l U v2 , 

-uv. 

Diese algebraische, und zwar rationale Minimalflache ist zuerst von 
A. Enneper ll) studiert worden und wird nach diesem Geometer benannt. 

9) Vgl. 1. Band, § 102, Aufgabe 2. 
10) O. Bonnet, Comptes Rendus, Paris 41 (1855), S. 1058. 
") Vgl. 1. Band, § 102, Aufgabe 3. 
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§ 72. Eine Kleinsteigenschaft des Ellipsoids. 

Dnter einer reguHiren Eiflache wollen wir hier eine geschlossene 
konvexe Flache verstehen, die in jedem Punkt eine Tangentenebene 
besitzt und mit dieser nur einen Punkt, den Beriihrungspunkt, gemein­
sam hat. Das von einer Eiflache umschlossene Gebiet nennen wir 
Eikorper, die Tangentenebenen nach Minkowski auch, "Stutzebenen". 

In dies em Abschnitt wollen wir zeigen: 

Zwischen dem RauminhaltJ eines Eikorpers Sf und dem Inhalt V 
des grofJten in Sf enthaltenen T etraeders besteht die Beziehung 

(101) 3.nV3V-2]2.0, 

und zwar ist das Gleichheitszeichen fur die Ellipsoide kennzeichnend 12). 
Man sieht, daB dieser Satz das raumliche Gegenstiick zu der im 

§ 22 bewiesenen Eigenschaft der Ellipse ist. Auch die ersten Schritte 
des Beweises verlaufen hier ahnlich wie bei dem ebenen Problem, 
so daB wir uns zunachst mit kurzen Angaben begniigen konnen. 

Symmetrisieren wir einen Eikorper Sf zu Sf*, und entsprechen 
dabei die, beiden Sf eingeschriebenen Tetraeder :t und :t den beiden 
Sf* eingeschriebenen zueinander symmetrischen :t* und :t*, so gilt 
fur ihre Inhal te 

(102) 

und daraus folgert man: 

(I) Beim Symmetrisieren nimmt im allgemeinen der Inhalt des 
einbeschriebenen grofJten Vierflachs ab; d. h. entsteht der Eikorper Sf* 
aus dem EikOrper Sf durch Steiners Symmetrisierung und sind V* una 
V die Inhalte der zugehOrigen GrofJtvierflache, so ist 

(103) V 2. V*. 
Ferner ergibt sich aus un serer Betrachtung die Bemerkung: 

(II) 1st V=- V*, so sind die einem GrofJtvierflach a1 * a 2 * as * a4 * 
von Sf"" "entsprechenden" Vierflache al a2 as a4 und li1ligliSli4 von sr 
ebenfalls GrofJtvierflache. 

Die Art dieses "Entsprechens", bei dem zugehorige Punkte in 
einer Parallel en zur Symmetrisierungsrichtung liegen, ergibt sich aus dem 
Vorhergehenden (§ 22) mit voller Deutlichkeit. 

Fiir spater wird uns auch noch folgende Bemerkung von Nutzen 
sein: Sind a1 a2 as a4 die Ecken eines GroBtvierflachs von Sf, so konnen 
wegen der GroBteigenschaft jenseits der Ebene durch eine Ecke 
z. B. a, parallel zur gegeniiberliegenden Seitenflache a1 a2 as keine 
Punkte von Sf liegen, also muB diese Ebene den Korper Sf in a4 

12) W. Blaschke, Leipziger Berichte 69 (1917), S. 421-435. 
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beruhren. Das heiBt genauer: Sie muB eine "Stutzebene" von ~ 
sein. Durch jede Ecke eines Gro(3tvierflachs geht also eine Stutzebene 
parallel zur gegenuberliegenden Seitenfliiche. 

Fur die Kugel @) vom Halbmesser r gilt fur den Inhalt J ® und 
den Inhalt V 6 des groBten einbeschriebenen Vierfiachs, das gleich­
seitig ist, 

(104) 

und daher 

(105) 

Daraus folgert man mit Hilfe des Satzes (1) wie in der Ebene unter 
Verwendung des Symmetrisierungsverfahrens die Richtigkeit der Un­
gleichheit (101). 

(1II) Zwischen dem Inhalt J eines Eikorpers und dem Inhalt V 
des gro(3ten einbeschriebenen V ierflachs besteht die Beziehung 

(101) 3n)l"3 V - 2J> O. 

Es bleibt festzustellen, wann das Gleichheitszeichen gilt, oder wie 
wlr kurz sagen wollen, welche Flachen "extreme Flachen" sind. 

Zunachst stellen wir wieder ahnlich wie in § 22 fest: 

(IV) J eder Punkt einer reguliiren, extremen Eifliiche 'is' ist Eck­
punkt eines Gro(3tvierflachs von 'is'. 

(V) Ein Eikorper ~*, der durch Symmetrisierung aus einem 
extremen entsteht, ist wieder extrem, 
oder etwas anders gewendet: 

(Va) Bei ieder Symmetrisierung emes extremen Eikorpers bleibt V 
erhalten. 

Aber nun scheiden sich die Wege! 
Gehen wir von einem Eikorper ~ aus und symmetnsleren wir 

ihn an einer Ebene ~1 nach ~1! Dann neuerdings ~1 an einer 
zweiten Ebene ~2' die ~1 in einer Geraden 2L trifft und mit ~1 einen 
Winkel einschlieBt, der ein irrationaler Teil eines vollen Winkels ist. 
Den so entstandenen Eikorper ~2 symmetrisieren wir wieder an ~1 
und so fort. Auf diese Art entsteht aus dem ursprunglichen Korper ~ 
durch abwechselndes Symmetrisieren an ~1 und ~2 eine unendliche 
Folge von Eikorpern ~1' ~2' ~s' ... , die, wie der Verfasser mittels 
seines Auswahlsatzes in seinem Buche "Kreis und Kugel" gezeigt hat1S), 

gegen einen Eikorper ~* = lim ~n konvergieren, der die Schnittlinie 2L 
von ~1 und ~2 zur Drehachse hat. 

Man kann auch geradewegs von ~ zu ~* gelangen, wenn man 
be merkt, daB jede Ebene senkrecht zur Achse 2L aIle Korper, also 

13) W. Blaschke, "Kreis und Kugel", Leipzig 1916, S. 86 und folgende. 



§ 72. Eine Kleinsteigenschaft des Ellipsoids. 193 

insbesondere sr und sr* in inhaltsgleichen Eibereichen trifft, Wle 
wiederum durch das Prinzip von Cavalieri aus der Erklarung von 
Steiners Symmetrisierung unmittelbar hervorgeht 14). Somit bekommt 
man folgende Konstruktionsvorschrift: 

In ieder Ebene senkrecht zur Achse m ersetze man den Schnitt­
bereich des EikOrpers sr mit der Ebene durch eine inhaUsgleiche Kreis­
scheibe um m. Alle diese Kreisscheiben erfiillen den Drehkorper Sf*. 

Dieser Ubergang von ~ ->- sr* ist die Konstruktion, auf die 
Schwarz seinen Beweis der isoperimetrischen Haupteigenschaft der 
Kugel gegriindet hat. DaB ~ wieder ein Eikorper ist, was bei 
unserer Herleitung dieser Konstruktion sich sofort aus der ent­
sprechenden Eigenschaft der Symmetrisierung ergibt, hat H. Brunn 
zuerst bewiesen 15). 

Wir bemerken noch,. daB ~ und ~* wieder nach Cavalieri 
inhaltsgleich sind und daB man infolge von (1) und durch den Grenz­
iibergang genau wie in § 22 einsieht, daB zwischen den zugehorigen 
Werten des Inhalts V der groBten einbeschriebenen Vierflache die 
Beziehung V:2: V* gilt. Ferner folgt aus (V) 

(VI) ]eder Drehkorper ~*, der aus einem extremen Eikorper ~ 
durch die Konstruktion von Schwarz entsteht, ist wieder extrem und es 
1st in diesem Falle stets V = V*. 

Das Ziel, auf das wir zunachst lossteuern werden, ist der Beweis 
<les Satzes: 

(VII) ]ede Seitenebene iedes einer reguliiren extremen Eiflache ein­
beschriebenen GrofJtvierflachs schneidet die Eifliiche in einer Ellipse. 

Damit werden wir die Schwierigkeit im wesentlichen iiberwunden 
haben und dann leicht die Ellipsoide als die einzigen regularen ex­
tremen Eiflachen erkennen. 

Wir verwandeln unseren extremen Eikorper ~ durch unbegrenzt 
wiederhoIte Anwendung der Symmetrisierung sr ->- sri ->- Sf2 ->- ~3 ••• 

in einen Dreheikorper sr* = lim srn mit lotrechter Drehachse m. Man 
stellt leicht fest, daB bei der Symmetrisierung wie bei der Konstruktion 
von Schwarz die Regularitat der begrenzenden Eiflachen erhalten bleibt. 
Die Sf* begrenzende Eiflache ~* hat also in ihrem "hochsten" Punkt n*, 
dem einen der Schnittpunkte mit der lotrechten Drehachse m, eine einzige 
wagrechte Stiitzebene. Nach (VI) und (IV) ist n* Ecke (mindestens) 
eines GroBtvierflachs von ~* und: wegen der GroBteigenschaft ist 
zufolge der Bemerkung kurz nach (II) die n* gegeniiberliegende 

14) "Kreis und Kugel" S. 71, 87. 
15) Wegen der Literatur verweisen wir auf, Kreis und Kugel" S.40, 41, 

104, 105. Die erste Veroffentlichung: H. Brunn, Kurven ohne Wendepunkte, 
MUnchen 1889, Th. Ackermann, S. 52. 

Blaschke. Differentialgeometrie. II. Bd. 13 
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SeitenfUiche des Vierfiachs zur Tangentenebene III n* parallel, also 
ebenfalls wagrecht. 

Zunachst sei festgestellt: 

(VIII) Aile Grof3tvierflache von ty*, die eine Ecke in n* haben, 
haben die gegeniiberliegende wagerechte Seitenebene 9( gemein und gehen 
daher aus einem unter ihnen durch Drehung um die Achse ill: hervor. 

Wegen der GroBteigenschaft ist die gegenuberliegende Seiten· 
fiache eines solchen Vierfiachs ein gleichseitiges Dreieck, das dem 
Parallelkreise einbeschrieben ist, den 9( und ty* gemein haben. Kon­
struieren wir uns aber die Drehfiache ClJ urn ill:, die aus allen Kreisen 
urn ill: besteht, deren einbeschriebene gleichseitige Dreiecke mit n* 
verbunden ein Vierfiach des vorgeschriebenen Inhalts V ergeben, so 
findet man fur den Meridian dieser Drehfiache ClJ die Beziehung 

Fig. 36. 

r2 z = c2, C = konst. 

wenn r den Halbmesser 
des Parallelkreises und 
z die Entfernung seiner 
Ebene von n* bedeutet. 
Diese Meridiankurve be­
ruhrt wegen der Maxi­
mumeigenschaft der ty* 
einbeschriebenen Vier­
fiache die Meridiankurve 
von ty* in 91. Da liings 
der Meridiankurve von ClJ 

d2 r 3c-~ 
-- = -z 2 >0 
dz2 4 

ist, so liegt wegen der 
entgegengesetzten Kon­
vexitat der Meridiane 

von ty* und ClJ die eine Flache ty* ganz innerhalb, die andere ClJ 
ganz auBerhalb des gemeinsamen Beriihrungskegels liings des Parallel­
kreises in 91 (vgl. die Figur 36). Nach der Erklarung von ClJ kann es 
somit wirklich in ty* kein GroBtvierfiach mit der Ecke n* geben, 
das nicht 9( zur Seitenebene hiitte. 

Jetzt richten wir unser Augenmerk wieder auf den urspriing­
lichen extremen Eikorper st, aus dem st* durch die Symmetrisie· 
rungen und den Grenziibergang entstanden ist. Dann konnen wir 
we iter nachweisen: 

(IX) Die Ebene 9( ist auch Seitenebene eines Grof3tvierflachs des 
urspriinglichen Eikorpers St', dessen eine Ecke im hochsten Punkte n 
von st liegt. 
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Betrachten wir namlich eine Folge von GroBtvierflachen >81' 
>82' >E3, ... der Eikorper Sl'1' Sl'2' ~3' ... , so daB >8n den hochsten 
Punkt von Sl'n zur Ecke hat, so haben aIle diese Vierflachenach (Va) 
denselben Inhalt V. Wegen der Beschranktheit der Folge Sl'l' Sl'2' 
Sl'3' .. , (konstruiert man urn einen Punkt der Achse 2{ eine Kugel, 
die Sl' enthaIt, so enthalt sie auch aIle Sl'n) laBt sich aus der Folge 
>81, ~2' >83"" eine Teilfolge >8"1' >8"., >8"., ... herausgreifen, die gegen 
ein GroBtvierflach >8* von g:* konvergiert. Da aIle >8n den hochsten 
Punkt von Sl'n (fur n > 2 ist das n*) zur Ecke haben, so haben aIle 
diese >8n eine wagrechte Seitenebene und >8* hat die Ecke n*, also 
nach (VIII) die Seitenebene 9(. Nach (II) entspricht jedem >8" k in Sl'" k 

ein GroBtvierflach in den vorhergehenden Eikorpern mit derselben 
wagrechten Seitenebene, also insbesondere ein GroBtvierflach >80 

"k 

in Sl'. Beim Grenzubergang k - 00 strebt >8" gegen das GroBt­
k 

vierflach >8* mit der wagrechten Seitenebene 9(, also >80 gegen ein 
"k 

GroBtvierflach >8 in Sl', das ebenfaIls 9( als Seitenebene hat, w. z. b. w. 

(X) 9( schneidet g: in einer Ellipse. 

Wegen der GroBteigenschaft von >8 ist namlich das Dreieck 
von >8 in 9( GroBtdreieck des Schnittbereichs )8 von 9( mit Sl'. 
Ebenso ist die Seitenflache vOn >8* in 9( Gr6Btdreieck des Parallel­
kreises )8* von Sl'* in 9(. Da >8 und >8* gleichen Inhal t V und 
gleiche H6he haben, sind auch ihre Grundflachen, die beiden GroBt­
dreiecke, flachengleich. Beim Eibereich )8 besteht also zwischen 
Flacheninhalt Fund GroBtdreiecksflache I::; dieselbe Beziehung wie 
bei dem zu )8 flachengleichen Kreise )8*, namlich 

4nl::; - 3V3F= 0, 

und da der Rand von )8 als ebener Schnitt der regularen Eiflache g: 
keine Ecken hat, so ist nach dem Satze von § 22 der Eibereich )8 
von einer Ellipse begrenzt. 

(XI) Die Stiitzebenen von g: liings der Ellipse in 9( umhiillen 
einen Kegel. 

Urn das zu zeigen, uben wir auf unsere Eiflache g: eine affine 
Umformung aus, die die Ellipse in 9( in einen Kreis (£ verwandelt 
und den h6chsten Punkt n von g: in die Drehachse dieses Kreises 
bringt. Auf die so transformierte Figur wenden wir dieselben Be­
zeichnungen an, wie auf die alte. Urn dann in einem Punkt at von 
(£ die Stutzebene an g: zu bestimrnen, konstruieren wir das gleich­
seitige Dreieck al a2 a3 in (£ mit der Ecke al (Fig. 37). Das Dreieck 
gibt, verbunden mit n, ein GroBtvierflach von g:, also ist die StUtz­
ebene in at parallel zur Ebene durch n a2 a3 • LiBt man diese Ebene 
sich urn die Drehachse des Kreises (£ drehen, so beschreibt sie den Ort 

13* 
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aller Tangenteneben en von ~ liings (£. Daraus folgt das behauptete 
Ergebnis (XI). 

~ liegt also ganz innerhalb des von dies en Tangentenebenen 
liings (£ umhiillten Drehkegels. Nun bemerke man: Liegt ein Ei­
bereich innerhalb eines Kreises, dann ist das GroBtdreieck des Ei­

Fig. 37. 

bereichs kleiner als das des Kreises. 
Nimmt man daher in einer wagrechten 
von m verschiedenen Ebene einen Ei­
bereich an, der mit m zur selben Seite 
der Spitze n und innerhalb des Dreh­
kegels liegt, dann gibt ein GroBtdrei­
eck dieses Bereichs mit n verhunden 
ein Vierflach, dessen Rauminhalt stets 
< V ist. Daraus beweist man aber 
ganz iihnlich, wie vorhin (VIII) be­
wiesen wurde: 

(XII) Alle GrofJtvierflache von ~ mit 
der Ecke n haben die gegenuberliegende 
Seitenebene m gemein. 

Wenn man jetzt hinterher iiberlegt, daB die Lotrichtung beliebig 
gewiihlt werden kann, der Punkt n auf ~ also durch nichts aus­
gezeichnet ist, so folgt aus (XII) und (X) die Richtigkeit der Be­
hauptung (VII). 

Nach allen dies en zahlreichen V orbereitungen sind Wlr endlich 
in der Lage, unser Ziel zu erreichen: 

(XIll) Jede reguliire extreme Eifliiche ~ ist ein Ellipsoid. 
Es seien ak (k = 1, 2, 3, 4) die Ecken eines ~ einbeschriebenen 

Vierflachs vom groBtmoglichen Inhalt V. Wir iiben dann auf ~ eine 
affine Transformation aus, die dieses Vierflach in ein gleichseitiges 
verwandelt. J ede Seitenebene des Vierflachs schneidet ~ nach (VII) 
in einer Ellipse. Wegen der GroBteigenschaft des Vierflachs ist 
z. B. die Tangentenebene (Stiitzebene) von ~ in a1 parallel zur gegen­
iiberliegenden Seitenfliiche a2 as a~. Die Tangente an die Schnitt­
ellipse ~~ der Ebene a1 a2 as in a1 ist daher parallel zu ~ as (Fig. 38). 
Allgemein ist die Tangente an ~4 in jeder Ecke des Dreiecks a1 a2 as 
zur gegeniiberliegenden Dreieckseite parallel. Durch diese drei Punkte 
und die zugehorigen Tangenten ist aber ~~ schon bestimmt und wir 
sehen, daB im Fall des gleichseitigen Vierflachs ~4 der dem gleich­
seitigen Dreieck a1 a2 as umschriebene Kreis ist. Somit hat die Ei­
fliiche ~ mit der dem gleichseitigen Vierflach a1 a2 as a~ umschrie­
benen Kugelfliiche @; die in den vier Seitenebenen liegenden Kreise 
gemein. 
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Jetzt sieht man aber so ein, daB jeder weitere Punkt a von ~ 
auf S liegt, daB also ~ mit S zusammenfiillt: Aus der Konvexitat 
von ~ folgt, daB sicher einer der vier Punkte ak die Eigenschaft hat, 
durch die gegeniiberliegende Seitenebene des Vierflachs nicht von a 
getrennt zu werden. (AIle anderen Punkte des Raumes erfiillen nam· 
lich vier sich ins Unend­
liche erstreckende drei­
seitige Pyramiden mit den 
ak als Spitzen auBerhalb ~, 
deren Begrenzung man 
durch Verlangerung der 
Seitenebenen des Vierflachs 
erhiilt.) Es sei das etwa 
die Ecke a4 • Dann legen 
wir von a aus eine Tan­
gentenebene an den Dreh­
kegel mit der Spitze a4 

und dem Kreis als Grund­
fiache, der dem Dreieck 
a1 a2 as einbeschrieben ist. 
Das ist moglich, denn dieser 
Kegel liegt innerhalb ~, 

also a auBerhalb des Ke-
gels. Diese Ebene schneide 

Fig. 38. 

den dem Dreieck a1 a2 as umschriebenen Kreis &4 in den Punkten 
a1 * a2 * (Fig. 38). Wir konnen dazu einen dritten Punkt aa * auf &4 so 
bestimmen, daB das Dreieck a1 * a2 * as * wieder gleichseitig wird. Dann 
geht das gleichseitige Vierflach mit den Ecken a1 * a2 * as * a4 durch 
Drehung aus dem alten Vierflach a1 ~ as a4 hervor, hat also wieder den 
groBtmoglichen Inhalt V, ist somit wieder ein GroBtvierflach von ~. 

Die umschriebene Kugel des neuen Vierflachs, das ist aber wieder 
die alte Kugel S, hat dann nach dem Friiheren mit ~ die Kreise in 
den Seitenebenen gemein. In der Seitenebene a1 * a2 * a4 ist aber unser 
Punkt a enthalten. Also liegt a wirklich auf S. 

Machen wir schlieBlich die angewandte affine Umformung wieder 
riickgangig, so verwandelt sich die Kugel @3 = ~ in ein Ellipsoid. 
Damit ist der an der Spitze dieses Abschnitts mitgeteilte Satz der 
raumlichen Geometrie voIlig bewiesen. Die beim Einzigkeitsbeweis 
verwendeten einschrankenden Voraussetzungen liber die "Regularitat" 
der betrachteten Eiflachen konnen beseitigt werden, ohne daB dadurch 
neue extreme Eiflachen zu den Ellipsoiden hinzukommen, wie 
W. Grof316) gezeigt hat. 

16) W. Gro{J, Leipziger Berichte 70 (1918), S. 38-54. 



198 Extreme bei Fliichen. 

§ 73. Isoperimetrie der Ellipsoide. 
Das naheliegendste isoperimetrische Problem der Affingeometrie 

fragt nach den Eikorpern mit extremer Affinoberftache bei gegebenem 
Rauminhalt. Die Antwort gibt der folgende Satz: 

1st Q die Affinoberfliiche eines positiv gekrummten Eikorpers vom 
Rauminhalt V, so ist 
(106) Q2 < 12n V. 

Das Gleichheitszeichen gilt nur fur die Ellipsoide 17 ). 

1m Gegensatz zur gewohnlichen Oberftache ist die Affinober­
ftache - gerade wie die Affinlange - nach oben beschrankt. 

DaB nur Ellipsoide als Losungen des Variations problems in 
Frage kommen (Einzigkeitsbeweis), beweisen wir mittels Steiners 
Symmetrisierung, indem wir zeigen: 

(I) Aus jedem positiv gekrummten Eikorper Sf mit der Affin­
oberfliiche Q liifJt sich durch geeignetes Symmetrisieren ein Eikorper Sf* 
mit grofJerer Affinoberfliiche Q* ableiten, es sei denn, dafJ Sf ein El­
lipsoid ist 17). 

Die Oberftache ~ von Sf zerlegen wir in zwei Stucke 6 und 6 
mit der gemeinsamen Berandungskurve (£, langs derer die Tangenten­
ebenen an 0: zur z-Achse eines rechtwinkligen kartesischen Koordinaten­
kreuzes (x, y, z) parallel laufen. Die Projektion von (£ auf die xy-Ebene 
umschlieBt dort das konvexe Gebiet ®. Die beiden Flachenteile stellen 
wir durch 

(107) 

dar. 

(lOB) 

Es ist 

(109) 
und 

Dann sel 

6 ... x,y, z=+z(x,y), 

6 ... x,y, z= -z(x,y) 

iJ2z M-----z - Gx8y - xy' 

M = ZXy' 

LN _M2 >0, LN - M2 > ° 
(110) Q = f f CVLN~ M2 -+- VLN -:fliP )dxdy, 

@ 

wo die vierten Wurzeln positiv zu ziehen sind. 
Die Symmetrisierung besteht darin, daB wir 0: durch eme zur 

xy· Ebene symmetrische Flache 0:* ersetzen, deren "obere" HaUte 6* 
wir durch 

(111) _'" * z ex, y) + z (x , y) 
1;::)' ••• x,y,z = 2 

darstellen konnen. 

17) W. Blaschke, Leipziger Berichte 68 (1916), S. 218. 
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Danach ist 

(112) L*_L+L M*=M+M N*=N+N 
- 2 ' 2 ' 2 

und 

(113) Q* = 2 J J yI* N* - 111*2 dx dy. 
(!j 

Nun ist fur positive ai' bi (i = 1, 2) 

(114) V(al + bl) (a2 + b2 ) ~ Val a2- + Vb l b2 , 

worin das Gleichheitszeichen nur gilt fUr 

(115) 

Denn dividieren wir (114) durch V(al + b~n~-+-b~) und setzen 

(116) (i=1,2), 

so geht (114) in die bekannte Ungleichheit (vgl. (12) bis (16) in § 16) 

(11 7) 1 > V a l a2 + V (1 - a l ) (1 - a2 ) 

uber. Daher folgt nacheinander immer unter Benutzung von (114) 
wegen (109) und (112) 

(118) 2VV-N*>VLN+ VIN. 

(119) 2 V L* N* - M*2 > vLii~ + V LN - M2, 

(120) 2VL*N* - M*2 > V2 (VLN _M2+ VLN - M2) 

~ VLN _M2+ VLN-=--ii2. 
Mithin ist 

(121) Q* 2: Q. 

Wann gilt in (121) das Gleichheitszeichen? Offenbar dann und 
nur dann, wenn es in (118), (119), (120) steht. Das heiBt aber 
nach (115), wenn 

L:N=L:N, 

(122) (VLN + M): (VLii -M) = (vIN +M} (VLN - M), 

VLN - M2 = VLN - M2 
oder wenn 

(123) 

ist. Betrachten wir den oberen Teil von ~ als gegeben, so besteht 
nach (123) und (108) fUr den unteren die Differentialgleichung 

(124) Z",,,, = L, z"'Y = M, Zyy = N, 

deren allgemeine Lasung nach § 50 

(125) Z = Z - ax - by - c 
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ist. Die Konstanten a, b, c bestimmen wir durch die Forderung, daB 
die Flache @) durch drei Punkte von ~ gehen solI. Dann muB sie 
von selbst durch ~ berandet werden. Langs ~ muB 

z= -z, 
also 

(126) 

sein. ~ ist eine ebene Kurve und nach (125) liegen die Mitten der 
zur z-Achse parallelen Sehnen von ~ in der Ebene (126). 

Somit liiBt sich auf diesem Wege zu f nur dann ein Korper f* 
mit groBerer Affinoberflache nicht zuordnen, wenn die Mitten aller zu 
irgendeiner Richtung parallelen Sehnen in einer Ebene liegen. Dann 
sind aber die Schwerlinien aIler ebenen Schnitte von f geradlinig. 
nach § 8 also die ebenen Schnitte aIle Ellipsen; insbesondere ist 
auch ~ eine Ellipse, und daher ~ selbst ein Ellipsoid. 

Den Existenzbeweis fiihren wir nach A. Winternitz 18) mittels des 
folgenden Hilfssatzes: 

(II) 1st ein Eikorper f' ganz in einem Ellipsoid St" enthalten, so 
hat er kleinere Aftinoberfliiche als das Ellipsoid. 

Der Beweis gelingt uns durch Aufstellung einer merkwurdigen 
Ungleichheit zwischen Affinoberflache Q und gewohnlicher Oberflache 0 
eines konvexen Korpers, namlich 

(127) 

Das Gleichheitszeichen gilt nur fur die Kugel. Sie ergibt sich durch 
zweimalige AnweHdung der Ungleichheit von Schwarz, namlich 

J f2 dx J gil dx < (J fgdx)'J 

(128) (Jv K dO)4 < (Jv'K dO)2 < J K dO. 

J dO - J dO - J dO 

Das Gleichheitszeichen gilt hierin nur, wenn K konstant ist. Wegen 

J K dO = 411: (Vgl. im erst en Band § 64 (101)) 

ist (127) damit bewiesen. Wir bemerken noch, daB fur die gewohn­

lichen Oberftachen 0', 0" von f' und !e" die Ungleichheit 0' < 0" 
besteht. Nun haben wir 

(129) 
also 

(130) [J' < Q". 

18) A. Winternitz, Hamburger Abhandlungen 1 (1922), S. 99, ein ver­
wickeIterer Existenzbeweis bei W. Blaschke 69 (1917), S.207-225. 
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Jetzt knupfen wir wieder an Grop an, der auf einfache Weise ge­
zeigt hat 19), daB sich aus jedem Eikorper se vom Inhalt V durch 
eine geeignete Folge hintereinander angewendeter Symmetrisierungen 
ein inhaItsgleicher Korper se' herstellen laBt, der gaoz innerhalb einer 
Kugel se" vom Inhalt V (1 + e) liegt (e eine beliebige positive Zahl). 
1st Q, Q', Q" die Affinoberflache von sf, se' und ~", so folgt aus (I) 
und (II) 
(131) Q < !1 < Q". 

Nun ist aber Q"2 = 12nV(1+e), also 

(132) Q2 < 12nV(1+e) 

und 

(106) Q2 < 12nV. 

DaB das Gleichheitszeichen nur fUr das Ellipsoid gilt (Einzigkeits­
beweis), folgt wieder aus I. 

§ 74. EifHichen mit £est.em H. 

1m AnschluB an die Uberlegungen des vorigen Abschnittes laBt 
sich leicht zeigen: 

Die Ellipsoide sind die einzigen uberall elliptisch gekrummten 
Eifliichen mit fester mittlerer Affinkrummung'JO). 

Die Flachen H = konst. sind namlich die Extremalen der behan­
deIten isoperimetrischen Aufgabe und daraus werden wir folgern, daB sich 
die AffinoberfUiche dieser Karper beim Symmetrisieren nicht andert. 

Stellen wir zunachst die Differentialgleichung fur diese Extremalen 
auf, indem wir 15 V und 15 Q in invarianter Form berechnen I 

Ein StUck @5 unserer Eiflache 0: konnen wir sicher mit einem 
u1 , u2 -Netz bedecken. Der Kegel, der von den Strecken vom Ursprung 
nach den Punkten von @5 erfiillt wird, hat dann bei geeigneter Vor­
zeichenwahl den Inhalt 

(133) V@j = l f f (!'!'l !'2) du1 du2 • 
@i 

Wir werden nun, eine Schar (analytischer) Abanderungen 0:£* von 0: 
ins Auge fassen, die wieder Eiflachen sind, die sich also, da die Affin­
normale niemals in die zugehorige Tangentenebene fiillt, in der Form 
ansetzen lassen 

(134) 

Das ist in der Tat fUr hinlanglich zu 0: benachbarte Eiflachen moglich; 
denn durch jeden an 0: genugend nahe gelegenen Punkt geht gerade 

19) Vgl. im ersten Band § 99. Auf andre Art bewiesen bei W. Blaschke, 
Kreis und Kugel, Leipzig 1916. 

20) W. Blaschke, Leipziger Berichte 69 (1917). S. 198. 
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eine einzige zu einem benachbarten Punkt von ~ gehorige Affinnormale, 
weil das affine KriimmungsmaB K (§ 61) und die mittlere Affinkriim­
mung H auf einer elliptisch gekriimmten geschlossenen FHiche be­
schriinkt und daher beide affinen Kriimmungsradien Rl und R2 iiberall 
von Null verschieden sind. Dabei ist 

(135) v = ae + be2 + ... , 
wo die Koeffizienten der Potenzreihe nach e Funktionen des Ortes auf 
~ sind. 

Der Rauminhalt des Kegels, der den Aufpunkt mit dem Fliichen­
stiick 6* auf ~e* verbindet, das 6 durch (134) entspricht, hat den Inhalt 

(136) Vee;. = ~ f f (l*ll *l2 *) du! du2 • 
ee; 

Setzen wir gemiiB (134) und (135) 

(137) 

so wird 

h* = II + e(a~)1 + ... , 
l2*=l2+e(a~)2+"" 

(138) (l*ll*l2*) = (Hll2) + 
+ e{a(~lll2) + (l (a ~)ll2) + (lll (a ~)2)} + .... 

Nun ist 

(139) (l, (a~)I' l2) - (l, (a~)2' h) = (l, a~, l2)1 - (l, a~, ll)2+ 2 a(~lll2)' 

Also haben wir, wenn wir noch in (138), (139) (t)tlt2) = Clio setzen, 

(140) Vee;. = Vee; + 
+ ~f f {3 a Clio + (l, a~, l2)1 - (l, a~, ll)2} du! du2 + .... 

ee; 

Die Integrale iiber die beiden letzten Cheder kann man in ein Integral 
langs des Randes m von 6 verwandeln und erhiilt schlieBlich 

(141) Vee;. = Vee; + e f f aCI/Odu! du2 + if(l, a~, dl) + .... 
ee; 9t 

Wir bemerken, daB 

(142) C l/2 du1 du2 =VLN - M2 du1 du2 = dQ 

das Element der Affinoberfiiiche ist. Ferner: Wenn wir V1\' berechnen 
wollen, so brauchen wir nur die Integrale zu addieren iiber die Teil­
Biichen 6 1 , 6 2 , ••• , 6", in die wir uns ~ zerlegt .denken. Dabei 
heben sich die Randintegrale weg, da jedes Randstiick zweimal in 
entgegengesetztem Sinn vorkommt, und wir finden 

(143) V \J* = V1\'+ e J a dQ + .... 
1\' 
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Fiihren Wlr noch schlieBlich die in der Variationsrechnung iibliche 
Bezeichnung ein 

(144) 

(145) 
so wird 

(146) 

[dd V ty*] = <5 V, 
e e=O 

a= [~'P] =<51', 
de ,=0 

die "erste Variation des Rauminhalts". 
Aus (19) ersieht man wegen <5;I; = ~.<5'P, daB 

(147) <5Q= -~JCJ'P.H.dQ 

und somit 

(148) 

i\' 

CJV + HQ = - J(l + ¥2H)CJ'PdQ 
il' 

und die Differentialgleichung von Euler und Lagrange fiir unsere 
Variationsaufgabe 

(149) H = konst. 

ist. Wir finden: 

(I) Die Extremalen des isoperimetrischen Problems der Atfinober­
flache sind die Flachen fester mittlerer Affinkrummung. 

Nun sei 0:+1 eine extremale Eifliiche und 0:-1 die an der xy-Ebene 
gespiegelte Fliiche. 0:+1 und ~~1 denken wir nns wie im vorigen Ab· 
schnitt in ie eine "obere" und "untere Hiilfte" zerlegt. Sei 

(150) 

dann ist 

(151) 

(5+1 ... x, y, Z = + z(x, y), 

(5+1'" x, y, Z = - z(x, y), 

(5-1'" x, y, Z = + z(x, y), 

(5-1'" x, y, Z = ....., z(x, y). 

Unter ~~ verstehen wir die Fliiche, die aus den Teilen 

1+190 1-~ -
(5~ ... x, y, Z = +-2'Z(x, y) + 2-'z (x, y), 

(152) 
- 1+-0 _ 1-~ 
(5~ '" x, y, Z = - -2-' Z (x, y) - -2-'Z(X' y) 

besteht. 

(I~I < 1) 

L~, M~, N~, i~, M~, N~ sind lineare Funktionen von. {}. Daraus 
erkennt man jedesmal mittels der Ungleichheit (114) iihnlich wie bei (118), 
(119), (120) nacheinander, daB 

(153) VL~N~, VL{}N;-- M{}\ -VLIJN~ - M{}2 
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nach oben konvexe Funktionen von {} sind. Dasselbe gilt fiir die 
gequerten GroBen und daher auch fiir 

(154) Q{j = f (VL{jN{j - M{j2 + V L{jN{j - M{j2) dx dy. 

Nun ist aber 

(155) ~ V +1 = dJ:-.! = 0, ~V = dV_1 = 0 
-1 dfi ' 

wei! alle FHichen ~{j Erkorper mit gleichem Rauminhalt begrenzen. 
Wegen 

(156) ~V+l + )'~Q+l = 0, ~V_1 + )'bQ_1 = 0 

ist daher auch 

(157) !l Q d{)-l 0 uW-1=dT= . 

Somit ist Q{j = Q +l = konst. und wir finden nach § 73 

(II) Bei Eitlachen tester mittlerer Attinkrummung liegen die Mitten 
paralleler Sehnen immer in einer Ebene 

und 
Die einzigen Eitlachen tester mittlerer Attinkrummung sind die 

Ellipsoide. 

Einen zweiten Beweis fiir dieses Ergebnis werden wir spater 
(§ 77) erbringen. 

§ 70. Bemerkungen und Aufgaben. 

1. fiber Affinrrunimalflachen. Man kann die Theorie dieser 
Flacht!Q und die Formeln des § 68 auch so herleiten, daB man die all· 
gemeine Formel fiir die Variation eines Doppelintegrals benutzt. 1st 
namlich in leicht verstandlicher Schreibweise 

(158) SSF ( (J x, !(J9 x, ) d 1 d 2 
Xi' (Juk' (Juk(Jul u u, 

das zu variierende Integral (statt U, v ist hier fiir den Augenblick U11 u2 

geschrieben), so lauten die Differentialgleichungen von Euler und 
Lagrange so 

(JF _ ,,~~ ,,_~ (JF _ 0 
(159) (Jx, £.; (Juk (Jx, + £.; (Juk(Jul (J2X, - • 

k (J (Juk k,l (J (Juk(Jul 

In unserem Fall der Affinminimalflachen in Asymptotenparametern 
((4) in § 68) lassen sich die drei Gleichungen vektoriell zusammenfassen: 

(160) - ~( X tI) + !-.( X tI) + ~ !uX !. = 0 au ~v 'J (Jv ~u 'J (Ju OU F . 
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Durch eine kleine Umrechnung (§ 52 (39), (41)) erhalt man daraus em· 
facher 

(161) 

Das ist die fiir manche Zwecke vorteilhafte Form der Differential· 
gleichung Iuv = 0 der Affinminimalflachen (H. Behnke, 1921). 

2. Besondere Affinminimalflachen. Man ermittle fur die in § 68 
durch die Forderung (U U' U'') =F 0, (~~' ~") =F 0 ausgeschlossene 
Flachenklasse die zu (25) entsprechende integrallose Darste11ung und 
zeige, daB bei diesen Flachen eine oder beide Scharen von Asymptoten­
linien derBedingung k' + t = 0 (§ 29) geniigen (G. Thomsen, 1923). 

3. Konstruktion der auf das Drehparaboloid abwickelbaren Flachen. 
Wenn man die Schiebkurven der Schiebflache von § 68 als Kurven 
mit den festen (elementaren) Windungen + 1: 'l, - 1: 'l annimmt, so 
sind die durch die dort angegebene Konstruktion aus der Schiebflache 
entstehenden Affinminimalflachen zum Drehparaboloid mit dem Para· 
meter 2 i 'l isometrisch. G. Darboux, Theorie des surfaces 3 (1894), 
S.373. 

4. Relative Minimalflachen. Es seien ~ (u, v) und ~ (u, v) zwei 
Vektoren, die vom Ursprung nach Punkten hinfiihren, die auf zwei 
Flachen (~) und (~) so beweglich sind, daB zu gleichen Parametern 
u, v geh6rige Punkte ~,~ parallele Tangentenebenen besitzen. Dann 
so11 das Integral 

(162) 0 = f f (t) ~u ~v) du dv 

als die "Relativoberflache" der FHi.che (!') beziiglich der Eichflache (~) 

bezeichnet werden, in Anlehnung an die Geometrie Minkowskis. V gl. 
.Ges. Abhandlungen, Bd. 2, S. 262. Fiir die erste Variation von 0 
findet man 

(W = Hc5~, d~, ~) + f f {(t) t)u!'v) + (t)!,u t).,)} c5h· du dv. 

Darin ist c5h durch die Gleichung erklart 

(163) 

Die Extremalen des Variations problems ~O = 0 fallen mit den von 
E. Muller als "Relative Minimalflachen" bezeichneten Flachen zusammen 
(Monatshefte flir Math. 31 (1921), S. 3-19). Man zeige, daB sich 
die Relativoberflache einer Relativminimalflache durch das Randintegral 
darstellen HiBt: 
(164) 0 = ~ f (!', d~, t»). 
Diese Flachen sind dadurch gekennzeichnet, daB 

f ~ X d~ und daher f ~ X dt) 
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auf ihnen nicht vom Wege abhangen. W. Blaschke, Jahresbericht der 
D. Mathematiker-Vereinigung 31 (1922), S.41. Vgl. hierzu auch 1. Bd., 
§ 77 und im Folgenden § 77, S. 214 u. f. 

5. Minimalhyperflachen nach L. Berwald. Die meisten Betrach­
tungen von § 68 lassen sich auf Hyperflachen im Rn+1 iibertragen. 
An Stelle von (18) tritt dann (vgl § 65) 

(165) (jD= ~ xkdwk+_l- ~ GikZidwk - n(n+!ljHzdD. 
(n-1) n + 2(n-1) n + 2 (n) 

Dabei ist G = I Gik I > 0 angenommen; die Integrale ~ ... dW k sind 
(n-1) 

iiber die (n - 1)-dimensionale 
der Hyperflache zu erstrecken. 

Begrenzung des betrachteten Stiickes 
Ferner ist gesetzt 

und 

dn _ 1 U 1 dn _ 1 U 2 ... dn _ 1 un 

wobei unter pk ein willkiirlicher Vektor und unter d1 ui , ... , dn - 1 ui linear 
unabhangige Linienelemente der Hyperflache verstanden sind. 

6. L. Berwalds Verallgemeinerung einer Ungleichheit von 
A. Winternitz (vgl. § 73 (127)). Zwischen der Affinoberflache 

(166) D = j vfGl du1 du\! ... dun - 1 

(vgl. § 65) und der gewohnlichen Oberfliiche eines Eikorpers 1m 
n- dimensionalen euklidischen Raum besteht die Ungleichheit 

(167) 

oder 
n-1 

(168) Dn+! < 2.7l 2 .On 
= 1 3 n-2 ' 

22'" 2 

je nachdem n gerade oder ungerade ist. 

7. Ein konvergentes Verfahren. In § 72 auf S. 192 wurde der 
"Auswahlsatz fUr Eikorper" aus des Verfassers Biichlein "Kreis und 
Kugel" benutzt. Man beweise ohne dieses Hilfsmittel die in § 72 be­
notigte Tatsache: Durch wiederholte Symmetrisierungen, wobei die 
Symmetrisierungsrichtung stets zu einer Ebene parallel lauft, laBt sich 
ein konvergentes Verfahren herleiten, das einen beliebigen Eik6rper 
in einen Drehkorper iiberfUhrt. Verwandte Probleme in § 99 des ersten 
Bandes und in § 27, Aufgabe 13, S. 65 dieses zweiten Bandes. 



§ 75. Bemerkungen und Aufgaben. 207 

8. Zwei Ungleichheiten von L. Berwald fur Eiflachen. 1st H der 
kleinste Wert von H auf einer Eiflache mit der Affinoberflache 0 und 
dem Rauminhalt V, so bestehen die Beziehungen 

(169) 3!!V<O, 

9. Zu Minkowskis Theorie von "Volumen und Oberflache". Durch­
laufen die Punkte h' ~1! unabhangig zwei Eikorper Sfl ' Sf2 ' so durch­
lauft ~ = A] ~l + A2 ~2 einen dritten Eikorper Sf, wenn A1 ~ 0 ,A<;! ~ 0 
ist. Man setzt Sf = A1 Sf1 + A2 Sf2 • Der Rauminhalt V von Sf ergibt 
sich als kubische Form in AI' A2 

V (A1' A2) = V111 A~ + 3 V1l2Ai A2 + 3 V122 A1 A; + V2<;!2A~ • 
Die V ikZ nennt man die gemischten Inhalte der Sfi . Nach Brunn und 
Minkowski hat V die Konvexitatseigenschaft 

(170) :~V(1-t,t)'/'<0; 0<t<1. 

Danach ist 

(171) 
und hieraus 

(172) 

Soweit kann man diese Beziehungen mit den Mitteln Minkowskis 
(Mathematische Annalen 57) recht einfach begriinden. Der Einzigkeits­
beweis, daB namlich nur bei gleichsinnig iihnlicher Lage von Sf1 ' Sf2 

die Beziehung 

(173) 

besteht, kann man mittels des Verfahrens von Radon und Winternitz 
(§ 27, Aufgabe 20) leichter fiihren, als das bei Minkowski geschieht. 

In (172) steckt als Sonderfall die isoperimetrische Haupteigen­
schaftder Kugel. Nimmt man namlich fiir Sf2 die Einheitskugel, so 
folgt fiir Sf1 die Ungleichheit (32) aus dem 1. Bd., § 99, namlich 

(174) 03-36nV2~0. 

Unbefriedigender liegen die Dinge bei folgendem Ergebnis Min­
kowskis (Mathematische Annalen 57): Gibt man das Gaussische Kriim­
mungsmaB Keiner Eiflache 'iY als Funktion der Normalenrichtung 

K = K (~l' ~2' ~3), so ist dadurch 'iY bis auf Schiebungen eindeutig 
bestimmt und es gibt zu jedem stetigen K (~1' ~2' ~8) > 0, das den 
Bedingungen 

(175) f~dro=O 

geniigt (d w Element der Einheitskugel ~i + ~: + ~ = 1), Eiflachen 'iY, 
Affingeometrisch ausgedriickt: Man kann eine Eiflache bis auf Schie-
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bungen eindeutig aus ihrem Krummungsbild bestimmen. Minkowski 
fuhrt diese Aufgabe auf ein Variationsprablem zuruck. Das V orhanden­
sein einer Losung dieses Variationsproblems laBt sich leicht mit 
Hilfe des Auswahlsatzes fUr Eikorper (W. Blaschke, Kreis und Kugel, 
Leipzig 1916) einsehen. Aber der Nachweis, daB diese Losung der 
Eulerschen Differentialgleichung genugt, scheint schwer zu sein. Bei 
Minkowski werden diese Schwierigkeiten dadurch umgangen, daB er 
zuerst eine entsprechende Frage fUr Polyeder lost und dann beliebige 
Eiflachen durch Polyeder annahert, ein Verfahren, das viele Ab­
schatzungen notig macht. Es ware eine Untersuchung wunschenswert, 
die dies en schonen Satz uber Eiflachen leichter zuganglich macht. 

10. Eine Extremeigenschaft des Ellipsoids. Sei V der Raum­
inhalt eines Eikorpers Sf, den wir homogen mit Masse erfullt denken. 
Zur Begrenzungsftache von Sf suchen wir die Flache auf, die ihr durch 
die Polaritat an der Einheitskugel entspricht, die den Schwerpunkt 
von Sf zum Mittelpunkt hat. Fur den Rauminhalt J des von der neuen 
Flache begrenzten Eikorpers gilt dann die Formel 

(176) 

Darin gilt nur dann die Gleichheit, wenn Sf von einem Ellipsoid be­
grenzt wird. W. Blaschke, Leipziger Berichte 69 (1917) S.306. 

11. Weitere isoperimetrische Aufgaben. Die Fragen 22 von § 27 
lassen zwei verschiedene Ubertragungen auf die raumliche Geometrie 
zu. Erstens,' Ein Eikorper Sf mit vorgegebenem Rauminhalt soIl so 
bestimmt werden, daB aIle aus Sf durch Schiebung entstehenden Ei­
korper, die einen festen Punkt enthalten, einen moglichst graBen 
(oder moglichst kleinen) Raum bedecken. Zweitens,' Mit do bezeich­
nen wir das vektorielle Oberfliichenelement (!'u X 6,,) du dv einer Flache. 
Dann soIl eine Eiftache % gegebenen Inhalts so bestimmt werden, 
daB das dreimal uber die ganze Eiftache erstreckte Integral 

(177) 

ein Extrem wird. 



7. Kapitel. 

Besondere FUichen. 

Als besondere affine F1achenklassen haben wir bisher die gerad­
linigen F1achen, die Schiebflachen und die Affinminiinalflachen kennen 
gelernt. Geleitet von den Grundbegriffen der affinen Kriimmungs­
theorie werden wir noch eine beachtenswerte Flachenklasse erkliiren 
und beschreiben, die Affinspharen. Dann wenden wir uns einigen 
Familien von Flachen zu, an die gleichzeitig zwei Forderungen ge­
stellt werden, und bestimmen z. B. die geradlinigen Flachen mit fester 
Kriimmung und die windschiefen Schiebflachen. 

§ 76. Eigentliche Affinspharen. 
Wenn man darauf ausgeht, das Gegenstiick zur Kugel in der 

affinen Flachentheorie aufzusuchen, so kann man nach allen Flachen 
fragen, deren Affinnormalen durch einen festen Punkt 0 hindurch­
laufen. Wir wollen diese Flachen als "eigentliche Affinsphiiren" be­
zeichnen. In 0 liegen aile affinen Hauptkriimmungsmittelpunkte der 
Flache vereinigt. Falls aIle Affinnormalen parallel laufen, also durch 
einen "uneigentlichen Punkt" hindurchgehen, wollen wir von einer 
"uneigentlichen Affinsphiire" reden. Wir werden im Gegensatz zu 
der entsprechenden Frage in der elementaren FIachentheorie finden. 
daB die Affinspharen noch von willkiirlichen Funktionen abhangen .• 
daB also nicht etwa die U:2' die nach § 40 Affinspharen sind, diese 
Fla.chenfamiIie ersch6pfen. Spaterhin werden wir z. B. alle wind­
schiefen Affinspharen ermitteln (§ 80). 

Nach der geometrischen Erklarung der Affinkriimmungslinien 
(§ 61) ist auf einer (eigentlichen oder uneigentlichen) Affinsphare ieile 
Kurve Affinkriimmungslinie, also muB die quadratische Differential­
form " § 61 (161) identisch verschwinden. Daher ist nach § 60 (152) 
und § 61 (160), (161) 

(1) Cik = Alk" = O. 
Blaschke, Differentialgeometrie. II. Bd. 14 
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Nach den Integrierbarkeitsbedingungen § 60 (155) ist daher fUr 
jede Affinsphare die mittlere Affinkrummung H fest und zufolge 
§ 61 (166) 

(2) 
1 1 1 

- = - =- = H = konst. 
RI R2 R 

1st H =l= 0, so ist nach § 61 (156) der Schnittpunkt der Affinnormalen, 
in den hier die Hilllftache der Affinnormalen entartet, 

(3) 

ein eigentlicher Punkt. Gleichung (3) sagt wegen R = konst. aus: Die 
eigentlichen Affinspharen sind zu ihrem Krummungsbild ahnlich und 
ahnlich gelegen. Diese Eigenschaft ist offenbar kennzeichnend. 

1st dagegen H = 0, so folgt wegen (1) aus den Weingartenschen 
Gleichungen § 60 (154), daB der Vektor der Affinnormalen fest 
und die Fliiche eine uneigentliche Affinsphare ist Wir behandeln 
zunachst die eigentlichen Affinspharen. 

In§ 41 (53) hatten wir als Affinentfernung eines Punktes & von 
der Fliichenstelle !" den Ausdruck 

(4) 

eingefUhrt und bemerkt, daB p bei festem & dann einen Ruhwert, 
d. h. verschwindende Ableitungen hat, wenn & auf der Affinnormalen 
von!" liegt. Wenden wir dies auf den SChnitq)unkt 5 der Affin­
normalen einer Affinsphare an, so finden wir: AIle SteIlen einer 
eigentlichen Affinsphare haben die Eigenschaft, von einem festen Punkt 5 
dieselbe Affinentfernung zu besitzen. Bei festem p und 5 ist (4) eine 
fur unsere Fliichen kennzeichnende Differentialgleichung. Es ist dies 
ein hubsches Gegenstuck zur Erkliirung der Kugel als Ort aIler Punkte 
gleichen Abstandes vom Kugelmittelpunkt. 

Fur Asymptotenparameter nehmen die Bedingungen (1) die Gestalt 

(5) Av = 0, Du = ° 
an. Daher kann man bei den nicht geradlinigen Affinspharen die 
Parameter u, ii auf den Asymptotenlinien so wahlen, daB die kubische 
Grundform 

'IjJ = A du3 + D dv3 = du3 + dii3 

wird. Dazu haben wir nur 

u= f AI/3du, ii = f DI/3 dv 

zu setzen, was fur 

Immer moglich ist. 
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Schreiben WIr statt u und V wieder u und v, so ist fur unsere 
Affinsphare 

(6) 
A = 1, 
1= p-3, 

D = 1, 
P = 1-1/ 3 

und wenn wir noch den Mittelpunkt 0 der Affinsphiire zum Ursprung 
wahlen, so vereinfachen sich die Ableitungsgleichungen § 49 (2) zu 

(~) = 1~ (R = konst.) 
• 

(7) ( ~u) = k 
F u F2' 

Ais Integrierbarkeitsbedingungen fur die Gleichungen (7) finden wir 
[vgl. § 49 (6)] 

5 - 1= H = konst. 

oder ausfiihrlich geschrieben 

Dafiir konnen wIr auch 

(8) 

1 a2 10gF 1 _ H 
- F at-( iiv- - p3 - • 

wegen (6) 

! a2 ]ogl = 6 (H +]) 
F auav 

und III allgemeinen Parametern 

(9) I L110g 1= Gik (log])ik = 6 (H +]) I 
schreiben. Denn die Gleichung (9) ist invariant und geht durch 
EinfUhrung von Asymptotenparametern in (8) uber. 

Aber auch fur positiv gekriimmte nicht analytische Affinspharen 
gilt diese Gleichung. Man bestatigt dies am bequemsten durch Ein­
fuhrU:ng von Parametern u1 , u2 , die in einem Flachenpunkt ~o bis 
zur 5. Ordnung isotherm (Bd. 1, § 71) beziiglich der quadratischen 
Grundform tp sind, fur die mithin die Entwicklungen von Gl2 und 
Gll - G22 in diesem Punkte mit Gliedern 3. Grades in ut, u2 beginnen. 
Dabei setzen wir also die Existenz isothermer Parameter nicht voraus. 
Alsdann wird im Flachenpunkt ~o bis auf Ableitungen 3. Ordnung 

Gll = G22 , Gl2 = 0 

und bis auf Ableitungen 2. Ordnung wegen der Apolaritatsbedin. 
gungen § 58 (119) 

Alll = - A l22 , A112 = - A222 • 

Die Gleichungen (1) nehmen die Gestalt: 

A lll ,l = A~22,2' A l1l ,2 = - A 222 ,l 

an. Nun bestatigt man durch Ausrechnen mittels der Formel 1. Bd., 
§ 49 (138) fur das KrummungsmaB einer quadratischen Form und des 
Ausdruckes § 58 (120) fUr ], daB 

[G iTt (log I)ikJo = G1 {(log I)u1 u1 + (log I)u2u2}0 = 6 50 
11 

14* 
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und daher Gleichung (9) in to mit dieser sicher richtigen Gleichung 
identisch ist. 

Die Affinspharen sind zuerst von G. Tzitzeica unter dem Namen 
5 -Flachen behandelt worden 1). 

§ 77. EifHichen mit geraden Schwerlinien. 

Mittels der Formel (9) gelingt es leicht zu zeigeri: 

]ede eigentlich-atfinsphiirische Eifliiche ist ein Ellipsoid 2). 

Vnter einer Eiftache ist dabei eine durchweg fUnfmal stetig cliffe­
renzierbare, iiberall elliptisch gekriimmte (L N - M2 > 0), geschlossene 
Flache verstanden. 

Zum Beweis sind einige Betrachtungen iiber Vorzeichen erforderlich. 
Zunachst ist immer ] >0, was man etwa daraus ersehen kann, daB 
fUr den Fall der kanonischen Entwicklung § 41 (49) 

x - 1. (x 2 + X 2) + ~ (x 3 - 3 x X 2) -l-. 
3-2 1 2 6 1 12 I··· 

nach § 46 (135) die Beziehung 
c· 

]=-:;: (c reell) 

gilt. Wenn Wir andererseits die Flachenparameter ul, u2 so nor­
mieren, daB 

cp = Gikduidu k > 0 

fiir unsere elliptisch gekriimmte Flache positiv-definit ausfallt und die 

Wurzel I L N - M21'/. positiv ziehen, so bedeutet ~ nach § 40 die 
innere Affinnormale, das heiBt die Affinnormale, die auf die Seite 
der Tangentenebene weist, auf der die Eiftache liegt. Ferner liegt 
der Kriimmungsmittelpunkt 0 im Innern der Eiftache. Sonst miiBte 
es namlich Punkte der Eiftache geben, deren Affinnormale in der 
Tangentenebene liegt, was wegen 

(~t1 t2) = I L N - M21'/. > 0 

unmoglich ist. Also ist R in der Formel (3) positiv. 

Daraus werden wir nun folgern, daB identisch ] = 0 ist. Sonst 
miiBte namlich ] die Differentialgleichung (9) erfiillen, und das ist 
unmoglich. Wegen R > 0 und ] >0 ist namlich die rechte Seite 
von (9) iiberall > 0, wahrend andererseits die Funktion] und log] 
auf der Eiftache an einer Stelle to einen GroBtwert erreichteri und 

') G. Tzitzeica: Comptes Rendus, Paris 145 (1907), S.132-133 und 146 (1908). 
s. 165-166, Atti 4. Congresso, Roma (1908) II, S.304-308, Rendiconti di Pa­
lermo 25 (1908), S. 180-187 und 28 (1909), S.210-216. 

2) W. Blaschke: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 167 und 70 (1918), S.27. 
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daher bei ~o die linke Seite von (9) negativ werden miillfe. Denn 
wenn eine Funktion f an der Stelle ~o einen GroBtwert annimmt, 
so ist A f in !'O sicher < O. Zunachst mussen in ~o die ersten 
Ableitungen von f verschwinden und in ~o wird 

Af- Gik _ G22fu1U1-2G12futu.+Gllfu·UB 
LJ - ti" - G . 

Wahlen wir nun etwa die positiv definite Form cp so, daB an der 
Stelle ~o die Koeffizienten Gil< die Werte 1,0, 1 annehmen, so wird 
in ~o 

Gik ti" = fu tu1 + fu'u' 

und dieser Ausdruck ist, da f einen GroBtwert haben solI, wegen 
t~lul < 0, fu'u' < ° wirklich < 0. 

] muB also auf unserer Flache identisch null sein und nach 
§ 42 (78) gibt es zujedem Punkt der Flache eine mindestens in 
3. Ordnung beriihrende Flache 2. Ordnung. SQmit ist nach H. Maschke 
(§ 44) die Flache von 2. Ordnung, wofern sie analytisch ist. Diese 
Beschrankung auf analytische Flachen werden wir spater (§ 84) noch 
beseitigen konnen. 

Bisher ist also gezeigt: Die gesuchten Flachen mussen ~2 sein. 
Da sie auBerdem Eiftachen sind, so bleiben nur die Ellipsoid~ ubrig und 
diese haben wirklich die gewiinschte Eigenschaft, Affinspharen zu sein. 

Nach einem Satz des vorigen Abschnittes konnen wir unser Er­
gebnis so fassen: 

Die einzigen Eitliichen, deren Stellen von einem testen Punkt 
die gleiche Attinentternung haben, sind die Ellipsoide. 

Endlich ist nach einer geometrischen Deutung der Affinnormalen 
von Flachen elliptischer Kriimmung, die wir in § 43 gegeben hatten, 
auch noch folgende unmittelbar anschauliche Fassung unseres Ergeb­
nisses moglich: 

Ein Eikorper mit lauter geradlinigen Schwerlinien wird notwendig 
von einem Ellipsoid begrenzt 2). 

Sind niimlich die Schwerlinien, das heiBt die Verbindungslinien 
der Schwerpunkte paralleler ebener Schnitte des Eikorpers geradlinig, 
so folgt aus ihrer statischen Deutung sofort, daB sie aIle durch einen 
Punkt 0 des Eikorpers, namlich durch den Schwerpunkt des homogen 
mit Masse erfiillten Korpers gehen. Nach der erwahnten Deutung 
der Affinnormalen als Tangenten an die Schwerlinien gehen nun sieher 
alle Affinnormalen durch den Punkt 0 und somit kommt die neue 
Behauptung auf den, bewiesenen Satz zuriick. 

Noch eine Bemerkung! Vielleieht lieBe sich zeigen: Jede elliptisch 
gekriimmte Flache mit geraden Schwerlinien ist eine ~2' etwa wie 
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wir den entsprechenden Satz der ebenen Geometrie in § 7 bewiesen 
hatten. Mit anderen Worten: Vielleicht laBt sich die V oraussetzung 
der geschlossenen konvexen Bache durch die schwachere Forderung 
der elliptischen Kriimmung ersetzen. Indessen scheint zur Priifung 
dieser Vermutung zumindesten ein erheblicher Aufwand an Rechnung 
notig, und wir wollen uns daher mit der engeren Fassung begniigen. 

Beachten wir noch das VerhaItnis des jetzt bewiesenen Einzigkeits­
satzes (die Ellipsoide einzige affinsphiirische Eifliichen) zu dem von 
§ 74 (die Ellipsoide einzige Eifliichen mit festem H)! Unser jetziger 
Satz ist, da fur eine Affinsphare H = 1 : R = konst. ist, in dem friiheren 
als Sonderfall enthalten. Aber wir wollen zeigen, daB man umgekehrt 
auch aus unserm neuen Satz leicht auf' die Richtigkeit des alten 
schlieBen kann. 

Dazu benutzen wir die Formel § 59 (137), die sich wegen § 60 (146) 
auch so schreiben laBt 

(10) 1""1 }-Ll-W-=.'-----H-W---1""'1" 

wenn Ll Beltramis zweiten Differenziator zur quadratischen. Grundform 
G i"k du' du k bedeutet. Wir haben zu zeigen, daB fur eine EifIache iY 
aus H = konst. folgt W = konst. H kann auf einer geschlossenen 
Fliiche iY nicht identisch verschwinden, denn an der Stelle von iY, wo 
W seinen kleinsten Wert annimmt, kann Llw nicht gleich - 2 werden, 
sondern ist notwendig ~ O. Fiir festes H =F 0 ist aber 

(11) 

wo C einen beliebigen festen Vektor bedeutet, eine auf der ganzen 
EifIache iY stetige Losung der Differentialgleichung (10). Es ist nam­
lich c I = Z eine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung 

(12) 

denn aus § 59 (134)3 folgt durch Multiplikation mit Gik 

.<:1 I = - 2HI. 

Um zu zeigen, daB (11) die allgemeinste auf ganz iY stetige Losung 
der Gleichung (12) ist, brauchen wir nur zu zeigen, daB Z = c I die 
allgemeinste Losung der homogenen Gleichung (12) ergibt. 

Falls dies bewiesen ware, konnten wir in (11) aber auch ohne 
weiteres c = 0 setzen, denn das bedeutet nur eine Verlegung des ,Ur­
sprungs. Damit ware dann unsere Behauptung bewiesen, daB fur eine 
EifIache aus H = konst. bei geeigneter Wahl des Ursprungs folgt: 
w = konst. 
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Es kommt also alles darauf an, folgenden Satz zu beweisen, bei 
dem wir von der besonderen Annahme H = konst. absehen: 

Die einzigen auf einer Eifliiche iiberall stetigen Losungen de, 
Differentialgleichung 

(12) 

haben die Farm 
Z=CX (c = konst.). 

Wir wollen zeigen, daB diese Behauptung nur eine andre Aus­
drucksweise ist fur den im erst en Band, § 77 bewiesenen Satz von 
der "Starrheit" der Eiflachen. Zu dem Zweck suchen wir die Ein­
hull en de ~ (ut, u'.!) der Ebenen 

~ X (u\ u'.!) = Z(u\ u2). 

Dann folgt durch Ableitung 

(13) 

Setzen wir ~ In der Form an 

so erhalten wir durch skalare Multiplikation mit xk wegen :Xk t;i = - Gil< 
und xk ~ = 0 (vgl. § 59) die Beziehung 

~Xk = - XiGik = - X k · 

Somit ist nach (13) 
~=_Zit;i+Z~, 

Daraus folgt unter Beachtung der Ableitungsgleichungen § 59 (134) 

~k = (ZBk - zt - Zi A ik) t;l' 

Berechnen wir hieraus den Ausdruck t;1 x 52 - b X ~l' so finden wir 

t;l x 52 - t;2 X 51 = (ZB~ -!ZDh x t;2 = - (LlZ + 2 HZ)t;l x k 

Demnach stimmt die Differentialgleichung (12) mit folgender Forderung 
an 5 (ut, u2) uberein (vgl. 1. Bd., § 77 (16)): 

(14) 

1m ersten Band war aber in § 77 gezeigt worden, daB der Ort eines 
Punktes 5, der mit einer Eiflache durch (14) verbunden ist, notwendig 
auf einen Punkt zusammenschrumpft: 5 = c. 

Somit ist wirklich 
Z = c:X, 

wie behauptet war. 
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§ 78. Uneigentliche Affinspharen. 
Die uneigentlichen Affinspharen gehoren zu den Affinminimal­

Bachen (H = 0). Wir konnen somit die in § 68 entwickelte Inte­
grationstheorie auf den vorliegenden Fall anwenden. Wegen lJ = lJo 
= konst. haben wir flir den Vektor I die lineare Gleichung 

IlJo= 1, 
die wir durch geeignete Achsenwahl auf die Form 

Xs=1 
bring en konnen. Wir setzen also etwa 

(15) Xl = VI + VI' X2 = V2 + V2 , Xs = 1 
und erhalten aus § 68 (22) flir unsere Flache die folgende auf die 
Asymptotenlinien beziigliche Parameterdarstellung 

(16) 

f Xl = V2 - V 2 , 

I X2 = V1 - VI' 

1 X8= (VI V2 - V2 Vl)+!Vl ·dV2 - V2 ·dVl 

l +!V2 ·dVI -Vl ·dV2 • 

Setzen wir insbesondere 

V2 =u, V2 =v, 
Vl=V'(u), Vl = V' (v), 

so wird einfacher 

(17) {
Xl = V - U, X 2 = V' - V', 

X3 = (u V' - v V') + 2 (V - V) - u V' + v V'. 

Damit ist eine integrallose Darstellung der uneigentlichen Affinspharen 
gewonnen. Die Differentialgleichung unserer Flachenklasse Hillt sich, 
wenn man die Flachen in der Form Xs = Xs (Xl' X2) darstellt, so 
schreiben 

(18) 02 X3 02 X3 (02 X3 )2 
-2 -2 - --- = konst. =F O. 
oX1 oX2 OX1 0X2 

DaB man diese Gleichung integrallos auflosen kann, 
fach bemerkt worden 3). 

ist schon mehr. 

§ 79. Eine Kennzeichnung der Affinspharen. 

1 I · Fl" h 1 11k ... Aft' st au emer ac e If = If = Ii = onst., so ~st s,e e~ne ~n· 
1 2 

sphare oder eine geradlinige Flache mit lester Attinkrummung. 

3) VgI. etwa G. Darboux: Surfaces 3 (1894), S. 273-274; E. Goursat: 
Bulletin societe mathemat. de France 24, (1896), S. 43-51; G. ScheOers: Math. 
Zeitschrift I) (1919), S. 112-117. 
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Nach § 61 (166) ist namlich Ci q - q Ci gleich Null oder 
fiir Asymptotenparameter 

!(~ _ ~)2= AvDu = 0 
4 Rl R2 F4 . 

Bei analytischen Flachen muB also wenigstens einer der Faktoren 
etwa Av = 0 sein. Dann folgt aus H = konst) und den Integrierbar­
keitsbedingungen § 49 (11), falls 

AD J = p to, also A to 
ist, auch D" = O. Die Weingartenschen Gleichungen § 49 (9) nehmen 
daher die Gestalt 

~u= - H tu' 
an, und es wird, falls H t 0 ist, 

~1J= - Ht'v 

0= t +R~ 
oder, falls H = 0 ist, 

~ = ~o = konst. 

(0 fest) 

Der Fall J = 0 wird im nachsten Abschnitt besprochen werden. -
Aus dem Beweis folgt, daB auch die Gleichungen (1) S. 209 die Affin­
spharen kennzeichnen. 

§ 80. Windschiefe FHi.chen. 
Eine geradlinige Flache mit LN - lYJ2 t 0, also eine gerad­

linige Flache, die keine Torse ist, nennt man kurz "winds chief". 
Wir wollen jetzt die entwickelte Theorie auf diese besonders einfache 
Flachenfamilie anwenden und werden dabei als Asymptotenlinien 
u = konst. die geradlinigen Erzeugenden wahlen. v = konst. . ist 
dann die zweite Schar der im allgemeinen krummlinigen Asymptoten­
linien. Es sei dann etwa M> O. Aus den Ableitungsformeln § 49 (2) 
ersehen wir: Dafur, daB die v-Linien (u = konst.) gerade sind, daB also 

(19) tvXtvv=O 

wird, ist notwendig und hinreichend, daB D identisch verschwindet. 
Nach § 49 (4) folgt daraus 

(20) 

und nach § 49 (11) 

(21) 

J=O 

H,,=O. 

Langs der Erzeugenden ist also H = 5 [vgl. § 49 (6)J unveranderlich 
AD Nach § 61 (166) ist wegen C1 C2 - C2 C1 = --"~ = 0 

1 2 1 2 F4 

(22) 2.. = 2.. = 2.. = H 
R1 R2 R ' 
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also nach § 61 (165) 

(23) 

und die Differentialform der affinen Kriimmungslinien entartet zu [vgl. 
§ 63 (c2)] 

(24) 
A ,,= - FVdu'J. 

Die beiden affinen Kriimmungslinien fallen also bei einer nicht affin· 
sphiirischen FHiche mit ihren geradlinigen Erzeugenden zusammen, und 
die von den Affinnormalen umhiillte Flache (3) entartet, da R langs 
der Erzeugenden fest, also nach § 61 (157) und (159) d3 = 0 ist, im 
allgemeinen in eine Kurve. 

Die Ableitungsgleichungen Weingartens § 49 (9) werden zu: 

(25) 1:)" = - H!,,,, 

und da !,,, langs einer Erzeugenden u = konst. seine Richtung behalt, 
so sind die Parameterlinien u = konst. auch auf dem Kriimmungsbild (I:)) 
geradlinig. Nun war G:1 G;'J - G1!2 = - F'l H'J [vgl. § 62 (173)]. Das 
Kriimmungsbild einer windschiefen Flache ist also im allgemeinen wieder 
windschief, und zwar entsprechen sich die Erzeugenden auf (!') und (t)). 

Wir wollen jetzt die windschiefen Flachen mit festem H be· 
stimmen. Die erste Gleichung § 49 (11) nimmt die Gestalt an 

(26) (-;),,=0. 
Diese Gleichung ist erfiillt, wenn A" identisch Null ist. Dann 

ist un sere Flache wegen Av = 0, D = 0 und daher auch Du = 0 
eine Affinsphare. 

Wir wollen zunachst den allgemeinen Fall A" =l= 0 betrachten. 
Dann ist Av : F nach (26) nur von u abhangig und wir konnen durch 
geeignete Wahl des Parameters u erreichen, daB 

(27) aA" = F (a = konst.) 

wird. Ferner sei zunachst H =l= O. 

Untersuchen wir nun die yom Kriimmungsmittelpunkt 3 (u) der 
Flache beschriebene Kurve! Es ist wegen (27) und nach den Ab· 
leitungsgleichungen (25) und § 49 (2) 

(28) 3 = ~ + Rt), 
, 1 R 

3 = a F !,,,, 

(29) 3" =~R[(!) ~v+t)J, 
u 

&"'=~ [-!'1l+R{alF+(~)!lu}l1.+RF(~)"t)J. 



§ 80. Windschiefe FUichen. 219 

Daraus folgt 

(30) 

Die Determinante ist konstant, das heiBt u ist nach § 29 (24) der 
AffinHinge unserer Kurve & (u) proportional. 

Wegen R =l= 0 sind die Vektoren &', &" und &'" linear unabhangig; 
wir konnen daher den Vektor (~- &) linear homogen durch sie 
ausdriicken und finden aus (28), (29) und (30) 

~ = & _ a (~u &' + &"), 
und, wenn wir noch die neuen Parameter 

u=u, 
einfiihren, so wird 

~ = & + r&' - a3". 
Jetzt gelingt es leicht, ausgehend von einer beliebigen unebenen 

Kurve (&), die allgemeinsten nicht affinsphiirischen windschiefen Fliichen 
mit festem H =1= 0 aufzubauen. Den Parameter u auf der Kurve &(u) 
wiihlen wir so, daB die Determinante 

(31) 

einen festen Wert c bekommt und setzen 

(32) (a = konst. =l= 0). 

Wir behaupten: 

Durch (32) wird die allgemeinste nicht aftinsphiirische windschiefe 
Fliiche ~ (u, r) mit festem H =1= 0 dargestellt. 

Zum Nachweis dieser Behauptung zeigen wir zuniichst, daB die 
Affinnormalen von ~ (u, r) durch &(u) gehen. Es ist 

(33) { 
~u = 3' + r3" + a3"', 

~r = 3' 
und, wenn wir wegen (31) [vgl. § 29 (28)] die Formel 

(34) 
ansetzen, 

(35) 

3IV = k*&" + t*&' 

{ 

~uu = at*3' + (1 + ak*) &" + r3"', 

~ur = 3", 
~rr = o. 

Daraus erhiilt man 

(36) {
L _(~u~r~uu)_c{a(1+ak*)-r2}, 

M - (~u~r~ur) - ca, 
N = (~It~r~rr) = o. 
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Die Division durch 
I LN - M21 1h = I ac Ill. 

gibt die Koeffizienten E, F, G der quadratischen Grundform 

q;=Edu2+2Fdud1'+ Gd1'2= (Ldu+2~dl')dU, 
I ao I • 

E= {a(1+ak*;-r2 }o, F=~, G=O. 
I ao : I. I ac I Is 

(37) 

Fur den Vektor t) der Affinnormalen ist nach § 40 (21) 

_ 1 1 f 0 G~u-F~r 0 E~r-F~,,}_ 
t) - 2lEG=P:; ~ OU JEG=-P + or.j EG _ p2 -

1 1 Er r3' + a3" ~ - 3 
= p-);'ur - 2 p2 ~r = aF = aF • 

(38) 

Darin liegt, daB die Affinnormalen der Fliiche (32) durch o(u) gehen 
und daB 

(39) 
a2 0 

R= -aF= --­I ao Ills 

wird. Somit ist tatsiichlich H liings unserer windschiefen Flache 
~ (u, 1') unveranderlich. 

Fiir eigentlich affinsphiirische windschiefe Fliichen kann man eine 
ahnliche Darstellung angeben. Ist niimlich 

~ (u, 1') = 1'0' + ~ 
eine Affinsphare, so ist, wie wir zeigen wollen, 

~*(u, r) = 5 + r~ + ~ 
eine Flache mit konstantem H von der bisher betrachteten Art. Nach 
Voraussetzung gilt namlich bei geeigneter Wahl des Ursprungs 

a·t)=~. (a = konst.) 
Ferner ist wegen 

(40) 

auch M* = M, L * = Lund durch eine ahnliche Rechnung wie In 
r r . 

Formel (35) bis (38) findet man t)* = t) und daher 

(41) at) = a·t)* = ~*(u,1') - 5(u), 

worin die Behauptung enthalten ist. Daher folgt aus (31), (32), daB 
eine eigentliche windschiefe Affinsphiire in die Form 

(42) ~(u, 1') = 1'5 + 5', (5 5' 5") = konst. =F 0 

gebracht werden kann. Man bestiitigt leicht, daB alle Fliichen (42) 
wirklich Affinsphiiren sind und findet so: 
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Dureh (42) wird die allgemeinste windschiefe eigentliche Attin­
sphiire dargestellt. Die Darstellung (42) ist von J. Radon angegeben 
worden 4). 

Es bleiben jetzt noch .die windschiefen Fliichen zu ermitteln, auf 
denen H identisch verschwindet. Man kann zu ihnen durch Betrach­
tung der Fliiche I (u, v)(§ 52) gelangen. Aus D = ° folgt wegen 
§ 52 (42) It. X Iv" = 0, das heiBt die v-Linien auf I (u, v) sind gerad­
linig. 1m Faile H = ° ist nach § 68 (21) I = U +~, also I (u, v) 
eine Schiebfliiche und wegen der Geradlinigkeit der v-Linien ein 
Zylinder- Wir konnen deshalb ansetzen 

(43) U = {Ul' U2 ' U3} ~ = {O, 0, v} 

und finden nach § 68 (22) 

{

Xl = - V U2 + J (U2 Ua' - U3 U2') du, 

(44) x2 = VUl+J(U3Ul'-UIU3')du, 

X3= * +J(U1 U,/-U2 U/)du, 

daraus ist !v = { - V 2 , + VI' O}. 

Daher ist ! (u, v) eine windschiefe Fliiche mit der Richtebene Xs = 0, 
das heiBt: Die Erzeugenden liegen zu der Ebene X3 = 0 parallel. 

Betrachten wir jetzt uneigentliche geradlinige Affinsphiiren. Auch 
hier konnen wir ~ = {O, 0, v} setzen. I (u, v) muB nach § 78 eine 
Ebene sein. Sei etwa 

X 2 = U2 = 1. 

Setzt man dies in (44) ein und vereinfachen wir 

so find en WIr 
V3 = f'(u), 

(45) {
,Xl = - V + f', 
X 2 = U V - u f' + 2 {, 

X3= -u 
oder 

(46) 
Auf diese einfache N ormalform kann man durch eine affine Trans­
formation (mit der Determinante + 1) jede windschiefe uneigentliche 
Affinsphiire bringen. 

§, 81. Lies tl2' 
Einige Eigenschaften der Fliichen, insbesondere der zuletzt be­

trachteten, konnen wir uns noch besser veranschaulichen, wenn wir 
mit A. Demoulin 5) eine 1878 durch S. Lie 6) in die Fliichentheorie 

4) ]. Radon: Leipziger Berichte 70 (1918), S. 153. 
5) A, Demoulin: Comptes Rendus 147, Paris (1908), S.493-496, S.565 

bis 568. 
6) S. Lie: Gesammelte Abhandlungen S (1922), S. 718 (Brief an F. Klein). 
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eingefiihrte, jedem Flachenpunkt zugeordnete Flache 2. Ordnung heran­
ziehen. 

Betrachten wir eine auf ihre Asymptotenlinien bezogene hyper­
bolisch gekriimmte Flache ~(u, v) und auf ihr eine Asymptotenlinie 
v = vo' Dann bilden die Geraden durch die Punkte ~(u, vo) mit der 
Richtung ~v (u, vo) eine geradlinige Flache ~u. Durch drei benachbarte 
Erzeugende von ~u ist eine ~9 bestimmt, die ~2 U heiBen soll. In 
dieser Weise ist jedem Flachenpunkt uo' Vo eine ~9 U zugeordnet, und 
wenn man in dieser Oberlegung die Parameterlinien vertauscht, auch 
eine ~\! p. Wir wollen nun zunachst die Behauptung von Lie besta­
tigen, daB diese beiden ~2 zusammenfallen (~2 U = ~2 v). 

Wir stellen ~u durch zwei Parameter u, p dar: 

E=~+P~v' 
Die Asymptoten dieser FHiche langs der Erzeugenden u = uo' die 
von dieser Erzeugenden verschieden sind, bilden offenbar eine Schar 
von geradlinigen Erzeugenden der ~!lu, Stellen wir daher die Diffe­
rentialgleichung der zweiten Schar von Asymptotenlinien auf ~u auf! 
Es ist nach § 49 (2) und (9) 

Eu =~u + P~U1! = ~u + Fp~, 
Ep =~,,; 

~uu=(~u-FHp)~u+(~ + ~'Ph,,+FuP~' 
!up = Ft), 

~pp = O. 

Daraus berechnen sich die Determinanten 

und flir die" gewiinschte Differentialgleichung erhalten wir 

F H p2 du + 2 d P = O. 

Somit ergibt sich flir die ~2 U mittels der Parameter u, p, q die Dar­
steUung 

(47) 
_+ {_ +- d P} 5 = ~ q ~u ~p du 

=~+P~v+q{~u+FP~- F~P9~v}' 
Wir setzen 

(48) 

und fiihren damit die Flache begleitende Koordinaten x, y, zein. So 
haben wir 

x=q, z= Fpq. 
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Entfernt man aus den drei Gleicht'mgen p und q, so erhiilt man fur 
die Lie-'i52 U die einfache Gleichung 

(49) HZ2_2z+2Fxy=0. 

Diese Gleichung ist in u und V symmetrisch. Vertauscht man also 
in unserer Uberlegung u und V, so erhiilt man genau dieselbe Gleichung 
fUr die 'i5'/' und damit ist der gewunschte Nachweis erbracht. 

An Stelle der Gleichung (49) kann man auch die folgende Para­
meterdarstel1ung der Lie-'i52 treten lassen: 

2l 
x = Hl/L+2F' 

(50) _ 211' 
Y- Hl .u+ 2F ' 

2l/L Z= ---~---. 
Hl/L+2F 

Nach ihrer Erkliirung ist die Lie-'i52 projektiv invariant mit der Fliiche 
verbunden. Zu affinen Beziehungen aber kommen wir, wenn wir die 
affinen Eigenschaften der Lie-'i52 mit denen der Fliiche in Verbindung 
bri-ngen. So ist wegen (~fu fv) = Fund (49) das Halbachsenprodukt 
der Lie-'i52 gleich (1: H)4. 

Ferner sieht man aus (49), daB die Lie-'i52 fur H = ° ein Para­
boloid ist und umgekehrt. Deswegen hatte P. Franck die Affinminimal­
fliichen "paraboloidische Fliichen" genannt. 

Fur den Mittelpunkt 0 der Lie-'iJ2 folgt aus (49), wenn H =1= ° ist, 

(51) x=o, Y= 0, 
1 2 R 1 R2-

Z = H= R 1 +R2 

und fUr H = ° ist es der uneigentliche Punkt der Geraden x = 0, 
Y = 0, der Affinnormalen. Nennt man die affinen Hauptkriimmungs­
mittelpunkte 0 1 und O2 , so ergibt sich fUr das Doppelverhiiltnis 

Doppelverhiiltnis (f, 0' 01 , O2) = - 1. 

Der Mittelpunkt der Lie-'i52 liegt aut der Affinnormalen und wird 
durch die aftinen Hauptkriimmungsmittelpunkte vom Fliichenpunkt 
harmonisch getrennt (Demoulin). 

Fur den Mittelpunkt 0 der Lie-'i5'J haben wir ferner nach (51) 

(52) 

Durch Ableitung folgt daraus nach § 49 (9) 

(53) 
I Ou = F~~fv + (1)u~' 
l Ov = :~ fu + (k) ~. 
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Der Mittelpunkt der Lie-'iJ'.l ist dann und nUT dann unbeweglich, 
wenn die Flache ~ (u, v) eine Aftinsphare ist. 

Stellen wir noch die Gleichung der Tangentenebene an die vom 
Mittelpunkt & der Lie-'iJ2 im allgemeinen (A" =l= O. Du =l= 0) durch­
laufene FHiche auf! Wir konnen den Vektor t zu einem Punkt der 
Tangentenebene darstellen in der Form 

t=&+"&u+fJ&.,· 
Einsetzen der Werte (52), (53) fUr die Vektoren &' &u' &v ergibt 

t =~ + fJ :S~~u+" F~~~v + [~+ a (~)" + fJ(~)J 1). 

Durch Ubergang zu den begleitenden Koordinaten x, y, z gemaB (48) 
und durch Entfernung der ft, fJ erhalt man als Gleichung der Tan­
gentenebene 

(54) 

§ 82. tiber die EinhiilIenden der Lie-iJ20 

Es sollen jetzt einige Ergebnisse iiber die Einhiillenden der zu 
einer Fliiche gehorigen Lie-'iJ'.l bewiesen werden, die A. Demoulin 7) 
1908 mitgeteilt hat. Um die Einhiillende mit moglichst wenig Rech­
nung zu finden, stellen wir zunachst die Bedingungen dafUr auf. daB 
ein Punkt &' des sen begleitende Koordinaten x, y, z beziiglich eines 
F1achenpunktes durch die Formeln (48) gegeben sind, ruht. Wir 
finden durch Ableitung dieser Formeln fUr &14' &" = 0 unter Beriick­
sichtigung der Ableitungsgleichungen § 49 (2) und (9) folgende "Ruh­
bedingungen" 

(55) 

F" +H x =-l--x z 
u F ' 

Yu= 

Z = u 

A A. 
-px-pz, 

-Fy, 

D D" 
XV = - F Y - p z, 

Yv = - 1 - ~. Y + Hz, 

z,,= - Fx. 

U m nun die Hiillflachen der Lie -'iJ'.l' die zu einer Flache ~ (u, v) ge­
horen, zu ermitteln, hat man die Gleichung der Lie-'iJ2 nach den 
Flachenparametern u, v bei festgehaltenen laufendenKoordinaten &14,&,,=0 
abzuleiten. Das kommt darauf hinaus, daB man die Gleichung (49) 
in den begleitenden Koordinaten x, y, z unter Benutzung der Ruh­
bedingungen (55) ableitet. So erhiilt man durch Teilableitung nach u 

(56) H z'.l - 2 A. x z - 2 A x'.! = 0 
" F 

.) A. Demoulin: Comptes Rendus, Paris 1'7 (1908), S.493-496. 



§ 83. Ober die Einhiillenden der Lie-'iJ2. 225 

und durch Teilableitung nach v 

(57) 
D 

H Z2 - 2 ~ Y Z - 2 D y2 = ° . v p 

Jede dieser Gleichungen stellt ein Ebenenpaar vor. Die erste 
ein Ebenenpaar durch die y-Achse, die auf der Lie-~2 liegt, schneidet 
im ubrigen aus der Lie-~2 ein Geradenpaar aus, das im Falle Hu + ° 
in der Parameterdarstellung (50) durch die Werte 

A V-( -A~)2 :fA 
fl1,2=P;;± plI +F 

u u u 
(58) 

bei veranderlichem 2 gegeben wird. Entsprechend schneidet das andere 
Ebenenpaar durch die x-Achse die Lie- ~2 fUr Hv + ° uberdies in 
den Geraden 

(59) 

AuBer im Flachenpunkt t selbst beruhrt die Lie-~2 das HUllgebilde 
also in den vier Punkten des windschiefen Vierecks mit den Ecken 
21, fl1; 21 , fl2; 22 , fl1; 22 , fl2 (Fig. 39). Wir bemerkten schon, daB die 
Lie-'iJ2 mit der Flache t (u, v) nicht nur affin, sondern sogar projektiv 
invariant verbunden ist. Das gefundene 
windschiefe Viereck Demoulins ist da- ~u 
her ebenfalls projektiv invariant mit 
jedem Punkt unserer Flache verknupft. jlz 

Die Geraden 2 = 21 • 2 schneiden die 
x-Achse in den Punkten fl = 0, 

y=o, Z=o 

mit dem Mittelpunkt 

(60) y=o, z=o. 

Ebenso findet sich fUr den Mittelpunkt der von den Geraden fl = fl1, 2 

auf der y. Achse bestimmten Strecke: 

(61 ) x=o, Z= 0. 

Diese heiden Punkte (60) und (61) liegen auch auf der Tangenten­
ebene (54) der Mittelpunktftache ~(u,v) der Lie-~';J" 

Nur im Falle H = konst. faUt stets eine der Ecken von Demoulins 
Viereck auf die Affinnormale. Von den sonstigen Sonderfallen ware 
besonders der zu heachten, wo das Viereck stets zu einem Punkt ~ 
zusammenschrumpft (21 = 22 , fl1 = fl2)' was fur 

(62) A,,2 + 2 p2 A Hu = 0, 
Blaschke, DifferentiaIgeometrie. II. Bd. 

DU2+2p2DH,,=0 
15 
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eintritt. Die Lie-~2 der Fliiche (~) ist dann gleichzeitig Lie-~2 im 
entsprechenden Punkt der Flache (l), wie Demoulin bemerkt hat. In­
dessen gehort diese Untersuchung mehr in die projektive Flachen­
theorie. 

Ubrigens findet man mittels der Ruhbedingungen auch sofort die 
Beriihrungspunkte der Ebenen x = ° und y = ° mit den umhiillten 
Flachen; namlich 

(63) x=O, 
Du 1 

Y=--FDH' Z=-
H 

und 

( 64) Av 
y=O, 

1 
x= -- FAH' z=jj' 

Diese beiden Punkte fallen dann und nur dann mit dem Mittelpunkt 
x = 0, Y = 0, Z =1: H der Lie-~2 zusammen, wenn Av = Du = 0, die 
Flache also eine Affinsphare ist 

§ 83. Die Lie-~2 bei windschiefen Flachen. 

Bei den windschiefen Flachen (D = 0, H" = 0, vgl. (19) und (21)), 
fallen alle zu derselben Erzeugenden der Flache gehorigen Lie-~2 
zusammen. Das kann man ohne Rechnung aus der Konstruktion der 
Lie-~2 in § 81 entnehmen. Die Lie-~2 ist namlich nichts anderes 
als die ~2 durch drei benachbarte Erzeugende unserer windschiefen 
Flache_ Der Mittelpunkt (52) der Lie-'ij2 £aIlt mit dem affinen 
Kriimmungsmittelpunkt zusammen_ 

Vier benachbarte Erzeugende unserer windschiefen Flache haben 
im allgemeinen zwei gemeinsame Transversalen, zwei vierpunktig 
unsere Flache beriihrende Tangenten, die wir "Ruhtangenten" der 
Fhiche nennen wollen. Sie treffen die Erzeugenden in den sogenannten 
"Wendeknoten" ("fiecnode") A. Cayleys 8). Zwei benachbarte Lie- 'ij2 
haben offenbar zwei Ruhtangenten gemeinsam_. Sie gehoren also 
dem Umhiillungsgebilde der Lie-'ij2 an. Ist die Lie-'ij2 durch die 
Parameterdarstellung (50) gegeben, so entsprechen die beiden Ruh­
tangenten nach (58) den Parameterwerten 

A y( A )2 2 A 
fll,2 = F lr ± F II + H' u u u 

(58) 

Sie beschreiben im allgemeinen zwei mit unserer windschiefen Flache 
projektiv-invariant verbundene geradlinige Flachen, die zuerst von 
A. Voss untersucht worden sind 9). 

8) A. Cayley: Mathematical Papers 2, S.29 und E. J. Wilczynski: Projec­
tive Differential Geometry of curves and ruled surfaces, Leipzig 1906, S. 150_ 

9) A. Voss: Mathematische Annalen 8 (1875), S.54-135. 



§ 83. Die Lie-lY2 bei windschiefen Flachen. 227 

Der Mittelpunkt 

(61) x=o, A. 
Y = PH ' 

" 
z=o 

der Strecke, die von den beiden Ruhtangenten auf der Erzeugenden 
x = 0, z = 0 ausgeschnitten wird, liegt gleichzeitig auf der Tangente 
an die Kurve ~ (u), die der Mittelpunkt der Lie-'ir'J beschreibt, denn 
nach (52) und (53) ist 

(65) ~ + :: ~u = f + F~lI-fv' 
u u 

Bestimmen wir noch die von den Asymptotenebenen x = 0 un­
serer windschiefen Flache umhiillte Kurve (,p)! Man findet durch 
zweirnalige Ableitung aus 

(66) x=o 
unter Beachtung der Ruhbedingungen (55) 

(a) 
(67) 

(b) {(; ) u - (; y} x + F H Y - F (;) u z = ; . 

(66) und (67a) ergeben zusamrnen die Tangente x = 0, z = R = 1: H 
an die Kurve (,p), auf welcher der Mittelpunkt (x = 0, y = 0, z = R) 
der Lie-'irll gelegen ist. Beachten wir noch (67 b), so finden sich fur 
die begleitenden Koordinaten von (,p), falls H =!= 0 ist, die Werte 

(68) x=o, z=R. 

Die Punkte,p und ~ fallen also dann und nur dann zusamrnen, wenn 
R = 1 : H langs unserer windschiefen Flache fest bleibt. 

Bei festern H und der Normierung (27) bekomrnt die Gleichung (56) 
zur Bestirnmung der Einhiillenden der Lie-'ir'J die Form 

(69) 

und wir erhalten fur die Ruhtangenten in (50) die Parameterwerte 

(70) III = 00, 1l'J = - aA. 

Die dem erst en Pararneterwert entsprechende Erzeugende (x = 0, 
z = 2 R) der Lie-'ir2 lauft zur Erzeugenden (x = 0, z = 0) unserer 
windschiefen Flache parallel. Umgekehrt haben nach (58) auch nur 
die windschiefen Flachen IJ;lit festern Heine Schar von Ruhtangenten, 
die der zugehorigen Flachenerzeugenden parallellaufen. Daraus kann 
man leicht schlieBen: 

Die windschiefen Fliichen, die in (32) zwei entgegengesetzten Werten 
der Konstanten a entsprechen, bestehen jede aus Ruhtangenten der 
anderen. 

15* 
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Die zweite Ruhtangente 

z+Ax=O, A2Hx+2Fy=-2A 

schneidet die Erzeugenden x=O, z=O III 

A 
x=O, y= -P' z=O. 

Bei windschiefen Affinspharen (Av = 0) fallen nach (49) und (56) die 
beiden Ruhtangenten in die zur Erzeugenden (x = 0, z = 0) parallele 
Gerade x = 0, z = 2 R zusammen. 

SchlieBlich iibersieht man sogleich, daB bei den windschiefen 
Flachen mit Richtebene H = ° ist; denn die durch drei zu einer 
festen Ebene benachbarte Erzeugende bestimmte Lie-'iJ2 ist ein Para­
boloid, die Flache also eine "paraboloidische", eine Affinminimalflache. 

§ 84. Die ~2 Lies und der Satz Maschkes. 

In § 44 hatten wir den Satz von Maschke bewiesen, der besagt: 
Eine analytische Flache, die an jeder Stelle von einer 'iJ2 in 3. Ord­
nung beriihrt wird, ist selbst eine 'iJ2' Hierfiir wollen wir jetzt einen 
neuen Beweis erbringen, der den Vorteil hat, daB man die Flachen 
nicht als analytisch, sondern nur als geniigend oft differenzierbar an­
zunehmen braucht. 

Wenn wir die Torsen (L N - M2 = 0) von vornherein von unsrer 
Betrachtung ausschlieBen - fiir diese laBt sich namlich der Satz 
ziemlich einfach bestatigen -, so k6nnen wir unsrer Behauptung auch 
die folgende von G. Pick stammende10) Fassung geben: 

Die einzigen Fliichen, au/ denen die kubische Grund/arm identisch 
verschwindet, sind die 'iJ2' 

DaB auf einer 'iJ2 die kubische Grundform identisch Null ist, 
kann man durch eine kleine Rechnung nachpriifen. Wenn sich aber 
eine Flache mit einer 'iJ2 an einer Stelle in 3. Ordnung beriihrt, so 
miissen dort die Koeffizienten der kubischen Form der Flache, die 
ja nur von Ableitungen bis zur 3. Ordnung abhangen, mit denen der 
lY2 iibereinstimmen, also ebenfalls aIle gleich Null sein. 

Zum Beweis des Satzes von Maschke und Pick geniigt es zu zeigen: 
Sind aIle Aikl = 0, so fallen die Lie-'iJ'J in den verschiedenen Flachen­
punkten aIle miteinander zusammen. Urn das einzusehen, wollen wir 
einige Formeln der letzten Abschnitte (§ 81 und 82) auf beliebige 
Flachenparameter umschreiben. Ausgehend von der betrachteten 
Flache ~ (u\ u2) stellen wir einen beliebigen Punkt [vgl. (48)] in der 
Form dar 

(71) 

10) G. Pick: Leipziger Berichte 69 (1917), S. 130. 
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bezeichnen also jetzt die begleitenden Koordinaten mit Xl, X 2, Z. 
Dann nimmt die Formel (49) fUr die Lie-'i!s2 die folgende symme· 
trische Gestalt an 

(72) 

und wir werden uns die Lie-'i!s2 in diesem Abschnitt durch diese 
Formel (72) erkliirt denken. 

Dafiir, daB der Punkt iJ im Raum festliegt, gewinnen wir aus (71) 
unter Benutzung der Ableitungsgleichungen § 59 (137) durch ko­
variantes Differenzieren die Ruhbedingungen [vgl. (55)] 

l l l i l 
- X, = Gr + Air X + Br Z, (73) 

Wenn wir gleich hier unsere Annahme Aikl = 0 zur Geltung bringen, 
so haben wir nach der zweiten Formel § 60 (152) Cik = 0 und somit 
nach der ersten Bik = - H Gik . Demnach vereinfachen sich unsere 
Ruhbedingungen so 

(74) -X;=G;(l-HZ), -Zr=Xr. 

Leiten wir jetzt die Gleichung (72) der Lie-'i!s2 unter Benutzung dieser 
Ruhbedingungen nach u r ab und beachten wir dabei, daB wegen 
Cik = 0 und § 60 (155) Hr = 0, also H fest ist, so hebt sich alIes 
weg. Es bleibt also jeder Punkt der Lie-'i!s2 in Ruhe, w. z. b. w. 

§ 85. Schiebflachen. 
Bisher sahen wir uns bei der Bestimmung besonderer Fliichen 

immer vor die Aufgabe gestellt, bekannte Differentialgleichungen zu 
integrieren. Wenn wir besondere Schiebfliichen aufsuchen wollen, 
haben wir gerade das Umgekehrte zu tun: eine Differentialgleichung 
aufzustelIen, deren Losungen gegeben sind. Denn wenn wir mit Hilfe 
der expliziten DarstelIung der Schiebfliichen 

~(s, t) = ~l (s) + ~2 (t) 
etwa aIle windschiefen Schiebfliichen bestimmen wollen, so werden 
wir auf verwickelte Funktionalgleichungen gefUhrt, deren Behandlung 
aussichtslos erscheint. 

Die Differentialgleichungen der Schiebfliichen ergeben sich in 
Gestalt eines Systems von zwei simultanen Differentialgleichungen 
5. Ordnung, und zwar in folgender Weise 11). 

Lassen sich zwei Kurvenscharen auf einem Fliichenstiick als Para­
meterkurven u1 = konst., u2 = konst. einfiihren, so wollen wir die 
beiden Kurvenscharen zusammen ein "Kurvennetz" nennen. Jede 
quadratische Differentialform 

11) K. Reidemeister: Hamburger Abhandlungen 1 (1922), S. 127-138. 
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hat als Nullinien ein Kurvennetz, wenn T 11 T22 - 1i2 nicht identisch 
verschwindet, und umgekehrt entspricht jedem Kurvennetz eine bis 
auf einen skalaren Faktor bestimmte Differentialform mit nicht ver­
schwindender Determinante. 

Uillt sich also eine Flache !' (u\ u2 ) bei geeigneter Parameterwahl 

!' (s, t) = !'l (s) +!'2 (t) 

schreiben, so gibt es auf ihr eine Differentialform 

(75) 

welche die Schiebkurven !'l (s) + b (to) und !'l (so) + !'2 (t) zu Nullinien 
hat. Bedeutet ,1* den zweiten Differenziator Beltramis bezuglich T, 

ist also (21, IV) . 

,1*!, = 1 {(Tu-';/ --=.T12r{) + (!22!t'~!12-';i.) L 
VT ll T 22- T iz VT ll T 2Z- T fz u. VT U T22-Tfz Ul) 

so muB 

,1*!, = ° 
sem. Denn fUr die Nullinien von T als Parameterkurven wird 

2 
,1*1'=-1' =0. e Test 12 

Wenn umgekehrt eine Differentialform T auf der Flache vorhanden 
ist, deren zweiter Differenziator auf !' angewandt Null ergibt, so 
brauchen wir nur die Nullinien von T als Parameterkurven einzufuhren, 
urn !' als Schiebflache zu erkennen. 

Die Formen cp und T sind apolar zueinander, das heiBt es ist 

(76) TikGik=O, 

was man fUr die L6sungen von T = ° als Parameterkurven (Tu = T22 
= 0, Gl2 = 0) bestatigt. 

Fur Asymptotenparameter u, v (Gll = 0, G22 = 0, Gl2 = F > 0) 
muB also Tl2 = ° sein und wir k6nnen sagen: Die auf Asymptoten­
parameter u, v bezogene Flache !' (u, v) ist dann und nur dann eine 
Schiebflache, wenn es zwei Funktionen Tn (u, v) und T22 (u, v) gibt, 
fUr die 

(77) 

oder zwel Funktionen x (u, v), 51 (u, v), fUr die 

(78) xy=l, (x!'v)v+(y!'Ju=O 

ist. Mittels der Gleichungen § 49 (2) finden wir durch Ausdifferen­
zieren von (78), daB als Koeffizienten von !'u una !'v 

(xF)v + yA = 0, (yF)u + xD = ° 
sem mussen. Setzen wir weiter: 

(79) 
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so finden wir als notwendige und hinreichende Bedingungen fUr Schieb­
fiachen, daB die Gleichungen 

(80) xv =-2AP, Yu=-2DP, xY= p 4 

integrierbar sind. - Diese Bedingung versagt nur fUr Zylinder. 

Als erste Integrierbarkeitsbedingung ergibt sich durch zweifache 
Berechnung von xuv 

(81) qJ(x, y) = (~3)" X - 2 (2~~ - (lg P)uv) + (:3) u Y = O. 

Die Gleichungen (80) besitzen ja naturlich im allgemeinen nur singu· 
lare L6sungen (denn jeder L6sung entspricht eine Form 'l) und es 
fragt sich, wann dies der Fall ist. Setzen wir x.qJ(x, y)= qJl(X), 
y. qJ(x, y) = qJ2(Y)' indem wir jedesmal xY durch p4 ersetzen, so folgt 
durch Differenzieren, daB fUr L6sungen x, Y von (80) auch die Glei­
chungen 

'Jf (x) = 0 q\ + ~~ x = 0 CP1 _ 0 CPt • 2 A P = 0 
I OV OX 1J OV ox ' 

'Jf ( ) ==; OCP2 + _?CPg = OCP2 _ oCPg 2 DP = 0 
2,Y OU By Yu OU oy 

(82) 

erfiillt sein mussen. 1J'l (x) = 0 und 1J'2 (y) = 0 sind wieder quadra­
tische Gleichungen in x oder Y, die man durch Multiplikation mit y 
oder x leicht in lineare Gleichungen in x und y 

(83) 1J'l(X)'Y= 1J'u(x,y), 1J'2(Y)'X= 1J'22(X,y) 
verwandeln kann. 

Die drei Geraden der x, y-Ebene (j) = 0, 1J'11 = 0, 1J'2'J = 0 
und die Hyperbel x y = p 4 muss en also durch ein und denselben 
Punkt gehen. Setzen wir demnach die Wurzeln Xl, 'J von tPl (x) und die 
entsprechenden Werte Yl,2 in 1J'1l und !fF2 'J ein, so muB 

(84) 1J'll (Xi' Yi) = 0, 1J''J2 (Xi' Yi) = 0 

fur i = 1 oder i = 2 erfiillt sein. 

1st andererseits dies der Fall, so gibt es einen Punkt x, Y auf 
x Y = p4, fUr den sowohl qJl (x) = 0 wie 1J'l (x) = 0, qJ2 (y) = 0 wie 
1J''J (y) = 0 erfilllt ist. Dann folgen durch Differenzieren von qJl nach 
v und von (j)'J nach u die Gleichungen (82) und daraus, falls 

o CP1 =f= 0 0 CP2 =f= 0 
oX ' oy 

ist, die Gleichungen (80). 

1st dagegen 0 CPl: ox = 0, so hat Gleichung (81) zwei zusammen­
fallende Wurzeln Xl = x2 und ihre Diskriminante LI ist gleich Null. 
Dann ist auch Yl = Y2 und 
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An 'Stelle von (82) treten die Gleichungen 

lJ! (x) = ~~ --L 01'1 X = 01J1 - ~~Jc 2 AF = ° 
1 0 V I ox" ov ox ' 

(85) 
lJ! (x) = ~~ + _o~ = ~~ - 0<1>22 DF = 0. 

2 OU oy Yu OU oy 
Ais Integrierbarkeitsbedingungen erhalten wir, daB die Determinanten 

Al und .12 aus den Koeffizienten von ([)1' iJF1 'und ([)2' iJF2 ver­
schwind en. 

1st nun wirklich die Determinante L1 von (81) und li 1 , A2 gleich 
Null, so folgt wieder, daB die Gleichungen 

fiir einen Punkt x, y erfiillt sind und daraus durch Differenzieren 
wieder die Gleichungen (85). Es ist 

(86) ( 0~)2 (D) 
7iX=F3' 

~v 

Falls beide Ausdriicke von Null verschieden sind, erftillen x, y mit 
den Gleichungen (85) auch die Gleichungen (80). 1st dagegen etwa 

(~3) =0, 
- v 

so folgt aus dem Verschwinden von L1 
AD 

2 po - (lg F)uv = 0 

und daraus wegen (81) und y =p. ° 
(;3) = 0, 

u 

das heiBt die Gleichungen (80) sind integrierbar. 
Wir haben also gefunden: 

Je nachdem die Diskriminante L1 der Gleichung (81) von Null ver­
schieden oder gleich Null ist, sind die Gleichungen (81) und (84) oder 
die Gleichungen (81) und (85) die notwendigen und hinreichenden Be­
dingungen datur, dafJ ~ (u, v) eine Schiebtlache ist. 

Man sieht nun sofort, daB wirklich im allgemeinen durch ein 
Flachenelement 4. Ordnung Schiebftachen hindurchgehen. Denn die 
Gleichungen (85) und die Integrierbarkeitsbedingungen § 49 (11) konnen 
z. B. bei beliebig bis zur 3. Ordnung bestimmten F (u, v) und beliebig 
bis zur 1. Ordnung bestimmten A und DaIs Bedingungsgleichungen 
fiir die zweiten Ableitungen von A und D aufgefaBt werden. 

Es sei nur erwahnt, daB sich aus unserem Ansatz auch Differen­
tialgleichungen fiir die Flachen ergeben, die auf zwei Arten, und fiir 
solche, die auf drei oder mehr Arten Schiebftachen sind (§ 37), das heiBt 
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fUr die es entsprechend zwei oder mehr quadratische Formen t gibt. 
Fur die ersteren ist notwendig und hinreichend, daB die Geraden 
if> = 0, P u = 0, lJI22 = ° der x, y-Ebene zusammenfallen; fUr die 
letzteren, daB die Koeffizienten von if> siimtlich gleich Null sind. 

§ 86. Bestimmung der windschiefen Schiebfiachen12). 

Mit Hilfe der gewonnenen Kennzeichnung der Schiebfliichen lassen 
sich aIle analytischen windschiefen Schiebfliichen bestimmen. 

Die Differentialgleichung der windschiefen Fliichen ist bekannt· 
iich ~ (§ SO) 

AD 
J=[;3=0. 

Sei etwa D = 0, so folgt aus (SO) 

(S7) Yu=O, x=y~:), (Y~:)v=-2AF. 
Die Integrierbarkeitsbedingungen § 49 (11) nehmen hier wegen § 49 (6) 
die Gestalt an 

(SS) 

5 ist also eme Funktion von u allein. Die Gleichung § 49 (5) oder 

(89) 1 
- F~ (log F)uv = 5 (u) 

kannen wir aber leicht allgemein integrieren. Es ist namlich die 
sogenannte Differentialgleichung Liouvilles 13), und, falls 5 (u) nicht 
identisch gleich Null ist, 

-2 U'(u) V'(v) 
F = S(u) [U (u) + V(v) ]2 

die allgemeine Lasung, wenn V (u) und V (v) willkiirliche Funktionen 
und V', V' die Ableitungen nach u bzw. v bedeuten. Wir denken 
uns nun di~ Parameter so normiert, daB V(u) = u und V(v) = v 
und daher 

S*(u} 
F = (u+v)" 

. db· 5*( ) 2. wu , wo el u = - S (u) 1St. 

Diesen Wert setzen wir in (87) em. Sei 

1 
y*(v)=y(v)' 

12) Dieser Abschnitt und die drei folgenden rlihren im wesentlichen von 
K. Reidemeister her. 

13) V gl. z. B. C. Jordan: Cours d'analyse (1887) III, Kap. 3, Nr. 277. 
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dann wird 
4S*S(u)y*(v) 

A = (1t+V)' + ... 
Die Punkte mogen die Glieder mit hoheren Potenzen von (u + v) an­
deuten. Daraus folgt 

~ (A v) = 6·28 S*(u)y*(v) + 
F F 1! (U+V)6 ••.. 

Setzen wir dies en Wert in (88) ein, multiplizieren mit (u + V)5 und 
setzen dann (u + v) = 0, so folgt 

S*(u). y*(':"'- u) = 0, 

und da y*(v) sowie S*(u) sieher von Null versehieden sein miissen, 
so folgt, daB die Annahme S ( u) =1= 0 zu verwerfen und iiberall 

S(u) = 0 

sein muB. Dann folgt aber aus (89) 

F = U(u) V(v) , 

wo U(u) und V(v) wieder willkiirliehe Funktionen bedeuten, und die 
Parameter lassen sieh so normieren, daB F = 1 wird. Aus (88) folgt 
dann Avv = 0 und aus der Gleichung (81) folgt hier, weil D = 0 und 
(log F)u v = 0, sofort Au = 0, also ist 

A=av+b. 

Unsere Fliiehen miissen also naeh der Bemerkung am SehluB des 
vorigen Absehnittes auf mehr als zwei Weisen Sehiebfliiehen sein. 

Fiir die gefundenen A und F lassen sieh aber die Gleiehungen 
§ 49 (2) leieht integrieren. Setzen wir die geradlinige Fliiehe in 
der Form an 

!' (u, v) = !'l *(u) + A (u, v)b *(u). 

A (u, v) sei so gewiihlt, daB die Kurven v = konst. Asymptotenlinien 
werden. Dann muB 

!'vv = Av,,!'\!* = 0, A = cp(u) + v'IjJ(u) 
sem. 
finden 

Das heiBt wir konnen !' (u, v) = !'l (u) + V· !,\!(u) setzen und 

(90) !'uu = !'t + V!'2" = (av + b)!'2' 
"b " IV" !'l = !'2' !'2 = a!'2' !'l = a!'l ' 

und, falls b =f= 0 ist, 

M 1(,,,,,,) 1 
= bi !'l !'l!'l = . 

Der Vergleich dieser Gleiehung mit § 29 (24) zeigt, daB fUr b =f= 0 die 
Losungen gewundene Kurven sind und der Parameter u zu ihrer 
Affinliinge proportional ist. Der Vergleich von (90) und § 29 (28) zeigt, 
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daB die Kurven feste Affinkrummung und verschwindende Affinwindung 
haben, also kubische Parabeln [§ 31 (88)], gew6hnliche [§ 31 (85)] oder 
hyperbolische [§ 31 (86)] Schraubenlinien sind. 

Bedeutet ~1 einen der Vektoren § 31 (85, 86, 88), so bestatigt 
man leicht, daB 

~1 (u) + v ~t" (u) + ~1 (- u) + v~t" (- u) 
2 

bei festem v die x2-Achse durchlauft, und da die Kurven nach § 32 
zu den W-Kurven von S. Lie und F. Klein geh6ren, muB das Ent­
sprechende fUr aIle Geraden der Flache gelten. Die Flachen ~1 + Vt.1" 
sind also die Sehnenmittenflachen der Kurven ~1 + v-,;t (v = konst.). 

1st b = 0, so findet man als L6sungen von (90) wegen 

M = (~/ ~2 ~2') =f= 0 
fUr a = k2 

(91) ~1 = {cu, 0, O}, ~2 = {O, cos ku, sinku} 

und fUr a' = - k2 

(92) ~1 = {cu, 0, O}, ~2 = { 0, ch k u, sh k u } , 

wo ch und sh Hyperbelfunktionen bedeuten und c =f= 0 eine Kon­
stante ist. 

Die durch (91) und (92) bestimmten geradlinigen Flachen stimmen 
mit den Sehnenmittenflachen der Kurven § 31 (85) und § 31 (86) 
iiberein. 

Fur a = 0 und b = 0 verschwindet die kubische Differentialform 
identisch und ~ (u, v) wird nach dem Satz von Maschke (§ 44, § 84) 
eine ~2 und zwar wegen S = H = 0 ein elliptisches oder hyper­
bolisches Paraboloid. Ihre Schiebkurven sind ebene Parabeln. Die 
Fliiche 

~(u,v)={i' vcosku, vsinku} 

erkennt man als "Wendelfliiche". Die Sehnenmittenfliiche der ku­
bischen Parabel ist Cayleys windschiefe Plache 3. Ordnung 

X 13 + 3 Xl X2 - 2 X3 = 0 . 

Wenn wir die Vektoren ~/' und ~t' als Haupt- und Binormalen­
Vektoren der Kurve -';1 (u) bezeichnen, so k6nnen wir unser Ergebnis 
folgendermaBen zusammenfassen: 

Die windschiefen Schiebflachen sind die Sehnenmittenflachen der 
gewundenen Kurven fester Affinkrummung und verschwindender Affin­
win dung und das elliptische und hyperbolische Paraboloid. Sie lassen 
sich alle auf unendlich viele Arten als Schiebflrichen erzeugen. Die 
ersteren sind Sehnenmittenflrichen ihrer gewundenen Asymptotenlinien. 
Die Geradenschar wird von den Affinhauptnormalen der Asymptoten­
linien gebildet. Die Affinnormalen der Flriche fallen mit den Affin­
binormalen der Asymptotenlinien zusammen. 
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§ 87. Die affinspharischen Schiebfiachen. 
1m vorigen Abschnitt haben wir drei affinspharische Schiebfliichen 

kennengelernt, namlich die beiden Paraboloide und die windschiefe 
Bache Cayleys. Wir wollen nunmehr zeigen: 

Es gibt keine eigentlich affinsphiirischen Schiebfliichen (K. Reide­
meister J. Die uneigentlich affinsphiirischen Schiebfliichen haben, abge­
sehen von den beiden Paraboloiden die Gestalt (E. A rtin) 

(93) ~=~1(U)+~2(V), 
wo 

(93) 

Es sei namlich J =!= 0, dann konnen wir nach (6) auf der Affin­
sphiire solche Asymptotenparameter wahlen, daB A = D = 1 wird. 
Alsdann muB F der Differentialgleichung (9) 

1 1 
(9) S - J = - p(log F)U1J - p3 = H = konst. 

genugen. Wir mussen untersuchen, ob sich zwei Funktionen x, y aus 

(94) x" = - 2 F , yu = - 2 F, x y = F' 
bestimmen lassen. 

Die erste Integrierbarkeitsbedingung (81) sieht hier so aus 

(;a). x - 2 (;2 - (logF)uv) + U.a)u y = ° 
oder, wenn wir (9) beachten und H = 3 H* setzen, 

F" x + 2 F2 (1 + H* Fa) + F u y = o. 
Wegen X Y = F4 ist auch 

(95) 
F"x2 + 2 F2(1 + H* F3)x + FuF4 = 0, 

F u y2 + 2 F2 (1 + H* p3) y + F" F4 = ° . 
Hierin ist im allgemeinen 

Fu=!=O, F" =!= o. 
Denn ware etwa identisch Fu = 0, so folgte aus (9) 

l+p3H=O, 
also auch F" = 0 und daher aus (94) 
(96) F2 (1 + H* Fa) = 0. 
Das gibt einen Widerspruch, sowohl fur H = ° als auch fUr H =!= 0. 

Als zusammengehorige Losungen findet man daher 

x = F2 ~ {- (1 + H* F3) + V(l -I- H* F3)'J - F F } 1,2 Fv - I U 11 , 

Yl,2 = F2 i {- (1 + H* Fa) =F V(l + H* F3)2 - FuF.,}. 
u 

(97) 
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Durch Differentiation der Gleichungen (95) nach v bzw. u unter Be­
achtung von (9) folgt 

Fuu = +{ - 10 H* F4 Fu Y1,2 - P [F F"v + 4 FuFv- 4 (1 +H* P)]}, 
"1,2 

Fvv = +{ - lOH* F4F"X1 ,2 - F3 [FFu" + 4 F"Fr - 4 (1 +H* F3)]} . 
.:1:"1,2 

Durch Erweiterung mit xi.2 oder Yi, 2 ergibt sich ferner 

FUU=~5{ -10H*F5FuX1 ,2-[FFuv + 4F"F,,-4(1+H*F3)]X;'2}' 
(98) 

Fvv= ;5{ -10H*PFv Y1,2- [FFu" + 4F"F,,-4(1+H"'P)]Y;,2}' 

wozu noch durch Umformung von (9) 

(99) F = ~ {F F - F3 H - 1} 
U'l) F u v 

kommt. 

Urn zu entscheiden, ob es affinspharische Schiebfiachen mit] + 0 
gibt, miissen wir nun untersuchen, wann. diese Gleichungcn (98), (99) 
integrierbar sind. Die Berechnung der Integrierbarkeitsbedingungen ist 
offenbar recht umstandlich. Aber wir k6nnen uns die Arbeit WC6ent­
lich erleichtern. Wir setzen 

(100) F"Fv = Z. 
Beachten wir die Gleichungen (97) und (98), so erkennt man, daB 

FuuFv2 = W1 (F, Z) = Wll + W12 v'Lf, 
Fuv = W2 (F, Z), • 

}< vv F,,2 = 1>1 (F, Z) = Wll - W12 V'Ll, 
(101) 

J = (1 + H* F3)2_F"Fv 
ist, und findet daher durch doppelte Berechnung von Fuu" und F"vu als 
Integrierbarkeitsbedingungen, daB zwei Polynome in Fund Z gleich 
Null sein miissen: 

(102) lJf1 (F, Z) = 0, lJf2 (F, Z) = O. 

lJf1 und lJf2 verschwinden nicht identisch. Man bestatigt das leicht 
fUr H = 0 durch Berechnung von 

fiir Z --d. 

lJi"1 (F,Z) 
Z-l 

Haben P1 und lJf2 keinen gemeinsamen Teiler, so folgt aus (102) 
F = konst. und dam it wie vorher wegen (96) und (99) ein Wider­
spruch: Die Gleichungen (98) und (99) waren in der Tat unvereinbar. 

Haben dagegen lJf1 und lJf2 einen gemeinsamen Teiler lJf (F, Z), 
in welchem Z vorkommt, so folgt durch Differenzieren von 

lJf(F, Z) = 0 
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nach u und v unter Benutzung von (99) 

FuuFv2 = F"v Fu2 , 

also muB in (101) 

q}12 vJ= 0 

sein. Sowohl die Annahme LI = 0 als auch q}12 = 0 fiihrt aber fiir H + 0 
auf einen Widerspruch, wenn wir Fuu und F"v aus den letzteren Gleichungen 
berechnen und die Werte mit den durch (101) bestimmten vergleichen. 

Es sei zunachst Ll = 0, also 

(103) FuFv = (1 + H* F3)2. 
Dann ist nach (97) 

F2(1 +H* pal 
(104) x = - --p-;--' 

F2 (1 +H* pal 
Y=- . 

Fu 

Daraus folgt durch Differentiation nach u und v unter Benutzung 
von (93) 

5 H* F2 F,,2 
Fuu = 1 + H* F3 , 

also 
F F F 2 = 5 H* p3 (1 + H* F3)3 . 

'ltU v 

Dagegen nimmt die erste Gleichung (98) unter Beriicksichtigung von 
(99) und (104) die Gestalt an 

FFuu F,,2= 
= (1 + H* F3){10H* p3 FuFv - (5 FuFv - 5 - 7 H* F3)(1 + H* F3)} 

oder, wenn wir noch (103) beachten, 

FFuu F,,2 = (1 + H* F3)(7 H* F3 + 12 H*2 F6 + 5 HU F9). 

Es sei nun zweitens q}12 = 0, also [vgl. (98)] 
(105) 5 FuF" = (1 + H* F3) (5 + 7 H* p3). 

Dann ist nach (98) und (99) 

(106) 5 F Fu • .F,,2 = 50 H* F3 (1 + H* P) Fu F" 
- 5 (5 FuFv - 5 -7 H* F3) {2(1 +H* PS)2 - Fu F,J 

Andererseits folgt durch Differenzieren von (105) mittels (99) 

(107) 5 F Fuu F,,2 = {3 H* F3 (5 + 7 H* F3) + 21 H* Ps (1 + H* PS) 

+ 5 (H F3 + 1 - FuF,,)} FuFv' 

Unter Beachtung von (105) erkennt man, daB 
H* Ps in (106) 25 ist, dagegen in (107) 39. 
beidemal fiir H =1= 0 zu einem Widerspruch. 

der Koeffizient von 
Wir gelangen also 

Fiir H = 0 aber findet man in beiden Fiillen Fu' Fv = 1, 

Fuu=Fuv=Fvv=O, also F=au+bv mit ab= 1. Hier sind in derTat 
F2 

x= --­
b ' 

F2 
Y=--

a 
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L6sungen von (94). Die Ableitungsgleichungen § 49 (2) lassen sich 
leicht unter Beachtung ~ = konst. integrieren und fiihren, wenn man 
die Schiebkurven als Parameterkurven wiihlt, auf die in (93) ange­
gebenen Fliichen, wie E. Artin bemerkt hat. 

Fiir a =F 0 sind die Fliichen (93) nicht geradlinig. Der Falla = 0, 
die windschiefe Fliiche Cayleys, entspricht der Ausartung a -~ o. 

§ 88. Neue Kennzeichnung der eigentlichen Affinspharen. 

Mit dem so eben abgeleiteten Satz liiBt sich die folgende Be­
hauptung beweisen: 

Eine Flache mit festen endlichen aftinen Hauptkrummungsradien 
ist eine eigentliche Aftinsphare oder eine windschiefe Flache mit fester 
Aftinkrummung. 

Wenn R1 = R2 ist, haben wir den Satz schon in § 79 bewiesen. 
Wir setzen daher R1 =F R2 voraus. 1st nun bei einer auf die Affin­
kriimmungslinien (§ 61) bezogenen Fliiche ~ (s, t) R1 und R2 konstant, 
so folgt aus § 61 (156) und (159) fUr die Evoluten 5i fUr i = 1,2 die 
Beziehung d 5i = 0, wenn wir liings der affinen Kriimmungslinien vor­
wiirtsschreiten, d. h. die affinen Evolutenfliichen entarten in Kurven 
oder Punkte. Da beide Umhiillungsgebilde im Endlichen liegen, so 
ist dann wegen 5i = ~ -I- Ri ~ 

(108) ~ (s, t) = 31 (5);2 =~ (t)R1 
2 1 

und der zugehorige Affinnormalenvektor 

(109) ~ (s, t) = ~g == ~ . 
2 1 

Man sieht hieraus: Wenn 51 oder 52 in einen Punkt zusammenschrumpft, 
entartet die Fliiche ~ (s, t) in eine Kurve. Wir benutzen nun die 
Gleichungen § 62 (174) und 

Gtl Gtil - Gt22 = G K 

in § 62. Da G = ± (~~8 ~t)2 und hier insbesondere ~8t = 0 und K 
fest ist, wird daraus 

(~88 ~8 ~t) (~tt ~s ~t) = C (~ ~s ~t)2 (~~s ~t)2 
und nach (108) und (109) 

(11 0) (5/' 5/ 52') (52" 51' 52') = c (51 - 52' 51', 52')4 . 

(C = konst.) 

Darin ist c eine von den Ri abhiingige Konstante und die Striche 
bedeuten Ableitungen nach soder t. 

Die Funktionalgleichung sagt aber aus: Das Kriimmungsbild (109) 
unserer Fliiche ist eine eigentliche Affinsphare. In der Tat! Es sei: 

(111) ~* (s, t) = Ao (s, t) [51 (s) - ~2 (t)] + Al (s, t) 5/ (s) + A2 (s, t) 52' (t) 
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der Affinnormalenvektor des Krummungsbildes. Da allgemein 

(~ ~l ~2)4 = I L N - M21 ' 
muB hier 

(112) 

sein (wo c* nur von Rl und R'J abhangt, also konstant ist) und nach 
(110), (111) und (112) muB Ao eine Konstante sein. SchlieBlich 
foIgt aus 

~8* = (+ Ao + A18) ~l' + A28 ~2' + Al ~t", 

~t* = (- Ao + ~t) ~2' + i'lt ~l' + A'J ~2" 

unter Berucksichtigung der auf das Kriimmungsbild ~ an Stelle von ~ 
angewandten Gleichungen § 49 (9) 

Also ist ~* zu ~ proportional: Die Affinnormalen von ~ (s, t) gehen 
samtlich durch einen Punkt und ~ (s, t) ware eine eigentliche Affin­
sphare, die zugleich Schiebflache ist. Solche Flachen gibt es 
aber nach dem Ergebnis des vorhergehenden Abschnittes nicht. 
Also gibt es auch keine Flachen mit festen, aber verschiedenen 
affinen Hauptkrummungsradien, und damit ist der aufgestellte Satz 
bewiesen. 

§ 89. W- FHichen. 
Zum Schlusse wollen wir die nicht-parabolischen Flachen be­

stimmen, die als Ganzes durch inhaltstreue Affinitaten so in sich fort­
geschoben werden k6nnen, daB dabei im allgemeinen jeder Punkt in 
jeden ubergeht; also Flachen, die eine "transitive Gruppe" inhalts­
treuer Affinitaten ge statt en. Sie geh6ren zu den W-Flachen U ), die 
eine transitive Gruppe projektiver Transformationen zulassen. AIle 
W-Flachen sind von S. Lie auf Grund seiner allgemeinen Grupp en­
theorie bestimmt worden. 

Bei unseren Flachen mussen aIle affinen Invarianten fest sein. 
Wir untersuchen daher die Flachen mit ] = konst., K = konst., 
H = konst. auf die geforderte Eigenschaft hin. 

1. Es sei zunachst ] =1= 0 und 

a) K =1= O. Dann ist die Flache nach § 88 eine eigentliche Affin­
sphare und daher bei geeigneter Normierung der Asymptotenpara­
meter nach § 76 

A = 1 , D = 1 , Rl = R'J = R = - F3 = konst. 

14) Diese Benennung wird haufig auch in ganz anderem Sinne gebraucht, 
namlich fUr die insbesondere von ]. Weingarten untersuchten Flachen mit einer 
Abhangigkeit zwischen ihren (elementaren) Hauptkriimmungen. 
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Wahlen wir den Krummungsmittelpunkt der Affinsphare zum Ursprung, 
so ist 

und daher nach § 19 (2) 

1 
~uu=F-';'" 

1 
~=-R~=F-3-,; 

--';uv=F- 2 -,;, 

Als Losungen findet man, wenn Beine dritte Einheitswurzel bedeutet 

(113) -,; = {e F - 1(U+V) , e F - 1(eu+e2v) , eF-1(E2u+ev)}. 

Mittels emer komplexen Affinitat kann man dafur auch setzen 

(-1 eF - 1 (e u + e2v) + eF -1(e2u + ev) eF -l(cu + e2v) _ eF-1(f2U + eV)1 

(114) -,; = <eF (u+V), 2 ' 2' }. 
l ~ ) 

Um reelle Punkte zu erhalten, sind in (113) die Parameter u, v kon­
jugiert imaginar, in (114) reell zu wahlen. Fur (113) ist 

(115) 
fUr (114) 
(116) 
Aus den letzten Gleichungen kann man sofort ablesen, daB die zweite 
FIache die Transformationen 

* Xl b + X2 • b X = _. - cos -. sm 
2 a a' 

'" Xl • b + .:1:'2 b X • = - - sm --- COS 
3 a a 

und die erste die Transformationen 

gestattet, und diese Transformationen ftihren jeden Flachenpunkt m 
jeden tiber. 

b) Es sei K = 0 und H =} O. Dann fUhren wir die Affinkrummungs­
linien als Parameterkurven (s = konst., t = konst.) ein. So wird nach 
§ 61 (165) oder § 63 (6) 

K = H2 + Ci C~ 

und daher wegen § 60 (153) in § 59 (132) [vgl. wieder § 63 (6)] 

~s=2H-,;s' ~t=O. 

Also ist ~ = ~(s), ~s = -';s(s) und daher 

-,; (s, t) = 2 R ~ (s) + & (t). 
Wir behaupten nun, daB -,; (s, t) abwickelbar ist. Denn ist & (t) ge­
wunden, so lassen sich die Kurven 

~ (so) + & (t) und ~ (S1) + & (t) 
nur durch eine Schiebung ineinander iiberfUhren. ~ (s) muE also eine 
eingliedrige Gruppe von Schiebungen gestatten, also eine Gerade sein, 
und -,; (s ,t) ware ein Zylinder. 

BIas c h ke, Differentialgeometrie. II. Bd. 16 
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1st aber ~ (t) eine ebene Kurve, so moge die Hullkurve der Affin­
normalen selbst in der Ebene Xl = 0, die Kurven 2 R ~ (so) + ~ (t) 
also in Ebenen Xl = konst. lie gen. Wenn nun die Flache langs einer 
Kurve 2 R ~ (s) + ~ (to) in sich verschoben wird, so werden die Affin­
normalen langs dieser Kurve nur untereinander vertauscht, und daher 
bleibt bei solchen Affinitaten ein Punkt von ~ (t) fest. Ware nun ~ (t) 
eine gekrummte ebene W-Kurve, so muBte sie als ganzes und .daher 
alle Punkte der Ebene Xl = 0 in Ruhe bleiben. Foiglich ist bei allen 
dies en Affinitaten Xl * = Xl und aIle Kurven 2 R ~ (so) + ~ (t), lagen 
in einer Ebene Xl = konst., ~ (s, t) ware also eine Ebene. Ware aber 
~ (t) eine Parabel, die nicht als Ganzes in Ruhe bliebe, so konnen wir 
den Festpunkt als Ursprung und Parabeltangente und konjugierten 
Durchmesser als x2 - und x3 -Achse nehmen. Alsdann muB die zu­
gehorige Affinitat fur die Ebene Xl = 0 so lauten 

und daher die flachentreue Affinitat selbst 

Die Bahnkurven dieser Gruppe sind aber gewunden. Es ist namlich 

(~*' ~*" ~*"') = a x~ + fJ xi + Y Xl' 

wobei 
Y = - 108 x2 X3 

ist. Wenn aber ~ (s) gewunden ware, so folgte wie vorhin, daB ~ (t) 
1m Widerspruch zu unserer Annahme eine Gerade sein muBte. 

1st neben K = 0 auch H = 0, so ist die Flache nach § 79 eine 
uneigentliche Affinsphare und daher bei geeigneter Parameterwahl 
] = p-3 = konst. Also ist 5 = 0 und wegen (9) muBte auch ] = 0 
sein, was unmoglich ist. 

2. Es sei ] = O. 

a) 1st K =1= 0 und die Flache keine Affinsphare, so beschreiben 
die Krummungsmittelpunkte nach § 80 eine gewundene Kurve ~ (t). 
Dieses muB eine Kurve mit festen Affinkrummungen sein. Bei diesen 
Flachen gibt es aber keine Affinitat, welche die Flache und eine Ge­
rade der Flache in sich uberfiihrt. Dabei wurden niimlich die Affin­
normalen langs der Geraden nur untereinander vertauscht. Dabei 
bliebe der zugehorige Krummungsmittelpunkt und dam it (vgl. § 32) 
die ganze Kurve ~ (t) fest. Jede Affinitat aber, die allePunkte einer 
gewundenen Kurve fest laBt, ist die Identitat. 

1st die Flache eine eigentliche windschiefe Affinsphare, auf cler 
die kubische Grundform nicht identisch verschwindet, so uberzeugt 
man sich leicht, daB die gewundenen Asymptotenlinien nicht zueinander 
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affin sein konnen. Wegen S = konst. =1= 0 ist namlich bei geeigneter 
Parameterwahl [vgl. § 86 (89)] 

F _ konst. 
- (U+V)2 . 

Nach der entwickelten Darstellung der windschiefen Affinspharen ist 
daher - der Parameter u ist hier nur anders normiert -

) -2 , 
~(u, v =u+v·&+&' 

wobei die Kurven v = konst. die Schar der gewundenen Asymptoten­
linien liefert. 

1st A = D = 0 auf der Flache, so findet man die Mittelpunkt- ~2' 
die bekanntlich zu unserer Flii:chenklasse gehoren. 

b) 1st nun K = 0, also auch H = 0, so ist wegen § 49 (6) 
auch S = 0 und daher die Flachen mit den in § 85 bestimmten wind­
schiefen Schiebflachen identisch. Man rechnet leicht nach, daB die 
gewundenen Asymptotenlinien von Cayleys windschiefer Flache durch 
inhaltstreue Affinitaten ineinander iibergefiihrt werden konnen und die 
Flachen somit die geforderte Eigenschaft besitzen. Auch bei den 
Paraboloiden laBt sich das leicht bestatigen. Die ~2 und die wind­
schiefe Flache Cayleys werden auch durch eine Gruppe nicht inhalts­
treuer Affinitaten in sich iibergefiihrt. 

Die gewundenen Asymptotenlinien der Wendelflache ~ (u, v) = {u, 
vsinu, vcosu} und ihrer imaginar transformierten ~(u, v) = {u, vshu 
v chuJ werden durch die nicht raumtreuen Affinitaten 

Xl* = Xl' 

ineinander iibergefiihrt. 

Als nicht parabolisch gekrummte W-Flachen der raumtreuen Atlini­
taten haben sich also die ~2' die windschiefe Flache Cayleys und die 
beiden Affinspharen Xl X2 Xs = 1 und Xl (X2 2 + Xa 2) = 1 ergeben. 

§ 90. Ein affines Gegenstiick zur Unverbiegbarkeit 
der Kugel1~). 

Zu guter Letzt noch eine Aufgabe aus der Differentialgeometrie im 
GroBenl 

Bedeutet ~ (u, v) den Vektor, der vom Ursprung nach einem auf 
einer Flache beweglichen Punkt hinfiihrt, so haben wir in der affinen 
Flachentheorie die zweite GaufJsche Grundform der elementaren Flachen­
theorie, namlich 

(117) 

15) W. Blaschke: Hamburger Abhandlungen 1 (1922), S.151-156. 
16* 
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so normiert: 

(118) E du2 -I- 2 F du dv -I- G dv2 = L du2 + 2 M du dv ,+ N dv2 

(LN_M2)4 

und erhielten auf diese Weise eine gegeniiber inhaltstreuen Affinitaten 
und gleichsinnigen Parametersubstitutionen invariante Differentialform, 
das affine Gegenstiick zum Bogenelement. Da eine Fliiche 2. Ordnung 
in sich selbst inhaltstreu affin transformiert werden kann, ebenso wie 
man im besonderen eine Kugel in sich selbst verdrehen kann, so ist 
auf einer solchen Fliiche das Gaufische KriimmungsmaB 5 unserer 
affinen Grundform (118) konstant. Erinnern wir uns nun des Satzes 
von H. Liebmann (1. Bd., § 75), der besagt, daB die Kugeln die ein­
zigen geschlossenen Fliichen festen (gewohnlichen) KriimmungsmaBes 
sind! Es fragt sich, ob die Ellipsoide die einzigen geschlossenen 
Fliichen mit festem 5 sind. Bier solI nun wenigstens folgendes be­
wiesen werden: 

Ein Ellipsoid liifit aufier inhaltstreuen Ajjinitiiten keine weiteren 
stetigen Formiinderungen zu, bei denen 5 erhalten bleibt. 

Friiher haben wir einen anderen Satz Liebmanns (1. Bd., § 76) 
iibertragend gezeigt, daB die Ellipsoide die einzigen Eifliichen sind, 
liings derer die "mittlere Affinkriimmung" H fest ist (§ 74). 

Es sei ;t; (u, v) eine Einheitskugel, die auf ein isothermes Para· 
metersystem u, v bezogen ist. Dann gel ten die F ormeln [vgl. etwa 
1. Bd., § 110 (135)J. 

(119) 

(120) 

(121) 

+ ;u Av 10 
;t;uu= T;t;u - T;t;v - 1I.";t;, 

+ Av + Au 
;t;uv = T;t;u x;t;" * 

;t;vv = - ~:':';t;u + 1V ;t;v - 22 ;t;, 

(;t;;t;u;t;,,) = - 22 , 

( a2 a2\ 0 

au2 + av 2 ) log 2 = - k. 

Wir betrachten eine Nachbarfliiche ;t;*(u, v; e) zu unsrer Kugel, indem 
wir setzen 

(122) P = eh(u, v), 

Durch Ableitung folgt daraus 

(123) ;t;u* = Pu;t; -I- (1 -I- P);t;,., ;t;,,* = P,,;t; -I- (1 -I- p);t;v 
und we iter nach (119) 

;t;:u = {Puu - (1 -I-P)22 };t;-I-{ 2Pu -I- (1 +p) ~u };t;u -(1 +p) ~~ ;t;v' 

(124) ;t;:,,=Puv;t;+{Pv+(l+P) ~v};t;u+{Pu+(l +P)-~-'"};t;v' 

;t;:v = {p"" - (1 +p)22};t; - (1 + P)~;t;u +{ 2Pv+(1 +P)~} ;t;v· 
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Hieraus ergeben sich fur die Determinanten, wenn man Glieder, die 
In e mindestens quadratisch sind, vernachlassigt, die Ausdrucke 

L* - (* * *) - 12 ( 12 + 3 12 + Au )·v ) - lulv luu -A. t" pA. IPu-rPv-Puuf' 

(125) M* - ( * * *) - 12 (* Av P + )'u P p} - lu lv luv - . l * i u -f v - u" , 

N* - (* * *) - 12 (}.2 ' 3}.2 ;'u P + Av }. -- ;1;u lv lvv - 1 --r P -1 uf Pv - P"v ' 

(126) {L * N* - MU}~ = W* = },2 { 1 + ; P - ! J P }. 
Darin bedeutet 

(127) J P = Puu +P"v 
A2 

den zweiten Differenziator von Beltrami. Wir find en weiter 

E*=~=}.2h+-~p+} JP~-p +~,~p __ A-"p 
W* l 2 4 J uu A U A v' 

(128) F* = :: = * - Puv +~-" Pu + 4~ p", 

G* N* 12 (1 + 3 + 1 A ) Au Av 
= W*=IL 1 2- P 4 LJP J-P"v-{p,,+;:p,,· 

Fur das Gaupsche KrummungsmaB 5* der affinen Grundform 

(129) E* du2 + 2 F* du dv + G* dv 2 

unsrer Flache ;1;* (u, v ; e) ergibt sich daraus, wenn man etwa die 
Formel von Frobenius (1. Bd., § 49) 

E* E * E * 
(130) S* = - -~ F* F\ F V* _ -~-- f Jl Ev*~Fu* + !_ ,Gu*- Fv*} 

4 W*' U v 2 w* ~ a v W* au W* 
G*Gu*G,j* 

heranzieht, bis auf Glieder 1. Ordnung in e (einschlieBlich) der Aus­
druck 

(131 ) 

Darin bedeutet 

(132) 

Die Formel 

(133) 

gilt wegen ihres invarianten Charakters aIlgemein, wenn die Ausgangs­
ftache irgendeine ~2 mit 5 = 1 ist, J den zweiten Differenziator 
Beltramis bezuglich der affinen quadratischen Grundform dieser Flache 
und P die Variation in Richtung der Affinnormalen bedeutet, d. h. im 
FaIle einer ~2: in der Durchmesserrichtung. 
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SolI nun S* = 1 oder t5 S = 0 sein, so muB P der Differential· 
gleichung genligen 

(134) 12 P + 8 A P + A A P = o. 
Wir haben also eine auf unsrer ganzen Kugelftiiche ~(u, v) stetige Losung 
dieser linearen homogenen partielIen Differentialgleichung 4. Ordnung 
zu such en. Wir denken uns P nach "Kugelfunktionen" entwickelt 
(vgl. 1. Bd., § 79) 

00 

(135) P=2)Pn' 
o 

d. h. nach auf der ganzen Kugel stetigen Losungen der Differential· 
gleichung 

(136) 

Dann finden wir durch Einsetzen der Reihenentwicklung fUr P in (134) 
mittels (136) 

(137) 12 P + 8 A p+A A P=Po+ .2{12 - 8n (n + 1) + n2 (n+ q} Pn 
00 1 

=Po+ 2)(n-1)(n- 2)(nl!+5n+ 6)Pn=0. 
1 

Wir bemerken, daB die Zahlenfaktoren nur bei PI und P2 Null sind. Da 
die Entwicklung nach Kugelfunktionen eindeutig ist, muB nach (137) 
Pn fUr n = 0,3, 4, 5, ... identisch verschwinden. Somit hat die all· 
gemeine auf der ganzen Kugel eindeutige und stetige Losung von 
(134) die Form 

(138) P = PI + Pl!' 
wo PI und Pl! willklirliche Kugelftiichenfunktionen 1. und 2. Ordnung 
bedeuten. 

Man kann die Losung (138) von (134) auch anders gewinnen, 
ohne liber die Entwickelbarkeit (135) von P nach Kugelfunktionen 
und deren gliedweise Differenzierbarkeit (137) etwas vorauszusetzen. 
Bekanntlich gilt niimlich fUr zwei auf der ganzen Kugel zweimal stetig 
differenzierbare Funktionen die Formel Greens (1. Bd., § 68) 

(139) fqy·AV;.dw=fv;·Aqy.dw, 
wobei die Integration liber alle Oberftiichenelemente d w der Einheits· 
kugel zu erstrecken ist. SolI nun peine stetige Losung von (134) oder 

(134) P = --!-A (p + ! JP) 
sein, so gilt fUr jede Kugelftiichenfunktion Pn nach (134), (139) und (136) 

fPnPdw=-fSp .. ·A(p+ !Jp).dw=- !S(p+ !Jp).APn· dw 

=+2n(~+1){fPnPdw+ ~-fPn·JP·dw} 

= + 2 n (n3 + 1) . ( 1 _ n (n : ~) S P .. P dw 
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oder {12 - 8 n (n + 1) + n 2 (n + 1)2} J P P n dw = 0 . 

Somit besteht fUr aIle Kugelfunktionen Pn die Orthogonalitatsbeziehung 

(140) J PPndw = 0 fur n = 0,3,4, ... 

und, da die Kugelfunktionen ein vollstiindiges Orthogonalsystem 16) bilden, 
ergibt sich hieraus neuerdings die Darstellung (138) der stetigen 
Li::isungen von (134). 

Jetzt ist aber leicht zu sehen, daB die gefundenen Li::isungen 
(138) von (134) genau den Formanderungen der Einheitskugel ! (u, v) 
entsprechen, bei denen diese einer inhaltstreuen Affinitat unterworfen 
wird. In der Tat! Eine solche Affinitat hat die Gestalt 

3 

xt = Yi + 2.' (c5 ik + aik) Xk ; 
k=l 

aik = caik , c-+O; 
(141) c5ik = 0 fUr i =1= k, = 1 fer i = k; 

:J 

I c5ik + aik i = 1 + 2) aii ... = 1, 
i=1 

2:aii = O. 

Der Verruckungsvektor 

(142) 

hat daher III Richtung des Einheitsvektors xi die Komponente 

(143) P = 2) x i c5x i = 2) YiXi + 2) aik XiXk • 
i i ik 

Dieses Polynom fallt aber wegen all + a 22 + a 33 . 0 genau mit der 
gefundenen Li::isung (138) zusammen. Der Definitionsbereich einer 
Kugelflachenfunktion Pn laBt sich namlich bekanntlich von der Ein­
heitskugel aus so auf den umgebenden Raum erweitern, daB sie durch 
eine Form n-ten Grades in den xi dargestellt wird, die der Differential­
gleichung von Laplace 

( ) ( 
&2 a~ 82 ) 

144 DX/ + j)xZ2 + ax}' Pn = 0 

genugt. Diese Bedingung gibt fUr PI keine und fur P2 genau die 
Beschrankung all + a 22 + a 33 = o. 

§ 91. Aufgaben und Bemerkungen. 
1. Zum Satz von Maschke. Man beweise den Satz von Maschke 

(§ 84) fUr Torsen. 

16) Dati die Kugelflachenfunktionen die" Vollstiindigkeitseigenschajt" haben, 
folgt etwa aus der gleichen Eigenschaft der Polynome von Legendre. Diese 
wiederum daraus, dati diese Polynome alle "Eigenfunktionen" einer Differential­
gleichung bilden. 
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2. AffingesimsfHichen. FHichen mit einer Schar ebener Eigen­
schattengrenzen (vgl. § 45) heiBen nach E. Salkowski "Affingesims­
£Iachen". Man bestimme insbesondre die Flachen, deren ebene Schatten­
grenzen Affinkrummungslinien sind und zwar so, daB die Affinnor­
malen langs dieser Kurven in derselben Ebene wie diese liegen. 
E. Salkowski. 

3. Geometrische Deutung von H. 1st p der Abstand des Mittel­
punktes der Lie- ~2 eines Flachenpunktes ~ von der Tangentenebene 
der Flache in f, so hat man zwischen dem Gaupschen Krummungs-

maB K unserer Flache und ihrer mittleren Affinkrummung H die Be­
ziehung 

(145) 
- 1 1 

H=IKI4-. 
P 

P. Franck, Math. Zeitschrift 11 (1921), S.297. 

4. Ober geradlinige Flachen. Eine windschiefe Flache 5011 be· 
stimmt werden, von der eine Kurve als Ort der Mittelpunkte ihrer 
Lie- ~2 vorgeschrieben ist. 

5. Ein Satz von G. Koenigs tiber ebene Kurvennetze, die Zen~ 
tralriB der Asymptotenlinien einer Flache sind. Aus der Betrach­
tung der Lie- ~2 folgt sofort: Projiziert man die Asymptotenlinien 
einer Flache von f (u, v) zentral aus einem Punkt +> auf eine Ebene, 
so entsteht ein Kurvennetz ~ (u, v) mit folgender Eigenschaft: die drei 
Geraden durch ~ (u, v), ~ (u + h, v), ! (u + k, v) mit den Richtungen 
~v(u,v), iv(u+h,v), ~v(u+k,v) und die drei durch ~(u,v), ~(u, 
v+h), ~(u,v+k) mit den Richtungen ~,,(u,v), ~,,(u,v+h), ~,,(u, 
v + k) bilden fur h-+-O, k---O die Tangenten eines Kegelschnitts, 
namlich der Projektion der Lie-~2 in ~ (u, v) aus +> auf die Ebene. 
Hat umgekehrt ein ebenes Kurvennetz diese Eigenschaft, so gibt es 
immer Flachen dazu, aus deren Asymptotenlinien das Netz durch Pro· 
jektion entsteht. G. Koenigs, Comptes rendus, Paris 114 (1892), S. 55; 
G. Darboux, Theorie des surfaces 4 (1896), Nr.876-878; H. Lieb­
mann, Mathematische Zeitschrift 14 (1922), S.159-168. 

6. Eine Kennzeichnung des Ellipsoids. 1st auf einer Eiflache das 
AffinkrummungsmaB fest und positiv, so ist die Eiflache notwendig 
ein Ellipsoid. W. Blaschke: Leipziger Berichte 70 (1918), S.35. 

7. Die Affinspharen als Projektivminimalflachen. Die Affin­
spharen gehoren zu den Extremalen des projektiv-invarianten Variations­
problems 

(146) 15JJ.dQ=O. 

Vgl. Aufgabe 8 III § 67. H. Behnke 1921. 

8. Transformationstheorie der Affinspharen. Man iibertrage die 
zunachst fUr Flachen festen KriimmungsmaBes ausgebildete "Trans-
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formationstheorie" (vgl. etwa das kurzlich erschienene Werk von L. 
P. Eisenhart, Transformations of surfaces, Princeton 1923) auf die 
Affinspharen. Vgl. dazu H. Jonas, Annali di matematica (3) 30 (1921), 
S.223-255. 

9. Eikorper mit Mittelpunkt. Wird ein Eikorper sr von jeder 
Ebene durch einen Punkt 0 in zwei inhaltsgleiche Teile zerspalten, 
so ist 0 Mittelpunkt von sr. V gl. P. Funk, Mathematische Annalen 
77 (1916), S.129-135. Dieser Satz ist gleichwertig mit dem folgen­
den: Wird ein Eikorper sr von jeder Ebene durch 0 in einem Ei­
bereich geschnitten, der homogen belegt 0 zum Schwerpunkt hat, so 
ist 0 Mittelpunkt von sr. W. Blaschke, Leipziger Berichte 69 (1917), 
S. 413. Zum Beweise verwendet man am einfachsten Kugelftachen­
funktionen. 

10. Windschiefe SchiebfUi.chen. K. Brauner hat, wie in einer Arbeit 
in den Wiener Monatsheften fur Mathematik und Physik ausgefuhrt 
werden solI, diese Flachen auf folgende Weise geometrisch bestimmt. 
Ordnet man auf zweien ihrer geradlinigen Erzeugenden zwei Punkte 
derselben Schiebkurve einander zu, SQ entsteht zwischen den Punkten 
dieser Erzeugenden und damit auch zwischen den Ebenen durch die 
Erzeugenden als Tangentenebenen in zugeordneten Punkten eine in 
der Regel zwei-zweideutige Abbildung. Wegen der Erzeugung der 
Schiebftachen schneiden sich zwei solche zugeordnete Tangenten­
eben en in zwei Punkten einer Schiebkurve in einer Geraden, die zu 
den Tangenten an die anderen Schiebkurven durch diese Punkte 
parallel lauft. Die uneigentlichen Geraden der Tangentenebenen in 
unsern beiden Erzeugenden bilden ein Paar zwei-zweideutig zugeord­
neter Strahlenbuschel der uneigentlichen Ebene, erzeugen also als 
Durchschnittsort entsprechender Strahlen eine Kurve vierter Ordnung 
auf den Tangentenftachen einer Schar von Schiebkurven. Beachtet 
man, daB nach Lie jede Schiebftache die uneigentliche Ebene in Ge­
raden schneidet, so erkennt man, daB die beiden Buschel eine Ge­
rade zweimal entsprechend gemein haben, daB also die Kurve vierter 
Ordnung in eine doppelt zahlende Gerade und einen Kegelschnitt 
zerfallt. Die uneigentlichen Punkte der Tangenten an eine Schieb­
kurve der Flache liegen somit auf einem Kegelschnitt. 

Zum SchluB noch eme kleine Sammlung ungeloster Fragen. 

11. Eikorper mit gemeinsamen Schwerlinien. Man bestimme aIle 
Paare von Eikorpern mit der Eigenschaft, daB jede Ebene, die beide 
schneidet, sie in Eibereichen mit gemeinsamem Schwerpunkt trifft. 
Vgl. § 14. 
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12. Ausgezeichnete Stellen einer Eiftache. Kann man etwas aus­
sagen iiber die Mindestzahl von Punkten einer Eifliiche, in denen Picks 
Invariante 1 verschwindet? 

13. Eikorper, die sich aus Strecken linear aufbauen lassen. Auf 
S. 207 haben wir die Linearkombination von Eikorpern erkliirt. Damit 
sich ein Eikorper aus endlich vielen Strecken in dieser Weise her­

'O-...;...,----4;)r , 
............ 

. " 
~ .............. ;o .... ----------:::-

stellen liiBt, ist notwendig und hin­
reichend, daB er von einem Vielflach 
begrenzt wird, von dessen endlich vielen 
Seitenfliichen jede einen Mittelpunkt hat. 
So ist in der Fig. 40 ein solcher aus 
vier Strecken zusammengesetzter Ei­
korper gezeichnet. Es fragt sich nun: 
Kann man die Eifliichen im unendlich 

F - 40 Kleinen kennzeichnen, die Eikorper 19. . 
begrenzen, die durch positive Lin ear-

kombination unendlich vieler Strecken entstanden sind? VgI. W. Blaschke 
u. K. Reidemeister, Jahresbericht der Dtsch. Mathematikervereinigung 31 
(1921), S. 81, 82. Weiter konnte man ebenso nach der Kennzeichnung 
der Eikorper fragen, die durch positive Linearkombination aus Te­
traedern entstehen. In der Ebene kann man leicht zeigen, daB man 
ieden Eibereich in dieser Weise aus Dreiecken gewinnen kann. 
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